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Sayi kavrami tarih boyunca nasil bir gelisim izledi? Einstein'in "hic
kuskusuz sayinin evrimi tizerine okudugum en ilging kitap" diye nite-
ledigi bu klasiklesmis eserinde matematikci Tobias Dantzig, bu soru-
dan yola ¢ikarak sayiy1 mercek altina yatinyor.

"Mevcut okul miifredatlan matematigi kiiltiirel iceriginden ayirp sa-
dece teknik detaylardan meydana gelen bir iskelet olarak birakarak
pek cok iyi beyni kacirmistir. Bu kitabin amaci bu kiiltiirel icerigi tek-
rar kazandirmak ve sayinin evrimini gercekten oldugu gibi derin bir
insani dykii olarak sunmaktir," diyen Dantzig, matematik tarihini
emin adimlarla ilerleyen bir siire¢ olarak degil, rastlantilarin ve sez-
ginin biyik rol oynadig bir siirec olarak canlandirniyor.

Uzerinde nadiren durdugumuz sifir kavraminin icadi, sayilarin mistik
anlamlan ve onlara atfedilen gizem, sayi ibadeti, ilging paradokslar,
matematikgileri asirlardir diisiindiiren problemler ve daha bircok ko-
nu, Dantzig'in anlattigi ilging 6ykiiniin birbirine bagh halkalarini
olusturuyor. Bu kitabi okurken gériiyoruz ki, yasadigimiz gercekligin
dokusuna bu kadar derinlemesine islemis olan sayi kavramini daha
yakindan tanimak, bize kendi diisiince yapimiz hakkinda da énemli
ipuclan veriyor.
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1884'te Letonya'da dogdu. Car karsiti propaganda yaptig igin tl-
kesinden ayrlmak durumunda kalinca Paris'e gitti. Sorbonne Uni-
versitesi'nde Fransiz matematikgi Henri Poincaré ile birlikte galgt:.
1910 yilinda esiyle birlikte Amerika'ya gog etti. Dil sorunu yuzin-
den bir sure Oregon'da odunculuk yapan Dantzig, 1917'de Indiana
Universitesi'nde matematik doktorasini tamamladi. John Hopkins,
Columbia ve Maryland Universitelerinde ders verdi. 1956 yilinda

Los Angeles'ta 6ldu. 1930 tarihli Say: kitabinin yani sira, 1937 tarih-
li Aspects of Science (Bilimin Vegheleri) kitabinin da yazandir.
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Onsiiz

Barry Mazur

Elinizde tuttugunuz kitap Say1 iizerine ¢okyonlii bir tefekkiir ve ma-
tematigin giizelliklerine bir methiyedir.

Bu klasik eser Say1 kavraminin evrimi iizerinedir. Evet: Say: bir
evrim siirecinden geg¢migtir ve gegcmeye devam edecektir. Sayinin
dogusu nasil olmusgtur? Bu konuda tahminde bulunmaktan fazlasin
yapamiyoruz.

Sayinin dile ilk girisi bir sifat olarak miydi? Ug inek, ii¢ giin, iig
kilometre. "Ug inek" ile "ii¢ giin" arasinda birlestirici bir nokta oldu-
gu ve aralarindaki bu ortak "iigliik" noktasina egilmenin harcanan za-
mana degecegi yoniindeki o ¢arpici diigiinceyi ilk fark eden insanin
hissetmis olabilecegi heyecam bir diisiiniin. Tek bir anda tek bir kisi
tarafindan fark edilmis olsaydi, bu ileri dogru benzersiz bir adim
olurdu, zira tek basina iigliik kavrami —ad olarak ii¢— ineklerden ve
giinlerden ¢ok daha fazlasini igerir. Bu ayni zamanda 6rnegin bir giin
ile ii¢ giin arasinda karsilagtirmalar yapilmasinin da yolunu hazirlar:
Ug giin bir giiniin iig kat1 olarak ele alindiginda, ii¢e bagka bir agidan
daha, yani iicle carpma fiilindeki ii¢ olarak bakmay1 da beraberinde
getirir.

Belki de Sayi bagka bir yoldan ortaya ¢ikmigtir: 6rnegin "Bir iki
ii¢, soylemesi giic..." diye devam eden tekerlemeler ya da kafiyeli
sozler bigiminde.

Nasil baglamis olursa olsun, bu 6ykii hala devam ediyor ve bildi-
giniz o miitevazi1 Sayinin, var olam: anlama konusunda ¢ok merkezi
bir role sahip oldugu gittikge daha agik goriiliiyor. Ilk Pisagorcular
magaralarinda dans ediyor olmal..

Eger matematik hakkinda bir seyler 6grenmeye niyetli ama buna
hi¢ zaman bulamamuig biri olsaydim ve kendimi o iinlii "1ss1z ada"da
mahsur kalmig bulsaydim, yanimda olmasin ilk isteyecegim kitap,
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gercegi soylemek gerekirse, yiizme iizerine iyi bir kilavuz olurdu.
Ama ikincisi de herhalde bu kitap olurdu. Ciinkii Dantzig bu kitapta
bilimsel sunum agisindan vazgegilmez olan su ileri bagariyla yerine
getiriyor: Okurlarinin genel bir egitimden fazlasina sahip olmadigi-
n1 varsaymak, anlatilan dykii agisindan en hayati materyali agik ve
canli bir gekilde ifade etmek, 6nemli bir ykii anlatmak, ve fikirlere
sadece gondermeler yapmak yerine onlari agiklamak (ki en nadir ba-
sarilari da budur).

Sayinin 6ykiisiindeki en giizel yan 6ykiilerden biri, matematikgi-
ler say1 cumhuriyetinin sinirlarin1 geniglettikge kavramin nasil de-
gistigidir: Sayma sayilanyla (1, 2, 3, ...) baglayan kiime daha sonra
negatif sayilarla sifin da igine almig (... -3,-2,-1,0, +1, +2,+3, ...),
nihayetinde de kesirleri, reel sayilar, karmagik sayilan ve farkl bir
kolonilegsme tarziyla sonsuzlugu ve sonsuzluklar hiyerarsisini de
kapsayacak gekilde geniglemigtir. Dantzig bu geniglemelerin her bi-
rinin ardinda yatan nedenleri de ortaya koyuyor: Gergekten de bu
farkl adimlari ayni 6ykiiniin pargasi kilan ortak bir nokta var. Say1
kavraminin kapsaminin geniglemesini anlatirken Dantzig arada XIV.
Louis'den bir alint1 yapiyor. Dig siyasetinin ardindaki ana ilkenin ne
oldugu soruldugunda XIV. Louis gdyle cevap vermis: "ilhak! Daha
sonra igi kilifinauyduracak akilli bir avukat bulmak her zaman miim-
kiindiir." Ama Dantzig'in kendisi avukatlara ig birakmiyor. Matema-
tigin dogum sancilarina yakindan bir bakig sunarken bir yandan da
bu dykii boyunca siirekli sorulan 6nemli bir soruya odaklaniyor: Ma-
tematiksel bir nesnenin var olmasi ne demektir? Karmagik sayilarin
ortaya ¢ikisi iizerine bir yorumunda Dantzig sdyle diyor: "[Karma-
stk sayilar kavrami] yiizyillar boyunca akil ile hayal giicii arasinda
bir tiir mistik bag gorevi gormiistiir.”" Insanlarin zekasini meggul
eden bu soruna dair Leibniz'in s6zlerini aktanyor:

Ilahi Ruh, negatif birimin, yani —1'in, imajiner kokii dedigimiz bu ana-
liz harikasinda, ideal diinyanin bu alametinde, varlikla varlik olmayan ara-
sindaki bu ikiyasayigh mahlukta kendisini gosterecek yiice bir ¢ikis yolu
bulmugstur. (177)

Dantzig ilk baslarda kendi yasadig sagkinliktan da s6z ediyor:

Kendi hissettiklerimi hatirliyorum da... Karmagik sayilarin gizemine
daha yeni vakif olmustum. Nasil sagirdigimi hatirliyorum: Kargimda agikg¢a
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imkansiz olan ama somut sonuglar veren iglemlere tabi tutulabilen sayilar
vardi. Bir tatminsizlik, huzursuzluk, bu hayali yaratiklann, bu igi bog sem-
bollerin i¢ini doldurma arzusuydu duydugum. Daha sonra bana bu varlikla-
n geometrik olarak, somut bir gsekilde nasil yorumlayacagim ogretildi. O
anda adeta bir bulmacayi ¢6zmiig¢esine, beni korkutan bir hayaletin aslinda
hayalet degil de iginde bulundugum ortamin tamdik bir pargasi oldugu orta-
ya ¢ikmiggasina bir rahatlama hissettim. (208)

Cebir ile geometri arasindaki kargilikl etkilesim matematigin ana
temalarindan biridir. Geometrik agidan ilgi gekici egrilerin basit ce-
bir formiilleriyle ifade edilmesini ve basit denklemlerin ¢6ziilmesiy-
le geometrinin gizli niteliklerinin agiga ¢ikarilmasini saglayan lise
diizeyindeki analitik geometrinin biiyiisii serpilerek, modern mate-
matikte karsilikl birbirini pekigtiren cebirsel ve geometrik sezgile-
rin gii¢lii bir bilesimine doniigmiistiir. René Descartes soyle demisti:
"Geometri ile cebirin en iyi yanlarimi alir ve birinin tiim kusurlarini
digeriyle diizeltirdim." Cagdas matematik¢ilerden Michael Atiyah
yakin tarihli bir yazisinda geometrik sezginin ihtisamini cebirsel
metotlarin olaganiistii etkililigiyle kargilagtirirken soyle diyor:

Cebir adeta geytanin matematikgiye yaptig1 bir teklif gibidir. $eytan
sOyle der: Sana istedigin her soruyu cevaplayacak bu gii¢lii makineyi vere-
cegim. Tek yapman gereken bana ruhunu vermek: Geometriden vazgeger-
sen bu harika makineye sahip olursun. (Atiyah, Michael, Special Article:

Mathematics in the 20th Century, s. 7; Bulletin of the London Mathemati-
cal Society, no: 34, 2002, s. 1-15.)

Aritmetik ile geometrinin arasindaki binlerce yillik flortii bu agk
oOykiisiiniin Faustvari yonlerini kaybetmeden anlatmak ancak Dant-
zig'in inceligi ile miimkiin olabiliyor.

Geometrinin Ogeleri adl kitabinda Oklit "dogru"yu soyle tamim-
liyor: "Tanim 2. Dogru eni olmayan bir uzunluktur." Bugiinlerde,
diizlem geometrisinin temel tas1 olan dogruya bagka agilardan da
bakabiliyoruz. Omegin iizerinde pozitif, negatif, tam, kesirli veya
irrasyonel sayilarin kendi konumlarina sahip olduklan ve her iki
yonde sonsuza dek uzanan bir yatay diiz ¢izgi olarak gosterilen sayi
dogrusu var. Yine zamandaki farkliliklar resmedebilmek ve iginde
yasadigimizi diisiindiigiimiiz o derin, her daim akil kangtirici ve her
daim hareketli ge¢gmis/simdiki zaman/gelecek gergevesini sembol-
lestirmek adina ayni kaba 6mekten, yine her iki yonde de sonsuza
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dek uzanan yatay bir diiz ¢izgi olarak gosterilen zaman dogrusundan
yararlaniriz. Dogruya dair bu farkl kavrayiglarin birbirleriyle nasil
bir aligveris icinde olduklarinin 6ykiisii de yine Dantzig'in anlatisin-
da ele alinmigtir.

Zaman ile matematik arasindaki iligkiyi ele aldig1 kisimda Dant-
zig konuya hakimiyetini gozler 6niine seriyor. Sonsuz siireglerle do-
lu olan ve "agik¢a dinamik" olarak niteledigi Cantor'un kuramiyla
"statik" olarak bahsettigi Dedekind'in kuramini kargilagtiriyor. De-
dekind, diyor Dantzig, reel say1 taniminin higbir yerinde agik¢a son-
suz sozciigiinii veya egilim, dlgiilebilenin Otesinde, biiyiime, yakin-
sama, limit, atanabilir miktardan az: gibi kelimeleri (ya da bunlarin
yerine gegen terimleri) kullanmaz. Anlatinin bu noktasinda nihayet
bir sonuca varmigiz gibi goriiniiyor, zira Dantzig $0yle diyor:

Dolayisiyla ilk bakigta [Dedekind'in reel sayilar tamminda] say: kavra-
mini zaman sezgisi boyundurugundan tamamen kurtarmayi bagsarmigiz gi-
bi goriiniir. (155)

Tabii ki bu "tam kurtulug" Dantzig meseleye bir kez daha bakti-
ginda dagilip gidiyor; boylece zamana ve zamanin matematiksel ifa-
desine, siireye (continuum) ve siireyin fiziksel zamanla veya bizim
tecriibe ettigimiz zamanla iligkisine dair ebedi meseleler, Zenon'dan
beri farkinda oldugumuz sorunlar bu kitapta okuyacaginiz sayinin
evrimi Oykiisiiniin daimi eglikgileri olmaya devam ediyor.

Dantzig soruyor: Diinya —bilim diinyasi— matematiksel diinya
iizerinde ve matematiksel diinya da bilim diinyasi iizerinde ne 6lgii-
de 6nemli bir etkiye sahiptir?

Biliminsani bu diinya sanki kendi diigiinceleri veya eylemlerinden ba-
gimsiz yasalarca yonetilen mutlak bir biitiinmiiggesine hareket eder; ama
ne zaman garpicl basitlikte, genig bir evrensellikte veya kiinattaki miikem-
mel uyuma igaret eden bir yasa kesfetse, "Acaba zihnim bu kesifte ne rol
oynadi1? Sonsuzluk havuzunda gordiigiim giizel imge bu sonsuzlugun do-
gasin1 m1 ortaya ¢ikariyor yoksa kendi zihnimin yansimasindan bagka bir
sey degil mi?" diye diigiinecek bilgelikte olacaktir. (199)

Dantzig sdyle diyor:

Matematikgi, yaptig1 giysileri giyecek yaratiklardan tamamen bihaber
olan bir giysi tasannmcisina benzetilebilir. Kugkusuz bu zanaatin giki nede-
ni boyle yaratiklar igin giysiler gerekmesiydi, ama bu ¢ok uzun zaman 6n-
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ceydi; bugiin ara sira giysinin adeta kendisi igin yapilmiggasina uydugu bir
sekil ortaya gikar. Iste o zaman biiyiik bir sagkinlik ve seving yasamir! (198)

Bu, tarz olarak kismen fizik¢i Eugene Wigner'in iinlii makalesi
"Matematigin Doga Bilimleri Alanindaki Mantikdisi Etkililigi"ni an-
dinyor, ama Dantzig bizlere kendi son derece sahsi dznel gergeklik
ve nesnel gergeklik nosyonlarin1 sunarak devam ediyor. Dantzig'e
gore nesnel gerceklik, insanligin (6megin bilimsel araglarin kullani-
mi yoluyla) elde etmig oldugu tiim verileri de iceren son derece genis
bir kaptir. Sayi ile nesnel gergeklik arasindaki iliskiye dair analizine
zemin hazirlamak amaciyla Poincaré'nin nesnel gerceklik tanimini
("¢ok sayida diigiinen varlik igin ortak olan ve herkes i¢in ortak ola-
bilecek sey") kabul ediyor.

Immanuel Kant'in o ¢gok 6nemli iki sozciige, 6zne ve nesne'ye dair
¢ok sayidaki bigimlenimlerinden en az birinde, kendi sensus com-
munis® kavrami baskin bir rol oynar. Bu incelikli kavram, bir sekilde
her birimizin iginde olugan ve insanligin geri kalaninin ¢esitli du-
rumlari nasil kargilayacagina dair beklentilerimizin kaynagi olan ig-
sel bir "genel ses"tir.

Buna benzer bir yonde, Poincaré ile Dantzig'in 6znel gergekli-
gi de bir tiir i¢ ses, igimizde, insanligin geri kalan1 hakkinda bize bir
seyler soyleyen bir yetiyi gerektiriyormusg gibi goriiniiyor: Poin-
caré-Dantzig nesnel gercekligi, genel olarak nesnel kabul edilmis
veya kabul edilebilir olana dair temelde 6znel bir konsensiistiir. Bu
goriis bizi hemen nesnellik ve sayi iizerine pek ¢ok tartigmanin,
ozellikle de Wigner'in makalesinde ifade edilen diigiincelerin altin-
da bir dongiisellik yattig1 konusunda uyarir. Dantzig bu konuya pek
deginmiyor.

Kardegim Joe ile ben 0 zaman 70'li yaglarinin baginda olan baba-
miz Abe'e Say:: Bilimin Dili'nden bir tane hediye etmistik. Abe lise-
den sonra matematik egitimi gormemigti ama hald orada 6grenmig
oldugu cebire karg1 tutkulu bir sevgi besliyordu. Bir keresinde, biz
dahakiigiikken, Abe cebirin giizelliklerinden bazilarin1 bizimle pay-
lagmugti: "Size bir sir verecegim," demisti gizemli bir ses tonuyla. X
semboliiniin o biiyiilii giiciinii kullanarak iki kati alimip bir eklendi-

* Lat. Ortak hissiyat anlaminda. Kant bunu tiim insanhgin paylagtii yargilar-
dan s6z ederken kullanir. —.n.



14 SAY!: BiLiMiN DiLi

ginde 11 eden o say1y1 nasil bulabilecegimizi anlatmaya bagladi. Ben
her seyi oldugu gibi kabul eden bir gocuk olarak X'in gercekten aile-
mize ait bir sir oldugunu diigiiniiyordum; ta ki birkag yil sonra mate-
matik dersinde goziim agilana dek.

Abe hediye ettigimiz kitabi gagirtic1 derecede ¢ok begendi. Onu
dikkatle okudu, kenarlarini aldig1 notlarla, hesaplamalarla, yorum-
larla kapkara hale getirdi; tekrar tekrar okudu. Sayilarla bu kitapta-
ki sekilde etkilegsime girdi; Goldbach Varsayimi'nin kendine ait de-
giskelerini denedi ve onlara kendi Goldbhach Degisimleri adin ver-
di. Tam anlamiyla mest olmustu.

Ama bunlarin higbiri sagirtic1 degil, ¢iinkii Dantzig'in kitab1 hem
ruhu hem de zekay tutsak ediyor; bu kitap gergekten herkesge erigi-
lebilir olan az sayidaki agiklayic1 matematik klasiklerinden biri.



Editdriin Bilimsel Bagyapit
Basimina Notu

Sayi'nin bu basiminin metni, 1954'te yayimlanan dordiincii basima
dayanir. Bu basima yeni bir 6ns6z, sons6z, notlar ve detaylh bir kay-
nakga da eklenmis ve orijinal gizimler tekrar ¢izilmistir.

Dordiincii basim iki kisma ayrilmigti. 1. Kisim —"Say1 Kavrami-
nin Evrimi"— bu basimin metnini meydana getiren 12 bdlimden
olusuyordu. 2. Kisim —"Eskisiyle Yenisiyle Problemler- ise daha
teknikti ve belli kavramlan derinlikli bir gekilde ele aliyordu. Bu
basimda her iki kisim da korunmustur, ancak 2. Kisim metinden ay-
rilarak ekler haline getirilmis ve her iki kesimin bagindaki "kisim"
sOzciigii kaldinlmigtir.

2. Kisim'da Dantzig'in dili daha az agiklayici, daha sembolik,
diigiinceler iizerinde daha az, yontemler iizerinde daha ¢ok duran ve
yazarin teknik detaylar1 daha 6zlii bir gekilde aktarmasini saglayan
bir hal aliyor. Burada artik notlara veya daha detayli yorumlara ge-
rek yokmug gibi goriiniiyor. Matematikte yarim yiizyillik gelisme-
lerin "Eskisiyle Yenisiyle Problemler" baglikli bir boliimde birtakim
degisiklikler yapilmasini zorunlu kilacag diigiiniilebilir, ama bu
baglik yaniltici; bu boliimdeki problemler eski ya da yeni degil, sa-
dece Dantzig tarafindan matematigin nasil yapildigim gostermek
amaciyla se¢ilmig birtakim klasik fikirlerden ibaret.

Sayr'nin daha 6nceki basimlarinda, boliimler i¢inde numaralan-
mig kesimler vardi. Bu numaralandirma farkh paragraflardaki dii-
slinceleri birbirinden ayirma diginda bir amaca hizmet etmedigin-
den, numaralar silinmig ve yerlerini tek satirlik bir bogluk almigtir.






Dirdiincii Basima Onsiiz

Ceyrek yiizy1l 6nce bu kitap ilk yazildiginda, bu ¢aligmayi 6ncii bir
¢aba olarak gormek i¢in nedenlerim vardy, zira say: kavraminin ev-
rimi, profesyonel matematikgiler, mantikgilar ve diisiiniirler arasin-
da atesli tartigmalara konu olmakla beraber, genel kamuoyuna kiil-
tiirel bir mesele olarak heniiz sunulmamgti. Hatta o donemde bu ki-
tabin basimin1 hakli ¢ikaracak sayida meslek digindan okur olup ol-
madigindan emin bile degildik. Esere gerek yurtiginde gerekse yurt-
disinda verilen tepkiler ve ardindan ¢ikan ayni genel temaya sahip
¢ok sayida kitap bu kuskulari ortadan kaldirdi. Matematigin ve ma-
tematige dayanan bilimlerin kiiltiirel yonleriyle ilgilenen kayda de-
ger bir okur kitlesinin varlig1 bugiin rakamlarla sabittir.

Yasaminin sonbaharindaki bir yazarigin ilk edebi ¢abasina yone-
lik siirekli talebin yeni bir basimi gerektirmesi heyecanlandirici bir
deneyim ve ben de bu kitabin elden gegirilmesi igine bu ruh hali i¢in-
de yaklagtim. Ama ¢aligma ilerledikge kitabin son basimindan beri
meydana gelmis ¢ok sayidaki degigimin farkina varmaya bagladim.
Teknolojideki geligmeler, istatistiksel yontemin yayilmasi, elektro-
nigin yiikselisi, niikleer fizigin ortaya ¢ikig1 ve en ¢ok da otomatik
bilgi sayicilarin gittikge artan 6nemi — tiim bunlar matematiksel et-
kinliklerin sinirinda yasayan insanlarin sayisin1 6ngoriilemez sekil-
deartinirken, bir yandan da genel matematik egitiminindiizeyini yiik-
seltmisti. Dolayisiyla hem sayica ¢ok artmig, hem de yirmi kiisur yil
once hitap ettigimden ¢ok daha geligmis ve hata kabul etmez bir okur
kitlesiyle karsi kargiyaydim. Bu diisiinceler s6z konusu yeni basimin
planlanmasini fazlasiyla etkiledi. Degigim dolu bu donemin getir-
dikleriyle basa ¢ikip ¢ikamadigim sorusunun cevabiniysa okura bi-
rakiyorum.
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Giincellenmis birkag paragraf digsinda mevcut basimin 1. Kismi
—Sayi Kavraminin Evrimi— orijinal metnin bire bir aynisidir. Buna
kargin 2. Kisim —Eskisiyle Yenisiyle Problemler—her agidan yeni bir
kitaptir. Dahasi, 1. Kisim biiyiik 6l¢iide kavramlar ve fikirler iizeri-
nedir. Yine de 2. Kisim orijinal metin iizerine bir yorum olarak de-
gil, say: alaninda yontem ve argiimanlarin geligiminin 6ykiisii ola-
rak alinmalidir. Buradan Eskisiyle Yenisiyle Problemler'in dort bo-
liimiiniin, metnin on iki esas boliimiinden daha teknik oldugu sonu-
cu ¢ikanlabilir, ki gercekten de 6yledir. Ote yandan, ele alinan ko-
nulara genel olarak ilgi ¢eken bazi konular da eklenmistir ve "atla-
yarak okuma" sanatinda ehil bir okur daha teknik kisimlari atlama-
sina ragmen konuyu takip etmekte zorlanmayacaktir.

Tobias Dantzig
Pacific Palisades, California
1 Eyliil 1953



[k Basima Onsiz

Bu kitap yontemler degil, fikirler iizerinedir. Tiim gereksiz teknik
bilgilerden 6zenle kaginilmistir ve ele alinan meseleleri anlamak igin
ortalama lise miifredatinda verilenden daha ileri bir matematiksel
araca gerek olmayacaktir.

Ama her ne kadar bu kitap okurun belli bir matematik egitimine
sahip oldugunu varsaymasa da, en az onun kadar ender rastlanan bag-
ka bir seyi varsayar: fikirleri 6ziimseme ve degerlendirme yetisini.
Dahasi, konunun teknik yonlerinden uzak durmakla birlikte, bu ki-
tap semboller karsisinda yatigtirllamaz bir korku duyanlar veya do-
gustan bicim korii olanlar i¢in yazilmamigtir. Matematik iizerine bir
kitaptir bu: Sembol ve bigimi konu alir, bir de bunlarin ardindaki fi-
kirleri.

Yazara gore, mevcut okul miifredatlari matematigi kiiltiirel ice-
riginden ayirip sadece teknik detaylardan meydana gelen bir iskelet
olarak birakarak pek ¢ok iyi beyni kagirmistir. Bu kitabin amaci bu
kiiltiirel icerigi tekrar kazandirmak ve sayinin evrimini gercekten ol-
dugu gibi derin bir insani 6ykii olarak sunmaktir.

Konunun tarihi iizerine bir kitap degildir bu. Ancak, sezginin ma-
tematiksel kavramlarin evriminde oynadig rolii ortaya ¢ikarmak
amaciyla tarihsel yontemden serbestge yararlanilmigtir. Boylece sa-
ymnin 8ykiisii burada bir fikir gegidi olarak aktarilmanin yani sira, bu
fikirleriortaya ataninsanlara ve oinsanlariyaratan donemlere de yer
verilmigtir.

Sayi biliminin temel meseleleri bilimin o ince aygitinin biitiinii
isin i¢ine sokulmadan sunulabilir mi? Bu kitap, yazarin bunun yapi-
labilecegine inancinin ilanidir. Nihai takdir okura ait.

Tobias Dantzig
Washington, D.C., 3 May:is 1930






Parmak izleri

Ay1n on doniisiinden meydana gelirdi Roma yili:
El iistiinde tutulurdu o zaman bu say1,

Belki on parmagimizi kullanarak saydigimizdan,
Veya kadinlar ¢gocuklarini on ayda dogurdugundan,
Veya sayilar birden ona kadar gittikten sonra

Aym diizenlerde yeni bir tura bagladigindan.

OVIDIUS, Fasti, Il

Insanlar daima, gelisimin alt seviyelerinde bile, daha iyi bir isim bu-
lana kadar Say: Duyusu adini1 verecegim bir yetiye sahip olagelmis-
tir. Bu yeti, insanin, kiigiik bir nesne yi1ginindan kendi dogrudan bil-
gisi diginda bir sey alindiginda veya yigina bir sey eklendiginde or-
tada bir degisiklik oldugunu anlamasini saglar.

Sayi1 duyusu muhtemelen ¢ok daha sonralar ortaya ¢ikan ve go-
recegimiz gibi son derece karigik bir zihinsel siire¢ olan sayma ile
kangtinlmamalidir. Bildigimiz kadariyla sayma sadece insanlara
mabhsus bir niteliktir, oysa birtakim ilkel tiirler bizimkine benzer bir
say1 duyusuna sahip gibi goriiniiyorlar. En azindan ehil hayvan dav-
ranig1 gézlemcilerinin goriisii bu ve bu kuram kayda deger miktarda
kanitla da destekleniyor.

Omegin pek ¢ok kus boyle bir duyuya sahip. Dort yumurta bulu-
nan bir yuvadan bir tanesini sorun ¢ikarmadan almak miimkiin, ama
iki tane alimirsa kug genellikle yuvayi terk eder. Anlagilmaz bir ge-
kilde kus iki ile ii¢ii birbirinden ayirabiliyor. Ama bu yeti kesinlikle
kuglarlakisith degil. Aslinda bildigimiz en ¢arpic1 6rmek "soliter ege-
kans1" olarak bilinen bocektir. Anne esekarisi yumurtalarinin her
birini ayn bir hiicreye yerlestirir ve her yumurtaya, yumurtadan ¢ik-
tiginda yavrunun beslenmesi igin bir miktar canli tirtil tedarik eder.
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Belli esekarnisi tiirleri igin bu kurbanlarin sayisi sasirtici derecede
sabittir: Baz: tiirler 5, bazilan 12, bazilariysa hiicre bagina tam 24
tirt1l tedarik eder. Ama en ¢arpici olani erkegin disiden ¢ok daha kii-
¢iik oldugu Genus Eumenus vakasidir. Gizemli bir sekilde anne yu-
murtadan erkek mi yoksa disi mi larva ¢ikacagini bilir ve yiyecek
miktarini ona gore ayarlar; avin tiiriinii veya boyunu degistirmez,
ama yumurta erkekse beg kurban, disiyse on kurban ayirir.

Esekarisinin davraniglarindaki diizen ve bu davraniglarin boce-
gin yasamindaki temel bir igleve bagh oldugu gercegi, bu vakay: bir
sonrakinden daha az ikna edici kiliyor. Asagida anlatilan vakada ku-
sun davraniglari neredeyse bilingliymis gibi goriiniiyor:

Bir toprak sahibi malikénesinin gozetleme kulesine yuva yapan
bir kargay1 vurmay1 kafaya koymus. Tekrar tekrar kusu sagirtmaya
caligmig ama nafile: Adam yaklaginca karga yuvasin terk ediyor-
mus. Uzak bir agactan seyrederek adam kuleyi terk edene dek bekli-
yor ve daha sonra yuvasina doniiyormus. Bir giin toprak sahibi bir
hileye bagvurmus: Iki adam kuleye girmis, biri igeride kalirken dige-
ri disar1 ¢ikip gitmis. Ama kus aldanmamus: Igerideki adam da gika-
na kadar uzakta beklemeyi siirdiirmii. Daha sonraki giinlerde deney
iki, ii¢, daha sonra dort adamla tekrarlanmig ama bagarili olmamus.
En sonunda beg adam gonderilmis: Daha 6nceki gibi hepsi kuleye
girmis ve dordii digan ¢ikip uzaklagirken biri igeride kalmig. Burada
karga hesabi sagirmis. Dortle besi birbirinden ayiramayan karga yu-
vasina donmiis.

Bu tiir kanitlara kars iki argiiman gelistirilebilir. Birincisi boyle bir
say1 duyusuna sahip tiirlerin son derece az oldugu, boyle bir yetiye
memeliler arasinda rastlanmadig1 ve maymunlarin bile bundan yok-
sun oldugudur. Ikincisiyse bilinen tiim vakalarda hayvanlarin sayi
duyusunun gozardi edilebilecek denli kisitli oldugudur.

" 11k nokta gayet isabetlidir. Gergekten de o ya da bu bigimiyle sa-
y1algilama yetisinin kimi bocekler, kuslar ve insanlarla sinirli olma-
s1 garpicl bir olgudur. Kopekler, atlar ve diger evcil hayvanlar iizeri-
ne yapilan gozlem ve deneyler herhangi bir say1 duyusu ortaya ¢ika-
ramamigtir.

Ikinci argiimana gelince, bu iddia pek anlaml degildir giinkii in-
sanlarin say1 duyusunun kapsami da gayet kisithdir. Sayiy: algilama-



24 SAY!: BiLiMiN DiLi

s1 gereken her tiirlii pratik vakada medeni insan bilingli veya biling-
dig1 olarak dogrudan say1 duyusuna simetrik oriintii okuma, zihinsel
gruplama veya sayma gibi araglarla yardim eder. Ozellikle sayma
zihinsel araglarimizin o denli biitiinlesmig bir pargasi haline gelmig-
tir ki, say1 algimiza dair psikolojik testlerde ¢ok biiyiik zorluklarla
kargilagilir. Yine de birtakim ilerlemeler saglanmigtir; dikkatlice yii-
riitiilen deneyler ortalama medeni insanin dogrudan gérse! say1 du-
yusunun nadiren dordii astif1 ve dokunsal say1 duyusunun daha da
sinirli oldugu yolundaki kaginilmaz sonuca igaret etmigtir.

Ilkel insanlar iizerine yapilan antropolojik aragtirmalar da bu so-
nuglan sagirtici bir derecede destekliyor. Bu aragtirmalar heniiz par-
makla sayma evresine erigmemig vahsilerin sayi algisindan neredey-
se tiimiiyle yoksun oldugunu gosteriyor. Avustralya, Giiney Denizi
Adalan, Giiney Amerika ve Afrika'daki ¢ok sayida kabilede durum
boyle. ilkel Avustralya iizerine kapsamli aragtirmalar yapmig olan
Curr'a gore yerlilerin pek azi dordii algilayabiliyor ve medeniyete
kanigmamig higbir Avustralya yerlisi yediyi algilayamiyor. Giiney
Afrikali Busmanlarin bir, iki ve cok diginda say1 sozciikleri yok ve bu
sozciikler de o kadar muglak ki yerlilerin bunlara net anlamlar yiik-
lediklerinden emin olamiyoruz.

Kendi uzak atalarimizin daha iyi durumda olduklarina inanmak
icin hi¢bir nedenimiz yok, hatta bundan kugku duymak i¢in pek ¢ok
gerekcemiz var, ¢iinkii neredeyse tiim Avrupa dilleri bu tiir erken do-
nem kisitlamalarinin izlerini tagir. Tipki Latincedeki ter gibi ingiliz-
ce thrice (ii¢ kere) sozciigii de ¢ift anlama sahiptir: ii¢ kere ve ¢ok.
Latince tres yani ii¢ ile trans yani 6te arasinda aklayatkin bir baglan-
t1 vardir; ayni sey Fransizca trés yani ¢ok ve trois yani iig i¢in de soy-
lenebilir.

Sayinin dogusu sayisiz tarihoncesi ¢agin gegit vermez perdesi-
nin ardinda gizlidir. Kavram deneyimlerden mi dogmugtur, yoksa
deneyimler yalnizca zaten ilkel zihinde yatani agik hale mi getirmis-
tir? Burada metafizik akil yiiriitmeler igin biiyiileyici bir konu yati-
yor, ama tam da bu nedenle bu ¢aligmanin diginda birakild.

Kendi uzak atalarnmizin gelisimini ¢agdas kabilelerin zihinsel
durumlarina benzetecek olursak, baglangicin son derece miitevazi
oldugu sonucuna varmamiz kaginilmazdir. Say1 kavraminin ¢iktig
cekirdegi, kuglarinkinden daha kapsamli olmayan ilkel bir say1 du-
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yusu meydana getiriyordu. Ve eger bu dogrudan say: algisina kalmig
olsaydi kugkusuz insan da sayma sanatinda kuslardan daha ileri gi-
demezdi. Ama bazi kayda deger kosullar sayesinde insan bu agin de-
recede sinirli say1 algisini gelecekteki yagsami iizerinde miithis bir et-
kisi olacak bir beceriyle desteklemeyi 6grenmistir. Bu beceri sayma-
dir ve evrenimizi sayilarla ifade etme konusundaki olaganiistii iler-
lemeyi saymaya borgluyuz.

Gokkusaginin her rengi icin sozciiklere sahip olup da renk igin bir
sOzciige sahip olmayan ilkel diller vardir; bazi dillerdeyse biitiin sa-
y1 sozciikleri vardir ama say1 igin bir sézciik yoktur. Bu bagka kav-
ramlar igin de gegerlidir. Ingilizce belli tiirde derlemler igin kulla-
nilabilecek ifadeler konusunda ¢ok zengindir: Flock (davar), herd
(siirii), set (kiime), lot (parti) ve bunch (6bek) gibi ingilizce kokenli
sozciikler belli nesne ya da canlilar igin kullanilir; ancak collection
(derlem) ve aggregate (y18151m veya kiime) sozciikleri yabanci ko-
kenlidir.

Somut, soyuttan 6nce gelmistir. Bertrand Russell, "Bir ¢ift siiliin
ile iki giiniin her ikisinin de iki sayisina drnek oldugunu kegfetmek
¢aglar siirmiis olmali," diyor. Bugiin iki idesini ifade edebilecegi-
miz pek ¢ok sozciik var: eg, ¢ift, takim, ikiz vs.

flkel say1 kavraminin fazlasiyla somut oluguna garpici bir 6rnek,
Britanya Kolombiyasi'ndaki bir kabilenin konugtugu Tsimsian di-
linden verilebilir. Burada yedi ayn say1 sozciigii kiimesine rastlhiyo-
ruz: biri yassi nesneler ve hayvanlar igin, biri yuvarlak nesneler ve
zaman igin, biri insanlar igin, biri uzun nesneler ve agaglar igin, biri
kanolar igin, biri dlgiiler igin, biri belli bir nesneden bahsedilmez-
ken saymak icin. Bu sonuncusu muhtemelen daha sonraki bir gelig-
medir; digerleriyse kabile iiyelerinin heniiz saymayi bilmedigi eski
donemlerin kalintilan olmali.

Ilkel insanlarin tipik 6zelligi olan somut ve dolayisiyla heterojen
¢ogulluk nosyonunu matematigi miimkiin kilan homojen soyut sayi
kavramina doniigtiiren, saymadir.

Ancak, tuhaf gibi gériinmekle beraber, mantikli ve net bir tanima sa-
hip bir say1 kavramina sayma becerisine bagvurmadan da ulagmak
miimkiindiir.
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Bir konser salonuna giriyoruz. Kargimizda iki derlem duruyor.
Oditoryumun koltuklan ve seyirci. Saymadan iki derlemin esit olup
olmadigini ve eger degillerse hangisinin daha fazla oldugunu gore-
biliriz. Ciinkii tiim koltuklar doluysa ve kimse ayakta degilse, say-
madan iki derlemin esit oldugunu biliriz. Eger tiim koltuklar doluy-
sa ve seyircilerden bir kismi ayaktaysa, saymadan insanlarin kol-
tuklardan daha fazla oldugunu biliriz.

Bu bilgiyi tiim matematige hakim olan ve bire bir miitekabiliyet
denen bir siiregten elde ederiz. Bu siiregte bir derlemdeki her bir
nesneye diger derlemden bir nesne atanir ve bu siire¢ derlemlerden
biri veya her ikisi tiikeninceye kadar devam eder.

Pek ¢ok ilkel halkin sayi teknikleri boylesi bir eglestirme veya
cetele tutma ile simrhidir. Siiriilerinin veya ordularinin kaydim bir
tahtaya atilan gentikler veya bir yere yigilmig ¢akil taglariyla tutar-
lar. Atalarimizin bu tiir yontemlerde usta olduklarini rally (getele)
ve calculate (hesaplama) sozciiklerinin etimolojisinden anlayabili-
yoruz: Bunlardan ilki Latince ralea yani gentik, ikincisiyse Latince
calculus yani gakildan gelir.

ilk bakigta miitekabiliyet siireci sadece iki derlemi kargilagtirma-
ya imkén veriyormug, ama sozciigiin mutlak anlamiyla say1y: yarat-
masi miimkiin degilmig gibi goriiniiyor. Ancak goreli sayidan mutla-
ga gecis zor degil. Tek gerekli olan, olas1 derlemleri sembolize eden
model derlemler yaratmak. Bunu yaptiktan sonra herhangi bir der-
lem ile ilgili tahminde bulunma isi, 6geleri eldeki derlemin 6geleriy-
le eslestirilebilecek bir modeli segmeye indirgenmig oluyor.

Ilkel insan bu tiir modelleri kendi yakin gevresinden bulur: Bir
kusun kanatlarn iki sayisini, yoncanin yapraklan iigii, bir hayvanin
bacaklar dordii ve kendi elindeki parmaklar besi sembolize edebi-
lir. Say1 sozciiklerinin kokenlerinin boyle oldugunun kanitlarina pek
cok ilkel dilde rastlamak miimkiindiir. Elbette bir kere say: sozciigii
yaratildiktan ve kullanima alindiktan sonra, ilk bagta temsil ettigi
nesne kadar iyi bir model haline gelir. Odiing alinan nesnenin ady-
la say1 semboliiniin kendisi arasinda ayrim yapma ihtiyac1 dogal
olarak genellikle seste bir degigsime yol acar, ta ki zamanla bu ikisi
arasindaki baglanti hafizalardan silininceye kadar. insan diline gi-
derek daha fazla bel bagladikga, sesler temsil ettikleri imgelerin ye-
rini alir ve baglangigtaki somut modeller say: sdzciikleri gibi soyut
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bir bigime biiriiniir. Hafiza ve aligkanliklar bu soyut bigimlere so-
mutluk kazandinr ve dolayisiyla tek baglarina sozciikler ¢cogulluk
oOlgiitii haline gelir.

Yukarida anlattigim kavrama kardinal say: denir. Kardinal say1 mii-
tekabiliyet ilkesine dayanir; isin i¢inde saymanin olmadigini ima
eder. Bir sayma siireci yaratmak igin, her ne kadar kapsaml da olsa-
lar bir dizi karigik model yeterli degildir. Bunun igin bir say1 sisremi
meydana getirmek gerekir: Modeller kiimemiz artan biiyiikliige go-
re bir siralanmig dizi (ordered sequence), dogal dizi seklinde diizen-
lenmelidir: bir, iki, ii¢... Bu sistem yaratildiktan sonra, bir derlemi
saymak derlem tiikenene dek her iiyeye dogal dizideki bir kavram
diizenli bir ardillikla atamak demektir. Derlemin son iiyesine atanan
dogal dizi terimine o derlemin ordinal say:s: adi verilir.

Ordinal sistem tespih gibi somut bir bigime biiriinebilir, ama ta-
bii ki bu sart degildir. i1k birkag say1 sézciigii diizenli ardigiklik igin-
de hafizaya kazindiginda ve daha biiyiik bir sayidan onun ardilina
gecmek igin fonetik bir yol bulundugunda, ordinal sistem varlik ka-
zanmig olur.

Kardinal sayilardan ordinal sayilara gegmeyi 6grenmemiz ¢ok
kolay oldugu i¢in bu ikisi bize aym gibi goriiniiyor. Bir derlemin ¢o-
gullugunu, yani kardinal sayisini belirlemek igin artik onu eslestire-
bilecegimiz bir model derlem bulmakla ugragmiyoruz, onun yerine
onu saytyoruz. Ve sayinn bu iki yoniinii tanimlayabilmemiz mate-
matikteki ilerlememiz sayesinde miimkiin oluyor. Ciinkii her ne ka-
dar bizi gercekten ilgilendiren kardinal say: olsa da, kardinal say1
bir aritmetik yaratamaz. Aritmetik iglemleri her zaman igin herhan-
gi bir sayidan ardilina gegebilecegimiz yoniinde ortiilii bir varsayi-
ma dayanur, ki "ordinal” kavraminin 6zii de budur.

Dolayisiyla tek bagina eslestirme bir sayma sanati yaratamaz.
Nesneleri sirali ardigiklik icinde diizenleme becerimiz olmasaydi
pek ilerleme saglanamazdi. Tiim matematigin —hayr, tiim titiz dii-
siince sistemlerinin- i¢ine iglemis olan iki ilke, miitekabiliyet ve ar-
dillik, sayi sistemimizin bizzat dokusunda mevcuttur.
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Bu noktada kardinal say1 ile ordinal say1 arasindaki bu ince aynmin
say1 kavraminin erken dénem tarihinde bir rol oynayip oynamadigini
sormak dogaldir. Yalnizca eslestirmeye dayanan kardinal sayinin
hem eslestirme hem de siralama gerektiren ordinal sayidan 6nce gel-
digine kanaat getirmek ¢ekici goriiniiyor. Ancak ilkel kiiltiir ve filo-
loji iizerine en dikkatli aragtirmalar bile boyle bir oncelik ortaya ¢i-
karamiyor. Herhangi bir say1 tekniginin bulundugu her yerde, sayi-
nin her iki yonii de bulunuyor.

Ama, ayn1 zamanda sayma teknigi adina layik bir teknigin bu-
lundugu her yerde, goriinen o ki parmakla sayma ya ondan 6nce ge-
liyor ya da onunla birlikte mevcut. Dolayisiyla parmaklar kardinal
sayilardan ordinal sayilara fark edilmeden gecilmesini saglayan bir
arag iglevi goriiyor. Bir kimse belli bir derlemin dort nesne icerdigi-
ni belirtmek istedigi zaman ayn: anda dort parmagini kaldiracak ve-
ya indirecektir; aym derlemi saymak istedigindeyse bu parmaklari
ardigik olarak kaldiracak veya indirecektir. Ik mekte parmaklarini
kardinal say1 modeli olarak, ikincideyse ordinal bir sistem olarak
kullanir. Saymanin kokeninin buradan ¢iktigina dair kesin izlere ne-
redeyse tiim ilkel dillerde rastlanir. Bu dillerin ¢gogunda "bes" sayisi
"el" tarafindan ifade edilir, "on" sayisiysa "iki el" veya bazen "insan"
ile ifade edilir. Dahasi, pek ¢ok ilkel dilde dorde kadar say1 sozciik-
leri dort parmaga verilen adlarla aymidir.

Daha medeni diller sdzciiklerin orijinal anlamlarini ortadan kal-
diran bir yipranma siirecinden geg¢mistir. Ancak burada da "parmak
izlerine" rastlamak miimkiindiir. Omegin, Sanskritgede "bes" anla-
mina gelen pantga sozciigiiyle Farscada "el" anlamina gelen penge
sOzciigiinii ve Ruscada "bes" anlamina gelen piat sozciigiiyle "agik
el" anlamina gelen piast sozciigiinii kargilagtiralim.

Insan hesaplamadaki basarisimi hiinerli on parmagina borglu-
dur. Ona saymay: 6greten ve boylece sayinin ufkunu tamamen agan
bu parmaklardir. Bu alet olmadan insanin sayi teknigi ilkel say1 du-
yusunun Gtesine gecemezdi. Parmaklarimiz olmadan sayinin, dola-
yisiyla da maddi ve entelektiiel ilerlememizi borglu oldugumuz sa-
gin bilimlerin geligiminin iimitsiz derecede kisith kalacag ¢ikari-
minda bulunmak hi¢ de mantiksiz olmaz.
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Ancak, ¢ocuklarimiz hila parmaklariyla saymayi 6grenmelerine ve
biz de bazen vurguda bulunmak adina bu harekete bagvurmamiza
ragmen, parmakla saymak medeni halklar arasinda kaybolmug bir
sanattir. Yazinin, basitlestirilmis numaralandirmanin ve evrensel egi-
timin yiikseligi bu sanati demode ve gereksiz kilmigtir. Bu kosullar
altinda parmagin sayma tarihinde oynadig roliin boyutlarin1 azim-
samamiz dogaldir. Daha birkag yiizyil 6nce parmakla sayma Bati
Avrupa'da o kadar yaygin bir adetti ki, bu yonteme dair tam kap-
samli1 talimatlar icermeyen bir aritmetik elkitabi eksik sayilirdi (bkz.
sayfa 22).

O zamanlar, sayarken ve basit aritmetik iglemlerini yaparken par-
maklarin1 kullanmak egitimli insanlarin becerilerinden biriydi. Par-
mak hesabiyla sayilari toplama ve garpmaya dair kurallar geligtirme
konusunda ¢ok biiyiik bir yaraticilik s6z konusuydu. Nitekim giinii-
miizde Fransa'nin orta kesiminde (Auvergne) yasayan ¢iftciler hala
S'in lizerindeki sayilan birbiriyle ¢arpmak i¢in ilging bir yontem
kullaniyorlar. 9 x 8 ¢carpma islemi igin, sol ellerinin 4 parmagini (9
ile 5'in farki 4 oldugu igin) ve sag elinin 3 parmagini (8 — 5 = 3) ka-
patiyorlar. Bunu yaptiklarinda kapattiklar1 parmaklarin toplami so-
nucun onlar hanesini verirken (4 + 3 = 7) agik parmaklarin ¢arpimi
da birler hanesini veriyor (1 x 2 =2).

Aynu tiirden hilelere Moldavya, Sirbistan ve Suriye gibi birbirin-
den ¢ok ayn bolgelerde rastlanmigtir. Bunlarin garpici benzerligi ve
tiim bu iilkelerin bir zamanlar biiyiilk Roma Imparatorlugu'nun par-
¢asi olmug olmalari, bu yontemlerin Roma kokenli oldugu kugkusu-
nu uyandiriyor. Ancak bu yontemlerin benzer kosullarin benzer so-
nuglara yol agmasiyla birbirinden bagimsiz olarak gelistigi de ayn1
derecede inandiricilikla savunulabilir.

Bugiin bile cogunluk parmaklara bel baglarken, ilkel insan igin
bunun giindelik yagaminin basit hesaplamalarin1 yapmanin tek yon-
temi oldugunu unutmamak gerekir.

Say1 dilimiz ne kadar eski? Say1 sozciiklerinin ortaya ¢iktig1 donemi
kesin olarak belirtmek miimkiin degil, ancak yazili tarihten binlerce
yil daha eski olduguna dair tartigilmaz kanitlar var. Zaten degindigi-
miz bir nokta: Avrupa dillerindeki say1 sozciiklerinin orijinal an-
lamlarinin izleri, muhtemelen bes (five) sozciigiiniinki hari¢ kay1p-
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tir. Sayi s6zciiklerinin olaganiistii bir istikrara sahip oldugu diisii-
niildiigiinde bu durum daha da ilgi gekici bir hal aliyor. Zaman her
yonden kokten degisimlere yol agarken, say1 sozciiklerinin bundan
neredeyse hig etkilenmemis oldugunu goriiyoruz. Oyle ki, filolog-
lar bu istikrardan birbirinden uzak gibi goriinen dil gruplarinin ara-
sindaki baglantilann izlerini takip etmek igin yararlamyorlar. (Oku-
ru boliimiin sonunda standart Hint-Avrupa dillerinin say1 sdzciikle-
rinin kargilagtirildigi tabloyu incelemeye davet ediyorum.)

O zaman bu istikrara ragmen orijinal anlamin izlerine nasil olur
da rastlanamaz? Mantikli bir tahmin, her ne kadar say: sézciikleri
ciktiklan giinden beri degismeden kalmig olsa da, bunlarin 6diing
alindig1 somut nesnelerin adlarinin koklii bir doniisiim gegirmis ol-
masi yoniindedir.

Say1 dilinin yapisina gelince, filolojik aragtirmalar neredeyse evren-
sel bir benzerlik ortaya gikanyor. Insanin on parmag her yerde ka-
lic1 bir iz birakmig durumda.

Gergekten de on parmagimiz sayi sistemimizin temelinin "segi-
mi" iizerinde inkar edilemez bir etkiye sahiptir. Tiim Hint-Avrupa
dillerinin yan sira Mogol ve Sami dillerinde ve en ilkel dillerde sa-
yisal taban ondur, yani ona kadar bagimsiz sozciikler vardir, ondan
sonraysa 100'e kadar tiiretme ilkesine bagvurulur. Tiim bu dillerde
100 ve 1000 igin, hatta baz1 dillerde onun daha yiiksek katlar igin
bagimsiz sozciikler vardir. Goriiniirde Ingilizcedeki eleven (on bir)
ve twelve (on iki) ile Almancadaki elf (on bir) ve zwdlf (on iki) gibi
istisnalar vardir, ama bunlarin da ein-lif ve zwo-lif sozciiklerine dek
izleri siiriilmiigtiir (/if eski Almancada "on" demektir).

Ondalik sistemin yani sira iki bagka tabanin da epey yaygin oldu-
gu dogrudur, ama bunlarin nitelikleri de sayma yontemlerimizin in-
sanbig¢imliligini teyit eder. Bu iki sistem 5'li taban ve 20'li tabandir.

Beglik sistemde bege kadar bagimsiz sayi sozciikleri vardir ve tii-
retme oradan sonra baglar (bkz. bdliimiin sonundaki tablo). Anlagil-
dig1 kadanyla sayarken tek ellerini kullanan halklar arasinda ortaya
¢ikmigtir. Ama insan neden kendisini tek elle kisitlasin? Mantikl
bir agiklama, ilkel insanin nadiren silahsiz dolagmasi olabilir. Say-
mak istediginde silahini kolunun altina alir, ki genellikle bu sol kol-
dur ve sol eliyle sayarken sag elini de saglama amagh kullanir. Bu,
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sol elin saglaklarca saymada kullanilmasinin neden neredeyse ev-
rensel oldugunu agiklayabilir.

Pek ¢ok dilde halen beglik sistemin izlerini gormek miimkiindiir
ve kimi ondalik sistemlerin de besli evreden ge¢mis olduklar akla
yatkindir. Bazi filologlar Hint-Avrupa dillerinin bile begli bir koke-
ne sahip oldugunu iddia eder. Yunancada "beger beger sayma" anla-
mina gelen pempazein sdzciigiine ve Roma rakamlarinin yadsina-
mayacak begli 6zelligine dikkat ¢ekerler. Ne var ki bu yonde bagka
kanitlar yoktur ve dil grubumuzun 6nciil bir yirmili evreden ge¢cmis
olmasi ¢ok daha muhtemeldir.

Yirmilik sistem muhtemelen el parmaklarinin yani sira ayak par-
maklariyla da sayan ilkel kabileler arasinda ortaya ¢ikmgtir. Bu tiir
bir sisteme en ¢arpici1 6rneklerden biri Orta Amerika'daki Maya yer-
lilerince kullamlirdi — Eski Azteklerin sistemi de ayn1 genel nitelik-
lere sahipti. Aztek giinii 20 saate boliinmiigtii; ordunun bir tiimenin-
de 8000 (8000 =20 x 20 x 20) asker bulunurdu.

Sadece yimilik sistemin kullanildig1 durumlara ¢ok ender rast-
lanmakla beraber, ondalik ve yirmilik sistemlerin kaynagmig oldu-
gu cok sayida dil vardir. Omegin Ingilizcede score (20), two-score
(2 x 20) ve three-score (3 x 20); Fransizcadaysa vingt (20) ve quat-
re-vingt (4 x 20) sozciikleri kullanilir. Eski Fransizlar bu bigimi da-
ha da ¢ok kullanirlard:: Paris'te aslen 300 kor gazi igin inga edilmig
olan bir hastanenin adi tuhaf bir sekilde Quinze-Vingt'dir (on bes-
yirmmi); 220 kigiden olugan bir polis birligineyse Onze-Vingt (on bir-
yirmi) ad1 verilirdi.

Avustralya'nin ve Afrika'nin en ilkel kabileleri arasinda 5, 10 veya
20 tabanli olmayan bir say1 sistemi vardir. Bu ikili bir sistemdir. Bu
vahsiler heniiz parmakla saymay1 kesfetmemislerdir. Bir ve iki igin
bagimsiz sayilara, altiya kadar da bilesik sayilara sahiptirler. Alti-
dan sonraki her gsey "y1gin" sozciigiiyle ifade edilir.

YukaridaAvustralyakabileleriyle ilgili olarak alintiladigimiz Curr
bunlarin ¢gogunun ¢ift ¢ift saydigini iddia ediyor. Curr'e gore yerlile-
rin bu aligkanlig1 o denli giigliidiir ki, yedi ignenin bulundugu bir si-
radan iki igne alindiginda bunu pek ender fark ederler, ancak bir igne
¢ikanldiginda hemen fark ederler. Ciftelik duyusu say1 duyusundan
daha giigliidiir.
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Ilging olan su ki, bu en ilkel taban daha yakin zamanlarda ¢ok
onemli biri, Leibniz tarafindan da savunulmugtu. Tabloda da gore-
bilecegimiz gibi, ikili sayma tiim diger sayilarin ifade edilmesinde
de kullanilan iki sembole —0 ve 1'e— gerek duyar sadece:

Ondalik 1 2 3 4 5 6 7 8
ikilik 1 10 11 100 101 110 111 1000
Ondalik 9 10 11 12 13 14 15 16
ikilik 1001 1010 | 1011 1100 | 1101 1110 | 1111 | 10000

Taban iki'nin avantaji az sembol kullanmasi ve islemlerde ¢ok
biiyiik kolaylik saglamasidir. Unutmayalim ki her sistem toplama
ve carpma tablolarinin hatirlanmasimi gerektirir. ikilik sistemde
bunlar 1+1=0ve 1x1=1'den ibarettir; oysa ondalik sitemde her tab-
loda 100 kalem vardir. Ancak bu avantaj sayilarin ¢ok yer kaplama-
st nedeniyle dezavantaja gevrilir: Omegin ondalik say1 4096=2'
nin ikilik sistemde karsil1g1 1.000.000.000.000'd1r.

ikilik sistemin gizemli zarafeti Leibniz'e su iinlii soziinii s6ylet-
mistir: Omnibus ex nihil ducendis sufficit unum (Higlikten her seyi
elde etmek igin bir yeterlidir). Laplace goyle diyor:

Leibniz ikili aritmetiginde Yaradiligin imgesini goriiyordu. ... Ona gore
Bir Tanri'y1 ve Sifir da boglugu sembolize ediyordu; Yiice Varlik her seyi
bosluktan gekip ¢ikariyordu, tipki sayi sisteminde bir ve sifirin tiim sayila-
n ifade etmesi gibi. Bu diigiince Leibniz'in o kadar hoguna gitmisti ki, bunu
bilimlere ¢ok merakh olan Cin Imparatoru'nun din degistirmesini saglaya-
cagi umuduyla Cin matematik heyeti bagkan1 Cizvit Grimaldi'ye iletti. Bu-
nu sirf gocukluktan gelme 6nyargilann en biiyiik adamlarin bile goriigiinii
nasil bulandirabilecegini gostermek igin anlatiyorum!

Insan esnek parmaklar yerine sadece iki "hantal" kola sahip olsaydi
kiiltiir tarihinin nasil gelisecegini hayal etmeye ¢aligmak ilgingtir.
Bu kosullar altinda herhangi bir say1 sisteminin gelistirilebilmesi
durumunda, bu muhtemelen ikilik bir sistem olurdu.

Insanoglunun ondalik sistemi kabul etmis olmasi fizyolojik bir
rastlantidir. Her seyde ilahi Takdir'in elini gorenlerin ilahi Takdir'in
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kotii bir matematikgi oldugunu kabul etmeleri gerekir. Zira fizyolo-
jik avantajlan diginda ondalik sistemin tercih edilmeyi gerektirecek
pek bir 6zelligi yoktur. Neredeyse tiim diger tabanlar da (muhteme-
len dokuz harig) aym derecede, hatta belki daha iyi sonuglar verirdi.

Gergekten de, taban tercihi bir uzmanlar grubuna birakilmig olsa
muhtemelzn on iki gibi en ¢ok sayida béleni olan bir sistemde 1srar
eden pratik insanlarla, taban olarak yedi veya on bir gibi asal bir sa-
y1isteyen matematikgiler arasinda bir ¢cekigmeye sahit olurduk. As-
lina bakilirsa on sekizinci yiizyilin sonlarinda biiyiik dogabilimci
Buffon on ikilik sistemin (taban 12) evrensel olarak kabul edilmesi-
ni 6nermigti. 12'nin 4 béleni varken 10'un sadece iki boleni oldugu-
na dikkat ¢gekmig ve ondalik sistemimizin eksikleri asirlardir derin-
den hissedildigi igin, evrensel taban on olmasina ragmen ¢ogu olgii-
niin 12 ikincil birime sahip oldugunu iddia etmisti.

Ote yandan biiyiik matematikgi Lagrange asal bir tabanin gok da-
ha yararli oldugunu iddia etmisti. Bir asal tabanda tiim sistematik ke-
sirlerin basitlestirilemez olacagina ve dolayisiyla kendi bagina ben-
zersiz bir say1y: ifade edecegine dikkat gekmisti. Omegin mevcut sa-
yisistemimizde ondalik kesir 0,36 aslinda 36/100, 18/50 ve 9/25 gibi
pek cok kesir yerine gecer. On bir gibi asal bir tabanin kabul edilmesi
durumunda bu tiir belirsizlikler azalird.

Ama bu tercihi biraktigimiz bilge grup ister asal isterse bilegik
bir tabana karar versin, on sayisinin iizerinde diigiiniilme ihtimali-
nin bile olmadigin bilirdik, zira ne asaldir ne de yeterli sayida bole-
ni vardir.

Hesaplama aletlerinin zihinsel aritmetigin yerini biiyiik 6lciide
aldig) bizim ¢agimizdaysa kimse bu Onerileri ciddiye almazdi. Ka-
zamlacak avantaj o kadar az, on ve katlariyla sayma gelenegi o den-
li giiclii ki bdyle bir meydan okuma giiliing geliyor.

Kiiltiir tarihi agisindan da bir taban degisimi, pratikte miimkiin
olsa bile hig de arzulanir bir sey olmazdi. Insan onar onar saydig sii-
rece, on parmagi ona zihinsel yagaminin bu en 6nemli evresinin ko-
kenini hatirlatmaya devam edecektir. Oyleyse birakalim da ondalik
sistem su 6nermenin yasayan bir amit1 olarak kalsin:

Her seyin élgiisii insandir.
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KiMI HINT-AVRUPA DILLERINDE SAYI SOZCUKLERININ
INANILMAZ {STIKRARINI GOSTEREN SAYI SOZCUKLER!

SAYI: BiLiMIN DiLi

Sanskrit | Yunanca | Latince Almanca | Ingilizce | Fransizca | Rusga
1 | eka en unus eins one un odyn
2 | dva duo duo zwei two deux dva
3 |t tri tres drei three trois tri
4 | catur tetra quatuor | vier four quatre chetyre
5 | panca pente quinque | fiinf five cing piat
6 | sas hex sex sechs six six shest
7 | sapta hepta septem sieben seven sept sem
8 | asta octo octo acht eight huit vosem
9 | nava ennea novem neun nine neuf deviat
10 | daca deca decem zehn ten dix desiat
100 | cata ecaton centrum | hundert hundred | cent sto
1000 | sehastre | xilia mille tausend thousand | mille tysiaca
TIPIK BIR BESLIK SISTEM: TiPIK BiR YIRMILIK SISTEM:
YENI HEBRID ADALARI'NDAN ORTA AMERIKA'DAN
APi DILI MAYA DILI
Sozciik Anlami 1 hun 1
20 kal 20
1| tai 202 | bak 400
2 | lua 20° pic 8.000
3 tolu 204 calab 160.000
4 vari 208 kinchel | 3.200.000
5 luna el 20° alce 64.000.000
6 otai diger bir
7 olua diger iki
8 otolu diger iig
9 ovair diger dort
10 lua luna ikiel

TIPIK BIR IKILIK SISTEM: TORRES BOGAZI'NDAN BIR BATI KABILES!

1 urapun
2 okosa

3 okosa-urapun
4 okosa-okosa

5 okosa-okosa-urapun
6 okosa-okosa-okosa




Bog Siitun

Bizlere tiim sayilari, her semboliin mutlak bir degerin yam
sira bir de konum degeri kazandig1 on sembolle ifade et-
mek gibi dahice bir yontemi veren Hindistan' dir; bu muh-
tesemn ve onemli diigiince artik bize o denli basit geliyor ki
gercek degerini gozardi ediyoruz. Oysa bu basitlik ve tim
hesaplarda sagladig: o biiyiik kolaylik aritmetigimizi ya-
rarh icatlar listesinde ilk siraya koyuyor. Ayrica bunun an-
tikgaglarin yetistirdigi en biiyiik adamlardan ikisi olan Ar-
simet ile Apollonios'un dehasindan kagmig oldugunu anim-
sadigimizda bu basarinin boyutlarini daha da iyi anlanz.

LAPLACE

Bu satirlar1 yazarken kulaklarimda eski bir tekerleme ¢inliyor:

"Okuma, Yazma, Aritmetik,
Falakanin sesiyle ogrendik!"

Bu boliimde "okuma, yazma, aritmetik"ten en eskisi olmasina rag-
men insana en zor geleninin Oykiisiinii anlatmay1 amagliyorum.

Parlak bagarilar, kahramanliklar veya soylu fedakarliklarin 6y-
kiisii degil bu. Kor topal tokezlemelerin ve rasgele kesiflerin, karan-
likta el yordamiyla yol bulmalarin ve 15181 reddetmelerin dykiisii.
Cehalet yandashiginin ve 6nyargilarin, gelenege baglilik nedeniyle
dogru muhakemenin gélgeleniginin ve aklin uzun siire geleneklerin
kolesi olusunun dykiisii. Kisacasi, insani bir dykii.

Yazili numaralandirma muhtemelen 6zel miilkiyet kadar eskidir.
insanin hayvan siiriilerinin ve diger mallarinin kaydini tutma arzu-
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BiR SAYMA TAHTASININ TEMSILI RESMi

sundan kaynaklandigindan pek kusku yoktur. Bir sopa veya agaca
atilmig gentikler, tag ve kayalardaki gizikler, kilde izler: Bunlar sayi-
lar1 yazili semboller araciligiyla kaydetme yoniindeki en erken ¢a-
balarin aldig1 bigimlerdir. Arkeologlar ¢ok eski zamanlara dayanan
bu tiir kayitlara Avrupa, Afrika ve Asya'da tarihdncesi insanin yaga-
dig1 magaralarda rastlamiglardir. Numaralandirma en azindan yazil
dil kadar eskidir ve ondan daha eski olduguna dair kanitlar da mev-
cuttur. Hatta belki de sayilarin kaydedilmesi seslerin kaydedilmesi-
ni akla getirmis olabilir.

Yazili sayitlarin sistematik gekilde kullanildig: en eski kayitlar
eski Siimer ve Misirlilardan kalma olanlardir. Tiimiiniin izini agag:
yukar1 ayn1 doneme, yaklagik MO 3500'e kadar siirmek miimkiin-
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diir. Bunlan inceledigimizde kullanilan ilkeler arasinda ¢arpici bir
benzerlikle kargilaginz. Tabii ki, aralarindaki mesafeye ragmen bu
halklarin bir gekilde iletisim kurmug olmasi miimkiindiir. Ancak, nu-
maralandirmay asgari direng ¢izgisi dogrultusunda gelistirmis ol-
malari, yani sayilarinin dogal getele tutma siirecinin bir uzantisi ol-
masi daha muhtemeldir (bkz. asagidaki gekil).
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Gergekten de, ister eski Babillilerin ¢ivi yazisi, ister Misir papi-
riislerindeki hiyeroglifler, ister erken donem Cin kayitlarindaki tu-
haf gekiller olsun, her yerde kesin olarak bir kardinal say: ilkesi ge-
cerlidir. Dokuza kadar tiim sayitlar sirf bir ¢izgi derleminden ibaret-
tir. Ayni ilke dokuzdan sonra da kullanilmig, onlar, yiizler gibi daha
yiiksek sinif birimler ise 6zel sembollerle ifade edilmistir.

Tam yag1 bilinmemekle birlikte muhtemelen gok eski olan ingiliz
cetele tahtasi da bu bariz kardinal sayi niteligine sahiptir. Yukarida
cetelenin gematik bir resmi verilmigtir. Ufak gentiklerin her biri bir
sterlini, daha biiyiikleriyse 10 sterlini, 100 sterlini vb. sembolize
eder.

Modem numaralandirmalarin yayilmasiyla giiliing derecede de-
mode kalan Ingiliz getele sisteminin buna ragmen yiizyillarca devam
etmis olmasi ilgingtir. Hatta bu sistem Parlamento’nun tarihindeki
onemli bir olaydan da sorumludur. Olaydan birkag y1l sonra Charles
Dickens Idari Reform iizerine bir konugmasinda agik bir alaycilikla
sOyle der:

Caglar 6nce Hazine'ye hesaplarin gentikli sopalar iizerinde tutulmasini
iceren ilkel bir yontem getirilmig ve hesaplar Robinson Crusoe 1ss1z adasin-
da takvimini nasil tutuyorsa dyle tutulur hale gelmisti. Bir siirii muhasebeci-
ler, defterdarlar ve gorevliler dogup 6ldii. ... Resmi uygulama héla sanki
Anayasa'nin siitunlariymiggasina o ¢entikli sopalara meyilliydi ve Hazine
hesaplari hdla ¢etele ad1 verilen birtakim karaagag pargalar iizerinde tutul-
maya devam ediyordu. III. George zamaninda devrimci bir gahsiyet tarafin-
dan, artik kalem, miirekkep ve kagidimiz, karatahtalarimiz ve kurgunkalem-
lerimiz olduguna gore bu geri kalmi§ gelenege inatg1 baghiligin siirdiiriilme-
sine gerek var midir yoksa bir degisiklik yapma vakti gelmis midir diye so-
rulmugtu. Bu cesur ve orijinal diigiincenin dile bile getirilmesi kargisinda iil-
kedeki tiim biirokratlar kulaklanna kadar kipkirmizi olmustu; neticede bu
sopalardan kurtulmak 1826'y1 buldu. 1834'te kaydadeger bir sopa birikimi
oldugu fark edildi ve bdylesi aginmig, kurtlanmusg, giiriimiig tahtalarla ne ya-
pilacag sorusu giindeme geldi. Sopalar Westminster'da depolaniyordu; do-
gal olarak kafasi galiganherkes bunlarin o semtte yagayan yoksul insanlarca
yakilmak iizere alinmalarina izin verilmesinden daha kolay bir gey olama-
yacagini goriirdii. Ancak, bugiine kadar hig ise yaramamiglardi ve resmi uy-
gulama hig¢bir zaman da yaramamalarini gerektiriyordu, dolayisiyla bunla-
rin 6zel olarak ve gizlice yakilmalari emri geldi. Sonunda Lordlar Kamara-
si'nda bir ocakta yakildilar. Bu kiistah sopalarla agzina kadar doldurulmusg
olan ocak duvan tutugturdu; duvar Avam Kamarasi'ni tutugturdu; her iki bi-
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na da kiile dondii; yenilerini inga etmek iizere mimarlar ¢agnld: ve simdi de
bunun maliyetinin ikinci milyonundayiz.

ilk kayitlarin bu sadece kardinal sayilara dayali niteliginin tersine,
bir de sayilarin okunma sirasina gore alfabedeki harflerce ifade
edildigi ordinal numaralandirma vardir.

Bu ilkeye dair en eski kanit Fenike numaralandirma yontemidir.
Bu yontem muhtemelen artan bir ticaretin karmagikhiginin getirdigi
sigdirma ihtiyacindan dogmusgtu. Hem Ibrani hem de Yunan numar-
alandirma yontemlerinin Fenikeli kokene sahip olduklarina kugku
yoktur: Fenike sistemi toptan, alfabeyle birlikte kabul edilmisti, hat-
ta harflerin sesleri bile ayni kalmigti.

Ote yandan, giiniimiize kadar gelmis olan Roma numaralandir-
ma yontemi belirgin bir sekilde daha 6nceki asil say1 yontemlerine
doniig yapildigim gosteriyor. Yinede onigin X, yiizigin C ve binigin
M gibi belli birimleri temsil eden harf sembollerde Yunan etkisini
goérmek miimkiin. Ama Kaldelilerin veya Misirlilarin daha resimsel
sembolleri yerine harfler konulmus olmasi ilkeden bir ayrilma tegkil
etmez.

Antik¢aglarda numaralandirmanin evrimi son ifadesini Yunanhlarin
ordinal sisteminde ve Roma'nin kardinal sisteminde buldu. Hangisi
daha iistiindii? Bir numaralandirma yonteminin tek amaci nicelikle-
rinkisith yere sigdirilmasi olsaydi bu soru anlamliolabilirdi. Ama asil
mesele bu degildir. Su gok daha 6nemli bir sorudur: Sistem aritmetik
iglemlere ne kadar uygundur ve hesaplamalara ne denli kolaylik sag-
lar?

Bu agidan iki yontem arasinda pek bir tercih yapmak miimkiin
degildi: Higbiri ortalama zekaya sahip biri tarafindan kullanilabile-
cek bir aritmetik yaratamazd. iste bu yiizden tarihin baglangicindan
bizim modermn konumsal numaralandirmamiza kadar hesaplama sa-
natinda bu kadar az ilerleme saglanmisti.

Bu sayilarla hesap yapma iizerine kurallar geligtirme ¢abalari yok
degildi. Bu kurallarin ne denli zor oldugunu, hesap yapanlara o giin-
lerde ne kadar hayranlikla bakildigindan anlayabiliriz. Bu sanatta ye-
tenekli olan birisi neredeyse dogaiistii giiglere sahipmis hissi uyandi-
rirdi. Bu durum rahiplerin neden ezelden beri aritmetik iizerinde gay-
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retle caligtigini agiklayabilir. Erken donem matematigin dinsel ayin-
ler ve gizemlerle bu baglantisin1 daha sonra ele alacagiz. Bu sadece
bilimin din etrafinda inga edildigi eski Dogu igin gecerli degildi, ay-
din Yunanhlar bile kendilerini hi¢cbir zaman bu say1 ve bigim misti-
sizminden tam olarak kurtaramadi.

Bu hayranlik bugiin de belli 6lgiide devam ediyor. Ortalama in-
san matematik becerisini sayilarla ¢abuk islem yapmakla bir tutuyor.
"Demek matematikgisin? O zaman gelir vergini hesaplamakta hig
zorluk ¢cekmiyorsundur!" Hangi matematikgiye kariyerinde bu soru
en azindan bir kere yoneltilmemistir? Bu sozciiklerde belki de bi-
lingdig1 bir ironi var, ¢iinkii gogu profesyonel matematikginin fazla
gelirden yana pek derdi oldugu sdylenemez!

On beginci yiizyilda yagamig bir Alman tiiccarina dair bir oykii var-
dir. Oykiiniin dogrulugunu teyit ettiremedim, ama o zamanki duru-
mu o kadar tipik sekilde gosteriyor ki anlatmadan edemeyecegim.
Anlagilan tiiccarn ileri diizeyde bir ticaret egitimi almasini istedigi
bir oglu varmis. Bir iiniversitenin 6nde gelen profesorlerinden birine
oglunu nereye gondermesi gerektigini sormug. Cevap, geng adamin
matematik egitimi toplama ve ¢ikarma ile sinirli kalacaksa bu egiti-
mi bir Alman iiniversitesinde alabilecegi, ama ¢arpma ve bolme sa-
natinin italya'da ok geligmis oldugu ve profesore gore de boyle ile-
ri bir egitimin alinabilecegi tek iilkenin orasi oldugu yoniindeymis.
Aslinda o giinlerde yapildig: sekliyle garpma ve bolmenin ayni
ada sahip modemn iglemlerle pek alakasi yoktu. Omegin ¢arpma, bir
dizi ikiye katlama (yani bir sayinin ikiyle ¢arpilmasi) igleminden iba-
retti. Ayni gekilde, bolme de yarilamaya (yani bir say1yi yariya bol-
meye) indirgenmisti. Ortagagda hesaplamanin durumunu daha iyi
anlayabilmek i¢in bir 6mege bakalim. Modem yazigla:

Bugiin On iigiincii yiizyil

46 46x2=92

13 46x4=92x2=184
138 46x 8=184x2 =368
46 368 + 184 + 46 = 598

598
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Insanhigin neden inatla abakiis, hatta getele gibi araglara tutun-
dugunu anlamaya baghyoruz. Simdi bir gocugun yapabilecegi he-
saplamalar i¢in 0 zaman bir uzmanin yardimina ihtiyag vardi ve bu-
giin birkag dakika alan bir iglem on ikinci yiizyilda giinlerce siiren
hassas bir galigma gerektiriyordu.

Bugiin ortalama insanin sayilarla islem yapmasindaki ¢ok biiyiik
kolaylik cogu kez insan zekasinin geligiminin delili olarak kabul edil-
migtir. Aslinda o zaman ¢ekilen zorluklar kullanilan numaralandir-
madan —basit, net kurallara tabi olmayan bir numaralandirmadan—
kaynaklaniyordu. Modem konumsal numaralandirmanin kesfi bu
engelleri ortadan kaldird: ve aritmetigi en zayif zihne bile erigilebilir
kildu.

Yasamda, sanayi ve ticarette, toprak ve kole miilkiyetinde, vergilen-
dirmede ve askeri orgiitlenmede artan karmagikliklar — tiim bunlar
az ¢ok incelikli, ama parmakla sayma tekniginin kesinlikle 6tesinde
olan hesaplamalar gerektiriyordu. Halihazirdaki kati, kullanigsiz nu-
maralandirma talebe yanit vermekten acizdi. insan modern numara-
landirmadan 6nceki beg bin yillik medeniyet yagaminda bu zorluk-
larla nasil baga ¢ikiyordu?

Bunun cevabi, en bagindan beri, yeri ve donemine gore bigimi
degismekle beraber tiimii ayni ilkelere dayanan mekanik aletler kul-
lanmak zorunda kalmasiydi. Bunun tipik bir 6megini Madagaskar'
da bulunan ilging bir asker sayma yonteminde gorebiliriz. Askerler
dar bir gegitten gegiriliyor ve her biri igin bir ¢akil tagi birakiliyor.
10 ¢akil sayildiginda, onlar basamagini temsil eden bir diger yi§ina
bir ¢akil atiliyor ve bu sekilde sayim devam ediyor. ikinci yiginda
10 ¢akil biriktiginde yiizleri temsil eden iigiincii bir y1gina bir ¢akil
birakiliyor ve tiim askerler bitene kadar buna devam ediliyor.

Buradan o ya da bu bigimde bir sayim teknigine sahip olan nere-
deyse her iilkede bulunan hesap tahtasina veya abakiise yalnizca tek
bir adim vardir. Genel bigimiyle abakiis birbirine paralel siitunlara
ayrilmig ve her bir siitunun birler, onlar, yiizler gibi ayr bir onlar si1-
nifini temsil ettigi diiz bir tahtadan ibarettir. Tahtada her bir simiftaki
birimleri gosteren bir dizi sayag bulunur. Omegin, abakiiste 574'ii
gostermek icin, son siituna 4, sondan bir sonrakine 7 ve sondan iigiin-
cii siituna da 5 sayag konur (bkz. sekil, s. 36).
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Cogu hesap tahtasi arasindaki tek fark siitunlarin yapisi ve sayag-
larintiiriidiir. Yunan ve Romattiirlerinde serbest sayaglar varken, Cin'
de giiniimiizde kullanilan Suan-Pan'daysa bambu gubuklarda kayan
delikli toplar vardir. Rus Szczety de Cin tiirii gibi iizerinde sayag ola-
rak kayan diigmeler bulunan tel gubuklarin takili oldugu tahta bir is-
keletten ibarettir. Nihayet, eski Hindu roz tahtasinin da ilke olarak,
sayaglarin yerini kuma yazilan silinebilir igaretlerin aldig1 bir abakiis
olmasi son derece muhtemeldir.

Abakiis sozciigiiniin kokeni kesin degildir. Kimileri izini Sami
dilindeki abak yani "toz" sozciigiine kadar siirerken, bazilar1 Yunan-
ca abax yani "levha" sozciigiinden geldigine inaniyor. S6z konusu
arag Yunanistan'da yayginolarak kullanilirdi; Herodotos ve Polybios'
ta ondan soz edildigini gorebiliriz. Polybios, Historia (Tarih) adli ese-
rinde Makedonyal1 II. Philippos'un sarayindan bahsederken su dii-
siindiiriicii sozleri sarf ediyor:

Hesaplayicinin keyfine gore bir an bir ralent ederken bir an sonra bir
chalcus eden abakiis sayaglan gibi, saray efradi da Krallarinin baginin bir
isaretiyle bir an refahin zirvesindeyken bir an sonra acinasi duruma gelir.

Hesap tahtasi bugiin hala Rusya ve Cin'in kirsal kesimlerinde
giindelik kullanimdadir ve modern hesaplama aygitlariyla serbest
rekabet igindedir. Ama Bati Avrupa ve Amerika'da abakiis ¢ok az in-
sanin resimler diginda gérmii oldugu ilging bir nesne olarak varli-
g siirdiiriir. Pek az kimse daha birkag yiizyil 6nce kendi iilkelerin-
de abakiisiin ne kadar yaygin olarak kullanildiginin ve hantal bir nu-
maralandirmanin giiciiniin 6tesinde olan zorluklarla bag ettiginin
farkindadr.

Konumsallik ilkesinin icadina kadar hesap tarihini inceleyen biri
ilerlemelerin durgunluguna hayret edecektir. Neredeyse bes bin yil-
lik bu uzun dénem, her biri arkasinda bir edebiyat, sanat, felsefe ve
din miras1 birakmig pek ¢ok medeniyetin yiikseligine ve diisiigiine
sahit olmugtur. Peki ya insan tarafindan icra edilen ilk sanat olan he-
saplama alaninda net olarak ne elde edilmigtir? Hesaplamay: nere-
deyse imkansiz kilacak denli kaba, esneklikten yoksun bir numara-
landimma ve kapasitesi son derece kisith oldugundan en basit hesap-
lamalarin bile bir uzmanin yardimini gerektirdigi bir hesaplama ay-
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giti. Dahasi, insanlar bu aygitlan binlerce yil boyunca, aragta kayda
deger tek bir gelistirme yapmadan, sisteme 6nemli tek bir diisiince
katamadan kullanmigtir.

Bu elegtiri acimasiz gelebilir; ne de olsa uzak bir ¢agin basarilari-
n1 kendi hizlanmig ilerleme ve hummali etkinlik donemimizin stan-
dartlanyla yargilamamak gerekir. Ancak, ortagagda diisiincenin ya-
vag bir geligim izledigi g6z 6niinde tutuldugunda bile hesaplama ta-
rihi tuhaf bir kisir duraklama tablosu sunuyor.

Bu gozle bakildiginda, cagimizin ilk yiizyillarinda konumsallik
ilkesi'ni kegfeden o bilinmeyen Hindu'nun bagansi diinya ¢apinda
bir olay boyutu kazaniyor. Bu ilke yontemsel agidan kokten bir fark-
hilik getirdigi gibi, o olmadan aritmetikte higbir ilerlemenin miim-
kiin olmadigin da artik biliyoruz. Ancak ilke o kadar basit ki bugiin
en zor 6grenen ilkokul 6grencisi bile onu anlamakta zorlanmiyor.
Bizzat say1 dilimizin yapisi bize bunun ipuglarimi bir 6lgiide veriyor.
Gergekten de, hesap tahtasindaki eylemleri rakamlarin diline gevir-
me yoniindeki ilk gaba konumsallik ilkesinin kesfiyle sonuglanmig
olmali diye diigiiniiyor insan.

Bizim i¢in en anlagilmaz olan, neden klasik donem Yunan mate-
matikgilerinin bu diisiinceye varamamig oldugudur. Sebep Yunanli-
larin, uygulamali bilimleri —gocuklarinin egitimini bile kolelere bi-
rakacak denli- kiigiimsemeleri miydi? Ama Oyle olsa, bize geomet-
riyi veren ve bu bilimi bdylesine ileri gétiiren bu ulusun en ilkel ha-
liyle bile bir cebir yaratamamasini nasil agiklariz? Modern matema-
tigin temel tasi olan cebirin de konumsal numaralandimma ile ayn
donemlerde yine Hindistan'dan ¢ikmig olmasi da ayni derecede il-
ging degil midir?

Modern numaralandirmamizin anatomisine yakindan bir bakig bu
sorular1 aydinlatabilir. Konumsallik ilkesi sayita, sadece temsil etti-
gi dogal dizi elemanina degil, aym gruptaki diger sembollere gore
konumuna da bagli olan bir deger vermekten ibarettir. Dolayisiyla 2
rakami 342, 725, 269 gibi ii¢ sayida farkh anlamlara sahiptir: ilkin-
de iki, ikincisinde yirmi, iigiinciisiindeyse iki yiize kargilik gelir. As-
linda 342 sadece iig yiiz art1 dort on art1 iki bir igin bir kisaltmadir.

Nitekim hesap tahtasinin tasarimi da tam olarak bdyledir. Bura-
da 342 soyle gosterilir:
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Daha 6nce de degindigim gibi, kabaca bugiin elimizde olan sistemi
elde etmek igin bu tasarimi rakamlarin diline ¢evirmek yeterli gibi
goriiniiyor.

Dogru! Ama tek bir zorluk var. Bir hesap tahtasi igleminin kalici
kaydini yapmak i¢in = = gibi bir simge yazildiginda, bu simge birgok
sayiyakarsilik gelebilir: 32, 302, 320, 3002, 3020 vb. Bu muglakliga
yol agmamak igin bosluklari gdstermeye yonelik bir yontemin de ol-
masi garttir, yani bize gereken bog siitunlar icin bir semboldiir.

Dolayisiyla bog bir sinif i¢in bir sembol, hi¢hir gey'i temsil eden
bir sembol, modern sifir icat edilene dek herhangi bir ilerleme miim-
kiin degildi. Eski Yunanlilarin pratik akli, birakin bosluga bir sem-
bol atamay1, onu bir say1 olarak dahi diisiinemiyordu.

Bilinmeyen Hindu da sifirt higligin sembolii olarak gormemisti.
Sifir igin kullamilan Hintge kavram sunya, "bos" veya "dolu olma-
yan" anlamina geliyordu, ama "bosluk" veya "higlik" anlami yoktu.
Dolayisiyla, anlagildigi kadanyla sifinn kesfi bir hesap tahtasi igle-
minin muglak olmayan kalic1 bir kaydin1 yapma ¢abasindan kaynak-
lanan bir rastlantiydu.

Hintlilerin sunya'sinin bugiiniin sifirina doniigmesi kiiltiir tarihinin
en ilging boliimlerinden birini olugturur. Onuncu yiizyilda Araplar
Hint numaralandirma yontemini benimsediklerinde Hintge sunya'
y1, Arap¢ada bog anlamina gelen kendi sifr'larini kullanarak ¢evirdi-
ler. Hint-Arap numaralandirmas: italya'ya ilk girdiginde zephirum
olarak Latincelestirildi. Bu on iigiincii yiizy1lin baglarinda gergeklesti
ve sonraki yiizyil boyunca en sonunda Italyanca zero'da son bulan bir
dizi degigsimden gegti.

Asagi yukar ayn1 donemde Jordanus Nemorarius Arap sistemi-
ni Almanya'ya tanitti. Arapga sozciigii kullanip onu hafifce cifra
olarak degistirdi. Avrupa'nin egitimli ¢evrelerinde bir donem cifra
ve tiirevlerinin sifir olarak kullanildiginin delili, on dokuzuncu yiiz-
yilin Latince yazan matematikgilerinin sonuncusu biiyiik Gauss'un
cifra sbzciigiinii hala bu anlamda kullanmasidir. Ingilizcede cifra
sOzciigii cipher halini almig ve orijinal sifir anlamini korumugtur.
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Siradan halkin bu yeni numaralandirmaya karsi tavri, bu sézcii-
giin Avrupa'ya giriginden sonra cifra sdzciigiiniin gizli bir igaret anla-
minda kullanilmasindan anlagilabilir; ama bu anlam daha sonraki
yiizyillarda kaybolmustur. Decipher (sifre ¢ozme) fiili bu ilk do-
nemlerin bir kalintisidir.

Bu geligmedeki bir sonraki evre hesap sanatinin daha da ¢ok ya-
yilmasina sahit olmustur. Bu yeni sistemde sifirin oynadig: yasam-
sal roliin kitlelerin géziinden kagmamig olmasi dikkat ¢ekicidir. Hat-
ta kitleler bu yeni sistemi en garpici niteligi olan cifra ile 6zdesles-
tirmigtir, ki bu da bu sozciigiin ziffer, chiffre vb. farkl bigimlerinin
bugiin Avrupa'da sahip oldugu "rakam" anlamina geligini agiklar.

Cifra'min halk arasinda "rakam", egitimliler arasindaysa "sifir"
anlamina gelmesi hatir1 sayilir kanigikliklara yol agmigti. Aragtirma-
cilar sdzciigiin orijinal anlamini kurtarmayaugragtilar ama nafile: Po-
piiler anlami artik kalicilagmisgti. Egitimliler popiiler kullanimi kabul
etmek zorunda kaldi ve en sonunda italyanca zero'nun bugiin kulla-
nildig1 anlamda benimsenmesiyle konu ¢6ziime ulagt.

Algoritma sozciigii de ayni derecede ilgingtir. Bugiin kullanildi-
81 haliyle her biri kendisinden 6nce gelen adimin sonuglarina uygu-
lanan belli bir sayida adimdan olusan herhangi bir matematiksel sii-
reci ifade eder. Ama onuncu ve on besinci yiizyillar arasinda algo-
ritma konumsal numaralandirma ile egsanlamliydi. Artik s6zciigiin
dokuzuncu yiizyilda yagsamig olan Arap matematik¢i El Harizmi'nin
adinin bozulmusg hali oldugunu biliyoruz — El Harizmi'nin kitabinin
Latince gevirisi, bu konuda Bat1 Avrupa'ya ulasan ilk eserdi.

Konumsal numaralandirmanin giindelik yagamimizin bir pargasi ol-
dugu giiniimiizde, bu yontemin stiinliigii, yaziliminin kisalig, he-
saplara getirdigi kolaylik ve zarafet onun ¢abucak ve yaygin bir se-
kilde kabul edilmesini saglamig olmali diye diisiiniiyor insan. Ger-
cekteyse bu doniigiim pek de ani olmadi; uzun yiizyillar boyunca
siirdii. Eski gelenekleri savunan Abakiisgiiler ile reformu savunan
Algoristler arasindaki miicadele on birinci yiizyildan on besinci yiiz-
yila dek devam etti; cehalet yandaglarinin ve diger bazi kesimlerin
olagan tepkilerinden nasibini aldi. Arap rakamlarinin kullanimu, ki-
mi yerlerde resmi belgelerde, kimi yerlerdeyse tiimiiyle yasaklandi.
Fakat her zamanki gibi, yasak bunun kokiinii kazimayi bagaramadi
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ve kag¢ak kullanimi yaymaktan bagka ige yaramadi. On iigiincii yiiz-
yil Italyasi'min arsivlerinden anlagildigi kadariyla tiiccarlarin Arap
rakamlarini bir tiir gizli sifre olarak kullanmasi bunu ziyadesiyle ka-
nithyor.

Ancak bir siire i¢in tepki ilerlemeyi durdurmakta ve yeni siste-
min gelisimini kosteklemekte basarili oldu. Gergekten de bu gegis
yiizyillar1 boyunca hesap sanatina temel bir degere veya kalici bir et-
kiye sahip pek az katk1 yapildi. Sadece rakamlarin dig goriiniigleri bir
dizi degisimden gegcti; ancak bu da gelisme arzusundan degil, s6z ko-
nusu donemde bu konudaki kaynaklarin elle yazilmasindan kaynak-
lantyordu. Oyle ki matbaanin icadina kadar rakamlar istikrarli bir bi-
¢im kazanamadi. Burada parantez i¢inde, matbaanin istikrar kazan-
dirici etkisinin bugiinkii rakamlarin neredeyse on besinci yiizyilda-
kilerle ayn1 olmasini saglayacak denli biiyiik oldugu eklenebilir.

Algoristlerin zaferi i¢in kesin bir tarih séylemek zor. On altinc yiiz-
yilin baglarinda yeni numaralandirmanin iistiinliigiiniin artik tartig-
masiz kabul edildigini biliyoruz. O donemden baglayarak gelisme
engellenmeden devam etti, boylece sonraki yiiz y1l boyunca hem
tamsayilar hem de adi ve ondalik kesirlere dair her tiirlii iglemin ku-
rallar bugiin okullarimizda 6gretilen kapsam ve bigime ulagti.

Bir yiizyil sonraysa Abakiisciiler ve savunduklan geyler tiimden
unutulmustu; 6yle ki Avrupa'daki gesitli halklarin her biri konumsal
numaralandirmayi kendi ulusal bagarisi olarak gormeye bagladi. Bu
nedenle, 6rmegin on dokuzuncu yiizyilin baglarinda Almanya'da Arap
rakamlarina (yabanci kaynakli olarak goriilen Roma rakamlarindan
ayimak i¢in) Alman rakamlari denirdi.

Abakiisiin kendisine gelince, on sekizinci yiizyilda Bat1 Avru-
pa'da higbir izine rastlamak miimkiin degil. On dokuzuncu yiizyilin
baglarinda tekrar ortaya ¢ikmasi ¢ok ilging bir sekilde olmugtu. Na-
polyon'un generallerinden olan matematikg¢i Poncelet Rusya sefe-
rinde tutsak diigmiis ve Rusya'da savas tutsagi olarak uzun yillar ge-
¢irmigti. Fransa'ya dondiigiinde pek ¢ok bagka ilging nesnenin yan
sira bir Rus abakiisii getirmigti. Uzun yillar boyunca Poncelet'nin
getirdigi bu nesne "barbar" kokenli bir acibe olarak kabul edilmigti.
Kiiltiir tarihinde boyle ulusal amnezi 6rekleri ¢ok yaygindir. Bu-
giin bile egitimli insanlardan kag1 daha dort yiiz yi1l 6nce parmak he-
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sabinin ortalama insanin tek sayma araci oldugunu, hesap tahtasi-
ninsa yalmzca zamanin profesyonel hesapgilarinda bulundugunu
biliyor?

Muhtemelen hesap tahtasindaki bog bir siitun igin bir sembol olarak
diigiiniilen Hintlilerin sunya'si, yoklugu modem bilim, sanayi ve ti-
careti imkansiz kilacak bir gelismenin doniim noktasi olmaya yaz-
giliydi. Ve bu biiyiik kesfin etkileri kesinlikle yalmzca aritmetikle
sinirh degildi. Bu olay genel bir say1 kavraminin yolunu hazirlaya-
rak matematigin neredeyse her dali i¢in temel bir rol oynadi. Sifirin
kesfi, her zaman i¢in insan rkinin kiiltiir tarihindeki en biiyiik baga-
nilarindan biri olarak kalacaktir.

Biiyiik bir kegif! Evet. Ama erken donemlerde yapilmig ve insan-
ligin yasamini etkilemis pek ¢ok kesif gibi bu da uzun ve zorlu arag-
tirmalarin 6diilii olmaktan ziyade safi gansin bize armaganidir.
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Say1 Bilgisi

Giizel, kesin ve bilgimiz dahilinde olan
seyler, dogasi geregi, belirsiz, anlagilmaz
ve ¢irkin olana iistiindiir.

NIKOMAKHOS

Matematikte aritmetik ve Say: Kurami kadar birbirine zit iki dal da-
ha yoktur.

Kurallarinin muazzam genelligi ve basitligi aritmetigi en akilsi-
zin bile anlamasini saglar. Oyle ki, hesaplama yetenegi aslinda sa-
dece bir bellek meselesidir ve yilldinm hiziyla hesap yapan kigiler
de yalmzca insan makinelerdir (tabii mekanik makinelerden daha
hareketli olmak gibi bir avantajlari vardir).

Ote yandan say1 kurami tiim matematiksel disiplinlerin agik ara
en zorudur. Dogru, problemlerin ifadesi bir cocugun bile anlayabile-
cegi kadar basittir. Ama kullanilan yontemler her bir problem igin o
kadar kendine mahsustur ki dogru yaklagimi bulabilmek olaganiistii
bir yaraticilik ve ¢ok biiyiik bir beceri gerektirir. Burada sezgiler ser-
best birakilir. Bilinen niteliklerin pek ¢ogu bir tiir tiimevarim ile keg-
fedilmistir. Yillarca dogru kabul edilmis ifadelerin daha sonra yanlig
oldugu ispatlanmistir ve bugiine bugiin en biiyiik matematikgilere
bile meydan okumusg, hala ¢éziime kavusturulamamig problemler
vardir.

Ister saf ister uygulamali olsun, aritmetik tiim matematigin te-
melidir. Tiim bilimlerin en kullamighsidir ve muhtemelen insan bil-
gisinin kitleler arasinda daha yaygin olan bir tiirii yoktur.

Ote yandan say1 kurami matematigin en az uygulamaya sahip da-
hdir. Bugiine dek teknik ilerleme iizerinde etkili olamadig gibi saf
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matematik diinyasinda bile hep soyutlanmigtir, bilimin geneline sa-
dece ince bir bagla baghdir.

Kiiltiir tarihine faydaci bir yorum getirmeye meyilli olanlar arit-
metigin say1 kuramindan 6nce ortaya giktig1 sonucuna varabilir, ama
isin asl bunun tersidir. Tamsay1 kurami matematigin en eski dalla-
rindan biriyken modern aritmetik yalnizca dort yiiz yilliktir.

Bununizlerini sézciigiin tarihgesinde de gorebiliriz. Yunanca arith-
mos sdzciigii say1 anlamina geliyordu ve arithmetike de on yedinci
yiizyila degin say1 kuramiydi. Bugiin aritmetik dedigimize Yunanli-
lar logistike derlerdi. Ortagagdaysa algorizm denildigini daha dnce
gormiigtiik.

Ama her ne kadar anlatmak iizere oldugum olaganiistii 6ykiiniin di-
ger matematiksel kavramlarin geligimiyle dogrudan pek fazla ala-
kas1 yoksa bile, bu kavramlarin evrimini hi¢bir sey daha iyi ortaya
koyamaz.

Tamsayilarin bireysel dzellikleri ilk giinlerden beridir insanlarin
aklin1 meggul ederken, daha biinyevi nitelikleri sorgulanmadan ka-
bul edilmigti. Bu tuhaf fenomen nasil agiklanabilir?

Montesquieu'nun iinlii 6zdeyisiyle, insanin yagam bir dizi bog
imit ve yersiz korkudan ibarettir. Bugiin ifadesini muglak ve soyut
bir dinsel mistisizmde bulan bu iimit ve korkular o eski donemlerde
¢ok daha hissedilir ve somut bigimler aliyordu. Yildizlar ve taslar,
hayvanlar ve otlar, sozciikler ve sayilar insan kaderinin belirtileri ve
failleriydi.

Bilimin dogusunun izi bu okiilt etkilere yonelik ilk diigiincelere
dek siiriilebilir. Astroloji astronomiden 6nce gelmis, kimya simya-
dan dogmugtur; say1 kuraminin selefiyse bugiin agiklanamayan ke-
hanetler ve batil inanglarda varligini siirdiiren bir tiir niimerolojidir.

Yedi giin boyunca yedi rahip yedi borazanla Eriha'y1 kugatarak yedinci
giinde kentin gevresini yedi kere dolandilar.

Nuh Tufani'na yol agan yagmur kirk giin kirk gece siirdii. Musa
Sina Dagi'nda Yehova ile kirk giin kirk gece goriistii. Israilogullar
¢o6lde kirk yil dolagtilar.

Alti, yedi ve kirk Ibranilerin kehanet dolu sayilariydi; Hiristiyan
teolojisi de yediyi buradan miras aldi: Yedi 6liimciil giinah, Tanri'nin
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yedi ruhu, Meryem Ana'nin yedi sevinci, Magdelenli Meryem'inigin-
den kovulan yedi iblis.

Babilliler ve Persler altmisi ve katlarini tercih ediyorlardi. Kserk-
ses Hellespont'u (Canakkale Bogazi) 300 kirbagla cezalandirmugti,
Dareios kutsal atlarindan biri irmakta boguldugu i¢in Gyndes'in (Ge-
diz) 360 hendege gomiilmesini emretmigti.

Poincaré dinsel degerlerin enlem ve boylamlarla degistigini soy-
lemisti. 3, 7, 10, 13, 40 ve 60"1n 6zellikle tercih edilmesine ragmen,
farkh yerlerde ve farkli zamanlarda neredeyse tiim sayilara okiilt an-
lamlar atfedilmis oldugunu goriiyoruz. Ornegin Babilliler tanrilarin-
dan her birini 60'a kadar bir say1 ile iligkilendirirdi ve o say1 tanrinin
goksel hiyerargideki yerini belirtirdi.

Pisagorcularin ibadetleri de Babillilerinkine ¢arpici derecede ben-
ziyordu. Neredeyse bir say1y1 gézardi ederek kizdirma korkusundan,
elliye kadarki ¢ogu say1ya ilahi 6nem atfediyorlardi.

En sagma ama en yaygin niimeroloji tiirlerinden biri Gematria (eb-
ced) ad1 verilendi. Ibrani ya da Yunan alfabesindeki her harfin hem
bir ses hem de bir sayi olarak ¢ifte anlami vardi. S6zciigiin harfleri
tarafindan ifade edilen sayilarin toplami sézciigiin sayis: idi ve eb-
ced toplami ayni olan iki s6zciik ayniydi. Ebced'in ilk giinlerden iti-
baren Kitab1 Mukaddes pasajlarinin yorumunda kullanilmasinin ya-
n1 sira, Kitab1 Mukaddes yazarlarinin da buna bagvurduklarina dair
gostergeler mevcuttur. Omegin kardesi Eliezer'in yardimina kogan
ibrahim 318 kéleyi oniine katar. ibranice Eliezer sozciigiiniin topla-
minin 318 olmasi sadece bir rastlanti olabilir mi?*

Yunan mitolojisinde de ¢ok sayida ebced 6rmegine rastlanir. Pat-
roklos, Hektor ve Akhilleus adl1 kahramanlarin isimlerinin toplam-
lari sirasiyla 87, 1225 ve 1276'dir. Akhilleus'un iistiinliigii buna bag-
lanmigtir. Thamagoras adindaki gahsi diigmanin1 utandirmak iste-
yen bir gair, bu adin bir tiir salgin hastalik ad1 olan loimos'a esit ol-
dugunu ispatlamigt.

* Yazar hikayeyi aktarirken olayi biraz kangtirmig gibi goriiniiyor. Kitabi Mu-
kaddes'e gore, yegeni Lit'un tutsak diigmesi iizerine onu kurtarmaya giden Ibrahim
yanina 318kole alir. Kolelerden biri, ayn1 zamandalbrahim'indostu olan Eliezer'dir.
-y.n.
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Hiristiyan teolojisi de hem ge¢misi yorumlarken hem de gelece-
gi 6ngormeye galigirken ebcedden 6zellikle yararlanmigti. Ozel one-
me sahip sayilardan biri Vahiyler kitabindaki Canavar'in sayisi olan
666'dir. Katolikler Canavar'i Deccal olarak yorumlamigti. Luther do-
neminde yagayan Katolik ilahiyatgilardan Peter Bungus niimeroloji
iizerine neredeyse 700 sayfalik bir kitap yazmigti. Bu eserin genig bir
boliimii Luther'in adina esit oldugunu buldugu mistik 666 sayisina
aynilmigti; Bungus bunu Luther'in Deccal oldugunun kesinkanitiola-
rak yorumluyordu. Buna cevaben Luther de 666'y1 Papalik rejiminin
hiikiim siiresinin 6ngoriisii olarak yorumladi ve biiyiik bir hizla sona
yaklagmasini sevingle kargiladi.

Ebced giiniimiizde sofu Ibranilerin ders programlarinda yer alir.
Bu aragtirmacilarin Incil'deki sozciiklerin boyle ikili yorumlanma-
sinda ne kadar becerikli olduklari, imkansiz gibi goriinen su marifet-
ten belli oluyor: Talmud alimi belli bir sira kuralina uymayan ve ki-
mi zaman 500'den biiyiik olabilen sayilar sdyler. O buna yaklagik on
dakika boyunca devam ederken yardimcisi da sayilan yazar. Alim
daha sonra ayni sayilari hatasiz olarak ve ayni sirada sayar. Bu, sayi-
lar1 ezberlemis oldugu anlamina mu gelir? Hayir, tek yaptig1 ibrani
kutsal metinlerinden bir pasaji ebced diline ¢evirmektir.

Ama sayilara ibadete donelim. Bu durum nihai ifadesini Pisagorcu-
larin felsefesinde bulmugtur. Cift sayilar ¢oziimlenebilir, dolayisiy-
la ugucu, kadinsi ve diinyevi; tek sayilariysa ¢oziimlenemez, erkek-
si ve goksel dogaya sahip olarak kabul ediyorlardi.

Her say1 bir insan niteligiyle 6zdeslestirilirdi. Bir akla kargilik
gelirdi ve bu nedenle degismezdi; iki goriige; dort ilk tam kare oldu-
gundan adalete; beg ilk disil ve eril sayilarin birlesimi oldugundan
evlilige kargilik gelirdi. (Bir, tek say1 olarak degil, tiim sayilarin kay-
nagi olarak kabul edilirdi.)

Ilging bir sekilde, Cin mitolojisinde de ¢arpici bir benzerlige rast-
lanir. Burada tek sayilar beyaz, giinii, 1s1y1, giinesi, atesi; 6te yandan
cift sayilar siyahi, geceyi, sogugu, maddeyi, suyu, topragi sembolize
ederdi. Sayilar Lo-Cou ad1 verilen ve dogru kullanildiginda sihirli
oOzelliklere sahip olan kutsal bir tahtada dizilirdi.

Kutsa bizi ilahi sayl, ey sen tannlan ve insani yaratan! Ey kutsal, kutsal
tetraktis, durmadan akan yaradiligin kokii ve kaynag! Zira ilahi say: yiice,
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saf birlikten baglayip kutsal dorde kadar gelir; daha sonra da her seyin ana-
s1, her seyi kucaklayan, her geyi sinirlayan, ilk dogan, asla yolundan sapma-
yan, hi¢ yorulmayan kutsal onu, her seyin anahtarini elinde tutan1 dogurur.

Pisagorcularin tetraktis'e, ates, su, hava ve topraktan olugan dort
elementi temsil ettigine inanilan kutsal dortliiye duasi boyleydi. Kut-
sal 105 1,2, 3,4'tin toplamiyla ilk dort sayidan elde edilirdi. Pisagor'un
yeni bir miiride dorde kadar saymayi emrettigi ilging bir 6ykii vardir:

Bak gordiin mii, dort sandigin ashinda ondur, biitiin bir iiggen ve bizim
parolamiz.

Burada biitiin bir liggene yapilan gonderme 6nemlidir: Anlagilan
bu erken Yunan doneminde sayilar noktalarla yaziliyordu. Asagida-
ki sekilde iiggen-sayilar 1, 3, 6, 10, 15'in yani sira kare-sayilar 1, 4,
9, 16, 25 de gosterilmistir. Bu, say1 kuraminin asil baslangici oldu-
gundan, geometrik sezgilere boylesine bel baglanmasi ¢ok ilgi geki-
cidir. Pisagorcular biliyordu ki, herhangi bir dereceden bir kare-sa-
y1, ayni dereceden bir iiggen-sayiyla onciiliiniin toplamina esittir.

T, T 1, T,

5i=7, =T +T: H=T)+T, Se=Ty+7T, =T +7;

UCGEN VE KARE SAYILAR
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Sekilde de goriildiigii gibi bunu noktalari ayinip sayarak ispatliyor-
lardi. Bu yontemi giiniimiizde zeki bir lise 6grencisinin kullanacag
yontemle kargilagtirmak ilging olurdu. n dereceden bir iiggen say1
dogal olarak 1 + 2+ 3 + ... + n geklinde bir aritmetik dizinin toplami-
dir ve 1/2n (n + 1)'e esittir. Ayni1 nedenle onciilii de //2 (n — 1)n'dir.
Dabha sonra basit cebir iglemleriyle birbirine eklenen iki sayinin n?,
yani dereceyi ifade eden n'nin karesini verdigini gorebiliriz (bkz. s.
52'deki sekil).

Giiniimiizde bu geometrik kokenden tek geriye kalanlar kare ve
kiip sozciikleridir. Uggen ve daha genel anlamda gokgen-sayilar bi-
limsel agidan pek ilgi ¢ekici degildir. Ancak Nikomakhos'un zama-
ninda (MS 100) bile bunlar aritmetik aragtirmalarin ana konusuydu.

Pisagorcularin Platon ve Aristoteles dahil tiim Yunan diigiiniirlerinde
bu denli derin izlenimler birakan mistik felsefelerinin kaynag: hala
tartigmalidir. Sayilara yonelik bu sagaali tapinma, rasyonalizmle do-
nanmig modern zihniyete sistem haline getirilmig batil inang gibi go-
riinebilir. Tarihsel agidan bakarsak olaya daha sicak yaklasabiliriz.
Dinsel mistisizminden arindinldiginda, Pisagorcu felsefe insanin
evrenin gergek dogasini sadece say1 ve bigimler aracilifiyla kavra-
yabilecegi yoniindeki temel diigiinceyi iceriyordu. Pisagor'un en ye-
tenekli miiridi Philolaos ve bir yeni-Pisagorcu olarak nitelendirilebi-
lecek Nikomakhos tarafindan bu tiir diigiinceler dile getirilmisti.

Bilinebilecek her seyin sayis1 vardir; zira say1 olmadan herhangi bir ge-
yin kavranabilmesi veya bilinebilmesi imkéansizdir. (Philolaos)

Doga tarafindan ustaca hazirlanmig bir plana gore diizenlenmis olan her
sey, hem bireysel hem bir biitiin olarak, Onbilgi ve Akil tarafindan secilmis
ve diizene sokulmug gibi goriiniir. Bunlar her seyi Sayi'ya gore yaratmigtir;
o Sayi ki sadece zihin tarafindan kavranabilir, dolayisiyla tamamen madde
disidir; ama gergektir, hatta asil gercek ve ebedi olandir. (Nikomakhos)

"Arkadas nedir?" diye sorulan Pisagor soyle cevaplamig: "Diger
ben olan, tipk1 220 ile 284 gibi." Modern sozciiklerle bu su demek-
ti: 284'iin bolenleri 1, 2,4, 71 ve 142'dir ve bunlarin toplami 220 ya-
par; 6te yandan 220'nin bolenleri 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 ve
110'dur; bunlarin toplami da 284 yapar. Pisagorcular bu tiir sayilara
dost sayilar derlerdi.
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Boyle sayi ¢iftlerinin kesfi Yunanlilara gére hem ¢ok ilgi ¢ekici
hem de gayet zor bir problemdi. Boylesi ¢iftlerden sonsuz sayida
olup olmadig sorusu bugiine kadar cevaplanamamustir, ancak yak-
lagik yiiz kadarindan haberimiz var.

Hindular bu dostane sayilar1 Pisagor'dan bile 6nce biliyordu. Ay-
nica Kitabi Mukaddes'teki belli pasajlar da Ibranilerin bu tiir sayila-
ra iyi 6zellikler atfettigini gosteriyor.

Adinin ebced sayis1 284 olan bir prense dair dogrulanmamaig bir
ortagag Oykiisii vardir. Bu prens ad1 220 sayisini temsil eden bir es
ariyormus, zira bu sayede Cennet'in mutlu bir evliligi garantileye-
cegine inaniyormus.

Bir de miikemmel saylar vardu. i1k nce 14 gibi bir say1y1 ele alalim;
1, 2 ve 7 olan bolenlerini toplarsak 10 eder. Dolayisiyla 14 sayisi
kendi bolenlerinin toplamindan biiyiiktiir ve bu nedenle agir1 olarak
adlandirlir. Ote yandan, 12'ninbolenlerinin toplami 16, yani 12'den
biiyiiktiir ve bu nedenle 12'nin eksik oldugu soylenir. Ama miikem-
mel bir sayida ne asirlik ne de eksiklik vardir; say1 kendi bolenleri-
nin toplamina esittir.

Miikemmel sayilarin en kiigiikleri olan 6 ile 28, hem Hindular
hem de ibranilerce bilinirdi. Bazi Kitabi Mukaddes yorumculari 6
ile 28'i Yiice Mimar'in temel sayilan olarak kabul ederler. Yaradili-
sin 6 giiniine ve ayin 28 giinliik dongiisiine dikkat ¢ekerler. Digerle-
riyse ikinci yaradiligin kusurlu olmasini Nuh'un gemisiyle alt1 yeri-
ne sekiz canin kurtulmug olmasiyla agiklarlar.

Aziz Augustinus soyle demis:

Alt1 kendi i¢inde miikemmel bir sayidir, ama Tann her geyi alt1 giinde
yarattig1 icin degil; aslinda tam tersi gegerlidir: Tanr her geyi alt1 giinde bu
say1 miikemmel oldugu i¢in yaratmigtir, yani alt1 giinliik bu siire¢ olmasaydi
da alt1 say1s1 miikemmel olurdu.

Daha sonraki iki miikemmel sayiysa Nikomakhos'un kesfi gibi
goriiniiyor. Arithmetike adl eserinden:

Ama dyledirki, nasil giizel ve milkemmel olanlar nadir ve az sayidayken
cirkin ve kotiiler bol sayidaysa, ayni sekilde asir1 ve eksik sayilar da ¢ok ve
diizensizdir, kegifleri de sistematik degildir. Ama miikemmel olanlar hem
kolayca sayilabilir hem de uygun bir sirada gelirler: Ciinkii birlerde sadece
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bir tane, 6; onlarda sadece bir tane, 28; yiizlerin ortasinda bir tane, 496; bin-
lerin sinirinda, on bine ramak kalmigken de bir tanedir, 8128. Ortak 6zellik-
leri 6 veya 8 ile bitmeleridir ve hepsi ¢ift sayidir.

Nikomakhos her onlar sinifinda bir tane miikemmel say1 oldugu-
nu sdylemek istediyse yanilmig demektir, zira bir sonraki miikem-
mel say1 33.550.336'dir. Ama tahmini diger tiim agilardan dogrudur.
Her ne kadar tek say1 olan bir miikemmel sayinin imkansizligi higbir
zaman ispatlanamadiysa da bilinen bir rnek yoktur. Dahasi ¢ift mii-
kemmel sayilarin 6 ya da 8 ile bitmesi gerektigi de dogrudur.

Yunanhlarin miikemmel sayilara verdikleri 5nem Oklit'in Oge-
ler (Elementler) kitabinin bir boliimiinii bu konuya ayirmig olma-
sindan anlagilabilir. Burada 2°~' (2P 1) bigimindeki sayinin, 2"—1'
in asal olmasi durumunda miikemmel olacagini ispatlamigtir. Yakin
zamana kadar bu kosullari kesin olarak yerine getiren sadece on iki
say1 biliniyordu. Bu miikemmel sayilar igin iis p'nin degerleri sun-
lardir:

p=2,3,5,7,13,17,19,61, 107, 127,257

Yeni hizli hesap makinelerinin gelismesiyle bu listeye bes tane daha
eklenmigtir.

Asal sayilar ilk donemlerden beri ¢ok biiyiik ilgi kaynagi olmugtur.
Bagvurulan gesitli yontemlerden en ilginci Kalbur ad1 verilen ve Ar-
simet'in gagdagi Eratosthenes'e atfedilen bir yontemdir. ilk 100 say:
icin Eratosthenes'in kalburu bir sonraki sayfada gosterilmigtir. Yon-
tem biitiin tamsayilar dogal siralarinda yazildiktan sonra, 6nce 2'nin,
sonra kalanlardan 3'iin, daha sonra 5'in vb. katlarinin silinmesinden
ibarettir. Omegin binden kiigiik tiim asal sayilari belirlemek istiyor-
sak 31'in katlarinin 6tesine gegmemiz gerekmez, ¢iinkii 312 = 961
bir asal sayinin 1.000'den kiigiik karelerinin en biiyiigiidiir. Biraz da-
ha degistirilmis olarak bu yontem bugiin de asal say1 tablolarinin ya-
ratilmasinda kullanilir. Modern tablolar 10.000.000'a kadar gikar.
Bu ayiklama yontemi ne kadar ddhiyane olsa da tiimiiyle tiime-
varimsaldir, dolayisiyla asal sayilarin genel niteliklerini ispatlaya-
maz. Mesela, dogal olarak akla gelen ilk soru asal sayilardan sonsuz
sayida olup olmadigidir. Basgka bir deyigle, asallarin sayisi sinirsiz
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Eratosthenes’in Kalburu
100'den Kiigiik Asallari Verir Halde

///1l
1l 2| 3|4 s 718 ,9 1

/
1|12 |13 |1¢ 15 16| 17| 18|19 |20

/]
21 22 | 23 |24 2 26 27 28 {29 |30

/]
371132 33 3¢ 35 36 | 37|38 39 ¢

/]
471|192 |43 |44 45 46 | ¥7 | 48 49 S0
/

ST 52 | 53 {54 55 56 57 58| 59 0

F S S

61 | 62 /6'3 64 65 66 | 67 | 6 69 70/

/
7211722 | 723|724 75 726 77 78} 79| 80

A
e1” 827\ 83 /:?4 s’ 867 87 /.9.9 89 | 90
4 / 7 A
a9 927 937 947 957 96 98 99" 100
/l [/ /7 yawi

mudir yoksa en biiyiik asal say1 diye bir sey var midir? Oklit'in bu te-
mel probleme buldugu ¢6ziim matematik tarihine bir miikkemmellik
omegi olarak yazilmigtir.

Bu ispatta Oklit bugiin faktériyel sayilar adim verdigimiz sayila-
n ilk defa kullamyor. Bagtan ardigik n adet tamsayinin ¢garpimindan
meydana gelen bu sayilar matematiksel sorularda ¢ok 6nemli rol oy-
nar. Bu sayilar n/ simgesiyle ifade edilir. Dolayisiyla faktoriyel yedi,
7'=1-2-3-4.5-6-7dir. 11!'e kadarki faktoriyellerin tablosu s.
60'ta verilmisgtir.

En biiyiik asal say1 diye bir sey olmadigini ispatlamak igin Oklit
n'nin herhangi bir asal say1 olmasi durumunda ya (n/ + 1)'in de asal
oldugunu ya da n ile (n!/ + 1) arasinda bagka asal sayilar oldugunu
gosteriyor. Her iki vaka da miimkiindiir: Omegin n sayis1 3 oldu-
gunda buna karsilik gelen Oklit say1si bir asal say1 olan 7'dir; ama n
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sayis1 7 oldugunda, n! = 5040 ve buna kargilik Oklit sayisi da bilegik
bir say1 ve tam kare (71 x 71) olan 5041'dir. Dolayisiyla 7 ile (7! + 1)
arasinda asal say1 71 vardir.

Bunu genel anlamda da ispatlamak igin Oklit esas olarak su se-
kilde devam ediyor: Ardigik iki sayinin ortak bdleni olamaz; bu du-
rum n!/ ve (n! + 1) igin de gegerlidir; burada (n/ + 1)'in herhangi bir
asal boleni varsa bunlar n'den ve r'den 6nce gelen herhangi bir say1-
dan farkli olmalidir. Buna gore (n/ + 1) Oklit say1s1 ya n'den biiyiik
bir asal bolene sahiptir ya da kendisi asaldir: Her iki durumda da '
den biiyiik asal sayilar vardir.

Oklit boylece en biiyiik asal say1 diye bir ey olamayacag sonu-
cuna varir ki bu da asal sayilarin sonsuz tane oldugunu sdylemenin
bir bagka yoludur.

Bir sonraki soru asal sayilarin dagilimiyla ilgidir. Asal sayilarin yo-
gunlugundan, yani mesela, herhangi bin sayi i¢indeki asallarin mik-
tarindan s6z edebiliriz. Tabii ki belli bir sayidan kiigiik olan asal sa-
yilar1 saymakla ayn seydir bu. Pek cok modern matematikgi bu so-
ruyu ¢ozmek icin gergekten dahice fikirler iiretmigtir, ama tamamen
tatmin edici bir ¢6ziime heniiz ulagilamamgtir. Yine de sayilar iler-
ledikge asal sayilarin goriilme sikliginin kayda deger derecede azal-
madigim biliyoruz.

1845'te Fransiz matematik¢i Bertrand bir sayiyla o sayinin iki
kat1 arasinda en azindan bir asal sayinin oldugunu iddia etti. Bu id-
diasini asal saylar tablosu iizerinde yapilmig ampirik bir ¢aligma-
ya dayandirdi. Elli y1l boyunca bu iddia Bertrand Postiilasi olarak
bilindi. En sonunda ¢ok daha dar araliklar i¢inde bile asal sayilarin
oldugunu gosteren biiyiik Rus matematikgisi Cebigev tarafindan
ispatlandi. En son olarak da 1911'de italyan matematikgi Bonolis,
x ile 3/2x arasindaki asal sayilarin sayisi i¢in yaklagik bir formiil el-
de ederek bu problemde ciddi ilerleme sagladi. Bu formiile gore
100.000.000 ile 150.000.000 arasinda en azindan bir milyon tane
asal say1 vardir.

Ote yandan ikiz asallar ad1 verilen (3,5), (5,7), (11,13), (17,19),
(29,31), (41,43) gibi ciftlerin sayilar arttikga daha ender hale geldi-
gi gosterilmistir. Bu hayranlik verici teorem de Hollandali matema-
tik¢i Bruns tarafindan 1919'da ispatlanmugtir.
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Belli bir sayinin asal m1 yoksa bilegik mi oldugunu nasil anlanz? 5,
0 veya cift bir rakamla biterse bilesik oldugunu biliyoruz. Ama di-
yelim ki 3, 7 veya 9 ile bitti. Bu durumda da 3 veya 9 ile boliinebilir-
ligi igin basit bir test var: Eger tiim rakamlarin toplami 3'iin veya 9'un
katiysa o zaman sayinin kendisi de 3 veya 9'un katidir. Bu dokuz ku-
rali ¢ok eskidir.

Diger bolenler igin kosullar ¢ok daha kapsamlidir. 1654'te Pas-
cal'in ve yiiz y1l sonra da Lagrange'in ¢ok genel teoremler getirdik-
leri dogrudur, ama bunlar pratik degerden ¢ok matematiksel incelik
acisindan dikkat gekiciydi. History of the Theory of Numbers (Sayi
Kurami Tarihi) adli eserinde Profesor Dickson su tipik yorumu ya-

piyor:

15 veya 20 basamakh belli bir sayinin asal olup olmadigini, elimizde
sinirsiz zaman olsa ve halihazirda bilinen tiim yontemlerden yararlansak
bile bagaramayiz.

Bu sebeple yiizyillar boyunca tiim asal sayilara uyacak genel bir
matematiksel formiil ya da en azindan asal say1 tiiretmek igin belli bir
yontem bulma ¢abalarina girigilmis olmasi sagirtic degildir. 1640'ta
biiyiik Fransiz matematik¢i Fermat sadece asal sayilar gosteren bir
formiil buldugunu ilan etti. Bu sekilde elde edilen sayilara giiniimiiz-
de Fermat sayilan denir.

i1k dort Fermat sayisi:

24+1=5;2241=17;22+1=257, 22+ 1 = 65537

Fermat bu ilk sayilarin asalligim kontrol etti ve bir siire igin teore-
minin genelligine ikna oldu. Ancak daha sonra kugskulanmaya bas-
lad1. Nitekim yaklagik yiiz y1l sonra, Euler besinci Fermat sayisinin
bilesik oldugunu ve ¢arpanlarindan birinin 641 oldugunu gosterdi.
O zamandan beridir altinci, yedinci ve daha yiiksek bir diizine Fer-
mat sayisi i¢in de aym1 durum ispatlanmigtir.

Bu durum eksik tiimevarimin tehlikesini gosterir. Kimi ikinci
dereceden ifadeler daha da ¢arpici ornekler meydana getirir:

f(n)=n*—n+41
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Sayilan yerlerine yerlestirdigimizde: f(1) = 41, f(2) =43, f(3) =
47, f(4) =53 vb. ¢ikar. Bunlarin tiimiiniin de asal oldugu n = 40'a
kadar dogrulanabilir. Ama n = 41 igin bariz gekilde bilesik bir sayi
elde ederiz. f(41) =41 x 41.

Asal say1 tiiretmek igin genel bir formiil elde edilememesi asalligin
sinanmasit i¢in dolayli kistaslarin ileri siiriilmesine yol agti. Fermat
su teoremle boyle bir kistas buldugunu diisiinmiistii: n herhangi bir
tamsayi olmak iizere, p asalsa n"— n binomu p'nin katidir. Bunu gos-
termek igin p = 5'i ele alalim:

n-n=n(n'-1)=n(n?+1)(n*-1)

Buradan da goriilebilecegi gibi n ne olursa olsun, ii¢ ¢arpandan biri
5'in kat1 olmak zorundadir.

Fermat teoreminin dogrulugu Leibniz, Euler ve digerlerince gos-
terilmigtir. Buradaki sorun, bu kosulun dogru olmakla birlikte bir
kistas olmamasidr, yani gereklidir ama yeterli degildir. Omegin, 341
asal degildir, ancak 2*'—2'nin ¢arpanlar arasinda 341 vardur.

Bir kistas, yani hem gerekli hem de yeterli bir kogul Wilson Teore-
mi ad1 verilen teoremce saglanir. Aslinda teoreme, bu kosulun gerek-
li oldugunu ilk ispatlayan Leibniz'in adin1 vermek daha adil olurdu.
Yiiz y1l sonra Lagrange bu kogulun ayn1 zamanda yeterli de oldugu-
nu gosterdi. Asagida faktoriyelleri ve ardillari olan n/+1 Oklit sayila-
rin1 gosteren tabloyu ele alalim. Dikkat edersek, n + 1, hepsi asal say1
olan2,3,5,7, 11'e esit oldugunda, (n + 1)'in (n/ + 1)'in bir boleni ol-
dugunu goriiyoruz; oysa 4, 6, 8, 9, 10 gibi bilesik degerler igin n/ +
1'in n + 1'e boliimii bir kalan birakacaktir. Bu gayet genel bir 6zellik-
tir: p'nin asal olmasu igin gerekli ve yeterli kogul (p—1)!"in ardilinin
carpanlariarasinda p'nin bulunmasidur.

Bu hayranlik verici 6nerme kuramsal agidan ¢ok ilgi ¢ekicidir.
Ancak, (p—1)! + 1'in bolenlerinden birinin p olup olmadiginin dog-
rulanmasi, p biiyiik bir say1 oldugunda p'nin asal olup olmadiginin
test edilmesi kadar zordur.

O zamandan beridir pek ¢ok dolayli 6nermelerde bulunulmus-
tur. En ilginglerinden biri Euler'in ¢cagdasi olan Goldbach'in postii-
lasidir. Bu postiilaya gore her ¢ift sayi iki asal sayinin toplamidir. Bu
postiila 10.000'e kadar biitiin sayilar i¢in ve bunun 6tesinde de kimi
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WILSON KISTASI
Wilson endeksi (n—1)!+1'in n ile bolim igleminin kalamidr.
Wilson endeksi 0 oldugunda sayi asaldir.
(n-1)!+1
Oklit Wilson
n Niteligi Faktoriyel (n—1)! Sayilan Endeksi
2 Asal I'= 1 2 0
3 Asal 2'= 2 3 0
4 Bilesik 3= 6 7 3
5 Asal 4= 24 25 0
6 Bilegik St= 120 121 1
7 Asal 6!= 720 721 0 -
8 Bilesik 1= 5.040 5.041 1
9 Bilesik 8!= 40.320 40.321 1
10 Bilegik 9= 362.880 362.881 1
11 Asal 10! = 3.628.800 3.628.801 0
12 Bilesik I1'=" 39.916.800 39.916.801 1

sayilar i¢in ispatlanmigtir. Ama bu énemli iddianin ispati matema-
tik¢gilerin dehasin1 mesgul etmeye devam etmektedir.

Bir kiipii iki kiipe, dordiincii iissii iki dordiincii lisse ya da genel olarak
kareden biiyiik herhangi bir iissii ayn1 dereceden iki iisse ayirmak imkan-
sizdir. Buna dair gergekten harika bir ispat kesfettim, ancak ne yazik ki bu
kenar bunun igin gok dar.

Bu iinlii kenar notu yakinda ii¢ yiiz yillik olacak ve o zamandan
beri pek cok matematikgi keske Fermat bunu yazdiginda daha genis
bir kenarn olsaydi diye diisiinmiistiir.

Bu sorunun ge¢misi, 3:4:5 oraninda kenarlara sahip dik iiggenin
varligindan haberdar olan Misirlilara kadar uzanir. Hatta bu ii¢ggeni
bir ¢esit marangoz gonyesi olarak kullanirlardi. Anladigim kadany-
la Cinliler buna benzer bir yontemi bugiin bile kullaniyor.

Kenarlari tamsay: olarak ifade edebilecek tek dik iiggen bu mu?
Hayir, boyle iiglemelerden sonsuz sayida vardir ve Pisagorcular cok
sayida 6regini bilirdi. MS iigiincii yiizyilda yagamug iskenderiyeli
Diophantos Arithmetike adl1 eserinde bu sayilan belirlemek igin bir
kural vermistir. Modern yaziligta bu problem,
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R+yr=2

denkleminin tamsayilarla ¢oziimiine esittir. Agsagidaki tabloda bu
Pisagor sayilarindan bazilar verilmigtir ve tablonun bagindaki for-
miil bizlerin de hepsi Pisagor sayilar olan sayilar tiiretmemizi sag-
lar. Bu formiilden x? + y? = z2denkleminin ¢6ziim olarak tamsayilan
kabul ettigi ve ayn1 zamanda bu tiir ¢éziimlerden sonsuz tane var ol-
dugu goriilebilir.

Aym geyin daha yiiksek dereceden denklemler igin de dogru olup ol-
madiginin sorulmasi dogaldi.

Diophantos'un Arithmetike'sinin yeni bir basimi 1621 dolayla-
rinda Fransa'da yayimlandi ve bir kopyasi da Fermat'nin eline gegti.
Fermat bu kitabin sayfalarindan birine o zamandan beri matematik
diinyasinin aklin1 kurcalayan kenar notunu yazdi. Modemn sdylem-
de Fermat'nin ifadesi goyle formiile edilebilir:

X"+ yr=2"

x, y ve z'nin tamsay: oldugu bu denklemin n’nin ikiden biiyiik bir
tamsay: olmasi durumunda imkdnsiz oldugunu géster.

Bu problemde mevcut durum nedir? Euler n'nin 3 veya 4 olmas:i
durumundakiimkansizhig1 gostermistir; Dirichlet bunu n =5 igin is-

PISAGOR SAYILARI

—u+Viuv

2uv'nin tam kare oldugu herhangi u ve v degerleri X=utvauv

i¢in bir Pisagor iiggeni elde ederiz. y=v+ Viuv

zZ=u+v+V iuv

2uv uv V2uv u v x y z
4 2 2 1 2 3 4 5
16 8 4 1 8 5 12 13
16 8 4 2 a 6 8 10
36 18 6 1 18 7 2 ’s
36 18 6 2 9 8 15 17
36 18 6 3 6 9 12 15
64 32 8 1 32 9 40 41
64 32 8 2 16 10 2 2
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patlamigtir. Bu 6nermenin 'nin asal degerleri igin dogru olmasi du-
rumunda bilesik 6geler igin de dogru olacag1 ispatlanmugtir. ifadenin
iissiin ¢ok cesitli degerleri i¢in dogru oldugu ve n'nin 269'dan kiigiik
olmasi durumunda Fermat denkleminin bir ¢6ziimiiniin olmadi§1 da
gosterilmistir. Ancak genel 6nerme ispatlanamamigtir ve Fermat'nin
kendi teoremi igin genel bir ispata sahip oldugundan da ciddi olarak
siiphelenilebilir.

Tam ¢6ziimii i¢in 100.000 mark 6diil verilecegi seklindeki san-
sasyonel bir duyuru nedeniyle Fermat problemi kamuoyunun fazla-
styla ilgisini cekmigtir. Bu fon probleme ¢ok zaman harcamakla bir-
likte ¢oziime bir katkida bulunamayan Dr. Wolfskoel adinda biri ta-
rafindan 1908'de bagiglanmigtir. O zamandan beridir ¢abalarini ¢em-
berin karelegtirilmesi, bir acinin iige boliinmesi veya devridaim ma-
kinelerinin icad1 gibi problemlere yonelten pek ¢cok amator, Fermat
teoremi iizerinde durmaya baglamugtir. Odiil komitesine 1908-1911
arasinda binden fazla bu tiir "tam" ¢oziimlerin ulagtig1 tahmin edili-
yor. Neyse ki yanitlarin basiminin gart kogsulmasi ¢ogu katilimcinin
hevesini kirmigtir. Sunulan "¢dziim"lerden pek ¢ogunun yazarlarin
kendilerince yayimlanmig olmasi da ilgingtir. Tiim bu ¢abalarin ti-
pik ozelligi yazarlarin bugiine kadar sarf edilen muazzam ¢abayi
gozard1 etmeleri ve zorlugun nerede oldugunu 6grenmekle pek ilgi-
lenmemeleridir.

Problem son ii¢ yiizyilin en biiyiik matematikgilerinin ilgisini
cekmigtir: Euler ve Lagrange, Kummer ve Riemann — hepsi onu is-
patlamaya veya ciiriitmeye ugragmigtir, ama nafile. Bunun ve bag-
lantili konularin iizerine yayimlanmig makaleler toplansa kiiciik bir
kiitiiphaneyi doldururdu.

Fermat problemini ¢6zme ¢abalarindan orijinal problemden ¢ok
daha onemli bir bilim filizlendi. Bu sonuglardan kimileri o denli
onemli ve kapsamlidir ki orijinal problemin ¢6ziilmemis olmasini
bir sans olarak gorebiliriz. Omegin, Fermat teoremini ispatlamaya
¢aligirken Eduard Kummer on dokuzuncu yiizyilin en temel ve bere-
ketli baganlarindan biri olan iinlii ideal saytlar kuramini buldu. An-
cak bu kitabin boyutlari, bu ¢cok 6nemli kuramin bir dzetini bile sun-
mama izin vermez.
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Dinsel mistisizmden dogan tamsay1 kurami bir bilim statiisii kaza-
nana dek istikrarsiz bir bulmaca ¢6zme siirecini andiran bir done-
mden gegti.

Mistik olani soyut olanla 6zdeglestirenler igin bir paradoks nite-
ligi tagisa da, say1 mistisizminin temelleri yeterince somuttu. Iki fi-
kir etrafinda doniiyordu. Pisagorcularin ¢ok eskilere dayanan sem-
bolik anlamli sayilan bi¢im ile say: arasindaki yakin bag gosteri-
yor. Uggenler, kareler, piramitler ve kiipler gibi basit ve diizenli bi-
cimleri temsil eden sayilarin kavranmasi daha kolaydi ve dolayisiy-
la 6zel bir 5Sneme sahip olduklarina karar verilmisti. Ote yandan, bo-
liinebilirlik agisindan 6zel niteliklere sahip olan miikemmeller, dos-
taneler ve asallar da s6z konusudur. Siimer kil tabletlerinin ve Misir
papiriislerinin agik¢a gosterdigi gibi, bunlarin izi de eskilerin dag:-
lim problemlerine verdikleri 6neme kadar siiriilebilir.

Bu somutluk erken donemlerin deneysel niteligini de agiklar, ki
kuram bu niteligi bugiine kadar az ¢ok korumugtur. Burada s6zii gii-
niimiiziin en ileri gelen say1 kuramcilarindan bir olan, kisa siire 6n-
ce kaybettigimiz Ingiliz matematikgi G. H. Hardy'ye birakiyorum:

Sayi kurami, matematigin diger dallarina kiyasla cok daha deneysel bir
bilim olarak bagladi. En iinlii teoremleri bazen ispatlanmadan yiiz y1l veya
daha fazla siire once ileri siiriilmiig ve bir yigin hesaplamanin 151g1nda orta-
ya atilmigtir.

Somut soyuttan her zaman 6nce gelmistir. Say1 kuraminin arit-
metikten 6nce gelmesinin nedeni budur. Somut olan her zaman igin
bir bilimin geligsmesinin 6niindeki en biiyiik engel olmugtur. Tipki
tek tek yildizlara yonelik somut ilginin bilimsel bir astronominin
gelisimini uzun siire geciktirmesi gibi, tek tek sayilarin insan zihni-
ni ezelden beridir tuhaf bir sekilde cezbetmis olmasi da kolektif bir
say1 kuraminin yani bir aritmetigin gelisiminin 6niindeki en biiyiik
engeldi.



4
Son Say

Ama bir kere sdylenmis olan her zaman tek-
rarlanabilir.

ELEALI ZENON, Simplikios tarafindan
aktarildig gekliyle

Matematigi sagin bilimler denilen bilimlerin kabul edilmig modeli
ve heniiz bu ayricalii1 kazanmamig olan daha yeni bilim dallarimin
ideali kilan nedir? Gergekten de, matematigin hakimiyetini kabul
etmis bilimlerin siirekli kabaran listesine kabul edilmeyi saglayacak
standartlar ve yontemler geligtirmek, biyoloji veya sosyal bilimler
gibi alanlardaki aragtirmacilarin —en azindan genglerin— baglica
amaglarindan biridir.

Sadece sagin bilimlerin kendi yapilarini tasarlarken ek aldik-
lan bir model olmanin 6tesinde, matematik bu yapiy: bir arada tutan
¢imentodur. Aslinda incelenen fenomen bir matematik yasasi olarak
ortaya konulamadig: siirece bir problem ¢oziilmiig sayilmaz. Neden
gozlem, deney ve spekiilasyona sagin bilimlerin gerektirdigi o sag-
lam kesinligi yalnizca matematigin kazandirabilecegine inanilir?

Bu matematiksel siiregleri inceledigimizde iki kavrama dayan-
diklarin1 goriiyoruz: say: ve fonksiyon. Fonksiyonun kendisi nihai
olarak sayiya indirgenebilir; genel olarak say1 kavrami ise dogal di-
ziye (bir, iki, ii¢...) atfettigimiz niteliklere dayanir. O zaman mate-
matiksel akil yiiriitmeye yonelik bu ortiilii inancin ipuglarim tamsa-
yilarin niteliklerinde bulmayi umabiliriz.

Bu niteliklerin ilk pratik uygulamas: aritmetigin temel iglemleri bi-
¢imini aliyor: tamsayilarin toplanmas:, ¢ikarilmasi, ¢carpilmasi ve
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béliinmesi. Bu iglemleri yagamimizin baglarinda 6greniriz ve gogu-
muzun bunlar nasil 6grendigimizi tamamen unutmug olmasi da ga-
sirtic1 degildir. Hafizamizi bir tazeleyelim:

1+1=2,1+2=3, .. seklindeki tabloyu ezberleyerek baslariz.
Ona kadar herhangi iki say1y1 hi¢ duraksamadan toplayabilene dek
tekrar tekrar aligtirma yapariz. Egitimimizin bu ilk evresinde 5 + 3 =
3 + 5 oldugunu ve bunun bir rastlant1 degil genel bir kural oldugunu
gozlemlememiz ogretilir. Daha sonra toplamanin bu niteligini soz-
ciiklerle ifade etmeyi Ogreniriz. Toplam, i¢erdigi terimlerin sirasina
bagh degildir. Matematik¢i bunu, toplama degismeli bir iglemdir, di-
yerek Ozetler ve sembollerle §oyle yazar:

a+b=b+a

Daha sonra (2 + 3) + 4 =2 + (3 + 4) oldugu gosterilir. Bununla,

(2 + 3) + 4 derken 2'ye 3 ekleyip bu toplama 4 eklememize ragmen

aslinda hangi sirada topladigimizin 6nemi olmadigy, zira (3 + 4)'iin

‘toplamina 2 eklendiginde de ayni sonucun elde edildigi anlatilmak

istenir. Matematikgi bunu toplama birlegmeli bir iglemdir, diyerek
ozetler ve §Oyle yazar:

(@+b)+c=a+(b+c)

Bu ifadelere fazla 6nem atfetmeyiz, ancak ¢ok temeldirler. Daha
biiyiik sayilar toplamanin kurali bunlara dayanir.

25
34
56

115

sadece

25+34+4+56=(20+5)+3B0+4)+(50+6)=
(20+30+50)+(5+4+6)=100+15=115'in

daha kisa yazimindan ibarettir ve burada degisme ve birlesme 6zel-
likleri temel bir rol oynar.

Daha sonra ¢carpmaya gegeriz. Yine ona kadar herhangi iki sayi-
nin ¢carpimin1 mekanik olarak soyleyene dek uzun bir tablo ezberle-



66 SAYI: BiLiMiN DiLi

riz. Tipki toplama gibi, carpmanin da hem degismeli hem de birleg-
meli oldugunu gozlemleriz. Bu sozciikleri kullanmayiz ama demek
istedigimiz budur.

Hem ¢arpma hem de toplamay ilgilendiren ortak bir nitelik da-
ha vardir. 7 x (2 + 3)'iin anlami, yedinin (2 + 3)'lin toplamyla, yani
5 ile ¢arpilmasidir; ama ayni sonucu (7 x 2) ve (7 x 3) seklinde iki
¢arpmanin sonucunu toplayarak da elde edebiliriz. Matematikgi bu-
nu genel bir ifadeyle soyle dile getirir: Carpmanin toplama iizerine
dagilma 6zelligi vardir. Yani

a(b+c)=ab+ac

Iste 10'dan biiyiik sayilari carpmakta kullandigimiz yontemin altin-
da bu dagilma ozelligi yatar. Gergekten de,

25
43

75
100

1075

islemini inceledigimizde bunun sadece dagilma 6zelliginin 6zgiirce
kullanildig1 bir iglemler zincirinin kisaltmasi oldugunu goriiyoruz.

25x43=(20+5)x (40+3)=[(20+5) x 3)] + [(20 + 5) x 40) =
(20x3)+(5x3)+(20x 40) + (5x40)=75+ 1000 = 1075.

Tiim diigiinen insanlarin, hatta biraz da olsa okul gérmiig tiim insan-
larin matematik egitiminin temelini meydana getiren olgular bun-
lardir. Bu olgularin iizerine matematigin temeli olan, saf ve uygula-
mal1 tiim bilimlerin temelinde yatan aritmetik inga edilmistir, ki o da
tiim teknik ilerlemelerin bereketli kaynagidir.

Daha sonra zihinsel donanimimiza yeni olgular, yeni diigiince-
ler, yeni kavramlar eklenmistir, ama bunlarin higbiri daha alt1 yagin-
dayken dgrendigimiz tamsayilarin bu nitelikleriyle ayni saglamliga,
ayni giiclii temele sahip degildir. Bu durum, ifadesini su popiiler de-
yiste bulur: iki art1 ikinin dort ettigi kadar bariz.
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Bunlary, her seyin "nasil" igledigiyle ilgilendigimiz bir yasta 6g-
reniriz. "Neden?" diye soracak yasa geldigimizde bu kurallar siirek-
li kullanilmaktan zihinsel donanimimizin o kadar ayrilmaz bir par-
casi haline gelir ki artik olagan kabul edilir.

Geligimi sirasinda bireyin, ait oldugu tiiriin evrimini tekrar yasa-
dig1 iddia edilir. Bu ilke insan zekas: i¢in de kismen gegerlidir. Ma-
tematik tarihinde "nasil" her zaman "neden"den once, konunun tek-
nigi felsefesinden dnce gelmigtir.

Bu, aritmetik agisindan 6zellikle gegerlidir. Sayma teknigi ve he-
sap kurallar1 Ronesans doneminin sonunda yerlegmig olgulardi. Ama
say1 felsefesi on dokuzuncu yiizyilin son ¢eyregine kadar olgunlas-
madi.

Yasimiz ilerledik¢e bu kurallan giindelik iglerimizde uygulamak
icin yeterince firsat buluruz ve genelliklerine gittikge daha ¢ok gii-
venir hale geliriz. Aritmetigin giicii mutlak genelliginde yatar. Ku-
rallan istisnaya izin vermez: Tiim sayilar igin gegerlidir.

Tiim sayilar! Her sey bu kisa ama ¢ok 6nemli tiim sozciigiine bag-
hdir.

Bu sozciik, sonlu bir nesne, canli veya kogul sinifina uygulandi-
ginda herhangi bir gizem icermez. Omegin, "yasayan tiim insanlar"
dedigimizde, ona ¢ok belli bir anlam yiiklemig oluruz. Tiim insanl-
gin bir tiir sira seklinde dizildigini goziimiiziin 6niine getirebiliriz:
Bu sirada da bir ilk insan ve bir son insan olur. Emin olmak adina,
tiim yagayan insanlar i¢in dogru olan bir niteligi saglam gekilde is-
patlamak istiyorsak bunu her bir birey icin ispatlamaliyiz. Her ne ka-
dar uygulamada boyle bir igin agilamaz zorluklar icerecegini gorsek
de, bu zorluklarin tamamen teknik oldugunu, kavramsal olmadigini
hissederiz. Bu durum her tiir son/u gruplama igin, yani bir ilk bir de
son iiyesiolan her tiir gruplamaigin gecerlidir, ¢iinkii boyle bir grup-
lama sayarak tiiketilebilir.

Tiim sayilar dedigimizde de ayn seyi kastedebilir miyiz? Bura-
da da gruplama bir sira olarak diisiiniilebilir ve bu siranin bir ilk
iiyesi, bir sayisi olacaktir. Peki ya sonuncusu?

Cevap hazir: Son say: diye bir gey yoktur! Sayma siirecinin gorii-
lebilir bir sonu yoktur. Her sayinin bir ardivli vardir. Sonsuz tane sa-
y1 vardir.
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Ama eger son say1 yoksa, tiim sayilar demekle ve 6zellikle de
tiim sayilarin niteligi demekle ne kastederiz? Boyle bir niteligi nasil
ispatlayabiliriz? Kugkusuz her bir bireysel vakay1 deneyerek degil,
¢iinkii daha baglamadan tiim vakalar tiiketmemizin imkansiz oldu-
gunu biliriz.

Matematigin esiginde, biiyiilii bahgenin girigini koruyan efsane-
vi ejder misali bu sonsuzluk ikilemini buluruz.

Bu sonsuzluk kavraminin, sayma siirecinin bitmezligine dair bu
inancin kaynagi nedir? Tecriibe mi? Kuskusuz hayir! Tecriibe bize
her seyin, tiim insani siire¢lerin sonlulugunu 6gretir. Sayilan saya-
rak tiikketmeye yonelik herhangi bir ¢abanin kendi tiikenigimizle bi-
tecegini biliyoruz.

Sonsuzun varligi matematiksel olarak da ispatlanamaz, giinkii
sonsuzluk, sayma siirecinin tikkenmezligi, tiim matematigin dayan-
dig1 matematiksel bir varsayim ve aritmetigin temel varsayimidir. O
zaman bu dogaiistii bir hakikat, Yaradan insani evrene ¢iplak ve ca-
hil ama kendi baginin ¢aresine bakmakta 6zgiir bir varlik olarak fir-
lattiginda ona bahgettigi birkag armagandan biri midir? Yoksa son-
suzluk kavrami insanla birlikte, hatta insanin son sayiya ulagma yo-
niindeki nafile ¢abalarindan m ortaya ¢ikmigtir? Yoksa bu kavram
insanin sayilar araciligiyla evrenin sonuna erigme konusundaki ac-
zinin bir itirafi midir?

"En son sayi1 vardir, ama buna ulagmak insanlarin yapabilecegi
bir gey degildir, ¢iinkii o tanrilara aittir." Cogu antik dinin ana tema-
s1 budur. Goklerdeki yildizlar, kum taneleri, okyanustaki damlalar
insanin aklinin erisemeyecegi bu en nihai sayinin rmekleridir. Mez-
murlar'in yazari, Yehova igin gdyle der: "O, yildizlari saydi ve hepsi-
ne ad verdi.” Tanri'nin segilmis halkina vaadini hatirlatan Musa ise
sOyle der: "Topraktaki toz tanelerini saymaya kadir olan, sizin tohu-
munuzu da sayacak."

Kimileri vardir ki, Kral Gelon, kumlarin sayisinin sonsuz oldugunu dii-
siiniir, ki bunu derken sadece Sirakiiz ¢evresinde ve Sicilya'nin geri kala-
nindaki kumlan degil, ister yerlegilmis ister yerlesilmemis olsun her bolge-
de bulunan kumlan kastediyorum. Yine kimileri de bunu sonsuz olarak dii-
siinmemekle beraber bu kadar biiyiik bir sayinin dile getirilmemis oldugu-
nu diigiiniir. Boyle diigiinenler, tiim denizleri ve cukurlan en yiiksek dagin
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seviyesine kadar kumla dolu olan, diinyanin kiitlesine egit bir madde yigini
hayal ettiklerinde, bu kadar ¢ok kuma kargilik gelecek biiyiikliikte bir say1-
nin ifade edilebilecegini de idrak edemezler elbette. Ama sizin de anlayabi-
leceginiz geometrik ispatlarla gostermeye ¢aligacagim lizere, Zeuxippus'a
gonderdigim ¢aliymada sundugum ve bizzat adlandirdigim sayilardan ki-
mileri sadece tarif ettigim diinyay: dolduracak miktarda kumun sayisini ag-
makla kalmiyor, ayn1 zamanda evreni dolduracak miktarda kumun sayisini
da agiyor. (Argimet: Kum Sayicr)

Arsimet'in evreni sabit yildizlarca sinirlanmug bir kiireydi. Bu kii-
renin ¢apinin 10.000 diinya c¢apina esit oldugunu tahmin ediyordu.
Bir haghag tohumunu dolduracak kum sayisinin 10.000 ve diinyanin
capinin en fazla 15.000 kilometre (300.000 stadia) oldugunu varsaya-
rak, evreni dolduracak kum tanelerine kargilik gelen muazzam bir
say1 bulmustu: bizim numaralandirma sistemimize gore 52 basamak-
I1 bir say1. Bu say1yi ifade etmek igin Argimet bizim 100.000.000'
umuza karsilik gelen oktad adl1 yeni bir birim icat etmisgti.

Daireyi karelestirmeye yonelik ¢abalarin tarihgesi bagka bir r-
nek daha olugturur. Orijinal haliyle problem, cetvel ve pergelle belli
bir daireyle egit alana sahip bir kare olugturmakti. Diizgiin, 6rnegin
8 kenarl1 bir ¢cokgene esit bir kare meydana getirmek miimkiindiir.
Ote yandan, kenarlarin sayisi1 16'ya, 32'ye, 64'e vs. gikanldiginda da-
irenin alanina gittik¢ce daha yakin bir alan elde edildigi gzlemlen-
migtir. Kimi Yunanh geometricilerin bunu yaklasik bir ¢6ziimden zi-
yade daireye ulagmanin yolu olarak gordiiklerine, yani bu siirece ye-
terince uzun devam edildiginde sonunda her noktada gemberle kesi-
sen nihai ¢gokgene ulagacaklarini diisiindiiklerine siiphe yok.

Sonsuzlugunilk baglardaki kavraniginin "sayilamaz" yerine "he-
niiz sayilmamis" olmasi akla yatkin bir hipotezdir. Son say1 sabir ve
sebat demekti ve bu nitelikler insanda eksik gibiydi. Babil Kulesi'nin
oykiisiindeki goklere ulagma amaciyla ayni tiirden bir ¢abaydi bu.
Tipki gokler gibi son say1 da Tanri'ya aitti. Kiskang gazabiyla hirsh
ingaatgilarin dillerini kangtiracakti.

Bu dil kanigiklig1 bugiine kadar varlhigini siirdiirmiigtiir. Zenon'un ar-
giimanlarindan Kant ve Cantor'un ¢atigkilarina kadar matematigin
tiim paradokslari sonsuzlugun ¢evresinde serpilmistir. Bunun dykii-
siinii bagka bir boliimde anlatacagiz. Burada bizi ilgilendiren bu pa-
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radokslarin aritmetigin temellerine yonelik daha elestirel bir tavrin
olugmasinda rol oynamig olmasidir. Tamsayilarin nitelikleri mate-
matigin temelini meydana getirdigine gore, eger bu nitelikler formel
mantik kurallariyla ispatlanabilirse bu tiim matematigin mantiksal
bir disiplin oldugu anlamina gelecektir. Ancak, eger mantik bu nite-
likleri ispatlamaya yetersizse, o zaman matematik salt mantiktan 6te
bir seyin iizerine inga edilmis demektir: Yaratici giicii insan sezgisi
denilen o ele avuca sigmaz, elle tutulmaz seye dayanir.

Bir yanlig anlama olmasin! Burada sorgulanan, sayilarin bu nite-
liklerinin gegerliligi degildir; mesele bu niteliklerin gegerliligini is-
patlama iddiasinda olan argiimanlann gegerliligidir. Matematigin
temelleri ilk kez analize tabi tutuldugundan beri tartigilan ve mate-
matikgileri sezgiciler ile bi¢imciler olarak birbiriyle ¢ekisen iki gru-
ba bolen sorular sunlardir: Matematiksel ispati meydana getiren ne-
dir? Genel olarak akil yiiriitmenin ve 6zellikle de matematiksel akil
yiiriitmenin niteligi nedir? Matematiksel varlik ne demektir?

Saglam akl yiiriitmenin yasalari daglar tepeler kadar eskidir. ilk kez
Aristoteles tarafindan sistematik bir sekilde ortaya konmus olmala-
rina ragmen ondan ¢ok onceleri de bilinirlerdi. Aslinda bunlar insan
zekasinin iskeletinin ta kendisidir: Her zeki adam bu yasalar giinde-
lik yasantisinda kullanacag) firsatlar bulur. Saglam bir akil yiiriitme
i¢in kisi ilk dnce onciillerini net olarak tammlamalidir; daha sonra
mantigin kurallarin1 adim adim uygulayarak, kullanilan mantiksal
siirecin yegdne sonucu olacak bir vargiya ulagacaktir.

Eger gozlemledigimiz olgularla bu varginin saglamasi yapila-
muyorsa, o zaman ilk adim bu kurallar1 dogru uygulayip uygulama-
digimizi bulmaktir. Burasi bu kurallann gegerliligini analiz etmenin
yeri degildir. Bu elestirel ¢cagin kavurucu alevlerinden nasiplerini
almadiklarindan degil! Tam tersine: iglerinden biri, geyrek yiizyildir
siiregelen ve hi¢ de yatisacaga benzemeyen bir ihtilafin merkezin-
dedir. Ne var ki bu baslh bagina bir 6ykiidiir ve yeri geldiginde anla-
tilacaktir.

Mantik kurallarinin dogru uygulanmis oldugu goriiliirse, o za-
manmevcutuyumsuzluk (sayetvarsa), dnciillerimizde yanlig bir sey-
ler oldugu anlamina gelebilir. Belki varsayimlarimizda bir yerlerde



SON SAYI n

bir tutarsizlik gizlidir veya onciillerimizden biri bir digeriyle celisi-
yordur.

Herhangi bir bilgi biitiinii i¢in bir dizi varsayim belirlemek kolay
is degildir. Sadece muazzam bir analitik muhakeme giicii degil, aym
zamanda biiyiik beceri de gerektirir. Zira varsayimlarin birbirleriyle
celismemesine ek olarak birbirlerinden bagimsiz olmalan ve tiim
sistemin kapsamli olmasi, yani soz konusu soruyu tamamiyla kapsa-
masi arzulanir. Matematigin bu tiir problemlerle ugrasan dali Peano,
Russell ve Hilbert gibi kisilerce gelistirilmis olup belitke (aksiyoma-
tik) adiyla anilir. Daha 6nce felsefenin bir dali olan mantik boylece
yavas yavasg matematigin biitiiniine katilmaya baglamigtir.

Problemimize donecek olursak, onciillerimizi inceledigimizi ve
celigkisiz buldugumuzu kabul edelim. O zaman vargimizin mantik-
sal olarak hatasiz oldugunu soyleriz. Ancak, eger bu varg: gozlem-
lenen olgularla uyugsmuyorsa, yaptigimiz varsayimlarin, uygulandik-
lar1 somut probleme uymadiklarini biliriz. Elbisenin dikiminde bir
sorun yoktur. Bazi yerlerde bol gelip digerlerinde dar geliyorsa, sug
makastarindir.

Yukarida anlatilan siirece tiimdengelimsel akil yiiriitme ad1 verilir.
Tanmimlar, postiilalar, belitler (aksiyomlar) bigimini alan ¢ok genel
niteliklerden baglayarak, mantik kurallan araciliiyla bunlardan,
belli vakalarda ortaya gikan seyler veya kosullarla ilgili ifadeler el-
de etmekten ibarettir.

Tiimdengelim siireci matematiksel akil yiiriitmenin tipik 6zelli-
gidir. Geometride kendine, neredeyse tamamen gergeklesebilecegi
bir alan bulmustur ve bu nedenle de geometrinin mantiksal yapisi
tiim sagin bilimler igin bir 6rnek olmugtur.

Bilimsel aragtirmada kullanilan diger yontem olan tiimevarim ise
cok farklidir. Cogunlukla 6zelden genele dogru ilerler diye tarif edi-
lir. Belli bir sinif nesnenin bir niteligini bulmak i¢in gézlemleri veya
testleri olabildigince ¢ok defa ve miimkiin oldugunca benzer kosul-
larda tekrarlaniz. Daha sonra gézlem veya deneylerimiz sonucunda
belli bir egilim ortaya ¢ikabilir. O zaman bu egilim o sinifin niteligi
olarak kabul edilir. Omegin, yeterince ¢ok sayida kursun 6rnegini
1s1ya tabi tutarsak ve her seferinde de erimenin termometre 328 dere-
ceyeulastiginda bagladigini goriirsek, kursunun erime noktasinin 328
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derece oldugu sonucuna variriz. Bunun ardinda yatan, ne kadar ¢ok
Omegi deneye tabi tutarsak tutalim, kogullar degigmedikge sonugla-
rin ayni olacagina iligkin inancimizdir.

Tiim deneysel bilimlerin temelinde yatan bu tiimevarim siireci,
ciddi matematikten sonsuza kadar atilmigtir. Matematiksel bir 6ner-
meye boyle bir ispat hem giiliing kabul edilir, hem de yerlegik haki-
katlerin dogrulanmasi olarak bile kabul edilemez olurdu. Ciinkii ma-
tematiksel bir 6nermeyi ispatlamak i¢in tek tek vakalardan elde edi-
len kanitlar —ne kadar ¢ok olursa olsun— yetersiz kalirken, aksini is-
patlamak igin tek bir drnek yeterlidir. Matematiksel bir 5nerme hig
mantiksal geligkiye yol agmiyorsa dogrudur, aksi takdirde yanhgtir.
Tiimdengelim yontemi ise sadece ve sadece ¢eligki ilkesine dayanir.

Tiimevarimin matematikte yasakli olmasinin iyi bir nedeni vardir.
Onceki boliimde bahsettigim ikinci dereceden (n>— n + 41) ifadesi-
ni ele alahim. ifadeye n = 1, 2, 3 vb. degerlerini 40'a kadar yerlestir-
digimizde, bu vakalarin her birinde sonugta bir asal sayi elde ederiz.
O zaman bu ifadenin #'nin tiim degerleri i¢in asal sayilan temsil et-
tigi sonucuna mi varmaliyiz? Matematik egitimi en az olan okur bi-
le boyle bir sonucun yanhghgin gorecektir; ama pek ¢ok fizik yasa-
s1 ¢cok daha az kanita dayanafak dogru kabul edilmistir.

Matematik tiimdengelimsel bir bilimdir, aritmetikse matemati-
gin bir dalidir. Tiimevarim kabul edilemez. Aritmetigin 6nermeleri,
omegin iglemlerin en basit hesaplamalarda bile rol oynayan birleg-
me, degisme ve dagilma 6zellikleri tiimdengelimsel yontemlerle is-
patlanmalidir. Buradaki ilke nedir?

Bu ilkeye matematiksel tiimevarim, tam tiimevarim ve yinelenme-
ye dayali akil yiiriitme gibi farkli adlar verilmigtir. Sadece bu sonun-
cusu kabul edilebilir bir isimdir, digerleriyse aldatic1 isimlendirme-
lerdir. Tiimevarnim kavrami yonteme dair tamamen yanhs bir fikir
verir, ¢iinkii sistematik denemeler s6z konusu degildir.

Bildik bir alandan 6mek vermek gerekirse, bir sira asker hayal
edelim. Her birine edinmis olabilecegi bilgiyi sagindakine iletme ta-
limati verilmigtir. Alana yeni giren komutan tiim askerlerin belli bir
olaydan haberdar olmasini istiyordur. Her askere mi sormasi gere-
kir? Eger bir askerin bildigini sagindaki komsusunun bildiginden de
eminse buna gerek yoktur, zira soldaki i/k askerin o olaydan haberi
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oldugundan emin olursa, tiim askerlerin de onu bildigi sonucuna va-
rabilir.

Burada kullanilan argiiman yinelenmeye dayali akil yiiriitmeye
bir orektir. Iki evresi vardir. Once s6z konusu 6nermenin Bertrand
Russell'in kalitsal olarak adlandirdig tiirden oldugu gosterilir (kalit-
sal 6nermede, 6nerme bir dizinin herhangi bir iiyesi i¢in dogruysa, o
iiyeden bir sonraki igin de dogru olmasi mantiksal bir zorunluluktur).
ikinci olarak ise, onermenin dizinin ilk iiyesi i¢in dogru oldugu gos-
terilir. Téimevarim adim verdikleri iste bu ikinci adimdir. Buradaki
mantia gore, kalitsal dogas1 goz oniinde bulunduruldugunda, ilk
kavram igin dogru olan 6nerme ikinci i¢in de dogru olmaldur, ikinci
i¢in dogru olduguna gore iiciincii i¢in de olmalidir vb. Tiim diziyi tii-
ketene, yani son iiyesine ulagana dek boylece devam ederiz.

Ispatin her iki adimi da —tiimevarim ve kalitsallik— gereklidir; her
ikisi de tek basina yeterli degildir. Fermat'nin iki teoreminin tarihge-
si buna bir 6mektir. ilk teorem 22"+ 1 ifadesinin n'nin tiim degerleri
i¢in asal olduguna dairdir. Fermat bizzat deneme yoluyla bunun n =
0, 1,2, 3, 4i¢in dogru oldugunu gostermigtir. Ama kalitsal niteligini
ispatlayamamigtir ve zaten n = 5 i¢in bunun dogru olmadigini goste-
ren Euler 6nermenin dogru olmadigini ispatlamigtir. ikinci teorem-
se x" + y" = z" esitliginin n'nin 2'den biiyiik oldugu durumlarda tam-
sayilar i¢in ¢oziilemeyecegini iddia eder. Burada tiimevarim adimi
bu 6nermenin n = 3 oldugunda dogru oldugunu, yani x’ + y’ = z¥iin
tamsayilarla ¢oziilemeyecegini gostermekten ibarettir. Fermat'nin
buna dair bir ispati olmasi miimkiindiir, eger 6yleyse bu o iinlii ke-
nar notunun bir yorumu olabilir. Her haliikarda, gordiigiimiiz gibi
bu ilk adim Euler tarafindan bagarilmigtir. Geriye bu niteligin kalit-
sal oldugunun, yani n'nin bir degeri, mesela p i¢in dogruysa o za-
man x?*! + yr+! = zpP+! esitliginin de tamsayilarla ¢oziilememesinin
mantiksal bir zorunluluk oldugunun gosterilmesi kaliyor.
Yinelenme ilkesinin agik¢a ortaya konmasini Fermat'nin ¢agda-
s1 ve arkadagi olan Blaise Pascal'in dehasina borglu olmamiz da dik-
kat gekicidir. Pascal ilkeyi 1654'te yayimlanan "Aritmetik Uggen"
baglikli bir yazisinda dile getirmisti. Ancak daha sonra bu yazinin
oziiniin Pascal ile Fermat arasinda kumarla ilgili bir probleme dair
bir mektuplagmada yer aldig1 kesfedildi; ayn1 mektuplagma artik ola-
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silik kuraminin ¢iktig1 ¢ekirdek olarak kabul ediliyor.

Kuramsal matematikte son derece temel bir yere sahip olan yi-
nelenmeye dayal akil yiiriitme ilkesi ile tiim tiimevarimsal bilimle-
rin temeli olan olasilik kuraminin iki kumarbazin sonuglanmamig
oyunundaki ihtimallerin aynigtinlmasi igin bir yol ararken ortaya
¢1tkmug olmasi, kugkusuz mistik diigiincelere uygun bir konudur.

Matematiksel tiimevarim ilkesinin aritmetige nasil uygulanabilece-
gi, en iyi, tamsayilarin toplanmasinin birlesmeli bir iglem oldugu-
nun kanitlanmasiyla agiklanabilir. Bu, simgelerle ifade edildiginde
su anlama gelir:

(1) a+(bh+c)=@+b)+c
a + b iglemini analiz edelim: a sayisina 1 eklendigi, sonuca tekrar 1
eklendigi ve bu siirecin b kez tekrarlandig1 anlamina gelir. Ayn se-

kilde,a + (b +1),a'ya l'in peg pese b + 1 kez eklendigi anlamina ge-
lir. Buna gore: '

?) a+(b+1)=(@+b)+1

Bu da (1) 6nermesinde ¢ = 1 iken elde edilen denklemdir. Su 4na ka-
dar yaptiklarimiz, kanitimizin tiimevarim agamasini olusturur.

Simdi kalitsallik 6zelligine bakalim. Onermenin ¢'nin bir degeri,
diyelim n i¢in dogru oldugunu varsayalim:

3 a+(b+n)=@+b)+n

Her iki tarafa 1 eklendiginde:

4 [a+(h+n]+1=[(@a+b)+n]+1

ki bu da (2)'ye bagh olarak su sekilde yazilabilir:

(5) (@+b)+(n+1)=a+[(b+n)+1]

Ve ayni nedenden

(6) (@+b)+(n+1)=a+[b+(n+ 1)]'edenktir.

Bu ise (1) 6nermesinde ¢ = n + 1 durumunda elde edilen denklemdir.

Boylece, onermenin n sayisi i¢in dogru oldugu gergegi, berabe-
rinde s6z konusu 6nermenin mantiksal bir zorunluluk olarak bu sa-
ymnin ardili yani n + 1 igin de dogru olmasi gerektigi olgusunu geti-
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rir. 1 i¢in dogru olan 2 i¢in de dogrudur; 2 i¢in dogru olan 3 i¢in de
dogrudur ve bu sonsuza kadar gider.

Burada uygulandig1 daha genel bigimiyle matematiksel tiimeva-
rim ilkesi §0yle formiile edilebilir: Bir dizi i¢ceren bir 6nermenin di-
zideki ilk say1 igin dogru oldugunu biliyorsak; ayrica 6nermenin di-
zinin belli bir eleman: i¢in dogrulugunun varsayilmasinin, mantik-
sal bir sonug olarak o dnermenin s6z konusu sayinin takipgisi igin de
dogrulugunu kapsadigini biliyorsak, bu durumda 6nermenin dizinin
tiim sayilan igin dogru oldugu sonucuna varabiliriz. Askerler vaka-
sinda kullanildig1 gibi kisitlh ilke ile aritmetikte kullanildig gibi ge-
nel ilke arasindaki fark, sadece tiim sozciigiiniin yorumundadir.

Sunu tekrarlayayim: Sayinin gizemleriyle ilk tamigtirildigimizda
aritmetik iglemlerinin sorgulamadan kabul ettigimiz gegerliligi, ki-
sith degil genel matematiksel tiimevarim ilkesiyle olugturulmugtur.

Asagidakiboliimdekialintilar Henri Poincaré'nin "Matematiksel Akil
Yiiriitmenin Yapisi” baghikli makalesine aittir. Bu ¢igir agic1 yazi
1894'te, sagin bilimlerin temellerine yonelik bir dizi aragtirmanin il-
ki olarak ortaya ¢cikmugtir. Cok sayida bagka matematikginin klasik
kavramlar revize etmeyi amaglayan ve mantigin neredeyse tama-
men matematigin biitiiniine katilmasiyla sonuglanacak bir hareket
baslatmalari igin bir isaret sayilmigtir.

Poincaré'nin konuya hakimiyeti, yazim tarzinin giizelligi ve cii-
retkar putkirici fikirleri, eserini kisith matematik cemaatinin 6tesine
tagimigtir. Biyografisini yazanlardan bazilari, yazilarinin kendisin-
den once higbir matematikginin erigemedigi yannm milyonluk bir
okur topluluguna ulagtigimi tahmin ediyor.

Matematigin, fizigin ve gk mekaniginin hemen her dalinda son
derece yaratici olan Poincaré, kendi basarilarinin kaynaklarini ana-
liz edebilmesini saglayan muazzam bir i¢ggézlem yetenegine sahip-
ti. Keskin zekasi 6zellikle aligkanligin kalin kabugunun neredeyse
niifuz edilemez kildig1 en temel kavramlarla ilgileniyordu: Iste say,
zaman ve mekdn bu kavramlardandir.

Bir matematik biliminin var olma ihtimalinin bizzat kendisi ¢oziimsiiz
bir geligki gibi goriiniir. Bu bilim sadece goriiniite tiimdengelimli ise, kim-
senin giiphe bile edemedigi bu miikemmel kesinlik nereden geliyor? Eger
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bunun aksine, ileri siirdiigii tiim onermeler formel mantik kurallan ile bir-
birinden ¢ikarilabiliyorsa, neden matematik muazzam bir totolojiye indir-
genmiyor? Kiyas bize 6ziinde yeni higbir sey 6gretemez ve eger her sey 6z-
deslik ilkesinden gikiyorsa, her sey buna indirgenebiliyor olmalidir. O hal-
de ciltler dolduran teoremlerin, A'nin A oldugunu sdylemenin dolambagh
yollarindan bagka bir sey olmadigim kabul mii etmeliyiz?

Siiphesiz, tiim bu akil yiiriitmelerin kaynagi olan belitlere donebiliriz.
Bunlarin geligki ilkesine indirgenemeyecegine karar verirsek, ayrica bun-
larda deneysel olgu da gormezsek, ... bunlar a priori (6nsel) hiikiimler ola-
rak gormemiz miimkiindiir. Ama bu da giigliikleri g6zmeyecek, sadece adi-
ni1koyacaktir. ...

Yinelenmeye dayal akil yiiriitme kurali ¢eligki ilkesine indirgenemez.
... Bukuraladeneyimaraciligiylada varamayiz. Deneyim, kuralin ilk on veya
yiiz say1 i¢in dogru oldugunu gosterebilir; bu gekilde sonsuz sayi dizisini de-
gil, bu dizinin kisa veya uzun, ama her zaman igin kisith bir kismini elde
edebiliriz.

Dizinin sadece bir kismi s6z konusu olsaydi, geligki ilkesi yeterli olabi-
lirdi; diledigimiz kadar kiyas yapmamiz her zaman miimkiin olurdu. Bu
mantik ilkesi, sadece tek bir formiil igine sonsuz tane kiyas katmak sz ko-
nusu oldugunda, yalnizca sonsuzlugun kargisinda ¢oker ve deneyim de bu-
rada giigsiizlesir. ...

O halde neden bu hiikiim kendini boyle karsi konulmaz bir giicle bize
dayatiyor? Ciinkii bu sadece, imkén dahilinde olan bir eylemin sonsuz kez
tekrarini tasavvur edebilecegini bilen zihnin giiciiniin teyididir. ....

Kabul etmeliyiz ki, bununla olagan tiimevarim prosediirii arasinda gar-
pici bir benzerlik vardir. Fakat temel bir fark da mevcuttur. Doga bilimle-
rinde uygulandig sekliyle tiimevarim, evrende genel, bizim digimizda bir
diizen oldugu inancina dayandig igin daima belirsizdir. Bunun aksine ma-
tematiksel tiimevanm, yani yinelenmeye dayali kanit, sadece zihnin bir 6zel-
ligi oldugu icin kendini bir gereklilik olarak dayatr. ...

Yalnizca bize yeni bir seyler 6gretebilecek tek sey olan matematiksel
tiimevarimla yiikselebiliriz. Fiziksel timevarnimdan farkl fakat onun kadar
verimli olan bu tiimevarimin yardimi olmaksizin, timdengelim bir bilim
olusturamayacak kadar aciz olacaktir.

Son olarak, bu tiimevarimin yalnizca ayni islem sonsuz kez tekrarlan-
diginda miimkiin olduguna dikkat ediniz. Satrang teorisi iste bu nedenle as-
la bir bilim olamaz: Oyunun farkli hamleleri birbirlerine benzemez.

Son s6z ustaya ait olmalidir. Bu yiizden boliimii béyle tamamlamig
olmak isterdim. Ama tarih kisileri saymaz: Poincaré'nin fikirleri gid-
detini bugiine kadar koruyan bir tartigmaya yol act1. Bu nedenle, so-
runun her iki tarafindaki seckin kigilerce etraflica ele alinmig mese-
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lelere katkida bulunmak umuduyla degil, asil meselenin net bir ge-
kilde ag18a ¢ikarilabilmesi igin kendi diigiincelerimi de eklemeliyim.

Sonlu sayi dizilerine uygulanan yinelenmeye dayal akil yiiriit-
me, mantiksal olarak giiriitiilemez. ilke bu kisith anlamiyla, bir 6ner-
me kalitsal tipte oldugunda, eger dizinin ilk terimi dogru (veya yan-
lig) ise dizideki herhangi bir terimin de dogru (veya yanhs) oldugu-
nu one siirer.

Bu kisitli ilke, sonlu, sinirh bir aritmetik olugturmak igin yeterli
olacaktir. Omegin, dogal diziyi sayma siirecinin fizyolojik veya psi-
kolojik sinirlarinda, diyelim 1.000.000'da sonlandirabiliriz. Bu tiir bir
aritmetikte toplama ve ¢arpma (miimkiin oldugu zaman) birlesmeli
ve degigmeli olacaktir; fakat iglemler daima miimkiin olmayacaktir.
(500.000 + 500.001) veya (1000 x 1001) gibi ifadeler anlamsiz ola-
caktir ve anlamsiz durum sayisinin anlamhilan gok gerilerde biraka-
cag asikardir. Tamsayilardaki bu kisitlama kesirlerde de buna kargi-
lik gelen bir kisitlamaya neden olacaktir; higbir ondalik kesirde 6 ba-
samaktan fazla bulunmayacaktir ve 1/3 gibi bir kesrin ondalik kesre
cevrilmesinin bir anlami olmayacaktir. Sonu olmayan boliinebilme
sonu olmayan artigtan daha anlamli olmayacaktir ve herhangi bir nes-
neyi bir milyon esit pargaya bolerek boliinemeze ulagmamiz miim-
kiin olacaktir.

Diizlemi sonsuz gekilde her yone uzanir diisiinmek yerine ken-
dimizi diizlemin stmirlt bir bélgesiyle, diyelim bir daireyle kisitla-
mamiz durumunda geometride de benzer bir durum olusacaktir. Bu
kisith geometride iki dogrunun kesisimi bir olasilik meselesi olacak;
rasgele ¢izilen iki dogru bir ag1 olusturmayacak; rasgele ¢izilen iig
dogru bir iiggen olugturmayacaktir.

Yine de, bu sinirli aritmetik ve bu sinirli geometri sadece mantik-
sal olarak gediksiz olmakla kalmay1p, her ne kadar bagta garip gibi
goriinse bile, duyulannmizin gergekligine insan irkinin mirasi olan si-
mirsiz gesitlerinden daha yakin olurdu.

Matematiksel tiimevarima dair kisitl ilke, her biri kendi iginde tu-
tarli olan sonlu bir kiyas zinciri igerir: Bu nedenle bu ilke klasik
mantigin bir sonucudur.

Ama aritmetigin ispatinda kullanilan yontem, tam tiimevarimin
genel ilkesi, kisitli ilkenin dayattig1 sinirlarin Gtesine geger. 1 sayisi
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icin dogru olan bir 6nermenin, bir say1 i¢in dogruysa takip eden sa-
y1 i¢in de dogru olmasi koguluyla tiim sayilar i¢in dogru oldugunu
sOylemek yeterli degildir. Bu tiim sayilarin bir ardili oldugunu zim-
nen ileri siirmek demektir.

Bu sav, klasik mantik yasalarinin bir sonucu olmadigindan man-
tiksal bir zorunluluk degildir. Kargiti olan sonlu say1 serisi postiilasi
da aym sekilde kabul edilebilir sinirli bir aritmetige yol agtigindan,
bu sav kendini tek makul sav olarak dayatmaz. Bu sav duyularimizin
dogrudan deneyimlerinden elde edilmez, zira deneyimlerimizin tii-
mii bunun yanhghgim beyan eder. Ve son olarak bu sav deneysel bi-
limlerin tarih igindeki geligiminin bir sonucu degildir, zira en son
kanitlar sinirh bir evrene igaret etmektedir ve atom yapisindaki en
son kesiflerin 15181inda maddenin sonsuz bdliinebilirliginin bir efsa-
ne oldugu ortaya gikmugtir.

Yine de sonsuzluk kavrami, bize mantik veya deneyimle daya-
tilmamis olmakla beraber, matematiksel bir zorunluluktur. O halde,
bir kez miimkiin olan bir eylemin sonsuz tekrarini diisiinebilen bu
zihinsel giiciin ardinda yatan nedir? Bu ¢aligma sirasinda bu soruya
bir¢ok kez donecegim.



Semboller

Bu matematik formiillerinin kendilerine ait ba-
gimsiz bir varliga ve zekaya sahip oldugu, biz-
lerden, hatta kasiflerinden daha bilge olduklan
ve onlar i¢in harcanan ¢abaya kargilik bize ok
daha fazlasim geri kazandirdiklan duygusun-
dan kagamazsiniz.

HEINRICH HERTZ

Giiniimiizde kullanilan genig anlamiyla cebir, sembolik bigimlerle
yapilan iglemleri ele alir. Dolayisiyla sadece matematige biitiiniiyle
yayilmakla kalmayip bigimsel mantik, hatta metafizik alanina da uza-
nir. Dahasi, bu gekilde yorumlandiginda cebir insanin genel 6nerme-
lerle ugragsma yetisi kadar, bazi ile herhangi bir arasinda ayrim yap-
ma becerisi kadar eskidir.

Burada ise cebiri ¢ok daha dar bir anlamda, genel cebirin gayet
uygun bir bigimde denklem kurami olarak adlandirilan kismi anla-
minda ele aliyoruz. Cebir terimi baglangigta bu dar anlamda kulla-
nilmigtir. Kelime Arapga kokenlidir. Arapga cebr kelimesi ise yer-
lestirmek, yerine (geri) koymak anlamina gelir. [spanya'da algebris-
ta kelimesi halen, bir tiir kiropraktik uzman olan ¢ikikgilari tanim-
lamakta kullanilir.

Cebir kelimesinin Muhammed bin Musa el-Harizmi'nin (basa-
makl1 say1 sisteminin gelisimine biiyiik katkida bulundugunu gor-
diigiimiiz el-Harizmi'nin ta kendisi) yazdig1 bir kitabin adinin degis-
migs hali olmasi da gayet uygun diisiiyor. S6z konusu kitabin tam adi
Cebr ve'l-Mukabele olup kelimesi kelimesine "Yerine Koyma ve
Denklestirme" seklinde terciime edilebilir. Bin Musa cebir kelime-
sini yer degigtirme teriminin giiniimiizdeki anlamiyla, yani 3x+7 =
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25'ten 3x = 25 — 7'ye gegerken terimlerin denklemin bir tarafindan
diger tarafina kaydirilmasina kargilik kullanmigtir.

Siimer kil tabletlerinde ilkel halinin izlerine rastlanan cebir, muhte-
melen eski Misir'da epey gelismis bir seviyeye ulagmigtir. Gergek-
ten de, MO on sekizinci yiizyildan 6nce yazilan Rhind papiriisii yi-
yecek ve diger malzemelerin paylagimina dair problemlerle ilgili-
dir; bunlarin sonucunda ortaya basit denklemler ¢ikmigtir. Bu denk-
lemlerdeki bilinmeyen, hau (y1gin) hiyeroglifiyle gosterilir; topla-
ma ve ¢ikarma iglemleri ise islenene yaklasan veya ondan uzaklasan
bir adamin bacaklariyla. Papiriis, Ahmes adinda birinin imzasini ta-
sir. Gelgelelim, metindeki birgok bariz hataya bakilirsa, Ahmes bun-
lan igeriklerini pek de anlamaksizin kopyalayan basit bir katipten
bagkasi degildir. Dolayisiyla Eski Misir'in bilgi diizeyinin bu papi-
riisiin diigiindiirdiigiinden daha ileri oldugu varsayilmistir. Her ihti-
malde, Misir cebirinin bu papiriisten yiizyillar 6ncesine dayandig-
na siiphe yoktur.

Cebirin ¢esitli iilkelerdeki gelisiminde sirasiyla ii¢ agamadan
gectigi genelde dogrudur: retorik, kisaltmali ve sembolik. Retorik ce-
birde hi¢ sembol yoktur — tabii sembolik anlamlariylakullanilan ke-
limelerin kendisi diginda. Sembollerle a + b = b + a seklinde gosteri-
len bir denkligin bugiin retorik cebirdeki kargihig1, "Toplam, terimle-
rin sirasindan bagimsizdir” seklinde bir ifadedir.

Tipik bir 6rnegi Misir'da goriilen kisaltmali cebir, retorik cebirin
daha geligmigsidir. Sik kullanilan belirli kelimeler peyderpey kisalti-
lir. Nihayetinde bu kisaltmalar o kadar daraltilir ki kokenlerinin ne
oldugu unutulur, sembollerin temsil ettikleriiglemle belirgin bir bag-
lantis1 kalmamugtir artik. Kisaltmanin kendisi bir sembole doniig-
miigtiir.

(+) ve (-) sembollerinin tarihi konuyu daha iyi agiklayabilir. Or-
tacag Avrupasi'nda () sembolii uzun siire minus (eksi) kelimesiyle
ifade edilmig, daha sonra da ilk harf olan m'nin iizerine kisa bir ¢izgi
cekilerek gosterilmistir. Nihayetinde harfin kendisi diigmiis ve sade-
ce iistteki sembol kalmigtir. Plus (art1) igareti de benzer bir doniigiim-
den ge¢mistir. Standart sembollerin kronolojik tarihi igin bkz. asag-
daki tablo.

Diophantos oncesi Yunan cebiri esas olarak retorikti. Yunanhla-
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rin sembollerle ifade etme konusunda neden bu kadar yetersiz olduk-
larina iligkin gegitli agiklamalar 6ne siiriilmiistiir. En giincel teoriler-
den biri, Yunan alfabesindeki harflerin rakam yerine gegtigi, bu ne-
denle harflerin genel niceliklerin ifadesinde de kullaniminin agikg¢a
kanigikliga neden olacag: yoniindedir. Diophantos'un Yunancada g
(sigma) sesinin o ve g seklinde iki yazili bi¢imi olmasindan yarar-
landigina dikkat gekilir: o 601 ifade ederken, g sayisal degere sahip
degildir ve Diophantos bu yiizden bilinmeyeni sembolize etmek igin
bu igareti kullanmigtir.

isin ash, Diophantos'un bilinmeyen igin segtigi sembol muhteme-
len Yunancadaki arithmos (say1) sozciigiiniin ilk hecesinin kisaltma-
sidir ve Diophantos say1 ile de problemdeki bilinmeyeni kastetmis-
tir. Ayrica, bu kuram Yunan alfabesinde sadece kiigiik harflerin ra-
kam olarak kullamldigimi dikkate almiyor gibi goriiniiyor. Yunanli-
lar kendi tasarruflarindaki biiyiik harfleri sembol olarak kullanabi-
lirdi, zaten kullaniyorlardi da.

Yine de bu semboller iglemsel anlamda degil, sadece etiket ola-
rak, geometrik bir bicimlenimin farkli noktalarin1 veya unsurlarim
belirtmekte kullanilmigtir. Bu tiir betimleyici semboller giiniimiizde
geometrik bir seklin gesitli noktalarini tanimlamakta kullanilmakta
olup bu adetin bize Yunanlilardan miras kaldig1 unutulmamalidir.

Hayir! Yunan diigiincesi esasinda cebirsel degildi ¢iinkii son de-
rece somuttu. Fiziksel igeriklerinden bilingli olarak ayrilmig nesne-
lerle ilgilenen soyut cebir iglemleri, bizatihi nesnelerle yogun bigim-
de ilgilenen zihinlerce bulunmusg olamazdi. Sembol sadece bir for-
malite degildir, cebirin Oziiniin ta kendisidir. Sembol olmaksizin, nes-
ne bir insan algisidir ve insan duyularinin bir nesneyi kavrama aga-
malarinin tamamini yansitir; yerine bir sembol gectiginde nesne tam
bir soyutlama, belirtilen iglemlere tabi salt bir iglenen haline gelir.

Yunandiisiincesiplastik evreden yavas yavas ¢ikarken ¢okiis donemi
bagladi. Helen kiiltiiriiniin bu ¢okiis giinlerinde iki kisi 6ne gikar. Ikisi
de MS iigiincii yiizyilda yasamistir, ikisi de Iskenderiyelidir, ikisi de
cagdaslarinin 6ziimseyemeyecegi fakat yiizyillar sonra dnemli bilim
dallarina déniigecek kadar ileri ve yeni teorilerin tohumlanini atmig-
tir. Pappos'un "porizmleri” izdiigiim geometrisini oncelerken, Diop-
hantos'un problemleri modern denklem kuraminin yolunu agmigtir.
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Diophantos kesirleri say1 olarak agikga kabul eden ilk Yunan ma-
tematikgisidir. Ayn1 zamanda sadece basit denklemleri degil, ikinci
ve daha yiiksek dereceden denklemleri de ilk kez sistemli bir bigim-
de ele almigtir. Yetersiz sembolizmine, yontemlerinin incelikten uzak
olmasina kargin modern cebirin Onciisii kabul edilmelidir.

Fakat Diophantos sonmekte olan bir mum alevinin son kipirti-
siydi. Bu alev soniince, Bati diinyasinin iizerine karanlik ¢agin uzun
gecesi ¢oktii. Helen kiiltiiriiniin tohumlan yabanci topraklarda filiz-
lenmeye yazgiliydi.

Hintliler Yunan biliminin bazi yalin ger¢eklerini miras almis olabi-
lirler, fakat Yunanhlarin ferasetini almamiglardir. Meleklerin adim
atmaya korktugu yerde budalalar kogturur. Hintliler titizlik derdine
diigmiiyorlardi, yaratici hayal gii¢lerinin ugusunu durduracak so-
fistleri yoktu. Say1 ve oranlarla, sifir ve sonsuzlukla, keza birgok ke-
limeyle oynuyorlardi. Omegin, baglangigta bosluk anlamina gelen
ve nihayetinde sifir halini alan sunya, ayn1 zamanda bilinmeyeni ta-
mmlamakta da kullaniliyordu.

Yine de Hintlilerin naif bigimciligi, cebiri Yunanlhlarin elegtirel
titizliginden daha fazla geligtirdi. Dogru, onlarinki kisaltmali cebi-
rin 4las1ydi. Semboller nesneleri veya iglemleri belirten kelimelerin
ilk hecelerinden bagka bir sey degildi; yine de sadece temel iglemler
ve esitlik igin degil, negatif sayilar i¢in de sembolleri vardi. Ayrica
basit ve ikinci dereceden denklemlerin doniigiimii igin tiim kurallar
gelistirmiglerdi.

Ele aldiklan problem tiirleri oldukga basit ve cebirin bu agamasi
icin gercekten tipikti. Milattan sonra sekizinci yiizyilda yazilmig,
genel teoloji ilizerine bilimsel bir eser olan Lilawati'den iki alint1 ya-
palim:

Bir y1gin saf lotus ¢igeginin ligte biri, begte biri ve altida biri sirasiyla
tannlar Siva, Vignu ve Giineg'e sunuldu; dortte biri Bhavani'ye sunuldu. Ka-
lan alti ¢igek muhterem 6gretmene verildi. Cigeklerin toplam sayisini ¢abu-
cak soyle bakalim...

Agiklarin miicadelesi sirasinda kolye koptu. Incilerin iigte biri yere diis-
tii, begte biri yatagin iistiinde kaldi, altida birini kiz, onda birini de sevgilisi
buldu; ipte alt1 inci kaldi. Kolyenin kag inciden olugtugunu sdyle bakalim.
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Hint matematiginin Avrupa'ya dogrudan etkisi az oldu. Ama Arap-
larin aritmetik ve cebiri dokuzuncu ve onuncu yiizyillarin aydin ha-
lifelerinin divanlarinda 6zgiirce agirlanan Brahman ilminin temsil-
cilerinden aldiklarina siiphe yoktur. O dénemdeki islam uygarlig
iki kiiltiiriin karigimindan oluguyordu: Sarki ve Helenistik. Cok sa-
yida Sanskritge ve Yunanca edebiyat, fen ve felsefe klasigi Arapga-
ya terciime edilerek Arap alimlerince biiyiik bir hevesle inceleniyor-
du. Bu terciimelerin ¢ogu saklanmig olup halen zengin bir tarihi bil-
gi kaynagidir. En kapsamli antik Helen kiitiiphanesi olan iskenderi-
ye'nin iki kez yagmalanip yok edildigini unutmamaliyiz: 6nce dor-
diincii yiizyi1lda Hiristiyan vandallarca, ardindan yedinci yiizyilda
Miisliiman fanatiklerce. Bu yikimin sonucunda ¢ok sayida antik el-
yazmasi kaybolmustur; Arapga terciimeleri olmasayd gelecek ne-
siller bunlari hig bilmeyecekti.

Araplarin tarihi kaderinin Helen kiiltiiriine bu gegig donemlerin-
de bekgilik etmek oldugu soylenir sik sik. Bu gorevi son derece iyi
yerine getirmiglerdir. Ama aym zamanda bu hazineyi kendi dahice
katkilariyla zenginlestirmiglerdir. Donemin sayisiz birinci simif ma-
tematikgisi arasindan, biraz kiiltiirlii olan herkesin iyi bildigi bir ta-
nesinin adin1 verebilirim: Omer Hayyam. Rubailer'in yazari, halife-
nin sarayinin resmi astronomuydu. Rubailer Fars dilinde yazilmig
olsa da, Omer iigiincii ve dordiincii dereceden denklemleri ¢ozmek
icin Yunan geometrisi ve Hint cebiri bilgisinden yararlandig Arap-
ca bir cebir yazmisti. Oyle ki, kendisi grafiksel yontemlerin fikir ba-
basi sayilabilir. Dahasi, binom formiillerini Newton'dan 6nce kes-
fettigine dair bulgular mevcuttur.

Buna kargin, Araplar sembolik yazilimda bir nebze yol almamig-
tir. Matematik tarihinin en garip olaylarindan biri, Hint cebirini be-
nimseyen Araplarin onlarin ilging kisaltmali sembolizmlerini koru-
mamig olmalandir. Tam tersine, Araplar Yunanlilarin retorik cebiri-
ne donmiig, hatta bir siire cebirle ilgili eserlerinden sayisal sembol-
leri bile ¢ikararak rakamlari eksiksiz yazmayi tercih etmiglerdir. Aca-
ba Araplar Helenlerin entelektiiel mirasgilar olduklan yolundaki id-
dialarnin1 Brahmanlara olan borglarini reddedecek kadar ileri mi go-
tiirmiiglerdi?
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islam kiiltiirii doruga gikarken Avrupa hala derin uykudaydi. Biiyiik
matematikg¢i Jacobi, Descartes iizerine soylevinde bu karanlik ¢agin
ve bunun ardindan yiizyillarca siiren ge¢is doneminin muhtegem bir
tasvirini verir:

Tarihte, yaklagik MS 1000 yilinda, sanat ve bilimin insanhgin hafiza-
sindan bile silindigi karanlik bir donem yagandi. Paganizmin son alacaka-
ranhg geride kalmig, buna ragmen yeni giin baglamamigti. Kalan kiiltiir
diinya iizerinde sadece Sarazenlerce korunuyordu, 6grenme arzusuyla dolu
bir Papa, kilik degistirerek onlarin liniversitelerinde egitim gordii ve Bati'nin
bir mucizesi haline geldi. Nihayet, sehitlerinin kemiklerine dua etmekten si-
kilan Hiristiyanlik, Kurtarici'nin mezarina akin ettiginde mezarin bog oldu-
gunu ve Isa'nin dirildigini ikinci kez gordii. Boylece insanhk da tekrar diril-
di. Giinliik yagamin aktivitelerine ve iglerine dondii; sanatta ve zanaatta ha-
raretli bir canlanma yagandi. Sehirler gelisti ve yeni bir vatandaglik anlayis
olugturuldu. Cimabue yok olan resim sanatini, Dante de siir sanatin1 yeni-
den kegfetti. Yine, Abelard ve Aquinali Thomas gibi yiice cesur ruhlar Kato-
liklige Aristocu mantigin kavramlarim katarak skolastik felsefeyi kurdu.
Fakat bilimleri kanatlan altina alan Kilise, kendi kanunlan otoriteye nasil
kogulsuz sartsiz iman ediyorsa, bilimin de ayni sekilde iman etmesini talep
etti. Ve boylece skolastik diigiince, insan ruhunu 6zgiirlegtirmek soyle dur-
sun, onu yiizyillar boyunca zincire vurdu; dyle ki sonunda 6zgiir bilimsel
aragtirma olasiliginin kendisinden bile giiphe duyulur oldu. Nihayetinde ise,
burada da gafak soktii ve giiven kazanmig insanlik, kendisine bahgedilmig
nimetlerden yararlanmaya ve bagimsiz diisiinceye dayali bir doga bilimi
olusturmaya karar verdi. Bu giiniin safag tarihte Ronesans veya Ogrenme-
nin Canlanigi olarak bilinir.

Kuskusuz Hagli Ordulari'nin programinda kiiltiir edinimlerinin
yeri yoktu. Buna kargin, Hagh Seferleri tam da bunu basardi. Ug yiiz
yil boyunca Hiristiyan giicler "kiiltiirlerini" kiligla Miisliimanlara da-
yatmaya c¢aligti. Fakat sonugta, Araplarin iistiin kiiltiirii yavag ama
kesin bir bigimde Avrupa'ya niifuz etti. Avrupa ilminin canlanmasi
biiyiik 6l¢iide Ispanya ve Dogu Akdeniz Araplar sayesinde oldu.

Ilimin canlanmasi italya'da bagladi. Matematik alaninda kayda
deger ilk ¢aligma, siradis1 bir yetenege sahip olan Fibonacci tarafin-
dan gergeklestirilmistir. Fibonacci'nin irfan1 ve sezgisi, iginde bu-
lundugu on iigiincii yiizyila gore son derece ileriydi. Tiiccar sifatiyla
Yakindogu'ya ¢okga seyahat etmig ve donemin Arap ilmini 6ziimse-
migti; fakat ayn1 zamanda Yunan matematik literatiiriine de aginaydi.
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Aritmetik cebir ve geometriye yaptigi katkilar, sonraki ii¢ yiiz y1l bo-
yunca italyan matematiginin zengin kaynagini olusturdu. Bundan
bir sonraki boliimde bahsedecegim.

Cebir tarihinin doniim noktasi, Latince Franciscus Vieta ad1 altinda
yazan Fransiz Viéte'nin on altinci yiizyil sonlarinda kaleme aldig:
bir makaleydi. Vieta'nin giiniimiizde bize ¢ok basit goriinen biiyiik
basarisi, eserden alintilanan agagidaki paragrafta 6zetlenmigtir:

Burada yardimimiza, bilinen sayilan bilinmeyen veya arananlardan ayirt
etmemizi saglayan bir yontem kosuyor: dogada daimi olan, kolay anlagilir
bir sembolizm. Buna gore, 6megin bilinmeyen sayilara A veya diger bir ses-
li harf atayabilir, bilinen sayilariysa B, C, G veya diger sessiz harflerle ifade
edebiliriz.

Bu sesli-sessiz harf gosterimi kisa dmiirliiydii. Vieta'nin 6liimii-
nii takip eden yarim asirlik donem igerisinde ¢ikan Descartes'in Gé-
ometrie adl eserinde, alfabenin ilk harfleri bilinen nicelikler igin,
son harfleriyse bilinmeyenler i¢in kullamliyordu. Kartezyen goste-
rim, Vieta gosteriminin yerine gegcmekle kalmamis, giiniimiize ka-
dar gegerliligini korumugtur.

Vieta'nin 6nerilerinden ¢ok azi bire bir uygulanmig olsa da, 6zle-
ri kesinlikle benimsenmisti. Harflerin belirsiz fakat sabit sayilar i¢in
sistemli bigimde kullanilmas1 —kendi deyimiyle Logistica Speciosa
veya "tiirlerle hesaplama"— matematigin gelisiminde baskin bir rol
oynamigtir ve Vieta'nin biiyiik bagarisidir.

Sokaktaki adam, Vieta'nin basarisini gergek anlamda takdir edeme-
yebilir. Harf formiilii basit bir formalite, en iyi ihtimalle kullamgh
bir steno degil mi sadece? Siiphesiz,

(a+b) =a*+2ab+b?

yazmak kolaylktir, fakat akla aymi 6zdesligin s6zel bigiminden faz-
lasim getiriyor mu? "iki sayinin toplaminin karesi, sayilarin gar-
pimlarinin iki katiyla karelerinin toplamina esittir."

Harfli gosterim de basarili tiim yeniliklerin akibetine ugramigtir.
Bunlarin evrensel kullanimi, daha basarisiz yontemlerin moda oldu-
gu zamanlan tasavvur etmeyi giiclestirir. Giiniimiizde harflerin ge-
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nel nicelikleri temsil ettigi formiiller neredeyse ortak dil kadar tani-
dik olsa ve sembolleri kullanma becerimiz ¢ogu kisi tarafindan ade-
ta biitiin zeki insanlarin dogal yetenegi olarak kabul edilse de, bun-
lar sadece zihnimizin sabit bir aligkanlig1 haline geldigi i¢in dogal-
dir. Vieta'nin déoneminde bu formiil ¢aglarin geleneginden radikal
bir sapigti. Gergekten de, bilyiik Diophantos ve uyanik Arap halefle-
rinin dikkatinden tiimiiyle kacan ve usta Fibonacci'nin kegfetmeyi
kil pay1 kagirdig bir araca nasil dogal diyebiliriz!

Cebir tarihi ile aritmetik tarihi arasinda garpici bir benzerlik vardir.
Aritmetik tarihinde, sifir sembolii olmadig i¢in insanligin binlerce
yil yetersiz bir numaralandirma ile ¢irpindigimi gordiik. Buradaysa
genel bir gosterim eksikligi cebiri sayisal denklemlerin ¢6ziimii igin
gelisigiizel bir kurallar toplamina indirgemigtir. Tipk: sifirin kesfi-
nin giiniimiiz aritmetigini yaratmas gibi, harfli gosterim de cebir ta-
rihinde yeni bir ¢ag agmigtir.

Bu sembolizmin giicii nereden geliyor?

Her seyden Once, harfler cebiri sozciiklerin koleliginden kurtar-
di. Burada sadece, harfli gosterim olmaksizin herhangi bir genel ifa-
denin, insan dilinin tiim belirsizlik ve yanlig yorumlarina agik bir laf
kalabalig1 olacagini soylemiyorum. Bu da ¢ok 6nemli; fakat daha da
onemlisi harfler yiizyillarca sozciiklere baglanmig tabulardan kur-
tulmus durumda. Diophantos'un arithmos'u, Fibonacci'nin res'i yer-
lesik kavramlardi: Tiim bir say1, tamsay: anlamina geliyorlardi. Ama
Vieta'nin A's1 veya giiniimiizde kullandigimiz x, temsil ettigi varsa-
yilan somut nesneden bagimsiz bir varliga sahiptir. Sembol, sembo-
lize edilen nesneyi asan bir anlama sahiptir: Iste bu yiizden salt bir
formalite degildir.

Ikinci olarak, harfler iglemlere agiktir ve yazih ifadeleri doniig-
tiirerek bir dizi esdeger bigim ile agiklamayi saglar. Cebiri uygun bir
steno diizeyinin lizerine ¢ikaran, bu doniisiim giiciidiir.

Harfli gosterimin icadindan 6nce sadece bireysel ifadeler kulla-
nilabiliyordu; her bir ifade, 5megin 2x + 3; 3x - 5; x> + 4x + 7; 3x% -
4x + 5 kendi 6zgiin kimligine sahipti ve kendi iginde ele alinmasi
gerekiyordu. Harfli gosterim bireyselden kolektife, "bazi"dan "her-
hangi" ve "tiim"e gegisi sagladi. Dogrusal bigim ax + b, ikinci dere-
ceden bigim ax? + bx + ¢ gibi ifadelerin her biri gimdi tek bir tiir ola-
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rak goriiliiyor. Tiim uygulamali matematigin esasi olan genel fonk-
siyonlar kuramini miimkiin kilan budur.

Ama logistica speciosa'nin en 6nemli ve bu ¢caligmada bizi en ¢ok ilgi-
lendiren katkisi, genel say1 kavraminin olusmasinda oynadigi roldiir.
Sayisal denklemlere, 6megin

I x+4=6 am x+6=4
2x=8 2x=5
xt=9 xt=17

denklemlerine baktiginizda, (ortagagdaki ¢ogu cebirci gibi) denk-
lemlerin ilk grubunun miimkiin oldugu, ikinci grubun ise miimkiin
olmadigi ifadesi ile yetinebilirsiniz.

Ama ayni tiirdeki harfli denkleme bakildiginda,

x+b=a
bx=a
X"=a

verilerin belirsizligi, bizi probleme imlenmis veya sembolik bir ¢o-
ziim sunmaya mecbur birakir:

x=a-b
x=alb
x="a

Bundan sonra, a — b ifadesinin sadece a'nin b'den biiyiik olmasi
halinde anlamli olacagi, a eger b'nin bir kat1 degilse a/b'nin anlam-
siz olacag ve a bir sayinin n. dereceden tam iissii degilse "Va'nin bir
say1 olmayacag bog yere One siiriilecektir. Anlamsiz'in yazilms ol-
masi bile buna bir anlam kazandirmigtir; ad1 olan bir seyin varligim
inkar etmek kolay degildir.

Dahasi, a > b olmasi, a'nin b'nin bir kati olmasi, a'nin bir sayinin
n. dereceden tam iissii olmasi kosuluyla, a — b; a/b; "Va gibi sembol-
ler iizerindeki iglemlerde gecerli olacak kurallar tasarlanir. Ama er
geg, bu sembollerde goriiniiste mantikli veya mantiksiz bir durumla
kars1 karsiya oldugumuzu belirtecek bir gey bulunmadigi olgusunun
ta kendisi, bize bu sembolik varliklarla ger¢ek rakamlarmig¢asina
iglem yapmakta bir ¢eligki olmadigini diisiindiirecektir. Buradan da
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bu sembolik varliklarin biitiiniiyle say: olarak taninmasina gegmek
icin kiiciik bir adim yeterlidir.

Cebirin erken doneminin (veya daha ziyade genel say1 kavramina yol
acan agamasinin) Oykiisii ana hatlariyla boyledir. Simdi iki sebepten
tarihi giizergahtan ayrilmamiz gerekiyor. Birincisi, Vieta'dan sonra
matematik 6yle hizli gelisti ki, sistemli bicimde agiklanmasi bizi bu
kitabin kapsaminin digina ¢ikarir. Dahasi, ilerleme sadece teknikle
sinirh oldugu siirece sayi biliminin temeli bu gelismeden ¢ok az et-
kilenmigtir.

Modem aritmetigi Vieta oncesi donemden ayiran, "imkansiz"a
yonelik tutumdaki degisimdir. On yedinci yiizyila kadar cebirciler
bu terime mutlak bir anlam yiikledi. Tiim aritmetik iglemlerinin tek
alani olarak dogal sayilara bagli kalip olabilirligi —veya kisitl olabi-
lirligi— bu iglemlerin igsel bir 6zelligi kabul ettiler.

Buna gore, dogrudan aritmetik islemleri olan toplama (a + b),
carpma (ab), is alma (a®) her sekilde miimkiinken; bunlarin tersi olan
ctkarma (a - b), bolme (a/b), kok alma ("a) sadece kisith kogullar-
da miimkiindii. Vieta Oncesi cebirciler bu olgular1 belirtmekle tat-
min olmugtu, ama problemi daha yakindan analiz edemiyorlardi.

Bugiin imkan ve imkansizligin her birinin sadece goreli bir anla-
ma sahip oldugunu, higbirinin iglemin aynlmaz bir 6zelligi olmadi-
gin1, sadece insanlarin geleneklerinin iglenen alanina koydugu bir
kisitlama oldugunu biliyoruz. Engelleri kaldinp alan1 genigletirse-
niz imkansiz miimkiin olacaktir.

Dogrudan aritmetik iglemleri birbirlerini takip eden yinelemelerden,
onsel olarak sinirsiz kabul edilen ardigik dogal sayilara adim adim
niifuzdan bagka bir sey olmadiklarindan, her sekilde miimkiindiir.
Bu varsayimi atip iglenen alanini sonlu bir toplamla (diyelim ilk
1000 say: ile) kisitladiginmizda, 925 + 125 veya 67 x 15 gibi iglemler
imkansiz ve bunlara bagli ifadeler de anlamsiz hale gelecektir.

Veya alanin sadece tek sayilarla kisith oldugunu varsayalim. Her-
hangi iki tek sayinin ¢arpimi tek say1 oldugu igin, ¢carpma iglemi yi-
ne de her sekilde miimkiindiir. Buna kargin, boyle kisith bir alanda
toplama biisbiitiin imkansiz bir iglemdir, zira herhangi iki tek sayi-
nin toplami asla tek say1 degildir.
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Ote yandan alan asal sayilarla kisith olursa, iki asal sayinin gar-
pimu asla asal say1 olmadigindan ¢arpma iglemi imkansiz olacaktir;
buna karsin toplama iglemi sadece terimlerden birinin 2, digerinin
bir ¢ift ikiz asal sayiin kiigiigii oldugu 2 + 11 = 13 gibi nadir du-
rumlarda miimkiin olacaktir.

Bagka ormekler de verilebilir, fakat bu birkag tanesi bile miim-
kiin, imkansiz ve anlamsiz kelimelerinin géreli yapisini agiga ¢ikar-
mak icin yeterlidir. Ve bu gorelilik tanindiginda, kisitli alanin uygun
bir uzantisi yoluyla ters aritmetik islemlerinin dogrudan islemler gi-
bi her sekilde miimkiin kilinip kilinamayacagini sorgulamak dogal-
dir.

Bunu ¢ikarma isleminde de uygulayabilmek igin dogal sayilar
dizisine sifirt ve negatiftamsayilari eklemek yeterliolacaktir. Bu ge-
kilde olugturulan alan genel tamsay: alani olarak anilir.

Benzer bigimde, bu tamsayi alanina pozitif ve negatif kesirlerin
katilmasi bolme iglemini her sekilde miimkiin kilar.

Bu sekilde yaratilan sayilar (tamsayilar, pozitif ve negatif kesirler
ve sifir sayis1) rasyonel sayilar bélgesini olugturur. Tamsayi aritme-
tiginin dogal sayilar bolgesinin yerini alir. Bundan 6nce sadece tam-
sayilarda uygulanan dort temel islem, artik benzetim yoluyla bu ge-
nel sayilan da kapsar.

Tiim bunlar ¢eligkiye diigmeden bagarilabilir. Ve dahasi, az sonra
ele alacagimiz tek bir kosulla, herhangi iki rasyonel sayinin toplami,
farki, ¢carpimi ve béliimii de rasyonel sayidir. Bu 6nemli olgu ¢cogun-
lukla, rasyonel bolgenin temel aritmetik iglemleri bakimindan kapa-
1 oldugu ifadesi ile agiklanir.

Tek fakat ¢cok dnemli gekince, sifira boliinmedir. Bu, x « 0 = a
denkleminin ¢oziimiine egdegerdir. Sifir rakamini tanimlarken a « 0
= 0 birimini kabul etmeye mecbur kaldigimiz i¢in, eger a sifir degil-
se denklem imkdnsizdir. Buna gore, x 0 = a denklemine kargilik
gelen higbir rasyonel say1 yoktur.

Bunun aksine, x « 0 = 0 denklemi x'in herhangi bir rasyonel de-
geri ile gergeklestirilebilir. Dolayisiyla, buradaki x belirsiz bir nice-
liktir. Bu tiir denklemlere yol agan problem daha fazla bilgi sagla-
madikga, 0/0'1n herhangi bir rasyonel sayinin sembolii oldugunu ve
a/0'1in hi¢bir rasyonel sayinin sembolii olmadigini kabul etmeliyiz.
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Bu hususlar oldukg¢a karmagik goriinse de, sembollerle yazildiginda
su kisa ifadeye indirgenecektir: a, b ve ¢ herhangi ii¢ rasyonel sayi
ve a sifirdan farkli olmak iizere,

ax+b=c

denklemini gergeklestiren bir x rasyonel sayis1 daima vardir ve tektir.

Bu denklem dogrusal olarak adlandirilir ve ¢esitli denklemler ara-
sinda en basit tiirdiir. Dogrusalin ardindan ikinci, iigiincii, dordiincii,
besinci ve genellikle her dereceden cebirsel denklemler gelmekte
olup, n derecesi

ax"+bx' + x4+ L +px+¢q=0

denkleminde bilinmeyen x'in en biiyiik iissii anlamina gelir.

Ama sonsuz gesitlilikteki denklemler bunlarla bitmez; éissel, tri-
gonometrik, logaritmik, dairesel, eliptik vb. denklemler, cogunluk-
la hepsini kapsayan agkin terimi altinda simiflandirilan daha genis
bir gesitliligi olusturur.

Rasyonel sayilar bolgesi bu sonsuz gesitlilikle bag edebilir mi?
Sonraki boliimde cevabin kesinlikle hayir oldugunu gorecegiz. Say1
bolgesi genigledikce karmagiklik seviyesi artacaktir. Ama bu genis-
leme keyfi degildir; genellestirme yontemi mekanizmasinin ta ken-
disinde yol gosteren ve birlestirici bir fikir gizlidir.

Bu fikir bazen kalicilik ilkesi olarak adlandinlir. Ik kez Alman
matematik¢i Hermann Hankel tarafindan 1867'de agik¢a formiile
edilmistir, ama fikrin 6zii on dokuzuncu yiizyilin en 6zgiin ve verim-
li beyinlerinden biri olan Sir William Rowan Hamilton'in yazilarin-
da zaten bulunuyordu.

Bu ilkeyi bir tanim olarak ifade edecegim:

Sonsuz sayidaki sembolden meydana gelen derleme say: alani,
buradaki her bir 6geye de say: denir, sayet:

Bir: Derlemin 6geleri arasinda dogal sayilar dizisini bulabilir-
sek.

Iki: Herhangi iki 6genin esit olup olmadigini, esit degillerse han-
gisinin biiyiik oldugunu anlamamiz1 saglayacak derece kistaslar
olugturabilirsek (bu iki 6ge dogal say1 oldugunda bu kistaslar dogal
kistaslara indirgenecektir).
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Ug: Derlemin herhangi iki 6gesinde, dogal islemlerin ayni isimle-
ri tagiyan degisme, birlesme ve dagilma 6zelliklerine sahip bir topla-
ma ve ¢arpma yontemi olusturabilirsek (bu iki 6ge dogal say1 oldu-
gunda bu islemler dogal iglemlere indirgenecektir).

Epey genel olan bu hususlar, kalicilik ilkesinin 6zel vakalarda nasil
igledigine dair soruyu cevapsiz birakir. Hamilton cebirsel eglegtir-
me adini verdigi bir yontemle bize yolu gostermistir. Bunu rasyonel
sayilar iizerinde agiklayacagiz.

Eger a, b'nin bir kat1 ise, a/b sembolii a'nin b'ye boliimiinii goste-
rir. Buna gore 9/3 = 3, gosterilen bolme igleminde boliimiin 3 oldugu
anlamina gelir. §imdi, elimizdeki bu iki ijlemde, sonuglarin esit, da-
ha biiyiik veya daha kiigiik oldugunu, iglemleri ger¢ekten yapmadan
saptamanin bir yolu var m1? Evet, agagida goriildiigii gibi:

Y

a_C  ad=bc ise
b d
Derecelendirme a c .
kriteri | 5> g 24> beise
a_.C ad<bc ise
\ b d

Ve daha da ilerleyebiliriz; gosterilen iglemleri yapmadan, goste-
rilen bu sayilarla islem yapma kurallarini iiretebiliriz:

Toplama: 245 = ad + be
b d bd
a C ac
arpma; — . — = —
Garpma: 2+ 7 = ba

Simdi a'nin b'nin bir kati oldugunu varsaymayalim. a/b'yi yeni bir
matematiksel varlik alaninin sembolii kabul edelim. Bu sembolik
yapilar diizgiin sirayla yazilmig iki tamsayiya, a ve b'ye dayanir.
Ciftlerin bu derlemesine yukarida belirtilen derecelendirme kistasi-
ni uygulayacagiz: Yani, rmegin sunu 6ne siirecegiz:
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20_16 Cinkii20x 12=15x 16
15 12
45

—> = ¢iinkii4x4>3x5
3 4

Bu ciftlerin iglemlerini, yukarida gosterdigimiz iizere, a sayisi
b'nin kat1 ve ¢ sayis1 d'nin kat1 iken dogru olan kurallara gore tamm-
layacagiz; yani 6rmegin sunu sdyleyecegiz:

2,4_@x9)+G3x4) _22
3°5 5x3 15
2,.4_2x4_8
375 3x5 15

Artik kalicilik ilkesinin tiim kogullarini yerine getirdik:
1. Herhangi bir dogal say1yi ¢ift olarak yazabildigimizden, yeni
alan, dogal sayilan alt-alan olarak igerir:

)

—| N

1234
T T

2. Yeni alan, a/b ve ¢/d dogal say1 oldugunda dogal kriterlere in-
dirgenecek derecelendirme kistaslarina sahiptir.

3. Yeni alan, a/b ve c/d dogal say1 oldugundaindirgendikleri top-
lama ve ¢arpmanin tiim 6zelliklerine sahip iki iglem igerir.

Bdoylece bu yeni varliklar ilkenin tiim kogullarini kargilar. Dogal
sayilara eklenme haklarini, say: adinin asaleti ile donatilma haklari-
n1 kanmtlamiglardir. Buraya kabul edilmiglerdir ve eski ile yeninin
her ikisini de kapsayan sayi alanina rasyonel say: bélgesi ad1 veril-
migtir.

[1k bakigta kalicilik ilkesinin, iglem segiminde 6nerdigi genel say1y1
pratik degeri olamayacak kadar genellestiren bir tolerans payi bi-
rakti1 diigiiniilebilir. Bununla beraber, dogal dizinin bu alanin bir
pargasi olmasi ve temel iglemlerin (dogal iglemler gibi) degisme, bir-
lesme, dagilma ozelliklerine sahip olmasina iligkin kosullar, gore-
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cegimiz gibi sadece ¢ok Ozel alanlarin yerine getirebilecegi kisitla-
malar getirir.

Aritmetigin kalicilik ilkesinde formiile edilen konumu, genigle-
meye kararli fakat kendisini gii¢lendiren temel yasalar1 da korumak
isteyen bir devletin izledigi politikaya benzetilebilir. Bu iki farkl
amag —bir taraftan geniglemek, diger taraftan homojenligin korun-
masi— birlige yeni devletlerin kabuliine iligkin kurallar1 da dogal
olarak etkileyecektir.

Boylece kalicilik ilkesinin ilk noktasi, birligin gidisatini gekir-
dek devletin belirleyeceginin ilanina karsilhik gelir. Ardindan, asil
devlet her vatandasin bir riitbeye veya dereceye sahip oldugu bir oli-
garsi oldugundan, bu kosulu yeni devletlere de dayatir. Bu kosul ka-
licilik ilkesinin ikinci noktasina kargilik gelir.

Son olarak bu ilke, birlige kabul edilen her bir devletin vatandas-
larim1 kaynagtirma yasalarinin, bu devletlerin vatandaglari ile gekir-
dek devletin vatandaslan arasinda engelsiz iligkilere izin verecek tiir-
de olmasini gart kogar.

Elbette okurun benzetmeyi diizanlamiyla almasini1 istemiyorum.
Bu benzetme, daha agina bir alandan zihinsel ¢agrigim yapmasi ve
boylece kalicilik ilkesinin goriiniirdeki yapayligini gidermesi umu-
duyla 6ne siiriilmiigtiir.

Rasyonel bolgenin yaratilmasina yol agan bu hususlar, matematigin
aritmetiklegtirilmesi adindaki tarihi bir siirecin ilk adimlardir. Geg-
tigimiz yiizyilin altmigh yillannda Weierstrass ile baglayan bu hare-
ket, sayi, miitekabiliyet ve kiime gibi saf matematiksel kavramlari
matematigin geometri ve mekanik bilimi ile uzun birlikteliginden
kazandig: sezgisel fikirlerden ayirmay: amaglar.

Bigimcilerin goriisiine gore bu sezgisel fikirler matematiksel dii-
siince i¢inde Oylesine kemiklesmistir ki, sozciik se¢iminde son de-
rece dikkatli olunmasina kargin, kullanilan s6zciiklerin arkasindaki
sakli anlam mantigimizi etkileyebilir. Zira insani sozciiklerdeki so-
run igerige sahip olmalaridir; oysa matematigin amaci saf diigiince
bigimleri yaratmaktir.

Ama insan dilinin kullanimindan nasil kaginabiliriz? Cevap, sem-
bol kelimesinde yatar. Ancak sezgisel kokenli olan ve saf mantigi
golgeleme egilimi gosteren uzay, zaman, siireklilik gibi belirsiz fi-



SEMBOLLER 95

kirlerin heniiz ele ge¢irmedigi sembolik bir dil kullanarak matema-
tigi mantigin saglam temeli iizerine inga etmeyi umabiliriz.

italyan Peano tarafindan kurulan ve en modern temsilcileri Bert-
rand Russell ile A. N. Whitehead olan ekoliin hedefi budur. Baglica
eserleri Principia Mathematica'da (Matematiksel ilkeler) Russell
ile Whitehead agik, temel varsayimlarla baglayip kati mantik ilkele-
riyle devam ederek modern matematigin tiim temelini yeniden inga
etmeye ¢aligmisti. Kesin sembollerin kullaniminin insan dilinin ay-
rilmaz bir pargasi olan belirsizliklere meydan vermeyecegini diigiin-
miiglerdi.

Principia zorlu bir ¢aligmanin ve ulvi niyetlerin abidesi olarak
kalacak. Yazarlari saf mantik iizerinde yiikselen, insan sezgileri ile
bozulmamuig bir yap: dikmekte bagarili oldu mu? Ug cildini de oku-
mug bir matematikgi ile hi¢ kargilagmadigim i¢in bu soruya cevap
vermeye ehil degilim. Matematik ¢evrelerinde Principia'y bagtan
sona okumusg sadece iki kiginin oldugu rivayet edilir. Bu tahminin
yazarlarin kendilerini de igerip icermedigini 6grenemedim.

Peano-Russell ekoliiniin agir bigimciligine sempati duymadigimi,
sembolik mantik yontemlerini bir tiirlii sevemedigimi, karmagik
sembolizmlerine hakim olmaya yonelik siirekli cabalarimin kaginil-
maz olarak umutsuz bir kafa karigikli1 ve caresizlikle sonuglandig-
n1 itiraf ediyorum. Bu beceriksizligim siiphesiz diigiincelerimi de et-
kiledi, ki bu da 6nyargilarimi burada dile getirmemenm ig¢in giiclii bir
neden.

Yine de bu 6nyargilarin matematiksel sembolizmin roliinii kii-
¢lik gormeme neden olmadigina eminim. Kanimca, bu semboliz-
min muazzam Onemi, sezgiyi insanin diisiince dleminden siirmeye
yonelik nafile ¢abalarda degil, yeni diigiince bigimleri olusturmada
sezgiye yardim edecek sinirsiz giiciinde yatiyor.

Bunu anlamak i¢in modern matematigin karmagik teknik sem-
bolizmine hakim olmak gerekli degildir. Dilin daha basit fakat daha
incelikli sembolizmi iizerinde diigiinmek yeterlidir. Zira dilimiz ke-
sin beyanlarda bulunabildigi kadanyla, bir sembol sisteminden, mii-
kemmel bir retorik cebirden bagka bir sey degildir. Adlar ve ibareler
sadece nesne siniflarinin sembolleridir, fiiller iligkileri temsil eder
ve ciimleler bu siniflari baglayan 6nermelerdir. Yine de, sozciik bir
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sinifin soyut sembolii olsa da, bir imgeyi, sinifin drmek bir unsuru-
nun somut bir resmini ¢agrigtirma kapasitesine de sahiptir. Daha son-
ra mantik ile sezgi arasinda dogacak ¢atigmanin tohumlarini dilimi-
zin bu ¢ift iglevinde aramaliyiz.

Genelde sozciikler i¢in dogru olan, 6zelde dogal sayilar temsil
eden sozciikler i¢in de dogrudur. Zihnimizde somut derlemlerin go-
riintiilerini ¢agrigtima giiciine sahip olduklarindan, bize mutlak bir
dogaya sahip olacak derecede kati gerceklige kok salmig gibi gorii-
niirler. Yine de, aritmetikte kullanildiklar1 anlamda, iglem kurallan
sistemine tabi bir dizi soyut sembolden bagka bir sey degildirler.

Bu sembolik yapisini kabullendigimizde, dogal say1 mutlak ni-
teligini yitirir. Cekirdegini olusturdugu daha genis bélgeyle olan te-
mel benzerligi belirginlesir. Ayn1 zamanda say1 kavraminin kademe
kademe geniglemesi —ilk bakigta yapay ve gelisigiizel bir el cabuk-
lugu gibi goriinen bu agamalar— kaginilmaz bir dogal evrim siirecin-
deki adimlara doniigiir.



Agza Alinamayanlar

Tann tamsayilan yaratti, gerisi insanlhiin igi.
LEOPOLD KRONECKER

Pisagorcularin evrenini say1 yonetiyordu.

Sozciigiin modern anlamiyla say1 degil: Dogal say1, tamsay: hii-
kiim siiriiyordu. Ama Pisagorcularn evreni bizim dolaysiz evreni-
miz —duyu algimizi agan, kendini giinliik hayatimizin en 6nemli kis-
m1 haline gelmiy sayisiz bulugta gizemli fakat comert bir sekilde
gosteren evrenimiz— degildi. Yunanlilann evreni duyularin erigimi-
ne daha dolaysizca agik olan seylerle sinirhiydi.

Pisagorcular sesin armonisinde say: felsefelerinin teyidini gor-
miigtii. Gorme ve dokunmanin ahengi, geometrinin miikkemmel ge-
killerinde nihai ifadesini buluyordu: Cember ve kiire, diizgiin ¢ok-
genler ve miikkemmel ii¢ boyutlu cisimler, Ulu Mimar'in diinyay: in-
sa ederken kullandig1 6gelerdi. Burada da sayinin hiikiim siirdiigii-
ne duyulan giiven tamdi.

"Nokta konumda birliktir" diisturu Pisagor geometrisinin teme-
lini olusturuyordu. Bu siislii laf kalabaliginin ardinda, kolye nasil
boncuklardan olusursa ¢izginin de bir dizi atomdan olustugu yo-
niindeki naif diigiinceyi gorebiliriz. Buna gore, atomlar son derece
kiiciik olsa da, 6zde homojen ve cismen esit olduklarindan kesin 6l-
¢ii birimi olarak kabul edilebilirler. Dolayisiyla herhangi iki kesitin
uzunluklarinin orani sadece her birindeki atom sayisinin oranidur.

Aynisi elbette herhangi bir iiggenin, 6zellikle dik liggenin kenar-
lan i¢in de gegerlidir. Pisagorcular Misir'dan kenarlan 3:4:5 oranin-
daki "altin" iiggeni aldi. Cok gegmeden 5:12:13 ve 8:15:17 gibi di-
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ger Pisagor ii¢genleri kesfedildi. Tiim iiggenlerin rasyonel oldugu
inancim giiglendirecek kamitlar mevcuttu. Uggenlerin bazilarinin
—aslinda birgogunun— bu miikemmel oranlan vermedigi gercegi pek
de sasirtic1 degildi; ne de olsa oranlar ¢ok biiyiik rakamlara ulasabi-
lir ve Yunanhlarin hesaplama teknigi pek ilkeldi.

Bir siire boyunca durum boyleydi.

Bu tiir iiggenlerin tasavvuru halen Pisagor'un adini tagiyan ve klasik
geometrinin temel teoremlerinden biri olan biiyiik bir kesfe yol ag-
mugtir. Teorem sudur: Herhangi bir dik ii¢gende dik kenarlarin ka-
relerinin toplami hipoteniisiin karesine egittir. Efsaneye goére bu te-
orem Pisagor'un bizzat kendisi tarafindan kesfedilmigtir ve Pisagor
teoremin zarafetinden Oylesine etkilenmigtir ki tanrilara bir Okiiz
kurban etmigtir. Bu efsanenin Pisagorcularin kati birer vejetaryen
olduklarina dair yerlesik bilgi ile nasil bagdagstirilabilecegini okura
birakiyorum.

Pisagor'un teoremine tiimdengelimle ulagtigindan siiphe edilebi-
lir. Biiyiik olasilikla bu ampirik bir sonugtu. Onermenin kesin bir ka-
nitina sahip olmasi da ayni derecede diisiik ihtimalliydi. Ama onun
ve dgrencilerinin buna biiyiik 6nem verdiklerine siiphe yoktur; zira
burada geometri ile aritmetik arasindaki temel birligi, goriislerinin
yeni bir onayim gormiiglerdi: "Evreni say1 yonetir."

Fakat bu zafer kisa omiirliiydii. Hatta teoremin ilk sonuglarindan
biri bagka bir kesif oldu: Karenin kogegeni, kenarina oranl degildir.
Bunu ilk kimin ve nasil kesfettigi muhtemelen sonsuza kadar sir ola-
rak kalacaktir. Oklit'in agagida verilen giizel kamiti kesinlikle daha
ham bir yontemin geligsmisidir. Fakat kim kesfetmis olursa olsun, Pi-
sagorculann saflarinda biiyiik saskinlik yaratti1 su gétiimez. Bu
ogelere verilen adin kendisi de bunu dogrular. Bu oransiz 6gelere
alogon, "agza alinamayanlar" ad1 verilmis ve mezhep iiyeleri bunla-
nin varliklarini yabancilara agmamaya yemin etmigtir. Mimar'in ese-
rinde agiklanamayan bir kusur ifsa edilmigtir, gazabinin insanlara
yonelmemesi i¢in son derece gizli tutulmasi gereken bir kusur.

Proclos diyor ki:

Denir ki bu irrasyonel sayilan saklandiklan yerden ilk kez agi8a ¢ika-

ranlarin hepsi deniz kazasinda yok olmustur. Zira agza alinamayanlar ve
bicimsizler gizli tutulmalidir. Hayatin bu suretini ifsa edip ona dokunanlar
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derhal helak edilmigtir ve sonsuza dek ebedi dalgalarin oyununa maruz ka-
lacaklardir.

Ustiinden bir yiizy1l bile gegmeden Pisagorcularin sirr diigiinen tiim
insanlarin mali olmugtu. Agza alinamayan sdylenmisg, diigiiniileme-
yen sozciiklere biiriinmiig, gosterilemeyen mezhep digindakilerin na-
zarina sunulmugtu. insanhik yasak bilgi meyvesinin tadini almig ve
Pisagor sayilarinin cennetinden kovulmaya mahkiim olmugtu.

irrasyonel sayilarin gelisi, doga felsefesi sistemi olarak Pisagor-
culugun ¢okiigiinii de beraberinde getirmisti. Pisagorcularin vaaz et-
tigi aritmetik nesnelerle geometrik nesneler arasindaki o miikemmel
uyumun uydurma oldugu ortaya ¢ikmisti: Say1 daha evrenin en do-
laysiz goriiniimiinii, geometriyi agiklayamazken evrene nasil hakim
olabilirdi?

Dogayi sayi ile tiiketmeye yonelik ilk tegebbiis boylece sona erdi.

Cogu klasik ispat gibi, karenin kogegeninin kenarnyla oransizlifina
dair Oklit'in kamit1 da reductio ad absurdum (sagma olana indirge-
me) tiiriindedir. Salt say1 kuramina dayandig) i¢in sadece goriiniirde
geometriktir. Karenin her bir kenarinin bir olarak alindig: ve kose-
genin x ile gosterildigi modem ifadede, Pisagor teoremi problemi
ikinci dereceden denklem ¢6ziimiine indirgenir:

(n 2=12+12 veya xX*=2

Bu denklemi rasyonel say1 p/q ile gergeklestirmek miimkiinse,
kosegenle kenar oranlidir. Durumun bu oldugunu ve p/q kesrinin en
sade halde oldugunu varsayalim. O halde iki tamsayidan biri yani p
veya q tek say1 olmalidir. P sayisinin tek say1 olamayacagini goste-
recegim. Gergekten de denklem (1)'de x'in yerine p/q getirildiginde;

P
) —=2 veya pr=2¢*
q
olup p? ve dolayisiyla p'nin gift say1 oldugu goriiliir.
Simdi, p ¢ift say1 olduguna gore, 7'nin diger bir bilinmeyen tam-
say1oldugu p = 2r denklemini kurabiliriz. Bunu denklem (2)'ye yer-
lestirdigimizde
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3) 4r2=2q* veya g*=2r?

elde edilir ki bu da (2) ile ayn tiirdedir. Ama bu, g tamsayisinin da
¢ift say1 oldugu anlamina gelir ve p/¢'nun en sade halde oldugu var-
sayimimizla gelisir, dolayisiyla x> = 2 denklemini rasyonel say1 ile
gerceklestirmenin olanaksizhigini gosterir.

Argiiman son derece geneldir. Biraz degistirildiginde asagidaki
denkleme

x2=3,x=5,x2=6,
*=2,x'=3,x"=4

ve daha genel olarak asagidaki denkleme uygulanabilir:
xX"=a

a bir rasyonel sayinin n. dereceden tam lissii degilse, x" = a denkle-
mi rasyonel ¢éziim i¢ermez.

iskenderiyeli Hero ve izmirli Theon gibi daha az taninan Yunanl ge-
ometricilerin yazilarinda irrasyonel sayilar v2,v3,V5 vs. igin yakla-
sik degerler vardir. Bu degerlerin elde edildigi yontemden bahsedil-
memistir. Bu durumlarin cogunda yaklagik degerler gayet isabetli ol-
dugundan, matematik tarihgileri bilinmeyen yontemleri tahmin et-
me konusunda hayal giiclerini serbest birakmiglardir. Bu tiir kuram-
lar ¢ok fazla sayidadir. Yunan matematikgilerinin sonsuz serileri ve-
ya siirekli kesirleri bildigini diigiinenler vardir. Ben de kendi kurami-
mi olusturmaya ciiret ediyorum — her ne kadar ayni dl¢iide spekiila-
tif olsa da, en azindan Yunanlilarin modern yontemlerde tecriibeli ol-
duklarin1 varsaymama meziyetine sahip bir tahmin.

Benim kuramim goyle: Oklit'in v2'nin irrasyonelliginin kaniti
—ortalama bir Yunanlh matematik¢i i¢in— inandiric1 olamayacak ka-
dar egzotikti. Pisagorcular arasinda V2, V3 vs. igin rasyonel bir de-
ger bulma umudunu yitirmemis inatgilar olabilirdi. Bu tiir rasyonel
degerlere yonelik arayis muhtemelen gayet dogal bir dogrultuda iler-
lemigti. Omegin 2 sayis1, paydasi tam kare olan bir kesir bigiminde
sonsuz sekilde yazilabilir:

2_8_18_132_50_72 128 200
=1

9 16 25 36 64 100
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V2 bir rasyonel say1 olsaydi, yeterince "uzaklagmak" suretiyle yine
payi tam kare olan bir kesir de bulunabilirdi. Matematikgiler elbette
bunda basarisiz oldu, ama yan iiriin olarak miikemmel bir yaklagti-
nm elde edildi. Gergekten de

288
=° =2,
144
iken
B9 _ (1
144 ~ \12)°

Bu iglem V2 igin Theon'un tahmini olan 15/12'yi verir ve bu kesrin
gercek degerle arasindaki fark %1'in !/7'sinden azdr.
Ne kadar dogru oldugunu bilemem ama benim kuramim boyle.

Geometride bazilar son derece basit olan, ama en azindan kendimi-
zi sayilarin rasyonel alani ile sinirladigimiz siirece higbir sayisal ¢6-
ziim kabul etmeyen ¢ok c¢esitli problemler vardir. Kenar bir birim
uzunlugunda olan karenin kégegenini ele alalim. Cetvel ve pergelle
temel yapilan 6grenmis bir cocuk kosegeni geometrik olarak sapta-
yabilir. Aymisi ikinci, iigiincii veya daha yiiksek dereceli denklemle-
rin, hatta agkin denklemlerin s6z konusu oldugu diger problemler
icin de gegerlidir. Yine de bu problemler rasyonel aritmetikle simirh
her tiir tesebbiisten kagar.

Diger taraftan, irrasyonel sayilar istenen dogruluk derecesine ka-
dar rasyonel yaklastinnmlar yoluyla ifade edilebilir. Yukandaki bo-
liimde sundugumuz prosediir tamamen geneldir. Benzer yapidaki
prosediirler sunlardir: okulda 6grendigimiz karekok ¢ikarma algo-
ritmasi, seri olarak agilim, siirekli kesirler ve rasyonel bir ¢6ziim ka-
bul etmeyen bir sorunla yiizlestigimizde bagvurabilecegimiz baska
bir¢ok farkh arag. S6z konusu yontemler irrasyonel sayinin, rasyo-
nel sayilara ait (birincisi irrasyonelden daima "daha az", ikincisiyse
daima "daha fazla") iki dizi arasinda "yakalanmasim" saglar. Daha-
s1, bu rasyonel yaklagtinmlarin arahgim istedigimiz kadar kiigiilte-
biliriz.

Eh, daha bagka ne istenir ki? Fizik¢i, miihendis, pratik insan ge-
nellikletamamen memnundur. Fizik¢ininhesaplama yontemlerinden
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istedigi sey, giderek hassaslagan dl¢iim aletlerinden tam fayda sagla-
masina imkan verecek bir ayar derecesidir. V2, Tt veya e gibi belli sa-
yilarin rasyonel sayilarla matematiksel olarak ifade edilemez olmasi
—matematik sz konusu sayilar i¢in istedigi dogruluktarasyonel yak-
lagtinmlar sagladig: siirece- fizik¢inin uykusunu kagirmaz.

Matematikginin bu problem kargisindaki durusu su nedenle farkli-
dir: Rasyonel sayilar bolgesini bir biitiin, bir kiime olarak goriir. Bu
kiimenin negatif sonsuzluktan sifir yoniinde pozitif sonsuzluga uzan-
digini goriir. Bu kiime siralidir: Matematikgiye herhangi iki rasyo-
nel say1 verdiginizde hangisinin biiyiik oldugunu sdyleyebilir. Bir-
birlerine ne kadar yakin olurlarsa olsunlar herhangi iki rasyonel sa-
y1 arasina bir ii¢iinciiyii yerlestirebilir. Bunu kendi jargonunda, ras-
yonel bolgenin her yerde yogun oldugunu sdyleyerek ifade eder. Ki-
sacasl, rasyonel sayilar kiimesini gériiniigte bogluksuz, tikiz, siirekli
bir kiitle kabul eder.

Ona gore, bununladogruiizerindekinoktalarkiimesi arasinda gar-
pici bir benzerlik mevcuttur. Burada da kiime her iki yonde sonsuza
uzanir. Burada da herhangi iki 6geden hangisinin sag tarafta oldugu
sOylenebilir. Burada da yogunluk 6zelligi bulunur; birbirlerine ne
kadar yakin olurlarsa olsunlar herhangi iki noktanin arasina bir iigiin-
ciisii yerlestirebilir ve noktalarin ne kadar yakin oldugu da 6nemli de-
gildir. Bu analoji dylesine eksiksiz goriiniir ki, rasyonel sayilarin bél-
gesiyle dogru iizerindeki noktalar arasinda bir miitekabiliyet olug-
turmanin bir yolu olmalidur.

Bu miitekabiliyet analitik geometrinin temelini olusturur, ki ana-
litik geometri okumamig okurlanim bile ara sira kullandiklar gra-
fikler sayesinde bunun anlamina iligkin oldukga iyi bir fikre sahip-
tir. Bu nedenle onlara sadece, gemanin herhangi bir dogru iizerinde
bir pozitif ve bir negatif anlam tanimlamay1 i¢erdigini hatirlatmak-
la yetinecegim. "Anlam" yiiklenmisg bu tiir bir dogruya eksen adi ve-
rilir. Eksen iizerinde iki nokta segeriz: sifir sayisini temsil eden O
(orijin) ve 1 sayisini temsil eden U (birim noktasi). OU ile esit uzun-
lukta olan bir dizi aralik dlgerek sag tarafta pozitif tamsayilar ve ay-
n1 sekilde sol tarafta negatif tamsayilar elde ederiz. Birim kesiti her-
hangi bir sayida tamboélene bolerek herhangi bir pozitif veya negatif
kesri de ifade edebiliriz.
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Boylece herhangi bir rasyonel say1 eksen iizerinde bir nokta ile
temsil edilebilir; hemen ardindan da aksinin de dogru olup olmadi-
g1, yani eksen iizerinde herhangi bir noktanin rasyonel bir sayiya te-
kabiil edip etmeyecegi sorusu ortaya gikar. Cevap vurgulu bir hayr
olacaktir: Zira bir kenar1 OU'ya esit bir kare olusturur ve bu karenin
kosegenine esit bir OD kesitini D noktasina tasirsak hi¢hir rasyonel
sayiya tekabiil etmeyecektir.

Demek ki bosluklarin yoklugu yalnizca bir hayalmig! Tiim ras-
yonel sayilarin eksen iizerinde gdsterilmesi durumunda tikiz bir kii-
me elde ederiz etmesine, ama bu noktalar higbir sekilde dogruyu
doldurmaz: Boyle gosterilemeyecek sonsuz sayida bogluk kalacak-
tir. [rrasyonel bogluklarin rasyonel noktalar: biiyiik bir farkla gegti-
gini hangi baglamda iddia edebilecegimizi ileride gorecegiz.

Saf matematik agisindan temel durum sudur: Her bir rasyonel
say1 eksen iizerindeki bir noktaya tekabiil eder, ama miitekabiliyet
cift tarafli degildir. Eksen iizerinde, higbir rasyonel sayinin atana-
madig1 noktalar vardir: Bu noktalar sadece sayisal olarak degil ¢e-
sitlilikte de sonsuzdur ve (6rmegin Va, *Va, ... "Va gibi) her bir gesidi
sonsuz sayida irrasyonel nokta igerir.

Boylece yeniden say1 kavramini genigletme 6deviyle kargi kargiya-
yiz. Sayi bolgesini rasyonel say1 kavraminin 6tesine tagimaliyiz, zi-
ra beriki en basit ikinci dereceden denklemin ¢6ziimiine bile yetme-
yecektir.

Daha dnce ¢ok degerli hizmetlerde bulunmug olan kalicilik ilke-
sine tekrar bagvurmak dogaldir. "Va semboliinii olustururuz. x" = a
denklemi rasyonel bir ¢6ziime sahipse, yani a bir rasyonel sayinin n.
dereceden tam iissii ise bu sembol bir rasyonel say1y1 temsil eder. Bu
6zel durumu baglangi¢ noktamiz olarak kullanarak, bu semboller
iizerinde islem yapmak igin kurallar saptariz. Bu birimler daha sonra
yeni bir say1 alaminin, temel irrasyoneller alaminin, "Va tarafindan
sembolize edilen koklii sayilarin tanimlayici bagintilari olarak alinir.
Ortak iisse indirgeme araci sayesinde siralama kistaslar kolaylikla
olusturulur. Omegin v2 ile 3V3'ii kargilagtirmak istersek

V2 =%/8; W3 =%/9; %0 > &/§

yazariz ve bu da bizi *V3 > V2 esitsizligine gotiiriir.
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Carpma ve bolme de ayni sekilde kolaylikla tanimlanir. Rasyo-
nel sayilarla iligkili herhangi iki koklii ifadenin ¢arpimi da ayni tiirde
bir 6gedir. Omegin,

V2 - W3=6/(8x9)=%72.

Ne var ki buna ilaveten agilamaz bir giigliikle de kargilagilir. v2 +
V3 gibi bir ifade, a'nin rasyonel say1 oldugu "Va bigiminde ifade edi-
lemez. [ki temel irrasyonel sayinin toplami genellikle temel bir ir-
rasyonel degildir. Basit irrasyoneller alan1 ¢carpma ve bolme agisin-
dan "kapalidir" ama toplama ve ¢ikarmaya "sonuna kadar agiktir".

Tutarl bir sistem kurmak igin alanimizi bir an 6nce temelden
™/a +"Vb tipi bilegik irrasyonellere genisletmemiz gerekecektir. Ama
bu tiir bir genigletme 6ncesinde, bizi nelerin bekledigine bir goz ata-
lim.

n'in herhangi bir tamsay1 ve katsayilarin da herhangi birer rasyonel
say1 oldugu en genel denklemi yani,

ax"+bx! +cx"?+ .. +px+q=0

denklemini "¢6zmek" iizere yola ¢giktigimizi unutmamaliyiz. Bu ga-
yet genel denklemler i¢inde su dna kadar ¢ok 6zel hinom denklemi-
ni ele aldik,

ax"+b=0.

n =1 durumu bizi rasyonel bolgeye gotiirdii. Genel durum olaya
temel irrasyonelleri dahil etti. Peki ya genel denklemler? Denklem
basit tiirden x"= A denklemine indirgenebilirse, bigimsel ¢6ziimii bi-
zi temel irrasyonellere gotiirecektir. Esas soru sudur: Herhangi bir
cebirsel denklem binom denklemlerine indirgenebilir mi? Veya di-
gerbirdeyisle, genel cebirsel denklemin ¢oziimii bigimsel olarak kok-
lii sayilarla ifade edilebilir mi?

Bu problemin oOykiisii tiimevarimsal ¢ikarimin degerine mii-
kemmel bir 6rnek tegkil eder.

Diophantos'un Arithmetike adl1 eserinde 6zel ikinci dereceden
denklem tiirleri bulunur. Hintliler bu kurami daha da geligtirmis, bu-
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nunla baglantili olarak koklii ifade islemlerinin kurallarini neredey-
se bugiin bildigimiz bigimiyle ortaya koymugtur. Gorev Arap mate-
matikgilerce tamamlanmugtir: [kinci dereceden ax? + bx + ¢ = 0 ge-
nel denkleminin bigimsel ¢6ziimiiniin A + VB bigiminde oldugu bu-
lunmus, yani rasyonel sayilar ve ikinci dereceden koklii ifadeler yo-
luyla ifade edilebilmigtir.

Araplarin daha sonra iigiincii dereceden ax® + bx? + cx + d =0 ge-
nel denklemini ¢6zme ¢abalarinin bagariya ulagtig1 tam olarak soy-
lenemez. Omer Hayyam yaratici bir geometrik ¢oziim sunmus olsa
da, bigimsel bir cebirsel ¢oziim saglamaya yonelik nafile ¢abalar
onu li¢iincii dereceden denklemin koklii ifadelerle ¢oziilemeyecegi-
niileri sirmeye yoneltmistir. Problem Ronesans devrinin italyan ma-
tematikgilerini son derece biiyiilemig ve bu matematikgiler tarafin-
dan bagka bir yerde agiklayacagim kosullar altinda on altinci yiizyil-
da tamamen ¢oziilmiistiir. italyanlar, ii¢iincii dereceden denklemin
genel ¢oziimiiniin ligiincii dereceden ve ikinci dereceden koklii ifa-
delerle ifade edilebilecegini bulmuglardir.

Neredeyse ayni zamanda, Italyan Ferrari dordiincii dereceden
denklemi yardimci ikinci ve iigiincii dereceden denklemlerin ¢ozii-
miine indirgemis, boylece dordiincii dereceden denkleme, iissii dor-
dii agmayan kéklii ifadeler yoluyla bicimsel ¢oziim bulunabilecegi-
ni kamitlamigtir.

Dogal ¢ikarim, bunun genelde dogru olduguydu: Onceki 6rnek-
lere gore, n. dereceden denklem koklii ifadeler (muhtemelen r'den
yiiksek olmayan bir iisse sahip koklii ifadeler) yoluyla bigimsel ¢6-
ziime kavusturulabilmelidir. Gergekten de bu, on sekizinci yiizyilin
¢ogu matematikgisinin yaygin fikri olup, en kayda deger istisnalar-
dan biri Lagrange'dir.

Problem on dokuzuncu yiizyilin ilk yarisina kadar ¢oziilmedi.
Matematikte sik rastlandig iizere, problemin agin gii¢ olusu yeni
yontemler gerektirmig ve yeni yontemlerin, problemin gerektirdi-
ginden ¢ok daha verimli ve genis kapsamli oldugu ortaya ¢ikmigtir.
Ruffini, Abel ve Galois'nin temel katkilar1 sadece problemi ¢oz-
mekle kalmamig, matematigi yeni ve temel bir kavramla da zengin-
lestirmigtir: grup.
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Abel ve Galois gibi hem kisilik hem de dig goriinii agisindan birbi-
rinden bu kadar farkli iki adamin ayni1 problemle ilgilenip onu ben-
zer yontemlerle ele almalari oldukga tuhaftir. Ikisi de beginci dere-
ceden denklem problemine, koklii ifadelerle ¢éziimiin miimkiin ol-
dugu diigiincesiyle yaklagmisti; Abel on sekizinde, Galois on altisin-
daydi. Aslina bakilirsa bir siireligine ikisi de bu tiir bir ¢6ziim kesgfet-
tigini sanmigti, ama ¢ok gegmeden hatalarini fark ederek probleme
yeni yontemlerle saldirdilar.

1825 yilinda Abel beginci dereceden genel denklemin sadece kik-
lii ifadeler yoluyla ¢oziilemeyecegini kesin olarak kanitladi. Aymi
kuralin beginciden yiiksek tiim denklemlerde de dogru oldugu kani-
sindaydi. Bu kan1 Galois tarafindan kesin olarak ispatlandi. "Bir
denklemin koklii ifadelerle ¢oziilebilmesi igin nasil bir 6zel yapisi
olmalidir?" sorusu Galois'nin vasiyet-anilarinda tam olarak cevap-
lanmigtir. Galois'y1 cogunlukla "Galois grup kurami” olarak adlan-
dirilan yeni bir denklem kuramina gétiiren, bu 6zel problem olmug-
tur. Ne var ki s6z konusu problem bu ¢caligmanin kapsami digindadir.

Devam etmek gerekirse, kalicilik prensibinin irrasyoneller proble-
mine uygulanmas: iki sebepten bagarisiz olmustur. ilk olarak, temel
irrasyoneller yani "Va bigimindekiler kapali bir alan olugturmaz.
ikinciolarak, bilegik irrasyonel bigimleri dértten yiiksek derecedeki
genel denklemlerin ¢6ziimii igin yetersizdir.

Kapsamli bir teori olugturmak igin tiim cebirsel alan1 —tiim cebir-
sel sayilan yani olasi tiim cebir denklemlerinin ¢6ziimiinii icerecek
bir alani— ele almak gerekir. Bu tiir bir alan rasyonel alani kesinlikle
icine alacaktir. Dahasi, cebirsel alanin sadece ilk dort temel iglem agi1-
sindan degil, karekok alma agisindan da kapali oldugu, yani herhan-
gi iki cebirsel sayinin toplamu, farki, garpimi, boliimi, iisleri ve kok-
lii ifadelerinin de cebirsel sayilar oldugu gosterilebilir. Ayrica n'nin
tamsay1 oldugu fakat a, b, c ... p, ¢'nun rasyonel sayilarla kisitl ol-
mayip en genel tiirde cebirsel sayilar olabilecegi

ax’+bx'+ .. +px+q=0

tiiriinde en genel denklemi ele alirsak, bu tiir bir denklemin ¢oziimii
(sayet varsa) cebirsel bir say: olacaktr.
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Yine de, cebirsel say1 kurami kapsamli olmakla beraber bazi bii-
yiik kusurlara sahiptir. Ilk olarak, gerektirdigi sembolizm denklemin
tiim katsayilarim igerdigi i¢in muglak ve kullanigsizdir. Dahasi, bu
tiir semboller iizerindeki iglemler en basitislemleri bile elverigsiz ki-
lacak derecede karmagiktir. Son olarak, dogrusalin iizerindeki cebir-
sel denklemin genellikle birden fazla ¢6ziimii olmasi gibi ¢ok ciddi
bir gii¢liik mevcuttur.

ikinci dereceden denklemin iki ve n. dereceden denklemin n ka-
dar farkli ¢6ziimii olabilir. Bu tiir bir prosediiriin dogasinda bulunan
belirsizlik, ozellikle tek degerliligin baglica kaygi oldugu problem-
lerde agilamayan bir engeldir.

Sayi kavramini bu yonde genellestirme hareketinin hiz kazanmasin-
dan ¢ok once, Abel ve Galois'nin kesiflerini bile golgede birakan bir
olay meydana geldi. 1844 yilinda, Ecole Normale'de profesor olarak
hizmet veren ve 6nemli Journal des Mathématiques'in kurucusu olan
Fransiz matematikgi Jacques Liouville Paris Akademisi'nin 6niinde
bir yazi okudu (yazi sonradan kendi dergisinde "Cebirsel olmayan,
hatta cebirsel irrasyonellere bile indirgenemeyen son derece kapsam-
I sayilar sinifi iizerine" baghgiyla yayimlanacakti). Cigir agan bu ra-
porunda Liouville, yapilari nedeniyle herhangi bir cebirsel denkle-
min kokii olamayacak sayilar sergileyerek Legendre'indaha 1794'te
dile getirdigi bir siipheyi dogrulamis oldu.

Cebirsel sayilarin gesitliligi ne kadar zengin goriinse de —elli yil
sonra Georg Cantor tarafindan gosterilecegi gibi— daha genig, daha
kapsaml bir alan igindeki bir sahadan bagka bir gey degildirler. Can-
tor, Liouville teoremine yeni bir kanit sunarken, cebirsel olmayan ve
agkin olarak nitelenen bu sayilara iligkin kurami saglam bir zemine
oturttu. Fakat bundan daha sonra bahsedecegiz.

Daha da garip olan, bu agkin sayilarin sadece matematiksel hayal
giiciiniin anlagilmaz bir iiriiniinden, matematikginin soyut kavram-
lara kars1 igtahini kabartacak bir yemekten ibaret olmamasiydi. Kal-
kiiliisiin icadi, sonraki yiizyillarda hemen her tiir analiz probleminde
baskin bir rol oynamaya baglayacak bir say1 sinifin1 da beraberinde
getirdi: logaritmalar ve trigonometrik oranlar. Bugiin bu sayilar diin-
yanin hemen her miihendislik biirosunda her giin kullanimdadir ve
uygulamali matematigin en gii¢lii aracini tegkil ederler. Liouville'in
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duyurusunu izleyen elli yil i¢inde, bu sayilarin ¢ogunun agkin say1
oldugu kesinlikle saptanmigtir. Bunu daha iyi anlamak igin 7t sayisi-
nin tarihgesine bir goz atalim.

"Dokme tungtan on arsin ¢apinda, bes arsin derinliginde, ¢evresi otuz
argin yuvarlak bir havuz yaptird1." (2 Tarihler 1V, 2)

Siileyman'in tapinagindaki rahip havuzunun bu betimlemesi eski
Yahudilerin, gemberin ¢evresinin ¢apina oranini ifade eden 7 sayisi-
n1 3 olarak aldiklarini gosterir. Bu deger aslindan %5 azdir. Misirlilar
daha yakin bir tahminde bulunmugtu: Rhind papiriisiinde (MO 1700)
w'nin degerinin 3'*/81'e, 256/81'e veya (16/9)*'ye esit oldugunu go-
riiyoruz, ki buradaki fazlalik %1'den daha azdir.

Buniceligin ilk zamanlardan beri Yunanli matematikgiler arasin-
da spekiilasyon konusu olmasi dogaldir. Ama Yunan diyarinda bu
problem yeni bir karakter kazandi. Yunan mitolojisinin efsanevi ih-
tisamina biiriinerek eski ¢aglarin meshur problemleri arasinda yeri-
ni aldu.

Bu problemler ii¢ taneydi: kiipiin iki es kiipe boliinmesi, bir agi-
nin iige boliimii ve ¢emberin karelegtirilmesi. Sonuncusu biiyiik 61-
¢lide m sayisinin saptanmasina esdegerdir, zira birim yarigapli bir
¢emberin alani it kare birime egittir ve  sayisi rasyonel olarak ifade
edilebilirse sorun belli alana sahip bir karenin yapimina indirgene-
cektir. Hatta Misirlilarin degeri dogruysa, ¢emberin alani, ¢apinin
8/9'u iizerine kurulmug kare alani ile ayni olacaktir.

Yunan geometrisinin biiyiik boliimii bu ii¢ problem etrafinda ge-
ligti. Bunlar1 ¢6zme ¢abasi igindeki Yunanli geometriciler konik ke-
sitlerle ¢ok sayida yiiksek egri kegfetti. Muhtemelen aradiklar gibi
bir ¢oziimiin bulunmadigindan siiphelenmediler ve problemin gii¢
ve inatg1 yapisi sadece ¢abalarim tegvik ederek Argimet'ten Pergeli
Apollonios'a kadar en biiyiik beyinleri geometri alanina gekti.

Bahsedilen ilk iki problem, a'nin tam kesir oldugu nispeten basit
ligiincii dereceden x* — 2 = 0 ve 4x* — 3x — a = 0 denklemlerinin ¢6-
ziimii ile cebirsel olarak egdegerdir. Bu problemleriimkansiz olarak
yaftaladigimizda "imkénsiz" kelimesini, imkansizligin alan iizerine
dayatilan kisitlamaya denk diistiigii aritmetikte kullanildigi ayni an-
lamda m1 kullaniyoruz?
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Evet! Klasik problemlerin imkansizlig1, ¢ok eskilere uzandigin-
dan dogal kabul edilen (dyle ki bu yiizden pek ender bahsedilen) bir
kisitlama ile dayatilmigti. Bir Yunanli geometrik bir yapidan bahset-
tiginde, cetvel ve pergelle meydana getirilen bir yapiy: kastetmek-
teydi. Bunlar tanrilarin aletleriydi; diger yollarin higbiri filozofun
ugragmasina deger bulunmuyordu. Zira unutmamaliyiz ki, Yunan fel-
sefesi esasen aristokratik idi. Zanaatkarlarin yontemleri ustalikli ve
zarif goriinse de kaba ve banal bulunuyor ve bilgilerini kazan¢ ama-
ctylakullanan herkese genel bir kiigiimseme ile bakiliyordu. (Oklit'in
akademisine kaydolan geng bir soyludan bahsedilir. Geng soylu bir-
kag giin sonra konunun soyut tabiati kargisinda Oyle sasirir ki, ustasi-
na yorumlarinin pratikteki faydasini sorar. Bunun iizerine ustasi bir
koleyi ¢agirarak emreder: "Bu gence bir abakiis verin, bilgisinden
kazang saglasin.")

Sadece cetvelle ¢oziilebilen, giiniimiizde dogrusal olarak adlan-
dirilan bu problemler cebirsel dilde ifade edildiginde dogrusal denk-
lemler ortaya ¢ikar. Ama cetvele ilaveten pergel kullanimini da ge-
rektirenlercebirsel olarak ikinci dereceden denklemin ¢6ziimiine es-
degerdir. Ne var ki bu olgular on yedinci yiizyila kadar bilinmiyor-
du. Bu arada, bu iki problem hem en parlak zihinlerin hem de o kadar
parlak olmayanlarin siirekli saldinsi altindaydi. Bugiin bile profes-
yonel "iice boliiciiler" mevcuttur, ki bunlarin en biiyiik dezavantaji
problemin ii¢ yiiz y1l 6nce halledildigini 6grenmemis olmalandir.

Bir geometri probleminin cetvelli-pergelli ¢6ziimiiniin dogrusal
veya ikinci dereceden olmasi, problemin daha yiiksek bir denkleme
gitmesi durumunda bu tiir bir ¢6ziimii olamayacag1 anlamina gel-
mez. Agiklamak gerekirse, x* — 3x2 + 2 = 0 denklemini diigiiniin. Sol
tarafi (x> — 1) (x2 — 2) ¢arpanlarina ayrilir; dolayisiyla bu dérdiincii
dereceden denklem gercekte ikinci dereceden iki denkleme ayrilir.
Bu tiir bir iglem uygulanabilir oldugunda, yani bir denklemden daha
diisiik dereceden rasyonel katsayilar ¢ekebildigimizde, denklemin
indirgenebilir oldugu sdylenebilir.

Kiibik denklemlerde kiipiin iki eg kiipe boliinmesi ve genel ag1-
nin iige boliimiiniin yol agtig1 sorun bunlarin indirgenemez olmasi-
dir ve bu olgu, bu denklemlerin arkasindaki problemlerin cetvel ve
pergelle ¢coziilemeyecegine isaret eder.

Burada imkdns:z teriminin goreli yapisinin bir bagka teyidi gorii-
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liir. imkansizlik neredeyse her zaman bir kisitlamanin, gogunlukla
dadoganin kendisince dayatilmig gibi goriinecek kadar geleneklerce
onaylanmig bir kisitlamanin sonucudur. Kisitlamayi kaldirdigimiz-
da imkansizlik ortadan kalkacaktir. Burada da durum bdyledir. Gii-
niimiizde 6zel baglantilar —yani mafsalli 6geleri olan birtakim alet-
ler— yoluyla, sadece bu iki problemin degil rasyonel katsayili cebir-
sel bir denkleme giden tiim problemlerin ¢oziilmesinin miimkiin ol-
dugu biliniyor.

Cemberin karelestirilmesi problemi cebirsel formiilasyonla ifade
edilemeyisiyle diger iki problemden farklidir.

Bu problemi ¢6zme tegebbiisleri matematigin tarihgesini Pisagor'
un zamanindan beri doldurur. Giigliigiin tanimdan kaynaklandigin
ilk fark eden Argimet olmugtur. Uggen veya dikdortgenin alanindan
bahsettigimizde terimlerimizi kesin olarak tanimlayabiliriz; aynisi
tiim ¢okgenler i¢in de gegerlidir. Ama egri igindeki alanla ne kaste-
diyoruz? Soz konusu alanin i¢ine veya digina ¢cokgenler gizerek iist
ve alt sinirlarindan bahsedebiliriz; ama alanin kendisi sonsuz iglem
ve limit getirmeksizin tanimlanamaz.

Daha sonra gorecegimiz gibi Arsimet tiiketrme ad1 verilen yonte-
minin giiciinii bu problemin iizerinde denedi. Burada, Argimet'in ki-
mi ¢gemberin igine, kimi digina ¢izilmis bir dizi cokgen yoluyla ®t'nin
31/7 ile 319/71 arasinda bulundugunu gosterdigini soylemek yeterli
olacaktir.

Arsimet'ten sonraki bin sekiz yiiz yil iginde bu problem ¢ok az
ilerleme kaydetti. Cemberi karelestirmeye ¢aliganlar elbette her za-
man bol miktarda mevcuttu ve bazilan epey tuhaf olan ¢ok sayida
sozde ¢oziim yayimlandi. Ayrica birgok yaklagtirrm da mevcuttu,
muhtemelen Hindu kokenli olan V10 bunlarin arasinda en ilginci ola-
rak kabul edilebilir. Misirlilaninkine oldukga yakin olan bu deger or-
tagag boyunca epey sik kullamilmigtir. Argimet'ten ileri gitmek igin
de epey caba sarf edilmistir, ki bunlarin arasinda Vieta'nin yontemi
onem bakimindan digerlerinden agagi kalmaz 393.216 kenarl bir
cokgen kullanarak &t sayisinin ondalik hanelerinin ilk onunu dogru
hesaplamstir.

Sonsuz siireglerin kesfinin hesaplarin inceliginde biiyiik bir ge-
lisme ile sonuglanmasi, Vieta'nin degerini golgede birakmigtir. Bu-
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giin 7t sayisinin virgiilden sonra 700'den fazla ondalik basamagi dog-
ru olarak biliniyor. Bu hesaplamalarin pratikteki degerine gelince,
sozii Amerikal astronom Simon Newcomb'a birakiyoruz:

On ondalik basamak diinyanin gevresini bir ingten az bir hata payiyla
hesaplamaya yeter; otuz ondalik basamak ise goriinen tiim evrenin gevresi-
ni en giiglii mikroskopla bile goriilmeyen bir hata payiyla hesaplamamizi
saglar.

Kuramsal agidan, s6z konusu ¢abalarin modern matematik yon-
temlerindeki geligmeyi gosterdigi sdylenebilir ve bu ugras bu sekil-
de gerekgelendirilebilir. Ayrica ondalik sayilarin diziliginde & sayi-
sinin yapisini aydinlatacak bir tiir diizenlilik kesfedebildigimize da-
ir zayif bir iimit de olabilir.

On sekizinci yiizyilin sonunda problem tamamen yeni bir agamaya
girdi. Lambert ©t'nin rasyonel bir sayi olmadigin: gosterdi, Legend-
re da bu sayinin ikinci dereceden bir denklemin rasyonel katsayiya
sahip bir kokii olamayacagini ortaya koydu. Bu durum ¢emberi ka-
relegtirme problemini kesinlikle ortadan kaldiriyordu, elbette gem-
beri karelestirme meraklilarinin hevesini bir nebze bile kéreltmek-
sizin. Zira boyle insanlarin cehaletleri genelde kendilerini aldatma
kapasitelerine esittir.

Bu arada mt'nin cebirsel bir say1 olma olasili1 hala mevcuttu. Bu
durumda pergel ve cetvelle imkansiz olan gemberi karelestirme prob-
lemi —en azindan bigimsel olarak— zincirleme bir ¢dziime agik ola-
cakti. Bu da, pratikte bir degeri olmasa da, iki bin yillik beyhude bir
¢abaya uygun bir doruk noktasi saglayacakti.

Bu olasilik, 1873'te Fransiz matematik¢i Charles Hermite'in e sa-
yistmin agkin sayi oldugunu kanitlamasiyla biiyiik olgiide zayifladi.
e ve 7t sayilan arasindaki yakin baglanti iyi biliniyordu ve bu du-
rum, T'nin de bir agkin say1 oldugunu kanitlama ¢abalarini ikiye kat-
ladi. Bunu dokuz yi1l sonra Alman Lindemann gergekten basaracak-
t1. Boylece modern analiz, Thales'ten beri matematikgilere yiik olan
bir problemden kurtulmug oluyordu.

Dogay1 say1 ile tiikketmek yoniindeki ikinci tegebbiis de bdylece so-
naerdi.
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Askin sayilann kegfi bu sayilarin kapsam ve gesitlilik agisindan
cebirin irrasyonellerinden daha zengin oldugu ve modern matema-
tigin en temel biiyiikliiklerinden bazilarini kapsadig1 olgusunun sap-
tanmasi — tiim bunlar gii¢lii cebir diizeneginin de tam iki bin y1l 6n-
ce rasyonel aritmetigin basit araglarinin ¢oktiigii yerde ¢oktiigiinii
gosterir. Her iki bagarisizlik da ayn1 kaynaga bagliydi: Cebir de ras-
yonel aritmetik gibi sadece sonlu siireglerle ilgileniyordu.

Eskiden oldugu gibi simdi de sonsuzluk, sayiy1 daha saglam bir
temel iizerine oturtma umudunu unufak eden kayadir. Ama sonsuz
siiregleri megrulagtirmak, bu garip irrasyonel yaratiklari rasyonel sa-
yilarla ayni kefeye koymak, on dokuzuncu yiizyildaki titiz bilimci-
ler igin de klasik Yunan'dakiler igin oldugu kadar nahog bir yakla-
simdi.

Bunlarin arasinda modem sezgiciligin babasi Leopold Kronec-
ker'in sesi epey yiiksek ¢ikiyordu. Kronecker sorunun izini irrasyo-
nellerin matematige girigine kadar siirdii ve bunlarin matematikten
¢ikarilmasini 6nerdi. Tamsayilarin mutlak tabiatina dvgiiler diizerek
dogal bolgenin ve dogal bolgeye indirgenebilen rasyonel bolgenin,
matematigin iistiine kurulabilecegi tek saglam temel oldugunu vur-
gulad.

"Tanr tamsay1y: yaratti, gerisi insanhgin isi." Gelecek nesiller
Kronecker'i en ¢ok bu meghur sdziiyle taniyacak. Bu ciimle bana ye-
ni bir kilise yapimini idare eden komitenin bagindaki yash ve sofu
bir bayanin dykiisiinii hatirlatti. Planlan teslim eden mimar, yaglh ka-
dinin bu igi oldukga ciddiye aldigin1 gormiis. Kadin, mimarin planla-
rinin gerektirdigi vitraylara giddetle karsi ¢ikiyormus. Sonunda mi-
mar umutsuzluk iginde, vitraya neden karsi ¢iktigini1 sormus. Kadin
da iistiine basa basa, "Camimi Tanr'nin yaptig1 sekilde istiyorum!'
demis.
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Akip Giden Diinya

Dogaya ve maddeye kars1 ilk naif izlenimimiz, sii-
reklilik iizerinedir. ister bir parga metal, ister bir
miktar sivi olsun, her seyin sonsuza dek boliinebi-
lecegini diigiiniiriiz ve kiigiiciik bir parga bile bii-
tiinle ayni 6zelliklere sahip gibi gelir.

DAVID HILBERT

Matematikte biitiin yollar Yunanistan'a ¢ikar.

Simdi "sonsuz kiigiik" fikrinin geligimini kisaca agiklayacagim.
Kavramin geligtigi yer Bat1 Avrupa ve zaman on yedi ile on sekizin-
ci yiizyillardir; yine de fikrin kokenini izlemeye ¢aligtigimda bagka
bir yer ve bagka bir zaman goériiyorum: Sahne klasik Yunan'a ve Pla-
ton'un yasadig1 o unutulmaz déneme kayiyor.

Sonsuz sorunu, tipk1 yakindan baglantili oldugu irrasyoneller so-
runu gibi Yunan topraklarinda gelisti. Neden oldugu pek ¢ok krizin
ilki de burada yagandi. Kriz Platon zamaninda bag gosterdiyse de,
miisebbibi Platon degildi. Bu tartigmayi Yunanistan'daki diger gele-
neksel filozoflar da baglatmamigti. Tartisma, donemin 6nde gelen fi-
lozoflarinin agagilayici bir sekilde "Sofistler” olarak adlandirdig: bir
diisiiniir grubunca baglatilmigt.

Tutucu filozoflar bu gizemli kisilere "Eleahlar" diyor, boylece
muhtemelen bu 6gretinin, bag temsilcileri Parmenides ve Zenon'un
memleketleri gibi medeniyetten uzak ve 6nemsiz oldugunu ima edi-
yorlardi. Zira Elea Giiney italya'da, Laérius'un deyisiyle "erdemli
vatandaglar yetistirme bilgisinden bagka 6nemli bir 6zelligi olma-
yan" fakir bir Yunan kolonisiydi. Bizim i¢in ise, geriye bakildiginda,
Sofistler Elea'nin tek meshur 6zelligi gibi goriiniiyor.
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"Eleali Zenon'un Argiimanlari o veya bu bigimde, kendi donemin-
den bizimkine kadar 6ne siiriilmiis neredeyse tiim uzay, zaman ve
sonsuzluk kuramlarina zemin hazirladi," diyordu Russell. Yine de bu-
giin, bu argiimanlarin bir miinazara sirasinda mi sunuldugunu, yoksa
kitap biciminde mi ortaya ¢iktigini bilmiyoruz. Belki de her ikisi bir-
den s6z konusudur. Zira bu muglak konu iizerine birkag kaynaktan
biri olan Platon'un "Parmenides" diyalogunda, Zenon'un, ustasi Par-
menides'le birlikte Atina'y1 ziyaret edisini okuruz. Burada, goriiniise
gore Zenon'un argiimanlarini sunmus oldugu onceki bir ziyarete
atifta bulunulur. Fakat bu konuda soru soruldugunda Zenon su ceva-
b1 verir:

Ustama yonelik cogkulu tutkum beni geng yasta kitap yazmaya yoneltti
ama biri yazilan ¢alds; bu yiizden kitabimin umuma agilip agilmamasinda
segenegim yoktu; yazilmasindaki giidii yagh bir adamin hirs1 degil, bir gen-
cinkavgaciligiydi.

Oyle de olsa, bu argiimanlari sadece Aristoteles sayesinde biliyo-
ruz. Stagirali, 8lmiis bir rakibinin argiimanlarini ¢arpitmanin ayarti-
sina direnebilir miydi?

Argiimanlar'in modern dile terciimesi oldukga giigtiir. Ceviri kit-
l1g1 oldugundan degil, tam aksine: Burada embarras du choix'dan’
mustarip durumdayiz. Cok sayida geviri ve yiizlerce tefsir var; yo-
rumlara gelince, kutsal kitaplardaki hi¢bir muglak paragraf bundan
daha fazla onurlandirilmamigtir. Her terciime kendi yazarinin gozde
kuramini yansitmakta olup neredeyse yazar kadar kuram mevcuttur.
Aristoteles'in Fizik adl1 eserinde kaydettigi, Zenon'un dort Argiima-
n1 sunlardir:

Birinci Argiiman: ikilik

Birincisi, hareket edenin orta noktaya her zaman son noktadan daha 6n-
ce varmasi gerektigi iddiasiyla, devinimin yoklugu iizerinedir.

Ikinci Argiiman: Akhilleus ve Kaplumbaga

ikincisi meshur Akhilleus argiimamdir. S6yledir: Hizli olan yavag ola-
m asla gegemez, zira takipgi her zaman oncelikle takip edilenin aynldig:
noktaya gelmek zorundadir, buna gore yavag olan daima az ¢ok onde ola-
caktir.

* Fr. Utandiran bir segenek bollugu. —¢.n.
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Uciincii Argiiman: Ok

Tekdiize bir davranig sergileyen her sey, siirekli olarak ya hareket edi-
yor ya da hareketsiz duruyorsa ve hareketli olan daima su an iginde ise, ha-
reket eden ok hareketsizdir.

Dérdiincii Argiiman: Stadyum

Dérdiinciisii, her biri esit irilikte ve sayida insandan olugan iki sira ile il-
gilidir. Bu iki sira insan yang parkurunda zit yonlerde esit hizla ilerlerken
birbirlerini geger. Bir sira, hedef ile parkurun orta noktasi arasindaki boglu-
gu, digeri ise orta nokta ile baglangi¢ noktasi arasindaki boglugu kaplar. Bu,
ona gore, belli bir siirenin yansinin, bu zamanin iki katina egit oldugu sonu-
cunu igerir.

Metafizige meyilli olanlar, Argiimanlar'da devinimin gergekliginin
¢iiriitiilmesini goriir. Tarih¢i Tannery gibi digerleri ise, Zenon'un boy-
le bir amaci olmadigini, aksine devinimin tartigilmaz gercekligini
kullanarak kendi uzay, zaman ve siireklilik nosyonlarimizda yatan
asikar geligkilere igaret ettigini one siirer. Henri Bergson'un goriisii
de buna oldukga yakindir: "Elea ekoliiniin isaret ettigi ¢eliskiler, de-
vinimin kendisinden ziyade zihnimizin, devinimi yapay olarak tek-
rar diizenleyisiyle ilgilidir."

Bu son goriise gore Argiimanlar'in degeri kesinlikle, matemati-
gin insanligin sahip oldugu genel bilgi birikimindeki yerini etkili bir
sekilde agi1ga ¢ikarmasinda yatar. Argiimanlar duyulannmizla (veya
modem uzantilar olan bilimsel araglarla) algiladigimiz uzay, zaman
ve devinimin, ayni adi tagiyan matematiksel kavramlarla ayni kapsa-
ma sahip olmadigim gosterir. Zenon'un ortaya koydugu giigliikler
saf matematikle ugragan diisiiniirii telaglandiracak tiirde degildir; her-
hangi mantiksal bir geligkiyi degil, sadece dilin katiksiz belirsizligini
agi1ga vururlar; matematikgi yarattii o sembolik diinyanin kendi du-
yularinin diinyasiyla ayn1 olmadigini kabul ederek bu belirsizlikleri
ortadan kaldirabilir.

Dolayisiyla, dogruya atfedilen ozellikler geometricinin kendi ica-
didir. Geometrici kalinlik ve genigligi kasten gozardi eder, kasten bu
tiir iki dogrunun ortak noktasinin yani kesigme noktalarinin higbir
boyuta sahip olmadigini farz eder. Aritmetik kurallarini bu geomet-
rik yapilara uygulama arzusuyla (daha sonra gorecegimiz gibi) bir
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kesitin sonsuz boliinebilirliginin, Yunanhlardaki ikiligin, 6zel bir du-
rumdan bagka bir ey olmadig1 sonsuz siireclerin gegerliligini kabul
eder. Klasik geometri bu varsayimlarin mantiksal bir sonucudur, ama
varsayimlarin kendileri keyfi, en iyi ihtimalle kullamigh birer kurgu-
dur. Matematikgi klasik postiilalarin birini veya tiimiinii reddederek
bunlari yeni bir varsayimlar kiimesiyle degistirebilir; dregin, iki se-
ritte ortak olan gerit ve alan unsurlarin alir ve bu unsurlara dogru ve
nokta adini vererek klasik doktrindentiimiiyle farkli, ama bir o kadar
tutarh ve belki de ayni derecede verimli bir geometri olusturabilir.

Ama pratik kisi, rnegin fizik¢i veya miihendis i¢in bu sistemle-
rin tiimii egit derecede kabul edilebilir degildir. Pratik kisi en azin-
dan bir gergeklik goriiniimii talep eder. Daima somutla meggul oldu-
gundan, matematik terimlerini sembol veya diisiince olarak degil,
gercekligin goriintiisii olarak kabul eder. Matematikginin ig tutarh-
hgindan 6tiirii kabul ettigi sistem, pratik kisiye gercekligi eksik ge-
kilde sunusu nedeniyle "celigkilerle" dolu gibi gelebilir.

Garip goriinse de, Argiimanlar'la asil ilgilenmesi gereken pratik
kisidir, zira bunlar matematigin fiziksel gergeklige uygulanmasinin
gercekligine saldirir. Ama neyse ki, pratik kigi argiimanlarla nadiren
ilgilenir.

Argiimanlar'in tarihsel 6nemi goézardi edilemez. Her seyden once,
Yunanlhlar zaman kavramina kargi yeni bir yaklagim benimsemeye
zorlamiglardir.

Zenon ilk argiimaninda esas olarak sunu sdyler: Kosucu hedefi-
ne ulagmadan 6nce parkurun ortasina erigmelidir ve bunu gercek-
lestirmesi sonlu bir siire alir. Yine kalan mesafenin de ortasina eris-
melidir ve bu da sonlu bir siire alacaktir. Simdi: Bir kez s6ylenen her
zaman tekrarlanabilir. Kogucunun yarig parkurunu agma siirecinde
sonsuz sayida agama vardir ve bu asamalarin her biri sonlu bir siire
gerektirir. Ama sonsuz sayida sonlu araliklarin toplami sonsuzdur.
Buna gore kogucu hedefine asla ulagamayacaktir.

Aristoteles bu argiimani agagidaki sekilde reddeder:

Zaman ve uzay aym ve egit parcalara bdliiniir. Buna gore, Zenon'un son-
lu bir zamanda sonsuz bir derlemi tiiketmenin veya sonsuz bir derlemin
ogelerine tek tek dokunmanin imkansiz oldugu yolundaki argiimani hatali-
dir. Zira "sonsuz" terimi hem mesafeye, hem zamana, hem de siirekli olan
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her seye iki anlamda uygulanabilir: boliinebilirlik veya say1 bakimindan.
Simdi: Sonlu bir zaman iginde sayisal anlamda sonsuz geylere dokunmak
miimkiin degildir, ama boliinebilirlik anlaminda sonsuz geylere dokunmak
miimkiindiir; zira bu baglamda zamanin kendisi de sonsuzdur.

Buna gore ilk iki argiimanin net sonucu (zira ikincisi sadece bi-
rincinin zekice bir yorumudur), ayn1 anda zamann ikiligini de kabul
etmeden uzay:n ikiligini kabul etmenin imkansiz oldugudur. Ama
kavranmasi gii¢ olan sey tam da budur! Zira bir dogrunun béliinebi-
lirligi kolayca anlagilabilir: Bir sopayi keserek veya bir dogruyu isa-
retleyerek bunu kolayca gerceklestirebiliriz. Ama "zaman igaretle-
mek" mecazi bir ifadedir. Zaman, iizerinde deney yapamayacagimiz
tek seydir: Ya tamamen geg¢miste ya da tamamen gelecektedir. Za-
man araliklara bolmek Yunanlilar i¢in sadece bir akil oyunuydu ve
bizim i¢in de sadece bir akil oyunudur.

Zamana sonsuz boliinebilirlik 6zelligi atfetmek, zamani geomet-
rik bir dogru olarak ifade etmekle, siireyi uzamla tanimlamakla es-
degerdir. Mekanigin geometrilegtirilmesine dogru ilk adimdir. Yani
Zenon'un ilk argiimanlari, modern goreliligin dort boyutlu diinyasi-
nin temelini tegkil eden ilkeye yoneliktir.

Argiimanlar'in as1l vurucu giicii, sanki Zenon muhaliflerinin savun-
masini1 6ngormiis ve kargilamaya hazirlanmigg¢asina son ikisine bira-
kilmigtir. Gorelilik sorununun 6ziinii iceren dordiincii argiiman bu-
rada bizi ilgilendirmez. Duyularimizla algiladigimiz devinimle ayni
isme sahip olan matematiksel kurgu arasindaki ugurumu etkili gekil-
de ag18a vuran asil iigiincii argiimandr.

Zenon'un itirazlan ¢iiriiten cevabi soyledir:

Diyorsunuz ki, uzayin sonsuz sayida bitigik noktadan olugmasi gibi za-
man da sonsuz bir bitigik anlar toplamudir. Giizel! O halde havada ugan bir
oku diigiiniin. Herhangi bir anda ucu, rotas iizerindeki belli bir noktay: iggal
eder. Su halde, bu konumu iggal ederken orada hareketsiz olmalidir. Ama
bir nokta ayn1 anda nasil hem devinimsiz hem devinim halinde olabilir?

Matematikgi bu argiimani keyfi bir hiikiimle savusturur: "Devi-
nim mi?" der. "Devinim sadece konum ile zaman arasinda bir miite-
kabiliyettir." Degiskenler arasindaki bu miitekabiliyete fonksiyon
adin1 verir. Devinim yasasi sadece bir fonksiyondur, esasinda tiim
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siirekli fonksiyonlarin prototipidir. Oziinde, gaz dolu ve igeride ser-
bestce kayabilen bir pistonla donatilmig bir silindirden farksizdir.
Pistonun olas1 her konumu, silindir igindeki belli bir basingla kargi-
lanacaktir. Herhangi bir konumu kargilayan basinci elde etmek igin,
pistonu bu konumda durdurarak basing gostergesini okuyabiliriz.

Ama bu hareketli bir cisim igin de gecerli midir? Hareket eden
nesneyi, gozlemledigimiz devinimin bizzat kendisini kesmeksizin
herhangi bir anda durdurabilir miyiz? Elbette hayir! O halde hare-
ketli cismin belli bir zamanda belli bir konumu iggal ettigini sdyler-
ken ne kastederiz? Sunu kastederiz: U¢gmakta olan oku, ugusu boz-
maksizin durduracak fiziksel bir islem diisiinemesek de, bunu aki/
oyunu ile yapmamamiz igin higbir neden yoktur. Ama bu akil oyu-
nunun arkasindaki tek gerceklik, bu noktada ve bu anda bagka bir
okun devinimsiz olarak hayal edilebilecegidir.

Matematiksel devinim sadece birbirini takip eden sonsuz durus
halleridir, yani matematik, dinamigi statigin bir koluna indirger. Bu
doniigiimii gergeklestiren ilke ilk olarak on sekizinciyiizyildaD'Alem-
bert tarafindan formiile edilmigtir. Devinimin, hareketli nesnenin
dengede durdugu, birbirini takip eden bitisik durug halleri ile tanim-
lanmasi ilk bakigta abes goriiniir. Yine de devinimsiz hallerden olu-
san devinim, uzamsiz noktalardan olusan uzunluktan veya siiresiz
anlardan olugsan zamandan ne daha ¢ok ne de daha az abestir.

Evet, bu soyutlama duyularimizla algiladigimiz gercek devini-
mingekirdegi bile olamaz! Ugan bir top gordiigiimiizde devinimi bir-
birini izleyen sonsuz kiigiik sigramalar olarak degil, bir biitiin olarak
algilariz. Ama matematiksel dogru da telin isabetli —hatta idare
eder— bir temsili degildir. Insan ¢ok uzun zamandir bu kurgularla
egitildiginden, yerini tutani ger¢egine tercih eder olmustur.

Yunan biliminin daha sonraki seyri, Zenon'un Argiimanlari'nin bag-
lattig1 krizin Helenlerin matematiksel diigiincesi iizerindeki etkisi-
nin ne kadar biiyiik oldugunu agik¢a gosterir.

Bir taraftan, bu kriz bir ilerleme ¢ag1 agmigtir. Matematiksel fi-
kirlerle dinsel sloganlarin ve muglak metafiziksel spekiilasyonlarin
garip bir kangimi olan Pisagorcularin naif laf kalabaligindan sonra
dogal bir tepkidir bu. Oklit'in bugiine kadar matematik disiplinleri
icin 6rnek olusturan Ogeler'inin sert kesinligi, Pisagorcularin ¢ahs-
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malanyla nasil da biiyiik bir zithk i¢indedir!

Diger taraftan, Yunanl geometricilerin zihnine bir tiir horror in-
finiti* yerlestiren Argiimanlar, bu insanlarin yaratici hayal giigleri
iizerinde kismi felg etkisi yaratmigtir. Sonsuzluk tabuydu, ne paha-
sina olursa olsun uzak tutulmali veya bunun basarilamamasi halin-
de, ad absurdum®* ve benzeri argiimanlarla gizlenmeliydi. Bu kosul-
lar altinda, pozitif bir sonsuzluk kuraminin imkansiz olmasinin yani
sira, Platon oncesi ¢aglarda oldukga ileri bir agamaya ulagmig son-
suz siireclerin gelisimi de neredeyse tamamen durmustur.

Klasik Yunan'da bir¢ok sansli kosulun bir arada bulundugunu gé-
riiyoruz: Birgok birinci simif dahi (Eudoksos, Aristarkhos, Oklit, Ar-
simet, Apollonios, Diophantos, Pappos); yaratici ¢aba ile spekiilatif
diisiinceyi tegvik ederken bir yandan da elestirel bir ruh gelistiren,
aragtirmaciyi hirsh hayal giiciiniin tuzaklarindan koruyan bir gele-
nekler biitiinii; ve nihayet, pratik faydayi hesaba katmadan kendileri-
ni salt fikirlere adayabilen diigiiniirlerin yetigmesini saglayan bir ay-
lak sinifin geligimine uygun bir toplumsal yapi. Gergekten de, giinii-
miizde bile daha iyisi bulunmayan bir kosullar biitiiniidiir bu. Yine de
Yunan matematigi bir Diophantos'a kargin cebire, bir Apollonios'a
kargin analitik geometriye, bir Argsimet'e karsin sonsuz kiigiikler ana-
lizine ulasgamamgtir. Daha 6nce gosterimsel bir sembolizm yoklu-
gunun Yunan matematiginin geligmesini nasil engelledigine igaret
etmistim; horror infiniti de ayni1 derecede biiyiik bir caydiriciydi.

Tiiketme yonteminde, Arsimet sonsuz kiiciikler analizi i¢in gerekli
tiim unsurlara sahipti. Zira modem analiz sonsuz siiregler kuramin-
dan bagka bir sey degildir ve sonsuz siirecler de /imit fikrini temel
alir. Bu fikrin kesin formiilasyonunu sonraki boliime birakiyorum.
Burada, Argimet'in tasavvur ettigi limit fikrinin Newton ve Leibniz'
in kalkiiliisiiniin geligmesi igin yeterli oldugunu ve Weierstrass ile
Cantor'un donemlerine kadar neredeyse degismeden kaldigini soy-
lemek yeterli olacaktir. Gergekten de limit hesabi, aralarindaki far-
kin kasith olarak kiigiiltiilebilmesi halinde iki degisken biiyiikliigiin

* Lat. Sonsuzluk korkusu. —.n.
** Lat. reductio ad absurdum (sagma olana indirgeme) teriminin kisaltilmig.
—.n.
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esitlik durumuna ulagacag fikrine dayanir ve bu fikrin kendisi de
tilketme yonteminin temelini olugturur.

Ayrica bu ilke limitin belirlenmesi i¢in gercek bir yontem saglar.
Bu, degigken niceligi tipki1 mengenenin iki ¢enesi arasindaymiggasi-
na iki farkl niceligin arasinda "kistirmay1"” igerir. Boylece, daha 6n-
ce bahsettigim dairenin gevresi vakasinda Argimet, daireyi artan sa-
yida kenardan olusan iki diizenli gokgen kiimesi arasinda sikigtirir;
bu kiimelerden biri daireyi i¢ine alacak gekilde, digeriyse dairenin
igine ¢izilir. Yukarida belirttigim gibi, Argsimet bu yontemle 7t sayi-
sinin 3!/7 ile 319/71 arasinda oldugunu gostermigtir. Bu yontemle ay-
n1 zamanda parabolik kemer altindaki alanin, ayni taban ve yiiksek-
likteki bir iiggenin iigte ikisine denk oldugunu kesfetmistir, ki bu
problem modem integral kalkiiliisiimiiziin 6nciisiidiir.

Evet, hakkini vermek gerekirse Argimet'in sonsuz kiigiikler ana-
lizinin kurucusu oldugu soylenebilir. Tiikketme yonteminin on seki-
zinci yiizyilin integral kalkiiliisiinden eksigi, uygun bir sembolizm ve
sonsuz kavramina yonelik pozitif (ya da naif mi desem) bir tutumdu.
Yine de higbir Yunanli Argimet'in izinden gitmemis ve biiyiik usta-
min kesfettigi zengin alan1 aragtirmak bagka bir ¢aga kalmgtir.

Bin yillik uyusuklugun ardindan, Avrupa'da hakim olan diigiince
Hiristiyanhigin 6nciilerinin biiyiik bir beceriyle serptigi uyku tozla-
rinin etkisinden kurtuldugunda, ilk dirilen problemlerden biri son-
suzluk problemi olacakti.

Ne var ki bu diriligin tipik 6zelligi, Yunanhlarin elestirel giiciin-
den tamamen yoksun oluguydu — hem de Ronesans matematigi ne-
redeyse tiimiiyle Yunan kaynaklarina dayandig: halde. Kepler ve Ca-
valieri'nin ortaya attig1 kaba ama pratik yontemler, Newton ve Leib-
niz, sonsuzluk semboliiniin mucidi Wallis, Bermnoulli ailesinin dort
ferdi, Euler ve d'Alembert tarafindan sadece sozde gelistirilerek de-
vam ettirildi.

Sonsuz kiigiikleri argiimanin gereklerine gore sabit veya degis-
ken olarak ele aliyorlardi; sonsuz siralamalari kafalarina gore degis-
tiriyor, limitlerle oynuyor, iraksak serilere tiim yakinsaklik kuralla-
nna uygunmusgasina muamele ediyorlardi. Terimlerini belirsiz bi-
¢imde tanimliyor, yontemlerini genel hatlariyla kullamyor ve argii-
manlarnin mantigini sezgilerinin sesine uyduruyorlard. Kisaca, ti-
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tizlige ve matematik nezaketine dair biitiin kurallar ¢igniyorlardi.

Sonsuz kiigiiklerin veya o donemdeki ad1 ile indivisibilia'min® or-
taya atilmasini takip eden ciimbiig, dogal bir tepkiydi. Sezgi ¢cok uzun
siire Yunanlilarin kat: titizliginin tutsagi olarak kalmigti. Artik ser-
bestti ve romantik kagigin1 denetim altinda tutacak bir Oklit yoktu.

Ote yandan bagka bir sebep de bulunabilir. O dénemin parlak ze-
kalarinin tiimiiniin de skolastik 6greti ile yetistikleri unutulmamali-
dir. Bir zamanlar bir Cizvit, "Bir cocugu sekiz yagina kadar bize ve-
rirseniz, gelecegi kendi kendine yoluna girer," demigti. Kepler pa-
paz olma hayalleri suya diigtiigiinde isteksizce astronomiye yonel-
di; Pascal kesiy olmak i¢in matematikten vazgegti; Descartes'in Ki-
lise'nin otoritesine olan inanci, Galileo'ya duydugu sempatiyi diz-
ginliyordu; Newton bilimsel bagyapitlarinin diginda teoloji iizerine
makaleler yazdi; Leibniz diinyay1 Hiristiyanlik i¢in giivenli hale ge-
tirecek sayisal yontemlerin hayalini kuruyordu. Mantig1 Ayin, Ke-
faret, Teslis ve Toz Agimi gibi spekiilasyonlarla beslenen zihinler
icin, sonsuz siireglerin gecerliligi 6nemsiz bir konudan bagka bir
sey degildi.

Bu, Piskopos Berkeley'ye ge¢ kalmig bir cevap olarak kabul edilebi-
lir. Newton'un sonsuz kiigiikler hesabi iizerine ¢igir agan eserinin
basimindan yirmi beg y1l sonra, piskopos "Analist; Kafir Bir Mate-
matik¢iye Hitaben Bir Soylev" baglikl1 bir makale yazmigti. Pisko-
pos, dinsel konularda inanca fazla bel baglandig1 iddiasina, mate-
matik 6nermelerinin de bundan daha saglam bir temele dayanmad:-
gina dikkat ¢cekmek suretiyle kargi1 ¢cikmigtir. Sonsuz kiigiikler 6gre-
tisini egsiz bir beceri ve zeka ile aragtirici analize tabi tutarak birta-
kim zayif argiimanlari, muglak ifadeleri ve belirgin geligkileri orta-
ya koyar. Bunlarin arasinda "fluksiyon" (fluxion) ve "fark" (diffe-
rence) terimleri mevcut olup; piskopos bunlara muhtesem irlandali
mizahinin 1ginlarim yoneltir: "ikinci veya iigiincii akigi, ikinci veya
liglincii farki sindirebilen, bana gore, ilahiyatla ilgili higbir seyden
sikayet etmemelidir.”

Newton'un "fluksiyon" kavrami ve Leibniz'in "fark" kavrami bu-
giin tiirev ve diferansiyel olarak adlandinlir. Bunlar, analitik geo-

* Lar. Béliinemez olanlar. —.n.
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metri ile beraber uygulamali bilimlerin geligiminde giiglii bir etmen
haline gelmis bir matematik disiplininin, Diferansiyel ve Integral
Hesabinin baglica kavramlandir. Analitik geometrinin icad1 Des-
cartes'a atfedilir; kalkiiliisii ilk tasavvur edenin Newton mu Leibniz
mi oldugu konusundaki ihtilaf on sekizinci yiizyi1l boyunca devam
etmigtir ve giiniimiizde de halen durulmug degildir. Buna ragmen,
Fermat'nin 22 Ekim 1636'da, Descartes'in Geometria'sinin gikigin-
dan bir yil ve Newton'un Principia'sinin yayimlanmasindan altmig
sekiz y1l once Roberval'a yazdig: bir mektupta her iki disiplinin il-
kelerinin agikga belirtildigini goriiyoruz. Fermat'nin aragtirmalarini
yayimlamama gibi tuhaf bir aligkanlig1 olmasaydi, analitik geomet-
ri ile kalkiiliisiin yaratimi1 Ronesans'in bu Argimet'ine atfedilebile-
cek ve matematik diinyas bir yiizyil siiren siddetli ihtilafin utancini
yasamayacakti.

Newton prensibinin 6zii devinim 6megiyle agiklanabilir (bu arada
devinim, diferansiyel hesabinin uygulandig ilk konu olma 6zelligi-
ne de sahiptir). Diiz bir ¢izgi boyunca devinim halindeki bir parga-
cig1 diigiiniin. Egit siirede esit uzam agilirsa, pargacik yeknesak hare-
ket ediyor demektir ve belli bir zaman biriminde, dmegin bir sani-
yede agilan mesafe bu yeknesak devinimin hizidir. Eger esit zaman
araliklarinda agilan mesafeler esit degilse, yani devinim yeknesak
degilse, sdzciigiin az 6nce kullandigimiz anlamiyla hiz diye bir sey
yoktur. Yine de belli bir siirede agilan mesafeyi zaman araligina bo-
lerek bu orani pargacigin bu araliktaki ortalama hizi olarak adlandi-
rabiliriz. Bu oran Newton'un temel oranidir. Bu say1 ise agik¢a gorii-
lebilecegi gibi ilgili araligin uzunluguna baghdir. Buna karsin, ara-
lik kiiciildiikge hizin belli bir sabit degere yaklagtigina dikkat edin.
... Burada birbirini izleyen terimler arasindaki farkin bitisgik iki te-
rim ayirt edilemez olana kadar giderek kiigiildiigii bir dizi 6megi go-
rilyoruz. Simdi zaman araligin1 sonsuza kadar kiigiiltmeye devam
ettigimizi diigiinelim (ki sezgisel uzay ve zamanin siirekliligi kavra-
mimiz bu diisiinceyi hakl ¢gikanr). Ardindan, dizinin en son terimi
(Newton'un ultima ratio'su, yani en sonuncu orant), Newton'a gore,
araligin bagindaki noktadaki hizi temsil eder.

Bugiin soyle diyoruz: Hareketli noktanin herhangi bir zamanda-
ki hizi, tamim geregi, ortalama hizin ait oldugu aralik sonsuz dlgiide
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kiiciildiigii sirada ortalama hizin limit degeridir. Newton'un zama-
ninda matematikgiler o kadar dikkatli degildi.

Newton, nihai oranlara da fluksiyon adini veriyordu. Fluksiyon
uzunluk, alan, hacim, basing gibi degisken bir nicelikteki degigim
oraniydi. Bu degisken niceliklere Newton "fluentler” adini veriyor-
du. Ne yazik ki bu agiklayici terimler (agiklayici, ¢iinkii Latincede
fluere "akmak", fluent "akan", fluxion da "akma hiz1" anlamina ge-
lir) korunmamug, yerlerine tiirev ve fonksiyon gibi ilgisiz terimler
getirilmigtir.

Newton'un kuramu siirekli nicelikler iizerine olmakla beraber zaman
ve uzayin sonsuz boliinebilirligini de koyutluyordu; bir akmadan
bahsederken bu akmay: birbirini izleyen ufak sigramalar gibi ele
aliyordu. Bu nedenle, fluksiyon kuramu iki bin y1l 6nce Zenon tara-
findan ileri siiriilen tiim itirazlara agikti. Boylece insanligin duyula-
rinin ham gergekligiyle uyumlu bir matematik isteyen "gercgekgiler”
ile gergekligin insan zihninin dikte ettikleriyle uyumlu olmasinda 1s-
rar eden "idealistler" arasinda ¢aglar boyunca siiren kan davasi ye-
niden baglayabilirdi. Boyle bir tartigma igin tek eksik bir Zenon idi
ve Zenon garip bir bigime biiriinmiig olarak —bir Anglikan papazinin
sahsinda- ortaya ¢ikt1. Burada sozii, sonradan Cloyne Piskoposu ola-
cak George Berkeley'ye birakiyorum:

$imdi, nasil ki Duyumuz son derece ufak nesneleri algilamak konusun-
da zorlanip afallarsa, giiciinii Duyudan alan Hayal Giicii de zamanin en kii-
¢iik parcaciklarina veya zamandaki en kiigiik artiglara iligkin net fikirler
olugturma konusunda zorlanip afallar; anlan —veya akan niceliklerin kiigiik
pargalarini— in statu nascenti yani ilk hallerinde veya var olmaya yeni bas-
larken, sonlu pargaciklar olmadan 6nce kavramaya galigirken ise bu zorlan-
ma daha da artar. Ve yine bu tiir yeni dogmug kusurlu varliklarin soyut hizla-
nin1 tasavvur etmek daha da zor goriiniir. Ama hizlarn hizlan (ikinci, iigiin-
cii, dordiincii ve beginci hizlar vs.) yanilmiyorsam insanin tiim anlama yeti-
sini agar. Zihin bu kagak fikirleri ne kadar analiz edip irdelerse o derece sas-
kina doner ve afallar; baglangigta kisa 6miirlii ve ugucu olan nesneler gok
gecmeden gozden kaybolur. Elbette, her anlamda, ikinci veya iigiincii bir
fluksiyon karanlik bir Gizem gibi goriiniir. Baglangig agamasindaki hizin
baslangi¢ asamasindaki hizi, yeni ortaya ¢ikan artisin yeni ortaya ¢ikan arti-
s1, yani biiyiikliigii olmayan bir nesne... Adina ne derseniz deyin, bunun net
bir sekilde tasavvur edilmesi, yanilmiyorsam, imkansiz bulunacaktir. ...
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Fluksiyon yonteminin yiice yaraticisi bu giigliigii hissetmig, bu yiizden
de hog soyutlamalara ve geometrik metafizige boyun egmigtir — zira bunlar
olmaksizin mevcut ilkelerle higbir gey yapilamayacagini gormiistiir. ... Ger-
¢ekten de, fluksiyonlan bir bina iskelesi gibi, sonlu ¢izgilerin bunlarla oran-
til oldugu anlagilir anlagilmaz bir kenara koyulacak veya bertaraf edilecek
nesneler olarak kullandig: kabul edilmelidir. Ama o zaman bu sonlu isler
fluksiyonlarin yardimiyla bulunmug olacaktir. ... Peki nedir bu fluksiyon-
lar? Cabucak yitip giden artig miktarlarinin hizlari. Peki ¢abucak yitip giden
bu artig miktarlari nedir? Ne sonlu sayilardir, ne de sonsuz kiigiikliikteki sa-
yilar — ama higbir sey olmadiklari da sdylenemez. Onlara ge¢mis nicelikle-
rin hayaletleri diyemez miyiz? ...

Yukarida belirtilen agiklamalarin giiciinii ve tasarimini daha iyi kavra-
yabilmeniz ve kendi zihninizde daha derinlemesine irdeleyebilmeniz ama-
ciyla agagidaki Sorulan ekliyorum. ...

Soru 64. Dinsel konularda bu kadar hassas olan matematikgiler kendi
bilimlerinde de kat1 bir titizlik iginde midir? Otoriteye boyun egmez, giive-
ne dayali varsayimlarda bulunmaz ve tasavvur edilemez geylere inanmaz-
lar m1? Kendi gizemleri, daha da 6nemlisi kendi tutarsizliklan ve geligkile-
ri yok mudur?

Berkeley'nin niikteli sdylevlerinin sonucu ne oldu peki? Eh, mate-
matik terminolojisindeki uygunsuzluk ve tutarsizlifa saldirmakla
gergek bir hizmet sundu. Sonraki otuz-kirk yilda belirgin bir degi-
siklik goriildii: "Asal" ve "esas", "baslangi¢c agamasindaki” ve "ye-
ni ortaya ¢ikan", "fluent” ve "fluksiyon" gibi terimler terk edildi. /n-
divisibilia terimi sonsuz kiigiikler terimine doniistii (sonsuz kiigiik,
limit olarak sifira yaklagan degisken bir sayidir sadece). Kogullar
yavagga fakat kesin bir bigimde genel limit fikrinin egemenligi alt1-
na girdi.

Piskopos Berkeley "Analist" makalesini yazdiktan elli y1l sonra
tekrar ortaya giksaydi, azarladigi gocugu taniyamazdi, gocuk iste 6y-
lesine miitevazilagmigti. Ama tatmin olur muydu? Berkeley mi — as-
la! Zeki piskoposun keskin gozleri degigen beneklerin ardindaki ay-
mi leopan algilardi. itirazi dildeki dolambaghliktan ziyade (gergi
elestirisinden bu da nasibini aliyordu) Zenon'un dikkat gektigi sey-
di: Parcalara ayirma c¢abasi analiz edilen asil 6zelligin mahvina ne-
den olacagindan, yeni yontem kesintisiz bir gey, bolinmez bir sey,
ayrn pargalan olmayan bir ey olarak siireklilige iligkin sezgisel dii-
siincemizi tatmin edemiyordu.
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Hayal giiciimiizii daha da zorlayarak Berkeley'nin bizim ¢ag-
mizda yeniden ortaya ¢iktigim diisiinelim. Psikopos ayni itirazlan
dile getirir, ayni suglamalarn yoneltirdi. Ama bu defa hos bir sagkin-
likla, diigman kampinda onu savunmakla kalmayip oncii olarak se-
lamlayacak giiglii bir grup bulurdu.

Ama bundan daha sonra bahsedecegiz.

Bu esnada analiz, elestirmenlerin uyarilarina kulak asmaksizin ge-
ligtikge gelisiyor, durmadan ilerliyor ve yeni alanlan fethediyordu.
Geometri ve mekanik bilimi, optik ve akustik bilimi, 1s1 yayilimi ve
termodinamik bilimi, elektrik ve manyetizma ve hatta Kaos yasala-
n bile analizin dolaysiz egemenligi altina giriyordu.

Laplace goyle der:

Evrenin mevcut halini, gegmiginin sonucu ve geleceginin nedeni olarak
tasavvur edebiliriz. Herhangi bir anda dogay: harekete gegiren biitiin giig-
leri ve dogayi olugturan varliklarin kargilikli konumlarini bilen bir Akil, ga-
yet bu verileri analize aktaracak kadar engin olsaydi, evrendeki en biiyiik
cismin ve en hafif atomun hareketini tek bir formiilde 6zetleyebilirdi; boy-
lesi bir Akil igin higbir sey belirsiz olmazdi, zira gegmig kadar gelecek de
daima gozlerinin oniinde serili olurdu.

Ve fakat bu muhtegem yapi son birkag yiizyilin matematikgileri
tarafindan, iizerinde durdugu temeller fazla diisiilmeksizin yaratil-
migti. O halde, tiim bu genel akil yiiriitmelere, muglak kavramlara ve
temelsiz genellemeye karsin, bu kadar az sayida ciddi hatanin yapil-
mus olmasi dikkat ¢ekici degil midir? D'Alembert cesaretlendirici
"llerleyiniz, inang ardinizdan gelir" sozleriyle siiphecilerin cesareti-
ni koriiklilyordu. Onlar da adeta D'Alembert'in 6giidiine kulak vere-
rek hizla ilerlemeye koyuldular; kér yiiriiyiiglerinde kendilerine son-
suz siireglerin gegerliligine olan ortiilii inanglan rehberlik ediyordu.

Ardindan kritik donem geldi: Abel ile Jacobi, Gauss, Cauchy ile
Weierstrass ve nihayet Dedekind ile Cantor, tiim yapiy: aragtirmaci
bir analize tabi tutarak belirsiz ve muglak 6geleri ortadan kaldirdilar.
Peki bu yeniden yapilanmanin net sonucu neydi? Onciilerin mantii-
nin reddedilmesi ama inanglarinin megrulagtirilmas.

Sonsuz siireglerin teknik yagamdaki pratik gereklilik i¢in dnemini
ne kadar vurgulasak yeridir. Pratikte aritmetigin geometriye, meka-
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nik bilimine, fizige ve hatta istatistige uygulanmasi, dogrudan veya
dolayl olarak bu siiregleri gerektirir: bu bilimlerin irrasyonelleri ve
agkinlari comertbigimde kullanmasi nedeniyle dolayli; bu bilimler-
de kullanilan en 6nemli kavramlarin bu siire¢ler olmaksizin 6zlii bir
sekilde tanimlanamamasi nedeniyle ise dogrudan. Sonsuz siireci kal-
dirirsaniz, kuramsal ve uygulamali matematik Pisagorculardan 6n-
ceki haline geriler.

Egrinin yay uzunluguna iligkin nosyon buna bir rmek tegkil ede-
bilir. Fiziki kavram egik bir tele dayanir. Teli germeden diizelttigimi-
zi hayal ederiz ve dogru pargasi yay uzunlugu dlgiisii gdrevini goriir.
Peki "germeden" ile ne demek istiyoruz? Uzunlugunda bir degisik-
lik olmadan demek istiyoruz. Ama bu terim yayin uzunluguna ilig-
kin zaten bildigimiz bir geyi ima ediyor. S6z konusu formiilasyon
agikga petitio principii'dir® ve matematiksel bir tanim olarak kullani-
lamaz. Bunun alternatifi, yay igerisine giderek artan sayida kenarla-
1 olan ¢okgenler ¢izmektir. Bu ¢okgenlerin kenarlari bir limite yak-
lagir ve yayin uzunlugu da bu limit olarak tanimlanir.

Uzunluk nosyonu i¢in dogru olan, alanlar, hacimler, kiitleler, an-
lar, basinglar, giicler, baski ve esnemeler, hizlar, ivmeler vs. i¢in de
dogrudur. Tiim bu nosyonlar diiz, yassi ve yeknesak olmayan higbir
seyin yer almadig1 "dogrusal” ve "rasyonel” bir diinyada dogmus-
tur. O halde, ya bu temel rasyonel nosyonlardan vazge¢ecegiz (ki bu
kavramlar zihnimize derinlemesine niifuz ettigi icin bu vazgecis
gercek bir devrim demek olurdu), ya da bu rasyonel nosyonlan diiz,
yassl veya yeknesak olmayan bir diinyaya uyarlayacagiz.

Ama diiz, yass1 ve yeknesak nasil tam aksine —yamuk, egri ve
diizensize— uyarlanabilir? Kuskusuz sonlu sayida adimla degil! Bu
mucize sadece, mucizeler yaratan sonsuz ile gerceklestirilebilir. Te-
mel rasyonel nosyonlara sadik kalmaya karar verdigimize gore, du-
yularimizin "egri" gercekligini, sadece hayal giiciimiizde yasayan
sonsuz bir diiz diinya dizisindeki en son agama olarak gérmekten
bagka alternatifimiz yok.

Asil mucize ise bunun ige yaramasidir!

* Lat. Baglangig noktasinin varsayilmasi. Ispatlanacak noktanin zaten varsa-
yilmast. Bir tiir mantiksal safsata. —¢.n.
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Olug Sanati

Artik kurgu yok bizim i¢in: Hesap yapiyoruz.
Ama hesap yapabilmek i¢in 6nce kurgulamak
zorundaydik.

NIETZSCHE

Simdi irrasyonellere geri donerek bu problemle 6nceki boliimde ele
aldigim siireklilik problemi arasindaki yakin iligkiyi gostermeye ¢a-
ligacagim. Ama 6nce, konuya siireklilik problemini ele almadan 6n-
ce biraktigim yerden devam etmek istiyorum.

Rasyonel aritmetigi geometrideki bir probleme uygulama teseb-
biisii, matematik tarihinin ilk krizine yol agmigtir. Nispeten basit iki
problem —karenin kogegeni ile dairenin ¢evresinin hesaplanmasi—
rasyonel alan iginde higbir yer bulunamayan yeni matematiksel var-
liklarin mevcudiyetini ortaya ¢ikarmigtir. Boylece, zorla da olsa ras-
yonel aritmetigin yetersizliginin anlagilmasi saglanmigtir.

Diger bir analiz, cebir prosediirlerinin de genel olarak ayni dere-
cede yetersiz oldugunu gostermistir. Yani say1 alaninin genigletilme-
sinin kaginilmaz oldugu goriilmiistiir. Ama bu nasil basarnlabilir?
Bir sonsuzluk -hayir, sonsuz cesitlilikteki sonsuz irrasyonelin bir
derlemi- sayilarin rasyonel kiimesinin simsiki dokusuna nasil yer-
lestirilebilir? Eski say1 kavramini yeniden bigimlendirmemiz gerek;
bu kadari kesin. Ve eski kavram geometri alaninda ¢oktiigii i¢in, ye-
nisinin modelini de geometride aramaliyiz. Siirekli sonsuz dogru
bdyle bir model igin ideal gibi goriiniiyor. Ama burada yeni bir giic-
liikle karsilasiyoruz: Say1 bolgemiz dogru ile tammlanacaksa, her
say1ya bir nokta karsilik gelmelidir. Ama nokta nedir? Dogrunun bir
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Ogesi olan noktaya iligkin, bir tanima olmasa bile net bir fikre sahip
olmahyiz.

Noktanin genel anlamda boyutsuz bir geometrik varlik oldugu gorii-
sii elbette bir kurgudur; ama bu kurguyu analiz ettigimizde arkasin-
da ii¢ ayn fikir oldugunu goriiyoruz. Birincisi, noktay1 devinimiyle
dogruyu tanimlayan bir tiir Zireten unsur olarak algiliyoruz. Bu fikir,
dogruya sezgisel olarak atfettigimiz ilk Ozellik olan sireklilik fikri-
mize en uygun goriinendir. Ancak bu dinamik kavrayigi dogru ile sa-
y1 bolgesi arasindaki benzerlige temel olarak almak istedigimizde,
ikisinin bagdagmaz oldugunu goriiyoruz.

Gergekten de, duyularimiz devinimi tek, boliinmez, kesintisiz bir
sey olarak algilar. Devinimin 6gelere ayrigtirilmasi, bizzat korumayi
amagladigimiz siirekliligin yok olusuyla sonuglanir. Sayinin hatiri-
na, dogruyu birbirini izleyen sonsuz kiigiik dinlence duraklari olarak
kabul etmek gereklidir ve bu da dinlenmenin tam tersi olarak tasav-
vur ettigimiz devinim fikrine tamamen aykiridir. Zenon'un argiiman-
larinin giicii buradan gelir.

Matematikginin bu uyugsmazligi sonsuz kiigiikler analizinin kes-
fiyle agmaya ¢aligtigimi gordiik; geometri ve mekanik bilimiyle bag-
layan bu analizin sagin bilimlerin her alaninda baskin bir konum el-
de ederek sonunda hakiki bir matematiksel degigim kurami haline
geldigini gordiik. Pragmatik anlamda, analizin bu kapsaml zaferi,
yontemlerinin gegerliliginin yeterli kanitidir. Ama her ne kadar mu-
hallebinin ispat1 yenmesinde yatsa da, yeme iglemi muhallebinin ne
oldugunu agikliga kavusturmaz. Analizin bu bagarisi sadece o eski
sorununaltinigizer: Bir siireyi meydana getiren nedir?

Ikincisi, nokta iki dogrunun kesisme noktasi, yani bir dogrunun
bir bagkasi lizerinde biraktigi bir iz olarak goriilebilir. Bu sekilde go-
riildiigiinde sadece bir bdime, dogruyu birbirini diglayan ve tamam-
layan iki bolgeye ayirma tarzidir. Richard Dedekind'in 1872'de ya-
yimlanan "Siireklilik ve Irrasyonel Sayilar" baglikli ¢1gir agic1 ma-
kalesinde ¢ikis noktasi olarak aldig: fikir budur. Bir sonraki bolim-
de bundan bahsedecegim.

Ugiinciisii, noktay1 sonsuz siirecte dogrunun bir kesitine uygula-
nan limit konum olarak kabul edebiliriz. Bu siireg bir¢ok bigime bii-
riinebilir; tipik bir megin Yunan ikiligi oldugunu séylemek su an
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icin yeterli olacaktir. Sonsuz siirecin aritmetik muadili sonsuz dizi-
dir ve Georg Cantor'un ilk olarak 1884'te yayimlanan meghur irras-
yoneller kuraminda arag olarak kullandigi da sonsuz rasyonel dizi-
dir. Bu boliimiin konusu bu basit ve genig kapsamli fikirdir.

Terimlerinin tiimii rasyonel sayi olan dizilere rasyonel dizi denir;
icindeki her terimin bir ardili olan dizilere de sonsuz dizi ad1 verilir.
Sonsuz bir dizi olusturan bir grup islemi sonsuz siireg olarak adlandi-
racagim.

Tiim sonsuz siireglerin prototipi tekrardir. Gergekten de sonsuz
kavramimizin ta kendisi, bir kez s6ylenmig veya yapilmig olanin her
zaman tekrarlanabilecegi fikrinden gelir. Tekrar rasyonel a sayisi-
na uygulandiginda, asagidaki tekrarli diziyi elde ederiz:

aa,aq,a,...

Bu dizi a sayisini temsil eder.
Serisel siire¢ adini verecegim diger birtemel iglem, ardigik topla-
maya dayanir. Asagidaki dizi g6z oniine alindiginda

a,b,c,de.fg,..
serisel siire¢ yeni bir siralama olugturur:
aa+ba+b+c,a+b+c+d, ..,

Buna g, b, c, ... dizisinin olugturdugu bir seri adini verebiliriz. Boy-
lece 1, 1, 1, ... seklindeki tekrarh diziden 1, 2, 3, 4 ... dogal dizisini
elde edebiliriz.

Serisel siire¢ elbette herhangi bir diziye uygulanabilir; dolayi-
siyla her diziye bir seri kargilik gelir. Yine de, bunlarin en 6nemlisi
yiten dizilerle olusturulan serilerdir. Yiten dizilerin tipik 6zelligi, ar-
digik terimlerin yavag yavas azalmasidir; Oyle ki atanan herhangi bir
sayidan degerce daha diisiik terimler daima bulunabilir. Bu tiir dizi-
ler soyledir:

U2, 1/a, V8, 116, 1/32...

U2, 1/3, 14, V)5, 16 ...
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Herhangi iki dizi verildiginde, birini digerinden terim terim ¢ika-
rarak iigiincii bir dizi olugturulabilir. Bu gekilde elde edilen fark dizisi
(agagidaki iki dizide oldugu gibi) yiten tiirdedir.

2/1,3/2,4/3,5/4,%/5, 6 ..., ve

1/2,2/3,3/a, 4[5, 56, 6/7 ...

Burada ilgili terimlerin farklan agagidaki diziyi olusturur:

9 11 13 15

1x2'2x3 3x4 4x5 5x6 6x7 Tx8'

Her terimin paydasi iki ardigik sayinin garpimi ve pay da ayni sayi-
larin toplamidir. Bu dizinin bininci terimi 0,002'den, bir milyonun-
cu terimi ise 0,000002'den diisiiktiir ve bu boyle gider. Dizi kesin-
likle yiten tiirdendir.

Farklan giderek yiten iki diziyi asemptot diye anacagim. Simdi,
iki asemptot dizinin biri, agagidaki durumdaki gibi tekrarh bir dizi
olabilir:

LL LI, ..

112,23, 3/a,4/s, ...

Tekrarh dizi 1 rasyonel sayisini temsil eder. Birinciye asemptot olan
ikinci dizi de / sayisini temsil eder veya limit olarak 1’e yaklagr.
Iki dizi iigiincii bir diziye asemptot ise birbirlerine de asemptot
olmalan ve dahasi, biri limit olarak herhangi bir rasyonel sayiya yak-
lagiyorsa bunun digeri igin de gegerli olmasi mantiklidir. §imdi, du-
rum bu olduguna gore, ¢ok sayidadizi-bigimsel farkliliklarina kar-
sin—ayni1 say1y1 temsil edebilir. Buna gore 2 sayisi rasyonel dizilerle
sonsuz gesitte temsil edilebilir olup, bu dizilerden bazilan sunlardir:

1,9; 1,99; 1,999; 1,9999 ...
2,1;2,01; 2,001; 2,0001 ...
11/3, 12/3, 13/a, 14/s ...
1'/2, 13/, 17/8, 115/16 ...
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Aynis1 herhangi bir rasyonel sayi igin de gegerlidir. Ozellikle, yiten
herhangi bir dizi 0 rasyonel sayisinin bir temsili olarak kabul edile-
bilir.

En basit dizi tiirii (ki ayn1 zamanda biiyiik bir tarihi ve kuramsal
oneme sahiptir) geometrik dizidir. Burada, ilk terim igin herhangi
bir say1 ve oran igin diger herhangi bir say: sectikten sonra, oranla
carparak terimden terime ilerleriz. Herhangi bir tekrarl dizi, garpim
orani 1 olan 6zel bir geometrik dizi olarak kabul edilebilir. Bu istis-
nai vakayi bir kenara birakirsak, geometrik dizileri artan ve azalan
olarak simiflandirabiliriz. Oregin:

2,4,8,16,32,64,..2", ...ve
1,13, /s, Va2, Ver....., 13" ..

Artan geometrik dizide, terimler mutlak degerde sonsuz bigimde ar-
tar; yani yeterince "ilerlersek"”, ne kadar biiyiik olursa olsun atanmig
herhangi bir say1y1 asacak terimler bulabiliriz. Bu tiir dizilere irak-
sak denir.

Azalan dizi daima yiten tiirdendir ve bu nedenle burada bizi
ozellikle ilgilendirir. Ama onu asil degerli kilan, boyle bir yiten ge-
ometrik dizi ile olugturulmus serinin daima rasyonel bir limite ya-
kinsamasi ve ayni sekilde herhangi bir rasyonel sayinin kimi rasyo-
nel geometrik serilerin limiti olarak kabul edilebilmesidir. Dahasi,
elimizde "bir serinin toplam"nin fiilen dogrudan veriler gerceve-
sinde degerlendirilebilecegi nadir durumlardan biri vardir.

Geometrik dizinin olugturdugu seri geometrik ilerleme olarak
adlandinlir. Yiten bir geometrik dizi yakinsak bir ilerleme olugtu-
rur. Dizi a terimi ile baglar ve oran r ile gosterilirse, limit agagidaki
basit formiille elde edilir:

1-r

Bu limit ilerlemenin foplami olarak adlandirilir.
Zenon'un ilk argiimanindaki ikilik dizisi asagidaki geometrik
ilerlemedir:

U2, 1/a,1/8, e, ...
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Bu da agagidaki seriyi olusturur:
12,3/, 7/8, 36, ...

Bu sonuncusu, toplama formiiliinden de goriildiigii iizere 1'e dogru
yaklagir.

+as+ s+ 116+ ...

toplami, Zenon'un bu toplamin sonsuz sayida terimi kapsadig argii-
manina kargin 1 sonlu sayisini temsil eder. Yakinsaklik ve limit kav-
ramlarinin kabuliine o veya bu sebepten itiraz edilebilir, ama kabul
edildikten sonra, Zenon'un sonsuz say1 serisinin toplaminin mecbu-
ren sonsuz olmasi gerektigi argiimani hiikmiinii kaybedecektir.

Zenon'un ikinci argiimani da geometrik bir ilerleme igerir. Bunu
somut olarak ele almak i¢in, Akhilleus'un dakikada 100 metre hizla,
kaplumbaganin da 1 metre hizlailerledigini varsayalim. Verilen avans
990 metre ise Akhilleus kaplumbagay1 ne zaman gegecektir? Zenon
asla diyor. "Sagduyu" ise, Akhilleus'un kaplumbagaya dakikada 99
metre yaklasgtigin1 ve baslangigtaki 990 metrelik mesafenin ilk 10
dakika sonunda yok olacagini sdyler. Ama konuya Zenon'un tarziyla
yaklagalim. Akhilleus kaplumbaganin baglangi¢ konumuna ulagti-
ginda, kaplumbaga avansin 1/100'i kadar veya 9,9 metre ilerlemis
olacaktir; Akhilleus bu ikincikonuma ulagtiginda, kaplumbaga9,9'un
1/100'ii kadar yani 0,099 metre ilerlemis olacaktir. Ama "bir kez soy-
lenen her zaman tekrarlanabilir”. Avans agsagidaki geometrik ilerle-
meye gore azalmakta olup

990; 9,9; 0,099; 0,00099; ...;

toplama formiilii ile elde edilen toplami 1000'dir. Akhilleus kaplum-
bagay: gegmeden dnce 1000 metre yol alacak ve bunu 10 dakikada
yapacaktir. Tekrarlamak gerekirse, sonsuz sayida terimin toplami
sonlu olabilir.

Periyodik ondalik kesirler kilik degistirmis geometrik serilerden bas-
kabir sey degildir.
Omegin, saf periyodik tipteki su sonsuz ondalik kesri ele alalim:

0,36363636...
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Bunu kisaltarak §oyle yazacagim: 0,(36)
Bunun gergek anlami

36/100 + 36/10.000 + 36/1.000.000,...'dir.

Bu ise, 1/100 oranl bir geometrik seridir ve toplama formiilii, seri-
nin 36/99 veya 4/11 rasyonel limitine yaklagtigini1 gosterir. Aynisi,
0,34 (53) gibi karisik bir periyodik kesir i¢in de dogrudur: Bunu 100
ile carptigimizda saf periyodik kesir 3453/99 elde edilir ve kanigik
periyodik kesir bunun 1/100'ii oldugundan, 0,34(53) = 3419/9900'ii
elde ederiz.

Sonlu bir kesir bile periyodu sifir olan bir periyodik kesir olarak
kabul edilebilir. Ornegin:

2,5=2,50000...=2,5(0)

Okulda herhangi bir bayagi kesrin nasil ondalik sayiya gevrilece-
gini 6grendik. Bu prosediire uzun bélme adi verilir ve deneyimleri-
miz bize bunun ya 0,125'e esit olan 1/8 gibi sonlu bir kesire ya da
0,(142857) ile temsil edilen 1/7 gibi sonsuz bir periyodige yol agaca-
gin1 soyler. Bu 6zellik saglam bir sekilde kanitlanabilir ve su Snerme
halinde formiile edilebilir: Her rasyonel say: sonsuz bir periyodik
ondalik kesir olarak benzersiz bir bigimde ifade edilebilir; ayn: ge-
kilde, her periyodik ondalik kesir rasyonel bir sayiy: temsil eder.

Diger taraftan, elbette sonsuz olup periyodik olmayan ondalik
dizilerden istedigimiz kadar ¢ok olusturabiliriz. Basamaklarin dag-
lim1 karmakangik olabilir veya diizenli ama periyodik olmayan bir
yasaya uyabilir. Omegin agagidaki ondalik seriler bu bigimdedir:

1,10111213...192021 ... 100101 ....

Bu ondalik diziye asemptot olan tekrarli a, a, a, ... rasyonel dizisini
bulabilseydik, bu dizi a rasyonel sayisini temsil ederdi. Ama bunun
miimkiin olmadigini biliyoruz; zira miimkiin olsayd: dizi periyodik
olurdu ama durum boyle degildir. O halde bu seri neyi temsil ediyor?
Bilmiyoruz. Yakinsaklikla limiti tanimlayig bicimimiz bu diziyi say1
olarak siniflandirma olasiliklarini tamamen bertaraf ediyor. Yine de,
biiyiiyen ama asla belli bir biiyiikliigii asmayan veya kiiciilen ama as-
la belli bir biiyiikliigiin altina diigmeyen bir seye dair sezgisel yakin-
saklik ve limit nosyonlarimiz bulunuyor. Bu sezgisel bakis agisindan,
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periyodik olmayan sonsuz ondalik bir seri gercekten yakinsiyor de-
mektir ve bu durum diger birgok dizi igin de gegerlidir. Omegin bun-
lardan biri olan

(11202, (113, (11/a)*, (11/5)° ..,

dizisi e agkin sayisini temsil eder.

Bu naif yakinsaklik ve limit fikri, analizin ilk zamanlarinda be-
litsel olarak kabul edilmigtir ve yol a¢tigi tuzaklara kargin, kalkiilii-
siin ilk bagarilarim bu fikre bor¢lu oldugu kabul edilmelidir. Buna
gore dogal olarak akla ilk gelen sorular sunlardir: Bu muglak sezgi-
sel yakinsaklik ve limit fikrini, formiile edilmig kesin bir tanimla ifa-
de etmek miimkiin miidiir? Boyle bir tanimla, periyodik olmayan
ondalik seriler ve diger dizilerdeki bu yeni matematiksel varliklan
ele alirken, rasyonel limiti olan 6zel tiirdeki gibi bir kesinlige ulag-
mamiza izin verecek yeni bir ara¢ olusturmak miimkiin miidiir?

Bu sorulara cevap vermek igin, rasyonel limitlere yakinsayan 6zel
dizilerin 6zelliklerinin arasinda, boyle yakinsamayan ¢ok daha kap-
saml tiire dogrudan genellememizi saglayacak bir 6zellik olup ol-
madigini incelemeliyiz. Georg Cantor, benim yakinsak dizinin ken-
di kendine asemptot dogasi dedigim geyde bu tiir bir 6zellik kegfetti.

Bunu gostermek i¢in ikilik serisine tekrar bir bakalim. Bu sirala-
may}, birinci terimi kiigiiltiip ikinci terimi birincinin, iigiinciiyii ikin-
cinin yerine vb. getirerek "ilerletelim”. Bu ilerleme siireci agsagidaki
ardigik dizileri olugturur:

1/2,3/a,7[8, 1516, 31/32, 6364, 127/128, v.ovvreern......
3/a, /8, 15/16, 31/32, 63/64, 127/128, 255256, ..............

g, 15/16, 31/32, 6364, 127/128, 255/256, 511 /512, .........

Bunlar tabii ki sonsuz sekilde devam edebilir. Ustiinkérii bir incele-
mede bile bu siralamalarin tiimiiniin birbirlerine asemptot oldugu,
yani herhangi iki tanesi ile olusturulan fark dizisinin yiten tiirde ol-
dugu goriilebilir.

Bu kendi kendine asemptot olma 6zelliginin rasyonel bir limite
yaklasan tiim diziler i¢in gegerli oldugu gosterilebilir; ama kesinlik-
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le bunlarla simirh degildir: Aslinda, periyodik olmayan sonsuz on-
dalik serilerin hepsi ayn1 6zellige sahiptir. Omegin

0,1;0,10; 0,101; 0,1011; 0,10111; 0,101112; ....
olarak yazilabilen
0,101112131415 ...

ondalik serisine bakalim.

Bu rasyonel kestirimlerden istendigi kadarinin ¢ikartiimasinin
dizinin goriiniigiinii bile degistirmeyecegi aciktir. Buna gore diziyi
su sekilde yazabiliriz:

0,101112;0,1011121; 0,10111213; 0,101112131;...

ki bu da kesinlikle birinciye asemptottur.

Boylece Cantor, kendi kendine asemptot ve yakinsak terimlerini
tammlayarak simdiye kadar sadece bazi rasyonel tekrarh dizilere
asemptot olan dizilerde gegerli olan yakinsaklik fikrini genigletti.
Dabhast, kendi kendine asemptot dizinin eskiden beri reel say: olarak
adlandinlan geyle 6zdeslestirdigi yeni bir tiir matematiksel varhig
olugturdugunu kabul ederek limit fikrini de genisletti.

Bu tiir varliklara say: adinin verilebilmesi igin kalicilik ilkesinin
tiim kosullarinin yerine getirildigi kanitlanmalidir.

Ik kosulun karsilanmig olmasi, yakinsak diziler arasinda limiti
rasyonel say1 olanlar oldugu gergegine uygundur. Ikinci kosul dere-
ce kistasini ima eder. O halde iki reel say1y1, a ve b'yi tanimlayan iki
dizi olan (A) ve (B)'yi ele alalim ve fark dizisini (A— B) olugturalim.
Bu sonuncusu yiten dizi olabilir, bu durumda (A) ve (B) asemptot-
tur ve a ve b sayilarinin egit oldugunu soyleyebiliriz. Buna drmek
olarak su iki diziyi gosterebiliriz:

(11/2)2 (11/3)3 (1/4)8 (1'fsy ...,
ve
2+ 12,24 2, + /3,

2412, + 13+ V4,
24 2, + 3+ Yar 4 Vs,
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Bunlarin asemptot oldugu ve dolayisiyla e agkini olan ayni reel sayi-
y1 (e agkin sayisini) temsil ettikleri kanitlanabilir.

Fark dizisi yiten tiirden degilse, belli bir terimle baglayarak tiim
terimler pozitif olabilir ve bu durumda da (A) dizisinin (B) dizisine
listiin oldugunu veya a reel sayisinin b reel sayisindan biiyiik oldu-
gunu soyleyebiliriz. Ve yine, belli bir terimle baslayarak fark dizisi-
nin takip eden tiim terimleri negatifse, buna gore (B) (A)'dan istiin-
diir, boylece a'nin b'den kiigiik oldugunu soyleyebiliriz. (A) ve (B)'
nin rasyonel limitleri olmas1 durumunda bu kistaslarin standarda in-
dirgendigi gosterilebilir.

Son olarak, iki reel sayinin toplam ve ¢arpimini bu dizilerin ilgi-
li terimlerini toplayarak veya garparak elde edilen dizilerle tanimla-
nan reel sayilar olarak tanimlariz. Elbette bu, ortaya ¢ikan bu dizile-
rin de yakinsak oldugu anlamina gelir ve durumun gergekten boyle
oldugu kesin olarak kanitlanabilir. Dahasi, bu gekilde tanimlanan
toplama ve ¢arpmanin birlesme, degisme ve dagilma ozellikleri ol-
dugu gosterilebilir.

Kalicilik ilkesi agisindan bakildiginda, bu yeni biiyiikliikler tam
tekmil sayilar olarak kabul edilebilir. Bunlarin eklenmesiyle birlik-
te, rasyonel alan reel sayilar bélgesi olarak adlandiracagimiz ¢ok
genis bir iilkedeki kiigiik bir ile doniisiir.

Bu yeni bolge cebirin irrasyonellerini, analizin agkinlarimi kapsar
m1? Evet. Bunu kanitlamak iizere gelin x2 = 2 denklemine dénelim.
Budenklem iki bin yi1ldan uzun zaman 6nce, karenin kdsegenini he-
saplama problemi kiliginda ortaya ¢ikarak bir kriz baglatmig ve bu
kriz zamanimizda reel say1 bolgesinin ingasiyla sonuglanmigtir.

Okulda karekokiin elde edilmesi igin bir algoritma dgrenmistik.
Bu prosediir V2 igin agagidaki yakinsak diziyi olugturan rasyonel
yaklagtirimlar verir:

1;1,4,1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ....

Bu dizinin rasyonel bir limiti yoktur, ama buradaki her bir terimin
karesini alarak elde edilen dizi, yani
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1; 1,96; 1,9881; 1,999396; ...,

2 rasyonel sayisina yaklagir.

Buna gore x? = 2 denkleminin pozitif ¢oziimiiniin s6z konusu di-
zi oldugunu séyleyip tanimladig1 sayiy1 v2 ile gosterdigimizde, ka-
reler dizisinin sadece yakinsadigim degil, ayn1 zamanda bir rasyo-
nel limite (bizim durumumuzda 2 sayisi) sahip o nadir yakinsak di-
zi tiiriinden oldugunu sdylemek isteriz. Diger bir deyisle, dizi vV2'yi
temsil eder ¢iinkii 2 sayisinin, tam kare olmasa da tam kare dizisinin
yaklagtig1 limit oldugunu kabul ederiz.

Diger cebirsel veya agkin denklemler i¢in de benzer bir prosediir
gecerlidir. Aranan ¢oziime yaklasan diziyi herhangi bir anda olustu-
racak olan bir algoritmanin fiilen bulunmasi matematiksel agidan
¢ok zor olabilir. Yine de, bir kez bulundugunda, dizi her zaman doga-
s1 geregi yakinsak olan ve dolayisiyla gercek bir sayiy: temsil eden
sonsuz bir ondalik kesir seklinde yeniden yorumlanabilir.

Boylece, sonsuz siireglerin gegerliliginin kabulii bizi rasyonel
aritmetigin dar sinirlarindan kurtanir. Genel bir aritmetik, reel sayi-
larin aritmetigini meydana getirir ve bu da bize rasyonel aritmetigin
¢O6zmekte aciz kaldig1 problemleri ele alma yontemleri sunar.

i1k bakista, rasyonel dizilerin limitlerine gok genel bir anlama sahip
olan reel adim verdigimiz i¢in 6ngériiden mahrummus gibi goriine-
biliriz. Zira, simdi bu tiir irrasyonellerin sonsuz dizilerinin akla gel-
mesi gayet dogaldur. ilk tiire birinci dereceden irrasyoneller desey-
dik, bu yeni limitler ikinci dereceden irrasyoneller olarak adlandiri-
lacakti; buradan da iigiincii dereceden irrasyonelleri vs. elde edebi-
lirdik. Bunun salt bir hokkabazlik olmadig1, V1 + V2 gibi basit bir
ifade ile kanitlanir. Bu ifadenin dogrudan yorumu su irrasyonel di-
ziyi olusturur:

vV2,4;V2,41;V2,414, ...

Ama en azindan bu durumda itiraz temelsizdir. Zira V1 + V2 = x
oldugunu gosterirsek, basit bir cebirsel iglem x'in x* = 2x? + 1 denkle-
minin ¢6ziimii oldugunu gosterecektir. Buna ise kok bulma algorit-
masina benzer bir prosediir uygulanabilir ve bu da ilk 6nce ele aldig1-
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miz irrasyonel diziye asemptot bir rasyonel dizi olarak goriilecek
rasyonel yaklastinmlar olugturmamiza imkan saglar.

Bagta garip goriinse de, son derece genel bir olgudur bu. Her-
hangi bir irrasyonel diziye, ona asemptot olan bir (hatta ¢ogunluk-
la birden fazla) rasyonel dizi atayabiliriz. Bylece dereceli irrasyo-
neller kavraminin geligtirilmesi —her ne kadar salt bigimsel bakig
acisindan ilging olsa bile— genel aritmetik agisindan oldukga gerek-
sizdir.

irrasyonel dizi yoluyla ifade edilen her seyin rasyonel sayilar dizi-
siyle temsil edilebilecegi nermesi temel bir 6neme sahiptir; rasyo-
nel sayilara kuram iginde 6zel bir rol atfeder. Herhangi bir reel sayi
sonsuz yakinsak rasyonel dizilerle ifade edilebildiginden, yakinsak-
ik ve limit kavramlariyla desteklenen rasyonel bolge, aritmetigi ve
aritmetik yoluyla modern matematigin temel tagi1 olan fonksiyonlar
kuramini olugturmak igin yeterli olacaktir.

Ama bu 6nemli olgu, uygulamali matematikte de benzer bir 6ne-
me sahiptir. Herhangi bir rasyonel dizi sonsuz bir ondalik seri ola-
rak temsil edilebileceginden, tiim hesaplamalar sistematiklegtirile-
bilir. Kendini belli bir sayida ondalik basamakla kisitlayan bilgisa-
yar, herhangi bir irrasyonel veya agkin probleme dair rasyonel bir
yaklagtinnm elde edebilir. Ve dahasi, bu prosediiriin kesinlik derece-
si sadece kolayca hesaplanmakla kalmayip dnceden bile atanabilir.

Dig siyasetinin ardindaki ana ilkenin ne oldugu soruldugunda XIV.
Louis'nin alayci bir tarzda soyle cevap verdigi sdylenir: "ilhak! Da-
ha sonra igi kilifina uyduracak akilli bir avukat bulmak her zaman
miimkiindiir."

Sonsuz ve irrasyonel problemlerinin ge¢misini diigiindiigiimde
daima bu anekdotu hatirliyorum. Diinya, Weierstrass ile Cantor'un
irrasyonel bir sayinin yerine irrasyonel yaklastinmlanndan birini
koyma veya, ayn1 bicimde, sonsuz bir dizinin limitinin yerine dizide
daha ileride olan bir terimi koyma prosediiriinii onaylamasini bekle-
medi. Rasyonel yaklagtirimlar ¢ergevesinde arsalarini 6lgerek yapi-
larin1 dikti; tiinellerini kazarak kopriilerini inga etti; silahlarim ve
makinelerini tasarlady; ilgiliilkenin gegerliligine iligkin hi¢ soru sor-
madu.
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Daha 6nce, Theon ve Hero'nun tamsayilarin karekokleri igin ver-
dikleri yaklagik degerlerden bahsetmistim. Bu problemin kokeninin
daha eski olduguna ve muhtemelen ilk Pisagorculara kadar gittigine
dair deliller vardir. Ama ilkenin ilk sistemli uygulamalarini gergek-
lestiren Argimet oldu.

Matematigin gectigi gesitli agamalan ¢ok giizel yansitan o kla-
sik probleme, ¢cemberin karelestirilmesi meselesine geri doénelim.
Onceden de belirttigim gibi, Argimet'in yontemi gevreyi, biri gem-
ber digina digeriyse ¢ember igine ¢izilmis olan iki dizi diizenli ¢ok-
gen arasinda sikigtinllmig kabul etmekten ibaretti. Altigenlerle bas-
layarak 96 kenarli ¢cokgenlere ulagana kadar sayiyi ikiye katlamaya
devam etti. igteki gokgenlerin ardigik gevreleri bir dizi, digtaki gok-
genlerinkiyse bagka bir dizi olugturur. Siire¢ sonsuza kadar devam
ederse, iki dizi aym limite yaklasir: ¢evrenin uzunlugu. Bu sonun-
cusunun ¢api | ise, ortak limit &t olacaktir.

Bu dizilerde ilging olan, ikisinin de irrasyonel olmasidir. Gergek-
ten de, birincinin ilk terimleri 6 ve 6 (V6 —V?2), ikincinin ilk terimle-
riyse 4v3 ve 24(2 —V3) olup, takip eden terimler artan karmagiklik-
ta koklii ifadeler icerir. Argimet bu irrasyonel dizileri biiyiik bir gii-
venle rasyonellerle degistirdi ve bu gekilde 'in iki rasyonel sayi
(3!/7 ile 319/71) arasinda oldugu sonucuna vardi.

Ayni iki klasik problem, yani koklii ifadeler ve 7t'nin degeri, bir basg-
ka 6nemli sonsuz siirecin gelisimi igin itici bir gii¢ saglad1: siirekli
kesir. Baz1 matematik tarihgileri bunlarin Yunanlilarca zaten bilindi-
gini iddia etse de, bize ulagmig bilinen ilk siirekli kesir kaydi Bom-
belli'nin 1572 tarihli bir kitabinda yer alir. Ote yandan Bombelli bu-
rada, "Diger yazarlarin eserlerinde kesir olugturmak i¢gin bir¢ok yon-
tem gosteriliyor; bu yazarlar nedensiz yere birbirlerine saldirip bir-
birlerini sugluyor, zira kanimca hepsi de ayni sonuca gidiyor," der.
Buna gore, algoritma on altinci yiizyil baslarinda biliniyor olmali.

Bombelli'nin bahsettigi "aym sonug"”, koklii ifadeler igin rasyo-
nel yaklagtiimlarin bulunmasidir. Bu yontemi v2 ile agiklayaca-
gim. Bu sayi 1 ile 2'nin arasinda oldugundan, V2 = 1 + 1/y denklemi-
ni kuralim. Buradan y = 1 + V2 =2 + 1/y'yi gekiyoruz. Bu sekilde de-
vam ettigimizde asagidaki kesri elde ederiz:



140 SAY!: BiLiMIN DiLi

VZ=1L,

7
Z+1
2+1
2+ .
Bu 6zel bir siirekli kesir tiiriidiir; tiim paylar 1 oldugu i¢in basit ola-
rak, paydalar tekrarlandig1 i¢in periyodik olarak adlandirilir.

Kendimizi siirekli kesrin tek 6gesi, iki 6gesi, ii¢ 6gesi vs. ile ki-
sitlarsak, yakinsak olarak adlandirilan bir dizi rasyonel yaklagtirim
elde ederiz. V2 igin yakinsaklar sunlardir:

1, 1Y/2, 12/, 15/12, 112/29, 129/70, 179/16, ....

Iki 6zellik siirekli kesirleri bilhassa degerli kilar. Ilk olarak, ba-
sit bir siirekli kesir daima yakinsar; ikinci olarak ise salinimli bir ya-
piya sahiptir. Oyle ki, birinciyi, iigiinciiyii, besinciyi vs. ve ardindan
ikinciyi, dordiinciiyii, altinciyi vs. alarak yakinsaklar iki gruba ayi-
rabiliriz. V2 6meginde iki asemptot dizi elde ederiz:

1 12/s 112/29 170/169 ...

1/2 15/12 129/70 1169/408 ...

Birincisi siirekli artar ve iist siir V2'dir, digeri siirekli azalir ve alt
simin V2'dir. Bu salimm 6zelligi siirekli kesirleri isabetli yaklagtirim-
lar i¢in paha bigilmez kilar, zira herhangi bir yakinsakta durma hata-
s1 kolaylikla tahmin edilebilir.

On sekizinci yiizyilda, Euler ikinci dereceden irrasyonel ifadele-
rin tek bir basit periyodik siirekli kesirle ifade edilebilecegini goster-
di ve kisa siire sonra Lagrange tersinin, yani bu tiir herhangi bir peri-
yodik kesrin bir ikinci derece denklem ¢oziimiinii temsil ettigini ka-
nitladi. Buna gore, periyodik siirekli kesirlerin ikinci derece denkle-
me iligkin rolii, periyodik ondalik kesirlerin dogrusal denkleme ilig-
kin roliiyle aymidir.

V2 igin belirledigimiz prosediir herhangi bir denkleme uygulanabi-
lir, dolayisiyla ¢ogu genel denklemin reel ¢oziimii siirekli kesir ola-
rak ifade edilebilir. Fakat yalniz ikinci derece denklemde kesir peri-
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yodik olacaktir. I1k bakista siirekli kesirler cebirsel islemlere 6zellik-
le uygun gibi goriiniir. Durum boyle olsaydi, cebirsel irrasyonelleri
agkinlardan ayirt edebilecegimiz bazi kistaslarimiz olurdu. Aslinda
kesrin cebirsel kokeninin 6gelerinin niceligi iizerine belirli sinirla-
malar getirmesi bakimindan bu dogrudur; hatta Liouville'in cebirsel
olmayan sayilar: kegfetmesini saglayan da bu sinirlamaydi. Ama bu-
nun diginda, cebir prosediirleri siirekli kesirlere veya (bildigimiz ka-
daniyla) diger herhangi bir dizi tiiriine iligkin hi¢bir ayricalikli konu-
ma sahip degildir. Agkinlar kuraminda karsilagilan biiyiik giicliikler-
den sorumlu olan, sonsuz siireclerin cebire karsi bu olaganiistii "ka-
yitsizhigr"dir.

Boylece, okurun bu boliimiin sonundaki tablodan da gorebilece-
gi gibi, agkin sayilar & ve e siirekli kesirlerle gayet sik bir tarzda ifa-
de edilebilir. nt'nin siirekli bir kesre geniglemesi Lambert tarafindan
1761'de kesfedilmistir ve tarihsel agidan biiyiik 6nemi vardir. Bu
kesrin periyodik olmamasi, Tt sayisinin rasyonel katsayiya sahip bir
ikinci derece denklemin kokii olmadigin kesin bigimde gosterir.
Bu, cemberin karelestirilmesinin tek bagina cetvel ve pergelle basa-
rilamayacagim diigiindiiriir. Kanitlar yerine diigiindiiriir dedim, giin-
kii T say1sinin, katsayilan sadece ikinci derece irrasyonellikleri ice-
ren bir ikinci derece denklemin kokii olma ihtimali hala vardir. Bu
durumda siirekli kesir periyodik olmayacak ama pergelli-cetvelli bir
¢Oziim miimkiin olacaktir.

Basit siirekli kesirlerle sonsuz ondalik seriler arasinda olaganiistii
bir benzerlik vardur. [lk olarak, her iki dizi tiirii de daima yakinsak-
tir: Yani siirekli kesir paydalarina veya ondalik kesir basamaklarina
ait rasgele herhangi bir siralama yasasi, daima reel bir say1y1 temsil
edecektir. Ikinci olarak, siralama yasasi periyodikse ondalik diziler
rasyonel bir say1y: temsil eder, oysa periyodik siirekli kesir ikinci
dereceden bir irrasyonelligi, yani a ve b'nin rasyonel oldugu a + Vb
bigmindeki bir say1y: ifade eder. Nihayet, bayag kesirlerin 6zel bir
siireklilik vakasi sayilmasi kosuluyla, herhangi bir reel say1 ondalik
seri bigciminde veya siirekli kesir olarak ifade edilebilir.

Bu Ozellikler bu iki sonsuz siireg tiiriiniin reel sayilarin temsili
icin Ozellikle uygun oldugunu gosterir. Ancak sonsuz siireglerin ta-
rihi, daha genis kapsamli olup genelligi ve belirsizligi nedeniyle bir
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dizi akil kangtiric1 ve paradoksal sonuca yol agan bir prosediir etra-
finda doniip dolagmugtir.

Siiphesiz bu prosediiriin kokeni, Zenon'un argiimanlarindan an-
lagildig1 kadaniyla antikgaglarda da iyi bilinen geometrik seriydi.
Kendimizi pozitif geometrik seri ile kisitladigimizda, oran 1'den kii-
¢iikse serinin yakinsak, biiyiikse iraksak oldugunu goriiriiz. Bu sonug
hemen almag:k (alternating) geometrik seriye, yani oranin negatif
oldugu duruma genellestirilebilir. Oran basit kesirse almagik ge-
ometrik seri yakinsayacak, aksi durumda iraksayacaktir. Oran —1'e
esit oldugunda ise ilging bir durum ortaya ¢ikar. Bu durumda seri
asagidaki bigimi alir:

a-at+a-a+a-a+a—-a+..

Bugiin, toplamin asla a'y1 agmamasina ragmen bu serinin iraksadi-
gin1 sdyleyebiliriz. Gergekten de, bu seri agagidaki siralama ile ye-
niden ifade edilebilir:

a,o,a,0,aqa,0,a,o0...,

ve bunun belli bir limiti yoktur. Ancak, Leibniz farkl bir diigiince-
deydi. a ve o limitlerinin egit él¢iide muhtemel oldugunu savhiyor ve
toplamin limit olarak 1/2 a ortalama degerine yaklagtigini 6ne siirii-
yordu.

Leibniz'in serileri ele aldig1 yazi on yedinci yiizyilin sonlarinda
yayimlandi ve bu konudaki ilk yayinlarin arasina girdi. Serilerin bu
erken tarihinin tipik 6zelligi, giiniimiizde temel olarak goriilen irak-
saklik veya yakinsaklik sorununun o giinlerde az ¢ok gormezden ge-
linmesiydi. Yani, drnegin, bir seri olugturan dizi yiten bir dizi ise, se-
rinin zorunlu olarak yakinsak olduguna inaniliyordu. Gordiigiimiiz
iizere, bu durum geometrik seri igin gegerlidir; siiphesiz s6z konusu
yaygin hata da bundan kaynaklaniyordu. Problemeiligkin net bir kav-
ray1s, Jacques Bernoulli'nin sonsuz serileriizerine kaleme aldig1 ese-
ri 1713 yilinda yayimlanana kadar miimkiin olmayacakt1. Konu asa-
gidaki harmonik seriydi:

1+Y2+ 13+ a4+ 15+ 1/6...

Ureten dizi yiten tiirden oldugundan, bu serinin genel olarak yakin-
sadigina inaniliyordu. Bemoulli ise kitabinda, kardesi Johann'a da-
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yanarak, bu serinin yavag ama kesin bigimde iraksadiginin kanitini
sunmugtur.

Bemnoulli'nin eseri dikkatleri yakinsaklik kistaslari olugturma ihtiya-
cina yoneltti. Genel terimin, yani iireten dizinin yiten tiirden olmasi
kesinlikle gerekli bir koguldur ama genellikle yetersizdir. Yeterli ko-
sullar d'Alembert ve Macluarin, Cauchy, Abel ve diger bir¢oklarinca
olusturulmugtur. Genel amacima uzak olan bu konuya egilmeyece-
gim. Ancak, bir serinin yakinsayip yakinsamadigini anlamanin gii-
niimiizde bile bazi durumlarda gii¢ oldugunu séylemeliyim.

Yine de, ilk zamanlarda biiyiik ilgi ceken ve genel terimin yiten
tiirden olmasinin bir yakinsaklik kistas1 oldugu 6zel bir seri tiirii mev-
cuttur. Bunlar almagik seriler olup tipik bir 6rmekleri goyledir:

1-th+13=-1a+s—1e+'1— ..

Bu seri 2 sayisinin, yaklagik degeri 0,693 olan dogal logaritmasina’
yakinsar. Ote yandan mutlak degerler serisi,

1+12+13+ 1 a+1/s5..

harmonik serisidir ve 6nceden belirttigimiz gibi, iraksar.

Bu seri tiiriinden bahsetmemin nedeni, birgok akil kanstirici olay-
dan sorumlu olmasidir. On yedinci ve on sekizinci yiizyillarda serile-
re yonelik genel tutum, bunlar 6zel dizi tiirleri yerine sonsuz sayida
terimin toplami olarak gormekti. Dolayisiyla bu "toplama'ya sonlu
islemin ozelliklerini, yani birlesme ve degisme Ozelliklerini atfet-
mek olduk¢a dogaldi. Boylece, toplam terimlerin diziliginden ba-
gimsizoldugundan, terimlerinistenildigi gibidizilebilecegivarsayi-
liyordu.

1848 yilinda Lejeune Dirichlet tiim pozitif terimlerin yakinsak
serisinde bunun gergekten de gegerli oldugunu kanitladi. Ama eger
seride negatif terimler varsa, iki durum ortaya ¢ikabilir: Seri mutlak
yakinsaksa, yani mutlak degerler serisi yakinsiyorsa, birlesme ve de-
gigsme Ozellikleri gercekten vardir, ama seri sadece kogullu yakin-

1. A sayisinin dogal logaritmas: ex = A; x = log A ifadelerindeki x terimi-
dir. Burada e daha 6nce birkag kez belirtilmis olan agkindir ve yaklagik degeri
2,71828'dir.
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saksa, yani pozitif terim serisi iraksiyorsa, bu 6zellikler ¢oker ve bu
durumda, terimleri uygun bir sekilde yeniden dizerek toplamin her-
hangi bir say1ya esit oldugu sonucunu ¢ikarmak miimkiindiir.

O halde, Dirichlet'nin zamanindan once serilerle, 6zellikle de ko-
sullu yakinsak olarak adlandirdigimiz serilerle iglem yapma yoluyla
birgok garip sonug elde edilmesinde sasilacak bir sey yoktur. Buna
tarihi bir 6rnek, harmonik seridir. x ile tek sayilarin, y ile de ¢ift sa-
yilarin "toplamim" gosterelim. O zamany =1+ 1/2+1/4+1/6 ...=
120 +1/2+1/3+1/4 + 1/5 + ....) yazabiliriz. Buradan diigiinme-
den agagidaki iglemi cekebiliriz

y=1/2(x+y)veyal/2x=1/2yveyax-y=0.

Boylece almagik harmonik serinin 0'a yakinsadigi gibi temelsiz bir
sonuca ulasiriz ki, aslinda seri limit olarak 2'nin dogal logaritmasi-
na yakinsar.

Bugiin s6z konusu argiimanlar yeterince abes goriinse de, sadece
on sekizinci yiizyilda degil, on dokuzuncu yiizyilin baglarinda da ol-
dukga yayginlardi. Nitekim 1828 gibi ge¢ bir tarihte bile, Abel eski
hocas1 Holmboe'ya yazdigi mektuptaasagidaki sikdyetinidile getirir:

Iraksak seriler geytan icadidir, herhangi bir ispati onlara dayandirmaksa
tam bir yiizkarasidir. Bunlarin araciligiyla insan istedigi sonucu ¢ikarabilir;
bu seriler bu yiizden boyle safsatalar ve paradokslar iiretmistir. ... Tiim bun-
lara fevkalade dikkat ediyorum, zira geometrik seriler hari¢ olmak iizere,
matematigin genelinde toplami kesin bigimde saptanmus tek bir sonsuz seri
yoktur. Diger bir deyisle, matematikte en onemli addedilen geyler ayni za-
manda en zayf temele sahip olanlardir. Buna kargin, ¢ogunun dogru olmasi
fevkalade sagirticidir. Buna bir sebep bulmaya ¢alisiyorum; son derece ilgi
¢ekici bir sorun bu.

Abel'in mektubunda taze bir ruh var. Zaman, matematikte yeni bir
¢agin, elestirel bir cagin safagiydi. Bilimin Diriliginin bagindan beri
hiikiim siiren naif tutum sona eriyordu. Matematik biliminin her ala-
ninda muazzam fetihler yapilmig, artik bu sonuglan sistemlerle pe-
kigtirmenin zamani gelmisti ve hepsinden 6te, bu sistemlerin oturtu-
lacagi temelleridikkatle incelemek gerekiyordu.

Cauchy ve Abel'den sonraki sonsuz siireglerin oykiisiinii anlat-
mak, modemn analizle fonksiyon kuraminin 6ykiisiinii anlatmaktir ve
bu da bizim kapsamimizin digindadir. Ama sonsuz siireglerin erken
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tarihinin bu kabataslak sunumu, Cantor'un irrasyoneller kuraminin
uzun bir tarihi devrimin —Pisagor kriziyle baglamig, tiim fikirlerin
gelisimi engellendiginde bir siire kesintiye ugramig ve Bilimin Diri-
ligiyle yeniden baglamis olan bir devrimin—tamamlanmasindan bag-
ka bir sey olmadigin gostermek igin yeterli olacaktir.

Son boliimde sundugum analiz vakasinda oldugu gibi, korleme-
sine bir arayigla gegen bu uzun donemdeki yonlendirici giidii, limit-
sizin mutlak dogasina dair bir tiir ortiilii inangt1. Bu inang nihai ifade-
sini finalde buldu: yeni siirey kuramlari. Bir sonraki boliimde bunla-
riele alacagim.
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Bosluklari Doldurmak

Varla yogu 6lgerim dogrularla ve cetvelle
Bulurum agagiy1, yukariy1 mantiin sesiyle
Ama onca sey varken kurcalanmasi gereken
Sarap harig higbirine dalip gitmedim ben.

Derler ki benim hesaplarim sayesinde

Y1l daha kullanigh olmug - hig de bile

Benim tek yaptigim takvimden sokiip atmakti
Oliip gitmis diinle dogmamig yarini.

OMER HAYYAM

Sonsuz siirecin gegerliliginin kabulii bizi rasyonel bolgenin dar hu-
dutlarindan ¢ikarir ve bize rasyonel aritmetigin karsisinda aciz kal-
dig1 problemleri ¢ozme yontemleri sunar. O nedenle simdi, dogru
iizerindeki noktalarla say1 bolgesi arasinda miikemmel bir miiteka-
biliyet olugturma sorununu ¢6zmek igin daha iyi bir konumda olup
olmadigimiz1 sorgulamak gayet dogaldir.

Rasyonel aritmetigin bu sorunu ¢6zmekten aciz oldugunu biliyo-
ruz. Ama genel aritmetigin, reel sayilarin aritmetiginin bu baglamda
daha iyi olup olmadig1 halen tartigmaya agik bir sorudur: Dogrunun
rasyonel terimlerle ifade edilemeyen noktalar igin herhangi bir arit-
metik formiilasyon miimkiin mii? I1k krize neden olan ve aritmetigin
temellerinde revizyonu zorunlu kilan eski sorun simdi yeni ve daha
genel bir bigimde yeniden beliriyor:

HER reel sayi, dogru lizerinde bir nokta ile temsil edilebilir mi?
Dogru iizerindeki HER noktaya bir reel say: atanabilir mi?
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Cevap olumlu ise, bir tarafta reel sayilar bolgesi ile diger tarafta
noktalar kiimesi arasinda tam ve ¢ift tarafli bir miitekabiliyet mev-
cuttur. Boyle bir miitekabiliyet varsa, geometrinin sezgisel dilini
aritmetik analizin formiilasyonunda giivenle kullanabilir ve bu so-
runlari say1 ve biiyiikliige indirgeyebiliriz. Sorunun ne derece te-
mel oldugu ve cevaba ne ¢ok seyin bagh oldugu ortada!

Modern ¢aglarda bu soruya verilen cevabi anlamak i¢in iki kiimenin
yapisini ayri ayn agiklamaliyiz: reel sayilar bolgesi ve dogru iize-
rindeki noktalar.

Reel sayilar bolgesi hakkinda sunlar biliyoruz:

Bir: lyi siralanmugtir: a ve b gibi herhangi iki reel sayidan hangi-
sinin daha biiyiik oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica, a b'den biiyiik ve
b ¢' den biiyiikse, a da c'den biiyiiktiir. Kisacasi, zihnimizin bir hare-
ketiyle bu tiir sayilara ait herhangi bir sonsuz derlemi biiyiikliik sira-
sina gore dizebiliriz. Ayrica tiim reel sayilarin bu sekilde dizildigini
tasavvur edebiliriz. Reel sayilar kiimesinin iyi siralanmig oldugunu
sOylerken kastettigimiz budur.

[ki: Bu bolgenin bir ilk veya son dgesi yoktur: Pozitif reel say1
ne kadar biiyiik olursa olsun, daha biiyiigii vardir ve negatif bir sayi
ne kadar kiigiik olursa olsun, daha kiigiigii vardir. Bu durumu, reel
sayilar bolgesinin negatif sonsuzluktan pozitif sonsuzluga uzandi-
gin1 soyleyerek ifade ederiz.

Ug: Tiim rasyonel sayilar, reel sayilara dahildir. Rasyonel bolge
daha biiyiik olan reel sayilar bolgesi i¢inde bir altblgedir.

Dort: Reel sayilar kiimesi her yerde yogundur. Herhangi iki reel
say1 arasina —aralik ne kadar kiigiik olursa olsun— sonsuz sayida bag-
ka reel say1 yerlestirilebilir.

Bu, reel sayilar bolgesinin her seyi kapsadigi anlamina gelmez
mi? Rasyonel sayilar deneyimimiz olmasaydi bu 6nermeyi tereddiit-
siiz kabul edebilirdik; unutmayalim ki su ana kadar reel sayilar bol-
gesi icin soylediklerimizin tiimii aym sekilde rasyoneller i¢in de ge-
cerliolabilir. Ne var ki rasyonel bolgenin, yogun yapisinakargin "bos-
luklarla dolu" oldugunu gordiik. Irrasyonellerle agkinlarin bu bos-
luklar tamamen doldurduguna dair ne giivencemiz var? Bir siire
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sonra, yeni matematiksel varliklarin yaratilmasiyla bu defa reel sa-
yilar bolgesi iginde yeni bosluklar agi8a ¢ikaracak yeni siiregler kes-
fedilemez mi?

Bu soruya cevap vermek icin Cantor rasyonel bolge ile reel sayilar
bolgesi arasindaki temel farki aragtirmagtir.

Rasyonel sayilar kiimesi, diizenli ve yogun olsa da kusurludur.
Sonsuz siireglere gore kapalt olmadigi igin kusurludur. irrasyonel-
lerin varlig ile kanitlandig: iizere, sonsuz siireclere gore kapali de-
gildir, zira yakinsak olsa da limit olarak rasyonel sayilara sahip ol-
mayan sonsuz rasyonel diziler mevcuttur. Kisaca rasyonel sayilar
kiimesi kusurludur, zira kendi limit degerlerinin timiini kapsamaz.

Ama reel sayilar kiimesi sadece diizenli ve yogun degildir: Mii-
kemmeldir. Tiim sonsuz siireglere gore kapali oldugu i¢in miikem-
meldir. Sonsuz reel say1 dizisi, yakinsaksa bir reel say1y1 temsil eder;
bu tiir bir sonsuz dizi, kendisi rasyonel olmasa da ayni limite yakla-
san bir rasyonel dizi ile degistirilebilir ve bu limit, dogasi geregi bir
reel sayidir. Reel sayilar kiimesi kendi /imit degerlerinin tiimiinii
kapsar ve bu nedenle miikemmeldir.

Rasyonel bolge analizinin gosterdigi gibi, her yogun kiime mii-
kemmel degildir; ama Cantor'un ispatladig1 gibi her miikemmel kii-
me yogundur. Cantor, diizenli ve miikemmel bir kiimeyi siirey (con-
tinuum) olarak tanimlamigtir. Reel sayilar bolgesi bir siirey olugtu-
rur: aritmetik siirey. Diger taraftan, rasyonel sayilar bolgesi kusurlu
oldugundan bir siirey olusturmaz.

Buna gore, reel sayilar bolgesini tam olarak betimlemek i¢in onun
bir siirey, Cantor'un kastettigi anlamda bir siirey oldugunu séyleye-
biliriz. Daha 6nce de gordiigiimiiz gibi, siirey, siirekli, siireklilik ke-
limeleri sagin bilimlerde en bagtan beri kullanilir. Cok eski gaglar-
dan beri siirekli terimi kesintisiz bir sey, en kiiciik par¢alarinin bii-
tiin ile aym yapiya sahip oldugu bir sey, tiimii birbirine baglantili
bir sey anlaminda (ama kesin bir anlama sahip olmaksizin) uzay, za-
man ve devinime uygulanmigtir. Anlamini bir gekilde sezdigimiz o
belirsiz, genel olarak tasavvur edilen nosyonlardandir; yine de bunu
kesin bir tanimla formiile etme ¢abasi kaginilmaz olarak sabirsiz bir
"Ne demek istedigimi anliyorsun igte!" ile sonuglanir.
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Bu 6zelliklere uygun tiim fikirlerin prototipi, zihnimizde miikem-
melen bu siireklilikle donatilmig olan dogrudur. O halde dogru ile
reel sayilar bolgesi arasinda tam ve gift tarafli bir miitekabiliyet el-
de edeceksek, dogruya atfettigimiz bu sezgisel siireklilik fikri ile
Cantor'un tamimladig: kesin, bilimsel olarak formiillegtirilmis reel
sayilar siirekliligi arasinda agik bir ¢eligki olmamasina dikkat etme-
liyiz.

Sezgisel siireklilik fikrimizin kesin formiiliinii bulmaya tegebbiis et-
meden siirekli ile ne demek istedigimi kabaca tanimlamaya ¢aligir-
sam, ortaya soyle bir gey cikar:

Zaman her seyin 6ziidiir. Doga Ana sigrama yapmaz, zira Zaman Baba
sigramay! bilmez. Zamanin kesintiye ugratilmasi diigiiniilemez bile, o yiiz-
den dogada kendiliginden olan higbir sey yoktur. Zaman akip gider ve akla
gelen her seyi de beraberinde tagir.

Boylece herhangi bir fenomenin siirekliligini tanimlamak istedi-
gimizde, kendimizi bilingsizce de olsa, kaginilmaz sekilde zamanin
siirekliligine bagvurur buluruz. Dogru bize tiim siirekli seylerin pro-
totipi gibi goriiniir ¢iinkii onu siirekli bir akigin olugturdugunu diisii-
niiriiz, bize donmug Zaman Irmag:'nin somut bir temsili gibi gelir.?

Bu durum bagka fenomenlerde de gecerlidir. Zihin kendiliginden
olanin 6niinde pusar; o yiizden bilimsel kuramlarimiz evrime boyle
umutsuzca tutunur. Evrendogumda olsun, yagsama dair kuramlarda
veya sosyolojik hipotezlerde olsun, her yerde bu felaket korkusunu
buluyoruz. Felaket ve devrimin, kendiliginden olugumun ve rastlan-
tisal kesfin evren veya yasam tarihinde bagat faktorler olabilecegini
kabul etmeyi ne pahasina olursa olsun reddediyoruz.

Evrimin gegmigimize dair piiriizsiiz bir resim sunmasi gibi, ne-
densellik doktrini de tiim fenomenleri siirekli tek bir zincire bagla-
yarak gelecegimizi tiim kendiliginden ¢alkantilara kars: giivenceye
alir ve bizi kaosun dehgetine karg1 korur. Bu muglak siireklilik ve ne-
densellik fikirleri dylesine yakin iligkidedir ki, birini desteklemek
icin devamli digerine bagvurulur. Tevekkeli degil: Evrenin siireklili-
gine olan inancimiz ve evrendeki olaylar arasindaki nedensel bag-

2. Bkz. Ek 20.
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lantiya olan giivenimiz, zaman dedigimiz bu ilkel sezginin iki yonii-
diir. Boylece, bir tarafta Natura non facit saltus® kanaati varken, di-
ger tarafta post hoc, ergo propter hoc** yanilsamasi ortaya ¢ikar.

Burada fiziksel kavramlarimizin tiiredigi geometrik sezgi ile aritme-
tigin mantif1 arasindaki ihtilafin dogusunu goériiyorum. Evrenin ar-
monisi tek bir miizikal bi¢im tanir: legato. Buna kargin sayilar sen-
fonisi sadece bunun ziddinu bilir: staccato.*** Bu zithg1 bagdastirma-
ya yonelik tiim ¢abalar, hizlandinlmig bir staccato'nun duyularimi-
za legato olarak hitap edecegi umuduna dayanir. Ama aklimiz bu
tiir cabalan daima aldatmaca olarak siniflandiracak ve bu kuramlari
kendine yapilmig bir hakaret, kavramlar ziddina doniistiirerek giiya
aciklayan bir metafizik sayarak reddedecektir.

Ama bu itirazlar bosuna. Zaman kavramimizin siirekliligi ile sa-
y1 yapisinin 6ziindeki siireksizligi arasindaki ugurumu agmak igin,
insanlik bir kez daha zihin giiciine bagvurmak zorunda kaldi. Zihin,
"bir eylem bir kez miimkiin oldugunda, ayni eylemin sonsuz kez tek-
rarin1 tasavvur edebilecegini bilir". Sonsuzun tarihi gorevi iste buy-
du; bu yiizden ¢aglar boyu siirey ve sonsuz problemleri tek bir ikile-
min iki ucunu olugturdu. Bu uzun uyum siireci Cantor'un kuramiyla
sonuglandi. Bu kuramda herhangi bir say1 sonsuz sigrama dizisinin
hedefi olarak algilanir ve siireyin sadece tiim olasi1 dinlence durak-
larini degil, tiim olasi hedefleri de igerdigi kabul edilir. Bu miikem-
mel bir staccato kuramidir; yine de zamanin tiranhigindan kagamaz.
Sadece, siire'nin akan selini hizlandirilmig temponun sonsuz titre-
simler silsilesi olarak kabul ederek bu tiranlifa uyum saglar.

Zihin bu tiranhiga isyan eder, zihin geometri veya mekanik bili-
minin yabanci etkilerinden arinmig bir say1 kurami talep eder. Boy-
lece tarih bir harekete daha taniklik etmigtir: yaraticisi, Richard De-
dekind'in adin1 tagiyan yeni bir irrasyoneller kuramina.

* Lat. Doga sigrama yapmaz. —.n.
** Lat. "Bundan sonra, dyleyse bunun yiiziinden" anlaminda bir mantik kura-
h. —.n.
*** legato-staccato: it. Miizik terimleri. Legato notalarin birbirine bagh ¢alina-
cagin, staccato ise notalarn birbirinden kopuk tek tek calinacagim ifade eder.
—.n.
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Dedekind kavraminin 6zii, Cantor'un ayn1 konudaki makalelerinden
on yil 6nce, 1872 yilinda yayimlanmus ¢igir agici "Siireklilik ve Ir-
rasyonel Sayilar" baglikli makalesinden alinan agagidaki pasajda ifa-
de edilmisgtir:

Dogru, nokta-bireyler agisindan, rasyonel sayilar bolgesine kiyasla son-
suz kez zengindir. ...

O halde dogruyu yoneten fenomenleri aritmetiksel olarak izlemeye ga-
ligirsak, rasyonel sayilar bolgesini yetersiz buluruz. Sayi bolgesi dogru ile
ayn biitiinliige —veya bagka bir deyigle aym siireklilige— sahip olacaksa bu
araci yeni sayilarin olugumuyla geligtirmek gerekli hale gelir. ...

Rasyonel sayilar bolgesinin dogru ile kargilagtirnimasi, bolgedeki bos-
luklarin, eksikligin veyasiireksizligin farkina varilmasina yol agmigtir; dog-
ruya ise biitiinliik, bogluklarin yoklugu veya siireklilik atfedilmigtir. O halde
bu siireklilik neyden meydana gelir? Her sey bu sorunun cevabina bagli ol-
mal1 ve sadece bu sekilde tiim siirekli bolgelerin aragtirilmasi igin bilimsel
bir zemin elde edebiliriz. En kiigiik pargadaki kesintisiz baglantiya dair mug-
lak agiklamalarla belli ki higbir sey elde edilmez; sorun, siirekliligin gegerli
tiimdengelime zemin olugturabilecek kesin bir 6zelligine igaret etmektir. Bu
konu iizerinde uzun siire diigiiniip durduktan sonra nihayet aradigimi bul-
dum. Bu kesif farkl kigilerce farkli bigcimlerde algilanabilir; ¢ogunluk bu-
nun 6ziinii oldukga basit bulabilir. Kesfim sundan ibaret: Onceki boliimde
dikkatleri, dogrudaki her noktanin dogruyu iki kisma ayirdig1 ve boylece bir
kisimdaki her noktanin diger kisimdaki her noktanin solunda oldugu gerge-
gine cekmigtim. Siirekliligin 6ziinii iste bunun tersinde, yani asagidaki ilke-
de goriiyorum:

Sayet dogrunun tiim noktalari iki sinifa ayriliyor ve boylece ilk sinifta-
ki her nokta ikinci sinifin tiim noktalarinin soluna diigiiyorsa, tiim noktalari
iki sinifa ayiran, dogruyu iki kisma bolen bir ve yalnizca bir nokta vardir.

Onceden de belirttigim gibi, herkesin hemen bu 6nermenin dogrulugu-
nu kabul edecegini diigiinmekle yanilmadigimi saniyorum; dahasi, okurla-
rimin gogu siirekliligin sirminin bu basit agiklama ile agi1ga vurulacagin 6g-
renmekten hayal kinkligina ugrayacaktir. Buna karsilik, herkesin yukarida-
ki ilkeyi apagik ve kendi dogru kavramlariyla uyumlu bulacagindan mem-
nun oldugumu sdyleyebilirim; zira buna iligkin herhangi bir ispat sunabile-
cek durumda degilim, bagka hig kimse de bu yetkede degil. Dogrunun bu
ozelligine iligkin varsayim, dogruya siireklilik atfettigimiz, dogrunun sii-
rekliligini tamimladigimiz bir belitten bagka bir sey degil. Uzayin gergek bir
varliga sahip oldugu kabul edildiginde, siirekli olmas: gerekli degildir; sii-
reksiz olsa da birgok 6zelligi ayni kalacaktir. Ve uzayin siireksiz oldugun-
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dan kesinlikle emin olsaydik, istedigimiz takdirde bosluklarini (kendi zih-
nimizde) doldurmak suretiyle onu siirekli hale getirmekten bizi alikoyacak
hi¢bir sey olmazdi; bu doldurma iglemi yeni bireysel noktalar olugturmayi
icerir ve bunun da yukaridaki ilkeye uygun olarak gerceklesmesi gerekirdi.

Dedekind'in ilkesini ig baginda analiz edelim. Cantor gibi, Dedekind
de rasyonel sayilar bolgesini ¢ikig noktasi olarak alir. Buna ragmen,
rasyonellerin yakinsak dizisi ile tanimlamak yerine, reel sayiyi ras-
yonel sayilarin siniflandirilmasi igin zihin giiciiyle yaratilmig olarak
kabul eder. Bu 6zel siniflandirma planina verdigi schnitt adi, Dede-
kind kesigi, yarik, kesim ve béliintii olarak gesitli sekillerde terciime
edilen bir terimdir. Ben sonuncusunu tercih ediyorum.

Bu boliintii, Dedekind'in dogrunun siirekliligini tanimlamakta
kullandig1 kavramin tam kargitidir. Dogru iizerindeki herhangi bir
noktanin dogruyu bitisik, cakigsmayan iki bolgeye ayirmasi gibi, her
reel say1 da tiim rasyonel sayilari hi¢ ortak 6gesi olmayan ama bera-
berce rasyonel sayilar bolgesinin tiimiinii kapsayan iki sinifa ayir-
mak igin bir aragtir.

Diger taraftan, rasyonel sayilar bolgesinde boylesine bir kesim
olusturabilecek her denklem, her siniflandirma planu, her siireg ken-
diliginden bir sayi ile belirtilir; tanim1 geregi bir reel sayidir bu, ye-
ni bolgenin bir 6gesidir.

Rasyonel sayilarin her biri ayr ayri bu tiir bir siniflandirma diize-
ni olarak goriilebileceginden, bu genis bolgenin bir pargasidir. Ger-
cekten de, herhangi bir rasyonel say1, diyelim 2'ye gore tiim rasyonel
sayilar iki sinifa ayrilabilir: 2'den kiigiik veya 2'ye esit olanlar alt si-
nifa; 2'den biiyiik olanlar iist sinifa gider. Iki simifin ortak 6gesi yok-
tur ve beraberce rasyonel sayilar bolgesinin tamamini kapsarlar. 2
rasyonel sayisi bir boliintii olarak kabul edilebilir ve dolayisiyla bir
reel sayidir.

Ama bu kapsaml ilkenin potansiyeli, elbette boyle 6nemsiz bo-
liintiilerle tiiketilemez. Ornegin, higbir sey bizi tiim rasyonel sayila-
1, karesi belli bir rasyonel sayidan, diyelim 2'den kiigiik veya 2'ye
esit ve karesi 2'den biiyiik olanlara bolmekten alikoyamaz. Bu iki si-
nif, onceki durumda oldugu gibi karsilikl1 birbirini diglar ve 6nceki
gibi, bir araya getirilen iki sinif tiim rasyonelleri kapsar. Bu boliintii
de eski dostumuz V2 ile tammladigimiz bir reel say1y1 ifade eder.
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Diger taraftan, hem rasyonel hem de irrasyonel sayilar béliintii-
lerle temsil edilebilirken, rasyonellerin temel olarak alinmasi sonug-
suz kalmaz, zira rasyonel ve irrasyonel boliintiiler arasinda 6nemli
bir fark vardir: Rasyonel boliintiiniin kendisi alt sinifin bir pargasidur,
tipki bir politikacimin partisini bolerek sol kanadina gegmesi gibi.
Ama irrasyonel boliintii iki tarafa da ait degildir: Sanki ne sag ne de
sol kanada ait olan bir mesele partiyi bolmiis gibidir. Boliintiiye ne-
den olan irrasyonel, ne alt ne de iist sinifa aittir. Diger bir deyisle, ras-
yonel durumda alt sinif bir "en biiyiik 6geye" sahipken iist sinif bir
"en kiigiik 6geye" sahip degildir; irrasyonel durumdaysa alt sinif bir
"en biiyiik 6geye" sahipdegilkeniiist sinif da bir "en kiigiik 6geye" sa-
hipdegildir.

Dedekind'in kuramina gore bu, iki say1 tiiriinii ayiran tek 6zellik-
tir: Siniflardan birine ait olmak rasyonel sayinin tipik 6zelligi, hi¢bi-
rine ait olmamack ise irrasyonelin tipik 6zelligidir.

Dedekind'in bahsettigi sayilarin hakiki sayilar oldugunu kanitlamak
icin kalicilik ilkesinin tiim kosullarini yerine getirdikleri kanitlan-
malidir. Onceki béliimde anlattiklarim, ilk kogulun yerine getirildi-
gini kanitlar. Bunun digerleri igin de gegerli oldugu, son derece ba-
sit ve saglam bir sekilde kanitlanabilir. Derece kistasi; islemlerin ta-
nimi; bu iglemlerin birlesme, degisme ve dagilma 6zelliklerinin ka-
nit1 — tiimii de Cantor'un kuramindaki ilgili 5nermelerin bire bir kar-
sthigidir. Okuru ayrintilarla bogmayacagim.

Cantor'un kuramindaki temel teorem —reel sayilar bolgesinin
sonsuz siireglere gore kapali oldugu teoremi— Dedekind'in kuramin-
da da kargiligini bulur: Reel sayilar bolgesinin tanimlanmasuyla, il-
kenin sonraki bir uygulamasinin kiimeyi daha da genisletip genis-
letmeyecegini sorgulamak dogaldir. Diger bir deyisle, tiim reel sa-
yilan iki sinifa ayiracak bir boliintii uygulayalim. Boyle bir boliintii
reel sayilar arasinda bulunmayan yeni bir nicelik tiirii yaratabilir
miydi? Cevap hayir olacaktir; bu tiir bir boliintii rasyonel bolgedeki
bir boliintii ile olugturulabilir. Rasyonel bolgedeki tiim boliintiilerin
kiimesi kapalidir.

Aritmetik siireyin iki kuraminin tam esdegerligi yazarlarin kendile-
rince de kabul edilmistir ve rekabetleri (eger bir rekabet var idiyse)
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giiniimiizde sadece tarihsel bir olaydir. Rasyonel bolgedeki herhan-
gi bir boliintii sonsuz bir dizinin limit degerine kargilik gelir ve ayni
sekilde, herhangi bir sonsuz dizinin limit degeri rasyonel bolgenin
boliinmesinde arag olarak kullanilabilir. Bir tarafta akla gelebilecek
tiim boliintiilerle diger tarafta rasyonel dizilerin tiim limit degerleri
bire bir aynidir; bunlar ayni kiimenin —aritmetik siireyin— iki ayn ta-
nimidir sadece.

Metafiziksel agidan bu oldukga garip goriiniir. Onceden de be-
lirttigim gibi, Cantor kurami uzun bir tarihi siirecin sonlandirilmasi,
Dedekind boliintiisii ise cesur ve orijinal bir diigiincedir. Cantor ku-
rami sonsuz siireci say1 bolgesini olugturmaktakullanirken; reel say1
taniminin higbir yerinde Dedekind agik¢a sonsuz sozciigiinii veya
egilim, olgiilebilenin étesinde biiyiime, yakinsama, limit, atanabilir
miktardan azi gibi kelimeleri (ya da bunlarin yerine gegen terimleri)
kullanmaz. Yine, Cantor kurami agik¢a dinamiktir: Limit degeri, bir
merkezce ¢ekilen bir noktanin devinimine son derece benzer bir bi-
cimde olusturulur. Dedekind kuramu ise esas olarak statiktir: Ogeleri
belli bir plana gore siniflandirmak i¢in faydalanilan zihin giiciinden
bagka bir ilke kullanilmaz. Dolayisiyla ilk bakista, nihayet say1 kav-
ramini, geometri ve mekanik bilimi ile uzun bir iligkinin dayattig1 za-
man sezgisi boyundurugundan tamamen kurtarmay: bagarmigiz gibi
goriiniir.

Fakat ¢ikig noktalari bu kadar zit ve konuyu ele alig bigimleri bu
kadar farkl olan iki kuramin bu egdegerligi, Dedekind ilkesinde igle-
rin goriindiigii kadar iyi olmadigim gosterir. Nitekim Dedekind pro-
sediiriiniin daha derin bir analizi, burada sonsuzun agik¢a kullanil-
masa da ima edildigini ortaya koyar. Sonlu bir rasyonel say1 kiimesi
iizerinde uygulanan bolme ilkesi sagma sonuglara yol agacak ve bu
da kuramin acizligini agiga vuracaktir. Ayrica, ilkenin pratikte bir ir-
rasyonel sayinin saptanmasi amaciyla uygulanmasi Cantor'un son-
suz dizisine benzer bir mekanizma kullanilmasini gerekli kilar.

Ayni sey kuramin zaman sezgisi ile iligkisinde de gegerlidir. Dede-
kind'in beliti gdyledir: "Dogru, ilk simiftaki her nokta ikinci simiftaki
her noktanin sol tarafinda kalacak sekilde iki sinifa ayrilirsa, tiim
noktalar iki sinifa bolme, dogruyu iki kisma ayirma igini gergekles-
tiren tek bir nokta vardir." Bu belit zamana atfettigimiz temel niteli-



156 SAYI: BiLIMiN DiLi

gin ustaca yeniden yorumlanmasindan bagka bir sey degildir. Sezgi-
miz, zihnin bir hareketiyle, zamanin tiimiinii ge¢cmig ve gelecek ola-
rak iki sinifa ayirmamizi saglar; bunlar birbirini diglasa da beraber-
ce zamanin tiimiinii, ebediyeti kapsarlar. $imdi, tim ge¢misi tiim ge-
lecekten ayiran boliintiidiir; gegmigin herhangi bir an1 bir zamanlar
§imdi idi, gelecegin herhangi bir an1 yakinda gimdi olacaktir ve boy-
lece her bir an bu tiir bir boliintii gorevi gorebilir. Siiphesiz, gegmi-
se iligkin sadece benzegsmeyen anlari bilsek de zihnin bir hareketiy-
le bogluklan doldurabiliriz; herhangi iki an arasinda (bunlar zihni-
mizde ne kadar yakin olursa olsun) bagka anlar oldugunu algilar ve
gelecek igin de ayni tikizligi koyutlariz. Zamanin akig ile kastetti-
gimiz sey budur.

Dabhasi, paradoksal goriinse de Dedekind'in tanimina gore simdi
gergekten irrasyoneldir. Zira boliintii gérevini gorse de ne gegmisin
ne de gelecegin bir parcasidir. Gergekten de saf zamana dayal bir
aritmetikte (boyle bir aritmetik eger miimkiinse) olagan kabul edi-
len 6geler irrasyonel olur ve mantigimizin tiim ¢abalari rasyonel sa-
yilarin varhigini kanitlamaya yonelirdi.

Son olarak, Dedekind "uzayin siireksiz oldugundan kesinlikle
emin olsaydik, istedigimiz takdirde kendi zihnimizde bogluklarin
doldurarak onu siirekli hale getirmekten bizi alikoyacak higbir gey
olmazdi" derken, post factum” olarak nitelenebilecek bir ifadede bu-
lunuyor. Bu doldurma siireci ¢aglar 6nce tamamlanmigtir ve zaman-
da herhangi bir bogluk algilayamadifimiz i¢in uzayda da asla bir
bosluk kesfetmeyecegiz.

Siirekliligi ne Cantor ne de Dedekind zaman sezgisinden kurtarabil-
migtir; buna ragmen siireklilik nosyonlarimizla bilimsel say1 kavra-
mu arasinda ¢aglardir siiren ¢atigma, say1 kavrami lehine kesin za-
ferle sonuglanmigtir. Bu zafer, Fermat ile Descartes'in zamanlarin-
dan beri vazgecilmez bir analiz araci olan bir prosediirii savunma,
megrulagtirma gerekliligi sayesinde gergeklesmistir. Bu disiplinin
—analitik geometrinin— tarihi sonraki boliimiin bir kismini olugturu-
yor. Buradaki amacim agisindan gu kadarim1 sdylemek yeterli ola-
caktir: Geometri problemlerini aritmetiksel analize tabi tutma gaba-

* Lar. Olaydan sonra. —¢.n.
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lanindan dogan bu disiplin, neticede sayinin soyut dzelliklerinin zih-
ne iletildigi bir ara¢ haline gelmigtir. Analizi zengin, gorsel bir dille
donatmig ve bugiine kadar diisiiniilmemis genellestirme kanallarina
yonlendirmisgtir.

Analitik geometrinin temelindeki ortiik varsayim, dogru iizerin-
deki noktalan (dolayisiyla diizlem ve uzaydaki noktalari) sayilar yo-
luyla ifade etmenin miimkiin olduguydu. Bu varsayim elbette dog-
rudaki noktalar ile reel sayilar arasinda miikemmel bir miitekabili-
yet kurulabilecegi iddiasina egdegerdir. Analitik geometrinin biiyiik
basaris1 —hem analizin hem geometrinin amaglarina takdir edilecek
sekilde hizmet etmis olmasi- bu varsayima pragmatik agidan muaz-
zam bir gii¢ kazandirmigtir. Bu ilkeyi matematigin genel mantiksal
yapisina dahil etmek zorunluydu. Ama nasil?

S6z konusu kogullar altinda matematik keyfi hiikiimlerle ilerler.
Sezgi ile neden arasindaki ugurumu uygun bir postiila ile agar. Bu
postiila sezgisel nosyonu ¢ikararak yerine mantiksal olarak tutarl
bir kavram getirir. Sezginin genel muglakligi bu tiir bir degisikligi
sadece makul degil, aym1 zamanda son derece kabul edilir kilar.

Burada da boyle oldu. Bir tarafta mantiksal olarak tutarl bir kav-
ram vardi: Reel say1 ile onun kiimesinden olugan aritmetik siirey; di-
ger taraftaysa nokta ve nokta kiimesinin muglak nosyonlan ile dog-
rusal siirey bulunuyordu. Tek gereken ikisinin ayni sey oldugunu ilan
etmekti — bir bagka deyisle su savda bulunmak:

Dogru iizerindeki herhangi bir noktaya bir reel say: atamak
miimkiindiir ve ayni gekilde, herhangi bir reel say: dogru iizerindeki
bir nokta ile temsil edilebilir.

Meshur Dedekind-Cantor beliti budur.

Bu onerme, iki yiiz yi1ldan uzun bir siire analitik geometriye daya-
nak teskil eden ortiik varsayimi onaylayarak bu disiplinin temel be-
liti oldu. Bu belit, diger bir¢coklar gibi, gercekte kilik degistirmig bir
tamimdir: Yeni bir matematiksel varlig1, aritmetiksel dogruyu tanim-
lar. Bundan boyle dogru (dolayisiyla da diizlem ve uzay) sezgisel
bir nosyon olma 6zelligini yitirecek ve salt say: tagiyict konumuna
indirgenecektir.

Boylece bu belit geometrinin aritmetiklegtirilmesine esdegerdir.
Analizin, dogumunu ve gelisimini bor¢lu oldugu geometrik sezgi-
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den kurtulusu anlamina gelir. Hatta daha da fazlasi demektir: Bun-
dan boyle analizin geometri ve mekanik bilimleri iizerinde denetimi
ele alma ve bunlar araciligiyla bilme yetimizin duyularimizin ham
gergekligine daha da yakin olan diger agamalarin1 denetleme iddi-
asinda oldugunun cesur bir beyamdir.

Bu gercekligin suretinde bir aritmetik yaratmak igin ¢aglar boyu
siiren miicadele, s6z konusu gergekligin muglakligi nedeniyle baga-
nisiz olmustu. Bu nedenle aritmetik kendi suretinde yeni bir gercek-
lik yaratti. Rasyonel sayinin basarisiz oldugu yerde sonsuz siireg
basan kazandi.

Numeri mundum regnant.’

* Lat. Diinyayi sayilar yonetir. —¢.n.
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Say! Bilgesi

Bir geng geldi Argimet'e, bilgiye ag.

Opret bana ustam, dedi, o ilahi sanati

O ki goklerin ilmine ¢ok soylu bir hizmet sundu,

Ve Uraniis'iin arkasinda yeni bir gezegen kesfetti.

Dogru, dedi bilge, bu sanat dedigin kadar ilahidir,

Ama Kaiinat'i kegfetmeden once de ilahiydi,

Goklerin ilmine soylu hizmetini sunmadan,

Ve Uraniis'iin arkasinda yeni bir gezegen
kegfetmeden 6nce.

Kainat'tagordiigiin gey salt Tanri'nin yansimasidir,

Olimpos'ta hiikiim siiren Tann, Sonsuz Sayr'dir.

K.G.J.JACOBI

Bilgimiz deneme yanilmayla, el yordamiyla ve tokezleyerek ilerle-
di. Sert bir varolug miicadelesinin hem kostekleyip hem de tegvik
ettigi, cevre kogullarinin oyuncagi ve ¢aginin geleneklerinin kolesi
olan insanliga, bu ilerlemede mantik yerine sezgi ve irkimin birik-
mis deneyimleri rehberlik etti. Bu, insana ait her gey i¢in gecerlidir
ve matematigin de bir istisna olmadigim kanitlamak i¢in yogun bir
caba gosterdim.

Yine de, yillar boyu ders vermemin sonucu olan sistematik agik-
lama aligkanlifim belki de farkinda olmadan sinin agmama neden
olmugtur, kim bilir? Sayinin burada ana hatlariyla sundugum evrimi
gercekten de belli bir mantiksal siireklilige sahip gibi goriiniiyor.
Ama ana hatlar ¢ogunlukla inceliksizdir, gercekten 6nemli ¢ok az
sey Ogretir. Bir egrinin diizensizlikleri, bi¢cimine kiyasla bize o egri-
nin gercek dogasina iligkin daha fazla bilgi verir; aym gekilde, her-
hangi bir insan ugraginin geligimindeki diizensizlikler, altta yatan et-
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menleri, benzer ugraglarla ortak olan 6zelliklerinden daha net bigim-
de ortaya gikarir.

Bir matematik ders kitabinin sistematik agiklamasi, tarihsel sira-
lamaya degil mantiksal siireklilige dayanir; ama standart lise mate-
matik dersinde, hatta iiniversitedeki matematik derslerinde bile bun-
dan bahsedilmez ve dolayisiyla 6grenci, sayinin tarihsel evriminin
ders kitabindaki boliimlerin sirasina gore gerceklestigi izlenimine
kapilir. Bu izlenim, matematikte insani bir 6ge olmadig1 yoniindeki
0 yaygin goriisten biiyiik 6l¢iide sorumludur. Sanki burada iskelesiz
dikilmig bir yap1 vardir: Buzdan gorkemi iginde Oylece, katman kat-
man yiikselivermigtir! Mimarisi kusursuzdur ¢iinkii saf mantik iize-
rine kurulmustur, duvarlarina niifuz edilemez ¢iinkii yanlhgsiz, hata-
s1z hatta tereddiitsiiz yiikseltilmiglerdir, ¢iinkii burada insan sezgisi-
ne yer yoktur! Kisacas1 matematigin yapisi sokaktaki insana, insan-
Iigin giinahkar zihniyle degil, Tann'nin hatasiz ruhuyla dikilmig gi-
bi goriiniir.

Matematik tarihi bu tiir bir anlayigin yanhghgini agiga ¢ikarr.
Matematigin ilerleyisinin son derece diizensiz oldugunu ve sezgi-
nin bunda baskin bir rol oynadigin1 gosterir. Ara bolge kesfedilme-
den oOnce, hatta ¢gogunlukla kasifler daha arada bir bolge oldugunu
bile fark etmeden once ileri karakollar ele gegirilmistir. Yeni bi¢im-
ler yaratmak sezginin gorevi, dogumunda hi¢chir rol oynamadigi bu
bicimleri kabul veya reddetmek ise mantigin onaylanmig hakki ol-
mustur. Ama yargicin kararlan genellikle gecikmig, bu arada ¢o-
cuklar yasamlarim siirdiirmek zorunda kalmis, o yiizden de manti-
gin varliklarin1 onaylamasini beklerken geliserek ¢cogalmiglardir.

Karmagik say1 kavraminin evrimi —matematik tarihinin bu en ga-
rip boliimii— boyle bir geligimin tiim izlerini tagir. Say: bilimi yeni
fetihlere girismeden 6nce Weierstrass, Cantor ve Dedekind'in reel
say1y1 mantiksal bir temel iizerine oturtmasini bekledi mi? Hayur;
reel sayinin mesruiyetine kesin goziiyle bakarak diinyasinin bagka
bir mistik kosesini kesfetmeye giristi ve bu seferden, biiyiikliigii ve
vaatleri emsalsiz olan yeni bir bolgenin efendisi olarak ¢ikt.

Yeni kavramin izini kaynagina kadar siirmek istiyoruz. Bu yiizden
reel sayinin kaynagi olan cebir problemini incelemeye devam edi-
yorum. Bu incelememiz, sonsuza yaptigimiz uzun gezintiyle kesin-
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tiye ugramigti. Simdi yeni silahimizin yani sonsuz siirecin zengin-
lestirip giiclendirdigi bir say1 kavramiyla konuya geri doniiyoruz.
Artik elimizde rasyonel kiime yerine aritmetik siirey var; sonlu ce-
birin rasyonel siireglerinin yani sira analizin gii¢lii mekanizmasi da
bizi destekliyor. Herhalde artik genel cebir denklemiyle giivenle ug-
ragabilecek konumdayizdir!

Ne var ki 6grendigi temel cebiri hatirlayan okur durumun boyle
olmadigin bilir: Cebirin tiim denklemlerinin ¢6ziimii i¢in reel sayi
da yetersizdir. Bunu kanitlamak i¢in daha yiiksek dereceden girift
denklemler olugturmak gerekmez. Bu tiir en basit denklemlerden bi-
rini, ikinci dereceden denklemleri ele almak yeterlidir: x>+ 1 = 0.

Bu denklem ne Dedekind béliitiinii tanimlar, ne de karesi limit
olarak —1'e yakinsayan bir Cantor siralamasi kurabiliriz. On ikinci
yiizy1lda Brahman Bhaskara bunu basit ve etkili bir sekilde itade et-
mistir:

Negatif bir sayi kadar pozitif bir sayinin da karesi pozitiftir ve pozitif
bir sayinin karekdokii iki tanedir, pozitif ve negatif; negatif bir sayinin kare-
kokii yoktur, zira negatif say: kare degildir.

Bu denklemin ¢6ziimii olarak x = V-1 yazma diirtiisii, bu tiir bir
Oonermenin somut bir anlam1 olmadig: bilgisiyle dizginlenmigtir.
Hintli matematikgiler bu ayartiya direnmistir, keza Araplar da. ima-
jiner sayilari kesfetmis olmanin gururu Rénesans doneminin Ital-
yanlarina aittir. 1545 yilinda, Cardan anlamsiz1 bir sembolle goster-
meye cesaret eden ilk kisiydi. 10 sayisin1 ¢garpimi1 40 olan iki parga-
ya bolmenin imkénsizligindan bahsederken, formel ¢6ziimiin im-
kansiz ifadelere yol agacagini gosterdi: 5 + V=15 ve 5 —V—15.

Ama negatif sayilarda oldugu gibi, burada da imkénsizin sadece
yazilmas! bile ona sembolik bir varlik kazandirmisti. Anlamsiz, so-
fistike, imkdnsiz, uydurma, mistik, imajiner oldugu belirtilerek ya-
zildig1 dogruydu. Yine de, bir lakap veya hakaret olsa bile bir isim
¢ok sey ifade eder.

Ne gariptir ki, bu mistik varliklarn hakiki sayilar olarak ele alma gii-
diisiiniin kaynag ikinci derece denklem degil de kiibik denklem ol-
du. Bu durum agagidaki sekilde gergeklesti:

X% + ax + b = 0 kiibik denklemi en az bir reel ¢6ziime sahiptir ve
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ii¢ ¢oziimii de olabilir. Tek bir ¢oziimiin reel oldugu durum igin Sci-
pio del Ferro, Tartaglia ve Cardan, Cardan formiilii ad1 verilen for-
miilde 6zetlenen bir prosediir gelistirdi. Bu formiil her ii¢ kok de re-
el oldugunda ¢oker, zira bu durumda formiile katilan koklii ifadeler
imajiner sayilan temsil eder.

Simdi Bombelli'nin 1572'de yayimlanan cebirinde ele aldif ta-
rihi denkleme, x* = 15x + 4'e bakalim. Bu denklem iig reel ¢oziime
sahiptir; yani 4, (=2 + V3) ve (-2 —V3). Ama Cardan formiiliiniin uy-
gulanmasi, agagidaki imajiner sonuca yol agar:

x=W2+V-121 +¥2 -V -121.

Bombelli iki koklii ifadenin p + V—q ve p — V—q tipindeki (giinii-
miizde eglenik karmagik dedigimiz) ifadeleri temsil ediyor olabile-
cegini diigiindii. Durum buysa ve s6z konusu varliklarin toplami ola-
gan kurallara gore gergeklestirilebiliyorsa, o halde bu tiir iki "sofis-
tike" sayinin toplam bir reel sayi, hatta belki de Bombelli'nin 4 ol-
dugunu bildigi, denklemin reel ¢oziimlerinden birini verebilirdi: Ama
burada s6zii Bombelli'nin kendisine birakiyorum:

Birgok kisinin goziinde ¢ilgin bir diigiinceydi bu, ki ben de uzun siire on-
larla hemfikirdim. Her sey gercekten ziyade safsataya dayaniyor gibiydi. Yi-
ne de uzun siire ugragtim ve durumun gergekten boyle oldugunu ispatladim.

Bombelli gercekten de iigiincii dereceden iki koklii ifadenin,
toplamlari 4 olan 2 + V=1 ve 2 — V-1 seklinde ¢oziimlendigini kanit-
lamigtir.

Bu varliklar imkéansizdi, evet! Ama gergek problemleri ¢g6zmede bir
arag olduklarn igin hepten yararsiz da degillerdi. Bu nedenle, bagar-
sinin destegiyle Bombelli bu karmagik varliklar iizerindeki islemler
icin kurallar geligtirmeye bagladi.

Giiniimiizde Bombelli'nin gosterimini V=1 igin i semboliinii kul-
lanarak basitlestirmis bulunuyoruz. Tiim karmagik varliklar a + ib
tipindedir. Bu gosterimle, Bombelli'nin denkleminin ¢6ziimii x =
N2+ 11i+WV2-11i=Q+i)+(2-i)=4olur.

Bombelli'nin buldugu bu varliklara karmagik sayilar adini veri-
yoruz. Say: adin1 mesrulagtirmak i¢in bunlarinkalicilik ilkesinin tiim
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kosullarin1 yerine getirdigini kanitlayabiliriz. Bombelli bu ilkeden
bihaberdi; sadece diger bir ad1 da sezgi olan matematiksel vicdam
ile hareket ediyordu. Yine de becerikli italyan, gosterim haricinde
tiim kurallar1 neredeyse bugiin 6gretildikleri bigimde olusturmustu.

[1k kosul kargilanir giinkii a + ib karmagik sayis1, reel sayilari alt-
bolge olarak kapsar (b = 0). Derece kriteri,a=cveb=disea + ib
ve ¢ + id'in esit oldugunu, aksi takdirde esit olmadiklarin1 6ngérme-
yi icerir. "Daha fazla" veya "daha az" kriterlerine gelince, bunlar o
kadar agik olmamakla birlikte, karsilagilan giigliikler 6zel olarak
bahsedilmeye degecek kadar ciddi degildir.

iki karmagik sayinin toplam, reel ve imajiner kisimlan ayn ayn
toplanarak elde edilen bir karmagik say1 olup, ¢ikarma isleminde de
bu kural gegerlidir. iki veya daha fazla karmagik sayinin garpimi, bu
sayilarin cebirin basit kurallarina gore ayn ayn c¢arpilmasi ve i'nin
iislerinin her yerde asagidaki semaya gore degistirilmesi ile elde
edilir.

i =V S=i P=i
2 6= _ 0 — _
r=-1 I 1 ! 1 Vb., vb.

H==i == in=—j
=1 #=1 i"7=1

Buna gore, Bombelli islemlerinin degigsme, birlesme ve dagiima
ozellikleri vardir. ilkenin tiim kogullan yerine getirilmistir. Boylece,
nasil ki reel sayilar bolgesi rasyonellerin yerini almigsa, karmagik
sayilar bélgesi de reel sayilar bolgesinin yerini almigtir.

Sonug olarak karmagsik sayilar iizerinde uygulanan herhangi bir ras-
yonel islem kiimesi bizi karmasik sayilara gotiiriir. Diger bir deyis-
le, karmagigin alani rasyonel iglemlere gore kapalidir.

Peki analizin sonsuz siireglerine gore de kapali midir? Veya di-
ger bir deyisle, sonsuz dizi nosyonunu, yakinsaklik ve limit nosyo-
nunu karmagik sayilar da kapsayacak sekilde genigletebilir miyiz?
Bu soruya on dokuzuncu yiizyilda Gauss, Abel, Cauchy ve Weierst-
rass olumlu bir cevap vermistir ve bu temel olgu modem fonksiyon
kuraminin temelini olugturmustur.
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Daha on sekizinci yiizyilda karmagik say: saf cebirsel 6zelligini yi-
tireye baslamisti. De Moivre'in kesfettigi meshur formiil karma-
stk saymnin trigonometride oynadig rolii gosterirken, Euler e agkin
sayisini ortaya siirerek de Moivre'in formiiliinii genigletmigstir. Bu
benim alanimin diginda olsa da, biitiinliik adina, Euler'in metafizige
egilimli kimi ¢agdaslarinin mistik bir 6nem atfettigi bu ¢arpici for-
miiliinden bahsetmeliyim:

er+1=0

Gergekten de bu formiil modern matematigin en 6nemli sembolleri-
ni igerir ve aritmetigin O ve 1, cebirin i sembolii, geometrinin 1t sem-
bolii ve analizin e agkiniyla temsil edildigi bir tiir mistik birlik ola-
rak goriilmiigtiir.

Karmagik sayilarin birlestirilmesiyle olusturulan aracin temel cebir
problemini ¢6zmeye, yani en genel denklemin kokiinii saptamaya ye-
terli olup olmadigini sorgulamak dogaldir.

Bombelli ikinci dereceden ve kiibik denklemin karmagik sayilar
yoluyla tamamen ¢oziilebilecegini; diger bir deyisle ikinci ve iigiin-
cii dereceden en genel denklemin reel veya karmagik sayi olabile-
cek en az bir kok icermesi gerektigini biliyordu. Zira bu denklemler
ikinci ve iigiincii dereceden ifadeler cinsinden formel ¢6ziimlere gi-
diyordu. Elbette ikinci terim karmagik sayi igerebilir, ama bu tiir
koklii ifadeler a + ib bigiminde yazilabilir.

Ferrari yontemi dordiincii dereceden denklemler igin benzer bir
siire¢ olugturdugundan, bunlarin ¢éziimleri de karmagik say: olarak
ifade edilebilir, ¢oziimiin reel sayillmasi 6zel bir durumdur.

Bu olgular on yedinci yiizyilda biliniyordu. Aym1 zamanda reel
katsayilara sahip bir cebir denkleminin imajiner koklerinin de ¢ift-
lerden ibaret olmasi gerektigi, yani bu tiir bir denklemin bir ¢6ziimii
a + ib ise bir ¢dziimiin de a — ib eslenigi oldugu biliniyordu. Buna
gore tek say: dereceli bir denklemin en az bir reel kékii olmasi ge-
rektigi sonucuna vanlmsgtir.

1631 yilinda ingiliz Thomas Harriot'in aklina herhangi bir denk-
lemi O'a egit bir polinom bigimine getirme fikri geldi. Derin etkileri
olacak bir fikirdi bu, zira Harriot'i sonunda (giiniimiizde ¢arpan te-
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oremi adi verilen) su teoreme gotiinmiistii: a bir cebir denkleminin
kokii ise, o zaman x — a buna karsilik gelen polinomda bir ¢arpandir.
Bu temel olgu herhangi bir denklemin ¢oziimiinii, o denklemi gar-
panlarina ayirma problemine indirgiyor ve herhangi bir denklemin
(reel veya karmagik) bir kokii oldugunun kanitlanabilmesi durumun-
da, denklemin derecesinin gosterdigi sayida kokii oldugunun kendi-
liginden saptanabilecegini kesin bigimde gosteriyordu — elbette her
kokiin, ilgili ¢arpamin polinomda yer aldigi sayida sayilmasi kosu-
luyla.

Girard on yedinci yiizyilin baglarinda, ilk dort dereceden denk-
lemler i¢in dogru olanin genel olarak da dogru olduguna inaniyordu
ve on sekizinci yiizyilin ortalarinda d'Alembert bunu, herhangi bir
cebir denklemi, reel veya karmagik en az bir ¢6ziim icermelidir oner-
mesi ile formiile etmisti. Ancak kendisinin saglam gekilde ispatla-
yamadig bu sav, birgok takipgisinin ¢abalarina kargin bir elli yil da-
ha postiila olarak kald.

Bu sav diger ifadeyi ammsatiyor: Herhangi bir denklem koklii
ifadeler yoluyla ¢oziilebilir. Bunun da, daha Lagrange doneminde
bile cogu matematikgi tarafindan kesin olarak kabul edildigini gor-
diik. Yine de bu kargilagtirma adil degildir: Burada genellestirme,
eksik timevarim denen tiirdendir ve 6nermenin hatasi sadece bu yon-
temin tehlikesini agiga ¢ikarmakla kalmigtir. D' Alembert'in postiila-
sina yol agan sezgi tamamen farkl bir seydir.

Bu sezgi bu temel cebir teoreminin D' Alembert'in zamanindan beri
one siiriilen tiim ispatlarinda; yani D'Alembert'in, Euler'in ve Lag-
range'in yetersiz ispatlarinda; Argand'in 1806 ve 1816'da 6ne siirdii-
gii kanitlarda; biiyiik Gauss'un dnermeyi kurarken ortaya attig1 dort
kanitta ve bunlarin sonraki tiim versiyonlarinda yansitilmagtir.

Bu ispatlar ilke olarak farkl olsa da, tiimiiniin ortak bir 6zelligi
vardir. Bir yerde, bir sekilde, bazen agik¢a, bazen dolayli olarak, ce-
bire yabanci, analiz dlemine ait bir fikir olan siireklilik fikri konuya
dahil edilmistir.

Bunu basit bir drmekle agiklayayim.

Z=2%+1 ve z=x+iydenklemlerini kurdugumuzda, yerlegtirme
yoluyla Z = (x2 — y2 + 1) + i(2xy) esitligini elde ederiz. Simdi, x ve y

cwe

siirekli bigimde degistigi ve —o ile +oo arasindaki olasi tiim degerle-
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ri aldiginda, parantez igindeki ifadeler de ayni araliktaki olasi tiim
degerleri alacaktir. Bunu genel vaka igin ve kesin olarak ispatlamak
son derece zordur; D'Alembert'in bagarisiz ¢abalan ile Gauss'un de-
hasi bu hedefe kilitlenmisti. Ama bunun bdyle oldugunu rasavvur
etmek ayn bir konudur; siireklilik sezgisi burada devreye girer. Poli-
nomlar, x ve y degiskenlerinin bazi degerlerinde pozitif, digerlerin-
de negatiftir. Degigimin siirekli olmas1 durumunda, x ve y'nin ilk po-
linomu sifir kilacak ara degerleri vardir, hatta bunlar sonsuz sayida-
dir. Ayrica, ikinci polinomun ortadan kalkmasina neden olacak di-
ger bir deger araligi da vardir. Bu iki aralikta bazi ortak ¢iftler ola-
caktir. Eger a ve b bu tiir bir ¢ift ise, o halde a + ib, Z = 0 denklemi-
nin bir kokiidiir. Matematiksel sezgi bunu ileri siirmiig, D'Alembert
bunu ispatlamaya ugragmigtir. D'Alembert'in bagansizliga ugradigi
yerde Gauss baganli oldu, ancak yine de cebirin temel teoremine ilig-
kin bu ilk ispatinin analizsel diisiincelere dayanmasi canini sikiyor-
du. Bu nedenle on alt1 y1l sonra bagka bir ispat gelistirdi. Cift say1
dereceli herhangi bir denklemin salt cebir yoluyla tek say: dereceli
bir denkleme indirgenebilecegini kanitladi. Buna gore, temel te-
orem, tek dereceli bir denklemin en az bir reel kke sahip olmasi ge-
rektiginin kanitlanabilmesi durumunda olugturulabilirdi. Ama ne
yazik ki bu son dnerme de, saf cebire yabanci diigiinceler katilmak-
s1zin kanitlanamaz.

Cebirin temel teoreminin kanitinin, cebire yabanci siiregleri ima et-
mesi, teoremin daha genel kapsamli olabilecegini diisiindiiriiyor —
ki durum gergekten de boyledir. Karmagik sayilar kiimesi iginde bir
¢Oziime sahip olma 6zelligi, cebir denklemlerinin tekelinde degil-
dir. Agkin bigimli, 5rmegin ¢? + z = 0 gibi denklemlerin bir¢ogu da
karmagik ¢6ziimlere imkén verir.

Polinomlar, Weierstrass'in tam adin1 verdigi bir fonksiyon sinifi-
nin son derece kiigiik bir boliimiinii olugturur. Polinomlar gibi bu
fonksiyonlar da, uygun degisken degerleri i¢in 6nceden atanmig her-
hangi bir karmagik degeri, 6zellikle de sifir degerini alabilir. Bu sini-
fa siniis, kosiniis ve iissel fonksiyon gibi en 6nemli agkin ifadeler gi-
rer. Fonksiyonlar kurami agisindan, tam fonksiyonlar polinomlarin
dogrudan bir uzantisidir.

Cauchy, Weierstrass ve Riemann tarafindan olugturulmug, mate-
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matigin on dokuzuncu yiizyildaki gelisiminde egemen etmen haline
gelen karmagik degigkenli fonksiyonlar kuraminin temeli budur.
Ama 6ykiime geri doneyim.

1770 yilinda, Euler'in ¢ok miktarda karmagik say1 uygulamasi sun-
dugu Cebir'i gikt1. Euler soyle diyordu:

VT, V2 gibi ifadeler, negatif sayilarin koklerini temsil ettikleri igin so-
nugta imkansiz veya imajiner sayilardir. Bu sayilara iligkin olarak, ne hige
esit, ne higten biiyiik, ne de higten kiigiik olduklarim soyleyebiliriz, ki bu da
onlari mecburen imajiner veya imkansiz yapar.

Gauss ise 1831 yilinda sdyle yaziyordu:

Su ana kadar kapsami antikgagin geometrisini geride birakmig olan ge-
nel aritmetigimiz tamamen modern gaglarin bir yaratisidr. ilk olarak mut-
lak tamsay1 nosyonundan gikarak alanim yavag yavag genigletmigtir. Tam-
sayilara kesirler, rasyonel sayilara irrasyonel sayilar, pozitife negatif ve
reele imajiner eklenmigtir. Bu ilerleme ise her seferinde 6nce gekingen ve
tedirgin adimlarla baglamugtur. ilk cebirciler denklemlerin negatif kéklerine
sahte kok adin1 vermistir, ki eldeki problem, aranan niceligin yapisi geregi
ziddinin olamayacagini soyliiyorsa durum gergekten de budur. Ama kesrin
bir anlam tagimadig1 birgok yer olmasina karsin genel aritmetikte kimsenin
kesirleri kabul etmekte tereddiit etmemesi gibi, biz de sirf bir¢ok seyin zid-
d1 yok diye pozitif sayilara verilen haklar negatif sayilardan esirgememeli-
yiz. Birgok bagka vakada yeterince yorum bulabildikleri i¢in negatif sayila-
nin reelligi yeterince dogrulanmigtir. Bu durum uzun siiredir kabul edilmis-
tir, ama (gegmiste —ve ara sira halen— uygunsuz bir sekilde, reel degil de im-
kansiz nicelikler olarak nitelendirilen) imajiner sayilar su anda bile benim-
senmekten ziyade miisamaha goriir durumdadirlar; daha gok sembollerle
oynanan bog bir oyun gibi goriiliirler, ki bu oyunun reel sayil1 bagintilarin
hazinesine yaptig1 katkiy: kiiciimsemeyecek kigsiler bile, bu sayilarin makul
bir dayanaga sahip olabilecegi fikrini tereddiitsiiz reddeder.

Yazar yillar boyunca matematigin bu son derece 6nemli kismini farkli
bir bakig agisindan, imajiner sayilara oldugu kadar negatif sayilara da ob-
jektif bir varolug atfedilebilen bir bakis agisindan incelemis, ama su dna ka-
dar goriiglerini yayimlama imkani bulamamigtir.

Iki ifadenin arasindaki altmig yilda, boylesine kokten bir cephe
degisimine yol agacak ne olmugtu? Gauss buna kendi sozleriyle $6y-
le cevap veriyor: "Bu imajiner sayilara objektif bir varolus atfedile-
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bilir." Diger bir deyisle, negatif sayilan bir anlayis degisikligi ile 6z-
deslestiren yoruma benzer somut bir yorum.

Bu yorumu iyice anlamak i¢in on yedinci yiizyila bir goz atmali
ve onceki boliimlerde tekrar tekrar soziinii ettigim bir disiplini geri-
ye doniik olarak incelemeliyiz: analitik geometri.

Bilimin yagsamlarimizda yaptig1 temel degisikliklerden bahsedil-
diginde aklimiza fizik ve kimya gelir. Bu muazzam degisimin somut
kanitin1 sanayi ve ulagimda devrim yaratan mekanik buluglarda go-
riiriiz. Elektrigin uygulamalar ev iglerinin angaryasini azaltmig ve
insanlar arasindaki iletigimi hayalleri agan boyutlara tagimigtir. Kim-
yanin edinimleri, daha 6nce kullanigsiz olan materyalleri beslenme,
rahatlik ve eglence kaynaklarina doniistiirmemizi saglamigtir. Tiim
bunlar insanlia bu bilimlerin edinimlerine saygi ve hayranlik duy-
may1 ogretmigtir.

Matematigin sundugu yararlar daha yayilmis oldugundan o ka-
dar belirgin degildir. Matematigin bu buluglari miimkiin kilan kuram-
larda ve bu buluslarin tasariminda gorevini yerine getirdigini biliyo-
ruz. Ama bu konu uzmanlarin ilgi alanina giriyor. insan giinliik yasa-
minda suyun hangi elementlerden olugtugunu veya kisa ve uzun dal-
ga arasindaki farki bilmenin faydasini gorebilir, ancak geometri ve-
yakalkiiliis 6greniminin mutluluguna pek bir katkis1 olmayacaktir.

Buna ragmen, matematigin muazzam basarilarinin arasinda, in-
sanlarin giinlilk yagsamina niifuz ettikleri icin bu dogrudan anlamda
bile faydali buluslar olarak goriilebilecek olanlar da vardir. Hesap-
lamay1 ortalama bir zeka igin erisilir kilan basamakli numaralandir-
ma bunlardan biridir; cebirin sembolizmi, 6zellikle Vieta'nin daha
once ¢ok az kisinin anlayabildigi genel bagintilarin kisaltilmig bi-
¢imlerini¢ogunlugun tasarrufunasunan logistica speciosa's1 da dog-
rudan bir kolaylik saglar. Bu kategoriye Descartes'in diinyaya sun-
dugu o muazzam bulug; bir fenomeni idare eden bir yasanin, birbi-
rine bagli olaylar arasinda var olan bagintinin veya zaman iginde bir
durumun gegirdigi degisikliklerin grafik halindeki resmini bir bakig-
ta veren analitik gema da girer.

Kitlelerin en fazla erigebildigi matematiksel icatlarin ayn1 zaman-
da saf matematigin gelisimine en ¢ok katkida bulunan icatlar olmasi
dikkate degerdir. Konum ilkesi bize sifir: vermistir; bu da negatif sa-
y1 kavraminin geligmesini saglamig, denklemleri standartlagtirma
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imkanini sunmug ve ¢arpan teoremini miimkiin kilmigtir. Harfli gos-
terim matematigi 6zelin incelenmesinden genelin incelenmesine do-
niigtiirmiis ve imkansizi sembollestirerek genel say1 kavraminin ze-
minini hazirlamigtir.

Son olarak, Descartes'in bulugu sadece 6nemli bir disiplin olan
analitik geometriyi yaratmakla kalmamig, ayn1 zamanda Newton,
Leibniz, Euler ve Bernaullilere yeni bir silah —yoklugu Argimet ve
daha sonra Fermat'nin derin ve kapsaml diigiincelerini dillendirme-
lerini engelleyen bir silah— sunmugtur.

"Proles sine matre creata.”

"Bir anneden dogmamig ¢ocuklar." Geometrici Chasles, Descar-
tes'in bagarisim bu sozciiklerle nitelendiriyordu. Onciillerine esit 61-
¢iide haksizlik yapilarak, bu ciimle konum ilkesi ve harfli gdsterim
icin de soylenebilirdi! Birincinin izini say1 tahtasinin bos siitununa
kadar siirdiik ve ikincinin de matematikgiler ve matematikle ilgile-
nenler tarafindan ezelden beri uygulanan retorik bir sembolizmin
gelisiminden bagka bir ey olmadigini gordiik.

Benzer bigimde Kartezyen sistemi igeren o biiyiik bulugun kok-
leri, Platon'un zamaninda dogmug meghur antik¢ag problemlerine
dayaniyordu. Bir aginin iige boliimii, kiipiin iki eg kiipe boliinmesi
ve ¢cemberin karelestirilmesi problemlerini ¢ozmeye ¢aligirken, per-
gel ve cetvelin kendilerini yar1 yolda birakmasi nedeniyle Yunanli
geometriciler yeni egriler aradi. Boylece konik yani genel bir diizle-
min dairesel bir koni boyunca kesebilecegi egrileri, elips, hiperbol
ve parabol gibi egrileri buldular. Zarif 6zellikleri Yunanli geometri-
cileri dylesine biiyiilemisti ki cok gegmeden bu egrilerin kendisi in-
celeme nesnesi oldu. Biiyiik Apollonios onlarn iizerine yazdig te-
zinde, bu egrilerin sahip oldugu en 6nemli 6zellikleri tanimlayip
gosteriyordu.

Burada Descartes'in daha sonra bir ilkeye doniigtiirdiigii yonte-
min gekirdegini goriiyoruz. Buna gore Apollonios parabolii ekseni-
ne ve ana tegetine gore tanimlayarak, yarim kirigin ézkiris ile kesi-
tin yiiksekliginin orta orantilisi oldugunu gostermistir. Giiniimiizde
bu iligkiyi Kartezyen denklemi x? = Ly ile ifade ediyor, yiikseklige
ordinat (y) ve yarim Kirige apsis (x) diyoruz; ozkirig ise y'nin katsa-
yisi, yani L'dir.
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GIZLI ANALITIK GEOMETRI:

PERGE'Li APOLLONIOS'UN PARABOL i{SLEMI

Yunanlilarin, kegfettikleri bu egrilere ve diger birgoklarina loci* adi-
n1 vermeleri manidardir; yani, bu egrileri sabit bir referans sistemi-
ne gore Olgiilebilir bir konumda olan tiim noktalarin yerleri olarak
tanimlamiglardir. Buna gore elips, iki sabit noktaya olan uzaklikla-
rinin toplami sabit olan bir noktanin /ocus'uydu. Bu tanim aslinda eg-
rinin retorik bir denklemi olup, herhangi bir noktanin egriye ait olup
olmadigini tespit etmemizi saglayan kistaslari sunuyordu.

Gergekten de bu iligkiler, kiibik denklem igin iki konik egri yo-
luyla grafik bir ¢6ziim bulan Omer Hayyam tarafindan bu baglamda
kullanildi. Bu yontemler Ronesans devrindeki Italyan matematikgi-
ler ve Vieta tarafindan daha da gelistirildi. Esasen, Vieta'nin logisti-
ca speciosa'sini gelistirmesini saglayan bu tarz problemlerdi.

Son olarak da, Fermat'nin 1629'da yazdig1 ama kirk y1l sonra (ya-
ni Descartes'in Géométrie'sinin ¢ikigindan otuz yil sonra) yayimla-
nan bir makalesinden alinma su son derece 6nemli pasaja bakalim:

* Lat. locus'un (yer) ¢ogulu. Yerler. Tiirkge matematikte "gezenekler” olarak
anilirlar. —¢.n.
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Bilinmeyen iki nicelik nihai bir denkleme girdiginde, bir gezenek —bi-
linmeyen niceliklerden birinin bir dogru veya egri tamimlayan ucu- s6z ko-
nusudur. Dogru basit ve essiz, egri tiirleri sonsuz sayidadir: daire, hiperbol,
parabol, elips vs.

Denklem kavramina yardimci olmak iizere, bilinmeyen iki niceligin, dik
a1 oldugunu varsayacagimiz bir ag1 olugturmasi yararhdir.

Hayir, Kartezyen geometri annesiz bir cocuk olmaktan ¢ok uzakti.
Patavatsiz goriinmeyi goze alarak sunu séylemeliyim ki, Descartes'in
sisteminin sadece annesi (Yunan geometrisi) degil, bir ikiz kardesi
de vardi. Gergekten de, Descartes'in Géomeétrie'si ile Fermat'nin Ad
Locos Planos et Solidos Isagoge (Diizlemlere ve Kat1 Gezeneklere
Girig) adli eserlerinin iistiinkorii incelenmesi bile, karsimizda mate-
matik tarihinde bolca rastlanan ikiz fenomenlerden birinin oldugunu
gosterecektir. Ayni yiizyilda ve hatta ayni kugakta, Desargues-Pas-
cal'in izdiigiim geometrisi kesfini ve Pascal-Fermat'nin matematik-
sel olasiliklar kuramu ilkeleri kesfini goriiyoruz. Ama bu fenomenler
kesinlikle on yedinci yiizyilla sinirli degildi. On sekizinci yiizyilda
Newton-Leibniz vakasi yasandi; on dokuzuncu yiizyil karmagik sa-
yilarin bir yorumuna iligkin Wessel, Argand ve Gauss'un neredeyse
eszamanli kesiflerine; Lobagevski, Bolyai ve Gauss'un neredeyse es-
zamanh Oklit dis1 geometri kavramina ve yiizyilin sonlarinda Can-
tor-Dedekind'in siirey formiilasyonuna taniklik etti.

Diger bilimlerde de benzer 6rnekler mevcuttur. Ayni kavrayis ne-
redeyse ayn1 anda iki veya daha fazla insanin zihninde belirir. Bir-
¢ok durumda, insanlar birbirlerinden binlerce mil uzakta, tamamen
farkli milliyetlerdendir ve birbirlerinin varligindan bile bihaberdir.
Ormnegin Descartes ve Fermat gibi iki insanin mizaglan, gevreleri ve
dig goriiniigleri arasindaki farklar ¢arpicidir. Bu garip fenomeni na-
sil agiklayabiliriz? Sanki insanligin biriken deneyimi zaman zaman
bir ¢ikigin zorunlu oldugu bir agamaya geliyormusg ve zengin tagki-
nin meyvelerini tek bir insanin my, iki insanin mi1 yoksa bir siirii in-
sanin mi1 toplayacagi sadece sans meselesiymig gibi goriiniiyor.

Ne Fermat ne de Descartes kesiflerinin gercek dnemini anlayabil-
migti. Ikisi de geometride birlestirici bir ilke olusturmakla ilgileni-
yordu. Bunu Fermat kuramsal matematikginin, Descartes ise filozo-
fun bakig agisindan istiyordu. Nihai ifadesini Oklit ve Apollonios'un
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eserlerinde bulan Yunan geometrisi bu tiir bir birlige sahip degildi:
Her teorem, her yap1 genel ilkelerin uygulanmasindan ¢ok sanatsal
bir yaraticilig1 andiriyordu. O veya bu yapinin arkasinda hangi dii-
siinceler yatiyordu? Neden bazi problemler sadece cetvelle inga edi-
lebilirkendigerleri pergel de gerektiriyor, bagkalariysa kadim cetvel
ve pergel ustalari olan Yunanlilarin hiinerine bile boyun egmiyordu?
Bu ve benzeri sorular, aralarinda Fermat ve Descartes'in da oldugu o
donemin matematikgilerinin zihinlerini karincalandinyordu.

ipucunu cebirde aradilar ve bu nedenle geometriyi cebirlegtirme-
ye yoneldiklerinde sonug analitik geometri oldu. Bir geometri prob-
leminin tekdiize cebir iglemlerine indirgendigi prosediiriin temelle-
rini attilar. Boylece, efsanevi bir debdebe ile baglayan ve gaglar bo-
yunca ileri gelen bircok matematikgiyi cezbetmis o meshur antik-
¢ag problemleri Descartes tarafindan bertaraf edildi. Descartes'in
sistemine gore, birinci dereceden bir denkleme yol agan herhangi
bir problem sadece cetvelle geometrik olarak ¢oziilebilirdi; cetvel-
pergel ile inga ikinci dereceden denklem ¢oziimiine esdegerdi; ama
bir problem ikiden yiiksek bir dereceden indirgeneme:z bir denkle-
me yol agiyorsa geometrik ¢oziim sadece cetvel ve pergelle miim-
kiin degildi.

Descartes (ve aynisi elbette Fermat i¢in de gegerlidir), yeni bir ma-
tematigin temellerini attiginin farkinda degildi; onun dile getirilen
amaci eski ¢aglarin geometrisini sistematiklestirmekti. Gergekten
de, on yedinci yiizy1lin matematik tarihindeki rolii bu olmugtu: Bu
donem, antik matematik kiiltiiriiniin tasfiye ¢ag: idi. Galileo, Fermat,
Pascal, Descartes ve digerlerinin eserlerinde, genel bir gerileme do-
neminde zirveye ulagamamusg tarihi bir siirecin tamamina erdigini
goriiyoruz. Romalilarin kayitsizlig1 ve dinsel gericiligin hakim ol-
dugu uzun ortagag, bu siirecin devamini bin bes yiiz y1l boyunca en-
gellemigtir.

Ayni zamanda, antik matematigin enkazini temizleyen bu insan-
larin dehalarn yeniler ig¢in zemin hazirlamigtir. Modern matematiksel
diisiincenin temel 6zellikleri formel yasalarin kaliciligi ve miitekabi-
liyet ilkesidir. Birincisi genellestirilmig say1 kavramina yol agarken,
ikincisi goriiniigte birbirinden uzak ve farkli kavramlar arasinda bag-
lant1 kurulmasini saglamigtir. Modern matematigin bu iki temel ilke-
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sini Ortiilii olarak bile anlayamamasina kargin, Descartes'in analitik
geometrisi bu ilkelerin geligimi igin gerek duyulan her seye sahipti.

Burada, ortiilii olarak irrasyonellere rasyonel sayilarla egit mua-
mele eden bir cebir mevcuttu. Bu cebir klasik geometri problemleri-
ne uygulaniyordu: Dogrudan ve sistemli siirecler aracilifiyla, (hesap-
larinda son derece titiz olmakla birlikte irrasyonel sayilara ve son-
suzluga yonelik korkularinca kisitlanan) Yunanhlarin dadhiyane ama
sistemli olmayan yontemlerle elde ettikleri sonuglarin aynisini veri-
yordu. Bizzat bu olgu, Descartes'in tiimdengelimlerine muazzam bir
pragmatik gii¢ kazandinyordu, zira higbir sey bagarinin getirdigi ba-
sanyla yarigamaz.

ikinci olarak, analitik geometri sadece yapisal agidan farkh ol-
makla kalmayip, en bagindan beri dogrudan ¢atigma halinde olduk-
lar1 bilinen iki matematik dali —aritmetik ve geometri— arasinda ku-
rulan baglantinin tarihteki ilk megiydi. Bu son agama Fermat, Des-
cartes veya ¢agdaslarinca bilinmese de, sonraki iki yiizy1l boyunca
matematiksel diisiincenin geligimi iizerindeki en biiyiik etkiyi olus-
turacakti.

Onceki boliimde, Descartes'in ortiilii olarak reel sayilarla sabit ek-
sendeki noktalar arasinda tam bir miitekabiliyet bulundugunu var-
saydigin1 soylemistim. Aslinda bundan fazlasim varsaymigti: S6z-
ciiklere dokmesi gerekmeyecek kadar dogal goriindiigii i¢in agik¢a
dile getirmemekle beraber, bir diizlemin noktalari ile tiim reel say:
ciftlerinin kiimesi arasinda miikemmel bir miitekabiliyet kurulabile-
cegini belitsel olarak kabul etmisti. Boylece iki boyuta genigletilmig
Dedekind-Cantor beliti, Dedekind veya Cantor dogmadan iki yiizyil
once olugturulmus bir disipline ortiilii bicimde dahil edilmistir. Bu
disiplin, sonraki iki yiizyil icindeki kalkiiliis, fonksiyonkurami, me-
kanik bilimi ve fizik gibi tiim basarilarin deneme alani oldu. Bu ana-
litik geometri disiplininin hic¢bir yerinde geligkiye rastlanmadi. Ayri-
ca yeni problemler ortaya atma ve sonuglan 6ngérme giicii 6ylesine
fazlaydi ki, uygulandig her yerde vazgecilmez bir aragtirma araci
oluyordu.

iki dik eksen alin, her birine bir anlam atayin; boylece eksenler diiz-
lemindeki herhangi bir nokta iki say: ile gosterilebilir. Bunlarin her
biri pozitif, sifir veya negatif, rasyonel veya irrasyonel olabilir. Nok-
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tanin eksenlerin belirledigi dort ¢eyrek diizlemden hangisinde kal-
digina bagh olarak 6niinde art1 veya eksi olan bu sayilar, ilgili nok-
tanin referans eksenlere mesafelerinin 6l¢iileridir.

ilke 6ylebasit vedogaldirki, kesfinin ii¢ bin yil sirmiisolmasiina-
nilmazdir. Bu fenomen, numaralandirmada konum ilkesi kadar ¢ar-
picidir. Konum ilkesi say1 dilimizin yapisinda ortiilii olarak vardir,
ama beg bin y1l boyunca kesfedilememistir. Eksenlere iligkin ilke vii-
cudumuzun simetrik yapisinin dogrudan sonucudur ve ezelden beri
viicutlarin kargilikli konumunu tanimlamakta kullanilmigtir. Gorii-
niige gore hakiki bir koordinat geometrisi igin tek gereken, sag ve
sol, gerive ileri, yukar: ve agagi kavramlarina nicel biranlam ekle-
mektir.

Bu ilkenin en bastan beri kullamldigim1 goriiyoruz: Ornegin eski
masallarda, hazine avcisina hazinenin yerini tarif etmek i¢in dogu-
ya dogru su kadar adim, ardindan kuzeye bu kadar adim atmasi tali-
matlarini veren haritalar vardir; ayrica Misirh yerélgmeciler giiney-
kuzey ve dogu-bati hattini izleyip nesneleri bu eksenlere gore tarif
ederek bu sistemi agikga uygulamistir.

Bu pratik prosediirden analitik geometriye geg¢is elbette sifir sa-
yisinin ve negatif say1 kavraminin yaratilmasina dayaniyordu. Ama
bunlar Avrupa'da Fibonacci'nin zamanindan beri biliniyordu. O hal-
de koordinat ilkesi matematikgilerin aklina neden daha 6nce gelme-
di? Cevap, Yunan diisiincesinin Avrupa diisiincesi iizerindeki muaz-
zam etkisinde bulunabilir. Sayinin Yunanlhlarca dayatilan kisitlama-
lardan kurtulugu, bugiin goriindiigii kadar basit bir ig degildi.

Kartezyen geometri diizlemdeki her noktaya iki reel say1 ve her reel
say1 ¢iftine diizlem iizerinde bir nokta atar. Reel ¢iftlerin kiimesini
diizlemdeki noktalarla tanimlar. Buradan, noktanin say:-birey, yani
tek bir say1 olarak kabul edilmesine tek adim kalmigtir. Buna rag-
men, bu adim da neredeyse iki yiizyil gecikmigtir.

1797 yilinda Wessel adinda Norvegli meghul bir aragtirmaci, Da-
nimarka Bilimler Akademisi'ne karmagik sayilarin geometrik yoru-
mu iizerine bir rapor sundu. Bu rapor fark edilmeden gegcti ve ancak
yiiz y1l sonra bilim diinyasinda tanindi. Yine 1797'de yirmi yaginda-
ki Gauss cebirin temel teoremi iizerine doktora tezini savunuyordu
ve bu tezde karmagik bolgenin geometrik temsilini ortiilii bir sekilde
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GAUSS-ARGAND DiYAGRAMI

kullanmigt1. Parisli mechul bir kitapg1 olan Isvigre dogumlu Robert
Argand, 1806'da karmagiklarin geometrik yorumu iizerine bir maka-
le yayimladi. Bu da, on yil sonra 6nde gelen bir matematik dergisin-
de tekrar yayimlanana kadar gze ¢arpmadi. Son olarak Gauss, 1831
yilinda yukarida belirtilen makalesinde diiz Kartezyen geometrinin
karmagik sayilar bolgesiyle matematiksel esdegerliligini kesin bi-
¢imde formiile ediyordu.

Esasen Wessel ve Argand'a ait olan bu formiilasyona gore, reel
say1 Kartezyen semasinin x-ekseni iizerinde bir noktay1 temsil eder.
a bu tiir bir reel say1 (bkz. iistte) ve A onun x-eksenindeki temsili
noktasl ise, i ile carpimi1 OA vektériinii saatin ters yoniinde dik ag1
olugturacak bi¢imde dondiirmeye esdegerdir; buna gore ia sayisi y-
ekseninde A’ noktasi ile gosterilir. Bunu da i ile ¢arptigimizda elde
ettigimiz i%a = —qa, x-ekseninde A" noktasini temsil eder vs. Her biri
bir dik agidan gegen dort ardigik devir, noktay: ilk konumuna geri
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getirecektir. O halde bu, sayfa 163'te belirtilen bagintilarin geomet-
rik yorumudur.

Dahasi a + ib toplam1 OA ve OB vektorlerinin bilegimi olarak
yorumlanirken, burada A reel say1 a'nin temsili noktasi ve B de salt
imajiner say! ib'nin temsili noktasidir. Dolayisiyla a + ib, kenar ola-
rak alinan OA ve OB iizerine kurulmug dikdoértgen kosegeninin C
ucunu temsil eder. Karmagik say: a + ib buna gore Kartezyen gema-
sinin apsis i¢in a ve ordinat i¢in b kullanan noktasiyla ifade edilir.

Sirasiyla P ve Q noktalariyla ifade edilen iki karmagik sayinin
toplanmasi, OP ve OQ vektorlerinin paralelkenar kuralina gore bi-
lesimi ile tanimlanir. Bir reel sayi ile, diyelim 3 ile ¢arpilmasi, OP
vektoriiniin 3:1 oraninda uzati/masi anlamina gelir. i ile ¢arpilmasi
saat yoniiniin tersine bir dik ag1 doniigii anlamina gelir vs.

Islemlerin ayrintilan1 sekildeki 6rnekte gosterilmistir.

Bu somut yorumun kesfi Bombelli'nin hayalet varliklarini ete kemi-
ge biiriindiimiistiir. /majineri karmagiktan gikarmig ve yerine bir
imge koymustur.

Bu gelisme, herhangi bir cebir denkleminin ve genis bir simf
teskil eden agkin denklemlerin ¢oziimiiniin karmagik sayilar bolge-
sine ait olabilecegine iligkin eszamanli kanit matematikte gergek bir
devrim yapmstir.

Analiz alaninda Cauchy, Weierstrass, Riemann ve digerleri, son-
suz siireglerin kapsamini karmagiklar bolgesini de igine alacak ge-
kilde genisletmistir. Boylece bir karmagik degisken fonksiyonu ku-
rami olugturulmusg, bunun ise analiz, geometri ve matematiksel fizik
iizerinde genig kapsamli sonuglar olmugtur.

Geometri alaninda Poncelet, Von Staudt ve digerleri karmagik
say1y1 genel bir izdiigiim geometrisi kurmak igin ¢ikis noktasi olarak
almigtir; Lobagevski, Bolyai, Lie, Riemann, Cayley, Klein ve daha
birgoklar zengin Oklit dig1 geometriler alaninin kapisini agmustir.
Karmagik sayinin sonsuz kiigiikler geometrisine uygulanmasi, niha-
yetinde, modern gorelilik kuraminin temeli olan mutlak diferansiyel
geometri haline gelmistir.

Say: kuraminda, Kummer ideal sayilar dedigi karmagik bolenler
yontemini icat etmis, boylece Fermat'nin problemini ve ilgili soru-
lar1 daha 6nce akla hayale gelmeyen bir agamaya tagimigtir.
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Bu muazzam basari, genellestirmeleri cesaretlendirmigtir. Bunlar
iki yonde ilerliyordu. ilk olarak i2 = -1 yasasindan bagka yasalara
uyan karmagik birimlerin kullanilip kullanilamayacag sorusu ele
alinmigtir. Bu yonde ¢ok fazla ¢aligma yapilmig olsa da, bunlar bu
kitabin ilgi alaminin digindadir. ikincisi, dogal olarak ii¢ boyutlu nok-
talarin ayn1 zamanda sayi-bireyler olarak kabul edilip edilemeyece-
gi sorgulanmigtir. Bu sorgulamadan, giiniimiizde Vektér Analizi adi
verilen ve modern mekanik biliminde temel bir rol oynayan yeni
bir disiplin ortaya ¢ikmigtir. Bu sorgulamanin diger bir sonucu, Ha-
milton tarafindan kurulan dérdeyler kurami ve bununla baglantih
Grassmann'in genig nicelikler kuramiydi.

Bu genellestirmeler, karmagik sayilar bolgesini agan genigleme-
lerinancak kalicilik ilkesi pahasina miimkiin oldugu yoniindeki 6nem-
li olguyu agiga ¢ikarmigtir. Karmagik sayilar bolgesi bu ilkenin son
siniridir. Bunun 6tesinde ya iglemlerin degisme 6zelligi ya da sifirin
aritmetikte oynadigi rol gézden ¢ikarilmalidir.

Bu durum genel olarak islemlerin 6zelliklerinin aragtirilmasini
zorunlu kilmigtir. Kisitlamalarin bazilar kaldirilarak kalicilik pren-
sibi genigletilmigtir. Sonug biitiin bir elemanlar dizisinin sayi-birey
kabul edildigi kapsamli bir matris kuraminin ingas1 olmugtur. Bu
"klasorler" toplanip garpilir ve karmagik sayilar cebirinin devami
kabul edilebilecek matrislerden olugan biitiin bir kalkiiliis olugturu-
lur. Bu soyut varliklar yakin zamanda atomun kuantum kuraminda
ve diger bilimsel alanlarda olaganiistii bir bigimde yorumlanmugtir.
Karmagik niceliklerin dykiisiiniin ana hatlan kabaca boyledir. Bun-
lar yiizyillar boyunca mantikla hayal giicii arasinda bir tiir mistik
bag iglevi gérmiistiir. Leibniz'in deyisiyle,

i1ahi Ruh, eksi igaretli birimin imajiner kokii dedigimiz bu analiz hari-
kasinda, ideal diinyanin bu alametinde, varlikla varlik olmayan arasindaki
bu ikiyagayigh mahlukta kendisini gosterecek yiice bir ¢ikig yolu bulmusg-
tur.

Bazilan karmagigi, bir sekilde reel sonuglara gotiiren bos bir
sembol oyunu olarak goriiyordu. Yararl olmalari varliklarini hakli
¢ikanyordu, tipki aracin amaci mubah kilmasi gibi. Bagka yontem-
lerle agilamayacak problemlerle bag etme imkani saghyor ve sonu-
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cu Ongoriiyorlardi. Yani bu hayaletlere sik sik ama hep tedirginlik
icinde bagvuruluyordu.

Derken Bombelli'nin bu hayalet varliklarinin aslinda hayalet ol-
madiginin, aksine herhangi bir reel say1 kadar somut bir varliga sa-
hip olduklaninin kanitlandig giin geldi. Dahasi, bu karmagik varlik-
lar bir tiir ¢ifte yasam siiriiyordu: Bir taraftan aritmetigin tiim yasa-
larina uyuyorlardi ve bu nedenle gergek anlamda sayilards; diger ta-
raftan diizlemin noktalaninda tam anlamiyla viicut buluyorlardi.
Dolayisiyla diizlemin bigimlenimleri arasindaki ¢apragik geometrik
bagintilan say1 diline gevirecek bir ara¢ olmaya ideal derecede uy-
gundular.

Bu fark edildiginde, Fermat ve Descartes'in istemeden baglattik-
lar1 geometrinin aritmetiklestirilmesi siireci tamamlanmig oldu. Boy-
lece, kokeni bir kurgunun semboliine dayanan karmagik say1 sonugta
matematiksel fikirlerin formiilasyonu i¢in vazgec¢ilmez bir aygit, gi-
rift problemlerin ¢oziimii i¢in gii¢lii bir arag, birbirine uzak matema-
tik disiplinleri arasindaki akrabaliin izini siirmemizi saglayan bir
vasita haline geldi.

Alinacak ders: KURGU, YORUM ARAYISINDAKI BiR BICIMDIR.



Sonsuzun Anatomisi

Matematigin 6zii 6zgiirliigiidiir.
GEORG CANTOR

Sonsuz bir derlemin ¢ogullugunu 6lgmek bagta garip bir fikir gibi
goriinebilir. Yine de matematiksel fikirlere en az agina olanlar bile
iki tiir sonsuzluk olduguna —dogal sayilar dizisine bagli sonsuzluk
terimi ile dogru iizerindeki noktalarla iligkili olarak kullanilan son-
suzluk teriminin esasen farkli olduguna- dair belli belirsiz bir hisse
sahiptir.

Sonsuz bir derlemin "igerigine" sahip oldugumuza dair bu belli
belirsiz fikir, bir ag ile kargilagtirilabilir. Tek birim boyunda gozleri
olan bir ag atarak tamsayilan yakalayip diger tiim sayilarin agdan
gecip gitmesine izin verdigimizi diisiiniin. Ardindan 1/10 oraninda
ikinci bir ag; ardindan 1/100 oraninda iigiincii bir ag aldik ve bu se-
kilde devam ederek daha fazla rasyonel say1 topladigimizi hayal
edin. Bu inceltme siirecine bir sinir koyamayiz, zira ne kadar ince bir
ag atarsak atalim, atilabilecek daha ince bir ag olacaktr. Hayal gii-
ciiniizii serbest biraktiginizda bu son —en son—agi tiim rasyonel sayi-
lan toplayabilecek derecede tikiz yani siki, incecik gozlere sahip
olarak kafanizda canlandirabilirsiniz.

Bu benzetmeyi agin uglara tasiyip bu sinirlandirici ag1 gercekte
oldugu gibi sabit, donmus bir gey olarak gérmeye basladigimizda,
Zenon'un ustaca ortaya ¢ikardig: giigliiklere rastlariz. Fakat bizim
burada ilgilendigimiz giigliik bagka.

Bu en son rasyonel ag, somutlagtinilabilse tiim sayilar: toplaya-
mayacaktir. Cebirin irrasyonellerini ele almak i¢in daha da "tikiz" bir
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ag gerekecektir ve bu "cebirsel" ag bile agkin sayilan toplayamaya-
caktir. Yani sezgisel diigiincemize gore, rasyonel sayilar bolgesi do-
gal sayilar bolgesinden daha tikizdir; cebir sayilar1 daha da yogun
bir bigimde diizenlenmistir ve son olarak reel sayilar kiimesi —arit-
metik siirey— azami yogunlukta bir arag, bosluksuz bir arag, sifir
gozlii bir agdr.

Dolayisiyla Georg Cantor'un sonsuz derlemleri siniflandirma ve
her birine ¢ogullugunu temsil edecek bir reel say1 atama tegebbiisiin-
de bulundugunu ilk duydugumuzda, dogal olarak bu degisken tikiz-
ligin bir dlgiisiinii bulmay1 bagarmig olacagini diisiiniiriiz.

Ve beklentilerimiz bu yonde oldugu i¢in, Cantor'un edinimi bize,
bazilar abese varacak kadar sagirtici olan birgok siirprizler sunar.

Derlemin tikizligin1 ag yoluyla 6lgme ¢abasi, ilke olarak aritmetige
degil de fizige dayandigi i¢in baganisizliga mahkiimdur. Aritmetige
dayanmaz zira tiim aritmetigin temelindeki miitekabiliyet ilkesi iize-
rine inga edilmemistir. Fiili sonsuzun, yani gesitli tiirlerde sonsuz
derlemler ¢ogullugunun siniflandirilmasi (sayet miimkiinse) sonlu
derlem ¢ogulluklarinin siniflandirilmasina benzer bir sekilde ger-
ceklestirilmelidir.

ilk bolimde, mutlak ¢ogulluk kavramimn insan zihninin dogal
bir yetisi olmadigini gérmiistiik. Dogal sayinin veya daha ziyade kar-
dinal sayilarindogusu, derlemler arasinda miitekabiliyet olugturma-
miza imkan saglayan eslestirme yetimize dayandirilabilir. Egit-daha
biiyiik-daha kiigiik nosyonu say1 kavramindan 6nce gelir. Degerlen-
dirmeyi 6grenmeden kargilagtirmay: 6greniriz. Aritmetik sayilarla
baglamaz; kistaslaria baslar. Bu esit-daha biiyiik-daha kiigiik kistas-
larin1 uygulamayi dgrenen insanin bir sonraki adimi, her ¢ogulluk
tiirii icin modeller tasarlamak olmugtur. Bu modeller zihninde, stan-
dart metrenin Paris'te Olgiiler Biirosu'nda saklandig1 gibi saklanur.
Bir, iki, ii¢, dort, bes... Bunlarin yerine sunlar1 da sdyleyebilirdik:
ben, kanatlar, yonca, bacaklar, el — ki bildigimiz kadariyla mevcut
bi¢imimizden 6nce bunlar vardi.

Miitekabiliyet ilkesi tamsay1y1 olugturur ve tamsay: iizerinden
tiim aritmetige hiikkmeder. Ayni sekilde, sonsuz derlemlerin ¢ogullu-
gunu dlgmeden once bunlan kargilagtirmay: 6grenmeliyiz. Nasil?
Sonlu derlemlerde gergeklestirildigi gibi. Sonlu aritmetigine 6nem-
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li hizmetlerde bulunan eslestirme siireci sonsuz aritmetigine genisle-
tilmelidir: Zira iki sonsuz derlemin 6geleri de teker teker eslestirile-
bilir.

iki sonsuz derlem arasinda bir miitekabiliyet olugturma olasihgi Ga-
lileo'nun, sonsuz kiimeler konusu iizerine ilk tarihi belge olan diya-
loglarindan birinde ortaya ¢ikar. Bu diyalogu 1636'da ¢ikan Yeni Bi-
limlere Dair Diyaloglar adl1 bir kitaptan aynen aldim. Diyaloglarda
ii¢ kigi var. Bunlardan Sagredo pratik zihni, Simplicio skolastik yon-
temlerle egitilen birini temsil ediyor; Salviati ise siiphesiz Galileo'
nun ta kendisi.

Salviati: Bu, sonlu zihinlerimizle sonsuzu tartigmaya kalktigimizda, son-
luya ve sinirliya atfettigimiz 6zellikleri sonsuza da atfettigimizde ortaya gi-
kan giicliiklerden biri; oysa ben sonsuz nicelikleri birbirinden biiyiik veya
kiigiik ya da birbirine egit olarak ifade edemeyecegimiz i¢in bunun yanlsol-
dugunu diisiiniiyorum. Aklimda bunu ispatlayacak bir argiiman var; daha
acik ve net olmasi agisindan bu argiimani, s6z konusu giigliigii ortaya ¢ika-
ran Simplicio'ya yoneltilmis sorular bigiminde ifade edecegim.

Hangi sayilann tam kare oldugunu ve hangilerinin olmadigim bildigi-
nizi varsaylyorum.

Simplicio: Tam kare sayinin, diger bir sayinin kendisiyle ¢arpimindan
olugtugunu gayet iyi biliyorum; buna gore 4, 9 vs., 2, 3 vs.'nin kendileriyle
carpilmasiyla olugmusg tam kare sayilardir.

Salviati: Cok giizel. Ve garpimlara kare dendigi gibi ¢arpanlara da yan
veya kok dendigini; 6te yandan iki esit carpandan olugsmayan sayilarin tam
kare olmadigini da biliyorsunuz. Buna gore, hem tam kareleri hem de tam
kare olmayanlar igeren tiim sayilanin, bahsedilen tam karelerden daha faz-
la oldugunu iddia edersem dogruyu sdylemis olurum, degil mi?

Simplicio: Kesinlikle.

Salviati: Kag tane tam kare oldugunu sorarsam, ilgili kok sayisi kadar
kare oldugu soylenebilir, ki bu dogrudur, zira her kare kendi kokiine ve her
kok kendi karesine sahiptir, buna karsin hi¢bir karenin birden fazla kokii ve
hig¢bir kokiin birden fazla karesi yoktur.

Simplicio: Aynen dyle.

Salviati: Ama kag tane kok oldugunu sorgularsam, kag tane say1 varsa o
kadar kok oldugu inkar edilemez, zira her bir say: bir karenin kokiidiir. Bu
kabul edildigine gore, ne kadarsayivarsa o kadarkare oldugunu sdyleyebi-
liriz, zira bunlar kokleri kadar ¢ok sayidadir ve tiim sayilar birer koktiir.
Oysa bagta, karelerden daha fazla say1 oldugunu séylemistik, zira bunlann
biiyiik kismi kare degildir. Sadece bu da degil, daha biiyiik sayilara gegtik-
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¢e karelerin orantili sayis1 azalir. Boylece 100 sayisina kadar elimizde on
adet vardir, yani kareler tiim sayilarin onda birini olugturur; 10.000'e kadar
sadece yiizde birinin ve bir milyona kadar sadece binde birinin kare oldu-
gunu goriiriiz; ancak diger taraftan, sonsuz bir sayida —insan boyle bir seyi
diigiinebilirse tabii— toplam ne kadar say1 varsa o kadar kare oldugunu ka-
bullenmek zorunda kalinz.

Sagredo: O halde bu konuda ne sonuca vanilmalidir?

Salviati: Gordiigiim kadanyla, sadece karelerin sayisinin sonsuz oldu-
gu ve koklerinin sayisinin sonsuz oldugu sonucuna varabiliriz; karelerin sa-
yis1 tiim sayilarinkinden az ya da tiim sayilarin sayisi karelerinkinden fazla
degildir ve son olarak "esit", "biiyiik" ve "kiigiik" 6zellikleri sonsuza uygu-
lanamaz, sadece sonlu sayilara uygulanabilir.

Buna gore, Simplicio farkl uzunlukta birkag dogru gosterip uzun dog-
rulann nasil olup da kisa olandan daha fazla nokta igermedigini sordugun-
da, bir dogrunun digerinden az veya ¢ok ya da onunla esit sayida nokta iger-
medigi, her dogrunun sonsuz bir sayi igerdigi cevabini veririm.

Galileo'nun paradoksu belli ki ¢cagdaslari iizerinde pek bir etki birak-
mamugtt. iki yiiz y1l boyunca probleme higbir katkida bulunulmad.
Ardindan, 1820'de Bolzano adinda bir adamin Paradoxien des Un-
endlichen (Sonsuzun Paradokslari) adinda Almanca bir kitap¢igi or-
taya cikti. Bu da ¢ok az dikkat ¢ekti; dyle ki, elli y1l sonra kiime ku-
rami giiniin konusu oldugunda, ¢ok az matematik¢i bu adamin kim
oldugunu biliyordu.

Giiniimiizde Bolzano'nun katkilar tamamen tarihsel agidan ilgi
ceker. Fiili sonsuz sorununu ileri siiren ilk kisi olsa da, bu fikri yete-
rince ilerletememisti. Yine de kisaca bahsedecegim ¢ok 6nemli bir
kavram olan kiime giicii kavramini var eden kigiye hak ettigi saygi
gosterilmelidir.

Modern kiime kurami Georg Cantor ile baglar. Bu yeni matema-
tik dalinin temelini atan makalesi 1883 yilinda, "Dogrusal Kiimeler
Uzerine" adiyla ¢ikmigtir. Bu makale, fiili sonsuz kavramim kesin
bir matematiksel varlik gibi ele alan ilk makaledir. Asagida bu ma-
kaleden alinmig pasaj, Cantor'un probleme yaklagimim agik¢a orta-
ya koymaktadir:

Sonsuzu sonu olmadan artan veya (bununla yakindan baglantili olup on
yedinci yiizyilda ortaya atilan) yakinsak bir dizi bigiminde ele almak gele-
neksellesmigtir. Bense buna kargilik sonsuzu tamamlanmig bir sey, sadece
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matematik formiilasyonlara imkan vermekle kalmayip sayi ile tamimlan-
masi da miimkiin olan, belirli bir bigime sahip bir gey olarak diigiiniiyorum.
Bu sonsuz fikri benim igin degerli olan geleneklere ters ve bu goriigii kabul-
lenmeye zorlanmig olmam tamamen irademin diginda. Ama yillar siiren bi-
limsel spekiilasyon ve denemeler bir mantiksal zorunluluk olarak bu so-
nuglara igaret ediyor ve bu nedenle karsilayamayacagim higbir gegerli iti-
raz gelemeyecegine eminim.

Gecmigsin gelenekleriyle agik¢a yollar ayirmak igin ihtiyag duyulan
biiyiik cesaretin degerinin anlagilmasi igin, Cantor'un neslinin fiili
sonsuz kavramina karsi genel tutumunu anlamaliyiz. Bu amagla bii-
yiik Gauss'un Schumacher'e bir mektubundan alint1 yapryorum (1831
yilinda yazilmig olmasina kargin bu mektup, matematik diinyasinin
sonraki yarim yiizyildaki atmosferini belirlemigtir):

ispatiniza gelince, matematikte buna asla izin verilmedigi igin, sonsuzu
tamamlanmig bir gey olarak kullanmaniza giddetle itiraz etmek zorundayim.
Sonsuz sadece bir mecazdir; bazi sayilara tiim sinirlarin 6tesinde genigleme
izni verilirken bazi oranlarin istedigimiz kadar yaklagabilecegi limitlerin
var oldugu ifadesinin kisaltilmig bigimidir. ...

... Siirli insan sonsuzu sabit bir seyle kanigtirmadig: siirece, zihnin
sonsuzu sinirh bir gey olarak goren edinilmig aligkanhginca yonlendirilme-
digi siirece higbir geligki dogmayacaktir.

Gauss'un bu konuya iligkin fikirleri genel olarak kabul goriiyor-
du ve Cantor'un agik isyaninin gelenekselci kampta nasil bir firtina
kopardigini tahmin edebiliriz. Fiili sonsuz kavrami Cantor'un done-
minde o veya bu bigimde kullanilmadigindan degil, ama bu tiir ko-
nularda alisildik yaklagim Giineyli centilmenlerin zinaya yaklasi-
mina benzerdi: Bir leydinin huzurunda o sozciigii soylemektense
ameli igleyebilirlerdi.

Konu iizerinde uzun uzadiya diisiinmenin Cantor'u saldinyla yiiz-
lesecek kadar katilagtirmig olmasi bir gansti, zira yillar boyunca mii-
cadeleyi tek basina siirdiirecekti. Hem de ne miicadele! Matematik
tarihinde bu kadar biiyiik bir hiddet kaydedilmemigtir. Kiime kura-
mina iligkin dykiiniin baglangici, matematik gibi boylesine soyut bir
alanda bile insan duygularinin tamamen ortadan kaldirilamayacagi-
n1 gosterir.
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Galileo'nun biraktig1 yerden Cantor devam eder. Evet, iki sonsuz der-
lem arasinda miitekabiliyet kurmak miimkiindiir, biri digerinin bir
pargasi olsa bile! Daha kesin bir ifadeyle soyle diyelim: Sonlu veya
sonsuz iki derlem 6ge 6ge eslestirilebiliyorsa, bu iki derlem egde-
gerdir veya aym: giice sahiptir. iki derlem farkl: giice sahipse, esles-
tirme siireci birini bitirecek ama digerinde eglestirilmemis 6geler
kalacaktir. Diger bir deyisle, birincisi ikincisinin bir par¢asiyla es-
lestirilebilir ama ikincisi birincinin herhangi bir pargasiyla eglestiri-
lemez. Bu kosullarda, ikinci kiimenin birinciden daha biiyiik bir giice
sahip oldugunu sdyleyebiliriz.

(A) ve (B), her biri ayn1 sayida 6geye sahip iki sonlu derlem ise
acikca ayni giice sahiptirler; ayni sekilde, (A) ve (B) esit giice sahip
sonlu derlemler ise ayn1 kardinal sayiya sahiptirler. (A) ve (B) esit
olmayan giigteyse, daha biiyiik kardinal say1 daha biiyiik giice kargi-
lik gelir. Buna gore, sonlu derlemlerde gii¢ kavrami kardinal say: kav-
ramt ile tamimlanabilir. Simdi, sonlu aritmetiginde gii¢ terimi kardi-
nal sayi ile tanimlanabildigine gore, sonsuz derlemlerin giiciinii daha
yiiksek dereceden, sonludtesi sayilar gibi sayilarla tanimlamanin ve
bu yeni kavram yoluyla bir sonluétesi aritmetik, bir sonsuz aritmeti-
gi olusturmanin miimkiin olup olmadigini sorgulamak dogaldir.

Sonlu aritmetigin baglangicinin igaret ettigi ¢izgiler boyunca iler-
lersek, her modelin tipik bir ¢ogullugu temsil ettigi model kiimeleri-
ni aramaliyiz. Bu tiir modeller ¢ok yakinimizdadir: Dogal dizi, ras-
yonel bolge, cebir sayilar alani, aritmetik siirey — siirekli kullanil-
digindan asina oldugumuz tiim bu sonsuz derlemler kargilagtirma
standardi olarak son derece uygundur. O halde bu standart derlemle-
re semboller atayalim ve bu sembollerin, karsiliklar olan 1, 2, 3 gi-
bi sonlu kardinal sayilarin, sonlu aritmetiginde oynadigi roliin ayni-
sin1 sonludtesi aritmetikte oynamalarini saglayalim.

Cantor bu sembolleri sonludtesi kardinal sayilar olarak adlan-
dinir. Bunlan artan gii¢ "dizisi" halinde diizenler; toplama, carpma
ve iis alma iglemlerini bu soyut varliklar iizerinden tanimlar; kendi
aralarinda ve sonlu kardinal sayilarla nasil birlestiklerini gosterir.
Kisaca, Cantor'un dehasindan dogan bu hayali varliklar sonlu nice-
liklerin 6ylesine ¢ok 6zelligini almistir ki, bunlara "say1" ismini ver-
mek gayet uygun goriinmiistiir. Ama sahip olmadiklan ¢ok 6nemli
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tek bir 6zellik vardir, bu da sinirliliktir. Bu son ifade malumu ilam
gibi goriinse de, laf olsun diye sdylenmis bir sey degildir. Asagida
sunacagim tiim paradoksal 6nermeler, sayilarin tiim dig goriiniigiine
sahip olan bu matematiksel varliklarin, bayag: sayilarin en temel
ozelliklerinden bazilarina sahip olmadig: gerceginden dogar. Bu ta-
nimin en ¢arpici sonuglarindan biri sudur: Derlemin bir pargasi, bii-
tiinden daha kiigiik olmak zorunda degildir; ona esit de olabilir.

Par¢a biitiiniin giiciine sahip olabilir. Bu, kulaga matematikten zi-
yade teoloji gibi geliyor. Ger¢ekten de, birgok teologun ve teolojiy-
le ilgilenen kimselerin bu fikirle oynadigin1 goriiyoruz. Dinin felse-
fe, matematik ve cinsellik talimatlariyla hog bir bigimde birbirine
karigti1 Sanskritge elyazmalarinda, bu tiir fikirler son derece ola-
gandir. Nitekim 1/0 sayisinin yapisi iizerine spekiilasyonda bulunan
Bhaskara, bu sayinin "eski diinyalar yok edildiginde veya yenileri
yaratildiginda, sayisiz yaratik tiirii dogdugunda veya bir¢cogu yok
oldugunda hicbir degisiklige ugramayan Sonsuz, Degismez Tanr gi-
bi" oldugunu soyler.

"Parga biitiiniin giiciine sahiptir." Galileo'nun paradoksunun 6zii
budur. Ama Galileo "Esit, biiyiik ve kiigiik 6zellikleri sonsuza degil,
sadece sonlu sayilara uygulanabilir” beyaniyla konudan kaginirken,
Cantor konuyu kiime kurami igin ¢ikis noktasi olarak goriir.

Dedekind daha da ileri gider: Ona gore tiim sonsuz derlemlerin
tipik 6zelligi, biitiinle eslestirilebilecek pargalara sahip olmalaridir.
Omegin uygun bicimde dizilip etiketlenmis herhangi bir sonsuz
diziyi diigiiniin. Simdi bag taraftan sonlu sayida terimi atarak, kesil-
mis olan diziyi yeniden etiketleyin. Ikinci dizideki her terim igin ilk
dizide ayni sira numarasina sahip bir terim vardir ve bunun tersi de
gecerlidir. Buna gore, miitekabiliyet tamdir ve iki dizi ayn giice sa-
hiptir; yine de ikincinin, birincinin bir par¢asi oldugu inkér edile-
mez. Bu tiir bir fenomen sadece sonsuz derlemlerde miimkiindiir,
zira biitiiniin hi¢bir zaman pargaya esit olmamasi sadece sonlu der-
lemlerin tipik 6zelligidir.

Ama Cantor'un kuramina geri donelim. a sembolii dogal sayilar
kiimesinin giiciinii ifade eder. a giiciine sahip herhangi bir kiime
sayilabilir olarak adlandinlacaktir. Galileo'nun argiimaninda kulla-
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nilan miikemmel karelerin dizisi bu tiir bir sayilabilir kiimedir. Ama
diger her dizi de Oyledir, zira herhangi bir terime bir sira atayabili-
yor olmamiz, dizi ile dogal sayilar arasinda miikemmel bir miiteka-
biliyet oldugunu gosterir. Cift sayilar, tek sayilar, herhangi bir arit-
metik ilerleme, herhangi bir geometrik ilerleme, herhangi bir dizi -
hepsi sayilabilirdir.

Dabhasi, bu tiir bir dizinin dogal sayilar bolgesinden ¢ikarildig:
diisiiniildiigiinde, kalan kiime halen sonsuz ve halensayilabilirdir; bu
yiizden sayilabilir bir kiimenin giiciinii seyreklestirme siireci ile azalt-
ma iimidi yoktur. Ornegin tiim ift sayilari, ardindan 3'iin kalan tiim
katlarin1 ve daha sonra 5'in kalan tiim katlarini ¢ikarabiliriz. Kalan-
larin giiciinii etkilemeksizin bu siireci sonsuza kadar siirdiirebiliriz.

Cantor'unsozleriyle, a sayisindan daha kiigiik sonludtesi say yok-
tur, buda herhangi bir sayilabilir sonsuz derlemin ¢ogullugunu dlger.

Amadogal dizinin seyreklestirilmesiyle dahakiigiik bir sonludtesi
elde etme iimidi yoksa, giicii bir doldurma siireci ile artiramaz mi-
y1z? Gergekten de, her yerde yogun olan rasyonel bdlgenin giicii, ay-
rik 6zellige sahip dogal dizininkinden yiiksek olmaliymig gibi gorii-
niir. Sezgimiz burada da bizi sasirtiyor, ¢iinkii Cantor bize rasyonel
kiimenin de sayilabilir oldugunu kanitlamigtir. Bunu ispatlamak igin
sadece her rasyonel sayiya belli bir sira numarasi vererek rasyonel
sayilarin da bir dizi bi¢iminde diizenlenebilecegini gostermek gere-
kir. Cantor'un yaptig1 aslinda budur. Bunu geometrik agidan diisiine-
rek yontem hakkinda genel bir fikir edinebiliriz.

Yandakigekilde birbirlerine dik agida iki paralel dogru grubu var-
dir. Yatay gruptaki herhangi bir dogruyu y tamsayisiyla tamimlariz, y
sayis1 —o ile +eo arasindaki tiim tamsay: degerlerini i¢ine almakta
olup, dikey dogrulan tanimlayan x sayisi i¢in de aynis1 gegerlidir.
Simdi bu sekilde meydana getirdigimiz sonsuz orgiiniin herhangi bir
baglant: yerini, burada kesigen dikey ve yatay ¢izgileri tamimlayan
iki say1 ile etiketliyoruz. Boylece (y, x) sembolii 6rgiide belli bir bag-
lant1 noktasini tanimlar ve diger taraftan, herhangi bir nokta da boyle
gosterilebilir.

Bu baglant1 noktalarinin toplaminin sayilabilir bir kiime oldugu-
nu gosterecegiz. Bu ¢arpici olguyu kanitlamak igin, sekildeki gibi
spiral benzeri ¢okgensel ¢izgiyi ¢cizmek ve baglanti noktalarini ge-
mada goriildiikleri sirada izlemek yeterlidir. Diger taraftan, (y, x)
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semboliinii y/x kesri ile tamimlayabiliriz. Ama bunu yaparsak tiim
baglanti noktalarimizi farkli rasyonel sayilarla etiketleyemeyecegi-
miz agiktir. Oyle ki, baslangigtan gegen aymi dogru iizerindeki tiim
baglanti noktalar —kolayca ikna olacagimiz iizere— tek ve ayni ras-
yonel say1y1 temsil eder. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak igin, her
kesri yalmzca ilk ortaya ¢ikisinda saymay: kabul ediyoruz. Dizi su
noktalardan olusur:

1,0,-1; 2,2, +l/2, =1/2; S3f2, =3, +3, +3/2, +2/3, +1/3, ...

(Bkz. yukanidaki gekil.)
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Burada tiim rasyoneller temsil edilmekte olup, her rasyonel dizi-
ye bir kez girer. Buna gore, rasyonel sayilar bolgesi sayilabilirdir.

Okur, bunun higbir rasyonel sayinin ardili olmadigini sdyleyen ti-
kizlik nosyonumuza tamamen ters oldugunu 6ne siirebilir. Herhangi
iki rasyonel sayinin arasina digerlerinden sonsuz sayida ekleyebili-
riz; ama bu durumda fiilen bir ardillik olugturmus oluruz! Bunun ce-
vabi gOyledir: Burada gergek bir ardillik olugtursak da, biiyiikliige
gore dizilen dogal 1, 2, 3, ... ardillig1 ile ayni tiirde degildir bu. Ras-
yonel sayilari numaralandirmayi basardik ¢iinkii yeni diizenlemede
biiyiikliik sirasin1 korumak zorunda degiliz. Siireklilik pahasina ar-
dillik elde ettik.

iki tiir esdegerlik arasinda ayrnim yapmanin gerekli oldugunu go-
rilyoruz. Miitekabiliyet agisindan, iki derlem 6geler bazinda eglegti-
rilebilirse egdegerdir. Bu kosul sira agisindan da zorunludur. Ama
tam esdegerlik igin, benzerlik igin, bunlara ek olarak eglesme siireci
dizilig sirasin1 bozmamalidir: Yani (A) derlemesinde a 6gesi a’ 6ge-
sinden once geliyorsa, (B) derlemesinde ilgili b 6gesi b’ 6gesinden
once gelmelidir. Biiyiikliiklerine gore dizilen rasyonel sayilar kii-
mesi ve rasyonel sayilari saymakta kullandigimiz spiral olarak di-
zilmis kiime miitekabiliyet agisindan esdeger olsa da diizen agisin-
dan egdeger degildir. Diger bir deyisle, ayn1 a kardinal sayisina sa-
hiptirler ama farkl ordinal tiirdendirler.

Dolayisiyla Cantor, sonlu aritmetikteki ordinal sayilarin muadi-
lini olusturan bir ordinal tiirler kurami 6nermistir. Teoremin temel
niteligi sudur: Egit kardinal sayilara sahip herhangi iki derlem ayni
ordinal sayilara da sahiptir ve birinden digerine kolayca gegebilme-
miz bunun sayesindedir. Ama Cantor'un sonsuz aritmetiginde, iki
kiime ayni kardinal say ile olgiiliip yine de ordinal olarak farkli,
veya Cantor'un deyisiyle henzemez olabilir.

Buna gore, salt tikizlik saymaya engel degildir ve doldurma siireci
kiimenin giiciinii, seyreklestirme siirecinden daha fazla etkilemez.
O halde Cantor'un bir sonraki ¢ikarimi bizi daha az sagirtacaktir:
Cebir sayilar: kiimesi de sayilabilirdir. Cantor'un bu teoremi ispat-
lamas: insan zekasinin zaferidir.

Cantor bir denklemin yiiksekligi adin1 verdigi seyi tanimlayarak
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baglar. Bu deger, denklem katsayilarinin mutlak degerleri ile denk-
lemin derecesinin 1 eksiginin toplamidir. Omegin, 2x* - 3x2 + 4x -5
= 0 denkleminin yiiksekligi » = 16'dir, zira2 +3+4+5+(3-1)=
16 eder.

Daha sonra Cantor yiikseklik i¢in herhangi bir 4 pozitif tamsayi-
sin1 kabul eden sonlu sayida denklem oldugunu ispatlar. Bu, tiim ce-
bir denklemlerini artan yiikseklik gruplarina gore siralamamizi sag-
lar; 1 yiiksekliginin tek bir denklemi; 2 yiiksekliginin ii¢; 3 yiiksek-
liginin yirmi iki denklemi vs. oldugu kanitlanabilir.

Simdi, belli yiikseklikteki her bir grupta, denklemleri istedigimiz
sekilde siralayabiliriz. Omegin ayni derecedeki tiim denklemleri bir
altgrupta birlegtirebilir ve her altgrubu ilk katsayilarin biiyiikliigiine
gore, ilk katsayilar ayni ise ikinciye gore vs. diizenleyebiliriz.

Bu tiir bir diizen tiim cebir denklemlerini bir hiyerarsi i¢inde di-
zerek numaralandirmamizi, yani her denkleme bir derece atfetme-
mizi saglar. $imdi, bu denklemlerin her birine bir veya daha fazla
reel kok karsilik gelebilir, ama say1 daima sonludur ve denklemin
derecesini —dolayisiyla yiiksekligini— agamaz; bu kokler de yine bii-
yiikliiklerine gore dizilebilir. Diizeni bir biitiin olarak aldigimizda
elbette tekrarlarla kargilagacagiz, ama rasyonel sayilarda oldugu gi-
bi, cebir sayilarinin da sadece siireg i¢inde ilk kargimiza ¢iktig1 sefer
sayilmasinin kabuliiyle tekrarlardan kaginilabilir.

Bu sekilde herhangi bir cebir sayisina hiyerarsi i¢inde bir derece
atfetmis, diger bir deyisle cebir sayilari kiimesini saynug oluruz.

Okur artik, belki de tim kiimeler sayilabilirdir, diye diiginmeye
basglamis olmali. Durum bdyle olsaydi, tek bir sonludtesi olur ve ras-
yonel ile cebirsel kiimeler i¢in gegerli olan, siirey i¢in de genel an-
lamda gegerli olurdu. Cantor'un yiiksekligi gibi bir yapiyla, herhan-
gi bir sonsuz derlem bir hiyerarsi i¢inde dizilebilir ve boylece numa-
ralandinlabilirdi. Nitekim ¢alisgmasimin ilk agamalarinda Cantor'un
diigiincesi de buydu: Reel sayilari numaralandirmak, iddial proje-
sinin amaglarindan biriydi ve sonludtesi sayilar kurami, dogumunu
bu "siireyi sayma" ¢abasina bor¢ludur.

Durumun bdyle olmadigini, tiim reel sayilar sayilabilir bir dizi
icinde diizenlemenin miimkiin olmadigini Cantor daha 1874 yilin-
da biliyordu. Ne var ki bunun ispat1 1883'e kadar ortaya ¢ikmamig-
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t1. Bu ispatin detaylarina burada giremem, ama genel ilkesi tiim reel
sayilarin bir hiyerarsi halinde diizenlendigini varsaymaktan ve gii-
niimiizde késgegen prosediirii adin verdigimiz bir yontemle, numa-
ralandirilmig sayilarin arasinda bulunmayan bagka reel sayilarin var-
ligin1 gostermenin miimkiin oldugunu kanitlamaktan ibaretti.

Bu ispatla tesadiifen ortaya gikan bir bilgi tarihsel agidan 6nem-
lidir. Okur, Liouville'in agkinlar1 kesfedigini hatirlayacaktir. Liou-
ville'in bu varlik teoremi Cantor tarafindan, siireyin sayilamayacagi
teoreminin bir tiir yan iiriinii olarak yeniden olusturulmustur. iki
bolgenin, cebir ve agkinin goreli zenginligi, Liouville i¢in muglak
bir anlama sahip olan bu sorun, Cantor tarafindan titizlikle formiil-
lestirilmistir. Cantor cebir alaninda dogal sayilar kiimesinin giicii a
olsa da, agkinlarin siireyin giicii c’ye sahip olduklarini gostermistir.
Boylece, cebirsel sayilardan kargilagtirilamaz sayida daha fazla as-
kin oldugu iddias1 gergek bir oneme biiriiniir.

Burada yani reel sayilar bolgesinde de parga biitiiniin giiciine sa-
hip olabilir; Galileo'nun kendine mahsus ifadesiyle, "uzun dogru kisa
dogrudan daha fazla nokta icermez". Gergekte, dogrunun bir kesiti
ne kadar kisa olursa olsun sonsuza uzanan dogru ile ayni giice sahip-
tir; bir alan ne kadar kiigiik olursa olsun ii¢ boyutlu sonsuz uzayin gii-
ciine sahiptir. Kisaca: Taksim etmek veya pargalara ayirmak kiime-
nin giiciinii, seyreklegtirme veya doldurma iglemlerinden daha fazla
etkilemez.

Bu noktada sezgimiz tekrar bir oneri fisildar. Daha fazla boyuta sa-
hip olan ¢okkatmanlilara ne demeli: diizlemdeki noktalar kiimesiyle
tanimladigimiz karmagik sayilar bolgesi; uzaydaki noktalar; vektor
ve dordeyler; tansor ve matrislerle ve matematikgilerin sayi iglemle-
rinin yasalarina tabi bireylermisggesine kullandiklar1 ama dogru iize-
rindeki noktalar gibi siirekli bicimde temsil edilemeyen diger girift
kompleksler... Elbette bu ¢cokkatmanlilar dogrusal siireyden daha
biiyiik bir giice sahip olmalidir! Ug boyutlu uzayda, her yone sonsu-
za kadar uzanan bu evrende, bir santim uzunlugundaki dogrunun bir
kesitindendahafazla nokta vardir herhalde!

Buda Cantor'un ilk fikirlerinden biri olabilir. Ama burada da sez-
gimizin bizi yanlis yonlendirdigini kesin olarak kamitlamigtir. Iki ve-
ya ii¢ boyutlu sonsuz ¢okkatmanlilar, iigten bile ¢ok sayida —hatta
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herhangi bir sayida— degiskene bagli matematiksel varliklar yine de
dogrusal siireyden daha biiyiik bir giice sahip degildir. Hayr, konu-
mu herhangi bir anda sonsuz sayidaki bagimsiz degiskenlere bagh
olan bir degisken varlik, sayilabilir sonsuz boyut diinyasinda "yasa-
yan" bir varlik tasavvur edebilseydik bile, s6z konusu varliklarin
toplaminin giicii de bir santim uzunlugundaki bir kesitten biiyiik ol-
mayan dogrusal siireyinkinden biiyiik olmayacakti.

Bu ifade boyut hakkindaki fikirlerimizle abes diizeyde gelisiyor-
mus gibi goriiniir. Cantor ilk duyurdugunda g¢ogu kisinin diigiincesi
gercekten de boyleydi ve en hafif deyisle, buna temkinle yaklagan
birinci sinif zihinler vardi. Ama Cantor'un bu temel 6nermeyi ispati
oOylesine basittir ki, zeki bir gocuk bile gorebilir.

Bu ifadeyi diizlem noktalarina uygulandig: sekilde agiklayaca-
g1m; okur argiimanin son derece genel oldugunu gorecek. 1 uzunlu-
gundaki kesitin noktalar1 sonsuz dogru ile, kenar 1 olan karedeki
noktalar ise sonsuz diizlemle aym giice sahip oldugundan, bu kare
ile bu kesit arasinda bire bir miitekabiliyet kurulabilecegini goster-
mek yeterli olacaktir.

Simdi, sayfa 192'de gordiigiimiiz OAFB karesindeki herhangi bir
nokta olan P, x ve y koordinatlanyla ifade edilebilir. Bunlar 1'i agma-
yan reel sayilardir ve ondalik kesirlerle gosterilebilirler. Bu kesirler
daima bitimsiz olarak kabul edilebilir, zira bitimli olsalar bile son
anlamli rakamin arkasina sifirlar eklenerek bitimsiz hale getirilebi-
lirler. O halde bu ondalik kesirleri asagidaki bigcimde yazalim:

X=.a laxlaslaslaslael ...
y=.b11b21b31bslbs|bsl ...

Simdi x ve y rakamlarim sirayla alarak iigiincii bir ondalik kesir
olusturalim:

Z=.a||b||02|b2|03|b3|a4|b4|...

Bu kesit, yine reel bir say1y1 temsil eder ve OC kesiti iizerinde Q nok-
tasi olarak gosterilebilir. Pile Q arasinda bu gekilde kurulan miiteka-
biliyet ¢ift tarafli ve egsizdir; zira x ile y verildiginde z'yi daima ve
yalmizca tek bir bigimde olusturabiliriz; ayni gekilde, z'yi bilmek x ve
y sayilarin1 ve dolayisiyla P noktasini tekrar olugturmamizi saglar.
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Z

BiR DOGRU UZERINE KARE ESLENMESi

Arada ve otede ne vardir?

Cantor'un kuraminda a'dan biiyiik, c'den kiigiik bir sonluétesi sa-
y1 bulunmasi olasiligin1 engelleyecek higbir sey yoktur. Yine de, bi-
linen tiim nokta-kiimeler ya rasyonel veya cebirsel say1 bolgeleri gi-
bi sayilabilirdir, ya da agkinlar gibi aritmetik siireyin giiciine sahip-
tir. Dogal diziden daha "giiglii" ama dogru iizerindeki noktalar kii-
mesinden daha az "giiglii" olacak yapay bir nokta-kiime olugturma-
ya yonelik hicbir tegebbiis su 4na kadar bagarili olamamustir.

Diger taraftan, c'den daha biiyiik bir giice sahip kiimeler bilini-
yor. Bunlarin arasinda 6rnegin fonksiyonel gokkatmanl vardir, yani
iki siirey arasinda kurulabilecek tiim miitekabiliyetlerin toplami. Bu
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toplam dogal sayilarla eslestirilemez. Tekabiil eden kardinal sayi f
ile gosterilir. Yine, kuramda c ile f arasindaki asil sayilarin varligini
engelleyecek hicbir sey yoktur, buna karsin f'den kii¢iik ama c'den
biiyiik giice sahip higbir kiime kesfedilmemigtir.

f'nin tesindeyse daha da biiyiik kardinal sayilar vardir. Siirey-
den fonksiyonel "uzay" ¢ikarmamiza izin veren kosegen prosediiri,
fonksiyonel uzaydan miitekabiliyetler kiimesi ile eglestirilemeye-
cek bir siiperfonksiyonel ¢ikarmakta kullanilabilir. Bu sekilde daha
da giiglii kiimeler olusturulabilir ve siireci sonlandirmak miimkiin
degildir.

Son sinirina kadar zorlanan Cantor kurami, son bir sonluétesi sayi
olmadigini ileri siirer. Bu sav garip bir bigimde digerine benzer: Son
bir sonlu say: yoktur. Yine de ikincisi bir varsayim, temel sonlu arit-
metik varsayimi olarak kabul edilirken, sonsuz aritmetigindeki ben-
zer ifade tiim kuramin mantikli sonucu gibi goriiniir.

Son sonluétesi yoktur! Onerme yeterince masum goriinse de, ken-
di i¢inde tiim kurami neredeyse yerle bir eden bir patlayici tagiyordu
— hem de ilk muhaliflerinin gii¢lii direnglerini kirmig olan Cantor'
un, ilkelerinin zafer kazandigin1 diigiinmek i¢in gayet iyi sebepleri-
nin oldugu bir dénemde. Zira neredeyse ayn1 zamanda kegfedilen bir
dizi "fenomen" —goriiniiste farkli olsa da— yanlig giden bir seylere
isaret ediyordu. italyan Burali-Forti, Ingiliz Bertrand Russell, Al-
man Ko6nig ve Fransiz Richard kendi adlarini tagiyan gatigki ve para-
dokslar ortaya ¢ikarmisti. Yine Cantor yontemleri ve ¢ikarimlarinin
gecerliligi, matematikte fiili sonsuzun kullaniminin mesruiyeti sor-
gulaniyordu.

Kesfedilen geligkilerin dogalarina iligkin ayrintilara girmek beni
konudan uzaklagtirir. Bu paradokslar heterojen olsa da hepsi bir so-
ruya dayaniyormus gibi goriiniiyor: Tiimii kelimesi —sayet kullani-
mi sartsa— matematikte nasil kullanilmali? Bu s6zciik zihnin tasav-
vur edilebilir herhangi bir eylemiyle baglantili olarak serbestge kul-
lanilabilirse, o zaman tiim kiimelerin kiimesinden bahsedebiliriz. Sim-
di, eger bu Cantorcu anlamda bir kiime ise, bunda da bir kardinal sa-
y1 olmalidir. Bu sonludtesi say: "tasavvur edilebilen en biiyiik" sayi-
dir, zira tiim kiimelerin kiimesinden daha giiglii bir kiime tasavvur
edebilir miyiz? O halde, bu kardinal say1 son sonludtesidir, say1 adi-
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m verdigimiz soyutlamanin evrimindeki gercekten en son agama-
dir! Ama son sonludétesi diye bir sey yoktur!

Bu paradoksal sorular ilk kez ortaya atildigindan beri kopriiniin al-
tindan ¢ok sular akti; bircok ¢6ziim onerildi, sorunun her iki yonii
iizerine binlerce makale yazildi, Cantorcular ve muhaliflerince ge-
sitli ignelemeler yapildi. Yine de soru hala cevapsiz duruyor. Cantor
matematigi bir biitiin halinde buldu; birbiriyle gekisen iki kampa
boliinmiig birakti.

Bu muhalif matematik "taraflarinin” "parti programlarim" elimin
altindaki basit yollarla sunmak, ayrintilara girmeyecegime sz ver-
digim igin imkénsiz. Yine de modern matematigin bu en hayati ko-
nusunu tamamen atlarsam kendi hedefimin gerisinde kalmig olurum.
Bu nedenle muhalif kamplarin bag temsilcilerince dile getirilen iki-
lemi basitce ve kisaca agiklayacagim.

"Bigimcilerin" tarafinda Hilbert, Russell, Zermelo bulunmakta-
dir. Bunlar Cantor'u savunmakla birlikte, onun asgari programini
koruma ¢abalarn agisindan "Mengevik "tirler.” "Tiimi", "kiime", "mii-
tekabiliyet" ve "say1" kelimelerinin serbestc¢e kullaniminin kabul edi-
lemez oldugu diisiincesindedirler. Ama ¢6ziim kiime kuraminin ta-
mamen reddedilmesinde degil, kuramin saf mantik ¢izgileri boyun-
ca yeniden sekillendirilmesinde yatar. Kuramin temeli gorevini go-
recek bir grup belit tasarlamali ve sezgilerimizin bizi tekrar yanhs
yola sevk etmemesi i¢in, s6z konusu grubun mantiksal agidan tutar-
11 ve tamamen bi¢imse! olan sematik bir ¢ercevesini, igeriksiz bir is-
keletini olusturmaliyiz. Boylesine kapsamli, tutarli bir sistem olug-
turduktan sonra, sonsuzun aritmetigini bu temele dayandiracagiz,
huzurumuzu bir daha higbir paradoks veya ¢atigkinin bozamayaca-
gindan emin. Hilbert'in deyisiyle: "Cantor'un bizim igin yarattig1
cennetten bizi kimse kovamayacak."

"o

Kronecker ile baglayan ve Poincaré ile desteklenen, giiniimiizde Hol-
landali Brouwer, Alman Weyl ve bir ol¢iide Fransiz Borel gibi bii-

* Mengevikler Rus Sosyal Demokrat isci Partisi'nin 1903 yilinda yapilan ikin-
ci Kongresinde Lenin ile Julius Martov arasinda yasanan fikir aynlklan sonucu
partinin boliinmesiyle ortaya gikan iki gruptan biridir. —¢.n.
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yiik zihinlerce temsil edilen sezgiciler, kiime tanimini bagka bir 6y-
kiiyle yapar. Hastalik Cantor'dan eskiye dayanir, kokliidiir ve tiim
matematik toplumunu etkilemigtir. Weyl'in deyisiyle:

Yeni bir tevazu 6grenmeliyiz. Goklerin tozunu attirdik, ama sadece sis
iizerine sis, gergekten iizerinde dikilmek isteyen hig kimseye destek olma-
yacak bir pus inga edebildik. Gegerli olan dylesine 6nemsiz goriiniiyor ki,
analizin miimkiin olup olmadigindan bile siipheye diisebilirsiniz.

Sezgicilere gore sorunlar kiime kuraminin sinirlarinin 6tesine
uzanir. Bir kavramin matematik diyarina kabul edilmesi i¢in "iyi ta-
nimlanmig” olmasinin yetmeyecegini, inga edilebilir olmasi gerekti-
gini savunurlar. Kavram sadece ismen var olmamali, ayn1 zamanda
kavramin temsil ettigi nesneyi belirlemek igin gercek bir yapi sunul-
malidir. ingaya gelince, tek kabul edilebilenler sonlu siireglerdir, ve-
ya sonlu sayida kuralla sonluya indirgenebilen sonsuz siiregler (ki bu
bile bir uzlagimdir). Sonsuz sayidanesneyi hem tek tek tasavvuredip
hem de biitiine bireysel bir nesne muamelesi yapmak, bu kabul edile-
bilir kavramlar kategorisine girmez ve aritmetikten bastan men edil-
melidir. Ve bu sadece kiime kuraminin ¢iiriige ¢ikarilmasi anlamina
gelmez; analiz, sonsuzun rasgele kullaniminin kirlettigi tiim yabanci
maddelerden arinana kadar irrasyonel say1 kavrami bile adamakilli
birdegisiklik gecirmelidir. "Zira," der Weyl, "matematik, i¢inde hare-
ket ettigi mantiksal bicimlere kadar tamamen dogal say1 kavramina
baghdir."

Analizin dayandig1 temelin gegerliligine iligkin bu ¢atigma tiim hi-
z1yla siirerken, yapinin kendisi olaganiistii bir hizla yiikselmeye de-
vam ediyor. Her yil, on dokuzuncu yiizyilda otuz-kirk yil alacak iler-
lemeler meydana geliyor. Her on yilda bir matematiksel analizin
niifuzuna goniillii olarak boyun egen yeni tiimevarimsal bilgi alan-
lan agiliyor. Analizin ilk fetihlerinden biri olan fizige gelince, gore-
lilik kuraminin pankozmosu farkl bigimlerden olusan bir evrendir
ve mikrokozmostaki siireksiz fenomenler, goriiniise gore diferansi-
yel denklemlere iligkin bir kuramin uygulamasindan bagka bir ey
olmayan dalga mekanigi yasalarina uyar gibi goriiniir.

Ote yandan imparatorlugun giivenli olmayan temeller iizerinde
durdugunu ilan etmede sesi en yiiksek ¢ikan insanlarin sergiledigi il-
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ging tavirlan goriiyoruz; bu kuruntulu duayenlerin zaman zaman ken-
di 6giitlerini bir kenara atarak imparatorlugu genigletmeye, epey ya-
yilmig olan savag hattin1 giderek daha uzaga itelemeye yonelik hara-
retli cabaya katildiklarini goriiyoruz.

Mantik hiikiimdarlig1 igte bunlarin elinde!

Insanin mucizevi bigimde bir gift siiliinle iki giiniin her ikisinin
de iki sayisinin 6rnekleri oldugunu tasavvur ettigi giinden, insanin
kendi soyutlama giiciinii say1 cinsinden ifade etmeye tegebbiis ettigi
giiniimiize kadar uzun, zahmetli bir yol katedildi ve birgok donemeg
ve virajla karsilagildi.

Bir ¢ikmaza mi geldik? Geri mi donmemiz gerek? Yoksa geg-
migte tanik oldugumuz gibi, mevcut kriz sadece sayinin yeniden za-
ferle, daha da bag dondiiriicii soyutlama tepelerine tirmanmaya hazir
bir gekilde ¢ikacagi o keskin virajlardan biri mi?
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Iki Gergeklik

Bilinmeyenin kiyilarinda garip bir ayak izi bul-
duk. Mengeini izah etmek igin birbiri ardina de-
rin kuramlar geligtirdik. Nihayet ayak izini bira-
kan yaratig1 tahayyiil etmeyi bagardik. Bak hele!
Meger iz bize aitmis.

A.S. EDDINGTON

Anlatimin sonuna geldim. Amacim say1 biliminin mevcut durumu-
nu gegmiginin 151g1nda aragtirmakti; bu nedenle boyle bir aragtirma-
nin son boliimiinde gelecege bir goz atmak uygun olurdu. Ama ge-
lecek kéhinlere aittir ve ben de onlarin bu haklarina saygi gosterece-
gim.

Geriye hep var olan kaliyor: gergeklik meselesi. Insan evrende-
ki yerini ilk kez bilingli olarak tahmin etmeye yeltendiginden beri
bu sorun filozofun velayetinde olagelmistir; bugiin de filozofun bas-
lica meggalesidir.

Dolayisiyla gergekligi bu son boliime tema olarak segmekle, egi-
timime yabanci, bakig agima yabanci bir alana el uzatmig oldugu-
mun tamamen farkindayim. itiraf etmeliyim ki bu eski ikileme ekle-
yecek hicbir seyim yok; ne de Sokrates'in zamanindan beri muhalif
ekollerden filozoflarin bu sorun iizerine sdylediklerini tekrarlamay:
diigiiniiyorum.

Sadece say1 biliminin insanin genel bilgi birikimine iligkin ko-
numuyla ilgileniyorum. Say1 kavraminin duyulanmizin gercekligi
ile iligkisini bu agidan, bunun yeni gergekligi, modemn bilimin dte-
gercekligini yaratmada matematigin oynadig tarihi rolii aydinlat-
masi umuduyla ele alacagim.
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Gergeklik sorunu karsisinda filozofla matematikginin tutumlar ara-
sinda su temel farklilik mevcuttur: Filozofa gére sorun son derece
onemlidir; matematikginin gerceklige duydugu sevgiyse tamamen
platoniktir.

Matematik¢i yalnizca zihin eylemleriyle ilgilendigini seve seve
kabul eder. Sermayesini olusturan dahiyane yapintilarin kokenleri-
nin, kaba gergeklikle 6zdeslestirdigi duyu izlenimlerinden geldigi-
nin farkindadir elbette ve zaman zaman bu yapintilarin, i¢ine dog-
duklari gergeklige oldukga iyi uydugunu gérmek onu sagirtmaz. Ama
matematikgi bu diizenliligi bagarisinin bir kistasi olarak kabul etme-
yi reddeder: Yaratici hayal giiciinden dogan varliklarin degeri, fizik-
sel gerceklige uygulanma kapasitelerine gore ol¢iilmeyecektir. Ha-
yir! Matematiksel bagar1 matematige 6zgii standartlarla dlgiilecek-
tir. Duyularimizin ham gergekliginden bagimsiz olan bu standartlar
sunlardir: mantiksal geligkilerden azade olma, olusturulmus bigimi
idare eden yasalarin genelligi, bu yeni bigimle onciilleri arasinda var
olan hisimlik.

Matematikgi, yaptig1 giysileri giyecek yaratiklardan tamamen bi-
haber olan bir giysi tasarimcisina benzetilebilir. Kugkusuz bu zana-
atin ¢ikig nedeni boyle yaratiklar igin giysiler gerekmesiydi, ama bu
¢ok uzun zaman dnceydi; bugiin ara sira giysinin adeta kendisi igin
yapilmiggasina uydugu bir sekil ortaya ¢ikar. Iste 0 zaman biiyiik bir
saskinlik ve seving yasanir!

Bu tiir birkag keyifli siirpriz yaganmugtir. Bir kahinin sunagini iki
katina genigletme problemini¢ézme ¢abasisirasindakesfedilmisko-
nik kesitler, sonunda gezegenlerin giines etrafindaki doniigleri sira-
sinda izledikleri yoriinge olmugtur. Cardan ve Bombelli tarafindan
icat edilen imajiner sayilar, garip bir bi¢imde, alternatif akimlarin
ozelliklerini tanimlar. Riemann'in bir fantazisi olarak ortaya ¢ikan
mutlak diferansiyel kalkiiliis, gorelilik kuraminin matematiksel ara-
ctolmustur. Ve Cayley ile Sylvester'in zamanlarinda tam bir soyutla-
ma olan matrisler, dyle goriiniiyor ki atomun kuantum kuraminin
sergiledigi egzotik duruma oldukga iyi uyarlanmigtir.

Bu siirprizler keyifli olsa da, matematikginin yaratici eserinin ar-
dinda yatan itici gii¢ bunlarin kesfedilmesi degildir. Ona gore, mate-
matik kigiligini en iyi bi¢cimde sergileyebilecegi alandir. Matematik
matematik i¢indir! "Insanlar bu formiil kargisinda sok gegirdiler," di-
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yor Poincaré, "ama yagsam sadece 1stirapsa, bu formiil de 'Yagam ya-
sam igindir' kadar iyidir."

Din, bilimlerin anasidir. Cocuklar biiyiidiiklerinde annelerinden ay-
nlmigtir; felsefe ise hammefendiyi ihtiyarliginda rahat yasatmak igin
evde kalmigtir. Uzun birliktelik kizi, anneden daha fazla etkilemistir.
Bugiine bugiin, felsefenin baglica sorunlan teoloji kokar. Bana dyle
geliyor ki, felsefenin en ihtiyag duydugu sey bir gorelilik ilkesidir.

Gorelilik ilkesi sadece bir kisitlamalar yasasidir: Bir disiplinin
yonelecegi sinirlari tanimlar ve belli bir olgular grubunun gozlenenin
digavurumu mu yoksa gdzlemcinin sanrisi mi oldugunu anlamanin
bir yolu olmadigini agik¢a kabul eder.

Gorelilik ilkesi bir teslimiyet eylemidir ve felsefi bir gorelilik il-
kesi su eski ikilemin ¢oziilmezliginin agik kabuliinii igerir: Evren
kendi bagina bir varliga sahip mi, yoksa bu varlik yalnizca insanin
zihninde mi? Biliminsanlarina gore, o veya bu hipotezin kabulii ke-
sinlikle bir "olmak ya da olmamak" sorunu degildir; zira mantik agi-
sindan her iki hipotez de kabul edilebilirdir ve deneyim agisindan hig-
biri kanitlanamaz. O halde tercih daima yararlilik ve uygunluk mese-
lesi olacaktir. Biliminsani bu diinya sanki kendi diigiinceleri veya ey-
lemlerinden bagimsiz yasalarca yonetilen bir mutlak biitiinmiigcesi-
ne hareket eder; ama ne zaman ¢arpici basitlikte, genis bir evrensel-
likte veya kdinattaki miikemmel uyuma igaret eden bir yasa kesfetse,
"Acaba zihnim bu kesifte ne rol oynadi? Sonsuzluk havuzunda gor-
diigiim giizel imge bu sonsuzlugun dogasin1 mi ortaya gikariyor,
yoksa kendi zihnimin yansimasindan bagka bir gey degil mi?" diye
diisiinecek bilgelikte olacaktir.

Genel say1 kavramina atfetmemiz gereken gergeklik derecesini sap-
tama ¢cabamiza, filozofun gerceklige iligkin spekiilasyonlarinin ne-
redeyse hi¢ faydasi olmayacaktir. Bagka yollar bulunmalidir, orasi
kesin. Ama oncelikle terimlerdeki bazi belirsizlikleri ortadan kal-
dirmak istiyorum.

Matematikg¢inin kullandigi terimler nihayetinde birer sdzciiktiir
ve insanin ilk zamanlardan beri matematiksel ve matematiksel ol-
mayan diisiincelerini ifade etmekte kullandig: sinirh kelime dagar-
cigina aittir. Bu terimlerin bazilar, 6megin geometri ve kalkiiliis,



200 SAYI: BiLiMiN DiLi

baglangigtaki ¢ifte anlamlarini yitirmigtir ve herkesce matematik
uygulamalaninda kazandiklarn 6zel anlamda anlagilirlar. Buna kar-
sin mantikli ve mantiksiz, rasyonel ve irrasyonel, sonlu ve sonsuz,
reel ve imajiner gibi digerleri, ¢oklu anlamlarin1 giiniimiize kadar
korumugtur. Metafizik alanina nadiren giren matematikgiye gore,
bu sozciikler oldukga 6zgiil ve son derece kesin bir anlam igerir; bu
terimleri sermaye gibi kullanan filozofa gore ise yine oldukga 6zgiil
ama tamamen farkli bir anlama sahiptirler. Ne filozof ne de mate-
matikgi olan insana gore ise bu sozciikler genel ve nispeten muglak
bir anlam tagir.

Yine de ortada bir sorun yoktur, ta ki filozof matematigin temel
kavramlan iizerine analizini halka sunma tegebbiisiinde bulunana
kadar. Iste o zaman sonsuzluk veya gergeklik gibi kelimelerin fark-
h ¢agrigimlan sokaktaki adamin kafasin1 tamamen kangtirir.

Bu ozellikle reel ve imajiner kavramlarinda gegerlidir. Bu talih-
siz, yine de tarihsel olarak kaginilmaz terimleri bir filozofa borglu-
yuz: Descartes. a + V-b bigimine uygulanan imajiner terimi, bu sa-
yilara higbir somut dayanak verilemediginden o zamanlar mesru
idi. Bu sayilarin bir yorumu bulunur bulunmaz, imajiner teriminin
yetersizligi anlagilmigtir. Bu durum Gauss tarafindan soyle dile ge-
tirilmigtir:

Konunun boylesine hatali bir bakig agisindan ele alinmig ve boylesine
gizemli bir karanliga biiriinmii§ olmasi biiyiik ol¢iide kullanilan yetersiz
terminolojiye baghdir. +1, -1, V=T pozitif, negatif ve imajiner (hatta bazen
imkansiz) birimler olarak adlandinlacagina, diyelim, dolaysiz, dolayh ve
yanal birimler olarak adlandirilsaydi, bu karanlifa pabug birakilmazdi.

Ama itirazlar gogunlukla bogsunaydi: Imajiner kelimesi derin kok
salmigti. Matematik terimlerinin istikran olaganiistiidiir. Bu istikrar
matematik¢inin muhafazakarlhigindan veya herhangi bir belirsizlik
olmadigs siirece sozciik segimine yonelik kayitsizligindan kaynakla-
myor olabilir. Oyle ya da boyle, sonugta karmagik terimi goniilsiizce
imajiner teriminin yerine gegirilmistir,ama her iki terim de héla kul-
lanimdadir ve reel kelimesinin daha yeterli bir sozciik ile degistiril-
mesi teklif dahi edilmemigtir.

Imajiner teriminin bu anlamda kullanimi baz1 uzmanlarca misti-
sizmin modern matematigin igine iglediginin kaniti olarak yorumla-
nir. Matematikgilerin bu terimleri segerken bu sayilarin kurmaca ya-
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pisin1 kendiliginden kabul ettiklerini ileri siirerler. Bu sekilde tartig-
mak, sirf kalkiiliis kelimesi ¢akiltagi anlamina geliyor diye bir mine-
ralogun sonsuz kiigiikler analizinin tagsi1 yapisi hakkinda konugmasi
kadar mantikl1 olacaktir.

Karmagik sayida bir gergekdigilik varsa, bu V=1 semboliiniin ad1 ve-
ya kullaniminda degildir: Karmasik sayi tek bir birey olarak goriilen
bir ¢ift reel sayidir sadece ve kendisini olugturan reel sayilardan da-
ha fazla ya da daha az kurmaca olamaz. Dolayisiyla say: kavrami-
nin gergekliginin elestirisi reel sayiya yoneltilmelidir. Burada filo-
zof, matematikte aradig1 o mistisizme dair yeterince kanit bulabilir.

Dogal say1 nosyonumuzu borg¢lu oldugumuz soyutlama ne kadar
biiyiik olursa olsun, kavram sonlu derlemlerin kati "ger¢ekliginde"
dogmustur. Bu sayilan bir biitiin olarak gérmeye bagladigimiz an #ii-
mii sdzciigiinii tiim anlamlariyla beraber konuya katmak zorunda
kaldigimiz dogrudur. Yine de rasyonel aritmetikte kullanilan son-
suzluk kavrami, her bir sayinin bir ardili oldugu iddiasi ile sinirlan-
migtir. Sayma siirecinin sinirsiz yapisina sadece, tamsayi iglemlerin-
deki kurallari mutlak genelliklerine kavusturmak igin bagvurulmus-
tur: Sonsuz sadece potansiyel bir gey olarak kullamlmagtir, asla fiili
bir gey olarak degil.

Rasyonel say1 sadece bir ¢ift tamsayidir ve bu nedenle tamsay:
kadar gerceklige sahiptir. O zaman Kronecker'in istedigi gibi sonsuz
siirecleri ve dolayisiyla irrasyonelleri matematige hi¢ katmasaydik,
karmagik say1 sadece bir ¢ift rasyonel sayi olacakti ve rasyonele at-
fettigimiz gergekligin veya gercekdisiligin aynis1 karmagigin biin-
yesinde de var olacakti. Ama herhangi bir cebir denkleminin ¢oziile-
bilir oldugu bir alan arayiginda sonsuz siireci megrulagtirmaya mec-
bur kaldik ve bunun sonucu da reel say1 adini verdigimiz sey oldu.
Kendimizi artik sonsuzlugu mecazi anlamda veya bir say1 ne kadar
biiyiik olursa olsun ondan daha biiyiik bir say1 oldugu ifadesinin kisa
yolu olarak kullanmakla kisitlamiyoruz: Olug ediminde sonsuz, tim
sayilan iireten ilkedir; her say1 artik sonsuz siirecin en son adimi ola-
rak kabul edilir; sonsuzluk kavrami genellestirilmis say1 kavrami-
mizin kumagina dokunmugtur.

Dogal sayilar bolgesi, bir ekleme isleminin sonsuza kadar tekrar-
lanabilecegi varsayimina dayanir ve bu siirecin en son agamasinin
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asla sayi olarak kabul edilmeyecegi agikga belirtilmigtir. Reel sayi-
lara genellestirilme sadece sonsuz tekrarin gegerliligini herhangi bir
rasyonel iglemi kapsayacak sekilde genigletmekle kalmamus, bu sii-
reglerin kisitlamasin fiilen kaldirarak limitlerini hakiki sayilar ola-
rak kabul etmigtir.

Ve sozciiklerin ironisine bakin ki, reel denilen sayilar dogal sa-
yilara atfettigimiz bu reelligin bir kisminin feda edilmesi pahasina
elde edilmistir.

Aritmetigimize bu mutlak genelligi katan, onu geometrik ve me-
kanik sezgimizin araci yapan, fizik ve kimya fenomenlerini geomet-
ri ve mekanik bilimi yoluyla say1 ile ifade etmemizi saglayan bu son-
suz siiregler ne kadar gergektir? Eger gerceklik duyularimizin dog-
rudan deneyimi ile kisitlanacaksa, diigiinen higbir insan, ister mate-
matikgi, isterse filozof veya sokaktaki adam olsun, kavrama gergek-
lik atfetmeyecektir.

Buna kargin, sonsuzun gegerliliginin, ampirik bilimlerin ilerle-
mesinin kaginilmaz sonucu olduguna iligkin yaygin bir goriis mev-
cuttur. David Hilbert buna Weierstrass'in anisina yaptigi meshur ko-
nusmasinda gayet etkileyici bir cevap vermigken, bu goriisii kendi
sozciiklerimle ciiriitmeye kalkmak ne haddime:

Sonsuz! Bagka higbir mesele insan ruhunu boyle derinlemesine etkile-
memigtir; bagka higbir fikir insan zekasin1 boylesine verimli bir bigimde
canlandirmamigtir; yine de bagka higbir kavram sonsuzdan daha fazla agik-
l1ga kavusturulma ihtiyaci iginde degildir. ...

Sonsuzun 6zii nedir sorusuna donersek, oncelikle sonsuzun gergeklik
agisindan ne anlama geldigini kendimize agiklamaliyiz. Oyleyse fizigin bi-
ze bu konuda ne 6grettigine bakalim.

Doga ve maddeye dair ilk naif izlenim siireklilige aittir. Ister bir metal
pargasl, ister s1vi hacmi olsun, her geyin sonsuz pargaya boliinebilecegi ve
pargalarindan herhangi birinin —ne kadarkiigiik olursa olsun-biitiiniin 6zel-
liklerine sahip olacagi inancindan kagamayiz. Ama maddeninfizigine dair
aragtirmalarin yeterince ileri gotiiriildiigii her yerde, her zaman bir boliine-
bilirlik sinin ile kargilagtik ve bu durumdeneyselincelik eksikliginden kay-
naklanmiyordu, fenomenin yapisinin ta kendisinden kaynaklaniyordu. Son-
suzdan bu kurtulug gergekten de modern bilimin bir egilimi olarak kabul
edilebilir ve eski "Dogasigrama yapmaz" deyisinin yerine tamtersi koyula-
bilir: Doga sigramayapar...

Maddenin atom adinda kiigiik partikiillerden olugtugu ve makrokozmik
fenomenlerin bu atomlar arasindaki kombinasyon ve etkilegimlerin digavu-
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rumlarindan bagka bir gey olmadig biliniyor. Ama fizik burada durmamig-
tir: Gegen yiizyilin sonunda daha da garip bir davranig sergileyen bir atomik
elektrik kegfetmigtir. O zamana kadar elektrigin sivi oldugu ve hig kirpig-
mayan bir goz gibi hareket ettigi diigiiniiliiyorken, bu kegifle birlikte elektri-
gin de pozitif ve negatif elektronlardan olustugu agikliga kavugsmustur.

Fizikte madde ve elektrik diginda korunum yasasinin gegerli oldugu bag-
ka bir gergeklik daha vardir: enerji. Ama enerjinin bile, basit ve sinirsiz bo-
liinebilirligi kabul etmedigi anlagilmigtir. Planck ener;ji kuantumlarini kes-
fetmigtir.

Ve son karar sudur ki, gergekligin higbir yerinde sinirsiz boliinebilirli-
gin miimkiin oldugu, sonsuz kiigiigiin gergeklesebilecegi homojen bir sii-
rey yoktur. Siireyin sonsuz pargaya boliinmesi sadece diisiincede var olan
bir iglemdir, sadece bir fikir, doga gozlemlerimizin yan sira fizik ve kimya
deneyleriyle de giiriitiilen bir fikirdir.

Dogada sonsuz problemiyle kargilagtigimiz ikinci durum, evreni bir bii-
tiin olarak ele almamizdir. O halde bu evrenin yayilimini inceleyerek sonsuz
biiyiik olup olmadigini anlayalim. Evrenin sonsuz oldugu goriigii uzun siire
baskin fikir olmustur. Kant'a kadar ve hatta daha sonrasinda, ¢ok az kisi ev-
renin sonsuzluguna iligkin giiphelerini dile getirmistir.

Burada da modemn bilim, 6zellikle astronomi, sorunu tekrar ortaya atmig
ve buna yetersiz metafiziksel spekiilasyonlarla degil, deneyime ve doga ya-
salarinin uygulamgina dayanarak karar vermeye galigmigtir. Evrenin son-
suzluguna kars1 agir itirazlar yiikselmigtir. Sonsuz uzay: bir zorunluluk ki-
lan Oklit geometrisidir. ... Einstein, Oklit geometrisinden uzaklagilmasi ge-
rektigini gostermigtir. Bu kozmolojik meseleyi kendi kiitlegekimi kurami
agisindan ele alarak sonlu bir evrenin miimkiin oldugunu kamitlamigtir ve ast-
ronomlarin kegfettigi tiim sonuglar bu eliptik evren hipotezi ile uyumludur.

O halde fiziki diinyaya iligkin bilgimizi ne kadar ilerletirsek, veya
diger bir deyisle algisal diinyay: bilimsel aletlerle ne kadar genigle-
tirsek, sonsuzluk kavramimizin bu fiziki diinya ile hem fiilen hem
de ilkesel olarak uyumsuz oldugunu o kadar iyi goriiriiz.

Oyleyse, sonsuzluk fikri mantiksal bir zorunluluk olmadigina ve
deneyim tarafindan onaylanmak bir tarafa, diipediiz yanlys ilan edil-
digine gore, sonsuzun matematige uygulanmasi gerceklik adina red-
dedilmeli gibi goriiniiyor. Bu tiir bir reddedis matematigi dordiincii
bdliimde ele aldigim sinirh aritmetik ve sinirli geometriye gerilete-
cektir. "Gegerli olan dylesine 6nemsiz goriiniiyor ki, analizin miim-
kiin olup olmadigindan bile siipheye diigebilirsiniz." Son ii¢ yiizyil-
da matematikgilerce dikilen magrur yapi yerle bir olacaktir; giigleri-
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ni sonsuzun kullanimindan alan ilke ve yontemler ¢6pe atilacaktir; li-
mit, fonksiyon ve say1 kavramlarini problemlerinin formiilasyon ve
analizine giivenle uygulayan fizik bilimleri yeni bir sayfa agacaktir:
Temellerini yeniden insa ederek, reddedilmis araglarin yerine yeni
araglar tasarlayacaklardir.

Bunlarin hepsi gergeklik adina!

Bu zorlayici bir program siiphesiz. Ama bu revizyon gergeklestikten
sonra, bu arindirici siirecin tamamlanmasiyla matematikten geriye
kalan azicik sey de gergeklikle miikkemmel uyum iginde olacaktir.

Olacak midir? Asil soru bu — ve bu soru bir bagkasi ile ayn1 an-
lama geliyor: "Gergeklik nedir?" Bu ikinci soruyu sorarken kili kirk
yaran tamimlarla veya ilgisiz konular hakkinda gevezelik etmekle il-
gilenmiyoruz; sadece, su andan itibaren neyin gegerli neyin geger-
siz oldugu konusunda kistas tegkil etmesi gereken bu gergeklige at-
fedecegimiz kapsamla ilgileniyoruz.

Dogal olarak gergeklik konusunun uzmanlarina doniiyoruz. Her
biri bize kendi gergeklik tarzini sunuyor, ama asi/ gergeklik diye bir
sey yok gibi goriiniiyor. Fransizlarin giizel bir ifadeyle "utandiran
bir segenek bollugu" olarak tanimladig: bir konumdayiz.

Bu tarzlarin 6zellikle ikisi ilgi gekicidir: Oznel gerceklik ve nes-
nel gerceklik. Oznel gergeklik bir bireyin tiim duyu izlenimlerinin
toplami olarak tanimlanabilir. Nesnel gergeklige gelince, tanim her
felsefe ekoliinde degisir, zira bilincimizin diginda bir diinyanin var
olup olmadig ikilemi tam burada zirveye ulagir. Poincaré'nin su ta-
nim1 tiim gereksiz metafizik 6gelerden siyrilmig ve felsefi jargon-
dan arinmigtir: "Nesnel gergeklik dedigimiz ey, son analizde, ¢cogu
diisiinen varlik igin ortak olan ve herkes i¢in ortak olabilecek sey-
dir." Muglaklhigina, "herkes igin ortak olabilecek” ifadesinin bariz
zayifligina karsin, goriiniise gére hepimizde var olan bu sezgisel
gerceklik fikrine en yakin tanim budur.

Gergekligin gegerli bir kapsamini belirlemedeki giigliik tam da hig-
bir bireyinkisisel duyu izlenimlerinin toplami olan bu 6znel gergek-
ligi, simdi veya ge¢miste diger bireylerle temaslarindan edindigi
nesnel gergeklikten basariyla ayiramayacagi olgusunda yatar. ilkel
halklarin psikolojisi iizerinde yapilan galigmalar bu soruyu biiyiik
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oOl¢giide aydinlatabilir, ama burada da ¢evre izini birakmigtir. Bu 6z-
nel gergekligi kavramaya en yakin oldugumuz hal bir bebegin psi-
kolojisidir ve bebeklik izlenimlerimizi baganyla yeniden olugtura-
mayacagimiz igin de, yetigkinlerin bebekler iizerinde yaptig1, daima
onyargili nosyonlarla lekelenmis ¢aligmalara bel baglamak duru-
mundayiz.

Ama bir bireyin 6znel gergekliginin, Helmholtz veya Mach eko-
liindeki fizyolog ve psikologlarin gorme, duyma, dokunma vs. alg-
larina bagh olarak elde ettigi verilerle tanimlanabilecegini varsaya-
lim. Bu gergekligin kapsam gegerlilik kistasi olarak alinirsa, kagi-
nilmaz karar, matematigin sonsuzdan arindirilmasi sonrasinda artik
olarak kalan zayif aritmetigin bile daha fazla kesilip bicilmesi gerek-
tigi olacaktir; zira sayma siireci bu gergekligin bir pargasi degildir.

Sayma siireci farkl bir gergeklik, Poincaré'nin kullandig1 an-
lamda yorumlanan nesnel bir gerceklik varsayar. Sayma, insanlarin
ayn1 konudaki gesitli algilan siniflandirabilme ve sinifa bir isim ve-
rebilme yetenegini varsayar; iki derlemi 6ge 6ge eglestirebilme ve
bu derlemleri belli bir ¢ogullugun modeli olan bir sayi-sozciik ile
iligkilendirme yetenegini varsayar; bu modelleri bir dizi halinde diz-
me ve bu sayi-sozciiklerin sonsuza uzanmasini saglayacak bir soz-
dizimi gelistirme yetenegini varsayar. Kisaca, sayma siireci bir di-
lin, herhangi bir bireyin 6znel gergekligini veya dogrudan algilarini
agan bir kurumun varligini kabul eder.

O halde, eger bu 6znel gerceklik matematikte bir gegerlilik kis-
tasi kabul edilecekse, sadece sonsuz siireci ve tiim ima ettiklerini
reddetmekle kalmamali, sayma prosediiriinii de bir tarafa atmaliyiz.
Bazi kusg ve boceklerde goriilen ilkel duyu sayinin tek gegerli alani
olacaktir; boylece dilimiz ve aritmetikle beraber, insanligin bu iki
kurumu iizerinde yiikselen medeniyetin o girift yapisinin tiimiinii de
bir kenara atmamiz gerekecektir.

Bilincimizin diginda var olan mutlak ve degismez diinyay: sadece
teolojik spekiilasyonlardan biliyoruz: Onu kabul veya reddetmek
bir doga felsefesi agisidan ayni derecede faydasizdir. Ama duyulari-
mizin ham gergekligini bag gerceklik, tek gerceklik olarak kabul et-
mek de aym gekilde faydasiz ve verimsizdir. Sistemli bir anlatim
icin, yeni dogmus bir bebegi, ilkel insan1 veya hayvani boyle bir bag
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gercekligin tecessiimii olarak ele almak uygundur elbette. Hatta da-
ha da ileri giderek Helmholtz, Mach ve Poincaré'nin yaptig1 gibi,
biri —diyelim gérme- harig tiim duyularindan siyrilmig zeki bir var-
lik hayal edebilir ve boyle bir varligin inga edecegi evren tiirii iize-
rinde tahminler yiiriitebiliriz. Duyularimizi bilegenlerine ayirma ve
sonra kavrami bu bag duyularin bir sentezi olarak kabul etme giicii-
miizii serbest birakan bu tiir spekiilasyonlar son derece ilgingtir.
Ama bu tiir bir sentezi gerceklik, ast/ gergeklik kabul etmek, benim
diigiinceme gore oliimciil bir kusur igerir: Bireysel bir zekanin var-
ligim kabul eder; oysa bu duyulan koordine etme siirecinin bizzat
kendisi diigiinceyi igerir ki, bu da dil olmaksizin imkéansizdir; dil ise
organize bir izlenim aligverigi anlamina gelir ki, bu da insanlarin ko-
lektif bir varolusa, bir tiir toplumsal 6rgiitlenmeye sahip oldugunu
varsayar.

Gegerlilik kistasi olarak alinabilecek tek gergeklik, bilincimizin
diginda var olan ve dolayisiyla saf metafizik olan bu mutlak, degis-
mez gergeklik veya fizyologla psikologun titiz deneylerle soyutla-
may1 bagardig1 bag gerceklik degildir; daha ziyade, ¢ogu kisi i¢in or-
tak olan ve herkes igin ortak olabilecek o nesnel gercekliktir. Ve bu
gerceklik donmug goriintiilerin bir derlemi degil, canli, biiyiiyen bir
organizmadir.

Ama matematiksel kavramlarin gergekligine dair bir kistas bulmak
iizere bu nesnel diinyaya dondiigiimiizde yeni bir giigliikle kargila-
sinz. Cogu kisi igin ortak olan bu seyler, bireyin diger diigiinen var-
liklarca paylagilan dogrudan izlenimleriyle sinirhi olabilir; ama ay-
n1 zamanda insanligin bilimsel cihazlarla elde ettigi tiim verileri de
icerebilir, zira bu olgular da ¢ogu kisi i¢in ortaktir ve muhtemelen
herkes igin ortak olabilir. Sinirlan genigleyen bu diinya herhangi bir
niteliksel ifadenin gercekligini degerlendimek agisindan gegerli
bir kistas olabilir, ama bunu say1 i¢in kistas olarak kullanmaya kalk-
tigimiz anda, bilimsel cihazlarimiz yine say iizerinde yiikselen sa-
bit matematik ilkelerine gore tasarlandig, inga edildigi ve kullanil-
dig1 icin bu nesnel diinyanin da say1y1 varsaydigi olgusuyla kargila-
SInz.

Gergekten de, ister cetvel ister agirlik terazisi, basingolger veya
termometre, pusula veya voltmetre kullanalim, daima bize siirey gi-
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bi gelen bir geyi dlgeriz ve bunu dereceli sekilde boliinmiig bir say:
olcegi ile yaparnz. Ardindan, bu siirey i¢indeki olas1 durumlarla eli-
mizin altindaki say: kiimesi arasinda miikemmel bir miitekabiliyet
oldugunu varsayariz; ortiilii olarak, bu siirey icinde Dedekind-Can-
tor belitinin dogruda oynadig rolii oynayan bir belitin varligini ka-
bul ederiz. Dolayisiyla, bize ne kadar basit ve dogal gelirse gelsin,
herhangi bir 6l¢iim cihazi tiim reel sayi aritmetigi aygitini1 ima eder:
Her bilimsel cihazin arkasinda ana cihaz aritmetik vardir, o olmadan
o 0zel cihaz kullanilamaz, hatta hayal bile edilemez.

Iste giiliik buradadir: Reel sayinin gercekligine bilimsel cihaz-
larla edinilmig tiim verileri iceren nesnel diinya ile karar verecek ol-
saydik, bu cihazlar zaten reel sayinin gergekligini kabul ettigi i¢in
kisirdongiiye girmig olurduk.

Digerlerince paylagilan dogrudan izlenimlerimizin daha kisith
nesnel diinyasina kendimizi kapatsak da kisirdongiiden kurtulama-
yiz. Tiim dl¢iim cihazlarim yasaklayalim, kamuoyunu tek gergeklik
kistast ilan edelim. O zaman gegerli bir hiikkme nasil varabiliriz? Se-
nin kirmiz:1 gordiigiinii ben yesil gordiigiim i¢in beni renk korii ilan
ettiginde, ¢ogunluk kararina bagvurmayacaksan savinin gergekligi-
ni nasil kanitlayacaksin? Yine burada her ikimiz de karari sayiya bi-
rakmayi kabul etmig oluyoruz.

Rakamlaryalansdylemez, ¢iinkiisoyleyemez. Yalan sdyleyemez-
ler, ¢iinkii 6nsel olarak hatasiz olduklan ilan edilmigtir. Say1y1 deger
yargilan igin tek hakem olarak segtikten, kararlarina uymay1 kabul
ettikten sonra, bagka bir mahkemeye bagvurma hakkimizdan fiilen
feragat etmig olduk.

Sonug nedir?

Toplumsal gevresi olmayan, dilden yoksun, izlenimlerini akran-
lanyla paylagma sansindan yoksun bir birey, say1 bilimini inga ede-
mezdi. Algisal diinyasinda aritmetigin bir gergekligi, anlami ol-
mazd.

Diger taraftan, diigiinen bir varligin nesnel diinyasi akranlarinin
cogunlugu tarafindan paylagilan izlenimlerden meydana gelir. Ona
gore, "Sayiya hangi gercekligi atfetmeliyiz?" sorusu anlamsizdur, zi-
ra uzay veya zaman olmadan gergeklik olmayacag gibi say1 olma-
dan da gergeklik yoktur.
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Boylece say1 kavraminin gergekligi i¢in ne 6znel ne de nesnel
diinyada bir kistas bulabiliriz; zira birincisinde boyle bir kavram yok-
tur, ikincisindeyse bu kavramdan muaf higbir sey yoktur.

O halde bir kistasa nasil ulasacagiz? Kanitla degil, zira kanit zar-
lar1 hileli. Mantikla da degil, zira mantik matematikten bagimsiz bir
varliga sahip degildir; matematik adin1 verdigimiz bu ¢ok-evreli zo-
runlulugun bir evresidir sadece. O halde matematiksel kavramlar hak-
kinda nasil bir hikkme varilacak? Hiikme tabi olmayacaklar! Mate-
matik en yiiksek hakimdir; onun kararlarinin temyizi yoktur.

Oyunun kurallarim degistiremeyiz, oyunun adil olup olmadigim
kestiremeyiz. Sadece oyunu oynayan oyuncuyu inceleyebiliriz; ama
oyundan ayn bir seyirci gibi de degil, ¢iinkii kendi zihinlerimizin
oyununu izliyoruz.

Kendi hissettiklerimi hatirliyorum da... Karmagik sayilarin gizemi-
ne daha yeni vakif olmugtum. Nasil sagirdigimi hatirhyorum: Kar-
simda agik¢a imkansiz olan ama somut sonuglar veren iglemlere ta-
bi tutulabilen sayilar vardi. Bir tatminsizlik, bir huzursuzluk, bu ha-
yali yaratiklarin, bu bog sembollerin igini doldurma arzusuydu duy-
dugum. Daha sonra bana bu varliklar geometrik olarak, somut bir
sekilde nasil yorumlayacagim ogretildi. O anda adeta bir bulmacayi
¢Ozmiiggesine, beni korkutan bir hayaletin aslinda hayalet degil de
icinde bulundugum ortamin tamdik bir pargasi oldugu ortaya ¢ik-
misgasina bir rahatlama hissettim.

O zamandan beri duygularimin daha bir¢ok insan tarafindan pay-
lagildigin1 anlama firsatlarim oldu. Bu ferahlik hissi neden? Bu sem-
boller i¢in somut bir model bulduk; bunlan agina bir seye, gercek ve-
ya en azindan gergek gibi goriinen bir seye baglayabilecegimizi 6g-
rendik. Ama neden diizlemdeki bir noktay: veya daha ziyade s6z ko-
nusu noktanin iki mutlak referans eksenindenuzakligini 6lgen kesit-
leri, neden bunlan a + ib sayisindan daha gergek kabul edelim? Bir
diizlemin, dogrunun, noktanin ardinda hangi gergeklik yatiyor? Da-
ha bir-iki y1l 6nce bunlar da benim igin birer hayaletti. Her yonde
sonsuza dek uzanan diizlem: Buna en yakin kestirimim bir A4 kagi-
d1 veya piitiir ve ¢iziklerle dolu dalgal1 bir karatahtaydi. Kalinliktan
yoksun dogru; bu tiir iki dogrunun kesigim noktasi, hi¢bir modele
uymayan boyutsuz bir ey, salt yanilsama; ve nihayet s6z konusu nok-
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tanin, Sl¢iimiin tiim belirsizliklerini, tiim hatalarin1 kapsayan koor-
dinatlari... Bana ferahlik veren somut gerceklik bunlar miydi?

Bir hayaleti, hayalete gore daha tanidik bir kurgu olma avantaji-
na sahip bir kurguya bagladik. Ama o da her zaman tamdik degildi;
onun da sagkinlik ve huzursuzluga neden oldugu zamanlar olmustu,
taki biz onu, yiizyillarin aligkanligi ile somutlagtinlmig daha da ilkel
bir yanilsamayla iligkilendirene kadar.

Giiniimiiziin gergekligi daha diin yalnizca bir yanilsamaydi. Bu ya-
nilsama, deneyimlerimizi diizenleyip sistemlestirmeye ve yonlendir-
meye yardimci olarak insanhgin yasaminda faydal oldugu igin ha-
yatta kalmigtir. Ben Nietzsche'nin su sozlerini boyle yorumluyorum:

Yalnizca yanhg olmasini hiikkmiin reddine gerekge olarak gérmiiyoruz.
Mesele sudur: S6z konusu diigiince insanligin yagamini ne 6lgiide koruyup
gelistirmistir? En yanhg diigiinceler —ki bunlara sentetik hiikiimlerimiz de
onsel olarak dahildir- ayn1 zamanda en vazgegilmez olanlardir. Mantiksal
kurgular olmaksizin, mutlak ve degismeyen kurmaca bir diinyadaki ger-
cekligi olgmeden, say: ile evrenin sahtesini siirekli yaratmadan, insan yaga-
mini siirdiiremezdi. Biitiin yanhg hiikiimlerin topyekin reddi, yagamin red-
di, inkdr1 anlamina gelirdi.

Bir matematik kavraminin gegerliligini saptayacak olan, dogrudan
kanitlar veya mantik yasalan degildir. Mesele sudur: Kavram insa-
nin diigiinsel yagamini ne kadar koruyup gelistiriyor? Kuruntulu du-
ayenlerin iirkiitiicii bildirgeleri bu yiizden beni iirkiitmiiyor. Herhan-
gi bir yanilsamanin gegerlilik kistaslan post factum ve bazen post
mortem® bir karardir. insanligin yagamim koruyup gelistirenler ser-
pilip biiyiiyor ve boylece gercek olmaya hak kazamiyorlar; zararh
veya yararsiz olanlar er ge¢ metafizik ve teoloji kitaplarinda yerleri-
ni buluyor ve orada kaliyorlar. Yani onlar da bog yere 6lmiiyor.

Deneysel kanitlar ile mantiksal zorunluluk, gergeklik dedigimiz nes-
nel diinyayi tilkketmiyor. Gézlemle deneyi yonlendiren ve evrelerin-
den biri mantik olan matematiksel bir zorunluluk mevcuttur. Diger
evreyse bir tiirlii tanimlanamayan ve sezgi adi verilen o soyut, mug-

* Lat. post factum: Olaydan veya fiilden sonra. Post mortem: Oliimden sonra.
Is sonuglandiktan/sonuglan goriildiikten sonra anlaminda. —.n.



210 SAVYI: BiLiMiN DiLi

lak seydir. §imdi sayi biliminin temel meselesine donelim: sonsuz.
Sonsuzluk kavrami deneysel veya mantiksal bir zorunluluk degil-
dir; matematiksel bir zorunluluktur. Imkén dahilinde olan bir eyle-
min sonsuz kez tekrarini tasavvur edebilecegini bilen zihin giiciiniin
bu teyidi salt kurgu olabilir, ama igimize gelen ve bu nedenle gerek-
li bir kurgudur. Bizi her vakada bu vakaya ili§kin ileri siirdiiglimiiz
seyin imkan dahilinde olup olmadigini inceleme yiikiinden kurtanr.
ifademize, onsuz bilimin s6z konusu olamayacagi o genellik goriin-
tiisiinii verir ve her seyden ote, diinyanin zamanla beraber aktigina
dair o kaginilmaz fikirle, ayrik olanin sayimindan dogan say1 kavra-
m arasindaki ugurumu asan bir koprii olusturur.

Ama sonsuz, Mutlak Arayig1'nin insam gotiirdiigii sayisiz tali yol-
dan sadece biridir. Daha birgoklar1 mevcuttur: basitlik, yeknesaklik,
homojenlik, diizenlilik, nedensellik bu matematiksel sezginin diger
disavurumlandir. Zira zihni mutlagin serabinin pesinden gitmeye tes-
vik eden ve dolayisiyla insanlhigin diigiinsel mirasin1 zenginlegtiren
matematiksel sezgidir; ama serabin peginden daha uzaklara gidilme-
si bumirasitehlikeye atacagi zaman zihnin ugugunu durduran ve kur-
nazca, "Avlanan ne kadar da avciy1 andinyor!" diye fisildayan da yi-
ne bu matematiksel sezgidir.

Peki bu yaratici sezginin kaynag nedir? Insan deneyimini diizenle-
yip yonlendiren ve onu Kaos'un dehsetinden koruyan bu zorunluluk
nedir? Buz gibi, yerinden oynamaz ve gorak mantik kayalarn yiik-
selten bu diirtii nereden geliyor?

Dalgalar sonsuz fisiltilarini fisildiyor,
Riizgar esiyor, bulutlar ilerliyor,
Yildizlar ilgisiz ve soguk, goz kirpiyor,
Ve bir aptal cevap bekliyor.

Ya bilge kisi? Bilge kisi, yagamda yarinin gerceklikleri olmaya aday
bugiiniin kurgularim tasarlama igine kaldig1 yerden devam eder ve
arkalarinda diigiincenin kokeninin kaybolup gittigi uzak doruklara
son bir bakig atarken Usta'nin sézlerini tekrarlar:

KAYNAGI BELIRSIZ OLSA DA,
NEHIR AKMAYA DEVAM EDiYOR.
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EKA

Sayilarin Kaydediligi Uzerine

Zira cahillerin akla dayanmayan goriigiiniin
aksine, numaralandirma sistemi tercihi sirf
bir uzlagim meselesidir.

PASCAL

Hayvanin ve Insanin Say Duyusu Uzerine

Bir derlemdeki nesnelerin sayisinin degistigini, nesneleri fiilen say-
madan nasil fark edebiliriz? Sayt Duyusu dedigimiz bu sezgi nasil
bir seydir? Bu eserin daha eski baskilarinin okurlarindan pek ¢ogu
bu soruyu cevaplamaya ¢aligmigtir. Kuramlarimi desteklemek igin
ileri siirdiikleri argiimanlarin gegerliligine karar verebilecek bilgiye
sahip gormiiyorum kendimi, ama yaratici hayal gii¢lerine kisitlama-
lar da getirmek istemiyorum, dolayisiyla sunulan cevaplar arasindan
daha ikna edici olanlardan bazilarina burada yer verecegim.

Bir derlemin heterojenligi tahmine yardimci olabilir. Diyelim ki
bir odaya girdiginizde normalden daha az insan oldugunu fark etti-
niz, ¢iinkii tamidik bir yiiz eksik: Tahmininizin bagarisini o grubun
tiyelerinin birbirinin tipatip aymis1 olmamalarina, her birinin ayirt
edicidzelliklere sahip bir birey olmasina bor¢lusunuzdemektir. Bel-
kide 1. Boliim'deki karga da kuleye giren herkesin digar ¢ikmadig-
n1 benzer bir gekilde fark ediyordu.

Belli bir engeli agma ¢abasindan kaynaklanan yorgunluk da de-
gerlendirmede kolaylik saglayabilir. Omegin ¢iktigimiz katlan say-
madan bir merdivenden gikarsaniz, uzuvlariniz size beg kat m1 yok-
sa alt1 kat m1 ¢iktigimizi sGyleyebilir. Soliter esekarisinin sayma be-
cerisi de bu yoldan agiklanabilir.
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Cogu kez kalip algilamanin da ciddi yardimi dokunur. Bir bakis-
ta bir masanin aligildig gibi dort kisilik degil de daha fazla kisi igin
hazirlanmig oldugunu anlarsaniz, size bu bilgiyi ileten degismis olan
kaliptir. Ya da bir masadaki bir sira bezelyeyi ele alalim: Birbirlerine
yeterince yakin ve "tek sira halinde" dizilmig olsalar bezelyelerin besg
tane mi alt1 tane mi oldugunu séyleyemeyebilirsiniz; dagilim diizen-
siz olsa tahmininizin dogru olma ihtimali artardi, ki bezelyeler bir
cokgenin koseleri olarak dizilmis olsa kararinizdan daha da emin
olurdunuz. Yuvasi soyulmus bir kusun iggiidiileri boyle bir ilkeye
bagl olabilir.

Kserkses Ordusunu Nasil Sayd

Doriscus bolgesi Trakya'da, denize nazir genig bir ovadir ve i¢cinden Hebrus
(Merig) ad1 verilen biiyiik bir irmak akar; burada Doriscus adli kraliyet kale-
si inga edilmisti ve Dareios Iskit seferinden sonra buraya Pers muhafizlar
atamigti. Dolayisiyla burasi Kserkses'e ordusunu dizmek ve saymak igin uy-
gun bir yer gibi gelmisti ve o da bunu yapti. Doriscus'a varmig olan tiim do-
nanma onun emri lizerine yakindaki bir kumsala geldi ... ve mola verdi. ... O
sirada Kserkses ordusunu sayd. ...

Her kismina dair sayilar kesin olarak veremiyorum, giinkii bize bu bil-
giyi veren olmadi; ama tiim kara ordusunun sayimi ordunun bir milyon ye-
di yiiz bin adamdan olugtugunu gosterdi. Sayma goyle yapilmigti: Bir mirad
(on bin) adam bir yerde toplandi ve miimkiin oldugunca siki bir gekilde dur-
duklarinda etraflarina bir ¢izgi gekildi; bu yapildiktan sonra o grup gonde-
rilip o ¢izgi iizerine insanin gobegine dek gelen bir tag duvar oriildii; bu bi-
tince o duvarla gevrili alana bagkalan getirildi ve boylece hepsi sayildi.
(Herodotos: Tarih, Kitap VII.)

Biiyiik Sayilarnin Yazini

"Dolayisiyla sabit yildizlarca gevrelenen ve ¢api Aristarkhos tara-
findan tahminen hesaplanmig olan ile ayni biiyiikliikte bir kiiredeki
kum tanelerinin sayisinin, bin mirad kere sekizinci simif birimden az
oldugu agiktir." Argimet "Kumsayici” adli kitapgigini boyle sonlan-
dinyor.

Sekizinci sinif birim ile ne demek istiyordu? Yunancada mirad
on bin sayisini ifade ediyordu; Argimet bu M = 10 sayisim birinci si-
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nif birim olarak belirlemigti. Bundan sonra oktad, yani mirad mirad
gelirdi, ki Argimet bunu ikinci sinif birim olarak tanimlamigti. Oktadi
Q ile ifade edelim: O zaman Q = M?= 108. Buradan M3 = 10'?nin
tictincii sinif birim oldugu sonucunu ¢ikarinz; ancak, durum boyle
degildi. Argimet'in diizeninin tabani oktad Q = 108 idi. Dolayisiyla,
n. sinif birim denildiginde bu Q"' olarak anlagilmalidir. Argimet ta-
rafindan hesaplanan "evrendeki tanelerin sayisi” ise,

10° x 10% x (10%)’= 109 idi.

Modem ifadeyle bu hesap $6yle okunabilir: Tanelerin sayisi ... 1093
biiyiikliigiindedir.

Argimet'in hesabini "bilinen" en biiyiik asalla kargilagtirmak ay-
dinlatic1 olacaktir. On yedinci Mersenne sayisi olarak bilinen bu sa-
y1 kisa siire once Los Angeles'taki Sayisal Analiz Enstitiisii'nce he-
saplanmgtir:

(n M=2281_ ]
Bu tamsay: 107 biiyiikliigiindedir ve,
687 =85 x 8 +7 oldugundan,

Arsimet bunu bin mirad kere seksen altinci sinif birim olarak tarif
ederdi.

Konum likesi Uzerine

Pek ¢ogumuz saymayi oldukga erken bir yasta 6grenmigizdir, ama
pek azimizin bu konu iizerine diisiinmek igin firsat1 olmugtur. Gelin
anilarimiz tazeleyelim.

Her sey parmakiar ile dudaklar arasinda bir tiir koordinasyon
olarak baglar. Cocuk, parmaklari veya oyun bloklarinca olugturulan
belli kaliplan belli sozciiklerle bagdastirmayi 6grenir. Bu sozciikle-
re say1 denildigini 6grenir ve onlar1 siralt bir seri olarak ezberler.
Parmaklan ve bloklan tiikettiginde, sayma ufkunu somut kaliplar
olmadan genigletmesini saglayan tuhaf bir retorik prosediirii de 6g-
renmigtir. Artik sayma, sayilarla tutulan bir yariga veya ¢ocugun ilk
basta oynamaya gayet hevesli oldugu bir sozciik oyununa doniis-
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miigtiir. Ta ki bir giin, sdylenenin veya yapilanin her zaman tekrar-
lanabilecegini fark edene kadar; ondan sonra bu sayi serisinde bir
noktada birden durur ve geri kalanini "igte boyle boyle gidiyor" di-
yerek bagindan savar. Iste o giin sayma egitimi tamamlanmgtir. Ay-
n1 zamanda, yillar sonra sonsuzluk kavranu kihginda kargisina gika-
rak aklin1 kanigtiracak bir fikrin de tohumlar atilmig olur.

Sayma siirecinin sonsuza dek siirdiiriilebilecegine dair bu giiclii
giiveni agilayan bu retorik prosediir nedir? Cok erken bir yasta 6g-
renmemize ragmen bu prosediir son derece karmagik bir matematik-
sel fikre dayanir. Bu fikir sunu ileri siirer: Herhangi bir pozitif tamsa-
yt, 10°un katlarina gére dizilmig ve katsayilar: da 10'dan kiigiik tam-
sayilar olan bir polinom olarak bir ve yalniz bir bigimde ifade edile-
bilir.

2. Boliim'de de ifade ettigimiz gibi, onlu tabanin tercihi bu tam-
sayinin dogasindan kaynaklanan avantajlara degil, sadece ¢ogu nor-
mal insanin ellerinde on parmak olmasi gibi fizyolojik bir rastlanti-
ya dayanir. Sayi dilimizin fizyolojik yonii zaten yeterince ilgingtir;
ama daha da garpici olan onun polinom yapisidir. Gergekten de in-
san ne zaman yasamin zorluklarinca parmak tekniginin kaldirabile-
ceginden daha biiyiik tamsayilarla ugrasmak zorunda kalsa, kaginil-
maz olarak polinom seklindeki ifadelere bagvurmustur.

Konumsal numaralandirma bu retorik prosediiriin yaziya uyar-
lanmasindan bagka bir gey degildir; gegerli katsayilara 0 simgesini
de ekleyerek sirali polinomun terimleri arasinda olugabilecek "bog-
luklan" doldururuz ve boylece muhtemel belirsizlikleri onlemis
oluruz. Omegin, (abcd) bir kriptogram ve su polinomun kisaltilmig
bi¢imidir:

aR3¥ + bR? + cR + d = (abcd)g

BuradaR tabandir ve a, b, c, d katsayilanida0, 1, 2, ..., R — 1'e kadar
gidebilir. Sistemin tabani olan R ise 1 diginda herhangi bir pozitif
tamsay1 olabilir. Dahasi, ondalik gosterimle ifade edilmig sayilara
uygulamay1 ogrendigimiz aritmetik iglemleri genel polinomlarin
niteliklerinden tiiredigi igin, bu kurallar kolaylikla herhangi bagka
bir sisteme de uyarlanabilir.
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Ondalik Igaretinin Tarihgesi

Konumsal numaralandirma yo6ntemi yiizyillar boyunca kullanil-
diktan sonra bir giin, avantajlarindan birinin kesirlerde sagladig bii-
yiik kolaylik oldugu fark edildi. Ne var ki, Stevin ve Napier'in han-
tal iislii ve alth yazilimlarindan da anlagildig) iizere, bu farkina var-
ma o zaman bile tam degildi.

Bu yontemin tam anlamiyla etkinlige kavusabilmesi icin gere-
ken tek sey bizim modem ondalik virgiiliimiize benzer, sayinin tam-
say1 kismim kesir kismindan ayiran bir igaretti. Ancak anlagilmayan
bir nedenden dolay: onciiler (Kepler ve Briggs harig¢) ya bunu gore-
mediler ya da kamuoyunun bunu kabul edecegine inanmiyorlardi.
Stevin'in kegfinden bir yiizyil sonra, o donemde kullanimda olan ¢ok
sayida rakip gosterimden s6z eden bir tarihgi goyle diyordu: Quod
homines tot sententiae (Ne kadar insan varsa o kadar goriig var).
Ondalik gosterim nihayet istikrara kavusup da fazla simgeler bira-
kilana dek bir yiizy1l daha gegecekti.

Yazar Yih Formiil
Simon Stevin'den 6nce 24 1%)56
Simon Stevin 1585 24 31753
Franciscus Vieta 1600 241375
John Kepler 1616 24(3|75'l '
John Napier 1617 24:375
Henry Briggs 1624 2437
William Oughtred 1631 241375
Balam 1653 24:375
mwae
Ozanam 1691 24-375
Modemn 24-375
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Taban Tercihi Uzerine

Buffon'un evrensel numaralandirma tabaninin ondan on ikiye ¢ika-
rilmasi onerisi kendi yiizyi1limizda ilging bir dirilis yasadi. Hem bu-
rada hem yurtdiginda Oniki Kuliipleri peydahlandi; on ikinin yarar-
larini dinsel heyecana benzer ategli bir gekilde anlatan dergiler ve el
ilanlan ortaya ¢ikti; on ve on bir i¢in kullanilacak simgelere iligkin o
"can sikic1” meseleyi halleden reformcular tablolagtirmaya yoneldi-
ler. Cevrim tablolari, ¢arpim tablolari, hatta on ikilik logaritma tab-
lolar vardi. Ne var ki sonunda bu kampanya, insan tiiriiniin kolektif
aligkanliklarindan birinde reform yapmay1 amaglayan pek ¢ok hare-
ket gibi silinip gitti.

Buffon'un 6nerdiginden daha eski ve egzotik bir diger reformun
kaderiyse ¢ok farkli oldu: Leibniz'in kili Aritmetigi. Heyhat! Bir za-
manlar tektanricilik serefine dikilmig bir abide olarak goriiliirken bir
robotun i¢ organlarinda son buldu. Zira modern yiiksek hizli hesap
makinelerinin ¢ogu ikili ilkeye dayanir. Robot insan geleneklerine
bagh degildir, aligkanliklan yoktur ve "hafizas1" kodlamayla denet-
lenir. ikili kayitlar fazla yer kaplar ama makinenin olaganiistii hizi
bunu dengeler. Robot ondalik verileri otomatikman ikilige ¢evirip
sonra da geri gevirebildiginden insan operatoriin aligkanliklan da
ciddi bir sorun yaratmaz. Hatta makinenin ardindaki insanin, kendi
i¢ organlarinin ne kadar farkindaysa robotunun ikili i¢ organlarinin
da o kadar farkinda olacag1 zaman pek de uzakta olmayabilir.

Olgekte Degisiklik Uzerine

Insanin say1 duyusunun sinirli kapsamu, belli bir sayiya "sayma 6l-
¢iisii" oldugu bir model-derleme dayanarak ad vermeyi neredeyse
imkansiz kiliyor. Bunun alternatifi sayiy1 onu kaydetmekte kullani-
lan simgelerle bagdagtirmaktir. Arap rakamlarindan 6nce bunun igin
alfabenin harfleri kullaniliyordu. Bu da ebced hesabinin o zamanki
biiyiik bagarisiniagiklayabilir. Konumsal numaralandirmanin ortaya
¢ikisi ve evrensel kabulii ile beraber, bir sayinin ondalik kriptogra-
mi1 otomatik olarak ona bir ad da vermistir. Bugiin ise bu sozciik ad-
dan ote bir sey haline gelmistir: Bizler sayiyi ondalik kriptogramiy-
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la tanimlamay: 6grendik. Bu ahgkanlik o denli giiglii ki, gogumuz
sayinin bagka tiirlii ifadesini bir tiir kilik degistirme olarak goriiyo-
ruz, hem de ondalik 6lgek hakkinda mutlak veya kutsal hicbir gey
olmadigini fark etmemize ragmen.

Herhangi bir 6lgekten ondalik gosterime gegig, kriptogramin ta-
mimlayic1 polinomunca belirtilir. Omegin (4321)s kriptogramini ala-
lim. Tamim geregi,

(4321)s=4x 53 +3x52+42x5+1=586.

Hesap okurun sentetik bolme adiyla 6grenmig oldugu ama aslinda
sentetik ikamenin daha uygun bir isim olacag bir yontemle daha ko-
lay hale getirilebilir. Algoritma agagidaki tabloda detayh olarak ig-
lenmigtir:

4 3 2 1
(5x4)+3 (5x23)+2 Sx117)+1
=23 =117 =586
Boliimler 4 23 117 586
Kalanlar 4 3 2 1

Ayni tablo geleneksel terimlerle ifade edilmig bir sayinin bagka bir
olgege nasil uyarlanacagim gosteriyor. Algoritmay tersine gevire-
rek yeni Olgegin tabaniyla (bu 6rekte S) bir dizi bolme iglemi elde
ederiz: Bu bélmelerin kalanlari, aradigimiz kriptogramn basamak-
larini olugturur.

Bir uygulama 6megi olarak, Mersenne dizisi ad1 verilen ve ge-
nel ifadesi M, = 27 — 1 olan dizinin terimlerini hesaplayalim. /kili
gosterimde bu tamsayilar birim kiimeleri olarak ifade edilir:

2) M;= (1), My=(11)2, M3=(111);, My=(1111),, ...

Yukarida tarif edilen algoritma bu tamsayilan hesaplamak igin
kolay bir yol saghyor:

p |t ]2 |3 |a|s|e | 7|8 |90
0 T AR T I O O AR U R O
Mo [ 1|3 |2 | 15]3 |63 |127]255 511 |1023
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Alt ¢izili terimler dizinin asallaridir ve Mersenne sayiar: ola-
rak adlandinlirlar. Bu tamsayilara bagka bir yazida donecegim (bkz.
B 10).

Bir Pascal Problemi

Bu boliimiin bagindaki alint1 Pascal'in "Rakamlarindan Anlasildig
Kadariyla Sayilarin Boliinebilirligi” adli bir makalesinden alinmig-
tir. Pascal'in bir q tamsayisiyla boliinebilirlik testi, 1/q'nun bir onda-
lik kesre doniigiimiiyle yakindan ilgilidir. Pascal'in ¢galigmasi, kura-
mu netlestiren ve kapsamini genigleten Britanyali ¢agdagi John Wal-
lis ile sonraki yiizyil i¢ginde Johann Bernoulli, Euler ve Lambert ta-
rafindan bu gozle ele alinmigtir.

q'nun 2 veya 5 diginda herhangi bir asal say1 oldugu 1/q sayisim
ondalik kesre ¢evirmekte kullanilan yontemi inceleyelim. Bu donii-
slimiin algoritmasi zaten bildigimiz uzun bélmedir; bu siiregte elde
edilen ondalik kesir, birbiriyle ayn1 olan sonsuz sayida "bloktan"
meydana geldigi i¢in periyodik olarak bilinen tiirdendir. Bloka ¢ev-
rim denir ve bloktaki rakamlarin sayisi da o ¢evrimin periyodudur.
Omegin q=7 durumunda,

Bolim 0. 1 4 2 8 5 7 | 4 2 8 5 7
Bolen 1 0 0 0 0 O O O o0 o0 o0
Kalan 1 3 2 6 4 5 1 3 2 6 4 5 1

Burada ¢evrim K = 142857'dir ve periyot da p = 6'dir.

Agilimin basamaklarini olugturan bolenlerin Pascal'in argiima-
niyla bir ilgisi yoktur. Pascal'i sadece kalanlar ilgilendirir, ki bunla-
ra da daha iyi bir isim bulamadigim i¢in g boleninin ondalik artikla-
r1 diyecegim. Artiklarin siralamasi periyodiktir ve artik ¢evriminin
periyodu agilimin periyodunu belirler. Algoritmanin dogasi geregi
her artik ¢evrimi 1 ile baglar ve ayni ¢evrimde iki artik egit olamaz.
Ote yandan, artiklar 1'den q— 1'e kadar herhangi bir bigim alabilir.
Oyle ki, periyot ya q=7'de oldugu gibi q— 1'dir ya da q = 13'te oldu-
gu gibi g—1'in bir bolenidir. Asagidaki tabloda gesitli tamsayilarin
artiklan verilmigtir; Pascal'in yaptig1 gibi, liste —kriptogramdaki ra-
kamlarin sirasina uymasi igin— sagdan sola gider.
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Burada genel duruma dair tipik bir mek olan Pascal'in g=7 du-
rumundaki argiimanini sunacagim. Ilk olarak uzun bélmenin detay-
larini ortaya koyalim:

1=0-7 +1 10°=142-7 +6 108=142857-7+1
10=1-7 +3 100=1428-7 +4
102=14-7 +2 10°=14285-7 +5

Daha sonra su ii¢ basamakli say1y: ele alalim:

N=(CBA)=A:-1+B:10+C-10?
10'un katlarinin yerlerine degerlerini yerlestirelim:
3) N=7-H+(A+3B+20),

Burada H pozitif bir tamsayidir. Buradan gikan sonug: Ancak ve an-
cak A + 3B + 2C'nin 7'ye béliinebilir olmas: durumunda N de 7 ile
boliinebilir.

Genel vakaya donersek, R, Rz, R3, ... ... ¢'nun artiklar olsun
ve N = (D,D;,.... D;D;D,) de q'ya boluneblhrhgn sinanacak sayi ol-
sun: Buna gorc N nin q ile béliiniip boliinememesi, q'nun agirhikh
toplami béliip bolmemesine baghdir.

Ondalik Artiklar ve Gevrimler

B";;e“ Pe':’W‘ 10100 10° 105 104 10° 10 10 1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 1
3 1 1 1 1 1 1 11 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0 1
7 6 2 3 1 5 4 6 2 3 1
9 11 1 1 1 1 111
10 0 0 0 0 0 0 0 0 1
T 2 1 10 1 10 1 10 1 10 1
13 6 9 10 1 4 3 12 9 10 1
7 | 16 [[16 5 9 6 4 1a 15 10 1
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“4) P=R\D;+R;D,+R;D; + ... + Rij

0 0
0

Pascal'in teoremini boliinebilirlik baglaminda ifade ettik. Ne var
ki, sonug daha genis bir yoruma da agiktir. Gergekten de buradaki
mantik sunu gosteriyor: Bir N sayisinin q’ya béliinmesi igleminin ka-
lani, test fonksiyonu P'nin q’ya béliimiiniin kalanina egittir, ya dailk
olarak Gauss'un getirdigi terminolojiyi kullanirsak, N ve P tamsa-
yilari mod q agisindan kalandagtir (congruent). Sembollerle ifade
edersek,

&) N = P (mod q)

Dolayisiyla q = 9 olmasi1 durumunda su sonuca variriz: Ry =R;=R;
=...=1 vebununsonucundada,P=D,+D;+D;3+..D;= 3D,

(6) N = 3D (mod 9)

Buna dokuz kurali ad1 verilir. Buna goére tamsayiy: dokuza boldiigii-
miizde kalanla, rakamlarinin toplamini dokuza boldiigiimiizde ka-
lan aynidir. Ozellikle de, bir say: yalnizca ve yalmzca rakamlarinin
toplami 9'a béliinebiliyorsa 9'a boliinebilir.

Rakamlar ve Bolenler Uzerine

Pascal'in N'nin q ile boliinebilirlik testi, N ve q'nun tiim degerleri
i¢in gegerlidir; ancak pratikte kisa siire sonra "azalan getiriler" nok-
tasina erisilir. Ote yandan, genel teoremden gikan kurallarin bazila-
n pratik hesaplama agisindan pek de 6nemsiz degildir. Bu kurallan
aciklamadan dnce sunu belirtmeliyim ki, bir q tamsayisina boliine-
bilirligi test etmeden once her zaman igin Pascal test fonksiyonu
P'nin yerine denk bir bigim konulabilir, veya daha basitge ifade et-
mek gerekirse, testin gegerliligini etkilemeden P'ye q'nun herhangi
bir kati eklenebilir veya ¢ikarilabilir. Omegin, 3 basamakli CBA
sayisinin 7 ile boliinebilmesi igin Pascal'in kistas1 7'nin P=2C + 3B
+ A'y1 bolmesidir. Buna 7B ekleyerek ve 10B+A=T diyerek, su da-
ha kullanigl test fonksiyonuna ulaginz: T + 2C. Dolayisiyla 6rmegin
581 sayis1 7'ye boliinebilir ¢iinkii 81 +2 - 5 =91 7'ye boliiniir.
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1. 3 basamakli bir sayiy: test etmek: N= (CBA), T= (BA)

q'nun 100'e en

Mod: q yakin kati Test Fonksiyonu

7 98 2C+T
11 99 C+T
13 104 T-4C
17 102 T-2C
19 95 5C+T
23 92 8C+T
29 87 13C+T
31 93 7C+T

Ornek: N= 912, T=12. N, 17'ye béliinemez, giinkii 12 -2 - 9 = —6;
N, 19'a boliinebilir, ¢iinkii 12+5-9=57=19-3.

IL. 11 i¢in kistas. Pascal fonksiyonu P=A + 10B + C+ 10D + E
+ 10F + ...'dir. Bundan 11B + 11D + 11F + ... toplamim ¢ikararak
kistas1 daha kullamigh olan P=A - B + C — D + E—F + ... bi¢imine
indirgiyoruz.

Ornek: N = 399.168 sayis1 11'e boliinebilir, ¢iinkii 3—9+9—-1+6—
8=0.

II1. 7 ile 13 igin kistaslar. Pascal'in teoreminden bunlar da elde
edilebilir. Ancak, bize daha dogrudan bir yaklagim sunan bir rast-
lant1 vardir. 1.001 = 10° + 1 hem 7°ye hem de 13’e béliiniir ve ayrica
bunun sonucunda hem 7 hem de 13, 10— 1 =999.999, 10° + 1 =
1.000.000.001 vs.'yi boler. Kesin konugsmak gerekirse, N herhangi
bir dokuz basamakl1 tamsay1 olmak iizere sunu yazabiliriz:

) N=X+1.000Y + 1.000.000Z=X-Y +Z + 1.001H

Dolayisiyla X — Y + Z'nin 7'ye (veya 13'e) boliinebilir olmasi duru-
munda N, 7'ye (veya 13'e) boliinebilir. Bu basit kural biiyiik sayilan
iiclii bloklar halinde kaydetme yoniindeki modem trende 6zellikle
uygundur.

Ornek: N = 864.192. Burada 864 — 192 = 672 = 7 - 96. Dolayisiyla
N, 7'ye boliiniir, ama 13'e boliinmez.



224 SAYI: BiLIMiN DiLi

Artik Kontrolii

Dokuz Kurali'm kimin kegfettigi veya ne kadar zamandir kullanimda
oldugu bilinmiyor. Tek bilinen Pascal'in daha 6nce degindigim bo-
lenler ve basamaklar iizerine yazisinda ondan yaygin bilinen bir sey
olarak soz ettigi ve okitapgigin da artik ii¢ yiiz yildan eski oldugudur.
Daha az geligmig bir ¢agin muhasebecileri bu kurali toplamalarin ve
carpmalarin saglamasin1 yapmak i¢in kullanmiglardir. Cagdas mu-
hasebecilerin boyle ince islerle ugragtiklarini pek sanmiyorum. Iyi
mi kotii mii bilemiyorum ama hesap makinelerinin geligimi, hesap-
layicinin becerisini de giizel elyazisi kadar gegersiz kilmistir.

Ilgingtir ki, Dokuz Kural'nin tiiretildigi ilke gayet 6nemsiz uy-
gulamalar i¢in tasarlanmig ama sonra bunlari agmistir. Gergekten de,
bu teknik herhangi bir mod igin ve herhangi bir numaralandirma sis-
teminde gegerlidir, ayrica 6grenimi de 6nceki makalede soziinii etti-
gim Gauss'un Kalandag Kurami'na miikemmel bir giris saglayabilir.
Ancak, kangiklik yaratmamak igin daha dogrudan bir yaklagima
bagvuracagim.

A tamsayisinin q tamsayisina boliimiinden kalan a ise, o zaman
a, A mod g’'nun artigidir (residue) denir ve soyle yazilir:

8) res A =a(mod q)

Artik O ile q — 1 arasindaolabilir ve res A = 0 (mod q) da A'nin q'ya
boliindiigii anlamina gelir. A, B, C, ... herhangi sonlu bir tamsayilar
kiimesi, a, b, c, ... de ayn1 q moduna gore artiklar1 olsun. O zaman
(m, n, p iisleri tamsay1 olmak iizere) sunu ispatlamak zor olmaya-
caktir:

res(A+B+C+..)=res(a+b+c+..)
res(A-B)=res (a-b)

9) {res(A-B:-C-...)=res(a-b-c-..)
res (A™) =res (a™)
res(A™-B"-CP-..)=res(a™-b"-cP-..)

Bu 6zellikleri birlestirerek, 5nermenin kapsamini herhangi bir sayi-
da tamsayisal argiiman, katsay: ve parametre igin gecerli olan en ge-
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nel tamsay: fonksiyonuna genigletebiliriz. Bu genel teoreme artik il-
kesi adin1 verecegim. Soyle ifade edilebilir: F (x, y, z, ...) herhangi
bir tamsayi fonksiyonu olsun ve x = A, y = B, z= C vb. yerlestirme-
lerinin bir N tamsayisina gotiirdiigiinii varsayalim; dahasi, a, b, c,
..., n bir @ moduna gore A, B, C, ..., N'nin artiklan olsun; o zaman

(10) F(A,B,C,...)=NiseF(a,b,c,..)=n

Artik ilkesini sayisal hesaplamalarin saglamasim1 yapmak igin
nasil kullanabilecegimizi simdi tarihsel 6nemlerine goére se¢ilmig bir
dizi 6mekle gosterecegim.

Tarihsel Ornekler

I. Fermat tarafindan ifade edildigi ve Euler tarafindan ispatlandigi
gibi, x? + y* = R? denkleminin tamsayuli ¢éziimii yoktur. Ote yandan,

(1 x*+y*+2°=R3

denklemi sonsuz sayida ¢dziime sahiptir. Bunlardan bazilari, mese-
la (3,4, 5;6) ve (1, 6, 8; 9) halihazirda Fibonacci tarafindan bilini-
yordu. 1920'de H.W. Richmond tarafindan yiizden fazla kiime ice-
ren bir ¢oziim listesi yayimlanmigti. Bu kiimelerden biri (25, 38, 87;
90)'dur.

25+ 383+ 87° =903

oldugunu kontrol etmek igin, son iki terimin 9'a boliinebilir oldugu-
na dikkat edelim: Buna gore 253 + 383 9'a boliinmelidir, ki gergekten
de 25 + 38 = 63. Ote yandan, 25 ile 903 ise ortak bolen 125'i igerir;
dolayisiyla 38% + 87° 125'e boliinmelidir. Baktigimizda, 38 + 87 =
125.

I1. Ayn listeye gore,

(12) 243 + 633 + 893 =983
98 ve 63, 7'ye boliindiigiine gore, 243 + 893 de boliinmelidir.
res243(mod 7) =res 3> =6 veres 89 =53=6.
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Buradan,
res (24 + 893) (mod 7) 5'tir, O degildir.

Dolayisiyla bu kiime yanlistir, ancak yine de dokuz testi olumlu so-
nug verir.

I11. Onceki soruyla yakindan ilgili bir soru da Ramanujan proble-
mi olarak bilinir: iki kiipiin toplamina birden fazla yoldan ayrigtirila-
bilecek tamsayilan belirleme. Bu tiirdeki en kii¢iik tamsay1 1.729 =
10° +9°=123 + 1*diir. Sunu kontrol edelim:

(13) N =1.009.736 =963 + 50° =938 + 593

Dokuz testine gore 8 = 8 = 8. Ote yandan N, 7'ye boliinebilir, zira 7
736 -9 + 1 = 728'i boler. Saglamasi, mod 7 ise bizi 126 =7 - 18 ve
35="7-5'e gotiiriir.

IV. Sunu kontrol edelim:

N=12!+1=479.001.601

12!, 12'ye esit veya ondan kiigiik herhangi bir tamsay1ya boliinebile-
ceginden, 479.001.601'in bu tiir herhangi bir tamsayiyla boliimiin-
den kalan | olmalidir, ki okur da bunu kolayca dogrulayabilir. 12! +
l'in asal 13 ile boliinebildigini ifade eden Wilson Teoremi de ek bir
saglama sunuyor. Gergekten de

res (479.001.601) =res (479 -1+ 601) =res (1.079)
=res (78) =0 (mod 13)

V. Euler'in 1.000.009'un bir asal olmadigini, ama 293 ve 3.143
asal sayilarinin ¢arpimi oldugunu nasil buldugu ise bagka yerde an-
latilmigtir (bkz. "Asallar i¢in Formiiller”, Ek B, s. 240).

1.000.009 =293 x 3.413

denklemini kontrol etmek igin ilk 6nce dokuz testine bagvuruyoruz.
Basamak toplamlar1 10, 14 ve 11; artiklar 1, 5 ve 2; aynicares (5 - 2)
= 1'dir. Daha sonraysa, yedi testi: res (1.000.009) = res (9+1) = 3;
res (293) =res (93 +4) =6;res (3.413) =res (410) =res (10 + 8) =
4; veres(4-6)=3.

VI. 3 basamakli bir sayinin higbir asal ¢arpan1 31'i agamaz, ¢iin-
kii 312 < 1.000 < 372 Dolayisiyla, 9'daki test fonksiyonlar: tablosu
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kolaylikla herhangi 3 basamakli bir sayinin asalligini test etmekte
kullanilabilir. Omegin, sayfa 58'de beginci Fermat sayist 2%+ 1'in
641°e boliinebilir oldugundan s6z etmistim. 641 asal midir? Burada
C =6, T =41 ve 292 > 641 oldugundan, test edilecek asallar 7, 11,
13, 17, 19 ve 23'tiir. Karsilik gelen artiklardan higbirinin sifir olma-
digin1 goriiyoruz ve 641'in bir asal say1 oldugu sonucuna vanyoruz.



EKB

Tamsayilar Uzerine

Giizel ve ¢ok genel bir 5nerme bulduk: Tiim tamsa-
yilar iki, ii¢ ya da en fazla dort karenin ya karesidir
ya da toplamidir. Bu teorem sayinin anlagilmasi en
gii¢ gizemlerinden bazilarina dayanir ve ispatini bu
sayfanin kenarinda sunmamiz miimkiin degildir.

FERMAT

Iki Aritmetik Uggen

Tamsayilarin niteliklerini ortaya koymak adina kaliplarin kullanimi
Pisagorcularla birlikte tarihe karismadi. Pascal'in aritmetik ii¢geni
buna bir drnektir. Fibonacci'nin su 6zdeslige dair ispati ise daha az
bilinir ama en az digeri kadar zariftir:

(14) P+22+3+...+n0=1+2+3+...+n)?

Birbirini takip eden tek tamsayilan Sekil 1'deki gibi bir iiggen dizi-
lim haline sokan Fibonacci, kinci siranin k teriminin, ortalama de-
geri k? olan bir aritmetik ilerleme meydana getirdigini; dolayisiyla
k'inc1 siranin terimlerinin toplaminin k x k? veya k3 oldugunu ve bir-
birini izleyen n siradaki tiim terimlerin toplamininda S = 13 + 23 + 33
+ ... + 0’ oldugunu gozlemledi. Ote yandan, geleneksel olarak Pisa-
gor'un kendisine atfedilen bir nermeye gore ilk p tane tek tamsay:-
nin toplami p'ye egittir, dolayisiyla:

S=(1+2+3+..+n)?
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SEKIL 1: FIBONACCI'NIN ARITMETIK UCGENI

Pascal'in ii¢geni birbirini takip eden basamaklardaki binom kat-
sayilar: arasindaki iligkiyi ortaya koymak i¢in tasarlanmigti. x°y#
teriminin katsayisini (a, B) ile gosterelim. (x + y)P agilimi, bu terimi
a+ B = p olmasi durumunda igerir; aym1 zamanda x*'yB*! terimini
de igerir. Ote yandan, binom agilimi (x + y)P*' de x*yP*! terimini ige-
rir. Bu "bitigik" terimlerin katsayilan arasinda gu baginti vardir:

(15) (a,B)+(@-1,B+1)=(a,p+1)

Bu Pascal’in Yineleme Yasasi‘dir.

Eger sik sik iddia edildigi gibi Pascal'i matematiksel tiimevarim
ilkesini olugturmaya yonelten bu "mistik seklin" incelenmesiyse, o
zaman Aritmetik Uggen, Matematik Tarihi Miizesi'nde sergilenme-
lidir. Ancak, teknik agidan bu alanda daha sonra saglanan gelisme-
ler iizerinde pek etkili olmamigtir. Bu kismen bu yontemin kisitla-
malarindan, ya ¢okterimli agilimlara ya da negatif ve kesirli iislere
yonelik kolay genellemelere miisait olmamasindan kaynaklaniyor-
du. Ayrica, Pascal yineleme yasasinin kendi bigimi de binom ve fak-
toriyel tamsayilar arasindaki son derece onemli bagi gizliyordu. Ama
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SEKIL 2: PASCAL'IN ARITMETIK UCGENI

bu bagarisizligin ana nedeni Descartes-Pascal-Fermat biiyiik iiglii-
siinii takip eden donemin tarihinde yatar. Sonsuz kiigiikler analizi-
nin ortaya ¢ikisi, bu insanlarin g6z kamagtirici bagarilarini goélgele-
di ve bu tutulmadan da en biiyiik pay1 Say1 Kurami aldi.

Cokterimliler Teoremi

p'nin pozitif bir tamsay1 oldugu ve n sayidaki x, y, z, ... w argiiman-
larinin cebirin genel yasalarina tabi varliklar oldugu

x+y+z+..+w)p

ifadesi, p. dereceden bir ¢okterimli olarak adlandirilir. Tam olarak
agildiginda, ¢okterimli, p. dereceden bir polinomu dogurur. Bu po-
linom n argiiman baglaminda simetriktir, yani x, y, z, ... arasindaki
herhangi bir karsilikli degigim nedeniyle degismez; dahasi xP, yP, zP
vb. terimlerin katsayilar 1'e esittir. Euler ile ondan 6nce Leibniz bu-
nu su 6zdegslikle ifade etmiglerdir:
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(16) (X+y+zZ+...WP—(XP+yP+2ZP+ ... +WP)=
S (x,¥,z,... W)

S polinomu hem simetrik hem de homojendir, yani onu olugturan
tekterimlilerin (M x°yPzY ... w") iisleri deger olarak QO ile p— | arasin-
da olabilir, ama gu kosula tabidirler:

17 a+f+y+..+v=p

Bu tekterimlilerin katsayilar1 (M) pozitif tamsayilardir ve bunlara p.
dereceden ¢okterimli katsayilari ad1 verilir.

Bu ¢okterimli tamsayilar faktoriyeller baglaminda "s6zde kesir-
ler" olarak ¢ok zarif bigcimde ifade edilebilirler. Gergekten de, x“y-
fz)... w¥'nin katsayisim (a, B, ¥,... v) semboliiyle gosterirsek, o za-
man matematiksel tiimevarim veya birlegimsel argiimanlar yoluyla,

_(a+B+..+W)! p!
T alplv! alpl..v!

(18) (o, B, ... V)

oldugu gosterilebilir, tabii 0/ yerine 1 koyarak.

Buna sézde kesir adin1 veriyorum. Bu esitlik ilk olarak Jacques
Bernoulli'nin 6liimiinden sonra 1713'te yayimlanan eseri Ars Con-
Jjectandi'de (Tahmin Sanat1) ortaya ¢ikmigtir. Bu eser bugiin birle-
gimsel analiz ile olasilik kuramu iizerine bir ¢aligma olarak siniflan-
dinlirdy. tiraf etmek gerekir ki, bu formiilii ilk meydana getirenin
kendisi mi, kardegi Johann m1 yoksa Leibniz veya iletisimde olduk-
lan sayisiz matematikgiden biri mi oldugu sorusu tartigmalidr.

Cokterimliler teoreminin pratikte nasil igledigi 5. dereceden iig
bilinmeyenli bir denklem iizerinde gosterilmigtir. Sonucu:

X+y+z)’=x>+y +22+5(x%y +xy* +y*z +
(19) yz* + 2°x + xz%) + 10(x%y? + x%y* + y3z2 +
y223 + 22x3 + 23x2) + 20(x%yz + y3zx + Z°xy) +

30(xy?z2 + yz2x? + zx%y?)
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Detaylar agagidaki tabloda gosterilmistir; hesaplamalarin saglama-
s10zdeslikte x =y =z = 1 yerlestirerek yapilmistir.

Terim Tiirii Terimlerin Sayisi Katsay1 Saglama
x3 3 1 1x3=3
x4y 6 5@ =5 5x6=30
x3y? 6 5133121 =10 10x 6 =60
x'yz 3 51/(31)=20 20x3=60
x?y?z 3 5!1/(2121)=30 30x3=90

21 3%=243

Fermat'nin Kiigiik Teoremi Uzerine

En basit ve en dogrudan ifadeyle teorem soyledir: R herhangi bir
pozitif tamsayi ve p de herhangi bir asal say: ise, o zaman RP — R,
p'ye béliinebilir. Omegin R = 2 igin:

(200 22-2=2;2'-2=3.2;2-2=5.6;2"-2=7-18

Kiigiik Teorem'in bu 6zel vakasi eski Cinlilerce bilinirdi.

Bu teorem ¢ogu kez biraz farkli bigimde ifade edilir: Eger asal
sayt p R'yi bolemiyorsa, o zaman RP-' — 1'i boler. Dolayisiyla, 6rne-
gin, p2 yada 5 diginda bir asalsa, o zaman 107! -1 =999 ... 99'u bo-
ler. Bu da dogru sayida basamak i¢in 999 ... 9 kriptogrami 2 ve S ha-
ri¢ herhangi bir asala ya da 2 ve S'e boliinemeyen bir Q tamsayisina
boliinebilir demektir. Bu kosullar Q'ya boliinebilirlik kistaslarn ile
1/Q ondalik ifadesinin periyodu agisindan 6nemlidir.

Su "kars1 6rneklerden” goriilebilecegi gibi, kiigiik teoremin tersi
genelde dogru degildir:

I.341=11-31 oldugundan asal degildir; ancak 341,N=2340_'j
béler, ¢iinkii N'nin bolenlerinden biri 21°—1=31-33 =3 - 341'dir.

II. 121 = 112 asal degildir, ancak N = 3'20 — ], 121'e béliinebilir,
¢linkii 3°-1=242=2-121.

Kiiciik Teorem'in tarihgesi ¢ok ilgingtir. Fermat herhangi bir is-
pat sunmadan arkadasi Frenicle'a yazdig1 1640 tarihli (ve 6liimiin-
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den sonra oglunca 1660'ta yayimlanan) bir mektupta bundan bahse-
der. Anlasildig1 kadariyla bu teorem donemin matematikgilerini pek
etkilememisti. Dolayisiyla kirk y1l sonra teoremi tekrar kegfeden Le-
ibniz rahatga su sozleri sarf edebilmisti: "Iste benden 6nce higbir
Analistin bilmedigi bir sey, Asal Sayilar i¢in gercekten genel bir for-
miil." ifade, teoremin tersinin gegerliligine dair bir inanc1 ima edi-
yor, ki bu gercekten de tuhaftir, ¢iinkii Leibniz'in yukarida verdigi-
miz basit kargi1 6rneklerden haberdar olmadigina inanmak zor.

Troniktir ki, Leibniz'in Fermat'nin kiigiik teoremine katkisi da ori-
jinalinin kaderini paylasti. Oyle veya boyle, 1730-40 yillar1 arasin-
da Euler bu konu iizerine bir¢ok yazi kaleme aldi, ancak ispatlarin-
dan birinde teoremi —tipki kendinden 6nce Leibniz'in de yaptig gi-
bi— ¢okterimliler formiiliiniin dogrudan bir sonucu olarak elde etmis
olmasina ragmen, hi¢bir zaman Leibniz'den bahsetmedi.

Bir ¢okterimlinin derecesinin (p) bir asal say: oldugunu varsa-
yalim; buna gore, a, B, y ... iisleri p'den kiigiik oldugundan, s6zde
kesrin paydasi p'yi gotiirebilecek bir ¢arpan igermez ve (o, 8,y ...)
tamsayisi p'ye boliinebilir. Boylece su 6nemli lemma (yardimc te-
orem) ortaya ¢ikar: Derecesi p asal sayisi olan tiim ¢okterimli katsa-
yilari p’nin katlaridir. Buna gore, dnceki maddedeki ¢okterimli 6z-
deslik su bigimi alir:

(21) (X+y+z+..+WP—(XP+YyP+2ZP+ .+ WP)=
pH(x,y, z,... W)

Burada H(x, y, z, ... w) pozitif tamsayil katsayilara sahip bir poli-
nomdur.

Bu lemmanin say1 kuram agisindan sonuglan ¢ok kapsamlidir
ve Kiigiik Teorem de bunlarin en basit ve 6nemlilerinden biridir.
(21) 6zdesligex=y=z=...=w=1,H(l, 1, 1,... 1) = N'yi yerlesti-
rince, su hali alir;

(22) n?—n=Np veya n(n*'-1)=Np

Dolayisiyla, eger asal say1 p n'yi bolemiyorsa, nP-! — 1'i boler.
Leibniz'in Fermat'nin teoreminin ispat1 esas olarak budur. Eu-
ler'in ispatlarindan biri bundan sadece ifade edilig sekliyle aynlr;
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bir digeriyse miikkemmel bir matematiksel tiimevarim 6megidir. Is-
patin dayandig1 nokta p’yi sabit ve R'yi degigken olarak gormektir. R
= 1 igin 1P — 1 = 0'dir ve bununla tiimevarim adim: olugturulmug
olur. Simdi teoremin R'nin bir degeri igin gegerli, yani A'nin pozitif
bir tamsay1 oldugu durumda RP — R = Ap oldugunu varsayalim ve
(R +1)»— (R + 1) ifadesini ele alalim. Yukarida degindigimiz lem-
madan hareketle, p'nin asal olmasi sartiyla, (R + 1) = RP - 1 = Bp.
Bunun sonucunda:

(R+1P-(R+1)=R° ~R+Bp=(A+B)p

Kanitlamaya ¢aligan sey de buydu zaten.

Wilson Teoremi Uzerine

Bu 6nermenin 6ykiisii, ifade etme geklinin matematiksel akil yiiriit-
medeki roliinii gosterir. 1770'te Edward Waring Meditationes Algeb-
raicae (Cebir Uzerine Diisiinceler) adl1 bir kitap yayimladi. Bu ¢a-
ligmadan bir pasaj soyledir: "Eger p bir asal sayiysa, o zaman

1-2-3..-(p=D+1
p

(23)

bir tamsayidur. ... Asal sayilarin bu zarif niteligi matematik konusun-
da ¢ok bilgili olan miimtaz John Wilson'in kesfidir." Wilson'a yonelik
bu cogkulu saygi durugu pek ciddiye alinmamalidur, ¢iinkii bunun
Waring'in "politik" bir borcunun kargilig1 olduguna dair kanitlar var-
dir. Waring soyle devam ediyor: "Asal sayilarin ifade edilebilecegi
bir gosterim olmadigindan, bu tiir teoremleri ispatlamak ¢ok zor ola-
caktir." Bu pasaji yorumlayan Gauss, "notationes versus notiones”
seklindeki tinlii niiktesini sarf ederek, bu tiir sorularda 6nemli olanin
terminoloji degil kavrayis oldugunu vurgulamigtir.

Waring'in kotiimser tahminine ragmen, ilanindan sonraki birkag
yil icinde teorem birbirinden bagimsiz olarak Euler ve Lagrange ta-
rafindan ispatlanmigti. Bu iistatlarca kullanilan yontemler onlar ha-
rekete geciren problemin ¢apinin ¢ok ¢ok iizerindeydi, bu nedenle
de dolayh ve karmagiktilar. Oysa, agagida verilen Gauss ispati o ka-
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dar basit ve dolaysizdir ki, bir nebze matematik egitimi almig bir okur
bile bunu anlayabilir ve takdir edebilir.
Wilson Teoremi W'nin bir tamsay1 oldugu,

(24) (p-1)=Wp-1

bagintisina denktir ve sadece p'nin 3'ten biiyiik degerlerini ele ala-
cagimiz i¢in, W'yi 1'den biiyiik olarak alabiliriz. Buna gére W =G +
1 dersek, bu (24)'ii

(24" (p-1)!'=Gp + (p - 1)'e doniistiiriir.

Artik teorem su sekilde yeniden ifade edilebilir: Eger p asalsa, (p -
1)!’in p'ye boliimiinden kalan (p —1)'dir. Ote yandan, (p—1)! = (p -
1) (p —2)! oldugundan, problem (p — 2)!’nin p'ye béliimiinden kala-
nmin | oldugunu ispatlamaya indirgenmisg olur.

Bu son ifadeyi ispatlamak i¢in Gauss, daha iyi bir ad bulamadi-
gimdan eglegtirme dedigim bir araca bagvuruyor. Bu yontemi, p =
11 vakasi igin bir tablo halinde sunuyorum. Esasinda, bu /0’a 10°luk
bir ¢arpim tablosu, yalmz tablonun 6geleri ¢arpimlar yerine mod
11°e gore artiklari.

1 1 2
2 2
3 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8

H

[« QS
o &
S w
- o
w3
W 00
<o
© S

Bu dizilim su niteliklere sahiptir: Birincisi, herhangi iki egit ogeye
kargilik gelen ve farklar: p'ye béliinebilir olan iki tamsay: vardur. ikin-
cisi, aynt sira veya kolondaki iki ége egit olamaz. Ugiinciisii, her sira-
nin p— 1 6gesi oldugundan, p — 1'in artiklarindan her biri her sirada
ve sadece bir kere goriiniir. Dordiinciisti, artik 1 her sirada mevcut-
tur, ki buda su anlama gelir: 2, 3,4, ... p —2 siralamasindaki her k tam-
sayisini, k - K'nin artiginin 1'e esit oldugu bir K tamsayisiyla iligki-
lendirebiliriz.
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p = 11 durumu i¢in ¢arpimlan gu gekilde gruplayabiliriz:
2:3:4....-8:9=(2-6)(3-4)5-9)7-8)

Her ciftin ¢arpimi 11'e boliindiigiinde kalani 1 olur. Buna gore, ay-
nis1 tiim bu ¢iftlerin ¢carpimlan igin de gegerlidir. Dolayisiyla,
res(9!')=1veres(10!')=10,yani 10! + 1 =11 N, kibudap= 11 igin
Wilson Teoremi'dir.

Bu argiimani genel duruma uyarlarsak su sonuca varinz: p bir
asal sayiysa, o zaman p — 3iin ¢carpanlari —yani 2, 3,4, ...., (p - 2)-
112 (p - 3) sayida bagl: ¢ift halinde diizenlenebilir; her ¢iftin mod p'
den artig1 1'dir; dolayisiyla, tiim bagli ¢iftlerin ¢arpimlarinin artigi
da 1'dir; buradan p asal oldugunda, (p — 1)!'in mod p artiginin p — 1
oldugu ve bunun Wilson Teoremi'nin Gauss versiyonu oldugu sonu-
cuna varlyoruz.

Sayfa 60'taki tablo Wilson Teoremi'nin farkli bir ifadesi iizerine
inga edilmigtir. wp, [(p — 1)! + 1]'in p'ye boliimiiniin kalam olsun:
wp'ye p tamsayisinin Wilson endeksi adim verecegim. Wilson Teo-
remi bir asal sayinin endeksinin 0 oldugunu ifade ediyor; tersten gi-
derek, p'nin endeksi 0 ise p de asaldir. p bilesik say1 oldugunda ne
olur? Cevabu: 4 harig¢ herhangi bir bilegik tamsayinin Wilson endek-
si +1’e egittir.

Son ifade su teoremin bagka tiirlii dile getirilmesinden bagka bir
sey degildir: Eger p 4°ten biiyiik bir bilegik sayiysa, o zaman (p - 1)!,
p’ye boliiniir. Kamt: {1k 6nce p'nin bilesik oldugunu, ama bir asalin
karesi olmadigim varsayalim; o zaman her biri p — 1'den kiigiik iki
farkli tamsayinin ¢arpimidir ve dolayisiyla (p — 1)!'in bolenleridir.
Daha sonra, q'nun asal bir tek say1 oldugu p = q2 durumunu varsaya-
Iim: Buna gore q, (p — 1)'den kiigiiktiir, 2q da aym: gekilde. Dolay:-
styla hem q hem de 2q, (p — 1)!'e girer; buradan da bu sonuncunun
2q%'ye ve dolayisiyla p'ye boliinebildigi ¢ikar.

4'ten kiigiik tamsayilan harig tutarsak, yukaridaki tartigmayi su
sozlerle ozetleyebiliriz: Bir asal sayinin endeksi 0'dir, bilegik bir sa-
yinin endeksi 1'dir. Buna gore, dogal sayilar siralamasini 1'in bilegik
bir say1y1 ve 0'in da bir asali simgeledigi, iki tabaninda sonsuz bir
kesir olarak yazabiliriz.
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0,010111 0101110101 1101111101 0111110111 0101110111

25
(25) 1101111101 o111110111 - 0101111101~ 1101111101 1111110111

Bu kesrin ilk basamagi p = 5'i, sonuncusuysa p = 100'ii temsil eder.

Lagrange'a Ait Bir Problem Uzerine

Asagida hakkinda daha ¢ok konusacagim Sifir Carpan Yasasi, ¢ar-
panlarindan biri sifir olmadig siirece bir ¢arpimin sifira egit olama-
yacagn ileri siirer. Sembollerle, uv = 0 bagintis1 yau =0, yav =0,
ya da u = v = 0 oldugunu ima eder. Bu yasanin say1 kuramindaki
karsilig1 sudur: Bir asal p sayis: tamsayilarin bir ¢arpimini bélebi-
liyorsa, o zaman ¢arpanlardan en azindan birini béliiyordur. Gauss
tarafindan getirilen terminoloji ve semboller kullanilarak iki nitelik
arasindaki benzerlik daha da garpici hale getirilebilir.

Eger a ve b tamsayilari p ile boliindiiklerinde ayni kalani veriyor-
sa, Gauss a ile b'yi mod p'de denk olarak nitelendirir ve bunu a= b
(mod p) seklinde yazar. ¢ = 0 (mod p) ifadesi ise c'nin p'ye béliinebil-
digi anlamina gelir. Bu gosterimle Sifir Carpan Yasasi'na benzetimi
su bicimde tekrar ifade edebiliriz: Eger p asalsa ve uv = 0 (mod p) ise
ozaman yau = ( (mod p), yav = 0 (mod p), yadau = v =0 (mod p).

n. dereceden G (x) polinomunu ele alalim. G (x), belli bir p asal
sayisina boliinebilir mi, boliinebilirse x'in hangi tamsay: degerleri
icin boliinebilir? Lagrange'in problemi budur, Gauss ise bunu soyle
ifade etmistir: G(x) m 0 (mod p) denkliginin ¢éziimlerini belirle. Bu
asamada denklem ile denklikler arasindaki benzetim ¢ikmaza giri-
yor: Eger a, mod p'de herhangi bir denkligin ¢6ziimiiyse, 0o zamann
ne olursa olsun, a + np de bir ¢oziimdiir. Lagrange bu zorlugu a +
np dizisinin en kiigiik pozitif terimini tim dizinin temsilcisi kilarak
ast1. Gauss bunlara asgari ¢oziim kokleri adim verir. Omegin, x2 + 1
a 0 (mod 5) denkliginin sonsuz sayida ¢6ziimii vardir: 2, 7, 12, 17,
..+ 3, 8,13, 18, ... ama sadece iki ayri kékii vardir: 2 ve 3.

Bu terminoloji kullanildiginda, Lagrange'in iki teoremi gu hale
geliyor: Bir, n. dereceden bir denkligin birbirinden farkl en fazla n
kokii olabilir; iki, eger n. dereceden bir polinom, x'in denk olmayan
n tane degeri icin p'ye béliinebiliyorsa, o zaman x’in herhangi bir
degeri icin p'ye béliinebilir.
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Bu son 6nerme Lagrange't Fermat'nin Kiigiik Teoremi ile Wilson Te-
oremi arasindaki gagirtici bir baglantinin kesfine gotiirdii. p'nin asal
oldugu su polinomu ele alalim:

(26) G(x)=(x-1)(x-2)(x-3)
wx=(p-DI-(x*"'-1)

Sunu buluruz:

G(1)=0,G(2)=2>'-1,G63) =31, ...
G(p-1)=(p- 1)1

Fermat'nin Kiigiik Teoremi'ne gore tiim bu degerler p asal sayisina
boliinebilir; dolayisiyla G(x) = 0 (mod p) denkliginin, denk olmayan
p — 1 tane ¢dziimii vardir. Ote yandan, G(x) polinomunun derecesi
yalnizca p — 2'dir. Buradan, G(x)'in, x'in tiim degerleri igin, 6zellikle
de x = 0igin p'ye boliinebildigi ortaya gikar. Dolayisiyla:

27 GO)=[(p—1)!+ 1] =0 (mod p)

ki bu da Wilson Teoremi'dir.

Sayfa 56'da gosterilen Eratosthenes'in kalburu veya (25)'te yer alan
iki tabanindaki kesir, asallarin ilk yiiz tamsay arasindaki diizensiz
dagilimini ortaya seriyor. Dogal sayilar dizisinde ilerledikge diizen-
sizlik devam ediyor, hatta daha da akil kangtirici bir hal aliyor. Bu
tuhaf dagilimda diizen veya mantik arayanlar, birtakim sayilan, ol-
gularn ve yanl ¢ikan sanilar1 degerlendirmeye almalilar.

101 ile 113 arasinda 5 asal varken, 114 ile 126 arasinda hi¢ yok-
tur. 1 ile 100 arasinda 23 asal, 101 ile 200 arasindaysa 21 asal bulunur;
ama 8.401 ile 8.500 arasinda sadece 8 asal vardir ve bunlarin hepsi
8.418 — 8.460 araligina sikigmigtir. Okurun yanhs bir fikir edinme-
mesi i¢in 89.501 ile 89.600 arasinda 13 asal oldugunu da ekleyeyim.

i1k 10.000.000 tamsay igin giivenilir ¢arpan tablolari mevcuttur:
Bunlarin arasinda 664.580 asal say: vardir. Bunun 6tesinde deger-
lendirme kuramlarina ve formiillere bel baglamak durumundayiz. Bu
tirde ilk formiil 1808'de Legendre tarafindan verilmistir. Euler'in
carpan tablosu iizerindeki ampirik ¢aligmalar sonucunda, su yaklas-
tinm formiiliine varmigtir:
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(28) x/m(x) = In(x)-B

Burada n(x), xten az veya ona egit asallarin sayisini belirtir; In(x)
x'in dogal logaritmasidir; B ise yavagca degisen ve ortalamasi yak-
lagik 1,08 olan bir niceliktir. Gauss tarafindan alternatif bir yaklagti-
nm formiilii 6nerilmigtir:

(29) R(x) = J'Z dx / In(x)

Daha sonra logaritmik integral adin1 alan bu integral Li(x) seklinde
gosterilir.

Gauss x sonsuza giderken (x)/Li(x) oraninin 1’e yaklagtigini id-
dia etmistir ve bu iddia Belgikali matematikgi De la Vallée-Poussin
tarafindan 1896'da kamitlanmistir. Legendre formiilii Cebisev tara-
findan ampirik bir yasadan matematiksel bir varsayima doniistiiriil-
miigtiir. 1848'de bu Rus matematikgi, 7t(x)'in (x/Inx)'e oram gercek-
ten de bir limite yaklagiyorsa, bu limitin 1 olmasi gerektigini ispatla-
mustir. Limitin varhg1 Fransiz matematik¢i Hadamard tarafindan
1896'da kanmtlanmigtir. Cebisev-Hadamard 6nermesi artik Asal Say:
Teoremi olarak bilinir.

Hadamard Asal Say1 Teoremi'ni Analitik Say: Kurami yontemle-
riyle, yani sonsuz siiregler araciligiyla ispatladi. Pek ¢ok uzman 6ner-
menin dogrudan aritmetik ispatinin asla bulunamayacagim diisiinii-
yordu, ama 1950'de boyle bir ispata Selberg ile Erdos'iin ortak ¢aba-
lanyla ulagildi.

Asal Say1 Teoremi'nden birtakim sonuglara atlamamak gerektigi
su orekten goriilecektir: Birbirini takip eden bir milyon tamsayidan
olusan su siralama,

(30) 1.000.001! +2,1.000.001! + 3,... 1.000.001! +1.000.001

bilesik sayilardan meydana gelen "gediksiz bir blok" olusturur, zira
(k 1'den biiyiik ve N + 1'den kiigiik oldukga) N! + k, k'ya béliinebi-
lir. Buradan hareketle, bu araliktaki asallarin sayisinin sifir oldugu
goriiliir, oysa yaklagtinm formiilii insan1 yeterince biiyiik olan her
aralikta asallarin var olduguna inanmaya gotiiriir.
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Asallar icin Formiller

Bu arayig Fermat'ya kadar uzanir. Amaci x argiimaninin fiim tamsa-
y1 degerleri igin asal say1 verecek bir G (x) fonksiyonu bulmaktir;
aranan fonksiyon sadece toplama ve ¢arpma igerecektir ki, siirecin
herhangi bir adiminda —bagta, arada, sonda- yalnizca tamsayilar sdz
konusu olacaktir. Bunlara aritmetik fonksiyonlar veya tamsayi fonk-
siyonlari demek uygun olur; ama bu terimler zaten kullanilmig oldu-
gundan ben onlara genel denilmesini 6neriyorum. Genel fonksiyon-
larin prototipi, katsayilar: tamsayi olan bir polinomdur. Bagka bir or-
nek olarak:

(€2 a* + b, a9 + H(x), G(x)H® + K(x)

Burada a, b tamsayidir; G, H, K ise pozitif tamsay: katsayil1 poli-
nomlardir.

Getirilen kisitlamalara ragmen, genel fonksiyonlar ¢ok ¢esitlidir
ve bu fonksiyonlardan en az birinin x'in tiim tamsay1 degerleri i¢in
asallan gosterip gostermeyecegini merak etmek dogaldir. Su dna ka-
dar boyle bir fonksiyon bulunamamigtir; ama bu tiir bir formiiliin var
olmadig ispatlanmig da degildir. Ote yandan, belli tiir genel fonksi-
yonlarin yalnizca asallan ifade edemedigi ispatlanmigtir. Bu gegit
onermelerin ilklerinden biri Euler'in su ifadesidir: Herhangi bir ge-
nel polinom, argiimanin en azindan bir degeri i¢in bilegik degerler
almak zorundadr.

Euler'in teoremi gu cebirsel lemmaya dayanir: P(x) herhangi bir
polinomsa, buna gére

Q(x) =P[x + P(x)]

polinomu i¢in P(x) bir ¢arpandir. Dolayisiyla, P(x) = x2 + 1 dersek,
buradan,

(32) QX) =[x+ X2+ D2+ 1=(x2+1)2+2x(x2+ 1) +
x2+1=(x2+ D(x2+2x +2)

Genel lemmanin kaniti1 da bu 6megin yolundan gider ve son derece
formeldir; o nedenle bunu okura birakiyorum.
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P(x)'in genel bir polinom oldugunu varsayalim; a herhangi bir
tamsay1 olsun ve b = P (a) olsun; o zaman lemmaya gére, P (a + b)
tamsayisi b'ye boliinebilir ve bu yiizden bilesiktir, b # 1 koguluyla.
Dikkat edecek olursak, eger P(x) polinomunun derecesi n ise, o za-
man cebirin temel teoremine gore P(x)'i 1 yapan en fazla n deger
mevcuttur, bunun sonucunda Euler teoremi herhangi bir genel poli-
nom sonsuz sayida bilegik deger alabilir anlamina gelecek gekilde
genisletilebilir.

Yukaridaki soruyla yakindan baglantili olan bir soru daha var: Yal-
nizca asallarn ifade etmeden sonsuz sayida asal deger alabilecek ge-
nel fonksiyonlar var midir? Oklit'in teoremi bu sorunun cevabinin
olumlu oldugunu ima ediyor; zira su sekilde ifade edilebilecegi ga-
yet aciktir: G(x) = 2x + 1 lineer fonksiyonu sonsuz sayida asal de-
ger alabilir. Euler ve Legendre ayni geyin 3x +1,3x +2,4x + 1, 4x
+ 3 gibi aritmetik ilerlemeler i¢in de gegerli oldugunu varsayd; Ga-
uss da ilk terim ile ilerlemenin farkinin birbirine gére asal olmasi
durumunda herhangi bir aritmetik ilerlemenin sonsuz sayida asal
igerdigini ileri siirdii. Bagka bir ifadeyle,

(33) G(x)=px+q

lineer fonksiyonu p ve q tamsayilarinin birbirine gore asal olmalari
durumunda sonsuz sayida asal deger alacaktir. Bu 6nerme 1826'da
Lejeune Dirichlet tarafindan ¢ok ince analitik argiimanlardan yarar-
lanilarak ispatlanmigtir.

Ote yandan, Dirichlet'nin yontemlerini lineer olmayan fonksi-
yonlari kapsayacak sekilde genellestirmeye yonelik tiim ¢abalar su
ana dek bagansiz olmustur. Oyle ki, bu alanda Dirichlet'nin zama-
nindan beri katedilen ¢ok biiyiik mesafelere ragmen, sonsuz sayida
asal deger alabilecegi matematiksel kesinlikle bilinen tek bir lineer
olmayan genel fonksiyon bile bilinmiyor.

Problemin mevcut durumunu ortaya koyan bazi klasik 6rnekle-
re goz atalim:

L. Ikinci dereceden G(x) = x2 + 1. G(x)'in asal olmasi icin gerek-
li kogullardan biri x'in 4 ya da 6 rakamiyla bitmesidir. Bu bize 17,
37,197,257, ... degerlerini verir. Bu dizinin ilk 66 terimi 12 asal sa-
y1 igerir. Bu tiirden ¢ok sayida daha biiyiik asallar oldugu biliniyor,
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ama kiimenin sonlu mu yoksa sonsuz mu oldugu hala cevaplanma-
mig bir sorudur.

II. Mersenne fonksiyonu G(x) = 2* — 1. Daha once de degindigi-
miz gibi, G(x)'in asal degerlerine Mersenne sayilar1 denir ve giinii-
miizde bu tiirde bilinen yalnizca 17 tamsay: vardir. Sonsuz sayida
Mersenne asallari oldugu varsayimi ispatlanmamuigtir.

III. Fermat fonksiyonu G(x) = 2x + 1. Herhangi bir tamsayi,
M'nin tek say1 olmas1 durumunda x — 2P°M bigiminde ifade edilebi-
leceginden, G(x)'in asallif1 i¢in gerekli bir kogul M = 1'dir. Bu, say-
fa 58'de sozii edilen Fermat sayilarimi verir. Burada Gauss'un temel
bir teoremi nedeniyle bu tamsayilarin geometrik yapilarin ingasinda
onemli bir rol oynadig: eklenebilir. Bu teoreme gore, n kenarl: bir
diizgiin ¢okgenin bir cetvel ve pergel ile ¢izilebilmesi i¢cin mutlaka
ve mutlaka n’nin bir Fermat asali ya da Fermat asallarinin karesiz
bir ¢arpimi olmas: gerekir. Burada yine Fermat asallarinin sonlu mu
yoksa sonsuz mu oldugu sorusu say1 kuraminin ¢oziilmemis prob-
lemlerinden biridir.

Pisagor Ugliileri

Bu tamsayilar modern zamanlarda say1 kurami alaninda pek ¢ok kes-
fe ve hala ¢oziim bekleyen birgok akil karnistiric1 probleme yol ag-
migtir. Bu modern geligmenin arkasindaki itici giicii, yazilarinin ke-
narlarindaki notlarda bu tamsayilara dair pek ¢ok teoremi ispatsiz
olarak veren Fermat saglamigtir; agag1 yukari bir asir sonra da bu te-
oremler Euler, Lagrange, Gauss ve Liouville tarafindan dogrulan-
mig ve geligtirilmigtir.

Aciklamaya yardimci olmasi igin su denklemin herhangi bir tam-
sayi ¢oziimiine ig¢li adini verecegim.

(34) x2+y?=R2

x ve y ii¢liiniin kenarlari, R ise hipoteniisiidiir. Eger 6gelerin ortak
boleni yoksa ilkel bir liglii, aksi takdirde ilkel olmayan bir liglii s6z
konusudur. (x, y, R) bir iiglilyse, o zaman bariz sekilde (nx, ny, nR)
de bir iigliidiir; dolayisiyla, bir ilkel iigliiye sonsuz tane ilkel olma-
yan iiglii karsilik gelebilir ve bu da ilkel iicliileri 6n plana ¢ikarir. Bu
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ilkellerin dogrudan tanimlarindan gelen kimi nitelikleri antikgaglar-
da da bilinirdi. Bunlann en 6nemlileri: (a) ilkel iigliiler kiimesi son-
suzdur, (b) ilkel iigliiniin herhangi iki 6gesi birbirlerine gore asaldrr,
(c) ilkel tigliiniin kenarlar: birbirine zittir (yani biri tek sayiysa dige-
ri gifttir, ikisi birden tek ya da ¢ift olamaz), hipoteniis ise her zaman
tek sayidir.

Fermat'nin yaklasiminin ¢ikis noktasi, agik¢a ifade edilmese de
Diophanthos, Fibonacci ve Vieta tarafindan kullanilan bir 6nermey-
di ve bir Pisagor ligliisiinde hipoteniisiin iki karenin toplami olarak
ifade edilebilecegini soyliiyordu. Simgelerle ifade edersek, eger R
"kabul edilebilir” bir hipoteniisse,

(35) p'+q2=R

esitligini saglayan p ve q tamsayilan vardir. Bu kosulun yeterli ol-
dugunu su 6zdeslikten ¢gikanyoruz:

(36) (p* + 972 = (p* - ¢%)* + (2pq)*
Dolayisiyla denklem (34) su ii¢lii tarafindan kargilanir:
(37 x=p’-q’y=2pq,R=p>+¢?

ki burada p ve q herhangi iki tamsayidir. Bu yeterli kogulun ayni za-
manda zorunlu oldugunun ispat, burada verebilecegimden daha faz-
la yer gerektiren son derece incelikli bir argiimana dayanir.

(37)'deki denklemler hem ilkel hem de ilkel olmayan iigliiler
icin gecerlidir; ancak, p ve q parametrelerini birbirine gore asal ve
teklik ¢iftlik agisindan zit olacak gekilde kisitlamak suretiyle tiim il-
kel olmayan iigliilerin otomatikman elenebilecegini gormek kolay-
dir. Bu, her 6gesi bir tek sayinin karesiyle bir ¢ift sayinin karesinin
toplamindan olusan agagidaki tablodan agikga goriilebilir. Ustii gi-
zilen dgeler, onlan iireten parametrelerin aralarinda asal olup ol-
mamasina gore ilkel olmayan iicliiler teskil ederler; 6te yandan, alti
cizili 6geler asal hipoteniisleri gosterir, ki gorecegimiz gibi bunlar
da Fermat'nin Pisagor problemine yaklagiminda temel bir role sa-
hiptir.

Burada belli bir tek sayinin iki karenin toplami olarak gosterile-
bilecegini kabul etmek biraz sorun yaratir. Kuskusuz, bir tek ve bir
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4 16 36 64 100 144 19

1 5 17 37 65 101 145 197

9 13 25 73 109 153 205
25 29 41 61 89 125 169 221
49 53 65 85 113 149 193 245
81 85 97 w145 181 25 277
121 125 137 157 185 221 265 317
1690 | 173 185 205 233 269 313 365

¢ift karenin toplami her zaman 4n + 1 bigimindedir, bu da su dizinin
herhangi bir terimini otomatikman "diskalifiye" eder:

4n-1: 3,7,11,15,19,23, ..
Ne yazik ki, sirf gu diziye ait olmak yeterli degildir:
4n + 1: 5,9,13,17,21,25,29,33,41, ...

Omegin, 9 iki karenin toplam olarak ¢oziimlenemez, keza 21 veya
33 de. Nitekim Fermat'nin parlak selefi Vieta'nin gabalarimi engelle-
yen de yeterli bir kogul bulma konusundaki bu zorluktu.

Fermat bu zorlugu asal ve bilegik hipoteniisleri birbirlerinden ay1-
rarak agti. Asagida buna kargilik gelen iigliilere asli ve bileske adin
verecegim. Asli iigliilere rnek olarak (3, 4, 5), (5, 12, 13) ve (15, 8,
17); bilegke iigliilere 6rnek olarak ise (7, 24, 25), (63, 16, 65) ve (33,
56, 65) verilebilir. Fermat ispatinda kendi iinlii sayfa kenan teorem-
lerinden birine bagvuruyor: 4n + I bigcimindeki herhangi bir asal, iki
karenin toplami olarak ifade edilebilir ve dahasi, bu miimkiin olan
tek ifadedir. Her zamanki gibi bu kenar notunun da yaninda bir ispat
yoktur, ancak, Roberval'e bir mektubunda Fermat sonsuz inis yonte-
mine dayanan saglam bir ispata sahip oldugunu ifade ediyor. 125 yil
sonra, Euler inig ilkesini temel alarak lemmanin ilk yayimlanmusg is-
patin1 sundu.

Teoremin dogrudan ilk sonucu 4n + I bicimindeki tiim asallarin
bir hipoteniis olabilmesidir. Ya bu tiirden bilegik tamsayilar? Bu so-
ru Fermat'nin kenar notunda goyle cevaplaniyor:
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P q, T, ... tek asal say1 ve x, B, y,... pozitif tamsayilar iken R =
p>qfrY, ... olsun. O zaman dort farkli vakanin ayrimina varmaliyiz:

[16+63i[=65=5.13

SEKIL 3: BILESKE UGLULER VE KARMASIK TAMSAYILAR

1. Tiim asal bélenler 4n + 1 tipidir. Buna gore Pisagor denklemi
en azindan bir ilkel ¢oziim verir.

I1. Tiim asal bélenler 4n - 1 tipidir. Denklem (34) ¢oziim vermez.

II1. Asal bolenlerden herhangi biri 4n + 1 tipidir, 6te yandan 4n
— 1 tipi herhangi bir asal bolen ¢arpima ¢ift sayl bir iissiiyle girer.
Denklem, ilkel veya bagka tiirlii bir ¢6ziim vermez.

IV. 4n - | tipi asal bolenlerden herhangi biri, ¢carpima tek sayili
lissiiyle girer. Denklem, ilkel veya baska tiirlii bir ¢dziim vermez.

Fermat'nin yaklagimi, Pisagor denkleminin, antikgagda tahmin
edildigi gibi sadece sonsuz sayida ilkel ¢6ziimiiniin degil, ayn za-
manda sonsuz sayida asli ¢oziimiiniin de oldugunu gosteriyor. Bun-
lar ilkel olsun olmasin tiim diger ¢oziimleri elde etmek igin birer
yapitagi olarak kullanilabilir. Bilegtirme siireci ise tamamen bigim-
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sel olup (bkz. Sekil 3) karmagik sayilarin ¢arpimiyla bire bir oOrtii-
siir. Gergekten de, "karmagik tamsay1" x + iy 'yi bir ii¢liiniin kenar-
lar1 ve mutlak degeri R = Ix + iyl'yi ise hipoteniisii olarak yorumla-
yabiliriz. Bu tiir iki karmagik tamsayinin ¢arpimi

(38) (x +iy)(x' +iy') = (xx"—yy") +i(xy" +x'y) 'dir

ve bu yeni tamsayinin 6geleri de denklem (34)'lin yeni bir ¢6ziimii-
nii su 6zdeslik seklinde saglar:

39) (xx'—yy')? +(xy' + X'y)? = (x2 + y2)(x2 + y?)

Problemin mevcut durumu nedir? Diyelim ki hipoteniis i¢in belli
bir R tamsayisi veren iigliileri belirlemeniz istendi. Son iki basamagi
R'nin4n + 1 tipi oldugunu gosteriyor, dolayisiyla sizin de bir sonraki
adiminiz R'nin asal bélenlerini bulmak, ki R yeterince biiyiik oldu-
gunda gayet zor bir igtir bu. R'nin bir asal say1 oldugunu kanitlamay1
basardiniz diyelim. Buna gore R'nin hipoteniis oldugu yegéne bir iig-
lii vardir ve isinizDiophanthos denklemini (p? + > = R) ¢ozmeye in-
dirgenir. Bu problemse Lagrange tarafindan VR ile baglantili siirekli
kesrin incelenmesine indirgenmigtir. O zamandan beridir problemle
bas etmek i¢in bagka yontemler de icat edilmistir; ancak, genel ola-
rak bir tamsay1y1 olugturan kareleri belirleme problemi de en azin-
dan bir tamsay1yi asal say1 bolenlerine ayrigtirmak kadar zordur. Bu
kosullar altinda, bu eski problemin tam anlamiyla ¢6ziilmiig oldugu-
nu s0ylemek dogru olmaz.

Euler Uzerine Bir Bolim

1774'te yayimlanan bir makalede Euler, aralarinda 1.000.009'un da
oldugu birkag biiyiik asal say1 siraliyordu. Daha sonraki bir makale-
deyse hatasini kabul edip s6z konusu tamsayinin asal bolenlerini ve-
riyordu:

(40) 1.000.009 =293 x 3.413

Ik makale déneminde 1.000.009'un 1.000.009 = 1.000? + 3?olarak
karelerle benzersiz bir gekilde ifade edilebildigi izlenimine kapildi-
gin1, ama daha sonra 2352 + 9722 geklinde s6z konusu sayinin bile-
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sik niteligini gosteren ikinci bir ayrigtirma kesfettigini soyliiyordu.
Euler daha sonra 1.000.009'un bolenlerini, daha onceki bir ma-
kalesinde sundugu bir teoremin ispat1 dogrultusunda bigimlendiril-
mig bir yontemle hesaplamaya koyuldu. Fermat'nin kenar notuna ka-
dar uzanan 6nermeye gore: Eger bir R tamsayisi iki kareye birden
fazla gekilde béliinebiliyorsa, o zaman R bilegiktir. Euler'in yontemi
basit bir lemmaya dayanir, hatta o kadar basittir ki ¢ogu okur bunu
kerameti kendinden menkul olarak kabul etmeye meyillidir. A/B ile
al/biki kesirse ve ikincisi en sade halindeyse, 0 zaman A/B = a/b egit-
ligi, A = na ve B = nb saglayan bir n tamsayisinin varligini ima eder.
Simdi problemi tekrar ifade edelim. Eger

@1 R=p2+q2=p2+qise,

R'nin bilesik oldugunu gosterin ve bolenlerini belirleyin. Ik dnce
(41)'i bir oran olarak yaziyoruz

+
pP’-p?=q?-q* veya ——— = ——"=—
9-q9 p-p b
Burada a ile b'nin birbirlerine gore asal olduklan varsayiliyor. Daha

sonra yukaridaki lemmaya bagvurarak su dort bagintiyi elde ediyo-
ruz:

p+p' =ma q'+q=na
q'—q:mb p—p'=nb

Bunlarin karesini alip topladifimizda:
42) (m2+n?)(a? +b?) =2(p* +q? +p? +q?) =4R

Buradan, a ve b'nin teklik ¢iftlik agisindan birbirine zit olmasi duru-
munda a2 + b¥nin R'nin aradidimiz bélenlerinden biri oldugu; ote
yandan, hem a hem b tek say1ysa, '/; (a2 + b?)'nin R'nin bir boleni ol-
dugu sonucuna varnyoruz.

Bu yontem R = 1.000.009 = 1000? + 3% = 2352 + 972?'ye uygu-
landi1g1 zaman, u orana ulaginz:
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Dolayisiyla a =58, b =7, a? + b2 = 3413, ki bu da aranan iki bolen-
den biridir.

Euler'in bu ikinci ayrigtirmay1 nasil buldugu bilinmiyor. Bu usta
hesap¢inin muhtegem say1 duyusu ve olaganiistii hafizasi zaten ye-
terince hayranlik uyandirici, ama gizemi daha da derin kilan, bu
olay gerceklestiginde Euler'in yetmiglerinde ve on yildan fazla siire-
dir kor —ondan 6nce de uzun siire kismen kor— olmasidir.

Miikemmel Sayilar Uzerine

Burada Euler'in Oklit'in teoremi iizerine ispatinin serbest bir versi-
yonunu sunacagim. Bahsettigim teorem su: Tek say1 ¢arpan asal ol-
mak iizere, tiim ¢ift mitkemmel sayilar 27-'(2p — 1) bi¢imindedir; ay-
ni gekilde, M bir Mersenne sayisiysa, yani 2P — | bi¢iminde bir asal-
sa, o zaman 2P~'M bir miikemmel sayidr.

Herhangi bir ¢ift tamsayi, p'nin 1'den biiyiik oldugu ve M'nin tek
say1 oldugu durumda P = 2° - 'M bigiminde ifade edilebilir. S ile
P'nin tiim tek say1 bolenlerinin toplamini, Y ile de P dahil tiim b6-
lenlerin toplamim ifade edelim ve Y = S — M diyelim. Dikkat eder-
seniz M asal oldugunda ¥ = 1, M bilesik oldugundaysa ¥ > 1.

iki toplam . ve S su genel bagintiyla birbirlerine baghdir:

(43) Y=S+2S+223S+..+2P-!1S=S5(2° - ]).

Daha sonra P'nin bir miikkemmel say1 oldugunu varsayarsak, bu yu-
karidakilere ek olarak bir de elimizde ¥, = 2P = 2PM var demektir.
Y'min bu iki degerini tammlarsak, su denklemleri elde ederiz:

(44) S=2} M=(2-1)Y

IIki S'nin ¢ift say1 oldugunu gosterir, biz de buradan Y'nin tek say1
oldugu sonucuna vanyoruz. Ikinci baginti bize bir alternatif sunu-
yor. Ya X, 1'e esittir ve M de bir asal sayidir veya M bilesiktir ve 3. da
M'nin bir bélenidir. Bu ikinci hipotez P'nin 1, M ve X seklinde en az
ii¢ tek say1 boleni oldugu anlamina gelir, ki tiim tek say: bolenlerin
toplaminin S oldugu bir durumda bu iigiiniin toplami 1 + S oldugu
i¢in bu imkansizdir. Buradan hareketle, ¥ =1 ve M de asaldir; o za-
man denklem (44) de M = 2° — 1 oldugunu gosterir.
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Bu diisiince zincirinin bir halkasi da Sylvester'in, mitkemmel tek
sayinin —eger boyle bir gey varsa— en az iig asal béleni olmasi ge-
rektigine dair ispatidur. Ilk olarak sadece bir asal bolen olma ihtima-
lini ortadan kaldiralim. Eger x bir asal say1ysa ve P de x™ bi¢ciminde
bir miikemmel tamsay1ysa, 0 zaman

m_1

(45) X"‘=l+x+x2+...+x"‘"=);—l

Bu bizi imkansizlig1 ispatlanmig olan x™(2 — x) = 1 bagintisina gotii-
riir.

Ayrica, x ve y'nin birbirinden farkli tek asal sayilar oldugu du-
rumda P = x™y" bi¢iminde bir milkemmel tamsay: da olamaz. X ile
Y sirasiyla x™ ile y™nin bolenlerinin toplami ve ¥, da P'nin tiim bo-
lenlerinin toplami olsun. Buna gore, P'nin milkkemmel oldugu varsa-
yildigina gore, ¥ = 2P. Ote yandan, ¥, = XY. Y'nin bu iki degerini
esitleyerek sunu elde ediyoruz:

Q+x+x2+ . +x™)(1+y+y>+ ... +y")=2xmy"
yada
(xm+| _l)(yn+l _l) = 2(X - l)(y - l)xmyn

Bu bagintinin imkansiz oldugunu kanitlamak adina, Sylvester su bi-
¢imde ifade ediyor:

(46) (l—%Il— :+1J=2(1—lII—l)
X y X y

Burada sag taraf asgari degerine x = 3, y = 5 igin ulagip boylece asla
16/15'in altina diigmezken, sol taraf ise asla 1'i agmaz.




EKC

Kikler ve Kiklii ifadeler Uzerine

Ugiincii veya ikinci dereceden herhangi bir
problem ya bir aginin iige boliinmesine ya da
kiipiin iki es kiipe boliinmesine indirgenebilir.

VIETA

Fenikelilerin Armagami

Hem Yunanlilarin hem de Yahudilerin yazi sistemlerini Fenikelilere
borglu olduklar yoniindeki genel gecer kuram, sembollerin adlarin-
daki benzerlikge de destekleniyor: Omegin Yunanca alfa, beta, ga-
ma'y1 Ibranice alef, bet, gimel ile kargilagtiralim. Ayrica Yunanhla-
rin ve Yahudilerin, Fenike yontemini kendi ihtiyaglarina uyarlarken
sistemin ikili niteligine bagh kalmig olmalan da 6nemlidir: Gergek-
ten de, alfabenin her bir harfi yalnizca bir sesin kaydi degil, ayni za-
manda bir sayinin da simgesiydi. Bunun bir sonucu 3. Boliim'de de-
ginilen Ebced idi. Ne var ki Yunan yazisinin ikili dogasinin mate-
matigin rotasim birden fazla gekilde etkileyecek bagka sonuglari da
oldu.

Fonetik yazi ister ad1 bilinmeyen bir Fenikeli ddhinin icadi ol-
sun, isterse Fenikeliler yazilarin1 daha eski bir medeniyetten almig
olsunlar, kesin olan bir gsey vardir: Bu ilke daha 6nceki tiim kayt
tutma yontemlerine gore o kadar biiyiik bir gelismeydi ki Yunanli-
larca benimsenmesinden sonra kayda deger bir degisim gostermedi.
Yazinin ¢ok az sembol gerektirmesi biiyiik bir avantajdir, zira bu sa-
yede vasat bir zihin kapasitesine sahip biri bile harfleri belli bir sira-
da rahatga ezberleyebilir. Alfabenin ordinal ya da sirasal yonii onu
sayma siirecinin dogal bir kargilig1 kilar. Ama bagint1 pek de eksik-
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siz degildir, zira Yunan alfabesi yirmi iki harf igerirken konumsal
numaralandirma ve sozlii say1 dilinin ondalik yapisi on sembol ge-
rektirir. Yunanlilar alfabelerinin tiim harflerini sayitlar olarak kul-
landilar ve Fransizlarin deyisiyle bu utandirici bolluk, kuskusuz
aritmetikte gergek ilerlemeyi miimkiin kilan konum ilkesinin kesfi-
nin oniindeki ciddi bir engeldi.

Yunan alfabesinin bu ikili niteliginin matematigin diger kollan
iizerinde de kostekleyici bir etkisi vardi. Bugiin artik, bilinen, bilin-
meyen, degisken veya sabit, 6zellikle giiniimiizde katsayilar ve pa-
rametreler adim verdigimiz tiirde soyut nicelikleri ifade edecek im-
kanlar icat edilmeden cebirde kayda deger bir ilerlemenin miimkiin
olmadigini biliyoruz. Bunun bagarilmasi i¢in harfin sayisal degerin-
den kurtarilmasi gerekiyordu. Arap rakamlarinin gelisi bu yonde
onemli bir adimd. Yine de, gelenegin giicii o kadar biiyiiktiir ki, Fi-
bonacci ile Vieta arasindaki yaklagik dort yiiz yilda pek az gelisme
saglanmigti. Siiphesiz on altinc1yiizyilin italyan matematikgileri iigiin-
cii ve dordiincii dereceden denklemleri ¢6zmek igin yontemler gelis-
tirmiglerdi; ne var ki, ¢oziimleri genel baglamda degil, tipik sayisal
omeklerle gosterilmek yoluyla ifade edilmisti. Neticede 1592'de Vi-
eta'nin harfli gésterim iizerine ¢aligmasi yayimlanana dek harf, Feni-
kelilerin boynuna gegirdigi zincirlerden kurtulamayacakti.

Harriot likesi

Bu yazi sifirin, cebirin Denklem Kurami diye bilinen kolunda oyna-
dig rol iizerinedir. Daha kesin olmak gerekirse, burada ilgilendigi-
miz, bir denklemin tiim terimlerini esit igaretinin bir tarafina aktara-
rak onu P(x)'in bir polinomu ifade ettigi P(x) = 0 bigiminde yazma
prosediiriidiir.

Bu prosediire Harriot ilkesi adimi veriyorum. Cografyaci, Wal-
ter Raleigh'in bir zamanlar hocasi ve Virginia topraklarinin ilk hari-
tacisi olan Thomas Harriot'in kendi doneminde matematikgi olarak
bir iinii yoktu. Aslina bakilirsa s6z konusu ilke 1631'e kadar ortaya
¢tkmad, ki Harriot o tarihten neredeyse on y1l 6nce 6lmiistii. O za-
man bile bu yenilik bagka birine atfedilmisti, zira Harriot'in Praxis
adl eserinin yayimlanmasindan kisa siire sonra, Descartes'in Har-



252 SAY!: BiLiMiN DiLi

riot'in fikirlerinden comertce yararlandig analitik geometri kitabi
¢ikmusti, ama Descartes her zamanki gibi kaynagindan hig s6z et-
memigti. Descartes'in gohreti o kadar biiyiiktii ki, neredeyse bir asir
boyunca bu ¢1g1r agan ilke onun bir basarisi kabul edilmigti.

Cigir agcan deyimini bilerek kullaniyorum, ¢iinkii agir1 basitligi-
ne ragmen, bu ilke tarihsel 6nem agisindan Vieta'nin harfli gosteri-
mi bulusu ile aym1 yere sahiptir. ilk olarak, bir denklemin ¢éziimiinii
bir polinomun ¢arpanlarinin bulunmasina indirgeyen Harriot yak-
lasim1 denklem tekniklerinde gok biiyiik bir gelisme sagladi. ikinci
olarak, bir denklemin koklerini katsayilarina baglayan iligkilerin in-
celenmesine yol agt1 ve bu nedenle simetrik fonksiyonlar, cebirin te-
mel teoremi, karmagik bir degigkenin fonksiyonlar: gibi sonraki pek
¢ok kuramsal gelismenin habercisi oldu.

Bu comert bereketin kaynagin1 anlamak igin, ilkenin gegerli ol-
dugu gercek ve karmagik niceliklerin cebirin formel yasalarina ol-
dugu kadar, Sifir Carpan Yasasi'na da tabi olduklarini animsamali-
yiz. Sozlerle ifade edilirse, bu yasa ¢arpanlarindan biri sifir olma-
dik¢a bir ¢arpimin sifira egit olamayacagini ifade eder, yani sem-
bollerle, uv = 0 bagintisi, sunlardan birini ima eder: u=0, v=0yada
u=v=0.

Ama eger Harriot ilkesine o biiyiik giicii veren bu yasaysa, ne-
den ne Harriot ne de ondan sonraki iki yiizyil boyunca ilkesini uy-
gulayan matematikgiler ordusu Sifir Carpan Yasasi'ndan —dolayh
bile olsa— s6z etmediler? Bunun cevabi sudur: Bu konuda bir beyan-
da bulunmadan &nce Sifir Carpan Yasasi'na bir alternatif diigiinebil-
mek gerekir; daha karmagik sayiya bile agik kugkuyla bakilan Har-
riot'in zamaninda boyle bir gey kesinlikle s6z konusu degildi. Ve id-
dia ediyorum ki, on yedinci ve on sekizinci yiizyilda yagamig ¢ogu
matematikgi, once cebir kurallan yazip daha sonra o kurallara uya-
cak matematiksel varliklar arama fikrine bir delinin zirvalamalan
goziiyle bakardi.

Denklem ve Ozdeslik

Onceki yazida ele alinan Harriot yaklagimi cebir denklemleri ile po-
linom fonksiyonlar: arasindaki dikkat gekici baglantiy: ortaya ¢ika-
rir ve bu iki kavramin birbirinin yerine gegebilir oldugunu diigiindii-
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riir. Ancak, simdi gorecegimiz gibi bu benzetim biraz eksiktir ve
fazla ileriye gotiiriildiigiinde sagmalik sinirinda sonuglar verebilir.

Verilen denklem belirsizlige yer birakmadan tanimlanirsa, yani
tekabiil eden polinomun biitiin katsayilar1 problemdeki veriler bag-
laminda ifade edilmigse sorun ¢ikmaz. Ne var ki durum nadiren boy-
ledir: Ister kuramsal ister uygulamali olsun, matematikteki pek gok
problem degisken parametrelere dayanir ve bu problemlerden bi-
rinden tiiretilen denklemin katsayilan sabitler degil, bu parametre-
lerin fonksiyonlaridir. Bunun sonucu ise elde tek bir denklem yerine
bir denklemler kiimesi olmasidir.

Omegin, tek degiskenli ikinci dereceden genel fonksiyonun for-
miilii gudur:

47) Q(x)=ax2+bx +c

Belirsiz a, b, c katsayilarinin pozitif, negatif ve sifir tiim rasyonel de-
gerleri kapsayabildigini varsayalim. O zaman (Q) kiimesi hakiki
ikinci derece fonksiyonlarin yam sira su tiir fonksiyonlar da igerir:

Q(x)=0-x2+bx+c (b#0)
(48) Q(x)=0-x2+0-x+c (c#0)
Qx)=0-x2+0-x+0

Bunu grafik agidan yorumlarken, y = Q(x) fonksiyonunun parabol-
lerin yan sira x eksenine paralel gizgileri ve x ekseninin kendisi de
dahil olmak iizere dogrulan da ifade ettigini sOyleriz.

Ancak, ayni 6zel vakalaridenklemler olarak ele almaya kalktigi-
mizda, boyle kapsayic1 yorumlar yapamayacagimizi goriiriiz. Ger-
¢ekten de, kuramsal cebir agisindan baktigimizda, 0- x2+0-x+c=0
(c #0) bagintis1 denklem degil, bir bagdagmazliktirve 0-x>+0-x +
¢ =0bagntisiysa bir denklem degil, totolojidir. Ustelik, bu zorluklar
sifir sayisinin taniminin dogasinda var olduklar igin, Harriot prose-
diirii gibi bigimsel aygitlarla kaginilamazlar. Aslinda, bu sonuncusu-
nun Sifir Carpan Yasasi1 olmadan bir ise yaramayacagini ve bu yasa-
nin da sifirin say1 bolgesine kabul kosullarinin bir sonucu oldugunu
gordiik.

Bunun igin, bir polinom bagintis1 mutlaka hakiki bir denklem ol-
mak zorunda degildir: Bir bagdagmazlik veya bir 6zdeglik de olabi-
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lir. Tuhaftir ki, bu muglakligin bizzat kendisi 6zdeglikleri kanitla-
makta kullanilabilecek etkili bir araca doniistiiriilebilir. Bu yontem
su onermeden yola gikar: n. dereceden bir polinom bagintis: x'in n’
denfazla farkli degerince saglaniyorsa, o baginti bir ozdegliktir, ya-
ni x'in herhangi bir degerince saglanir.

Omegin, su ikinci derece polinomu ele alalim:

P(x) =(b-c)(x —a)? + (c —a)(x — b)?
+(a-b)(x-c)?
Dogrudan yerlestirmeyle sunu elde ederiz:
P(a) =P(b) =P(c) =(a-b)(b-c)(c-a)

Bu durumda bagint1 x'in ikiden fazla degerince saglanir ve dolayi-
s1yla bir 6zdegliktir, yani:

(49) (b-c)(x—a)?+(c—a)(x-b)2+ (a-b)(x —c)?
=(a-b)(b-c)(c-a)

Ikinci bir ek igin su bagintiya bakalim:

(x—a)(x-b)(x-c) + (x=b)(x=c)(x-d)

0 (d-a)(d-b)(d-c) (a-b)(a-c)(a-d)

(x-=c)(x—=d)(x—a) + (x-d)(x—a)(x-b) -1
(b-c)(b-d)(b-a) (c-d)(c-a)(c-b)

Sol tarafa P(x) diyelim ve bu iigiincii dereceden polinomun x'in dért
degeri i¢in 1 oldugunu gozlemleyelim. Gergekten de sunu buluruz:

P(a) =P(b) =P(c) =P(d) =1

ve bu bagintinin bir 6zdeglik oldugu sonucuna varinz.

Ugiincii ve Dérdiincii Derece Polinomlar

Lagrange'in dortten yiiksek derecedeki denklemlerin koklerinin ge-
nelde koklii ifadelerle gosterilemeyecegi yoniindeki diigiincesi Abel
ve Galois tarafindan dogrulanmigti. Bunun kanitlanmasi bu kitabin
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kapsami digindadir; ancak, Euler ve Lagrange tarafindan iigiincii ve
dordiincii dereceden denklemler i¢in kullanilan yontemlerin (ki bu
yontemler Harriot ilkesinin denklem teknikleri agisindan 6nemini
de ortaya ¢ikarir) incelenmesiyle problemin yapisi hakkinda pek ¢ok
sey Ogrenilebilir.

Eger su 6zdeslikte

(620 H(x)=x3+a*+b’>-3abx =
(x+a+b)(x2+a2+b?>—ax—-bx —ab)

a ve b'yi veri, x'i de bilinmeyen olarak kabul edersek, 6zdesligi ku-
surlu tiglincii derece denklem H(x) = 0'in bir kokiiniin x =-a - b ol-
dugu anlamina gelecek sekilde yorumlayabiliriz. Genel kusurlu
iigiincii derece denklem su bigimdedir:

(52) xX3+ux+v=0
aile b'yi u ile v baglaminda bir ikinci dereceden denklemin kokleri

olarak almak suretiyle (51) ile (52)'yi 6zdeslestirmek daima miim-
kiindiir. Gergekten de sunu buluruz:

(53) a’+b3=v,-3ab=u, a’b’ =-u’/27
ki bu da a’ ve b*iin gu denklemin kokleri oldugu anlamina gelir:
(54) y2-vy—-u¥27=0

Bu ¢dzen ikinci dereceden denklemin koklerini A ve B ile belirtir-
sek, 0 zaman x = -%A - 3VB iigiincii dereceden denklemin bir kokii-
diir. Gosterilen hesaplamalarin detaylarini doldurarak, éigiincii dere-
ceden denklemler icin Cardan formiiliine varinz.

Lagrange'in su kusurlu dordiincii derece denklem igin sundugu
¢oziim de benzer bir ¢izgide ilerler.

(55) x*+ux2+vx+w=0

Asagidaki 6zdeglik

(56) (a+b+c+x)(a-b-c+x)(-a+b-c+x)
(-ka-b+c+x)=(a*+b*+ct+x%) -
2(a’b? + b%c? + c?a? + x%a? + x?b% + x’c?) +
8abcx = H(x)

gosteriyor ki
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x=-a-b-c,-a+b+c,a-b+c,a+b-c

kusurlu dérdiincii dereceden H(x) = 0'in kokleridir.
a, b, c'yi (55) ile (56) 6zdes olacak sekilde belirlemek miimkiin
miidiir? Elimizde su var:

a2+ b2+ c?=-u/2, abc = v/8,
2_
atb? + bic? + iz = AW
16
Buradan da a2, b?, c?'nin su denklemin kokleri oldugu sonucuna va-
rnz:
2-4w) v
57 1y Uy, Wodw) v
(57) y 2 y 16 y 3
A, B, Cile bu ¢ozen iigiincii dereceden denklemin koklerini belirtir-
sek, buna gore,

x=—VA-VB-VC,—VA+VB +VC,
VA-VB +VC,VA+VB-VC

dordiincii dereceden denklemin aranan kokleridir. Kéokaltlar A, B,
C'nin genelde kiip kokler igerdigine dikkat edelim.

Bu zarif yaklagim su soruyu akla getiriyor: Ugiincii ve dérdiincii de-
receden polinomlarda bu kadar bagarili olan bir yontem neden be-
ginci ve daha yiiksek derecelere uygulanamasin? Euler ve Lagran-
ge'in kullandiklarina benzer n. dereceden ve n parametrede simetrik
bir dzdeslik kurmak miimkiindiir; bu parametrelerden birini bilin-
meyen kabul ederek, bu 6zdesligi bir denklem olarak yorumlayabi-
liriz; bu denklemi de n. dereceden genel denklemle 6zdeslestirerek,
parametrelerle katsayilar arasinda bagintilar kurabilir ve nihayetin-
de de Euler ile Lagrange'in ¢dzenlerine benzer bir denkleme ulaga-
biliriz.

Aslinda bu yonde ¢esitli girisimlerde bulunulmustur ve bunlann
en dikkate degeri Malfatti'ninkidir. Genel beginci dereceden denk-
lem i¢in Malfatti ¢6zeni altinci derecedendir. Malfatti buradan yola
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¢ikarak n. dereceden bir denklemin ¢6zeninin derecesi m'nin su for-
miille elde edildigini buldu:

m=1/2(n-1)(n-2)

Ve bunun sonucunda n'nin 4'ten biiyiik herhangi bir degeri i¢in, ¢dze-
nin orijinal denklemden daha yiiksek dereceden oldugunu ileri siirdii.

Geometri ve Grafikler

Yunan tarihgileri konik kesitlerin kesfini, Platon'un ¢agdagi ve Ok-
litin Ogeler'ine ilham verdigi iddia edilen dahi Eudoxos'un 6grenci-
si olan Menaechmos adl1 birine atfeder. Menaechmos'un bu "kat1 ge-
zeneklere", kiipii katlama problemiyle ugragirken —yani x> =2 i¢in bir
yapi olugturma pesindeyken— rastladigi ve bir parabol ile bir daire
problemini ¢6zdiigii anlatilir. Coziimiiniin detaylan bilinmiyor, ama
Sekil 4'te x —N =0 seklindeki iigiincii dereceden genel binom denk-
lemi igin gegerli olan muhtemel bir versiyonu verilmigtir. Paraboliin
denklemi y = x?dir. "Cozen" daire, P noktas1 (x =N, y = 1) olmak
iizere OP ¢apina sahip daire olarak ¢izilir. Buna gore dairenin denk-
lemi

(58) x2+y?—Nx-y=0dr.

y'yi iki denklem arasinda yok ederek sunu elde ederiz: x* — Nx =
x(x3 — N) = 0. Parabol ile daire O ve Q'da kesigirler ve ikincisinin
apsisi x = —%VA - 3VB'dir.

Yukaridaki varsayima kayda deger bir inamlirlik katan, yaklagik
on bes yiizy1l sonra Omer Hayyam'in genel iigiincii ve dordiincii de-
recedenin ayni ilkeye, yani sabit bir parabol ile hareketli bir daire-
nin kesigimlerine dayal bir grafik ¢oziimiinii ileri siirmesidir. y'yi

x2+y2+ux+vy+w=0iley=x?
arasinda eleyerek, dordiincii dereceden su denklemi elde ederiz:
X+ (v+Dx2+ux+w=0
S6z konusu dordiincii dereceden denklem su olsun:

x*+Ax2+Bx+C=0
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b3

"

N=1,

™
N= [}
N Merkezler Dogrusu: y =
] :
N 7
e

SEKIL 4: KUPKOKLERIN GRAFIK CIKARIMI

Daha sonra katsayilar tanimlarsak
u=B,v=A-1, w=C oldugunu buluruz.

Bu, "¢ozen" daireyi tamamen verilen dordiincii dereceden denkle-
min katsayilan baglaminda belirlemis olur. Eger denklem iigiincii
derecedense, C =0 deriz, bu da bizi w = 0'a gotiiriir. Bu durumda ¢o-
zen daire, koordinatlarin orijininden gecer.

Sekil 5'te Omer Hayyam yontemi genel bir aginin iice béliinme-
sine uygulanmgtir. Verili ag1 ¢ = xOM birim gemberin iizerindeki
M noktasiyla temsil edilir, dolayisiyla a = cos ¢ = HC. Uglii ag: for-
miilii olan

59) cos ¢ =4 cos*¢/3 - 3 cos ¢/3

su ii¢iincii dereceden denkleme gider:



KOKLER VE KOKLD iFADELER UZERINE 259

SEKIL 5: BIR ACIYI UCE BOLMEK ICIN PARABOL KULLANIMI

(60) x3-3x-2a=0

ki burada da x = 2 cos ¢/3. Cozen dairenin merkezi C, (x =a, y = 2)'
dedir. Q, ilk dordiinde daire ile paraboliin ortak noktasi olsun ve P
de Q'nun O merkezli ve yarigapi 2 olan daireye izdiigiimii olsun:
Buna gore aradigimiz ag1 xOP 'dir.

a ve b'nin reel sayilar oldugu

x2—ax+b=0

ikinci dereceden denkleminin grafik ¢oziimii Sekil 6'da verilmigtir.
Burada ¢ap1 UP olan, P'nin (x = a, y = b) koordinatli nokta ve U'nun
y eksenindeki birim noktas: oldugu ¢ozen daire gizilmigtir. C6zen
dairenin x eksenini kestigi X ve X' noktalan ikinci dereceden denk-
lemin grafik ¢oziimlerini ifade eder. Eger x eksenini kesmez veya
ona degmezse, kokler imajinerdir; yine de, bu durumda bile kokler
Sekil 7'deki gibi basit bir yontemle gosterilebilir:
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J

8 P(a,b)
C

U

O] X~____—X" A X

SEKIL 6: GERGEK KOKLERT OLAN iKINCI DERECEDEN
DENKLEMIN GRAFIK COZUMU

J

P@;b
C Cozen
T / Dagire

v Nz
\ .

1‘)ilzcy ¢ N/Z'

DuiK_/

SEKIL 7: IKINCI DERECEDEN DENKLEMIN KARMASIK
KOKLERININ CiziMi

Cozen daireye tanjant OT'yi ¢izelim. Merkezi O, yarnigap1 OT olan
daire CM dogrusu ile Z ve Z' noktalarinda kesigsin ve bunlar ikinci
dereceden denklemin karmagik degisken x + iy diizlemindeki kokle-
rini ifade etsin.
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Oklit Algoritmasi

Bir sayinin siirekli bir kesir olarak agilimi, Ogeler'in VII. kitabinda
yer alan bir prosediiriin bir ¢esididir, bu nedenle de Oklit Algoritma-
st adini alir. Oklit bu yontemi iki tamsayinin en biiyiik ortak béleni-
ni bulmak i¢in kullanmigtir, ama bu algoritmanin bir¢ok bagka uy-
gulamasi da vardir. Burada ve bunu izleyen yazilarda bu tiirden ii¢
problemi ele alacagim: siirekli kesirler, belirsiz denklemler ve irras-
yonel sayilar. [T'), pozitif T sayisimin igerdigi en biiyiik tamsay: ol-
sun. Buna gore,

[22/71=3,[V2]=1,[rn]=3,[e]=2,[1]1=1,[0]=0

Daha sonra, I''nin rasyonel oldugunu varsayalim. Eger sayi bir tam-
sayiysa, o zaman I' = [[]; I" bir tamsay1 degilse, o zaman I" = ['] +
(1/T).T'/in tamsay1 olmasini saglayan 1'den biiyiik bir I') rasyonel
sayis1 vardir; eger yoksa, algoritmayi bir sonraki adima taginz: I'y =
[[] + (1/ I'y) ve siireci bir I, tamsayisi elde edilene dek devam etti-
ririz. Bunun sonucunda su siirekli kesre variriz:

(61 r=[rj+
) M)+ T
2] + 1_ 1
et —
Ta
bunu da kolaylik saglamasi igin §oyle kisaltiyoruz:
(61" I'=([T}; (1], (T2],..., T)

Bir ormek olarak e sayisinin %0,04'liik bir yaklagtirini olan T =
106/39'u alalim. Detaylar tabloda verilmistir:

Béliinen Bélen Bé6liim Kalan
106 39 2 28
39 28 1 11 Dolayisiyla
28 11 2 6 106/39=(2;1,2,1,1,5)
11 6 1 5
6 5 1 1
5 1 5 0
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[T], [T], [Ta),..., T tamsayilaninin dizilimine I sayisinin tayfi
(spectrum) adim veriyorum. Tayfin terimleri I'nin nizami siirekli
kesrinin paydalandir. Algoritmanin ve yarattig1 tayflarin ¢arpici bir
geometrik yorumu Sekil 8'de verilmigtir. Tabam 1 ve yiiksekligi I
olan bir dikdortgen inga ederek bagliyoruz; bu dikdortgenden miim-
kiin oldugu kadar fazla kare silerek ayni iglemin uygulandigi bir araik
dikdortgen birakiyoruz; siireci higbir artik dikdértgen kalmayincaya
dek siirdiiriiyoruz. Birbirini takip eden dikdortgenlerden herhangi
birindeki karelerin sayisi, T tayfinda ona kargilik gelen terimi verir.

Aol
Y
2
106/39 = V3= "Habi" Oran
(2;1,2,1,1,5)'1n (1;1,2)1,2,...)'sn (\/3+I)/2=
Tayfi Tayfi (LLL1,...)'m

Tayfs
SEKIL 8. SAYI TAYFLARI

Algoritmanin herhangi bir rasyonel sayiya uygulanabilir olmasi
ve sonugta elde edilen tayfin sonlu ve yegdne olmasi siirecin doga-
sindan kaynaklanir. Buna kargilik, pozitif tamsayilardan meydana
gelen sonlu bir dizilim s6z konusu oldugunda, o dizilimi o tayf i¢in
gecerli kilan bir ve yalnizca bir I rasyonel sayis1 vardir. I''y1 tayfin-
dan hesaplamanin dogrudan ve zahmetli bir yolu "asagidan yukari-
ya" dogru ilerlemektir. Ne var ki, kesfi genelde Newton'un 6gretme-
ni John Wallis'e atfedilen bagka bir algoritmanin kullanimiyla isi
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kolaylagtirmak miimkiindiir. Prosediiriin pratikte nasil igledigini
gostermek icin, yukarida deginilen ve ilk iki yakinsag bariz gekilde
2 ve 3 olan 6megin -I" = (2; 1, 2, 1, 1, 5)- sonuglarini tabloyla gos-
terecegim.

Tayfin Terimi: g 2 1 2 1 1 5
Yakinsagin Payi: N 2 3 2:3+2=8 1-3+3=11 19 | 106
Yakinsagin Paydasi: D | | 1 2:-1+1=8 1-3+1=4 7 39
Huygens Belirteci: H -1 +1 -1 +1 | -1

Genel olarak, birbirini izleyen ili¢ yakinsagin paylan Ny_3, Ny_;, N;
paydalar1 Dy_,, Dy, Dy olsun ve gy da siirekli kesrin k'inc1 yakinsa-
gina kargilik gelen terimi olsun. Wallis algoritmasi yineleme yasa-
sinda ifadesini §6yle bulur:

(62) Nk = guNi-1 + Ni2 Dy = giDi-1 + Di2

Bu formiillerden Huygens daha sonra Euler ve Lagrange'in elle-
rinde sonsuz siirekli kesirler kuraminin temel tagi halini alan bir te-
orem geligtirdi. Asagidaki determinant1 Hy ile gosterelim:

Nt Nk

63 Hy =
(63) = Ip., D

= (-1

Buna gore Huygens'in teoremi, H,'nin sirasiyla +1 ve —1 degerleri-
ni aldigini ifade eder.

Belirsiz Denklemler Uzerine

Pek ¢ok matematik sorusu, iki veya daha fazla bilinmeyenli bir ce-
bir denkleminin tamsay1 ¢oziimlerini giindeme getirir. Pisagor iiglii-
leri lizerine aragtirmalar ve n > 2 oldugunda x" + y" = z™nin tamsay1
¢6ziimii olmadig: yoniindeki Fermat varsayimi, Diophantos Analizi
ad1 verilen bu problem sinifina girer.

Mevcut yazinin temasi1 Diophantos analizinin en basit problemi-
dir: p, q ve r tamsayilaninin ¢ifterli olarak birbirlerine gore asal ol-
dugu
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(64) gx—-py=r
denkleminin tiim tamsayi ¢éziimlerini bulmak.

ilk olarak, eger x = a, y = b (64)'iin ¢6ziimlerinden biriyse, o za-
man n’nin pozitif veya negatif tiim tamsay: degerleri igin

x=a+np, y=b+nq
da dyledir. ikinci olarak, X ve Y
(65) gX-pY=1

denkleminin ¢oziimleriyse, o zaman a = rX ve b =rY, (64) denkle-
mini dogrular. Son olarak,

gx+py=r
denklemi de x = x, y = -z yerlestirmeleriyle (64) ile ayn bigime so-
kulabilir.

Daha sonra, p/q'yu siirekli bir kesir olarak agalim ve tayfin en
sondan bir onceki yakinsagimi N/C ile ifade edelim. O zaman, Huy-
gens teoremine gore, qQN — pD ya +1'e ya da —1'e esittir. ilk vakada
denklem (65)'in bir ¢6ziimii X =N, Y = D,'dir; ikinci vakadaysa X =
-N, Y = -D bdyle bir ¢6ziimdiir. Buradan hareketle (64)'iin genel
¢Oziimii, p/q tayfinin igerdigi terimlerin sayisinin tek sayr mi1 yoksa
¢ift say mi1 olduguna gore soyledir:

(66) ya x=np+1N, y=nq+1D
yada x=np-IN, y=nq-1D.

Ornek: 39x — 106y = 5 denklemini alalim. 106/39'un sondan bir 6n-
ceki yakinsag 19/7'dir ve

19 106
7 39

-

Dolayisiyla genel ¢6ziim x = 106n — 95, y = 39n — 35'tir. n = 1 igin

bu 6zel ¢oziim (11, 4)'ii verir; buna gore soyle de yazabiliriz:
x=106m + 11,y =39m + 4.

Burada m, —e<'dan +e<'a herhangi bir tamsay: degeri alabilir.
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Daire Bélme Problemi

n kenarli diizgiin bir ¢okgen inga etmek, bir dairenin gevresini n egit
pargaya bolmeye ve w = 21t/n agisinin olusgturulmasina denktir. Bu
problem tiiriine daire bilme (siklotami) denir. Bu kavram, daha dar
bir anlamda, bu inga iglemininyalnizca bir cetvel ve pergel kullanila-
rak gergeklegtirilebilecegi n tamsayisinin niteligini belirlemek igin
de kullanilir. Dairesel bir kirigin ikiye boliinmesi bir cetvel-pergel is-
lemi oldugundan, bizi ilgilendiren sadece n'nin tek say: degerleridir.

Yunanlilar bu tiirden yalnizca ii¢ tamsayi, 3, 5 ve 15'i biliyorlar-
di. Diizgiin bir yedigenin insasi, yani bir dairenin 7 esit pargaya bo-
liinmesi, antikgagin iinlii problemlerinden biriydi. On sekizinci yiiz-
yilda n =7 ve n = 13 vakalannin indirgeneme: iigiincii derece denk-
lemlere yol agtif1 ortaya koyulana dek ¢oziilememisgti.

1801'de problem Gauss tarafindan tekrar formiile edilip tama-
men ¢oziildiigiinde durum buydu. Gauss'un teoremi, eger cember
bir cetvel ve pergel yardimiyla n esit pargaya boliinebiliyorsa, o za-
man n'nin ya bir Fermat asali ya da bu tiir asallann kare i¢ermeyen
bir ¢arpimi oldugunu ifade ediyordu. Bir Fermat asalinin 22" + | bi-
¢iminde oldugunu animsayalim. Gauss teoremine gore 300'den kii-
ciik 8 adet "daire bolen" tek tamsay1 vardir:

(67) 3,5,15,17,51, 85, 255 ve 257

Gauss'un teoreminin ilk kismi z"— 1 = 0 denkleminin incelenme-
sini ima eder ve bu kitabin kapsaminin disindadir. ikinci kisimsa su
ifadeye denktir: Bir daireyi p pargaya ve ayn1 zamanda q pargaya
bolmek miimkiinse, 0 zaman onu pg pargaya bélmek de miimkiindiir,
p veq'nun birbirine gore asal olmalan gartiyla. Sunlari belirleyelim:

(68) 2n/p=aq, 2n/q =B, 2n/pq =y

a ve B yaylanin eldeki yontemlerle olusturabildigimizi varsayiyo-
ruz; ayni sekilde x ve y'nin herhangi iki tamsay1 oldugu xa ve yg
yaylarini ve bunun sonucunda da xa — yB yayini da, iglemler yalniz-
ca pergelle yapilabildigi siirece olugturabiliriz. Bulunmak istenen,

y=xa-yp
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bagintisini saglayan x ve y tamsayilandir. (68)'e gore bu son bagin-
t1 su belirsiz denkleme esittir:

xq-yp=1
Yukanda gordiigiimiiz gibi, bunun p ve q birbirlerine gore asal ol-
duklari siirece her zaman ¢6ziimii vardir.
Bir 6mek olarak, p = 51 ve q = 40 olsun. Oklit algoritmasiyla

51/40=(1; 3, 1, 1, 1, 3) buluruz, bunun da sondan bir 6nceki yakin-
sag1 14/11'dir. Buradan hareketle,

11(2n/40) - 1421 /51) =2m /(40 - 51)

Sonsuz Tayf

Oklit algoritmasinin ne tamiminda ne de uygulamasinda onu rasyo-
nel sayilarla kisitlayacak bir gey vardir, ancak irrasyonel niceliklere
uygulandiginda siire¢ her zaman sonugelme:z olur. Wallis'in algorit-
masi da sonlu tayfla kisith degildir. Gergekten de, Huygens'in teore-
mine gore, algoritma herhangi bir sonsuz tayficin yakinsar veya da-
ha kesin bir ifadeyle, herhangi bir diizenli sonsuz siirekli kesrin ya-
kinsaklar: limit olarak benzersiz bir irrasyonel saytya yaklagir. Oklit
algoritmasinin irrasyonellere uygulanmasi her zaman orijinal tayfi
tekrar mi yaratir sorusu burada ele alamayacagim bazi ince noktalara
parmak basiyor. Ne var ki, cevap evettir.

Boylece, beraber kullanildiklarinda bu iki algoritma irrasyonel
niceliklere rasyonel yaklagtirimlar elde etmek i¢in etkili bir aragtir.
Bu problemin pratik yonii sayinin terim terim diizenleyici bir siirekli
kesir olarak agilmasin gerektirir ve bu da gok zahmetli bir igtir. Ama
sonsuz tayfta bir matematiksel kalip veya bir ardillik yasasi kesfet-
mek ¢cok bagka bir seydir. Gergekten de, ikinci dereceden ifadeler ha-
rig, ister cebirsel ister agkin olsun, irrasyonel nicelikler tayfi genelde
bi¢imsiz ve anlamsiz, kisacasi ©t'nin ondalik agilimi1 kadar rastlanti-
sal goriiniir.

Bunun aksine, A + VB tiiriinden irrasyonellerin tayfiysa kesin-
likle rastlantisal degildir, ki bu 6zellikle ikinci dereceden koklii ifa-
deler icin gegerlidir. Periyotlar, cevrimlerin kaliplan, yakinsaklarin
sayl-kuramsal nitelikleri, bu yakinsaklar ile birtakim klasik Diop-
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hantos problemleri arasindaki yakin bag, Euler'den Sylvester'a on
sekizinci ve on dokuzuncu yiizyillarda yagamig pek ¢cok matematik-
¢iyi derinden cezbetmigtir ve bugiin de halen cezbetmektedir. Yer
darlig1 beni bu gelismeyi daha kapsamli bicimde sunmaktan aliko-
yuyor; asagidaki ormekler okuru bu konuda daha fazla aragtirma
yapmaya sevk etmek iimidiyle segilmigtir.

Kékli Ifadeler ve Gevrimler

Oklit algoritmasinin v23 gibi tipik bir koklii ifade iizerindeki isleyi-
sini inceleyerek baglayacagiz. N = 23 = 42 + 7 olsun. Buna goére V23
tayfinin ilk terimi 4'tiir; ilk artik V23 — 4'tiir; bunun tersi (V23 + 4) /
7 ise ikinci ram béliimdiir ve bu boliimde bulunan en biiyiik tamsay1
da tayfin ikinci terimidir. Boyle devam ederek, nihayetinde ilkine
esit bir artiga varinz ve bu adimdan sonra tayfin terimleri tekrarla-
maya baglar. Omegin

vV23=(4;1,3,1,8 1,3,1,8 1,3,1,8,..)

ki bu da kolaylik olmasi igin (4; 1, 3, 1, 8) seklinde kisaltilabilir. 1,
3, 1, 8 tayfin gevrimidir ve bu ¢evrimdeki terimlerin sayisi da peri-
yottur. Algoritmanin detaylar1 Tablo I'de verilmigtir. Tablo II ise
v2'den V24'e koklii sayilarin gevrimlerini liste halinde gosterir.

TABLO L. TIPIK AGILIM

v23 v23 v23 v23+4
Tam Bolen v | VB | GBI VB oy, | VB
7 2 7 7
Tayfin Terimi 4 1 3 1 8 1
-3) | v23- v23-4 v23-3
Artik v23-4 (ﬁi a8 323) ( - M vzoa | . )

Genel vakaya gegersek, N kare olmayan herhangi bir tamsay1y: ifa-
de etsin. Buna gore N = b? + h yazabiliriz; burada h, 1 ile 2b arasin-
da olabilir. Aynica [2b/h] = ¢ diyelim. Bu gosterimle agilimin genel
nitelikleri sunlardir:
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1) V(b? +h) tayfi b ve c ile baglar;

2) c gevrimin ilk terimi ve ayni zamanda sondan bir onceki teri-
midir; gevrimin son terimi 2b'dir;

3) Cevrimin 2b'den onceki terimleri simetrik bir blok meydana
getirir. Eger periyot p V14 veya v23'te oldugu gibi cift ise simetri
tektir ve bir merkez terim vardir. Eger periyot V13'te oldugu gibi tek
ise, 0 zaman simetri ¢ifttir ve iki merkez terim vardir.

Dolayisiyla bir tamsayinin karekdkiinii ifade etmesi igin periyo-
dik tayf su bigimde olmahdir:

r=(; c,d,..d,c,2b)

Ancak, birazdan goérecegimiz gibi her ne kadar bu simetri zorunlu
olsa da yeterli degildir.

TABLO II. KOKLU SAYILARIN GEVRIMLERI

V2 1 2 via 3 121 6
V3 1 2 V15 3 1 6
V5 2 4 V11 4 8
V6 2 2 4 V18 4 4 8
v7 2 111 4 v19 4 21312 8
V8 2 2 4 V20 4 2 8
V10 3 6 V21 4 11211 8
vIT 3 3 6 v22 4 12421 8
V12 3 2 6 v23 4 131 8
vi3 3 1111 6 v24 4 1 8

Periyodu 2 olan gevrimsel siirekli kesirler ozellikle ilgi ¢ekicidir.
Boyle bir kesir, bir tamsayinin karekokiinii ifade edebilmek igin gu
bigimde olmahdir:

x =(b; c, 2b), yani x—b=L
c+1

X+b
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Bu son bagint1 bizi su ikinci dereceden denkleme gotiiriir:
x2=b2+2b/c
Buradan hareketle, (b; ¢, 2b)'nin bir tamsayinin karekokiinii temsil

etmesi i¢in 2b, ¢’ye boliinmelidir.c = 1 veya 2 yadab veya 2b oldu-
gunda bunun olmas: kesindir; bu da bizi suna gotiiriir:

V(bZ+2b)=(b; 1,2b)  V(b2+b) = (b; 2, 2b)
V(b2 +2) = (b; b, 2b) V(b2 + 1) = (b; 2b)

Bu son vakada periyot 1'e diigser. Eger b bir asal say:iysa, periyodu 1
ya da 2 olan tayflar sadece bunlardir. b bir bilesik tamsayi, dmegin
30 oldugundaysa durum boyle degildir. Burada 2b = 60; cise 1, 2, 3,
4,5, 6,10, 12, 15, 20, 30, 60 olabilir. Buradan hareketle VOOT ile
V961 arasinda periyodu 3'ten kiigiik 12 koklii say1 oldugunu soyle-
yebiliriz.
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iIkeler ve Argiimanlar Uzerine

Matematikgiler nesnelerle degil nesneler arasin-
daki iligkilerle ugragir; bu nedenle iligkiler ayni
kaldig siirece bazi nesnelerin yerine bagka nes-
neler koymakta serbesttirler. Onlar igin igerik an-
lamsizdir: Yalmzca bigimle ilgilenirler.

POINCARE

Dirichlet'nin Dagilim likesi Uzerine

Bes cekmeceli bir dolapta besten fazla gomlek varsa, gekmecelerden
birinde birden fazla gémlek var demektir. Bir ailenin yediden fazla
liyesi varsa, ailenin en az iki iiyesi haftanin ayni giinii dogmustur. Bir
ormanda herhangi bir agacin iizerindeki yaprak sayisindan daha faz-
la agag varsa, agaclarin en az ikisi ayni1 sayida yapraga sahiptir. Bun-
lar Dirichlet Kutu ilkesi ad1 verilmis bir argiimanin Smekleridir. Ge-
nel terimlerle ifade edecek olursak, ilke s0yle der: g bolmede p nesne
varsa ve p, q’dan biiyiikse, 0 zaman en az bir bélme birden fazla nes-
neigerir.

Okurun beni "barizi vurgulamaktan" suglayacagindan korktugum
icin burada bu 6nermenin kanitin1 vermiyorum. En azindan, argii-
mant ilk defa duyan ve matematikgi olmayan bir arkadagimin tepki-
si buydu: "En kit zekalinin bile agik¢a gorebilecegi bir sey. Bir kok-
teylde kanepelerden daha fazla misafir varsa, bazi kanepelerin pay-
lagilmasi veya bazi misafirlerin kanepesiz idare etmesi gerekir. Ne-
den malumun ilamina ilke deniyor ve bir matematikginin adi verili-
yor — hem de on dokuzuncu yiizyilda yagamig bir matematikginin?
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Nasil olur da matematiksel akil yiiriitmenin baglangicindan beridir
onun dogal bir pargasi olmug bu kadar temel ve basit bir diisiinceye
modemn bir kesif goziiyle bakilir?"

Bu goriigler mantiklidir. Ancak matematikgiler ve siradan insan-
larca ilkeler olarak formiile edilmeden 6nce ¢ok uzun yillar ortiilii
bir gekilde kullanilan bagka aygitlar i¢in de ayn1 derecede gegerlidir.
Boyle sakli diisiincelere 6rek olarak Pascal'in Eksiksiz Tiimevari-
mi, Fermat'nin Sonsuz Inig yontemi ve Dedekind Kesimi sayilabilir.
Ama neden burada birakalim? Tiimdengelimsel Cikarim, Thales onu
matematiksel akil yiiriitmenin vazgecilmezi yapmadan ¢aglar 6nce
teolojik tartigmalara konu olmustur. Konum ilkesi ise insanlar par-
maklarinin sayisini asan sayilan sozciiklerle ifade etme ihtiyacini
hissettikleri zamandan beri insan konugmasinin organik bir pargasi
olagelmistir.

Ne var ki, bir zihinsel aygiti giindelik rutinin bir pargasi olarak
kullanmakla, o fikri agik¢a ifade etmek ve bilingli olarak yeni bir dii-
siince alaninin kegfinde kullanmak arasinda biiyiik fark vardir. Mo-
liere'in oyunundaki, hayati boyunca nesir konusmus oldugunu bii-
yiik bir dehset i¢inde fark eden sonradan gérmeyi amimsayalim. He-
pimiz nesir kullaniriz, hatta cogumuz da kétii kullaniriz. Yine de ne-
sir, diisiincelerimizi ifade etmek ve onu gelecek nesillere aktarmak
icin hala en gii¢lii mecradir.

Dagilim ilkesi bu ¢aligmada birkag kere ortiilii olarak kullanilmigtir:
Rasyonel bir kesrin ondalik agiliminin periyodunun belirlenmesi;
Wilson Teoremi'nin Gauss tarafindan ispati; karekok igeren bir ifa-
denin diizenli siirekli kesir olarak a¢ilimi bunlardan bazilaridir. Bu-
rada ilkini ele alacagim, zira bir ispat araci olarak ilkenin nasil igle-
digine tipik bir 6rnek tegkil ediyor.

1/q'yu ifade eden ve q'nun 2 veya S'e boliinmeyen herhangi bir
tamsay1yi gosterdigi sonsuz ondalik kesri ele alalim. A¢ilim ¢evrim-
seldir ve bir ¢evrimdeki basamaklarin sayisina karsilik gelen peri-
yodu (p), q'nun bir fonksiyonudur (fonksiyonun tam bi¢imi bugiine
dek belirlenebilmis degildir). Ancak, p'nin q — 1'i agamayacagini bi-
liyoruz. Gergekten de, p artik ¢evriminin uzunluguna denktir (bkz.
AS8),bunundadgeleri 1 ile q— | arasinda olabilir. Periyot p,q—1'i ag-
saydi, Dirichlet ilkesine gore ayni artik ayni ¢evrimde birden fazla
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kere yer alird1, bu da bir ¢gevrimin iki artiginin esit olamayacag ger-
cegiile celisirdi.

Geometride "Miimkiin" ve "Imkansiz" Kavramlan

Kiipiin iki eg kiipe boliinmesi, aginin iige boliinmesi, cemberin kare-
lestirilmesi ve eskilerden bize miras kalmis bagka problemlerdeki
zorluk problemlerin kendisinden kaynaklanmiyordu. Zorluklar sa-
dece geometrik yapilar olugturulmasini cetvel ve pergel kullanimiy-
la sinirlayan klasik kisitlamalarin agin niteligini yansitiyordu.

Geometrik yapi ingasina uygulandig: sekliyle "miimkiin" veya
"imkansiz" kavramlarinin mutlak bir anlami yoktur: Her vakada in-
sada kullanilacak aletlerle ilgili kogullar koymaliyiz. Gergekten de,
tiim kisitlamalar kaldirilacak olsa, geometrik formiilasyona izin ve-
ren her aygit geleneksel araglarla ayni derecede kabul gorse, ister me-
kanik ister grafiksel bir prosediir ile elde edilmis olsun tiim geomet-
rik gezenekler dogru ve daireyle esit kabul edilse, "miimkiin" ve "im-
kénsiz" sozciikleri tiim anlamim kaybederdi, ¢linkii mimkiin prob-
lemler alani tiim problemler alaniyla ayni kapsama sahip olurdu.

Klasik yaklagimda, ingada kullanilan ara¢ miitevazi bir sekilde
arka plandakalird1; modern yaklagimsa bunu 6nemli sayar ve 6n plan-
da tutar. Her arag etki alanini olugturdugunu sdyleyebilecegimiz bir
grup problemin "simgesi" olarak goriiliir. Boylece, elimizde sadece
cetvelle ¢oziilebilecek problemlerden olusmus dogrusal bolge; per-
gelin alani olan dairesel bolge ve hem dogrusal hem daireselden
meydana gelen klasik ya da geleneksel bolge vardir. Geleneksel bol-
genin Otesinde, klasik araglarin yeterli olmadig1 problemlerin ugsuz
bucaksiz alani uzanir.

Késegenel Siire¢ Uzerine

Reel sayilar kiimesinin sayilabilir olmadigini kanitlamak istiyoruz.
Bu amagla 0 < x < 1 araligindaki reel sayilardan her birinin bir on-
dalik kesir olarak ifade edilmis oldugunu varsayiyoruz. 0,5 ile
0,4999... ayn1 rasyonel say1yi ifade ettiginden bu prosediire siki si-
kiya bagli kalmak belirsizlige yol agar. Bu sorundan kaginmak igin
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her sonlu ondalik kesrin yerine, yukaridaki 6rmekte oldugu gibi son-
suz dengini koyuyoruz.

Daha sonra reel sayilar kiimesini numaralandirabilecegimizi var-
sayiyoruz. Bunu yaptigimizda su tiir bir dizi olusgturmak miimkiin
olur:

x;=0,a, a; a3 ...
X2=0,b| b2 bq

X3=0,C| C Ci...

Bu dizilim nasil meydana getirilmis olursa olsun, her zaman igin
buraya girmeyecek bir x' reel sayisi oldugunu gosterecegiz. x' koge-
genel siire¢ ad1 verilen bir algoritmayla tanimlanmusgtir.

X'= 0,8]| bz' C3'

Burada a," 0'dan ve a, rakamindan farklidir; benzer sekilde, b,' de
ne 0'a ne de b, rakamina egittir, vb.

Boylece x sonsuz sayida anlamli rakami olan bir ondalik kesirle
tamimlanmis oldu, ancak bu reel say: yukaridaki dizideki sayilardan
farkldur, ¢iinkii sonsuz sayida anlamli basamag olan iki ondalik ke-
sir yalnizca ve yalnizca basamak basamaga aymiysalar esittir; ama
x', ilk basamakta x,'den, ikinci basamakta x,'den ve genelde yani n.
basamakta x,'den farklidir. Boylece yukaridaki dizide yer almayan
bir x reel sayisinin varligin1 kanitlamig olduk, ki bu da reel sayilar
kiimesinin sayilabilir oldugu varsayimiyla gelisir.

Sinirh Geometri Uzerine

Dogas1 geregi ampirik geometri sinirli bir geometridir ve boyle bir
geometri igin genel yasalar belirlemek ¢ok zor bir igtir. Omegin,
masamzi kisith bir geometrik oyun alam gibi diisiiniin. Cok ¢esitli
tiirde dogrular arasinda ayrim yapmaniz gerekir: Masanmizin kogele-
rinden ¢ikanlar vardir; iki kdgegeni kesenler vardir; kenarlara dik
aciyla gelenler vardir vb. Rasgele dort nokta alin ve ilk iki noktay1
birlegtiren dogrunun diger ikisini birlestirenle kesisip kesigmedigini
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sorun. Ilk olarak dogrularin gesitli dogru tiirlerinden hangisine ait
oldugunu tespit etmeniz gerekir. Sayet iki dogrunun kesigimine da-
ir bir kistas belirlemek amaciyla tiim muhtemel vakalari incelemeye
kalksaydiniz, 6yle bir yasa ifade etmek zorunda kalirdiniz ki, onun
yaninda Ingilizcenin kuralsiz fiillerinin gegmis hallerine dair kural-
lar cocuk oyuncagi kalirdi.

Swmirli bir geometride, belli bir yaricap: ve merkezi olan daire-
nin ¢izilmesi, bir iiggenin ¢evresine bir daire ¢izilmesi veya bir nok-
tadan bir dogruya dik ag1 ¢izilmesi problemlerinin genelde ¢oziimii
olmazdi. Iki dogru genelde bir agy, iigii ise bir iiggen meydana getir-
mezdi. Belli bir liggene benzer bir ii¢gen ¢izme fikri, 6lgek belli bir
say1y1 astiginda anlamsiz olurdu. Bir noktadan bir dogruya en kisa
mesafe her zaman dik olmazdi vb.

Ama bu karmagik geometriye hakim olmayi basarsaniz bile, so-
runlariniz daha yeni bagliyor olurdu. Geometrik alaninizin sinirlar
masanizin dikdortgeninden bagka bir bigime, mesela bir iicgene, da-
ireye veya ovale degistirilse, bagtan baglamak zorunda kalirdiniz.
Sinirh geometrinin tipik bir 6zelligi, yasalarinin esas olarak iginde
icra edildigi sinirin niteligine bagh olmasidir. Burada yeniden dille
benzerlige bagvurabiliriz: Sinirli bir geometrinin kurallari tek bir di-
lin bireysel grameri gibi olurdu; her sinir farkli bir kurallar kiimesi-
ni zorunlu kilardi. Her ne kadar bu kurallarin kimileri tiim sinirlarda
ortak olsa bile, geriye kalan istisnalar iki sinir igin Ingilizce ve Fran-
sizca kuralsiz fiiller kadar farkli olurdu. Ve sinirli diizlemin ampirik
geometrisi i¢in bunlar gecerliyse, ii¢ boyutlu bigimlerle ilgili kim
bilir ne tiir sorunlar gikardi...

Dolayisiyla, sonlu bir sinira tabi olsaydik, kugkusuz tiimdenge-
lim yontemi pek ise yaramazdi: Geometri betimsel bir bilim olarak
kalird1 ve zooloji, botanik veya mineralbilimden daha biiyiik bir ge-
nellik kazanmazdi.

Gegislilik likesi Uzerine

EgerbirbagintiAile B igin ve B ile C igin gegerliyken ayn1 zamanda
A ve C igin de gegerliyse, o bagintiya gegisli deriz. Omek vermek
gerekirse: Kan bagi gecigli bir bagintiyken anne-babalik ge¢issizdir.
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Matematikte gecislilige 6rmekler sunlardir: denklik, yakinsaklik, pa-
ralellik. Gegissizlige ise su 6rnekler verilebilir: drtiigiim bagintis1 ve
"icinde-digindalik". Mesela, A sekli B'nin igine ¢izilebilir ve B de
C'nin igine ¢izilebilir,ama A, C'nin i¢ine ¢izilemeyebilir.

Gegiglilik ilkesi, iki gey bir agidan bir iiciinciiye egitse birbirine
de egittir, olarak ifade edilebilir. Bu ilke pek ¢ok soru agisindan uy-
gulamada ok biiyiik bir 5neme sahiptir. Omegin geometride bir dog-
ru pargasini bir digeriyle cakigtirabiliyorsak, bunlari es dogru parga-
lar1 diye tanimlariz. Bu kistasi harfiyen alsaydik, diizlemin pargalar-
dan birini iceren kismini kesip ¢ikarmamiz ve onu diizlemin bagka
bir bolgesine koymamiz gerekirdi. Tabii ki pratikte boyle bir sey yap-
muyoruz. Pratikte pergel, cetvel veya a¢1 bolen kullanip, her durum-
da idiciincii bir dogru pargasina eg olan iki dogru pargasi birbirlerine
de egtir kuralin1 kullaniyoruz. Kuramsal matematikte gegislilik ilke-
si, bir denklemi bir bigimden digerine doniistiirdiigiimiiz her zaman
kullanilir. Kisacasi, matematiksel egitligin en temel niteligi gegislili-
gidir. Peki yafiziksel egitlik?

Meseleyi miimkiin oldugunca elle tutulur kilmak adina, okurdan
degisik uzunlukta olmalari diginda birbirleriyle tamamen ayni olan
bir miktar ¢elik cubugu goziinde canlandirmasini isteyecegim. Da-
ha kesin konugmak i¢in, bu ¢cubuklarin laboratuvarda 6zenle 6lgiil-
diigiinii ve boylarinin 30 ile 50 milimetre arasinda degistigini varsa-
yalim. Bu ¢ubuklar arasindan A, B ve C diye isaretlenmis ii¢ tanesi
de sirasiyla 30, 31 ve 32 milimetre boyunda olsun. Ancak, siz bun-
dan haberdar degilsiniz; haberdar olmak da istemiyorsunuz, zira bu
bilgi muhakemenizi zedeleyebilir; ne de olsa amaciniz, araglar ve
aletler olmadan kendi duyularimizla ne tiir bir 6lgme teknigi gelisti-
rebileceginizi gormek.

A ve B cubuklarini yan yana yere yatirmakla ise bagliyorsunuz:
Goziiniiziin ve parmaklarimzin bu ¢ubuklarin uzunluklar arasinda
herhangi bir fark hissetmedigini goriiyorsunuz; bu nedenle onlan 6z-
des ilan ediyorsunuz. Ayni karsilagtirma testini B ve C ile de yapip,
bu ¢ubuklarin da uzunluk agisindan 6zdes olduklarina karar veriyor-
sunuz. Daha sonra A ile C'yi yan yana koyunca hem gozleriniz hem
de parmaklariniz kesin sekilde C'nin A'dan daha uzun oldugunu fark
ediyor. Iki sey birbirlerine egit olmaksizin iiiincii bir geye egit olabi-
lir gibi sagirtic1 bir sonuca variyorsunuz.
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Ama bu sonu¢ matematigin bir ii¢iincii nicelige esit iki niceligin
birbirlerine esit olduklarini ifade eden en 6nemli belitlerinden biriy-
le dogrudan c¢elisiyor. Aritmetik iglemlerinin ¢ogunun ardinda bu
belit yatar. O olmadan ne bagintilar1 doniistiirebilir ne de denklem
¢Ozebiliriz. Bu beliti diglayan bir matematigin olugturulamayacag-
n1 sdyleyecek kadar ileri gitmeyecegim. Onemli olan fizikgi boyle
modernistik bir disiplini degil, temel taglarindan biri bu belit olan
klasik matematigi kullanir.

Ona bu hakki ne veriyor? Bilimsel 6l¢iim cihazlarinin dolaysiz
alginin yerini almasi bu ¢eligkiyi ortadan kaldirmig olabilir mi? Ha-
yir. Tiim 6l¢iim cihazlarinin nihai hedefi bir dl¢egin okunmasidir,
bunun sonucu olarak, aracin tasarimcisi ne kadar zeki olursa olsun,
nihayetinde bir gozlemcinin duyularina, 6zellikle de gérme duyu-
suna dayanmak zorundadir. Ote yandan, bir 6lgegi okuma iglemini
daha yakindan inceledigimizde, esas olarak yukaridaki ¢ubuklar va-
kasindan farkli olmadigin1 goriiriiz. Kuskusuz yukaridaki drmekte
bir milimetre olan kritik aralik artik bir mikrona inmis olabilir; bii-
yiitme ve 6l¢iim cihazini daha duyarli kilma gibi yontemlerle bu ara-
11g1 bir mikronun altinda kiigiik bir orana indirmek de miimkiin ola-
bilir. Ancak, bu ince ayar siireci ne kadar ileri gotiiriiliirse gotiiriil-
siin, sorunumuzu ortadan kaldiramayacag), hatta asgariye indireme-
yecegi yeterince agiktir; zira igin sonunda su sozleri soyletecek ve-
riler hala olacaktir: "Olgiim A'y1 6lgiim B ile ayni buluyorum; 6l-
¢iim C'yi de B ile ayn1 buluyorum; yine de C'nin A'dan biiyiik oldu-
gunu agikca algilayabiliyorum."

Olgiilebilir ve Oranh

Antik¢agda yasayanlarin (3, 4, 5), (5, 12, 13) ve (7, 24, 25) iigliile-
rince ¢izilen rasyonel iiggenlerin varligindan haberdar olduklarina
dair yeterince kanit vardir ve kuskusuz erken donem Yunan mate-
matikgilerini Pisagor teoremine gotiiren de bagka iicliilere yonelik
bir arayigti.

Bu teorem sayi felsefelerininzafer niteliginde bir dogrulanigiydi.
Ne var ki zaferleri kisa siirdii, zira 6nermenin genelligi irrasyonel ni-
celiklerin varligini ortaya ¢ikarmigti. Bu rahatsiz edici kesfin bir so-
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nucu, geometrik konularabakigta bir degisimdi. ilk Pisagorculara go-
re her iicgen rasyonel bir iicgendi, ¢iinkii élciilebilen her seyin birbir-
leriyle oranli olduguna inaniyorlardi. Bu son hiikiim onlara herhangi
bir belit kadar tartisma kabul etmez goriiniiyordu ve sayinin evreni
yonettigini ilan ettiklerinde, tamsay: demek istiyorlardi, zira dogru-
dan tamsayilara tabi olmayan niceliklerin var olabilecegi fikrinin
kendisi hem diinya goriislerine hem de deneyimlerine tersti.

Matematiksel diisiincenin bazi modern yorumcular ilk Pisagor-
cularin fikirlerini gegmis bir ¢aga ait naif nosyonlar olarak gegisti-
rirler. Oysa giindelik igsinde matematiksel araglar kullanan, ama ma-
tematigi tek basina bir amag olarak degil de sonuca ulagmak i¢in bir
arag olarak goren sayisiz kiginin géziinde bu nosyonlar ne ¢agdisidir
ne de naiftir. Ciinkii boyle biri i¢in pratikte nemi olan sayilar ya sa-
yimdan ya da él¢iimden gelir,dolayisiyla ya tamsay: ya da rasyonel
kesirlerdir. Siiphesiz, rasyonel olmayan varliklara gonderme yapan
sembol ve terimleri kullanmay: kolayca 6grenmis olabilir, ama bu
ifade bicimi onun i¢in yalnizca kullanigh bir sézciik oyunudur. So-
nugta rasyonel sayi pratikte kullanilabilecek tek nicelik olarak kalir.

Eger bu kisi, naif oldugu yoniindeki elestiriden giicenip bu gi-
zemli terminolojinin arkasinda yatana ulagsmaya kalkarsa, kisa siire
sonra bu rasyonel olmayan varliklari hakli gostermek i¢in bagvuru-
lan siireglerin tamamen ulagilmaz ve dolayisiyla asilsiz oldugunu
kesfedecektir. Yine de 1srar edip bu varliklar kendi rasyonel kav-
ramlanyla yorumlamaya calisirsa, irrasyonel meselelerde sonsuz-
dan zaman zaman saklanabilecegini ama ondan higbir zaman kagi-
namayacagini goriir. Zira bu gizemli varligin dogasi 6yledir ki, her-
hangi bir rasyonel say1 ona ne kadar "benzerse benzesin", her za-
man ona daha ¢ok "benzeyen" bagka rasyonel sayilar vardir.

Bu kisi, daha 6zenli ardillarindansa ilk Pisagorcularin arasinda
kendisini daha rahat hissederdi. Her geyin olgiilebilir ve birbiriyle
oranli oldugu yoniindeki diisturlarim sevkle benimserdi. Gergekten
de, basitligiyle bu denli giizel bir ilkenin neden boyle sebepsizce go-
zardi edildigini anlamakta zorlanirdi. Ve sonunda matematikgi ilke-
nin,deneyimlerle geligtigi icin degil de geometrininbelitleriyle uyum-
suz oldugu ortaya ¢ikng icin terk edildigini kabul etmek zorunda ka-
lird.
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Ciinkii geometrinin belitleri dogruysa, o zaman Pisagor teoremi
istisnasiz gekilde gegerlidir. Ve eger teorem gegerliyse, kenar uzun-
lugu 1 olan karenin kégegenini kenar alan bir karenin alan1 2'ye egit-
tir. Ote yandan, eger Pisagorcularin hiikmii gegerli olsaydi, 2 arit-
metigin belitleriyle dogrudan gelisir sekilde bir rasyonel sayinin ka-
resi olurdu.

Zaman ve Siirey

Bilinciniz §imdiyi dogrular; zihniniz ge¢mige gittikce netligini kay-
beden ve sonunda bellegin puslu safaginda yok olan diger simdileri
amimsar. Muglak ve ortiigen bu zamansal serileri siz bir bireye bag-
larsiniz, adina da ben dersiniz. Birkag y1l i¢inde bu bireyin viicudun-
daki biitiin hiicreler degismistir; diigiinceleri, kararlari, duygulari ve
ozlemleri de benzer bir bagkalagim gecirmigtir. O zaman ben adini
verdiginiz bu kalicilik nedir? Kugkusuz sadece bireyi diger insan-
lardan ayiran bir ad degildir! O zaman bellek ipine boncuk gibi di-
zilmig bu zamansal seriler midir?

Cocuklukta bir yerde baslayan ve simdi ile aniden sona eren par-
ca parga anilardan meydana gelen ayrik bir dizi: Iste bilincin dogru-
dan aldig veriler baglaminda zaman budur. Ancak, bu hammadde fi-
ziksel sezgi ad1 verilen o esrarengiz damitma siirecinden gectiginde,
bambagka bir sey olarak ortaya gikar. Sezgisel zaman digdegerlenmig
zamandir. Bilincin safaginin 6tesine, ge¢migin sonsuz derinliklerine
ve simdinin otesindeki (tipki ge¢cmis gibi simdilerden olusmus ola-
rak kavranan) sonsuz gelecege digdegerlenerek uzanir. Zihnimizin
bir hareketiyle zamani ge¢mis ve gelecek adinda, birbirini diglayan
ve birlikte zamanin tiimiinii, yani ebediyeti meydana getiren bu iki s1-
nifaayirinz. Zihnimize gore gimdi ge¢misi gelecekten ayiran bir bol-
meden bagka bir sey degildir; ge¢gmisin herhangi bir 4n1 da zamanin-
da bir simdi oldugundan ve gelecegin herhangi bir 4n1da zamani gel-
diginde bir gimdi olacak oldugundan, ge¢misteki veya gelecekteki
herhangi bir an1da boyle bir bélme olarak hayal ederiz.

Hepsi bu mu? Hayir, sezgisel zaman aradegerlenmis zamandir:
Gegmisteki herhangi iki an arasina, hafizamizda bu iki an birbirleri-
ne ne kadar yakin olursa olsun, yine zihnimizin bir hamlesiyle son-
suz sayida bagka an sokanz. Ge¢misin siirekliligi ile kastettigimiz
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budur ve ayni siirekliligi gelecege de uygulariz. Zihnimize gore za-
man bir irmaktir; kugkusuz bizim deneyimimiz bu irmaktan yalniz-
ca birbirinden kopuk &geleri bilir, ama sezgimiz deneyimin birakti-
£1 bosluklari doldurur; zamanu bir siirey'e, dogadaki tiim siireylerin
bir prototipine doniistiiriir.

Omegin, geometrik dogruya atfettigimiz o miikemmel siirekli-
lik, boyle bir dogruyu elin kesintiye ugramamag bir hareketiyle tarif
edebilecegimize olan inancimiz degilse nedir? Siirenin irmakvari
niteligini tiim fiziksel fenomenlere aktarirz. ister 151k veya'ses, ister
11 veya elektrik olsun, herhangi bir fenomeni analiz ederkenki ilk
adimimiz onu mesafe, kiitle veya enerji baglaminda ifade ederek
zamann bir fonksiyonuna indirgemektir.

Ayrik ile siirekli arasindaki ¢atigma sirf okul diizeyindeki diya-
lektiklerin bir iiriinii degildir: Bizatihi diigiincenin kokenine kadar
uzanir, ¢iinkii zamani bir irmak olarak goren kavrayis ile tiim dene-
yimin siireksiz niteligi arasinda her zaman mevcut olan o uyumsuz-
lugun bir yansimasindan bagka bir sey degildir. Ne de olsa, son ana-
lizde, say1 kavramimiz saymaya, yani ayrik, siireksiz, kesintili olan
numaralandirmaya dayanirken, zaman sezgimiz tiim fenomenlere
akici goziiyle bakar. Fiziksel bir fenomeni irmak benzeri niteligini
bozmadan say1iya indirgemek — iste matematiksel fizik¢inin kargi-
sindaki zorlu gorev budur, ki genis bir anlamda, geometri de fizigin
bir kolu olarak goriilmelidir.

Matematik ve Gergeklik

Klasik bilim insana her geyin ortasinda ayricalikli bir konum atfet-
misti: Insanin, onu evrensel mekanizmaya baglayan zincirlerden kur-
tulma ve bu evrensel mekanizmayi gercek haliyle inceleme yetenegi
vardi. Kugkusuz, bilin¢ de bu sonsuz neden ve sonug zincirinde bir
halka olarak goriililyordu, ancak bilincin evriminin giderek daha
fazla ozgiirliik yoniinde olduguna inaniliyordu. Beden zincirlenmis-
ti, ama zihin bu zincirler iizerine diisiinmekte, onlar1 siniflandirmak-
ta, olcmekte ve tartmakta 6zgiirdii. Doga kitabi gozlerinin oniinde
acilmig duruyordu; tek yapmasi gereken kitabin yazildig: sifreyi ¢6z-
mekti ve bu igin iistesinden gelecek yetenekteydi.
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Bu sifre rasyoneldi: insanin istedigi gibi inceleyebilecegi bu de-
gismez diizen rasyonel yasalara gore igliyordu; evren dyle kaliplara
gore tasarlanmusti ki, bu ig kendisine diigse insan akl1 da ayni kalipla-
n olugtururdu; evrenin yapisi rasyonel bir disipline indirgenebilirdi;
yasalari1 formel mantigin kiyaslamalari araciligiyla sonlu bir 6ner-
meler kiimesinden elde edilebilirdi. Bu 6nermelerin gegerliligi akil
yiiriitmeden degil deneyimden gelirdi, zira sadece deneyim bir kura-
min dogruluguna karar verebilirdi. Nasil ki Antaros, Herakles ile mii-
cadelesi sirasinda, bedeni annesi Toprak'a her degdiginde azalan gii-
ciinii tekrar kazaniyorduysa, akil yiiriitme de deneyimin kat1 gergek-
ligiyle temas halinde olmaktan siirekli kazangh ¢ikiyordu.

Matematiksel yontem evreni yansitiyordu. Tiikenmez cesitlilik-
te rasyonel bigimler iiretme giiciine sahipti. Bunlarin arasinda bir
giin tiim evreni kucaklayabilecek o kozmik bigim de vardi. Birbirini
izleyen yaklagtinmlar sayesinde bilim sonunda bu kozmik bigime
ulagacakti, zira her adimda ona gittik¢e yaklagiyordu. Bizatihi mate-
matigin yapisi bu asemptot yaklagimi garantiliyordu, ¢iinkii birbiri-
ni izleyen her bir genellestirme evrenin daha biiyiik bir kismini kap-
siyor ve bunu yaparken de daha 6nce kazanilmig bdlgeden hig taviz
vermiyordu.

Matematigin ve deneylerin yeni fizik iizerindeki egemenligi her za-
mankinden fazla, ama her geye igleyen bir siiphecilik gegerlilikleri-
ni etkilemig durumda. Insanin bu iki yéntemin mutlak gegerliligine
olan saglam inancinin insani bir kokene sahip oldugu ortaya ¢ikti;
her ikisinin de varsayimlara dayandigi goriildii.

Insanin sinirsiz bir bellege ve sonsuz bir yagama sahipmisgesine
giivenle yoluna devam edebilecegine iligkin kesinliklerden yoksun
birakildig1 anda, matematik kumdan bir kale gibi yikilirdi. Sonsuz
siireclerin gegerliligi, varsayimdan ibaret olan bu kesinliklere daya-
nir ve bu siiregler de matematiksel analize egemendir. Ama hepsi bu
degil: Bu hipotezin ciiriitiilmesi halinde aritmetigin kendisi genelli-
gini kaybederdi, zira tamsay: kavramimiz bunun ayrilmaz bir par-
casidir. Geometri ve mekanik igin de ayni sey gegerlidir. Bu felaket
de fen bilimleri ad1 verilen biitiin o yapiy: alagagi ederdi.

Deneyimin gegerlili§i gelecegin ge¢mise benzeyecegine dair
inancimiza dayanir. Bize benzer goriinen bir dizi olayda belli bir egi-
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lim kendini gosterdigi igin, bu egilimin kaliciliga isaret ettigine ve
bu kaliciligin ge¢gmigte ne derece ayni bigimde ve diizenli olarak goz-
lemlenmigse, gelecekte gozlemlenmesinin de o kadar garanti oldu-
guna inaniriz. Ancak tiim ampirik bilginin dayanag olan ¢ikarimia-
rin bu gegerliligi, insanlarin kesinlik ve kaliciliga olan 6zlemlerin-
den daha saglam bir temele dayanmiyor olabilir.

Ya diizensiz deneyimlerimizle sistematik deneyler arasindaki agi-
lamaz uguruma ne demeli? Duyularimizin gelistirilmis uzantilan
olarak gormek iizere egitilmis oldugumuz algilama ve 6l¢iim arag-
larimiz, tam da belirlemeye ¢alistigimiz seylere dair onyargilar yiik-
lenmig halleriyle hileli zarlar gibi degiller mi? Bilimsel bilgilerimiz,
duyularimiza kapali olan muglak ve ele avuca gelmez o diinyayi sa-
yilar aracilifiyla taklit etmeye yonelik devasa —ve bilingdigi— bir ¢a-
ba degil mi? Titresimlerin frekansina indirgenmis renk, ses ve si-
caklik, kimyasal formiillerde sayisal dipnotlara indirgenmis tat ve
koku — bilincimizi dolduran gergeklik bunlar mi1?

Demek ki modern bilim su agidan klasik onciiliinden farklidir:
insan bilgisinin insani kokenini ve dogasini kabul etmistir. Ister de-
terminizm veya rasyonellik, ister ampirizm veya matematiksel yon-
tem olsun, her geyin élgiisiiniin insan oldugunu ve bagka bir 6lgii
bulunmadigini kabul etmigtir.

Son.






Sonsbz

Joseph Mazur

Sayi'nin dordiincii ve son basimi yarim yiizyil 6nce yayimlandigin-
dan beri matematik gasirtici bir hizla ilerledi. En 6nemli ¢oziileme-
mig problemler ya ¢o6ziildii ya da ¢evresindeki yeni alanlara yeni
kokler saldi. Atalarimizin sayilarla iglem yapma kurallarini ilk kes-
fettikleri zamandan beri matematik sorunlar bag gosteriyor. Bunla-
rin kimileri ¢oziildii, kimileri ¢oziilemedi; ama tipk: antik Fenike
cavdar tarlalarindaki taglar gibi eskileri daha ortadan kalkmadan ye-
nileri beliriyor. Ote yandan, modern say1 kurami ve analiz alaninda-
ki gelismelere ragmen Say:'nin igerigi hala ilk basimin yayimlandi-
g1 1930'daki kadar taze. Say:'y1 bugiin okuyan matematik meraklisi,
kitabin kolay anlasilir dilinden, giincel konulara yakinligindan ve
diisiinsel kigkirticiligindan etkileniyor.

Matematikteki ilerlemeler gittikge hizlamyor. ilk bakildiginda,
son elli yilda yalnizca birkag iinlii problem ¢oziilebilmig gibi gorii-
niiyor. Ama modern matematik gittikce daha da derinlik kazaniyor.
Yiizeyde duran problemlerin ¢oziimleri, cogu zaman biiyiik, sag-
lam, birlestirici bir kaynaktan ¢ikan birbirine dolanmis ince kokler
araciligiyla sinirlar agarak bagka alanlardaki ¢6ziimlere baglaniyor.

Kiipiin iki eg kiipe boliinmesi, aginin iige boliinmesi ve cemberin
karelegtirilmesi gibi antik¢ag problemleri, modern cebirin parlak fi-
kirlerinin ispatlarini sunmasini bekleyerek iki bin yil boyunca gize-
mini korudu. 1837'de Pierre Wantzel kiipiin iki eg kiipe boliinmesi-
nin ve keyfi olarak seg¢ilmig bir aginin iige boliinmesinin imkénsiz
oldugunu ispatlayarak antik¢agin iki biiyiik gizemini ¢6zdii. Atina'
daki korkung salginin Apollon'a adanmus kiip seklindeki sunagin bo-
yunun iki katina ¢ikanldiginda gegecegini iddia eden Delos Kahini
ile baglayan uzun 6ykiiniin sonu muydu bu? Kugkusuz hayir! Want-
zel'in ¢oziimleri hangi basit cebirsel kistaslarin rasyonel polinom
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denklemlere ¢6ziim olarak geometrik yapilara izin verecegine dair
yeni sorulara yol agti. Bu sorular da geometrinin nasil denklem ku-
ramina doniistiiriilebilecegi yolundaki ¢ok daha kapsamli soruya
yol agt1.

Kitabini bag edilebilir bir boyuttatutmak i¢in Dantzig say1 kavra-
minin evrimi iizerine odaklaniyor ve say1 kuraminin en temel sorula-
rindan bazilarinin cevaplarinin kimi zaman en iyi ileri geometriyle
aciklanabildigini bilmesine ragmen matematigin geometri brangin-
dan uzak duruyor. Kitabinda, basimi sirasinda hala ispatlanamamig
pek ¢ok ifade arasindan Goldbach Varsayimu, ikiz Asallar Varsayimi
ve Fermat'nin Son Teoremi'ne deginiyor. Fermat'nin Son Teoremi
1994'te (eski 6grencisi Richard Taylor'in yardimiyla) Andrew Wiles
tarafindan, matematigin ¢ok farkli branglarindan gelme ve digaridan
bakildiginda birbirinden farkli matematiksel objeler arasindaki bag-
lantilan onayan, say1 kuramindaki en giizel ve parlak fikirlerden ba-
zilan kullanilarak ¢6ziilmiistiir. (Burada buna hakkini verecek bir
oykii sunmam s6z konusu bile degil, zira bigimsel ispat son derece
teknik, ama Ek Okumalar kisminda siralanmig popiiler kitaplarin ki-
milerinde kapsaml olarak detaylandirilmigtir). Diger iki varsayim
ise heniiz ¢6ziime kavusturulamamugtir.

Omegin, ikiz Asallar Varsayimi, asal sayilar toplulugunun tiim
dogal sayilar i¢inde nasil dagildigina dair basit, fenomenolojik soru-
lar sorulmasiyla giindeme gelen genis problem demeti i¢inden sade-
ce biridir. Say1 kuramina dair en giizel sorularin pek ¢ogu, gayet basit
bir sekilde ifade edilebilmek gibi olaganiistii bir 6zellige sahiptir. An-
lamak i¢in ¢ok az teknik dil bilmek yeterlidir —hatta hi¢ bilmeseniz de
olur— ve en masum ziyaretgi bile eger dikkatli olmazsa kendisini sa-
atler boyu matematikle ugragir bulabilir. n% + 1 bigiminde kag asal sa-
yivardir? 2p + 1'i asal say1 yapan kag p asal sayis1 vardir? Miikemmel
tek sayilar var midir? (Miikemmel sayilar—megin 6—kendi bolenle-
rinin toplamina esittir.) Giiniimiizde 300 basamagn altinda miikem-
mel tek say1 olmadigini biliyoruz. Ama acaba hi¢ var mi1? Eger varsa
o saymnin hem karelerin toplami olmasi hem de en azindan 47 asal
¢arpani bulunmasi gerektiginibiliyoruz. Amaacaba hi¢ var m1?

Bir zamanlar geng ve saf matematikgiler (benim gibi) basitge ifa-
de edilebilen tiim bu giizel sorulann ¢oziilmesi durumunda ne olaca-
gim diigiiniip kaygilanirdi. Kaygilanmamay: 6grendik. Her zaman
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icin heveslileri bagtan ¢ikaracak yeterince soru olmasi bir yana, her
cevap da kendi soru silsilesini yaratacaktir. Kugkusuz modern say1
kuraminin biiyiik kismin doguran Fermat'nin Son Teoremi igin bu
boyleydi; modern cebirin biiyiik kismini meydana getiren antik Yu-
nan problemleri igin de bu gegerliydi. Kendimizi daima say1 kavra-
yisimizin o daha erken evrelerinde buluveriyoruz.

Elli yil mevcut problemlere ¢oziim beklemek igin uzun bir za-
man gibi goriinebilir, ama kimilerinin bin yillarca bekledigini diigii-
niirsek, Oklit'in Ogeler'i ilk ortaya gikip da modern matematigi bag-
lattigindan beri gegen zamanin sadece yiizde 2'sinde ¢ok sey olmusg
gibi goriiniiyor. ilk once bilgisayarlarin matematigi nasil etkiledigi-
ne bakacagiz. Daha sonra Goldbach Varsayim ve ikiz Asallar Var-
sayimi konularindaki ilerlemelere bakacagiz.

Bilgisayarlar

1954'te, Sayi'nin dordiincii basiminin yayimlandigi yilda, MANIACI
(Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and Computer; Ma-
tematiksel Analizci, Sayisal Biitiinleyici ve Hesaplayici) 18.000 va-
kum tiipiiyle zamanin en geligmig bilgisayariydi. (O 18.000 vakum
tiiplinden tek bir tanesi yandigi i¢in makinenin kag kere bozuldugu-
nu ancak hayal edebiliriz.) 1951'de bilgisayarlar kullanilmadan en
biiyiik asal olarak 44 basamakli

(2148 + 1)/17 = 2098893665744058648615126425661022259386392 1

sayis1 bulunmustu, ama yalnizca ii¢ yi1l sonra MANIAC I'in yardi-
muyla en biiyiik asal say:1 olarak 687 basamakli 2228! — | sayis1 bu-
lundu. Bugiin 224036583 1'in bir asal say1 oldugunu biliyoruz. Bu sa-
y1 tam 7.235.733 basamaklidir.

1954'te grafik arayiizlii analog yazicilar halen tasarim agamasin-
dayd, ger¢i kayit ignesini yukar, agagi, saga veya sola hareket etti-
ren prototipler IBM tarafindan gelistiriliyordu. Dantzig Riemann-Ze-
ta fonksiyonundan s6z etmiyor, ama g(s) = 0 denkleminin ¢6ziimle-
rinden olugan bu ilging fonksiyonun asal sayilarin dagilimiyla sagir-
tic1 bir baglantisi vardir. Bir siirii say1 kurami teoremi, £(s)'nin tiim
sifirlarinin 1/2 + aibigiminde karmagik sayilar oldugunu iddia eden
Riemann Hipotezi'nin ispatin1 otomatikman takip edecektir. Orne-
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gin 1962'de Wang Yuan, Riemann Hipotezi'nin dogru olmasi duru-
munda, p ve p + 2'nin en fazla ii¢ asal sayinin ¢garpimi oldugu sonsuz
sayida p asal sayis1 oldugunu gostermistir. Riemann zeta fonksiyonu-
nun ilk ii¢ sifirini elle sagirtici bir dogrulukla hesaplamay: bagarmg-
tir. 1954'te Alan Turing Zeta fonksiyonunun 1.054 sifirin1 elektro-
nik bir bilgisayar olmadan buldugunda 1.054 ¢ok biiyiik goriiniiyor-
du; ama simdi, modem bilgisayarlarin yardimiyla 10?*den fazla sa-
yida sifir biliyoruz ve tiimii de reel kisimlari 1/2'ye esit olan ¢izginin
tizerindedir. Bugiin diinyanin en hizli bilgisayari bile Riemann-Zeta
fonksiyonunun tiim sifirlarinin karmagik diizlemde 1/2 + ai dikey
dogrusu iizerinde yer alip almadigin1 sdyleyemez; basit 500 dolarlik
bir masaiistii bilgisayar1 aninda o dogru iizerinde yer alan pek ¢ok si-
fir bulabilir, ama dogru iizerine diigmeyen hicbir tane bulamaz.
Bilgisayarlar sonlu sayilarla iglem yaparlar ve her ne kadar hay-
ranlik uyandiracak hizlarda galigabilseler de o hizlar da sonludur.
Yine de kesfe yardimci olabilir, matematikgiyi sonu gelmeyen ezi-
yetli hesaplardan kurtarabilir ve pek ¢ok durumda da insan aklinca
farkina varilmasi imkansiz olan ihtimalleri giindeme getirebilirler.

Goldbach Varsayimi

Artik 2'den biiyiik biitiin ¢ift sayilarin iki asalin toplami olarak yazi-
labilecegini sdyleyen Goldbach Varsayimi hakkinda bir geyler bili-
yoruz. Dantzig yeterince biiyiik tiim tek sayilarin ii¢ asal sayinin
toplami olarak yazilabilecegini biliyordu ama buna deginmemisti.
Rus matematikgi Ivan Vinogradov bunu 1937'de ispatlamigti. Dant-
zig ayni1 zamanda tiim pozitif tamsayilarin en fazla 300.000 asalin
toplami olarak yazilabilecegini iddia eden o ¢ilgin ama ilging teore-
mi de biliyordu. ilk bakista bu teorem Goldbach Varsayimi ile pek
alakali degilmis gibi goriinebilir, ama aslinda 300.000 sonsuzdan
bayagi azdir! Bir bagka Rus —Lev Shnirelmann— bunu 1931'de is-
patlamigtir. Kisa siire sonra Vinogradov; Hardy, Littlewood ve Ra-
manujan'in yontemlerini yeterince biiyiik herhangi bir sayinin dort
asal sayinin toplami olarak yazilabilecegini ispatlamak i¢in kullan-
d1. Daha kesin bir dille bu su anlama gelir: Oyle bir N sayis1 vardir
ki, ondan biiyiik tiim tamsayilar dort asal sayinin toplami olarak ya-
zilabilir. Bu, toplamdaki asallarin sayisin1 azaltirken, varsayimin
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gegerli olacagi sayinin biiyiikliigiinii artiryordu.

Vinogradov her iki teoremi de, sonsuz sayida tamsayinin dort
asalin toplami olarak yazilamayacag: varsayimindaki bir geligkiyi
gostererek ispatladi. Ispati N'nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini
belirtememigti, ama 1956'da K. G. Borodzkin N'nin yalnizca dért mil-
yon basamakl1 104908660 gay151ndan biiyiik olmasinin yetecegini gos-
terdi. Artik "neredeyse biitiin" ¢ift sayilarin iki asalin toplami olarak
yazilabilecegi biliniyor. Buradaki "neredeyse biitiin" s6zii Goldbach
Varsayimi'nin gegerli oldugu N'den kiigiik sayilarin yiizdesinin N bii-
yiidiikgce 100'e dogru yaklagsmasi anlamindadir. Say:'nin son basi-
mindan hemen sonra, klasik Goldbach Varsayimi'na odaklanan bir
siirii teorem ortaya ¢ikt1. Ik olarak, biitiin yeterince biiyiik ¢ift tam-
sayilarin bir asal toplami ve en fazla dokuz asalin ¢arpimi oldugu is-
patlandi. Yillar icinde bu ¢arpan sayisi ilk 6nce bese, sonra dorde,
sonra iige ve en sonunda ikiye indi. Artik biitiin yeterince biiyiik ¢ift
tamsayilarin bir asal toplami ve iki asalin ¢arpimi oldugunu biliyo-
ruz. Ayrica bir Goldbach ¢esitlemesinin dogru oldugunu da biliyo-
ruz: Sinirh sayida istisna harig, biitiin ¢ift sayilar bir ¢ift ikiz asalin
toplamidir.

lkiz Asallar

Hala sonsuz sayida ikiz asal olup olmadig: bilinmiyor, ama olmasi
kesin gibi goriiniiyor. Belki de bunun cevab1 matematigin mevcut
olanaklarinin 6tesindedir. Ama x'ten kiigiik ikiz asallarin sayisinin li-
mitsizce artan ve x'e bagli olan bir diger hesaplanabilir sayiya yak-
lagtigin1 ifade eden bagka, daha giiglii bir ikiz asal varsayim vardir.
Acikca goriilebildigi gibi, bu giiglii ikiz asal varsayimi bildigimiz ik-
iz asal varsayimini ima eder. ikiz asal giftlerinden ilk birkag1 sunlar-
dir: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73),
(101,103). Bugiin, bilinen en biiyiik ikiz asallarin 24.000'den fazla
basamag vardir. 1995'te T. R. Nicely'nin 824.633.702.441 ve 824.
633.702.443 ikiz asallarini, Intel Pentium mikroiglemcisindeki bir
kusuruortayag¢ikarmak igin kullanmig olmasi da ilgi ¢ekici bir nok-
tadir.

Goldbach konusunda oldugu gibi, Say!'nin son basimi yayim-
landiktan sonra ikiz asal varsayimina odaklanan bir siirii teorem or-
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taya ciktr. 1919'dan beri hem k'nin hem de k + 2'nin en fazla dokuz
asalin ¢carpimi oldugu sonsuz sayida k sayis1 bulundugunu biliyo-
ruz. Say:!'nin son basimindan hemen sonra k ve k + 2'nin en fazla iig
asalin ¢carpimi oldugu bulundu.

Testler inga ederek makinelere sik1 antrenmanlar yaptiran bilgi-
sayar programcilari bu ¢ok sayidaki varsayimda sanslarini deneye-
rek iyimser bir yaklagimla daha fazla ikiz asal veya zeta fonksiyo-
nuna ait daha ¢ok sifir ararlar. Neden zahmet ediyorlar ki? Kag tane
ikiz asal veya sifir bulurlarsa bulsunlar, varsayimlar asla bu yoldan
ispatlayamazlar. Aslinda onlar bir gey ispatlamaya caligmiyorlar,
onun yerine kuramcilarin varolduguna inandig seyi gostermeye ¢a-
histyorlar. Her bir yeni bulug varsayima giiveni artiriyor. Karamsar-
lar ise zeta fonksiyonuna ait sihirli dogrunun iizerinde olmayan bir
sifir bularak bir karg1 dmek elde etmeyi umuyorlar. Bu miimkiindiir.
Ama eger ilk 1.022 sifir Riemann'in tahminlerine uymussa bir son-
rakinin uymama ihtimali nedir? Sonra da gu soruyu sormaliyiz: Ri-
emann yalnizca ilk ii¢ sifir1 kontrol etmisti, o zaman hepsinin, reel
kismi 1/2' ye esit olan dogru iizerinde olduklarini nasil bilebilirdi?
Cevap: Biitiiniin karakteri, amaci ve hedefi hakkinda bir seyler bili-
yordu, yalnizca ne zaman bir sifir daha almak i¢in duracagin degil.

Bu sinirli segki son elli yilda gelistirilen matematigin sayisiz in-
cisinden birtakim 6meklerdir. Burada deginilenler Sayi'da degini-
len konularla kisithdir ve dolayisiyla daha ¢ok say1 kurami alanina
iliskindir. Ancak, Say:'nin okurlari, her ne kadar Say:'da bahsedilen
baslica problemlerin pek azi ¢6ziilmiis olsa bile, son elli yilda bun-
lara benzer problemleri ¢ozme konusundaki ¢abalarin bize matema-
tikle ugrasirken yaptigimiz islere dair ¢ok daha yiiksek bir kavrayis
kazandirdigini da bilmelidirler. Artik bunlarin tiimiiniin tek bir bii-
yiikk ve saglam kaynaktan, matematik dedigimiz seyden geldigini
goriiyoruz. Bu bakig agis1 Dantzig ve yirminci yiizyilin ilk yarisinda
calisan diger matematikgilerin erigimine agik degildi.

Aynca tipki Dantzig'in 1954'te bildigi gibi biz de biliyoruz ki,
matematigin biiyiik teoremleri bir bransta kendilerini ifsa ederken,
onlari digerlerinden ayiran narin perdelere tahrik edici golgeleri vu-
rur. Belki de 6niimiizdeki elli yilin riizgarinda kimi perdeler usulca
aralanir.
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Notlar

kug iki ile ti¢ii birbirinden ayirabiliyor

Hayvanlar bile sayilar ayirt etmelerini saglayan bir tiir kaba
"bilgi"ye sahiptir. 1930'larda deneysel etnolog Otto Koehler ve
Freiburg Universitesi'nden bagkalari, sayabilmek igin kiginin
ayni anda nesne gruplarini kargilagtirabilmesi ve nesnelerin sa-
yisim1 amimsayabilmesi gerektigini 6ne siirdiiler. Hayvanlarin
sayilarla ne yapabilecegini test etmek amaciyla tasarlanmis sa-
sirtici deneylerinden birinde Koehler bir kuzgunu, sayilan iki
ile alt1 arasinda degisen bir grup benegi ayirt etmek iizere egit-
misti. Bu sayilar 6gretildikten sonra bes kutu sirasiyla 1,2, 1,0
ve | benekle isaretlenmigti. Kuzgun ilk olarak ilk ii¢ kutuyu ag-
mug, dort parga yiyecegi tiiketip gitmigti. Derken bir hata yap-
mis§ oldugunu "diigiinen" kuzgun benekleri tekrar saymak igin
donmiigtii. Bagin ilk kutuda bir kere, ikinci kutuda iki kere ve
tigiincii kutuda yine bir kere egmisti. Daha sonra dordiincii ku-
tuyu es gecerek bese yonelmis ve onu agarak beginci lokmayi
yemisti.

Koehler kusun insanlarin parmaklariyla saydiklar1 zaman yap-
tiklarina benzer "igsel igaretler" meydana getirdigini 6ne siir-
dii. Kuzgunun sayilan tamimasim1 ve kaydetmesini saglayan
bir tiir isaretleme mekanizmasi olmasi gerektigine inaniyordu.
Kuslarn yuvalarindaki yumurtalan sayabildiklerini ve yalniz-
ca besleyebilecekleri kadar yumurta biraktiklarim biliyoruz.
Bir yumurta fazla olursa kug o yumurtay: yer, besleyebilecegi-
ne inandigindaysa bir tane daha birakir.

béyle bir say: duyusuna memeliler arasinda rastlanmadig
Yabanda yagayan aslanlar siiriilerin boylarim kargilagtirabilir-

ler; yalmzca iggalci siiriiden kalabalik olduklar durumda sal-
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dinirlar. Siiriilerin biiyiikliiklerini farkli kiikremelerin sayisiy-
la ayirt ederler. Dolayisiyla bir boyut kargilagtirma duyularn
vardir. Koehler, insanlar dahil tiim hayvanlarin say1 duyusunu
takip etmeye yarayan bir tiir "isaretleme" mekanizmasi oldu-
guna inamyordu.

gozardi edilebilecek denli kisith

Nature dergisindeki 1992 tarihli bir makalede (Karen Wynn,
"Addition and Subtraction by Human Infants", Nature, 1992,
358:749-50) beg aylik bebeklerin bir tiir kaba say1 duyusuna
sahip olduklarin1 gosteren deneylerden bahsediliyor. Bir grup
bes aylik bebege sahneye konulan bir kukla gosterilmig (Miki
Fare kuklas1). Kuklay: saklamak igin bir perde indirilmig. Da-
ha sonra bebeklere perdenin arkasina ikinci bir kukla yerlegti-
rildigi gosterilmis. Perde kaldirilmus. Iki kukla da mevcutsa be-
bekler hi¢ sagirmiyormus. (Psikologlar bebegin sasirip sasir-
madigini, bir nesneye baktig1 zamam dlgerek anlarlar. Eger be-
bek bir nesneye kisa bir siire igin bakar ve bagini gevirirse be-
begin o nesneyi daha 6nce gordiigii ve ondan sikildig1 sonucu-
nu ¢ikarabiliriz. Uzun bir bakig bebegin gordiigii seyi gérme
deneyimine sahip olmadigin1 ve bu yeni deneyimi uygun bir
iligkilendirme kategorisine yerlestirdigini diisiindiiriir.) Karen
Wynn'inkilere benzeyen deneyler yabanda makak maymunla-
riya yapilmig ve ayni sonuglar elde edilmigtir. (Bkz. Hauser,
M.; MacNeilage, P. ve Ware, M., "Numerical representations
in primates", Proceedings of the National Academy of Scien-
ces, ABD, 93, 1996, s. 1514-7.)

Bir bagka bebek grubunaysa iki kukla gosterilmig, sonra bir
perde inip kuklalar saklamis. Birazdan perde kaldirilmig. G6-
riiniirde iki kukla oldugunda bebekler sasirmamig; ama bir kuk-
la oldugunda bebekler sasirmig. Bu da beg aylik bebeklerin
ikiden biri gikartabildiklerini diigiindiirtiiyor.

Karen Wynn'in deneyindeki bebekler, tipki yuvadan bir yumur-
ta eksildigini fark eden bir kug gibi sadece eksik kuklalar olup
olmadigim gormek igin zihinsel imgeler olusturuyor olamaz-
lar m1? Etienne Koechlin'in deneyleri bebeklerin nesnelerin zi-
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hinsel modellerini olugturup olusturmadiklarini test etmek igin
tasarlanmigti (Stanislas Dehaene, The Number Sense, Oxford
University Press, s. 55-6). Koechlin'in deneyi de Wynn'inkine
benziyordu, ama burada kuklalarin konumlari tahmin edileme-
sin ve zihinsel bir imge olarak sabitlenemesin diye sahne ya-
vas¢a doniiyordu. Koechlin perde kaldirilip yanlg sayida kuk-
la gosterildiginde bebeklerin yine de sagirdiklarimi gormiistii,
ki bu da bebeklerin perdenin ardindaki bigimlenimin net zihin-
sel imgelerini kullanmadiklarin1 gosteriyordu.

Bir bagka deneyle de sasirtici bir sekilde bebeklerin "hesapla-
rninin" nesne kimliginden bagimsiz oldugu belirlenmigti (Si-
mon, T. J., Hespos, S. J., ve Rochat, P,, "Do infants understand
simple arithmetic? A replication of Wynn" [1992], Cognitive
Development, 10, 1995, s. 253—69). Yanlig sayida kukla ¢ikti-
ginda bebekler yine saginyorlardi, ama kuklalarin yerinde top-
larin durdugunu gordiiklerinde sasirmiyorlardi. Bu da bebek-
lerin soyut say1 tanima becerisi oldugunu gosterir.

bu parmaklar: ardigik olarak kaldiracak veya indirecektir
Yeni Gine'nin uzak daglik bolgelerinde yasayan yerli kabile-
lerden Yupnolar her parmag belli bir sirada sayan ve daha son-
ra bedenin bir yanindan digerine gegerek ayak parmaklari, bu-
run delikleri, meme uglan ve cinsel organlar gibi beden parca-
larin1 kullanan karmagik bir sistemle 33'e kadar sayabiliyorlar
(Wassmann, J., ve Dasen, P.R., " Yupno number system and co-
unting", Journal of Cross-Cultural Psychology, 1994, 25[1],
s. 78-94).

yonteme dair tam kapsaml talimatlar

Eski parmakla sayma yontemlerine ait yegane eksiksiz kayit,
Aziz Bede tarafindan yazilmig De computo vel loquela digito-
rum (Parmaklarla Sayma ve Konugma Uzerine) adli elyazma-
sidir. Bede, ortagag alimleri arasinda pek ¢ok seyin yani sira
Yahudi Hamursuz Bayrami ile aym giine diigmemek iizere ta-
sarlanmig Paskalya Pazan'nin hesaplanyla taninan bir Bene-
dikten kesisidir. Diger tiim dinsel bayramlar Paskalya'ya gore
belirlendiginden Bede'nin hesaplamalan 6nemli kabul edilir-
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di. Bede sirf parmaklar agip kapayarak 1'den 1 milyona kadar
sayilarin nasil gosterilebilecegini gizimlerle belirtmistir. (Da-
ha fazla detay i¢in, bkz. Karl Menninger, Number Words and
Number Symbols: A Cultural History of Numbers, New York:
Dover, 1992, s. 201-20.)

bu listeye beg tane daha eklenmigtir

Bugiin 39 miikemmel say1 biliniyor. Bunlarin en biiyiigii
213.466916(2 13.466917_1)'djr. Bu say1 4 milyondan fazla basamaga
sahiptir. Ama elbette bu say1 otuz dokuzuncu miikemmel say1
olmayabilir.

ikiz asallar

2000 y1linda, bilinen en biiyiik ikiz asallar kesfedilmistir. Bun-
lar 665551035 x 28%025+/—1'dir. 24.098 basamag vardir. Kasim
1995'te ikiz asallar Intel Pentium mikroiglemcisindeki bir ha-
tay1 ortaya ¢ikarmak igin kullanilmigtir. 19 basamaga kadar
dogru olmasi gereken islemciler 10.'dan sonra hatali ¢ikmig-
tir. (Kaynak: Eric W. Weisstein. "Twin Primes", MathWorld-
A Wolfram Web Resource, http://mathworld.wolfram.com/
TwinPrimes.html.)

5'in kati olmak zorundadir

n(n? + 1)(n? —1)'in her zaman 5'in kat1 oldugunu gérmek i¢in
son terimi ¢arpanlara ayirin. Daha sonra bunun ¢arpimi soyle
yazilabilir: P(n) = (n— 1)(n)(n+ 1)(n? + 1). Suna dikkat edelim:
Eger ilk ii¢ carpandan biri 5'e boliinebilirse P(n) de S'e boliine-
bilir. i1k iicten biri S'e boliinemezse, n 5'e boliindiikten sonra 2
veya 3 kalmalidir. Eger n'den kalan 2 ise o0 zaman n?'den kalan
4'tiir. Eger n'den kalan 3 ise 0 zaman n?'den kalan 9'dur. Bu son
iki vakanin her ikisinde de kalana 1 eklemek 5 kalmasini sag-
lar, buna gore n?+1 S'e boliinebilir.

matematikgilerin dehasini meggul etmeye devam etmektedir

Goldbach postiilasi ya da daha yaygin bilinen adiyla Goldbach
Varsayimi diinyanin en biiyiik ¢oziilememis problemlerinden
biri olmaya devam ediyor. Say1 kuramindaki en eski ¢oziileme-
mis problemlerden biridir. Prusyalimatematikgi Christian Gold-
bach'tan Leonhard Euler'e yazilmig 1742 tarihli bir mektupta
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ortaya atilmigtir. 6x 10'¢'dan kiigiik tiim sayilar igin Aveiro Uni-
versitesi'nden Portekizli matematik¢i Tomas Oliveira e Silva
tarafindan dogrulanmstir.

genel énerme ispatlanamamigtir
Andrew Wiles genel 6nermeyi 1994'te ispatlamistir.

tiim sagin bilimler i¢in bir 6rnek

Geometri Oklit'in zamanindan beri tiimdengelimsel akil yiiriit-
meye bir model olugturmustur, ama bu model geometriyle ki-
sith degildir. Say1 kuramindaki tiimdengelimsel akil yiiriitme-
nin de, on dokuzuncu yiizyilda aritmetigin aksiyomlar1 belir-
lenmeden ¢ok once tiimdengelimsel ispatlar konusunda hatiri
sayilir bir iinii vardi.

Buradaki ilke nedir?

Dantzig zaman zaman tiimdengelimsel yontemlerin yeterli ol-
madigin1 ve matematikgilerin teoremlerini ispatlamak i¢in basg-
vurduklan etkili bagka bir ara¢ daha oldugunu sdylemek isti-
yor. Bu nokta, bu boliimiin ilerleyen sayfalarinda Dantzig arit-
metigin birlesme 6zelligini gostermek i¢in matematiksel tii-
mevarim ilkesini uyguladiginda netlegtiriliyor.

iki kumarbazin sonuglanmamig oyunu

Problem, puan problemi olarak bilinir. Bu problemde bir zar
oyununun bitmeden birakilmasi durumunda oyuncularakag pu-
an verilecegi sorulur. Problem ilk olarak Girolamo Cardano ta-
rafindan kumarla baglantili olarak ihtimal hesaplari1 konusuna
onemli katkilarla dolu, yayimlanmamig Liber de Ludo Aleae
(Zar Oyunlan Kitabi) adl1 bir Latince elyazmasinda dile geti-
rilmigtir. Milanolu fizik¢i, matematikgi ve kumarbaz Cardano
daha ¢ok 1545 yilinda yayimlanmis ve o zamana dek cebirsel
denklemler kurami hakkinda bilinen her geyi ele alankitabi Ars
Magna (Biiyiik Sanat) nedeniyle taninir.

Rhind papiriisii

Bu MO 1700 civarinda yazilmis ve Iskog antikgag tarihgisi
Henry Rhind tarafindan 1858'de kesfedilmis bir papiriis toma-
rinin bir kismiydi.
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Ahmes

Katip MO on besinci ila on yedinci yiizyillarda yagamig A'h-
mosé€ idi.

A’h-mosé'un eseri MO on sekizinci yiizyila ait bir eserden kop-
yaladigina inanlir.

Yunancadaki arithmos sozciigiiniin ilk hecesinin kisaltmasidir
Dantzig son hece demek istemig olmali.

cebiri sozciiklerin koleliginden kurtard

Dantzig'in soz ettigi bu noktaya dair fevkalade, derin ve bilim-
sel bir ifade i¢in bkz. Jacob Klein, Greek Mathematical Tho-
ught and the Origin of Algebra, Cambridge, Mass.: MIT Press,
1968, s. 150-85.

x -0 = adenklemine karsilik gelen hichbir rasyonel say: yoktur
Bu ve bir sonraki paragraf neden sifirla bolme yapamayacagi-
miza dair olaganiistii nedenler veriyor. Ancak, sifirin herhangi
bir sayinin sifirla carpiminin sonucu olan tek say1 oldugunu
sOylemek gerekir. Dolayisiyla, eger a sifir hari¢ herhangi bir
say1ysa, x - 0'a esit olamaz.

¢ift olarak yazabildigimizden

Burada verilen liste daha kiigiik sayinin her zaman 1 oldugu iz-
lenimini vermeyi amaglamiyor. Daha kiigiik say1y1 2 olarak al-
madan 6nce listenin sonsuza kadar uzadig1 anlamina da gelmi-
yor. Dantzig sadece a payiyla b paydasindan olusan bir say1
ciftini kastediyor. Bu sayilar listelemenin dahiyane bir yolu
vardir. Buna gore, bu sonsuz listelerin listesini yaparken, n. lis-
te paydasi n olan tiim kesirleri gosterir. Bu listelerin listesi tiim
rasyonel sayilarin tek bir listesini olusturacak sekilde diizenle-
nebilir.

Oklit'in kamit

Kanitin kendisi Oklit, 10. Kitap, 9. Onerme'de yer alir. Teore-
min kendisi 2'den 17'ye kadar asal sayilarin karekdklerinin bir-
le oransiz oldugunu, Oklit Ogeler'i yazmadan neredeyse yiiz
yil 6nce ispatlayan Theaitetos'a atfedilir. v2 vakasinda dolayl
ispat sunu gosterir: Eger v2 kenar uzunlugu 1 olan bir karenin
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kenanyla oranli olsaydi, bu durumda hem tek hem de ¢ift olan
bir say1 olmas: gerekirdi.

késegenle kenar oranlidir

Iki dogru veya iki mesafenin 6lgiisii, uzunluklarimin oran bir
rasyonel sayiysa oranlidir. Eger oranlan rasyonel bir say: de-
gilse o zaman oransiz olarak adlandinlirlar.

stirekli kesirler
Omegin V2 siirekli kesir denilen bigimde yazilabilir:

V2=1+ 1
2+ _ 1

2+_1
2+ .

Ne kadar dogru oldugunu bilemem ama benim kuramim béyle
Bu sayilann nasil elde edildigini hi¢cbir zaman bilemeyebili-
riz, ama Dantzig'in kurami ¢ok basit bir yontem sunuyor, do-
layisiyla kullanilanin o olmasi gayet muhtemeldir.

Diophantos’un Arithmetike adli eseri

Diophantos bunu MO dordiincii yiizyilda yazmigti. Arithmeti-
ke cebirsel denklemlerin ¢dziimleri ve sayilar kuramu iizeri-
neydi.

rasyonel sayilar ve ikinci dereceden koklii ifadeler
B'nin negatif oldugu vakalar ele alinmamustir.

sadece kéklii ifadeler yoluyla

"Koklii ifadeler yoluyla" keyfi bir kogul gibi goriinebilir, ama
aslinda koklii ifadelerle ¢oziilebilir oldugunu sdylemek denk-
lemin sonlu bir zamanda gergeklestirilebilecek, sonlu, adim
adim bir prosediirle (bir algoritmayla) ¢oziilebilir oldugunu
sOylemekle aym seydir.

capinin 8/9'u iizerine kurulmug
R yarigap ve D ¢ap olmak iizere dairenin alani sudur:
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2
sR* = sD—
4
Eger n yerine (16/9)? kullanilirsa, o zaman dairenin alani (bir

kare olarak ifade edilmis haliyle) soyledir:
2 2 2 2
(5] 2-(3)o
4 9/ 4 9

bu problemler

i1k denklem bir kiipiin hacmini cetvel ve pergel ile ikiye katla-
ma problemini ¢ézmeye caligmaktan kaynaklamiyor. ikinci
denklem herhangi bir ag1y1 cetvel ve pergel ile lige bolmeye ¢a-
ligmaktan geliyor. Bu problem su degerin bulunmasini gerekti-
riyor: x = cos(a/3). Trigonometrik 6zdeslik cos a = 4 cos*(a/3)
—3cos (a/3), buna gore 4x> — 3x —a = 0 esitligini veriyor.

Eleali Zenon

Diyalektigin mucidi olarak gosterilen Eleali Zenon, Stoaci fel-
sefe ekoliiniin kurucusu ve daha iinlii olan Kibrisli Zenon ile
kangtinlmamalidir. Eleali Zenon'un yagami hakkinda pek az
sey biliyoruz. Atina'y1 ziyareti ve felsefesinin ufak bir kismi
Platon'un diyaloglarindan Parmenides'te Antiphon tarafindan
nakledilir. Diogenes Laertios'un Zenon'un 6liimiinden 700 y1l
sonra yazilmig Unlii Filozoflarin Yagamlar: ve Qgretileri adh
eserinden biraz daha biyografik bilgi ediniyoruz. Zenon'un ki-
tabi ¢cogulculuk ve devinim iizerine 40 paradoks igeriyordu,
bunlardan dort tanesi Aristoteles'in Fizik adl1 eserinde korun-
mustur.

Stagirali _
Stagirali, Aristoteles'e verilen bir addir. Bu ad kendisine Ma-
kedonya'daki antik Stagira kentinden oldugu igin verilmistir.

Akhilleus ve Kaplumbaga
Aristoteles bir yariga katilan Akhilleus'tan bahsediyor, ama kap-
lumbaga modern yazarlarca dykiiye renk katmak i¢in uydurul-



116

116

117

129

129

130

131

NOTLAR 297

mug gibi goriiniiyor. Zenon'un argiimanlarinin ana kaynagi
Aristoteles'in Fizik'i, Diogenes Laertios'un Unlii F ilozoflarin
Yagamlari ve Ogretileri ve Platon'un Parmenides'idir. Bu kay-
naklardan higbiri bir kaplumbagadan s6z etmiyor.

Argiimanlar’in tarihsel 6nemi

Bu tarihsel 6nem kii¢ciimsenmemelidir. Bertrand Russell soyle
demisti: "Ik olarak oransizlarin kesfiyle ortaya gikan prob-
lem, zamanla diinyay1 anlama ¢abasi igindeki insan zekasinin
kargilagtig1 en zor ve ayn1 zamanda etkileri en kapsamli prob-
lemlerden biri olmugtur” (Bertrand Russell, Scientific Method
in Philosophy, Londra: Open Court, 1914, s. 164).

Ama sonsuz sayida sonlu araliklarin toplami sonsuzdur
Dantzig'in demek istedigi bu degildi. Bunu Zenon'un agzindan
sOyletiyor. 1/2'nin birbirini izleyen iislerinin sonsuz toplami-
nin sonlu bir say1ya, yani 1'e esit oldugunu biliyoruz. Bu ifade
ancak sonlu araliklarin hepsinin sonlu bir sayidan biiyiik ol-
mas1 durumunda dogrudur.

Zamani araliklara bélmek
Besinci yiizyil Yunanhlar1 zamanin anlarini bir dogru iizerin-
deki noktalar, bir ipe gegirilmis boncuklar gibi hayal ederlerdi.

dizi

Dizi belirli bir sayisal sira izleyen nesnelerden olugan bir liste
anlaminda bir matematik terimidir. Dizinin nesneleri genellik-
le sayilardir.

yiten
Burada yiten yalnizca sayisal degeri azalan veya sifira yaklag-
maya meyilli olan demek.

asemptot
Iki asemptot dizi birbirine yaklasmaya meyilli degerler igerir.

En basit dizi tiirii
Terimlerinin net olarak hesaplanabilecek bir say1ya yaklagma-
st anlaminda en basit.
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ilerlemenin toplam

Bu, seriyi n + 1'inci terimde durdurup ona S, adini vererek ko-
layca gosterilebilir.

S.=a+ar+ar’+..+ar

Daha sonra S, — rS, hesaplanir, bunun sonucu da a— ar"* ""dir.
S.—r1S,=a-ar"*' denklemi S, i¢in ¢oziiliir, buradan ¢ikan da

l-r

Burada n biiyiidiikge S,'nin orijinal geometrik seriye yaklagti-
g1 goriiriiz.

sonsuz sayida terimin toplami sonlu olabilir

Bunlar ige yariyor gibi goriinen matematiksel modeller aracili-
g1yla yapilan agiklamalar. Ama paradokslar hala mevcut. Eger
modellerin ikilik ve Akhilleus argiimanlarim adil sekilde tem-
sil ettigine inanirsak, o zaman Zenon'un argiimanlan bilmece
boyutuna indirgenir. Ama her zaman igin devimin siirekliligi-
nin o tuhaf yarilama duraksamalanyla veya Akhilleus ile kap-
lumbaga arasindaki yarigtaki o garip frenlemelerle nasil temsil
edilebilecegi sorusu mevcuttur.

yeni matematiksel varliklar

Bu bizim reel say1 diye bildigimiz seyi ifade etmenin tuhaf bir
sekilde dolambag bir yolu gibi goriinebilir, ama okur "kendi-
ne asemptot yakinsak diziler" adi verilen bu dizilerin reel say1-
lar kiimesinden beklenen her tiirlii aritmetik ve siireklilik nite-
liklerine sahip olduklarini ve dolayisiyla reel say1 olmanin ne
demek oldugunun saglam bir tanimi igin kullamgh olduklarini
gorecektir. Boyle bir tanimin rasyonel sayilarin halihazirda ta-
nimli olduklar anlayigi iizerine inga edildigine dikkat edelim.
Buradarasyonel sayinin, asemptot ve yakinsak kavramlarinin,
dizi kavraminin tanimlan kullamlmigtir.

agagidaki yakinsak diziyi olugturan rasyonel yaklagtirimlar
verir

1;14,141;1414;14142;141421; ....
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Okur bu diziyi devam ettiren sistemi sorgulayabilir. Omegin
dizideki yedinci, sekizinci vs. terim nedir ve dizi nasil olugtu-
rulmustur? Bunun cevabi, vv2'ye yaklagan bir say: dizisi ola-
cagini tahmin ettigimiz bir seyi olugturmak igin birkag algorit-
manin var oldugudur. Okur daha sonra bu boliimde bir tanesi-
ne rastlayacaktir.

Yunanlilarca zaten bilindigini

Siirekli kesirlerle ayn1 sonuca giden sonsuz siire¢ Yunanlilarca
biliniyordu. Bkz. David Fowler'in The Mathematics of Plato’s
Academy (Ikinci Basim, Oxford University Pres, 1999) ve Wil-
ber Knorr'un The Evolution of the Euclidean Elements: A Study
of the Theory of Incommensurable Magnitudes and Its Signifi-
cance for Early Greek Geometry (Kluwer Academic Publis-
hers Group, 1980) adl1 kitaptan.

139-40 agagidaki kesri elde ederiz

141

Dantzig bunu her terimin onceki terimin paydasinin paydasin-
da oldugu bir kesir olarak yazmak istemis. $Oyle olmal:

V2=1+ 1
2+ 1

2+ 1

2+ 1

2+

ozel bir siireklilik vakasi
"siirekli kesirlerin 6zel bir vakasi1” olmali.

143 yavas ama kesin bigimde iraksadigi

Dikkat edecek olursak,

ll(ll)
—t+—<|—+=
3 4 \4 4
1111(1111)
—+—+=+=<|=+=-+=+=]| s
5 6 7 8 \8 8 8 8
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o zaman su harmonik serinin
1 (1 1) (1 1 1 1)
I+—+| =+ |+|=+=+=+—}..
2 \3 4 5 6 7 8

sundan biiyiik oldugunu goriiriiz:

1 (l 1) (1 1 1 ])
—+ =+ |+ ==+ |+
2 \4 4 8 8 8 8

ki bu da suna esittir:

-

1 1 1
—t—t— e,
2 2 2

Bu son seri sinirsizca biiyiir ve dolayisiyla iraksar.

terimlerin istenildigi gibi dizilebilecegi

Sayfa 143'te sozii edilen basit vaka birlesme ve degisme 6zel-
liklerinin hem pozitif hem de negatif terimleri olan seriler i¢in
gecerli olmadigini gosteriyor. Sifir olmayan herhangi bir a sa-
yisini alalim ve a—a + a—a + ... siralamasini kuralim. Terimle-
ri(a—a)+ (a-a)+ ... olarak gruplarsak sonug sifirdir. Amaeger
terimleria + (-a + a) + (-a+ a) +... olarak gruplarsak sonug a'dir.

limit olarak 2°’nin dogal logaritmasi

Dantzig burada bir hata yapmig gibi goriiniiyor.
y=1+12+1/4+1/6..=1+12(1+12+1/3+1/4+1/5+...)
Buradan diigiinmeden,

y=1+1/2(x+y)veyay—x=2'yi ¢cekebiliriz. O zaman "yanil-
tic1 sekilde" harmonik serinin 0'a degil 2'ye yaklagtigi sonucu-
na variriz. Ama Dantzig'in demek istedigi yine de gecerli, zira
o zaman da yaniltici bir sonuca ulagmig olurduk.

bir siirey olugturmaz

Omegin, su siralamanin

(3/2)2, (4/3)%, (5/4)2, (6/5) ...

limit degerinin agkin say1 e oldugunu gordiik ki, bu say1 rasyo-
nel degildir.
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155 Cantor'un sonsuz dizisine benzer
Goriiniirde farkli kuramlarin ayni sonucu vermesine matema-
tikte sik rastlanir. Eger biri bir nosyondan (6rnegin sonsuzluk)
kagimyor, digeriyse ona dayaniyorsa, bu durumda her ikisinin
de o nosyona gergekten ihtiyaci vardir, ancak biri bunu gizle-
yip kullanilmiyormug gibi davranmakta bir sakinca gormez.

161 imkdnsiz ifadelere yol acacagim gosterdi
Bunu gorebilmek igin, biraz cebirle birlikte ikinci dereceden
denklem formiiliinii hatirlayalim.

Iki kismi x ve y olarak adlandiralim. Buna gore x + y = 10 ve
xy=40.

Dolayisiyla x = 10 — y. Bu x i¢in ifadeyi xy = 40 denklemine
yerlestirdigimizde (10— y)y = 40, ki bu da basitlegerek y?— 10y
+ 40 = 0 olur. Ikinci derece denklem formiiliiyle y = 5 + V15.

162 agagidaki imajiner sonuca yol agar
Cardono x* + ax + b = 0 bigimindeki denklemleri ¢6zmek igin
bir formiil bulmugtu.
Onun formiiliine gore:

J—a a b J-a a b
x =1 —+1}—+— === +=.
2 4 27 2 4 2

Bu formiilii x> + 15x + 4 = 0 denklemine uyguladigimizda so-
nug:

x=42+=121 +32-+-121.

162 Bu gosterimle, Bombelli'nin denkleminin ¢6ziimii
Bunu gormek igin ilk dnce sunu gérelim: V—121 = 11i. Daha
sonra i>= —1 bilgisini kullanarak sunu gosterelim:

(-2xi)y=2x11.

Bunu gostermek igin (2t i)'yi kendisiyle ii¢ kere ¢arpalim ve
i2=—1 kuraliyla basitlegtirelim.
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Bu sonuncu kurali kullanarak sunu gosterebiliriz:

V24110 +¥2- 1 = (2+i) +(2- i) =4.

Euler'in ... bu ¢arpici formiilii

Kusgkusuz, bir sayinin tamsay1 olmayan bir iissiiniin (ya da da-
ha kotiisii, karmagik bir iissiiniin) alinmasinin ne demek oldugu
sorgulanmali. n pozitif bir tamsayi oldugunda x"'nin ne anlama
geldigi agiktir. Uslii sayilara dair dogal kurallarin ellenmemesi
durumunda bu anlamin kapsami genigler ve genellesir. Ome-
gin, x™m=x"x". Bu kural bir say1y1 keyfi bir reel say1ya yiikselt-
me tamiminin kapsamini genigletmek i¢in bir gergeve sunar.
Sonra da hem Moivre'in tanimini (karmagik say: geklindeki iis-
lerin siniis ve kosiniislere ¢evrilmesi) hem de karmasik sayilar
bir diizlem iizerinde gérmeyi saglayan (karmasik diizlem adl1)
ilging bir yontemi kullanarak, bir reel say1y1 karmagik bir iisse
yiikseltme taniminin kapsamini genigletmek icin bir yol sunar.

derin ve kapsaml diigiinceleri
Kalkiiliisiin temelleri.

orta orantilisi

Iki niceligin orta orantilis1 garpimlarinin karekokiidiir. Bu va-
kada iki nicelik L ve y'dir. Dolayisiyla Latince terimleri (artik
kullanilmiyorlar) terciime edersek soyle deriz: Yarim kiris x,
ozkirig L ile yiikseklik y'nin ¢arpiminin karekokiine esittir.

OA ve OB vektorleri

Vektorlere agina olmayan okurlar vektorii geometrik olarak O'
dan baglayan ve A'da sona eren bir dogru olarak akilda canlan-
dinlabilen bir ¢ift say1 gibi diigiinebilirler. Bu vakada, O nok-
tasi (0,0) koordinatlariyla orijinde duran noktadir. Eger A, a +
ib'yi simgeliyorsa, o zaman adresi siradan Kartezyen geomet-
rik gosterimde (a,b)'dir. A noktasini bir vektor olarak yorumla-
manin getirdigi cesitli avantajlar vardir. Bunlardan biri iki
vektoriin birbirine eklenebilir olmasidir. OA vektoriinii OB
vektoriine eklemek i¢in 6gelerini toplamak yeterlidir. OA (a,b)
noktasinda biterse, OB de (c,d)'de biterse, buna gére OA + OB
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toplami (a + ¢, b + d)'de biter. Bu, vektorlerin toplamina ait pa-
ralelkenar kuralidir. Bu adin verilmesinin nedeni, yeni vekto-
riin OA ve OB kenarlarina sahip paralelkenarin kosegeni ol-
masidir.

Modern kiime kuram
kiimeleri derlem olarak yorumlayin.

sonlu aritmetiginde oynadig rol

Bu, sonsuz olmanin bir tanimi olarak kabul edilebilir. Eger bir
kiimenin iiyeleri o kiimenin uygun bir altkiimesinin iiyeleriyle
bire bir eglegtirilebiliyorsa, o kiimeye sonsuz denir. Burada uy-
gun demek, genis kiimenin altkiimeden olmayan en az bir iiye-
si var demektir. Omegin, ¢ift pozitif tamsayilar kiimesi tim
pozitif tamsayilar kiimesinin uygun bir altkiimesidir, giinkii 3
sayisi tiim ¢ift tamsayilar kiimesinde yoktur ve daha genis bir
kiimenin bir iiyesidir. Pozitif sayilar kiimesi sonsuzdur ¢iinkii
her tamsayi iki kat1 olan tamsayiyla eglestirilebilir, dolayisiyla
her tamsayinin ¢ift olan bir egi vardir.

Bkz. yukaridaki gekil

Buna bakmanin bir yolu daha var. Dizilimi farkl bigimde olug-
turalim. Sonsuz dogru iizerinde tiim pozitif tamsayilan goste-
relim. Bir sonraki dogru iizerinde ayni sonsuz tamsayilar dog-
rusunu gosterip, bu sefer her birini 2'ye bolerek kesir haline ge-
tirelim. Ugiincii dogruda aym sonsuz tamsayilar dogrusunu
tiim paydalarin yerine 3 koyarak gosterelim vb. Asagida veril-
mis olan dizilimi elde ederiz. Her p/q kesri dikey ve yatay ko-
numunca (q kadar saga, p kadar agagiya) belirlenmis olarak iki
boyutlu bir dizilime yerlestirilebilir. Rasyonel sayilan saymak
icin egri oklar kullanalim ve zaten sayilmig olanlar atlayalim.



304

189

190

SAYI: BiLIMIN DiLi

1/1 172 173 1/4 1/5 1/q

+
+

2/1 212 213 2/4 2/5 2/q

C}/l 3/2 3/3 3/4 3/5 + + + 3/q v+
4/1 4/2 4/3 4/4 4I5S 4/q

C5/l ‘/5/2 5/3 5/4 5/5 5/q
p/l p/2 p/3 p/4 p/5 plq o+ + o+

+ +
+ +

+ +

1 yiiksekliginin tek bir denklemi

Ufak yiikseklikler i¢in katsayi olarak pek bir se¢enek yoktur. 1
yiiksekligi igin polinom 1. dereceden fazla olamaz. Dolayisiy-
la, 1. dereceden polinomlarin ihtimallerine goz atarsak, yal-
nizca tek bir segenek vardir: x = 0. 2 yiiksekligi i¢in, ihtimaller
x+1=0,x—1=0vex2=0'dwr. 3 yiiksekligii¢in 1. derece denk-
lemlerle baglayin ve daha yiiksek derecelere dogru ilerleyin.
Diizenin sadece tek bir 3. dereceden denklemde durduguna
dikkat edin: x*= 0. Beg ihtimal vardir: x + 2=0,x-2=0, 2x +
1=0,2x-1=0,3x=0.

kosegen prosediirii

Tiim reel sayilar derlemini numaralandirmaya kalktiginizda
bir sorun oldugu goriiliir. 0 ile 1 arasindaki reel sayilar, uzayip
giden (muhtemelen sonsuz) bir dizi ondalik kesirle gosterile-
bilen sayilardir. Omegin 0,4673904739828983493... boyle
bir sayidir ve sondaki ii¢ nokta basamaklarin sonsuza kadar
gittigini gosterir. 0'dan 1'e reel sayilari yazmayi bir deneyin.
Muhtemel bir liste §0yle goriinebilir:
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0,46739 ...
0,38654 ...
0,03936 ...
0,84534 ...
0,67657 ...

wmh LW -

Bu reel sayilar nasil diizenlerseniz diizenleyin her zaman i¢in
listenizde bulunmayan sonsuz say1 olacaktir. iste bunlardan
sadece biri: sonsuz dizilimin sonsuz kdsegeni boyunca bakti-
gimizda ¢ikan say (agagidaki ¢apraz olarak igaretlenmis dili-
minin igindekiler). Elde edilen say1 0,48937...'dir.

1 0,4 6 7 3 9..

2 0,3 8 6 5 4..

3 0,0 39 3 6..

4 0,8 45 3 4..

5 0, 6 7 6 5 7.. (listedeki n'inci sayinin
( n'inci basamag1)

n d

Simdi bu kdsegenden elde edilmig sayiy1 sdyle degistirerek
yeni bir say1 olusturalim: Bir basamak eger 9 degilse ona 1 ek-
leyelim. 9'lan 0 olarak degistirelim. Bu ornekte, ilk basamak
5, ikincisi 9, liciinciisii 0 vs. haline geliyor ve yeni olugturulan
say1 0,59048... oluyor. Bu say1 listede degil. Eger olsaydh, lis-
tede bir yerde, mesela n'inci konumda olmasi gerekirdi, biz de
listedeki n'inci sayinin r'inci basamagi olan bir d rakami elde
ederdik, ki bu say1 ayn1 anda hem d hem de d + 1 olurdu. Tek
¢ikis yolu, olusturdugumuz saynin (0,59048...) listede olma-
digini kabul etmektir. Bu da reel sayilar kiimesinin tamsayilar
kiimesinden daha biiyiik oldugunu ve dolayisiyla rasyonel sa-
yilar kiimesinden de biiyiik oldugunu gosterir. Kdsegen bo-
yuncadizilirakamlar sonsuza dek uzanir, bu nedenle listede ol-
mayan sonsuz tane say1 olugturulabilir. (Kdgegen sayinin ba-



306

190

191

192

SAYI: BiLIMIN DiLi

samaklarina 2 veya 3 ya da 1 ile 9 arasinda herhangi bir sayi
ekleyebilirdik ve ayn1 sonucu elde ederdik.) Yani reel sayilar
kiimesinin niceligi rasyonel sayilar kiimesinin niceliginden
biiyiiktiir.

uzun dogru kisa dogrudan daha fazla nokta icermez

Bunu gormek igin AB ve CD gibi iki dogru ¢izelim; daha kisa
olan AB'yi uzun olanin yukarisina yerlestirelim. Bag ve son nok-
talan birlestirerek AC ve BD seklinde iki dogru meydana geti-
relim ve bunlar1 P noktasinda kesisinceye kadar yukar: uzata-
lim. AB iizerinde herhangi bir Q noktasi alalim, P'den Q'ya bir
dogru ¢izelim ve PQ'yu R noktasinda CD ile kesigecek sekilde
uzatalim. Bu yolla AB iizerindeki noktalarla CD iizerindeki
noktalar arasinda bire bir miitekabiliyet saglamis oluruz (bkz.
agagidaki sekil).

P

o B D

ondalik kesirler

Buradaki "ondalik kesirler" tabiri sadece O ile 1 arasindaki
reel sayilarin ondalik agilimi anlamina gelir. Omegin 1/nt =
0,31831 ... reel sayisi.

su dna kadar bagarili olamamigtir

Boyle bir kiimenin var olup olmadig: sorusu Siirey (Continu-
um) Hipotezi'ne gonderme yapiyor. Dantzig Siirey Hipotezi'ni
adiyla anmiyor, ancak uzun uzadiya siirey hakkinda konugu-
yor. 1964'ten 6nce kardinal sayis1 tamsayilar kiimesinden kii-
ciik ve reel sayilardan biiyiik bir kiime olup olmadig: sorusu-
nun bir cevabi yoktu. Siirey Hipotezi boyle bir kiime olmadig1-
n1 iddia ediyordu. Stanfordlu geng¢ bir matematikgi olan Paul
Cohn Siirey Hipotezi'nin ne dogru ne de yanlig oldugunu gos-
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tererek soruyu cevapladi. Bagka bir deyisle, dogruluguna karar
vermek imkansiz ¢iinkii kiime kuramu igin se¢ilmig belitlere
dayanir.

tiim miitekabiliyetlerin toplanu
Bu miitekabiliyetler nesnelerden olugan bir kiime olarak kabul
edilebilir.

tamamen dogal sayi kavramina baghdir

Bu iki kamplagma arasindaki biiyiik farklardan birine burada
dikkat cekmek isterim. Bigimciler varlig1 bir ¢eligkiye yol ag-
madig siirece matematiksel bir nesnenin var olduguna inanir-
lar, ama sezgici yalnizca sonlu sayida adimla tarif edilebilen
veya inga edilebilen matematiksel nesneleri kabul eder.






Ek Okumalar

Mevcut baskisi bulunmayan ¢ok az sayida oneri disinda asagidaki kaynak-
lar netlikleri, erigilebilirlikleri ve bulunabilirlikleri nedeniyle segilmistir. Co-
gu, kitapgilarda bulunabilir. Digerleriyse iyi kiitiiphanelerde bulunabilir.
Konu iizerine bu kadar ¢ok iyi kitap olunca elde, segmek ger¢ekten zorlagi-
yor, ama yine de burada sinirh bir liste sunduk.

Genel kapsamli bir kaynak kitap olarak:

Courant, Richard ve Robbins, Herbert, What Is Mathematics? An Elemen-
tary Approach to ldeas and Methods, Oxford: Oxford University Press,
1996.

Tipki Say: gibi bu kitap da ilk olarak II. Diinya Savasi'ndan 6nce yazilmig-
tir; matematigin yaptiklari konusunda klasik bir girig kitabidir. Sayi'da kar-
silagilan teknik sorularin ¢ogu icin tek adimda cevaba ulastiran bir kaynak-
tir. Merakli okurlari matematigin pek gok farkl brangindan ele aldigi o ha-
rika ve ilgi ¢ekici konulan daha derinlemesine kegfetmeye tesvik eder.

1. Boliim: Parmak lzleri

Butterworth, Brian, Whar Counts: How E very Brainls Hardwired for Math,
New York: Free Press, 1999.

Bizim ve bagka hayvanlarin sayilar ve matematik hakkinda nasil diisiindii-
gilimiize dair olaganiistii bir anlati. .

Dehaene, Stanislas, The Number Sense: How the Mind Creates Mathema-
tics, New York: Oxford University Press, 1997.

Insanlarin (ve hayvanlarin) matematigi nasil diisiindiiklerine dair kolay
okunur, ilging bir ¢aligma. Kitabin 2. Boliimii yeni doganlarin say1 duyusu,
4. Boliimii ise insanlarin sayilari nasil kavramlagtirdiklan iizerine yogunla-

S1yOr.

Menninger, Karl, Number Words and Number Symbols: A Cultural History
of Numbers, Ing. gev. Paul Broneer, New York: Dover, 1992.
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Son derece kapsamli ve sayilarin kiiltiirel tarihine dair detaylarla dolu bir
kitap. Istediginiz b6liimii okuyup say1 yazimi, simgeleri ve kiiltiirel sayma
nosyonlar1 hakkinda muhtesem bilgilerin i¢inde kendinizi kaybedebilirsi-
niz. Kitap antik sayma, hesaplama ve 6l¢ii aygitlarinin fotograflan ve ¢i-
zimleriyle dolu.

Neugebauer, Otto, The Exact Sciences in Antiquity, New York: Dover, 1969.

1949'da Comnell Universitesi'nde verilen bu derslerin metni, o zamandan
beri Misir ve Babil matematiginin standart tarihgesi olmustur. Bu kitap ¢ok
rahat okunur ve bilim tarihgilerinin de yararlandig bir kaynaktir.

2. Bolim: Bog Siitun
Cajori, Florian, A History of Mathematics, New York: Chelsea, 1999.

Matematigin antikgaglardan yirminci yiizyilin baglarina kadar kisa bir tari-
hi. Say: ile birlikte okumak igin milkemmel bir kaynak olan bu kitap ona
benzer giizel bir yazim tarzina sahiptir.

Kaplan, Robert, The Nothing That Is: A Natural History of Zero, New York:
Oxford University Press, 1999.

Sifir kavraminin evrimini inceleyen esprili ve eglenceli bir anlati. Kaplan
su sozlerle kitaba baghyor: "Sifira bakarsaniz hi¢bir gey gérmezsiniz; onun
icinden bakarsaniz diinyay: goriirsiiniiz." Diinyay: bagka gozlerle gormek
i¢in bu kitab1 okuyun.

Seife, Charles, Zero: The Biography of a Dangerous Idea, New York: Vi-
king, 2000; Tiirkgesi: Sifir: Tehlikeli Bir Diigiincenin Yagamdykiisi, gev.
Nur Kiigiik ve Yasemin Cevik, Istanbul: Evrim, 2000.

Sifir iizerine yine esprili bir kitap. Daha sogukkanl tarzi diginda Kaplan'in
kitabindan farki, sifir ve sonsuzlugun fiziksel sonuglan iizerine daha fazla
zaman harcamasi.

3. Béliim: Sayi Bilgisi

Aczel, Amir, Fermat'’s Last Theorem: Unlocking the Secret of an Ancient
Mathematical Problem, New York: Delta, 1997.

Bu harika macera Oykiisii okura diinyadaki en iinlii problemlerden birinin
arka planin1 son derece bagarili bir gekilde aktariyor. Aczel'in ustaligl, bu
arka plam oykiiyii basitlegtirmeden lise diizeyinde matematikle agiklama-
sinda yatiyor.
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Allman, George, Greek Geometry from Thales to Euclid, New York: Amo
Press, 1976.

On dokuzuncu yiizyila ait bu ¢aligma, Proklos'un MO iigiincii yiizyilda Eu-
demus tarafindan yazilmig kayip bir geometri tarihini 6zetledigi kitabini ta-
mamlayici 6zellige sahip. Pisagorcu matematigi gevreleyen MO beginci
yiizy1l matematigi iizerine kapsamli ve iyi yazilmig yorumlar barindinyor.

Berlinghoff, William ve Gouvea, Fernando, Math Throughthe Ages: A Gen-
tle History for Teachers and Others, Farmington, MA: Oxton House, 2002.

Cok iyi diizenlenmis ve kullanimi kolay bir kitap. iki kisma ayriliyor: genel
bir bakig ve daha detayl "eskizler”. Bu kitabin giizelligi sunumunda: Genel
bakis, siirekli resimlere baglanan detaylarla akisi kesmiyor. Vurgulanmig
sozciiklerin daha fazla detaya giden baglantilar gostermesi agisindan insa-
na interneti hatirlatiyor.

Ogilvy, Stanley ve John Anderson, Excursions in Number Theory, New
York: Dover, 1966.

Yaratici ve ilging fikir ve problemlerle dolu, sayi kuramina dair harika bir
girig kitabi. Yazarlar bize bir yandan doyurucu ve diigiindiiriicii bir igerik
sunarken, bir yandan da teknik anlatiy erigilebilir kilarak hassas bir denge
kuruyor.

Ore, Oystein, Number Theory and Its History, New York: Dover, 1968.

Teknik dili az kullanarak yazilmig bu kitap ilk baglangicindan modern ma-
kineler donemine kadar say1 kuraminin ana hatlarini veriyor. Net ve kisa bir
yazim tarzina sahip olan bu kitap konunun gekici pek ¢ok noktasina da de-
giniyor.

Singh, Simon, Fermat's Enigma: The Epic Quest to Solve the World's Gre-
atest Mathematical Problem, New York: Anchor, 1998; Tiirkgesi: Fermat’
nin Son Teoremi, gev. Sabir Yiicesoy, Istanbul: Pan, 2001.

Fermat'nin Son Teoremi'nin yakin tarihli ispatinin en popiiler anlatimi. Her
ne kadar ispatin detayh olarak anlagilmasi igin olaganiistii derecede ileri
matematik bilgisi gerekse de, bu kitap bu ilging problemin heyecanh dykii-
siinii sadece lise diizeyinde matematik kullanarak sunarken, okura da ma-
ceray etkileyici bir gekilde yagatiyor.

Whitehead, Alfred North, An Introduction to Mathematics, New York: Hen-
ry Holt, 1939.

Matematik 6grenmek igin gerekli olan 6nemli temel diigiincelerin bir derle-
mesi. Pek giincel degil ama yine de ¢ok okunakli bir kitap.
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4. B6liim: Son Sayi

Goodstein, R. L., Essays in the Philosophy of Mathematics, Leicester, Bir-
lesik Krallik: Leicester University Press, 1965.

Net, agiklayici tarziyla taninan iiretken yazar Reuben Goldstein'in gesitli
saygin dergilerdeki okunmaya deger makalelerinin bir derlemesi. Ispat ve
belitsel yontem nosyonlarini ¢gabukga anlamak isteyenler icin bu kitaptaki
makaleler birebir.

5. Béliim: Semboller

Cajori, Florian, A History of Mathematical Notations, New York: Dover,
1993.

flk olarak 1929'da yayimlanmus olan bu kitap, antik ve kullanim dig1 goste-
rimin nasil daha modern gekillere doniistiigiine dair kapsamli bir eser.

Hobgen, Lancelot, Mathematics for the Million, New York: Norton, 1946.

Matematiksel konular iizerine segmeci bir derleme. "Cebir Nasil Baglad1?"
baghikli 7. Boliim, Dantzig'in Say:'s1 iizerine bir kitap raporu gibi. Cinlilerin
birinci yiizyilda kullandiklar kibrit ¢Opii tarz1 say1 sembolleriyle baglana-
rak, bunun pratik problemler araciligiyla on altinci yiizy1l cebirinin cebirsel
kisaltmalarina doniigiimii anlatiliyor.

6. Bolim: Agza Alinamayanlar

Beckmann, Petr, A History of Pi, New York: St. Martins Griffin, 1996.

Sovyetler Birligi'ni hedef alan siyasi imalan ve pek de dogru olmayan ifa-
deleri gozard: ettiginiz siirece ilging, komik ve okumaya deger bir kitap.

Niven, Ivan Morton, Numbers: Rational and Irrational, Washington, DC:
Mathematical Association of America, 1961.

Irrasyonel sayilara, dogal sayilarla baglayan miikemmel bir giris. ilk bo-
limler basit, daha sonraki boliimlerse daha ileri ve iddiali okurlar igin.

Russell, Bertrand, The Principles of Mathematics, Londra: George Allen &
Unwin, 1956.

Kitap yirminci yiizyilin baginda yazilmig olmasina ragmen halad matematik
felsefesi lizerine mevcut en agik ve iyi eserlerden biri. Russell'in kitabinin
33. Boliimii Dantzig'in 6. Boliimiiyle yakindan baglantili. Bu 500 sayfalik
kitap Say:'da ele alinan pek ¢ok konu iizerine kapsamli anlatimlar igeriyor.
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7. Bdliim: Akip Giden Diinya

Russell, Bertrand, Our Knowledge of the External World, Chicago: Open
Court,.l9l4; Tiirkgesi: Dig Diinya Uzerine Bilgimiz, gev. Vehbi Hacikadi-
roglu, Istanbul: Kabalci, 1980.

Eger bu kitabi bulabilirseniz, 3., 4. ve 5. Boliimleri okumaya deger. Russell
o benzersiz akici iislubuyla Zenon'un argiimanlarina dair en net kavrayig-
lardan birini sunuyor.

8. Bdliim: Olug Sanati

Russell, Bertrand, The Principles of Mathematics, Londra: George Allen &
Unwin, 1956.

6. Boliim igin onerilenle ayni kitap. 32. B6liim Dantzig'in 8. Boliimiine kar-
silik geliyor. Bu boliimde matematigin yogun oldugu birkag kisim var, ama
Russell'in net yazim tarzi okurun zorlu kavramlann iistesinden gelmesini
saghyor.

9. B6liim: Bogluklan Doldurmak

Dedekind, Richard, Essays on the Theory of Numbers, New York: Dover,
1963.

Bu ince kitaptan Dedekind'in irrasyonel sayilar kuramini ilk agizdan 6gre-
niyoruz. Irrasyonelin kesin ve saglam tanimi burada yatiyor. Bu kitap ayni
zamanda Dedekind'in sonludtesi sayilar ve devamlilik iizerine goriislerini
de anlatiyor. On dokuzuncu yiizyilin sonlannda, kulaga tuhaf gelecek den-
li kesin bir dille yazilmig oldugundan anlamak igin biraz gaba gerekiyor,
ama yine de buna degiyor.

10. B6lum: Say: Bolgesi

Mazur, Barry, Imagining Numbers (Particularly the Square Root of Minus
Fifteen), New York: Farrar Straus Giroux, 2003.

Siir ve matematikte hayal giicii iizerine kolay okunur ve aydinlatici bir an-
lati. "Karekokler ve Hayal Giicii" baglikli 2. Boliim ile "Sayilara Bakig"
baglikli 3. Boliim, Say:'nin bu bolimiiyle 6zellikle ilgili.

Reichmann, W. J., The Spell of Mathematics, Londra: Penguin, 1972.

Bagliktan da (Matematigin Biiyiisii) anlagilabilecegi gibi bu kitap insani
biiyiiliiyor. Degigik konulan birbirine baglayan Reichmann ve aralanindaki
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sagirtict baglan gosteriyor. i1k yedi boliimii okuduktan sonra "Biitiin Bun-
lar Ne Demek?" baglikl1 15. Boliim'e atlayin.

Sawyer, W. W,, Mathematician’s Delight, Londra: Penguin, 1976.

Matematikteki konulara dair bir segkiye siiriikleyici bir girig istiyorsanz bu
kitab: deneyin. Sawyer okurun kuram ile aradaki boglugu agmasini sagla-
yacak ¢ok sayida ek veriyor. Bu kitap Say:'da deginilen konulardan pek
¢ogunu igeriyor.

Stewart, Ian, Concepts of Modern Mathematics, New York: Dover, 1995.

Bu kitabin ne oldugunu baghig: ¢ok giizel agikliyor (Modern Matematikte-
ki Kavramlar). Eger bu yazarin bagka kitaplarin1 okuduysaniz, bunun agik,
kesin, giincel ve anlagilir bir okuma olacagini bilirsiniz.

11. Boliim: Sonsuzun Anatomisi

Aczel, Amir, The Mystery of the Aleph: Mathematics, the Kabbalah, and the
Search for Infinity, New York: Washington Square Press, 2000.

Sonsuzun geligimini Cantor'un yagsami boyunca izleyen siiriikleyici bir ki-
tap.

Bolzano, Bemard, Paradoxes of the Infinite, ing. gev. Dr. Fr. Prihonsky. Lon-
dra: Routledge and Kegan Paul, 1950.

Bu kaynag1 Donald Steele'in neredeyse kitabin yarisin1 kaplayan tarihsel
girigi icin ekledim. Dili eski, ama tarihsel detaylar sonsuzun faal olarak in-
celendigi donemin etkileyici bir tablosunu giziyor. Bolzano'nun kitabu, eski
diliyle bogugmak isteyenlere matematik temeli olmayanlarin kolayca anla-
yabilecegi yiizlerce son derece ilging sonsuzluk paradoksu sunuyor.

Gamow, George, One Two Three... Infinity: Facts and Speculations of Sci-
ence, New York: Viking, 1961; Tiirkgesi: /-2-3 Sonsuz... Bilimin Gergekle-
ri ve Céziimlenmesi, gev. Celal Kapkin, Istanbul: Evrim, 1995.

Okumaya bir bagladiniz m1 durmanin ¢ok zor oldugunu goreceksiniz. Her
ne kadar bu kitap gegen yiizyilin ortasinda yazilmig olsa da hala harikulade
bir tazelige sahip. Kitap matematigin ve bilimin gesitli branglan arasinda
sagirtict baglantilar kuruyor. Burada sizi sonsuzlukla tanigtiracak pek gok
sey var.

Kaplan, Robert ve Kaplan, Ellen, The Art of the Infinite: The Pleasures of
Mathematics, New York: Oxford University Press, 2003.
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Tipki Kaplan'in diger kitab1 The Nothing That Is gibi bu esprili kitap da
kendini okutuyor. Kaplan'in siirsel tarz1 matematik iizerine bir geyler oku-
yan acemi matematikgilere benzersiz bir keyif veriyor. Sonsuziizerine mii-
kemmel bir eser, hem basit hem de yogun.

Maor, Eli, To Infinity and Beyond, Princeton, NJ: Princeton University P,
1991.

Sonsuzluk iizerine ¢ok giizel yazilmig bir girig kitabi. Maor okura sonsuz se-
rilerin iraksamasi, limitler, sonsuzluga dair paradokslar, M.C. Escher'in gi-
zimlerinin giindeme getirdigi sonsuz déseme sorulan ve antik ve modern
kozmolojiye uygulanan sonsuzluk nosyonlar: gibi ince meseleler arasindan
ozenle yol gosteriyor.

Lavine, Shaugham, Understanding the Infinite, Cambridge: Harvard Uni-
versity Press, 1998.

Bu kitapta Lavine sonsuzlugun felsefesini ve tarihgesini kugatan orijinal fi-
kirleri sunuyor. Kisim kisim genel okurun da anlayabilecegi bu kitabin bii-
yiik boliimii ileri matematik bilgisine sahip kisileri hedefliyor.

Rucker, Rudy, Infinity and the Mind, Princeton, NJ: Princeton University
Press, 1995.

Sonsuzlugun pek ¢ok yonii iizerine yazilmig bu giizel kitap, Cantor'un ar-
giimanlann agiklayarak sonsuzlugun tiim bigimlerini farkl bakig agilarin-
dan inceliyor. Bu kitapta Godel'in eksiklik teoremlerinin ¢ok net bir agikla-
masini da bulmak miimkiin.

Russell, Bertrand, Introduction to Mathematical Philosophy, Londra: Ge-
orge Allen and Unwin, 1919.

Baskisi tiikenmig olan bu kitap ¢ogu iyi kiitiiphanede bulunabilir. Dogal sa-
yilarin temellerine dair olaganiistii net bir eser. Yalnizca iig kisa boliimiin ar-
dindan Russell o benzersiz tarziyla sonsuzluk ve tiimevarim konulanna ge-
liyor.

12. Bolam: Iki Gergeklik

Dantzig'in matematigin ne oldugu konusundaki goriislerinin alternatifleri
iizerine pek az kitap var. Agagidakiler yakin gibi, ama bagka goriigler de mak-
bule gegerdi.

Changeux, Jean-Pierre ve Connes, Alain, Conversations on Mind, Matter,
and Mathematics, Ing. gev. M. B. DeBevoise. Princeton, NJ: Princeton
University Press, 1995.
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Bu harika kitap bir biyolog ile bir matematikgi arasinda, matematigin ev-
renselligi ile onu anlayan norobiyoloji iizerine bir sohbet. Okurun matema-
tigin ne oldugu ve bizim onu nasil kavradigimiz sorusuna derinlemesine
niifuz etmesini saglama agisindan bu kitabin bir benzeri yoktur.

Greenberg, Marvin Jay, Euclidean and Non-Euclidean Geometries: Deve-
lopment and History, New York: Freeman, 1993.

Aslen geometri iizerine olan bu kitabin 8. Boliimiinde matematigin ne oldu-
guna dair miikemmel bir agiklama ve aragtirma bulmak miimkiindiir. Bura-
damatematigin gergeklikle baglantisinasildir sorusuna dair bagka ilgili kay-
naklar bulabilirsiniz. Eger Oklit dig1 geometriler hakkinda bilgi sahibi ol-
mak istiyorsaniz, bu kitaptan yararlanabilirsiniz. A¢ik bir dille yazilmigtir
ve okura Oklit dig1 diinyalarin sezgisel bir hissini vermek iizere tasarlanmig
mantikl egzersizlerle doludur.

Lang, Serge, The Beauty of Doing Mathematics: Three Public Dialogues,
New York: Springer-Verlag, 1985.

Unlii matematikgi Serge Lang ile matematikgi olmayan bir izleyici grubu
arasindaki siradigi sohbetlerin bir derlemesi. Sohbeti baglatmak igin Lang
seyirciler arasindaki bir kadina, "Matematik size ne ifade ediyor?" diye so-
ruyor?

Polanyi, Michael, Personal Knowledge: Towards a Post-Critical Philo-
sophy, Chicago: University of Chicago Press, 1974.

Polanyi gegerli bilginin yalnizca kigisellikten tamamen uzak yontemlerle
ifade edilip test edilebilen bilgi oldugu goriisiinii ¢iiriitiiyor.

Wigner, Eugene, "The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the
Natural Sciences",Communications in Pure and Applied Mathematics 13,
No. 1 (Subat 1960).

Sayi'nin bu basiminin 6nsoziinde bahsedilen bu iinlii yazi, matematigin ger-
ceklikle 6znel ve nesnel baglantilarina dair ilging bir bakig sunuyor.
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Isik hiziyla hareket ederken aynaya baksam ne goriiriim?
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dar ilging ve eglenceli oldugunu gostermek. Nitekim bu
amaca bagariyla ulagmig gibi goriiniiyorlar.

Unutmayin ki evren karmagik bir mekanizmaya sahip
muazzam bir diizenektir. Sagduyulu bir evren vatandag,
onu kurcalamadan 6nce igleyisini, kurallarimi, simirlarini an-
lamak igin kullanma kilavuzunu okumay: ihmal etmemeli-
dir. Aksi takdirde bagina geleceklerden —korkung seyler...
Bahsetmek bile istemiyoruz— yayinevimiz sorumlu degildir.
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giiclii ki, evrimi artik sadece bir teori degil, bir olgu olarak
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diigiince ¢ercevesinden bakmaliyiz.

Bu diigiince tarzin1 benimsedigimizde, hamilelik bulanti-
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pargalari haline geliyor. Dahasi, insanin bu yapbozun sadece
kiigiik bir pargasi oldugunu, insana 6zgii sandigimiz pek ¢ok
ozelligin aslinda evrimin siirekliligi icerisinde gogu canlhida -
hatta tekhiicrelilerde bile- goriilebildigini fark ediyoruz; bu
da insanin dogadaki yerine iligkin yanilgilarimizdan siynl-
mamizi saghyor.

Wilson'in yaklagimindaki diger bir kritik nokta da, igbirli-
gi ve dayanigmanin evrim siirecindeki 5nemini vurgulamasi.
Wilson'a gore evrim siireci, uyum giicii en fazla olan birey-
den ziyade en iyi igbirligi yapan, en saglam dayanigmay1 ku-
ran grubun lehinde igliyor. Demek ki baniggil bir diinya o ka-
dar uzak bir hayal degil.

Herkes Igin Evrim, isminin de ifade ettigi gibi herkesin il-
gisini gekecek, herkesin rahatlikla, keyifle okuyabilecegi ve
yararlanabilecegi ufuk agic1 bir kitap.

A
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BILGI AGACI
Insan Anlayiginin Biyolojik Temelleri

Ceviren: Mahir Unsal Erig

yazdig1 Bilgi Agaci, insanin biligsel yetileri hakkindaki ¢1gir
acici kitaplardan biri oldu. Giiniimiizde sinirbilim, evrimci
psikoloji, karmagiklik ve biling alanindaki bilimsel geligme-
lerin cogu bu kitapta anlatilan "biligsel ingacilik" kuramu ta-
rafindan 6ngoriilmiis, dile getirilmigti. Gegen yillar iginde
Amerika'da iiniversite, Sili'de lise seviyesinde ders prog-
ramlarina dahil edilen Bilgi Agaci'nin temel tezi su: "Yap-
mak bilmektir, bilmek yapmaktir."

Yiizyillardir filozoflan dig diinyanin zihinde temsil edil-
mesine dayanan bir ikiciligin ya da tekbenciligin kafesine
girmeye mecbur birakmis olan bilme problemidir bu. Matu-
rana ile Varela, insan zihnini ve bilme fenomenini esasen bir
doga olay: olarak anlamlandirabilecegimizi savunuyorlar.
Gelistirdikleri etkilesime dayal1 "kendi kendini var etme"
(autopoiesis) kavramiyla, bilmenin "digandaki" diinyanin
temsili degil, bizzat yasama siireci i¢erisinde bir diinya orta-
ya koymak demek oldugunu gosteriyorlar. Biiyiik Patla-
ma'dan tekhiicreli canlilarin olusumuna, oradan da dil ve do-
layisiyla biling sahibi varliklar olarak insana kadar uzanan
ufuk agic1 bir yolculuga gikarnyorlar bizi.

Bu yeni bilgi anlayiginin bireysel, toplumsal ve ahlaki
icerimlerine de deginen yazarlar, yolculugun sonunda séyle
diyor: "Yaptigimiz her sey ortak yasam koreografisi iginde
yapisal bir danstir. Iste bu yiizden bu kitapta anlattiklarimiz
sadece bilimsel aragtima kaynagi degil, ayn1 zamanda in-
sanligimiz1 anlamak igin bir kaynaktir."



