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ONSOz

20. yiizyihn baglarinda biiyiik matematik¢i David Hil-
bert bazi 5nemli matematiksel diigiincelerin yapisal olarak
benzer olduklarini fark etmigtir. Ashinda uygun bir ge-
nelleme diizeyinde bunlarin ayni geyler olarak ele alina-
bileceklerini gérmiigtiir. Bu gézlem ve buna benzer diger
gozlemler yeni bir matematik dalinin ortaya ¢ikmasina
yol agmigtir ve bunun temel kavramlarina Hilbert'in adi
verilmigtir. Hilbert uzay1 kavrami, say1 teorisinden kuan-
tum mekanigine kadar, modern matematigin o kadar bii-
yiik béliimiine 151k tutmaktadir ki Hilbert uzay teorisinin
en azindan kiigiik bir kismin1 bilmemeniz durumunda, iyi
egitim gérmiig bir matematikgi oldugunuzu iddia edemez-
siniz.

Peki Hilbert uzay1 nedir? Tipik bir {iniversite matema-
tik dersinde tam bir i¢ ¢arpim uzay1 olarak tanimlanir. Bu
tiir derslere giren &grencilerin, daha &nceki derslerden,
i¢ carpim uzayinin i¢ ¢arpimla donatilmig bir vektér uza-
y1 oldugunu ve uzayin da ancak onun iginde yer alan her
Cauchy dizisinin yakinsamast durumunda tam hale gele-
cegini bilmeleri beklenir. Elbette bu tiirden tanimlarin an-
laml olabilmesi igin 6grencilerin vektdr uzay, i¢ carpim,
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Cauchy dizisi ve yakinsamayi bilmeleri gerekir. Bunlardan
sadece biri (en uzun olani degil) su sekilde verilebilir: Ca-
uchy dizisi dyle bir x, x, x;... dizisidir ki her pozitif say1 €
icin bir N tam sayis1 vardir ve burada N'den daha biiyiik
olan herhangi iki tamsay1 p ve g igin xp’den x'ya olan uzak-
lik en fazla € kadardur.

Ozetle, Hilbert uzayinin ne oldugunu anlayabilmek
icin 6nce birbiriyle hiyerarsik iligkisi olan daha diisiik di-
zeydeki kavramlan 6grenmeniz gerekir. Bu, sasirtici olma-
yan bir gekilde zaman ve ¢aba gerektirir. Ayn1 gey birgok
6nemli matematiksel diigiincenin ¢ogu igin gegerli oldu-
gundan, &zellikle ok kisa olmasi gereken anlagilabilir bir
matematige giris sunmaya ¢abalayan bir kitabin bagarabi-
lecekleri konusunda ciddi bir sinirlama mevcuttur.

Bu giigliigiin etrafindan dolagmanin zekice bir yolunu
bulmaya galismak yerine, matematiksel iletisimdeki degi-
sik bir engel iizerinde yogunlagtim. Teknik olmaktan ¢ok
felsefi olan bu sinirlama, sonsuz, eksi bir sayinin karekokii,
yirmi altinci boyut ve egri uzay gibi kavramlardan mem-
nun olanlari, bunlan rahatsizhik verecek &lgiide paradok-
sal bulanlardan ayirmaktadir. Teknik yénlerine girmeden
bu diigiinceler kargisinda kendini rahat hissetmek miim-
kiindiir ve bunun nasil olabilecegini gésterecegim.

Bu kitabin bir mesaji varsa, bu, soyut diigiinmeyi 6g-
renmenin gerekliligidir. Ciinkii bu yapildiginda bir¢ok fel-
sefi zorluk ortadan kalkar. Soyut yéntemle neyi anlatmak
istedigimi ayrintih olarak ikinci bolimde agiklayacagim.
Birinci boliim daha bilinen ve iligkili bir soyutlama tiiriinii
ele almaktadir: gergek diinya problemlerinden temel 6zel-
likleri ¢ekip gikarmak ve bdylece bunu matematiksel 6zel-
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likler haline déniistiirmek siireci. Bu iki béliim ve aynntily
bir kanitlamanin ne oldugunu tartigngim tigiincii béliim
genelde matematik hakkindadir.

Bundan sonra daha spesifik konulari tartigacagim. Son
bolim matematikten daha ¢ok matematikgiler hakkinda-
dir ve bu yiizden karakter olarak digerlerinden bir olgiide
farklidir. Daha sonrakileri okumadan énce ikinci béliimiin
okunmasini &neririm, fakat bunun diginda kitap miimkiin
oldugu kadar hiyerarsik bigcimde diizenlenmistir: kitabin
sonuna dogru okuyucunun daha énce yer alan her seyi an-
lamas1 ve hatirlamasi gerektigini varsaymayacagim.

Bu kitab1 okumak igin ¢ok az énbilgiye gerek bulun-
maktadir —bir Ingiliz GCSE kursu ya da egdegeri yeterli-
dir— fakat bunu okuyucunun kafasina sokmaya ¢aligmak
yerine, okuyucunun bir 6lgiide ilgisinin oldugunu varsay1-
yorum. Bu yiizden anekdotlar, karikatiirler, {inlem isaret-
leri, kandirmacal bsliim adlar1 ya da Mandelbrot resim-
leri kullanmadim. Ayrica kamuoyunun kafasinda mevcut
matematiksel aragtirmalardaki etkilerinden ¢ok daha fazla
yer tutan ve diger bir¢ok kitapta iyi bir gekilde ele alinan
kaos kurami1 ve Godel teorisi gibi konulardan da kagindim.
Buna kargilik, daha diinyevi konulan ele aldim ve daha
ileri diizeyde nasil anlagilabileceklerini gostermek igin ay-
rintih bigimde tartignm. Diger bir deyisle, geniglik yerine
derinligi hedefledim ve anaakim matematiginin gekiciligi-
ni gostermek icin kendisini ifade etmesine ¢aligtim.

Kitabin yazimi sirasinda verdikleri destek ve gdster-
dikleri konukseverlik igin Princeton Universitesi Clay
Matematik Enstitiisi'ne tesekkiir etmek isterim. Onceki
taslaklart okuduklar icin Gilbert Adair, Rebecca Gowers,
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Emily Gowers, Patrick Gowers, Joshua Katz ve Edmund
Thomas’a tegekkiir bor¢luyum. Onlar genel okuyucu sa-
yilmayacak kadar zeki ve bilgili olsalar da, yazdiklarimin
en azindan matematikgi olmayanlarin bazlan tarafindan
kavranabilir oldupunu bilmek insana giiven veriyor. Bu ki-
taby, giin boyunca ne yaptigim konusunda bir fikir vermesi
umuduyla Emily’ye ithaf ediyorum.
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I. Bolim

MODELLER

Tas nasil firlatihr?

Sakin bir havada diiz bir yerde durdugunuzu ve eli-
nizde miimkiin oldugu kadar uzaga firlatmak istediginiz
bir tag oldugunu varsayalim. Hangi giigle atacaginiz veri
oldugunda, vermeniz gereken en 6nemli karar, tagin eli-
nizden hangi agiyla gikacagidir. Bu ag1 ¢ok yatay olursa,
tagin biiyiik bir yatay hizi olmakla birlikte, oldukga kisa bir
siirede yere degecek ve bu yiizden de ¢ok uzaga gitme san-
s1 olmayacaktir. Ote yandan, tagi ok yiiksege atarsaniz,
siiregte dnemli bir mesafe kaydetmeden havada uzun siire
kalacaktir. Burada bir tiir uzlagima ihtiyag oldugu agiktir.

Newtoncu fizik ve biraz temel matematigin bir bilegi-
mi kullanilarak elde edilebilecek en iyi uzlasim bu kogul-
lar altinda olabilecegini umut ettigimiz kadar belirgindir:
elinizden ¢iktifinda tagin yonii yatayla 45 derece agida
olmalidir. Ayni hesaplamalar, tagin havada yol alirken
bir parabolik egri yoriingesi izleyecegini gdstermekte ve
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elinizi terk ettikten sonra hangi hizla yol alacagin size
soylemektedir.

Bu nedenle, bilim ve matematigin bir bilegimi, tasin
firlatildig1 andan yere indigi ana kadarki tiim davranigini
tahmin etmemize olanak saglamaktadir. Ancak, bunu baz
basitlestirici varsayimlar yapmaya hazir olmamiz duru-
munda gergeklestirmektedir. Bunlarin en énemlisi, tagin
tizerinde etkide bulunan tek giiciin yergekimi oldugu ve
bu giiciin her yerde ayn1 derecede ve yénde oldugu var-
sayimudir. Fakat bu dogru degildir, ¢iinkii hava direncini,
diinyanin kendi etrafinda dénmesini, aydan kaynaklanan
kiigiik bir yergekimsel alani, ne kadar yiiksekte olursaniz
diinyanin yergekimsel alaninin o kadar zayif oldugunu ve

.bu giiciin diinya iizerinde bir yerden digerine yer degistir-

diginizde “dikey asag1” yoniin hafifce degistigini dikkate
almamaktadir. Hesaplamalar1 kabul etseniz bile, 45 dere-
celik ag1 bir diger kapali varsayima, elinizden giktiginda
tagin hizinin yoniine bagh olmadig1 varsayimina dayalidir.
Bu da dogru degildir: ag1 yatay oldugunda tag daha giiglii
sekilde firlatilir.

Bazilan digerlerinden daha ciddi olan bu itirazlarin 1g1-
ginda, hesaplamalar ve bunlar izleyen éngoriilere iligkin
olarak nasil bir tavir alinmalidir? Bir yaklagim, miimkiin
oldugu kadar ¢ok sayida itirazin dikkate alinmas: olabilir.
Fakat daha mantikli bir politika bunun tam tersidir: ne
kadar kesinlik istendigine karar verilmesi ve daha sonra
buna miimkiin oldugu kadar basit yoldan ulagilmaya ¢a-
lisilmast. Deneyimlerinizden basitlegtirici bir varsayimin
verilecek yanit {izerinde yalnizca kiigiik bir etkide buluna-
cagini bilirseniz, bu varsayimda bulunmaniz gerekir.
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Ornegin, tag kiigiik, sert ve makul yogunlukta olursa,
hava direncinin tag tizerindeki etkisi oldukga az olacaktir.
Tagin firlatilmasindan sonraki agida 6nemli bir hata olma-
s1 olast ise, hava direncini hesaba katarak hesaplamalar1
karmagik hale getirmenin anlami yoktur. Bunu dikkate al-
mak isterseniz, gu karar kurali yeterince iyidir: hava diren-
ci ne kadar fazla ise, bunu diizeltmek icin aginiz1 o kadar
diizlegtirmeniz gerekir.

Matematiksel model nedir?

Bir fizik sorununun ¢6ziimii incelendiginde, her zaman
olmasa da genellikle bilimin ve matematikgilerin yaptig1
katkilar arasinda belirgin bir ayrim yapilmasi miimkiindiir.
Bilim insanlari kismen gézlem ve deneyimlerin sonugla-
rina ve kismen de basitlik ve agiklama gibi daha genel
ozelliklere dayali olarak bir teori geligtirirler. Matematik-
giler ya da bilim yapan matematikgiler sonra teorinin saf
mantiksal sonuglarini aragtirirlar. Bazen bunlar teorinin
agtklama getirmek igin tasarlandigi olgulan kesin bigimde
6ngoren rutin hesaplamalarin sonucudur, fakat bazen de
teorinin dngoriileri tiimiiyle beklenmedik éngoriiler ola-
bilir. Bunlar daha sonra deney sonucunda dogrulanirsa,
teorinin lehine etkileyici bir kanit elde edilmis olur.

Bununla birlikte, bilimsel 6ngériiniin dogrulanmast
kavrami bir 6lgiide sorunludur. Bu, tartigmakta oldugum
tiirde basitlegtirme ihtiyacindan kaynaklanmaktadir. Bir
bagka 6rnek vermek gerekirse, Newton’un hareket ve yer-
¢ekimi yasasi, aymi yiikseklikten iki nesneyi biraktiginizda,
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bunlarn (yer diiz ise) yere ayni zamanda diigeceklerini ifa-
de eder. Ilk kez Galileo tarafindan isaret edilen bu olgu,
sezgiye bir 6lgiide terstir. Aslinda, sezgiye ters olmaktan
daha da kétiidiir: bir golf topu ve bir masa tenisi topu ile

1. Ugan bir top L.

2. Ugan bir top II.
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denediginizde, golf topunun yere daha &nce diistiigiinii
goreceksiniz. O zaman Galileo hangi agidan hakhydi?

Elbette, hava direncinden dolay1 bu kiigiik deneyi
Galileo’nun teorisinin g¢iiriitiilmesi olarak kabul etmeyiz:
deneyimler, hava direnci az oldugunda teorinin iyi igledi-
gini gostermektedir. Newtoncu mekanigin éngériilerinin
yanlig oldugu her durumda hava direncini kurtaric1 olarak
isin igine sokmay1 ¢ok uygun bulursaniz, bilime olan inan-
cniz ve Galileo’ya olan hayranhginiz, bir hava boslugu or-
taminda bir tiiylin disiigiinii izlediginizde —gergekten de
bir tagin diigmesi gibi diiger— eski bigimini alir.

Bununla birlikte, bilimsel gézlemler higbir zaman ta-
mamen dogrudan ve kesin olmadigindan bilim ve mate-
matik arasindaki iligkiyi tanimlamanin daha iyi bir yolu-
nu bulmamiz gerekir. Matematikgiler bilimsel kuramlar
diinyaya dogrudan dogruya uygulamazlar. Daha dogrusu,
modellere uygularlar. Model, bu anlamda, incelenmekte
olan diinya pargasinin, kesin hesaplamalarin yapilmasi-
nin miimkiin oldugu, basitlegtirilmig bir versiyonudur. Tag
omeginde, diinya ve model arasindaki iligki Sekil 1 ve 2
arasindaki iligkiye benzer.

Belli bir fiziksel durumu modellemenin birgok yolu
bulunmaktadir ve belli bir modelin diinya hakkinda bize
ne bilgi verebilecegi konusunda karar verirken deneyimle
daha ileri diizeyde teorik diigiinmenin bir bilegimini kul-
lanmaliy1z. Bir model segerken, énceliklerden biri, mode-
lin davraniginin diinyanin gergek, gozlenen davranigina
yakin olmasini saglamaktir. Fakat basitlik ve matematik-
sel zarafet gibi diger faktorler de genellikle nemli olabilir.
Aslinda, verecegim oOrneklerden bazilarinin gosterecegi
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ibi, diinyaya hemen hemen hig benzemeyen ¢ok yararl
mod -l rimev

Bir cift zar atmak

Bir ¢ift zar atarsam ve bunlarin davranigini bilmek is-
tersem, deneyimim bana sorulmasi gergekgi olmayan bazi
sorular oldugunu sdyler. Ornegin, hi¢ kimsenin, elinde
pahali bir teknoloji olsa ve zar bir makine tarafindan atilsa
bile, belli bir zar atiginin sonucunu bana énceden soyle-
mesi beklenemez. Buna kargilik, ‘zardaki sayilarin topla-
minin yedi olma olasilir’ gibi olasilik niteligindeki sorular
genellikle yanitlanabilir ve bu soruya verilecek yanitlar da
genellikle, 6rnegin para icin tavla oynuyorsam yararli ola-
bilir. Ikinci tiir sorular igin, zar atiginin agagidaki otuz alt1
gift sayidan birinin rassal olarak segimi bigiminde temsili
yoluyla bu durum modellenebilir.

(L1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,5  (1,6)
2,1 @2 (23) 24 (2,5 (2,6)
31 (32 33 G4 (3,5 (3,6
“) 42 43 44 45 (40
5,1 (52 (5,3) (5,4) (5,5  (56)
6,1 (62 63) (64 (6,5)  (6,6)

Her ciftin birinci sayist birinci zarin iizerindeki sayiy1
ve ikinci say1 ise ikincisindeki sayiy1 temsil etmektedir. Iki
saymm toplaminin yedi oldugu tam1 tamina alt1 gift say1
bulundugundan zarlarin toplammin yedi olmasi olasilig1
otuz altida alty, yani altida birdir.
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Bu modele, zarlar atildiklarinda Newton yasalarina, en
azindan ¢ok yiiksek bir kesinlik derecesinde uyduklan ve
bu yiizden de yere diisiis bigimlerinin yalnizca rassal oldu-
gu gerekgesiyle kargs1 gikilabilir: aslinda, bu genel olarak
hesaplanabilir. Ancak hesaplamalar olaganiistii Slgiide
karmagik olacagindan ve uygulamaya gore sekil, bilegim,
baglangi¢ hizi ve zarin kendi etrafinda déniigiine iligkin
daha kesin bilgilere dayanmasi gerekeceginden dolay: ‘ge>
nel olarak’ deyimi burada asin zorlamadir. Bu nedenle,
daha karmagik deterministik modelleri kullanmanin hig-
bir avantaji bulunmamaktadir.

Nfus artiginin tahmini

Biyoloji ve ekonomi gibi ‘yumugak’ bilimler, temsil et-
tikleri olgulardan ¢ok daha basit matematiksel modellerle
doludur ya da baz1 yénlerden bilingli olarak bile kesinlik-
ten uzaktir. Fakat yine de bunlar yararhidir ve g1k tutarlar.
Biyolojiden biiyiik ekonomik 6nemi olan bir 6rnek olarak
bir iilkenin 20 yil sonraki niifusunu tahmin etmeyi istedi-
gimizi diigiinelim. Kullanabilecegimiz ¢ok basit bir model,
tiim {ilkeyi bir sayi gifti ile, (¢,P(t)) ile temsil eder. Burada
t zamani P(t) ise t zamanindaki niifusu temsil etmektedir.
Buna ek olarak, dogum ve 6liim oranlarini temsil etmek
icin iki sayimiz, b ve d sayilar1 bulunmaktadir. Bunlar nii-
fusun yiizdesi olarak yillik dogum ve 6liim sayilaridur.

Diyelim ki 2002 yih baginda niifusun P oldugunu bili-
yoruz. Tanimlanan bu modele gére, yil icindeki dogum ve
Sliimler sirastyla bP ve dP olacaktir ve bdylece 2003 yih-
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nin bagindaki niifus P + bP — dP =(1+ b — d)P olacakur.
Bu diisiiniis herhangi bir yil icin gegerlidir. Boylece n + 1
yilinin bagindaki niifus n yihnin bagindaki niifusun (1 +
b — d) ile garpimina egit olacaktir. Diger bir deyisle, her
yilki niifus (1 + b - d) ile carpilmaktadir. Buradan 20 yil
sonrast i¢in (1 + b—d)¥ ile garpilacag1 sonucu gikar ve bu
da ilk soruya bir yanit saglamaktadr.

Bu basit model bile, dogum oraninin 6liim oranindan
biiyiik olgiide yiiksek olmasi durumunda, niifusun ¢ok hiz-
l bir gekilde artacagi konusunda bizi ikna etmeye yete-
cektir. Bununla birlikte, bu modelin tahminlerini dogru
yoldan ¢okga saptiracak gergekdigi yonleri de bulunmak-
tadir. Ornegin, dogum ve 5liim oranlarinin 20 yil boyunca
ayni kalacag1 varsayimi ok makul degildir. Ciinkii geg-
migte tiptaki ilerlemeler, yeni hastaliklar, kadinlarin do-
gum yaptiklar ortalama yagtaki artiglar, vergi tegvikleri ve
ara sira meydana gelen biiyiik 6lgekli savaglar gibi sosyal
degisimlerden ve siyasal olaylardan etkilenmigtir. Dogum
ve 6liim oranlarinin zaman iginde degigkenlik géstermesi-
ni beklemeye yol agan bir diger neden de iilkedeki insan-
larin yaglarinin oldukga dengesiz dagiimidir. Ornegin, 15
yil &nce biiyiik bir dogum patlamas: yasanmgsa, 10-15 yil
sonra dogum oraninin yiikselmesi beklenebilir.

Bu yiizden, diger faktorleri modelin igine katarak mo-
deli karmagik hale getirmek gekici olabilir. Zaman igin-
de b(t) ve d(t) oranlan degiskenlik gosterebilir. Niifus
biiyiikliigiini temsil eden tek bir P(t) sayisi yerine, gesit-
li yag gruplarinda kag kisi oldugunu bilmek isteyebiliriz.
Gelecekteki dogum ve 6liim oranlarinin ne olabilecegini
tahmin etmek igin bu yag gruplarindaki sosyal tavirlarin
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ve davraniglarin miimkiin oldugu kadar bilinmesi de ya-
rarli olacaktir. Bu tiirden istatistiksel bilgilerin saglanmasi
yiiksek maliyetli ve zor olabilir, fakat elde edilen bilgiler
yapilacak tahminleri 6nemli lgiide iyilegtirir. Bu neden-
le, higbir model digerlerinden daha iyi gériinmemektedir.
Dolayistyla, bir modelden mantiken istenebilecek en iyi
sey, kogullu tiirden tahminlerdir: diger bir deyisle, gercek-
legtiklerinde toplumsal ve siyasi degisimlerin etkilerinin ne
olacagini gésteren tahminler.

Gazlarin davranigi

[k defa Daniel Bernoulli tarafindan 1738’de ortaya
atilan ve 19. yiizyilin ikinci yarisinda Maxwell, Boltzmann
ve digerleri tarafindan gelistirilen gazlarin kinetik teorisi-
ne gore, gaz hareket eden molekiillerden olugmustur ve 1s1
ve basing gibi 6zelliklerinden ¢ogu bu molekiillerin istatis-
tiksel dzellikleridir. Ornegin, 1s1 bunlarin ortalama hizlari-
na kargilik gelmektedir.

Bunu aklimizda tutarak, kiip bigimindeki bir kutu igin-
de tutulan gazin modelini geligtirelim. Elbette kutu bir kiip
biciminde temsil edilmelidir (yani, fiziksel degil de mate-
matiksel kiip) ve molekiiller ¢ok kiigiik olduklarindan
bunlarin kiip igindeki noktalarla temsil edilmesi dogaldur.
Bu noktalarin hareket ettikleri varsayilir. Dolayisiyla, bun-
larin hareketini yoneten kurallara karar vermemiz gerekir.
Bu noktada baz tercihler yapmak durumundayiz.

Kutunun iginde tek bir molekiil olsaydi, tek bir kesin
kural olacaktt: bu sabit bir hizla hareket eder ve kutunun
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duvarlarina ¢arpinca geriye sigrardi. Bu modeli genelleme-
nin diigiiniilebilir en basit yolu N adet molekiilii almaktir.
Burada N biiyiik bir sayidir. Bunlarin aralarinda kesinlikle
higbir etkilegim olmadigini ve hepsinin bu sekilde davran-
digin1 varsayalim. N-molekiillii modeli baglatabilmek iize-
re bu molekiiller igin, daha dogrusu bunlan temsil eden
noktalar igin baglangic konumlarina ve hizlarina karar
vermemiz gerekir. Bunu yapmanin iyi bir yolu bu segimin
rassal olarak yapilmasidir, glinkii gergek gazin iginde belli
bir zamanda molekiillerin dagilmalar ve birgok yénde ha-
reket etmeleri beklenebilir.

Kiip igindeki rassal bir nokta ile ya da rassal yon ile
neyin anlatildigini ifade etmek zor degildir, fakat hiz 0’dan
sonsuza kadar herhangi bir deger alabilecegi i¢in hizin ras-
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3. Gazin iki boyutlu modeli.
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sal olarak segimi daha belirsizdir. Bu zorlugu ortadan kal-
dirmak igin tiim molekiillerin ayni1 hizla hareket ettikleri
bigimindeki, fiziksel olarak makul olmayan varsayimi ve
yalnizca baglangig konumlarinin ve yénlerinin rassal ola-
rak segildikleri varsayimini yapalim. Ortaya ¢ikan modelin
iki boyutlu versiyonu Sekil 3’te gosterilmistir.

N molekiillerimizin birbirinden tiimiiyle bagimsiz ola-
rak hareket ettikleri varsayimu bir diger agir1 basitlestir-
medir. Bu durum, érnegin, gazin yeterince diisiik 1silarda
nigin stv1 haline geldigini anlamada bu modelin hig kulla-
nilamamasi anlamina gelmektedir: eger modeldeki nokta-
lar1 yavaglatirsaniz, ayni, fakat daha yavag igleyen modeli
elde edersiniz. Bununla birlikte, bu model gergek gazlarin
davranuglarinin biiyiik boliimiini aciklar. Omegin, kutuyu
giderek kiigiilttiigiimiizii diigtinelim. Molekiiller ayn1 hiz-
la hareket etmeyi siirdiirecek, fakat simdi kutu daha kii-
¢iik oldugundan duvarlara daha sik garpacak ve ¢arpacak
daha az duvar olacaktir. Bu iki nedenden dolayi, duvarin
belli bir alaninda saniyedeki ¢arpigma sayist daha yiiksek
olacaktir. Bu garpigmalar gazin yaptig1 basinci olugturur,
bu nedenle gaz1 daha kiigiik bir hacme sikigtirmaniz du-
rumunda —gozlemlerin de dogruladigi gibi— basincinin
artmast muhtemeldir. Benzer bir diigiince, gazin hacmini
artirmadan 1sisin1 artirdiginizda basincinin da nigin artoigs-
n1 agiklar. Basing, 1s1 ve hacim arasindaki sayisal iligkilerin
nasil olacagini belirlemek ¢ok zor degildir.

Yukarnidaki model kabaca Bernoulli'nin modelidir.
Maxwell'in bagarilarindan biri, baglangig hizlarimin daha
gergekgi olarak nasil segilecegi sorununu ¢ézen giizel bir
teorik diigiinceyi kegfetmesi olmugtur. Bunu anlayabilmek
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i¢in, molekiillerin etkilesimde bulunmadiklari bigiminde-
ki varsayimimuzi terk ederek ige baglayalim. Bunun yerine,
zaman zaman, bir gift kiigiik bilye topu gibi carpistiklarini
ve bu ¢arpismadan sonra enerjinin sakinimi ve moment
yasalarina bagh olarak, rassal fakat bagka hizlarda ve bas-
ka yonlerde gideceklerini varsayacagiz. Elbette, bunlar
hacimsiz tek noktalar olduklarinda bunu nasil gergek-
lestireceklerini gérmek kolay degildir, fakat tartigmanin
bu béliimii yalmizca molekiil hizlan ve yonlerindeki ras-
salhgin informel olarak hakli gosterilmesi igin gereklidir.
Maxwell'in bu rassalliga iliskin olarak akla ¢ok yatkin iki
varsayimi, bunun zaman iginde degismeyecegi ve yonler
arasinda ayrim yapmayacagi bigimindeki varsayimlardir.
Kabaca soylersek, bu varsayimlardan ikincisi, d, ve d, iki
yon ve s belli bir hiz oldugunda, bir partikiiliin d, yéniinde
s hiziyla hareket etme olasiliginin d, yoniinde s hiziyla ha-
reket etme olasihpiyla ayn1 olmast anlamina gelir. Sagirtict
bir sekilde, bu iki varsayim hizlarin nasil dagilmas: gerek-
tiginin kesin bigimde belirlenmesi igin yeterlidir. Diger bir
deyisle, bu varsayimlar, hizlar rassal olarak segmek ister-
sek, bunu yapmanin tek dogal yolu oldugunu ifade eder.
(Bunlar normal dagilima gore tahsis edilmelidir. Bu dagi-
lim, {inlii ‘gan egrisini’ {ireten dagilimdir ve matematiksel
ve deneysel birgok degisik ortamda ortaya gikar.)

Hizlan segtikten sonra molekiiller arasindaki etkile-
simleri bir kenara birakabiliriz. Bunun sonucunda, biraz
daha iyilegtirilmig model ilk modelin birgok eksikligini
paylagir. Bu eksiklikleri kargilamak igin, etkilegimleri bir
lgiide modellegtirmekten bagka yol yoktur. Etkilegen par-
tikiillerin ¢ok basit modellerinin bile gagirtic1 bir gekilde
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davrandiklan ve oldukga zor, ashinda ¢ogu ¢dziilmemis
matematiksel sorunlan ortaya gikardiklan gériilmektedir.

Beyinlerin ve bilgisayarlarin modellenmesi

Bilgisayar da birbiriyle etkilegen birgok basit pargadan
olugmus bir toplam olarak diisiiniilebilir ve biiyiik dlgiide
bu nedenden dolay1 teorik bilgisayar bilimi ¢6ziilmemig
énemli problemlerle doludur. Yanitin1 bulmak isteyece-
gimiz tiirden sorulara iyi bir 6rnek olarak gu verilebilir.
Birisinin p ve q gibi iki asal say1 aldipin1 ve bunlan carp-
tiktan sonra sonucun pq oldugunu sdyledigini varsayalim.
Bundan sonra sirasiyla her asal sayiy1 alarak ve pqg'ya esit
olup olmadigini aragtirarak p ve ¢’'nun ne oldugunu aras-
trabiliriz. Ornegin, size bu say1 91 olarak verilmigse, hizli
bir sekilde bunun 2, 3 ya da 5’in katlan olmadigini ve daha
sonra da 7 x 13’e esit oldugunu belirleyebilirsiniz.

Fakat p ve q ¢ok biiyiikse —diyelim her biri 200 basa-
makli ise—, bu deneme-yamilma yéntemi, giiglii bir bilgi-
sayarin yardimiyla bile, tahmin edilemeyecek kadar uzun
zaman alacaktir. (Bu giigliige iligkin bir fikir edinmek igin
carpimi 6901 olan iki asal say1 ve garprmi 280123’ii veren
iki say1 bulmaya ¢ahgin.) Ote yandan, bu problemi ele al-
manin ¢ok daha akillica bir yolu, problemin ¢éziimiiniin
¢ok uzun siirmeyecegi bir bilgisayar programinin teme-
li olarak kullanilabilecek bir yol disiiniilebilir. Bdyle bir
yontem bulunabilirse, internette ya da bagka bir yerdeki
modern giivenlik sistemlerinin temelini olugturan kodla-
rin kinlmasina olanak verecektir. Bu kodlarin sifrelerinin

23



4. Basit bir bilgisayar programu.

24



¢oziilmesinin giigliigii, biiyiik sayilarin faktérlerine ay-
rilmasindaki giigliige baghdir. Bu yiizden, p ve ¢'nun pq
¢arpimindan hesaplanmasinda kullanilabilecek hizli ve
etkin bir prosediiriin mevcut olmadigin1 géstermenin bir
yolu bulunabilirse, bu giiven verici olacaktir. Ne yazk ki,
bilgisayarlar hangi isler igin kullanilabildikleri konusunda
bizi siirekli olarak sagkinhiga diigiirseler de, neleri yapama-
yacaklan konusunda hemen higbir sey bilinmemektedir.

Bu problem iizerinde diigiinmeye baglamadan 6nce, bil-
gisayann matematiksel olarak temsil etmenin miimkiin ol-
dugu kadar basit bir yolunu bulmamiz gerekir. Sekil 4 bunu
yapmanin en iyi yollarindan birini géstermektedir. Bu, bir-
birine kenarlar ad1 verilen dogrularla baglanmig diigiim ta-
bakalanindan olugmaktadir. En iist tabakada, O ve 1’lerin
bir dizisinden olugan ‘girdi’ yer almakta ve en alt tabakada
ise bir diger O ve 1'ler dizisi olan ‘¢iktt’ yer almaktadir. Dii-
giimler VE, VEYA ve DEGIL ad1 verilen iig tiirdedir. Bu
kapilardan her biri yukaridan gelen kenarlardan bazi 0 ve
I'leri almaktadir. Ne aldiklarina bagh olarak su basit kural
uyarinca kendileri de O ve 1’leri gondermektedir: bir VE ka-
pist 1'den bagka bir sey almamigsa, o zaman yalnizca 1’leri
gondermekte ve tersi durumda O'lan géndermektedir: eger
bir VEYA kapisi 0'lardan bagka bir sey almamigsa 0’lan gén-
dermekte ve diger durumda 1'leri géndermektedir; yalnizca
bir kenarin yukanidan DEGIL kapis: girisi yapmasina izin
verilmekte ve bu kapi eger O almigsa 1'leri gondermekte,
I’leri almigsa O’lan géndermektedir.

Kenarlarla baglanmig kapt sirasina devre ad1 verilmek-
tedir ve anlattifim gey hesaplamanin devre modelidir. ‘He-
saplama’nin uygun bir sdzciik olmasinin nedeni, devrenin
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0 ve llerin bir dizisini almasi ve bunun énceden belir-
lenmig bir kurala gore bir digerine déndgtiiriilmesi olarak
diigiiniilebilmesidir. Devre gok biiyiik oldugunda bu iglem
¢ok karmagik olabilmektedir. Bilgisayarlar bu dizileri bi-
zim anlayabilecegimiz, yiiksek diizey programlama dilleri,
pencereler ve ikonlar vb. ¢ikig ve giris formatlarina déniis-
tiirseler de, bilgisayarlarin da yaptig1 sey budur. Herhangi
bir bilgisayar programini 01 dizilerini tam da bu kurallara
gore doéniigtiiren bir devre bigimine déniigtiirmenin olduk-
¢a basit bir yolu (teorik agidan tabii — bunu uygulamada
yapmak bir kabus olacaktir) ortaya gtkmaktadir. Bundan
bagka, bilgisayar programlarinin 6nemli 6zelliklerinin kar-
siliklar1 ortaya gikan devrelerde mevcuttur.

Ozellikle, devredeki diigiimlerin sayisi bilgisayar prog-
raminin ¢aligma siiresine kargihk gelmektedir. Bu yiizden
01 dizilerini belli bir sekilde déniistiirmek igin gok biiyiik
bir devreye ihtiyag oldugu gosterilebilirse, ok uzun siire
caligacak bir bilgisayar programina ihtiyag duyulacag: da
ortaya konmug olur. Devre modelini kullanmanin bilgisa-
yarlan dogrudan analiz etmeye gére avantaji, matematik-
sel agidan, devrelerin daha basit, daha dogal ve iizerinde
diiginmenin daha kolay olmasidir.

Devre modelinde kiigiik bir degisiklik, beynin yararh
bir modelini ortaya gikaracaktir. Simdi O ve 1’ler yerine O
ve 1 arasindaki sayilarla temsil edilebilen gesitli giiglerdeki
sinyaller bulunmaktadir. Néronlara ya da beyin hiicrele-
rine kargihk gelen kapilar da farklidir, fakat yine de gok
basit bir sekilde davranirlar. Her biri diger kapilardan baz
sinyaller alir. Bu sinyallerin toplam giicii —yani, kargilik ge-
len tiim sayilarin toplami— yeterince biiyiik ise, kap1 belli
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giicteki kendi sinyalini génderir. Tersi durumda génder-
mez. Bu bir néronun ‘ategleme’ yapip yapmama kararina
kargilik gelir.

Bu modelin beynin tiim karmagikligin1 kavrayabilmesi-
ne inanmak zor olabilir. Ancak, bu kismen ne kadar kapi
olmasi gerektigi ya da bunlarin nasil diizenlenmesi gerek-
tigi konusunda bir gey sdéylememis olmamdan kaynaklan-
maktadir. Tipik bir insan beyni ¢ok karmagik bir gekilde
diizenlenmis yaklagtk 100 milyar néronu igerir ve beyne
iligkin mevcut bilgilerimizle daha fazlasini séylememiz, en
azindan daha ayrintili olarak séylememiz miimkiin degil-
dir. Bununla birlikte, modern beynin nasil ¢aligabilecegine
iligkin teorik bir gergeve sunar ve insanlarin beynin benzer
davraniglarini simiile etmelerine olanak saglamigtir.

Haritalarin renklendirilmesi ve zaman
tarifelerinin hazirlanmasi

Bolgelere ayrilmug bir harita hazirlamakta oldugunuzu ve
bolgelerin renklerini segmek istediginizi diistinelim. Miim-
kiin oldugu kadar az renk kullanmak istiyorsunuz, fakat
komsu iki bélgenin ayni renkte olmasini istemiyorsunuz.
Simdi de {iniversitede modiillere béliinmiig bir ders i¢in za-
man gizelgesi hazirladigini diigiinelim. Dersler igin miimkiin
olan saat sayisi kisith oldugundan bazi modiiller digerleriyle
catigmak durumunda kalacakar. Elinizde hangi 6grencinin
hangi modiilii aldigina iligkin bir listeniz var ve saatleri o
sekilde segmek istiyorsunuz ki iki modiil ancak her ikisini
de segen hig kimse olmadiginda gatigmaktadir.
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Bu iki problem birbirinden oldukga farkli gériinmek-
tedir, fakat uygun bir modelin se¢imi, matematik bakig
agisindan bunlarin ayni oldugunu géstermektedir. Her iki
durumda da bir seylere (renkler, saatler) tahsis edilmesi
gereken bazi nesneler (iilkeler, modiiller) bulunmaktadir.
Bazi nesne ciftleri, ayn1 tahsisi almalarnna izin verilmeleri
anlaminda birbiriyle uyumsuzdur (komsu tilkeler, ¢atigma-
masi gereken modiiller). Aslinda, bu problemlerin higbi-
rinde nesnelerin ne oldugu ve bunlara nelerin tahsis edil-
digiyle ilgilenmedigimizden, bunlar noktalar olarak temsil
edebiliriz. Hangi nokta ciftlerinin birbiriyle uyumsuz ol-
duklarini géstermek igin bunlari dogrularla birlegtirebi-
liriz. Bazilan dogrularla birlegtirilmig noktalarin toplamu,
grafik olarak bilinen bir matematiksel yapidir. Sekil 5 bu-
nun basit bir 6regini géstermektedir. Grafikteki noktala-
ra kogeler ve dogrulara da kenar adi verilmesi aligkanliktir.

Problemi bu gekilde gésterdikten sonra, her iki durum-
da da gorevimiz kégeleri o kadar ¢ok kiigiik sayida gruba

5. 10 kogesi ve 15 kenar olan bir gekil.
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bélmektir ki higbir grup bir kenarla birlegtirilmis iki kenar
icermesin. (Sekil 5’teki grafik bu tiirden iki gruba degil, g
gruba aynlabilir). Bu, modellerin miimkiin oldugu kadar
basit yapilmast igin ¢ok iyi bir diger nedeni olugturmak-
tadir: sansliysaniz, aym1 model birgok farkh olgunun ayni
anda incelenmesinde kullanilabilir.

‘Soyut’ s6zcligliniin gesitli anlamlari

Bir model tasarlarken, ele alinan olgunun yalnizca
onun davraniginin anlagilmasinda énemli olan 6zellikleri
soyutlanarak olguya iliskin miimkiin oldugu kadar ¢ok sey
goz ard1 edilmeye gahgilir. Tartisngim 6rneklerde taglar
tek noktalara, iilkenin tiim niifusu tek bir sayiya, beyin
¢ok basit matematiksel bir kurala uyan kapilar agina ve
molekiiller arasindaki etkilegimler higbir seye indirgenmis-
tir. Ortaya gikan matematiksel yapilar modellenen somut
yapilarin soyut gésterimidir.

Matematik bu iki anlamda soyut bir konudur: soyut-
lananlar bir problemin énemli 6zellikleridir ve matematik
somut olmayan ve elle tutulamayan nesneleri ele alir. Son-
raki boliimde, 6nceki kesimdeki 6megin bize bir fikir vermis
oldugu, matematigin daha derin bir soyutlama anlami ele
ahinacaktir. Grafik, birgok kullanim alani olan ¢ok esnek bir
modeldir. Ancak grafikleri inceledigimizde bu kullanimlan
akilda bulundurmamiz gerekmemektedir: yine noktalarin
bolgeleri, dersleri ya da gok farkh bir geyi temsil edip etme-
mesi 6nemli degildir. Bir grafik teorisyeni gergek diinyanin
tiimiiyle digina gikabilir ve saf soyutlama diinyasina girer.
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I1. Boliim

SAYILAR VE SOYUTLAMA

Soyut yontem

Birkag y1l 6nce Times Literary Supplement’ta yayinlanan
bir inceleme su paragrafla baghyordu:

0x0=0velx1 =1 veri oldugunda, kendi kareleri
olan sayilarin mevcut oldugu sonucu ortaya gikar. Fakat
bundan da sayilarin oldugu ortaya gikar. Dogal bir basit-
ligin tek bir adimiyla elementer matematikten gagirtici ve
ok tartigmah bir felsefi sonuca ilerlemig bulunuyoruz: sa-
yilarin mevcut oldugu sonucuna. Bunun ¢ok daha giig bir
sey oldugunu diigiinmiis olmalsiniz.

Jerrold J. Katz'in yazdig1 Redlistic Rationalism
adh kitap igin A.W. Moore’un yazdig
degerlendirme yazis;, T.L.S., 11 Eyliil 1998.

Bu diigiince birgok yonden elestirilebilir, fakat kitabi
degerlendiren kisi de dahil olmak iizere, hi¢ kimsenin onu
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ciddiye almasi olasi degildir. Bununla birlikte, sayilarin
mevcut olup olmadip1 sorusunu ciddiye alan felsefeciler
elbette bulunmaktadir ve bu onlar, sayilarin mevcut ol-
masini dogal olarak kargilayan ya da sorulan soruyu anla-
mayan bazi matematikgilerden ayirmaktadir. Bu béliimiin
esas amacl, goriiniiste 5Snemli olan bu sorunu matematik-
cilerin nasil mutlu bir sekilde géz ardi edebildiklerini, hat-
ta etmeleri gerektigini agiklamaktir.

Satrang oyununa iligkin paralel bir argiimana bakugi-
mizda, sayilarin mevcudiyetine iligkin ‘dogal basitlik’ ar-
giimaninin sagmahg1 ¢ok agik hale gelir. Satrangta siyah
sahin bazen bir karede capraz hareket etmesine izin veril-
mesi, bazen bir kare ¢apraz hareket etmesine izin verilen
satrang taglarimin oldugunu ortaya koyar. Fakat bundan
da satrang taglar1 oldugu sonucu gikar. Elbette, bunun-
la insanlarin bazen satrang taglar1 yaptiklar bigimindeki
diinyevi ifadeyi kastetmiyorum — ne de olsa bu taglar ol-
madan da satrang oyunu oynanabilir. Fakat ¢ok daha ‘sa-
sirticy’ felsefi sonucu, satrang taglarinin fiziksel belirtilerin-
den bagimsiz olarak var olduklarin1 anlatmak istiyorum.

Satrangta siyah gah nedir? Bu tuhaf bir sorudur ve
bunu ele almanin en tatmin edici yolu, bunun bir 8lgii-
de yanindan dolagmak olarak gériinmektedir. Bir satrang
tahtasina igaret ederek oyunun kurallarini anlatmaktan,
bunu yaparken de belki siyah gaha 6zellikle dikkat ¢ek-
mekten bagka ne yapilabilir? Siyah gaha iligkin olarak
énemli olan onun varligi veya igsel dogas: degil, oyunda
oynadign roldiir.

Bazen ifade edildigi gibi, matematikteki soyut yontem,
matematiksel nesnelere karsi benzer bir tavir gésterildigi

32



zaman ortaya ¢ikan geydir. Bu tavir gu sloganla 6zetlenebi-
lir: bir matematiksel nesne yaptii seydir. Benzer sloganlar
dil felsefesinde bircok kez goriilmiistiir ve bunlar olduk-
ca tartigmali olabilmektedir. Buna sirastyla Saussure ve
Wittgenstein'dan iki 6rnek olarak sunlar verilebilir: ‘Dilde
yalnizca farkhliklar vardir’ ve ‘Bir s6zciigiin anlami onun
dildeki kullanimidir’. Bunlara mantiksal pozitivistlerin to-
parlayic1 su haykiriglar1 eklenebilir: ‘Bir ifadenin anlamu,
onun kanitlanma yéntemidir.” Eger bu s6ylediklerimi fel-
sefi nedenlerden dolay1 hog bulmuyorsaniz, 0 zaman bunu
dogmatik bir ifade olarak degil de, bazen benimsenebile-
cek bir tavir olarak kabul edin. Aslinda, géstermeyi {imit
ettigim gibi, yiiksek matematigi diizgiin bir sekilde anla-
mak istiyorsak, bunun benimsenebilmesi énemlidir.

Taslar olmayan satrang

Benim argiimanim ona baglh olmamakla birlikte, sat-
rancin ya da benzer bir bagka oyunun bir grafik araciligiyla
modellenebilecegini gérmek sagirticidir. (Grafikler 6nceki
boliimiin sonunda anlatilmigt1.) Grafigin koseleri oyunda-
ki miimkiin konumlar temsil etmektedir. Eger oyun sira-
st P konumunda gelen kisi Q konumuyla sonuglanan bir
mesru hareket yaparsa, P ve Q kogeleri bir kenar ile birleg-
tirilir. Tekrar (Q’dan P’ye geri gitmek miimkiin olamayabi-
lecegi igin, bu kenarlarin yonlerini belirtmek igin bunlarin
tistlerinde oklarin olmasi gerekir. Baz1 kogelerde beyazin,
digerlerinde de siyahin kazandig1 kabul edilir. Oyun belli
bir kosede baglar ve bu kége oyunun baglangig konumuna
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6. Oyuna beyaz baglar ve kazanma stratejisine sahiptir.

kargihk gelir. Sonra oyuncular kenarlar boyunca ilerlemek
icin sirayla oynarlar. Birinci oyuncu beyazin kazandig1 ko-
selerden birine ulagmaya galigmakta ve ikinci oyuncu siya-
hin kazandigh kégelere ulasmaya ¢aligmaktadir. Bu tiir bir
oyunun ¢ok daha basit bir bigimi Sekil 6’da gésterilmistir.
(Bu oyunda beyazin bir kazanma stratejisine sahip oldugu
kolaylikla goriilebilir.)

Satrancin bu grafik modeli, ¢ok fazla sayida miimkiin
satrang konumundan dolayy, ortaya ¢ikan oyunun satrancin
tam olarak egdegeri olmasi anlaminda miikemmeldir. Bu-
nunla birlikte, bunu anlatirken higbir zaman satrangtan s6z
etmedim. Bu bakig agisiyla, siyah sahin mevcut olup olma-
diginin sorulmasi gok tuhaf gériinmektedir; satrang tahtast
ve taglar, devasa bir grafikte yer alan gagirtic1 sayidaki koge
ve kenarlar konusunda diiginmemize yardim eden uygun
diizenleme ilkeleridir. ‘Siyah sah denetim altinda’ dersek,
bu bize oyuncularin bunlardan birine ulagtiklarini séyleyen
cok fazla sayidaki koselerden birini belirten bir ifadenin ki-
saltilmig bigiminden bagka bir sey degildir.
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Dogal sayilar

‘Dogal’ deyimi matematikgilerin 1, 2, 3, 4,... gibi bildik
sayilara verdigi addir. Bunlar matematiksel nesnelerin en
temel olanlar1 arasindadir, fakat bizi soyut bigimde diisiin-
meye tegvik etmezler. Sonugta 5 gibi bir sayinin ne yapug
konusunda ne s6ylenebilir? Bu say1 bir satrang tagt gibi ha-
reket etmez. Buna kargilik, igsel dogasi, Sekil 7'deki resme
baktigimizda hemen kavradigimiz bir tiir saf beglige sahip
goriinmektedir.

Bununlabirlikte, biiyiik sayilar ele aldigimizda, bu netlik
daha azdir. Sekil 8 bize 7, 12 ve 47 sayilarin1 g&stermektedir.
Belki de bazi kisiler birinci resimdeki yediligi aninda kav-
rarlar, fakat ‘dig noktalar bir altigen olugturuyor, bu yiizden
merkezdekiyle birlikte 6 +1 = 7’yi elde ederiz’ tiiriinden bir
diistince aklimizdan geger. Benzer gekilde, 12 de muhteme-
len 3 x 4 ya da 2 x 6 olarak diigliniilecektir. 47’ye gelince,
ornegin, 46'nin tersine, bu sayidaki nesne grubuna iligkin

7. Beg kavramu.
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8.7, 12 ve 47i (iki kez) gdstermenin yollarn.

olarak &zellikle ayirt edici bir sey bulunmamaktadir. Bunlar
7 x 7 gibi iki noktas1 eksik bir 1zgara bigiminde diizenlenirse,
orada kag tane oldugunu hemen soyleyebilmek igin 7 x 7 —
2 = 49 — 2 = 47e iliskin bilgimizi kullanabiliriz. Eger bu
yapilmazsa, bunlan saymak diginda fazla segenegimiz olmaz,
bu defa 47’yi 46’dan sonra gelen say1 ve bu sayiy1 da 45’ten
sonra gelen say1 olarak disiiniiriiz ve bu boyle siiriip gider.

Diger bir deyisle, sayilan izole edilmis nesneler olarak
diistinmeyi birakarak onlan 6zellikleri aracihigiyla, diger
sayilarla iligkileri araciligiyla ve bir say: sistemindeki rolleri
yoluyla kavramaya baglamadan 6énce bunlarin ¢ok biiyiik
olmalan gerekmez. Sayinin ne ‘yaptigi’'mi sdylerken bunu
anlatmak istiyorum.

Simdi agikhiga kavugmaya bagladig: gibi, say1 kavrami
aritmetik toplam ve ¢ikarma iglemleriyle yakindan ilig-
kilidir: drnegin, aritmetige iligkin bir fikri olmayan biri
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1.000.000.017 gibi bir sayinin anlamini kavramakta zorluk
gekebilir. Say1 sistemi yalnizca bir sayilar toplami degildir,
fakat aritmetik iglemin kurallariyla birlikte bir sayilar top-
lamidir. Soyut yaklagimi 6zetlemenin bir yolu da sayilarin
kendileri degil, kurallar tizerinde diistinmektir. Bu bakig
agisiyla sayilar bir tiir oyundaki simgelerdir (veya belki de
bunlara sayaglar demeliyiz).

Kurallarin ne olduguna iligkin bir fikir edinebilmek
i¢in basit bir matematiksel soruyu ele alahm: 38 x 263 =
9994 olduguna inanmak isteyen biri ne yapmalidir? Cogu
kisi muhtemelen bir hesap makinesinde bunu kontrol ede-
cektir, fakat bu herhangi bir nedenle miimkiin olmazsa, o
zaman goyle bir akil yiiriitecektir.

38 x263 =30 x 263 + 8x 263
=30x200+30x60+30x3 +8x200+8x60+8x3
= 6000 + 1800 + 90 + 1600 + 480 + 24
= 9400 + 570 + 24
= 9994

Ama bu adimlarin bu kadar belirgin bigcimde dogru
goriinmesinin nedeni nedir? Ornegin, bir kigi 30 x 200
= 6000 olduguna nigin aninda inanir? 30’un anlami 3 x
10’dur ve 200’iin anlam1 2 x (10 x 10)’dur, bu yiizden de
30x200 = (3x10) x (2 x (10 x 10)) oldugu konusunda
tam bir giivenimiz vardir. Fakat bu nigin 6000°dir?

Normal olarak hi¢ kimse bu soruyu sorma zahmetine
katlanmaz, fakat eger birisi sorarsa gdyle diyebiliriz,

(3x10)x (2x(10x10)) = 3x2) x (10x 10x 10) = 6 x 1000 = 6000
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Bu konuda tam olarak diigiinmeden, ¢arpma hakkinda
agina oldugumuz iki olguyu kullaninz: iki sayiy1 garptigi-
nizda bunlarin nasil paranteze alinacaklan hig fark etmez.
Ormnegin, 7x 8 = 8 x 7'dirve 31x34) x 35 = 31x (34 x
35)’tir. Bu iki 6rnegin ikincisindeki ara hesaplamalarin pa-
rantezden kesin olarak etkilendigine dikkat ediniz — fakat
nihai cevabin aymi olacagini bilmekteyiz.

Bu iki kural ¢arpmanin degisme ve birlesme kurali ola-
rak adlandirilir. Simdi, bu ikisi dahil olmak iizere, toplama
ve gikarma yaparken genellikle kullandigimiz birkag kura-
lin bir listesini vereyim.

Al Toplamada degigme kurali: herhangi a ve b sayilan
icina+b=>b+ a'dr.

A2 Toplamada birlesme kurali: herhangi a, b ve ¢ sayilan
icina+ (b + ¢) = (a+ b) + dir.

M1 Carpmada degisme kurali: herhangi a ve b sayilan
icin ab = ba'dir.

M2 Carpmada birlesme kurali: herhangi a, b ve c sayilan
icin a(bc) = (ab)c’dir.

M3 1 sayist garpimda 6zdestir: herhangi bir a sayis igin
la = a'dir.

D Dagilma kuralt: herhangi a, b ve c sayilanigin (a + b)
¢ = ac + bc'dir.

Bu kurallari, bunlarin kendi iginde ilging olduklarina
sizi ikna etmek icin degil, bunlarin oldukg¢a basit mate-
matik ifadeler olmalarina ragmen diigiincemizde oynadik-
lar1 role dikkatinizi gekmek amaciyla siraladim. 2 x 3 =
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6 olduguna iligkin giivenimiz muhtemelen gu tiirden bir
goriintiiye dayanmaktadr.

* * *

Ote yandan, 38 x 263 = 9994 oldugunu gostermek
istedigimizde dogrudan bir yaklagim s6z konusu degildir.
Bu yiizden, bu daha karmagik olgu konusunda degigme,
birlesme ve dagitim kurallarim1 kullanarak tiimiiyle farkh
bicimde diisiiniiriiz. Bu kurallara uyarsak, sonuca da ina-
niriz. Dahasi, 9994 nesnenin nasil gériinecegine iligkin ke-
sinlikle hi¢bir gérsel diigiincemiz olmasa bile buna inaniriz.

Sifir

Tarihsel olarak, sifir sayis1 diigiincesi pozitif tamsayilar-
dan daha sonra ortaya gikmugtir. Bu say1 birgok kigiye su
tiirden ilham verici sorulara yol agan gizemli ve paradoksal
bir kavram olarak goriinmiistiir: ‘Bir sey nasil var olur ve
bununla birlikte higbir sey olmaz?’ Ancak soyut bakis agisty-
la sifinn ne oldugu ¢ok agiktir — say1 sistemimize gu zel ku-
ralla birlikte girmig yeni bir simgeden bagka bir sey degildir.

A3 0 bir toplama 6zdegligidir: Herhangi bir a sayis igin
0+ a=RBdr.

Sifir Sa?’lSl hakkinda bilmemiz gereken sey bu kadardir.
Neyi ifade ettigini degil, yalnizca ne yaptigini séyleyen kii-
¢iik bir kural.
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Herhangi bir say1y1 0 ile garptijimizda O elde etmemiz
gibi sifinn diger 6zellikleri konusunda ne sdylenebilir? Bu
kurali listeye eklemedim, giinkii bu A3’ten ve daha 6nceki
kurallarimizdan gikarilabilir. Burada, 6megin, 2 sayis1 1 +
1 olarak tanimlandiginda O x 2 = 0 oldugu nasil gosterile-
cektir? Birincisi, M1 0 x 2 = 2 x 0 oldugunu sdyler. Bun-
dansonraD kuralh (1 + 1) x0=1x0 + 1 x 0 oldugunu
soyler. Fakat M3 kuralina gére 1 x 0 = 0’dur, bu yiizden bu
0 + O'a egittir. A3 kurali 0 + 0 = 0’1 dolayh olarak ifade
eder ve argiiman sona ermig olur.

Alternatif olarak, soyut olmayan argiiman bu gekilde
olabilir: ‘O x 2 olmayan ikilerin toplami anlamina gelir ve
bunu yaptigimizda elde bir sey kalmaz, yani O kalir.” Fakat
bu tiir bir diisiinme oglum John tarafindan (alt1 yaginday-
ken) sorulan gu tiirden sorularin yanitlanmasini giiglesti-
rir: higbir geyle higbir seyi carptigimizda elimizde higbir sey
kalmagzsa, higbir seyle higbir seyin carpimi nasil higbir sey
olabilir? O zaman uygun olmayan iyi bir yanit, bunun aga-
gidaki gibi kurallardan gikarilabilecegi bigimindeydi. (Her
adimdan sonra, kullanmakta oldugum kurah siraladim.)

0 =1x0 M3
= (0#1)x0 A3
=0x0+1x0 D
=0x0+0 M3
=0+0x0 Al
=0x0 A3

Bu uzun kanitlamalari nigin veriyorum? Yine, bunun
nedeni, bu kanitlamalar matematiksel olarak ilging bul-
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mam degildir. Tersine, matematiksel ifadeleri somut ola-
rak (ifadenin anlam iizerinde diisiinerek) degil de, soyut
olarak (birkag basit kural kullanarak ve sayilarin aslinda
neler olduklan {izerinde durmayarak) dogrulamanin ne
anlama geldigini gostermek istiyorum. Elbette, anlamlar
ve zihinsel resimleri matematiksel nesnelerle iligkilendir-
mek ¢ok yararhdir, fakat bu kitapta birgok kez gérecegimiz
gibi, genellikle bu iligkiler yeni ve tanidik olmayan bag-
lamlarda ne yapmamiz gerektigini sdylemeye yetmez. O
zaman soyut yontem kaginilmaz hale gelir.

Negatif sayilar ve kesirler

Kiigiik gocuklara matematik 6gretme deneyimi olan
herkesin bildigi gibi, ¢ikarma ve boélmede, toplama ve
carpmayla kargilagtirildiginda, bunlarin anlagilmasin
giiglestiren baz1 dolayh geyler vardir. Cikarmay: agikla-
mak igin elbette g¢ekip alma kavraminmi kullanabilir ve
‘Bagsta beg portakalimiz olsa ve bunlarin ikisini yesek ge-
riye kag portakal kalir?’ tiiriinden sorular sorabiliriz. An-
cak bu her zaman bunun hakkinda diigiinmenin en iyi
yolu degildir. Ornegin, 100°den 98'i ¢ikarirsak, 100’den
98'in alinmasini degil, 100’e tamamlamak igin 98’e ne
eklenmesi gerektigini diisiinmek daha iyi olacaktir. O
zaman, aslinda kiginin fiilen yaptig1 ey, elbette x har-
finin bu hesaplama sirasinda insanin aklindan gegmesi
olagandigt olmakla birlikte, 98 + x = 100 denklemini
¢ozmektir. Benzer gekilde, bolme iglemi konusunda da iki
diigiinme sekli vardir. 50’nin 10 ile béliinmesinin anlami-
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ni1 agtklamak igin ya ‘Eger elli nesne on egit gruba ayrilir-
sa, her grupta kag tane olacaktir?’ ya da ‘Elli nesne onluk
gruplara aynlirsa kag tane grup olacaktir?’ sorusunu so-
rabiliriz. Ikinci yaklagim su soruyla esdegerdir, ‘Elliyi elde
etmek igin on sayisi ne ile garpilmalidir, bu da 10 x = 50
denkleminin ¢6ziimiiyle esdegerdir.

Cocuklara gikarma ve bslme iglemlerini agiklamadaki
bir bagka giigliik bunlarin her zaman miimkiin olamama-
sidir. Ornegin, iginde yedi tane portakal olan bir kaseden
on tane portakal alamazsiniz ve {i¢ gocuk on bir bilyeyi esit
bigimde paylagamaz. Fakat bu durum, yetigkinlerin 7’den
10'u ¢tkarmalariniya da 11'i 3’e bolmelerini ve sirastyla, -3
ve 11/3 cevaplarini elde etmelerini engellemez. O zaman
su soru ortaya gikar: sayilar, yani sirastyla -3 ve 11/3 aslin-
da mevcut mudur ve mevcutlarsa bunlar nedir?

Soyut bakig agistyla, bu sorular, sifira iligkin benzer so-
rulan ele alirken yaptigimiz gibi ele alabiliriz: yani bu soru-
lar1 unutarak. -3’e iligkin olarak bilmemiz gereken tek sey
bunu 3 sayisina ekledigimizde sifir1 el ettigimizdir ve 11/3
hakkinda bilmemiz gereken tek sey bunu 3 ile carptigimiz-
da 11'i elde ettigimizdir. Bunlar kuraldir ve daha &nceki
kurallarla birlikte daha biiyiik bir say1 sisteminde aritme-
tik iglem yapmamiza olanak saglarlar. Say: sistemimizi bu
sekilde genigletmeyi nigin istiyoruz? Ciinkii bu bize, a ve b
sayilar ikinci denklemde O diginda ne olursa olsun, x + a
= b ve a x = b gibi denklemlerin ¢éziilebilecegi bir model
saglar. Bunu bir bagka sekilde ifade edecek olursak, O ile
bélmeye calismadikga, ¢ikarma ve bélmenin her zaman
miimkiin oldugu bir model verir. (Sifira bolme bu béliim-
de daha sonra tartigilacaktir.)
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Gergekte, say1 sistemimizi bu gekilde genigletmek igin
yalnizca iki ek kurala ihtiyacimiz bulunmaktadir: negatif
sayilar1 veren ve kesirleri ya da aligildig1 bigimiyle rasyonel
sayilar1 veren iki kurala.

A4 Toplanan tersler: her a sayisi igin Syle bir b sayist
vardir kia + b = O verir.

M4 Carpilan tersler: her a saysi igin 0’dan farkh bir ¢
sayist vardir ki ac = 1'i verir.

Bu kurallarla donatilmig olarak, -a ve 1/a'y1 sirasiyla,
A4’teki b ve M4'teki c sayilarini géstermek {izere diigii-
nebiliriz. p/q gibi daha genel ifadelerde, bu, p'nin 1/q ile
garpimini ifade eder.

A4 ve M4 kurallan kisaltma kurallan olarak bilinen
diger iki kural anlamina gelir.

A5 Toplama igin kisaltma kuralt: a, b ve ¢ herhangi iig
saylise vea + b = a + c ise 0 zaman b=c'dir.

M5 Carpma igin kisaltma kurali: a, b ve ¢ herhangi ti¢
say1 ise ve a sifir degilse ve ab = ac ise, 0 zaman b=c olur.

Tahmin edebileceginiz gibi, bunlarin birincisi her iki
tarafa -a ekleyerek ve ikincisi de her iki tarafi 1/aile garpa-
rak kanitlanabilir. A5 ve M5’in daha 6nceki kurallardan
farkh olan statiilerine dikkat ediniz; bunlar iyi bir oyuna
baglangig igin gelistirdigimiz kurallardan ¢ok daha 6nceki
kurallarin sonuclandir.

2/5 ve 3/7 gibi iki kesri toplamamiz istenirse, aligilmig
yontem onlara su gekilde ortak payda saglamaktir:

Bu teknik ve bunun benzeri olan digerleri, yeni kural-
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larimiz kullanilarak kanitlanabilir. Oregin,

1 1 L L
35,(_‘; = 35x(14x35) = (35x14)x35 = (14x35)x35

= 14x(35x31—5 = 14x1 = 14,

ve
359% = (5:D)x (x5) = (W9)x(522) = (Ix (5x )2
=(7x1)x2 =7x2= 14

Bu yiizden, hesaplama sirasinda diigiindiigiimiiz gibi,
M5 kurah kullanildiginda 2/5 ve 14/35 esittir.

Benzer gekilde, negatif sayilara iligkin olarak bildigimiz
dogrulan kanitlayabiliriz. Bu kurallardan (-1) x (-1) =1
oldugunu gikarabiliriz ve bu gikarim 0 x 0 = 0'in kanitlan-
masina ¢ok benzer.

Birgok insana negatif sayilar nigin pozitif sayillardan
daha az gergel (reel) goriiniir? Muhtemelen, bunun ne-
deni, kiigiik nesne gruplarini saymanin temel bir insan
faaliyeti olmasidir ve bunu yaparken negatif sayilar1 kul-
lanmamizdir. Fakat by, bir model olarak diigiindiigiimiiz
dogal sayilar sisteminin genisletilmig say1 sisteminin yararh
olmadigs durumlarda yararh olmasi anlamina gelir. Isi, ta-
rih ya da banka hesap numarasin1 diigiinmek istersek ne-
gatif sayilar yararl hale gelirler. Genigletilmig say1 sistemi
mantiksal agidan tutarh oldugu siirece bunun bir model
olarak kullanilmasinda bir sakinca yoktur.

Dogal say1 sistemini bir model olarak nitelendirmek
tuhaf olabilir. Belli bir ideallegtirme olmaksizin gergekte
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say1 saydipimiz dogru degil midir? Evet, say1 sayariz, fakat
bu yontem her zaman uygun degildir, hatta miimkiin bile
degildir. Matematiksel agidan 139484027593649234987
sayisina iligkin olarak yanlig olan bir sey yoktur, fa-
kat segimde Florida’daki oylan bile sayamiyorsak
139484027593649234987 nesnenin toplami konusunda
emin olmamz diigiiniilemez. iki yaprak yiginini alsaniz ve
bunlara bir {igiinciisiinii ekleseniz ortaya ii¢ yaprak yigin1
degil, biiyiik bir yaprak yigin1 gikar. Bir yagmur firtinasi-
n1 izlediginizde, Wittgenstein'in dedigi gibi, ‘“Kag yagmur
damlas: gordiiniiz?” sorusunun dogru yaniti, bir say1 olma-
masindan degil, kag tane oldugunu bilmemenizden dolay
cok sayida bigimindedir’.

Gergel ve karmasik sayilar

Gergel say1 sistemi sonsuz basamakla temsil edilen tiim
sayilardan olugur. Bu kavram, IV. Béliim’de agiklanacak
nedenlerden dolayi, goriindiigiinden daha karmagiktir.
Simdilik, say1 sistemimizi rasyonel sayilardan gergel say1-
lara genigletmemizin nedeninin, negatif sayilar ve kesirleri
gelistirmemizle ayn1 oldugunu séylemekle yetineyim: bun-
lar bagka tiirlii ¢éziilemeyecek olan denklemleri ¢6zmemi-
ze olanak

Bu tiirden 6meklerin iinlisi x* = 2 denklemidir.
Pythagoras okulu IO altinci yiizyilda ﬁ 'nin irrasyonel
oldugunuy, yani bir kesirle temsil edilemeyecegini kegfet-
migtir. (Bunun kanitlamasi sonraki béliimde verilecektir.)
Bu kesif zamaninda dehsete yol agmugtir, fakat simdi biz
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bir karenin g¢aprazinin uzunlugu gibi seyleri modellemek
istedigimizde say: sistemimizi genigletmek gerektigini ka-
bul ediyoruz. Bir kez daha soyut yontem igimizi ¢ok ko-
laylagtirmaktadir. Yeni bir simgeyi, ﬁ 'yi sunuyoruz ve
bununla ne yapmamiz gerektigini sdyleyen bir kuralimiz
bulunmaktadir: bunun karesi 2'dir.

Eger iyi bir egitim gérmiigseniz, bu kuralin ﬁ ve -ﬁ
arasinda bir aynm yapmamasi nedeniyle biraz 6nce soyle-
digime kargi gikacaksiniz. Bunu halletmenin bir yolu say1
sistemimize yeni bir kavrami, basamak (mertebe) kavrami-
n1 sokmaktir. Bir sayinin digerinden daha biiyiik oldugunu
séylemek genellikle yararhidir ve bunu yapmamiza olanak
tanirsak ﬂ 'nin 0'dan biiyiik oldugu bigimindeki ek bir
kuralla ﬁ yi ele alabiliriz. Ancak bu kural olmadan da su

tiirden hesaplamalan yapabiliriz:

1 _ Y2+l _ V2 +1
V2-1 W22+ Wi-vz+vz-1
_J2+1

7.1 vi o,

ve |/2ile -/2arasinda aynm yapmamakta ashinda bir
yarar vardir. Bunun nedeni yukandaki hesaplamanin her
iki say1 igin de dogru oldugunu bu gekilde bilmemizdir.

Soyut yoéntem konusunda tarih boyunca duyulan
kugkuy, say1 sisteminin her genigletilmesinde yeni sayilan
tanimlamak igin kullamilan ‘negatif ve ‘irrasyonel’ gibi
kelimelerde iz birakmugtir. Fakat asil demir leblebi, a ve
b’nin gergel sayilar ve i'nin -1’in karekokii oldugu a+bi
bi¢imindeki ‘sanal’ ya da ‘karmagik’ sayilardir.

46



Somut bakig agisiyla, herhangi bir sayinin karesi pozitif
oldugu igin -1'in karekoékiinii hemen reddedebiliriz: -1’in
karekokii yoktur ve bu da hikayenin sonudur. Fakat soyut
bakisg agis1 benimsendiginde bu kargi cikigin 6nemi yoktur.
x? = -1 denkleminin ¢éziimiinii isin igine sokarak ve buna
i sayis1 adin1 vererek say1 sistemimizi genigletmeyi nigin
siirdiirmeyelim? Bu daha énce /2i igin igine sokmamiza
gore nicin daha fazla itiraz edilebilir olsun?

Bunun bir yaniti ﬁ 'nin istenen kesinlik derecesinde
(ilke olarak) hesaplanabilen bir ondahk geniglemeye sahip
olmas, oysa i hakkinda buna benzer bir sey sdyleyemedigi-
miz bigiminde olabilir. Fakat bu bize daha énce bildigimiz
bir seyi sdylemekten, yani tipki ﬁ 'nin rasyonel bir say1
olmamas gibi, i'nin bir gergel say1 olmamasindan bagka
bir sey séylememektedir. Say1 sistemimizi gu gibi hesap-
lamalar1 yapabilecegimiz bigimde genigletmemizi 6nleme-
mektedir.

1 i+1
-1 (-DGE+1)

ive,/2 arasindaki en 6nemli fark i'de soyut olarak diigiin-
mek zorunda kalmamizdir, 6te yandan /—2— 'de 1,4142...
gibi ya da bir birim karenin ¢aprazinin uzunlugu gibi somut
bir ifadenin kullanimi tiiriinden alternatifin her zaman
miimkiin olmasidir. i'nin nigin bu gekilde gésterilmedigi-
ni gérmek igin kendinize gu soruyu sorun: -1’in iki kare-
kokiinden hangisi i'dir ve hangisi -i'dir? Bu sonu anlaml
degildir, ¢linkii i'nin tanimlayici tek &zelligi bunun kare-
sinin -1 olmasidir. -i ayn 6zellige sahip oldugundan i'ye
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iligkin dogru bir ifade, ancak bunun -i'ye iligkin ifade ile
yer degistirmesi durumunda dogru olmay siirdiiriir. Bunu
kavrayinca, i’'nin, varhgini bagimsiz olarak siirdiiren saf bir
Platonik nesneyi ifade edecegi goriigiiniin kabuli giigtiir.
Burada iyi bilinen felsefi bir bilmeceyle paralellik bu-
lunmaktadir. Sizin kirmizi rengi algiladiginizdaki duygu-
nuz, benim yesili algilarkenki deneyimimle ayni olabilir mi
ya da bunun tersi olabilir mi? Baz felsefeciler bu soruyu
ciddiye alirlar ve ‘nitelikler’i 6rnegin renkleri goriince ya-
sadiimiz mutlak gergek deneyimler olarak tamimlarlar.
Bazilar1 da niteliklere inanmazlar. Onlara gore, ‘yesil’ gibi
bir renk dilbilim sistemindeki rolii aracihgiyla, yani ‘ot’,
‘kirmuzt’ v.b. gibi kavramlarla iligkisi icinde daha soyut ola-
rak tammlanabilir. Kiginin bu konuya iliskin tutumunu,
felsefi tartigmalar diginda, renkler hakkindaki konugma
bigiminden ¢ikarsamak miimkiin degildir. Benzer gekilde,
pratikte sayilar ve diger matematiksel nesnelere iligkin
6nemli olan tek sey bunlarin tabi olduklan kurallardir.
i'yi x2 = -1 denklemine bir ¢6ziim bulmak igin gelisti-
rirsek, 0 zaman x*= -3 ya da 2x% + 3x+17=0 gibi benzer
denklemler ne olacaktir? Dikkati gekecek sekilde, bu tiir-
den her denklem karmagik say1 sistemi iginde ¢éziilebil-
mektedir. Diger bir deyigle, i sayisin1 kabul etme bigimine
kiigiik bir yatinm yaptigimizda bu yatirim kendini birgok
say1 bigiminde geri 6demektedir. Karmagik bir tarihi olan
ve genellikle Gauss’a atfedilen bu olgu cebirin temel teore-
mi olarak bilinmektedir ve i'ye iliskin dogal bir sey oldugu
konusunda ¢ok ikna edici kanitlar sunmaktadir. i elmadan
olugan bir sepet, i saat siiren bir otomobil yolculugu ve i
pound agik vermis bir banka hesabini diigiinmek miimkiin
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olmasa bile, karmagik say1 sistemi mithendislerin yani sira
matematikgiler ve bilim insanlan igin vazgegilmez bir hale
gelmigtir — 6rnegin, kuantum mekanigi teorisi biiyiik 6lgi-
de karmagik sayilara dayanmaktadir. Bu durum genel bir
ilkeyi en iyi bicimde g6stermektedir: bir soyut matematik-
sel yap1 yeterince dogal ise, bir model olarak yararli olmasi
hemen hemen kesindir.

Sonsuza ilk bakig

Soyut olarak diistinmeyi &grendikten sonra, bu bir 6l-
¢lide dengeyi saglamak konusunda kaygilanmadan birden-
bire bisiklet siirmek gibi keyifli olabilir. Bununla birlikte,
soyut yéntemin, para basma yetkisine benzedigi bigiminde
bir izlenim vermek istemiyorum. i'nin say1 sistemine so-
kulmasini sonsuz sayisinin sokulmasi ile karsilagtirmak
ilgingtir. Once bizi durduracak herhangi bir sey bulunma-
maktadir: sonsuz, 1'in 0’a béliinmesi gibi bir seyi ifade et-
melidir, bu yiizden oo nigin soyut bir simge olmasin ve 0x1
denkleminin ¢6ziimii olarak nigin diigiiniilmesin?

Bu diigiincedeki sorun, aritmetik iglem yapmaya gali-
sinca ortaya gikar. Burada, 6rnegin, garpmanin birlesme
ozelligi olan M2'nin dogal bir sonucu ye 0 x 2 = O gergegi
ortaya gikar.

l=0x0=0x0x2)=(0x0)x2=1x2=2

Ml n X
Bu, 0 x = 1 denkleminin bir ¢6ziimiiniin var olmasinin
bir tutarsizhiga yol agtigim gosterir. Bu, sonsuzun mevcut
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olmadig1 anlamina m1 gelir? Hayur, yalnizca, -

gal —

anlamimna Bazen say1 ... icerecek
ve genigletilmig say1 sisteminde bu ku-

rallarin her zaman gegerli olmadigin1 kabul etmek yarar-

lidir. Ancak insan genellikle kurallan siirdiirmeyi ve bu

sonsuz olmaksizin igleri halletmeyi tercih eder.

Sayilarin negatif ve kesirli kuvvetlerinin alinmasi

Soyut yéntemin en énemli erdemlerinden biri, bildik
olmayan durumlarda bildik kavramlara anlam kazanduir-
may1 miimkiin hale getirmesidir. ‘Anlam kazandirmak’ de-
yimi oldukg¢a uygundur, ¢iinkii yaptigimiz sey, daha dnce
var olan bir anlam1 kegfetmekten daha ¢ok, budur. Buna
basit 6rnek, bir sayinin kuvvetinin alinmasidir.

Eger n bir pozitif tamsayi ise, a" n adet a’nin birlikte
carpimunt ifade eder. Ornegin, 5 = 5x5x 5 = 125 ve 2°
= 2x 2 x2x2x2 = 32dir. Fakat bu gekilde tanimlan-
diginda 2% gibi bir ifadenin yorumlanmas: kolay degildir,
giinkii bir buguk iki alinip bunlar birbiriyle ¢arpilamaz. Bu
tiirden bir problemi ele almada soyut yéntem nedir? Bir
kez daha, icerdigi anlama bakmak —bu 6rnekte a® gibi ifa-
delere — degil, kurallar konusunda diigiinmektir.

Sayilarin kuvvetlerinin alinmasina iligkin iki temel ku-
ral sunlardir.

E1 Herhangi bir gergel say1 a igin a'= a’dir.

E2 Herhangi bir gergel say1 a ve herhangi bir dogal say1
Gifti m ve nigin a™ ** = a™ x a"dir.
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Ornegin, 2° ifadesi 2 x 2x 2 x 2 x 2 anlamina geldigin-
denve 2?x 22de (2 x 2x2) x (2 x2) anlamina geldiginden
2% = 23 x 2%dir. Carpmanin birlegme 6zelliginden dolay1
bunlar aymi sayilardir.

Bu iki kuraldan hemen daha &nce bildigimiz dogrular1
elde ederiz. Ornegin, a? = a'*"dir ve bu da E2 kullaruldi-
ginda a' x a’dir. E1 yoluyla bu, olmasi gerektigi gibi, a x
a'dir. Fakat simdi daha fazlasini yapabilme konumundayiz.
2°" sayisina x diyelim. O zaman_x x x = 2*2x 2% olur ve
bu da E2 araciliyla 232 +32 = 8'dir. Diger bir deyigle, x* =
8 olur. Bu x'in degerini tam olarak belirlemez, ¢iinkii 8'in
iki karekokii vardir ve bu yiizden genellikle agagidaki kalip
benimsenir.

E3 Eger a> 0 ve b gergel bir say1 ise, a pozitiftir.

E3’ii de kullanarak 2*”nin 8'in porzitif karekékii oldu-
gunu buluruz.

Bu 2*?nin ‘gergek degerinin’ kegfedilmesi degildir. An-
cak 2*?ifadesine getirdigimiz yorum da keyfi degildir — bu,
ancak E1, E2 ve E3 kurallarim1 korumak istedigimiz za-
man miimkiindir.

Benzer bir argiiman, en azindan a’nin 0 olmadig1 du-
rumlarda a®1 yorumlamamiza olanak saglar. E1 ve E2
kullanildiginda a = a!*© = a x a® oldugunu biliyoruz. O
zaman kisaltma kurali M5 a’nin degeri ne olursa olsun, a°
= 1 oldugunu dolayh olarak ifade eder. Negatif kuvvetler
icin, a nin degerini bilirsek, ] = a®=a®*® =abxa~
olur ve buradan a -®= 1/ a® olur. Ornegin, 2 sayis1 1/
ﬁ dir.

Soyut olarak ele alindiginda gok daha basitlesen bir
diger kavram logaritmadir. Bu kitapta logaritmalar konu-
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sunda fazla bir gey séylemeyecegim, fakat bunlar sizi kaygi-
landiriyorsa, bunlari kullanmak icin bilmeniz gereken tek
seyin agagidaki ii¢ kural oldugu konusunda size giivence
verebilirim. (Eger 10 tabani yerine e tabanina gére loga-
ritmalan istiyorsaniz, L1’deki 10'u e ile degistirebilirsiniz.)

L1 log(10) =1

L2 log(xy) = log(x) + log(y)

L3 Eger x <y ise log(x) < log(y)'dir.

Omegin, log(30)’un 3/2'den kiigiik oldugunu gérmek
i¢in L1 ve L2 kullanilarak

log(1000) = log(10) + log(100) = log(10) + log(10)
+ log(10) = 3 olduguna dikkat ediniz.

Fakat L2 ve L2 kullanildiginda 2log(30) = log(30) +
log(30) = log(900) ve L3 kullanildiginda log(900) < log
(1000) olur. Bu nedenle, 2log(30) <3 oldugundan, log(30)
< 3/2dir.

Kitabin ileriki béliimlerinde niteligi bunlara benzer
birgok kavrami tartigacagim. Bunlar somut olarak anla-
maya galisgtiginizda gagirticidir, fakat bunlarin ne olduklari
konusunda kaygi duymaktan vazgeger ve soyut yontemi
kullanarak kendinizi gevsetirseniz anlagilmazliklar1 orta-

dan kalkar.
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I1I. Bslim

KANITLAMALAR

Asapidaki sekil, birincisinin gevresinde bir, ikincisi-
nin ¢evresinde iki nokta olan ve digerleri de bu sekilde
devam eden iig daireyi gdstermektedir. Bu sinir noktala-

9. Daireyi bélgelere ayirmak.
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rim birlegtiren olanakh tiim dogrular da gizilmigtir ve bu
doprular daireleri bolgelere ayirmaktadir. Her dairedeki
bolgeleri saydigimizda 1, 2, 4, 8, 16 dizisini elde ederiz. Bu
dizi hemen gériilebilir: sinira yeni bir nokta eklendiginde
bolgelerin sayist iki katina gikar gibidir, bdylece en azindan
higbir ii¢ dogru bir noktada birlesmediginde n nokta 2!
bélgeyi tanimlamaktadr.

Ancak matematikgiler “gibi gériinmektedir” ifadesiyle
ender olarak tatmin olurlar. Tersine, bir kanit, bir ifadeyi
miimkiin tiim kugkularin &tesine tagiyan bir argiimani ta-
lep ederler. Oyle olsa da bunun anlami nedir? Genellikle
bir ifade mantikli tiim kugkularin 6tesinde dogru olarak be-
lirlenebilirse de, bir argiimanin hig kugkuya yer birakmadi-
gimi iddia etmek biraz fazla ileri gitmek olur. Tarihgiler bir
zamanlar kugku gétiirmedigi diisiiniilen, fakat o zamandan
beri yanlg olduklari ortaya konulan, bazilar1 matematiksel
bircok ifade drnegi verebilirler. Giiniimiiz matematiginin
teoremleri bundan niye farkh olsun ki? Bu soruyu birkag
kanitlama 6rnegi vererek ve onlardan bazi genel sonuglar
¢ikararak yanitlayacagim.

ikinin karekokiiniin irrasyonelligi

Son béliimde degindigim gibi, bir say1, p ve q tam say1
olmak {izere p/q kesiri bigiminde yazilabiliyorsa rasyonel
ve yazilamiyorsa irrasyonel olarak adlandirilir. Matematik-
te en iinlii kanitlamalardan biri /—2_ 'nin irrasyonel oldugu-
nu ortaya koyar. Reductio ad absurdum ya da geligki yoluyla
kanitlama olarak bilinen bir teknigi gésterir.
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Bu tiirden bir kanitlama, kanitlanmak istenen sonu-
cun yanhs oldugu varsayimiyla baglar. Bu, kanitlamanin
tuhaf bir yolu gibi gériinebilir, fakat aslinda aym teknigi
giinliik konugmalarda kullaniriz. Otomobilinize bir saldirt
oldugunu bildirmek igin polis karakoluna gittiginizde ve
saldirganin siz oldugu suglamasiyla kargilagtiginizda, sunu
soyleyebilirsiniz: “Saldirgan ben olsaydim, bu sekilde dik-
kati kendime gekmeyi pek istemezdim.” Ne kadar sagma
oldugunu goéstermek igin sizin saldirgan oldugunuz (yan-
lig) gegici olarak dikkate almig olurdunuz.

/2 ’nin irrasyonel oldugunu kanitlamaya ¢aligtyoruz,
bu yiizden bunun rasyonel oldugunu varsayalim ve bu var-
sayimin sagma sonuglara yol agtiin1 géstermeye galigalim.
Bircok okuyucunun ihtiyag duyabileceginden daha fazla
ayrint1 vererek bu argiimani bir agamalar dizisi bigiminde
yazacagim.

L. ﬁ rasyonel ise, ﬁ = p/q olan p ve q gibi sayilar bulabi-
lirdik (tanim geregi ‘rasyonel’).

2. p/q gibi herhangi bir kesir r ve s'nin her ikisinin de gift
olmadig bir t/s kesirine esittir. (En azindan biri tek say1
olana kadar kesirin istiinti ve altin1 2 ile bolmeye de-
vam edin. Omegin, 1412/1000, 706/5000 esittir, o da
353/250'ye esittir.)

3. Bu yiizden ﬁ rasyonel ise, ﬁ =1/s'yi olan ve her ikisi
birden gift olmayan t ve s tam sayilarin1 bulurduk.

4. ﬁ = r/s ise, 0 zaman 2= r?/s? olur (denklemin her iki
tarafinin karesinin alinmast). ‘

5. Eger 2 = r¥/s’ ise, 2s*=r’ olur (her iki tarafin s* ile carpil-
mast).

55



6. Eger 2 = r¥/s* ise, 0 zaman r? gift say1dir ve bu da r'nin gift
say1 oldugu anlamina gelir.

7. rift ise, 0 zaman belli bir t sayis1 igin r = 2t'dir (tanim
geregi ‘cift’).

8. Eger 2s? = r? ve r = 2tise, 0 zaman 2s* = (2t)? = 4 !
olur ve buradan s = 2t? elde edilir (her iki tarafin 2'ye
boliinmesiyle).

9. Eger s* = 2t? ise, 0 zaman s? gifttir ve bu da s'nin gift ol-
dugu anlamina gelir.

10.¥/2'nin rasyonel oldugu varsayimi altinda, r ve snin
her ikisinin ¢ift olmadig1 durumda /2_ = t/s oldugunu
gostermig olduk (3. adim). Béylece, r'nin ¢ift oldugu
(6. adim) ve s’nin ¢ift oldugunu (9. adim) gosterdik.
Bu agik bigimde bir ¢eligkidir. ﬁ ’nin rasyonel oldugu
varsaymmu kesinlikle yanhs olan sonuglara yol agiyorsa,
varsayimin kendisinin yanlis olmasi gerekir. Bu yiizden

J/2irrasyoneldir.

Argiimanin sonucunun tartigmasiz olmasi igin yukari-
daki adimlardan her birini belirgin bigimde dogru yapmaya
¢aligim. Ancak, gergekten de kugkuya hi¢ yer birakmadi-
gim sdylenebilir mi? Eger birisi size p? = 2q? olacak gekilde
p ve q gibi iki pozitif tamsayinin kegfedildiginde yasaminizi
kaybetmeniz koguluyla on bin pound para kazanmayi tek-
lif ederse, bu teklifi kabul eder misiniz? Eger bunu kabul
ederseniz, en kiigiik bir kayg1 duyar misiniz?

6. adim r”nin ¢ift olmast durumunda r’nin de ift ol-
mast gerektigi iddiasiniicermektedir. Bu gok dogal goriin-
mektedir (tek sayiyla tek sayinin ¢arpimi tek sayidir) fakat
ﬁ 'nin irrasyonel oldugunu mutlak bir kesinlikle ortaya
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koymaya ¢ahigtyorsak daha fazla neden gosterebiliriz. Bunu
su beg alt adima ayiralim:

6a.

6b.
6¢.
6d.

6e.

r bir tamsayidir ve r? gifttir. r'nin de gift oldugunu gés-
termek istiyoruz. r'nin tek oldugunu varsayalim ve bir
geligki arayalim.

r tek oldugundan, t tam sayis1 vardir ve r = 2t+1'dir.
Buradan r? = (2t + 1)? = 4¢ + 4t + 1 elde edilir.
Fakat 4t + 4t + 1 = 2(2¢? + 2t) + 1'dir ve bu tek say1-
dir, r¥nin gift olmasiyla gelisir.

Bu yiizden r gifttir.

Bu simdi 6. adimu tiimiiyle su gétiirmez hale getirir mi?
Belki getirmez, ¢linkii 6b adiminin gegerli oldugunun gos-
terilmesi gerekir. Bununla birlikte, tek sayi, ikinin katlan
olmayan say1 olarak tanimlanabilir. Bir tam say1 nigin iki-

nin

katlar ya da ikinin katlarinin bir fazlas1 olsun? Bunu

ortaya koyan argiiman goyledir:

6bl.

6b2.

6b3.

Ikinin katlan ya da ikinin katlarinin bir fazlasi oldugun-
da r tam sayisina uygun diyelim. r uygun ise, o zamanr =
2syadar = 2s +1 olur ve s de bir tam sayidir. Eger r =
2sise,0zamant + 1 = 2s + 1'dir ve egerr = 2s + 1 ise
ozamanr + 1 = 2s + 2= 2(s + 1)’dir. Her iki durumda
dar + 1 de uygundur.

0 = 0 x 2 2'nin kat1 oldugundan ve 1 = 0+1 oldugun-
dan 1 uygundur.

6b1l adimini ardi1 ardina tekrarlarsak, 2'nin uygun oldu-
gu, sonra 3’iin uygun oldugu, sonra 4’iin iyi oldugu vb.
sonucuna variriz.
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6b4. Bu yiizden kanitlamaya ¢ahstigimiz gibi, her pozitif tam
say1 uygundur.

Simdi isi bitirdik mi? Belki de bu defa en kugkulu
adim, 6nceki adimdan gelen, oldukga belirsiz ‘vb.’ s6zcii-
gii yiiziinden 6b4’tiir. 6b3 adimi1 herhangi bir n tam sayist
verildiginde bunun uygun oldugunun nasil ortaya konu-
labilecegini gosterir. Buradaki sorun, argiiman sirasinda,
I’den n’ye kadar saymamizin gerekmesi ve n gok biiyiik
oldugunda bunun ¢ok uzun siire almasidir. Her pozitif tam
sayinin iyi oldugunu géstermeye gahigirsak, bu durum daha
da kotiilegir. O zaman argiiman hig bitmeyecekmig gibi
gOrintr.

Ote yandan, 6b1’den 6b3’e kadar olan adimlar herhan-
gi bir n’nin uygun oldugunu géstermede gergek ve belir-
sizlikten uzak bir yontem verdiginde (zamanimizin yeterli
olmas1 durumunda), bu itiraz mantikli gériinmemektedir.
Ashinda o kadar mantik digidir ki matematikgiler agagidaki
kurali bir aksiyom olarak benimserler.

Her pozitif tam say1 n igin onunla iligkili S(n) ifade-
sinin oldugunu varsayahm. (Ornegimizde S(n) ‘n’nin
iyi oldugu’ ifadesini gostermektedir.) S(1) dogru ise ve
S(n)’nin dogrulugu her zaman S(n+1)’in dogrulugunu
dolayh olarak séylerse, o zaman S(n) her n degeri icin
gegerlidir.

Bu, matematiksel tiimevarim ilkesi ya da onu kul-
lanmaya aligkin olanlar igin yalnizca tiimevarim olarak
bilinmektedir. Daha az bigimsel olarak ifade edilirse, ka-
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nitlamay1 arzu ettigimiz sonsuz sayida ifade varsa, bunu
yapmanin yollarindan biri, birincisinin dogru oldugunu ve
her birinin bir sonrakini dolayh olarak ifade ettigini gos-
termektir.

Son birkag paragrafin ortaya koydugu gibi, bir mate-
matiksel argiimanin adimlan daha kiigiik olanlara ve bu
yiizden de daha agik bigimde dogru alt adimlara béliine-
bilir. Bu adimlar daha sonra alt adimlara béliiniir ve bu
béylece siiriip gider. Matematikte temel 6nemi olan bir
olgu, bu siirecin sonunda bir sona ulagmasidir. Kural ola-
rak, adimlan daha kiigiik olanlara ayirmay siirdiiriirseniz,
evrensel olarak kabul edilmig aksiyomlarla baglayan ve
yalnizca en temel mantiksal kurallar aracihiiyla arzulanan
sonuca dogru ilerleyen (‘eger A dogru ise ve A, B'nin dog-
ru oldugunu dolayh olarak ifade ediyorsa B dogrudur’ gibi)
¢ok uzun argiimanlara varirsiniz.

Son paragrafta biraz 6nce sdyledigim gey agik olmak-
tan ¢ok uzaktir: ashinda, XX. yiizyihn baglarindaki, biiyiik
Slgiide Frege, Russell ve Whitehead’e dayanan en bii-
yiik kesiflerden biriydi. Bu kegif matematik tizerinde ¢ok
onemli etki yapty, ¢iinkii bir matematiksel kanutlamarun ge-
cerliligi konusundaki bir kuskunun her zaman ¢oziilebilecegi
anlamina geliyordu. Buna kargilik, XIX. yiizyilda, mate-
matigin 6ziine iliskin gercek anlagmazliklar vardi. Orne-
gin, modern kiime kuraminin babasi olan Georg Cantor,
bir sonsuz kiimenin digerinden ‘daha biiyiik’ olabilecegi
diisiincesine dayanan argiimanlan geligtirmigtir. Bu argii-
manlar giiniimiizde kabul edilmektedir, fakat zamaninda
biiyiik kugkuya yol agmugtir. Bugiin, bir kanitlamanin dog-
rulugu konusunda gériig ayrihig1 varsa, bu ya kanitlamanin
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yeterince ayrintih olarak yazilmig olmamasindan ya da onu
anlamak ve dogrulugunu dikkatlice incelemek konusunda
yeterli gaba harcanmamasindan kaynaklanmaktadir.
Aslinda, bu, anlagmazliklarin hig¢ olmayacagi anlamina
gelmez. Ornegin, biri baz yerleri agik olmayan ve birgok
kiigiik hata igeren, fakat temelde agik bigimde yanlg ol-
mayan gok uzun bir kanitlama geligtirebilir. Bu tiirden bir
argiimanin tartigma gotiirmez bir sekle getirilip getirileme-
yecegine kesin bigimde karar verilmesi genellikle cok ¢aba
gerektirir ve bu ¢abanin ¢ok fazla ddiilii yoktur. Yazar bile
argiimanin yanhg oldugunu belirleme riskini géze almaz.
Bununla birlikte, anlagmazliklarin ilke olarak ¢oziilebi-
lecepi gergegi, matematigi egsiz duruma getirmez. Hala ev-
renin kati-hal kuramina inanan astronomlarin ya da derin
bir inangla dogal segimin ne kadar agiklayici oldugu konu-
sunda ok farkh goriisleri olan biyologlarin ya da biling ve
fiziksel diinya arasindaki iligki konusunda temel goriis ay-
riligina sahip filozoflarin ya da parasalcilik ve neo-Keynes-
cilik gibi birbirinin kargit1 diigiince okullarini izleyen eko-
nomistlerin matematikte esdegerleri bulunmamaktadir.
Yukandaki ‘ilke olarak’ deyiminin anlagilmasi 6nemli-
dir. Higbir matematikgi bir kanitlamay: tam ayrintih ola-
rak yazmak, yani yalnizca en agik olan ve kolay bigimde
kontrol edilebilen adimlar1 kullanarak temel aksiyomlar-
dan bir tiimdengelim olarak yazmak zahmetine bile gir-
meyecektir. Bu miimkiin olsa bile ¢ok gereksiz olacaktr:
matematik makaleleri her gseyin adim adim agiklanmasina
gerek duymayan iyi egitimli okuyucular igin yazihr. An-
cak, birisi 6nemli bir iddiada bulunursa ya da diger ma-
tematikgiler kanitlamay1 izlemekte giigliikle kargilagirsa,
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agikhiga kavugturulmasini talep ederler ve kanitlamanin
adimlarin1 daha kiigiik, daha kolay anlagilir alt adimlara
ayirma siireci baglar. Genellikle, dinleyici kitlesi iyi egitil-
mig oldugundan bu siirecin gerekli agikliga kavugturma
saglanana ya da bir yanlis ortaya ¢ikana kadar siirmesine
gerek yoktur. Bu yiizden, diger matematikgilerin dzen gés-
terdigi bir sonucun iddiali bir kanitlamas: eger dogru ise
hemen her zaman dogru olarak kabul edilir.

Bazi okuyucularin aklina gelebilecek bir soruyu ele
almadim: insan matematikgiler tarafindan neriler aksi-
yomlar1 nigin kabul etmek durumunda olsun? Eger, 6rne-
gin, birisi matematiksel tiimevarim ilkesine itiraz edecek
olursa, bu itiraz nasil kargilanir? Cogu matematikgi sdyle
bir tepki verecektir. Birincisi, bu ilke, bunu anlayan he-
men herkese agik bicimde dogru goriinecektir. Ikincisi, bir
aksiyom sistemi igin 6nemli olan, onlarin tutarlilhifindan
ve yararhligindan ¢ok, aksiyomlarin dogrulugudur. Bir
matematiksel kanitlamanin aslinda yaptip1 sey, ﬁ 'nin ir-
rasyonelligi gibi belli sonuglarin matematiksel tiimevarim
ilkesi gibi belli 6nciillerden elde edilmesidir. Bu énciillerin
dogrulugu, giivenli bir sekilde felsefecilere birakilabilecek
tiimiiyle ayn bir konudur.

Altin oranin irrasyonelligi

fleri matematik &grenen kisilerin yagadig1 bir ortak
deneyim, bir kanitlamanin sonuna geldiginde su sekilde
diistinmektir: ‘Her satirin bir 6ncekini nasil izledigini anla-
dim, ama teoremin nigin dogru oldugu konusunda ya da bu
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10. Altin oranin varlig1.

argiiman birisinin nasil diigiindiigii konusunda eskisinden
daha fazla bilgi sahibi degilim.” Genellikle bir kanitlama-
dan, yalnizca dogru oldugunun giivencesinin 6tesinde bir
sey isteriz. Giizel bir kanitlamay1 okuduktan sonra, teore-
min agikladigini, daha 6nce anlamadigimiz bir seyi anlads-
gimuz1 hissederiz.

Insan beyninin biiyik bélimii gorsel verilerin iglen-
mesine ayrildifindan, birgok argiimanin gérme giiciimiizii
kullanmas: gagirtic1 degildir. Bunu gostermek igin, irras-
yonelligin, bu defa altin kural ad1 verilen bir bagka kanut-
lamasini verecegim. Bu, matematik¢i olmayanlan (ve bir
Slglide de matematikgileri) yiizyillardir biiyiileyen bir sa-
yidir. Bu, agagidaki bir dikdértgenin kenar uzunluklarinin
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su o6zellige sahip oranidir: buradan bir kareyi kesip gikar-
diginizda, geride daha kiigiik, ilkinin tam1 tamina ayn1 bo-
yuta sahip gevrilmig bir dikdortgen kalir. Bu, Sekil 10°daki
ikinci dikdértgen igin gegerlidir.

Boyle bir oran nigin var olsun ki? (Matematikgiler
bu tiirden bir soruyu sormak igin egitilmiglerdir.) Bunu
gérmenin bir yolu bir karenin kenanindan biiyiiyen, b&y-
lece karenin daha biiyiik bir dikdértgene déniigtiigi kii-
¢lik bir dikdértgeni géz 6niine getirmektir. Her seyden
énce, daha biiyiigii hala hemen hemen bir kareyken kii-
¢lik dikdértgen ¢ok uzun ve incedir. Kiigiik dikdortgeni
kendisi bir kare haline gelene kadar genigletirsek, daha
biiyiik dikdortgenin uzunlugu genigliginin iki katina
cikar. Boylece, ilk 6nce biiyiik olandan ¢ok daha ince
olan kiigiik dikdértgen simdi daha siskin (biiyiikliigiine
gore) durumdadir. Arada bir yerde, iki dikdértgenin aym
bigimde oldugu bir nokta olmalidir. Sekil 10 bu siireci
gostermektedir.

Altn oranin varhgini gérmenin ikinci yolu onu he-
saplamaktr. Buna x dersek ve kenarlarinin uzunlugu-
nun 1 oldugunu varsayarsak, kiigiik dikdortgenin kenar
uzunluklar1 x-1 ve 1 iken biiyiik dikdértgenin kenar
uzunluklari 1 ve x olur. Ikisi ayn1 bi¢ime sahipse, 0 zaman
x = % = xl—l olur. Her iki tarafi x-1 ile garparsak x(x-
1) = 1 sonucuna varriz ve bdylece x2 — x — 1 = 0 olur.
Bu ikinci derece denklemi ¢ézerek ve x’in negatif bir say1

olmadigini akilda tutarak x = # oldugunu buluruz.
(Matematikte iyi egitim gérmiigseniz ya da son boliimii

63



unutmadiysaniz, ﬁ 'in var oldugundan nasil bu kadar
emin oldugumu sorabilirsiniz. Aslinda, bu ikinci argiima-
nin yaptif1 sey, geometrik bir problemi esdeger bir cebir
problemi haline indirgemektir.)

x oraninin mevcut oldugunu ortaya koyduktan sonra,
kenar uzunluklan x ve 1 olan bir dikdértgeni ele alalim
ve agagidaki siireci diiglinelim. Birincisi, bundan bir kare
keselim ve geriye, altin oranin tanimina gére orijinal
olanla ayni bigime sahip olan daha kiigiik bir dikdértgen
kalsin. Simdi bu temel iglemi st iiste tekrarlayin ve her
biri dncekiyle ayn1 bigimde ve bu yiizden de kenar uzun-
luklar: altin orana sahip olan, giderek kiigiilen dikdért-
gen dizisi elde edelim. Agiktir ki, bu siireg higbir zaman
sona ermeyecektir. (Sekil 11’in birinci dikdértgenine
bakiniz.)

Simdi de bunun aynisin1 p ve g'nun tam sayilar oldugu,
p/q oranindaki kenar uzunluklarina sahip bir dikdortgene
uygulayalim. Bu, dikdértgenin, kenar uzunluklar p ve q
olan bir dikdértgenle aymi bigime sahip oldugu ve Sekil
11’deki ikinci dikdértgende goriildiigii gibi p x q adet kii-
giik kareye boliinebilecegi anlamina gelir. Bu dikdortge-
nin sonundan biiyiik kareleri gekip alirsak ne olur? Eger q,
p’den daha kiigiikse, o zaman bir q x q karesini ¢ekip ali-
riz ve geriye q x (p-q) dikdortgeni kalir. Bundan sonra bir
bagka kareyi gekip aliriz ve bu boyle siiriip gider. Bu siireg
sonsuza kadar gider mi? Hayur, ¢linkii bir kareyi kestigimiz
her defasinda kiigiik karelerin tam say1 adedini gekip al-
mig oluruz ve muhtemelen bunu p x q defadan daha fazla
yapamaytiz, ¢linkii ige bagladigimizda yalnizca p x q adet
kiigiik kare mevcuttu.
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7 etc.

11. Dikdértgenlerden kareler kesmek.
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Asagidaki iki olguyu géstermis olduk.

1. Dikdértgenin kenarlanmn orani altin oran ise, kareleri
kesme igi sonsuza kadar siirdiiriilebilir.

2. Dikdértgenin kenarlarinin orani ayni tam say gifti igin
p/q ise, 0 zaman kareleri kesme isi sonsuza kadar siirdiirii-
lemez.

Buradan, p ve g’'nun degerleri ne olursa olsun, p/q ora-
ninin altin oran olmadigi sonucu gikar. Diger bir deyisle,
altin oran irrasyoneldir.

Yukaridaki kanitlama iizerinde ¢ok fazla diigiiniirseniz,
sonunda ilk bagta /2 nin irrasyonel olmasinin kanitlan-
masindan farkli olmadigini fark edeceksiniz. Bununla bir-
likte, bunun sunulug bigimi kesinlikle farklidir — ve birgok
insan igin daha gekicidir.

Bir dairenin bolgeleri

Matematiksel kanitlamanin dogasina iligkin bir geyler
soyledikten sonra, boliimiin bagindaki probleme dénelim.
Kenarninda n adet nokta olan bir dairemiz var, bu nokta-
larin her giftini dogrularla birlegtiriyoruz ve bu dogrularin
sinirladig1 bolge sayisinin 2! oldugunu géstermek istiyo-
ruz. Egern 1, 2, 3, 4 ya da 5 ise bunun dogru oldugunu
daha &nce gérmiigtiik. Bu ifadeyi genelde kanitlamak igin
kenara yeni bir nokta eklenen her defasinda, bolge sayisi-
nin iki katina ¢tkmasina iligkin olarak ikna edici bir neden
bulmayi ¢ok isteriz. Béyle bir neden ne olabilir?
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Akla hemen bir neden gelmiyor, o yiizden ige bagla-
manin bir yolu, béliinmiig dairelerin seklini incelemek ve
genelleme yapilabilecek bir bigimin olup olmadigini gor-
mektir. Ornegin, sinirin etrafindaki ii¢ nokta ti¢ dig bolge
ve bir merkezi bélge olugturmaktadir. Dért nokta sz ko-
nusu oldugunda dért c{x&bblge ve dort i¢ bolge olmaktadur.
Bes nokta, merkezde &lﬁ%?n ve bundan ¢ikan bes iiggen,
ortaya gikan yildiza yarik agan ve onu tekrar bir altigene
déniistiiren beg tiggen ve son olarak beg dig bélge vardur.
Bu yiizden, 443 + 1,8i4 +4ve 16'm 5 +5 +S+1 olarak
diiginmek dogaldur.

Bu yardimci olur mu? Belirgin bir bicimin ortaya ¢ik-
masi igin yeterli 6rnege sahip degiliz gibi gériinmektedir,
bu yiizden sinirin etrafina yerlestirilmis alt1 noktadan elde
edilen bolgeleri gizmeye galigalim. Ortaya ¢ikan sonug Se-
kil 12’de goriilmektedir. Simdi alt1 dig bolge vardir. Bunla-
rin her biri igeriye isaret eden iiggen bélgelerin yanindadir.
Bu tiirden iki komgu bolge arasinda iki daha kiigiik iiggen
bolge bulunmaktadir. Buraya kadar 6 + 6 + 12 = 24 bol-
gemiz vardir ve daha merkezi altigenin igindeki bolgeleri
saymamiz gerekmektedir. Bunlar iig¢ besgene, ii¢ dortgene
ve bir merkezi iiggene ayrilmaktadir. Bu nedenle, bolge sa-
yisin1 6 + 6 + 12 + 3 + 3 + 1 olarak diisiinmek dogaldir.

Ancak bir seyler yanhs gibi gériinmektedir, giinkii bu
bize 31 sayisim vermektedir. Acaba bir yanhs m1 yaptik?
Goriindiigii kadanyla hayir: dogru dizi 1, 2, 4, 8, 16, 31,
57,99, 163 olarak baglamaktadir. Aslinda, biraz daha di-
sliniince, bolge sayisinin her defasinda muhtemelen iki ka-
tina gtkamayaca@ goriilebilir. Baglangig olarak, sinir etra-
finda O adet nokta oldugunda tanimlanan bélge sayisinin,
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12. Dairenin bolgeleri.

birinci nokta konulduktan sonra bunun iki katina ¢ikma-
st durumunda olmasi gereken Y2 degil de 1 olmast kayg
vericidir. Bazen sifir baglaminda bu tiirden anormallikler
olsa da, cogu matematikgi bu durumu sorunlu gérecektir.
Bununla birlikte, daha da ciddi olan bir sorun, n oldukg¢a
biiyiik bir say1 ise, 2! belirgin bigimde biiyiiktiir. Orne-
gin, n=20 oldugunda 2™ say1s1 524.288, n=30 oldugunda
536.870.912'dir Bir dairenin kenarindaki 30 noktanin beg
yiiz milyondan fazla farkh bolgeyi tanimlamasi akla yatkin
midir? Elbette hayir. Bir alana biiyiik bir daire gizdiinizi,
diizensiz araliklarla buna otuz givi sapladifimizi ve daha
sonra bunlar1 ¢ok ince iplerle birlestirdiginizi diigiiniin.
Ortaya c¢ikan bolge sayisi kesinlikle ¢ok fazla olacaktr,
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fakat digiiniilemeyecek kadar da gok olmayacaktir. Eger
daire on metre ¢apinda olsaydi ve beg yiiz milyon bolgeye
ayrilsaydi, santimetrekare bagina ortalama olarak alt1 yiiz
bolge olacakti. Daire iplerden dolay1 kalinlagacak, fakat
sinir gevresindeki yalnizca otuz nokta ile bu agik bigimde
gergeklesmeyecektir.

Daha 6nce s6yledigim gibi, matematikgiler ‘agikga’ gibi
sozciikleri ihtiyatla kargilarlar. Ancak, bu 6rekte sezgi-
miz, agagidaki sekilde 6zetlenebilen somut bir argiiman-
la desteklenebilir. Daire ¢ok fazla sayida ¢okgen bolgeye
ayrilsaydi, bu bolgelerin aralarinda ¢ok fazla sayida koge
olmasi gerekirdi. Her kése iki ip pargasinin birbirini kestigi
bir noktadir ve bu tiirden her kesisimle dort ¢ivi, yani ilgili
ip pargalarinin sona erdigi giviler iligkilendirilebilir. Birinci
¢ivi igin 30, ikincisi i¢in 29, {igiinciisii i¢in 28 ve dérdiin-
ciisii i¢in 27 miimkiin alternatif bulunmaktadir. Bu, dort
adet ¢ivi segmeye alternatif sayinin 30 x 29 x 28 x 27 =
657720 oldugunu ifade etmektedir. Fakat bu, dért ¢iviyi
farkli sirada segmemiz durumunda ayni kesigimi belirlemig
olacagimiz anlamina gelmektedir. Dért giviyi siralamanin
4 x3 x 2 x1 = 24 yolu bulunmaktadir ve bunu hesaba
kattigimizda kesigim sayis1 657720/24 = 27405'dir ve bu
da 536.870.912 bolgenin kose sayisi olacak kadar biiyiik
degildir. (Ashinda 30 noktanin iirettigi gergek bolge sayisi-
nin 27.841 oldugu ortaya ¢ikmaktadir.)

Bu ihtiyath hikiye matematiksel ifadelerin dogrulugu-
nun ortaya konulmasina iligkin birgok 6nemli ders iger-
mektedir. En belirgin olan1 séylediginizi kanitlamaya 6zen
gostermezseniz, yanhs bir sey syleme riskine katlanirsiniz.
Bundan alinacak daha pozitif bir ders de gsudur: ifadeleri
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kanitlamaya galigtiginizda, bunlan tiimiiyle farkh ve ¢ok
daha ilging sekilde anlarsiniz.

Pythagoras teoremi

Pythagoras'in {inlii teoremi, dik agili bir iicgenin kenar
uzunluklar a, b ve ¢ oldugunda ve hipoteniisiin (dik ag1-
nin kargt kenar) uzunlugu c oldugunda, a?> + b?> = ¢? ol-
dugunu ifade eder. Bunun birkag kanitlamasi vardir, fakat
bir tanesi 6zellikle kisadir ve anlagilmasi kolaydir. Aslinda,
iki diyagramin izlenmesinden bagka bir sey gerektirmez.

Sekil 13’te, A, B ve C olarak igaretledigim karelerin ke-
nar uzunluklan sirasiyla a, b ve c’dir ve bu nedenle alanlarn
a%b? ve c¥dir. Dért iiggenin hareket ettirilmesi bunlarin
alanlarin1 degistirmeyecegi ve bunlarin ¢akismalarina yol
agmayacag igin, kaplamadiklar1 biiyiik kare béliimiiniin

13. Pythagoras teoreminin kisa bir kanitlamast.
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alani her iki diyagramda da aymdir. Fakat soldakinde bu
alan a? + b? ve sagdakinde c¥dir.

Koseleri ortadan kaldirilarak
kare bir 1zgaranin kaplanmasi

Iyi bilinen ve ¢6ziimii zor bir problem sudur. Kareler-
den olusan ve sekize sekiz bir 1zgaray alin ve iki kargi ko-
seden kareleri gekip ¢ikarin. Izgaranin geri kalanini, her
biri iki komgu kareyi tam1 tamina kaplayan domino bigimli
kiremitlerle kaplayabilir misiniz? Cizdigim gekil (Sekil 14)
sekize sekizlik 1zgaranin yerine dérde dortliik 1zgara ko-
nuldugunda bunun miimkiin olmadigin1 géstermektedir.
A olarak igaretledigim yere bir kiremit koymak istedigi-
nizi varsayalim. O zaman B, C, D ve E yerlerine kiremit-
ler koymak zorunda kalacaginizi, geriye kaplanmamig bir
kare kalacagini gormek kolaydir. Ust sag kosedeki kare
bir gekilde kapatilmak durumunda oldugundan ve bunu
yapmanin diger tek yolu benzer sorunlara yol agacagindan
(olayin simetrisinden dolay1) geklin tiimiiniin kaplanmast
olanaksizdir.

Dért yerine besgi koydugumuzda, her kiremit iki kare
kapladipindan ve kaplanmas: gereken 23 kare —tek sayi—
bulundugundan kiremitle kaplama yine olanaksizdir. Fa-
kat 8 — 2 = 62 cift sayidir ve bu yiizden bu argiimam
sekize sekiz 1zgara igin kullanamayiz. Ote yandan, dérde
dort 1zgara igin yaptigima benzer bir kanitlama bulmaya
cahstiginizda, ele almaniz gereken alternatifler ¢ok biiyiik
olacagindan kisa siirede bu igten vazgegeceksiniz. Oyleyse,
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14. Kenarlan gekip ¢ikarilmig kare bir 1zgaranin kiremitlerle kap-
lanmast.

bu probleme nasil yaklagilmalidir? Bu soru ile kargilagma-
migsaniz, okumaya devam etmeden énce bunu ¢ézmeye
calismaniz1 ya da bir sonraki paragrafa gegmenizi tavsiye
ederim, ¢iinkii ¢6zmeyi bagarirsaniz, matematigin zevkleri
konusunda iyi bir fikir sahibi olursunuz.

Tavsiyeme itibar etmeyenler igin, ki deneyimler bun-
larin ¢ogunlugu olusturacagini sdylemektedir, bir kanit-
lamanin neredeyse tamamini olugturan tek sozciik sudur:
satrang. Satrang tahtasi, kareleri sirasiyla siyah ve beyaza
boyanmig (oyun agisindan bu oldukga gereksizdir, fakat
gorsel agidan isi kolaylagtirir) sekize sekiz bir 1zgaradir. iki
karsit késenin kareleri aymi renkte olacaktir. Eger bunlar
siyahsa, ki boyle olabilir, satrang tahtasindan gikarilip alin-
diklarinda, satrang tahtasinda 32 beyaz kare ve 30 siyah
kare olacaktir. Her domino her renkten yalnizca bir kareyi
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kaplar, boylece 30 dominoyu yerlegtirdiginizde, bunu nasil
yapmig olursaniz olun, geriye iki beyaz kare kalacaktir ve
bunlarn1 kapatamazsiniz.

Bu kisa argiiman, bir kamitlamanin bir ifadenin dog-
ruluguna iligkin bir giivenceden daha fazlasin1 sundugunu
cok iyi gostermektedir. Ornegin, iki kargit kdgesi gikarihp
alinmig dérde dort 1zgaranin kiremitlerle kaplanamayaca-
gina iligkin iki kanitlamaya sahibiz. Bunlardan biri benim
yaptigim kanitlamadir ve digeri satrang argiimaninin dér-
de dort versiyonudur. Her ikisi de istedigimiz seyi ortaya
koymaktadir, fakat bunlardan yalnizca ikincisi kiremitle
kaplamanin olanaksizligina iligkin nedene benzer bir sey
sdylemektedir. Bu neden hemen bize iki kargit kégesi gika-
rihip alinmig bine binlik bir 1zgaranin kiremitle kaplanma-
sinin da olanaksiz oldugunu sdyler. Buna kargilik, birinci
argiiman bize yalnizca dérde dértlik 1zgaraya iligkin olan1
soyler.

Ikinci argiimanin dikkate deger bir &zelligi, tahmin
edilemedigi halde, anlagilinca ¢ok dogal goriinen tek bir
diigiinceye dayanmasidir. Matematikgiler kanitlamalar
tanimlamak igin ‘zarif, ‘giizel’ ya da ‘akillica’ gibi s6zciik-
leri kullandiklarinda insanlar genellikle sagirmaktadir, fa-
kat bu tiirden bir 6rnek onlarin neyi anlatmak istediklerini
gosterir. Miizik bu konuda yararh bir benzetme sunmakta-
dir: bir miizik pargasi, sonradan mitkemmel bir uyum gibi
goriinen, beklenmeyen bir armonik yéne dogru ilerledi-
ginde ya da bir orkestranin dokusu bizim tam olarak an-
layamayacagiz bir sekilde pargalarinin toplamindan daha
fazla goriiniirse, bundan biiyiilenebiliriz. Matematiksel
kanitlamalar ani ifadelerle, tahmin edilememekle birlikte
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dogal olan diigiincelerle ve kegfedilecek daha fazla seyler
oldugunu gésteren gizli ipuglariyla benzer zevkler sunar.
Elbette, matematikteki giizellik miiziktekinin aynisi degil-
dir, fakat miizikteki giizellik bir resmin, giirin ya da insan
yiiziiniin giizelliginin aynisidir.

Kanitlama gerektiren i belirgin
gorunumli ifade

Birgok kisinin anlagilmaz buldugy, ileri matematigin
bir &zelligi, teoremlerinden bazilarinin kanitlama gerektir-
meyecek kadar agik olmasidir. Insanlar boyle bir teoremle
kargilagtiklarinda genellikle sunu sormaktadirlar, ‘bu agik
olarak kabul edilmeyecekse, bagka ne edilecektir’? Eski bir
meslektagimin bu soruya verdigi iyi bir yanit séyleydi: eger
akla hemen bir kanitlama geliyorsa, o ifade agiktir. Bu bs-
liimiin geri kalaninda agik gibi gériinen, fakat bu testten
gecemeyen ifadelere ii¢ 6rnek verecegim.

@Aritmetigin temel teoremi her dogal sayinin, yazihg
strast ne olursa olsun, asal sayilarin garpimi olarak yalnizca
ve yalnizca bir sekilde yazilabilecegini ifade eder. Omegin,
36 =2x2x3x3,74 =2 x 37 ve 101'in kendisi bir asal
sayidir (bu baglamda yalnizca bir asal sayinin ‘garpimt’ ola-
rak). Béyle birkag kiigiik sayiya bakinca, insan bir sayiy1
asal sayilarin garpimi olarak ifade etmenin higbir zaman
iki farkli yolunun olamayacagi konusunda hemen ikna
olur. Teoremin temel noktas: budur ve bu pek kanitlama-
ya ihtiyag gdstermez gériinmektedir.
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Fakat gergekten de bu kadar agtk mudir? 7, 13, 19, 37
ve 47 gibi sayilarin hepsi asal sayilardir, bu nedenle arit-
metigin temel teoremi agik ise, 7 x 13 x 19'un 37 x 47’ye
esit olmamasi da agik olmalidir. Elbette iki sayinin aslinda
farkli oldugu (matematikgilerin sdyleyecegi gibi, birinin
digerinden daha ilging oldugu) kontrol edilebilir, fakat bu,
sayilarin belirgin bicimde farkh olacaklarini géstermez ya da
ayni cevabi veren bagka iki asal sayinin ¢arpiminin nigin
bulunamayacagini agiklamaz. Aslinda, teoremin kolay bir
kanitlamasi mevcut degildir: eger akla hemen bir kanitla-
ma gelirse, sizin olaganiistii bir akliniz var demektir.

2. Normal bir ip pargasina bir egreti diigiim attifimizi
ve daha sonra uglan bir araya getirerek matematikgilerin
yonca diigiimii olarak bildikleri Sekil 15’teki sekli elde et-
tigimizi varsayalim. Bu diigiimii ipi kesmeden ¢6zmemiz
miimkiin miidiir? Hayir, elbette miimkiin degildir.

Ancak neden ‘elbette’ demek egilimindeyiz? Aklimiza
hemen gelen bir argiiman var midir? Belki de vardir — an-
cak diigiimii ¢6zmek igin yapilacak herhangi bir girigim,
kaginilmaz olarak onu daha az degil, daha karmagik hale
getirecektir. Bununla birlikte, bu i¢giidiiyti gegerli bir ka-
nitlama haline déniigtiirmek zordur. Gergekten de agik
olan tek sey, diigiimii ¢6zmenin higbir basit yolunun bu-
lunmamasidir. Bir kenara birakilmasi zor olan gey, dnce
onu ¢ok daha karmagk hale getirerek yonca diigiimiinii ¢oz-
menin bir yolunun olmas olasihgidir. Kabul etmek gerekir
ki, bu pek miimkiin gériinmemektedir, fakat bu tiirden
olgular matematikte ve hatta giindelik yagamda ortaya
cikar: 6rnegin, bir oday1 iyi bir sekilde derleyip toplamak
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15. Bir.yonca diigiimii.

icin, her seyi karton kutulara yerlestirmek yerine, genel-
likle oday1 gok daha diizensiz hale getirerek ige baglamak
gerekir.

3. Diizlemde bir kalemi lizerinden
dan gizebileceginiz her  anlamina gelir. Kendisini hig
basit, bagladig yerle
rilir. Sekil 16 bu tanimlarin neyi ifade ettigini resim olarak
_. Hem basit hem de kapali olan birinci epri,
egrinin igi olarak bilinen, diizlemin tek bir bolgesini gevre-
ler. Agikur ki, basit kapali her egri diizlemi ig ve dig olmak
lizere iki pargaya béler (eger egrinin kendisi de bir boliim
olarak dahil edilirse ii¢ pargaya).
Ancak bu gergekten bu kadar agtk midir? Evet, eger
egri cok karmagik degilse, kesin olarak béyledir. Fakat Se-
kil 17’deki egrinin durumu nedir? Ortaya yakin bir yerde
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Basit Basit degil

Kapal

Kapali
degil

16: Dort tiir egri.

bir nokta segerseniz, bunun egrinin i¢inde mi yoksa digin-
da m1 bulunacagi tam olarak agik degildir. Belki de sunu
diyebilirsiniz, 9 agik degildir, fakat egrinin karmagikhg
bunlar1 gorsel olarak ayirt etmeyi zorlagtirsa bile egrinin
i¢inin ve diginin olacag kesindir.

Bu gériisiin dogrulugunu nasil gsterebilirsiniz? Igini
ve digim birbirinden su sekilde ayirt etmeye galigabilirsi-
niz. Bir an igin i¢ ve dig kavramlarinin anlaml oldukla-
rin1 varsayarsak, egriyi her kestigimizde igten disa ya da
icten diga gitmeniz gerekir. Bu yiizden, bir P noktasinin
icte ya da digta bulunduguna karar vermek igin yapmaniz
gereken tek sey, P’den baglayan ve egrinin agik bigimde
diginda olacak kadar uzak bir Q noktasinda sonlanan bir
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17. Siyah nokta egrinin iginde mi yoksa diginda midir?

dogru ¢izmektir. Bu dogru egriyi tek say1 kadar keserse P
i¢indedir, aksi halde digaridadur.

Bu argiimandaki sorun, gesitli seyleri oldugu gibi ka-
bul etmesidir. Ornegin, P'den baglayan ve bir bagka nokta
olan R’de sonlanan bir bagka dogru gizdiginizde farkh bir
yanit elde etmeyeceginizi nasil bilebilirsiniz? (Bagka bir
yanit elde etmezsiniz, fakat bunun kanitlanmas: gerekir.)
Her basit kapali egrinin bir i¢ ve bir diginin oldugu bigi-
mindeki ifade Teoremi olarak bilinen
tinlii bir matematik teoremidir. Ne kadar agik olursa ol-
sun, bir kanitlama gerektirir ve bilinen tiim kanitlamalar
bu tiirden bir kitabin kapsaminin ¢ok &tesindedir.
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IV. Bolim

LIMITLER VE SONSUZ

Son béliimde, bir matematiksel kanitin, ilke olarak, na-
sil bicimsel hale getirilebilecegini gostermeye galigtim. Belli
aksiyomlarla ige bagladigimizda, belli kurallan izledigimizde
ve ilging bir matematiksel ifadeye vardipimizda bu ifade bir
teorem olarak kabul edilecektir; aksi halde edilmeyecektir.
Giderek daha karmagik teoremlerin yalnizca birkag aksi-
yomdan tiimevarimla elde edilmesi diigiincesi, geometrinin
biiyiik béliimiinii inga etmek igin yalnizca beg aksiyomu kul-
lanan Eukleides’e kadar uzanmaktadir. (Onun aksiyomlari
VL Bélim'de tartigslmaktadir.) O zaman, insanlarin bunun
matematigin tiimiine uygulanabilecegini kavramalan igin
nigin XX. yiizyila kadar beklemenin gerektigi sorulabilir?

Temel neden tek bir sézciikle 6zetlenebilir: ‘sonsuz’.
Su veya bu gekilde, sonsuz kavrami matematik agisindan
vazgegilmez niteliktedir ve bununla birlikte bunun kesin
hale getirilmesi diisiincesi ¢ok zor bir diigiincedir. Bu bo-
limde tig ifadeyi tartigacagim. Bunlarin her biri baglan-
gigta yeterince masum goriinmekte, fakat daha yakindan
incelendiginde sonsuzu igerdigi goriilmektedir. Bu da giig-
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likkler dogurmaktadir ve bu béliimiin ¢ogu bunlarin nasil
ele alinacagyla ilgilidir.

1. 2'nin karekokii yaklagik olarak
1,41421356'dir

Yalnizca kiigiik bir sayimin yaklagik olarak bir diger
saylya egit oldugunu sdyleyen yukaridaki gibi bir ifadede
sonsuz nerededir? Bunun yanit1 ‘2’nin karekokii’ ifadesin-
de yatmaktadir; bu, 2’nin karekokiiniin mevcut oldugunu
dolayh olarak varsaymaktadir. Bu ifadeyi tam olarak anla-
mak istersek, bu deyim 2'nin karekokiiniin nasil bir nesne
oldugu sorusunu sormak zorunda brakar. Iste, sonsuz bu-
rada isin igine girer: 2’nin karekd&kii sonsuz bir ondahktr.

Bununla yakindan iligkili olan asagidaki ifadede son-
suza hi¢ deginilmedigine dikkat ediniz: 1,41421356’'mn
karesi 2’ye yakindir. Bu ifade tiimiiyle sonludur ve yine de
yaklagik olarak ayni seyi sdylemektedir. Daha sonra gére-
cegimiz gibi, bu 6nemlidir.

Karesi alindiginda 2’yi veren sonsuz bir ondaligin ol-
dugunu séylemek ne demektir? Okulda bize sonsuz onda-
liklarin degil, sonlu ondaliklarin garpimi 6gretilmigti — bir
sekilde bunlarin toplanip garpilabilecekleri varsayilmigti.
Fakat bu nasil yapilacakair? Ortaya gikabilecek zorlugu
gormek icin 6nce toplamayi ele alahm. Ornegin, 2,3859
ve 3,1405 gibi iki sonlu ondalig1 topladigimizda, birini di-
gerinin altina yazariz ve sagdan baglayarak sayilar kargi-
likhi olarak toplariz. Son basamaklar olan 9 ve 5'i birlikte
toplayarak ige baglariz. Bu bize 14’ii verir, bu nedenle 4’i
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yazariz ve 1’i tagiriz. Sonra sondan bir 6nceki basamaklar
olan 5 ve 01 ve taginan 1’i toplariz, 6'y1 elde ederiz. Bu
sekilde devam ederek yanit olan 5,5264’e ulasiriz.

Simdi de diyelim ki iki sonsuz ondaligimiz var. Sondan
baglayamayiz, ¢iinkii sonsuz bir ondaligin son basamag
yoktur. Bu yiizden bunlar1 nasil toplayabiliriz? Bunun agik
bir yamiti1 vardir: soldan baglayin. Ancak béyle yapmanin
bir sakincast vardir. Omegin, 2,3859 ve 3,1405 gibi sonlu
ondaliklarla bunu denersek, 2 ve 3’ii toplayarak 5’i elde
ederiz. Sonra, ondalik sayinin hemen saginda 3 ve 1’i top-
layarak 4t buluruz ve bu ne yazik ki yanhgtir.

Bu yanlighk rahatsiz edicidir, fakat sinirlerimize hakim
olup devam ettigimiz takdirde bir felaket degildir. Toplan-
mas1 gereken sonraki iki say1 8 ve 4'tiir ve 2’yi cevabin
liglincii sayis1 olarak yazarak ve ikinci sayiy1 4’ten 5’e de-
gistirerek bunu halledebiliriz. Bu siireg, cevabin dérdiincii
sayist olarak 5’i yazmamizla ve daha sonra bunu 6 olarak
diizeltmemizle siirer.

Say1 yazildiktan sonra diizeltmelerin uzun zaman aldigi-
na dikkat ediniz. Ornegin, 1,35555555555555555573
ile  2,5444444444444444452'yi topladipimizda ige
3,89999999999999999u yazarak baslariz, fakat 7 ve 5'in
toplanmasi olan bir sonraki agamaya geldigimizde dokuz-
lar dizisinin tiimiiniin diizeltilmesi gerekir. Bundan sonra,
geriye dogru birer birer gittigimizde, dokuzlar bir domino
sirast gibi sifirlara doniigiir. Bununla birlikte, bu yéntem
galigir, 3,9000000000000000025 yanitini vermemizi saglar
ve iki sonsuz ondaligin toplanmas: diigiincesine bir anlam
vermemizi miimkiin kilar. Higbir sayinin birden daha fazla
diizeltilmesinin hig gerekmedigini gérmek ¢ok zor degildir,
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bu nedenle, iki sonsuz ondah@imiz oldugunda, 6rnegin top-
lamlarimin 53’tincii sayis1 yukandaki siirecin 53. agamasinda
yazdigimiz say1 oldugunda ya da sonradan bir diizeltmenin
gerekli olmasi durumunda onun diizeltmesi olacaktir.
Karesi 2 olan sonsuz bir ondalik olduguna iligkin iddi-
amuz1 anlagilir hale getirmek istiyoruz. Bunu yapmak igin,
6nce bu sonsuz ondaligin nasil olugtugunu gérmemiz ve
daha sonra da bunun kendisiyle ¢arpiminin ne anlama gel-
digini anlamamiz gerekmektedir. Tahmin edilebilecegi gibi,
sonsuz ondaliklarin garpimi toplamadan daha karmagikur.
Birincisi, 6yle olsa bile ondahk iiretmenin bir dogal
yolu gdyledir. 12 = 1 oldugundan ve bu da 2’den daha
kiigiik ve 22 = 4 daha biiyiik oldugundan bu say1 1 ve 2
arasinda olmaldir. 1, 12, 1, 22, 1, 3% ve bdylece 1, 9ne
kadar gittiginizde 1,4* = 1,96 oldugunu goriirsiiniiz ve bu
say1 2’den kiigiik ve 1,52 = 2,25 daha biiyiiktiir. Bu ne-
denle /2 1,4 ile 1,5 arasinda . ve bu yiizden on-
a Simdi de bu
yaptigimizt ve  2’nin ilk sekiz sayistm1 1,4142135 olarak
buldugunuzu varsayalim. Bundan sonra, sonraki sayinin 6
oldugunu gosteren su hesaplamalan yapabilirsiniz.

1,41421350% = 1,9999998236822500
1,41421351% = 1,9999998519665201
1,41421352% = 1,9999998802507904
1,41421353% = 1,9999999085350609
1,41421354* = 1,9999999368193316
1 1421355t = -
1,41421356% = 1,99999993387873
,0000000216721449
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Bu prosediirii tekrarlayarak istediginiz kadar say: iire-
tebilirsiniz. Ashinda, hicbir zaman bitiremeseniz bile, en
azindan ondaliktan sonra, n’nin degeri ne olursa olsun n.
sayty1 tammlamak igin belirsiz olmayan bir yola sahipsiniz:
bu, karesi 2’den daha kiigiik olan en biiyiik ondaligin son
rakamuyla ayni olacaktir. Ornegin, karesi ondaliktan sonra
iki rakam olan ve 2’den daha kiigiik en biiyiik ondalik say1
1,41’dir, bu nedenle ikinin karekékii 1,41 ile baglamaktadur.

Simdi de ortaya ¢ikan sonsuz ondaliga x diyelim. x* =
2 oldugundan bu kadar emin olmamizi saglayan sey nedir?
Su sekilde bir argiiman yiiriitebiliriz.

12 =1
1,4* = 1,96
1,412 = 1,9881
1,414 = 1,999396
1,4142% = 1,99996164
1,41421% = 1,9999899241
1,414213% = 1,999998409469
1,4142135? = 1,99999982368225
1,41421356* = 1,9999999933878736

Yukandaki hesaplama tablosunun gosterdigi gibi, ﬁ 'nin
ondalik agthminda daha fazla say1 kullandikga, sayiy1 ken-
disi ile ¢arptigimizda ondaliktan sonra daha fazla dokuz
elde ederiz. Bu yiizden, y/2’nin tam olarak sonsuz agilmin
kullanirsak, sonsuz kadar dokuz ve 1,99999999...’un
virgiil dokuzun tekrar) 2’ye esit oldugunu elde etmeliyiz.
Bu argiiman iki giigliige yol agar. Birincisi, bir virgiil do-
kuzun tekran nigin ikiye esit olmaktadir? Ikincisi ve daha
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ciddi olani, ‘sonsuz agilimini kullanmak’ ne demektir? Tk
basta anlamaya ¢aligtigimiz gey buydu.

Birinci itiraz1 ortadan kaldirmak igin Platonik icgii-
diileri yine bir kenara birakmahyiz. Bir virgiil dokuzun
tekrarlayaninin ikiye esit oldugu kabul géren bir mate-
matiksel dogrudur, fakat bu dogru metafizik diisiinme
siireciyle kegfedilmemistir. Tersine, bu kabul edilmis bir
seydir. Bununla birlikte, keyfi sekilde kabul edilmig bir gey
degildir, ¢iinkii bunun benimsenmemesi, kisiyi tuhaf yeni
nesneler kegfetmek ya da matematigin ahgilmig kuralla-
rindan bazilarini terk etmek durumunda birakir. Ornegin,
1,999999...’un 2’ye esit olmadigini kabul ederseniz, o za-
man 2 — 1,999999... nedir? Bussifirise, x —y = 0 oldugun-
da x'in y’ye esit oldugu bigimindeki yararh kurah terk et-
migsinizdir. Sifir degilse, aligilmig bir matematiksel agilim1
yoktur (aksi halde, bunu ikiden gtkardiginizda bir virgiil
dokuzun tekrarlayanini degil, daha kiigiik bir sayiy1 elde
edersiniz); bu yiizden, ‘noktadan sonra sifir, sonra tekrar
sonsuz sayida sifir ve sonra bir’ gibi yeni bir nesne icat et-
mek zorunda kalirsiniz. Bunu yaptiginizda, kargilagtiginiz
giigliikler yalnizca igin bagidir. Bu gizemli sayiy1 kendisi ile
carptipinizda neyi elde edersiniz? Sonsuz sayida sifir, sonra
tekrar sonsuz sayida sifir ve sonra bir mi? Bunun yerine on
ile garparsaniz ne olur? ‘Sonsuz eksi bir’ sifin izleyen biri
mi elde edersiniz? 1/3’tin ondalik agilimi nedir? Simdi de
bu sayiy1 3 ile ¢arpin. Cevap 1 midir yoksa 0,999999...
mudur? Genelde kabul edilmis olani izlerseniz, bu tiirden
zor sorular ortaya gikmaz. (Zor fakat olanaksiz degil: tu-
tarh bir kavrami Abraham Robinson

fakat onun standart-
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analiz olarak adlandirlan teorisi matematiksel
anaakimin haline
Ikinci giigliik daha gergek bir giigliiktiir, fakat bunun
tistesinden gelinebilir. Sonsuz ondaliklara uzun garpim pro-
sediirleri uygulandipinda gergekte ne oldugunu tahayyiil
etmek yerine, x2 = 2 ifadesi, basit bigimde, gézlemledigimiz
gibi, x ne kadar fazla say1 alirsa, ortaya ¢ikan sayinin karesi-
nin 2'ye yaklagmasi anlamina gelecektir bigiminde yorum-
lanabilir. Daha kesin olmak gerekirse, karesi alindiginda
1,9999... ile baglayan bir say1 tiretmekte 1srarli oldugunuzu
varsayalim. x'in ilk birkag sayisinin verdigi 1,41421 sayisi-
n1 6nerecegim. 1,41421 1,41422’ye ¢ok yakin oldugundan,
bunlarin karelerinin de birbirine ¢ok yakin olmasinu bekle-
rim (bu oldukga kolay bir sekilde kanitlanabilir). Fakat x’i
segme nedenimize bagl olarak, 1,414212 sayis1 2’den daha
kiigiik ve 1,414222 sayis1 2’den biiyiiktiir. Buradan her iki
saymin da 2'ye ¢ok yakin oldugu sonucu ¢ikar. Bunu kont-
rol edelim: 1,414212 = 1,9999899241, boylece istemis ol-
dugunuz 6zellige sahip bir say1 bulmug oldum. Karesi alindi-
ginda agagidaki sayryla baglayan bir say1 isterseniz,

1,999999999999999999999999999999999999999999999999999...

x'in birkag say1 daha fazlasi olan tami tamina ayn1 argiima-
n1 kullanabilirim (n adet dokuz isterseniz, ondahg izleyen
n+ 1 say1 her zaman yeterli olacaktir). Kag dokuz isterse-
niz isteyin, bunu yapabilmem, sonsuz ondaliga sahip x’in
kendisi ile ¢arpildiginda 2’ye eit oldugunu sdylemenin ne
anlama geldigini ortaya koymaktadr.

Yaptigimiz seyin, sonsuzlugu igeren bir ifadenin bunu
icermeyen daha bigimsiz bir ifadenin renkli bir bigimi ola-
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rak yorumlanmasi olduguna dikkat ediniz. Daha titiz son-
suz ifade, ‘x, karesi 2 olan sonsuz bir ondahktr’ bigimin-
dedir. Bunun cevirisi, “herhangi bir n igin x'in n. sayisin1
belirleyen kesin bir kural bulunmaktadir; bu istediginiz
kadar uzun sonlu ondaliklar olugturmamiza olanak saglar
ve bunlarin karesi, bunu yeterince uzun segerek 2’ye iste-
diginiz kadar yaklagtirilabilir” bigimindedir.

x? = 2 gibi goriiniigte basit bir ifadenin anlaminin as-
linda ¢ok karmagik oldugunu mu syliiyorum? Bir sekilde
evet, bunu sdyliiyorum — bu ifade aslinda gizli karmagiklhik-
lar1 igermektedir; fakat daha énemli bir agidan bunu séy-
lemiyorum. Sonsuzdan s6z etmeden, sonsuz ondaliklarin
toplama ve gikarma iglemlerinin tanimlanmasi zor itir, fa-
kat ortaya ¢ikan karmagik tanimlarin, II. Bsliim’de ortaya
konulan, degisme ve birlesme 6zellikleri gibi dzelliklere uy-
dugu da incelenmelidir. Bununla birlikte, bu yapildiginda,
tekrar soyut bicimde diistinme 6zgiirliigiine kavusuruz. x’e
iligkin sorun, bunun karesinin iki olmasidir. ‘Karesi alin-
diginda’ ifadesine iligkin sorun, bunun anlaminin uygun
kurallara uyan birka¢ ¢arpma tanimina dayali olmasidir.
Aslinda, 6nemli olan, x'in trilyonuncu sayisinin ne oldugu
ve ¢arpma taniminin bir dlgiide karmagik olmasi degildir.

2. Tam o elektrik diregini gecerken saatte
65 km. hiza ulastik.

Bir otomobile gaz verdiginizi ve kilometre saatinin 50
km.'den 80 km.’ye ¢iktigim diisiinelim. Otomobilin bir an
icin saatte 65 km. hizla gittigini —kilometre saatinin ko-
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lunun tam olarak 40’1 gegtigi an— sdylemek cekici gelir.
Bu andan 6nce otomobil daha yavagt1 ve bundan sonra
daha hizliydi. Ancak otomobilin hizinin bir an igin 65 km.
oldugunu séylemek ne anlama gelir? Otomobil hizlanmi-
yorsa, saatte kag kilometre hizla gittigini 6lgebiliriz ve bu
da otomobilin hizin1 verir. (Alternatif ve daha pratik ola-
rak, 30 saniye ig¢inde ne kadar yol aldigin1 gériir ve bunu
120 le garpariz.) Ancak, agiktir ki, bu yéntem hizlanan bir
otomobil i¢in uygulanamaz: belli bir siire iginde ne kadar
yol aldigini 8lgtiigiimiizde, bu siire igindeki ortalama hizi-
n1 hesaplamig oluruz ve bu da belli bir andaki hizin1 bize
stylemez.

Otomobilin sonsuz kadar kiigiik bir zaman diliminde ne
kadar yol aldigini 6lgebilseydik bu sorun ortadan kalka-
cakty, ¢linkii 0 zaman hiz, degisecek zamani bulamayacak-
t1. Eger gegen siire t saat ise, burada t sonsuz kadar kiigiik
bir sayidir, otomobilin bu t saatte ne kadar kilometre kat
ettigini Slgiip elbette sonsuz kadar kiigiik olan bu sayiya s
der ve bunu t'ye bolerek otomobilin anlik hizini elde ede-
bilirdik.

Bu sagma fantezi bir virgiil dokuzun tekrarlayaninin
ikiye esit olmayabilecegi diisiincesini kisaca ele aldigimiz-
da kargilagnpimiz sorunlara ¢ok benzer sorunlara yol agar.
t sifir mudir? Eger Syleyse, s’nin de 6yle olmasinin gerekti-
gi cok agiktir (bir otomobil belli bir uzaklig1 sifir zamanda
alamaz). Ancak sifir sifira béliinemez ve belirsiz bir yanit
elde edilemez. Ote yandan, eger t sifir degilse, o zaman
otomobil bu t saatte hizlanir ve 6lglim gegersiz olur.

Anlik hizi anlamanin yolu, t ¢ok kii ik nda
saniyenin yiiz e biri gibi— otomobilin
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hizlanmak zamaninin
lanmakur. Bir an igin hiz1 tam olarak hesaplamaya galis-
madigimizi, fakat buna iyice yakin bir degeri belirlemeye
calhsupimizi diigiinelim. Eger 6lgiim donamimimiz dogru
Slgiimler yapiyorsa, otomobilin saniyenin yiizde birinde
ne kadar yol aldigimi gérebilir ve bu uzakhigr bir saatteki
saniyenin yiizde biri saystyla, yani 360.000 ile garpabiliriz.
Sonug ¢ok dogru olmayacaktir, fakat otomobil saniyenin
yiizde birinde ¢ok fazla hizlanamayacag: igin bize yakin bir
deger verecektir.

Bu durum 1,4142135%nin 2’ye yakin bir deger olmasi-
n1 ve benzer
ya da sonsuz derecede kiigiik
miz1 saglamaktadir. Otomobilin saniyenin yiizde birinde

__ lgmek yerine, saniyenin milyonda

birinde aldig1 yolu 6lgtiigiimiizii varsayalim. Otomobil bu
siire iginde daha da az hizlanacaktir, bu yiizden de yaniti-
miz daha da kesin olacaktir. Bu gézlem, ‘Otomobil SIM-
DI saatte 65 km. huizla gidiyor’ ifadesini su sekilde daha
karmagik sonlu bir ifadeye doniistiirmenin yolunu saglar:
‘Yapabilecegim hatanin sinirini belirlersen, t kiigiik oldu-
gu siirece (genellikle 1’den ¢ok daha kiigiik bir degerdir),
otomobilin t saatte kag kilometre kat ettigini gérebilirim,
bunu t'ye bélerek, en azindan bana tanidigin hata pay
olgiisiinde 65 kilometreye yakin olacak bir sonucu elde
edebilirim.” Ornegin, t yeterince kiigiikse, hesaplamamin
39,99 ile 40,01 arasinda olacagim garanti edebilirim. Ben-
den 0,0001 olgiisiinde kesin bir sonug isterseniz, t'yi daha
kiiciiltmem gerekebilir, fakat yeterince kiigiik oldugu sii-
rece size istediginiz kesinligi verebilirim.
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Bir kez daha, yaklagik sonuglarla ilgili daha karmagik
bir ifadeyi dile getirmenin uygun bir yolu olarak sonsuzu
iceren bir ifadeyi ele aliyoruz. Daha anlamli olabilecek bir
bagka sozciik ‘limit’tir. Sonsuz bir ondalik, sonlu ondalik-
larin hesaplamalarinin limitidir ve anlik hiz,
zaman alinan N
limitidir. Matematikgiler ya da ‘sonsuz-
da’ ne oldugundan séz ederler, fakat bunu yaparken tii-
miiyle ciddi olmadiklarinin farkindadirlar. Bununla tam
olarak neyi anlattiklarina iligkin olarak onlan zorlarsaniz,
bunun yerine yaklagik degerler hakkinda konugmaya bag-
layacaklardr.

3. Yarigapi r olan bir dairenin alani 7tr?’dir

Sonsuzun sonlu agisindan anlagilabileceginin kavran-
mas, kokleri ok daha énceye dayanmakla birlikte, XIX.
ylizy1l matematiginin en énemli bagarilarindan biridir. Bir
dairenin alaninin nasil hesaplanabilecegine iligkin bir son-
raki 6rnegimi tartigirken Arkhimedes tarafindan 10 IIL
yiizyilda kesfedilen bir argiimani kullanacagim. Ancak bu
hesaplamay1 yapmadan 6nce neyi hesapladigimiz hakkin-
da bir karara varmamiz gerekmektedir ve bu diigiiniildiigii
kadar kolay bir sey degildir. Alan nedir? Elbette, gekil i¢in-
de olan bir seyin (yani iki boyutlu bir gey) miktar gibi bir
seydir, fakat bunu nasil daha agik bigime sokabiliriz?

Alan ne olursa olsun, belli bigimler i¢in hesaplamasi
kolay goriinmektedir. Ornegin, bir dikdértgenin kenar
uzunluklar a ve b ise, alam ab'dir. Her dik agih iiggen bir
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dikdértgenin gaprazindan ikiye kesilmesinin sonucu ola-
rak digiiniilebilir, béylece alan1 s6z konusu dikdértgenin
yansidir. Her tiggen  dik

Bu nedenle, bir poligonun
alaninin hesaplanmasi ¢ok zor degildir. Hesapladigimiz ge-
yin tam olarak nasil oldugu konusunda kaygi duymak ye-
rine, yalnizca poligonun alanini1 yaptigimiz hesaplamanin
sonucu olarak tarumlayabiliriz (kendimizi bir kez poligonun
iki farkh gekilde iiggenlere pargalanabilecegine ikna etme-
miz, bize iki farkli sonug saglamayacakur).

Sorunlarimiz sinirlan egri olan sekillere bakmaya basg-
ladipimizda ortaya gikar. Bir daireyi birkag iiggene bélmek
miimkiin degildir. O zaman dairenin alan1 7r?dir dedigi-
mizde neyi ifade ediyoruz?

Bu, soyut yaklagimin ¢ok yararli oldugu yerlere bir bag-
ka 6rnektir. Alanin ne oldugu tizerinde degil de, ne yapug
tizerinde duralim. Alan bu kadar seyi yapamaz goriindiigii
i¢in bu 6nerinin agikhga kavugturulmas: gerekmektedir —
elbette orada durmaktadir. Anlatmak istedigim sey, makul
bir alan kavraminin sahip olacag 6zellikler iizerinde dur-
maktir. Agagida beg tane 6zellik verilmistir.

Arl Bir bigimi kaydirdipinizda alami degigsmez. (Ya da
daha bigimsel olarak: iki benzer gekil ayn1 alana sahiptir.)

Ar2 Bir gekil bir digerinin i¢indeyse, birincinin alan
ikincisinin alanindan daha biiyiik degildir.

Ar3 Dikdoértgenin alany, iki kenarinin ¢arpimiyla elde
edilir.

Ar4 Bir sekli birkag pargaya ayinrsaniz, pargalarin ala-
n1 ilk seklin alanlarinin toplamuidir.
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Ar5 Bir sekli her yone dogru 2 faktorii ile genigletirse-
niz, alan1 4 katina gikar.

Yukarida ele aldiklarimiza bakarsaniz, dik agih tiggenin
alaninin hesaplanmasinda Arl, Ar3 ve Ar4 &zelliklerini
kullandigimiz1 gériirsiiniiz. Ar2 6zelligi sozii edilmeye pek
deger olmayacak kadar agik goriinebilir, fakat aksiyomlar-
dan beklenen budur ve daha sonra gérecegimiz gibi ¢ok
yararhdir. Ar5 6zelligi, 6nemli olmakla birlikte, digerle-
rinden ¢ikarim yoluyla elde edilebilecegi icin ashinda bir
aksiyom olarak gerekli degildir.

Bu 6&zellikleri bir dairenin alanini anlatirken nasil kul-
lanabiliriz? Bu béliimiin buraya kadarki mesaiji, bir defada

18. Egri seklin alaninin yaklagik olarak hesaplanmast.
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bunu tanimlamak yerine, alan1 yaklagik olarak elde etmek
konusunda diisiinmenin yararh oldugu bigiminde olabilir.
Bu oldukga kolay bir gekilde séyle yapilabilir. Cok kiigiik
kareleri olan bir grafik kagid iizerine bir seklin ¢izildigini
diigiiniin. Ar3 6&zelligi yoluyla bu karelerin alanlarim bi-
liyoruz (kare 6zel bir tiir dikdortgen oldugundan dolayi),
bu nedenle seklin alanini, kag tane kare igerdigini sayarak
hesaplayabiliriz. Ornegin, sekil 144 kare igeriyorsa, seklin
alani en azindan her karenin alaninin 144 ile ¢arpimdir.
Burada, aslinda 144 kareden olugan bir seklin alanini he-
sapladigimiza dikkat ediniz ve bu da Ar3 ve Ar4 6zellikleri
yoluyla kolayca belirlenebilir.

Sekil 18’de gosterilen sey dogru cevabi vermemekte-
dir, ¢iinkii kismen seklin iginde ve kismen seklin diginda
yer alan bazi kareler bulunmaktadir, bu yiizden alanin
timiinii hesaba katmamig olduk. Bununla birlikte, bu
hesaplamay1 iyilestirmenin agik bir yolu mevcuttur ve
buna goére her kare daha kiigiik doért kareye boliinerek
diger kareler yerine bunlar kullanilabilir. Daha 6nce ol-
dugu gibi, bu karelerden bazilar igeride, bazilar1 disarida
olacakur, fakat gimdi tiimiiyle iceride olan karelerin biraz
daha ¢ogunu ise dahil etmis olacagiz. Genelde, karelerin
1zgaralari ne kadar kiigiik olursa, hesaplamamizda orijinal
seklin daha fazlasin dikkate aliriz. Giderek daha kiigiik
karelerle birlikte daha kiigiik 1zgaralar aldik¢a hesapla-
malarimizin sonucunun, tipki ﬁ 'ye giderek daha yakin
degerlerin karelerinin 2’ye giderek daha da yaklagmasi
gibi, belli bir say1ya giderek daha yaklagtigin1 gériiriiz (bu
goriindiigi kadar agik degildir) ve bu sayiy1 seklin alan
olarak tarmumlanz.
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Boylece, matematiksel olarak diigiinme egilimi olan
biri agisindan, bir geklin alaninin bir metrekare oldugu
bigimindeki ifade sunu anlatir. Belli bir hata pay: tolere
edilebilir sayildiginda, ne kadar kiigiik olursa olsun yete-
rince kiigiik kare 1zgaras: segilebilir, seklin icinde yer alan
karelerin alanlar1 toplanarak yaklagik bir hesaplama yapi-
labilir ve bir metrekareden bu miktardan daha az farkh
bir sonuca ulagilabilir. (Insanin kafasinin bir yerinde, iyice
bastirilmig gekilde, ‘limitte’ sonsuz kadar ¢ok kiigiik kare-
lerin kullanilabilecegi ve tam dogru sonucun elde edilebi-
lecegi diigiincesi yatabilir.)

Bunu belki de daha agik bigimde ifade etmenin bir di-
ger yolu sudur. Bir egri sekil tami tamina 12 santimetreka-
re bir alana sahipse ve bunu kare 1zgaralarim kullanarak
gostermem gerekiyorsa, o zaman yapacagim is olanaksiz
hale gelir — bunlardan sonsuz sayidakine ihtiyacim vardir.
Fakat, 6megin 11,9 gibi 12’den farklh bir say1 verirseniz,
seklin alaninin bu say1 olmadigi kesin olarak kanitlamak
icin karelerden olusan 1zgaray: kullanabilirim: yapmam ge-
reken tek sey, disarnida kalacak alanin 0,1 santimetrekare-
den daha az olmasini saglayacak kadar kiigiik bir 1zgaranin
secilmesidir. Diger bir deyigle, alanin 12 oldugunu kanitla-
mak yerine bundan bagka bir sey olmadigini kanitlamaya
razi olurum. Seklin alani, yanhs oldugunu kanitlayamadi-
gim sayidir.

Bu diisiinceler alanin tatmin edici bir tanimini verir,
fakat yine de bizi bir sorunla kars: kargiya birakir. Yarigapt
r olan bir dairenin alanin1 hesaplamada yukaridaki prose-
diirii kullanirsak hesaplamalanmizin 7r?ye giderek daha
yaklagacagini nasil gésterebiliriz? Cogu sekil i¢in bu soru-
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nun yamti, bu kitapta tartigmadipim integral kalkiiliisii-
niin kullanilmasidir, fakat daire ig¢in daha dnce degindigim
Arkhimedes’in usta igi argiimani kullanilabilir.

Sekil 19 dilimlere ayrilmig ve bu dilimler ayrilarak ve
yeniden bir araya getirilerek olusturulmug yaklagik bir
dikdoértgeni gostermektedir. Dilimler ince oldugundan,
yaklagik dikdortgenin yiiksekligi yaklagik olarak dairenin
yarigapi olan r'dir. Yine dilimler ince oldugundan, yaklagik
dikdértgenin st ve yan kenarlan yaklagik olarak dogru-
lardan olugur. Bu kenarlarin her biri dairenin
yarsing oo Ve _ - .
N—7 ) S ) bunlarin uzunliililaﬁ
olarak N ‘yvlfizdgn, dikd(j_rtjg¢§}j_n alani en
yaklagik olarak r x r = o

“Flbette, tiim yaptigimiz bir . kesmek ve pargalar
hareket ettirmek oldugundan bu tami tamina ntr?dir, fakat
bunu heniiz bilmiyoruz. Buraya kadarki argiiman sizi ikna
etmig olabilir, fakat dilimler giderek biiyiidiikge yukaridaki
yaklagik sonucun mr?ye giderek yaklasacagini kanitlama-

19. Dairenin alaninin nr? oldugunun gésterilmesinde Arkhimedes'in
yontemi.
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20. Dairenin bir ¢okgene yaklagtirilmasi.

miz gerektigi igin tiimiiyle sona ermemigtir. Cok kisa ola-
rak, bunu yapmanin bir yolu, biri dairenin iginde, digeri
onu kaplayan iki diizgiin gokgen almaktir.

Sekil 20 bunu altigenlerle gostermektedir. Igerideki
¢okgenin gevre uzunlugu, dairenin gevresinden daha ki-
sadir, 6te yandan dig ¢okgenin gevre uzunlugu dairenin
cevresinden daha uzundur. Iki ¢okgenin her biri iiggen di-
limlere ayrilabilir ve paralelkenarlar bigiminde yeniden bir
araya getirilebilir. Basit bir hesaplama, daha kiigiik olan
paralelkenarin,
<eee-m-- daha kiigiik ve bu yiizden de nr”den daha kii ik
biraanasa ipo ugunu gosterir. Benzer sekilde, daha bii-

yuk olan alam1 daha biiyiiktiir. Bunun-
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la birlikte, dilim sayis1 yeterince ¢ok olursa, iki gokgenin
alanlan arasindaki fark istenildigi kadar kiigiik hale getiri-
lebilir. Daire her zaman daha kiigiik olan1 igerdiginden ve
daha biiyiik olan tarafindan igerildiginden alaninin tam
tamina 7tr? olmas: gerekir.
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V. B6lim

BOYUT

Ileri matematigin dikkate deger bir dzelligi, biiyiik bo-
limiiniin {i¢ boyuttan daha fazlasin1 igeren geometriyle
ilgili olmasidir. Bu olgu matematikgi olmayanlan gagirt-
maktadir: dogrular ve egriler tek boyutludur, yiizeyler iki
boyutludur ve somut nesneler {i¢ boyutludur, fakat bir sey
nastl dért boyutlu olabilir? Bir nesnenin yiiksekligi, genisli-
gi ve derinligi varsa, bu nesne uzayin bir béliimiinii doldu-
rur ve daha fazla boyuta gerek kalmaz gibi gériinmektedir.
Bazen dérdiincii boyutun zaman oldugu éne siiriiliir ve bu
da 6megin 6zel gorelilik gibi bazi durumlarda iyi bir ya-
nuttir, fakat her ikisi de matematiksel agidan 6nemli olan,
diyelim yirmi alt1 boyutlu ya da sonsuz boyutlu geometriyi
anlamamizda yardimci olmaz.

Cok boyutlu geometri de en iyi bigimde soyut bakig
agisiyla anlagilabilecek kavrama bir diger 6rnektir. Bu-
nun varb@ konusunda ya da yirmi alt1 boyutlu uzaya
iligkin olarak kaygi duymak yerine, onun dzellikleri ko-
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nusunda diigiinelim. Once, bir seyin var oldugu belirlen-
meden onun &zelliklerinin ele alinmasinin nasil miimkiin
olabilecegine sagirabilirsiniz, fakat bu kaygi kolaylikla gi-
derilebilir. ‘Bir sey’ sozciiklerini bir kenara birakirsaniz,
soru su gekli alir: bir seyin bu 6zelliklere sahip oldugu 6nce
belirlenmeden bu &zellikler kiimesi nasil ele alinabilir?
Ancak bu hig de zor bir sey degildir. Ornegin, béyle bir
seyin olacaginin giivencesi hi¢ olmasa da, ABD'nin ka-
din bagkaninin sahip olabilecegi 6zellikler konusunda
spekiilasyon yapilabilir.

Yirmi alt1 boyutlu uzaydan ne tiir 6zellikler bekleyebili-
riz? En belirgin olani, onu yirmi alt1 boyutlu yapan 6zellik,
yani tipki iki boyutta iki sayinin ve {i¢ boyutta ii¢ sayinin
gerekli olmasi gibi bir noktay1 belirtmek igin yirmi alt1 say1-
nin gerekli olmasidir. Bir digeri, yirmi alt1 boyutlu bir bigi-
mi alirsaniz ve onu her yone iki faktériiyle genigletirseniz,
bunun anlamh oldugunu varsaydigimizda onun ‘hacminin’
2% ile garpilmas: gerekir. Bu boyle siirer gider.

Yirmi alt1 boyutlu uzay diisiincesine iligkin mantiksal
bir tutarsizlik oldugu ortaya gikarsa, bu tiir spekiilasyon-
lar ¢ok ilging olmayacaktir. Kendimizi bu konuda rahat-
latmak igin, her seyden 6nce onun mevcut oldugunu
—fiziksel anlamda degil de matematiksel anlamda— gos-
termek isteriz — bir tutarsizlik icerirse elbette var olmaya-
caktir. Bunun anlami, uygun bir modeli tanimlamamizin
gerekli olmasidir. Bunun herhangi bir seyin modeli ol-
mas1 gerekmeyebilir, fakat bekledigimiz tiim 6zelliklere
sahip olursa, bu 6zelliklerin tutarli oldugunu gésterecek-
tir. Genellikle oldugu gibi, tanimlayacagimiz model ¢ok
yararh olacaktir.
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Yiiksek boyutlu uzayin tanimlanmasi

Bir diisiinceniz oldugunda modelin tanimlanmasi gagir-
tic1 derecede kolaydir: Koordinatlar. Daha 6nce sdylemis
oldugum gibi, iki boyutlu bir nokta iki say1 kullanilarak be-
lirtilebilir, 6te yandan ii¢ boyutta iig sayiya ihtiyag vardir.
Bunu yapmanin aligilmig yolu, Descartes tarafindan icat
edildigi i¢in (bu diisiincenin ona riiyasinda geldigini 6ne
siirmiigtiir) bu sekilde adlandirlan kartezyen koordinatlar
kullanmakur. Iki boyutta birbirine dik agili iki yonle ise
baglarsiniz. Ornegin, Sekil 21’de gosterildigi gibi, bunlar-
dan biri saga, digeri yukar1 déniik olabilir. Diizlemde her-
hangi bir nokta alindiginda, belli bir mesafe yatay giderek
(sola dogru giderseniz saga negatif bir mesafe gitmig gibi
kabul edebilirsiniz), daha sonra doksan derece déniip belli

3.2 e

-2, 1) e

e (1,-2)

21. Kartezyen diizlemde ii¢ nokta.
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bir mesafe dikey olarak giderek o noktaya ulasabilirsiniz.
Bu iki mesafe size iki say1 verir ve bu sayilar ulagtiginiz
noktanin koordinatlanidir. Sekil 21 koordinatlar1 (3, 2)
(saga bir ve yukan iki), (-2, 1) (sola iki ve yukan bir) ve (1,

(saga bir ve iki) olan noktalarn géstermektedir.
Ug boyutta, yani uzayda da ileri, saga ve yukan gibi ii¢ yén
kullanma geregi diginda tam1 tamina ayn1 prosediir igler.

Simdi de bakig agimizda ¢ok kiigiik bir degisiklige gide-
lim. Bu iki (ya da ti¢) say1y1 uzaydaki bir noktanin koordi-
natlan olarak adlandirmak yerine, sayilarin nokta oldugu-
nu varsayalim. Diger bir deyigle, ‘koordinatlar (5, 3) olan
nokta’ yerine, ‘(5, 3) noktast’ diyelim. Bunun yalnizca bir
dilsel kolaylik oldugu diigiiniilebilir, fakat aslinda bundan
daha fazlasini igermektedir. Aslinda, fiziksel bir uzay yeri-
ne, uzayin matematiksel bir modelini koymaktadir. Iki bo-
yutlu uzaya iligkin matematiksel modelimiz (a, b) gergek
say1 giftlerinden olugur. Bu say1 giftleri uzayda noktalar
olmamakla birlikte, kendimize bunlarin temsil ettigi seyin
bu oldugunu hatirlatmak igin bunlari noktalar olarak ad-
landiriyoruz. Benzer sekilde, tiim (a, b, c) tiglii sayilarini
alarak ve yine bunlar1 noktalar olarak adlandirarak iig bo-
yutlu uzay modelini elde edebiliriz. Ornegin, sekiz boyutlu
uzayda noktalan tanimlamanin agik bir yolu mevcuttur.
Bunlar gergek sayilarin sekizlilerinden bagka bir ~ de™’I-
dir. Orne~in iki nokta & ledir: (1, 3, -1, 4, 0, 0, 6, 7) ve
G5, m, -3/2, 2,17,89,93,-12, /2 +1).

Cesitli e tanimlamig oldum, fa-
kat ‘uzay’ sdzciigii heniiz model agisindan tanimlamadigim
birgok geometrik kavrami beraberinde tagidign igin sekiz
boyutlu uzay modeli olarak adlandirilmaya heniiz uygun
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6.7

22. Pythagoras teoremini kullanarak mesafelerin hesaplanmast.

degildir: bir uzaydan daha ¢ok, tek tek noktalarin biiyiik
bir bilesimine benzemektedir. Ornegin, nokta ciftleri ara-
sindaki uzakhiktan ve dogrulardan, dairelerden ve diger
geometrik sekillerden s6z ederiz. Bu diigiincelerin yiiksek
boyutlardaki kargiliklan nelerdir?

Bu tiir sorular1 yanitlamanin genel bir yéntemi mev-
cuttur. iki ya da ii¢ boyutlu tamdik bir kavram verildigin-
de, 6nce bu tiimiiyle koordinatlar agisindan tanimlanir ve
daha sonra daha yiiksek boyutlara genellegtirmenin agik
olacagi umut edilir. Bunun uzaklik kavram igin nasil ig-
ledigini gérelim.

Diizlemde (1, 4) ve (5, 7) gibi iki nokta verildiginde
aralanindaki uzaklign soyle hesaplayabiliriz. Once, Sekil
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22'de gosterildigi gibi, (5, 4) ek bir noktas: olan bir dik
agt olugturarak baglanz. Sonra (1, 4) ve (5, 7) noktalan-
m1 birlegtiren dogrunun bu tiggenin hipoteniisii oldugunu,
yani uzunlugunun Pythagoras teoremi kullanilarak hesap-
lanabilecegini fark ederiz. Diger iki kenarin uzunluklar1 5
— 1= 4 ve 7-4 = 3'tiir, bu yiizden hipoteniisiin uzunlugu

+3% = + 9 = 5’tir. Boylece, iki nokta arasin-
daki uzaklik 5’tir. Bu yéntemi (a, b) ve (c, d) genel nokta
giftlerine uyguladigimizda, bu iki noktas: hipoteniisiin iki
ucundan birinde olan ve diger iki kenar uzunluklar [c - a|
(bunun anlami ¢ ve a’'nin farkidir) ve |d - b| olan dik agih
bir iicgen elde ederiz. Pythagoras r teoremi bize iki nokta
arasindaki uzakhigin su formiille hesaplanabilecegini sy-
ler:

Buna benzer fakat biraz daha karmagik bir argiiman tig
boyutta isler ve (a, b, c) ve (d, e, f) noktalan arasindaki
uzakhgin géyle  __  gosterir:

i+ e-b)i+(f-0o?

Diger bir deyisle, iki nokta arasindaki uzakhg1 hesapla-
mak igin karsilikli koordinatlar arasindaki farklarin kare-
sini toplarsiniz ve sonra karekokiinii alirsiniz. Ozet olarak,
bunun nedeni sudur. ve ~olanT

bir (a, b, c)’den
b, f)’ye olan uzaklik f- c[dirve (a,b, ’'den d,e, olan
uzaklik iki boyutlu formiille (d+— q)% + (e — b)? 'dir. Bu
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sonug simdi Pythagoras teoreminin T’ye uygulanmasindan
elde edilir.

Bu ifadenin ilging bir yoni, noktalarin ii¢ boyut-
lu olduklarimin varsayildigindan séz etmemis olmasidir.
Bu nedenle, herhangi bir sayida boyuttaki mesafeleri
hesaplama y6ntemine rastlamig olduk. C)rnegin, (1, 0,
-1, 4, 2) ve (3, 1, 1, 1, -1) noktalar1 (bunlar beg boyut-
lu uzayda bulunmaktadir) arasindaki uzaklik soyledir:

G-1DP+ -0+ (-(-1) P+ 1-49>+(-1-2)°
4+1+4+9+9=27

Seylerin bu gekilde ifade edilmesi bir olgiide yanlhg
yone yonlendirir, giinkii bes boyutlu nokta giftleri (beg
boyutlu noktanin bes gergek sayidan bagka bir sey olmadi-
gin1 hatirlayiniz) arasinda her zaman bir uzaklik oldugunu
ve bu mesafelerin nasil hesaplanabilecegini kegfettigimizi
ortaya koyar. Bununla birlikte, aslinda yapmig oldugumuz
sey bir uzakhik kavraminin tammlanmasidir. Higbir fiziksel
gergeklik bizi beg boyutlu uzakligin yukanda anlatldig
sekilde hesaplanmasi gerektigi konusunda karar vermeye
zorlamaz. Ote yandan, bu yontem iki ve ii¢ boyutlularda
ne yapmamiz gerektigine iliskin o kadar agik bir dogal ge-
nellemedir ki bir bagka tanimin benimsenmesi tuhaf ola-
caktir.

Uzaklik tanimlandiktan sonra diger kavramlan genel-
lemeye baglayabiliriz. Ornegin, bir kiire agik¢a bir dairenin
ii¢ boyutlu egdegeridir. Dort boyutlu bir ‘kiire’ nasil bir sey
olacaktir? Uzaklikta oldugu gibi, iki ve ii¢ boyutlu versi-
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yonlarini aslinda boyut sayisindan sz etmeyen bir sekilde
tanumlayabilirsek bu soruyu yanitlayabiliriz. Bu hig de zor
degildir: hem daireler hem de kiireler verili bir noktadan
(merkez) (yarigap) ku—
mesi olarak tanimlanabilir. . tantmu kesin olarak dort

L kullanmaktan bizi alikoyan higbir gey
bulunmamaktadir. Ornegin, (1, 1, 0, 0) noktasindan yari-
capt 3 olan dért boyutlu kiire, dort gergek sayinin olugtur-
dugu (a, b, ¢, d) dizisidir. Bunun (1, 1, O 0)’dan uzakhg
(daha 6nceki tanimlarimiza gore) soyledir:

Bu nedenle, bu dért boyutlu kiirenin bir diger tanimi
agagidakine uyan tiim dértliilerin kiimesidir:

Ja-1)2+p-1)2+E+d*=3

Ornegin, (1, -1, 2, 1) bu tiirden bir dortliidir, bu ne-
denle verilen dért boyutlu kiire i¢inde bir noktadir.

Genelleme yapilabilecek bir diger kavram, iki boyutlu
bir kare ve ii¢ boyutlu kiiredir. Sekil 23’tin agikga goster-
digi gibi, hem a hem de b’nin O ve 1 arasinda yer aldig1
tim (a, b) sayilar1 kenar uzunlugu 1 olan bir kare olug-
turur ve bunun dért kégesi (0, 0), (0, 1), (1, 0) ve (1, 1)
noktalandir. Ug boyutta, a, b ve ¢’nin hepsi O ve 1 arasin-
da bulunacak sekilde tiim (a, b, ¢) noktalar1 alinarak bir
kiip tanimlanabilir. Simdi sekiz kége bulunmaktadir: (0,
0,0, (,01),©10),(01,1),(1,0,0)), (1,0, 1), (1,
1, 0) ve (1, 1, 1). Elbette, daha yiiksek boyutlarda benzer
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tanimlar miimkiindiir. Oregin, hepsinin koordinatlar1 0
ve 1 arasinda olan tiim (a, b, ¢, d, e, f) noktalar alinarak
alt1 boyutlu kiip, daha agik adiyla uygun bir matematiksel
yapi elde edilebilir. Bunun kogeleri her koordinati O ya da
1 olan tiim noktalar olacaktir: her yeni boyut eklendigin-
de kose sayisinin iki katina gikacagini gérmek zor degildir,
dolayisiyla bu 6rnekte bunlardan 64 tane bulunmaktadir.
Yalnizca bigimleri tanimlamaktan daha fazla seyler ya-
pilabilir. Beg kenar sayilarini hesaplayarak
bunu kisaca gostereyim. Kenarin ne oldugu hemen gorii-
lemez, fakat bunun igin, iki ve {i¢ boyutta ne olduguna ba-
karak buradan bir bilgi edinebiliriz: kenar iki komsgu koseyi
dogrudur ve iki
kabul edilirler. Beg
boyutlu bir kiipte tipik bir kése (0, O, 1, O, 1) gibi bir nok-
tadir ve biraz dnce verilen tanima gére bunun komgulari
(1,0,1,0,1),0,1,10,1),(,0,0,0,1), 0,0,1, 1, 1)
ve (0, 0, 1, O, 0)’dir. Genelde her kégenin beg komsusu
ve bundan dolay1 da kendisinden ¢ikan beg kenan vardur.
(ki ve ii¢ boyutlu iki komsu koseyi birlegtiren dogru kav-
ramina iligkin genelleme yapmay1 okuyucuya birakiyorum.
Bu hesaplama agisindan bu énemli degildir.) 2° = 32 koge
oldugundan, 32 x 5 = 160 kenar var gibi gériinmektedir.
Ancak her kenan iki defa saymig olduk — her ug nokta igin
bir defa, bu yiizden dogru yanit 160’1in yarisi, yani 80'dir.
Yapmakta oldugumuz seyi 6zetlemenin bir yolu, koor-
dinatlan kullanarak, geometrik kavramlar yalnizca sayilar
arasindaki iligkileri igeren egdeger kavramlara doniistiir-
mektir. Geometriyi dogrudan genellegtiremesek de, cebiri
genellegtirmemiz miimkiindiir ve bu genellegtirmeyi yiiksek
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boyutlu geometri olarak adlandirmamiz akla yatkin go-
riinmektedir. Agiktir ki, beg boyutlu geometri, {i¢ boyutlu
geometri olarak biraz dnceki deneyimimizle oldugu kadar
dogrudan iligkili degildir, fakat by, ona iligkin diiglinmeyi
olanaksiz hale getirmez ve onun bir model olarak yararl
olmasini 6nlemez.

39_\;~(\\QI.T(N‘
Dort boyutlu uzay géz 6niine mi?

Aslinda, tig¢ boyutlu nesnelerin géz 6niine getirilebil-
mesinin miimkiin oldugu, fakat doért boyutlularin getiril-
mesinin miimkiin olmadig1 bi¢imindeki ifade yakindan
incelendiginde aslinda gegerli olmaz. Bir nesnenin goéz
oniine getirilmesi ona bakmak gibi bir duygu vermekle bir-
likte, iki deneyim arasinda 6nemli farkhliklar bulunmak-
tadir. Ornegin, asina oldugum, ama ¢ok iyi bilmedigim bir
oday1 g6z 6niine getirmem istense, bunu yapmakta zorluk-
la karsilasgmam. Buna iliskin olarak, kag tane sandalyesi
bulundugu ya da désemenin ne renkte oldugu gibi basit
sorular sorulursa bunlar genellikle yanitlayamam. Bu, zi-
hinsel gériintii ne olursa olsun, bunun bir fotografik tasvir
olmadigin1 gésterir.

Matematiksel baglamda, bir seyi gbz 6niine getire-
bilmek ile getirememek arasindaki énemli fark, birinci
durumda durup hesaplamak yerine sorularin bir Slgiide
dogrudan yanitlanabilmesidir. Dogrudan yanit verilmesi
elbette bir derece olayidir, fakat nesne bu yiizden daha az
gercepe sahip degildir. Omegin, ii¢ boyutlu bir kiipiin ke-
nar sayisinl vermem istenirse, bunun tepenin gevresinde
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dért, tabanin kenarinda dért ve iistten alta giderken dért
olmak iizere toplam on iki kenar oldugunu ‘gérmiis gibi’
yanitlayabilirim.

Daha yiiksek boyutlarda ‘gérmiis gibi’ yanit vermek
giiclesir ve beg boyutlu benzer bir soruyu tartigirken benim
yaptigim gibi genellikle daha fazla argiiman yiiriitmek zo-
runda kalinir. Ancak bu bazen miimkiindiir. Ornegin, tip-
k1 ii¢ boyutlu bir kiipiin yiizleri birbirine doniik ve kargilik-
11 kseleri birlegmis iki kareden olusmasi gibi, dért boyutlu
bir kiipii de yiizleri birbirine déniik ve kargihkl késeleri
kenarlarla birlegmis (dérdiincii boyutta) iki tane iig bo-
yutlu kiipten olugmug olarak diigiinebilirim. Dért boyutlu
uzaya iligkin kafamda tiimiiyle agik bir resim olmamakla
birlikte, iki adet ii¢ boyutlu kiipiin her biri igin on iki ke-
nar oldugunu ve sekiz kenarin késelerini tiimiiyle birlegtir-
digini hala ‘gérebilirim’. Bu toplam olarak 12 + 12 + 8 =
32'yi verir. Bundan sonra beg boyutlu bir kiipiin bunlarin
yine kargihkh kogeleri birlesmis iki tanesinden olugtugunu
‘hemen hemen’ gérebilirim. Kenarlarin toplami1 32 + 32 +
16 = 80'dir (her dort boyutlu kiip i¢in 32 ve aralarindaki
kenarlar igin 16) ve bu da daha 6nce elde ettigim sonucun
tam1 tamina aynisidir. Dolayisiyla, dért ve bes boyutlula-
11 goziimiin dniine getirmede bir 6lgiide kaba bir yetene-
gim bulunmaktadir. (‘G6z 6niine getirmek’ sdzciigiinden
rahatsizlik duyuyorsaniz, ‘kavramlagtirmak’ gibi bir bagka
sozcligii kullanabilirsiniz). Elbette, bu, ii¢ boyutlularda goz
oniine getirmekten ¢cok daha zordur; 6megin, ti¢ boyutlu
bir kiipii kendi etrafinda gevirdiginizde ne olduguna iliskin
sorulan dogrudan yamitlayabilirken, dért boyutlu bir kiip
icin bunu yanitlayamam — fakat her ikisinin de géz éniine
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getirilmesi miimkiin olmayan elli i¢ boyutlu hallerinden
kesinlikle kolaydir bu. Bazi matematikgiler dért boyutlu
geometri iizerine uzmanlagirlar ve onlarin dért boyutlu goz
goniine getirme yetenekleri ¢ok geligmigtir.

Bu psikolojik nokta geometrinin ¢ok 6tesine gegen
matematik acisindan énemlidir. Insanin yagamini mate-
matiksel aragtirmaya adamasinin keyiflerinden biri, bilgi
kazandikga, bir zamanlar bir ya da iki saat sik1 diiginme
gerektiren giderek daha fazla sayida sorunun yanitlarini
‘hemen hemen gorebilmesi’ ve sorularin geometrik olma-
sinin gerekmemesidir. Bu ifadenin basit bir 6rnegi, 471 x
638 = 638 x 471 olmasidir. Iki uzun carpma yaparak ve
bunlarin ayn1 sonucu verdiklerini kontrol ederek bunun
dogrulugunu inceleyebiliriz. Ancak, buna 471e
638 dikdértgeninde

sinin toplam ve ikincisinin her siitundaki nokta sayisinin

,,,,,,,,, goriiriiz ve elbette bunlar ayni sonucu
vermelidir. Burada zihinsel bir ol-
dukea farkli olduguna dikkat ediniz gercekten de 471’
638 ___ _ 463’e 641 dikdértgeninden ol-
dugunu géz éniine _—  mi? Bunu kontrol etmek
icin kisa kenardaki nokta sayisini sayabilir misiniz?

Yiiksek boyutlu geometrinin 6zelligi nedir?

Yiiksek boyutlu geometri diisiincesinden biraz anlam
¢ikarmak bir geydir, fakat nigin bu kadar ciddiye alinan
bir konu oldugunu agiklamak ¢ok farkh bir seydir. Daha
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once L. Boliim’de bir model olarak yararli oldugunu éne
siirdiim, fakat {i¢ boyutlu gergek uzayda yasadigimiz dik-
kate alindiginda bu nasil olabilir?

Bu sorunun yanit1 oldukga basittir. I. Béliim’de degin-
digim noktalardan biri, modelin, fiziksel uzayin dogrudan
modellenmesinden bagka birgok bagka amag igin kullani-
labilmesiydi. Ornegin, genellikle bir nesnenin hareketini
farkh zamanlarda aldifi mesafeyi temsil eden bir grafik
cizerek temsil ederiz. Bu grafik bir diizlemde bir egri ola-
caktir ve egrinin geometrik 6zellikleri nesnenin hareke-
tine iligkin bilgiye kargilik gelecektir. Bu hareketi temsil
etmek icin nigin iki boyutlu geometri uygun olmaktadir?
Ciinkii séz konusu olan iki say1 vardir —gegen siire ve ali-
nan mesafe— ve sdylemig oldugum gibi iki boyutlu uzay1
tiim say1 giftlerinin toplami olarak diistinebiliriz. Bu bize
yiiksek boyutlu geometrinin nigin yararh olacagi konusun-
da bir ipucu verir. Evrende gizli olarak var olan herhangi
bir yiiksek boyutlu uzay olmayabilir, fakat birkag sayinin
toplamini ele almamiz gereken birgok durum mevcuttur.
Bunlardan ikisini gok kisaca anlatacagim ve bundan sonra
¢ok sayida digerleri agikliga kavugacaktir.

Bir sandalyenin konumunu tanimlamak istedigimi
varsayalim. Bu sandalye dik duruyorsa, konumu tiimiiyle
ayaklarindan ikisinin dégemeye degdigi noktalar tarafin-
dan belirlenir. Bu iki noktanin her biri iki koordinat ile
temsil edilebilir. Sonugta, ortaya sandalyenin konumunu
tanimlamakta kullanilabilen dért say1 ¢ikar. Ancak bu sa-
yilar birbiriyle iligkilidir, ¢linkii ayaklarin uglar arasindaki
mesafe sabittir. Bu mesafe d ise ve ayaklar désemeye (p,
q) ve (r, s) noktalarinda degiyorsa, Pythagoras teoremine
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gore (p-r)? + (g-s)? = d%dir. Bu p, g, r ve s iizerine bir
kisitlama getirir ve bu kisitlamay:1 tanimlamanin bir yolu
geometrik dilin kullanilmasidir: dért boyutlu uzayda bulu-
nan (p, q, 1, s) noktasi belli bir ii¢ boyutlu ‘yiizeyde’ bulun-
mak zorundadir. Daha karmagik fiziksel sistemler benzer
sekilde analiz edilebilir ve boyutlar ¢ok yiiksek hale gelir.

Coklu boyutlu geometri ekonomide de ¢ok énemlidir.
Ornegin, bir sirketin hisse senetlerini satin almanin akilli-
ca bir ig olup olmadigini merak ediyorsaniz, karar verme-
nizde size yardimci olacak bilginin biiyiik béliimii —isgticii
sayisi, gesitli varliklannin degerleri, hammaddelerin mali-
yetleri, faiz oran1 vb.— sayilar bigiminde olacaktir. Bir dizi
halinde alindiginda bu sayilar yiiksek boyutlu bir uzaydaki
bir nokta olarak diigiiniilebilir. Belki de diger bazi benzer
sirketleri analiz ederek yapmak isteyeceginiz sey, o uzayin
bir bolgesini, hisse senetlerini almanin iyi bir fikir oldugu
bélgeyi belirlemektir.

Kesirli boyut

Buraya kadarki tartigmada belirgin olarak goriinen
bir gey varsa, o da bir bigimin boyutlarinin her zaman bir
tamsay1 olacagidir. Bir noktay1 —hatta matematiksel olani—
belirlemek igin iki buguk koordinata ihtiyag duymak ne
anlama gelebilir?

Bu argiiman zor goriinebilir, fakat 2. bolimde 2%
sayisini tanimlamadan énce de gok benzer bir giigliikle
kargilagmigtik ve soyut yontemi kullanarak bunu agmay
becermigtik. Boyut igin de buna benzer bir geyi yapabilir
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miyiz? Bunu yapmak istersek, bu sayinin bir tamsay1 oldu-
gunu hemen dolayli olarak sdylemeyen, boyutla iligkili bir
ozellik bulmak durumundayiz. By, koordinat sayst ile ilgili
her seyi digarida birakmaktadir, ki bunlar boyut diigiincesi
ile o kadar yakindan iligkilidir ki bagka bir geyi diiginmek
¢ok zor gériinmektedir. Ancak, bu béliimiin baginda kisa-
ca deginilen ve bize istedigimiz seyi tam olarak veren bir
bagka 6zellik daha mevcuttur.

Boyutla degisen geometrinin énemli bir ozelligi, bir
sekli her yone dogru t faktorii ile geniglettiginizde geklin
boyutuna ne oldugunu belirleyen kuraldir. Biiyiikliik ile
uzunlugu, alan ya da hacmi anlatmak istiyorum. Bir bo-
yutta biiyiikliik t katina ya da t' katina gtkmakeadr, iki
boyutta t? katina gikmaktadir ve ii¢ boyutta t* katina ¢ik-
maktadir. Bunun igin t'nin kuvveti geklin boyutunu an-
latmaktadir.

Buraya kadar tamsayilari resimden gikarmay: bagarama-
dik, giinkii iki ve iig sayilar ‘alan’ ve ‘hacim’ sézciiklerinde
dolayh olarak yer almaktadir. Ancak, bu sézciikler olma-
dan igleri su sekilde vyiiriitebiliriz. Kenar uzunlugu ii¢ olan
bir karenin kenarinin karesi nigin kenar uzunlugu bir olan
karenin alaninin dokuz katidir? Bunun nedeni, biiyiik ka-
renin daha kiigiik dokuz eg kareye béliinebilmesidir (Sekil
24’e bakiniz). Benzer gekilde, tige-lige-ii¢ kiip de yirmi yedi
tane bire-bire-bir kiipe béliinebilir, béylece hacmi bire-bire-
bir kiipiin hacminin yirmi yedi katidir. Bu nedenle, bir kiip
1’den biiyiik bir tamsayi olan t faktorii ile genigletildiginde,
yeni kiipiin eskisinin t* adet kopyasina béliinebilmesinden
dolay1 bu kiipiin ii¢ boyutlu oldugunu sdyleyebiliriz. ‘Hacim’
sozcligiiniin son ciimlede yer almadigina dikkat ediniz.
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24. Bir karenin 9 = 3? adet kiigiik kareye ve bir kiipiin 27 = 3 adet
kiigiik kiipe boliinmesi.

Simdi su soruyu sorabiliriz: yukandaki gibi bir man-
tik yiiriitebilecegimiz ve tamsay1 olmayan bir sonug elde
edebilecegimiz bir gekil var midir? Bunun yanit1 evettir.
Bilinen en basit érneklerden biri Koch kar tanesidir. Bunu
dogrudan anlatmak miimkiin _— su sii-
recin limiti olarak tanimlanir. Omegin, uzunlugu bir olan
bir dogru pargasini ele alarak baglayin. Sonra bunu iig esit
pargaya boliin ve orta parganin yerine, bu orta parganin
tabanini olugturdugu bir egkenar tiggenin diger iki kenar-
n1 koyun. Ortaya, her biri tigte bir uzunlugunda olan dért
dopru pargasindan yapilmug bir gekil gikar. Bunlarin her
birini {ig esit par¢aya béliin ve yine ortadaki her pargay1
bir egkenar iiggenin diger iki kenan ile degistirin. Simdi
ortaya, her birinin uzunlugu dokuzda bir olan on alt1 dog-
ru pargasindan olugmug bir gekil ¢ikar. Bu siirecin nasil
devam edecegi agiktir: bunun birkag agamasi Sekil 25'te
gosterilmistir. Bu siirecin, sekilde goriildigi gibi, sinirlay-
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25. Koch kar tanesinin olugturulmast.

a1 bir sekle dogru yol aldigin1 ayrintih bigimde kanitlamak
cok zor degildir ve bu gekil Koch kar tanesidir. (Bunlardan
li¢ tanesini alip hepsini birlikte bir licgenin etrafina yerles-
tirdiginizde bir kar tanesine benzer.)

Koch kar tanesinin baz ilging 6zellikleri bulunmakta-
dir. Bizi ilgilendiren 6zelligi, kendisinin daha kiigiik kop-
yalarindan olugturulabilmesidir. Bir kez daha, bu durum
sekilden gériilebilir: bu sekil dort kopyadan olugmaktadir
ve her kopyasi seklin biitiiniiniin bir bélii ti¢ faktoriiyle
kiigiiltiilmisiidiir. Simdi de boyutuna iliskin ne s6yledigini
ele alalim.

Sekil d-boyutlu ise, boyutunun tigte biri kadar kiigiilt-
tiigiimiizde, boyutunun 3¢ faktorii ile kiigiilmesi gerekir.
(G6rmiig oldugumuz gibi, d 1, 2 ya da 3 oldugunda bu dog-
rudur.) Boylece, bu sekli daha kiigiik kopyalarinda olus-
turabilirsek, bunlardan 3¢ adedine ihtiyacimiz olacaktur.
Koch kar tanesi igin dort kopyayaihtiyag oldugundan, bu-
nun boyutu olan d, 3¢ = 4’ii verensay1 olmahdir. 3! = 3 ve
3? = 9 oldugundan, bu, d'nin 1 ve 2 arasinda oldugu anla-
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mina gelir, dolayisiyla bu bir tamsay1 degildir. Aslinda, bu
say1 log,4’tiir ve bu da yaklagik olarak 1,2618595’e esittir.

Bu hesaplama Koch kar tanesinin kendisinin kiigiik
kopyalarina ayrilabilmesine baglidir ve bu pek aliglmamig
bir 6zelliktir: bir daire bile bu 6zellige sahip degildir. Bu-
nunla birlikte, yukaridaki diisiinceyi daha da geligtirmek
ve daha yaygin bir sekilde uygulanabilen bir boyut tanim1
vermek miimkiindiir. Soyut yontemin diger kullanimla-
rinda oldugu gibi, bu, Koch kar tanesinin ve benzeri egzo-
tik sekillerin ‘gergek boyutunu’ kegfettigimiz anlamina gel-
mez, yalnizca belli 6zelliklere uygun tek miimkiin tanimi
buldugumuz anlamina gelir. Aslinda, boyutu tanimlama-
nin farkl sonuglar veren diger yollar1 da mevcuttur. Or-
negin, Koch kar tanesinin ‘topolojik boyutu’ 1'dir. Kabaca
sdylemek gerekirse, bunun nedeni, tipki bir dogru gibi, i¢
bolgesindeki noktalarin herhangi birinin kaldirilmas: yo-
luyla birbiriyle baglantis1 kesilmig iki par¢aya ayrilabilme-
sidir.

Bu da soyutlamanin ve genellemenin ikiz siireglerine
ilging bir gekilde gk tutar. Bir kavrami genellestirmek
i¢in onunla ilgili baz 6zelliklerin bulunmasi ve bunlarin
genellegtirilmesi gerektigini 6nermigtim. Genellikle bunu
yapmanin tek bir dogal yolu bulunmaktadir, fakat bazen
farkh 6zellik kiimeleri farkli genellemelere yol agar ve ba-
zen birden fazla genelleme daha yararhidir.
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VL. Bsliim
GEOMETRI

Belki de tiim zamanlarin en etkili matematik kitaplarin-
dan biri, IO 300 civarinda yazilan Eukleidesin Elemanlar
adl kitabidir. Eukleides iki bin yildan daha uzun siire 6nce
yagamig olmakla birlikte, bir¢ok agidan taninmug ilk modern
matematikgidir — ya da en azindan bizim bildigimiz ilk mo-
dern matematikgidir. Ozellikle, kitabina beg aksiyomla bag-
layarak ve bunlardan ¢ok sayida geometri teoremi tiireterek
aksiyom y6ntemini sistematik bigimde kullanan ilk yazar ol-
mustur. Cogu insanin yakindan tanidi1 geometri, tabii eger
buna agina iseler, Eukleides geometrisidir, fakat aragtirma
diizeyinde ‘geometri’ szciigii cok daha genig anlama sahip-
tir: gliniimiiziin geometricileri zamanlannin biiyiik bslimii-
nii bir cetvel ve pusula ile gegirmemektedir.

Eukleides geometrisi

Eukleides'in aksiyomlann gunlardir. Burada aligilmag
tarz1 izleyecegim ve ‘dogru’ sdzciigiinii her iki yéne sonsuz
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bigimde uzanan bir ¢izgi olarak kullanacagim. Bir ‘dogru
pargast’ iki ug noktast olan bir dogru anlamina gelecektir.

1. 1ki nokta tami tamina bir dogru parcast ile birlegtirile-
bilir.

Bir dogru pargasi tek bir gizgiye uzatilabilir.

3. Bir P noktast ve r uzunlugu verildiginde, merkezi P
olan r yarigaph bir daire vardir.

iki dik ag1 birbirine benzer.

L ve M dogrularin bir N dogrusu keserse ve N'nin bir
kenarindaki ig agilarin toplamu iki dik agidan daha kii-
giikse, L ve M dogrulari N'nin o tarafinda kesisir.

L)

oo

Dérdiincii ve besinci aksiyomlar Sekil 26’da géste-
rilmistir. Doérdiincii aksiyom bir dik agiyr tam digerinin
tizerine gelecek sekilde kaydirabileceginiz anlamina gelir.
Besincisi ise, a. ve B ile igaretlenmis agilarin toplam1 180
dereceden daha az oldupu icin L ve M dogrularinin N'nin
sapinda bir yerde kesigtiklerini ifade eder. Besinci aksiyom,
belli bir L dogrusu ve L iizerinde olmayan bir x noktast
verildiginde, x’ten gegen ve higbir zaman L'yi kesmeyen
yalnizca tek bir M dogrusu oldugunu séyleyen ‘paralel pos-
tula’ ad1 verilen postulanin egdegeridir.

Eukleides o zamanlar bilinen bigimiyle geometrinin ta-
maminin ingasinda bu bes aksiyomu kullanmigtir. Burada,
Smegin, bir tiggenin agilarinin toplaminin 180 derece ol-
duguna iligkin iyi bilinen sonucun nasil kanitlanacaginin
ozeti yer almaktadir. Ik adim N dogrusunun L ve M pa-
ralel dogrularini kesmesi durumunda, karg1 agilaninin egit
oldugunun gosterilmesidir. Diger bir deyigle, Sekil 27°deki
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gibi bir durumda a = o’ ve p = B’ olmalidir. Bu besinci
aksiyomun bir sonucudur. Birincisi, @’ + f’nin en azindan
180 oldugunu ya da aksi durumda L ve M’nin kesismek
(sekilde N dogrusunun solunda bir yerde) durumunda ka-
lacaklarin1 s6ylemektedir. a. ve B birlikte bir dogru olus-
turduklarindan, B = 180 - a”dir, bu yiizden o’ + (180 - o)
en azindan 180'dir ve bu, a”’nin en azindan o kadar biiyiik
olmasi gerektigi anlamina gelir. Ayni argiimanla o + p =
o + (180 - o) en azindan 180 olmalidir, bu yiizden o en
azindan o’ kadar biiyiiktiir. Bunun gergeklesmesinin tek
yolu, o ve a”’nin egit olmasidir. f = 180 - o ve p’ = 180 -
o’ oldugundan, ayni gekilde p = B’ sonucu gikar.

Simdi de ABC bir {iggen olsun ve A, B ve C’deki agilart
sirastyla a, B ve v olsun. Ikinci aksiyoma gére AC dogru
pargasint L dogrusuna uzatabiliriz. Paralel postula B'den
gegen ve L ile kesismeyen bir M dogrusunun oldugunu
soylemektedir. o’ ve ¥’ Sekil 28’de isaretlenen agilar olsun.
Yaptigimiz kanitlamaya gére o = o’ ve ¥ = ¥’ olur. o, B
ve ¥’ birlikte bir dogru olugturduklarindan o’ + f + vy’ =
180’dir. Bu yiizden zorunlu olarak a. + B + y = 180'dir.

Bu argiiman giindelik yagam hakkinda bize ne séyle-
mektedir? Uzayda A, B ve C gibi ii¢ nokta alindipinda ve
ABC iiggeninin ii¢ agis1 dikkatlice 6lgiildiigiinde bunlarin
toplaminin 180 derece olacag1 agik bir sonug gibi goriin-
mektedir. Basit bir deney bunu dogrulayacaktir: bir kagidin
{izerine bir liggen gizin, elinizden geldigi kadar titizce kesin,
her birinden bir kése olmak iizere yirtin, koseleri bir araya
getirin ve agilarin aslinda bir dogru olugturdugunu gériin.

Simdi, agilarinin toplami 180 derece olmayan fiziksel
bir iiggenin digiiniilemeyecegine ikna olduysaniz, bu du-
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26. Eukleides'in dérdiincii aksiyomu ve besincisinin iki versiyonu.
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rum IO 300 yilinda Eukleides’ten 18. yiizythn sonunda Im-
manuel Kant’a kadar herkesin gikardigi sonug bu oldugu
icin onlara eglik etmis oluyorsunuz. Aslinda, Kant o kadar
ikna olmug durumdayd ki Saf Aklin Elestirisi adli yapitinin
6nemli bir béliimiinii Eukleides geometrisinden nasil ke-
sin olarak emin olunabilecegi sorusuna ayirmugtir.

Ancak, Kant yanilmugt: yaklagik otuz yil sonra biiyiik
matematikgi Carl Friedrich Gauss béyle bir iiggeni tasar-
lamay1 gergeklestirebildi ve bunun sonucunda Hanover
Kralligi'ndaki Hohenhagen, Inselberg ve Brocken dag
zirvelerinin olugturdugu iiggenin agilarini, aslinda toplam-
larinin 180 derece olup olmadigini test etmek igin dlgtii.
(Bu iinlii bir 6ykiidiir fakat, diirtist olmak gerekirse, beni
aslinda Eukleides geometrisini test etmeye galigip caligma-
dig1 konusunda biraz kusku olduguna isaret etmek zorun-
da birakmaktadir.) Yapti1 deney, agilarin yeterince kesin
bigimde 6lgiilmesinin zorlugundan dolay: tam sonuca ula-
samamustir, fakat deneye iliskin ilging nokta, sonucundan
¢ok, Gauss’'un merak edip buna girismesidir. Burada ver-
digim argiimanla ilgili yanlig ne olabilir?

Aslinda, bu, sorulmasi gereken dogru soru degildir,
giinkii argiiman dogrudur. Bununla birlikte, Eukleides’in
bes argiimanina dayandigindan, bu aksiyomlar giinliik
hayatta dogru olmadan giinliik hayat hakkinda bir seyi
dolayh olarak ifade etmez. Bu yiizden, Eukleides’in aksi-
yomlarinin dogrulugu sorgulanarak argiimanin énciilleri
sorgulanabilir.

Fakat aksiyomlardan hangisi en azindan biraz kugkulu-
dur? Herhangi birinde bir hata oldugunu bulmak zordur.
Gergek diinyada iki noktay1 bir dogru pargasi ile birlegtir-
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mek isterseniz, yapmaniz gereken tek gey bir ip pargasini her
iki noktadan gegecek sekilde germektir. Bu dogru pargasini
bir dogru geklinde uzatmak isterseniz, bunun yerine bir la-
zer igtnint kullanabilirsiniz. Benzer gekilde, istenen herhangi
bir yarigapa sahip daireler tiretmek zor degildir ve deneyler,
bir kagidin iki dik agil kdsesini aldiginizda, bunlardan birini
otekinin tam istiine yerlestirebileceginizi géstermektedir.
Son olarak, iki dogrunun, sonsuz uzunluktaki bir ¢ift demir-
yolu ray gibi sonsuza kadar gitmesini ne 6nleyebilir?

Paralel postula

Tarihsel olarak en fazla kugku ya da en azindan rahat-
sizlik uyandiran postula, paralel postuladir. Bu, diger aksi-
yomlardan daha karmagiktir ve 6nemli bir sekilde sonsuzu
igerir. Uggenin agilanimin toplamimin 180 derece oldugu
kanitlandiginda, bu kanitlamanin uzayin en ug yerlerinde
neler olduguna temellenmesi tuhaf degil midir?

Paralel postulay1 daha dikkatlice inceleyelim ve nigin
bu kadar agik bigimde dogru goriindiigiinii anlamaya ¢ali-
salim. Belki de aklimizin bir késesinde su argiimanlardan
biri yatmaktadir.

(1) Bir L dogrusu ve bunun tizerinde olmayan bir x noktasi
verildiginde, x’ten gegen bir paralel dogru tiretmek igin
yapmaniz gereken tek sey, X'ten gecen dogruyu L ile aym
yonde gidecek sekilde segmenizdir.

(2) y, L'nin x ile dogrultusunda ve L'den aym uzaklikta bir
bagka nokta olsun. x ve y'yi bir dogru pargasi ile birlegti-
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rin (aksiyom 1) ve sonra bu dogru pargasint M dogrusuna
uzatin (aksiyom 2). Bu durumda M ve L kesigmeyecektir.

(3) M, L'nin x ile dogrultusundaki ve onlardan ayn1 uzaklik-
taki tiim noktalardan olugan bir dogru olsun. Agiktir ki,
bu dogru, L ile kesismeyecektir.

Buraya kadarki argiiman L'ye paralel olan dogru ile
ilgilidir. Bu tiirden en fazla bir dogru olabilecegini goster-
meyi amaglayan daha karmagik bir argiiman s6yledir ve bu
paralel postulanin diger béliimiinii olugturmaktadir.

(4) L'yi, dogru pargalarindan biri x’ten gegecek sekilde, esit
olarak yerlestirilmig dikey dogru pargalar1 (Sekil 29’daki
gibi demiryolu ray1 olugturacak gekilde) ile M’ye birlegti-
rin. Simdi de N'nin x’ten geger bir bagka dogru oldugunu
varsayalim. x'in bir tarafinda N dogrusu L ve M arasinda
bulunmalidir, bu nedenle L ve M arasinda yer alan u nok-
tasinda bir sonraki dogru pargasiyla kesigir. Basit olsun
diye, u'nun M ile L arasindaki dogru pargasinin % 1’inde
yer aldigini varsayalim. O zaman, N bir sonraki dogru
pargasim1 % 2’ kadar uzaginda kesecektir ve bu béyle sii-
recektir. Bu nedenle, 100 dogru pargasi sonra N'nin L'yi
kesmesi gerecektir. N'ye iligkin olarak yaptigimiz tek var-
sayim bunun M olmadi1 seklinde oldugundan, buradan
M'nin x’ten gegen ve L'yi kesmeyen tek dogru oldugu so-
nucu ¢ikar.

Son olarak, L'ye paralel olan ve verilen noktadan ge-
cendogrunun hem mevcut oldugunu ve hem de tek oldu-
gunu gosteren bir argiiman g6yledir.
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29. Paralel dogrularin benzersizligi.

(5) Diizlemde bir nokta Kartezyen koordinatlarla tanimlana-
bilir. Bir L dogrusu (dikey olmayan), y = mx + ¢ bigimin-
de bir denkleme sahiptir. Cyi degistirerek L'yi agag1 ve
yukar hareket ettirebiliriz. Agiktir ki, bu gekilde olugtu-
rulan higbir iki dogru birbirini kesmez ve her nokta bun-
lardan yalnizca birinin iistiinde yer alir.

Biraz 6nce yapmig oldugum geyin paralel postulay1 ka-
nitlamak olduguna dikkat ediniz ve XIX. yiizyil 6ncesinde
birgok matematikginin yapmaya galigtig1 sey tami tamina
buydu. En fazla yapmay: istedikleri ey, bunu diger dért
aksiyomdan elde etmek, boylece bundan vazgegmekti.
Ancak hig kimse bunu bagaramadi. Vermis oldugum ve
bununla birlikte benzer nitelikteki argiimanlarla ilgili so-
run, bunlarin, agik hale getirildiklerinde Eukleides’in ilk
dort aksiyomunun dogal sonuglart olmayan gizli varsayim-
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lan icermeleriydi. Bunlar goriintiste akla yatkin olmakla
birlikte, paralel postulanin kendisinden daha akla yatkin
degildir.

Kiiresel geometri

Bu gizli varsayimlan agiga ¢ikarmanin uygun bir yoly,
ayni argiimanlar1 farkh bir baglamda, paralel postulanin
kesin olarak dogru olmadig1 bir baglamda incelemektir.
Bunu aklimizda tutarak bir an igin kiirenin yiizeyi hakkin-
da diigiinelim.

Paralel postulanin kiirenin yiizeyinde dogru olmadiginm
sdylemenin ne anlama geldigi hemen agikhga kavugma-
maktadir, ¢iinkii kiirenin yiizeyi higbir dogruyu igermez.
Bu zorlugu matematikte ¢cok énemli bir diigiinceyi uygu-
layarak asacagiz. Soyut yontemin uygulanmasinin ¢ok
6nemli bir megi olan bu diisiince, bir dogrunun ne anla-
ma geldiginin yeniden yorumlanmas: ve bdylece bir kiirenin
her seye ragmen dogrulari igerdiginin gésterilmesidir.

Bu aslinda dogal bir tanimdir: x’ten y’ye giden dogru
pargasi, tiimiiyle kiirenin yiizeyi icinde yer alan ve x’ten y'ye
olan en kisa yoldur. x ve y'yi kentler olarak ve dogru par-
gasin1 bir ugagin alacag1 en kisa yol olarak diisiinebiliriz.
Bu yol ‘biiyiik dairenin’ bir pargast olacaktir ve bunun
anlami kiirenin merkezinden bir ugag: gegirerek ve yiize-
yi nerede kestigini gorerek elde edilen bir daire olmasidir
(Sekil 30’a bakiniz). Biiyiik bir daireye 6rnek, yeryiiziinde-
ki ekvatordur (tartismamiz agisindan bunu tam bir daire
olarak alacagim). Dogru pargalarini tanimlamakta kullan-
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digimiz yol dikkate alindiginda biiyiik bir daire ‘dogru’nun
iyi bir tanimin1 verir.

Bu tanimi benimsedigimizde paralel postula kesin ola-
rak yanhgtir. Omnegin, L yeryiiziiniin ekvatoru ve x de ku-
zey yarimkiirede bir nokta olsun. x’ten gegen biiyiik bir
dairenin yarisinin kuzey yarimkiirede, yanisinin da giiney
yarimkiirede yer alacagini ve ekvatoru birbirinin tiimiiy-
le kargisinda bulunan iki noktada gececegini gérmek zor
degildir (Sekil 31’e bakiniz). Diger bir deyisle x’ten gegen
ve L'yi kesmeyen higbir dogru (bunu hala biiyiik bir daire
olarak aliyorum) bulunmamaktadir.

Bu ucuz bir triik gibi gériinmektedir: ‘dogru’yu yeni bir
bigimde tanimlarsam, paralel postulanin artik dogru olma-
sinin sona ermesi hi¢ de sagirtic1 olmayacaktir. Fakat bu
sagirtici olmasi igin yapilmamistir — aslinda tanim tam da
bu amag igin gelistirilmistir. Paralel postulaya iligkin ola-
rak girigilen kanitlamalardan bazilan incelendiginde ilging
hale gelmektedir. Bu durumlarin her birinde, kiiresel geo-
metri igin gegerli olmayan bir varsayim kegfedecegiz.

Ormegin argiiman (1) ‘aym yonde’ deyimiyle neyin
anlatilmak istendiginin agik oldugunu varsaymaktadir.
Fakat kiirenin yiizeyinde bu hi¢ de agik degildir. Bunu
gormek icin Sekil 32’de gosterilen P, Q ve N noktalar-
ni1 ele alalim. N Kuzey Kutbu'dur, P ekvator iizerinde yer
almaktadir ve QQ da ekvator iizerindedir ve P’den dértte
bir kadar uzakliktadir. Yine Sekil 32’de, P’de, ekvator bo-
yunca Q'ya dogru isaret eden kiigiik bir ok bulunmakta-
dir. Q’da aym1 yone giden hangi ok gizilebilir? Dogal yén,
P’den uzaklasan yine ekvator boyunca bir yon segmektir.
N’den tekrar ayni yone bir ok nasil olacaktir? Bunu s6yle
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30. Biiyiik bir daire.

segebiliriz. P’den N’ye bir dogru pargast gizin. P'deki ok bu
dogru pargasiyla dik ag1 yapacagindan N’deki ok bu dog-
ru pargasina dik agili olmahdir, bunun anlami aslinda P’
yoniine igaret etmesidir. Ancak burada bir sorun vardur.
N'de ¢izmig oldugumuz dogru Q'daki ile ayn1 yone igaret
etmemektedir.

(2) nolu argiiman ile ilgili sorun bunun yeterince ayrin-
tih olmamasidir. Orada tanimlanan M dogrusu L ile nigin
kesigmesin? Yine de, L ve M kiiresel dogrular ise bunlar
kesisecektir. (3) nolu argiimana gelince, bu argiiman M’nin
bir dogru oldugunu varsaymaktadir. Bu, kiire i¢in dogru
degildir: L ekvator olursa ve M ekvatorun 1600 kilometre
kuzeyindeki tiim noktalardan olugursa, M biiyiik bir daire
degildir. Aslinda, bu sabit bir enlem dogrusudur, yani bir
pilotun ya da denizcinin s6yleyecegi gibi, iki nokta arasin-
daki en kisa yolu vermez.

(4) nolu argiiman biraz farkhdur, giinkii paralel dogru-
larin varligindan gok benzersiz oluglaryla ilgilidir. Bunu
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31. Paralel postula kiiresel geometri igin dogru degildir.

N

32. ‘Ayni1 ydnde’ deyimi kiirenin yiizeyinde anlaml degildir.

sonraki kesimde tartisacagim. (5) nolu argiiman biiyiik bir
varsayim ileri siirer: bu, uzayin Kartezyen koordinatlarla
tanimlanabilecegi varsayimidir. Yine, by, kiirenin yiizeyi
icin dogru degildir.

Kiirenin igin i¢ine katilmasindaki amag, aslinda sunu
sdyleyen bir varsayimi (1), (2), (3) ve (5)’ten ayn tutma-
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miza olanak saglamasidir: ‘Ele aldigimiz geometri kiiresel
geometridegildir.” Bunun neresinin yanligoldugunu merak
edebilirsiniz: yine de kiiresel geometri yaprmryoruz. Ayrica
paralel postula aslinda Eukleides’in diger aksiyomlarindan
elde edilmiyorsa, bunun elde edilmedigini géstermeyi nasil
umut edebileceginizi de merak edebilirsiniz. Matematikgi-
lerin yiizyillardir ugragtiklar1 halde bunu elde edemedikle-
rini sdylemek iyi bir sey degildir. Iki yiiz yillik siire iginde
bir geng dehanin sonunda bir kanitlamay ortaya koyacak
harika bir fikir gelistirmeyeceginden nasil emin olabiliriz?

Bunun, en azindan ilke olarak giizel bir yanit1 bulun-
maktadir. Eukleides’in ilk dért aksiyomu sonsuz, diiz, iki
boyutlu uzay geometrisini tanimlamak igin gelistirilmistir,
fakat bu diizliik aslinda aksiyomlardan ¢ikmaktadir. ‘Dog-
ru pargast’ gibi terimlere, biraz kiiresel geometride oldugu
gibi yeni anlamlar vererek bunlar bir sekilde yeniden yo-
rumlayabilirsek (neredeyse ‘yanlig yorumlayarak’ diyelim)
ve bunu yaptiktan sonra ilk dért aksiyomun dogru, fakat
paralel postulanin yanligoldugunu gériirsek, paralel postu-
lanin diger aksiyomlardan ¢ikmadigim gostermis olurduk.

Bunun ni¢inbéyle oldugunu gérmek iizere, Eukleides'in
ilk dort aksiyomu ile ige baglayan, kati mantiksal adimlar-
dan sonra paralel postulaya ulagan bir kanitlamanin iddia
edildigini diigiiniin. Adimlar bir mantip1 izledigi igin, bun-
lara yeni anlamlar verilse bile gegerliliklerini siirdiirecek-
lerdir. Ilk dort aksiyom yeni yorum altinda dogru oldugun-
dan ve paralel postula dogru olmadigindan argiimanda bir
yanlighk olmas: gerekir.

Yeniden yorumlamada nigin yalnizca kiiresel geometri-
yi kullanmiyoruz? Bunun nedeni, ne yazik ki, Eukleides'in
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ilk dért aksiyomunun tiimiiniin kiirede dogru olmamasi-
dir. Ornegin, kiire, ¢ap istenildigi kadar biiyiik olan da-
ireleri igermez, bu nedenle 3 nolu aksiyom bagarisiz olur
ve Kuzey Kutbu'ndan Giiney Kutbu'na yalnizca en kisa
bir yol olmadigindan 1 nolu aksiyom da dogru degildir. Bu
yiizden, kiiresel geometri paralel postulaya iligkin olarak
girigilen baz1 kanitlamalarin eksikliklerini bize gdstermisg
olmakla birlikte, baska bir kanitlamanin igleyebilmesinin
hald miimkiin olma olasihgim giindemde tutar. Onun
icin, hiperbolik geometri adi verilen bir bagka yoruma
dénecegim. Paralel postula yine yanlg olacaktir, fakat bu
defa 1'den 4’e kadar var olan aksiyomlarin tiimii dogru
olacaktir.

Hiperbolik geometri

Hiperbolik geometriyi anlatmanin birkag esdeger yolu
mevcuttur; benim segtigim yol biiyiik Fransiz matematikgi
Henri Poincaré tarafindan kegfedilen ve disk modeli ola-
rak bilinen yoldur. Bunu bu kitapta tam olarak tanimla-
yamasam da, en azindan temel 6zelliklerinden bazilarin
agiklayabilirim ve paralel postulaya iliskin ne sdyledigini
tartigabilirim.

Disk modelinin anlagilmast kiiresel geometrinin anla-
silmasindan daha karmagikur, giinkii yalmzca ‘dogru’ ve
‘dogru pargast’ gibi terimlerin degil, mesafe diigincesinin
de yeniden tanimlanmasi gerekmektedir. Kiirenin yiize-
yinde, uzakhgin kolayca kavranan bir tanimi1 mevcuttur:
x ve y noktalari arasindaki mesafe kiirenin yiizeyinde yer
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alan ve x’ten y'ye giden yolun miimkiin olan en kisa uzun-
lugudur. Benzer bir tanim hiperbolik geometri igin gegerli
olmakla birlikte, agikhga kavusacak nedenlerden dolay,
yani en kisa yolun ne oldugu ve herhangi bir yolun uzunlu-
gunun ne oldugu gibi sorulardan dolay1 agik degildir.
Sekil 33 hiperbolik diskin diizglin besgenlerle dona-
tilmig bigimini géstermektedir. Elbette, bu ifadenin agik-
lanmasi gerekmektedir, giinkii uzaklig1 bildigimiz gekilde
anlarsak bu dogru olmamaktadir: bu ‘beggen’lerin kenar-
lar1 goriiniir sekilde diiz degildir ve ayni uzunlukta degil-
lerdir. Ancak, hiperbolik diskte mesafeler aligilmg sekilde
tanimlanmamigtir ve sinira yaklagtikga normal uzaklhiga

33. Hiperbolik diizlemin diizgiin beggenlerle donatilmast.
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gore daha biiyiik hale gelirler. Aslinda, o kadar biiyiirler ki
stnur, goriiniigiine ragmen, merkezden sonsuz uzaktir. Bu
yiizden, bir yildiz igareti ile isaretlenmis beggenin bir ke-
narnin diger tiim kenarlardan uzun olmasinin nedeni, bu
kenarin merkeze yakin olmasidir. Diger kenarlar daha kisa
goriinebilir, fakat hiperbolik uzaklik o gekilde tanimlanir
ki bu goriiniirdeki kisalik kenara yakin olmasiyla tami ta-
mina kargilanur. _

Bu karigik ve geligkili gériiniiyorsa, diinyanuin tipik bir
haritasim diigiiniin. Herkesin bildigi gibi, diinya yuvarlak
ve harita diiz oldugundan, mesafeler zorunlu olarak garpi-
tilir. Bu garpitmay diizeltmenin gesitli yollan mevcuttur
ve en yaygin olaninda, yani Mercator’un projeksiyonunda
kutuplar gergekte olduklarindan gok daha biiyiik gériiniir.
Ornegin, Gronland, Giiney Amerika’nin tamami kadar
biiyiik gériiniir. Bu tiirden bir haritanin tepesine ya da di-
bine ne kadar yaklagirsaniz, mesafeler gergekte gériindiik-
lerinden daha kiigiiktiir.

Bu garpitmanin iyi bilinen bir etkisi, diinya yiizeyi {ize-
rinde iki nokta arasindaki en kisa yolun egri bigciminde ol-
mastdir. Bu olgu iki gekilde anlagilabilir. Birincisi, haritayr
unutmak ve kiiresel bir aday1 diisiinmektir ve kuzey yarim-
kiirede birincisi digerinin epey dogusunda iki nokta aldi-
ginizda (Paris ve Vancouver iyi bir 8rnek olabilir) birinci-
sinden ikincisine en kisa yolun batiya dogru gitmek degil,
Kuzey Kutbu yakinindan gegmek olduguna dikkat ediniz.
Ikincisi, orijinal haritay1 ele aldiginizda eger haritanin te-
pesindeki mesafeler gergekte olduklarindan daha kisa ise,
yolculugun bati gibi biraz kuzeye giderek kisaltilabilecegini
6ne siirmektir. En kisa yolun ne olacagini tam olarak bu
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sekilde gdrmek giigtiir, fakat en azindan ‘dogru'nun (kiire-
sel mesafeler agisindan) kivrilacagr (gergek harita iizerin-
deki mesafeler agisindan) ilkesi agiktir.

Séylemis oldugum gibi, hiperbolik diskin kenarina
yaklagtipinizda, nasil goriindiikleriyle kargilagtinldiginda
mesafeler daha da artmaktadyr. Bunun bir sonucu olarak,
iki nokta arasindaki en kisa yol diskin merkezine dogru
sapma egilimindedir. Bu, ahgildik gekilde bir dogru olma-
digr (dogrunun tam olarak merkezden gegmemesi duru-
munda) anlamina gelmektedir. Hiperbolik bir dogru, yani
hiperbolik geometri agisindan en kisa yol anadairenin si-
nurin1 dik agt ile kesen bir dairenin yayidir (Sekil 34’e baki-
niz). Sekil 35’teki beggenlerle donatilmig sekle bakarsaniz,

34. Tipik bir hiperbolik dogru.
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besgenlerin kenarlarinin, diiz gériinmemekle birlikte, bi-
raz 6nce verdigim tanima gére hiperbolik dogrular olarak
uzatilabilecekleri igin aslinda hiperbolik dogrular olduk-
larin1 goreceksiniz. Ayni gekilde, beggenlerin hepsi ayni
boy ve bicimde olmamakla birlikte, kenara yakin olanlar
goriindiiklerinden ¢ok daha biiyiik olmasindan dolayi, as-
linda ayn1 boy ve bigimdedirler — Grénland’da olanin tam
tersi. Boylece, tipki Mercator’un projeksiyonunda oldugu
gibi, disk modeli gercek hiperbolik geometrinin ¢arpitan
bir ‘haritasi’dur.

Bu noktada, asil hiperbolik geometrinin ne oldugu-
nu sormak dogaldir. Diger bir deyisle, carpitan bir harita
neyin haritasidir? Kiirenin Mercator'un projeksiyonuna
yaptigim disk modeliyle iligkili olarak ne yapmaktadir? Bu
sorunun yanit1 oldukga kangiktir. Kiiresel geometrinin tig
boyutlu uzaya oturan bir yiizey olarak kavranmas bir ba-
kima rastlantidir. Elimizdeki geyin kiirenin bir haritasi ol-
dugunu bilmeden, mesafelerin tuhaf sekilde diigiiniildiigi
Mercator’'un projeksiyonu ile ise baglasaydik, uzayda ¢ok
giizel bir simetrik yiizeyin, mesafelerin aligilmis, kolayca
kavranan gekilde en kisa yollarin uzunluklarindan bagka
bir sey olmadig1, deyim yerindeyse bu haritanin bir haritas:
oldugunu kesfedince sasirir ve memnun olurduk.

Ne yazik ki, hiperbolik geometride béyle bir ey mevcut
degildir. Yine de, tuhaf bir sekilde, bu, hiperbolik geomet-
riyi kiiresel geometriden daha az gergek bir duruma sok-
mamaktadir. En azindan baglangigta anlagilmasini daha
zorlagtirmaktadir, fakat II. Bolim'de vurguladiim gibi,
matematiksel kavram gergegi, ne oldugundan daha ¢ok,
ne yaptigi ile ilgilidir. Hiperbolik diskin ne yaptigim s&y-
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lemek miimkiin oldugundan (6rnegin, beggenlerle dona-
tilmug bir cismin merkezdeki beggenin késesinde 30 derece
déndiiriilmesinin ne anlama geldigini bana sorarsaniz, size
bunun ne oldugunu sdyleyebilirim), hiperbolik geometri
herhangi bir matematik kavrami kadar gergektir. Kiiresel
geometri {i¢ boyutlu Eukleides geometrisi agisindan daha
kolay anlagilabilir, fakat bu énemli bir fark degildir.

Hiperbolik geometrinin &zelliklerinden bir digeri,
Eukleides'in aksiyomlarindan ilk dérdiint kargilamasidur.
Ormnegin, iki nokta yalnizca bir tane hiperbolik dogru par-
casi ile (diger bir deyisle, anadaireyi dik agilarla kesen bir
daire pargasi) birlestirilebilir. Herhangi bir noktanin etra-
finda yarigapi biiyiik olan bir daire bulunamayabilir, fakat
bunu diigiinmek, diskin kenarina yaklagtikca mesafelerin
daha fazla oldugunu unutmak anlamina gelir. Aslinda, hi-
perbolik daire kenara neredeyse siirtiiniirse, yarigap: (yani
hiperbolik yarigapt) ashinda ¢ok biiyiik olacaktir. (Hiper-
bolik daireler normal dairelere benzer, fakat merkezleri
tahmin ettigimiz yerde degildir. Sekil 35’e bakiniz.)

Paralel postulaya gelince, tam da bekledigimiz gibi, hi-
perbolik geometri igin yanligtir. Bu, (hiperbolik) dogrular
L, M, ve M, olarak isaretledigim Sekil 36’da goriilebilir. M,
ve M, dogrulart x olarak isaretlenmig noktada kesisirler,
fakat higbiri L ile kesismez. Bu yiizden, L ile kesismeyen
ve x’ten gegen iki (ashinda sonsuz sayida ¢ok) dogru bu-
lunmaktadir. Bu, tek bir dogru olmasini gart kogan paralel
postula ile gelisir. Diger bir deyisle, hiperbolik geometride
paralel postulanin diger dort aksiyomdan gikmadiklarini
gostermek igin aradipimiz Eukleides aksiyomlarinin alter-
natif yorumlarin1 tam olarak buluruz.

136



35. Tipik bir hiperbolik daire ve bunun merkezi.

Elbette, bu kitapta hiperbolik geometrinin iddia etti-
gim ozelliklerin tiimiine sahip oldugunu kanitlamadim.
Bunun yapilmast bir {iniversite matematik dersinde birkag
saati alir, fakat en azindan hiperbolik uzakligin nasil ta-
nimlanabilecegini daha kesin olarak séyleyebilirim. Bunu
yapmak icin diskin kenarina yakin yerlerde mesafelerin
goriindiiklerinden ne kadar fazla olduklarini belirtmem ge-
rekir. Bu sorunun yaniti, P noktasindaki hiperbolik mesa-
felerin ‘normal mesafeler’den 1/d? kadar fazla olduklaridir
ve burada d, P’den dairenin sinirina kadar olan uzaklhiktir.
Bunu bir bagka gekilde ifade edecek olursak, hiperbolik
disk icinde hareket ederseniz, P’yi gegerken hiziniz, hiper-
bolik uzaklik kavramina gére, goériinen hizinizin 1/d? kati
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36. Paralel postula hiperbolik diizlemde yanlsgtir.

olacaktir ve bunun anlami sabit bir hiperbolik hiz1 siir-
diirmeniz durumunda, diskin sinirina yaklagtik¢a giderek
daha yavag hareket ediyor gériinmenizdir.

Hiperbolik geometriyi bir kenara birakmadan, daha
6nce verdigim (4) nolu argiimanin paralel dogrularin ben-
zersiz olduklarini nigin kanitlayamadigini gorelim. Bura-
daki diigiince, bir L dogrusu ve L iizerinde olmayan bir x
noktasi ve x’ten gegen ve L ile kesigmeyen bir M dogrusu
verildiginde, L ve M'nin, hem L hem de M’ye dik olan
bazi dogru pargalan ile birlestirilebilecegi ve boylece L ve
M’nin dikdértgenlere boliinebilecegi diisiincesiydi. Bunun
yapilabilecegi acik gériinmektedir, fakat hiperbolik diin-
yada bu miimkiin degildir, ¢iinkii bir dértgenin agilarn her
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zaman 360 dereceden daha kiigiiktiir. Diger bir deyisle, hi-
perbolik diskte argiiman icin ihtiyag duyulan dikdértgen-
ler mevcut degildir.

Uzay nasil egrilebilir?

Matematikteki (ve fizikteki) en paradoksal gériinen
deyimlerden biri ‘egri uzay'dir. Egriligin bir dogru ya da
yiizey i¢in ne anlama geldigini hepimiz biliyoruz, fakat uza-
yin kendisi zaten 6yledir. Ug boyutlu egrilik diigiincesini
bir 6lgiide anlasak bile, egri bir yiizeyle kurulan benzer-
lik, dérdiincii boyuta gegmememiz durumunda uzayin egri
olup olmadigin1 géremeyecegimizi ifade etmektedir. Belki
de o zaman evrenin, dért boyutlu kiirenin (V. Boliim’de
agikladipim kavram) en azindan egri gibi gériinen {ig boyut-
lu yiizeyi oldugunu kegfetmemiz gerekecektir.

Elbette, bu tiimiiyle olanaksizdir. Evren diginda nasil
duracagimizi bilmedigimiz igin —bu diisiince deyimlerde
neredeyse bir celigki olugturmaktadir— kullanabilecegimiz
tek kant onun iginden gelir. Oyleyse, uzayin egri oldugu-
na bizi ikna eden hangi kanittir?

Yine, bir kez daha, soyut bir yaklagim benimsendiginde
soru kolaylagmaktadir. Egri uzayin gergek dogasini kavra-
maya ¢ahigirken olaganiistii zihinsel egzersizlere girigmek
yerine, matematiksel kavramlan genellestirmede kulla-
nilan ahgilmig prosediirii izleyelim. ki boyutlu yiizeylere
uygulandiginda ‘egri’ sozciigiinii anliyoruz. Bunu tanidik
olmayan bir baglamda, yani ii¢ boyutlu durumda kullana-
bilmek igin, tipk1 232, beg boyutlu kiipler ya da Koch kar
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tanesinin boyutunu tanimlarken yaptigimiz gibi, kolay bir
sekilde genellestirilebilecek, egri yiizeylere iliskin ézellikleri
bulmamiz gerekmektedir. Sonunda elde etmek istedigimiz
Ozellik uzay icinde belirlenebilecek bir 6zellik oldugundan,
bir yiizeyin egriliginin belirlenmesinde, bunun diginda dur-
maya dayanmayan yollar ele almamiz gerekmektedir.

Ornegin, yeryiiziiniin yiizeyinin egri oldugu konusunda
kendimizi nasil ikna edebilirizZ Bunun bir yolu, bir uzay
mekigiyle gokyiiziine gitmek, agag1 bakmak ve yeryiizii-
niin yaklagik olarak egri oldugunu gérmektir. Ancak, ¢ok
daha iki boyutlu olan agagidaki deney de ¢ok ikna edi-
ci olacaktir. Kuzey Kutbu'ndan baglayin ve ilk yéniiniizii
isaretleyerek giineye yaklagik 10.000 km. gidin. Sonra so-
lunuza déniin ve ayni mesafeyi tekrar kat edin. Bundan
sonra solunuza déniin ve ayni mesafeyi bir kez daha kat
edin. 10.000 km. yaklasik olarak Kuzey Kutbu'ndan ek-
vatora olan uzakliktir, bu nedenle yolculugunuz sizi Kuzey
Kutbu'ndan ekvatora kadar, ekvatorun cevresinin dértte
biri kadar ve tekrar kuzey Kutbu'na gétiirmiigtiir. Bun-
dan bagka, geriye doniig yoniiniiz baglama yéniiniizle dik
agtlidir. Buradan, yeryiiziinde tiim agilarinin toplami dik
agt olan bir egkenar tiggen oldugu sonucu ¢ikar. Diiz bir
yiizeyde bir egkenar tiggenin agilarinin 60 derece olmasi
gerekir, dolayisiyla yeryiizii diiz degildir.

Béylece, iki boyutlu yiizeyin, o yiizey iginde egri oldu-
gunu goéstermenin bir yolu, agilarinin toplami1 180 dere-
ce olmayan bir {iggen bulmaktir ve bu da ayni gekilde iig
boyutlularda da denenmesi gereken bir seydir. Bu bélim-
de iki boyutlu Eukleides geometrisi, kiiresel geometri ve
hiperbolik geometri iizerinde yogunlagtim, fakat bunlar
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oldukga kolay bir gekilde ti¢ boyutluya genellegtirilebilir.
Uzayda tiggenlerin agilarini 6lger ve bunlarin toplaminin
180 dereceden fazla oldugunu goriirsek, o zaman bu bize
ti¢ Kartezyen koordinatla tanimlanabilen tiirde bir uzay-
dan daha ¢ok bir kiirenin yiizeyinin ii¢ boyutlu versiyonu
oldugunu sdyleyecektir.

Bu gergeklesirse, uzayin pozitif olarak egrildigini s6y-
lemek akla yatkin olacaktir. Bu tiirde bir uzaydan bekle-
nebilecek bir diger 6zellik, ayn1 yonde baglayan dogrularin
yakinlagacaklann ve sonunda kesigecekleridir. Bir bagka
ozellik, yangapi r olan bir dairenin gevresinin 2nd degil,
biraz daha kiigiik bir say1 olmasidir.

Bildigimiz bigimiyle uzayin bu &zelliklere sahip olma-
digina isaret etmek isteyebilirsiniz. Ayn1 ydnde baglayan
dogrular ayni yonde devam ederler ve iiggenlerin agilari
ve dairelerin gevreleri olmasi gerektigi gibidir. Diger bir
deyisle, uzayin egri olmasi mantiksal olarak miimkiin ol-
makla birlikte, aslinda diizdiir. Bununla birlikte, uzay, tip--
ki yeryiiziiniin ¢ok uzaga seyahat etmemis olan biri igin
diiz ya da daha dogrusu gesitli biiyiikliiklerde gikintilarla
diiz gériinmesi gibi, onun yalnizca kiigiik bir béliimiinde
yasadifimiz igin diiz gériinebilir.

Diger bir deyisle, uzay yalnizca kabaca diiz olabilir. Bel-
ki de gok biiyiik bir tiggen olugturabilsek, bunun agilarinin
toplaminin 180 derece olmadigin1 gériiriiz. Bu, Gauss’'un
yapmaya calisg1 seydi, fakat onun {iggeni hi¢ de yete-
rince biiyiik degildi. Ancak, 1919’da tiim zamanlarin en
tinlii deneylerinden biri, egri uzay diisiincesinin yalnizca
matematikgilerin bir fantezisi olmadigini, yagamin bir ger-
gegi oldugunu goésterdi. Dért yil 6nce yayinlanmig olan,
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Einstein'in genel gorelilik kuramina gére, uzay yergekimi
tarafindan egriltilmistir ve bu yiizden de 151k, en azindan
Eukleides'in bu deyimi anladig1 bigimiyle, her zaman bir
dogru iginde hareket etmez. Bu etki kolayca belirlene-
cek kadar ¢ok kiigiik bir etki degildir, fakat 1919’da Gine
Korfezi'nden goriilebilen tam giines tutulmasiyla boy-
le bir firsat ortaya gikmugtir. Bu gergeklegirken, fizikgi
Arthur Eddington giinesin hemen yanindaki yildizlarin,
Einstein’in teorisinin kesinlikle tahmin ettigi sekilde, tam
da tahmin edildikleri yerlerinde olmadiklarini gésteren bir
fotograf cekmistir.

Bugiin uzayin (ya da daha kesin olarak uzay zamani-
nin) egri oldugu kabul edilmekle birlikte, yeryiiziindeki
daglar ve vadiler gibi gézlemledigimiz egrilik gok daha si-
metrik bir seklin yalnizca kiigiik bir diizensizi olabilir. Ast-
ronomideki en biiyiik ve yanitlanmamig sorulardan biri,
evrenin biiyiik-6lgekli seklinin, yildizlardan, kara delikler-
den kaynaklanan egrilerin diizeltilmesinden sonra alacag:
seklin belirlenmesidir. Acaba yine biiyiik bir kiire gibi egri
mi olacaktir, yoksa insanin daha dopal, fakat kafasinda
biiyiik ihtimalle yanlg bicimde canlandirdipr gibi diiz mii
olacaktir?

Ugiincii bir olasihik evrenin negatif egrilige sahip olma-
sidir. By, hig de sagirtict olmayan bir sekilde porzitif egrili-
gin az ya da ¢ok tersidir. Bu nedenle, negatif egriligin kani-
t1 liggenin agilarinin toplaminin 180 dereceden az olmast,
ayni yonde baglayan dogrularin uzaksama egilimi géster-
mesi ya da yarigapi r olan bir dairenin ¢evresinin 2nr’den
biiyiik olmasidir. Bu davranig hiperbolik diskte gergeklesir.
Ormegin, Sekil 37, agilarimin toplam1 180°'den ¢ok daha az
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37. Hiperbolik iiggen.

olan bir iiggeni gostermektedir. Kiire ve hiperbolik diski
cok boyutlu benzerlerine genellestirmek zor degildir, fakat
hiperbolik geometri uzay zamamin biiyiik 6lgekli sekli igin
hem kiiresel geometriden hem de Eukleides geometrisin-
den daha iyi bir model olabilir.

Manifoldlar

Kapal1 bir yiizey, sinir1 olmayan iki boyutlu sekildir. Bir
tor (yasst halkanin ya da daire seklindeki yuvarlak simidin
yiizeyinin matematiksel adi) gibi, kiirenin yiizeyi de buna
iyi bir 5rnektir. Egrilige iligkin tarigsmanin agikhga kavus-
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turdugu gibi, bu tiir yiizeylerin iginde yasadiklan ii¢ boyut-
lu uzaya génderme yapmadan bunlar hakkinda diisiinmek
yararhidir ve kapali yiizeyi daha yiiksek boyutlular igin ge-
nellestirmek istedigimizde bu daha da 6nem kazanur.

Yiizeylere iliskin olarak salt iki boyutlu diiginmek
isteyenler yalnizca matematikgiler degildir. Omegin,
ABD'nin geometrisi yeryiiziiniin egriliginden énemli 6lgii-
de etkilenir, fakat yararl bir yol haritas1 hazirlamak ister-
seniz, bunun tek bir biiyiik egri kagida basilmamasi gerek-
mektedir. Cok daha pratik olani, her biri iilkenin kiigiik
bir boliimiinii ele alan ve birkag sayfadan olugan bir kitap
hazirlamaktir. Bu pargalarin birbiriyle st iiste ¢akigmast
en uygunudur, bdylece bir kasaba uygun olmayan bir ge-
kilde sayfanin birinin kenarina yakin bir yerde yer aliyor-
sa, bir bagka sayfada bu durumda olmayacaktir. Bundan
bagka, her sayfanin kenarinda iist iiste gakisan bolgelerin
hangi sayfalarda olduguna ve ¢akigmanin nasil igledigine
iligkin bir igaret olacaktir. Yeryiiziiniin egriliginden dolay1
higbir sayfa tam olarak dogru olmayacakur, fakat kiigiik
carpitmalari belirtmek igin sabit enlem ¢izgileri konulabi-
lir ve bu yolla ABD’nin geometrisi diiz sayfalardan olugan
bir kitapta kapsanabilir.

[lke olarak tiim diinyay: benzer ayrint1 diizeyinde (bir-
¢ok sayfa hemen tiimiiyle mayi olmakla birlikte) kapsayan
bir atlasin hazirlanmasinda higbir engel bulunmamakta-
dir. Bu yiizden, kiirenin matematiksel dzellikleri bir atlasta
kapsanabilir. Kiireye iliskin geometrik sorular1 yanitlamak
isterseniz ve onu hi¢ géz 6niine getiremiyorsaniz, fakat
elinizde kullanigh bir atlas bulunuyorsa, biraz ¢aba harca-
yarak bunu yapabilirsiniz. Sekil 38 bir kiirenin degil, bir
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torun dokuz sayfalik bir atlasin1 géstermektedir. Bunun bir
simit bigimine nasil kargihk geldigini gérmek igin biiyiik
bir sayfa elde etmek tizere sayfalar yapigtirdiginizi ve sonra
bir silindir olugturmak igin biiyiik sayfanin istiinii ve altin1
birlegtirdiginizi ve son olarak silindirin iki ucunu bir araya
getirerek birlegtirdiginizi diigiiniin.

Matematigin en énemli dallarindan biri manifoldlar
olarak bilinen nesnelerin incelenmesidir ve bu da diigiin-
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celerin {i¢ ya da daha yiiksek boyutlulara genellestirilme-
sinden ortaya gikar. Kabaca séylemek gerekirse, d-boyutlu
bir manifold, her noktast d-boyutlu uzayin kiigiik bir par-
casina ¢ok benzeyen bir bélge tarafindan etrafi gevrilmis
bir geometrik nesnedir. Boyut sayisi arttikga manifoldlan
g6z 6niine getirmek ¢ok daha giiglestiginden, atlas diisiin-
cesi buna kargilik ok yararli hale gelmektedir.

Bir an igin i¢ boyutlu bir manifoldun atlasinin nasil
olacagini diigiinelim. Elbette sayfalarin ii¢ boyutlu olma-
st gerekecektir ve tipki bir yol haritasinin sayfalan gibi
bunlar da diiz olacaktir. Bununla bildigimiz Eukleides
uzayinin biiyiik pargalart olacagini anlatmak istiyorum;
bunlarin kiipler olmas: istenebilir, fakat bu matematiksel
agidan 6nemli degildir. Bu {ig¢ boyutlu ‘sayfalar’in her biri
manifoldun kiigiik bir béliimiiniin haritasi olacaktir ve bu
sayfalarin nasil ¢akigtiklar dikkatli bir gekilde belirtilebilir.
Tipik bir belirtme su sekilde olabilir: A sayfasimin belli bir
kenarina uzanan (x, y, z) noktasi, B sayfasindaki (2y, x,
z-4) noktasina kargihk gelmektedir.

Boyle bir atlas verildiginde, manifold boyunca hareket
nastl gz éniine getirilebilir? Bunun belirgin yolu, sayfala-
rin birinde hareket eden bir noktay: diisiinmektir. Bu nok-
ta sayfanun kenarina ulagirsa, manifoldun ayni béliimiiniin
temsil edildigi, fakat noktanin tam kenarda olmadig1 bir
bagka sayfa olacaktir, bu yiizden, bunun yerine o sayfaya
gegilebilecektir. Boylece, manifoldun tiim geometrisi bir at-
las olarak formiile edilebilir, bu nedenle manifoldu ‘aslinda’
dért boyutlu uzayda bulunan bir ii¢ boyutlu yiizey olarak
diigiinmeye gerek yoktur. Ashnda, bazi {i¢ boyutlu mani-
foldlarin dért boyuta sidinilmast bile miimkiin degildir.
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Bu atlas diisiincesi dogal olarak bazi sorulan ortaya
cikarmaktadir. Ornegin, manifoldun etrafinda hareket
ettikge ne olacagini ifade etmemizi saglamakta birlikte,
sayfalarin nasil gakigtiklarinailigkin gok karmagik kurallari
olan ¢ok sayida sayfada kapsanmig bu bilgiden manifoldun
temel ‘sekli’ne iligkin bir izlenime nasil gegebiliriz? Iki fark-
I atlasin aslinda ayni manifoldun atlaslar1 oldugunu nasil
soyleyebiliriz? Ozellikle, ii¢ boyutlu bir atlasa bakarak, bu-
nun temsil ettifi manifoldun dért boyutlu bir kiirenin iig
boyutlu yiizeyi olup olmadigim séylemenin kolay bir yolu
var midir? Poincaré kestirimi olarak bilinen bu son soru-
nun daha kesin bir formiilasyonu, ¢6ziimii i¢in bir milyon
dolar &diil verilecegi (Clay Matematik Enstitiisii tarafin-
dan) agiklanan, yaniti bulunmamuis bir sorudur.
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VII. Bslim

TAHMINLER VE YAKLASIK
HESAPLAMALAR

Birgok insan matematigin ¢ok agik, kesin bir bilim
oldugunu diigiiniir. Okulda bir matematiksel problemin
kisa ve &zlii bigimde ifade edilmesi durumunda, buna
genellikle basit bir formiille elde edilen, muhtemelen
kisa bir yanit verilebilecegini diigiiniiriiz. Universite-
de matematige devam edenler ve 6zellikle de bu alan-
da aragtirma yapanlar kisa siire iginde gergeklerden bu
kadar uzak bir sey olamayacagini kegfederler. Birgok
problemde ¢6ziim igin kesin bir formiiliin bulunma-
s1 mucizevi ve tiimiiyle beklenmeyen bir sey olacaktir;
¢ogu zaman bunun yerine kaba bir tahminle yetinmek
gerekecektir. Bu kaba tahminlere alisincaya kadar bun-
lar girkin ve tatmin edici olmaktan uzak goriilecektir.
Ancak, bunlan bir kez tatmakta yarar vardir, ¢linkii
bunu yapmamak matematikteki en biiyiik teoremlerin
ve ¢Oziilmemis problemlerin en ilginglerinin bir¢ogunu
kagirmak demektir.
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Basit bir formiille verilmeyen basit bir dizi

a, 2, a,... agafidaki kurala gére olugturulmug gergek
sayilar olsun. Birinci say1 olan a, 1’e eittir ve bundan son-
ra gelen her say1 6nceki sayi ile onun karekokiiniin topla-
mina esittir. Diger bir deyigle, her nigina , ,=a + /4,
olsun. Bu basitge ifade edilmig kural agik bir soruyu ortaya
gikarr: a_sayist nedir?

Soruya iligkin bir fikir edinmek tizere a 'yi n’'nin kiigiik
degerleri igin olugturalm. a, = 1 + Y1 =1 +1 = 2'dir.
O zaman:

ay=a tva, =2+y2
as=aytVa=2+/2  +/2
as=az+tya,=2+y/2+ +/2+ +/2+ +/2

Bu boyle devam eder. Sag taraftaki ifadelerin basitleg-
tirilmesinin bile miimkiin olmadigina ve her yeni sayinin
bir 6ncekinin iki kat1 uzunlukta olduguna dikkat ediniz. Bu
gozlemden a , ifadesinin 2 sayistmin 1024 defa yer aldig1 bir
ifade olacag1 ve bunlardan birgogunun karekok igareti or-
maninin iyice iglerinde bulunacagi sonucu gikar. Bu tiirden
bir ifade bize a,,'ye iliskin gok fazla bir fikir vermeyecektir.

Bu yiizden diziyi anlama ¢abamiza son mu vermeliyiz?
Hayir, ¢iinkii n'nin ¢ok kiigiik oldugu durumlar diginda,
a_'nin kesin degerine iligkin iyi bir diigiinme yolu ortada gé-
riinmemekle birlikte, bu iyi bir tahmin elde etme olanagin
bir kenara birakmaz. Aslinda, iyi bir tahmin sonugta daha
yararlt olabilir. Yukarida, a,'in tam dogru bir ifadesini yaz-
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mugtim, fakat by, a,'in yaklagik olarak yedi buguk oldugu
bilgisinden daha iyisini saglar m1?

Bu yiizden a _'nin ne oldugu sorusunu sormay: biraka-
lim ve bunun yerine a_'nin kabaca hangi biiyiikliikte oldu-
gu sorusunu sorahm. Diger bir deyigle, a_'ye iligkin iyi bir
yaklagik deger veren basit bir formiil bulmaya galisalim.
Béyle bir formiilin mevcut oldugu ortaya gikacaktir: a_
yaklagik olarak n?/4’tiir. Bunu ayrintih olarak kanitlamak
zor bir igtir, fakat bunun nigin akla yatkin oldugunu gér-
mek icin suna dikkat ediniz:

m+1)?/4=m+2n+1)/4=n/4+n/2+1/4

=4 + /ol 4+ /4.

Diger bir deyigle, b, = n*/4ise,b , =b_ + x/bj
+ 1 /4 olur. ‘+ 1/ 4 olmasayds, bu bize olusturulan b_
sayilannin tam olarak a_ gibi olacaklarini soyleyecektir.
Ancak, n biiyiik oldugunda, 1 / 4in eklenmesi ‘yalnizca
kiigiik bir diizensizlik’tir (kanitlamanin bu béliimiinii ele
almiyorum), bu nedenle, b ’ler yaklagik olarak dogru bi-
gimde olugturulmugtur ve buradan b ’nin, yani n’ / 4’iin,
one siirdiigiim gibi, a_'nin iyi bir yaklagtk degerini verdigi
sonucu gikar.

Yaklasik deger elde etmenin yollar

Bu tiirden bir iddiada bulunurken iyi bir yaklagik de-
gerin ne oldugunun belirtilmesi énemlidir ¢iinkii stan-

dartlar baglamdan baglama degisiklik gosterir. a, a,,
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a,... gibi diizenli bir bigimde artan sayilar dizisini daha
kolay tamimlanan b, b,, b,... dizsi ile yaklagk olarak
hesaplamaya galigirken elde edilebilecek en iyi yakla-
stk hesaplamanin yolu, ki bu ¢ok ender durumda elde
edilir, a_ ve b_arasindaki farki her zaman, 6rnegin 1000
gibi sablt bir saymin altinda tutan yoldur. O zaman a_
ve b_cok biiyiirse oranlan 1’e gok yaklagr. Ornegin, bel-
li bir noktada a_ = 2408597348632498758828 ve b =
2408597348632498759734 olsun. Bu durumdaa_-b_ =
906 ve bu oldukga biiyiik bir say1 olmakla birlikte, a_ve b_
ile kargilagtinldiginda gok kiigtiktiir. Eger b_, a ’nin yak-
lagik bir degeri ise, bu durumda a_ve b 'nin ‘eklenen bir
sabitle egit’ olduklar1 séylenebilir.

Bir diger uygun yaklasik hesaplama yolu, n arttik¢a
a_ve b 'nin oranlarinin 1'e yakin oldugu yoldur. Bu a_
ve b_'nin eklenen bir sabitle esitlendigi durumda dogru-
dur, fakat ayn1 zamanda diger durumlarda da dogrudur.
Ormnegin, eper a_=n’veb = n’+ 3nise, 0 zamana_
ve b_fark: biiyiik bir deger olan 3n olmakla birlikte, a_/
b_orani 1 + 3/n’dir ve n biiyiik oldugunda bu oran 1’e
yakindir.

Genellikle bu bile ¢ok fazla bir umut olabilir ve daha
zayif yaklagik deger diisiincesi bile insan1 mutlu edebilir.
Genel bir diigiince ‘belli bir garpma sabit kadar egit olduk-
larinda’ a_ ve b 'yi yaklagik olarak esit kabul etmektir. Bu,
ne a_ /b 'nin ne de b_/ a 'nin belli bir sabit sayiy1 —yine
1000 gibi bir say1 olabilir ama ne kadar kiigiik olursa o
kadar iyidir— agabilecek oldugu anlamina gelir. Diger bir
deyigle, belli sinirlar arasinda tutulmas: gereken a_ve b_
farki degil, fakat bunlarin birbirine oranidir.
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Bir say1y1 onun 1000 kat1 biiyiik bir bagka sayiyla yak-
lagik ayn1 kabul etmek ters bir gey gibi gériinmektedir. Fa-
kat bu kiigiik sayilarla ugragmaya alisik olmamizdan kay-
naklanmaktadir. Elbette, hi¢ kimse 17’yi yaklagik olarak
13.895e esit olarak gérmeyecektir, fakat

290475629408976156238954534598760889079687234
7514348757775468

ve

360982345987209761234987098249863408762345779
6784587345987166464

genel anlamda biiyiik olarak ayn1 tiirdendir. Ikincisi 1000
katindan daha biiyitk olmakla birlikte, her ikisinin basa-
mak sayisi yaklagik olarak esittir — 60 ve 65 arasinda. Diger
ilging 6zelliklerin olmamasi durumunda, ilgilenecegimiz
sey bu olabilir.

Bu olgiide bir yaklagik deger bulma bile ¢ok sey iste-
mek oldugunda, b 'nin her zaman a_'den daha kiigiik ve
¢ 'nin daha biiyiik oldugub,, b,, b,... vec, c,, c;... gibi iki
dizi bulmaya ¢aligmak yine de genellikle harcanan ¢abaya
deger bir igtir. O zaman, b 'nin a_igin ‘alt sinir’ oldugu ve
¢ nin ‘Gst sinur’ oldugu soyleneblhr Ornegin, a_ gibi bir
mcehgl tahmin etmeye calisan bir matematikgi, ‘a 'nin ne
oldugunu yaklagik olarak bile bilmiyorum, fakat en az n? /
2 oldugunu ve n*den biiyiik olmadigin1 kanitlayabilirim’
diyebilir. Eger problem yeterince zor ise, bu tiirden bir te-
orem 6nemli bir bagar1 sayilabilir.
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Logaritmalar, karekokler vb. hakkinda
bilmeniz gereken her sey

Matematikte yaygin olan tahminlerin ve yaklagik de-
gerlerin bu disiplin diginda iyi bilinmemesinin nedeni,
kismen, bunlar hakkinda konusgabilmek igin ‘yaklagik
olarak log n kadar hizl'’ ya da ‘bir sabitin sinirlan iginde
t'nin karekoki’ gibi deyimlerin ¢ogu insana pek anlam ifa-
de etmemesidir. Neyse ki, yalnizca logaritmalarin yaklagik
degerleri ya da biiyiik sayilarin yaklagk karekokleri ile il-
gilenildiginde, bunlar ve dolayistyla bu tiirden bir dil gok
kolay bir gekilde anlagilabilir.

m ve n gibi biiyiik pozitif tamsayilar oldugunda ve mn
carpiminin kaba ve kolay bir tahmini elde edilmek isten-
diginde ne yapmaniz gerekir? Uygun bir basglangic m’nin
rakamlarini ve n’'nin rakamlarini saymaktir. m’nin h adet
rakami ve n’nin k adet rakami oldugunda, m, 10*! ile 10k
arasinda ve n ise 10! ile 10 arasinda olur ve bu, mn’nin
10"*k2 jle 10h+k arasinda olacagn anlamina gelir. Boylece,
yalnizca m ve n rakamlarini sayarak mn'’yi ‘100 faktorii si-
nirlan iginde’ belirleyebiliriz — yani, mn, 10"*? jle 10h+k
arasinda olmalidir ve 10t+k 10"¥*?'nin yalnizca 100 kat1
biiyiikliigiindedir. Eger bir 6diin vererek tahmininizde
10h*kj ararsaniz, o zaman bu, mn’den en fazla 10 faktorii
kadar farkli olacaktir.

Diger bir deyisle, yalnizca ‘belli bir ¢arpilan sabit ka-
dar’ farkh sayilarla ilgileniyorsaniz, ¢arpma hemen gok
kolay hale gelir: m ve n'yi alin, birlesmis rakamlarini sa-
yin, bundan 1’i ¢ikarin (eger bu zahmete girerseniz) ve o
kadar rakami olan bir sayiy1 yazin. Ornegin, 1293875 (7
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rakamli) ile 20986759777 sayilarinin (11 rakaml) garpi-
m1 100000000000000000 (17 rakamli) civarindadir. Biraz
daha titiz olmak isterseniz, birinci sayinin 1 ve ikincisinin
2 ile bagladipina dikkat ediniz. 20000000000000000 daha
iyi bir tahmindir, fakat birgok amag agisindan bu élgiide
bir kesinlik gereksizdir.

Baz1 yaklagik ¢arpma iglemleri kolaydir ve bu nedenle
karesinin yaklagik olarak alinmasi da kolaydir; yapmaniz
gereken tek gey, sayinizi, rakami iki kat1 olan yeni bir say1
ile degistirmektir. Burada, n’nin rakamlannmin yanya indi-
rilmesi n’nin karekokiinii yaklagik olarak verir. Ayni se-
kilde, rakamlarin 3’e boliinmesi kiipkokii yaklagik olarak
verir. Daha genelde, n biiyiik bir tamsay1 ve t herhangi bir
pozitif say1 oldugunda, n’ yaklagik olarak n’nin t kat1 kadar
rakama sahip olacaktr.

Logaritmalarda dirum nasildir? Yaklagik deger ba-
kig agistyla bunlar da aslinda ¢ok basittir: bir sayinin lo-
garitmast kabaca o saymnin rakamlan kadardir. Ornegin,
34587'nin ve 492348797548735’in logaritmalar yaklagik
olarak, sirastyla 5 ve 15’tir.

Aslinda, bir sayinin rakamlarinin sayilmasi, onun cep
hesap makinenizde LOG tusuna basarak elde edeceginiz
10 tabanina gore logaritmasini yaklagik olarak verir. Nor-
malde, matematikgiler logaritmalardan s6z ettiklerinde,
‘dogal’ logaritmalar ad1 verilen e tabanl logaritmalar ifa-
de ederler. e sayis1 aslinda ¢ok dogal ve-nemli olmakla
birlikte, burada bilmemiz gereken tek sey, bir sayinin, he-
sap makinesinde LN tusuna basilarak elde edilecek dogal
logaritmasmin o sayinin rakamlarinin yaklagik olarak 2,3
kat1 oldugudur. Bu nedenle, 2305799985748’in dogal lo-
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garitmasi yaklagik olarak 13 x 2,3 = 29,9'dur. (Logaritma-
lar hakkinda bilgiye sahipseniz, aslinda garpmaniz gereke-
nin log 10 oldugunu géreceksiniz.)

Bu siireg tersine gevrilebilir. Bir t sayiniz oldugunu ve
bunun bir diger say1 olan n’nin dogal logaritmasi oldugunu
varsayin. Bu n sayisi t'nin #isteli olarak adlandirilir ve et
olarak yazilir. Bu durumda n kabaca ne olacaktir? Agik-
¢ast, n'den t'ye gelebilmek igin, n’nin rakamlarini sayar ve
bunu 2,3 ile garpariz. Bu yiizden n’nin rakamlan yaklagik
olarak t/2,3 olmalidir. Bu, n'yi, en azindan yaklagik olarak
belirler.

Vermis oldugum yaklagik deger tanimlarinin temel
kullanim alani, bunlarin bize kargilagtirma yapma olanag
saplamalandir. Omegin, n gibi biiyiik bir sayinin logarit-
mastnin bu sayinin kiipkékiinden gok daha kiigiik olacag
artik agiktir: n’nin rakamlan 75 ise, o zaman kiipkokii gok
biiyiik olacaktir —yaklagik olarak 25 rakaml olacaktir— fa-
kat dogal logaritmasi yalnizca yaklagik olarak 75 x 2,3 =
172,5 olacaktir. Aym sekilde, m sayisinin {istii, m'° gibi
bir kuvvetten ¢ok daha biiyiik olacaktir: 6rnegin m’nin
rakamlan 50 ise, m'“nin yaklagtk 500 rakami olacaktir,
fakat e™nin rakamlan yaklagik olarak m/2,3 olacaktir ve
bu 500’den ¢ok daha kiigiiktiir.

Agagidaki tablo n = 941192 sayisina gesitli iglemlerin
uygulanmasinin yaklagtk sonuglarini géstermektedir. Bu-
rada eyi dahil etmedim, ¢iinkii bunu yapsaydim, bu kita-
bin adin1 degistirmek zorunda kalirdim.

n 941192
n’ 885842380864
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970,15

98
log n 13,755
log,,n 5,974

Asal sayi teoremi

Asal say1 1’den biiyiik olan ve 1 ve kendisi diginda
bagka higbir say1 ile boliinemeyen bir tamsayidir. 150°den
daha kiigiik olan asal sayilar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89,
97, 101, 103, 109, 113, 127, 131, 137, 139 ve 149'dur.
150’den daha kiigiik olan tiim diger sayilar garpanlarina-
ayrilabilir: 5rnegin, 91 = 7 x13. (Asal say1 taniminda 1'in
goriiniirde keyfi olarak harig tutulmasinin nedenini merak
edebilirsiniz. By, sayilara iligkin anlagilmas: giig bir gergegi
ifade etmemektedir: bu aligilmug, yararh bir yoldan bagka
bir sey degildir ve verilen bir sayiy1 asal ¢arpanlarina ayir-
manin bir yolu olarak kabul edilmistir.)

Asal sayilar Yunanlardan bu yana matematikgileri diig-
kinkhgina ugratmugtir, giinkiibir dlgiide, fakat tiimiiyle ol-
mamak iizere rassal olarak dagilmiglardir. Hig kimse n. en
biiyiik asal sayinin ne oldugunu géstermenin basit bir yo-
lunu bulamamuistir (elbette ilk n asal sayinin listesi biiyiik
bir ¢abayla yazilabilir, fakat bu pek de basit bir yol sayilmaz
ve n biiyiik oldugunda tiimiiyle uygulanabilir olmaktan
uzaktir) ve bdyle bir yolun olmasi pek miimkiin gériin-
memektedir. Ote yandan, ilk 35 asal sayinin incelenmesi
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bazi ilging 6zellikleri ortaya koymaktadir. Birbirini izleyen
asal sayilarin farklarin1 hesapladiginizda su yeni listeyi elde
edersiniz 1, 2, 2,4, 2,4,2,4,6,2,6,4, 2,4,6,6, 2, 6, 4,
2,6,4,68,4,2,4,2,4,14,4,6,2,10. (Yani 1 = 3-2,2 =
5-3,2=17-5,4=11-17vb.) Bu liste yine de bir 6l¢giide
diizensizdir, fakat buradaki sayilarin bir egilimi vardir, zor-
la ayirt edilebilir de olsa yavag bir gekilde artmaktadirlar.
Bunlarin diizenli sekilde artmadiklan agiktir, fakat 10 ve 1
gibi sayilar epey ilerlere kadar ortaya gikmamaktadir, 6te
yandan ilk birkag tanesi hep 4 ya da daha kiigiik sayilardur.
flk bin asal sayiy1 yazmak istediginizde, birbirini izle-
yenler arasindaki farklarin giderek artma egilimi gostere-
cegi daha belirgin hale gelecektir. Diger bir deyisle, biiyiik
asal sayilar, kiigiik olanlara gére daha seyrek goriiliir. Bu-
nun béyle olacag: kesin olarak tahmin edilebilir, ¢linkii
bir biiyiik sayinin asal say1 olamamasiin daha fazla yolu
bulunmaktadir. Oregin, 10.001 sayisinin, 6zellikle de 2,
3,5,7,11, 13, 17 yada 19 ile bsliinemeyecegi icin asal say1
oldugu diisiiniilebilir, fakat aslinda bu 73 x 137’ye esittir.
Oz saygisi olan higbir matematikgi, biiyiik asal sayilarin
kiigiik olanlara gére daha ender oldugu gézlemiyle tatmin
olmayacaktir (uygun sekilde kanitlansa bile). Bu sayilarin
ne kadar ender olduklarim bilmek isteyecektir. Rassal ola-
rak 1.000.001 ve 1.010.000 arasinda bir say1 segerseniz,
bunun bir asal say1 olma olasihg1 nedir? Diger bir deyig-
le, 1.000.000 civarindaki asal sayilarin ‘yogunlugu’ nedir?
Olaganiistii derecede az m1 yoksa yalnizca oldukga az m1?
Bu tiirden sorularin iiniversite diizeyinde matematikle
kargilagmug kisilerce ender olarak sorulmasinin nedeni; bu
kigilerin bunlar1 formiile etmede ve diigiinmede kullana-
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caklan dilden yoksun olmalaridir. Ancak, bu béliimii bu-
raya kadar anladiysaniz, matematigin en 6nemli baganla-
rindan birini degerlendirecek konumda bulunuyorsunuz:
asal say1 teoremi. Bu, n sayis1 civarindaki asal say1 yogun-
lugunun yaklagik olarak 1/log, n, yani bir béli n’nin dogal
logaritmast oldugunu ifade etmektedir.

Yine 1.000.001 ve 1.010.000 arasinda rassal olarak
segilecek bir sayinin asal say1 olma olasihigini ele alalim.
Bu araliktaki sayilarin hepsi de kabaca bir milyondur. Asal
say1 teoremi, yogunlugun yaklasik olarak 1’in bir milyonun
dopal logaritmasi ile boliimii olacagin séyler. 10 tabani-
na gore logaritmas: 6’dir (bu 6rnekte, rakamlarin sayil-
masi 7’yi verir, fakat biz kesin cevabi bildigimiz i¢in onu
kullanabiliriz, bu nedenle dogal logaritma 6 x 2,3 ya da
13,8'dir). Dolayisiyla, 1.000.001 ve 1.010.000 arasindaki
14 sayidan biri ya da bunlarin % 7’si asal sayidir. Buna kar-
silik, 100’den daha kiigiik olan asal sayilarin sayis1 24 tiir,
yani toplamin dortte biridir ve bu da sayilar buyudukge
yogunlugun nasil azaldigini1 géstermektedir.

Asal sayilarin ara sira ortaya ¢ikma, rassal olma gibi
ozellikleri oldugu igin, bunlara iligkin ne kadar kanitlama
yapilabilecegini gérmek oldukga sagirticidir. Ne ilgingtir
ki, asal sayilara iligkin teoremler genellikle bu goriiniirde-
ki rassalliktan yararlanlarak kanitlanmaktadir. Omegin,
1937'de kanitlanan iinlii Vinogradov teoremi, yeterince
biiyiik her tek sayinin iig asal sayinin toplami olarak yazila-
bilecegini ifade etmektedir. Bu kitapta bu matematikginin
bunu nasil kanitladigini agtklayamam, fakat yapugi sey,
tek sayilan (ig asal sayimnin toplami olarak ifade etmenin
yontemini bulmasiydi. Asal sayilarin kendilerinin tiretilme-
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si bile zor oldugu igin bu tiir bir yaklagimin basarisizliga
ugramast hemen hemen kesindir. Bunun yerine, Hardy ve
Littlewood'un galigmalarindan yararlanarak kabaca gsunu
One siirmiigtiir. Asal sayilarla yaklasik ayni yogunluga sa-
hip gergekten rassal bir asal say1 dizisini alirsaniz, temel
olasilik teorisi, yeterince biiyiik tiim sayilari, hemen he-
men kesinlikle dizinizdeki ti¢ sayimin toplami olarak ya-
zabileceginizi gosterir. Aslinda, bunu birgok farklh gekilde
yapabilirsiniz. Asal sayilar rassala yakin olduklar i¢in (ka-
nitlamanin zor olan tarafi, bunun ne anlama geldigini an-
latmak ve sonra bunu ayrintih olarak kanitlamaktir), bun-
larin davranigi rassal dizinin davranigina benzer ve boylece
yeterince biiyiik tiim sayilar, yine birgok sekilde, ii¢ asal
sayinin toplamidir. Bu olguyu géstermek igin, 35'i ii¢ asal
sayinin toplami olarak yazmanin tiim yollan soyledir:

35=2+4+2+31=3+3+29=3+13+19=5+7+123
=5+11+19=5+13+17=7+11+17=11+11+13.

Asal sayilara iligkin aragtirmalarin biiyiik bslimi bu
tiirdendir. Once asal sayilar igin bir olasiikl model gelig-
tirirsiniz — yani, bu sayilan bir rassal prosediire gore segmis
gibi yaparsiniz. Sonra, asal sayilar gercekten rassal olarak
olusturulduklarinda neyin dogru olacagini belirlersiniz.
Bu size birgok sorunun yanitin1 tahmin etme olanag1 sag-
lar. Son olarak, modelin, tahminlerinizin yaklagik olarak
dogru olmast igin yeterince gergekgi oldugunu géstermeye
cahgirsiniz. Argiimanin her agamasinda kesin yanitlar ver-
mek zorunda kalmaniz durumunda bu tiir bir yaklasimin
miimkiin olamayacagina dikkat ediniz.
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Olasilik modelinin fiziksel olgunun degil, matematigin
bir bagka béliimiiniin modeli olmas: ilgingtir. Asal sayi-
lar kesin bigimde belirlenmig olmakla birlikte, her nasilsa
deneysel veriler gibiymig gibi bir his uyandinrlar. Onlar
bu sekilde ele alinca, belli olasilik sorularina yanitlarin
ne olabilecegini tahmin etmemizi saglayan basitlestiril-
mis modelleri gelistirme istegi uyandirirlar. Aslinda bu tiir
modeller bazen insanlan asal sayilar icin gegerli kanitlara
yoneltirler.

Bu argiiman tarz1 baz1 dikkate deger bagarilar saglamig
olsa da, birgok iinlii problemi ¢éziilemeden birakmustir.
Ornegin, Goldbach’in tahmini 4’ten biiyiik olan her ift
sayinin iki asal sayinin toplami oldugunu iddia etmektedir.
Bu tahmin, Vinogradov tarafindan yanitlanan iig asal say1-
li probleme gore ¢ok daha zor gibi gériinmektedir. Ayrica,
17 ve 18 ya da 137 ve 139 gibi 2 ile ayrilmig sonsuz sayida
asal say1 gifti oldugunu &ne siiren iki asal sayih tahmin de
bulunmaktadir. Bunu ifade etmenin bir diger yolu, yuka-
rida benim yapmig oldugum gibi, birbirini izleyen sayilarin
farklarini yazdiginizda, 2 sayisimin (giderek daha seyrek ol-
makla birlikte) hep ortaya gikacagidir.

Belki de matematikteki ¢éziilemeyen en iinlii soru Ri-
emann hipotezidir. Bunun birkag egdeger formiilasyonu
mevcuttur. Bunlardan biri asal say1 teoremi tarafindan
saglanan tahminin kesinligiyle iligkilidir. Daha 6nce sdyle-
mis oldugum gibi, asal say1 teoremi, asal sayilarin belli bir
say1 civarindaki yaklagtk yogunlugunu bize vermektedir.
Bu bilgiden belli bir n sayisina kadar kag tane asal say1
oldugu kabaca hesaplanabilir. Fakat kabaca ne kadar ka-
bacadir? n'ye kadar olan asal sayilarin gergek sayist p(n)
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oldugunda ve q(n) asal say1 teoremi tarafindan saglanan
tahmin Riemann hipotezi p(n) ve q(n) arasin-
daki n’den ¢ok fazla olmayacagini 6ne siirmekte-
dir. Bu tiirden bir kesinligin gegerli oldugu kanitlanirsa,
bunun bir¢ok uygulamasi olacaktir, fakat bugiine kadar
bilinenler ¢ok daha zayif durumdadir.

Algoritmalarin siralanmasi

Matematigin kaba tahminlerle dolu bir bagka dal te-
orik bilgisayar bilimidir. Belli bir igi yapmak icin bir bilgi-
sayar programi yaziyorsaniz, bunu miimkiin oldugu kadar
hizh igleyecek sekilde tasarlamaniz iyi bir fikirdir. Teorik
bilgisayar bilimcileri su soruyu sorarlar: en hizli olmast
beklenen hangisidir?

Bu soruya kesin bir yanit bulunmasini istemek hemen
her zaman gergekgilikten uzaktr, bu yiizden, ‘agagidaki
algoritma, girdi sayisi n oldugunda yaklagik n? kadar adim-
da igler’ tiiriinden ifadeler kanitlanmaya ¢aligilir. Buradan
tipik bir PC'nin 1.000 biiyiikliigiinde girdiyi (kabaca sdy-
lemek gerekirse, analiz etmesini istediginiz bilgi miktar1)
isleyebilecegi, fakat 1.000.000 biiyiikliigiinde girdiyi igle-
yemeyecegi sonucuna varilabilir. Bu nedenle, bu tiirden
tahminlerin pratik 6nemi vardir.

Bilgisayarlarin yaptig1 bilinen en yararli iglerden biri s1-
ralamadir — yani, ¢ok sayida nesneyi belli bir 6lgiite gore s1-
ralama. Buna iligkin bir fikir sahibi olmak igin, tercihe gére
siralanmig bir nesne toplamini (bunlarin cansiz nesneler
olmasi gerekmez, 6rnegin, bir is igin bagvuran adaylar ola-
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bilir) diizenlemek istediginizi diiginelim. Belli bir nesneyi
ne kadar sevdiginize iligkin sayisal bir deger veremedigi-
nizi varsayalim, fakat iki nesne verildiginde bunlardan
hangisini tercih ettiginize her zaman karar verebilirsiniz.
Avyrica, B'ye karst A’yl, C'ye kargt B'yi ve A'ya kars1 Clyi
hig tercih etmeyeceginiz anlaminda, tercihlerinizin tutarli
oldugunu da varsayalim. Bu ig {izerinde uzun siire caligmak
istemiyorsaniz, yapacaginiz kargilagtirma sayisin1 minimize
etmek mantikh olabilir.

Nesne sayisi ¢ok az oldugunda bunu halletmek kolay-
dir. Ornegin, iki nesne varsa, en azindan bir kargilagtirma
yapmaniz gerekir ve bunu yaptiginizda bunlarin sirasini
bilirsiniz. A, B ve C gibi ii¢ nesne oldugunda, bir karsilag-
tirma yeterli olmayacaktir, ancak baz kargilagtirmalardan
yola ¢tkmamz gerekir ve bunun hangisi oldugu énemli
degildir. Ornegin, tartigmak igin A ve B'yi kargilagtird-
giniz1 ve A'yi tercih ettiginizi diigiinelim. Simdi de A ve
B’den birini C ile karsilasgirmaniz gerekir. A’y1 C ile kargi-
lagtirirsaniz ve C'yi A'ya tercih ederseniz, o zaman tercih
siralamanmizin C, A, B oldugunu bilirsiniz. Ancak, gergek-
legebilecegi gibi, A’y1 C'ye tercih ederseniz, 0 zaman B ve
C hakkindaki tiim bilginiz, A’y1 ikisinden birine tercih
ettiginizdir. Bu durumda, B ve Clyi siralamak igin {igiin-
cii bir kargilagtirma yapilmas: gerekecektir. Bu yiizden, tig
kargilagtirma her zaman yeterlidir ve bazen de gereklidir.

A, B, C ve D gibi dort nesne oldugunda ne olacaktir?
Analiz daha karmagik hale gelir. Yine, A’y1 B ile kargilagti-
rarak ige baglayabilirsiniz. Fakat bunu yaptiktan sonra, bir
sonraki kargilagtirma igin iki farkh olasilik mevcuttur. Ya
A ve B'den birini C ile kargilagtirabilirsiniz ya da C'yi D ile
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karsilagtirabilirsiniz ve bunlardan hangisinin daha iyi bir
fikir oldugu agik degildir.

Diyelim ki, B ve C'yi karsilagtirdiniz. Sanshysaniz, A,
B ve C'yi siralamaniz miimkiindiir. Bu siralamanin A, B,
C oldugunu varsayalim. O zaman D'nin nerede olacagin
bulmak gerekir. Ik 6nce yapilacak en iyi ig D ile B'yi kar-
silagtirmaktir. Bundan sonra yapmaniz gereken tek sey, D
ile A’y1 (eger Dyi B'ye tercih etmigseniz) ya da Cyi (Byi
D'ye tercih etmigseniz) kargilagtirmaktir. Bu toplamda
dort kargilagtirma eder — ikisi A, B ve Clyi siralamak igin
ve ikisi D'nin nereye yerlegtirilecegini belirlemek igin.

Problemi analiz etmeyi bitirmedik, ¢iinkii A, B ve C'de
sansh olmayabilirsiniz. Ilk iki kargilagirmadan sonra belki
de bildiginiz tek sey hem A hem de Cnin B'ye tercih edi-
lebildigidir. O zaman bir bagka ikilem ortaya gikar: A ile
C'yi kargilagirmak mi, yoksa D ile A, B ve C'den birini
kargilagtirmak mi1 daha iyidir — ikinci durumda, D, B ile mi
yoksa A ve B’den biri ile mi kargilagtirilmalidir? Bu durum-
lara ve altdurumlara bakmay: bitirdikten sonra, yine de
ikinci kargilagtirmanizin C ve D arasinda olmasi halinde
ne olacagin1 gérmeniz gerekir.

Bu analiz bir 6lgiide sikic1 hale gelir, fakat yapilabilir.
Bes kargilagtirmanin her zaman yeterli olacagini, bazen
bu kadar kargilagtirmaya ihtiyag oldugunu ve ikinci kar-
silagtirmanin aslinda C ve D arasinda olmas: gerektigini
gosterir.

Bu tiirden bir argiimana iligkin sorun, ele alinmasi ge-
reken durum sayisinin gok hizli bir sekilde gok artmasidur.
Ormegin, 100 nesne oldugunda kesin olarak kag kargilag-
tirma yapilmasi gerektigini hesaplamak olanaksizdir — bu-
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nun hicbir zaman bilinemeyecegi hemen hemen kesindir.
(Bir matematikginin belli bir miktarin kesin degerinin
bilinemeyecegi bigimindeki agiklamasini ilk duydugum-
da ugradipim soku ¢ok iyi hatirliyorum. Simdi bunun is-
tisna olmaktan ¢ok genel kural olmasina aligmig bulunu-
yorum.) S6z konusu miktar, n kisiden olugan bir grupta
diger kisilerin her birini taniyan kisilerin sayisinin beg ya
da digerlerinin her biriyle yeni tanigsan kisi sayisinin beg
oldugu en kiigiik n saysin1 veren sayidir, yani Ramsey sa-
yist R(5,5)’tir. Bu yiizden, kisi alt ve st sinirlann bulmaya
caligir. Bu problemde, iist smnir ¢ 'nin anlamy, ¢ 'den daha
fazla kargilagtirma kullanan n nesneyi siralamak igin bir
prosediir olmasidir ve alt sinir b_ise, ne kadar zeki olursa-
niz olun, b_kadar kar§1la§t1rmamn bazen gerekli olduguna
iligkin bir kanitlamadir. Bu, iyi bilinen iist ve alt sinirlarin
birbirinin ¢arpimi bir faktér sinir1 iginde oldugu probleme
bir 6rnektir; belli bir ¢arpilan sabite kadar n nesneyi sirala-
mak igin gerekli olan karsilagtirma sayisinin n log n oldugu
bilinmektedir.

Bunun nigin ilging oldugunu gérmenin bir yolu, kendi-
nizin bir siralama prosediirii geligtirmesidir. Agik bir yon-
tem, iist gelen nesneyi bulmak, onu bir kenara ayirmak ve
sonra bunu tekrarlamaktir. En uygun nesneyi bulmak igin,
ilk iki tanesini kargilagtirin, kazanan igiincii ile kargilagti-
rin, burada kazanani dérdiincii ile kargilagtirin ve bunu bu
sekilde tekrarlayin. Bu yolla en uygunu bulmak i¢in n — 1
karsilagtirma, ikinci en uygun icin n — 2 yapmak gerekir,
bu boyle siiriip gider. Sonugta toplamda (n — 1) + (n -
2) + (n-3) +...+1 kargilagtirma gerekir ve bu yaklagik
olarak n? / 2'dir.
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Bu yoéntemi kullandiginizda, ne kadar dogal gériinse
de, sonugta her nesne gifti kargilagtirllmig olur, bundan
dolay1 da aslinda gok verimsizdir (bunun programlanma-
sinin basit olmas gibi bir avantaja sahip olsa bile). n bii-
yiik oldugunda, Quicksort olarak bilinen su yéntem, daha
hizli sonug vermesi garanti olmasa da, genellikle ¢ok daha
hizli gahigir. S6yle tekrarlayan bigimde (yani kendisi ag1-
sindan) tanimlanur Once nesnelerden birini, diyelim x'i
segin ve digerlerini, x’ten daha iyi olanlar ve daha kétii
olanlar bigiminde, iki yigin halinde diizenleyin. Bu n — 1
kargilagtirma yapmay1 gerektirir. Simdi, yapmaniz gereken
sey, Quicksort’u kullanarak iki yigin1 siralamanizdir. Yani,
her yiginda bir nesneyi secin ve digerlerini yine iki yigin
halinde diizenleyin ve bunu béyle siirdiiriin. Genellikle,
sanssiz degilseniz, bir yigin iki bagka yigina ayirdipinizda,
bunlar yaklagik olarak aymi biiyiikliikte olacaktir. Yapa-
caginiz karsilagtirmalarin sayisinin yaklagik olarak n log n
olacag: gosterilebilir. Diger bir deyisle, bu yéntem tahmin
edebileceginiz en iyi bigimde, bir garpilan faktér sinirlari
icinde igler.
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VIIL Bélim

SIK SORULAN BAZI SORULAR

1. Matematikgilerin 30 yasinda
basariya ulastiklan dogru mudur?

Yaygin bigimde inanilan bu mit, matematiksel yete-
negin dogasina iligkin yanhg bir diigsiinceden kaynaklan-
maktadir. Insanlar matematikgileri dahi olarak, dehay1 da
birkag kisinin dogustan sahip oldugu ve bagka hig kimse-
nin elde edemeyecegi gizemli bir nitelik olarak diigiinme
egilimindedirler.

Yag ve matematiksel iiretim arasindaki iligki kigiden ki-
siye biiyiik degiskenlik gosterir ve birkag matematikginin
20li yaglarinda en iyi galigmalarini yaptiklar bir gergektir.
Ancak, biiyiik ¢ogunluk bilgilerinin ve ustaliklarinin ya-
samlar1 boyunca gelistigini ve bu gelismenin ‘ham’ beyin
giiciindeki —bu kavramin bir anlami varsa tabii— herhan-
gi bir azalmanin ¢ok daha fazlasini telafi ettigini goriirler.
Yagt 40"t agan matematikgiler tarafindan gergeklestirilen
qig1r agicr bagant saywsinin gok fazla olmadigr bir gergek-
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tir, fakat bu tiirden ¢1gir agic1 br bagan saglayabilen biri,
muhtemelen daha 6nceki galismalar nedeniyle zaten iyi
taninmig durumda olacaktir ve bu yiizden de daha geng,
daha az taninan bir matematikgi kadar ag olmayacakur.
Ancak, bunun tersi birgok 6rnek bulunmaktadir ve baz
matematikgiler emeklilik yagini iyice agtiktan sonra bile
sevkleri azalmadan ¢aligmalarini siirdiiriirler.

Genelde, basmakalip matematikgiye iligkin yaygin go-
riis —belki ¢ok zeki, fakat ayn1 zamanda tuhaf, kétii giyin-
mis, aseksiiel, yar-otistik bir kigi— éviicii bir goriis degildir.
Birkag matematikgi bu kaliba bir 6lgiide uymakla birlikte,
béyle olmamaniz durumunda matematikte iyi olmayaca-
giniz1 diigiinmekten daha aptalca bir sey olamaz. Aslinda,
diger her sey ayn1 kaldiginda, burada bir avantajiniz olabilir.
Matematik &grencilerinin yalnizca ¢ok kiigiik bir bolimii
sonunda aragtirmaci matematik¢i olurlar. Cogu, 6rnegin
ilgilerini yitirerek, PhD 6grencisi olmayarak ya da PhD yap-
tiktan sonra iiniversitede galigmayarak erken agamada bu
isin digina gikarlar. Izlenimim odur ki, béyle diigiinmekte
yalniz degilim, gesitli yollarla en iyilerinin ayrilmas siirecini
gegenler arasinda genellikle baglangigtaki dgrenci kitlesin-
den ¢ok daha az oranda tuhaf insan bulunmaktadir.

Matematikgilerin olumsuz gekilde tasvir edilmesi, bu
konudan keyif alacak ve bu alanda iyi seyler yapacak in-
sanlar bu isten vazgegirdigi igin zarar verici olmakla bir-
likte, ‘dahi’ s6zciigiiniin verdigi zarar daha sinsi ve belki de
daha fazladir. Dahinin kabaca ve kolay bir tanim1 syledir:
kolay bir gekilde ve geng bir yasta, hemen hig kimsenin,
bagarabilse bile ancak uzun yillar galisarak yapabilecegi
baz1 seyleri kolay bir gekilde yapabilen kigidir. Dahilerin
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bagardiklan iglerde bu tiir gizemli bir &zellik vardir — sanki
beyinleri bizimkinden daha etkin sekilde galigmakla kal-
mamakta, fakat tiimiiyle farkl sekilde ¢aligmaktadir. Her
yil ya da her iki yilda bir Cambridge’e, onlara matematigi
Ogretmesi gerekenler dahil, ¢ogu insanin birkag saatte ya
da daha fazla siirede ¢ozebildigi problemleri her zaman
birkag dakikada ¢ozebilen bir matematik lisans dgrencisi
gelir. Bu tiir bir kigiyle kargilaginca, yapilabilecek tek gey
onun gerisinde durmak ve hayranlik beslemektir.

Ancak, yine de, bu olaganiistii kisiler en bagarili mate-
matik aragtirmacisi olmazlar. Diger profesyonel matema-
tikgilerin sizden 6nce denedigi ve basanisizhiga ugradig bir
problemi ¢ézmek isterseniz, sahip olmaniz gereken birgok
nitelik arasinda benim tanimladigim bigimdeki 6zellikler ne
gereklidir ne de yeterlidir. Buna agirt bir 6rnek vermek gere-
kirse, Fermat’in son teoremini kanitlayan ve bdylece diinya-
nin ¢oziilemeyen en {inlii problemini (x, y, z ve n’nin hepsi
pozitif tamsay1 ve n 2’den biiyiik oldugunda, x* + y"nin
z"ye egit olmayacagini ifade eden teorem) ¢6zen Andrew
Wiles (40 yaginu biraz gegmigken) kugkusuz ¢ok zekidir, fa-
kat benim tanimladifim anlamda bir dahi degildir.

Bunu bir tiir gizemli zihinsel giicii olmadan nasil yapa-
bildi diye sorabilirsiniz? Onun basarisi olaganiistii olmak-
la birlikte, agiklanamayacak kadar olaganiistii degildir.
Onun bagarih olmasini saglayan seyin ne oldugunu tam
olarak bilmiyorum, fakat biiyiik cesarete, kararliliga, sab-
ra, digerleri tarafindan yapilmig bazi ¢ok zor galigmalara
iligkin genig bir bilgiye, dogru matematiksel alanda dogru
zamanda bulunma konusunda iyi bir talihe ve istisnai stra-
tejik yetenege ihtiyaci olmalidir.
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Bu son 6zellik, sonugta anormal bir zihinsel hizdan
daha 6nemlidir: matematige yapilan en biiyiik katkilar ge-
nellikle tavsanlardan daha ¢ok kaplumbagalar tarafindan
gergeklestirilmigtir. Matematikgiler bu alanda gelistikge,
kismen diger matematikgilerin galigmalarindan, kismen
de matematik konusunda harcadiklar1 uzun saatlerin so-
nucunda zanaatin gesitli incelik ve ustaliklarin1 6grenirler.
Dillere destan olmug problemleri ¢6zmede ustaliklarini
kullanip kullanamayacaklarin1 belirleyen sey, biiyiik lgii-
de, dikkatli bir planlama sorunudur: sonug alinmast muh-
temel problemlerin ¢6ziimiine girismek, belli bir diigiince
¢izgisini ne zaman birakacaklarini bilmek (bu verilmesi zor
bir karardir), ara sira ayrintilani doldurmadan énce argii-
manin genig anahatlarini ortaya koyabilmek. Bu, dehayla
uyumsuz olmayan, ama her zaman ona eslik etmeyen bir
olgunluk diizeyini gerektirir.

2. Nigin bu kadar az sayida
kadin matematikgi var?

Bu soruyu gegistirmek gekici gelir, ¢iinkii bunun ya-
nitlanmasi saldiriya yol agabilecek iyi bir firsat olusturur.
Bununla birlikte, diinyadaki matematik boliimlerinde
bugiin bile kadin matematikgi oraninin diigiik olmasi o
kadar ¢ok dikkati cekmektedir ve matematik yagaminin
6nemli bir olgusu haline gelmistir ki, séyleyeceklerim bu
durumu sasirtic1 ve iziicii buldugumdan fazla bir sey ol-
masa da, kendimi bir seyler séylemek zorunda hissediyo-
rum.
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Belirtilmesi gereken bir nokta, matematikte kadinla-
rin azhimin bir bagka istatistiksel olgu olmasidir: ¢ok iyi
kadin matematikgiler mevcuttur ve bunlar erkek meslek-
taglar1 gibi, bazi durumlarda zeki olmak dahil, iyi matema-
tik¢i olmanin farkh yollarina sahiptirler. Matematikgilerin
bagarabileceklerinin {ist sinir1 olduguna iligkin herhangi
bir kanit bulunmamaktadir. Bazen erkeklerin zeka test-
lerinde, 6rnegin uzaysal gérme yeteneginde daha bagari-
It olduklarina iligkin haberler okuruz ve bazen de bunun
onlarin matematikteki iistiinliiklerinin nedeni oldugu éne
siriiliir. Ancak, bu tiirden bir argiiman ¢ok inandiric1 de-
gildir: uzaysal gérme yetenegi uygulamayla gelistirilebilir
ve bazen matematikgiye yararli olmakla birlikte, ok ender
durumda vazgegilmez bir yetenektir.

Daha akla yatkin bir diigiince sosyal faktérlerin énem-
li olugudur: bir erkek ¢ocuk matematiksel yeteneginden
gurur duyabilirken, bir kiz gocugunun kadina ait degilmig
gibi algilanan bir hedefte iistiin olmaktan rahatsiz olacagi
diistiniilebilir. Buna ek olarak, matematik yetenegi olan
kizlarin ¢ok az rol modelleri mevcuttur, bu yiizden de bu
durum kendini kendini beslemektedir. Sonraki agamalar-
da etkili olan bir sosyal faktore gelince, matematik, diger
¢ogu disiplinden daha fazla olmak iizere, annelikle bir-
legmesi imkénsiz olmasa bile zor olan belli bir tek bagina
diistinmeyi gerektirir. Romanci Candia McWilliam bir za-
manlar her ¢ocugun kendisine iki romana mal oldugunu
soylemistir: fakat en azindan birkag yil roman yazmadiktan
sonra bir roman yazmak miimkiindiir. Matematigi birkag
yil birakirsaniz, aligkanhiginiz: yitirirsiniz ve matematiksel
geriye doniigler enderdir.
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Kadin matematikgilerin erkek meslektaglarina gére
daha geg gelistii 6ne siirilmiigtiir ve bu durum erken
bagariy1 6diillendiren bir mesleki yapida onlari dezavan-
tajli duruma sokar. Bu geg gelisim biiyiik 6lgiide yukanda
belirtilen nedenlerden kaynaklansa da, ¢ogu iinli kadin
matematikginin yagam ykiileri bunu dogrulamaktadir ve
burada da yine birgok istisna mevcuttur.

Ancak bu agiklamalardan higbiri yeterli degildir. Daha
fazla spekiilasyon yapmaktansa, bu noktada yapabilecegim
en iyi sey, bu konu hakkinda baz kitaplarin yazilmig oldu-
Buna igaret etmektir. Son bir nokta olarak bu durumun
iyilestigi belirtilebilir: matematikgiler arasinda kadinlarin
orani son yillarda giderek artmugtir ve genelde toplumun
ne kadar degistigi ve degismekte oldugu dikkate alindigin-
da, bunun siirecegi hemen hemen kesindir.

3. Matematik ve miizik birbiriyle
uyumlu mudur?

Birgok matematikginin miizikseverlikten tiimiiyle uzak
olmasina ve ¢ok az miizisyenin matematige ilgi duymasina
ragmen, bu ikisinin baglantih oldugu konusunda halkta
siirekli bir inang vardir. Bunun sonucunda, bir matema-
tikginin ¢ok iyi bir piyanist oldugunu ya da hobi olarak
miizik besteledigini ya da Bach dinlemeyi sevdigini duyun-
ca hig kimse gagirmaz.

Matematikgilerin diger sanat dallarindan daha fazla
miizige yoneldiklerini sdyleyen anekdot bigciminde ¢ok sa-
yida kanit mevcuttur ve bazi aragtirmalar miiziksel agidan
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egitilen gocuklarin bilimsel konularda daha istiin bagar1
sagladiklarini iddia etmistir. Soyutlama sanatlarin tiimiin-
de 6nemli olmakla birlikte, miizik en soyut sanattir: miizik
dinlemenin keyfinin biiyiik béliimi, i¢sel bir anlami1 olma-
yan ve saf bigimlerin, tiimiiyle bilingli olmasa bile, dogru-
dan degerlendirilmesi sonucunda ortaya gikar.

Ne yazik ki, anekdot bigimindeki kanitlar ciddi bilim
tarafindan ¢ok az desteklenmektedir. Hangi sorularin so-
rulmas: gerektigi bile agik degildir Benzer sosyal gegmise
ve egitim gegmisine sahip matematikgi olmayanlarla kar-
silastinldiginda, matematikgilerin yiiksek bir oraninin pi-
yano galdipin1 gésteren, istatistiksel agidan anlamli veriler
toplanirsa bunlardan ne dgrenebiliriz? Benim tahminin, bu
tiir verilerin toplanmasinin miimkiin oldugu, fakat bu ilig-
kiyi agiklayan, deneysel olarak test edilebilen bir teorinin
olugturulmasinin gok daha ilging olacagidur. Istatistiksel ka-
nitlar daha spesifik olursa, ok daha degerli olacaktir. Hem
matematik hem de miizik ¢ok gesitlidir: duygusal olarak
baz1 béliimler konusunda hevesli olup digerleri hakkinda
tiimiiyle ilgisiz olmak miimkiindiir. Matematik ve miizik
zevkleri arasinda ince baglantilar var mudir? Eger varsa,
bunlar bir biitiin olarak disiplinlere déniik ilgi arasindaki
kaba baglantilardan ¢ok daha fazla bilgi saglayic1 olacaktr.

4. Nigin bu kadar ¢ok kisi matematikten
actk bicimde hoglanmaz?

Insanlarin biyolojiden ya da Ingiliz edebiyatindan hig
hoslanmadiklarin1 sdylediklerini pek isitmeyiz. Elbette, bu
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konulardan herkes heyecan duymaz, fakat heyecan duy-
mayanlar heyecan duyanlanin oldugunu ¢ok iyi bilirler.
Buna kargilik, matematik ve fizik gibi matematiksel igerigi
yiiklii olan bilimler yalnizca ilgisizlik degil, aslinda antipati
uyandirirlar. Birgok insamin matematik konularin1 miim-
kiin oldugu kadar gabuk birakmalarina ve yasamlarimin
geri kalan béliimlerinde korku ile hatirlamalarina neden
olan nedir?

Belki de insanlarin zevksiz bulduklan ey, matemati-
gin kendisinden daha ¢ok matematik dersleri deneyimidir
ve bunun anlagilmasi kolaydir. Matematik siirekli olarak
kendi iizerine insa ettiginden, onu 6grenirken yakindan iz-
lemek dnemlidir. Ornegin, iki rakaml sayilarin ¢arpimin-
da makil diizeyde usta degilseniz, muhtemelen dagilma
ozelligi konusunda (II. Béliim'de tartigilmagt1) iyi bir sez-
gisel duygunuz olmayacaktir. Bu olmayinca, (x + 2), (x +
3) gibi ifadelerdeki parantezlerin ¢arpimi konusunda rahat
olmamaniz da miimkiindiir ve ikinci dereceden denklem-
leri iyi bir sekilde anlayamayacaksiniz. Ikinci dereceden

denklemleri anlamazsaniz, altin oranin nigin 1 +2‘/§ bi-

giminde oldugunu da anlamayacaksiniz. Bu tiirden birgok
zincir mevcuttur, fakat matematigi siirdiirmek yalnizca
matematigin teknik dilinde akicihgr stirdiirmekten daha
6nemlidir. Daha 6ncekilerden ¢ok daha énemli ve dikkati
¢eken derecede daha karmagik yeni bir fikir sik sik ortaya
atihir ve bunlar digerlerini geride birakirlar. Buna agik bir
6mek, birgoklarinin aklini karigtiran, fakat matematikte
belli bir diizeyden sonra énemli olan, sayilar yerine harfle-
rin kullanilmasidir. Diger 6rnekler arasinda negatif sayilar,
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karmagik sayilar, trigonometri, kuvvet alma, logaritmalar
ve kalkiiliise girig bulunmaktadir. Bu diigiincelerden biri
ile kargilasuginda gerekli kavramsal sigramayr yapmaya
hazir olmayanlar, bunun iizerine inga edilen matematik
konusunda kendilerini giivensiz hissedeceklerdir. Gide-
rek matematik &gretmenlerinin anlattiklarinin yalnizca
yarisini anlamaya aligacaklar ve kagirdiklan birkag bagka
adimdan sonra yarisini bile anlamalarinin agir1 bir tahmin
oldugunu goreceklerdir. Bu arada, simifta digerlerinin hig
giigliik gekmeden izlemeyi siirdiirdiiklerini géreceklerdir.
Matematik derslerinin birgok kisi igin bir ¢ile haline gel-
mesi gagirtici degildir.

Bunun boyle olmast gerekir mi? Bazilar1 okulda mate-
matikten nefret etmeye mahk(im mudur? Veya bu konu-
nun ¢ok daha az kiginin digarida kalmasini saglayacak ge-
kilde dgretilmesi miimkiin olabilir mi? Matematikte erken
yaglardan baglayarak iyi ve istekli bir 6gretmen tarafindan
bire bir egitim saglanan her ¢ocugun matematigi severek
biiyiiyeceginden eminim. Bu, elbette, miimkiin bir egitim
politikasini ifade etmemektedir, fakat en azindan mate-
matigin 6gretilme yonteminde iyilegtirmenin miimkiin
olabilecegine igaret etmektedir.

Bu kitapta vurguladipim diigiincelerden bir tavsiye ¢1-
karilabilir. Yukarnida, teknigi akici bigimde kullanmakla
zor kavramlarin anlagilmas: arasindaki farki dolayh olarak
ortaya koydum, fakat goriiniige gére bunlardan birinde iyi
olan hemen herkes digerinde de iyi olmaktadir. Aslinda,
bir matematiksel nesneyi anlamak, onun &ziinii kavra-
maktan daha ¢ok, biiyiik ¢lgiide onun uydugu kuralla-
n Ogrenmekse, beklememiz gereken sey de tami tamina
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budur — teknigi akic1 bigimde kullanmak ve matematiksel
idrak arasindaki fark, diigiiniilenden daha az belirgindir.

Bu gozlem dershanedeki uygulamay: nasil etkilemeli-
dir? Herhangi bir devrimci degisiklik 6nermiyorum —ma-
tematik bu gekildeki ¢ok sayida éneriden zaten zarar gor-
miigtiir— fakat vurgulamadaki kiigiik bir degisiklik sonug
verebilir. Ornegin, bir dgrencinin x* *® = x* + x* olarak
diisiinerek genel bir yanlig yaptigini varsayalim. x® gibi ifa-
delerin igerdigi anlami vurgulayan bir 6gretmen x* * *nin
a + b adet x'in birbiriyle ¢arpilmasi anlamina geldigine ve
bunun da agik bigimde bunlardan a kadarinin birbiriyle
carpiminin b kadar birbiriyle ¢arpiminin garpimiyla aym
olduguna igaret edecektir. Ne yazik ki, birgok gocuk bu
argiimani kavramay1 ¢ok karmagik bulmakta ve a ve b’nin
pozitif tamsayilar olmamast durumunda bu argiiman ge-
gerliligini yitirmektedir.

Bu gibi ¢ocuklar daha soyut bir yaklasimdan yarar
saglayabilirler. II. Bolim’de igaret ettigim gibi, kuvvetler
hakkinda bilmemiz gereken her sey birkag basit kuraldan
elde edilebilir ve bunlarin en 6nemlisi x* + > = x* x¥dir. Bu
kural vurgulanirsa, yukaridaki yanlig bagtan daha az ola-
s1 hale gelmekle kalmaz, fakat diizeltilmesi de daha kolay
olur: bu yanhg yapanlara dogru kurali uygulamay1 unut-
tuklar1 sdylenebilir. Elbette, x*tin x garp1 x garp1 x anla-
mina gelmesi gibi basit olgulara asina olmak &nemlidir,
fakat bunlar, gerekgelerden daha ¢ok, kurallarin sonuglari
olarak sunulabilir.

Cocuklara soyut yaklagimin ne oldugunun agiklanmaya
caligilmas: gerektigini sdylemiyorum, yalnizca 6gretmenle-
rin bunun sonuglarinin bilincinde olmalar1 gerektigini ifa-
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de ediyorum. Bunlarin en 6nemlisi, matematiksel kavram-
larin, bunlarin tam da ne anlama geldikleri s6ylenemeden
dogru bigimde kullanilmalarinin miimkiin olmasidir. Bu
koti bir diigiince gibi gelebilir, fakat uygulama genellikle
opretmekten daha kolaydir ve eger uygulamanin tizerinde
ve onu agan bir anlam1 varsa, bunun daha derin bigimde
anlagilmasi genellikle kendiliginden bunu izler.

5. Matematikgiler calismalarinda
bilgisayar kullanir mi2

Bunun kisa yaniti ¢gogunun kullanmadiklan ya da en
azindan temel bigimde kullanmadiklari bigimindedir.
Elbette, diger insanlar gibi biz de bunlar1 kelime iglemci
olarak ve birbirimizle iletisimde vazgegilmez gériiriiz ve
internet giderek daha yararli hale gelmektedir. Matema-
tigin uzun, hog olmayan, fakat temelde rutin hesaplamala-
11 vardir ve bunlart yapmanin ¢ok iyi simgesel hesaplama
programlar1 mevcuttur.

Bu yiizden, bilgisayarlar ¢ok yararli, zaman tasarrufu
saplayan araglar olabilmekteler; o kadar ki, bazen mate-
matikgilerin kendi baglarina kegfedemeyecekleri sonuglar
kegfetmelerini saglamaktadirlar. Bununla birlikte, bilgisa-
yarlarin saglayabilecegi yararlar ¢ok sinirlidir. Elinizdeki
problem ya da daha genelde alt-problem uzun ve tekrar-
layan aramalarla ¢oziilebilen az sayidaki problemlerden bi-
riyse, o zaman bilgisayarlar iyidir. Ote yandan, bir probleme
saplanip kalmigsaniz ve parlak bir fikre ihtiyaciniz varsa,
teknolojinin mevcut durumunda, bir bilgisayar herhangi
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bir yarar saglamayacaktir. Ashnda, ¢ogu matematikgi en
Onemli araglarinin kagit ve bunun iizerine yazabilecekleri
bir seyler oldugunu séyleyecektir.

Benim goriisiime gore, ki bu azinlikta olan bir goriistiir,
bu gegici bir durumdur ve &niimiizdeki yiiz yil kadar bir
siirede bilgisayarlar matematikgilerin yaptiklarinin giderek
daha ¢ogunu yapabilir duruma gelecektir — belki de basit
aligtirmalan yaparak ya da iyi bilinen bir yapinin bir ters
6rnek olugturdugu bir yardimci teoremi kanitlamak igin
bir haftalik siireyi harcamaktan bizi kurtararak (burada sik
yagadipim kendi deneyimimden bahsediyorum) ve sonun-
da bizi tiimiiyle geride birakacaktir. Bircok matematikgi
bilgisayarlarin matematikte ne kadar iyi olacaklar1 konu-
sunda ¢ok daha karamsardir; yoksa iyimser mi?

6. Matematikte arastirma nasil
mumkin olmaktadir?

Tersine, bu soru goyle sorulabilir, matematiksel arag-
tirmanin miimkiin olduguna iligkin bu kadar geligkili g6-
riinen gey nedir? Bu kitapta ¢oziilemeyen bazi problemlere
degindim ve matematiksel arastirma, biiyiik 6lgiide, bu
ve benzeri problemlerin ¢6ziilmesini igerir. VIL. Bolim’i
okuduysaniz, soru geligtirmenin iyi yollarindan birinin ke-
sin olarak analiz edilmesi gok gii¢ olan bir matematiksel
olguyu almak ve buna iligkin yaklagik ifadeleri olugturmak
oldugunu géreceksiniz. VI. Béliim’tin sonunda 6nerilen
bir diger yontem sudur: dért boyutlu manifold gibi zor bir
matematiksel kavrami ele aldiginizda, genellikle buna ilig-
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kin basit sorularin bile yanitlanmasinin ¢ok zor oldugunu
goreceksiniz.

Matematiksel aragtirma konusunda bir gizem varsa,
bu, zor sorularin mevcut olmasi degildir — aslinda yanit-
lanamayacak kadar zor sorular icat etmek oldukga kolay-
dir; binlerce matematikgiyi mesgul edecek uygun zorluk
diizeyinde yeterince soru bulunmaktadir. Bunu yapmak
icin, sorularin kesinlikle zor olmalari, fakat ayn1 zamanda
goziilebileceklerine iligkin bir umut 1g1§1 sunmalar: gerek-
mektedir.

7. Amatorler tarafindan ¢ézilen
Unlii matematik problemleri var midir?

Bu sorunun en basit ve en az aldatic1 yanit1 dogrudan
var olmadiklar1 bicimindedir. Profesyonel matematikgiler
iyi bilinen bir probleme iligkin bir diigiincenin kendilerin-
den 6nce birgok kisi tarafindan diigiiniildiigiini kisa sii-
rede 6grenirler. Bir diigiincenin yeni olabilmesi igin daha
6nce onu bagkalarinin nigin diisiinemedigini agiklayan bir
Ozelliginin olmasi gerekir. Bu yalnizca bu diisiincenin gok
Ozgiin ve tahmin edilemeyen bir gey olmasidir, fakat bu gok
enderdir: genellikle akla bir fikir gelirse, bu pat diye ortaya
cikmak yerine, ¢ok iyi bir nedenle ortaya gikar. Eger sizin
akhmiza gelmigse, bagka birinin aklina nigin gelmemistir?
Daha akla yatkin bir neden, ¢ok iyi bilinmeyen, fakat si-
zin 6grenme ve sindirme zahmetine katlandiginiz diger
diisiincelerle iligkili olmasidir. Bu, bagkalarinin bunu dii-
sinme olasihiginy, sifira indirmese bile, en azindan azaltr.
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Diinya iizerindeki matematik béliimlerine tinlii prob-
lemleri ¢ozdiiklerini iddia eden insanlardan diizenli olarak
mektup gelir ve hemen hemen istisnasiz bu ‘¢6ziimler’ yal-
nizca yanlig olmakla kalmazlar, bir geye iligkin dogru bir
kamtlamanin tersine, hi¢ de gercekten caba harcanmig
¢oziimler degildirler. Normal matematiksel sunuglarin en
azindan bazilarini izleyenler, eger dogru olsalard, yiizyil-
larca 6nce kesfedilmeleri gereken gok basit argiimanlar
kullanirlar. Bu mektuplan yazanlar matematiksel aragtir-
manin ne kadar zor olduguna, énemli 6zgiin galigmalar
yapmaya yetecek bilgiyi gelistirmek igin kag yil ¢aba har-
canmasi gerektigine ve matematigin ne kadar kolektif bir
faaliyet olduguna iligkin higbir fikre sahip degildirler.

Birgok aragtirma mabkalesi iki ya da lig yazarh olmakla
birlikte, son tahlilde matematikgilerin biiyiik gruplar ha-
linde galigtiklarin1 anlatmak istemiyorum. Tersine, mate-
matik gelistikge, belli tiir sorulan yanitlamada vazgegilmez
hale gelen yeni tekniklerin kesfedildigini ifade etmek isti-
yorum. Bunun sonucunda, her matematikgi kugag bir za-
manlar stesinden gelinemeyecegi diisiiniilen problemleri
¢ozerek bir 6nceki kugagin omuzlarn tizerinde durur. Mate-
matik anaakimindan soyutlanmug olarak ¢aligmaya kalkar-
saniz, bu teknikleri kendinizin halletmesi gerekecektir ve
bu da sizi aciz birakan elverigsiz bir konuma sokar.

Bu hi¢ de bir amatoriin matematikte higbir zaman
Snemli aragtirma yapamayacagi anlamina gelmez. Aslin-
da, bunun birkag 6émegi vardir. 1975’'te ¢ok az matema-
tik egitimi olan, San Diegolu bir ev kadini, Marjorie Rice,
Scientific American’da problemi okuduktan sonra, (diizen-
siz) altigen diizlemini kaplamanin daha énce bilinmeyen
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ti¢ yolunu kegfetmigtir. 1952’de 58 yagindaki Alman okul
miidiirii Kurt Heegner yiiz yil boyunca kanitlanamayan
tinlii bir Gauss tahminini kanitlamgtir.

Ancak bu 6rnekler soyledigim seylerle celismez. Bun-
lar, matematigin anagévdesi ile yakindan iligkili gériin-
meyen bazi problemlerdir ve bu kisiler agisindan mevcut
matematiksel teknikleri bilmek gok da yararli degildir.
Altgen kiremitlerle kaplamanin yeni yolunun bulunmasi
problemi bu tiirden bir problemdir: profesyonel matema-
tik¢i, bu problemi ¢6zme konusunda yetenekli bir amator-
den daha iyi donanima sahip degildir. Rice’in bagarisi yeni
bir kuyrukluyildiz kesfeden amator bir astronomunkine
benzemektedir — ortaya gikan iin, uzun bir aragtirma igin
iyi hak edilmig bir 6diildiir. Heegner’e gelince, bir profes-
yonel matematikgi olmamakla birlikte, yalniz bir sekilde
cahgmadigr kesindir. Ozellikle, kendi kendine modiiler
fonksiyonlar konusunu grenmigtir. Bunlarin neler olduk-
larin1 burada anlatamam - aslinda bir matematik lisans
dersi igin bile genelde ¢ok ileri diizeyde konular olduklari
kabul edilir.

flging bir sekilde, Heegner kanitlamasin tiimiiyle ali-
stlmug bigimde kagida dokmenmistir ve yazdig1 makale dergi
tarafindan pek istenerek yayinlanmamakla birlikte, uzun
yillar boyunca yanlig oldugu disiiniilmigtiir. 1960’larin
sonlarinda problem birbirinden bagimsiz olarak Alan Ba-
ker ve Harold Stark tarafindan bir kez daha ¢éziillmiig ve
Heegner'in galigmasi ancak o zaman dikkatlice tekrar in-
celenmis ve sonunda dogru oldugu goériilmiigtiir. Ne yazik
ki, Heegner 1965’te 6lmiis ve bu yiizden itibara kavustu-
gunu gérememistir.
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8. Matematikgiler nigin bazi teoremleri ve
kanitlamalar zarif diye nitelerler?

Bunu kitabin 6nceki bélimlerinde tartigmigtim, bu
yiizden ¢ok kisaca ele alacagim. Matematik gibi gérii-
niigte sikic1 olan bir geye iligkin estetik bir dil kullanmak
tuhaf goriinebilir, fakat agikladigim gibi (kiremitle kapla-
ma probleminin sonunda) matematiksel argiimanlar zevk
verebilir ve bu zevk daha geleneksel estetik zevkle birgok
ortak yone sahiptir.

En azindan estetik bakig agisindan aralarindaki bir
fark, matematikginin adinin sanatgidan daha az bilinmesi-
dir. Giizel bir kanitlamay kegfeden bir matematikgiye kar-
st biiyiik hayranlhik duysak bile, bu kesfin gerisindeki insan
Sykiisii sonugta soniiklesir ve sonunda bize haz veren ma-
tematigin kendisidir.
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