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Onsoz

Bu kitap bir dizinin ikinci kitabidir. (Birincisi Onermeler Mantig [N1] adl ki-
taptir, ki o da zamanla genisletilecektir.) Dizinin amaci, matematigin en temel
kavramlarini, bazen biraz sezgisel olarak, ozellikle matematige yeni baglayan
geng okura sunmaktir. Lise matematik 6gretmenlerine, tiniversitede matematik
yva da temel bilimlerde egitim gormek isteyen liselilere ve iiniversitede bir temel
bilimler béliimiinde okuyan genglere (dogrusu ¢ok) yararh olacagim diisiiniiyo-
rum.

Bu kitap kiimeler kuramu tizerinedir ve dizinin birinci kitabindan bagimsiz
okunabilir.

Kiimeler kuramini ¢ok daha soyut ve aksiyomatik olarak bir bagka aka-
demik kitabimizda sunacagiz (Sayilarin Ingasi [N2] ve Aksiyomatik Kiimeler
Kurami [N3]). Burada, kiimeler kuramina (birazdan agiklanacak anlamda) sez-
gisel bir baglangi¢c yapmak istedik.

Her ne kadar gencler icin yazilmigsa da, okurdan belli bir diigiinsel ve ma-
tematiksel olgunluk bekleniyor. Bu kitapta ozellikle pedagojik olmaya ¢alisil-
madi. Matematigi sevdirme, okuru eglendirme cabasina hele hi¢ girigilmedi.
Bu kitap, belki geng fakat olgun ve ciddi okurlar i¢in yazilmigtir. Matematigi
sevdirmeye kalkigmadigr gibi matematikten hoglanmayan birini matematikten
daha da sogutabilir!

Kimi yerlerde tanmim coklugunun belli bir sikint1 yarattiginin ve bazi bo-
liimlerin pek sevimli olmadiginin bilincindeyim. En azindan kitabin birinci
boliiminde dige dokunur bir sonu¢ yok, bu da her yazar icin bir sikint1 ya-
ratir. Birinci boliim daha ¢ok matematikte pek sik kargilagilan temel kavram-
lara aciklik getirmek amaciyla yazilmigtir. Kacinilmaz kurulugu ve tekdiizeligi
orneklerle gidermek istedim, ama hi¢ yapay ornek vermedim. Verdigim her
ornek daha derin matematikte kullanilan, profesyonel matematikgilerin istis-
nasiz hepsinin agina olduklari 6rneklerdir. Akademik kariyer yapmak isteyen
birinin gérmezden gelebilecegi tiirden 6rnekler yok bu kitapta.

Ustiine basarak soyleyeyim: Ister tamm ister 6rnek olsun, bu kitapta mate-
satir yoktur. Uygulamasi bu kitapta bulunmasa da, matematikle ilgilenen her
okurun kisa zamanda karsisina cikabilecek kavramlar: ve 6rnekleri ele aldik.

Bu dedigim, her okurun her satir1 okur okumaz anlamasi gerektigi an-
lamina gelmez. Boyle bir beklenti hi¢ gergekci olmaz. Baz1 kavramlarin 6ziim-
senmesi birkag yil alabilir. Ama bir yerden de baglamak gerekiyor...
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“Sezgisel kiimeler kurami” teriminin mantikta ve matematikte daha tek-
nik ve daha felsefi bir anlam vardir. Kiimeler kuramim Ingilizcede “intuiti-
onistic set theory” adiyla bilinen bakig agisiyla ele almiyor bu kitap. “Sezgisel
kiimeler kurami” terimini, “neyin kiime olup neyin olmadigi konusunda kili
kirk yarmiyoruz, bir kiimeyi andirabilecek her seyi (yani her toplulugu) kiime
olarak kabul ediyoruz” anlaminda kullaniyoruz, yani Ingﬂizcesiyle “naive set
theory” anlaminda. Bir de, bizi ve akli basinda her insanoglunu ikna eden
her akil yiirtitmenin “kanit” sayilmasini istiyoruz. Boyle bir esnekligin mate-
matikte celiskiye yol acacagi bir ylizyildan fazla bir zamandan beri biliniyor.
(Kitapta da soziinii ettigimiz Russell Paradoksu igte tam bu geligkiyi konu
ediyor.) Dolayisiyla bu kitapta birkag pembe yalan vardir. Yalansiz dolansiz
kiimeler kurami 6grenmek isteyen okur yakinda gikacak olan daha akademik
kitaplarimi okumalidir.

Ote yandan, rengi ne olursa olsun, yalanin da bir sir1 olmaldir. Bu ki-
taptaki kiimeler elma armut kiimeleri degil, matematiksel nesnelerin kiimeleri
olacaktir. Ayrica, okurun kafasinin daha fazla karismayacagim diistindiigiimde,
pembe yalanlara karsi okuru uyardim.

Kitabin matematiksel diizeyi okunan sayfa sayisiyla birlikte (kimi zaman
orantisiz olarak) artacak ya da tam tersine azalacaktir. Ozellikle kitabin ikinci
boliimiiniin sonlarina dogru seviye yiikselecektir. Nitekim, kitabin ikinci bo-
limiinde sonsuz kiimelere odaklanacagiz ve sonsuz kiimelerin elemanlarini
karsilagtirip, hangisinde “daha fazla” eleman olduguna karar verecegiz.

Digerlerinden daha zor bazi ahstirmalara bir yildiz (*) koydum. Ilk oku-
mada atlanabilecek boliim ve altboliimlere de birer yildiz ekledim.

Ortaokul ve lise kitaplarinda oldukga iyi iglendigini diisiindiigim birkag ko-
nuyu cabuk ya da hic iglemeden gecistirdim. Ornegin bir fonksiyonun grafiginin
matematiksel tanimim verdim (¢iinkii lise kitaplarinda ya yoktur ya iyi an-
latilmaz ya da Ggrencinin kafasinda yer etmez) ama liselerde yeterince 6rnek
verildigini diisiintip ¢ok az fonksiyon grafigi 6rnegi verdim.

Sonat Siier birkag kez sabir ve inatla okuyarak kitaba her acidan (mate-
matiksel, pedagojik, yazimsal vs.) 6nemli katkilarda bulunmustur. Ne yazik
ki tiim hakl elestirilerine boyun egecek giicii kendimde bulamadim. Ama
kendisine sonsuz minnettar oldugumu belirtmeliyim. Sonat Siier’e, kitabin
ilk basiminda boliimlerden birini yazan ama yeni basimda bolimii kaybolan
Dogan Bilge’ye, uzunca bir aligtirmay1 bor¢lu oldugum Andrei Ratiu’ya, bircok
onemli diizeltmeler yapan Anil Gezer ve Ozlem Beyarslan’a ve kitabin mizan-
pajina biiyiik emegi gecen Ash Can Korkmaz, Atay Erig ve Kadir Abbas’a
hepimiz adina c¢ok tesekkiir ederim.

Kitab1 yazmak bana zor geldi, okumasi kolay gelsin.

18 Kasim 2008 - 30 May1s 2009
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Ikinci Basima Onsoz

Kitap neredeyse iki katina ¢ikti. Biiyiik 6lciide Sonat Siier’in farkina vardigi
bir¢ok eksiklik ve hata giderildi. Yeni boliimler eklendi. Kitabin ikinci kismi
tekrarlardan kurtuldu. Yani birinci basimi evinizin en gériinmez kosesine yer-
lestirebilirsiniz.

Ik basim matematige merakl liselilere yonelikken, ikinci basimda tiniver-
site 6grencilerini de goz oniinde tuttum.

Kimi boliimlerde en modern matematigin en soyut konularina giris yaptim.
Bu bolumler ¢ok soyut ve ¢ok zor bulunursa atlanabilirler.

Her ne kadar kitabin konusu sezgisel kiimeler kuramiysa da, aksiyoma-
tik kiimeler kuramiyla bir flort halini siirdiirdiim. Siirekli baklay1 agzimdan
¢ikarmami uman okur daha akademik diizeyde olan Aksiyomatik Kiimeler Ku-
rami I: Sayilarin Insasi [N2] ve Aksiyomatik Kiimeler Kurami II: Ordinaller
ve Kardinaller [N3] kitaplarimin ¢ikmasini beklemeli.

28 May1s 2009
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Uclincu Basima Onsoz

Secim Aksiyomu’yla ilgili son derece garpici bir “okuma parcas1”, kapanigla il-
gili bir boliim, siralamalarla ilgili bir sayfa, 6grencilerime verdigim iki sinavin
kitaba uyarlanmig bigimini ve bu sinavlarin yanitlarimi ekledim. Bir de daha
onceki basimlarda bulunan ve her sezgisel kiimeler kitabinda bulunmas: gere-
ken yalanlara dayanamayip, kitabin en sonuna kavramlarin tam matematiksel
tanimini veren uzunca bir bolim ekledim. Bunun disinda beceriksiz ifade-
leri, ufak tefek yazim hatalarini diizelttim. Birkag aligtirma ve ¢rnek ekleyip
bazilarinin yerlerini degistirdim.

Ortalama bir lise 6grencisinin kitapla zaten pek ilgilenmedigini farkedince,
kitabin tiniversite ogrencisinin de ilgi alanina girecek bigimde geniglemesinde
bir sakinca gérmedim.

Ote yandan, Matematik Koyii'nde verdigim derslerde liselilerin denklik
iligkisi ve denklik siniflar1 temsilcileri gibi biraz daha soyut bazi kavramlari
anlamakta ne derece zorlandiklarini goriince, kitaptaki 6rnek sayisini artirdim.

Ik okumada liselilerin atlayabilecegi biraz daha zor boliimleri, altboliimleri
ve aligtirmalar1 bir yildizla (*) belirttim. Yildizli boliimleri atlamak kitabin
devamini okuyup anlamaya engel olmayacaktir. En son boliimiin yildizli ya
da yildizsiz olmasinin bir anlam ifade etmeyecegini diigindiim ve bu secenegi
okura biraktim.

Amacim, 6grencinin hocasiz, tek bagina okuyup anlayabilecegi bir kitap
yazmakti. Kitabi tekrar okuyunca bunu bir dl¢iide bagardigimi goriiyorum ama
baz1 boliimlerden pek memnun degilim dogrusu. Kitabin ne kadar sezgisel ne
kadar aksiyomatik (dolayisiyla matematiksel) olmasi gerektigine karar vermek
kolay olmadi her zaman. Korkarim geng okur bazi yerlerde bir bilene danigmak
zorunda kalacaktir. Caligtim ama daha iyisini yazmak elimden gelmedi.

Ender olarak bazi aligtirmalar metinde ogretilenlerle ilgili olmayabilir ve
okura zor gelebilir, ama sadece soruyu bilmenin biiyiik kazang olacagini diisii-
nilyorum.

Bu seviyede bir kiimeler kurami yazmanin beni bu kadar zorlayacagini
diisinmemistim dogrusu. Demek bazi konular yazilmaz sadece anlatilir! Kav-
ramlart matematiksel sirayla degil, pedagojik sirayla sunma gerekliligi beni
tahmin edemeyecegim kadar zorlad: ve hatta tizdi. Lise kitaplar1 yazarlarina
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kolayliklar diliyorum...

Ik iki basimda soz verdigim Aksiyomatik Kiimeler Kurami I: Sayilarin
Insas1 ve Aksiyomatik Kiimeler Kurami II: Ordinaller ve Kardinaller kitap-
larini ne yazik ki heniiz gikaramadim. Ama eli kulagindadir. Bir yila kalmadan
cikacaklarini umuyorum.

Uciincii basima da degerli katkilar: olan Sonat Siier’e bir kez daha tesekkiir
ederim.

27 May1s 2010
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Kisim 1

En Temel Kavramlar
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1. Sezgisel Anlamda Kiime

Bu ilk boliimde bir kiimenin ne anlama geldigini sezgisel olarak anlamaya
calisacagiz. Bunu yaparken, dogal sayilari, hatta diger sayilari1 da bildigimizi
varsayacagiz, yoksa hic matematiksel 6rnek veremeyiz. Dogal sayilar: ve diger
sayilar1 matematiksel olarak Sayilarin Ingasi [N2] adli bir bagka kitabimizda
inga edecegiz. Ama bu kitapta tamimlanan kavramlara matematiksel 6rnek
verebilmek i¢in en azindan dogal sayilara ihtiyacimiz olacak ve dogal sayilari
hi¢ cekinmeden kullanacagiz.

1.1 Kume ve Eleman Kavramlari

Kiimenin sezgisel anlamiyla baglayalim: Bir kume, adina ége ya da eleman
dedigimiz bazi nesneleri i¢ceren bir topluluktur. Ornegin, iilkeler bir kiime
olusturur, bir iilkenin gehirleri bir kiime olusturur, bir sehrin okullar: bir kiime
olugturur, bir okulun siniflar1 bir kiime olusturur, bir smifin 6grencileri bir
kiime olugturur. Algveris listesi de (sirali) bir kiime olarak goriilebilir.

Her iilke, tlkeler kiimesinin bir elemanidir. Ulkeler kiimesini U harfiyle,
Tirkiye’yi de T harfiyle gosterirsek, T°nin U kiimesinin bir elemani oldugunu,

TeU

yazilimiyla gosteririz. Eger Ankara’y1 A ile simgelersek, Ankara bir iilke ol-
madigindan, A, U'nun bir elemam degildir. Bunu da,

A¢U

yazilimiyla gosteririz.

Matematiksel bir kiimenin elemanlar1 da matematiksel nesneler olmalidir.
Matematik yerine giinliik hayattan alinan yukaridaki ornekler matematiksel
anlamda kiime degildir; ne de olsa iilkeler kiimesi zamanla degigir ama mate-
matisel kiime zamandan bagimsizdir.

Dogal sayilar kiimesi matematiksel anlamda bir kiimedir ¢linkii bu kiime-
nin elemanlar1 0, 1, 2, 3 gibi sayilardir ve (¢ikmayr bekleyen Aksiyomatik
Kiimeler Kurami I: Sayilarm Ingasi [IN2] adli kitabimizda ayrintili bigimde
gorecegimiz {izere) bunlar matematiksel nesnelerdir.
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10 1. Sezgisel Anlamda Kiime
Dogal sayilar kiimesi, N simgesiyle gosterilir. Ornegin,
5eN,6/2eN,5/2¢ N, —4¢ Nve2¢N

iligkileri (i¢indelikleri) dogrudur.
Eleman olarak sadece 2’yi, 3’1, 5’i ve 7’yi iceren kiime

{2, 3,5, 7}

olarak yazilir. {2, 3, 4} bir bagka kiimedir; bu son kiimenin ti¢ eleman: vardir:
2, 3 ve 4.

Bazen bir kiimenin sonsuz sayida elemani olabilir, dogal sayilar kiimesi
ornegin sonsuz sayida elemani olan bir kiimedir. O zaman

{0,1,2,3,4,...}

gibi bir yazilimm kullamldig olur. Ug¢ nokta, daha sonra gelecek elemanlarm
neler oldugu akh baginda herkes tarafindan anlagilacagl anlamma gelir. Bu
yaklagim pek matematiksel olmasa da matematikte gok sik kullanilir. Ornegin,

{0,2,4,6,8, ...}

olarak gosterilen kiimenin elemanlarini herkes anlar, belli ki sézkonusu kiime
¢ift sayilar kiimesidir.

{2,3,5,7,11, 13,17, ...}

kiimesinin hangi elemanlar1 igerdigini anlamayan bu kitabin kapagini hemen
su an kapatabilir!

Yukarida kullandigimiz “{” ve “}” simgelerine agcan ve kapatan kiime
parantezi adi verilir. Kiime parantezleri arasina ayni elemani elli defa yaz-
mak, o kiilmede o elemandan elli tane var anlamina gelmez! Bir elemandan bir
kitmede ancak tek bir tane olabilir... Ornegin,

{a, a, a}

kiimesinin bir tek elemani vardir, o da a’dir.

{a,b} kiimesinin en az bir, en fazla iki eleman vardir; eger a = b ise bir,
a # b ise iki elemani vardir.

{a, b} ile {b, a} yazalimlar1 arasinda matematiksel anlamda bir fark yoktur,
ikisi de aymni kiimeyi simgeler, ¢ilinkii her iki kiimenin de ayni elemanlar: vardir:
a ve b. Genel olarak, ayni elemanlar1 olan iki kiimenin birbirine esit oldugu
kabul edilir. Ornegin,

{a, a, b} ={a, b},
{a, a, a} ={a, a}.
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1.1. Kiime ve Eleman Kavramlari 11

Ayni elemanlara sahip iki kiimenin birbirine egit oldugu olgusunu, ya kanitla-
namayacak, dogru kabul edilmesi gereken bir 6nerme, yani bir aksiyom ola-
rak kabul etmeliyiz ya da “kiime egitligi”nin bir tanimi olarak. Biz birincisini
segecegiz:

Kiime Esitligi Aksiyomu: Ayn: elemanlar: olan ikt kii-
me birbirine esittir,

Not: Nasil yukaridaki 6nerme kanitlanamayan bir 6nermeyse, aslinda, “kii-
me” kavrami ve “bir kiimenin elemani olmak” iligkisi de matematiksel olarak
tanimlanamayan ve tanimlanmadan kabul edilmesi gereken kavramlardir. Ak-
siyomatik kiimeler kuraminda amac, matematiksel tiim kavramlari, tanim-
lanmadan kabul edilen bu iki kavrama dayandirarak tanimlamak ve tiim te-
oremleri, kanitlanmadan dogru kabul edilen 6nermelere, yani aksiyomlara da-
yandirarak kanmtlamaktir. Ama biz burada aksiyomatik degil, sezgisel kiimeler
kurami yapiyoruz ve boyle bir ugrasa (gok) girmeyecegiz. Okur, bu satirlar
sanki hi¢ yazilmamig gibi kitab1 okumaya devam edebilir.

Kiime esitligine bir 6rnek daha verelim: Eger

e A 8den kiigiik asal sayilar kiimesi,

e B, (x—2)(x—3)(x—5)(x —7) =0 denkleminin ¢dziim kiimesi ve

e C=1{2,3,517}
ise 0 zaman A = B = ( egitlikleri gecerlidir, ¢iinkii her {i¢ kiimenin de ayni
elemanlar1 vardir.

Kiimeler soyut nesneler olduklarindan kiimelerin sekli semali yoktur, ama
insanoglu resmi yazidan daha kolay algiladigindan, kiimeler agagidaki gsekildeki
gibi yumurta ya da patates bigiminde bir sekille gosterilir. (“Mutlulugun res-
mini yapabilir misin Abidin?” misali.) Kiimenin elemanlari yumurtanin igine
yazilir. Kiimenin elemani olmayan nesneler de yumurtanin diginda gosterilir.
Agagidaki 6rnekte ti¢ elemanh

z ={a, b, ¢}

kiimesi ¢izilmis. d ¢ x oldugundan, d, yumurtanin diginda kaliyor.

X

de

x = {a, b, ¢} kiimesi
Kimi zaman bir kiimenin elemanlar1 da kiime olabilirler. Ornegin

{{0, 3, 5}, {0, 2}}
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12 1. Sezgisel Anlamda Kiime

kiimesinin

{0, 3, 5} ve {0, 2}

olmak tizere iki elemani vardir ve her iki eleman da bir kiimedir. Kiime olan
bu elemanlarm da elemanlari vardir. Ornegin {0, 3, 5} elemanmmn ii¢ ele-
mani vardir: 0, 3 ve 5. (Sayilarmn birbirinden farkl oldugunu, 6rnegin 2 # 3
esitsizligini varsayiyoruz! Bu olguyu Aksiyomatik Kiimeler Kurami I: Sayilarin
Insast adl kitabimizda sayilar1 matematiksel olarak tammladiktan sonra ka-
nitlayacagiz.) Bu kiimeyi ve elemanlarim agagidaki gekildeki gibi gosterebiliriz.

En yukarida, 6geleri {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri olan iki 6geli kiime goriiliiyor. Bu kiimeyi
griye boyadik. Bu kiimede {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri birer nokta olarak, yani birer 6ge
olarak gosterilmis. Altta ise, {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri kiime olarak gosterilmis.

Kiimenin elemanlarimi kiimenin g¢ocuklar1 olarak yorumlayacak olursak (ki
bdyle bir yorumlama matematiksel olarak anlamsizdir), kiimenin elemanla-
rinin elemanlarini kiimenin torunlari olarak diisiinmek gerekir. Elbette bir
kiimenin elemanlarinin elemanlarinin elemanlarindan da sozedebiliriz.

{0, 3, 5} bir kiimedir, ama bu kiime yukaridaki 6rnekte oldugu gibi bir
bagka kiimenin elemani olabilir. Demek ki ayni nesne ayni anda hem kiime hem
de eleman olabiliyor. Aslinda her kiime bir bagka kiimenin elemani olabilir,
nitekim z kiimesi 6rnegin {z} kiimesinin elemamdir.

Bu gibi durumlarda ayni nesneyi -yukarida yaptigimiz gibi- ayni sekil iize-
rinde iki degisik bicimde resmetmekte yarar olabilir:

1. Eleman olarak, yani bir nokta olarak,

2. Kiime olarak, yani yumurta bi¢iminde bir sekille.

Yukaridaki 6rnekten cok daha karmagik durumlar olabilir. S6zgelimi

{{{0}}}}

kiimesinin tek bir eleman: vardir, o da {{{0}}} kiimesidir. {{{0}}} kiimesinin
de bir tek eleman:i vardir, o da {{0}} kiimesidir. {{0}} kiimesinin de bir tek
elemam vardir, o da {0} kiimesidir. {0} kiimesinin de bir tek eleman vardir,
o da (0’dir. Bu Ornegimiz agagida resmedilmigtir.
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1.1. Kiime ve Eleman Kavramlari 13

{ttonn {tom

oy 7 (o)

Daha karmagik durumlar olabilir. Su 6rnegi ele alalim:

x = {{0, 2},{2, 3, 4}, 2, 3}

olsun. Bu kiimeyi ve elemanlarim1 asagidaki gsekilde resmettik.

X

@

Daha daha tuhaf durumlar olabilir. S6zgelimi 6yle bir = kiimesi olabilir ki z’in
bir tek elemani vardir ve bu eleman gene z’tir... Yani x = {z} olabilir. O
zaman

rerecezre...

olur. Biz “olabilir” dedik diye olacak degil ama boyle bir durum gene de olabi-
lir, olmamasi i¢in gimdilik gériiniirde bir neden yok, hayal etmesi oldukga zor
bir durum olsa bile...

Soyle bir durum da olabilir:

r = {y} ve y = {z}.

Ozamanr€eye€xze€ye...olur.
Ya da s0yle bir durum olabilir:

v ={y}, y={z} ve z = {a}.

Iste bu li¢ durumun resimleri:
4
X
-----b
x y x X
-::::-- y
xXex

xeyveyex XEZIEYVEYEX

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



14 1. Sezgisel Anlamda Kiime

Yukaridaki sekilde resmedilen durumlar, burada agiklamasi imkansiz ve hatta
gereksiz olan bir nedenden kiimeler kuraminda ( Temellendirme Aksiyomu
ad1 verilen bir aksiyomla, bkz. sayfa 293, Aksiyom A8) yasaklanir. Ama gim-
dilik bu durumlarin olamayacagini diiglinmemiz i¢in bir neden yok, hatta ola-
bilecegini diisiinmek, sezgiyle matematiksel bilgiyi ayirdedebilmek acisindan
yararl bile olabilir.

Eger x bir kiimeyse, eleman olarak sadece z’i iceren bir kiime vardir. Bu
kiime {z} olarak yazilir. 2’in kag elemani olursa olsun, {z} kiimesinin tek bir
elemani vardir: x. Eger x ve y iki farkh kiimeyse {z, y} kiimesinin sadece iki
elemani vardir. Genel olarak, sonlu sayida kiime verilmigse, diyelim xz1,...,z,
kiimeleri, {x1,...,z,} kiimesi tiim bu kiimeleri eleman olarak igerir ve bagka
da eleman icermez.

Yukaridaki paragrafta soziinii ettigimiz olgu da aslinda kiimeler kuraminin
birer aksiyomudur ama burada sezgisel takiliyoruz. Aksiyom igin bkz. sayfa
274, Aksiyom A5.

Aligtirmalar

1.1. {{1, 2, {1, {2}}}} kiimesinin kag elemam vardir?

1.2. A={1,2,3,4,5} ise AA={x-y:xz € A,y € A} kiimesini, yani A’daki sayilarin
gene A’daki sayilarla garpilmasiyla elde edilen sayilari igeren ve basgka da bir eleman
igermeyen kiimeyi bulun.

1.3. A kiimesi yukaridaki gibi olsun. A + A kiimesini tanimlayin ve elemanlarini bulun.

1.4. Eger {{z}, {z, y}} = {{z}, {7, t}} ise, x = z ve y = t esitliklerini kanitlayin.

1.5. Eger {z, {z, y}} = {2, {2, t}} ise, z = z ve y = t olmak zorunda midir?

1.6. Bir ders kitabinda “simifimizin giizel kizlari”m eleman olarak iceren bir kiimeden s6ze-
diliyordu. Neden bdyle bir kiime (ne matematikte, ne sosyolojide, ne de herhangi bir
bilimsel dalda) olamaz?

1.7. z € x iligkisini saglayan bir = kiimesinin varliginin kabul edilebilir olup olmadig: ko-
nusunda arkadaslarinizla ve kendi kendinizle felsefi bir tartigmaya girin. Matematiksel
olarak kimsenin hakli ¢ikamayacagini bilerek...

1.2 Say1 Kiimeleri

Bu altboliimde ileride sik sik kullanacagimiz ve matematikte gok bilinen birkag
say1 kiimesi tanimlayacagiz.

N’nin dogal sayilar kiimesi oldugunu sOylemistik. 0’in da bir dogal say1
oldugunu varsayiyoruz. Yani,

N={0,1,23,...}.

Baz kitaplarda N = {1, 2, 3, ...} tamum kabul edilir ama biz 6yle yapma-
yacagiz.

En biiytik dogal sayinin olmadigina dikkatinizi gekeriz. “Sonsuz” diye bir
sayinin olmadigina da!
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1.3. Kiime Yazilimlar 15

Z, tamsayilar kiimesini simgeler, yani Z kiimesi dogal sayilar1 ve dogal
sayilarin eksilerini igerir:

Z={..,-2-1,01,2 ..}

Iki dogal sayinmn fark: bir dogal say1 olmayabilir ama iki tamsaymm fark: bir
tamsayidir.

Q, kesirli sayilar kiimesini simgeleyecek, yani iki a ve b tamsayisi i¢in a/b
biciminde yazilan sayilari igeren kiime olacak. Burada b, 0 olmayan bir tamsay1
olarak alimmalidir. Ornegin

2/3€Q,

Ote yandan
T, /2, T/\/2, /2 ¢ Q.

7’nin kesirli bir say1 olmadiginin kanit1 kolay degildir; 1761’de Johann Heinrich
Lambert tarafindan kanitlanmigtir. 7/4/2’nin bir kesirli say1 olmadigin1 da bu
kitapta kanitlayamayiz. Ama /2'nin kesirli bir say1 olmadigimin kaniti gok ko-
laydir ve hemen hemen her popiiler matematik kitabinda bir kanit1 mevcuttur.
Bunun bir kanitin1 boliimiin sonundaki ilk gri kutucukta bulabilirsiniz.

R, gercel (reel) sayilar kiimesini simgeleyecek. Sezgisel olarak R, tiim me-
safelerden ve bu mesafelerin “eksilerinden” olusan kiimedir. Ornegin,

T, —m, /2 ER
olur. Daha fazla say1 kiimesi 6rnegi vermeden 6nce kiime yazilimi hakkinda
bir anlagma yapalim.
1.3 Kiume Yazilimlari
{z € X : P(x)} yazailiminm anlamini,
{reR:a<z<b}

ornegiyle anlatmaya caligalim. Burada a ve b, sabitlenmis iki gercel sayidir.
Bu kiime, R'nin a < & < b esitsizliklerini saglayan x elemanlarinin kiimesidir,
yani birazdan tamimlayacagimiz (0, 1) araligidir. Agiklayicr sekil agagida.

HsBf===n)
ninézelligini saglayanelemanlarmln kiimesi

Bir bagka ornek:

{r€N: biry € Nigin z = 9> + 1}
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16 1. Sezgisel Anlamda Kiime

ile gosterilen kiime, dogal sayilarin karelerinin 1 fazlalarindan olugmus kiime-
dir, yani
{1, 2, 5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, ...}

kiimesidir.
Genel olarak, eger X bir kiimeyse,

{re X :P(x)}

ile gosterilen kiime, X’in P 0Ozelligini saglayan x elemanlarinin kiimesi an-
lamina gelir.
Ornegin
{n € N : n’nin tek sayida pozitif béleni var}
bir kiimedir. Bu kiimenin pozitif tamkarelerden olustugu sizi sasirtabilir ama
kanit1 gok zor degildir. Yani bu kiime {1, 4, 9, 16, 25, ...} kiimesine esittir.
Bir bagka 6rnek:

{r4+y:zeR 0<z<l,yecZ}

yazilimi, 0 ile 1 arasindaki belli bir x gercel sayis1 ve bir y tamsayisi igin
x4y biciminde yazilan sayilar kiimesini simgeler. Bu kiime, elemanlar1 tamsay1
olmayan gercel sayilardan olusan kiimedir, yani {z € R : x ¢ Z} kiimesine
egittir.

Okur, aligtirma olarak, {5n + 9m : n, m € N} kiimesinin elemanlarinin
hangi sayilar oldugunu anlamaya caligabilir. (Bu ilging bir sorudur!)

{22 +y? +22+t%: 2,9, 2, t € N} kiimesinin N kiimesine esit oldugu, yani
her dogal sayinin doért dogal sayinin karesi oldugu, burada kanitlayamayacagi-
miz (yeri degil ¢iinkii) 6nemli bir teoremdir (bkz. Matematik Diinyas: dergisi,
yil 2011, say1 1, sayfa 31-33).

Ilkokul Kitaplarinda Yaygin Bir inang

Bircok ilkokul matematik kitabinda su tip sorular goriiliir: “Asagidaki
kiimede kag eleman vardir?

© ¢
&

Dogru yanit kitaba gore 3’tlir. Oysa ii¢ elma da tipatip ayni oldugundan
dogru yanit 1 olmalidir.
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1.4 Araliklar

Eger a ve b iki gercel say1iysa, su tanimlar1 yapalim:
(a,b) ={zr €eR:a <z < b},
[a, 0] = {x € R:a <z < b},
[a, b)) ={z €R:a <z <b},
(a, b ={z €eR:a <z <b},
(a, 0)={r eR:a <z},
[a, 0) ={x €eR:a <z},

b)) ={zeR:z <b},

y b ={x eR:x <b},

—00,00) = R.

Bu kiimelere aralik adi verilir. Ik dort araliga sanarls, son besg araliga

swnarstz aralik adi verilir.

[—00, —b] gibi “sonsuz” simgelerini eleman olarak igeren kiimelerden sozet-
medigimize dikkatinizi ¢ekeriz. Ayrica, kiimelerin (araliklarin) adlarinda oo ya
da —oo gibi simgeleri belirse de, sag taraftaki tamimda bu simgeler belirme-
mektedir. Yani burada sonsuzlarin tanimi yapilmamaktadir.

Eger a > b ise (a, b), [a, b), (a, b] araliklar1 ve eger a > b ise [a, b] aralig
bogkiimedir, yani bu kiimelerin hig eleman yoktur. (Boskiimeyi bir sonraki

boliimde tamimlayacagiz!) Elbette [a, a] = {a} olur. Bunlar disindaki durum-
larda araliklar sonsuz sayida eleman icerirler. Ornegin eger a < b ise,

a+b
2

€ (a, b)
olur.

(a, b), (a, ), (—o0, b) ve (—o0, 00)
kiimelerine ac¢ik aralik adi verilir.

[CL, b]a [aa 00)7 (—OO, b] ve (_007 OO)

kiimelerine ise kapalr aralik ad1 verilir. Dikkat ederseniz, bogkiime (b’yi a’dan
kiigiik alin) ve R (yani (—oo, —o0) araligi) hem acik hem de kapal araliktirlar.
Diger araliklara yar: ag¢ik veya yar:t kapalr denir. Soldan ac¢ik sagdan
kapalr gibi ifadeler de kullanihir. R=% = [0, o), R”? = (0, 0o) gibi anlamlar
bariz yazilimlar1 da kullanacagiz.

R’nin bir I altkiimesinin bir aralik olmasi i¢in su kosul yeter ve gerektir:

(%) I'min her x ve y elemam icin, eger x < z < y ise z € I.

Okura bariz goriinecegini sandigimiz bu olguyu bu seviyede kanitlamamiz zor.
Bir bagka kitaba...
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18 1. Sezgisel Anlamda Kiime

Not: Bu boliimde soziinii ettigimiz her kiimeyi ve her sayiy1 ileride yayimla-
nacak olan ve seviyesi biraz daha yiiksek olan Aksiyomatik Kiimeler Kurami I:
Sayilarm Ingas: [N2] adli kitabimizda matematiksel olarak tanmimlayacagiz. Bu
kitapta, okurun gercel sayilara ve gercel sayilarla yapilan toplama, ¢ikarma,
carpma, bolme gibi iglemlere agina oldugunu varsayacagiz. Bu temel kavram-
larin varligini kabul etmeseydik, 6rnek bulmakta zorlanirdik ve kitap oldukca
anlagilmaz olurdu. Aksiyomatik Kiimeler Kurami I: Sayilarin Insasi adh ki-
tabimizda 0, 1, 2 gibi sayilar dahil, matematikte sozii edilen her nesnenin bir
kiime olarak tanimlandigini gérecegiz.

&, = ve ! Simgeleri

& simgesi “ancak ve ancak” olarak okunabilir. Biraz daha agalim: Eger
A ve B matematiksel onermelerse,

A& B

tiimcesi, A dogruysa B dogru ve B dogruysa A dogru demektir. Bu, Turk-
gede, “A ancak ve ancak B ise” olarak okunur. = simgesiyse “ise” anlamina
gelir. Yani eger A ve B matematiksel tiimcelerse,

A= B

tiimcesi, A dogruysa B de dogrudur demektir. Bu, Tiirkgede, “A ise B”
olarak okunur. Ornegin,

(AB)e (A= B)ve (B=A4)), (A= B)ve A)=B

tiimceleri her A ve B Onermesi i¢in dogrudur. A = B tiiriinden bir ifa-
deyi kanitlamak icin, A’nin dogru oldugu varsayimiyla B kamitlanabilecegi
gibi, B’nin yanls oldugu varsayiip A'min da yanlg olmasi gerektigi
kanitlanabilir. Bir bagka deyisle, eger B yazilimi “B yanlis” demekse,
A = B ifadesiyle 'B ="A ifadesi mantiksal olarak esdegerdir, yani biri
dogruysa digeri de dogrudur. Demek ki,

(A= B) < ("'B="4)

Ayrica “A ya da B” tipinde bir ifadeyi kanitlamak icin, A’nin yanls oldugu
varsaylip B kanitlanabilir. Yani A ya da B ifadesiyle 'B = A ifadesi
mantiksal olarak esdegerdir. Bu konular icin Onermeler Mantigi adl ki-
tabimiza [N1] bagvurabilirsiniz.
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/2 Kesirli Bir Say1 Degildir

/2 kesirli bir say1 olsaydi, a ve b dogal sayilar1 i¢in a/b bi¢iminde ya-
zilabilirdi. Gerekirse sadelegtirerek, a ve b'nin aralarinda asal olduklari-
n1 varsayabiliriz. Dolayisiyla her ikisi birden ¢ift say1 olamaz. /2 = a/b
esitliginin karesini alarak 2b> = a2 elde ederiz. Demek ki a? cift bir sayi;
dolayisiyla a da bir ¢ift say1 olmak zorunda (tek bir sayimin karesi tektir.)
O zaman bir ¢ tamsayisi i¢in a = 2¢ olarak yazilabilir. Buradan,

202 = a? = (2¢)? = 4¢?

ve sadelestirerek b = 2¢? esitligini elde ederiz.

Demek ki b de bir ¢ift say1. Ama daha 6nce a’nin da bir ¢ift say1 oldugunu
kamtlamistik... Bu da a ve b'nin birbirine asal olduklariyla celigir. Oner-
memiz kanitlanmigtir.
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2. Bogskume, Altkiime ve
Altkumeler Kumesi

2.1 Boskiime

Hic elemani olmayan bir kiimeye bogkiime denir. Bogkiimenin bitanecik bile
eleman1 yoktur. Bogkiime () simgesiyle gosterilir. Demek ki, z ne olursa olsun,
z ¢ 0.

Bogkiime var madir ya da olmali midir? Elbette olmalidir! Ornegin her
seyi bilen insanlar kiimesi boskiimedir, 2012 yilina kadar Tirkiye’nin ya da
ABD’nin cumhurbagkanm olmus kadinlarin kiimesi bogkiimedir. Bogkiimeden
bol ne var!

Sadece bir tane bogkiime vardir! Bunu hemen kanitlayabiliriz. Diyelim
iki tane bogkiime var, yani hi¢ elemani olmayan iki tane kiime var. Hig ele-
mani olmayan bu iki kiimeye x ve y diyelim. x = y esitligini kanitlayacagiz.
Kanitlayalim. Diyelim, x ve y kiimeleri birbirine egit degil. O zaman ikisinden
birinde digerinde olmayan bir eleman olmali, ¢iinkii her ikisinin de ayni ele-
manlar1 olsayd, kiime esitligi aksiyomundan dolay: (sayfa 11), x ve y kiimeleri
birbirine egit olurdu. Ama bu kiimelerin hi¢ elemam yok ki ikisinden birinde
digerinde olmayan bir eleman olsun!.. Demek ki bu iki kiime birbirine egitmis...

Boskiimeden sadece bir tane oldugundan ona bosgkiime adini1 verme ve onu
() simgesiyle gosterme hakkim kendimizde buluyoruz. Iki tane olsaydi Oornegin,
birini (1, digerini ()3 olarak gostermek zorunda kalirdik.

Simdi birgok kigiye tuhaf gelebilecek bir teorem kanitlayalim: Bogkiimenin
her elemamn 1’e egittir! Kanitin piif noktas: bogkiimenin hi¢ eleman igermeme-
sidir. Tanim geregi hi¢ eleman igermeyen bogkiimenin her eleman 1’e egittir!
Bunu kanitlayalim. Diyelim ki savimiz yanlig, yani bogkiimenin her elemani
1’e esit degil... O zaman bogkiimede 1’e egit olmayan bir eleman vardir. Ama
hani bogklimede hi¢ eleman yoktu? Hig¢ elemani olmayan boskiimede 1’e esit
olmayan bir eleman olabilir mi? Elbette olamaz. Demek ki bogkiimenin her
elemani 1’e egittir!
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Bu kanitin bir benzeri, bogkiimenin her elemaninin 2’ye egit oldugunu da
kanitlar. Yani bogkiimenin her elemani hem 1’e hem de 2’ye egittir, hatta hatta
m'ye ve /2'ye de egittir... Neyse ki bogkiimenin hig elemani yok... Olsayd,
1 = 2 gibi sagmasapan bir egitlik kanitlamig olacaktik!

Bogkiimenin her elemani istedigimiz tiim ozellikleri saglar. Bogkiimenin
her elemani saridir, yesildir, uzundur, ayni zamanda kisadir da. Hi¢ elemani
olmayan bosgkiimenin tiim elemanlar1 tiim ozellikleri ve esitlikleri saglarlar.
Bunu boskiimenin hi¢ elemani1 olmamasina bor¢luyuz.

Bogkiimeyi boglamayalim! En 6nemli bir iki kiimeden biridir bogkiime. Bir
elemanl ¢ok kiime vardir, ama sifir elemanli tek bir kiime vardir: bogktime. Sa-
dece bu 0zellik bile bogkiimenin diger kiimelerden ayrilmasina, onun ayricalikli
kilinmasina yeter.

Heniiz Dogmamis Esekler Kiimesi

Heniiz dogmamig esekler kiimesi nasil bir kiimedir? Henliz dogmamisg
esekler oldugundan, heniiz dogmamig esekler kiimesi bog kiime olamaz.
Ama heniiz dogmamig esekler kiimesinin bir tek elemanini gosteremezsi-
niz. Bundan da su anlasiliyor: Bir kiimenin var olmasi igin illa o kiimenin
biitlin elemanlarini bilmemiz gerekmiyor. Bu, suna benzer: Ikinci Diinya
Savasi’nda Olen Fransa vatandaglarinin sayisi belli bir dogal sayidir. Bu
sayiy1l tam olarak bilmememiz boyle bir sayinin olmadigir anlamina gelmez.

Daha matematiksel bir 6rnek alalim. Diinyada hickimsenin yanitini bil-
medigi evet/hayir yanith bir soru olsun. Simdi A kiimesini, eger yanit
evet’se {1} kiimesi olarak, yamt hayir’sa {0} kiimesi olarak tanimlayalim.
A kiimesinde bir eleman (ya 0 elemani ya da 1 elemani) oldugunu biliyoruz
ama hangi eleman oldugunu (heniiz!) bilmiyoruz.

2.2 Altkume

Eger x kiimesinin tiim elemanlar: ayni1 zamanda y kiimesinin elemanlariysa, o
zaman, tanim geregi, x kiimesi y kiimesinin bir altktimesidir. Bunu x C y
olarak gosteririz. Dilersek y’ye x’in distktuimest adini verebiliriz ama bu terim
matematikte pek az kullanilir.

Ornegin N C Z C Q C R. Yani her dogal say1 bir tamsay1, her tamsay1 bir
kesirli say1, her kesirli say1 bir gercel sayidir.

Bagka ornekler verelim:

Cift dogal sayilar kiimesi {0, 2, 4, 6, ...} dogal sayilar kiimesinin bir alt-
kiimesidir.

{0, 2} kiimesi {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir altkiimesidir.

{0, 2, 3} kiimesi de {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir altkiimesidir.
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x hangi kiime olursa olsun, x, x’in bir altkiimesidir, yani
xCux

iligkisi her x kiimesi i¢in gegerlidir, ¢iinkii z’in her elemani 2’in bir elemanidir!

Eger x C y ise ve x # y ise, x’e y'nin ozaltkiimesi denir ve bu x C y
olarak gosterilir. Ornegin, NC Z ¢ Q C R.

x C y ve y C x Onermelerinin her ikisi birden dogru olamaz. Nitekim,
diyelim her ikisi birden dogru. O zaman y’de olan ama z’te olmayan bir z
elemani vardir. Ote yandan y C z oldugundan y’nin bu z elemam z’tedir de.
Sagmal

Eger x C y icindeligi dogru degilse, yani eger x, y’nin bir altkiimesi degilse,
bu z ¢ y olarak yazilir. Okurun anlamim tahmin edecegini umdugumuz ¢, 2,
D, 7 gibi standart simgeler de kullanilir.

Iki kiimenin birbirine esit oldugunu kanmitlamak icin her birinin digerinin
altkiimesi oldugunu kanitlamak yeterlidir ve hatta gereklidir: x kiimesinin y
kiimesine egit olmasi igin

(x Cy)ve(y Cx)

iligkileri yeter ve gerek kosullardir. Yani 2’in y’ye egit oldugunu kanitlamak
icin, £’in y’nin bir altkiimesi oldugunu ve y’nin x’in bir altkiimesi oldugunu
kanitlamak gerekir. Bu yiizden iki kiimenin egit olduklarinin kanit1 genellikle
iki ayr1 paragrafta yapilir.

Bir kiimenin altkiimeleriyle o kiimenin elemanlarini birbirine karigtirma-
mak gerekir. Ornegin (daha anlagilir olmak igin matematiksel olmayan bir 6r-
nek veriyoruz!) sesli harfle baglayan sehirlerimizden olugan kiime, Tiirkiye'nin
sehirleri kiimesinin bir altkiimesidir ama bir elemani degildir, ¢iinkii sesli harfle
baglayan gehirler kiimesi bir sehir degildir. Bir sinifin kiz 6grencilerinden olugan
kiime, bir simifin 6grencilerinden olugan kiimenin altkiimesidir ama kesinlikle
elemani degildir, sinifta bir tek kiz olsa bile...

{0, 1} kiimesi, {0, 1, {0, 1}} kiimesinin hem 6gesi hem de altkiimesidir.

Ancak kimileyin, bir kiime, bir bagka kiimenin hem eleman hem de altki-
mesi olabilir. Ornegin, yukaridaki resimde de gosterildigi tizere, {0, 1} kiimesi,

{0,1,{0,1}}

kiimesinin hem bir elemani hem de bir altkiimesidir.
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Boskiime her kiimenin altkiimesidir. Ornegin biraz énce boskiimenin her
elemaninin 1’e esit oldugunu kanitlayarak, aslinda () C {1} onermesini kanit-
lamigtik. Aym sekilde () C {2, 7} olur.

Bogkiimenin her kiimenin altkiimesi oldugunu kanitlayalim.  herhangi bir
kiime olsun. Bogkiimenin z’in bir altkiimesi oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Yani bogkiimenin her elemaninin z’in bir elemani oldugunu kanitlamak isti-
yoruz. Diyelim ki bu dogru degil, yani diyelim ki bogkiimede x’te olmayan
bir eleman var. Ama hani bogkiimede hi¢ eleman yoktu! Hi¢ eleman1 olma-
yan boskiimede x’te olmayan bir eleman olabilir mi? Olamaz elbet. Demek ki
bogkiimenin her elemani x’in bir elemaniymis, yani bogkiime z’in bir altkiime-
siymis... Kanitimiz bitmistir!

Bosgkiime, her kiimenin altkiimesi olan yegane kiimedir. Bu da bogkiimeyi
ayricalikli kilan bir bagka 6zelliktir.

Ama tabii ki her kiimenin bir altkiimesi olan bogkiime her kiimenin bir
elemam degildir. Ornegin bogkiime bogkiimenin bir elemam degildir (ama bir
altkiimesidir).

{0,1,2} kiimesinin altkiimelerini teker teker yazalim, tam sekiz tane var:

e 0 elemani olanlar 1 tane: ().

e 1 eleman: olanlar 3 tane: {0}, {1}, {2}.

e 2 eleman: olanlar 3 tane: {0, 1},{0, 2},{1, 2}.

e 3 eleman: olanlar 1 tane: {0, 1, 2}.

{0, 1, 2} kiimesinin altkiimelerini agagidaki gekilde ¢izdik. Altkiimeleri aga-
giya, istkiimeleri yukariya yazdik ve altkiime iligkisini bir gizgiyle belirttik.
Ortaya hos bir sekil (bir ¢izge) gkt

{0,1,2}

{0, 1, 2} kiimesinin altkiimeleri; kiiciikten biytige dogru...
1

Not: {0, 1} ile {1, 2}’nin yerini degistirirseniz kiipe benzeyen bir sekil ortaya cikar.

Benzer seyi dort elemanl bir kiime icin yapabilirsiniz ama sekil biraz daha
karmagik olur elbette.

Sadece {0, 1, 2} kiimesinin degil, 3 elemani olan her kiimenin 8 tane alt-
kiimesi vardir.

Genel olarak, n elemani olan bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir. Bunun
kanitini okura birakiyoruz. (Ama Altboliim 2.6’da kanmti verilecek.)
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Ornegin 0 tane elemani olan bosgkiimenin 2° tane, yani 1 tane altkiimesi
vardir, o altkiime de bogkiimedir. Tek elemanli {()} kiimesinin 2 altkiimesi
vardir, § ve {0}. Iki elemanh

{0, {0}}

kiimesinin 4 altkimesi vardir: (), {0}, {{0}} ve {0,{0}}.

Alistirmalar

2.1. {1, 2, 3, 4} kiimesinin tiim altkiimelerini (hi¢birini unutmadan, bulacagimiz belli bir
kurala uyarak) yazin.

2.2. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin 3 elemanl tiim altkiimelerini (hi¢birini unutmadan, belli bir
sirada) yazin.

2.3. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin 3’ii igeren tiim altkiimelerini (higbirini unutmadan, belli bir
sirada) yazin.

2.4. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin kag altkiimesi vardir?

2.5. Sadece 5 tane altkiimesi olan bir kiime var midir?

2.6. n tane elemani olan bir kiimenin tam n tane n — 1 elemanl altkiimesi oldugunu kanit-
layin.

2.7. n tane elemani olan bir kiimenin ka¢ tane n — 2 elemanl altkiimesi vardir?

2.8. n tane elemani olan bir kiimenin k elemanli altkiime sayisiyla n — k elemanli altkiimesi
sayisinin ayni oldugunu kanitlayin.

2.3 Altkiimeligin Basit Ozellikleri

Asagidaki ozellikler “altkiime olma” iligkisinin sagladigi en temel 6zelliklerdir
ve her birinin kaniti cok kolaydir:

Yansima : ¢ C x.
Simetri: x Cyvey Czrise x =y.
Gegiglik : c Cyve y C z ise x C 2.

C iliskisi icin ise su ozellikler gegerlidir:
Yansimasizlik : x ¢ z.
Gegiglik: z Cy ve y C zise x C 2.
Not: Ashinda simetri 6zelligi de C iligkisi i¢in gegerlidir, yani x C y ve y C =
ise x = y olur. Nitekim
rCyveyCx

onermesi yanls oldugundan
(xCyveyCuz) ==y

onermesi dogrudur. (Mantikta, eger p 6nermesi yanligsa, ¢ énermesi dogru da
yanls da olsa, p — ¢ 6nermesi dogrudur. Bkz. Onermeler Mantig1 [N1].)
Elbette
reEyveyCzisex €z
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olur. Son olarak, daha énce kanitladigimiz, her x kiimesi igin,
0 Cux

ozelligini animsatalim.

2.4 Say1 Kiimeleriyle Birkac Islem
Eger X CRver, s€ Rise, X +7, X —r ve rX kiimeleri g6yle tanimlanir:

X+r={z+r:zeX},
X—r={z—r:ze X},
rX ={rx:ze€ X}.

(Dikkat: Burada, érnegin birinci tanimda, bir kiimeyle bir say1 toplaniyor.) Bu

tanimlardan,
sX+r={sx+r:zeX}

ve
X—r=X+(-r)

esitlikleri ¢ikar elbet.

Ornegin 2N, ¢ift dogal sayilar kiimesidir. 2N+1 de tek dogal sayilar kiimesi-
dir. 5N, 5’e boliinen dogal sayilar kiimesidir. 5N+ 3, 5’e boliindiigiinde kalanin
3 oldugu dogal sayilar kiimesidir:

5N 43 = {3,8,13,18,23,...}.

Bunun gibi, (1/2)Z kiimesi, 6/2, —7/2 gibi paydasinda 2 olan bir kesirli say1
olarak yazilan sayilar kiimesidir.
r 4+ X ve Xs kiimelerini benzer sekilde tanimlayip, kolayca,

X+r=r+XvesX =Xs

esitliklerine varabiliriz. Ayrica —X kiimesi (—1)X olarak tanimlanir. Kolay-
likla,
—X={-=z:zeX}ve —(—X)=X

esitliklerinin gegerli oldugu goriiliir.
Eger X, Y CR ise,

X-Y={z—y:zeXveyeY},
X+Y={x4+y:ze€XveyecY},
XY ={zsy:zeXveyeY}

olarak tanimlanir.
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Ama dikkat X + X ile 2X kiimeleri genellikle esit degillerdir. Ornegin
X =11, 2} ise
X+X={23,4}

olur ama
2X ={2, 4}

olur. Ote yandan X = {0} ise X + X = 2X olur. Eger X = () ise de X + X =
2X = X olur! Hatta her Y say1 kiimesi i¢in

0+Y =0Y =10

esitlikleri gecerlidir.

Ornegin eger P asallardan olusan kiimeyse, P+ P kiimesi, iki asalin toplami
olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesidir. Iste bu kiimenin ilk birkac eleman:
4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28.
Yeri gelmigken, 2’den biiylk her cift dogal saymmin iki asalin toplami olarak
yazilip yazilmadigl sorusunun matematigin yanitlanamamais iinlii sorularindan
biri oldugunu soyleyelim. Her ¢ift sayinin iki asalin toplami olarak yazilabildigi
sanilir, ancak bugiine kadar kanitlanmamigtir. Bu saniya Goldbach Sanis:
adi1 verilir.

Dikkat: X X kiimesi

{ry:ze Xveye X}

kiimesine egittir,

{2?:2 € X}

kiimesine egit degildir.

X — X kiimesinin ancak X bosgkiimeyse bogkiime olabilecegini dikkatinize
sunariz, eger X boskiime degilse, X — X kiimesi en azindan 0 elemanin igerir;
genel olarak, eger X kiimesi sonluysa X — X kiimesinin eleman sayis1 X kiime-
sinin eleman sayisindan daha az olamaz.

Eger X C R altkiimesi X — X C X icindeligini saghyorsa X'’in ¢ikarma
altinda kapalr oldugu soylenir. X + X C X ya da XX C X oluyorsa X’in
sirasiyla toplama ve carpma altinda kapali oldugu soylenir. érneéin N, top-
lama ve carpma altinda kapalidir ama c¢ikarma altinda kapali degildir. Tek
tamsayilar kiimesi carpma altinda kapalidir ama toplama ve ¢ikarma altinda
kapali degildir. Okur alistirma olarak gikarma altinda kapali olan kiimelerin
toplama altinda da kapali oldugunu kanitlayabilir.

Alistirmalar
2.9. X =0ver € Riserl) =0+r = 0 esitliklerini kanitlaymn. 0+ @ = @ ve 0 = 0 esitliklerini
kanitlayin.
2.10. Hangi X C R altkiimeleri i¢in X +X = 2X olur? Her X say1 kiimesi i¢cin 0+ X = 0X =0
egitliklerini kanitlayin.
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2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.

2.17.
2.18.

2.19.
2.20.

2.21.
2.22.

2.23.
2.24.

2.25.
2.26.

2.27.

2.28.

2. Boskume, Altkime ve Altkiimeler Kimesi

X CRolsun. Y = (1/2)(X 4+ X) olsun. X’in Y nin bir altkiimesi oldugunu kanitlaymn.
Z 4+ 7 = 7Z ve N+ N = N iligkilerini kanitlaym.

5Z + 8 = 5Z + 3 = 5Z + (—2) esitliklerini kanitlayin.

Su esitlikleri kanitlayin: 5Z + 5Z = 5Z, 5Z + 37 = Z, 57 — 57 = 5Z ve 127 + 287 = 47Z.
5N+ 3N =0, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, ...} esitligini kanitlaymn.

5N + 4N, 7N + 5N, 19N + 16N kiimelerinin belli bir sayidan biiyiik tiim dogal sayilar:
igerdigini gosterin.

Eger 0 #n € Z ise Z C (1/n)Z iligkisini kamtlayn.

m ve n tamsayilar: i¢in, mZ C nZ iligkisinin gegerli olmasi i¢in n’nin m’yi tam bolmesi
gerektigini kanitlayin. Ne zaman mZ = nZ esitligi gecerlidir?

(a,b) + (¢, d) = (a + ¢, b+ d) esitligini kamitlayin. (Araliklardan s6z ediyoruz.)
(a,b)(c,d) = (ac, bd) esitliginin her zaman dogru olmadigim gosterin. Bu esitligin dogru
olmasi i¢in a, b, ¢ ve d sayilarinin saglamasi gereken gerek ve yeter kogullar: bulun.
Eger X CRise t(rX +s) = trX + ts esitligini kanitlayin.

X CRise 2X C X + X iligkisini kanitlayin. 2X C X + X iligkisini saglayan bir X C R
altkiimesi bulun.

X, R'nin X — X C X iligkisini saglayan bir altkiimesi olsun.

X + X C X iligkisini kanitlaym. Ipucu:

z+y=z—((z—z)—y).

X =X — X = X + X egitliklerini kamtlaymn. (Ipucu: Eger X # 0 ise 0 € X olur.)
R’nin ¢ikarma altinda kapali olan ve 0’1 igeren altkiimelerine toplamsal grup denir. Biz
kisaca grup diyecegiz. Ornegin her r € R igin, rZve rQ grupturlar.
X C Z bir grup olsun. Bir ve sadece bir tek n € N igin X = nZ esitligini kanitlayin.
Asagidaki egitligi kanitlayin. 5 . .

gZ + ZZ + %Z
Genel olarak, a, b € Q icin, aZ + bZ = cZ esitliginin bir ¢ € Q kesirli sayisi i¢in saglana-
cagini gosterin.
Eger X C R kiimesinin n elemani varsa, X — X kiimesinin en az kag eleman: olmalidir,
en fazla kag elemani olabilir? Her iki durum i¢in 6rnek verin.

2.5 Altkumeler Kumesi

Herhangi bir « kiimesinin tiim altkiimelerini eleman olarak igeren ve z’in
altkiimelerinden bagka hicbir eleman igermeyen bir kiime vardir. Bu kiimeye
2’in altkimeleri kiimesi ya da x’in kuvvet kimesi adi verilir.

Notlar ve Ornekler

2.29.
2.30.
2.31.

Eger x = {0} ise, z’in altkiimelerinden olugan kiime, {0, {0}} kiimesidir.
Eger x = {0, 1} ise, 2’in altkiimelerinden olusan kiime, {0, {0}, {1}, {0,1}} kiimesidir.
Eger z = {0,1,2} ise, 2’in altkiimelerinden olugan kiime,

{0,{0},{1},{2},{0,1},{0, 2}, {1, 2}, z}

ktimesidir.
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Eger z bir kiimeyse, 2’in altkiimelerinden olugan kiime p(x) olarak yazilir. Iste
birka¢ ornek:

p({0,1}) = {(ba {0}, {1},{0,1}}

©({0,1,2}) = {0,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}

p(0) = {0}

p(p(0)) = p({0}) = {0,{0}}

p(p(p(0)) = p({0,{0}}) = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}}

Elbette, eger x bir kiimeyse, ) € p(z) ve z € p(z) olur ¢linkii hem () hem
de z, z’in altkiimeleridir.

Ayrica, eger x C y ise o zaman p(x) C p(y) olur, yani bir anlamda, bir
kiimenin ne kadar fazla elemani varsa o kadar fazla altkiimesi vardir. Bunun
ters istikametlisi de dogrudur: Eger p(z) C p(y) ise o zaman x C y olur; nite-
kim z € p(z) C p(y) oldugundan = € p(y) olur, yani z, y’nin bir altkiimesidir.

2.6 Altkumeleri Siralamak

Sonlu bir kiimenin tiim altkiimelerini sistematik bir bigimde, higbirini unutma-
dan ve hicbirini iki kez yazmadan otomatik olarak siralayabilmek onemlidir.
Bunu yapmanin gesitli yollar: vardir. En kullaniglhilarindan birini gosterelim.

Sadece 0 ve 1’lerden olusan sonlu ya da sonsuz dizilere 01-dizist diyecegiz.
(")rnegin 011001 bir 01-dizisidir. Bir dizinin uzunlugu, dizideki simge sayisidir.
Verdigimiz 6rnegin uzunlugu 6’dir.

Diyelim bir x kiimesinin 4 tane elemani var. Bu elemanlara 0, 1, 2, 3 diye-
lim: x = {0, 1, 2, 3}. Bu kiimenin her altkiimesini 4 uzunlugunda bir 01-dizisi
olarak gosterecegiz. Ornegin 0101 dizisi #'in {0, 2} altkiimesini temsil edecek
¢inkii 0101 dizisinin -sagdan saymaya basglayarak- sadece 0’inci ve 2’nci te-
rimleri 1’dir. Dizinin sagdan k’inci teriminin 1 ya da 0 olmasi, k£ sayisinin
altkiimede olup olmadiginmi belirleyecek.

Bu yontemle, {0, 1, 2, 3} kiimesinin altkiimelerini “alfabetik” olarak “kii-
¢iikten biiytige dogru” siralayabiliriz:

0000 < 0
0001 <« {0}
0010 < {1}
0011 + {0, 1}
0100 <« {2}
0101 <« {0, 2}
0110 « {1, 2}
0111 + {0, 1, 2}
1000 « {3}
1001 <« {0, 3}
1010 « {1, 3}
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1011 + {0, 1, 3}
1100 < {2, 3}

1101 + {0, 2, 3}
1110 « {1,2,3}

1111 « {0,1,2,3}

Bu siralama yonteminden de belli ki, n elemanli bir kiimenin her altkiime-
sini, n uzunlugundaki bir ve bir tek 01-dizisiyle simgeleyebiliriz. Agiklanan bu
simgeleme iglemini desifre de edebiliriz, yani n uzunlugundaki herhangi bir
01-dizisinin simgeledigi altkiimeyi de kolaylikla bulabiliriz.

Sonug: n uzunlugundaki her 01-dizisi bu simgeleme yontemiyle n elemanli
bir kiimenin tek bir altkiimesine tekabiil eder. Dolayisiyla n elemanl bir kiime-
nin 2" tane altkiimesi vardir.

Ote yandan, her sonlu 01-dizisi, bir dogal saymin 2'lik tabaninda yazilimim
simgeler. C)rnegin, 001101101 dizisi,

0-2°+0-2"+1-2°41.2°4+0-2*+1-2°+1-2240-2" +1.2°
say1sinin, yani
204+2°+23+22420=64+32+8+4+1=109
sayisinin 2’lik tabanda yazilimini temsil eder. Bu yontemle,
{0,1,2, 3}

kiimesinin altkiimelerini 0’dan 15’e kadar olan dogal sayilarla temsil edebiliriz:

0 <« 0000 < 0

1 <+ 0001 <« {0}

2 & 0010 < {1}

3 + 0011 « {0, 1}

4 & 0100 < {2}

5 <« 0101 < {0,2}
6 <« 0110 « {1,2}
7 & 0111 « {0,1,2}
8 ¢ 1000 « {3}

9 <+ 1001 « {0,3}
10 « 1010 « {1, 3}
11 « 1011 « {0,1, 3}
12 + 1100 < {2, 3}
13 < 1101 « {0,2, 3}
14 < 1110 + {1,2,3}
15 < 1111 « {0,1, 2,3}
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Bu numaralandirma yoénteminin hog bir tarafi var: Ornegin, {0, 2, 3} kiimesi,
{0, 1, 2, 3}

kiimesinin de
{0,1,2,3,4,5,6, 7}

kiimesinin de altkiimesi olarak goriilse de, numarasi degismez.

Agikladigimiz bu yontemle N'nin tiim sonlu altkiimelerini bir dogal sayiyla
ve tek bir dogal sayiyla numaralandirabiliriz ve her dogal say1 N'nin tek bir
sonlu altkiimesinin numarasidir. Ornegln 2™ bigiminde yazilan her dogal say1
{n} kiimesinin numarasidir. S6zgelimi 175’'in N’'nin hangi altkiimesinin nu-
marasl oldugunu bulmak icin, énce 175’1 2’lik tabanda yazmaliyiz. 175’1 2’lik
tabanda yazmak icin kiiciik bir hesap yapalim:

175 — 1 (175 tek oldugundan)
87 — 1 (87 tek oldugundan)
43 — 1 (43 tek oldugundan)
21 — 1 (21 tek oldugundan)
10 — 0 (10 ¢ift oldugundan)

5 — 1 (5 tek oldugundan)
2 — 0 (2 ¢ift oldugundan)
1 — 1 (1 tek oldugundan)

(Sol siitunda, her say1, bir iistteki sayinin neredeyse yarisi... Anlamigsinizdir...
Ustteki say1y1 2’ye boliip ¢ikan saymin tam kismim bir alt satira yaziyoruz. )
Simdi sag stitundaki 0 ve 1 listesine bakarak 175’1 2’lik tabanda yazabiliriz:

175=1-2"40-264+1-224+0-2*+1-23+1-22+1-2" +1.20.

Boylece 175 sayisinin 2’lik tabanda 10101111 olarak yazildigi ve dogal sayilarin
{0, 1, 2, 3, 5, 7} altkiimesinin numarasi oldugu anlagilir. Bunu yapmanin bir
bagka temiz yolu da soyledir:

175 | 1
87 |1
43 | 1
2111
1010

511
210
111
0

Her seferinde soldaki stitundaki say1 2’ye boliiniiyor, sag tarafina kalan, altina
da sonug yaziliyor. 0 bulundugunda prosediir sonlaniyor.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



32 2. Boskume, Altkime ve Altkiimeler Kimesi

Boylece N'nin her sonlu altkiimesini bir ve bir tek dogal sayiyla kodlamig
olduk ve her dogal say1 N'nin bir ve bir tek sonlu altkiimesinin kodu oldu.
Bundan “dogal sayilarin sonlu altkiime sayisi”nin “dogal say1 sayis1” kadar
oldugu sonucuna varabiliriz. Kiimeler kuraminin bu daha derin ve daha heye-
canli konularindan kitabin ikinci kisminda s6zedecegiz.

Alstirma 2.32. Yukarida agiklanan yontemle, dogal sayilar kiimesinin k£ sayisiyla numa-
ralandirilan sonlu altkiimesine Ax diyelim. Eger Ax C A,, ise k < m esitsizligini kanitlayin.
Ters istikamet dogru mudur, yani £ < m ise Ax C A,, olur mu?

Yukarida aciklanan yontemle N’nin sadece sonlu altkiimelerini degil, tiim
altkiimelerini (bu sefer sonlu degil) sonsuz bir 01-dizisi olarak kodlayabiliriz.
Ornegin, bu yontemle, (en sagdan basglayip sola dogru hi¢ durmaksizin giden)

...10101010101

dizisi ¢ift sayilar kiimesini simgeler. Asal sayilar kiimesi,
...100010100010100010101100

diye baglayan (ve sola dogru sonsuza kadar devam eden) diziyle simgelenir.
Terimleri sadece 0 olan dizi bogkiimeyi, terimleri sadece 1 olan dizi de N'nin
kendisini simgeler. Tek elemanli kiimeler, icinde sadece bir tane 1 olan 01-
dizileriyle simgelenir. Icinde sonlu sayida 1 olan 01-dizileri, yani belli bir te-
rimden sonra hep 0 olan 01-dizileri sonlu altkiimeleri simgelerler.

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1Q00 1001 1010 10111100 1101 1110 1111

n uzunlugundaki her 01-dizisini de, yukaridaki sekilde n = 4 i¢in goste-
rildigi iizere, yiiksekligi n olan “ikili bir agacin” en iist noktalariyla ya da
-ayni sey- agacin en dibinden en yiiksek dalina giden bir yolla simgeleyebili-
riz. Demek ki 4 elemanl bir kiimenin her altkiimesini 4 yiiksekligindeki ikili
bir agacin dibinden baglayan ve tirmanabildigi kadar tirmanan bir yol olarak
simgeleyebiliriz.

Dogal sayilarin her altkiimesini de sonsuz yiikseklikteki ikili agacin, en
dibinden baglayan ve hi¢ durmadan tirmanan bir (ve tek bir) yolu olarak sim-
geleyebiliriz. Eger k sayis1 kilmedeyse, k’inci kattan (k+ 1)’inci kata sagdan, k
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sayis1 kiimede degilse soldan ¢ikariz. Ornegin bir sag bir sol yapan sonsuz yol
¢ift sayilar kiimesini, bir sol bir sag yapan yol tek sayilar kiimesini, siirekli sola
giden yol bosgkiimeyi, siirekli saga giden yol dogal sayilar kiimesinin kendisini
simgeler.

Yapilanlar, “n elemanl bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir” énermesinin
bir nevi kanmitidir, ¢iinkii ne de olsa n kath bir ikili agacta tam 2" tane en
agagidaki noktadan en tepeye c¢ikan yol vardir.

2.7 Kiumenin Eleman Sayisi

Once biraz sohbet: Aksiyomatik kiimeler kuraminda “sonlu kiime” kavraminim
bigimsel bir tanimi vardir. Ama sezgisel kiimeler kuraminda bdyle bir tanima
yer verilmez, ne de olsa bir kiimenin sonlu olup olmadiginin ne demek oldugu
herkes tarafindan sezgisel olarak bilinir! (Kitabin 17.7'nci altbdliimiinde sonlu
kiimenin bigimsel tanimini verecegiz.) Hatta daha ileri seviyede kiimeler ku-
raminda sonsuz bir kiimenin eleman sayisi da tanimlanabilir; ve iki sonsuz
kiimenin eleman sayisi birbirinden farkli olabilir. Biitiin bunlardan Aksiyo-
matik Kiimeler Kurami II: Ordinaller ve Kardinaller adl kitabimizda [N3]
sozedecegiz.

Sonlu bir A kiimesinin eleman sayis1 |A| olarak gosterilir. Tirkiye’de, |A]
yerine, bagka bir iilkede gormedigim ve nereden geldigini bilmedigim ve son
derece pratik buldugum s(A) yazilmi yaygin bigimde kullaniliyor. Eger A
sonsuz bir kiimeyse |A| = oo yazilabilir.

Eger A ve B kiimeleri sonluysa,

A C Bise |A| < |B|
ve
ACBve|Al=|B|ise A=B

onermeleri barizdir; birkac sayfa 6nce de
p(4)] =214

esitligini kanitlamigtik.

Aligtirmalar

2.33. z Cy < p(z) C p(y) iliskisini kanitlaym.
2.34. Beg elemanli bir kiimenin tiim altkiimelerini (hi¢birini unutmadan ve her birini tek bir
defa yazarak ve belli bir yontem izleyerek) listeleyin.

2.35. p({2, 8}) kiimesinin elemanlarim bulun. A, {2, 8} kiimesinin altkiimelerinin sayfa 29-
32’de agiklanan bigimde bulunan numaralar1 olsun. p(A) kiimesinin elemanlarini bulun.

2.36. Metinde agiklanan yontemle en dipten baglayarak siirekli iki sol bir sag yapan sonsuz
yol N’nin hangi altkiimesini temsil eder?
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2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2. Boskume, Altkime ve Altkiimeler Kimesi

A bir kiime olsun. Eger a, b € A ise,

{{a}, {a, b}} € p(p(A))

iligkisini kanitlayin.

Her z kiimesi i¢in, p°(z) = = ve her n € N igin,

p" " (2) = p(p" (x))
olarak tanimlansin.
a. Her « kiimesi icin, {{0, {{z}}} € p"(z) iliskisini saglayan en kii¢iik n’yi bulun.
b. Her z kiimesi i¢in, p(z) € p™(x) iliskisini saglayan en kiigiik n’yi bulun.
c. m verilmig bir dogal say1 olsun. Her x kiimesi i¢in, p™(z) € " (z) iligkisini
saglayan en kii¢iik n’yi m cinsinden ve en biiyiik m’yi n cinsinden bulun.

d. m ve n verilmig iki dogal say1 olsun. Eger z, n elemanli bir kiimeyse, o™ (x)
kiimesinin kag elemani vardir?

e. x bir kiime ve n ve m birer dogal say1 olsun. Eger
p"(z) = " (z)
esitligi dogruysa n ve m dogal sayis1 hakkinda ne s6yleyebilirsiniz? Neden?

f. Her x kiimesi ve her n dogal sayisi igin,

p(p" (x) = " (p())
esitligi dogru mudur? Ya ™ (p"(x)) = p" (p™ (z)) esitligi her n ve m dogal sayis1
i¢in dogru mudur?
Sonsuz dizileri su yontemle kiiciikten bilyiige dogru siralayalim: Iki diziden hangisinin

daha biiylik oldugunu bulmak i¢in, dizilerin ayrigtig) ilk terimler bulunur ve bu terim-
lerden hangisinin biiyiik olduguna bakilir. Ornegin, bu siralamaya gore,

x =...010000100101101011000
diye baglayan dizi
y = ...010000100100111011000

diye baslayan diziden daha kii¢iiktiir. Bu durumda x < y yazalim. En kiigiik dizi sabit 0
dizisi, en biiylik dizi de sabit 1 dizisidir. Ayrica, ...11111110 dizisiyle ...0000001 dizisi
arasinda bagka dizi yoktur. ...11111110 dizisi gibi kuyrugu sabit 1 dizisi olan dizilerin
“hemen bir sonras1” oldugunu, ama diger hi¢bir dizinin “hemen bir sonrasi” olmadigini
kanitlayin.

Z’yi altkiime olarak, 1/2’yi eleman olarak igeren R’nin ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapali
altkiimelerinin en kiigiigiini bulun.

Eger a ya da c sayilarindan en az biri 0 degilse,
(aZ+b) N (cZ + d)

kesigiminin bog olmamas: igin yeter ve gerek kogulun ebob(a, ¢) sayisiin d — b sayisini
bolmesi oldugunu kanitlayin. Eger

v € (aZ+b) N (cZ +d)

ve
u = ekok(a, c)
ise
(aZ+b)N(cZ+d)=uZ+v
esitligini kanitlayin.
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Bu boliimde kiimelerle yapilan tic 6nemli ve temel igslemden s6zedecegiz: bile-
sim, kesigim (arakesit) ve fark.
3.1 Bilesim
Iki kiimenin bilegimini almak ¢ok kolaydir. Ornegin,
x=140,2,4,5} ve y = {1,3,5}
ise, bu iki kiimenin bilegimi
{0,1,2,3,4,5}

kiimesidir, yani iki kiimenin en azindan birinde olan elemanlarin kiimesidir. x
ve y kiimelerinin bilesimi, en azindan iki kiimeden birinde olan elemanlardan
olusan kiimedir ve bu kiime x U y olarak gosterilir. Bilesim kiimesinde her iki
kiimede birden olan elemanlar da yer alir.

x ve y kiimeleri x U y kiimesi

Iki kiimenin bilegimini asagidaki gibi bir tabloda gosterebiliriz.

r y|xUy
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Bu tabloyu aciklayalim. Rastgele bir eleman, x ve y kiimelerine gére dort farklh
yerde yer alabilir:
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1. Bu eleman ne x’in ne de y’'nin eleman olabilir, ki o zaman z U y kiime-
sinde de olmaz. Bu durumu birinci satirda gosterdik. Eleman ne x ne y ne de
x Uy kiimesinde oldugu icin o satira ti¢ tane 0 yazdik.

2. Eleman, z kiimesinin elemam degildir (0) ama y’nin elemamdir (1),
dolayisiyla = U y kiimesinin elemanidir (1). Bu durum ikinci satirda 011 ile
gosterilmistir.

3. ’'in bir eleman degildir (0) ama y’nin bir elemamdir (1), dolayisiyla
x Uy bilesiminin de bir elemamdir (1). Bu durum iigiinct satirda 011 ile
gosterilmistir.

4. Hem z’in hem de y’'nin bir elemanidir. Bu son durum da en son satirda
111 ile gosterilmistir.

Son ii¢ durumda eleman x Uy kiimesinin bir elemanidir ve bu ytizden o sa-
tirlarin x Uy stitununda 1 vardir, ama birinci durumda eleman Uy kiimesinin
bir elemani1 degildir ve bu ylizden x U y stitununun birinci satirinda 0 vardir.

Sonug olarak, x ya da y siitunlarindan en azindan birinde 1 varsa, ti¢lin-
cii siitunda 1 vardir, aksi halde 0 vardir.

Yukaridaki gibi tablolar ¢ok kullanighdir. Eger eleman siitunun baginda
belirtilen kiimedeyse hiicreye 1 yazilir, aksi halde 0 yazilir. Yukaridaki tablo
bilesim igleminin tablosudur.

Okur, ilk alistirma olarak, her X, Y C R altkiimeleri igin,

—(XUu-X)=XU-Xve —(XUY)=-XU-Y

esitliklerini kanitlayabilir.

Tleride sonsuz sayida kiimeyi de bilestirecegiz, ilk olarak sadece iki ya da
sonlu sayida kiimenin bilegimiyle ilgilenelim.

Bilegimin agagidaki 6zelliklerini kanitlamak kolaydir:

. Degisme Ozelligi: z Uy =y U z.

. Etkisiz Eleman: z U () = .

. Tekgiiclii i§lem: zUx =z

. Birlesme Ozelligi: U (yUz) = (zUy) U 2.
. Yutulma: 2 CzUy.

. Yutma:zCy<s Uy =y.

DU R W N

Iki yerine ii¢, hatta daha fazla kiimenin bilegimini alabiliriz. Yukaridaki
dordiincii esitlikte ii¢ kiimenin bilegimini aldik. x, y, z kiimelerinin bilegimi
(dordiincii 6zellige gore gereksiz olan parantezler atilarak), x Uy U z olarak
yazilir.

Eger x bir kiimeyse, = kiimesi z U {z} kiimesinin ayni zamanda hem bir
elemani hem de bir altkiimesidir.

Sonsuz sayida kiimenin de bilegimi alinabilir. Ornegin, n € N icin, [0, 7]
kapali araliklarinin bilegimini alabiliriz:

[0,0]U[0,1]U[0,2] U[0,3]U...

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



3.1. Bilesim 37

Bu bilegim,
[0,0], [0,1], [0,2], [0,3],...

araliklarindan birinde olan gercel sayilardan, yani belli bir n dogal sayisi
i¢in, [0,n] araliginin icine diigen gergel sayilardan olusur, bunlar da (Argimet
Ozelliginden dolay1; bir sonraki sayfadaki gri kutucuga bakiniz) 0’dan biiyii-
kesit gercel sayilardir. 0’dan biiyiikesit gercel sayilar kiimesi R=? olarak yazilir.
Demek ki,

[0,0]U[0,1]U[0,2]U0,3]U... =R,

Yukaridaki bilesimi daha kisa, daha anlagilir ve daha fiyakali bir bigimde,

o0

Uo.nl, | (0,0l [J0,n] yada [ J[0,n]

n=0 n=0,1,2,... neN n

olarak gosterebiliriz. Burada bilesimi n = 0’dan baglattik; isteseydik bilegimi
n = 5’ten de basglatabilirdik ve aym kiimeyi elde ederdik:

J10.7) = J0.n).
n=0 n=>5
(Neden?) Ama mesela
U [n,n% =R
n=0

ama Ote yandan

(e}
Jn,n% =5, )
n=>5
olur.
Birazcik daha zor bir baska bilesim 6rnegi verelim:

1
0,1—]
n:££3w‘[ "

Bu kiimenin [0, 1) araligina esit oldugunu kamtlayalm. Her n = 1,2,3,4,...
pozitif dogal sayist i¢in, 0 < 1—1/n < 1 oldugundan, [0,1—1/n] C [0, 1) olur,
demek ki [0,1 — 1/n] araliklarmin bilesimi de [0,1) araligimin altkiimesidir.

Boylece
1
LJ [071_’] g mal)
n
n=1,2,3,...

igindeligini kanmitlamig olduk. Simdi,

1
[OJU g [071_'}
n=1,2,3,... n
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i¢indeligini kanitlayalim. Sol taraftaki kiimeden bir = sayis1 alalim. Bu sayinin
sag taraftaki kiimede oldugunu gosterecegiz. Gosterelim: x < 1 oldugundan,
1— 2z > 0 olur. Madem ki 1 — z sayis1 pozitif, Arsimet Ozelligi'ne gore, bu
say1y1 kendisiyle yeterince toplayarak her sayiyi, dolayisiyla 1’i de gegebiliriz.
Demek ki

1<n(l—ux)

esitsizligini saglayan bir n dogal sayis1 vardir. Bundan da
1
0<z<l——,
n
yani

1

ze (0,1 —-—

n

gikar. Sonug: z sayis1 esitligin sag tarafindaki
1
U jo1-=
n=1,2,3,... "

bilesimindedir. istedigimiz kanitlanmistir.

Arsimet Ozelligi

Arsimet Ozelligi'ne gore, her pozitif gercel sayiy1, bu say1 ne kadar kiiciik
olursa olsun, kendisiyle yeterince defa toplayarak (yani o sayiy1 yeterince
biiyiik bir dogal sayiyla garparak) verilmig herhangi bir sayiy1 gegebiliriz.
Yani her € > 0 ve r gercel sayisi icin, ne > r esitsizligini saglayan bir n
dogal sayis1 vardir. Ornegin, € = 0,01 ve r = 200 ise n’yi 20.000’den biiyiik
herhangi bir say1 almak yeterli.

Argimet Ozelligi'nin bir sonucu: Her r gercel sayis1 icin n = nl > r
esitsizligini saglayan bir n dogal sayis1 vardir.

Bir bagka sonug: Her € > 0 gergel sayisi i¢in, 6yle bir n dogal sayisi vardir
ki ne > 1 olur.

Dolayisiyla eger © < 1 ise 1 — z pozitif bir sayidir ve belli bir n dogal
sayist i¢in 1 < n(1 — x) esitsizligi dogru olur.

[N2]’de kamitlayacagimiz Arsgimet Ozelligime gore, verilmis her ¢ > 0

say1sl icin,
U (0,ne) = R0
neN

olur.
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Alistirmalar

3.1 Upzios,. (m1+1/n,0) = (—1,1) esitligini kamtlaym.

32. Upois,. (m1+1/n,1—=1/n) = (—1,1) esitligini kanitlaym.
3.3. Unzros, [F1+1/n,1—1/n] = (-1,1) esitligini kanitlaym.
34. Upzios,. (m1+1/n,n) = (—1,00) esitligini kanitlayn.

3.5. Upen(n, n?) = {0, 1} U (2, 00) esitligini kanitlayn.

3.6. Up123. 10,1 —1/n%] =[0,1) esitligini kamtlaym.
3.7 Upz123,..[0,1=1/n] =[0,1) esitligini kamtlaym.
3.8. Upzios,. [1/n,1— 1/n?] = (0,1) esitligini kanitlaymn.

3.9. U,en(—n,n°) bilesimini daha basit bir bigimde ifade edin.
3.10. an =1/2+1/2% +--- 4 1/2" olsun. Un=1.2.3..(1/n,an) bilegimini bulun.

3.2 Gostergecgler ve Gostergeg Kiimeleri

Bu altboliimdeki meramimizi bir 6rnekle anlatmaya caligalim.
1

U [0, 1- ]
n

n=1,2,3,...

yaziliminda en altta bulunan 1,2, 3,... sayilarina indeks ya da gdéstergec
denir. Bu yazilim su anlama gelmektedir:

U [0 1—1}—[0 1—1]u[0 1—1}%0 1—1]u
n=1,2,3,... n 1 2 3

Bu yazilimda gésterge¢ ktmesi pozitif dogal sayilardir.
Bu sonsuz bilegim g6yle de yazilabilir:

o0
1
U [0, 1— ] .
n=1 n

Bu yazilimlarda acik acik sGylenmese de, n gostergeclerinin 1’den baslaya-
rak tiim dogal sayilar1 dolagtigr ve pozitif bir n dogal sayisi i¢in, [0,1 — 1/n]

biciminde yazilan tiim kapali araliklarin bilesiminin alindigi varsayilir.
Herhangi bir kiime gostergeg kiimesi olabilir. Ornegin,
U [rr?]
reR
bilesiminde gostergeg kiimesi gergel sayilar kiimesidir, ¢linkii -tanim geregi- bu
kiimenin elemanlari, bir r gercel sayisi icin r < z < 2? esitsizliklerini saglayan
x sayilarindan olugur. Ote yandan,

U [r, 7‘2] = (0,00)

reR>0

olur.
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Gostergeg kiimesi kavramina biraz daha egilecegiz bu altboliimde. Bigimsel

(yani matematigin 6ziine dokunmayan) ama énemli bir konudur.

Genel olarak, eger (X;);es bir “kiime ailesi”yse (yani her ¢ € I igin X; bir

kiimeyse ve elemanlar1 sadece bu X;’lerden olugan bir kiime varsal),

UXiv

el

yva da daha sade olarak

Uxi

yazilimi, X; kiimelerinin bilegsimini simgeler, yani X;’lerin en az birinde olan
elemanlarin kiimesini simgeler:

UXi:{:n: en az bir i € I igin =z € X,}
el

ya da

re|JXie enazbirielignxe X,
i€l

Bazen gostergec kiimesinde cift simge kullanilabilir. Ornegin,

U [nQ—nm+m2 n2 + nm + m?2

1+nt ’ 1+ mb
n,meN

Biraz aligtirma yaparak yazilimla aginalik saglayalim.

Alistirmalar

3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.

3.16.
3.17.

3.18.
3.19.

3.20.

U,cr>o0 [1; r2— ] = [2,00) esitligini gésterin.

Urer>o [r, 272 — r] bilegimini daha basit bir bigimde ifade edin.

U,.cz>o [37,2r? — 5r] bilesimini daha basit bir bi¢imde ifade edin.

U,.eg>o [r? — r,77] Dbilesimini daha basit bir bi¢imde ifade edin.

U (0 = 0 esitligini biliyoruz. | J A = A esitligini saglayan bagka kiimeler bulabilir misiniz?
Ipucu: Bu esitligi saglayan sonsuz tane sonlu kiime vardir.

UAUB) = (UJA) U (U B) esitligini kanitlayin.

Eger A C Bise |JA C |J B igindeligini kanitlaym. (J A C |J B ise A C B olmak zorunda
oldugunu kanitlayin.

Bir B kiimesinin ¢ift sayida elemani olan altkiimelerinin bilegimi neye egittir?

p(x) Up(y) C p(xUy) igindeligini kanitlayn. Esitligin sadece ve sadece z C y ya da
y C z ise dogru oldugunu kanitlayn.

Upc . B kiimesinin eger |A| # 1 ise A’ya, aksi halde bogkiimeye esit oldugunu kanitlaym.
(|A] = 0 durumu 6zel dikkat gerektirir.)

!Aslinda kiime ailesi kavrammm tamm tam olarak boyle degildir ama burada tanim

boyle almakta bir sakinca yok.
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3.21

3.22.

3.23
3.24

3.25.

3.26.

3.27.
3.28.

3.

. Asgagidaki bilegimlerin neye esit olduklarini bulun.
Umn+1, U@on+1, |J@on+1),
neN neN neN
U [n’ n2]7 U (n7 n2)7 U (07 T)7
neN neN reR
U (07 T} ] U p N7
reR p>0,p asal

Eger X, Y C R ise, su egitlikleri kanitlayin:

X+v=J&X+y =@+

yeyY reX

Xy =Jxy=J v

yeY zeX
. UXE‘Q(A) X = A esitligini kanitlayimn.
. Agagidaki bilegimleri bulun:
U [Tv TQ) ) U (7”, 7"2), U [T7 T2]7
r€[0,00) r€(0,00) r€(0,00)
e, e, Uy,
reR reR reR
reR,r#0 re(1l,00) r€(1l,00)
r€(0,00) re(0,1) re(0,1)
U [r,27), U [7”2, 1/r) .
re(1,3) r€(0,1/10)

oldugunu kanitlayin.
A ve B birer kiime olsun.

A ve B birer kiime olsun. Eger a € A ve b € B ise,

{{a}, {a,b}} € p(p(AU B))

41

U [n -Ln+ 1}7
nez

U 0.7,

rER

U [r, 7],

reR

U,

reR

U e,

re(0,00)

U b,

re(0,1)

{{{a}, {a, b}} :a € Ave be B} € p(p(p(AU B)))

icindeligini kanitlayin.

A ve B birer kiime olsun. Ne zaman p(A) U p(B) = p(A U B) olur?
Argimet Ozelligi'ni kullanarak bos olmayan her aralikta bir kesirli say1 oldugunu kamt-

layin. (Bir gergel sayinin 10 ya da bagka bir tabaninda agilimini da kullanabilirsiniz.)

3 Kesisim

Iki kiimenin kesigimini (ya da arakesitini) almak iki kiimenin bilegimini almak
kadar kolaydir. Ornegin,

x=A{1,2,3,4} vey={2,4, 6, 8}

ise, bu iki kiimenin kesisimi {2,4} kiimesidir, yani iki kiimenin ortak eleman-
larindan olusan kiimedir. Resmi agagida:
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x y

x ve y kimeleri x Ny kiimesi

Iki kiimenin kesigimi ya da arakesiti her iki kiimede birden olan elemanlarin
kiimesidir. z ve y kiimelerinin kesigimi

rNy

olarak yazilir.
Aynen bilegim gibi, kesigimi de bir tabloyla gosterebiliriz:

Ty

— = O Ol8
— O~ o
_— O O Ol D

Yukaridaki tabloda dort satir var ve her satir bir elemanin x ve y kiimesinde
olup olmadigini gosteriyor, ornegin en son satirda, eleman = ve y kiimelerin-
deyse (ilk iki 1 sayisi) o zaman eleman x Ny kiimesindedir (ligiincii 1 sayisi)
diyor. Ugiincii satir ise elemanin z’te ise (1) ise ama y’de degilse (0), o zaman
eleman x N y’de degildir (en sondaki 0) diyor.

Pek sik kullanilan su tanimlar: yapalim:

@ =R*nQ,
Q>O _ R>0 N Q

Birincisi, 0’dan biiyiikesit kesirli sayilar kiimesidir. Ikincisi de 0’dan biiyiik
kesirli sayilar kiimesi.
Kesigimin asagidaki 6zelliklerini kanitlamak kolaydir:

. Degisme (")zelligi: zNy=yNx.

. Etkisiz Eleman: z N () = (.

. Tekgiiclii i§lem: rNx =z

. Birlegsme Ozelligi: 2N (yNz) = (zNy)Nz.
. Yutulma: zNy C x.
Yutma:zCys Ny =ux.

S UL R W N

Aynen bilesimde oldugu gibi, ikiden fazla kiimenin de kesigimi alinabilir.
Hatta sonsuz sayida kiimenin de kesigimi alinabilir. Sonlu ya da sonsuz sayida
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kiimenin kesigimi, kesisimi alinan tiim kiimelerin istisnasiz hepsinin ortak ele-
manlarindan olusur. Ornegin, [0,00), [1,00), [2,00), ... araliklarinin kesigimi
alinabilir. Bu kesigim,

[0,00) N [1,00)N[2,00) N ...

() [, 00)

neN

olarak yazilabilecegi gibi,

olarak da yazilabilir. Bu sonsuz kesisimin bogkiime oldugu belli, ¢iinkii bu
kesigimde olacak bir gercel sayi1, her dogal sayidan daha biiyiik olmak zorunda,
ki boyle bir gercel say1 yoktur.

Birkag ornek daha verelim:

m (1,r) = 0, m [1,r) = {1}, m (1,7) = (1,5],

Nin-ms. mes—0 [z
Te(ﬁménz = {0}, nﬁl(—r,r) = {0}, pﬁal (0,1/n) =0,
nﬁN (=1/n,1/n) = {0}, ﬁo (1-1/n,1+ 17;1)’:{1},

Eger A, her bir eleman bir kiime olan bir kiimeyse,
X
XeA
A’nin elemanlarinin ortak elemanlarindan olugan kiimeyi simgeler. Ornegin,
ﬂ:c:a, ﬂ x=anb, ﬂ r=aNbNe, m X =0.
zef{a} z€{a,b} z€{a,b,c} Xep(A)

Ama dikkat: (x4 X kiimesinden sézedebilmemiz i¢in A'nin bogkiime olma-
mas1 gerekir. A bogkiime oldugunda, (¢4 X tanimi problematiktir ve bunun
nedeni 16’nc1 boliimde konu edilecektir (bkz. Aligtirma 16.3).

(xea X kiimesi, aynen bilesimde oldugu gibi

A
olarak da yazlabilir. (] A, A'nin elemanlarinim ortak (hepsinde birden olan)
elemanlarinin kiimesidir. Ornek:

(){4,B,C} =AnBNC.
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Eger A ve B kiimelerinin kesigimi bogkiimeyse A ve B’nin ayrik kiimeler
olduklar1 séylenir. Bu durumda, kimileyin A U B yerine

AUB

yazilir (ki A ve B’nin ayrik olduklar: bir bakigta anlagilsin). Ornegin cift tam-
sayilar kiimesiyle tek tamsayilar kiimesi ayrik kiimelerdir:

7 =27U(2Z+1).
Eger A, B ve C kiimeleri sonluysa,
|AUB|+|ANB| =|A| + |B|
ve
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNAl+|AnBnNC|
esitliklerini kamtlamak pek zor olmasa gerek. Ileride Boliim 9.2’de bu formiil-

leri 2 ve 3 kiimeden n kiimeye genellestirecegiz.

Alistirmalar

3.29. Iki araligm kesigiminin yine bir arahk oldugunu gosterin. Iki acik (kapal) araligin
kesigiminin yine bir acik (kapali) aralik oldugunu gosterin.

3.30. p(A) N p(B) = p(AN B) esitligini kanitlaym.

3.31. Eger A C B ise [|B C () A igindeligini kanitlayin.

3.32. Her biri araliklarin bilesimi olan iki kiimenin kesigiminin gene bir araliklar bilesimi
oldugunu gosterin.

3.33. Asagidaki kesigimleri bulun:

M (), N (=n.n), N <1f%,1+%>,

neN neN n=1,2,3,...
1 1 1 1 )
ﬂ <E:1+;)7 ﬂ (1_771+7>7 ﬂ(07’r)7
n=1,2,3,... n=2,3,4... reR
1 1
Y N Y )
o<r<1 o<r<1 o<r<1
1
N [ f}, N 1+ N ).
o<r<1 T 0<r<1 0<r<1

3.34. Asagida tammmlanan A kiimeleri igin, (| A kiimesini bulun.
A={z e p(N):1e€x,2¢z}.
A={z € p(N): oyle bir n > 5 var ki, her m > n igin, m ¢ x}.
A={z € p(N
(

) : Oyle bir n > 5 var ki, her m > n igin, m € z}.
A={z € p(p(N)) : her n icin nN € z}.

3.35. Asagidaki kiimelerin elemanlarini bulun:
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a. Unen [n,n?]
b. Un:1,2,3,u. [%7 1= %]
C. Un:1,2,3,.4. (%7 1- %)
d. Un:1,2,3,... (”7”2)
e. ﬂn=1,2,3,... [07 71L)
f. ﬂnzl,z,s,... [_%7 %)
g. ﬂn=1,2,3,.“ [%17 1+ %]
3.36. an =1/24+1/2% +--- 4+ 1/2" olsun. MNp=123..[an,1) ve N,y 55 (an, 1] kesisimlerini
bulun.

3.37. X bir kiime olsun. A ve B, X'in iki altkiimesi ise,
UAB)={YCX:ACYveBNY =0}

tanimmini yapalim. X’in hangi A ve B altkiimeleri i¢in U(A, B) bogkiime olur? X’in
hangi A ve B altkiimeleri i¢in X € U(A, B) olur? Eger Y C X ise, X’in hangi A ve B
altkiimeleri i¢in Y € U(A, B) olur? X’in A, Ay, B, By altkmeleri igin,

U(A,B) N U(A17Bl) = U(AUAl,BU Bl)

esitligini kanitlayin.

3.4 Dagilma ézelligi

Kesigimle bilesim arasinda, adina dagilma o6zelligi denen onemli iligkiler
vardir:

zUNz)=(xUy)N(zUz)veznN(yUz)=(zNy)U(zNz).

Yani bilesim kesigim ftizerine ve kesisim de bilegim {izerine dagilr. Ikincisini
okura birakip birincisini kanitlayalim: Esitligin sol tarafindaki U (yNz) kiime-
sinin her elemaninin esitligin sag tarafindaki (zUy) N (zUz) kiimesinde, ve sag
taraftaki kiimenin her elemaninin sol taraftaki kiimede oldugunu kanitlamak
gerekiyor.

(C): Once sol taraftaki z U (y N z) kitmesinden bir a elemam alalim. Bu
a elemaninin sag taraftaki kiimede, yani hem x Uy hem de x U z kiimesinde
oldugunu kanitlamak istiyoruz. a eleman1 z U (y N z) kiimesinde olduguna gore
yva x kiimesindedir ya da y N z kiimesinde. Birinci sikta, a elemani hem x Uy
hem de z U z kiimesinde olur ve kanit tamamlanir. Ikinci sikta, a elemam hem
y hem de z kiimesindedir, demek ki hem x Uy hem de x U z kiimesindedir.

(D): Simdi de sag taraftaki (z Uy) N (x U z) kiimesinden bir a eleman:
alalim. Demek ki a, hem x U y kiimesinde hem de x U z kiimesinde. Eger a,
x’teyse, o zaman a elbette esitligin sag tarafindaki x U (y N z) kiimesindedir.
Eger a, z'te degilse, o zaman a hem y hem de z kiimesinde olmak zorundadir,
demek ki a, y N z kiimesindedir, demek ki a, esitligin sol tarafindaki =z U (y N z)
kiimesindedir. O
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Ayni kamit1 zU (y N z) ve (zUy) N (z U z) kiimelerinin tablosunu gikararak
da bulabiliriz. Rastgele bir eleman aliriz. Bu eleman z, y ve z’nin elemani
olup olmamasma gore 8 farkli durum vardir; dolayisiyla 8 satirlik bir tablo
¢izmeliyiz. Eger her iki kiimenin de tablolar1 ayniysa, kiimeler esit demektir.
Tablolar cizelim. Once z U (y N z) kiimesinin tablosu:

x y z|lyNz|zU(ynz)
0 0 O 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Sonra (x Uy) N (z U z) kilmesinin tablosu:

x y z|zUy|zUz | (zUy)N(zUz)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 10 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Son siitunlarda ayni degerleri gordiigiimiizden, iki kiime egit demektir.
x Ny U z gibi bir yazaihm anlamsizdir, ¢linkii iki farkli anlama gelebilir ve
karisikliga yol acgabilir; parantezleri eksiktir.

zN(yUz)ve (zNy)Uz

yazilimlar: arasinda elbette bir fark vardir ve parantezsiz yazilimla bu fark yok
olur ve karigikliga neden olur.
Dagilma 6zelligi daha fazla kiime i¢in de dogrudur. Mesela

znJyi=U@ny)

jed jed

olur. Bunun da kanit1 aynen yukaridaki sézel kanit gibidir. Aymni sekilde

xr1 MNxo N U Yj = U(xlﬁxgﬂyj)
jeJ jeJ
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olur. Sol taraftaki z’lerin sayisini istedigimiz kadar artirabiliriz, sonsuz bile
yapabiliriz:

(Uacl)ﬂ Uw|= U @ny.

el JjEJ i€l,jed

Bu son egitligi kanitlayalim, pek bariz degil ¢iinkii. Sol taraftaki kesigimden
bir a elemani alalim. Demek ki a, hem (J;c; 2; hem de |J;c;y; kiimesinde.
Dolayisiyla a € x; ve a € y; igindeliklerini saglayan i € I ve j € J gostergecleri
vardir. Demek ki a € z; Nx; olur. Bundan da elemanin sag taraftaki bilegsimde
oldugu anlasilir. Simdi sag taraftaki bilesimden bir a elemani alalim. Demek
ki a € x;Ny; icindeligini saglayan i € I ve j € J gostergecleri vardir. Buradan,
a € Ujes i ve a € e, yj cikar. Bu da a’'nin esitligin sol tarafindaki kiimede
oldugunu gosterir.

Yukarida kanitladigimiz ifadeyi g6yle de ifade edebiliriz: X ve Y, elemanlari
kiime olan iki kiime olsun.

Z={zNy:zeX,yeY}

tanimini yapalim. O zaman

Ux)n(Ur)=U~

olur.
Tabii benzer esitlikler kesigimle bilesim degis tokus edildiginde de gegerli-
dir.

Alistirmalar
3.38. Hangi kogulda z N (y Uz) C (x Ny) U z olur?
3.39. Hangi kogulda (zNy)Uz CzN(yU z) olur?
3.40. Hangi kosulda (xNy)Uz =2z N (yU z) olur?
3.41. Kantlaym: z Ny =0 < p(z) N p(y) = {0}.
3.42. p(z) N p(y) = p(zNy) esitligini ve
ple)Up(y) =p(2) & (r Cy=zveyay Cx = 2)
Onermesini kanitlayin.
3.43. Kanitlayin: ﬂxep(A) X =0
3.44. Eger A # () ise ﬂ@#XGp(A) X kiimesi neye esittir?
3.45. Her i icin A; C B; ise, (), Ai € (), Bi ve U; Ai C U, B; icindeliklerini kamtlayin.

3.46. Asagidaki esitlikleri kanitlayin. (Kesigimlerde gostergeg kiimeleri bogkiimeden farkli ol-
mali.)

a. o0 (Uiervi) = User (@ Nwa)-
b. U (Nyer¥i) = User(Uwi).
=N

c. N (Mier i) ser( Ny
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d. zU (Uiel yi) =Uier(@Uyi).

e (Mier®) U (Nyes ) = Micryes (@i V).
£, U {i} = 1.

3.5 Kumelerin Fark:

Eger x ve y verilmig iki kiimeyse, x’te olup da y’de olmayan elemanlardan
olugan kiime z \ y olarak yazilir ve “x fark y” olarak okunur. Demek ki tanim
geregi,

z\y={z€x:2¢vy}

olur. Hemen bir ornek verelim:
x={1,2,3,4} ve y ={2, 4, 6,8}

ise z \ y = {1, 3} kiimesidir. Bunun resmi agagida.

x ve y kiimeleri

x\y

Bagka ornekler:

Z \ N, negatif tamsayilar kiimesidir.

N\ {n? : n € N}, tamkare olmayan dogal sayilar kiimesidir.

N\ 2N, tek dogal sayilar kiimesidir. Ama Q \ 2Q = () ve R\ 2R = § olur.

N\ 3N, 3’e tam boliinmeyen dogal sayilar kiimesidir.

N\ (2N \ 14N) kiimesi ya tek ya da 14’e tam bdélinen dogal sayilardan
olugur, yani (2N + 1) U 14N kiimesidir.

(N\3N)\ (3N +2), 3’e boliindiigiinde kalanin 1 oldugu dogal sayilar kiime-
sidir, yani 3N + 1 kiimesidir.

R\ Q, irrasyonel sayilar kiimesidir.

Q\R = 0 olur.
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Biraz daha diigstindiiriicii ti¢ 6rnek sunalim:

N\ (2NUSNUSNU7NUIINUI3NU...) = {1},
) (Z\pz)={1,-1}

p asal

U p»z=2\{1,-1}.

p asal

Kiime ¢ikarmasinin tablosu goyle:

x
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

Kanitlamas: kolay birkag 6zellik: Her x, y ve 2z kiimesi i¢in

z\D =z
z\yCuz
z\z=10

olur. Bunlarin kanitini okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Aligtirmalar

3.47. Yukaridaki esitlikleri kanitlayin.

3.48. A, B, C kiimeleri igin, (AN C)\ (BNC) C (A\ B) N C igindeligini kamtlayin. Esitlik
olmak zorunda midir?

3.49. Ny Co(AND X kiimesi hangi A kiimeleri i¢in bogkiime olmaz?

3.50. X C N olsun. Her n > 1 dogal sayisi i¢in X,, = X\ {0, 1, ..., n — 1} tammmim yapahm.
() Xn = 0 esitligini kamtlayin. | J, -, X» kiimesini bulun. Genel olarak bir & > 1 dogal
sayist igin | J,,, Xn kiimesini bulun.

3.51. X\ U,/ Vi :_miEI(X \Yi) ve X\ ;s Yi = U (X \ Y2) esitliklerini kanitlayin.

3.52. Her n € N i¢in bir X,, kiimesi verilmig olsun.

Xn= ) Xm

m>n
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tanimini yapalim. X;,, her m > n igin X,,,’de olan elemanlardan olusur. X, C X;
onermesini kanitlaym. X =, X, olsun. X kiimesinin, “belli bir asamadan sonra” tiim
X, ’lerde olan elemanlardan olugtugunu kanitlayin.
Eger X, = N\ {n} ise X, ve X kiimelerini bulun.
Eger X, =N\ {n,n+1, ..., n?} ise X, ve X kiimelerini bulun.
Eger her n i¢in X,,41 C X, ise X/, ve X kiimelerini bulun.
Eger her n icin X,, C X,,4+1 ise X, ve X kiimelerini bulun.
3.53. Her n dogal sayisi i¢in bir X, kiimesi verilmis olsun.
X, =J X»

m>n
olsun. X, bir m > n icin X,’de olan elemanlardan olusur. X,+; C X, Onermesini
kamtlaym. X =", X,, olsun. X kiimesinin, sonsuz sayida n dogal say1s1 igin X,, kiime-
sinde olan elemanlardan olugtugunu kanitlayin.
Eger X,, = N\ {n} ise X,, ve X kiimelerini bulun.
Eger X, =N\ {n, n+1, ..., n?} ise X, ve X kiimelerini bulun.
Eger X, = {n,n+1,...,n?} ise X}, ve X kiimelerini bulun.
Eger her n i¢in X,,41 C X, ise X/, ve X kiimelerini bulun.
Eger her n igin X,, C X,,11 ise X}, ve X kiimelerini bulun.

3.6 Tumleyen

Eger A diye bir kiime Onceden verilmisse, kimileyin, A’nin bir z altkiimesi
i¢in, A\ x yerine z¢ yazilir. ¢ kiimesine x’in (A’daki) timleyeni adi verilir.
Tiimleyenin tablosu soyle:

T | x
0] 1
110

Ornegin eger A = N ve p € N ise, (pN)¢, p sayisma tam bolilnmeyen dogal
sayilar kiimesidir. 1 diginda her dogal say1 bir asala boliindiigiinden,

U N ={1}
pasal

olur.
O zaman A'min her z ve y altkiimeleri igin su 6zellikler gegerlidir:

()" = =,
(zNy)®=a“Uys
(xUy) =z Ny°.

Son ikisine De Morgan é6zelligi denir. Tabii x%nin anlam1 A’ya gore degisir;
bu yiizden bu yazihmi kullanirken dikkatli olmak gerekir. Bazen z¢ yerine z’
kullanildig: da olur.
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Eger (A;)icr bir A kiimesinin altkiimelerinden olugan bir ailesiyse, o za-
man,

C

el i€l

(&
Ua) =N
iel el

esitlikleri gecerlidir. Kanitlar gene okura birakilmigtir.

3.7 Kumelerle i§lemler

N, Z, Q ve R kiimeleri iizerine toplama, ¢ikarma, ¢arpma gibi iglemlere agina-
y1z. Toplama, ¢ikarma, ¢garpmanin her biri ikili bir islemdir, ¢iinkii bu iglemlerin
yapilabilmesi i¢in iki sayiya ihtiyag vardir. Ama mesela “kare alma” iglemi birli
bir iglemdir, ¢iinkii tek bir saymin karesi almir. Karekok alma, RZ9 kiimesi
iizerine (N, Z, Q=° ya da R iizerine degil) birli bir iglemdir.

A bir kiime olsun. Kesigim, bilegim ve fark, p(A) tizerine ikili iglem 6rnek-
leridir, yani z, y € p(A) ise,

Ny, zUy, z\y

kiimeleri de p(A) kiimesinin elemanlaridir. Yukarida goérdiigiimiiz tiimleme ise
©(A) tizerine “birli bir iglem”dir, ¢iinkii tek bir kiimenin tiimleyeni alinir. Biraz
ileride 3.59’uncu alistirmada p(A) kiimesi iizerine xAy diye (simetrik fark adi
verilen) bir bagka ikili igslem tanimlayacagiz.

Notlar ve Ornekler

3.54. ©<>°(A), elemanlar1 A’nin sonlu altkiimelerinden olugan kiime olsun. Kesigim, bilegim
ve fark, p<>°(A) iizerine birer iglemdir ama eger A sonsuzsa, tiimleme p<°°(A) kiimesi
iizerine bir iglem degildir, ¢linkii o zaman sonlu bir kiimenin A’daki tiimleyeni sonsuzdur,
dolaysiyla <*°(A) kiimesinde degildir.

A bir kiime olsun. *, p(A) lizerine herhangi bir ikili iglem olsun. A C p(A) olsun. Eger
her X,Y € Aicin X %Y € A ise, 0 zaman .A’'nin x iglemi altinda kapali oldugu sdylenir.

3.55. Eger X C A ise

{X}, {0, X} ve {0, X, A}
kiimeleri kesisim ve bilegim altinda kapalidir. {0, X} kiimesi fark alma iglemi altinda da
kapalidir, ama digerleri genellikle degildir. Ama

{0, X, X°, A}

kiimesi tiimleme, kesigim, bilegsim ve fark alma islemleri altinda kapalidir.
3.56. Eger X, Y C A ise,
{X NY, X, Y} kiimesi kesisim islemi altinda,
{X,Y, X UY} kiimesi bilesim iglemi altinda,
{X,Y, XNY, X UY} kiitmesi hem kesigim hem de bilegim islemi altinda kapalidir.
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3.57.

3.58.

3. Bilesim, Kesisim, Fark

A, bir r gergel sayis1 igin R'nin (r, 00) araligini igeren altkiimelerinden olugsun. A, bilesim
ve kesigim iglemleri altinda kapalidir. (Ama sonsuz sayida kiimenin kesigimi A’da olma-
yabilir.)

A, bir £ > 0 sayisi i¢in, R'nin (—e, ¢) araligini igeren altkiimelerinden olugsun. A kiimesi
bilegim ve kesigim iglemleri altinda kapalidir.

Aligtirmalar

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

3.63.

x ve y kiimeleri igin,

Ay = (z\y)U(y\ =)
olarak tanimlansin. xAy kiimesine z ve y’nin simetrik fark: adi verilir.
Simetrik farkin tablosunun agagidaki gibi oldugunu gosterin.

a. Ay = (zUy)\ (xz Ny) esitligini gosterin.
b. Eger z, y C Aise x Ay = (zNy°) U (x° Ny) esitligini kanitlayn.
c. Her z, y, z kiimesi i¢in agagidaki esitlikleri kanitlayin:
e Birlesme Ozelligi: (zAy)Az=zA(yAz). (ipucu: Tablo yapmaniz 6neririz,
aksi halde kamt iginden gikilmayacak kadar karmagik gelebilir.)
e Etkisiz Elemanin Varhigi: t A =z =0Ax.
o Involiitif Islem: z Az = 0.
e Degisme Ozelligi: z Ay =y Ax.
e Dagilma Ozelligi: z N (yAz) = (zNy) A(zN2).
d. Hangi kogulda z Ay = x olur?
e. Hangi kogulda x Ay =z Uy olur?
f. Hangi kosulda = Ay C z olur?

A bir kiime olsun. A, A’nin tiimleyeni sonlu olan altkiimelerinin kiimesi olsun. A’nin
bilegim ve kesigim iglemleri altinda kapali olduklarini gdsterin.

A bir kiime olsun. I bir gostergeg kiimesi olsun. Her ¢ € I igin A; C p(A), kesigsim
(bilesim) altinda kapali olsun. (),_; A; kiimesinin kesigim (bilegim) altinda kapali oldu-
gunu kanitlayin.

A herhangi bir kiime olsun. X, Y C A olsun. p(A)nin X’i ve Y’yi igeren ve bilesim,
kesisim, fark ve tiimleme iglemleri altinda kapali en kiigiik altkiimesinin en fazla kag
elemanli olmasi gerektigini bulun. Bu aligtirmay iki altkiimeden n kiimeye genellestirin.

i€l

X bir kiime olsun. e, p(X) tizerine herhangi bir ikili islem olsun.

a. o ve o', p(X)’in e islemi altinda kapali iki altkiimesi olsun. o N ¢’ kiimesinin de
e iglemi altinda kapali oldugunu kanitlayin.

b. 0 # > C p(X) altkiimesi su 6zelligi saglasin: Eger o € > ise, o kiimesi o iglemi
altinda kapalidir. (Y kiimesinin de (yani ) ’daki kiimelerin kesigiminin de) e
islemi altinda kapali oldugunu kanitlayin.
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3.64. X bir kiime olsun. Eger A1, As, ..., Ay kiimeleri X’in birbirinden ayrik ve bog olmayan
altklimeleriyse ve hepsinin bilegimi X ise,

{A1, Az, ..., Ak}
kiimesine X’in parc¢alanigy adi verilir. Bu durumda,
X=AUAU. . . UA= || A
i=1,...,k
yazilir. £ = 1 i¢in bog olmayan her kiimenin tek bir pargalanisi vardir.
a. X, n elemanl bir kiime olsun. k£ = 2 igin, X’in kag parcalanigi vardir?
b. X, n elemanl bir kiime olsun. k = 3 i¢in, X’in ka¢ parcalanigi vardir?

3.65. Eger X sonlu bir kiimeyse, | X|, X’in eleman sayisin simgelesin. A1, A, ..., A, sonlu
kiime olsunlar. Asagidaki esitlikleri kanitlayn:

a. |A1UA2|:|A1‘+|A2|—‘A10A2|.
b. |A1UA2UA3|:|A1|+|A2|+‘A3|—‘AlﬂA2|—|A2ﬁA3‘—|A30A1|+|A1ﬂA20A3|.

c. Yukaridaki sorulari |[A;U...UA,| igin genellestirin. (Kitabin 9.2’nci altbdliimiinde
ve sayfa 247’deki “Final Smavi”nin birinci kisminda yaniti iki degisik yontemle
buluyoruz.)

3.66. Her n, m € N i¢in Oyle A, » C R kiimesi bulun ki,

U(Nen) 20 (User)
olsun.
3.67. Npen(2"Z+ (14+2+4+---+2""1)) kiimesinin elemanlarin bulun.
3.68. p > 2 bir dogal say1 olsun.
N E"z+0+p+p°+--+p""))
n€eN

kiimesinin elemanlarimi (ya da elemanini) bulun. (Varsa tabii!)

3.8 Limsup ve Liminf*

Bu boliimdeki bilgiler bu kitapta esashi bir bigimde kullanilmayacaktir, do-
layisiyla ilk okumada atlanabilir.

(A )nen bir kiime dizisi olsun. Bu dizinin limsup ve liminf’ini g6yle ta-
nimlayalim:

a € limsup A,, & her m igin 6yle bir n > m var ki a € A,,.
a € liminf A,, < 6yle bir m var ki her n > m igin a € A,,.

Aligtirmalar
3.69. limsup A, kiimesinin, sonsuz sayida n gostergeci i¢in A, ’de bulunan elemanlardan olus-
tugunu kanitlayin.

3.70. liminf A, kiimesinin, sonlu tane n diginda tiim A,, kiimelerinde bulunan elemanlardan
olustugunu kanitlayn.
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3.71.
3.72.
3.73.
3.74.

3.75.

3.76.

3.77.

3.78.

3.79.

3.80.

3.81.

3. Bilesim, Kesisim, Fark

liminf A,, C limsup A, i¢indeligini kanitlaymn.

liminf A, = U, cn(Myen An) esitligini kanitlaym.

limsup An = (,,en(U,en An) esitligini kanitlayin.

limsup A,, ve liminf A,, kiimelerinin dizinin ilk 1 milyon teriminden (mesela!) bagimsiz
olduklarini kanitlayn.

Agagidaki kiimeleri karsilagtirin. Hangileri hangilerinin altkiimesidir ve esitlik saglanir
mi?

a. limsup(A4, U By,) ve limsup A,, Ulimsup B,.

b. limsup(A, N By) ve limsup A, N limsup Bi,.

c¢. liminf(A4, U By) ve liminf A,, Uliminf B,.

d. liminf(A, N By) ve liminf A, Nliminf B,,.

liminf(A$) = (limsup A,)°. Not: Burada tiimleyen islemi, tiim A, ’leri iceren herhangi
bir kiimede hesaplanmalidir.

Eger liminf A,, = limsup A,, ise, lim A,, = liminf A,, = limsup A,, tanimim yapalim.

a. Eger (An)nen dizisi artansa (yani her n igin A, C Ap41 ise)

lim A, = | J An
neN
egitligini kanitlayin.

b. Eger (An)nen dizisi azalansa (yani her n igin A, D A,y1 ise)

lim A, = (] An

neN
esitligini kanitlayin.
Asagidaki dizilerin lim sup, liminf ve limitini (eger varsa) hesaplayin:
a. Her nigin A, = {z € N:n <z <2n}.
b. Eger n giftse A, = [0,n], eger n tekse A, = [—1/n,0].

Bir okulun 100 6grencisi var. Bu ogrenciler 1’den 100’e kadar dogal sayilarla numara-
landirilmiglar. Okulda 100 tane de dolap var. Dolaplar da 1’den 100’e kadar numara-
landirilmiglar. Dolaplar baslangicta kapali. Ogrenciler teker dolaplarm bulundugu odaya
giriyorlar ve her biri kendi numarasinin bir kati olan dolaplar1 aciksa kapatiyor, kapaliysa
aglyor. Ornegin 3 numarali 6grenci 3, 6, 9, ..., 99 numarali dolaplara miidahale ediyor,
bu dolaplar agiksa kapatiyor, kapaliysa agiyor. Tiim 6grenciler bu dolap agip kapama
iglemini yaptiktan sonra, odada hangi dolaplar agik kalir?
Bir okuldaki 6grenciler dogal sayilarla numaralandirilmiglar. (Ne kadar dogal say1 varsa o
kadar 6grenci var! Yani sonsuz sayida 6grenci var.) Okulda ayni zamanda dogal sayilarla
numaralandirilmig dolaplar var. Dolaplar baglangigta kapali. ogrenciler dolaplarin bu-
lundugu odaya teker teker girip bir énceki sorudaki iglemi yapiyorlar. Ogrencilerin odaya
1, 2, 3, ... srasiyla girdiklerini varsayalim. Bir 6nceki soruyu yapmigsaniz, bu islem bit-
tikten sonra sadece tamkare numarali dolaplarin agik kaldigimi biliyorsunuzdur. A,,,
n’inci 6grenci odaya girdikten hemen sonra agik olan dolaplarin numaralarindan olugan
kiime olsun. Pozitif dogal say1 kiimesine S diyelim. Ay = () elbette (heniiz hig 6grenci
girmemis, tiim dolaplar kapali). Ayrica Ay =S ve Az = 2S + 1. Genel olarak, her n € S
icin

Ap =[An—1 N (NS)°| U [A5 1 NnS]
esitligini gosterin. lim inf A,, kiimesinin S’deki tamkarelerden olustugunu gosterin.
Sonsuz Sayida Topla Bir Fantezi (sayfa 183) adli okuma parcasini okuyup burada an-
latilanla baglantisini kurun.
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3.9 Kimenin Kapanis: ve Igi*

Daha ileri seviyede matematikte sik sik kullanilan ¢ok temel bir kavrami
tanitacagiz bu altboliimde. Ama kitabin ileri agamasinda kullanmayacagimiz-
dan, ilk okumada bu altboltim atlanabilir.

X bir kiime olsun. X’in baz altkiimelerine “kapalr altkiime” diyelim.
X’in hangi altkiimelerinin “kapali” olduklarini bilmiyoruz belki ama “kapali”
diye nitelendirdigimiz altkiimelerin su iki 6zelligi sagladiklarini varsayalim:

K1. X her zaman kapali bir altkiimedir.

K2. Sonlu ya da sonsuz sayida kapali altkiimenin kesigsimi gene kapalidir,
yani kapalilik 6zelligi (sonlu ya da sonsuz) kesigim altinda kapalidir.

Notlar ve Ornekler

3.82. Kapali araliklara “kapali” diyelim. K1 ve K2 ozelliklerinin dogrulandigini kanitlayn.
(Kapali araliklarin kesigiminin gene kapali bir aralik oldugu ¢ok kolay olmayabilir.)

3.83. Ug noktalar: kesirli say1 ya da +oco olan kapali araliklara “kapali” diyelim. K2 6zelliginin
dogru olmadigin1 gdsterin.

3.84. X, herhangi bir kiime olsun.

a. Sadece X kapali olsun.

b. Sadece X ve () kapali olsun.

c. Her altkiime kapali olsun.

d. A ve B, X’in herhangi iki altkiimesi olsun. Sadece AN B, A, B ve X altkiimeleri
kapali olsun.

e. Sadece X ve X'in sonlu altkiimeleri kapali olsun.

Her bir 6rnekte K1 ve K2 ozellikleri saglanir.

3.85. X, bildigimiz diizlem olsun. A C X olsun. Eger A'nin her P ve @ noktalar1 i¢in PQ
dogru pargast A'nin bir altkiimesiyse, A’ya kapali ya da matematiksel adiyla digbiikey
adini verelim. X kapali bir altkiimedir elbette. Ayrica eger (A;)ier bir digbiikey kiimeler
ailesiyse, o zaman bu ailenin kesigimi olan (),_; A; kiimesi de digbiikeydir. Bunu bir
sonraki gekilde gosterdik.

icl

Disbiikey kiimelerin kesisimi digbtikeydir.

Demek ki diizlemin digbiikey altkiimeleri de K1 ve K2 6zelliklerini sagliyorlar.

3.86. X herhangi bir kiime ve A, X’in bir altkiimesi olsun. X’in A’y1 igeren altkiimelerine
“kapali” diyelim. O zaman K1 ve K2 ozellikleri saglanir. Bir bagka ornek: Sadece X
kiimesi ve A’nin altkiimeleri kapali olsun; bunlar da K1 ve K2 6zelliklerini saglarlar.
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En 6nemli 6rnegi vermeden 6nce bir uyari: Fonksiyonun tanimini bilmeyenler asagidaki
ornegi simdilik atlasinlar, bir sonraki boliimii okuduktan sonra geri dénstinler.

3.87. X herhangi bir kiime, f : X x X — X herhangi bir iglem ya da fonksiyon olsun. Ornegin
X =R ve f, toplama, ¢ikarma, carpma gibi iglemler olabilir. Eger X’in bir A altkiimesi,
a,be A= f(a,b) € A

Ozelligini sagliyorsa A’ya f iglemi altinda kapali altkiime diyelim. K1 ve K2 &zellikleri
bu kiimeler icin saglanir.

Not 1. Ornek 3.85’1 birden fazla fonksiyona ve herhangi bir n dogal sayis1 icin
(7.5 incii boliimde tanimlanan) X™ kartezyen ¢arpimindan X’e giden fonksi-
yonlara genellestirebiliriz.

Not 2. Sadece K2’yi saglayan altkiimelere X’i de eklersek hem K1’i hem de
K2’yi saglayan bir altkiime ailesi bulmus oluruz.

Not 3. Aslinda kapali kiimelerin yukaridaki iki ¢zellik diginda, genellikle, bir
de su iki 0zelligi saglamalar: istenir:
K3. () kapahdir.
K4. Iki (ya da sonlu sayida) kapali kiimenin bilesimi yine kapalidir.
Ama biz verdigimiz ilk iki 6zellikle idare etmeye caligacagiz.

Orneklerden de goriildiigii iizere, kesigim altinda kapali kiime ailelerine
matematikte ¢ok sik rastlanir. Bu tiir kiimeler i¢in, agagidaki teoremde tanim-
layacagimiz “kapanig” adi verilen ¢ok 6nemli bir kavram vardir. (Teoremin
onermesi kanitindan daha uzun olduguna gére bayagi 6nemli bir kavram ol-
mali!)

Teorem 3.1. X bir kume olsun. X in bazi altkimelerine “kapaly altkiime”
diyelim ve “kapaly” olarak nitelendirdigimiz altkumeler tizerine su varsayimlar:
yapalim:
K1. X kapalr bir altkimedir.
K2. Sonlu ya da sonsuz sayrda kapale altkiimenin kesisimi gene kapalidur.

A C X ise, A’y altkiime olarak iceren en kiciik bir kapale altkiime vardar.
Yani dyle bir A C X varder ki,
i. AC A,
ii. A kapaldar,
iii. C kapaliysa ve A C C ise A C C olur.

Ayrica A, A’y iceren tim kapalr altkiimelerin kesisimidir.

Kanit: K1 ozelliginden dolayr A’y1 iceren kapali bir kiime vardir. A, A’y1
iceren tiim kapali altkiimelerin kesisimi olsun. A elbette A’y1 icerir. Ayrica
K2 ozelliginden dolayr A kapalidir. Boylece i ve ii kanitlanmis oldu. iii, A
kiimesinin tanimini dogrudan bir sonucudur. O

Yukarida tanimlanan A kiimesine A'nin kapanis: adi verilir. Bazen A
yerine, yazmasi daha kolay ve daha pratik oldugundan, cl(A) olarak yazilir.



3.9. Kiimenin Kapanis ve igi* 57

A’nin kapanigi, elbette, hangi kiimelerin “kapali” olarak nitelendirildigine gore
degisir.
Teoremi hemen uygulayabiliriz:

Sonug 3.2. Ejer A diizlemin herhangi bir altkimesiyse, dizlemin A’ys iceren
en kiigiik bir A disbiikey altkiimesi vardir. (Bu altkiimeye A’nan digbiikey

zarfu denir.)

A kiimesi, bir dikdortgen,
bir daire ve bir noktadan olusuyor.

A kiimesinin disbiikey zarfi.

Onsav 3.3 (Kapamgin Ozellikleri). Teorem 3.1°deki tanimlarla su ozellikler
gecerlidir:

i. AC B ise A C B olur.

ii. A’nan kapalr olmasi icin A = A esitligi gerek ve yeter kosuldur.

iii. A= A.

iv. cl(N; 4i) €N, 4; olur ama esitlik dogru olmayabilir.

v. U, 4i Ccl(U; 4i) olur ama esitlik dogru olmayabilir.

vi. Eger iki kapal kiimenin bilesimi gene kapaliysa, o zaman,

cl(AUB)=AUB
olur.

Kamt: i. A C B C B oldugundan, A C B olur. B kapal bir altkiime
oldugundan, A'nin kapanisi B kiimesinin altkiimesidir.
ii. Eger A kapaliysa, A elbette A’y1 iceren en kiiciik kapall altkiimedir. Ote
yandan A kapali oldugundan, A = A ise A kapaldir.
iii. A kapali bir kiime oldugundan, bir 6nceki kalemde, A yerine A almak
yeterli.
iv. Her i icin A; C A; oldugundan, M, A € ﬂzz olur. Ayrica, her i icin A;
kapali oldugundan, N; 4; de kapali bir kiimedir. Son iki tiimceden cl (), A;) C
N, Ai gikar.

Esitligin dogru olmayabilecegini gosterelim. X, en az iki elemani olan bir
kiime olsun ve sadece () ve X altkiimeleri kapali olsun. Her x € X igin,

Ay = X\ {z}

olsun. O zaman her z i¢in cl(4,) = X ve [, cl(A;) = X olur. Ama o zaman,

cl(N, Az) = cl(0) = 0 # X olur.
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v. Her i gostergeci igin gegerli olan A; C |J; Ai C cl (U, 4:) icindeliginden ve
cl (U; Ai) kiimesinin kapali olugundan,

mea(us)

¢ikar. Bundan da istenen sonug elde edilir.

Esitligin dogru olmayabilecegini gosterelim. X, en az ii¢ elemani olan bir
kiime olsun. a, b € X iki degisik eleman olsun. X’in kapal kiimeleri 0, A = {a},
B = {b} ve X olsun. O zaman A= A, B= B ve cl(AUB) = X # AUB olur.
vi. Bir 6nceki kaleme gére, A C A ve B C B oldugundan, AUB C AUB
olur. Iki kapali kiimenin bilesiminin kapali oldugunu varsaydigimizdan, bundan
cl(AU B) C AU B cikar. O

Acik Kiimeler ve Bir Kiimenin igi. Kapanigin bir de “diial” kavrami
vardir.

X bir kiime olsun. X’in baz altkiimelerine “acik altkiime” diyelim. X’in
hangi altkiimelerinin “acik” olduklarini bilmiyoruz ama “agik” diye nitelen-
dirdigimiz altkiimeler {izerine su varsayimlar: yapalim:

A1. () agik bir altkiimedir.
A2. Sonlu ya da sonsuz sayida acik altkiimenin bilegimi gene aciktir, yani
agiklik (sonlu ya da sonsuz) bilegim altinda kapalidir.

Not: Aslinda genellikle acik kiimelerin yukaridaki iki 6zellik disinda genellikle
bir de su iki 6zelligi saglamalar istenir:
A3. X aciktir.
AA4. Iki (va da sonlu sayida) agik kiimenin kesigimi yine agiktr.
Ama biz verdigimiz iki Ozellikle idare etmeye ¢alisacagiz.

Ornek 3.88. Eger X’in “kapali altkiime” olarak adlandirilan bazi altkiimeleri K1 ve K2
ozelligini sagliyorsa, bu kapali altkiimelerin X’te tiimleyenleri A1 ve A2 6zelliklerini saglar.
Bunun tersi de dogrudur: Eger X’in bir altkiime ailesi A1 ve A2 6zelliklerini sagliyorsa, o
zaman bu altkiimelerin tiimleyeni K1 ve K2 o6zelliklerini saglar. Aym gey, A1-A4 ve K1-K4
ozelliklerini saglayan altkiimeler icin de gegerlidir.

Dolayisiyla kapali kiimeler i¢in kanitlanan her énermenin agik kiimeler icin
bir muadili vardir. Teorem 3.1’in muadili asagida.

Teorem 3.4. X bir kume olsun. X in baz altkuimelerine “a¢ik altkiime” di-
yelim. “A¢ik” olarak nitelendirdigimiz altkimeler tzerine su varsaywmlar: ya-
palim:

A1l. ) agik bir altkimedir.

A2. Sonlu ya da sonsuz sayrda agik altkimenin bilesimi gene aciktar.

A C X ise, A’nwn en biyik agik altkimesi vardwr. Yani oyle bir A° C X vardar
ki,
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i. A°C A,
ii. A° acgiktor,
iii. B aciksa ve B C A ise B C A° olur.
Ayrica A°, A'nin tim acik altkimelerinin bilesimidir.

Kanit: Okura birakilmigtir. 0

A° kiimesine A’nin 4¢i adi verilir. A'min i¢i bazen intA olarak da yazildig
olur.






4. Fonksiyon

4.1 Tanim

Fonksiyon kavraminin matematigin en 6nemli kavramlarindan biri oldugunu
soylemek fonksiyon kavramina biiylik haksizlik olur. Fonksiyon kavrami, ma-
tematigin en onemli kavramlarindan biri degil, matematigin en 6nemli kav-
ramidir. Kiime kavrami harig, o da belki... Bilimin b’sinin girdigi her yerde
fonksiyona rastlanir.

Herhalde asagidakine benzer sekilleri egitim hayatiniz boyunca sik sik gor-
miigsiiniizdiir.

Bir fonksiyon resmi

Soldaki yumurta bir kiimedir. Sagdaki domates de... I¢indeki noktalar kiime-
lerin elemanlaridir. Soldaki yumurtanin her elemani sagdaki domatesin bir
elemanina bir okla “gonderilmistir”.

Burada, X kiimesinden Y kiimesine giden bir f fonksiyonu sekledilmis-
tir. Sol taraftaki X kiimesinin dort elemani vardir: a, b, ¢ ve d. Cogu zaman
acikca sOylenmez ama bu elemanlarin birbirinden degisik olduklar1 varsayilir.
Sag taraftaki kiimeninse beg elemani vardir: 1, 2, 3, 4, 5.

f, sol taraftaki kiimenin her elemanim sag taraftaki kiimenin bir elemani-
na gonderen bir “kural”dir. Ornegin X kiimesinin a ve b elemanlar1, f kurali
geregince, Y'nin 1 elemanina giderler. Bu,

fla) = f(b) =1

olarak gosterilir. Aymi bigimde, f(c¢) =4 ve f(d) = 5 yazilr.

Y ’nin 2 ve 3 elemanlarina X ten hicbir eleman gitmiyor. Bu hig sorun edil-
mez. X'ten Y’ye giden bir fonksiyon Y 'nin her elemanina dokunmak zorunda
degildir.
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Bu ilk érnekte de oldugu gibi, X’in iki ayr1 elemani (a ve b elemanlari)
Y’nin ayni elemanina (1 elemanina) gidebilir. Hatta X kiimesinin biitiin ele-
manlar1 Y kiimesinin ayni elemanina gidebilir. Bu tir fonksiyonlara sabit
fonksiyon denir.

Sabit 3 fonksiyonu

X kiimesinden Y kiimesine giden bir fonksiyonda 6énemli olan, X’in her
elemaninin, tanimlanan kural geregince, Y 'nin tek bir elemanina gonderilme-
sidir.

Ornegin agagidaki sekildeki kural bir fonksiyon tanimlamaz. Ciinkii burada
X kiimesinin a eleman1 Y kiimesinin iki ayr1 elemanina (1’e ve 3’e) gonderil-
mekte. Fonksiyonun tanimi bunu yasaklar.

Bir monksiyon

Dileyen, yukaridaki sekildeki “sey”e baska bir ad bulabilir, érnegin “cok
degerli fonksiyon” ya da “monksiyon” gibi. Ama bu “sey” kesinlikle bir fonk-
siyon degildir.

Asagidaki sekildeki sey de bir fonksiyon degildir. Ciinkii bu kez X kiimesi-
nin b elemani Y 'nin higbir elemanina génderilmemis. Fonksiyonun tanimi bunu
da yasaklar. X ten Y’ye giden bir fonksiyon X’in her elemanin Y ’nin bir (ve
bir tek) elemanina géndermeli.

Bir baska monksiyon

Bir X kiimesinden bir Y kiimesine giden bir f fonksiyonu,
f: X—Y

olarak ve eger f fonksiyonu X kiimesinin x elemanini Y kiimesinin y elemanina
gonderiyorsa bu,
fle)=y, fe=yyada f:z—y
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olarak gosterilir. f(x) = y ise y elemanina z’in f-gorintisd, f-imgesi ya
da f altinda degeri denir. (Trafigi de ters olan Ingiltere ve baz iilkelerin
matematikgileri bazen fx =y yerine x f = y yazarlar. Bu yazilim aslinda daha
pratiktir, ama alisgkanliklarimizdan kolay kolay kurtulamiyoruz ne yazik ki.)

X kiimesine f fonksiyonunun tanim kiumes: ya da kalkis kiimesi, Y
kiimesine de deger kiimesi ya da varis kiimesti adi verilir.

Ornegin, f(z) = 22 kural, tamsayilar kiimesi Z’den gercel sayilar kiimesi
R’ye giden bir fonksiyondur. Elbette f(—2) = f(2) = 4 olur.

Ama ayni f(z) = 22 kurah bize Z kiimesinden gene Z kiimesine giden bir
bagka fonksiyon verir. Ve hatta ayni kural bize Z kiimesinden dogal sayilar
kiimesi N’ye giden bir bagka fonksiyon verir. Ve hatta ayni kural bize R kiime-
sinden gene R kiimesine giden bir bagka fonksiyon verir. Ve hatta ayni kural
bize R kiimesinden negatif olmayan gercel sayilar kiimesi RZ? kiimesine giden
bir bagka fonksiyon verir...

Bir bagka deyisle, fonksiyon kavramimin taniminin iginde (fonksiyonun ku-
ralindan bagka) bir de fonksiyonun tanim ve deger kiimeleri vardir. Kural
degismese de, tanim ve deger kiimeleri degistiginde fonksiyonun da degistigi
kabul edilir. Yani bir fonksiyon sadece bir kural degildir, fonksiyon taniminin
icinde fonksiyonun kurali vardir, dogru, ama ayni zamanda tanmim ve deger
kiimeleri de vardir.

Bir fonksiyonu,

1. Tanim (kalkig) kiimesi,
2. Deger (varig) kiimesi,

3. Tanim kiimesinin her elemani i¢in deger kiimesinin tek bir elemanini
veren bir “kural”

gibi bir ticli olarak tamimlayabiliriz. Ama agiz aliskanhgiyla ve kolaylik olsun
diye, kimi zaman sadece kural soylenir, tanim ve deger kiimelerinin s6ylenme-
den bilindikleri varsayilir.

Ozetle, X kiimesinden Y kiimesine giden bir fonksiyon, X kiimesinin her
elemaninmi Y kiimesinden tek bir elemana gotiiren bir kuraldir.

X kiimesinden Y kiimesine giden fonksiyonlardan olugan kiime Fonk(X,Y")
ya da YX olarak yazilir. Bazi kitaplarda XY olarak yazildig1 da olur.

Notlar ve Ornekler
4.1. \/z sayis1, yani 2’in karekokii, y* = x esitligini saglayan negatif olmayan yegane y gercel
sayis1 olarak tanimlanir. Yani,
Ve=yey =zvey>0.

Tanimdan dolay1 y/z diye bir sayinin olmasi igin z > 0 olmahdur.
f(x) = /x kuraly, gergel sayilar kiimesi R’den gergel sayilar kiimesi R’ye giden bir fonk-
siyon tanimlamaz, ¢iinkii negatif gercel sayilarin karekokii yoktur (ya da R’de degildir
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4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4. Fonksiyon

bu karekok.) X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X’teki her elemam Y’deki bir elemana
gondermeli.

Ote yandan, aym kural, negatif olmayan gercel sayilar kiimesi RZ%’den R’ye bir fonksiyon
tanimlar.

Yukaridakine benzer bir nedenden, f(z) = 1/x kurali, gergel sayilar kiimesi R’den gergel
sayilar kiimesi R’ye giden bir fonksiyon tanimlamaz (0’in goriintiisii yok.) Ote yandan
f(x) = 1/x kural, R”° kiimesinden R kiimesine (R~ kiimesine de) giden bir fonksiyon
tamimlar. Aym kural, R\ {0} kiimesinden R’ye giden bir bagka fonksiyon tanimlar.
f(x) = £z kurall da R’den R’ye giden bir fonksiyon tamimlamaz, ¢inkii f(z) tek bir
deger olmali. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X kiimesindeki her eleman1 Y kiimesinden
tek bir elemana gondermeli.

Ote yandan, f(z) = {x, —z} kurah R kiimesinden R’nin (en fazla iki elemanl) altkiime-
ler kiimesine (ya da p(R) kiimesine) giden bir fonksiyon tanimlar.

Tamkisim. Eger x bir gercel sayiysa, n < x < n + 1 esitsizligini saglayan bir ve sadece
bir tane n tamsayisi vardir. Bu n tamsayisi [z] ya da |z | olarak yazilir ve bu tamsayiya
z’in tamkisma adi verilir. Ornegin,

[2,3] =2, [0,25] =0, [—4,5] = =5, [6] =6, [-4] = —4.

Tamkisim, R’den R’ye ya da R’dan Z’ye giden bir fonksiyon olarak goriilebilir.
f :R — R fonksiyonu, f(z) = 2* + 2 — 3 kurahyla tamimlanmig olsun. O zaman,

(
f) =) +1-3=—1,
f=D) = (=1)?+(-1) -3 = -3,
f(V2)=v2-1,
fm)y=n+m -3,

11 9
f(1/2)21+§_3:_17
f) =y’ +y—3f(z)=2"+2-3,
ft)y=t*+t-3,
fz+1)=@+1)>+@x+1)-3=2"+3z—1,
fety) =@+y)’+@+y)-3=2"+y" +20y+a+y-3

olur.

Herhangi bir kiimeden bir elemanli bir kiimeye giden tek bir fonksiyon vardir: Sabit
fonksiyon.

Bosfonksiyon. Bog olmayan bir kiimeden bogkiimeye giden bir fonksiyon yoktur. Ama
bogkiimeden bir bagka kiimeye giden tek bir fonksiyon vardir: Bogfonksiyon. Ama bu
son dedigimize fazla takilmayin.

n elemanli bir kiimeden m elemanli bir kiimeye giden kag fonksiyon vardir?

Eger n = 0 ise tek bir fonksiyon vardir, bunu bir 6nceki maddede gordiik: Bogfonksiyon.
Eger n = 1 ise, yani tanim kiimesinin tek bir elemani varsa, fonksiyon sayis1t m’dir;
clinkii tanim kiimesinin tek elemanini m elemanli deger kiimesinin herhangi bir ele-
manina gotiirebiliriz.

Eger n = 2 ise, tanim kiimesinin iki elemanini, deger kiimesini m elemanindan herhangi
ikisine gotiirebiliriz; tanim kiimesinin “birinci” elemani i¢in m, ikinci elemani i¢in de m
secenegimiz var; bdylece toplam m? fonksiyon elde ederiz.

Genel olarak, n > 0 elemanl bir kiimeden m elemanl bir kiimeye toplam m™ tane
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4.10.

4.12.

4.13.

4.14.

fonksiyon vardir. Eger 0° = 1 varsayimini yaparsak (ki ¢ok sik yapilir bu varsayim), o
zaman m” yanit1 tanim ve deger kiimeleri bogkiimeyken de gecerlidir.

max ve min Fonksiyonlari. g, R'nin bos olmayan sonlu altkiimelerinden olusan
kiime olsun. max : p — R fonksiyonu,

max(X) = X’in en bilyiik eleman:
olarak tanimlansin.

min(X) = X’in en kii¢iik elemani

kurali bize bir bagka fonksiyon verir.

| X|=1<%4 max(X) = min(X),

X CY = min(X) > min(Y)

X CY = max(X) < max(Y)

max(—X) = —min(X)

min(—X) = — max(X)

max(X +Y) = max(X) + max(Y)
gibi 6zellikler gecerlidir. Eger X sonlu degilse, max X gibi bir deger olmayabilir, mesela
X = (0,1) ise ya da X = N ise, X'in maksimal eleman yoktur. (Birinci érnekte,

yani X = (0,1) orneginde, 1, X’in elemam degildir, dolayisiyla X’in en biiyiik elemani
degildir. Bu durumda 1’e X’in “en kiiglik iistsinir1” denir.)

. Mutlak Deger Fonksiyonu. Eger z bir gercel sayiysa, max{z, —x} sayisi, ’in mutlak

degeri olarak tanimlanir ve bu fonksiyon f(x) yerine |z| olarak yazilir:
|z| = max{x, —x}.

Ornegin | — 5| = 5| = 5 ve [0] = 0.
Fonksiyonlarin Mutlak Degeri. X bir kiime ve f : X — R bir fonksiyon olsun.
|f| : X — R fonksiyonu goyle tamimlanir: Her z € X igin,

|f1(z) = [f ()]

Yani |f| fonksiyonu f’nin aldigi degerlerin mutlak degerini alir.
p(N)* = p(N) \ {0} olsun. f : p(N)* — N fonksiyonu, f(X) = min(X) kuraliyla ta-
nimlansin. Bu bir fonksiyondur, ¢linkii bog olmayan her dogal say1 kiimesinin bir (ve
bir tane) en kiigiik eleman: vardir. Eger P asal sayilar kiimesiyse f(P) = 2 olur. Bunun
gibi,

f(P+P)=f(PP)=4, f(N)=0, f(3N+8) =8
olur.

Bir 6nceki aligtirmada yaptigimizi min yerine max ile yapamayiz elbet, ¢linkii N'nin
altkiimelerinin en biiyiik elemani olmayabilir.

Alistirmalar

4.15.

4.16.

4.17.

p(Z) = o(Z)\ {0} olsun.néyle bir f : p(Z)* — Z fonksiyonu bulun ki her z € p(Z)*
icin f(z) € = olsun (bkz. Ornek 4.13).

o(Q)* = p(Q) \ {0} olsun. Oyle bir f : p(Q)* — Q fonksiyonu bulun ki her z € p(Q)*
icin f(x) € = olsun. (ipucu: Soruyu énce Q yerine Q”° kiimesi i¢in ¢oziin.)

X, R’nin bog olmayan sinirli ya da sinirsiz, acik ya da kapali tliim araliklarindan olugan
kiime olsun. Oyle bir f : X —» R fonksiyonu bulun ki her z € X igin f(x) € z olsun.



66 4. Fonksiyon

Fonksiyonlarin Esitligi. Ayni tanim ve deger kiimeleri olan iki fonksiyon,
tanim kiimesindeki her elemani deger kiimesinin ayni elemanina génderiyorsa,
o zaman o iki fonksiyon birbirine esittir. Yani f : X — Y ve g : X' — Y’
fonksiyonlarmin esit olmasi icin, tanim geregi, X = X', Y =Y’ ver her x € X
icin f(z) = g(z) esitlikleri gegerli olmali.

Notlar ve Ornekler
4.18. R’den R’ye giden a(x) = /(2?) kuraliyla verilmis fonksiyonuyla b(x) = || fonksiyonlari
birbirine esittir.
419. f:R—R,g:RZ° — R, h: R — R2% ve k: RZ® — R2° fonksiyonlar

f(@) = g(z) = h(z) = k(z) = 2”
kuraliyla verilmig olsun. Bunlar dort farkli fonksiyon tanimlarlar, higbiri bir digerine
egit degildir.

4.20. Iki elemanh {0, 1} kiimesinden R’ye giden f(z) = z kuraliyla tammlanmig fonksiyonla
gene {0, 1} kiimesinden R’ye giden g(z) = 2? kuraliyla tanimlanmig fonksiyon birbirine
egittir.

4.21. Bir X kiimesinden {0, 1} kiimesine giden bir f fonksiyonu alalm. f* : X — {0, 1}
fonksiyonu f?(x) = f(x)? olarak tanimlansin. f% = f olur.

Alistirmalar

4.22. f : R — R fonksiyonu, f(z) = x? — 2z + 3 kurahyla tanimlanms olsun. O zaman,

f(0), f(1), f(=1), f(V2), f(m), f(1/2), f(y), f(2), f(z +1) ve f(z +y) degerlerini
hesaplayin.

4.23. Matematigin digia gikalim kisa bir siireligine. Her insani (biyolojik) annesine gotiiren
bir fonksiyonun varligindan s6z edebiliriz, ama her insani amcasina ya da kardegine
gbtliren bir fonksiyondan s6z edemeyiz. Neden?

4.24. Bir x gergel sayist icin,

(1-2z)3+ )
flay = Y=Y
kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun en biiyiik tanim kiimesi nedir?
T
9(2) =
1-2)34+z)

kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun en biiyiik tanim kiimesi nedir? h(z) = z/z kuraliyla
tanimlanmig fonksiyonun en biiyiikk tamim kiimesi R \ {0} kiimesidir ve bu fonksiyon
tanim kiimesi i¢cinde hep 1 degerini alir.

(1-2)(3+42)
1-=2)34+z)

kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun en biiyiik tanim kiimesi nedir?

k(z) =

Son S6z: Tamamen bigimsel ve matematiksel olmak istiyorsak, “fonksiyon”
kavramini tanimlamadan once iki kiimenin kartezyen carpimini tanimlama-
miz gerekiyordu. Ama burada sezgisel kiimeler kurami yapiyoruz. Dolayisiyla
“fonksiyon” kavraminin sezgisel (yani pek matematiksel olmayan) bir tanimim
verdik. “Fonksiyon” kavraminin tam matematiksel tanimini kitabin sonundaki
eklerde, Altbdliim 17.5’te verecegiz.
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4.2 Fonksiyonlarin Bilegkesi

Soyut matematikte, kiimelerden sonra en temel ve en 6nemli konu fonksiyon-
lardir. Fonksiyonlarin da en temel 6zelliginden bu altboliimde s6z edecegiz.

f, X kiimesinden Y kiimesine giden bir fonksiyon olsun. g de, Yyi altkiime
olarak iceren bir ¥; kiimesinden Z kiimesine giden bir fonksiyon olsun. Ornegin
asagidaki sekildeki gibi.

X f »YcY, g > Z
Y
X 7 6 1 Z
—
—Fe
—>of
— Y]

f ve g fonksiyonlari

Bu iki fonksiyonun “bilegke”sini alip X’ten Z’ye giden bir fonksiyon elde
edebiliriz. Bunu g0yle yapariz: X'ten herhangi bir eleman alalim, diyelim
a’y1 aldik. Bu elemana f fonksiyonunu uygulayip Y’de gittigi yeri bulalim;
ornegimizde 1’i buluruz. Simdi Y'nin 1 elemanina g fonksiyonunu uygulayip
Z’den bir eleman bulalim, érnegimizde r’yi buluruz. Bu bize yeni bir fonksi-
yon verir. Bu yeni fonksiyon, X’in a elemanini Z’nin r elemanina génderir. Bu
fonksiyonun bir resmini agsagida ¢izdik.

gef

X

—>eou

g o f fonksiyonu

f ve g fonksiyonlarim kullanarak elde ettigimiz bu yeni fonksiyona f ve g’nin
bileskest ad1 verilir ve bu yeni fonksiyon

gof
olarak yazilir. (gof diye okuyabilirsiniz! Siralamaya da dikkat!) Yukarida da
gordiigiimiiz gibi,
(g0 f)la) =g(f(a)) =g(1) =

Benzer sekilde,

olur.
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g o f bileskesinden s6z edebilmek i¢in f fonksiyonunun deger kiimesinin
g fonksiyonunun tanmim kiimesinin altkiimesi olmasi gerektigine dikkatinizi
gekerim. Tamm ve deger kiimeleri ayni olan fonksiyonlarin (yani bir X kiime-
sinden gene ayni X kiimesine giden fonksiyonlarin) hi¢ diigiinmeden istedigimiz
gibi bilegkelerini alabiliriz.

Bilegkenin bigimsel tanimini verelim:

f, X kiimesinden Y kiimesine, g de Y’yi altkiime olarak iceren bir Y
kiimesinden Z kiimesine giden birer fonksiyon olsunlar. go f olarak simgelenen
f ile g fonksiyonlarimin bilegkesi, X kiimesinden Y kiimesine giden ve her
x € X i¢in

(go f)(z) = g(f(x))

kuraliyla tanimlanmig fonksiyondur.

Eger f : X — Y ve g : Y — X iki fonksiyon ise (tamm ve deger kii-
melerine dikkat), hem f o g hem de go f fonksiyonlarindan sézedebiliriz. fog
fonksiyonu Y’den Y’ye, g o f fonksiyonu ise X'ten X’e gider. Bunun sik sik
uygulandigi durum, X’in Y’ye esit oldugu 6zel durumdur; bu durumda f o f
fonksiyonundan da soézedebiliriz.

Notlar ve Ornekler

4.25. f:R — R fonksiyonu
f(@) =2

kuralyla, g : RZ® — R fonksiyonu ise
g(x)=z-5
kuraliyla tanimlansin. O zaman, her x € R igin,

(9o N)z) = g(f(2)) = g(z*) =a* — 5

olur.
Bu 6rnekte g ve f'nin de bilegkelerini alip fog fonksiyonundan s6z edebiliriz: Her z € R
icin,
(fo9)(@) = f(9(x)) = f(z = 5) = (x = 5)".

Gorildigi gibi go f # f o g olur. (Zaten g o f ve f o g fonksiyonlarimin tanim ve
deger kiimeleri farklidir, ama bunun da 6tesinde iki fonksiyon ayni sayilari ayr1 sayilara
gotiiriirler.)
Ote yandan f o g ile g o f fonksiyonlar: bazen bazi elemanlarda ayni degerleri alabilir-
ler. Mesela 6rnegimizde x = 5’te her iki fonksiyon da 0 degerini alir. Ama genellikle
tanim ve deger kiimeleri farkli oldugu gibi, farkl degerleri alan elemanlar: da vardir. Iki
fonksiyonun farkli olmasi igin tek bir elemanda farkli degerleri almalar1 yeterlidir.

4.26. f:RZ° — R2° fonksiyonu f(z) = v/z olarak, g : R — R fonksiyonu da g(z) =z — 5
olarak tammlansim. O zaman, her © € R2° icin,

(9o f)(@) =g(f(2)) = 9(va) = V& =5

olur. Bu ornekte f o g diye bir fonksiyondan sézedemeyiz, ¢iinkii ¢g’nin deger kiimesi
negatif sayilari igeriyor ama f negatif sayilarda tanimlanmaiyor.



4.3. Bileskenin Birlesme Ozelligi 69

Alistirmalar

4.27. f, g : R — R fonksiyonlar1 f(z) = |z — 1| ve g(z) = |z| kurallariyla tanimlansinlar.
fog ve go f fonksiyonlarini bulun.

4.28. X bir kiime ve f : X — X fonksiyonu her z € X icin f(z) = x kuraliyla tanimlansin.
Her g : X — Y fonksiyonu i¢in go f = g ve her h: Y — X fonksiyonu i¢in foh =h
esitligini kanitlayin.

4.29. p € Qise f, : R”% — R>Y fonksiyonu her z € R”? i¢in f(z) = z” kuraliyla tanimlansin.
fp o fq = fpq esitligini gosterin. Dolayisiyla f, o fg = fq o fp olur.

4.30. Sabit fonksiyon ya da 0zdeslik fonksiyonu olmayan ve f o f = f esitligini saglayan bir
f N — N fonksiyonu bulun.

4.3 Bileskenin Birlesme C)zelligi
U¢ fonksiyonumuz olsun:

fX—Y g Y1 —Zveh:2Z —T.

AyricaY C Y] ve Z C Zy varsayimlarini yapalim. Bu {i¢ fonksiyonla ilk bakista
farkli gibi goriinen iki islem yapabiliriz:
l.gof: X — Z ve h:Z; — T fonksiyonlarinin bilegkesini alip

ho(gof): X —T

fonksiyonuna bakabiliriz.
2. f: X — Y ve hog:Y; — T fonksiyonlarinin bilegkesini alip

(hog)of: X —T

fonksiyonuna bakabiliriz.

Boylece elde edilen ho (go f) ve (hog) o f fonksiyonlar: birbirine esittir.
Bunu kanitlayalim.

Her ikisi de X'’ten 1"’ye giden

ho(gef)ve(hog)of

fonksiyonlarinin aldiklari degerleri hesaplayalim, bakalim egitler mi? x € X
olsun. Bilegkenin tanimim ikiger kez uygulayarak hesaplayalim:

(ho(go f))(x)=h((ge f)x)) = h(g(f(x)),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)).

Demek ki, her z € X igin,

(ho(ge f))(z)=((heg)o f)(z)

h
h
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oluyor. Dolayisiyla
ho(gof)=(hog)of
olur.

ho(go f)=(hog)o f esitligine fonksiyonlarin birlegme 6zelligi denir.

Bu demektir ki ikiden fazla fonksiyonun bileskesi alinirken (kiimeleri ke-
sigtirdigimizde ya da bilesimini aldigimizda oldugu gibi) parantez kullanmak
gereksizdir; sira gozettikten sonra, bilegkelerini almak i¢in fonksiyonlar1 di-
ledigimiz gibi gruplandirabiliriz. Bu nedenle ho(go f) ya da (hog)o f yazmak
yerine, parantezleri atip hogo f yazariz. Tabii bunu iigten fazla fonksiyon igin
de yapabiliriz.

Eger f: X — X ise f’nin kendisiyle bilesimini alabiliriz, 6rnegin f o f ve
fofof (parantezsiz) fonksiyonlarindan sézedebiliriz. Bu fonksiyonlar sirasiyla
f? ve f? olarak yazilirlar. Ama bunlar fonksiyonlarin karesini ve kiipiinii alma
islemleriyle karigtirmamak lazim. Ornegin f R — R fonksiyonu

flz)=2x—1
formiiliiyle verilmigse,
@) = f(f(2) = f2e—1) =222 —1) — 1 = 4o — 3

olur. Ama f(x) fonksiyonunun karesi = — (22 — 1) = 422 — 42 + 1 kuraliyla
verilmigtir.
Genel tanim s6yledir: fO = Idx ve her n > 0 icin

= fo .
(Ttimevarimla tanim, bkz. [N4].) Bu aynen su demektir:

fr=fofo..of.
| S —

ntane
Elbette
fr=r"=fofl=foldx = f
olur.
Alistirmalar

4.31. Oyle bir f : N —s N fonksiyonu bulun ki f sabit bir fonksiyon olmasin ama f? sabit bir
fonksiyon olsun.

4.32. Oyle bir f : N — N fonksiyonu bulun ki f ve f? sabit fonksiyonlar olmasm ama f°
sabit bir fonksiyon olsun.

4.33. Oyle bir f : N — N fonksiyonu bulun ki f(N) sonsuz olsun ama f*(N) sonlu olsun.
4.34. Oyle bir f : N — N eglesmesi bulun ki, higbir € N igin f(z) = = olmasm ve hi¢bir
pozitif n dogal sayis1 i¢in f™ = Idy olmasin.
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4.35. Oyle f, g : N — N eglemeleri bulun ki, f o f = g o g = Idy olsun ama hicbir pozitif n
dogal sayisi igin ve higbir z € N igin (f o g)"(z) = = olmasin.

4.36. (Ttumevarimla kaniti bilenler igin; bilmeyenler [N4]’e bagvurabilirler.) Her n, m € N i¢in
fro f™ = frtm ve (f1)™ = f™™ esitliklerini kanitlaym. Demek ki f™ o f™ = f™ o f"
olur.

4.4 ézdeglik Fonksiyonu

X herhangi bir kiime olsun. X’ten X’e giden ¢ok 6zel bir fonksiyon tanimla-
yacagiz simdi, 6zdeslik ya da birim fonksiyonu. Ozdeslik fonksiyonu, X’in
her elemanini gene kendisine gonderir, yani aslinda hicbir sey yapmaz! X ten
X’e giden bu fonksiyon Idx, Ix ya da kisaca (eger X’in ne oldugu konunun
geliginden belliyse) I olarak gosterilir. Id, “6zdeslik” anlamina gelen Ingilizce
tdentity’'nin ya da Fransizca identité'nin I1d’idir.

Demek ki, her z € X i¢in, Idx(z) = .
Ozdeslik fonksiyonlarimin su o6zelligi vardir: Eger f : X — Y bir fonksi-
yonsa, 0 zaman,

foldx = fve Idyof = f
olur. Dolayisiyla her f: X — X fonksiyonu igin,

foldy = f=Idxof

olur. Bu ytizden 6zdeslik fonksiyonuna, fonksiyonlarin bilegke iglemi igin et-
kisiz eleman1 denir.

Tek elemanli bir kiimenin kendisine giden tek bir fonksiyonu vardir: 6zdes-
lik fonksiyonu!

Bir incelik: Eger X C Y ise, f(z) = z esitligiyle tammlanan f: X — Y
fonksiyonu, ancak X = Y ise 6zdeglik fonksiyonudur. Aksi halde f'ye “X’i
Y’ye gémme fonksiyonu” adi verilir.

4.5 Fonksiyon Cesitleri

Bu boliimde bazi 6zel fonksiyon tiplerini tanitacagiz: Orten, birebir ve (adina
esleme denilen) hem &rten hem de birebir olan fonksiyonlar. Konu ¢ok ¢ok te-
mel oldugu gibi, bu fonksiyonlar: ikinci kisimda sonsuz kiimelerin elemanlarini
“saymakta” da kullanacagiz.
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4.5.1 Orten Fonksiyonlar

Asgagida sekledilen 6rnege bakalim. Bu o6rnekte X’ten hicbir eleman Y'nin 2
ve 3 elemanina gitmemis.

Simdi 2 ve 3 elemanlarim1 Y’den atip yeni bir g fonksiyonu tanimlaya-
lim. (Deger kiimesi degistiginden, deger kiimesi artik Y degil, deger kiimesine
Z diyelim. Fonksiyona da artik f degil g diyelim. Resmi asagida.) Bu sefer,
deger kiimesi Z’'nin her elemanina X ten bir eleman ulasiyor. Bu 6zelligi olan
bir fonksiyona orten fonksiyon denir.

Eger
her z € Z i¢in, g(x) = z esitligini saglayan bir x € X varsa

o zaman g : X — Z fonksiyonuna orten denir.

Ornegin R’den R’ye giden f(z) = 22 kuraliyla tammlanms fonksiyon 6rten
degildir, ciinkii karesi —1 olan bir gercel say1 yoktur. Ama R’den RZ kiimesine
giden ve gene f(z) = 22 kuralhyla tanimlanmig fonksiyon 6rtendir.

Tamkisim fonksiyonunu R’den R’ye giden bir fonksiyon olarak goriirsek
orten olmaz, ama R’den Z’ye giden bir fonksiyon olarak goriirsek oérten olur.

n elemanl bir kiilmeden bir Y kiimesine giden orten bir fonksiyonun olmasi
icin, Y’nin en fazla n eleman1 olmalidir elbet.

4.5.2 Birebir Fonksiyonlar

Gene birinci 6rnegimizden hareket edelim. Resmini bir kez daha agagiya ¢izdi-
gimiz o 6rnekte X’in a ve b elemanlar1 Y'nin ayni elemanina (1’e) gidiyorlar. X
kiimesinden a ya da b’den birini atarsak boyle bir “sorun”la karsilagmayiz. Di-
yelim b’yi attik. Elde ettigimiz fonksiyona h diyelim. X kiimesi degistiginden,
tanim kiimesi artik X degil, tamim kiimesine T diyelim. Simdi artik h fonk-
siyonu altinda tanim kiimesi olan 7"nin her elemani deger kiimesi olan Y 'nin
bir bagka elemanina gider. Yani h : T' — Y fonksiyonu,
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her ty, to € T i¢in, eger h(t1) = h(ta) esitligi dogruysa,
0 zaman t1 = ty esitlgi dogrudur

ozelligini saglar. Bu 6zelligi saglayan fonksiyonlara birebir fonksiyon denir.

Ornegin R’den R’ye giden f(z) = 22 kuraliyla tanimlanmig fonksiyon bi-
rebir degildir. Ciinkii 6rnegin —3 ve 3 ayni elemana (9’a) giderler. Ote yandan
R0 kiimesinden R’ye giden ve gene f(x) = 2 kuraliyla tanimlanmig fonksi-
yon birebirdir.

Bir X kiimesinden n elemanli bir kiimeye giden birebir bir fonksiyon olmasi
icin, X'’in en fazla n elemani olabilir elbet.

Gomme fonksiyonlar: her zaman birebirdir.

Notlar ve Ornekler

4.37. A herhangi bir kiime olsun. f(a) = {a} kuraliyla verilmis f : A — p(A) fonksiyonu
birebirdir ama orten degildir. Ote yandan eger A, A'min 1 elemanlh altkiimelerinden
olusan kiimeyse, gene f(a) = {a} kuraliyla verilmig f : A — A fonksiyonu birebir ve
ortendir.

4.38. X herhangi bir kiime olsun. p(X)’ten p(X)’e giden f(A) = A° kuraliyla tanimlanmig
fonksiyon birebirdir.

4.39. X herhangi bir kiime ve a € X olsun. p(X)’ten p(X)’e giden f(A) = A\ {a} kuraliyla
tammlanmig fonksiyon birebir degildir ¢iinki f({a}) = f(0) = 0 olur.

4.40. P, asal dogal sayilar kiimesi olsun. X, P’nin sonlu altkiimelerinden olusan kiime olsun.
Ornegin {2, 7, 11} € X. Simdi, f : X — N fonksiyonu

f(A) = A’min elemanlariin ¢arpimi

olarak tanimlansin. Ornegin f({2, 7, 11}) = 154. Tanim geregi f(#) = 1 olur. Bu fonk-
siyon birebirdir. Ama

g(A) = A’nin elemanlariin toplami

fonksiyonu (ki o zaman tamim geregi g(#) = 0 olurdu) birebir degildir, ¢linkii mesela
g9({3, 13}) = g({5, 11}) = 16 olur.



74 4. Fonksiyon

4.5.3 Esglemeler

Once su dort drnege bakalm:

1. f(z) = 2? kurahyla verilmis f : R — R fonksiyonu ne ortendir ne de
birebir.

2. g(z) = 22 kurahyla verilmis g : R — RZ? fonksiyonu 6rtendir ama birebir
degildir.

3. h(x) = 22 kuraliyla verilmis h : RZ% — R fonksiyonu birebirdir ama drten
degildir.

4. k(z) = 22 kurahyla verilmig & : R=% — R=Y fonksiyonu hem birebir hem
de ortendir.

Hem oOrten hem de birebir olan bir fonksiyona esleme ya da bijeksiyon
denir. Demek ki dordiincii 6rnek bir esleme, diger ticii degil.

Bir kiimeden gene kendisine giden eglemelere eslesme diyebiliriz. Idx bir
eslesmedir.

Aralarinda egleme olan iki sonlu kiimenin eleman sayisi esit olmak zorun-
dadir.

Ayrica n elemanli bir kiimenin tam n! tane eslesmesi vardir. (0! = 1 olarak
tanimlanir ve 0 elemanli bir kiimenin gergekten de tek bir eglesmesi vardir:
boseslesme!)

Asagida ¢ elemanli iki kiime arasinda bir esleme goriiyorsunuz.

Bir esleme

Ug elemanli iki kiime arasmnda tam 6 tane (ashnda 3! tane) esleme vardir;
neden? Genel olarak, n elemanli iki kiime arasinda tam n! tane egleme vardir.

Aralarinda egleme olan kiimelere eslenik denir. Sonlu eglenik kiimelerin
ayni sayida elemanlar: vardir. Mesela iki elinizin parmaklarini birebir esleyebi-
liyorsaniz her iki elinizde de ayni sayida parmak var demektir, parmaklariniz
ayr1 ayri saymaniza gerek yok!

Not: Sonsuz bile olsalar, eslenik kiimeler sanki ayni sayida elemanlar1 varmis
gibi algilanabilir. Eger X’ten Y’ye giden birebir bir fonksiyon varsa, bunu,
“X’in eleman sayisi en fazla Y kadar olabilir” olarak algilayabiliriz. Bu basit
fikir matematikte devrim niteligi tagiyan bir fikirdir ve Cantor’a aittir. Kitabin
ikinci kisminda bu konuyu irdeleyecegiz. Mesela bu anlamda R’nin N’den daha
fazla elemani oldugunu, ama N, Z, Q ve 2N gibi kiimelerin (sagirtict bigimde)
bu anlamda ayni sayida elemani oldugunu kanitlayacagiz.
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Notlar ve Ornekler

4.41. Bir C gemberinden bir P noktasi alalm. C \ {P} ile R arasinda (geometrik ve hatta
cebirsel) bir egleme vardir. Iste boyle bir eslemenin resmi (resimde P = (0, 1) alinmigtir):

Basit bir hesapla, resimdeki eglemenin ¢emberin (z,y) # (0,1) noktasim i €R
sayisina gonderecegi goriilebilir.

4.42. aneki ornekten herhangi iki cemberin R’ye, dolayisiyla birbirine eglenik oldugu cikar.
Iste Gyle bir eglesmenin resmi:

Iki cember arasinda ¢ok daha basit bir egleme bulabiliriz. Iki cemberi egmerkezi konuma

getirelim. Egmerkezden c¢ikan iginlar, gemberlerin noktalarini eglemekte kullanilabilir.
Resim agagida.

4.43. Cevresi a uzunlugunda olan bir gemberle [0,a) aralig1 esleniktir. Bunu gormek igin
cemberi bir dogrunun iistiine koyun ve cembere patinaj yaptirmadan dogrunun iistiinde
dondiiriin. Resim agagida:
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f(B) = a2 a
Aligtirmalar
4.44. {0, 1} kiimesinden kendisine giden 4 fonksiyon vardir. Bu doért fonksiyonu bulun. Bun-

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.
4.49.
4.50.

4.51.

4.52.

4.53.

4.54.
4.55.

4.56.

4.57.
4.58.
4.59.

lardan hangileri eglesmedir? Bu fonksiyonlarin birbirleriyle ikiger ikiger bilegkelerini alin.
4 x 4’lik bir tabloda bu bilegkeleri gosterin.

{1, 2, 3} kiimesinin tiim eslesmelerini bulun (tam 6 tane) ve bu eslesmelerin ikiser ikiser
bilegkelerini alin. 6 x 6’lik bir tabloda bu bilegkeleri gosterin.

f : R — R fonksiyonu f(z) = 5z + 3 kuraliyla tamimlanmig olsun. f’nin bir egleme
oldugunu gosterin. R yerine Q alirsak ne olur?

f : R — R fonksiyonu, verilmis a ve b gercel sayilari igin, f(z) = 2 4 az + b kuraliyla
tanimlanmis olsun. f’nin hicbir a ve b igin birebir (ya da orten) olamayacagini gosterin.
N'nin “z <y & f(z) < f(y)” Ozelligini saglayan tiim f eslesmelerini bulun.

Z'nin “z <y < f(x) < f(y)” 6zelligini saglayan tim f eslesmelerini bulun.

X bir kiime olsun. Eger @ € X ise, sq, hep a degerini alan sabit fonksiyon olsun.
f: X — X hangi fonksiyon olursa olsun

540 f =84 Ve f08q=S5p)

esitliklerini gosterin. Buradaki s, fonksiyonunun tanim kiimesi ne olabilir?
Bosgkiimeden bogkiimeye giden tek bir fonksiyon oldugunu ve bu fonksiyonun bir egleme
oldugunu kanitlayin!

n elemanh bir kiimeden m elemanlh bir kiimeye giden m”™ tane fonksiyon oldugunu
gosterin.

X ile Y kiimeleri arasinda bir egleme varsa, p(X) ile p(Y') kiimeleri arasinda da bir
esleme oldugunu gosterin.

n elemanl bir kiimeden m elemanl bir kiimeye giden kag¢ tane birebir fonksiyon vardir?
Asagida, iki fonksiyonun bileskesinden s6z edildiginde, bu fonksiyonlarin bilegkesinin
alinabilecegi, yani birinin deger kiimesinin digerinin tanim kiimesinin i¢inde oldugu var-
sayllmaktadir.

a. Iki 6rten fonksiyonun bilegkesinin érten oldugunu kanitlaym.

b. Iki birebir fonksiyonun bilegkesinin birebir oldugunu kanitlayn.

c. Iki eglemenin bilegkesinin esleme oldugunu kamtlayimn.

d. f og ortense f’nin de 6rten oldugunu kanitlayin. g de orten olmak zorunda mi?

e. f o g birebirse g’nin de birebir oldugunu kanitlayin. f de birebir olmak zorunda mi?
ANB=0ve CND = olsun. A ile C arasinda ve B ile D arasinda birer egleme olsun.
AU B ile CUD arasinda bir egleme oldugunu kanitlayin. Kesigimler bog degilse ayn1
sonug dogru mudur?

{1,2,3,4,5} kilmesinin f o f = Id esitligini saglayan tiim f eslesmelerini bulun.
{1,2,3,4,5} kiimesinin f o f o f = Id esitligini saglayan tiim f eslesmelerini bulun.
{1,2,3,4,5} kiimesinin fo fo fo fo fo f =1d esitligini saglayan tiim f eglesmelerini
bulun.
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4.60.

4.61.

4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

4.68.

4.69.

4.70.

{1,2,3,4,5} kiilmesinin fo fo fofofofof =1d esitligini saglayan tiim f esglesmelerini
bulun.

{1,2,3,4,5} kiimesinin belli bir g eslesmesi igin g o g = f egitliginin saglandig1 tim f
eslesmelerini bulun.

7 ozelligini saglayan tiim eglesmelerini

Tamsayilar kiimesinin “z < y < f(z) < f(y)
bulun. Ayni seyi dogal sayilar kiimesi i¢in yapin.

Tamsayilar (ya da dogal sayilar) kiimesinden kendisine giden ve her = ve y i¢in f(z+y) =
f(x) + f(y) ozelligini saglayan tiim fonksiyonlar1 bulun.

Her z ve y igin f(zy) = f(x)f(y) ozelligini saglayan tiim f : N — N fonksiyonlarin
bulun.

x ve y iki dogal say1 olsun. Eger bir z dogal sayisi i¢in © = yz oluyorsa o zaman y’nin
2’1 boldiigii soylenir ve bu, y|z olarak yazilir. Ornegin 0, 0’1 boler ve 0 sadece 0’1 boler.
Her say1 0’1 boler. Her = ve y igin

zly < f(@)]f(y)

ozelligini saglayan tim f : N — N eglesmelerini bulun.
o~ 2(N), N'nin 2 elemanl altkiimelerinden olusan kiime olsun. p=2(N)’den N’ye giden

birebir bir fonksiyon bulun. Ayni aligtirmay: 2 yerine her n > 0 tamsayisi i¢in yapin.

£ <°°(N), elemanlar1 N'nin sonlu altkiimelerinden olugan kiime olsun. Mesela {) ve {3, 7, 9}

kiimeleri p<*°(N) kiimesinin elemanlaridir ama 2N degildir. p<>°(N) kiimesinden N'ye
giden birebir bir fonksiyon bulun.

f o f fonksiyonundan s6z edilebiliyorsa, f'nin tamim ve deger kiimeleri hakkinda ne
diyebilirsiniz? f o f bir eslemeyse f de bir egleme olmak zorunda midir?

Oyle bir f : N — N eglesmesi bulun ki, higbir € N i¢in f(z) = x olmasm ve higbir
pozitif n dogal sayist i¢in f™ = Idy olmasin.

Oyle f, g : N — N eslemeleri bulun ki,

fof=gog=Idy
olsun ama higbir pozitif n dogal sayisi igin ve hi¢bir € N igin
(fog)(z) ==

olmasin.

4.6 Eslemelerin Tersi

f: X — Y bir fonksiyon olsun. f, X’in elemanlarini Y 'nin elemanlarina go-
tlriiyor. Simdi, bunun tam tersini yapmak istiyoruz, Y 'nin bir elemanini X’e
ve aynen geldigi yere geri gondermek istiyoruz. Ornegin f (a) =bise, byi a’ya
geri gondermek istiyoruz ve bunu bir fonksiyonla yapmak istiyoruz.

Iki sorun cikabilir:

1. Y’deki bir elemana f dokunmayabilir. O zaman dokunulmayan bu ele-

mani geri gonderecek yer yoktur. Ama eger f drtense o zaman bu sorun ortadan
kalkar.
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4’tn geri donecek yeri yok. 3 ise ¢’ye mi yoksa d’ye mi geri donmesi gerektigini bilemiyor.

2. Y'’nin bir elemanina X'’in birden g¢ok elemani dokunabilir. O zaman
Y’nin bu elemanini kendisine dokunan elemanlardan hangi birine geri génde-
recegiz? Aralarindan segim yapmak gerekebilir. Zor ig! Ama eger f birebirse
boyle bir sorunla kargilagsmayiz.

Eger f hem birebir hem de Ortense, yani f bir eslemeyse, Y 'nin her ele-
manina X ’in bir ve sadece bir tek eleman dokunur. O zaman f fonksiyonunun
tersini tamimlayabiliriz:

f: X — Y bir esleme olsun. f~!:Y — X fonksiyonunu séyle tanimla-
yalim: Her y € Y ve z € X i¢in

Ty =z flx)=y.

f~! fonksiyonuna f eslemesinin tersi adi verilir.

Bir y € Y elemaninin f~! fonksiyonu altinda nereye gittigini bulmak
i¢cin, X'’in hangi elemanimn f altinda y’ye gittigi bulunur: Eger f(z) = y
ise f~1(y) = x olur. Bir anlamda, f~!, fnin bozdugunu diizeltir; s6zgelimi,
f, 1’i 5% yollamigsa, f~!, 5 1’e geri yollar.

Boylece tanimlanan f~!, gercekten bir fonksiyondur, c¢iinkii her y € Y
i¢in, f(z) = y esitligini saglayan bir ve sadece bir tane z € X vardir: f orten
oldugundan bu esitligi saglayan en az bir tane x € X vardir ve f birebir
oldugundan en fazla bir tane x € X vardir.

Bir esleme ve tersi

f~! fonksiyonu da bir eslemedir. Orten oldugunun kamti: z € X olsun; o
zaman f~! fonksiyonu Y'nin f(z) elemamm x’e gotiiriir. Birebir oldugunun
kaniti: Eger y, y1 € Y icin f~'(y) = f~'(y1) = x olursa, o zaman, f~!
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fonksiyonunun tanimi geregi, hem f(z) = y hem de f(x) = y; olur, dolayisiyla
= 11 olur.
Asagidaki egitlikler saglanir elbette:

flof=Idx ve fof ! =Idy.

Ayrica, eger go f = Idx ve f o g = Idy esitliklerini saglayan bir g : Y — X
fonksiyonu varsa, o zaman f bir egleme olmak zorundadir (bkz. Aligtirma 4.55)
ve g, f~! fonksiyonuna esittir. (Neden?) Demek ki

Yukaridaki esdegerligi f~! fonksiyonunun bir baska tanimi olarak da gorebili-
riz.

Bu son yaptigimizdan da f’nin tersi g ise, ¢’nin tersinin de f oldugu cikar.
Nitekim sag taraftaki kogullar f ve g icin simetriktirler: Yani f ve g i¢in sag-
laniyorlarsa, g ve f icin de saglanirlar. Dolayisiyla

(fhHt=r
esitligi bulunur ¢linkii “f’nin tersi g ise, ¢’'nin tersi de f’dir” Onermesi aynen
(f~H)~! = f esitligi demektir.
Gecgmiste, eger f : X — X bir fonksiyonsa ve n € N iken f™ fonksi-

yonunu tamimlamigtik (bkz. sayfa 70). Eger f : X — X bir eglesmeyse, f"
fonksiyonunu negatif tamsayilar i¢in de tamimlayabiliriz: n € N igin

=
olsun. Boylece her n € Z igin f™ eslesmesi tanimlanmigtir. Aligtirma 4.36’y1
genelleyip, her n, m € Z igin f"o f™ = f"™ ye (f™")™ = f™ egitliklerini

kamtlamak, biraz mesakkatli olsa da cok zor degildir. Ileride bu esitlikleri
kullanmayacagimizdan kanit1 vermiyoruz.

Notlar ve Ornekler

4.71. f : R — R fonksiyonu f(x) = 3z + 4 kuraliyla tanimlansin. f bir eglemedir. f’nin
tersini bulmak igin,

y=3r+4
denkleminden z’i y cinsinden bulmak yeterlidir:
_y—4
T=Ta—
Demek ki f’nin tersi,
—4
o) = 5=
kuraliyla tanimlanmig g : R — R fonksiyonudur. Tabii, fonksiyonu, alisik oldugumuz
uzere,
z—4
9(z) = —

olarak yazmada bir sorun olmaz.
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4.72. f:R2% — R= fonksiyonu f(z) = 2 kuraliyla tamimlanmug olsun. f bir eglesmedir ve
fY(z) = /z olur.

4.73. f : Z — Z fonksiyonu f(z) = x + 1 kuralyla tanimlanmig olsun. f bir eglesmedir
ve f~Y(x) = # — 1 olur. Ote yandan g(z) = z + 1 kurahyla tammlanmis g : N — N
fonksiyonu birebirdir ama 6rten degildir, dolayisiyla egleme degildir.

4.74. Ornek 4.41°de verilen eslemenin tersinin formiiliinii bulun.

Bilegkeyle Fonksiyonun Tersini Alma i§lemleri Arasindaki ili§ki: Iki
eslemenin bilegkesinin tersiyle, eslemelerin terslerinin bilegkesi arasinda yakin
bir iligki vardir. Karmagik gelebilecek bu ciimleyi aciklayalim:

f: X—Yveg:Y —Z

birer egleme olsunlar. O zaman go f : X — Z fonksiyonu da bir eglemedir.
Dolayisiyla

fhg e (go )t
fonksiyonlarindan s6z edebiliriz. Sorumuz su: Bu ti¢ fonksiyon arasinda nasil
bir iligki vardir? Yanit:

(gof)y™=ftog™h

Bunu kanitlayalim. Ters fonksiyon tanimina gore,

(gof)o(ftog™)=1dz ve (fTlog t)o(gof)=1dx

esitliklerini kanitlamamiz gerekiyor. Bileskenin birlesme 6zelligi sayesinde her
iki esitlik de kolaylikla kanitlanir:

(gof)o(ftog)=go(fof ogl=goldyog™*
=(goldy)og t=gog !l =1dy

ve

(ffog o(gof)=f"o(glog)of=ftoldyof
=(floldy)of=f""of=1dx.

Bunun gibi
(hogof)y™t=ftogtoh™
esitligi ve benzerleri gegerlidir.
Bu arada,
(gof)™t=f"tog™
esitliginde g ve f'nin yer degistirdiklerini gézlemleyelim, yani (g o f)~! =
g Lo f1 esitligi degil, (go f)~! = f~1og! esitligi gegerlidir. Hatta tanim
kiimeleri uygun degilse, g~ 1o f~! ifadesi anlaml bile degildir. Ama tabii tanim
kiimeleri uygunsa ve sans eseri f o g = g o f oluyorsa, g to f~lile f~log™!
arasinda bir fark yoktur.
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1istirmalar

. {1, 2, 3} kiimesinin 6 eglesmesinin herbirinin tersini bulun.

{1, 2, 3, 4, 5} kilmesinin f~' = f esitligini saglayan tiim f eslesmelerini bulun.
{1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin f~! = f o f esitligini saglayan tiim f eslesmelerini bulun.

a. f(z) = 1/ kurahyla tanimlanms, f : R”° — R>° fonksiyonunun tersini bulun.

b. f(x) = —z kuralyla tanimlanmig, f : R — R fonksiyonunun tersini bulun.

c. f(z) = —1/z kurahyla tammlanmis, f : R”® — R<° fonksiyonunun tersini
bulun.

d. a € R olsun. f(z) = a — x kuraliyla tammlanmig, f : R — R fonksiyonunun
tersini bulun.
f : R — R fonksiyonu f(z) = 7z — 5 kuraliyla tamimlanmig olsun. f’nin bir egleme
oldugunu gosterin ve f’nin tersini bulun.
p < q iki kesirli say1 olsun. f : (0,1) — (p, q) fonksiyonu f(z) = x(q— p) + p formiiliiyle
tanimlanmig olsun. f’'nin bir esleme oldugunu gosterin.

reQe f(x) €eQ

esdegerligini gosterin. 1/4/2 sayisi kesirli bir say1 olmadigindan (bkz. sayfa 19) bun-
dan f(1/+/2) sayisiin kesirli olmadig1 ¢ikar. Dolayisiyla herhangi iki farkl kesirli say1
arasinda kesirli olmayan (yani irrasyonel) bir say1 vardir.

f, g, h birer esleme olsunlar ve hogo f bilegkesinin alinabilecegini varsayalim. (hogo f)*1
fonksiyonunu A1, g7 ve f~! cinsinden yazm.

A herhangi bir kiime olsun. X = p(A) olsun. f : X — X fonksiyonu
flx)=x"=A\=z

olarak tanimlansin. f o f = Idx esitligini kanitlayin. f’nin tersini bulun.

f o g bir eglemeyse f ya da g bir esleme olmak zorunda midir?

f o f bir eslemeyse f bir egsleme olmak zorunda midir?

A herhangi bir kiime olsun. X = Sym A, A'nin eslesmelerinden olugsan kiime olsun.
Kamtlaym: f — f~! kuraliyla verilmis fonksiyon X’in bir eglemesidir ve kendi kendisinin
tersidir.

X ve Y birer kiime olsun. f, g : X — Y iki egleme olsun. Bir ve bir tane h: Y — Y
eslemesi i¢in h o f = g esitligini kanitlayin

X ve Y birer kiime olsun. f, g : X — Y iki esleme olsun. Bir ve bir tane h: X — X
eslemesi i¢in f = g o h esitligini kanitlayin

Eger X =Y ise p(X) ~ p(Y) oldugunu kanitlayin.

Eger X Y ve A~ Bise X* ~ Y? oldugunu kanitlayimn.

R kiimesinde olmayan bir eleman alalim ve bu elemana co diyelim.

R=RU{cc}

olsun. ad — bc # 0 esitsizligini saglayan dort a, b, ¢, d gergel sayisi igin R kiimesinden R
kiimesine giden su fonksiyonu tanimlayalim:

ZZIS eger x # ~f ve T # oo ise
Japcalr) =49 2 eger x = oo ise

o0 eger ¥ = —¢ ise
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a. {fabe,d:a,bc,d€R vead—be# O.} fonksiyonlar kiimesinin bilegke ve ters alma
altinda kapali oldugunu kanitlayin. Ozdeslik fonksiyonunun bu kiimede oldugunu
kanitlayin.

b. fab,c,a fonksiyonunun eglesme oldugunu kanitlayin.

c. Eger u, v, w R ii¢ degisik elemansa ve ', v’, w’ € R ii¢ degisgik elemansa o zaman
fa,b,c,d(u) = u,7
fapealv) =1,
fapealw) =

esitliklerini saglayan a, b, ¢, d gergel sayilar1 oldugunu kanitlayin.

4.7 Goruntu Kumesi

f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger A, X’in bir altkiimesiyse, f(A) kiimesini
soyle tanimlayalim:

f(A) ={f(a):a € A}.
f(A), Y kiimesinin bir altkiimesidir elbette. f(A) kiimesine A'nin (f al-
tinda) gériuntisi ya da imgesi adi verilir.

f

X—>Y

O£

A’nin gorintusi
Ornegin, eger f : R — R fonksiyonu f () = 2% kuraliyla verilmisse,

F({5}) = {25},

F({=3,5}) = {9, 25},
F({=5,5}) = {25},
f((=1,1)) =[0,1),
f(=1,1) = [0, 1],
f(R) =R=?,

f(R>0) — ]R>0,
F([=3,00)) =R=",
F([3,00)) = [9,00),
F(0) =0,

f(z)=f(N)=1{0,1, 4,9, 16, ...}.
Her f fonksiyonu i¢in f(@)) = 0 olur. Eger f(A) = 0 ise, A = () olmak zorun-
dadir, ¢linkii ne de olsa, A’da bir eleman olsayd1 f(A)’da da bir eleman olmak
zorunda olurdu.
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Boylece, f: X — Y fonksiyonu sayesinde, X’in herhangi bir A altkiime-
sini Y'nin f(A) altkiimesine gonderen p(X)ten p(Y)’ye giden bir fonksiyon
tammmlanir. Karigikliga neden olmayacaksa, p(X)’'ten p(Y)’ye giden bu yeni
fonksiyon da f olarak yazilir, oysa f gibi biraz farkh bir bicimde yazilmasi
daha dogru olurdu.

Nitekim bir f : X — Y fonksiyonundan elde edilen o(X)'ten p(Y)’ye
giden bu fonksiyonun f ile aym sekilde yazilmasi X’in bir elemaninmin ayni
zamanda X'in altkiimesi oldugu zaman gercek bir sorun yaratir. O zaman
f(A) iki farkh anlama gelebilir. Ornegin,

X =40,1,{0,1}} ve Y ={a, b, ¢}
olsun. Ve X’ten Y’ye giden fonksiyonu su kurallarla tanimlayalim:

f(0) =a, f(1) =bve f({0,1}) = c.

O zaman {0, 1} eleman olarak algilandiginda, f({0, 1}) = ¢ olur ama {0, 1}
altkiime olarak algilandiginda,

F{0, 13) = {£(0), fF(1)} = {a, b}

olur! Okurun bu iki fonksiyonu karigtirmayacagini ve karigtirma olasiligi varsa
ikincisi i¢in f gibi biraz degisik bir simge bulmasini 6neririz, o zaman

F({0,13) = ¢ ve f({0, 1}) = {a,b}

olur ve herhangi bir karigikliga yer kalmaz. Biz f yazilimina bagvuracagiz.
Tamimlanan bu fonksiyona f'nin gérinti fonksiyonu adini verelim.

Aligtirmalar
4.91. f: X — Y bir fonksiyon ve A, A1 ve Az, X'in altkiimeleri olsun.

a. A1 C Ay ise, f(A1) C f(A2) iligkisini kanitlayin.

b. f(A1 U As) = f(A1) U f(A2) esitligini kanitlayn.

c. f(A1NA2) C f(A1) N f(A2) iligkisini kanitlaym. Esitligin her zaman dogru ol-
madigim gosterin. Eger f birebirse esitligin dogru oldugunu gosterin.

d. f(A°)ile f(A)° arasinda genel olarak herhangi bir i¢indelik iligkisinin olmadigini
gosterin.
Eger f birebirse, f(A°) C f(A)° iligkisini kanitlayin.
Eger f ortense f(A)° C f(A°) iligkisini kanitlayin.
Eger f birebir ve ortense, f(A°) = f(A)° esitligini kanitlayin.

e. f’nin 6rten olmasi i¢in f(X) =Y esitliginin yeter ve gerek kosul oldugunu kanit-
layn.

4.92. Yukaridakilere egdeger onermeleri X’in (iki altkiimesi yerine) sonsuz sayida altkiimesi
icin kanitlayin.
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4.93. f: N — Z fonksiyonu f(z) = z — ® denklemiyle ve g : Z — R fonksiyonu g(z) =
z/(1 + z?) denklemiyle tanimlanmis olsun. (g o f)(3) sayisin1 hesaplayn.

{z:(go f)(x) =0}
kiimesini bulun.
494. f: X — Y ve g: Z — X iki fonksiyon olsun.

frp(X) — oY) ve §:p(Z) — p(X)

bu altboliimde tamimlanan fonksiyonlar olsun. (f o g) fonksiyonu da p(Z)’den (Y )’ye
giden fonksiyon olsun. (fog) = f o g esitligini kanitlayn.
4.95. f ortense f de ortendir. Kamtlaym. f értense f orten midir?

4.96. fve f fonksiyonlarinin birebirligi arasinda bir iligki var midir?

4.8 Onimge
f: X — Y bir fonksiyon olsun. B C Y verilmis olsun. X’in f~!(B) altkiime-
sini goyle tanimlayalim:

f(B)={reX: f(z) € B}.

f~1(B) kiimesi, X’in f fonksiyonu altinda B’ye giden elemanlarindan
olusur. f~!(B) kiimesine B’nin éngériintiisii ya da énimgesi adi verilir.

f

B’ye giden
elemanlar

f~1(B): B’nin 6ngoriintiisii

R’den R’ye giden f(z) = 2% fonksiyonu 6rnegini alalim:

F7H({25}) = {5, 5},
F71{0,25}) = {-5, 0, 5},

S =2, 4 = {-2, 2},
FHE3Y) = {—v3, v3},
-1 =0,

F7H([=1,0) = {0},

FH=11)) = [-1,1],
FH-1,4) = (-2,2),
F7H0,1)) = fH (=00, 1)) = [-1,1],
F7H(0,1)) = (=1,1)\ {0},
F71(0,00)) =R\ {0},
F71((1,00)) = (=00, —1) U (1, 00)
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Boylece f : X — Y fonksiyonundan hareketle, p(Y)’den (X )’e giden bir
fonksiyon tanimladik. Bu fonksiyon da ne yazik ki f~! olarak yazilir ve ki-
mileyin “f eslemesinin tersi” anlamma gelen f~! ile karigtinlabilir. Ornegin
eger f bir eslemeyse ve Y’nin bir altkiimesi ayni zamanda Y 'nin bir ele-
manitysa... Karigtirmayin litfen! Karigtirma ihtimali varsa o(Y)’den p(X)’e gi-
den fonksiyonu f~! olarak degil de f~! olarak yazin. Biz de bazen (en azindan
ontimiizdeki birkag satir boyunca) 6yle yapacagiz.

(f~1)~! = f esitligi kesinlikle gecerli degildir. Nitekim eger f : X — Y
ise, (f~1)™! fonksiyonu p(p(X))ten p(p(Y))ye gider, yani tanim ve deger
kiimeleri bile farklidir!

Tanimlanan bu fonksiyona f’'nin ongorinti fonksiyonu adini verelim.

Eger y € Y ise, f~1({y}) yerine kimileyin daha pratik olan f~!(y) ya da
f~Y(y) yazalm.

Aligtirmalar
4.97. f: X — Y bir fonksiyon ve B, By ve Bz, Y’nin altkiimeleri olsun.

a. B1 C Bsise, f71(B1) C f1(B2) iligkisini kanitlaymn.

b. f7Y(B1UBz) = fY(B1) U f1(B2) esitligini kanitlaym. Sonsuz sayida bilegim
i¢in de esitligin gegerli oldugunu kanitlayin.

c. f7Y(B1NBy) = f~(B1)N f'(B2) esitligini kamtlaym. Sonsuz sayida kesisim
i¢in de esitligin gegerli oldugunu kanitlayin.

d. f7H(B°) = f~*(B)° esitligini kanitlayimn.

e. f7HY) = X esitligini kanitlayin.

f. f(f7'(B)) C B icindeligini kanitlayin. Esitligin gecerli olmayabilecegini gésteren
bir 6rnek verin. Eger f ortense esitligin gecerli oldugunu kanitlaym. Eger f orten
degilse esitligin gegerli olmadig1 bir B C Y altkiimesi bulun.

g. AC Xise AC f1(f(A)) icindeligini kanmitlayin. Esitligin gecerli olmayabilecegini
gosteren bir 6érnek verin. Eger f birebirse esitligin gegerli oldugunu kanitlayin.

4.98. Bir f: X — Y fonksiyonuve A, BC X ve C, D CY igin
f(AAB) ve f(A)Af(B)

ve
f7H(CAD) ve fTHO)AfTH(D)
kiimeleri arasinda nasil bir iligski vardir? f’nin birebir, 6rten ve esleme oldugu durumlar
da ¢ozlimleyin.

499. f: X — Y veg:Z — X olsun. (fog)~! =g~ o f~! esitligini kanitlaym.

4.100. f:R — R fonksiyonu, f(z) = 3z — 5 olarak tanimlansin. f’nin bir eglesme oldugunu
gbsterin. f~! fonksiyonunun tanimini bulun. (—2,3) araliginin imgesini ve énimgesini
bulun.

4.101. f : R — R fonksiyonu, f(x) = z* + 3z — 5 olarak tamimlansin. f(R) kiimesini bu-
lun. (=7, 5] araligimin 6nimgesini bulun. Q'niin imgesinin Q’niin bir altkiimesi oldugunu
kanitlayin. Q'niin énimgesinin Q’niin bir altkiimesi olmadigini kanitlayin.

4.102. f ve f~! fonksiyonlar1 arasinda ortenlik ve birebirlik acisindan nasil bir iliski vardir?
Ornegin biri értense digeri de érten midir?
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4.9 Fonksiyonlarin Kisitlanmasi

f : X — Y bir fonksiyon olsun. A, X’in bir altkiimesi olsun. f’nin sadece
A’da aldig1 degerlerle ilgileniyorsak, o zaman f’yi A’ya kisitlayabiliriz, yani f
yerine, her € A igin,

esitligiyle tanimlanan
g:A—Y

fonksiyonunu ele alabiliriz. Tanimladigimiz bu g fonksiyonu f|4 olarak yazilr.
f|a fonksiyonu f'nin A’ya kisitlanige olarak okunur. Bunun bir resmini aga-
giya cizdik.

—

Ornegin, f (r) = x? kuraliyla tanimlanan f : R — R fonksiyonu birebir
degildir ama fg_ : R=Y — R fonksiyonu birebirdir.

Eger BC AC X ve f: X — Y bir fonksiyonsa, (fja)p = fp esitligi
gecerlidir. Elbette.

Aligtirmalar
4.103. (fog)ia = fo(gya) esitligini kanitlaym. (f o g bileskesinin alinabilecegini varsayiyoruz
elbette.)
4.104. f birebirse f|4 da birebirdir; kanitlayin. Ama f ortense, fj4 Orten olmayabilir; gésterin.

4.105. f: X —> Y bir fonksiyon olsun. f : p(X) — p(Y), f’nin goriintii fonksiyonu olsun.
A C X olsun. p(A)’dan p(Y')’ye giden (f|4)~ fonksiyonunu f fonksiyonu cinsinden ifade
edebilir misiniz?

4.106. f: X — Y ve B CY olsun.

(F" ey  0(B) — p(X)

fonksiyonunu f fonksiyonu cinsinden ifade edebilir misiniz?
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4.10 Fonksiyonlarin Bilesimi
Cift tamsayilar1 0’a, tek tamsayilar1 1’e gotiiren f fonksiyonuna bakalim. Or-
negin,

f(4) = f(=6) = f(0) =0, f(3) = f(=5) = f(1) = 1.
Bu fonksiyonun tanimini goyle de verebilirdik:

| 0 eger n ciftse
fn) = { 1 eger n tekse

Buna benzer fonksiyon tanimlar: matematikte sik sik yapilir. Mesela
) = x? eger x € Q ise
|l z+2 egerxz ¢ Qise

fonksiyonu kesirli sayilarin karesini alir ama kesirli olmayan sayilara 2 ekler.
Bu yontemle tanimlanan fonksiyon 6rneklerini kolaylikla ¢cogaltabiliriz. Iste bir
tane daha:

z? eger x < —2 ise
flx)=<¢ z+2 eger —2<x<5 ise
403 —x eger H<«x ise

Genel yontem soyle: A ve B iki ayrik kiimeve f: A — X veg: B—Y
iki fonksiyon olsun. O zaman AU B’den X UY’ye giden ve A’da f’ye esit olan,
B’de ise g’ye esit olan bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Bu fonksiyonu

fUg

ile gosterirsek, tanimi soyle yazariz:

| flx) egeraxe Aise
(fug)(z) = { g(z) eger x € B ise

fUg fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin bilegimsi adi verilir. Bazen de fUg
fonksiyonuna parcali tanimlanmas fonksiyon ya da kosullu tanimlan-
mag fonksiyon adi verilir.

Ya A N B bogkiime degilse? O zaman da f U g fonksiyonunu aynen yuka-
ridaki gibi tanimlayabiliriz, yeter ki A N B kesigiminde f ve g ayni degerleri
alsinlar, yani her x € AN B i¢in f(x) = g(z) olsun, yani fi4anp = gjanp olsun.

Cogu zaman uygulamada X = Y olur. Zaten X ve Y yerine her zaman
X UY kiimesini alabiliriz. Bundan sonra deger kiimesi hep ayni olacak. Bu
durumun resmi agagida.
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8 AUB

Bu dedigimizi iki kiimeden n tane kiimeye genellestirebiliriz.

A17 AQa R An
kiimeler olsun. Her i = 1, ..., nigin, f; : A; — Y bir fonksiyon olsun. Ayrica
bir de, her 4, j =1, ..., n ve her z € A; N A; i¢in fi(z) = f;(z) esitligini var-

sayalim. O zaman bu n tane fonksiyonun bilegimini alabiliriz. Fonksiyonlarin
bilegimi

fAUfoU...Uf,
olarak yazilir ve A1 U A5 U ... U A, kiimesinden Y kiimesine gider. Tanim
sOyledir: x € A1 U A U ... U A, ise, o zaman x, A; kiimelerinden birindedir;
eger x € A; ise,

(LU f2U.. U fo)(x) = fi(x)

olarak tanimlanir. Burada énemli olan nokta, x, farkli A; kiimelerinde de olsa,

(f1 U f2 U... U fn)(l') = fz(m)

formiiliiniin hep ayni degeri vermesidir.

Bu yaptigimiz1 sonsuz sayida fonksiyona da genellestirebiliriz. Y bir kiime
olsun. F', degerlerini Y kiimesinde alan bir fonksiyonlar kiimesi olsun, yani
F’nin her elemani, bir kiimeden Y’ye giden bir fonksiyon olsun. Ayrica F’deki
her

fiA—Yveg:B—Y

fonksiyonlar1 icin A N B kesigiminde f ve g aym degerleri alsin. O zaman
F’deki fonksiyonlarin bilegimini alip yeni bir | J F' fonksiyonu tanimlayabiliriz.
Bu yeni fonksiyonun tanim kiimesi F’deki fonksiyonlarin tanim kiimelerinin
bilesimidir. Deger kiimesi ise Y dir.

Fonksiyonlarin bilesimini fonksiyonlar: yapigstirmak olarak diigtinebilirsi-
niz. Tabii fonksiyonlarin yapisabileceginden, yani kesigimlerde ayni degerleri
aldiklarindan emin olmak lazim.
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Alistirmalar

4.107. A ile C kiimeleri arasinda ve B ile D kiimeleri arasinda birer esleme varsa ve AN B =
CnND=0ise, AU B ve C' U D kiimeleri arasinda da bir egleme oldugunu gosterin.

4.108. F bir eslemeler kiimesi olsun. F’deki fonksiyonlarin tanim kiimelerinin ayrik olduklarini
varsayalim. Ayni varsayimi deger kiimeleri igin de yapalim. A, F’deki fonksiyonlarin
tanim kiimelerinin bilesimi, B de F’deki fonksiyonlarin deger kiimelerinin bilegimi olsun.
A ile B kiimeleri arasinda bir egleme oldugunu kanitlayn.

4.109. f:AUB — X bir fonksiyon olsun. fj4 U fijp = f esitligini kanitlaymn.
4.110. A ve B iki ayrik kiime ve g : A — X ve g : B — X iki fonksiyon olsun. (gUh)ja =g
ve (g Uh)|p = h esitligini kanitlaym.

4.11 1ki Onemli Sonuc

Ozellikle sonsuz kiimeler kisminda énemli olacak iki teorem kamtlayacagiz.

Teorem 4.1. X herhangi bir kiime olsun. X ’in altkimeler kimesi o(X) ile,
X ’ten {0, 1} kimesine giden fonksiyonlar kiimesi arasinda bir esleme vardur.

Kanit: X’ten {0, 1} kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi 2% olarak gosterilir.
Eger A C X ise, f4: X — {0, 1} su fonksiyon olsun:

1 xz€ Aise

fA(”“’):{o z ¢ Adse

f(A) = fa olarak tanimlanmis olan f : p(X) — 2% fonksiyonu bir eglemedir.
Bunun kanitini okura birakiyoruz. O

Yukaridaki kanit, aslinda Boliim 2.6’daki fikrin genellegmis halidir.

Eger X sonsuzsa, p(X) ile, X'ten {0, 1, 2} kiimesine giden fonksiyonlar
kiimesi arasinda da bir egleme vardir ama bunun kanit1 bu kitaba sigmayacak
kadar zordur.

Teorem 4.1’in kanitinda tanimlanan f4 fonksiyonu A kiimesinin karakte-
ristik fonksiyonu olarak adlandirilir. Literatiirde, genellikle, f4 yerine x4
yazilir.

Agagidaki teorem hem ilging hem de 6nemlidir. X sonluyken teorem c¢ok
basit elbette, ¢iinkii eger X'’in n elemam varsa p(X)’in 2" tane eleman1 var
ve n < 2™dir. Ama eger X sonsuzsa, agsagidaki teorem, bir anlamda, p(X)’in
X’ten “daha ¢ok” elemani oldugunu soyliiyor.

Teorem 4.2 (Cantor). X ’ten p(X)’e giden drten bir fonksiyon yoktur.

Kanit: Teoremin yanhg oldugunu varsayalim. f : X — @(X), orten bir
fonksiyon olsun.

A={reX:z¢ f(x)}



90

4. Fonksiyon

olsun. A € p(X) ve f orten oldugundan, X’in bir a elemam igin f(a) = A

olur. Simdi,
ac€Asad fla)ead A
olur. Celigki. Demek ki f 6rten olamaz. O
Alstirmalar
4.111. f, {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin

4.112.

4.113.
4.114.
4.115.
4.116.
4.117.

4.118.

4.119.

4.120.

4.121.

f)=272)=17B)=3, f(4) =4, f(5) =5

olarak tamimlanan eglemesi olsun. Ayni kiimenin f o g = g o f esitligini saglayan tiim
eslesmelerini bulun. (Toplam 12 tane vardir.)

Yukaridaki aligtirmay1

f(l):2vf(2):37f(3):17f(4):57f(5):4

olarak tanimlanan f eslemesi i¢in yapin.

{1, 2, 3, 4} kiimesinin f* = Id esitligini saglayan tiim eglesmelerini bulun.
{1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin f? = Id eitligini saglayan kac eslesmesi vardir?
N ile N\ {0} kiimesi arasinda bir esleme bulun.

p(N) ile p(N\ {0}) arasinda bir egleme bulun.

X bir kiime, a € X ve Y = X \ {a} olsun. k£ > 1, bir dogal say1 olsun.

a. X'’in a’y1 igeren k elemanl altkiimeler kiimesiyle, Y'nin k — 1 elemanl altkiimeler
kiimesi arasinda bir egleme bulun. Bu eslemenin tersini yazin.

b. X’in a’y1 igermeyen k elemanli altkiimeler kiimesiyle, Y’nin k£ elemanl altkiimeler
kiimesi arasinda bir egleme bulun. Bu eslemenin tersini yazin.

{1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin eglesmeleri Sym 5 olarak yazilir. f, 4.111’uncu ahstirmadaki
esleme olsun. {g7' o fog: g € Sym5} kiimesinin elemanlarini bulun.

X ve Y herhangi iki kiimeyse, Fonk(X, Y) ya da Y¥, X’ten Y’ye giden fonksiyonlar
kiimesini temsil eder. Eger | X| = n ise (yani X’in eleman sayisi n ise) ve |Y| = m ise

| Fonk(X,Y)| = m"

oldugunu kanitlayin. Bu durumda X’ten Y’ye giden kag tane birebir fonksiyon vardir?
Kag tane orten fonksiyon vardir? (Bu zor; ama [N4]’te bu sayiy1 buluyoruz.)

X Dbir kiime olsun. X’in eglesmeleri kiimesi Sym X olarak yazilir. f € Sym X olsun.

C(f)={9eSymX: fog=go [}
olarak tanimlansin.
a. Idx € C(f) onermesini kanitlayin.
b. g, h € C(f) ise go h € C(f) oldugunu kanitlayin.
c. g€ C(f)ise g' € C(f) oldugunu kanitlaym.

X’ten X’e giden bir f fonksiyonu, pozitif bir n dogal sayisi i¢in f* = Idx esitligini
sagliyorsa (burada, f™, n tane f’nin bileskesi aliniyor anlamina geliyor), f’nin bir egleme
oldugunu kanitlayin. f’nin tersini f ve bilegkeleri cinsinden bulun. f™ = Idx ise, her
g:Y — X eslemesi igin, (¢7' o f 0 g)" = Idx esitligini kanitlayn.
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4.122.

4.123.

4.124.

4.125.

4.126.

A, B ve Y {i¢ kiime olsun. A ve B’nin ayrik olduklarmi varsayalim. f : A — Y
ve g : B — Y birebir iki fonksiyon olsun. f U g fonksiyonunun birebir olmas: igin
f(A) N f(B) = 0 esitliginin gerek ve yeter kosul oldugunu gosterin.

A, B ve Y ii¢ kilme olsun. f : A — Y ve g : B — Y iki fonksiyon olsun. Bu iki
fonksiyonun A N B’ye kisitlamalarinin egit olduklarini varsayalim. f U g fonksiyonunun
birebir olmasi igin gerek ve yeter bir kogul bulun.

Her z, y € R igin |f(z) — f(y)| = |z — y| esitligini saglayan f : R — R eslesmelerine
izometri denir. Izometrilerin kiimesini Izom R olarak gosterelim. g o h yerine gh ya-
zacaglz.

a. Idr € Izom R Onermesini kanitlayin.
b. g, h € IzomR ise gh € Izom R oldugunu kanitlayn.
g € IzomR ise g~ € IzomR oldugunu kanitlaymn.

/o

a € R igin, t, : R — R fonksiyonu ¢,(z) = = + a olarak tamimlansin. ¢, 6teleme
olarak bilinir. ¢, € Izom R oldugunu kanitlayin.

e. to = Idg, taty = ta_H,,t;l = t_, egitliklerini kanitlayin.

f. T ={ta : a € R} olsun. R ile T arasinda bir egleme oldugunu kanitlayin.

g. € : R — R fonksiyonu e(z) = —z olarak tanimlansin. ¢ € Izom(R) oldugunu
kamtlaymn. (e, 0 merkezli simetridir.)

h. Te = {te:t € T} olsun. T N Te =  esitligini kanitlaym.

i. TUTe C IzomR iligkisini kanitlayin.

j- TUTe =IzomR esitligini kanitlayin.

k. a ve b, iki farkh gergel say1 ve A = {a,b} olsun. Eger f ve g, R'nin iki izometrisi

ve fla = gja ise f = g esitligini kanitlaymn.

Her z, y € R igin |f(z) — f(y)| = |z — y| esitligini saglayan f : R — R fonksiyonlarinin
eslesme olmak zorunda olduklarini kanitlaym. (Ayni sey Z i¢in de gegerlidir ama N igin
gegerli degildir.)
X bir kiime f : X — X herhangi bir fonksiyon olsun. Sunu kanitlayn: Oyle bir Z C X
vardir ki
a. f(Z) = Z olur,
b. fiz : Z — Z bir eglemedir ve
c. Z, X’in bu iki 6zelligini saglayan en bliylik altklimesidir.
Boyle bir Z’nin biricik oldugunu kanitlayin.

4.12 Dizilerin Matematiksel Tanimi*

Kitabin en bagindan beri dizilerden, 6zellikle 01-dizilerinden soz ettik ama dizi-
lerin tam matematiksel tanimini vermedik. Bu bolimde dizinin matematiksel

tanimini verecegiz.

Bu

Herhangi bir dizi alalim. Diyelim asal say1 dizisini aldik:
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, ...

dizi ashinda bir fonksiyondur, N’den asal sayilar kiimesini altkiime olarak

iceren bir kiimeye giden, 0’da 2, 1’de 3, 2’de 5, 3’'te 7, 4’te 11 vs. degerini alan
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fonksiyondur, yani diziye x adini verirsek, x, tanim kiimesi N olan ve
z(0)=2,2(1)=3,2(2) =5,x3)=7,z(4) =11, ...

degerlerini alan bir fonksiyondur. )
Bir 01-dizisi de, N’den {0, 1} kiimesine giden bir fonksiyondur. Ornegin,

1010010001011001 ...
dizisi, tanim kiimesi N olan ve

degerlerini alan bir fonksiyondur. (Birinci boliimde ele alinan 01-dizileri, yu-
karidaki gibi saga dogru degil, sola dogru ilerliyordu ama bu gorsel ve sekilsel
farkin higbir éneminin olmadig: belli.)

Dizinin en genel tanimini verelim gimdi. A, herhangi bir kiime olsun. Bir
A-dizisi, N'"den A’ya giden bir fonksiyondur. Eger

z:N— A

bdyle bir fonksiyonsa, z’in n dogal sayisinda aldig degeri x(n) yerine x,, olarak
gosterelim. Bir fonksiyon (neredeyse) aldigi degerler tarafindan belirlendigin-
den, x fonksiyonu da

Loy L1y L2y, T3y « .

degerleri tarafindan belirlenir. Dolayisiyla x fonksiyonu yerine
Zo, L1, T2, T3y - ..

yazmanin pek bir sakincasi olamaz.
xy’ye ’in n’inci tertmsi adi verilir.
A-dizilerinden olusan kiimeyi D(A) olarak gosterelim:

D(A) = Fonk(N, A) = AN

Eger A'nin ne oldugu barizse, D(A) yerine sadece D yazabiliriz.

01-dizileri kiimesi demek ki {0, 1} kiimesine (yani N'den {0, 1} kiimesine
giden fonksiyonlar kiimesine) esittir.

Bir dizinin terimleri dogal sayilarla numaralandirilmis olmali. 7 uzunlu-
gunda sonlu bir dizi, {0, 1, 2, ..., n — 1} kiimesinden bir A kiimesine giden
bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Dizileri bir fonksiyon olarak tanimlamanin ardinda matematigi kiimeler
kuramina indirgemek kaygisi yatar sadece. Eger bir fonksiyonu da bir kiime
olarak tamimlarsak o zaman amacimiza tam olarak ulagmig olacagiz. Bunu,
17'nci boliimde ayrintilara girmeden kisaca yapacagiz.
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4.13 Kiime Ailesi*

Gegmiste birkac kez kiime ailesi kavramini kullandik, érnegin “(X;);es bir
kiime ailesi olsun” gibi ctimleler kurduk ve bir kiime ailesinin bilegimini, ke-
sigimini filan aldik. Ama bu kavrami matematiksel olarak tanimlamadik. Bu
kisa altboliimde bu eksigimizi giderecegiz.

X, elemanlar kiime olan bir kiime olsun. (X kiimesini X; kiimelerini ele-
man olarak iceren bir kiime olarak diigiiniin.)

I bir bagka kiime olsun.

I’dan X’e giden bir f fonksiyonuna ktiime ailest adi verilir. Eger ¢ € I i¢in
f(i) = X; tamimuni yaparsak, f’yi (X;);cs olarak gostermekte pek bir sakinca
yoktur:

f = (Xa)ier,
¢inkii ne de olsa bir fonksiyon, degerleri ve tamim kiimesi tarafindan agagi
yukar1 belirlenir. Tek eksik, sag taraftaki yazilimda deger kiimesi X’in anla-
silamamasi. Ama eger f’yi o6rten alirsak bu eksik de tanimlanir. Zaten kiime
ailesinin kullamiminda f’nin 6rten olup olmadig1 hicbir zaman sorun olmaz,
yani dileyen okur X yerine f([) alarak f fonksiyonunun oérten oldugunu var-
sayabilir.

X’i elemanlar: kiime olan bir kiime olarak alacagimiza, elemanlar1 fonksi-
yonlar olan bir kiime olarak alirsak, fonksiyon ailesi kavramini tanimlamig
oluruz. Ornegin, her z € R icin,

f:: N—R
fonksiyonu
fa(n) =2z
kuraliyla tamimlanmigsa,
f (x) = [z

kuraliyla tanimlanmig
f:R — Fonk(N,R)

fonksiyonu N’den R’ye giden bir fonksiyon ailesidir. Bu aileyi

(fx)acER

olarak ya da daha anlagilir bigimde,

(f:c N = mn)xER

olarak gosterebiliriz.
Sonug olarak, “aile” denen sgey, konugmada bir tiir kolaylik saglayan bir
sOylem bicimidir, ardinda derin bir matematik yoktur.






5. Gergel Sayilarda Deger
Alan Fonksiyonlar

Degerlerini gercel sayilarda alan fonksiyonlarin matematikte 6zel bir yeri var-
dir. Ne de olsa modern diinyada basar1 dahil her sey sayilarla degerlendiriliyor.
Bu 6nemli konuya bir bolim ayirmak gerekiyor.

5.1 Fonksiyonlarda i§lemler

Fonk(X,R) kiimesini, yani bir X kiimesinden gergel sayilar kiimesi R’ye gi-
den fonksiyonlar kiimesini ele alalim. R iizerine tanimlanmis olan toplama,
gikarma, garpma gibi iglemleri kullanarak, Fonk(X, R) tizerine benzer iglemler
tanimlayabiliriz.

Ornek olarak toplama islemini ele alalim ve Fonk(X, R) iizerine, adina gene
toplama diyecegimiz bir iglem tamimlayalim X’ten R’ye giden iki fonksiyon
alalim. Bu fonksiyonlara f ve g adlarimi verelim. Gene X’ten R’ye giden ve
f + g olarak gosterecegimiz bir fonksiyon tanimlayacagiz ve bunu olabilecek en
dogal bicimde yapacagiz. f + g fonksiyonunu tanimlamak igin, bu fonksiyonun
X’in herhangi bir z elemaninda aldig1 degeri tanimlamak yeterlidir. Bu tanimi
sOyle yapacagiz: f+ g fonksiyonunun x’teki degeri, f ve g fonksiyonlarinin z’te
aldiklar1 degerlerin toplami olacak, yani,

(f +9)(x) = fz) + g(x)

olacak. Boylece tamimlanmig f + g fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarimin nok-
tasal toplamlar: ya da daha basit olarak toplamlar: adi verilir.
Ornegin X = R ise (ya da X, R’nin herhangi bir altkiimesiyse) ve f ve g
fonksiyonlari,
flz) =243

ve
g(z) = 52 + 22 — 3
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kurallariyla tanimlanmiglarsa, o zaman, her x € X igin,
(f + 9)(x) = 62% + 22

olur.
Sabit 0 fonksiyonu sp, Fonk(X,R) kiimesi tizerinde tanimlanmig olan bu
toplama igleminin etkisiz elemanadir, yani her f € Fonk(X,R) igin

fHso=so+f=f
olur.
f € Fonk(X,R) i¢in, — f fonksiyonunu
(=N(x) = —f(2)
olarak tanmimlarsak,
fH=H=EH+f=s0
olur.
so yerine ¢ok sik olarak 0 yazilir. Tabii o zaman bu 0 fonksiyonuyla R’nin
bir elemani olan 0’1 karigtirmamak gerekir. 0 fonksiyonuna da szfir fonksi-
yonu adi verilir. Dolayisiyla 0(z) = 0 yazihmu sizi sagirtmasin; bu sg(z) = 0
demektir. Bu yazilimla, daha aligik oldugumusz,
f+0=0+f=/,
fHN=EH+F=0
esitliklerini elde ederiz.
Kanit teknigine bir aligtirma olarak, her f, g, h € Fonk(X, —R) igin,
(f+9)+h=[f+(g+h)

esitligini kanitlayalim. Bunu kanitlamak igin, her iki tarafi da X’in herhangi
bir z elemaninda degerlendirip sonuclarin ayni ¢iktigini kontrol etmek yeterli.
x € X olsun. Hesaplayalm:

(f+9)+h)(@)=(f +9)(x) + h(z) = (f(z) + g(x)) + h(x)
= f(@) + (9(x) + h(z)) = f(x) + (9 + h)(z)
=(f+ (g+h)(x).
(Birinci ve ikinci egitlikler fonksiyon toplamanin tanimi, {iglincii egitlik gergel

sayilarda gecerli olan birlegsme 6zelligi, dordiincii ve besinci 6zellikler gene fonk-
siyon toplamanin tanimi.) Demek ki

(f+9)+hve f+(g+h)
fonksiyonlar1 X’in her elemaninda ayni degeri aliyorlar, yani bu iki fonksiyon
birbirine esit.
Agagidaki aligtirmalarda okurdan fonksiyonlardaki toplama igleminin bag-
ka 6zelliklerini kanitlamasinm isteyecegiz.



5.2. Karakteristik Fonksiyon 97

Alistirmalar

5.1. Her f, g € Fonk(X,R) i¢in, f + g = g + [ esitligini kanitlayin.

5.2. Her f, g € Fonk(X,R) igin, —(f +¢g) = (—f) + (—g) esitligini kanmtlaymn. (Bu fonksiyon,
aynen sayilarla oldugu gibi, —f — g olarak yazlir.)

5.3. f € Fonk(X,R) olsun. Eger f 4+ f = 0 ise f = 0 esitligini kanitlayin. (Bu fonksiyon,
aynen sayilarla oldugu gibi, 2f olarak yazlir.)
Fonksiyonlar: ¢arpabiliriz de: Her f, g € Fonk(X,R) igin, f-g ya da kisaca

fg € Fonk(X,R) fonksiyonu,

(f - 9)(z) = f(x)g(x)

olarak tanimlansm. (Burada z, X’in herhangi bir elemanidir elbet.)

Ornegin X = R ise (ya da R’nin herhangi bir altkiimesi ise) ve f ve g fonk-
siyonlar1, f(z) = 22 + 3 ve g(z) = 522 + 2z — 3 kurallariyla tanimlanmislarsa,
o zaman, her € R icin,

(fg)(z) = (z* + 3)(5z* + 22 — 3)

olur.

Sabit 1 degeri alan s; fonksiyonu yerine 1 yazilir. Tabii bu 1 fonksiyonuyla
R’nin bir elemani olan 1’i karigtirmamak gerekir.

f ve g fonksiyonlarinin bilegkesi de kimi zaman fog yerine fg olarak yazilir.
Bu durumda bilegkeyle ¢arpimin karigtirilmamasi gerekir. Eger bir karigiklik
sozkonusu olabilecekse, fonksiyonlarin bilegkesi f o g olarak, carpimi da f - g
olarak yazilmali.

En biiyiik karisikhik f2 yaziliminda baggosterir. Bu yazilim ayni anda hem
fof hem de f-f anlamina gelir. Ornegin f(x) = x ise, birinci anlamda f2(z) =
r, ikinci anlamda f2(z) = 22 olur. Bu iki yazilim birbirinden ayirdetmek
gerekiyorsa birincisi i¢in f?) yazilimi kullamlabilir.

5.2 Karakteristik Fonksiyon

Eger X herhangi bir kiimeyse ve A C X ise,

{1 T € A ise

fa(z) = 0 x¢ Aise

kuraliyla tamimlanan f4 : X — {0,1} fonksiyonuna, A'nin karakteristik
fonksiyonu denir. Elbette

fa=fpe A=B
esdegerligi gecerlidir; zaten karakteristik fonksiyonunun varolus nedeni bu esit-
liktir.
fa fonksiyonunun tamiminda f4 yaziliminda gosterilmeyen bir X vardir.
Eger kargikliga yol acacaksa f4 yerine fif yazilabilir.
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fa sadece 0 ve 1 degerleri aldigindan,
2
fa=1fa-fa=fa
olur; bu da karakteristik fonksiyonlarla hesaplar1 kolaylagtirir. Bazen

(fa— fB)? = |fa— f5]

esitligi de ige yarayabilir.
Asagidaki egitlikleri dikkatinize sunariz:

fo = 0 (sabit sifir fonksiyonu),
fx = 1 (sabit bir fonksiyonu),
fanB = fafB,

favp = fa+ fB— fafs,

fae  =1— fa,

fap = fa—fafs,
faas = fa+ fe—2fafe=(fA+[%—2fafB)
= (fa—fB)*=|fa— fBl

fanB = fafp ve fac = 1 — f4 esitlikleri biliniyorsa, diger fonksiyonlari
bulmak zor degildir. Mesela

fauB = flacnpeye
= 1— faenpe
= 1— facfpe

1—(1—fa)(1—fB)
1—(1—fa—fB+ fafB)

= fa+fB—fafB
olur. Aym sekilde
fas = fanpe
fafpe
= fa(l-fB)
= fa—fafB
ve
Jfans = [fauB)\(4nB)

fraus) — flaus)fanB

frausy(1 = fanBb)

(fa+ fB— fafB)(1 = fafB)

= fa+[f—fafp—(fa+ fB— fafB)fafB)
= fa+[fe—fafe— (fifs+ faft — FAfE)
fa+ [ —fafp— (fafs + fafs — fafB)
fa+ [ — fafe— fafB

= fa+fe—2fafB

olur.
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Bu yontemle (AAB)AC = AA(BAC) esitligini cebirsel yolla (ve ko-
laylikla) kanitlayabiliriz. Bunun i¢in,
fiaaByac = fansac)

esitligini kanitlamak yeterli. Her birini ayr1 ayri1 hesaplayalim.

ftaapyac = faas + fc —2fansfc
= (fa+fe—2fafB)+ fo—2(fa+ fB—2fafB)fC
= fa+fe+ fo—2fafe—2fafc—2fsfc+4fafBfc

ve

faaacy = fa+ feac —2fafbac
fa+(fe+ fo—2fpfc) —2fa(fB + fc —2ffc)
= fa+fe+ fo—2fafe—2fafc—2fsfc+4fafBfc

olur. Istedigimiz kanitlanmistir.
Eger r € R ve f : X — R bir fonksiyonsa, rf : X — R fonksiyonunu da
dogal bir bicimde goyle tanimlayabiliriz: € X igin,

(rf)(z) =7 f(x).
Eger s,., sabit r degeri alan fonksiyonsa, rf = s, f olur.

Aligtirmalar

5.4. Her f, g, h € Fonk(X,R) igin,

(fg)h = f(gh),

flg+h)=fg+fh,

fg=g9f

f1=1f=ff0=0f=0
esitliklerini kanitlayin.

5.5. Oyle f, g € Fonk(X,R)\ {0} bulun ki fg = 0 olsun. Béyle f ve g olmasi i¢in X'in en
az iki elemani olmasi gerektigini kanitlayin.

5.6. X bir kiime olsun. A C X i¢in, fa, A'min karakteristik fonksiyonu olsun.
a. f3 = fa esitligini kamtlaym.
b. fa\p fonksiyonunu fa ve fp cinsinden yazin.

5.7. f, g € Fonk(X,R) olsun. Eger her z € X i¢in f(z) < g(x) oluyorsa, f < g yazalim.
a. Her f, g, h € Fonk(X,R) i¢in su 6nermeleri kanitlayin:

</
f<gveg<fisef=g,
f<gveg<hise f<h,
f<gve0< hise fh < gh.
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b. f < g ve g < f 6nermelerinin yanhs oldugu f ve g fonksiyonlar: bulun. (X’te en
az iki eleman olmali.)

58. Oyle f, g € Fonk(X,R) fonksiyonlar: bulun ki f < g olsun ama hichir n € N i¢in
g < nf olmasin. Boyle f ve g fonksiyonlarinin olmasi igin X’in sonsuz olmasi gerektigini
gosterin.

5.9. f(r) = sr(= sabit r fonksiyonu) kuraliyla tanimlanan
f : R — Fonk(X,R)
fonksiyonunun birebir oldugunu kanitlayin. Ayrica her r1, r2 € R igin

f(ri+mr2) = f(r1) + f(r2) ve f(rira) = f(r1)f(r2)

egitliklerini kanitlayin.
5.10. X herhangi bir kiime olsun. f : X — R, bir fonksiyon olsun. Eger her x € X i¢in

[f(@)] < M

esitsizliginin saglandigi bir M sayis1 varsa f’ye sinrly fonksiyon denir. Sinirh fonksi-
yonlar kiimesi £°°(X) olarak simgelenir. £°°(X) kiimesinin toplama, ¢arpma ve sabit bir
saylyla garpma altinda kapali oldugunu kanitlayin. Hangi f € £°°(X) igin 1/ f fonksiyonu
vardir ve £°°(X) kiimesindedir?

5.3 Polinomiyal Fonksiyonlar
Eger X, R’nin herhangi bir kiimesiyse, X 'ten R’ye giden
flz) =32 = 72?2 + (V2)z — 7

gibi bir kuralla tanimlanmig fonksiyonlara polinomiyal fonksiyonlar denir.
Bu tiir fonksiyonlarin taniminda «’in sadece dogal say1 kuvvetleri belirir, yani
z1/2 z~1 gibi ifadeler belirmezler, ya da belirirlerse sadelesirler. Ayrica,

1

o) =1y

gibi kesirli tanimlar da genellikle polinomiyal bir fonksiyon tanimlamaz. Ve
polinomlarda sonlu sayida z° gibi terimler belirir. Genel olarak, polinomiyal
bir f fonksiyonu,

f(m):a0+a1w+a2x2+-..+anxn

gibi bir ifadeyle tanimlanir. Boyle bir ifadede a;z%’ler, i'lere gore, kiiciikten
biiyiige dogru siralandigi varsayilir.

Polinomiyal bir fonksiyonun tanim kiimesinin R olmamas: i¢in goriiniirde
hi¢bir neden yoktur.

Sabit fonksiyonlar polinomiyal fonksiyonlardir.
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Ozdeslik fonksiyonu polinomiyal bir fonksiyondur, ciinkii f(z) = « ifade-
siyle tanimlanir.

Polinomiyal fonksiyonlarin toplami ve ¢arpimi da polinomiyal fonksiyon-
lardir. Ayrica bilegke miimkiin oldugunda, polinomiyal fonksiyonlarin bilegkesi
de polinomiyal fonksiyondur.

Dikkat: Bu dikkat, polinomun tanimini bilenlere. Bir polinomla polinomiyal
bir fonksiyon ayni nesne degildir. Bir polinom “anlamsiz bir ifadedir” ama her
polinom, polinomiyal bir fonksiyon tanimlar. Ornegin,

f(X)=3X*—7X>+ (V)X — 7

polinomu, béliimiin giriginde 6rnek olarak verdigimiz polinomiyal fonksiyonu
tanimlar. Eger X sonsuzsa, iki degisik polinom iki degisik polinomiyal fonk-
siyon tanimlar ama eger X sonluysa bu dogru degildir. Ornegin X = {0,1}
ise,

f(X)=X

polinomuyla
f(X)?=X?

polinomu aym fonksiyonu tanmimlarlar. Burada, teorik diizeyde bazen onemli
olabilecek ince bir ayrinti sézkonusudur.

Alistirmalar
5.11. Eger X C R sonlu bir kiimeyse, X 'ten R’ye giden her fonksiyonun polinomiyal oldugunu
kanitlayin. Bir bagka deyisle, f : X — R ise 6yle bir p polinomu bulun ki, her x € X
icin f(z) = p(z) olsun.
5.12. a. Eger f(z) = ax* + bz — 7 ise ve f(—2) = 21 ise f(2) kagtir?
b. Eger f(z) = az® — ba® + cx — 7 ise ve f(—2) = 21 ise f(2) kactir?
5.13. Eger her x € R\ {0, 1} i¢in,
T 1
f (x - 1) T

ise, her z € R\ {0,1} i¢in, f(z) =1 — 1/z esitligini kanitlayin.

5.14. f, katsayilar1 N’den segilmis herhangi bir polinom olsun. Sunu kamtlayimn: Oyle a ve b
dogal sayilar1 vardir ki, f(a) ve f(b) degerleri f’yi belirler. (Ipucu: a =1b = f(a) +1
olabilir.)







6. Secim Fonksiyonlar: ve
Secim Aksiyomu

Sonsuz sayida ayakkabi c¢ifti var ve biri sizden bu sonsuz sayida ayakkabi
¢iftinden her birinden bir 6rnek getirmenizi istiyor... Her ¢iftten sol ayakkabiy1
segebilirsiniz 6rnegin. Ya da hep sag ayakkabiyi... Yani iki ayakkabidan birini
secmek icin bir kural bulabilirsiniz.

Ama diyelim sonsuz sayida ayakkabi ¢ifti degil de, sonsuz sayida ¢orap ¢ifti
var. Her ¢iftten birini segeceksiniz. Coraplarim sagi solu belli olmadigindan bu
sefer belli bir kural bulamazsiniz. Coraplarin biri sagda biri solda olsa, ya da
biri iistte biri altta olsa, ya da biri yirtik biri saglam olsa, o zaman kural
koymak kolay. Sorun, sonsuz sayida gorap c¢ifti oldugunda ve ciftleri olugturan
corap teklerinden birini digerinden ayirdedemedigimizde.

Ornegin, X = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6},...} ise, X’in her elemanndaki en
biiyiik sayiy1 (2, 4, 6, ... sayilarini yani) segebiliriz.

Eger X = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...} ise, 1, X'in her elemaninda oldu-
gundan, hep 1’i secebiliriz.

Soruyu daha matematiksel olarak goyle ifade edelim. Elimizde bir X kiimesi
var. Bu kiimenin elemanlar1 da kiime, ve hicbiri bos degil. X’in her elemanin-
dan bir 6rnek (bir numune, bir esantiyon) segecegiz. Bir bagka deyisle, tamim
kiimesi X olan Oyle bir f fonksiyonu bulacagiz ki, her x € X i¢in, f(z) € x
olacak. Boyle bir fonksiyona se¢im fonksiyonu denir.

Sorumuz su: Bog olmayan kiimelerden olusan her kiimenin bir se¢im fonk-
siyonu var midir?

Once 6rneklerle sorunun zorluk derecesini Slgecegiz. Sonra da sorunun ozii-
ne inip yanit1 verecegiz.

Kolay Ornekler. Eger X, bog olmayan kiimelerden olusan sonlu bir kii-
meyse, o zaman X 'in bir se¢im fonksiyonunu bulmak g¢ok basittir: X’in her
elemanindan belli bir eleman segin, olsun bitsin! Sorun X sonsuz olunca...

Eger X’in elemanlarinin ortak bir elemani varsa, o zaman da kolay, hep o
elemamn secelim. Ornegin yukaridaki érneklerden birinde, 1, X’in biitiin ele-
manlarinin ortak elemaniydi ve biz hep 1’i secmistik.
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Eger X’in her elemaninda, a ve b diye adlandiracagimiz iki elemandan biri
varsa, o zaman da kolay: X’in bir x elemanimi alalim. Eger a € x ise a’y1
secelim. Eger a ¢ z ise, o zaman z’ten b’yi secelim.

Giderek Zorlagan Ornekler. p(A)*, A'nin bog olmayan altkiimelerin-
den olusan kiime olsun. Yani p(A)* = p(A)\ {0} olsun. Asagidaki 6rneklerde,
gesitli A’lar igin p(A)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu bulmaya ¢aligacagiz.

Notlar ve Ornekler

6.1. (N)* kiimesinin se¢im fonksiyonu. Bos olmayan her dogal say1 kiimesinden bir ele-
man segebiliriz; 6rnegin kiimenin en kiiglik elemanini segebiliriz. S6zgelimi, bu yontemle,
{1, 5, 8} kiimesinden 1'i, ¢ift sayilar kiimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi segeriz.

6.2. ©(Z)* kiimesinin segim fonksiyonu. Bog olmayan her tamsay1 kiimesinden de belli
bir yontemle bir eleman segebiliriz. Ornegin su yontemi deneyelim: () # = C Z olsun;
eger x’in en biiyiik elemani varsa o en biiylik elemani, yoksa z NN kiimesinin en kiigiik
elemanini segelim. Boylece bog olmayan her tamsayi kiimesinden bir eleman se¢mis
olduk.

6.3. p(Q=°)* kilmesinin se¢im fonksiyonu. Bog olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiime-
sinden bir say1 nasil segeriz? Kiimeye = diyelim. Su kiimeyi tanimlayalim:

A(z)={a+b:a/bec z}.

(Buradaki a/b yazilminda a ve b dogal sayilardir.)
Bog olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan, A(z)’in en kiigiikk eleman1 vardir. Bu
elemana n diyelim. Simdi,

{a/bexz:a+b=n}

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, dolayisiyla bir en kiigiik ele-
mani vardir. Iste x’ten bu elemani segelim.
Burada yapilan sudur: 0’dan biiytikesit sayilari,

011213123415 12
Iv I7 51 Ia 57 Iv 17 57 57 I7 ga Ia 67 57
3456135 71245738
Z? 57 ia T? ?7 57 gv I? §7 ?7 ga Z? 57 Tv

bi¢iminde siraya dizelim. (a/b sayilarim 6nce a+ b toplamina gore siraliyoruz, ardindan,
once pay1 kiigtik olanlari, sonra pay1 biiyiik olanlar1 sonra yaziyoruz.) Sonra bu sirala-
maya gore z’in en kiigiik elemanini segelim. Ornegin,

z={a®/be Q=" : a asal ve a® + b* say1s1 4’e ve 5’e boliinmez}

ise,

A(z) = {a® + b : a asal ve a® + b* sayis1 4’e ve 5’e boliinmez}
kiimesidir. A(z) kiimesinin en kiigiik eleman1 7’dir (a = 2, b = 3.) Dolayisiyla yukarida
agikladigimiz yontemle z’ten 2/3’i segeriz. Bu segim fonksiyonu bir sonraki érnekte
gerekecek, ona bir ad verelim: f. Ornegin, yukaridaki 6rnekte, f(z) = 2 /3 olur.

6.4. (Q)* kiimesinin se¢im fonksiyonu. Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer
eleman segebiliriz. © C Q bog olmayan bir kiime olsun. Eger N1 Q=° bos degilse, yu-
karidaki yontemi kullanalim ve f(XNQZ%) elemanin segelim. Eger X NQ=° bogkiimeyse,
(—X)NQ=° kiimesi bos degildir, o zaman da X’ten — f((—X)NQ=°) elemanim segelim.



105

6.5. Araliklar kiimesinin se¢im fonksiyonu. Gergel sayilar kiimesinin

[a, b], [a,b), (a,b], (a,b),
(—OO, a]7 (—OO, a)7 [a7 00)7 (a’v 00)7 (_007 _OO)

gibi altkiimelerine aralik ad: verilir. Gergel sayilarin bog olmayan araliklarindan da belli
bir yontemle bir eleman segebiliriz.

[a, b], [a, b), (a,b], (a,b)

araliklarindan “orta noktay1”, yani (a + b)/2 noktasimi, (—oo, —a] ve (—o00,a) aralik-
larindan a — 1 noktasini, [a,00) ve (a,00) araliklarindan a + 1 noktasimi ve (—oo, 00)
araligindan 0 noktasini (gene orta noktayi!) segelim.

Bu agamadan sonra boliim zorlagacak. Sonuglar: zorunlu olarak kanitsiz sunacagiz. Okur
bundan sonra yazilanlar1 genel kiiltiir mahiyetinde algilamali ve bu bakis agisiyla oku-
mali.

6.6. p(R)* kiimesinin se¢im fonksiyonu. Iste en civeivli soruya geldik. Yukaridaki érnek-
lerde kimileyin kolayca kimileyin zorlanarak, her seferinde bir se¢im fonksiyonu bulduk.
Ama bu kez igler hi¢ kolay degil.

Hemen soyleyelim: p(R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu bulamazsiniz. istedié;iniz
kadar deneyin... Sadece siz degil, kimse bulamaz!

Bu kiimenin segim fonksiyonu yok demiyorum. Var da demiyorum...

Segim fonksiyonu yoksa elbet bulamazsiniz. Ama varsa da bulamazsimniz!

Bu kiimenin bir se¢gim fonksiyonunun oldugu ancak su aksiyomla (belitle) kanitlanabilir:

Secim Aksiyomu (C). Elemanlar: bos olmayan kiimeler olan her kiimenin
bir se¢im fonksiyonu vardur.

Sohbet: Bu aksiyom kullanilarak o(R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonu oldu-
gu kanmitlanabilir (elbet!), ama o se¢im fonksiyonunun kurali bulunamaz! Yani
agik agik se¢im fonksiyonunu yazamazsiniz. Bir bagka deyisle, varhig (yukari-
daki aksiyom tarafindan) kanitlanan bir se¢im fonksiyonunun kural agik agik
bulunamaz. Bu kanitlanmigtir ama bu kanit1 burada aktarmamiz sézkonusu
bile olamaz.

Kurt Godel ve Paul Cohen, Se¢im Aksiyomu’nun kiimeler kuramimin diger
aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu kanitlamiglardir. S6yle agiklayalim:

Kiimeler kuraminin Se¢im Aksiyomu digindaki kabul edilen diger aksiyom-
larma ZF diyelim (17.11’inci boliimdeki A1-A9 aksiyomlar1). ZF’den daha ileri
seviyede bir kitabimizda ayrintiyla séz edecegiz. (Z, Zermelo'nun Z’si, F de
Fraenkel’in F’sidir.) ZF nin geligkisiz oldugunun (gene ZF nin aksiyomlar1 kul-
lanilarak) kanitlanamayacaginmi Kurt Godel kanitlamigtir (1931).

Godel (1940) ve Cohen (1963) ayrica sunu kanitlamiglardir:

Eger ZF ¢eligkisizse, hem (ZF + C) hem de (ZF + 7C) c¢eliskisizdir.

(7C, Sec¢im Aksiyomunun dogru olmadigimi soyler. Bir aksiyom sisteminin
celigkisiz olmas1 demek, o aksiyom sisteminde 0 = 1 esitliginin ya da (0 # ()
gibi bir sagmaligin kanitlanamayacagr demektir.)
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Bir bagka deyisle, eger ZF celigkisizse, ZF kiimeler kuramina ister C"yi,
istersek de C'nin degillemesini ekleyebiliriz ve geligkisiz iki ayr1 teori elde ede-
riz. Matematikcilerin cogu C’yi kabul etmekten yana olmuslar ve bugiin artik
C aksiyomu kabul edilmigtir. Bu yiizden, bugiin kabul edilen ve kullanilan
kiimeler kurami aksiyomlarina ZFC denir.

Secim Aksiyomu’nun Kullanimi. Se¢im Aksiyomu’ndan ¢ok “dogal” so-
nuclar ¢ikabildigi gibi, hi¢ dogal goriinmeyen sonuglar da cikar. Her ikisinden
de birer 6rnek verelim.

“Dogal” Bir Sonug. X sonsuz bir kiime olsun. N’den X’e birebir bir fonk-
siyon bulabilir miyiz? Se¢im Aksiyomu olmadan bdyle bir kiimenin varhig:
kanitlanamaz.

“Dogal Olmayan” Bir Sonug. 1 yaricaplh bir kiire alalim. Simdi ¢ok sasirtici
bir gey sOyleyecegim. Bu kiireyi dyle bes parcaya bolebilirim ki ve bu bes
parcay1 dondiirerek ve Oteleyerek, yani hacim ve alan degistirmeyen dontisiim-
lerden gecirerek Gyle toparlayabilirim ki, parcalarin ikisinden yaricapi 1 olan
bir kiime, geri kalan ii¢ parcadan yar1 ¢capi gene 1 olan bir kiime elde edebilirim.
Bu sagmasapan goriinen teorem ancak Sec¢im Aksiyomu’yla (daha dogrusu
onun birazcik hafifletilmis bir versiyonuyla) kanitlanabilir. Matematikte buna
Banach-Tarski Paradoksu denir (ama aslinda bir paradoks degildir, sadece
sagirticidir, paradoksu andirir.)

Sayfa 169’daki okuma pargasinda Seg¢im Aksiyomu’'nun ¢ok sagirtici bir
sonucunu okuyacaksiniz.
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Bir dogru tistiinde bir nokta (baglangic noktasi) secersek ve sabit bir birim
uzunluk ve sabit bir yon (saga ya da sola) kabul edersek, o zaman dogru
istiindeki her noktay1 bir say:1 olarak gorebiliriz.

Birim uzunluk yon
f f o —— f f } t>
2 -1 0 132 ZX 3X 4 5
V5 n

Dogru iistiinde segilen nokta ve segilen birim uzunluk ve yon rastgeledir, ama
bunlar secildikten sonra dogrunun her noktasi bir ve sadece bir tek noktaya
tekabiil eder, yani dogruyla gercel sayilar arasinda bir esleme vardair.

A ytizerinde
yyonu/  birim uzunluk
1

v" X
| | | | I | |
f f f f A f f >
o -1 12 /3 4 S
x tizerinde
birim uzunluk x yoni

— .

(Bu dediklerimizin dogrulugu bayagi tartigmalidir ashinda: Fiziksel bir dog-
ruyla sayilar arasinda bir egleme oldugu hig de bariz degildir. Ayrica boyle bir
Onermenin matematiksel olarak kamitlanmasi mimkiin degildir ¢iinkii 6ner-
menin kendisi matematiksel degildir, sorun felsefi bir sorundur. Konumuz bu
degil ama...)

Benzer geyi diizlemde yapmak i¢in birbirini kesen iki farkli dogru segmek
ve her iki dogru iistiinde yukaridaki gibi secimler yapmak gerekir. Boylece
diizlemdeki her noktay1

(z, y)
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gibi bir say1 ¢iftiyle gosterebiliriz ve diizlemin her noktasi bir ve sadece bir tek
say1 ciftine ve her say: ¢ifti de diizlemin bir ve sadece bir tek noktasina tekabiil
eder. Bir onceki sayfadaki sekil her seyi soyliiyor.

Benzer bicimde, icinde yasadigimiz ii¢ boyutlu uzayda da ortak bir noktada
kesisen ama ayni diizlemde yer almayan ti¢ dogru ve bu dogrular tistiinde bi-
rim uzunluklar ve yonler secilirse, uzaym her noktas: (x,y, z) say1 tigliisiiyle
gosterilebilir.

Iste bu boliimde (z, y) ve (z, y, z) gibi nesnelerin matematiksel tanimim
verecegiz.

(z,y) say ikilisinin bizi ilgilendiren tek 6zelligi vardir, o da su: Eger (z,y) =
(z,t) ise = z ve y = t olmak zorundadir. Ikilinin karakteristik ézelligi
denilen bu o6zellik diginda (z,y) ¢iftinin matematiksel olarak hicbir ozelligi
bizi ilgilendirmez. Dolayisiyla (z,y) ¢iftini matematiksel olarak tanimlamak
igin bu 6zelligi saglayan matematiksel bir nesne bulmak yeterlidir.

7.1 1ki Kiimenin Kartezyen Carpimi

Birinci Tanim: z ve y iki eleman (ya da iki kiime) olsun.

{{z}, {z, v}}

kiimesini ele alalim. Bu kiimelerin su 6zelligi vardir:

Onsav 7.1. Ejer {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} ise 0 zaman & = z ve y =t
olur.

Kanit: {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} esitligini varsayalim. Once z # y var-
sayimini yapalim. O zaman {z} kiimesinin bir, {z, y} kiimesinin ise iki eleman:
vardir. Demek ki bu kiimeler birbirine egit olamazlar; dolayisiyla esitligin so-
lundaki

{{z}, {z, v}}

kiimesinin iki elemam vardir. Demek ki esitligin sagindaki

{{z}, {z t}}

kiimesinde de iki eleman olmak zorundadir, yani {z} # {z, t}, yani z # ¢
olmalidir. Her iki kiimede de ikiger eleman oldugunu ve bu elemanlarin birinin
bir elemanli, digerinin ise iki elemanl bir kiime oldugunu kanitladik. Esitligin

sol tarafindaki
ez}, {z, y}}

kiimesinin yegane tek elemanli elemani olan {z} kiimesi, esitligin sag ta-

rafindaki
{{z}, {= t}}
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kiimesinin yegéane tek elemanli elemani olan {z} kiimesine egit olmah: {z} =
{z}, yani = z. Aym nedenden {z, y} = {z, t} olmali. x = z oldugundan

{y} ={z, yp\{z} = {z 3\ {z} = {#}
olur ve bundan da y =t gikar.
Eger x = y ise, o zaman

{z}} = {{a}, {z, 9} = {{z} {2 11}
olur, dolayisiyla sag taraftaki {{z}, {z, t}} kiimesinin (aynen sol taraftaki

kiime gibi) tek elemam vardir ve bu eleman {z} elemamdir: {z} = {z, t} =
{z}. Buradan da x = z = ¢ ¢ikar. O

Bu oOnsav sayesinde (x,y) ¢iftini ya da ikilisini {{z}, {z, y}} kiimesi

olarak tanimlayabiliriz. Oyle yapalim; tanim geregi

(z,y) = {z}, {=, y}}

olsun. §imdi de X x Y kiimesini x € X ve y € Y i¢in, (z,y) bigiminde yazilan
elemanlar kiimesi olarak tanimlayabiliriz:

XxY={(z,y):zeXveyeY}

Not 1. X x Y kiimesine, inlii Fransiz matematikgisi ve filozofu Descartes’a
(dekart diye okunur) atfen, X ve Y kiimelerinin kartezyen carpumsa denir.
Ama yukarida verdigimiz

(z,y) = {{z}, {z, y}}

tammu Polonyali matematikei Kuratowskinindir. Onsav 7.1’1 dogrulayan bag-
ka ktimeler de olusturabilirsek, o zaman kartezyen ¢arpimin bagka tanimlarin
da verebiliriz. Ornegin,

{{{=}, 0}, {y}}

kiimesi de bu 6zelligi saglar. Dolayisiyla

(z,y) = {{{=}, 0}, {y}}

tanimini da yapabilirdik.
Farkli tanimlar yapmak miimkiindiir, ama en kabul edileni verdigimiz Ku-
ratowski’nin tanimidir. Bu konuda bkz. agagidaki 7.9 ve 7.10’uncu aligtirmalar.

Not 2. (z,y) ikilisinin tanimimda Onsav 7.1’in esas alinmasi 6nemli bir felsefi
olguya isaret eder: Matematiksel kavramlarin nasil tanimlandiklar1 ya da ne
olduklar1 hi¢ 6nemli degildir, 6nemli olan 6zellikleridir. Yani matematikte as-
lolan nesne degil 6zelliktir. Bu dedigimiz sadece ikili kavrami i¢in degil, nokta,
dogru, say1 gibi tiim matematiksel kavramlar icin de gecerlidir. Bu da mate-
matigin list seviyede zihinsel bir ugras oldugunu gosterir.
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Alistirmalar

7.1. X ve Y birer kiime olsun. z € X ve y € Y olsun. {z} ve {z, y} kiimelerinin X UY
kiimesinin birer altkiimesi oldugunu kanitlayin.

7.2. {z} ve {z, y} kiimelerinin p(X UY") kiimesinin birer eleman oldugunu kanitlayin.
7.3. {{z},{z, y}} kiimesinin p(X UY") kiimesinin bir altkiimesi oldugunu kanitlayin.
7.4. {{z},{z, y}} kitmesinin p(p(X UY’)) kiimesinin bir eleman: oldugunu kanitlaym.
7.5. X X Y kiimesinin p(p(X UY)) kiimesinin bir altkiimesi oldugunu kanitlayin.
7.6. X XY kiimesinin p(p(p(X UY))) kiimesinin bir eleman1 oldugunu kanitlayin.
7.7. U(z,y) = {z, y} ve N(z,y) = {x} esitliklerini kantlayn.
7.8. UN(z,y) = NN (z,y) = x esitliklerini kanitlaymn.
7.9. {{{z}, 0}, {y}} = {{{z}, 0}, {t}} ise ¢ = z ve y = t esitligini kanitlayn.

7.10. {{0, =}, {{0}, y}} = {{0, 2}, {{0}, t}} ise x = 2 ve y = ¢ esitligini kanitlayn.

Simdi de ii¢ kiimenin kartezyen carpimini tanimlayalim. Bunun igin iki
segenegimiz var: X, Y, Z kiimelerinin kartezyen carpimi (X x Y) x Z ya
da X x (Y x Z) olarak tanimlanabilir, se¢im sizin! Tabii (z,y, z) eleman1 da
ayni bicimde ((z,y), z) ya da (z, (y, 2)) olarak tanimlanmali. Her iki tanim da
igimizi gorir, hangi tanimin kabul edildigi hi¢ énemli degildir, ¢iinkii her iki
durumda da asagidaki énerme dogru olur:

Onsav 7.2. Ejer (z,y,2) = (2/,y,7) ise 0 zaman z = o',y = o/, 2z = 2/
olur.

Kanit: Okura aligtirma olarak birakilmigtir. O

Okurun bu 6nsavla tatmin olmadigimi varsayip bir de su kolay sonucu
yazalim:

Onsav 7.3. Ejer X, Y ve Z ii¢ kiimeyse, (X xY)x Z ile X xY) x Z kiimeleri
arasinda,

((z,9),2) = (2, (y,2))
formiiliiyle verilmis bir esleme vardr.

Kanit: Okura alistirma olarak birakilmigtir. O

Dolayisiyla (X xY) x Z ile X x Y) x Z kiimeleri arasinda kiimeler ku-
rami agisindan 6nemli bir fark yoktur, bu kiimelere sanki egitlermig gibi dav-
ranilabilir.

Dort kiimenin kartezyen ¢arpiminin tanimi igin ise ¢ok daha fazla secenek
vardir:

(X xXY)x(ZxT),
X x (Y x(ZxT)),
Xx(YxZ)xT),
(X xY)x Z)xT,
Xx (Y xZ)xT.
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Bu tanim yontemiyle, dort kiimenin kartezyen carpimini tanimlamak i¢in bun-
lardan birini se¢cmek zorundayiz.

Onsav 7.4. X, Y, Z veT dort kiime olsun. O zaman,
(XxY)N(ZxT)=(XnZ)x(YNT)
olur.
Kanit: Egera e (X xY)N(Z xT)ise,ozamanz € X, ye€Y, ze€ Z,teT
icin,
a=(z,y) = (2,1)
olur. Onsav 7.1'e gore de t = 2 € X NZ vey =t € Y N T olur. Demek ki
a=(z,y) e (XNZ)x(YNT)

olur. Boylece
XxY)N(ZxT)C(XNZ)x(YNT)

igindeligi kanitlanmig oldu.
(XNZ2)x(YNT)C (X xY)N(ZxT)

igindeligini okura aligtirma olarak birakiyoruz. U

Yukaridaki 6nsav birgok lise matematik kitabinin yazdiginin tersine,
(X xY)x Zve X x (Y x2)
kiimelerinin esit olmadiklarin gosteriyor. Nitekim bu iki kiimenin kesigimi
(X xY)NX)x (ZnNn(Y x Z))

kiimesidir. Ayni sekilde, X xY ve Y x X kiimeleri de genellikle egit degildirler;
esitlik ancak X =Y ise saglanir.

Ikinci Tamim. Kartezyen carpim bir bagka tiirlii de tanimlanabilir. Bircok
nedenden tercih edilmesi gereken ikinci tanim goyle:

X xY

kiimesi, {0, 1} kiimesinden X UY kiimesine giden ve 0’da aldig1 degerin X 'te,
1’de aldig1 degerin Y’de oldugu fonksiyonlar kiimesidir. Daha bicimsel olarak
ifade edelim:

X xY ={f € Fonk({0,1}, X UY) : f(0) € X, f(1) € Y'}.



112 7. Kartezyen Garpim

Bu tamimda (x, y) ¢iftini tamimlamadan X x Y kartezyen ¢arpimini tanimladi-
gimiz 6nemli ve derin bir gézlemdir. Ornegin [N2]’de dogal sayilar1 teker teker
tanimlamak gibi sonsuz bir ugrasa girismek yerine dogal sayilar kiimesi N’yi
tek bir hamlede tanimlayacagiz.

Bu ikinci tanim yontemini hafifce degistirerek ikiden fazla, hatta sonsuz
sayida kiimenin kartezyen garpimini tanimlayabiliriz. Bunu birkag sayfa ileride
yapacagiz. Ama her geyin en dogrusunu 17’nci boliimde gosterecegiz.

Alstirmalar

7.11. Birinci tanimdaki X x Y kiimesini bu aligtirmalik X x; Y olarak yazalim. Ikinci tanim-
daki X x Y kiimesini de X x2Y olarak. X x; Y ile X x2Y kiimeleri arasinda bir egleme
oldugunu gosterin. (Bu da, bu iki tanim arasinda pek bir fark yok anlamina gelir. Tleride
ikinci tanimi birinci tanima yegleyecegiz.)

7.12.
7.13.

A kiimesi bogsa A x B kiimesinin de bog oldugunu kanitlayin.

Eger A ve B sirasiyla X ve Y kiimelerinin altkiimesiyse, A X B’nin X x Y'nin altkiimesi
oldugunu kanitlayin. Eger | X| =n ve |[Y| = m ise X X Y’nin A x B bi¢iminde yazilan
kag altkiimesi vardir?

7.14. Eger A ve B sirasiyla X ve Y kiimelerinin altkiimesiyse,

(Ax B)=(A°xY)U(X x BY)

esitligini kanitlayin. Buradaki tiimleme islemleri, sirasiyla, X x Y’de, X’te ve Y’de
alinmigtir.

7.15. X ve Y bosg olmayan iki kiime olsun. X x Y = Y X X esitliginin gegerli olmas i¢in
X =Y esitliginin gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayin. Kiimelerden biri bos ise ne
olur?

7.16. X ile X; ve Y ile Y7 kiimeleri arasinda esleme varsa X x Y ile X1 X Y; kiimeleri arasinda

bir egleme oldugunu kanitlayin.

7.17. R x R kartezyen carpiminda su kiimeleri gosterin:

. A{(z,y) eRxR:
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cx > 3y + 2}

cx >3y +2Nn{(z,y) : 22+ 1 < y}.
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cx >t}

rx >yt +y— 2}

syt =1}
:x2+y2§1}.

c2 4+ y? < 1)
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p. {(z,9) ERxR:(x—2) >+ (y—1)2 <1}
q- {(z,y) eRxR:ay=1}.
r. {(z,y) ERxR:z <y <z?}

7.18. [Kiimeleri Ayrigtirmak]. X, herhangi bir kiimeler kiimesi olsun. X’in elemanlari, illa
ayrik olmak zorunda olmayan kiimelerden olugur. Simdi su kiimeye bakalim:

Y={xx{z}:2z€ X}

Y ’nin elemanlarinin gene kiimeler oldugunu, Y’ nin elemanlarinin ayrik kiimeler oldugu-
nu ve her z € X igin

f(@) =z x{x}
kuraliyla tanimlanmig f fonksiyonunun X ve Y arasinda bir esleme oldugunu kanitlayin.
7.2 Bir Fonksiyonun Grafigi
Eger f: X — Y fonksiyonu verilmigse, f fonksiyonunun grafigs,
{(z, f(z)) s x € X}

kiimesi olarak tanimlamr. Grafik elbette X x Y kiimesinin bir altkiimesidir.

X X
f : X - Y fonksiyonunun grafigi

X x Y kiimesinin bir G altkiimesinin X’ten Y’ye giden bir fonksiyonun grafigi
olmasi igin, G'nin gu 6zelligi saglamas1 gerekmektedir: Her x € X elemam
icin, (z,y) € G iligkisini saglayan bir ve sadece bir tane y € Y elemant vardar.

Bu 0zelligi saglayan G kiimesinin hangi fonksiyonun grafigi oldugu cok
belli: Her z € X i¢in f(x)’i, Y nin,

(r,y) € G

iligkisini saglayan biricik y elemani olarak tanimlayalim, yani fonksiyonun ku-
ralini
y=[f(z) e (z,y) G

olarak tanimlayalim. G, iste bu f fonksiyonunun grafigidir.
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Y| Y|
G G
y H
y
] y ]
x X x X X x
G bir fonksiyonunun grafigidir. Birden ¢ok y var. Hi¢ y yok.

Bu G’ler bir fonksiyonunun grafigi degildir.

Demek ki X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesiyle, X x Y kiimesinin yu-

karida italik yazilmig 6zelligi saglayan altkiimeleri arasinda bir egleme vardir.

Fonksiyon grafigi 6rnekleri i¢in standart bir matematik kitabina bakin.

Not: Eger f: X x Y — Z bir fonksiyonsa, f'nin (z,y)’deki degeri f((z,y))
degil, daha kisa bir bigimde, f(z,y) olarak yazilir.

Aligtirmalar

7.19. N x N kiimesinden N’ye giden birebir bir fonksiyon tanimlayin.

7.20. Z x 7Z kiimesinden N’ye giden birebir bir fonksiyon tanimlayin.

7.21. {(x+y,x —y) : z,y € R} kiimesinin bir fonksiyonun grafigi olmadigim gosterin.

7.22. {(x + y,z) : z,y € R} kiimesinin bir fonksiyonun grafigi olmadigin1 kamtlayin.

7.23. {(2?,z) : € R} kiimesinin bir fonksiyonun grafigi olmadigini kanitlayin.

7.24. X bir kiime olsun. A C X igin, fa, A'min karakteristik fonksiyonu olsun. faxp fonksi-
yonunu bulun. fanp = faxp esitligi dogru mudur?

7.25. f:R xR — R fonksiyonu, f(z,y) = zy kuraliyla tanimlanmis olsun. Bir¢ok a € R i¢in
f(a) kiimelerini R x R’de gosterin.

7.26. f:R x R — R fonksiyonu, f(z,y) = « + y kuraliyla tanimlanmig olsun. Bir¢ok a € R
i¢in, f~'(a) kiimelerini R x R’de gosterin.

7.27. f: Nx N — N fonksiyonu, f(z,y) = z? + 9> kuraliyla tammlanmig olsun. f érten
midir? f(N x N) kiimesinin ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.

7.28. A, B, C ii¢ kiime olsun. (AZ)% ile AZ*C kiimeleri arasinda bir egleme oldugunu kanit-
laym. (Y, X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini simgeler.)

7.29. f(x)=||z| — 1| olsun. f, fo f, fo fof, .. fonksiyonlarimn grafiklerini ¢izin.

7.3 izdii§1'im Fonksiyonlari

X ve Y iki kiime olsun. X x Y’den X’e giden

pI‘l(.’B, y) =T

kuraliyla tanimlanan fonksiyona birinci izdisim adi verilir. Ikinci izdi-
sim,

pry(z,y) =y
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kuraliyla tanimlanir ve X x Y’den Y’ye gider. Her iki fonksiyon da ortendir
elbette, ama iki istisnayla:
1. Eger X = () ve Y # () ise pry Orten degildir,
2. Eger Y = () ve X # () ise pry orten degildir.
Her x ve y icin,
(%‘, y) = (prl(xv y)v pI'Q(.%', y))

esitligi bariz. Dolayisiyla her o € X X Y igin,

a = (prq(a), pra(@))

esitligi gegerlidir.

Bazen pry yerine m yazildigi da olur.

Bu izdiigtimleri iki kiimenin kartezyen carpimindan n tane kiimenin kar-
tezyen carpimina genellestirmek isten bile degildir: Her ¢ = 1,...,n icin,

pri2X1XX2X...XXn—)Xi

fonksiyonu
pr; (21, T2, ..+, Tp) = T

olarak tamimlanir.
Elbette her a € X7 x X9 x ... x X,, icin,

a = (pri(a), pra(a), ..., pry(a))

olur.
Eger A C X1 x Xg x ... x X, ise, izdiigtim fonksiyonlarin1 A’ya kisitlaya-
biliriz, yani
prija:A—X;
fonksiyonunu ele alabiliriz. Yazilimi kalabaliklagtirmamak icin, eger bir kari-

sikliga yol agmayacagindan eminsek, pr; 4 yerine pr; yazmakta bir sakinca yok,
tam tersine yarar vardir.

7.4 Fonksiyonlarm Aritmetigi*

Konuya baglamadan énce X ve Y birer kiimeyse, X yazilmimm Y kiime-
sinden X kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi oldugunu okura animsatalim.
(Baz1 kitaplarda XY yerine ¥ X yazilir.) Yani, tanim geregi,

XY = Fonk(Y, X)

olur. Bu béliimde XY yaziliminin rastgele olmadigini, belli bir aritmetige hakl
olarak igaret ettigini gorecegiz. Kanitladigimiz sonuglar bu aritmetikten cok
daha derin ve temel olacaklar.
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7.4.1 XA x XP ~ xXAUB

Sayilarda z%t® = 2% iyi bilinen bir esitliktir. Bu altboliimde bu esitligi
sayilardan fonksiyonlara genellegtirecegiz. Ama 6nce, eger A ve B birer kiimey-
se, A x B ve A+ B yazilimina bir anlam vermeliyiz, yoksa altboliimiin baglig
anlamsiz olur.). Carpma kolay, A x B yazilhimi, daha énce de oldugu gibi, A ve
B kiimelerinin kartezyen carpimi anlamina gelecek. Kiimelerin toplamasini sa-
dece ayrik kiimeler icin tanimlayacagiz. Eger A ve B iki ayrik kiimeyse, A+ B,
AU B anlamma gelecek!. Bazen A + B yazilimi, AAB (simetrik fark) olarak
tanimlanir, ama bu altbélimde A U B anlamina gelecek; ama zaten kiimeler
ayriksa AAB = AU B olur!

Teorem 7.5. Ejer X bir kiime ve A ve B iki ayrik kiimeyse, XAYB kiimesiyle
XA x XB Lkiimesi arasinda (dogal) bir esleme vardar.

Kanit: g € X4 ve h € X? olsun. Demek ki,
g:A— Xveh:B—X

birer fonksiyon. Altbolim 4.10’da agiklandigi tizere, g Uh : AUB — X
fonksiyonunu
[ g(z) egerz e Aise
(gUn)(z) = { h(z) eger xz € B ise

olarak tanmimlayabiliriz. Boylece,

©(g,h) =gUh

formiiliiyle
o: XA x XB — xAUB
fonksiyonunu tamimlayabiliriz.

Bu fonksiyonun bir egleme oldugunu gosterecegiz. Bu amagla fonksiyonun
tersini bulalm. f € X4YB icin

Y(f) = (fia, fiB)

formiilii, bize bir

¥ XAP — XA xP
fonksiyonu tanimlar. ¢ ile ¢’nin birbirinin tersi fonksiyonlar oldugunu goste-
recegiz. Aslinda bunun bariz olmasi gerekir, ama biz gene de teoremin kanitini
ayrintili bir bigimde yazalim. (Yazabilmek ve yazmak 6nemlidir.) Bu amagla,
¢ o 9 fonksiyonunun X4YB kiimesi iizerine 6zdeslik (birim) fonksiyonu oldu-
gunu ve 1 o ¢ fonksiyonunun X4 x X kiimesi iizerine 6zdeslik fonksiyonu
oldugunu kanitlayacagiz. Birincisinden baglayalim.

Hatirlanacag tizere, eger A ve B ayrik kiimelerse, bazen AU B yerine A U B yaziyoruz.
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Rastgele bir f € XA4YB alalim. Amacimiz

(po)(f) =1
esitligini, yani
p(W(f) =f
esitligini kanitlamak. ?)’nin tamimindan dolayz,

o(flas fiB) = f

esitligini kanitlamaliy1z. ¢’nin tanimindan dolayi,

flaVfiB=1f

esitligini kanitlamaliyiz. Ama fonksiyonlarin bilegiminin tanimindan dolay1 bu
bariz (bkz. Aligtirma 4.109).
Simdi rastgele g € X4 ve h € X alalim. Amacimiz

(Y o)(g,h) = (g,h)
esitligini, yani

U(p(g, h)) = (g,h)
esitligini kanitlamak. ¢’nin tanimindan dolayz,

Y(gUh) =(g,h)

esitligini kanitlamaliyiz. ¢’nin tanimindan dolayz,

((gUR)a,(gUN)B) = (9,h)
esitligini yani
(gUh)ja=gve(gUh)p=nh

esitliklerini kanitlamaliyiz. Ama fonksiyonlarin bilegsiminin tanimindan dolay1
bu bariz (bkz. Alistirma 4.110). O

Yukaridaki teoremde bulunan eslemenin ¢ok dogal olduguna dikkatinizi
gekeriz. ki kiime arasinda birgok esleme olabilir, ama dogal eglemeler pek
enderdir.
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7.4.2 (XHP ~ XxAXB
Sayilarda (z%)? = x% iyi bilinen bir esitliktir. Bu altbéliimde bu esitligi

sayilardan fonksiyonlara genellegtirecegiz.
Teorem 7.6. X, A ve B ii¢ kiime olsun. (X*)B ile XA*B kiimeleri esleniktir.

Kamit: f € (X4)? olsun. Demek ki f : B — X bir fonksiyondur. Do-
layisiyla her b € B icin f(b) € X4 olur, bir bagka deyisle f(b) : A — X bir
fonksiyondur. Bundan boyle f(b) yerine, gosterim kolaylig1 olmasi agisindan,
fp yazalim:

(1) f(b) = fo.
Demek ki her a € A igin fp(a) € X olur. Simdi
(2) o(f)(a,b) = fo(a)

kurali bize bir
o(f):AxB — X

fonksiyonu verir, yani ¢(f) € X4*8 olur. Buradan da bir
©: (XA)B N XAXB

fonksiyonu elde ederiz. Bu ¢ fonksiyonunun bir egleme oldugunu gosterecegiz.
Bu amacla bir sonraki paragrafta ¢ fonksiyonunun ters fonksiyonunu bu-
lacagiz.

g € XA%B rastgele bir eleman olsun. Demek ki ¢ : A x B — X bir
fonksiyondur. Eger b € B ise,

g9( ;b)(a) = g(a,b)

kurali bize bir
g( ,b): A— X

fonksiyonu verir. Demek ki g( ,b) € X4, Bu fonksiyonu ¢° olarak yazalim:
¢ =g( ,b) e X4

Elbette

(3) 9°(a) = g(a,b).

Buradan,

(4) ¥(g)(b) = ¢’
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kuraliyla bir
Y(g): B— X4

fonksiyonu elde ederiz. Demek ki 1(g) € (X4)B ve boylece
w . XAXB N (XA>B

fonksiyonunu elde ettik.

Bu ¢ fonksiyonunun 6nceki paragrafta tanimlanan ¢ fonksiyonunun ter-
si oldugunu savliyoruz. ¢ o v fonksiyonunun X4*® kiimesi tizerine 6zdeslik
fonksiyonu oldugunu ve v o ¢ fonksiyonunun (X4)? kiimesi iizerine 6zdeslik
fonksiyonu oldugunu kanitlamaliyiz. Esgitlikleri teker teker ele alalim.

Once @ o1 fonksiyonunun X4*B kiimesi {izerine 6zdeslik fonksiyonu oldu-

gunu kanitlayalim. Bu amacla rastgele bir g € X4*5B eleman: alalim. Amacimiz
(pod)(g) =y
esitligini, yani
p(¥(g) =9

esitligini kanitlamak. Bu da her a € A ve b € B igin

¢(¥(9))(a,b) = g(a,b)

esitligini kanitlamak demek. Rastgele a € A ve b € B segelim ve tanimlarimiza
uyarak hesap yapalim. (2)’den dolay,

¥(9)s(a) = g(a,b)

esitligini kanitlamaliyiz. (1)’den dolay: da,

(¥(9)(b))(a) = g(a,b)

esitligini kanitlamamiz gerektigini anlariz. (4)’ten dolayi, kanitlamamiz gere-
ken bu esitlik

9"(a) = g(a,b)

esitligine biiriiniir, ki bunun da dogru oldugu (3)’ten bellidir. Istedigimiz ka-
nitlanmigtir.

Simdi de v o ¢ fonksiyonunun (X4)? kiimesi iizerine 6zdeslik fonksiyonu
oldugunu kanitlayalim. Bu amacla rastgele bir f € (X A)B elemani alalim.
Amacimiz

(pop)(f)=1f
esitligini, yani

Ple(f) = f
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esitligini kanitlamak. Yani her b € B igin

o(f)" = f(b)
demektir. Bu son esitligin dogru olmas igin de, (1)’den dolay1
o(f)’ = 1o

dogru olmali, yani her a € A igin,
p()’(a) = fila)
dogru olmali. (3)’ten dolay1, bu son esitlik,
p(f)(a;b) = fi(a)

demektir. Ama bu da aynen (1) esitligidir. Teoremimiz kanitlanmigtir. O

Teorem 7.5’te de oldugu gibi, bu teoremin kanmitinda da bulunan eslemenin
¢ok dogal olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Iki kiime arasinda bircok esleme olabilir
ama dogal eslemeler pek enderdir.

743 XAxY4~(XxY)4
A, X ve Y birer kiime olsun. Eger,

filidA— Xve fo: A—Y
iki fonksiyonsa, o zaman A’nin bir a elemanini, X X Y kartezyen carpiminin

(f1(a), f2(a))
elemanina gotiiren bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Bu fonksiyonu
Ji % f2

olarak yazmak dogaldir:

(f1 % f2)(a) = (fi(a), f2(a)).

Ve dogal olarak f; x fo fonksiyonuna f; ve fa fonksiyonlarinin kartezyen car-
pimi1 adi verilir.
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Dikkat ederseniz

pryo(fi X f2) = f1 ve proo(fi x f2) = fo

esitlikleri dogrudur.
Bu soylediklerimizin tersi de dogrudur, yani bir A kiimesinden X x Y
kartezyen carpimina giden her fonksiyon, uygun

fiiA— Xve fo: A—Y

fonksiyonlar: igin

fix fo

bi¢iminde yazilir. Bunu aciklayalim:
fiA— X XY

herhangi bir fonksiyon olsun. A’dan herhangi bir a elemani alalim. O zaman
f(a), X x Y kiimesinin bir elemandir, diyelim

fla) = (z,y) € X x Y.
Eger x yerine fi(a), y yerine fy(a) yazarsak, bu esitlik,
fa) = (fi(a), f2(a))

bi¢imine biirtiniir. Simdi, a elemanini fi(a)’ya gétiiren

fi: A— X
fonksiyonundan ve a elemanini fs(a)’ya gotiiren

fo:A—Y
fonksiyonundan sozedebiliriz. Gene dikkat ederseniz, fi ve fo fonksiyonlarini,

fi=priof

ve
fo=pryof

olarak tanimlayabilirdik.
Biitlin bu yaptiklarimizdan su sonug ¢ikar:
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Teorem 7.7. A, X veY d¢ kiime olsun. O zaman,
o(f) = (pryof, pryof)
kuraliyla tanimlanan fonksiyon, Fonk(A, X x Y) kiimesinden
Fonk(A, X) x Fonk(A,Y)
kiimesine giden bir eslemedir. Bu eslemenin tersi

Y(f1, f2) = fr X f

formdiliyle tanymlanan
¢ : Fonk(A, X) x Fonk(A,Y) — Fonk(A4,X xY)

fonksiyonudur. Bir baska deyisle X4 x YA kiimesiyle (X x Y)A kiimesi egle-
niktir. O

Bu yaptiklarimizi ultramodern dilde (matematikgesiyle “kategori teorisi”
dilinde aciklayalim. Anlatacaklarimizi agagidaki sekilde resimlemeye caligtik.
(3!, “bir ve bir tane var” demektir.)

7
?1;/ 4 \iziz

X 3fi Y
viN Y,
VA

X ve Y herhangi iki kiime olsun. Yukaridaki sekilden takip edin. Oyle bir
Z kiimesi ve

pr:Z4—Xveps:Z —Y
fonksiyonlar: var midir ki su “evrensel 6zellik” dogru olsun?

A hangi kiime ve f1 : A — X ve fo : A — Y hangi fonksiyonlar olursa
olsun, oyle bir ve bir tane f : A — Z fonksiyonu vardwr ki, p1 o f = f1 ve

p2 o f = fo olur.

XxY

pri/ 4 Vrz

X 3fi Y

VN Vi,
VA
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Biraz 6nce boyle bir Z kiimesinin ve
pr:4 —Xveps:Z —Y

fonksiyonlarinin varligin1 kanitladik: Z = X x Y ve p; ve py yerine pry ve pry
izdiistim fonksiyonlarmi alalm. Istedigimiz ozellik saglanir.

Ciddi bir matematik egitiminden gececek her 6grenci, 1940’larin ilk ya-
risinda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan temelleri atilan
kategori teorisini giiniin birinde 6grenmek zorunda kalacaktir. Bu altboliim,
kategori teorisiyle bir ilk kargilagma olarak kabul edilebilir.

Asagidaki teoremin kamitindan da anlagilacag: lizere, evrensel 6zellikteki
“bir ve bir tane” sozleri dnemlidir.

Teorem 7.8. X wve Y ki kiime olsun. (Z, p1, p2) ve (T, r1, ro) tuglileri yu-
karidaki evrensel ozelligi saglasinlar. O zaman, Z ve T kiimeleri arasinda bir
esleme vardir. Ayrica,

prof=riveprof=ry

egitliklerini saglayan bir ve bir tane f : T — Z eslemesi vardir. Bir baska
deyisle, bu evrensel ozelligi saglayan tim (T, ri, ro) tuclileri, bir ve bir tane
f:T — X XY eslemesi i¢cin

(T, pryof, pryof)
biciminde yazilan ucliulerdir.

Kanit: (Z,p1,p2) lgliisii evrensel 6zelligi sagladigindan (bkz. agagidaki gekil),
Oyle bir
f:r—Zz

fonksiyonu vardir ki,
prof=rivepsof=ry

olur. (T,r1,re) ligliisii de evrensel 6zelligi sagladigindan, Gyle bir
g:Z—T

fonksiyonu vardir ki,
rNog=p1Vver20g9=p2

olur.

z z

’1/? b2 ’yé\{f

X fi Y X g v

WA WA
T T
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Simdi go f : T'— T fonksiyonunun su 6zelligine bakalim.
rie(goef)=(riog)of=piof=n
ve
rgo(gof)=(rzog)of=prof=rs
Yani
rio(gof)=riveryo(gof)=ra
Ote yandan Idp : T — T 6zdeslik fonksiyonu da benzer esitligi saglar:

T1 OIdT =T1 V€ T9 OIdT =T9.

Ama (T,r1,r9) liglisii yukaridaki evrensel 6zelligi sagladigindan

T T
YN N

X feg Y X Idy Y
T T
(bir ve bir tane sézlerinin énemi burada kendini belli ediyor)
go f=Idr
olmali. Ayni nedenden,
fog=1dz

olmali. Demek f ve g, birbirlerinin tersi olan eglemelerdir. Son 6nermeyi ka-
nitlamak icin, yukarida yaptiklarimizda

(Za P1, p?) = (X X Y) b1y, pr?)
alin. O

Yukarida yapilan, iki kiimenin kartezyen carpimi icindi. Aym seyi sonsuz
sayida kiime i¢in de yapabiliriz:

(X;)ics bir kiime ailesi olsun. Asagidaki sekilden takip edin. Oyle bir X
kiimesi ve

pi: X — ,Xz
fonksiyonlar: var midir ki su “evrensel 6zellik” dogru olsun?

A rastgele bir kiime ve her i € I icin f; : A — X, rastgele fonksiyonlar
olsun, o zaman oyle bir ve bir tane f : A — X fonksiyonu vardwr ki, her
1 €1 i¢in

piof =i

olur.
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?pl.l

Tahmin edilecegi iizere, [[;.; X; ve pr; izdiigiim fonksiyonlar1 bu evrensel
ozelligi saglarlar. Ayrica bir 6nceki teoremin belirttigi anlamda, (X;);e; kiime
ailesi verildiginde, [[,.; X; ve pr; izdiisiim fonksiyonlar: bu evrensel 6zelligi
saglayan biricik nesnelerdir. Biitiin bunlari okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Alstirma 7.30. Yukaridaki evrensel Ozellikte, oklar1 (yani fonksiyonlar1) ters gevirirsek,
carpim kavraminin kankasi olan “egcarpim” ya da “garpimdag” kavramini buluruz. Soru su:
(X;);eu bir kiime ailesi olsun. Oyle bir X kiimesi ve her j € Jigini; : X; — X fonksiyonlar
var mudir ki gu “evrensel” 6zellik dogru olsun?

A herhangi bir kiime ve her j € J ig¢in f; + X; — A herhangi bir fonksiyon olsun. O
zaman oyle bir ve bir tane f : X — A fonksiyonu vardwr ki, her j € J i¢in foi; = f;
olur.

X = Ujes (X; x {j}) bilegiminin ve i;(z) = (z,7) kuraliyla verilmis i; : X; — X
fonksiyonlarinin bu 6zelligi sagladigini kanitlaym. Bu kavram igin Teorem 7.8’e benzer bir
sonu¢ kanitlayin.

7.5 Cok Sayida Kiimenin Kartezyen Carpimi*

Iki kiimenin kartezyen carpimi alinabildigi gibi ikiden fazla sayida, hatta son-
suz sayida kiimenin de kartezyen carpimi alinabilir. Ama bunu yapmak icin
Kuratowski'nin kartezyen ¢arpimi tanimini degil, sayfa 111’de verdigimiz ikinci
tanimi kullanacagiz, daha dogrusu o tanimdan esinlenecegiz.

I bir gostergec kiimesi ve her ¢ € I icin X; bir kiime olsun. Daha mate-
matiksel bir ifadeyle, X, tanim kiimesi I olan, deger kiimesi ise bir kiimeler
kiimesi olan bir fonksiyon olsun. Her ¢ € [ igin, X (i) yerine X; yazalim. (Bu
yazilhim sadece bir gelenektir, matematiksel bir gergek yoktur arkada.)

I gostergeg kiimesi sonlu ya da sonsuz olabilir.

Tiim bu X; kiimelerinin kartezyen ¢arpimini tamimlamak istiyoruz. (Eski
tanimi unutun!) Tanmim son derece basit:

[[Xi=qf:T—|JXi: herieIign f(i) € X;
el iel

Yani [[,c; X; kartezyen carpimi 6zel bir fonksiyonlar kiimesidir.

Eger f € [l;c; Xi ise, f(i) yerine f; yazmak da bir gelenektir. Tanim
ve deger kiimeleri sabitlenmis her fonksiyon, degerleri tarafindan belirlendi-
ginden, kartezyen carpimin bu elemanmi (f;);es; olarak yazabiliriz. [[,c; Xi
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¢arpiminin bir elemanini, mesela, u ile gosterirsek, hemen hemen her zaman
u = (u;)ier ya da u = (u;);

yazacagiz. Bu yazilimda u;’nin X;’nin bir elemani oldugu séylenmeden anla-
stlmalidir.
Burada énemli nokta (ve aslinda tek énemli nokta),

(fi)ier = (gi)ier & herie I igin f; = g;

onermesinin dogrulugudur.

Eger tiim X;’ler bir X kiimesine esitse, [ |
sade olan X' yazilimi tercih edilebilir.

Eger dilersek, bu agsamada, Kuratowski’nin kartezyen ¢arpim tanimini unu-
tup, bu tanimi kabul edebiliriz. Eger I = {0, 1} ise iki kiimenin, eger I =
{0, 1, 2} ise ti¢ kiimenin kartezyen ¢arpimi elde edilir. Bu tanimin gu avan-
taji vardir: (A x B) x C'ile A x (B x C) kiimeleri arasinda 6ziinde bir fark
olmadigim kamtlamak zorunda kalmayiz (bkz. Onsav 7.2 ya da Onsav 7.3).

Eger I = {0, 1, 2, ..., n} gibi bir kiimeyse, [[;c; X; yerine

H X, ya da ﬁXi,

i=0,1,2,...n i=0

ier Xi yada [[;c; X yerine, daha

hatta daha da agik bigimde
X1 x Xox...x X,

yazilir ve bu son yazilim tercih edilir. Eger X = X; = .- = X, ise X" yazilimi
tercih edilir. Eger I = N ise [[,.y X; yerine

[ x

i=0,1,2,...
ya da
oo
[[x
i=0
ya da

X1><X2><X3><...
yazildig1 da olur.



8. Denklik Iligkisi

Bir denklik iligkisi, 6ziinde, bir kiimeyi ayrik, yani kesismeyen parcalara bol-
mekten bagka bir sey degildir. Matematiksel tanimin ardindaki 6z budur.

7 ayrik parcaya ayrilmis bir kiime

Her denklik iligkisi kiimenin bir parcalanmasina neden olur ve her parcalanma
bir denklik iligskisinden kaynaklanir.

Ornegin, hermafrodit gibi istisnalar saymazsak, insanlar kiimesini kadimlar
ve erkekler olarak ikiye ayirmak, “ayni cinsiyetten olmak” denklik iligkisinden
kaynaklanan bir parcalanmadir.

Cifte vatandaghgin olmadigimi varsayarsak, insanlar1 Tiirk, Fasli, Nepalli
diye vatandagliklarina gore ayirmak, insanlar kiimesi lizerine tanimlanan “ayni
iilkenin vatandag: olmak” denklik iligkisinden kaynaklanan bir parcalanmadir.

Bir okuldaki siniflar 6grencileri ayrik parcalara boler. “Ayni simifta olmak”
bir denklik iligkisidir. Dogum tarihleri, boy, kilo gibi unsurlar da insanlar1 farklh
siiflara bolerler, bunlar da bir denklik iligkisinden kaynaklanirlar.

Bu boliimde esas olarak “denklik iligkisi’ni konu edecegiz. Denklik iligkisi
decegiz. Bir kiimeyi siralamak, kiimenin elemanlar1 arasindan bir bi¢cimde
bir “btuiytkluk-kiictiklik” iligkisi tanimlamak demektir. Matematiksel tanimlar
yakinda gelecek. Once genel olarak bir kiimenin elemanlar1 arasindaki iligki-
lerden s6zedecegiz ve cesitli iligki 6rnekleri verecegiz.

Okuyacaginiz konu matematigin en 6nemli ve belki de en az anlagilan temel
konularindan biridir. Merakli 6grenci igin, bu ve bundan sonraki boliimii on
defa okumak kesinlikle zaman kayb1 degildir.
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8.1 ili§ki Tanimi ve Tirleri

X herhangi bir kiime ve bu X kiimesi iizerine bir “ikili iligki” verilmig olsun,
yani X’in herhangi iki elemani arasinda, 6yle ya da boyle, ama bir bicimde
tanimlanmig bir “iligki” ya olsun ya da olmasin. (Matematiksel tanmim birazdan
gelecek.) Eger X’in x ve y elemanlar: arasinda iligki varsa, bu altbéliimde bunu

xRy

olarak gosterelim, yoksa
- xRy

olarak gosterelim. R iligkisi =, <, <, C, C gibi ¢ok daha fazla agina oldugumuz
bir iligki olabilecegi gibi, bugiine kadar gérmedigimiz tiirden bir iligki de ola-
bilir.

Hayattan birkag 6rnek verelim. “A, B’nin babasidir” insanlar arasinda ikili
bir iligkidir. “A, B’den daha genctir” bir bagka ikili iligkidir. “A ile B tanigir-
lar” bir bagka ikili iligkidir. “A, B’nin altkiimesidir” ve “A, B’nin elemanidir”
iligkileri de matematiksel iligkilerdir.

Matematiksel bir bagka iligki: “A ile B arasindaki mesafe en fazla 1 met-
redir” diizlemin noktalar1 arasinda bir iligkidir.

“A noktasi1 B ile C' noktalar1 arasindadir” {iglii bir iligkidir. “A yesildir”

Ikili iligkinin matematiksel tanimi soyledir:

Tanim ve Yazilim: Bir X kiumesi tzerine bir ikili iliski X x X kartezyen
carprmanan bir altkimesidir. Eger altkumey: R olarak gosterirsek, x, y € X
icin, (z,y) € R yerine xRy yazilr.

Eger her z € X icin, zRx ise, R ikili iligkisine yansimalz iliski denir.

Ornegin “aym yagta olmak”, “aym iilkenin yurttag olmak”, “aym ana
ve babadan dogmak” yansimali iligkilerdir. Ama “x, y’nin babasidir” iligkisi
yansimali degildir, ¢iinkii kimse kendisinin babasi olamaz! Sayilarda bilinen
< siralamasi yansimali bir iligkidir ama < siralamasi yansimali degildir. Bir
kiimenin altkiimelerinde, C iligkisi (altkiime olma iligkisi) yansimalidir ama C
iligkisi (6zaltkiime olma iligkisi) yansimal degildir.

Eger her z, y € X i¢in, xRy oldugunda mutlaka yRz de oluyorsa, R ikili
iligkisine simetrik iliski denir.

Eger her z, y € X icin, xRy ve xRy oldugunda mutlaka x = y oluyorsa,
iligkiye antisimetrik denir.

Sayilarda < ve < iligkileri simetrik degillerdir, tam tersine antisimetriktir-
ler. (< iligkisi neden antisimetriktir? Bu bir mantik sorusudur!).

“Ayni anababadan kardesg olmak” simetrik bir iligkidir ama bir insanin
kendi kendisinin kardesi olmadigini varsayarsak bu iligki yansimali degildir.
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Ote yandan “ayni anne ve ayni babasi olmak” yansimal bir iligkidir. “Uzaklik
10 km’den azdir” iligkisi bildigimiz diizlemde ya da yeryiiziinde hem yansimali
hem de simetrik bir iligkidir. “Paralel olmak” iligkisi dogrular {izerine hem
simetrik hem de yansimal bir iligkidir (bir dogrunun kendisine paralel oldugu
varsayilir genellikle ve biz de Oyle yapiyoruz.) “Ayrik olmak” iligkisi kiimeler
izerine simetrik ama yansimali olmayan bir iligkidir.

Eger her z, y, 2 € X igin, xRy ve y Rz oldugunda mutlaka z Rz de oluyorsa,
R ikili iligkisine ge¢isli ya da gegiskenli iligki denir. “Ayn1 anababaya sa-
hip olmak” gegisli bir iligkidir. Sayilar {izerine < ve < iligkileri gecislidir. Bir
kiimenin altkiimelerinde C ve C iligkileri gecislidir. “Uzaklik 10 km’den azdir”
iligkisi diinya tizerinde gecisli bir iligki degildir.

Tkili iligkileri, yansimali, simetrik ya da gecisli olup olmamalarina gore 23 =
8 degisik sinifa ayirabiliriz. Bunlardan her birinden birer 6rnek verelim.

Notlar ve Ornekler

8.1. “z, y’nin babasidir” iligkisi ne yansimali, ne simetrik ne de gegisli bir iligkidir. Tamsayilar
iizerine tanimlanmis 0 < x — y < 2 iligkisi de ne yansimali ne simetrik ne de gegisli bir
iligkidir.

8.2. Sayilar lizerine < iligkisi ne yansimali ne de simetriktir ama gecislidir.

8.3. Tamsayilar iizerinde tanimlanmis olan “xz 4y > 0” iligkisi ne yansimali ne de gegiglidir.
Ciinkii 6rnegin, —2 ve 3 iligkidedir, 3 ve —1 de iligkidedir ama —2 ve —1 iligkide degildir.
Ote yandan bu iligki simetriktir.

8.4. Simetrik ve gegigli olan bir = iligkisi ele alalim. Eger z’in iligkide oldugu bir y eleman1
varsa, yani ¢ = y ise, o zaman simetriden dolay1 y = x olur. Dolayisiyla gegislikten
dolayr x = x olur. Demek ki iligkinin yansimali olmamas: i¢in higbir elemanla iliskide
olmayan en az bir eleman olmalidir. Bir say:1 kiimesi tizerine “z # 0 ve y # 07 iligkisini
alalim. Bu iligkide 0’a esit olmayan tiim sayilar birbirleriyle iligkidedir ama 0, kendisi
da dahil olmak tizere hicbir sayiyla iliskide degildir.

8.5. Tamsayilar tizerinde “x —y < 1”7 formiiliiyle tanimlanmig ikili iligki yansimalidir ama
ne simetriktir ne de gecisli.

8.6. Bir say1 kiimesi iizerinde bildigimiz < iligkisi yansimali ve gegislidir ama kiimede en az
iki say1 varsa simetrik degildir.

8.7. Bir say1 kiimesi tizerine |z — y| < 1 iligkisi yansimal ve simetriktir ama ¢ogu zaman
(kiime yeterince biiyiikse) gecisli degildir.

8.8. Denklik iligkisi. Yansimali, simetrik ve gegisli iligkilere denklik iligkisi denir. Yani bir
X kiimesi iizerine tanimlanmusg ikili bir R iligkisinin denklik iligkisi olmasi i¢in, her z, y,
z € X icin,

(Y) zRz,

(S) xRy ise yRx,

(G) (zRy ve yRz) ise xRz
kogullar1 dogru olmahdir. Bu yazida denklik iligkilerine bircok érnek verecegiz. Iste biri:
Herhangi bir say1 kiimesi tizerinde “x —y € Z” iligkisi bir denklik iligkisidir. “z —y € Q”
iligkisi de bir (bagka) denklik iligkisidir.

Daha genel olarak, eger A, 0’1 igeren ve gikarma altinda kapali herhangi bir say1 kiime-
siyse, “z —y € A” iligkisi bir denklik iligkisidir. (Neden?)
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8.9. 1000. Siralama. Cok 6nemli bir konuyu iki sayfaya sigdiriyoruz ama bu kitapta da pek

ihtiyacimiz olmayacak. (Aksiyomatik Kiimeler Kurami adli kitabimizda siralamalardan
¢ok daha ayrintili bir bigimde sézedecegiz.)
Yansimali (Y'), antisimetrik (AS) ve gegisli (G) bir iliskiye siralama ya da yarisira-
lama denir. Bir siralama genel olarak < simgesiyle, bazen de C, <, <, <, C gibi bir
simgeyle gosterilir. Sayilardaki bildigimiz siralama tipik bir siralama 6rnegidir. Ama C
iligkisi de bir kiimenin altkiimeleri kiimesi lizerine bir siralamadir. Bir X kiimesi iizerine
bir siralamay1 < simgesiyle gosterirsek, her z, y, z € X igin,

(Y) z <,
(AS) z<yvey<zisexz=y,
(G) r<yvey<zisex <z
ozellikleri gecerlidir. Eger bir de ayrica her x, y € X igin,
(T) yaz<yyaday<uz

oluyorsa, < siralamasina tamsiralama ad: verilir. Bir bagka deyisle, bir siralama kiime-
nin herhangi iki elemanini kiyaslayabiliyorsa, yani kiimenin herhangi iki elemanindan
biri digeriyle iligkide oluyorsa, o zaman o siralamaya tamsiralama denir. Sayilar iizerine
bildigimiz siralama tamsiralamadir ama C iligkisi, en az iki eleman1 olan bir kiimenin
altklimeleri kiimesi {izerine bir tamsiralama degildir ¢linkii boyle bir kiimenin birbirinin
altkiimesi olmayan altkiimeleri vardir.

Bir X kiimesi iizerine, her z, y, z € X igin,

Y) (= <z),
(G) z<yvey<zisex<z

ozellikleri saglayan bir < iligkisine mutlak siralama adi verilir. Eger iligki ayrica
(T") vaz<yyaz=yyaday<z

ozelligini saglyorsa, o zaman iliskiye mutlak tamsiralama ad: verilir.
Bir (tam)siralamadan bir mutlak (tam)siralamaya ya da tam tersine bir mutlak (tam)-
siralamadan bir (tam)siralamaya gegmek kolaydir. Eger < bir (tam)siralamaysa,

r<ysrx<yver#y
tanim bir mutlak (tam)siralama verir. Eger < bir mutlak (tam)siralamaysa,
r<ysr<yyadazxz=y

tanimi bir (tam)siralama verir. Ayrica yukaridaki iglemleri pesisira iki kez yaparsak,
bagladigimiz ilk iligkiyi buluruz. Biittin bunlarin kanitin1 okura aligtirma olarak biraki-
yoruz.

8.2 Cizgeyle Gosterim™

X kiimesi tizerine tammlanmig ve (R yerine) = simgesiyle gosterecegimiz her-
hangi bir ikili iligki ele alalim. Eger x = y ise, asagidaki sekildeki gibi, x’ten
y’ye giden bir ok ¢izelim ve bunu X'’te iligki icinde olan her x ve y elemani
icin yapalim. Elde edilen sekil yonlendirilmis bir ¢izgedir (bkz. [Ne]).
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Eger hem = = y hem de y = x ise bunu agagidaki iki sekildeki gibi de
gosterebiliriz. Sagdaki daha pratik elbet.

@X .X
Ama daha da pratigi, bu durumda, x ve y arasindaki baglantiya hi¢ ok
koymamaktir, ¢linkii iki nokta arasinda baglanti varsa ama baglantida hig ok
yoksa aslinda baglantinin her iki tarafina da ok ¢ikildigini anlayabiliriz. Demek
ki simetrik bir iliskiden oksuz “basit bir ¢izge” elde ederiz.
Eger iligki yansimaliysa, o zaman her nokta kendisiyle baglantili olmali.
Eger iligkinin yansimali oldugunu zaten biliyorsak, bu baglantilar1 ozellikle

gostermeye gerek yok. Yani agagidaki soldaki sekil olarak gosterilmesi gereken
yansimali iligkiyi sagdaki gibi daha basit olarak gosterebiliriz, gereksiz kala-

baliga gerek yok.
.X .X

Eger iligki simetrik ve gecisliyse, o zaman bir z noktasinin baglandigi tiim
noktalar birbirleriyle de baglanmig olmali. Nitekim eger y ve z noktalari z’e
baglanmigsa, yani

T=Yyver =z

ise, o zaman simetriden dolay1

Il
N

Y=z vex

olur; dolayisiyla gecislikten dolayi,

olur.
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Demek ki simetrik ve gecigli bir ikili iliskinin c¢izgesi, agagidaki sekildeki
gibi, her biri birbirine baglanmis nokta gruplarindan olusur. Degisik nokta
gruplar1 arasinda hicbir baglant1 yoktur. (Eger bir de ayrica iligki yansimaliysa,

iligkimiz denklik iligkisidir.)
§ y
Z
ol
1N

Yukarida cizgesi cizilen denklik iligkisinde, z’in iligkide oldugu 3, y’nin
iligkide oldugu 4, z’nin iliskide oldugu 6 eleman vardir. Ve ¢ sadece kendisiyle
iligkidedir.

Denklik iligkileri = simgesinden bagka, ~, =2, ~, ~, & gibi egitligi andiran
bagka simgelerle de gosterilebilir. Hatta eger ayni paragrafta birden ¢ok denklik

iligkisinden sozediliyorsa, bu denklik iligkilerini degigik simgelerle gostermek
karigikligi engelleyebilir.

8.3 Denklik Simiflar:

Gordiiglimiiz gibi bir denklik iligkisi, {izerinde tamimlanmig oldugu kiimeyi
kesismeyen, yani ayrik parcalara ayirir. Her parca, her biri her biriyle iliskide
olan noktalardan olusur. Eger € X ise, X'in «’le iligkide olan elemanlar1 bu
pargalardan birini olusturur.

2] ={ye X :z=y}

olarak tamimlanmig olsun. [z], X’in bir altkimesidir elbet. [z]’e 2’in siifi ya
da 2’in denklik sinafi adi verilir. Denklik iligkisi
X

yansimali oldugundan, her z kendi simfindadir, yani z € [z]. Yukaridaki sekilde
(hayali) bir denklik sinifi resmettik.



8.3. Denklik Siniflari 133

Bu soylediklerimizi bigimsel olarak kanitlayalim.

Teorem 8.1. X kiimesi tzerine bir = denklik iliskisi verilmis olsun. O zaman
iki denklik sinife ya esittir ya da ayrik, yani her x, y € X i¢in, ya [z] = [y] ya
da [z] N [y] = 0 olur. Ayrica, [z] = [y] esitligi icin yeter ve gerek kosul x =y
denkligidir.

Kanit: Teoremin ilk 6nermesini kamitlamak igin, [x]N[y] # 0 varsayimini yapip

[z] = [y] esitligini kamitlayalim. Durum z ve y acgisindan simetrik oldugundan,
[z] C [y] dnermesini kanitlamak yeterli.

z € lzlnly]

olsun. Demek ki

r=zvey=

Simetriden dolay,

T=zvez=y.
Simdi ¢ € [z] olsun. Demek ki z = ¢. Simetriden dolay1, ¢ = z. Yukaridaki
birinci denklikten ve gecislikten dolay1 ¢t = z. Ikinci denklikten ve gecislikten

dolay1 ¢ = y. Simetriden dolay1 y = ¢. Demek ki ¢ € [y].
Simdi ikinci paragrafi kamitlayalim. Eger [x] = [y] ise,

yani y € [z], yani x = y. Eger z = y ise

y € [yl Nzl;

demek ki
[Z] N [y] # 0

ve ilk kisimdan [z] = [y] ¢ikar. O

Bir Kiimenin Parcgalanisi. Demek ki X iizerine tanimlanmig bir denklik
iligkisi X’i birbirinden ayrik altkiimelere (denklik simiflarina) ayirir. Bunun
temsili bir resmini agagida ¢izdik.

[x]
[y]
[z]
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Bir kiimenin higbiri bog olmayan ayrik altkiimelere ayrilmasina kiimenin par-
calanigr adi verilir. Her denklik iligkisi yukaridaki sekildeki gibi bir parca-
lanisa yol actigr gibi, her parcalanis da bir denklik iliskisinden kaynaklanir.
Nitekim, eger X kiimesi, yukaridaki ya da asagidaki sekildeki gibi birbirin-
den ayrik altkiimelere boltinmiigse, X'’in ayni parcada bulunan elemanlarina
“denk” diyelim. Boylece tanimlanan ikili iligki bir denklik iliskisidir ve her
denklik simifi parcalanigin altkiimelerinden (pargalarindan) biridir.

X

7 ayrik parcaya ayrilmig bir kiime. Bu parcalanigin dogurdugu denklik
iligkisinde x =y, # = u, x = x, x % u. Ayrica, 6rnegin, [¢] = [u] = {u, t} = A.

Yani gercekte X iizerine tanimlanmig bir denklik iligkisiyle X’in bir parcalanis:
arasinda higbir ayrim yoktur. Birinden digeri elde edilir. Bir denklik iligkisini
her iki tiirlii de gorebilmenin sonsuz yararlar: vardir.

Simdi her biri matematikte énemli bir yer tutan denklik iligkisi 6rnekleri
verecegiz.

Notlar ve Ornekler

8.10. Modiiler Aritmetik. Bu 6rnek 6nemli oldugundan biraz genisce ele alacagiz. Okur
herhalde lisede “modiiler aritmetigi”, 6rnegin “modiilo 6” sayilarini gormiigtiir. Ornegin

17 =5 mod 6

yazilir. Bu, “6 sayis1 17 — 2 sayisin1 tam boler” anlamina gelir. Bu altboliimde, modiiler
aritmetigin kuramsal altyapisini gorecegiz. Modiilo 6 sayilarimi genellikle liselerde soy-
lendigi gibi

0,1,2,3,4,5
sayilar1 olarak degil, bir denklik iligkisi i¢in

[0, 1], [2], [3], [4], [5]
denklik siniflar1 olarak tanimlayacagiz.
Z kiimesi tizerine = ikili iligkisi, her z, y € Z i¢in,
T =y & x—y cift sayidir

olarak tanimlansin. Bu bir denklik iligkisidir. Sadece iki simif vardir: ¢ift sayilar ve tek
sayilar:

[0]
1]

Goriildiigii gibi denklik siniflar1 gergekten de ayriklar, Teorem 8.1 yalan sdylememis. i§te
siniflarin resmi:

2l
8l

2]
3]

[4] =2z,
5] = 27 + 1.

[_
[_
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-1012345
—o0—e—o0—e0e0eo0eo—-e—o—>~
o : cift sayilar siifi
o : tek sayilar smifi

Eger Z’yi illa bir dogru iistiinde gostermek gibi bir takintimiz yoksa, ki olmamali
¢iinkii bu 6rnekte siralamanin higbir rolii yok, o zaman sekli agagidaki gibi de ¢izebiliriz.

27 27+1
-2e -le
0e le
20 3e
40 Se

Dikkat edilirse, tanimi

r=ysSar—y €227
olarak da verebilirdik. Eger yukaridaki tanimda 2 yerine bir bagka n tamsayis1 alirsak
gene bir denklik iligkisi elde ederiz:

r=ysax—yEenl.

nZ = (—n)Z oldugundan, tanimda n’yi dogal say1 almanin bir mahsuru yoktur, hatta
tam tersine pratik yarar1 vardir. Biz de 6yle yapip n > 0 varsayimini yapacagiz.
Burada iki 6zel durumu o6zellikle ayr1 ele almak gerekiyor: n = 0 ve n = 1 durumlari.
Eger n = 0 ise tanim,

r=yer=y
tanimina egsdeger, yani denklik iligkisi esitlikten bagka bir gey sdylemiyor. Bu durumda
her eleman sadece ve sadece kendisine denktir. Zaten

rT=ySr=yY

tanimi her kiime {izerinde bir denklik iligkisi verir. Bu denklik iligkisinde her simif tek
bir elemandan olusur, yani [z] = {x}tir.
Eger n =1 ise tanim,

r=y&sxrx—yerl

tanimi haline doniigiiyor. Burada = ve y zaten Z’de olduklarindan, bu durumda her-
hangi iki eleman birbirine denk oluyor: Her z, y i¢cin x = y. Her z’in her y’ye denk
oldugu denklik iligkisini de her kiimede tanimlayabiliriz. Her eleman her elemana denk
oldugundan, bu denklik iligkisinde tek bir denklik sinifi vardir: tiim kiime.

Son iki denklik iligkisi, yani her elemanin sadece kendisine denk oldugu (n = 0 durumu)
ve her elemanin her elemana denk oldugu (n = 1 durumu) denklik iligkileri pek ilging
degil. Daha ilgin¢ denklik iligkilerinin pegine diigelim.

n = 2 durumunu biraz 6nce irdelemigtik. Bu durumda sadece iki simif vardir: tek sayilar
smifi ve ¢ift sayilar sinifi.

n = 3 durumuna gecelim. Bu durumda, érnegin,

0=3=6=-3,
1l=4=7=-2,
2=5=8=-1
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olur. Topu topu iig sinif var:

0] = 3Z,
[1] =3Z +1,
2] =3Z + 2.
Ornegin,
0] = [3] = [6] = [-3] = 3Z,
(=W=[=[-2=32+1,
2= =8=[-1]=3Z+2.

Siniflarin bir de toplu resmini yapalim:
-1 012345

— e 0o0—e0-o0—e0—o0—eo0o0—eo0o—>’

e : 3’e boliinen sayilar sinifi
o : 3% bolundugiinde kalanin 1 oldugu sayilar sinifi
o : 3’ boliundugiinde kalanin 2 oldugu sayilar sinifi

Eger siralamay1 kale almazsak resmi agagidaki gibi de gizebiliriz:
37 37+1 3742

-3 e -2 e -le
Oe le 2e
3e 4 e Se
6e 7 e S e

Umarim agagidaki egitlikler barizdir:
[0l =3Z=3Z+3=3Z—-3=23Z+27=27],
[1]=8Z+1=3Z+4=3Z-5=[-5]=[4],
2] =8Z+2=3Z2+11=3Z—-1=[-1] = [11].
En genel durumu ele alalim: n herhangi bir pozitif dogal say1 olsun. Bu genel durumda,
iligkimiz,
r=y&s T —yEnk.
& x — y,n’ye bolinir
< x ve y,n’ye boliindiigiinde kalanlar esittir
der. Okur bu durumda,
r =y modn

yazildigim daha 6nce gérmis olabilir (gérmemisse de énemli degil); siflar da ¢ogu
zaman [z] olarak degil, T olarak gosterilir.
Toplam n tane simif vardir:

0 =nZ,
T:nZ—l—l,
i =nZ+1,
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8.11.

8.12.

8.13.

Genel bir sinifi daha acik gosterelim:
i=nZ+i={...,=2n+i, —n+i, i, n+i, 2n+i, ...}
Bu denklik iligkisinin smiflarinin kiimesi matematikte Z/nZ olarak gosterilir. C)rnegin
2/3% = {0, 1, 3).
X =Q ya da R olsun.
r=ysr—yer

olarak tammlanan ikili iligki bir denklik iligkisidir. Her simf, aralarindaki farkin bir
tamsay1 oldugu sayilardan olusur. Ornegin,

gyl L -1 3 235 -5
2 |20 272 272 2777
bir denklik siifidir, bu kiimedeki herhangi iki say1 birbirine denktir. Bu smif, 6rnegin
1/2’nin simfidir.
Genel olarak, eger x € X ise, x’in denklik smnifi,
[Fl={yeX:z=yl={yeX:z—yecZ}
={yeX:y—z2ze€Zl={yeX:ycax+2Z}=x+1%Z

olur.
Bu denklik iligkisinde her z sayisi, [0,1) kiimesinin

{a} =2 — [z]
sayisina denktir. (Burada |x|, #’in tamkismini, z’ten kiiciikesit en biiyik tamsayiy:
gostermektedir.) Ayrica eger z, y € [0,1) ise,

r=ys =y

olur. Demek ki X’in her eleman: [0, 1) kiimesinden bir ve sadece bir tek elemana denktir.
Bir bagka deyisle her denklik sinifi, bir ve sadece bir tek r € [0, 1) igin [r] = r+Z denklik
sinifina egittir. (Eger X = Q ise, r’yi kesirli almak lazim.) Denklik siniflarini agagidaki
resimde gosterdik.

X =27, Q ya da R olsun.

z=y oz’ =y?

olarak tanmimlanan ikili iligki bir denklik iligkisidir. Bu denklik iligkisinde her eleman
sadece ve sadece kendisiyle ve eksisiyle denktir: [z] = {z, —z}.

Sadece 0'in siifinda tek bir eleman vardir, diger her sinifta biri pozitif biri negatif olmak
iizere ikiger eleman vardir. Ayrica her eleman mutlak degerine denktir.

En 6nemli denklik iligkisi 6rnegine geldik. X ve Y herhangi iki kiime ve f : X — Y
herhangi bir fonksiyon olsun. X {izerine

1 = T2 <:>f($1) = f(x2)

olarak tammlanmug ikili iligki bir denklik iligkisidir. Denklik simiflar1 f(X)’in eleman-
larinin 6nimgeleridir, resimleri agagida.
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8.14.

8.15.

8. Denklik ligkisi

Her denklik sinifindaki elemanlarin f-imgeleri aynidir. Dolayisiyla her denklik sinifini
f(X) kiimesinin bir elemaniyla kodlayabiliriz: f(X) kiimesinde ne kadar eleman varsa,
o kadar denklik sinifi vardir.

(Bir 6nceki érnek de bu érnegin 6zel bir halidir: ¥ = R ve f(z) = 2> alin.)
X =R x R kiimesi iizerine, = denklik iligkisini
(y) =Gt erty=2z+t

olarak tamimlayalim. Bu aslinda, bir énceki 6rnegin 6zel bir halidir: Y =R ve f(z,y) =
z + y olsun. Bir (a, b) noktasmnin simfl,

{(z,9) :z+y=a+b}
kiimesidir, yani
y=-z+(a+b)
denklemiyle verilmig (—1 egimli ve (0, a + b) noktasindan gegen) dogrudur. Bu arada,

(a,b) = (0,a+b) = (a+b,0)

denkliklerini dikkatlerinize sunariz. x = 0 dogrusu (6rnegin) her denklik smifini tek bir
noktada keser.

Ornek 8.13’te tanimlanan denklik iligkisinin bir bagka 6zel halini ele alacagiz. X = RxR,
Y =R olsun ve f: R x R — R fonksiyonu

flay)=2"+y°

esitligiyle tanimlansin. f(z,y), diizlemin (z,y) noktasin (0,0) merkezine olan uzakli-
gimin karesidir. Dolayisiyla

(1‘7y) = (Z7t) g f(xvy) = f(zat)

olarak tanimlanan denklik iligkisi, birbirine denk noktalarin, diizlemin merkezi olarak
kabul edilen O(0,0) noktasina uzakliklarinin esit olduklarini, yani (0,0) merkezli ayni
gemberin istlinde olduklarini séyliiyor.

Burada denklik simiflar1 O merkezli gemberlerdir. (0,0) diginda her noktanin sinifinin
sonsuz sayilda elemani vardir.
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8.16.

8.17.

8.18.

X =R xR\ {(0,0)} olsun. = iligkisini
(z,y) = (2,t) & Bir A\#0igin z = Ay ve z = At

olarak tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir ve her smif O(0,0) noktasindan gegen
ama bu noktasi ¢ikarilmig bir dogrudur; nitekim bir (a, b) noktasinin sinif,

{(Aa, Ab) : A # 0}

kiimesidir, yani (0,0) ve (a,b) noktalarindan gegen dogrudan (0,0) noktas1 ¢ikarilarak
elde edilen kiimedir. Demek ki iki farkli noktanin birbirine denk olmalar: igin, bu iki
noktadan gegen dogrunun O(0, 0) noktasindan ge¢mesi gerek ve yeter koguldur. O(0, 0)
merkezli, (6rnegin) 1 yarigaph gemberin “yarisi”, ornegin “Ust yarisi” (istte, sagdaki
sekilde kesiksiz goriinen kiime) her smftan bir ve sadece bir tek eleman barindirir.
Resim asagida.

X =R xR\ {(0,0)} olsun ve = iligkisini
(z,y) =(2,t) < Bir A>0igcinz =X zvey =X\t
olarak tanimlayalim. Bu da bir denklik iligkisidir ve her simf O(0,0) noktasindan ¢ikan

ama bu noktay1 igermeyen bir 1gindir. O merkezli (6rnegin) 1 yaricapli gember her
siniftan bir ve sadece bir tek eleman barindirir. Simiflarin resmi agagida.

Bir 6nceki 6rnekte birbirine denk olan (5, 3) noktasiyla (—5, —3) noktasi artik birbirine
denk degildir, Gte yandan (5, 3) noktasiyla (5+/2,3+/2) noktasi birbirine denktir.

X, bildigimiz R x R diizleminin dogrular kiimesi olsun ve = iligkisini
k ={ < k ve { paralelse

olarak tamimlayalim. Her siif birbirine paralel dogrulardan olusur ve her simif O(0,0)
noktasindan gegen bir ve sadece bir tek dogru igerir. Ayrica her sinif igerdigi dogrularin
egimi (bir gercel say1 ya da sonsuz) tarafindan kodlanir. Yani bu denklik iligkisinin
smiflar kiimesiyle R U {oco} kiimesi arasinda birebir bir iligki vardir. Simflarin resmi
agagida.
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8.19.

8.20.

8. Denklik ligkisi

—

N x N kiimesinde
(a,b) = (¢,d) & a+d=c+b

iligkisini tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir (okura aligtirma). Her simif agagidaki
resimdeki gibi ¢apraz dogrunun tstiindeki noktalardan olugur. Her denklik sinifinin

(N> {0}) U ({0} x N)

kiimesinde bir ve sadece bir tek temsilcisi vardir (okura aligtirma).

(0, 6)’ya denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar
LA (0, 0)’a denk elemanlar
(2, 0)’a denk elemanlar

(0, 6)
(5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)
Eger, bu denklik iligkisini yukaridaki gibi degil de,
(a,0)=(c,d)&a—-b=c—d

olarak tanmimlamig olsaydik, bunun Ahsgtirma 7.13’tin 6zel bir hali oldugunu hemen go-
rurdik.
R x R kiimesinde

(a,b) = (¢,d) & 3(a—c) =2(b—d)
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8.21.

iligkisini tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir. (Neden?) Bu denklik iligkisine gore, bir
(a,b) elemaninin simfi,

: (a,b) = (2,9)}

:3(a—a) = 2(b— y)}

: 2y — 3z = 2b— 3a}

cy=3/2)z+ (b—3a/2)}

- (2)-+ (-3

denklemiyle verilen dogrudur. Bu dogrular birbirine paraleldir, ¢iinkii her birinin egimi
3/2’dir. Resim agagida.

olur, yani

ty
[(a, b)] = (a, b)’nin sinifi
(a3 b)
b-3al2 (2,3)
/ x
(0,0) -
Siniflar, denklemleri y = (3/2)x + ¢ olan paralel dogrular

Denklik simiflarina paralel olmayan her dogru, 6érnegin x = 0 dogrusu, her simiftan tek
bir eleman igerir: [a, b] stmifindan (b — 3a/2,0) noktasini igerir.

Bu 6rnegin de Ornek 8.13%in 6zel bir hali olduguna dikkat edin.

R x R x R kiimesinde

(a,b, C)E(a/ b, c')<:>a—|—b+c:a/+b'+c'

Her simuf, (0,0, ) blglmlnde yazilan bir noktanin smifidir:
(a,b,¢) =(0,0,a+ b+ c).

Ayrica (a,b,¢) = (0,0,z) ise * = a + b + ¢ olmak zorundadir. Simflarin resimlerini
gizmeyi okura birakiyoruz. (Her biri {i¢ boyutlu uzayda bir diizlem olacak.)
Benzer 6rnegi R x R x R x R kiimesi igin de verebiliriz:

(a,b,c,d) = (a/,0,c,d) s a+btc+d=d +V + +d

olarak tanimlansin. Bu sefer, dért boyutta oldugumuzdan, siiflar1 gizemeyiz ama hic
olmazsa, her (a,b, ¢, d) igin,
(a,b,¢,d) =(0,0,0,z)
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8.22.

8.23.

8.24.

8. Denklik ligkisi

denkligini saglayan bir ve bir tek z € R oldugunu kanitlayabiliriz. Kolayca goriilebilecegi
lizere, bu x sayis1 sadece ve sadece a + b+ ¢ + d sayis1 olabilir.
X, bir A kiimesinden bir B kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun, yani X =
Fonk(A, B) olsun. U, A'nin bir altkiimesi olsun. X {izerine = iligkisini, her f, g € X
icin,

f=g< HerwueUign f(u) = g(u),
yani

f=9% fiv=9v

kuraliyla tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir. b € B, sabit bir eleman olsun. 7',
A’dan B’ye giden ve U diginda hep bu b degerini alan fonksiyonlar kiimesi olsun. X’in
her denklik sinifi 7" kiimesiyle tek bir elemanda kesigir. Nitekim, eger f € X ise, T'f € X
fonksiyonu, herhangi bir a € A igin,

a €U ise (Tf)(a)
a ¢ Uise (Tf)(a)
olarak tanmmmlansin. O zaman [f]NT = {Tf} olur.

Bir benzetme yapmak gerekirse, T' altkiimesinde, her siniftan tek bir temsilci vardir. Bir
sonraki boliimde “siiflardan birer temsilci” bulmaya ¢ok daha fazla odaklanacagiz.

f(a)7
b

X, R’den bir Y kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun. Yani
X = Fonk(R,Y)

olsun. a € R sabit bir say1 olsun. Eger f, g € X olsun. Eger a’y1 igeren bir I agk
araliginda f ve g birbirine esitse, yani her = € I igin f(z) = g(x) esitligini saglayan ve
a’y1 igeren bir I agik araligi varsa, yani f|; = g esitligini saglayan ve a’y1 igeren bir I
acik aralig1 varsa, o zaman f’'nin g’ye denk oldugunu soyleyelim. Bu iligki X iizerine bir
denklik iligkisidir. (Liitfen kanitlaymn.) Bir f fonksiyonunun denklik sinifina f’'nin o’daks
tohumu adi verilir.

Yukaridaki a’y1 bir anlamda sonsuz da yapabiliriz. S6yle yapariz: f, g € X olsun. Eger

x>r= f(z) =g(x)

onermesini dogrulayan bir » € R varsa, o zaman f ve g fonksiyonlarina denk diyelim.
Bu bir denklik iligkisidir. Her denklik iligkisine co’da bir tohum adi verilir.

Bir onceki ornegi dizilere uygulayabiliriz. (Altbolim 4.12’de dizilerin ashinda tamm
kiimesi N olan fonksiyonlar oldugunu gormiistiik.) = ve y, sirasiyla,

Loy, T1y, T2y T3y -

ve

Yo, Y1, Y2, Y3, . .-
dizileri olsun. Eger,

n>N=2n=1Yn
Onermesini dogrulayan bir N gostergeg sayisi varsa (yani sonsuzdaki tohumlar esitse),
o zaman z ve y dizilerine denk diyelim. Bu bir denklik iligkisidir. Bu denklik iligkisini =
ile gosterelim.
Bu 6rnek Se¢im Aksiyomu ve Bir Oyun yazisinda kullanilacak.

Simdi bu 6rnegi hafifce degistirelim. Bu sefer dizilerin denk olmasi igin su yeni kogulu
getirelim: Eger iki tane n ve m gostergeci i¢in

her k € N igin Tn4k = Ym+k
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6nermesi dogrulaniyorsa, o zaman z ve y dizilerine denk diyelim. Bu bir denklik iligki-
sidir. Bu denklik iligkisini de = simgesiyle gésterelim. Ornegin,

01010101...
dizisi = iligkisi igin 10101010 dizisine denk degildir ama = iligkisi igin denktir.
Her x ve y dizisi i¢in, x = y ise z = y oldugu bariz olmali. Yani z’in = iligkisi i¢in denklik
simifl, 2’in = iligkisi i¢in denklik sinifinin altkiimesidir. (Ama hemen hemen hi¢bir zaman

bu denklik siniflar1 birbirine esit degildir. Tam ne zaman esit olduklarini bulmay: okura
birakiyoruz.)

8.25. A, herhangi bir kiime olsun. X = @(A) olsun, yani A’min altkiimelerinden olugan kiime
olsun. B, C C A igin, eger B ile C arasinda bir egleme varsa B = C yazalim. = iligkisi X
iizerine bir denklik iligkisidir. Bu denklik iligkisinde bogkiime sadece kendisine denktir.
A’nin n elemanl bir altkiimesi n elemanl tiim altkiimelerine denktir ve bagka hicbir
kiimeye denk degildir.

Ama dikkat: Eger A = N ise, A = 2N olur. Kitabin ikinci kisminda N'nin her sonsuz
altkiimesinin N’ye denk oldugunu ve bundan ¢ok daha fazlasini kanitlayacagiz.

8.26. A herhangi bir kiime olsun. X = p(A4), A’nin altkiimeler kiimesi olsun. Eger X’in iki
elemaninin (yani A'nin iki altkiimesinin) simetrik fark:i sonluysa, bu iki elemana denk
diyelim. Bir bagka deyisle = ikili iligkisini g0yle tanimlayalim: Her x, y € X igin

T =y < xAy sonlu.

Bu ikili iligki X tizerine bir denklik iligkisidir. (Kanitlayin.) Bogkiimenin denklik sinifi
A’nin sonlu altkiimelerinden olugan kiimedir. A’ya denk olan elemanlar, A’da tiimleyeni
sonlu olan kiimelerdir.

Yeterince Ornek verdigimizi diigiiniiyoruz. Simdi denklik iligkisiyle ilintili
cok ¢ok 6memli bir kavrami tanitalim: Boliim kiimesi.

8.4 Bolum Kumesi

denklik sinifini, X’in z’e denk elemanlar kiimesi olarak tanimlamistik ve bu
kiimeyi [z] olarak gostermistik:

[z] ={ye X :x =y}

Her [z] simfi, X’in bir altkiimesidir. Elemanlar: bu denklik siniflarindan olugan
kiimeyi ele alalim. Bu smiflarin kiimesi

X/=
olarak yazilir. Iste bicimsel tamm:
X/=={[z] .z € X}.

X/ = kiimesinin elemanlar1 X’in altkiimeleri oldugundan, tanmimlanan X/=
kiimesi X'in altkiimelerinin kiimesi olan p(X)’in bir altkiimesidir:

X/= < p(X)

ve X /= kiimesi X’in ayrik altkiimelerinden (denklik simiflarindan) olusur.
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r=ySr—yEnl.

olarak tammlanmisgsa (Ornek 8.10), o zaman,

X/==A{[0],[1],...,[n—1]}
olur.
[x] [z] [2] X
°x . L4 °
> o | J .
L] t ° . °
X/=

[x] [2] [1] [a]

Yukaridaki resimde X kiimesi ve denklik simflar1 (bunlar X’in ayrik alt-
kiimeleri elbette) goriiliiyor. Birbirine denk olan elemanlar: bir siitun halinde
gosterdik. X /= kiimesini ise resmin alt tarafinda bir dogru olarak tasvir ettik.
Her x € X i¢in, 2’in denklik sinifi olan ve X’in bir altkiimesi olan [z], resmin en
altinda bir dogru bigiminde resmedilen X /= kiimesinin bir elemani. Birbirine
denk olan elemanlarmn denklik simflar1 aymdir. Ornegin, yukaridaki resimde,

[z] = [y] ve [a] = [b]

ama [z] # [t], hatta bilindigi tizere [z] N [t] = 0.
X/= kiimesine (X’in = denklik iligkisine gore) bolim kimesi ad1 verilir.
X'ten X /= kiimesine giden “dogal” bir fonksiyon goriiyoruz: X’in her z
elemanni X /= kiimesinin [z] elemanima gotiiriiyor bu fonksiyon. Bu fonksi-
yona dogal izdisum adi verilir ve dogal izdiisiim fonksiyonu cogu zaman p
ya da 7 simgelerinden biriyle simgelenir. Eger 7 ile simgeleyecek olursak,

T X — X/=

fonksiyonu,

kuraliyla tanimlanmigtar.

Dogal izdiigiim elbette orten bir fonksiyondur.

Dogal izdiigiim matematigin en temel kavramlarindan biridir, sik sik kar-
stmiza ¢ikar, adi tistiinde “dogal”.
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8.5 Esas Teorem

Bu kitapta uygulamasini gérmeyeceksek de, agagidaki teorem matematikte cok
sik kullanilir ve matematigin en soyut kavramlarindan biri oldugunu séylemek
yalan olmaz. Kabaca soylemek gerekirse, bu teorem sayesinde, birebir olmayan
bir fonksiyon, hafif bir degisiklikle birebir yapilabilir.

Bir 6rnekle baglayalim. f(z) = 22 kuraliyla verilmis f : R — R fonksi-
yonu birebir degildir, ¢iinkii f fonksiyonu z ile —x arasinda ayrim yapamaz.
R tizerine su denklik iligkisini alalim:

rT=y ==y
Dikkat ederseniz = = y ise f(x) = f(y) olur. Demek ki ashnda
f(l2]) = f(z)

tanimini yapabiliriz, ¢linkii ne de olsa f(x)’in degeri x’e gore degigse de, biraz
daha dikkatli bakinca, ashinda z’in denklik sinifina gore degistigi goriiliiyor.
Bu olgu sayesinde f’nin tanim kiimesini R’den R/ = kiimesine degistirebiliriz.
Ama bu yeni fonksiyonu gene f olarak gostermek dogru degil. Bu yeni fonksi-
yonu f olarak yazmak bir gelenek haline gelmistir:

f:R/=—R
fonksiyonu her ao € R/= ve her z € « i¢in,

fla) = f(z) =2°
olarak tammlanmustir. Isin piif noktas: su: f birebir degildir ama f birebirdir.

Teorem 8.2. f: X — Y bir fonksiyon ve =, X dizerine bir denklik iliskisi
olsun. m : X — X/= dogal izdigim olsun. Su varsayimi yapalim: Her x1,
xo € X i¢in,

x1 =29 = f(r1) = f(x2).
O zaman fom = f esitligini saglayan bir ve sadece bir tane f : X/=— Y
fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon

f(l=]) = f(z)

olarak tansmlanir. Ayrica f fonksiyonunun birebir olmasy icin yeter ve gerek
kosul, her x1,x2 € X i¢in,

1 =295 f(x1) = f(x2)

kosuludur. f fonksiyonunun érten olmasi i¢in yeter ve gerek kosul f fonksiyo-
nunun orten olmasidr.



146 8. Denklik ligkisi

x L.y
x ! e f(x)
ch f_
.
x X/=

Kamt: Eger fon = f esitligini saglayan bir
f:X/=—Y
fonksiyonu varsa, o zaman her x € X igin,
F([z]) = f(7(2)) = (fom)(z) = f(2)

esitligi saglanmak zorunda. Dolayisiyla f fonksiyonu, eger varsa, ancak bir
tane olmak zorundadir ve tanimi

fl2]) = f(=)
esitligi tarafindan verilmek zorundadir. Bunun gercekten gegerli bir tanim
oldugunu kanitlamak i¢in sunu kamitlamahyiz: Eger [z1] = [x9] ise f(z1) =
f(x2). Bu da varsayimin ta kendisi.
Teoremin ikinci kismini aligtirma olarak birakiyoruz. O

Agagida Oonemli bir 6rnek verecegiz. Simdilik son derece basit bir érnek
verelim. Devam etmeden 6nce Ornek 8.13’1 tekrar okuyun. X ve Y herhangi
iki kiime ve f : X — Y herhangi bir fonksiyon olsun. X tizerine

T =22 & f(71) = f(22)

biliyoruz.

f([z]) = f(2)
kuraliyla tanimlanmig olan ve X /= kiimesinden f(Y")’ye giden f fonksiyonu bir
eglemedir. Bu fonksiyon aynen yukaridaki teoremde elde edilmig fonksiyondur.

Ornek 8.27. n ve m iki pozitif dogal say1 olsun. Z/nZ ve Z/mZ kiimesinin elemanlarini,
x € Z icin, sirasiyla [z] ve (z) olarak yazalim.

f:Z—7Z/nZ X Z/mZ

kiimesine giden fonksiyon,
f(@) = ([z], ()
kuraliyla tanimlanmig olsun. Simdi p, hem n’ye hem de m’ye boliinen (yani n ve m’nin en
kiigiik ortak katina boliinen) herhangi bir pozitif dogal say1 olsun. Z kiimesi tizerine = ikili
iligkisini
T = x2 & p, T1 — T2 sayisinl boler
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olarak tanimlayalim. Teoremi yukarida acikladigimiz duruma uygulamaya calisalim. Once
teoremin kogulunun dogrulugunu kontrol edelim: Her x1,x2 € Z icin, gercekten de, kolayca
goriilecegi lizere,

1 =22 = f(z1) = f(x2)
kosulu saglanir. Demek ki teoreme gore, Z/ = Z/pZ kiimesinden Z/nZ x Z/mZ kiumesine
giden, ve eger Z/pZ kiimesinin elemanlarini, x € Z igin, T olarak yazarsak,

@) = (2], (x))

kuraliyla verilmis bir f fonksiyonu vardir. Somut n ve m sayilar icin, f fonksiyonunu yazmay:

okura birakiyoruz.

Alistirmalar

8.28. Yukaridaki paragrafta bulunan f : Z/pZ — Z/nZx Z/mZ fonksiyonunu n = 6, m = 21
ve p = 420 sayilar igin bulun. (420 biiyiik gelebilir, ama en azindan f fonksiyonunun
ne orten ne de birebir oldugunu anlayana kadar fonksiyonla oynayin.)

8.29. Yukaridaki paragrafta bulunan f : Z/pZ — Z/nZx Z/mZ fonksiyonunun birebir olmasi
i¢in p’nin n ve m sayilarinin okek’i olmasinin gerek ve yeterli kosul oldugunu kanitlayin.

8.30. Yukaridaki paragrafta bulunan f : Z/pZ — Z/nZ x Z/mZ fonksiyonunun érten olmasi
i¢in gerek ve yeterli kosulun n ve m’nin birbirine asal olmalar1 oldugunu kanitlayin.

8.31. Yukaridaki paragrafta bulunan f : Z/pZ — Z/nZx Z/mZ fonksiyonunun egleme olmasi
i¢in yeter ve gerek kogulun n ve m’nin birbirine asal olmalari ve p = nm esitligi oldugunu
kanitlayin.

8.32. Teorem 8.2’deki
“r1 = w0 = flan) = flx2)”
kogulunu
“ri= 20 & f(z1) = f(22)”
koguluyla degistirirsek, Teorem 8.2’de bulunan f : X/=— Y fonksiyonunun birebir
olacagini kanitlayin.

8.33. n € N\ {0} olsun. a € Z olsun. Teorem 8.2'de X = Z, Y = Z/nZ ve f(z) = [z + a]
alalim. = denklik iligkisi g0yle verilsin:

r =y < n,r —yyi boliyorsa.

a. Teorem 8.2'deki “zy = z2 = f(z1) = f(x2)” kosulunun saglandigini gosterin.

b. Elbette X/= = Z/nZ olur. Teorem 8.2°deki f : Z/nZ — Z/nZ fonksiyonunun
f([z]) = [z + a] kuraliyla tamimlandigim gosterin.

8.34. n € N\ {0} olsun. a € Z olsun. Teorem 8.2’de X =7Z, Y = Z/nZ ve f(z) = [za] alahm.
= denklik iligkisi g0yle verilsin:

xr =y < n, x—y'yi boliyorsa.

a. Teorem 8.2’deki “z1 = z2 = f(x1) = f(22)” kosulunun saglandigini gosterin.

b. Elbette X/== Z/nZ’dir. Teorem 8.2’deki f: Z/nZ — Z/nZ fonksiyonunun
f ([z]) = [za] kuraliyla tamimlandigim gosterin.

8.35. Teorem 8.2'de X =Z,Y = Z/6Z ve f(z) = [z] alahm. = denklik iligkisi soyle verilsin:
T =y & 24, x — y’yi boliiyorsa.

a. Teorem 8.2’deki “x1 = x2 = f(z1) = f(x2)” kosulunun saglandigini gosterin.
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b. Elbette X/= = Z/24Z’dir. Bu kiimenin elemanlarini, Z/6Z'nin elemanlariyla karis-
masinlar diye T olarak gésterelim. Teorem 8.2°deki f fonksiyonunun f(Z) = [z] oldugunu
gosterin.

8.36. Teorem 8.2'de X =7Z,Y = Z/247Z ve f(x) = [6x] alalim. = denklik iligkisi g0yle verilsin:
xr =y & 4, x — y'yi boliiyorsa.

a. Teorem 8.2’deki “z1 = z2 = f(r1) = f(22)” kosulunun saglandigimi gosterin.

b. Elbette X /== 7Z/47’dir. Bu kiimenin elemanlarini, Z/24Z'nin elemanlariyla karisma-
sinlar diye T olarak gosterelim. Teorem 8.2’deki f fonksiyonunun f(Z) = [6z] oldugunu
gosterin.

8.37. Teorem 8.2’de
X=2,Y =Z/10Z x Z/21Z ve f(x) = ([z],{z})

olarak alalim. Buradaki [z] ve {z}, @’in sirasiyla Z/10Z ve Z/21Z’deki imgeleridir. =
denklik iligkisi g6yle verilsin:

T =1y & 210, z — y’yi boliiyorsa.

a. Teorem 8.2’deki “x1 = x2 = f(z1) = f(x2)” kosulunun saglandigini gosterin.
b. Elbette X/== 7Z/210Z’dir. Bu kiimenin elemanlarini, T olarak gosterelim. Teorem
8.2’deki f fonksiyonunun

[ (@) = ([, {=})

oldugunu gosterin. f fonksiyonunun birebir ve érten oldugunu gosterin.

Denklik ili§kilerinin Carpimi*. X ve Y iki kiime olsun. Bu kiimeler iize-
rinde, sirasiyla = ve = simgeleriyle gosterecegimiz iki denklik iligkisi ele alalim.
X x Y kartezyen carpimi iizerine su = ikili iligkiyi tanimlayalim:

($7y) ~ (171,y1) Sr =z vey =y,

bir denklik iligkisidir. Ve (X x Y)/~ denklik simflar1 kiimesiyle X/= x Y/
kartezyen carpimi arasinda dogal bir egleme vardir. Nitekim, karigikliga neden
olmayacagini umarak, eger tiim smiflar1 koseli parantezler icinde yazarsak,

f([z,y]) = (2], [v])
kurahyla tanimlanmisg,

f: (X xY)/~ — X/=xY/=

fonksiyonu iki kiime arasinda bir eglemedir. Bu fonksiyon, aynen Teorem 8.2’de
elde edilen fonksiyondur: Nitekim, teoremi

f((z,y)) = ([z], [y])

kuraliyla tanmimlanmig
[ XxY — (X/=)x (Y/®)

orten fonksiyonuna uygulamak yeterlidir.
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8.6 Denklik ili§kisi Temsilcileri

Sehirler arasindaki “ayni tilkede olma” denklik iliskisine bakalim. Her denk-
lik sinmifi, bir iilkenin gehirlerinden olugur. Her denklik simifindan bir temsilci
secmek istersek, bagkent herhalde en dogal secim olur.

Insanlar arasinda tanimlanan “ayn1 anne ve babadan dogmug olmak” denk-
lik iligkisinin denklik siniflarindan birer temsilci segmek istersek, her siniftan,
yani her kardeg kiimesinden en biiyiik kardesi segebiliriz. Ya da istersek, en
kiiciik kardesi segebiliriz.

Sayilari, negatif, pozitif ve 0 diye ii¢ gruba ayiracak olursak, —1’i negatif
sayilarin temsilcisi, 1’1 pozitif sayilarin temsilcisi olarak secebiliriz. Tek bagina
bir sinif olugturan 0 i¢in de zorunlu olarak 0’1 segeriz.

Bu boliimde, bir denklik iligkisinin denklik simflarindan temsilciler secece-
giz. Orneklerimiz yukaridakilerden daha matematiksel olacak elbette.

X bir kiime ve =, X fizerine bir denklik iligkisi olsun. X’in bu denklik
iligkisine gore her siifindan bir ve sadece bir tane eleman (smifin bir temsilci-
sini) segmek istiyoruz ve bu temsilcileri olabildigince giizel bir bi¢imde se¢gmek
istiyoruz. Burada “giizel”den ne kastettigimiz pek belli olmayacak, X’e ve X
tizerine tanimlanan denklik iligkisine gore degisecek.

Eger X kiimesi {lizerine bir denklik iligkisi verilmigse, amac oyle bir 7' C X
altklimesi bulmak ki, her x € X igin

2] NT| =1

olsun. Bu T kiimesi, her simiftan tek bir eleman barindiracak, yani simiflarin
“temsilcileri”nden olusacak.

X k4
%l D) (2] X
o
X . . °
. t .
y ° v a .
o | o o | o K .
. . . , o
e [ e | O o
° q
. o | o ° Slel® o |
. o | U ol
o ® | w .
. L4 . s
. . . °
.

Bu 6rnekte, soldan saga dogru, her siniftan su elemanlar secilmis:
X, Y% Lu, v, w, 1, 4,8, P, q.

Yukaridaki resimdeki 6rnekte,
T: {$7 i% 2:7 ta uv 'U, ’U), aa 87 p7 Q}

kiimesi bir temsilciler kiimesidir.
Bu boliimde sadece ornekler verecegiz. Boylece denklik iligkisinin de daha
iyi kavranacagini umuyoruz.
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Notlar ve Ornekler
8.38. Tamsayilar kiimesi Z iizerine,
T =y & o — y cift sayidir

olarak tanmimlanan denklik iligkisine bakalim. Sadece iki sinif var: ¢ift sayilar ve tek
sayilar. Demek ki temsilci olarak bir cift, bir de tek say1 sececegiz. Iste bir ornek:
{24, —7}. Cift sayilar arasindan temsilci olarak 24 secilmisg, tek sayilar arasindan da
—7. Dogrusu bu temsilci se¢imlerine pek giizel denemez, dogal hi¢ denemez. Bu du-
rumda en giizel ve en dogru se¢im (her ne demekse!) 0 ve 1 segimleridir: Cift sayilarin
temsilcisi 0 olsun, tek sayilarin da 1.

Bu yaptigimizi genellesgtirelim. n bir dogal say1 olsun ve = denklik iligkisini

r=y&sSac—yEens
olarak tanimlayalim. Toplam n tane simif vardir.

0] =nZ =nZ+0,
1] =nZ +1,

[i]] = nZ+1,

[n—1=nZ+ (n—-1).
Her siniftan bir temsilci segecegiz. Her sinifta,
0,1,...,n—-1

elemanlarindan biri ve yalnizca biri vardir. i§te biz de temsilciler olarak bu elemanlari
secelim. Ornegin, n = 5 ise, temsilci olarak,

0,1,2, 3,4

elemanlarini segelim.

5, —4,7,13, —16

elemanlarini da segebilirdik, ama herhalde 0, 1,2, 3,4 segimlerinin daha dogal ve daha
glizel oldugu konusunda kimsenin kugkusu yoktur. n = 3 igin resim agagida.

-1101 2(3 45

—&— 00— 0071600166006 O0——0—> z

7 = 3 i¢in tii¢ “dogal” temsilci: 0, 1 ve 2
Bu oOrnekte, temsilciler kiimesi olarak
T={0,1,2,3, 4}

kiimesini se¢gmeyi yegliyoruz.
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8.39.

8.40.

8.41.

8.42.

R iizerine,
r=ysSr—yEeL

olarak tanmmlanan denklik iligkisini alalim. Bu denklik iligkisinde her z elemam [0, 1)
araligimin = — |z | elemanina denktir ve z bu araliktan bir bagka elemana denk olamaz.
Demek ki R’nin her elemamn [0, 1) kiimesinden bir ve sadece bir tek elemana denktir.
Temsilci olarak [0,1) arahgindaki sayilar: alalim. Ornegin, bu segimle, m — 3, w’nin
sinifinin temsilcisidir.

Temsilcileri [3,4) ya da (0, 1] araliginin ya da ¢ok daha egzotik olan

[3, 3,2] U (4,2, 5)

kiimesinin elemanlar1 olarak da segebilirdik ama bu segimler [0, 1) aralig kadar dogal
ve glizel olmazlardi.

R iizerine,

r=ysr—yeQ
olarak tanimlanan denklik iligkisinin her sinifindan bir eleman se¢gmek hig kolay degildir,
hatta bir bakig acisina gére miimkiin de degildir. Bu durumda yukaridaki orneklerde
oldugu gibi dogal secimler yoktur. Bu oOrnekte her siiftan bir temsilci se¢gmek igin

Segim Aksiyomu’na ihtiyacimiz vardir (bkz. sayfa 105). Bu boliimde genellikle temsilci
se¢menin elle ya da kalem kagitla miimkiin oldugu 6rneklerden sézedecegiz.

X =7, Q ya da R olsun.

olarak tanimlanan denklik iligkisi i¢in, en dogal temsilciler negatif olmayan sayilardir.
{5, 5} smufindan 5’1 segelim. Sonug olarak, temsilciler kiimesi adayimiz

T={zeX:z>0}

kiimesi.
f R xR — R fonksiyonu

flx,y) =a* + ¢
esitligiyle tanimlansin ve
(@,9) = (2,1) & f(z,y) = f(2,1)
olsun. Bu bir denklik iligkisidir. Burada denklik smiflar1 O(0,0) merkezli cemberlerdir.

Demek ki her gemberden temsilci olarak bir nokta se¢meliyiz. Degisik se¢imler olabilir.
Ornegin, (0,0) noktasindan hareket eden bir 1g1min noktalarini segebiliriz, mesela

{(z,0) : z > 0}

1511 segilebilir, ya da
{(z,—z) : 2 > 0}

1ginin1 segebiliriz. Ju yar1 parabol de her ¢emberden bir nokta icerir:

{(z,2°) : x > 0}.
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Temsilciler bir egrinin ~ Temsilciler bir yar1 dogru Temsilciler yatay ve saga giden
tistiinden secilmis. iistiinden secilmis. yar1 dogru ustiinden segilmis.
x’in sinifindan temsilci En glizel secim!

olarak a segilmis.
8.43. X =R x R\ {(0,0)} olsun. = iligkisini
(z,y) = (2,t) & Bir A\#0i¢inz = Ay ve z = A\t
olarak tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir ve her simif O(0, 0) noktasindan gegen ama
bu noktasi gikarilmig bir dogrudur. O merkezli (6rnegin) 1 yarigapli gemberin “yarisi”,

ornegin agsagidaki sekilde goriilen “iist yaris1”, her siniftan bir ve sadece bir tek eleman
barindirir. Dikkat, (1,0) ve (—1,0) noktalarindan sadece birini segmelisiniz.

8.44. X =R x R\ {0, 0} olsun ve = iligkisini
(z,y) =(z,t) & Bir A>0igcinz =Xz vey =X\
olarak tanimlayalim. Bu da bir denklik iligkisidir ve her simf O(0,0) noktasindan ¢ikan

ama bu noktay1 icermeyen bir i1gindir. O merkezli (6rnegin) 1 yarigapli ¢gember her
smiftan bir ve sadece bir tek eleman barindirir.

VA
SN

Eger yukaridaki iki 6rnekte X = R X R olsaydi, o zaman tek bagina bir simif olugturan
(0,0) noktasini da temsilci olarak daha once segilen temsilcilere eklememiz gerekecekti.

8.45. X, bildigimiz R x R Oklid diizleminin dogrularindan olugan kiime olsun ve = iligkisini

k ={ < k ve { paralelse
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olarak tamimlayalim. (Her dogrunun kendisine paralel oldugu varsayiliyor.) Bu bir denk-
lik iligkisidir. Her simf birbirine (ya da belli bir dogruya) paralel dogrulardan olusur.
Her smuf, O(0,0) noktasimndan gegen bir ve sadece bir tek dogru icerir. Sonug¢ olarak,
temsilciler kiimesini O’dan gegen dogrular olarak segebiliriz. Eger isteseydik, temsilciler
olarak, verilmig bir gembere, gemberin iist tarafindan teget dogrular1 da segebilirdik ama
bunlar ilk temsilcilerimiz kadar sik olmazdi.

Bu ornekte her sinif igerdigi dogrularin egimi tarafindan (bir gercel say1 ya da sonsuz)
kodlanir.

8.46. N x N kiimesinde (N x N yerine R x R kiimesini de alabilirdik),
(a,0) = (¢,d) & a+d=c+b

iligkisini tanimlayalim. Bu bir denklik iligkisidir. Her sinif agagidaki resimdeki gibi capraz
dogrularin iistiindeki noktalardan olugur. Her denklik siifinin N x {0} U {0} x N kiime-
sinde bir ve sadece bir tek temsilcisi vardir.

(0, 6)’ya denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

L) (0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(0, 6)
(5, 0)’a denk elemanlar

(5, 0)

Bu 6rnekte her simif bir tamsay1 tarafindan kodlanir: (a,b) noktasimin simifi @ — b ta-
rafindan kodlanir. Nitekim bu say1 siniftan segilen segilen (a, b) noktasindan bagimsizdir,
yani (a,b) ve (¢, d) aym simiftalarsa, a — b = ¢ — d olur.
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8.47.

8.48.

8. Denklik ligkisi

R x R kiimesinde
(a,b) = (¢,d) & 3(a—c)=2(b—d)

iligkisini tanmimlayalm. Bu bir denklik iligkisidir. Bir (a, b) elemaninin sinifi, gegen bo-
limde Ornek 8.20’de gordiigiimiiz gibi
y=(3/2)z+ (b—3a/2)

denklemiyle verilen dogrudur. Denklik siniflar1 birbirine paralel dogrulardir, nitekim her
birinin egimi 3/2’dir. Asagidaki resimde denklik siniflarini resmettik. Denklik siniflarina
paralel olmayan her dogru, yani egimi 3/2 olmayan her dogru érnegin z = 0 dogrusu her
smiftan tek bir eleman igerir: [(a, b)] stmfindan (b — 3a/2,0) noktasini igerir. Dolayisiyla
egimi 3/2 olmayan dogrularin her biri her simiftan bir ve sadece bir tane temsilci igerir.
Bu 6rnekte ne yazik ki dogal bir se¢im yok. Temsilcileri en azindan bir dogru olugturacak
bigimde segebiliyoruz. Ornek 8.40'1a karsilagtirinca buna da giikiir diyelim.

by

[(a, b)] = (a, b)’nin smifi

(a, b)

b-3al2 (2,3)
/ *

(0,0)

Siniflar, denklemleri y = (3/2)x + ¢ olan paralel dogrular

R X R x R kiimesinde
(a,b,c) = (a',b,d) e at+tbtc=a +b +¢

ikili iligkisini tammlayalim. Bu bir denklik iligkisidir (gene Ornek 8.41’in Gzel bir hali).
Her smuf, (0,0, 2) bigiminde yazilan bir noktamn smifidir:

(a,b,¢) =(0,0,a+ b+ c).

Ayrica (a,b,¢) = (0,0,2) ise £ = a + b + ¢ olmak zorundadir. Simflarin resimlerini
¢izmeyi okura birakiyoruz. (Her biri {i¢ boyutlu uzayda bir diizlem olacak.) Dolayisiyla
temsilciler kiimesini 7' = {0} x {0} x R olarak segebiliriz.

Benzer 6rnegi R x R X R x R kiimesi i¢in de verebiliriz:

(a,b,¢c,d) = (a/,0,c,d) s a+b+c+d=a +b + +d

olarak tanimlansin. Bu sefer, dért boyutta oldugumuzdan, siiflar1 gizemeyiz ama hig
olmazsa, her (a,b, ¢, d) igin,
(a,b,c,d) = (0,0,0,t)

denkligini saglayan bir ve bir tek ¢ € R oldugunu kanitlayabiliriz. Kolayca goriilebilecegi
iizere, bu t sayis1 sadece ve sadece a + b + ¢ 4 d sayis1 olabilir.
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8.49.

8.50.

8.51.

X, bir A kiimesinden bir B kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun, yani X =
Fonk(A, B) olsun. a, A'nin bir eleman: olsun. X tzerine = iligkisini, her f, g € X
icin,

f=g9% fla)=yg(a)
kuralyla tammlayalim. Bu bir denklik iligkisidir. (Ornek 8.22’de U = {a} alirsak aym
ornegi buluruz ama burada orada buldugumuzdan bagka temsilciler bulacagiz.) S, A’dan
B’ye giden sabit fonksiyonlar kiimesi olsun. Bir b € B igin, sabit b degerini alan fonksi-
yonu s; olarak tamimlayalim: Her x € A igin sp(x) = b. Her f € X icin f = sy(,) olur.
Ayrica eger f = sp ise, b = f(a) olmak zorunda. Bir bagka deyisle, her denklik sinifi S
kiimesiyle tek bir elemanda kesigir, yani S bir temsilciler kiimesidir.
X, R’den R’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun, yani X = Fonk(R,R) olsun. R’den iki
farkli eleman secelim, kolaylik olsun diye diyelim 0 ve 1’i sectik. Her f, g € X i¢in su
tanimi yapalim:

f=g% f(0)=4g(0) ve f(1) =g(1).

Bu, X kiimesi {izerine bir denklik iligkisi tanimlar. (Bir 6nceki béliimiin Ornek 8.22’de
U = {0,1} alirsak ayni 6rnegi buluruz ama burada orada buldugumuzdan bagka temsil-
ciler bulacagiz.) T kiimesi, m ve b gergel sayilar icin,

fl@y=mz+b

formiiliiyle verilmig fonksiyonlar kiimesi olsun. O zaman T bir temsilciler kiimesidir.
Bunun dogrulugunu kontrol etmeyi okura birakiyoruz.

X = p(N) olsun, yani N'nin altkiimelerinden olusan kiime olsun. B, C' € X igin, eger B
ile C arasinda bir egleme varsa B ~ C yazalim. = iligkisi X {izerine bir denklik iligkisidir.
Bu denklik iligkisinde boskiime sadece kendisine denktir. N’'nin n elemanl bir altkiimesi
n elemanli tiim altkiimelerine denktir ve bagka hicbir kiimeye denk degildir.

N’nin her altkiimesi ya sonludur ya da sonsuzdur! Eger B, N’nin sonlu bir altkiimesiyse
ve n tane elemani varsa o zaman,

B~{0,1,...,n—1}

olur. Sag taraftaki {0,1,...,n — 1} kiimesine A, diyelim. Bu arada Ay = 0 esitligine
dikkatinizi ¢ekerim.
Kitabin ikinci kisminda, N’nin her sonsuz altkiimesinin N’ye denk oldugunu kanitlaya-
cagiz. Demek ki, her A € X ya bir n dogal sayisi igin A,’ye ya da N’ye denk. Bir bagka
deyisle,

T ={A,:neN}U{N}

kiimesi her siiftan bir ve sadece bir tane temsilci igerir.

Aym T, p(Q) i¢in de (ayn1 denklik iligkisi i¢in) her siniftan bir ve sadece bir tane temsilci
igerir. Bunu da kitabin ikinci béliimiinde gorecegiz.

p(R) kiimesi ve = iligkisi i¢in bir temsilciler kiimesi bulmaya ¢aligmak ¢ok daha proble-
matiktir. N ile R arasinda bir eglemenin olmadigini kanitlamak pek o kadar zor degildir,
bkz. Teorem 12.3. Akla belki ilk gelebilecek olan

Ty = {A, :n € N} U{N,R}

kiimesinin her smiftan bir temsilci barindirip barindirmadigl, matematigin bugiin ka-
bul edilen aksiyomlariyla kanitlanamayacak onermelerden biridir. 771’in o(R)’nin her
smifindan bir eleman barindirmas: varsayimi Sireklilik Hipotezi olarak bilinir ve de-
digimiz gibi kanitlanamaz bir 6nermedir. Kitabin ikinci kisminda bu konu iizerine biraz
daha fazla bilgi bulacaksiniz.



156 8. Denklik ligkisi

Alistirmalar

8.52. X =N\ {0} ve z € X olsun. Eger 2", x’i boliiyorsa ama 2""!, x’i bolmiiyorsa, u(z) = n
yvazalim. Her z,y € X i¢in su tanimi yapalim:

z=y < u(z) = u(y).

Bu denklik iligkisi i¢in bir temsilciler kiimesi bulun.

8.53. X = N\ {0} ve z € X olsun. Eger z’i bolen asal say1 sayisin1 mw(z) olarak gosterelim.
Her z, y € X igin su tanimi yapalim:

r=y e n(z) =7(y).

Bu denklik iligkisi i¢in bir temsilciler kiimesi bulun.

8.54. X = Fonk(R,R) ve n pozitif bir dogal say1 olsun. R’den n farkh eleman segelim, diyelim
ai,...,an elemanlarim sectik. Her f, g € X icin su tanimi yapalim:

f=g& Heri=1,...,nicin f(a:) = g(a:).

Bu, X kiimesi lzerine bir denklik iligkisi tanimlar. 7', en fazla n — 1’inci dereceden
polinomiyal fonksiyonlar kiimesi olsun. 7"nin bir temsilciler kiimesi oldugunu kanitlayin.

8.55. X = Fonk(R,R) olsun. Her f, g € X igin su tanimi yapahm:

f=g<e vz (f(z) =g(z) +c).

Bu, X kiimesi tizerine bir denklik iligkisi tanimlar. Y, 0’da 0 degerini alan fonksiyonlar
kiimesi olsun. Y’nin bir temsilciler kiimesi oldugunu gosterin.



9. Ekler

Bu eklerde 6nceki béliimlerde uygun bir yer bulamadigimiz ii¢ ayr1 ve bir-
birinden bagimsiz konuya yer verecegiz. Ik ikisi ok temeldir ve 6nemlidir.
Secim aksiyomuyla ilgili olan {i¢iincii ek de temeldir ancak bambagka bir sevi-
yede temeldir, ama temellikten 6te had sathada ilgingtir; 6zellikle matematigin
“gercek”le iligkisini irdelememize yardimeci olacagini diisiiniiyorum.

9.1 Toplami1 Yazmanin Sik Bir Yolu
1, 2, 3, ..., n dogal sayilarinin toplami dogal olarak
142+43+---+n

olarak yazilir. Ayni toplami daha tikiz bigimde

n

> i

i=1

yazmak cok ise yarar, her seyden once yer ve zaman kazandirir, ama bunun
da oOtesinde hesaplar1 daha kolay yapmamizi saglar.
Eger 1, 2, 3, ..., n dogal sayilarinin karelerini toplayacak olursak, o zaman

124224324 4 n?
yerine,
n
>
i=1
yazariz. Bir bagka 6rnek:
1-242-3+3-44---+nn+1)

toplami yerine
n

> i+ 1)

=1
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yazariz. Birkag 6rnek daha verelim:

9. Ekler

Zn:\/i:1+\/§+x/§+~-+\/ﬁ,

i=1
n

4 2
=1
n

- 1
=1

=1

Sanminnm anlagilmigtir: Eger ay, as, as, ...

man

yerine

_

SSUED s ieh104 oy
1 11

o=l ot

n N
1
2iriTatatatot

ay+as+az+---

n(n+1)
2 9
1
n?
n
n+1
, Qn, ... bir say1 dizisiyse, o za-
+ap

yazilir. Bu toplam goyle okunabilir: “i, 1’den n’ye kadar seyrettikge a;’lerin
toplami”. Buradaki i’ye gosterge¢ ya da indeks denir.

> igareti, Yunan alfabesinin, adina “sigma” denilen biiyiik S harfidir; S
harfi de Latince kokenli dillerde toplama demek olan sum, somme gibi kelime-

lerin bagharfidir.

Toplamaya 1’den baglamak zorunda degiliz, bagka bir sayidan da baslaya-

biliriz. Mesela:

1=3

Toplamin belli bir m sayisindan bagladigini gostermek icin,

yazilir. Eger m < n ise, bu toplamin anlami belli:

n
Zai:am—l—am+1+---+an-

=m

Eger n = m ise,
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olur elbette. Eger m > n ise, o zaman toplanacak say1 yoktur ve bu durumda
toplamin 0 oldugu kabul edilir. Yani boskiimenin elemanlarinin toplami 0’dir,
tamim geregi Oyledir! Ornek:
1
>l
i

i=7
Séylemeye gerek var mi bilmiyorum ama, tepedeki n sayisi da belirli bir
say1 olabilir:

Toplamaya negatif bir sayidan da baglanabilir. Ornek:
LS S U IS S W
AP+l 5 2 1 2 5010

Yalniz toplanan seylerin tanimli olduklarina dikkat etmek gerekir. Mesela
1/@’leri 0’dan baglayarak toplayamayiz. Bagka 6rnekler:

7 1 5 1 7 i
ZZ’Zi—s’Zﬂ—g

1=—2 =1 =1

toplamlar: anlamsizdir.
Bu arada,

n
D ai
i=m

toplaminin m ve n sayilarina gore ve elbette a; sayilarina gore degistigini ama
bu toplamda aslhinda ¢ diye bir say1 olmadigina dikkatinizi ¢ekerim. ¢ yerine
herhangi baska bir simge de yazabilirdik:

n
Z%—Z% Zak
=m

Kimi zaman m ve n yerine daha karmagik terimler belirebilir. Ornegin,
2n—3
3

n
i=3m+1

1 . 1 P 1
i 3m+1 3m+2 2n — 3
Tabii eger 3m +1 > 2n — 3 ise, toplam gene 0 olur.

Bazen gostergeci degistirmek gerekebilir. Ornegin,

97 94

1 1
2D = GTIGTD
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(Her iki toplamin da ayni toplam oldugundan emin olun.) Yukaridaki gostergeg
degisikligini yapmanin en temiz yolu soldaki esitlikte

j=i—3

almaktir. Bu durumda, i, 3’ten 97’ye kadar giderken, j, 3 — 3’ten 97 — 3’e,
yani 0’dan 94’e gider. Toplamin icindeki terimin ne oldugunu goérmek igin de
i yerine j + 3 yazmak yeterlidir.

1’den j’ye doniigen gostergeci, tekrardan i’ye doniistiirmek ¢ok kolaydir:

94 94
1

7 1 )
z;i(ﬂrl) _jz:%(j+3)(j+4) _Z%(Hi%)(ﬂrﬁl)‘

Bir toplami elbette pargalara ayirabiliriz. Ornegin,

o7 8 97 1
- = - + Sy FE—
lz:;z(z—i-l) lz:;z(z—i—l) l; i(t+1)

Bunun en sik goriilen 6rnegi sudur:

n+1

n
E a; = § a; + an+1-
i=1 i=1

Su tiir parcalamalara da arada bir rastlanabilir:

n [n/2]
2 ai=) ait >
i=[n/2]+1
n (V] n
Yoot Y w
i=1 i=[v/n]+1

Burada [z], z sayisinin tamkismi demektir.)
Asagidaki tirden toplamlar da énemlidir:

n
>
=0
Okur tahmin etmisgtir ama anlamini yazalim gene de:

E aixt = ag + a1z + asx® + - - - + apz™.
i=0
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Bu toplamlar verilen = sayisina gore degisir elbette. Bu arada

n
len
i=1

esitligine dikkatinizi cekeriz, ¢iinkii her ¢ = 1,2,...,n i¢in 1 sayilar1 toplan-
maktadir, yani toplamda n tane 1 sayisi toplanmaktadir. Bunun gibi

n

23:371

i=1
olur.
> (=1
i=m
toplami m ve n’ye gore 0, 1 ya da —1 olur.

Kimi zaman sonlu bir A say1 kiimesi verilmigtir ve A ’daki sayilar toplan-
mak istenir. Bu toplam,
D a

a€A

olarak yazihr. Ornegin, A = {1,3,7,11,15} ise,

Za:1+3+7—|—11—|—15:37
acA

olur. Ya da
Za2 = 124324+ 72 4+112 + 152
acA

Daha genel olarak, eger A herhangi bir sonlu kiimeyse ve f : A — R bir

fonksiyonsa,
> fla)

acA

yaziliminin ne anlama geldigi belli. Bu arada eger f sabit olarak u degerini

alan bir fonksiyonsa,
> fla) = ulA|
acA

esitligini dikkatlerinize sunariz. Yeri gelmisken, pek sik karsilagilan,
2 1=14
acA

esitligini de yazalim. Burada, A’nin her a eleman i¢in bir 1 toplaniyordur ve
sonu¢ A’nin eleman sayisi ¢ikar elbette.
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Eger A ve B ayrik kiimelerse,
D, w=) wt) e
r€AUB €A TeEB

olur. Eger A ve B kiimeleri ayrik degillerse,

Z x:Zx—i—Zx— Z T

x€AUB €A zeB r€EANB
olur. Bu arada,
g =0
z€(

esitligini bir defa daha amimsatiriz.
Bu yazilimin su varyasyonlar: da vardir:

>

p asal ve <17

Bunun anlami belli:

y 1ol 11111
2 35 7 11 13

p<17ve asal
Toplama igin yaptigimizi ¢arpma igin de yapabiliriz. Carpma icin > yerine

[ ] simgesi (biiyiik harf pi, yani Yunan alfabesindeki p harfi, garpim anlamina
gelen product ya da produit'nin p’si) kullanilir. Bir érnek vermekle yetinelim:

i

lz'—i—l:

X

7

(S

1
-

wl o
X
A~
X
X
o ot
X
Nl o
X
ool

N

7

Kimi zaman toplam sonsuza kadar gotiirmek isteyebiliriz. Ornegin,

0,101010101010. ..

say1sini,
1 n 1 n 1 n 1 n
10~ 1.000 ~ 100.000 ~ 10.000.000
ya da
1+ 1 n 1 n 1 n
10 103 105 107
ya da
oo

1
Z 102n+1

n=0
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olarak yazabiliriz. Sonlu sonug veren bu sonsuz toplamlardan bagka kitap-
larda sozedecegiz. Okur simdilik bu tiir toplamlar1 dudaklarinda muzip bir

tebessiimle kabul etsin.
D

1 2
> =G
n=1

gibi, umulmadik ve kanitlanmas: i¢in oldukga yiiksek seviyede matematik ge-
rektiren esitlikler umariz okuru heyecanlandirir.

9.2 Bilesim Kiimesinin Eleman Sayisi

Herkesin nefret ettigi tiirden bir problemle baglayalim. Bir toplulukta 50 kisi
maviyi, 40 kisi kirmiziy1, 30 kisi sariyi, 12 kisi hem maviyi hem kirmiziyi,
10 kisi hem maviyi hem sariy1, 15 kigi hem kirmiziy1 hem sariyi, 7 kisi hem
maviyi hem kirmiziyr hem de sariy1 seviyor. (Mavi seven 50 kisi bagka renkler
de sevebilir.) Bu toplulukta mavi, kirmiz1 ya da sar1 renklerinden en az birini
seven kac kisi vardir?

Tam bir ahret sorusu!

Biraz diigtiniince durumun asagidaki gibi olmasi gerektigi ve toplam 35 +
20+12+ 34548+ 7 = 90 kisginin bu ii¢ renkten en az birini sevdigi anlasilir.

K v s
Ayni yamit1 hi¢ diiginmeden, sadece verilere bakarak, su sekilde de bulabi-
lecegimiz sizi sasirtabilir:
(50 + 40 4 30) — (12 + 10 + 15) + 7 = 90.

Bu yazida ikinci yontemin neden dogru yaniti verdigini gorecegiz, yani
M, K, S kiimelerinin bilesiminin eleman sayisini, bu kiimelerin eleman sa-
yisindan ve ikiger ikiger kesigimlerinin eleman sayisindan ve iigiiniin birden
kesigiminin eleman sayisindan,

|IMUK US| = |M| + | K|+ 5]
—(IMNK|+|KNnS|+[SNM|)+|MNKNS|

formiiliiyle elde edilebilecegini gorecegiz.
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Bunu sadece M, K, S diye adlandirdigimiz ii¢ kiimeyle degil,
T17 T27 sty Tn

diye adlandiracagimiz herhangi n tane sonlu kiimeyle de yapabiliriz: Bu kiime-
lerin her birinin eleman sayis1 verilmisse, ayrica ikiger ikiger kesigimlerinin ele-
man sayisi verilmigse, ayrica iiger iiger kesigimlerinin eleman sayisi verilmigse,
ayrica dorder dorder kesisimlerinin eleman sayisi verilmigse ve boylece mim-
kiin olan tiim kesigsimlerinin eleman sayis1 verilmigse, o zaman,

ThWUlyU...UT,

bilegiminin eleman sayisini bulabiliriz.
Kanitlayacagimiz formiilii n = 3 igin yukarida yazdik. n = 2 i¢in yanit
oldukga basit:
’Tl UTQ‘ = ’Tl‘ + ’TQ‘ - ’Tl ﬁTQ’.

Son olarak, n = 4 icin yazalm:
TTUuT, UT3UTy

bilesiminin eleman sayisi
Tla TQ) T3a T4

kiimelerinin eleman sayilarinin toplamai, eksi,
TTNTy, TyNTy, TyNTy, ToNTs, ToNTy, T3 N1y
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, arti,
TiNnTLnIs, hNnTynNTy, TiNTsNTy, ToNTsNTy
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, eksi,
TiNToNT3NTy
kiimesinin eleman sayisi olarak bulunur. Eger, 6rnegin,
TiNTy,NTy
yerine T 2 4 yazarsak, formiilii, n = 4 i¢in

|T1U T UT3 U T4| = |T1| + ‘T2| + ‘T3| + ‘T4‘
— (|Th2l + [Tus| + [Tral + [Tos] + [Toa] + [T5.4])
+ (|Th 23] + |Ti24] + |T1 34 + |T234]) — T12,34

1<)y

olarak yazabiliriz.
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Sanirim n = 5 i¢in formiiliin ne olacagi tahmin edilmistir. Konumumuzu
belirleyelim ve formiilii en ekonomik bicimde yazabilmek ic¢in bir tanim vere-
lim. n tane sonlu kiime alalim. Bu kiimelere

Ty, Ts, ..., Ty
adini1 verelim. Ayrica, i1, ..., i; € {1, ..., n} icin,
Tiviy =Ta NTyN...NT,
tanimini yapalim. Elbette, ornegin,

Ty =11,
Thi2=T12="T51,

Thiao2=Ts12="To41=Ti24
olur. Bundan boyle Tiy . i; yazilimini, sadece

1§i1<i2<...<ij§n

esitsizliklerini saglayan i1, 42, ..., %; gostergecleri icin kullanacagiz.
T, Tio3
T
T, ’
Ty

Simdi, kanitlayacagimiz formiilii matematiksel olarak yazabiliriz:

Teorem 9.1. [igindelik—Dlglndallk Teoremi|. Yukaridaki yazilimla,

Un{ =10~ 5 M+ 5 Ml -
7

7 11 <12 11 <12<i3
yant,
n n
— j+1
UT|=> (=) >o [T
i=1 j=1 1<iy <--<ij<n

olur.
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Kanit: Once biraz diigtinelim.

n
> IT
=1

toplaminda bircok elemani birkac kez sayiyoruz: Bu toplamda her eleman kag
tane T;’nin icindeyse, o kadar kez sayiliyor. Ornegin bir eleman Ty, Ts, T}
kiimelerindeyse ve digerlerinde degilse, o zaman bu eleman toplamda tam ¢

kez sayiliyor. Acikga goriilmese de kanitimizda bizi yonlendiren fikir budur.

Herhangi bir ¢ elemani ve ¢ = 1,...,n ic¢in

. 1 egertelT;ise
"l 0 egerté¢T;ise

tanimini yapalim. O zaman, biraz diiglintince kolaylikla goriilebilecegi tizere,

her t € T icin,

ﬁ(l ) = 0 egertelJ,T;ise
71 1 aksihalde

olur. Demek ki, her t € T icin,

n
B 1 egerte Ui T ise
! 1_[1(1 ) _{ 0 aksi halde

1=

ve dolayisiyla,

(1) ) (1 - ﬁ(l - m) =

t =1

n

Uz

i=1

bulunur. Simdi soldaki ifadedeki carpimi acalim.

n

H(l —t)=(1—=t1) (1 —to)--- (1 —t,)
i=1
= Z (1), oty

1<i1 <...<ij<n, j>0

buluruz. (ikinci esitlik goriindiigii kadar zor degildir. j = 0 oldugunda, ¢;, - -

garpiminin 1 oldugunu varsayiyoruz.) Bundan,

n

1 —H(l —ti) = Z (—1)j+1til "'tz‘j

i=1 1<y <...<ij<n, j>0

9. Ekler

J
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gikar. (j = 0 igin elde edilen 1 sadelesti.) Demek ki, (1) formiiliiniin solundaki

(1)

t =1

ifadesi

E Z (_1)j+lti1 et

t 1<i1<..<i;<n,j>0
ifadesine egit. Simdi bu son ifadeyle oynayalim. Once,

Z Z (—1)j+1ti1 et

t 1<) <...<ij<n,j>0

= Z Z(—l)j+lti1 ety

1<i1 <. <i5<n, j>0 ¢

_ i+1

= X ((—D” thtij)
1<ii<...<i<n, j>0 t

esitligini gorelim. Hesaplara kisa bir ara verip en sagdaki toplamin ne olduguna
bakalim. ¢;’lerin tanimindan hemen,

bt — 1 egerteT; N...NT;; ise
a7 T 0 aksi halde

esitligi cikar. Demek ki,

Ztil---tij: T, N...NT,

olur. Bagladigimiz hesaba devam edelim.

= Z (1T, N T

1<i1<...<ij<n,j>0

:Z(—l)j“ > T

1<ir<...<ij<n

Istedigimizi kamtladik. O

Belki biraz acili bir kanit oldu ama bir sonraki [N4]’'te teoremi kullanarak
cok ilging egitlikler kanitlayip cektigimiz aciya degdigini gosterecegiz. Ayrica
> simgesiyle biraz el aligkanligi kazanmig olduk.

Bu olgunun bir bagka (belki biraz daha kolay) kamtini sayfa 247°deki “Kii-
meler Kurami Final Sinavi”’nin birinci kisminda bulabilirsiniz. Sinavin diizel-
tilmis sekli kitabin sonlarinda.
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9.3 Sec¢im Aksiyomu ve Bir Oyun

Once kolay oyundan baglayalim. Asil oyun ve gasirtici sonug sonra gelecek.

Padigah 100 kisiyi idama mahktim etmis. Ama o kadar da insafsiz degilmis;
mahktmlara son bir sans daha vermek istemis:

— Yarin, sabahin koriinde hepinizi siraya dizecegim, demis. Hepinizin ka-
fasina siyah ya da beyaz bir sapka giydirecegim. Herkes ontindekilerin hepsinin
sapkasini gorecek ama arkasindakilerin gapkasini goremeyecek. Kimse kendi
sapkasini da goremeyecek elbette. En arkadan, yani kendi sapkasi diginda her-
kesin sapkasini gorenden baglayarak herkese teker teker sapkasinin rengini so-
racagim. Dogru tahmin edeni affedecegim, yanlis tahmin edeni idam edecegim.
Herkes arkasindakilerin tahminini duyacak. Bu igin altindan en az zaiyatla
nasil kalkacaginizi diigliniin biitiin gece...

Mahktmlar hiicrede kara kara diigiinmiigler. Biri,

— Padisahimiz hi¢ olmazsa sapkalarin yiizde kag olasilikla beyaz, yiizde kag
olasilikla siyah olacagini s6yleseydi, demis. Béylece hepimiz olasiligi en yiiksek
olan rengi soyler ve biiyiik olasilikla yarimiz ve belki de daha da fazlamiz
kurtulurdu...

— Acaba bizden 6nce tahminde bulunan arkadaglarin akibetini bilebilecek
miyiz? diye sormug biri.

— Bilinmez ki demis bir bagkasi... Padigah bu!

Mahktmlar i¢ ¢gekmisler. Biri,

— Rastgele bir renk soylersek, sapkalarin dagilimi nasil olursa olsun orta-
lama elli kisi kurtulur, demis.

— Tabii eger ¢ok sanssiz bir giintimiizde degilsek, diye eklemis bir bagkasi.

Iclerinden en akillilarindan biri séyle bir éneride bulunmus:

— En arkadaki hemen 6ntindekinin sapkasinin rengini soylesin. Boylece ken-
disi kurtulamasa bile onun 6niindeki kurtulur. Uciincii arkadas da hemen
ontindekinin sapkasinin rengini soylesin. Besinci arkadas da hemen Oniinde-
kinin sapkasinin rengini soylesin. Boyle devam edelim. Tek siradaki arkadaslar
hemen onlerindeki arkadagin sapkasiin rengini séylesin. Boylece en azindan
yarimiz yiizde yiiz kesinlikle kurtulur. Eger sapkalarin siyah ya da beyaz olma
olasiligi yiizde elliyse, geri kalan 50 kisinin de yiizde ellisi, yani 25’1 kurtulur.
Boylece asag1 yukar: 75’imiz kurtulmug olur.

Bir oncekinden daha iyi olan bu oneri sevingle kargilanmig dogal olarak.
Bir bagkasi,

— Benim daha iyi bir 6énerim var, demis. 1’inci, 4’iincii, 7’nci, 10’uncu gibi
3n+ 1’inci siradakiler, hemen 6nlerindeki iki sapka ayni renkteyse beyaz desin-
ler, ayr1 renkteyse siyah desinler. Boylelikle onlerindeki iki kisi kesinlikle kur-
tulur. Mesela birinci beyaz derse, ikinci 6ntindekinin rengini soyler, iiciincii de
ikincinin sdyledigi rengi soyler. Ama eger birinci siyah derse, ikinci 6niindeki-
nin tersi rengi sOyler, tigiincii de ikincinin soylediginin tersini soyler...
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— Boylece, demis bir bagkasi sevingle, 66 kisi kesin kurtulur. Geri kalan 34
kisinin de yarist kurtulur, yani toplam 66 + 17 = 83 kisi kurtulur...

— Bu yontem 75 kigiden daha fazla kisi kurtariyor, demis aritmetikte dahi
geginen biri. Peki daha iyi bir yontem var mi?

O zamana kadar sessiz kalan en akilli mahktim birden yerinden firlayarak,

— Buldum! diye haykirmig, belki bir kiginin idam edilecegi, ama geri kalan
herkesin kurtulacag: bir strateji buldum.

Digerleri pek inanmamiglar ama ne yapsinlar, umut umuttur. En akilli
mahkim devam etmis:

— En arkadaki mahktm gordiigii tiim beyaz sapkalar: sayar. Eger tek sayida
beyaz sapka goriiyorsa beyaz der, ¢ift sayida beyaz sapka goriiyorsa da siyah
der...

— Eee? demis digerleri.

— E’si su ki, boylece hepimiz en arkadakinin 6éniindeki beyaz sapka sayisinin
tek ya da ¢ift say1 oldugunu biliriz. Diyelim birinci mahkim 6niinde tek sayida
sapka saydi ve beyaz dedi. Ikinci mahktim da oéniindeki sapka sayisini saysin.
Eger ¢ift sayida beyaz sapka goriiyorsa, sapkasi beyaz demektir, tek sayida
sapka goriiyorsa, sapkas: siyah demektir...

Belli belirsiz bir mirilt1 yiikselmis.

— Ya peki digerleri, diye sormug biri merakla.

— Diyelim ikinci mahkam beyaz dedi ve tabii ki kurtuldu. Boylece tigiin-
clii mahktim, kendisinin ve 6niindekilerin beyaz sapka sayisinin ¢ift oldugunu
anlar, ¢iinkii arkasindakinin sapkasi beyazmig. Eger lictincii mahktimun 6niin-
de tek sayida beyaz sapka sayiyorsa, kafasinda beyaz sapka var demektir, aksi
halde siyah sapka olmali. Boylece o da dogru tahminde bulunarak kurtulur.
Bu mantikla devam edersek en arkadaki ilk tahmini yapan arkadag diginda
herkes kurtulur. En arkadaki ilk tahmini yapan da sansi varsa kurtulur...

— Bu yontemle 99,5 kisi kurtulur demis aritmetik uzmana.

Birinci hikdyemiz burada bitiyor. Bu ¢oziim bile oldukca sagirtict ama daha
da sagirtic1 sonuclara hazirlanin.

Bir bagka padigah, ilk hikayedekinden daha acimasiz bir padigah, 100 kisiyi
degil sonsuz kisiyi idama mahkim etmis. Her mahkimun da bir numarasi
varmig: 0,1, 2, ... Ne kadar dogal say1. o kadar mahkam...

Padisah,

— Yarin, sabahin kortinde hepinizi siraya dizecegim, demis. En arkada 0 nu-
mara, sonra 1 numara, sonra 2 numara vs. Hepinizin kafasina ya siyah ya da be-
yaz renkli bir sapka giydirecegim. Herkes oniindekilerin sapkasini gorecek ama
arkasindakilerin sapkasini géremeyecek. Kimse kendi sapkasini da géremeyecek
elbette. En arkadan, yani herkesi gorenden baslayarak herkese sapkasinin ren-
gini soracagim. Dogru tahmin ederse affedecegim, yanlig tahmin ederse idam
edecegim. Herkes daha 6nce tahminde bulunmus kisilerin tahminini duyacak,
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akibetini de bilecek. Bu isin altindan en az zaiyatla nasil kalkacaginizi diiglintin
biitiin gece...

O sirada biri hapsirmis. Padisah bu saygisizliga kizmais.

— Kimse daha once yapilmig tahminleri duyamayacak...

Bir bagkasi tiksirmis. Padigah gene kopiirmiis:

— Kimse arkadakilerin akibetini bilemeyecek...

Mahktmlar hiicrelerine cekilip diisiinmeye baglamiglar. Durum zor! Hatta
imkansiz gibi. Tahmin sirasi kendilerine geldiginde, kendi sira numaralar: di-
sinda ellerinde higbir ipucu olmayacak.

Uzunca bir siireden sonra biri, ortaya atilip,

— Sonlu sayida arkadag diginda herkesi kurtaracak bir yontem buldum! diye
haykirmig.

Inanilmas giic ama gergek... Sonlu sayida mahkim diginda herkesin kur-
tulacagi bir yontem vardir.

Tabii Se¢im Aksiyomu’na inaniyorsaniz... Ki bu devirde Se¢im Aksiyo-
mu’'na hemen hemen herkes inanir.

Yontemi agiklamak icin Once biraz “oyun”un matematiksel analizini ya-
palim.

Once siyah sapka yerine 0, beyaz sapka yerine 1 diyelim. Boylece padigahin
mahktmlarin kafalarina sapkalari gegirig bigimini bir 01-dizisiyle gosterebiliriz.
Eger padisah herkese siyah sapka giydirirse, o zaman

000000000000000. . .

dizisi elde edilir. Eger padisah 0’inci mahkiima siyah, sonrakilere bir beyaz,
bir siyah sapka giydirirse, dizi

01010101010101 ...

dizisi olur. Her mahkim sapkalamasi bir 01-dizisi verir, her 01-dizisi de bir
mahkim sapkalamasina tekabiil eder. Bundan bd&yle 01-dizisi yerine sadece
“dizi” diyecegiz.

Belli bir agamadan sonra esit olan dizilere denk diziler diyelim. Yani sonlu
sayidaki ilk birka¢ terim disindaki tiim terimlerin esit oldugu dizilere denk
diyelim. C)rnegin,

x =0011010101010101010101 ...
dizisiyle

y = 0110110101000101010101 . . .
dizisi denktirler, ¢iinkii her ikisinde de ayni1 agsamada 01 say1 dizisi sonsuza
dek tekrar eder, ya da goyle soyleyelim: Tk 12 terim diginda iki dizi birbirine
esittir. Ornegin bir zaman sonra (ne kadar zaman sonra oldugu énemli degil)
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hep 0 olan diziler birbirine denktir. Bir bagka 6rnek, bir zaman sonra 011 diye
tekrar eden
011011011011011011011...
111011011011011011011 ...
001011011011011011011...
101011011011011011011 ...
110011011011011011011 ...

dizileri birbirlerine denktirler. Ama
01010101010101 ... ve 10101010101010...

dizileri birbirine denk degildir, ¢iinkii her ne kadar birinin ilk terimini sildi-
ginizde diger diziyi elde etsek de bu dizilerin n’inci terimleri hep birbirinden
farkl. Tki dizinin denk olmasi icin belli bir asamadan sonra dizilerin n’inci
terimleri hep birbirlerine esit olmali.

x ve y dizilerinin birbirlerine denk olduklarini
=y
yazilimiyla gosterelim. Su Ozelliklerin dogru olduklar: bariz:
r=ux,
r=yise y =,
rT=yvey=zisex = z.

Bir bagka deyisle, = iligkisi 01-dizileri kiimesi iizerine bir “denklik iligkisi”dir.
01-dizileri kiimesini D simgesiyle gosterelim. Bir x dizisi igin,

[z]={yeD:xz=y}

olsun. z’e denk elemanlardan olusan bu kiimeye z’in sinifi adi verildigini bili-

yoruz.
[z] «a
D
X
’ 4
y
A
[x] =[]

D kumesinin denklik siniflarina par¢alanigi. x ile y denk olduklarindan
ayni siniftalar ve siniflari birbirine esit. [z] bir baska sinif. o da bir sinif;
a, icinde bulunan her elemanin sinifi. Eger ¢ € a ise, a = [¢] olur.
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Iki simf ya birbirine esittir ya da birbirinden ayriktir, yani her z,y € D

icin
va [z] = [y] ya da [z] N [y] =0

olur, ve birinci sik ancak ve ancak x = y ise dogru olabilir, aksi halde ikinci sik
dogrudur. (Yukaridaki gekle bakin.) Bu, = iligkisinin denklik iligkisi olmasinin,
yani yukarida siraladigimiz ti¢ 6zelligin dogrudan bir sonucudur. Biitiin bunlar:
8’inci bolimde gordiik.

Idam giinii arifesi, mahktmlar her simiftan (iki degil!) bir temsilci segerler.
Mahktmlarin « simifindan segtikleri temsilciye x diyelim:

T E .

x, tim mahkimlarin hemfikir olduklari, o sinifindan sec¢ilmis herhangi bir
dizidir. Elbette,

a = [z]
olur, ne de olsa x dizisi a smifindan secilmis.

« B

R ——pe

(3
|
y
Her siniftan bir temsilci segiliyor.

Mahktmlar tiim « simiflarindan sectikleri dizileri bir gece 6nce sular seller
gibi ezberlesinler.

Dikkat: Sonsuz sayida sinif ve her dizide sonsuz sayida terim var. Ezberle-
necek bayag1 bir sey var yani.

Kacinilmaz saat gelir catar. Ertesi sabah mahkiimlar siraya dizilirler. Pa-
digah sapkalar1 mahktimlarin kafasina gecirir ve boylece bir 01-dizisi belirler.
Diyelim padigah

ag, a1, ag, as, ...

dizisini belirledi. Padigahin belirledigi bu diziye a adini verelim.

Her bir mahktm 6niindeki mahktmlarin sapkasina bakarak padigahin sap-
kalarla belirledigi dizinin sinifin1 anlar, ne de olsa her biri padigahin belirledigi
a dizisinin kuyrugunu goriiyordur. Diyelim, padisah sapkalama yontemiyle «
sinifim1 belirlemis, yani

[a] = «
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imig. Mahktmlar « sinifim bildikleri gibi, bir gece 6nceki caligmalar sayesinde
« smifindan sectikleri « dizisini de bilirler. Elbette

olur. Demek ki

olur, yani a ile x dizisi denktirler, yani padisahin belirledigi a dizisiyle x dizisi
ilk birkag, diyelim 1 milyon terimi diginda aymidir. a ve x dizilerine sirasiyla

ap, a1, a2, a3, ...

ve
Lo, 1, T2, T3y « .-

diyelim. Tk (diyelim) 1 milyon terim diginda, bu iki dizi birbirinin aynisi. Eger
n, 1 milyondan biiyiikse, n’inci mahktm a,, tahmininde bulunursa kurtulacak...

Siranin en sonundaki mahkim (ilk tahminde bulunan yani) zp tahmininde
bulunur. Bir sonraki 7 tahmininde bulunur. Mahktmlar sirayla

Zo, 1, T2, T3y...

tahminlerinde bulunurlar ve boyle ilk 1 milyon mahktm diginda herkes kurtu-
Jur. Tlk 1 milyon mahkim da ancak sanslari yaver giderse kurtulurlar...

Secim Aksiyomu’nu kullandigimizi anlamigsinizdir. Her smiftan bir dizi
se¢gmek, Se¢im Aksiyomu kullanilmadan yapilamaz; dolayisiyla aslinda her
siiftan bir dizi gercekten, yani uygulamada secilemez.

Her ne kadar sonlu sayida mahktm diginda herkesi kurtaracak bir strate-
jinin varligini kanitlamigsak da, boyle bir stratejinin bulunabilecegini s6yleye-
meyiz!






Final Sinavi 1

Birinci Kisim!.

1. I C R, n elemanh bir kiime olsun.
{(i1,d2,13) € I? 1 i1 < ig < i3}

kiimesinin eleman sayisini bulun. Eger 3 yerine rastgele bir k = 1, ..., n alirsak
sonug ne olur?
2. Herhangi bir s € N\ {0} sayis1 icin su esitligi gosterin:

(-()+() v () -

3. Ai,..., A, kiimeler olsun. x, bu kiimelerin tam s tanesinde bulunan bir
eleman olsun. z’in

D AN AjN Ayl
i<j<k
sayisina olan katkisini hesaplayin, yani eger B; = A; \ {z} ise
Z ’AiﬂA]‘ﬂAk‘ - Z ‘BzﬂBJﬂBH
i<j<k i<j<k
sayisini hesaplayin.
4. Yukaridaki verilerle, x’in

DA =D JAINAj + > JANA; N Ayl — -

i 1<j i<j<k
sayisina katkisini hesaplayin.
5. Yukaridakilerden, |4, U...U A, | sayisiin

Z|Ai‘_Z|AiﬂA]’!+ Z |A;iNA; N A — -

i<j i<j<k

sayisma esit oldugunu kamtlaymn. [Icindelik-Digindalik Teoremi]

!Sorularin yanitlar: kitabin en sonundadir. Bu smavin bir versiyonu 2009-2010 akademik
yilinin birinci déneminde Istanbul Bilgi Universitesi birinci sinif Matematik Bolimii 6gren-
cilerine verilmistir.
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6. [A1N...NA,| sayisinin

SUIAI =D A UA I+ Y A UA; U A -
i i<j i<j<k
sayisina esit oldugunu kanitlayin. Ipucu: Bir énceki sonucu Ay, ..., A, kiime-

lerinin tiimleyenlerine uygulayin.

Ikinci Kisim. A ve B kiimeleri igin,
AAB = (A\B)U(B\ A4)

olsun. AAB kiimesine A ve B’nin simetrik fark: denir.

1. A igleminin birlegme ve degisme 6zellikleri oldugunu ve N igleminin A {ize-
rine dagildigin1 kanitlayin.

2. n > 2ise AjA...AA, kiimesinin tek sayida A;’lere ait olan elemanlar-
dan olustugunu kanitlayin.

3> (- 1)i-t2i- 1(1) sayisinin eger ciftse 0, tekse 1 oldugunu kanitlayn.

4. Son iki sorudan, |[A;A ... AA,| sayisimmn
Z]A\—2Z|A NAG+22 D JAINA; N A -
1<J 1<j<k

sayisina esit oldugunu kanitlayin.

Ugiincii Kisim. Sabit bir X kiimesinin A ve B altkiimeleri icin
Al B=(AUB)°

olsun. U, N, \ iglemlerinin herbirinin sadece | iglemi kullanilarak ifade edilebi-
lecegini kanitlayin.

Doérdiincii Kisim. Eger (X;);er bir kiimeler ailesiyse, bu ailenin []
kartezyen garpiminin

HXi:{f:I%UXi: heriEIi(;inf(i)EXl}

il i€l

ZEI

olarak tanmimlandigini animsatalim.
Bir (J;)icr gostergecler ailesi ve bir (A; ;)ier,jeJ, ailesi igin,
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1. Agagidakilerden birini kanitlayin:

U(na)- N (Ya).

i€l \jeJ; fell;er Ji €l
Nl{U4;|= U (ﬂ Ai,f(i)> :
el \jeJ; fe€llicr Ji \i€l

2. Agagidakilerden birini kanitlayin:

[H{Uas)= U (HAi,f(i))v

iel \jeJ; fellyes Ji \i€l

I[I{N4s]= N (HAz‘,fu))-

i€l \jeJ; fe€ller Ji \i€l

Besinci Kisim. (A,,), ve (By)y iki kiime dizisi olsun. Asagidaki 6nermelerin
egdeger olduklarinmi kanitlayin:

a. Her n ve m i¢in, A, N B,, sonludur.

b. Her n i¢in A, \ A ve B, \ B kiimelerinin sonlu oldugu ayrik A ve B
kiimeleri vardir.

Altinct Kisim. (A;);er ve (Bj)ier kiimeler ailesi i¢in agagidaki denklem sis-
temlerinin (oldugunda) ¢oziimlerini bulun. Cézliimiin biricikligini tartigin.
b. A, UX = B; (ZEI)
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Sonsuz Kumelerin
Elemanlarinmi Saymak
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10. Sonsuzluga Giris

Kitabin bu ikinci kisminda sonsuz kiimelerle ilgilenecegiz, hatta sonsuz kiime-
lerin elemanlarimi (bir anlamda) sayacagiz. Kuramsal (ve son derece ilging)
matematige baglamadan Once, sonsuzlukla ilgili bir iki agiklama yapmamiz,
sonsuzlugun tehlikelerine kargi okuru uyarmamiz gerekiyor.

Bu béliimde sonsuzlukla ilgili {i¢ yaz1 bulacaksiniz. Amac okuru sonsuzluga
isindirmak, sonsuzlugun yaratacagi sorunlarla hagir negir olup bu sorunlarin
nereden kaynaklandigini ve nasil ¢oziilecegini gormek. Daha sonraki boliimler-
de sonsuzlugu daha matematiksel olarak irdeleyecegiz. Sonsuzlugu ¢ok daha
derinlemesine (ve aksiyomatik olarak) algilamak icin bkz. [N2, N3].

10.1 Aristo’'nun Tekerlek Paradoksu

Sonsuz kiimelerin elemanini saymanin ne demek oldugunu irdelemeye ¢ok eski-
lerden kalan bir “paradoks”la baglayalim, Aristo’dan kalma, yani agag1 yukari
2350 yillik.

Asagidaki seklin solundaki daire bir tekerlektir. Bu tekerlek yere A nok-
tasindan degmektedir. Tekerlegimiz saga dogru tam bir tur atarak ve kayma-
dan (yani patinaj yapmadan) yuvarlansin. Simdi tekerlek sagdadir ve yere B
noktasindan degmektedir. AB dogru pargasmin uzunlugu tekerlegin (gembe-
rin) gevresine esittir elbette.

o

| | |
TA I'F B

Cemberin her noktasi bir zaman sonra AB dogru parcasinin bir noktasina
degecektir. Ornegin cemberin tepe noktas: olan E noktasi, AB yolunun tam
ortast olan F' noktasina degecektir. Bir bagka deyisle ¢cemberin noktalariyla
AB dogru parcasinin noktalar: arasinda bir egleme vardir.
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Buraya degin bir sorun yok. Sorunlar ileride belirecek.
Simdi, tekerlegin icine tebesirle kiiciik bir ¢ember ¢izelim ve tekerlek yu-
varlandikca bu kiigiik cemberin izleyecegi yola bakalim.

G’ B

Tekerlek tam bir tur yaptiginda C' noktasi D noktasina gelecektir, ¢linkii A
ve C' noktalarindan gegen yarigap, bir tur sonra B ve D noktalarindan gegen
yaricap olacaktir.

Kiglik ¢cemberin her noktasi, tekerlek yuvarlandik¢a, C'D dogrusunun bir
ve sadece bir tek noktasma degecektir. Ornegin yukaridaki sekilde goriilen
H noktasi, CD dogrusuna H’ noktasindan degecektir, ciinkii H ve G nokta-
larindan gegen yarigap, yol boyunca bir ara, H' ve G’ noktalarindan gegen
yaricap olacaktir.

Demek ki C'D dogru parcasinin uzunlugu kiigiik gemberin gevresine esittir,
¢linkii kiigiik cemberin her noktasi C'D dogru parcasinin bir ve sadece bir tek
noktasina eg diismektedir. Ama C'D’nin uzunlugu AB’nin uzunluguna egit ve
AB’nin uzunlugu biiyiik cemberin uzunluguna esit. Demek ki kii¢clik cemberin
gevresiyle biiyiik cemberin ¢evresi birbirine egittir!

Bu bir paradokstur. Kiigiik cemberin ¢evresi bliylik cemberin cevresine esit
olmamali... Matematikte paradoks olmamasi gerektigine gore yanlig nerede?

Yanit1 vereyim. Yanlig su tiimcede: Demek ki C'D dogru parcasinin uzun-
lugu kiicik cemberin cevresine esittir, ¢iinkii kiigiik cemberin her noktasi CD
dogru parcasinin bir ve sadece bir tek noktasina es diigmektedir.

Ornegin agagidaki sekildeki yatay dogru parcalarmm uzunluklar: birbirine
esit degildir ama noktalar: arasinda bir egleme vardir. Sekildeki yontemle kisa
dogru parcasiyla biiyiik dogru parcasinin noktalar: arasinda bir egsleme oldugu
goriiliir.

0O

Yukaridaki ¢cemberlerin noktalar1 arasinda da bariz bir esleme vardir. igte
o esleme:
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10.2 Sonsuz Sayida Topla Bir Fantezi

Ayse bombog bir odada. Odanin kapisi ve penceresi agik. Murat odanin hemen
diginda, kapinin 6ntinde. Murat’in 6niinde 1, 2, 3, 4, . . . diye sayilandirilmig son-
suz tane top var. Saat 12’ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 sayil toplar1 Ayse’nin
bulundugu odaya atiyor. Ayse hi¢ zaman kaybetmeden 1 sayili topu pence-
reden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat 3 ve 4 sayili toplari
Ayse’ye atiyor. Ayse gene hi¢ zaman kaybetmeden 2 sayili topu pencereden
bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/3 dakika kala, Murat 5 ve 6 sayili toplar1 odaya
atiyor. Ayse bu sirada 3 sayili topu pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/4
dakika kala Murat 7 ve 8 sayili toplar1 Ayse’ye atiyor. Ayse de 4 sayili topu
pencereden bahceye atiyor.

Bu boyle hep devam ediyor.

Ayse’yle Murat gittikce hizlaniyorlar, gittikge daha hizl top atiyorlar. Mu-
rat’in ontindeki toplar ikiger ikiger azaliyor, pencereden bahgeye atilan toplar
ise birer birer gogaliyor...

Ayse’nin odasindaki toplar da birer birer ¢ogaliyorlar elbet...
12’ye 1/1 var Murat 1 ve 2’yi Ayse’ye atiyor Ayse 1’i pencereden atiyor
12’ye 1/2 var Murat 3 ve 4’ Ayse’ye atiyor Ayse 2’yi pencereden atiyor
12’ye 1/3 var Murat 5 ve 6’y1 Ayse’ye atiyor Ayse 3’ pencereden atiyor
12’ye 1/4 var Murat 7 ve 8’1 Ayse’ye atiyor Ayse 4’ii pencereden atiyor
12’ye 1/5 var Murat 9 ve 10’u Ayse’ye atiyor Ayse 5’1 pencereden atiyor

12’ye 1/n var Murat 2n — 1 ve 2n’yi Ayse’ye atiyor Ayse n’yi pencereden atiyor

Soru: Saat tam 12°de odada kag¢ top vardir?

Murat’in ve Ayse’nin toplar1 gittikce artan bir hizla atip atamayacak-
lar1 sorusuyla ilgilenmeyelim. Fiziksel engelleri ortadan kaldirip, soruyu soyut
diizeyde algilayalim.

Birinci Yanit: Saat 12’de odada sonsuz tane top vardir. Clinkii Murat odaya
hep iki top atmaktadir ve Ayse odadan yalnizca bir top digari atmaktadir.
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Dolayisiyla odadaki top sayisi her hamleden sonra 1 artmaktadir. Bu ytizden,
saat 12’de odada sonsuz tane top olur.

Ikinci Yamit: Saat 12’de odada hi¢ top yoktur. Ciinkii Ayse her topu bir
zaman sonra pencereden bahceye atacaktir. Oyle degil mi? Saat 12'ye 1 /n
kala, Ayse n numarali topu pencereden bahgeye firlatacaktir. Dolayisiyla her
top bir zaman sonra odadan cikacaktir ve saat 12’de odada hi¢ top kalamaz.

Asil Soru: Yanitlarimiz birbirleriyle celisiyor. Hangi yanit dogru? Hangi yanit
yanhs? Yoksa her iki yanit da mi1 yanlis? Oyleyse dogru yanit nedir? Ve neden?
Her iki yanit da dogru gibi goziikiiyor. Ama her ikisi de dogru olamaz elbet.
Daha dogrusu, eger celigkisiz bir diinyada yasiyorsak her iki yanmit da dogru
olmamali. Biraz diiginelim.

Asil Sorunun Yaniti: Birinci yanitta odadaki top sayisi gbzoniinde bulun-
duruluyor. Odadaki top sayisi hep bir arttigindan, saat 12’de odadaki top
sayisinin sonsuz olacagl one suriiliiyor.

Ikinci yamttaysa toplar teker teker gz 6niine almiyor. Her top bir zaman
sonra odadan digar1 atilacagindan, saat 12’de odada hic¢ top kalamaz deniliyor.

Dogru yanit ikincisi. Birazdan ikinci yanitin neden dogru oldugunu acikla-
yacagiz. (Bir paradoksu ¢ozmek igin yanitlardan birinin neden dogru oldugunu
agiklamak yetmez, digerinin neden yanhs oldugunu agiklamak gerekir.) Once
birinci yanitin gerekgesinin neden gecerli olmadigimi anlatmaya ¢aligalim: Oda-
daki top sayisimin durmadan arttigir dogru. Bundan hi¢ kuskumuz yok. Ancak
bu olgu tek basia saat 12’de odada sonsuz tane top oldugunu kanitlamaz!
Odadaki top sayisi her an artabilir ve gene de saat 12’de odada hig top kal-
mayabilir! Zaten burda olan da bu: Odadaki top sayis1 artiyor ve saat 12’de
odada hi¢ top kalmiyor.

Top sayisinin artmasiyla sonsuzda odada sonsuz tane top bulunmasi arasin-
daki iligki sanildig1 kadar giiglii degil, hatta onsezilerimize ters diigecek kadar
zayif!

Ikinci yanitin neden dogru oldugunu daha iyi anlamak icin her an odada
bulunan toplar1 yazalim:

Saat Odadaki toplar Odadalki
top sayisi

12’ye 1/1 kaladan hemen sonra 2 1
12’ye 1/2 kaladan hemen sonra 3,4 2
12’ye 1/3 kaladan hemen sonra 4,5,6 3
12’ye 1/4 kaladan hemen sonra 5,6,7,8 4
12’ye 1/5 kaladan hemen sonra 6,7,8,9,10 5

7,8,9,10,11,12 6

12’ye 1/6 kaladan hemen sonra

12’ye 1/n kaladan hemen sonra n+1l,n+2,...,2n n
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Odadaki toplar1 kiime olarak gosterelim. 12’ye 1/n kaladan hemen sonra
odada bulunan toplarin kiimesine A,, diyelim. Demek ki,

Ay = {2}
Ay = {3, 4}
Az = {4, 9, 6}

A4 = {57 67 7> 8}
As = {6, 7, 8,9, 10}
Ag = {7, 8,9, 10, 11, 12}

Ay ={n+1,n+2, ..., 2n}

esitlikleri gecerli. Bu kiimeler dizisinin sonsuzda ne oldugunu bulmak istiyoruz.

A; kiimesi {2, 3, 4, 5, 6, ...} kiimesinin bir altkiimesidir.
As kiimesi {3, 4, 5, 6, 7, ...} kiimesinin bir altkiimesidir.
As kiimesi {4, 5, 6, 7, 8, ...} kiimesinin bir altkiimesidir.

Genel olarak A,, kiimesi {n+ 1, n+2, n+ 3, ...} kiimesinin bir altkiimesidir.
B,,, n’den biiyiik tamsayilar kiimesini simgelesin. Yani

B,={n+1,n+2,n+3,...}
olsun. Demek ki,

A C B
Ay C By
As C By
A, C By
As C Bs

tiimceleri gegerli. A,, kiimelerinin sonsuzda bog oldugunu gostermek igin, B,
kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu gostermek yeterlidir. Ama B,, kiimesi
n’den biiyiik sayilari icerdiginden, her say1 bir zaman sonra B,,’lerden birinin
diginda kalr. (Ozetle B,, kiimelerinin kesigimi boskiimedir.) Ornegin, 1995,
Biggs’te degildir, Biggs’da da degildir; genel olarak, n > 1995 ise, 1995, B,,’de
degildir. Bu dedigimiz yalniz 1995 icin degil, her say1 icin gegerli. Demek ki
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B, kiimeleri sonsuzda bogkiime olurlar. Dolayisiyla A,, kiimeleri de sonsuzda
bosgkiime olurlar.
A, kiimelerinin elemanlarim goyle yazarsak belki her sey daha net goriintir:

AI: 2

Ay 3 4

As - 4 5 6

Ay 5 6 7 8

As 6 7 8 9 10

Evet, top sayisi artiyor ama sondan iki artip basgtan bir eksiliyor ve toplarin
say1sl artsa da her top bir zaman sonra pencereden digar1 atiliyor.

Burada yaptigimiz ikinci yanmitin kanitini agiklamaktan baska bir sey degil.
Ikinci yamitin kanit1 dogrudur, yani ikinci yant dogrudur.

10.3 Hilbert Oteli

Bir otel igletiyorsunuz. Otelinizin sonsuz sayida odasi1 var. Her otelde oldugu
gibi, her odanin da bir numaras:1 var: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

En sonuncu oda yok elbette...

Sonsuz numarali oda da yok... Her odanin numarasi sonlu.

Sadece oda sayisi sonsuz.

Bu nasil olur diye sormayin, aynen asagidaki gibi olur...

1123456718

Sonsuz odali otel (Hilbert Oteli)

Birinci Giin. Sansh bir giiniiniizdesiniz, bir otobiis dolusu miisteri geliyor.
Sonsuz sayida miugteri... Miigterilerin adlar 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

Her miisteriye bir oda veriyorsunuz. 1 numarali miisteriye 1 numarali odayz,
2 numarali miigteriye 2 numarali odayi, 3 numarali miisteriye 3 numaral
oday1... Boylece hi¢ bos oda kalmiyor. Zengin olacaksiniz!

RIC_C2 f2 Jra ra 12 1raira i a
1 2 3 4 5 6 7 8
g © © © © ©

Sonsuz miisterili otobiis

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire bir miigteri daha c¢ikageliyor. Daha
daha zengin olmak istiyorsunuz. Bu miisteriye bir oda nasil bulursunuz?
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Yanit: Daha 6nce odalara yerlesmig miisterileri birer oda kaydirirsiniz. 1 nu-
marali miisteri 2 numarali odaya, 2 numarali miisteri 3 numarali odaya, 3 nu-
marali miisteri 4 numarali odaya gecer, herkes birer kayar ve boylece bosalan
1 numarali odaya yeni gelen miisteriyi koyarsiniz...

“En son miisteri nereye gidecek?” demeyin, ¢linkii en son miigteri yok.
Nasil en son oda yoksa, en son miisteri de yok.

Ikinci Giin. Otel bosaldi. Ama gene sansh bir giiniiniizdesiniz, gene bir otobiis
dolusu miigteri geliyor. Sonsuz sayida... Adlar

ap, az, ag, a4, a5, ag, . - .

Hepsine birer oda veriyorsunuz. a;’i 1 numarali odaya, as’yi 2 numarali
odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire... Birdenbire bir otobiis dolusu
miisteri daha cikageliyor... Bu otobiiste de sonsuz sayida miisteri var. Adlar

b1> b2> b3> b47 b57 b67 cee

Ama odalarimizi doldurmusgsunuz... Bir miusteri gelse, ne yapacaginizi bili-
yorsunuz ama sonsuz sayida yeni miigteri geldi. Bu yeni miisterileri nasil
yerlegtirirsiniz?

Yanit: Birinci otobiistin miisterilerini ¢ift sayili odalara yerlestirirsiniz: aq’i
2’ye, ao’yi 4’e, az’li 6'ya, a4’i 8’e, genel olarak a,’yi 2n numarali odaya...
Boylece tek sayili odalar bosalir, onlara da ikinci otobiisiin misterilerini yer-
lestirirsiniz: b1’i 1’e, bo’yi 3’e, b3’ 5e, by’ T’ye, genel olarak b,’yi 2n — 1
numarali odaya yerlestirirsiniz...

Ugiincii Giin. Otel bosaldi. Gene ¢ok, ama ¢ok sansh bir giiniiniizdesiniz,
sonsuz sayida otobiis geliyor, her birinde sonsuz tane yolcu var... Her otobii-
stin bir numarasi var: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

Her otobiiste de sonsuz sayida miisteri var...
Birinci otobiisiin miigterilerinin adlar::

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), ...
Ikinci otobiisiin miigterilerinin adlari:

(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), ...
Uciincii otobiisiin miisterilerinin adlari:

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), ...

Bu boyle devam ediyor. Miisterileri odalara nasil yerlestirirsiniz?
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Yanit: Birinci otobiisiin migterilerini 2, 4, 8, 16, 32, 64 gibi 2’'nin kuvvetleri
olan odalara yerlestirirsiniz.

Ikinci otobiisiin miisterilerini 3, 9, 27, 81, 243 gibi 3’tin kuvvetleri olan
odalara yerlestirirsiniz.

Uciincii otobiisiin miisterilerini 5, 25, 125, 625 gibi 5’in (4'iin degil!) kuv-
vetleri olan odalara yerlestirirsiniz.

Doérdiincii otobiistin miigterilerini 7’nin kuvvetleri olan odalara yerlestirir-
siniz.

Besinci otobiistin miisterilerini 11’in kuvvetleri olan odalara yerlestirirsiniz.
1] 2 3 4
2|3 5 7
4 | 9| 25 49
8 | 27 | 125 | 343
16 | 81 | 625 | 2401

=N =

Genel olarak, n’inci otobiislin miisterilerini n’inci asalin giicleri olan oda-
lara yerlegtirirsiniz. Yukaridaki gekildeki gibi. (Siitunlar otobiislerin, satirlar
da miigterilerin numaralarini gosteriyor.)

Bu yontemle her miigteri bir odaya yerlestigi gibi, geriye sonsuz sayida
bos oda kalir. C)rnegin, 6, 10, 12, 14, 15, 18 gibi bir asalin kuvveti olmayan
sayilarla numaralanmig odalar bog kalir.

Bir Bagka Co6ziim. Son problemi bir bagka tiirlii de ¢ozebiliriz. (n, m) sayil
miisteriyi, yani n’inci otobiisiin m’inci miigterisini

2" Y 2m — 1)
numarali odaya yerlesgtirelim... Boylelikle hepsine bir oda diigser. Asagidaki

sekildeki gibi, otobiisleri siralarla, miigterileri siitunlarla gosterelim, satirlarla
stitunlarin kesigimine de oda numarasini yazalim.

112 |3 |4
113 |5 |7
2126 |10]14
3141220 | 28
418 |24 ]40| 56

Bu yontemle her oda dolar, 6rnegin 912 numarali odaya (5, 29) sayih miis-
teri yerlestirilir, ¢iinkii,

912 =16 x 57 = 2571 x (2 x 29 — 1)

olur.
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Eger, belki bir otoblis daha gelir umuduyla geriye sonsuz tane oda bi-
rakmak istiyorsaniz, o zaman tek sayili odalar1 hi¢ kullanmayip, (n,m) sayih
miisteriyi, yani n’inci otobiisiin m’inci miisterisini

2"(2m — 1)
numarali odaya yerlestirin...

Bir Baska Coziim Daha: Miisterileri otele agagidaki sekildeki gibi yerlesti-
relim. Ornegin {i¢iincii stitunla ikinci siranin kesigimi, ficiincii otobiisiin ikinci
yolcusunu simgelesin. Agagidaki sekilde goriildiigii iizere bu yolcu 9 numaral
odada yatacak. Boylece biitiin yolcular otelin biitiin odalarini mesggul etmis
olacaklar.

11213(4|5|6
1(1]3]6(10/15|21
212(5(9 14|20
314]|8|13]19
417112/18
51117
6 (16

Soru: Bu yerlestirmenin bir formilini bulabilir misiniz? (")rnegin, (23,45)
sayili miisterinin hangi odaya yerlesecegini teker teker saymadan bulabilecegi-
niz bir formil yazabilir misiniz?

Dordiincii Giin. Otel bosaldi. Sonsuz sayida miisterisi olan bir otobiis geldi.
Ama bu sefer otobiis hem 6ne dogru hem de arkaya dogru sonsuz. Her yolcunun
bir sira numarasi var:

e, =3, -2,-1,0,1,2,3, ...
Ne kadar tamsay1 varsa o kadar yolcu var. Bu kadar ¢ok yolcuyu
1,2,3,4,5, ...

gibi pozitif dogal sayilarla numaralandirilmig odalara nasil yerlestirirsiniz?
Oldukca kolay bu soru. Aslinda iki otobiis gelmis gibi davranabilirsiniz:
Birinci otobiistiin yolcular:

—1, -2, -3, —4, ...

Ikinci otobiisiiyolcular: da
0,1,2,3, ...

Yani ilk otobiisiin yolcularini negatif sayili odalara yerlesgtirin, ikinci otobiistin
yolcularin da negatif olmayan sayili otobiise...
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Besinci Giin. Otel bosaldi. Sonsuz sayida miisterisi olan bir otobiis geldi.
Ama bu sefer otobiis hem 6ne dogru hem de arkaya dogru, hem de hem saga
hem de sola dogru sonsuz. Agagidaki gibi yani.

Saga sola asag1 ve yukari (dort bir yana) sonsuz otobiis.

Sofor de bir yerde oturuyor. (Tepedeki aynalar ve elektronik aygitlar sayesinde
yolu gorebiliyor. Yolcular da otobiisiin tepesinden nazikce firlatilarak indirili-
yorlar...)

Bu kadar yolcuyu otele nasil sigdiracaksiniz? Bu aynen iigiincii gintin so-
rusu. Ama biz yeni bir ¢oziim iiretelim. Soférii 1 numarali odaya alalim ve
diger yolcular teker teker, soforiin etrafinda bir spiral gibi donerek oturtalim.

17416415 F14 13
18 54443 @
196 1b2 |1

718 Lo l1o

Altinc1 Giin. Otel gene bosgaldi. Sonsuz sayida miigterisi olan bir otobiis
geldi. Her zamanki gibi... Ama bu sefer miigterilerin adlar1 U¢béliibes, yedibo-
liiddort gibi pozitif kesirli sayilar. Bazilar Ucbéliibeg’e Altiboliion diyorlarmig
ama niifus kdgidinda adi Ucboliibes'mis. Besboliibir’e de herkes kisaca Besg
dermis ama niifus kagidindaki adi Begboliibir'mis. Pozitif kesirli sayilar1 tasi-
yan otobiistin yolcularin pozitif tamsayilarla numaralandirilmig odalara nasil
yerlegtirirsiniz?

Cok kolay... Niifus kdgidinda ad1 n/m olan miigteriyi (demek ki n ve m’nin
ortak bolenleri yok), ti¢iincii giinde (n, m) adli miigteriyi yerlestirdigimiz

2"t (2m — 1)
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numarali odaya yerlestirelim.

Yedinci Giin. Otel bogaldi. Sonsuz sayida miisterisi olan bir otobiis geldi. Bu
sefer miusterilerin adlar1 kesirli sayilar. Tiim kesirli sayilar1 tagiyan otobiistiin
yolcularini pozitif tamsayilarla numaralandirilmig odalara nasil yerlestirirsi-
niz?

Cok kolay. Pozitif kesirli sayilar ¢ift sayih odalara soyle yerlestirelim: n/m
adli (n ve m birbirine asal) miigteriyi

2"(2m — 1)

numarali odaya yerlestirelim. Negatif kesirli sayilar1 1’den biiyiik tek sayili
odalara yerlestirelim, yani n/m adli misteriyi (n ve m > 0 ve gene aralarinda
asallar),

2"2m—-1)+1

numarali odaya yerlegtirelim. 1 numarali oda bog kaldi. O odaya da heniiz
yerlestirmedigimiz 0 adli miisteriyi yerlestirelim.






11. Sayilabilir Sonsuzluk

Altidan yukar1 sayamayan aritmetigi zayif bir kabile, reis olarak en fazla bii-
yiikkbag hayvani olan kigiyi segermis. Hayvanlar1 nasil sayarlardi diye merak
ediyor insan. Ama kimin daha fazla hayvanm oldugunu bulmak igin saymaya
gerek yoktur ki! Hayvanlari kargilagtirmak yeterlidir. Iki adaym hayvanlari
yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar birer birer gikarilir. Agilh
ilk bosalan secimi kaybeder...

Eger agillar ayn1 anda bosalirsa, adaylarin ayni sayida hayvani var de-
mektir. Bu durumda kabilenin reis se¢gmek i¢in hangi yonteme bagvurdugu
antropoloji kitaplarinda yazmaiyor.

Yukaridaki yontem hayvan sayisi sonlu oldugunda bir ige yarar da, hay-
van say1s1 sonsuz oldugunda tuhaf sonuclar verebilir. Ornegin diyelim her
iki adayin da dogal sayilar kadar hayvani var. Her ikisi de hayvanlarini
0, 1, 2, 3 diye numaralandirmiglar. Biz, her iki adaymn da aym sayida
hayvani oldugunu biliyoruz ama onlar bilmiyorlar. Yukaridaki yontemi
uyguladiklarini disiinelim. Birinci aday hayvanlarini numaralarina gore
0,1, 2,3, ... sirasiyla cikarsin. Ikinci aday acqikgdz olsun. Ikinci aday,
0 numarali hayvan bir kenarda tutup, hayvanlarimi 1, 2, 3, 4 sirasiyla
cikarsin. Boylece birinci adayin n numarali hayvani ikinci adayin n + 1
numarali hayvaniyla eslegir. Birinci adayin biitiin hayvanlar1 agildan
giktiginda, ikinci adayin agilinda sakladigi 0 numarali hayvan kalir.
Boylece secimi bir hayvan farkiyla ikinci aday kazanir!

Eger iki kiimenin elemanlarini hi¢birini unutmadan birbirleriyle esleyebili-
yorsak, bu iki kiimenin “ayni sayida elemanlari var” diyelim. “Kiimenin eleman
sayis1” kavramini daha akademik olan bir bagka kitabimizda tamimlayacagiz.
Simdilik sadece “ayni sayida elemanlar: olmak” kavramini tanimliyoruz.

Dikkat: Iki kiimenin sonsuz sayida elemam olmasi demek, bu iki kiime
arasinda bir egleme var demektir. Bu esleme ya acik agik bulunmali ya da
eslemenin varlig1 bir bigimde kanitlanmali. (Matematikte bazen bir nesnenin
varligr o nesne agik acik bulunmadan da kanitlanabilir.)
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Birinci kiimeyi delikanhilar kiimesi olarak, ikinci kiimeyi de gengkizlar kii-
mesi olarak algilayip, herkesi ama herkesi evlendirebiliyorsak, o zaman de-
likanh ve genckiz sayisinin ayni oldugunu soéyleyecegiz, yani iki kiimenin de
“ayn1 sayida elemani var” diyecegiz.

Burada “ayni sayida elemani var” sozleri, “aym”, “sayida”, “eleman1”
ve “var” sozciikleri yanyana gelmis gibi algilanmamali, tek bir “aynisayidaele-
manlarivar” sézciigii olarak algilanmali. Bir yanlis anlamaya mahal vermemek
igin “ayni sayida elemani var” yerine iki kiimenin birbirine denk ya da eslenik
ya da ayni kuwvvette olduklar: sdylenir.

W — N
D w
h—
N +— O
N

$

Bir 6nceki sayfadaki gri alanda, n dogal sayisini1 n+1 pozitif dogal sayisiyla
eslegtirerek, N dogal sayilar kiimesiyle N\ {0} pozitif dogal sayilar kiimesinin
eslenik olduklarini gérdiik. Bu eglemenin resmi iistte.

Nile N\ {0,1} kiimeleri de birbirine egleniktir elbet, bunu gérmek i¢in n
sayisiyla n + 2 sayisin eglegtirmek yeterli.

Eger her n dogal sayisim1 2n dogal sayisiyla eslestirirsek, N ile 2N kiimele-
rinin eglenik olduklarini goriiriiz.

Tamsayilar kiimesi Z ile dogal sayilar kiimesi N de egleniktir: Pozitif tam-
sayilar1 tek dogal sayilarla, pozitif olmayan tamsayilar: da ¢ift dogal sayilarla
esleyelim. igte bu eglemenin resmi:

1 2 3 4 5 6

A

-3 -2 -1

Fonksiyonu formiile dokmek istiyorsak sunu elde ederiz:
[ n/2 eger n ciftse
fn) = { —(n+4+1)/2 eger n tekse
11.1 Kimeler Arasinda Esleniklik Iligkisi
X kiimesinden Y kiimesine giden bir egleme varsa, bunu
X=Y

olarak gosterelim. Bu iligkiyi, X ve Y kiimelerinin “eleman sayisi ayni” olarak
yorumlayabiliriz. Eger X ve Y kiimeleri sonluysa, denk olup olmadiklarini
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anlamak icin kiimelerin elemanlarini saymak yeterli, ama X sonsuzsa yepyeni
bir kavram bulmusg oluruz.
Kimeler arasindaki bu = iligkisinin ii¢ 6nemli 6zelligi vardir:

e Her X kiimesi igin Idy : X — X bir eglemedir. Demek ki
X~ X.
Yani = iligkisi yansimaldir.
e Eger f: X — Y bir eglemeyse, f~!: Y — X de bir eslemedir. Demek ki
eger X =~ Y ise Y = X.
Yani = iligkisi simetriktir.
o Eger f: X — Y veg:Y — Z birer eslemeyse, go f : X — Z bir
eslemedir. Demek ki
eger X "/ Y veY = Zise, X ~ 7

olur. Yani = iligkisi gecislidir.

Dolayisiyla ~ iligkisi, elemanlar: kiime olan bir kiime tizerine (6rnegin p(A)
gibi bir kiime {izerine) bir denklik iligkisidir.

Aralarinda egleme olan kiimelere bundan boyle eslenik diyelim.

Bu boliimiin devaminda ve daha sonraki boliimlerde ummadigimiz kiime-
lerin birbiriyle eglenik olduklarini gorecegiz.

11.2 N’nin Esglenik Oldugu Birka¢ Kume

Ik kez duyuldugunda inanmasi biraz zor olabilir ama N x N kiimesiyle N
kiimesi arasinda bir egleme vardir. Altboliim 10.3’te de sagirtict olan buydu
zaten. N x N kiimesiyle N kiimesi arasindaki bir eglemenin resmi asagida.
Resmi ¢izilen eglemede N x N kiimesinin 6rnegin (5, 3) eleman N kiimesinin
39 elemanina gidiyor.

44153
35(43|52
27(34(42(51
20(26(33(41{50
19|25|32{40(49
13]18|24|31{39|48
12{17|23|30(38|47
7(11|16{22|29|37|46
3|6(10{15|21|28|36

S| [(N|W[h]|O|[]|J |0
—
N

—_ = ||
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N x N ve N kiimeleri arasinda bir bagka eslesme bulalim. Herhangi pozitif
bir 2 dogal sayisi, tek bir bicimde 2'nin bir kuvvetiyle tek bir dogal sayinin
carpimi olarak yazilabilir. Ornegin,

24 =23 x 3,
224 =25 x 7,
139 =2 x 139,
128 =27 x 1.

Yani her x pozitif dogal sayisi i¢in
x=2"2m+1)

esitligini saglayan bir ve sadece bir tane (n,m) dogal say1 ¢ifti vardir. Bu bize
N x N kiimesiyle N\ {0} kiimesi arasinda

fn,m)=2"2m+1)
kuraliyla tanimlanan bir esleme verir. Dolayisiyla,
gn,m)=2"2m+1) —1

kuraliyla tanimlanmig g : N x N — N fonksiyonu N x N ile N arasinda bir
eslemedir. N x N ile N arasmda ¢ok esleme vardir. Ornegin eger f bunlardan
biyiyse ve g, N'nin bir eglemesiyse, g o f, N x N ile N arasinda bir bagka
eslemedir.

N’nin Esglenik Oldugu Bagka Altkiimeler. N x N ~ N iligkisinden,
NxNxN~NxN=~N
iligkileri ¢ikar (bkz. Aligtirma 7.16). Bunu kolaylikla genellegtirebiliriz:
NxNx...xN~N.
Gene bir 6nceki boliimde, ¢aktirmadan da olsa,
N~2N~N\ {0} ~N\{0,1}

iligkilerini gostermeye caligtik. Bu esglemeleri ve bagkalarini acik bicimde ya-
zalim:
N ile 2N arasinda bir egleme: f(n) = 2n.
N ile 2N + 1 arasinda bir egleme: f(n) = 2n + 1.
N ile tamkare tamsayilar kiimesi arasmda bir egleme: f(n) = n?.
Nile N\ {0} arasinda bir esleme: f(n) =n + 1.
Nile N\ {0, 1} arasinda bir esleme: f(n) =n + 2.
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N’nin Altkiimeleri. Eger A C Nise, A ya sonludur ya da A ~ N olur. Bunun
kamt1 oldukca kolay: Eger A sonsuzsa, f : N — A fonksiyonu,

f(n) = Anin (n + 1)’inci eleman

olarak tamimlansin. f bir eglemedir. Ornegin asal sayilar kiimesiyle dogal sa-
yilar kiimesi arasinda bir esleme vardir: 0’1 2’ye, 1’i 3’e, 2’yi 5’e, 3’0 7’ye,
41 11%, 5’1 13’e, 6’y1 17’ye vs. gonderebiliriz.

N ve Z Arasinda Esleme. f : N — Z fonksiyonunu,

[ n/2 n ¢iftse
fn) = { (—n—1)/2 n fekse

kuraliyla tanimlayalim. Yukarida tanimlanan bu f fonksiyonu N ile Z kiimeleri
arasinda bir esglemedir, sekli de asagidadir.

01 2 3 4 5 6

AT

-3 -2 -1 0 1

Iste N ile Z arasinda bir bagka esleme:

e =5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 § . Z

.10 8 6 4 2 0 1 3 S5 7 9 .. N

Bir X kiimesiyle N arasinda bir egleme bulmanin, X kiimesinin elemanlarini
0’inc1, 1’inci, 2'nci diye dogal sayilarla sonsuza kadar numaralandirmaktan,
yvani X'’in elemanlarini teker teker belli bir sirada saymaktan bagka bir sey
olmadigina dikkatinizi ¢ekerim.

N ve Q2% Arasinda Esleme. Simdi Q=° ile N kiimeleri arasinda bir esleme
bulalim, yani negatif olmayan kesirli sayilar1 dogal sayilarla numaralandiralim.

Birinci Yéntem. Q=° kiimesinden N kiimesine giden fonksiyonu asagidaki
tabloda gosterildigi gibi tanimlayalim.

O L 2L 3L 2z 3 4L 5L 2z 3 1 5 6
1 1) 2 1 3 114 3 2 1 5 1|1 6 5 4 3 2 1
NI I S R S I e o I S T S S
012 34 56 7 8 910 1112 13 14 15 16 17

Iki kiimeyi nasil eglestirdigimizi gosterelim: a/b kesirli sayilarini 6nce a + b
toplaminin biiyiikliigiine gore diziyoruz (6nce toplami 1 olanlar, sonra 2 olanlar
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vs.); sonra, kiiglik a’dan biytk a’ya gidiyoruz. Tabii daha 6nce dizdigimiz
sayilar1 aradan ¢ikariyoruz. Ornegin,

a+b=28

oldugu kesirli a/b sayilarim goyle diziyoruz:

yor:

1 2 45 7 8
877574721
Ardindan
1379
9°73" 1
sayilar1 geliyor. i@te resim:
a+b 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
L — r
G 91121312341512345613571245781379 123
1°1°2°1°3°1°4°3°2°1°5°1°6°5°4°3°2°1°7°5°3°1°8°7°5°4°2°1°9°7°3°1°10°9 8
FARARARRREA R At AR bbby pbtrhbbttatty
N 01234567 8910111213141516171819202122232425262728293031 32 33 34

Bu yontemle, 6rnegin, 52/47 kesirli sayisinin hangi dogal sayiyla eslestirildigini
bulmak pek kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir bagka eslestirme daha vardur.
Ilkokulda sik sik yapilan
a ¢ a+c

b d T brd
hatasini degerlendirir bu yontem. 0/1 ve 1/0 “say1”larindan baglayalim (Say1
olmayan 1/0 “sayisim1” umursamayn simdilik):

— o
Ol =

Bu iki “say1”nin ortasina, “toplam”lari olan

0 1 0+1 1

1T0 150 1

sayisini yazalim:

=)

—| =
Ol =
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Iki yeni araligimiz var gimdi: [0/1,1/1] ve [1/1,1/0] araliklari. Bu araliklarin
ortalarina uclarin “toplam”larini, yani,

1 0+1 1 1 1 1+1 2

0
17171 21 0T 1v0 1
sayilarini yazalim:
01121
172717170

Bu beg say1 dort yeni aralik belirliyor. Bu dort araligin ortalarina araliklarin
uclarimin “toplam”larimi yazalim:

o1 1213231
17372"3’1727171°0
Bunu boylece stirdiirelim. Bir sonraki agsamada

011213231435 25341
IR N N AU AP A A AR AT
sayilar1 belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiy1 yalniz bir kez ve sadelesmis bicimde
yazariz... Bunun bildigimiz kaniti uzun ama oldukg¢a kolaydir. Bu yiizden
kanmitini vermeyecegiz. Aligtirma olarak birakiyoruz!

Simdi, kesirli sayilar1 Farey’in yukaridaki acikladigim yontemiyle, belirig
sirasina gore saymn. Yalmiz 1/0"1 atlamay1 unutmayin, 6yle bir say1 yoktur!

Jeolog Farey hakkinda daha fazla bilgiyi su adreste bulabilirsiniz: http:
//turnbull.dcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Farey.html

fjgiincii Yoéntem. Q20 kiimesinin elemanlarini syle de numaralandirabiliriz.
Once 0 kesirli sayisii 0 ile numaralandiralim ve sonra pozitif kesirli sayilar
pozitif dogal sayilarla asagidaki sekildeki gibi numaralandiralim. Asagidaki
seklin solunda tiim pozitif kesirli sayilar var. Sadelesmis halleriyle yazilmislar.

Q N

1 21 31 41 SHoe1 7T .. 1 2 4 _7 11 16 22
12 32 52 72 92 112 132 .. 3« S« g« 12 17 23
13 23 43 53 73 83 10/3

9« 13 18 24 ..
14 3/4 S/4 7/4 94 11/4 13/4 .. 10" 14 19 25 ..
Us 25 35 45 65 7S 8IS .. 15 20 26 ..
16 Sl6 76 11/6 136 17/6 196 .. 2 27
U7 e e 28

Birinci siraya paydasinda 1 olanlar, ikinci siraya paydasinda 2 olanlar ve n’inci
siraya paydasinda n olanlar yazilmis... Boylece hem saga dogru sonsuz giden
hem de asagiya dogru sonsuz inen bir tablo elde ederiz.

Ayni tabloyu pozitif kesirli sayilar yerine, 1, 2, 3, 4 gibi pozitif dogal sa-
yilarla da doldurabiliriz. Sagdaki tabloda bunun bir yontemi veriliyor: Dogal
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sayilar1 sagdan sola giden ve yukaridan agagiya inen caprazlar izleyerek yerle-
rine koyabiliriz. Bir kesirli dogal say1, bulundugu yerdeki dogal sayiyla numa-
ralansimn. Ornegin, 7 /4in numarasi 25 olsun, 20 dogal sayis1 2/5 kesirli sayisin
numaralandirsin.

Q ve N Arasinda Esleme. Yukarida Q=° ve N arasinda birkac egleme bulduk.
Demek ki,
Q2% ~ N~ 2N

olur. Ote yandan,
Q'~Q=0Q2°\ {0} ~ N\ {0} * N~ 2N+ 1.

Dolayisiyla,
Q=0Q<°uUQ="~2NU(2N+1)=N

olur. (Buradaki L simgesi “bilegsim” anlamina gelir, ancak, ayrica, bilegimi
alman kiimelerin ayrik olduklarina dikkati c¢eker.) Demek ki kesirli sayilarla
dogal sayilar arasinda bir egleme var.

Bu yaptiklarimizin birkag sonucunu gikaralim.

Tabii kiQ x Q@ x ... x Q~Nx N x ... x N= N iligkisi de dogru.

Ayrica, eger A, Q x Q x ... x Q kiimesinin sonsuz bir altkiimesiyse, o za-
man A ~ N olur, ¢iinkii Q x Q x ... x Q = N oldugundan, A, N’nin sonsuz bir
kiimesiyle egleniktir. (Ayrica bkz. Teorem 11.3.)

11.3 Sayilabilir Sonsuzlukta Kimeler

Bir kiimeyle N arasinda bir esleme olmasi, o kiimenin sonsuz oldugunu, ama
elemanlarimin bir bi¢gimde dogal sayilarla sayilabilecegini gosterir (demek ki
o kadar da sonsuz degilmig kiime!) Bu yiizden N ile arasimnda esleme olan
kiimelere sayilabilir sonsuzlukta kiimeler denir. Yukarida su sonuclar:
kanitladik:

Teorem 11.1. N, N x N, 2N, N\ {0}, N\ {0,1}, Z, Q=% ve Q kiimeleri bir-

birlerine esleniktir, yani bu kiimelerin her biri sayilabilir sonsuzluktadwr. [
Tleride gereksinecegimiz bir bagka teorem daha:

Teorem 11.2. Sonlu uzunluktaki 01-dizilerinin kimesi sayilabilir sonsuzluk-
tadar.

Kanit: Sonlu 01-dizilerini 6nce uzunluklarina gore, sonra biiytikliiklerine gore
(yani alfabe sirasina gore) siralayabiliriz:
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Uzunluk Dizi | Numarasi
0 uzunlukta: () 0
1 uzunlukta: 0 1
1 2
2 uzunlukta: 00 3
01 4
10 5
11 6
3 uzunlukta: | 000 7
001 8
010 9
011 10
100 11
101 12
110 13
111 14

Bu numaralandirmay1 boylece devam ettirebiliriz. Her sonlu dizinin numarasini
bulmanin oldukca kolay bir formiilii var. Eger dizi

dp—1...d1dy
ise, numarasi,
do+ di2+ dp2® + -+ dpg2" 27 — 1

olur. Demek ki sonlu 01-dizileri kiimesinden dogal sayilara giden bir fonksi-
yon elde ettik. Bu fonksiyonun tersi de var: x bir dogal sayi olsun. x + 1’i
2’lik tabanda yazalim: Bir n dogal sayisi ve her biri 0 ya da 1’e esit olan
do, d1, ..., dp—1 sayilar icin

c+1=dy+d12+de2® + - +dp_1 2"+ 27

Goriildign gibi « sayist dy_1 . .. d1dy dizisinin numarasidir. Demek ki,

n—1
f(dn—l c. dldo) = Z d22l +2" -1
=0

formiilii sonlu uzunlukta 01-dizileri kiimesiyle N arasinda bir egleme verir. [J

Bu boliimii su kolay ama yararl teoremle bitirelim:

Teorem 11.3. Sayilabilir sonsuzluktaki bir kimenin bir altkimesi ya sonludur
ya da sayilabilir sonsuzluktadar.
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Kanit: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimenin N oldugunu varsayabiliriz. Sonug
simdi sayfa 197°de kanitlanan sonuclardan cikar. O

Sonsuz olan ama sayilabilir sonsuzlukta olmayan kiimelere sayilamaz son-
suzlukta kiimeler denir. Sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler bir sonraki boltimiin
konusu olacak. Simdilik, yukaridaki teoremin bir sonucuyla yetinelim.

Sonug 11.4. A C B olsun. Eger A sayilamaz sonsuzluktaysa B de sayilamaz
sonsuzluktadar.

Kanit: B’nin sonsuz oldugu belli. Eger B sayilabilir sonsuzlukta olsaydi, yu-
karidaki teoreme gore A da sayilabilir sonsuzlukta olacakti. O

Georg Cantor (1845 - 1918)

Halk arasinda “modern matematik” olarak bilinen kiimeler kurami
19’uncu yiizyihin sonlarina dogru birdenbire ve cok biiylik bir hizla ge-
ligti. Ornegin, analizin ve geometrinin degisimi uzun yillarda hatta birkag
yuzyilda gergeklesmigtir. Oysa kiimeler kurami birkag yil iginde olaga-
niisti atilimlarda bulunmustur. Bu gelisme biiytk 6lciide Georg Cantor
sayesinde olmustur.

Cantor 1845’te Rusya’da Petersburg’da zengin bir
tliccarin oglu olarak diinyaya gelmistir. 1856’da aile-
siyle birlikte Almanya’ya goc etmistir. Uc kardegin
en biiyligidiir. [“J(; kardegin iigiine de annelerinden
sanatct duyarliligi gecmis ve miizige, resme ve fel-
sefeye ilgi duymuglardir. Cantor o6zellikle felsefe ve
teolojiyle yakindan ilgilenmistir.

Cantor geng yasindan itibaren matematige ilgi duyup matematik oku-
mak istemis, ancak pragmatik bir adam olan babasi oglunun miihen-
dis olmasinda 1srar etmistir. Neyse ki ogul Cantor sonunda istedigini
elde etmistir. 1863’te Berlin Universitesi'nde matematik, fizik ve felsefe
okumustur. Bitirme tezini sayilar kurami tizerine yazmistir; tezi Gauss’un
yarim biraktigi ax? + by? 4 cz? = 0 denkleminin ¢oziimleri iizerinedir.

1872’de Dedekind’le (1831-1916) tanigmasiyla Cantor’un yagaminda
biiytik degisimler olur. Iki matematikci uzun yillar boyunca mektupla-
sirlar. Mektuplarinin bir¢ogu gintimiize kadar korunmustur. Anlagilan o
ki, Dedekind’in soyut diiginme bi¢ciminden Cantor ¢ok etkilenmistir. Belki
de kiimeler kuramini biraz da Dedekind’e borgluyuz.

Sayilar kuramindan sonra, Heine'nin etkisiyle trigonometrik sonsuz top-
lamlarla ilgilenen Cantor, buradan dogal olarak nokta-kiime topolojisine
el atmig, topolojiden de sonsuz sayilara ve kiimeler kuramina sigramigtir.
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Cantor’dan 6nce “sonsuzluk” kavrami matematikte sadece “sonlu”nun
kargit1 olarak bilinirdi, oysa “sonlu”nun bile tam matematiksel bir tanimi
yoktu. Cantor sonsuzluk kavramina gergek boyutunu kazandirmigtir: Son-
suzluklar1 derecelendirmis, onlar1 bir nevi say1 olarak gérmemizi saglamig-
tir. Dogal sayilarin (N) sonsuzlugunun kesirli sayilarin (Q) sonsuzlugu-
na esit oldugunu, gercel sayilarin (R) sonsuzlugunun dogal sayilarin son-
suzlugundan biiyiik oldugunu ve R” kiimesinin sonsuzlugunun R kiimesi-
nin sonsuzluguna esit oldugunu kamtlamistar.

Ancak Cantor’un matematiksel diigiinceleri matematik diinyasinda genel
kabul gérmemis, cetin kavgalara neden olmus, daha da kotiisii, zaten psi-
kolojik dengesi zayif olan Cantor’un sik sik hastanelerde yatmasina ve
caligamamasina neden olmustur. Gelecegi 6ngérme konusunda olaganiis-
tii bir yetenege sahip olan ¢agdasi Hilbert, biiyiik bir 6zgiivenle “Cantor’un
bize sundugu cennetten kimse bizi kovamaz” demis ve hakli ¢ikmigtir.







12. Sayilamaz Sonsuzluk

Sayilabilir sonsuzlukta olmayan sonsuz kiimelere sayilamaz sonsuzlukta

ktdme denir. Sayillamaz sonsuzlukta kiimeler var midir? Evet. p(N) sayilamaz

sonsuzluktadir. Bu, Teorem 4.2’nin dogrudan bir sonucudur: Eger p(N) ile N

arasinda bir egleme olsaydi, N'den p(N)’ye giden 6rten bir fonksiyon olurdu.
Bu sonucu genellestirmek pek o kadar zor degil.

Teorem 12.1. p(N) sayilamaz sonsuzluktadir. Daha genel olarak, ejer X
sonsuz bir kimeyse, p(X) sayilamaz sonsuzluktadir. Dolayisiyla X 'ten en az
ki elemanly bir kimeye giden sayilamaz sonsuzlukta fonksiyon vardr.

Kanit: X’in sonsuz ama p(X)’in sayilabilir oldugunu varsayalim. =z — {z}
fonksiyonu X’ten p(X)’e giden birebir bir fonksiyon oldugundan, Teorem
11.3’ten kolaylikla X’in sayilabilir oldugunu anlariz. Demek ki hem X hem
de p(X) sayilabilir sonsuzlukta. Ama bu durumda X ~ N = p(X), yani
X =~ p(X) olur, ki bu da Teorem 4.2’yle ¢elisir.

Teorem 4.1’e gore p(X)’in eleman sayis1 X'ten {0,1} kiimesine ya da iki
elemanli herhangi bir kiimeye giden fonksiyon sayisi kadardir. Demek ki X ten
en az iki elemanli bir kiimeye sayilamaz sayida fonksiyon vardir (bkz. Sonug
11.4). O

Birazdan R’nin birden fazla elemani olan her araliginin (R de bu araliklara
dahill) sayilamaz sonsuzlukta oldugunu kanitlayacagiz. Sayilamaz sonsuzlukta
bagka kiimeler de gorecegiz.

12.1 Araliklar

Gergel sayilar kiimesinden bir (a,b) arahg alahm. a < b olsun ki aralik bos
olmasim. Bu aralikla (0, 1) araligi arasinda bir egleme vardir. Ornegin,

flz)y=(b—a)z+a

kuraliyla tamimlanmig

f:(0,1) — (a,b)

fonksiyonu bu iki aralik arasinda bir eglemedir.
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Dikkat: “Iki kiimenin de eleman sayisi sonsuz, demek ki eleman sayilari
ayni, dolayisiyla aralarinda bir egleme vardir” ciimlesinde herhangi bir mantik
kirintis1 yoktur! Hele, “Her iki kiimenin de eleman sayis1 ayni, demek ki ara-
larinda bir egleme vardir” ciimlesi kiilliyen yanhgtir. Bildigimiz gibi N de p(N)
de sonsuzdur ama aralarinda esleme yoktur. Bu kitapta bir kiimenin eleman
sayisini tanimlamadik. Tanimlamayacagiz da. Kiimenin eleman sayisi kavrami
[N3]’te tanimlanacak.

Bu iki aralik arasinda bir eglemenin varlig1 agagidaki sekilden de anlasilir.

p f(x) b

f eslemesini soyle elde ettik: Once (0,1) araligim b—a ile carparak (0, b—a)
aralig1 yapiyoruz, sonra (0, b—a) araligina a ekleyerek bulmak istedigimiz (a, b)
araligimi elde ediyoruz:

z— (b—a)z— (b—a)x +a.

Ayni yontemle, [0,1] ve [a, b] gibi kapali ve sinirh araliklar arasinda da bir
esleme oldugu anlagilir; @ < b koguluyla elbette.

Peki, (0, 1] araligiyla [0,1) araligi arasinda bir egleme var mi? Var elbet!
Iste bunlardan biri:

flz)=—z+1.
Sekli de asgagida.
1
( . ]
]
C ¢ ]
0 flx)=—x+1 1

(0,1] arahgiyla [0,1) araligi arasinda bir bagka egleme daha verelim:

(0,1] ~ (0,1) U {1} ~ (0,1) LU {0} = [0, 1).
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Bunun da resmini g0yle ¢izebiliriz:

( X 1

\ B 1

0 / 1
///

il 1

[a—¥ Y v Y v \

L x /

Sadece (0, 1] arahigimin 1 elemaniyla [0, 1) araliginin 0 eleman1 yer degistiriyor,
digerleri sabit kaliyor.

Demek yar1 agik sinirli araliklar arasinda da bir egleme var, yeter ki bos-
kiime olmasinlar.

Daha zor bir soru: (0,1) acik araligiyla (0, 1] yar1 agik araligl arasinda bir
esleme var midir? Evet! Inanmasi belki biraz giic ama var. Iste o eslemelerden
birinin resmi:

0 172 34 718 1
X Y] \

7

| \
L / ]
0 172 34 718 1

Bu eglemeyi daha bicimsel olarak soyle gosterebiliriz:

(0,1) = (0,1/2] U (1/2,3,4] U (3/4,7/8] U...
~[0,1/2) U [1/2,3/4) U [3/4,7/8)U... = [0,1).

Ya da daha tikiz bir bicimde g6yle gosterebiliriz:

oo D
on—1_ 1 9n_ 1 on—1_ 1 9on_ 1
(07 1] = U < on ' Tontl :| ~ U |: on ' on+tl ) = (Oa 1)

n=1 n=1

(ikinci egleme sonsuz tane egleme bir araya konularak elde edilmigtir; bkz.
Ahgtirma 4.108.)

(0,1) agik araligiyla (0, 1] yar1 agik araligi arasinda yukaridakine benzeyen
bir bagka esgleme:

(01:[](71—1-1 n} G[n—{—l n) (0,1).

n=1 n=1
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Bundan da (0,1) ~ [0, 1] sonucu ¢ikar; soyle gikar:
(0,1) ~ (0,1] = (0,1) U {1} ~ (0,1) U {0} ~ (0,1] L {0} = [0,1].

Demek ki acik, kapali, yar1 agik ya da yar1 kapali ve birden fazla (yani
sonsuz sayida) elemani olan tiim siirh araliklar egleniktirler.

Yukarida bulduklarimizdan yararlanip, (0,1)U(1,2) ile (0, 1) kiimeleri ara-
sinda da egleme oldugunu gosterebiliriz:

(0,1) U (1,2) ~ (0,1 U (1,2) = (0,2) =~ (0, 1].

Peki (0,1) ile (0,00) araliklar1 eslenik midirler? Daha neler! Ama evet, es-
leniktirler. Boyle bir esleme bulmak i¢in z +— 1/x fonksiyonunun (0,1) ile
(1, 00) arasmda bir egleme oldugunu gozlemlemek (bkz. asagidaki sekil) ve bu
eslemeden 1 gikarmak yeterli:

fla)=1-1

X

kuraliyla tanimlanan f fonksiyonu (0, 1) ile (0, 00) araliklar: arasinda bir egle-
medir.

0
(12 3/ 2 1/x
( Y, o . >

(0, 1) araligindan (1, o) araligina giden ve x > 1/x kuraliyla tanimlanan fonksiyon.

(0,1) ile (0,00) araliklar1 arasinda bir egleme olduguna goére [0, 1) ile [0, c0)
araliklar1 da esleniktirler:

[0,1) = {0} U (0,1) ~ {0} U (0,00) = [0, 00).

Ayrica z — —x kuraliyla tanimlanmig olan fonksiyon (0, co) araligiyla (—oo, 0)
araligi arasinda bir esleme oldugundan,

[0,1] = [0,1) =~ (0,1) =~ (0,00) = (—00,0)

gibi egleniklikler de elde ederiz.
Ya (0, 1) araligiyla R arasinda bir egleme var mi? O da var:

(0,1) ~ (=1,1) = (~1,0) L {0} U (0,1) ~ (00, 0) L {0} LI (0, 00) = R.

(0,1) araligiyla R arasinda daha cebirsel eglemeler de bulunabilir. Iste bunlar-

dan biri:
x

1@ =1
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fonksiyonu R’den (—1,1) araligina giden bir eglemedir. Grafigi agagida. Bu
eslemeyi 2’ye boliip gikana 1/2 eklersek, (0,1) arahigiyla R arasinda cebirsel
bir g eslemesi elde ederiz. Formiili g6yle:

1oz +1
214z 2

9()

Biraz temel trigonometri bilen okur, f(z) = tanz fonksiyonunun (—7n/2,7/2)
araligiyla R arasinda bir egleme verdigini de biliyordur.

by

1

-1

fonksiyonunun grafigi

flx) =

X
1+ Ixl

Demek ki 1’den fazla eleman igeren tiim araliklar arasinda bir egleme var.
R\ Z ile R arasinda da bir egleme bulabiliriz:

R=||fnn+1)~ ]| |(nn+1)=R\Z
nez neE”L

R\ N ile R arasinda da bir esleme bulmak bu agsamada zor degil:

R = (—00,0)U | |[n.n+1) = (—00,0)U | |(n,n+1) =R\N.
neN neN

Su ana kadar kanitladigimiz sonuglar: 6zet halinde yazalim, ileride referans
vermek gerekecek:

Teorem 12.2. Gergel sayilarin birden fazla eleman iceren (kapali, acgik, yar
kapali, sinarly ya da sinirsiz) tim araliklars ve bu araliklarin sonlu bilegimleri
birbirine dolayisiyla R 'ye esleniktir. R\ Z ve R\ N kimeleri de R ye esleniktir.
O

Alstirmalar
12.1. (0,1) U (2,3) ile (0,1) kiimeleri arasinda bir egleme bulun.
12.2. R=R\Q~R\Z =~ R\ N eslenikliklerini kanitlayin.
12.3. R~ R\ {0} eslenikligini kantlayin.
12.4. R ~ R2% ~ R\ {0} eslenikliklerini kanitlaym.

12.5. [0,1] araliginin kesirli sayilarindan olugan kiimenin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu
kanitlayin.
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12.2 R Sayilamaz Sonsuzluktadir

R sayilamaz sonsuzluktadir. Bunu kamtlamak icin, Teorem 12.2’ye gore, (0, 1)
araligimin sayilamayan sonsuzlukta oldugunu kanitlamak yeterlidir. Diyelim,
(0,1) araligiyla N arasinda bir egleme var. Bundan bir geligki elde edecegiz.
Varhgimi varsaydigimiz eglemeye f : N — (0,1) adim verelim.

Eger n € N ise, f(n) gergel sayisin1 onluk sistemde yazalim:

f(n) = 0;%,0%,1%,2%73 ce

Buradaki a, ; sayilar1 0’la 9 arasinda bir tamsayidir, f(n)nin ondalik rakam-
lar1 bunlar. Yalniz bunu yaparken a,, j sayilarimin bir zaman sonra hep 9 olma-
malarina dikkat edelim, 6rnegin, 0,314 sayisini 0,3140000. .. olarak yazalim,
0,31399999. .. olarak degil...

Simdi b,, sayisi ay , sayisindan farkl ve 0 ile 8 arasinda herhangi bir rakam
olsun. Ornegin, b, sayismi soyle tammlayabiliriz:

b 2 apn #2ise
"1l ap,=2ise

Demek ki b, # an . (Bu 6nemli ve ashnda b, hakkinda sadece bu 6nemli!)
Simdi
0,bgb1b2bsby . . .

sayisina bakalim. Bu say1 kesinlikle (0,1) araligindadir. Demek ki, f orten
oldugundan belli bir n € N igin f(n) = 0,bpb1babsby . .. esitligi dogru olmali.
Dolayisiyla, a,, = b, olmali. Ama bu yanhs. Bir celigki elde ettik. Demek
ki N kiimesiyle (0,1) araligi arasinda bir egleme yokmus, yani R sayilamaz
sonsuzlukta bir kiimeymis. (Soru: Bu kamt neden Q kiimesinin de sayilamaz
sonsuzlukta oldugunu gosteremiyor?)

Cantor’un ¢apraz yéntemsi adiyla bilinen yukaridaki kanit matematikte
¢ok tnliidir ve bu fikir (6zellikle kiimeler kuraminda) bagka kanitlarda da
kullanilir.

Teorem 12.3. R kiimesi sayrlamaz sonsuzluktadur. Dolayisiyla gercel sayilarin
en az 2 elemant olan (kapali, ac¢ik, yary kapal, sinwrl ya da sinarsiz) tim
araliklar ve R\ Z kiimesi saylamaz sonsuzluktadar. U

Bu 6nemli teoremin bir bagka kanitini daha verelim:

Teorem 12.3’tin Ikinci Kamti: N'nin her altkiimesini R'nin bir ve sadece
bir tek sayisina gotiiren bir fonksiyon bulacagiz. A C Nolsun. f4 : N — {0,1}
fonksiyonu,
[ 0 egern¢ Aise
faln) = { 1 egerne Aise



12.3. p(N) ile 01-Dizileri Arasinda Bir Esleme 211
kogullariyla tanimlanmis olsun. (f4, A'nin karakteristik fonksiyonudur.) Simdji,

f(A) gercel sayisini,
F) =Y fal

neN

olarak tanimlayalim. Mesela A asallardan olugan kiimeyse,
f(A)=0,011010100010100010100010000010100000100010.. . .
sayisidir. Eger A tek sayilardan olusan kiimeyse,
F(A) = 0,010101010. ..

sayisidir. Eger A ve B, N'nin birbirinden farkli iki altkiimesiyse, f(A)nmn
f(B)’den farkli oldugunun bariz kanitini okura birakiyoruz. Demek ki f, o(N)
kiimesinden R’ye giden birebir (ama 6rten olmayan) bir fonksiyondur. Teorem
12.1e gore p(N) sayilamaz sonsuzlukta oldugundan, f’nin imgesi olan R’nin
f(p(N)) altkiimesi de sayillamaz sonsuzluktadir. Dolayisiyla R de sayilamaz
sonsuzluktadir (Sonug 11.4). O

Tleride ©(N) ile R'nin eglenik olduklarimi kanmtlayacagiz.

Alistirma 12.6. Eger bir I C Q altkiimesinin su 6zelligi varsa:
Her x € I ve y € Q igin, eger y < x ise y € [ olur;

o zaman bu kiimeye Q’niin bir kesiti ad1 verilir. Q'niin kesitlerinden olusan kiimenin sayila-
maz sonsuzlukta oldugunu kanitlaymn. (R ile kesitler kiimesi arasinda bir egleme bulabilirsiniz.
Bunun i¢in, R'nin iistten sinirli her altkiimesinin en kiiciik bir iistsinirinin oldugunu bilmek
gerekir.)

12.3 p(N) ile 01-Dizileri Arasinda Bir Esleme

Bunu daha 6nce anlatmigtik ama tekrarlamakta yarar var. Sadece 0 ve 1’lerden
olugan sonsuz bir diziye 01-dizisi ad1 verilir. Ornegin,

011000110110100011010110111100. ..
dizisi bir 01-dizisidir.
Bu paragrafta bu dizilerin kiimesiyle dogal sayilarin altkiimeleri kiimesi

©(N) arasinda bir egleme bulacagiz. Bunu yapmak gayet basit. Ornegin yu-
karidaki dizi,

{1,2,6,7,09,10, 12, 16, 17, 19, 21, 22, 24, ...}

dogal say1 kiimesine tekabiil eder.
Kural goyle: Dizinin n’inci terimi 1 ise n’yi altkiimeye koyariz, yoksa koy-
may1z. Bu kurala gore, asal sayilar kiimesi

001101010001010001010001000001010000010001 . . .
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diye baglayan 01-dizisine tekabiil eder. N'nin ¢ift sayilar kiimesiyse,
10101010101010101010. . .

diye baglayan ve 10’larin siirekli tekrarlandigi diziye tekabiil eder.

Eger X C N kiimesine tekabiil eden diziyi biliyorsak, X’in tiimleyeninin
dizisini de rahatlikla bulabiliriz: 0’lar1 1 yapmak, 1’leri de 0 yapmak yeterlidir.

Eger X ve Y’ye tekabiil eden dizileri biliyorsak, bu dizilerin terim terim
carpimi, X N Y'’ye tekabiil eden diziyi verir. X U Y’ye tekabiil eden diziyi
bulmay1 okura birakiyoruz.

01-dizilerinden olugan kiimeyi D olarak gosterelim. Agagidaki sonucu ka-
nitladik:

Teorem 12.4. p(N) kiimesiyle 01-dizileri kiimesi D egleniktir. Dolayisiyla D
sayilamaz sonsuzluktadar. O

Buradan R’nin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu bir kez daha kanitlayabi-
liriz: Her 01-dizisi a = (ap)nen i¢in, onluk tabanda

0,(10(11&2(13 e Qp ..

olarak yazilan gercel sayiy1 tanimlayalim. Boylece her 01-dizisi bize ayr1 bir
gercel say1 verir. Teorem 12.4’ten dolay1 R sayilamaz sonsuzlukta olmak zo-
rundadir.

Yukarida D olarak simgeledigimiz 01-dizilerinden olusan kiime aslinda 2N
olarak gosterilir, ¢iinkii bir 01-dizisi, N kiimesinden 2 elemanli bir kiime olan
{0, 1} kiimesine giden bir fonksiyondur aslinda.

Genel olarak, eger X bir kiimeyse, 2%, X’ten {0, 1} kiimesine giden fonksi-
yonlar kiimesini temsil eder. Aynen yukarida yaptigimiz gibi altkiimelerin ka-
rakteristik fonksiyonlarmi kullanarak, 2% ile o(X) arasmda bir esleme oldugu
kolaylikla gosterilebilir, nitekim her f € 2% fonksiyonu,

Y(f)={reX: flz)=1}

kuraliyla 2% ten p(X)’e giden bir Y eslemesi tanimlar.

12.4 D ile R Arasinda Bir Esleme

Bagliktaki gibi bir egleme bulmak i¢in, [0,1) ~ R oldugundan, [0,1) araligiyla
01-dizileri kiimesi D arasinda bir esleme bulmak yeterli.

[0,1) araligindan herhangi bir z sayisi alalhm. Bu x sayisindan hareketle,
adina d(x) diyecegimiz bir dizi bulacagiz.

Eger x < 1/2 ise bulacagimiz d(z) dizisinin ilk terimi O olsun, yoksa 1
olsun.
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Gelelim dizinin ikinci terimine. Eger ilk terim 0 ise, yani eger 0 < z < 1/2
ise, o zaman x’in 1/4’ten kiigiik olup olmadigina bakalim: Eger x < 1/4 ise
dizinin ikinci terimi de 0 olsun, yoksa dizinin ikinci terimi 1 olsun. Ote yandan,
eger dizinin ilk terimi 1 ise, yani eger 1/2 < z < 1 ise, o zaman z’in 3/4’ten
kiigiik olup olmadigina bakalim: Eger x < 3/4 ise dizinin ikinci terimi de 0
olsun, yoksa dizinin ikinci terimi 1 olsun.

Uciincii terimi bulmak icin dizinin ilk iki terimine bakacagiz. Diyelim di-
zinin ilk iki terimi 10, yani diyelim 1/2 < z < 3/4. Bu durumda [1/2,3/4)
araligim1 tam ortadan ikiye bolelim:

[1/2,5/8) ve [5/8,3/4)

araliklarim elde ederiz. (1/2’yle 3/4’tin tam ortasindaki 5/8’1 sag araliga dahil
ediyoruz.) Eger x € [1/2,5/8) ise, dizinin tiglincii terimi 0 olsun, yoksa 1 olsun.
Bunu boyle devam ettirelim. Her seferinde z’in igine diigtigii araligy ikiye
bolelim ve x’in sagdaki ya da soldaki araligin icine diisiip diismedigine gore
bir sonraki terimin 0 ya da 1 olduguna karar verelim.
Ornegin, eger = 0,615 ise, d(x) dizisi 100111010 diye baglar (ve bir
bi¢cimde devam eder).

. . 12

(I) 0,0 diye baslayan diziler /r 0,1 diye baslayan diziler 1|
| | |
O 000har Y4 00vler 2 010lar 4 017ler 1
| r r r |
| | L L |
0 1/4 12 3/4 1
| 0,000... £0,001... -0,010... £0,011... -0,100... -0,101... ~0,110... [0,111... |
| T C C C 5 C T |

Bu yontemle her = € [0, 1) sayisi igin, d(x) adim verdigimiz bir 01-dizisi bulu-
nur.
0 1/2 9/16 5/8 3/4 1

0,615 buralarda bir yerde, dolayisiyla dizisi 100111 diye basliyor

d(0) = 00000. .. olur, yani sabit 0 dizisidir.

d(1/2) = 1000000... olur, yani ilk terimi 1, daha sonraki terimleri hep
0’dir.

d(5/8) = 10100000. .. olur, yani ilk ii¢ terimi 101, daha sonraki terimleri
hep 0’duir.

Paydasinda 2" tiirtinden bir say1 olmayan sayilarin dizisini bulmak kolay
degildir, ama her sayimnin mutlaka boyle bir dizisi vardir.

Ornegin, d(1/3) = 01010101010 .. diye hep 01 olarak tekrarlanan dizidir.
(Neden?)
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Her 2’in boylece bir ve sadece bir tek dizisi bulunur. Aslinda bulunan dizi
x sayisimin ikilik tabanda agiliminin katsayilaridir; yani eger,

oo
i=1

ise, 0 zaman,

d(ﬂ:‘) = d1d2d3d4 PN

olur. Yalniz dikkat, eger bir a dogal sayis1 igin, x = a/2" bigiminde yaziliyorsa,
o zaman z’in ikilik tabanda iki degisik agilimi vardir. Ornegin,

3 1 1 1 1 1 1

4 2 92 25 " 926
—11+0 1+1 1+1 1+1 1+1 1+
2 22 23 24 25 26

olur. Ama diger sayilar ikilik tabanda tek bir bi¢imde yazilirlar. (Bu, onluk
tabanda, 0,2459999 . .. sayisinin 0,246 sayisina esit olmasina benzer.) Biz x =
a /2" bigiminde yazilan sayilarin sonuna 1111 ... degil, 0000 . . . koyuyoruz, yani
birinci agilimi kullaniyoruz.

Boylece [0,1) araligindan D kiimesine giden birebir bir fonksiyon bulmus
olduk. Ancak bu fonksiyon orten degildir. Bu yontemle buldugumuz dizilerin
kuyrugu hig stirekli 1 olmaz. Bunun nedenini yukarida gérdiik. Ama eger bir
01-dizisinin kuyrugu siirekli 1 degilse, bu dizi mutlaka [0,1) araligindan bir
saymin dizisidir.

Kuyrugu hep 1 ile devam eden ama sabit 1 dizisi olmayan diziler kiime-
sine Dy adini verelim. Yukaridaki yontem bize [0, 1) araligiyla D \ D; kiimesi
arasinda bir egleme verir. Demek ki D \ D; kiimesi sayilamaz sonsuzlukta.
Bundan, D kiimesinin de sayilamaz sonsuzlukta oldugu cikar ama biz daha
fazlasim istiyoruz: D ile [0,1) araligi arasinda bir egleme istiyoruz.

D1 kiimesiyle sonlu uzunluktaki ama bosgdizi olmayan 01-dizileri kiimesi
arasinda bir egleme vardir. Nitekim, bogdizi olmayan herhangi sonlu uzun-
luktaki bir 01-dizisinin sonuna 01111 ... eklersek D; kiimesinden bir eleman
buluruz. Bu bize bosdizi olmayan sonlu 01-dizileri kiimesinden D; kiimesine
bir egleme verir. Ote yandan Teorem 11.2’ye gére sonlu uzunluktaki 01-dizileri
kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Demek ki D kiimesi sayilabilir sonsuzluk-
tadir ve Teorem 12.2’den dolay1,

D=(D\D)uD; =[0,)UD; = (R\Z)LUZ =R
eslenikligini elde ederiz.
Teorem 12.5. 01-diziler: kumesi D ile R esleniktir. O
Bu teorem ve Teorem 12.4 bize su sonucu verir:

Sonug 12.6. R~ D =~ p(N). O
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125 RxR~Rve RNx~R

Bu paragrafta R xR ile R kiimelerinin eglenik olduklarini kanitlayacagiz. Hatta
R x R x ... kiimesiyle, yani RY kiimesiyle R kiimesinin eglenik olduklarin
kanitlayacagiz. Once birincisinden baslayalim.

R? (yani R x R) kiimesiyle R arasinda da bir egleme vardir. Cantor kanitla-
mustir bunu, zorlanarak da olsa. Birazdan biz de kanitlayacagiz. Ilk altboliimde
kanitladigimiz [0, 1] ~ R iligkisinden dolay1, bunu kanmitlamak igin, [0, 1] arali-
giyla [0, 1] x [0, 1] karesi arasinda bir egleme bulmak yeterlidir. Merakh okur,
onluk tabanda

0,a1a2a3a4a5a6a7a8ay . . .

olarak yazilan (0, 1] araligindaki bir sayiy1 [0, 1] x [0, 1] karesinin
(O,a1a3a5a7a9 ey O,a2a4a6a8a10 ‘e )
ciftine gotiiren fonksiyonun neredeyse (ama tam degil) istenen tiirden esleme
oldugunu kontrol edebilir. Birazdan tam matematiksel kanit1 verecegiz.
Onceki teoreme gore D x D ile D kiimelerinin eglenik olduklarini kanitlamak
yeterli.
(z,y) € D x D olsun. Bu iki z ve y dizisinden tek bir dizi elde edecegiz.

x = (20, T1,T2,23,T4,...) Ve Yy = (Y0, Y1, Y2, Y3, Y4, - - -)

olsun. Bu iki diziyi mitkemmel bir bigimde karip,

f(ﬂﬁ‘,y) = (xo,yo,$1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4, .- )

dizisini bulahm. f fonksiyonu, kolayca goriilecegi iizere D x D ile D kiimeleri
arasinda bir esglemedir.
Sagirtict bir teorem daha kanitladik.

Teorem 12.7. R x R ile R kumeleri esleniktir. O

Yani diizlemle dogrunun ayni sayida noktasi vardir. Ve elbette R xR xR ile
R kiimeleri de egleniktir. Kartezyen carpimi sonlu kalmasi koguluyla istedigimiz
kadar biiytiltebiliriz, egleniklik bozulmaz. Simdi eglenikligin, kartezyen garpimi
sayilabilir sonsuzlukta alirsak da bozulmayacagini kanitlayalim.

Teorem 12.8. R ~ RN,

Kanit: Sonug 12.6’da R ~ D = p(N) eslenikliklerini kamitladik. Sayfa 92’deki
tanimdan dolay1, D = {0, 1} esitligi dogrudur. Béylece Teorem 7.6’dan ve
Aligtirma 4.89’dan dolayn,

N
RN ~ ({0, 1}N) ~ {0, 1N ~ {0, 1}V ~ R

olur. O
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12.6 Tam Ikili Agag

Asgagidaki sekildeki gibi her noktadan ikiye ayrilan, ama seklin aksine sonsuza
kadar uzayan bir agaca tam ikili agag¢ diyelim. En alttan baglayarak sonsuza
kadar sag-sol zikzaklar cizerek uzanan bir yola da dal diyelim.

Teorem 12.9. Tam ikili agacin sayrlamaz sonsuzlukta daly vardwr. Daha acik
olarak séyleyelim: Tam ikili agacin dallarindan olusan T kimesiyle 01-dizileri
kiumesi D arasinda bir esleme vardar.

Kanit: Herhangi bir dalin aldigi yolu bir 01-dizisiyle tarif edelim. En alt-
tan baglayarak, dizinin n’inci terimi, yol n’inci adimda sola sapiyorsa 0, saga
sapiyorsa 1 olsun. Ornegin 01010101 . . . dizisi 6nce sola, sonra saga, daha sonra
tekrar sola ve tekrar saga sapan ve siirekli bir sol bir sag yaparak sonsuza kadar
uzanan yol olsun. Boylece her dal bir ve sadece bir tek 01-dizisi verir. Ayrica
her 01-dizisi bir dalin aldigi yolu tarif eder. Teorem 12.4’e gore sayillamaz son-
suzlukta dal vardir. O

12.7 Boliimiin Ozeti

Bu béliimde bu asamaya kadar sayilamaz sonsuzlukta bircok kiime 6rnegi ver-
dik ve herbirinin birbiriyle eglenik oldugunu kanitladik. Ama verdigimiz 6rnek-
lerle eslenik olmayan bagka sayilamaz sonsuzlukta kiimeler de vardir. Ornegin
Teorem 4.2’ye gore p(R) bunlardan biridir.

Bu asamaya kadar kamitladiklarimizi 6zet olarak yazalim:

Teorem 12.10. Asagidaki kiimeler R ile esleniktir.

a. R’nin kendisiyle sonlu sayrda kartezyen carpima,

b. Dogal sayilar kiimesi N'nin altkiimelerinin kimesi p(N),

c. 01-dizileri kumesi D,

d. Tam ikili agacin sonsuz dallarindan olusan T kiimesi,

e. Gercel saylarin 1°den fazla eleman iceren her tiurld araligs, yani a < b icin,
(a,b), (a,b], [a,b), [a,b], (—o0,a), (—o0,al, (a,0), [a,00), (—o0,00) araliklars.
Ayrica bu kiimelerin hi¢biri dogal sayplarla eslenik degildir. U
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Bir sonraki altboliimde hem matematiksel hem de felsefi agidan ¢ok derin
bir soru soracagiz.

12.8 Sureklilik Hipotezi

Dogal sayilar kiimesi N sayilabilir sonsuzluktadir. Ote yandan, R'nin sayila-
maz sonsuzlukta oldugunu gordiik. Demek ki N ile R arasinda bir egleme yok.
N’den R’ye giden birebir bir fonksiyon oldugundan, bir anlamda R’de N’den
daha fazla eleman oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi sorumuzu soralim: Eger N C X C R ise, X’le N ya da R arasinda
mutlaka bir egleme var midir?

Streklilik Hipotezi boyle bir eslemenin mutlaka oldugunu séyler. Stirek-
lilik Hipotezi dogru mudur?

Bilinemez! Bilinmiyor degil, bilinemez! Bu sordugumuz sorunun olumlu ya
da olumsuz bir yanit1 bugiin matematikte kabul edilen aksiyomlarla kanitlana-
maz'. Bunu Kurt Gédel’in 1930’larda ve Paul Cohen’in 1960’larda kanitladig:
teoremlerden biliyoruz.

Boliim Ustiine Notlar:

1. Siireklilik Hipotezi sorusunu ilk Cantor sormustur. Hilbert 1900’de Pa-
ris’teki konferansta matematikgilere sordugu meshur 23 soru arasina bu soruyu
da almistir, hatta bu soruyu listesinin ilk sorusu yapmistir.

2. Bu yazidaki fikirler Cantor’a aittir. Ruh hastaligindan dolay1 yagami aci
icinde gegen Cantor’un degerini ne yazik ki ¢caginin bircok matematikgisi an-
layamamigti. Biiyiik matematik¢i Hilbert anlayanlardandi. Hilbert’le birlikte
o ¢agin en biiyiik matematikcisi olan Poincaré ise anlagilmaz bir bicimde bu
tiir sorular1 degersiz bulanlardanda.

'Bugiin kabul edilen aksiyomlar sistemine ZFC (Zermelo-Fraenkel-Choice) adi verilir.
ZFC’nin aksiyomlarindan Siireklilik Hipotezi'nin dogrulugu ya da yanlighgi kanitlanamaz.






13. Sayilabilir ve Sayilamaz
Sonsuzluklar

N’ye esglenik olan bir kiimeye sayilabilir sonsuz kiime dendigini soylemistik.
Sonlu ya da sayilabilir sonsuzluktaki kiimelere sayilabilir denir. Bu boéliimde,
gecen boliimlerde yaptiklarimiz ve biraz daha fazlasini, daha kuramsal ve daha
genel olarak yapacagiz.

Eger A sayilabilir sonsuzlukta bir kiimeyse, A'nin her elemanina bir ve
sadece bir tek dogal say1 eslendiginden ve her dogal say1 A'nin bir elemaniyla
eslendiginden, n dogal sayisiyla eslenen A’'min elemaninmi a,, ile gosterirsek,
A’nin elemanlarini,

ag, A1y « -y Ap—1y « -

diye teker teker siralayabiliriz. Burada, i # j ise a; # a; olur, yani A'nin her
elemanini bir ve sadece bir tek defa sayiyoruz. i’yi ¢;'nin numarasi olarak da
diiglinebiliriz.

Demek ki bir kiimenin sayilabilir sonsuzlukta olmasi, kiimenin elemanlarini
dogal sayilarla (her dogal sayiy1 ve her birini sadece bir kez kullanarak) teker
teker sayabilmek demektir.

Ik teoremimiz pek sasirtict degil, zaten daha énce de kanitlamigtik (Teorem
11.3). Ama bu sefer biraz daha dikkatli kanitlayacagiz.

Teorem 13.1. N'nin her sonsuz altkiimesi sayilabilir sonsuzluktadar.

Kamit: A, N'nin sonsuz bir altkiimesi olsun. A’nin her elemanini bir dogal
say1iyla esleyecegiz, yani A'nin elemanlarini dogal sayilarla sayacagiz. Saymaya
A’nin en kiigiik elemanindan baglayip bir sonraki elemaniyla devam edecegiz.

A bog olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan, A’'min en kii¢iik elemani
vardir. (Bu, pek o kadar da bariz degildir. Bir kanit1 vardir. Daha akademik
kitaplarimizda kanitlayacagiz.) Bu elemani 0’la egleyelim ve adina ag diyelim.
Simdi aym1 seyi A \ {ap} kiimesiyle yapalim. A sonsuz oldugundan, A \ {ao}
kiimesi bogkiime olamaz. Bu kiimenin en kiiclik elemanina a; diyelim ve bu
eleman1 1’le egleyelim. Bunu boylece siirdiirebiliriz. Diyelim, A'min en kiigiik
n elemanim bulduk ve bunlara ag, a1, ..., ap_1 adini verdik ve bu elemanlari
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0,1, ..., n—1 dogal sayilariyla eslesgtirdik. Bir sonraki adimda

A\ {0/0, A1y - vy an—l}

kiimesinin en kiigiikk elemamim alabiliriz, ¢iinkii A sonlu olmadigindan, bu
kiime bos olamaz. Bu elemana a, diyelim. Bu ydntemle A’nin her elemani
sayilabilir mi? Elbette! Sonug olarak A, dogal sayilarin bir altkiimesi; 6ntinde
sonunda A’nin her elemani bir zaman sonra sayilacak. Boylece A’nin her ele-
mani bir ve sadece bir tek dogal sayiyla eslenir. O

Demek ki asal sayilar kiimesi, ¢ift sayilar kiimesi, tek sayilar kiimesi, 2006
ve 2006’dan biiyiik dogal sayilar kiimesi sayilabilir sonsuzlukta kiimelerdir.

Bu teoremden, bir kiimenin sayilabilir sonsuzlukta olmasi icin kiimenin
elemanlarini numaralandirirken illa tiim dogal sayilar: kullanmak gerekmedigi
¢ikar. Yeter ki kiimemiz sonsuz olsun ve bazi1 dogal sayilarla numaralandirilmis
olsun, yani her elemana, bir ve sadece bir tek dogal say: iligtirilmis olsun. Simdi
bu sonucu resmen kanitlayalim:

Sonug 13.2. Elemanlar: dogal sayilarla numaralanmas sonsuz bir kiime say-
labilir sonsuzluktadur.

Kamit: Sonsuz kiimemize A diyelim. A’nin elemanlarinin numaralarimin kii-
mesine de B diyelim. Demek ki A ~ B. Ama B sonsuz bir dogal say1 kiimesi.
Bir 6nceki teoreme gore B ~ N olmali. Dolayisiyla A ~ N olur. U

Bu sonucu kullanarak ilging bir sey kanitlayabiliriz. N'nin sonlu altkiime-
lerinden olugan kiime p<“(N) olarak gosterilir. Ornegin,

{1, 2, 36, 65} € p~“(N),

ama ¢ift dogal sayilar kiimesi 2N ya da asal sayilar kiimesi, ©<“(N)nin bir
elemani degildir.

Sonug 13.3. Dogal sayilar kimesinin sonlu altkimelerinden olusan p<*(N)
kiimest sayilabilir sonsuzluktadar.

Kanit: Her n dogal sayisi i¢in, p,, n 4+ 1’inci asal olsun:
Po=2,p1=3,p2=9,p3="7,ps=11,...
Ve X C N herhangi sonlu bir dogal say1 kiimesi olsun. X’in elemanlari
a(0), a(1), ..., a(n —1)

olsun. Simdi X'e,
Pa(0) """ Pa(n—1)
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numarasini verelim. Ornegin {2, 4, 7}'nin numaras1 5-11-19’dur. Bogkiimenin
numarast 1’dir. (Hi¢ tane saymin ¢arpimimin 1 oldugu kabul edilir.) Boylece
her sonlu dogal say1 kiimesi bir dogal sayiyla numaralanmig (kodlanmig) olur.
Sonug 13.2’ye gore sayilabilir sonsuzlukta sonlu dogal say1 kiimesi vardir. [

Bir sonraki sonucumuz, sayilabilir sonsuzluktaki kiimelerin bir anlamda en
kiiciik sonsuz kiimeler olarak goriilebilecegini soyliiyor.

Sonug 13.4. Sayilabilir sonsuzlukta bir kimenin sonsuz bir altkimesi de sa-
yilabilir sonsuzluktadir. Dolayiswyla sayilamaz sonsuzlukta altkiimesi olan bir
kiime sayilamaz sonsuzluktadar.

Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. B, A’'nmin sonsuz bir altkii-
mesi olsun. A'nin elemanlarin1 dogal sayilarla numaralandiralim. B’nin ele-
manlarinin numaralart N'nin sonsuz bir M altkiimesini olusturur. Demek ki
M, B’nin elemanlarini numaralandiran sonsuz bir dogal say1 kiimesidir. Sonug
13.2’ye gore B sayilabilir sonsuzluktadir.

Aym sonucu, Teorem 13.1°1 kullanarak, B =~ M = N denklikleriyle de
kanitlayabilirdik. O

Simdi, sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin sayilabilir sonsuz kalmas: igin
kiimeye neler ekleyebilecegimizi gorelim.

Teorem 13.5. Sayilabilir sonsuzlukta bir kiimeye sonlu bir kime eklenirse
gene sayrlabilir sonsuzlukta bir kiime elde edilir.

Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta, B de m elemanli bir kiime olsun. A U B
kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kamtlayacagiz. Once B’nin, daha
sonra A'nin elemanlarini dogal sayilarla sayacagiz. (Tersini yapmaya kalkar-
saniz, A tim dogal sayilar1 meggul ettiginden B’nin elemanlarini sayacak dogal
say1 kalmaz.)

B yerine B\ A kiimesini alarak, A ile B’nin ayrik kiimeler olduklarim
varsayabiliriz, ¢linkii

AUB=AU(B\A)

ve B\ A, B’nin bir altkiimesi oldugundan, B’den daha da sonlu bir kiimedir.
Simdi, A’nin elemanlarin

ag, A1, ..., Ap,y ...
olarak siraya dizelim. (Asagidaki sekilden takip edin.) B’nin elemanlarin da
bOa b17 R bm—l

olarak siralayalim. Yukaridaki varsayima gore hicbir a; bir b;’ye esit degil.
Simdi A U B kiimesinin elemanlarini B’nin elemanlarindan baglayarak sa-
yacagiz:
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A

co = bo,

c = by,

Cm—1 = bpm_1,

Cm, = aop,

Cm+1 = a1,

Cm4n = 0An,
olsun. Boylece, A U B kiimesinin elemanlarini

COs Cly vy Chy -+ -

diye dogal sayilarla saymig olduk. O

Bu teoremden daha giiclii bir teorem kamtlayabiliriz:

Teorem 13.6. Sayilabilir sonsuzlukta bir kiimeye sayilabilir bir kime eklenirse
gene sayilabilir sonsuzlukta bir kiime elde edilir. Dolayiswyla her biri saylabilir
sonsuzluktaki sonlu tane kimenin bilesimi de sayilabilir sonsuzluktadur.

Kanmit: A ve B sayilabilir sonsuzlukta iki kiime olsun. A U B kiimesinin say1-
labilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayacagiz. A’nin elemanlarini ¢ift sayilarla,
B’nin elemanlarimi tek sayilarla sayacagiz.

Once B yerine B \ A kiimesini alabilecegimizi gosterelim. Elbette

AUB=AU(B\A4)

olur. Eger B\ A sonluysa sonug bir 6nceki teoremden gikar. Bundan boyle
B\ A’nim sonsuz oldugunu varsayalm. O zaman, Sonug 13.4’e gore B \ A
sayilabilir sonsuzluktadir ve varsayimlarimiz A ve B icin oldugu gibi, A ve
B\ A igin de gegerlidir. Dolayisiyla B yerine B\ A alip A ve B’nin ayrik
kiimeler olduklarini varsayabiliriz.
A’nin elemanlarin
A0y A1y - e vy Qpyy - - -
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olarak, B’nin elemanlarini da
bo, b1, ..., by ..

olarak siraya dizelim. A ve B ayrik olduklarindan, higbir a; bir b;’ye esit de-
gildir.

Co = aop,

C1 = b07

C2 = as,

c3 = by,

C3 = ag,

c4 = by,

Can = Qp,

Cont1 = bn,
Boylece, A U B kiimesinin elemanlarini ¢, ¢y, ..., ¢k, ... diye dogal sayilarla
saymig olduk. Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Asagidaki sonucu ve hatta alalarini gegen béliimde kanitlamigtik.
Sonug 13.7. Tamsayilar kumesi Z saylabilir sonsuzluktadar.

Kanit: Z = NU —N ve —N =~ N oldugundan, bu, Teorem 13.6’nin bir sonu-
cudur. [l

Sonug 13.8. A kimesi sayilamaz sonsuzluktaysa, B kimesi sayilabilir son-
suzluktaysa A\ B kimesi de saylamaz sonsuzluktadur.

Kanit: B sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Sonug 13.4’e gére, AN B kiime-
si sayilabilir bir kiimedir. Eger A \ B kiimesi de sayilabilir olsaydi, o zaman,
A = (A\ B)U(AN B) esitliginden dolay1, Teorem 13.6’ya gore A da sayilabilir
olurdu. Celigki. O

Teorem 13.9. Sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin bir fonksiyon altinda im-
gesi sayilabilirdir (yani ya sonludur ya da sayilabilir sonsuzluktadr). Dolay:-
swla N’den X kiimesine orten bir fonksiyon varsa X sayilabilirdir.
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Kanit: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimemizi elbette N alabiliriz.
fN— X

bir fonksiyon olsun. X yerine f(X) alarak f’nin 6rten oldugunu varsayabiliriz.
X’ten Nye giden bir esleme tanimlayacagiz. Her = € X icin, f~!(z), N'nin bos
olmayan bir altkiimesidir, dolayisiyla en kiigiik bir elemani vardir. Bu elemana

min f ' (z)
diyelim. Simdi, g : X — N fonksiyonu,

g(w) = min £ (x)

formiiliiyle tammlansin, yani g(z), f~!(z) kiimesinin en kiigiik eleman1 ol-
sun. g'nin birebir oldugunu kamtlamak zor degil. Demek ki X ~ ¢g(X). Ama
9(X), N'nin bir altkiimesi oldugundan, Teorem 13.1’e gore ya sonludur ya da
sayilamaz sonsuzlukta, dolayisiyla X ya sonludur ya da sayilamaz sonsuzluk-
tadir. O

Teorem 13.6’dan da giicliisii var:

Teorem 13.10. X, elemanlar: sayilabilir sonsuzlukta kiimeler olan sayilabilir
sonsuzlukta bir kiime olsun. O zaman |J X kimesi de sayilabilir sonsuzluktadar.

Bu teorem Segim Aksiyomu olmadan kanitlanamaz. Teoremin yanlis ama
oldukca ikna edici ve 19’uncu yiizyilda yasasaydik matematiksel bir kanit ola-
rak kabul edilebilecek bir kanitini verelim.

Teorem 13.10’un Yanhs Kaniti: X sayilabilir sonsuzlukta oldugundan
N’den X’e giden bir f eslemesi vardir. Her i € N igin, f(i) sayilabilir bir
kiime oldugundan, N’den f(i) kiimesine giden bir g; eglemesi vardir. Demek
ki,

X ={f(0), f(1), £(2), ...}

ve

f(0) = {90(0)
f(1) = {g1(0), 91(1), 91(2), 91(3), ...},
f(2) = {g2(0)

o
)
[e)
—~
—_
N—
)
o
—~
)
~—
s}
(=)
—~
w
—

o
Q
V)
—~
—_
N—
@
[\
—~
("]
~—
e
[\
—
w
—

Simdi N’den |J X kiimesine giden 6rten bir h fonksiyonu tanmimlayacagiz. pg =
2, p1=3,p2=05, ..., pp =k + l'inci asal olsun.

h:N—>UX
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fonksiyonu su kuralla tanimlansin:

h(zx) = gr(n) eger z = p} bigimindeyse
| 90(0) yoksa

h ortendir. Teorem 13.9’a gore | J X sayilabilir sonsuzluktadir. Yanhg kanitimiz
tamamlanmigtir.

Teorem 13.10’un bir bagka (yanhs) kanit1 daha: Sayilabilir sonsuzlukta
oldugunu bildigimiz N x N kiimesinden UX kiimesine giden ve

h(k,n) = gr(n)

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon drtendir. Dolayisiyla, Teorem 13.9’a gore | X
kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. O

Teorem 13.10’un kamtinda sorun, her ¢ dogal sayisi i¢in N'den f(i) kiime-
sine giden bir g; eslemesi secmede. Boyle bir se¢cim yapmanin bedava olmadigi-
nin anlagilmasi, kanimizca, uygarligimizin ve insan bilincinin en ince, en derin,
en yiice ve en felsefi kesiflerindendir. Bu inceliklere [N3]'te deginecegiz. Ote
yandan, her ¢ dogal sayisi igin, “belli bir kurala uyarak”, N'den f(i) kiimesine
giden bir g; eslemesi secebilirsek o zaman yukaridaki kanit en titiz matema-
tik¢inin nezdinde bile gegerli olur. Bunu Teorem 13.11’in kanitinda yapacagiz.

Bu agsamada, elemanlarinin her biri 2 elemanli bir kiime olan sayilabilir
sonsuzlukta bir kiimenin bilesiminin de sayilabilir sonsuzlukta oldugunu tam
matematiksel olarak (yukarida yaptigimiz gibi hileye bagvurmadan) kanitla-
yamayiz. Tabii bazi 6zel durumlarda bu kanitlanabilir ama bu sonucu en genel
haliyle kanitlamak igin Se¢im Aksiyomu’na (bkz. sayfa 105) ihtiya¢ vardir.

Ashinda sezgisel kiimeler kuramiyla aksiyomatik kiimeler kurami arasindaki
ayrim tam da burada yatar. Sezgisel kiimeler kuraminda, Teorem 13.10’un
verdigimiz kanit1 yeterince ikna edici bulundugu i¢in kabul edilir ama aksiyo-
matik kiimeler kurami daha titizdir (ve hakl olarak daha titizdir, yoksa hig
beklenmedik yerlerden geligkiler ¢ikabilir).

Ote yandan sunu kamtlayabiliriz:

Teorem 13.11. X, her eleman: R 'nin sonlu bir altkiimesi olan bir kiime olsun.
Eger X sayilabilir sonsuzluktaysa o zaman UX kiimesi sayilabilirdir.

Kanit: Bosgkiimenin X’in bir elemani olmadigini varsayabiliriz. X sayilabilir
sonsuzlukta oldugundan N’den X’e giden bir f esglemesi vardir. Demek ki
her n dogal sayisi i¢in, f(n), R'nin sonlu bir altkiimesi. f(n)’nin elemanlari
kiiciikten buyiige dogru siralayalim. Bu elemanlara

f(n,0) <...< f(n,kp,—1)
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diyelim. Demek ki,

fn) ={f(n,0) <... < f(n,kn = 1)}

Buradaki ky,, f(n) nin eleman sayisidir. Simdi g, Nx N’den UX kiimesine giden
ve
~ | f(n,i)  egeri <k, ise
g(n,1) = { f(n,0) eger i >k, ise
kuraliyla tanimlanan fonksiyon olsun. g 6rten bir fonksiyondur. N x N kiimesi
sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Teorem 13.9’a gore | J X kiimesi de sayi-
labilirdir. O

Teorem 13.12. Eger A ve B saylabilir sonsuzluktaysa A X B kiimesi de
saylabilir sonsuzluktadar.

Kanit: Ax B kiimesi, b € B igin, sayilabilir sonsuzluktaki A x {b} kiimelerinin
bilesimidir. Teorem 13.10’dan A x B’nin sayilabilir sonsuzlukta oldugu ¢ikar.
Ama Teorem 13.10’un kamt1 yanlis oldugundan bu teoremi kullanmak caiz
degil. Teorem 13.10’u kullanmadan kanitlayalim. A x B yerine N x N kiimesinin
sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kamitlayabiliriz. Ama bunu Teorem 11.1’den
biliyoruz. O

Sonuc 13.13. Negatif olmayan kesirli sayilar kiimesi Q=0 ve kesirli sayilar
kiimest Q sayilabilir sonsuzluktadirlar.

Kanit: Teorem 13.12’den dolay: Nx (N\{0}) kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir.
Simdi

fiNx (N\{0}) — Q=°
fonksiyonu f(a,b) = a/b kuraliyla tammlansin. f Ortendir. Teorem 13.9 sa-
yesinde Q29 sayilabilir sonsuzluktadir. Demek ki —Q=0 kiimesi de sayilabilir
sonsuzluktadir. Q = Q=% U (-Q=Y) oldugundan, Teorem 13.6 sayesinde Q
sayilabilir sonsuzluktadir. O

Eger A bir kiimeyse, elemanlar1 A'nin sonlu altkiimeleri olan kiime p<“(A)
olarak gosterilir.

Sonug 13.14. Sayilabilir sonsuzluktaki bir kimenin sonlu altkimelerinden
olusan kiime saylabilir sonsuzluktadwr. Yani ejer A kimesi sayilabilir son-
suzluktaysa, p<“(A) kimesi de saylabilir sonsuzluktadur.

Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta herhangi bir kiime olsun. A ile N arasinda
bir egleme vardir. Bu egleme, p<“(A) ile p<“(N) arasinda bir egleme verir.
Nitekim, eger f : N — A bir eglemeyse,

fna, -ooome}) = {f(n1), ..., fl)}

kuraliyla tammmlanmig f : <“(N) — ©<“(A) fonksiyonu bir eglemedir. So-
nug, Sonug¢ 13.3’ten ve Teorem 13.9’dan gikar. O
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Demek ki X sayilabilir sonsuzluktaysa X ~ p<¢(X). Aym egleniklik X
herhangi sonsuz bir kiimeyse de gegerlidir. Bunu da [N3]’te kanitlayacagiz.

Aligtirmalar
13.1. Eger X sayilabilir sonsuzluktaysa (J,,cy X" kiimesinin de sayilabilir sonsuzlukta oldu-
gunu kanitlaym. Burada X", X x ... X X (n defa) anlamina gelmektedir.

13.2. X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. Belli bir sayida sonra hep sabit degeri alan
N’den X’e giden fonksiyonlar kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayin.

Imkansiz Gériinen Bir Soru
Soru: X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. Oyle sayilamaz bir
U C p(X)

kiimesi bulun ki, her A, B € U i¢in ya A C B ya da B C A olsun.
Yanit: X’in Q oldugunu varsayabiliriz. Her r € R igin,

Ay = (—o0,m)NQ

ve
U={4,:reR}

tanimini yapalim. O zaman r < s i¢in A, C Ag olur. Dolayisiyla,
U={A:reR>%

kiimesi igimizi goriir.







14. Uygulamalar*

Bu bolimde daha 6nce yaptiklarimizin bazi uygulamalarini verecegiz. Kimi
okur, sozkonusu uygulamalar1 bu asamada anlamayabilir. Pek o kadar 6nemli
degil. Soyle bir okumakla yetinebilir.

14.1 Biraz Cebir

Sonug 14.1. Katsayilar: Q’da ya da Z’de olan polinom kiimeleri, yani Q[X]
ve Z[X] sayilabilir sonsuzluktadur.

Kanit: Sonucu Q icin kanitlarsak, Teorem 11.3'ten ya da Teorem 13.1’den
sonucun Z igin de gegerli oldugu gikar. Bir p € Q[X] polinomu, p; € Q sayilar
icin,

po+piX +paX? 4 4 p X"

bi¢iminde yazilan sonlu bir ifadedir. Bu polinomu, (Q \ {0}) x N kiimesinin

f(p) = {(pi,i) : pi # 0}

altkiimesiyle kodlayabiliriz. f, Q[X] ile p=“((Q \ {0}) x N) kiimesi arasinda
bir eglemedir. Sonug 13.13 ve 13.4’e gore, Q \ {0} sayilabilir sonsuzluktadir.
Teorem 13.12’ye gore (Q \ {0}) x N sayilabilir sonsuzluktadir. Sonug 13.14%¢
gore, p<“((Q\ {0}) x N)kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Demek ki Q[X] de
sayilabilir sonsuzluktadir. O

Eger bir r € R gergel sayisi, katsayilar1 Q kiimesinde olan bir p(X) # 0

polinomunun kokiiyse, yani hepsi birden 0 olmayan sonlu tane

bo, P1, P2y - -+ Pn
kesirli sayis1 icin,
Po +pir+par® 4 -+ pur” =0
esitligi saglanabiliyorsa, r’ye cebirsel say1 denir. Her kesirli say1 cebirseldir;

nitekim, eger ¢ € Q ise, ¢, X — ¢ € Q[X] polinomunun kokiidiir. /2 de cebir-
seldir, ciinkii v/2, X2 — 2 polinomunun kokiidiir. Ote yandan 7 ve e sabitleri
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cebirsel degildirler. Cebirsel sayilarin toplami ve garpimi da cebirseldir. Ama
bu sonuclar: bu kitapta kanitlayamayiz, zaten bu sonuglara ihtiyacimiz olma-
yacak. Okur gene de /2 + /3, /24 /3 + /5, 21/3 4+ /2 gibi sayilarm cebirsel
olduklarini aligtirma olarak kanitlamak isteyebilir.

Sonug 14.2 (Cantor). Sayilabilir sonsuzlukta gercel cebirsel sayr vardur.
Kanit: Her f € Q[X]\ {0} igin,

Ar={a€cR: f(a) =0}
olsun. Sonug 14.1’den dolay1 Q[X] sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Teorem
13.9’a gore, {Af : f € Q[X]\ {0}} kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Ayrica
her A'nin eleman sayis1 sonludur, en fazla fnin derecesi kadar elemani vardir

(bkz. herhangi bir cebir kitab1). Cebirsel sayilar kiimesi bu A’lerin bilegimidir
elbet. Sonug, Teorem 13.11°den cikar. O

Cebirsel olmayan sayilara agkin ya da transandantal denir.

Sonug 14.3 (Cantor). Askin sayilar sayilamaz sonsuzluktadir. Dolayisiyla en
az bir askin sayr vardar.

Kanit: R, cebirsel sayilar kiimesiyle agkin sayilar kiimesinin bilegimidir. Sonug
14.2’ye gore cebirsel sayilar kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Agkin sayilar
kiimesi sayilabilir olsaydi, o zaman Teorem 13.6’ya gore, R de sayilabilir son-
suzlukta olurdu ki, bu da Teorem 12.10’la celisirdi. g

Biraz daha derin bir matematikle,
0,10010001000010000010000001 . . .

sayisinin agkin say1 oldugu kanutlanabilir. Bunu Liouville adinda tinlii bir ma-
tematikci kanitlamistir.

Bir sonraki sonucu aciklamadan once, [ [ Q (kartezyen ¢arpim) ve @y Q
(kisith kartezyen ya da direkt garpim) kiimelerini tanimlayalim. Birincisini
Altbéliim 7.5’te tanimlamigtik.

N’den Q’ya giden her f fonksiyonunu,

(£(0), £(1), £(2), F(3), ---)

olarak gosterebiliriz. Bu gosterimle verilen bir fonksiyona fonksiyon yerine dizi
denir (bkz. Altboliim 4.12), ¢iinkii gergekten bir “dizi” s6zkonusu. Ornegin,

(0,1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ...)

bir dizidir, bu dizi ashnda f(n) = n/(n + 1) kuraliyla verilmis fonksiyondur.
7 sayisindan esinlenerek yarattigimiz

(3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, .. .)

dizisi (yani fonksiyonu) giderek daha fazla 7’ye yaklagir.
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[y Q kiimesi, terimleri kesirli say1 olan diziler kiimesi olarak tammlanir.
Demek ki [y Q kiimesi ashinda QN kiimesidir, yani N’den Q’ya giden fonksi-
yonlar kiimesidir. “Dizi” ve “fonksiyon” sozciikleri psikolojik olarak degisik
nesneleri ¢agrigtirdigindan bu ayrimi yapma gereksinimi duyuyoruz, yoksa
[ Iy Q kiimesiyle QN kiimesi arasinda matematiksel olarak hicbir ayrim yoktur.

Bir dizi, genellikle,

(f(0), (1), f(2), f(3),...)
yerine
(fo, f1, fo, f3,--)

olarak gosterilir. Bu son yazilm da, (f;);en olarak ya da daha kisaca (f;);

olarak daha tikiz bir bicimde yazilir. Ornegin,

(7).

dizisi, yukarida ornek olarak verdigimiz

dizisidir. Bu dizi de aslhinda
n

) = n+1

kurahyla tanimlanmig f : N — Q fonksiyonudur.

Bir 01-dizisi de ashnda N’den {0, 1} kiimesine giden bir fonksiyondur, do-
layisiyla 0l1-dizilerinden olusan kiime {0, 1} kiimesinden baska bir sey degil-
dir. Baz1 kitaplarda bu kiime 2" olarak yazilr.

@Dy Q kiimesi ise, sadece sonlu tane 0’a esit olmayan terimi olan ke-
sirli sayilar dizilerinin kiimesidir. Yukarida verdigimiz dizi 6rneklerinin hicbiri
P y Q kiimesinde degiller. Ote yandan,

1 2 4
(0, > g,(), 5,(),0,...,0,...)

dizisi @ Q kiimesindedir. Yani ashinda @ Q kiimesi, N’den Q’ya giden ve
belli bir sayidan biiytlik sayilarda hep 0 degeri alan fonksiyonlar kiimesidir.

@D § Z kiimesi de aynen @ Q kiimesi gibi tanimlanir: 0’dan degisik sonlu
tane terimi olan tamsay1 dizileri kiimesidir.

Sonug 14.4. P Q ve Py Z kimeleri sayilabilir sonsuzluktadur.
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Kamt: (a;); € @y Q olsun. Eger i > n icin a; = 0 ise, bu diziden,
ao + a1z + asx® + - + apaz”

polinomunu elde ederiz. Bu kural bize, @@ y Q ile Q[X] arasinda bir egleme ve-
rir. Sonug 14.1’e gore, Q[X] kiimesi sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, @ Q
kiimesi de sayilabilir sonsuzluktadir. €  Z’nin sayilabilir sonsuzlukta oldugu
bundan ve Sonug 13.4’ten cikar. g

Sonug 14.5. [[Q ve [[yZ sayilamaz sonsuzluktadirlar.

Kanit: Teorem 12.10’a gore, 01-dizileri kiimesi D sayilamaz sonsuzlukta ol-
dugundan, Sonug 14.4’e gére D’nin altkiimesi oldugu her kiime sayilamaz son-
suzluktadir. 0

14.2 Biraz Analiz

Teorem 14.6. Gercgel saylar kiimesinin, uzunluklarnin toplams 1 olan ve
bilesimler: her kesirli sayuy iceren acik araliklary vardar.

Kanit: Kesirli sayilar kiimesi Q'ntin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu biliyo-
ruz. Demek ki kesirli sayilar:

q0, 491,492, -+ -5 4n, - ..

diye numaralandirabiliriz. Her n dogal says1 i¢in, uzunlugu 1/2"*! olan
(an —1/2"%, g +1/2"7?)

acik araligini alalim. Bu araliklar tiim kesirli sayilar: icerirler elbet ve uzun-
luklarinin toplami 1/2 4+ 1/4+1/8 4 --- = 1'dir. O

Ayni sonug, kesirli sayilar yerine cebirsel sayilar icin de dogrudur elbet.
Ayrica araliklar1 daha da kisaltarak araliklarin toplam uzunlugunu (0’dan
biiylik olmak koguluyla elbet) diledigimiz kadar kiigiiltebiliriz.

Soru. Kesirli bir say1 olmayan 7’yi bu araliklarin diginda tutabilir misiniz?

14.3 Biraz Bilgisayar Bilimi

Simdi de bilgisayarcilar: ilgilendirecek birkag sonug verelim.

Bir alfabe, herhangi bir kiimedir. Alfabenin elemanlarma harf denir. Or-
negin alfabe {a, b} ise, “baba”, bu alfabenin harfleriyle yazilmig 4 uzunlugunda
bir sozciiktiir. “baaabbbaabba” ise 12 uzunlugunda bir sézctktiir. Matema-
tiksel olarak bir sozciik, terimleri alfabenin harflerinden olusan sonlu bir dizi-
dir. Sozciiklere bir de ayrica, alfabe ne olursa olsun, 0 uzunlugunda olan (yani
hi¢ harfle yazilan) () sozciigii eklenir. () sozciigiine bogsézciik adi verilir.
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Sonug 14.7. Saylabilir sonsuzlukta ya da sonlu ama boskiime olmayan bir
alfabeyle yazilan sonlu uzunluktaki sézcik saysy sayrlabilir sonsuzluktadar.

Kanit: Gerekirse alfabe degistirerek, alfabenin N\ {0} kiimesinin bir altkii-
mesi oldugunu varsayabiliriz. S6zcligiin sonuna sonsuz tane 0 ekleyerek, her

sOzcugi
Dz
N

kiimesinin bir elemani olarak gorebiliriz. Sonug 14.5’e gére @ Z kiimesi sa-
yilabilir sonsuzlukta oldugundan, Sonug 13.4’e gore, sonlu uzunluktaki sézciik
sayisi da sayilabilir sonsuzluktadir. O

Sonug 14.8. Saylabilir sonsuzlukta bilgisayar programs vardar.

Kamit: Bir bilgisayar programi sonlu bir alfabeyle (6rnegin klavyenin tusla-
riyla) yazilmak zorundadir. Ayrica program sonlu uzunlukta olmalidir. Do-
layisiyla her program sonlu bir alfabeyle yazilmig sonlu uzunlukta bir sézciik
olarak gorilebilir. O

A, bir dogal sayilar kiimesi olsun. Eger A’nin karakteristik fonksiyonu, yani

{1 T € A ise

fa(z) = 0 x¢ Aise

kuraliyla tanimlanan f4 : N — {0, 1} fonksiyonunun degerleri bir bilgisayar
programi tarafindan hesaplanabiliyorsa, o zaman A’ya hesaplanabilir kiime
(ingilizcesi recursive) diyelim, yoksa hesaplanamaz diyelim. Sonlu kiimelerin
hepsi hesaplanabilen kiimelerdir. Somut bir hesaplanamaz kiime bulmak pek
kolay degildir ama c¢ok vardir!

Sonug 14.9. Hesaplanamaz bir kiime vardir, hatta sayilamaz sonsuzlukta he-
saplanamaz kiume vardar.

Kanit: Dogal sayilarin altkiime sayis1 sayilamaz sonsuzluktadir. Ote yandan
Sonug 14.7’ye gore hesaplanabilir altkiime sayisi ancak sayilabilir sonsuzlukta
olabilir. Demek ki hesaplanamaz altkiime sayisi sayilamaz sonsuzluktadir. [

14.4 Biraz Mantik
Dogal sayilar kiimesi N'nin,
{z € N:VtIuVy Iz (23 + yrztu — zu® = 8)}

gibi bir formiille ifade edilebilen altkiimelerine tanimlanabilir altkime de-
nir. Ornekteki
V¢ JuVy Iz (23 + yoztu — 2u? = 8)
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kogulunda, t, u, y, z elemanlarinin da N’de olduklar (agik¢a séylenmeden)
varsayilir. Formiillerde,

v? 37 /\7 \/7 —|7 _>7 H’ (7 )7 :7 #7 —"_7 ] X7O? 17 2?"’7x7y7 Z7t7u7v7“'

simgeleri kullanilabilir! ve her formiil sonlu uzunlukta olmalidir.

Tanmimlanabilir kiimeleri bir formiille tanimlanabilen kiimeler olarak algila-
yabiliriz. Teorem 14.6’ya gore formiil sayisi sayilabilir sonsuzlukta oldugundan,
su sonucu elde ederiz:

Sonug 14.10. N'’nin tanimlanabilir altkime sayist da sayilabilir sonsuzluk-

tadar. (]
Sonucg 14.11. N'nin tansmlanamaz bir altkimesi vardyr, hatta sayilamaz son-
suzlukta tanimlanamaz altkimesi vardar. O
Eger bir
ag, A1, .., Apy - ..

tamsay1 dizisi, bir k igin, ilk k£ eleman tarafindan tiimevarimsal olarak bir
formiille belirleniyorsa, diziye tiimevarimsal diyelim. Burada “bir formiille be-
lirlenmekten” ne kastettigimizi de soylememiz lazim. Tanimi ne olursa olsun,
bir formiilde

+a ) X7+7 \/7 (7 )a 071

gibi sayilabilir sayida simge kullanabilelim ve her formiiliin uzunlugu sonlu
olsun. Ornegin,
Apy2 = 20n + 3an11

timevarimsal bir dizidir, ¢linki bu formiil, dizinin ilk iki terimi verildiginde
dizinin diger terimlerini belirler: Ornegin

ag = 0, a; = 1
ise, dizi,
0,1, 3,11, 39, 159, ...
olarak devam eder.

Sonug 14.12. Tumevarimsal olmayan bir dizi vardar.

Kanit: Dizi sayis1 sayilamaz sonsuzlukta, ancak formiil sayisi ve belirlenmesi
gereken ilk k terim sayilabilir sonsuzluktadir. Dolayisiyla tiimevarimsal olma-
yan bir dizi vardir. O

', y, z degigken simgelerinden sayilabilir sonsuzlukta vardir, bunlar yerine z, x|, z||, |||
vs. kullanilarak sonsuz sayida degisken yerine x ve | simgeleriyle yetinebiliriz.
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Bir bagka ilging sonug: Dilimiz, sonlu sayida ya da diyelim en fazla sayila-
bilir sonsuzlukta harf ya da simgeden olugur. Ayrica tanimlarimiz sonlu uzun-
luktadir. Demek ki Sonug¢ 14.7’ye gore en fazla sayilabilir sonsuzlukta tanim
yapabiliriz. Ornegin sin(m/,/2)3 bir say1y1 tammlar (ve adlandirir.) Demek ki
ad1 konmamig ve tanimlanmamis en az bir gercel say1 vardir. Her saniye sonlu
sayida tanim yapabilecegimizi varsayarsak, hicbir zaman adi konmayacak ve
hicbir zaman tanimlanmayacak en az bir gercel say1 vardir.

14.5 Bir Parca da Topoloji

Onsav 14.13. Eger (A;)icr, R'nin bir agik araliklar ailesiyse,
U4 =4
iel jeJ
egitliging saglayan sayilabilir bir J C I gostergeg altkumesi vardor.
Kanit: A = (J;c.; 4; olsun. AN Q C Q oldugundan, A N Q sayilabilir bir
kiimedir. Bu kiimeden her ¢ € AN Q i¢in, ¢ € Ay, iliskisini saglayan bir

i(q) € I segelim.
J={i(g) :q€ ANQ}

olsun. A N Q sayilabilir oldugundan J de sayilabilir bir kiimedir.
U4i=1J 4,
icl jed

esitligini kanitlamay1 okura birakiyoruz. U

Biraz daha emekle daha iyisini yapabiliriz:

Teorem 14.14. Gergel sayilar kiimesi R’de herhangi bir a¢ik araliklar kime-
sinin bilesimi, saylabilir sayda ayrik acik araligin bilesimine egittir.

Kanit: Bilesimi alinan agik araliklar kiimesi Z olsun. Bilesime de U diyelim:
U=Ujez !

U’'nun a ve b elemanlar: icin, [a,b] U [b,a] kiimesi U'nun altkiimesiyse, a
ve b elemanlarima denk diyelim ve bunu a = b yazarak gosterelim. [a, b] U [b, a
kiimesinin ya [a, b] ya da [b, a] araligina esit olduguna dikkatinizi gekerim.

Bu, U iizerine bir denklik iligkisidir, yani U’'nun her a, b, ¢ elemani igin,

a=a,
a=bise b=a,

a=bveb=cisea=c
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onermeleri dogrudur. Bunlardan ilk ikisi ¢cok bariz, sonuncusunun kaniti da
kolaydir. Simdi, her a € U igin,

I,={beU:a=b}

kiimesinin bir agik aralik oldugunu kanitlayacagiz. I, kiimesinin a'nin denklik
sinifi oldugunu, dolayisiyla bu kiimelerin herhangi ikisinin birbirinden ayrik
ya da birbirine egit olduklarini biliyoruz.

Once bu kiimenin bir aralik oldugunu kanitlayalim, yani her b, ¢ € I, icin
eger b < d < c egitsizlikleri saglaniyorsa, d’'nin de I,’da oldugunu kanitlayalim
(bkz. sayfa 17’de (%) ile igaretlenen ciimle.) b ve ¢ sayilar1 I,’da olduklarindan,

a=bvea=c

Demek ki
b=avea=c
Dolayisiyla
b=cve[bc CU.
Bundan

[d,c) CU

gikar, ¢iinkii d sayis1 b ile ¢ arasindadir; yani
d=c.

Ama a = ¢ denkligini biliyoruz. Bu ikisinden,
a=d

denkligi bulunur. Demek ki d € I, olur ve I, bir araliktir.
Simdi /, kiimesinin bir agik aralik oldugunu kamtlayalim. Diyelim,

I, =[b,c)
biciminde bir aralik ve b < c¢ esitsizligi gegerli.
bel, CU

oldugundan, bir I € Z araligi i¢in b € I’dir. I bir agik aralik oldugundan, I’da
b’den kiigiik bir d elemanm vardir. Demek ki

[d,b] CTICU
ve dolayisiyla,

[d, (b +¢)/2] = [d,b] U b, (b+c)/2] C [d,b] U [b,c) C U.
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Demek ki
d=b=a,

dolayisiyla

d=a,
yani

del,=[bc).

Ama

d<b,

bir geligki. Demek ki I, agik bir aralikmais.

a € I, oldugundan, U kiimesi, a € U gostergecli I, acik araliklarinin
bilegimidir. Geriye I, agik araliklarinin sayilabilir oldugunu kanitlamak kaldi.
Her I, acik araligi kesirli bir say: igerir, ¢iinkii kesirli sayilar R’de yogundurlar,
yani R'nin bogkiime olmayan her agik araliginda en az bir kesirli say1 bulu-
nur (Ahstirma 3.28). Eger ¢ € I, bir kesirli sayiysa, o zaman ¢ € I, N I,
ve dolayisiyla I, N I, # 0 ve I, = I, olur. Demek ki U kiimesi, ¢ € QN U
kesirli sayilar: icin I, acik aralklarimin bilegsimidir. Q sayilabilir sonsuzlukta
oldugundan, Q N U kiimesi de sayilabilir sonsuzluktadir. Kanitimiz tamam-
lanmisgtar. O

Ama dikkat, bir agik araliklar kiimesinin bilegiminin tiimleyeni (yani mo-
dern soylemle kapali bir kiime), sayilabilir sonsuzlukta kapali araligin bilegimi
olmayabilir. Ornegin asagidaki alisgtirmadaki Cantor kiimesi boyle bir kiimedir.

Ornek 14.1. [Cantor Kiimesi]. Co = [0,1] olsun. n > 1 i¢in su tanimi yapalm:

1 2
Cn+l - gcn @] (7

1
~C
313 1)

1. Cy =[0,1/3] L [2/3,1] ve
Ca = 1[0,1/9] L [2/9,1/3] U [2/3,7/9] L [8/9, 1]

egitliklerini gosterin. C's ve C4 11 bulun.

2. Ch41 C O, iligkisini gosterin.

3. Cp’nin, her biri 1/3"™ uzunlukta olan 2" tane ayrik kapali araligin bilegimi oldugunu
kamtlayimn. Dolayisiyla Cy,’nin “uzunlugu” (2/3)™’dir.

olsun. C’ye Cantor kiimest ad: verilir.
4%*. C'nin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu kanitlayn.

5*. Acik bir araligin C’nin altkiimesi olamayacagin kanitlayin.
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Imkansiz Gibi Gériinen Bir Soruya Sasirtici Bir Yanit

Dogal sayilar kiimesi N sayilabilir sonsuzluktadir ama N’nin altkiimele-
rinin sayis1 sayilamaz sonsuzluktadir. Bunu biliyoruz.

Soru: p(N),N'nin altkiimeleri kiimesi olsun. p(N)'nin dyle sayilamaz
sonsuzlukta altkiimest bulunabilir me ki, bunlardan herhangi ikisi degisikse
kesisimleri sonlu olsun?

Eger altkiimelerin kesigimlerinin sonlu degil de boskiime olmasini isti-
yorsak elbette sadece sayilabilir tane bulabiliriz.

Kesigimin en fazla belli bir n kadar eleman1 olmasini istersek de en fazla
sayilabilir sonsuzlukta altkiime bulabiliriz. (Neden?) Dolayisiyla segilen
altkiimelerin kesisimlerinde bir tistsinir olmamali.

Sordugumuz sorunun yaniti olumludur S
ve sagirticr kolayhkta bir ¢oziimii vardir. 7 g 9 10 11 12 13 14
Tam ikili bir agag cizelim. Sekildeki gibi.
Bu agacin noktalarini en alttan baglayarak
ve yukariya dogru g¢ikarak soldan saga nu-
maralandiralim.

Simdi her sonsuz dal bir altkiimeyi temsil
etsin. Ornegin, en soldaki dal,

{0,1,3,7,15,...,2" — 1, ...}

altkiimesini temsil eder. En sagdaki dalin elemanlar: en soldaki dalin ele-
manlarimin iki katidir.

Sol-sag-sol-sag-... zikzak cizen dalin temsil ettigi kiimenin elemanlarini
bulabilir misiniz?

Goriildiigi gibi iki dalin temsil ettigi kiimelerin kesigimi, bu dallarin
kesigimindeki say1 ve onun altindakilerdir, yani sonludur.

Boylece bulunan altkiime sayisi, sonsuz dal sayisi1 kadardir; sonsuz dal
sayisinin da sayilamaz sonsuzlukta oldugunu biliyoruz!




15. Cantor-Schroder-
Bernstein Teoremi

Eger A’dan B’ye giden birebir bir fonksiyon varsa, sezgimiz, A kiimesinin
eleman sayisinin (ki daha “bir kiimenin eleman sayisi” kavraminin ne demek
oldugunu bilmiyoruz), B kiimesinin eleman sayisindan kiiciik ya da esit olmasi
gerektigini soyliiyor.

Eger sezgimiz bunu soyliiyorsa, ayni sezgimiz, A’dan B’ye ve B’den A’ya
giden birebir fonksiyonlar varsa, o zaman, A ve B’nin “aym sayida” elemanlari
oldugunu da sOylemeli, yani A’yla B arasinda bir egleme olmal.

Soru: A’dan B’ye ve B’den A’ya giden birebir fonksiyonlar varsa, A’yla
B arasinda bir esleme olmals ma?

Bu soruyu ilk soran, modern kiimeler kuramini neredeyse tek bagina bulan
Rusya dogumlu tinlii Alman matematikgisi Georg Cantor’dur. Soruyu sormus
ve olumlu yamtlamig ancak kanitinda Se¢gim Aksiyomu’nu (bkz. sayfa 105) kul-
lanmigtir. Oysa daha sonra Alman matematik¢iler Ernst Schroder (1841-1902)
ve Felix Bernstein (1878-1956) soruyu Sec¢im Aksiyomu’nu kullanmadan ya-
nitlamiglardir; daha dogrusu, Bernstein, doktora tezi olarak Schroder’in yanlig
kanitini diizeltmigtir.

Teorem 15.1. A ve B iki kiime olsun. Eger A’dan B’ye giden ve B’den A’ya
giden birebir fonksiyonlar varsa, o zaman A’yla B arasinda bir esleme vardur.

Kanit: A’dan B’ye giden birebir fonksiyona f, B’den A’ya giden birebir
fonksiyona ¢ diyelim. A'min C,, altkiimelerini n tizerine tiimevarimla goyle
tanimlayalim:

Co=A\yg(B)

ve her n > 0 i¢in,

Cnt1 = 9(f(Cn))-

Iste resim:
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As > B

Kolayca kanitlanabilecegi tizere C; kiimeleri ayriktir.
Simdi,
C= UnGNCn

olsun ve h : A — B fonksiyonunu

| f(a) eger a € C ise
ha) = { g Ya) egeradCise

olarak tanimlayalim.

Cr=glf(C) | 1 -
Cr=glf(C) | 4

Sav 1. h yi tanmimlanmas bir fonksiyondur.

Kanit: Tek sorun, a ¢ C iken, g~'(a)nin olmamasi ya da birden fazla ele-
maninin olmasi. Eger a ¢ C ise, o zaman her n dogal sayisi icin, a ¢ C,.
Demek ki, a ¢ Cy = A\ g(B), yani a € g(B). Dolaysiyla g(b) = a esitligini
saglayan bir b € B vardir. g birebir oldugundan, bu esitligi saglayan b € B
biriciktir.

Sav 2. h birebirdir.

Kanit: h(a) = h(ad') olsun. a = a esitligini kanitlamaliyiz. Eger hem a hem
de d’ elemanlar1 C’deyse, o zaman, h’nin tanimindan dolayi,

f(a) = N(a) = h(d') = f(d')

olur ve f birebir oldugundan bundan a = a’ ¢ikar. Aym sekilde, eger a ve
a’ elemanlar1 C’de degillerse, a = a/ bulunur. Simdi a € C ve ¢’ ¢ C olsun.
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Bu durumda a = o’ olamayacagindan, bir ¢eligki bulmaliy1z. A’'nin tanimindan
dolayn,
fla) = h(a) = h(d') = g~ }(a)

olur. Demek ki g(f(a)) = a’ ¢ C = |, ey Cn- Yani her n dogal sayisi icin,
g(f(a)) ¢ Cry1. Yani her n dogal sayist igin,

9(f(a)) & Cny1 = g(f(Chr)),

yani her n > 0 dogal sayis1 igin,
a¢ Cy,

yani a ¢ C, geligki!

Sav 3. h értendir, yani her b € B i¢in h(a) = b esitligini saglayan bir a € A
vardar.
Kanit: Eger h’nin tanimina bakilacak olursa,

B = f(C)ug~(C)

esitligini kanitlamaliy1z. (Burada, C¢, C'nin A’da tiimleyeni, yani A \ C an-
lamina gelmektedir.) Bir b € B alahm. b, g~!(C¢) kiimesinde olmasin. b'nin
f(C) kiimesinde oldugunu gostermeliyiz.

b g ' (C) =g (O)F
oldugundan, b € g~1(C), yani

gbyeC = Cn

neN

Dolayisiyla bir n dogal sayisi igin, g(b) € C),. Belli ki

g9(b) ¢ A\ g(B) = Co.

Demek ki, n > 0. O zaman, g(b) € C,, = g(f(Cn—1)) ve dolayisiyla

be f(Cna) C f(O).

Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi kanitlanmigtir. O

Eger X kiimesinden Y kiimesine giden birebir bir fonksiyon varsa bunu
X <Y olarak yazacagiz. Ornegin X C Y ise X < Y. Demek ki (0,1) < R.

Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi’'ne gore, X < Y veY <« X ise, X =Y
olur, yani X’ten Y’ye giden bir egleme vardir.
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Alistirmalar

15.1. R’den (0,1) araligina giden birebir bir fonksiyon bularak R ~ (0, 1) iligkisini kanitlayin.
15.2. Onceki béliimlerde kanitlanan esleniklik sonuglarinin Cantor-Schréder-Bernstein Te-
oremi’yle ¢cok daha kolay kanitlandigini gosterin.
15.3. Asagidaki iligkileri kanitlaym. (Ammsatma: Y, X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini
simgeler.)
a. NxR=R.
b. NV =~ o(N).
c. RV ~ R.
d. N* = p(p(N)).
e. R¥ ~ o(R).
f. SymN =~ R.
g. SymR ~ p(R).
h. p<“(R) ~ R.
15.4. Elemanlar:, her € R i¢in f(f(x)) = sinz denklemini saglayan f fonksiyonlarindan
olusan kiime sayilabilir midir?



Alistirmalar

Asgagidaki baz sorular ¢ok zor olabilir. [KT]’den alinan bu zor sorularin bazi-
larini biz de yapamadik ama buraya koymakta bir beis gormedik! Bu sorularin
varligini gérmenin bile zenginlegtirici oldugunu diigliniiyoruz.

1. N’nin sonlu altkiimelerinden N’ye giden fonksiyonlar kiimesinin, yani
{f: X —N:X e p=“N)}

kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu gosterin. (Not: Anlagilmigtir
herhalde, p<¢(N), N'nin sonlu altkiimelerinden olugan kiimeyi temsil
etmektedir.)

2. (Aj)ier bir dogal sayilar kiimesi ailesi olsun (yani her 4; C N).
UAZ':UA]'VE mAl:mAJ
i€l = i€l JEK

esitliklerinin dogru oldugu, I’nin sayilabilir J ve K altkiimeleri oldugunu
kanitlayin.

3. Elemanlar1 R'nin birbirinden ayrik acik araliklari olan bir kiimenin sa-
yilabilir oldugunu kanitlayin.

4. A C R olsun. Eger her a € A i¢in,
(a—e,;a+€)NA={a}

esitligini saglayan bir e varsa (e, a’ya gore degisebilir), A’ya ayrik kiime
denir. Ornegin, {1/n : n € N\ {0}} ayrik bir kiimedir ama bu kiimeye
0 elemani ekleyerek elde edilen yeni kiime degildir. Ayrik bir kiimenin
sayilabilir olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

5. m > 0 ve M iki dogal say1 olsun. A C o(N) su 6zelligi saglasin: Birbirin-
den farkli her Ay,..., A, € Adgin, [A1N...N A, < M. A kiimesinin
sayilabilir oldugunu kanitlayin.
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10.

11.

12.

13.

14.

Not

Aligtirmalar

‘H , diizlemin su 6zelligi olan bir ¢cemberler kiimesi olsun: H’de, = ekseni
tizerindeki her noktaya teget bir cember vardir. H’de, kesisen en az iki
cember oldugunu kamtlayin. Eger ozelligi, “H’de, x ekseni tizerindeki
her noktadan gegen en az bir cember vardir” olarak alirsak ayni sonug
dogru olmaz; nitekim H’yi, » > 1 igin, (0,7) merkezli, 2r — 1 yaricaph
cemberler kiimesi olarak secebiliriz.

C, diizlemin, kesigmeyen agik dairelerden (yani simirimi igermeyen da-
irelerden) olugan bir kiimesiyse, C’nin dairelerinin sinirlarini belirleyen
gemberlerin birbirine teget oldugu noktalarin sayilabilir oldugunu kanit-
layin.

Diizlemde, ug noktalarinin kesistigi li¢ dogru pargasindan olusan sekillere
Y -sekilleri diyelim. Kesismeyen bir Y-sekilleri kiimesinin sayilabilir ol-
mak zorunda oldugunu kanitlayin.

N’nin oyle bir o € Sym N eglesmesini bulun ki her n > 0 ve her k dogal
sayist icin o™ (k) # k olsun.

Eger A C R sayilabilir bir kiimeyse, (z + A) N A = () esitligini saglayan
bir x € R var mudir?

Bir tavsan baslangicta diizlemin bir (a, b) noktasinda. Tavsan her da-
kika sabit bir (p, q) vektorii kadar zipliyor, yani tavsan belli bir anda
(n, m) noktasindaysa, bir sonraki dakikada (n+p, m+¢q) noktasinda. Sa-
dece a, b, p ve ¢’niin tamsay1 olduklarini biliyorsunuz ama ne olduklarini
bilmiyorsunuz. Her saat basi bir noktaya kapan kurabilirsiniz. Tavsani
yakalayabileceginizi kanitlayin.

Bir A C [0,1] kiimesi veriliyor. Iki oyuncu teker teker ve sirayla birer
rakam seciyor. Diyelim birinci oyuncu (ay, ), ikinci oyuncu (by, ), rakam-
larin1 segiyor. Eger 0,a0bgaibiasbs... € A ise oyunu birinci oyuncu
kazaniyor, yoksa ikinci oyuncu kazaniyor. Eger A sayilabilir sonsuzluk-
taysa oyunu ikinci oyuncunun kazanacagini kanitlayin.

Iki oyuncu sirasiyla R’de sayilamaz sonsuzlukta altkiimeler seciyorlar.
Secilen her kiime bir 6ncekinin altkiimesi olmak zorunda. Birinci oyun-
cunun hamleleri ne olursa olsun, ikinci oyuncu her zaman bu kiimelerin
kesigiminin bogklime olmasini saglayabilir. Nasil?

A C [0, 1] sayilamaz olsun. A'nin sonlu toplamlarimin her gergel sayiy1
agtigin1 kanitlayin.

: ilging sorularin birgogu, [KT]'den alinmistar.
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Sorular!

1. Ay,..., Ay, bir X kiimesinin altkiimeleri olsun.

1a. Sadece N, U ve ¢ iglemlerini kullanarak en fazla 22" tane kiime insa edile-
bilecegini kamtlayin. (Burada ¢, X’e gore tiimleyen aliniyor anlamina gelmek-
tedir.)

1b. Sadece N, U, \ islemlerini kullanarak en fazla 22" ~! tane kiime insa edile-
bilecegini kanitlaym.

2. Diizlemdeki dogrular kiimesi R ile eglenik midir?

3a. Iki 0'in hicbir zaman yanyana gelmedigi 01-dizilerinin kiimesi sayilabilir
midir, yoksa sayilamaz olabilir mi?

3b. iki ayni rakamin hicbir zaman yanyana gelmedigi 012-dizileri kiimesiyle
01-dizileri kiimesi arasinda bir egleme var midir?

4. R? diizlemi, yaricap1 0’dan biiyiik olan ayrik dairelerle kaplanmistir. Bu
dairelerden olugan kiime sayilabilir olabilir mi?

5. X bir kiime olsun.
5a. (E;);er, X klimesi tizerine denklik iligileri olsun. Demek ki her E;, X x X
kartezyen carpiminin bir altkiimesidir.

ﬂ Ez ve U EZ
i€l el
ikili iligkilerinden hangisi bir denklik iligkisidir?
5b. Simdi her ¢, j € I i¢in ya E; C Ej ya da E; C F; icindeligini varsayalim.
Yukaridaki soruyu yanitlayin.
6. X bir kiime ve R C X x X, X {izerine ikili bir iligki olsun.

6a. X flizerine R’yi iceren bir ve bir tane en kiigiikk bir denklik iligkisinin
varligin1 kanitlayin.

Hstanbul Bilgi Universitesi'nde 2009-2010 ders yilinda birinci simif Matematik Boliimii 6g-
rencilerine verdigim final sinavinin bu kitaba uyarlanmigidir. Yanitlar kitabin sonundadir.
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6b. X = R olsun. R iligkisi “¢Ry < |z — y| = 1”7 olarak tanimlansm. Yu-
karidaki soruda bulunan denklik iligkisini betimleyin.

7. X bir kiime olsun.
lanmig R’yi igeren en kiiciik bir ve bir tane yansimali ve gegisli bir ikili iligki
oldugunu kanitlayin.

r=y < xRy ve xRy

olarak tamimlayalim. = ikili iligkisinin bir denklik iligkisi oldugunu gosterin.
Ayrica sunu gosterin: X/ = tizerine Oyle bir < yarisiralamasi vardir ki, her
z,y € X icin, xRy ise [z] < [y] olur.

8. D, 0l1-dizilerinden olusan kiime olsun.

a =b< oOyle bir N var ki her n > N i¢in a, = b,

olarak tanimlanmig olsun. Bu elbette D iizerine bir denklik iligkisidir. D/ =
kiimesi sayilabilir mi yoksa sayilamaz sonsuzlukta midir?
b. D iizerine = ikili iligkisi goyle tanimlanmig olsun:

a~b<& Oyle n ve m var kiy her k € N igin apqr = biyyk-
Bunun D iizerine bir denklik iligkisi oldugunu kamtlayn. D/~ kiimesi sayila-

bilir mi yoksa sayilamaz sonsuzlukta midir?

9. X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. X’in yle bir sayilamaz (A;)ier
altkiime ailesi bulun ki her 7, j € I gostergeci icin ya A; C Aj ya da A; C A;
olsun.
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Birinci Kisim.
1. I CR, n elemanl bir kime olsun.

{(i1,i2,13) € I? 1 iy < iy <'ig}

kiimesinin eleman sayisint bulun. Eger 3 yerine rastgele bir k=1,...,n alwr-
sak sonu¢ ne olur?

Yanit: I'nin ii¢ elemanli altkiimelerini kiiclikten biiyiige dogru siraya dizersek
kiiciikten biiyilige siralanmig sirali iigliileri buluruz. Dolayisiyla kiimenin,

(5

tane elemani vardir. 3 yerine rastgele bir ¢ alirsak, sonug elbette
n
L

2. Herhangi bir s € N\ {0} sayist i¢in su esitligi gosterin:

(- Q)-r() -

Kanit: (1—1)° = 0 esitliginin solundaki ifadeyi binom acilimina gére agarsak
ve birinci terim digindakileri diger tarafa atarsak, istedigimizi elde ederiz.

olur.

3. Ai,..., A, kiimeler olsun. x, bu kiimelerin tam s tanesinde bulunan bir
eleman olsun. x’in

> AN AjN Ayl
i<j<k

sayisina olan katkising hesaplayin, yani eger

B = A; \ {z}
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ise
Z ’AiﬂAjﬁAk‘ — Z ‘BiﬂBjﬁBM
i<j<k i<j<k
sayrsing hesaplayin.
Yanit: Eger = eleman A4;, A;, A, kiimelerinden en az birinde degilse, o zaman
elbette
|A1 ﬂA]’ N Ak| = |BZ ﬂBj N Bk|

olur ve bu durumun toplama bir katkis1 olmaz. Ote yandan eger & eleman1 A;,
Aj, A kiimelerinin hepsindeyse, o zaman

|AiﬁAjﬂAk’ = ’BiﬂBjﬂBk’—l-l
olur ve bu durumun katkisi 1 olur. Demek ki,
s

Z ’AiﬁAj ﬂAk‘ — Z ‘BiﬂBj ﬂBk| = <3>

1<j<k 1<j<k
olur.
4. Yukaridaki verilerle, x’in

Z|A[—Z|A NAjl+ > [AinA;n A -

1<j 1<j<k

sayrsina katkising hesaplayin.
Kanit: Bir 6nceki soruyu 3’'ten k’ya genellestirerek, =’in katkisinin

(0= ()

yani 2'nci sorudan dolay:1 1 oldugunu goriiriiz.
5. Yukardakilerden, |A1 U ... U Ay| sayisinan

Z|A[—Z|A NAI+ D AN Ajn Ayl -

i<j 1<j<k

saysina esit oldugunu kanitlayin. [igindelik—Dwmdahk Teoremi]
Kanit: Bir 6nceki soruyu A; U. ..U A, kiimesinin her elemanina teker teker
uygularsak,

Z!A[—ZM N4+ D [AinA;n A -

1<j 1<j<k

sayisinin A; U . ..U A, kiimesinin eleman sayisina esit oldugunu goriiriiz.
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6. [A1N...NA,| saysinin

DAL= A UAj + ) JAUA; UAL| -

i i<j i<j<k

sayisina esit oldugunu kanatlayin. Ipucu: Bir 6nceki sonucu Ay, ..., A, kiime-
lerinin tiimleyenlerine uygulayin.

Kanit: Tiimleyen Ay U...U A, kiimesinde alinsin. O zaman,

|[AjU...UA,| =N

ise

A7 UAFU ALl = N — [A; N Aj N Ay
olur. Bu esitligi licer licer secilmig kiimelerden £’ser £’ser secilmis kiimelere
genellestirmek isten bile degildir.

Simdi bir 6nceki soruyu, A1,..., A, kiimeleri yerine bunlarin tiimleyenle-
rine uygularsak ve yukarida buldugumuz esitligi gereken yerlere yerlestirirsek,
ve 2'nci soruyu kullanarak karsimiza gikan N’leri sadelestirirsek, istedigimiz
esitligi buluruz. Ayrintilar: okura birakiyoruz.

Ikinci Kisim. A ve B kiimeleri igin,
AAB = (A\ B)U (B\ A)

olsun. AAB kiimesine A ve B’nin simetrik fark:y denir.

1. A idsleminin birlesme ve degisme ozellikleri oldugunu ve N isleminin A
tzerine dagildigine kanstlayin.

Kamit: A’nin degisme 6zelligi oldugu belli, yani

AAB = BAA

olur. A’nin birlesme 6zelligi oldugunu kanitlayalim. A, B ve C herhangi iig
kiime olsun.

(AAB)AC = AA(BAC)

esitligini kanitlayacagiz.

Asagidaki tablolarda bir x+ € AU B U C elemani i¢in, x’in icindeligine
gore once 4 sonra 8 degisik durumu ele aliyoruz. Bir hiicrede yazan “1”, z, o
siitunun en baginda gosterilen kiimenin elemani1 demektir, “0” ise x o kiimenin
eleman1 degil demektir. Once AAB’nin tablosunu yapalim:

A| B |A\B|B\A|(A\B)uU (B\A)=AAB
010 0 0 0
01 0 1 1
110 1 0 1
1]11 0 0 0




250 Final Sinavi | Yanitlar
Simdi de (AAB)AC ve AA(BAC) kiimelerinin tablosunu yapalim:

AAB |(AAB)AC| BAC | AA(BAC)

=l =l = I (el )

e el e = = =R (=R S

e e =l =l B k=R (=Rl =~]
O|lom|m|=|=lo|lo
= E=1 k=Y I K=l Tl HE ) Ken)
o|lr|~|lolo|~|~|o
e k=R =0 I (=R o T (o)

Gri stitunlardaki sayilar ayni. Bu su demektir:
x € (AAB)AC < x € AA(BAC).

Bir bagka deyisle, (AAB)AC = AA(BAC).
Son olarak kesigimin simetrik farka dagildigini, yani,

AN (BAC) = (ANB)A(ANC)

esitligini kanitlayalim. Bunu da yukaridaki tablo yontemiyle kanitlayacagiz:

A|B| C|BAC|AN(BAC)| AnB | AnC|(ANB)A(ANC)
olojo| O 0 0 0 0
ojof1]| 1 0 0 0 0
oft|of 1 0 0 0 0
0l1]1] 0 0 0 0 0
1{ofo| 0 0 0 0 0
110(1] 1 1 0 1 1
1(1]0] 1 1 1 0 1
1{1f1] o 0 1 1 0

2.n > 2ise A1A ... AA, kiimesinin tek sayida A;’lere ait olan elemanlardan
olustugunu kamitlayn.

Kanit: n lzerine tiimevarimla. n = 2 i¢in yukaridaki birinci tablodan her gey
belli. Istedigimizin n icin dogru oldugunu varsayip n+ 1 icin kamtlayalim. Bir
elemanin A1A ... AA,AA, 1 kiimesinde olmast igin,

AlA . AAn ve An+1

kiimelerinden sadece birinde olmalidir. Eger eleman A1 A ... AA, kiimesindey-
se ama A, 11 kiimesinde degilse, o zaman, tlimevarim varsayimina gore eleman
tek sayida kiimededir. Eger eleman A;A ... AA, kiimesinde degilse ama A, 1
kiimesindeyse, o zaman tliimevarim varsayimina gore eleman ilk n kiimenin ¢ift
sayida tanesinin elemanidir; buna bir de A, kiimesi eklenince, istedigimizi
elde ederiz.
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3.5 (—1)taid (f) saynsinan eder s ciftse 0, tekse 1 oldugunu kanatlayin.
Kanit: Sonug kolaylikla s’nin ¢iftligine ya da tekligine gore degisen (1 —2)° =
+1 esitliginden ¢ikar: Soldaki ifadenin binom agilimini yazip, binom agiliminin
ilk terimi olan 1’i saga gecirip 2’ye bolersek istedigimiz sonucu elde ederiz.

4. Yukardaki iki sorudan, |[A1A ... AA,| sayisinn

DAL =2 AN A +2° > AN A N Ay — -

i<j i<j<k

sayisina esit oldugunu kanstlaymn.
Kanit: Birinci kisimdaki gibi diisiinecegiz. Bir x elemaninin

Ai,. . A,

kiimesinin tam s tanesinde oldugunu varsayalim. O zaman z’in yukaridaki

ifadeye katkisi,
s s of s
—9 2 ...
(1) -2() ()

kadar olur. Demek ki, bir 6nceki soruya gore, eger s ciftse z’in bu ifadeye
katkis1 yoktur, eger s tekse, x’in bu ifadeye katkisi 1’dir. Bunu A1 U ... U A,
kiimesinin tiim elemanlarina uygularsak istedigimizi buluruz.

Ijgiincii Kisim. Sabit bir X kimesinin A ve B altkiimeleri i¢in
Al B=(AUB)°

olsun. U, N, \ iglemlerinin herbirinin sadece | islemi kullamilarak ifade edile-
bilecegini kanatlayin.
Kanit: Tamimda A = B alirsak,

Al A=(AUA) = A°
buluruz. Demek ki,

(A} B) L (A} B)=(A|B)
=(AUB)*=AUB

olur. Bilesimden ve tiimlemeden kesigim elde etmek kolaydir:
ANB=(A°UB°)".

Fark da kolay:
A\ B=AnB".
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Dordiincii Kisim. Eger (X;)ier bir kiimeler ailesiyse, bu ailenin [[;c; Xi
kartezyen ¢arpiminin

]‘—J:)(Z ={f:I—UgerX;: herielicn f(i) € X;}
i€l

olarak tanimlandiginy animsatalim.
Bir (Ji)ier gostergegler ailesi ve bir (A;j)icr jey; ailesi igin
1. Asagidakilerden birini kanitlayin:

UlN4s]= N (UAi,f(i)>’

iel \jeJ; fe€llicr Ji \i€l
A{U4s)= U (ﬂ AiJ(z’)) :
i€l \jeEJ; feller Ji \iel

2. Asagqidakilerden birini kanatlayin:

mlU4;= U (HAi,f(i))’

iel \jeJ; fe€ller Ji \i€l
()= N (Ta)
i€l \jeJ; feller Ji \i€l

Kanit: (1) Birinci esitligi kamtlayalim.
x, soldaki bilegsimden bir eleman olsun.

f € H Jia
i€l
kartezyen carpimin herhangi bir elemani olsun. z, soldaki bilesimde oldugun-
dan, Oyle bir ¢ € I vardir ki,
WS ﬂ Aiﬂ‘
JEJ;

olur. Demek ki 6yle bir ¢ € I var ki, her j € J; igin,
T € AiJ'

olur. Dolayisiyla
S A@ 1)

olur. f rastgele oldugundan boylece soldan saga icindelik kanitlanmig olur.
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Ote yandan, eger z soldaki kiimenin bir eleman1 degilse, o zaman x, hicbir
¢ € I igin,
() Aij
JjeJi

kiimesinin bir elemani olamaz. Demek ki her ¢ € [ icin, 6yle bir j € J; vardir
ki x, A;; kiimesinin eleman1 olamaz. Verilmis bir ¢ € I icin,

z & A ra)
iligkisini saglayan bir f(i) € J; secelim. Boylece bir
fe H Ji
i€l
elemani elde etmig oluruz. (Burada Se¢im Aksiyomu kullaniliyor!) Elbette
z ¢ U Ai )
el

olur. Dolayisiyla, = esitligin sag tarafindaki kiimede de degildir.
Boylece birinci esgitlik kanitlanmig olur. Ikinci egitligin kaniti1 benzerdir ve
okura birakilmigtir.

(2) Birinci esitligi kanitlayalim.
g, esitligin solundaki kartezyen carpimdan bir eleman olsun. Demek ki her
1 € I igin,

g(i)e | Aiy

JE€J;
olur. Yani, her i € I i¢in,
9(i) € Aij
iligkisini saglayan bir j € J; vardir. Her ¢ € [ igin,
g(i) € A; 0
iligkisini saglayan bir f(i) € J; secelim. Boylece bir
fe H Ji
i€l
elemani elde etmig oluruz. (Burada Se¢im Beliti kullaniliyor!) Elbette
g€ [T 40
i€l

olur. Boylece g’nin esitligin sag tarafindaki kiimede oldugu kanitlanmig olur.
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Sag taraftaki kiimenin sol taraftakinin bir altkiimesi oldugu ¢ok bariz,
ciinkii her f € [[,c; Ji ve her i € I igin,

Aiy € U A
jeJi

olur, ve dolayisiyla her f € [],.; Ji i¢in

[Tl U A

iel iel \jeJ;
olur.

Besinci Kisim. (4,,), ve (By,)y iki kime dizisi olsun. Asagidaki énermelerin
esdeger olduklariny kanatlayin:

(a) Her n ve m i¢in, Ay, N By, sonludur.

(b) Her n i¢in A, \ A ve By, \ B kimelerinin sonlu oldugu ayrik A ve B
kiimeler: vardar.

Kamt: Once (b) kogulunun dogru oldugunu varsayalim. A ve B kiimeleri
kogulu saglasin. O zaman her n ve her m igin, A,,\ A ve B, \ B kiimeleri sonlu
olur.

A, =(A,\A)U (4, NA)

ve

By, = (B, \ B)U(B,NB)

oldugundan ve A N B bogkiime oldugundan, A,, N By, sonlu olur.
Simdi (a) kosulunu varsayalim.

A=]J4\B;
1=0

i<i
ve
o
B=J| B\ |J4
i=0 j<i

olsun. Bu iki kiime kesigmezler ¢iinkii her n ve m igin,

A N\NJA | n | Ba\ A4 | =0

i<n j<m

olur (¢linkii ya m < n ya da n < m olur).
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Simdi A, \ A kiimesinin sonlu oldugunu kamtlayalim. Agagidaki hesaplarda
X¢ A, \ X anlamina gelsin:

Ap\ A=A, \ (A, N A) = (A, N A)F

i=0 §<i
= D A, N | A; \ U BJ)
=0 151
- (U <AmAz->\UBj)
=0 J<i
= | Anna)\ B,
=0 1<t

N
N
3
—
»
&
|
N
3
D
-
&

Demek ki A, \ A kiimesi sonlu. Ayni bigimde B,, \ B kiimesi de sonludur.

Altinc1 Kisim. (A;)ier ve (B;)ier kimeler ailesi igin asagidaki denklem sis-
temlerinin (oldugunda) ¢ézimlerini bulun. Cozimin biricikligini tartigin.

a. A,NX =DB;(iel)

d. X\AZ:BZ(ZGI)

Coziimler: (a) sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in her seyden énce her B;’nin A; nin
bir altkiimesi olmas1 gerekiyor, aksi halde ¢éziim yoktur. Bundan boyle her
i € I i¢gin B; C A; icindeligini varsayalim. Kolaylik olsun diye,

A=A

i€l

tanimini yapalim. Eger X sistemin bir ¢ozlimiiyse, o zaman, kolayca goriilecegi
tizere, AN X de sistemin bir ¢dziimiidiir. Demek ki sistemin bir ¢éziimii varsa,
sistemin A’nin altkiimesi olan bir ¢6ziimii vardir. Bundan boyle X, sistemin
A’nin altkiimesi olan bir ¢6ziimii olsun.
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O zaman,

X:AﬂX:OygﬂX:UMmXﬁﬂﬂ%

icl iel icl
olur. Demek ki sistemin A’nmin altkiimesi olan en fazla bir ¢éziimii vardir, o da,
X =B
el

dir. Bakalim bu bir ¢6ztim mii. Her j € I igin,

Bj:AjﬂX:Ajﬂ (UBI> :U(AJQBZ)

il iel
oldugundan, her ¢, 5 € I igin,
Aj NnB; C Bj

olmali. Eger bu kogul dogruysa, o zaman

AJ’ NnX :Ajﬁ (UBZ> = U(AJQBZ) - Bj
icl el
olur. Ayrica A; N Bj = B; oldugundan esitlik elde edilir.
Sonug olarak, eger her i, j € I igin,

AjﬂBigBj

ve
B; C A;

igindelikleri dogruysa, sistemin A’nin altkiimesi olan tek bir ¢éziimii vardir. Bu
¢oziime X diyelim. Eger Y, A’dan ayrik bir kiimeyse, kolayca goriilebilecegi
tizere X UY de sistemin bir ¢oziimiidiir.

Tiimleyenler alinarak (c) sistemi (a) sistemine doniigtiiriilebilir.

(c) sistemine gelince... Z, tiim A; ve B; kiimelerinin bilegimi olsun. ¥ =
Z \ X olsun. O zaman bu sistem,

sistemine doniigiir, ki bu da (a) sorusuydu.
(d) sistemi: Z, yukaridaki gibi olsun. O zaman

X\Ai=(Z\A)nX

oldugundan, bu sistem de birinci sisteme dontisebilir.
Ayrintilart okura birakiyoruz. Ama en iyisi birinci sistemde yaptigimiz gibi
bagimsiz ve ayrintili bir analiz yapmak.
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1. Aq,..., A, bir X kimesinin altkiimeleri olsun.
a. Sadece N, U, ¢ islemlerini kullanarak en fazla 2" tane kiime insa edilebi-
lecegini kanatlayin. (Burada ¢, X’ e gore timleyen aliniyor anlamina gelmekte-
dir.)
b. Sadece N, U, \ islemlerini kullanarak en fazla 22" =1 tane kiime insa edile-
bilecegini kanatlayin.
Kanit: a. ¢ = 1 icin

A€ —

)

AZ‘ ife=1
Af ife= -1

olsun. n uzunlugundaki her €7 ... &, dizisi igin
€1 3
A" N NAL,

kiimesi N ve ¢ iglemleriyle inga edilebilir. Bunlardan en fazla 2™ tane vardir ve
her biri digerlerinden ayriktir. Bu kiimeleri insa edilebilir kiimelerin bir nevi
atomlarina benzetebiliriz: N, U, ¢ iglemleriyle insa edilen her kiime bunlardan
bazilarimin bilesimidir. m ayrik kiimeden, sadece bilegsim iglemini kullanarak
en fazla 2" tane kiime insa edebiliriz. Demek ki 2" tane atomik kiimeden en
fazla 22" tane degisik bilesim alabiliriz. Eger

X={0,1,...,n}
isevei=0,1,...,n—1igin
A; =X\ {i, n}
tanimini yaparsak, tistsinir olan 22" sayisini elde edebiliriz.
b. Bu durumda, A; U...U A, kiimesinin digina ¢ikamayiz ve bir 6nceki sikta

elde ettigimiz
X\ (A1U...UA,) =AT n...nAt
“atomik kiime”yi bu sefer elde edemeyiz, ama bunlarin disindaki tiim atomik

kiimeleri elde edebiliriz. Demek ki bu sefer en fazla 2 — 1 atomik kiime var
ve bunlarm bilegimleriyle en fazla 22" ~! tane kiime elde edebiliriz.
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2. Diizlemdeki dogrular kiimesi R ile eslenik midir?

Yanit: Evet.

Kanit: y eksenine paralel olmayan her dogrunun denklemi bir ve bir tek m
ve b say1 ¢ifti icin y = ma + b bigimindedir. y eksenine paralel olanlar ise bir
ve bir tek a sayisi icin x = a bigimindedir. Demek ki dogrular kiimesiyle

(RxR)UR
kiimesi egleniktirler. Bu son kiime de
((0,1) x (0,1)) L (0,1)
kiimesiyle esleniktir. Bu son kiime de

((07 1) X (07 1)) U ({O} X (07 1)) = [0, 1) X (07 1)

kiimesiyle egleniktir. Bu son kiimenin (0,1) araligiyla ya da R ile eslenik
oldugunu biliyoruz.

3. a. Iki 0 hichir zaman yanyana gelmedigi 01-dizilerinden olusan kiume
sayilabilir midir, yoksa sayrlamaz madur?

b. Iki ayni rakaman hicbir zaman yanyana gelmedigi 012-dizileri kiimesiyle
01-dizileri kumesi arasinda bir esleme var midar?

a. Yanit: Sayilamazdir.

Birinci Kanit: Tki 0'm yanyana gelmedigi her 01-dizisinde, 0’a esit her terim-
den sonra illa bir 1 gelmeli. Demek ki 01’i tek bir harf gorebiliriz. Bir bagka
deyisle, iki 0'in yanyana gelmedigi diziler aslinda 01 ve 1 harfleriyle yazilmis
dizilerdir. Dolayisiyla bunlardan sayillamaz sonsuzlukta vardir. Hatta bu tiir
dizilerin kiimesi R’yle esleniktir.

Ikinci Kanit: Herhangi bir 01-dizisinde, her iki terimin arasina bir 1 koyarsak,
iginde hi¢ 00 olmayan bir dizi elde ederiz. Bu islem bize 01-dizileri kiimesin-
den dizilerimizden olusan kiimeye giden birebir bir fonksiyon verir. Demek ki
istedigimiz tiirden dizi “sayis1” 01-dizisi “sayisi”’ndan daha az olamaz. Daha
fazla da olamaz tabii ki, ne de olsa bu tur diziler bir 01-dizisidir!

b. Yanmit: Vardir.

Kanit: Soylenen tiirden 012-dizilerinin kiimesine A diyelim. Herhangi bir 01-
dizisinin tiim terimlerinin arasina 2 eklersek, A kiimesinden bir eleman bulunur
ve bu “2 ekleme” fonksiyonu birebirdir. (Demek ki A kiimesi sayilamaz son-
suzluktadir.) Her 012-dizisi, [0, 1] araligindan bir sayimin 3 tabaninda yazilmig
seklinin virgiilden sonraki dizisi olarak goriilebilir. 012-dizileri kiimesinden
[0,1] arahgina giden bu fonksiyon birebir degildir ama bu fonksiyonu A’ya
kisitlarsak (0,1) araligina giden birebir bir fonksiyon elde ederiz. 01-dizileri
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kiimesiyle (0,1) araligr eglenik oldugundan, Cantor-Bernstein-Schroder Te-
oremi’ne gore tiim bu kiimeler esleniktir.

4. R? diizlemi, yaricapr 0’dan biiyik olan ayrik dairelerle kaplanmastir. Bu
dairelerden olusan kiime sayilamaz olabilir mi?

Kanit: Her dairede her iki koordinati da kesirli say1 olan bir nokta oldugun-
dan, dairelerin “sayis1” kesirli say1 ikililerinin “sayisi”ndan fazla olamaz. Yani
Q x Q kartezyen garpimindan diizlemi 6rten dairelerin kiimesine giden 6rten
bir fonksiyon vardir. Q x Q sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, dairelerden
olugan kiime de sayilabilir sonsuzluktadir.

5. X bir kiime olsun.
a. (E;)icr, X kiimesi tzerine denklik iliskileri olsun. Demek ki her E;; X x X
kartezyen carpiminan bir altkumesidir.

rw‘E% ve LJAE%

iel il

tkili iliskilerinden hangisi bir denklik iliskisidir?

b. Simdi her i,j € I i¢cin ya E; C Ej ya da E; C E; icindeligini varsayalim.
Yukaridaki soruyu yanitlayn.

Kanit: a. (), ; E; bir denklik iligkisidir ¢iinkii, kolayca kanitlanabilecegi iizere,
her z,y, 2z € X icin,

i (z,2) € Nier Ei

ii. Eger (z,y) € ;e Ei ise (y,x) € e Ei-

iii. Eger (2,9), (y,2) € Nier Ei ise (x,y) € ;e Ei. olur. Ote yandan Uier Ei
bir denklik iligkisi olmayabilir. (i) ve (ii) 6zellikleri (yansima ve simetri) her
zaman dogrudur ama (iii) dogru olmayabilir. Iste bir érnek: X = {1, 2, 3}
olsun. Ej-smiflan {1, 2} ve {3} olsun, Eq-siflari {2, 3} ve {1} olsun. O zaman,
(1,2), (2,3) € Ey U E3 olur ama

(1,3) ¢ Fi U E,

olmaz.

b. Bu sefer her ikisi birden denklik iliskisidir. Sadece | J;; £; iliskisinin denklik
iligkisi oldugunu kanitlamaliyiz. Yansima ve simetri bariz. Gegisligi kanitlaya-
lm. z, y, z € X elemanlar, (z,y), (y,2) € U,c; Es icindeliklerini saglasm. O
zaman i, j € I i¢in (z,y) € E; ve (y,z) € Ej olur. Durum ¢ ve j acisindan
simetrik oldugu i¢in E; C E; varsayimim yapabiliriz. O zaman hem (z,y) hem
de (y,z) ciftleri E;'nin elemamdirlar. E; gegisli oldugundan, (z,z) € E; C
Uicr Ei elde ederiz.

6. X bir kime ve R C X x X, X dzerine ikili bir iliski olsun.
a. X dzerine R’yi iceren bir ve bir tane en kiictik bir denklik iliskisinin varliging
kanitlaymn.
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b. X = R olsun ve R iliskisi “cRy < |x —y| = 17 olarak tanimlansin.
Yukaridaki soruda bulunan denklik iliskisini betimleyin.
Kanit: a. R’yi iceren tiim denklik iligkilerini ele alalim. X x X bunlardan
biridir mesela. 5a sorusuna gore R’yi igeren tiim denklik iligkilerinin kesigimi
bir denklik iligkisidir ve elbette R’yi icerir. Demek ki R’yi iceren tiim denklik
iligkilerinin kesigimi, R’yi iceren en kii¢lik denklik iligkisidir.
b. “eFEry & x —y € Z” oldugunu iddia ediyoruz. Bu tanimin bir denklik
iligkisi tanimladig1 ve x Ry ise x Ery oldugu, yani R C FEpg icindeligi ¢ok bariz.
Demek ki Fgr, R’yi igeren bir denklik iligkisidir. Simdi EFr'nin E’yi igeren
en kiiciik denklik iligkisi oldugunu kanitlayalim. E, R’yi iceren herhangi bir
denklik iligkisi olsun, yani

Ry ise xEy

onermesi her z ve y icin saglansin. Her n € N igin,

zR(x+1), (x+1)R(x+2), ..., (x+n—1)R(x+n)
oldugundan,
zE(x+1), (x+1)E(x+2), ..., (x+n—1)E(x+n)
olur. Demek ki
zE(x +n)
ve dolayisiyla
(x +n)Ex

olur. Sonug: x — y € Z ise, yani x ERy ise x Fy olur. Bundan da Fr C E ¢ikar.
Demek ki R’yi igeren her denklik iligkisi E'r’yi de iceriyor. Yani Fr, R’yi iceren
en kiiciik denklik iligkisidir.

7. X bir kiime olsun.
a. R, X dzerine herhangi bir ikili iliski olsun. Gene X fdizerine tanimlanmas
R’yi iceren en kigik bir ve bir tane yanstmal ve gecisli bir ikili iliski oldugunu
kanitlaymn.
b. R, X uzerine yansimaly ve gegislili bir ikili iliski olsun. X tzerine = ikili
iliskisint x, y € X i¢in,

r=y < cRyve xRy

olarak tanwmlayalvm. = ikili iliskisinin bir denklik iliskisi oldugunu gdsterin.
Ayrica sunu gosterin: X/ = dzerine dyle bir < yarsiralamast vardur ki, her
x,y € X i¢in, xRy ise [x] < [y] olur.

Kanit: (a) R’ye, her € X i¢in (z, x) elemanlarim ekleyerek, R’nin yansimal
oldugunu varsayabiliriz. R’yi iceren her ikili iligski yansimalidir.
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alalim. Bu kesigim de geciglilidir; doayisiyla R’yi igeren gecislili iligkilerin en
kiiciigii olmak zorundadir.

xSy < Oyle bir n dogal sayis1 ve z1,...,2, € X

vardir ki xRz, 1Rz, ..., x, Ry olur.

Eger n = 0 ise, bu kogul xRy demektir. Dolayisiyla R C S olur. S’nin gegisli
oldugu cok belli.
(b) R yansimali oldugundan = iligkisi de yansimahdir. = iligkisinin simetrik
oldugu belli. R'nin gecigliginden = iligkisinin gecisligini kanitlamak da kolay.
Demek ki = iligkisi bir denklik iligkisidir.

Ikinei kismu kamitlayalm: Su savi ortaya atiyoruz:

Sav: xRy, r = x1 ve y = y; ise x1Ry; olur.

Sav’in Kaniti: x = z; iliskisinden z; Rz c¢ikar. Ayrica xRy de dogru ol-
dugundan, R iligkisinin gecisliginden, z1Ry elde ederiz. Ote yandan y = y;
oldugundan, yRy; olur. Biraz 6nce elde ettigimiz z1 Ry iligkisiyle birlikte, bu
bize x1 Ry, verir. Sav kanitlandi.

Bu sav sayesinde
[z] <[y] & zRy

tanimini yapmaya hakkimiz oldugunu goriirtiz. Bu < iligkisinin X/ = {izerine
bir siralama olmasi igin, her x,y, z icin,

2] <[]
[x] < [y] ve [y] < [a] ise [z] = [y]
[2] <[y] ve [y] < [#] ise [2] <[]

onermelerini kanitlamaliyiz. Birincisi R’nin yansimali olmasindan ¢ikar. Ikin-
cisi = iligkisinin taniminin bir sonucudur. Ugiinciisii R iligkisinin gegislili ol-
masindan g¢ikar.

8. D, 01-dizilerinden olusan kiime olsun.
a. D dzerine = ikili iliskisi

a=b< oyle bir N var ki her n > N i¢in a, = b,

olarak tanimlanmas olsun. Bu elbette D dizerine bir denklik iliskisidir. D/ =
kiimest sayilabilir mi yoksa sayilamaz sonsuzlukta madir?
b. D dizerine = ikili iliskisi soyle tanimlanmas olsun:

a~b<s dyle n ve m var ki, her k € N i¢cin apyp = bpak.
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Bunun D fizerine bir denklik iliskisi oldugunu kanitlaywn. D/~ kimesi sayila-
bilir mi yoksa sayilamaz sonsuzlukta mudur?

Kanit: (a) R ile eslenik oldugundan, D’nin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu
biliyoruz. Her sinifin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlarsak, o zaman
D/ = kiimesi de sayilamaz sonsuzlukta (R ile eglenik) olmak zorunda olacak.
a = (an)n herhangi bir 01-dizisi, n herhangi bir dogal say1 ve z, n uzunlugunda
herhangi bir 01-dizisi olsun. O zaman

d(z,a) = xoZ1 ... Tn_10n0n41 - - -

dizisi a’ya denktir. Ve elbette a’ya denk her dizi de bir n dogal sayis1 ve n
uzunlugunda bir 01-dizisi = i¢in d(x,a) olarak yazilir. (Aslinda birden gok n
ve x vardir, ama bu 6nemli degil.) Demek ki sonlu 01-dizilerinden [a] sinifina
giden orten bir fonksiyon vardir: Sonlu x dizisini d(x, a) dizisine gotiiren fonk-
siyon. Sonlu 01-dizileri kiimesi sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, [a] simfi da
sayilabilir sonsuzluktadir.

(b) = iligkisinin yansimali ve simetrik oldugu belli. Gegislikte biraz sorun var
ama o da kolaylikla kanitlanabilir: a ~ b ve b = ¢ olsun. n, m, p, g sayilari, her
k igin,

Apt+k = berk ve bp+k = bq+k.

esitliklerini saglasinlar. O zaman her & igin,

Untp)+hk = Ont(p+k) = Omt(ptk) = Opt(m+k) = bgt(mtk) = O(g+m)+k

olur. Dolayisiyla a = ¢ olur ve = bir denklik iligkisidir.
Bir defa daha her siifin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kamitlayacagiz.
a € D olsun.
r =201 .--Tm—1

herhangi bir sonlu dizi olsun. n herhangi bir dogal say1 olsun. O zaman
e(r,n,a) = x0Ty ... Tm—10ndn4q - - -

dizisi a’ya denktir ¢iinkii
e(z,n,a)m = an

e(z,n,a) bigiminde yazilir. Sonlu diziler ve dogal sayilar sayilabilir oldugu
icin, [a] sifi da sayilabilirdir.

9. X saylabilir sonsuzlukta bir kime olsun. X in dyle bir saylamaz (A;)ier
altkiime ailesi bulun ki her i, j € I gostergeci icin ya A; C Aj ya da Aj C A;
olsun.

Kanit: X’in Q oldugunu varsayabiliriz. Her r € R i¢in A, = (r,00) NQ olsun.
(Ay)rer istenen ailedir.
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16. Bertrand Russell
Paradoksu

1800’lerin sonunda ve 1900’lerin basinda matematikte en onemli sorulardan
biri, matematigin celigkili olup olmadig: sorusuydu. Frege ve Hilbert bu konuya
ilgi duyan iki tinlii matematik¢iydi. Matematikte celigki olmadigi kanitlanma-
liydi. Bunun yapilabilmesi i¢in de matematigin sezgilerimizden bagimsiz bir
hale getirilip bigimsellegtirilmesi ve aksiyomlastirilmasi gerekiyordu.

Matematik, 6rnegin Oklid’in aksiyomlarinda bulunan “bir dogru sonsuza
kadar uzatilirsa” gibi sezgilere seslenen tiimcelerden arinabilmeliydi ki geligki-
nin olmadig1 kanitlanabilsin.

Alman mantik¢1 ve matematikgi Frege 19’uncu yiizyilin sonlarina dogru en
azindan aritmetigi saglam temellere oturtma ugragina soyundu. Ama 1900’le-
rin baginda Bertrand Russell kiimeler kuraminda bir paradoks, yani bir geligki
buldu. Daha once de Burali-Forti paradoksu diye adlandirilan bir paradoks
vardi ama nedense bu paradoks matematigi ve matematikcileri altiist etme-
migti. Bertrand Russell’in paradoksuyla birlikte, Frege'nin yillarini verdigi ma-
tematigi bigimsellestirme ugragi (sayr kavramii mantiga indirgeme ugrasi)
biiyiik bir yenilgiye ugramiga benziyordu.

Bu boliimde aciklayacagimiz Russell paradoksu bayag: bir giirtiltii koparda.
Bunun tizerine, kiimeler kuramimin (ve matematigin) aksiyomatik bir hale ge-
tirilmesi gerektigi daha fazla belli oldu ve bu amacla celigkilerden ve para-
dokslardan muaf oldugu dusiiniilen, ozellikle Russell Paradoksu'nu bertaraf
eden, yani paradoks olmaktan cikaran bircok teori gelistirildi. Bunlardan en
kabul edileni ZFC adi verilen teoridir. Bu teoriden bagka kitaplarimizda daha
ayrintili olarak sozedecegiz. Bir sonraki bolimde ZFC’nin aksiyomlarini bula-
bilirsiniz.

Matematik tarihinin kuskusuz en heyecanli zamanlariydi. Bu kadar ilging
bir konuyu burada kesmekten tiziintli duyuyorum ama aksi halde bu kitap hig
bitmeyecek.

Bertrand Russell'in paradoksunu agiklayayim.

Tiim kiimeler kiimesini alalim. Bu kiimeye X adini verelim. X de bir kiime
oldugundan X € X olur elbette.
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X’in baz kiimeleri kendi kendisinin elemani olabilirler. Ornegin X, yuka-
rida gordigiimiiz gibi, kendi kendisinin elemani olan kiimelerden biridir.

X’in baz1 kiimeleri de kendi kendisinin elemani olmazlar. Ornegin dogal
sayilar kiimesi N, bir dogal say1 olmadigindan, kendi kendisinin bir elemani
degildir.

Simdi, kendi kendisinin elemani olmayan kiimelerden olusan kiimeyi alalim:

Y={z:2¢uz}.

Tanmimdan dolayi, bir z kiimesinin Y’de olmas: i¢in yeter ve gerek kogul z’in
kendi kendisinin elemani olmamasidir. Daha matematiksel olarak, her x kiimesi
icin,

reYerédx

onermesi gecerlidir. Bu onerme her z kiimesi icin gegerli oldugundan, 6zel
olarak Y kiimesi i¢in de gecerlidir. Dolayisiyla, yukaridaki énermede x yerine
Y koyarsak dogru bir énerme elde ederiz:

YEY oY ey

Bu son 6nermenin ne dedigine bakalim: Y, Y'nin bir elemaniysa Y, Y’nin bir
elemani olamaz ve Y, Y’nin bir elemani degilse, Y, Y’nin bir eleman1 olur...
Bu, bariz bir celigkidir.

Bu sorunu ¢6zmenin tek bir yolu vardir, o da Y’yi kiime olmaktan men
etmek! Nitekim, sorun nasil ¢oziiliirse ¢6ziilstin, sonunda Y ’yi bir bigimde kii-
me olmaktan men ederek ¢oziiliir.

Sorun sadece Y’de degildir. Sorun aslinda X’tedir. X bir kiimeyse, Y nin
bir kiime olmasini engellemek insafsizlik olur. Dolayisiyla Y’den 6nce X’in bir
kiime olmasini engellemek gerekmektedir.

Sorun sadece X’te de degildir. X’i bir kiime olmaktan men etsek bile bagka
paradokslar bulunabilir. X gibi “gok ¢ok fazla” elemani olan topluluklarin tii-
miini kiimelik vasfindan armdirmak gerekmektedir.

Bunun nasil yapildigini, daha dogrusu nasil yapilmaya caligildigini bir son-
raki boliimde 6zet olarak gorecegiz.

Aligtirmalar

16.1. Nxea X kiimesi, Altboliim 3.3’te g6yle tammlanmigti:

T € ﬂ X & her X € Aigin,x € X.
XeA

Ama, “A boskiime oldugunda, (. , X tanimi problematiktir” diye de eklemistik. Prob-
lemin kaynagimi gimdi anlayabiliriz: Yukaridaki tanima gore, [y .y X nesnesinin tiim
kiimeleri eleman olarak icermesi gerektigini gosterin.
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Nxca X kiimesini s6yle tanimlayalim:

ﬂ X:{xe U X: herXeAigimmeX}.
XeA XeA

Eger A # () ise bir 6nceki tanimla bu tanimin ayni kavrami tanimladiklarini kanitlayin.
Ama eger A = () ise, bu yeni tamima gére ((y X = 0 esitliginin elde edilecegini
kanitlayin. Ote yandan bu yeni tanimla,

AgB;»ﬂXgﬂX

XeB XeA

onermesi A = () # B iken yanhg oluyor.
Her x kiimesi igin,
{zex:2¢z2} ¢x

Oonermesini kanitlayin.






17. ZFC Kumeler Kuraminin
Aksiyomlar: ve Tanimlar

Bu son boliimde kiimeler kuraminin aksiyomlarindan yola ¢ikarak, dogal say1,
fonksiyon, iligki, dogal sayilarda toplama, carpma ve siralama gibi matema-
tiksel kavramlarin matematiksel tanimlarini verecegiz. Boylece daha onceki
boliimlerde islenen sezgisel kiimeler kuramiyla aksiyomatik kiimeler kurami
arasindaki ayrim acik bir bigimde ortaya cikacak ve geng okurla soyut mate-
matik arasinda bir bag kurulacak... diye umuyoruz.

Kimeler kurami birden ¢ok degisik bicimde aksiyomlagtirilabilir. Bu aksi-
yom sistemlerinin en {inliisii, en kabul goreni ve en kullanilanm1 burada acikla-
yvacagimiz ZFC adiyla bilinendir.

ZFC, Zermelo'nun Z’si, Fraenkel’in F’si ve Se¢im Aksiyomu'nun “se¢im”i-
nin frenkgeleri olan “Choice” ya da “Choix” gibi s6zciiklerin C’sidir.

ZFC digindaki sistemlerin en bilineni Von Neumann, Godel ve Bernays’in
buldugu ve kisaca GB olarak bilinen aksiyom sistemidir. Ama biz burada sa-
dece ZFC’yi agiklamakla yetinecegiz.

Bu boliim bir yandan basit, 6te yandan derin olacak. Okur birkag kez
okumak zorunda kalabilir. Ttim kanitlar1 da vermeyecegiz. Kanitlar zor oldu-
gundan degil, kitab1 daha fazla uzatmamak i¢in. Vermedigimiz kanitlar [N3]’te
kanitlanacak.

ZFC, tamimlanmamig iki terimi, oldugu gibi tanimlanmadan kabul eder:
“kiime” ve “elemani olmak”. Kiime bir nesne adidir. “Elemani olmak” ise iki
kiime arasindaki dogru ya da yanlig olabilecek bir iligkidir. Eger = kiimesi y
kiimesinin elemaniysa bu z € y olarak yazilir. Aksi halde = ¢ y yazlir.

Dikkat: Kiimenin ne demek oldugunu ve “elemani olmanin” anlamini ma-
tematiksel olarak agiklamiyoruz; matematiksel aciklamalar: yoktur. Pedagojik
aciklamalar1 da metinde uzun uzadiya yaptik. “Kiime”yi ve “elemani olmak”1
tanimsiz terimler olarak kabul edecegiz. Her teori tanimsiz terimler kabul et-
mek zorundadir, aksi halde teoriyi yazmaya baglayamayiz bile!

Elemanlar da dahil olmak iizere tamimlayacagimiz her seyin bir kiime
oldugu dikkatli okurun goziinden kagmayacaktir, dikkatsiz okurun da goziin-
den kagmasin!
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Amacimiz, biiytik 6l¢tide, aksiyomlar: kullanarak kiimelerden olugan toplu-
luklarin hangilerinin kiime olduklarini belirlemek olacak. Bunu yaparken Bert-
rand Russell Paradoksu (bkz. Boliim 16) gibi paradokslardan kaginmak, para-
doks yaratacak topluluklarin kiime olmalarini engellemek istiyoruz.

Aksiyomlar: teker teker siralamaya baglamadan 6nce bir konuya daha par-
mak basmak gerekiyor. Matematigin

T =,
T=y—y==
(aNB) =«

oV a

(p(z) Ao =1y) = ¢(y)

gibi (ashinda herkesin bildigi ama pek az kimsenin bigimsel olarak bir yerde
yazili gordiigii) mantiksal aksiyomlar: da vardir. Bu béliimde bu aksiyomlardan
degil, kiimeler kuramimin aksiyomlarindan sozedecegiz. (—, A gibi simgelerin
anlamlar i¢in [N1]’e bakmalisimz.)

17.1 Basit Aksiyomlar

ZFC’nin birinci aksiyomu, hi¢ eleman icermeyen bir kiimenin varligini soyle-
yecek.

A1l. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemant olmayan bir kume vardar.

Eger simgesel bir dille yazacak olursak, bu aksiyom,

JzVy (y ¢ z)

olarak yazilir ve “Oyle bir x vardir ki, y ne olursa olsun, y, x’in bir elemani
degildir” bi¢iminde okunur.

Bu bigimsellikte, “Jdz” simge dizisi “Oyle bir x kiimesi var ki” olarak, “vy”
simge dizisi “her y kiimesi i¢in” olarak okunur.

“r ¢ y” yerine, daha bicimsel olmak i¢in, “—(z € y)” yazabilirdik, nitekim
“=” simgesi, hemen ardindan gelen 6nermenin yanlg oldugunu belirtir.

Simdilik hi¢ eleman1 olmayan bir kiimenin varligini biliyoruz. (Bu ilk aksi-
yomdan 6nce, herhangi bir kiimenin olup olmadigin bile bilmiyorduk!) Zaten
aksiyomlarimizin ¢ogu elemanlardan olusan hangi topluluklarin kiime olduk-
larin1 s6yleyecek. Amacimiz, bir yandan yeni kiimeler yaratirken, diger yandan
da bir 6nceki boliimde bir paradoksa yol agan “biitiin kiimeler toplulugu” nun
ve daha bagka paradokslara yol agan “gok biiyiikk” topluluklarin kiime olma-
larini engellemek.
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Ikinci aksiyomumuz, aym elemanlar1 olan iki kiimenin birbirine esit olduk-
larini s6yleyecek:

A2. Kiime Esitligi Aksiyomu. Ayns elemanlary olan iki kiime birbirlerine
esittir.

Bu aksiyom simgesel dilde g0yle yazilir:
VeVy(Vz(z €x < 2z €y) >z =y).

Bu aksiyomun ters istikametlisi olan
VeVy (z =y = Vz(z € x ¢ 2z € y)).

Oonermesi de dogrudur ama bu 6nerme igin bir aksiyoma ihtiyac yok, c¢linkii bu
Onermenin dogrulugu matematigin mantiksal aksiyomlarindan ¢ikar: Eger x =
y ise, o zaman z i¢in dogru olan her sey y icin de dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde hi¢ elemani olmayan tek bir kiime oldugu kanitlana-
bilir. (Kitabin birinci kisminda buna benzer kanitlar verdik, tekrar etmiyoruz.)

Madem ki hi¢ elemani1 olmayan tek bir kiime var, o zaman bu kiimeye bir
ad verelim: bogkime. Bosgkiimeyi () simgesiyle gosterecegiz.

Boskiimenin hicbir elemani olmadigindan, yani

Yy (y ¢ 0)

oldugundan,

00

olur.

Bundan boyle formillerimizde ve 6nermelerimizde () simgesini bir kisaltma
olarak kullanacagiz. Eger isteseydik bu simgeyi hi¢ kullanmadan da her seyi
ifade edebilirdik ama o zaman Onermelerimiz anlasilamayacak derecede uzun
olurdu.

Benzer sekilde altkiime simgesi olan C simgesini de kullanacagiz. C simgesi
su anlama gelir:

rCyeVz(zex—z€y)

Bu durumda, z’in y’nin altkiimesi oldugu soylenir.

Birinci aksiyomla, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varligini 6grenmis ol-
duk. Ikinci aksiyom bize yeni bir kiime vermiyor. Demek ki, kiimeler evreninde
simdilik sadece tek bir kiimenin varligindan emin olabiliriz: Bogkiime! Bagka
kiimeler olabilir ya da olmayabilir. Evrene gore degisir... (Masal gibi dinle-
yin...)

Bir sonraki aksiyom bir kiimenin baz altkiimeleri oldugunu soyleyecek.
Once aksiyomu yazalim, daha sonra gereken aciklamalari yapariz.
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A3. Tanmimlh Altkiime Aksiyomu. z bir kime ve p(z), kiimeler kuraminin
dilinde yazilmas bir 6zellik olsun. O zaman z’in p(z) 6zelligini saglayan z
elemanlary bir kiime olustururlar.

Bir iki 6rnekle bu aksiyomu aciklamaya caligalim. Diyelim dogal sayilar
kiimesi diye bir kiimenin varligini biliyoruz. Ve diyelim gift say1 olma 6zelligini
kiimeler kuraminin dilinde ifade edebildik, yani dyle bir ¢(z) formili bulduk
ki, her z dogal sayis1 i¢in, ¢(z) formiiliiniin dogru olmasi igin yeter ve gerek
kogul z’nin bir ¢ift say1 olmasidir. O zaman yukaridaki aksiyoma gore, ¢ift
dogal sayilardan olusan bir kiime vardir.

Mesela Alistirma 16.3'te, {z € x : z ¢ z} kiimesinden s6zetmistik. Bu kii-
me bu aksiyomun yardimiyla, ¢(z) formili “z ¢ 2” formiili olarak alinarak
bulunmustur.

“Kiimeler kuraminin dilinde ifade etme”nin ne demek olduguna pek takil-
mayin gimdilik. Agag1 yukar: su anlama gelir:

37 va \/7 /\7 oy, T, (7 )7 ) €

ve x, y, z gibi degigkenleri kullanarak sonlu uzunlukta bir simgeler dizisiyle
ifade edilebilmek anlamina gelir.
Bu aksiyomla varligi sGylenen kiime, elbette, x kiimesinin bir altkiimesidir,
ne de olsa elemanlar: z’in (¢(z) 6zelligini saglayan z) elemanlarindan oluguyor.
Ayrica varlhigi séylenen bu kiime, Kiime Esitligi Aksiyomu’na gore, biricik-
tir. Biricik olan bu kiimeyi,

{zez:p(2)}

olarak yazariz.
Dikkat edilirse, ¢(z) 6zelligini saglayan kiimelerin bir kiime olugturdugunu
sOylemedik. Yani,

{z:0(2)}

toplulugunun kiime oldugunu séylemedik. Sadece z’in ¢(z) 6zelligini saglayan
elemanlarin bir kiime olusturdugunu soyledik. Yani yeni kiimemizin eleman-
larimi « ile kisitladik. Bu kisitlama sayesinde Russell Paradoksu'nun engel-
lenmig oldugunu o6zellikle vurgulamak isteriz.

Tanmml Kiime Aksiyomu, bigimsel dilde goyle yazilir:

VeIyVz(z €y < (z € x A p(2))).

Yukaridaki y kiimesinin “z’in, ¢(z) formiili tarafindan tanimlanmig altkiime-
si” oldugu soylenir.
Tanmimh Altkiime Aksiyomu’ndan 6nce sadece bogkiimenin varligini biliyor-

duk, bagka kiime var m1 yok mu bilmiyorduk. Taniml Altkiime Aksiyomu ise
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sadece var olan kiimelerin altkiimelerini verir. Bogkiimenin tek bir altkiimesi
oldugundan, o altkiime de bogkiime oldugundan, Tanimli Altkiime Aksiyomu
bize simdilik boskiimeden basgka kiimelerin de var oldugunu sdylemiyor, ama
ileride tanimlanmis kiimelerden bagka kiimelerin varligini bilmemize yardimci
olacak.

Simdilik bu aksiyomu kullanarak, bog olmayan bir kiimenin elemanlarinin
kesigiminin bir kiime oldugunu gosterebiliriz:

Onsav 17.1. x, bos olmayan bir kime olsun. Elemanlar:, x’in elemanlarinin
ortak elemanlar: olan bir kiime vardar.

Kanit: Taniml Altkiime Aksiyomu’nu z’in bir zg elemanina uygulayacagiz.
bogkiime olmadigindan, x’in bir elemani vardir. Bu elemanlardan birini segelim
ve sectigimiz bu elemana z diyelim. ¢(z) 6zelligimiz de

Vi(tex —z€t)

olsun. ¢(z), z’nin, z’in tiim ¢ elemanlarmin elemanm oldugunu séyliiyor, do-
layisiyla ¢(z) Ozelligini saglayan her z elemani mecburen z( kiimesinin de
bir elemanidir. Dolayisiyla, Tanimli Altkiime Aksiyomu’ndan dolay: kiime
oldugunu bildigimiz

{z €0 :p(2)}
toplulugu, aslinda z’in tiim elemanlarinin ortak elemanidir. Il

Bog olmayan bir kiimemiz olmadigindan, bu 6nsavi gimdilik bir kiimeye
uygulayamayiz ama ileride ¢ok igsimize yarayacak.
Yukaridaki onsavda varligi kanitlanan kiimeye z’in elemanlarinin kesigimi
adi1 verilir ve bu kiime Nx olarak gosterilir.
Tanim geregi,
z€Nx < hert e xigin z €t.

Ama 2’in bogkiime olmamas: gerektigi hicbir zaman unutulmamali, zira yu-
karidaki formiilde x = () alirsak ve N(’nin bir kiime oldugunu varsayarsak, o
zaman

2€MP < herte(icinzet

Onermesi dogru olur ve sagdaki
her t € () igin 2z € ¢

onermesi her z i¢in dogru oldugundan (bogkiimenin her elemani her ozelligi
saglar, ornegin z’yi eleman olarak icerir, aksi halde bosgkiimede o 6zelligi sag-
lamayan bir eleman olurdu, bkz. Altboliim 2.1), N tiim z kiimelerini igerirdi,
yani kiimeler kiimesi olurdu ki boyle bir kiimenin olmamas: gerektigini Russell
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Paradoksu’ndan dolay: biliyoruz (bkz. Béliim 16). Nitekim kanitimizda da x’in
boskiime olmamasi gerektigini x’ten bir xy elemani segerek kullandik...

Alstirma 17.1. x ve y birer kiimeyse, z \ y’nin de bir kiime oldugunu (bkz. Altbolim 3.5),
yani
VeVy3dzVi(teze (tex At ¢y))

Onermesini kanitlayin.
Bir sonraki aksiyomu okurken, her kiimenin elemanlarinin da birer kiime
olduklarini unutmayin.

AA4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in eleman-
larmin en azindan birinde olan elemanlardan olusan bir kiime vardar.

Bu aksiyomun bicimsel yazilimi soyledir:
VedyVz(z ey« J(tex Nz et)).

Bilesim Aksiyomu’nun var oldugunu soyledigi bu kiime biriciktir. Adina z’in
elemanlarinin bilesimi denir ve Uz (ya da |J x) olarak gosterilir. Demek ki,

zeUr e IH(texNzet).

Simdilik elimizde sadece bogkiime oldugundan, bu aksiyomu ancak bosgkiimeye
uygulayabiliriz. x yerine () alalim, bakalim ne elde edecegiz. (Boskiimeden
basgka bir gey elde edemememiz gerekiyor, yoktan bir sey var edemeyiz.)

zeUl e Tt(tednzet).

Demek ki z’nin U kiimesinde olmasi i¢in, yeter ve gerek kosul, bogkiimede z’yi
igeren bir ¢ elemaninin olmasi! Ama bu miimkiin olmadigindan U() kiimesinin
hi¢ elemani olamaz, yani

up =10
esitligi gecerlidir.

Simdiye kadar 4 aksiyom yazdik, ama boskiimeden 6teye gidemedik, bogkii-
meden bagka bir kiimenin olup olmadigini bile bilmiyoruz. Bir sonraki aksiyom,
bogkiimeden bagka kiimeler de var edecek.

Bir sonraki aksiyomun anafikri su: Eger x ve y birer kiimeyse o zaman
sadece ve sadece bu iki eleman iceren bir {x, y} kiimesi vardir.

A5. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimeyse, o zaman
sadece ve sadece x’i ve y’yi eleman olarak iceren bir kume vardar.

Bu aksiyomun bicimsel hali goyle:
VeVyJzVt(tez« (t=xVi=y)).

Varoldugu séylenen bu kiime {z, y} olarak yazilir.
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Dikkat: Aksiyomda x, y’den farkli olmak zorundadir demiyor. x, bal gibi
de y’ye esit olabilir. Bu durumda {z,y} yerine daha sade olarak {x} yazilr.

Bu aksiyomu, simdilik yegane kiimemiz olan bogkiimeye uygulayalim, yani
yukaridaki aksiyomda x = y = () alahm. O zaman tek elemanh {0} kiimesini
buluruz.

Devam edelim, A5 aksiyomunda 2 = () ve y = {(} alirsak,

{0, {0}}

kiimesini buluruz. Bu kiimenin iki elemam vardir, ¢linkii () ve {0} farkli kiime-
lerdir, ¢linkii ayn1 elemanlar1 yoktur, 6rnegin {(}} kiimesinin () eleman1 diger
kiime olan bogkiimenin bir eleman: degildir. Devamla,

{{0}},
{{0, {0}}, {03}
{{{0, {03}, {03}, {{0}}}

gibi kiimeler de buluruz.
Biitiin bu kiimeler en fazla iki elemanh. Ama A5 ile A4t birlikte kullanarak
daha fazla elemanh kiimeler de bulabiliriz. Once bir Onsav:

Onsav 17.2. Eger x ve y ki kiimeyse, x Uy de bir kumedir, yani ya x ya da
y’nin (her ikisinin birden de olabilir) elemanlarindan olusan bir kime vardur.

Kanit: Ab’e gore {x,y} bir kiimedir. A4 ise bir kiimenin elemanlarinin bile-
siminin bir kiime oldugunu soyliiyor, demek ki {z, y} kiimesinin elemanlarinin
bilesimi de bir kiimedir. [

Yukarida varligi sdylenen kiimeyi daha 6nce (A4’ten hemen sonra) U{x,y}
olarak yazdik ama bu kiime daha ziyade z Uy olarak yazlir.

Iki kiimenin bilesimini alabiliyorsak, biraz daha sabirla, elbette sonlu sa-
yida kiimenin de bilegimini alabiliriz. Bu arada

(xUy)Uz=2U(yUz)

ya da
rUy=yUx

gibi kitapta daha once kanitladigimiz esitlikleri bir kez daha kanitlamiyoruz.
Burada amacimiz ZFC aksiyomlarini verip ana teoremleri ortaya koymak.
Onsav 17.2 sayesinde ornegin ii¢ elemanl bir kiimenin varligini kanitlaya-

biliriz.
{0,{0}}

toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz.

{{{03}3}
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toplulugunun da bir kiime oldugunu biliyoruz. Onsav 17.2’yi kullanarak bu iki
kiimenin bilesimini alarak, {ic elemanh

{0, {0}, {{03}}

kiimesini buluruz.

Boyle giderek, istedigimiz goklukta elemani olan, ama hep sonlu sayida
elemani olan kiimeler bulabiliriz. A4 ve A5 aksiyomlar: bize sadece sonlu sayida
elemani olan kiimeler vadeder, sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin varligini
gostermek icin bagka aksiyomlara ihtiyacimiz var.

Bu arada, sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin olmadigini sGylemiyo-
rum, sadece varsa da varligini kanitlayamayacagimizi sdyliiyorum.

Alistirma 17.2. x ve y birer kiimeyse, zAy’nin de bir kiime oldugunu kanitlayin, yani

VeVydzVi(tez e (tex Nt ¢gy)V(EExz At Ey)))

Onermesini kanitlaymn. (Burada varhg: sGylenen z, x ve y kiimelerinin simetrik farkidur.)

Aysegiil Saymaya Basghyor! Simdiye kadar verdigimiz 5 aksiyomla matema-
tiksel olarak dogal sayilar: teker teker tanimlayabiliriz. (“5 aksiyom” yazarken
kullandigimiz 5 sayis1 matematiksel 5 sayis1 degildir, edebi 5 sayisidir!)
Bundan boyle
0=10

tanimini kabul ediyoruz ve 0’a “sefir” adini veriyoruz. Demek ki 0 bir kiime,
hem de bosgkiime.

1 saywisiu {0}, yani {0} olarak tammliyoruz.

2 saywisiu {0, 1} olarak tammliyoruz.

3 sayisin {0, 1,2} olarak tanimliyoruz.

4 saywisimu {0, 1,2, 3} olarak tammliyoruz.

5 saywisi {0, 1,2, 3,4} olarak tanimhiyoruz.

Bu tanimlara bir de su gozle bakalim:

5=1{0,1,2,3,4} = {0,1,2,3} U {4} = 4U {4},
4=1{0,1,2,3} = {0,1,2} U {3} = 3U {3},
3=1{0,1,2} = {0,1} U {2} = 2U {2},
2={0,1} = {0} U {1} = 1U {1},
1={0} =0 uU{0} =0uU{0}.

Gortildiigi tizere, her seferinde z’ten sonra gelen sayi, daha dogrusu x’ten
hemen sonra tanimlanan say1
xU{z}
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olarak tammlanms. Ornegin, 6 sayisini da 5’ten sonra gelen say1 olarak ta-
nimlayabiliriz:

6=5U{5}=1{0,1,2,3,4} U {5} = {0,1,2,3,4,5}.

Eger x bir kiimeyse,

S(z) =z U{z}

olarak tanimlansin. S(z)’in S’sini “sonra gelen”in ya da “bir sonraki”’nin S’si
olarak diiglinebilirsiniz. S(x) yerine daha basit olarak bazen Sz de yazdigimiz
olacak.

Tleride, dogal sayilar1 ve toplamay1 tammladigimiz zaman, her n dogal
sayisi i¢in Sn = n+ 1 oldugunu gorecegiz. Daha dogrusu, toplamay1 bu egitlik
dogru olacak bicimde tanimlayacagiz.

Onsav 17.3. Eger x bir kiimeyse, Sx de bir kiimedir.

Kanit: f bir kiime olduguna gore, A5’e gore {x} de bir kiimedir. Gene A5’e
gore {x,{z}} de bir kiimedir. Ad’e gore {x, {x}} kiimesinin elemanlarimn bi-
legimi, yani x U {z} de, yani Sz de bir kiimedir. O

Bu yontemle, 200 sayisini da biraz sabirla tanimlayabiliriz. Ama tiim dogal
sayilarin hepsini iceren bir kiimenin varligini heniiz gosteremeyiz. Yani verilmig
sonlu sayida dogal sayiy1 tanimlayabiliriz ama dogal sayilar kiimesinin varligini
kanitlayamayiz, cliinkii elimizdeki aksiyomlarla sonsuz bir kiimenin varligini
gosteremeyiz. Bunun igin ayri bir aksiyoma gerek duyacagiz. Ama 6nce basit
bir aksiyom daha.

Okur gimdilik sayilarin birer kiime olarak tanimlandiklarini aklinda tutsun.

A6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Ejer x bir kimeyse, elemanlar:, x’in
altkimelerinden olusan bir kiime vardar.

Bu kiime p(x) olarak yazilir.
Bigimsel matematik dilinde bu aksiyom sunu séylemektedir:

Ve IyVz(z €y < 2z Cx).

Burada kisaltma olarak C simgesini kullandik. Kisaltma kullanmadan bu ak-
siyom g0yle yazilir:

VedyVz(z ey < Vt(t ez —tex)).

Kitabin ilk boliimlerinde altkiimeler kiimesi p(x)’ten uzun uzadiya bahsetti-
gimiz icin, burada tstiinde fazla durmayacagiz.

Buraya kadar verdiklerimiz, kiimeler kuraminin en basit aksiyomlariydi.
Neredeyse ilkokul seviyesinde.
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Bu aksiyomlarla sonsuz bir kiimenin varligi kanitlanamaz. Ciinkii sonlu
kiimelerden yola cikarak aksiyomlarimizdan higbiri sonsuz bir kiime yarat-
mamiz1 saglamaz. Bunu gérmek icin akiyomlarimiza teker teker bakalim.

A1, 0 elemanli bir kiimenin varligim soyliiyor. Bu aksiyom sonsuz bir kiime
yaratamaz.

A2, zaten bir kiime yaratmiyor.

A3, var olan bir z kiimesinin bir altkiimesini yaratiyor. Eger x sonlu bir
kiimeyse, A3’lin yarattigi altkiime de sonludur elbette.

A4, bir x kiimesinin elemanlarinin bilesimini aliyor. Eger x’te sonlu sayida
eleman varsa ve x’in her elemani sonlu bir kiimeyse, elbette z’in elemanlarinin
bilegimi de sonludur. Nitekim eger z’in en fazla n tane elemani varsa ve z’in
her elemaninin en fazla z tane elemani varsa, x’in elemanlarinin bilegiminin
en fazla nm tane elemani olabilir.

A5, zaten en fazla 2 elemanli kiimeler yaratiyor.

AG ise, verilen bir z kiimesinden x’in altkiimeler kiimesini var ediyor. Ama
eger x’in n tane elemani varsa, x’in 2" tane altkiimesi vardir, dolayisiyla bu
aksiyom da sonsuz kiime yaratmakta kullanilamaz.

17.2 Sonsuzluk ve Dogal Sayilar Kiimesi

Demek ki sonsuz bir kiime yaratmak icin yeni bir aksiyoma ihtiyacimiz var.
Iste o aksiyom:

A7. Sonsuz Kiime Aksiyomu. (’nin elemans oldugu ve her x elemans igin
Sx’in de elemant oldugu en az bir kiime vardar.

Bu aksiyom simgesel dilde goyle yazilir:
Jz (0 ez AVy(y € x — Sy € x)).

Burada Sy bir kisaltma olarak kullanilmigtir elbette. Sy’den kurtulmak igin,
yukaridaki onermeyi o6nce goyle yazalim:

Jx(dexAVy(yexz— Fz(z2=SyAzerx))).
Sy’den tamamiyla kurtulmak igin, z = Sy yerine su 6énermeyi koyalim:
Vi(teze (teyVt=uy)).
A7’nin yeni bigimsel hali (olabildigince az parantezle!) soyledir:
@exAVy(yexr—>IzNMt(teze (teyVt=y)) Az €x))).
Bir de bogkiimeden kurtulmak gerekiyor. Bunun igin,

0ex
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yerine,
Ju (Vv—(v €u) Au € z)

yazmamiz gerekiyor. Bunu da yaparsak, o zaman A7, buraya almayacagimiz
anlagilmaz bir bicime doniigiir, yani bigimsel matematik bu asamada, ve hatta
belki de daha once, iflas eder, biz olimliler icin anlagilmaz olmaya baslar!
Onermenin yazmadigimiz bu son biciminde, sadece matematigin ve kiimeler
kuraminin dilinin simgeleri vardir.

Goriildiigi gibi giizelim aksiyom pek ne dedigi anlagilmayan bir garabete
doniigtii. Kisaltmalar, hatta gilindelik dil iste bu yiizden sadece yararh degil,
ayrica vazgegilmezdir de.

Dogal sayilar kiimesi -eger varsa- A7’nin varligini soyledigi kiimelerden biri
olmali. Ciinkii A7’nin var oldugunu soyledigi kiime,

0’1 igerir.
0’1 igerdigi i¢in S0’1 da, yani
1’i de igerir.
1’i igerdigi i¢in S1’i de, yani
2’yi de igerir.

Bunu boyle istedigimiz kadar uzatiriz.

Dolayisiyla A7’nin var oldugunu soyledigi kiime tiim dogal sayilar1 eleman
olarak igerir (her ne kadar tiim dogal sayilar1 degil de sadece ilk birka¢ dogal
sayiy1 tanimladiysak da), daha dogrusu A7’nin var oldugunu soyledigi kiime,
dogal sayilar olmasi gerektigini diistindiigiimiiz kiimeleri icerir.

Demek ki dogal sayilar kiimesi -eger varsa boyle bir kiime- A7’nin varhgini
sOyledigi kiimenin bir altkiimesi olmali.

Hatta biraz diigiiniince, dogal sayilar kiimesi N (eger varsa tabii, yoksa
soylenecek bir gey yok), A7'nin varhigini séyledigi kiimelerin en kiigiigii olmals,
dahasi, hepsinin kesigimi olmali. Bunu simdi bir teorem olarak kantlayabiliriz.

Once bir tanim verelim. Bogkiimeyi eleman olarak iceren, ve her z elemam
igin, Sx’i de eleman olarak iceren kiimelere tiimevarimsal kiime denir. Bu,
pek yerinde bir adlandirma degil ama ne yapalim ki 6yle adlandirilmis, kabul
etmek zorundayiz. Demek ki A7, en az bir tiimevarimsal kiimenin varligim
soyliiyor.

Teorem 17.4. Tum timevarimsal kiimelerin kesisimi bir kiimedir ve en kiicuk
timevarimsal kimedir (yani tim timevarimsal kiimelerin altkimesidir.)

Kanit: Kanitin en zor yani tiim tiimevarimsal kiimelerin kesisiminin bir kiime
oldugunu kanitlamak. Bunu yaptiktan sonra kesigimin tiimevarimsal bir kiime
oldugunu kanitlamak zor degil.
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Eger tlimevarimsal kiimeler bir kiime olugtursaydi, yani elemanlar1 tiim
tiimevarimsal kiimeler olan bir kiime olsaydi, o zaman Onsav 17.1%e gore tiim
tlimevarimsal kiimelerin kesigimi bir kiime olurdu ama ne yazik ki tiim tiime-
varimsal kiimelerin elemani oldugu bir kiime yoktur. Bu zorlugu s0yle asacagiz:

AT’ye gore en az bir tiimevarimsal kiime vardir. x, bunlardan biri olsun.
y = p(x) olsun. A6’ya gore y bir kiimedir.

z = {t € y : t timevarimsal}
olsun. A3’e gore z bir kiimedir. Nitekim ¢(¢) 6nermesi
t tlimevarimsal
anlamina gelsin, yani ¢(t),
DetAVy(yet— Syet)

olsun. ¢(¢)’'nin kiimeler kuraminin dilinde yazilan bir ézellik oldugunu bir iki
sayfa once gordiik. Demek ki,

z={tey: o)}

toplulugu A3’e gore bir kiimedir. z, elemanlar: z’in tiimevarimsal altkiimeleri
olan bir kiime. z, 2’in tiimevarimsal bir altkiimesi olduguna gore, x € z, yani
2 boskiime degil. Onsav 17.1’e gore Nz bir kiimedir. Nz, elbette z’in tiim
tiimevarimsal altkiimelerinin kesigimi.

Nz kiimesinin istedigimiz kiime oldugunu gosterecegiz.

Simdi tiimevarimsal kiimelerin kesigiminin tiimevarimsal oldugunu goste-
relim. Bdylece, Nz kiimesinin tiimevarimsal oldugunu goéstermis olacagiz. A,
tiimevarimsal kiimelerden olugan herhangi bir kiime olsun. NA kiimesinin tii-
mevarimsal oldugunu gésterecegiz. Once bogkiimenin NA kiimesinin bir ele-
mani oldugunu gosterelim. Ama bu ¢ok kolay: Bogkiime A’nin her elemaninin
bir elemani oldugundan (¢iinkii A’nin her eleman: tiimevarimsaldir), bogkiime
A’nin tim elemanlarinin kesisiminde, yani NA kiimesindedir. Simdi de NA
kiimesinden bir b eleman alalim. Demek ki b, A’nin her elemaninin eleman.
Ama A’nin her elemam tiimevarimsal oldugundan, bundan, Sb’nin A’nin her
elemaninin elemani oldugu c¢ikar. Yani Sb € NA.

Boylece, Nz kiimesinin de tiimevarimsal oldugunu gostermis olduk.

Simdi u herhangi bir tiimevarimsal kiime olsun.

Nz Cu
icindeligini gosterecegiz.
Ab’e gore {u, x} bir kiimedir. Onsav 17.1’e gére uNz bir kiimedir. Ayrica,
iki ttimevarimsal kiimenin kesigimi oldugundan, yukarida kanitladigimiz tizere
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u Nz tiimevarimsal bir kiimedir. Ama u N« elbette 2’in bir altkiimesi. Demek
ki w Nz, 2’in timevarimsal bir altkiimesi. Ama Nz, x’in tiim tiimevarimsal
kiimelerin kesigimi. Demek ki kesigimi alinan kiimelerden biri de uNx. Bundan

NzCuNxzx
gikar. u N C u oldugundan, bundan da
Nz Cu

aikar. Istedigimizi kanitladik, tiimevarimsal bir kiime olan Nz kiimesi, tiim
tiimevarimsal kiimelerin altkiimesi; yani en kii¢iik tiimevarimsal kiime. g

Teorem 17.4’teki kiimeye bundan boyle N diyecegiz. N'nin elemanlarina
dogal sayr adini verecegiz. N de, dogal olarak, dogal sayilar kiimeszt olacak.

“Timevarimla kanit” ilkesinin bir teorem oldugunu gosterebiliriz:

Teorem 17.5 (Tiimevarim Ilkesi I). A bir kiime olsun. Eger 0 € A ve her
x € A i¢in Sx de A’nwn bir elemaniysa o zaman N C A olur.

Sonug 17.6 (Tiimevarim Ilkesi IT). o(z) bir formiil olsun. Eger ¢(0) dogruysa
ve hern € Nigin p(n) dogru oldugunda p(Sn) de dogruysa, o zaman hern € N
icin o(n) dogru olur.

Kanitlar: Teorem 17.5 aynen N'nin tanimindan ¢ikar. Teorem 17.5’ten Sonug
17.6’y1 cikarmak igin, Teorem 17.5’te,

A={neN:p(n) dogru}
tanimini yapmak yeterli. O

Yakinda N {izerine toplama ve ¢arpma iglemlerini ve siralama iligkisini (<)
tanimlayacagiz. Ama once metinde sezgisel olarak tanimlanan bazi kavramlari
matematiksel olarak tanimlamamiz lazim.

17.3 Iki Kiimenin Kartezyen Carpimi

Tanimi aynen metinde yaptigimiz gibi yapacagiz, yalniz kartezyen carpimin
kiime olduguna dikkat edecegiz.
Eger = ve y iki kiimeyse,

{z} =, v}}

toplulugunun bir kiime oldugu A5 kullanilarak kolaylikla kanitlanabilir. Bun-
dan boyle bu kiimeyi (x,y) olarak yazacagiz:

(z,y) = {{z}, {=,y}}.
(x,y)’ye bir ¢ift ya da ikili adi verilir.
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Elbette, eger x, y, z li¢ kiimeyse, ((x,y), z) ya da (z, (y, z)) kiimelerini de
var edebiliriz.

Onsav 17.7. z = y ve y = t esitlikleri, (z,y) = (2,t) esitligi i¢in yeter ve
gerek kosuldur. Ayrica

i. Eger x € A vey € B ise (x,y) € p(p(AU B)) olur.

ii. Eger a = (x,y) ise,

r=NNavey=UUa\NNa)U(NUa)

olur, yani o, x ve y’yi kiimeler kuramanin bir formiliyle tanimlar.

Bariz kaniti okura birakiyoruz, zaten metinde de kanmitlanmigti. z’e (z,y)
¢iftinin birinct izdigimdi, y'ye de ikinci izdiustuma denir.

pri(z,y) = x ve pra(z,y) =y

yazilir.
Bu 6nsav 1s1ginda X ve Y kiimelerinin X x Y kartezyen carpimini tanim-
layabiliriz: X x Y kartezyen carpima

{a€p(p(XUY)):Jzy(zre X AyeY Na=(z,y))}.

kiimesi olarak tanimlanmigtir. Bunun bir kiime oldugunun kanitini okura bi-
rakiyoruz. Kanitta elbette A3’ kullanmalisiniz.

Tleride kartezyen carpimin tanmmim degistirecegiz. Fonksiyonlar: tanimla-
yabilmek icin simdilik bu gegici tanima ihtiyacimiz var.

Biraz ileride (X xY') x Z gibi kartezyen carpimlar1 da kullanacagiz. Bazen
bu kartezyen carpimlarini parantezsiz bigimde,

X xY xZ

olarak yazacagiz. Elemanlarini da ((z,y), z) yerine (z,v, z) olarak yazacagz.
Bu tiir elemanlara ¢l diyecegiz.

17.4 1kili Iliski ve Siralama

X bir kiime olsun. X tizerine ikili bir #ligkt X x X kartezyen carpiminin bir
R altkiimesidir. (z,y) € R yerine ¢ogu zaman xRy yazilir.

R yerine, =, ~, <, C gibi, bize daha fazla anlam ifade eden, sezgimize ve
aligkanliklarimiza daha fazla seslenen simgeler de kullanilir.

Cok bilinen ¢ tir iligki vardir:

1. R = X x X. Bu iligkide, her eleman her elemanla iligskidedir, dolayisiyla
pek ilging bir iligki degildir.
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2. R = (. Bu iligkide, hicbir eleman bir bagka elemanla iligskide degildir,
dolayisiyla bu da pek ilging bir iligki degildir.

3. R={(z,y) € X : z =y} = {(z,2) : v € X}. Bu iliskide her eleman
sadece kendisiyle iligkidedir.

Eger her x € X icin z Rz oluyorsa, R’ye yansimaly iliski denir.

Eger her z, y € X igin, x Ry oldugunda y Rz oluyorsa, R’ye simetrik iligki
denir.

Eger her z, y, z € X icin, xRy ve yRz oldugunda xRz oluyorsa, R’ye
gecisli ya da gecgiskenli iliski denir.

Eger her z, y € X icin, xRy ve yRzx oldugunda x = y oluyorsa, R’ye
antisimetrik iliski denir.

Yansimali, simetrik ve gecisli iligkilere denklik iliskisi adi verilir. Metinde
bu kavram {iizerine uzun uzun durduk.

Yansimali, antisimetrik ve gegisli iligkilere siralama ya da yarisiralama
denir. Ornegin A bir kiimeyse ve X = p(A) ise, “z C y” iliskisi bir siralamadir.

Siralamalar genellikle R yerine < simgesiyle gosterilir, biz de oyle yapalim.

Eger bir < siralamasinda her z,y € X i¢in, z < y ya da y < z iligkilerinden
biri dogru oluyorsa, o zaman bu siralamaya tamsiralama denir.

< ikili iligkisi X tizerine bir tamsiralama olsun. ) # A C X olsun. Eger
A’da, her ¢ € A i¢in a < z iligkisini saglayan bir a elemam varsa, bu a ele-
manina (< siralamasi igin) A'nin en kigtik elemana adi verilir. Eger X’in bog
olmayan her altkiimesinin en kiiciik elemani varsa bu siralamaya iyisiralama
denir.

Dogal sayilar kiimesi tizerine bildigimiz < siralamasini kolaylikla tanimla-
yabiliriz:

Teorem 17.8. n, m € N icin, su iki kosul birbirine denktir:
a.ne€m ya dan=m.

b. n Cm.

Ve C iliskist N wuzerine bir tyisiralamadar.

Siralama elbette C olarak degil de, < olarak yazilir. Eger n < m ve n # m
ise n < m yazilir. Demek ki,

n<m<s<necm.

Dolayisiyla bu tanimla, her dogal sayinin kendisinden kiigiik dogal sayilar
kiimesi oldugu ¢ikar.

Sonug 17.9 (Timevarim Ilkesi IIT). o(z) bir formiil olsun. Eger her n € N
igin, her i < n i¢in (i) dogru oldugunda o(n) de dogruysa, o zaman her
n € N i¢in ¢(n) dogru olur.
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17.5 Fonksiyon

X ve Y birer kiime olsun. X x Y kartezyen carpiminda bir grafik, X x Y 'nin
su Ozelligini saglayan bir G altkiimesidir:

Her x € X igin, (z,y) € G igindeligini
saglayan bir ve bir tane y € Y vardur.

X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X x Y kartezyen carpiminin bir G grafigi
icin (X, Y, G) bigiminde yazilan bir ti¢liidiir.

Eger f = (X, Y, G) bir fonksiyonsa, X’e f’nin tanim kiimesi, Y'’ye f’'nin
deger kiimesi, G'ye de f’nin grafigi adi verilir. Eger x € X igin, (z,y) € G
ise, bu y (verilmis x igin) biricik oldugundan,

flx) =y
ya da

fr=y
yazabiliriz. y’ye f'nin z’te aldig1 deger denir. Cogu zaman bir f = (X,Y,G)
fonksiyonu, G’den hig sézedilmeden,

fiX—Y

olarak gosterilir. Eger f(z) = y esitligini saglayan y’yi = cinsinden ifade eden
bir kural bulabilirsek, o zaman G’yi bu kuralla belirleyebiliriz.
Eger (X,Y, Q) tigliisii bir fonksiyonsa ve Y C Y7 ise, o zaman (X, Y7, G)
tigliisii de bir fonskiyondur. Demek ki X ve GG, Y'yi belirlemeye yetmiyor.
Ote yandan, G grafigi X'i belirler; yani eger ((X,Y),G) ve

(X1, 11),G)

birer fonksiyonsa, o zaman X = X; olmak zorundadir. (Neden?)

Birebir ve orten fonksiyonlar, esleme ve eglesmeler, 6zdeslik fonksiyonlari,
fonksiyonlarin bilegkesi gibi kavramlar aynen metindeki gibi tanimlanirlar. Bir
kez daha ayrintilara girme geregini duymuyoruz.

Ornek 17.3. X ve Y birer kiime olsun.
Gi={(a,2) e (X xY) x X :pr;(a) =z}
olsun. O zaman (X x Y, X, G1) orten bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, tahmin edilecegi {izere,
pri: X xY =+ X

olarak yazilir ve birinci izdisiim fonksiyonu olarak bilinir. Benzer gekilde tkinci tzdisim
fonksiyonu
proy : X XY =Y

fonksiyonu da tamimlanabilir.
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Onsav 17.10. X ve Y birer kiime olsun. X 'ten Y 'ye giden fonksiyonlar bir
kume olustururlar.

Kanmit: Kanit1 okura birakiyoruz. O

X’ten Y'ye giden fonksiyonlar kiimesi
Fonk(X,Y), XY ya da Y¥

olarak yazilir.
Birebir ve orten fonksiyonlarin ve egleme ve eglesmelerin tanimi kitapta
daha Once tamimlandig: gibidir. Tekrar etmeyecegiz.

17.6 Sonlu Kumeler

Eger bir X kiimesi bir dogal sayiyla eslenikse, o zaman o kiimeye sonlu ktime
adi verilir. Bir kiimenin en ¢ok bir dogal sayiyla eslenik oldugu, sonlu kiime-
lerin altktimelerinin, bilesimlerinin ve sonlu kartezyen carpimlarinin da sonlu
oldugu, kanitlar1 oldukca kolay ama can sikici olacak kadar uzun onermelerdir.

Bazen sonlulugun bir bagka tanimi kabul edilir: Eger X bir kiimeyse ve
bir z € X igin X \ {x} ile X kiimeleri eslenik degillerse X’e sonlu kiime adi
verilir.

Bu iki sonluluk kavraminin esdeger oldugu hi¢ de bariz degildir ve kaniti
i¢cin Se¢im Aksiyomu gerekir.

Sonlu olmayan kiimelere de sonsuz kiime ad: verilir.

Birinci tanimin daha dogal oldugu bariz olmal:.

Bu altboliimii higbir seyin sezgiye birakilmadigini géstermek amaciyla yaz-
dik. “Sonlu olmak” bile tanimlanir bigimsel matematikte.

17.7 Dogal Sayilarda Toplama ve Carpma
Bu altboliimde yapacaklarimizin hepsini bir énceki teoremi kullanarak da ya-
pabilirdik. Ama bu cabaya girismeyecegiz.

Toplama. Ilk olarak dogal sayilar kiimesi N {izerine toplamay1 tanimlayalim.
Toplama, N x N’den N’ye giden bir + fonksiyonu olacak. Tabii, +(n,m) yerine,
aligik oldugumuz n + m yazilimim kullanacagiz.

Bir an i¢in toplamanin tanimini bildigimizi varsayarsak,

n+0=n

esitliginin saglanmas1 gerektigini goriirliz. Ayrica, “art1 1”7 igleminin S ta-
rafindan tamimlanacagini, yani her n dogal sayisi i¢in

Sn=n+1
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esitliginin dogru olacagim diigtiniirsek, o zaman,
n+Sm=.S(n+m)

esitliginin de dogru olmas1 gerektigini anlariz, ¢linkii ne de olsa, toplama ma-
tematiksel olarak nasil tanimlanirsa tanimlansin,

n+(m+1)=(Mn+m)+1

esitliginin dogru olmasi gerektigini biliyoruz. Dolayisiyla toplamayi, her n do-
gal sayisi icin,
n+0=n

ve
n+Sm=.S(n+m)

esitlikleri dogru olacak bicimde tanmimlamaliyiz.
Fonksiyonlarin grafikleriyle tanimlandigini biliyoruz. Dolayisiyla 6nce ta-
nimlamak istedigimiz toplama fonksiyonunun grafigini, yani

Gy ={(z,y,2) e NxNxN:z+y=z}

kiimesini bir bicimde tanimlamaliyiz ki toplamay1 tamimlayabilelim!

Tanmimlamak istedigimiz bu G4 kiimesinin su iki 6zelligi olmali:

1. Her z € N i¢in (z,0,z) € G4 olmali, ¢iinkii z + 0 = z esitliginin dogru
olmasini istiyoruz.

2. Her z, y, z € N i¢in eger (z,y,2) € G4 ise, o zaman, (z,Sy,Sz) € G4
olmali, ¢linkii eger x 4+ y = z ise,

r+Sy=aw+@y+)=@+y +l=2+1=25z

esitligi dogru olmall.

Ama N x N x N kiimesinin bu iki 6zelligi saglayan ¢ok altkiimesi var, mesela
Nx N x N kiimesinin kendisi bu iki 6zelligi saglar. Biraz diisiiniince goriilecektir
ki, G+ kiimesi bu iki 6zellikleri saglayan kiimelerin en kii¢igii olmalidir.

G+ kiimesini tanimlamaya bagliyoruz. A, NxNxN kiimesinin bir altkiimesi
olsun. Eger A kiimesi, her (z,y,2) € N x N x N igin,

T1. (z,0,2) € A,
T2. (z,y,2) € A — (x,5y,5z) € A
ozelliklerini saghiyorsa, A’ya toplamsal kiime diyelim. Elbette N x N x N

kiimesinin kendisi bir toplamsal kiimedir. Demek ki en az bir toplamsal kiime
vardir.
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Onsav 17.11. Tim toplamsal kiimelerin kesisimi toplamsal bir kiumedir; do-
layrswyla bu kesisim en kiicik toplamsal kuimedir. Bu en kicuk toplamsal kiime
bir grafiktir, yani N x N’den N’ye giden bir fonksiyon tanimlar. Eger bu fonk-
siyona + dersek ve +(x,y) yerine x +y yazarsak,

r+0=0vex+ Sy=9S(+y)
olur.

Kanit: Onsavin birinci ve sonuncu tiimcelerinin kanit1 ¢ok kolaydir. Tkinci
tlimcesi ise tiimevarimla kanitlanir. Kanit zor olmasa da uzundur. g

Buradan Sx = z 4 1 esitligini kanitlayabiliriz:
r+1=x+50=5(x+0)=Sz.
Bu esitlikle, tiimevarim ilkesi aligageldigimiz bicimine kavusur.
Onsav 17.12. Su esitlik dogrudur: 24+ 2 = 4.
Kanit: 2 =51, 3 =52 ve 4 = 53 tanimlarini animsayip hesaplayalim:
24+2=24+51=5(2+1)=552=53=4.

Kanitimiz bitmistir. O

Dikkat: x + 0 = 0 esitligi, 0 + =z = x egitligi demek degildir. Bu ikinci
esitligin ayrica kanitlanmasi gerekir. Bunun gibi,

T+y=y+uz,
r+(y+2)=(v+y)+ 2z,
rt+y=r+z—-2y==z

gibi ilk ya da ortaokuldan beri “bildigimiz” 6nermeleri tiimevarimla kanitla-
yabiliriz. Ayrica

T + z = y esitligini saglayan bir z € N vardir

Onermesiyle z < y 6nermesinin egdeger oldugu gene tiimevarimla kanitlanabi-
lir. Bunun gibi toplamayla esitsizligi harmanlayan,

rlyr+z<y+z

6nermesi de kanitlanabilir. Biitiin bunlar1 [N3]te bicimsel olarak yapacagiz.
Burada kisaca gegiyoruz.
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Carpma. Simdi de ¢arpmay: tanimlayalim. Toplami tanimlarken girdigimiz
kadar ayrintiya girmeyecegiz ¢iinkii yontemimiz ayni (ya da benzer diyelim)
olacak.

A, N x N x N kartezyen carpiminin bir altkiimesi olsun. Eger A kiimesi,
her (z,y,2) € N x N x N {igliisii igin,

C1. (z,0,0) € A,
G2 (1y.2) € A (ry+ 1z ba) € A

ozelliklerini sagliyorsa, A’va carpimsal ktime diyelim. Elbette N x N x N
kiimesinin kendisi bir ¢arpimsal kiimedir. Demek ki en az bir carpimsal kiime
vardir.

Onsav 17.13. Tim carpimsal kiimelerin kesisimi carpimsal bir kiimedir; do-
laypsiyla bu kesisim en kiictik carpimsal kiimedir. Bu en kii¢iik carpimsal kiime
bir grafiktir, yani N x N’den N’ye giden bir fonksiyon tansmlar. Eger bu fonk-
siyona x dersek ve X(x,y) yerine xy yazarsak,

20=0vex(y+1)=ay+x

olur.
Kanit: Kanit okura birakilmistir. O
Kimi zaman zy yerine x X y ya da x - y yazilir.
Eger 0 + x = x esitligini kamitlamigsak, buradan x - 1 = z egitligini
kanitlayabiliriz:

z-1l=2-50=z0+1)=2-0+z=0+z ==
Onsav 17.14. Su esitlik dogrudur: 2 x 2 = 4.
Kanit: Dogrudan hesaplayalim:
2x2=2x51=2x(14+1)=2x142=2+2=4.

Kanitimiz bitmigtir. O

Carpmanin ve toplamanin diger basit 6zellikleri de tiimevarimla kolaylikla
kanitlanabilir. [N2)’de biitiin bunlar ayrmtil bir bigimde kanitlanmigtir.

17.8 Peano Aritmetigi

Yukarida yaptiklarimizi gézden gecirelim:

1. N diye bir kiime tanimladik.
2. N'nin 0 diye yazilan bir elemani vardir.
3. Bu kiime iistiinde bir S : N — N fonksiyonu tanimladik.
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Boylece elde edilen (N, S,0) “matematiksel yapis1” agagidaki teoremin ilk
ti¢ Ozelligini saglar. Ancak sadece PA1l, PA2 ve PA3 ozelliklerini kullanarak,
kiimeler kuramina hi¢ bagvurmadan ve N'nin digina ¢ikmadan, N’de toplamay:
tanimlayamayiz. Kiimeler kuraminin giiciinii kullanarak,

4. N'de + ile simgelenen ikili bir iglem tanimladik.

Boylece elde edilen (N, S, +,0) “matematiksel yapisi” agagidaki teoremin
ilk dort ozelligini saglar. Ancak sadece PA1, PA2, PA3 ve PA4 ozelliklerini
kullanarak, kiimeler kuramina hi¢ bagvurmadan ve N'nin digina ¢gikmadan N’de
carpmay1 tamimlayamayiz. Kiimeler kuraminin giiciinii kullanarak,

5. N’de x ile simgelenen ikili bir iglem tanimladik.

Boylece elde edilen (N, S, 4,0, x) “matematiksel yapisi” agagidaki teoremi
saglar.

Teorem 17.15 (Peano Aritmetigi). PA1. 0 € N,

PA2. S, N’den N’ye giden birebir bir fonksiyondur.

PA3. Eger m € N ise Sn = m egitligini saglayan bir n € N elemans, ancak ve
ancak m # 0 ise vardar.

PA4. p(x) bir “formil” olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n € N i¢in ¢(n)
dogru oldugunda ¢(Sn) de dogru oluyorsa, o zaman her n € N i¢in p(n) dogru
olur.

PA5. Her n,m € N i¢in, n+0=n ve n+ Sm = S(n+ m).

PA6. Hernm €N icin,n x0=0wven x Sm=nxm+n.

Kanit: PA1 bariz. S’nin bir fonksiyon oldugunun kanit1 kolaydir. Birebir ol-
dugunu kanitlamak da zor degildir ama kanit icin “tiimevarim ilkesi”ne bas-
vurmak gerekir. PA3 de tiimevarimla kanitlanir. PA4 daha 6nce Sonug 17.6
olarak kanitlanmigti. PA5 ve PA6 6zellikleri de gegmiste kanitlandi. Ayrintilar:
[N2]’de yapacagiz. O

PA4’teki “formiil” terimi 0’1, S’yi ve bu ikisinin diginda,
A7 \/7 s va E!a () )7 ) _>7 —

mantiksal simgelerini ve x, y, z, a, b, n, m gibi degigskenleri kullanan formil
anlamina gelir. Dikkat: Bu teoremdeki formiillerde kiimeler kuramina ait olan
€ simgesi kullanilamaz.

Simdi soru gu: Kiimeler kuramini kullanmadan, sadece bir iistteki teorem-
deki ozellikleri aksiyom olarak kullanarak, n! (faktoriyel) ya da n' fonksiyon-
larimi tanimlayabilir miyiz? Toplama ve carpma hakkinda yazdiklarimizdan,
yapamayacagimizi digiinebilirsiniz. Yanlhg! Yukaridaki teoremdeki yazili olan
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6 onermeyi aksiyom olarak kullanarak aritmetikte ihtiyacimiz olan her fonksi-
yonu ve iligkiyi bugiine kadar tanmimlayabildik, bunlara n! ve n" fonksiyonlari
da dahildir tabii.

Eger amacimiz kiimeler kurami degil de dogal sayilarda aritmetik yapmak
olsaydi, daha 6nce yapilan her seyi unutup, yukaridaki PA1, PA2, PA3, PA4,
PA5, PA6 6nermelerini aritmetigin aksiyomlar: olarak kabul edip oradan de-
vam edebilirdik. Bu dnermelere Peano Aritmetigi adi verilir. [N2]’de bu
konuya biraz daha etraflica deginecegiz.

Mantikgiya Not: Sanmilanin tersine ilk dort aksiyom (kiimeler kuramina bag-
vurmadan ve birinci dereceden mantik kullanarak) aritmetigi geligtirmek icin
yeterli degildir. Ama toplama ve carpmayi ve PA5 ve PA6 aksiyomlarimi da
kabul ederek, aritmetigin gereken tiim fonksiyonlarinin ve iligkilerinin tanim-
lanabilecegine inaniliyor. Bugiine kadar bir aksilik ¢gikmadi!

17.9 Birka¢g Kavram Daha

Kiime Ailesi. “Kiime ailesi” kavraminin tek varolus nedeni psikolojik neden-
lerdir, yoksa bir fonksiyondan fark: yoktur. Psikolojik nedenler tizerinde fazla
durmadan kavrami tanmimlayalim. I bir kiime olsun. X de bir kiime olsun.
I’dan X’e giden bir fonksiyona bazen atle adi verilir.

X bir aile olsun, yani X, I kiimesinden bir X" kiimesine giden bir fonksiyon
olsun. Demek ki her ¢ € I i¢in X (i) € X. Gereksiz gibi goriinecek belki ama
X (i) yerine X; yazalim. Ardindan X yerine

(Xi)ier

yazalim. Iste bir “aile” matematikte (X;);es olarak gosterilir.

Ama aileyi boyle (X;)ier olarak gosterince X kiimesi ortadan kaybolmus
olur. Olsun... Bir ailede deger kiimesi ¢ok énemli degildir. (C)nemli olsaydi, X
fonksiyonunu (X;);cr olarak degil, bir X : I — & fonksiyonu olarak gosterir-
dik.) Nitekim bir (X;);es ailesinin verilmis olmasi, I’dan X; kiimelerini eleman
olarak igceren herhangi bir A kiimesine giden ve her ¢ € [ icin

X (i) = X;

degerini alan bir X fonksiyonunun verildigi anlamina gelir.

Dizi. Dizi kavraminin da tek varolusg nedeni psikolojiktir. Bir dizi dogal sayilar
kiimesi N’den bir X kiimesine giden bir fonksiyondur. Eger x bir diziyse, yani

z:N— X
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bir fonksiyonsa, n € N igin, x(n) yerine x,, yazalim. Bir dizi, aynen bir aile
gibi, (xy, ), olarak gosterilir. Ama bir diziyi boyle yazarsak deger kiimesi X kay-
bolur. Eger X’siz olmuyorsa, X illa gerekiyorsa, “dizi” yerine “X-dizisi”nden
sozedilebilir.

Kartezyen Carpim, Bir Daha. Daha 6nce tanimini verdigimiz “iki kiime-
nin kartezyen carpimi” tanimini unutalim... Daha dogrusu, daha once ta-
nimladigimiz “iki kiimenin kartezyen ¢arpimi” kavraminin adini degigtirelim,
¢iinkii fonksiyon kavramini tamimlarken gereksindik o kavrama ve tamamen
unutmaya hakkimiz yok.

Bu paragrafta sadece iki degil, herhangi bir kiime ailesinin kartezyen car-
pimini tanimlayacagiz.

(X;)ier bir aile olsun. X, tiim bu X;'leri eleman olarak iceren bir kiime
olsun. (Yani (X;);cs ailesi, ashnda I'dan X kiimesine giden X (i) = X; ku-
raliyla tanimlanmig bir fonksiyon, ama bunu boyle degil de bir “kiime ailesi”
olarak “gormek” ve “hissetmek” gerekir. Psikoloji burada devreye giriyor.) UX
kiimesi, her ¢ € I i¢in, X; kiimesini altkiime olarak igerir.

(Xi)ier ailesinin kartezyen carpume,

[[%Xi = {z € Fonk(I, UX) : heri €I icin, x(i) € X;}
iel
kiimesi olarak tanimlanir.

Eger n bir dogal sayiysa, [[._, X; yerine

<n
Xo X ... x X1

yazilir.
Eger ayrica Xg=... = X,,_1 = X ise

XoX..xX,_1=Xx...xX

yerine X" yazilir. izdﬁgﬁm fonksiyonlar1 da tahmin edildigi gibi tanimlanirlar.

17.10 Son Aksiyomlar

Daha ileri seviyede matematikte kullanilan birkag aksiyom daha vardir. Ki-
tabimizi o aksiyomlarla bitirelim.

Bu altboliimde verecegimiz ilk aksiyom, aslinda standart matematikte hig
kullamlmayan, sadece kiimeler kuraminda (hayat1 kolaylagtirmak igin) gereken
bir aksiyomdur.

AS8. Temellendirme Aksiyomu. Ejer x bos olmayan bir kimeyse, x’in dyle
bir y elemany vardir ki x Ny = 0 olur.
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Bu aksiyom sayesinde = € x i¢indeligini saglayan topluluklar kiime olmak-
tan men edilirler: Aksiyoma gore, {z} kiimesinin {2} Ny = 0 esitligini saglayan
bir y elemani olmali; y € {z} oldugundan y = x olmali. Ama o zaman da

ze{z}nez={z}ny=10

olur; celigki.

Alistirmalar

17.4. = € y € z icindeliklerini saglayan x ve y kiimelerinin olmadigini kanitlaym. (Temellen-
dirme Aksiyomu’nu kullanmahsiniz.)

17.5. ¢ € y € z € z igindeliklerini saglayan x, y ve z kiimelerinin olmadigin1 kanitlayin.
(Temellendirme Aksiyomu’nu kullanmalisimiz.)
A9. Yerlestirme Aksiyomu. Eger X bir kimeyse ve p(x,y) bir formilse
ve her z € X i¢in o(x,y) formilinin dogru oldugu bir ve bir tane y varsa, o
zaman elemanlar,
dz(x € X No(x,y))

ozelligini saglayan kiumeler olan bir kiime vardir, yani

{y:3z(z € X Np(z,y))}

bir kimedir.

Bu aksiyom, A3’in bir sonucu degildir ¢linkii kiime oldugu stylenen top-
lulugun y elemanlar: bir kiimeye kisitlanmamaislardir.

A10. Se¢im Aksiyomu. X, elemanlart bos olmayan kimeler olan bir ki-
meyse, oyle bir f: X — UX fonksiyonu vardwr ki, her x € X i¢in f(x) €
olur.

i§te ZFC bu kadar. Yalmz dikkat, A3 tek bir aksiyom degildir, bir aksiyom
semasidir, yani A3 aksiyom semasiyla her ¢(z) formiilii i¢in ayr1 bir aksiyom
elde edilir. Aym sey A9 i¢in de gegerlidir; A9’da da her p(z,y) formiilii igin
ayr1 bir aksiyom verilmektedir. Ama A10 tek bir aksiyomdur. Bunun nedeni
kiimeler kurami dilinin “her X kiimesi igin” yazmamiza izin vermesi (V.X),
ancak “her ¢ formiilii i¢in” anlamina gelebilecek bir sey yazmamiza izin ver-
memesidir!.

A1-A9 aksiyom ve aksiyom gsemalarindan olusan teori, Zermelo-Fraenkel
anlaminda ZF olarak kisaltilir. Sonlu sayida aksiyomla ZFC’ye egdeger bir
aksiyom sistemi yaratilamayacagi bilinmektedir.

Bu kadar aksiyomla bir iki istisna diginda bilinen tiim matematigin kuru-
labilmesi sagirticidir. Bu aksiyomlarla dogru olan her seyin kanitlanamamasi

'Kiimeler kuramimin Gédel-Bernays aksiyom sistemi adi verilen bir bagka aksiyom sistemi
daha vardir ve bu aksiyom sisteminde sonlu sayida aksiyom vardir.
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sagirtici olmayabilir belki ama bu imkansizligin kanitlanabilmesi herhalde sa-
sirticidir. Dahasi, neyin aksiyom olup olmadiginin anlasgilabildigi ve toplama
ve ¢carpmasiyla dogal sayilar1 ifade edebilecek zenginlikte herhangi bir aksiyom
sisteminde mutlaka dogru olan ama kanitlanamayan bir onerme olacaktir. Bu
ilging olguyu Godel’e borgluyuz.

17.11 ZFC Aksiyom Listesi

Aksiyomlarimizin bir listesiyle bitirelim:

A1l. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemant olmayan bir kime vardsr.

A2. Kiime Esitligi Aksiyomu. Ayn: elemanlary olan iki kiime birbirlerine
esittir.

A3. Tanmimlh Altkiime Aksiyom Semasi. = bir kiime ve ¢(z), kiimeler kura-
manan dilinde yazilmas bir 6zellik olsun. O zaman z’in p(z) 6zelligini saglayan
z elemanlary bir kiime olustururlar.

A4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in eleman-
larinan en azindan birinde olan elemanlardan olusan bir kume vardr.

A5. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kimeyse, o zaman
sadece ve sadece x’i ve y'yi eleman olarak i¢eren bir kiime vardir, yani {x,y}
toplulugu bir kiimedir.

A6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Ejer x bir kimeyse, elemanlar:, x’in
altkimelerinden olusan bir kiime vardar.

A7. Sonsuz Kiime Aksiyomu. ()’'nin eleman: oldugu ve her x elemans igin
Sx’in de elemant oldugu en az bir kiime vardar.

AS8. Temellendirme Aksiyomu. Ejer x bos olmayan bir kimeyse, x’in x N
y = 0 esitligini saglayan bir y elemany vardar.

A9. Yerlestirme Aksiyom Semasi. Eger X bir kimeyse ve @(x,y) bir
formiilse ve her x € X i¢in @(x,y) formdilinin dogru oldugu bir ve bir tane y
varsa, o zaman elemanlar,

Jx(z e X Np(z,y))

ozelligini saglayan kiumeler olan bir kiime vardir, yani

{y:Jz(r € X ANp(z,9))}

toplulugu bir kiimedir.

A10. Segim Aksiyomu. X, elemanlar: bos olmayan kiumeler olan bir ku-
meyse, oyle bir f : X — UX fonksiyonu vardur ki, her x € X i¢in f(x) € x
olur.






Kurt Godel (1906-1978)

Okuma Parcgasi

Avusturya-Macaristan Imparatorlugu’na bagh Cekoslovakya dogumlu, Viya-
na’da egitim gérmiig, tarihin bahtsiz cilveleri sonucu énce Cek, sonra Avustur-
yal (1929), Alman isgali ardindan istenci diginda Alman olan (1938) ve son
olarak da 1948’de Amerikan vatandaghgina gegmis matematik¢i ve mantikgi.
20’nci ylizyihin en 6nemli mantikgisi, hatta Aristo’dan bu yana tarihin en bii-
yiik mantikgis1 olarak bilinir.

Matematik ve mantik alanlarindaki teorem-
leriyle felsefeyi ve diisiin diinyasini Einstein ca-
pinda etkilemis kigilerden biridir.

Babas bir dokuma fabrikas: sahibiydi. Akla
ve mantiga Oncelik verirdi. Annesi ise g¢ocuk
egitiminin erken yasta baglamasi gerektigine
inananlardandi: Godel 10 yagindayken mate-
matigi, dinleri ve dilleri 6greniyordu.

Amerika Oncesi

Doymak bilmeyen merakindan dolay1 ¢ocuklugunda Nigin Bey adi verilmigtir.
6-7 yaglarinda romatizmal atesten mustarip olmus, neyse ki atlatmigtir. Al-
man okullarinda okumus, hayati boyunca Cekce 6grenmemistir. Liseyi tistiin
bagariyla bitirdikten sonra, 18 yasginda kuramsal fizik okumak lzere Viyana
Universitesi'ne gitmis, ama Matematik Boliimii'ne ge¢mistir. Tarihle ilgilen-
mig, Goethe’nin renk kuramini, Newton elegtirisini ve Kant’i okumustur. Dog-
matik bilimsel diigiinceleriyle pek Ortiigmese de “Viyana cevresi’ne dahil ol-
mustur. Bolonya’da Hilbert’in matematiksel mantik {izerine verdigi bir semi-
nere gitmis, ardindan Hilbert’le Ackermann’in 1928’de yayimladiklar1 Kuram-
sal Mantigin Temelleri kitabini okumug, burada sorulan “matematigin tamlig”
sorusunu bir yil i¢inde olumlu yanitlamis ve doktorasini almigtir.

Doktorasini aldiktan sonra Amerika’ya yaptigi seyahatlerin ve yogun ¢a-
lisgmanin Godel’i depresyona siiriikledigi soyleniyor ama depresyonun nedeni
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daha derin olmali. Calismalarina bir siire ara verdikten sonra 1937°de Secim
Aksiyomu’'nun (SA’nin) ve Siireklilik Hipotezi'nin (SH’nin) kiimeler kuraminin
diger aksiyomlarindan (sirasiyla ZF ve ZFC’den) bagimsiz oldugunu kanitla-
maya caligir. Istedigini tam basaramasa da, bu énermelerin yanhshginm ka-
nitlanamayacagini kanitlar.

1938’de, ailesinin karsi ¢ikmasina kargin, kendisinden on yasg biiyik, Vi-
yana’da bir gece kuliibiinde dansozliik yapan ve daha 6nce evlenip bogsanmis,
tistiine ustlikk bir de Katolik (Godel’in ailesi kati Liiteriyendi, bir tiir Protes-
tan yani) olan Adele Nimbursky (kizlik ad1 Porkert) ile evlenmistir. Cocuklar:
olmamuigtir.

Avrupa’dan Kacgis

Aymi yil, Avusturya, Nazi Almanyas: tarafindan iggal edilince, dogentlik kal-
dirilir ve Godel iiniversiteye yeni bastan bagvurmak zorunda kalir. Viyana
gevresindeki yakin arkadaglarimin Yahudi olmasi Gédel’in aleyhine olur ve
kot saghgina karsin askerlik yapmaya elverigli bulunur. Boylece tiniversite
yerine savaga gitme tehlikesi belirir. Bir gece bir grup Nazi gencinin saldirisina
ugrar, hirpalanir, gozliigi kirihir, neyse ki Adele gsemsiyesiyle gengleri dagitma-
y1 becerir! Godel artik Avrupa’da kalmamasi gerektigini anlar.

Savag bagladigindan Atlantik Okyanu-
su'nu gecerek Amerika’ya gitmek tehlikeli-
dir. Transsiberya treniyle Avrupa’dan ka-
carlar. Once Japonya, sonra Pasifik’i asa-
rak San Fransisco’ya varirlar (4 Mart 1940).
Trenle Amerika’y1 Bati’dan Dogu’ya geger-
ler. Godel, daha 6nce birkag kez ziyaret etti-
gi Princeton Ileri Aragtirma Enstitiisii'nde
galigmaya baglar. SA’nin ve SH’nin tutarh-
hig1 makalesini burada yayimlar. Oscar Morgenstein’in objektifinden

Princeton’da kendisinden 27 yas daha Einstein ile Godel
biiyiik olan ve 7 yil 6nce Amerika’ya goc
etmig olan Einstein’la tanigmig ve yakin dostluk kurmustur.

Tanr’nin Varlhiginin Kaniti

Ilgi alam matematikten felsefeye ve fizige kayar. Yasamboyu hayran kalacag:
Leibniz’i, ayrica Kant ve Husserl’i okur. 1970’lerin baginda, Leibniz’in Tan-
ri’nin ontolojik kanitinin bir cesitlemesini sagda solda dostlar: arasinda dagitir.
Unli mantik¢l Solovay, 1985’te yapilan ve yazarin da katildigi kii¢lik bir top-
lantida, Godel’den “therefore G exists” yani “demek ki G vardir” sozleriyle
biten mektuplar aldigin1 séylemistir. Buradaki G, tabii ki ingilizce Tanr1 de-
mek olan God’in ilk harfidir, ancak G, ayrica Gédel’in de ilk harfidir!
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Yagam1 boyunca ¢ok saygr duyuldugunu ve birgok ddiille onurlandirildigim
herhalde s6ylemeye gerek yoktur. 1951°de Einstein Odiilii’nii almigtir ve Julien
Schwinger’la birlikte bu 6diili alan ilk kigidir.

Oliimii

Godel cekingen ve icine kapamkti. Eksantrik bir kigiligi vardi. Ornegin yaz or-
tasinda kighk giysilerle dolagirdi. Buzdolab1 gaziyla zehirlenebilecegine inanir,
vaz kig demeden evinde kapi pencere acik otururdu. Hortlaklara inanirdi.
Ayrica sik sik hastalanan, sagliksiz biriydi, ancak doktorlarin tavsiyesine uy-
maz, hatta dediklerinin tam tersini uygulardi. 1940’larda kanamali bir iilser
gecirdi. Doktora gitmeyi reddettiginden 6liimle burun buruna geldi ve ancak
acil kan nakliyle hayati kurtarilabildi.

1955’te Einstein oOliince daha da igine kapandi. En yakinindakiyle bile te-
lefonda konusmay1 tercih etti. Biriyle bulusmasi gerektiginde yerini ve za-
manin titizlikle belirler ve o saatte randevu yerinden ¢ok uzakta bir yerde
olurdu. 1975te Ulusal Bilim Madalyas1 kendisine verildiginde Washington’a gi-
dip Bagkan Gerald Ford’u gérmeyi reddetti. Baz1 giiclerin iyiligi gomdiigii gibi
inanclara kapildi.

Kot insanlarin kendisini zehirleyeceklerine inandig i¢in, kendi yaptigi ye-
mekleri bile yemez, sadece eginin yaptigi yemekleri yerdi. 1977°de esi Adele
hastalik sonucu yemek yapamaz hale gelince, Godel yemek yemeyi tiimiiyle
reddetmigtir. Bir igne bir iplik kalan Godel Princeton Hastanesi’ne kaldirilir
ve orada da yemeyi reddedince, iki hafta sonra yetersiz beslenmeden ve agiri
kilo kaybindan, Tiirkcesiyle agliktan oliir.

Godel’in Matematige Katkilari

Bugiinkii modern matematiksel mantigin Godel’in eseri oldugu rahatlikla soy-
lenebilir. Cok geng bir yasta, daha heniiz 23’tindeyken, aritmetikte dogrulugu
ya da yanhglhgi kanitlanamayan 6énermelerin mutlaka olmak zorunda oldugunu
kamtlamigtir (Birinci Eksiklik Teoremi, yayimlanmas1 1931). Godel en ¢ok bu
teoremiyle bilinir. Biraz daha matematiksel olarak ifade edecek olursak, Ek-
siklik Teoremi sunu sdyler: Dogal sayilari, toplamay1 ve carpmay: ifade edecek
glicte olan ve neyin aksiyom olup olmadig1 anlagilabilen celigkisiz bir sistemde,
dogru olan ama sistem iginde kanitlanamayan bir 6nerme olmak zorundadir.

Godel boylece matematikte bigimciligi savunan Hilbert ve Russell gibileri-
nin diisiincelerine énemli bir darbe indirmig olur.

Ayrica bir kuramin (yani bir aksiyom sisteminin) her modelinde (yani sis-
temin aksiyomlarmin dogru oldugu her evrende) dogru olan bir énermenin
mutlaka matematiksel bir kaniti oldugunu da kanitlamigtir (1929, Tamhik Te-
oremi).
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Godel ayrica, ZFC'nin Siireklilik Hipotezi’ni yanhglayamayacagini kanitla-
nmugtir (1938, makalenin yayimlanmas: 1940). Bu makalesinde insa edilebilir
evren kavramim tanmlar. Insa edilebilir evren, kiimeler kurammm en ba-
sit kiimeleriyle ve en basit iglemleriyle inga edilebilen kiimeler toplulugudur;
kiimeler kuraminin en basit ve en kiigiitk modelidir. Gédel hem SA’nin hem
de SH’nin bu evrende dogru oldugunu kanitlar, dolayisiyla bu iki 6nermenin
yanlig oldugunu sirasiyla ZF ve ZFC kanitlayamaz.

Asil giiriiltii koparan 1931 Eksiklik Teoremi’nin temel fikri oldukga basittir.
Godel, “ben kanitlanamam” diyen matematiksel bir tiimce yazmay1 basarir.
Bu tiimcenin kaniti olsa, sistem celigkili olurdu. Demek ki sistem celigkisizse
tlimcenin kanit1 olamaz. Tlimcenin kaniti1 olmadigindan, “ben kanitlanamam”
tliimcesi dogrudur. Demek ki matematik geliskisizse, “ben kanitlanamam” tiim-
cesi dogrudur ama kanitlanamaz. Godel bu tiimceyi yazmak icin dogal sayilari,
toplamay1 ve ¢carpmay1 kullanmigtir; matematiksel tiimceleri ve kanitlari: dogal
sayilarla kodlamistir. Bu kodlamaya gore her tiimcenin ve her kanmitin bir
“Godel sayis1” vardir.

Belki de bu asamada, matematigin dilinde, “ben yanligim” ya da “bu tiimce
yanligtir” diyen bir tiimcenin yazilamayacagini belirtmemiz gerekiyor. Yoksa
bu tiimce ne dogru ne de yanls olacagindan, bir geligki elde ederiz.

Godel’in Ikinci Eksiklik Teoremi birincisinden de felsefidir: Bu teoreme
gore, dogal sayilari, toplamay1 ve carpmay1 anlayacak giicte olan bir matematik
sistemi hichir zaman kendisinin celigkisiz oldugunu kanitlayamaz.

Bu teorem, matematigin geligkili ya da celigkisiz oldugunu soylemiyor, sa-
dece geligkisiz oldugunun kanitlanamayacagim soyliiyor. (Matematigin celigkili
oldugu -eger matematik celigkiliyse elbette- kanitlanabilir; bunun icin mate-
matikte bir geligski bulmak ya da 0 = 1 esitligini kamitlamak yeterlidir.)

Go6del’in bu teoremi Oylesine bir siirprizdi ki, 1930’da Konigsberg’de bu
konuda ilk konugmasinmi verdiginde, kimse bu teoremin tam olarak ne anlama
geldigini anlayamamigti. Hatta biiyiik mantikgi Bertrand Russell bile saskina
donmiig, “Ne yani 2 4 2'nin artik 4 degil de 4,001 oldugunu mu diisiinecegiz?”
diyebilmigtir. Teoremin degerini ilk anlayan, konferansta da bulunan {inlii ma-
tematik¢i John von Neumann’dir.

Godel’in bu teoremi matematikgilerin kendi ugras dallarina olan sonsuz
glivenini kirmigtir dogal olarak. Ne de olsa bu teorem gercege bicimsel olarak
ve mantikla ulagilamayacagini kanitlamigtir. Boylece, bir anlamda, neyin dogru
neyin dogru olmadigi konusunda felsefeye s6z diistiigiinii gostererek, felsefeye
diiglince diinyasinda hatir1 sayilir bir yer agmigtir.

Kaynakga

Bu makale i¢in en ¢cok Wikipedia’dan ve Jim Holt'un What were Finstein
and Gdadel talking about?’ adli (The New Yorker, 28 Subat 2005) makalesinden
yararlanilmigtir.
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