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Onsoz

ler Mantigi adli kitabimdir, ki o0 da zaman buldugumda
genigletilecektir.) Dizinin amaci, matematigin en temel kav-
ramlarini, sezgisel olarak, 6zellikle gen¢ okura sunmaktir. Lise
matematik 6gretmenlerine, Universitede matematik ya da temel
bilimlerde egitim gérmek isteyen liselilere ve Universitede bir te-
mel bilimler bélimunde okuyan genglere (dogrusu ¢ok) yararli
olacagini dusunuyorum.

Bu kitap kiimeler kurami Uzerinedir ve dizinin birinci Ki-
tabindan bagimsiz okunabilir.

Kidmeler kuramini ¢ok daha soyut ve aksiyomatik olarak
¢ok daha bir baska akademik kitabimizda sunacagiz (Sayilarin
insasi ve Aksiyomatik Kiimeler Kurami). Burada, kiimeler ku-
ramina sezgisel bir baslangic yapmak istedik.

Her ne kadar gencler icin yazilmigsa da, okurdan belli bir
disunsel ve matematiksel olgunluk bekliyoruz. Bu kitapta 6zel-
likle pedagojik olmaya calismadik. Matematigi sevdirme, okuru
eglendirme ¢abasina hele hi¢ girismedik. Bu kitap, belki geng
fakat olgun ve ciddi okurlar igin yazilmistir. Matematigi sev-
dirmeye kalkismadi§i gibi matematikten hoslanmayan birini
matematikten daha daha sogutabilir!

Kitaptaki tanim coklugunun belli bir sikinti yarattiginin
ve ortaya pek sevimli bir kitap ¢cikmadiginin bilincindeyim.
En azindan kitabin birinci bolimiinde dise dokunur bir sonug

Bu kitap bir dizinin ikinci kitabidir. (Birincisi Onerme-
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yok. Birinci b6lim daha ¢ok matematikte pek sik karsilasilan
temel kavramlara agiklik getirmek amaciyla yazilmistir. Bunun
verdigi kurulugu ve tekduzeligi 6rneklerle gidermek istedim,
ama hig yapay 6rnek vermedim. Verdigim her érnek daha derin
matematikte kullanilan, profesyonel matematikgilerin istisnasiz
hepsinin asina olduklari 6rneklerdir. Akademik kariyer yapmak
isteyen birinin gérmezden gelebilecegi tiirden 6rnekler yok bu
kitapta.

Ustiine basarak sdyleyeyim: Ister tanim ister 6rnek olsun, bu
kitapta matematigi anlamak isteyen birinin “bunu anlamasam
da olur” diyebilecegi tek bir satir yoktur. Bu kitapta uygulamasi
bulunmasa da matematikle ilgilenen her okurun kisa zamanda
karsisina cikabilecek kavramlari ve 6rnekleri ele aldik.

Bu demek degildir ki her kavrami her okurun okur okumaz
anlamasini bekliyorum. Bdyle bir beklenti pek gercekci olmaz.
Bazi kavramlarin 6ziimsenmesi birkac yil alabilir. Ama bir yer-
den de baslamak gerekiyor...

“Sezgisel kiimeler kuram1” teriminin mantikta ve matema-
tikte daha teknik ve daha felsefi bir anlami vardir. Kiimeler
kuramini ingilizcede “intuitionistic set theory” adiyla bilinen
bakis acistyla ele almiyor bu kitap. “Sezgisel kiimeler kurami”
terimini, “neyin kime olup neyin olmadi§i konusunda kil kirk
yarmiyoruz, bir kimeyi andirabilecek her seyi (yani her top-
lulugu) kiime olarak kabul ediyoruz” anlaminda kullaniyoruz,
yani ingilizcesiyle “naive set theory” anlaminda. Bir de, bizi
ve akli basinda her insanoglunu ikna eden her akil yritmenin
“kanit” sayilmasini istiyoruz. Boyle bir esneklijin matematik-
te celiskiye yol acacagi bir ylzyildan fazla bir zamandan beri
biliniyor. (Kitapta da sdzinu ettiimiz Russell Paradoksu iste
tam bu celiskiyi konu ediyor.) Dolayisiyla bu kitapta birkag
pembe yalan vardir. Yalansiz dolansiz kiimeler kurami 6gren-
mek isteyen okur yakinda (2011 ve 2012'de) ¢ikacak olan daha
akademik kitaplarimi okumalidir.
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Ote yandan, rengi ne olursa olsun, yalanin da bir siniri ol-
malidir. Bu kitaptaki kiimeler elma armut kiimeleri degil, mate-
matiksel nesnelerin kiimeleri olacaktir. Ayrica, okurun kafasinin
daha fazla karismayacagini disindigimde, pembe yalanlara
karsi okuru uyardim.

Okuru uyarayim: Kitabin matematiksel diizeyi okunan say-
fa sayisiyla birlikte (kimi zaman orantisiz olarak) artacak ya
da tam tersine azalacaktir. Ozellikle kitabin ikinci bélumunin
sonlarina dogru seviye yikselecektir. Nitekim, kitabin ikinci
bolimunde sonsuz kiimelere odaklanacagiz ve sonsuz kiimele-
rin elemanlarini karsilastirip, hangisinde “daha fazla” eleman
olduguna karar verecegiz.

Digerlerinden daha zor bazi alistirmalara bir yildiz (*) koy-
dum.

Ortaokul ve lise kitaplarinda oldukca iyi islendigini disiin-
dagim birka¢ konuyu cabuk ya da hi¢ islemeden gecistirdim.
Ornegin bir fonksiyonun grafiginin matematiksel tanimini ver-
dim (cunkd lise kitaplarinda ya yoktur ya iyi anlatilmaz ya da
ogrencinin kafasinda yer etmez) ama ¢ok az fonksiyon grafigi
ornegi verdim.

Sonat Suer birkag kez sabir ve inatla okuyarak kitaba her
acidan (matematiksel, pedagojik, yazimsal vs) onemli katkilarda
bulunmustur. Ne yazik ki tim hakli elestirilerine boyun egecek
guct kendimde bulamadim. Ama kendisine sonsuz minnettar
oldugumu belirtmeliyim. Sonat Stier'e, kitabin ilk basiminda
bolimlerden birini yazan ama yeni basimda bolumi kaybolan
Dogan Bilge'ye, uzunca bir ahistirmayi bor¢lu oldugum And-
rei Ratiu’ya, bircok dnemli diizeltmeler yapan Anil Gezer ve
Ozlem Beyarslan’a ve kitabin mizanpajina biytk emegi gegen
Ash Can Korkmaz, Atay Eris ve Kadir Abbas’a hepimiz adina
cok tesekkir ederim.

Kitabi yazmak bana zor geldi, okumasi kolay gelsin.

Ali Nesin, 18 Kasim 2008 - 30 Mayis 2009
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Ikinci Basima Ons6z

farkina vardigi bircok eksiklik ve hata giderildi. Yeni

bolimler eklendi. Kitabin ikinci kismi tekrarlardan kurtuldu.
Yani birinci basimi evinizin en gérinmez kdsesine yerlestire-
bilirsiniz.

Ilk basimi matematije merakli liselilere yonelikken, ikinci
basimda Universite 6grencilerini de géz 6nlinde tuttum.

Kimi bélimlerde en modern matematigin en soyut konula-
rina giris yaptim. Bu bolimler cok soyut ve ¢ok zor bulunursa
atlanabilirler.

Her ne kadar kitabin konusu sezgisel kiimeler kuramiysa
da, aksiyomatik kiimeler kuramiyla bir flort halini strdtrdim.
Surekli baklayr agzimdan ¢ikarmami uman okur daha akademik
diizeyde olan Sayilarin insasi ve Aksiyomatik Kiimeler Kurami
kitaplarimin ¢ikmasini beklemeli.

Kitap nerdeyse iki katma cikti. Blyuk 6l¢tide Sonat Ster’in
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Uctincll Basima Onsoz

ecim Aksiyomu’yla ilgili son derece carpici bir “okuma
Spargasr’, kapanigsla ilgili bir bélum, siralamalarla ilgili

bir sayfa, dgrencilerime verdigim iki sinavin kitaba uyarlan-
mis bicimini ve bu sinavlarin yanitlarini ekledim. Bir de daha
onceki basimlarda bulunan ve her sezgisel kiimeler kitabinda
bulunmasi gereken yalanlara dayanamayip, kitabin en sonuna
kavramlarin tam matematiksel tanimini veren uzunca bir bolim
ekledim. Bunun disinda beceriksiz ifadeleri, ufak tefek yazim
hatalarini dizelttim. Birka¢ alistirma ve drnek ekleyip bazila-
rinin yerlerini degistirdim.

Ortalama bir lise 6grencisinin kitapla zaten pek ilgilenme-
digini farkedince, kitabin tniversite 6grencisinin de ilgi alanina
girecek bigimde genislemesinde bir sakinca gérmedim.

Ote yandan, Matematik Koyu’nde verdigim derslerde lise-
lilerin denklik iliskisi ve denklik siniflari temsilcileri gibi biraz
daha soyut bazi kavramlari anlamakta ne derece zorlandiklarini
gorince, kitaptaki 6rnek sayisini artirdim.

ilk okumada liselilerin atlayabilecedi biraz daha zor bé-
[umleri, altb6lumleri ve ahistirmalari bir yildizla (*) belirttim.
Yildizli bélumleri atlamak kitabin devamini okuyup anlamaya
engel olmayacaktir. En son boélimuin yildizli ya da yildizsiz ol-
masinin bir anlam ifade etmeyecegini disiindim ve bu secenegi
okura biraktim.
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Amacim, 6grencinin hocasiz, tek basina okuyup anlayabile-
cedi bir kitap yazmakti. Kitabi tekrar okuyunca bunu bir 6l¢lide
basardigimi gériyorum ama bazi bolimlerden pek memnun
degilim dogrusu. Kitabin ne kadar sezgisel ne kadar aksiyoma-
tik (dolayisiyla matematiksel) olmasi gerektigine karar vermek
kolay olmadi her zaman. Korkarim geng okur bazi yerlerde bir
bilene danismak zorunda kalacaktir. Calistim ama daha iyisini
yazmak elimden gelmedi.

Ender olarak bazi alistirmalar metinde ogretilenlerle ilgili
olmayabilir ve okura zor gelebilir, ama sadece soruyu bilmenin
buyuk kazan¢ olacagim distniyorum.

Bu seviyede bir kiimeler kurami yazmanin beni bu kadar
zorlayacagini disinmemistim dogrusu. Demek bazi konular
yazilmaz sadece anlatilir! Kavramlari matematiksel sirayla degil,
pedagojik sirayla sunma gerekliligi beni tahmin edemeyecegim
kadar zorladi ve hatta 0zdi. Lise kitaplari yazarlarina kolay-
liklar diliyorum...

Ik iki basimda sz verdigim Sayilarin insasi ve Aksiyomatik
Kimeler Kurami kitaplarini ne yazik ki henlz c¢ikaramadim.
Ama eli kulagindadir. Bir yila kalmadan c¢ikacaklarini umu-
yorum.

Uciincli basima da degerli katkilari olan Sonat Stier’e bir
kez daha tesekkur ederim.
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1. Sezgisel Anlamda Kime

Bu ilk bélimde bir kiimenin ne anlama geldigini sezgisel
olarak anlamaya calisacagiz. Bunu yaparken, dogal sayi-
lari, hatta diger sayilari da bildigimizi varsayacagiz, yoksa
hi¢ matematiksel 6rnek veremeyiz. Dogal sayilari ve diger
sayilari matematiksel olarak Sayilarin insasi adli bir baska
kitabimizda insa edecegiz. Ama bu kitapta tanimlanan kav-
ramlara matematiksel 6rnek verebilmek icin en azindan dogal
sayllara ihtiyacimiz olacak ve dogal sayilari hi¢ ¢cekinmeden
kullanacagiz.

1.1. Kiime ve Eleman Kavramlari
Kumenin sezgisel anlamiyla baslayalim: Bir kiime, adina 6ge
ya da eleman dedidimiz bazi nesneleri iceren bir topluluktur.
Ornegin, tlkeler bir kiime olusturur, bir tlkenin sehirleri bir
kime olusturur, bir sehrin okullari bir kiime olusturur, bir oku-
lun siniflari bir kiime olusturur, bir sinifin 6grencileri bir kime
olusturur. Alisveris listesi de (sirali) bir kiime olarak gorulebilir.
Her Ulke, Ulkeler kiimesinin bir elemanidir. Ulkeler kiime-
sini U harfiyle, Turkiye'yi de T harfiyle gosterirsek, T'nin U
kiimesinin bir elemani oldugunu,
TeU
yazihmiyla gosteririz. E§er Ankara’y1A ile simgelersek, Ankara
bir ilke olmadigindan, A, U’niin bir elemani degildir. Bunu da,
Aeld
yazilimiyla gosteririz.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Matematiksel bir kiimenin elemanlari da matematiksel
nesneler olmalidir. Matematik yerine ginlik hayattan alinan
yukardaki 6rnekler matematiksel anlamda kiime degildir; ne
de olsa Ulkeler kiimesi zamanla deg@isir ama matematisel kiime
zamandan bagimsizdir.

Dogal sayilar kiimesi matematiksel anlamda bir kiimedir
cunkd bu kiimenin elemanlari 0, 1, 2, 3 gibi sayilardir ve (¢ik-
may! bekleyen Sayilarin insasi adli kitabimizda ayrintili bicimde
gOrecedimiz Uzere) bunlar matematiksel nesnelerdir.

Dogal sayilar kiimesi, N simgesiyle gosterilir. Ornegin,

5e N,6/2e N,52gN,-4gNve”~2gN
iliskileri (icindelikleri) dogrudur.

Eleman olarak sadece 2'yi, 3’0, 5’i ve 7'yi iceren kiime

{2,3,5 7}
olarak yazilir. {2, 3, 4} bir baska kiimedir; bu son kiimenin t¢
elemani vardir: 2, 3 ve 4.

Bazen bir kiimenin sonsuz sayida elemani olabilir, dogal sayilar
kiimesi 6rnegin sonsuz sayida elemani olan bir kiimedir. O zaman
{0, 1,2 3,4, ..}
gibi bir yazilimin kullanildigi olur. Ug nokta, daha sonra gelecek
elemanlarin neler oldugu akli basinda herkes tarafindan anla-
stlacagl anlamina gelir. Bu yaklasim pek matematiksel olmasa

da matematikte cok sik kullanthr. Ornegin,
{0,2,4,6,8, ..}
olarak gosterilen kiimenin elemanlarini herkes anlar, belli ki
s6zkonusu kiime g¢ift sayilar kimesidir.
{2,3,5,7 11, 13, 17, ... }
kimesinin hangi elemanlari icerdigini anlamayan bu kitabin
kapagini hemen su an kapatabilir!

Yukarda kullandigimiz “{* ve simgelerine acan ve ka-
patan kiime parantezi adi verilir. Kime parantezleri arasina
ayni elemani elli defa yazmak, o kiimede o elemandan elli tane
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var anlamina gelmez! Bir elemandan bir kiimede ancak tek bir
tane olabilir... Ornegin,

{a, a, a]
kimesinin bir tek elemani vardir, o da a’'dir.

{a, b} kiimesinin en az bir, en fazla iki elemani vardir; eger
a = b ise bir, a * b ise iki elemani vardir.

{a, b} ile {b, a} yazihmlari arasinda matematiksel anlamda bir
fark yoktur, ikisi de ayni kiimeyi simgeler, ¢inku her iki kiime-
nin de ayni elemanlari vardir: a ve b. Genel olarak, ayni eleman-
lar1 olan iki kiimenin birbirine esit oldugu kabul edilir. Ornegin,

{a, a, b} = {a, b},
{a, a, a] = {a, a}.

Ayni elemanlara sahip iki kiimenin birbirine esit oldugu ol-
gusunu, ya kamtlanamayacak, dogru kabul edilmesi gereken bir
onerme, yani bir aksiyom olarak kabul etmeliyiz ya da “kime
esitligi”nin bir tanimi olarak. Biz birincisini sececegiz:

Kime Esitligi Aksiyomu: Ayni elemanlari olan
iki kiime birbirine esittir.

Not: Nasil yukardaki 6nerme kanitlanamayan bir 6nermey-
se, aslinda, “kime” kavrami ve “bir kiimenin elemani olmak”
iliskisi de matematiksel olarak tammlanamayan ve tanimlanma-
dan kabul edilmesi gereken kavramlardir. Aksiyomatik kiimeler
kuraminda amag, matematiksel tum kavramlari, tanimlanma-
dan kabul edilen bu iki kavrama dayandirarak tanimlamak ve
tim teoremleri, kanitlanmadan dogru kabul edilen 6nermelere,
yani aksiyomlara dayandirarak kanitlamaktir. Ama biz burada
aksiyomatik degil, sezgisel kiimeler kurami yapiyoruz ve boyle
bir ugrasa (cok) girmeyecegiz. Okur, bu satirlar sanki hi¢ ya-
zilmamis gibi kitab1 okumaya devam edebilir.
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Kime esitligine bir 6rnek daha verelim: Eger

+ A, 8'den kigik asal sayilar kiimesi,

* B, (x- 2)(x - 3)(x - 5 - 7) = Odenkleminin ¢6ziim
kimesi ve

+C=1{2,3,5 71}
ise 0 zaman

A=B=C
esitlikleri gecerlidir, ¢lnk( her t¢ kiimenin de ayni elemanlari
vardir.

Kimeler soyut nesneler olduklarindan kumelerin sekli se-
mali yoktur, ama insanoglu resmi yazidan daha kolay algiladi-
gindan, kiimeler asagidaki sekildeki gibi yumurta ya da patates
biciminde bir sekille gosterilir. (“Mutlulugun resmini yapabilir
misn Abidin” misali.) Kiimenin elemanlari yumurtanin icine ya-
zihr. Kimenin elemani olmayan nesneler de yumurtanin disinda
gosterilir. Asagidaki 6rnekte ¢ elemanl

x ={a, b, ¢j
kiimesi ¢izilmis, d g x oldugundan, d, yumurtanin disinda kaliyor.

Kimi zaman bir kiimenin elemanlari da kime olabilirler.

Ornegin
{0, 3, 5}, {0, 2}}

kiimesinin {0, 3, 5} ve {0, 2} olmak Qzere iki elemani vardir
ve her iki eleman da bir kiimedir. Kiime olan bu elemanlarin
da elemanlari vardir. Ornegin {0, 3, 5} elemaninin ¢ elemani
vardir: 0, 3 ve 5. (Sayilarin birbirinden farkli oldugunu, 6rne-
gin 2 * 3 esitsizligini varsaylyoruz! Bu olguyu Sayilarin insasi
adli kitabimizda kanitlayacagiz.) Bu kimeyi ve elemanlarini
asagidaki sekildeki gibi gosterebiliriz.
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En yukarda elemanlari {O, 3, 5) ve {O, 2) kimeleri olan iki elemanl kiime
gorullyor. Bu kiimeyi griye boyadik. Bu kiimede {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri
birer nokta olarak, yani birer eleman olarak gosterilmis. Altta ise, {0, 3, 5}
ve {0, 2} kiimeleri kiime olarak gdsterilmis.

Kimenin elemanlarini kiimenin cocuklari olarak yorumla-
yacak olursak, kiimenin elemanlarinin elemanlarini kiimenin
torunlari olarak dusinmek gerekir. Elbette bir kiimenin eleman-
larinin elemanlarinin elemanlarindan da sézedebiliriz.

{0, 3, 5} bir kimedir, ama bu kiime yukardaki 6rnekte ol-
dugu gibi bir baska kimenin elemani olabilir. Demek ki ayni
nesne ayni anda hem kiime hem de eleman olabiliyor.

Bu gibi durumlarda ayni nesneyi -yukarida yapti§imiz gibi-
ayni sekil Gzerinde iki degisik bicimde resmetmekte yarar olabilir:

1) Eleman olarak, yani bir nokta olarak,

2) Kime olarak, yani yumurta biciminde bir sekille.

Yukaridaki 6rnekten ¢ok daha karmasik durumlar olabilir.
Sozgelimi {{{{0}}}} kiimesinin tek bir elemani vardir, o da {{{0}}}
kumesidir. {{{0}}} kiimesinin de bir tek elemani vardir, o da {{0}
kumesidir. {{0}} kiimesinin de bir tek elemani vardir, o da {0}
kimesidir. {0} kiimesinin de bir tek elemani vardir, o da 0’dir.
Bu 6rnegimiz asagida resmedilmistir.
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Daha karmasik durumlar olabilir. Su 6rnegi ele alalim:
X =«0, 2), {2, 3, 4), 2, 3}
olsun. Bu kiimeyi ve elemanlarini asagidaki sekilde resmettik.

Daha daha tuhaf durumlar olabilir. Sozgelimi 6yle bir x ki-
mesi olabilir ki x’in bir tek elemani vardir ve bu eleman gene
x'tir... Yani x = {*} olabilir. O zaman

Xexexe..
olur. Biz “olabilir” dedik diye olacak degil ama boyle bir durum
gene de olabilir, olmamasi i¢in simdilik goriinirde bir neden
yok, hayal etmesi oldukga zor bir durum olsa bile...

Séyle bir durum da olabilir:

x ={ytvey={*}
O zaman xeyexeye... olur.

Ya da soyle bir durum olabilir:

_ x={hy={gvez={t
Iste bu ¢ durumun resimleri:

Yukardaki sekilde resmedilen durumlar, burada agiklamasi im-
kansiz ve hatta gereksiz olan bir nedenden kiimeler kuraminda
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(Temellendirme Aksiyomu adi verilen bir aksiyomla, bkz. say-
fa 319, Aksiyom A8) yasaklanir. Ama simdilik bu durumlarin
olamayacagini dusiinmemiz icin bir neden yok, hatta olabile-
cegini disuinmek, sezgiyle matematiksel bilgiyi ayirdedebilmek
acisindan yararli bile olabilir.

Eger x bir kimeyse, eleman olarak sadece x’i iceren bir
kiime vardir. Bu kiime {x} olarak yazilir. x’in ka¢ elemani olursa
olsun, {*} kiimesinin tek bir elemani vardir: x. Eger %ve vy iki
farkl kiimeyse {*, Y\ kiimesinin sadece iki elemani vardir.

Yukardaki paragrafta sozini ettigimiz olgu da aslinda k-
meler kuraminin birer aksiyomudur ama burada sezgisel taki-
liyoruz. Aksiyom icin bkz. sayfa 298, Aksiyom A5.

Ahstirmalar

1. {1, 2, {1, {2}}}} kiimesinin ka¢ elemani vardir?

2.A={1,2,3,4,5ise {xy:x e A 'y &A) kiimesini, yani
A’daki sayilarin gene A’daki sayilarla carpilmasiyla elde edilen sa-
yilari iceren ve baska da bir eleman icermeyen kiimeyi bulun.

3. Eger {9, {x, y}} = {{z}, [z, i}} ise, x =z ve y = t esitlik-
lerini kanitlayin.

4. Eger {*, {x,y}} ={z, (z, t}} ise, x =z ve y = t olmak zo-
runda midir?

5. Bir ders kitabinda “sinifimizin guzel kizlari”ni eleman
olarak iceren bir kiimeden sézediliyordu. Neden bdyle bir ki-
me (ne matematikte, ne sosyolojide, ne de herhangi bir bilimsel
dalda) olamaz?

6. x e x iliskisini saglayan bir x kiimesinin varhgdinin kabul
edilebilir olup olmadi§i konusunda arkadaslarinizla ve kendi
kendinizle felsefi bir tartismaya girin. Matematiksel olarak kim-
senin hakli ¢cikamayacagini bilerek...
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1.2. Sayr Kumeleri

Bu altbélimde ilerde sik sik kullanacagimiz ve matematikte
cok bilinen birka¢ sayr kiimesi tanimlayacagiz.

N’'nin dogal sayilar kiimesi oldugunu soylemistik. Oin da
bir dogal say1 oldugunu varsayiyoruz. Yani,

N={0 1,2, 3, ..}
Bazi kitaplarda N = {1, 2, 3, ...} tanimi kabul edilir ama biz
dyle yapmayacagiz.

En buyldk dogal sayinin olmadigina dikkatinize cekeriz.
“Sonsuz” diye bir sayinin olmadigina da!

Z, tamsayilar kiimesini simgeler, yani Z kiimesi dogal say1-
lari ve dogal sayilarin eksilerini icerir:

z={..,-2,-1,0,12 ..}

Iki dogal sayinin farki bir dogal sayr olmayabilir ama iki
tamsayinin farki bir tamsayidir.

Q, kesirli sayilar kiimesini simgeleyecek, yani iki a ve b
tamsayisi igin alb bigiminde yazilan sayilari igeren kiime olacak.
Burada b, 0 olmayan bir tamsayi olarak alinmalidir. Ornegin

2/3 e Q,
Ote yandan
tc, 7t/2, T2, yjl e Q.

Ttnin kesirli bir say1 olmadiginin kaniti kolay degildir; 1761’de
Johann Heinrich Lambert tarafindan kanitlanmistir. TcA/2nin bir
kesirli say1 olmadigini da bu kitapta kanitlayanlayiz. Ama /2'nin
kesirli bir sayr olmadiginin kaniti cok kolaydir ve hemen hemen
her popiler matematik kitabinda bir kaniti mevcuttur. Bunun
bir kanitini bélimin sonundaki ilk gri kutucukta bulabilirsiniz.

IR gergel (reel) sayilar kiimesini simgeleyecek. Sezgisel ola-
rak IR tim mesafelerden ve bu mesafelerin “eksilerinden” olu-
san kimedir. Ornegin,

tc,'tc,JZ e |R
olur. Daha fazla say1 kiimesi 6rnegi vermeden énce kiime yazi-
limi hakkinda bir anlasma yapalim.
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1.3. Kiime Yazilimlari
{x e X : P{x)} yazihminin anlamini,
{xe r:a<x<b]
ornegiyle anlatmaya ¢ahisalim. Burada a ve b, verilmis iki gercel
sayidir. Bu kiime, IRnin a <x < b esitsizliklerini saglayan x ele-
manlarinin kiimesidir. Aciklayici sekil asagida.

>Ozelligini saglayanpcjelemanlarimn kiimesi

Bir baska ornek:
[x e N:birye Nicinx =y2+ 1}
ile gosterilen kiime, dogal sayilarin karelerinin 1 fazlalarindan
olusmus kiumedir, yani
{1, 2, 5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, ... }
kimesidir.
Genel olarak, eger X bir kiimeyse,
{x e X :P(x)}
ile gosterilen kiime, X'in P 6zelligini saglayan x elemanlarinin
kimesi anlamina gelir.

Bir baska benzer drnek:

x+y:xelRO<x<1ye?2}
yazihimi, 0 ile 1 arasindaki belli bir x gercel sayisi ve bir y tam-
sayisl icin x + y biciminde yazilan sayilar kiimesini simgeler. Bu
kiime, elemanlari tamsayr olmayan gercel sayilardan olusan
kimedir.

Okur, alistirma olarak,

{B5n+9m :n,m e N}
kimesinin elemanlarinin hangi sayilar oldugunu anlamaya
cahisabilir. (Bu ilging bir sorudur!)

{x2 + y2 + 22+ 1, y, z, t e N} kimesinin N kiimesine esit
oldugu, yani her dogal sayinin dért dogal saymnin karesi oldu-
gu, burada kanitlayamayacagimiz énemli bir teoremdir. (Bkz.
Matematik Dunyasi dergisi, yil 2011, say! 1, sayfa 31-33.)
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ilkokul Kitaplarinda Yaygin Bir inanc

Bircok ilkokul matematik kitabinda su tip sorular géru-
lur: “Asagidaki kimede kag eleman vardir?”

Dogru yanit kitaba gore 3'tlr. Oysa U¢ elma da tipatip
ayni oldugundan dogru yanit 1 olmalidir.

1.4. Araliklar

Eder a ve b iki gercel sayiysa, su tanimlari yapalim:
(@b) ={xe R:a<x<b}
[a, b] = {x e IR:a <x < b},
[a, b)) ={xe R:a<x<b}
(a b)=(xe IR:a<x<Dh),
(a, 0)={" g IR:a<x],
[a, 0 ={xg IR:a<x],
(-00, b) = {x e IR:x < b},
(-00, b] =[x g IR:x < b},
(-00, ) = IR

Bu kumelere aralik adi verilir.

Ik bes aralia sinirli, son bes arahiga sinirsiz aralik adi
verilir.

[-00, b] gibi “sonsuz” simgelerini eleman olarak iceren
kimelerden s6zetmedigimize dikkatinizi cekeriz. Ayrica, Ki-
melerin (araliklarin) adlarinda o ya da -00 gibi simgeleri belirse
de, sa§ taraftaki tanimda bu simgeler belirmemektedir. Yani
burada sonsuzlarin tanimi yapilmamaktadir.
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Egera > b ise {a, b), [a, b), (a, b] araliklari ve efer a > bise
[a, b] arah@i boskimedir, yani bu kiimelerin hi¢ elemani yoktur.
(Boskiimeyi bir sonraki bdlimde tanimlayacagiz!) Elbette
[a a] = {a}
olur. Bunlar disindaki durumlarda araliklar sonsuz sayida ele-
man icerirler. Ornedin eger a < b ise,

atb / W
~Y ~Gte
olur.
(@, b), (a, 00), (-00, b) ve (-00, 00)
kimelerine acik aralik adi verilir.
[a, b], [a, oo), (-00, b] Ve (-00, 00)
kimelerine ise kapali aralik adi verilir.

Dikkat ederseniz, boskime (b’yr a’dan kiicik alin) ve IR
(yani (-oo, oo) arahgi) hem agik hem de kapal araliktirlar.

Diger araliklara yan acik veya yan kapali denir. Soldan
acik sagdan kapali gibi ifadeler de kullanilir.

= [0, 00), ir>o = (O, 00) gibi anlamlan bariz yazilimlari
da kullanacagiz.

(*) @nin bir | altkimesinin bir aralik olmasi i¢in su kosul
yeter ve gerektir: 7’nin her x ve y elemani igin, efer X <z <y
ise z e I. Okura bariz gorinecegini sandigimiz bu olguyu bu
seviyede kanitlamamiz zor. Bir baska Kitaba...

Not: Bu bdlimde sézinl ettigimiz her kimeyi ve her sayi-
yI ilerde yayimlanacak olan ve seviyesi biraz daha yiiksek olan
Sayilarin insasi adli kitabimizda matematiksel olarak tanimla-
yacagiz. Bu kitapta, okurun gercel sayilara ve gercel sayilarla
yapilan toplama, ¢ikarma, carpma, bdélme gibi islemlere asina
oldugunu varsayacagiz. Bu temel kavramlarin varlhigini kabul
etmeseydik, ornek bulmakta zorlanirdik ve kitap olduk¢a an-
lastimaz olurdu. Sayilarin insasi adl kitabimizda O, 1, 2 gibi
sayilar dahil, matematikte sozii edilen her nesnenin bir kiime
olarak tanimlandigini gérecegiz.
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<> => Ve -1 Simgeleri

0 simgesi “ancak ve ancak” olarak okunabilir. Biraz

daha acalim: Eger A ve B matematiksel énermelerse,

A 0B
timcesi, A dogruysa B dogru ve B dogruysa A dogru de-
mektir. Bu, Tlrkcede, “A ancak ve ancak B ise” olarak
okunur.

=> simgesiyse “ise” anlamina gelir. Yani eer AveB ma-
tematiksel timcelerse,

A=>B
timcesi, A dogruysa B de dogrudur demektir. Bu, Turk-
cede, “Aise B” olarak okunur.

Ornegin,

(Ao B)o ((A=>B)ve (B=A)),
(W~ B)veA) =>B
timceleri her AveB 0nermesi igin dogrudur.

A=> B tlrinden bir ifadeyi kanitlamak icin, A’nin dog-
ru oldugu varsayimiyla B kanitlanabilecegi gibi, fi’'nin yan-
lis oldugu varsayilip A'nin da yanlis olmasi gerektigi kanit-
lanabilir. Bir baska deyisle, ejer —B yazilimi “B yanlig”
demekse, A=>B ifadesiyle -1B => - A ifadesi mantiksal ola-
rak esdegerdir, yani biri dogruysa digeri de dogrudur.
Demek ki,

(A=>B)o (-1B=>-A)

Ayrica “A ya da B” tipinde bir ifadeyi kanitlamak

icin, A’'nin yanhs oldugu varsayilip B kanitlanabilir. Yani
AyadaB

ifadesiyle
—B" A

ifadesi mantiksal olarak esdegerdir.

Bu konular icin Onermeler Manti§i adl kitabimiza bas-
vurabilirsiniz.
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yI2 Kesirli Bir Sayi Degildir

12 kesirli bir sayi olsaydi, a ve b dogal sayilari icin a/b bici-
minde yazilabilirdi. Gerekirse sadelestirerek, a ve b’nin ara-
larinda asal olduklarini varsayabiliriz. Dolayisiyla her ikisi
birden cift sayl1 olamaz. J2 = a/b esitliginin karesini alarak
2b1=a2elde ederiz. Demek ki alcift bir sayi; dolayisiyla a
da bir ¢ift sayr olmak zorunda (tek bir sayinin karesi tek-
tir) O zaman bir ¢ tamsayisi i¢in a = 2c olarak yazilabilir.
Buradan, 2b1- al- (2c)2 = 4c2ve sadelestirerek bl = 2c2
esitligini elde ederiz. Demek ki b de bir cift sayl. Ama daha
once ¢Znin da bir ¢ift sayl oldugunu kanitlamistik... Bu da
a ve 6'nin birbirine asal olduklariyla celisir. Onermemiz
kanitlanmistir.
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2. Boskiime, Altktiime ve
Altkiimeler Klimesi

2.1. Boskime

i¢c elemani olmayan bir kiimeye boskiime denir. Bos-
H kiimenin bitanecik bile elemani yoktur. Boskiime 0

simgesiyle gosterilir. Demek ki, x ne olursa olsun, x € 0.

Boskiime var midir ya da olmali midir? Elbette olmalidir!
Ornegin her seyi bilen insanlar kiimesi boskiimedir, 2012 yilina
kadar Turkiye'nin ya da ABD’nin cumhurbaskani olmus kadin-
larin kiimesi boskimedir. Boskiimeden bol ne var!

Sadece bir tane boskiime vardir! Bunu hemen kanitlayabi-
liriz. Diyelim iki tane boskiime var, yani hi¢ elemani olmayan
iki tane kiime var. Hic¢ elemani olmayan bu iki kiimeye x ve y
diyelim. x =y esitligini kanitlayacagdiz. Kanitlayalim. Diyelim,
X ve y kiimeleri birbirine esit degil. O zaman ikisinden birinde
digerinde olmayan bir eleman olmali, ¢iinkdl her ikisinin de
ayni elemanlari olsaydi, kiime esitligi aksiyomundan dolayi
(sayfa 15), x ve y kiimeleri birbirine esit olurdu. Ama bu ku-
melerin hig elemani yok ki ikisinden birinde digerinde olmayan
bir eleman olsun!.. Demek ki bu iki kiime birbirine esitmis...

Boskiimeden sadece bir tane oldugundan ona boskiime adini
verme ve onu 0 simgesiyle gosterme hakkini kendimizde bu-
luyoruz. iki tane olsaydi érnegin, birini 0 5 digerini 0 2 olarak
gostermek zorunda kalirdik.
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Simdi bircok kisiye tuhaf gelebilecek bir teorem kanitlaya-
lim: Boskidmenin her elemani |’e esittir! Kanitin puf noktasi
boskiimenin hi¢ eleman icermemesidir. Tanimi geregi hi¢ eleman
icermeyen boskiimenin her elemani |’e esittir! Bunu kanitlaya-
lim. Diyelim ki savimiz yanlis, yani boskiimenin her elemani | ’e
esit degil... O zaman boskiimede |’e esit olmayan bir eleman
vardir. Ama hani boskiimede hi¢ eleman yoktu? Hic¢ elemani
olmayan boskiimede | ’e esit olmayan bir eleman olabilir mi?
Elbette olamaz. Demek ki boskiimenin her elemani | 'e esittir!

Yukardaki kanitin bir benzeri, boskiimenin her elemaninin
2'ye esit oldugunu da kanitlar. Yani boskiimenin her elemani
hem |’e hem de 2’ye esittir, hatta hatta jiI'ye ve V2'ye de esit-
tir... Neyse ki boskiimenin hi¢ elemani yok... Olsaydi, 1=2
gibi sagmasapan bir esitlik kanitlamis olacaktik!

Hentiz Dogmamis Esekler Kiimesi!

Hentz dogmamis esekler kimesi nasil bir kimedir?
Henlz dogmamis esekler oldugundan, henliz dogmamis
esekler kumesi boskiime olamaz. Ama henliz dogmamis
esekler kiimesinin bir tek elemanim gosteremezsiniz. Bundan
da su anlastliyor: Bir kiimenin var olmasi icin illa o kiimenin
butin elemanlarini bilmemiz gerekmiyor. Bu, suna benzer:
Ikinci Diinya Savasi’'nda olen Fransa vatandaglarinin sayisi
belli bir dogal sayidir. Bu sayiyi tam olarak bilmememiz boy-
le bir sayinin olmadigi anlamina gelmez.

Daha matematiksel bir 6rnek alalim. Dinyada higkim-
senin yanitini bilmedigi evet/hayir yanith bir soru olsun.
Simdi A kiimesini, eger yanit evet'se {1} kiimesi olarak, yanit
hayir'sa {0} kiimesi olarak tanimlayalim. A kimesinde bir
eleman (ya 0 ya da 1 elemani) oldugunu biliyoruz ama hangi
eleman oldugunu (hendz!) bilmiyoruz.
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Boskiimenin her elemani istedigimiz tim ozellikleri saglar.
Bosklimenin her elemani saridir, yesildir, uzundur, ayni zamanda
kisadir da. Hi¢ elemani olmayan boskiimenin tim elemanlari
tim ozellikleri ve esitlikleri saglarlar. Bunu boskiimenin hig
elemani olmamasina borc¢luyuz.

Boskimeyi boslamayalim! En 6nemli bir iki kiimeden biridir
boskiime. Bir elemanli ¢cok kiime vardir, ama sifir elemanl tek
bir kiime vardir: boskiime. Sadece bu 6zellik bile boskiimenin
diger kuimelerden ayrilmasina, onu ayricalikh kilinmasina yeter.

2.2. Altkime

Eger x kiimesinin tiim elemanlari ayni zamanda y kiimesinin
elemanlariysa, o zaman, tanim geregi, x kiimesi y kiimesinin
bir altkiimesidir. Bunu x ¢ y olarak gosteririz. Dilersek y'ye
x’in Gstkiimesi adini verebiliriz ama bu terim matematikte pek
az kullanihr.

Ornegin N¢ Z¢ Q ¢ R. Yani her dogal sayi bir tamsay!,
her tamsay1 bir kesirli sayi, her kesirli say! bir gercel sayidir.

Baska ornekler verelim:

Cift dogal sayilar kimesi {0, 2, 4, 6, ... } dogal sayilar ki-
mesinin bir altkiimesidir.

{0, 2} kiimesi {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir altkiimesidir.

{0, 2, 3} kiimesi de {0, 1, 2, 3} kiimesinin bir altkiimesidir.

x hangi kiime olursa olsun, x, x’in bir altkimesidir, yani

X Gr X
(icindelik) iliskisi her x kumesi icin gegerlidir, ¢linkl x,in her
elemani x’in bir elemanidir!

Eder x ¢ y ise ve x * y ise, jc'e y'nin Ozaltkiimesi denir ve
buxcy olarak gosterilir. Ornedin, Nc Zc Qc i.

X ezy ve y ¢ x Onermelerinin her ikisinin birden dogru
olamaz. Nitekim, diyelim her ikisi birden dogru. O zaman y’de
olan ama jc'te olmayan bir z elemani vardir. Ote yandan y a X
oldugundan y’nin bu z elemani x’tedir de. Sagma!
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Eger x ¢ y icindeligi dogru degilse, yani eger x, y’nin bir
altkiimesi degilse, bu x £ y olarak yazilir. Okurun anlamini
tahmin edecegini umdugumuz <£ 2, D, t> standart simgeler
de kullanilir.

Iki kiimenin birbirine esit oldugunu kanitlamak igin her
birinin digerinin altkimesi oldugunu kanitlamak yeterlidir ve
hatta gereklidir: x kiimesinin y kiimesine esit olmasi icin

(x£y) ve (y ¢ x)
iliskileri yeter ve gerek kosullardir. Yani x’in y'ye esit oldugunu
kanitlamak igin, x’in y’nin bir altkiimesi oldugunu ve y’nin x,in
bir altkiimesi oldugunu kanitlamak gerekir. Bu yiizden iki kiime-
nin esit olduklarinin kaniti genellikle iki ayri paragrafta yapilhr.

Bir kiimenin altkiimeleriyle o kiimenin elemanlarini birbirine
karistirmamak gerekir. Ornegin (daha daha anlasilir olmak icin
matematiksel olmayan bir 6rnek veriyoruz!) sesli harfle baslayan
sehirlerimizden olusan kiime, Turkiye’nin sehirleri kiimesinin bir
altkiimesidir ama bir elemani degildir, ¢ctinki sesli harfle baslayan
sehirler kiimesi bir sehir degildir. Bir sinifin kiz 6grencilerinden
olusan kiime, bir sinifin 6grencilerinden olusan kiimenin altkiime-
sidir ama kesinlikle elemani degildir, sinifta bir tek kiz olsa bile...

(0, 1) kumesi, {0, 1, {0,1)) kimesinin hem 6gesi hem de altkiimesidir.

Ancak kimileyin, bir kiime, bir baska kimenin hem elema-
ni hem de altkiimesi olabilir. Ornegin, yukardaki resimde de
gosterildigi tzere, {0, 1} kiimesi,

{0,1, {0, 1}}
kiimesinin hem bir elemani hem de bir altkiimesidir.
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Boskiime her kiimenin altkiimesidir. Ornegin biraz 6nce bos-
kimenin her elemaninin I ’e esit oldugunu kanitlayarak, aslinda
0 ¢z {1} 6nermesini kanitlamistik. Ayni sekilde 0 ¢ {2, &g olur.

Boskimenin her kiimenin altkiimesi oldugunu kanitlayalim.
X herhangi bir kiime olsun. Boskiimenin x’in bir altkiimesi ol-
dugunu kanitlamak istiyoruz. Yani boskiimenin her elemaninin
x'in bir elemani oldugunu kanitlamak istiyoruz. Diyelim ki bu
dogru degil, yani diyelim ki boskiimede x'te olmayan bir eleman
var. Ama hani boskiimede hi¢ eleman yoktu! Hi¢ elemani olma-
yan boskiimede x’te olmayan bir eleman olabilir mi? Olamaz
elbet. Demek ki boskiimenin her elemani x’in bir elemaniymis,
yani boskiime x’in bir altkiimesiymis... Kanitimiz bitmistir!

Boskiime, her kiimenin altkiimesi olan yegane kiimedir. Bu
da boskumeyi ayricalikli kilan bir baska 6zelliktir.

Ama tabii ki her kiimenin bir altkiimesi olan boskime her
kiimenin bir elemani degildir. Ornegin boskiime boskiimenin
bir elemani degildir (ama bir altkiimesidir).

{0, 1, 2} kiimesinin altkiimelerini teker teker yazalim, tam
sekiz tane var:

+ 0 elemani olanlar 1 tane: 0.

« 1 elemani olanlar 3 tane: {0}, {1}, {2}.

+ 2 elemani olanlar 3 tane: {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}.
+ 3 elemani olanlar 1 tane: {0, 1, 2}.

{0, 1, 2} kumesinin altkimelerini asagidaki sekilde cizdik.
Altktimeleri asagiya, ustkimeleri yukariya yazdik ve altkiime ilis-
kisini bir gizgiyle belirttik. Ortaya hos bir sekil (bir gizge) ¢ikti:

{0, 1, 2} kiimesinin altkiimeleri; kiiglikten buyitge dogru...
Not: j0, 1) ile {1, 2}'nin yerini degistirirseniz kiipe benzeyen bir sekil ortaya ¢ikar.
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Benzer seyi dort elemanli bir kiime i¢in yapabilirsiniz ama
sekil biraz daha karmasik olur elbette.

Sadece {0, 1, 2} kumesinin degil, U¢ elemani olan her ku-
menin sekiz tane altkiimesi vardir.

Genel olarak, n elemani olan bir kimenin 2ntane altkiimesi
vardir. Bunun kanitini okura birakiyoruz. (Ama Bolim 2.6’da ka-
niti verecegiz. Ayrica bkz [Bkz. Sayma adli kitabim, Teorem 3.2.]

Ornegin 0 tane elemani olan boskiimenin 2° tane, yani 1
tane altkiimesi vardir, o altkiime de boskimedir. Tek elemanli
{0} kiimesinin 2 altkiimesi vardir, 0 ve {0}. iki elemanl

{0, {0}}
kiimesinin 4 altkiimesi vardir: 0, {0}, {{0}} ve {0, {0}}.

Alistirmalar

1. {1, 2, 3, 4} kiimesinin tim altkiimelerini (higcbirini unut-
madan, bulacaginiz belli bir kurala uyarak) yazin.

2. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin 3 elemanh tim altkiimelerini
(higbirini unutmadan, belli bir sirada) yazin.

3. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin 3’0 igeren tim altkiimelerini
(higbirini unutmadan, belli bir sirada) yazin.

4. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin kag altktimesi vardir?

5. Sadece 5 tane altkiimesi olan bir kiime var midir?

6. n tane elemani olan bir kiimenin tam n tane n - 1 ele-
manl altkiimesi oldugunu kanitlayin.

6. n tane elemani olan bir kimenin kag tane n - 2 elemanl

altktimesi vardir?

2.3. Altkiimeligin Basit Ozellikleri
Asagidaki ozellikler “altkiime olma” iliskisinin sagladigi en
temel ozelliklerdir ve her birinin kaniti ¢cok kolaydir:
Yansima X G&X.
Simetri IX GZYyVeyg XiseXx =y.
Gegislik  :x ¢ yveycg zisex ¢ z.
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ci iliskisi icin su ozellikler gecerlidir:
Yansimasizlik : x <t x.
Gecislik Xayveyc zisex ezz

Not: Aslinda simetri 6zelligi de ¢ iliskisi icin gegerlidir, yani

X C yveyc X ise x =y olur. Nitekim
XCyVveycx
onermesi yanlis oldugundan
(xcyveyc x)->x=y

onermesi dogrudur. (Mantikta, eger p 6nermesi yanlissa,. g 6ner-
mesi dogru da yanlis da olsa, p — g 6nermesi dogrudur. Bkz.
Onermeler Manti§i adli kitabim.)

Elbette
Xeyveyg zisex ez
olur. Son olarak, daha dnce kanitladigimiz, her x kiimesi igin,
0C3(
ozelligini animsatalim.

2.4. Say! Kumeleriyle Birkag islem
Eder X ¢ Kver, se iRise, X + r, X - r ve rX kiimeleri
sOyle tanimlanir:
X+r={x+r:x¢. X),
X-r ={x-r:xe X}
rX =[rx :x e X}
(Dikkat: Burada, 6rnegin birinci tanimda, bir kiimeyle bir sayi
toplaniyor.) Bu tanimlardan,
sX+r={sx+r:x <X]
ve
X-r=X+(r)
esitlikleri cikar elbet.
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Ornedin 2N, ¢ift dogal sayilar kimesidir. 2N + 1 de tek
dogal sayilar kimesidir. 5N, 5’e bolinen dogal sayilar kiimesi-
dir. 5N + 3, 5’e bélindigunde kalanin 3 oldugu dogal sayilar
kimesidir:

5N +3={3, 8, 13, 18,23, ... }
Bunun gibi, (1/2)Z kumesi, 6/2, -7/2 gibi paydasinda 2 olan
bir kesirli say1 olarak yazilan sayilar kiimesidir.

r + X ve Xs kiimelerini benzer sekilde tanimlayip, kolayca,

X+r=r+XvesX = Xs
esitliklerine varabiliriz. Ayrica -X kumesi (-1)X olarak tanim-
lanir. Kolaylikla,
-X ={x:xeX}ve-(-X) =X
esitliklerinin gecerli oldugu goralir.
Eger X, Y ¢ K ise,
X—Y= -y:xeXveyeY}
X+Y={x +y:xeXveyeY},
XY=[xy:xeXveye Y}
olarak tanimlanir.

Ama dikkat X + X ile 2X kimeleri genellikle esit degillerdir.

Ornegin X = {1, 2} ise

X +X ={2, 3, 4}
olur ama

2X = {2, 4}

olur. Ote yandan X = {0} ise X + X = 2X olur. Eger X = 0 ise
de X + X =2X = X olur! Hatta her Y say1 kiimesi i¢in

0 +Y=0Y=0
esitlikleri gecerlidir.

Ornegin eger P asallardan olusan kiimeyse, P + P kiimesi,
iki asalin toplami olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesidir. iste
bu kiimenin ilk birka¢ elemani: 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14,
15, 16, 18,19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28. Yeri gelmisken, 2’den
buyik her ¢ift dogal sayinin iki asalin toplami olarak yazilip
yazilmadi§i matematigin yamtlanamamis Unli sorularindan biri
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oldugunu sdyleyelim. Her cift sayinin iki asalin toplami olarak
yazilabildigi sanihir, ancak bugline kadar kanitlanmamistir. Bu
saniya Goldbach Sanisi adi verilir.

Dikkat: XX kimesi

{Xy :x e Xvey e X}
kiimesine esittir,
{x2:x e X}
kiimesine esit degildir.

X - X kumesinin ancak X boskiimeyse boskiime olabilece-
gini dikkatinize sunariz, eger X boskiime degilse, X - X kime-
si en azindan 0 elemanini icerir; genel olarak, eder X kimesi
sonluysa X - X kiimesinin eleman sayisi X kiimesinin eleman
sayisindan daha az olamaz.

Eger X ¢ K altkiimesi X - X ¢ X icindeligini sagliyorsa
X’in ¢ikarma altinda kapali oldugu sdylenir. X + X ¢ X ya da
XX ¢ X oluyorsa X ’in sirasiyla toplama ve ¢carpma altinda ka-
pali oldugu soylenir. Ornegin N, toplama ve carpma altinda ka-
palidir ama ¢ikarma altinda kapali degildir. Tek tamsayilar Ki-
mesi carpma altinda kapalidir ama toplama ve ¢ikarma altinda
kapali degildir. Okur alistirma olarak ¢ikarma altinda kapali olan
kiimelerin toplama altinda da kapali oldugunu kanitlayabilir.

Alistirmalar

8.X=0vere Riser0 =0 +r =0 esitliklerini kanitla-
yin.0 +0 =0 ve 00 =0 egsitliklerini kanitlayin.

9. Hangi X ¢ K altkiimeleri igin X + X = 2X olur? Her X
sayl kiimesi icin 0 + X = 0X =0 egitliklerini kanitlayin.

10. X e IRolsun. Y = (1/2)(X + X) olsun. X'in Y’nin bir
altklimesi oldugunu kanitlayin.

11.z +z = ZveN + N = N iliskilerini kanitlayin.

12. 5Z + 8 = 5Z + 3 = 5Z + (-2) esitliklerini kanitlayin.
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13. Su esitliklerini kanitlayin: 52 + 52 =57, 5Z + 3Z = Z,
52-51 =51 ve 127 +28Z =4Z.

14. 5N + 3N = {0, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, ...} esitligini
kanitlayin.

15. 5N + 4N, 7N + 5N, 19N + 16N kdmelerinin belli bir
sayldan buyuk tim dogal sayilari icerdigini gosterin.

16. EGer 0 # « e Zise Z ¢ (I/n)Z iliskisini kanitlayin.

17. m ve n tamsayilari icin, mi e nl iliskisinin gegerli
olmasi igin n’nin m’yi tam bdlmesi gerektigini kanitlayin. Ne
zaman mi = n1 esitligi gecerlidir?

18. (a, b) + (c, d) = (a + ¢, b + d) esitligini kanitlayin. (Ara-
liklardan soz ediyoruz.)

19. (a, b)(c, d) = (ac, bd) esitligininin her zaman dogru ol-
madigini gosterin. Bu esitligin dogru olmasi icin a, b, ¢ ve d
sayilarinin saglamasi gereken gerek ve yeter kosullari bulun.

20. Eger X ¢ IRise t(rX +s) = trX + ts esitligini kanitlayin.

21. X ¢r Kise 2X ¢ X + X iligkisini kanitlayin. 2X ¢ X + X
iliskisini saglayan bir X ¢ [Raltkiimesi bulun.

22. X, IRnin X - X ¢ Xiliskisini saglayan bir altkiimesi olsun.

22a. X + X ¢ X iligkisini kanitlayin. ipucu:

X +ty=x-((x-x)-y) _
22b. X = X - X = X + X esitliklerini kanitlayin. (Ipucu:
Eder X 1t 0 ise 0 e X olur))

23. IRnin gikarma altinda kapali olan ve O1 igeren altkiime-
lerine toplamsal grup denir. Biz kisaca grup diyecegiz. Ornegin
her re 1 icin, rZ ve rQ grupturlar.

X ¢ Z bir grup olsun. Bir ve sadece birtek ne Nicin X -n |
esitligini kanitlayin.

24. Asagidaki esitligi kanitlayin.

E zZ+ [ zZ= i Z

5 4 28
Genel olarak, a, b e Q icin,al + bl = cl esitliginin bir c e Q
kesirli sayisi igin saglanacagini gosterin.
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25. Eger X ¢r Xkimesinin n elemani varsa, X - X kiimesi-
nin en az ka¢ elemani olmalidir, en fazla ka¢ elemani olabilir?
Her iki durum igin 6rnek verin.

2.5. Altkimeler Kiimesi
Herhangi bir x kiimesinin tim altkiimelerini eleman olarak
iceren ve x’in altkiimelerinden baska hichir eleman icermeyen
bir kime vardir. Bu kiimeye x’in altkiimeleri kiimesi ya da x’in
kuvvet kiimesi ad1 verilir.

Ornek 1. Eger x = {0} ise, x’in altkiimelerinden olusan Kii-
me, {0, {0} kiimesidir.

Ornek 2. Eger x = {0, 1} ise, x’in altkiimelerinden olusan
kime, {0, {0}, (1), {0, 1}} kimesidir.

Ornek 3. Eger x = {0, 1, 2} ise, x’in altkimelerinden olu-
san kime,

{0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1,2}, x}

kimesidir.

Eger x bir kimeyse, x’in altkiimelerinden olusan kiime p(x)

olarak yazilir. illa 6rnek vermek gerekiyorsa, iste birkag drnek:
p({0, 1) = {0, {0}.{1}.{0, 1}
p({0.1,2}) ={0, {0}, {1}, {2}, {0.1}, {0, 2}, {1, 2}, {0.1, 2}
P(0) = {0}
pP(P(0))= PKOH ={0, {O}}
p(p(p(0))) = p({0, {0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0, {O}}}.

Elbette, efer x bir kiimeyse, 0 e p{x) ve x e p{x) olur
cinkd hem 0 hem de x, x’in altkiimeleridir.

Ayrica, eder X ¢ y ise 0 zaman p(x) ¢ p(y) olur, yani bir
anlamda, bir kimenin ne kadar fazla elemani varsa o kadar faz-
la altkiimesi vardir. Bunun ters istikametlisi de dogrudur: Eger
p(Xx) ¢r @(y) ise 0 zaman x ¢y olur; nitekimx e p(x) ¢r p(y)
oldugundan x e p (y) olur, yani X, y’nin bir altkimesidir.
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2.6. Altkimeleri Siralamak

Sonlu bir kimenin tim altkiimelerini sistematik bir bicimde,
hicbirini unutmadan ve higbirini iki kez yazmadan otomatik
olarak siralayabilmek dnemlidir. Bunu yapmanin gesitli yollari
vardir. En kullanighilarindan birini gosterelim.

Sadece 0 ve | ’lerden olusan sonlu ya da sonsuz dizilere 01-
dizisi diyecegiz. Ornedin 011001 bir 01-dizisidir. Bir dizinin uzun-
lugu, dizideki simge sayisidir. Verdigimiz 6rnegin uzunlugu 6’dir.

Diyelim bir x kiimesinin 4 tane elemani var. Bu elemanlara
0, 1, 2, 3 diyelim: x = {0, 1, 2, 3}. Bu kiimenin her altkiime-
sini 4 uzunlugunda bir 01-dizisi olarak gosterecegiz. Ornegin
0101 dizisi x’in {0, 2} altkimesini temsil edecek c¢iinkii 0101
dizisinin - sagdan saymaya baslayarak - sadece 0’inci ve 2’nci
terimleri | 'dir. Dizinin sagdan ¢-inci teriminin 1 ya da 0 olmasi,
k sayisinin altkiimede olup olmadigini belirleyecek.

Bu yontemle, {0, 1, 2, 3} kiimesinin altkiimelerini “alfabe-
tik” olarak “kuglkten biyige dogru” siralayabiliriz:

0000 0
0001 {0}
0010 < {1}
0011 o {0,1}
0100 {2}
0101 < {0, 2}
0110 <> {1,2}

0111 {0, 1, 2}
1000 3}
1001 {0, 3}

1010 < d, 3}
1011 < {0, 1, 3}

1100 {2, 3
1101 {0, 2, 3}
1110 {,2, 3

1111 < {0, 1,2 3
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Bu siralama yonteminden de belli ki, n elemanh bir kiime-
nin her altkimesini, n uzunlugundaki bir ve bir tek 01-dizi-
siyle simgeleyebiliriz. Aciklanan bu simgeleme islemini desifre
de edebiliriz, yani n uzunlugundaki herhangi bir 01-dizisinin
simgeledigi altkimeyi de kolaylikla bulabiliriz.

Sonug: n uzunlugundaki her 01-dizisi bu simgeleme yonte-
miyle n elemanli bir kiimenin tek bir altklimesine tekabil eder.
Dolayisiyla n elemanl bir kimenin 2” tane altkiimesi vardir.

Ote yandan, her sonlu 01-dizisi, bir dogal sayinin 2’lik ta-
baninda yazilimini simgeler. Ornegin, 001101101 dizisi,

028+ 027+ 1-26+ 125+ 024+ 1-23 + 122+ 021+ 1-2°
saylisinin, yani
H+25+23+22+2°=64+32+8+4+1=109
sayisinin 2'lik tabanda yazilimim temsil eder. Bu yontemle,
{0, 1, 2, 3}
kimesinin altkimelerini 0’dan 15’e kadar olan dogal sayilarla
temsil edebiliriz:

0 <> 0000 <> 0

1 0001 {0}

2 0010 <> il

3 <> 0011 <> (0,1}

4 <> 0100 {2}

5 <> 0101 <> {0, 2}

6 <> 0110 <> {1,2}

7 <> 0111 {0, 1, 2}

8 <> 1000 {3}

9 <> 1001 {0, 3}
10 <> 1010 {1,3}
1 <> 1011 {0, 1, 3}
12 <> 1100 {2, 3}
13 <> 1101 <> {0, 2, 3}
14 <> 1110 {1, 2, 3}
15 <> 1111 T+ {0, 1, 2, 3}
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Bu numaralandirma yénteminin hos bir tarafi var: Ornegin,
{0, 2, 3} kiimesi,
{0, 1, 2, 3}
kiimesinin de
{0, 1,2, 3,4,5,6, 7}
kimesinin de altklimesi olarak gorulse de, numarasi degismez.

Acikladigimiz bu yontemle N’nin tim sonlu altkiimelerini
bir dogal sayiyla ve tek bir dogal sayiyla numaralandirabiliriz
ve her dogal say1 N'nin tek bir sonlu altklimesinin numarasidir.
Ornegin 2” bigiminde yazilan her dogal sayi {«} kiimesinin nu-
marasidir. Sozgelimi 175’in N'nin hangi altkiimesinin numarasi
oldugunu bulmak icin, 6nce 175’i 2’lik tabanda yazmaliyiz.
175’1 2’lik tabanda yazmak igin kii¢uk bir hesap yapalim:

175 — 1 (175 tek oldugundan)
87 —» 1 (87 tek oldugundan)
43 -> 1 (43 tek oldugundan)
21 — 1 (21 tek oldugundan)
10 — 0 (10 cift oldugundan)
5 — 1 (5 tek oldugundan)
2 -» 0 (2 cift oldugundan)
1 — 1 (1 tek oldugundan)
(Sol siitunda, her sayi, bir Gstteki sayinin nerdeyse yarisi... An-
lamissinizdir...) Simdi sag sutundaki O ve 1 listesine bakarak
175’1 2’'lik tabanda yazabiliriz:

175 = 1-27+ 0-26 + 1-25+ 0-2« + 1-23 + 1-22 + 1-21+ 1-2°.
Bdylece 175 sayisinin dogal sayilarin {0, 1, 2, 3, 5, 7} altkiime-
sinin numarasi oldugu anlastlr.

Boylece N'nin her sonlu altkiimesini bir ve bir tek dogal
saylyla kodlamis olduk ve her dogal sayr N’nin bir ve bir tek
sonlu altkiimesinin kodu oldu. Bundan “dogal sayilarin sonlu
altkiime sayisi”’nm “dogal sayi sayis1” kadar oldugu sonucuna
varabiliriz. Kimeler kuraminin bu daha derin ve daha heyecanli
konularindan kitabin ikinci kisminda sdzedecegiz.
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Alistirma 26. Yukarda aciklanan yontemle, dogal sayilar
kiimesinin k sayistyla numaralandirilan sonlu altkiimesine Ak
diyelim. Eder Ak z Amise k < m esitsizligini kanitlayin. Ters
istikamet dogru mudur, yani k s m ise Ak ¢r Amolur mu?

Yukarida aciklanan yontemle N’nin sadece sonlu altki-
melerini degil, tum altkiimelerini (bu sefer sonlu degil) sonsuz
bir 01-dizisi olarak kodlayabiliriz. Ornegin, bu yontemle, (en
sagdan baslayip sola dogru hi¢ durmaksizin giden)

...10101010101
dizisi cift sayilar kiimesini simgeler. Asal sayilar kiimesi,
...100010100010100010101100

diye baslayan (ve sola dogru sonsuza kadar devam eden) diziyle
simgelenir. Terimleri sadece 0 olan dizi boskiimeyi, terimleri
sadece 1 olan dizi d¢ N’'nin kendisini simgeler. Tek elemanl
kimeler, icinde sadece bir tane 1 olan 01-dizileriyle simgelenir.
Icinde sonlu sayida 1 olan 01-dizileri, yani belli bir terimden
sonra hep 0 olan 01-dizileri sonlu altkiimeleri simgelerler.

n uzunlugundaki her 01-dizisini de, yukardaki sekilde n = 4
icin gosterildigi Uzere, yuksekligi n olan “ikili bir agacin” en
st noktalariyla ya da -ayni sey- agacin en dibinden en yiiksek
dalina giden bir yolla simgeleyebiliriz. Demek ki 4 elemanli
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bir kiimenin her altkiimesini 4 yiksekligindeki ikili bir agacin
dibinden baslayan ve tirmanabildigi kadar tirmanan bir yol
olarak simgeleyebiliriz.

Dogal sayilarin her altkiimesini de sonsuz yukseklikteki ikili
agacin, en dibinden bagslayan ve hi¢ durmadan tirmanan bir (ve
tek bir) yolu olarak simgeleyebiliriz. Eger k sayisi kiimedeyse,
&inci kattan (&+1)'inci kata sagdan, ¢ sayisi kiimede degilse
soldan c¢ikariz. Ornegdin bir sag bir sol yapan sonsuz yol cift
sayltlar kiimesini, strekli sola giden yol boskiimeyi, strekli saga
giden yol dogal sayilar kiimesinin kendisini simgeler.

2.7. Kimenin Eleman Sayisl

Once biraz sohbet: Aksiyomatik kiimeler kuraminda “son-
lu kiime” kavraminin bicimsel bir tanimi vardir. Ama sezgisel
kimeler kuraminda boyle bir tanima yer verilmez, ne de olsa
bir kimenin sonlu olup olmadiginin ne demek oldugu herkes
tarafindan sezgisel olarak bilinir! (Kitabin 18.7'nci bélimuinde
sonlu kiimenin bigimsel tanimini verecegiz.) Hatta daha ileri se-
viyede kiimeler kuraminda sonsuz bir kiimenin eleman sayisi da
tanimlanabilir; ve iki sonsuz kiimenin eleman sayisi birbirinden
farkli olabilir. Butln bunlardan Aksiyomatik Kimeler Kurami
kitabimizda s6zedecegiz.

Sonlu bir A kimesinin eleman sayisi |A| olarak gosterilir.
Turkiye’'de, |Al yerine, baska bir Ulkede gérmedigim ve nerden
geldigini bilmedigim ve son derece pratik buldugum s{A) ya-
zilimi yaygin bicimde kullaniliyor. Eger A sonsuz bir kiimeyse
\A\ = oo yazilabilir.

Eder A ve B kiimeleri sonluysa,

A ¢ B ise |Al < |B|
A¢c Bwvel|A=(BiseA=8B
onermeleri barizdir; birka¢ sayfa 6nce de
\P(A)| = 2[a
esitligini kanitlamistik.
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Ahstirmalar

27. p(x) ¢ p(y) iliskisini kanitlayin.

28. Bes elemanli bir kimenin tim altkimelerini (hicbirini
unutmadan ve her birini tek bir defa yazarak ve belli bir yon-
tem izleyerek) listeleyin.

29. p({2, 8}) kiimesinin elemanlarini bulun. A, {2, 8} kiime-
sinin altkimelerinin sayfa 38-41’de aciklanan bicimde bulunan
numaralari olsun. p(A) kiumesinin elemanlarini bulun.

30. Metinde agiklanan yontemle en dipten baslayarak su-
rekli iki sol bir sa§ yapan sonsuz yol N'nin hangi altkiimesini
temsil eder?

31. Her x kiimesi icin, p°(x) =x ve her n e N igin,

p ntl(x) = p (p n(x))
olarak tanimlansin.

3la. Her x kiimesi i¢in, {{0, {%8}} e p n{x) iliskisini sagla-
yan en kicuk «’yi bulun.

31b. Her x kumesi icin, p(x) e fon(x) iliskisini saglayan
en kiguk «'yi bulun.

31c. m verilmis bir dogal say! olsun. Her x kimesi igin,
p m(x) e pn{x) iliskisini saglayan en kii¢ik «’yi m cinsinden
ve en buyidk m'yi n cinsinden bulun.

3 id. mve nverilmis iki dogal sayi olsun. Eger x, n elemanli
bir kimeyse, p m(x) kiimesinin ka¢ elemani vardir?

31e. x bir kime ve n ve m birer dogal sayi olsun. Eger

p"(x) = p mx)
esitligi dogruysa mve m dogal sayisi hakkinda ne sdyleyebilir-
siniz? Neden?

31f. Her x kiimesi ve her n dogal sayisi icin,

p{p n{x)) = fpn{p{x))
esitligi dogru mudur? Yapm(p n(x)) = p n{p mXx)) esitligi her
n ve m dogal sayisi i¢in dogru mudur?
32. A bir kiime olsun. Eger a, b e A ise,
{{a}, {a, b}} e (p(p(A))

iliskisini kanitlayin.



33. Sonsuz dizileri su yontemle kigtkten blytge dogru si-
ralayalim: iki diziden hangisinin daha biyik oldugunu bulmak
icin, dizilerin ayristigi ilk terimler bulunur ve bu terimlerden
hangisinin biyiik olduguna bakilir. Ornegin, bu siralamaya
gore,

X = ...010000100101101011000
diye baglayan dizi

y =...010000100100111011000
diye baslayan diziden daha kicuktir. Bu durumda x <y ya-
zalim. En kaguk dizi sabit 0 dizisi, en buyuk dizi de sabit 1
dizisidir. Ayrica, ...11111110 dizisiyle ...0000001 dizisi arasinda
baska dizi yoktur. ...11111110 dizisi gibi kuyrugu sabit 1 dizisi
olan dizilerin “hemen bir sonrasi” oldugunu, ama dider hicbir
dizinin “hemen bir sonrasi” olmadigini kanitlayin.

34. Z'yi altkiime olarak, 1/2'yi eleman olarak iceren IRnin
ctkarma ve carpma altinda kapah altkimelerinin en kigugunu
bulun.

35*. E@er a ya da c sayilarindan en az biri 0 degilse,

@z +b)yn (cZ +d
kesisiminin bos olmamasi igin yeter ve gerek kosulun ebob(a, ¢)
sayisinin d - b sayisini bélmesi oldugunu kanitlayin. Eger
ve (a&Z+b)n (cZ +d
ve
u = ekok(a, c)
ise
@z +b)yn (cZ+d)y=uzZ+v
esitligini kanitlayin.



3. Bilesim, Kesisim, Fark

u bolumde kiumelerle yapilan t¢ 6énemli ve temel islemden
Bsbzedecegiz: bilesim, kesisim (arakesit) ve fark.
3.1. Bilesim
Iki kiimenin bilesimini almak gok kolaydir. Ornegin,
x={0, 2,4,5}vey={1, 3, 5}
ise, bu iki kiimenin bilesimi
{0, 1, 2, 3, 4, 5}
kiumesidir, yani iki kiimenin en azindan birinde olan elemanla-
rin kimesidir. x ve y kiimelerinin bilesimi, en azindan iki ki-
meden birinde olan elemanlardan olusan kiimedir ve bu kiime
x u y olarak gosterilir. Bilesim kiimesinde her iki kiimede bir-
den olan elemanlar da yer alir.

X u 'y kiimesi



Eder x bir kimeyse, x, x u {x} kiimesinin hem bir elemani
hem de bir altkimesidir.

Okur, ilk alistirma olarak, her X, Y ¢r iRaltkiimeleri igin,

-Xu-X)=Xu-Xvwve-(XuY=-Xu-Y

esitliklerini kanitlayabilir.

Ileride sonsuz sayida kiimeyi de bilestirecegiz, simdilik sade-
ce iki ya da sonlu sayida kiimenin bilesimiyle ilgilenelim.

Sonlu sayida kiimenin bilesiminin asagidaki 6zelliklerini
kanitlamak kolaydir:

1. Degisme Ozelligi : x u y=y u x.

2. Etkisiz Eleman :xu 0 =x.

3. Tekgicli islem :x u x = x.

4. Birlesme Ozelligi: x u (yu 2) = (X vjy) u z
5. Yutulma X GZX U Y.

6. Yutma IXGCIYy<Z>XUy =Y.

iki yerine (¢, hatta daha fazla kiimenin bilesimini alabiliriz.
Ornegin, yukardaki dérdiincu esitlikte tic kiimenin bilesimini
aldik. x, y, z kimelerinin bilesimi (dérdincu 6zellige gore ge-
reksiz olan parantezler atilarak), x u y u z olarak yazihr.

Sonsuz sayida kiimenin de bilesimi alinabilir. Ornegin,
n e N icin, [0, n] kapali araliklarinin bilesimini alabiliriz:

[0,0u [0, Ju [0,2]u [0, 3]u ..
Bu bilesim,
[0, 01, [O, 1], [O, 2], [O, 3], ..
araliklarindan birinde olan gercel sayilardan, yani belli bir n
dogal sayisi icin, [0, n\ araliginin icine disen gercel sayilardan
olusur, bunlar da (Arsimet Ozelligi'nden dolayi; yan sayfadaki
gri kutucuga bakiniz) 0’dan blyukesit gercel sayilardir. 0'dan
buyulkesit gercel sayilar kimesi IR&0 olarak yazilir. Demek ki,
[0,00u [0, Ju [0,2]u [0,3]u ..=D%.



Yukardaki bilesimi daha kisa, daha anlasilir ve daha fiyakall
bir bicimde (bkz. Bolim 3.2),

u:0[°». u.o.ujo"r )
olarak gosterebiliriz. Burada bilesimi n = Odan baglattik. Is-

teseydik bilesimi n = 5’ten de baglatabilirdik ve sonucgta bir
degisiklik olmazdi:

Arsimet Ozelligi

Arsimet Ozelligi’ne gore, her pozitif bir gercel sayiyi, bu
say! ne kadar kiiclk olursa olsun, kendisiyle yeterince defa
toplayarak (yani o sayiyl bir dogal sayiyla carparak) veril-
mis herhangi bir sayiyi gegebiliriz. Yani her e >0 ve r gercel
sayllari igin, ne > r esitsizligini saglayan bir n dogal sayisi
vardir. Ornegin, s = 0,01 ve r = 200 ise «'yi 20.000’den
biyik herhangi bir sayl almak yeterli.

Arsimet Ozelligi’nin bir sonucu: Her r gercel sayisi icin

n=«l>r

esitsizligini saglayan bir n dogal sayisi vardir.

Bir baska sonug: Her e > 0 gercel sayisi icin, dyle bir n
dogal sayisi vardir ki ne > 1 olur.

Dolayisiyla efer x < 1ise 1 -x pozitif bir sayidir ve belli
bir n dogal sayisi icin 1 <n(l - X) esitsizligi dogru olur.

Arsimet Ozelligi’ni Sayilarin insasi adli kitabimizda
kanitlayacagiz.

Arsimet Ozelligi’'ne gore, her e > 0 sayis icin,

U, N©O,ne) -R>0

olur.

Birazcik daha zor bir bagka bilesim 6rnegi verelim:

U n=1,2,3,... 1 1/7]
Bu kimenin [0, 1) araligina esit oldugunu kanitlayahm. Her

n=1 2, 3 4, .. icin,



O<1l-1/k<1
oldugundan, [0, 1 - I/n] &[0, 1) olur, dolayisiyla [0, 1 - I/n]
araliklarinin bilesimi de [0, 1) araliginin altkimesidir. Boylece

~=1,2,3,... [0,1 - 1/«] s [0,1)
icindeligini kanitlamis olduk. Simdi,
O, 1)¢ [0, 1 -1/n]
icindeligini kanitlayalim. Sol taraftaki kiimeden bir x sayisi ala-
lim. Bu sayinin sag taraftaki kiimede oldugunu gésterecegiz. Gos-
terelim: x < 1 oldugundan, 1 - x >0’dir. Madem ki 1 - X sayisl
pozitif, Arsimet Ozelligi’ne gore, bu sayiy! kendisiyle yeterince
toplayarak her sayiyi, dolayisiyla 1’i de gecgebiliriz. Demek ki
1<n(l -x%

esitsizligini saglayan bir n dogal sayisi vardir. Bundan da

O0sx<1-1I/n,
yani

xe o 1-1/n]
cikar. Sonug: X sayisi esitligin sag tarafindaki

_ ua23. 01 -m
bilesimindedir. Istedigimiz kanitlanmistir.
Eger A, elemanlar1 gene kiime olan bir kiimeyse,

A’mn elemanlarinin (bunlar da birer kiime) bilesimini simgeler.

Yani AX kiimesi, A’mn elemanlarinin elemanlarindan olu-
san kimedir.

~XeA X kimesi a, b, s, T, U, Y, t kimelerinin bilesimidir.



Ornegin,

U xspB) X = B,
Xe{U,VW=UUVUW,
UX{C} = G-

U Xg* X kimesinin matematiksel tanimim biraz daha bi-
cimsel ifade etmekte yarar olabilir:

X e "xeA X 0 A’da tyle bir X elemani var ki, X e X.
Buradan, A =0 ise U Xgi4 X =0 c¢ikar, ¢inki x ne olursa ol-
sun, denkligin sagindaki

M ’da dyle bir X elemani var ki, x e X”
Oonermesini saglayan bir X yoktur, cinkl ne de olsa A = 0.
~XeA X kimesi bazen daha sade (ama daha az kullanilan)
bir yazillmla LM olarak da yazilr:
LM ={:bir X e Aigin x e A}.

Ornegin,
UE>(B) =B,
u([/,y,wj=i/uVuf,
U{C} =c,
UO =0.

Bu yazilimla,

U(A u B) =(KIA) u (UB)

esitliginin ve eger A ¢ B ise
UA s UB

icindeliginin gecerli olduklari bariz olmali; kanitlari okura
birakiyoruz.

) u Py ¢ p(xuy)
icindeligi de bariz olmali. Esitlik sadece ve sadece X zy ya da
y ¢ X ise dogrudur. (Neden?)

Alistirma. LJO =0 esitligini biliyoruz. LIA = A esitligini
saglayan baska kimeler bulabilir misiniz? Bu esitligi saglayan
sonsuz tane sonlu kime vardir.



3.2 Gostergecler ve Gostergeg Kiumeleri
Bu altbélimdeki meramimizi bir drnekle anlatmaya cali-
salim.

u, =123,.~M1-1/7"]

yaziliminda en altta bulunan 1, 2, 3, ... sayilarina indeks ya da
gostergec denir. Bu yazilim su anlama gelmektedir:

U,=1,23 [0°1-1/7]1=[0,1-1/1]u [0,1-1/2]u[0,1-1/3]u ..

Bu yazihmda gostergeg kiimesi pozitif dogal sayilardir.
Bu sonsuz bilesim soyle de yazilabilir:

U> 1-1A

Bu yazihmlarda acik acik sdylenmese de, n gostergecleri—
nin | ’den baslayarak tim dogal sayilar dolastigi ve pozitif bir
n dogal sayisi i¢in, [0, 1 - I/n] bigiminde yazilan tim kapali
araliklarin bilesiminin alindigi varsayilir.

Herhangi bir kiime géstergec kiimesi olabilir. Ornegin,

ILk ~

bilesiminde gostergeg kiimesi gercel sayilar kimesidir.
Genel olarak, eger (X,)iei bir “kiime ailesi”yse (yani her
i el icin X, bir kimeyse ve elemanlari sadece bu X/lerden
olusan bir kiime varsal),
Ulel Xj,
ya da daha sade olarak
u, X-
yazilimi, X, kiimelerinin bilesimini simgeler, yani X,’lerin en az
birinde olan elemanlarin kimesini simgeler:
Xj={x:enazbirielicinxe XJ

1 Aslinda kiime ailesi kavraminin tanimi tam olarak bdyle degildir ama burada
tanimi bdyle almakta bir sakinca yok.



ya da
X e X,0 enazbirielicinx e X,.
Bazen gostergeg kiimesinde cift simge kullanilabilir. Ornegin,

n® —nm+m? n? +«m +m?"
1+n4 1+m6

Biraz alistirma yaparak yazilimla asinalik saglayalim.

Alistirmalar

1. Asagidaki esitlikleri kanitlayin.
~»=1,2,3,... [0, 1 - 1/"2] = [0, 1).
N=123..[0,1-yn) =0, 1)

~e=1,2,3,... [I/». 1 - 1/«2] = (0, 1)e
2. Asagidaki bilesimlerin neye esit olduklarini bulun.

-1’ >~ p ™N P
ArsiIR r)j ’\V_eIR > ~relR ], *p>0, p asal
3. Eger X, Yc¢: IRise, su esitlikleri kanitlayin:
X +Y= (X +y) = (DX (X +)-

XY =Uyby Xy = U xeX xY -
4. U epfA X = A esitligini kanitlayin.
5. Asagidaki bilesimleri bulun:
Urefo@® [ A ~re(0m A L'Ve@© o [, 2],
U r€i I, rhls AVer R UreR " ,ré]
UreR [r2 1), (S, A ~relR, r*o [N\A
ursl,® [r 1), ~re(l, @ (h, 1), *g0 @ [Ur 1],
Ure©a [r, V1), ~rso,1) [Lir, 11, U re(o, 2) [12 1,
U re(Q, 1) [ o) ~ve(l, 3) [ 2r),  ~re(0,1/10) [r » 1/r)
6. A ve B hirer kime olsun. Eera e A ve b e B isg,

u#}, {# by e p(p(A u B))
oldugunu kanitlayin.



7. A ve B birer kiime olsun.
{{M, [a, b} a <AvebeB}e p(p(p(A uB))

icindeligini kanitlayin.

8. A ve B birer kiime olsun. Ne zaman

P{A) u p(B) = p{A u B)

olur?

9. Arsimet Ozelligi’'ni kullanarak bos olmayan her aralikta
bir kesirli say1 oldugunu kanitlayin. (Bir gercel sayinin 10 ya
da bagka bir tabaninda acilimini da kullanabilirsiniz.)

3.3. Kesisim (Arakesit)
iki kimenin kesisimini (ya da arakesitini) almak iki kime-
nin bilesimini almak kadar kolaydir. Ornegin,
x={12, 3, 4vy={4,6,8}
ise, bu iki kimenin kesisimi {2, 4} kiimesidir, yani iki kimenin
ortak elemanlarindan olusan kiimedir. Resmi asagida:

X vey kimeleri X Ny kiimesi

Iki kiimenin kesisimi ya da arakesiti her iki kiimede birden
olan elemanlarin kimesidir. x ve y kiimelerinin kesisimi

Xxny
olarak yazlir.
Pek sik kullanilan su tanimlari yapalim:
Q** =R*0n Q,
Q°=[R*n Q.

Birincisi, O'dan bilyiikesit kesirli sayilar kiimesidir. ikincisi de
Odan buyuk kesirli sayilar kimesi.



Kesisimin asagidaki ozelliklerini kanitlamak kolaydir:

1. Degisme Ozelligi :xny =ynx

2. Etkisiz Eleman :xn 0 =0

3. Tekglcli islem  :xn x=x

4. Birlesme Ozelligi: xn (yn 2 =(XXn y)n z
5. Yutulma IXNyegX

6. Yutma IXGZy 0o Xny=x

Aynen bilesimde oldugu gibi, ikiden fazla kimenin de ke-
sisimi alinabilir. Hatta sonsuz sayida kimenin de kesisimi ali-
nabilir. Ornegin, [0, oo), [1, co), 2, 00), ... araliklarinin kesisimi
alinabilir. Bu kesisim,

[O,on [1,c0)n R,oon ..
olarak yazilabilecegi gibi,
K o
olarak da yazilabilir. Bu sonsuz kesisimin boskiime oldugu belli,
¢unku bu kesisimde olacak bir gergel sayi, her dogal sayidan
daha blyuk olmak zorunda, ki bdyle bir gercel say1 yoktur.
Birkac drnek daha verelim:

n r>l, reiR (I» r) =
~r>lrei 1, %) =i0d),

(n>oo) - o )
asal P2 = (O},
n,, eN 2nz = {0},

Egder A, her bir elemani bir kime olan bir kimeyse,

A’nin elemanlarinin ortak elemanlarindan olusan kiimeyi sim-
geler. Ornegin,

xe{a] x = al

~xe(a, ¢ix =anb,

<XS{abc)X =anbnc,

~XsjalA) X =0.



Ama dikkat: r\xeA X kimesinden stzedebilmemiz icin A’nin
boskime olmamasi gerekir. A boskime oldugunda,

tanimi problematiktir ve bunun nedeni 17°’nci bolimde konu
edilecektir. (Bkz. Bolum 17, Alistirma 3.)
A kumesi, aynen bilesimde oldugu gibi
nA
olarak da yazilabilir. OA, A’nm elemanlarinin ortak (hepsinde
birden olan) elemanlarinin kimesidir. Ornek:
nf]A,B,C) =AnBnC.
Eger A ve B kimelerinin kesisimi boskiimeyse A ve B’nin
ayrik kimeler olduklari sdylenir. Bu durumda, kimileyin
AUB
yerine
AuB
yazilir (ki A ve B’nin ayrik olduklari bir bakista anlasilsin).
Ornegin cift tamsayilar kimesiyle tek tamsayilar kiimesi ayrik
kumelerdir.
Eger A, B ve C kiimeleri sonluysa,
Mu Bl +Yn B\=A+H

huBu(d=HWH+H+
-JAnB\-Bn J-|ICn A
+JAn Bn
esitliklerini kanitlamak pek zor olmasa gerek. ilerde Bolim
11'de bu formdlleri 2 ve 3 kimeden n kiimeye genellestirecegiz.

Alistirmalar

10. Iki araligin kesisiminin yine bir aralik oldugunu goste-
rin. 1ki acik (kapal) arahgin kesisiminin yine bir agik (kapal)
aralik oldugunu gosterin.

ila. (p(A) n p(B) = p(A n B) esitligini kanitlayin.

1lb. Eger A ¢ B ise 05 ¢ HA icindeligini kanitlayin.



12. Her biri araliklarin bilesimi olan iki kimenin kesisiminin
gene bir araliklar bilesimi oldugunu gdsterin.
13. Asagidaki kesisimleri bulun:
(«, n2), n,,eN (-« «), n,,dj23).. (1-1/«, 1+/«),
M\=123,... Wni 1+1/«), 2,34... (1_I/«5 1+1/«),
nNreRC>MN> noed A nold (r Urp
noad 122 n0ad fa ], » Oad [r>1+1-
14. X bir kime olsun. A ve B, X’in iki altkimesi ise,
UA B ={Y¢cX:A"YveBnY=0)
tanimini yapalim. X’in hangi A ve B altkimeleri icin U(A, B)
boskime olur? X’in hangi A ve B altkimeleri icin X e U(A, B)
olur? EJer Y ¢ X isg X’in hangi A ve B altkiimeleri icin Y e U(A, B)
olur? X’in A, A®, B, Bt altkiimeleri icin,
UA, B)n UAVBt)=UA U Av Bu Bj}
esitligini kanitlayin.

3.4. Dagilma Ozelligi

Kesisimle bilesim arasinda, adina dagilma 6zelligi denen
onemli iligkiler vardir:

1.xu Yynz=Xuyn (Xu 2.

2.xn Yuz=Xnyu Xns).

Yani bilesim kesisim lzerine ve kesisim de bilesim Uzerine
dagilir. ikincisini okura birakip birincisini kanitlayalim.

Kanit: Esitligin sol tarafindtaki x u (y n z) kiimesinin her
elemaninin esitligin sag tarafindaki (xu y) n (X u z) kiimesin-
de, ve sag taraftaki kiimenin her elemaninin sol taraftaki K-
mede oldugunu kanitlamak gerekiyor.

(c2): Once sol taraftaki x u (yn z) kimesinden bir a elemani
alahm. Bu a elemaninin saj taraftaki kiimede, yani hem x u y
hem de x u z kiimesinde oldugunu kanitlamak istiyoruz, a ele-
mani X \.(y n z) kiimesinde olduguna goére ya x kimesindedir



ya da y n z kimesinde. Birinci sikta, a elemani hem x uy hem
de x u z kimesinde olur ve kanit tamamlanir, ikinci sikta, a
elemani hem y hem de z kiimesindedir, demek ki hem x u y
hem de x u z kimesindedir.

(3): Simdi de sag taraftaki (xu y) n (X u 2z) kiimesinden
bir a elemani alalim. Demek ki a, hem x u y kimesinde hem
de x u z kimesinde. Eger a, X’teyse, 0 zaman a elbette esitligin
sag tarafindaki x u (y n z) kimesindedir. EQer a, X’te degilse, o
zaman a hem y hem de z kiimesinde olmak zorundadir, demek
ki a, y n z kimesindedir, demek ki a, esitligin sol tarafindaki
X U (yn z) kimesindedir. O

scnyuz gibi bir yazilim anlamsizdir, ¢unku iki degisik an-
lama gelebilir ve karisikhga yol acabilir; parantezleri eksiktir.
In(yu?)ve(in)i)uz
yazilimlari arasinda elbette bir fark vardir ve parantezsiz yazi-
limla bu fark yok olur ve karisiklija neden olur.

Alistirmalar
15. Hangi kosulda xn (yu 2 ¢ (X n y) u z olur?
16. Hangi kosulda (xn y)u z¢ xn (yu 2) olur?
17. Hangi kosulda {xn y)u z=xn (yu 2) olur?
18. Asagidaki esitlikleri kanitlayin. (Kesisimlerde I, J * O
olmali.)

18a. x n (Viel y) =Uiel (x n y{.

18b. x u {ni6ly) =U(e (xu vyi.

18c. xn (njelyh) =niel (xn vy,).

18d. x u (Ujely.) =Uiel (xu y™

18e. (niel x,) u (njelyj) = n i6ltjed (x, u v,).

18f. (Ujef x.) n (U/g/ y;) = Ui6i)/e/ ( n v;).

18g. u iei {i} = 1.
19. Kanitlayin: n X6p(A X =0.
20. Eger A * 0 ise >0 “xep(A) ~ kimesi neye esittir?



3.5. Kimelerin Farki
Eger x vey verilmis iki kiimeyse, x’te olup da y’de olmayan
elemanlardan olusan kiime x \y olarak yazilir ve “x fark y”
olarak okunur. Demek ki tanim geregi,
X\y=fex:zgy}
olur. Hemen bir érnek verelim:
x={12, 3, 44wvwy=[24,6, 8}
ise X Wy = {1, 3} kimesidir. Bunun resmi asagida.

X\Y

Bir baska 6rnek daha: N 2N, tek dogal sayilar kimesidir.
Daha disundurucu U¢ 6rnek sunalim:
NN2NuUu3Nu5S5Nu7Nu 1IN u 13N .. )={1}
n,ad (Z™2) ={i, -i},
upssal pZ-z \{1, -1}.

Kanitlamasi kolay birka¢ 6zellik: Her X, y ve z kiimesi igin

XND =X,

XN ¢ X

XX = 0.

XNy = 0<$x¢:y.
X\y) n y=0.

XW)uy=xuy.
XN X =X\yu 2.
XNYN) =XN)u (Xn 2.

olur. Bunlarin kanitini okura alistirma olarak birakiyoruz.



3.6. Tumleyen

Eger A diye bir kime 6nceden verilmisse, kimileyin, A’nin
bir x altkimesi igin, A \x yerine xc yazilir. xc kimesine x’in
(A’daki) timleyeni adi verilir. O zaman A’nin her x ve y alt-
kimeleri icin su ozellikler gegerlidir:

(xc = X,
(X n y)c=Xcu yqg
(Xu y)c=xcn vy°.

Son ikisine De Morgan 6zelligi denir. Tabii xc’nin anlami
A’ya gore degisir; bu yizden bu yazilimi kullanirken dikkatli
olmak gerekir. Bazen xc yerine X' kullanildigi da olur.

Egder (ajier bir kiime ailesiyse, o zaman,

g/ A)c= Vi AG
(U,.ei Aj)c=n Id A,c
esitlikleri gecerlidir. Kanitlar gene okura birakilmistir.

3.7. Kumelerle islemler

N, Z, Q ve iRkiimeleri iizerine toplama, ¢ikarma, carpma
gibi islemlere asinayiz. Toplama, ¢ikarma, ¢arpmanin her biri
ikili bir islemdir, ¢tinki bu islemlerin yapilabilmesi icin iki sayi-
ya ihtiya¢ vardir. Ama mesela “kare alma” islemi birli bir islem-
dir, ciinki tek bir sayinin karesi alinir. Karekok alma, IR-° ki-
mesi Uzerine (N, Z, Q2 ya da IR(izerine degil) birli bir islemdir.

A bir kime olsun. Kesisim, bilesim ve fark, p(A) Uzerine
ikili islem ornekleridir, yani X, y e p(A) ise,

XAy, XUy, xX\y

kimeleri de p(A) kimesinin elemanlaridir. Yukarda gérdugi-
miz timleme ise p(A) Uzerine “birli bir islem”dir, ¢clinku tek
bir kiimenin timleyeni alinir. Asagidaki 24’Uncu alistirmada
p(A) kimesi lzerine x Ay diye (simetrik fark adi verilen) bir
baska ikili islem tanimlayacagiz.



Ornek 1. p <cc(a), elemanlart A’nin sonlu altkiimelerinden
olusan kiime olsun. Kesisim, bilesim ve fark, p <@({A) tzerine bi-
rer islemdir ama efer A sonsuzsa, timleme p <€(A) kimesi Uze-
rine bir islem degildir, ¢clinkil o zaman sonlu bir kiimenin A’daki
timleyeni sonsuzdur, dolayisiyla p <A) kimesinde degildir.

A bir kime olsun. *, p(A) Uzerine herhangi bir ikili islem
olsun, si¢ p(A) olsun. Eger her X, Y e "igin X *Y e si
ise, 0 zaman si’nin * islemi altinda kapali oldugu soylenir.

Ornek 2. Eger X ¢ A ise
{5, {0, X} ve {0, X, A}
kimeleri kesisim ve bilesim altinda kapalidir. {0, X} kimesi
fark alma islemi altinda da kapahdir, ama digerleri genellikle
degildir. Ama
{0, X, XS A}

kiumesi timleme, kesisim, bilesim ve fark alma islemleri altinda
kapalidir.

Ornek 3. Eger X, Y ¢ A ise,
{Xn Y, X, Y] kimesi kesisim islemi altinda,
£X, Y, Xu Y] kimesi bilesim islemi altinda,
LY, X n Y, X u Y] kimesi hem kesisim hem de bi-
lesim islemi altinda kapalidir.

Ornek 4. si, bir r gergel sayisi igin IRnin (r, oo araligini
iceren altkimelerinden olussun, si, bilesim ve kesisim islemleri
altinda kapalidir. (Ama sonsuz sayida kiimenin kesisimi si'da
olmayabilir.)

Ornek 5. si, bir e > 0 sayisi icin, IRnin (-e, € arahgini
iceren altkiimelerinden olussun, si kimesi bilesim ve kesisim
islemleri altinda kapahdir.



Alistirmalar
21. Kanitlayin: xn y=0 o p(xX) n p(y) = {0}.
22. p(xX) n %) = j3(xny) esitligini ve
pP(X) u £Xy) =p(z)o(j;cy =zveyay ¢ 1 =1)
O6nermesini kanitlayin.
23. Asagidaki kiimelerin elemanlarim bulun:

23a-UwN K 2] 23e-n A.23... [> 1MW)

23b. N, =123, [V 1-1/«] 23f. ot 1/«)
23c-Ur23.. (Unp!-1/n) 23S-n «,23... (1/n>1/m)
23d. U,,=128) («, «2) 23h. n =23y [-L/«, 1+1/<]

24. x ve y kimeleri icin,
XAYy=XNVW)u Y\
olarak tanimlansin. X Ay kiimesine X ve y’nin simetrik farki
adi verilir.

24a. x Ay = (xuy)\(ynx) esitligini kanitlayin.

24b. Eger X,y A ise

XAy=(XXnyou (xcny)
esitligini kanitlayin.

24c. Her X, y, z kimesi icin asagidaki esitlikleri kanitlayin:

« Birlesme Ozelligi, (X Ay) Az =x A (y A2),

* Etkisiz Elemanin Varligi. x A0 =x =0AX,

« involiitif islem. x Ax =0,

« Degisme Ozelligi, x Ay =y AX.

» Dagilma Ozelligi. x n (yAz2) =(Xn y) A(xn 2).

24d. Hangi kosulda x Ay =x olur?

24e. Hangi kosulda x Ay =x u y olur?

24f. Hangi kosulda x Ay c x olur?

25. A bir kime olsun, s/, A’nin timleyeni sonlu olan alt-
kimelerinin kimesi olsun. J”’nin bilesim ve kesisim islemleri
altinda kapali olduklarini gésterin.

26. A bir kiime olsun. | bir gostergec kiimesi olsun. Her
i elicin & p(A), kesisim (bilesim) altinda kapali olsun.



O. jt. kimesinin kesisim (bilesim) altinda kapali oldugunu
kanitlayin.

27*. A herhangi bir kiime olsun. X, Y¢ A olsun. p(A)’nin
X’i ve Y’yi igeren ve bilesim, kesisim, fark ve timleme islemleri
altinda kapali en kicik altkimesinin en fazla ka¢ elemanli ol-
masi gerektigini bulun. Bu alistirmayi iki altkiimeden n kiimeye
genellestirin.

28. X bir kime olsun. =, p(X) Uzerine herhangi bir ikili
islem olsun.

28a. a ve a', p(X)’in « islemi altinda kapali iki altkiimesi
olsun, ona' kimesinin de « islemi altinda kapal oldugunu
kanitlayin.

28b. 0 * Z ¢ p(X) altkimesi su ozelligi saglasin: Eger a
e | ise, a kimesi ¢ islemi altinda kapahdir. OL kimesinin de
(yani S’daki kiimelerin kesisiminin de) « islemi altinda kapal
oldugunu kanitlayin.

29. X bir kime olsun. Eger Aly A2, ..., A" kimeleri X’in
birbirinden ayrik ve bos olmayan altkiimeleriyse ve hepsinin
bilesimi X ise,

(A1, A2 ..., X}
kimesine X'’in parcalanisi adi verilir. Bu durumda,
X =Aj UA20 .. UAk=U,=v* A-
yazilir, k = 1 igin bos olmayan her kiimenin tek bir parcalanisi
vardir.

29a. X, n elemanh bir kiime olsun, k - 2 igin, X’in kag
parcalanisi vardir?

29b. X, n elemanli bir kime olsun, k = 3 i¢in, X’in kag
parcalanisi vardir?

30. Eger X sonlu bir kimeyse, |X], X’in eleman sayisini
simgelesin. A? A2, ..., An sonlu kiime olsunlar. Asagdidaki esit-
likleri kanitlayin:

30a. |A  AZ2]= |Aa]+ IR]—IX o0 A2)



30b. |JA u A2u A31= |Aa]+ |A2] + |A3]
- A1ln A21- A2n A3]- |8 n AN\
+|A A20 A3}
30c. Yukardaki sorulan |JA u .. u AnNgin genellestirin.
(Kitabin I'1’inci bélimiinde ve sayfa 205°teki “Final Sinavi’’nin
birinci kisminda yaniti iki degisik yontemle buluyoruz.)
31. Her n, m e N igin dyle Anm ¢ IR kiimesi bulun ki,
Anm) * Hm(U,, Anm)
olsun.
32*, (2°Z +(1 +2 +4 +ee +27-1)) kiimesinin ele-
manlarini bulun.
33*. p > 2 bir dogal say1 olsun.
+(1 +P +p2+'m+p" ¥)
kiimesinin elemanlarini (ya da elemanini) bulun. (Varsa ta-
biil)
34. Her i icin A; e Biise, A{zOtB(ve A{c LJ
icindelikleri kanitlayin.

3.8*. Kiimenin Kapanisi ve ici

X bir kiime olsun. X’in bazi altkimelerine “kapali altki-
me” diyelim. X’in hangi altkiimelerinin “kapali” olduklarini
bilmiyoruz ama “kapali” diye nitelendirdigimiz altkiimelerin
su iki 6zelligi sagladiklarini varsayalim:

Ki. X her zaman kapall bir altkimedir.

K2. Sonlu ya da sonsuz sayida kapali altkiimenin kesisimi
gene kapalidir, yani kapallik ¢zelligi (sonlu ya da sonsuz) ke-
sisim altinda kapalidir.

Ornek 1. X, herhangi bir kiime olsun.
a. Sadece X kapali olsun.

b. Sadece X ve O kapali olsun.

c. Her altkime kapali olsun.



d. A ve B, X’in herhangi iki altkimesi olsun. Sadece A n B,
A, B ve X altkiimeleri kapali olsun.

e. Sadece X ve X’in sonlu altkiimeleri kapali olsun.

Her bir érnekte yukardaki Ki ve K2 ozellikleri saglanir.

Ornek 2. X, bildigimiz diizlem olsun. j 4 ¢ X olsun. Eger A’mn
her P ve Q noktalari icin PQ dogru parcasi A’nm bir altkiimesiy-
s A’ya kapali ya da matematiksel adiyla disbilkey adini verelim.
X kapali bir altkimedir elbette. Ayrica eder (Aj)iel bir disbikey
kiimeler ailesiyse, o zaman bu ailenin kesisimi olan Piiei Ai
kimesi de disbiikeydir. Bunu bir sonraki sekilde gosterdik.

Demek ki diizlemin disbilkey altkiimeleri de yukardaki Ki ve
K2 ozelliklerini sagliyorlar.

Ornek 3. X herhangi bir kime ve A, X’in bir altkimesi
olsun. X’in A’y igeren altkimelerine “kapali” diyelim. O za-
man yukardaki Ki ve K2 ézellikleri saglanir. Bir baska 6rnek:
Sadece X kiimesi ve A’'nin altkimeleri kapali olsun; bunlar da
Ki ve K2 ozelliklerini saglarlar.

En 6nemli 6rnedi vermeden 6nce bir uyari: Fonksiyonun
tanimini bilmeyenler asagidaki drnegi simdilik atlasinlar, bir
sonraki bolimi okuduktan sonra geri donstinler.



Ornek 4. X herhangi bir kime, / : X x X = X herhangi
bir islem ya da fonksiyon olsun. Ornegin X = R ve /, topla-
ma, c¢ikarma, carpma gibi islemler olabilir. Eger X’in bir A
altkiimesi,

a, beA=f(a,b)eA
ozelligini sagliyorsa A’ya/ islemi altinda kapal altkime diye-
lim. Yukardaki Ki ve K2 ozellikleri bu kiimeler icin saglanir.

Not 1. Bu 6rnegi birden fazla fonksiyona ve herhangi bir n
dogal sayisi icin (7.4’Uncu bodlimde tanimlanan) X kartezyen
carpimindan X’e giden fonksiyonlara genellestirebiliriz.

Not 2. Sadece K2'yi saglayan altkimelere X'i de eklersek
hem K I'i hem de K2'yi saglayan bir altkime ailesi bulmus
oluruz.

Not 3. Aslinda kapali kimelerin yukardaki iki 6zellik disin-
da, genellikle, bir de su iki 6zelligi saglamalar istenir:

K3. 0 kapalidir.

K4. iki (ya da sonlu sayida) kapali kiimenin bilesimi yine
kapalhdir.

Ama biz verdigimiz ilk iki ¢zellikle idare etmeye calisacagiz.

Orneklerden de goruldigi lzere, kesisim altinda kapali
kime ailelerine matematikte cok sik rastlanir. Bu tir kiimeler
icin, asagidaki teoremde tanimlayacagimiz “kapanis” adi verilen
cok onemli bir kavram vardir. (Teoremin 6nermesi kanitindan
daha uzun olduguna goére bayag énemli bir kavram olmali!)

Teorem 3.1. X bir kime olsun. X’in bazi altkimelerine
“kapall altkime™ diyelim ve “kapal” olarak nitelendirdigimiz
altkimeler Gzerine su varsayimlari yapalim:

Ki. X kapal bir altkiimedir.

K2. Sonlu ya da sonsuz sayida kapali altkiimenin kesisimi
gene kapalidir.



A ¢ X ise, A'yt altkiime olarak iceren en kiicuk bir kapali
altkime vardir. Yani dyle bir A ¢ X vardir ki,

i. A A,

ii. A kapalidir,

iii. C kapallysa ve A z C ise A z C o/w.

Ayrica A, A'yi iceren tim kapal altkiimelerin kesisimidir.

Kanit: Ki ozelliginden dolay1 A’yi iceren kapall bir kime
vardir. A, A’y iceren tim kapali altkiimelerin kesisimi olsun.
A elbette A’y1 igerir. Ayrica K2 6zelliginden dolayr A kapalidir.
Boylece i ve ii kanitlanmis oldu, iii, A kiimesinin tanimini dog-
rudan bir sonucudur. |

Yukardaki A kimesine A’mn kapanigl adi verilir. Bazen A
yerine, yazmas! daha kolay ve daha pratik oldujundan, cl(A)
olarak yazilir. A’mn kapanisl, elbette, hangi kimelerin “kapali”
olarak nitelendirildigine gore degisir.

Teoremi hemen uygulayabiliriz:

Sonug¢ 3.2. Efer A duzlemin herhangi bir altkiimesiyse,
diizlemin A’y1 iceren en kiigiik bir A disbilkey altkiimesi vardir.
[Bu altkiimeye A’nin digsbikey zarfi denir.)

Onsav 3.3 [Kapanisin Ozellikleri]. Teorem 3.Vdeki tanim-
larla su 6zellikler gegerlidir:

i. AzBiseA @B olur.

ii. A'nin kapal olmasi icin A = A esitligi gerek ve yeter
kosuldur.



ii. A=A

iv. cl(0 (A)) & n fAi olur ama esitlik dogru olmayabilir.

v. VIl Ai @z cl(U; A;) oAwr ama esitlik dogru olmayabilir.

vi. EQer iki kapal kiimenin bilesimi gene kapallysa, o za-
man, cl(Au B) =Au B olur.

Kanit: i. A e B e B oldugundan, A ¢ B olur. B kapali bir
altkime oldugundan, A’mn kapanisi B kiimesinin altkiimesidir.

ii. Eger A kapaliysa, A elbette A’y iceren en kicik kapal
altkimedir. Ote yandan A kapali oldugundan, A = A ise A
kapalidir.

iii. A kapali bir kime oldugundan, bir 6nceki kalemde, A
yerine A almak yeterli.

iv. Her i icin Aj ¢: A; oldugundan, N\&A, @ C)t At olur.
Ayrica, her i icin A-kapali oldugundan, Ai de kapali bir
kimedir. Son iki tumceden cl(Pi1/ At) z CX Ai cikar.

Esitligin dogru olmayabilecegini gosterelim. X, en az iki
elemani olan bir kiime olsun ve sadece 0 ve X altkiimeleri
kapali olsun. Her x e X igin,

Ax =X NX|
olsun. O zaman her x icin cl(AQ = X ve f\ cliA®) = X olur.
Ama o zaman, cl(F\ AX) =cl(0) =0 * X olur.

v. Her i gostergeli icin gegerli olan A{z KJi A-¢ d(U<A)

icindeliginden ve c"U1A,) kiimesinin kapali olusundan,
Ai ¢ cl(UfA)
cikar. Bundan da istenen sonug elde edilir.

Esitligin dogru olmayabilecegini gosterelim. X, en az U¢
elemani olan bir kiime olsun, a, b € X iki degisik eleman olsun.
X’in kapal kimeleri O, A = {a}, B = {o}ve X olsun. O zaman
A=A,B=BweclAu B) =X *Au Bolur.

vi. Bir 6nceki kaleme gore, A A ve B B oldugundan,

AuBc¢luB
olur. iki kapali kiimenin bilesiminin kapali oldugunu varsaydi-
gimizdan, bundan cl(AuB )¢ A uB cikar. O



Acik Kiimeler ve Bir Kiimenin igi. Kapanisin bir de “diial”
kavrami vardir.

X bir kime olsun. X’in bazi altkimelerine “acik altkiime”
diyelim. X’in hangi altkimelerinin “acik” olduklarim bilmi-
yoruz ama “acIk” diye nitelendirdigimiz altkimeler Uzerine su
varsayimlari yapalim:

Al. 0 acik bir altkimedir.

A2. Sonlu ya da sonsuz sayida acik altkiimenin bilesimi gene
aciktir, yani aciklik (sonlu ya da sonsuz) bilesim altinda kapaldir.

Not: Aslinda genellikle agik kiimelerin yukardaki iki 6zellik
disinda genellikle bir de su iki 6zelligi saglamalari istenir:

A3. X aciktir.

A4. tki (ya da sonlu sayida) acik kiimenin kesisimi yine aciktir.

Ama biz verdigimiz iki 6zellikle idare etmeye calisacagiz.

Ornek: Eger X’in “kapali altkiime” olarak adlandirilan bazi
altkimeleri Ki ve K2 6zelligini sagliyorsa, bu kapali altkimele-
rin X'te timleyenleri Al ve A2 6zelliklerini saglar. Bunun tersi
de dogrudur: Eger X’in bir altkime ailesi Al ve A2 6zelliklerini
sagliyorsa, o zaman bu altkiimelerin tiimleyeni Ki ve K2 ézel-
liklerini saglar. Ayni sey, A1-A4 ve K1-K4 6zelliklerini saglayan
altkimeler icin de gecerlidir.

Dolayisiyla kapal kiimeler icin kanitlanan her énermenin agik
kiimeler icin bir muadili vardir. Teorem 3.1’in muadili asagdida.

Teorem 3.4. X bir kime olsun. X'in bazi altkimelerine
“acik altkime” diyelim. “Ac¢ik” olarak nitelendirdigimiz alt-
kimeler lizerine su varsayimlari yapalim-.

Al. 0 acik bir altkimedir.

A2. Sonlu ya da sonsuz sayida acik altkiimenin bilesimi
gene agiktir.



A X ise, A’nm en biyik aclk altkimesi vardir. Yani Oyle
bir A° ¢ X vardir ki,

i. A° ¢ A

ii. A° aciktir,

iii. B aclksa ve B Z A ise B  A° olur.

Ayrica A°, A’nin tim agik altkimelerinin bilesimidir.

Kanit: Okura birakilmistir. 1

A° kiimesine A’nin ici adi verilir. A’'nm ic¢i bazen int(A)
olarak da yazildi§i olur.



4. Fonksiyon

rindan biri oldugunu stylemek fonksiyon kavramina bi-
yik haksizlik olur. Fonksiyon kavrami, matematigin en 6nemli
kavramlarindan biri degil, matematigin en 6nemli kavramidir.
Kime kavrami harig, o da belki... Bilimin b’sinin girdigi her
yerde fonksiyona rastlanir.
Herhalde asagidakine benzer sekilleri egitim hayatiniz bo-
yunca sik sik gérmussinizdur.

Fonksiyon kavraminin matematigin en énemli kavramla-

Soldaki yumurta bir kiimedir. Sagdaki domates de... icindeki
noktalar kiimelerin elemanlaridir. Soldaki yumurtanin her ele-
mani sagdaki domatesin bir elemanina bir okla “gonderilmistir”.

Burada, X kiimesinden Y kumesine giden bir / fonksiyonu
sekledilmistir. Sol taraftaki X kiimesinin dort elemani vardir: a,

b, cve d. Cogu zaman acikca sOylenmez ama bu elemanlarin
birbirinden degisik olduklari varsayilir. Sag taraftaki kiimeninse
bes elemani vardir: 1, 2, 3, 4, 5.

f, sol taraftaki kiimenin her elemanini saj taraftaki kiimenin

bir elemanina gonderen bir “kural”dir. Ornegin X kimesinin



ave b elemanlari / kurali geregince Y’nin 1 elemanina gider-
ler. Bu,

f(a) =f(b) =1
olarak gosterilir. Ayni bicimde, f(c) =4 ve f{d) =5 yazlir.

Y’nin 2 ve 3 elemanlarina X 'ten hicbir eleman gitmiyor. Bu
hi¢c sorun edilmez. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon Y’nin her
elemanina dokunmak zorunda degildir.

Bu ilk 6rnekte de oldugu gibi, X'in iki ayr elemani (a ve b
elemanlart) Y’nin ayni elemanina (1 elemanina) gidebilir. Hat-
ta X kimesinin bitin elemanlar Y kimesinin ayni elemanina
gidebilir. Bu tir fonksiyonlara sabit fonksiyon denir.

X kimesinden Y kimesine giden bir fonksiyonda énemli
olan, X’in her elemaninin, tanimlanan kural geregince, Y’nin
tek bir elemanina génderilmesidir.

Ornegin asagidaki sekildeki kural bir fonksiyon tanimla-
maz. Cunkld burada X kimesinin a elemani Y kiimesinin iki
ayr elemanina (I’e ve 3’e) génderilmekte. Fonksiyonun tanimi
bunu yasaklar.

Dileyen, yukardaki sekildeki “sey”’e baska bir ad bulabilir,
ornegin “cok degerli fonksiyon” ya da “monksiyon” gibi. Ama
bu “sey” kesinlikle bir fonksiyon degildir.



Asagidaki sekildeki sey de bir fonksiyon degildir. CUnku
bu kez X kiumesinin b elemani Y’nin hi¢bir elemanina gonde-
rilmemis. Fonksiyonun tanimi bunu da yasaklar. X’ten Y’ye
giden bir fonksiyon X’in her elemanini Y’nin bir (ve bir tek)
elemanina gondermeli.

Bir X kimesinden bir Y kiimesine giden bir / fonksiyonu,
[/ X >»Y
olarak ve efer / fonksiyonu X kimesinin x elemanini Y kiime-
sinin y elemanina gonderiyorsa bu,
f(x) =y, fx =yyada/ : xXh»y
olarak gosterilir. f(x) =y ise y elemanina x’in f-gorintus,
f -imgesi ya da / altinda degeri denir.

(Trafigi de ters olan Ingiltere ve bazi tlkelerin matematikgi-
leri bazen fx =y yerine xf =y yazarlar. Bu yazilim aslinda daha
pratiktir, ama aliskanliklarimizdan kolay kolay kurtulamiyoruz
ne yazik ki.)

X kiimesine / fonksiyonunun tanim kiimesi ya da kalkis kii-
mesi, Y kimesine de deger kiimesi ya da vans kimesi adi verilir.

Ornegin, f(x) = x2 kurali, tamsayilar kiimesi Z’den gercel
sayllar kimesi IRye giden bir fonksiyondur. Elbette

/(-2) =/(2) =4
olur.

Ama ayni f(x) = x2 kurali bize Z kiimesinden gene IL kii-
mesine giden bir baska fonksiyon wverir. Ve hatta ayni kural
bize IL kiimesinden dogal sayilar kiimesi N’ye giden bir baska
fonksiyon verir. Ve hatta ayni kural bize  kiimesinden gene E
kumesine giden bir bagka fonksiyon verir. Ve hatta ayni kural



bize IR kiimesinden negatif olmayan gercel sayilar kiimesi 'R-°
kiimesine giden bir baska fonksiyon werir...

Bir baska deyisle, fonksiyon kavraminin taniminin iginde
(fonksiyonun kuralindan baska) bir de fonksiyonun tanim ve
deger kimeleri vardir. Kural degismese de, tanim ve deger ki-
meleri degistiginde fonksiyonun da degistigi kabul edilir. Yani
bir fonksiyon sadece bir kural degildir, fonksiyon taniminin
icinde fonksiyonun kurali vardir, dogru, ama ayni zamanda
tanim ve deger kimeleri de vardir.

Bir fonksiyonu,

1 Tanim (kalkis) kimesi,

2. Deger (varig) kimesi,

3. Tanim kimesinin her eleman icin defer kimesinin tek

bir elemanini veren bir “kural”
gibi bir U¢li olarak tanimlayabiliriz. Ama agiz aliskanligiyla ve
kolaylik olsun diye, kimi zaman sadece kural sdylenir, tanim ve
deger kiimelerinin sdylenmeden bilindikleri varsayilir.

Ozetle, X kumesinden Y kiimesine giden bir fonksiyon, X
kimesinin her elemanini Y kimesinden tek bir elemana gotu-
ren bir kuraldir.

Ornek 1. ylx sayisl, yani x’in karekoki, y2 = x esitligini
saglayan negatif olmayan yegane y gercel sayisi olarak tanim-
lanir. Yani,

VWX=yo0o y2=xweyao.
Tanimdan dolayi Jx diye bir sayinin olmasi igin x > 0 olmalidir.

f(x) =  kural, gercel sayllar kimesi [Rden gercel sayilar
kiimesi IRye giden bir fonksiyon tanimlamaz, c¢inki negatif
gercel sayilarin karekoki yoktur (ya da [Rde degildir bu kare-
kok.) X 'ten Y’ye giden bir fonksiyon, X 'teki her elemani Y’deki
bir elemana gondermeli.

Ote yandan, ayni kural, negatif olmayan gercel sayilar kii-
mesi [R-"den IRye bir fonksiyon tanimlar.



Ornek 2. Yukardakine benzer bir nedenden, f(x) = I/x kura-
I, gercel sayilar kiimesi [Rden gercel sayilar kiimesi [Rye giden
bir fonksiyon tanimlamaz (Qin goriintiisii yok.) Ote yandan
f(x) = I/x kurali, IR0 kimesinden [Rkimesine ([R0 kiimesine
de) giden bir fonksiyon tanimlar. Ayni kural, IR \{O} kiimesin-
den [Rye giden bir baska fonksiyon tanimlar.

Ornek 3. f(x) ==x kurali da [Rden [Rye giden bir fonksi-
yon tanimlamaz, ¢iinki f(x) tek bir deger olmali. X’ten Y’ye
giden bir fonksiyon, X kimesindeki her elemani Y kiimesinden
tek bir elemana géndermeli.

Ornek 4. Ote yandan, f(x) = {x, -X] kurali [Rkiimesinden
[Rnin (en fazla iki elemanh) altkiimeler kimesine (ya da p(IR)
kimesine) giden bir fonksiyon tanimlar.

Ornek 5. Eger x bir gercel saylysa, n <x <n +1 esitsizligini
saglayan bir ve sadece bir tane n tamsayisi vardir. Bu n tamsa-
yisi [ic] ya da | olarak yazilir ve bu tamsayiya x’in tamkismt
adi verilir. Ornegin,

[231 =2, [025] =0, [-45] = -5, B1=6, [-4] = -4
Tamkisim, [Rden IRye ya da [Rden Z’ye giden bir fonksiyon
olarak gorulebilir.

Ornek 6./ : IR—» iIRfonksiyonu, f(x) =x2 +x - 3 kuraliyla
tanimlanmis olsun. O zaman,

/(0) =@ +0-3=-3,

f() =(h2+1-3=-1,

/(-1) = (-2 +(-1) -3 =-3,

fu2)=42 -1,

f(n) = @ + -3,

/(1/2) = 1/4 +1/2 - 3 = -9/4,

fly) =y2+y- 3,1(2) =z22+z -3,



f(t) =t2+i - 3,

fx +) =X +I1)2+X+1) -3=x2+3x - 1,

f(x +y) = (X +y)2 +(X +y) - 3 =X2+y2 +2xy +X +y - 3
olur.

Ornek 7. Herhangi bir kiimeden bir elemanh bir kimeye
giden tek bir fonksiyon vardir: Sabit fonksiyon.

Ornek 8. Bosfonksiyon. Bos olmayan bir kiimeden boskii-
meye giden bir fonksiyoji yoktur. Ama boskimeden bir baska
kiimeye giden tek bir fonksiyon vardir: Bosfonksiyon. Ama bu
son dedigimize fazla takilmayin.

Ornek 9. n elemanli bir kimeden m elemanl bir kimeye
giden ka¢ fonksiyon vardir?

Eger n = 0 ise tek bir fonksiyon vardir, bunu yukarda gor-
dik: Bosfonksiyon.

Eger n = 1 ise, yani tanim kiimesinin tek bir eleman varsa,
fonksiyon sayisi m’dir; ¢cinki tanim kiimesinin tek elemanint m
elemanh deger kiimesinin herhangi bir elemanina géturebiliriz.

Eder n = 2 ise, tanim kimesinin iki elemanini, deder ku-
mesini m elemanindan herhangi ikisine gétirebiliriz; tanim
kimesinin “birinci” elemani icin m, ikinci elemani icin de m
secenedimiz var; bdylece toplam m2 fonksiyon elde ederiz.

Genel olarak, n > 0 elemanh bir kimeden m elemanli bir
kiimeye toplam mn tane fonksiyon vardir. E§er 0° = 1 varsa-
yimini yaparsak (ki ¢ok sik yapilir bu varsayim), o zaman mn
yaniti tanim ve deger kimeleri boskiimeyken de gecerlidir.

Ornek 10. max ve min Fonksiyonlari, p, CBnin bos olma-
yan sonlu altkiimelerinden olusan kiime olsun.
max : p — IR
fonksiyonu,



max(X) = X’in en biyuk elemani
olarak tanimlansin.
min(X) = X’in en kic¢ik elemani
kurali bize bir baska fonksiyon verir.
I = 1 <=max(X) = min(X),
X e Y =min(X) > min(Y)
X¢Y=> max(X) < max(Y)
max(-X) = -min(X)
max(X +Y) = max(X) +max(Y)
gibi 6zellikler gegerlidir.

Ornek 11. Mutlak Deger Fonksiyonu. Eger x bir gercel sa-
yiysa, max{X, -x} sayisl, X'in mutlak degeri olarak tanimlanir
ve bu fonksiyon f(x) yerine P4 olarak yazilir:

M = max{x, -}
Ornegin |5l = H=5w Q =0.

Ornek 12. p(N)* = p(N) \{O} olsun. / : p(N)* = N
fonksiyonu, /(X) =min(X) kuraliyla tanimlansin. Bu bir fonk-
siyondur, ¢lnki bos olmayan her dogal sayr kiimesinin bir (ve
bir tane) en kiguk elemani vardir. E§er P asal sayilar kiimesiyse
f(P) =2 olur. Bunun gibi,

f(P +P) =f(PP) =4, f(N) =0, /(3N+8) =8
olur.

Fonksiyonlarin Esitligi. Ayni tanim ve deger kimeleri olan
iki fonksiyon, tanim kimesindeki her elemani defer kimesi-
nin ayni elemanina gonderiyorlarsa, o zaman o iki fonksiyon
birbirine egittir.



Ornek 13. IRden iRye giden a(x) =j{) kuraliyla verilmis
fonksiyonuyla b(x) = |4 fonksiyonlari birbirine esittir.

Ornek 14. iki elemanli {0, 1} kiimesinden IRye giden f(x)
= x kuraliyla tanimlanmis fonksiyonla gene {0, 1} kiimesinden
IRye giden g(xX) = x2 kuralyla tanimlanmis fonksiyonu birbi-
rine esittir.

Alistirmalar

1/ : iR-» IRfonksiyonii, f{x) =x2 - 2x +3 kuraliyla ta-
nimlanmis olsun. O zaman, /(O), /(1), /(—2), fU 2), f(n), /(1/2),
fly)> f(2), f(x +1) ve f(x +y) deferlerini hesaplayin.

2. Matematigin disina cikip, her insani (biyolojik) annesi-
ne gétiren bir fonksiyonun varligindan séz edebiliriz, ama her
insani amcasina ya da kardesine géturen bir fonksiyondan stz
edemeyiz. Neden?

3. Bir x gercel sayisl icin,

/W =fe*> (3+>>
X
kurahyla tanimlanmis fonksiyonun en biyik tanim kiimesi ne

olabilir?

4.1. Fonksiyonlarin Bileskesi
/, X kimesinden Y kumesine giden bir fonksiyon olsun, g
de, Y’yi altkime olarak iceren bir Yt kiimesinden Z kiimesine
giden bir fonksiyon olsun. Ornegin asagidaki sekildeki gibi.



Bu iki fonksiyonun bileskesini alip X’ten Z’ye giden bir
fonksiyon elde edebiliriz. Bunu sdyle yapariz: X 'ten herhangi bir
eleman alalim, diyelim a’y1 aldik. Bu elemana / fonksiyonunu
uygulayip Y’de gittigi yeri bulalim; 6rnegimizde |’i buluruz.
Simdi Y’nin 1 elemanina g fonksiyonunu uygulayip Z ’den bir
eleman bulalim, dérnegimizde r’yi buluruz. Bu bize yeni bir fonk-
siyon verir. Bu yeni fonksiyon, X ’in a elemanini Z ’nin r elema-
nina gonderir. Bu fonksiyonun bir resmini asagida cizdik.

/ ve g fonksiyonlarini kullanarak elde ettigimiz bu yeni
fonksiyona / ve g’nin bileskesi adi verilir ve bu yeni fonksiyon
8 Of
olarak yazilir, (gof diye okuyabilirsiniz! Siralamaya da dikkat!)

Yukarda da gordigimuz gibi,

@ of(a) =g(f(a) =g(l) =r.

Benzer sekilde,
(g 0f)(b) =g(f(b)) =g(l) =T,
(@ 0f)(c) =g(f(c)) =ofd =u,
(g 0f)(d) =g(f(d)) =g(3) =u
olur.

g ° f bileskesinden stz edebilmek icin / fonksiyonunun
deger kiimesinin g fonksiyonunun tanim kimesinin altkiimesi
olmasi gerektigine dikkatinizi gekerim. Tanim ve deger kiime-
leri ayni olan fonksiyonlarin (yani bir X kiimesinden gene ayni
X kimesine giden fonksiyonlarin) hi¢ disinmeden istedigimiz
gibi bileskelerini alabiliriz.

Bileskenin bicimsel tanimini verelim:



Tanim: /, X kimesinden Y kimesine, g de Y'yi altkime
olarak iceren bir Yj kiimesinden Z kiimesine giden birer fonksi-
yon olsunlar, g ° f olarak simgelenen f ile g fonksiyonlarinin
bileskesi, X kimesinden Y kiimesine giden ve her x e X igin

@° D) = 9(f(x))

kuraliyla tanimlanmis fonksiyondur.

Ornek 15. / : IR—» K-° fonksiyonu
f(x) =x2
kuraliyla, g : IR-0— IR fonksiyonu
gx) =x -5
kuraliyla tanimlansin. O zaman, her x e IRigin,
@ °H(x) =9(f(x)) =g(x2 =x2-5

olur.

Bu ornekte g ve / 'nin de bileskelerini alip / ° g fonksiyo-
nundan sz edebiliriz: Her x e IRicin,

(/ °9)) =f(g(x)) =f(x -5) =(x- 5)2
Goruldugu gibi g °f * f Og olur. (Zateng °/ ve/ ° g fonk-
siyonlarinin tanim ve deder kiimeleri farkhdir, ama bunun da
Otesinde iki fonksiyon ayni sayilari ayri sayilara gotirtrler.)

Ornek 16. / : IR0 -» iIROfonksiyonu f(x) =  olarak ta-
nimlansin.

g : IR-» IR fonksiyonu da g(x) = x - 5 olarak tanimlansin.
O zaman, her x e IR-°icin,

@ ° Hx) =9(f(x)) =9g(Ix) =Vx -5

dir. Bu drnekte / ° g diye bir fonksiyondan sdzedemeyiz, ¢un-
ki g’nin deger kimesi negatif sayilari iceriyor ama / negatif
sayllarda tanimlanmiyor.

Alistirma 4. f(x) = k- Jveg(X) = Mise/ °gwveg*°f
fonksiyonlarini bulun.



4.2. Bileskenin Birlesme Ozelligi
Ug fonksiyonumuz olsun:
/ X =Y,
g:Y"Z,
h:z1n T
Y ¢ FjweZc¢ Zj varsayimlarini yapalim. Bu (¢ fonksiyonla
ilk bakista farkli gibi gorinen iki islem yapabiliriz:
Dg°/ : X —=Zwveh: —» T fonksiyonlarinin bileske-
sini alip
he(@°f) X T
fonksiyonuna bakabiliriz.
2)/ : X —=Yweh-°g: Yx-» T fonksiyonlarinin bileske-
sini alip
theg°f: X T
fonksiyonuna bakabiliriz.
Bdylece elde edilen h ° (g of) ve (h «g) of fonksiyonlari
birbirine esittir. Bunu kanitlayalim.
Her ikisi de X 'ten T’ye giden
h°@°/) vefhog) of
fonksiyonlarinin aldiklari degerleri hesaplayalim, bakalim esitler
mi? x 6 X olsun. Bileskenin tanimini ikiser kez uygulayarak
hesaplayalim:
(h° (@ °H))(x) =h((@ of)(x)) =b{g(f(x),
((h °g) o/)(*) = (£ 09)(f(x)) = h(g(f(x)).
Demek ki, her x e X igin,
(h ° (g° N = ((h o) o/)(*)
oluyor. Dolayisiyla
he@°/)=h°g°/
olur.
be@°f) =(@°g) °f esitligine fonksiyonlarin birlesme
ozelligi denir.
Bu demektir ki ikiden fazla fonksiyonun bileskesi alinirken
(kuimeleri kesistirdigimizde ya da bilesimini aldigimizda oldugu



gibi) parantez kullanmak gereksizdir; sira gozettikten sonra,
bileskelerini almak icin fonksiyonlar diledigimiz gibi gruplan-
dirabiliriz. Bu nedenle h ° (g °f) yada (h °g) °/ yazmak ye-
rine, parantezleri atip h °g °/ yazariz. Tabii bunu Ucten fazla
fonksiyon icin de yapabiliriz.

4.3. Ozdeslik Fonksiyonu
X herhangi bir kime olsun. X ten X’e giden ¢ok 6zel bir
fonksiyon tanimlayacagiz simdi, 6zdeslik ya da birim fonksi-
yonu. Ozdeslik fonksiyonu, X’in her elemanini gene kendisine
gonderir, yani ashinda hicbir sey yapmaz! X’ten X’e giden bu
fonksiyon ldx ya da 1 olarak gosterilir. Id, “6zdeslik” anlamina
gelen ingilizce identity'nin ya da Fransizca identité'nm |d’idir.

Demek ki, her x e X igin, 1dx(X) = x.

Ozdeslik fonksiyonlarinin su 6zelligi vardir: Eger/ : X =Y
bir fonksiyonsa, o zaman,

/ oldx =/ veldYo/ =/
olur. Dolayisiyla her / : X — X fonksiyonu igin,
/ oldx =f =ldx o/

olur. Bu ylzden 6zdeslik fonksiyonuna, fonksiyonlarin bileske
islemi icin etkisiz elemani denir.

Tek elemanli bir kiimenin kendisine giden tek bir fonksiyonu
vardir: 6zdeslik fonksiyonu!

Bir incelik: Eger X ¢ Y ise, f(x) =x esitligiyle tanimlanan

f:X~Y

fonksiyonu, ancak X = ise 0zdeslik fonksiyonudur. Aksi halde
/’ye “X’i Y’ye gomme fonksiyonu” adi verilir.



4.4. Fonksiyon Cesitleri: Birebir, Orten, Esleme, Eslesme
Bu bélimde bazi 6zel fonksiyon tiplerini tanitacagiz.

4.4a. Orten Fonksiyonlar. Asagida sekledilen 6rnege baka-
lim. Bu Ornekte X’ten hicbir eleman Y’nin 2 ve 3 elemanina
gitmemis.

Simdi 2 ve 3 elemanlarini Y’den atip yeni bir g fonksiyonu
tanimlayalim. (Deger kimesi degistiginden, deger kimesi ar-
tik Y degil, defer kimesine Z diyelim. Fonksiyona da artik /
degil g diyelim. Resmi asagdida.) Bu sefer, deger kimesi Z’nin
her elemanina X ’ten bir eleman ulagiyor. Bu 6zelligi olan bir
fonksiyona orten fonksiyon denir.

EQer
her z e Z igin, g(x) =z esitligini saglayan bir x e X varsa
0 zaman g : X —» Z fonksiyonuna Orten denir.

Ornegin IRden IRye giden f(x) = x1 kuraliyla tanimlanmis
fonksiyon oOrten degildir, clnki karesi -1 olan bir gercel sayi
yoktur. Ama IRden IR-> kiimesine giden ve gene f(x) =x2 ku-
raliyla tanimlanmis fonksiyon ortendir.



Tamkisim fonksiyonunu iRden IRye giden bir fonksiyon
olarak goriursek orten olmaz, ama R’den Z’ye giden bir fonk-
siyon olarak gorursek ¢rten olur.

n elemanl bir kiimeden bir Y kiimesine giden orten bir fonk-
siyonun olmasi i¢in, Y’nin en fazla n elemani olmalidir elbet.

4.4b. Birebir Fonksiyonlar. Gene birinci érnegimizden hare-
ket edelim. Resmini bir kez daha asagiya cizdigimiz o drnekte
X’in a ve b elemanlar1 Y’nin ayni elemanina (1’€) gidiyorlar. X
kimesinden a ya da ¢ 'den birini atarsak bdyle bir “sorun”la
karsilasmayiz. Diyelim ¢’yi attik. Elde ettigimiz fonksiyona h
diyelim. X kimesi degistiginden, tanim kimesi artik X degil,
tanim kimesine T diyelim. Simdi artik h fonksiyonu altinda
tanim kiimesi olan T’nin her elemani deger kiimesi olan Y’nin
bir bagka elemanina gider. Yani b : T =Y fonksiyonu,

her ii5i2 6 T icin, efer k(ty) = esitligi dogruysa,

0 zaman t" = i2 esitligi dogrudur
ozelligini saglar. Bu 0Ozelligi saglayan fonksiyonlara birebir
fonksiyon denir.

Ornegin (Rden IRye giden f(x) = x2 kuraliyla tanimlanmis
fonksiyon birebir degildir. Clinki 6rnegin -3 ve 3 ayni elemana



(97a) giderler. Ote yandan IR=° kiimesinden iRye giden ve gene
f(x) =x2 kurahyla tanimlanmis fonksiyon birebirdir.
Bir X kimesinden n elemanh bir kiimeye giden birebir bir
fonksiyon olmasi icin, X ’in en fazla n elemani olabilir elbet.
Gomme fonksiyonlari her zaman birebirdir.

Ornek 17. A herhangi bir kime olsun. f(a) = {a} kuraliyla
verilmis / : A — fp(A) fonksiyonu birebirdir ama orten degildir.
Ote yandan efer s€, A’'mn 1 elemanl altkiimelerinden olusan
kimeyse, gene f(a) = {a} kuraliyla verilmis / : A —» s4fonksi-
yonu birebir ve Ortendir.

4.4c. Eslemeler. Su dort drnege bakalim:

1) f(x) = x2 kurahyla verilmis / : R = &fonksiyonu ne
drtendir ne de birebir.

2) g(X) =x2 kurahyla verilmis g : IR = IR 0 fonksiyonu 6r-
tendir ama birebir degildir.

3) h(x) = x2 kuraliyla verilmis b : IR0 —s IR fonksiyonu bi-
rebirdir ama orten degildir.

4) k(x) = x2 kurahyla verilmis k : IR-°> — IR-° fonksiyonu
birebir ve drtendir.

Hem o6rten hem de birebir olan bir fonksiyona esleme ya
da bijeksiyoti denir. Demek ki dordinct ornek bir esleme, di-
ger Ucu degil.

Idx her zaman bir eslemedir elbet.
Aralarinda esleme olan iki sonlu kiimenin eleman sayisi esit
olmak zorundadir.



Bir kiimeden gene kendisine giden eslemelere eslesme diye-
biliriz. 1dx bir eslesmedir, n elemanli bir kimenin tam «! tane
eslesmesi vardir. (0! = 1 olarak tanimlanir ve 0 elemanh bir
kimenin gercekten de tek bir eslesmesi vardir: Boseslesmel))

Aralarinda esleme olan kiimelere eslenik denir. Sonlu eslenik
kiimelerin ayni sayida elemanlari vardir. Sonsuzlarsa da bu k-
meler sanki ayni sayida elemanlari varmis gibi algilayabiliriz.

Ornek 18. Bir G gemberinden bir P noktasi alalim. G \{F]
ile R arasinda (geometrik ve hatta cebirsel) bir esleme vardrr.
Iste bdyle bir eslemenin resmi:

Ornek 19. Yukardaki 6rnekten herhangi iki cemberin R’ye>
dolayisiyla birbirine eslenik oldugu cikar. iste dyle bir eslesme-
nin resmi:

P

Iki cember arasinda ¢ok daha basit bir esleme bulabiliriz. ki
cemberi esmerkezi konuma getirelim. Esmerkezden ¢ikan isinlar,



¢cemberlerin noktalarini eslemekte kullanilabilir. Resim asagdida.

Ornek 20. Cevresi a uzunlugunda olan bir cemberle [0, a)
araligi esleniktir. Bunu goérmek icin ¢emberi bir dogrunun Us-
tine koyun ve ¢cembere patinaj yaptirmadan dogrunun tstiinde
dondirin. Resim asagida:

Alistirmalar

5. {0, 1} kimesinden kendisine giden 4 fonksiyon vardir.
Bu dort fonksiyonu bulun. Bunlardan hangileri eslesmedir?
Bu fonksiyonlarin birbirleriyle ikiser ikiser bileskelerini alin.
4 x 4’luk bir tabloda bu bileskeleri gosterin.

6. {1, 2, 3} kimesinin tim eslesmelerini bulun (tam 6 tane)
ve bu eslesmelerin ikiser ikiser bileskelerini alin. 6 x 6’lk bir
tabloda bu bileskeleri gosterin.

7. /: R —» R fonksiyonu f(x) = 5x +3 kuraliyla tanim-
lanmis olsun. /’nin bir esleme oldugunu gésterin. IR yerine Q
alirsak ne olur?



8./: IR—» IR fonksiyonu, verilmis a ve b gercel sayilari icin,
f(x) =x1 +ax +b
kurahyla tanimlanmis olsun, / ’nin hi¢cbir aveb icin birebir (ya
da orten) olamayacagini gosterin.

9. X bir kiime olsun. Eger a e X ise, sa, hep a degerini alan
sabit fonksiyon olsun. / : X —» X hangi fonksiyon olursa olsun
sa°f =sawvef osa=sf()
esitliklerini gosterin. Buradaki sa fonksiyonunun tanim kimesi

ne olabilir?

10. Boskimeden boskiimeye giden tek bir fonksiyon oldu-
gunu ve bu fonksiyonun bir esleme oldugunu kanitlayin!

11. n elemanl bir kiimeden ra elemanli bir kiimeye giden
ra" tane fonksiyon oldugunu gosterin.

12. X ile Y kimeleri arasinda bir esleme varsa, $o(X) ile
p(Y) kimeleri arasinda da bir esleme oldugunu gosterin.

13. n elemanh bir kimeden ra elemanh bir kiimeye giden
kac tane birebir fonksiyon vardir?

Asagidaki bes alistirmada iki fonksiyonun bileskesinden
s0z edildiginde, bu fonksiyonlarin bileskesinin alinabilecegi,
yani birinin deger kimesinin digerinin tanim kiimesinin icinde
oldugu varsayilmaktadir.

14. iki orten fonksiyonun bileskesinin érten oldugunu ka-
nitlayin.

15. iki birebir fonksiyonun bileskesinin birebir oldugunu
kanitlayin.

16. iki eslemenin bileskesinin esleme oldugunu kanitlayin.

17./ og ortense / 'nin de 6rten oldugunu kanitlayin, g de
orten olmak zorunda mi?

18. / og hirebirse g’nin de birebir oldugunu kanitlayin. /
de birebir olmak zorunda mi?

19. AnB =0 veCnD =0 olsun. A ile C arasinda ve
B ile D arasinda birer esleme olsun. A u Bile Cu D arasin-
da bir esleme oldugunu kanitlayin. Kesisimler bos degilse ayni
sonu¢ dogru mudur?



20. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin / °/ =Id esitligini saglayan
tim / eslesmelerini bulun.

21. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin/ °/ °/ =Id esitligini saglayan
tim / eslesmelerini bulun.

22. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin/ °/ °/ 0/ 0/ °/ =Id esit-
ligini saglayan tum / eslesmelerini bulun.

23. {1, 2, 3,4, 5}y kimesinin/ ° /°/°/°/°/°/ =Id
esitligini saglayan tim / eslesmelerini bulun.

24. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin belli bir g eslesmesi icing °g =f
esitliginin saglandigi tim / eslesmelerini bulun.

25. Tamsayilar kiimesinin “x <y <>f(x) <f(y)” ozelligini
saglayan tim eslesmelerini bulun. Ayni seyi dogal sayilar ki-
mesi icin yapin.

26. Tamsayilar (ya da dogal sayilar) kimesinden kendisine
giden ve her x ve y icin f(x +y) =f(x) +f(y) ozelligini sadla-
yan tum fonksiyonlari bulun.

27. Her x ve y igin f(xy) =f(x)f(y) 6zelligini saglayan tim

/ N -» N
fonksiyonlarini bulun.

28. x vey iki dogal say1 olsun. E@er bir z dogal sayisi icin
X =yz oluyorsa o zaman y’nin X’i boldugl stylenir ve bu, Y\
olarak yazilir. Ornegin 0, O1 boler ve 0 sadece O boler. Her
sayl O bdler. Her x ve y icin

XN <>TO)N\Sf(y)
ozelligini saglayan tim / : N — N eslesmelerini bulun.

29. p 2(N), N’nin 2 elemanh altkiimelerinden olusan kime
olsun. p 22(N)’den N’ye giden birebir bir fonksiyon bulun. Ayni
alistirmayi 2 yerine her n > 0 tamsayisi igin yapin.

30. p <XN), elemanlari N’nin sonlu altkiimelerinden olusan
kime olsun. Mesela 0, {3, 7, 9} kimeleri p <N)’nin eleman-
laridir ama 2N kimesi »><@N)’nin elemani degildir. p <@N)
kiimesinden N’ye giden birebir bir fonksiyon bulun.



4.5. Eslemelerin Tersi

/ X —» Y bir fonksiyon olsun. /, X'in elemanlarini Y’nin
elemanlarina géturiyor. Simdi, bunun tam tersini yapmak isti-
yoruz, Y’'nin bir elemanini X e ve aynen geldi§i yere geri gon-
dermek istiyoruz. Ornegin f(a) = b ise, b’yi a’ya geri géndermek
istiyoruz ve bunu bir fonksiyonla yapmak istiyoruz.

Iki sorun cikabilir:

1 Y’deki bir elemana / dokunmayabilir. O zaman doku-
nulmayan bu elemani geri génderecek yer yoktur. Ama eger /
Ortense o zaman bu sorun ortadan kalkar.

X— I— »Y

4’un geri donecek yeri yok. 3 ise c’ye mi yoksa ¢’ye mi
geri donmesi gerektigini bilemiyor.

2) Y’nin bir elemanina X’in birden ¢ok elemani dokunabilir.
O zaman Y’nin bu elemanini kendisine dokunan elemanlardan
hangi birine geri gonderecegiz? Aralarindan secim yapmak
gerekebilir. Zor ig! Ama efer / birebirse bdyle bir sorunla kar-
silasmayiz.

Eger / hem birebir hem de ¢rtense, yani / bir eslemeyse,
Y’nin her elemanina X’in bir ve sadece bir tek elemani dokunur.
O zaman / fonksiyonunun tersini tanimlayabiliriz:

Tanim: / : X =Y bir esleme olsun.
/-1 :Y»X
fonksiyonunu style tanimlayalim: Hery e Y ve x e X igin



Bir y e Y elemaninin fonksiyonu altinda nereye gitti-
gini bulmak icin, X’in hangi elemaninin / altinda y’ye gittigi
bulunur: Eger f(x) =y ise /-1(y) = X olur. Bir anlamda, f~I,
/ ’nin bozdugunu duzeltir; soézgelimi, /, 1’i 5’e yollamissa, / -,
5’i | ’e geri yollar.

Bdylece tanimlanan f~lI, gercekten bir fonksiyondur, ¢iin-
ki her y e Y icin, f(x) =y esitligini saglayan bir ve sadece bir
tane x e X vardir: / drten oldugundan bu esitligi saglayan en
az bir tane x e X vardir ve / birebir oldujundan en fazla bir
tane x e X vardir.

/_1 fonksiyonu da bir eslemedir. Orten oldugunun kaniti:
X e X olsun; o zaman /_1 fonksiyonu Y’nin f(x) elemanini x’e
goturur. Birebir oldugunun kaniti: Eger y, yxe Y icin f~l(y) =
f—x(yX) = x olursa, o zaman, /-1 fonksiyonunun tanimi geregi,
hem f(x) =y hem de f(x) = yxolur, dolayisiyla 'y = yxolur.
Asagidaki esitlikler saglanir elbette:

/-W =ldxve/o/-1 =IdY.
Ayrica, egerg® f =ldxwve/ °g =Idyesitliklerini sadlayan bir
g:Y"X

fonksiyonu varsa, o zaman / bir esleme olmak zorundadir
(bkz. Ahstirma 17 ve 18) wve g, /-1 fonksiyonuna esittir. (Ne-
den?) Demek ki

g=/-10 (go/ =ldxwve/ og =Idy).



Bunu, /-1 fonksiyonunun bir baska tanimi olarak da gorebiliriz.

Bu son yaptigimizdan da / ’nin tersi g ise, g’nin tersinin
de / oldugu cikar. Nitekim saf taraftaki kosullar / ve g icgin
simetriktirler: Yani f ve g icin saglaniyorlarsa, g ve f icin de
saglanirlar. Dolayisiyla

(t)-1=Af

esitligi bulunur ¢inkd “/’nin tersi g ise, g’nin tersinin de /”
aynen (/_1) 1 =/ esitligi demektir.

Ornek 21. /: IR—» IR fonksiyonu
f(x) =3x +4
kuraliyla tanimlansin. / bir eslemedir, / ’nin tersi,
g(x) = (x- 4)3
fonksiyonudur, / ’nin tersini bulmak igin,
y=3x +4
denkleminden x’i y cinsinden bulmak yeterlidir.

Ornek 22. / : IR — IR= fonksiyonu f(x) = x2 kuraliyla
tanimlanmis olsun. / bir eslesmedir ve f~*(x) =  olur.

Bileskeyle Fonksiyonun Tersini Alma islemleri Arasindaki
Iliski: iki eslemenin bileskesinin tersiyle, eslemelerin terslerinin
bileskesi arasinda yakin bir iliski vardir.

/ :X->Yveqg:Y->Z

birer esleme olsunlar. O zamang °/ de bir eslemedir. Dolayisiyla

f—~l,g'1ve (go /)-1
fonksiyonlarindan soz edebiliriz. Sorumuz su: Bu ¢ fonksiyon
arasinda nasil bir iliski vardir? Yanit:

(g° /) 1=t 1°g“1-
Bunu kanitlayalim.

g°/) °(/-1°g™) =Ildz ve (/-10g-1) o(go/) =Ildx

esitliklerini kanitlamamiz gerekiyor. Bileskenin birlesme 6zelligi
sayesinde her iki esitlik de kolaylikla kanitlanir:



g°fH) o(/1°gD)=g° (f°t )°g-l=goldy°g*
=(@°Ildy) °g-1=g°grl=1dz

it1°S'1l)°(g°f) =t 1°(@*°g)°f =t 1°Ildy°/
=(/-1oldy) »/ =/->»/ =1dX.

Alistirmalar

31. {1, 2, 3} kimesinin 6 eslesmesinin herbirinin tersini
bulun.

32. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin /-1 =/ esitligini saglayan tim
/ eslesmelerini bulun.

33. {1, 2, 3, 4, 5} kimesinin /-1 =/ °/ esitligini saglayan
tim / eslesmelerini bulun.

34. /: IR-» IRfonksiyonu f(x) = 7x - 5 kuraliyla tanimlan-
mis olsun. /’nin bir esleme oldugunu gbsterin ve / ’'nin tersini
bulun.

35a. f(x) = I/x kuraliyla tanimlanmisg, /: IR0 —» IR0 fonk-
siyonunun tersini bulun.

35b. f(x) = -x kuraliyla tanimlanmis, /: QL - IR fonksiyo-
nunun tersini bulun.

35c. f(x) = -1/x kurahyla tanimlanmis, /: IR-0— IR0 fonk-
siyonunun tersini bulun.

35d. a e IRolsun. f(x) = a - x kuraliyla tanimlanmis,
/: IR—» IRfonksiyonunun tersini bulun.

36. /, g, h birer esleme olsunlar ve h ° g of bileskesinin
alinabilecegini varsayalim, {h ° g ° /) _1 fonksiyonunu Arl, g'1
ve /-1 cinsinden yazin.

37. A herhangi bir kime olsun. X = p(A) olsun. / : X = X
fonksiyonu f(x) = xc= A \x olarak tanimlansin. / °/ = ldx
esitligini kanitlayin, /’nin tersini bulun.

38. f ° g bir eslemeyse / ya da g bir esleme olmak zorun-
da midir?

39./ o/ bir eslemeyse / bir esleme olmak zorunda midir?



40. A herhangi bir kiime olsun. X = Sym A, A’'nin esles-
melerinden olusan kiime olsun. Kanitlayin: / 1= f~I kuraliyla
verilmis fonksiyon X’in bir eslemesidir ve kendi kendisinin
tersidir.

41*. IRkiimesinde olmayan bir eleman alalim ve bu elemana
adiyelim. i = R u {ad}olsun, ad - bc* 0 esitsizligini saglayan
dort a, b, ¢, d gercel sayisi icin iRkiimesinden IRkiimesine giden
su fonksiyonu tanimlayalim:

ax—+b .Y -, .

—— -  eferx*— vex* mise

cx+a a

a < .
eder X =mise

C

@ eg”]erxz—&— ise

41a. [fabca *a>b, ¢, d e IRve ad - bc * O} fonksiyonlar k-
mesinin bileske ve ters alma altinda kapal oldugunu kanitlayin.
Ozdeslik fonksiyonunun bu kimede oldugunu kanitlayin.

41b. fabcd fonksiyonunun eslesme oldugunu kanitlayin.

41c. Eger u, v, w e IR degisik elemansa ve u', v\, w' e IR
¢ dedisik elemansa o zaman
fa,b,c,d («) =
fa,b,c,d (v) =
fa,b,c,d (W) = Uf
esitliklerini saglayan a, b, c, d gercel sayilarn oldugunu kanit-
layin.

4.6. Gorintu ya da imge
/ : X —=Y bir fonksiyon olsun. Eger A, X’in bir altkiime-
siyse, f(A) kimesini sbyle tanimlayalim:
f(A) ={f(a) :aeA).
f(A), Y kiimesinin bir altkimesidir elbette. f(A) kimesine
A’nin (/ altinda) goéruntist ya da imgesi adi verilir.



Ornegin / : IR— IR fonksiyonu
f(x) =x2
kuraliyla verilmisse,
/{5}) = {23}
/{~3, 5) ={9, 25},
/((—,1)) = [0,1),
/([+.1)) = D.1]
f(R) = R,
/(0)=0,
/(Z2) ={0, 1,4, 9,16, .. }

Her / fonksiyonu icgin /(0) = 0 olur. Eger /(A) = 0 isg,
A =0 olmak zorundadir.

Boylece, / : X —» Y fonksiyonu sayesinde, X ’in bir A alt-
kimesini Y’nin /(A) altkimesine gonderen p(X)’ten p(Y)’ye
giden bir fonksiyon tanimlanir. Karisiklia neden olmayacaksa,
p(X)’ten p(Y)’ye giden bu yeni fonksiyon da / olarak yazlir,
oysa/ gibi biraz farkli bir bicimde yazilmasi daha dogru olurdu.

Nitekim bir / : X =Y fonksiyonundan elde edilen p(X)\tn
p(YYye giden bu fonksiyonun / ile ayni sekilde yazilmasi X’in
bir elemaninin ayni zamanda X’in altkimesi oldugu zaman
gercek bir sorun yaratir. O zaman /(A) iki degisik anlama ge-
lebilir. Ornegin,

X={0 1 {0 1}
olsun.
Y={a b, ¢
olsun. Ve X’ten Y’ye giden fonksiyonu su kurallarla tanimlayalim:
/0) =a,/(1) =bwve /{0, 1)) =c



O zaman {0, 1} eleman olarak algilandiginda, /({O, 1}) = colur
ama {0, 1}altkiime olarak algilandiginda,
/{0, 1) ={/(©), f()} ={a bl
olur! Okurun bu iki fonksiyonu karistirmayacagimi ve karis-
tirma olasihgl varsa ikincisi icin / gibi biraz degisik bir simge
bulmasini 6neririz, o zaman
/{0, 1)) =cve/({O, 1)) = [a bl

olur ve herhangi bir karisikliga yer kalmaz. Biz / yazilimina
basvuracagiz.

Tanimlanan bu fonksiyona / "nin gorunti fonksiyonu adini
verelim.

Alistirmalar
42. f : X =Y bir fonksiyon ve A, Axve A2 X’in altki-
meleri olsun.
42a. A1EA2ise, /(A)) ¢ /(A2) iliskisini kanitlayin.
42b. /(Aj u A2) =/(Aj) u /(A2) esitligini kanitlayin.
42c. f(A1n A2) ¢ /(A)) n /(A2)iliskisini kanitlayin. Esit-
ligin her zaman dogru olmadi§im goésterin. E§er / birebirse
esitligin dogru oldugunu gosterin.
42d. f(Ac)ile /(A)carasinda genel olarak herhangi bir igin-
delik iliskisinin olmadigini gosterin. Eger / birebirse,
/(AY) ¢ f(A)c
iliskisini kanitlayin. Eger f Ortense
f(AY ¢ f(AQ
iliskisini kanitlayin. Eger / birebir ve Ortense,
f(Ag =f(A)c
esitligini kanitlayin.
42e. /’nin Orten olmasi igin /(X) =Y esitliginin yeter ve
gerek kosul oldugunu kanitlayin.
43. Yukardakilere esdeger onermeleri X’in (iki altkiimesi
yerine) sonsuz tane altkiimesi icin kanitlayin.



4./ : X -»Ywveg:Z X iki fonksiyon olsun.
[ :p(X) = p(Y)veg:p(Z) pX)
bu altbdlimde tanimlanan fonksiyonlar olsun. (/ ° g) fonksi-
yonu da (p(Zyden p(Y)’ye giden fonksiyon olsun.
(fPg)~=f°¢g

esitligini kanitlayin.

45, / ortense / de oOrtendir. Kanitlayin. / drtense / 6rten
midir?

46. f ve f fonksiyonlarinin birebirligi arasinda bir iligki
var midir?

4.7. Ongoriintii ya da Onimge
/ X — Y bir fonksiyon olsun. B ¢r Y verilmis olsun. X’in
f—1(B) altkimesini sdyle tanimlayalim:
f-HB) = {xeX: f(x) e B}
/_1(B) kimesi, X’in / fonksiyonu altinda B’ye giden ele-
manlarindan olusur. /_1(B) kiimesine B’nin 6ngodruntiusu ya
da onitngesi adi verilir.

IRden ERye giden /(x) = x2 fonksiyonu drnegini alalim:
/-i{25}) ={-5 5}
/-i{0, 25}) = {-5, O, 5},

/-i({3}) ={-\3 3},
Z"k-1}) =0,
/-i([-1, 0] = {0},

f-Hi-1,i]) = [-1, 1],

/-Mt-1, 4)) = (-2, 2),

/-m 1) = 1D =[-1, 1]
/-1((0, 1)) = (-1, 1) O}



Boylece / : X — Y fonksiyonundan hareketle, p(Y)’'den
p(X)’e giden bir fonksiyon tanimladik. Bu fonksiyon da ne
yazik ki /-1 olarak yazilir ve kimileyin *“/ eslemesinin tersi”
anlamina gelen /-1 ile kanstinlabilir. Ornegin eger f bir ede-
meyse ve Y’nin bir altkiimesi ayni zamanda Y’nin bir elemaniy-
sa... Karistirmayin lutfen! Karistirma ihtimali varsa p(Y)’den
p (X)’e giden fonksiyonu /_1 olarak degil de f ' 1olarak yazin.
Biz de bazen tyle yapacagiz.

() _j esitligi kesinlikle gecerli degildir. Nitekim eger
/ : X =>Yise (Z1)'1 fonksiyonu p{p{X))\tn p(p(Y))’ye
gider!

Tanimlanan bu fonksiyona f 'nin dngoérinti fonksiyonu
adini verelim.

Egder ye Y ise, /~1({y} yerine kimileyin daha pratik olan
f~Hy) ya da /~1(}) yazilir. Ornegin eger / : K = fa fonksiyonu
fix) =x2 kuraliyla verilmisse, o zaman

/~1(5) =W5, - M
f~HO) = {0},
f~H-D =0.

/=1(Y) = f~Hf(X)) = X ve /=!(0) = O esitlikleri her
/ X =Y fonksiyonu igin gegerlidir elbette.

Alistirmalar

47. / X ==Y bir fonksiyon ve B, Bxve B2, Y’'nin altkii-
meleri olsun.

47a. Bj ¢ B2ise, / _1(Bj) ¢ f—HB2) iliskisini kanitlayin.

47b. / 1(Biu B2 =/ _1(B) » esitligini kanitla-

yIn. Sonsuz sayida bilesim ic¢in de esitligin gegerli oldugunu
kanitlayin.

47c. /-AB1 o B2) = n /-1(B2) esitligini kanitla-
yin. Sonsuz sayida kesisim icin de esitligin gecerli oldugunu
kanitlayin.

47d. / -1(BQ =/ _1(B)Cesitligini kanitlayin.



47e. / _1(Y) = X esitligini kanitlayin.

47f. /(/-1(B)) ¢r B icindeligini kanitlayin. Esitligin gecgerli
olmayabilecegini gosteren bir 6rnek verin. Eger / Ortense esit-
ligin gecgerli oldugunu kanitlayin. Eger / ¢rten degilse esitligin
gecerli olmadigi bir B e Y altkimesi bulun.

479. A g X ise A ¢ /-(/(A)) icindeligini kanitlayin. Esitligin
gecerli olmayabilecegini gosteren bir érnek verin. EGer / bire-
birse esitligin gecerli oldugunu kanitlayin.

48. Bir/ : X —> Y fonksiyonuve A, B¢ X ve C,D ¢Y igin

f(A AB) ve f(A) Af(B)
ve
/-i(C AD) ve/-i(C) A/-i(D)
kimeleri arasinda nasil bir iliski vardir? /, birebir, orten ve
esleme oldugu durumlari da ¢ozumleyin.

49. /:X-»Yveg:Z-»X olsun. (/°Qg)'l =g*°f—x
esitligini kanitlayin.

50. / : IR—= iIRfonksiyonu, /(x) = 3x - 5 olarak tanimlansin,
/’nin bir eslesme oldugunu gosterin. /~1fonksiyonunun tanimi-
ni bulun. (-2, 3) arahdinin imgesini ve dnimgesini bulun.

51./ : IR-» iRfonksiyonu, f{x) =x2+3x - 5 olarak tanim-
lansin. /(iR) kimesini bulun. (-7, 5] araliginin 6nimgesini bu-
lun. Q ’niin imgesinin Q 'niin bir altkiimesi oldugunu kanitlayin.
Q 'niin 6nimgesinin Q 'nuin bir altkiimesi olmadiini kanitlayin.

52. / ve /~ fonksiyonlari arasinda ortenlik ve birebirlik
acisindan nasil bir iliski vardir? Ornegin biri ortense digeri de
orten midir?

4.8. Fonksiyonlarin Kisitlanmasi
/ X —-» Y bir fonksiyon olsun. A, X’in bir altkiimesi olsun,
/ 'nin sadece A’da aldi§i degerlerle ilgileniyorsak, o zaman / 'yi
A’ya kisitlayabiliriz, yani / yerine, her x e A icin,
a{x) =1(x)

esitligiyle tanimlanan



L:A»Y
fonksiyonunu ele alabiliriz. Bu g fonksiyonu daha ¢ok ™\ ola-
rak yazilir. / A\fonksiyonu / 'nin A’ya kisitlanigi olarak okunur.
Bunun bir resmini asagiya cizdik.
/

Ornegin, f(x) = x2 kuralyla tanimlanan
/:0 R
fonksiyonu birebir degildir ama
/»*, «KsO > R
fonksiyonu birebirdir.
Eder B¢ A¢c Xwe / : X -» Y bir fonksiyonsa,
(li4)B = N\B
esitligi gecerlidir.

Alistirmalar

53. (/ ogJA =/ ° @A esitligini kanitlayin. (Bileskelerin
alinabilecegini varsayiyoruz elbette.)

54./ :X Y bir fonksiyon olsun. / : p(X) = p(Y), / ’nin
gorinti fonksiyonu olsun. A ¢ X olsun. p(A)’dan p(Y)’'ye
giden (/]JA)~ fonksiyonunu / fonksiyonu cinsinden ifade ede-
bilir misiniz?



55./ : X Y ve B e Y olsun.

(/~Dlp(B) : P(B) — p(X)
fonksiyonunu f~I fonksiyonu cinsinden ifade edebilir misiniz?

4.9. Fonksiyonlarin Bilesimi
Cift tamsayilari Oa, tek tamsayilar | ’e gétiren / fonksi-
yonuna bakalim. Ornegin,
m =f(-6) =/(0) =0,/(3) =f(-5) =/(1) =1
Bu fonksiyonun tanimini sdyle de verebilirdik:

(O eger n ciftse
AN~ eder n tekse

Buna benzer fonksiyon tanimlari matematikte sik sik ya-
pilir. Mesela

efer xeQ ise
efer x gQ ise
fonksiyonu kesirli sayilarin karesini alir ama kesirli olmayan

sayllara 2 ekler. Bu yontemle tanimlanan fonksiyon orneklerini
kolaylikla cogaltabiliriz. Iste bir tane daha:

2
X efer x<-2 ise
/(*)= X*2 efer -2<x<5ise
4x -x efer 5<x ise
Genel yontem style: A ve B iki ayrik kiime olsun.
/:A-»Yveg:B-»Y
iki fonksiyon olsun. O zaman A u B’den Y’ye giden ve A’da

/’ye esit olan, B’de ise g’ye esit olan bir fonksiyon tanimlaya-
biliriz. Bu fonksiyonu

ile gosterirsek, tanimi sdyle yazariz:
N\ f/M efer* eAise
(/Ulr,W=U ) efer ™ eBise



/ u g fonksiyonuna / ve g fonksiyonlarinin bilesimi adi verilir.
Bazen de / u g fonksiyonuna parcali tanimlanmis fonksiyon
adi verilir.

Ya A n B boskiime degilse? O zaman da/ u g fonksiyonu-
nu aynen yukardaki gibi tanimlayabiliriz, yeter ki A n B kesi-
siminde f ve g ayni degerleri alsinlar, yani her x e A n B igin
fix) =g(x) olsun, yani ™NB =g¥An B olsun. Resmi asagida.

Bu dedigimizi iki kimeden n degisik kimeye genellestirebi-
liriz. AI5A2, ..., Ankimeler olsun. Her i = 1, ..., n icin,
fi :A-—=Y
bir fonksiyon olsun. Ayrica bir de, her i, j = 1, ..., n ve her
X e Aj n Ayicin f{{X) =fj(x) esitligini varsayalim. O zaman bu
n tane fonksiyonun bilesimini alabiliriz. Fonksiyonlarin bilesimi
/iuf2u ..u/,
olarak yazilir ve A1lu A2u .. u A, kimesinden Y kimesine
gider. Tanim sOyledir: x s Alu A2u .. u A, ise, 0 zaman X,
A; kiimelerinden birindedir; eger X e A, ise,
(/LU /2u ™ fn)ix) = fiix)
olarak tanimlanir. Burada 6nemli olan nokta, x, farkh A, ki-
melerinde de olsa,
ifl Ufl UeeUfn)(x) =fiix)
formilinun hep ayni degeri vermesidir.



Bu yaptigimizi sonsuz sayida fonksiyona da genellestire-
biliriz. Y bir kime olsun. F, degerlerini Y kimesinde alan bir
fonksiyonlar kiimesi olsun, yani Fnin her elemani, bir kiimeden
Y ’ye giden bir fonksiyon olsun. Ayrica Fdeki her

/:A-»Yveg:B->Y
fonksiyonlari i¢cin A n B kesisiminde / ve g ayni degerleri alsin.
O zaman Fdeki fonksiyonlarin bilesimini alabiliriz.

Alistirmalar

56. A ve C kiimeleri arasinda ve B ve D kimeleri arasinda
birer esleme varsave AnB =CnD =0 ise, AuBveCu D
kimeleri arasinda da bir esleme oldugunu gosterin.

57. F bir eslemeler kiimesi olsun. Fdeki fonksiyonlarin
tanim kimelerinin ayrik olduklarini varsayalim. Ayni varsa-
yimi de@er kiimeleri icin de yapalim. A, Fdeki fonksiyonlarin
tanim kUmelerinin bilesimi, B de Fdeki fonksiyonlarin deger
kamelerinin bilesimi olsun. A ile B kiimeleri arasinda bir esleme
oldugunu kanitlayin.

4.10. iki Onemli Sonug
Ozellikle sonsuz kiimeler kisminda énemli olacak iki teorem
kanitlayacagiz.

Teorem 4.1. X herhangi bir kiime olsun. X’in altkimeler
kimesi p(X) ile X’ten {0, 1} kiimesine giden fonksiyonlar ki-
mesi arasinda bir esleme vardir.

Kanit: X 'ten {0, 1} kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi 2X
olarak gosterilir.

Eger A ¢ X ise, f™: X —{0, 1} su fonksiyon olsun:

X e A ise
X g A ise



Eger f(A) =f Aolarak tanimlanmis /7 : p(X) -> 2X fonksi-
yonu bir eslemedir. Bunun kanitini okura birakiyoruz. O

Yukardaki kanit, aslinda Bolim 2.6°daki fikrin genellesmis
halidir.

Teorem |’in kanitinda tanimlanan f A fonksiyonu A kiime-
sinin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir. Literattrde,
genellikle, f Ayerine %A yazilir.

Asagidaki teorem hem ilging hem de 6nemlidir. X sonluy-
ken teorem ¢ok basit elbette, ¢cinki eger X ’in n elemani varsa
p (X)’in 2” tane elemem var ve n < 2”dir. Ama eger X sonsuz-
sa, asagidaki teorem, bir anlamda, p (X)’in X 'ten “daha ¢ok”
elemani oldugunu soéyliyor.

Teorem 4.2 [Cantor]. X’ten p(X)’e giden 6rten bir fonksi-
yon yoktur.

Kanit: Teoremin yanhs oldugunu varsayalim. /7: X — p (X),
orten bir fonksiyon olsun.

A={xe X :xgf(x)}
olsun. A e p(X) ve 7/ orten oldugundan, X'in bir a elemani
icin f(a) = A olur. Simdi,
ae Ao a<f(a) <a €A

olur. Celiski. Demek ki / ¢érten olamaz. O

Alistirmalar
58. /, {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin
/(1) =2,/7(2)=1,/3) =3,/7(4) =4, /(5) =5
olarak tanimlanan eslemesi olsun. Ayni kiimenin /7 °g =g° f esit-
ligini saglayan tim eslesmelerini bulun. (Toplam 12 tane vardir.)
59. Yukardaki alistirmayi
/(1) =2,/2) =3,/3) =1,/(4) =5,1(5) =4
olarak tanimlanan / eslemesi icin yapin.



60. N ile N \{0} kiimesi arasinda bir esleme bulun.

61. p(N) ile £5(N \{0}) arasinda bir esleme bulun.

62. X bir kiime, a e X ve Y = X \{a} olsun, k > 1, bir do-
gal sayi olsun.

62a. X’in a’yl iceren k elemanh altkimeler kimesiyle, Y nin
k - 1 elemanh altkimeler kiimesi arasinda bir esleme bulun.
Bu eslemenin tersini yazin.

62b. X’in a’yi icermeyen k elemanh altkiimeler kiimesiyle,
Y’'nin k elemanl altkimeler kiimesi arasinda bir esleme bulun.
Bu eslemenin tersini yazin.

63. (1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin eslesmeleri Sym 5 olarak yazilir.
/, 58’inci alistirmadaki esleme olsun. {g~ °f °g : g e Sym 5}
kimesinin elemanlarint bulun.

64. X ve Y herhangi iki kiimeyse, Fonk(X, Y) ya da YX,
X ’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini temsil eder. Eger [X] = n
ise (yani X’in eleman sayisi nise) ve Y] = m ise

|Fonk(X, Y)] = mn
oldugunu kanitlayin. Bu durumda X 'ten Y’ye giden ka¢ tane
birebir fonksiyon vardir? Kac tane drten fonksiyon vardir? (Bu
zor; ama Sayma kitabimizda bu sayiy! buluyoruz.)

65. X bir kiime olsun. X’in eslesmeleri kimesi Sym X ola-
rak yazilir. / e Sym X olsun.

C{f) ={ge SymX : /7 og =g o/}
olarak tanimlansin.

65a. Idx s C(f) 6nermesini kanitlayin.

65b. g, h e C(f) ise g °h e C(f) oldugunu kanitlayin.

65c. g e C(f) ise g™l e C(f) oldugunu kanitlayin.

66. X 'ten X ’e giden bir / fonksiyonu, pozitif bir n dogal
sayis! icin f n=Idx esitligini sagliyorsa (burada, /7, n tane /’nin
bileskesi aliniyor anlamina geliyor), /’nin bir esleme oldugdu-
nu kanitlayin, /’nin tersini / ve bileskeleri cinsinden bulun.
fn=Idx ise, herg : Y -> X eslemesi icin,

(@™ ° 7/ °g)n=ldx
esitligini kanitlayin.



67. A, B ve Y Ui¢ kiime olsun. A ve B’nin ayrik olduklarini
varsayallm. /: A->Yveg:.B-»Y birebir iki fonksiyon ol-
sun. / u g fonksiyonunun birebir olmasi icin f(A) n f(B) =0
esitliginin gerek ve yeter kosul oldugunu gosterin.

68. A, Bve Y Ui¢ kime olsun. 7/ : A —» Yveg : B —» Y iki
fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun A n B’ye kisitlamalarinin
esit olduklarini varsayalim, /7 ugfonksiyonunun birebir olmasi
icin gerek ve yeter bir kosul bulun.

69*. Her x, y e IRigin \f(x) - f(y)\ = |x- y] esitligini saglayan

/R >=IR
eslesmelerine izometri denir. izometrilerin kiimesini 1zom(IR)
olarak gosterelim, g ° h yerine gh yazacagiz.

69a. Idjj e Izom(IR) dnermesini kanitlayin.

69b. g,h& I1zom(IR) ise gh € Izom(IR) oldugunu kanitlayin.

69c. g e Izom(R) ise g~1 e Izom(IR) oldugunu kanitlayin.

69d. a e [Ricin, ta: IR-> IRfonksiyonu ta(x) =x +a olarak
tanimlansin. ta 6teleme olarak bilinir. ta e 1zom(IR) oldugunu
kanitlayin.

69e. i0=IdR, tj1, = tath, t*1 =1t a esitliklerini kanitlayin.

69f. T ={ta:a e IR} olsun. iRile T arasinda bir esleme ol-
dugunu kanitlayin.

69g. £ : IR-> IR fonksiyonu s(X) = -X olarak tanimlansin,

e e lzom(IR)
oldugunu kanitlayin, (e, O merkezli simetridir.)

69h. Te={ie:te T }olsun. T n Te =0 esitligini kanitlayin.

69i. Tu Te ¢ lzom(IR) iliskisini kanitlayin.

69j. T u Te = lzom(IR) esitligini kanitlayin.

69k. a ve b, iki farkl gercel say1 ve A ={a, b} olsun. Eger / ve
g, IRnin iki izometrisi ve NA=gJAise / =g esitligini kanitlayin.

70. Her X, y e iRigin \f(x) - f(y)\ = \- Wesitligini saglayan

/:R->R
fonksiyonlarinin eslesme olmak zorunda olduklarini kanitlayin.
(Ayni sey iL icin de gecerlidir ama N i¢in gegerli degildir.)



71. X bir kime 7/ : X X herhangi bir fonksiyon olsun.

Sunu kanitlayin: Oyle bir Z ¢ X vardir ki
a) f(Z) =z dir,
b) /|12 : Z -» Z bir eslemedir ve
c) Z, X'in bu iki 6zelligini saglayan en blyuk altkimesidir.
Boyle bir Z’nin biricik oldugunu kanitlayin.

4.11. Dizilerin Matematiksel Tanimi*

Kitabin en basindan beri dizilerden, 6zellikle 01-dizilerinden
sdzettik ama dizilerin tam matematiksel tanimini vermedik. Bu
bélimde dizinin matematiksel tanimini verecegiz.

Herhangi bir dizi alalim. Diyelim asal sayi dizisini aldik:

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, ..
Bu dizi aslinda bir fonksiyondur, N’den asal sayilar kiimesini
altkime olarak iceren bir kiimeye giden, Oda 2, |1'de 3, 2'de
5, 3'te 7, 4'te 11 vs. degerini alan fonksiyondur, yani diziye X
adini verirsek, X, tanim kiimesi N olan ve
x(0) =2, x(1) =3, x{2) =5, x(3) =7, x(4) =11, ..
degerlerini alan bir fonksiyondur.

Bir 01-dizisi de, N'den {0, 1} kiimesine giden bir fonksi-

yondur. Ornegin,
1010010001011001...
dizisi, tanim kiimesi N olan ve
x(0) =1, x(l) =0, x(2) =1, x(3) =0, x(4) =0, ..
degerlerini alan bir fonksiyondur. (Birinci bélimde ele alinan 01-
dizileri, yukardaki gibi saga dogru degil, sola dogru ilerliyordu
ama bu gorsel ve sekilsel farkin hi¢gbir 6neminin olmadigi belli.)

Dizinin en genel tanimini verelim simdi. A, herhangi bir kiime
olsun. Bir A-dizisi, N'den A’ya giden bir fonksiyondur. Eger

X:N-» A
boyle bir fonksiyonsa, X'in n dogal sayisinda aldidi degeri x(n)
yerine Xn olarak gosterelim. Bir fonksiyon (nerdeyse) aldigi
degerler tarafindan belirlendiginden, X fonksiyonu da



0> *1> N2 N3
degerleri tarafindan belirlenir. Dolayisiyla X fonksiyonu yerine
Xq, Xp x2, Xs, ...
yazmanin pek bir sakincasl olamaz.
xn'ye x,in n’inci terimi adi verilir.
Demek ki bir 01-dizisi, N'den {0, 1} kiimesine giden bir
fonksiyondur.
A-dizilerinden olusan kiimeyi &(A) olarak gosterelim:
3)(A) =Fonk(N, A)
Eger A'nin ne oldugu barizse, @(A) yerine sadece ® yazabiliriz.
Bir dizinin terimleri dogal sayilarla numaralandirilmis olma-
lilar. n uzunlugunda sonlu bir dizi, {0, 1, 2, ..., n- 1} kiimesin-
den bir A kiimesine giden bir fonksiyon olarak tanimlanir.
Dizileri bir fonskiyon olarak tanimlamanin ardinda ma-
tematigi kimeler kuramina indirgemek kaygisi yatar sadece.
Eger bir fonksiyonu da bir kiime olarak tanimlarsak o zaman
amacimiza tam olarak ulasmis olacagiz. Bunu, 18’inci bélimde
ayrintilara girmeden kisaca yapacagiz.



5. Gercel Sayilarda Deger Alan
Fonksiyonlar

5.1. Fonksiyonlarda islemler

onk(X, IR) kiimesini, yani bir X kiumesinden gercel sayi-

lar kiimesi IRye giden fonksiyonlar kiimesini ele alalim.
IR Gizerine tanimlanmis olan toplama, ¢ikarma, carpma gibi
islemleri kullanarak, Fonk(X, IR) tUzerine benzer islemler ta-
nimlayabiliriz.

Ornek olarak toplama islemini ele alalim ve Fonk(X, IR
Uzerine, adina gene toplama diyecegimiz bir islem tanimlayalim
X ’ten iRye giden iki fonksiyon alalim. Bu fonksiyonlara f ve g
adlarini verelim. Gene X 'ten IRye giden ve / +( olarak goste-
recegimiz bir fonksiyon tanimlayacagiz ve bunu olabilecek en
dogal bicimde yapacagiz, f +g fonksiyonunu tanimlamak igin,
bu fonksiyonun X'’in herhangi bir X elemaninda aldigi degeri
tanimlamak yeterlidir. Bu tanimi soyle yapacagiz: f + g fonk-
siyonunun x’teki degeri, f ve g fonksiyonlarinin x’'te aldiklari
degerlerin toplami olacak, yani,

(7 +9)(x) =f(x) +9(x)
olacak. Boylece tanimlanmis / + g fonksiyonuna f ve g fonk-
siyonlarinin noktasal toplamlari ya da daha basit olarak top-
lamlari adi verilir.



Ornegin X = IRise (ya da X, IRnin herhangi bir altkiime-
siyse) ve / ve g fonksiyonlari,
f(x) =x2+ 3
ve
g(x) =5x2+2x - 3
kurallariyla tanimlanmislarsa, o zaman, her X e X igin,
(/ +g){x) = 6x2 + 2x
olur.

Sabit 0 fonksiyonu s0, Fonk(X, IR) kiimesi Uizerinde tanim-
lanmis olan bu toplama isleminin etkisiz elemanidir, yani her
/ e Fonk(X, IR) icin

f +s0=s0+f =f
olur.

/ s Fonk(X, IR) i¢in, -/ fonksiyonunu

-7)(*) =-/(%)
olarak tanimlarsak,
/ + (/) =(/) +/ =50
olur.

Sq fonksiyonu yerine ¢ok sik olarak 0 yazilir. Tabii o zaman
bu 0 fonksiyonuyla (R'nin bir elemani olan O1 karistirmamak
gerekir. 0 fonksiyonuna da sifir fonksiyonu adi verilir. Dolay!-
siyla O(x) = 0 yazihimi sizi sasirtmasin; bu s0(x) = O demektir.
Bu yazilimla, daha alisik oldugumuz,

/+0=0+/=/,
/+(/)=(-/)+/7=0
esitliklerini elde ederiz.

Kanit teknigine bir alistirma olarak, her f,g,h e Fonk(X, IR
icin,

(/+9) +h=f +(g+h)
esitligini kanitlayalim. Bunu kanitlamak icin, her iki tarafi da
X’in herhangi bir X elemaninda degerlendirip sonuclarin ayni
ciktigini kontrol etmek yeterli. X e X olsun. Hesaplayalim:



(7 +9) +h)(x) = (f +9)(x) +h(x) = (fix) +g(x)) + h(x)

=fix) +igix) +h{x)) =fix) +ig + h){x)
=if +ig + h))ix).

(Birinci ve ikinci esitlikler fonksiyon toplamanin tanimi, ti¢unci

esitlik gercel sayilarda gegerli olan birlesme 6zelligi, dérdinci ve

besinci 6zellikler gene fonksiyon toplamanin tanimi.) Demek Ki

(/+Qg)+hve/ + (g+h)
fonksiyonlari X’in her elemaninda ayni degeri aliyorlar, yani
bu iki fonksiyon birbirine esit.

Alstirma 1. Her /, g e Fonk(X, IR) icin, f +g =g +f esit-
ligini kanitlayin.

Fonksiyonlari garpabiliriz de: Her f, ge Fonk(X, IR igin,

f-g ya da kisaca fg e Fonk(X, IR) fonksiyonu,
if'g){x) =fix)g(x)

olarak tanimlansin. (Burada X, X ’in herhangi bir elemanidir elbet.)

Ornegin X = iRise (ya da IRnin herhangi bir altkiimesi ise)
ve / ve g fonksiyonlari, fix) =x2 + 3 ve g(X) = 5xz + 2x - 3
kurallariyla tanimlanmislarsa, o zaman, her X e IR igin,

ifg)ix) = ix2 + 3)i5x2 + 2x - 3)

olur.

Sabit 1 degeri alan S| fonksiyonu yerine 1 yazilir. Tabii bu 1
fonksiyonuyla IRnin bir elemani olan | ’i karistirmamak gerekir.

/ ve g fonksiyonlarinin bileskesi de kimi zaman / ° g yerine
fg olarak yazilir. Bu durumda bileskeyle ¢arpimin karistirilma-
masi gerekir. Eger bir karisiklik sézkonusu olabilecekse, fonksi-
yonlarin bileskesi f ° g olarak, carpimi da f-g olarak yazmal.

En buyuk karisiklik f 2 yazihminda basgosterir. Bu yazilim
ayni anda hem f °f hem de f-f anlamina gelir. Ornegin f(x)
= X ise, birinci anlamda f2(x) =X, ikinci anlamda f 2(x) = x2
olur. Bu iki yazilimi birbirinden ayirdetmek gerekiyorsa birincisi
icin f lyazihmi kullanilabilir.



5.2. Karakteristik Fonksiyon
Eger X herhangi bir kiimeyse ve A ¢r X ise,

T x e Alise
FAIX) _}0 X I Aise
kurahyla tanimlanan f A: X -» {0, 1} fonksiyonuna, A'nin ka-
rakteristik fonksiyonu denir. f A sadece O ve 1 degerleri aldi-
gmdan, fA2 =f Af A=f Aolur. Asagidaki esitlikleri dikkatinize
sunariz:

/0 = 0 (sabit sifir fonksiyonu),

fx =1 (sabit bir fonksiyonu),

f ANB~falB’
TAuB=Ta +1b ~f a/ bi
fAC =1“fA

TA\B = f A~ TAIBI
Taab =Ta+Tb~2falb

=(// +/b2-2/a/b)=(/a-/Dh)2
= If A~ /si-
f Afonksiyonunun taniminda f Ayaziliminda gésterilmeyen
bir X vardir. Eger karisikliga yol agacaksa f Ayerine f A yazi-
labilir.

Eger re iIRve/ : X -> IRbir fonksiyonsa, rf : X — IR fonksi-
yonunu da dogal bir bicimde sdyle tanimlayabiliriz: X e X igin,
(rf)(x) =r-f(x).

Eger sr, sabit r degeri alan fonksiyonsa, rf =sif olur.

Alistirmalar
2. Herf,g,he Fonk(X, IR icin,
{fg)h =1(gb),
f(g +h) =fg +fh,
fg =gf,
fl =1f =f,f0 =0f =0
esitliklerini kanitlayin.



3. Oyle 7/, g e Fonk(X, (R \{0} bulun ki fg =0 olsun. Boy-
le / ve g olmasi icin X’in en az iki elemani olmasi gerektigini
kanitlayin.

4. X bir kiime olsun. A ¢ X icin, f AL A’'mn karakteristik
fonksiyonu olsun.

4a. f A2 =f Aesitligini kanitlayin.

4b. f A\b fonksiyonunu f Ave f B cinsinden yazin.

5. /,9 € Fonk(X, iR) olsun. Eger her x e X igin f{x) <g(x)
oluyorsa, f <g yazalim.

5a. Her /, g, h e Fonk(X, IR) i¢in su 6nermeleri kanitlayin:

/ N,

f <gveg <fise/ =g,

f <gveg<hise/ <h,

f <gveO<hisefh <gh.

5b. / <g ve g <f Onermelerinin yanlis oldugu 7 ve g fonk-
siyonlari bulun. (X’te en az iki eleman olmali.)

6. Oyle f,ge Fonk(X, R) fonksiyonlari bulun ki /7 <g ol-
sun ama hicbir n's N igin g <nf olmasin. Boyle /7 ve g fonk-
siyonlarinin olmasi i¢in X 'in sonsuz olmasi gerektigini gosterin.

7. f(r) =sr (= sabit r fonksiyonu) kuraliyla tanimlanan

/ . R -> Fonk(X, IR
fonksiyonunun birebir oldugunu kanitlayin. Ayrica her ri5 r2
e IRicin
f(r1 +12) =f{rxX) +f(r2) ve 7 (r~) =H{rxf{r2)
esitliklerini kanitlayin.

8. X herhangi bir kiime olsun. 7 : X -» IR bir fonksiyon
olsun. Eger her X e X igin

N\ < M
esitsizliginin saglandigi bir M sayisi varsa /’ye sinirl fonksi-
yon denir. Sinirli fonksiyonlar kiimesi £aG¢X) olarak simgelenir.
f°(X) kimesinin toplama, ¢arpma ve sabit bir sayiyla carpma
altinda kapali oldugunu kanitlayin. Hangi /7 e f*(X) icin I/f
fonksiyonu vardir ve £x(X) kiimesindedir?



5.3. Polinomiyal Fonksiyonlar
Eger X, IRnin herhangi bir kiimesiyse, X 'ten IRye giden
f(x) =3x4- 7x2+ (Yj2X - n
gibi bir kuralla tanimlanmis fonksiyonlara polinomiyal fonksi-
yonlar denir. Bu tiir fonksiyonlarin taniminda x’in sadece dogal
say! kuvvetleri belirir, yani x 112 x~I gibi ifadeler belirmezler, ya
da belirirlerse sadelesirler. Ayrica,

gibi kesirli tanimlar da genellikle polinomiyal bir fonksiyon ta-
nimlamaz. Ve polinomlarda sonlu sayida X* gibi terimler belirir.
Genel olarak, polinomiyal bir f fonksiyonu,
f(x) =flo+alx +ax2 + "' + X

gibi ifadeyle tanimlanir. Boyle bir ifadede apeller, Zlere gore,
kicikten blytgde dogru siralandigi varsayilir.

Polinomiyal bir fonksiyonun tanim kimesinin IR olmamasi
icin goruntrde hicbir neden yoktur.

Sabit fonksiyonlar polinomiyal fonksiyonlardir.

Ozdeslik fonksiyonu polinomiyal bir fonksiyondur, cunkii
f(x) =x ifadesiyle tanimlanir.

Polinomiyal fonksiyonlarin toplami ve ¢arpimi da polinomi-
yal fonksiyonlardir. Ayrica bileske mimkin oldugunda, polino-
miyal fonksiyonlarin bileskesi de polinomiyal fonksiyondur.

Dikkat: Bu dikkat, polinomun tanimini bilenlere. Bir poli-
nomla polinomiyal bir fonksiyon ayni nesne degildir. Bir poli-
nom “anlamsiz bir ifadedir” ama her polinom, polinomiyal bir
fonksiyon tanimlar. Ornegin,

f(X) =3X4- 7X2+U2)X - n
polinomu, bélimin girisinde 6rnek olarak verdigimiz polinomi-
yal fonksiyonu tanimlar. Eger X sonsuzsa, iki degisik polinom
iki degisik polinomiyal fonksiyon tanimlar ama eger X sonluysa
bu dogru degildir. Ornegin X = {0, 1} ise,



f(X) =X
polinomuyla

/(X)2=X2
polinomu ayni fonksiyonu tanimlarlar. Burada, teorik diizeyde
bazen 6nemli olabilecek ince bir ayrinti s6zkonusudur.

Alistirmalar

9. Eger X ¢ K sonlu bir kimeyse, X 'ten [Rye giden her
fonksiyonun polinomiyal oldugunu kanitlayin. Bir baska de-
yisle, f : X -> IRise dyle bir p polinomu bulun ki, her X e X
icin f(x) =p(x) olsun.

10a. Eger f(x) = ax4 + bx2- 7 ise ve /(-2) = 21 ise /(2)
kactir?

10b. Eger f(x) =ax5- bxi +cx - 7 ise ve /(-2) = 21 ise
/(2) kagtir?

11. Eger her x e IR\{0, 1} icin,

X
\X\j x

ise, her x e [R\{0, 1} icin, f(x) =1 - I/x esitligini kanitlayn.

5.4*. Kume Ailesi

Gecmiste birka¢ kez kime ailesi kavramini kullandik, o6r-
negin “(Xj)ie] bir kiime ailesi olsun” gibi ctimleler kurduk ve
bir kiime ailesinin bilesimini, kesisimini filan aldik. Ama bu
kavrami matematiksel olarak tanimlamadik. Bu kisa altbdliimde
bu eksigimizi giderecegiz.

X, elemanlari kiime olan bir kiime olsun. (X kimesini X (
kumelerini eleman olarak iceren bir kime olarak dusunun.)

| bir baska kiime olsun.

/'dan X 'e giden bir / fonksiyonuna kiime ailesi adi verilir.
Eger i e | icin f(i) = Xttanimini yaparsak, /’yi {Xj)ie[ olarak
gbstermekte pek bir sakinca yoktur:



/ =
clnki ne de olsa bir fonksiyon, degerleri ve tanim kiimesi tara-
findan asagi yukari belirlenir. Tek eksik, sag taraftaki yazilimda
deger kiimesi X ’in anlasilamamasi. Ama eger /’yi 6rten alirsak
bu eksik de tanimlanir. Zaten kiime ailesinin kullaniminda /’nin
orten olup olmadigi hicbir zaman sorun olmaz, yani dileyen
okur X yerine /(/) alarak / fonksiyonunun orten oldugunu
varsayabilir.

X’i elemanlari kiime olan bir kiime olarak alacagimiza, ele-
manlari fonksiyonlar olan bir kiime olarak alirsak, fonksiyon
ailesi kavramini tanimlamis oluruz. Ornegin, her X e IR igin,

fX:N-4R
fonksiyonu

fx(n) =xn
kuraliyla tanimlanmissa,

/(*) =1x
kurahyla tanimlanmis
/ : IR-» Fonk(N, IR)
fonksiyonu N’den iR'ye giden bir fonksiyon ailesidir. Bu aileyi

olarak ya da daha anlasilir bicimde,
(/*:»e->
olarak gosterilebiliriz.
Sonug olarak, “aile” denen sey, konusmada bir tir kolaylik
saglayan bir séylem bi¢imidir, ardinda derin bir matematik
yoktur.



6. Secim Fonksiyonlari ve
Secim Aksiyomu

onsuz saylda ayakkabi cifti var ve biri sizden bu sonsuz
saylda ayakkabi ciftinden her birinden bir érnek getirme-

nizi istiyor... Her ¢iftten sol ayakkabiyi secebilirsiniz 6rnegin.

Ya da hep sag ayakkabiyi... Yani iki ayakkabidan birini segmek
icin bir kural bulabilirsiniz.

Ama diyelim sonsuz sayida ayakkabi cifti degil de, sonsuz
saylda ¢orap cifti var. Her ciftten birini sececeksiniz. Coraplarin
sagi solu belli olmadigindan bu sefer belli bir kural bulamazsiniz.
Coraplarin biri sajda biri solda olsa, ya da biri Ustte biri altta
olsa, ya da biri yirtik biri saglam olsa, o zaman kurali koymak
kolay. Sorun, sonsuz sayida ¢orap ¢ifti oldugunda ve ciftleri olus-
turan corap teklerinden birini digerinden ayirdedemedigimizde.

Ornegin, X = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ...} ise, X’in her elema-
nindaki en buyuk sayiyi (2, 4, 6, ... sayilarini yani) secebiliriz.

Eger X = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...} ise, 1, X’in her elema-
ninda oldugundan, hep | i secebiliriz.

Soruyu daha matematiksel olarak soyle ifade edelim. Eli-
mizde bir X kiamesi var. Bu kiimenin elemanlari da kiime, ve
hicbiri bos degil. X’in her elemanindan bir érnek (numune,
esantiyon) secgecediz. Bir baska deyisle, tanim kimesi X olan
oyle bir / fonksiyonu bulacagiz ki, her x e X icin, f(x) e X
olacak. Boyle bir fonksiyona se¢cim fonksiyonu denir.



Sorumuz su: Bos olmayan kiimelerden olusan her kiimenin
bir secim fonksiyonu var midir?

Once orneklerle sorunun zorluk derecesini 6lcecediz. Sonra
da sorunun 6ziine inip yaniti verecegiz.

Kolay Ornekler. Eger X, bos olmayan kiimelerden olusan
sonlu bir kimeyse, 0 zaman X’in bir se¢im fonksiyonunu bul-
mak ¢ok basittir: X ’in her elemanindan belli bir eleman segin,
olsun bitsin! Sorun X sonsuz olunca...

Eger X’in elemanlarinin ortak bir elemani varsa, o zaman
da kolay, hep o elemani secelim. Ornegin yukardaki 6rnekler-
den birinde, 1, X’in butin elemanlarinin ortak elemaniydi ve
biz hep |’i secmistik.

Eger X’in her elemaninda, a ve b diye adlandiracagimiz iki
elemandan biri varsa, o zaman da kolay: X ’in bir X elemanini
alalim. Eder a e X ise a'yl secelim. Eger a g X ise, 0 zaman
x’ten b’yi secelim.

Giderek Zorlasan Ornekler. p(A)*, A’nin bos olmayan
altkimelerinden olusan kiime olsun. Yani p(A)* = p(A) \{0}
olsun. Cesitli A’lar icin fc>(A)* kiimesinin bir se¢im fonksiyo-
nunu bulmaya calisacagiz.

Ornek 1. p(N)* kimesinin se¢im fonksiyonu.

Bos olmayan her dogal sayi kiimesinden bir eleman secebili-
riz; érnegin kiimenin en kugtk elemanini segebiliriz. S6zgelimi,
bu yontemle, {1, 5, 8} kiimesinden |i, ¢ift sayilar kiimesinden
O1, asal sayilar kimesinden 2’yi segeriz.

Ornek 2. ip(TL* kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Bos olmayan her tamsay! kiimesinden de belli bir yontemle
bir eleman segebiliriz. Ornegin su yontemi deneyelim: 0 ~jcg |



olsun; eger x’in en blyidk elemani varsa o en biyik elemani,
yoksa X n N kiimesinin en kuciuk elemanini secelim. Bdylece
bos olmayan her tamsayi kiimesinden bir eleman se¢mis olduk.

Ornek 3. p(Q-0)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kimesinden bir sayi
nasil seceriz? Kiimeye X diyelim. Su kiimeyi tanimlayalim:

A(x) ={a+b :a/b e x}.
(Buradaki a/b yaziliminda a ve b dogal sayilardir.)

Bos olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan, A(x)’in en

ktucuk elemani vardir. Bu elemana n diyelim. Simdi,
{albgx:a+b-n}

kimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, do-

layisiyla bir en kigiik elemani vardir. iste x’ten bu elemani

secelim.

Burada yapilan sudur: Odan buyuk esit sayilari, 0/1, 1/1,
172, 2/1, /3, 3/1, 1/4, 2/3, 3/2, 4/1, 1/5, 5/1, 1/6, 2/5, 3/4,
4/3, 5/2, 6/1, 1/17, 3/5, 5/3, 7/1, 1/8, 2/7, 4/5, 5/4, 7/2, 8/1, ...
biciminde siraya dizelim, (a/b sayilarini 6nce a + b toplamina
gore siraliyoruz, ardindan, dnce payi kigik olanlari, sonra payi
buyuk olanlari sonra yaziyoruz.) Sonra bu siralamaya gore x’in
en kugik elemanini segelim. Ornegin,

x ={a2/b e Q-° :a asal ve a2 + b2 sayisi 4’e ve 5’ bolinmez}
ise,

A(x) = {a2 +b : a asal ve a2 + b2 sayisi 4’e ve 5’e bélinmez}
kuimesidir. A(X) kiimesinin en kucuk elemani 7°dir (a =2, b = 3.)
Dolayisiyla yukarda agikladigimiz yontemle x’ten 2/3'0 segeriz.
Bu secim fonksiyonu bir sonraki 6érnekte gerekecek, ona bir ad
verelim: /. Ornegin, yukardaki drnekte, f(x) = 2/3.

Ornek 4. £>(Q)* kiimesinin secim fonksiyonu.
Bos olmayan kesirli say1 kimelerinden de birer eleman sece-
biliriz. x ¢ Q bos olmayan bir kiime olsun. Eger x n Q-° bos



degilse, yukardaki yontemi kullanalim ve f(X n Q-°) elemanini
secelim. Eger X n Q-° boskiimeyse, (-X) n Q-° kiimesi bos de-
gildir, o zaman da X 'ten -/ ((-X) n Q-°) elemanini secelim.

Ornek 5. Araliklar kiimesinin segim fonksiyonu.
Gercel sayilar kiimesinin
[a b], [a, b), (a b], (a D),
(-00, a], (-o0o0, a), [a, co), (a, co), (-co, -t»)
gibi altkimelerine aralik adi verilir. Gercel sayilarin bos olmayan
araliklarindan da belli bir yontemle bir eleman secebiliriz.
[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)
araliklarindan “orta noktayi”, yani (a + b)/2 noktasini, (-oo, a]
ve (-oo, a) araliklarindan a - i noktasini, [a, 00) ve (@, oo)
araliklarindan a + 1 noktasini ve (-oo, oo) araligindan O nokta-
sini (gene orta noktayi!) secgelim.

Bu asamadan sonra bélum zorlasacak. Sonuclari zorunlu
olarak kamtsiz sunacagiz. Okur bundan sonra yazilanlari genel
kultur mahiyetinde algilamali ve bu bakis acisiyla okumali.

Ornek 6. p(K)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Iste en civcivli soruya geldik. Yukardaki érneklerde kimile-
yin kolayca kimileyin zorlanarak, her seferinde bir se¢im fonk-
siyonu bulduk. Ama bu kez isler hi¢ kolay degil.

Hemen soyleyelim: £5([&)* kimesinin bir se¢cim fonksiyonu-
nu bulamazsiniz. istediginiz kadar deneyin... Sadece siz degil,
kimse bulamaz!

Bu kiimenin se¢cim fonksiyonu yok demiyorum. Var da de-
miyorum...

Secim fonksiyonu yoksa elbet bulamazsiniz. Ama varsa da
bulamazsiniz!

Bu kiimenin bir se¢cim fonksiyonunun oldugu ancak su ak-
siyomla (belitle) kanitlanabilir:



Secim Aksiyomu (C): Elemanlari bos olmayan kiimeler olan
her kimenin bir se¢im fonksiyonu vardir.

Sohbet: Bu aksiyom kullanilarak p(IR)* kumesinin bir
secim fonksiyonu oldugu kanitlanabilir (elbet!), ama o secim
fonksiyonunun kurali bulunamaz! Yani acik acgik secim fonk-
siyonunu yazamazsiniz. Bir baska deyisle, varhgi (yukardaki
aksiyom tarafindan) kanitlanan bir se¢cim fonksiyonunun kurali
acik acik bulunamaz. Bu kanitlanmistir.

Kurt Gddel ve Paul Cohen, Se¢im Aksiyomu’nun kimeler
kuraminin diger aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu kanitla-
mislardir. Soyle aciklayalim:

Kumeler kuraminin Se¢cim Aksiyomu disindaki kabul edilen
diger aksiyomlarina ZF diyelim (13.10’uncu bélimdeki A1-A9
aksiyomlari). ZF’den daha ileri seviyede bir kitabimizda ay-
rintiyla séz edecegiz. (Z, Zermelo’nun Z’si, F de Fraenkel’in
F’sidir.) ZF’nin ¢eliskisiz oldugunun (gene ZF’'nin aksiyomlari
kullanilarak) kamtlanamayacagim Kurt Godel kanitlamistir
(1931).

Godel (1940) ve Cohen (1963) ayrica sunu kanitlamis-
lardir:

Eger ZF celiskisizse, hem (ZF + C) hem de (ZF + —C) ¢e-
liskisizdir.

(-1C, Secim Aksiyomu’nun dogru olmadigini séyler. Bir ak-
siyom sisteminin celiskisiz olmasi demek, o aksiyom sisteminde
0 = 1 esitliginin ya da O * O gibi bir sagmaligin kanitlanama-
yacagl demektir.)

Bir baska deyisle, eger ZF celiskisizse, ZF kiimeler kuramina
ister C'yi, istersek de C’nin degillemesini ekleyebiliriz ve celis-
kisiz iki ayri teori elde ederiz. Matematikgilerin ¢ok buyuk bir



cogunlugu C'yi kabul etmeden yana olmuslar ve bugtin artik C
aksiyomu kabul edilmistir. Bu yuzden, bugtin kabul edilen ve
kullanilan kiimeler kurami aksiyomlarina ZFC denir.

Secim Aksiyomu’nun Kullanimi. Se¢cim Aksiyomu’ndan ¢ok
“dogal” sonuclar ¢ikabildigi gibi hi¢ de dodal gériinmeyen so-
nuglar c¢ikar. Her ikisinden de birer 6érnek verelim.

“Dogal” Bir Sonug. X sonsuz bir kiime olsun. N’den X’e
birebir bir fonksiyon bulabilir miyiz? Se¢cim Aksiyomu olmadan
bdyle bir kimenin varhigi kanitlanamaz.

“Dogal Olmayan” Bir Sonug. 1 yaricaph bir kire alalim.
Simdi ¢ok sasirtici bir sey séyleyecegim. Bu kireyi dyle bes par-
caya bolebilirim ki ve bu bes parcayl dondurerek ve 6teleyerek,
yani hacim ve alan degistirmeyen déntsimlerden gecirerek dyle
toparlayabilirim ki, parcalardan ikisinden yaricapi 1 olan bir
kime, geri kalan U¢ parcadan yari ¢api gene 1 olan bir kiime
elde edebilirim. Bu sagmasapan goriinen teorem ancak Seg¢im
Aksiyomu’yla (daha dogrusu onun birazcik hafifletilmis bir
versiyonuyla) kanitlanabilir. Matematikte buna Banach-Tarski
Paradoksu denir (ama aslinda bir paradoks degildir, sadece sa-
sirticidir, paradoksu andirir.)

Sayfa 195°teki okuma parcasinda Secim Aksiyomu’nun ¢ok
sasirtici bir sonucunu okuyacaksiniz.



7. Kartezyen Carpim

ve sabit bir birim uzunluk ve sabit bir yén (saja ya da

Bir dogru asttinde bir nokta (baslangi¢ noktasi) secersek
sola) kabul edersek, o zaman dogru ustlindeki her noktay! bir

sayl olarak gorebiliriz.

Birim uzunluk WSH

-2 -1 0 13221 3| 4 5
5 n

Dogru ustinde secilen nokta ve segilen birim uzunluk ve yon
rastgeledir, ama bunlar segildikten sonra dogrunun her noktasi
bir ve sadece bir tek noktaya tekabiil eder, yani dogruyla gercel
sayilar arasinda bir esleme vardir. (Bu dediklerimizin dogrulugu

y

o=

X Uzerinde
birim uzunluk X yonu



bayag: tartismahidir aslinda: Fiziksel bir dogruyla sayilar ara-
sinda bir esleme oldugu hi¢ de bariz degildir. Ayrica bdyle bir
onermenin matematiksel olarak kanitlanmasi mimkun degildir
¢lnkid 6nermenin kendisi matematiksel degildir, sorun felsefi bir
sorundur. Konumuz bu degil ama...)

Benzer seyi dizlemde yapmak icin birbirini kesen iki degisik
dogru se¢mek ve her iki dogru Ustiinde yukardaki gibi se¢cimler
yapmak gerekir. Boylece duzlemdeki her noktayi

*.Y)
gibi bir say ciftiyle gosterebiliriz ve dizlemin her noktasi bir
ve sadece bir tek sayi ciftine ve her sayi ¢ifti de dizlemin bir
ve sadece bir tek noktasina tekabil eder. Bir 6nceki sayfadaki
sekil her seyi soyluyor.

Benzer bigimde, icinde yasadigimiz G¢ boyutlu uzayda da
ortak bir noktada kesisen ama ayni dizlemde yer almayan Ug
dogru ve bu dogrular Gsttinde birim uzunluklar ve yonler seci-
lirse, uzayin her noktasi (X, y, z) sayi Uclustyle gosterilebilir.

Iste bu bélimde (x, y) ve (X, Y, z) gibi nesnelerin matema-
tiksel tanimini verecegiz.

(X, y) sayi ikilisinin bizi ilgilendiren tek ozelligi vardir, o
da su: Eger (X, y) = (z, t) ise X =z ve y = t olmak zorundadir.
ikilinin karakteristik 6zelligi denilen bu &zellik disinda (X, Y)
ciftinin matematiksel olarak higbir 6zelligi bizi ilgilendirmez.
Dolayisiyla (X, y) ciftini matematiksel olarak tanimlamak icin
bu 6zelligi saglayan matematiksel bir nesne bulmak yeterlidir.

7.1. iki Kiimenin Kartezyen Carpimi
Birinci Tanim: X ve y iki eleman (ya da iki kiime) olsun.
{h x vi

kimesini ele alahm. Bu kimelerin su 6zelligi vardir:



Onsav 7.1. E@er {{x}, {x, Y}} = {{z), (z, t}} ise 0 zaman x =z
vey = tolur.

Kanit: {{x}, {x, y}} = {{z}, {z, i}} esitligini varsayalim.

Once x * y varsayimini yapalim. O zaman {x} kiimesinin bir,
{x, y) kumesinin ise iki elemani vardir. Demek ki bu kumeler
birbirine esit olamazlar; dolaynsyla esitligin solundaki

{1 {x vy}

kiimesinin iki elemani vardir. Demek ki esitligin sagindaki
(W, {z, i}}
kiimesinde de iki eleman olmak zorundadir, yani {z} * {z, t),
yani z *t olmalidir. Her iki kiimede de ikiser eleman oldugunu
ve bu elemanlarin birinin bir elemanli, digerinin ise iki elemanli
bir kiime oldugunu kanitladik. Esitligin sol tarafindaki
{3 {* v}
kimesinin yegéane tek elemanli elemani olan {x} kimesi, esitli-
gin sag tarafindaki
{{*} k, i»
kimesinin yegane tek elemanli elemani olan {z} kiimesine esit
olmali: {x} = {z}, yani x =z. Ayni nedenden {Xx, y] = {z, i) ol-
mali. X = z oldugundan
=[x ¥\ = [z, ] \{z} = {i}
olur ve bundan da y =t cikar.
EJer X =Yy ise, 0 zaman
T} =M, {* yi} =W, {z, T}
olur, yani {{z}, {z, i}} kiimesinin tek elemani vardir ve bu eleman
{x} elemanidir: {z} = {z, i} = {x}. Buradan da X =z =t ¢cikar.O

Bu onsav sayesinde (x, y) ¢iftini ya da ikilisini {{x}, {x, y}}
kiimesi olarak tanimlayabiliriz. Oyle yapalim; tanim geregi
(x,y) ={x} {x y}
olsun. Simdi de X x Y kiimesini x e X vey e Y icin, (X, y) bi-
¢iminde yazilan elemanlar kiimesi olarak tanimlayabiliriz:
XxY={(x,y) :xeXvwveye YL



Not: X x Y kiimesine, Unli Fransiz matematikgisi ve filozo-
fu Descartes’a (dekart diye okunur) atfen, X ve Y kiimelerinin
kartezyen ¢arpimi denir. Ama yukarda verdigimiz

) ={{h {5 vl
tanimi Polonyali matematik¢i Kuratowski’nindir. Onsav 7.1’
dogrulayan baska kiimeler de olusturabilirsek, o zaman kartez-
yen carpimin baska tanimlarini da verebiliriz. Ornegin,

{1, 0), (y»

kiimesi de bu 6zelligi saglar. Dolayisiyla
(*,y) =«{*}, 0), {y}}
tanimim da yapabilirdik.
Degisik tanimlar yapmak mumkindir, ama en kabul edi-
leni verdigimiz Kuratowski’nin tanimidir. Bkz. asagidaki 9 ve
10’uncu ahistirmalar.

Alistirmalar

X ve Y birer kiime olsun. X e X vey e Y olsun.

1. {*} ve {x, y} kimelerinin X u Y kidmesinin birer altku-
mesi oldugunu kanitlayin.

2. {x} ve {x, y} kiimelerinin p(X u Y) kiimesinin birer ele-
mani oldugunu kanitlayin.

3. {{x}, {x, y}} kiimesinin fp(Xu Y) kiimesinin bir altkiimesi
oldugunu kanitlayin.

4. {{x}, {x, y)} kimesinin p(p(X u Y)) kiimesinin bir ele-
mani oldugunu kanitlayin.

5. X x Y kiimesinin p ( fc>(Xu Y)) kiimesinin bir altkiimesi
oldugunu kanitlayin.

6. X x Y kiimesinin p(p(p(X u Y))) kiimesinin bir ele-
mani oldugunu kanitlayin.

7. u(x,y) =[X vy] ve n(x, y) = {*} esitliklerini kanitlayin.

8. un()c, y) =nn(Xx, y) - X esitliklerini kanitlayin.

9. {{{*}, 0}, {y}} = {{{*}, 0}, {i}} ise x =z vey = tesitligini
kanitlayin.



10.  {{0, x}, {{0}, y}} = {{0, «}, {{O}, i}} isex =*vey =t
esitligini kanitlayin.

Simdi de U¢ kimenin kartezyen garpimini tanimlayalim.
Bunun icin iki secenegimiz var: X, Y, Z kiimelerinin kartezyen
carpimi (X x Y) x Z ya da X x (Y x Z) olarak tanimlanabilir,
secim sizin! Tabii (X, Yy, z) elemani da ayni bicimde {{X, y), 2)
ya da (X, (y, z)) olarak tanimlanmali. Her iki tanim da isimizi
gorar, hangi tanimin kabul edildigi hi¢ énemli degildir, cinki
her iki durumda da asagidaki 6nerme dogru olur:

Onsav 7.2. E@er (x, y, 2) = (X', y', Z') ise 0 zaman
x=x",y=y,z=2
olur.
Kanit: Okura alistirma olarak birakilmistir. O

Dort kimenin kartezyen carpiminin tanimi igin ise ¢cok daha

fazla secenek vardir:

(X xY)x(ZxT),

X x (YXx (Z x T)),

X x ((Y x2Z) xT),

(X xY)x2Z)xT,

X x(Yx2Z)xT.
Bu tanim yontemiyle, dort kimenin kartezyen carpimini tanim-
lamak i¢in bunlardan birini segmek zorundayiz.

Onsav 7.3. X, Y, Z ve T dort kime olsun. O zaman,
XxY)n (ZxT)=(Xn2Z)yx(YnT
olur.
Kanit: E§era e (X X Y)n (Zx T) ise, o zaman X e X,
ve Y, ze Z te Tigin,
a=kxy) =1
olur. Onsav 7.1’e gbre dex =u X nzZvey =fe YnT



olur. Demek ki
a=(y)e Xn2zZ)x((¥YnT
olur. Boylece
(XXY)n(ZxTl¢g(XnZ)x(yn T)
icindeligi kanitlanmis oldu.
(XnZ)x(Ynl]l¢(Xxy)n(Zx T
icindeligini okura alistirma olarak birakiyoruz. O

Yukardaki 6nsav bircok lise matematik kitabinin yazdigi-

nin tersine,
(XxY)yxZveX x (Y xZ)
kimelerinin esit olmadiklarini gosteriyor. Nitekim bu iki ki-
menin kesisimi
(XxY)nX) x(Zn (Yx2Z)

kumesidir. Ayni sekilde, X x Y ve Y x X kumeleri de genellikle
esit degildirler; esitlik ancak X =Y ise saglanir.

Ikinci Tanim. Kartezyen carpim bir baska turlii de tanim-
lanabilir. Bircok nedenden tercih edilmesi gereken ikinci tanim
soyle: X x Ykumesi, {0, 1} kimesinden X u Ykimesine giden
ve Oda aldigi degerin X 'te, |’de aldigi degerin Y’de oldugu
fonksiyonlar kiimesidir. Daha bicimsel olarak ifade edelim:

X xY ={/e Fonk({0, 1), X u Y) : /(O) e X, /(1) e Y}.

Bu tanimda (X, y) ciftini tanimlamadan X x Y karttezyen
carpimini tanimladigimiz 6nemli ve derin bir gozlemdir. Ornegin
Sayilarin insasi adl kitabimizda dogal sayilar teker teker ta-
nimlamak gibi sonsuz bir ugrasa girismek yerine dogal sayilar
kiimesi N'yi tek bir hamlede tanimlayacagiz.

Bu ikinci tanim ydntemini hafifce degistirerek ikiden fazla,
hatta sonsuz sayida kiimenin kartezyen carpimini tanimlaya-
biliriz. Bunu birka¢ sayfa ilerde yapacagiz. Ama her seyin en
dogrusunu 18'inci bélimde gosterecegiz.



Alistirmalar

11. Birinci tanimdaki X x Y kimesini bu atistirmalik X x j Y
olarak yazalim. ikinci tanimdaki X x Y kiimesini de X x2 Y ola-
rak. X Xj Y ile X x2 Y kiimeleri arasinda bir esleme oldugunu
goOsterin. (Bu da, bu iki tanim arasinda pek bir fark yok anla-
mina gelir. ilerde ikinci tanimi birinci tanima yegleyecegiz.)

12. A kimesi bossa A x B kiimesinin de bos oldugunu ka-
nitlayin.

13. Eger A ve B sirasiyla X ve Y kimelerinin altkimesiy-
se, A x B'nin X x Y’nin altkiimesi oldugunu kanitlayin. Eger
Kl=nve M =mise X x Y'nin A x B bigiminde yazilan kag
altkiimesi vardir?

14. Eger A ve B sirasiyla X ve Y kiimelerinin altkiimesiyse,

AxBf=(AcxY) u (X xBc)
esitligini kanitlayin. Buradaki timleme islemleri, sirasiyla,
X x Y’de, X’te ve Y’de
alinmistir.

15. X x Y =Y x X esitliginin gecerli olmasi icin X = Yesit-
liginin gerek ve yeter kosul oldugunu kanitlayin.

16. X ile X1 ve Y ile Yy kiimeleri arasinda esleme varsa
Xx YileX1x Yj kimeleri arasinda bir esleme oldugunu ka-
nitlayin.

17. IR x IR kartezyen carpiminda su kiimeleri gosterin:
((*»y) © IRx IR x >0 vey >0}

{(x,y) e Rx IR x >vy}.

>y e IRx IR x >y}

{x,y) e Rx IR 0<x <y}

{(*,y) 9 Rx IR -1 <x<1lve2<y<3}

{(*>y) ¢ 1 xR:x >3y +2}

{(*,y) ¢ Rx IR:x >3y +2}n {(x,y) :2x +1<Y).
{>y) ¢ Rx IR:x - y2}

{(*>y) 9 Rx R x <y2}

i {>y) e RxR -1 <x<1lvex <yZ}
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{x,y)Eixl:j:> y2}.
{*,y) e RxIR:x>y2+y- 2}.
A, y) e Rx [R:x2+y2=1}.
{(x,y) e IRx IR:x2+y2< 1}.
{(*,y) e IRx IR:x2+y2<1}.
{x,y) e RxIR: (x-2)2+(y- 1)2<1}.
{(x,y) e IRx IR:xy =1}.
{x,y)elRxIR:ac<y< x2}L
18 [Kumeleri Ayristirmak]. X, herhangi bir kiimeler kimesi
olsun. X’in elemanlari, illa ayrik olmak zorunda olmayan k-
melerden olusur. Simdi su kiimeye bakalim:
Y ={xx{*} :x e X}.
Y’'nin elemanlarinin gene kiimeler oldugunu, Y’nin elemanlari-
nin ayrik kiimeler oldugunu ve her X e X igin
f(x) =x x {*}

kuraliyla tanimlanmis / fonksiyonunun X ve Y arasinda bir

T e T o5 3 P X

esleme oldugunu kanitlayin.

7.2. Bir Fonksiyonun Grafigi
Eger / : X -> Y fonksiyonu verilmisse, / fonksiyonunun
grafigi,
{(*, 7(%) : X e X}
kimesi olarak tanimlanir. Grafik elbette X x Y kiimesinin bir
altkimesidir.



X x Y kiimesinin bir G altkiimesinin X 'ten Y’ye giden bir
fonksiyonun grafigi olmasi icin, G’nin su 6zelligi saglamasi
gerekmektedir:

Her x s X elemani i¢in, (X, y) e G iliskisini saglayan bir
ve sadece bir tane y e Y elemam vardir.

Bu 6zelligi saglayan G kiimesinin hangi fonksiyonun grafigi
oldugu cok belli: Her x e X icin f(x)’i, Y’nin,
(>y)eG
iliskisini saglayan biricik y elemani olarak tanimlayalim, yani
fonksiyonun kuralini
y=f(x) o (Xx,y)e G
olarak tanimlayalim. G, iste bu / fonksiyonunun grafigidir.

Bu G’ler bir fonksiyonun grafigi degildir

Demek ki X ’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesiyle, X x Y
kimesinin yukarda italik yazilmis 6zelligi saglayan altkiimeleri
arasinda bir esleme vardir.

Fonksiyon grafigi érnekleri icin standart bir matematik ki-
tabina bakin.

Not: Eger /7 : X x Y -» Z bir fonksiyonsa, /’nin (x, y)'de-
ki degeri f((x, y)) degil, daha kisa bir bicimde, f(X, y) olarak
yazilir.



Alistirmalar

19. N x N kimesinden N’ye giden birebir bir fonksiyon
tanimlayin.

20. | x Z kimesinden N’ye giden birebir bir fonksiyon
tanimlayin.

21. {(x +y, X - y) : X, y e IR} kiimesinin bir fonksiyonun
grafigi oldugunu kanitlayin.

22. {(x +Vy, X) : X,y e K} kiimesinin bir fonksiyonun grafigi
olmadigini kanitlayin.

23. {(x2, X) : x e IR} kiimesinin bir fonksiyonun grafigi ol-
madigini kanitlayin.

24. X bir kime olsun. A ¢ X icin, f A, A’nin karakteristik
fonksiyonu olsun. f AB fonksiyonunu bulun.

fAnB = fAxB
esitligi dogru mudur?
24. / : IRx [R— [R fonksiyonu,
fx,y) =xy
kuraliyla tanimlanmis olsun. Bircok a e IR i¢in /_1(a) kimele-
rini IR x IR'de gosterin.
25./:1Rx[R-»[R fonksiyonu,
f(x,y) =x +y
kuraliyla tanimlanmss olsun. Birgok a e iR icin f~x(@) kiimele-
rini IR x IR'de gosterin.

26. / : N x N —aN fonksiyonu, f(x, y) = x2 +yl kuraliyla
tanimlanmis olsun. / érten midir? /(N x N) kiimesinin ¢carpma
altinda kapali oldugunu kanitlayin.

27. A, B, C ug kiime olsun. (AB)Cile ABXC kiimeleri ara-
sinda bir esleme oldugunu kanitlayin. (Yx, X ’'ten Y’ye giden
fonksiyonlar kiimesini simgeler.)

28. f(x) = IM- 1y olsun. /, /o/, ... fonksiyonlarinin
grafiklerini ¢izin.



7.3. izdiisim Fonksiyonlari
X ve Y iki kiime olsun. X x Y’den X ’e giden

pri(x, y) =x
kurahyla tanimlanan fonksiyona birinci izdisiim adi verilir.
Ikinci izdistim,

pra2(x, y) =y
kurahyla tanimlanir ve X x Y’den Y’ye gider. Her iki fonksiyon
da ortendir elbette, ama iki istisnayla:

1. EGer X =0 ve Y ™ 0 ise pr2 orten degildir,

2. EGer Y =0 ve X * 0 ise prj orten degildir.

Her X ve y igin,

(X, y) = (prn*,y), pr2(x, y))
esitligi bariz. Dolayisiyla her a e X x Y igin,
a - (prt(a), pr2(a))
esitligi gegerlidir.

Bazen prj yerine Tt yazildigi da olur.

Bu izdustmleri iki kiimenin kartezyen carpimindan n tane
kiimenin kartezyen ¢arpimina genellestirmek isten bile degildir:
Her i =1, ..., nigin,

pr-: Xj X X2 X e=x Xn—X¢
fonksiyonu
Pri(x\, X2, === xn) = xt
olarak tanimlanir.

Elbette her a e Xj x X2 x == x Xnigin,

a = (pr~a), pr2(a), ..., pr..(a))
olur.

Eder A¢c X1x X2x - x X,, ise, izdisuim fonksiyonlarini
A’ya kisitlayabiliriz, yani

Prv1A X,
fonksiyonunu ele alabiliriz. Yazilim kalabaliklastirmamak icin,
eger bir karisikliga yol agmayacagindan eminsek, pr,JA yerine
pr, yazmakta bir sakinca yok, tam tersine yarar vardir.



7.4*. Cok Sayida Kuimenin Kartezyen Carpimi

iki kiimenin kartezyen carpimi alinabildigi gibi ikiden faz-
la sayida, hatta sonsuz sayida kiimenin de kartezyen garpimi
alinabilir. Ama bunu yapmak i¢in Kuratowski’nin kartezyen
carpimi tanimini degil, sayfa 126’da verdigimiz ikinci tanimi
kullanacagiz, daha dogrusu o tanimdan esinlenecegiz.

| bir gosterge¢ kiimesi ve her i e | icin X, bir kiime olsun.
Daha matematiksel bir ifadeyle, X, tanim kimesi / olan, deger
ktmesi ise bir kimeler kiimesi olan bir fonksiyon olsun. Her i e |
icin, X(i) yerine Xtyazalim. (Bu yazilim sadece bir gelenektir,
matematiksel bir gercek yoktur arkada.)

| gostergec kiimesi sonlu ya da sonsuz olabilir.

Tum bu X; kiimelerinin kartezyen carpimini tanimlamak
istiyoruz. (Eski tanimi unutun!) Tanim son derece basit:

n.e/ Xt={ :1-*u (6i x, :herie ligin /(/) e X¢.
Yani n is/ X, kartezyen carpimi 6zel bir fonksiyonlar kiimesi-
dir.

Eger /7 e Ilie/X(ise, f(i) yerine f iyazmak da bir gelenektir.
Her fonksiyon, degerleri tarafindan belirlendiginden, kartezyen
carpimin bu elemanini (/;)€j olarak yazabiliriz. n,sj X( ¢car-
piminin bir elemanini, mesela, u ile gosterirsek, hemen hemen
her zaman

u = (ui)iel ya da m= (u
yazacagiz. Bu yazihmda m/nin X/nin bir elemani oldugu séy-
lenmeden anlasiimalidir.

Burada dnemli nokta (ve aslinda tek énemli nokta),

(/»).ef = <>her *e 1iCin fi =Si
onermesinin dogrulugudur.

Eger tim Xtler bir X kiimesine esitse, Il,-ej X, yerine, daha
sade olan X1yazilimi tercih edilebilir.

Eger dilersek, bu asamada, Kuratowski’nin kartezyen car-
pim tanimini unutup, bu tanimi kabul edebiliriz. Eger | ={0, 1}



ise iki kiimenin, eger | = {0, 1, 2} ise ¢ kiimenin kartezyen
carpimi elde edilir.
Eger | = {0, 1, 2, ..., n} gibi bir kimeyse, U €1  yerine
niQu,,.,,,X,yadan’ 0XI,

hatta daha da acik bicimde
Xj x X2 x e==x Xn

yazilir ve bu son yazilim tercih edilir. E§er X = Xa=.. = X,, ise
X yazilimi tercih edilir. EGer | = N ise 1 116”™ X, yerine
IW a..X-
ya da
_ 00
n falx,
ya da

XXX X2X X3 X o=

yazildigi da olur.
n,e/ X,. kimesiyle {X!: i e 1} kiimesinin se¢im fonksiyonlari
kiimesi arasinda bir esleme oldugu bariz olmali.

7.5*. Fonksiyonlarin Kartezyen Carpimi
A, X ve Y birer kiime olsun. Eger,
u :A>Xvef2:A>Y
iki fonksiyonsa, o zaman A’nin bir a elemanini, X x Y kartez-
yen gcarpiminin
(fi(a), f2(a))
elemanina goétidren bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Bu fonksi-
yonu
fi xfi
olarak yazmak dogaldir;
(fi x f1iM = (fx(@), f 2(2)).
Ve dogal olarak f1 x f 2 fonksiyonuna /j ve f 2 fonksiyonlarinin
kartezyen carptmt adi verilir.



Dikkat ederseniz
Pri e (ft xfi) =f1 ve pr2 « (ft xf2)=f2
esitlikleri dogrudur.

Yukarda dediklerimizin tersi de dogrudur, yani bir A kiime-
sinden X x Y kartezyen ¢arpimina giden her fonksiyon, uygun
fi tA—=Xwvef2:A—=Y

fonksiyonlari igin
fi xfl
biciminde yazilir. Bunu aciklayalim:
/  A->XxY
herhangi bir fonksiyon olsun. A’dan herhangi bir a elemani ala-
Iim. O zaman f(a), X x Y kimesinin bir elemanidir, diyelim
fa) = (X, y) e X x Y.
Eger X yerine fi(a), y yerine f 2(a) yazarsak, bu esitlik,
f(a) = (fi(a), f2(a))

bicimine burtnadr. Simdi, a’yi1 fi(a)’ya gétiren

fl :A->X
ve f 2(ayya gotiren

f2:A Y
fonksiyonlarindan sézedebiliriz. Gene dikkat ederseniz, fI ve
f 2 fonksiyonlarini,

fl =pri°/
ve

/2 =pPr20f
olarak tanimlayabilirdik.

Butun bu yaptiklarimizdan su sonug cikar:

Teorem 7.4. A, X ve Y U¢ kiime olsun. O zaman,
<P/ = (pr1 °/, pr2° /)
kuraliyla tanimlanan fonksiyon, Fonk(A, X x Y) kiimesinden
Fonk(A, X) x Fonk(A, Y)
kiimesine giden bir eslemedir. Bu eslemenin tersi



¥(/1,f1) =71 xfl
formuldyle tanimlanan
il : Fonk(A, X) x Fonk(A, Y) Fonk(A, X xXY)
fonksiyonudur.

Bu yaptiklarimizi ultramodern dilde (matematikgesiyle “ka-
tegori teorisi” dilinde agiklayalim. Anlatacaklarimizi asagidaki
sekilde resimlemeye calistik. (3!, “bir ve bir tane var” de-
mektir.)

5

zZ
vy X2
X 3 Y

v\ i A 2
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X ve Y herhangi iki kime olsun. Yukardaki sekilden takip
edin. Oyle bir Z kiimesi ve
py:Z —X vep2 ez 2Y
fonksiyonlari var midir ki su “evrensel 6zellik” dogru olsun?

A hangi kimeve  : A -» X ve f2: A — Y hangi fonksi-
yonlar olursa olsun, 6yle bir ve bir tane f : A — Z fonk-
siyonu vardir ki,

P\°f =f1 ve Pl °/ =fI
olur.

Biraz yukarda bdyle bir Z kimesinin ve
pl :Z 22X vep2 «Z =Y
fonksiyonlarinin varhgini kanitladik: Z =X x Y ve pX ve p2
yerine prj ve pr2 izdisiim fonksiyonlarini alalim. istedigimiz
ozellik saglanir.



Ciddi bir matematik egitiminden gececek her 6grenci,
1940’larin ilk yarisinda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac
Lane tarafindan temelleri atilan kategori teorisini gtiniin birinde
0grenmek zorunda kalacaktir. Bu altbélim, kategori teorisiyle
bir ilk karsilasma olarak kabul edilebilir.

Asagidaki teoremin kanitindan da anlasilacagi Gzere, evren-
sel 6zellikteki “bir ve bir tane” sozleri dnemlidir.

Teorem 7.5. XveY iki kiime olsun. (Z, pi5p2) ve (T, r1? r2)
acltleri yukardaki evrensel 6zelligi saglasinlar. O zaman, Z ve
T kiimeleri arasinda bir esleme vardir. Ayrica,

Pref —\vep2of =r2
esitliklerini saglayan bir ve bir tane
f:T~*Z
eslemesi vardir. Bir baska deyisle, bu evrensel 6zelligi saglayan
tum (T, ri5 r2) Ggldleri, bir f : T —X x Y eslemesi i¢in
(T, pFl 0/, pr2 o/)
biciminde yazilan Gglulerdir.
Kanit: (Z, px p2) tglust evrensel 6zelligi sagladigindan (bkz.
asagidaki sekil), dyle bir
/. T->Z
fonksiyonu vardir Ki,
Pl°f =rxvep2°f =r2
olur. (T, rxr2) tglisi de evrensel 6zelligi sagladigindan, oyle bir
g z T
fonksiyonu vardir ki,
' 0g =Pl1ver2°g=p2



Simdi g °f : T -> T fonksiyonunun su 6zelligine bakalim.

N°@°/)=mr°g)°/=P1°/=rx
ve

r2°@°/)=@2°9)°f =P1°f =r2-
Yani

N°(g0/)=FfHver2°(g°f) =r2
Ote yandan IdT : T -> T 6zdeslik fonksiyonu da benzer esitligi
saglar:
rxoldj=rlver2°Id™ =f2-

Ama (T, rls r2) Gc¢list yukardaki evrensel 6zelligi sagladigindan

T T

T T

(bir ve bir tane sozlerinin dnemi burada kendini belli ediyor)
g°f =idT
olmali. Ayni nedenden,
/0g =1dz
olmali. Demek / ve g, birbirlerinin tersi olan eslemelerdir. Son
Onermeyi kanitlamak igin, yukarda yaptiklarimizda
(Z, P1>Pl) = (X x Y, prt, pr2)
alin. O

Yukarda yapilan, iki kimenin kartezyen carpimi i¢indi. Ayni
seyi sonsuz sayida kiime icin de yapabiliriz:
(X,.),.ei bir kiime ailesi olsun. Asagidaki sekilden takip edin.
Oyle bir X kiimesi ve
p,: X ™ X;
fonksiyonlari var midir ki su “evrensel 6zellik” dogru olsun?

A rastgele bir kiime ve her i e 1icin /Z, : A -> X, rastgele
fonksiyonlar olsun, o zaman 6yle bir ve bir tane



/ A —>»X
fonksiyonu vardir ki, her i e 1igin

Pi° f =fi
olur.
?X,,.
*,j \
X, )31/
A

Tahmin edilecegi Gzere, n ,e/ X, ve pr; izdisim fonksiyon-
lari bu evrensel 6zelligi saglarlar. Ayrica bir dnceki teoremin
belirttigi anlamda, (X9isT kiime ailesi verildiginde, ri;e/ X - ve
pr, izdisim fonksiyonlari bu evrensel 6zelligi saglayan biricik
nesnelerdir. Butiin bunlari okura alistirma olarak birakiyoruz.

Alistirma 30. Yukardaki evrensel 6zellikte, oklari (yani
fonksiyonlari) ters cevirirsek, carpim kavraminin kankasi olan
“escarpim” ya da “carpimdas” kavramini buluruz. Soru su:

bir kiime ailesi olsun. Oyle bir X kiimesi ve
ij : Xy > X
fonksiyonlari var midir ki su “evrensel” 6zellik dogru olsun?
A herhangi bir kiime ve her j e Zigin fj: X;--» A herhangi
bir fonksiyon olsun. O zaman 0yle bir ve bir tane

f 1 X—=A
fonksiyonu vardir ki, her j e Zigin f °ij =fj olur.
X = (Xj x {/) bilesiminin ve ij(x) - (X, j) kurahyla
verilmis
ij : Xj—=X

fonksiyonlarinin bu 6zelligi sagladigini kanitlayin. Bu kavram
icin Teorem 5’e benzer bir sonu¢ kanitlayin.



8. Denklik Iliskisi

yen parcalara bélmekten baska bir sey degildir. Mate-

enklik iliskisi, 6ztinde, bir kimeyi ayrik, yani kesisme-
Dmatiksel tanimin ardindaki 6z budur.

Her denklik iligskisi kiimenin bir parcalanmasina neden olur
ve her parcalanma bir denklik iliskisinden kaynaklanir.

Ornegin, hermafrodit gibi istisnalari saymazsak, insanlar k-
mesini kadinlar ve erkekler olarak ikiye ayirmak, “ayni cinsiyet-
ten olmak” denklik iliskisinden kaynaklanan bir parcalanmadir.

Cifte vatandashgin olmadigini varsayarsak, insanlari Turk,
Faslh, Nepalli diye vatandasliklarina gére ayirmak, insanlar
kimesi Uzerine tanimlanan “ayni Ulkenin vatandasi olmak”
denklik iliskisinden kaynaklanan bir parcalanmadir.

Bu bélimde esas olarak “denklik iliskisi”ni konu edecegiz.
Denklik iliskisi kadar énemli olan siralamalardan ve diger
ikili iliskilerden sadece kisaca st¢zedecegiz. Bir kiimeyi sirala-
mak, kiimenin elemanlari arasindan bir bicimde bir “bUyukIuk-



kucukluk™ iliskisi tanimlamak demektir. Matematiksel tanimlar
yakinda gelecek. Once genel olarak bir kiimenin elemanlari
arasindaki iligskilerden sdzedecegiz ve cesitli iliski drnekleri
verecegiz.

Okuyacaginiz konu matematigin en dnemli ve belki de en az
anlasilan temel konularindan biridir. Merakli 6grenci icin, bu
ve bundan sonraki bélimd on defa okumak kesinlikle zaman
kaybi degildir.

8.1. iliski Tanimi ve Tirleri

X herhangi bir kiime ve bu X kimesi Uzerine bir “ikili ilis-
ki’ verilmis olsun, yani X’in herhangi iki elemani arasinda, dyle
ya da boyle, ama bir bigimde tanimlanmis bir “iliski” ya olsun
ya da olmasin. (Matematiksel tanim birazdan gelecek.) Eger
X’in X ve y elemanlari arasinda iliski varsa, bu altb6limde bunu

xRy
olarak gosterelim, yoksa

-IXRy
olarak gosterelim. R iliskisi =, <, s, er, ¢ gibi cok daha fazla
asina oldugumuz bir iliski olabilecegi gibi, bugtine kadar gor-
medigimiz tlrden bir iliski de olabilir.

Hayattan birka¢ 6rnek verelim. “A, B’nin babasidir” in-
sanlar arasinda ikili bir iliskidir. “A, B’den daha genctir” bir
baska ikili iliskidir. “A ile B tanisirlar” bir baska ikili iliskidir.
“A, B’nin altkiimesidir” ve “A, B’nin elemanidir” iliskileri de
matematiksel iliskilerdir.

Matematiksel bir baska iliski: “A ile B arasindaki mesafe en
fazla 1 metredir” duzlemin noktalari arasinda bir iligkidir.

“A noktasi B ile C noktalari arasindadir” tclt bir iliskidir.
“A yesildir” birli bir iliskidir. Bu ve sonraki bélimlerde sadece
ikili iliskileri ele alacagiz.

ikili iliskinin matematiksel tanimi soyledir:



kartezyen ¢arpiminin bir altkimesidir. Eger altkiimeyi R olarak
gosterirsek, X, y e X i¢in, (X, ¥) e R yerine xRy yazilir.

Eger her x e X icin, XxRx ise, R ikili iliskisine yansimalt
iliski denir.

Ornegin “ayni yasta olmak”, “ayni tilkenin yurttasi olmak”,
“ayni ana ve babadan dogmak” yansimali iliskilerdir. Ama “X,
y’nin babasidir” iliskisi yansimali degildir, ¢ciinki kimse kendi-
sinin babasi olamaz! Sayilarda bilmen < siralamasi yansimali
bir iliskidir ama < siralamasi yansimali degildir. Bir kiimenin
altkiimelerinde, c iliskisi (altkiime olma iliskisi) yansimahdir
ama c iliskisi (6zaltkiime olma iliskisi) yansimali degildir.

Eger her X, y e X i¢in, XRy oldugunda mutlaka yRx de
oluyorsa, R ikili iliskisine simetrik iliski denir.

Eder her X, y e X i¢in, XRy ve XRy oldugunda mutlaka
X =y oluyorsa, iliskiye antisimetrik denir.

Sayilarda < ve < siralamalari iliskileri simetrik degillerdir,
tam tersine antisimetriktirler. (< iliskisi neden antisimetriktir?
Bu bir mantik sorusudurl!).

“Ayni anababadan kardes olmak” simetrik bir iliskidir ama
bir insanin kendi kendisinin kardesi olmadigini varsayarsak bu
iliski yansimali degildir. Ote yandan “ayni anne ve ayni babasi
olmak” yansimali bir iliskidir. “Uzaklhik 10 km’den azdir” ilis-
kisi bildigimiz duzlemde ya da yerytziinde hem yansimali hem
de simetrik bir iliskidir. “Paralel olmak™ iliskisi dogrular Uze-
rine hem simetrik hem de yansimali bir iliskidir (bir dogrunun
kendisine paralel oldugu varsayilir genellikle ve biz de dyle
yapiyoruz.) “Ayrik olmak” iliskisi kiimeler Uzerine simetrik
ama yansimali olmayan bir iliskidir.

Eder her y, z s X igin, XRy ve YRz oldugunda mutlaka
xRz de oluyorsa, R ikili iliskisine gegisli ya da gecgiskenli iliski



denir. “Ayni anababaya sahip olmak” gegisli bir iliskidir. Sayilar
Uzerine < ve < iliskileri gegislidir. Bir kiimenin altkimelerinde
¢ v ec iliskileri gecislidir. “Uzaklik 10 km’den azdir” iliskisi
dinya Uzerinde gegcisli bir iliski degildir.

ikili iliskileri, yansimali, simetrik ya da gegisli olup olma-
malarina gore 23 = 8 degisik sinifa ayirabiliriz. Bunlardan her
birinden birer drnek verelim.

Ornek 000. ax, y’nin babasidir” iliskisi ne yansimali, ne
simetrik ne de gecisli bir iliskidir. Tamsayilar Uzerine tanim-
lanmis 0 <X - y <2 iliskisi de ne yansimali ne simetrik ne de
gecisli bir iliskidir.

Ornek 001. Sayilar tizerine < iliskisi ne yansimali ne de si-
metriktir ama gegcislidir.

Ornek 010. Tamsayilar tizerinde tanimlanmis olan “x +y 4 0”
iliskisi ne yansimali ne de gegislidir. CUnkl 6rnegin, -2 ve 3
iliskidedir, 3 ve -1 de iliskidedir ama -2 ve -1 iliskide degildir.
Ote yandan bu iliski simetriktir.

Ornek 011. Simetrik ve gegisli olan bir = iliskisi ele alalim.
Eger x,in iliskide oldugu bir y elemani varsa, yani X = ise,
0 zaman simetriden dolay! y = X olur. Dolayisiyla gecislikten
dolayr X = X olur. Demek ki iliskinin yansimali olmamasi igin
hicbir elemanla iliskide olmayan en az bir eleman olmalidir. Bir
sayl kiimesi Uzerine “X * 0 ve y 07 iliskisini alalim. Bu ilis-
kide 0’a esit olmayan tum sayilar birbirleriyle iliskidedir ama
0, kendisi da dahil olmak Uzere hichir sayiyla iliskide degildir.

Ornek 100. Tamsayilar tzerinde “X - y < 1” formuluyle
tanimlanmis ikili iliski yansimalidir ama ne simetriktir ne de

gegcisli.



Ornek 101. Bir say! kiimesi tzerinde bildigimiz < iliskisi
yansimali ve gecislidir ama kiimede en az iki say! varsa simet-
rik degildir.

Ornek 110. Bir sayl kiimesi Gizerine \x- W< 1 iliskisi yansi-
mali ve simetriktir ama ¢ogu zaman (kiime yeterince biylkse)
gecisli degildir.

Ornek 111. Denklik iliskisi. Yansimali, simetrik ve gegisli
iliskilere denklik iliskisi denir. Yani bir X kiimesi Uzerine ta-
nimlanmis ikili bir R iliskisinin denklik iliskisi olmasi igin, her
X,y,zeX igin,

(Y) xRx,

(S) xRy ise yRX,

(G) (XRy ve yRz) ise xRz
kosullari dogru olmalidir. Bu yazida denklik iliskilerine bircok
ornek verecegiz. iste biri: Herhangi bir say1 kiimesi Uzerinde
“x -y e Z” iliskisi bir denklik iliskisidir. “x - y e Q™ iliskisi
de bir (baska) denklik iliskisidir.

Daha genel olarak, eger A, OI iceren ve ¢ikarma altinda
kapali herhangi bir sayl kiimesiyse, “x - y e A” iliskisi bir
denklik iliskisidir. (Neden?)

Ornek 1000. Siralama. Cok dnemli bir konuyu iki sayfaya
sigdirlyoruz ama bu kitapta da pek ihtiyacimiz olmayacak.
(Aksiyomatik Kiimeler Kurami adli kitabimizda siralamalardan
¢cok daha ayrintili bir bicimde s6zedecegiz.)

Yansimali (Y), antisimetrik (AS) ve gecisli (G) bir iliskiye
siralama ya da yansiralama denir. Bir siralama genel olarak <
simgesiyle, bazen de ¢, =, =5 <, E gibi bir simgeyle gosterilir.
Sayilardaki bildigimiz siralama tipik bir siralama 6rnegidir.
Ama c iliskisi de bir kiimenin altkimeleri kiimesi Uzerine bir
siralamadir. Bir X kUmesi Uzerine bir siralamay1 < simgesiyle
gosterirsek, her X, y, z e X igin,



(Y) X<X,

(AS) X<yvey<XxiseX =Y,

(G) X<yvey<zisex<z
Ozellikleri gecerlidir. EGer bir de ayrica her X, y e X igin,

) yax <yyaday <X
oluyorsa, < siralamasina tamsiralama adi verilir. Bir baska
deyisle, bir siralama kimenin herhangi iki elemanini kiyasla-
yabiliyorsa, yani kiimenin herhangi iki elemanindan biri di-
geriyle iliskide oluyorsa, o zaman o siralamaya tamsiralama
denir. Sayilar Gzerine bildigimiz siralama tamsiralamadir ama
£ iliskisi, en az iki elemani olan bir kiimenin altkiimeleri ku-
mesi Uzerine bir tamsiralama degildir ¢cinki béyle bir kiimenin
birbirinin altkiimesi olmayan altkiimeleri vardir.

Bir X kiimesi Uzerine, her x,y,z"™ X icin,

) -(*<Xx),

(G) x<yvey<ziseXx <z
ozellikleri saglayan bir < iliskisine mutlak siralama adi verilir.
Eger iliski ayrica

(TY yax<yyax=yyaday <X
ozelligini saglyorsa, o zaman iliskiye mutlak tamsiralama adi
verilir.

Bir (tam)siralamadan bir mutlak (tam)siralamaya ya da tam
tersine bir mutlak (tam)siralamadan bir (tam)siralamaya ge¢mek
kolaydir. Eger < bir (tam)siralamaysa,

X<YyOoOX<y vex*y
tanimi bir mutlak (tam)siralama verir. E§er < bir mutlak (tam)si-
ralamaysa,
X<y-0Xx<y yadax =y
tanimi bir (tam)siralama verir. Ayrica yukardaki islemleri pe-
sisira iki kez yaparsak, basladigimiz ilk iliskiyi buluruz. Btin
bunlarin kanitini okura alistirma olarak birakiyoruz.



8.2. Cizgeyle Gosterim
X kimesi Uzerine tanimlanmis ve (R yerine) = simgesiyle
gOsterecegimiz herhangi bir ikili iliski ele alahm. Eger X =V ise,
asagidaki sekildeki gibi, x'ten y’ye giden bir ok gizelim ve bu-
nu X ’te iliski icinde olan her X ve y elemani icin yapalim. Elde
edilen sekil yonlendirilmis bir ¢izgedir (bkz. [Ne]).
X

Eger hem X =y hem de y = X ise bunu asagidaki iki sekil-
deki gibi de gosterebiliriz. Sagdaki daha pratik elbet.

Ama daha da pratigi, bu durumda, X ve y arasindaki bag-
lantiya hi¢ ok koymamaktir, ¢cinki iki nokta arasinda baglan-
t1 varsa ama baglantida hi¢ ok yoksa aslinda baglantinin her
iki tarafina da ok cikildigini anlayabiliriz. Demek ki simetrik
bir iliskiden oksuz “basit bir ¢izge” elde ederiz.

Eger iliski yansimaliysa, o zaman her nokta kendisiyle bag-
lantili olmal. Eger iliskinin yansimali oldugunu zaten bili-
yorsak, bu baglantilari 6zellikle gostermeye gerek yok. Yani
asagidaki soldaki sekil olarak gosterilmesi gereken yansimali
iliskiyi sagdaki gibi daha basit olarak gosterebiliriz, gereksiz
kalabaliga gerek yok.



Eger iliski simetrik ve gecisliyse, o zaman bir X noktasinin
baglandigi tim noktalar birbirleriyle de baglanmis olmali. Ni-
tekim eger y ve z noktalari x’e baglanmissa, yani

ki sekildeki gibi, her biri birbirine baglanmis nokta gruplarin-
dan olusur. Degisik nokta gruplari arasinda hicbir baglant
yoktur. (E@er bir de ayrica iliski yansimaliysa, iliskimiz denklik
iliskisidir.)

Yukarida cizgesi cizilen denklik iliskisinde, X’in iliskide ol-
dugu 3, y’'nin iliskide oldugu 4, z'nin iliskide oldugu 6 eleman
vardir. Ve t sadece kendisiyle iliskidedir.

Denklik iliskileri = simgesinden baska, », =, « gibi esit-
ligi andiran baska simgelerle de gosterilebilir. Hatta eger ayni pa-
ragrafta birden ¢ok denklik iliskisinden sdzediliyorsa, bu denklik
iliskilerini degisik simgelerle gostermek karisikhigi engelleyebilir.



8.3. Denklik Siniflari
Yukarda gérialdagu gibi bir denklik iliskisi, Gizerinde tanim-
lanmis oldugu kiimeyi kesismeyen, yani ayrik parcalara ayirir.
Her parga, her biri her biriyle iliskide olan noktalardan olusur.
Eder x e X ise, X'in x’le iliskide olan elemanlari bu pargalar-
dan birini olusturur.
XI={y e X :xs YV}
olarak tanimlanmis olsun. [x], X ’in bir altkimesidir elbet. [x]e
x'in stntfi ya da x’in denklik sinifi adi verilir. Denklik iliskisi

yansimali oldugundan, her x kendi sinifindadir, yani x e [x].
Yukardaki sekilde bir denklik sinifi resmettik.
Bu soylediklerimizi bi¢cimsel olarak kanitlayalim.

Teorem 8.1. X kiUmesi Uzerine bir = denklik iliskisi verilmis
olsun. O zaman iki denklik sinifi ya esittir ya da ayrik, yani her
X,y g Xicin,ya[x] =[y]yada [X] n [y] =0 olur.

Ayrica, [x] = [y] esitli§i icin yeter ve gerek kosul x =y
denkligidir.

Kanit: Teoremin ilk 6nermesini kanitlamak icin, [x] n [y]
~ 0 varsayimini yapip [x] = [y] esitligini kanitlayalim. Durum
x vey acisindan simetrik oldugundan, [x] ¢ [y] 6nermesini ka-
nitlamak yeterli, z e [X] n [y] olsun. Demek Ki

X=zZvey=2
Simetriden dolayi,
X=zvez=y.

Simdi t e [x] olsun. Demek ki x = t. Simetriden dolayi,
t =X. Yukardaki birinci denklikten ve gecislikten dolay! t =z



Yukardaki ikinci denklikten ve gecislikten dolay! t =y. Simet-
riden dolayl y = t. Demek ki i e [y].

Simdi ikinci paragrafi kanitlayalim. Eger [#] = [y] ise,
y e [yl =[x], yaniy e [*], yani X =Y. EGer X =V ise

Ve bl n [¥);
demek ki
[XI n [y] * 0
ve ilk kisimdan [x] = [y] ¢ikar. O

Bir Kimenin Parcalanisi. Demek ki X Uzerine tanimlanmis
bir denklik iliskisi X ’i birbirinden ayrik altkiimelere (denklik
siniflarina) ayirir. Bunun temsili bir resmini asagida cizdik.

Bir kiimenin higbiri bos olmayan ayrik altkimelere ay-
rilmasina kimenin pargalanisi adi verilir. Her denklik ilis-
kisi yukardaki sekildeki gibi bir parcalanisa yol actigi gibi,
her pargalanis da bir denklik iliskisinden kaynaklanir. Ni-
tekim, eger X kUmesi, yukaridaki ya da asagidaki sekilde-
ki gibi birbirinden ayrik altkiimelere boélinmusse, X ’in ay-
ni parcada bulunan elemanlarina “denk” diyelim. Boylece
tanimlanan ikili iliski bir denklik iliskisidir ve her denklik
sinifi parcalanisin altkimelerinden (parcalarindan) biridir.

7 ayrik pargaya ayrilmis bir kiime. Bu parcalanisin dogurdugu denklik
iliskisinde X =y, tmu, X s X, X 3=«. Ayrica, ornegin, [{] = [«] =W, ¢ = A



Yani gercekte X tzerine tanimlanmis bir denklik iliskisiyle
X ’in bir parcgalanisi arasinda hicbir ayrim yoktur. Birinden dige-
ri elde edilir. Bir denklik iliskisini her iki ttrlu de gdrebilmenin
sonsuz yararlan vardir.

Bir sonraki altb6limde, her biri matematikte 6énemli bir yer
tutan denklik iliskisi 6rnekleri verecegiz.

8.4. Ornekler
Ornek 1. Moduler Aritmetik. Bu 6rnek 6nemli oldugundan
biraz genisge ele alacagiz. Okur herhalde lisede “modduler arit-

Xt

metigi”, érnegin “modilo 6” sayilarini gérmustir. Ornegin
17 =5 mod 6
yazilir. Bu, “6 sayisi 17 -2 sayisini tam bdler” anlamina gelir.
Bu altb6limde, modduler aritmetigin kuramsal altyapisini gore-
cegiz. Modulo 6 sayilarin genellikle liselerde sdylendigi gibi
0,1,2,3,4,5
saylilari olarak degil, bir denklik iliskisi icin
[0]. [1]. [2]. [3]. [4]. [5]
denklik siniflari olarak tanimlayacagiz.
Z kumesi Uzerine s ikili iligskisi, her x, y e Z igin,
X =y <>X - Y ¢ift sayidir
olarak tanimlansin. Bu bir denklik iliskisidir. Sadece iki sinif
vardir: gift sayilar ve tek sayilar:
[0] = [2] = [-2] = [4] =22,
[11=[31=[3]=[S]=22+1.
Gorualdagu gibi denklik siniflari gercekten de ayriklar, yu-
kardaki teorem yalan séylememis. iste siniflarin resmi:

-1 0123405 2

= . cift sayilar sinifi
o : tek sayilar sinifi



Eder Z'yi illa bir dogru Ustiinde gdstermek gibi bir takin-
timiz yoksa, ki olmamali ¢iinkti bu 6rnekte siralamanin higbir
rol yok, o zaman sekli asagidaki gibi de cizebiliriz.

11 274
2% e
0* le
2 - 3.
4 - 5e

Dikkat edilirse, tanimi
X =y<=>x-ye 22
olarak da verebilirdik. EGer yukardaki tanimda 2 yerine bir
baska n tamsayisi alirsak gene bir denklik iliskisi elde ederiz:
X=yo X-Yyeni
nd = (-n)Z oldugundan, tanimda riyi dogal sayr almanin
bir mahsuru yoktur, hatta tam tersine pratik yarari vardir. Biz
de Oyle yapip n > 0 varsayimini yapacagiz.
Burada iki 6zel durumu 6zellikle ayri ele almak gereki-
yor: n =0 ve n = 1 durumlari.
EJer n = 0 ise, tanim,
X=y<>X =y
tanimina esdeger, yani denklik iliskisi esitlikten baska bir sey
sdylemiyor. Bu durumda her eleman sadece ve sadece kendisine
denktir. Zaten
X=y <X =y
tanimi her kiime Uzerinde bir denklik iliskisi verir. Bu denklik
iliskisinde her sinif tek bir elemandan olusur, yani [x] = {x}tir.
Eger n = 1 ise, tanim,
X=yox-y el.
tanimi haline déntstyor. Burada X ve y zaten Z’de olduklarin-
dan, bu durumda herhangi iki eleman birbirine denk oluyor:
Her X, y icin X =Y. Her x’in her y'ye denk oldugu denklik



iliskisini de her kimede tanimlayabiliriz. Her eleman her ele-
mana denk oldugundan, bu denklik iliskisinde tek bir denklik
sinifi vardir: tim kime.

Son iki denklik iliskisi, yani her elemanin sadece kendisine
denk oldugu (n =0 durumu) ve her elemanin her elemana denk
oldugu (n =1 durumu) denklik iliskileri pek ilging degil. Daha
ilging denklik iliskilerinin pesine duselim.

N =2 durumunu yukarda irdelemistik. Bu durumda sadece
iki sinif vardir; tek sayilar sinifi ve ¢ift sayilar sinifi.

N = 3 durumuna gecelim. Bu durumda, érnegin,

0=3=6=-3,

1=4=7» -2,

2s) =8=-1
olur. Topu topu u¢ sinif var:

[0] =32,

[1] =32 + 1,

[2] =32 + 2.

Ornegin,
[0] =[3] = [6] = [-3] =32,
11 =[4 =[7] =[-2] =32 +1,
[2] = [5] = [8] = [-1] =32 +2.
Siniflarin bir de toplu resmini yapalim:
-1 0123405 n

« : 3’e bolunen sayilar sinifi
0 : 3’e bolundugunde kalanin 1 oldugu sayilar sinifi
« : 3’e bélunduginde kalanin 2 oldugu sayilar sinifi

Eger siralamay! kale almazsak resmi asagidaki gibi de gizebi-
liriz.
31 3Z+1 3Z+2

-3 2 -le
0* le 2«
3« 4 - 5e
6 7 Se



Umarim asagidaki esitlikler barizdir:
[0 =32 =32 +3=3Z-3=3Z+27 =[27],
[11=3Z +1=3Z +4 =3Z- 5 =[-5] = [4],
[21 =32 +2=3Z +11 =32 - 1=[-1] = [11].
En genel durumu ele alalim: « herhangi bir pozitif dogal
sayl olsun. Bu genel durumda, iliskimiz,
X=yo0oXx-y e nZ
<>X - Y, «’ye bolanur
0 Xvey, «'ye bolindigunde kalanlar esittir,
der. Okur bu durumda,
X =y mod «
yazildigini daha 6nce gérmus olabilir (gormemisse de 6nemli de-
gil); siniflar da ¢ogu zaman [x] olarak degil, X olarak gosterilir.
Toplam n tane sinif vardir:

0 =«Z,
1 =«Z + 1,
i  =nZ +i,

n-i =nzZ + (n- 1),
Genel bir sinifi daha agik gosterelim:
i=nZ+i={..,-2n+1i,-«+ i,i,n+i, 2« +1i, .. }.
Bu denklik iliskisinin siniflarinin kiimesi matematikte 2/«Z
olarak gosterilir. Ornegin z/3Z = {0, T, 2}.

Ornek 2. X = Q ya da R olsun.
X=y0 X-Yy&Z
olarak tanimlanan ikili iliski bir denklik iliskisidir. Her si-
nif, aralarindaki farkin bir tamsayi oldugu sayilardan olusur.
Ornegin,
1+1/2={/2 -1/2, 3/2, -3/2,5/2, -5/2, ... }



bir denklik sinifidir, bu kiimedeki herhangi iki say! birbirine
denktir. Bu sinif, drnegin 1/2'nin sinifidir.
Genel olarak, eger x e X ise, x’in denklik sinifi,

X ={y€ X:x=y}={ye X:x-yeZ
={yeX:y-xeZt={ye X:yex+2
=x+Z

olur.
Bu denklik iliskisinde her X sayisi, [0, 1) kimesinin

X} =x- [xi
sayisina denktir. (Burada |x], x’in tamkismmi, x’ten kugukesit
en blyldk tamsaylyi gostermektedir.) Ayrica eger

X,y e [0, 1)
ise,

X=y0 X-YVY
olur. Demek ki X ’in her eleman [0, 1) kiimesinden bir ve sade-
ce bir tek elemana denktir. Bir baska deyisle her denklik sinifi,
bir ve sadece bir tek re [0, 1) i¢in [r] = r + Z denklik sinifina
esittir. (EGer X = Q ise, r'yi kesirli almak lazim.) Denklik sinif-
larini asagidaki resimde gosterdik.

M

Ornek 3. X = Z, Q ya da IR olsun.
X=y<>x2=yl

olarak tanimlanan ikili iliski bir denklik iligskisidir. Bu denklik
iliskisinde her eleman sadece ve sadece kendisiyle ve eksisiyle
denktir: [x] = [X, -x}.

Sadece OIn sinifinda tek bir eleman vardir, diger her sinifta
biri pozitif biri negatif olmak tzere ikiser eleman vardir. Ayrica
her eleman mutlak degerine denktir.



Ornek 4. X ve Y herhangi iki kiime ve /7 : X -» Y herhangi
bir fonksiyon olsun. X (zerine
*1 =*2 <>f(x1) =/(*2)
olarak tanimlanmis ikili iliski bir denklik iliskisidir. Denklik
siniflari /(X)’in elemanlarinin énimgeleridir, resimleri asagida.

Her denklik sinifindaki elemanlarin /-imgeleri aynidir.
Dolayisiyla her denklik sinifini /Z(X) kiimesinin bir elemaniyla
kodlayabiliriz: /(X) kimesinde ne kadar eleman varsa, o kadar
denklik sinifi vardir.

(Bir dnceki drnek de bu érnedin 6zel bir halidir: Y = iR ve
f(x) - x2 alin.)

Ornek 4.1. X = IR x IRkiimesi tzerine, = denklik iliskisini

X y)=@ ) <=x+y=z+t
olarak tanimlayalim. Bu aslinda, yukardaki 6rnegin &zel bir
halidir: Y = IR ve f{x, y) =x +y olsun. Bir (a, b) noktasinin
sinifi,

{x,y):x +y=a+b)
kamesidir, yani
y=-x +(@+b)

denklemiyle verilmis (-1 egimli ve (0, a +b) noktasindan gegen)
dogrudur. Bu arada,

(@ b)=(,a+b)=(a+b, 0)
denkliklerini dikkatlerinize sunariz. X =0 dogrusu (6rnegin) her
denklik sinifini tek bir noktada keser.



Ornek 5. Ornek 4'te tanimlanan denklik iliskisinin bir baska

ozel halini ele alacagiz. X = R x R, Y = R olsun ve

/ :RxR->R
fonksiyonu

f(x,y) =x2 +y2
esitligiyle tanimlansin. f{x, y), dizlemin (x, y) noktasinin (0, 0)
merkezine olan uzakhginin karesidir. Dolayisiyla

x,y) =@ o f(x,y) =1(z, 9

olarak tanimlanan denklik iliskisi, birbirine denk noktalarin, duz-
lemin merkezi olarak kabul edilen 0(0, 0) noktasina uzaklikla-
rinin esit olduklarini, yani (0, 0) merkezli ayni cemberin Ustiinde
olduklarini soyliyor.

Burada denklik siniflari O merkezli cemberlerdir. (0, 0) di-
sinda her noktanin sinifinin sonsuz sayida elemani vardir.

Ornek 6. X = R x R \{(0, 0)} olsun. = iliskisini
(X, y) = (z, t) *» Bir X* 0 igin X = Xy ve z = Xt
olarak tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir ve her sinif 0(0, 0)
noktasindan ge¢en ama bu noktasi ¢ikarilmis bir dogrudur. Yani

iki degisik noktanin birbirine denk olmalari icin, bu iki nokta-
dan gecen dogrunun 0(0, 0) noktasindan gecmesi gerek ve yeter



kosuldur. O merkezli (6rnegin) 1 yaricaph ¢emberin “yarisi”,
ornegin “Ust yarisi” (yukarda sagdaki sekilde kesiksiz goériinen
kiime) her siniftan bir ve sadece bir tek eleman barindirir.
Ornek 7. X =1 x I \{(0, 0)} olsun ve = iliskisini

X,y) -(z, t) <>Bir X>0icinx =Xzvey =Xt
olarak tanimlayalim. Bu da bir denklik iliskisidir ve her sinif
0(0, 0) noktasindan ¢ikan ama bu noktayi icermeyen bir isindir,
O merkezli (6rnegin) 1 yarigcaph ¢cember her siniftan bir ve sa-
dece bir tek eleman barindirir. Siniflarin resiiii asagida.

Ornek 8. X, bildigimiz IR x IR diizleminin dogrular kiimesi
olsun ve s iliskisini
k=£0 kvet paralelse
olarak tanimlayalim. Her sinif birbirine paralel dogrulardan
olusur ve her sinif 0(0, 0) noktasindan gecen bir ve sadece bir

gercel sayl ya da sonsuz) tarafindan kodlanir. Yani bu denklik
iliskisinin siniflar kiimesiyle iR u {oo} kiimesi arasinda birebir
bir iliski vardir. Siniflarin resmi yukarda.



Ornek 9. N x N kiimesinde
(a,b)=(,do a+d=c+b
iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir (alistirma).
Her sinif asagidaki resimdeki gibi ¢capraz dogrunun Gstindeki
noktalardan olusur. Her denklik sinifinin
(N x {0} u ({0} x N)
kiimesinde bir ve sadece bir tek temsilcisi vardir. (Alistirma.)

(0, 6)’ya denk elemanlar

Eger, bu denklik iliskisini yukardaki gibi degil de,
(a,b)y=(,do a-b=c-d
olarak tanimlamis olsaydik, bunun Ornek 4’in 6zel bir hali
oldugunu hemen gérirdik.

Ornek 10. iR x R kiimesinde
(& b)=(,do 3@-c)=2(Mb-d
iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir. (Neden?) Bu
denklik iliskisine gore, bir (a, b) elemaninin sinifi,
[{a b)] ={(*,y) : (@ b) = (x, y)}

={(x,y) :3(@- x) =2(b - y)}

={(X,y) :2y - 3x =2b - 3a\

={(*>y) my = (3/2)x + (b - 3a/2)}
dir, yani

y = (3/2)x + (b - 3a/2)



denklemiyle verilen dogrudur. Bu dogrular birbirine paraleldir,
¢cUnkt her birinin egimi 3/2'dir. Resim asagida.

Denklik siniflarina paralel olmayan her dogru, 6rnegin x =0
dogrusu, her siniftan tek bir eleman icerir: [a, b] sinifindan
(b - 3a/2, 0) noktasini icerir.

Bu ornegin de Ornek 4’in 6zel bir hali olduguna dikkat
edin.

Ornek 11. IR x IR x [R kiimesinde
(a,b,c)s (@,b\c)o a+b+c=a +b" +¢
ikili iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir (gene
Ornek 4°un 6zel bir hali). Her sinif, (0, 0, x) biciminde yazilan
bir noktanin sinifidir:
(a, b,c)=1(0,0,a+b +c).

Ayrica (a, b, ¢) = (0, 0, x) ise x =a + b +c olmak zorundadir.
Siniflarin resimlerini ¢izmeyi okura birakiyoruz. (Her biri U¢
boyutlu uzayda bir dizlem olacak.)

Benzer 6rnedi IR x IR x IR x (R kiimesi icin de verebiliriz:
(& b,c,d)=('b',d,d)<sa+b+c+d=a +b +c +d
olarak tanimlansin. Bu sefer, dért boyutta oldugumuzdan, si-
niflari ¢cizemeyiz ama hi¢ olmazsa, her (a, b, ¢, d) igin,



(a, b,c,d)y=( 0 0O x)
denkligini saglayan bir ve bir tek x e IR oldugunu kanitlayabi-
liriz. Kolayca gortlebilecedi Uzere, bu x sayisi sadece ve sadece
a +b +c +d sayisi olabilir.

Ornek 12. X, bir A kiimesinden bir B kiimesine giden fonk-
siyonlar kiimesi olsun, yani X = Fonk(A, B) olsun. U, A’'mn bir
altkiimesi olsun. X Uzerine = iliskisini, her f, g e X igin,

/s g <>Herue Uicgin f(u) =g(u),
yani
/ ="<>fN\u- S

kuraliyla tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir, b e B, sabit
bir eleman olsun. T, A’dan B’ye giden ve U disinda hep bu b
degerini alan fonksiyonlar kiimesi olsun. X ’in her denklik sinifi
T kimesiyle tek bir elemanda kesisir. Nitekim, eger / e X ise,
Tf e X fonksiyonu, herhangi bir a e A igin,

ae Uise (T/)(a) =/(a),

a€ Uise (T/)@) =b
olarak tanimlansin. O zaman [/] n T = {Tf} olur.

Bir benzetme yapmak gerekirse, T altkiimesinde, her sinif-
dan tek bir temsilci vardir. Bir sonraki bélimde “siniflardan
birer temsilci” bulmaya ¢ok daha fazla odaklasacagiz.

Ornek 13. X, IRden bir Y kiimesine giden fonksiyonlar
kiimesi olsun. Yani X = Fonk(R, Y) olsun, a e IR sabit bir
sayl olsun. Eger f, g e X olsun. Eger a’yi igeren bir | agik ara-
liginda 7/ ve g birbirine esitse, yani her x e | icin f(x) = g(x)
esitligini saglayan ve a'yi iceren bir | acik arahigi varsa, yani
/)i = g\ esitligini saglayan ve a’yi iceren bir | acik araligr var-
sa, 0 zaman /’nin g’'ye denk oldugunu sdyleyelim. Bu iliski X
Uzerine bir denklik iligkisidir. (Lutfen kanitlayin.) Bir / fonk-
siyonunun denklik sinifina /’nin a’daki tohumu adi verilir.



Yukaridaki a’yr bir anlamda sonsuz da yapabiliriz. Séyle
yapariz: /, g e X olsun. Eger
X >r =>f(x) =g(x)
onermesini dogrulayan bir r e R varsa, o zaman / ve g fonk-
siyonlarina denk diyelim. Bu bir denklik iligkisidir. Her denklik
iliskisine oco'da bir tohum adi verilir.

Ornek 14. Bir 6nceki 6rnegi dizilere uygulayabiliriz. (B6lim
4.11’de dizilerin aslinda tanim kiimesi N olan fonksiyonlar
oldugunu gérmustik.) x vey, sirasiyla,

wa) 1> ¥ X 3> "
ve

Vo> VV y2>y3> -
dizileri olsun. Eger,

nN>N=> xn=yn
onermesini dogrulayan bir N gostergec sayisi varsa (yani sonsuz-
daki tohumlar esitse), o zaman x ve y dizilerine denk diyelim.
Bu bir denklik iliskisidir. Bu denklik iliskisini s ile gosterelim.

Bu drnek Secim Aksiyomu ve Bir Oyun yazisinda kullani-
lacak.

Simdi bu 6rnegi hafifce degistirelim. Bu sefer dizilerin denk
olmasi i¢in su yeni kosulu getirelim: EgJer iki tane n ve m gos-
tergeci igin

her k e N icin xnmk = ymk

Onermesini dogrulaniyorsa, o zaman x ve y dizilerine denk
diyelim. Bu bir denklik iliskisidir. Bu denklik iliskisini de «
simgesiyle gosterelim. Ornegin, 01010101... dizisi = iliskisi igin
10101010 dizisine denk degildir ama « iliskisi i¢in denktir.
mali. Yani x’in = iliskisi icin denklik sinifi, x’in w iliskisi igin
denklik sinifinin altkiimesidir. (Ama hemen hemen hi¢bir zaman
bu denklik siniflari birbirine esit degildir. Tam ne zaman esit
olduklarini bulmayi okura birakiyoruz.)



Ornek 15. A, herhangi bir kiime olsun. X = fp(A) olsun,
yani A’'mn altkiimelerinden olusan kiime olsun. B, C ¢z A igin,
eger B ile C arasinda bir esleme varsa B « C yazalim. « iliskisi
X Uzerine bir denklik iliskisidir. Bu denklik iliskisinde bosku-
me sadece kendisine denktir. A’nin n elemanl bir altkiimesi n
elemanli tum altkimelerine denktir ve baska hicbir kiimeye
denk degildir.

Ama dikkat: Eger A = N ise, A « 2N olur. Kitabin ikinci
béliminde, N’nin her sonsuz altkiimesinin M'ye denk oldugunu
ve bundan ¢ok daha fazlasini kanitlayacagiz.

Ornek 16. A herhangi bir kiime olsun. X = p(A), A’nin
altkimeler kiimesi olsun. Eger X 'in iki elemaninin (yani A'nin
iki altkiimesinin) simetrik farki sonluysa, bu iki elemana denk
diyelim. Bir baska deyisle = ikili iliskisini sdyle tanimlayalim:
Her x, y e X i¢in

X syo x Ay sonlu.
Bu ikili iliski X Uzerine bir denklik iligkisidir. (Kanitlayin.)
Boskiimenin denklik sinifi A’nin sonlu altkiimelerinden olusan
kiimedir. A’ya denk olan elemanlar, A’da tiimleyeni sonlu olan
kamelerdir.

Yeterince 6rnek verdigimizi dustntyoruz. Simdi denklik
iliskisiyle ilintili cok ¢ok 6énemli bir kavrami tanitalim: Bolum
kUmesi.

8.5*. B6lum Kumesi
x € X i¢in, x’in denklik sinifini, X ’in x’e denk elemanlar kiimesi
olarak tanimlamistik ve bu kiimeyi [x] olarak gostermistik:
X ={y e X :x =y}
Her [x] sinifi, X ’in bir altkimesidir. Elemanlari bu denklik
siniflarindan olusan kiimeyi ele alalim. Bu siniflarin kiimesi



Xl=

olarak yazilir. iste bigimsel tanim:

Xl=={[x] :x e X).
X/= kimesinin elemanlari X ’in altkiimeleri oldugundan, tanim-
lanan X/= kumesi X ’in altkiimelerinin kiimesi olan p (X)’in bir
altkimesidir:

X/=¢ P(X)
ve Xl—kumesi X ’in ayrik altkimelerinden (denklik siniflarin-
dan) olusur.
Ornegin, X = Z ve n s Nise ve s ikili iliskisi

X=yO0 X-YyenZ

olarak tanimlanmissa (Ornek 1), o zaman,
X/s ={[0], [1], ..., [n-1]}

olur.

M [Z] W

I - I

Yukardaki resimde X kumesi ve denklik siniflari (bunlar
X’in ayrik altkiimeleri elbette) géraliyor. Birbirine denk olan
elemanlari bir situn halinde goésterdik. X/s kimesini ise res-
min alt tarafinda bir dogru olarak tasvir ettik. Her x e X igin,
x'in denklik sinifi olan ve X’in bir altkimesi olan [x], resmin
en altinda bir dogru biciminde resmedilen X/= kimesinin bir



elemani. Birbirine denk olan elemanlarin denklik siniflari ay-
nidir. Ornedin, yukardaki resimde,

[x] = [y] ve [a] = [b]
ama [z] * [i], hatta bilindigi Gzere [z] n [i] = 0.

X/= kumesine (X’in - denklik iliskisine gore) bélim k-
mesi adi verilir.

X 'ten X/= kimesine giden “dogal” bir fonksiyon goériyo-
ruz: X’in her x elemanini X/= kiimesinin [%4 elemanina géttra-
yor bu fonksiyon. Bu fonksiyona dogal izdisim adi verilir ve
dogal izdisum fonksiyonu ¢cogu zaman p ya da %simgelerinden
biriyle simgelenir. Eger n ile simgeleyecek olursak,

z: X -» X/=
fonksiyonu,
n(x) = [x]
kurahyla tanimlanmistir.

Dogal izdisim elbette 6rten bir fonksiyondur.

Dogal izdisim matematigin en temel kavramlarindan biri-
dir, sik sik karsimiza ¢ikar, adi Ustiinde “dogal”.

8.6*. Esas Teorem
Bu kitapta uygulamasini gérmeyeceksek de, asagidaki te-
orem matematikte ¢ok sik kullanilir ve matematigin en soyut
kavramlarindan biri oldugunu sdylemek yalan olmaz. Kabaca
sOylemek gerekirse, bu teorem sayesinde, birebir olmayan bir
fonksiyon, hafif bir degisiklikle birebir yapilabilir.
Bir drnekle baslayalim. f(x) =x kurahyla verilmis
/. R->0
fonksiyonu birebir degildir, ¢iinkli /7 fonksiyonu x ile -x arasin-
da ayrim yapamaz. IR Uzerine su denklik iliskisini alalim:
X SYy<>X ==y,
Dikkat ederseniz x =y ise f(x) = f(y) olur. Demek ki aslinda

/("D =/()



tanimini yapabiliriz, ¢iinkii ne de olsa /(x)’in degeri x’'e gore
degisse de, biraz daha dikkatli bakinca, aslinda x’in denklik
sinifina gore degistigi goruluyor. Bu olgu sayesinde /’nin ta-
nim kimesini R’den R/= kiimesine degistirebiliriz. Ama bu
yeni fonksiyonu gene / olarak gostermek dogru degil. Bu yeni
fonksiyonu / olarak yazmak bir gelenek haline gelmistir:
/ :R/=->R

fonskyonu her a e IR/sve her x e a igin,

/(a) =f(x) =x2
olarak tanimlanmistir. isin puf noktasi su: / birebir degildir
ama / birebirdir.

Teorem 8.2. / : X -» Y bir fonksiyon ve s, X Uzerine bir
denklik iligkisi olsun.
X &X/=
dogal izdisim olsun. Su varsayimi yapalim: Her xx, x2 e X
icin,
*j =x2 =>f[xx) = f(x2).
O zaman f ° K- f esitligini sajlayan bir ve sadece bir tane
f i X/S->Y
fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon
hm =f(x)
olarak tanimlanir. Ayrica f fonksiyonunun birebir olmasi igin
yeter ve gerek kosul, her xi5x2 e X igin,
XX=x2 <M f(xx) =f(x2)
kosuludur, f fonksiyonunun 6rten olmasi igin yeter ve gerek
kosul f fonksiyonunun 6rten olmasidir.



Kanit: Eger f ° n =f esitligini saglayan bir
/ X/=->Y
fonksiyonu varsa, o zaman her x e X igin,
/(D =7((%) = (f o n)(x) =1(x)
esitligi saglanmak zorunda. Dolayisiyla /7 fonksiyonu, eger var-
sa, ancak bir tane olmak zorundadir ve tanimi
/([*]) =f(x)
esitligi tarafindan verilmek zorundadir. Bunun gercekten gegerli
bir tanim oldugunu kanitlamak i¢in sunu kamtlamaliyiz: Eger
[xj] = [x2] ise f{xx) = f(x2). Bu da varsayimin ta kendisi.
Teoremin ikinci kismini alistirma olarak birakiyoruz. O

Asagida 6nemli bir 6rnek verecegiz. Simdilik son derece ba-
sit bir 6rnek verelim. Devam etmeden 6nce Ornek 4’0 tekrar
okuyun. X ve Y herhangi iki kime ve /7 : X -> Y herhangi bir
fonksiyon olsun. X Uzerine

Xl=x20 f(x1) =f(x2)
olarak tanimlanmis ikili iliskiyi ele alalim. Bunun bir denklik
iliskisi oldugunu biliyoruz.
f(IxI) =f(x)
kuraliyla tanimlanmis olan ve X/s kiimesinden /(Y)’ye giden
/ fonksiyonu bir eslemedir. Bu fonksiyon aynen yukardaki te-
oremde elde edilmis fonksiyondur.

Ornek 17. n ve m iki pozitif dogal sayi olsun. Z/nZ ve ZImZ
kimesinin elemanlarini, x e Z icin, sirasiyla [x] ve (x) olarak
yazalim.

/  Z—»ZInZ x Z/mZ
kumesine giden fonksiyon,
f(x) = (IxI, (x))
kuraliyla tanimlanmis olsun. Simdi p, hem n’ye hem de m’ye bo-
linen (yani n ve m’nin en kiicuk ortak katina bélinen) herhangi
bir pozitif dogal say! olsun. Z kiimesi Gzerine s ikili iliskisini



X\ = X2 <>p, *1I - x2 sayisini boler
olarak tanimlayalim. Teoremi yukarda agikladigimiz duruma
uygulamaya calisahm. Once teoremin kosulunun dogrulugu-
nu kontrol edelim: Her x2 e Z icin, gercekten de, kolayca
gorilecegi Uzere,
XT's x2 =>f(x1) =f(x2)
kosulu saglanir. Demek ki teoreme gore, Z/= = Z/pZ kiimesinden
7UnTL x Z/raZ kimesine giden, ve eger Z/pZ kiimesinin eleman-
larini, x e Zicin, X olarak yazarsak,
J(x)=(M, (*)
kurahyla verilmis bir / fonksiyonu vardir. Somut w, m ve sayl-
lar1 i¢in, /7 fonksiyonunu yazmay! okura birakiyoruz.

Alistirmalar
1. Yukardaki paragrafta bulunan
/ . Z/pZ —THIL x Z/mZ
fonksiyonunu n =6, m =21 ve p =420 sayilari i¢in bulun. (420
buyuk gelebilir, ama en azindan / fonksiyonunun ne 6rten ne
de birebir oldugunu anlayana kadar fonksiyonla oynayin.)
2. Yukardaki paragrafta bulunan
/  Z/pZ -> ZfraZ x Z/raZ
fonksiyonunun birebir olmasi i¢in p’nin m ve m sayilarinin
okek’i olmasinin gerek ve yeterli kosul oldugunu kanitlayin.
3. Yukardaki paragrafta bulunan
/  Z/pZ -» Z/ftZ x Z/mZ
fonksiyonunun 6rten olmasi icin gerek ve yeterli kosulun n ve
m’nin birbirine asal olmalari oldugunu kanitlayin.
4. Yukardaki paragrafta bulunan
/ Z/pZ —» Z/nZ x Z/raZ
fonksiyonunun esleme olmasi icin yeter ve gerek kosulun n ve
m’nin birbirine asal olmalari ve p = «m esitligi oldugunu ka-
nitlayin.



8.7*. Denklik iliskilerinin Carpimi
X wve Y iki kiime olsun. Bu kimeler Uzerinde, sirasiyla s ve
s simgeleriyle gosterecegimiz iki denklik iliskisi ele alalim. X x Y

kartezyen carpimi Uzerine su « ikili iliskiyi tanimlayalim:
X, y) « xyx)<$xsXlvey =yv
Kolayca kanitlanabilecgi Gzere, « ikili iliskisi X x Y kartezyen

carpimi Uzerine bir denklik iligskisidir. Ve (X x Y)/~ denklik si-
niflari kiimesiyle X/= x Y/=kartezyen carpimi arasinda dogal bir
esleme vardir. Nitekim, karisiklida neden olmayacagini umarak,
eger tum siniflari kdseli parantezler icinde yazarsak,
I([*, yl) = (M» Ly])
kuraliyla tanimlanmis,
/(X xY)/*->X/s x Y/s
fonksiyonu iki kiime arasinda bir eslemedir. Bu fonksiyon, ay-
nen Teorem 8.2’de elde edilen fonksiyondur: Nitekim, teoremi
f((x, y)) =(M, B
kuraliyla tanimlanmis
/X XY -» (X/s) x (Y/S)
orten fonksiyonuna uygulamak yeterlidir.

Alistirmalar
5. Teorem 8.2’deki
“*j =x2=>f(x1) =f(x2r
kosulunu
=x2 <=f{x X =f(x2)”
kosuluyla degistirirsek, Teorem 8.2°’de bulunan /7 : X/= —» Y
fonksiyonunun birebir olacagini kanitlayin.
6. n e N \{0} olsun, a e IL olsun. Teorem 8.2’de X = Z,
Y = U riLvef(x) =[x +a] alahm, s denklik iligkisi sdyle verilsin:
X =y o n,Xx - yyi boluyorsa.
6a. Teorem 2’deki “xy = x2 => f{x{) = f(x2)” kosulunun
saglandigini gosterin.



6b. Elbette X/= = Z/nZ’'dir. Teorem 8.2’deki
/ Z/nZ -> Z/nZ
fonksiyonunun
(M) =[* +7]
kurahyla tanimlandigini gosterin.
7. « @ N \{0} olsun, a e iLolsun. Teorem 8.2’de
X =Z, Y =2Z/«Z ve /(x) = [xa]
alalim, s denklik iliskisi soyle verilsin:
X =y o0 n,Xx - Yyyiboluyorsa.
7a. Teorem 8.2'deki “xj = x2 =>f(x1) =f(x2)” kosulunun
saglandigini gosterin.
7b. Elbette X/= = Z/fraZdir. Teorem 8.2’deki
/ :2/nl unl
fonksiyonunun f([x]) = [xa\ kurahyla tanimlandigini gosterin.
8. Teorem 8.2'de X =Z, Y = Z/6Z ve f{x) = [x] alalim. =
denklik iliskisi soyle verilsin:
X =y <>24, x - y'yi béluyorsa.
8a. Teorem 8.2'deki “xj =x2 =>/(xj) = /(x2)” kosulunun
saglandigini gosterin.
8b. Elbette X/= = Z/24Z’dir. Bu kimenin elemanlarini,
Z/6Z’nin elemanlariyla karismasinlar diye x olarak gosterelim.
Teorem 8.2°deki / fonksiyonunun f(x) = [x] oldugunu gosterin.
9. Teorem 8.2°’de X =Z, Y = Z/24Z ve f(x) = [6x] alalim.
= denklik iligkisi sdyle verilsin:
X =y 4, x - y'yi boliyorsa.
9a. Teorem 8.2°deki “x"=x2 =>f(x1) =f(x2)” kosulunun
saglandigini gosterin.
9b. Elbette X/= = Z/4zZ’dir. Bu kimenin elemanlarini,
Z/24Z’nin elemanlariyla karismasinlar diye x olarak gésterelim.
Teorem 8.2°deki / fonksiyonunun f(x) = [6x] oldugunu gosterin.
10. Teorem 8.2’de
X =Z,Y=2Z/10Z x Z/21Z ve f(x) = ([X], {x})



olarak alalim. Buradaki [x] ve [x], x’in sirasiyla Z/10Z ve
Z/217’deki imgeleridir. = denklik iliskisi soyle verilsin:
X =y <>210, x - y’yi boluyorsa.

10a. Teorem 8.2'deki “x1=x2 =>f{x\) =f(x2)” kosulunun
saglandigini gosterin.

10b. Elbette X/= = Z/210Z’dir. Bu kiimenin elemanlarini, x
olarak gosterelim. Teorem 8.2°deki / fonksiyonunun

f{x) = (*]. W)

oldugunu gosterin. 7/ fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugunu
gosterin.






9. Denklik lIliskisi Temsilcileri

ehirler arasindaki “ayni tlkede olma” denklik iliskisine

bakalim. Her denklik sinifi, bir tilkenin sehirlerinden olu-
sur. Her denklik sinifindan bir temsilci segcmek istersek, baskent
herhalde en dogal bir se¢im olur.

insanlar arasinda tanimlanan “ayni anne ve babadan dog-
mus olmak” denklik iliskisinin denklik siniflarindan birer tem-
silci segcmek istersek, her siniftan, yani her kardes kiimesinden
en buyuk kardesi segebiliriz. Ya da istersek, en kicuk kardesi
secebiliriz.

Sayilari, negatif, pozitif ve 0 diye ¢ gruba ayiracak olursak,
- I ’i negatif sayilarin temsilcisi, |1’i pozitif sayilarin temsilcisi
olarak secebiliriz. Tek basina bir sinif olusturan 0 icin de zo-
runlu olarak O seceriz.

Bu bolimde, bir denklik iliskisinin denklik siniflarindan
temsilciler sececegiz. Orneklerimiz yukardakilerden daha ma-
tematiksel olacak elbette.

X bir kime ve s, X Uzerine bir denklik iliskisi olsun. X’in
bu denklik iliskisine gore her sinifindan bir ve sadece bir tane
eleman (sinifin bir temsilcisini) se¢cmek istiyoruz ve bu temsil-
cileri olabildigince gtizel bir bicimde se¢cmek istiyoruz. Burada
“glzel”den ne kastettigimiz pek belli olmayacak, X e ve X
Uzerine tanimlanan denklik iliskisine gore degisecek.

Eger X kUmesi tzerine bir denklik iliskisi verilmisse, amag,
Oyle bir T ¢ X altkimesi bulmak ki, her x e X igin



iIMn71=1
olsun. Bu T kimesi, her siniftan tek bir eleman barindiracak,
yani siniflarin “temsilcileri”’nden olusacak.

M M [Z]
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- 0t -

- - é -

- - 9 J @ .

- e m - o © . d
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Bu drnekte, soldan saga dogru, her siniftan su elemanlar secilmis:
XY,z LU Vv,wrasnp,q.

Yukardaki resimdeki ornekte,
T={X,y,2z tu v, wa,s,np,q}
kimesi bir temsilciler kiimesidir.
Bu bélimde sadece drnekler verecegiz. Boylece denklik ilis-
kisinin de daha iyi kavranacagini umuyoruz.

Ornek 1. Tamsayilar kiimesi Z (izerine,
X =y <X -y ¢ift sayidir

olarak tanimlanan denklik iliskisine bakalim. Sadece iki sinif
var: ¢ift sayilar ve tek sayilar. Demek ki temsilci olarak bir ¢ift,
bir de tek say! sececediz. iste bir 6rnek: {24, -7}. Cift sayilar
arasindan temsilci olarak 24 secilmis, tek sayilar arasindan da
-7. Dogrusu bu temsilci se¢cimlerine pek giizel denemez, dogal
hi¢ denemez. Bu durumda en giizel ve en dogru secim (her ne
demekse!) 0 ve 1 secimleridir: Cift sayilarin temsilcisi 0 olsun,
tek sayilarin da 1.

Yukarda yapilani genellestirelim, n bir dogal sayi olsun ve
= denklik iligkisini

X=y<$x-y e nZ

olarak tanimlayalim. Toplam n tane sinif vardir.



[0]
[1]

nZ =«Z + 0,
nl + 1,

nZ + i,

[

[n-1] =nZ + (n-1).
Her siniftan bir temsilci sececegiz. Her sinifta,
0,1, ..,n-1
elemanlarindan biri ve yalnizca biri vardir. iste biz de temsilciler
olarak bu elemanlari secelim. Ornegin, n =5 ise, temsilci olarak,
0,1,2, 3,4
elemanlarini secelim.
5, -4,7, 13, -16
elemanlarini da secebilirdik, ama herhalde 0, 1,2, 3, 4 se¢im-
lerinin daha dogal ve daha gizel oldugu konusunda kimsenin
kuskusu yoktur. « = 3 icin resim asagida.

n =3 i¢in G¢ “dogal” temsilci: 0,1 ve 2

Bu ornekte, temsilciler kiimesi olarak
T={0, 1, 2, 3, 4}
kiimesini secmeyi yegliyoruz.

Ornek 2. IR Uizerine,
X=yox-ysZ
olarak tanimlanan denklik iliskisini alalim. Bu denklik iliski-
sinde her x elemani [0, 1) arahdinin x - |x] elemanina denktir
ve x bu araliktan bir baska elemana denk olamaz. Demek ki



[R'nin her elemani [O, 1) kiimesinden bir ve sadece bir tek ele-
mana denktir. Temsilci olarak [0, 1) araligindaki sayilari alahm.
Ornegin, bu segimle, n - 3, r¢nin sinifinin temsilcisidir.

Temsilcileri [3, 4) ya da (0, 1] araliginin ya da ¢ok daha
egzotik olan [3, 3,2] u (4,2, 5) kimesinin elemanlari olarak
da secebilirdik ama bu se¢imler [0, 1) araligi kadar dogal ve
guzel olmazlardi.

Ornek 3. IR Uizerine,
isyox-yeQ

olarak tanimlanan denklik iliskisinin her sinifindan bir eleman
se¢cmek hi¢ kolay degildir, hatta bir bakis agisina gére mim-
kin de degildir. Bu durumda yukardaki 6rneklerde oldugu
gibi dogal se¢imler yoktur. Bu 6rnekte her siniftan bir temsilci
secmek i¢cin Secim Aksiyomu’na ihtiyacimiz vardir. Bkz. sayfa
119. Bu boélimde genellikle temsilci segmenin mimkin oldugu
orneklerde sézedecegiz.

Ornek 4. X = Z, Q ya da iIRolsun.
X Zy<>x2=y2
olarak tanimlanan denklik iliskisi icin, en dogal temsilciler ne-
gatif olmayan sayilardir. {-5, 5} sinifindan 5’i secelim. Sonucg
olarak, temsilciler kimesi adayimiz
T={*e X :x >0}
kUmesi.

Ornek 5. /7 : IR x IR — IR fonksiyonu
f(x,y) =x2+y2
esitligiyle tanimlansin ve
xX,y)s (z, ) o f(x,y) =1(z, 1t
olsun. Bu bir denklik iliskisidir. Burada denklik siniflar1 0 (0, 0)
merkezli cemberlerdir. Demek ki her ¢cemberden temsilci ola-



rak bir nokta se¢cmeliyiz. Degisik secimler olabilir. Birkacgini
asagida verdik.

Temsilciler bir egrinin ~ Temsilciler bir yari dogru

ustiinden secilmis. ustiinden segilmis. yari dogru Usttuinden segilmis.
*’in sinifindan temsilci En guzel secim!
olarak a segilmis.

Ornek 6. X = R x R \{(0, 0)} olsun, s iliskisini
(X, ¥) =(z, ) o Bir A* 0icin x = Xy ve z = Xt

olarak tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir ve her sinif
0(0, 0) noktasindan gegcen ama bu noktasi ¢ikarilmis bir dog-
rudur. O merkezli (6rnegin) 1 yaricapli ¢emberin “yarisi”,
ornegin asagidaki sekilde goriilen “Ust yarisi”, her siniftan bir
ve sadece bir tek eleman barindirir. Dikkat (1, 0) ve (-1, 0)
noktalarindan sadece birini se¢melisiniz.

Ornek 7. X =1 x R \{0, 0) olsun ve s iliskisini
(*>y) = (t) <>Bir X>0icinx = Xzvey = K
olarak tanimlayalim. Bu da bir denklik iliskisidir ve her sinif
0(0, 0) noktasindan c¢ikan ama bu noktay! icermeyen bir 1Sin-



dir. O merkezli (6rnegin) 1 yaricaph ¢ember her siniftan bir ve
sadece bir tek eleman barindirir.

Eder yukardaki iki érnekte X = K x | olsaydi, o zaman
tek basina bir sinif olusturan (0, 0) noktasini da temsilci olarak
daha oOnce secilen temsilcilere eklememiz gerekecekti.

Ornek 8. X, bildigimiz IR x IR Oklid duzleminin dogru-
larindan olusan kiime olsun ve = iliskisini
ks to kvel paralelse
olarak tanimlayalim. (Her dogrunun kendisine paralel oldugu
varsayiliyor.) Bu bir denklik iliskisidir. Her sinif birbirine (ya da
belli bir dogruya) paralel dogrulardan olusur. Her sinif, 0(0, 0)

noktasindan gegen bir ve sadece bir tek dogru icerir. Sonug
olarak, temsilciler kiimesini O’dan gegen dogrular olarak sece-
biliriz. Eger isteseydik, temsilciler olarak, verilmis bir ¢gembere,



cemberin st tarafindan teget dogrulan da segebilirdik ama
bunlar ilk temsilcilerimiz kadar sik olmazdi.

Bu ornekte her sinif igerdigi dogrularin egimi tarafindan (bir
gercel sayl ya da sonsuz) kodlanir.

Ornek 9. N xN kiimesinde (N x N yerine IR x IR kiimesini
de alabilirdik),
(a, b)=(c,d)y<sa+d=c+b
iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir. Her sinif asa-
gidaki resimdeki gibi capraz dogrularin dstiindeki noktalardan
olusur. Her denklik sinifinin N x j0} u {0} x N kiimesinde bir
ve sadece bir tek temsilcisi vardir.

(0, 6)’ya denk elemanlar

Bu drnekte her sinif bir tamsay! tarafindan kodlanir: (a, b)
noktasinin sinifi a - b tarafindan kodlanir. Nitekim bu sayi
siniftan segilen secilen (a, b) noktasindan bagimsizdir, yani
(a, b) ve (c, d) ayni simftalarsa, a- b =c - d olur.

Ornek 10. IR x IR kiimesinde
(& b)s (c,d) <==3(@- ¢c)=2{b- d)
iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir. Bir (a, b) elema-
ninin sinifi, gecen boliimde (gene Ornek 10) gordugumiz gibi
y = (3/72)* + (b - 3a/2)



denklemiyle verilen dogrudur. Denklik siniflari birbirine pa-
ralel dogrulardir, nitekim her birinin egimi 3/2'dir. Asagidaki
resimde denklik siniflarini resmettik. Denklik siniflarina paralel
olmayan her dogru, yani egimi 3/2 olmayan her dogru 6rnegin
x = 0 dogrusu her siniftan tek bir eleman igerir: [(a, b)\ sinifin-
dan (b - 3aH, 0) noktasini icerir. Dolayisiyla egimi 3/2 olmayan
dogrularin her biri her siniftan bir ve sadece bir tane temsilci
icerir. Bu 6rnekte ne yazik ki dogal bir se¢cim yok. Temsilcileri
en azindan bir dogru olusturacak bicimde secebiliyoruz. Ornek
3’le karsilastirinca buna da sukdr diyelim.

Ornek 11. R x R x R kiimesinde
[a, b,c)=(@" b',d)<sa+b+c=a+b" +d
ikili iliskisini tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir (gene
Ornek 4’Un 6zel bir hali). Her sinif, (0, 0, z) biciminde yazilan
bir noktanin sinifidir:
(& b,c)s (0,0,a+b +c).

Ayrica [a, b, ¢)s (0, 0, 2) ise x =a + b +c olmak zorundadir.
Siniflarin resimlerini ¢izmeyi okura birakiyoruz. (Her biri g
boyutlu uzayda bir dizlem olacak.) Dolayisiyla temsilciler ki-
mesini T = {0} x {0} x [R olarak segebiliriz.



Benzer 6rnedi IR x IR x IR x IR kiimesi igin de verebiliriz:
(& b,c,d)=(' b',d,d)o a+b+c+d=a+b" +c +d
olarak tanimlansin. Bu sefer, dort boyutta oldugumuzdan, si-
niflari ¢izemeyiz ama hi¢ olmazsa, her (a, b, c, d) igin,
(@ b, c,d)=1(0,0,0,1

denkligini saglayan bir ve bir tek i e R oldugunu kanitlayabi-
liriz. Kolayca gorulebilecegi tzere, bu t sayisi sadece ve sadece
a + b +c +d sayisi olabilir.

Ornek 12. X, bir A kiimesinden bir B kiimesine giden fonk-
siyonlar kiimesi olsun, yani X = Fonk(A, B) olsun, a, A’mn bir
elemani olsun. X dzerine = iliskisini, her /, g e X icin,

f =gn> f(a) =g(a)

kuraliyla tanimlayalim. Bu bir denklik iliskisidir. (Bir dnceki
bolumun Ornek 12’sinde U - {a} alirsak ayni érnegi buluruz
ama burada orada buldugumuzdan baska temsilciler bulacagiz.)
S, A’dan B’ye giden sabit fonksiyonlar kiimesi olsun. Bir b e B
icin, sabit b deg@erini alan fonksiyonu sb olarak tanimlayalim:
Her x e Aicin sb(x) =b. Her / e X i¢cin / s olur. Ayrica
eger f =sbise, b =f(a) olmak zorunda. Bir baska deyisle, her
denklik sinifi S kiimesiyle tek bir elemanda kesisir, yani S bir
temsilciler kiimesidir.

Ornek 13. X, (Rden IRye giden fonksiyonlar kiimesi olsun,
yani X = Fonk([R, IR) olsun. [Rden iki farkli eleman secelim,
kolaylik olsun diye diyelim 0 ve |’i sectik. Her f, g e X igin
su tanimi yapalim:

f =g<=>/(0) =g(0) ve /(1) =g(l).
Bu, X kumesi Uzerine bir denklik iliskisi tanimlar. (Bir 6nceki
bolimin Ornek 12’sinde U = {0, 1} alirsak ayni érnegi buluruz
ama burada orada buldugumuzdan baska temsilciler bulacagiz.)
T kiimesi, m ve b gercel sayilari igin,
f(x) =mx +b



formuluyle verilmis fonksiyonlar kiimesi olsun. O zaman T
bir temsilciler kiimesidir. Bunun dogrulugunu kontrol etmeyi
okura birakiyoruz.

Ornek 14. X = p(N) olsun, yani N’nin altkiimelerinden olu-
san kiime olsun. B, C e X icin, eger B ile C arasinda bir esleme
varsa B « C yazalim. « iliskisi X Uzerine bir denklik iligkisidir.
Bu denklik iliskisinde boskiime sadece kendisine denktir. N’nin
n elemanl bir altkimesi n elemanli tim altkiimelerine denktir
ve baska hicbir kimeye denk degildir.

N’nin her altkiimesi ya sonludur ya da sonsuzdur! Eger
B, N’nin sonlu bir altkiimesiyse ve n tane elemani varsa o za-
man,

B«{0,1,...,«- 1}
olur. Sag taraftaki {0, 1, ..., n - 1} kimesine An diyelim. Bu
arada A0 = 0 esitligine dikkatinizi ¢ekerim.

Kitabin ikinci bolumunde, N’nin her sonsuz altkiimesinin
N’ye denk oldugunu kanitlayacadiz. Demek ki, her A e X ya bhir
n dogal sayisi icin A,,’ye ya da N’ye denk. Bir baska deyisle,

T={An:ne N} u {N}
kiimesi her siniftan bir ve sadece bir tane temsilci icerir.

Ayni T, p(Q) icin de (ayni denklik iliskisi i¢in) her sinif-
tan bir ve sadece bir tane temsilci icerir. Bunu da kitabin ikinci
boluminde gdérecegiz.

p(R) kumesi ve « iligkisi i¢in bir temsilciler kimesi bul-
maya c¢alismak ¢cok daha problematiktir. N ile K arasinda bir
eslemenin olmadigini kanitlamak pek o kadar zor degildir, bkz.
Teorem 13.3. Akla belki ilk gelebilecek olan

Tj={An:n e N} u {N, K}
kimesinin her siniftan bir temsilci barindirip barindirmadig,
matematigin bugtn kabul edilen aksiyomlariyla kanitlanama-
yacak dnermelerden biridir. Tj’in p(IR)’nin her sinifindan bir
eleman barinmasi varsayimi Sireklilik Hipotezi olarak bilinir



ve dedigimiz gibi kanitlanamaz bir énermedir. ikinci bolimde
bu konu Uzerine biraz daha fazla bilgi bulacaksiniz.

Alistirmalar

1. X = N\{0} ve x e X olsun. Eger 27, x’i béliyorsa, ama
2MH, x'1 bélmuyorsa, u(x) = n yazalim. Her x, y ¢ X igin su
tanimi yapalim:

X =y <>u(x) = u(y).
Bu denklik iliskisi i¢cin bir temsilciler kiimesi bulun.

2. X = N\{0} ve x e X olsun. Eger x\ bélen asal sayi
sayisini n(x) olarak goésterelim. Her x, y ¢ X i¢in su tanimi
yapalim:

X =y <>7c(jc) = Tt(y).
Bu denklik iliskisi i¢cin bir temsilciler kiimesi bulun.

3. X = Fonk(R, R) ve n pozitif bir dogal say! olsun. R’den
n farkli eleman secgelim, diyelim ax, ..., an elemanlarini sectik.
Her f,g ¢ X icin su tanimi yapalim:

/=g0 Heri=1, .. nicinf(ay =g{ad.
Bu, X kimesi tUzerine bir denklik iliskisi tanimlar. T, en fazla
n-1’inci dereceden polinomiyal fonksiyonlar kiimesi olsun.
T’nin bir temsilciler kiimesi oldugunu kanitlayin.

4. X = Fonk(R, R) olsun. Her f, g e X i¢in su tanimi ya-

palim:

/s go 3c \Wxf(x) =g(x) +c.
Bu, X kumesi Uzerine bir denklik iliskisi tanimlar. Y, Oda 0
degerini alan fonksiyonlar kiimesi olsun. Y’nin her siniftan bir
fonksiyon barindirdigini ama bir temsilciler kiimesi olmadigini
gosterin.






10. Toplami Yazmanin
Sik Bir Yolu

1, 2, 3, n dogal sayilarinin toplami dogal olarak
1+2 +3 + me+n
olarak yazilir. Ayni toplami daha tikiz bigcimde

EI,-"

yazmak ¢ok ise yarar, her seyden 6nce yer ve zaman kazandirir,
ama bunun da 6tesinde hesaplar daha kolay yapmamizi saglar.

Eger 1, 2, 3, ..., n dogal sayilarinin karelerini toplayacak
olursak, o zaman

12 4+22 + 32 + o= +n2
yerine> 2
L=1*

yazariz. Birka¢ 6rnek daha verelim:

y.j N =1+si2+%Bh—1n,

y, itf+i) =i+3+6+io+..+ili£i)i

A=yo2 2
IS O

s S T I A
n _1._12 3 w
@i+l 2 3 4 ‘n+1



Sanirim anlasiimistir: Eger a2, a3, ..., an, ... bir sayi di-
zisiyse, o zanlan

#1 + a2+ a3 + + an

SU*

yazilir. Bu toplam séyle okunabilir: “i, | '"den «’ye kadar seyrettik-

yerine

¢e a/lerin toplami”. Buradaki ¢'ye gostergec¢ ya da indeks denir.
| isareti, Yunan alfabesinin, adina “sigma” denilen s harfi-
dir; s harfi de latin kdkenli dillerde toplama demek olan sum,
somme gibi kelimelerin basharfidir.
Toplamaya | 'den baslamak zorunda degiliz, baska bir sa-
yidan da baslayabiliriz. Mesela:
y. 1.1 1 1
18i 3 4 n’
Toplamin belli bir m sayisindan basladigini géstermek igin,

jurdk'm 1
yazilir. EGer m < n ise, bu toplamin anlami belli:
lemai =am+ ant\ + "e +<V
Eder n = ra ise,
Z m
-m 1 m

olur elbette. Eger m > n ise, 0 zaman toplanacak sayi yoktur ve
bu durumda toplamin 0 oldugu kabul edilir. Yani boskiimenin
elemanlarinin toplami Odir! Ornek:

Soylemeye gerek var mi bilmiyorum ama, tepedeki n sayisi
da belirli bir sayi olabilir:

vi7z7 1 1 1 1 11



Toplamaya negatif bir sayidan da baslanabilir. Ornek:

V 3 1 1 1 1 1 1 1
—21IM+1=5+2+1+2 +5+ 10*

Yalniz toplanan seylerin tanimh olduklarina dikkat etmek
gerekir. Mesela 1/i’'leri Odan baslayarak toplayamayiz. Baska

ornekler:
1 ~5 1 Ny i
-2 7’ i=li2- 9

toplamlari anlamsizdir.

Bu arada,

Xei=tnall
toplaminin m ve n sayilarina gore ve elbette ai sayilarina gore
degistigini ama bu toplamda aslinda i diye bir sayr olmadigina dik-
katinizi ¢cekerim, iyerine herhangi baska bir simge de yazabilirdik:
n \"*n
N R f=271 Ak

Kimi zaman m ve n yerine daha karmasik terimler belire-

bilir. Ornegin,
yr’2n-3 1 i ~ 1 ~ ~ 1
2-ii=3m+ii  3™M+1 3m+2 2n-3

Tabii e§er 3m + 1 > 2n - 3 ise, toplam gene 0 olur.

Bircok kez gostergeci degistirmek gerekebilir. Ornegin,

Z 97 1 Vv-"94 1
=S - o=+ 3)(; +4)
(Her iki toplamin da ayni toplam oldugundan emin olun.) Yu-
kardaki gostergec degisikligini yapmanin en temiz yolu soldaki
esitlikte
/=1-3

koymaktir. Bu durumda, i, 3'ten 97’'ye kadar giderken, ;,
3 - 3’ten 97 - 3’e yani Odan 94’e gider. Toplamin i¢cindeki teri-
min ne oldugunu gérmek igin de i yerine /+ 3 yazmak yeterlidir.



/den /ye donisen gostergeci, tekrardan /ye donistirmek
cok kolaydir:

VvV 97 1 _"N94 1 NO4 1
A i=3i(i+1) - A-=0(/ +3)(;+4) = i=0(i +3)(i +4)'

Bir toplami elbette parcalara ayirabiliriz. Ornegin,

Vo7 1 _V 43 1 VN7 1
A= 30 +1) N 1B 1) + A<=44 4G + -

Bunun en sik gorilen ornegi sudur;
ZI
=l ai = 2-1i=ziai +an+lk
Su tar pargalamalara da arada bir rastlanabilir:
i=\ai =2j,=1  +~ [ 2+I"""

v-ik
Zi:xai ~ L li ai+I”™i=[in]+lar

(Burada [x], x sayisinin tamkismi demektir.)
Asagidaki tirden toplamlar da dnemlidir;

Okur tahmin etmistir ama anlamini yazalim gene de:

-a0 +a-yx+a2X2 + —+anxn.

Bu toplamlar verilen x sayisina gore degisir elbette.
Kimi zaman sonlu bir A sayr kiimesi verilmistir ve A’daki
sayilar toplanmak istenir. Bu toplam,

olarak yazilir. Qrnegin, A = {1, 3, 7, 11, 15} ise,
A =1+3+7+11+15 =37

olur. Ya da



XaeA a2=12+32+72+112 + 152.

Daha genel olarak, eger A herhangi bir sonlu kiimeyse ve
/:A->R
bir fonksiyonsa,

yaziliminin ne anlama geldigi belli. Bu arada eger / sabit olarak
u degerini alan bir fonksiyonsa,

J I™MJ(a)=u\A\
esitligini dikkatlerinize sunariz. Yeri gelmisken, pek sik karsi-
lasilan,
S - 1-WwW

esitligini de yazalim. Burada, A’'mn her a elemani igin bir 1
toplaniyordur ve sonu¢ A’nin eleman sayisi ¢ikar elbette.
Eder A ve B ayrik kiimelerse,

A >gAYBXASeA * +SeB *

olur. Eger A ve B kimeleri ayrik degillerse,

S XxeAuBX=SeA * +SeB * “S XeAnBX

olur. Bu arada,

Z *0* =0
esitligini bir defa daha animsatiriz.
Bu yazilimin su varyasyonlari da vardir:

p asal ve <17 p'

Bunun anlami belli:
11 1 1 1 J

17veasalp - 2+ 3 + 5+ 7 + 11+ 13



Toplama igin yaptigimizi carpma icin de yapabiliriz. Carpma
icin S yerine Il simgesi (buytk harf pi, yani Yunanca p, ¢arpim
anlamina gelen product ya da produifnin p’si) kullantlir. Bir
ornek vermekle yetinelim:
t-t|7 ,———i——:al<2—x—3x—4x 56 7 1

1A'=li+1 2 3 4 5 6*7*8 ~8'

Kimi zaman toplami sonsuza kadar gotlirmek isteyebiliriz.
Ornegin,

0,101010101010...

sayisini,
1/10 + 1/1.000 + 1/100.000 + 1/10.000.000 + ==
ya da
1/10 + 1/103 + 1/105 + 1/107 + =
ya da

1

olarak yazabiliriz. Sonlu sonu¢ veren bu sonsuz toplamlardan
baska kitaplarda s6zedecegiz. Okur simdilik bu tir toplamlari
dudaklarinda muzip bir tebessumle kabul etsin.

2-m=l n 2 ~ 6

gibi, umulmadik ve kanitlanmasi icin oldukca yiksek seviyede
matematik gerektiren esitlikler umariz okuru heyecanlandirir.



11. Bilesim KUmesinin

Eleman Sayisi

erkesin nefret ettigi tiirden bir problemle baslayalim.

.X. -M-Bir toplulukta 50 kisi maviyi, 40 kisi kirmiziyi, 30 Kisi
sariyl, 12 kisi hem maviyi hem kirmiziyr, 10 kisi hem maviyi
hem sariy1, 15 kisi hem kirmiziyi hem sariyi, 7 kisi hem ma-
viyi hem kirmiziyi hem de sariy1 seviyor. (Mavi seven 50 Kkisi
baska renkler de sevebilir.) Bu toplulukta mavi, kirmizi ya da
sarl renklerinden en az birini seven kac kisi vardir?

Tam bir ahret sorusu!

Biraz distniince durumun asagidaki gibi olmasi gerektigi
ve toplam 35 +20 + 12 +3 +5 + 8 + 7 = 90 kisinin bu ¢
renkten en az birini sevdigi anlasilir.

Ayni yaniti hi¢ dusiinmeden, sadece verilere bakarak, su
sekilde de bulabilecegimiz sizi sasirtabilir:
(50 +40 +30) - (12 + 10 + 15) + 7 = 90.



Bu yazida ikinci yontemin neden dogru yaniti verdigini go-
recegiz, yani M, K, S kiimelerinin bilesiminin eleman sayisini bu
kumelerin eleman sayisindan ve ikiser ikiser kesisimlerinin ele-
man sayisindan ve tg¢tindn birden kesisiminin eleman sayisindan,

IMu Kusl=M+IK+H
- (IMnK\ + \KnS\ + \SnM\) + \Mnl
formullyle elde edilebilecedini gorecegiz.

Bunu sadece M, K, S diye adlandirdigimiz t¢ kiimeyle degil,

T, T2, ..., Tn
diye adlandiracagimiz herhangi n tane sonlu kiimeyle de yapa-
biliriz: Bu kiimelerin her birinin eleman sayisi verilmisse, ayrica
ikiser ikiser kesisimlerinin eleman sayisi verilmisse, ayrica ucer
ucer kesisimlerinin eleman sayisi verilmisse, ayrica dérder dor-
der kesisimlerinin eleman sayisi verilmisse ve boylece mumkun
olan tim kesisimlerinin eleman sayisi verilmisse, o zaman,

Txu T2u .. u Tn

bilesiminin eleman sayisini bulabiliriz.

Kanitlayacagimiz formilt n = 3 i¢in yukarda yazdik, n = 2
icin yanit oldukga basit:

ITiu T21= [T\ + |T2]- jTjn T2}
Son olarak, n = 4 icin yazalim:
Tlu T2u T3u T4
bilesiminin eleman sayisi
Ti, T2, T3, T4
kimelerinin eleman sayilarinin toplami, eksi,
Tin T2, Tjn T3, Tjn T4, T2n T3, T20 T4, T3n T4

kimelerinin eleman sayisinin toplami, arti,

n T2n T3, Tan T2n T4, Tjn T3n T4, T2n T3n T4
kimelerinin eleman sayisinin toplami, eksi,

T1In T2n T3n T4
kiimesinin eleman sayisi olarak bulunur. Eger, 6rnegin,
Tjn T2n T4
yerine T12 4 yazarsak, formuld, « =4 igin



ITiu T2u T3u T41= |Tj| + 2|+ I3+ |™4]
_(IT2]+ T3+ |THA)+ T3]+ |T2,4i + |T341)
+ (| T1,231 + |TIA4I + 171,341 + 12,3 40)

_ T1,23,4
olarak yazabiliriz.

Sanirim n =5 icin formdlin ne olacagi tahmin edilmistir.
Konumumuzu belirleyelim ve formuli en ekonomik bigimde
yazabilmek icin bir tanim verelim, n tane sonlu kiime alalim.
Bu kumelere
Ti, T2, ..., T,
adini verelim. Ayrica, ilf ..., ij e {1, ..., n) igin,
T"l *=Txn Ton .. N Ty
tanimim yapalim. Elbette, 6rnegin,
Tu =Ti,
~112=TL2=T2l,

TIL42 = 7412 = 7241 = T1,24
olur. Bundan bdyle T- yazilimim, sadece

1<(',1<>2<...<ijs «
esitsizliklerini saglayan ¢1, 12> ij gostergecleri icin kullana-
cagiz.

Simdi, kanitlayacagimiz formuli matematiksel olarak ya-
zabiliriz:



Teorem 11.1 [igindelik-Dismdalik Teoremi]. Yukardaki ya-
zihimla,

yanl,

olur.
Kanit: Once biraz disiinelim.

toplaminda bir¢cok elemani birka¢ kez sayiyoruz: Bu toplam-
da her eleman ka¢ tane T/nin icindeyse, o kadar kez sayiliyor.
Ornegin bir eleman TIf T2, T4 kiimelerindeyse ve digerlerinde
degilse, o zaman bu eleman toplamda tam ¢ kez sayiliyor.
Acikca gorulmese de kanitimizda bizi yénlendiren fikir budur.
Herhangi bir t elemani ve i = 1, ..., nigin

1 eQfer te T{ise

0 egert €% ise
tanimini yapalim. O zaman, biraz dusununce kolaylikla goru-
lebileceg@i Gzere, her t e T icin,

1 aksi halde

olur. Demek ki, her i e T igin,

™)

bulunur. Simdi soldaki ifadedeki ¢carpimi agalim.



buluruz. (ikinci esitlik gérundugi kadar zor degildir... /=0 ol-
dugunda, carpiminin 1 oldugunu varsayiyoruz.) Bundan,

cikar. (/=0 icin elde edilen 1 sadelesti.) Demek ki, (*) formu-
Iinun solundaki

ifadesi

ifadesine esit. Simdi bu son ifadeyle oynayalim. Once,

esitligini gérelim. Hesaplara kisa bir ara verip en sagdaki top-
lamin ne olduguna bakalim, iZlerin tanimindan, hemen,

i 1 efgerte?7]ln ..n T, ise
tu-ti. H ) '
" [O aksi halde

esitligi ¢ikar. Demek ki,

dir. Yukarda basladigimiz hesaba devam edelim.



=Y (‘ir]Ii{n ..nT.

=yn (-1rly il
istedigimizi kanitladik. []

Belki biraz acili bir kanit oldu ama bir sonraki Sayma adli
kitabimizda teoremi kullanarak cok ilging esitlikler kanitlayip
cektigimiz aciya degdigini gosterece@iz. Ayrica S simgesiyle
biraz el aliskanhdi kazanmis olduk.

Bu olgunun bir baska (belki biraz daha kolay) kanitini sayfa
205'teki “Kumeler Kurami Final Sinavi’nin birinci kisminda
bulabilirsiniz. Sinavin dizeltilmis sekli kitabin sonlarinda.



Okuma Pargasi:

Secim Aksiyomu ve Bir Oyun

nce kolay oyundan baslayalim. Asil oyun ve sasirtici so-
Onug sonra gelecek.

Padisah 100 kisiyi idama mahk(im etmis. Ama o kadar da
insafsiz degilmis; mahkdmlara son bir sans daha vermek istemis:

- Yarin, sabahin kériinde hepinizi siraya dizecegim, demis.
Hepinizin kafasina siyah ya da beyaz bir sapka giydirecegim.
Herkes dnundekilerinin hepsinin sapkasini gérecek ama arka-
sindakilerinin sapkasini géremeyecek. Kimse kendi sapkasini da
gbremeyecek elbette. En arkadan, yani kendi sapkasi disinda
herkesin sapkasini gérenden baslayarak herkese teker teker
sapkasinin rengini soracagim. Dogru tahmin edeni affedecegim,
yanhs tahmin edeni idam edecegim. Herkes arkasindakilerin
tahminini duyacak. Bu isin altindan en az zaiyatla nasil kalka-
caginizi disiniin butin gece...

MahkOmlar hicrede kara kara dustnmdsler. Biri,

- Padisahimiz hi¢ olmazsa sapkalarin ytzde ka¢ olasilikla
beyaz, ylizde kag olasilikla siyah olacagini sdyleseydi, demis.
Boylece hepimiz olasiligi en yiksek olan rengi soyler ve blyik
olasilikla yarimiz ve belki de daha da fazlamiz kurtulurdu...

- Acaba bizden 6nce tahminde bulunan arkadaslarin aki-
betini bilebilecek miyiz? diye sormus biri.

- Bilinmez ki demis bir baskasi... Padisah bu!

MahkOmlar i¢c cekmigler. Biri,



- Rastgele bir renk sodylersek, sapkalarin dagilimi nasil
olursa olsun ortalama elli kisi kurtulur, demis.

- Tabii eger ¢ok sanssiz bir ginimiizde degilsek, diye ek-
lemis bir baskasi.

iclerinden en akillilarindan biri séyle bir 6neride bulunmus:

- En arkadaki hemen 6ntndekinin sapkasinin rengini soyle-
sin. Boylece kendisi kurtulamasa bile onun 6niindeki kurtulur.
Uciincl arkadas da hemen oniindekinin sapkasinin rengini soy-
lesin. Besinci arkadas da hemen énundekinin sapkasinin rengini
soylesin. Boyle devam edelim. Tek siradaki arkadaslar hemen
onlerindeki arkadasin sapkasinin rengini soylesin. Bdylece en
azindan yarimiz yuzde yuz kesinlikle kurtulur. Eger sapkalarin
siyah ya da beyaz olma olasihgi ylzde elliyse, geri kalan 50
kisinin de ytzde ellisi, yani 25’i kurtulur. Boylece asagi yukari
75’imiz kurtulmus olur.

Bir oncekinden daha iyi olan bu 6neri sevingle karsilanmis
dogal olarak. Bir baskasi,

- Benim daha iyi bir dnerim var, demis, | ’inci, 4’Gncu, 7’°nci,
10’uncu gibi 3n + I'inci siradakiler, hemen 6nlerindeki iki sap-
ka ayni renkteyse beyaz desinler, ayri renkteyse siyah desinler.
Boylelikle dnlerindeki iki kisi kesinlikle kurtulur. Mesela birinci
beyaz derse, ikinci 6nuindekinin rengini sdyler, G¢iinci de ikin-
cinin soyledigi rengi sdyler. Ama eger birinci siyah derse, ikinci
éniindekinin tersi rengi soyler, Ggiincii de ikincinin sdylediginin
tersini soyler...

- Boylece, demis bir baskasi sevingle, 66 kisi kesin kurtulur.
Geri kalan 34 kisinin de yarisi kurtulur, yani toplam 66 + 17
= 83 kisi kurtulur...

- Bu yontem 75 kisiden daha fazla kisi kurtariyor, demis
aritmetikte dahi gecinen biri. Peki daha iyi bir ydntem var mi?

O zamana kadar sessiz kalan en akilli mahkdm birden ye-
rinden firlayarak,



- Buldum! diye haykirmis, belki bir kisinin idam edilecegi,
ama geri kalan herkesin kurtulacagi bir strateji buldum.

Digerleri pek inanmamislar ama ne yapsinlar, umut umuttur.
En akillh mahkim devam etmis:

- En arkadaki mahk(im gordiga tim beyaz sapkalari sayar.
Eger tek sayida beyaz sapka goriyorsa beyaz der, ¢ift sayida
beyaz sapka goruyorsa da siyah der...

- Eee? demis digerleri.

- E’si su ki, boylece hepimiz en arkadakinin 6énundeki be-
yaz sapka sayisinin tek ya da ¢ift say! oldugunu biliriz. Diyelim
birinci mahkim 6niinde tek sayida sapka saydi ve beyaz dedi.
ikinci mahkOm da éniindeki sapka sayisini saysin. Eger cift sa-
yida beyaz sapka goériuyorsa, sapkasi beyaz demektir, tek sayida
sapka goruyorsa, sapkasi siyah demektir...

Belli belirsiz bir mirilti ytkselmis.

- Ya peki digerleri, diye sormus biri merakla.

- Diyelim ikinci mahkdm beyaz dedi ve tabii ki kurtuldu.
Boylece Uclinci mahkdm, kendisinin ve onindekilerin beyaz
sapka sayisinin ¢ift oldugunu anlar, ¢tinkii arkasindakinin sap-
kasi beyazmis. Eger GUclnci mahkOmun 6ninde tek sayida
beyaz sapka sayiyorsa, kafasinda beyaz sapka var demektir,
aksi halde siyah sapka olmali. Béylece o da dogru tahminde
bulunarak kurtulur. Bu mantikla devam edersek en arkadaki
ilk tahmini yapan arkadas disinda herkes kurtulur. En arkadaki
ilk tahmini yapan da sansi varsa kurtulur...

- Bu ydntemle 99,5 Kisi kurtulur demis aritmetik uzmani.

Birinci hikdyemiz burada bitiyor. Bu ¢6zim bile oldukca
sasirtici ama daha da sasirtict sonuclara hazirlanin.

Bir baska padisah, ilk hikdyedekinden daha acimasiz bir
padisah, 100 kisiyi degil sonsuz kisiyi idama mahkim etmis.
Her mahkdmun da bir numarasi varmis: 0, 1, 2, ... Ne kadar
dogal sayr o kadar mahk(am...



Padisah,

- Yarin, sabahin koériinde hepinizi siraya dizecegim, de-
mis. En arkada 0 numara, sonra 1 numara, sonra 2 numara
vs. Hepinizin kafasina ya siyah ya da beyaz renkli bir sapka
giydirecegim. Herkes ontndekilerinin sapkasini gorecek ama
arkasindakilerinin sapkasini géremeyecek. Kimse kendi sapka-
sinl da goremeyecek elbette. En arkadan* yani herkesi gérenden
baslayarak herkese sapkasinin rengini soracagim. Dogru tahmin
ederse affedecegim, yanlis tahmin ederse idam edecegim. Her-
kes daha 6nce tahminde bulunmus Kisilerin tahminini duyacak,
akibetini de bilecek. Bu isin altindan en az zaiyatla nasil kalka-
caginizi dastndn batin gece...

O sirada biri hapsirmis. Padisah bu saygisizliga kizmis.

- Kimse daha 6nce yapilmis tahminleri duyamayacak...

Bir baskas! tiksirmis. Padisah gene képurmus:

- Kimse arkadakilerin akibetini bilemeyecek...

Mahkamlar hicrelerine gekilip disinmeye baslamislar. Du-
rum zor! Hatta imkansiz gibi. Tahmin sirasi kendilerine gel-
diginde, kendi sira numaralari disinda ellerinde higbir ipucu
olmayacak.

Uzunca bir stireden sonra biri, ortaya atilip,

- Sonlu sayida arkadas disinda herkesi kurtaracak bir yon-
tem buldum! diye haykirmis.

inanilmasi giic ama gercek... Sonlu sayida mahkdm disinda
herkesin kurtulacag! bir yéntem vardir.

Tabii Se¢cim Aksiyomu’na inaniyorsaniz... Ki bu devirde
Secim Aksiyomu’na hemen hemen herkes inanir.

Yoéntemi aciklamak icin 6nce biraz “oyun”un matematiksel
analizini yapalim.

Once siyah sapka yerine 0, beyaz sapka yerine 1 diyelim.
Boylece padisahin mahkOmlarin kafalarina sapkalari geciris bi-



¢imini bir 01-dizisiyle g0Osterebiliriz. EGer padisah herkese siyah
sapka giydirirse, o0 zaman
000000000000000...
dizisi elde edilir. E§er padisah Oinci mahkima siyah, sonraki-
lere bir beyaz, bir siyah sapka giydirirse, dizi
01010101010101...
dizisi olur. Her mahkdm sapkalamasi bir 01-dizisi verir, her
01-dizisi de bir mahkim sapkalamasina tekabul eder. Bundan
boyle 01-dizisi yerine sadece “dizi” diyecegiz.

Belli bir asamadan sonra esit olan dizilere denk diziler diye-
lim. Yani sonlu sayidaki ilk birka¢ terim disindaki tum terim-
lerin esit oldugu dizilere denk diyelim. Ornegin,

x = 0011010101010101010101...
dizisiyle
y =0110110101000101010101...
dizisi denktirler, ¢ciinki her ikisinde de ayni asamada 01 sayi di-
zisi sonsuza dek tekrar eder, ya da soyle sdyleyelim: ilk 12 terim
disinda iki dizi birbirine esittir. Ornegin bir zaman sonra (ne ka-
dar zaman sonra oldugu 6énemli degil) hep 0 olan diziler birbirine
denktir. Bir baska 6rnek, bir zaman sonra 011 diye tekrar eden
011011011011011011011...
111011011011011011011...
001011011011011011011...
101011011011011011011...
110011011011011011011...
dizileri birbirlerine denktirler. Ama
01010101010101... ve 10101010101010...
dizileri birbirine denk degildir, ¢ciinki her ne kadar birinin ilk
terimini sildiginizde diger diziyi elde etsek de bu dizilerin «’in-
ci terimleri hep birbirinden farkli. iki dizinin denk olmasi igin
belli bir asamadan sonra dizilerin «’inci terimleri hep birbirle-
rine esit olmall.



x ve y dizilerinin birbirlerine denk olduklarini
X=Yy
yazilimiyla gosterelim. Su 6zelliklerin dogru olduklari bariz:
X =X,
X =yisey =X,
X =yvey=zisex =z
Bir baska deyisle, = iliskisi 01-dizileri kimesi tzerine bir “denk-
lik iliskisi”dir. 01-dizileri kiimesine D simgesiyle gdsterelim. Bir
[x]I =[yeD:x =y}
olsun. x'e denk elemanlardan olusan bu kiimeye x5n sinifi adi
verildigini biliyoruz.

*N

/
M = [yi

D kumesinin denklik siniflarina parcalanisi. X ile y denk olduklarindan
ayni siniftalar ve siniflari birbirine esit, [z] bir baska sinif, a da bir sinif;
a, icinde bulunan her elemanin sinifi. Eger t e a ise, a = [i] olur.

iki sinif ya birbirine esittir ya da birbirinden ayriktir, yani

her x, y e D igin
yaM =[y]lyada[ic]n [y] =0

olur, ve birinci sik ancak ve ancak x =y ise dogru olabilir,
aksi halde ikinci sik dogrudur. (Yukaridaki sekle bakin.) Bu,
= iliskisinin denklik iliskisi olmasinin, yani yukarda siraladigi-
miz U¢ 6zelligin dogrudan bir sonucudur. Bitiin bunlari 8’inci
boélimde gorduk.



idam guinii arifesi, mahkamlar her siniftan (iki degil!) bir

temsilci secerler. MahkGmlarin a sinifindan sectikleri temsilci-
ye x diyelim:

X e a.
X, ttm mahkdmlarin hemfikir olduklari, a sinifindan segilmis
herhangi bir dizidir. Elbette,

a =[x]
olur, ne de olsa x dizisi a sinifindan segilmis.

X y

Her siniftan bir temsilci segiliyor.

Mahkdmlar tim a siniflarindan sectikleri dizileri bir gece
Once sular seller gibi ezberlesinler.

Dikkat: Sonsuz sayida sinif ve her dizide sonsuz sayida terim
var. Ezberlenecek bayagi bir sey var yani.

Kaginilmaz saat gelir catar. Ertesi sabah mahkOmlar siraya
dizilirler. Padisah sapkalari mahkimlarin kafasina gecirir ve
bdylece bir 01-dizisi belirler. Diyelim padisah

aQar>fl2' fI3’ "e
dizisini belirledi. Padisahin belirledigi bu diziye a adini vere-
lim.

Her bir mahkdm 6ntndeki mahkdmlarin sapkasina baka-
rak padisahin sapkalarla belirledigi dizinin sinifini anlar, ne
de olsa her biri padisahin belirledigi a dizisinin kuyrugunu
gorayordur. Diyelim, padisah sapkalama ydntemiyle a sinifim
belirlemis, yani



[a] = a
imis. MahkOmlar a sinifini bildikleri gibi, bir gece dnceki ca-
lismalar1 sayesinde a sinifindan segtikleri x dizisini de bilirler.
Elbette
[x] =a
olur. Demek ki
[a] =a = [x]
olur, yani a ile x dizisi denktirler, yani padisahin belirledigi a
dizisiyle x dizisi ilk birkag, diyelim 1 milyon terimi disinda ay-
nidir. a ve x dizilerine sirasiyla
aq, aj, &, 03, ...
ve
Xda, #2,X3, ..
diyelim. ilk (diyelim) bir milyon terim disinda, bu iki dizi bir-
birinin aynisi. E§er «, 1 milyondan blUyukse, «’inci mahkdm an
tahmininde bulunursa kurtulacak...

Siranin en sonundaki mahkim (ilk tahminde bulunan ya-
ni) x0 tahmininde bulunur. Bir sonraki x 1 tahmininde bulunur.
MahkGmlar sirayla

A0V Nos K3 ..
tahminlerinde bulunurlar ve bdyle ilk 1 milyon mahkim disinda
herkes kurtulur. ilk 1 milyon mahkam da ancak sanslari yaver
giderse kurtulurlar...

Secim Aksiyomu’nu kullandigimizi anlamissinizdir. Her si-
niftan bir dizi segmek, Se¢im Aksiyomu kullaniimadan yapi-
lamaz; dolayisiyla aslinda her siniftan bir dizi gercekten, yani
uygulamada secilemez.

Her ne kadar sonlu sayida mahkdm disinda herkesi kur-
taracak bir stratejinin varhgini kanitlamissak da, bdyle bir
stratejinin bulunabilecegini sdyleyemeyiz!



Karisik Alistirmalar

1. A, B, C kimeleri icin, (AnC)\(BnC)¢(A\B)nC
icindeligini kanitlayin. Esitlik olmak zorunda midir?

2. Asagida tanimlanan A kimeleri icin, nA kidmesini bulun.

A={xe p(N) :1s x,2 € *}

A ={x e p(N) :dyle bir n >5 var ki, her m> n icin, ra g x}.

A ={x e p(N) : 6yle bir n >5 var ki, herm >nicin, m e x}.

A ={xe p(p(N)) :hernigin rcN e x}.

3. {1, 2, 3, 4} kiimesinin /3 = Id esitligini saglayan tim es-
lesmelerini bulun.

4. {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin /3 = Id esitligini saglayan kag
eslesmesi vardir?

5. N'nin “x <y o f(x) < f(y)” 6zelligini saglayan tim /
eslesmelerini bulun.

6. / : N -» Z fonksiyonu f(x) = x - x2 denklemiyle ve
g : IL— R fonksiyonu g(x) = x/(l +x2) denklemiyle tanimlan-
mis olsun, (g o f)(3) sayisini hesaplayin. {x : (g ° f)(x) > 0}
kimesini bulun.

7. / o / fonksiyonundan s6z edilebiliyorsa, /’nin tanim ve
deger kiimeleri hakkinda ne diyebilirsiniz? / o f bir eslemeyse
/ de bir esleme olmak zorunda midir?

8. Sabit fonksiyon ya da 6zdeslik fonksiyonu olmayan ve
f of =f esitligini saglayan bir / : N — N fonksiyonu bulun.



9. Oyle bir / : N -> N eslesmesi bulun ki, highir x e N igin
f(x) = x olmasin ve higbir pozitif n dogal sayisi icin /” = IdN
olmasin.

10. Oyle /, g : N — N eslemeleri bulun ki,

fef =g°g =id*
olsun ama hichir pozitif n dogal sayisi icin ve hi¢cbir x e N
icin
(fog)n(x) = x
olmasin.



Kimeler Kurami Final Sinavi 11

Birinci Kisim.
1. 1 ¢ IR n elemanh bir kiime olsun.

i(1>*2*3) 6 j3 : L <2< *F
kiimesinin eleman saytsmt bulun. Eger 3 yerine rastgele bir

k = 1, ..., nalirsak sonu¢ ne olur?
2. Herhangi bir s e N \{0} sayisi i¢in su esitligi gosterim
/s\ es\
=1.
V3y

3. Als..., A,, kimeler olsun. x, bu kiimelerin tam s tanesinde
bulunan bir eleman olsun. x’in

Z,<,<>nA/ W
sayisina olan katkisini hesaplayin, yani eger Bi = A\ {*} ise

KnA;™ |I-Z K< > |
sayisini hesaplayin.

4. Yukardaki verilerle, x’in

Z,-1A«-1-Zis-h nA/I+S i< ™~ K nAAA*|— =

sayisina katkisini hesaplayin.

1 Sorularin yanitlari kitabin en sonundadir. Bu sinavin bir versiyonu 2009-2010
akademik yilinin birinci déneminde istanbul Bilgi Universitesi birinci sinif
Matematik Bélumu 6§rencilerine verilmistir.



5. Yukardakilerden, AR1u ... u An\sayisinin

sayisina esit oldugunu kanitlayin. [igcindelik-Disindalik Teoremi]

6. A1n .. n An\sayisinin

Z/ KI-Zi</K-uUA/HZ k/<*KuAL A |— -a

sayisina esit oldugunu kanitlayin. ipucu: Bir énceki sonucu
Aj, ..., An kumelerinin timleyenlerine uygulayin.

ikinci Kisim. A ve B kimeleri igin,
A AB = (A\ B) kj (B\ A)
olsun. A A B kiimesine A ve B’nin simetrik farki denir.

, 1. Aisleminin birlesme ve degisme o6zellikleri oldugunu ve
n isleminin A Gzerine dagildigini kanitlayin.

2. n>2ise A1A A Ankimesinin tek sayida A/lere ait

olan elemanlardan olustugunu kanitlayin.
f\
3Vs (-1)’_12'_1[__ sayisinin eger s ¢iftse 0, tekse 1 oldu-
1)

gunu kanitlayin.
4. Yukardaki iki sorudan, |JALA ... A An]sayisinin
Z AIl-2Z < IAPA]+22Y , t<f<k A nNAYNA* | -

sayisina esit oldugunu kanitlayin.

Uclincii Kisim. Sabit bir X kiimesinin A ve B altkiimeler
icin
AiB =(AuB)c
olsun, u, n, \islemlerinin herbirinin sadece 4 islemi kullanila-
rak ifade edilebilecegini kanitlayin.



Dordincil Kisim. Eger (X9IG bir kiimeler ailesiyse, bu ai-
lenin n ,ei X (kartezyen ¢carpiminin
Utel X, ={/:1->Ui6l Xf: herie licinf(i)e X9
olarak tanimlandigim animsatalim.
Bir (Jt)1€1 gostergecler ailesi ve bir (Al;)lei) /£ ailesi icin,
1. Asagidakilerden birini kanitlayin:

uin day
nju e anrumngl(n@m

2. Asagidakilerden birini kanitlayin-.
n -
rL,(UBA )=/ (1w
n fe/(ri/ef =n /enist/, (r x ela»A=

Besinci Kisim. (An),, fe (B,,)n («me cfeisz o/sm«. Asagi-
daki 6nermelerin esdeger olduklarini kanitlayin:

a) Her n ve m icin, Ann Bmsonludur.

b) Her n icin An \A ve Bn\B kumelerinin sonlu oldugu
ayrik A ve B kumeleri vardir.

Altinct Kisim. (Abigl ve kimeler ailesi icin asagidaki
denklem sistemlerinin (oldugunda) c¢oézimlerini bulun. Co6zl-
mun biricikligini tartisin.

a) Afn X =B, (iel) b) A-u X =B((@iel)

c) Af\X =B((iel) d X\A-=B, (iel)






Kisim |l
Sonsuz Kumelerin
Elemanlarim Saymak






Okuma Parcasit:

Aristo’nun Tekerlek Paradoksu

itabin bu ikinci boélimunde sonsuz kimelerin eleman-

larini sayacagiz. (Sonlu kiimelerin elemanlarini saymayi
ta ilkokulda 6greniyoruz.) Sonsuz kiimelerin elemanini sayma-
nin ne demek oldugunu irdelemeye ¢ok eskilerden kalan bir
“paradoks”la baslayalim, Aristo’dan kalma, yani asag! yukari
2350 yilhk.

Asagidaki seklin solundaki daire bir tekerlektir. Bu tekerlek
yere A noktasindan degmektedir. Tekerlegimiz saga dogru tam
bir tur atarak ve kaymadan (yani patinaj yapmadan) yuvarlan-
sin. Simdi tekerlek sagdadir ve yere B noktasindan degmektedir.
AB dogru pargasinin uzunlugu tekerlegin (cemberin) cevresine
esittir elbette.

‘A F B

Cemberin her noktasi bir zaman sonra AB dogru pargasinin
bir noktasina degecektir. Ornegin ¢emberin tepe noktasi olan
E noktasi, AB yolunun tam ortasi olan F noktasina degecektir.
Bir baska deyisle ¢cemberin noktalariyla AB dogru parcgasinin
noktalari arasinda bir esleme vardir.



Buraya degin bir sorun yok. Sorunlar ilerde belirecek.

Simdi, tekerlegin icine tebesirle kiicik bir cember gizelim
ve tekerlek yuvarlandik¢a bu kigik ¢cemberin izleyecegi yola
bakalim.

Tekerlek tam bir tur yaptiginda C noktasi D noktasina gele-
cektir, cinkd A ve C noktalarindan gegen yaricap, bir tur sonra
B ve D noktalarindan gecen yaricap olacaktir.

Kucuk ¢cemberin her noktasi, tekerlek yuvarlandik¢a, CD
dogrusunun bir ve sadece bir tek noktasina degecektir. Orne-
gin yukardaki sekilde gortlen H noktasi, CD dogrusuna H'
noktasindan degecektir, ¢iinkii H ve G noktalarindan gegen
yaricap, yol boyunca bir ara, H' ve G' noktalarindan gecen
yarigap olacaktir.

Demek ki CD dogru pargasinin uzunlugu kticik ¢gemberin
cevresine esittir, ¢inkd kiguk ¢cemberin her noktasi CD dogru
parcasinin bir ve sadece bir tek noktasina es dusmektedir. Ama
CD’nin uzunlugu AB’nin uzunluguna esit ve AB’nin uzunlugu
blyidk ¢emberin uzunluguna esit. Demek ki kiiciik cemberin
cevresiyle buyuk ¢cemberin cevresi birbirine esittir!

Bu bir paradokstur. Kiigiik cemberin gevresi bilylk cemberin
cevresine esit olmamali...

Matematikte paradoks olmamasi gerektigine goére yanls
nerede?

Yaniti vereyim. Yanhs su timcede: Demek ki CD dogru
parcastnm uzunlugu kucik cemberin cevresine esittir, ¢clnki
kigik cemberin her noktasi CD dogru parcasinin bir ve sadece
bir tek noktasina es dismektedir.



Ornegdin asagidaki sekildeki yatay dogru parcalarinin uzun-
luklari birbirine esit degildir ama noktalari arasinda bir esleme
vardir. Sekildeki yontemle kisa dogru pargasiyla buyik dogru
parc¢asinin noktalari arasinda bir esleme oldugu gorilir.

Yukardaki ¢emberlerin noktalari arasinda da bariz bir es-
leme vardir. iste o esleme:






Okuma Parcasi:

Sonsuz Sayida Topla
Bir Fantezi

itabin bu ikinci kisminda sonsuz kiimelerle ilgilenecegi-

mize, hatta sonsuz kiimelerin elemanlarini (bir anlamda)

sayacagimiza gore, kuramsal (ve son derece ilging) matematige
baslamadan 6nce, sonsuzlukla ilgili bir iki agciklama yapmamiz,
sonsuzlugun tehlikelerine karsi okuru uyarmamiz gerekiyor.

Iste okuru bir yandan eglendirirken bir yandan da dustin-
direcek olan sonsuzlukla ilgili ilging bir problem.

Ayse bombos bir odada. Odanin kapisi ve penceresi agik.
Murat odanin hemen disinda, kapinin dniinde. Murat’in 6nin-
de 1, 2, 3, 4, ... diye sayilandirilmis sonsuz tane top var. Saat
12'ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 sayili toplari Ayse’nin bulun-
dugu odaya atiyor. Ayse hic zaman kaybetmeden 1 sayili topu
pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat
3 ve 4 sayili toplari Ayse’ye atiyor. Ayse gene hi¢c zaman kay-
betmeden 2 sayili topu pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye
1/3 dakika kala, Murat 5 ve 6 sayili toplari odaya atiyor. Ayse
bu sirada 3 sayili topu pencereden bahceye atiyor. Saat 12’ye
1/4 dakika kala Murat 7 ve 8 sayili toplari Ayse’ye atiyor. Ayse
de 4 sayili topu pencereden bahcgeye atiyor.

Bu bdyle hep devam ediyor.



Ayse’yle Murat gittikce hizlaniyorlar, gittikce daha hizlh
top atiyorlar. Murat’in énundeki toplar ikiser ikiser azahyor,
pencereden bahceye atilan toplar ise birer birer ¢cogaliyor...
Ayse’'nin odasindaki toplar da birer birer cogahyorlar elbet...

12'ye 1/1 var Murat 1 ve 2’'yi Ayse’ye atiyor Ayse |’i pencereden atiyor
12'ye 1/2 var Murat 3 ve 4’ii Ayse’'ye atiyor  Ayse 2’yi pencereden atiyor
12’ye 1/3 var Murat 5 ve 6'ylI Ayse'ye atiyor Ayse 3’0 pencereden atiyor
12’ye 1/4 var Murat 7 ve 8'i Ayse’ye atiyor  Ayse 4’0 pencereden atiyor
12'ye 1/5 var Murat 9 ve 10'u Ayse'ye atiyor Ayse 5’i pencereden atiyor

12'ye 1in var Murat 2n-1 ve 2«'yi Ayse’ye atiyor Ayse «'yi pencereden atiyor

Soru: Saat tam 12’de odada ka¢ top vardir?

Murat’in ve Ayse’nin toplari gittikge artan bir hizla atip ata-
mayacaklari sorusuyla ilgilenmeyelim. Fiziksel engelleri ortadan
kaldirip, soruyu soyut diizeyde algilayalim.

Birinci Yamt: Saat 12’de odada sonsuz tane top vardir.
Cunkd Murat odaya hep iki top atmaktadir ve Ayse odadan
yalnizca bir top disari atmaktadir. Dolayisiyla odadaki top sa-
yisi her hamleden sonra 1 artmaktadir. Bu ytzden, saat 12’'de
odada sonsuz tane top olur.

ikinci Yanit: Saat 12’de odada hi¢ top yoktur. Cunki Ayse
her topu bir zaman sonra pencereden bahceye atacaktir. Oyle
degil mi? Saat 12'ye Un kala, Ayse n numarali topu pencere-
den bahceye firlatacaktir. Dolayisiyla her top bir zaman sonra
odadan cikacaktir ve saat 12’de odada hig¢ top kalamaz.

Asil Soru: Yanitlarimiz birbirleriyle ¢elisiyor. Hangi yanit
dogru? Hangi yanit yanhs? Yoksa her iki yanit da mi yanlis?
Oyleyse dogru yanit nedir? Ve neden? Filan falan...Her iki yanit
da dogru gibi gdzukiyor. Ama her ikisi de dogru olamaz elbet.



Daha dogrusu, eger celiskisiz bir diinyada yasiyorsak her iki
yanit da dogru olmamali. Biraz distnelim.

Asil Sorunun Yaniti: Birinci yanitta odadaki top sayisi go-
zonunde bulunduruluyor. Odadaki top sayisi hep bir artti-
gindan, saat 12’de odadaki top sayisinin sonsuz olacagi one
saraluyor.

ikinci yanittaysa toplar teker teker gézéniine aliniyor. Her
top bir zaman sonra odadan disari atilacagindan, saat 12’de
odada hi¢ top kalamaz deniliyor.

Dogru yanit ikincisi. Birazdan ikinci yanitin neden dogru
oldugunu aciklayacagiz. (Bir paradoksu ¢6zmek icin yanitlar-
dan birinin neden dogru oldugunu agiklamak yetmez, digerinin
neden yanlis oldugunu aciklamak gerekir.) Once birinci yani-
tin gerekgesinin neden gecerli olmadigini anlatmaya ¢alisalim:
Odadaki top sayisinin durmadan artti§i dogru. Bundan hig
kuskumuz yok. Ancak bu olgu tek basina saat 12’de odada
sonsuz tane top oldugunu kanitlamaz! Odadaki top sayisi her
an artabilir ve gene de saat 12’de odada hig¢ top kalmayabilir!
Zaten burda olan da bu: Odadaki top sayisi artiyor ve saat
12’de odada hig top kalmiyor.

Top sayisinin artmasiyla sonsuzda odada sonsuz tane top
bulunmasi arasindaki iliski sanildigr kadar gicli degil, hatta
onsezilerimize ters diusecek kadar zayif!

ikinci yanitin neden dogru oldugunu daha iyi anlamak igin

her an odada bulunan toplari yazalim:

Saat Odadaki toplar Odadaki top sayisi
12’ye 1/1 kaladan hemen sonra 1

12’ye 1/2 kaladan hemen sonra
12'ye 1/3 kaladan hemen sonra
12’ye 1/4 kaladan hemen sonra
12’ye 1/5 kaladan hemen sonra
12'ye 1/6 kaladan hemen sonra

6

7,8
8,9, 10
9, 10, 11, 12

~N o o0k~ N

© N o oA
o v A W N

12'ye I/n kaladan hemen sonra ra+l, n+2, 2n ti



Odadaki toplari kime olarak gosterelim. 12'ye I/ra kaladan
hemen sonra odada bulunan toplarin kiimesine An diyelim.
Demek ki,

¢ ={2}

A2 = {3, 4}

A3 = {4, 5, 6}
Ad={5, 6,7, 8}

A5= {6, 7, 8,9, 10}
A6=1{7, 8,9, 10, 11, 12}

An = {n+1, ra+2, ..., 2«}

esitlikleri gecerli. Bu kiimeler dizisinin sonsuzda ne oldugunu
bulmak istiyoruz.
Aj kumesi {2, 3, 4, 5, 6, ... } kimesinin bir altkiimesidir.
A2 kumesi {3, 4, 5, 6, 7, ... } kimesinin bir altkimesidir.
A3 kumesi {4, 5, 6, 7, 8, ... } kimesinin bir altkimesidir.
Genel olarak An ktimesi {«+1, ra+2, ra+3, ... } kimesinin bir
altkiimesidir.
Bn, rdden blyuk tamsayilar kiimesini simgelesin. Yani
B,, = {ra+l, ra+2, ra+3, ... }
olsun. Demek Ki,
A1 S BI
A2¢ B2
A3¢ B3
Ad¢ B4

A5~"™ Bs
K e Bn

timceleri gecerli. An kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu gos-
termek i¢in, Bn kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu gdstermek
yeterlidir. Ama Bn kiimesi raden blyik sayilari igerdiginden,



her sayi bir zaman sonra fillerden birinin disinda kalir. (Ozetle
Bn kiimelerinin kesisimi boskiimedir.) Ornegin, 1995, B199%5'te
degildir, B1996’da da degildir; genel olarak, n > 1995 ise, 1995,
J3,,’de degildir. Bu dedigimiz yalniz 1995 icin degil, her sayi igin
gegerli. Demek ki Bn kiimeleri sonsuzda boskiime olurlar. Do-
layistyla An kiimeleri de sonsuzda bosktime olurlar.

An kiimelerinin elemanlarini sdyle yazarsak belki her sey
daha net gorunur:

Al 2

A2: 34

A3: 456

A4 5678

Ab: 6789 10

Evet, top sayisi artiyor ama sondan iki artip bastan bir
eksiliyor ve toplarin sayisi artsa da her top bir zaman sonra
pencereden disari atiliyor.

Burda yaptigimiz ikinci yanitin kanitini agiklamaktan baska
bir sey degil. ikinci yanitin kaniti dogrudur, yani ikinci yanit
dogrudur.

Limsup ve Liminf

(A,,),,.eN bir kiime dizisi olsun. Bu dizinin limsup ve liminf’ini
soyle tanimlayalim:

a e limsup A,, *» her m icin dyle bir n> m var ki a e An.

a e liminf Ano 0yle bir m var ki her n >m igina e Am.

Alistirmalar
1. limsup An kUmesinin, sonsuz sayida n goéstergeci icin
A, ’de bulunan elemanlardan olustugunu kanitlayin.



2. liminf Anktimesinin, sonlu tane n disinda tim An kime-
lerinde bulunan elemanlardan olustugunu kanitlayin.

3. liminf Ang¢z limsup An icindeligini kanitlayin.

4. liminf An = An) esitligini kanitlayin.

5. limsup An = (UkeN An) esitligini kanitlayin.

5. limsup Anve liminf An kiimelerinin dizinin ilk 1 milyon
teriminden (mesela!) bagimsiz olduklarini kanitlayin.

6. Asagidaki kumeleri karsilastirin. Hangileri hangilerinin
altkimesidir ve esitlik saglanir mi?

6a. limsup (Anu Bn) ve limsup Anu limsup Bn.

6b. limsup (Ann Bn) ve limsup Ann limsup Bn.

6¢. liminf (Anu Bn) ve liminf Anu liminf Bn.

6d. liminf (Ann Bn) ve liminf Ann liminf Bn.

7. liminf (Anc) = (limsup An)c. Not: Burada timleyen islemi,
tim A,,’leri iceren herhangi bir kiimede hesaplanmalidir.

8. Eger liminf An = limsup An ise,

lim An = liminf An = limsup An

tanimini yapalim.

8a. Eger (A,),.e” dizisi artansa (yani her n igin An¢ AnH
ise)

lim An = An

esitligini kanitlayin.

8a. Eger (An)ne” dizisi azalansa (yani her n icin An3 A,,+l ise)

lim An — A,

esitligini kanitlayin.

9. Asagidaki dizilerin limsup, liminf ve limitini (eger varsa)
hesaplayin:

9a. Her nicin A,, = {ze N:»<zs 2n).

9b. Eger n ciftse An = [0, n\, eger n tekse An = [-1/ n, 0].

10. Burada yazilanlarin okuma pargasinda anlatilanla ne
ilgisi var?



Okuma Pargasi:

Hilbert Oteli

ir otel isletiyorsunuz. Otelinizin sonsuz sayida odasi var.
Her otelde oldugu gibi, her odanin da bir numarasi var:
1,2, 3,4,5,6, ..
En sonuncu oda yok elbette...
Sonsuz numarali oda da yok... Her odanin numarasi sonlu.
Sadece oda sayisI sonsuz.
Bu nasil olur diye sormayin, aynen asagidaki gibi olur...

1 ,3%" 4 T, 16 8
Sonsuz odali otel (Hilbert Oteli)

Birinci Gun. Sanshl bir giintntzdesiniz, bir otobus dolusu
musteri geliyor. Sonsuz sayida musteri... Musterilerin adlari 1,
2,3,4,5,6, ..

Her musteriye bir oda veriyorsunuz. 1 numarali musteriye
1 numarah odayi, 2 numarali misteriye 2 numarah odayi, 3
numarall muisteriye 3 numarali odayi... Béylece hi¢ bos oda
kalmiyor. Zengin olacaksiniz!

i1 V6 4 s 7

Sonsuz musterili otobus



Her sey yolunda seyrederken, birdenbire bir musteri daha
¢itkageliyor. Daha daha zengin olmak istiyorsunuz. Bu musteriye
bir oda nasil bulursunuz?

Yanit: Daha 6nce odalara yerlesmis musterileri birer oda
kaydirirsiniz. 1 numarali musteri 2 numarali odaya, 2 numa-
rali masteri 3 numarali odaya, 3 numarali musteri 4 numarali
odaya geger, herkes birer kayar ve boylece bosalan 1 numarali
odaya yeni gelen musteriyi koyarsiniz...

“En son musteri nereye gidecek?” demeyin, ¢inkil en son
musteri yok. Nasil en son oda yoksa, en son musteri de yok.

Ikinci Gun. Otel bosaldi. Ama gene sansh bir giiniiniizde-
siniz, gene bir otobis dolusu musteri geliyor. Sonsuz sayida...
Adlari wy, u2, 3% ™M, *5,

Hepsine birer oda veriyorsunuz. a{i 1 numaral odaya, a2 vi
2 numarali odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire... Birdenbire bir
otobiis dolusu musteri daha cikageliyor... Bu otobuste de son-
suz sayida mausteri var. Adlar1 bt, b2, b3, b4, bs, b6, ... Ama
odalarinizi doldurmussunuz... Bir musteri gelse, ne yapacagini-
z1 biliyorsunuz ama sonsuz sayida yeni musteri geldi. Bu yeni
musterileri nasil yerlestirirsiniz?

Yanit: Birinci otobldsiin musterilerini ¢ift sayili odalara yer-
lestirirsiniz: a-j'i 2’ye, a2 yi 4’e, a3’ 6’ya, a4’ 8’e, genel olarak
a,,’yi 2n numarali odaya... Boylece tek sayili odalar bosalir,
onlara da ikinci otobidsiin musterilerini yerlestirirsiniz: b{i 1’e,
2'yi 3’e, b3'U 5’e, F4'U 7’ye, genel olarak ¢>,yi 2n - 1 numarali
odaya yerlestirirsiniz...

Uclincii Gun. Otel bosaldi. Gene ¢ok, ama ¢ok sansli bir
gununudzdesiniz, sonsuz tane otobis geliyor, her birinde sonsuz
tane yolcu yolcu var... Her otobisin bir numarasi var: 1, 2,
3,4,5,6, ..



Her otobUste de sonsuz sayida musteri var...
Birinci otobdstun musterilerinin adlari:

1, 1), (1, 2), (1,3), (1,4), ..
ikinci otobiisiin musterilerinin adlari:

(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), ..
Ucglincti otobuisiin musterilerinin adlart:

(3, 1), (3,2), (3,3), (3,4), ..

Musterileri odalara nasil yerlestirirsiniz?
Yanit: Birinci otobuslin musterilerini 2, 4, 8, 16, 32, 64 gibi
2’nin gugleri olan odalara yerlestirirsiniz.
Ikinci otobiisiin musterilerini 3, 9, 27, 81, 243 gibi 3’Un
gucleri olan odalara yerlestirirsiniz.
Uclincti otobiisiin musterilerini 5, 25, 125, 625 gibi 5’in
(4’Gn degil') gugleri olan odalara yerlestirirsiniz.
Dordinct otobuUstin misterilerini 7’nin gtcleri olan odalara
yerlestirirsiniz.
Besinci otobusin musterilerini 11’in gugleri olan odalara
yerlestirirsiniz.
“m h*‘%' 4:
1 2 3 5 71
4 9 25 49
3 8 27 125 343
4 16 81 625 1401

Genel olarak, n’inci otoblstin musterilerini «’inci asalin
glcleri olan odalara yerlestirirsiniz. Yukardaki sekildeki gibi.
(Sutunlar otobuslerin, satirlar da musterilerin numaralarini
gOsteriyor.)

Bu yontemle her musteri bir odaya yerlestigi gibi, geriye
sonsuz sayida bos oda kalir. Ornegin, 6, 10, 12, 14, 15, 18
gibi bir asalin kuvveti olmayan sayilarla numaralanmis odalar
bos kalir.



Bir Baska C6zum. Son problemi bir baska turli de ¢6-
zebiliriz. («, m) sayili masteriyi, yani «’inci otobisin m’inci
musterisini

27~H2m - 1)
numarali odaya yerlestirelim... Boylelikle hepsine bir oda duser.
Asagidaki sekildeki gibi, otobusleri siralarla, masterileri situn-
larla gosterelim, satirlarla situnlarin kesisimine de oda numa-
rasini yazalim.

Bu yontemle her oda dolar, 6rnegin 912 numarali odaya
(5, 29) sayili musteri yerlestirilir, cunku,

912 =16 x 57 =251 x (2x29 - 1)
dir.

Eger, belki bir otoblis daha gelir umuduyla geriye sonsuz
tane oda birakmak istiyorsaniz, o zaman, tek sayili odalari
hi¢ kullanmayip, («, m) sayili musteriyi, yani «’inci otobustn
m’inci muasterisini

2n2m - 1)
numarali odaya yerlestirin...

Bir Baska Cozim Daha: Musterileri otele asagidaki sekil-
deki gibi yerlestirelim. Ornegin uciinct sutunla ikinci siranin
kesisimi, t¢lincd otobisin ikinci yolcusunu simgelesin. Asagi-
daki sekilde goruldtidu Gzere bu yolcu 9 numarall odada ya-
tacak. bdylece butin yolcular otelin butiin odalarini mesgul
etmis olacaklar.



1 1 3 6 10 15 21
2 2 5 9 14 20

3 4 g 13 V

4 7 12 M

5 11 17

6 16

Soru: Bu yerlestirmenin bir formulind bulabilir misiniz? Or-
negin, (23, 45) sayili masterinin hangi odaya yerlesecegini teker
teker saymadan bulabilecediniz bir formul yazabilir misiniz?

Doérdunci Gun. Otel bosaldl. Sonsuz sayida musterisi olan
bir otobis geldi. Ama bu sefer otoblis hem 6ne dogru hem de
arkaya dogru sonsuz. Her yolcunun bir sira numarasi var:

Ly -3 -2-501 23 ...
Ne kadar tamsay! varsa o kadar yolcu var. Bu kadar ¢ok yol-
cuyu, 1, 2, 3, 4, 5, ... gibi dogal sayilarla numaralandiriimis
odalara nasil yerlestirirsiniz?

Oldukca kolay bu soru. Aslinda iki otobts gelmis gibi dav-
ranabilirsiniz: Birinci otobusun yolculari

1, 2,3, 4, ..
Ikinci otobiistiyolculari da
0, -1, -2, -3, ..
Ilk otobiisiin yolcularini ¢ift sayili odalara yerlestirin, ikinci
otobisltn yolcularini da negatif sayili otobuse...

Besinci Gun. Otel bosaldi. Sonsuz sayida musterisi olan
bir otobis geldi. Ama bu sefer otoblis hem 6éne dodru hem de
arkaya dogru, hem de hem saga hem de sola dogru sonsuz.
Asagidaki gibi yani.



Sof6r de bir yerde oturuyor. (Tepedeki aynalar ve elektro-
nik aygitlar sayesinde yolu gorebiliyor. Yolcular da otobtsin
tepesinden firlatilarak indiriliyorlar...)

Saga sola asag! ve yukari (dort bir yana)
sonsuz otobdus.

Bu kadar ¢ok yolcuyu otele nasil sigdiracaksiniz? Bu aynen
Uclincd gunun sorusu. Ama biz yeni bir ¢c6ztm dretelim. Sof6ri
1 numarali odaya alalim ve diger yolculari teker teker, soforiin
etrafinda bir spiral gibi dénerek oturtalim.

17 <- 16 - 15 < 14 <- 13

! L
18 5 - 4 <- 3 12
t t

19



Altina Gun. Otel gene bosaldi. Sonsuz sayida musterisi olan
bir otobis geldi. Her zamanki gibi... Ama bu sefer musterilerin
adlari Ugbo6liibes, yedibolidort gibi pozitif kesirli sayilar. Bazi-
lari Ugbolubes’e Altibélion diyorlarmis ama niifus kagidinda
adi Ucboliibes’mis. Besbolubir'e de herkes kisaca Bes dermis
ama nifus kagidindaki adi BesbolUbir'mis. Pozitif kesirli sayilari
tasiyan otobusun yolcularini pozitif tamsayilarla numaralandi-
rilmis odalara nasil yerlestirirsiniz?

Gok kolay... NuUfus kagidinda adi n/m olan musteriyi (de-
mek ki n ve m’nin ortak bélenleri yok) tctinci gunde (n, m)
adll musteriyi yerlestirdigimiz 2”_1(2m - 1) numarali odaya
yerlestirelim.

Yedinci Gun. Otel bosaldi. Sonsuz sayida musterisi olan bir
otobis geldi. Bu sefer musterilerin adlari kesirli sayilar. Tum
kesirli sayilari tasiyan otobustn yolcularini pozitif tamsayilarla
numaralandiriimis odalara nasil yerlestirirsiniz?

Cok kolay. Pozitif kesirli sayilari ¢ift sayili odalara soyle
yerlestirelim: n/m adh (n ve m birbirine asal) musteriyi

2n2m - 1)
numarali odaya yerlestirelim. Negatif kesirli sayilari 1’den bu-
yuk tek sayili odalara yerlestirelim, yani -n/m adli musteriyi
(n ve m > 0 ve gene aralarinda asallar),
2’2m- 1) +1
numarali odaya yerlestirelim. 1 numarali oda bos kaldi. O oda-
ya da hentiz yerlestirmedigimiz O adli musteriyi yerlestirelim.






12. Sayilabilir Sonsuzluk

Itidan yukari sayamayan aritmetigi zayif bir kabile, reis
olarak en fazla buytkbas hayvani olan kisiyi secermis.
Hayvanlari nasil sayarlardi diye merak ediyor insan. Ama kimin
daha fazla hayvani oldugunu bulmak icin saymaya gerek yoktur
ki! Hayvanlari karsilastirmak yeterlidir. ki adayin hayvanlari
yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar birer birer
cikarilir. Agih ilk bosalan secimi kaybeder...
Eger agillar ayni anda bosalirsa, adaylarin ayni sayida hay-
vani var demektir. Bu durumda kabilenin reis segmek i¢in han-
gi yonteme basvurdugu antropoloji kitaplarinda yazmiyor.

Yukardaki ydntem hayvan sayisi sonlu oldugunda bir
ise yarar da, hayvan sayisi sonsuz oldugunda tuhaf sonugc-
lar verebilir. Ornegin diyelim her iki adayin da dogal sayilar
kadar hayvani var. Her ikisi de hayvanlarini 0, 1, 2, 3 diye
numaralandirmiglar. Biz, her iki adayin da ayni sayida hay-
vani oldugunu biliyoruz ama onlar bilmiyorlar. Yukardaki
yontemi uyguladiklarini dustinelim. Birinci aday hayvanlarini
numaralarina gére 0,1, 2, 3,... sirasiyla ¢ikarsin. ikinci aday
acikg6z olsun. ikinci aday, 0 numarali hayvani bir kenarda
tutup, hayvanlarini 1, 2, 3, 4 sirasiyla ¢ikarsin. Boylece birin-
ci adayin n numarali hayvani ikinci adayin n + 1 numarali
hayvaniyla eslesir. Birinci adayin bitiin hayvanlan agildan
ciktiginda, ikinci adayin agilinda sakladigi O numarali hayvan
kalir. Béylece secimi bir hayvan farkiyla ikinci aday kazanir!



Eger iki kimenin elemanlarini hicbirini unutmadan birbirle-
riyle esleyebiliyorsak, bu iki kimenin “ayni sayida elemanlari
var” diyelim. “Kumenin eleman sayisi” kavramini daha akade-
mik olan bir baska kitabimizda tanimlayacagiz. Simdilik sadece
“ayni sayida elemanlari olmak” kavramini tanimliyoruz.

Dikkat: iki kiimenin sonsuz sayida elemani olmasi demek,
bu iki kiime arasinda bir esleme var demektir. Bu esleme ya
acik acik bulunmali ya da eslemenin varhgi bir bicimde kanit-
lanmali. (Matematikte bazen bir nesnenin varhgr o nesne agik
acik bulunmadan da kanitlanabilir.)

Birinci kimeyi delikanlilar kimesi olarak, ikinci kiimeyi
de genckizlar kiimesi olarak algilayip, herkesi ama herkesi ev-
lendirebiliyorsak, o zaman delikanli ve genckiz sayisinin ayni
oldugunu soéyleyecediz, yani iki kiimenin de “ayni sayida ele-
mani var” diyecegiz.

Burada “ayni sayida elemani var” sdzleri, “ayni”, “sayida”,
“elemani” ve *“var” sdzcukleri yanyana gelmis gibi algilanma-
mali, tek bir “aynisayidaelemanlarivar” sézcigu olarak algilan-
mali. Bir yanlis anlamaya mahal vermemek i¢in “ayni sayida
elemani var” yerine iki kimenin birbirine denk ya da eslenik
ya da ayni kuvvette olduklari séylenir.

0123456..
m i m -
12345686 7..

Bir dnceki sayfadaki gri alanda, n dogal sayisini n + 1 pozi-
tif dogal sayisiyla eslestirerek, N dogal sayilar kiimesiyle N \{0}
pozitif dogal sayilar kimesinin eslenik olduklarini gérdik. Bu
eslemenin resmi Ustte.

N ile N \{0, 1} kumeleri de birbirine esleniktir elbet, bunu
gérmek icin n sayisiyla n + 2 sayisini eslestirmek yeterli.

Eger her n dogal sayisini 2n dogal sayisiyla eslestirirsek, N
ile 2N kiimelerinin eslenik olduklarini géririz.



Tamsayilar kiimesi iLile dogal sayilar kiimesi N de eslenik-
tir: Pozitif tamsayilari tek dogal sayilarla, pozitif olmayan tam-
sayilari da cift dogal sayilarla esleyelim. iste bu eslemenin resmi:

0 1 2 3 4 5 &6 N
/
-3-2-10123 *

12.1. Kiimeler Arasinda Esleniklik iliskisi
X kimesinden Y kiimesine giden bir esleme varsa, bunu
X «Y

olarak gosterelim. Bu iliskiyi, X ve Y kimelerinin “eleman sayisi
ayni1” olarak yorumlayabiliriz. E§er X ve Y kiimeleri sonluysa,
denk olup olmadiklarini anamak icin kiimelerin elemanlarini say-
mak yeterli, ama X sonsuzsa yepyeni bir kavram bulmus oluruz.

Kimeler arasindaki bu « iliskisinin ti¢ énemli 6zelligi vardir:

e Her X kimesi i¢in Idx : X -» X bir eslemedir. Demek ki

X»X.

Yani « iligskisi yansimalidir.

e Eger / : X -> Y bir eslemeyse, / 1 : Y — X de bir esle-
medir. Demek Ki

eger X ~ Yise Y ~ X.

Yani * iliskisi simetriktir.

eEJer /7 : X -» Yveg :Y —»Z birer eslemeyse,

S°f X —>»Z
bir eslemedir. Demek ki
efer X * YveY* Zise, X * Z

olur. Yani « iliskisi gecislidir.

Dolayisiyla « iliskisi, elemanlari kiime olan bir kiime tzerine
(6rnegin &>(A) gibi bir kiime tzerine) bir denklik iliskisidir.

Aralarinda esleme olan kiimelere bundan bdyle eslenik diyelim.

Bu b6lumiin devaminda ve daha sonraki bélimlerde umma-
digimiz kiimelerin birbiriyle eslenik olduklarini gérecegiz.



12.2. N’nin Eslenik Oldugu Birka¢ Kime
Ilk kez duyuldugunda inanmasi biraz zor olabilir ama N x N
kumesiyle N kimesi arasinda bir esleme vardir. Bir 6nceki
yazida da sasirtici olan buydu zaten. iste N x N kiuimesiyle N
kiimesi arasindaki bir eslemenin resmi asagida. Resmi cizilen
eslemede N x N kiimesinin drnegin (5, 3) elemani N kiimesinin
39 elemanina gidiyor.

44 53

35 43 52

27 34 42 51

20 26 33 41 50

19 25 32 40 49

13 18 24 31 39 48

8 12 17 23 30 38 47

4 7 11 16 22 29 37 46
1

1
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3 6 10 15 21 28 36
2 3 4 6 7 8

o o N g ©

N x N ve N kumeleri arasinda bir baska eslesme bulalim.
Herhangi pozitif bir x dogal sayisi, tek bir bicimde 2’nin bir kuv-
vetiyle tek bir dogal sayinin carpimi olarak yazilabilir. Ornegin,

24 =23x3,
224 =25x7,
139 = 2°x139.

Yani her x pozitif dogal sayisi igin x = 2ny esitligini saglayan
bir ve sadece bir tane n dogal sayisi ve bir ve sadece bir tane y
tek dogal sayisi vardir, y tek oldugundan, y’yi 2m + 1 olarak
yazabiliriz. Demek ki, her pozitif x dogal sayisi i¢in
x =2"(2m + 1)
esitligini saglayan bir ve sadece bir tane (ri, m) dogal sayi gifti
vardir. Bu bize N x N kimesiyle N \{0} kiimesi arasinda
/(«, ra) = 2n2m + 1)
kuraliyla tanimlanan bir esleme verir. Dolayisiyla,
g(n, ra) =2n2m +1)- 1



kurahyla tanimlanmis g : N x N ~ N fonksiyonu N x N ile N
arasinda bir eslemedir.

N x N ile N arasinda ¢ok esleme vardir. Ornegin eger /
bunlardan biyiyse ve g, N'nin bir eslemesiyse, g ° /, N x N ile
N arasinda bir baska eslemedir.

N’nin Eslenik Oldugu Baska Altkiimeler. N x N w N ilis-

kisinden,
NXNXN«NxN®N
iliskileri ¢ikar (Bolum 7, Alistirma 16). Bunu kolaylikla genel-
lestirebiliriz:
N X N x == x N« N.
Gene bir 6nceki bélimde, caktirmadan da olsa,
N « 2N * N \{0} * N \{0, 1}

iliskilerini géstermeye calistik. Bu eslemeleri daha agik bicimde
yazalim:

N ile 2N arasinda bir esleme: f{n) = 2n.

N ile 2N + 1 arasinda bir esleme: f(n) =2n + 1.

N ile tamkare tamsayilar kimesi arasinda bir esleme: f(n) =n .

N ile N \{0} arasinda bir esleme: f(n) =n + 1.

N ile N \{0, 1} arasinda bir esleme: f(n) =n + 2.

N’'nin Altkimeleri. EGer A ¢N ise, A ya sonludur ya da A

« N olur. Bunun kaniti oldukg¢a kolay: Eger A sonsuzsa,
/:N->A
fonksiyonu,
/ (n) = A’nin («+1)’inci elemani

olarak tanimlansin. /7 bir eslemedir. Ornegin asal sayilar k-
mesiyle dogal sayilar kiimesi arasinda bir esleme vardir: Ol
2'ye, 1'i 3%, 2'yi 5%, 3’U 7’ye, 4’0 117, 5’i 13’¢, 6’y1 17'ye vs
gbnderebiliriz.



N ve Z Arasinda Esleme. /7 : N -» Z fonksiyonunu,

ral2 weiftse
(-« - 1)/12  «tekse

kuraliyla tanimlayalim. Yukarida tanimlanan bu / fonksiyonu
N ile Z kiimeleri arasinda bir eslemedir, sekli de asagidadir.

0 1 2 3 4 5 & n
/
3 2-10123 L

iste N ile Z arasinda bir baska esleme:
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ... |

...................... * _® _ o _ e _ o _ o __ o __ o _ o _ o & -

. 10 8 6 4 2 0 1 3 5 7 9 ... M

Bir X kiUmesiyle N arasinda bir esleme bulmanin, X ki-
mesinin elemanlarini Onci, |’inci, 2’nci diye dogal sayllarla
sonsuza kadar numaralandirmaktan, yani X’in elemanlarim
teker teker belli bir sirada saymaktan baska bir sey olmadigina
dikkatinizi cekerim.

N ve Q-° Arasinda Esleme. Simdi Q-° ile N kimeleri ara-
sinda bir esleme bulalim, yani negatif olmayan kesirli sayilari
dogal sayilarla numaralandiralim.

Birinci Yontem. Q-° kiimesinden N kiimesine giden fonksi-
yonu asagidaki karede gosterildigi gibi tanimlayalim.

/L VLM, 271w N A 2/3 32 41 A/55/1 1/6 2/5 3/44/35/2 6/1...
m ot owt i L 4 emmlica 4"

It .y 4B 17 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 .. .

Iki kiimeyi nasil eslestirdigimizi anlatahm: alb Kesirli sayi-
larini 6nce a + b toplaminin buyuklugine gore diziyoruz (6nce



toplami 1 olanlar, sonra 2 olanlar...), sonra kiictik a'dan buyuk
2ya gidiyoruz. Tabii daha 6nce dizdigimiz sayilari aradan ¢ika-
riyoruz. Ornegin, a + b = 8 oldugu kesirli alb sayilarini soyle
diziyoruz:

1/7, 3/5, 5/3, /1.
(0/8, 2/6, 4/4 ve 6/2 daha dnce dizilmisti.) Daha sonra su ke-
sirli sayilar geliyor:

1/8, 2/7, 4/5, 5/4, 7/2, 8/1.

Ardindan

1/9, 3/7, 7/3, 9/1
saylilari geliyor. iste resim:

b 12 3 4 5 7 8 9 10 1

o

PPl 1T2iTiI2TTIT-TT1-11 111l
'r3'r 4"’ ’ 4 e

Bu yodntemle, 6rnegin, 52/47 kesirli sayisinin hangi dogal
saylyla eslestirildigini bulmak pek kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir baska eslestirme
daha vardir. ilkokulda sik sik yapilan
a ¢ atc
b+d=bn"d
hatasini degerlendirir bu yontem. 0/1 ve 1/0 “sayi”larindan bas-
layalim (Sayi olmayan 1/0 “sayisini” umursamayin simdilik):
01
1’0
Bu iki “say1”’nin ortasina, “toplam”lari olan
0 1 0+1 1
1+0_1+0~r

sayisini yazalim:
011

?r-z 2 s rli'jl 30207 7 53I875k'%|973r|_09
1111111111111111111111111111111111
012345678 910111213 141516171819 20212223 24 25262728 2930 31 32 33



Iki yeni arah@imiz var simdi: [0/1, 1/1] ve [1/1, 1] aralik-

lari. Bu araliklarin ortalarina uclarin “toplam”larim, yani,
2. I 1 1+ 2
1+1“1+1%“2\C1+0“1+0“ 1
sayilarini yazalim:
0112 1
1'2°1'1'0

Bu bes sayi doért yeni aralik belirliyor. Bu dort araligin or-

talarina araliklarin uclarinin “toplam”larini yazalim:
011213231
1>3»2,371'2,1,1°0

Bunu bdylece strdurelim. Bir sonraki asamada

011213231435 25341
IM’SAAr’SUIAANANINIFO
sayilari belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiyi yalniz bir kez ve sa-
delesmis bicimde yazariz... Bunun bildigimiz kaniti uzun ama
oldukca kolaydir. Bu ylizden kanitim vermeyecegiz. Alistirma
olarak birakiyoruz!

Simdi, kesirli sayilari Farey’in yukardaki agikladigim yon-
temiyle, beliris sirasina gore sayin. Yalniz 1/0’1 atlamay! unut-
mayin, 6yle bir sayi yoktur!

Jeolog Farey hakkinda daha fazla bilgiyi http.VV/turnbull.
dcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Farey.html sitesinde
bulabilirsiniz.

Uclinctl Yontem. Q-° kiimesinin elemanlarini sdyle de numa-
ralandirabiliriz. Once 0 kesirli sayisini 0 ile numaralandiralim
ve sonra pozitif kesirli sayilari pozitif dogal sayilarla asagidaki
sekildeki gibi numaralandiralim. Asagidaki seklin solunda tim
pozitif kesirli sayilar var. Sadelesmis halleriyle yazilmislar.


http://http.V/turnbull

171 271 3/1 4/1 5/1 e/1 /1 .. 7 11 16 22

/2 3/2 5/2 7/2 9/2 1172 13/2.. 3-~5-"N3 12 17 23
/3 2/3 4/3 5/3 7/3 8/3 10/3.. 6"*NQ 13 18 24

/4 3/4 5/4 7/4 94 11/4 13/4.. 10n 14 19 25

/5 2/5 3/5 4/5 6/5 1/5 8/5 .. 15 20 26

1/6 5/6 7/6 11/6 13/6 17/6 19/6... 21 27

7 28

Birinci siraya paydasinda 1 olanlar, ikinci siraya paydasin-
da 2 olanlar ve «’inci siraya paydasinda n olanlar yazilmis...
Boylece hem saga dogru sonsuz giden hem de asagiya dogru
sonsuz inen bir tablo elde ederiz.

Ayni tabloyu pozitif kesirli sayilar yerine, 1, 2, 3, 4 gibi
pozitif dogal sayilarla da doldurabiliriz. Sagdaki tabloda bu-
nun bir yontemi veriliyor: Dogal sayilari sagdan sola giden ve
yukardan asagiya inen caprazlan izleyerek yerlerine koyabiliriz.
Bir kesirli dogal sayi, bulundugu yerdeki dogal sayiyla numa-
ralansin. Ornegin, 7/4iUn numarasi 25 olsun, 20 dogal sayisi
2/5 kesirli sayisini numaralandirsin.

Q ve N Arasinda Esleme. Yukarda Q-° ve N arasinda bir-

kac esleme bulduk. Demek ki,
Q™ « Nw2N
olur. Ote yandan,
QO* Q>0 _ O>0\{0} « N\{0} « N« 2N + 1.
Dolayisiyla,
Q=0Q<°UQ-°w2N U (2N +1) =N

olur. (Buradaki U simgesi “bilesim” anlamina gelir, ancak, ay-
rica, bilesimi alman kiimelerin ayrik olduklarina dikkati ceker.)
Demek ki kesirli sayilarla dogal sayilar arasinda bir esleme var.

Tabii ki Q x Q x ... x Q « N iliskisi de dogru.

Ayrica, eger A, Q x Q x ... x Q kiimesinin sonsuz bir alt-
kimesiyse, 0 zaman A » N « Q olur.



12.3. Sayilabilir Sonsuzlukta Kumeler
Bir kiimeyle N arasinda bir esleme olmasi, o kiimenin son-
suz oldugunu, ama elemanlarinin bir bicimde dogal sayilarla
sayilabilecegini gosterir (demek ki o kadar da sonsuz degilmis
kiime!) Bu yuzden N ile arasinda esleme olan kiimelere sayilabi-
lir sonsuzlukta kiimeler denir. Yukarda su sonuclari kanitladik:

Teorem 12.1. N, N x N, 2N, N \{0}, N\{0, 1}, Z, Q2 ve
Q kumeleri birbirlerine esleniktir, yani bu kimelerin her biri
sayilabilir sonsuzluktadir.

ilerde gereksinecegimiz bir baska teorem daha:

Teorem 12.2. Sonlu uzunluktaki 01-dizilerinin kiimesi sa-
yilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: Sonlu 01-dizilerini énce uzunluklarina gére sonra

buyukluklerine gore (yani alfabe sirasina gore) siralayabiliriz:
Uzunluk Dizi Num:

0 uzunlukta: 0

1 uzunlukta: 0

1

2 uzunlukta: 00

01

10

11

3 uzunlukta: 000

001

010

011

100

101

110

111
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Bu numaralandirmayi boylece devam ettirebiliriz. Her sonlu dizi-
nin numarasini bulmanin oldukga kolay bir formili var. Eger dizi
dn1 ... ddo

ise, numarasi,
27 - 1 +d0+d-{l +d2i2+ e=+dn-{In-
olur. Demek ki sonlu 01-dizileri kiimesinden dogal sayilara gi-
den bir fonksiyon elde ettik. Bu fonksiyonun tersi de var: x bir
dogal sayi olsun. x + I’i 2’lik tabanda yazalim:
X+1=d0+JX2 +d22+ e=+dn12” 1+ 2”.
Goruldugu gibi x, dn x... d*d0 dizisinin numarasidir. Demek Ki,

/(d, L. A0)=X"0/ + 27—}

formult sonlu uzunlukta O1-dizileri kiimesiyle N arasinda bir
esleme verir. O

Bu bolumu su kolay ama yararli teoremle bitirelim:

Teorem 12.3. Sayilabilir sonsuzluktaki bir kiimenin bir alt-
kiimesi ya sonludur ya da sayilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimenin N oldugunu var-
sayabiliriz. Sonu¢ simdi sayfa 233’te kanitlanan sonuclardan
cikar. O

Sonsuz olan ama sayilabilir sonsuzlukta olmayan kimelere
sayitlamaz sonsuzlukta kiimeler denir. Sayilamaz sonsuzluktaki
kiimeler bir sonraki bélimin konusu olacak. Simdilik, yukar-
daki teoremin bir sonucuyla yetinelim.

Sonug 12.4. A ¢zB olsun. Eger A sayilamaz sonsuzluktaysa
B de sayilamaz sonsuzluktadir.

Kanit: B’'nin sonsuz oldugu belli. Eger B sayilabilir sonsuz-
lukta olsaydi, yukardaki teoreme gore A da sayilabilir sonsuz-
lukta olacakti. O



Georg Cantor
(1845 - 1918)

Halk arasinda “modern matematik” olarak bilinen

kimeler kurami 19’uncu yuzyilin
sonlarina dogru birdenbire ve ¢ok
buyuk bir hizla gelisti. Ornegin,
analizin ve geometrinin degisimi
uzun yillarda hatta birka¢ yutzyilda
gergeklesmistir. Oysa kumeler kura-
mi birka¢ yil icinde olaganisti ati-
Iimlarda bulunmustur. Bu gelisme
buyuk ol¢ide Georg Cantor saye-
sinde olmustur.

Cantor 1845'te Rusya’da Peters-
burg’da zengin bir ticcarin oglu olarak dinyaya gelmistir.
1856°da ailesiyle birlikte Almanya’ya go¢ etmistir. Uc kar-
desin en biyugudur. Uc kardesin tgiine de annelerinden
sanatg¢l duyarliigi gecmis ve muizige, resme ve felsefeye ilgi
duymuslardir. Cantor 6zellikle felsefe ve teolojiyle yakindan
ilgilenmistir.

Cantor gen¢ yasindan itibaren matematige ilgi duyup
matematik okumak istemis, ancak pragmatik bir adam olan
babasi oglunun mihendis olmasinda israr etmistir. Neyse ki
ogul Cantor sonunda istedigini elde etmistir. 1863’te Berlin
Universitesi’nde matematik, fizik ve felsefe okumustur.

Bitirme tezini sayilar kurami Uzerine yazmistir; tezi
Gauss’un yarim biraktigr ax2 + by2 + cz2 = 0 denkleminin
coztmleri Gzerinedir.

1872’de Dedekind’le (1831-1916) tanismasiyla Can-
tor’un yasaminda biyik degisimler olur. iki matematikgi
uzun yillar boyunca mektuplasirlar. Mektuplarinin bir¢ogu



gunumuze kadar korunmustur. Anlasilan o ki, Dedekind’in
soyut disinme biciminden Cantor ¢ok etkilenmistir. Belki
de kiimeler kuramini biraz da Dedekind’e borgluyuz.

Sayilar kuramindan sonra, Heine’nin etkisiyle trigono-
metrik sonsuz toplamlarla ilgilenen Cantor, buradan dogal
olarak nokta-kime topolojisine el atmis, topolojiden de
sonsuz sayilara ve kiimeler kuramina sigcramistir. Cantor’dan
once “sonsuzluk” kavrami matematikte sadece “sonlu”nun
karsiti olarak bilinirdi, oysa “sonlu”nun bile tam matema-
tiksel bir tanimi yoktu. Cantor sonsuzluk kavramina gercek
boyutunu kazandirmistir: Sonsuzluklari derecelendirmis,
onlari bir nevi sayi olarak gérmemizi saglamistir. Dogal sayi-
larin (N) sonsuzlugunun kesirli sayilarin (Q) sonsuzluguna
esit oldugunu, gergel sayilarin (K) sonsuzlugunun dogal
sayilarin sonsuzlugundan buytk oldugunu ve & kiimesinin
sonsuzlugunun IR kiimesinin sonsuzluguna esit oldudunu
kanitlamistir. Ancak Cantor’'un matematiksel dustnceleri
matematik dinyasinda genel kabul gérmemis, cetin kavga-
lara neden olmus, daha da kotisl, zaten psikolojik dengesi
zayIf olan Cantor’'un sik sik hastanelerde yatmasina ve
calisamamasina neden olmustur. Gelecegi 6ngérme konu-
sunda olaganisti bir yeteneg@i olan ¢agdasi Hilbert, biyik
bir 6zgivenle “Cantor’un bize sundugu cennetten kimse bizi
kovamaz” demis ve hakli ¢cikmistir.






13. Sayillamaz Sonsuzluk

ayllabilir sonsuzlukta olmayan sonsuz kimelere sayila-
maz sonsuzlukta kiime denir. Sayilamaz sonsuzlukta ki-

meler var midir? Evet. p(N) sayillamaz sonsuzluktadir.

Teorem 4.2°nin dogrudan bir sonucudur: Eger p(N) ile N
arasinda bir esleme olsaydi, N’den p(N)’ye giden drten bir
fonksiyon olurdu.

Bu sonucu genellestirmek pek o kadar zor degil.

Teorem 13.1. p(N) sayilamaz sonsuzluktadir. Daha genel
olarak, eger X sonsuz bir kiimeyse, p (X) sayilamaz sonsuz-
luktadir. Dolayisiyla X ’ten en az iki elemanli bir kiimeye giden
sayllamaz sonsuzlukta fonksiyon vardir.

Kanit: X ’in sonsuz ama p (X)’in sayilabilir oldugunu varsa-
yalim. x +—{*} fonksiyonu X 'ten p(X)’e giden birebir bir fonk-
siyon oldugundan, Teorem 12.3'ten kolaylikla X ’in sayilabilir
oldugunu anlariz. Demek ki hem X hem de p(X) sayilabilir
sonsuzlukta. Ama bu durumda X « N « p{X), yani X « p(X)
olur, ki bu da Teorem 4.2’yle celisir.

Teorem 4.1’e gore p(X)’in eleman sayisi X 'ten {0, 1} ki-
mesine ya da iki elemanli herhangi bir kiimeye giden fonksiyon
saylsl kadardir. Demek ki X 'ten en az iki elemanl bir kimeye
sayillamaz sayida fonksiyon vardir. (Bkz. Sonug¢ 12.4.) O

Bu,



Birazdan IRnin birden fazla elemani olan her araliginin (fi&
de bu araliklara dahil!) sayillamaz sonsuzlukta oldugunu kanit-
layacagiz. Sayillamaz sonsuzlukta baska kiimeler de gorecegiz.

13.1. Araliklar

Gercel sayilar kiimesinden bir {a, b) araligi alalim, a < b
olsun ki aralik bos olmasin. Bu aralikla (0, 1) arahigi arasinda
bir esleme vardir. Ornegin

f(x) =(b- a)x +a
kuraliyla tanimlanmis

/:0,1)-> (@ b
fonksiyonu bu iki aralik arasinda bir eslemedir.

Dikkat: “ikisinin de eleman sayisi sonsuz, demek Ki ikisinin
eleman sayisi ayni, dolayisiyla aralarinda bir esleme vardir”
ctimlesinde herhangi bir mantik kirintisi yoktur! “Sonsuz sayi-
da elemani vardir” anlamh bir cimledir. Ama “eleman sayisl
sonsuzdur”a bu an’a dek bir anlam vermedik; bu ciimle ancak
bir metafor olarak kabul edilebilir. *“Hele, her iki kimenin de
eleman sayisi ayni, demek ki aralarinda bir esleme vardir” cim-
lesi kiilliyen yanlistir. Bildigimiz gibi N de p(N) de sonsuzdur
ama aralarinda esleme yoktur.

Bu iki aralik arasinda bir eslemenin varh§i asagidaki sekil-
den de anlasilir.



/ eslemesini soyle elde ettik: Once (O, 1) araligini b - aile
carparak (O, b - a) arali§i yapiyoruz, sonra (0, b - a) araligina
a ekleyerek bulmak istedigimiz (a, b) araligini elde ediyoruz:

X1-»(£>- a)x i-» (b - a)x +a

Ayni yontemle, [0, 1] ve [a, b\ gibi kapali ve sinirli araliklar
arasinda da bir esleme oldugu anlasilir; a <b kosuluyla elbette.

Peki, (0, 1] arahgiyla [0, 1) araligi arasinda bir esleme var
m1? Var elbet! iste bunlardan biri:

f(x) =-x + 1.
Sekli de asagida.

(0] |

(0, 1] arahigiyla [0, 1) araligi arasinda bir baska esleme da-
ha verelim:
(0, 1] * (0, 1) U {1} * (0, 1) U {0} = [0,1)
olur. Bunun da resmi soyle:

Sadece (0, 1] arahdinin 1 elemaniyla [0,1) araliginin 0 elemani
yer degistiriyor, digerleri sabit kahyor.

Demek yari agik sinirli araliklar arasinda da bir esleme var,
yeter ki boskiime olmasinlar.



Daha zor bir soru: (0, 1) acik araligiyla (0, 1] yari agik ara-
Iigr arasinda bir esleme var midir? Evet! inanmasi belki biraz
glic ama var. iste o eslemelerden birinin resmi:

0 172 3/4 7/8 1

Bu eslemeyi daha bicimsel olarak sdyle gdsterebiliriz:
(01)=(0,1/2]u 1/2,3/4]u (3/4,7 /8 u ...
»[0,1/2) u [1/2,3/4) u [3/4,7 /8)u ... =[0,1).
Ya da daha tikiz bir bigimde s6yle gosterebiliriz:

2»—I_I 2» _ 1 IX(_l a 2 1
«U]:lr\ 2« ' 2wH 4 A«r:]_ o” ™l =(01 1)

(ikinci esleme sonsuz tane esleme bir araya konularak elde edil-
mistir; bkz. Bolum 4, Alistirma 57.)

(0, 1) acik araligiyla (0, 1] yari acik araligi arasinda yukar-
dakine benzeyen bir baska esleme:

1 1
«Au :1 n+1l’n "J'HII- n}-lr’ﬁ IZ(O’D
Bundan da (0, 1) « [0, 1] sonucu cikar; soyle cikar:
(0,1) *(0, 1] =(0, 1) U {1} « (0, 1) U {0}
* (0, 1] U {0} =[O, 1].

Demek ki acik, kapali, yan acik ya da yari kapali ve birden
fazla (yani sonsuz sayida) elemani olan tim sinirh araliklar
esleniktirler.

Yukarda bulduklarimizdan yararlanip, (0, 1) u (1, 2) ile
(0, 1) kimeleri arasinda da esleme oldugunu gosterebiliriz:



Qhu @1 2g*@Q1u 1, 2=@Q2* Q1]

Peki (0,1) ile (0, oo) araliklar: eslenik midirler? Daha neler!
Ama evet, esleniktirler. Boyle bir esleme bulmak igcin x H> l1x
fonksiyonunun (o, 1) ile (1, oo) arasinda bir esleme oldugu goz-
lemlemek (bkz. asagidaki sekil) ve bu eslemeden 1 g¢ikarmak
yeterli:

/¢)=--1e

kuralyla tanimlanan / fonksiyonu (0,1) ile (0, oo) araliklari
arasinda bir eslemedir.

(0,1) araligindan (1, &) arahgina giden ve X 1-> \IX kuraliyla tanimlanan fonksiyon.

(0,1) ile (0, ooy araliklari arasinda bir esleme olduguna gore
[0,1) ile [0, oo) araliklari da esleniktirler:
[0,1) = {0} u (0, 1) « {0} u (0, oo) = [0, 00).
Ayrica x h) -1 kurahyla tanimlanmis olan fonksiyon (0, oo)
arahgiyla (-oo, Q) arahigi arasinda bir esleme oldugundan,
[0,1] * [0,1)* (O, 1) « (0, o0 « (-«>, 0)
gibi esleniklikler de elde ederiz.
Ya (0, 1) araliiyla iRarasinda bir esleme var m1? O da var:
(0, 1) * (-1, 1) = (-1, 0) & {0} U (0, 1)
« (-00,0) U (0) U (0, o0) = iR
(0, 1) araligiyla IR arasinda daha cebirsel eslemeler de bu-
lunabilir. iste bunlardan biri:

fonksiyonu IR'den (-1, 1) araligina giden bir eslemedir. Grafi-
gi asagida. Bu eslemeyi 2’ye bolip ¢ikana 1/2 eklersek, (0, 1)
arahgiyla IR arasinda cebirsel bir g eslemesi elde ederiz. For-
muld soyle:



Biraz temel trigonometri bilen okur, f(x) = tan x fonksiyo-
nunun (—Tt/2, n/2) araligiyla iR arasinda bir esleme verdigini de
biliyordur.

Demek ki | 'den fazla eleman igeren tum araliklar arasinda
bir esleme var.

13.2. IRnin Eslenik Oldugu Bazi Kimeler

IR2 (yani RxR) kiimesiyle IR arasinda da bir esleme vardir.
Cantor kanitlamistir bunu, zorlanarak da olsa. ilerde biz de
kanitlayacagiz. Yukarda kanitladigimiz [0, 1] « IR iliskisinden
dolayi, bunu kanitlamak icin, [0, 1] araligiyla [0, 1] x [0, 1] ka-
resi arasinda bir esleme bulmak yeterlidir. Merakli okur, onluk
tabanda

0,£7?2# 3*24<25# 9 eme
olarak yazilan (0, 1] araligindaki bir sayiyr [0, 1] x [0, 1] ka-
resinin
( 0 siyClg. 0 UAANQ.)

ciftine gotiren fonksiyonun nerdeyse (ama tam degil) istenen
tirden esleme oldugunu kontrol edebilir. Tam kanit icin bkz.
Bolum 13.7, Teorem 13.6.



IRile IR\Z Esleniktirler. Bir énceki altbélumde (0, 1] arali-
giyla (0,1) araliginin eslenik oldugunu kanitladik. Eger /7 bdyle
bir eslemeyse,

/*(*) =f(x-n) +n
kuraliyla tanimlanan fonksiyon (n, n + 1] arahgiyla (n, n + 1)
araligi arasinda bir eslemedir. Demek ki her ne iLigin,
(n, n + 1] « (n, n + 1)
Bundan da,
iR= U, ez (n,n+1] « L LeZ(» «+1)= iIR\Z
eslenikligi cikar.

Su ana kadar kanitladigimiz sonugclari 6zet halinde yazalm,

ilerde referans vermek gerekecek:

Teorem 13.2. Gergel sayilarin birden fazla eleman iceren
(kapali, acik, yari kapali, sinirhi ya da sinirsiz) tum araliklari bir-
birine dolayisiyla IRye esleniktir. IR\ILkiimesi de IRye esleniktir.

Alistirmalar

1. (0, 1) U (2, 3) ile (0, 1) kiimeleri arasinda bir esleme
bulun.

2. 'R*IR\Q«IR\NZ»IR\N eslenikliklerini kanitlayin.

3. IR~ IR\ {0} eslenikligini kanitlayin.

4. IR0 « IR-°> » IR\{0} eslenikliklerini kanitlayin.

5. [0, 1] arahi@inin kesirli sayilarindan olusan kiimenin sa-
yilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayin.

13.3. [R Sayilamaz Sonsuzluktadir
IR sayilamaz sonsuzluktadir. Bunu kanitlamak icin, Teorem
13.2'ye gore, (0, 1) arahginin sayilamayan sonsuzlukta oldugu-
nu kanitlamak yeterlidir. Diyelim, (0, 1) arahdiyla N arasinda
bir esleme var. Bundan bir geliski elde edecegiz. Varhgini var-
saydigimiz eslemeye /7 : N (0, 1) diyelim.



Eder n e N ise, f(n) gercel sayisini onluk sistemde yazalim:
f(n) = 0,an0anlan2an3...

Buradaki ank sayilari Ola 9 arasinda bir tamsayidir, /(«)’nin
ondalik rakamlari bunlar. Yalniz bunu yaparken a,, ”* sayilarinin
bir zaman sonra hep 9 olmamalarina dikkat edelim, érnegin,
0,314 sayisini 0,3140000... olarak yazalim, 0,31399999... ola-
rak degil...

Simdi bn sayisi ann sayisindan farkli ve 0 ile 8 arasinda
herhangi bir rakam olsun. Ornegin, bn sayisini soyle tanimla-
yabiliriz;

i2 &nn " 2 ise
il *«,» = 2ise

Demek ki bn &ann. (Bu 6nemli ve aslinda bn hakkinda sadece
bu 6nemli!) Simdi
0,606 16 2&3fe4 -
sayisina bakalim. Bu sayi kesinlikle (0, 1) arahgindadir. Demek
ki, /7 orten oldugundan belli bir n e N icin f(n) = 0,bQblb2b™b4...
esitligi dogru olmali. Dolayisiyla, ann = bnolmali. Ama bu yan-
lis. Bir geliski elde ettik. Demek ki N kiimesiyle (0, 1) arahgi
arasinda bir esleme yokmus, yani iR sayllamaz sonsuzlukta bir
kimeymis. (Soru: Bu kanit neden Q kimesinin de sayillamaz
sonsuzlukta oldugunu gésteremiyor?)
Cantor’un capraz yontemi adiyla bilinen yukardaki kanit
matematikte ¢cok tnludur ve bu fikir (6zellikle kiimeler kura-
minda) baska kanitlarda da kullanilir.

Teorem 13.3. R kiimesi sayilamaz sonsuzluktadir. Dolayi-
siyla gergel sayilarin en az 2 elemani olan (kapali, acik, yari
kapali, sinirh ya da sinirsiz) tiim arahiklari ve K \iL kiimesi sa-
yilamaz sonsuzluktadir.



Bu 6nemli teoremin bir baska kanitini daha verelim:

Teorem 13.3’un ikinci Kaniti: N’nin her altkiimesini IRnin
bir ve sadece bir tek sayisina gotiren bir fonksiyon bulacagiz.
A ¢N olsun, fA: N -» {0, 1} fonksiyonu,

10 eger«g Aise
/a(<) =) eer ne Alise

kosullariyla tanimlanmis olsun. Simdi, Z(A) gergel sayisini,
f(A) =SweNfA(N)I10-1

olarak tanimlayalim. Eger A ve B, N’nin birbirinden degisik
iki altkimesiyse, Z(A)'nin /(B)’den degisik oldugunun kanitini
okura birakiyoruz. Demek ki /, p(N)’den iRye giden birebir
(ama orten olmayan) bir fonksiyondur. Teorem 13.1’e gore
p(N) sayilamaz sonsuzlukta oldugundan, /’nin imgesi olan
[Rnin Z7(p(N)) altkiimesi de sayilamaz sonsuzluktadir. Dolayi-
siyla R de sayilamaz sonsuzluktadir. (Sonug¢ 12.4.) O

ilerde  (N) ile [Rnin eslenik olduklarini kanitlayacagiz.

Alistirma 6. Eger bir /¢ Q altkimesinin su 6zelligi varsa:
Herx e iveye Qiciny <xisey e I olur,
0 zaman bu kimeye Q’nin bir kesiti adi verilir. Q 'nin ke-
sitlerinden olusan kiimenin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu
kanitlayin.

13.4. p(N) ile 01-Dizileri Kiimesi Arasinda Bir Esleme
Bunu daha 6nce anlatmistik ama tekrarlamakta yarar var.
Sadece 0 ve | ’lerden olusan sonsuz bir diziye 01 -dizisi adi ve-
rilir. Ornegin,
011000110110100011010110111100...
dizisi bir 01-dizisidir.



Bu paragrafta bu dizilerin kiimesiyle dogal sayilarin alt-
kiimeleri kimesi p(N) arasinda bir esleme bulacagiz. Bunu
yapmak gayet basit. Ornegin yukardaki dizi,

{1, 2, 6, 7,9, 10, 12, 16, 17, 19, 21, 22, 24, ... }
dogal say! kiimesine tekabil eder.

Kural soyle: Dizinin «-inci terimi 1 ise «’yi altkimeye koya-
riz, yoksa koymayiz. Bu kurala gére, asal sayilar kiimesi

001101010001010001010001000001010000010001...
diye baslayan dizisine tekabil eder.

N’nin c¢ift sayilar kimesiyse,

1010101010101010101...
diye baslayan dizisine tekabuil eder.

Eder X ¢ N kiumesine tekabtl eden diziyi biliyorsak, X’in
tumleyeninin dizisini de rahatlikla bulabiliriz: O ile I ’in yerlerini
degistirmek yeterlidir.

Eder X ve Y’ye tekabul eden dizileri biliyorsak, bu dizilerin
terim terim carpimi, X n Y’ye tekabul eden diziyi verir. X u Y’ye
tekabtl eden diziyi bulmayi okura birakiyoruz.

01-dizilerinden olusan kiimeyi S> olarak gosterelim.

Teorem 13.4. p(N) kiumesiyle 01-dizileri kimesi ® esle-
niktir. Dolayisiyla S) sayilamaz sonsuzluktadirl.

Buradan IR'nin sayillamaz sonsuzlukta oldugunu bir kez da-
ha kanitlayabiliriz: Her 01-dizisi a = (an)ne” i¢in, onluk tabanda
0N0&la2N3 e an oo
olarak yazilan gercel sayly1 tanimlayalim. Boéylece her 01-dizisi
bize ayri bir gergel sayi verir. Teorem 13.4’ten dolay! IR sayila-

maz sonsuzlukta olmak zorundadir.

1 o1-dizilerinden olusan kime aslinda 2 Nolarak gdsterilir, cinkd bir o1 -
dizisi, N kimesinden 2 elemanh bir kime olan {0, 1) kimesine giden bir
fonksiyondur aslinda.



13.5. S? ile IR Arasmda Bir Esleme

Basliktaki gibi bir esleme bulmak icin, [O, 1) « IR oldugun-
dan, [0, 1) araligiyla O1-dizileri kimesi *2 arasinda bir esleme
bulmak yeterli.

[0, 1) araligindan herhangi bir x sayisi alahim. Bu x sayi-
sindan hareketle, adina d(x) diyecedimiz bir dizi bulacagiz.

Eder x < 1/2 ise bulacagimiz d(x) dizisinin ilk terimi 0 ol-
sun, yoksa 1 olsun.

Gelelim dizinin ikinci terimine. Eger ilk terim 0 ise, yani
eger 0 <x < 1/2 ise, o zaman x'in 1/4ten kiguk olup olma-
digina bakalim: Eger x < 1/4 ise dizinin ikinci terimi de 0
olsun, yoksa dizinin ikinci terimi 1 olsun. Ote yandan, eger
dizinin ilk terimi 1 ise, yani eger 1/2 <x < 1 ise, 0 zaman x’in
3/4’ten kiglk olup olmadigina bakalim: Eger x < 3/4 ise dizi-
nin ikinci terimi de 0 olsun, yoksa dizinin ikinci terimi 1 olsun.

Uctincl terimi bulmak igin dizinin ilk iki terimine bakacagiz.
Diyelim dizinin ilk iki terimi 10, yani diyelim 1/2 < x < 3/4. Bu
durumda [1/2, 3/4) araligini tam ortadan ikiye bdlelim:

[1/2, 5/8) ve [5/8, 3/4)
araliklarini elde ederiz. (1/2'yle 3/4'Gn tam ortasindaki 5/8’i sag
araliga dahil ediyoruz.) Eger x e [1/2, 5/8) ise, dizinin Uc¢lncl
terimi O olsun, yoksa 1 olsun.

Bunu boyle devam ettirelim. Her seferinde x'in icine dustugu
araligi ikiye bélelim ve ;c’'in sagdaki ya da soldaki araligin igine
dustp diusmedigine gore bir sonraki terimin 0 ya da 1 olduguna
karar verelim.

Ornegin, eger x = 0,615 ise, d(x) dizisi 100111010 diye
baslar (ve bir bicimde devam eder).

® 0,0 diye baslayan diziler n 0,1 diye baslayan diziler *



Bu yontemle her x e [0, 1) sayisi i¢in, d(x) adini verdigimiz
bir 01-dizisi bulunur.

o} 1/2 9/16 5/8 3/4 1

0,615 buralarda bir yerde, dolayisiyla dizisi 100111 diye basliyor

d(0) = 00000... olur, yani sabit O dizisidir.

d(12) = 1000000... olur, yani ilk terimi 1, daha sonraki
terimleri hep Odir.

d(5/8) = 10100000... olur, yani ilk t¢ terimi 101, daha son-
raki terimleri hep O’dir.

Paydasinda 2 tirinden bir sayl olmayan sayilarin dizisini
bulmak kolay degildir, ama her sayinin mutlaka boyle bir di-
zisi vardir.

Ornegdin, d(1/3) =01010101010... diye hep 01 olarak tek-
rarlanan dizidir. (Neden?)

Her x’in boylece bir ve sadece bir tek dizisi bulunur. Aslinda
bulunan dizi x sayisinin ikilik tabanda aciliminin katsayilari-
dir; yani eger,

ise, 0 zaman,

d(x) = d~d™dsd™ ...
olur. Yalniz dikkat, eger bir a dogal sayisi i¢in, x =a/2n bigiminde
yaziliyorsa, o zaman x’in ikilik tabanda iki degisik acilimi var-
dir. Ornegin,

olur. Ama diger sayilar ikilik tabanda tek bir bicimde yazilirlar.
(Bu, onluk tabanda, 0,2459999... sayisinin 0,246 sayisina esit



olmasina benzer.) Biz x = ai2.n bigiminde yazilan sayilarin sonuna
1111... degil, 0000... koyuyoruz, yani birinci acilimi kullaniyoruz.

Boylece [0, 1) araliindan S? kiimesine giden birebir bir
fonksiyon bulmus olduk. Ancak bu fonksiyon drten degildir.
Bu yontemle buldugumuz dizilerin kuyrugu hig sirekli 1 olmaz.
Bunun nedenini yukarda gordik. Ama eger bir 01-dizisinin
kuyrugu surekli 1 degilse, bu dizi mutlaka [0, 1) araliindan
bir sayinin dizisidir.

Kuyrugu hep 1 ile devam eden ama sabit 1 dizisi olmayan
diziler kimesine S j adini verelim. Yukardaki yontem bize [0, 1)
araligiyla @\ <3XkiUmesi arasinda bir esleme verir. Demek ki
& \ 0-y kiimesi sayllamaz sonsuzlukta. Bundan, S) kiimesinin
de sayilamaz sonsuzlukta oldugu ¢ikar ama biz daha fazlasini
istiyoruz: 3) ile [0, 1) arahigi arasinda bir esleme istiyoruz.

<$l kimesiyle sonlu uzunluktaki ama bosdizi olmayan
01-dizileri kiimesi arasinda bir esleme vardir. Nitekim, bosdizi
olmayan herhangi sonlu uzunluktaki bir 01-dizisinin sonuna
01111... eklersek kiimesinden bir eleman buluruz. Bu bize
bosdizi olmayan sonlu 01-dizileri kiimesinden kiimesine bir
esleme verir. Ote yandan Teorem 12.2’ye gore sonlu uzunluk-
taki 01-dizileri kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Demek Ki
kumesi sayilabilir sonsuzluktadir ve Teorem 2’den dolayt,

® =(S>\S>) U * [0, 1) U «(R\Z)UZ=R
eslenikligini elde ederiz.

Teorem 13.5. 01 -dizileri kiimesi <3 ile IR esleniktir. O

13.6. Rx IiR» R
Bu paragrafta R x R ile R kiimelerinin eslenik olduklarini
kanitlayacagiz. Yukardaki teoreme gore S5x <3 ile Ci kiimele-
rinin eslenik olduklarini kanitlamak yeterli.
[X,y) e & x S) olsun. Bu iki x ve y dizisinden tek bir dizi
elde edecegiz.



X = (X0, xp x2, x3, x4, ... Yvey = (Y0, yv y2, y3, v4, ... )
olsun. Bu iki diziyi mikemmel bir bicimde karip,

f(x, y) = (X0, yQxt, yu x2, y2, x3, y3 X4, y4, ... )
dizisini bulalim. / fonksiyonu, kolayca gorilecegi tizere S>x (D
ile kumeleri arasinda bir eslemedir.

Sasirticl bir teorem daha kanitladik.

Teorem 13.6. R x iR ile IR kiimeleri esleniktir. O

Yani dizlemle dogrunun ayni sayida noktasi vardir. Ve elbette
R x IRx iRile IR kiimeleri de esleniktir. Kartezyen carpimi son-
lu kalmasi kosuluyla istedigimiz kadar biydultebiliriz, esleniklik
bozulmaz.

13.6. Tam ikili Agjag
Yandaki sekildeki gibi her noktadan ikiye ayrilan, ama
seklin aksine sonsuza kadar uzayan bir agaca tam ikili agac
diyelim. En alttan baslayarak sonsuza kadar sag-sol zigzaglar
cizerek uzanan bir yola da dal diyelim.

Teorem 13.7. Tam ikili agacin sayilamaz sonsuzlukta dali
vardir. Daha acik olarak sOyleyelim: Tam ikili ajgacin dalla-
rindan olusan kimesiyle 01-dizileri kimesi & arasinda bir
esleme vardir.



Kanit: Herhangi bir dalin aldigi yolu bir 01-dizisiyle tarif
edelim. En alttan baslayarak, dizinin rc'inci terimi, yol «-inci
adimda, sola sapiyorsa 0, saga sapiyorsa 1 olsun. Ornegin
01010101... dizisi, 6nce sola, sonra saga, daha sonra tekrar
sola ve tekrar safa sapan ve sirekli bir sol bir sag yaparak
sonsuza kadar uzanan yol olsun. Bdylece her dal bir ve sade-
ce bir tek 01-dizisi verir. Ayrica her 01-dizisi bir dalin aldigi
yolu tarif eder. Teorem 13.4’e gbre sayilamaz sonsuzlukta dal
vardir. O

13.7. Bélumiin Ozeti
Bu bdlimde bu asamaya kadar sayilamaz sonsuzlukta bir-
¢cok kiime 6rnegi verdik ve herbirinin birbiriyle eslenik oldugu-
nu kanitladik. Ama verdigimiz oérneklerle eslenik olmayan bas-
ka sayilamaz sonsuzlukta kiimeler de vardir. Ornegin Teorem
4.2’ye gore p(R) bunlardan biridir.
Bu asamaya kadar kanitladiklarimizi 6zet olarak yazalim:

Ozet Teorem 13.8. Asagidaki kiimeler esleniktir.

1R

2. Wnin kendisiyle sonlu sayida kartezyen carpimi.

3. Dogal sayilar kiimesi H'nin altkimelerinin kiimesi £>(N),

4. 01-dizileri kimesi <3,

5. Tam ikili agacin sonsuz dallarindan olusan kimesi,

6. Gergel sayilarin Vden fazla eleman igeren her turll ara-
higi, yani a < b icin, (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], (-00, a), (-00, a],
(a, 00), [a, 00), (-00, oo) araliklari.

Ayrica bu kiimelerin hicbiri dogal sayilarla eslenik de-
gildir.

Bir sonraki altb6limde hem matematiksel hem de felsefi
acidan cok derin bir soru soracagiz.



13.8*. Sureklilik Hipotezi

Dogal sayilar kiimesi N sayilabilir sonsuzluktadir. Ote yan-
dan, IRnin sayillamaz sonsuzlukta oldugunu gérdik. Demek ki
N ile iR arasinda bir esleme yok. N’den IRye giden birebir bir
fonksiyon oldugundan, bir anlamda IRde N’den daha fazla
eleman oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi sorumuzu soralim: Eger N ¢ X ¢ IRise, X’le N ya
da IR arasinda mutlaka bir esleme var midir?

Sureklilik Hipotezi bdyle bir eslemenin mutlaka oldugunu
soyler. Sureklilik Hipotezi dogru mudur?

Bilinemez! Bilinmiyor degil, bilinemez! Yukarda sordugu-
muz sorunun olumlu ya da olumsuz bir yaniti bugiin mate-
matikte kabul edilen aksiyomlarla kanitlanamaz2. Bunu Kurt
Godel’'in 1930’larda ve Paul Cohen’in 1960’larda kanitladigi
teoremlerinden biliyoruz.

Bolum Ustune Notlar:

1. Sureklilik Hipotezi sorusunu ilk Cantor sormustur. Hil-
bert 1900°de Paris’teki konferansta matematikgilere sordugu
meshur 23 soru arasina bu soruyu da almistir, hatta bu soruyu
listesinin ilk sorusu yapmistir.

2. Bu yazidaki fikirler Cantor’a aittir. Ruh hastaliindan
dolay! yasami aci icinde gecen Cantor’un degerini ne yazik Ki
¢aginin birgok matematikgisi anlayamamisti. Buyik matematik-
¢i Hilbert anlayanlardandi. Hilbert’le birlikte o cagin en blyuk
matematikg¢isi olan Poincare ise anlasilmaz bir bicimde bu tur
sorulari degersiz bulanlardandi.

2 Bugun kabul edilen aksiyomlar sistemine ZFC (Zermelo-Fraenkel-Choice)
ad1 verilir. ZFC’nin aksiyomlarindan Streklilik Hipotezi'nin dogrulugu ya da
yanlishigr kanitlanamaz.



14. Sayilabilir ve Sayilamaz
Sonsuzluklar

'ye eslenik olan bir kiimeye sayilabilir sonsuz kiime

dendigini sdylemistik. Sonlu ya da sayilabilir sonsuzluk-
taki kiimelere sayilabilir denir. Bu bélimde, gecen bdlumlerde
yaptiklarimizi ve biraz daha fazlasini, daha kuramsal ve daha
genel olarak yapacagiz.

Eger A sayilabilir sonsuzlukta bir kiimeyse, A’nin her ele-
manina bir ve sadece bir tek dogal sayi eslendiginden ve her
dogal say1 A’'mn bir elemaniyla eslendiginden, n dogal sayisiyla
eslenen A’nin elemanini an ile gosterirsek, A’'mn elemanlarini,

a0, ax, ..., an_x, ...
diye teker teker siralayabiliriz. Burada, i * j ise at* a;’dir, yani
A’nin her elemanini bir ve sadece bir tek defa sayiyoruz, ¢'yi
ai’nin numarasi olarak da dusunebiliriz.

Demek ki bir kimenin sayilabilir sonsuzlukta olmasi, kiime-
nin elemanlarini dogal sayilarla (her dogal saylyir ve her birini
sadece bir kez kullanarak) teker teker sayabilmek demektir.

ilk teoremimiz pek sasirtici degil, zaten daha énce de ka-
nitlamistik (Teorem 12.3). Ama bu sefer biraz daha dikkatli
kanitlayacagiz.

Teorem 14.1. N’nin her sonsuz altkimesi sayilabilir son-
suzluktadir.



Kanit: A, N’nin sonsuz bir altkiimesi olsun. A’nin her ele-
manini bir dogal sayiyla esleyecegiz, yani A’'mn elemanlarini
dogal sayilarla sayacagiz. Saymaya A’'nin en kiiglk elemanindan
baslayip bir sonraki elemaniyla devam edecegiz.

A bos olmayan bir dogal sayi kiimesi oldugundan, A’nin
en kicuk elemani vardir. (Bu, pek o kadar da bariz degildir.
Bir kaniti vardir. Daha akademik kitaplarimizda kanitlayaca-
giz.) Bu elemani Ola esleyelim ve adina ug diyelim. Simdi ayni
seyi A \ g0} kiimesiyle yapalim. A sonsuz oldugundan, A \{<0}
kumesi boskime olamaz. Bu kiimenin en kucik elemanina
diyelim ve bu elemani I’le esleyelim. Bunu boylece strdire-
biliriz. Diyelim, A’nm en kicuk n elemani bulduk ve bunlara
ao, di, ..., an x adini verdik ve bu elemanlarn 0, 1, ..., n- 1
dogal sayilariyla eslestirdik. Bir sonraki adimda

A \{a0, 6j, ..., anI\
kimesinin en kucuk elemanini alabiliriz, ¢inkii A sonlu ol-
madigindan, bu kiime bos olamaz. Bu elemana a,, diyelim. Bu
yontemle A’nm her elemani sayilabilir mi? Elbette! Sonug ola-
rak A, dogal sayilarin bir altkiimesi; 6ntinde sonunda A’'mn her
elemani bir zaman sonra sayilacak. Boylece A’'mn her elemani
bir ve sadece bir tek dogal sayiyla eslenir. O

Demek ki asal sayilar kiimesi, ¢ift sayilar kiimesi, tek sa-
yilar kiimesi, 2006’dan buyik dogal sayilar kiimesi sayilabilir
sonsuzlukta kiimelerdir.

Bu teoremden, bir kiimenin sayilabilir sonsuzlukta olmasi
icin kiimenin elemanlarini numaralandirirken illa tim dogal
sayilar kullanmak gerekmedigi ¢ikar. Yeter ki kimemiz sonsuz
olsun ve bazi dogal sayilarla numaralandirilmis olsun, yani her
elemana, bir ve sadece bir tek dogal sayi ilistirilmis olsun. Simdi
bu sonucu resmen kanitlayalim:

Sonu¢ 14.2. Elemanlari dogal sayilarla numaralanmis son-
suz bir kiime sayilabilir sonsuzluktadir.



Kanit: Sonsuz kiimemize A diyelim. A’'mn elemanlarinin
numaralarinin kiimesine de B diyelim. Demek ki A « fi. Ama
B sonsuz bir dogal sayi kiimesi. Yukardaki teoreme gore B « N
olmali. Dolayisiyla A « N olur. O

Bu sonucu kullanarak ilging bir sey kanitlayabiliriz. N’nin
sonlu altkiimelerinden olusan kiime p <@N) olarak gosterilir.
Ornegin

{1,2, 36, 65} e #><®(N),
ama c¢ift dogal sayilar kiimesi 2N ya da asal sayilar kiimesi,
p <@N)’nin bir elemani degildir.

Sonug 14.3. p <n(N) sayilabilir sonsuzluktadir.
Kanit: Her n dogal sayisi icin, pn, n+I’inci asal olsun:
Po=2,P1 =3>Pl =5>P3 = 7>Pa = -
Ve X ¢ N herhangi sonlu bir dogal sayi kiimesi olsun. X’in
elemanlari
a(0), a(1), ..., a(n-1)
olsun. Simdi X ’e,
) Pa(0)' — ' Pa(n-1)
numarasini verelim. Ornegin {2, 4, 7}’'nin numarasi 5-11-19°dur.
Boskimenin numarasi |’dir. (Hi¢ tane sayinin ¢arpiminin 1
oldugu kabul edilir.) Bdylece her sonlu dogal sayi kimesi bir
dogal sayiyla numaralanmis (kodlanmig) olur. Sonug¢ 14.2'ye
gore sayilabilir sonsuzlukta sonlu dogal sayi kiimesi vardir. O

Bir sonraki sonucumuz, sayilabilir sonsuzluktaki kiimelerin
bir anlamda en, kiigtik sonsuz ktimeler olarak gérilebilecegini
sdyluyor.

Sonug 14.4. Sayilabilir sonsuzlukta bir kimenin sonsuz bir
altkimesi de sayilabilir sonsuzluktadir. Dolayisiyla sayilamaz
sonsuzlukta altkiimesi olan bir kiime sayilamaz sonsuzluktadir.



Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta bir kime olsun. B, A’nin
sonsuz bir altkiimesi olsun. A’'mn elemanlarini dogal sayilarla
numaralandiralim. B’nin elemanlarinin numaralari N’nin sonsuz
bir M altkimesini olusturur. Demek ki M, B’nin elemanlarini
numaralandiran sonsuz bir dogal say! kimesidir. Sonug¢ 14.2’'ye
gore B sayilabilir sonsuzluktadir.

Ayni sonucu, Teorem 14.1°i kullanarak, B wM « N denk-
likleriyle de kanitlayabilirdik. O

Simdi, sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin sayilabilir sonsuz
kalmasi icin kiimeye neler ekleyebilecegimizi gorelim.

Teorem 14.5. Sayilabilir sonsuzlukta bir kimeye sonlu bir
kime eklenirse gene sayilabilir sonsuzlukta bir kiime elde edilir.

Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta, B de m elemanl bir kime
olsun. A u B kimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu ka-
nitlayacagiz. Once B’nin, daha sonra A’nm elemanlarini dogal
saylilarla sayacagiz. (Tersini yapmaya kalkarsaniz, A tim dogal
sayilari mesgul ettiginden B’nin elemanlarini sayacak dogal sayi
kalmaz.)

B yerine B \ A kiimesini alarak, A ile B’nin ayrik kumeler
olduklarini varsayabiliriz, ¢cunku

AuB =AU(B\A)
ve B \A, B’nin bir altkimesi oldugundan, B’den daha da sonlu
bir kimedir. Simdi, A’nin elemanlarini
#0, - an, ...
olarak siraya dizelim. (Asagidaki sekilden takip edin.) B’nin
elemanlarini da
b0, bx, ..., bm 1

olarak siralayalim. Yukardaki varsayima goére hicbir a{ bir s#ye
esit degil.

Simdi A uB kimesinin elemanlarini B’nin elemanlarindan
baslayarak sayaca§iz (Asagidaki sekilden takip edebilirsiniz.):



cL  =bx
t'm_l —bm_\,
an “— ao,
cml = ax
cmH = o

olsun. Boylece, A u B kimesinin elemanlarini

Ny Py

diye dogal sayilarla saymis olduk. O
Bu teoremden daha gigli bir teorem kanitlayabiliriz:

Teorem 14.6. Sayilabilir sonsuzlukta bir kiimeye sayilabilir
bir kiime eklenirse gene saylilabilir sonsuzlukta bir kiime elde
edilir. Dolayisiyla her biri sayilabilir sonsuzluktaki sonlu tane
kimenin bilesimi de sayilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: A ve B sayilabilir sonsuzlukta iki kiime olsun. A u B
kimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayacagiz.
A’'mn elemanlarim cift sayilarla, B’nin elemanlarini tek sayi-
larla sayacagiz.

Once B yerine B \ A kumesini alabilecegimizi gosterelim.
Elbette

AuB =Au(B\A)



olur. Eger B \ A sonluysa sonug¢ bir 6nceki teoremden cikar.
Bundan bdyle B \A’nm sonsuz oldugunu varsayalim. O zaman,
Sonug 14.4’e gore B \A saylilabilir sonsuzluktadir ve varsayim-
larimiz A ve B icin oldugu gibi, A ve B \A icin de gecerlidir.
Dolayisiyla B yerine B \A alip A ve B’nin ayrik kiimeler ol-
duklarini varsayabiliriz.
A'nin elemanlarini

NI «I> e
olarak, B’nin elemanlarini da

bO, bm, ...
olarak siraya dizelim. A ve B ayrik olduklarindan, higbir ~ bir
bj ye esit degildir.

Simdi A u B kiumesinin elemanlarini sayalim:

0= a0,
cl =K
C2=ab
= bl,
ci = a2
c4 =
c2n —~
~ntl = bn,
Boylece, A u B kumesinin elemanlarini cO, cls ..., ¢ ... diye

dogal sayilarla saymis olduk. Kanitimiz tamamlanmistir. O



Asagidaki sonucu ve hatta alalarini gegen bélimde kanit-
lamistik.

Sonug 14.7. Tamsayilar kiimesi iLsayilabilir sonsuzluktadir.
Kanit: Z = N u -N ve -N » N oldugundan, bu, Teorem
14.6’mn bir sonucudur. O

Sonug¢ 14.8. A kimesi sayllamaz sonsuzluktaysa, B kiimesi
sayilabilir sonsuzluktaysa A \B kimesi de sayilamaz sonsuz-
luktadir.

Kanit: B sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Sonug¢ 14.4’e
gbre, A n B kiUmesi sayilabilir bir kiimedir. E§er A \B kiimesi
de sayilabilir olsaydi, o zaman, A = (A \B) u (A n B) esitli-
ginden dolayi, Teorem 14.6'ya gore A da sayilabilir olurdu.
Celiski. O

Teorem 14.9. Sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin bir fonk-
siyon altinda imgesi sayilabilirdir (yani ya sonludur ya da sa-
yilabilir sonsuzluktadir). Dolayisiyla N’den X kiimesine 6rten
bir fonksiyon varsa X sayilabilirdir.

Kanit: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimemizi elbette N alabili-
riz. /| : N —X bir fonksiyon olsun. X yerine /(X) alarak / 'nin
orten oldugunu varsayabiliriz. X 'ten N’ye giden bir esleme ta-
nimlayacagdiz. Her x e X igin, f~1{x), N’nin bos olmayan bir alt-
kimesidir, dolayisiyla en kuguk bir elemani vardir. Bu elemana

min f~ 1(x)

diyelim. Simdi, g : X —» N fonksiyonu,

g(x) = min f~1(x).
formuliyle tanimlansin, yani g(x), f~ 1(x) kimesinin en kuguk
elemani olsun, g’nin birebir oldugunu kanitlamak zor degil.
Demek ki X « g(X). Ama g(X), N’nin bir altkiimesi oldugun-
dan, Teorem | ’e g6re ya sonludur ya da sayilamaz sonsuzlukta,
dolayisiyla X ya sonludur ya da sayilamaz sonsuzluktadir. O



Teorem 14.6’dan da guglusu var:

Teorem 14.10. X, elemanlari sayilabilir sonsuzlukta kiime-
ler olan sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. O zaman ~NJX
kimesi de sayilabilir sonsuzluktadir.

Bu teorem Secim Aksiyomu olmadan kanitlanamaz. Te-
oremin yanlis ama oldukca ikna edici ve 19’uncu yuzyilda ya-
sasaydik matematiksel bir kanit olarak kabul edilebilecek bir
kanitini verelim.

Teorem 14.10°'un Yanhs Kaniti: X sayilabilir sonsuzlukta
oldugundan N’den X ’e giden bir / eslemesi vardir. Her / s N
icin, f(i) sayilabilir bir kime oldugundan, N’den /(*') kiimesine
giden bir gteslemesi vardir. Demek Ki,

X ={/(0), /(1), /(2), .. }
ve
/(0) ={90(0),90(1),90(2).90(3), - },
/d) ={g1(0), g1(1),91(2), g1@3), ... }
1(2) ={92(0),92(1),9 2(2),92(3), ... }

Simdi N’den LJX kUmesine giden orten bir h fonksiyonu
tanimlayacagiz. pO =2, p\ =3, p2 =5, ..., pk=£+1I’inci asal
olsun.

h:N->UX
fonksiyonu su kuralla tanimlansin:

_jok(n) eger x =Pk big¢imindeyse
jgo(0) yoksa

h ortendir. Teorem 14.9’a gore KJX sayilabilir sonsuzluktadir.
Yanlis kanitimiz tamamlanmistir.



Teorem 14.10°un bir baska (yanlis) kaniti daha: Sayilabilir
sonsuzlukta oldugunu bildigimiz N x N kimesinden ~JX k-
mesine giden ve

h(k, n) = gk(n)
kurahiyla tanimlanmis fonksiyon ortendir. Dolayisiyla, Teorem
14.9’a gore NJIX kumesi sayilabilir sonsuzluktadir. O

Teorem 14.10’un kanitinda sorun, her i dogal sayisi i¢in
N’den f(i) kimesine giden bir g{ eslemesi secmede. Boyle bir
se¢im yapmanin bedava olmadiginin anlasilmasi, kanimizca,
uygarhiimizin ve insan bilincinin en ince, en derin, en yice ve
en felsefi buluslarindandir. Bu inceliklere Aksiyomatik Kimeler
Kurami adh kitabimizda deginecegiz. Ote yandan, her i dogal
sayisi icin, “belli bir kurala uyarak”, N’'den f(i) kimesine gi-
den bir g, eslemesi secebilirsek o zaman yukardaki kanit en
titiz matematikcinin nezdinde bile gecerli olur. Bunu Teorem
14.11’in kanitinda yapacagiz.

Bu asamada, elemanlarinin her biri 2 elemanli bir kiime olan
sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin bilesiminin de sayilabilir
sonsuzlukta oldugunu tam matematiksel olarak (yukardaki gibi
hile yapmadan) kanitlayamayiz. Tabii bazi 6zel durumlarda bu
kanitlanabilir ama bu sonucu en genel haliyle kanitlamak igin
Se¢im Aksiyomu’na (bkz sayfa 119) ihtiya¢ vardir.

Aslinda sezgisel kimeler kuramiyla aksiyomatik ktmeler
kurami arasindaki ayrim tam da burada yatar. Sezgisel kiimeler
kuraminda, Teorem 14.10’un verdigimiz kaniti yeterince ikna
edici bulundugu icin kabul edilir ama aksiyomatik kimeler
kurami daha titizdir (ve hakli olarak daha titizdir, yoksa hig¢
beklenmedik yerlerden celigkiler ¢ikabilir).

Ote yandan sunu kanitlayabiliriz.



Teorem 14.11. X, her elemani K’nin sonlu bir altkiimesi
olan bir kiime olsun. Eger X sayilabilir sonsuzluktaysa o zaman
KJX kiimesi sayilabilirdir.

Kanit: Boskiimenin X ’in bir elemani olmadigini varsayabi-
liriz. X sayilabilir sonsuzlukta oldugundan N’den X e giden bir
/ eslemesi vardir. Demek ki her n dogal sayisi i¢in, /(«), @nin
sonlu bir altkiimesi. /(tt)’nin elemanlarini kiugtkten buytge
dogru siralayalim. Bu elemanlara

f(n, 0) < .. <f(n, kn-1)
diyelim. Demek ki,
f(n) ={f(n, 0) < ... <f(n, ¢,-1)}
Buradaki kn, /(«)’nin eleman sayisidir. Simdi g, N x N’den LJX
kimesine giden ve

[/(«*) eger/<k, ise
8 '* \f(n,0) eger/>k, ise

kuraliyla tanimlanan fonksiyon olsun, g drten bir fonksiyon-
dur. N x N kiimesi sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Teorem
14.9’a gore LIX kumesi de sayilabilirdir. O

Teorem 14.12. E§er A ve B sayilabilir sonsuzluktaysa Ax B
kiimesi de sayilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: A x B kimesi, b e B i¢in, sayilabilir sonsuzluktaki
A x {b} kiimelerinin bilesimidir. Teorem 14.10’dan A x B’nin
saylilabilir sonsuzlukta oldugu c¢ikar. Ama Teorem 14.10’un ka-
niti yanhs oldugundan bu teoremi kullanmak caiz degil. Teorem
14.10’u kullanmadan kanitlayalim. A x B yerine N x N kiimesi-
nin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayabiliriz. Ama bunu
Teorem 12.1°den biliyoruz. O

Sonug 14.13. Negatif olmayan kesirli sayilar kimesi Q-° ve
kesirli sayilar kiimesi Q sayilabilir sonsuzluktadirlar.



Kanit: Teorem 14.12’den dolay!r N x (N \{0}) kiimesi sayI-

labilir sonsuzluktadir. Simdi
/ N x (N\{0}) > Q&
fonksiyonu f(a, b) = alb kuraliyla tanimlansin. / o6rtendir. Te-
orem 14.9 sayesinde Q-° sayilabilir sonsuzluktadir. Demek ki
-Q -° kUmesi de sayilabilir sonsuzluktadir.
Q=Q*u <

oldugundan, Teorem 14.6 sayesinde Q sayilabilir sonsuzlukta-
dir. O

Eger A bir kimeyse, elemanlari A’nm sonlu altkiimeleri olan
kiime p <(A) olarak gosterilir.

Sonug 14.14. Sayilabilir sonsuzluktaki bir kiimenin sonlu
altkiimelerinden olusan kime sayilabilir sonsuzluktadir. Ya-
ni A sayilabilir sonsuzluktaysa, p <{JA) kiimesi de sayilabilir
sonsuzluktadir.

Kanit: A sayilabilir sonsuzlukta herhangi bir kiime olsun. A
ile N arasinda bir esleme vardir. Bu esleme, p <(A) ile p <ti(N)
arasinda bir esleme verir. Nitekim, eger / : N -» A bir eslemeyse,

[({«i, ..., nK}) = {f(nx), ..., f(nK)}
kurahiyla tanimlanmis / : p <G(N) — p <a(A) fonksiyonu bir
eslemedir. Sonug, Sonu¢ 14.3'ten ve Teorem 14.9’dan ¢ikar. O

Demek ki X sayilabilir sonsuzluktaysa X ~p <Q(X). Ayni es-
leniklik X herhangi sonsuz bir kiimeyse de gecerlidir. Bunu da
Aksiyomatik Kimeler Kurami kitabimizda kanitlayacagiz.

Alistirmalar
1. Eger X sayilabilir sonsuzluktaysa ~Jns ~ Xn kiimesinin
de sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayin. Burada X7,
X X ... x X (n defa) anlamina gelmektedir.



2. X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. Belli bir sayic
sonra hep sabit degeri alan N’den X ’e giden fonksiyonlar k-
mesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu kanitlayin.

Imkansiz Goriinen Bir Soru

Soru: X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. Oyle
sayllamaz bir
Ug¢ p{X)
kiimesi bulun ki, birbirinden farkli her A, B e U igin
yvaAc ByadaBa A
olsun.
Yamt: X’in Q oldugunu varsayabiliriz. Her r e IR
icin,
Ar={o00,r)n Q
ve
7={Ar:re IR
tanimint yapalim. O zaman r < s i¢in Ar ¢= As olur.
Dolayisiyla,
U={Ar:r e IR0}
kumesi isimizi gorar.



15*. Uygulamalar

u bélumde daha 6nce yaptiklarimizin bazi uygulamalarini
Bverecegiz. Kimi okur, sézkonusu edilen uygulamalari bu

asamada anlamayabilir. O kadar énemli degil. Soyle bir oku-

makla yetinebilir.

15.1. Biraz Cebir

Sonug 15.1. Katsayilari Q’da ya da iLde olan polinom kii-
meleri, yani Q[X] ve Z[X] sayilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: Sonucu Q i¢in kanitlarsak, Sonu¢ 12.3’ten ya da
Teorem 14.1'den sonucun Z ic¢in de gecerli oldugu cikar. Bir
p e Q[X] polinomu, pte Q sayilari igin icin,

Po +P\X + Pi1X2 + ==+ p_Xn
biciminde yazilan sonlu bir ifadedir. Bu polinomu, (Q \{0}) x N
kiimesinin
f(P) = {(Pi, i) mPi * 0}

altkiimesiyle kodlayabiliriz. /, Q[X] ile p <GJ(Q \{0}) x N)
kiimesi arasinda bir eslemedir. Sonu¢ 14.13 ve 14.4’e go6-
re, Q \{0} sayilabilir sonsuzluktadir. Teorem 14.12’ye gbre
(Q \{0}) x N sayilabilir sonsuzluktadir. Sonu¢ 14.14’e gdre,
p <a(Q \{0}) x N) kumesi sayilabilir sonsuzluktadir. Demek
ki Q[X] de sayilabilir sonsuzluktadir. O

Eger bir r e R gergel sayisi, katsayilari Q kiimesinde olan
bir p(X) * 0 polinomunun kékuyse, yani hepsi birden 0 olma-
yan sonlu tane



Po> P\a>PI> «=>Pn
kesirli sayisi igin,
PQ+ pxr + pA2 + «=+pnr» =0

esitligi saglanabiliyorsa, r'ye cebirsel sayr denir. Her kesirli
sayl cebirseldir; nitekim, eder g e Q ise, q, X - g e Q[X]
polinomunun koékudir. ~2 de cebirseldir, ¢inki 2, X2 - 2
polinomunun kokudir. Ote yandan n ve e sabitleri cebir-
sel degildirler. Cebirsel sayilarin toplami ve ¢arpimi da ce-
birseldir. Ama bu sonuglari bu kitapta kanitlayanlayiz, zaten
bu sonuclara ihtiyacimiz olmayacak. Okur gene de 72 + 73,
72 +73 +75, 21/3 + 72 gibi sayilarin cebirsel olduklarini alis-
tirma olarak kanitlamak isteyebilir.

Sonug 15.2 [Cantor]. Sayilabilir sonsuzlukta gercel cebirsel
say! vardir.

Kanit: Her / e Q[X] \{0} i¢in,

Af=[ae R :f(a) =0}

olsun. Sonug¢ 15.1’den dolayr Q[X] sayilabilir sonsuzlukta ol-
dugundan, Sonu¢ 14.9’a gore, {Af :/ € Q[X] \{0}} kumesi
saytlabilir sonsuzluktadir. Ayrica her Af nin eleman sayisi sonlu-
dur, en fazla / 'nin derecesi kadar elemani vardir [Bkz. herhangi
bir cebir kitabi]. Cebirsel sayilar kiimesi bu Ay’lerin bilesimidir
elbet. Sonug, Teorem 14.11’den cikar. O

Cebirsel olmayan sayilara askin ya da transandantal denir.

Sonug¢ 15.3 [Cantor]. Askin sayilar sayilamaz sonsuzlukta-
dir. Dolayisiyla en az bir askin sayi vardir.

Kanit: R, cebirsel sayilar kiimesiyle askin sayilar kiimesinin
bilesimidir. Sonu¢ 15.2’ye gore cebirsel sayilar kiimesi sayilabilir
sonsuzluktadir. Askin sayilar kiimesi sayilabilir olsaydi, o za-
man Teorem 14.6’ya gore, R de sayilabilir sonsuzlukta olurdu
ki, bu da Teorem 13.8’le celisirdi. O



Biraz daha derin bir matematikle,
0,10010001000010000010000001...
sayisinin askin say1 oldugu kanutlanabilir. Bunu Liouville adin-
da Unlu bir matematikei kanitlamistir.

Bir sonraki sonucu agiklamadan 6nce, n*Q (kartezyen
carpim) ve ®"Q (kisith kartezyen carpim) kiamelerini tanim-
layalim. Birincisini Blim 7.4°’te tanimlamistik.

N’den Q’ya giden her / fonksiyonunu,

(1(0), 1(L), 1(2), 1(3), ..)
olarak gosterebiliriz. Bu gosterimle verilen bir fonksiyona fonk-
siyon yerine dizi denir (bkz Bolum 4.11), c¢unki gergekten bir
“dizi” stzkonusu. Ornegin,

(0, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ...)
bir dizidir, bu dizi aslinda f(n) = n/(n+1) kurahyla verilmis
fonksiyondur, n sayisindan esinlenerek yarattigimiz

(3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, ..)

dizisi (yani fonksiyonu) giderek daha fazla rc'ye yaklasir.

n NQ kumesi, terimleri kesirli say1 olan diziler kiimesi ola-
rak tanimlanir. Demek ki n NQ kimesi aslinda kimesi-
dir, yani N’den Q 'ya giden fonksiyonlar kimesidir. “Dizi”
ve “fonksiyon” sozcikleri psikolojik olarak degisik nesneleri
cagristirdigindan bu ayrimi yapma gereksinimi duyuyoruz, yok-
sa UNQ kimesiyle Q N kiimesi arasinda matematiksel olarak
hicbir ayrim yoktur.

Bir dizi, genellikle,

(1(0), 1(L), 1(2), 1(3), ..)
yerine
(/o» /1> fi> [2em
olarak gosterilir. Bu son yazilhim da, (/,)!'6n olarak ya da daha
kisaca (/=)= olarak daha tikiz bir bicimde yazilir. Ornegin,



dizisi, yukarda 6rnek olarak verdigimiz
(0, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, ..)
dizisidir. Bu dizi de aslinda

kuraliyla tanimlanmis / : N -» Q fonksiyonudur.

Bir 01-dizisi de aslinda N’den {0, 1} kiimesine giden bir
fonksiyondur, dolayisiyla Ol-dizilerinden olusan kiime {0, 1}
N kiimesinden baska bir sey degildir. Bazi kitaplarda bu kiime
2N olarak yazihr.

©N Q kumesi ise, sadece sonlu tane 0’a esit olmayan terimi
olan kesirli sayilar dizilerinin kiimesidir. Yukarda verdigimiz dizi
orneklerinin hichbiri © Q kumesinde degiller. Ote yandan,

(0, 1/2, 2/3, 0, 4/5, 0,0, ..., 0, ..)
dizisi ©n Q kumesindedir. Yani aslinda ©™ Q kumesi, N’den
Q’ya giden ve belli bir sayidan buyiik sayilarda hep O degeri
alan fonksiyonlar kimesidir.

© NZ kimesi de aynen © NQ kumesi gibi tanimlanir: 0’dan
degisik sonlu tane terimi olan tamsay: dizileri kiimesidir.

Sonug 15.4. ©N Q ve ©" IL kiimeleri sayilabilir sonsuz-
luktadir.

Kanit: (a” e ©”™ Q olsun. Eger i > n icin U = 0 ise, bu
diziden,

aQ+a\x+a|x2+...+anxn

polinomunu elde ederiz. Bu kural bize, ©N Q ile Q[X] ara-
sinda bir esleme verir. Sonug |’e gore, Q[X] kumesi sayilabilir
sonsuzlukta oldugundan, © N Q kUmesi de sayilabilir sonsuz-
luktadir. ffiN Z’nin sayilabilir sonsuzlukta oldugu bundan ve
Sonug 14.4’ten ¢ikar. O

Sonug 15.5. IINQ ve Z sayllamaz sonsuzluktadirlar.



Kanit: Teorem 13.8’e gore, 01-dizileri kimesi 25 sayilamaz
sonsuzlukta oldugundan, Sonug¢ 15.4’e gbre @ ’'nin altkimesi
oldugu her kiime sayilamaz sonsuzluktadir. O

15.2. Biraz Analiz
Teorem 15.6. Gergel sayilar kimesinin, uzunluklarinin top-
lami 1 olan ve bilesimleri her kesirli sayyi iceren agik araliklari
vardir.
Kanit: Kesirli sayilar kimesi Q 'ntin sayilabilir sonsuzlukta
oldugunu biliyoruz. Demek ki kesirli sayilari
<70 Ti5 127 o> 3’ oo
diye numaralandirabiliriz. Her n dogal sayisi ic¢in, uzunlugu
1/2”+41 olan
(an- 1/27+2, qn + 1/27+2)
acik araligini alalim. Bu arahiklar tim kesirli sayilari icerirler
elbet ve uzunluklarinin toplami 1/2 + 1/4 + 1/8 + «a= | dir. O

Ayni sonug, kesirli sayilar yerine cebirsel sayilar igin de
dogrudur elbet. Ayrica araliklari daha da kisaltarak aralikla-
rin toplam uzunlugunu (Odan blyik olmak kosuluyla elbet)
diledigimiz kadar kugultebiliriz.

Soru. Kesirli bir sayr olmayan Tyi bu arahklarin disinda
tutabilir misiniz?

15.3. Biraz Bilgisayar Bilimi
Simdi de bilgisayarcilari ilgilendirecek birkag¢ sonug verelim.
Bir alfabe, herhangi bir kimedir. Alfabenin elemanlarina
harf denir. Ornegin alfabe {a, b} ise, “baba”, bu alfabenin harf-
leriyle yazilmis 4 uzunlugunda bir s6zciktir, “baaabbbaabba”
ise 12 uzunlugunda bir sozcuktir. Matematiksel olarak, bir
sOzcuk terimleri alfabenin harflerinden olusan sonlu bir dizidir.
Sozciklere bir de ayrica, alfabe ne olursa olsun, Ouzunlugunda



olan (yani hi¢ harfle yazilan) {) s6zcigu eklenir. {) s6zctugtne
bossdzcik adi verilir.

Sonug 15.7. Sayilabilir sonsuzlukta ya da sonlu ama bos-
kime olmayan bir alfabeyle yazilan sonlu uzunluktaki s6zcuk
sayisl sayilabilir sonsuzluktadir.

Kanit: Gerekirse alfabe degistirerek, alfabenin N \ {0} ku-
mesinin bir altkiimesi oldugunu varsayabiliriz. S6zcigin so-
nuna sonsuz tane 0 ekleyerek, her sozctugu Z kimesinin
bir elemani olarak gorebiliriz. Sonug 15.5’e gore Z kumesi
sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Sonuc¢ 14.4’e gére, sonlu
uzunluktaki sdzcuk sayisi da sayilabilir sonsuzluktadir. O

Sonu¢ 15.8. Sayilabilir sonsuzlukta bilgisayar programi
vardir.

Kanit: Bir bilgisayar programi sonlu bir alfabeyle (6rnegin
klavyenin tuslariyla) yazilmak zorundadir. Ayrica program sonlu
uzunlukta olmahidir. Dolayisiyla her program sonlu bir alfabeyle
yazilmis sonlu uzunlukta bir s6zctk olarak gorulebilir. O

A, bir dogal sayilar kiimesi olsun. E§er A’'nin karakteristik
fonksiyonu, yani

[0 X g A ise

kuraliyla tanimlanan f A: N -» {0, 1} fonksiyonunun degerleri
bir bilgisayar programi tarafindan hesaplanabiliyorsa, o zaman
A’ya hesaplanabilir kiime (ingilizcesi recursive) diyelim, yoksa
hesaplanamaz diyelim. Sonlu kiimelerin hepsi hesaplanabilen
kimelerdir. Somut bir hesaplanamaz kime bulmak pek kolay
degildir ama c¢ok vardir!



Sonug 15.9. Hesaplanamaz bir kiime vardir, hatta sayllamaz
sonsuzlukta hesaplanamaz kime vardir.

Kanit: Dogal sayilarin altkiime sayisi sayilamaz sonsuzlukta.
Ote yandan Sonu¢ 15.7’ye gore hesaplanabilir altkiime sayisi
ancak sayilabilir sonsuzlukta olabilir. Demek ki hesaplanamaz
altkiime sayisi sayilamaz sonsuzluktadir. O

15.4. Biraz Mantik
Dogal sayilar kiimesi N’nin,
{ic e N :Vf3u Vy 3z x3t2 + yxztu - zul = 8}
gibi bir formulle ifade edilebilen altkiimelerine tanimlanabilir
altkiime denir. Ornekteki
Vt 3u Vy 3z xitl+yxztu - zu2=8
kosulunda, t, u, y, z elemanlarinin da N’de olduklari (acikca
sOylenmeden) varsayilir. Formullerde,
V, 3, A, v, - <> (,) =, + -,
021j 2, ..., x, ¥y, z, t, u, v, ..
simgeleri kullanilabilir (x, y, z degisken simgelerinden sayilabilir
sonsuzlukta vardir) ve her formul sonlu uzunlukta olmalidir.
Tanimlanabilir kimeleri bir formulle tanimlanabilen k-
meler olarak algilayabiliriz. Sonu¢ 15.6’ya gore formil sayisi
saylilabilir sonsuzlukta oldugundan, su sonucu elde ederiz:

Sonu¢ 15.10. N’nin tanimlanabilir altkime sayisi da sayi-
labilir sonsuzluktadir. O

Sonug 15.11. H’nin tanimlanamaz bir altkiimesi vardir, hat-
ta sayilamaz sonsuzlukta tanimlanamaz altkiimesi vardir. 0O

Eger bir
a0 ar> an —
tamsay! dizisi, bir k icin, ilk k eleman tarafindan timevarimsal
olarak bir formdille belirleniyorsa, diziye timevarimsal diyelim.



Burada “bir formulle belirlenmekten” ne kastettigimizi de soy-
lememiz lazim. Tanimi ne olursa olsun, bir formilde

-] *5 "Ys (y )j 0?2 1
gibi sayilabilir sayida simge kullanabilelim ve her formulin
uzunlugu sonlu olsun. Ornegin,

M2 =  n+ Mantl
timevarimsal bir dizidir, cinkt bu formul, dizinin ilk iki terimi
verildiginde dizinin diger terimlerini belirler: Ornegin
Ug=0,ai =1

ise, dizi,

0, 1, 3, 11, 39, 159, ...
olarak devam eder.

Sonug 15.12. Tumevarimsal olmayan bir dizi vardir.

Kanit: Dizi sayisi sayilamaz sonsuzlukta, ancak formul sayisi
ve belirlenmesi gereken ilk k terim sayilabilir sonsuzluktadir.
Dolayisiyla tumevarimsal olmayan bir dizi vardir. O

Bir baska ilgin¢ sonug: Dilimiz, sonlu sayida ya da diyelim
en fazla sayilabilir sonsuzlukta harf ya da simgeden olusur.
Ayrica tanimlarimiz sonlu uzunluktadir. Demek ki Sonug¢ 7’ye
gore en fazla sayilabilir sonsuzlukta tanim yapabiliriz. Orne-
gin sin(#A2)3 bir sayiy1 tanimlar (ve adlandirir.) Demek ki adi
konmamis ve tanimlanmamis en az bir gercgel sayi vardir. Her
saniye sonlu sayida tanim yapabilecegimizi varsayarsak, hicbir
zaman adi konmayacak ve hi¢bir zaman tanimlanmayacak en
az bir gercel say! vardir.

15.5. Bir Parga da Topoloji
Onsav 15.13. Eger (A)i€/, R’nin bir acik araliklar ailesiyse,

Njel Ai=n~ses Aj
esitligini saglayan sayilabilir birJ ¢ | gostergeg altkiimesi vardir.



Kanit: A = A-olsun. An Q ¢ Q oldugundan, A n Q
saylilabilir bir kimedir. Bu kiimeden her g e A n Q igin,
g e Aj~ iliskisini saglayan bir i(g) e | secelim.

J={i(@):qgeAn Q}
olsun. A n Q sayilabilir oldugundanJ de sayilabilir bir kiimedir.
U i<d Al =M< Aj
esitligini kanitlamay1 okura birakiyoruz. O

Biraz daha emekle daha iyisini yapabiliriz:

Teorem 15.14. Gercel sayllar kimesi Wde herhangi bir
actk araliklar kiimesinin bilesimi, sayilabilir sayida aynk agik
arahigin bilesimine esittir.

Kanit: Bilesimi alinan agik araliklar kiimesi & olsun. Bile-
sime de U diyelim: U ='Ujeyl.

U’nun a ve b elemanlari igin, [a, b] u [b, a] kimesi U’nun
altkiimesiyse, a ve b elemanlarina denk diyelim ve bunu a = b
yazarak gosterelim, [a, b] u [b, a] kiimesinin ya [a, b] ya da
[b, a] araligina esit olduguna dikkatinizi ¢ekerim.

Bu, U Uzerine bir denklik iliskisidir, yani fj’nun her a, b,
¢ elemani igin,

a=a,

a=Dbiseb=a

a=bwveb=cisea=c
onermeleri dogrudur. Bunlardan ilk ikisi ¢cok bariz, sonuncusu-
nun kaniti da kolaydir. Simdi, her a e U igcin,

la={be U:a =Dhb)

kimesinin bir acik aralik oldugunu kanitlayacagiz. la kiime-
sinin a’nin denklik sinifi oldugunu, dolayisiyla bu kiimelerin
herhangi ikisinin birbirinden ayrik ya da birbirine esit olduk-
larini biliyoruz.

Once bu kiumenin bir aralik oldugunu kanitlayalim, yani
her b, ¢ e laicin eger b <d < c esitsizlikleri saglaniyorsa, d 'nin



de la'da oldugunu kanitlayalim (bkz sayfa 23, (*) ile baslayan
paragraf.) b ve c, la’da olduklarindan,
a=bvea=c.

Demek ki
b=avea=c.
Dolayisiyla
b=cwvelb, c]l¢ U
Bundan
[d, c]l¢zU

¢ikar, cunkd d, &ile ¢ arasindadir; yani

d=c
Ama a = ¢ denkligini biliyoruz. Bu ikisinden,

a=d

denkligi bulunur. Demek ki d e la ve la bir araliktir.
Simdi la kiimesinin bir acik aralik oldugunu kanitlayalim.
Diyelim,
la = ib, C)
biciminde bir aralik ve b < c esitsizligi gecerli.
be7ae U
oldugundan, bir | e karaligi icin b e /’dir. | bir acik aralik ol-
dugundan, I'da 7den klguk bir d elemani vardir. Demek ki
[d,b)¢ ¢ U
ve dolayisiyla,
[d, (b+c)/2] = [d, b] u [b, (b+c)/2] &=[d, b] u [b, ¢) ¢r U.
Demek Ki

ds b=a,
dolayisiyla
ds a,
yani
de la=[b, c).
Ama
d < b,

bir celiski. Demek ki la, ac¢ik bir aralikmis.



a e laoldugundan, V kimesi, a e U gostergecli la acik
araliklarinin bilesimidir. Geriye la agik araliklarinin sayilabilir
oldugunu kanitlamak kaldi. Her la a¢ik araligi kesirli bir sayi
icerir, ¢cinki kesirli sayilar R’de yogundurlar, yani fi&nin bos-
kiime olmayan her agik araliginda en az bir kesirli say1 bulunur
(Bolum 3, Alistirma 9). Eger q e labir kesirli sayiysa, o zaman
g e lan Igve dolayisiyla lan Ig* 0 ve la= Iq olur. Demek
ki U, g e Q n U kesirli sayilari i¢cin Iq acik araliklarinin bile-
simidir. Q sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, Q n U kiimesi
de sayilabilir sonsuzluktadir. Kanitimiz tamamlanmistir. O

Ama dikkat, bir acik araliklar kiimesinin bilesiminin tim-
leyeni (yani modern séylemle kapali bir kiime), sayilabilir son-
suzlukta kapali araligin bilesimi olmayabilir. Ornegin asagidaki
alistirmadaki Cantor kimesi bdyle bir kiimedir.

Alistirma [Cantor Kumesi]. CO= [0, 1] olsun, n > 1 igin su
tanimi yapalim:

1. Q =1[0, 1/3] u [2/3, 1] ve
C2=1[0, 1/9] u [2/9, 1/3] u [2/3, 7/9] U [8/9, 1]
esitliklerini gosterin. C3 ve C4’ bulun.
2. ¢l ¢ c, iliskisini gosterin.
3. C,/’nin, her biri 1/3” uzunlukta olan 2” tane ayrik ka-
pali araligin bilesimi oldugunu kanitlayin. Dolayisiyla C,,’nin
“uzunlugu” (2/3)dir.

olsun. C’ye Cantor kiimesi adi verilir.

4*, C’nin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu kanitlayin.

5*. Acik bir araligin C’nin altkimesi olamayacagini kanit-
layin.



imkansiz Gibi Goriinen Bir Soruya Sasirtici Bir Yanit
Dogal sayilar kiimesi N sayilabilir sonsuzluktadir ama
N’nin altkiimelerinin sayisi sayllamaz sonsuzluktadir. Bunu
biliyoruz.

Soru: p(N), H’nin altkimeleri kiimesi olsun. p(N)’«m
Oyle sayilamaz sonsuzlukta altkimesi bulunabilir mi ki,
bunlardan herhangi ikisi degisikse kesisimleri sonlu olsun?

Eger altkiimelerin kesisimlerinin sonlu degil de boski-
me olmasini istiyorsak elbette sadece sayilabilir tane bula-
biliriz.

Kesisimin en fazla belli bir n kadar elemani olmasini
istersek de en fazla sayilabilir sonsuzlukta altkiime bulabili-
riz. (Neden?) Dolayisiyla segilen altkiimelerin kesisimlerin-
de bir tstsimr olmamal. S

Sordugumuz sorunun yamti 7 8 9 10n 122 1B 14
olumludur ve sasirtici kolaylik-
ta bir ¢c6zUmu vardir. Tam ikili
bir agac cizelim. Sekildeki gibi.

Bu agacin noktalarini en alttan
baslayarak ve yukariya dogru
cikarak soldan saga numaralandiralim.

Simdi her sonsuz dal bir altkiimeyi temsil etsin. Orne-
gin, en soldaki dal,

{0, 1,3,7, 15,...,2”7- 1,...}
altkiimesini temsil eder. En sagdaki daim elemanlari en sol-
daki dalin elemanlarinin iki katidir.

Sol-sag-sol-sag-... zigzag cizen dalin temsil ettigi kiime-
nin elemanlarini bulabilir misiniz?

Goraldugi gibi iki daim temsil ettigi kiimelerin kesisi-
mi, bu dallarin kesisimindeki say! ve onun altindakilerdir,
yani sonludur.

Boylece bulunan altkime sayisi, sonsuz dal sayisi
kadardir; sonsuz dal sayisinin da sayilamaz sonsuzlukta
oldugunu biliyoruz!



16. Cantor-Schroder-Bernstein
Teoremi

ger A’dan B’ye giden birebir bir fonksiyon varsa, sezgi-

miz, A kiimesinin eleman sayisinin (ki daha “bir kiimenin
eleman sayisi” kavraminin ne demek oldugunu bilmiyoruz), B
kimesinin eleman sayisindan ki¢tk ya da esit olmasi gerekti-
gini soyluyor.

Eger sezgimiz bunu sOyliyorsa, ayni sezgimiz, A’'dan B’ye
ve B’den A’ya giden birebir fonksiyonlar varsa, o zaman, A ve
B’nin “ayni sayida” elemanlari oldugunu da sdylemeli, yani
A’yla B arasinda bir esleme olmali.

Soru: A'dan B’ye ve B’den A’ya giden birebir fonksiyonlar
varsa, A’yla B arasinda bir esleme olmali mu

Bu soruyu ilk soran, modern kumfeler kuramini nerdeyse tek
basina bulan Rusya dogumlu tnli Alman matematikgisi Georg
Cantor’dur. Soruyu sormus ve olumlu yanitlamis ancak kani-
tinda Se¢cim Aksiyomu’nu (bkz sayfa 119) kullanmistir. Oysa
daha sonra Alman matematikgiler Ernst Schréder (1841-1902)
ve Felix Bernstein (1878-1956) soruyu Se¢im Aksiyomu’nu kul-
lanmadan yanitlamislardir; daha dogrusu, Bernstein, doktora
tezi olarak Schroder’in yanlis kanitini dizeltmistir.



Teorem 16.1. A ve B iki kiime olsun. Eger A’dan B'ye giden
ve B’den A'ya giden birebir fonksiyonlar varsa, o zaman A'yla
B arasinda bir esleme vardir.

Kanit: A’dan B’ye giden birebir fonksiyona /, B’den A’ya
giden birebir fonksiyona g diyelim. A’'mn Cn altkimelerini n
Uzerine timevarimla séyle tanimlayalim:

c0=A\g(B)
ve her n > 0 igin,
cn+l =g (f(Cn)).

iste resim:
A+-— =»B
Cl=«(/(Co))
c
. ft'StfiC tit,:
Kolayca kanitlanabilecegi tzere C, kimeleri ayriktir.
Simdi,

olsun ve b : A — B fonksiyonunu

ff(a) efer a e Cise
h(a) =
[g Xa) eger a gC ise

olarak tanimlayalim.

=<%(/(CO0))
G =g(f(C))

A\C-



Sav 1. h iyi tanimlanmis bir fonksiyondur.

Kamt: Tek sorun, a £ C iken, g_l(tf)’nin olmamasi ya da
birden fazla elemaninin olmasi. Eger a < C ise, o0 zaman her
n dogal sayisi icin, a g C,,. Demek ki, a € CO= A \g(B), yani
a e g(B). Dolayisiyla g{b) = a esitligini saglayan bir b e B var-
dir. g birebir oldugundan, bu esitligi saglayan b e B biriciktir.

Sav 2. h birebirdir.

Kanit: h(a) = h(a") olsun, a = a' esitligini kanitlamaliyiz. Eger
hem a hem de a' elemanlari C’deyse, o zaman, h’nin tanimindan
dolayi, f(a) = h(a) = b(a') =f(a') olur ve / birebir oldugundan
bundan a = a' ¢cikar. Ayni sekilde, eger a ve a' elemanlari C’de
degillerse, a = a! bulunur. Simdi a e C ve a' g C olsun. Bu
durumda a = a' olamayacagindan, bir celiski bulmaliyiz, h’nin
tanimindan dolayi,

ffa) = b(a) = h(@) = g-La)
olur. Demek ki g(f(a)) =a' i. C = Cn. Yani her n dogal
sayisi i¢in, g(f(a)) & C,,+1. Yani her n dogal sayisi icin,
g(f(a)) i C,tl =g(f(Cn}),
yani her n > 0 dogal sayisi igin,
ai Cn,
yani a g C, celigki!

Sav 3. h Ortendir, yani her b e B i¢in h(a) = b esitligini
saglayan bir a e A vardir.
Kanit: Eger h’nin tanimina bakilacak olursa,
B=/(Q urlco)
esitligini kanitlamaliyiz. (Burada, Cc, C’nin A’da tiimleyeni,
yani A \C anlamina gelmektedir.) Bir b e B alalim, b, g_1(Cc)
kiimesinde olmasin, b’nin /(C) kimesinde oldugunu goéster-
meliyiz.
b €g~I{Cc) =g-MC)c
oldugundan, b e g~1(C), yani



g(b) e C =U,eN Cn.
Dolayisiyla bir n dogal sayisi icin, g(b) e Cn. Belli ki
g(b) €A \g{B) = Co.
Demek ki, n >0. O zaman, g(b) e C,, =g(/(C,,_1)) ve dolayisiyla
b € /(C,_1) ¢ f(C).
Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi kanitlanmistir. O

Eger X kimesinden Y kiimesine giden birebir bir fonksiyon
varsa bunu X < Y olarak yazacadiz. Ornegin X e Yise X =<Y.
Demek ki (0, 1) < IR

Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi’ne gore, X <Y ve Y <X
ise, X » Y olur, yani X 'ten Y’ye giden bir esleme vardir.

Alistirmalar

1. IRden (0, 1) araligina giden birebir bir fonksiyon bularak
iIR» (0, 1) iliskisini kanitlayin.

2. Onceki bolumlerde kanitlanan esleniklik sonuclarinin
Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi’yle ¢cok daha kolay kanit-
landi§ini gosterin.

3. Asagidaki iliskileri kanitlayin. (Animsatma: Yx, X 'ten
Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini simgeler.)

alJx | «u. b. NN*p(N). c. Rn«IR.

d. NR« p(p(N)). e RK*p(IR). f. Sym N » R.

g. Sym iR« p(R). h. p<«IR) « IR

4*. Elemanlari, her x e IRicin f(f(x)) = sin* denklemini
saglayan / fonksiyonlarindan olusan kiime sayilabilir midir?



17. Bertrand Russell Paradoksu

1800’lerin sonunda ve 1900’lerin basinda matematikte en
onemli sorunlardan biri, matematigin celiskili olup olmadi-
g1 sorusuydu. Frege ve Hilbert bu konuya ilgi duyan iki Gnlu
matematikciydi. Matematikte ¢eliski olmadigi kanitlanmaliydi.
Bunun yapilabilmesi i¢cin de matematigin sezgilerimizden bagim-
siz bir hale getirilip bicimsellestirilmesi ve aksiyomlastirilmasi
gerekiyordu.

Matematik, Oklid’in aksiyomlarinda bulunan “bir dogru
sonsuza kadar uzatilirsa” gibi sezgiye seslenen timcelerden
arinabilmeliydi, ki celiskinin olmadigi kanitlanabilsin.

Alman mantik¢l ve matematikci Frege 19’uncu yuzyilin son-
larina dogru en azindan aritmetigi saglam temellere oturtma
ugrasma soyundu. Ama 1900’lerin basinda Bertrand Russell
kimeler kuraminda bir paradoks, yani bir celiski buldu. Daha
once de Burali-Forti paradoksu diye adlandirilan bir paradoks
vardi ama nedense bu paradoks matematigi ve matematikgile-
ri altiist etmemisti. Bertrand RusselPin paradoksuyla birlikte,
Frege’nin yillarini verdigi matematigi bicimsellestirme ugrasi
(sayl kavramim mantiga indirgeme ugrasi) biyuk bir yenilgiye
ugramisa benziyordu.

Bu yazida agiklayacagimiz Russell paradoksu bayagi bir
gurultt kopardi. Bunun tUzerine, kiimeler kuraminin (ve mate-
matigin) aksiyomatik bir hale getirilmesi gerektigi daha fazla
belli oldu ve bu amagla celiskilerden ve paradokslardan mu-



af oldugu dusuntlen, o6zellikle Russell Paradoksu’nu bertaraf
eden, yani paradoks olmaktan ¢ikaran bircok teori gelistirildi.
Bunlardan en kabul edileni ZFC adi verilen teoridir. Bu teori-
den baska kitaplarimizda daha ayrintili olarak s6zedecegiz. Bir
sonraki bolumde ZFC’nin aksiyomlarini bulabilirsiniz.

Matematik tarihinin kuskusuz en heyecanli zamanlariydi. Bu
kadar ilging bir konuyu burada kesmekten tGzunti duyuyorum
ama aksi halde bu kitap hi¢ bitmeyecek.

Bertrand Russell’in paradoksunu agiklayayim.

Tam kiameler kiimesini alalim. Bu kiimeye X adini verelim.
X de bir kiime oldugundan X e X olur elbette.

X ’in bazi kiimeleri kendi kendisinin elemani olabilirler. Or-
negin X, yukarda goérdiigumuz gibi, kendi kendisinin elemani
olan kumelerden biridir.

X’in bazi kumeleri de kendi kendisinin elemani olmazlar.
Ornegin dogal sayilar kiimesi N, bir dogal sayr olmadigindan,
kendi kendisinin bir elemani degildir.

Simdi, kendi kendisinin elemani olmayan kimelerden olu-
san kumeyi alalim:

Y={x:x gx}

Tanimdan dolayi, bir x kiimesinin Y’de olmasi icin yeter ve
gerek kosul win kendi kendisinin elemani olmamasidir. Daha
matematiksel olarak, her x kiimesi igin,

X e Y<>X g X
Onermesi gecerlidir. Bu 6nerme her x kiumesi i¢in gecerli oldu-
gundan, 0Ozel olarak Y kimesi icin de gegerlidir. Dolayisiyla,
yukardaki 6nermede x yerine Y koyarsak dogru bir énerme
elde ederiz:

YeYoY~ Y.
Bu son dnermenin ne dedigine bakalim: Y, Y’nin bir elemaniysa
Y, Y’nin bir elemani olamaz ve Y, Y’nin bir elemani degilse, VY,
Y’nin bir elemani olur... Bu, bariz bir celigkidir.



Bu sorunu ¢6zmenin tek bir yolu vardir, o da Y’yi kime
olmaktan men etmek! Nitekim, sorun nasil ¢ozilirse ¢ozul-
siin, sonunda Y'yi bir bicimde kime olmaktan men ederek
cozular.

Sorun sadece Y’de degildir. Sorun aslinda X 'tedir. X bir
kiimeyse, Y’nin bir kiime olmasini engellemek insafsizlik olur.
Dolayisiyla Y’den dnce X ’in bir kime olmasini engellemek ge-
rekmektedir.

Sorun sadece X 'te de degildir. X i bir kiime olmaktan men
etsek bile baska paradokslar bulunabilir. X gibi “¢ok cok fazla”
elemani olan topluluklarin timund kimelik vasfindan arindir-
mak gerekmektedir.

Bunun nasil yapildigini bir sonraki bélimde gorecegiz.

Alistirmalar
1. P1XeA X kumesi, Bolum 3.3’te sdyle tanimlanmisti:
X e X <=her X e Aigcin, x e X.

Ama, “A boskiime oldugunda, 0 Xei4 X tanimi problematiktir”
diye de eklemistik. Problemin kaynadini simdi anlayabiliriz: Yu-
kardaki tanima gore, C'Xe0 X nesnesinin tum kiimeleri eleman
olarak icermesi gerektigini gosterin.

2. <”xeA ~ kimesini soyle tanimlayalim:

X ={x e NxeA ™ :her X e Aigin, x e X}.
Eger A * 0 ise bir dnceki tanimla bu tanimin ayni kavrami ta-
nimladiklarini kanitlayin. Ama eger A = 0 ise, bu yeni tanima
gore P1Xe0 X = 0 esitliginin elde edilecegini kanitlayin. Ote
yandan bu yeni tanimla,
Af B= X e n XeAn

Onermesi A =0 * B iken yanhs oluyor.

3. Her x kumesi igin,

{zex:z£ 2z} €£x

Onermesini kanitlayin.






18. ZFC Kiumeler Kuraminin
Aksiyomlari ve Tanimlar

cikarak, dogal sayi, fonksiyon, iliski, dogal sayilarda top-
lama, ¢carpma ve siralama gibi matematiksel kavramlarin
matiksel tanimlarini verecegiz. Boylece daha 6nceki bolimlerde
islenen sezgisel kiimeler kuramiyla aksiyomatik kiimeler kurami
arasindaki ayrim agik bir bicimde ortaya ¢ikacak ve geng okurla
soyut matematik arasinda bir bag kurulacak... diye umuyoruz.
Kumeler kurami birden ¢ok degisik bicimde aksiyomlastiri-
labilir. Bu aksiyom sistemlerinin en Unlust, en kabul goreni ve
en kullanilani burada agiklayacagimiz ZFC adiyla bilinendir.

Bu son b6lumde kimeler kuraminin aksiyomlarindan yola

ZFC, Zermelo’nun Z’si, Fraenkel’in F’si ve Secim AKksi-
yomu’nun “se¢im”inin frenkgeleri olan “Choice” ya da “Cho-
ix” gibi sozcuklerin C’sidir.

ZFC disindaki sistemlerin en bilineni Von Neumann, Gédel
ve Bernays’in buldugu ve kisaca GB olarak bilinen aksiyom sis-
temidir. Ama biz burada sadece ZFC'yi agiklamakla yetinecegiz.

Bu bdlim bir yandan basit, 6te yandan derin olacak. Okur
birka¢ kez okumak zorunda kalabilir. Tum kanitlari da ver-
meyecegiz. Kanitlar zor oldugundan degil, kitabi daha fazla
uzatmamak icin. Vermedigimiz kanitlar Aksiyomatik Ktimeler
Kurami kitabimizda kanitlanacak.

mate-



ZFC, tanimlanmamis iki terim kabul eder: “kiime” ve “ele-
mani olmak”. Kiime bir nesne adidir. “Elemani olmak™ ise iki
kiime arasindaki dogru ya da yanhs olabilecek bir iliskidir. EGer
x kimesi y kiimesinin elemaniysa bu x e y olarak yazilir. Aksi
halde x g y yazilir.

Dikkat: Kimenin ne demek oldugunu ve “elemani olma-
nin” anlamini matematiksel olarak aciklamiyoruz; matematiksel
actklamalari yoktur. Pedagojik agiklamalari da metinde uzun
uzadiya yaptik. “Kime”yi ve “elemani olmak”i tanimsiz te-
rimler olarak kabul edecegiz. Her teori tanimsiz terimler kabul
etmek zorundadir, aksi halde teoriyi yazmaya baslayanlayiz bile!

Elemanlar da dahil olmak Gzere tanimlayacagimiz her seyin
bir kiime oldugu dikkatli okurun goézinden kagmayacaktir,
dikkatsiz okurun da gozinden kagmasin!

Amacimiz, buyuk 6lgtide, aksiyomlari kullanarak kiimeler-
den olusan topluluklarin hangilerinin kiime olduklarini belir-
lemek olacak. Bunu yaparken Bertrand Russell Paradoksu gibi
paradokslardan kaginmak, paradoks yaratacak topluluklarin
kime olmalarini engellemek istiyoruz.

Aksiyomlari teker teker siralamaya baslamadan 6nce bir
konuya daha parmak basmak gerekiyor. Matematigin

X =X,

X =y -—»y =X

(aa P)->a

av-—a

(P a x =y) -> qly)
gibi (aslinda herkesin bildigi ama pek az kimsenin bigimsel ola-
rak bir yerde yazili gérdigti)) mantiksal aksiyomlari da vardir.
Bu yazida bu aksiyomlardan degil, kiimeler kuraminin aksi-
yomlarindan s6zedecegiz. (->, a gibi simgelerin anlamlari icin
Onermeler Mantigi adh kitabimiza bakmalisiniz.)



18.1. Basit Aksiyomlar
ZFC’nin birinci aksiyomu, hig¢ eleman icermeyen bir kiime-
nin varligini sdyleyecek.

A . Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardir.

Eger simgesel bir dille yazacak olursak, bu aksiyom,
3xVy (y g x)
olarak yazilir ve “dyle bir x vardir ki, y ne olursa olsun, y, x’in
bir elemani degildir” biciminde okunur.

Bu bigimsellikte, “3x” simge dizisi “0yle bir x kiimesi var
ki” olarak, “Vy” simge dizisi “her y kiimesi icin” olarak oku-
nurlar.

ux <£€y” yerine, daha bi¢imsel olmak i¢cin, “—(x e y)” yaza-
bilirdik, nitekim simgesi, hemen ardindan gelen 6nermenin
yanlis oldugunu belirtir.

Simdilik hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varligini biliyo-
ruz. (Bu ilk aksiyomdan 6nce, herhangi bir kiimenin olup ol-
madigini bile bilmiyorduk!) Zaten aksiyomlarimizin ¢ok buyutk
bir cogunlugu elemanlardan olusan hangi topluluklarin kiime
olduklarini sdyleyecek. Amacimiz, bir yandan yeni kimeler
yaratirken, diger yandan da, bir 6nceki boélimde bir paradoksa
yol acan “butiin kiimeler toplulugu”nun ve daha baska para-
dokslara yol agan “cok buyuk” topluluklarin kiime olmalarini
engellemek.

ikinci aksiyomumuz, ayni elemanlari olan iki kiimenin bir-
birine esit olduklarini séyleyecek:

A2. Kime Esitligi Aksiyomu. Ayni elemanlari olan iki kiime
birbirlerine esittir.

Bu aksiyom simgesel dilde sdyle yazihr:
VXxVy Vz(zgxo zey) —x=Y)



Bu aksiyomun ters istikametlisi olan
VXVy (X =y-» Vz(ze x zey)).
onermesi de dogrudur ama bu 6nerme icin bir aksiyoma ihtiyag
yok, ¢unki bu 6énermenin dogrulugu matematigin mantiksal
aksiyomlarindan ¢ikar: Eger x =y ise, 0 zaman X i¢in dogru
olan her sey y icin de dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde hi¢ elemani olmayan tek bir kime
oldugu kanitlanabilir. (Kitabin birinci béliminde buna benzer
kanitlar verdik, tekrar etmiyoruz.)

Madem ki hi¢ elemani olmayan tek bir kime var, o zaman
bu kiimeye bir ad verelim: boskiime. Boskiimeyi 0 simgesiyle
gosterecegiz.

Boskiimenin higbir elemani olmadigindan, yani

Vy (yi 0)
oldugundan,
060
olur.

Bundan boyle formullerimizde ve 6nermelerimizde 0 simge-
sini bir kisaltma olarak kullanacagiz. Eger isteseydik bu simgeyi
hi¢ kullanmadan da her seyi ifade edebilirdik ama o zaman
Onermelerimiz anlasilamayacak derecede uzun olurlardi.

Benzer sekilde altkiime simgesi olan <z simgesini de kulla-
nacagiz. ¢z simgesi su anlama gelir;

xgzyo\lz(zex">zey)
Bu durumda, x’in y’nin altkiimesi oldugu sdylenir.

Birinci aksiyomla, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin varhgi-
ni 6grenmis olduk. ikinci aksiyom bize yeni bir kiime vermiyor.
Demek ki, kiimeler evreninde simdilik sadece tek bir kiimenin
varligindan emin olabiliriz: Boskiime! Baska kiimeler olabilir ya
da olmayabilir. Evrene gore degisir... (Masal gibi dinleyin...)

Bir sonraki aksiyom bir kiimenin bazi altkiimeleri oldugunu
soyleyecek. Once aksiyomu yazalim daha sonra gereken acik-
lamalari yapariz.



A3. Tanimh Altkiime Aksiyomu. x bir kiime ve cp(z), ku-
meler kuraminin dilinde yazilmis bir 6zellik olsun. O zaman
x'in cp(z) ozelligini saglayan z elemanlar bir kiime olustururlar.

Bir iki 6rnekle bu aksiyomu aciklamaya calisalim. Diyelim
dogal sayilar kiimesi diye bir kiimenin varhdini biliyoruz. Ve
diyelim ¢ift say1 olma 6zelligini kimeler kuraminin dilinde ifade
edebildik, yani dyle bir c¢p(z) formult bulduk ki, her z dogal sa-
yist icin, ¢p@ formulinin dogru olmasi igin yeter ve gerek kosul
z’nin bir ¢ift sayl olmasidir. O zaman, yukardaki aksiyoma gore,
¢ift dogal sayilardan olusan bir kiime vardir.

Mesela bir 6nceki bdlimin 3’Gncd alistirmasinda,

{zex:z £ 2
kimesinden sozetmistik. Bu kiime bu aksiyomun yardimiyla,
qz) formulda “z £ z” formull olarak alinarak bulunmustur.

“Kiameler kuraminin dilinde ifade etme”’nin ne demek oldu-
guna pek takilmayin simdilik. Asagi yukari su anlama gelir:

3, V, V, A, 1, > 4->, (, ), — S
ve X, Y, z gibi degiskenleri kullanarak sonlu uzunlukta bir sim-
geler dizisiyle ifade edilebilmek anlamina gelir.

Bu aksiyomla varligi sdylenen kiime, elbette, x kiimesinin bir
altkiimesidir, ne de olsa elemanlar x’in (cp(z) 6zelligini saglayan z)
elemanlarindan olusuyor.

Ayrica varhgi séylenen bu kiime, Kiime Esitligi Aksiyomu’na
gore, biriciktir. Biricik olan bu kimeyi,

{z e x : (2}
olarak yazariz.

Dikkat edilirse, qoz) 6zelligini saglayan kimelerin bir kiime
olusturdugunu sdylemedik. Yani,

{Z: A}
toplulugunun kiime oldugunu séylemedik. Sadece x’in qiz) 6zel-
ligini saglayan elemanlarin bir kiime olusturdugunu sdyledik.
Yani yeni kiimemizin elemanlarini x ile kisitladik. Bu kisitlama



sayesinde Russell Paradoksu’nun engellenmis oldugunu o6zellikle
vurgulamak isteriz.

Tanimhi Kime Aksiyomu, bicimsel dilde soyle yazilir:

VX3y Vz (Zey<»(Zg X a (p(2))).

Yukaridaki y kiimesinin “x’in, ¢p(z) formula tarafindan ta-
nimlanmis altkiimesi” oldugu soéylenir.

Tanimli Altkime Aksiyomu’ndan 6nce sadece boskiimenin
varligindan emindik. Tanimh Altkiime Aksiyomu ise sadece var
olan kumelerin altkiimelerini verir. Boskiimenin tek bir altki-
mesi oldugundan, o altkime de boskiime oldugundan, Tanimh
Altkime Aksiyomu bize simdilik boskiimeden baska kiimelerin
de var oldugunu soéylemiyor, ama ilerde tanimlanmis kiimeler-
den baska kimelerin varhigini bilmemize yardimci olacak.

Simdilik bu aksiyomu kullanarak, bos olmayan bir kiimenin
elemanlarinin kesisimin bir kiime oldugunu gosterebiliriz:

Onsav 18.1. x, bos olmayan bir kiime olsun. Elemanlari,
x'in elemanlarinin ortak elemanlari olan bir kime vardir.

Kanit: Tanimh Altkiime Aksiyomu’nu x’in bir x 0 elemani-
na uygulayacagiz. x boskiime olmadigindan, x’in bir elemani
vardir. Bu elemanlardan birini secelim ve sec¢tigimiz bu elemana
x 0 diyelim. cp@) 6zelligimiz de

Vitex-»zet

olsun. ¢p(z), z'nin, x’in tim t elemanlarinin elemani oldugu-
nu soyliyor, dolayisiyla cp(z) 6zelligini saglayan her z elemani
mecburen x0 kiimesinin de bir elemanidir. Dolayisiyla, Taniml
Altkiime Aksiyomu’ndan dolayi kiime oldugunu bildigimiz

{z e x0: (p(2)}
toplulugu, aslinda x’in tim elemanlarinin ortak elemanidir. O

Bos olmayan bir kimemiz olmadigindan, bu énsavi simdilik
bir kiimeye uygulayamayiz ama ilerde ¢ok isimize yarayacak.



Yukardaki 6nsavda varligi kanitlanan kiimeye x’in eleman-
larinin kesisimi adi verilir ve bu kiime nx olarak gosterilir.
Tanim geredi,
zenx <sherte xiginzet
Ama x’in boskiime olmamasi gerektigi hicbir zaman unutulma-
mali, zira eger yukardaki formulde x - 0 alirsak ve n 0 ’nin bir
kiime oldugunu varsayarsak, o zaman
zenOo hertsOicinzet
Onermesi dogru olur ve sagdaki
her t e 0 icinze t
Onermesi her z icin dogru oldugundan (boskiimenin her ele-
mani her 6zelligi saglar, 6rnegdin z'yi eleman olarak igerir, aksi
halde boskiimede o 6zelligi saglamayan bir eleman olurdu,
bkz birinci bolim), n 0 tim z kumelerini icerirdi, yani kiime-
ler kiimesi olurdu ki bdyle bir kiimenin olmamasi gerektigini
Russell Paradoksu’ndan dolayi biliyoruz. Nitekim kanitimizda
da x’in boskiime olmamasi gerektigini x’ten bir x 0 elemani
segerek kullandik...

Alistirma 1. x ve y birer kiimeyse, x \y’nin de bir kime
oldugunu (bkz Boliim 3.5), yani
Vx Vy3zVi(ie20 (te xa t<£y))
Onermesini kanitlayin. /

Bir sonraki aksiyomu okurken, her kiimenin elemanlarinin
da birer kime olduklarini unutmayin.

A4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sa-
dece x'in elemanlarinin en azindan birinde olan elemanlardan
olusan bir kiime vardir.

Bu aksiyomun bicimsel yazilimi soyledir:
VX Vz(zey gt(texa zet).



Bilesim Aksiyomu’nun var oldugunu sdyledigi bu kiime bi-
riciktir. Adina x’in elemanlarinin bilesimi denir ve olarak
gosterilir. Demek ki,

Ze 0 3t(te Xa ze t).

Simdilik elimizde sadece boskiime oldugundan, bu aksiyomu
ancak boskiimeye uygulayabiliriz. x yerine 0 alalim, bakalim
ne elde edeceiz? (Boskimeden baska bir sey elde edememeiz
gerekiyor, yoktan bir sey var edemeyiz.)

zeUOo 3t(teO0azeHt).
Demek ki z’nin U 0 kiimesinde olmasi icin, yeter ve gerek kosul,
boskiimede z’yi iceren bir t elemaninin olmasi! Ama bu mim-
kin olmadigindan u 0 kimesinin hi¢ elemani olamaz, yani
uoO =0
esitligi gecerlidir.

Simdiye kadar 4 aksiyom yazdik, ama boskimeden o6teye
gidemedik, boskiimeden baska bir kiimenin olup olmadigim bile
bilmiyoruz. Bir sonraki aksiyom, boskiimeden baska kimeler
de var edecek.

Bir sonraki aksiyomun anafikri su: Eger x ve y birer ki-
meyse o0 zaman sadece ve sadece bu iki elemani iceren bir {x, y]
kimesi vardir.

AS5. iki Elemanli Kiime Aksiyomu. Eder x ve y birer kiimey-
se, 0 zaman sadece ve sadece x'i ve y'yi eleman olarak igeren
bir kiime vardir.

Bu aksiyomun bicimsel hali soyle:
VxVy3zVi(tez<>(t=x v t=y)).
Varoldugu séylenen bu kiime {x, y) olarak yazilir.
Dikkat: Aksiyomda x, y’den degisik olmak zorundadir de-
miyor. x, bal gibi de y’ye esit olabilir. Bu durumda {x, Y\ yerine
daha sade olarak {x} yazilir.



Bu aksiyomu simdilik yegane kimemiz olan boskimeye
uygulayalim, yani yukardaki aksiyomda x =y = 0 alalim. O
zaman tek elemanh {0 } kiimesini buluruz.

Devam edelim, A5 aksiyomunda x =0 ve y = {0} alirsak,

©0.{0»

kimesini buluruz. Bu kimenin iki elemani vardir, ¢iinkil 0 ve
{0} degisik kumelerdir, ¢linkii ayni elemanlari yoktur, 6rnegin
{0} kimesinin 0 elemani diger kiime olan boskiimenin bir
elemani degildir. Devamla,

{01,

{{0, {0}, {0}

{{{0, {0}, (O} {0
gibi kiimeler de buluruz.

BUtin bu kumeler en fazla iki elemanli. Ama A5 ile A4’G
birlikte kullanarak daha fazla elemanli kimeler de bulabiliriz.
Once bir 6nsav:

Onsav 18.2. Eger x ve y iki kiimeyse, x u y de bir kiimedir,
yani ya x ya da y’nin (her ikisinin birden de olabilir) eleman-
larindan olusan bir kiime vardir.

Kanit: A5’e gore {x, y] bir kimedir. A4 ise bir kiimenin
elemanlarinin bilesiminin bir kiime oldugunu séyluyor, demek
ki {x, Y\ kiimesinin elemanlarinin bilesimi de bir kiimedir. O

Yukarda varligi sdylenen kiimeyi daha 6nce (A4’ten hemen
sonra) u{x, y} olarak yazdik ama bu kiime daha ziyade x u y
olarak yazihr.

iki kiimenin bilesimini alabiliyorsak, biraz daha sabirla, el-
bette sonlu sayida kiimenin de bilesimini alabiliriz. Bu arada

Xuy)uz=xu (yu 2
ya da
XUy=yuxX
gibi kitapta daha 6nce kanitladiimiz esitlikleri bir 'kez daha



kanitlamiyoruz. Burada amacimiz ZFC aksiyomlarim verip ana
teoremleri ortaya koymak.

Onsav 2 sayesinde 6rnegin ti¢c elemanh bir kiimenin varhgim
kanitlayabiliriz.

{0, {0}
toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz.
{0
toplulugunun da bir kilme oldugunu biliyoruz. Onsav 2’yi kul-
lanarak bu iki kiimenin bilesimini alarak, G¢ elemanh
{0, {0} {{0Om
kimesini buluruz.

Boyle giderek, istedigimiz coklukta elemani olan, ama hep
sonlu sayida elemani olan kiimeler bulabiliriz. A4 ve A5 aksi-
yomlari bize sadece sonlu sayida elemani olan kiimeler vadeder,
sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin varhgini géstermek igin
baska aksiyomlara ihtiyacimiz var.

Bu arada, sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin olmadi-
gini sdylemiyorum, sadece varsa da varlhigini kanitlayamayaca-
gimizi séyliyorum.

Alistirma 2. x ve y birer kiimeyse, x A y’nin de bir kiime
oldugunu, yani

V*Vy3z\ft(tez«e ftexatgy)Vv (tEXxatey))
Onermesini kanitlayin.

Aysegll Saymaya Basliyor! Simdiye kadar verdigimiz 5 aksi-
yomla matematiksel olarak dogal sayilari teker teker tanimlayabi-
liriz. (“5 aksiyom” yazarken kullandigimiz 5 sayisi matematiksel
5 sayisi degildir, edebi 5 sayisidir!)

Bundan bdyle

0=0
tanimini kabul ediyoruz ve 0’a “stftr” adini veriyoruz. Demek
ki O bir kiime, hem de boskiime.



1 sayisini {0}, yani {0} olarak tanimliyoruz.
2 sayisini {0, 1} olarak tanimliyoruz.
3 sayisini {0, 1, 2} olarak tanimliyoruz.
4 sayisini {0, 1, 2, 3} olarak tanimliyoruz.
5 sayisini {0, 1, 2, 3, 4} olarak tanimliyoruz.
Bu tanimlara bir de su gozle bakalim:
5={0,1,2,34={0,1,2,3u {4} =4 u {4},
4 ={0, 1,2, 3 ={0, 1, 2)u{3] =3u {3},
3={0,1 2} ={0, 1} u {2} =2 u {2},
2={0, } ={0} u {1} = 1 u {1},
1={0} =0 u {0} =0 u {0}
Goraldugua Uzere, her seferinde x’ten sonra gelen sayi
x u {x}
olarak tanimlanmis. Ornedin, 6 sayisini da 5’ten sonra gelen
sayl olarak tanimlayabiliriz:
6=5u {5={0, 1,2, 3,4 u {5 ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Eger x bir kimeyse,
SX) =xu {x
olarak tanimlansin. S(x)’in 5’sini “sonra gelen”in ya da “bir
sonraki”nin 5’si olarak dustnebilirsiniz. S(x) yerine daha basit
olarak bazen Sx de yazdigimiz olacak.
ilerde, dogal sayilari ve toplamayi tanimladigimiz zaman,
her n dogal sayisi i¢cin Sn = n + 1 oldugunu goérecegiz, daha
dogrusu, toplamayi bu esitlik dogru olacak bi¢cimde tanimla-
yacagiz.

Onsav 18.3. Eger x bir kiimeyse, Sx de bir kiimedir.

Kanit: f bir kiime olduguna gore, A5’e gore {x} de bir ki-
medir. gene A5’e gore {x, {x}} de bir kimedir. A4’e gore {x, {x}}
kimesinin elemanlarinin bilesimi, yani x u {x} de, yani Sx de
bir kimedir. O



Bu yontemle, 200 sayisini da biraz sabirla tanimlayabiliriz.
Ama tim dogal sayilarin hepsini iceren bir kiimenin varhigini
henliz gésteremeyiz. Yani verilmis sonlu sayida dogal sayiyi
tanimlayabiliriz ama dogal sayilar kiimesinin varhigini kanit-
layanlayiz, ¢cinku elimizdeki aksiyomlarla sonsuz bir kiimenin
varhigini gésteremeyiz. Bunun icin ayri bir aksiyoma gerek du-
yacagiz. Ama once basit bir aksiyom daha.

Okur simdilik sayilarin birer kime olarak tanimlandiklarini
aklinda tutsun.

AG. Altkumeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse,
elemanlari x'in altkiimelerinden olusan bir kiime vardir.

Bu kiime p{x) olarak yazilir.
Bicimsel matematik dilinde bu aksiyom sunu sdylemektedir:
ME3y Vz (ze y<>zg¢ X).
Burada kisaltma olarak ¢= simgesini kullandik. Kisaltma kul-
lanmadan bu aksiyom soyle yazilir:
3yVz(zey Vf(te z—=te x)).

Kitabin ilk bélimlerinde altkimeler kiimesi p (x)’ten uzun
uzadiya bahsettigimiz icin, Ustinde burada fazla durmayaca-
giz.

Buraya kadar verdiklerimiz kimeler kuraminin en basit
aksiyomlariydi. Nerdeyse ilkokul seviyesinde.

Bu aksiyomlarla sonsuz bir kiimenin varligi kanitlanamaz.
Cunkud sonlu kiimelerden yola gikarak aksiyomlarimizdan hig-
biri sonsuz bir kiime yaratmamizi saglamaz. Bunu goérmek icin
akiyomlarimiza teker teker bakalim.

Al, 0 elemanh bir kiimenin varligini séyltuyor. Bu aksiyom
sonsuz bir kiime yaratamaz.

A2, zaten bir kiime yaratmiyor.

A3, var olan bir x kiimesinin bir altkiimesini yaratiyor. Eger x
sonlu bir kiimeyse, A3’ln yarattigi altkiime de sonludur elbette.



A4, bir x kiimesinin elemanlarinin bilesimini aliyor. Eger
x’te sonlu sayida eleman varsa ve x’in her elemani sonlu bir ki-
meyse, elbette x’in elemanlarinin bilesimi de sonludur. Nitekim
eger x'in en fazla n tane elemani varsa ve x’in her elemaninin
en fazla x tane elemani varsa, x’in elemanlarinin bilesiminin en
fazla nm tane elemani olabilir.

A5, zaten en fazla 2 elemanli kiimeler yaratiyor.

AG ise, verilen bir x kiimesinden x’in altkimeler kiimesini
var ediyor. Ama eger x’in n tane elemani varsa, x’in 2n tane
altkiimesi vardir, dolayisiyla bu Aksiyom da sonsuz kiime ya-
ratmakta kullanilamaz.

18.2. Sonsuzluk ve Dogal Sayilar Kiimesi
Demek ki sonsuz bir kiime yaratmak i¢in yeni bir aksiyoma
ihtiyacimiz var. iste o aksiyom:

AT7. Sonsuz Kiime Aksiyomu. 0 'nin elemani oldugu ve her
x elemani igin Sx'in de elemani oldugu en az bir kiime vardir.

Bu aksiyom simgesel dilde soyle yazilr:
3x (0 exa Vy (yex-»SyeXx)).

Burada Sy bir kisaltma olarak kullanilmistir elbette. Sy’den

kurtulmak icin, yukardaki 6nermeyi 6nce soyle yazalim:
3Xx (0 exa Vy(yex —=3z2(z=Sya z e X)).

Sy’den tamamiyla kurtulmak icin, z = Sy yerine su 6nermeyi

koyalim:
Vi(tez<»(teyv t=y)).

AT7’nin yeni bicimsel hali soyledir:
3x (0 e X a

Vy(yex >=3z((Vi(ifzo(ieyvf =y))aze X))
Bir de boskimeden kurtulmak gerekiyor. Bunun igin,

0 ex

yerine,



3u (VW —+{vG u)A UG X)
yazalim. O zaman, A7,

3X {{Bu (W —/ g U) a ueX)a

Vy (Yogx »3z ((Vi(iszojieyVvi: y))azg x)).
bicimine dénusur. Onermenin bu son biciminde, sadece mate-
matigin ve kiimeler kuraminin dilinin simgeleri var.

Gorualdugu gibi guzelim aksiyom pek ne dedigi anlasiimayan
bir garabete donustu. Kisaltmalar, hatta gundelik dil iste bu
yuzden sadece yararli degil, ayrica vazgecilmezdir de.

Dogal sayilar kiimesi -eger varsa- A7’nin varligim soyledigi
kiimelerden biri olmali. Cunkd A7’nin var oldugunu sdyledigi
kiime,

O igerir.
0’i icerdigi icin SO'1 da, yani
I’i de igerir,
I'i icerdi@i icin Si’i de, yani
2'yi de icerir.
Bunu bdyle istedigimiz kadar uzatiriz.

Dolayisiyla A7'nin var oldugunu sdyledigi kiime tim dogal
sayllari eleman olarak icerir (her ne kadar tim dogal sayilari
degil de sadece ilk birka¢ dogal sayiyr tanimladiysak da), daha
dogrusu A7’nin var oldugunu soyledigi kiime, dogal sayilar
olmasi gerektigini dustindtgimuaz kiameleri icerir.

Demek ki dogal sayilar kiimesi -eger varsa bdyle bir kiime-
AT7’nin varhgini séyledigi kiimenin bir altkimesi olmali.

Hatta, biraz diusinince, dogal sayilar kiimesi N’nin, eger
varsa tabii, yoksa sdylenecek bir sey yok, A7’nin varhgini soy-
ledigi kiimelerin en kig¢ugu olmali, dahasi, hepsinin kesisimi
olmali. Bunu simdi bir teorem olarak kanitlayabiliriz.

Once bir tanim verelim, boskiimeyi eleman olarak iceren,
ve her x elemani igin, Sx’i de eleman olarak iceren kimelere
timevanmsal kiime denir. Bu, pek o kadar hos bir adlandirma



degil ama ne yapalim ki dyle, kabul etmek zorundayiz. Demek
ki A7, en az bir timevarimsal kiimenin varhigini séyluyor.

Teorem 18.4. Tum tumevarimsal kimelerin kesisimi bir
kimedir ve en kicuk timevarimsal kimedir (yani tim time-
vanmsal kimelerin altkiimesidir.)

Kanit: Kanitin en zor yani tum timevarimsal kiimelerin
kesisiminin bir kiime oldugunu kanitlamak. Bunu yaptiktan
sonra kesisimin timevarimsal bir kiime oldugunu kanitlamak
zor degil.

Eger timevarimsal kiimeler bir kime olustursaydi, yani
elemanlari ttum tumevarimsal kimeler olan bir kiime olsaydi,
o zaman Onsav | e gore tim timevarimsal kiimelerin kesisimi
bir kime olurdu ama ne yazik ki tim timevarimsal kiimelerin
elemani oldugu bir kiime yoktur. Bu zorlugu style asacagiz.

AT’ye gbre en az bir tumevarimsal kime vardir. x, bunlar-
dan biri olsun, y = p(x) olsun. AB6’ya gore y bir kiimedir.

z ={i e y : t tumevarimsal}
olsun. A3’e gdre z bir kiimedir. Nitekim <(f) 6nermesi
t timevarimsal
anlamina gelsin, yani cp(i),
0 €ta Vy(yet-»Syeld
olsun, (p(t)y’'nin kimeler kuraminin dilinde yazilan bir 6zellik
oldugunu iki sayfa 6nce gérdik. Demek Kki,
z={tey:: i}
toplulugu A3’e gore bir kiimedir, z, elemanlari x’in timevarim-
sal altkiimeleri olan bir kime. x, jc'in timevarimsal bir altki-
mesi olduguna gore, x e z, yani z boskiime degil. Onsav |’e
g6re nz bir kiimedir, nz, elbette x’in tim timevarimsal altku-
melerinin kesisimi.

nz kidmesinin istedigimiz kiime oldugunu gosterecegdiz.

Simdi timevarimsal kiimelerin kesisimin timevarimsal ol-
dugunu gosterelim. Boylece, nz kiimesinin timevarimsal oldu-



gunu gostermis olacagiz. A, timevarimsal kiimelerden olusan
herhangi bir kiime olsun. nA kiimesinin timevarimsal oldugu-
nu gosterecediz. Once boskiimenin NnA kimesinin bir elemani
oldugunu gosterelim. Ama bu ¢ok kolay: Boskiime A’nin her
elemaninin bir elemani oldugundan (¢inkd A’nin her elemani
timevarimsaldir), boskime A’'mn tim elemanlarinin Kkesisi-
minde, yani nA kimesindedir. Simdi de nA kimesinden bir b
elemani alalim. Demek ki b, A’nin her elemaninin elemani. Ama
A’'nin her elemani timevarimsal oldugundan, bundan, S&nin
A’nin her elemaninin elemani oldugu c¢ikar, yani Sb e nA.

Boylece, nz kiimesinin de timevarimsal oldugunu gostermis
olduk.

Simdi u herhangi bir timevarimsal kiime olsun.

nzge«
icindeligini gosterecegdiz.

Ab5’e gore {u, x} bir kimedir. Onsav | e gére u n x bir kii-
medir. Ayrica, iki timevarimsal kiimenin kesisimi oldugundan,
yukarda kanitladigimiz Gzere u n x timevarimsal bir kiimedir.
Ama u n x elbette x’in bir altkimesi. Demek ki u n x, x’in
timevarimsal bir altkiimesi. Ama nz, x’in tim timevarimsal
kimelerin kesisimi. Demek ki kesisimi alinan kimelerden biri
de u n x. Bundan

nzg¢ un x
¢ikar, u n x ¢zu oldugundan, bundan da
Nnzgc«
cikar. iIstedigimizi kanitladik, timevarimsal bir kiime olan nz
kimesi, tum timevarimsal kiimelerin altkiimesi; yani en kicuk
timevarimsal kiame. O

Teorem 4’teki kiimeye bundan bdyle N diyecegiz. N’nin
elemanlarina dogal sayt adini verecegiz. N de, dogal olarak,
dogal sayilar kiimesi olacak.



“Tumevarimla kanit” ilkesinin bir teorem oldugunu gos-
terebiliriz:

Teorem 18.5 [Tumevarim ilkesi I]. A bir kiime olsun. Eger
0 s A ve her x e A igin Sx de A'nin bir elemaniysa o zaman
N ¢A olur.

Sonu¢ 18.6 [Tumevarim ilkesi I1]. cp(x) bir formil olsun.
Eger cp(0) dogruysa ve her n e N icin <p(n) dogru oldugunda
tp(Sn) de dogruysa, o zaman her n e N igin <p(n) dogru olur.

Kanitlar: Teorem 5 aynen N’nin tanimindan ¢ikar. Teorem
5’ten Sonu¢ 6’yl cikarmak icin, Teorem 5'te,

A ={n e N : cp(n) dogru}
tanimini yapmak yeterli. O

Yakinda N Uzerine toplama ve ¢carpma islemlerini ve sira-
lama iliskisini (<) tanimlayacadiz. Ama 6nce metinde sezgisel
olarak tanimlanan bazi kavramlari matematiksel olarak tanim-
lamamiz lazim.

18.3. iki Kiimenin Kartezyen Carpimi

Tanimi aynen metinde yaptigimiz gibi yapacagiz, yalniz kar-
tezyen carpimin kiime olduguna dikkat edecegiz.

Eger x ve y iki kiimeyse,

{3 x v
toplulugunun bir kiime oldugu A5 kullanilarak kolaylikla ka-
nitlanabilir. Bundan bdyle bu kiimeyi (x, y) olarak yazacagiz:
() = {{*} [x v}

(X, yYye bir cift ya da ikili adi verilir.

Elbette, eger x, y, z G¢ kiimeyse, ((X, y), z) ya da (x, {y, 2))
kumelerini de var edebiliriz elbette.



Onsav 18.7. x - y ve y = t esitlikleri, (x, y) = (z, t) esitligi
icin yeter ve gerek kosuldur. Ayrica
i. Egerx e Avey e Bise (x,y) e p(p(Au B)) dir.
ii. Eger a = (X, y) ise,
X =nna vey = (uua \ona) u (nua)
olur, yani a, x ve y'yi kimeler kuraminin bir formalayle ta-
nimlar.

Bariz kaniti okura birakiyoruz, zaten metinde de kanit-
lanmistl. x’e (x, y) ¢iftinin birinci izddsimda, y’ye de ikinci
izdusimu denir.

pri(x, y) =x ve pr2x, y) =y
yazihr.

Bu Onsav isiginda X ve Y kumelerinin X x Y kartezyen
carpimim tanimlayabiliriz: X x Y kartezyen ¢arpimi

{fae p(p(XvVvY):3x3y x€Xaye Yaa=(xy)l
kUmesi olarak tanimlanmistir. Bunun bir kiime oldugunun kani-
tini okura birakiyoruz. Kanitta elbette A3’ kullanmalisiniz.
ilerde kartezyen carpimin tanimini degistirecegiz. Fonksi-
yonlari tanimlayabilmek icin simdilik bu gecici tanima ihtiya-
cimiz var.

Biraz ilerde (X x Y) x Z gibi kartezyen carpimlari da kulla-
nacagiz. Bazen bu kartezyen carpimlarini parantezsiz bigimde,
XxYx Z
olarak yazacagiz. Elemanlarini da ((x, y), z) yerine (x, vy, 2)

olarak yazacagiz. Bu tur elemanlara lc¢liu diyecegiz.

18.4. ikili iliski ve Siralama
X bir kime olsun. X Uzerine ikili bir iliski X x X kartezyen
carpiminin bir R altkiimesidir. (x, y) e R yerine ¢cogu zaman
xRy yazihr.
R yerine, <, ¢ gibi, bize daha fazla anlam ifade eden, sezgi-
mize ve aliskanliklarimiza daha fazla seslenen simgeler de kullanilir.



Cok bilinen tg tar iliski vardir: 1) R = X x X. Bu iliskide,
her eleman her elemanla iliskidedir, dolayisiyla pek ilging bir
iliski degildir. 2) R = 0. Bu iliskide, hicbir eleman bir baska
elemanla iliskide degildir, dolayisiyla bu da pek ilging bir iliski
degildir. 3) R = {(x, y) e X :x =y} ={(*, x) : x e X}. Bu iligskide
her eleman sadece kendisiyle iliskidedir.

Eder her jc e X icin xRx oluyorsa, R’ye yansimali iliski
denir.

Egder her x, y e X i¢in, xRy oldujunda yRx oluyorsa, R’ye
simetrik iliski denir.

Eger her x, y, z e X igin, xRy ve yRz oldugunda xRz olu-
yorsa, R’ye gecisli ya da geciskenli iliski denir.

Eger her x, y e X igin, xRy ve yRx oldugunda x - y olu-
yorsa, R’ye antisimetrik iliski denir.

Yansimali, simetrik ve gegisli iliskilere denklik iliskisi adi
verilir, metinde bu kavram Gzerine uzun uzun durduk.

Yansimali, antisimetrik ve gegisli iligskilere siralama ya da
yarisiralama denir. Ornegin A bir kiimeyse ve X = p(A) ise,
“x ¢z y” iliskisi bir siralamadir.

Siralamalar genellikle R yerine < simgesiyle gosterilir, biz
de oyle yapalim.

Eger bir S siralamasinda her x,y e X i¢in,x <y yaday <x
iliskilerinden biri dogru oluyorsa, o zaman bu siralamaya tam-
siralanta denir.

< ikili iligkisi X Uzerine bir tamsiralama olsun. 0 ~ A ¢z X
olsun. Eger A’da, her x e A igin a < x iliskisini saglayan bir a
elemani varsa, bu a elemanina (< siralamasi icin) A’'nin en k-
ciik elemani adi verilir. EGer X 'in bos olmayan her altkiimesinin
en kicuk elemani varsa bu siralamaya iyisiralama denir.

Dogal sayilar kiimesi Uzerine bildigimiz < siralamasini ko-
laylikla tanimlayabiliriz:



Teorem 18.8. n, m e N icin, su iki kosul birbirine denktir:
a)ns myadan=m.

b) n ¢zm.

Ve ¢z iliskisi N Uzerine bir iyisiralamadir.

Siralama elbette ¢z olarak degil de, < olarak yazilir. Eger
n<mven*misen <m yazilir. Demek ki,
n<m<>nem
Dolayisiyla bu tanimla, her dogal sayinin kendisinden kiicuk
dogal sayilar kiimesi oldugu cikar.

Sonug 18.9 [Tumevarim ilkesi H1]. cp(X) bir formil olsun.
Eger her n e H igin, her i < n igin ¢p(i) dogru oldugunda qan)
de dogruysa, o zaman her n e N igin tp(n) dogru olur.

18.5. Fonksiyon
X ve Y birer kime olsun. X x y kartezyen carpiminda bir
grafik, X x Y’nin su 6zelligini saglayan bir G altkiimesidir:
Her x e X icin, (x, y) e G i¢indeligini saglayan bir
ve bir tane y e Y vardir.
X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X x Y kartezyen carpiminin
bir G grafigi icin (X, Y, G) biciminde yazilan bir G¢ludar.
Eder / = (X, Y, G) bir fonksiyonsa, X 'e / 'nin tanim kiime-
si, Y'ye / 'nin deger kiimesi, G'ye de / 'nin grafigi adi verilir.
Eder x e X i¢in, (X, y) e G ise, buy (verilmis x i¢in) biricik
oldugundan,
f(x) =y
ya da
fx =y
yazabiliriz, y’ye / 'nin x'te aldigi deger denir. Cogu zaman bir
/I = (X, Y, G) fonksiyonu, G’den hi¢ sdzedilmeden,
[:X->Y



olarak gosterilir. Eger f(x) =y esitligini saglayan y’yi x cinsin-
den ifade eden bir kural bulabilirsek, o zaman G’yi bu kuralla
belirleyebiliriz.

Eger (X, Y, G) uclusu bir fonksiyonsa ve T ¢ Yj ise, o
zaman (X, YI5 G) uclusii de bir fonskiyondur. Demek ki X ve
G, Y'yi belirlemeye yetmiyor.

Ote yandan, G grafigi X’i belirler; yani eger ((X, Y), G)
ve ((Xj, Yj), G) birer fonksiyonsa, o zaman X = olmak
zorundadir. (Neden?)

Birebir ve drten fonksiyonlar, esleme ve eslesmeler, 6zdeslik
fonksiyonlari, fonksiyonlarin bileskesi gibi kavramlar aynen
metindeki gibi tanimlanirlar. Bir kez daha ayrintilara girme
geregini duymuyoruz.

Ornek. X ve Y birer kiime olsun.
Gj ={(a,x) e (X xY)xX :prira) =x}
olsun. O zaman (X x Y, X, G2) orten bir fonksiyondur. Bu
fonksiyon, tahmin edilecegi Uzere,
prj : X xY -> X
olarak yazilir ve birinci izdisim fonksiyonu olarak bilinir.
Benzer sekilde ikinci izdusiim fonksiyonu
pr2:X x Y->Y
fonksiyonu da tanimlanabilir.

Onsav 18.10. X ve Y birer kiime olsun. X'ten Y’ye giden
fonksiyonlar bir kime olustururlar.

X’ten Y'ye giden fonksiyonlar kiimesi
Fonk(X, Y), XY ya da YX
olarak yazilr.
Birebir ve drten fonksiyonlarin ve esleme ve eslesmelerin
tanimi aynen metindeki gibidir.



18.6. Sonlu Kumeler

Eger bir X kiimesi bir dogal sayiyla eslenikse, o0 zaman o k-
meye sonlu kiime adi verilir. Bir kiimenin en ¢ok bir dogal sayiy-
la eslenik oldugu, sonlu kiimelerin altkiimelerinin, bilesimlerinin
ve sonlu kartezyen carpimlarinin da sonlu oldugu, kanitlari
oldukc¢a kolay ama can sikici olacak kadar uzun 6nermelerdir.

Bazen sonlulugun bir baska tanimi kabul edilir: Eger X bir
kiimeyse ve bir x e X igin X \{x} ile X kiumeleri eslenik degil-
lerse X ’e sonlu kiime ad1 verilir.

Bu iki sonluluk kavraminin esdeger oldugu hic¢ de bariz
degildir ve kaniti icin Secim Aksiyomu gerekir.

Sonlu olmayan kiimelere de sonsuz kiime adi verilir.

Birinci tanimin daha dogal oldugu bariz olmali.

18.7. Dogal Sayilarda Toplama ve Carpma
Bu altbdlimde yapacaklarimizin hepsini bir énceki teoremi
kullanarak da yapabilirdik. Ama bu cabaya girismeyecegiz.

Toplama. ilk olarak dogal sayilar kiimesi N (zerine topla-
may!1 tanimlayalim. Toplama, N x N’den N’ye giden bir + fonk-
siyonu olacak. Tabii, +(», m) yerine, alisik oldugumuz n + m
yazilmini kullanacagiz.

Bir an icin toplamanin tanimini bildigimizi varsayarsak,

n+0=n
esitliginin saglanmasi gerektigini goruriz. Ayrica, “arti 17 isle-
minin S tarafindan tanimlanacagini, yani her n dogal sayisi igin

Sn=n+1
esitliginin dogru olacagini distndrsek, o zaman,

n+Sm =S(n +m)
esitliginin de dogru olmasi gerektigini anlariz, ¢iinkii ne de olsa,
toplama matematiksel olarak nasil tanimlanirsa tanimlansin,
n+m+1=mn+m)+1

esitliginin dogru olmasi gerektigini biliyoruz. Dolayisiyla top-
lamayi1, her n dogal sayisi igin,



n+0=n
ve
n+Sm =S(n+m)
esitlikleri dogru olacak bicimde tanimlamaliyiz.

Fonksiyonlarin grafikleriyle tanimlandigini biliyoruz. Do-
layisiyla 6nce tanimlamak istedigimiz toplama fonksiyonunun
grafigini, yani

G+={(x,y,22 e NXxXNxN:x +y=12}
kimesini bir bicimde tanimlamaliyiz, ki toplamayi tanimlaya-
bilelim!

Tanimlamak istedigimiz bu G+ kiimesinin su iki 6zelligi
olmali:

1) Her x e N i¢in (x, 0, X) e G+ olmali, ¢inkd x + 0 =X
esitliginin dogru olmasini istiyoruz.

2) Her x, y, z e N igin eger

X, y,2) e G+
ise, 0 zaman,
(x, Sy, Sz) e G+
olmali, cinkl eger x +y = z ise,
X +Sy:x+(y+1):(x+y)+1:z+1:Sz
esitligi dogru olmali.

Ama N x N x N kUmesinin bu iki 6zelligi saglayan cok
altkiimesi var, mesela N x N x N kimesinin kendisi bu iki
ozelligi saglar. Biraz dusunince goérilecektir ki, G+ kiimesi bu
iki ozellikleri saglayan kiimelerin en kigigid olmalidir.

G+ kumesini tanimlamaya baslhyoruz.

A, N x N x N’nin bir altkimesi olsun. Eger A kimesi, her
(X, ¥,2) e Nx N x N icin,

Tl. (x,0,2) e A

T2. (x,y,2) e A-» (x, Sy, Sz) e A
Ozelliklerini sagliyorsa, A’'ya toplamsal kiime diyelim. Elbette
N x N x N kimesinin kendisi bir toplamsal kiimedir. Demek
ki en az bir toplamsal kime vardir.



Onsav 18.12. Tum toplamsal kiimelerin kesisimi toplamsal
bir kiimedir, dolayisiyla bu kesisim en kic¢iuk toplamsal kiime-
dir. Bu en kiglik toplamsal kiime bir grafiktir, yani N x N’den
N’ye giden bir fonksiyon tanimlar. E§er bu fonksiyona + dersek
ve +(X, y) yerine x +y yazarsak,

X +0=0vex +Sy=S(x +vy)
olur.

Kanit: Onsavin birinci ve sonuncu timcelerinin kaniti ¢ok
kolaydir. ikinci tiimcesi ise timevarimla kanitlanir. Kanit zor
olmasa da uzundur. O

Buradan Sx =x + 1 esitligini kanitlayabiliriz:
x+1=x +50 =5(x +0) =Sx.
Bu esitlikle, Tumevarim ilkesi alisageldigimiz bicimine kavusur.

Onsav 18.13. Su esitlik dogrudur. 2 + 2 =4,
Kanit: 2 =51, 3 =52 ve 4 = S3 tanimlarini animsayip he-
saplayalim:
2+2=2+51 =5(2+1) =852 =53 =4,
Kanitimiz bitmistir. O

Dikkat: x + 0 =0 esitligi, 0 + x = x esitligi demek degildir.
Bu ikinci esitligin ayrica kanitlanmasi gerekir. Bunun gibi,
X +y=y+Xx,
X+(y+2)=(y+y) +z
X+y=xX+z-"y =2z
gibi dnermeleri timevarimla kanitlayabiliriz. Ayrica
X +z =y esitligini saglayan bir z e N vardir
Onermesiyle x <y 6nermesinin esdeger oldugu gene tiimevarimla
kanitlanabilir. Bunun gibi toplamayla esitsizligi harmanlayan,
X<Y<r+x +z<y +2z
onermesi de kanitlanabilir.



Carpma. Simdi de carpmayi tanimlayalim. Toplami tanim-
larken girdigimiz kadar ayrintiya girmeyecegiz.

A, N x N x N’nin bir altkiimesi olsun. Eger A kimesi, her
(X, ¥,2) e Nx N x Nigin,

Cl. (x,0,0) e A,

C2. X, y,2)e A—=(x,y+1l z+x) e A
ozelliklerini sagliyorsa, A'ya carptmsal kiime diyelim. Elbette
N x N x N kimesinin kendisi bir ¢carpimsal kiimedir. Demek
ki en az bir ¢carpimsal kiime vardir.

Onsav 18.14. Tim carpimsal kiimelerin kesisimi carpimsal
bir kiimedir, dolayisiyla bu kesisim en kicuk carpimsal kiime-
dir. Bu en kuguk carpimsal kiime bir grafiktir, yani N x N’den
N’ye giden bir fonksiyon tanimlar. E§er bu fonksiyona x dersek
ve X(X, y) yerine xy yazarsak,

x0=0ve x(y + 1) =xy +x
olur.

Kimi zaman xy yerine xxy ya da x-y yazilir.

Eder 0 + x = x esitligini kanitlamissak, buradan x-1 = x
esitligini kanitlayabiliriz:
x-1 =x-S0 =x(0 + 1) =x-0 +x =0 +x =x.

Onsav 18.15. Su esitlik dogrudur: 2 x2 =4,

Kanit; Dogrudan hesaplayalim:

2 x2=2xSl=2x@1+1)=2x1+2=2+2=4
Kanitimiz bitmistir. O

Carpmanin ve toplamanin diger basit ozellikleri de time-
varimla kolaylikla kanitlanabilir.



18.8. Peano Aritmetigi

Yukarda yaptiklarimizi gézden gegirelim:

1. N diye bir kiime tanimladik.

2. N'’nin 0 diye yazilan bir elemani vardir.

3. Bu kiime ustinde bir S : N — N fonksiyonu tanimla-
dik.

Boylece elde edilen (N, S, 0) “matematiksel yapisi” asagida-
ki teoremin ilk G¢ 6zelligini saglar. Ancak sadece PA1, PA2 ve
PA3 dzelliklerini kullanarak, kiimeler kuramina hi¢ basvurma-
dan ve N’nin disina ¢itkmadan, N’de toplamayi tanimlayanlayiz.
Kumeler kuraminin guctint kullanarak,

4. N'de + ile simgelenen ikili bir islem tanimladik.

Bdylece elde edilen (N, S, +, 0) “matematiksel yapisi” asa-
gidaki teoremin ilk dort 6zelligini saglar. Ancak sadece PAL,
PA2, PA3 ve PA4 Ozelliklerini kullanarak, kiimeler kuramina
hi¢c basvurmadan ve N’nin disina ¢tkmadan N’de carpmayi
tanimlayanlayiz. Kimeler kuraminin guctnt kullanarak,

5. N'de x ile simgelenen ikili bir islem tanimladik.

Boylece elde edilen (N, S, +, 0, x) “matematiksel yapisi”
asagidaki teoremin tim o6zelliklerini saglar.

Teorem 18.11 [Peano Aritmetigi],

PA1. 0 e N,

PA2. S, N'den N'ye giden birebir bir fonksiyondur.

PA3. E§er m e N ise Sn = m esitligini saglayan birne N
elemani, ancak ve ancak m * 0O ise vardir.

PA4. cp(x), bir “formul™ olsun. Eger tp(0) dogruysa ve her
ne N igin g(«) dogru oldugunda q(Sn) de dogru oluyorsa, o
zaman ber n e N igin cp(n) dogru olur.

PA5. Hern, m e Nigin,n +0 =nve« + Sm = S(n + m).

PA6. Her n, m e N igin, nx0 =0 ve nxSm = nxm + n.



Kanit: PA1 bariz. S’nin bir fonksiyon oldugunun kaniti ko-
laydir. Birebir oldugunu kanitlamak da zor degildir ama kanit
icin “timevarim ilkesi”’ne basvurmak gerekir. PA3 de tiimeva-
rimla kanitlanir. PA4 daha énce Teorem 6 olarak kanitlanmisti.
PA5 ve PAG ozellikleri de gecmiste kanitlandi. Ayrintilari bir
baska kitabimizda yapacagiz. O

PA4’teki “formul” terimi, O1, S’yi ve bu ikisinin disinda,
A>V5 3 G) = <»
gibi mantiksal simgeleri ve
X,¥,2z a b, n,m
gibi degiskenleri kullanan formdl anlamina gelir.

Simdi soru su: Kiimeler kuramini kullanmadan, sadece bir
ustteki teoremdeki 6zellikleri aksiyom olarak kullanarak, n\
(faktoriyel) ya da nmfonksiyonlarini tanimlayabilir miyiz? Top-
lama ve carpma hakkinda yazdiklarimizdan, yapamayacagimizi
dislnebilirsiniz. Yanhs! Yukardaki teoremdeki yazili olan 6
Onermeyi aksiyom olarak kullanarak aritmetikte ihtiyacimiz
olan her fonksiyonu ve iliskiyi tanimlayabiliriz.

Eger amacimiz kimeler kurami degil de dogal sayilarda
aritmetik yapmak olsaydi, daha 6nce yapilan her seyi unutup,
yukardaki PA1, PA2, PA3, PA4, PA5, PAG onermelerini aritme-
tigin aksiyomlari olarak kabul edip oradan devam edebilirdik.
Bu 6nermelere Peano Aritmetigi adi verilir. Sayilarin insasi adli
kitabimizda bu konuya biraz daha etraflica deginecegiz.

Anlayana Not: Sanilanin tersine ilk dort aksiyom (kiimeler
kuramina basvurmadan ve birinci dereceden mantik kullanarak)
aritmetigi gelistirmek icin yeterli degildir. Ama toplama ve carp-
mayi ve PA5 ve PAG aksiyomlarim da kabul ederek, aritmetigin
gereken tim fonksiyonlarinin ve iliskilerinin tanimlanabilecegi-
ne inaniliyor. Bugiine kadar bir aksilik ¢ikmadi!



18.9. Birka¢ Kavram Dahse

Kume Ailesi. “Kume ailesi” kavraminin tek varolus nedeni
psikolojik nedenlerdir, yoksa bir fonksiyondan farki yoktur.
Psikolojik nedenler Gizerinde fazla durmadan kavrami tanimla-
yalim. | bir kiime olsun. SC de bir kiime olsun. 1’dan SC'e giden
bir fonksiyona bazen aile adi verilir.

X, bir aile olsun, yani X, I kiimesinden bir SC kiimesine
giden bir fonksiyon olsun. Demek ki her i e 1 i¢in X(i) e SC
Gereksiz gibi gorunecek belki ama X(i) yerine X,- yazalim. Ar-
dindan X yerine

: X</ .
yazalim. Iste bir “aile” matematikte (XJ)IA olarak gosterilir.

Ama aileyi boyle (Xi)iel olarak gosterince SC kiimesi ortadan
kaybolmus olur. Olsun... Bir ailede deger kiimesi ¢cok dnemli
degildir. (Onemli olsaydi, X fonksiyonunu {XJigl olarak degil,
bir “X : 1 —SC” fonksiyonu olarak gosterirdik.) Nitekim bir
(X;)jel ailesinin verilmis olmasi, /dan X{ kiimelerini eleman
olarak iceren herhangi bir SC kiimesine giden ve her i s i igin

X(@) = X,
degerini alan bir X fonksiyonunun verildigi anlamina gelir.

Dizi. Dizi kavraminin da tek varolus nedeni psikolojiktir.
Bir dizi dogal sayilar kimesi M’'den bir X kiimesine giden bir
fonksiyondur. Eger x bir diziyse, yani

X:N->X
bir fonksiyonsa, n e N igin, x(n) yerine xn yazalim. Bir dizi,
aynen bir aile gibi, (xn)n olarak gosterilir. Ama bir diziyi boyle
yazarsak deger kiimesi X kaybolur. E§er X 'siz olmuyorsa, X illa
gerekiyorsa, “dizi” yerine “X-dizisi”’nden s6zedilebilir.

Kartezyen Carpim, Bir Daha. Daha 6nce tanimini verdigimiz
“iki kiimenin kartezyen carpimi” tanimini unutalim... Daha
dogrusu, daha o6nce tanimladigimiz “iki kiimenin kartezyen



carpimi” kavraminin adini degistirelim, ¢ciink fonksiyon kavra-
mini tanimlarken gereksindik o kavrama ve tamamen unutmaya
hakkimiz yok.

(Xbiel bir aile olsun. 9C, tum bu X/leri eleman olarak igeren
bir kiime olsun. (Yani (XI)(eJ ailesi, aslinda Fdan 90 kiimesine
giden X (i) = X (kuraliyla tanimlanmis bir fonksiyon, ama bunu
bdyle degil de bir “kiime ailesi” olarak “gérmek” ve “hissetmek
gerekir. Psikoloji burada devreye giriyor.)

YoC
kumesi, her i e i icin, Xi kiimesini altkiime olarak igerir.

(Xi)iel ailesinin kartezyen ¢arpimi,

Fil€l X,. = {x e Fonk(Z, Y9C) : her i e I icin, x(i) e X(
kiimesi olarak tanimlanir.

Eger | = n bir dogal sayiysa,

n«, X;
yerine
XOx mmx Xn 1l
yazilir. EGer ayrica

ise
XOx smex XwWj=X x eex X
yerine X yazilir.
izdiisiim fonksiyonlari da tahmin edildigi gibi tanimlanirlar.

18.10. Son Aksiyomlar
Daha ileri seviyede matematikte kullanilan birkag¢ aksiyom
daha vardir. Kitabimizi o aksiyomlarla bitirelim.
Bu bdlimde verecegimiz ilk aksiyom, aslinda standart ma-
tematikte hi¢ kullanilmayan, sadece kiimeler kuraminda (hayati
kolaylastirmak igin) gereken ve kullanilan bir aksiyomdur.

A8. Temellendirme Aksiyomu. Eder x bos olmayan bir kii-
meyse, X ‘in dyle bir y elemani vardir kix n y = 0 olur.



Bu aksiyom sayesinde x e x igindeligini saglayan topluluklar
kime olmaktan men edilirler: Aksiyoma gore, {x} kimesinin
{xX) ny =0 esitligini saglayan bir y elemani olmali; y e {x}
oldugundan y = x olmali. Ama o zaman da

xs{xtnx={xx}ny=0
olur; celiski.

Alistirma. x e y e x i¢indeliklerini saglayan x ve y k-
melerinin olmadigini kanitlayin. (Temellendirme Aksiyomu’nu
kullanmalisiniz.)

A9. Yerlestirme Aksiyomu. E§er X bir kiimeyse ve cp(x, y)
bir formilse ve her x e X i¢in cp(x, y) formtlinin dogru oldugu
bir ve bir tane y varsa, o zaman elemanlari,

3x (x e X a X Y))
ozelligini saglayan kiimeler olan bir kiime vardir, yani

{y :3x (x e X a cp(x Y)}
bir kimedir.

Bu aksiyom, A3’Un bir sonucu degildir ¢tinki kiime oldugu
sodylenen toplulugun y elemanlari bir kiimeye kisitlanmamislardir.

A10. Se¢im Aksiyomu. X, elemanlari bos olmayan kiimeler
olan bir kimeyse, dyle bir f : X — uX fonksiyonu vardir ki,
her x & X igin f(x) e x olur.

Iste ZFC bu kadar. Yalniz dikkat, A3 tek bir aksiyom de-
gildir, bir aksiyom semasidir, yani A3 aksiyom semasiyla her
<) formuld icin ayri bir aksiyom elde edilir. Ayni sey A9 igin
de gecerlidir.

A1-A9 aksiyomlari ve aksiyom semalarindan olusan teori-
ye ZF adi verilir. Sonlu sayida aksiyomla ZFC'ye esdeer bir
aksiyom sistemi yaratilamayacagi bilinmektedir.



18.11. ZFC Aksiyom Listesi

Al. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardir.

Al. Kiime Esitligi Aksiyomu. Ayni elemanlari olan iki kiime
birbirlerine esittir.

A3. Tanimhi Altkiime Aksiyom Semasli. x bir kime ve <p(2),
kimeler kuraminin dilinde yazilmis bir 6zellik olsun. O zaman
X,in ¢p(2) 6zelligini saglayan z elemanlari bir kiime olustururlar.

A4. Bilesim Aksiyomu. E§er x bir kiimeyse, sadece ve sa-
dece x’in elemanlarinin en azindan birinde olan elemanlardan
olusan bir kiime vardir.

AS. iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x vey birer kiimey-
se, 0 zaman sadece ve sadece xH ve y’yi eleman olarak iceren
bir kiime vardir, yani {x, yj toplulugu bir kiimedir.

A6. Altkiimeler Kimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse,
elemanlari x,in altkiimelerinden olusan bir kime vardir.

A7. Sonsuz Kime Aksiyomu. 0 'nin elemani oldugu ve her
x elemani icin Sx’in de elemani oldugu en az bir kime vardir.

A8. Temellendirme Aksiyomu. Egder x bos olmayan bir k-
meyse, x'in dyle bir y elemani vardir ki x n y = O olur.

A9. Yerlestirme Aksiyom Sermasi. Eger X bir kiimeyse ve
cp(x, y) bir formulse ve her x e X igin cp(x, y) formulinin dogru
oldugu bir ve bir tane y varsa, o zaman elemanlari,

3x (x e X a cp(x y))
Ozelligini saglayan kiimeler olan bir kiime vardir, yani
fy: (xe Xacpk ym
toplulugu bir kiimedir.

A10. Se¢im Aksiyomu. X, elemanlari bos olmayan kimeler
olan bir kiimeyse, dyle bir / : X —u X fonksiyonu vardir Ki,
her x e X igin f(x) e x olur.






Alistirmalar

1. N’nin sonlu altkimelerinden N’ye giden fonksiyonlar

kUimesinin, yani
{/: X >N :X g p<BEN)}

kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu gosterin.

2. (A)ibl bir dogal sayilar kiimesi ailesi olsun (yani her
A, ¢ N).

el =nNe/ A/ el - Ne/ A/

esitliklerinin dogru oldugu, J'nin sayilabilir bir / altkimesi ol-
dugunu kanitlayin.

3. Elemanlari IRnin birbirinden ayrik acik araliklari olan
bir kiimenin sayilabilir oldugunu kanitlayin.

4. A c IRolsun. Eger her a e A icin,

(@a-s,a+s)yn A={a}
esitligini saglayan bir s varsa (e, tf'ya gore degisebilir), A’ya
aynk kiime denir. Ornegin,
{lin : « ¢ N\{0}

ayrik bir kimedir ama {Un : n e N \{0}} u {0} degildir. Ayrik
bir kiimenin sayilabilir olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

5. w ve M iki dogal sayi olsun, s/¢ p(N) su ozelligi sag-
lasin: Birbirinden degisik Aj, ..., Ame s4 igin,

JAn ..n AJ <M.

sd kiimesinin sayilabilir oldugunu kanitlayin.

6. Pf’, diizlemin su 6zelligi olan bir gemberler kiimesi olsun:
PT'de, x ekseni Uzerindeki her noktaya teget bir ¢cember var-
dir. <&f’de, kesisen en az iki cember oldugunu kanitlayin. Eger



ozelligi, “,/f'de, x ekseni Uzerindeki her noktadan gegen en az
bir cember vardir” olarak alirsak ayni sonu¢ dogru olmaz:
vi, r > 1igin, (O, r) merkezli, ir - 1 yarigcapl ¢emberler kiimesi
olarak secebiliriz.

7. #, duzlemin, kesismeyen agik dairelerden (yani sinirini
icermeyen dairelerden) olusan bir kiimesiyse, € ’'nin dairelerinin
sinirlarini belirleyen ¢emberlerin birbirine teget oldugu nokta-
larin sayilabilir oldugunu kanitlayin.

8. Duzlemde, ug noktalarinin kesistigi (¢ dogru parcasindan
olusan sekillere Y-sekilleri diyelim. Kesismeyen bir Y-sekilleri
kiimesinin sayilabilir olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

9. N’nin dyle bir a e Sym N eslesmesini bulun ki her n >0
ve her k dogal sayisi igin <n(k) ™ k olsun.

10. EGer A¢IR sayilabilirse bir altkiimeyse,

xX+A)n A=0
esitligini saglayan bir x e IR var midir?

11. Bir tavsan baslangicta duzlemin bir (a, b) noktasinda.
Tavsan her dakika sabit bir (p, q) vektoéri kadar ziphyor, yani
tavsan belli bir anda (n, m) noktasindaysa, bir sonraki daki-
kada (n+p, m+q) noktasinda. Sadece a, b, p ve g’nliin tamsay!
olduklarini biliyorsunuz ama ne olduklarini bilmiyorsunuz. Her
saat basi bir noktaya kapan kurabilirsiniz. Tavsani yakalayabi-
leceginizi kanitlayin.

12. Bir A ¢ [0, 1] kiimesi veriliyor. iki oyuncu teker ve si-
rayla birer rakam seciyor. Diyelim birinci oyuncu (an)n, ikinci
oyuncu (bn)n rakamlarini seciyor. Eger 0,a(boalblazb?2... £ A ise
oyunu birinci oyuncu kazaniyor, yoksa ikinci oyuncu kazani-
yor. Eger A sayilabilir sonsuzluktaysa oyunu ikinci oyuncunun
kazanacagini kanitlayin.

13. ki oyuncu sirasiyla IR'de sayllamaz sonsuzlukta alt-
kiimeler seciyorlar. Secilen her kiime bir dncekinin altkimesi
olmak zorunda. Birinci oyuncunun hamleleri ne olursa olsun,



ikinci oyuncu her zaman bu kiimelerin kesisiminin boskime

olmasini saglayabilir. Nasil?
14. A ¢ [0, 1] sayilamaz olsun. A’nin sonlu toplamlarinin

her gercel sayiyi astigini kanitlayin.

Not: ilging sorularin birgogu, Peter Komjath ve Vilmos Totik’in yazdi§i Problems

and Theorems in Classical Set Theory, Springer 2006, kitabindan alinmistir.
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Sorular

1. Ai, ..., A, bir X kiimesinin altktimeleri olsun.

a) Sadece n, u, cislemlerini kullanarak en fazla 22n tane
kiime insa edilebilecegini kanitlayin. (Burada c, X’e gore tim-
leyen alintyor anlamina gelmektedir.)

b) Sadece n, u, \islemlerini kullanarak en fazla ZM tane
kiime insa edilebilecegdini kanitlayin.

2. Duzlemdeki dogrular kimesi ile eslenik midir?

3. a) iki O'In higbir zaman yanyana gelmedigi 01-dizilerinin
kimesi sayilabilir midir, yoksa sayilamaz olabilir mi?

b) iki ayni rakamin higbir zaman yanyana gelmedigi 012-
dizileri kimesiyle Ol-dizileri kiimesi arasinda bir esleme var
midir?

4. (R2 duzlemi, yaricapi Odan buyuk olan ayrik dairelerle
kaplanmistir. Bu dairelerden olusan kiime sayilabilir olabilir
mi?

1 istanbul Bilgi Universitesinde 2009-2010 ders yilinda birinci sinif matematik
bolumu 6grencilerine verdigim final sinavinin bu kitaba uyarlanisidir. Yanitlar
kitabin sonundadir.



5. X bir kime olsun.
X kiumesi tzerine denklik ilisileri olsun. Demek ki
her E X x X kartezyen carpiminin bir altkiimesidir.
Ej ve U fel] £=
ikili iliskilerinden hangisi bir denklik iliskisidir?
b) Simdi her /, /e licin ya E, ¢ E-ya da £?¢z Eticindeligini
varsayalim. Yukardaki soruyu yanitlayin.

6. X bir kiime ve R ¢ X x X, X uzerine ikili bir iliski ol-
sun.

a) X Uzerine R’yi iceren bir ve bir tane en kiiguik bir denklik
iliskisinin varhigini kanitlayin.

b) X = IR olsun. R iliskisi “xRy o |Jx- W = 1” olarak
tanimlansin. Yukardaki soruda bulunan denklik iliskisini be-
timleyin.

7. X bir kiime olsun.
tanimlanmis R’yi iceren en kuclk bir ve bir tane yansimali ve
gecislili bir ikili iliski oldugunu kanitlayin.

b. R, X Uzerine yansimali ve gegcislili bir ikili iliski olsun. X
Uzerine = ikili iliskisini x, y e X igin,

X =y <>xRy ve xRy

olarak tanimlayalim, s ikili iliskisinin bir denklik iliskisi oldu-
gunu gosterin. Ayrica sunu gosterin: X/= lizerine 6yle bir < yari-
siralamasi vardir ki, her x, y e X i¢gin, xRy ise [x] < [y] olur.



Okuma Pargasi:

Kurt Godel (1906-1978)

vusturya-Macaristan Imparatorlugu’na bagh Cekosla-
vakya dogumlu, Viyana'da egitim gormds, tarihin cilve-
si sonucu, once Cek, sonra Avusturyali (1929), Alman isgalin-
den sonra istenci disinda Alman olan (1938) ve son olarak da
1948’de Amerikan vatandasligina gegmis matematikci ve man-
tik¢r. 20’nci yuzyilin en 6nemli mantikgisi, hatta Aristo’dan bu
yana tarihin en buyik mantikgisi olarak bilinir.
Matematiksel ve mantiksal teoremleriyle felsefeyi ve dusin
dunyasini Einstein ¢capinda etkilemis kisilerden biridir.
Babasi bir dokuma
fabrikasi sahibiydi. Akla
ve mantiga oncelik ve-
rirdi. Annesi ise cocuk
egitiminin erken yasta
baslamasi gerektigine ina-
nanlardandi: Gédel 10 ya-
sindayken matematigi, din-
leri ve dilleri 6§reniyordu.

Amerika Oncesi
Doymak bilmeyen merakindan dolayi ¢ocuklugunda Nigin
Bey adi verilmistir. 6-7 yaslarinda romatizmal atesten mustarip
olmus, neyse ki atlatmistir. Alman okullarinda okumus, hayati
boyunca Cekge 6grenmemistir. Liseyi Ustiin basariyla bitirdikten



sonra, 18 yasinda kuramsal fizik okumak Uizere Viyana Univer-
sitesine gitmis, ama Matematik Bolumu’ne gecmis. Tarihle ilgi-
lenmis, Goethe nin renk kuramini ve Newton elestirisini ve
Kant 1 okumustur. Dogmatik bilimsel dustinceleriyle pek o6rtis-
mese de “Viyana cevresi’ne dahil olmustur. Bolonya’da Hilbert’in
matematiksel mantik Gzerine verdigi bir seminere gitmis, ardin-

dan Hilbert’le Ackermann’in e e

1928’de yayimladiklari Kuram- ,,\7/

sal Mantigin Temelleri kitabini Serrestral-Ausvieis

okumus, burada sorulan “ma- '
a , HEGr AT

tematigin tamhgi” sorusunu bir  ~
yil icinde olumlu yanitlamis ve
doktorasini almistir.

Doktorasini aldiktan sonra
Amerika'ya yaptigi seyahatle-
rin ve yogun calismanin Go-
del’i depresyona surukledigi
sOyleniyor ama depresyonun
nedeni daha derin olmali. Ca-
lismalarina bir stre ara ver-
dikten sonra 1937’de Se¢im
Aksiyomu’nun (SA’nin) ve Su-
reklilik Hipotezi’nin (SH’nin)
kimeler kuraminin diger aksi-
yomlarindan (sirasiyla ZF ve Godel'in okul karnesi. Buttn dersler
ZFC’den) bagimsiz oldugunu PRI SA0RcR FatRmatik Wi—
kanitlamaya calisir. istedigini tam basaramasa da, bu 6énerme-
lerin yanhshginin kanitlanamayacagini kanitlar.

1938 de, ailesinin karsi ¢cikmasina karsin, kendisinden on yas
buyuk, Viyana’da bir gece kulibiinde dansézlik yapan ve daha
Once evlenip bosanmis, Ustiine Ustlik bir de Katolik (GddePin
ailesi kati Luteriyendi, bir tir Protestan yani) olan Adele Nim-
bursky (kizlik adi Porkert) ile evlenmistir. Cocuklari olmamistir.



Avrupa’dan Kagis

Ayni yil, Avusturya Nazi Almanyasi tarafindan isgal edilin-
ce, docentlik kaldirilir ve Gddel Universiteye yeni bastan bas-
vurmak zorunda kalir. Viyana cevresindeki yakin arkadaslarinin
Yahudi olmasi Gdédel’in aleyhine olur ve kot saghgina karsin
askerlik yapmaya elverisli bulunur. Boylece Universite yerine
savasa gitme tehlikesi belirir. Bir gece bir grup Nazi gencinin
saldirisina ugrar, hirpalanir, gézltkleri kirilir, neyse ki Adele
semsiyesiyle gencleri dagitmayi becerir! Artik Avrupa’da kal-
mamasi gerektigini anlar.

Savas basladigindan Atlantik Okyanusu’nu gecerek Ameri-
ka’ya gitmek tehlikelidir. Transsiberya treniyle Avrupa’dan
kagarlar. Once Japonya, sonra Pasifik’i asarak San Fransisco’ya
varirlar (4 Mart 1940). Trenle Amerika'yr Bati’dan Dogu’ya
gecerler. Gddel, daha 6nce birka¢ kez ziyaret ettigi Princeton
ileri Arastirma Enstitii-
sU’nde calismaya baglar.

SA'nin ve SH’nin tutar-
lili§1 makalesini burada
yayimlar.

Princeton’da kendi-
sinden 27 yas daha bu-
yuk olan ve 7 yil dnce
Amerika ya g6¢ etmiS Qscar Morgenstein’in objektifinden Einstein ile
olan Einstein’la tanismis  csdel
ve yakin dostluk kurmustur.

Tanri’nin Varhdinin Kaniti
ilgi alani matematikten felsefeye ve fizige kayar. Yasambo-
yu hayran kalacag! Leibniz’i, ayrica Kant ve Husserl’i okur.
1970’lerin basinda, Leibniz’in Tanri’nin ontolojik kanitinin bir
cesitlemesini sagda solda dostlari arasinda dagitir. Unlii man-
tik¢i Solovay, 1985°te yapilan ve yazarin da katildigi kiigik bir



toplantida, Gédel’den “therefore G exists” yani “demek ki G
vardir” sozleriyle biten mektuplar aldigini séylemistir. Buradaki
G, tabii ki ingilizce Tanri demek olan God’in ilk harfidir, ancak
G, ayrica GodePin de ilk harfidir!

Yasami boyunca ¢ok saygl duyuldudunu ve bircok o6dlle
onurlandirildigini herhalde séylemeye gerek yoktur. 1951 'de
Einstein Odulu'nd almistir ve Julien Schwinger’la birlikte bu
odulu alan ilk kisidir.

Olumu

Godel, cekingen ve icine kapanikti. Eksantrik bir Kisiligi var-
di. Ornegin yaz ortasinda kislik giysilerle dolasirdi. Buzdolabi
gaziyla zehirlenebilecegine inanir, yaz kis demeden evinde kapi
pencere acgik otururdu. Hortlaklara inanirdi. Ayrica sik sik has-
talanan, saglksiz biriydi, ancak doktorlarin tavsiyesine uymaz,
hatta dediklerinin tam tersini uygulardi. 1940’larda kanamali
bir Glser gecirdi. Doktora gitmeyi reddettiginden dlimle burun
buruna geldi ve ancak acil kan nakliyle hayati kurtarilabildi.

1955°te Einstein 6lince daha da i¢ine kapandi. En yakimn-
dakiyle bile telefonda konusmay! tercih etti. Biriyle bulusmasi
gerektiginde yerini ve zamanini titizlikle belirler ve o saatte
randevu yerinden ¢ok uzakta bir yerde olurdu. 1975’te Ulu-
sal Bilim Madalyasi kendisine verildiginde Washington’a gidip
Baskan Gerald Ford’u gormeyi reddetti. Bazi gugclerin iyiligi
gdmdiga gibi inanclara kapildi.

Koétl insanlarin kendisini zehirleyeceklerine inandigi igin,
kendi yaptigi yemekleri bile yemez, sadece esinin yaptigi yemek-
leri yerdi. 1977’de esi Adele hastalik sonucu yemek yapamaz
hale gelince, Gédel yemek yemeyi timuyle reddetmistir. Bir igne
bir iplik kalan Gédel Princeton Hastanesi’ne kaldirilir ve orda
da yemegi reddedince, iki hafta sonra yetersiz beslenmeden ve
asiri kilo kaybindan, Turkgesiyle agliktan oldr.



Godel’in Matematige Katkilari

Bugiinki modern matematiksel mantigin Godel’in esen ol-
dugu rahathikla soylenebilir. Cok geng¢ bir yasta, daha henliz
23’Undeyken, aritmetikte dogrulugu ya da yanhshg! kanitlana-
mayan onermelerin mutlaka olmak zorunda oldugunu kanit-
lamistir (Birinci Eksiklik Teoremi, yayimlanmasi 1931). Godel
en ¢ok bu teoremiyle bilinir. Biraz daha matematiksel olarak
ifade edecek olursak, Eksiklik Teoremi
sunu soyler: Dogal sayilari, toplamay!
ve ¢arpmay! ifade edecek gucte olan ve
neyin aksiyom olup olmadigi anlasila-
bilen ¢eliskisiz bir sistemde, dogru olan
ama sistem icinde kanitlanamayan bir
onerme olmak zorundadir.

Godel boylece matematikte bigim-
ciligi savunan Hilbert ve Russell gibi-
lerinin dustncelerine 6nemli bir darbe
indirmis olur.

Ayrica bir kuramin (yani bir aksiyom sisteminin) her mode-
linde (yani sistemin aksiyomlarinin dogru oldugu her evren €)
dogru olan bir énermenin mutlaka matematiksel bir kaniti ol-
dugunu da kanitlamistir (1929, Tamhk Teoremi).

Godel ayrica, ZFC’nin Sureklilik Hipotezi’ni yanlislayama-
yacagini kanitlamistir (1938, makalenin yayimlanmasi 1940).
Bu makalesinde insa edilebilir evren kavramini tanimlar, insa
edilebilir evren, kiimeler kuraminin en basit kiimeleriyle ve en
basit islemleriyle insa edilebilen kiimeler toplulugudur; kiimeler
kuraminin en basit ve en klc¢lk modelidir. Gédel hem SAniIn
hem de SH’nin bu evrende dogru oldugunu kanitlar, dolayi-
siyla bu iki 6nermenin yanhs oldugunu sirasiyla ZF ve ZFC
kanitlayamaz.

Asil guridltd koparan 1931 Eksiklik Teoremi’nin temel fikri
oldukca basittir. Godel, “ben kanitlanamam” diyen matematiksel



bir timce yazmay!i basarir. Bu timcenin kaniti olsa, sistem ge-
liskili olurdu. Demek ki sistem c¢eliskisizse timcenin kaniti
olamaz. Timcenin kaniti olmadigindan, “ben kanitlanamam?”
timcesi dogrudur. Demek ki matematik celiskisizse, “ben ka-
nitlanamam” timcesi dogrudur ama kanitlanamaz. Gddel, bu
timceyi yazmak icin dogal sayilari, toplamayi ve carpmayi
kullanmistir; matematiksel timceleri ve kanitlari aritmetikte
sayilarla kodlamistir. Bu kGdlamaya gdre her timcenin ve her
kanitin bir “Gddel sayisi” vardir.

Belki de bu asamada, matematigin dilinde, “ben yanlisim”
ya da “bu tiimce yanlistir” diyen bir timcenin yazilamayacagini
belirtmemiz gerekiyor. Yoksa, bu timce ne dogru ne de yanls
olacagindan, bir celiski elde ederiz.

Godel’in ikinci Eksiklik Teoremi birincisinden de felsefidir:
Bu teoreme gore, dogal sayilari, toplamayi ve carpmay! anlaya-
cak gugcte olan bir matematik sistemi hicbir zaman kendisinin
celiskisiz oldugunu kanitlayamaz.

Bu teorem, matematigin celiskili ya da celiskisiz oldugunu
sdylemiyor, sadece celiskisiz oldugunun kamtlanamayacagim
soyluyor. (Matematigin celiskili oldugu - eger matematik ¢e-
liskeliyse elbette - kanitlanabilir; bunun icin matematikte bir
celiski bulmak ya da O = 1 esitligini kanitlamak yeterlidir.)

Godel’in bu teoremi Oylesine bir surprizdi ki, 1930’da Ko6-
nigsberg’de bu konuda ilk konusmasini verdiginde, kimse bu
teoremin tam olarak ne anlama geldigini anlayamamisti. Hatta
blaylk mantik¢l Bertrand Russell bile saskina donmis, “Ne yani
2 + 2’nin artik 4 degil de 4,001 olduunu mu disltinecegiz?”
diyebilmistir. Teoremin degerini ilk anlayan, konferansta da
bulunan Gnli matematikci John von Neumann’dir.

Godel’'in bu teoremi matematikcilerin kendi ugras dallari-
na olan sonsuz guvenini kirmistir dogal olarak. Ne de olsa bu
teorem gercege bicimsel olarak ve mantikla ulasilamayacagini
kanitlamistir. Boylece, bir anlamda, neyin dogru neyin dogru



olmadigi konusunda felsefeye sz dustuguni gostererek, felse-
feye dustince dunyasinda hatiri sayilir bir yer agmistir.

Bum Tafe igin en cok Wikipedia’dan ve Jim Holt'un “What were Einstein and
Godel taTklg about?” adh (The New Yorker, 28 Subat 2005) makalemden yarar-

lantimistir.
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Godel’in ilk aritmetik defteri, 1912-1913
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Yanitlar
Birinci Kisim.
1.i¢ I, « elemanh bir kiime olsun.
{(ls'i2, i3) e 13: /) <i2<i3}
kiimesinin eleman sayisini bulun. Eder 3 yerine rastgele bir
k =1, ..., n alirsak sonug ne olur?

Yanit: J'nin G¢ elemanh altkimelerini kicukten blytge
dogru siraya dizersek kticikten biyige siralanmis sirah Gglaleri
buluruz. Dolayisiyla kimenin,

Vi

)
tane elemani vardir. 3 yerine rastgele bir | alirsak, sonug el-
bette

olur.

2. Herhangi bir s e N \{0} sayisi i¢in su esitligi gosterin-.

Kanit: (1 - I)s =0 esitliginin solundaki ifadeyi binom aci-
limina gore acarsak ve birinci terim disindakileri diger tarafa
atarsak, istedigimizi elde ederiz.

3. Av ..., Ankimeler olsun. x, bu kiimelerin tam s tanesinde
bulunan bir eleman olsun. x’in



sayisina olan katkisini hesaplayin, yani eger
Bi = Ai\{x]
ise

sayisini hesaplayin.

Yanit: EGer x elemani At, A <« Ak kimelerinden en az birinde
degilse, o zaman elbette
RAtn Afn AK|=|IB n B, n Bt]
olur ve bu durumun toplama bir katkisi olmaz. Ote yandan eger
x elemani A,, A5 Ak kiimelerinin hepsindeyse, o0 zaman
RP;n Afn Ak = Bin Bjn BK\+ 1
olur ve bu durumun katkisi 1 olur. Demek ki,

olur.

4. Yukardaki verilerle, x'in
Z, Bk Z KN HZ <EKrAVimm

sayisina katkisini hesaplayin.
Kanit: Bir dnceki soruyu 3’ten k'yz genellestirerek, x’in

katkisinin
\ /7>
+  —m+(-Ir 1
J W )

yani 2'nci sorudan dolayi 1 oldugunu géririz.



5. Yukard.akilerd.en, JAl u ... u An\sayisinin

ZIAcI-ZKyKM+ZK K nAInA----

sayisina esit oldugunu kanitlayin. [icindelik-Disindalik Teoremi]

Kanit: Bir 6nceki soruyu Ay u ... u An kimesinin her ele-
manina teker teker uygularsak,

Z k<] AAhAAMAI -

sayisinin Ay u ... u An kimesinin eleman sayisina esit oldu-
gunu goruriz.

6. JAy n ... n An]sayisinin

Z  Ki-Sk;| A AFZK;< RAQUAIUM -mmm

sayisina esit oldugunu kanitlayin. ipucu: Bir énceki sonucu

Ay, ..., An kiimelerinin timleyenlerine uygulayin.
Kanit: Timleyen Ay u ... u An kimesinde alinsin. O za-
man,
IAXXu ... u A,] =N
ise
N u Agu Ake]=N - JA-n Ajn AK\
olur. Bu esitligi Gcer Uger secilmis kiimelerden ¢’ser ¢’ser secilmis
kimelere genellestirmek isten bile degildir.

Simdi bir dnceki soruyu, Ay, ..., An kiimeleri yerine bunla-
rin timleyenlerine uygularsak ve yukarda buldugumuz esitligi
gereken yerlere yerlestirirsek, ve 2’'nci soruyu kullanarak kar-
simiza ¢ikan N ’leri sadelestirirsek, istedigimiz esitligi buluruz.
Ayrintilari okura birakiyoruz.



ikinci Kisim. A ve B kumeleri igin,
A AB = (A\B) u (B\A)
olsun. A A B kiumesine A ve B’nin simetrik farkt denir.

1. A isleminin birlesme ve degisme o6zellikleri oldugunu ve
n isleminin A Gzerine dagildigim kanitlayin.

Kanit: A’nin degisme 6zelligi oldugu belli, yani

AAB=BAA
olur. A’'mn birlesme 6zelligi oldugunu kanitlayalim. A, B ve C
herhangi U¢ kiime olsun.
(AAB) AC=A A(BACQC)
esitligini kanitlayacagiz.

Asagidaki tablolarda bir x e A u B u C elemani igin, x’in
icindeligine gore dnce 4 sonra 8 degisik durumu ele aliyoruz.
Bir hicrede yazan “1”, x, o sutunun en basinda gdsterilen ki-
menin elemani demektir, “0” ise x o kiimenin elemani degil
demektir. Once A A B ’nin tablosunu yapalim:

A B AXB B\A (A\B)u(B\A)=AAB
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 0

Simdi de (A AB) ACve A A (B A C) kimelerinin tablo-
sunu yapalim:

A B C A& (AAB)AC BAC AA(BAC)
0 0 0 0 0 0 Vii-0
0 0 1 0 ol.,--,; 1 i
0 1 0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0 -
1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1 0

1 1 1 0 1 0 1

Gri sutunlardaki sayilar ayni. Bu su demektir:
xe AAB)ACo xe AABAQC).



Bir baska deyisle, (A AB)AC=A A{B AQC).
Son olarak kesisimin simetrik farka dagildigini, yani,
An BAC)=(AnB)A(An O
esitligini kanitlayalim. Bunu da yukardaki tablo yontemiyle
kanitlayacagiz:

A B ¢ BAC AoBAC) AnB AnC (AnB)MANQ
oo o O 0 0 0 0

000 1 1 0 0 0 0

001 0 1 0 0 0 e 0

01 1 0 0 0 0 0 =
10 0 0 0 0 0 0

10 1 1 1 0 1

1 1 0 1 EEm| == 1 0 i

11 1 0 1 1

2. n > 2 ise A1 A == A An kiimesinin tek sayida A ’lere ait
olan elemanlardan olustugunu kanitlayin.

Kanit: n Gzerine timevarimla, n = 2 icin yukardaki birinci
tablodan her sey belli. istedigimizin n icin dogru oldugunu var-
saylp n + 1 icin kanitlayalim. Bir elemanin Aj A == A An A Antl
kiimesinde olmasi igin,

Aj A == A Anve Antl

kiimelerinden sadece birinde olmalidir. Eger eleman Aj A == A Aw
kiimesindeyse ama A,,+l kiimesinde degilse, o zaman, timeva-

rim varsayimina gore eleman tek sayida kiimededir. Eger ele-

man Ax A ... A An kiimesinde degilse ama Antl kiimesindeyse,

0 zaman tiumevarim varsayimina gore eleman ilk n kiimenin gift

sayida tanesinin elemanidir; buna bir de AMHA kiimesi eklenince,

istedigimizi elde ederiz.

3. V s (-i)'_12'1  sayisinin eger s giftse O, tekse 1 oldu-
|:1 {*)l
gunu kanitlayin.
Kanit: Sonu¢ kolaylikla s’nin ¢iftligine ya da tekligine gore
degisen (1 - 2)s = %1 esitliginden ¢ikar: Soldaki ifadenin binom



actlimini yazip, binom aciliminin ilk terimi olan 1’i saga gegirip
2’ye bolersek istedigimiz sonucu elde ederiz.

4. Yakardaki iki sorudan, \At A == A An|sayisinin

X-K-224dKm2 Z .« K

sayisina esit oldugunu kanitlayin.

Kanit: Birinci kisimdaki gibi distinecegiz. Bir x elemaninin
Aj, An kiimesinin tam s tanesinde oldugunu varsayalim. O
zaman x’in yukardaki ifadeye katkisi,

f\ / \ / \
$ s T'5
-2 + 2
X T-j 13,
kadar olur. Demek ki, bir dnceki soruya gore, eger s ¢iftse x’in
bu ifadeye katkisi yoktur, eger s tekse, x’in bu ifadeye katkisi
I’dir. Bunu Ax u ... u An kiimesinin tim elemanlarina uygu-

larsak, istedigimizi buluruz.

Ugtinct Kisim. Sabit bir X kiimesinin AveB altkiimeleri icin
AiIB =(AuB)c
olsun, u, n, \islemlerinin herbirinin sadece 4 islemi kullanila-
rak ifade edilebilecegini kanitlayin.
Kanit: Tanimda A = B alirsak,
Ai A=(Au Af =Ac
buluruz. Demek ki,
(Ai B)i (Ai B)=(Ai B)
=(AuB)cx=AuB
olur. Bilesimden ve timlemeden kesisim elde etmek kolaydir:
An B =(Acu Bc)c.
Fark da kolay:
A\B =A n Bc



Dordiancu Kisim. Eger (Xi)iel bir kimeler ailesiyse, bu ai-
lenin Xj kartezyen ¢arpiminin
ne/ Xi={/:1->u»/Xi1"'herl1G1/in/(*) e
olarak tanimlandigini animsatalim.
Bir (Jj)iel gostergecler ailesi ve bir (A™)”™ jej. ailesi icin
1. Asagidakilerden birini kanitlayin:

2. Asagidakilerden birini kanitlayin:

Uand-(1L "4

Kanit: (1) Birinci esitligi kanitlayalim.
X, soldaki bilesimden bir eleman olsun.

f eYlieldi>
kartezyen carpimin herhangi bir elemani olsun. x, soldaki bi-

lesimde oldugundan, éyle bir i e | vardir ki,

*J U4

olur. Demek ki oyle bir i e I var ki, her /e Jtigin,
x e Ahj
olur. Dolayisiyla

x e Aifd)
olur. / rastgele oldugundan bdylece soldan saga icindelik ka-

nitlanmis olur.
Ote yandan, eger x soldaki kiimenin bir elemani degilse, o

zaman x, hicbir i e 1 igin,

n jel.¢u



kimesinin bir elemani olamaz. Demek ki her i s i icin, dyle

bir /e Jtvardir ki x, kiimesinin elemani olamaz. Verilmis
bir i ¢ ticin,
X AL()
iliskisini saglayan bir f(i) e Ji segelim. Bdylece bir
/6 Ji

elemani elde etmis oluruz. (Burada Se¢im Aksiyomu kullantli-
yor!) Elbette

X A iielAhm

olur. Dolayisiyla, x esitligin sag tarafindaki kiimede de degildir.

Boylece birinci esitlik kanitlanmis olur. ikinci esitligin kaniti
benzerdir ve okura birakilmistir.

(2) Birinci esitligi kanitlayalim.

g, esitligin solundaki kartezyen carpimdan bir eleman olsun.
Demek ki her i e 1 igin,

olur. Yani, her i e 1 igin,

g(i) e A{
iliskisini saglayan bir /e Z4vardir. Her i e 1 igin,

9(l) ¢ A.z()
iliskisini saglayan bir f(i)  Jisecelim. Bdylece bir

f e nieldi
elemani elde etmis oluruz. (Burada Seg¢im Beliti kullaniliyor?)
Elbette

SEN

olur. Boylece g'nin esitligin sag tarafindaki kiimede oldugu ka-
nitlanmis olur.

Sag taraftaki kiimenin sol taraftakinin bir altkiimesi oldugu
cok bariz, ciinkii her /7 e rilGl  ve her i« | icin,



A J«ceU Te/A/

olur, ve dolayisiyla her 7/ e 117j /, igin

Nne V‘GYG(U:@ AUi)

olur.

Besinci Kisim. (An)n ve (Bn)n iki kiime dizisi olsun. Asagi-
daki 6nermelerin esdeger olduklarim kanitlayin:

a) Her n ve m icin, Ann Bmsonludur.

b) Her n icin An \A ve Bn\B kiimelerinin sonlu oldugu
ayrik A ve B kimeleri vardir.

Kanit: Once (b) kosulunun dogru oldugunu varsayalm. A
ve B kuimeleri kosulu saglasinlar. O zaman her n ve her m igin,
An\A ve Bn\B kiumeleri sonlu olur.

A, = (A\NA) u (A,,nA)
ve
Bm= (Bm\B)u(BnnB)
oldugundan v e A n B boskiime oldugundan,
A, n Bm
sonlu olur.
Simdi (a) kosulunu varsayalim.

ve
olsun. Bu iki kiime kesismezler ¢inki her n ve m igin,

olur (¢clinki ya m < n ya da n <m olur).
Simdi An \ A kidmesinin sonlu oldugunu kanitlayalim.
Asagidaki hesaplarda An\X anlamina gelsin:



AN NA=AN\(AnnA) =(A,,nAf

=n« (<N 'U /,B/]

=Uis, (4.2%)-

Demek ki An\A kimesi sonlu. Ayni bicimde Bn\B kumesi
de sonludur.

Altinct Kisim. (At)iel ve kiimeler ailesi icin asagidaki
denklem sistemlerinin (oldugunda) ¢oztmlerini bulun. C6zi-
mun biricikligini tartisin.

a) Ain X =Bi(iel) b) A-u X =Bf(ie l)

c) AJ]ANX =Bi(iel) d) X \Aj =Bf(iel)

Cozumler: (a) sisteminin ¢ézulebilmesi icin her seyden 6nce
her B/nin A/nin bir altkimesi olmasi gerekiyor, aksi halde
¢6zUm yoktur. Bundan bdyle her i e 1 icin Bi¢ Aticindeligini
varsayalim. Kolaylik olsun diye,

A =U,-ei At
tanimim yapalim. Eger X sistemin bir ¢6zimiyse, o zaman,
kolayca gorulecegi tzere, A n X de sistemin bir ¢dzimudar.
Demek ki sistemin bir ¢ozimu varsa, sistemin A’nin altkimesi
olan bir ¢6zumu vardir. Bundan boéyle X, sistemin A'nin altkd-
mesi olan bir ¢c6zimud olsun. O zaman,



X =An X - (Viel Af) n X
=/"isi (AIn X) = B,
olur. Demek ki sistemin A’nin altkimesi olan en fazla bir ¢o6-
zUmu vardir, o da,
X = Ui6i Bj
dir. Bakalim bu bir ¢6zim mu. Her / el igin,
Bj=Ajn X =Ajn (u,el] B,) =U /ei [Afn B}
oldugundan, her i,j e I igin,
Aj n Bfc Bj
olmali. EGer bu kosul dogruysa, o zaman
Ajn X =Ajn (ufei Bff=Ut%i (Ayn B-) s By
olur. Ayrica A; n B; = Bj oldugundan esitlik elde edilir.
Sonug olarak, eger her i, j e 7 igin,
Ajn B, c Bj
ve
B? C At
icindelikleri dogruysa, sistemin A’'mn altkiimesi olan tek bir
¢6zUmU vardir. Bu ¢déztime X diyelim. Eger Y, A’dan ayrik bir
kiimeyse, kolayca gortlebilecegi tzere X u Y de sistemin bir
¢6zUmudur.
Tumleyenler alinarak (c) sistemi (a) sistemine ddnusturd-
lebilir.
(c) sistemine gelince... Z, tim A¢ve Btkiumelerinin bilesimi
olsun. Y =Z \X olsun. O zaman bu sistem,
AinY =Bi(iel)
sistemine donudsur, ki bu da (a) sorusuydu.
(d) sistemi: Z, yukardaki gibi olsun. O zaman
X\Ai=(Z\ Af)n X
oldugundan, bu sistem de birinci sisteme doénusebilir.
Ayrintilari okura birakiyoruz. Ama en iyisi birinci sistemde
yaptigimiz gibi bagimsiz ve ayrintili bir analiz yapmak.






Kimeler Kurami Final Sinavi |1

Yanitlar

1. AL An, bir X kimesinin altkiimeleri olsun.

a) Sadece n, u, c islemlerini kullanarak en fazla 22" tane
kiime insa edilebilecegini kanitlayin. (Burada c, X ,e gore tim-
leyen aliniyor anlamina gelmektedir.) )

b) Sadece n, u, \islemlerini kullanarak en fazla 2 tane
kiime insa edilebilecegini kanitlayin.

Kanit: a) e = 1 igin

v ife=1

- ife=—1

olsun, n uzunlugundaki her s”.. s,, dizisi i¢in

Aln ... n A%y,
kimesi n ve cislemleriyle insa edilebilir. Bunlardan en fazla 2”
tane vardir ve her biri digerlerinden ayriktir. Bu kiimeleri insa
edilebilir kimelerin bir nevi atomlarina benzetebiliriz: n, u, c
islemleriyle insa edilen her kiime bunlardan bazilarinin bilesi-
midir. m ayrik kiimeden, sadece bilesim islemini kullanarak en
fazla 2m tane kimeinsa edebiliriz. Demek ki 2” tane atomik
kiimeden en fazla 2 tane degisik bilesim alabiliriz. EGer

X ={0, 1, nj
isevei=0,1, .. n-1icin

A, =X\ n}
tanimini yaparsak, Ustsinir olan 22" sayisini elde edebiliriz.



b) Bu durumda, Alu...u A nkimesinin disina ¢cikamayiz
ve bir 6nceki sikta elde ettigimiz
X\(Alu .. u An)=Afln .. n A"l
“atomik kime”yi bu sefer elde edemeyiz, ama bunlarin disin-
daki tim atomik kimeleri elde edebiliriz. Demek ki bu sefer
en fazli 2”7 - 1 atomik kiime var ve bunlarin bilesimleriyle en

«_1

fazla 2 =~ tane kiime elde edebiliriz.

2. Duzlemdeki dogrular kiimesi IR ile eslenik midir?

Yanit: Evet.

Kanit: y eksenine paralel olmayan her dogrunun denklemi
bir ve bir tek m ve b sayi ¢ifti icin y = mx + b bi¢gimindedir.
y eksenine paralel olanlar ise bir ve bir tek a sayisi i¢cin x = a
bicimindedir. Demek ki dogrular kimesiyle

(RxR)yuO
kumesi esleniktirler. Bu son kiime de
(6, 1) x (G 1) U(@©G1I
kUimesiyle esleniktir. Bu son kiime de
(G 1) x (G 1) U ({0} x(0, 1)) =[0, 1) x (0 1)
kimesiyle esleniktir. Bu son kiimenin (0, 1) araliiyla ya da R
ile eslenik oldugunu biliyoruz.

3. a) Iki 0’ highir zaman yanyana gelmedigi 01-dizilerinden
olusan kiime sayilabilir midir, yoksa sayilamaz midir?

b) iki ayn1 rakamin hicbir zaman yanyana gelmedigi 012-
dizileri kimesiyle 01-dizileri kiimesi arasinda bir esleme var midir?

a) Yanit: Sayilamazdir.

Birinci Kanit: iki 0"in yanyana gelmedigi her 01-dizisinde,
0’a esit her terimden sonra illa bir 1 gelmeli. Demek ki 01°i tek
bir harf gorebiliriz. Bir baska deyisle, iki O'In yanyana gelmedigi
diziler aslinda 01 ve 1 harfleriyle yazilmis dizilerdir. Dolayisiyla
bunlardan sayillamaz sonsuzlukta vardir. Hatta bu tur dizilerin
kimesi R’yle esleniktir.



ikinci Kanit: Herhangi bir 01-dizisinde, her iki terimin arasi-
na bir 1 koyarsak, i¢cinde hi¢ 00 olmayan bir dizi elde ederiz. Bu
islem bize Ol-dizileri kiimesinden dizilerimizden olusan kiimeye
giden birebir bir fonksiyon verir. Demek ki istedigimiz tlrden
dizi “sayis1” 01-dizisi “sayisi”’ndan daha az olamaz. Daha fazla
da olamaz tabii ki, ne de olsa bu tur diziler bir Ol-dizisidir!

b) Yanit: Vardir.

Kanit: Séylenen tirden 012-dizilerinin kiimesine A diyelim.
Herhangi bir 01-dizisinin tim terimlerinin arasina 2 eklersek, A
kiimesinden bir eleman bulunur ve bu “2 ekleme” fonksiyonu
birebirdir. (Demek ki A kiimesi sayillamaz sonsuzluktadir.) Her
012-dizisi, [0, 1] araligindan bir sayinin 3 tabaninda yazilmis
seklinin virgtlden sonraki dizisi olarak gorilebilir. 012-dizileri
kiimesinden [0, 1] araligina giden bu fonksiyon birebir degildir
ama bu fonksiyonu A’ya kisitlarsak (0, 1) araligina giden birebir
bir fonksiyon elde ederiz. Ol-dizileri kiimesiyle (O, 1) arahgi
eslenik oldugundan, Cantor-Bernstein-Schroder Teoremi’ne gore
tum bu kimeler esleniktir.

4. IR2 diizlemi, yaricapi 0’dan biiyik olan ayrik dairelerle
kaplanmistir. Bu dairelerden olusan kiime sayilamaz olabilir mi?

Kanit: Her dairede her iki koordinati da kesirli say! olan
bir nokta oldugundan, dairelerin “sayisi” kesirli sayi ikililerinin
“sayisi”’ndan fazla olamaz. Yani Q x Q kartezyen ¢arpimindan
dizlemi orten dairelerin kimesine giden orten bir fonksiyon
vardir. Q x Q sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, dairelerden
olusan kiime de sayilabilir sonsuzluktadir.

5. X bir kime olsun.
a) (Ej)iel, X kumesi Gzerine denklik iliskileri olsun. Demek
ki her Et X x X kartezyen ¢arpiminin bir altkimesidir.
n iel £-ve V iel E{



b) Simdi her /e /iginyaEj ¢ Ej ya da Ej ¢r £m icindeligini

varsayalim. Yukardaki soruyu yanitlayin.

Kanit: a) O 1ef E, bir denklik iliskisidir ¢inku, kolayca ka-
nitlanabilece@i Uzere, her x, y, z e X igin,

i) (X, X) e n iel Ej.

i) Eger (x, y) e n iel E{ise (y, x) e n iel Ej.

ii) EGer (x, y), (y, 2) e niel E, ise (x, y) e n iel Ej.
olur. Ote yandan Ej bir denklik iliskisi olmayabilir, (i) ve
(i) 6zellikleri (yansima ve simetri) her zaman dogrudur ama (iii)
dogru olmayabilir. iste bir 6rnek: X = {1, 2, 3} olsun. Ej-siniflar
{1, 2} ve {3} olsun, £ 2-siniflar {2, 3} ve {1} olsun. O zaman,
(1, 2), (2,3) e E1u E2olur ama (1, 3) g E1lu E2olmaz.

b) Bu sefer her ikisi birden denklik iliskisidir. Sadece
Ej iliskisinin denklik iliskisi oldugunu kanitlamalyiz. Yansima
ve simetri bariz. Gegisligi kanitlayalim. x, y, z e X elemanlari,
X, y), (v,2) e £ (icindeliklerini saglasin. O zaman i, j e |
icin (X, y) s Ej ve (y, z) e E-olur. Durum i ve Zagisindan simetrik
oldugu icin Ej ¢= Ej varsayimini yapabiliriz. O zaman hem (X, y)
hem de (y, z) ciftleri £ (nin elemanidirlar. Ej gecisli oldugundan,
(x, z) e Ej ¢ 'Uiel Ej elde ederiz.

6. X bir kiime ve R ¢ X x X, X uzerine ikili bir iliski olsun.

a) X uzerine R’yi igeren bir ve bir tane en kigtk bir denklik
iliskisinin varligin1 kanitlayin.

b) X = [Rolsun ve R iliskisi “xRy <> Jc—y] = 1” olarak
tanimlansin. Yukardaki soruda bulunan denklik iliskisini be-
timleyin.

Kanit: a) R’yi igeren tim denklik iliskilerini ele alalim. X x X
bunlardan biridir mesela. 5a sorusuna goére R’yi iceren tim
denklik iliskilerinin kesisimi bir denklik iliskisidir ve elbette R'yi
icerir. Demek ki R’yi iceren tim denklik iliskilerinin kesisimi,
jRyi iceren en kuctk denklik iliskisidir.



b) “XERy 0 x ~y e Z” oldugunu iddia ediyoruz. Bu ta-
nimin bir denklik iliskisi tanimladigi ve xRy ise xERy oldugu,
yani R ¢z ERicindeligi ¢ok bariz. Demek ki ER, Ryi iceren bir
denklik iliskisidir. Simdi ERnin £'yi iceren en kicuk denklik
iliskisi oldugunu kanitlayalim. E, R’yi iceren herhangi bir denk-
lik iliskisi olsun, yani

XRy ise XEy
Onermesi her x ve y icin saglansin. Her n e N igin,
XR(x+1), (x+D)R(x+2), ..., (X+n-1)R(x+n)
oldugundan,
XE(x+1), (x+)E(x+2), ..., (x+n-T)E(x+n)
olur. Demek Ki
XE(x+n)
ve dolayisiyla
(x+n)Ex
olur. Sonug: x - y e Z ise, yani XERy ise xEy olur. Bundan da
Er ¢ E c¢ikar. Demek ki R’yi iceren her denklik iliskisi ER'yi de
iceriyor. Yani ER R’yi iceren en kic¢uk denklik iligkisidir.

7. X bir kiime olsun.

a. R, X uzerine herhangi bir ikili iliski olsun. Gene X Uzerine
tanimlanmis R’yi iceren en kugtk bir ve bir tane yansimali ve
gecislili bir ikili iliski oldugunu kanitlayin.

tzerine = ikili iliskisini x, y e X igin,
X =y o0 XRy ve xRy
olarak tanimlayalim, s ikili iliskisinin bir denklik iligkisi ol-

dugunu gosterin. Ayrica sunu gosterin: Xl= Gzerine dyle bir
< yansiralamasi vardir ki, her x, y e X igin, xRy ise [x] < [v]
olur.

Kanit: (a) R’ye, her x e X i¢cin (x, X) elemanlarini ekleyerek,
R’nin yansimali oldugunu varsayabiliriz. R’yi iceren her ikili
iliski yansimalidir.



Kanitin Devami 1. Simdi, R’yi igeren tim gegislili ikili ilis-
kilerin kesisimini alalim. Bu kesisim de gegislilidir; doayisiyla
R'yi iceren gegcislili iliskilerin en kiicigl olmak zorundadir.

Kanitin Devami 2. Su ikili iliskiyi tanimlayalim:

xSy <> Oyle bir n dogal sayisi ve XX, ..., xn e X
vardir ki, xRxt, x tRx2, == xnRy olur.
Eger n = 0 ise, bu kosul xRy demektir. Dolayisiyla R ¢ 5 olur.
S'nin gegcislili oldugu cok belli.

(b) R yansimali oldugundan = iliskisi de yansimalidir. =
iliskisinin simetrik oldugu belli. R’nin gecisliginden = iliskisinin
gegisligini kanitlamak da kolay. Demek ki s iliskisi bir denklik
iliskisidir.

ikinci kismi kanitlayalim: Su savi ortaya atiyoruz:

Sav: xRy, x = x| ve y = yx ise x IRyl olur.

Sav’in Kaniti: x = xx iligkisinden citkar. Ayrica xRy
de dogru oldugundan, R iliskisinin gecisliginden, x 1Ry elde
ederiz. Ote yandan y = y1 oldugundan, yRyt olur. Biraz 6nce
elde ettigimiz x 1Ry iliskisiyle birlikte, bu bize x IRy1 verir. Sav
kanitlandi.

Bu sav sayesinde
X <yl xRy

tanimini yapmaya hakkimiz oldugunu gortriz. Bu < iliskisinin
X/= Uzerine bir siralama olmasi igin, her x, y, z i¢in,

A/

[x] < [yl ve [yl < [X\ise [x] = [y]

[X] < [y] ve [y] < [z] ise [X] < [Z]
Onermelerini kanitlamaliyiz. Birincisi R’nin yansimali olmasin-
dan cikar. ikincisi = iliskisinin taniminin bir sonucudur. Ugiin-
cust R iliskisinin gecislili olmasindan cikar.



8. D, 01-dizilerinden olusan kiime olsun.
a) D dzerine = ikili iligkisi
a = b <= 0oyle bir N var ki her n > N i¢in an= bn
olarak tanimlanmis olsun. Bu elbette D Uzerine bir denklik
iliskisidir. D/= kumesi sayilabilir mi yoksa sayilamaz sonsuz-
lukta midir?

a « b <>08yle n ve m var ki, her k e N i¢in antk = bmt+k
Bunun D uzerine bir denklik iliskisi oldugunu kanitlayin. DI~
kumesi sayilabilir mi yoksa sayilamaz sonsuzlukta midir?

Kanit: (a) IR ile eslenik oldugundan, D’nin sayilamaz son-
suzlukta oldugunu biliyoruz. Her sinifin sayilabilir sonsuzluk-
ta oldugunu kanitlarsak, o zaman DI= kiimesi de sayilamaz
sonsuzlukta (IR ile eslenik) olmak zorunda olacak, a = (an)n
herhangi bir O1-dizisi, n herhangi bir dogal sayi ve x, n uzun-
lugunda herhangi bir Ol-dizisi olsun. O zaman

d(x, a) =x01.. xn tanant+l ...

dizisi a'ya denktir. Ve elbette a’ya denk her dizi de bir n dogal
sayisl ve n uzunlugunda bir Ol-dizisi x icin d(x, a) olarak yazilr,
(Aslhinda birden ¢ok n ve x vardir, ama bu dnemli degil.) Demek
ki sonlu Ol-dizilerinden [a] sinifina giden &rten bir fonksiyon
vardir: Sonlu x dizisini d(x, a) dizisine gottren fonksiyon. Sonlu
O1-dizileri kiimesi sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, [a] sinifi
da sayilabilir sonsuzluktadir.

(b) « iliskisinin yansimal ve simetrik oldugu belli. Gegislikte
biraz sorun var ama o da kolaylikla kanitlanabilir: a « b ve
b « c olsun, n, m, p, g sayilari, her k igin,

an+tk = bm+k ve bp+k = bqg+k’
esitliklerini saglasinlar. O zaman her k igin,

n+p)+k ~ an+(p+k) ~ bm+(p+k) - bp+(m+k) ~ bg+(m+k) ~ b (g+m)+k
olur. Dolayisiyla a « ¢ olur ve « bir denklik iliskisidir.



Bir defa daha her sinifin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu

kanitlayacagiz, a e D olsun.

X = Lo Xm_l
herhangi bir sonlu dizi olsun, n herhangi bir dogal sayi olsun.
O zaman

e(x, n, a) =xgXi ... xm lanantl ..

dizisi a’'ya denktir ¢cunkl

e(x, n, a)m=an
olur. Ayrica axya denk her dizi bir n dogal sayisi ve sonlu bir

saylilar sayilabilir oldugu icin, [a] sinifi da sayilabilirdir.

9. X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. X’in 6yle bir
sayllamaz altkiime ailesi bulun ki her i, j e |1 gostergeci
icin ya At¢ A-ya da Aj ¢ Atolsun.

Kanit: X’in Q oldugunu varsayabiliriz. Her re | igin

Ar=(r,0)n Q
olsun. (ArrsK istenen ailedir.
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