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Onsoz

Bu kitap, liselilere ve tiniversitelilere yonelik bir dizi kitabin tiglinciisiidiir
ama ilk ikisinden oldukg¢a bagimsizdir. Birinci ve ii¢iincii kisim tamamen li-
selilere yoneliktir. Ikinci kisimda seviye biraz artmaktadir ama lise seviyesini
agmamaktadir. Teori ilk iki kisimda yapilmakta, {iclincii kissmda birkag uy-
gulama verilmektedir. Bu son boéliimdeki konulardan o6grenciler birbirlerine
seminerler verebilirler.

Konumuz sayma; bildigimiz, ¢cocuklugumuzdan beri yaptigimiz bir is. Ama
elemanlar: teker teker saymak yerine elemanlarin olusturdugu kiimeyi tek bir
hamlede saymaya calisacagiz. Birkag sayma sorusu ornegi vereyim: 25 sopay1
kac farkli bicimde 3 farkli renge boyayabiliriz? n dogru, diizlemde en fazla
ka¢ noktada kesigir? Iginde 001 barmdirmayan 2008 uzunlugunda kag tane
0 ve 1’den olugan dizi vardir? Sayisal lotoda (49/6, yani 49 sayidan 6’si
seciyoruz) en az 4 tutturmayr garantilemek i¢in en az kag siitun (ve hangi
sayilar1) oynamaliy1z? Iste bu kitapta bu tiir sorularla ilgilenecegiz.

Giinliik yagsamdan kaynaklanan, dolayisiyla problemi anlamak igin nere-
deyse okuma yazma bilmenin bile gerekmedigi, ama yanit1 bugiine dek bulu-
namayan bircok sayma sorusu vardir. Yukaridaki 6érnek sorulardan sonuncusu
da yaniti -bildigim kadariyla- bilinmeyen sorulardan biridir.

Her ne kadar cocuklugumuzdan beri sayiyor olsak da, saymak ¢ok zor bir
konudur. Teorisi az gelismistir. Bilinen birkag standart sayma yontemi olsa da,
benim sahsi goriisiime gore konu kendi bagina matematiksel bir dal olmaktan
uzaktir, clinkii, genel olarak, kargimiza ¢ikan bir sayma problemiyle nasil basa
gikilacagini problemle kargilagir kargilagsmaz kestirebilmek oldukga giigtiir.

Dolayisiyla saymanin derinine inilmis bir konu oldugunu soyleyemeyiz. De-
rinine inilemese de konunun ytiizeyi ¢ok genistir ve sadece bu yiizeyde dolagmak
bag dondiiriicii bir maceradir.

Benim iiniversite yillarimda bu konuda dersler okutulmazdi, kitaplar da
yazilmamisti, yazilmigsa da ¢ok popiiler degildi; liselerde daha ¢ok olasilik ad:
altinda biraz okutulurdu. Biiyiik ol¢iide bilgisayarlarin gelismesiyle sayma ko-
nusu bugiin biiyiik 6nem kazandi. Artik bu ve genel olarak “sonlu” ya da “ayrik
matematik” olarak adlandirilan benzer konularda bircok iiniversitede dersler
veriliyor, her biri digerinden ilging bircok kitap yayimlaniyor; en azindan Bat1

1
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diinyasinda.

Bu kitapta sayma konusuna sadece bir girig yapacagiz. Daha ileri seviyede
sayma tekniklerini Sonlu Matematik adli, su anda hazirlanmakta olan biraz
daha akademik bir kitapta gorecegiz.

Cogu kitabin aksine, bu kitap ortalara dogru giderek kolaylagir (sonra tek-
rar zorlagir). [k boliimlerde baz yerleri anlayamayan okur okumaya devam et-
sin. Anlayacag1 ve hosuna gidecek seyler 6grenecegini saniyorum. Alistirmalar
da illa kolaydan zora dogru siralanmamigtir. Ayrica aligtirmalarin zorlugu met-
nin zorluguyla dogru orantili degildir. Alistirmalarin okura zor gelmesi illa
okurun konuyu iyi anlamadigi anlamina gelmeyebilir. Sayma konusunu ma-
tematigin diger konularindan ayiran iste bu 6zelliktir: Teorisi kolaydir ama
pratigi zor, hatta ¢gogu zaman imkansizdir. Degme matematikgi bile baz1 soru-
larda, iistelik yanit1 kolay olan sorularda ¢uvallayabilir, ¢iinkii probleme dogru
yaklagim bariz olamayabilir.

Teorik olmayan, 6grenilenleri pekigtirmeye yarayan (ve eglenceli oldugunu
digiindiigiim) yazilar1 kitabin sonunda “Okuma Parcalar” adi altinda bula-
caksiniz. Kolaydan zora dogru giden bu yazilar: kitabin herhangi bir agsama-
sinda okuyabilirsiniz, 6rnegin teoriden yoruldugunuzda.

Matematik Dinyast dergisine yazdiklar: birer yaziy1 buraya almama izin
veren Hayri Ardal, Bagak Ay, Selin Eniist Caligkan, Sermin Cam ve Mustafa
Ozdemir meslektaslarima, birer yazida paslagtigimiz Haluk Oral ve Andrei
Ratiu meslektaglarima ve kitabin mizanpajinda biiylik emegi gecen Asli Can
Korkmaz’a ve Atay Erig’e, her basimda yeni diizeltmeler bulan Ali Tériin’e,
dordiincii basimin diizeltmelerini yapan Onur Kara’ya ve hald daha inatla
kopmayan boynuma -hepimiz adina- ¢ok tesekkiir ederim.

Eski 6grencim, yeni meslektagim Sonat Siier’e 6zel bir paragraf ayirmam
gerekiyor. Cok dar bir zamanda, o kadar isi arasinda kitabi birkag kez bastan
asagl okudu ve ¢ok onemli diizeltmeler yapti, cok degerli 6nerilerde bulundu.
Daha fazla zamam olsaydi1 yapabilecegi diizeltmeleri diisiinmek bile korkutucu!
Sonat’a da hepimiz adina ¢ok tegekkiir ederim.

Ali Nesin
Subat-Haziran 2009
ve Agustos 2014
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Kisim 1

Temel Yontemler
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1. Giivercin Yuvas: Ilkesi

Haluk Oral ile birlikte yazilmigtir.

Bir sihirbaz sahnede yaptigi numarayla kii¢iik dilinizi yutturabilir ama na-
sil yaptigini 6grendiginizde numaranin biitiin havasi kaybolur. Numaranin
gercekten sihirbazlik olmadigini anlarsimiz! Bu bir diigkirikligi yaratir. Onun
icin sihirbazlar numaralarini nasil yaptiklarimi agiklamazlar.

Matematikte de ilk bakigta zor goriinen baz problemlerin ¢6ziimii ¢ok basit
olabilir, ¢oziim sasirtici derecede basit bir matematiksel ilkeye dayanabilir.
Matematikgilerin sirlarimi paylagmamasi (en azindan giintimiizde) s6z konusu
olmadigindan bu ilkelerden birini aciklayacagiz: Cekmece Ilkesi, nam diger
Givercin Yuvast Ilkesi.

Tlke gercekten cok basit. Ama énce sihirbazlik numaramizi yapalim:

Tleride diinyaca {inlii matematikgci olacak olan kiiciik Gauss, babasiyla or-
manda gezerken babasina sormus:

— Bu ormanda yaprak sayisi birbirine esit iki agacin olmasi icin herhangi
bir kogul soyleyebilir misin?

Baba Gauss boyle bir kosul diisiinemeyince yaniti kiiciik Karl vermis:

— Eger ormandaki agag sayisi, bu ormanda en ¢ok yapragi olan agacin
yaprak sayisindan en az iki fazlaysa, en az iki agacin yaprak sayisi aynidir...

Bu 6ykii biiyiik bir olasilikla uydurmadir. Ama kii¢iik Gaussun biiyiidii-
glinde diinyanin gelmis ge¢mis en biiylik matematikcisi olacagi gercektir.

Gauss’un yanit1 karigik gibi goriinebilir ilk bakigta. Ama ¢ok kolay oldugu-
nu su aciklamay1 okuyunca fark edeceksiniz: Giivercin beslediginizi diigiiniin,
her aksam da giivercinler yuvalarina girsinler. Eger giivercin sayisi giivercin
yuvasi sayisindan fazlaysa, ornegin 4 yuva ve 5 glivercin varsa, o zaman en az
bir yuvada birden fazla giivercin olacaktir. Ilkeye Giivercin Yuvast adi veril-
mesinin nedeni bu agiklamadir.

Bu ilke degisik ama denk ifadelerle de verilebilir. Ornegin,

1. Giivercin sayisi yuva sayisindan fazlaysa, en az bir yuvada birden fazla
glivercin olur.

2. Belli sayida giivercin ayni sayida yuvaya yerlestirildiginde, yuvalardan
birinin bog kalmasi icin gerek ve yeter kosul, en az bir yuvada 1’den fazla
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6 1. Glvercin Yuvasi ilkesi

giivercin olmasidir.

3. Eger belli sayida gilivercin belli sayida yuvaya, hicbir yuvaya 1’den
fazla glivercin koyulmadan yerlestirilebiliyorsa, o zaman giivercin sayisi yuva
sayisindan kiigiikesittir.

4. Iki sonlu kiime arasinda birebir esleme olmasi igin gerek ve yeter kosul,
bu iki kiimenin eleman sayisinin esit olmasidir.

Ormana ve agaclara donelim. Ne demisgti Gauss? Ormandaki agac sayisi
en fazla yapragi olan agacin yaprak sayisindan en az iki fazlaysa... Ormanda 6
agac olsun ve her agag en fazla 4 yaprakl olsun. Tk beg agacin yaprak sayilari
0, 1, 2, 3, 4 olabilir belki ama sonuncu agacin yaprak sayis1 bu sayilardan
birine esit olmak zorunda kalacaktir.

Simdi 6rnek problemler ve bu problemlerin bu ilkeyle ¢oziimlerini verelim.

Ornek 1.1. Bir diizlemin biitin noktalary iki renge boyanirsa, dort kosesi de aymi renkte
olan bir dikdortgen mutlaka vardur.

Coziim: Yukaridaki sekildeki gibi ii¢ yatay ve dokuz dikey dogru cizelim. Ug nokta iki renge
2% = 8 degisik sekilde boyanabileceginden (renklere 0 ve 1 dersek, iste o boyamalar: 000,
001, 010, 011, 100, 101, 110, 111), 9 dikey dogrunun en az ikisi aym bigimde renklendirilmig
olmalidir. Ug noktadan en az ikisi aym renk olacagindan aranan dikdértgeni buluruz.

Alistirmalar

1.2. 1ki yerine ii¢ renk olsaydi da aym sonucu elde edecegimizi gésterin.

1.3. Renk sayisi sonlu oldugunda da ayni sonucu elde edecegimizi kanitlayin.

1.4. Ug boyutlu uzaymn her noktasi iki farkli renge boyaniyor. Sekiz kosesi de ayni renge
boyanmig bir dik dikdortgenler prizmasi oldugunu kanitlayin.

1.5. Bir diizlemin her noktas: iki farkli renge boyaniyor. Ug kosesi de ayni renge boyanmig
eskenar bir iiggen var muidir?

1.6. Verilmis ii¢ tamsayidan ikisinin toplami mutlaka ¢ifttir. Nitekim sayilarin ya ikisi ¢ifttir
ya da ikisi tektir, bunlarin toplami da cift bir sayidir. Verilmis bes tamsayidan tiglintin
toplaminin 3’e boliindiigiinii kanitlayin. Verilmig en az ka¢ tamsayinin dérdiiniin toplami
mutlaka 4’e boliiniir? Sorular1 ¢ogaltabilirsiniz.

1.7. Bir okulda 510 gocuk var. Her ¢cocugun en az 10 bilyesi var. Ama higbir ¢ocugun 30’dan
fazla bilyesi yok. En az 25 ¢ocugun aym sayida bilyesi oldugunu gosterin.

Ornek 1.8. Kenar uzunlugu 2 birim olan bir eskenar tiggenin i¢inde alinan bes noktadan en
az tkist arasindaki uzaklgin 1’°den kigikesit oldugunu gosteriniz.
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Cozim: Uggenin ii¢ kenarinin orta noktalarini birlestirelim. Boylece liggeni kenar uzunluk-
lar1 1 olan dort egkenar iiggene ayirmis oluruz. Bu iiggenin iginde beg nokta alirsak en az ikisi
aym kiiciik liggenden olmak zorundadir. Aym kiigiik tiggendeki noktalar arasindaki mesafe
de 1’den kiiciik olacaktir elbette.

Alistirmalar

1.9.

1.10.

Kenar uzunlugu 2 birim olan egkenar bir iiggenin igine herhangi ikisi arasindaki mesafe
1’den biiyiik olacak bigimde dort nokta yerlestirilebilecegini kanitlayin.

Kenar uzunlugu 2,01 birim olan egkenar bir ficgenin icine herhangi ikisi arasindaki
mesafe 1’den biiyiik olacak bigimde 6 nokta yerlestirebileceginizi gosterin. Ayn seyi 7
nokta ile yapabilir misiniz?

. Her kenar1 3 birim olan bir eskenar {icgenin igine aralarindaki mesafe en az 1 olacak

bigimde en fazla kag nokta yerlestirebilirsiniz? Aym soruyu her kenar1 k& birim olan bir
eskenar liggen igin yamtlaym. (Burada k bir dogal say1.)

. Her kenar1 2 birim uzunlugunda olan bir diizgiin dortyiizliiniin i¢ine, birbirine uzaklig

1’den biiyiik olacak bigimde en fazla kag nokta yerlestirilebilir?

Polinom

ap + a1z + -+ + apz™ bigiminde yazilan bir ifadeye polinom denir.
agp, ai, --.., G, sayilari bu polinomun katsayilaridir. Ornegin,

—2 4 322 + 723,

katsayilar tamsay1 olan bir polinomdur. 7+ /2x katsayilar1 gercel sayilar
olan bir polinomdur. Ama /x ya da 21/3 bir polinom degildir. 1/x de bir
polinom degildir.

l+z+a’+a®+-+a"+--

gibi sonsuz ifadeler de polinom degildirler.
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8 1. Glvercin Yuvasi ilkesi

Ornek 1.13. f(x), katsayilar: tamsays olan bir polinom (tanwm i¢in yukaridaki gri kutucugda
bakinaz) olsun. Eger f(x) = 2 esitligini saglayan ¢ tamsayr varsa, f(x) = 3 egitligini
saglayan bir tamsayr olmadigine kanitlayin.

Coziim: Once, p ve g sayilar ne olursa olsun, p — ¢ sayismin

fp) = f(a)
sayisini boldigint gozlemleyin (bkz. Alstirma 1.14). Simdi

ve f(d) = 3 olsun. Bu durumda,

(d=a)|(f(d) - fla)) =3-2=1
(d=0)|(f(d) - f(b)) =3-2=1
(d=0)|(f(d) = f(c)) =3-2=1

oldugundan® (ipucu: n bir dogal sayiysa, p — ¢ sayis1 p™ — ¢" sayisiu boler, bkz. Aligtirma
1.14), d—a, d—b ve d—c sayilar1 1’e ya da —1’e esit olmalidir. Giivercin yuvasi ilkesine gére bu
ti¢ sayidan en az ikisi birbirine esit olmali. (Burada Giivercin Yuvasi Ilkesi’nin kullanimin
biraz abarttik, farkindayiz!) Bundan da a, b ve ¢ sayilarindan en az ikisinin esit olmasi
gerektigi gikar. Boylece kanmitimiz tamamlanmigtir. (]

Aligtirmalar
1.14. Her n > 2 igin,

n—2_ 2

71+mn—ly+m Yy ++yn—1)

2=y = (@ —y)(a"
esitligini kanitlaym. Buradan, her p ve ¢ tamsayilar icin, p — ¢ sayisinin p" — ¢" say1-
s béldiigiinii, dolayisiyla katsayilar: tamsayi olan her f polinomu i¢in p — ¢ sayisinin
f(p) — f(q) sayisin boldiigunii kanitlaym. (Polinomun tanimi igin bir 6nceki sayfadaki
gri kareye bakin.)

1.15. f(z), katsayilar1 tamsay1 olan bir polinom olsun. Eger f(z) = 3 esitligini saglayan bes
farkl tamsay1 varsa, f(z) = 5 esitligini saglayan bir tamsay1 olmadigim kanitlayin.

1.16. Ornek 1.13’ii ve Ahgtirma 1.15i nasil genellestirebilirsiniz?

Ornekler

1.17. n+1 tane tamsayr arasinda farklart n’ye tam olarak bélinen en az iki sayr vardar.
Yanit: Bir tamsay1 n’ye boliindiigiinde kalan say1 0, 1, 2, ..., n — 2 veya n — 1 olabilir.
Demek ki kalan bu n sayidan biri olmalidir. O halde elimizdeki n + 1 tamsayinin en az
ikisi n’ye béliindiigiinde ayni kalani birakir, dolayisiyla bu sayilarin farklar: n’ye boliiniir.

1.18. Bir dizlem tizerindeki 25 noktanin herhangi ti¢i arasindaki minimum uzaklik 1°den az

olsun, yani segilmis herhangi tctinin en az ikisinin arasindaki mesafe < 1 olsun. Bu
noktalarn en az 13’ind i¢ine alan 1 yaricapl bir ¢cemberin varligine gosterin.
Yanit: Diizlem {izerindeki 25 noktadan herhangi birine A adimi verelim ve A mer-
kezli 1 yarigapl ilk ¢gemberimizi ¢izelim. Biitliin noktalar bu ¢emberin i¢indeyse soru
¢ozllmiistiir, degilse bu ¢emberin digindaki bir noktaya B adini verelim ve B merkezli
1 yarigapl ikinci gemberimizi gizelim. Her nokta ya ilk gemberin ya da ikinci ¢cemberin
icinde olacagindan, cemberlerin biri 25 noktanin en az 13’linii igerecektir.

1u|v ifadesi “u sayis1 v sayisin boler,” yani v € uZ anlamina gelmektedir.
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Alistirma 1.19. Bir diizlem {izerindeki 40 noktanin herhangi doérdii arasindaki minimum
uzaklik 1’den az olsun. Bu noktalarin en az 14’iinii igine alan 1 yaricapli bir gemberin varligini
gosterin.

Ornekler

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

n ve k pozitif iki tamsayr olsun. k’ya bolindiginde ayni kalany veren n’nin en az iki
degisik kuvveti oldugunu gosteriniz.

Yamit: n', n?, .., nf, n"T! sayilarim (toplam k + 1 tane) k’ya boldigiimiizde elde
edecegimiz kalanlar 0, 1, ..., k — 1 kiimesinde olacagindan en az iki kalan ayni olmak
zorundadir.

7’nin 0001 dle biten bir kuvveti oldugunu gosteriniz.

Yamit: Yukaridaki 6rnege gore, 10000’e boliindiigiinde ayni kalani veren 7’nin iki ayr
kuvveti vardir. Bunlar 7" ve 7™ olsun. Diyelim n > m. Bu durumda, 10000,

=Tt =TT = 1)
sayisini boler. Ama 10000 ve 7™ aralarinda asal, demek ki 10000,
7T -1

sayisini boler. O halde 77, 10000’e boliindiigiinde 1 kalanini verir yani 7"~ /10000
sayist 0001 ile biter.

Yarigapr 1 olan bir cemberin i¢inde alinan alty noktadan en az ikisi arasindaki uzaklhgin
1’den kigtikesit olacaginy gosteriniz.

Yanit: Cemberi alt1 yarigap araciligiyla alt1 esit pargaya bélelim. Bu yarigaplardan biri
verilen alt1 noktadan biri olan P’den gegsin. Geriye kalan beg noktanin ikisi ayni1 pargaya
girerse ¢ozlim biter. Girmezse en az bir diger noktanin P’yi igeren yarigapla ayrilmig iki
parcadan birinde olmasi gerekir ki bu durumda da soru ¢o6ziilmiisg olur.

A/
VA,

Otuz gilinde her giin en az bir hap i¢gmek kosuluyla toplam 45 hap icen bir hastanin, i¢tigi
hap sayisinan toplam 14 oldugu ardisik bir ginler dizisi oldugunu gésterin.

Yanit: Hastanin ilk giinden ¢’inci giiniin sonuna kadar aldig1 hap sayisini a, ile goste-
relim. Demek ki (a;); artan bir dizi. Simdi,

A:{a1,a2, ...,a30}veB:{a1+14,a2+14, ...,a30+14}

kiimelerine bakalim. A’daki elemanlarin herhangi ikisinin ayni olamayacag agik. Dola-
yisiyla B’deki elemanlar da ayni olamaz. Simdi A’nin ve B’nin elemanlarini yan yana
yazalim:

ai, a2, ..., asp, a1 + 14, az + 14, ..., aso + 14

Bu tamsayilarin en biiyiigii ancak 59 olabilir. Halbuki yukarida 60 say1 var. Oyleyse en
az ikisi esit olmak zorundadir. Buradan a; = a; + 14 kogulunun en az bir 4, j ¢ifti i¢in
saglandig: cikar. Demek ki

a; — a5 = 14.
Dolayisiyla ¢, j’den biiyiik olmak zorunda ve j 4 1’inci giinden i’ince giine kadar igilen
hap sayis1 14 olmali.
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1. Glvercin Yuvasi ilkesi

Alistirma 1.24. 365 giinde her giin en az bir hap igmek koguluyla toplam 500 hap icen bir
hastanin, ictigi hap sayisinin toplam 231 oldugu ardisik bir giinler dizisi oldugunu gosterin.

Ornekler

1.25.

1.26.

Itk 100 pozilif tamsayrdan hangi 51 tanesini segerseniz segin, bu sayilardan biri digerini
bolmek zorundadar... Se¢im ne olursa olsun... Bunu kanitlayin.
Kanit: Her z sayisi, bir u tek sayisi ve bir n sayisi icin

r=2"xu

bigiminde yazilir. Buradaki u, z’i bolen en biiyiik tek dogal sayidir. Ornegin,

48 = 2% x3,
64 = 2°x1,
29 = 2°x29,
100 = 22 x25.

Eger sayimiz (yani x) en fazla 100 ise, u en fazla 99 olabilir, ¢linkii u sayis1 1, 3, 5,
7, ..., 99 tek sayilarindan biri olmalidir. Burada da 50 tane say1 var. Demek ki secilen
51 sayidan en az ikisinin u’su aym olmahdir, yani segilen sayilardan ikisi, aym u (tek)
sayist i¢in, 2"u ve 2™u biciminde yazilir. Dolayisiyla biri obiiriinii boler. (Eger n < m
ise, 2" X w sayis1 2™ X u sayisini boler.)

Daha genel sonug su: 1, 2, ..., 2n sayilar1 arasindan n + 1 tanesini secersek, bu segilmig
sayilardan biri bir digerini boler. Kanit ayni.

Bu arada, n + 1, n 4+ 2, ..., 2n sayilarindan higbiri bir digerini bélmediginden, birbirini
bolmeyen n tane say1 segebilecegimize dikkatinizi ¢ekerim.

n > 0 herhangi bir dogal say: olsun ve rastgele n tane tamsayr se¢in. Bu sayilarin hepsi
birbirinden farkly olmayabilir. Bu n sayidan birkaginan toplamanin n’ye bolindigini ka-
natlayn. Orneﬁin n=>51iseve 2, 4,9, 9, 17 saylarini se¢gmissek, 2+ 9+ 9 toplams 5’e
bolinir (ya da 9+ 9 + 17).

Kanit: Sayilarimiza aq, az, ..., a, adini verelim. Asagidaki n + 1 sayiy1 ele alalim:

0
ai
a1 + az
a1 +az +as

a+az+asz+ -+ an

Bu n + 1 saymin herbiri n’ye boliindiigiinde, kalan 0’la n — 1 arasinda bir sayidir. 0’la
n — 1 arasindaysa yalmzca n tane sayr vardir. n, n + 1’den kiigiik oldugundan (sansa
bak!), giivercin yuvasi ilkesine gore, yukaridaki n + 1 sayidan ikisi n’ye bolundugiinde
kalanlar1 esittir. Bu iki sayidan kii¢ligiinli biiyligiinden ¢ikarirsak, elde ettigimiz say1
n’ye tam olarak boliiniir (ve en bagta segtigimiz n sayidan birkaginin toplamidir.)

Daha Derin Uygulamalar

Giivercin Yuvas: Ilkesi'nin yukaridaki uygulamalar pek ciddi ya da derin

bulunmayabilir. Bu ilkeyi kullanarak ciddi bir sonug¢ kanitlayalim simdi.
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Teorem 1.1. [Bézout Teoremi|. a ve b aralarinda asal iki pozitif dogal
sayrysa
axr —by=1

egitliging saglayan x ve y tamsayilary varder.

Kanit: a, 2a, ..., (b — 1)a sayilari ele alalim. Burada tam b — 1 tane say1
var. Bu b — 1 tane sayiy1 b’ye boldigiimuzde elde ettigimiz kalanlara bakalim.
Bu kalanlar, 0’dan biiyiikesit ama b’den kiigiik sayilardir ve bunlardan en
fazla b tane vardir. Ote yandan a ile b aralarinda asal olduklarindan, kalan
hi¢gbir zaman 0 olamaz. Demek ki kalanlar 1’den biiyiikesit ama b’den kiigiik
olabilirler ve bunlardan da en fazla b — 1 tane var. Bir an i¢in kalanin hicbir
zaman 1 olamayacagini varsayalim. O zaman, kalanlar 2’den biiyiikesit ama
b’den kiiciik say1 olabilirler ve bunlardan da en fazla b — 2 tane var. Demek ki

a,2a, ..., (b—1)a

sayilarmin ikisi b’ye boliindiiglinde kalanlar: birbirine esit olmak zorunda. Bu
iki say1 ia ve ja olsun. O zaman,

(j —i)a=ja—1ia

sayisi b’ye boliniir. Ama b ile a aralarinda asal olduklarindan, bundan, b’nin
j — 4’yi boldigii cikar. Ote yandan j — i sayis1 —b’den biiyiik ve b’den kiiciik
ve 0 degil. Bu bir geligkidir. Demek ki kalanlardan biri 1’dir; yani bir x =
1,2, ..., b—1 saysi icin ax — 1 sayis1 b’ye bolliniir; yani bir y tamsayis: icin
ax — 1 = by olur. O

Ik bakista anlagilmasa da, giivercin yuvasi ilkesini kullanarak yukaridaki
kadar temel, 6nemli ve giiglii bir sonug kanitlayacagiz simdi. Sonucumuz, her-
hangi bir gercel sayiya kesirli sayilarla diledigimiz kadar yakinsayabilecegimizi
soyleyecek.

Teorem 1.2. a, kesirli olmayan bir gercel sayr olsun. O zaman,
la—p/al < 1/¢?

egitsizligini saglayan sonsuz sayida p/q kesirli sayisy vardir. (Buradaki p ve q
birer tamsayidar.)

Kanit: Eger x > 0 bir gercel sayiysa, [z], 2’in tamkismini,

{z} =2 — [2]

de x’in virgiilden sonraki kismini temsil etsin. Elbette

{z} €0, 1)

olur.
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12 1. Glvercin Yuvasi ilkesi

a kesirli olmadigindan, a # 0. Eger a ve p/q sayilar1 istenen egitsizligi
saghyorsa, —a ve —p/q sayilar1 da ayni esitsizligi sagladigindan, gerekirse a
yerine —a alarak a’nin pozitif oldugunu varsayabiliriz. Bundan boyle a > 0
olsun.

k, herhangi pozitif bir tamsay1 olsun. 0, a, 2a, 3a, ..., ka sayilarinin virgil-
den sonraki kisimlarina bakalim; bunlar, [0, 1) araliginin,

{0}, {a}, {2a}, ..., {ka}

sayilaridir ve bunlardan tam k + 1 tane vardir. [0, 1) araligim

o5) e d) [e3) - )

araliklarina bolebiliriz. Bu araliklardan da k tane vardir. Giivercin yuvasi il-
kesine gore, oyle 0 <17 < j < k vardir ki,

{ia} ve {ja}

sayilarinin ikisi birden yukaridaki k£ araliktan birinin icine diigser. Araligin
uzunlugu 1/k oldugundan,

(7 = t)a = (lja] — [ia]) = (ja — [ja]) = (ia — [ia]) = {ja} - {ia} <
olur. Eger
gq=j—1€N\{0} ve p=[ja] — [ia] € Z
tanimlarini yaparsak,
1
0 < {ja} —{ia} =qa—p < |
olur. Ama 0 < i, j < k oldugundan, g = |j — i| < k olur. Demek ki,
1 1
0<ga—-p< - < -
k—q
olur. Bundan da,
P 1
0 <a—— S )
q9 g
cikar. Teorem kanitlanmistir. O

Eger a gergel sayis1 verilmigse, teoremdeki esitsizligi saglayan sonsuz sayida
p ve ¢ sayilart oldugundan, ¢’yii diledigimiz kadar biiyiik secebiliriz, bu da
a ile p/q arasindaki mesafeyi diledigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi gosterir.
Ornegin, kesirli bir say1 olmadigi bilinen 7 (kanit1 zor) ya da /2 (kanit1 kolay)
sayisina kesirli sayilarla milyarda 1 kadar yaklagabiliriz.
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Giivercin Yuvasi Ilkesi’nin Giiclii Bir Yorumu
Oldukga kolay iki problemle baglayalim.

Ornekler

1.27. Bir meyve sepetine elmalar, armutlar ve muzlar koyacagrz. Sepete en az ka¢ meyve
koymalwyiz ki sepette ya en az 12 elma, ya en az 9 armut, ya da en az 7 muz olsun?
Yanit: Eger sepete 11 elma, 8 armut, 6 muz koyarsak, istedigimiz olmaz. Demek ki
yanit,

(12-1)+9-1)+(7—-1)=114+8+6=25
sayisindan fazla olmali. 26 yetiyor! Eger sepete 26 meyve koyarsak, sepette ya en az 12

elma, ya en az 9 armut, ya da en az 7 muz olur.

1.28. Bir miktar bilye Ali, Burak, Canan ve Demet arasinda rastgele paylagtiriliyor. Ali 5, Bu-
rak 4, Canan 8, Demet ise 11 bilyeyle mutlu oluyor. En az bir ¢cocugun mutlu olacagindan
emin olmamaz i¢in en az kag bilye olmalidir?

Yanit: Eger Ali’ye 4, Burak’a 3, Canan’a 7, Demet’e 10 bilye diigserse hi¢biri memnun
olmaz. Demek ki yanitimiz,

G-1)+A-1)+B-1)+11-1)=4+3+74+10=24

sayisindan biiylik olmali. Bu sayidan bir fazla olursa, yani 25 bilyeyi paylastirirsak,
iglerinden en az biri (ama belki daha da fazlas1) memnun olacaktir.

Yukaridaki ¢oziimlerdeki ilkeyi soyle ifade edebiliriz:

Genel Giivercin Yuvasi Ilkesi 2. ki, ko, ..., kn pozitif dogal sayilar olsun.
Eger

ki+ko+--+kp—n+1
tane ya da daha fazla nesneyi n farkl kutuya yerlestirirsek, o zaman ya birinci
kutuda kq tane nesne olur, ya ikinci kutuda ko tane nesne olur, ..., ya da n’inci

kutuda k, tane nesne olur.
Kanit: Aksi halde kutulara yerlestirilen nesne sayisi en fazla

(ki —1) 4+ (ke —1) 4+ + (k,— 1),
yani
ki +ka+--+kp—n
olabilir. Ama nesne sayimiz bundan en az 1 fazla... U

Alistirma olarak, Ornek 1.27'nin Genel Giivercin Yuvas Ilkesi'ne nasil uy-
durulacagini bulun.

Alistirmalar

1.29. Sekiz tamsay1 segiliyor. Bu sekiz say1 arasinda, farklari 7’ye boliinen iki degisik say1
oldugunu kanitlayin.

1.30. Farklar: 1997ye boliinen 3’iin iki farkli kuvveti oldugunu kanitlayin.
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1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1. Glvercin Yuvasi ilkesi

Bir tiyatro grubu, bir sezonda 7 oyun oynuyor. Grubun bes kadin oyuncusunun herbiri en
az ii¢ oyunda oynadigina gore, oyunlardan birinde en az ii¢ kadinin oynadigini kanitlayin.
Spordan zerre kadar anlamayan 6gretmen bir sinifin 6grencilerini basketbol, voleybol ve
futbol takiminin oyuncusu olarak rastgele belirliyor. Takimlardan en az birinin yeterince
oyuncusu olmasi i¢in sif kag kigi olmalidir? Not: Basketbolda 5, voleybolda 6, futbolda
11 oyuncu gerekir.

1 ile 10 arasinda 6 say1 secilmig. Bu secilmis sayilardan en az ikisinin toplaminin tek
olacagimi kanitlayin.

9 kisi yanyana dizilmig 12 iskemleye oturursa, yanyana olan ii¢ iskemlenin mutlaka
kapilmig olacagini kanitlayin.

{1, 2, ..., 11} kiimesinden yedi degisik say1 segilirse, bunlardan ikisinin toplaminin 12
edecegini kanitlaym. Ipucu: Sayilar giivercinleri, {1, 11}, {2, 10} gibi toplam 12 eden
say1 giftlerinden olusan kiimeler de gilivercin yuvalarini temsil etsin. Bu aligtirmay: ge-
nellestirin.

Birim dairenin iginde hangi dort nokta secilirse segilsin, en az ikisinin birbirine olan
uzakliginin 1/2’den kiigiik olacagini kamtlayin.

{1, 2, ..., 20} kiimesinden 11 say1 secilirse en az ikisi arasindaki farkin 2 olacagini
kanitlayin. Ayrica en az ikisi arasindaki farkin 1 olacagini da kanitlayin. Bu aligtirmay:
genellestirin.

{1, 2, ..., 2n} kiimesinden n + 1 say1 segilirse en az ikisinin birbirine asal olacagim
kanitlayin.

En az iki kigiden olusan herhangi bir toplulukta ayni sayida insan taniyan en az iki kigi
oldugunu kanitlayin.

100’den kiigiikesit 16 dogal say1 seciliyor. Bunlarin arasinda 6yle doért farkli a, b, ¢, d
say1s1 vardir ki, a +b = ¢ + d olur. Kanitlayin.

Eger X sonlu bir say1 kiimesiyse, ¢(X), X’in sayilarimimn toplamin simgelesin. Ornegin,
X ={2,4,5}ise t(X) =244+ 5 =11 olur. ¢(#) = 0 varsayimi yapilir.

{1, 2, ..., 9} kiimesinden en fazla 3 eleman: olan 26 tane altkiime segiliyor. Bu 26
altkiime arasimda ¢(X) = ¢(Y") esitligini saglayan farkli X ve Y altkiimelerinin oldugunu
kanitlayin.

{1, 2, ..., 10} kiimesinden kag altkiime segersek bu altkiimeler arasinda mutlaka ¢(X) =
t(Y) esitligini saglayan farkli X ve Y altkiimeleri bulacagimiza emin olabiliriz?

{1, 2, ...,10} kiimesinden en az iig, en fazla bes elemanli ka¢ altkiime segersek bu
altkiimeler arasindan t(X) = t(Y) = t(Z) esitligini saglayan ii¢ degigik altkiimenin
olacagindan emin olabiliriz?

1 <z <100 esitsizligini saglayan 55 tamsay: seciliyor. Bu 55 say1 arasinda, aralarindaki
fark 9 olan en az iki, aralarindaki fark 10 olan en az iki, aralarindaki fark 12 olan
en az iki, aralarindaki fark 13 olan en az iki say1 oldugunu kanitlayin. Bu araliktan,
aralarindaki fark 11 olmayan 55 say1 bulun.

7, {1,2,...,n} kiimesinin bir eglemesi olsun. Eger n tekse,

A== f(2):--(n—f(n)

sayisinin ¢ift oldugunu kamtlayin.

1, 2, ..., 10 sayilar1 rastgele bir ¢gembere yaziliyor. Toplami en az 17 olan yanyana iig
saymin varligini kanmitlayin. Ipucu: Aksi halde

3x(142+...+10) <10 x 16

olurdu.
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1.49.

1.50.
1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

15

1, 2, ..., 9 sayilarini yanyana ii¢ sayimin toplami en fazla 16 olacak bigimde bir cembere
dizebilir misiniz?

Asagidaki 1zgaranin tamnoktalarindan (yani diigiim noktalarindan) rastgele besi se-
ciliyor. Bu noktalar arasinda, orta noktasi da bir tamnokta olan iki nokta oldugunu
kanitlayin.

Bir ¢okytizliide en az iki ylizlin ayni sayida kenari olmasi gerektigini kanitlayin.

8 x 8 boyutlu bir satrang tahtasinin karelerinin orta noktalar: igaretleniyor. Satrang
tahtasini higbiri bu noktalardan gegmeyen 13 dogruyla Oyle kesebilir misiniz ki, ayrilan
her pargada igsaretlenen en fazla tek bir nokta kalsin?

Ipucu: Kenardaki 28 karenin merkezlerini birlestiren 28-gen bu 13 dogruyla en fazla 26
kez kesilebilir.

Birim kareyi 9 dogruyla kesiyoruz. Her dogrunun kareyi 2 : 3 oraninda dortgenlere bol-
diigiinii bildigimize gore, dogrulardan ti¢iiniin tek bir noktada kesistigini gosteriniz.
ipucu: Dogrular ancak karsilikli kenarlar: kesebilirler. Her dogru orta dogruyu 2 : 3
oraninda bolmeli.

Bir ¢emberin tiim noktalar1 2 farkli renge boyaniyor. Boyama sekli ne olursa olsun,
koseleri ayn1 renge boyanmis ikizkenar bir iiggen olacagini kanitlayin.

Sonlu bir kiimenin altkiimelerinin yarisindan fazlasi segiliyor. Segilmig bu altkiimelerden
birinin se¢ilmig bir bagka altkiimenin altkiimesi olacagini kanitlayin.

Sonlu bir kiimenin altkiimelerinin yarisindan fazlas: segiliyor. Segilmig bu altkiimelerden
birinin se¢ilmig bir bagka altkiimenin tiimleyeni olacagini kanitlayin.

a ve b iki pozitif dogal say1 olsun. Eger

{1,2, ..., a+b}
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1.57.

1.58.

1.59.

1.60.

1.61.

1.62.

1. Glvercin Yuvasi ilkesi

sayilariin yarisindan fazlasi secilmigse, bu secilmis sayilardan ikisinin arasindaki farkin
a ya da b olacagini kanitlayin.
Ipucu: Agagidaki gekil.

1 2 3 b | b+1| b+2| b+3| ... |b+a

a+l|a+2 | a+3| . |a+b| 1 2 3 | a

1000 tane tamsay1 verilmigse, bu 1000 sayidan ikisinin ya toplaminin ya da farkinin
1997’ye boliindiigiinii kanitlayin.
ipucu: Verilen sayilar 1997’ye boliindiiglinde kalanlarin ikisi

{0}, {1, 1996}, {2, 1995}, ..., {998, 999}

kiimelerinden birinde olmak zorunda.
Bir satrang ustasinin yarigmaya hazirlanmak igin 11 haftas: var. Bu 11 hafta boyunca
her giin en az bir oyun oynuyor. Ama yorulmamak igin de bir hafta iginde (yani 7 giin
boyunca pespese) 12 oyundan fazla oynamiyor. Ustanin istiiste tam 21 oyun oynadig:
glinler silsilesi oldugunu kanitlayn. ipucu: ay, ilk k glin oynadigl toplam oyun sayisi
olsun. O zaman

I1<ai<az < - <arr <132

olur. 154 terimi olan
ai, az, ..., a7, a1+21, a2+21, ey ar7 + 21

dizisine gozatin.

Bir smifta cesitli kuliipler var. Her kuliibe sinifin 6grencilerinin yarisindan fazlas: iiye.
En az bir 6grencinin kuliiplerin yarisindan fazlasina iiye oldugunu kanitlayin.

A bir dogal say1 olsun. A, 2A, 3A, ..., 9A sayilarin1 altalta sagdan hizalayarak yazin. En
solda bosluk belirdiyse, o bosluklar1 0 ile doldurun. Her siitunda ya bir 0 ya da bir 9
oldugunu kanitlayin.

[Uluslaras1 Matematik Olimpiyati]. 21 kiz, 21 erkek 6grenci bir smava giriyorlar.
Her 6grenci en fazla 6 soruyu dogru yamthiyor. Her kiz ve her erkek 6grencinin dogru
yanit verdigi ortak bir soru var. En az ii¢ kiz 6grencinin ve en az ¢ erkek 6grencinin
dogru yanitladigr bir soru oldugunu kanitlayn.

Her birinin 45 iiyesi olan 2009 kuliip var. Bu kuliiplerin herhangi ikisinin ortak tek bir
iiyesi var. Her kuliibe iiye olan birinin varligin1 kanitlayn. ipucu: Once, her kuliibe
iiye olan birinin olmadigini varsayip, her kiginin en fazla 45 kuliibe iiye olabilecegini
kanitlayin. Sonra, bir kuliibiin iyelerinin iiye olabilecegi maksimum kuliip sayisini he-
saplayin.

El Sikisma Sorusu

Esimle bir yemege gittik. Yemekte dort cift daha vardi. Once el sikigildi.
Herkes sadece tanidig: kisilerin elini sikti. Kimse kendisinin elini sikmada.
Kimse kendi esinin elini sikmadi. Kimse bir bagkasinin elini iki kez sikmadi.
El sikisma fash bittikten sonra herkese kag kez el sikigtigini sordum. Her-
kesin cevabi farkli oldu. Karim kag kiginin elini sikmigtir?
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Kaybedenlerin Lotosu

“Kaybedenlerin Lotosu”, 1’den 36’ya kadar olan sayilarin 6’s1 segilerek
oynaniyor, yani bir kolonluk oyun 6 sayidan olusuyor. Loto Idaresi “kaybe-
den” 6 sayiy1 acikliyor. Bu “kaybeden” sayilardan birini bile tutturamayan
biiyiik ikramiyeyi kazaniyor!

Kaybedenlerin Lotosu’nda 9 kolonluk bir oyunla biiyiik ikramiyeyi ka-
zanmay1 garantileyebiliriz. Iste o kolonlar:

K1 =1{1,2,3,4,5,6},
Ky ={4,5,6,7,8,9},
Ky ={1,2,3,7,8,9},
K, = {10,11,12,13,14, 15},
K5 = {16,17,18,19, 20, 21},
Kg = {22,23,24, 25,26, 27},
K7 = {25,26,27, 28,29, 30},
Kg = {22,23,24, 28,29, 30},
Ky = {31,32, 33,34, 35, 36}.

Kamit: A = K1 UKy, UK3U K4 U K5 ve B= KgU K7 U Kg olsun. T
de loto idaresinin acikladigi kaybeden 6 sayidan olusan kiime olsun. Eger
|T'N A| < 3 ise, o zaman kolayca goriilecegi tizere K1, Ko, K3, K4, K;
kolonlarindan en az biri biiytik ikramiyeyi kazamr. Eger |TNB| < 1 ise, o
zaman gene kolayca goriilecegi tizere K¢, K7, Kg kolonlarindan biri biiytiik
ikramiyeyi kazanir. Bundan boyle |T'N A| > 4 ve |T'N B| > 2 varsayimini
yapalim. A ve B ayrik kiimeler oldugundan, bu varsayimdan 7" C AU B
gikar; dolayisiyla Kg kazanan kolondur. Kanitimiz bitmistir.

Sekiz kolonun biiyiik ikramiyeyi kazandirmay1 garantilemeye yetmedigini
kanitlayabilir misiniz?

Kaynakcga:
Alexander Bogomolny, http://cut-the-knot.org
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2. Tumevarimla Kanit ve
Tanim

Cogumuzun matematikle ilgisi aritmetikle baglamigtir. Kimimiz
1+2+3+4=10

esitliginden, kimimiz

3% +47 =5
esitliginden, kimimiz de,
1 =1 =12
1+3 =4 =22
1+3+5 =9 =232

1434547 =16 =42

esitliklerinden biiytilenmisizdir. Aritmetikte her yaga, her zevke gore biiyti var-
dir.

Yukaridaki esitlikler rastlantisal degildir: Ilk n tek sayimmn toplami her za-
man bir karedir:

1+3+5+-+(2n—1)=n"
dir. Bu esitlik, sayilar kuraminda tiimevarym adi verilen bir yontemle kanit-
lanabilir.

Matematikte ve sayilar kuraminda ¢ok sik kullanilan bu yontemde, n dogal
sayisiyla ilgili kanitlanmak istenen bir onerme, esitlik, teorem, sav, 6énsav, her
neyse, once (diyelim) 1 sayisi i¢in kanitlanir. Sonra, 6nermenin 1’den biiyiikesit
bir n dogal sayisi icin gegerli oldugu varsayilarak, énerme bir sonraki sayi
olan n+1 sayist igin kanitlanir. Yani 6nermenin n igin dogru oldugu varsayilir
ve ayni onerme n + 1 i¢in kanitlanir. Yani n i¢in dogru ise, énermenin n + 1
icin de dogru oldugu kanitlanir. Boylece, onermenin tiim sayilar igin gecerli
oldugu anlagilir. Ciinkii, 6nerme 1 i¢in dogrudur, 1 i¢in dogru oldugundan 2
i¢in de dogrudur, 2 icin dogru oldugundan 3 icin de dogrudur...

Onermenin n = 1 i¢in kamtlanmasina baslangre adima denir. Daha sonra,
6nermenin n i¢in dogru oldugunu varsayip (timevarim varsayima), n + 1
icin kanitlanmasina timevarim adima denir.
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20 2. Timevarimla Kanit ve Tanim

Tiimevarimla kanit ¢cogu zaman yanyana
dizilen dominolarin birincisini devirerek tiim
dominolarin yikilmasina benzetilir. (Bkz. re-
sim!) Dominolar da pegpese siraya dizildigin-
de, n’inci domino devrildiginde n+ 1’inci do-
minoyu yiktigindan, ilk domino yikildiginda
tiim dominolar teker teker yikilir.

Nasil ilk dért dominoya dokunmayip be-
sinci dominoyu yiktigimizda besinci domino-
dan daha sonra gelen tiim dominolar yikiliyorsa, tiimevarimin basglangi¢c adimi
n = 5 igin yapilirsa, o zaman tliimevarim adimi 6nermeyi 5 ve daha biiyiik
sayilar i¢in kanitlar.

Timevarimla kanita 6rnek olarak yukaridaki esitligi kanmitlayalim.

Teorem 2.1. Her n dogal sayist icin, ilk n tek sayinan toplame n® dir.

Kanit: Tk n tek saymm toplamima T'(n) ad1 verelim. Yani,
Tn)=14+3+5+---+2n—-1)

olsun. T'(n) = n? esitligini kanitlamak istiyoruz. Yani tiimevarimla kanitlamak

istedigimiz 6nerme T'(n) = n? esitligi.

Baslangic Adimi. Once T(1) = 12 esitliginin dogru olup olmadigina bakalim.
T(1), I'den 1’e kadar olan tek sayilarin toplamidir. Demek ki 7'(1) = 1 ve
T(1) = 12 esitlikleri gecerli. T'(n) = n? esitliginin n = 1 igin dogru oldugunu
-kanitladik demeye dilim varmiyor- gosterdik.

Tiimevarim Adimi. Simdi, T(n) = n? esitligini dogru varsayip,
T(n+1)=(n+1)*

esitligini kanitlayalim. T'(n+ 1) sayisi ilk n 4 1 tek sayinin toplami, yani 1’den
2n — 1’e kadar olan tek sayilarin toplami. Ilk n tek saymm toplam 7'(n)’dir.
Varsayimmimiza gore bu T'(n) sayis1 n?’ye esit. Bir sonraki n + 1’inci tek say1
2n + 1 oldugundan,

T(n+1)= Ilk n + 1 tek saymn toplam
= (Ilk n tek saymin toplami) + (n + 1’inci tek say1)
=T(n)+2n+1)=n*+2n+1) = (n+1)?

T(n+1)=(n+1)>

olur.
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Demek ki T'(n) = n? esitligi dogruysa, T'(n + 1) = (n + 1)? esitligi de
dogrudur. Daha énce T'(1) = 12 esitliginin de dogru oldugunu kanitlamistik.
Boylece her n sayisi icin T'(n) = n? esitligi kanitlanmig oldu. O

Gereksiz Bir Not. Aslinda 7'(0) = 0 esitligi de dogrudur. Nitekim, 7°(0), ilk
sifir tek dogal sayinin toplamidir; yani bogkiimenin elemanlarinin toplamidir ve
matematikte bogkiimenin elemanlarinin toplaminin 0 oldugu varsayimi yapilir.
(Bogkiimenin elemanlarimin ¢arpiminin da 1 oldugu varsayim yapilir.)

Tiimevarimla kanitin sevimsiz yani, kanitlanan énermenin neden dogru ol-
dugunun pek iyi anlagilamamasidir. Onsezi kaybolmakta, mekanik bir kanit
verilmektedir.

Ne demek istedigimi gene bir érnekle anlatayim. Yukaridaki

T(n) =n?

esitliginin neden dogru oldugunu basgka tiirlii géstereyim. Bir kenar1 n uzun-
lugunda olan bir kare alalim. Bu karenin alam n?’dir. Kareyi n? tane kiiciik
kareye bolelim. Simdi kareleri goyle sayalim. (Asagidaki sekle bakin.)

7 6 S 4

Sol alt kosede 1 kare var. Bu kareye 3 kare dokunur: biri sagindan, biri tepe-
sinden, Obiirii de sag tist kogesinden (yani ¢aprazindan.) Bu yeni kareye 5 yeni
kare dokunur: ikisi sagindan, ikisi tepesinden, biri de ¢aprazindan. Sonra 7 yeni
kare... 1, 3, 5, 7, ... Bunlarin toplam kiiciik karelerin sayisina, yani n?’ye esit.
Goriildiigii gibi ilk n tek sayinin toplami n?’dir. Yukaridaki énermenin neden
dogru oldugu birden giin gibi ortaya cikti. Ama matematiksel degil kanitimiz.
Gorme duyusuna dayaniyor.

Tiimevarimla kanita birkag 6rnek daha verelim. Asagidaki teoremi iki farkl
yontemle kanitlayacagiz.

Teorem 2.2. n elemanly bir kiimenin altkime sayisy 2™ dir.

Kanita baglamadan once okurun birka¢ deney yapmasinda yarar vardir.
Ornegin, dért elemanh {0, 1, 2, 3} kiimesinin teoreme gore 2%, yani 16 alt-
kiimesi olmali. Okur bunlar1 teker teker bulmali, 0 elemani olan bogkiimeyi
unutmadan...
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Teorem 2.2°nin Birinci Kaniti: X, n elemanh bir kiime olsun. X’in altktime
sayisini hesaplayacagiz. X’in bir altkiimesi, her kiime gibi, elbette elemanlar:
tarafindan belirlenir. Demek ki X’in bir altkiimesini belirlemek i¢in X’in hangi
elemanlarinin o altkiimede oldugunu, hangilerinin olmadigini séylememiz gere-
kiyor, yani X’in her elemani i¢in “evet, bu eleman o altkiimede” ya da “hayir,
bu eleman o altkiimede degil” diye iki karardan birini vermemiz gerekiyor.
X’in bir altkiimesini belirlemek icin X’in n elemaninin her biri i¢in bu “evet
altkiimede” ya da “hayir altkiimede degil” kararlarindan birini verecegiz.
Ornegin X = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ise ve

0 igin “evet”  karan
1 i¢in “haywr” karan
2 igin “evet”  karan
3 icin  “evet”  karar
4 icin “evet”  karar

5 ig¢in  “hayur” kararn

vermigsek, X’in {0, 2, 3, 4} altkiimesini elde ederiz.
X’in bir altkiimesini belirlemek igin, n kez iki karardan birini verecegiz.
Demek ki X’in altkiime sayisi

2x2x---x2(n defa)

olur, yani 2™'dir. O

Teorem 2.2’nin Ikinci Kamti: Teoremi bu sefer n iizerine tiimevarimla
kanitlayacagiz. (Ashinda yukaridaki kamtta da tiimevarimla akil yiiriitme var
ama bu akil yiiriitmeyi maharetle gizledik.)

Baslangic Adimi. Eger n = 0 ise, yani kiimenin hi¢ elemani1 yoksa, yani
kiime bogkiimeyse, o zaman, kiimenin sadece 1 tane altkiimesi vardir, o da
boskiimedir. 2" = 29 = 1 oldugundan bu durumda teoremimiz kanitlanmisgtir.
Tiimevarim Adimi. Simdi teoremin n elemani olan kiimeler i¢in kanitlandi-
g1 varsayip (tiimevarim varsayimi), teoremi n + 1 elemani olan kiimeler i¢in
kanitlayalim.

n + 1 elemanh kiimemize X diyelim. Kiimenin elemanlar

a1y -y Qntl
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olsun:
X = {al, ey an+1}.

Ayrica
Y =A{ai, ..., an}

olsun. Tlmevarim varsayimi Y 'nin 2" tane altkiimesi oldugunu soyliiyor.

X’in iki tirli altkiimesi vardir: an41’i icerenler ve icermeyenler. a,41’i
icermeyenler ayni zamanda Y 'nin de altkiimesi olduklarindan, tiimevarim var-
sayimina gore, bu tiir altkiimelerden 2" tane oldugunu biliyoruz. a,1’i iger-
meyen bu 2" altkiimeye a,41’i de eklersek tam tamina X’in a,41’i igeren
altkiimelerini elde ederiz, ne bir fazla ne bir eksik...

e

5o - T
ﬂn+] 11germeyen an” 11¢eren

X

bir altkiime bir altkiime

Demek ki X’in, an+1 elemanini icermeyen 2™ tane ve a,11 elemanini igeren
gene 2" tane altkiimesi vardir. Yani X’in toplam

2n + 2n — 2n+1

tane altkiimesi vardir. O

Bu kitapta daha ¢ok tiimevarimla kanit drnegi gorecegiz.
Tiimevarimla sadece kanit yapilmaz, tanim da yapilabilir. Iste bir 6rnek:

Ornekler

2.1. ap =1 ven >0 igin, ant1 = 2an olsun. “an41 = 2a,” formiiliine biraz daha dikkatle
bakalim. Bu formiil, an+1 sayisinin a, sayisinin iki kat1 oldugunu soyliiyor. Ornegin,
an = b ise, an41 = 10 olur. Ornegimizde ap = 1. Demek ki, a1 = 2, a2 = 4, ag = 8,
as = 16... Dizimizi

1,2 4,8, 16, 32, ...

olarak yazabiliriz.
an = 2" egitligini kolaylikla kamtlayabiliriz. Bunun igin tiimevarim yéntemi kullanilir.
Esitligi énce n = 0 icin kamitlayahm: 2° = 1 = ao. Kanitladik.
Simdi, a, = 2™ esitligini varsayip an+1 = 2" esitligini kanitlayalim:
an41 = 2an =2- 2” = 2n+1.

Kanitimiz bitmigtir!
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2.2.

2. Timevarimla Kanit ve Tanim

Dikkat ederseniz ap’t 1 yerine bagka bir deger olarak tanmimlasaydik, ayni diziyi bul-
mazdik. érnegin, ap = 0 olsaydi, o zaman her n igin a, = 0 bulurduk. ap = 3 olsayd,
o zaman her n i¢in a, = 3 - 2" bulurduk. Genel olarak, a,, = ao - 2" bulunur.
Verdigimiz an+1 = 2a, tanimi bir tdimevarimla tanim Ornegidir. Dizinin bir teri-
mini bulmak icin o terimden 6nceki terimi bilmek yeterlidir. Tabii bu yontemin bir ige
yaramasl i¢in dizinin ilk teriminin bilinmesi gerekmektedir.

Bu 6rnek biraz fazla kolaydi. Biraz daha zor bir érnek verelim.

ap =1, a1 =1 ve hern > 1 igin, an+1 = an + 2an—1 olsun. Ornegin bu formiulde n =1
alip ap = a1 = 1 bilgilerini kullanirsak,

a2 =a141 =a1+2a0=1+2-1=3
buluruz. a1 = 1 ve a2 = 3 bilgisini kullanarak az’i bulabiliriz:

a3 = a241 —as+2a1 =3+2-1=5.
Ardindan a4’ bulabiliriz:

a4 = A3+41 :a3—|—2a2 :5—|—23:11
Sonra, az = 5 ve a4 = 11 bilgilerini kullanarak

ag =as+2a4 =114+2-5=21
buluruz. Boylece,
1,1,3,5,11,21,43,85, ...

diye baslayip sonsuza dek hi¢ durmadan devam eden bir dizi buluruz.
Bu tanim da bir tiimevarimla tanim 6rnegidir. Dizinin bir terimini bulmak i¢in o terim-
den oOnceki iki terimi bilmek yeterlidir. Tabii bu yontemin bir ise yaramasi i¢in dizinin
ilk iki teriminin bilinmesi gerekmektedir. Dizinin ilk iki terimi degisirse, dizi de degisir.

Yukaridaki dizinin n’inci terimini tahmin edemeyebilirsiniz. Sizin yerinize biz tahmin
edelim:
2n (=)™
an = —————.
3

Bu formiilii nasil tahmin ettigimizi hakli olarak merak edebilirsiniz; bunu bagka kitap-
larimizda Sgrenecegiz’.
Bu sefer baglangi¢ adimi bir degil iki: Formiiliin dogrulugunu énce n = 0 ve n = 1 igin
kanitlamaliyiz, ki bu kanitlar oldukga basit, sag taraftaki terimi hesaplamak yeterli.
Once n =0 i¢in hesaplayalim:

207 4 (1) 241

= 1= ao.
3 3 o
Simdi n = 1 igin hesaplayalim:
9l+1 1 2
+(=D) 2 L.
3 3
Baglangi¢c adimlar1 tamamlandi. Simdi tiimevarim adimina saldiralim:
mn + -1 n—1
= %

!Formiil, lineer cebirle ya da iiretec foksiyonlar1 kullanilarak bulunabilir.
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ve
2n+1 _1\n
2 ()
3
varsayimlarini yapip (bunlar kamtlamak istedigimiz formiliin n — 1 ve n igin yazilmig
halleridir)
2n+2 + (_1)n+1

An+1 = 3

esitligini kanitlayalim. (Bu son formiil, kanitlamak istedigimiz formiiliin n+ 1 igin aldig
bicimdir.) Kanita baglayip bitiriyoruz):

An+1 = Ap + 201 = A (=D)" + 22n + (D" '

3 3

_ 2n+1 + (71)71 + 2n+1 + 2(71)n71

3 3

_ 2n+1 + 2n+1 + (71)71 + 2(71)11—1

B 3

B 2n+1 + 2n+1 + (_1)(_1)71—1 _|_ 2(_1)n—1
3

B 2 . 2n+1 + (_1 + 2)(_1)71—1 B 2n+2 _|_ (_1)n—1

= 3 =

B 2n+2 + (_1)n+1

3

Timevarimla tanimlanan diziler arasinda en unliisii Fibonacci dizistdir. Fibonacci
dizisi goyle tanimlanir:

Jo = 1,
fi = 1,
fov1 = fo+ far (7121)‘

frn'nin de kapali bir formiilii bulunabilir ama bu sefer tahmin etmesi ¢ok daha giigtiir.

Elinize “bilimsel” olarak nitelendirilen bir hesap makinasi alin. Cok bilimsel olmasina
gerek yok, en azindan karekok igareti olsun yeter. Herhangi bir pozitif say1 se¢in ve siirekli
karekok isaretine basin... Ne gozlemliyorsunuz? Ayni deneyi bagka sayilarla yapmn. Eger
ilk segtiginiz say1 2 ise,

a0:2

olsun ve her n > 0 igin,
An+1 = \/ an
olsun. Karekok tusuna her basigimizda karsiniza bu formiille tanimlanmig dizinin bir

terimi cikacaktir; daha dogrusu o terime oldukca yakin bir kesirli say1 ¢ikacaktir.

Her n pozitif dogal sayis: igin,

n(n+1)

14243+ 4n="—"

esitligi gecerlidir.

Okur bu énermeyi tiimevarimla kanitlayabilir (bkz. Aligtirma 2.15). Biz, gorsel bir “ka-
nit1”’n1 verecegiz:
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1+2+3+4+5+6+7tane
karesi olan iki grup. Birini ters
cevirip digerinin tepesine ekledik.

26
1
112
1123
112|134
112131415
112134 6
1121314 ]S5|61]7
1+2+3+4+5+6+7tane kare
(capraz sayin; 6rnegin griye
boyanmiglardan 5 tane var.)
2.6.

Boylece 7 x 8lik bir dikdortgen
elde ettik.

2x(1+2+3+4+5+6+7)=7x8 esitliginin gorsel kanitr

Yukarida “kanit”1 tirnak icinde yazdik, ¢iinkii bu tiir gorsel kanitlar, her ne kadar ¢ok
ikna edici olsalar da, tam anlamiyla matematiksel anlamda kanit sayilmazlar.
Herkesin herkesle mag¢ yaptige bir tenis turnuvasinda, turnuvadan sonra her oyuncu
yendiklerinit ve yendiklerinin yendiklerini listeliyor. En az bir oyuncunun kendisi hari¢
herkest listeledigini kanatlayin.

Kanit: Turnuvaya katilan kisi sayisina n diyelim ve 6nermeyi n iizerine tiimevarimla
kanitlayalim. n = 1 ise hi¢ mag yapilamayacagindan onerme elbette dogru. Onerme-
nin n igin dogru oldugunu varsayip onermeyi n + 1 kisi igin kamitlayalim. n 4+ 1 kisi
arasindan bir z kisisi secelim ve geri kalan n kigi arasinda yapilan maglara bakalim.
Tilmevarim varsayimina gore, bu geri kalan n kigiden en az biri, diyelim y kigisi, bu
kisilerin aralarinda yaptigi maglarda n — 1 kisiyi listelemigtir. (Demek ki bu n — 1 kisi
arasindan y’nin yenildigi her kisi y’nin yendigi birisine yenilmistir; bu dedigimiz, kanitin
son paragrafinda 6nemli olacak.) Simdilik resim goyle:

xe

y’nin

y’nin
yendikleri

yenildikleri

Simdi... Eger y, ’i yenmisse, y kigisi, x ile birlikte, toplam n kisiyi listeler ve istedigimiz
gergeklesir.

y’nin

y’nin
yendikleri

yenildikleri

Bundan béyle x’in y’yi yendigini varsayalim. Demek ki x, y’yi listeler. Bu bir.
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Ikincisi: Eger z kisisi 'nin yendiklerinden birine yenilmisse gene y kisisi n kisiyi listeler
ve istedigimiz gercgeklegir.

y’nin

y’nin
yendikleri

yenildikleri

Bundan bdyle bir de ayrica z’in y’'nin yendiklerini yendigini varsayalim.
X9

D —

y’nin

yendikleri

y’nin

yenildikleri

Demek ki z, y’nin yendiklerini de listeler. Ayrica x kigisi y’nin yenildiklerini de listeler
¢linkli bunlar, y’nin (dolayisiyla z’in de) yendigi kisilerden birine yenilmislerdir (bkz.
yukaridaki paragraf); boylece x kendi diginda herkesi listelemis olur. O

ikinci Kanit (Haluk Oral): Istenenden daha fazlasim kanitlayacagiz: En fazla kisiyi
yenen oyuncunun listesinde herkes vardir. Diyelim 6nerme yanlig. En fazla kigiyi yenen
oyuncuya A diyelim. H, A’nin listesinde olmasin. Demek ki H hem A’y1 hem de A’nin

yendiklerini yenmigtir. Demek ki H, A’dan daha fazla kisiyi yenmigtir. Celigki. d
Alistirmalar
2.7. ap = 1vea; = 7olsun. Her n > 1 i¢in, an4+1 = 2an+3an—1 olsun. az, as ve a4 terimlerini
hesaplayin. Her n > 0 i¢in,
an=2-3"—(-1)"
egitligini kanitlayin.
2.8. Kendi ahstirmani kendin yap! ap ve a1’i ve tlimevarimla a,’yi 6yle tanimla ki, her
n > 0 icin
ap =2-3" 42"
olsun.
2.9. Sonlu bir kiimenin altkiimelerinin yarisindan fazlas: segiliyor. Segilmis bu altkiimelerden
birinin segilmig bir bagka altkiimenin altkiimesi olacagini tiimevarimla kanitlayin.

2.10. {1, 2, ..., 100} kiimesinden 10 elemanli bir altkiime segiliyor. 10 elemanl bu altkiime-
nin, elemanlarinin toplamlnlnﬂe@it oldugu ve bogkiime olmayan iki ayrik altkiimesinin
oldugunu kanitlayin. Ipucu: Once ayrik olmayan iki altkiime bulun.

2.11. Bir turnuvada her takim her takimla tek bir mag¢ yapmak zorunda. Turnuvanin herhangi
bir aninda ayni sayida mag¢ yapmis en az iki takimin olacagini kanitlaymn.

2.12. Her k dogal sayis1 icin 10F > k esitsizligini kanitlayimn.

2.13. x > —1 herhangi bir sayiysa ve n herhangi bir dogal sayiysa, (1+x)" > 14+nz egitsizligini

kanitlayin.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2. Timevarimla Kanit ve Tanim

Eger 0 < x < 1 ise ve n > 0 bir dogal say1iysa,

2
(1‘”’)"9‘””}*@

esitsizligini n lizerinden tiimevarimla kanitlayin.

Eger n > 0 bir dogal sayiysa asagidaki esitlikleri kanitlayin:

1+2+3+---+n:@,
2 nn+1)(2n+1)

P+2° 43+ 4n S —

P42 438440l =1+2+-+0n),
4 (6n° +15n* 4+ 10n° — n)

142t 43t .. - .
+2* 43 . 40 20

(Bkz. Ornek 2.30.)

p, 1/2 ile 1 arasinda bir say1 olsun. 1 = 1 — p ve her n > 1 dogal sayist igin Zp41 =
(1 — p) + px2 olsun. Her n igin,

esitsizligini kanitlayin.
Asagidaki “teorem”in “kanit”inda ne hata vardir?
Teorem. Diizlemde hicbiri bir digerine paralel olmayan n > 2 tane dogru alalim. Bu
dogrular tek bir noktada kesigir.
Kanit: Teoremin n = 2 igin dogru oldugu bariz. Jimdi n > 2 olsun ve n + 1 tane
dogru alalim. Bu dogrulara di, dz, ..., dn, dnt1 diyelim. Timevarim varsayimina gore
di, d2, ..., d, bir A noktasinda kesigir. Ayni nedenden, da2, ..., dn, dny1 de bir B
noktasinda kesigir. Ama bu A ve B noktalar1 hem dy’de hem de d,,’de. Demek ki {A} =
d2Nd, = {B}! ve A= B. d
Asagidaki “teorem”in “kanit”inda ne hata vardir?
Teorem. En buyik say: 1 dir.
Kanit: En biiyiik say1 elbette 1’den kii¢lik olamaz, yoksa o zaman 1, en biiylik sayidan
daha biiylik olurdu. Demek en biiylik say1 1’den biiyiikesit olmak zorundadir. En biiyiik
saylya z diyelim. z’in 1’den biiyiik oldugunu varsayalim. O zaman z2 > x olur. Ama o
zaman da z2, en biiyiik say1 olan z’ten daha bilyiik olur. Celigki. Demek ki = = 1 olmak
zorundadir. g
[Fibonacci Dizisi]. fo =0, fi =1 veher n > 2 igin, f, = fn—1+ fn—2 olsun. Fibonacci
dizisi denilen bu dizi g6yle devam eder: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
377, 610,. ..

1. Her k i¢in f3; sayisinin ¢ift oldugunu kanitlayin.

2. Her k igin f4 sayisinin 3’e boliindiigiini kanitlayn.

3. Daha genel olarak eger r, n’yi béliiyorsa, f, sayisinin f, sayisini boldiigiini ka-

nitlayin.
4. Asagidaki egitlikleri kanitlayin:

n n—1 n
Zfi = fay2 — 1, Zf2t+1 = fon, me‘ = fony1 — 1,
i—0 i—0 i—0

D FE=fafnits fon=far1 = fac1 = fa(fat1 + fa).

1=0
(3" simgesinin tanimu igin bkz. [N1, Bolim 10].)
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2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.
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Heri=1,2, ..., n—1 igin,
1 < 1
i(n—1i) " n-—1
esitsizligini kanitlayin.
Her n > 1 tamsayisi igin,
n—1 1
. <1
—i(n —1)
esitsizligini kanitlayin.
Her n > 1 dogal sayis: icin,
1 1 1 1
4 4. <9 =
12 + 22 Tt 2n — n
esitsizligini kanitlayin.
Her n > 1 tamsayis: icin,
i
— <3
2t —
i=1

esitsizligini kanitlayabilirsiniz?

[1981 Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1, Soru 6]. f, N x N'den N’ye giden ve
her z, y € N igin gu 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun:

a) f(0,y) =y+1,

b) f(z +1,0) = f(z, 1),

c) flzty, y+1)=f(z, flz+1,9).

f(4, 1981) sayisini bulunuz.

ipucu: flz,y) = fz(y) olarak yazarak, f’yi, N’"den N’ye giden bir (f;). fonksiyon
dizisi/ailesi olarak algilayin. Simdi sirayla fo'1, f1’i, fo'yi, f3’i ve f4’ii hesaplayin.
Liselerarasi bir yarigmadan.

X X(X+1 X(X 41 (Xtn—1
Pn(X):l-FF-F%‘F"F ( + ) n'( tn )

olsun. P,(x) = 0 esitligini saglayan x sayilarini bulun. ipucu: n lizerine tiimevarimla,

Pa(X) = %(X+1)(X+2)--~(X+n)

(1+8) (- 2)- ()<

esitsizligini kanitlamak. Bu esitsizligi dogrudan tiimevarimla kanitlamaya caligirsaniz
bagaramayacaginizi goreceksiniz. Bu esitsizlik yerine, daha giiglii bir esitsizlik olan,

1 1 1 1
1+—=)(1+=)--(1+= i
(o) (o) () <3

egitsizligini tiimevarimla kanitlayin.

esitligini kanitlayin.
Amacimiz,
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30 2. Timevarimla Kanit ve Tanim

(13) (o) (1) <3

esitsizligini kanitlamak. Bu esitsizligi dogrudan tiimevarimla kanitlamaya caligirsaniz
bagaramayacaginizi goreceksiniz. Bu egitsizlik yerine, daha giiclii bir esitsizlik olan,

(2)(e2) (o) <30-5)

egitsizligini tiimevarimla kanitlayin.

2.27. Amacimiz,

2.28. Liseleraras: bir yarigmadan. 22" — 1 sayismn en az n tane farkh asala boliindiigii-
nii kanitlayin.

2.29. Liseleraras1 bir yarismadan. zi, x2, 3, ..., Tn,... sayl dizisini timevarimla géyle
tanimlayalim:

1‘1:1,

Lon = 1 + Tn,
1
T2an4+1 = —.
T2n
Her pozitif kesirli sayinin bir ve bir tane n i¢in z, ye esit oldugunu kanitlayn.
Ipucu: Kesirli say1 birbirine asal a ve b sayilari i¢in a/b bi¢iminde yazilsin. a + b tizerine
tiimevarim yapin. a/b’nin 1’den biiytik ya da kiigiik oluguna gore iki farkli gikk: ele alin.

Ornek 2.30. Bir onermeyi tiimevarimla kanitlayabilmek icin, 6nce 6nermeyi bulmak gerekir.
Ornegin,
4 6n°+15n" +10n° —n

B 30
esitligini kanitlayabilmek igin 6nce bu formiilii tahmin etmek gerekir. Bu 6rnekte bu formii-
lii bulmanin bir yolunu gosterecegiz.

*4+2° 43"+ +n

fen) =15+ 25+ pnf =3
=1

olsun. Once fi(n)’yi bulalim. Bunun igin f2(n)nin degigim hizini (bir anlamda “tiirevi”ni)
hesaplayalim:

fa(n+1) = fa(n) = (n+ 1)
Ayni fa(n+ 1) — f2(n) ifadesini bagka tiirli hesaplayalim:

n+1 n+1

fa(n+1) — Zz 722 —1+Zz sz
_1+Zg+1 Zz —1+Zz+1 —zn:f
=1
:1+Z((i+1)27i2):1+Z(2i+1)
i=1 =1
:1+i2i+i1:1+2ii+i1
=1 =1 =1 =1

:1—&-2}1(71) +n.
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Demek ki,
1+2fi(n) +n = (n+1)%
bundan da ( )2 )
_(n+1)"—n-—-1 n"+n
fi(n) = 3 =—
cikar.

Simdi f2(n) i¢in formiilii bulalim:

fs(n+1) = fa(n) = (n+1)%

Aym f3(n+ 1) — f3(n) ifadesini bagka tiirlii hesaplayalim:

n+1 n+1

fa(n+1)— Zz —Zz —1+Zz —Zz
—1+Z]+1 Zz —1+Zz+1 Z

i=1

:1+Z((i+1)3—i3):1+Z(3i2+3i+1)

i=1
:1+3i¢2+3i¢+i1
=1 =1 =1

=14 3f2(n) +3f1(n) +n.

Demek ki,

14 3f2(n) +3f1(n) +n = (n+ 1)

ve buradan da f2(n) i¢in formiilii buluruz. fi(n)’yi bulmanin genel yéntemini ileride Ornek

5.1’de gorecegiz.

Aligtirmalar

2.31.
2.32.

2.33.

2.34.
2.35.

Bir 6nceki ornekteki yontemle f3z(n), fa(n), fs(n) i¢in formiiller bulun.

Yukaridaki yontemi kullanarak, k 4+ 1’inci dereceden bir p, € Q[X] polinomu igin, her
n icin,

egitliginin gegerli oldugunu kanitlayin.

Yukaridaki py polinomunun tiim katsayilarinin Z’de olamayacagini kanmitlaymn. (Ama her
n dogal sayis1 i¢in px(n) € Z olur!)

Her k € N igin, (k + 1)!px(X) polinomunun katsayilarinin Z’de oldugunu kanitlayimn.
F(X)=fo+ fiX + foX? + - + f4X¢, derecesi d olan bir polinom olsun.

Z f(k) = fopo(n) + fipi(n) + fap2(n) + - - + fapa(n)

esitligini kamitlaymn. (py polinomlar: 6nceki aligtirmalarda tanimlanmigta.)

p(X) = fopo(X) + fip1(X) + fap2(X) + -+ + fapa(X)

olsun. p(X) polinomunun derecesinin d+ 1 oldugunu kanitlayin. Her n dogal sayisi igin,

> k)=

esitliginin farkina varin.
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3. Kombinasyon Hesaplari

Faktoriyel. Ilk n pozitif dogal sayinin toplami i¢in bir formiil vardir:

n(n+1)

14924... =
+24---+n 5

Bunu Alstirma 2.15 olarak sormustuk; ayrica Ornek 2.4’te de gorsel bir “ka-
nit1”m sunmustuk. Kaniti oldukca basittir, n {izerine tiimevarim yapmak ye-
terlidir. Peki... Ya ilk n pozitif dogal saymin carpimi nedir? Yani 1 X2 x---xn
say1s1 nasil hesaplanir?

Yanit, “ilk n saymn carpimu ilk n saymin carpimidir” da olabilir! Ama
bizim amacimiz, aynen toplama i¢in yaptigimiz gibi, kapali, yani “..” (iig
nokta) kullanmayan bir formiil bulmak.

Ik n pozitif dogal sayinin ¢arpimi igin yukarida toplam icin gosterdigimiz
gibi cebirsel bir kapali formiil yoktur! Ama matematikte ilk n pozitif dogal
sayimin ¢arpimina ¢ok gereksinilir ve bu yiizden kapal bir formiiliin olmamasi
rahatsiz edicidir. Madem 6yle biz de ilk n pozitif dogal sayinin ¢arpimi i¢in bir
simge icat edelim. Bundan boyle ilk n pozitif dogal sayinin ¢arpimini n! olarak
yazalim. (Eger ilk n dogal sayinin toplami igin bir formiiliimiiz olmasaydi, onun
i¢in de bir simge icat etmek zorunda kalirdik.) Yani,

nl=1x2x---x(n—1)xn

olsun. Bdylece ilk n dogal saymin carpimi i¢in kapali bir formiil elde ettik,
tepeden inme bir yontemle olsa da! Ornegin,

11=1,21=2 31 =6, 4! = 24, 5! = 120

olur. 0! = 1 olarak tanimlanir.
n! sayis1 “n faktoriyel” olarak okunur.
Daha matematiksel olarak n! sayisi tiimevarimla g0yle tanmimlanir:

0l=1

ve her n > 0 icin
(n+1)!=m+1) xn!

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



34 3. Kombinasyon Hesaplari

Uzunca Bir Not: 0! sayisini, ilk sifir pozitif sayinin ¢arpimi olarak ta-
nmimladik (n! ifadesinin tanimia bakin), dolayisiyla bu saymin neden 1’e esit
olarak tammmlandigim okur sorgulayabilir. El cevap: Isimize geldiginden... 0!
sayisini 1 olarak tamimlamak igimize geldiginden bu tanimi yaptik. 0! sayisini
1 olarak tanimlamasaydik ya da hi¢ tanimlamasaydik, teoremleri ve formiilleri
yazmakta zorlanacaktik, kargimiza hep 6zel durumlar ¢ikacakti ya da formiille-
rimiz ve Onermelerimiz uzayacakti. Ayrica 0! sayisinin 1 olarak tanimlanmasi
uygulamayla uyum igindedir. Nitekim sayma konusuna biraz egilen biri, 0!
sayisinin eger illa tanimlanmasi gerekiyorsa, 1 olarak tanimlanmasinin en sag-
likl1 ¢6ziim oldugunu hemen anlar.

0! = 1 esitligini kanitladigini iddia eden her kanitta mutlaka ince bir hata
vardir. Ornegin su “kanit” a bakalim:

n!

(1) n(n—l)-~-(k+1):k!

esitliginde k = 0 alirsak,

n!
W -1 (01 1)

= 0!

buluruz, ama sol taraf n!/n! oldugundan 1’e esittir, demek ki 0! = 1 olur...

Bu kanit yanhstir ¢iinkii (1) esitliginin k£ = 0 iken gegerli oldugu kanitlan-
mamigtir ve 0! = 1 egitligi bilinmeden de kanitlanamaz.

Sonug olarak, 0! = 1 esitligi bir anlagmanin ya da tanimin sonucudur,
kanitlanamaz. Daha genel olarak, matematikte “Hi¢ tane sayimnin birbiriyle
toplam1 0’dir (toplamanin etkisiz elemani), hi¢ tane sayimnin birbiriyle garpi-
mi 1'dir (carpmanin etkisiz elemani)” anlagmasi yapilir. Bu anlasma kabul
edilecek olursa 0! elbette 1’e esit olmalidir.

Benzer bir anlagma 0° icin de ama cok daha sasirtici bir bicimde gecerli-
dir. Cebirde, aritmetikte, kombinasyon hesaplarinda genellikle 00 = 1 esitligi
kabul edilir ¢ilinkii 6yle olmasi igimize gelir. Ama analizde bu esitligi kabul
etmek hic isimize gelmez, analizde 091 bagka bir say1 olarak kabul etmek de
isimize gelmez, dolayisiyla analizde 0° ifadesi tanimsiz olarak birakilir.

“Tanimsiz” demek “tamimlanamaz” demek degildir, “tamimlanmamis” de-
mektir. Ornegin eger isteseydik 0/01 5 olarak tanimlayabilirdik, ama istemi-
yoruz, ¢linkii 0/0’1 herhangi bir say1 olarak tanimlamak hicbir ige yaramaz,
tam tersine her seyi zorlasgtirir.

Uzunca notun sonu.

Faktoriyel yaziliminmi1 kullanarak birkac hesap yapalim.

Harflerden Sozciik Uretmek. Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harfler-
den ti¢iint kullanarak ( Tirkgede ya da baska bir dilde anlama olmasi gerekmez)
ti¢ harfli sozcik tretmek istiyoruz. Kag sozcik retebiliriz?
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Yanit: Bu soruyu yanitlamak i¢in sozciikleri -alfabe sirasina gore- siralayalim:
ABC, ACB, BCA, BAC, CAB, CBA.

Demek 6 sozctik tretebilirmigiz. Bu sézciiklerin olusumunu agagidaki sekildeki
gibi de gosterebiliriz. Once ilk harfleri koyuyoruz: sirasiyla A, B ve C; sonra

da ikinci ve tiglincii harfleri:

A B C
AB AC BA BC CA CB

A S A

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Eger ilk harfimiz A ise, ikinci harf i¢in iki segenegimiz var: B ve C. Dolayisiyla
A budagindan B ve C dallarini sallandiriyoruz. Bu son dallarin her birinden
sonra birer dal daha cikacaktir. Ornegin soldan birinci dal olan AB dalinm
sonuna C' gelecektir. Her 1i¢ dal i¢in bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam

3X2=6

tane iki degisik harfli sézciik yazabilecegimizi goririiz. Teoriye gecmeden 6nce
daha fazla 6rnek verelim.

Soru 1. A, B, C ve D harflerinin herbirini birer kez kullanarak anlaml ya da
anlamsiz kag sozcik yazabiliriz?

Yanit: Sozciikleri gene teker teker siralayabiliriz. Yukaridaki gibi alfabetik
siraya dizmenin sonsuz yararlar: vardir. En tepeden birinci harfi simgeleyen 4
dal gikar, sonra bu dallarin herbirinden ikinci harfi simgeleyen 3’er dal gikar
(etti mi 12), sonra bu 12 dalin her birinden 2’ser dal ¢ikar (24 etti), ve en sona
da bir dal... Yanit 24’t{r. g

Soru 2. Ay, Ao, ..., A, birbirinden farkly harfler olsun. Bu harflerin herbirini
birer kez kullanarak ka¢ sozcik yazabiliriz?

Yanit: Yukarida 3 icin 6, 4 icin 24 yanitini1 bulduk. Okur belki de
6=1x2x3=3ve24=1x2x3x4=4!

esitliklerinin farkina varmigtir.

Sorumuzun yanit1 n!’dir. Ama neden? Ciinkii birinci harf igin n segene-
gimiz var; birinci harfi segtikten sonra ikinci harf i¢in geriye n — 1 secenek
kaliyor; ikinci harfi de segtikten sonra geriye n — 2 segenek kaliyor... Boylece n,
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36 3. Kombinasyon Hesaplari

n —1, n — 2 ve derken, en son harf i¢in de 1 segenek kaliyor. Demek ki toplam
sozciik sayisi
nxn—1)xMm—-2)x---x1

olur, yani n!’dir. O

Yukaridaki sorunun tiimevarimla kanit yontemini kullanan bir baska ya-
nitin1 verelim. Bir harfle 1! = 1 sozciik yazilabilecegi belli. n harfle n! tane
sozciik yazilabilecegini varsayalim. n + 1’inci harfi bu n! sozciliglin harflerinin
arasina (ya da en bagima, ya da en sonuna) yerlestirip n + 1 harfli bir s6zciik
yaratabiliriz. n harfli bir s6zciikte n + 1’inci harfi koyacagimiz tam n + 1 tane
yer var. Demek ki, n 4+ 1 harfli

(n+1)xn!=(n+1)!

A, 'in sigisabilecegi n +1
tane yer var

tane sozciik var.

Not: Eger n = 0 ise, 0! sayis1 1 olarak tanimlandigindan, yukarida buldugumuz
yanit n = 0 igin de gecerlidir, yani 0 harfle tek bir s6zciik yazilabilir, o da
hi¢ harfi olmayan bogsézctiktiir. Harfsiz olan bogsozciigii harfleriyle yazama-
yacagimizdan, bogsozciik harfsiz olarak ( ) bigiminde yazilir. Bu dedigimizi
bir kabul olarak da addedebilirsiniz, ardinda derin bir matematiksel gercek
aramayin, pek yoktur.

Soru 3. A, B, C, D, E, I harflerini en fazla bir kez kullanarak anlamly ya da
anlamsiz dort harfli kac sézcik yazabiliriz?

Yanit: Eger yeterince sabrimiz varsa sozciikleri teker teker alfabetik siraya
dizebiliriz, ancak matematikle daha cabuk bulunabilir s6zciik sayisi, ne de
olsa sozciiklerin kendisi degil, sozciiklerin sayis1 isteniyor sadece. Birinci harf
igin 6 segenegimiz var. Birinci harfi sectikten sonra ikinci harf icin geriye 5
secenek kalyor. Tlk iki harfi sectikten sonra geriye 4 secenek kaliyor. Ilk iic
harfi segtikten sonra geriye dordiincii harf olarak 3 secenek kaliyor. Demek ki
dogru yanit 6 x 5 x 4 x 3 = 360’t1r. O

Soru 4. Ay, As, ..., A, birbirinden farkl harfler olsun. 0 < k < n olsun. Bu
harflerin herbirini en fazla bir kez kullanarak k harfli kac sozciik yazabiliriz?

Yanit: k£ = 0 ise, o zaman sadece bogsozciik vardir, yani 0 harfli tek bir s6zciik
yazabiliriz. Simdi k£ > 1 olsun. Birinci harf i¢in n secenegimiz var. Birinci harfi
sectikten sonra ikinci harf igin geriye n—1 secenek kaliyor. Ilk iki harfi sectikten
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sonra geriye n — 2 secenek kaliyor. Ilk {i¢ harfi sectikten sonra dordiincii harf
igin geriye n — 3 secenek kaliyor. Bu bdylecene k’ye kadar devam eder. En
sonuncu k’inci harf igin geriye n — (k — 1) tane, yani n — k + 1 tane secenek
kaliyor. Demek ki, toplam

nn—1)(n—-2)(n—3)---(n—k+1)
segenek var. Bu say1 da
n!
(n—k)!
sayisina esittir. Demek ki n degisik harften

n!

(n—k)!

tane k harfli sézciik yazabiliriz. Bu formiiliin & = 0 i¢in de gecerli oldugunu
dikkatinize sunariz. O

Ayni soruyu bir bagka tiirlii yanitlayalim. n harfle tiim sozctikleri bir liste
halinde altalta yazalim. Agagidaki gekilde diigiincemizi resmetmeye caligtik.
Listemizde tam n! sozciikk oldugunu biliyoruz. Simdi bu sézciiklerin en so-
lundaki k harften olusan sozciiklere bakalim. Elbette k£ harfli her sozciikk bu
listenin en solunda yer alacaktir, hatta her biri 1’den fazla kez belirecektir.
Her biri kag kez belirecektir? Kullanilmayan n — k harf, sozciligiin saginda kag
degisik bigimde beliriyorsa o kadar kez belirecektir. Kullanmilmayan n — k harf,
sozciigiin saginda (n — k)! defa belirdiginden, yanit

(n—k)!
olur. O

«—4—><«—n-4—

ABCD
IABCD
IABCD
IABCD
IABCD
IABCD

(n—4)! tane

UDCY
\UDCY
UDCY]| (n—4)! tane
UDCY
\UDCY
\UDCY

<«——————————ynozosouel j ——— >
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38 3. Kombinasyon Hesaplari

Bir 6nceki soruda oldugu gibi n = 6, k = 4 ise, daha 6nce buldugumuz

6! 6!
=—=6x5x4x3=360

6-4)! 2

yanitini buluruz.
%Al/]z\x \
AAAA; . AA AA AA L AA AA AA - AA
» y y

AA Ay A, AAAA, . A, AAA, A,

Bu soruyu daha sematik bir bicimde yanitlamak i¢in yukaridaki gibi ters
donmiig bir aga¢ yapabiliriz. Agacin ilk budagindan asagiya dogru n dal gikar:

Ala A2a 7An

dallar1. Bunlar sézctiklerin ilk harfleri. Bu dallarin uglarma n — 1 dal eklenir
(ikinci harfler.) Ornegin A; dalina

Agy oo, An
dallar1 eklenir. Bu yeni dallar,
A1Ay, .. A1 A,
sozciiklerini olugtururlar. As dalinaysa,
Ap, Az, oo, A

dallar1 eklenir ve,
AgAy, AgAs, ..., AdA,

sozciiklerini olugtururlar. Boylece n x (n — 1) dal elde etmis oluruz. Demek
ki iki harfli sézciik sayist n x (n — 1) imig. Agac siirdiirelim. Yukarida elde
ettigimiz her n x (n — 1) dala simdi n — 2 dal daha ekleyebiliriz. Ornegin A; A,
dalina,

Az, ..., An

dallarin1 ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin herbirinin ucuna 3 harfli sézciikler
yazilir. Boylece

nx(n—1)x(n-—2)
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tane ii¢ harfli sézciik elde ederiz. Bu yontemi siirdiirerek, A1, ..., A, harfle-
rinden
nx(n—1)x--x((n—(k—-1))

tane k degisik harfli s6zciik yazacagimizi goriiriiz. Bu say1 da

n!

(n—k)!

sayisina esittir (sadelestirince esitlik hemen ¢ikar.) Ik teoremimizi iki degisik
bicimde kamitladik:

Teorem 3.1. Eger k < n iki dogal sayrysa, birbirinden farkle n harfin her biri
en cok bir kez kullanilarak

(n —k)!

tane k harfli sézciik yazilabilir. O

Eger yukaridaki teoremde k’yi n alirsak, n! buluruz: Birbirinden farkh
Aq, ..., A, harflerinin herbirini bir kez kullanarak, bildigimiz {izere n uzun-
lugunda n! tane soézciik yazilir.

Ornekler

3.1. SELIM sézciiginiin harfleriyle kag tane ti¢ harfli sézcik yazabiliriz?

Yukaridaki teoremi uygulayarak
5! 5!
m:5:5X4X3:60
sézciik buluruz. Baska soru: SELIM’in harfleriyle ka¢ tane bes harfli sozcik yazilir?
Yine yukaridaki teoremi uygulayalim:
(537!5)!:2—5:5!:5><4><3><2><1:120

buluruz. (Boylece 0! sayisini 1 olarak tanimlamanin nasil igsimize yaradigini da gormiig
oluruz.)

3.2. MELEK sozciginiin tim harflerini kullanarak kag tane (bes harfli elbet) sozcik yaza-
biliriz?
Yukaridaki teoremi dogrudan uygulayamayiz, ciinkii iki tane E harfi var. Once iki E’yi
ayrigtiralm ve ME;LE;K “sozciiglintin” tiim harflerini kullanarak ka¢ tane bes harfli
sozciik yazabilecegimizi bulalim. Bu sorunun yanit: yukaridaki gibi 5! = 120’dir. Bu
120 sozciiglin yarisinda E; harfi E; harfinden 6nce gelir; obiir yarisindaysa Eo harfi E;
harfinden 6nce gelir. Demek ki MELEK so6zciigiintin harflerinden 120/2 = 60 sozciik
yazabiliriz.

3.3. Yukaridaki Ornege benzeyen, ama biraz daha zor olan bir o6rnek daha: KELEBEK
sozctigunin tium harflering kullanarak kag sézciik yazabiliriz?
Yukaridaki yontemi kullanalim ve 6nce

Ki1E:LE2;BE3K->
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sozcliglinii ele alalim. Yedi harfli bu sézciikten 7! sozciik tiretebiliriz. Simdi,
K1=K2 VeE1:E2:E3

yapalim. Birinci egitlik i¢in 2’ye boleriz, ikinci egitlik iginse 3!’e, yani 6’ya, ¢iinkii E;1, Ea,
Es harfleri 3! farkli sirada bir sozciikte belirebilirler. Demek ki KELEBEK s6zciigiiniin
harflerinin yerini degistirerek

71/(2! x 31) =420

sozciik yazabiliriz.

Soru 5. Elimizde n tane elemant olan bir A kiimesi var:

A=A{a, ..., an}.

k < n, bir dogal say olsun. A kiimesinin kag tane k elemanly altkiimesi vardur?
Yanit: Hesaplamak istedigimiz sayiy1

(+)

olarak yazalim. Bu sayiya “n’de k7, “n se¢ k”, “n’nin k’lis1” ya da “n’nin k£'l1
kombinasyonu” adi verilir. Bu tiir sayilara binom katsayilar: denir.

Ornek 3.4. Hemen (g) sayismi hesaplayalim, yani Soru 5’te n = 5 ve k = 3 alahm. A =

{a1, a2, as, a4, as} kiimesinin 3 elemanh biitiin altkiimelerini bulalim.

{a1, a2, az}
{a1, az, as}
{a1, a2, as}
{a1, az, as}
{a1, a3, as}
{al, aq, a5}
{az2, a3, as}
{az2, a3, as}
{az2, a4, as}

{as, a4, as}
Toplam 10 tane 3 elemanl altkiime var. Demek ki (g) = 10 imis.

Sozciik bulmakla bu sorudaki altkiime bulmak arasinda 6nemli bir ayrim
var: ajagas ve aiasgag sozciiklerini ayri ayri sayiyorduk; oysa bu sorumuzda
sozctiklere degil de harflerden olugan kiimelere bakiyoruz. Hem ajasas, hem
de ajasag sozciiklerinin harflerinden {aj, ag, a3} kiimesi olugur. Bunun gibi,

aiazas, ajazaz, axaijaz, a2a3ai, a3zaiaz, aza2ai

sozciiklerinin herbiri

{a1, az, as}
kiimesini olugtururlar. Yani sirali harf dizilerine degil, sirasiz harf kiimelerine
bakiyoruz. Asagidaki sekil soruyu nasil ¢ézecegime dair ipucu verecektir.
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a,a,ds aa,a, aa,ds aasay aasag a,a,as ayasay a,a3as d2d4d5 aya,ag
a,asa, aa4a, a,asa, aa,as apasas aasay a2a4a3 a,dsds ayasdy asasay
a,aqas a,aay azalas ajaqdy asaqag a,a,das asa,ay a3a,ds aya,d5 (14(13{15

a,dsa, aya,ay aydsay a3a,aq asasaq a4(15[l1 a3a,a, asdaga, a,asa, a,asas
asaqa, a,a.a, asa,a, a,aqas asaas asaqdy tl4{12ﬂ3 asadyds asa,dy asasay
asa,aq aya,aq [15{12{11 a,a3dq asasaq asa,ay a,a3a, asasa, asa,a, (15{14(13

lay, ay, aMlay, ay, alay, ay, allay, a5, aMays ag, asllay, ay, agflay, as, allay, ay, alay, ay, ashas, ay, a5

ay, ay, ds, dg, ag harfleriyle yazilnug tig harfli sozciikler, toplam 5!/(5-3)! = 60 tane.
Bu sozciikleri icerdikleri harflere gore her biri 3! = 6 sozciik iceren gruplara ayiriyoruz.
Her grup a,, a,, a5, a,, a5 harflerinin ticiinden olusmus alt1 elemanlik bir kiimeye es disiiyor.

Soruyu yanitlamak igin bu 6rnekten yararlanacagiz. Birinci teoreme gore,

k farkl harfli sozciik sayist
n!

(n—k)!
sayisina esittir. Bu k farkli harfle yazilmig

n!
(n—k)!

tane sozcilikten birgogu ayni kiimenin harflerinden olusurlar. Kag tanesinin
ayni kiimenin harflerinden olugtugunu bulalim. (Bu agsamada yukaridaki sekle
bakin.) Yine birinci teoreme gore k harfle yazilan k! sézciik olduguna gore,

n!
(n—k)!

sozciikten her k! tanesi ayni kiimenin harflerinden olugur. Demek ki, k£ elemanh

altkiime sayisini bulmak ic¢in
n!

(n—k)!
sayisin k! sayisina bolmeliyiz:
n!

n\ -kl n!
k) k' Kl(n—k)!

Buldugumuz bu sonucu daha sonra sik sik kullanacagiz; bir kogeye yazalim:

Teorem 3.2. n elemanl bir kiimenin, k elemanly altkume sayist

(1) = o

dir. Bu, ayni zamanda n eleman arasindan kag¢ farkl bicimde k elemanin se-
cilebileceginin de sayisidir.
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Birazdan kanitlayacagimiz bu teoremin ikinci tiimcesi,

(1) = o

sayisina neden “n se¢ k” ya da “n’nin k£’li kombinasyonu” dendigini de soylii-
yor.
Teoremin pek sik ifade edilmeyen ama 6nemli ve hatta sasirtici bir sonucu:

Sonug 3.3. Her n dogal sayist ve her k =0,1,...,n i¢in k!(n — k)! sayise n!
sayrsing boler. O

Ornekler

3.5. Rakamlar: soldan saga dogru kesin artan 5 haneli ka¢ dogal sayr vardur?
Cozum: En soldaki rakam 0 olamaz, dolayisiyla sayilar 1’den 9’a kadar olan 9 rakamdan
olugurlar. Bu 9 rakamdan 5’ini se¢ip kiigiikten biiyiige siraya dizersek, sorudaki tiim
sayilar: buluruz. Sonug (g) = 126 gikar.

3.6. 18 takimlik bir futbol liginde her takim her takimla mag yaparsa, toplam

| |
<18> It 180 _18x17 _ o

2 | T 2118 —2)I ~ 216! 2

mag yapilmig olur, ¢iinkii 18 takimdan olugan bir kiimenin tam bu kadar iki elemanl
altklimesi vardir. Her takim her takimla iki mag¢ yaparsa, mag sayisi bunun iki kat1 olur
elbette.

3.7. Iginde 12 farkli renk bulunan bir boya kalemi kutusundan,

=11x9x8=792

- = —

12 12! 172!_12><11><1()><9><8
TOBl(12-5)! T BT 5x4x3x2

farkli bigimde beg kalem segilebilir.
3.8. 60 kisilik bir siniftan tam,
60
()
tane farkli ve kesigmeyen futbol takimi ¢ikar. (Bir futbol takimi 11 kisiden olusur.)
3.9. 60 kisilik bir siniftan tam,

60 60 — 11 60—11—-6 60! 49! 43! 60!
X X = X X =
11 6 5 111491 6!43! ~ 5138!  1116!5!38!
tane farkl futbol, voleybol ve basketbol takimlar1 gikar. (Bir voleybol takimi 6, bir
basketbol takimi 5 kigiden olusur - yedekleri saymiyoruz.)

3.10. A harfini k defa, B harfini n — k defa kullanarak n harfli tam

n n!
<k> ~ K-k

tane sozciik yazabiliriz. Nitekim, n harfin gelebilecegi yerleri adam asmaca oyununda
oldugu gibi yatay cgizgilerle gosterelim ve bu yerleri 1’den n’ye kadar numaralandiralim.
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Bu n tane yerden, A'nin gelebilecegi k tanesini segecegiz (geri kalan yerlere B gelecek).

Bu secimi kag degisik bi¢imde yapabiliriz? Bu, n elemanh {1, 2, ..., n} kiimesinden
(kiimenin elemanlar: yerlerin numaralar1) k elemanh bir altkiime se¢meye benzer. Te-

orem 3.2’ye gére bunun
n\ n!
k] kl(n—E)

degisik bigimde yapilabilecegini biliyoruz.

Teorem 3.2°nin Ikinci Kaniti: n elemanlh kiimenin elemanlarim harf olarak
algilayalim. Bu harflerin her birini tam bir kez kullanarak tam n! tane sézciik
yazabiliriz. Bu n! tane sozciigii bir liste halinde altalta yazalim. Listedeki her
sozcugin ilk k harfi, k& elemanlh bir altkiimenin elemanlarini olusturur. & ele-
manl her altkiimenin elemanlarinin tiimi listedeki en az bir sozciigiin ilk k
harfini olugturur elbette. Hatta listedeki 1’den fazla s6zciigiin ilk k£ harfi ayni
kiimeyi olugturur. Listedeki kag sozcigilin ilk k£ harfi aym1 k£ harften olusur?
Verilmig k tane harfi k! degisik bicimde siraya sokabiliriz. Geri kalan n — k
harfi de (n — k)! degisik bigimde siraya sokabiliriz. Demek ki k!(n — k)! tane
sozctigiin ilk & harfi aynidir. Toplam n! tane s6zciik oldugundan,

(1) = o

buluruz. O

Sonug 3.4. [Simetri (")zelligi]. Her 0 < k < n dogal sayist icin,
n\ n
k) \n—k

Birinci Kanit: Sol taraftaki say1, n elemanl bir kiimeden kag farkl bicimde
k eleman segilebilecegini soyliiyor. Sag taraftaki say1 da, n elemanli bir kiime-
den kag farkli bicimde n — k eleman secilebilecegini soyliiyor. Ama k eleman
secmekle, secmeyecegimiz geri kalan n — k elemani se¢cmek ayni sey... Biri be-
lirlendi mi digeri de belirlenir. Demek ki iki say1 birbirine esit.

Daha bicimsel olarak bu kamiti soyle ifade edebiliriz: X, n elemanli bir
kiime olsun. Her 0 < k < n igin,

esitligt gecerlidir.

Xy ={ACX:|Al=k)

olsun. O zaman

A A= X\ A
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kuraliyla tanimlanmig fonksiyon, X, ile X, kiimeleri arasinda bir eglemedir,
dolayisiyla istedigimiz esitlik gecerlidir.

Ikinci Kanit: Daha cebirsel ve daha kisa bir kanit asagida:

(n . k:) T (- k;)!(nni m—k)) (n —nllf)!k! - k!(nni DI (Z)

Ornekler

3.11.

3.12.

3.13.

Izgarada En Kisa Yol Sayisi. Asagidaki 1zgaranin tstinden giderek ve hep doguya ya
da kuzeye giderek (0, 0) noktasindan (n, m) noktasina kag farkl bigimde gidebilirsiniz?

0,0)

Yanit: Sorunun, (0, 0) noktasindan (n, m) noktasina giden ve 1zgaradan sagmayan en
kisa yol sayisin1 sorduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Toplam n 4+ m hareket yapmamiz lazim.
Bunlardan m tanesi kuzeye, geri kalan n tanesi doguya olmali. Demek ki n+m hareketten
m tane kuzey hareketi se¢meliyiz. Dolayisiyla yanit,

n+m\ _ (n+m)
m T nlm!
olur. O

Zarda Olay Sayis1 1. Bir zar iistiinde 1’den 6’ya kadar 6 say1 vardir. Dolayisiyla tek
bir zar attiginizda, 6 olaydan biriyle kargilagirsiniz: ya 1 gelir, ya 2 gelir, ..., ya da 6
gelir.

Iki zar atarsaniz, eger zarlar arasinda bir fark gézetemiyorsaniz, olay sayis1 6 X 6 = 36’ya
gikmaz, ¢linkii 1 —2 ile 2 — 1 arasinda bir ayrim yapilamaz. (Ama zarlardan biri kirmizi,
digeri mavi olsaydi, boyle bir ayrim yapilabilirdi.) Dolayisiyla iki farksiz zarda olay sayisi
36’dan daha azdir. Sayarsaniz, bu durumda olay sayisinin 21 oldugunu bulursunuz: 11,
12, 13, 14, 15, 16, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 36, 44, 45, 46, 55, 56, 66.

Ug farksiz zarda olaylar1 saymak daha zor, toplam 56 olay bulunuyor. Simdi bu zarlar:
saymanin kolay bir yolunu bulacagiz. (]
Zarda Olay Sayis1 2. Birbirinden farks olmayan n zar attiginizda kag olay varder?
Yanit: n tane kiigiik ¢ubuk alip yanyana dizelim. Agagidaki sekilden izleyin. Bu n
kiigiik gubuk arasina (ya da ¢ubuklarin en bagina ya da en sonuna) 5 tane biiyiik gubuk
yerlegtirelim.
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23 zarda 3 tane 1, 6 tane 2, 3 tane 3, 5 tane 4, 4 tane 5 ve 2 tane 6 olay1

23 zarda 4 tane 1, 0 tane 2, 8 tane 3, 4 tane 4, 7 tane 5 ve 0 tane 6 olay1

23 zarda 23 tane 6 olay1

En soldan baglayarak, birinci biiyiik gubugun solunda kalan kiiciik ¢gubuk sayis1 bize n
zarda kag tane 1 geldigini sOylesin. Birinci biiyiik gubukla ikinci biiyiik gubuk arasinda
kalan kiiciik cubuk sayisi da n zarda kag tane 2 geldigini sdylesin. Ikinci bityiik qubukla
iiglincii biiylik cubuk arasinda kalan kiiciik gubuk sayis1 da n zarda kac tane 3 geldigini
soylesin... Ve son olarak besinci biiyiik gubugun sagindaki kiiglik ¢ubuk sayisi1 n zarda
kag tane 6 geldigini sOylesin.

n kiigik gubugun 5 biiylik gubukla her ayrimi bize n zarda bir olay verir. Ve n zarda
gelebilecek her olay bize n kiiglik gubugun 5 biiyiik ¢gubukla bir ayrimini verir.

Demek ki n tane kiigiik gubukla 5 tane biiylik cubugu kac degisik bigimde dizebi-
lecegimizi bulmaliyiz. Kiigiik ¢ubuklara A, biiylik ¢ubuklara B dersek, n tane A ve
5 tane B ile n + 5 harflik kac degisik sozciik yazabilecegimizi bulmaliy1z. Harfler i¢in
n + 5 tane yerimiz var ve bunlardan 5’i B harfine ayrilacak. Boyle bir se¢imi,

(5

farkli bigimde yapabilecegimizi biliyoruz. Yanit1 bulduk.
Eger n = 1 ise, olmas1 gerektigi gibi

1+5 6
= =6
buluruz. Eger n = 2 ise yanit 21 ¢ikmali; 6yle de oluyor:
2+5 7 7Tx6
= = =21.

Dikkat: Eger n > 1 ise bu olaylarin her birinin gelme olasihg aym degildir. Ornegin
iki zarda 1-1 gelme olasilig1 1/36’dir ama 1-2 gelme olasiligr 1/18dir. O

Denklem Coéziimii Sayis1 1. x; dogal sayi olmak tizere,
1+ T2+ 23+ T4 =06

denkleminin kag¢ farkl (x1, x2, T3, T4) ¢OzumG vardur?

Yanit: 6 sayisim alt1 adet kiigiik ¢ubukla temsil edelim. Bu alt1 kiigiik ¢gubugu iig
biiyiik gubukla dort pargaya bolelim. Her boliinme denklemin ayri bir (z1, z2, 3, 1)
¢Ozimini verir. Ornegin,

2+2+1+1=6 2+0+3+1=6 0+2+0+4=6 0+0+6+0=6
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3.15.

3.16.

3. Kombinasyon Hesaplari

Birinci biiytlik ¢cubugun solundaki kiigiik gubuk sayis1 z1, ilk iki biiyiik gubuk arasinda-
ki kiigiik gubuk sayis1 a2, ikinciyle iigiincii gubuk arasindaki kiiciik cubuk sayisi1 z3 ve
son biiylik gubugun sagindaki kiigiik gubuk sayis1 x4 sayisini verir. Her ¢6ziim boyle bir
boliinmeye yol actig1 gibi, her boliinme de bir ¢ozlime yol acar.

Demek ki problem aslinda, 6 kiigiik ve 3 biiyiik gubugun kag farkli bigimde yerlestirilecegi
sorusu. Kiigiik gubuklara K harfi dersek, biiyiik gubuklara B harfi dersek, problem 6 tane
K ve 3 tane B harfiyle 9 harflik ka¢ degisik s6zciik yazabilecegimiz sorusuna doniisiir.
Bu problemi biraz once ¢ézmiigtiik. Yanit:

9 9! Ix8x7
<6>_6!3!_3><2 =3x4xT7=84

olur. |
Denklem Co6ziimii Sayisi 2. Daha genel olarak,

r1t+z2+ -+ Tm =0

denkleminin dogal sayilarda

n+m—1\ [n4+m-1) (m+m-1)!
n N m—1  nl(m - 1)!
tane farkli (z1, z2, ..., Tm) ¢Ozimi vardr.
Denklem Coziimii Sayis1 3. x; pozitif dogal sayr olmak tzere,
1+ T2+ T3+ T4 =06

denkleminin kag farkly ¢ézimi vardur?
Yanit: Yukaridaki problemden farkli olarak, bu sefer x;’ler 0 olamazlar, yani x; > 1
olmak zorunda. C6zmemiz istenen denklemi

(131—1)+($2—1)+($3—1)+($4—1):2
olarak yazalim ve y; = x; — 1 taniminmi1 yapalim. Demek ki, y; > 0 ve
Y1 +y2 +ys +ys=2.

Bu son esitligi saglayan (y1, y2, y3, y4) dogal say1 dortlillerinin sayisim1 bulmaliyiz. Bir
onceki soruya gore bunlardan,

(1))

tane vardir. Okur 10 ¢oziimii teker teker siralayabilir.
Daha genel olarak, ayni akil yliriitmeyle,

i+t +Tm=n

(o)

tane farkli (z1, 22, ..., Tm) ¢6ziimi oldugunu buluruz. a

denkleminin pozitif dogal sayilarda
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Rakamlar, soldan saga dogru gidildik¢e hi¢ azalmayan 100 haneli ka¢ dogal sayr vardur?
Yanit: Saymin i¢inde 0 olamaz. Dolayisiyla say1 1’den 9’a kadar olan 9 rakamdan
olugmali. Sayinin i¢inde bulunan ¢ rakami sayisina k; dersek,

ki+---+ ko =100

eder ve bu secimle istenen sekilde tek bir say1 yazabiliriz. Demek ki yanit, daha onceki
orneklerde oldugu gibi
108
8

olur. O

Yukarida yapilanlardan yararlanarak, her 1 < m < n i¢in

n+m-—1) (m n—1 n m n—1 I m n—1
m—1 (N0 )\m-1 1/\m-2 m—1 0
esitligini kanatlayn.
Kamit: z1 + 22 + - - - + £, = n denkleminin dogal sayilarda kag tane farkli

(z1, T2, ..y Tm)

¢6zimii oldugunu iki farklh bigimde sayacagiz.

Birinci Saymm: Ornek 3.14’teki soruya verdigimiz yamttan (ve Sonug 3.4’ten) dolay1
¢Oziim sayisinin kanitlamak istedigimiz esitligin solundaki kadar oldugunu biliyoruz.
ikinci Sayim: x1 + 2 + - -+ + £, = n denkleminin bazi ¢éziimlerinde bazi x;’ler 0’a
esit olabilirler. Bir 0 < k£ < n sayis1 icin, tam k tane x;'nin 0’a esit oldugu ¢oziimleri
sayalim. Once m tane z; arasindan 0’a esit olacak olan k tane z; terimini segelim. Bu

secimi
m
k

farkli bigimde yapabiliriz. Her bir se¢im igin,

1 +x2+ - +xm=nvex; >0
sisteminin ¢oziim sayisi,

yity2t -t yYmk=nvey; >1

sisteminin ¢ozlim sayisina esittir ve Ornek 3.15’ten ve Sonug 3.4’ten dolay1 bunlardan

n—1 _ n—1 _ n—1
n—-m-k/) \n-m+k] \m-k-1

tane oldugunu biliyoruz. Demek ki
z1+a2+ - Frxm=nvez; >0

sisteminin tam k tane z;’nin 0’a esit oldugu toplam ¢oziim sayis1 tam

m\ n—1
E)] \m-k—-1
kadardir. Simdi bunlar1 £ = 0’dan k£ = m — 1’e kadar toplarsak,

z1+z2+- - +rxm=nvezx; >0

sisteminin toplam ¢6ziim sayisini ikinci bir defa bulmusg oluruz. Bu da kanitlamak is-
tedigimiz esitligin sag tarafindaki ifadedir. a
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3.19.

3.20.
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[Coklu Kiime] Bir kiimede bir eleman en fazla bir kez belirir. Ornegin {1, 1,2,2,2}
kiimesi aslinda {1, 2} kiimesidir. Ama bazen bir kiimede bir elemanin birden fazla kez be-
lirmesini isteyebiliriz. Yukaridaki érneklerin her birinde ashnda bu yapiliyordu. Ornegin
7 zar attigimizda gelen zarlar 1, 1, 3, 4, 4, 4, 6 olabilir; burada 1 iki kez, 4 ise iig
kez beliriyor. igimizden bu zar olaym {1,1,3,4,4,4,6} olarak yazmak gegebilir ama bu
dogru degil tabii. Bu yiizden bu olay: yazmak igin (1,1, 3,4, 4,4, 6) gibi bir bagka yazihm
kullanmaliy1z. Bu tiir nesnelere ¢oklu kiime denir. Bu ¢oklu kiimenin “eleman sayis1”
7’dir.

n elemanli bir kiimenin £ elemanli ¢oklu altkiime sayisini hesaplayalim. Tabii k ve n
dogal sayilar olmali, ama k, n’den biiyiik ya da kiiciik olabilir. Yukaridaki ¢rneklerdeki
gibi diigiinelim. n elemanl kiimenin elemanlarini 1’den n’ye kadar olan sayilarla goste-
rebiliriz. Jimdi k£ tane noktay1 soldan saga dogru dizelim ve bu noktalarin arasimna n — 1
tane paravan koyalim. Her tiirlii nokta-paravan diizenlemesi bize k elemanl bir ¢oklu
altkiime verir; nitekim birinci paravanin solunda kalan nokta sayisi kiimemizden segilen
1 sayis1 olsun, birinci paravanla ikinci paravan arasinda kalan nokta sayis1 kiimemizden
secilen 2 sayisi olsun, bu boyle devam etsin ve en sagdaki (yani n — 1’inci) paravanin
saginda kalan nokta sayisini kiimemizden segilen n sayisi olarak algilayalim. Demek ki
k nokta arasina kag farkli bigimde n — 1 paravan yerlegtirebilecegimizi hesaplamaliyiz.
Siralanmig nokta ve paravanlar: “nesne” olarak goérelim. Toplam k-+n—1 tane nesnemiz
var. Bunlar arasindan hangilerinin paravan olacagina karar vermeliyiz. £ +n — 1 tane
nesne arasindan paravan olacak n — 1 tane ya da nokta olacak k£ tanesini se¢meliyiz.

Bunu
k+n-—1
k

farkli bicimde yapabiliriz. Demek ki n elemanli bir kiimenin k elemanli ¢oklu altkiime

say1s1
k+n-—1
k

[Coklu Kiimeleri Siralamak] n elemanli bir kiimenin & elemanl bir ¢oklu altkiimesini
alalim:

tanedir.

(a1,...,61,a2,...,02,...,Gny...,G0n).
Burada ai’den ki tane, az’den k2 tane, ..., a,’den k, tane olsun. Tabii k; > 0 ve
ki + .-+ kn = k. Bu ¢oklu kiimeden kag farkli dizi elde edebiliriz?
Coklu kiimenin elemanlarinin hepsi farkli olsaydi, yani birkag defa beliren a; ler arasinda
bir fark gozetseydik (mesela her birini ayr1 bir renge boyasaydik), yani ¢oklu kiime
yukaridaki gibi degil de,

<a1,1, . .,a17k17a271,. . .7a2,k2,‘ ey Qnly .. ,anykn)

olsaydi, o zaman bu ¢oklu kiimeyi k! farkli bigimde siraya dizebilirdik. Ama bu k! diziligin
birgogu orijinal yazilimimizda ayni diziligi veriyor. k1 tane 1 oldugundan,

Teorem 3.2’nin I"Jgiincﬁ Kaniti: Ayni teoremi n tizerinden tiimevarimla
da kanitlayabiliriz. n dogal sayis1 verilmis olsun. Ve k£ = 0, 1, ..., n olsun.
Once n = 0 icin kamtlayalim teoremi. n = 0 ise k¥ = 0 olmali. 0 elemanl bir
kiimenin 0 elemanli tek bir altkiimesi vardir, o da bosgkiimedir.

(o) = o0 —a
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oldugundan, teorem n = 0 i¢in dogru.

Simdi teoremin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip teoremi n + 1 i¢in kanitla-
yalim. X, n + 1 elemanh bir kiime olsun. £k =0, 1, ..., n+ 1 olsun.

Eger k =n+1 ise, X’in n+1 elemanl bir tek altkiimesi oldugundan yanit
1’dir. Ote yandan, (ZE) = 1 oldugundan, teorem, kK = n + 1 i¢in dogru.

Bundan béyle 1 < k < n egitsizliklerini varsayacagiz. a € X, sabit bir
eleman olsun.

Y =X\ {a)

olsun. Y'nin n elemani vardir elbette.
X’in (k elemanl ya da degil) iki tiirlii altkiimesi vardir: a’y1 igerenler ve
icermeyenler. Her altkiime iki tiirden sadece birindendir.

Birinci Tiirden Altkiime Sayisi: X’in a’y1 icermeyen k elemanli bir Z alt-
kiimesi ayni zamanda Y 'nin k elemanh bir altkiimesidir (bkz. agagidaki gekil).
Ve Y'’nin k elemanh her altkiimesi X’in de a’y1 icermeyen k elemanl bir altkii-
mesidir. Bir bagka deyigle, X’in a’y1 icermeyen k elemanli altkiimeler kiimesi,
yani

{ZCX:|Z|=kvead¢ Z}
kiimesiyle, Y'nin k elemanl altkiimeler kiimesi
{ZCY:|Z| =k}

arasinda bir egleme vardir. (Bu egleme bir kiimenin Z elemanini diger kiimenin
Z elemanina gotiiriir.) Ama tiimevarim varsayimina gore ikinci kiimenin

n
k
tane elemani vardir. Demek ki birinci kiimenin de o kadar elemani vardir, yani

X’in a’y1 icermeyen
n
k

tane (ikinci kiimedeki eleman sayisi kadar) altkiimesi vardir.

Y
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Ikinci Tiirden Altkiime Sayisi: X'in a’y1 igeren k elemanl altkiimelerin-
den a’y1 atarsak, geriye Y'nin k — 1 elemanh altkiimeleri kalir. Ve Y'nin k£ — 1
elemanl altkiimelerine a’y1 eklersek X’in a’y1 iceren k elemanl altkiimelerini
buluruz.

lt

X
Bir bagka deyisle, X’in a’y1 igeren k elemanl altkiimelerinin kiimesi, yani
{ZCX:|Z|=kveac Z}
kiimesiyle Y'nin k£ — 1 elemanl altkiimelerinin kiimesi
{ZCY:|Z|=k—-1}

arasinda bir egleme vardir. (Bu egleme birinci kiimenin Z elemanini diger
kiimenin Z \ {a} elemanina gotiiriir. Ya da ikinci kiimenin Z elemanimi bi-
rinci kiimenin Z U {a} elemanina gétiiriir.) Ama tiimevarim varsayimina gore

ikinci kiimenin
n
k—1

tane eleman vardir. Demek ki birinci kiimenin de bu kadar elemanm vardir
)
yani X'’in k elemanli ve a’y1 igeren altkiime sayis1 tam

n
k—1
kadardir.

Birinci ve ikinci tiirden altkiime sayisini toplarsak, X’in k elemanlh

)+ (o)

tane altkiimesi oldugunu goriiriiz. Demek ki teoremin kanitlanmasi icin,

<Z>+<kﬁ1> _<n21>
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esitliginin kanitlanmasi gerekmektedir. Bu da oldukga basit bir cebirsel iglem-
dir:

(Z) - <k . 1) - k!(nni DI 1)!(nni k= 1)

n! n!
THm—R) T G- D=kt 1)
~ nl(n - k—i—l) nlk
TRkt ) Hn—k+1D)
~nln—k+1)+nlk
El(n —k+1)!
nl((n—k+1)+k) nln—k+1+k)
En—k+1)! kl(n—k+1)!
nln+1) (n+1)!

Tkn—k+1)! Kn—k+1)

o (n+1)r (n+1)! _(n+1
_k:!(n+1—k)!_k!((n+1)—k)'_< k )

Kanitimiz tamamlanmistir. Il

Yukarida bulunan esitlik 6nemli. Altim ¢izelim:

Teorem 3.5 (Pascal Ozdesligi). Her 0 < k < n tamsaiyst igin

<Z>+<kﬁ1) - (n?)

olur. O
Alistirmalar
3.21. n farkl nesne kag farkl bicimde siraya dizilebilir?
3.22. n kigi kag farkhi bigimde yuvarlak bir masaya oturabilir?
3.23. ikisi ayni digerleri farkli n nesne ka¢ farkh bigimde siraya dizilebilir?
3.24. Ucii aym (1) digerleri farkh n kisi kag farkli bicimde yuvarlak bir masaya oturtulabilir?
3.25. U(; tane 1 ve dort tane 2’yle yedi haneli kag say1 yazilabilir? a tane 1 ve b tane 2’yle
a + b haneli kag say1 yazilabilir?
3.26. a tane 1, b tane 2 ve c tane 3'le a + b + ¢ haneli kag say1 yazilabilir?
3.27. 10 erkek ve 14 kiz 6grenci olan bir siiftan, 5 erkek ve 3 kiz 6grenciden olusan kag takim
olusturulabilir?
3.28. ki+---+k, < nolsun. n tane farkli nesnenin k; tanesini 1 rengine, k2 tanesini 2 rengine,

., k- tanesini r rengine boyamak istiyoruz. Bunu kag farkl bicimde yapabiliriz?
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3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3. Kombinasyon Hesaplari

Her 0 < k£ < n tamsayisi i¢in
—1 —1 —1
n+1 n n+1 _n+2(n
k k+1 S on+1\k

n xXm boyutlu bir 1zgarada iki oyuncu arasinda oynanan su oyunu ele alalim. Her oyuncu
sirayla noktalardan birini seger ve bu noktayla o noktanin kuzeydogusundaki

egitligini kanitlayin.

000000
[lk hamlede, gosterilen beyaz nokta  Ikinci hamlede, gésterilen beyaz nokta
secilmisse, o nokta ve o noktanin secilmigse, o nokta ve o noktanin
kuzeydogusu oyundan silinir. kuzeydogusu oyundan silinir.

tiim noktalar oyundan kaybolur. Son noktayi silen bu oyunu kaybeder. Bu oyunda kag
farkli pozisyon vardir?

a. Asagidaki 1zgarada A noktasindan B noktasina kag farkl gsekilde 9 hamlede gidilebilir?
b. Asagidaki 1zgarada A noktasindan C' noktasina kag farkl sekilde 8 hamlede gidilebilir?

¢ B

1

A‘

c. Yukaridaki 1zgarada A noktasindan D noktasina kag farkli sekilde 8 hamlede gidile-
bilir?
d. Yukaridaki iki soruyu genellestirerek,

() +ln) =04

esitligini bir kez daha kanitlayn. (Aym kiimeyi iki farkli bigimde sayma problemidir bu.
Bir sonraki boliimde bu konuya odaklanacagiz.)

11 elemanl bir kiimenin 4 elemanli 10 altkiimesi seciliyor. Bu kiimelerden ikisinin kesi-
siminin en az 2 elemanli olmasi gerektigini kanitlayin. ipucu: 11 elemanl: bir kiimenin
2 elemanl altkiime sayisini hesaplayin. Sonra 4 elemanl 10 altkiimenin en fazla kag 2
elemanl altkiimesi olacagini bulun.
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Bir Probleme Zihni Sinir Coziimii

Soru. {1, 2, ..., 28} kiimesinden 14 say1 seciliyor. Bu 14 say1 arasin-
da 6yle birbirinden farkh a, b, ¢, d sayilar1 vardir ki, a + b = ¢ + d olur.
Kanitlayin.

Kanit: Kiimenin elemanlarini asagidaki gibi 4 x 7 boyutlu bir satrang
tahtasina yerlestirelim. Bir dikdortgenin koéselerini olugturacak bigimde
dort say1 secerseniz (mesela 9, 12, 19, 16 ya da 4, 6, 25, 27), iki gaprazdaki
sayilarin toplami egit olur (mesela 9+19 = 12+ 16 ya da 4427 = 6+ 25).
Demek ki 4 x 7 boyutlu bir satrang tahtasindan segilen 14 karenin (yatay
ya da dikey) bir dikdoértgenin dort kosesini olugturdugunu kanitlamamiz
lazim.

1121345 |6]7
8§19(10|11(12{13|14
15|16(17(18(19]|20|21
22123(24(25|26|27|28

En az iki ayri1 siitundan ticer say1 se¢migsek sorun yok, bu durumda bir
dikdortgen elde edilir. Tek bir siitundan ii¢ say1 sectigimizi varsayalim. O
zaman Ug¢ stitundan ikiser say1 segebiliriz ve geri kalan ii¢ stitundan sadece
1 say1 secebiliriz, yani toplam

3+24+2+2+1+1+1=12

say1 segebiliriz. Son olarak her siitundan iki say1 se¢tigimizi varsayalim. 4
hane barindiran her siitunda 2 sayiy1

(-

degisik cografi konumda secebiliriz. Oysa 7 siitun var. Demek ki iki siitun-
dan secilen sayilarin cografi konumlar: ayni olmak zorunda. Bu da bize bir
dikdortgen verir.







4. Tki Farkh Bigimde Sayma

Bu béliimde, bir kiimeyi iki farkli bicimde sayarak gecen boliimde tanimlanan
n’nin k’li kombinasyon sayilariyla ilgili ilging esitlikler bulacagiz. Kanitlaya-
cagimiz esitliklerin, analiz, tiimevarim ya da basit cebir kullanan ve burada
verdiklerimizden degisik kanitlar1 olabilir. Biz, ayni kiimeyi iki farkli bicimde
sayma, yontemini kullanacagiz.

Sonug 4.1. Her n dogal sayist igin,
" /n
= 2",
> (1)
k=0

Kanit: Teorem 2.2’ye gore, n elemanl bir kiimenin altkiime sayis1 2™’dir; bu
da esitligin sagindaki say1. Bu altkiime sayisini bir de 0 elemanh altkiimelerin,

1 elemanli altkiimelerin, 2 elemanh altkiimelerin, ..., n elemanl altkiimelerin
say1sinin toplami olarak hesaplayabiliriz (bkz. Teorem 3.2). Bu da sol taraftaki
toplam. O

Sonug 4.2. Her 1 < k <n dogal sayrst i¢in,

) o{i)-emenf,n)

Birinci Kanit: n ogrencili bir siniftan k elemanlh bir takimin ve bu takim
oyuncular: arasindan bir kaptanin kag farkli bicimde secilebilecegini ti¢ farkl
yontemle hesaplayalim.

Birinci Sayim: Once k elemanli takimi secelim; bu secimi

n

k
farkl bicimde yapabiliriz; sonra takimin kaptanini bu k£ eleman arasindan se-
¢elim. Esitligin sol tarafindaki sayiy1 buluruz.

Ikinci Sayim: Once n ogrenci arasindan takim kaptanin secelim. Bu segimi
n farkl bicimde yapabiliriz. Sonra, sinifta geri kalan n — 1 6grenci arasinda
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takimin geri kalan k — 1 elemaninmi belirleyelim. Bunu da

(:21)

farkli bicimde segebiliriz. Boylece esitligin ortasindaki sayiy1 buluruz.
Ugiincii Sayim: Once takimin, takim kaptan olmayacak k — 1 elemanini

secelim; bu secimi,
n
k—1

farkli bigimde yapabiliriz. Sonra, simfin geri kalan n — (kK — 1), yanin — k + 1

ogrencisi arasindan takim kaptanini segelim. Egitligin sagindaki sayiy1 buluruz.
Bu {i¢ say1 aynm kiimenin eleman sayisi oldugundan, istedigimiz kanitlan-

migtir.

Ikinci Kanit: Basit bir islemden sadelesmeler sayesinde esitlik bulunabilir.

Okura birakiyoruz. O

“n’nin k’li kombinasyonu” kavramimi n ya da k negatif oldugunda ya da
k > n oldugunda 0 olarak genisletelim. Yanin < 0 yada k <Oyada k >n

oldugunda,
n
=0
(+)

olsun. Bu oldukca dogal bir tanimdir. Nitekim, 6rnegin, & > n oldugunda,
n degisik nesne arasinda k tane nesne segemeyiz, bagka bir deyisle bu sec¢imi
0 degisik bicimde yapabiliriz. Dogalliginin 6tesinde, bu tanimi kabul edersek,
bir 6nceki boliimdeki ve yukaridaki sonuclarin hepsi tiim n ve k sayilari icin
gecerli olur, sonuclarin ifadesinde “1 < k < n” filan gibi kalabalik yaratan
varsayimlar yapmak zorunda kalmayiz.

Asagidaki sonuglar da bu genisletilmis tanumlar icin gecerlidir.

Sonug 4.3. Her k, n ve m dogal sayist i¢cin,

() =G+ () ) (o) () e () ()

Kanit: n kadin ve m erkek arasindan k kisi sececegiz. Miimkiin olan tiim
secimleri iki farkl bigimde sayalim.

Birinci Sayim: n kadin ve m erkek arasindan k kisi secmek demek n + m
insan arasindan k kisi segmek demektir. Bunu yapmanin da elbette esitligin
solundaki say1 kadar yolu vardir.

Ikinci Sayim: 0 < ¢ < k olsun ve sececegimiz k kigi arasindan ¢ kisi kadin
olsun. n kadin arasindan ¢ kadini,
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farkl bigimde segebiliriz. Geri kalan k — ¢ kigiyi m erkek arasindan sececegiz;

bu secimi de,
m
k—1

farkl bicimde yapabiliriz. Demek ki n kadin ve m erkek arasindan i kadin ve

k — 1 erkek,
n m
i) \k—1i

farkl bicimde secilebilir. Bunlar: toplarsak, istedigimiz sonucu buluruz. Kani-
timiz tamamlanmaistir. O

Kanitladigimiz esitligin, & > n ya da k& > m icin de gecerli oldugunu
dikkatinize sunariz.
Buldugumuz egitligi daha tikiz bir bigimde, s6yle de yazabiliriz:

(=20 ()

Hatta, son yaptigimiz tanim geniglemesinden dolayi,

()=202)0)

olarak da yazabiliriz. (Bizi ilgilendirmeyen terimler 0’a esit...)

Sonug 4.4. Her n dogal sayist icin,

(-2 ()

Kanit: Bir 6nceki sonugta n = m = k alalim. Sonug 3.4’ten dolay,
<2n> N n < - ><n> N ) (n) <n> N ) <n>2
n _Z, n—i)\i _Z i) \i _Z i
1=0 =0 1=0

Sonug 4.5. Her n ve k dogal sayist icin,

W) OG- ()0 =)

buluruz.
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Kamit: Bir sinifta n tane ¢ocuk olsun ve dgretmen bu n ¢ocugun & tanesinin
(1) yiizlerini kirmiziya ya da maviye boyamak istesin. Ogretmen bunu kag farkl
bigimde yapabilir?

Birinci Sayim: Ogretmen, n cocuktan k tanesini,

n
(1)
farkl bicimde segebilir. Ogretmen, ayrica, sectigi k cocugun yiizlerini ya kir-
miz1 ya da mavi renge boyayacak. Bu k cocugun bir altkiimesini seg¢sin ve bu
altkiimedeki ¢ocuklarin ytizlerini kirmiziya, geri kalanlar1 maviye boyasin. De-
mek ki 6gretmen k ¢ocugun yiiziinii k£ elemanli bir kiimenin altkiime sayis:1 ka-

dar farkli bicimde iki renge boyayabilir, bu say1 da 25’dir. Demek ki 6gretmen,
n 6grenciden k’sinin yiiziini toplam

n
ok
(+)
farkli bicimde boyayabilir. Bu, esitligin sagindaki say.

Ikinci Sayim: 0 < i < k olsun ve gretmen i cocugun yiiziini kirmiziya, k — ¢
cocugun yiiziini maviye boyasim. Once yiiziinii kirmiziya boyayacag i cocugu
secsin. Ogretmen bu secimi
n
(0

farkli bigimde yapabilir. Sonra, geriye kalan n—i ¢ocuk arasindan, yiiziinii ma-
viye boyayacag k — ¢ ¢gocugu segsin. Bu secimi de,

n—1
k—1i
farkli bigimde yapabilir. Demek ki, 6gretmen, ¢ ¢cocugun yiiziinii kirmiziya,

k — i cocugun yiiziinii maviye
n\ [ n-—:1
i) \k—1

farkli bicimde boyayabilir. Eger i’yi 0’dan k’ya kadar alip toplami yaparsak
esitligin solundaki sayiyr buluruz. O

Sonug 4.6. Her n dogal sayist icin,

()20
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Kanit: n tane kadin ve n tane erkekten olusan bir gruptan ayni sayida ele-
mandan olusan bir kadin ve bir erkek takimi se¢gmek, ayrica her takima birer
kaptan atamak isteyelim. Bunu kag farkl bicimde yapabiliriz?

Birinci Sayim: 0 < k£ < n olsun ve her birinde & eleman bulunan bir kadin
ve bir erkek takim secelim. Toplam n kadin oldugundan,

n

k
farkli bicimde k£ elemandan olugan kadin takimi segilebilir. k£ elemanli erkek
takim sayisi da aymdir elbette. Dolayisiyla takimlar:

2
n
(1)
farkli bicimde secebiliriz. Daha bitmedi ama; bir de her takima birer kaptan

secmeliyiz. k kadindan her biri ve k erkekten her biri kaptan olabileceginden,
her biri k elemandan olusan kaptanli kadin ve erkek takimi sayisi,

)\ 2
kQ
sayisina egittir. Bu sayilar1 £ = 0, 1, ..., n igin toplarsak, kanitlamak is-
tedigimiz esitligin sagindaki sayiy1 buluruz.

Not: 0 elemanli tek bir takim vardir: Bogkiimeden olusan takim, ya da bogta-
kim! Ama 0 elemanlh ve kaptanh takim sayisi 0’dir; nitekim hemen yukaridaki
formiilde k = 0 alirsak, 0 buluruz.

Ikinci Sayim: Gene 0 < k < n egitsizligini saglayan bir k secelim ve gene
her biri kaptanli ve her biri & elemandan olugan kadin ve erkek takimlarini
sayalim; Ama bu sefer énce bir kadin ve bir erkek kaptan secelim. Kaptanlar:
n? farkll bicimde secebiliriz. Geri kalan n — 1 kadindan kadin takimmm geri
kalan k — 1 elemanini sececegiz. Ayni seyi erkekler i¢in de yapacagiz. Demek

ki )
n2<n—1>
kE—1

farkli bicimde her biri kaptanh ve her biri k elemandan olusan kadin ve er-
kek takimlar segebiliriz. Bunu k£ = 1, 2, ..., n i¢in toplarsak (k = 0 sikkina
ihtiyacimiz yok!), toplam,

(- C0) 05 ()
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buluruz. Sonug 4.4’ten dolay1 biiyiik parantez,

(=)

sayisina esittir. Demek ki bu sayimda

2n —2

2

(o)

bulduk; kanitlamak istedigimiz egitligin solundaki say1. g

Sonug 4.7. Her 0 < r <n dogal sayilar: icin,
n+1 " [k
(1)-20)

Kanit: Sadece 0 ve 1’lerden olusan ve icinde tam r 4+ 1 tane 1 olan n + 1
uzunlugundaki dizileri (yani 01-dizilerini) iki farkl bi¢imde sayalim. Birinci
sayim bariz: n 4+ 1 tane yerimiz var, 1’leri koyacak r + 1 tane yer seciyoruz
(gerisi 0 olacak). Bunlardan elbette (’:j:) tane vardir. Ikinci sayima gecelim.
r+ 1 tane 1’in sonuncusu r + 1, 7+ 2, ..., n+ 1’inci yerlerden birinde olabilir,
daha 6nce olamaz. Son 1’in j’inci yerde oldugunu varsayalim. j’inci yerdeki bu
son 1’den 6nce j — 1 tane yer vardir ve bunlarin r tanesi 1 olacaktir. Demek ki

sonuncu 1’in j’inci yerde oldugu (j ;1) tane 01-dizisi vardir. Dolayisiyla ikinci

sayimda
n+1 .
> ()
, r )’
j=r+1
n .
> ()
r
k=r
tane i¢inde tam r 4 1 tane 1 olan n + 1 uzunlugunda 01-dizisi buluruz. Istedi-
gimiz sonug kanitlanmigtir. O

olur.

yva da k = j — 1 tanimiyla,

Alistirmalar

4.1. Biri biiytik biri kiigiik iki disk, merkezden ¢ikan dogru pargalariyla herbiri digerine esit
200 parcaya ayriliyor. Kiiciik diskin her sektori rastgele bir bicimde ya maviye ya da
kirmiziya boyaniyor. Biiyiik diskin rastgele segilen 100 sektorii kirmiziya, geri kalan 100
parcast maviye boyaniyor. Sonra, iki disk merkezleri ve parcalar {istiiste gelecek bigimde
yerlegtiriliyor. Diskleri, ayni renge boyanmig en az 100 parga tistiiste binecek bicimde
yerlestirebilecegimizi kanitlayin. ipucu: Biiyiik diski sabitleyin. Kiigiik diski 200 farkl
bigimde yerlestirebiliriz ve biiyiik diskin her parcas: toplamda tam 100 defa ayni renkli
bir parcgayla iistiiste gelir... Kanitlayin.
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

61

[Newton Ozdesligi]. Sonug 4.2’yi genellestirin:

(1)) - ()6

a. Once cebir kullanarak. b. Sonra, n kisilik bir meclisten k£ kisilik bir komite ve r kisilik
bir altkomitenin kag degisik bigimde segilebilecegini iki farkli bigimde hesaplayarak.

n erkek ve n kadindan olusan 2n kigilik bir topluluktan kag¢ degisik bicimde n kisi
secilebilecegi sorusu iizerinde diigiinerek

(o) )+ ) o) =)

egitligini bir kez daha kanitlayin.

3n “fon\[n
k=0
Bir hastanenin bekleme odasinda n tane yanyana dizilmig iskemle vardir. Odaya k tane

bulagici hastalikli hasta gelir. Bu hastalar, higbiri yanyana gelmeyecek bicimde kag farkh
sekilde oturabilirler?

n > 0 bir tamsay: ise

esitligini kanitlayin.

Su esitligi gosterin:

Z k (Z) =n2" "

k=0
(Ttimevarimla, ya da n kigilik bir meclisten bagkanli bir komitenin kag farkli bigimde
secilebilecegini hesaplayarak.)

Kanitlayn:
z": (n) (kl) _ <n+k1>
—\r)\r—-1 k '
n kigilik bir meclisten bir bagkanl ve bir bagkan yardimecili en az iki kisilik bir komite

secilecek. Bu secimin kag tiirlii yapilabilecegini iki farklh bigimde hesaplayarak bir esitlik
elde edin.

a. n dogru diizlemde en ¢ok kag noktada kesigebilir?

b. Diizlemde k tane farkli §; yonii verilmis olsun. Her 1 < ¢ < k igin, §; yoniinde m;
tane farkli dogru verilmis olsun. Bu dogrular en fazla kac noktada kesigirler?

a. n x n boyutlu bir 1zgaranin icine (toplam n? tane kare var), yatay ya da dikey ve en
az 1 kare iceren kag dikdortgen sigar?

b. n x n boyutlu bir 1zgaranin sol list kogesindeki r x r boyutlu bolgenin igine, bir kenar1
bolgenin tabanina ya da sag sinirina degecek bigimde (agagidaki ikinci gekilde bir 6rnek
var) r® tane dikdértgen cizilebilecegini kamitlaym.

< »n > -«
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c. Bu iki sonucu kullanarak,
12422 4. 10l = (M)Q
2

esitligini kanitlayin.
d. Bu 1% + 23 4+ ... + n?® dikdértgenin kaci karedir?

. UQ boyutlu uzayda, yatay, dikey ya da derinlemesine birer birimlik adimlarla (6, 5, 3)

noktasina giden en kisa (yani 14 birimlik) kag yol vardir?

n X n boyutlu bir 1zgaranin igine, kogeler 1zgaranin kesisme noktalarina gelmek tizere,

kag tane kare ¢izilebilir? (Karelerin kenarlar1 yatay olmak zorunda degil.)

Bir ¢embere n nokta yerlegtiriliyor. Bu n nokta birbirlerine dogru pargalariyla birles-

tiriliyor. Eger bu dogru pargalarindan herhangi ii¢li gemberin i¢inde tek bir noktada

kesigmiyorsa,

a. Bu dogrular gemberin iginde kag noktada kesigirler?

b. Dogrular cemberi kag kiiciik bolgeye ayirirlar?

Agagidaki toplami bulun:

(), ()
1

_|_

Kanitlayn:

k=1

(fn)n, Fibonacci dizisi olsun; yani fo = fi1 =1 ve her n > 0 igin

fn+2 == fn+1 + fn

n
n—k+1
> (") = e
k=0

esitligini kanitlaymn. Not: Eger n < k ise, n’nin k’li kombinasyonu 0 olarak tanimlan-
mistir.

olsun.

Kanitlayin:

n -1 n

n _n+1 sy 2k
2\k) el
k=0 k=1

k ve n, k+ 3 < n esitsizligini saglayan iki dogal say1 olsun.

(E)(0) (2 ()

sayilariin aritmetiksel bir dizinin dort ardigik terimi olamayacaklarini kanitlayin.
Bir X kiumesinin parcalanig:, ozinde, X’i birbirinden ayrik bos olmayan kiimelere
ayirmaktir. Ornegin X = {0, 1, 2} ise, X’in su beg pargalanig1 vardir:

{103, {13, {233, {0}, {1, 23}, {{1}, {0, 2}}, {{2}, {1, 3}}, {{0, 1, 2}}.

n elemanli bir kiimenin pargalanig sayisina n’inci Bell sayist denir. Bu say1 B, olarak
simgelenir. Ornegin, yukarida goriildiigii iizere, Bz = 5’tir. By = 1 kabul edilir.

" fn-1
oS (i)

egitligini kanitlayin. Buradan B4 ve Bs’i bulun.
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Hesaplayin:
" 2
n
-1 .
()
k=0
Bir kiimenin ¢ift sayida altkiime sayisinin, tek sayida altkiime sayisina esit oldugunu

kanitlayin. Bundan,

ﬁi 41\
= \2m+1)
esitligini ¢ikarin.

Eleman sayisinin 4’e boliinen bir kiimenin, eleman sayisi 4’e boliinen kag tane altkiimesi

vardir?

k > 0, bir dogal say1 olsun. Her N > 0 dogal sayis: i¢in,

(1)) () (0)

esitligini ve 0 < Ny < N3 < - -+ < Ny, esitsizliklerini saglayan bir ve bir tane
(N1, Nz, ..., Ni)

k’lis1 oldugunu kanitlayin.

[Fibonacci Sayilari]. n bir dogal say1 olsun. n — 1 sayisi, 1 ve 2’lerin toplamu olarak
fn degisik bicimde yazilsin. Ornegin,

5=14+14+14+14+1=14+14+14+2=14+14+2+1
=14+24+14+1=24+14+1+1
=1+2+2=2+1+2=2+2+1

oldugundan, fs = 8'dir. fo = 0’dir ¢iinkii —1 sayisim1 1 ve 2’nin toplamlar1 olacak
bigimde yazamay1z. Ote yandan f; = 1’dir ¢iinkii 0 say1s1 1 ve 2’lerin toplami olarak bir
bigimde yazilir! Nitekim 0 sayisi hig tane 1 ve hig tane 2’nin toplamidir! Dileyen okur bu
yazdiklarimizi kale almaz ve fo = 1 ile f1 = 1 esitliklerini tanim olarak kabul edebilir.
Ama fo =1, f3 = 2 egitliklerinin dogrulugunu kontrol etmek kolaydir.
a. Toplanan 1 ve 2’lerin en bagindaki sayinin 1 ya da 2 oldugu durumlari ele alarak,
n > 2 icin

fn = f'n,fl + f'n,72
esitligini kanitlayin. Demek ki bu sayilar daha énce de gordiigimiiz Fibonacci sayilari.
b. En az bir adet 2 kullanarak, n 4+ 1’in ka¢ farkli bicimde 1 ve 2’lerin toplami olarak
yazilacagin iki farkli bigimde hesaplayarak,

Zfi = fat2—1
=0

esitligini kanitlayn. ipucu: Esitligin sagindaki ifadenin nasil elde edildigi belli olmali.
Soldaki ifade i¢in

I+1+-+1+2
biciminde baglayan toplamlar: teker teker sayip toplayin.

c. En az bir adet 2 kullanarak, kac¢ farkli bicimde 1 ve 2’leri toplayarak n + 1’den
kiigiikesit bir say1 elde edilebilecegini iki farkli bicimde hesaplayarak ve yukaridaki egitligi
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kullanarak, ya da yukaridaki egitlikleri n = 0’dan baglayarak toplayarak,

n

Zifi =nfat2 — fats +2

i=0
esitligini kanitlayin.
(Bir olimpiyat sorusu.) 1’den n?’ye kadar olan tamsayilar agagidaki gibi n x n boyutlu
bir tabloya yaziliyor. Bu tablodan her siradan ve her siitundan bir tane olmak iizere
rastgele n say1 segiliyor. Bu sayilarin toplaminin

n(n® +1)
2
oldugunu kanitlayin.
1 2 n
n+l n+2 2n
n*—n+l | n-n+2| .. n*

(Bir olimpiyat sorusu.) Bir dizi dogal say1 veriliyor. Bu dizinin su 6zelligi var: Ardigik 7
terimin toplami negatif ama ardigik 11 terimin toplami pozitif. Dizinin en fazla 77 terimi
olacagini kanitlayin. Dizinin ilk 17 terimini yandaki tablodaki gibi dizerek dizide en fazla
16 terim olabilecegini kanitlayin. Bu 6zelligi saglayan 16 uzunlukta bir say1 dizisi bulun.

Xl x2 X3 e x9 xlo xll
Xo | X3 X4 | - [%10]%11]|¥12
X3 | X4 | Xs | %11 (%12 %13
X7 1 %8| Xo | = [X15]%16]| %17

n kigiden olusan bir topluluk olsun. Sunlar: biliyoruz:
a) Her kisi topluluktan tam k kisi taniyor.

b) Tamsan her iki kisi ortak ¢ kisi taniyor.

¢) Tamigmayan her iki kisi ortak m kisi taniyor.

mn—k)—k(k—0+k—m=0

esitligini kanitlayin. Ipucu: a sabit bir kisi olsun. {(a, z,y) : a ve  tamsiyorlar, x ve y
tamsgiyorlar ama a ve y tamigmiyorlar} kiimesini iki farkl bigimde saym.

(Bir olimpiyat sorusu) a1 < a2 < --- < a, = m pozitif dogal sayilar olsunlar. by, k’dan
bliytikesit terimlerin sayisi olsun.

ait+at-t+an=br+ba+- - +bm

esitligini kanitlayin. ipucu: Su 6zelligi olan n x m boyhutlu bir say1 tablosu ¢izin: 7’inci
siranin ilk a; terimi 1 olsun, geri kalan m — a; terimi 0 olsun. Siralar1 ve siitunlari
toplayin.
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4.29. izdii§iim Geometrisi. Bir diizlem geometrisi, adlarina nokta ve dogru denilen iki
tlir nesnesi olan ve ancak bir noktayla bir dogru arasinda olabilecek ve adina “listiinde-
lik” iligkisi denilen ikili bir iligkinin oldugu bir yapidir. (Eger bir P noktasi bir m
dogrusunun “istiindeyse” bu genellikle PIm olarak yazilir.) Bir diizlem geometrisinde,
ayrica, hicbir noktanin bir dogru olmadig: varsayilir. Agina oldugumuz geometrik te-
rimlerin bu soyut kapsamda da tahmin edilen tanimlari vardir; biz de bu terimleri bu
aligtirmada 6zgiirce kullanacagiz.

Bir diizlem geometrisinin bir ¢zdtgtim geometrisi olmasi i¢in su li¢ kosul gereklidir:
P1. Herhangi iki farkli noktadan tek bir dogru geger.

P2. Herhangi iki farkli dogru bir noktada kesisir.

P3. Herhangi ii¢li dogrusal olmayan dort tane nokta vardir.

7 bir diizlem geometrisi olsun.

a. m'nin herhangi iki dogrusunun tek bir noktada kesigtigini kanitlayin.

b. 7’nin herhangi iki dogrusunun noktalari arasinda bir egleme oldugunu kanitlayin.

c. Herhangi bir noktadan gegen dogrular kiimesiyle herhangi bir dogrunun noktalar:
arasinda bir esgleme oldugunu kanitlayin.

d. Her dogru tstiinde en az ii¢ tane nokta oldugunu kanitlayin.

e. Bir dogru iistiinde tam n tane nokta varsa diizlemde n?+n+1 tane dogru ve n?+n+1
tane nokta oldugunu kanitlayin.

f. Bir dogru iistliinde tam ii¢ tane noktanin oldugu bir izdiiglim geometrisi insa edin.






5. Binom Katsayilari

x + y ifadesinin kuvvetlerinin agilimlarina bakalim:
P =1
) =z+y
z+y)? = 2% 4 2zy + o
)% = 2® + 32%y + 3xy? + o
=2t + 4a3y + 622y% + day® + o
)® = &% + bty + 1023y? + 10223 + 5ay* + 4°

Bu carpimlar elle yapmak pek o kadar kolay degil, alinacak kuvvet bliylidiikge

bayagi bir zaman alir. Daha dogrusu kolaydir ama ¢ok zaman alir ve giderek

hata yapma olasiligi artar. (Yiiz basamakl iki sayiy1 ¢arpmak da kolaydir

ama kimse yapmak istemez!) Bu boliimde yukaridaki garpimlar1 daha kolay

bulmaya yarayan bir yontem bulmaya ¢alisacagiz. Bakalim bulabilecek miyiz!

Sozgelimi (2+y)'® teriminin acilimimi oldukca hizli bir bicimde bulabilir miyiz?
Belli ki (x + y)!® teriminin aciliminda,

15 .14 13,2 6,9 ,.5,10 14 15
z 7x y?x y?"'?xy7xy 7"'7wy 7y

monomlar: olacak, yani ¢ + j = 15 esitligini saglayan ¢ ve j dogal sayilar: i¢in
xly!

bi¢iminde yazilan monomlar olacak, bu kolay, 6nemli olan bu monomlarin kat-
sayilarimi hesaplayabilmek. Anlagilmistir herhalde: z'y? biciminde yazilan te-
rimlere monom denir. Monomlarin 6niindeki sayiya da monomun katsayist
denir. Ornegin

z® — 32y + 3xy® +

teriminde x?y’nin katsayis1 —3, y3’iin katsayis1 1, 22'nin katsayisi 0’dir.

Katsayilar arasinda bir iligki goziimiize carpar umuduyla, kiiclik n sayilar
i¢in (x + y)™ ifadesinin yukarida buldugumuz agilimin katsayilarin altalta ya-
zalim:
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1

11

1 21

1 3 3 1

1 46 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 350 36 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 8 126 126 84 36 9 1

Adma Pascal tiggeni denilen bu iiggen nasil olusturuluyor? Dikkat eder-
seniz, licgenin her sayisi bir istiindeki ve bir tstiindekinin hemen solundaki
sayilarin toplami. Ornegln en alt satirdaki 84 say1sl bir st satirdaki 56 ile
28'in toplamidir. Bu da bize Teorem 3.5’teki Pascal Ozdegligi'ni animsatmali.

Bu iicgenin en son satirina bakarak (x + ) teriminin acilimimi uzun he-
saplara girismeden bulabiliriz:

(z +1)? = 2° + 928y + 3627y + 84251® + 12625
—1—126304(7;5 + 84:c3y6 + 36x2y7 + 93:y8 + yg.

Simdi monomlarin 6niindeki sayilarin (katsayﬂarln yani) neye esit olduklarini
bulalim. (z + )" teriminin acihminda kac tane 'y’ monomunun belirdigini
hesaplamak istiyoruz. (z + y)" terimini acarken, x + y’yi kendisiyle n kez
garplyoruz, yani

(z+y)(z+y)(e+y) - (z+y)(z+y)

islemini yapiyoruz. Kendimizi carpimi yapiyormusg gibi digleyelim. Carpim
islemine giristigimizde, yaptigimiz sey, yukaridaki her parantezden = ve y’den
birini se¢gmek ve sectiklerimizi birbirleriyle carpmak. Olasi tiim segimleri yap-
t1gimiz1 da unutmayalim. S6zgelimi her parantezden z segersek, bu x’leri car-
parak ™ monomunu buluruz. Biri diginda her parantezden x segersek, x’i n—1
kez, y’yi de bir kez secmis olur ve bu secimlerimizi carparak ™'y monomunu
buluruz. Ikisi disinda her parantezden x secersek " 2y? monomunu buluruz.
Eger z’i © kez secersek, y’yi mecburen n — ¢ kez se¢mis olur ve carpim olarak
2%y~ monomunu buluruz. Demek ki (z+%)" teriminin agihmda kag tane 'y’
monomu belirdigini hesaplamak icin n parantez arasindan kac farkli bicimde
i tanesini segebilecegimizi hesaplamamiz gerekiyor. Toplam n parantez var ve
bu n tane parantezden (x ve y arasindan x’i segecegimiz) ¢ tanesini segecegiz.

n parantezden kag farkli bigimde ¢ tanesini segebilecegimizi gormiistiik: Boyle

bir se¢imi
n
i



69

farkli bicimde yapabiliriz. Demek ki, 'y’ monomunun 6niindeki katsay iste
bu sayidir. Sozgelimi,

6 6 6 6 6 6 6
oo = (o) () ()i () () (1) ()
esitligi, yani
(z +9)% = 2% 4+ 625y + 15292 + 202393 + 1522y + 6295 + ¢/

esitligi gegerlidir.
Daha genel olarak, (z + y)" ifadesini acarsak,

2 (" )y (7 a2 [T ey
n—1 n—2 n—1

ifadesini buluruz, yani,
- n
< ) xn—zyz
; n—=1
=0

esitligi gecerlidir'. Eger n — i yerine i yazarsak, bu toplam, Sonuc 3.4’teki
Simetri Ozelligi’'nden dolay1

(z+y)" = zn: (?) aly"!

1=0

(. +y)"

bi¢imini alir. Béylece, (x+y)™ teriminin agilimindaki monomlarin katsayilarini
bulmus olduk.

Yukaridaki esitlikten dolayi, “n se¢ ¢’ sayilarina binom katsayilar: adi
da verilir.

Eger x ve y’ye cesitli degerler verirsek, binom katsayilar1 arasinda ilging
esitlikler buluruz. Ornegin = = y = 1 alirsak, Sonuc 4.1’de kamtladigimiz

()

esitlik bulunur.
Eger x = —1, y = 1 alirsak,

> (]) -0

12?:0 a; ifadesi, ao’dan ay’ye kadar olan sayilarin toplamim simgeler, yani Y . a; =
ao + a1 + - -+ + an. Bu yazihm hakkinda daha fazla bilgi i¢in bkz. [N1].
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buluruz, ki bu esitlik de aynen, sonlu bir kiimenin ¢ift sayida elemani olan
altkiime sayisinin, tek sayida elemani olan altkiime sayisina esit oldugunu
soyler. (Neden?)

xr = 2, y = —3 alinarak ortaya cikacak tuhaf egitlikleri bulmay1 okura
birakiyoruz. Ayrica y yerine —y alarak,

turden esitlikler de bulunabilir.
Tabii y = 1 alip 2’i serbest de birakabiliriz. Bu durumda

(1+2)" = Z; <7Z>x

esitligini elde ederiz. Bu esitligi ve (1 + 2)"(1 + 2)™ = (1 + 2)""™ esitligini
kullanarak Sonug 4.3’ bir kez daha kanitlayabiliriz:

SO (S0x) -2 0

esitliginden,

(= O0) -5

k=0 \i+j=k k=0

esitligini elde ederiz. Simdi katsayilar: esitlersek,
Z n\(m\ (n+m
= \iJ\i) \ k
i+j=k
buluruz.
(r+y+2)"yada (z1+ -+ xx)" gibi ifadelerin a¢ilimimi Teorem 10.5te

gorecegiz.
Yukarida kanitladigimiz

n
n __ n i, N—1
wror =3 (7)o
1=0
esitligini, n tlizerine tiimevarimla cok daha cebirsel bir bigimde kanitlayabili-
riz. n = 0 ise kanit kolay. Yukaridaki esitligi varsayip, ayni esitligi n + 1 icin
kanitlayalim:
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=0
(Sondan bir énceki esitlikte Teorem 3.5’1 kullandik.)

Asala Boliinme. Binom katsayilarinin ¢ok énemli bir bagka 6zelligine gece-
lim:

Teorem 5.1. Eger p bir asal ve 0 <1 < p ise,

9

sayst pye bolundir.

Kanit: Bunun igin,
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esitligine dikkatlice bakmak yeterli: ¢ ve p — ¢ sayilar1 p’den kiigiik olduk-
larindan, paydada, paydaki p’yi sadelegtirecek bir p bulunmaz. Dolayisiyla p,
“p se¢ ¢” sayisini boler. O

Teoremin daha genel hali i¢gin bkz. Aligtirma 5.13. Simdi sayilar kuramin-
dan (daha dogrusu aritmetikten) ¢ok tinlii, 6nemli ve yararh bir teorem kanit-
layalim.

Teorem 5.2 (Fermat’nin Kiigiik Teoremi). Eger p bir asal ve a bir tamsayiysa
aP? — a saysy p’ye bolindr.

Kamt: Once a € N iken kamtlayalim. Eger a = 0 ise hicbir sorun yok. Teore-
min ¢ i¢in kanitlandigini varsayip, teoremi a + 1 i¢in kanitlayalim.

(a+1)p:i(I;)ai:urg(z;)aﬂmp

=0

esitligini biliyoruz. Demek ki,

(a+1)P — (aP +1) _pz_:l (f)al

i=1

Ama Teorem 5.1’e gore, bu son egitligin sag tarafindaki binom katsayilari p’ye
boliiniir, dolayisiyla esitligin sol tarafi da p’ye boliniir. Ama,

(@a+1)P = (a+1) = ((a+1)" = (¢ = 1)) + (¢” — a)

oldugundan ve sag taraf p’ye boliinen iki sayinin toplami oldugundan, sol taraf
da p’ye boliiniir.

Simdi a¢ < 0 olsun. O zaman —a > 0 olur ve 6nceki paragraftan dolay:
(—a)P — (—a) sayis1 p'ye boliniir. Eger p tek ise,

(—a)f = (=a) = (=1)Pa’ + a = —a’ + a = —(a¥ — a),

dolayisiyla a? — a sayisi da p’ye boliiniir. Eger p ¢iftse, yani p = 2 ise, o zaman
2 _—a=ala—1) olur ve ya a ya da a — 1 ¢ift oldugundan, carpimlar1
da 2’ye boliiniir. Teorem kanitlanmisgtir. O

a’P—a=a

Teorem 5.3 (Fermat'nin Kiigiik Teoremi). Eger p bir asal ve a, p’ye asal bir
tamsayrysa a1 — 1 sayse pye bolindir.

Kanit: Teorem 5.2’ye gore p'nin a? — a sayisini yani a(a”~! — 1) sayismi bol-
diigiinii biliyoruz. Ama p bir asal ve varsayima gore a’y1 bolmiiyor. Demek ki
a, aP~' — 1 sayisi boler. O
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Fermat’nin Kiigiik Teoremi’nin Bir Bagka Kaniti: Verecegimiz kanit
hemen hemen hi¢bir matematik bilgisi kullanmaz. Sadece baz kiimelerin ele-
manlarini saymak yetecek.

p bir asal say1, a herhangi bir dogal say1 olsun. a tane farklh harf alalim,
diyelim hi, hs, ..., hg. Bu harflerle yazilmigs p uzunlugundaki sozciikleri ele
alalim. Bir harfi aymi sozciikte 1’den fazla kez kullanmaya iznimiz var. Bu
sozciiklerden tam aP tane vardir, ¢linkii ne de olsa harfler i¢in p yerimiz var ve
her yer i¢in a tane harf secenegimiz var.

Bu sozciiklerden bazilar: tek bir harf kullanirlar: hihy ... hy gibi; bunlardan
da tam a tane vardir. Bunlar1 ¢ikaralim. Geriye

a? —a

tane sozciik kalir. Bunlar, a tane harfin en az ikisini kullanan p uzunlukta
sozciiklerdir. Bu sozciiklerin kiimesine X diyelim.

Simdi X kiimesindeki sozciiklerin harflerini bir ¢gemberin etrafina esit ara-
liklarla dizelim. O zaman bazi sozciikler arasinda fark kalmaz. Ornegin p=>5
ise,

KUMES, UMESK, MESKU, ESKUM, SKUME

sozciikleri gember etrafina dizildiklerinde ayni sozciik gibi goriiniirler. Bu tiir
sozciiklere denk sozciikler diyelim. Her sozciik (kendisi de dahil olmak tizere)
tam p tane sozclige denktir. Birbirine denk olan sozciikleri bir “sinif”ta top-
layalim. Boylece X kiimesinin a? — a tane sozciigiinii her biri p eleman iceren
siniflara ayirmig oluruz. Dolayisiyla p, a? — a sayisini boler. H

X

Her birinde p eleman olan siniflar

X’in a? — a tane elemani var ve her biri p elemani olan ayrik
siniflara ayrilmig. Demek ki p, a” — a’y1 boler.

Ornekler

5.1. Kuvvetlerin Toplami. Bu 6rnekte

fe(n) =15 42" . pnf ="
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i¢in formiil bulmanm bir yolunu bulacagiz. Daha énce Ornek 2.30°da k = 0, 1, 2, 3 ve
4 igin formiilleri bulmugtuk. Burada o 6rnekteki yontemi uygulayacagiz. £ > 1 olsun.
Elbette

fe(n+1) = fr(n) = (n+ 1)*
olur. Aymi fr41(n+1) — fr+1(n) ifadesini bagka tiirlii hesaplayalim:

n+1 n n+1 n
fk+1(n + 1) o fk+1(n) _ Z ik+1 _ Zik+1 =14 Z ik+1 o Zik+1
i=1 =1 1=2 =1

n n n

=1+ zn:(j FDF N =1 Y DM =Y

j=1 i=1 i=1 i=1

(. E+1 k1 (& (k1) 1
ey (1 )—1+Z(E< j >_ >
k

i=1 i=1

(s ()
i=1j= J=0 i=
k k+1> n k <k+1>
=1+ ‘ 14 fi
z( IR DSERIES o (R VI8

Demek ki,

1+ (k g 1) fo(n)+ (k T 1) filn)+-+ (:t 1) fe-1(n)+ (kf) fi(n) = (n+ )"

ve dolayisiyla,

(k+1)fu(n) = (n+1)F" —1— <k31>f0(n) <kj1L1>fl(n)A.. (’Zj ka_l(n)

olur. Boylece, eger
fo(n), fi(n), ..., fu-1(n)

icin formiilleri biliyorsak, fi icin de formiilii bulabilecegimiz gikar. Ornegin,

Jo(n), fi(n), f2(n), f3(n), fa(n)

i¢in formiilleri daha 6nce buldugumuzdan, yukarida yapilani uygulayarak fs(n) igin
formiil bulabiliriz. O

fe(n), k+1’inci dereceden katsayilar: kesirli olan bir polinomdur. Daha dogru bir deyisle
(¢linkii fx(n) bir polinom degil, bir sayidir!) k4 1’inci dereceden 6yle bir px (X ) polinomu
vardir ki, her n dogal sayis: icin,

Jr(n) = pr(n)

olur.
Kanit: Bu dedigimiz hemen yukarida yapilanlardan tiimevarimla ¢ikar: po(X) = X
olsun ve py(X) polinomunu,

(X 4+ —1— (") po(X) = (*T)pr(X) = = () pr-1(X)
kE+1

pe(X) =

olarak tanimlayalim. Bir 6nceki 6rnekten dolay: istedigimizi elde ederiz. O
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5.3. (k+ 1)!pr(n) polinomunun katsayilar: tamsayidar.
Kanit: Bir onceki 6rnekten tiimevarimla ¢ikar. (]

Dikkat: Agagidaki alistirmalar kolaydan zora dogru siralanmamig olabilir.

Aligtirmalar

5.4. Asagidaki esitlikleri kanitlayin.
" _i(n = [
2! =3" —2)" =(-1)"™.
(1) - e (r) -

5.5. p bir asalsa p*’nin

sayisini boldigiini kanitlayin.

5.6. Sonlu bir kiimenin ¢ift sayida elemam olan altkiime sayisinin, tek sayida elemani olan
altkiime sayisina esit oldugunu kanitlayin.

5.7. p bir asal say1 ve n bir dogal say1 olsun. Eger z bir gercel sayiysa, [z], ’in tamkismi
olsun. Ornegin,
[8,12] =[25/3] = [8] = 8.
Eger
a=[n/p]+ [n/p*] +---
ise (toplam sonludur, en fazla n terim igerebilir) o zaman p®’nin n! sayisim boldigi-
nii ama p®*Vin bolmedigini kanitlaym.

5.8. (14 x)*" ifadesini acarak,

(B <) () ) - )

esitligini (bir kez daha) kanitlayin.
5.9. Bir gemberin tistiinde 11 nokta aliniyor. Kogeleri bu 11 nokta arasindan segilen kag
digbiikey cokgen vardir?

5.10. Her 0 < k < n tamsayis! i¢in

-1 —1 -1
n+1 " n+1 _n+2n
k k41 Con+1\k
esitligini kanitlayin.

5.11. Su esitsizlikleri kanitlayin:

()< ()< () == () = ()

Not: Burada, [z] sayisi

[z] —1 <z < [z]

esitsizliklerini saglayan en kiigiik dogal sayidir. |z | ise,
lz] <z < |z]+1

egitsizliklerini saglayan en kiigiik dogal sayidir, yani tamkisimdir.
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5. Binom Katsayilari

(X+Y +2Z)"™ polinomunda X ‘Y7 Z* teriminin katsayisini hesaplayin. (Burada, i4j+k =
n.) Bkz Teorem 10.5.

Eger p bir asalsa, n > 0 bir dogal sayiysa ve 0 < ¢ < p" ise, p’nin

sayisint boldiigiinii kanitlayin.
n > 1 bir tek tamsay1 olsun.

(&) G} 6)- ()

sayilar1 arasindan tek olanlarinin sayisinin tek oldugunu kanitlayn.

Kanitlayin:
a. T, (") = (",

b. Yo (") = (),

c. Y i(h) =n2n
n pozitif bir dogal say1 olmak iizere, her 1 < k < 2n — 1 sayisi igin,

(¢}

sayisinin ¢ift oldugunu ve yalnizca tek bir k igin bu sayinin 4’e boliinmedigini kanitlayin.

p bir asal ve n > 1 bir dogal say1 olsun. p" sayisinin,

p" e
P

sayisini boldiigiinii kanitlayin.

5.17. p > 3 bir asal sayiysa

<2p1> .
p—1

sayisinin p>’e boliindiigiinii kanitlaymn.



6. Binom Acilimi Problemleri

Mustafa Ozdemir

Bir 6nceki bolimde gordiigiimiiz iizere, binom agilimi, (z + y)" ifadesinin agi-
Limidar:
) =z+y,
)? = a® + 2ay + ¢,
)3 = 2? + 322y + 3xy® + 4,
z+y)t =zt + 423y + 62%y% + dayd + P
) = 2% + bty + 1023y? + 10223 + 52y +9°
)6 = 28 + 625y + 152%y? + 20233 + 152%y* + 621 + °

Bu acilimlarin katsayilarini agagidaki gibi dizelim:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Bu tabloya Pascal tiggeni denir.
Ilk siituna 0’inc1 siitun, ilk siraya da 0’inci satir dersek, 0 < r < n icin,
n’inci satirla r’inci stitunda kesigen sayi,

n

r
olarak gosterilir. Bu say1iya, bir 6nceki béliimden bildigimiz tizere binom kat-
sayist ad1 verilir ve cebirsel ifadesi goyledir: Her 0 < r < n igin,

()=t



78 6. Binom Agilimi Problemleri

Binom katsayilarimin, n farkli nesne arasindan r farkli nesnenin kag farklh
bicimde secileceginin sayisi oldugunu biliyoruz.
Yukaridaki yazilim kullanilarak Pascal iiggeni s0yle de gosterilebilir:

G) () ()

b) () G) )

b () () 6) ()
L) () G) 6) G) G

G) () () G) ) 6) ()

Pascal ticgenindeki her sayimin, bir tstlindekinin ve onun solundaki sayinin
toplami olduguna dikkatinizi gekeriz. Ornegin,

15 =10+ 5 ve 20 = 10 4+ 10.

Bu olgu aynen Pascal 6zdesligi adiyla bilinen Teorem 3.5’tir. Dolayisiyla
yukarida gosterilen Pascal tiggenini devam ettirmenin en kestirme yolu, son
satirdaki iki komsu sayiy1 toplayip bir sonraki satira yazmaktir.

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 3 3 21 7 1

1 8 28 5 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Boylece (x4 y)? acilimim rahathkla yazabiliriz:

(z +y)? =2 4+ 92%y + 3627y? + 8425y + 1262°y*
—|—126m4y5 + 84m3y6 + 36:L’2y7 + 91:y8 + yg.

Katsayilar Pascal iiggeninin son satirinda verilmistir. Bir sonraki satir1 da
hesaplarsak, (z + y)'° ifadesinin acihmini da kolaylikla bulabiliriz.

Boliimiin bundan sonrasinda, binom katsayilarinin bazi 6zelliklerini ve bu
ozelliklerin uygulamalarini verecegiz. Ozelliklerin bazilarimin kolay kanitlarini
okura birakacagiz. Ornegin, su esitlik kolaylikla kanitlanabilir (Sonug 4.2):

(0)=(5)
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Asgagidaki ozelligi kanitlamak da kolaydir:

. PP s n n
Simetri Ozelligi [Sonug 3.4]. () = (,".). O
Ornekler
6.1. (1(1)1) - (121) + (1g1) — (19091) — Ggé) toplamina hesaplayinaz.
Coziim: Simetri Ozelliginden bastaki terimler sondakilerle sadelegir ve sonug 0 elde
edilir. 0

62 = (%) + (9) -+ (30) =2
Coziim: Her iki tarafa da

P ()= (7)o (7)+(5) - ()

elde ederiz. Sag tarafin ilk iki terimine

() (2)-(%

esitligini (Pascal 6zdesligi) uygulayip ayn uygulamay: siirdiirelim:

eklersek,

() =) + () + B+ o+ ()
= )+ G+ o+ ()
= () + -+ ()
= (i02)

buluruz. Sonug,

=) ()

cikar. g
Alistirmalar
6.3. (1;1) - (%1) + (13)1) — 4 (}éé) - (iéi) toplamini hesaplayiniz.
6.4. (1;2) - (léZ) + (1;2) — (i(lﬁ) - (1(1)(2)) toplamini hesaplayiniz.

6.5. Pascal iiggeni, Pascal Ozde§li§;i her r ve n tamsayis1 icin gecerli olacak bicimde tiim
diizleme genisletilebilir mi ve genisletilebilirse ka¢ farkli bicimde genisletilebilir?

Sonug 6.1 (Toplam Ozelligi).

(3 () () () (Y
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Kamt: (§) =1= (”gl) oldugundan, sol taraf

() () () e ()

ifadesine esittir. Bu ifadenin ilk iki terimini, Pascal Ozdesligi'nden ¢ikan

n+1 n n+1l\ (n+2
0 1) 1
esitligiyle bire indirelim. Boylece elde edilen ifadenin ilk iki terimini de gene
Pascal Ozdesligi'nden c¢ikan,

n+2 n n+2\ (n+3
1 2 )\ 2
esitligini kullanarak bire indirelim. Bdylece adim adim devam edip terim sa-
yisini bire indirebilir ve istedigimiz sonuca variriz:

<ngl>+<n?1)+<n;2>+”.+<njr)
("?)
("3°)

)

Ornekler
6.6. Teorik bir 6nemi olmasa da, simetri ve toplam 06zelliklerini kullanarak ¢ok bilinen

n(n+1)
2

1424 +n=

esitligini gosterelim.
Cozium:

14243+4+- +n=
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6.7. Yukaridaki gibi i(é + 1) /2 biciminde yazilabilen sayilara iicgensel say: denir. (Neden?)
Ornekten esinlenerek ilk n “liggensel” sayinin toplamini da rahathikla bulabiliriz:

1+3+6+10+...+"(n2—1):<§>+<2>+<;1>+<2>+...+<Z>
) () G () ()
() - () -

< k < n tamsaylar: i¢cin,

Sonug 6.2 (Newton Ozdesligi). 0 < r
B n—r
B —r
esitligt saglanar.

Kanit: Basit bir hesap:

(Z) (f) - k!(nni k)! r!(kki N (n— k)!Zi(k —7)!

nl(n —r)!
(n—r)(n— k)l (k—r)!

“(n _n:nm (n . Zﬂ(;)!— Nl <n> <Z - )

Kanitimiz tamamlanmigtir. [l

Binom Acgilimi. n € N igin, (x + y)" ifadesinin agiliminda, Pascal tiggenini
kullanabilecegimizi biliyoruz:

n n n . n
(x+y)" = (O>:c" + <1)x”1y+---+ (Z,):C"Zyl + (n_ 1>x1y”1

Binom acgilyma denilen bu esitligi toplam semboliiyle,

seklinde de gosterebiliriz.
Bu esitlikte £ = y = 1 alirsak,

2" = (1+1)" = 'n <7Z>
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6zdesligi elde edilir. Ornegin,

100 100 100 100 100
— 9100
()= () (2) - (o)

Bir bagka varyasyon: z = 1, y = —1 alirsak,

ilging esitligini buluruz.
Ornekler

6.8. 62097 4 82007 suunsinan 49°a boliminden kalan kagtur?

Coziim:
(2007 4 g2007 _ (7 - 1)2007 (74 1)2007

S (20i07> I (20@97) »

k3

=2007 x 7 — 142007 x 7+ 1 = 2007 x 14
= ((49 x 44) +47) x 14 =47 x 14 = —2 x 14 = —28 = 21(mod 49).

6.9. 101'° sayisimn son on rakamanen toplama kactur?
Coziim: Binom formiiliinii kullanarak

101" = (10 + )™
sayisin1 mod 10'° hesaplayalim®:

101" = (102 + 1) = i 10} 12
i

=0

0 10\. &« [(10\. 6 (10\. .. (10\.., [10\. .,
=10"" + +<4>10 +<3)10 +<2>10 +<1>10 +<O>10
10 8 10 6 10 4 10 2
= 1 1 1 1 1
(4>0+<3>0+<2>0+<1>0+

=210-10% +120-10° +45-10* +10-10* + 1

=10° +12-10" +45-10* +10- 10> + 1
=10°410°+2-10" +4-10° +5-10* + 10> 4+ 1 (mod 10'°)

denkliginden, son 10 rakamin toplaminin
1+14+24+44+5+1+1=15

oldugu goriliir.

'Modiiler aritmetigi bilmeyenler icin: “a = b mod n”, n sayisi a — b sayisim béler, yani a
ile b’nin n’ye boliimiinden kalanlar esittir demektir.
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6.11.

6.12.

6.13.
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Z,ICO 5% (H) ifadesinin son rakama kagtur?

Coziim:
25( ) G+

esitliginin solundaki ifadenin ilk ve son terimlerini ¢ikarirsak,

Z5k (11) G+ 1" — 5 (101> _ sl (ﬂ) _gll 5t

esitligini bulmus oluruz. 6'! sayismm son rakami 6, 5*! sayisinin son rakami 5 oldugun-
dan, sorunun yanit1 6 —5 — 1 = 0 olur.

x sayisiman hangi pozitif tamsayr degeri i¢in, (2z + 9)10 ifadesinin acilomanin «* terimi
komsu terimlerden daha biyiktir?

Cozim:
10 4.6 10 37
<4>(2$)9 ><3>(2w)9

10 4.6 10 545
<4>(2$) 9° > <5>(2:c) 9

olmalidir. Buna gore, bu esitsizliklerde gerekli sadelestirmeleri yaparsak, birincisinden

x > 3, ikincisinden x < 3 buluruz. Demek ki z = 3.
50 ( 100
k=1 \2k—1

Coziim: Sorudaki ifadeyi

ve

) sayrsine asallarina ayirin.

()

olarak yazabiliriz. Simdi, (1 + 1)'°° ve (1 — 1)'°° sayilarmin binom acihimlarini yazip
birbirinden ¢ikaralim:

9100 _ 1+ 1)100 (- 1)100 _ Z (1(;0) B Z(fl)i (1?())-

i=0 i=0

i gOstergeci ¢ift olanlar sadelesir ve geriye,

100
210022
i tek

kalir. Demek ki yanit 2°%dur.
1 < r < n tamsaylar: i¢in,

toplamina hesaplayiniz.
Coziim: Newton 6zdesliginden, 0 < r < k < n tamsayilar igin,

B6)-C)6)
2()6)-20)6)

oldugundan,
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6.14.

6.15.

6.16.

6. Binom Agilimi Problemleri

yazabiliriz. Ama k’dan bagimsiz bir sabit olan

n
r
sayisini toplamin digina gikarabiliriz:

g@ ()= ()2

Gostergegleri diizenlersek (s = k — r olsun),
r s
s=0
elde edilir. Binom ag1hm1ndan

cikar. Tiim bu yaptlklarlmlzl bir yerde toplayalim:

i(?)() ()(“"‘)(?)i}(lii)
(EC)-0)

(15000) (gg) + (15010) ( ) 4+ 4+ (188) (100) toplama 2’nin en biyik kaginct kuvvetine bélindr?

Céziim: Newton Ozdesligi'nden (Sonug 6.2), sorudaki toplam,
100 (50 n 100\ [ 50 I 100\ [ 50
50 0 50 1 50 50
(100 50 50 50 _ {100) 50 _ 100! 50
(50)<<o)+<1)+ +<50>><50>2 = 501501

sayisina egittir. 100!/(50!50!) sayisinda,
(50 + 25+ 1246 +3+1) —2(25+12+6+3+1) =3

%
R
> 3
(.
S 03
~_—

3

M

tane 2 garpani oldugundan (bkz. Aligtirma 5.7 ya da Teorem 27.5), toplamda 2 garpa-
niin kuvveti en fazla 50 + 3 = 53 olur.

(500) + (511) +oF (19499) + Ggg) =7
Coziim: Toplam 6zelliginden (Sonug 6.1) dogrudan,

()
S0

cikar.
0 < k <m < n tamsaylars i¢in,

ifadesini hesaplayiniz.



6.17.

6.18.

6.19.

Coziim: Once su esitligi farkedelim:

m\ (n o _ m! El(n — k)  ml(n—k)!
k) \k T kl(m —k)! n! T onl(m — k)]

Demek ki hesaplamak istedigimiz toplam,

() ()=

85

cikar. (Ugﬁncﬁ esitlikte ¢ = m — k degisikligini yaptik. Dordiinct esitlikte toplam

ozelligini kullandik.)
Soh_ok(}) toplamwna hesaplaywm.
Coziim: Dogrudan hesaplayalim:

(i) -2 (o) ()

k=1
n—

- n 1 ! n—1
- n—1
=N E <k’ 1) =N ( ) ) =n2 .
k=1 £=0

> reo k+1( ) toplamane hesaplayin.
Coziim: Yukaridakine benzer bir yontem kullanacagiz:

"1 [n+1 1 = (n+1
Zk+1<) kzn+1<k+1>:n+1kzo<k+1>:

L)) e

m ve n dogal sayilars i¢in,

—1).

020

ifadesinin kapaly bir bi¢imini bulunuz.

Coziim: (:Z) = (Zﬁ

) oldugundan, Pascal Ozdesligi’ni (Teorem 3.5) ilk iki terime
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stirekli uygulayarak,

() () (2) )

I
TN
3 3
+ +
—_ w

n+1
m+1
elde ederiz.

6.20. 1-2-3-4-5+2-3-4-5-64+---+96-97-98-99-100 =7
Coziim: i(i + 1)(i +2)(i + 3)(i + 4) = 5! x ("t*) oldugundan sorudaki toplam, toplam
ozelliginden dolay1,

5!<§> +5!<§> + 51 (;) +..,+5!(959> +5!<1go)
_251(5;i> _5!2(5?) _5!<121>

_ 101! 101-100-99-98-97-96
T 61950 6

=101-100-99-98-97-16

olur. Boylece, yanit 101 - 100 - 99 - 98 - 97 - 16 bulunur.

6.21. (z + 2y)*° ifadesinin aglvminda ardustk ki terimin katsayslar esittir. Buna gore, bu
terimlert bulunuz.
Coziim: (z + 2y)?° ifadesinin agihiminda,

20 a 20—a 20 a+1 20—a—1
<a)x (2y) ve (a—i— 1)m (2y)

katsayilar esit olan iki terim olsun. Demek ki,

<20> J20-a _ < 20 )22“”.
a a+1
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6.23.

6.24.
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Buradan,
20! 20!

" w92 =
al(20—a) ° T (at+ D20 —a— 1)
ve daha da sadelestirerek

L X 2
20 —a T a+1
elde ederiz. Bundan da a = 6 ¢ikar. Yani 7’'nci ve 8’inci terimlerin katsayilari egittir.

n bir ¢ift pozitif tamsayr olmak tizere,

1 1 1 1
Un—1! " 3mn=3)1 " 5ln=s1 T =
toplamina hesaplayiniz.
Cozim:
1 1 1
Un—1!  3in=3)! T m=Dm

_ 1 n! n n! R n!
Tl \(n—-1!  3i(n-3)! (n— 1)

_;!(@+<§>+...+<n§3>+<nf1>>

esitliginden dolayi, parantez i¢indeki toplami hesaplamaliyiz. Bunun igin, Ornek 6.12'de-
ki gibi, (1+1)™ teriminin binom agilimindan (1—1)" teriminin binom agilimin: ¢ikarirsak,
artilar birbirini gtiiriir ve geriye

2= (D" = () () + () () + (),

n—1 n

0=1-1"=0C) =) +G) - =)+ ()

=2 (D) + )+ + ()
kalir. Demek ki, istenen toplam, 2"~ /n! dir.
2112:10 k9* (1131) = 22 esitliginde © kac olabilir?
Coziim: Soldaki terimi kapali bir bi¢cimde ifade edelim:

121 121

w121\ w1 [ 120
> k9 (k)_g 121-3 9 (k_1>
k=0 k=1

120

_ 4 120 _ 92 2 120 _ 602

=9-121-> 9 , | =310+ = (311107
£=0

Sonug = = £33 - 10 olmalidur.

S E () =7

Qézﬁm:% (120) = (;311) esitligini kulanarak, yaniti kolay bir hesapla buluruz:
100 i <1oo> _%5’“( 101 ) 1 120(55k+1< 101 )
k:OkJrl k k:0101 k+1 1014519:0 k+1

_ 1 §54 1) | Lo gon
101 -5 —~ l 505

B Gl01 _ 5101 _ q
o 505 '
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6.25. Asagidaki egitligi saglayan n sayisine bulunuz.

1-1998 + - -+ + (1999 — §) + - - + 1998 - 1 = <g>

Yanit: {1, 2, ..., n} sayilarindan segilen a < b < ¢ geklindeki {ig farkl sayidan olugan
{a, b, ¢} kiimelerini iki farkli bigimde sayalim. Bunlardan elbette,

)

tane vardir. Ote yandan, b sayisi secildikten sonra a sayisi icin b — 1 segenek, c sayisi
i¢in n — b segenek vardir. Boylece, bu kiimelerden,

0O-n—1)+1-n—-2)+---4+(n—-2)-1+(n—-1)-0

tane vardir. Demek ki

(;):ﬁfw—lxn—w

b=1

olur. Orijinal denklem n = 2000 durumunda elde edilebilir.

Aligtirmalar

6.26. Yukaridaki esitligi kullanarak

o nn+1)(©2n+1)
T

esitligini bir kez daha kanitlayin (bkz. Aligtirma 2.15).

6.27. {1,2, ..., n} sayilarindan segilen a < b < ¢ < d geklindeki dort farkh sayidan olusan
{a, b, ¢, d} kiimelerini Ornek 6.25’teki gibi iki farkli bigimde sayarak

2<4> ZZu(n—u)(n—u—l)

u=1

esitligini kanitlayin. Buradan

igin bir formiil gikarin.

Miiltinom Agilimi. Ikiden fazla terimin dogal say1 kuvvetlerini de, binom
agilimina benzer sekilde ifade etmemiz miimkiindiir. Ornegin,

(@ +y+2)°

carpimini oldukca cabuk bulabilmek isteriz.
ni, N2, N3, ..., g negatif olmayan tamsayilar ve

n=mni+ng+---+ng
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olmak tizere,

( n > B n!
ny,na,...,Ng nllng!---nk!

tanmimini yapalim. O zaman, (z1 + z2 + - - - + )" kuvveti,
n+ne+---+ng=n

esitligini saglayan tiim ni, ne,...,n; dogal sayilar: icin,

n n1 ng
( et
ny,n2,...,Ng

terimlerinin toplamidir, yani
n n ni Nk
(x1+ 22+ + )" = E N )
ni4-tng=n ny, N2, ..., Nk

esitligi gegerlidir. Bu ifadeye midiltinom agilama diyecegiz. (Bu formiil ileride
Teorem 10.5 olarak kanitlanacak.)
Ornegin,

7

) 7 _ ni n2(9.\N3

(x + 3y + 22) E <n1,n2,n3)x (3y)™(2z)
ni+no+nz="7

seklinde acilabilir.

Not 1. Miiltinom katsayilarini, parantezin altindaki (ni,ne,ng) sayilarmna
gore “alfabetik siraya” dizebiliriz:

(0,0,7),(0,1,6),(0,2,5),...,(0,7,0),(1,0,6), (1,1,5),...,(7,0,0).

(o) = (1)

Not 2. k£ = 2 durumunda,

elde ederiz.

Ornekler

6.28. (x+3y+ 22’)7 ifadesinin agilvminda, 3y?2? teriminin katsayising bulunuz.
Céziim: (, ] ,)3°2° = 5153%2° = 7560.
6.29. (1+ z% + x11)20 ifadesinin agilvmanda x3° teriminin katsayist kactur?

Coziim: Once (1 + 25 + 21)?° ifadesini acalim:

(1 + 26 + x11)20 _ Z (ajg’ C) lu.(xG)b(xll)c

a+b+c=20
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Bu ifadede z*° teriminin katsaymi bulabilmemiz igin,

6b+1lc=39vea+b+c=20

esitliklerini saglayan tiim a, b, ¢ sayilarini bulmaliyiz. Birinci denklem b ve ¢ sayilarini
bayag: kisitliyor. Her seyden 6nce, 0 < b < 6 olmali. Bu degerler denendiginde, (b, ¢) =
(1, 3) bulunuyor sadece. Demek ki a = 16. Boylece, yamt,

20 20!
= ——— =19.
(16, 1, 3) 16!113! 9380

6.30. (1+3xz+ 2x3)10 ifadesinin acilimanda z* teriminin katsayise kactur?

olur.

Coziim: Yukaridaki gibi ¢ozecegiz.
(1+ 3z +22°)° = a+b+zc:w (az c) 1°(32)" (22°)°
esitliginden z*’iin katsayim bulabilmemiz icin,
b+3c=4vea+b+c=10
esitliklerinden a, b, ¢ sayilarin1 bulmaliyiz. Birinci esitlikten,
b=1yada4
cikar. Dolayisiyla c sirasiyla 1 ya da 0’dir. Demek ki
a=8yadab

olabilir. O halde, z* teriminin katsayisi,

10 4f 10
6(8,1,1) +3 (6,4,0)’
yani 7830 olur.

6.31. (a+b+c+d+ 6)11 ifadesinin ag¢ilvmanda kag terim vardir?
Coziim: Terimlerin kuvvetleri ni, na, ns, na, ns olmak iizere,

ni1+nz2+n3+ns+ns =11

esitligini saglayan kag tane dogal say1 beslisi oldugunu bulmaliyiz. Yani, 11 ceviz 5 kigiye
kag farkli gekilde paylagtirilabilir? Buna gore, yanit,

11+5-1\ (15) 15x14x13x12
( 5—1 >_<4>_ 4x3x%x2 = 1365

bulunur.



7. Kumelerin Elemanlarini
Sayma

7.1 Bilesim

Herkesin nefret ettigi tiirden bir problemle basglayalim. Bir toplulukta 50 kisi
maviyi, 40 kisi kirmiziy1, 30 kisi sariyi, 12 kisi hem maviyi hem kirmiziyi,
10 kisi hem maviyi hem sariy1, 15 kisi hem kirmiziy1 hem sariyi, 7 kisi hem
maviyi hem kirmiziyir hem de sariy1 seviyor. (Mavi seven 50 kisi bagka renkler
de sevebilir.) Bu toplulukta mavi, kirmiz1 ya da sar1 renklerinden en az birini
seven kag kigi vardir?

Tam bir ahiret sorusu!

Biraz diigintince durumun agagidaki gibi olmasi gerektigi ve toplam 35 +
20+12+ 34548+ 7 = 90 kisginin bu ii¢ renkten en az birini sevdigi anlasilir.

K v s
Ayni yamita hi¢ diistinmeden, sadece verilere bakarak, su sekilde de bulabi-
lecegimiz sizi sasirtabilir:

(50 + 40 + 30) — (12 + 10 + 15) + 7 = 90.

Bu yazida ikinci yontemin neden dogru yaniti verdigini gorecegiz, yani
M, K, S kiimelerinin bilesiminin eleman sayisinin, bu kiimelerin eleman sa-
yisindan ve ikiger ikiger kesigimlerinin eleman sayisindan ve iigiiniin birden
kesigiminin eleman sayisindan,

IMUK US| = | M|+ |K|+|S|— (IMAK|+|KNS|+|SAM|)+|MnKNS]|

formiiliiyle elde edildigini gorecegiz.



92 7. Kimelerin Elemanlarini Sayma
Bunu sadece M, K, S diye adlandirdigimiz ii¢ kiimeyle degil,
A17 A27 ] ATL

diye adlandiracagimiz herhangi n tane sonlu kiimeyle de yapabiliriz: Bu kiime-
lerin her birinin eleman sayis1 verilmisse, ayrica ikiger ikiger kesigimlerinin ele-
man sayisi verilmigse, ayrica iiger iiger kesigimlerinin eleman sayisi verilmigse,
ayrica dorder dorder kesisimlerinin eleman sayisi verilmigse ve boylece mim-
kiin olan tiim kesigsimlerinin eleman sayis1 verilmigse, o zaman,

ATUAU...UA,

bilegiminin eleman sayisini bulabiliriz.
Kanitlayacagimiz formiilii n = 3 igin yukarida yazdik. n = 2 i¢in yanit
oldukga basit:
’Al UAQ‘ = ’Al‘ + ‘AQ’ — ’Al ﬂAQ’.

Son olarak, n = 4 icin yazalm:
A1 UAs U A3 U Ay

bilesiminin eleman sayisi

A17 A27 A3a A4

kiimelerinin eleman sayilarinin toplamai, eksi,

A1 NAg, AjN Az, AiN Ay, AsN A, AoN Ay, AsN Ay
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, arti,

AiNAsNAs, AyNAsNAy, AiNA3N Ay, AsNAsN Ay
kiimelerinin eleman sayisinin toplami, eksi,

A1NAsNA3N Ay
kiimesinin eleman sayisi olarak bulunur. Eger, 6rnegin,
A1 NAsN Ay

yerine Aq 24 yazarsak, formiilii, n = 4 i¢in

|A1U Ay U A3 U Ayl = |Ar| + |Az| + |As| + [ A4]
—(|A12] + |A1 3] + [Ara] + |A23] + |A24
+(|A123| + [A124] + |A13.4] +|A23.4

+|A34

) —Ai234

)

olarak yazabiliriz.
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Sanirim n = 5 i¢in formiiliin ne olacagi tahmin edilmistir. Konumumuzu
belirleyelim ve formiilii en ekonomik bicimde yazabilmek ic¢in bir tanim vere-
lim. n tane sonlu kiime alalim. Bu kiimelere

Ala A27 ceey An
adim verelim. Ayrica, iq,...,7; € {1,...,n} i¢in,

Aoy = A N A NN Ay,

115452

tanimini yapalim. Elbette, 6rnegin,

olur. Bundan boyle Ail,...,i]- yazilimini, sadece

1§i1<i2<...<ij§n

esitsizliklerini saglayan i1, 12, ..., i; gostergecleri icin kullanacagz.
T T3
T
T, ’
Ty

Simdi, kanitlayacagimiz formiilii matematiksel olarak yazabiliriz:

Teorem 7.1 (i(;indelik—Dlglndahk Teoremi). Yukardaki yazilimla, her biri
sonlu Aq,..., A, kimeleri icin

il = Z ’A ‘ - Z ‘Almzl + Z ‘Ai17i277;3‘ -

11 <12 11<i2<13
yant,
n n
_ j+1
UAz' = g (1) E |Ai,.i;
i=1 j=1 1< << <n
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olur. Ayrica,

|A1ﬂ"'ﬂAn|:Z‘Ai|_Z’AiUAj|+ Z ‘AiUAjUAH_"'

i i<j i<j<k
olur.

Kamit: Birinci esitlige odaklanalim. Ikincisi birincisinden kolay bir bi¢imde
gikacak.
Once biraz diigtinelim.

> 14l
i=1

toplaminda bircok elemani birkag kez sayiyoruz: Bu toplamda her eleman kag

tane A;'nin icindeyse, o kadar kez sayihiyor. Ornegin bir eleman Aj, Ay, Ay

kiimelerindeyse ve digerlerinde degilse, o zaman bu eleman toplamda tam g

kez sayiliyor. Acikga goriilmese de kanitimizda bizi yonlendiren fikir budur.
Herhangi bir ¢ elemani ve ¢ = 1,...,n icin

b= 1 egerte A;ise
10 egertéd A;ise

tanimini yapalim. O zaman, biraz diigliniince kolaylikla goriilebilecegi tizere,
her t € T icin,

ﬁ(l ) = 0 egerte |, A ise
Y71 1 aksihalde

it N1 egertelUi A ise
1- H(l —ti) = { 0 aksi halde

ve dolayisiyla,

(1) ) (1 - m) =

t i=1

n

U

=1

bulunur. Simdi soldaki ifadedeki ¢carpimi acalim.

n

[[a-t) =0 -t)A—tz)...(1 —t,) = > (=)t ...t

=1 1<4;<...<4;<n, 0<j
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buluruz. (ikinci esitlik goriindiigii kadar zor degildir, parantezleri dagitmak
yeterlidir. Ayrica, j = 0 oldugunda, ¢;, ...¢;; carpimmmin 1 oldugunu var-
saylyoruz.) Bundan,

1- ﬁ(l —t;) = > (=17, oty

i=1 1<y <...<i;<n,j>0

gikar. (j = 0 igin elde edilen 1 sadelesti.) Demek ki, (1) formiiliiniin solundaki

()

ifadesi

Z Z (=), t,

t 1<i1<...<i;<n,0<j
ifadesine egit. Jimdi bu son ifadeyle oynayalim. Once,

oY e Tt Y S

t 1<i1<...<1;<n,0<j 1<i1<..<i;<n,0<j t

- > <(_1)j+1 Ztilmtij>

1<i1 <...<i;<n, 0<j

esitligini gorelim. Hesaplara kisa bir ara verip en sagdaki toplamin ne olduguna
bakalim. ¢;’lerin tanimindan, hemen,

tiy oot =

J

1 egerte A;N...NA; ise
0 aksi halde

esitligi cikar. Demek ki,
Ztil ---tij = ‘All ﬂ...ﬂAij‘
t

olur. Yukarida bagladigimiz hesaba devam edelim.

_ S (1AL NN A
1<i1<...<i;<n 0<j

n

=2 (= > il

j=1 1<i1<...<i;<n

Birinci esitligi kamitladik. Ikinei esitlige gecelim.
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Eger |[AjU---UA,| =N ise
’AfUA; UAi’ = |(AZ ﬂAj ﬂAk)c‘ =N — ‘Az ﬂAj ﬂAk|

olur. Bu esitligi ticer ticer secilmis kiimelerden £’ser f’ser secilmis kiimelere
genellegtirmek isten bile degildir.

Simdi, kanitladigimiz birinci esitligi, A1, ..., A, kiimeleri yerine bunlarin
tiimleyenlerine uygularsak ve yukarida buldugumuz esitligi gereken yerlere yer-
lestirirsek ve kargimiza gikan N’leri sadelestirirsek, istedigimiz esitligi buluruz.
Ayrintilar1 okura birakiyoruz. O

Bu olgunun bir bagka (belki biraz daha kolay) kanitini agagida bulabilirsi-
niz.

Teorem 7.1’in Ikinci Kaniti. Adim adim gidecegiz. Sadece birinci esitligi
kanitlamamiz gerektigini biliyoruz (bkz bir énceki kanitin sonu).

Sav 1. I C R, n elemanh bir kiime olsun. {(i1,i2,i3) € I3 : i1 < i < iz}
kiimesinin eleman sayist (g) tir. Eger 3 yerine rastgele bir £ = 1,...,n alirsak
sonug () olur.

Kanit: I'nin ii¢ elemanli altkiimelerini kii¢iikten biiytige dogru siraya dizersek
kiigiikten biiytlige siralanmig sirali tigliileri buluruz. Dolayisiyla kiimenin,

(5

tane elemani vardir. 3 yerine rastgele bir ¢ alirsak, sonug elbette
n
L

Sav 2. Herhangi bir s € N\ {0} sayist igin:

00+ () ()

Kanit: (1—1)° = 0 esitliginin solundaki ifadeyi binom a¢ilimina gére agarsak
ve birinci terim digindakileri diger tarafa atarsak, istedigimizi elde ederiz.

olur.

olur.

Sav 3. Bundan boyle A1, ..., A, sonlu kiimeler olsun. z, bu kiimelerin tam s
tanesinde bulunan bir eleman olsun. x’in

D AN AjN Ayl

i<j<k
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sayrsina olan katkis (;) tir, yani eger B; = A; \ {x} ise

S
Z ’AiﬂAjﬂAH— Z |B¢ﬂBjﬁBk|:<3>

i<j<k i<j<k

olur.
Kanit: Eger z elemam A;, A;, Ay kiimelerinden en az birinde degilse, o zaman
elbette

|Az ﬂA]’ N Ak| = |Bl ﬂBj N Bk|

olur ve bu durumun toplama bir katkis1 olmaz. Ote yandan eger z eleman1 A;,
Aj, A kiimelerinin hepsindeyse, o zaman

|AiﬁA]’ﬁAk’ = |BiﬂBjﬂBk’+1
olur ve bu durumun katkisi 1 olur. Demek ki,
S
Z ’AiﬂAjﬂAH - Z |BiﬂBjﬂBk| = (3)

i<j<k i<j<k
olur.
Sav 4. Eger x € |J; A; ise, x’in

Z]A\—ZM NAjI+ Y JAinA;n Al -

1<j 1<j<k

saysina katkisy 1°dir.
Kanit: Bir 6nceki sav1 3’ten k’ya genellestirerek, x’in katkisinin

0)-()+G)- ()

yani Sav 2’den dolay1 1 oldugunu goriiriiz.
Sav 5. [i¢indelik-Digindalik Teoremi]
Ay U UA,| = Z\A\—Z]A NAjI+ Y [AinA;jn Al -
i<j 1<j<k

olur.
Kanit: Bir 6nceki savi A; U --- U A,, kiimesinin her elemanina teker teker
uygularsak,

Z]A\—Z]A NA;I+ Y JAinA;n Al -
1<J 1<j<k

sayisinin A1 U - - - U A, kiimesinin eleman sayisina esit oldugunu goriiriiz. [0
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7.2 Simetrik Fark

A ve B kiimeleri igin,
AAB =(A\B)U(B\ A)

tanimini yapalim. AAB kiimesine A ve B’nin simetrik fark: denir. Elbette
AAB = (AUB)\ (BNA)

esitligi gecerlidir.
Once su temel 6nsavi aradan gikaralim:

Omnsav 7.2. A isleminin birlesme ve degisme ozellikleri vardwr ve N iglemi A
tzerine dagilr.

Kanit: A’'nin degisme 6zelligi oldugu belli, yani
AAB = BAA

olur. A’'nin birlesme 6zelligi oldugunu kanitlayalim. A, B ve C herhangi {ig
kiime olsun.

(AAB)AC = AA(BAC)

esitligini kanitlayacagiz.

Asagidaki tablolarda bir x € AU B UC elemani i¢in, 2’in igindeligine gore
once 4 sonra 8 farkli durumu ele aliyoruz. Bir hiicrede yazan “17, z, o siitunun
en basinda gosterilen kiimenin eleman demektir, “0” ise o kiimenin elemani
degil demektir. Once AAB kiimesinin tablosunu yapalim:

Al B|A\B|BVA|(A\B)uU (B\A) = AAB
olo] o 0 0
ol1] o 1 1
1o 1 0 1
1/1] 0 0 0

Simdi de (AAB)AC ve AA(BAC) kiimelerinin tablosunu yapalim:

A | B| ¢ | AAB |(AAB)AC| BAC | AA(BAC)
oloflo] o 0 0 0
ofol1] o 1 1 1
ol1]o 1 1 1 1
ofl1]1] 1 0 0 0
1]0]0] 1 1 0 1
1]o1] 1 0 1 0
1]1]0] o 0 1 0
1]1]1] o 1 0 1
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Gri stitunlardaki sayilar ayni. Bu su demektir:
xz € (AAB)AC & x € AA(BACQC).

Bir basgka deyisle, (AAB)AC = AA(BAC).
Son olarak, kesigimin simetrik farka dagildigini, yani,

AN (BAC) = (ANB)A(ANC)

esitligini kanitlayalim. Bunu da tablo yontemiyle kanitlayacagiz:

A|B|C|BAC|AN(BAC)| AnB | AnC|(ANB)A(ANC)
olojo| 0 0 0 0 0
olof1] 1 0 0 | o 0
oft|of 1 0 0 0 0
ol1]|1] o 0 0 | o 0
1lofo] o 0 0 | o 0
110[1] 1 1 0 1 1
1(1]0] 1 1 1 0 1
1[1]1] o 0 1 1 0
Teorem 7.3. Her biri sonlu Ay, ..., A, kimeleri icin

LA AA | =)A= 2 ) AN A +22 > [AinA;n Ayl -

1<j <j<k
olur.

Kanit: Gene adim adim ilerleyecegiz.

Sav 1.n > 2 ise A1A--- AA, kiimesi tek sayrda A;’lere ait olan elemanlardan
olusur.

Kanit: n lizerine tiimevarimla. n = 2 i¢in yukaridaki birinci tablodan her gey
belli. Istedigimizin n icin dogru oldugunu varsayip n + 1 icin kanitlayalm. Bir
elemanin A1A --- AA,AA, 1 kiimesinde olmas igin,

AJA - AA, ve Apia

kiimelerinden sadece birinde olmalidir. Eger eleman A1 A - - - A A, kiilmesindey-
se ama A, 1 kiimesinde degilse, o zaman, tlimevarim varsayimina gore eleman
tek sayida kiimededir. Eger eleman A1 A --- A A, kiimesinde degilse ama A, 1
kiimesindeyse, o zaman tiimevarim varsayimina gore eleman ilk n kiimenin ¢ift
sayida tanesinin elemanidir; buna bir de A, kiimesi eklenince, istedigimizi
elde ederiz.

3. 370 (=125 sayusy, eger s ciftse 0, tekse 1 olur.

7
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Kanit: Sonug kolaylikla s'nin ¢iftligine ya da tekligine gore degigen (1 —2)° =
+1 egitliginden gikar: Soldaki ifadenin binom agiliminm yazip, binom aciliminin
ilk terimi olan 1’i saga gegirip 2’ye bolersek istedigimiz sonucu elde ederiz.

4. Her biri sonlu Aq, ..., A, kiimeleri icin
JALA - AAL =D A = 2> AN A +22 Y AN A N A — -
i i<j i<j<k

olur.
Kanit: Bir z elemaninin Ay, ..., A, kiimelerinin tam s tanesinde oldugunu
varsayalim. O zaman x’in [A;A --- AA,| sayisina katkisi,

(1)) ()

kadar olur. Demek ki, bir 6nceki soruya gore, eger s ¢iftse ’in bu ifadeye katkisi
yoktur, eger s tekse, £’in bu ifadeye katkis1 1’dir. Bunu A; U...UA,, kiimesinin
tiim elemanlarina uygularsak, istedigimizi buluruz. Teorem kanitlanmigtir. [J



8. Sayma Problemleri

Uyar1: Problemler illa kolaydan zora dogru siralanmamiglardir ve bazilari
gercekten zor olabilirler. Ayrica kitapta da problemlerin benzerlerini ¢ézmemis
ya da ¢Oziim yontemine egilmemis olabiliriz.

1. Yirmi 6grenci ev 6devi yaparlar. Her O0grenci en az {li¢ soruyu dogru
yamtlar ve her soru en fazla iki dgrenci tarafindan dogru yamtlamr. Odevde
en az kag soru olmalidir?

2. Icinde en az bir 1 olan 10.000’den kiiciik kag dogal say1 vardir?

3. Toplami 100 olan ve birbirinden farkli 7 pozitif dogal say1 arasindan
igiiniin toplaminin en az 50 edecegini kanitlayin.

4. Dizlemde, ti¢iiniin dogrusal olmadigi 2n + 2 tane nokta aliniyor. Bu
noktalarin ikisinden gecen bir dogrunun diizlemi, n tane nokta bir bolgede,
diger n tane diger bolgede olmak iizere iki bolgeye ayirdigini kanitlayin.

5. Agagidaki 1zgarada A noktasindan C' noktasina B noktasindan gegme-
den kag farkli bicimde gidilebilir?

o C

6. Bir tane 1, iki tane 2, ii¢ tane 3 ve dort tane 4 ile 10 rakaml kag say1
yazabilirsiniz? Bir tane 1, iki tane 2, {i¢ tane 3 ve dort tane 4 ile en fazla 10
rakaml kag say1 yazabilirsiniz?

7. Herhangi bir insan toplulugunda ayni sayida insan taniyan en az iki kisi
oldugunu kanitlayin.

8. 2n’den kiiclikesit n + 1 tane farkli say1 verilsin.

a. Bunlardan ikisinin toplaminin mutlaka n + 1 edecegini kanitlayin.

b. Bunlardan ikisinin aralarinda asal olduklarini kanitlayin.

c. Bunlardan birinin digerini boldiigiinii kanitlayin.
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9. 25 kiz ve 25 erkek ¢ocuk yuvarlak bir masanin etrafinda oturuyorlar.
Her iki komsusu da kiz olan en az bir kisinin oldugunu kanitlayin.

10. Illa birbirinden farkli olmak zorunda olmayan 6 rakami (yani 0’dan
9’a kadar olan alt1 sayiy1) tiger rakamlik Oyle iki kiimeye ayirabilirsiniz ki
kiimelerin rakamlarinin toplamlar: arasindaki fark en fazla 9 olur. Kanitlayin.
Bu soruyu genellestirerek ¢ozmeye galigin.

11. 2n + 1 tane say1 verilmis. Bu sayilarin su 6zelligi var: Herhangi n ta-
nesinin toplami geri kalan n + 1 tanesinin toplamindan kiiciik. Tim sayilarin
pozitif olduklarini kanitlayin.

12. Bir masanin iistiinde 2009 tane madeni para var. Sirasiyla

1,2,3,...,2009

tane paray1 ters gevirerek masanin iistiinde tiim paralari ya hep yaz ya da
hep tura yapabilecegimizi kanitlayin. (ipucu: 2009 icin degil de, tiimevarimla
tiim tek sayilar i¢in kanitlayin.)

13. m ve n > 1, iki dogal say1 olsun. S, n elemanli bir kiime olsun.
Ay, ..., Ay, kiimeleri S’nin altkiimeleri olsunlar. Su varsayimi yapalim: S’nin
her x # y eleman igin, ya “z € A; ve y € A;” ozelligini ya da “x ¢ A; ve
y € A;” ozelligini saglayan bir

1=1,...,m

vardir. n < 2™ egitsizligini kanitlayin. Eger n < 2™ ise gercekten bu 6zelligi
saglayan m altkiimenin secilebilecegini kanitlayin. (ipucu: n = 2" esitligini
varsayabiliriz. Tiimevarimla devam edin.)

14. Eger n, 4’e bolintiyorsa,

2 <4ki 1) =2 <4ki 3>

k k

esitligini kanitlayin. (ipucu: Karmagik sayilarla daha kolay kanitlanir.)

15. Eger n, 8’e boliiniiyorsa, n elemanli bir kiimenin eleman sayisi 4’e
bolinen altkiime sayisinm 272 + 2(7=2)/2 gldugunu kanitlayim. (ipucu: Kar-
magik sayilarla daha kolay kamtlanir.)

16. En kiiciik ortak carpimi 243°5'2 olan kac (a, b) dogal say1 cifti vardir.

17. Cift sayida insan yuvarlak bir masa etrafinda oturuyorlar. Bir aradan
sonra kalkip tekrar masaya oturuyorlar ama illa eski yerlerine degil, rastgele
oturuyorlar. En az iki kisinin arasinda aradan énce ve aradan sonra ayni sayida
insanin oturdugunu kanitlayin.

18. {f €Sy heri=1,...,nicin f(i) # i} kiimesinin

111 1
I = — — ... 1\ __
”'(21 FTRTRRRA n!)

tane elemani oldugunu kanitlayin.
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19. [Euler ¢ Fonksiyonu]. n > 0 bir dogal say1 olsun. pi, pa, ..., pr
asal sayilar1 birbirinden farkli olsunlar ve bunlar n’yi bolen tiim asallar olsun.
{m e N:1<m <nven ve m aralarinda asal} kiimesinin

wn=n(i-5) (-5) (0 5)

tane elemani oldugunu kanitlayin. ipucu: Teorem 7.1°’i kullanabilirsiniz.

20. Bir g¢emberin iistiinde n tane nokta aliniyor. Koseleri bu noktalar
arasindan secilen kag iicgen vardir? Koseleri bu noktalardan olan kac tane
digbtikey ¢okgen vardir?

21. A harfini 20, B harfini 40, C harfini 25, D harfini 15 defa kullanarak
100 harfli kag sozciik yazabilirsiniz?

22. {1,2,3,4,5} kiimesinin f3 = Id esitligini saglayan kac¢ f eslesmesi var-
dir?

23. {1,2,...,20} kiimesinin f3 = Id esitligini saglayan kac f eslesmesi
vardir?

24. Asagidaki egitlikleri ve 6nermeleri kanitlayin, verilen ifadelerin kapali
formiillerini bulun.

a. () () = () G-

k() =n(]) = (n—k+1)(").

e (") = ) + (DD + ) () +-+ ()0
O+ MG+ GG+ + (5N =25()-
) = S (1)

£on2(2) = oo K2 (7)”

g () =i G ()

ho Y0 k(7) = n2nt.

LY (DGD) = .

D e R B RAERs
ke Shoo ()7 = 2 %

L (1) () =2

m. Z’leo (22:;11) = 4"

=

(
(

1
o




104 8. Sayma Problemleri
n S () =7
0. ity (mi) =7
P 2t (Z) (mlik) =7
4 (=DM () =
e () (1) =7

8. ;cn:o(—l)k(@ =7

6 3o ("6 (nk) =7
w 3 (0) (1) = Sk (1) ()28 = (1™ 2o (7) () (-2
v 2o (D G = () ()
we X (D (T = (O 0.
x. () <()<...< (n’/‘Q) > (n/gH) > ... > (1) eger n ciftse.
v (5) <)) <...< ((n_’im) = ((nﬁw) > ... > (1) eger n tekse.
7. ¢ ve n birer dogal say1, k = 0, 1,...,n olmak iizere,

(n) _ @ =0 =) (g ) [T, (¢ 1)

k) (@ =11 =1)--(¢—1) [T, (@ = DTS (@@ - 1)

tanimini yapalim. Yukaridaki esitsizliklerin bu sayilar icin de gecerli ol-
dugunu kanitlayin.

Kaynakca

Titu Andreescu ve Zuming Feng, A Path to Combinatorics for Undergraduates, Birk-
h&user 2003.

Titu Andreescu ve Razvan Gelca, Mathematical Olympiad Challenges, Birkh&user 2000.
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9. Catalan Sayilari

Selin Eniist Caligkan

Bu boliimde Catalan sayilarindan sézedecegiz. Once birkag problem siralayip
bunlarin her birinin ¢6ziimiiniin Catalan sayilarini verdigini gosterecegiz. Daha
sonra Catalan sayilarinin nasil hesaplanacagini gorecegiz.

Problem 1. Sirali Carpim Sayisi. n + 1 tane farkli say1 belli bir sirayla
verilmig. Bu sayilari, siralarim1 degistirmeden kac farkl sekilde carpabiliriz?
0 < n <4 igin yamtlar soyle:

n = 0. Tek bir say1 verilmis, a. Yanit 1’dir. (Hi¢ ¢carpma yapmadigimizdan
baz1 okurlar hakli olarak yanitin 0 olmasi gerektigini diigtinebilir. Bu sorunun
tistiinde durmayip bir sonraki 6rnege gegsin bu okurlar.)

n = 1. Bu sefer iki say1 verilmis: sirasiyla a ve b. Bu iki sayiy1 bu sirayla
tek bir blc;lmde carpabiliriz: a - b. Yanit gene 1’dir.

n = 2. U¢ saymmz var: a, b ve c. Iki degisik bicimde carpabiliriz: (a-b)-c
a-(b-c). Yant bu sefer 2.

n = 3. Sayilarimuza sirasiyla a, b, ¢ ve d diyelim. Iste yapabilecegimiz farkl
islemler:

((a-b)-¢c)-d, (a-b)-(c-d), (a-(b-¢))-d, a-((b-¢c)-d), a-(b-(c-d)).

Yanit 5’tir.
n = 4. Sayilarimiza a, b, ¢, d ve e diyelim ve bu sayilarin bu siralamasini
degistirmeden yapabilecegimiz carpmalar: dizelim.

(((a-b)-c)-d)-e, ((a-b)-c)-(d-e), (
(@-0)-((c-d)-e), (a-b)-(c-(d-e)), (
(@-(b-c))-(d-e), (a-((b-c)-d))-e, (a-(b-

“(((b-¢c)-d)-e), a-((b-c)-(d-e)), a-((b-(c-d
a-(b- ), a-(b- )

9

((c-d)-e€), a-(b-(c-(d-e))).
Bu sefer yanit 14.

Verilen her n sayisi igin ¢ozlim sayisini n’ye bagh olarak veren bir formiil
bulmak istiyoruz. Bulmak istedigimiz bu sayiya Catalan sayist denir.
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Problem 2. Dengelenmis Parantezler. Diyelim elimizde n tane agan ve n
tane kapatan parantez var ve bu parantezlerin kag “dengeli” sekilde gruplana-
bilecegini bulmak istiyoruz. Burada “dengeli”den kastimiz her agilan parante-
zin bir parantez tarafindan kapatilmasi. Ornegin (()()) dengeli bir gruplamadir,
ote yandan ())()( dengeli bir gruplama degildir. Asagida 0 < n < 4 i¢in biitiin
olasiliklar1 goriiyoruz.

n = 0. Hi¢ parantez yazmamanin tek bir yolu vardir! Yanit 1’dir.
n = 1. Parantezi acip kapatmaliyiz: (). Yamt 1.
n = 2. Yanit 2: ()() ve (()).

)
n = 3. Yamt 5: ()()(), O(0), (0)0, (O0) ve ((0))
(

n =4 Yamt 14: ()()()(), 00(0), 000, OCO0), OO, ()O:(0)(O),
(OO0, (ONO, (OO0, (OO, ((D)D); (OO, (((O))-

Bu problem yukarida verdigimiz ¢arpma sayilarini bulma problemine denk-
tir, yani biri ¢oziilldii mii digeri de ¢oziiliir. Bunu gormek igin, herhangi bir
carpmay1 alip, 6nce en sona bir kapatan parantez koyalim; sonra, noktalar ve
kapatan parantezler diginda her seyi silelim; son olarak, noktalar1 acan paran-
tezlerle degistirelim. Bu iglem bize dengeli bir parantez gruplamasi verecektir.
Ornek olarak (a - b) - ¢ carpimim alalim. Bunu, énce, (a - b) - ¢) olarak yazalm.
Harfleri ve acan parantezleri sildigimizde -)-) elde ederiz. Simdi noktalar1 agik
parantezlerle degistirirsek ()() dengeli parantez grubunu elde ederiz. Bu iglemi
geriye alip dengeli parantezlerden sirali bir carpma bulabiliriz. Bu durumda
dengeli parantezlerle carpim siralar1 arasinda birebir bir esleme oldugundan,
iki problemin ¢oziimleri birbirine esittir.

Problem 3. Siradaglar Problemi. Problem, n tane agagi egimli ¢izgi ve n
tane yukar1 egimli ¢izgi kullanarak, zeminden baglayip zeminde biten ve hep
zeminin tistiinde kalan kag tane dag siras1 olugturulabilecegini bulmak.

Problem 4. New York Adres Problemi. Simdi de n x n’lik bir 1zgara
iizerinde -ki bunu New York gehrinin sokak ve cadde haritas1 olarak diigii-
nebilirsiniz- (0,0) noktasindan baglayip, hep saga ve yukar1 (ya da kuzeye ve
doguya) giderek (n, n) noktasinda biten ve hep kogegenin altinda kalan yollarin
sayisini bulmak istiyoruz. Asagida boyle bir yola 6rnek goriiyoruz.
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Bu sorunun yukarida verdigimiz siradaglar problemine denk oldugunu gérme-
ye caligin. Aym sekilde bu problem dengeli parantezlerin ve carpim sayilarinin
sayisini buldugumuz problemlere de denktir. Mesela saga bir birim hareket
“(” ile ve yukar1 bir birim hareket “)” ile degistirilirse, yukaridaki gibi bir yol
dengeli bir paranteze denk gelir.

Problemlerin Co6ziimii. Verdigimiz biitiin problemler birbirine denk oldu-
guna gore, bunlarin hepsini ¢6zmek icin birine ¢o6ziim bulmak yeterlidir.

En son problemi ele alalim.

n x n’lik bir 1zgara tizerinde (0,0)’dan (n,n)’ye giden ve kdgegenin altinda
kalan kuzeydogu yollarii sayalim. Bunun i¢in, (0, 0) noktasindan baglayip hep
kuzeydoguya giden ve (n,n) noktasinda biten yollarin sayisim1 bulup, bunlar-
dan kosegeni asanlarin sayisini gikaralim. Kogegeni agan yollara “kotii yol”
diyelim. Bu kot yollarin her biri kogsegenin bir noktada listiine cikarlar. Asa-
gidaki gekilde bir kotii yol 6rnegi goriiyorsunuz.

Bu koti yolun kosegenin iistiine ¢iktigi ilk noktayr P ile gosterelim ve, bir
sonraki sekilde gosterildigi gibi, yolu P’den itibaren P’den gegen kosgegene
gore yansitalim.

(n—1, n+1)

(n, n+1)
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P noktasi, kétii yolun kogegenin iistiine ¢iktigr ilk nokta oldugundan, P
noktasina gelene kadar doguya atilan adimlarin sayisi k ise, o noktaya gelene
kadar kuzeye atilan adimlarin sayisi £ + 1 olacaktir. Toplam n tane doguya
ve n tane kuzeye adim oldugundan, geri kalan adimlarin n — k tanesi doguya
ve n — k — 1 tanesi kuzeye olmalidir. Ama yolumuzu P noktasindan itibaren
yansittigimizdan, yansitilmig yolda toplam

E+(n—k—-1)=n-1
doguya adim ve
(k+1)+(n—Fk)=n+1

kuzeye adim olacaktir. Boylece her yansitilmig yol (n — 1,7 + 1) noktasinda
bitecektir.
Her koétii yol, bu sekilde, (0,0) noktasinda baglayip

(n—1,n+1)

noktasinda biten bir yola doniigtir. Ayni sekilde, bu tip her yol bir k6tii yola
denk gelir. Demek ki kétii yollarin sayist (0,0) noktasinda baslayip

(n—1,n+1)

noktasinda biten yollarin sayisina egittir. Bu tip yollarda n — 1 tane doguya
adim, n + 1 tane de kuzeye adim oldugundan bu sayi,

()

dir. (0,0) noktasindan baslayip, hep doguya ve kuzeye giderek (n,n) nok-
tasinda biten biitiin yollarin sayisi ise,

()

dir. Bu durumda bizim istedigimiz say,

2n 2n \ _ (2n n 2n\ 1 2n
(n) B <n—1) N (n> a n+1(n> N n+1(n>

dir. Bu sayiya Catalan sayist denilir ve genelde C), simgesiyle gosterilir (bkz.
Teorem 27.1).

Buradan da n + 1 sayisinin (2:) sayisini boldiigi c¢ikar ki hi¢ de bariz bir
sonug degildir.

Catalan sayilar1 ¢cok ¢abuk biiyiirler. [k Catalan sayilar1 goyledir: 1, 1, 2,
5, 14, 42, 132, 429, 1.430, 4.862, 16.796, 58.786, 208.012, 742.900, 2.674.440,

9.694.845, 35.357.670, 129.644.790, 477.638.700, 1.767.263.190, 6.564.120.420,
24.466.267.020, 91.482.563.640, 343.059.613.650, 1.289.904.147.324, ...




10. Nesneleri Farkl
Bicimlerde Boyamak

Elimizde 1’den n’ye kadar numaralandirilmis n tane nesne var. Bu n nesneyi
r farkl renge kac farkli bicimde boyayabilirsiniz?
Her nesne r renge boyanabilecegine gore, n nesneyi tam

rX...Xr=r

farkli bicimde r renge boyayabiliriz.
Yukarida buldugumuz say1 aslinda n elemanl nesneler kiimesinden r ele-
manh renkler kiimesine giden fonksiyon sayisidir.

Nesneler Kiimesi Renkler Kiimesi

T~
T
N

7 nesneyi 4 renge boyama bicimlerinden biri.
Her fonksiyon ayr1 bir boyama bi¢imi verir.

Simdi, kag tane nesnenin hangi renge boyanacagin belirleyelim. Ornegin, nesne
sayimiz 20, renk sayimiz da 4 (diyelim, sar1, kirmizi, mavi, yesil) olsun. 5
nesne sariya, 7 nesne kirmiziya, 6 nesne maviye ve geri kalan 2 nesne yesile
boyanacak. Boyle bir boyamay1 kac farkli bicimde yapabiliriz? Once sariya
boyanacak nesneleri segelim. 20 nesne arasindan 5 nesne se¢gmeliyiz. Bu se¢imi,

(5)
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farklh bigimde yapabiliriz. Geri kalan 15 nesne arasindan kirmiziya boyanacak
7 nesneyi secmeliyiz. Bu secimi de,

15

7

farkh bigimde yapabiliriz. Geri kalan 8 nesnenin 6’s1 maviye boyanacak. Bunu

)

farkli bigimde yapabiliriz. Geri kalan 2 nesne de mecburen yesile boyanmali.
Demek ki, 20 nesnenin 5’ini sariya, 7’sini kirmiziya, 6’sin1 sariya, 2’sini yesile

toplam
20 15 8 20! 15! 8!
X X = X — X —
5 7 6 51150 718! 612!

farkli bigimde boyayabiliriz. 15! ve 8!"leri sadelestirirsek, boyama sayisinin

20!
5!1716!2!

oldugunu goriiriz.

Yukarida yaptigimizi genellestirelim. n nesnenin k; tanesini 1 rengine, ko
tanesini 2 rengine, ..., k, tanesini r rengine kag farkl bicimde boyayabiliriz?
Tabii ky 4+ k3 + - - - + k, = n olmali, ki boyanmamis nesne kalmasin.

Once n nesne arasmdan 1 rengine boyanacak k; nesneyi secelim. Bu se¢imi,

(i)

farkl bicimde yapabiliriz. Geriye n — k1 nesnemiz kaldi. Bu n — k; nesneden 2
rengine boyanacak ko tane nesne se¢meliyiz. Bu secimi,

n— k‘l
ko
farkli bicimde yapabiliriz. Geriye n — k; — k2 nesnemiz kaldi. Bu
n — ]{31 — ]4}2

nesneden 3 rengine boyanacak ks tane nesne se¢meliyiz. Bu se¢imi

n—kl—kg
ks
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farkl bicimde yapabiliriz. Buna boylece devam edelim. Elde ettigimiz sayilari
carparsak sorumuzun yanitini buluruz: n nesnenin k; tanesini 1 rengine, ko
tanesini 2 rengine, ..., k, tanesini r rengine

n n—k1 n—kl—kQ n—kl—k2—~-—kr_1
k1 ko ks k.

farkli bicimde boyayabiliriz. Bu sayiy1 agalim:

n (n—k1)! (n—k1—k2)!  (n—ki——ky_1)!
Eil(n—k1)! kal(n—k1—k2)! k3l(n—k1—ka—k3)!  Kpl(n—ki—kg——Fky)!

Ve sadelegtirelim: Geriye sadece

n!
kilkolks! - - k!

kalir. Bu arada
ki +ko+--+k.=n

esitligini unutmayalim. Madem &y + ko + - - - 4+ k, = n, yukaridaki

n!

kilkalks! - - - k!

n
ki,... Ky

n B n!
ki,....k.) Kkl k)

Buldugumuzu teorem adi altinda yazalim:

say1sl,

olarak yazilir:

Teorem 10.1. n tane nesnemiz ve r tane rengimiz olsun. ki, ko, ..., k. dogal
sayrlarimin toplame n olsun. O zaman, n nesnenin ki tanesini 1 rengine, ko
tanesini 2 rengine, ..., k. tanesini r rengine

n B n!
ki,....k.)  kil--- k)

farkly bicimde boyayabiliriz. O
Eger r = 2 alirsak, k1 + k9 = n oldugundan,

n ool n! _(n
kl,k'Q N kl!kg! N kll(n— ]61)! N kl

buluruz, yani bildigimiz n’nin k;’li kombinasyonunu. Demek ki tanimladigimiz
sayilar binom katsayilarinin genellesmis bir hali.
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Eger k;’lerden biri negatifse ya da toplamlar1 n etmiyorsa,

n
kiye ok

sayisin 0 olarak tanmimlayalim (ne de olsa bu durumlarda istenilen tiirden bir
boyama yoktur.) Bu anlagma bize kolayliklar saglayacak.

Yukaridaki teoremin degisik yorumlarim yapacagiz ileride. Once birkac ba-
sit esitlik kanitlayalim.

Her seyden 6nce, k’larin sonuna (ya da herhangi bir yerine) sonucu degis-
tirmeden bir 0 ekleyebilecegimizin farkina varalim:

n - n
kivooke)  \kiy... k0

Tanimdan da belli ki k; sayilarinin yerlerini degistirirsek,

n
ki, ... ky
degerleri degigmiyor. Ornegin,

n o n
klak2ak37k4 B k27k47k37k1 '

n tane nesne r tane renge toplam 7" degisik bicimde boyanacagindan (n ele-
manli nesneler kiimesinden r elemanli renkler kiimesine r" tane fonksiyon
vardir),

n
1 =
() Z <k17"'7k7‘> '
ki1+-+kr=n

esitligini elde ederiz.
Eger k1 + -+ k, #£ n ise

n
=0
(0" )

olarak tamimlandigindan, yukaridaki esitligi,

n n
2 <k1k> -7

k17~~7kr

olarak daha sade bir bigcimde yazabiliriz.
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Bu sayilarla (Pascal 6zdegligine benzeyen) yeni bir egitlik daha elde edece-
giz. Nesnelerimizin numaralandirildigini aklimizda tutalim. Gene n nesnenin
k1 tanesini 1 rengine, ko tanesini 2 rengine, ..., k, tanesini r rengine boyayacagiz
ama bu sefer 1 numarali nesnenin boyandig: rengi dikkate alacagiz. 1 numarali
nesnenin 1 rengine boyandigi ka¢ tane boyama vardir? 1 numarali nesneyi
gikarirsak geriye m — 1 tane nesne kalir. Bu n — 1 nesnenin k; — 1 tanesini 1
rengine, ko tanesini 2 rengine, ..., k. tanesini r rengine boyayacagiz. Demek ki

bu boyama cegitlerinden,
n—1
ki— 1, ko, ...,k

tane var. Simdi 1 numarali nesnenin 2 rengine boyandig1 ka¢ tane boyama
oldugunu bulalim. Geri kalan n — 1 nesnenin k; tanesini 1 rengine, ko — 1
tanesini 2 rengine, k3 tanesini 3 rengine, ..., k, tanesini r rengine boyayacagiz.
Demek ki bu boyama cesitlerinden,

n—1
klak2_17k3v-"7kr

tane var. Bu boyle devam eder. 1 numarali nesne mutlaka bir renge boyana-

cagindan,
n
ki,...,ky

n—1
kl?"'aki—laki_17ki+17"'ak7"

sayilarinin toplamidir. Yani

n . n—1
<k17"'ak7“> _Z<kla"'7ki17ki_1;ki+17"'7k7“>

=1

sayisi, ¢ = 1,...,7r i¢in,

esitligi gecerlidir. Ornegin, n = 10, r = 3, ky = 5, ky = 3, kg = 2 icin,

0\ [ 9 N 9 N 9
5,3,2)  \4,3,2 5,2,2 5,3,1

esitligini buluruz.
Bu sonucu yazalim, gerekebilir:

Sonug 10.2. Eger k1 + ko + -+ k, = n ise

n - n—1
<k17---;kr> _Z<k1,---7/€i—1,kz‘—1,ki+17---,kr)

=1

olur. O
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n B n!
ki,.... k) kil kU

sayisinin bagka yorumlarini yapalim.

Simdi,

Teorem 10.3. Eger k1 + ky + -+ + k, = n ise n tane numaralandirimas
nesne r tane numaralandirilmas kutuya, birinci kutuda ki tane, ikinci kutuda
ko tane, ..., r’inci kutuda k, tane olacak bicimde, tam

n
kiy. ok

Kanit: Kutularin numaralarini icine konan nesnelerin rengi olarak yorum-
layin. O

farkly sekilde yerlestirilebilir.

Teorem 10.4. Eger k1 + ko + --- + k. = n ise, n elemanly bir kumeden r
elemanle {y1,...,y-} kimesine, her i = 1,...,r ig¢in, y; 'nin onimgesinde k;
tane eleman olacak bicimde tam
n
ki,..., ky

Kanit: Tanim kiimesindeki elemanlar1 boyanacak nesneler olarak, deger kii-
mesindeki elemanlar: renkler olarak, bu nesnelerin imgelerini de nesnenin rengi
olarak algilayin. O

tane fonksiyon vardar.

Binom teoremini genellegtirelim:

Teorem 10.5. [Miiltinom Ac¢ilimi]| n ve k birer dogal say: olsun. O zaman,

(xl++xr)n: Z n $]f1...xk7‘

ki,...,k, "
ki+-4kr=n
esitligi gecerlidir.
Kanit: n tane (z1 + - -+ + x,) ifadesini yanyana yazip ¢arpacagiz:
(144 m) o (214 4 3).

Bu carpimi sayilarin dagilma o6zelligini kullanarak hesaplariz. Her ifadeden
x’lerden birini secip carpariz. Kag farkli bicimde

ky

k1
'/'Ul c--x,r



117

terimini elde ederiz? Yukaridaki parantez i¢inde gruplagmig ifadeleri nesne
olarak gorelim. n tane nesnemiz var. Her nesneden (parantezden) segilen z,
o nesnenin rengi olsun. Ornegin birinci parantezden 3 secilmisse, bu, birinci
nesne 3 numarali renge boyanmig anlamina gelsin. Carpimda

k1 k
a’;l ...:BTT

ifadesinin elde edilmesi i¢in, n tane parantezin ki tanesinden x1, ko tanesin-
den zo, ..., k. tanesinden x, se¢mek gerekir; bir bagka deyisle, n tane nesnenin
toplam k; tanesi 1 rengine, ko tanesi 2 rengine, ..., k, tanesi r rengine boyan-

malidir. Bunu da
n
kiy...,ky

farkli bicimde yapabilecegimizi biliyoruz. Demek ki xlfl -z ifadesinin kat-
say1sl
n
(0. )
olmali. Teoremimiz kanitlanmistir. O

Yukaridaki biitiin x;’leri 1 alirsak birkag sayfa 6nce kanitlanan (1) esitligi-
nin yeni bir kanitini elde ederiz:

Sonug 10.6. n ve k birer dogal say: olsun. O zaman,

n__ n
=) (k:lk:>

k1++k7:n

olur. O

Ornekler

10.1. A harfini 20 defa, B harfini 40 defa, C' harfini 25 defa, D harfini 15 defa kullanarak
yazilmas toplam 100 harflik anlaml ya da anlamsiz kag sézciik vardir?
Yanit: Siraya dizilmig 100 haneyi A, B, C, D harflerine boyayacagiz! Her bir harfi
(rengi), swrasiyla, 20, 40, 25, 15 defa kullanacagiz. Demek ki yanit,

100
20,40, 25, 15

10.2. U boyutlu bir wzgaray: temsil eden asaqidaki resimde (0,0,0) noktasindan (6,5,3) nok-
tasina giden kag tane en kisa yol vardwr?

olur.

S = D WA

0123456
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10. Nesneleri Farkh Bigimlerde Boyamak

Yanit: Toplam
6+5+3=14

hamle yapacagiz. Bunlarin 6’s1 saga, 5’1 yukari, 3’ii derine gidecek. Hamleleri S (saga),
Y (yukari), D (derine) olmak iizere siraya dizelim. Demek ki i¢inde 6 tane S, 5 tane Y,
3 tane D olan 14 harfli s6zciikleri bulmaliyiz. Bunlarin da sayisi,

4\ 14
6,5,3)  6!5!3!

olur. O




11. Cizgeler ve Agaclar

11.1 Tanim

Evren anlayamayacagimiz kadar karmagik ve cetrefillidir. Her an, ¢ok azini al-
giladigimiz, birgogunu algilayamadigimiz, algilasak da farkina varmadigimiz,
hatta algilamak bile istemedigimiz, dahasi, algilasak ve algiladigimizin farkina
varsak da o algiladiklarimizla ne yapacagimizi bilemedigimiz milyonlarca, mil-
yarlarca, belki de sonsuz sayida veriyle karsi karsiyayiz. Varolabilmek igin,
anlayamayacagimiz kadar karmagik olan bu evreni bir bicimde biraz olsun an-
lamaya caligmaliyiz. Bunun i¢in de birgok veriyi yoksaymak ya da degigtirmek,
yani yalan soylemek zorundayiz. Yalan soylemenin en yalin bigimlerinden biri,
varliklar arasindaki ikili bir iligkiyi bir “cizge” biciminde gostermektir.

Sozgelimi insanlar arasindaki tanigiklik iligkisini ele alalim. Yakindan ya da
uzaktan tanimak, “kanka” olmak, gozii isirmak, soyle boyle tamimak, ictigi su
ayr1 gitmemek, can ciger olmak, adini duymak, es dost olmak, siki fiki olmak,
giyaben ya da ailece, cocukluktan, askerlikten, cezaevinden ya da yolculuk-
tan tanigmak... Binbir tirli tamgiklik iligkisi vardir. Higbir tanigiklik hicbir
tanisikliga benzemedigi gibi, her tanigiklik iligkisi her an degisir.

Tanigikligi derecelendirmek de miimkiin degildir. Her seye bir not vermeye
aligtirilmigiz belki ama verilen o not ¢ogu kez aldaticidir. Giizellige, dostluga,
sevgiye, tanigikliga not verilmez érnegin.

A B

C

Dogru olsun ya da olmasin, biz tamsikliga bir not verelim. Iki kisi birbirini
ya tanisin ya da tanimasin. Bunun ortasi, “eh igte”si olmasin. Yani ya hep ya
hi¢! Ya sifir ya bir! Ya herro ya merro!

Daha fazla yalan soylemek bir hayli gii¢ olmali!

Barig, Ahmet ve Canan’i taniyorsa, ama Ahmet’le Canan birbirini tanimi-
yorsa, bu durumu yukaridaki gibi bir sekille gésterebiliriz. Bu sekilde noktalar
insanlari, noktalarin arasindaki cizgiler de tanigiklik iligkisini simgeler.
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Ne Ahmet ne Barig ne de Canan birer noktadir. Aralarindaki tamgiklik
da bir ¢izgi degildir. Elbette! Ama biz 6yle gosterdik... Anlagilamayacak kadar
karmagik olan insani ve aralarindaki tamgiklik iligkisini yukaridaki basit sekille
gosterdik. Bircok veriyi yoksayarak... Yani yalan soyleyerek...

Berlin’le Antalya ve Chicago arasinda ugak seferi varsa, ama Antalya’yla
Chicago arasinda ugak seferi yoksa, bu durumu (6rnegin sehirler arasindaki
mesafeyi yoksayarak), aynen yukaridaki gibi gosterebiliriz. Burada noktalar
sehirleri, noktalarin arasindaki ¢izgiler de “ugak seferi var” iligkisini simgeler.

Daha sade olmak istiyorsak, yukaridaki durumu, agagidaki gibi de goste-
rebiliriz.

Bir de agagidaki yol haritasina goz atalim.

A B

E D

Bu haritay: noktalar ve ¢izgiler kullanarak, belki biraz daha az estetik ama c¢ok
daha kolay anlagilir bicimde asagidaki ilk cizimdeki ¢izge gibi gosterebiliriz.

Bir ¢izge (ya da graf) iste yukarida ve agagida 6rneklerini verdigimiz gibi
bir gekildir. Nokta sayisi ¢ok cok artabilir, sonsuz bile olabilir. Baz1 nokta-
lar arasia “iligki var” anlamina bir ¢izgi gekilir. Cizgilerin boyu bosu, sekli
semali 6nemli degildir, cizgilerin sadece varliklar1 yokluklar1 6nemlidir. Cizgi
sadece ve sadece iki nokta arasinda bir iliski oldugunu simgeler. Noktalarin
konumu da o6nemli degildir. Cizgiler istenmedik bir bigimde kesigebilir de.
Ornegin, yukaridaki haritada (cizgede) EB ve AD cizgileri (yollar) kesisiyor,
ama kesigtikleri yerde cizgenin bir noktas1 yok.

Bu ¢izgeyi yandaki gibi cizgilerin kesigmedigi bir gekille de gosterebilirdik.

A B

Eger C’yle A ve E arasinda da birer ¢izgi olsaydi, istedigimiz kadar deneyelim,
cizgemizi, kesismemesi gereken cizgilerin kesismeyecegi bicimde ¢izemezdik. Is-
tenmedik kesigimlerin olmayacagi bigimde diizleme gizilebilen cizgelere diiz-
lemsel ¢izge denir.
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Ote yandan sonlu her ¢izge {i¢ boyutlu (iginde yagadigimiz) uzaya, kesigmemesi
gereken ¢izgilerin kesismeyecegi bigimde ¢izilebilir. Ornegin yukaridaki ¢izgeye
AC ve CF gizgilerini ii¢ boyutta kesigmeyecek bigimde ekleyebiliriz.

A B

Iki boyutta cizmek daha kolay oldugundan, cizgelerimizi iki boyutta cizecegiz.
Dolayisiyla kimi zaman ¢izgilerimiz istemedigimiz halde kesigecek.

Cizgelerimizde sehirler arasi mesafe, yolun bicimi, irtifa gibi bilgiler kay-
boldu, sadece gehirler arasinda bir yolun olup olmadig: bilgisi kaldi. Mesafe-
lerin varhgr ¢ok ¢ok (ama gergekten ¢ok ¢ok) 6nemliyse, yani vazgegilmezse,
illa da olmas1 gerekiyorsa, 6rnegin bir yol haritas: ¢iziyorsak, ¢izgilerin iistiine
mesafeyi bildiren bir say1 yazabiliriz. Ama yazmasak daha iyi olur...

y

Ya da, 6rnegin cizgiler yollar1 simgeliyorsa, trafigin tek yon oldugu yollara
(vani ¢izgilere) agagidaki gekildeki gibi oklar koyabiliriz. Ama koymasak daha
iyi olur... (Her ¢izgisinin yonlendirildigi ¢izgelere yonlendirilmis ¢izge adi
verilir.

pS
&
o

Kimi zaman da iki sehir arasinda (sézgelimi E’yle D arasinda) iki degisik yol
olabilir, o zaman iki nokta arasinda asagidaki sekildeki gibi birkag ¢izgi birden
olabilir. Ama olmasa daha iyi olur...
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Anlagilmaz bir nedenden A sehrinden gene A gehrine giden ve bagka bir gehir-
den ge¢gmeyen bir yol olabilir. Ama bdyle gereksiz yollar (tekdongiiler) olmasa
daha iyi olur...

Bir nedenle, noktalar arasindaki gizgileri agagidaki gekildeki gibi farkl renk-
lere boyamak zorunda kalabiliriz... Yani noktalar arasindaki ¢izgilerin tiirleri
olabilir (otoyol, patika, sokak, cadde, bulvar...) Ama tek tiir ¢izgi olsa daha iyi
olur...

Bir bagka nedenle, agagidaki sekildeki gibi noktalari renklere boyamak zorunda
kalabiliriz, 6rnegin, illeri ilgelerden, ilgeleri kasabalardan, kasabalar1 koylerden
ayirmak zorunda kalabiliriz. Ama boyle bir zorunlulugun olmamasi her seyi
daha basitlegtirir.

Bu kitapta ele alacagimiz ¢izgelerde genellikle iki nokta arasinda birden fazla
¢izgi olmayacak, bir noktadan gene kendisine giden bir ¢izgi olmayacak, cizgi-
lerin yonii, kalinlig1, rengi, kokusu olmayacak, cizgilere bir say: iligtirilmis ol-
mayacak, noktalar1 cesitli simiflara ayiran yapay bir 6zellik olmayacak... Yani
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daha cok en basit cizgelerden sézedecegiz. Bu tiir cizgelere yalin ¢izge di-
yelim. Bundan boyle “yalin ¢izge” yerine ¢izge terimini kullanacagiz. Gere-
kirse renklendirilmis, yonlendirilmis, derecelendirilmis, numaralandirilmig, cok
cizgili cizgelerden sozederiz, ki bazen gerekecek.

Cizgenin Matematiksel Tanimi. Adina G diyecegimiz ve seklini agsagida
tekrarladigimiz gizgeye geri donelim. Daha 6nce, G, matematiksel olarak degil,
gorsel olarak tanimlanmigti. Simdi G ¢izgesinin matematiksel tanimimi bu-
lacagiz.

A, B, C, D, F noktalarina ¢izgenin noktalar: ya da kdéseleri denir. G
gizgesinin noktalar kiimesi matematikte V(G) olarak gosterilir. Demek ki or-
negimizde,

V(G)={A, B, C, D, E}.
Iki nokta arasindaki cizgilere bagints ya da kenar denir. Her kenari iki noktali
bir kiime olarak gosterebiliriz. Ornegimiz olan G ¢izgesinin kenarlar1 sunlardir:

{A, B}, {A, D}, {A, B}, {B,C}, {B, D}, {B, E}, {C, D}, {D, E}.
G’nin kenarlar kiimesi matematikte F(G) olarak gosterilir. Demek ki,
E(G) = {{4, B}, {A, D}, {A, B}, {B,C}, {B, D}, {B, B}, {C, D}, {D, E}}.

Simdi artik G ¢izgesini (V(G), E(QG)) ikilisi olarak gosterebiliriz, ve bu goste-
rim bir ¢izgenin matematiksel taniminin nasil olmasi1 gerektigini bize fisildar.

Matematiksel anlamda bir ¢izge (daha dogrusu yalin bir gizge), bir V
kiimesiyle V'nin iki elemanl altkiimelerinden olugan bir £ kiimesinden olusur.
V’nin elemanlarina nokta ya da kése, E’'nin elemanlarina bagint: ya da
kenar denir. Bir kenarin iki noktasina komsu noktalar denir. Bir noktanin
kenar sayisina o noktanin derecesi adi verilir. Yukaridaki G ¢izgesinde A ve
noktalarimin derecesi 3, B ve D noktalarinin derecesi 4, C' noktasinin derecesi
de 2’dir.

Eger

V ={1,2,3,4,5}
ve
E={{1,2},{1,3},{3,4}}

ise, (V, E) cizgesini agagidaki sekildeki gibi gorsellestirebiliriz. Bu gizge baglan-
tili olmadigindan (birbiriyle baglantisi olmayan iki par¢adan olusur), bu ¢izge
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baglantily ¢izge degildir, iki ayr1 parcadan olugsmustur, birbiriyle baglantil
olan {1,2,3,4} parcasi ve tek bagima duran {5} parcasi. Baglantilh olmak ko-
nusuna birazdan daha ayrintili deginecegiz.

2

o

3

(Cizgeyi nasil gorsellegtirdigimizin higbir 6nemi yoktur elbette. Noktalar: is-
tedigimiz gibi kagida yerlestirebiliriz. Aralarindaki kenarlar: istedigimiz gibi
gizebiliriz, ister bir dogru parcasi olarak, ister bir egri olarak. Ornegin, eger
noktalar kiimesi

V={1,2,3,4,5, 6}

ise ve tek sayilarla ¢ift sayilar arasinda bir kenar varsa, yani kenarlar kiimesi

E={{1,2},{1,4},{1,6},{3,2}, {3,4},{3,6}, {5, 2}, {5,4},{5,6}}

ise, (V, E) ¢izgesini agagidaki sekillerden herhangi biri olarak gorsellestirebili-

riz:
1 2
b OO (G
2 4 6
S 4

(Cizgeleri yukaridaki gibi gorsel olarak ifade etmenin biiyiikk avantajlari olsa
da, nokta sayisi ¢ok olan cizgeleri gorsel olarak ifade etmek kolay olmayabilir.

Ug noktalar1 A ve B olan bir kenar1 {A, B} diye yazacagimiza kisaca AB
olarak yazarsak yazihimimiz sadelegir. Elbette, bu yazihmla, AB = BA esitligi
gecerlidir.

Verdigimiz ¢izge taniminin sadece yalin gizgeler igin gegerli oldugunu unut-
mayim. Ornegin A ve B noktalar1 arasinda iki ayr1 kenarm oldugu ya da kenar-
larin yonlendirilmis oldugu bir ¢izgede bir kenar1 { A, B} olarak gosteremezdik.

Bu altboliimii basit bir olguyla bitirelim.

Onsav 11.1. Sonlu bir cizgenin noktalarinin derecelerinin toplama bir ¢ift
sayadar.

Kanit: P noktasimin derecesini d(P) ile gosterelim. Her kenar iki noktay1 bir-
lestirdiginden, her kenar, noktalarin derecelerinin toplamina 2 katar. Demek
ki d(P)’lerin toplam 2 defa kenar sayisina esittir, yani bir ¢ift sayidir. O
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11.2 Altgizge ve Baglantili Bilegenler

Altcizge. Matematik literatiiriinde “altcgizge” terimi iki farklh anlamda kul-
lanilir. Bizim kullanacagimiz anlamda, bir G ¢izgesinin bir alt¢izgest, ¢izgenin
bazi koselerinden ve bu kogeler arasinda G’de olan tiim kenarlardan olugur.
Bir ornek ve iki karsiornek asagida.

8 5
7
4
6 3
Bir ¢izge ve bir altcizgesi
8 5 8 5
7 7 2
4 4
6 3 6 3

Sa¥daki soldakinin bir altcizgesi de'4ldir ¢iinkii 7 ile 8
arasindaki kenar eksiktir.

8 5

6 g 6 3

Sa¥daki soldakinin bir altcizgesi de'4ldir ¢iinkii 2 ile 5
arasinda bir kenar belirmistir.

Bigimsel tamim soyle: Bir (W, H) ¢izgesinin bir (V,G) ¢izgesinin altg¢izge-
st olmasi igin W C V olmal ve her A, B € W igin eger {A, B} € G ise
{A, B} € H olmal1.

Eger A bir ¢izgenin bir kosesiyse, {{ A}, 0} (yani sadece A noktasi) ¢izgenin
bir altgizgesidir. Eger A ve B bir ¢izgenin komsu olmayan iki kogesiyse, yalnizca
A ve B noktalar1 (aralarinda bir kenar olmaksizin) ¢izgenin bir alt¢izgesidir;
ama bu iki nokta arasina bir kenar koyarsak o zaman elde edilen ¢izge baglangig
¢izgesinin bir altcizgesi olmaz.
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Bir tamcizgenin tim altgizgeleri tamgizge olmak zorundadirlar. ikipar(;a
bir tamgcizgenin tiim altcizgeleri de ikiparca tamcizge olmak zorundadirlar.

Bir ¢izgenin altgizgesi, altgizgenin noktalar1 tarafindan belirlenmistir. Do-
layisiyla n noktali bir alt¢izgenin 2" tane altgizgesi vardir ve her altcizgeyi bir
noktalar kiimesi olarak algilayabiliriz.

Baglantili Bilesenler. Bir cizgede bir yol, cizgenin kenarlarini izleyen bir
yoldur. Daha agik olahm: Eger A1, As, ..., A, ¢izgenin (illa birbirinden degisik
olmak zorunda olmayan) noktalariysa ve her i = 1,...,n — 1 i¢in A; ve A;11
noktalar1 komsuysa, o zaman

(Al,AQ,...,An) ya da A1A2 An

dizisine yol denir. Bu yolun “A; ile A, arasinda” ya da “A;’den A,’ye gi-
den bir yol” oldugu ve uzunlugunun n — 1 oldugu sdylenir. Uzunlugu 0 olan
bir yol tek bir noktadan olugur. Uzunlugu 1 olan bir yol iki komsu kenar-
dan olusur. Eger bir cizgenin her iki noktas1 arasinda bir yol varsa, o cizgeye
baglantily ¢izge denir. Her ¢izgenin baglantili en biiyiik altcizgeleri vardir. Bu
altcgizgelere cizgenin baglantily bilesenleri adi verilir. Bir cizgenin iki degisik
baglantili bilegenlerinin noktalar kiimesi ayriktir elbet ve birinin noktasiyla
bir digerinin noktas1 komgu olamaz. Sezgisel olarak ¢ok bariz olan bu olgular:
bigimsel olarak kanitlayalim.

Teorem 11.2. “Arasinda bir yol olmak” iliskisi ¢izgenin noktalar: tizerine bir
denklik iliskisidir. Her denklik sinifi, cizgenin baglantily en biyik alt¢izgesi-
dir, yani baglantily bilesenidir. Ayrica, ¢izgenin her noktast tek bir baglantil
bilesenin noktasidar.

NE)

4 baglantili bilegskeden olusan bir ¢izge

Kanit: Eger A ¢izgenin bir noktasiysa, (A), A’dan A’ya giden 0 uzunlugunda
bir yoldur.
A’dan B’ye giden bir yol olsun. Eger

(A=A, Ay,..., A, = B),
A’dan B’ye giden bir yolsa,
(B=A,,An-1,..., A1 = A)

da bir yoldur ve B’den A’ya giden bir yoldur.
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A’dan B’ye giden ve B’den C’ye giden birer yol olsun. Eger
(A=A, Ay, ..., A, = B),
A’dan B’ye giden bir yolsa, ve
(B=B1,By,...,B, =0C),
B’den C’ye giden bir yolsa, o zaman,
(A=A, Ay,..., A, =B=DB1,By,...,B, =C),

A’dan C’ye giden bir yoldur.

Demek ki iligki gercekten bir denklik iligkisidir.

Her denklik sinifinin baglantili bir altcizge oldugu ve baglantili altcizgelerin
en biiyiigii oldugu belli.

Unlii Cizgeler. K, ¢izgesi, tiim kenarlarin varoldugu n noktali ¢izgedir. Bun-
lara tamcizge denir. K,, gizgesinde her noktanin derecesi n — 1’dir.

- — V X &

K, K, K, K, K

n > 3 icin, C, c¢izgesi, her noktaya tam iki kenar degen n noktal baglantili
bir ¢izgedir. Bunlara déngt denir. C,, ¢izgesinde her noktanin derecesi 2’dir.

VG

G, Cy Cs

Ky, m cizgesi, noktalar1 n ve m elemanh olmak iizere iki A ve B kiimesine
ayrilmig, A’daki her noktanin B’deki her noktaya baglandigi, bagka da kenari
olmayan cizgedir. K, ,’ye tki parcalr ya da tki kiimeli tamgizge denir.

A B

K3’4 cizgesi

Alistirmalar

11.1. Ug dogru parcasiyla diizlemi 7 bolgeye ayirabilirsiniz. Bolgelerden her birinin bir iilke
oldugunu digiinelim. Her bir bolgede bagkenti simgeleyen bir gehir segelim. Sinirdag
iilkelerin bagkentlerini bir tren yoluyla baglayalim. Bylece noktalar: bagkentler olan bir
cizge elde ederiz. Bu ¢izgeyi ¢izin.
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11.2. Aymi aligtirmay1 dort veya daha fazla dogruyla yapin. n dogruyla diizlemi

n?4+n+2
2
bolgeye ayirabiliriz.

11.3. X = {1, 2, 3, 4, 5} olsun. Qizgemizin noktalar1 X’in iki elemanli altkiimeleri olacak.
Eger iki noktanin kesisimi bogklime degilse, bu noktalar: birlestirelim. Boylece bir gizge
elde ederiz. Bu ¢izgeyi cizin.

11.4. 14 noktali, 29 kenarli bir ¢izgede AB, BC, CD, DA kenarlarinin oldugu dort tane A,
B, C, D noktasinin mutlaka olmasi gerektigini kanitlayn.

11.3 Cizgelerin Onemi

Cizgeler son derece 6nemlidir.

11.4 Cizge Sayisi

Bu altboliimde ¢izgeleri saymaya galisacagiz. Noktalarmin kisiligi olan (yani
her noktanin 6zel bir adi oldugu) ¢izgeleri saymak kolay olacak, ama noktalar:
birbirinden ayirdedilmeyen ¢izgeleri saymak zor olacak. Orneklerle baslayalim.

Bir Noktali Cizgeler: Sadece bir tane var. Iste o cizge: @
Iki Noktal Cizgeler: Iki noktal iki ¢izge var. Iste:

1 2 |1 2
® e o6—o

ﬂ'g Noktali Cizgeler: Uc noktah sekiz ¢izge var. Iste:

1 3 1 3 1 3 1 3

([ ] [ ] *—0 \.. ([ ] ./'
20 2@ 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3

YN SN

n Noktali Cizge Sayisi. Genel olarak n noktal ¢izge sayisin1 bulalim. Nok-
talarimizi 1, 2, ..., n diye adlandiralim. Herhangi iki nokta arasinda bir kenar
olup olmadigina karar verecegiz. Noktalar kiimesi {1, 2, ..., n} olsun. Bu nok-

talar arasinda
n\ n(n—1)
2/ 2
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tane nokta c¢ifti vardir. Her bir nokta cifti i¢in “kenar var” ya da “kenar yok”
yargisini verecegiz. Yani n(n—1)/2 tane “evet” ya da “hayir” karar1 verecegiz.

Demek ki n noktali toplam
2n(n—1) /2

tane ¢izge vardir. Ornegin n = 3 ise,

23(371)/2 — 23 =8

tane ¢izge vardir; yukarida goriildiigii gibi. Eger n = 100 ise, ¢izge sayisi

9100(100-1)/2 _ 94950

olur; ¢ok biiytlik bir sayi.

Ug Noktali Adsiz Cizgeler. Her birini teker teker yukarida cizdigimiz iig
noktali 8 ¢izgeye geri donelim. Eger bu 8 ¢izgenin noktalarinin adlarini silersek
geriye sadece 4 cizge kalir.

e O 00
[ ] [ ]

VIV

Noktalar1 adlandirilmig gizge sayisi (6rnegimizde 8), noktalar: adlandirilmamig
¢gizge sayisindan (6rnegimizde 4) daha fazla (haliyle...)

Do6rt Noktalh Adsiz Cizgeler. Simdi n = 4 olsun. (;1) = 6 oldugundan,
noktalar1 adlandirilmig ¢izge sayisi

4

9(3) — 96 — ¢4

olur. Hepsini ¢izmeyecegiz, hatta hi¢birini ¢izmeyecegiz, meraklisi gizsin! Nok-
talarin adlarini silelim. Cizge sayisi gene azalir, 11’e iner. Iste o 11 ¢izge:

NP
1

HWIN

Bes Noktali Adsiz Cizgeler. Eger n = 5 ise, noktalar1 adlandirilmamig 34
cizge vardir. Bu 34 cizgeyi agagida bulacaksiniz.

.l
-

[
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° ° °
° of e ° /\o oo
5 Noktali
Cizgeler e o oo e o o
0% 03.12 0%2.12.2 0.1%
>

.

° . ° \—j A-

o
—_
[\
o
(O8]

o

12.23

0.24 14.4

0.22.32 | 12.22.4 | 12.2.32

'
iR O-EQ-E D DR
S X

25 0.3* [1.223.4
2332 2332 1.33.4 22324
2.34 2.32.42 344 45

Yukaridaki sekildeki cizgelerin altindaki 22.3%.4 gibi kodlar1 aciklayalim.
Ornegin 22.32.4 kodu, 2 dereceli 2 nokta oldugunu, 3 dereceli 2 nokta oldugunu
ve 4 dereceli 1 nokta oldugunu soyliiyor. Bu ¢izgede 1 dereceli nokta yok.
Cizgeler bu kodlara gore siralanmiglar. En basta 0, yani 00000 kodlu cizge,
sonra 0312, yani 00011 kodlu cizge... En sonda da 4°, yani 44444 kodlu cizge...

Ayni koddan birkag farkl cizge olabilir, érnegin 12.23 kodlu iki farkli cizge
var.

Veilmig bir koddan bir ¢izgenin olup olmadigi, varsa ka¢ tane oldugu basl
bagma ilging bir problem olmali. Ornegin 3° kodlu bir ¢izge olamaz ciinkii boyle
bir ¢izgede noktalarin derecelerinin toplami 3 x5 = 15 olur ve 15 bir tek sayidir
(bkz. Onsav 11.1).

Noktalar1 adlandirilmig agaglar: saymak daha kolaydir. Bu konuya Bolim
11.5’te deginecegiz.
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Cizge Sayisi

Az sayida nokta i¢in adsiz gizge sayisi soyle:

131

G, = adsiz n noktali cizge sayisi
1

2

4

11

34

156

1044

12346

274668

12005168

1018997864

165091172592

50502031367952
29054155657235488
31426485969804308768
64001015704527557894928
245935864153532932683719776

178757772514561170054 7878190848
24637809253125004524383007491432768
645490122795769841856164638490742749440
32220272899808983433502244253755283616097664
3070846483094144300637568517187105410586657814272
559924939699792080597976380819462179812276348458981632
195704906302078447922174862416726256004122075267063365754368
25 131331393569895519432161548405816890146389214706146483380458576384

Cesitli kaynaklarda bulunan bu sayilarin dogrulugunu kontrol etmedik! Sayi-
larin korkung bir hizla arttig: belli.

Noktalar1 adlandirilmamis ¢izge sayisini bulmak kolay degildir. Bu soru
1850 yillarinda ilk olarak Arthur Cayley tarafindan sorulmugtur. Daha sonra-
lar1 Cayley bu problemi belirli bir karbon atomuna sahip C,, Hoy, o alkalilerini
sayma problemine uygulamigtir. (Herbirinin derecesi 4 olan n tane C' noktasi
ve herbirinin derecesi 1 olan 2n + 2 tane H noktasi olan ka¢ ¢izge vardir?)

Baglantili Cizge Sayisi. Her iki nokta arasinda kenarlardan olusan en az bir
yolun bulundugu cizgelere baglantils cizge denir. n = 2, 3,4, 5 icin baglantili
cizgeler agagida:
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VAV

[>>
g alie el

ElE A DS
Xp 2 Zp Xb 2 % X0 0 K B

Baglantili ¢izge sayisi toplam ¢izge sayisindan (yani G,,’den) daha azdir elbet,
ama ne kadar daha azdir? n noktali baglantili ¢izge sayisina 7T, diyelim. Kiigiik
n’ler i¢in T, saywisinin degerini asagidaki tabloda bulacaksiniz [RW, http:
//cs.anu.edu.au/~bdm/data/graphs.html].

n T, = n adsiz noktali baglantili ¢izge sayisi
1 1
2 1
3 2
4 6
5 21
6 112
7 853
8 11117
9 261080
10 11716571
11 1006700565
12 164059830476
13 50335907869219
14 29003487462848061
15 31397381142761241960
16 63969560113225176176277
17 245871831682084026519528568
18 1787331725248899088890200576580
19 24636021429399867655322650759681644
20 645465483198722799426731128794502283004
21 32219627385046589818232044119082157323436797

22 30708142621757297238955684543991868295095501717 f55

Ornekler

11.5. ikiparga Tamgizgelerin Kenar Sayisi. n tane nokta alalim. Bu n noktay: iki kampa
ayiralim. Bir kampta a, 6blir kampta b tane nokta olsun. Demek ki a + b = n. Kamp-
lara sirasiyla A ve B diyelim. A kampinin noktalarinin hepsini birbirine baglayalim. B
kampindaki noktalarin da hepsini birbirine baglayalim. Ama A kampindaki hi¢bir nok-
tay1r B kampindaki bir noktaya baglamayalim. Boylece bir ¢izge elde ederiz, birbirinden
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ayrik iki parcadan olusan bir ¢izge... Ornegin n="17,a =3, b=4i¢in agagidaki ¢izgeyi

elde ederiz:

A B

n verilmigse, hangi a ve b igin bu ¢izgenin kenar sayis1 maksimumdur ve hangi a ve b
i¢in bu ¢izgenin kenar sayist minimumdur?
Benzer sorular: i¢ degisik kampa ayrilmig noktalar i¢in yanitlamaya caligin.

11.6. Adlandirlmis n noktali 2"("~1/2 tane ¢izge oldugunu gordiik. Peki, n noktali ve m
kenarl adlandirilmig kag gizge vardir? Olasi kenar sayimiz n(n—1)/2. Bu olasi n(n—1)/2
kenardan m tanesini segmemiz gerekiyor. Demek ki n noktali m kenarl gizge sayisi

n(n —1)/2
m
olur.

0 [ ~T,/G Rastgele Cizgeler. Soldaki tabloda da goriildiigi gi-

111 o bi, T, sayilar1 Gy ’lerden gok cok kiiciik degil, hatta on-

lara olduk¢a yakin. T),/G,, sayilar1 giderek 1’e daha ok

2105 . .

3105 yaklagirlar ve hizla yaklagirlar. Bir bagka deyisle, rast-

: gele sonlu bir ¢izge muhtemelen baglantilidir, yani n

4 | 0,545455 buytudiikce, n noktali bir ¢izgenin baglantili olma olasilig:

5| 0,617647 YHEHRSS, 68 8 &

6 [0,717949 | T .

’ Rastgele cizgeler son derece ilging bir konudur. Orne-

71 0,817050 o o C e

gin, n arttikca, n noktali rastgele bir cizgenin diizlemsel

8 | 0,900454 olma olasilig1 diiger, 0’a yakinsar.

9 | 0,950529 Gene n arttikcga, bir noktadan herhangi bir bagka nok-
10 | 0,975961 taya tek bir noktadan gecerek ve kenarlar1 takip ederek
11 | 0,987932 (vani iki adimda) gidebilirsiniz, ¢ok biiyiik bir olasilikla...
12 | 0,993753 Bir bagka deyisle rastgele bir ¢izgenin c¢ap1 muhtemelen
13 | 0,996710 2 dir.

14 | 0,998256 Bunlar, son yillarin canli bir aragtirma konusu olan
15 | 0,999074 “rastgele cizgeler kurami”’na girer. Bu konuya bir bagka
16 | 0,999509 kitabimizda deginiriz.

17 | 0,999740

18 | 0,999862 Kaynakga:

[RW] Ronald C. Read ve Robin J. Wilson, An Atlas of Graphs,
Oxford Science Publications 1998.

11.5 Adlandirilmis Agac Sayisi

I¢inde doéngli olmayan ve her noktasindan her noktasina ulagilabilen (yani
baglantili) ¢izgelere agag¢ denir. Asagida solda ii¢ tane adlandirilmis agacg
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goriiyorsunuz. “Adlandirilmig” demekle agacin noktalarimin adlari oldugunu
soylemek istiyoruz. Yaftals da diyebilirdik (bkz. [AZ]).

oo

3 g.
Adlandirilmig ti¢

1 Adlandirilmamug ti¢
aga¢ agac

Bu yazida n noktali adlandirilmis agaclari sayacagiz. Noktalarimizin adlar:
1, 2, ..., n olacak.

s

Baglantili olmadig icin
agag¢ olmayan,

dongiistiz bir ¢izge;
@. bunlara orman denir.

Agac olmayan iig ¢izge
(dongtleri var)

Adlandirilmig ¢ farkli 3 noktali agag vardir:

Asagidaki agaclarin hepsi aymi adlandirilmig agag olarak addedilir:
1 2 3

o—0—0 1 2 2
3 21 2./‘\.
oo e o3! 31 3
2 3 1\./.3
16 2

Bunlarin hepsi ayni agactir ve ayni bicimde adlandirilmiglardir.
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Bir noktali bir tek agac var elbette.

Iki noktali da tek bir agac var; ne de olsa iki nokta birbirleriyle baglantili
olmak zorunda.

Uc noktali ve adlandirilms ii¢ agag var. Yukarida figiinii de gostermistik.

Dért noktali 16 tane adlandirlmis agag vardir. Iste bu 16 agac:

@900 tiriinden,
soldan saga asagidaki gibi
adlandirilmig toplam
12 tane agag var:

1234

tiirtinden,

1243 ortadaki nokta 1, 2, 3
1324 ya da 4 olmak iizere
1342 toplam 4 tane agac var.
1423
1432
2134
2143
2314
2413
3124
4123

Demek ki 4 noktali toplam 12 + 4 = 16 tane agag var.

Beg noktali 125 tane adlandirilmig agag vardir. Bunlarin tiplerini ve her tipten
kag tane oldugunu bulmay: okura birakiyoruz.

Adlandirilmig agaglar: birkag degisik bicimde sayacagiz. Once agaclar1 nok-
talarin derecelerine gore sayacagiz. Bir noktanin derecest, o noktanin baglan-
dig1 nokta sayisidir. Ornegin,

agacinda 7 noktasinin derecesi 4’tiir, 2 ve 4 noktalarinin dereceleri 2’dir, 1, 3,
5 ve 6 noktalarinin dereceleri 1’dir. Noktalar: ve derecelerini altalta yazalim:

Nokta: 1

2 3 4 5 6
Derece: 1 2 1 2 1 1

7
4

Bu ¢izgenin derece tipinin (1,2,1,2,1,1,4) oldugunu séyleyecegiz.

derece tipi (1, 2, 1, 2, 1, 1, 4) olan adlandirilmis agag

Her derece tipinden kag tane n noktali adlandirilmig agac oldugunu hesaplayip
bu sayilari toplayacagiz ve sonug n"~? cikacak.
Once agaglar iistiine temel ve oldukca basit birkag sonug kanitlayalim.
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Onsav 11.3. a. Bir agacta bir noktadan bir baska noktaya ayni kenardan ki
kez gecmeyen tek bir yol vardar.

b. Bir agactan bir kenar atarsak geriye iki agac¢ kaler.

c. n noktal bir agacta n — 1 tane kenar vardur.

d. n noktaly bir agacin noktalarinin derecelerinin toplami 2n — 2 dir.

e. Her sonlu agacta derecesi 1 olan en az ki nokta vardar.

Kanit: a. Aksi halde kolaylikla bir dongii elde ederdik, oysa bir agagta -tanim
geregi- dongii olamaz.

b. Asagidaki resimden takip edin. Agacimiza A diyelim. Agactan attigimiz
kenar P ile @ noktalarini birlegtirsin. Attigimiz kenara da PQ adini verelim. A
agacinda P noktasina PQ kenarindan gegmeden birlestirilen noktalar kiime-
sine ve bu noktalar arasindaki kenarlara B adini verelim.

S

A agacinda Q noktasina PQ kenarindan gegmeden birlegtirilen noktalar kiime-
sine ve bu noktalar arasindaki kenarlara da C' adin1 verelim. B ile C’nin bi-
rer aga¢ olduklarini ve A’nin her noktasimin ya B’de ya da C’de oldugunu
kanitlayacagiz.

A’nmin her noktasi ya B’de ya da C’de olmak zorundadir, ¢iinkii bir X
noktasiyla P arasindaki ayni kenardan gegmeyen yegane yol Q’dan gegmiyorsa
o zaman X noktasi B’dedir, aksi halde yol PQ kenarini kullanmak zorundadir
ve bu durumda X noktasi C’dedir.

B’de bir dongii olamaz, ¢linkii A’da dongii yok.

B’nin her noktasindan gene B’nin her noktasina B’deki kenarlar kul-
lanilarak gidilebilir; nitekim X ve Y noktalar1 B’deyse, bu noktalar P’ye Q’den
gecmeden baglanabilir; bu yollara X P ve PY adini verirsek, X PY yolunu ko-
laylikla insa edebiliriz.

c. Eger n = 1 ise, yani sadece tek bir nokta varsa, agacta hi¢ kenar yoktur,
daha dogrusu 0 kenar vardir. Bu durumda 6nermemiz dogru.

Simdi n > 1 olsun ve 6nermenin n’den az noktasi olan agaclar i¢in dogru
oldugunu varsayalim. Agactan herhangi bir kenar atalim. (b)’ye gore, her biri
daha az noktali iki agag elde ederiz. Bkz. agagidaki sekil.

Bu agaclarin nokta sayilarina a ve b dersek, bu a ve b sayilari

a<n,b<nvea+b=n

iligkilerini saglar.
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Yukardaki agactan kesik ¢izgili bagintiy1
atarsak asagidaki iki agaci elde ederiz:

&Y

Timevarim varsayimindan dolayi, a noktali agacta a — 1 tane kenar vardir
ve b noktali agacta b — 1 tane kenar vardir. Demek ki, baglangictaki agacta
(attigimiz kenarla birlikte),

(a-—1)+0b-1)+1=a+b—-1=n-1

tane kenar vardir.

d. n noktali bir ¢izgede n — 1 tane kenar oldugunu gordiik. Her kenar,
bagladig: iki noktanin derecelerini 1 artirir, yani her kenar derecelerin top-
lamina 2 katar. Demek ki derecelerin toplami 2(n—1)’dir. 2(n—1) de 2n—2’ye
esit oldugundan 6nerme kanitlanmaistir.

e. n noktali bir agacin noktalarinin derecelerinin toplaminin 2n — 2 oldu-
gunu gordiik. Eger n — 1 tane noktanin her birinin derecesi en az 2 olsaydi, o
zaman derecelerin toplami en az 2(n — 1) = 2n — 2 olurdu ve n’inci noktanin
derecesi mecburen 0 olurdu, ki bu bir agacta elbette miimkiin degildir. Onsav
tamamiyla kanitlanmigtir. O

Alistirmalar
11.7. Iki noktasmin derecesinin 1 oldugu, diger noktalarinin derecelerinin 1 oldugu bir ¢izgenin
agagidaki sekildeki gibi
bir ¢izge olmasi gerektigini kanitlayin. ipucu: n lizerine tiimevarimla.

11.8. Tim noktalarinin derecelerinin 2 oldugu baglantili bir ¢izgenin bir déngii oldugunu
kanitlayin. Ipucu: Bir 6nceki soru.

11.9. Onsav 11.3.c’ye gore, n noktasi ve n kenari olan baglantili bir ¢izge agac olamaz, do-
layisiyla boyle bir gizgenin bir dongiisii olmak zorundadir. Boyle bir ¢izgede tek bir
dongii oldugunu kanitlayin. Ipucu: Derecesi 1 olan bir nokta varsa tiimevarimla kanit
isi halleder, aksi halde bir 6nceki soruya bagvurun.

Onsav 11.3.d’ye gore eger n noktal adlandirilmig bir agacin derece tipi
(di,...,dy)
ise, derecelerin toplami 2n — 2 olmali:

dy+ - +dy =2n—2.
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Simdi su canalici sonucu kanitlayacagiz:

Onsav 11.4. n > 1 bir dogal sayr olsun. d1,...,d, pozitif dogal saylari,
di+--+d,=2n—-2

esitligini saglasin. O zaman derece tipi

(di,...,dy)

n—2
di—1,...,d, —1

tane adlandirilmas agag vardar.

olan

Bir an i¢in bu 6nsavin kanitlandigini varsayip n noktal adlandirilmig agag
sayisinin n" 2 oldugunu kanitlayalim.

Teorem 11.5 (Cayley). n noktal n"~2 tane adlandirilmis ajag vardr.
Kanit: Yukaridaki 6nsava gore, adlandirilmis agag sayisi
otd a2, d 51 di—1,...,d,—1
tanedir. (Agaglar1 derece tiplerine gore sayalim.) Toplamdaki d;’lerin herbiri
1’den biiyiikesit. k; = d; — 1 tamimini yapalim ve toplami bu tanima gore
degistirelim.
k4 +ky=(d —1) 4+ (d,— 1)
=(di+--+dy)—(14---+1)
=(d1+-+dy)—n=02n—-2)—n=n—-2

oldugundan, adlandirilmig agac sayisini
2. ( "o )
k1+4-+kn=n—2,k; >0 kl’ R k;n

olarak buluruz. Bu agamada Sonu¢ 10.6 esitligini kullanabiliriz: Bu toplam
tam tamma n" " 2’dir. 0

i§ Onsav 1141 kanitlamaya kaldi. Bunu n iizerine tiimevarimla yapacagiz.
n = 2 ise, 2n — 2 = 2 olur; dolaywsiyla dy = da = 1 olmali. Derece tipi (1,1)
olan tek bir agag¢ vardir elbette. Onsavin tahmin ettigi say1

n—2 (0 _07!_1
di—1,....d,—1) \0,0/ 00!

oldugundan, 6nsav bu durumda dogru.
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Simdi n > 2 olsun ve O6nsavin n’den kiigiik sayilar i¢in dogru oldugunu
varsayalim. dy + - - - + d,, = 2n — 2 ve d; > 1 oldugundan, d;’lerden en az biri
1 olmal.

fn

¢

n—1 noktali agac

Diyelim d,, = 1. O zaman n noktasi 1, 2, ..., n — 1 noktalarindan sadece bi-
riyle baglantili olmali. n noktasinin i noktasiyla bir kenarla bagintili oldugunu
varsayalim ve bu kenar1 ve n noktasini atalim. Geriye n — 1 noktali ve derece
tipi,

(dl, [ 7dl—17dl — 17d’L+17 .o 7d7l—1)

olan adlandirilmig bir agac kalir. Timevarim varsayimindan dolay1 bu agac-
lardan tam

n—3
dl—1,...,di_1—1,di—2,di+1—1,...,dn_1—1

tane vardir. Demek ki aradigimiz yanit, ¢ = 1,...,n — 1 igin bu sayilarin
toplami olan,

n—1
Z n—3
1 <d1—1,...,dz‘_1—1,di—2,di+1—1,...,dn_1—1>

sayisidir. Ve Sonug 10.2’den dolay1 yukaridaki toplam tamitamina,

n—2
di—1,...,d, —1

sayisina esittir. Onsav kanitlanmigtir. O

Bu kanit sayesinde, n noktali tiim adlandirilmig agaglari, ¢ok ¢ok zaman
alsa da, teker teker cizebiliriz. Ornek olarak n = 5 icin, derece tipi (3,2,1,1,1)
olan tiim agaclar1 gizelim. (Derecelerin toplamimin gercekten 2n — 2 = 8
olduguna dikkatinizi gekeriz)

5 noktasinin 1’e bagh oldugu agaglarin tipi

(2,2,1,1),
ve 2 noktasina bagh oldugu agaclarin tipi

(3,1,1,1)
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olmali. 5 noktasinin 3’e ya da 4’e bagh oldugu agaclar olamaz. Demek ki 6nce
tipleri
(2,2,1,1) ve (3,1,1,1)

olan agaglar: cizip 5 noktasini sirasiyla 1 ve 2 noktalarina kenarlandirmaliyiz.
Iste o agaclar:

Toplam 3 tane bulduk. Teoreme gore, bu agaclardan

5—2 _ 3 3 _
3-1,2—-1,1-1,1—-1,1—-1) \2,1,0,0,0/  2!110!0!0!

tane olmal. Goriildigl gibi her sey tutarh.
I¢cinde 3 ve 2 bulunan derece tiplerinden,

<;>><2:20

tane oldugundan, boylece 20 x 3 = 60 agag buluruz.
Derece tipi (2,2,2,1,1) olanlar1 da ayni yontemle ¢izelim:

/ts /5
(1,2,2,1): oLo—o—o 040—0—0

1 2 3 4|1 3 2 4

/-5 5
1
1

(2,1,2,1): Lo—o—o
2

3 2 3 1 4

S

4
3 2 4 3 2 1 4

(2,2,1,1): OLO—O—O OLO—O—O

I¢inde {i¢ tane 2 olan tam 10 tane derece tipi oldugundan, boylece 6 x 10 = 60
agac elde ederiz.
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i(;inde bir tane 4 olan 5 agac oldugundan ve
60+ 60 +5 =125 = 5°

oldugundan bdylece tiim 5 noktali adlandirilmis ¢izgeleri bulmug olduk.

Cayley Teoremi’nin Ikinci Kaniti. Teorem 11.5’in farkh bir kanitim su-
nacagiz. A. Joyal'in buldugu bu kaniti, matematikle ilgilenen herkesin elinin
altinda bulunmasi gerektigine inandigim [AZ]’den aliyorum.

Adlandirilmig bir agacin iki noktasina 6zel adlar verelim. Noktalardan biri
“sol u¢”, digeri (ya da ayni nokta) “sag u¢” olsun. Noktalarindan birinin sol
ug, digerinin sag ug olarak nitelendirildigi adlandirilmig agaglara “6zel agag”
diyelim.

Sag ve sol uglar illa degigik noktalar olmak zorunda degiller. Ayni nokta
ayni zamanda hem sag hem de sol ug olabilir.

n noktali 6zel agag sayisi, tam tamina,

n? x (n noktali adlandirilmig agac sayisi)

dir, ¢iinkii adlandirilmig her agactan, n? degisik bicimde sol ve sag uclar secerek
0zel bir agac elde ederiz. Bir se¢im Ornegi asagida.

1 S 6 2 1 S 6 2
® ® e A—@ ®
4 7 3 4 7 3

Bir agacin herhangi iki noktasini sol u¢ nokta (gri ticgen) ve sag u¢ nokta (gri kare) olarak
secebiliriz. Ayni nokta ayni anda hem sol u¢ nokta hem de sag uc nokta olabilir.

Dolayisiyla, Teorem 11.5°i kanitlamak igin n noktali 6zel agac sayisinin n”
oldugunu kanitlamak yeterli. Bunu kamtlamak igin, n noktali 6zel agaglarin
kiimesiyle {1,2,...,n} kiimesinden gene {1,2,...,n} kiimesine giden fonksi-
yonlar kiimesi arasinda bir esleme bulacagiz.

Once her f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} fonksiyonu icin, i’den f(i)’ye
giden bir okun bulundugu n noktal bir ¢izge insa edelim. Ornegin n = 12 ise
ve f fonksiyonu,

f(l):3a f(5):37 f(9)27a
f4)=9, f8)=1, f(12)=9

ise, elde ettigimiz cizge asagidaki cizgedir. Bu ¢izgenin ii¢ adet baglantili
bilegeni vardir. Her baglantili bilegen, bilegsenin noktalarindan noktalarina gi-
den bir fonksiyon olarak goriilebilir.
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8 1 12
]
10 5 7
Her noktadan tek bir ok g¢iktigindan, her baglantili bilegenin toplam ke-
nar sayisi bilesenin nokta sayisina egittir. Alistirma 11.9’a goére, her baglantili

bilesenin tek bir dongiisii vardir. Bu dongiilerin noktalarinin kiimesine B di-
yelim. Ornegimizde

B =1{3,9,12,7,6,11} = {3,6,7,9,11,12}
bulunur. B’nin elemanlarini kiigiikten biiytige dogru dizelim:
B:ag<ay < <ag.
Ornegimizde
B:3<6<7<9<11<12

olur. Sonra,
(f(a1)7 f(CLZ)v s 7f(ak))

yolunu bir cizge olarak (bu sirayla) cizelim. Ornegimizde

3 11 12 7 6 9
o ——0 00 —°

gizgesini elde ederiz. 3 numarali nokta sol ug, 9 numarali nokta sag ug olacak.
Yonlendirilmig ¢izgenin diger noktalarini ve bagintilarini bu ¢izgeye oldugu
gibi aktaralim, ama bagmtilarm yonlerini kaldirarak yapahm bu iglemi. Orne-
gimizde,

ozel cizgesini elde ederiz. Boylece her fonksiyondan nasil 6zel bir ¢izge yapila-
bilecegini gordiik.

{1,2,...,n} kiimesinin B altkiimesi, f|p fonksiyonunun eslesme oldugu en
biiytk altkiimesidir. Bunu gormek o kadar zor degil.

Bu iglem tersine cevrilebilir: Ozel bir cizgeden hareket ederek, yukarida
acikladigimiz yontemle bu 6zel cizgeyi veren fonksiyonu bulabiliriz. Bunun icin
sol u¢ noktayla sag uc nokta arasmdaki noktalar: (sayilari) alalim. Ornegimizde

3,11,12,7,6,9
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sayilari buluruz. Bu sayilan kiigiikten biiytige dogru dizerek bu kiimenin bir
eglegmesini buluruz. Ornegimizle anlatmak daha kolay, 6rnegimizde

SN

eslesmesi bulunur. Geri kalan ¢ sayilarinin degerlerini bulmak i¢in ¢ noktasini
bu yola baglayan biricik yola bakmamiz yeterli. Teoremimiz bir kez daha
kanitlanmistir.

Cayley Teoremi’nin Ugiincii Kanit (Priifer Yontemi). n = 2 igin
sonu¢ belli: 2 noktali tek bir agag vardir. Bundan bdyle n > 3 egitsizligini
varsayalim.

Noktalar1 adlandirilmig n noktali her agag icin, terimleri {1,2,...,n} kii-
mesinden olan bir (ai,as,...,a,—2) dizisi bulacagiz. Yontemimiz, noktalar:
adlandirilmig n noktali agaglarla, terimleri {1,2,...,n} kiimesinden olan n — 2
uzunlugundaki diziler arasinda bir esleme verecek. Bu bicimde yazilmig n" 2
adet dizi oldugundan sonucu elde etmig olacagiz.

Once noktalar1 adlandirilms her T agacima karsilik gelen

(al, as, ... ,an,Q)
bigimindeki diziyi nasil elde edecegimizi agiklayalim. Nokta adlarinin
1,2,...,n

oldugunu varsayalim. b1, derecesi 1 olan adi en kii¢iik nokta olsun. a; de b;’in
bitigik oldugu tek nokta olsun (bkz. Onsav 11.3.e). Dizimizin ilk terimine a;
yazip, by noktasini ve ona bitigik kenar1 silip n—1 noktali yeni agaca bakalim ve
ayni iglemi bu yeni agaca uygulayalim. Bu islemi sadece iki nokta kalana kadar
uygularsak aradigimiz (a1, as, ..., a,—2) dizisini elde ederiz. Bu yontemle elde
edilmis dizi, T" agacinin Prifer dizist diye adlandirilmigtir.

Ornekler

11.10. Asagidaki agag igin

2 3 4 6

sirasiyla 12, 13, 51 ve 54 kenarlarim silip

ALNATALN
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agaglarini elde ederiz. T' agacinin eslestigi dizi (1, 1,5,5) dizisidir.
Simdi terimleri {1,2,...,n} olan herhangi bir

(al,az, . ,anfz)

dizisinin hangi agaca kargilik geldigini bulalim. b; bu dizide gériinmeyen en kiiciik nokta
olsun. a; ve by noktalar1 arasina bir kenar koyalim. Ardindan diziden a;’i kaldirip n — 3
terimli yeni diziye bakalim ve b:’i yok sayip yontemimizi yeni diziye uygulayalim. Bu
sekilde adim adim agacin kenarlarini belirleyebiliriz. Son adimda ise hala daha kullana-
bilecegimiz atilmamig son iki nokta arasina kenar koyarak agacimizi tamamlariz.
(1,2,1,4) dizisine bu yontemi uygulayarak eslestigi 7' agacini bulalim. Dizimiz dort
terimli olduguna gore noktalar kiimesi {1,2,3,4,5,6} olacak. Dizinin ilk noktasi 1,
goriinmeyen en kiigiik noktasi 3’tiir. Dolayisiyla 13 cizecegimiz ilk kenar. Yeni dizi-
miz (2,1,4). Bu sefer 3’ii dikkate almayacagiz, yani noktalar kiimemizin {1,2,4,5,6}
oldugunu varsayacagiz. Yeni dizimizin ilk terimi 2, dizide goriinmeyen en kiigiik nokta
da 5. Demek ki 25 de bir kenar. 2’yi dizimizden silip geri kalan (1,4) dizisini ele alalim.
3 ve 5 noktalarini artik kullanmayacagiz. 1 dizinin ilk terimi, 2 ise dizide goriinmeyen
en kiigiik nokta, dolayisiyla 12 diger bir kenar olacak. Artik 2, 3 ve 5 noktalarii kul-
lanmayacagiz. Son dizi (4) dizisi, dizide goriinmeyen en kiicikk nokta 1, demek ki 14
diger bir kenar olacak. 1 de kullanmayacagimiz noktalar arasina eklendi. Son adimda,
kullanabilecegimiz kalan iki nokta arasina bir kenar koyacagiz, yani 46 da bir kenar.
Demek ki (1,2,1,4) dizisi

6 3 5

agaciyla eslesir. Ilk yontemi uygulayarak bu agacin eslestigi dizinin (1,2,1,4) oldugunu
kontrol edebilirsiniz.

Bu iki yontem noktalar: adlandirilmig n noktali agaglarla, terimleri {1,2,...,n} kiime-
sinden olan n—2 uzunlugundaki diziler arasinda egleme vermektedir. Demek ki noktalar1
adlandirilmis n noktah agac sayis1 n™~2’dir.

[AZ])de ayn1 teoremin bagka kamitlari da vardir.
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1. S;’nin Tanimi. n kadin ve n erkek kag degigik bicimde (her kadina bir
erkek ve her erkege bir kadin diisecek bigimde) eslestirilebilir? Sorunun (ko-
lay olan) yamtii bulmak igin kadinlari numaralandiralim. Birinci kadina n
erkekten birini eslegtirecegiz. Ikinci kadina geri kalan n — 1 erkekten birini,
iiciincti kadina geri kalan n — 2 erkekten birini eglestirecegiz ve bunu boylece
devam ettirecegiz. Anlagilacag1 gibi, toplam n! degisik kadin-erkek eglemesi
vardir. Bu n! sayisi, elbette, n elemanlh herhangi bir kiimeden n elemanli her-
hangi bir kiimeye giden esleme sayisidir.

{1,2,...,n} kilmesinden gene {1, 2, ..., n} kiimesine giden eslesmeler kii-
mesi Symn ya da S, olarak gosterilir ve simetrik grup adi verilir. Gordiigi-
miiz lizere, S,,’nin tam n! tane elemani vardir.

2. S;’nin Elemanlarimin Yazilimi. Once S, kiimesinin elemanlarini teker
teker inceleyelim, sonra modern matematigin geregi, kiimeye bir biitlin olarak
bakariz. Bir ornekle baglayalim.

Bu eslesmeyi daha sade olarak s6yle yazabiliriz:
1234567
3546217/

Ust sira tanim kiimesinin elemanlarini, alt sira da deger kiimesinin eleman-
larini simgeler. 5’in hemen altinda 2 olmasi, bu eglesmenin 5teki degerinin iki

oldugunu soyler, yani,
= 1234567
- \3546217

ise, f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =6, f(5) = 2, f(6) =1, f(7) = Tdir,
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Yukaridakinden daha kolay bir yazilim vardir. Ornegimizdeki eslesmeye
bakalim.
e Bu eglesme 11 3’e, 3’1 4%e, 4’1 6’ya, 6’y1 da 1’e (bagladigimiz sayiya)
gondermis. Yani
1l—»3—=4—6—1

diye bir dongii olmus.
e Aymni eglesme 2’yi 5’e ve 5’1 2’ye (bagladigimiz sayiya) yollamig. Demek
ki bir de
252

diye bir dongii sézkonusu.
e Son olarak, bu eglesme 7’yi 7’ye géndermis.
Bu ii¢ nedenden dolay1 bu eglesme

(1346)(25)(7)

olarak simgelenir. Buradaki her sayinin imgesi hemen sagindaki sayidir, ama
eger sayl parantezin sonundaysa, o zaman o sayinin imgesi bulundugu paran-
tezin ilk sayisidir.

Her bir paranteze déngd adi verilir. (1 34 6)(2 5)(7) eslesmesinde 3 don-
gli vardir.

Ornegin S7nin (1 2 7)(3 4 5 6) eslesmesinin resmi asagidadir. Goriildii-
gi gibi, (1 2 7) dongiisii nedeniyle 1 sagindaki 2’ye, 2 sagindaki 7’ye, 7 de ta
en bagtaki 1’e gidiyor.

Her say1 hemen kendi sagindaki sayiya gider. Saginda say1 olmayan sayilar,
bulunduklar1 parantezin en bagmma giderler. S7’'nin her elemam (ki 7! = 5040
tane elemani vardir) boyle ayrik dongiiler bigiminde yazlabilir.

Yalniz dikkat edilmesi gereken bir nokta var. Bu yazilimla,

(127)(3456) ve (3456)(127)
eslesmeleri de birbirine egittir. Aym bicimde,

(127)(3456)=(271)(3456) = (3456)(271)
—(4563)(271)=(5634)(712)
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gibi esitlikler gecerlidir. Genel olarak (15936) gibi bir déngiiyii yazmaya don-
glideki herhangi bir elemandan baglayabiliriz:

(15936)=(59361)=(93615)=(36159)=(615093).

Her S,’nin [I,, ya da kisaca I olarak gosterecegimiz gok 6zel bir elemani
vardir: Hicbir geyi degistirmeyen egleme, yani birim fonksiyon ya da oz-
deslik fonksiyonu. Tanimi geregi, her x € {1, 2, ..., n} i¢in I,(x) = x olur.
Yukarida agikladigimiz yazilimla, I,, birim fonksiyonu

I = (1)(2) - (n)

olarak gosterilir.
S4’in 4! yani 24 elemanini bu yazilimla yazabiliriz:

Iy = (1)(2)(3)(4),
(12)(3)(4), (1 3)(2)(4), (1 4)(2)(3), (2 3)(1)(4), (2 4)(1)(3), (3 4)(1)(2),
(123)(4), (132)(4), (124)(3), (142)(3),

(134)(2),(143)(2),(234)(1),(243)(1),

(12)(34),(13)(24),(14)(23),
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432).

Yazilimi biraz daha sadelestirebiliriz. Eger n’nin kac¢ oldugunu onceden
biliyorsak tek elemanli dongiileri yazmasak da olur. Ornegin (1 3 4 6)(2 5)(7)
yerine daha basit olarak (1 3 4 6)(2 5) yazabiliriz. Bunun gibi (1 2 3)(4 5)(6)(7)
yerine (12 3)(4 5) yazalim.

Ama o zaman (1)(2)(3)(4) yerine ne yazacagiz? Onun yerine de sadece I4
yazalim. Eger 4 umurumuzda degilse, I yerine sadece I yazilir. Bu daha basit
yazilimla, S4’iin 24 elemam agagidaki gibi yazilir.

I47
(12),(13),(14),(23),(24),
(123),(132),(124),(142),(134),(143)(234),(243),
(12)(34),(13)(24),(14)(23),
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432).

,(24),(34),

Bu yazilimin bir tehlikesi var. O da su: Bu yazihimla
(1346)(25)

eleman1 Sg’nmin da, S7’'nin de, Sg’in de elemani olabilir. Nasil anlayacagiz han-
gisinin elemani oldugunu? Konunun geliginden... Biraz dikkat etmek gerekir
sadece o kadar.

Bu yazilimin, tehlikesi yaninda, bir avantaji vardir: Bu yazilim sayesinde,
ornegin, Sg’y1 rahatlikla Sg’un altkiimesi olarak gorebiliriz. Nitekim Sg’nin her
elemani, So’un 7, 8 ve 9’u sabitleyen bir elemani olarak goriilebilir.
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Yukarida agikladigimiz yazilimin gergekten mumkiin oldugunu gostermek
i¢in gu soruyu olumlu yanmtlamamiz gerekiyor. f € Symn olsun. f’yi dongiile-
rin bilegkesi olarak yazmak istiyoruz. Herhangi bir i € {1,...,n} alahm ve

i, f@), f2(0), f2(0), ...

dizisine bakalim. (B&ylece i ile baglayan déngliyli bulmayr amaghyoruz.) Bu
dizinin terimleri {1,...,n} kiimesinde yer aldigindan, bir zaman sonra ayni
say1 kendini gbsterir ve bu agsamadan sonra dizi kendisini tekrarlamaya baslar,
yani dizi periyodiktir. Diyelim f*(i) sayisi dizinin daha nceki bir terimine
esit, yani bir 0 < j < k icin f*(i) = fI(i) ve k sayisi, bu ozelligi saglayan
sayilarn en kiiciigii. Bu durumda, j = 0 esitligini gostermeliyiz, ki f*(i) = i
olsun ve i ile bagladigimiz dongiiniin tekrar i’ye geri dondiigiinden ve daha
once geri donmediginden emin olalim. Nitekim eger j > 0 ise, f fonksiyonu
birebir oldugundan,

FUETH@) = £1G) = F1G) = F(F 7))
esitliginden, f¥=1(i) = f7=1(4) cikar, ki bu da k’nin soziinii ettigimiz 6zelligi
saglayan en kiiciik dogal say1 olma ozelligiyle celigir. Demek ki j = 0 olmal:.

3. Hangi Tipten Kac¢ Eleman Var? Biraz hesap yapalim. S,,’de “tipi” ayni
olan elemanlarin sayisini hesaplayalim.

Ornegin (12) gibi ikili déngii biciminde yazlabilen kac eleman vardir? Eger
n = 4 ise 6 tane vardir:

(12), (13), (14), (23), (24), (34).
Eger n = 5 ise, 10 tane vardir:
(12), (13), (14), (15), (23), (24), (25), (34), (35), (45).

Genel olarak bu tip elemanlardan n’nin ikilisi kadar, yani

n\ n(n-1)
2/ 2
tane vardir.

Ya (1 2 3) gibi yazilabilen ka¢ eleman vardir?

n
3
tane degil. Ciinkii sectigimiz her ticlii i¢in iki ayr secenegimiz var. Ornegin,

eger 1, 2 ve 3 elemanlar se¢ilmigse, bu elemanlarla elde edecegimiz (123) ve
(132) gibi iki ayr1 eglesme var. Dolayisiyla bu tipten toplam

(5)
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tane eleman vardir.
Ya (12)(34) tipinden? Birinci ¢ift i¢in

(5)
("2")

tane segenek vardir. Ancak bu iki sayiy1 carparsak yanls sonug buluruz. Ciin-
kii boyle yaparsak (12)(34) ve (34)(12)’yi sanki iki ayr1 elemanmig gibi iki kez

sayariz, oysa bunlar birbirlerine egittir. Carpimi ikiye bélmek gerekir. Sonug
olarak, (12)(34) tipinden

secenek var. Ikinci ¢ift icin

tane eleman vardir.

Ayni tipten olan elemanlara eglenik denir. Eglenik elemanlarin tiimtinden
olusan kiimeye de esleniklik sinifi denir.

Iki sonraki sayfadaki tabloda n = 2,...,8 icin, S,’de her eslenik simfinda
kag¢ eleman oldugunu hesapladik. Her siitunun altinda buldugumuz sayilari
toplayarak, toplamin n! olup olmadigim kontrol ettik. Boylece yaptigimiz he-
saplarin saglamasimi yapmig olduk. (Gene de hata olabilir! Yanhga tahammii-
lii olmayan okur kendi bagina hesaplamalidir bu sayilar1.)

Ornegin tipi, (1 2)(3 4)(5 6) elemamnm tipiyle ayni olan eleman sayisimi

bulmak igin,
n\(n—2\[(n—4
2 2 2

sayisini 3! sayisina bolmek zorundayiz, aksi halde, 6rnegin, hepsi birbirine esit
olan

(12)(34)(56),(12)(56)(34),(34)(12)(56),
34)(56)(12),(56)(12)(34),(56)(34)(12

eslesmelerinin hepsini ayr1 ayr1 saymis olurduk.
Bunun gibi, n > 22 i¢in, S, ’de, tipi

(12)(34)(56)(7 8)(9 10)(11 12 13)(14 15 16)(17 18 19)(20 21 22)

olan elemanlardan tam,

() (") (T () (EE) () (752!

5! x 4!
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tane vardir; paydaki ilk bes ve son dort terim sadelegir ve geriye,
n!
(n—22)! x (5!25) x (4!3%)

kalir. Bir sonraki teoremi okudugunuzda bu sayinin anlamini daha iyi kavra-
yacaksiniz.

Teorem 12.1. f € S, olsun. k;, f’de bulunan i uzunlugundaki dongilerin
sayisy olsun. (Demek ki Y ik; = n.) O zaman, f’nin esleniklik sinifinan ele-
man sayist,
n!
(kl' 1k1) (kg' 2k2) s (kn' Tk”)

olur.

Kanit: Once dongiilerimizin parantezlerini hazirlayalim.

(0 [0 PUOYED VAT DUPY A TS [ PO GRS PO

Burada k; tane 1 sayilik parantez, ko tane 2 sayilik parantez, ..., k, tane n
sayilik parantez var. (En uzun doéngiiniin uzunlugu ancak n olabilir.) Say1 ko-
nulabilecek toplam n tane yuva var. Once n tane say1iy1 her bicimde bu paran-
tezlere (her parantezin kabul ettigi kadar) yerlestirelim. Bunu elbette n! farklh
bigimde yapabiliriz. Ama bu n! yerlegtirmenin bazilar1 .S;,’nin ayni elemanini
verir. Kac tanesinin aym elemani verdigini bulup bu sayiya bolelim. I¢ine i
tane say1 yerlestirilebilen bir parantezi alalim. Bu parantezin i¢indeki sayilari
1 farkli bigimde yerlestirirsek .S, nin ayn elemanin elde ederiz. Ornegin,

(12345),
(23451),
(34512),
(45123),
(51234)

yerlegtirmeleri ayn1 eslesmeyi verir. Bu parantezlerden tam k; tane oldugun-
dan, sayilar1 bulunduklar1 parantezlerden ¢ikarmadan

tane yerlestirmenin aym eslesmeyi verdigini buluruz. Ote yandan bu paran-
tezlerin de yerlerini degistirebiliriz. Ornegin,



151

yerlegtirmelerinin hepsi ayni eglesmeyi verir. ¢ uzunlugundaki k; parantezi k;!
farkl bicimde yerlegtirebiliriz. Demek ki sadece i uzunlugundaki parantezlere
yapilan

tane farkli yerlegtirme ayni eglesmeyi verir. Bunlar1 ¢ = 1,2, ..., r igin garpar-
sak, toplam

(1R R ) (2R kpl) - (R R - (P k)

farkl yerlestirmenin ayni eglesmeyi verecegini buluruz. Demek ki bu tipteki
eleman sayisim bulmak icin, toplam yerlestirme sayisi olan n! sayisini bu sayiya
bolmeliyiz. O

Kigiik n sayilar icin, esleniklik simiflarinin eleman sayisi bir liste olarak
yazalim.

Eslenik Simiflar1 Sayist

So | S3 | Sy | S S S Ss
I 11 1] 1 1 1 1 1
(12) 11 3| 6| 10| 15 21 28
(123) 2| 8] 20 40 70 112
(12)(34) 3| 15 45 | 105 210
(1234) 6| 30 90 | 210 420
(12)(345) 20 | 120 | 420 | 1120
(12345) 24 | 144 | 504 | 1344
(12)(34)(56) 15| 105 420
(12)(3456) 90 | 630 | 2520
(123)(456) 40 | 280 | 1120
(123456) 120 | 840 | 3360
(12)(34)(567) 210 | 1680
(12)(34567) 504 | 4032
(123)(4567) 420 | 3360
(1234567) 720 | 5760
(12)(34)(56)(78) 105
(12)(34)(5678) 1260
(12)(345)(678) 1120
(12)(345678) 3360
(123)(45678) 2688
(1234)(5678) 1260
(12345678) 5040
Toplam 2| 624|120 | 720 | 5040 | 40302

Listede, S,’de en fazla eleman olan egleniklik sitmiflarin1 koyu harflerle,
eslesmesi disinda, en az eleman olan simiflar1 da alti ¢izili olarak gosterdik.
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Belli ki, eger n > 4 ise en az (12) tipinde eleman var.
Ve gene belli ki S;,’de en kalabalik sinif

(12 ... n=1)

smifi. Bu simifin n(n — 2)! tane, yani

(n—1)

tane eleman1 var. Bir bagka deyigle, her n — 1 elemandan biri bu tipten (yani
bu esleniklik simfinda). En az elemanh eglenik sinifinin (1 2)’nin egleniklik
smifi oldugunu birazdan kanmtlayacagiz. (1 2 ... n—1) elemaninin smifinin
en kalabalik oldugu da dogru ama bu olgunun bu kitaba alacak kadar kolay
ve okumasi zevkli bir kanitin1 bilmiyorum. Merakli okur Matematik Diinyasi
dergisinin 2003-II sayisiin 103’iincii sayfasidaki Ozer Cozer’in kamtim oku-
yabilir.

Eslenik Simifi Sayisi. Her egleniklik sinifinin sayisim1 bulduk. Peki S, ’de kag
tane esleniklik sinifi var? Birkag sayfa once esgleniklik simiflarini ve dolayisiyla
kac tane olduklarini n = 8’e kadar teker teker bulduk. Biraz daha ileri gidelim:

6 7 8 9 10 11 12 13 15

n: 5
7 11 15 22 30 42 56 77 101 135

1 2 3 4

smifsayis1 : 1 2 3 5

Sy’deki egleniklik sinifi sayisi aslinda n sayisinin parcalanis sayisina
egittir. Ornegin, eger n = 6 ise,

6 = 1+1+1+1+1+1 Ismfi

6 = 24+1+1+1+41 (12) siifi

6 = 3+1+1+1 (123) siifi

6 = 2+2+1+1 (12)(34) smufi
6 = 44+1+1 (1234) siufi

6 = 3+2+1 (123)(45) smufi
6 = 5+1 (12345) smifi
6 = 24+2+2 (12)(34)(56) smifi
6 = 442 (1234)(56) smufi
6 = 3+3 (123)(456) smufi
6 = 6 (123456) swmufr.

Bir dogal sayinin parcalanig sayisi, o saymin (sira gézetmeden) dogal sayilarin
toplami olarak kac tiirlii yazilabilecegidir. Dolayisiyla 6'nin parcalanig sayisi
yukarida goriildiigii gibi 11°dir, Sg’nin esleniklik sinifi sayisina esittir. Genel
olarak, S, ’'nin egleniklik sinifi sayis1 n’nin pargalanig sayisina egittir. Bugiin bile
iizerine pek ¢ok arasgtirma yapilan parcalanis sayisi konusuna ileride egilecegiz.
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Teorem 12.2. Eger n > 4 ise, (12) 'nin esleniklik sinafo, I, 'nin sinify diginda,
Sp'nin en az elemanly esleniklik sinafidar.

Kamit: Id # f € S,, olsun. f’nin egleniklik sinmifinin eleman sayisin [f] olarak
gosterelim. f’yi ayrik dongiilerine ayirip, uzunlugu r olan dongiilerini, adina
fr diyecegimiz bir elemanda toparlayalim. Ornegin

f=(12)(34)(5678)
fo=(12)(34), fs=1,fa=(5678).

Demek ki her f, uzunlugu r olan ayrik déngiilerin carpimi ve f, degigik r’ler
i¢cin bu f,’lerin ¢arpimi. Eger f, # Id ise, [f.] < [f] esitsizligi bariz. Demek ki
[(12)] < [fr] esitsizligini kanitlamak yeterli.

Bundan boéyle, f, herbirinin uzunlugu r olan k ayrik dongiliniin ¢arpimi
olsun. Demek ki kr < n. Ayrica 2 < r. Bu bilgiler daha sonra gerekecek.
Simdi g = (1 2...r) olsun. Once [g] < [f] esitsizligini kamtlayacagiz. Her iki
say1y1 da acgik acik bulabiliriz:

(Teorem 12.1'i de kullanabilirdik.)

9] = (Z) (r—1)!
A=()0) ()

Bundan sonra [f] < [g] esitsizligini k ve n {izerine tiimevarimla kanitlamak
kolay. (Alttaki say1 sadelesiyor.)
Demek ki [(12)] < [g] esitsizligini, yani

(=)o

esitsizligini kanitlamamiz gerekiyor. Bu da kolay (tlimevarimla). Teorem boy-
lece kanitlanmigtir. O

Aligtirmalar

12.1. (Bu soru IMO 1987 yarigmasinda sorulmustur.)
P, (k) =|{f € Sn : f tam k eleman sabitliyor}|
olsun.

> kP, (k) =n!
k=0

egitligini kanitlayin.
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12.2. Heri=1,...,n—1 igin 0; = (¢,i + 1) € S, olsun. S, nin her elemaninin sonlu tane
o;i’'nin garpimi oldugunu kanitlaymn. Her i ve j =1,...,n — 1 igin ya (05 o O'j)l =1d, ya
(0i00;)* =1d, ya da (0; 0 0;)* = Id olmal. Kanitlayin.

12.3. Her ¢ = 2,...,n i¢in 7; = (1,4) € S, olsun. S,’nin her elemaninin sonlu tane 7;’'nin
carpimi oldugunu kanitlayin.

12.4. Sym N’nin her elemanmin f2 = ¢? esitliklerini saglayan iki f ve g eslesmesi icin f o g
olarak yazildigin1 kanitlayin.
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Sermin Cam

Birinci Stirling Sayilari. 12 kisiyi 3 yuvarlak masaya, her masada en az bir
kisi olmasi koguluyla kac farkl bicimde yerlestirebiliriz? Masalar arasinda fark
gbzetmiyoruz, ama kigiler arasinda fark gozetiyoruz. Yani kigilerin adlar1 var
ama masalarin adlar1 yok.

Ornegin iki masaya birer kigi koyup, geri kalan on kisiyi iiglincli masaya
yerlestirebiliriz. Tek basina oturacak o iki kisiyi ( ) = 66 farkli bigcimde sece-
biliriz. Geri kalan on kisiyi de {i¢lincli masaya farkli bigimlerde oturtabiliriz.

O O

(131061221197 4) yerle§|m1

Ya da her masaya, sanki pisti oynayacaklarmig gibi dorder kisi yerlegtirebiliriz;
pisti oynayacak dortlii gruplar: farkli bicimlerde secebiliriz elbet; ayrica dort
kisilik gruplarin her birini masanin etrafina farkh bigimlerde oturtabiliriz.

Asagidaki yerle§imler degisik yerlegimler olarak algilanacak (kisilerin sagi
solu 6nemli olacak yani.)

Ama agagidaki sekildeki yerlegimler degisik algilanmayacak.

1 4 3
4‘2 3’1 2‘4
3 2 1
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Soziin kisast masalarin yuvarlak olugsu sonugsuz degil, masalarin bagi sonu yok
ve masalar dondiiriilebilir. Ancak masalarin sagi solu var, (1 2 3 4) oturt-
masiyla, bunun tam ters istikametlisi olan (4 3 2 1) oturtmas1 ayr1 sayiliyor.

Ayri sayilan iki oturtma bi¢imi. Ama sagdaki (4 3 2 1) oturtma
bigimiyle (1 4 3 2) oturtma bi¢imi arasinda bir ayrim yoktur.

Ote yandan iki masa arasinda ayrim gozetmiyoruz. Yani masalar1 numara-
landirmiyoruz, bizim igin bir masanin bir bagka masadan ayrimi yok. Ama
kisiler arasinda ayrim gozetiyoruz. Eger kigiler arasinda da ayrim gozetme-
seydik, sorumuzu 12 patatesi 3 ¢uvala kag degisik bigimde koyabiliriz seklinde
sorardik; ne de olsa patateslerin ve guvallarin kisilikleri yoktur. Yani kisilerin
numarasi var ama masalarin numarasi yok. Genel soru su:

Soru: n kisi k tane yuvarlak masaya, her masada en az bir kisi olma kosuluyla
ka¢ farkl bicimde yerlestirilir?

s(n, k) ile gosterilen bu sayilara Birinci Stirling sayilar: adi verilir.
Amacimiz s(n, k) sayilarim kolayca hesaplayabilmek.

Her masada en az bir kisi olmas1 gerektiginden, kisi sayis1 masa sayisindan
az olursa boyle bir yerlegtirme yapilamayacagindan, n < k ise s(n, k) = 0 olur.
Dolayisiyla 0 < k < n kosullarinin saglandigini varsayabiliriz.

1 1

3 2 2 3

Ug kisi iki degisik bigimde yuvarlak bir masaya yerlesebilir. Demek ki s(3, 1) = 2.

Birka¢ Ozel Durum. Birkag kolay durumda s(n, k) sayilarm bulalm. Once
hi¢ masa olmadigl, yani k¥ = 0 durumunu ele alalim. Eger 0 kisi varsa, bu
0 kiginin hepsini birden 0 tane masaya tek bir bicimde oturtabiliriz: Kim-
seyi hi¢bir masaya yerlestirmeyiz olur biter! Bagka da ¢oziim yoktur. Demek
ki 5(0,0) = 1. (Bu akil yiiriitmede matematikten ziyade temel mantik var,
tistiinde durmaya pek degmez.)

Ote yandan eger en az bir kisi varsa, bu kadar cok kisiyi 0 masaya yerleg-
tiremeyiz. Demek ki n > 0 ise, s(n,0) = 0.

Eger sadece bir tek masa varsa, yani k£ = 1 ise yanit ne olacak? Herkesi
bu tek masaya yerlegtirecegiz. Bir numaral kigiyi masanin herhangi bir yerine
yerlestirebiliriz (bog yerler arasinda bir ayrim yok.) Geri kalan n — 1 yere bir



157

numara digindaki n — 1 kigiyi yerlestirecegiz. Elbette (n — 1)! degisik bigimde
yapabiliriz boyle bir yerlesimi. Demek ki s(n,1) = (n — 1)! dir.

Eger £k = n ise, yani masa sayis1 kisi sayisina esitse, o zaman her ma-
saya bir kisi yerlegtirmek zorunda kaliriz, yani bir tek ¢éziim vardir. (Masa-
lar arasinda ayrim gozetmedigimizden tek bir yerlesim vardir, yoksa yerlesim
say1st n! olurdu.) Demek ki s(n,n) = 1.

Simdi de masa sayisinin kisi sayisindan bir eksik oldugu duruma bakalim:
n kigi ve n — 1 masa olsun. n de 1’den biiyiik olsun, ¢iinkii n = 1 sikkinda
k = n—1 = 0 ve bu durumu iki paragraf once halletmigtik. Ne bog bir
masa ne de ayakta kalan birini gérmek istiyoruz. Demek ki masalardan birine
(hangisi oldugu 6nemli degil) iki kigi oturacak, diger masalara da birer kisi
yerlegtirecegiz. Onemli olan ayni masaya oturacak o iki kigiyi se¢gmek; o iki
kisi secildiginde yerlesim plani kendiliginden ortaya cikar. n kisi arasindan 2
kisi sececegiz. Bunu

n> ~n(n—1)

s(n,2) = (2 >

farkli bicimde yapabiliriz. )
Her yerlesim (1 2)(3 4 5)(6 7)(8) gibi bir yazihmla gosterilebilir. Ornegin,
5(4,2)’yi hesaplamak i¢in su listeyi saymak gerekir:

(1)(234),(1)(243),(2)(134),(2)(1 4 3),
(3)(124),(3)(142),(4)(123),(4)(132),
(12)(34),(13)(24), (14)(23).

Dolayisiyla s(4,2) = 11 olur. Gérildiigi gibi s(n, k), Symn grubunda k ayrik
dongiliniin ¢arpimi olarak yazilan elemanlarin sayisidir. Dolayisiyla, birazdan
bir bagka yontemle kanitlayacagimiz

n

Z s(n, k) =n!

k=1
formiilii gegerlidir.

Genel Durum. Genel durumu irdelemek igin, n kisi, birbirinden farki olma-
yan n tane masaya kag farkl gsekilde oturabilir sorusuna iki ayr1 yanit bulup bu
yamtlar egleyecegiz. (Bu kez, ilk sorumuzun aksine bazi masalar bos kalabilir.)

Birinci Yanit: n kisi higbir masa bos kalmayacak bigimde 1 masaya s(n, 1),
hicbir masa bos kalmayacak bigimde 2 masaya s(n,2) ve genel olarak 1 <
k < n i¢in higbir masa bog kalmayacak bi¢imde k masaya s(n, k) farkli gekilde
oturabilir. Oyleyse, doldurduklar masa sayisim goz oniinde tutarak, n kisinin
n masaya »_,._, s(n, k) degisik bigimde yerleseceklerini buluruz. Birinci yanit:
bulduk. Simdi aym soruya ikinci bir yanit bulalim.
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Ikinci Yanit: Masalar birbirinden ayirt edilemediklerinden, birinci kiginin tek
bir hamlesi var: Herhangi bir masaya oturmak.

Ikinci kisi ya bog masalardan birine yerlesecek (hangi bog masaya yerlestigi
onemli degil ¢iinkii masalar arasinda ayrim gozetmiyoruz) ya da birincinin
oturdugu masaya yerlesecek. Simdilik sagma gelse de, bu ikinci durumda,
ikinci kiginin birincinin “hemen soluna” yerlestigini soyleyelim. (Asagidaki
sekle bakin.) Demek ki ikinci kiginin iki degigik hamlesi var.

A A A A A
X X
B
X X B B c
Yukaridaki bes sekilde de X, A’nin hemen soluna yerlesmistir.

Uciincii kiginin yapabilecegi hamleleri sayalm: Uciincii kisi ya bos bir masaya
gececek ya birincinin hemen soluna ya da ikincinin hemen soluna oturacak.
Demek ki iglincliniin toplam 3 hamlesi var. Dordiincii kigi bog bir masaya
ya da birincinin hemen soluna ya da ikincinin hemen soluna gegebilir ya da
i¢lincliniin hemen soluna gegebilir. Demek ki dérdiincii kiginin toplam 4 ham-
lesi var. Genel olarak k’inci kiginin & hamlesi var.

Demek ki n kisi n masaya n! bicimde oturabilir. Ikinci yamt: da bulduk.
Yukarida buldugumuz iki yanittan su sonug ¢ikar:

Teorem 13.1. Y ), s(n, k) =n! O
Binom katsayilar1 arasinda da buna benzer bir iligki vardir:
n
2 ()=
=0

Binom katsayilariyla ilgili

() -G2)+(0)

esitligi gegmiste kanitlamigtik. Birinci Stirling sayilar: i¢in de benzer bir egitlik
vardir ve bu esitlik sayesinde degerini bildigimiz birinci Stirling sayilarini kul-
lanarak yenilerini hesaplayabiliriz.

Teorem 13.2. n >k > 1 ise, s(n,k) =s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n — 1,k).

Kamt: n kisiyi k masaya, hi¢gbir masa bog kalmayacak sekilde yerlestirecegiz.
En son kisi olan n’yi ele alalim. Iki ik var: Ya n tek bagina bir masada kalacak
ya da bagkalariyla birlikte olacak.
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Eger n numaral kigi bir masada tek bagimaysa, geri kalan & — 1 masaya
n — 1 kisi hicbir masa bog kalmayacak sekilde yerlesgtirilmis demektir. Demek
ki bu sikta s(n — 1,k — 1) segenek var.

n’nin yalniz kalmamasi i¢in n— 1 kisiyi s(n—1, k) degisik bicimde k£ masaya
yerlegtirmeli ve n’yi kalan n — 1 kisiden herhangi birinin hemen soluna oturt-
maliyiz, bunu yapmanin da elbette n — 1 yolu vardir. Demek ki n numaral
kiginin yalniz kalmayacagi (n — 1)s(n — 1, k) kadar yerlesim bi¢imi vardir.

Boylelikle toplamda

s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n —1,k)

tane yerlesim belirleyebiliriz. [l

Teorem 13.2’yi kullanarak birinci Stirling sayilar: i¢in de binom agilimlarin-
daki katsayilar1 gosteren Pascal iiggeni gibi bir tiggen (birinci Stirling tiggenini)
olugturabiliriz ve birinci Stirling sayilarini teker teker bulabiliriz.

S(0,k): 1

S(1L,k): 0 1

S(2,k): 0 1 1

SG3,k): 0 2 3 1

S(4,k): 0 6 11 6 1

SG.E): 0 24 50 35 10 1

S(6,k): 0 120 274 225 8 15 1

S(T,k): 0 720 1764 1.624 735 175 21 1
S(8,k): 0 5040 13.068 13.132 6.769 1.960 322 28 1
S(9,k): 0 40.320 109.584 118.124 67.284 22.449 4.536 546 36 1

Birinci Stirling Sayilarinin Cebirsel Tanimi. Nasil binom katsayilar:
(x +y)™ polinomunun katsayilariysa, birinci Stirling sayilar1 da bir polinomun
katsayilaridir:

Teorem 13.3. Birinci Stirling sayst s(n, k),n > 0 i¢in,
(X)) =X(X+1)---(X+n-1)

polinomunda X* nan katsaysidor, yani,

n

Pa(X) = s(n, k)X,

k=0

Kanit: p,(X) polinomunda X* teriminin katsayist ay, j olsun, yani

n
pn(X) = Z an,kxk
k=0
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olsun. p,(X) = (X +n — 1)p,—1(X) oldugundan, bu polinomlar tiimevarimla
kanita elveriglidirler. Bundan yararlanip hesaplayalim:

n—1
Po(X)=(X+n-1p,1(X)=(X+n—1)> ap_1,X"
k=0
n—1 n—1
=X a1 x X+ (n=1)) an_1 X"

k=0 k=0

I
—

n

|
(]

n—1
an_171€Xk+1 + (TL — 1) Z an_lkak
k=0

k=0
n n—1
=) ap 151 X"+ (n—1) Z an—1 1 X"
k=1 k=0
n—1
=ap-1,0+ Z(an—l,k—l + (0 = Dan—11)X" + an_1,,-1X"
k=1

Herhangi iki polinomun esitligi, her k € N icin bu polinomlarin X* terimlerinin
katsayilarinin egit olmasi anlamina geldigine gore, n > 1 i¢in,

Gn,0 = Gn—1,0

Gnpn = Qpn—1,n—1
ve 0 < k < n iken,

An e = Ap-1k—1+ (0 —1)an_1x

olur.

Buldugumuz bu son iligki sayesinde a1 ve a1 katsayilarindan hareketle
tim ay,  katsayilarini bulabiliriz. a1 9 = 0 ve a1 = 1 esitlikleri de kolaylikla
bulunabilir.

Goriildiigli {izere, ay ve s(n,k) sayilar: birbirleriyle ayni tiimevarimsal
baglantiy1 sagliyorlar. Dolayisiyla baslangic kosullar1 ayniysa a, i ve s(n, k)
esit olurlar. Nitekim oOyle de:

5(1,0) =0=ajp ve s(1,1) =1=ay;.

Demek ki s(n, k) = a,, olmal. O

Yukaridaki polinomu kullanarak, binom katsayilar: i¢in buldugumuz esit-
liklerin benzerlerini birinci Stirling sayilar: i¢in de kanitlayabiliriz:
Eger yukaridaki polinomda X = 1 alirsak, daha 6nce de kanitladigimiz
n

Z s(n, k) =n!

k=1
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esitligini bir kez daha buluruz. Eger X = —1 alirsak n > 2 igin

n

> (=1)fs(n,k) =0

k=1
buluruz. X = 2 aldigimizda bulunacak esitligi okura birakiyoruz.

Ikinci Stirling Sayilari. Birinci Stirling sayilarindan sonra ikinci Stirling
sayilar1 gelir!.. Bu sefer n kisiyi her grupta en az bir kisi olacak gekilde k gruba
aywracagiz. Boyle kac gruplama vardir? Her grup bir altkiime oldugundan,
bunu n elemanl bir kiimenin k tane ayrik ve bog olmayan altkiimeye parcalanis
sayist olarak gorebiliriz. Bu dagitimlarin sayisina tkinct Stirling sayilar:
denir ve bu sayilar S(n, k) olarak simgelenir.

Ornek olarak S(4,2)’yi bulalm. Dért elemanl: {1,2,3,4} kiimesini ayrik
ve higbiri bog olmayan iki altkiimeye ayiracagiz. Iste tiim gruplagmalar:

{1},{2,3,4}
{1,2},{3,4}
{1,3},{2,4}
{1,4},{2,3}
{1,2,3},{4}
{1,2,4},{3}
{1,3,4},{2}.

Toplam 7 tane buldugumuzdan, S(4,2) = 7 olur.

Amacimiz S(n, k) sayilarm kolay bir bicimde hesaplayabilmek. Ise gene
kolay birkag sonu¢ bulmakla baglayalim.

S5(0,0) = 1 olur: Eger kimse yoksa, bu kisileri (!) tek bir bigimde 0 gruba
ayrabiliriz, kimseyi higbir gruba sokmayiz olur biter! (Gene mantik yaptik!)
Ama eger n > 0 ise, S(n,0) = 0 olur elbette.

Eger k = 1 ise tek bir gruplagma olabilir, herkesi tek grupta toplamak
zorundayiz. Dolayisiyla S(n,1) =1 olur.

Eger k = n ise gene tek bir gruplagma vardir, her grup bir kigiden olusur:
S(n,n) = 1.

Eger k > n ise gruplardan en az biri bogkiime olmak zorundadir; demek ki
bu durumda S(n, k) = 0. Bundan boyle k < n esitsizligini varsayabiliriz.

Daha ciddi sonuglara dogru yelken agmanin zamanmi geldi. S(n,n — 1)
sayisini hesaplayalim. n — 1 gruptan birinde iki eleman, digerlerinde birer ele-
man olmali. n eleman arasindan ayni gruba diisecek o iki elemani sececegiz;
bunu kac¢ degisik bigimde yapacagimiz biliyoruz:

S(n,n—1) = (g) = ”(”2_1)
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S(n,2)’yi de bulmak o kadar zor degil. Iki gruptan birini sectik mi digeri be-
lirlenir, nitekim eger gruplardan biri A ise digeri A'min tiimleyeni olan A¢
kiimesi olmak zorundadir. Ama burada A bogkiime ya da tiim kiime ola-
maz (yoksa tiimleyeni bog olur.) n elemanl bir kiimenin 2" tane altkiimesi
oldugundan, A ic¢in 2™ — 2 secenegimiz var. Yalniz bir seye daha dikkat etmek
gerekiyor: {4, A°} gruplagmasiyla { A°, A} gruplagmas: ayni gruplagmalar. De-
mek ki 2" — 2 sayisim ikiye bélmemiz gerekiyor. Sonug: S(n,2) = 2"~ — 1.

Birinci Stirling sayilar1 ve binom katsayilar: icin yaptigimz gibi, Ikinci
Stirling sayilari i¢in de tliimevarimsal bir iligki bulalim, boylece bu sayilar: da
kiigiiklerden basglayarak teker teker hesaplayabilecegiz.

Teorem 13.4. n >k > 1 i¢in S(n, k) = S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) esitligi
gegerlidir.

Kanit: {1,2,...,n} kiimesi k farkli gruba, tamim geregi, S(n, k) farkl yolla
ayrilabilir. Bu gruplagmalardan, altkiimelerden birinin {n} oldugu tam

S(n—1,k—1)

tane gruplagma vardir, ¢iinkii bu durumda {1, 2, ..., n—1} kiimesini k—1 gruba
ayirmak zorundayiz. n elemaninin gruplardan birinde tek eleman olmadig:
gruplagmalar ise {1,2,...,n—1} kiimesini k gruba ayirip n’yi bu k gruplardan
herhangi birine eklemek yoluyla elde edilebilir. Bunu yapmanin da

kES(n —1,k)
yolu var. Yani {1,2,...,n} kiimesi k altkiimeye ayn1 zamanda
Sn—1,k—1)+kS(n—1,k)

farkli bicimde parcalanabilir. O

Bu teorem sayesinde Ikinci Stirling sayilarini tiimevarimla hesaplayabiliriz:

63 301 350 140 21 1
127 966 1.701 1.050 266 28 1
255 3.025 7.770 6.951 2.646 462 36 1

V)

VA

s(0,k): 1

s(L,k): 0 1

s(2,k): 0 1 1

s(3,k): 0 1 3 1

s(4,k): 0 1 7 6 1

sG,k): 01 15 25 10 1
s6,k): 0 1 31 90 65 15 1
(7,k): 0 1

(8k): 0 1

(9,k): 0 1

[Va)
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Simdi, Ikinci Stirling sayilar1 icin cebirsel bir tanim bulalim. n > 0 igin
X)) =XX-1)---(X—n+1)
polinomunu tanimlayalim.
Teorem 13.5. n > 0 i¢in, X" = >}, S(n, k) qx(X) olur.

Kanit: Birinci Stirling sayilar: igin verdigimiz benzer teoremdeki gibi diigii-
necegiz. Su soruyu iki farkli sekilde yamitlayalim: n kisi kag farkli bicimde
numaralandirilmig = balona dagitilabilir? Bu sefer orijinal sorumuzun tersine
bazi balonlarda 0 kisi olabilir. Ayrica balonlar1 numaralandirarak her balona
bir kigilik veriyoruz. Bu soruyu iki farkl bigimde yanitlayacagiz.

Birinci Yanit: Herkesin x secenegi olduguna gore, n kisi " degisik bicimde
x balona dagitilabilir.

Ikinci Yanit: n kiginin « balondan k tanesine bineceklerini, diger balonlarin
bos kalacagimi diistinelim. Balonlara daha sonra bindirmek tizere n kisiyi k
gruba ayiralim. Bu gruplagmay1 S(n, k) degisik bigimde yapabiliriz. Simdi bu
S(n, k) gruplasmadan herhangi birini alahm. Birinci grup = balondan birini
sececek. Ikinci grup geri kalan x —1 balondan birini segecek, genel olarak k’inci
grup geri kalan  — k + 1 balondan birini sececek. Demek ki her gruplagsmanin

zx—1)--(x —k+1) = q(x)
tane balona farkli binis sekli vardir. Bundan da k balonun
S(n, k)qe(z)
farkli bicimde doldurulabilecegi ¢ikar. Dolayisiyla yanit

> =S, k)gr(z)
k=0

olur.
Her z dogal sayisi i¢in

n

" = Z S(n, k) qr(x)

k=0
oldugundan, x sayisi yerine polinomlarin “degigkeni” olan X koyarsak,

X" =37 S(n, k) g (X)
k=0

polinom esitligini bulmus oluruz'. [

'Eger katsayilar: R’den olan f(X) ve g(X) polinomlari sonsuz kez ayni degeri aliyorlarsa,
f(X) — g(X) polinomunun sonsuz tane kokii olur; ama katsayilar1 R’de olan 0’dan farkl bir
polinomun ancak derecesi kadar kokii olabilir; demek ki f(X)—g(X) =0, yani f(X) = g(X)
olmali.
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Birinci ve Ikinci Stirling Sayilar1 Arasindaki i1i§ki. Birinci ve Ikinci
Stirling sayilar1 arasinda beklenmedik bir iligki vardir:

Teorem 13.6. m, n € Z ic¢in,

P 1  egern=m ise
mn 0 egern #m ise

olsun. O zaman

esitligi gecerlidir.
Kanit: Eger n > k > m esitlikleri saglanmazsa
s(n,k)S(k,m) =0

olur. Dolayisiyla m > n ise, soldaki toplam da sagdaki 6,,, de 0’a esit olur.
Bundan boyle m < n esitsizligini varsayalim. Demek ki, kanitlamak istedigimiz
esitlik,
> s(nk)S(k,m)(—1)F = (=1)"6pn
m<k<n

esitligine doniisiir.

Eger m = n ise, soldaki toplam (—1)"s(n,n)S(n,n) = (—1)", sagdaki
toplam (—1)"d,,, = (—1)" olur ve bu durumda sorun olmaz. Bundan bdoyle
n > m esitsizligini varsayalim.

Smm =0

oldugundan,
> s(n,k)S(k,m) = Y s(n, k)S(k,m)
k cift k tek

esitligini gostermeliyiz.

Bir okulda n 6grenci, m sinif ve k tane daire bigiminde masa olsun. Her sinif
her sinifa ve her masa her masaya benzesin, yani iki masa ya da sinif arasinda
bir ayrim yapmayalim. Her sinifta en az bir masa olacak ve her masada en
az bir 6grenci olacak bicimde kag degisik masa dagitimi ve 6grenci yerlegimi
yapilabilir?

Ogrencileri masalara s(n, k) degisik bicimde yerlestirebiliriz. Bu yerlestir-
melerden birini yaptigimizda daha 6nce aralarinda fark olmayan masalar bir-
denbire Ogrenciler sayesinde kisilik kazanirlar. Bu kisilik kazanmig & masay1
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m simifa higbir simf bog kalmayacak sekilde S(k, m) bi¢iminde yerlestirebiliriz.
Demek ki boyle bir masa dagitimi ve 6grenci yerlesimi s(n, k)S(k,m) degisik
bicimde yapilabilir. Bu sayilar1 k& tekken ve ciftken ayr1 ayr1 toplarsak, esit
olduklarin1 géstermek istedigimiz toplamlar1 buluruz.

Ogrencileri 1’den n’ye kadar numaralandiralim. n > m oldugundan en az
bir sinifta birden fazla 6grenci olacaktir. Bir sinifta tek bagina bulunmayan en
kiiciik numarali 6grenci a olsun. a’yla ayni sinifta bulunan bir sonraki numarali
ogrenci b olsun. Demek ki

e g ile b aym siniftalar,

e ¢’dan kiigiik numarali 6grenciler tek baglarinalar ve

e ¢’nin sinifinda, numarasi a’yla b arasinda olan bagka bir 6grenci yok.

Iki ik var: a ile b ya ayni masada ya da ayri masalarda oturuyorlardir.

Eger a’yla b ayr1 masalarda oturuyorlarsa, (asagidaki sekilden izleyin)
b’nin masasini, b’'nin sagindaki kigi a’nin hemen sagina gelecek sekilde ve
oturus sirasini bozmadan oldugu gibi a’nin masasina aktaralim. Eskiden b’nin
oturdugu ve simdi bog kalan masay1 da atalim. Béylece masa sayisi bir azalir.

a a
b 21

X y

Eger a’yla b ayn1 masada oturuyorlarsa, (asagidaki sekilden izleyin) b de
dahil olmak tizere, b'nin solunda ve a’nin saginda kalan 6grencileri bu sirayla
yeni bir masaya aktaralim. Béylece masa sayis1 bir artar. Bu iki iglemin birbi-
rinin tersi olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Yani birinin degistirdigini digeri geri
degistirir. Masa sayis1 1 arttigindan ya da 1 azaldigindan, k tekse ¢ift olur,
cgiftse tek olur. Bu da yukaridaki esitligin dogru oldugu anlamina gelir.

;4 a b
y x

Simdi de m = n olsun. O zaman s(n, k)S(k,n) sayilarindan sadece
s(n,n)S(n,n)

sayist 0 degildir: s(n,n)S(n,n) = 1. Bu durumda esitlik ¢ok bariz. O
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Alistirmalar

13.1. [GKP] Her n,k > 0 tamsayilar igin, s(n,k) > S(n,k) esitsizligini kanitlaymn. Esitlik
hangi durumda gecerlidir?

13.2. Asagidaki formiilleri kanitlayn.
a.S(n+1,m+1)=3, (})S(k,m)

b.s(n+1,m+1)=3, (¥)s(n, k)
c. S(n,m) =3, (-1)"*()S(k+1,m+1)
d. s(n,m) =3, (-1 F(F)s(n+1,k+1)
e. mlS(n,m) =3, (=1)"* (7)k"

f. Sm+1m+1)=37_ Sk m)(m+1)"*

g. s(n+1l,m+1)=nld}7_, Sujc’!m)

h. S(m+n+1,m)> " kS(n+k, k)

i. s(m+n+1,m)=>7" (n+k)s(n+k,k)
i (1) =S (D)™ S(n + 1,k 4 1)s(k, m)
ke S(nm—m) = X5, (230 (U)ol + K. )

L os(n,n—m)=>,(".7) (ZLIS)S(m + k, k)



14. I"Jreteg Fonksiyonlariyla
Dizi Formulu Bulmak

Bu boéliimiin sonuglarindan biri, Fibonacci dizisinin, 6érnegin, 100.000’inci teri-
mini hemen, ¢ok sade bir formiille hesaplamak i¢in “kapali” bir formil bulmak
olacak. Fibonacci dizisini animsayalim: fo = fi =1 ve n > 2 igin

fn = fn—2 + fn—l-

Bu iki bilgiyle her n dogal sayis1 i¢in f,, sayisim1 bulabiliriz. Ama biiyiik n
sayilari i¢in bu zaman alir. Bu boliimde f,,’yi n cinsinden sinirli sayida iglemle
(yani islem sayis1 n’ye gore degismeyecek) hesaplayan bir formiil bulacagiz.
Yontemimiz sadece Fibonacci dizisine degil, Fibonacci dizisi gibi tiimevarimla
tanmmmlanan tiim dizilere (farkhi zorluk seviyelerinde) uygulanabilecek. Yani
gliclii bir yontem gosterecegiz. Bunun igin “bicimsel kuvvet serisi” kavramina
ihtiyacimiz olacak. Bu kavramla hagir negir olmak biraz zamanimiz alacaksa
da yontemin giicii verilen cabaya fazlasiyla degecek.

14.1 Polinomlar

Tanimlayacagimiz “bigimsel kuvvet serileri” ya da diger bir deyisgle “iireteg
fonksiyonlar1” polinomlarin genellesmis bir halidir. Dolayisiyla 6nce kisaca po-
linomlardan sozedelim. Bir polinom, belirli bir kiimeden (genellikle bir say1
kiimesinden) segilmisg sonlu sayida ag, aq, ..., a, elemam igin,

ag+ a1 X +asX?+ - +ap X"

biciminde ya da daha kisa olarak,

n

ZaiXi

1=0

biciminde yazilan bir ifadedir. ag, a1, as, ..., ay’lere polinomun katsayilar:
denir. a;’ye ¢’inci katsay1 adi verilir. Birinci katsay1 a;’dir, sifirinci, yani ilk
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katsay1 ise ag’dir. ap’a polinomun sabit katsayis: demek daha yaygin ve
uygundur. Polinomun katsayilar1 Z, Q, R gibi, elemanlarini toplayip, ¢ikarip,
garpabilecegimiz “matematiksel bir yapidan” (¢arpmasi degismeli olan bir “ya-
p1’dan) segilir. Biz katsayilar: istisnasiz hep Q kiimesinden segecegimizden
bundan bdéyle polinomlarin katsayilarinin kesirli say1 olduklarimi varsayacagiz.

Bir polinomun bir fonksiyon olmadigina dikkatinizi cekerim. Her " a; X ¢
polinomu, Q ya da R {izerinde

n
T E a;x’
i=0

kuraliyla tanimlanan bir fonksiyon tanimlar ama polinomun kendisi kesinlik-
le bir fonksiyon degildir, 6yle tanimlanmamigtir ¢iinkii; bir polinom sadece
Yoo aiX i geklinde anlami olmayan soyut ve bicimsel bir ifadedir.

Q’nun her elemaninin bir polinom olarak goriilebilecegine dikkat gekelim.
Nitekim polinomun taniminda n = 0 alirsak, kesirli bir say1 olan ag1 buluruz.
Yani her kesirli say1 bir polinomdur. Bu arada (yeri geldi ¢iinkii)

X0=1, X=X, 1X"=Xx"

egitliklerini varsayacagimizi da belirtelim. Ayrica, aligilageldigi tizere, 0X"
yerine 0 yazma, hatta hicbir sey yazmama ozgiirligiinii alacagiz. Ornegin
X3 42X + 1 polinomu 1X3 +0X? + 2X + 1 polinomu yerine yazilir.
Okurun, polinomlarla toplama ve ¢arpmanin nasil yapilabilecegini bildigini
varsaylyoruz. Bu iglemlerle ilgili 6nemli bir gézlemde bulunacagiz.

ap+ a1 X +axX?+ - +a, X"

ve
bo+ 01 X + b X2+ b X™

polinomlar: toplanip garpildiginda ilk katsayilar (yani sabit katsayilar) sirasiy-
la
ag + by ve agbg

olur. Bu katsayilar sadece ve sadece ag ve bg’a bagimhdir, diger katsayilardan
bagimsizdir. Ikinci katsayilar ise gene sirasiyla

a1 + b1 ve agb1 + a1bg

olur. Bu katsayilar da sadece ve sadece ag, a1, bg ve bi’e bagimhdir, diger
katsayilardan bagimsizdir. Uciincii katsayilar da

as + by ve agby + a1b1 + apbo
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olur. Bu katsayilar da sadece ve sadece ag, a1, ao, by, by ve by’ye bagimhidir,
diger katsayilardan bagimsizdir. Ve bu boyle devam eder. Polinomlarin top-
laminin ve carpiminin k'inci katsayisi, c¢arpilan polinomlarin ilk k& + 1 kat-
sayilarina bagimhdir sadece, daha sonraki katsayilardan bagimsizdir. Genel
olarak toplamin k’inci katsayisi

ap + by
olur. Carpimin k’inci katsayisi ise,
aobr + a1bg—1 + - - - + agbo,

yani
k
Z aibn—i7
i=0

yva da daha kullanigh bir yazilimla

Z aibj

i+j=k

olur.
Peki, polinomlarin sonlu bir toplam olmalarindan vazgegsek ne olur? Gene
toplama ve carpma yapamaz miy1z? Yukaridaki gibi

ap + a1 X + aX? + - +a, X"

ve
bo + b1 X + 0o X244 by X™

polinomlarin1 toplayip carpacagimiza, ayn toplama ve carpma kurallarina
uyarak, sonsuza kadar gidebilecek olan

ag+ a1 X +aeX?+ -t ap X"+

ve
Do+ 01X +bo X2+ + by X -

nesnelerini aynen polinomlar: carptigimiz gibi toplayip carpalim. Ik katsayilar
gene polinomlardaki gibi sonlu bir toplamla verilir. Iste bir sonraki altboliimde
ayrintilariyla ele alacagimiz, sonsuza kadar gidebilen bu tiir polinomsu nesne-
lere bi¢cimsel kuvvetl serisi denir.

Katsayilar kesirli olan polinomlar kiimesi Q[X] olarak yazilir. Q[X | kiime-
sinde tamimladigimiz toplama ve carpma sayilardan agina oldugumuz bircok
ozelligi saglar.
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14.2 Bigimsel Kuvvet Serileri

Bir bicimsel kuvvet serisi de bir polinom gibidir ancak sonlu bir toplam olarak
yazilma zorunlulugu yoktur, toplanan a; X * terimlerinden (ki bunlara monom
ad1 verilir) sonsuz sayida olabilir. Iste genel bir kuvvet serisi:

ap+ a1 X +asX? + - +a, X" +

Bunu, daha tikiz olarak,

o0

>0

n=0
olarak da yazacagiz. Illa somut bir 6rnek gerekiyorsa hemen verelim:

I+ X+ X2+ X"+
bir bicimsel kuvvet serisidir.
- X+ X2 X34+ 4 (-1D)"X" ...

bir bagka bicimsel kuvvet serisidir.

X X2 X" > X"
eXpX_l—l—F-i-?"F +F+"':E F
n=0
ve
X2 X3 X > X
(X)=X -+ ... 1)1 _2‘ ) it

matematikte iyi bilinen iki bicimsel kuvvet serisidir.

X2n+1 XS X5 X7
n
sin X = Z b T N

ve
X2n X2 X4 X6
cos X = Z 1—?—%?—?—%

bicimsel kuvvet serileri de matematikte iyi bilinirler. tan X bicimsel kuvvet
serisini ileride tanimlayacagiz!.

!Buradaki sin, cos ve tan bicimsel kuvvet serilerinin trigonometriyle ilgisi vardir tabii.
Biraz 6nce tamimladigimiz exp X ve £(X) kuvvet serileri de e” ve In(1 + X) fonksiyonlariyla
baglantilidir. Ama bu kitapta bu iligkilerin hi¢ 6nemi olmayacak. Okur analiz dersinde iligkiyi
gorecektir ya da gormiigtiir.
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Bir bigimsel kuvvet serisini a(X) olarak kisaltabilecegimiz gibi a olarak da
kisaltabiliriz:

a:a(X):a0+a1X—|—a2X2—i—-o-—}—anX"—F---

Polinomlar, belli bir zaman (yani belli bir gésterge__(;ten) sonra katsayilari
hep 0 olan bigimsel kuvvet serileri olarak goriilebilirler. Ornegin 1—X polinomu

L+ (—1)X +0X%+0X + -+ 0X" + -

bicimsel kuvvet serisi olarak goriilebilir. Demek ki her polinom bigimsel bir
kuvvet serisidir, yani bicimsel kuvvet serileri genellestirilmis polinomlardir.

Katsayilar1 Q kiimesinden segilen bigimsel kuvvet serileri kiimesi Q[[X]]
olarak gosterilir. Katsayilar Z’de ise bigimsel kuvvet serileri kiimesi Z[[X]]
olarak yazilir. Polinomlar kiimesi i¢in ise, katsayilara gore, Q[X], Z[X], R[X]
yazilimlar: kullanilir.

Bigimsel kuvvet serisinin ag katsayisina, polinomlarda oldugu gibi, sabit
katsayr denir.

X bir say1 olmadigindan, bicimsel kuvvet serilerinde (nasil polinomlarda
anlam aranmiyorsa) anlam aranmaz; bi¢imsel kuvvet serileri olduklar1 gibi
bicimsel olarak kabul edilirler. “Bigimsel” teriminin var olug nedeni sudur:

a(X)=ag+a X +aX®+ - Fa, X" +---

ve
B(X) = bo+ b1 X + ba X2 4o b X" 4 -

bicimsel kuvvet serilerinin esit olmas: icin yeter ve gerek kosul her n igin
an, = by, egitligidir; yani iki bicimsel kuvvet serisi ancak ve ancak katsayilari
esitse esit olabilir?.

Bir Y qai X ¢ polinomunu bir z sayisinda degerlendirebiliriz, yani X ye-
rine z sayismi koyup » ;" a;x’ toplaminin degerini hesaplayabiliriz. Sonlu bir
toplam sézkonusu oldugundan, sorun yagsamayiz. Ancak bigimsel kuvvet seri-
lerinde toplam sonsuza dek gidebileceginden, bir bicimsel kuvvet serisini bir x
sayisinda degerlendirmek i¢in sonsuz sayida toplama yapmak zorunda kalabi-
liriz, ve boyle bir toplama kimi z’ler i¢cin miimkiin olsa da her zaman miimkiin
degildir.

2Eger anlamsiz olan X simgesi 1/2, v/2, 7 gibi bir say1 olsaydi, o zaman yazilan sonsuz
toplamin bir say1ya esit olup olmadig, yani serinin yakinsak olup olmadig: sorusu sorulabi-
lirdi. Ornegin yukarida tanimladigimiz

(x) =Syt

bicimsel kuvvet serisinde X yerine 2 koyarsak seri sonsuza iraksar.
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Yukarida soylediklerimizin tek bir istisnasi var: Bir bigimsel kuvvet serisini
her zaman 0’da degerlendirebiliriz. Nitekim bir > > ; a, X" bicimsel kuvvet
serisinde X yerine 0 koyarsak, her n > 1 icin a,0" = 0 oldugundan geriye
sadece ag kalr®. Eger

a(X)=ao+ a1 X +aX?+ - +a, X"+

bir bicimsel kuvvet serisiyse, a(0) = ag yazacagiz. Ornegin, exp(0) = 1 ve
£(0) = 0 olur.

Simdi bigimsel kuvvet serilerinde toplamayla carpma islemlerini tanimla-
yalim.

14.3 Toplama ve Carpma

Bigimsel kuvvet serilerini de aynen polinomlar gibi toplayip ¢arpabiliriz. Ta-
nimlar goyle:

(i anX”> + (i an”> = i(an + b)) X™,
n=0 n=0 n=0
<§: anX”> (i an”> :i > ab; | X7
n=0 n=0 n=0 \i+j=n

Bicgimsel kuvvet serilerinde ¢ikarmayi ve bir r sayisiyla carpmay1 da tanimla-
yabiliriz:

(i (lan) - (i an"> = i(an —bp) X",
n=0 n=0

n=0
[e.e] oo
r (Z anX"> = Z rap, X",
n=0 n=0
Her a, b ve ¢ bicimsel kuvvet serisi ve her r € R icin,
a+b=>b+a,
a(be) = (ab)e,
ab = ba,

a(b+c) = ab+ ac,
_(_a’) = a,

a0 =0a=0

r(ab) = (ra)b = a(rd)

gibi beklenen egitliklerin kolay kanitlarini okura birakiyoruz.

3 Ashinda burada 0° = 1 anlagmasim kullanmak gerekmektedir. Neden oldugunu anladimz
mi?
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Ornekler

14.1. Bir ¢arpma Ornegi verelim. Diyelim
i n+1)X" =1+2X +3X>4+4X% ... € Z[[X]]
bigimsel kuvvet serisiyll}
= i(—l)"X" =1-X4+X-X*+ X' - X" +...e7[[X]

bicimsel kuvvet serisini ¢arpmak istiyoruz.
a;=i+1veb; =(—1)7
tamimlarini yaparsak, carpmanin tanimina gore,
Z aib;
itj=n

olmak lizere -
(X) = caX"
n=0

olur. Hesab1 tamamlamak icin ¢, sayilari acik bir bigimde bulalim:

n

= Y b= 3 (Y1) = ()" D)

i+j=n i+j=n i=0

“D"Y (D)) = (D)1 -2+ (B—4) + -]
1=0
oldugundan (en sondaki toplam sonlu adimda duruyor), kolay bir hesapla,
Coan = C2n+4+1 =N + 1
bulunur. Bir bagka yazilimla,
Cn = [ﬁ] +1
(Burada koseli parantez, igindeki sayimin tamkismi anlamina gelmektedir.) Demek ki,
a(X)b(X) =1+ X +2X% +2X° +3X* +3X° +4X° +4X" 4 ...
olur. Bunu da
a(X)b(X) =1+ X +2X° +2X° 4+ 3X* +3X° +4X° +4X7 4
=(1+X)+2X°1+ X)) +3X" 1+ X) +4X°(1 4+ X) +---
=1+ X)1+2X* +3X* +4X° +..)

bigiminde yazabiliriz.
Biraz ileride de gorecegiz, ama okur daha simdiden

(14 X)b(X) =1

esitligini kontrol edebilir. Bunu da kale alirsak a(X)b(X) igin buldugumuz esitligin her
iki tarafin1 1 + X ile carparak,

a(X)=(1+X)2(1+2X*>+3X* +4X5+...)
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esitligini buluruz. Demek ki, a(X) bicimsel kuvvet serisi (1+X)? bicimsel kuvvet serisine
(ama aslinda polinomuna) Z[[X]] halkasinda bdliinebilir.

Hesaplarin son derece bigimsel olduguna dikkatinizi gekerim: X’e herhangi bir anlam
yiikklemiyoruz, X’i kendi basgina bir varlik olarak kabul ediyoruz.

Bu yontemle birgok esitligin sagirtici ve son derece estetik kanitlar: yapilabilir. Konumuz
bu olmadigindan tek bir 6rnek vermekle yetinelim: her n, m, k dogal sayisi igin,

(7)-2.0)0)

esitligini kanitlayalim. Bunun icin
= /n\
(eger i > n ise, (Z) katsayisi tanim geregi 0’dir) ve
A+X)"A+X)™ = (1+ X))~

egitliklerini kullanacagiz. Hesaplar soyle,

i <"+m>x’“ =1+ =1+ X)L+ X)"

s () E0)
=()0)

Her iki taraftaki X"*nin katsayisi esleyerek diledigimiz esitlige ulagiriz.

Bu esgitligin (“daha sezgisel” anlaminda) daha geometrik kaniti1 vardir: n erkek ve m
kadinin oldugu bir toplulukta k kisilik bir komisyonu kag farkl bigimde secebilecegimizi
iki farkl bigimde hesaplayalim. Birinci sayim bariz: n+m kisi arasindan k kisi segecegiz.
Ikinci sayimi komisyonda bulunan erkek sayisma (i = 0,1,2,...,k) gore ayr ayr ya-
palim ve buldugumuz sayilar1 toplayalim. Sonuca ulasiriz.

Il
NgE
— °

Ikiden fazla bicimsel kuvvet serisini carpabiliriz. Mesela
A+ X+X+ X+ )0+ X2+ X"+ X+ )0+ X+ X+ X7+

carpimindan sézedebiliriz. Okur bu garpimin ilk katsayilarini hesaplamaya ¢aligmalidir.
Carpim soyle baglar:

14+ X +2X2+3X3 +4Xx* +5x° + ...

Buldugumuz katsayilar1 yorumlamaya galigalim. Birinci parantezden bir X®, ikinci pa-
rantezden bir X?* ve iigiincii parantezden bir X3¢ secip carptigimizda X*T20+3¢ elde
ederiz. Eger a + 2b + 3c = n ise, bu ¢arpimin X"'nin katsayisina katkisi 1’dir. Ama
bagka carpimlar da X™’yi verebilirler. Mesela X®’in katsayisin1 bulmaya caligalm. (5
oldugunu biliyoruz!) Bu katsay1 su monomlarin ¢arpimiyla belirebilir:

X5xOx° x3x2x° x?x°x3 x'Xx*x° x°x2x3.
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14.4.

Gortldigi gibi aslinda,
a+2b+3c=5

denkleminin (a, b, ¢) ¢oziimlerini sayiyoruz: Her ¢oziim X>’in katsayisina 1 ekliyor. Co-
ziimler agagida:

= 542:-0+3-0

3+42-1+3:0

2420431

1+2-243-0

= 0+2-1+3-1.

SIS IS S S
Il

Bunu anladiysak, X% nin da katsayisim hesaplayabiliriz. Bunun icin,
a+2b+3c=6
denkleminin (a, b, ¢) ¢ozlimlerini saymamiz gerekir:

= 6+2-0+3-
442143
3+2-0+3-
242243
1+2-143-
0+2-3+3-
= 0+2-0+3-

o -NoNoNIFC NI NI
Il
MO RO~ OO

Toplam 7 tane ¢6ziim oldugu igin, sonug 7 ¢ikar. (Siirpriz?)
1, 5, 10, 25 kuruslarla kag farkli bigimde 100 lira elde edecegimizi bulmak igin,

a + 5b + 10c + 25d = 100

denkleminin ¢éziim sayisini aramaliyiz. Bunu bulmak igin bir 6nceki 6rnekten esinlene-
biliriz.

T+ X4+ X2+ X% 4.

1+X5+X10+X15+"'

14+ X104 x20 4 x30 ..

1+X25+X50+X75+“‘

bicimsel kuvvet serilerinin carpiminda z'°”iin katsayisimi hesaplamaliyiz. Simdilik cok

zor gibi goriinse de yakin zamanda bu sorunun yanitini bulacagiz (bkz. Ornek 14.15).

Alistirmalar

14.5.
14.6.
14.7.
14.8.
14.9.

exp X cos X bicimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini hesaplayin.

sin X cos X bigimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini hesaplayin.

Ornek 14.3’teki carpimda, X "'nin katsayisin hesaplayin.

sin? X + cos? X = 1 esitligini kamtlaym.

a, b € Q[[X]] olsun. Eger ab = 0 ise ya a'min ya da b'nin 0 olmak zorunda oldugunu
kanitlayin. Buradan, ab = ac ise b = ¢ oldugunu kanitlayin.

Verilmig a, b € Q[[X]] i¢in a = be esitligini saglayan en fazla bir tane

¢ € Q[[X]] olabilecegini Aligtirma 14.9’da gordiik. Bu durumda “b, a’y1 bdler”
diyecegiz ve bazen

C =

a
b
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yazacaglz. Ornegin, eger katsayilar halkas: kesirli sayilar igeriyorsa,

sin X expX — 1

x X
bigimsel kuvvet serileri vardir:
sz B i X2
2n @2n+1)!

ve
00

epr—l_Z
(n+1)!

Bir sonraki altbolimde ne zaman bnin 1’i boldiigiinii, yani ne zaman 1/b
bigimsel kuvvet serisinin oldugunu gorecegiz.

Bir kuvvet serisinin (mesela) X + 1’e boliiniip boliinmedigini anlamak ko-
lay olmayabilir ama X’e boliiniip boliinmedigini anlamak kolaydir: Sabit kat-
sayisi 0 olanlar X’e boliiniirler. Ilk n katsayisi 0 olanlar da tam tamina X™ye
boliiniirler.

Bir a(X) bigimsel kuvvet serisinin a(X)?, a(X)? gibi kuvvetlerinin nasil
tanmimlandig bariz olmali. Bazen a(X)"™ yerine a™(X) yazabilecegimizi de be-

lirtelim. Tanim geregi a° = 1 ve a' = a olur.

14.4 Tersinir Bicimsel Kuvvet Serileri

Z’de sadece 1 ve —1 elemanlar1 ¢arpma igin tersinirdir, ¢iinkii mesela 5’in
tersi olan 1/5 sayisi bir tamsay1 degildir. Ote yandan Q ve R’de 0 disinda her
eleman carpma i¢in tersinirdir. Ustiinde etkisiz elemanl bir islemi olan bir R
yapisinin tersinir elemanlarinin kiimesi R* olarak gosterilir. Demek ki

7zF={1, —1},
=R\ {0}

olur.
Bir yapida tersinir olmayan bir eleman, daha biiyiik bir yapida tersinir
olabilir.

Ornekler

14.10. Ornegin Z'de tersinir olmayan 2 elemam Q’da tersinirdir.

14.11. Z[[X]]'te de Z[X]'ten ¢ok daha fazla tersinir eleman vardir. Ornegin, Z[[X]]in 1 — X
eleman (ki bir polinomdur) eleman tersinirdir ve bu bigimsel kuvvet serisinin tersi (bir
polinom olmayan)

I+ X+ X2+ X%+ 4 X"+
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14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

kuvvet serisidir, nitekim ¢arpma yapildiginda, kolaylikla,
A+X+X2+ X4+ + X"+ )1 -X)=1

elde edilir. Demek ki 1 — X polinomu polinomlarda degil ama kuvvet serilerinde tersi-

nirdir.

Yukaridaki 6rnekte X yerine —X koyarsak, 1 4+ X bicimsel kuvvet serisinin de tersinir
oldugunu goriiriiz. Nitekim,

I-X+X-X’+ 4+ (-D)"X"+-- )1+ X)=1
egitligi garpmanin tanimindan kolayca cikar.

Ornek 14.17’de X yerine X? koyarsak, 1 — X2 bicimsel kuvvet serisinin de tersinir
oldugunu goriirtiiz. Nitekim,

A+X2+ X+ X044 X (- X)) =1

esitligi carpmanin tanimindan kolayca cikar. X yerine X° de koyabilirdik. Bir sonraki
altboliimde bu konuda daha fazla sey syleyecegiz.
2 — X polinomu ne Z[X]’te ne de Z[[X]]’te tersinirdir ama Q[X]’te tersinirdir; tersi de

rep(o3)] a0 3)

_1 1+£+X—2+ +—Xn+

) 2 4 on

_1 X X2 n
2+22+§+ -+—2n+1+-~

bicimsel kuvvet serisidir.

1, 5, 10, 25 kuruslarla kag farkl bigimde 100 lira elde edebiliriz?

Cé6ziim: Bu soruyu Ornek 14.4’te sormugtuk ama ¢dziime ulagsamamistik. O Srnekte,
yanit1 bulmak icin

aX)=1+X+X>+ X34 ...
B(X)=1+X°+ X104 X% ...
c(X)=1+X"04 X204 x30 ...

d(X):1+X25+X50+X75+

bicimsel kuvvet serilerinin carpimindaki X1°®iin katsayisim hesaplamamiz gerektigini
gormigtiik. Simdi hesaplayabiliriz. Yukaridaki bigimsel kuvvet serilerinin her biri tersi-
nirdir, dolayisiyla garpimi terslerinin terslerine esittir (bkz. Ornek 14.13):

1 1 1 1
T 1-X1-X51-X101— X2’

a(X)b(X)e(X)d(X)

Su tanimlar1 yapalim:

a(X) = =% = T;)aan
a(X)b(X) - 171X5 a(X) - i}an"
a(X)b(X)e(X) — 1_71Xma(x)b(x) - nio%ch"
a(ONX)e(XA(X) = o a(X)(X)e(X) = S d X"
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Amacimiz dioo’ii hesaplamak. Her n igin a, = 1 esitligini biliyoruz. Bu dort esitlikten
bir de sunlar1 biliyoruz:

a(X) = ZanX" = Zb X"
10 Z Can
(1-X7%) Zd X"

a(X)b(X) = Zb X"

a(X)b(X)e(X) = Z en X"

Dolayisiyla her n igin,
Ap = bn — bn_s
bn = Cn — Cn—10
Cn =dn —dn_25

olur. Buradan da gunlar gikar:

bn = an + bpn—s
Cn = bn + Cn-10
dn =cCn + dn725

Ayrica sunlar1 da biliyoruz:

1. Her n > 0 igin a, = 1.

2. Her n < 0 i¢in a,, = b, = ¢, = d,, = 0. (Bilmiyorsak da varsayabiliriz!)

Tim bu bilgilerden digo’i hesaplayabiliriz. En sonuncu denklemden, dioo’ii hesapla-
mak igin d7s ve c100’il hesaplamamiz gerektigi ¢ikar. d7s’i hesaplamak igin dso ve cs0’yi,
c100 1 hesaplamak igin ise bioo ve cgo’1 hesaplamamiz gerekir. Boylece geriden baglayarak
tim an, by, cn ve dn’leri hesaplayabiliriz. Biraz daha yakindan bakinca 5 ve 5’in kat-
lar1 i¢in @y, bn, ¢, ve dy’leri hesaplamamiz gerektigini goriirtiz. Sonuglar1 bir tabloyla

gosterelim:
0| 5| 10| 15| 20| 25| 30| 35| 40 45| 50| 55| 60| 65| 70[ 75 | 80| 85| 90 | 95 100
bn 1123|456 7| 8| 9| 10 11] 12| 13| 14| 15 16 17| 18| 19 20 21
Cn 112469 12| 16 201 25| 30| 36| 42| 49| 56| 64| 72 81| 90| 100| 110| 121
dn, 1 13 49 121 242

Bu tabloda ornegin b, ’leri hesaplamak igin,
b, =anp +by_5=14+b,_5
formiiliinii kullandik. b,,’leri hesapladiktan sonra c¢,’leri hesaplamak igin
cn = by + cn_10
formiiliinii kullandik. Ardindan, d,’leri hesaplamak igin,
dn = cn + dp—25

formuliini kullandik. Sonuc¢ digp = 242 ¢ikti. Bu arada dy, dos, dso, d7s ve
d1000’den bagka d,,’leri hesaplamanin gereksiz oldugunu gozlemleyebiliriz.
Bu 6rnek [PTW]’deki bir érnekten esinlenilmistir.
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Tiim tersinir bigimsel kuvvet serileri kolaylikla bulunabilir:

Teorem 14.1. Katsayilar: R’den olan bir Y, ar X" bicimsel kuvvet serisinin
tersinir olmast icin gerek ve yeter kosul agun R’de tersinir olmasidur®.

Kanit: Once ), ap X ¥ bicimsel kuvvet serisinin tersinir oldugunu varsayalim.

Demek ki
(Z aka> (Z ka’€> =1
k k

esitligini saglayan bir >, bp X k bicimsel kuvvet serisi var. Bundan, agby = 1
gikar ki bu da ap elemani R’de tersinir demektir. Teoremin yaris1 kanitlandi.
Simdi ag’in R’de tersinir oldugunu varsayalim.

() (o)

esitligini saglayan bir ), by X * bicimsel kuvvet serisi ariyoruz. Yani,

apbo =1 (0)
agb1 + a1bg =0 (1)
apby + a1b1 + asbg =0 (2
aoby, + arbg_1 +------ +agby =0 (k)

denklemlerinin hepsini birden R’de ¢6zmemiz gerekiyor (a’lar: biliyoruz, b’leri
artyoruz.) Birinci denklemden basglayip tiim bu denklemleri teker teker ¢ozelim.
Sifirinct denklem kolay: ay € R* kogulundan dolay1, aphy = 1 esitligini
saglayan bir by € R vardir: by = ag ! Birinci denkleme gecelim. Bu denklemde
yer alan by zaten bulundu. b;’i bulmaliy1z. Denklem hemen bize b;’in ne olmasi
gerektigini soyliiyor:
b1 = —aalalbo.

Ikinci denkleme gegelim. Bu denklemi saglayan bir by bulmaliyiz. Denklem
bize ba’nin ne olmas1 gerektigini soyliiyor:

by = —agl(albl + agbo).
Genel olarak, k’inc1 denkleme bakarak b’yi bulabiliriz:

b = —agl(albk,l + -+ agbp).

1Eger R =7 ise, bu, ap = +1 demektir. Eger R = Q ya da R ise, bu, ap # 0 demektir.
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Demek ki ), arX k bicimsel kuvvet serisi tersinirmis ve tersi de

oo k
aal 1—2 Zaibk—i Xk

k=1 \i=1
imis. O

Ayni sonucu biraz ilerde daha gik bir bicimde elde edecegiz.
Boylece cos X bicimsel kuvvet serisinin tersinir oldugunu ama sin X bicim-
sel kuvvet serisinin tersinir olmadigin1 goriiyoruz. Dolayisiyla

sin X
cos X

tan X =

tanimini yapmaya hakkimiz var. Daha genel olarak tersinir bir f kuvvet seri-
sinin tersi f~! ya da % olarak yazilir. Bu durumda gf~! kuvvet serisi yerine

% yazilabilir.

Aligtirmalar

14.16.
14.17.
14.18.
14.19.
14.20.

Z[X]* = {1, —1} ve Q[X]* = Q" esitliklerini kanitlayin.

1/ cos X bigimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini bulun.

tan X bicimsel kuvvet serisinin ilk 6 katsayisini bulun.

exp X kuvvet serisinin tersini bulun. exp X’in tersi exp(—X) olarak yazilir. Neden?

% kuvvet serisinin tersinir oldugunu gosterin ve tersinin ilk 8 katsayisini hesaplayin.

14.21. 5, 10, 50 ve 100 liralik kagit paralarla ka¢ farkli bicimde 1000 lira elde edebiliriz?

14.5 Bilesgke

Bazen, ama her zaman degil, sonsuz sayida bicimsel kuvvet serisini de topla-
yabiliriz. Zaten her Y >°  a, X™ bicimsel kuvvet serisi a, X" bigimsel kuvvet
serilerinin (ki herbiri bir monomdur) toplami olarak da goriilebilir ve polinom
olmayan bir bicimsel kuvvet serisinde bunlardan sonsuz sayida vardir.

Bir 0 # a = ) 2, a, X™ bicimsel kuvvet serisinde ag = ... = ap—1 = 0
ama a, # 0 ise, o zaman bu bigimsel kuvvet serisinin szrasinin n oldugunu
soyleyelim® ve bu durumda ord a = n yazalim. Demek ki eger a bicimsel kuvvet
serisi X™’nin bir ¢arpimiysa (katiysa), yani a bigimsel kuvvet serisi

a:aan+an+1Xn+1—|—...:Xn(an+an+1X+...)

bi¢iminde yazilabiliyorsa, o zaman a’nin sirasi en az n’dir. Eger a, = 0 ise
sirast n’den de biytuktiir.

SIngilizcesi order-
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(fn)n bir bigimsel kuvvet serisi dizisi olsun. Her n igin ord f,, > n olsun.
Bu durumda

fo+rfitfot -
sonsuz toplamina (bigimsel kuvvet serisi serisine) bir anlam verebiliriz. Nite-
kim, her n i¢in X™ monomu sadece fo, f1, ..., fn bicimsel kuvvet serilerinde

belirir ve digerlerinde belirmez. Dolayisiyla fo+ fi + fo+- - - ifadesinde X"'nin
katsayisini sonlu sayida toplama yaparak hesaplayabiliriz.
ord fg > ord f+ord g oldugundan (katsayilar1 Q kiimesinden aldigimizdan
ashnda esitlik vardir), eger ord f > 1 ise, ord f < ord f2 < ord f3 < ... olur
ve dolayisiyla
L+ f+ 7+ 4

toplami anlamhdir. Ornegin
1+sinX +sin® X +sin® X + -

sonsuz toplaminin anlami vardir ¢iinkii sin X serisi X ile baglar, yani sirasi
1’dir. Ama
14+cosX +cos®? X +cos® X +---

sonsuz toplaminin anlamsizdir ¢iinkii cos X’in siras1 0’dir.
Yukarida soylediklerimizden su gikar: Eger ( f,,),, herhangi bir bi¢imsel kuv-
vet serisi dizisiyse,
o+ XA+ X2fo+ X fs+ -

bicimsel kuvvet serisi anlamlidir. )
Bigimsel kuvvet serilerinin bilegkesini almaya gelelim. Ornegin exp ¢(X)
ifadesini ele alalim. exp ¢(X) ne demektir?

o0

Xn

exXp X = Z H
=0

olarak tanimlanan bigimsel kuvvet serisinde X yerine ¢(X) bigimsel kuvvet

serisini koyup,
o
(X"
>

1=0

terimini hesapliyoruz demektir, yani exp X bigimsel kuvvet serisini ¢(X) bi-
¢imsel kuvvet serisinde degerlendiriyoruz demektir. Bunun bir anlami var mi?
Evet var, ¢linkii ord /(X) = 1 > 0 ve biraz 6nce siralar1 mutlak artan sonsuz
sayida bicimsel kuvvet serisini toplayabilecegimizi gordiik.

Eger a(X) ve b(X) birer bi¢imsel kuvvet serisi ise a(b(X)) ifadesine bir
anlam vermek istiyoruz, a(X) bicimsel kuvvet serisini b(X) bigimsel kuvvet se-
risinde degerlendirip, yani X yerine b(X) koyup miimkiinse bir bagka bigimsel
kuvvet serisi elde etmek istiyoruz. Bunun igin ord b(X) > 0 kosulu yeterlidir.
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Ama mesela a(X) bicimsel kuvvet serisinde X yerine 1 + X koyamayiz;
koymay1 deneyelim, bakalim bagimiza neler gelecek:

a(l+X)=ao+a1(1+X)+ax(1+X)*+ - +an(l+X)" +---
Bu seyin sabit terimi hesaplamak i¢in, halkada
a0+a1+a2+...+an+...

sonsuz toplami hesaplamamiz gerektigini goriiyoruz. Diyelim bu sonsuz top-
lamla bir bigimde baga ¢ikabildik. Ama bir sonraki agamada a(14X) ifadesinde
X’in katsayisin1 hesaplamak igin, halkada,

ay +2az +3a3 + - +nap + - -

sonsuz toplamini hesaplamamiz gerektigini goriiriiz. Daha sonraki katsayilar
icin daha da karmasik toplamlar belirir.

Burada sorun yaratan 1 + X’in 0’a esit olmayan sabit katsayisidir (yani
1dir). 1 + X yerine sabit terimi 0 olmayan hangi polinomu alirsak alalim
benzer sorunu yagariz. Ornegin, a(2 — 3X + X?) ifadesini hesaplamak istersek,
2 — 3X + X?min sabit katsayis1 olan 2 sorun yaratir. (inanmayan acik agik
yazsin a(2 — 3X + X?2) ifadesini.) Sabit terim 0 olmazsa benzer sorun hep
yaganir, her seferinde R’de sonsuz bir seri hesaplamak zorunda kaliriz.

Bu zorluktan kurtulmanin en kolay yolu b’nin sabit terimini 0 almaktir,
yani ordb > 1 kogulunu varsaymaktir. Nitekim bir bigimsel kuvvet serisini,
sabit terimi 0 olan bir bagka bigimsel kuvvet serisinde degerlendirebiliriz. Bunu
bu altboliimiin baginda gérmiigtiik.

(“)rnegin,

a(X)=ap+ a1 X +asX*+ - +a, X"+
bicimsel kuvvet serisinde X yerine —X alip,
a(—X)=ao— a1 X +azX? — -+ (=1)"a, X" 4 - --
bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz. Ya da X yerine 2X koyup,
a(2X) =ag+ 201 X +4as X%+ 4+ 2", X"+ -
bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz. Ya da X yerine X? koyup,
a(XQ) =ag+ a1 X2+ a X+ +a, X"+

bicimsel kuvvet serisini elde edebiliriz.
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Bu boliimiin ana sonucu aslinda bir tanim, o tanimi yazalim: Eger b(X)
bigimsel kuvvet serisinin sabit katsayist 0’sa, o zaman herhangi bir a(X) bi-
cimsel kuvvet serisinde X yerine b(X) koyup a(b(X)) bi¢imsel kuvvet serisini
elde edebiliriz.

Bu durumda, a ve b’'nin (bu sirayla) bileskesi adi verilen a(b(X)) bigimsel
kuvvet serisi bazen a o b olarak yazilir.

Ornek 14.22. exp £(X) bicimsel kuvvet serisi anlamhdir. Ayrica, —14exp X bigimsel kuvvet
serisinin sabit katsayisi 0 oldugundan, ¢(—1 + exp X) bigimsel kuvvet serisi de vardir.
Bir an exp £(X)’i elle bulmaya galigalim.

X Xx? X"
eXpX:1+F+?+...+?+H.

bicimsel kuvvet serisinde X yerine

s "3 1T
koymak gerekir. Okur deneyip bunun hi¢ de kolay bir hesap olmadigini gérmeli. Hatta
zamanina acimay1p exp £(X)’in ilk dort katsayisini hesaplamaya caligmalidir. Nihai sonug
expl(X) =14 X gikar ama bunun kanitin1 buraya almak istemiyoruz, isteyen okur [N2]’ye
bagvurabilir.

Bilegke taniminmi kullanarak Teorem 14.1°i bir defa daha kanitlayabiliriz.

Teorem 14.1’in Ikinci Kamti: Once su basit gozlemi yapalim: Daha 6nce
farkina vardigimiz

(1) I+ X+X°+ X%+ X"+ )(1-X)=1

esitliginde X yerine sabit katsayisi 0 olan herhangi bir bicimsel kuvvet serisi
alabiliriz. Simdi a, sabit terimi tersinir olan bir bicimsel kuvvet serisi olsun.
Eger a(0) = 1 ise,

a(X)=1-Xb(X)

olarak yazilabilir; nitekim
a(X)=14+a X +aX?+ 4 a, X" +---
ise, b(X)1
b(X)=—a; —asX —azX?— - —a, X" — ...

olarak almak yeterlidir. Simdi a(X)’in tersini kolayca buluruz: Bunun i¢in (1)
esitliginde X yerine sabit terimi 0 olan Xb(X) almak yeterlidir, Altboliim
14.5’e gore buna hakkimiz oldugunu biliyoruz.

1+ Xb(X) + X?b(X)? + -+ + X"b(X)" + - -

bicimsel kuvvet serisi 1 — Xb(X)’in yani a(X)’in tersidir.
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En genel durum: Eger a(0) € R* ise (ama illa 1’e esit degilse), o za-
man a(X)’in tersini bulmak igin a(0)~ta(X) bicimsel kuvvet serisi ele almir
(¢linkii bunun sabit katsayis1 1’dir) ve yukaridaki yontem uygulanir. O

Orneéin, exp0 = 1 oldugundan, exp X tersinirdir. exp X bicimsel kuvvet
serisinin tersinin exp(—X) oldugunu okur kanitlayabilir.

kuvvet serisi Q[[X]]’te tersinirdir:

r 1 B 1
cos X 1_X'2+)i'4_)é'6+ 1_(%_%4_...)
X2 X4 2
:1+(2!—+ >+<—4!+~-> +
X2
:1—1-(2! — 4 >+< )—1—
X2
:1—1—?—!— ( 2 4> T* + daha iist dereceden terimler.
Ama -
sin X — ( 1) 2i+1
P (2t +1)!

bicimsel kuvvet serisi Q[[X]]’te tersinir degildir ¢iinkii X ile baglar. Ote yandan
1+ sin X bigimsel kuvvet serisi Q[[X]]’te terisinirdir ve tersi de

1—sinX +sin?X —sin® X +sin* X — ...

kuvvet serisidir. Bu bigimsel kuvvet serisinin ilk birka¢ katsayisini bulmay1
deneyebilirsiniz. 2 + X bigimsel kuvvet serisinin Z[[X]]’te tersinir olmadigini
ama Q[[X]]’te tersinir olduguna dikkatinizi ¢ekeriz.

Alistirmalar

14.23. 1+ sin X + sin® X + sin® X + --- kuvvet serisinin ilk 8 terimini hesaplayin.

14.24. f =3 an X" bicimsel bir kuvvet serisiyse ve f(X) = f(—X) ise, her n i¢in azn41 =0
esitligini kanitlayin.

14.25. f(—X) = —f(X) ise f’nin katsayilar1 hakkinda ne sGyleyebiliriz?
14.26. f(X) = f(X?) ise f’nin sabit oldugunu kanitlayin.

14.27. % =3 (n+1)' bicimsel kuvvet serisinin bagkatsayis1 1’dir, dolayisiyla tersinir-

dir. B,, sayilarimi,
X >, B,
N Zn xn
expX — 1 Z n!

n=0
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olarak tanimlayalim. Bu sayilara Bernoulli sayilar: ad: verilir. Bp =1 ve n > 1 igin

Bo B1 Bn—l
a0l T o T T - 1y

esitliklerini kamitlaym. Eger n > 1 bir tek sayiysa B, = 0 esitligini kanitlaymn (bkz
Algtirma 14.24).

14.28. sin(cos X) bigimsel kuvvet serisinin ilk 8 katsayisini hesaplayin.

14.6 Kuvvet Serileriyle Dizi Formiili Bulmak

Bu altboliimde, onceki altboliimlerde acikladigimiz teorinin tiriinlerini alaca-
g1z. Konuyu orneklerle anlatmanin en dogrusu oldugunu diistiniiyoruz.

Bu arada, asagidaki kapsamlarda kullanildiginda, bicimsel kuvvet serisi
yerine tirete¢ fonksiyonu dendigini soyleyelim.

Ornekler

14.29. Yanitini énceden tahmin edebilecegimiz bir soruyla baslayalim. ag = 0 olsun ve n > 0
icin,

(1) Anpt+1 = 2a, +1
tanimini yapalim. Bu tanim her n dogal sayisi icin a,,’yi belirler.

a1 =ap+1 =2a0+1=2x04+1=1,
az=a14+1 =2a1+1=2x14+1=3,
az=az+1 =2a2+1=2x34+1=7,
ags=az+1 =2a3+1=2x7+1=15

Her seferinde, bir 6nceki terimi 2’yle carpip 1 ekliyoruz. Ilk terimi (ao = 0) bildigimiz
igin tiim a, terimlerini bu yo6ntemle bulabiliriz. Sonraki terimler 31, 63, 127 olacak.
Ama ajooo sayisini bulmak icin bu iglemi (2’yle garpip 1 ekleme iglemini) 999 defa
yapmaliyiz... Bu ylizden a,, sayisini veren “kapali” bir formiil tercih edilir. Bu 6rnekte
kapali formiilii bulmak zor degil. Yukarida hesaplanan terimlere 1 eklersek neyin ne
oldugu anlasiliyor:

ao+1=04+1=1=2°
ar+1=141=2=2"
ar+1=34+1=4=2%
as+1=7+1=8=2%
as+1=15+1=16 =2

Belli ki, an, +1 =2" ve
anp =2" — 1.

Bu sadece bir tahmin tabii ki. (Hem de ¢ok giiglii bir tahmin.) Bu tahmini tiimevarimla
kanitlamak gerekiyor, ki bu da ¢ok zor bir ugrag degildir. Bu béliimde bu ve bunun gibi
diziler i¢in bir formiil bulmanin bir bagka yolunu bulacagiz.
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(1) formiiliiniin taraflarim1 X™ ile ¢arpip her iki tarafi tim n dogal sayilar igin topla-

yalim:
i an1 X" = i(Qan +1H)X" = i 2a, X" + iX" =2 iaan + an.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Bu agsamada,
AX) =) an X" =X +3X2+7X° 4 -+
n=0

tanimini yapalim.
Bu tanimdan sonra biraz 6énce buldugumuz

ian+1Xn =2 iaan + an
n=0 n=0 n=0

esitliginin sol ve sag taraflarimi A(X) cinsinden ayr1 ayr1 hesaplayalim.
Once sol taraf. Sol tarafi X’le garparsak, neredeyse A(X)’i elde ederiz, sadece A(X)’in
ilk terimi olan ao eksik kalir, ama ao zaten 0’a egit. Demek ki,

XY an1 X" = A(X)
n=0
ve

5 e AX)
nt1X & = ——.

Sol tarafl bulduk. Simdi sira sag tarafta. Sag tarafta iki kuvvet serisi var. Birincisinin
ne oldugu belli: 2A(X)’e esit. Ikincisi ise 1/(1 — X). Sonug olarak,

AX) 1
T_2A(X)+ T x

esitligini buluruz. Buradan da

ve
X

1-X)(1-2X)

cikar. Simdi Oyle a ve b sayilar:1 bulalim ki,

A(X) =

1 _a + b
1I-X)(1-2X) 1-X '1-2X

olsun. a ve b’yi bulmanin bin tirlii yontemi vardir; igte bunlardan biri: Esitligi 1 — X
ile carpip X = 1 alirsak® , @ = —1 buluruz. Aym esitligi 1 — 2Xile carpip X = 1/2

alirsak, b = 2 buluruz. Demek ki, a ve b varsa, ancak a = —1,b = 2 olmali. Nitekim bu
degerlerle yukaridaki egitligin saglanacagini kontrol etmek hig zor degil. Sonug olarak,
1 2 1

I-X)1-2X) 1-2X 1-X

5Daha dogrusu esitligi 1’de degerlendirirsek... Bir polinomu bir sayida degerlendirmek bir
sorun yaratmaz ama bir kuvvet serisini bir sayida degerlendirebilmek icin analiz gibi bazi
derin konular gerekebilir. Okur ya [N2, Bolim 22.7]’ye bagvursun ya da hoggorsiin.
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olur. Bu asamada

S ML Wt

esitliklerini kullanarak,

1 2 n n
I-X)(1-2X) 1-2X 1— _2Z2X ZX
_ = 2n+1Xn Xn _ - 2n+1 -1 Xn
N L

buluruz. Biraz énce A(X) igin buldugumuz formiilden,

AX) = U—)())((W = Xngo (2" 1) X" = ngo (2"t —1) X"

gikar. Simdi A(X) igin iki esitligimiz var, biri tanimdaki, digeri iist satirdaki:

[eS) e
— 2 : an 2 : n+1 Xn+1
n=0 n=0

Katsayilar esit olmak zorunda oldugundan (glinkii bunlar bigimsel kuvvet serileri),
an =2""1—1

elde ederiz, en basta tahmin ettigimiz gibi...
14.30. Bu sefer ap = 1 olsun ve n > 0 igin,

(2) ant1 = 2an + 1

tammmni yapalm. Bu tamm her n dogal sayisi icin a,,’yi verir. Ilk a,, degerlerini hesap-
larsak,
1,2, 5,12, 27, 58, 121, 248

buluruz. Bu sefer dizgiyi tahmin etmek hig¢ kolay degil. Ama her seferinde 6nceki sayiy1
2 ile carptigimiz i¢in, daha dogrusu,

An+1 = 2an + 1 > 2an
esitsizliginden dolayz,
Ant1 > 2an > dan_1 > 8an_2 > ... > 2" gy = 2"

olur Yani (an)n dizisi tistsel biiytir.

Bir 6nceki 6rnekteki yontemi kullanarak dizinin terimlerinin kapali bir formiliint bu-
lacagiz.

(2) esitliginin taraflarini X™ ile ¢arpip n tizerinden toplayalim.

oo (oo} (oo} (oo} oo [e o]
dann X" =) Qan+n) X" =D 20, X"+ Y nX"=2) a X"+ nX".
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Yine

o0
X)=> anX
n=0
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tanimini yapip bir 6nceki esitligi A(X) cinsinden ifade edelim. Sol taraf bir 6nceki 6rnek-
teki gibi (ama bu sefer ag = 0 degil, ag = 1):

= . AX) -1
3 gppxt = AL
n=0 X

Sag tarafin birinci serisi 24(X)’e egit. En zoru en sagdaki terim:
S
n=0
Bu sonsuz toplami bulmak igin tiirev kavramin kullanabiliriz. (Ama toplam: bulduktan

sonra, buldugumuz esitligin dogru oldugunu tiirev kavramini kullanmadan kanitlayabi-
liriz.) Daha 6nce de gordigiimiiz

e o]
1
X" =
> X'=1x
n=0
esitliginin her iki tarafinin da formel tiirevlerini alalim:

— n—1 __ 1
(3) nZ::lnX “a-xr

elde ederiz. Her tarafi X ile carparsak,

G X
S =
o (1-X)2
buluruz. Simdi yukaridaki esitligi A(X) cinsinden ifade edebiliriz:
AX)—-1 X

Buradan kolay bir hesapla A(X)’i gekelim:

1—2X +2X?
AX)= —— = T2
(X) (1-X)2(1 —2X)
Simdi,
1-2X 4+ 2X2 a b ¢

I-—XpP0—-2X) (1-X2 "1-x "1-2x

esitligini saglayan a, b ve ¢ sayilarini bulalim. Esitligi 1 — 2X ile carpip X = 1/2 alirsak,
¢ = 2 buluruz. Esitligi (1 — X)2 ile carpip X = 1 alirsak, a = —1 buluruz. Esitligi 1 — X
ile garpip X'i sonsuza gotiiriirsek,

c
1-b+-=0b+1
+ 5 + 1,

yani b = 0 buluruz. Demek ki,

o 1-2X+2Xx% -1 2
A(X)_(1—X)2(1—2X)_(1—X)2+1—2X'

Sagda toplanan iki terimi kuvvet serisi olarak hesaplayalim. Ik terimi bulmusgtuk ve
sonucu (3) olarak yazmistik. Ikinci terim de geometrik seri olarak ifade edilir. Sonug
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14.31.

olarak,
AX)==> nX"" 42> 2"x"
n=1 n=0

:—i(n—l— Hx" +2§:2"X”
n=0

n=0
=y @ -n-1)x"
n=0

bulunur. Demek ki A(X)’in n’inci katsayisi a,’yi bulduk:
an =2" —pn — 1.
Bu ornekte meghur Fibonacci dizilerini de ele alacagiz. Fibonacci dizileri, n > 1 i¢in

(4) fr+1 = fo+ fn-1
esitligiyle verilmistir, yani dizinin her terimi daha 6nceki iki terimin toplamidir. Eger ilk
iki terim olan fy ve fi1 (ayrica) verilmigse, tiim dizi bu iligkiyle belirlenir. Genel olarak
fo = f1 = 1 alinir; biz de Oyle yapalim. Boylece,

fo=fHi+fo=1+1=2

fa=fo+fi=24+1=3

fa=fs+fa2=3+2=5

fs=fa+fs=5+3=8

fo=fo+f1=8+5=13
bulunur ve bu prosediir hayat izin verdigi siirece devam ettirilebilir.
Her f,,’yi teorik olarak hesaplayabiliriz belki ama pratikte fiooo’i ya da fi.000.000'u he-
saplamak ¢ok uzun siire alacagindan, f,, icin kapali bir formiil bulmak igimize gelir. Bu

ornekte bunu yapacagiz.
Daha 6nceki orneklerde oldugu gibi (4) dizisini X" ile ¢arpip toplayacagiz.

F(X)=> fuX"
n=0

tanimini yaparsak,
oo (oo} (oo}
S X7 = Y XY fua X
n=1 n=1 n=1

iligkisinden 6nce

F(X)_%_X =(F(X)-1)+ XF(X),
sonra da 1
FX)=1—x—x=

bulunur. Devam edelim. 1 — X — X2 polinomunun iki kékii vardir:

_ _1%‘/5 ~ 0,61803 ve v = _1%‘/5 ~ —1,61803.

(Buaradau+v=—-1,uv =—-1lveu—v = V5 esitliklerini gorelim, hesap yapmakta
yararli olabilirler.) Demek ki 1 — X — X? polinomu,

1-X-X°=—(X —u)(X —v)
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olarak ayrigir. Buradan hareketle,

O
~1
(X —u)(X —v)

1 —-1/v N 1/u

Cu—v\1-X/v  1-X/u

_ 1 <—1°°” 1°°X">

Tu—v v v u um™
n=0 =0

oo

Il
<
| [
<
<
3
Hie
I
<
3
e
N———

I |
e 5
-
|
=
3
+
£
<
!
e
>
3

elde edilir. Demek ki,

olur. istedié;imizi bulduk. Bu formiilii biraz daha giizellegtirebiliriz.

s= —u= 1_2\/5 ~ —0,61803 ve t = —v = 1+2*/5

~ 1,61803

olsun. O zaman,
tn+1 +1

fr =

p— Sn
V5
olur. Sagdaki sayinin bir tamsay1 ¢ikmas: bile bagh basina sasirtici bir olay!

Bu son formiil sayesinde, f,’'nin yaklagsik degerini de bulabiliriz. |s| < 1 oldugundan, n
cok cok bityiikten v™ ! cok cok kiiciik bir sayidir. Dolayisiyla

fn =

olur. Hatta her n > 0 igin 0 < |s|"™'/v/5 < 0,3 < 1/2 oldugundan, f,, t""'/v/5 sayisina
en yakin dogal sayidir. Agagidaki tablo bunun dogrulugunu teyit ediyor:
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n tn+1/\/5 fn
0 | 0,723606798 1
1| 1,170820393 1
2 | 1,894427191 2
3 | 3,065247584 3
4 | 4,959674775 5
5 | 8,024922359 8
6 | 12,98459713 13
7 | 21,00951949 21
8 | 33,99411663 34
9 | 55,00363612 55
10 | 88,99775275 89
11 | 144,0013889 | 144
12 | 232,9991416 | 233
13 | 377,0005305 | 377

191






15. Parcalanis Sayisi

Bir dogal saymin, dogal sayilarin toplami olarak yazilig sayisina o sayinin
parcalanis sayrst denir. Ornegin,

n p(n)

oldugundan ve 3’iin bagka parcalanigi olmadi- 2 2
gindan, 3’lin parcgalanig sayisi 3’tlir. n’nin par- 3 3
calanig sayis1 p(n) olarak gosterilir. Bu sayila- 4 5
rin birkagini yandaki tabloda gorebilirsiniz. 5 7
Ornegin n = 4 igin parcalanisglar goyle: 6 11

7 15

4=4 8 22

=242 ) 30

10 42

= 11 56
=14+1+1+1, 13 101

14 135

demek ki p(4) = 5. Dikkat edilirse 1+ 3 parca- |75 176
lamigiyla 3 + 1 parcalamgi arasinda bir ayrim 55 204.226
yapmiyoruz, bunlar1 aynm pargalanig olarak ka- 100 190.569.292
bul ediyoruz. o 150 40.853.235.313
p(n) sayst iizerine ilk diisinen matematik- [0y 3.072.999.029 383

ci Le)ib'niz;tir (16:39): 0) zarr{a?dan bu zamana [5=5 930.793.554.364.681
p(n)’'nin “kapali” bir formilii bulunamamig- 300 | 9.253.082.936.723.602

tar?.

Formiiliinii bulamasa da, Isvicreli biiyiik
matematik¢i Euler bu sayinin hesaplanmasi
icin kolay bir yontem bulmustur (1740). Bu
yontemi aciklayacagiz simdi.

'Kapali bir formiil olmayabilir de. Kapali formiil sayis1 sayilabilir sonsuzluktadir. Oysa
N’den N’ye sayilamaz sonsuzlukta fonksiyon vardir. Bkz. Sezgisel Kiimeler Kurami [N1].
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Bir 6rnekle baglayalim. 24’in bir parcalanigina bakalm:
24=14+14+14+2+24+2424+34+5+5.
Burada

3 tane 1
4 tane 2
1 tane 3
0 tane 4
2 tane 5
var ve 5’ten biiyiik say1 da yok.
k1 =3,
ko =4,
ks =1,
ks =0,
ks = 2,
ve ¢ > 5 icin
ki=0
olsun. Demek ki bu k; sayilari,
k1 + 2kg + 3ks + 4ky + Bks + 6ke + - - - + 24koy = 24

denkleminin bir ¢oziimii. Ve bu denklemin her ¢oziimi bize 24’tin bir par-
calamsim verir. Ornegin bir ¢oziimde kg = 2 ise, bu, ¢oziimiin 24’ verdigi
parcgalanigta iki tane 6 var demektir. Coziimdeki k; sayis1 toplamda kag adet ¢
olacagim soyler.

Pargalanig sayisin1 hesaplamakta bu fikri kullanacagiz.

k14 2ky 4+ 3ks + - +nk, =n

denkleminin N’deki ¢6zlim sayis1 aynen n’nin parcalanig sayisina esittir. Not:
nk,’de durmak zorunda degildik. Sonsuza kadar gidebilirdik, ne de olsa, k1,
kp+2, ... sayllarinin hepsi 0 olmak zorundadir.

Parcgalanig Sayisin1 Hesaplamak. Su kuvvet serisini ele alalim:
(X)) =1+X+X2+X3+...
Burada X yerine X* alirsak,
a(X®) =14+ XF 4+ X2 4 x3F 4.
elde ederiz. Simdi bu serileri £k =1, 2, 3, ... i¢in ¢arpalim, yani

(I+X+X24 X34 )1+ X2 X ) (X3 X0 ) (X X8 ) -
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garpimini, ya da daha modern bir yazilimla,
o
k=1

carpimini hesaplayalim. Dikkat, burada sonsuz sayida kuvvet serisi ¢arpiliyor.
Sonsuz sayida kuvvet serisini carpmanin kolay olmadigini séyleyebilirsiniz. Ko-
lay degildir, her zaman miimkiin de degildir ama bu 6rnekte miimkiin.

Ornegin bu sonsuz carpimda 1, X, X2, X3, X* ve X*in katsayilarmi he-
saplamak icin, k& > 6 icin tiim X*’lar1 yok sayabiliriz ciinkii bunlarin X®’in
katsayisina etkisi yoktur. Iste ilk alti katsayiy1 bulan o hesap:

(14 X" 4 X2 X3 )

8

£
Il
8

=1+ X+ X+ X+ X"+ XA+ X2+ XHA + XA+ XH (A1 + X°) + X°(---)
I+ X+ X2+ X+ X 4 X))+ X+ XA+ X+ X+ X))+ X%
=14+ X +2X>+2X° +3X" +3X) (1 + X° + X" + X°) + XO(--+)

=1+ X +2X° +3X° +5X* +7X° + XO(---)

—~

—

(Parantezler i¢inde ii¢ nokta yerine kuvvet serileri olacak ama bizi ilgilendir-
mediginden yazmadik.) Buldugumuz katsayilara dikkat ettiniz mi? Carpmay1
devam ettirelim ve birkac katsay1 daha hesaplayalim:

1+ X +2X2 43X +5X* +7X° + 11X% + 15X7 +22X% +30X° + 42X + 56X + ...

Katsayilar: gordiiniiz mii? Sabit terimi sifirinci katsay1 olarak sayarsak, k’inci
katsay1 p(k). Sagirtict bir bi¢imde,

[Ta+XxF+ X%+ x3% 4+ ) = plk)x*
k=1 k=0

esitligi gegerlidir. (Burada p(0) = 1 aldik.) Her ne kadar sagirticiysa da, bu-
nun kanit1 pek zor degildir. Bu esitlik iizerine biraz diigsiinen okur esitligin
nedenini kendi kendine bulur saniyorum. Aciklamasi soyle: Diyelim carpimin
sonucundaki X™ teriminin katsayisin1 hesaplamak istiyoruz.

I+X+X°+ )+ X+ X+ X+ )+ X+ X+ )+ X+ X5+ )

Carpimu yapip parantezleri (sonsuz tane var ama olsun!) actigimizda X te-
rimini nasil elde edecegimizi anlamaya calisalim. Her parantezden bir X' te-
rimi secip bunlar1 carpiyoruz, yani iisleri topluyoruz ve ¢arpimin kac kez X"
olacagimi anlamaya calisiyoruz. Birinci parantezden X% secmis olalim, ikinci
parantezden X2*2 se¢mis olalim, {iciincii parantezden X3 secmis olalim, ...

O zaman bunlarin garpimi
X F1+2k2+3ks -



196 15. Pargalanis Sayisi

olur. Demek ki, k1 + 2ko + 3k3 + - -+ toplami ne kadar n ederse, carpimda o
kadar cok X" elde ederiz. Bu da tam n’nin parcalanig sayisidir.

Aligtirmalar
15.1. p(1000) = 24.061.467.864.032.622.473.692.149.727.991 esitligini kanitlayin. (Saka sa-
15.2. p(k,n), n’nin k’dan biiyiikesit sayilar kullanilarak yazildig1 pargalanmalar olsun. Asagi-
dakileri kanitlayin.
a. Eger k > n ise p(k,n) = 0.
b. p(n,n) = 1.
c.p(n—1,n)=2.
d. p(1,n) = p(n).
e. Eger k < n ise p(k,n) = p(k+ 1,n) + p(k,n — k).
f.i=1,2,3,4,5 icin p(4,2""") = 2i + 3. Ama i = 6 i¢in ne elde ediyorsunuz?
g 1+ 20 plk,n — k) = p(n).
Young Tablolari. Her pargalanig, adina Young tablosu denilen bir sekille
gosterilebilir. Ornegin, 20’nin

20=6+5+5+3+1

parcalanisi,

6+5+5+3+1=20 parcalanigina
tekabiil eden Young tablosu

Young tablosuyla gosterilebilir. n tane birim kareden olugmus her Young tab-
losu n’nin bir parcalanigini verir ve n’nin her parcalanigi n tane birim kareden

olugmus bir Young tablosuna tekabiil eder. Ornegin 7’nin 15 parcgalaniginin
Young tablolar1 soyledir:
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Young tablolar1 iistten hizalanirlar ve soldan saga dogru biiyiikten kiiciige
dizilirler.

Yukaridaki baz1 Young tablolarinin birbirinin simetrigi oldugu goziiniize
carpmugtir. Bu fikri kullanacagiz.

Young tablolarinin matematigin gesitli alanlarinda uygulamalar1 vardir.
Daha cok, oldukca cetrefilli cebirsel ya da burada oldugu gibi kombinatorik
bir durumu kolayca akilda tutmaya yarayan bir tiir geometrik kisaltmadir.

Her Young tablosunun kuzeybatidan giineybatiya uzanan capraza gore si-
metrigini alabiliriz. Ornekler agagida.

blc]

dle[r]s] | [

a
— | b —_—
c

FEE

Bu tiir birbirinin simetrisi olan Young tablolarina eslentk Young tablolar:
denir. Baz1 Young tablolar1 kendi kendilerinin simetrigidir. Adina é6zeslenik
diyebilecegimiz kendi kendisinin simetrigi olan Young tablosu ornekleri agagi-
da:

Teorem 15.1. Verilmis bir n icin, n birim kareden olusmus ozeslenik Young
tablosu sayist, n’nin, her parcamn tek oldugu ve her parcanin bir digerinden

degisik oldugu parcalanis sayisina egittir.
543 —» 34342 5+3+1 —» 3+3+3 S5+1 — 3+2+1
?»? ? ? ? . @

743 —» 443+2+1 —> 4+44242 7+5+3 —» 4+44342
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Kanit: Her parcanin tek oldugu pargalanmglar her siitunda tek sayida kare
olan Young tablolarina tekabiil eder. Her siitununda degisik sayida kare bu-
lunan boyle bir Young tablosu alalim. Her siitunu ortasindan kirip 6zeslenik
bir Young tablosu olusturabiliriz. Ornekler asagida. Bu déniigiim tersinir bir
dontiigimdiir. O

Aligtirmalar
15.3. m’nin her pargasinin en fazla k oldugu parcalaniglarinin sayisinin, n’nin en fazla k parcasi
olan pargalaniglarinin sayisina esit oldugunu kanitlayin.
15.4. Yukaridaki sayinin n+ k’nin tam k parcaya parcalanig sayisina esit oldugunu kanitlayin.

Not. Biyiik k’lar icin p(k)’y1 hesaplamak. Biiyiik k’lar igin p(k)’y1 he-
saplamak ¢ok kolay degildir. Bu yiizden k ¢ok ¢ok biiyiikken p(k)'nin agag
yukar1 kag oldugunu, yani p(k)’nin “asemptotik davranmgin1” bilmek yararhdir.
1918’de Ingiliz matematikgcisi Hardy ve Hint dahisi Ramanujan,

(n) N eﬂ«/2n/3
b - dn\/3

formiiliinti bulmuslardir. (Buradaki e, Napier ya da Euler sabiti diye bilinen
2,718... sayisidir.) Bu kitapta kanitlamamiza imkén olmayan bu formiiliin an-
lam1 gudur: n ¢ok ¢ok biiyiik alinirsa, sagdaki ve soldaki terimlerin birbirine
orani 1’e ¢cok ¢ok yakindir, daha dogru bir deyisle, oranlarin limiti 1’dir.

Ramanujan’in buldugu basgka olgular:

p(bk + 4) sayis1 5’e tam bolintir.

p(7k + 5) sayws1 7’ye tam boliiniir.

p(11k + 6) sayist 11’e tam boluniir.

Ama p(13k + 7) sayisinin 13’e tam boliindiigi dogru degildir.



16. Ramsey Teorisi

16.1 Ramsey Sayilari

Alt1 kisilik bir toplulukta ya herkesin birbirini tamidigi ya da higbirinin hig-
kimseyi tanimadig1 en az ii¢ kisi mutlaka vardir. Zeka oyunlar: kogelerinde sik
sik okurlardan bu 6nermenin kanitlanmasi istenir. Ramsey kuraminin en basit
ornegi olan bu 6nermeyi kanitlayalim once. Sonra ¢ok daha zor, yanit1 bile
bilinmeyen sorular soracagiz.

Alt1 kigiyi bir ¢izgenin alt1 noktas1 olarak gorelim. Noktalara 1, 2, 3, 4,
5, 6 diyelim. Iki nokta arasma, o iki noktanmn simgeledigi kigilerin tanigip
tanigmamalarina goére, kirmizi ya da mavi bir kenar (¢izgi) cizelim. Sozge-
limi, tamigiyorlarsa kenar kirmizi olsun, tanigmiyorlarsa mavi. Her kenari ya
kirmiziya ya da maviye boyanmig K¢ tamgizgesini elde ederiz. Yukaridaki 6ner-
meyi, “Kenarlar1 kirmizi ve maviye boyanmis Kg tamcizgesinde ya en az bir
kirmiz1 iiggen ya da en az bir mavi tiggen vardir,” olarak ifade edebiliriz.

K, cizgesi
Her noktanin her noktaya bagintili oldugu 7 noktal
cizgelere tamcizge denir ve bu cizgeler K ile simgelenir.

Her noktaya beg kenar degdiginden, her noktaya ya en az ii¢ kirmizi kenar
ya da en az lic mavi kenar deger. Noktamizin 3 numarali nokta oldugunu,
bu noktaya bitigik en az ii¢ kirmiz1 kenar oldugunu ve bu kirmizi kenarlarin
{1,3}, {2,3} ve {6,3} kenarlar1 oldugunu varsayalim. Artik sadece 1, 2, 3 ve
6 noktalarini dikkate alacagiz.
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1, 2 ve 6 noktalar arasindaki kenarlardan biri kirmiziysa, bu kirmiz kenarin
iki ug noktasi ve 3 noktasi kirmizi bir liggen olustururlar. Aksi halde, yani
kenarlarin hepsi maviyse o zaman bu li¢ nokta mavi bir iiggen olusturur.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak, kenarlar1 iki renge boyanmis
K cizgesinde tek renkli bir iiggen vardir, 6nermesini kanitladik. Elbette bu
onerme, eger n > 6 ise, tim K, gizgeleri i¢in de dogrudur, ¢iinkii n > 6 ise,
Kg, K,’nin icinde yagar.

Ayn1 Onermeyi goyle de ifade edebiliriz: Eger n > 6 ise, kenarlar iki renge
boyanmig K, cizgesinde tek renkli K3 yasar.

Bu 6nerme, yandaki cizgeden de anlasilacag: iizere n = 5 igin dogru degil-
dir, n illa en az 6 olmalidir, daha az olamaz.

Yukaridaki 6nermede K3 yerine K4 almak istersek durum ne olur?

Soru: n en az kag olmalidir ki, iki renge boyanmig K, tamcizgesinde tek renkli
bir K, yasasin?
4 yerine herhangi bir a dogal sayis1 alip benzer soruyu sorabiliriz:

Soru: a dogal sayisi verilmig olsun. n en az kag olmalidir ki kenarlar: iki renge
boyanmig K, tamcizgesinde tek renkli bir K, yagsasin? Hatta boyle bir n var
midir?

Bu soruyu da genellestirebiliriz:

Soru: a ve b dogal sayilar1 verilmis olsun. n en az kag olmalidir ki, kenarlar1 A
ve B renklerine boyanmig K,, tamgcizgesi ya tamamen A renkli bir K, icersin
ya da tamamen B renkli bir K37 Hatta boyle bir n var midir? (Eger a = b ise,
bir 6nceki sorunun aynisini elde ederiz.)

Evet, oyle bir n vardir:

Teorem 16.1. [Ramsey, 1930]. a ve b herhangi iki dogal say. olsun. Oyle
bir N wvardwr ki, ejer n > N ise, kenarlart A ve B renklerine boyanmis Ky
tamcizgesinde ya tamamen A renkli bir K, ya da tamamen B renkli bir K
vardr.

Yukaridaki teoremde varligi iddia edilen en kiiciik N sayisina Ramsey
sayst denir ve bu say1 r(a, b) olarak yazlir.
Biraz 6nce 7(3,3) = 6 esitligini gordiik.



16.1. Ramsey Sayilar 201

Sorudaki simetriden dolay1 r(a,b) = r(b,a). Dolaysiyla a < b esitsizligini
varsayabiliriz.
Baz r(a,b) sayilarin1 bulmak kolay:

r(1,b) =1, r(2,b) = b.

Ramsey sayilar1 igin genel bir formiil bilinmiyor. Ramsey sayilarinin bulun-
masi ¢izge kuraminin zor ve yanitlanmamis sorularindan biridir. Bu yazinin
sonundaki tablo bilinen bazi Ramsey sayilarini, bilinmeyenlerin ise alt ve
iistsinirlarini verir.

Asagidaki sonug 7(a, b) sayilarina tiimevarimsal bir istsinir getiriyor.

Teorem 16.2 (Erdds ve Szekeres). a > 2 ve b > 2 iki tamsayysa,
r(a,b) <r(a,b—1)+r(a—1,b).

Eger r(a,b—1) ve r(a — 1,b) saylarinin ikisi de ¢iftse,
r(a,b) <r(a,b—1)+r(a—1,b).

Kanmit: n =r(a,b— 1)+ r(a — 1,b) olsun. K, ¢izgesini herhangi bir bigimde
iki renge boyayalim. Bu gizgede ya tamamen A rengine boyanmig bir K, ya da
tamamen B rengine boyanmig bir K; bulacagiz. Bu da teoremi kanitlayacak.

v, Ky,’nin herhangi bir noktas1 olsun. K, ’nin geri kalan n — 1 noktasina
bakalim. v’nin A renkli kenarla baglandigi noktalara A(v), B renkli kenarla
baglandig1 noktalara B(v) diyelim.

|[A(v)| +|B(v)]=n—-1=r(a,b—1)+7r(a—1,b) — 1
esitlikleri bariz. Dolayisiyla hem
|A(v)| < 7(a,b—1)

hem de
|B(v)| < r(a—1,b)

esitsizlikleri saglanamaz. Demek ki ya
|A(v)| > r(a—1,b)

ya da
|B(v)| > r(a,b—1).

Birinci durumda, A(v) ya A renkli bir K, ; ya da B renkli bir K} igerir.
Dolayisiyla A(v) U {v} ya A renkli bir K, ya da B renkli bir K} icerir. Ikinci
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durumda, benzer bigimde, B(v) U {v} ya A renkli bir K, ya da B renkli bir
Ky igerir. Sonug olarak

r(a,b) <r(a,b—1)+r(a—1,b).
Simdi r(a,b — 1) ve r(a — 1,b) nin ¢ift olduklarim varsayalim. Bu kez
n=r(a,b—1)+r(a—1,b)—1

olsun. Demek ki n tek. K,’de ya A renkli bir K, ya da B renkli bir K
bulacagiz. B renkli kenarlar1 K,,’den silip n noktali bir G ¢izgesi elde edelim.
G’nin tek sayida noktasi oldugundan (ve noktalarin derecelerin toplamimin gift
oldugunu bildigimizden, bkz. Onsav 11.1), G’de derecesi ¢ift olan mutlaka bir
nokta olacaktir. Bu noktaya v diyelim. Demek ki A(v) ¢ift bir say1, dolayisiyla

Aw) #r(a—1,0)— 1,
bunu aklimizda tutalim. Ote yandan,
[A()[ +B()| =n—1=[r(a—1,b) = 2] +r(a,b—1)

oldugundan, hem
A@W)| < r(a—1,b) -2

hem de
|B(v)| < r(a,b—1)

esitsizlikleri saglanamaz. Demek ki ya
|A(v)| > r(a—1,b) — 2

ya da
|B(v)| > r(a,b—1)

esitsizliklerinden biri saglanacak. Ama
A(w) #r(a—1,b) — 1.

Dolayisiyla ya
|A(v)| > r(a,b—1)

ya da
B(v)| = r(a,b—1).

Aynen yukarida yaptigimiz gibi K,,’de ya A renkli bir K, ya da B renkli bir
K, buluruz. O
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Ne yazik ki egitlik dogru degil. Ornegin, asagidaki cizelgeden,
r(3,6) = 18, r(4,5) = 25 ve r(4,6) < 41
iligkilerini biliyoruz, dolayisiyla
r(4,6) <41 <43 =18+425=1r(3,6) + r(4,5).
Boliimii 7(a, b)’nin bir tstsinir formiiliinii bularak tamamlayalim.

Sonug 16.3.

Hab) < <a+b—2>‘

b—1

Kanmit: Kaniti a + b lizerine tiimevarimla yapacagiz. a + b = 2 icin, yani
a = b =1 igin esitsizligin dogrulugu belli. a + b > 3 olsun. Teorem 16.2 ve
tlimevarim varsayimina gore,

r(a,b) <r(a—1,b) +r(a,b—1)
()= ()

Istedigimizi kanitladik. O

IN

r(a,b) Ramsey sayilarmin 2005te bilinen araliklarim agagida gosterdik.
Satirlar a¢’larm, stitunlar b’lerin.

3| 4 ) 6 7 8 9
31619 14 18 23 28 36
4 18 25 35-41 49-61 95-84 69-115
) 43-49 | 58-87 80-143 95-216 116-316
6 102-165 | 109-298 | 122-495 | 153-780
7 205-540 | 216-1031 | 227-1713
8 282-1870 | 295-3583
9 565-6625

16.2 Sonsuz Ramsey Teoremi

Sonsuz sayida insanmin bulundugu bir toplulukta, Gyle sonsuz sayida insan
secebilir miyiz ki, bu sectigimiz insanlarin ya hepsi birbirini tamisin ya da
hic¢biri kimseyi tanimasin?

Yanit, okurun da tahmin ettigini sandigim gibi, “evet, secebiliriz”dir. Bu,
Ramsey adli bir matematikginin kanitladigi ¢ok {inlii bir teoremin sonucudur.
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Once soruyu matematiksellegtirelim. Her insam bir nokta olarak gostere-
lim. Eger iki insan birbirini taniyorsa, bu iki insana egdiigen noktalar1 kirmizi
bir kenarla birlegtirelim. Eger iki insan birbirini tanimiyorsa, bu iki insana
esgdiisen noktalar1 mavi bir kenarla birlestirelim. Her ikisi kirmiz1 ya da mavi bir
kenarla birlestirilmis sonsuz noktali bir ¢izge elde ettik. Bu noktalar arasindan,
hep ayni renkle (ya hep kirmiziyla ya hep maviyle) birlestirilmis sonsuz sayida
nokta bulacagiz.

Kanitimizi iki asamada gergeklestirecegiz. Birinci asamada 6yle sonsuz tane

ap, i, ag, Az, ..., Ay Aj41, Qj42, ...

noktasi bulacagiz ki, her a; kendisinden sonra gelen

Qit1, Qi+2, Qit3s - - -

noktalariyla ayni renk kenarla (ya hep kirmizi, ya hep mavi kenarla) baglanmig
olacak.

Birinci noktay1 segmek kolay, herhangi bir ag noktasi igi goriir. Ama diger
ai, as, as, ... noktalarim biraz daha dikkatli sececegiz. Bu a1, a9, as, ... nok-
talarim1 Oyle se¢meliyiz ki, ag noktasi bu noktalarla hep ayni renk kenarla
baglanmis olsun.

ao noktasi, obiir noktalarla ya kirmizi ya da mavi bir kenarla baglanmistir.
Sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki renk kenar oldugundan, ap’in
ayni renk kenarla baglandigi sonsuz tane nokta vardir. ag’in hep aym renk
kenarla baglandigi sonsuz bir nokta kiimesi alalim. Bu kiimeye Ag diyelim.
Demek ki,

agp, Ag’in noktalariyla hep ayni renk kenarla baglanmigtir.

Bunu aklimizda tutalim. a1, a9, as, ... noktalarim bu Ag kiimesinde sececegiz.
Boylece ag noktasi istedigimiz kogulu saglamig olacak.

Simdi Ap’dan herhangi bir a; noktasi alalim. a; noktasi, Ag’in 6biir nokta-
larina ya kirmizi ya da mavi bir renkle baglanmistir. Ap’da sonsuz tane nokta
oldugundan ve yalmzca iki rengimiz oldugundan, Ay kiimesinde, a;’in ayni
renk kenarla baglandigi sonsuz tane nokta vardir. Yani, ya

{a € Ay : aaq kirmiz1}

kiimesi, ya da
{a € Ap : aa; mavi}

kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A; adimi verelim. Demek ki,
Al g AO ve

a1, Ar’in noktalariyla hep ayni renk kenarla baglanmigtir.

as, as, a4, ... noktalarim A;’de segecegiz ve boylece yukardaki kogul a1 igin
saglanmig olacak.
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Simdi A;’den herhangi bir as noktasi alalim. as noktasi A;’in 6biir nok-
talariyla ya kirmizi ya da mavi bir kenarla baglanmigtir. A;’de sonsuz nokta
oldugundan ve yalnizca iki rengimiz oldugundan, A;’de, a;’in hep ayni renkle
baglandigi sonsuz tane nokta vardir. Bir bagka deyisle, ya

{a € A; : aay kirmuz}

kiimesi, ya da
{a € A : aaz mavi}

kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A adini verelim. Demek ki,
a2, As’nin noktalariyla hep ayni renk kenarla baglanmigtir.

as, a4, as, ... noktalarim As’de (dolayisiyla A; ve Ay kiimelerinde de)
sececegiz ve boylece yukaridaki kogul as i¢in (ve ag ve ap igin de) saglanmig
olacak.

Simdi As’den herhangi bir ag noktasi alalim. Yukarida yaptiklarimizi ag
ve As i¢in yapalim. As’nin icinde, 6yle bir sonsuz Az kiimesi bulahim ki, as,
Ajz’iin her noktasiyla hep ayni renk kenarla baglanmig olsun.

Bunu boylece sonsuza degin siirdiirebiliriz. Demek ki, oyle

ap, ai, a2, Az, A4, ..., Aiy, Aj4+1, A54+2, - - -

noktalar1 bulabiliriz ki, her nokta kendisinden sonra gelen noktalarla ayni renk
kenarla baglanmig olsun.

Kanitin birinci agamasini tamamladik. Sira ikinci agsamaya geldi.

Dikkatle se¢tigimiz bu ag, a1, a9, as, ... noktalarinin herbirine bir renk ve-
recegiz. Eger bir nokta kendisinden sonra gelen noktalarla hep kirmiz1 kenarla
baglanmigsa, o noktaya kirmaz: nokta, aksi halde mavi nokta diyecegiz.

Ornegin, eger ao noktasi, kendisinden sonra gelen aq, as, as, . .. noktalariyla
hep kirmizi bir kenarla baglanmigsa, ag noktasina kirmizi nokta diyecegiz.
Eger as noktasi kendisinden sonra gelen ag, a7, ag, ... noktalariyla hep mavi

kenarla baglanmigsa, a5 noktasina mavi nokta diyecegiz.
Sonsuz sayida nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz oldugundan,

ap, ai, a2, az, ...

noktalarindan sonsuz tanesi ayni renk noktadir. Bir bagka deyisle, ya kirmiz
noktalar kiimesi ya da mavi noktalar kiimesi sonsuzdur. Matematiksel olarak
soyleyecek olursak, ya

{a; : a; kirmiz1 bir nokta}

ya da
{a; : a; mavi bir nokta}
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kiimesi sonsuzdur. Iki kiime birden de sonsuz olabilir ama en azindan birinin
sonsuz oldugunu biliyoruz. Iki kiimeden sonsuz olammi alahm. Obiir noktalar:
atalim. Noktalarimizi yeniden adlandirarak, her noktanin ayni renk oldugunu
varsayabiliriz, diyelim hepsi kirmizi. Demek ki,

ap, ai, a2, az, a4, ...

noktalariin herbirinin kirmiz oldugunu varsayiyoruz. Bu kiimeden iki nokta
alalim: a; ve a;. Diyelim 4, j’den daha kii¢lik. a;, kirmizi bir nokta oldugundan,
a; noktasi a; noktasiyla kirmizi bir kenarla baglanmigtir. Demek ki yukaridaki
sonsuz nokta birbirleriyle ayni renk kenarla (kirmiziyla) baglanmigtir. Ram-
sey’in teoremi kanitlanmig oldu. O

Elbette iki renkle yaptigimizi ii¢ renkle, dort renkle, genel olarak sonlu
sayida renkle de yapabilirdik. Ramsey’in asil teoremi de zaten genel olarak n
renk icindir:

Teorem 16.4 (Sonsuz Ramsey Teoremi). n renk ve sonsuz sayida noktamiz
olsun. Her iki nokta, bu n renkten birine boyanmas bir kenarla birlestirilmis
olsun. O zaman, her iki noktast ayni renk kenarla birlestirilmis sonsuz sayida
nokta vardar. O
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17. Saymak Zor, Hatta
Kimileyin Imkansiz Bir
Zanaattir

Bu kitapta ele aldigimiz sayma konusu gergekten zor bir konudur. Hatta kimi
zaman imkansizdir. Bu boliimde bu zorluga bir érnek verecegiz. Unlii mate-
matiksel bilmece yazar1 Ernest Dudeney’in (1857 — 1930) aklina gelen basit
bir satrang tahtasi sorusunu konu edecegiz.

Bir satrang tahtasi, karelere dokunmamak koguluyla kag¢ degisik bicimde
ayni bicim ve ebatta iki parcaya boltinebilir? Bir 6rnek asagida:

i

Eger sagdaki parcalardan birini 180 derece dondiiriirsek aynen digerini elde
ederiz.

Eger satranc tahtasi 2 x 2 boyutundaysa, 6ziinde tek bir ¢oziim var: Tahtay1
asagidaki sekildeki gibi tam ortadan dikey olarak cart diye ikiye bolmek.

Bir de tabii tahtay1 yatay olarak ikiye ayirabiliriz ama bu iki pargalanig birbiri-
nin simetrisi oldugundan, ikisini ayri1 parcalanislar olarak algilamak istemiyo-
ruz. Birbirinin yansimasi ya da déndiiriisti olan pargalaniglari tek bir pargalanig
olarak algilamak istiyoruz.



210 17. Saymak Zor, Hatta Kimileyin imkansiz Bir Zanaattir

3 x 3 boyutlu bir satrang tahtasinin béyle bir parcalanmisi yoktur. Bunun
neden béyle oldugunu anlamaya caliginca, 3’iin tek say1 olmasindan kaynaklan-
dig1 anlagiliyor. Eger n bir tek sayiysa, n x n boyutunda bir satrang tahtasinin
boyle bir parcalanigi yoktur. Tahtanin gébegindeki kare mizikcgilik yapar.

4 x 4 boyutlu satranc tahtasmin tam 6 tane es parcalams: vardir. Iste bu
parcalanislar:

R R

Bir sonraki soru dogal olarak 6 x 6 boyutlu satrang tahtasimin tam eg
parcalanig sayisi.

Yanit 255’tir; 6 x 6 boyutlu satrang tahtasinin, simetrileri ve dondiirii-
leri saymazsak tam 255 tane degisik es parcalanisi vardir. Dolayisiyla tiim es
parcalanislar: teker teker gbstermemiz miimkiin degil, gerekli de degil; zaten es
parcalaniglar degil, eg parcalanis sayisi isteniyor. Onemli olan es parcalaniglar
sistematik bir bicimde sayabilmek.

Buradaki kilit kelime “sistematik”. Eger nesneleri teorik olarak saymayi
beceremiyorsak, bazi 6zel durumlar: sistematik olarak saymaya caligmaktan
bagka caremiz yok.

Her parcalanig, tahtanin cizgilerini izleyen bir yolla belirlendiginden, bu
yollar1 saymamiz yeterli. Ik olarak yollarin hangi noktalardan baglayacagini
anlamaya calisalim. Biraz diisiintince, yolu tahtanin dort kosesinden birinden
baglatmamiza gerek olmadigini goriiriiz; ¢iinkii bu yolla verilen eg pargalanisi,
koseden baglamayan bir yolla da elde edebiliriz. Her eg parcalanisin yolunun
agagidaki sekilde en tepede gosterilen a, b ya da c¢’den baslayip asagi dogru
indigini varsayabiliriz.

b a

(Eger oyle degilse, bir dondiirii ya da simetriyle o hale getirebiliriz.)

a’dan asag inerek baslayan bir yol a’ noktasindan asag1 inerek cikmak
zorundadir. Ayni gey b ve ¢ noktalar igin de gecerlidir.

Yol tahtanin merkezindeki noktadan gegmek zorundadir. Hatta yol tam
yarisinda merkezde olmak zorundadir. Aslinda yol, a, b ya da ¢’den agag1 inerek
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baglayip merkezde biten yolun merkeze gore simetrisiyle (ya da 180 derece
dondiiriilmiis haliyle) birlegimidir. Asagida bir érnek var.

Dolayisiyla sadece a, b ya da c’den asagi inerek baglayan ve merkezde biten
yollar1 dikkate alabiliriz. Bu tiir yollara yariyol diyelim.

Yariyol, 180 derece dondiiriilmiisiiyle kesigmemeli elbet. Bu kosul, olasi
yariyol sayisini bayag diigiiriir.

Yol tahtanin merkezinden iki farkli bicimde gegebilir: yatay ya da dikey.
Demek ki yariyolun son hamlesi merkeze giden doért kenardan biri olmal.

Eger yariyol merkezin sagindaki noktaya degerek merkeze gidiyorsa, o zaman
merkezin solundaki noktaya dokunamaz. Aynm bigimde eger yariyol merke-
zin Ustlindeki noktaya degerek merkeze gidiyorsa, o zaman merkezin altindaki
noktaya degemez.

Ayrica yol, tahtanin dort kenarina (biri girerken, biri de gikarken olmak
tizere) sadece iki kez degebilir. Dolayisiyla a, b ya da ¢’den basglayip tahtanin
merkezine giden yariyol bir defa daha tahtanin kenarlarina degemez, yol bo-
yunca hep tahtanin iginde yol almak zorundadir.

a@’dan asag inerek baglayan ve yx Ayrica yariyolun, asagr inen ilk hamleden sonra
hamlesini yaparak merkeze ulagan ya tekrar asagi indigini ya da saga hamle yaptigini
yariyol, yukarida beyaz yuvarlaklarla varsayabiliriz.

gosterilen noktalara ugrayamaz.

Biitlin bu dediklerimizi dikkate alarak, a’dan agag: inerek baslayip merkeze
dikey inen yariyollar1 belirleyebiliriz. Simetrileri saymadigimizdan, yariyolun
a’dan agagr indikten hemen sonra ya hemen tekrar asagi ya da saga hamle
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yaptigini varsayabiliriz. Clinkii ikinci hamlesi sola olan bir yolun dikey dogruya
gore simetrigini alirsak, ikinci hamlesi saga olan bir yol elde ederiz.
Iste o yariyollar:

R
i

Sadece 6 tane var.

Diger yollarla da benzer hesaplar yapmak gerekiyor. Dudeney’in dedigine
gore toplam 255 tane varmig. Bulmaya caligmadim.

Ya 8 x 8 boyutlu satrang tahtasinin tam eg pargalanig sayist kagtir? Bunu
Dudeney bile hesaplamaya kalkigmamis.

Kaynakcga:
[Du] H. E. Dudeney, Amusements in Mathematics, Dover Publications 1970.



18. ikiye Kadar Filan Sayma

Bir domino iki karenin yanyana gelmesinden olugsmustur. Her karesi domino-
nun bir karesi kadar olan bir satrang tahtasini elbette dominolarla gok farkli
bicimlerde kaplayabiliriz. Ama eger satranc¢ tahtasindan bir kare cikaracak
olursak, satrang tahtasinin geri kalan kareleri dominolarla kaplanamaz, ne de
olsa satrang tahtasinda artik 63 kare kalmistir ve her domino iki karelik bir
alan kaplar. Peki...

Birinci Problem. [ki kare ¢ikarilmus bir satrang tahtasine dominolarla kap-
layabilir miyiz?

Deneyelim. Satrang tahtasinin sol iist ve sag alt karelerini ¢gikaralim.

Normal Satrang Tahtasi Eksiltilmis Satrang Tahtas

Sagdaki eksiltilmig satrang tahtasini dominolarla kaplayabilir miyiz? Her
domino komsu iki kare kaplayacak elbette. Dolayisiyla toplam 62/2 = 31 do-
mino kullanmaliyiz.

Kaplayamayiz. Ciinkii her domino bir siyah ve bir beyaz kare kaplar, do-
layisiyla toplam 31 siyah ve 31 beyaz kare kaplayabiliriz, ama yukaridaki ek-
siltilmig satrang tahtasinda siyah kare sayisi (32) beyaz kare sayisindan (30)
fazladir.

Sik bir ¢ozlim. Bulmasi da hic¢ kolay degil.

Bir de aymi soru satrang tahtasinin kareleri boyanmadan sorulursa o zaman
soru daha da zorlagir. Yaniti bulmak i¢in satrang tahtasimi 6nce boyamak
gerekir. Soru, degme matematikginin cuvallayacagi bir soru haline doniigtir.
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Demek ki ayni renkten iki kare eksiltirsek, satrang tahtasini dominolarla
kaplayamayiz. Peki bir siyah bir de beyaz kare eksiltirsek, o zaman bu eksil-
tilmig satrang tahtasin1 dominolarla kaplayabilir miyiz?

Evet! Satrang tahtasindan hangi beyaz kare ve hangi siyah kare ¢ikartilirsa
cikartilsin, geri kalan kareleri dominolarla kaplayabiliriz. Bunun sasirtici kaniti
(IBM’in eski aragtirmadan sorumlu genel miidiir yardimcist) Ralph Gomory ta-
rafindan verilmistir. Kanit1 verelim: Satrang tahtasina barikatlar yerlestirerek
bir pist yapalim. Ornegin agagidaki gibi.

Dikkat ederseniz, bu pisti izleyerek (barikatlar1 agsmak yok) ve siirekli aym
yone giderek, satrang tahtasinin tiim karelerinden bir ve bir defa gecip bagla-
digimiz yere geri doneriz. Yani pist dongiiseldir. Pistin toplam 64 karesi vardir.
Elbette.

Simdi bu doénglisel pistten biri siyah ve biri beyaz kare gikaralim. Pisti iki
parkura ayiririz, her birinde ¢ift sayida kare olan iki parkura... (Eger ¢ikarilan
kareler komgu karelerse pist 62 kareden olugan bir parkura ve 0 kareden olusan
bir bagka “parkura” doniistir.)

Cift sayida kareden olugan bir parkuru da elbette dominolarla kaplayabili-
riz: Parkurun herhangi bir karesinden baglayarak ve parkuru izleyerek parkuru
dominolarla tek bir bicimde kaplayabiliriz.

Trominolar. Birbirine sinirdas ti¢ kareden olusan bir sekle tromino denir.
Iki cins tromino vardir: Diiz tromino ve dik tromino. Sekilleri agagida.

NN |

Diiz tromino Dik tromino

Bir satrang tahtasinin trominolarla tamamen kaplanamayacagi apacik, ¢lin-
kii ne de olsa satrang tahtasinin 64 karesi vardir ve 64 sayis1 3’e boliinmez. Ama
satrang tahtasindan bir kare cikarirsak, geri kalan kareler trominolarla belki
kaplanabilir. Tabii boyle bir kaplama i¢in toplam

63 _
5

21

adet tromino kullanmak gerekir.
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Ayrica, boyle bir kaplama bazi kareler ¢ikarildiginda miimkiin olabilir ama
baz1 diger kareler ¢ikarildiginda miimkiin olmayabilir.

ikinci Problem. Hangi kare(ler) ¢ikarildiginda satrang tahtasy trominolarla
kaplanabilir?

Once 21 adet diiz trominoyla bir karesi eksik satrang tahtasim kaplamaya
caligalim.

Eksiksiz satrang tahtasini agsagidaki gibi li¢ renge (siyah, gri ve beyaza)
boyayalim.

22 gri, 21 siyah ve 21 beyaz renge boyanmig satrang tahtasi

Bu boyamada 22 gri, 21 beyaz ve 21 siyah kare vardir. Inanmazsamz sayin.
Yani gri kare sayisi, beyaz ve siyah kare sayilarindan bir fazladir.

Ote yandan bu satrang tahtasina konan her diiz tromino, satranc tahtasina
nasil konulursa konulsun, bir gri, bir siyah ve bir beyaz kare
kaplayacaktir. Demek ki bir karesi eksik bir satrang tahtasi,
ancak gri bir kare gikartilirsa diiz trominolarla kaplanabilir. Djj
Yani satrang tahtasinin diizgiin trominolarla kaplanabilmesi i¢in en fazla 22
kareden biri ¢ikarilabilir, bu kareler de yukarida griye boyanmig karelerdir.

Ote yandan, bir kaplama, satrang tahtasi 90 derece dondiiriliirse de sat-
rang tahtasini kaplamali. Demek ki c¢ikarilacak gri kare bu doniigiimle gene
gikarilacak bir kareye, yani gene bir gri kareye gitmeli.

Orijinal satrang tahtamiz Ve 90 derece dondiiriilmiisii

Doksan derecelik dondiirmeyle gene gri bir kareye doniigen gri karelere
gipgri kare diyelim. Demek ki sadece gipgri karelerden biri gikarilirsa satrang
tahtas1 diiz trominolarla kaplanabilir.

Bunlardan da fazla yok, sadece dort tane var:
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Simetriden dolay1 dordii de egdegerdir. Sadece birini ele alalim. Diyelim
agagidaki gri kareyi cikardik. Geri kalan satrang tahtasini diiz trominolarla
kaplayabilir miyiz?

Evet. Iste bir kaplama:

Simdi aym problemi dik tromino icin ¢ozecegiz.

l",Tgiincii Problem. 8 x 8'lik bir satranc tahtasindan hangi kare ¢ikarilirsa
cikarilsin, geri kalan kareler 21 tane dik tromino ile kaplanabilir mi?

8in 2%’e esit oldugunu dikkate alip, her n > 0 dogal say1s1 icin, 2" x 27
boyutunda bir satrang tahtasindan herhangi bir kare gikarilirsa, tahtanin geri
kalan karelerinin trominolarla kaplanabilecegini kanitlayacagiz.

Eger n =1 ise oldukga kolay; igte ¢oziim:
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Problemi n = 2 igin, yani 4 x 4’liik bir “satrang tahtas1” icin ele alalim.
Once satrang tahtasinm tam ortasindan biri yatay biri dikey olmak iizere iki
dogru gecirerek satranc¢ tahtasimi dort esit parcaya boélelim. Dort tane 2 x
2’lik satrang tahtasi elde ederiz. Cikardigimiz karenin sol alt taraftaki 2 x
2’lik satrang tahtasinda oldugunu varsayalim. (Hangisinde oldugu 6nemli degil
tabii; satrang tahtasini dondiirerek, bu varsayimi her zaman yapabiliriz.)

¢ikarilan kare
bu bolgede olsun

Simdi bir dik trominoyu, satrang tahtasinin ortasina ve eksik bolgeye gir-
meyecek bicimde, agsagidaki sekildeki gibi gbbege yerlestirelim.

Geriye, bir karesi eksik 4 tane 2 x 2’lik satrang tahtasi kalir. (Bunlardan
iiciintin birer karesi ilk yerlestirdigimiz dik trominoyla kaplanmais, digerinin ise
gergekten gikmig.) Bu dort eksik kareli 2 x 2°lik satrang tahtasinin her birini dik
trominolarla kaplayabilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla 4 x 4 boyutlu satrang
tahtasim da trominolarla kaplayabiliriz. Iste sonuc:

(Sol alt kogedeki 2 x 2’lik satrang tahtasi ¢ikarilmig olan karenin konumuna
gore dik trominolarla kaplanacak.)

Simdi, bir karesi eksik 8 x 8’lik satrang tahtasini dik trominolarla kaplaya-
biliriz. Once satranc tahtasim tam ortadan dikey ve yatay dogrularla 4 tane
4 x 4’liik satrang tahtasina ayiralim. Eksik kare gene sol alt tarafta olsun (di-
yelim). Tahtanin tam ortasina, karesi alimmamig diger ii¢ 4 x 4’liikk satrang
tahtasiin her birinin birer karesini kaplayacak bigimde bir dik tromino ko-
yalim.
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Eksik kare bu bolgede

olsun

Boylece geriye birer karesi eksiltilmig kaplanmasi gereken dort tane 4 x 4’liik
satrang tahtasi kalir. Bunlari da dik trominolarla kaplayabilecegimizi biliyoruz.

Genel yontemin nasil bulunacagi anlagilmigtir herhalde. Bir karesi eksil-
tilmig 8 x 8’lik satrang tahtasini dik trominolarla nasil kaplayacaginizi biliyor-
saniz, bir adim daha ileri gidip bir karesi eksiltilmis 16 x 16’lik satrang tahtasini
dik trominolarla nasil kaplayacaginizi bulabilirsiniz.

Yukarida anlattigimiz yontem tek bir ¢oziim veriyor. Ornegin asagidaki
carp1 isareti konmus beyaz kare cikarilirsa, satrang tahtasi dik trominolarla
asagidaki sekildeki gibi kaplanir.

Bu yonteme timevarimla kanat yontemi denir. Ileride yontemin ayrinti-
larma girecegiz. Tlimevarim yonteminde, kanitlamak istenen gey (6rnegimizde,
bir karesi eksiltilmis 2" x 2" boyutlu satrang tahtasinin dik trominolarla kap-
lacagini kanitlamak istiyoruz) énce belli bir baglangi¢ sayisi i¢in kanitlanir (biz
1 i¢in kanitladik), daha sonra kanmitlanmak istenen geyin n’den kiigiik dogal
sayilar i¢in dogru oldugu varsayilip, ayni sey n i¢in kanitlanir.

Do6rdiincii Problem. 8 x 8 boyutlu bir satrang tahtasinda, bir kaleyle (yani
asagi, yukari, saga ve sola hareket ederek) en st sol kareden baslayarak ve her
kareden sadece bir kez gecerek en alt sag kareye ulasabilir misiniz? Ulasirsaniz
nasil ulasirsiniz? Ulasamazsaniz neden ulasamazsiniz?
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/

Yolculuk bu kareden
baglayacak

<«1— Yolculuk bu karede
sona erecek

Kale her kareden sadece bir kez gecerek sol iist kareden
sag ust kareye gidebilir mi?

Yanit olumsuz. Yanitin olumsuz oldugunu anlamak icin, gorecegimiz lizere,
gene ikiye kadar saymak yetiyor.
Tahtanin karelerini satrang tahtasi gibi siyaha ve beyaza boyayalim.

Yolculuk beyaz bir kareden baslayip gene beyaz bir karede bitmeli. Ote yan-
dan, kalenin atmasi gereken adimlari sayarsak, kalenin yolculugun bagladig: ka-
reden yolculugun bittigi kareye kadar tam 63 adim atmasi gerektigini goriiriiz.
63 de bir tek sayidir. Oysa kale, beyaz bir kareden basglayarak, tek sayida
adimda ancak siyah bir kareye gidebilir, gene beyaz bir kareye gidemez, ¢iin-
kii her adimda kale renk degistirir, siyahtaysa beyaza, beyazdaysa siyaha gi-
der... Celigki.

Peki, hangi siyah karelerden baglayarak ve her kareden sadece bir kez
gecerek hangi beyaz karelere gidebiliriz? Eger kareler komgu karelerse, ya-
nitin olumlu oldugunu gérmek zor degil (birinci sorunun ¢6ziimiine bakin).
Genel yanmit1 bilmiyorum. Daha dogrusu yamitin olumlu oldugundan eminim
de kanitim yok.

Tetrominolar. Yukarida domino ve trominolarla ilgili problemler gordiik. Bir
de tetrominolar vardir. Tetrominolarda birbirine komsu dort kare bulunur ve
bunlardan tam beg tane vardir:

Diiz Kare T L Yamuk
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L ve yamuk tetrominolarin ayna simetrileri de vardir ama onlar1 burada ayri
tetrominolar olarak saymayacagiz.

Diiz, kare ve L bicimindeki tetrominolarla 8 x 8’lik bir satrang tahtasini
kaplayabilecegimiz bariz olmali, ¢linkii bunlardan sadece ikisi 2 x 4’liik bir
satrang tahtasini kaplar. T bigimindeki tetrominolarla da bir satrang tahtasini
kaplayabiliriz ¢iinkii 4 tane T tetromino, agagidaki sekilde gosterildigi iizere,
4 x 4’lik bir satrang tahtasin kaplar:
|

Ama yamuk tetrominolarla satrang tahtasinin tek bir kenar1 bile kaplana-
maz.

Aligtirmalar

18.1. Bir at, satranc tahtasinin en iist sol karesinden baglayarak ve her kareden sadece bir tek
kez gecerek en alt sol kareye gidebilir mi?

18.2. 5 x 5 boyutlu bir satrang tahtasinda bir at her kareden bir defa gegerek bagladigi kareye
geri donebilir mi?

18.3. Sadece sag, sol, agag1 ve yukar: giderek (capraz gitmece yok) ve biitiin karelerden sadece
bir kez gecgerek ve istediginiz kareden baglayarak agagidaki sekilde garpi isareti bulunan
kareye gidebilir misiniz?

X

18.4. Bir satrang tahtasi, 15 tane T bigiminde ve bir kare tetrominoyla kaplanamaz. ipucu:
Satrang tahtasini satrang tahtasi gibi iki renge boyayin.

18.5. Bir satrang tahtasi, 15 tane L biciminde ve bir kare tetrominoyla kaplanamaz. ipucu:
Satrang tahtasii satrang tahtasi gibi degil de asagidaki gibi iki renge boyayin.

18.6. Bir satranc tahtasi, bir kare tetromino ve istendigi kadar yamuk ve diiz tetrominolarla
kaplanamaz. Ipucu: Satrang tahtasin satrang tahtas: gibi degil de agagidaki sekildeki
gibi iki renge boyayin.
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Yanit:1 Bilinmeyen Bir Sayma Problemi. Birbirine en az bir kenardan
dokunan beg kareden olugan sekillere pentomino adi verilir. Toplam 12 tane
pentomino vardir. Iste o 12 pentomino:

Alt1 kareden meydana gelen tekparga sekillere heksomino (hexomino) adi
verilir. Bunlardan 35 tane vardir. Bulmay: okura birakiyoruz.

n tane kareden olusan ve birbirine en az bir kenardan dokunan sekillere n-
omino diyelim. n-omino sayisina a,, diyelim. a; = ao = 1,a3 =2, a4 = 5, a5 =
12 ve ag = 35 esitliklerini gordiik ya da s6yledik. Bilinen a,,’lerin listesi agagida.
(Dizilerle ilgili muhtegem bir internet sitesi olan The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences sayfasindan alinmigtir. Adresi https://oeis.org/.)
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369

1.285

4.655

17.073

63.600

238.991

901.971

3.426.576
13.079.255
50.107.909
192.622.052
742.624.232
2.870.671.950
11.123.060.678
43.191.857.688
168.047.007.728
654.999.700.403
2.557.227.044.764
9.999.088.822.075
39.153.010.938.487
153.511.100.594.603

18. Ikiye Kadar Filan Sayma

Bu sayilar bilgisayar yardimiyla bulunmustur. Kimse a,’yi veren basit bir
formiil bilmiyor, muhtemelen de yok'. Iste size son derece kolay anlagilir ama
yanit1 bilinmeyen bir sayma problemi: n-ominolari saymay1 bilmiyoruz...

Yukaridaki tabloya bakilinca a,i1 < 10a, esitsizliginin en azindan n =

27’ye kadar dogru oldugu goriiliiyor, ama bu esitsizlik hep dogru mu? Bu soru
¢ok zor geldiyse, an+1 < 100a, esitsizligi dogru mu? Bu sorular hakkinda

hicbir fikrim yok.

'Her dizinin bir formiilii olmadig kiimeler kurami yardimiyla kolaylikla kanitlanabilir.
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Bir de a,/an+1 oranlarina bakalim (yaklasik deger):

Gn/an+1
1

1

0,5

0,4
0,416667
0,342857
0,324074
0,292683
0,28716
0,276047
0,272653
0,268443
0,266565
0,264522
0,263228
0,261986
0,261022
0,260136
0,25938
0,258694
0,258083
0,257527
0,257022
0,25656
0,256137
0,255746
0,255385
0,25505
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Bu oranlar n = 4’ten sonra giderek kiiciiliiyor mu? Bilmiyorum. n biiylidiikge
oranlar belli bir limite yakinsiyor mu? Gene bilmiyorum. Birilerinin bildigini
de sanmiyorum.

Sanirim bu 6rnek sayma konusunun ne kadar zor oldugu ya da sayma
konusunda ne kadar beceriksiz oldugumuzu gostermistir.

Farkli Bir Sayma Bigimi. Onceki problemlerde satrang tahtasinmi 1, 2, 3
diye adlandirdigimiz ya da adlandirabilecegimiz renklere boyadik. Burada bir
satrang tahtasini daha degigik bir bigcimde boyayacagiz. Soruyu soralim. Co-
ziimiiniin okura son derece ilging gelecegini umuyorum.
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Besinci Problem. 4 x 11 boyutlu bir satrang tahtasinin L seklindeki tetromi-
nolarla kaplanamayacagine kanitlaymn.
Coziim: Bu problem Aligtirma 18.5’teki yontemle kolay bir bigimde ¢oziiliir.
Andreescu ve Gelca’nin daha zor ama daha ilging ¢6ziimiinti sunalim. Satrang
tahtasini bir sonraki gekildeki gibi a, b, ¢ ve e renklerine boyayalim.

Simdi tuhaf bir gey yapip renkleri garpacagiz. a, b, ¢ ve e renkleri goyle
carpilacak:

ab=ba=c¢, ea=aec=a, aa=e,
bc=cb=a, eb=be=0b, ©bb=ce,
ca=ac=b, ec=ce=c¢, cc=e,

ece = e.

Bilenlere Not: Klein 4-grubudur bu.

Her z, y, z rengi igin (zy)z = z(yz) esitligine dikkatinizi ¢ekerim (bunu
kontrol etmesi zaman alir ama yapilabilir), yani renkleri ¢arparken parantez
kullanmaya gerek yok.

SISl IS I
ala| o
afS|a|n
ala| o
afS|a|n
ala| o
(SISl IS I
ala| o
a[S|a|a
ala| o
[N AR IO RESY

Ayrica carpim tablosundan hemen goriilecegi lizere her x, y rengi icin xy = yx,
yani renkleri carparken ¢arpimin hangi sirayla yapildigi 6nemli degil.

Yukaridaki renklendirmede her siitundaki renklerin carpimi kolayca gorii-
lecegi iizere e'ye esittir. Ornegin birinci siitunun renklerini carparsak acbe =
bbe = ee = e. Dolayisiyla biitlin tablodaki renkleri carparsak e buluruz.

L biciminde bir tetromino bu tahtaya yerlestirildiginde, tetrominonun kap-
ladigr 4 karenin renklerinin ¢arpimi ya a olur ya da b. Demek ki satrancg tah-
tasim1 11 tetrominoyla kaplayabilseydik, 11 tane a ve b renginin carpimi e
olurdu. Ama c¢ift sayida a’min ve ¢ift sayida b’nin carpimi e, dolayisiyla 11
tane a ve b'nin carpimi ancak a ya da b olabilir ama kesinlikle e olamaz.
Kanitimiz bitmistir.

Kaynakcga:

[Go] Solomon W. Golomb, Polyominoes, Puzzles, Patterns, Problems, and Pac-
kings, Princeton University Press 1994.

[AG] Titu Andreescu ve Razvan Gelca, Mathematical Olympiad Challenges, Birk-
h&user 2000.
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Bu bolimde timevarima gerek duymadan, dogrudan c¢ozebilecegimiz birkag
sayma problemi ele alacagiz.

19.1 Kosegenler Cokgenleri Kag Parcaya Ayirir?

Kosegenlerin ¢okgenleri en fazla kac parcaya ayirdigini sayalim.

Ucgende kégegen olmadigindan dértgenlerden baglayalim. Uggenin (olma-
yan) kosegenlerinin tiggeni 1 parcaya ayirdigini soyleyebiliriz.

Bir dortgenin kogegenleri dortgeni dort pargaya ayirir:

Bir beggenin kosegenleri beggeni kag parcaya ayirir? Cizerek hesaplayalim:

Sayarsak, beggenin 11 parcaya ayrildigini goriiriiz.
Ya bir altigen kag parcaya ayrilir? Bu soru biraz daha zor. Gene bir gekil
gizelim:
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Ve sayalim. Altigen 25 pargaya ayrilmis. Ancak bu kez dikkat etmek gerekiyor,
eger kogegenlerin {i¢ii ayn1 noktadan gegerse, parga sayimiz azalir. Ornegin
altigenimiz diizgiin altigense bu bagimiza gelir ve parga sayisi 25’ten 24’e diiser:

Ashinda dortgende de dikkat etmek gerekir. Ornegin eger doértgenimiz,
digbtikey degilse, asagidaki gibiyse, kogegenler kesismezler ve yanitimiz farklh
olur.

Bunu engellemek icin bundan boyle n-genlerimizi digbiikey alalim. n kenarli
digbiikey bir cokgenin hicbir ti¢ kGgegeni ayni1 noktada kesigsmiyorsa, kosegenler
cokgeni kag parcaya ayirirlar? Yanit kiigiik sayilar igin goyle:

n =3 igin 1,
n =4 icin 4,
n =5 igin 11,

n = 6 igin 25.

Genel yanit1 bulalim. Bu diziye bakarak yaniti tahmin etmek miimkiin
degil. Biraz daha teorik diisiinmeliyiz. Zaten dizinin nasil devam ettigini tah-
min etsek bile, buldugumuz sadece bir tahmindir, kamitlanmadig siirece tah-
min olarak kalmaya mahkitmdur.

Bolgelere ayrilmis ¢okgenin icindeki kogegenlerin kesigim noktalarina #¢-
nokta adin verelim. Ornegin, asagidaki sekilde 5 icnokta vardir. Her kigegen
2 i¢nokta icerir.
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Baslangicta bir tek bolgemiz var:

.

Kogegenleri teker teker cizelim. Birinci kogsegenimiz 1 bolge daha ekler ve
2 bolgemiz olur:

3

Bu kosegenin ustiinde gimdilik hi¢ i¢gnokta yoktur. Aymi noktadan gikan bir
sonraki kosegen de bolge sayisimi 1 artiracaktir ve bu kosegenin de tistiinde hig
ignokta olmayacaktir:

B

Bu koseden cikacagimiz her késegen, bolge sayisimi 1 artirir:

7B

Tkinci kégeye gelelim ve ikinci koseden ilk kogegenimizi ¢ikalim:

D
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Bu kogegenin iistiinde 3 tane i¢nokta var ve bolge sayimizi 4 artiyor.
Bir sonraki kogegenin iistiinde (simdilik) 2 tane i¢gnokta olacak ve bolge
sayimizi 3 artiracak:

Cekilen her kogegen, bolge sayisini, ¢ekildigi anda tistiinde bulunan ignokta
sayisinin 1 fazlasi kadar artiracaktir. Ayrica, cokgenin her i¢noktasi bu yon-
temle yalnizca bir kez sayilacaktir. Demek ki, bolge sayisi,

1 + (kosgegen sayisi) + (ignokta sayisi)

n

4
sayisina egittir. Ciinkii, ¢okgenin istiindeki her 4 nokta, agagidaki sekilde
gosterildigi gibi, tam bir tane i¢nokta verir.

sayisina esittir.
Ignokta sayisi

D,

i

Kosegen sayisi ise

(2)

sayisina esittir, ¢iinkii n tane koseyi birlegtiren dogru parcasi sayisi

(2

sayisina esittir ve bunlardan n tanesi ¢okgenin kenarlaridir (yani kogegen

degildirler.)
n n
1 _
w(a) ()

Demek ki bolge sayimiz,
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sayisina esittir.
Eger n = 4 ise, daha 6nce elle hesapladigimiz gibi,

() e (e ) (oo

bolge buluruz. Eger n = 7 ise,

n n 7 7
1+<2>—n+<4> _1+<2)—7+<4> =1+4+21—-7+35=50

boélge bulunur.

19.2 Bir Sihirbazhk

Kitabin ta en baginda, ikinci boliimde gordiigtimiiz Giivercin Yuvast Tlkesinin
gliciinii gosteren bir teorem kanitlayalim. Buram buram sihirbazlik kokan bir
teorem... 1’le 50 arasindan herhangi on say1 secin. Simdi ¢ok iddiali bir gsey
sOyleyecegiz: Bu on say1 arasindan, toplamlar: birbirine egit olan iki tane bes
sayilik kiime bulabilirsiniz. Ornegin, diyelim,

{2, 5, 24, 26, 27, 30, 33, 34, 42, 50}
sayilarini sectiniz. Agagidaki bes elemanl altkiimelere bakalim:
{2, 24, 27, 33, 42} ve {5, 26, 30, 33, 34}.

Bu iki kiimenin sayilarinim toplamlar1 birbirine esittir. Inanmazsamz toplayn.

Isterseniz bagka on say1 segin. Biraz denerseniz -ne sihirdir ne keramet-
sectiginiz on say1 arasindan, toplamlar: esit olan iki tane beg elemanli kiime
bulabilirsiniz.

Bu savi kanitlayalim. A, on sayilik kiimemiz olsun. A'nin ka¢ tane beg
elemanh altkiimesi vardir? Tam

10
< 5 ) = 252

tane vardir. Bu sayiy1 aklimizda tutalim, birazdan gerekecek. Her besg eleman-
lik altkiimenin sayilarinin toplami en az

1+2+34+4+5=15

en ¢ok da
46 + 47 4 48 + 49 + 50 = 240

olabilir.
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Toplamlarin 15’le 240 arasinda degistigini bulduk. 15’le 240 arasinda
240 -1541 =226

say1 vardir. Bu say1 da 6nemli olacak, aklimizda tutalim.

Demek ki, 252 tane beg elemanlik altkiimenin sayilarmin toplami (15'le
240 arasmdaki) 226 sayidan biri olmal. 252, 226’dan daha biiyiik oldugun-
dan, giivercin yuvasi ilkesine gore, bu 252 altkiimeden en az ikisi ayni toplami
vermeli. Teoremimiz kanitlanmistir.

Karenin Kare Sayisi

"""""""""" n X n tane birim kareye ayrilmig bir karede (kenarlar1 yatay
ve dikey) birim karelerden olusan kag¢ kare vardir?

Ornegin, n = 2 ise (yandaki sekil {istiinde sayilabilecegi gibi)
toplam 5 kare vardir, dordii kiiglik, biri biiyiik.

Genel yamt oldukca kolay. Olusturulacak ¢ x ¢ boyutlu bir karenin tabanini
koyacak n —i+ 1 tane yerimiz var (bunun igin tabanin baglangig noktasin
segmek yeterli). Ayni nedenden yiiksekligi i¢cin de bu kadar segenegimiz
var. Demek ki toplamda

(n—i+1)32
tane ¢ X ¢ boyutlu kare var. Bu
sayillar1 ¢ = 1, 2, ..., n icin top-

lamaliyiz. Su sayiy: elde ederiz:

1222 ol

Bu toplamin kapali bir formii-
li vardir (bkz. Aligtirma 2.15):

6 Bu kenariginzn —i+ 1
tane segenegimiz var

12422440 =

19.3 Sopayla Sayalim!

Bir tahta parcasi alalim. Bu tahta parcas: tizerinde esit aralikli ve biri sopanin
bagina biri de sonuna gelmek iizere n tane gentik acalim. Ornegin n = 8 ise,
tahta parcamiz soyledir:

O-O-0O00O0-0-0C0C0
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Bu n gentigin p tanesini boyayacagiz. Burada p, n’den kiiglikesit bir say1 elbet.
Ornegin n = 8 ve p = 3 ise, sopay1 s0yle boyayabiliriz:

On & nOn nOnOn0)

Boyamak icin bagka centikler de secebilirdik. Ornegin yukaridaki centikler ye-
rine dordiincii, besinci ve altinci gentikleri boyayabilirdik.
Sekiz gentik arasindan boyanacak ii¢ ¢entik sececegiz. Kag tiirlii segebiliriz?
Yanit, “sekizin ticliisii”
8
(5

sayisidir, yani 8!/5! x 3! tiir. Demek ki, sekiz gentik arasindan {igiinii,

8 8! 8 X T7Tx6
<3>_3!5!_3><2><1_8X7_56

degisik bicimde secebiliriz.
Genel olarak, n centik arasindan p tanesini

() =

(“n’nin p’lisi”) degisik bigimde segebiliriz.
Ornegin n = 5 ve p = 2 olsun ve beg ¢entikli bir sopa tizerinde kag tiirli iki
centik segebilecegimizi hesaplayalim. Yukarida dedigim gibi,

5 51 5x4
= — = = 1
<2> 213! 2 0

tiirlii iki centik secebiliriz. Iste o on segim:

| O SOLORNOL LOnGm
| aOnGn SOROROL & o0
| mOnOnGn BOLGL SO
On o ROLORORORGE o

Buraya degin bir sorun olmamasi gerekir. Ama var!

Sorun su: sopay1l 180 derece gevirdigimizde, yani sopanin solunu sagina,
sagini soluna getirdigimizde, ayr1 gibi goziiken iki boyanig tiirtiniin aslinda bir
oldugunu goriiriiz. Sopamn bagi sonu belli degil ki! Ornegin, yukaridaki ikisi
boyali bes centikli on sopadan,
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0 OO0 v OO OO
OO 0O v OO0
OO0 v OO0
OO @O0 v OO0

sopalar1 arasinda bir ayrim yapamayiz. Bu sopalar birbirinin simetrigidir ve
bu simetrik sopalar1 bir saymak zorundayiz. O zaman, on sopa arasindan iki
tane olanlarindan birini atip geriye kalanlara bakalim:

Soru. Simetrik boyanmas sopalar bir sayarsak, n ¢entikli sopanin p ¢entigini
kag tirli boyayabiliriz?

Yanit: Eger n = 5, p = 2 ise, yanitin 6 oldugunu yukarida gordiik. Simetrik
boyali sopalar1 ayr1 ayri sayarsak yanitin

()
()

tane, simetrik ya da degil, boyanmig sopayi igeren kiimeye A adim verelim.
Ornegin, n = 5, p = 2 ise, A kiimesinin elemanlarin yukarida gormiustik.
A kiimesinin elemanlarini iki sinifa ayiralim: Kendi kendisinin simetrigi

olanlar ve simetrigi bagka olanlar. Birinci kiimeye B diyelim, ikinci kiimeye C.
Ornegin, n = 5, p = 2 ise, B kiimesi agagidaki iki elemandan olugmustur:

o O-OCe Ce0Oe0

ve C kiimesi agagidaki 8 elemandan olugmustur:

oldugunu biliyoruz. Bu,

| nOnOn®
OO0 OO0
o O-O00
O o nOn®

OnOn®n o
OO nGu
O ROnCn
Ontn &= 00
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Eger A, B ve C kiimelerinin eleman sayisini |A|, |B| ve |C| olarak gosterirsek,
bizim bulmak istedigimiz sayi,

C
1) v =8|+ 19
2
sayisidir.
Ne biliyoruz?
n
@ <p) _ A= |B|+C]

esitligini biliyoruz. Bize yeterli degil. Eger | B| sayisini bulabilirsek, (2) esitligini
kullanarak |C| sayisi1 da bulabiliriz, arkasindan da (1) esitligini kullanarak
aradigimiz x sayisini bulabiliriz. Demek ki B kiimesinin eleman sayisini bulmak
kaliyor.

B kiimesinin eleman sayisi, n ve p sayilarimin tekligi ve ciftligine gore
degisir.
n ve p Cift Sayilarsa: Ik olarak n ve p sayilarmn cift olduklarim var-
sayalim. B kiimesinin her elemani simetrik bicimde boyanmigtir. Demek ki
boyali p centigin yarisi sopanin solunda, yarisi sagindadir ve bu iki yar1 bir-
birinin simetrigidir, bir bagka deyisle, sol tarafin nasil boyandigini biliyorsak,
sag tarafin da nasil boyandigini biliriz.

Sol taraf Sag taraf

n ¢ift oldugundan, sopanin tam ortasinda ¢entik yoktur ve bu ¢entiklerin n/2
tanesi soldadir. Soldaki bu n/2 gentikten p/2 tanesini segecegiz ve ayni segimin
simetrigini sag tarafta da yapacagiz. Soldaki n/2 ¢entikten kag tiirlii p/2 ¢entik

g ] .]. . ?
p/

..].. ” ']: ]].7B].. .]

1= (iia)

imisg. Bundan da, (2)’yi kullanarak,

@-()- ()

tane eleman varmig. Yani
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buluruz. Simdi, (1)1 kullanarak z’i bulabiliriz:
2
ol G+ ()

n Cift, p Tekse: Bu durumda sopanin simetrigi olmaz, yani

|B| =0
dir. Demek ki,
Lolcle A G)
2 2 2

dir.

n Tek, p Ciftse: Simdi n’nin bir tek say1 oldugunu varsayalim. O zaman
sopanin tam ortasinda bir ¢entik vardir ve centiklerin

(n—1)/2

tanesi solda, (n — 1)/2 tanesi sagdadir. p ¢ift oldugundan, B kiimesinin hicbir
sopasinin ortasidaki ¢entik boyali olamaz (yoksa gentikleri simetrik bir bigim-
de boyayamayiz.) Demek ki B’deki her sopanin boyali ¢entiklerinin yarisi, yani
p/2 tanesi solda, obiir yarisi sagda, solun tam simetriginde olmalidir. Soldaki
(n —1)/2 gentikten boyanacak p/2 tanesini segecegiz. Kag tiirli segebiliriz?

(")

n—1)/2
p/2
dir. Bundan da, (2)’yi kullanarak,
n n—1)/2
=) (")
p p/2
buluruz. Simdi, (1)’i kullanarak 2’1 bulabiliriz:
n n—1)/2
‘C| (p) + (Ep—l));Q)

=Bl =T

tiirde elbet. Demek ki,

n ve p Tekse. Bu durumda, B kiimesinin her sopasinin tam ortasindaki
¢entik boyanmalidir. Ciinkii p tektir ve tam ortadaki ¢entik boyanmazsa, bo-
yali centiklerin yarisi solda, yarisi sagda olamaz. Demek ki, soldaki (n —1)/2
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gentikten (p—1)/2 tanesi boyalidir. Soldaki bu (n—1)/2 gentikten kag tiirlii bo-
yanacak (p — 1)/2 centik segebiliriz?

(o)

tane elbet. Demek ki

Bundan da, (2)’yi kullanarak,

n (n— 1)/2)
Cl= -
= ()= e
buluruz. Simdi, (1)’i kullanarak x’i bulabiliriz:
n (n—1)/2
+
v+ |B|+ Ig‘! _ (p) (Q(p—l)/Q)

Sonug. n ve p sayilarinin tekligi ve ¢iftligine gére dort degisik sonug bulduk.
Ama sonuclara biraz dikkatle bakarsak bu dort degisik sonucu 2’ye indirebiliriz:

(;)
2

T = -&~, eger n ¢ift, p tekse

r = M, Obur durumlarda

Burada, [z], #’in tamkismi, yani z’ten kiigiikesit en biiyiik tamsay1 anlamina
gelir.

Dikdortgensiz Dama

LALL 8 x 8 boyutlu bir dama tahtasina, dérdi (yatay ya
: o Sls da dikey) bir dikdortgenin koselerini olugturmayacak
o [® ° bicimde 24 tane dama tas1 yerlestirilebilir. Bu yerles-

e ole LI o tirmelerden biri solda goziikiiyor. Bu o6zelligi saglaya-
D o |o cak bicimde 25 tane tas yerlestiremeyeceginizi kanit-
Simieis layin. Aym tiirden sorular1 daha biiyiik ebatta dama

tahtalar1 i¢in yanitlamaya c¢aligin.







20. Tumevarimla Sayma

Uc sayma problemi daha ele alacagiz bu boliimde. Herbirinin sayma problemi
olmasinin yanisira, bir bagka ortak yanlari, genel ¢oziimiin ayni problemin daha
basit hallerinin ¢oziimiinden kaynaklanmasi, yani problemleri belli bir zorluk
seviyesinde ¢ozmek icin problemlerin daha kolay durumlardaki ¢oziimiinden
yararlanilmasidir, yani tiimevarim ilkesidir.

20.1 Hanoi Kulesi Oyunu

Asagidaki resimdeki tek kigilik oyuna bakin. Amag soldaki ¢iviye boy sirasiyla
dizilmig dokuz tekeri gene boy sirasiyla bir bagka civiye dizmektir. Yasal bir tiir
hamle var: Bir teker bulundugu ¢ividen ¢ikarilip bir bagka civiye gegirilebilir,
ama alttaki tekerler iistteki tekerlerden hep daha biiyiik olmali; yani bir tekeri
kendisinden daha kiigiik bir tekerin tistiine koyamazsiniz.

Bunu basarabilir misiniz ve bagarabilirseniz en az
kac hamlede bagarabilirsiniz? Dokuz yerine n tane
teker alalim ve ayni soruyu 9 yerine n i¢in soralim.

Bu problem Fransiz matematik¢i Edouard Lu-
cas tarafindan 1883’te bir Hint soylencesinden esin-
lenerek bulunmugtur. Séylenceye gore, Benares seh-
rinde bulunan ve diinyanin merkezi olan (inanmayan o6lgsiin!) bir tapina-

gin kubbesinin altina, var olan her geyi yaratan A B. C. A B. C
Brahma, evreni yaratirken, ii¢ elmas igneden birine, A ” ” JL J_L
biiyiikten kiigiige siralanmig bigimde saf altindan | X ]
yapilmig 64 teker gecirmis. Rahipler gece giindiz dur ~ , p -, 5
durak bilmeden bu 64 tekeri teker teker gene ayni rJL Jl J_l JL .Jl.
sirayla bir bagka igneye gegirmeye caligirlarmig. Ama ] | ]
bir tekeri daha kiiciik bir tekerin iistiine koymaya 4 p
haklar1 yokmug. Rahipler bagariya ulagtiklarinda ta-
Ap B

pmak dahil her sey yerle bir ve un ufak olacak, yani
kiyamet kopacakmis. C, A
Kiciik n sayilar igin, mesela n = 1, 2, 3 igin so- JL ” rJ_L ” A
[ 1 |

Ap By C
B, C
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nucu bulmaya c¢aligalim.

Eger n = 1 ise, o zaman tek bir hamle yeterli: Tekeri A ¢ivisinden alip B
¢ivisine gecirelim.

Eger n = 2 ise, kolayca sinanacag tizere li¢ hamle yeterli ve daha az
hamlede de problem ¢oziilemez.

Eger n = 3 ise, bir ¢dziimii 6nceki sayfaya ¢izdik. Toplam 7 hamle yetiyor.
Problemin daha az hamlede ¢oziilemeyecegi sanirim hissedilir, ama bu kez ikna
olmak ya da etmek o kadar kolay olmayabilir.

n tekerli problemi ¢6zen en az hamle sayisina f,, diyelim. Yukarida gordii-
glimiiz gibi,

=1 fo=3f3<T7
Amacimiz f,,’yi bulmak.

Simdi diiginelim. Asagidaki sekilden takip edin. n + 1 tekerli oyunda, en
alttaki tekeri unutursak, geri kalan n tekeri f,, hamlede C' ¢ivisine boy sirasina
gore dizebiliriz. Ardindan en biiyiik tekeri A’dan B’ye gegirebiliriz. Son olarak
da C ¢ivisinde boy sirasina gore dizilmis olan n tekeri B ¢ivisine (en biiyiik
tekerin tistiine) gene boy sirasina gore f, hamlede aktarabiliriz. Boylece

fn+1+fn:2fn+1

hamlede n 4 1 tekeri boy sirasina gore dizmis oluruz. Demek ki

fn+1 S 2fn +1

olur.
f, hamle 1 hamle f,, hamle
13/9” fﬂ L] JD.L 1A]
[ 1 1 [ 1 1
foaS2f,+1

Peki daha az hamlede bu isi becerebilir miyiz, yani

fn+1 < 2fn +1

olabilir mi? Hayir! Olamaz! Bunu kanitlayalim. En biiyiik teker ancak en altta
olabilir, dolayisiyla bu en biiyiik tekeri yerinden oynatabilmemiz i¢in ¢ivilerden
biri bog olmali, yani geri kalan n teker, boy sirasiyla tek bir civiye gecirilmis
olmali. Biiyiik tekerin yerini iki kez degigtirmek demek, ayni pozisyona iki
kez gelmek demektir ki boyle bir hareket gereksiz olup bize zaman kaybet-
tireceginden biiylik tekeri sadece bir kez yerinden oynatmaliyiz. Demek ki
biiylik tekeri bir kez yerinden oynattiktan sonra sadece geri kalan n tekere
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dokunmaliy1z ve bunlar1 boy sirasina gore biiytik tekerin iistiine dizmeliyiz, ki
bu da en az f,, hamlede yapilabilir. Dolaysiyla f,11 > 2f, + 1. Boylece

fn+1 = 2fn +1

esitligini elde ederiz.
Demek ki f,,’yi biliyorsak, f,+1 = 2f, + 1 esitliginden hareketle f,11’i de
bulabiliriz. Bu formiili n = 1, 2, 3, 4’e uygularsak, fi1’i bildigimizden,

fi=1
fo=24+1=2x1+1=3
f3=2fr4+1=2x3+1=7
fi=2f34+1=2x7+1=15
fs=2f1+1=2x15+1=31

elde ederiz. Burada durmak zorunda degiliz elbet, istedigimiz kadar gidebi-
liriz. On adimda fig’u, yliz adimda fig0’, bin adimda figgo’i hesaplayabili-
riz. En 6nemlisi, 64 adimda fgs'ii hesaplayip kiyametin agag1 yukari ne za-
man kopacagini tahmin edebiliriz! Brahma rahiplerinin saniyede bir hamle
yaptiklarini ve hi¢ sagirmadiklarini varsayarsak, evrenin bilinen yasinin bes
kat1 bulunur! Demek ki Brahma 64 yerine 62 teker koysaydi, bugiin tahmin
edilen kiyamet tarihi bulunacakt1 asag: yukari, tuhaf bir tesadiif!!

Her sey iyi giizel de, figpo’i bin adimda degil, bir adimda hesaplamak is-
tiyorum! Isim glicim var, acelem var, bin tane hesap yapmak istemiyorum.
Bu kolayliga ulagmak icin sadece f,,'nin sadece n’ye bagimli olan “kapali” bir
formiiliinti bulmaliyim.

Yukarida buldugumuz f1, fo, f3, f4, f5 sayilarina 1 ekleyelim, bakalim ne
olacak:

fitl=1+1=2
fotl1=3+1=4
fs+1=7+1=38
fi+1=15+1=16
fs+1=31+1=32

elde ederiz. Bunlarin 2’nin kuvvetleri oldugu dikkatinizi celbetmigtir herhalde:

'Hint inanisina gore ii¢ bilyiik tanri vardir: var eden Brahma, koruyan Vignu ve yok eden
Siva. Bu iig¢ tanri, “li¢ bigimli” anlamina gelen ve ¢cogu zaman ii¢ bagh bir viicutla resmedilen
Trimurti ortak adiyla anilirlar.
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fitl1=2=2
fo+1=4=22
fs3+1=8=23

fa+1=16=2%
fs+1=232=2°

Bu kadar da rastlant: olamaz! Burada bir teorem olmali! Galiba,

fn +1=2"
denklemi dogru... Bu son egitligi kanitlayalim.
Bildigimiz
fn-‘,—l = 2fn +1

denkleminin her iki tarafina da 1 ekleyelim:
fn+1+1:2fn+2:2(fﬂ+1)

elde ederiz; yani eger, f, + 1 yerine g, dersek,

Gn+1 = 20n
denklemini elde etmis oluruz.
a=f+1=14+1=2
oldugundan, g,+1 = 2¢, formiiliinde sirayla n = 1, 2, 3, 4 alarak,
p=2=2
go=2xg; =2x2 =22
g3 =2x gy =2x2%=23
gr=2xg3=2x2=2
g5 =2x g =2x2t=2°
buluruz. Bunlar zaten bildigimiz sonuclardi, ama olsun, bir defa daha bulduk
ve bir defa daha bularak gercekten ikna olduk: Her g, bir 6ncekinin iki kati
oldugundan ve ¢g; = 2! oldugundan, g, gercekten 2" olmali.
Olmali ama matematikte icinde “olmali” s6zii gegen kanitlar gegerli degil-

dir. Dogrulugu apacik belli olan bu esitligin matematiksel bir kanitini Ornek
2.1°de vermigtik.

Sonug. n tekerli Hanoi Kuleleri problemi en az 2™ — 1 adimda ¢ozilebilir. O

Yanit1 Bilinmeyen Bir Soru. k£ > 3 tane ¢ubuk olursa, n teker i¢in Hanoi
Kulesi problemi en fazla kag hamlede ¢6ziiliir? Bu sorunun yaniti bilinmiyor.
k = 4 sikkinda kismi yanit icin bkz. Ben Houston ve Hassan Masum: http:
//www.exocortex.org/toh/ Genel durum i¢in bkz. http://en.wikipedia.
org/wiki/Tower_of_Hanoi/
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20.2 Ikinci Problem: Diizlemi Parcalayan Dogrular

Bir dogru diizlemi iki bolgeye parcalar. i§te:

diger taraf

bir taraf

Paralel olmayan iki dogru asagidaki sekilde goriildiigii gibi diizlemi dort par-
caya boler.

diger taraf

bir taraf obiir taraf

diger o6biir taraf

Uciincii bir dogru daha cizersek, eger ticiincii dogru ilk iki dogrunun kesi-
siminden ge¢mezse ve daha 6nceki iki dogrudan birine paralel degilse, diizlem
yediye parcalanir:

Dérdiincii bir dogru, eger ilk ii¢ dogrunun belirledigi kesigimlerden ge¢mez-
se ve ilk ii¢ dogrudan birine paralel degilse diizlemi 11 parcaya boler.
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Ya 7 dogru bir diizlemi en fazla kag parcaya ayirir? Yapacagimizi ve mate-
matigi dogru degerlendirmek i¢in bu soruyla beg on dakika ilgilenin. Pek kolay
olmadigim goreceksiniz.

Ya 50 dogru bir diizlemi en fazla ka¢ parcaya ayirir? Kaleme kagida sarilip
50 tane dogru ¢izmenizi 6nermem!

Soru su: n tane dogru diizlemi en fazla kag parcaya boler? Bu sayiya B,
diyelim. By = 1 (hi¢ dogru yoksa diizlem eskisi gibi tekparga kalir!) By = 2,
By =4, B3 = 7 egitliklerini biliyoruz. Sira digerlerini bulmaya geldi!

Oyun moyun yok ama olsun... Bu da bir cesit tek kisilik oyun sayilir.

Her dogru eski parcalarin her birini en fazla iki parcaya bolebilir. Demek ki
Bp+1 < 2B,. Ama n = 2 oldugunda goriildiigii gibi esitlik her zaman gegerli
degil, bu kez isimiz biraz daha zor.

Gene biraz diigiinecegiz... Cizilen her yeni dogru, kestigi

dogru sayisindan bir fazla kadar alam ikiye boler, ornegin eger yeni ¢izilen
dogru 4 dogruyu kesmigse, bu yeni dogru beg alani ikiye bolmiis ve bu beg alani
on alan yapmis demektir; bu sodyledigimizin dogrulugu yukaridaki gekilden
anlagilmali. Dolayisiyla n+1’inci dogruyu diger tiim n dogruyu kesecek bicimde
gizersek, ki ¢izebiliriz elbet, alan sayisim1 n + 1 artirmig oluruz. Bundan da,

Bn+1:Bn—|—7’L—|—1

esitligi cikar. Simdi By = 1 esitliginden hareketle, yeterince zamanimiz varsa
her B, ’yi bulabiliriz:

By =1

Bi=By+1=2

Bo=B1+2=4

B3=DBy+3=7

By=B3+4=11

Bs =B4+5=16

Bg = B5s 4 6 = 22

B; =Bg+7=29
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Boylece ilk sorumuzu yamitlamis olduk: Yedi dogruyla diizlem en fazla 29
alana boliinebilir. Ama ikinci sorumuza yamit verecek durumda degiliz daha,
50 dogruyla diizlemi kac parcaya ayiracagimizi bulmak icin bu islemlerden tam
50 tane yapmaliyiz. Oysa bilindigi lizere bizim igimiz giiciimiiz var!

Yukaridaki listeyi 0’dan 7’ye kadar yazacagimiza 0’dan n’ye kadar (kagsa
o n!) yazalm:

By=1
By =DBy+1
By =By +2
By = By +3

By, 1=B,2+n-1

B,=B,_1+n
ve esitligin her iki tarafim1 da toplayalim. Sol tarafta Bg’dan B,’ye kadar
olan sayilarin toplamlarini buluruz. Sag tarafta Bp’dan B,_i’e kadar olan
sayilarin toplamlar1 beliriyor, bunun diginda bir de 1 ve 1’den n’ye kadar olan

sayilarin toplamlar: var. By’dan B,_1’e kadar olan sayilar her iki tarafta da
belirdiginden, bunlar sadelesirler, yani yok olurlar ve geriye,

By=1+(1+2+ - +n)
kalir. Ne giizel! Simdi, sagdaki
1+2+-+n

toplamini bulmaliy1z. Gauss’un anasinin karnindayken buldugu rivayet edilen
bu toplamin ne oldugunu herhalde herkes biliyordur:

1

(Bkz. Alstirma 2.15.) Demek ki

Bn:1+"(“2+1) _ ”2+2”+2.

Simdi artik ikinci sorumuza yanit verebiliriz, 50 dogruyla bir diizlemi,

502 +5042 2552
2 2

= 1276

parcaya ayirabiliriz.
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Alistirmalar

20.1. n tane dogru bir daireyi en fazla kag parcaya ayirir?

20.2. n tane dogru bir diizlemi en fazla kag simirh olmayan parcaya ayirir? (n = 0 igin 1,
n=11i¢in 2, n =2 i¢in 4, n = 3 i¢in 6.)
20.3. n tane kirtk dogruyla diizlem en fazla ka¢ parcaya ayrilir?

20.4. n tane dogru iki (eg ya da degil) teget daireyi en fazla kag pargaya ayirir?

n tane dogru birbirine teget iki (es ya da degil)
daireyi en fazla kag parcaya boler?
20.5. n tane eg gember diizlemi en fazla ka¢ parcaya boler?
20.6. n tane (eg ya da degil) cember diizlemi en fazla kag parcaya boler?
20.7. n tane ¢ember ve dogru diizlemi en fazla kag pargaya boler?

20.8. n tane diizlem, ii¢ boyutlu uzay1 en fazla ka¢ parcaya boler? Bunlardan kagi sinirh
bolgedir?

20.3 ﬂgﬁncii Problem: Josephus Problemi

Flavius Josephus’un ilging yagamd&ykiisiinii boltimiin sonunda okuyabilirsiniz.
Belli ki, zeki, igini bilen, havay iyi koklayan, riizgarin hangi yonden esecegini
dogru kestirebilen biriymis. Josephus sayesinde matematik diinyasi su prob-
lemle tanigmigtir:

41 kisi bir daire seklinde diziliyorlar. Kigiler 1’den 41’e¢ kadar belli bir
yon takip edilerek numaralandiriliyorlar. Sonra birinciden itibaren saymaya
baglaniyor ve her {igiincii kigi oyundan ve daireden ¢ikiyor... Son kalan ka-
zaniyor. Oyunu kazanmak i¢in kaginci kigi olmak gerekir?

Bu soruyu elbette sadece 41 oyuncu i¢in degil, herhangi n sayida oyuncu
icin sorabiliriz, 6rnegin eger 12 kisiyle baslarsak, asagidaki sekilden de gorii-
lecegi lizere 10’ uncu kisi oyunu kazanir. (Saymaya 1’den baglaniyor: 1 —2 — 3
ve tiglincii kigi oyundan gikiyor; 4 — 5 — 6 ve 6'nc1 kisi oyundan ¢ikiyor, vs.)
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12 oyuncuyla ve her ii¢ oyuncudan birinin ¢iktigt oyunda, ilk olarak 4’tincii oyuncu ¢ikarsa
oyunu 11’inci oyuncu kazanur. ilk olarak 1’inci oyuncu ¢ikarsa oyunu 8’inci oyuncu kazanur.

Her ti¢ kisiden biri oyundan c¢ikacagina her p’inci kigiden biri oyundan
gikarsa (p, n’den biiyiik de olabilir), oyun daha da genelle§mi§ olur.

Biz burada n’yi herhangi bir say1 olarak alacagiz ama p’yi 2 sececegiz: Her
ikinci kigi oyundan cikacak. Once 2 numara, sonra varsa 4, 6, 8 numaralar
cikacak vs.

Birkag denemeyle baglayalim (J(n), oyunu kazanani numarasi olsun):
n =23 45 6 78 9 10 11 12
Jm) = 13135713 5 7 9

Kazananin hep tek sayili oyuncu olmasi o kadar sasirtici olmamali, ne de olsa
birinci turda cift sayilar eleniyorlar ve geriye sadece tek sayilar kaliyor. Bu
oyunu genel olarak kimin kazandigini bulacagiz.

Eger Cift Sayida Oyuncu Varsa. Oyuncu sayisima 2n diyelim. Ik n seferde
2,4, ...,2n

numaralar elenecek ve geriye sadece m tane tek numara kalacak ve o an-
dan itibaren ayni oyun 2n yerine n oyuncuyla yeniden oynanacak. Bu yeni
oyunda eski 1 numaral oyuncu gene 1 numara olacak, ama digerlerinin nu-
marasl degigsecek: eski 3 numara 2 numara, eski 5 numara 3 numara, eski 7
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numara 4 numara olacak... Genel olarak eski 2k — 1 numarali oyuncu yeni
oyunda k numara olacak. Demek ki bu yeni n kisilik oyunu k£ numarali oyuncu
kazaniyorsa, 2n kisilik oyunu 2k — 1 numarali oyuncu kazanir. Dolayisiyla,

J(2n) =2J(n) -1

esitligi gecerlidir. Ornegin, J(1) =1, J(2) =1, J(3) = 3 esitliklerini bulmak
kolay oldugundan, bu formilden,

2J(1) —1=2-1=1,
JA)=2J(2)—-1=2-1=1,

2J(3)—1=6-1=5

esitliklerini de bulabiliriz. Daha da ileri gidelim:
J@8)=2J4)-1=2(2J(2)—-1)—-1=1.
Bir adim daha gidelim:
J(10) =2J(5) — 1.

Demek ki J(5)’i bulursak J(10)’u da bulabiliriz. Kolay bir denemeyle J(5) = 3
bulunur. Demek ki,
J(10) =2J(5) — 1 =5.

Buradan hareketle,

bulunur.

Eger Tek Sayida Oyuncu Varsa. Oyuncu sayisina bu kez 2n + 1 diyelim.
O zaman 2, 4, 6, ..., 2n ve 1 numaral oyuncular bu sirayla elenirler ve geriye
n tane oyuncu kalir. Bu n oyuncu gene ayni oyunu oynayacaklar ama bu
yeni oyunda da oyuncularin numaralar: degisir. Tk oyunda 3 numara bu yeni
oyunda 1 numara olur, eski 5 numara 2 numara olur, eski 7 numara 3 numara
olur... Genel olarak eski oyunda 2k 4+ 1 numarali olan oyuncu yeni oyunda k
numarali oyuncu olur. Demek ki,

J(2n+1) = 2J(n) + 1.

Boylece oyunun analizi neredeyse tamamlandi:
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Artik istedigimiz n sayisindan baslayarak J(1)’e kadar geri gidebilir ve J(n)’yi
bulabiliriz. Ornegin,

J(19) =2J(9)+1=2(2J(4) +1)+1="T.

Yalniz buldugumuz yontem pek pratik degil. J(10.000)’i bu yontemle he-
saplamak epey mesakkatli. Genel ve “kapali” bir formil bulalim. Ik olarak
buldugumuz ilk birkac J degeri yazip bu degerlere alici gozle bakalim:

123456789 10 11 12 13 14 15 16
Jn) 1131357135 7 9 11 13 15 1

Belli bir diizen oldugu belli. 2*’dan 2+ — 1’e kadar olan sayilar icin .J degeri
1,3, 5, ..., 281 — 1 diye degisiyor.

Formiilii tahmin etmek igin J’nin 8’den 15’e kadar olan sayilarda aldig:
degerleri bir liste halinde yazalim:

J8) =J(22+0)=1=2x0+1,
JO)=J22+1)=3=2x1+1,
JA0)=J(22+2)=5=2x2+1,
JA) = J(22+3)=7=2x3+1,
JA2)=J(22+4)=9=2x4+1,
J(13) = J(22 +5)=11=2x5+1,
J(14) = J(2° +6) =13 =2 x 6 + 1,
J(A5)=J(22+7)=15=2x T+ 1.

Demek ki tahminimiz, eger m > 0 ve 0 < £ < 2™ ise
J2M+0)=20+1

olmali.

Bu esitligi de timevarimla kanitlayacagiz, ama burada bir degil, £ ve m
diye adlandirdigimiz iki tamsayiyla ilgili bir egitlik sozkonusu. Biz m iizerine
tlimevarim yapacagiz. Yani m lizerine tiimevarimla su 6nermeyi kanitlayacagiz:
0 <0< 2™ egitsizliklerini saglayan her € i¢in, J(2™ + () = 20 + 1.

Once m = 0 durumunu kanitlayalim. (Ttimevarimin baslangi¢ adimi; mer-
divenin esigi diyelim.) Bu durumda ¢ ancak 0 olabilir, ciinkii 0 < £ < 20 =1
esitsizlikleri saglanmali. Demek ki,

J2°+0)=2x0+1

esitligini kanitlamaliyiz, yani J(1) = 1 esitligini, ki bunu biliyoruz.
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Simdi merdivenin m’inci basamaginda oldugumuzu varsayip bir sonraki
m + 1’inci basamaga nasil gikacagimizi gorelim. 0 < ¢ < 2™ esitsizliklerini
saglayan her £ icin,
J2M+40) =20+1
esitligini varsayip (tiimevarim varsayimi), 0 < £ < 2™m*! esitsizligini saglayan

her ¢ igin,
JEM™ 4 ) =204+ 1

egitligini kanitlayalim. Eger £ ciftse, £ = 2k yazip hesaplayalim:

=2J(2m+k)—1=202k+1)—1
—2(0+1)—1=20+1.

(Birinci esitlik ¢ = 2k esitliginden, tiglincii esitlik yukarida buldugumuz
J(2n)=2J(n) -1

esitliginden gikar. Dérdiincii esitlik tiimevarim varsayimidir. Gerisi hesap.)
Simdi de £’nin tek oldugunu varsayip £ = 2k 4+ 1 yazalim ve hesaplayalim:

JE™ 40 =J@2m T 42k +1) = J(2(2™ + k) + 1)
=2J2" +k)+1=22k+1)+1=20+1.

(Birinci esitlik £ = 2k 4 1’den, ti¢iincii esitlik yukarida buldugumuz
J2n+1)=2J(n)+1

esitliginden ¢ikar. Dordiincii egitlik tiimevarim varsayimidir. Gerisi basit he-
sap.)

Flavius Josephus (MS 37 - ~100). Flavius Josephus hayata filozof olarak
baglamig, daha sonra Roma’ya karsi savagan bir generale doniigmiig, hayatta
kalabilmek icin bir ara peygamber olmak zorunda kalmig ve daha sonra ta-
rihgilikle igtigal etmis ilging bir kigiliktir. Cagimin tek Yahudi tarihgisi olarak
bilinir.

Yahudilerin acimasizca vergilendirilmesi ve yoksullagmasi sonucu halkin
ayaklanmasiyla baslayan, Roma’yla Roma isgali altindaki Yahudi Kralligi'nin
savaginda (MS 66-70) Galilee bolgesini Romali general Vespasian’a karg: koru-
maya caligmigtir. (Burada ilging bir parantez agalim: Vespasian, yash ama
gecmigte bircok zafere imza atan bir Roma generaliydi. Roma imparatoru
Nero’nun bir konserinde uyuyakaldig: icin maas: kesilmisg ve gozden diigsmiigtii!
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Ancak savagin kotiiye gitmesi, Nero’yu konserinde uyuyakalan generali tek-
rar goreve ¢agirmaya mecbur birakmistir.) Josephus direnmede bagarili ola-
mayinca, gozliinii budaktan sakinmayan 40 savascisiyla birlikte bir magaraya
siginmigtir. Josephus’un kargi koymasina karsin, digerleri Romalilara teslim
olmaktansa intihar etmeyi yeglemislerdir. Bunun tizerine Josephus su intihar
bigimini 6nermis: 41 kisi bir daire seklinde dizilecek ve kimse kalmayincaya
kadar her {i¢ kigiden biri kendini 6ldiirecek... Josephus kendisini hayatta ka-
lan en son kisi kalacak bigiminde yerlegtirmig(mis...) sonra da gidip Roma
generali Vespasian’a teslim olmustur. Josephus, generalin imparator olacagi
kehanetinde bulunmasi sayesinde ¢armiha gerilmekten kurtulmugtur. Genera-
lin kendi yagindaki ogluyla siki fiki olup hapisten de kurtulmus ve hele kehaneti
gergeklegtiginde (MS 69) daha da goze girip yagsamimi Yahudi kiiltiirtinii Ro-
malilara ve Roma kiiltlirtinii Yahudilere aktarmaya adamigtir. MS 98’de Vespa-
sian’in stilalesi imparatorluktan atilinca gézden digmiigtiir. Nasil ve ne zaman
oldiigii (dolayisiyla oliip 6lmedigi de!) bilinmemektedir.

Kaynakcga:
[GKP] Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik, Concrete Mathema-
tics, Addison - Wesley 1994.
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A ve B harflerini kullanarak 4 haneli kag sozciik yazabiliriz? Sozciiklerimizin
illa anlamli olmas1 gerekmez. .
Bu sozciikleri alfabe sirasina gore siralayabiliriz. Iste:

AAAA,
AAAB,
AABA,
AABB,
ABAA,
ABAB,
ABBA,
ABBB,
BAAA,
BAAB,
BABA,
BABB,
BBAA,
BBAB,
BBBA,
BBBB.

Toplam 16 tane.

Matematikte A ve B harfleri yerine 0 ve 1 rakamlar: tercih edilir. O za-
man, “sozciiklerimiz”, yine “alfabe sirasina gore”, yani kiiciikten biiytige dogru
0000’dan baglayarak 1111’e kadar uzanir ve bunlara sozciik yerine kimileyin
01-dizist denir. Biz her iki terimi de kullanacagiz.

n uzunlugunda kag 01-dizisi vardir? Yanit oldukca kolay. Her hane igin, 0
ve 1 olmak tizere 2 secenek vardir. Dolayisiyla n tane hane icin, toplam,

2X2%X.--x2=2"
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tane segenek olur. Bu dizileri agagidaki sekildeki gibi, n yiiksekliginde bir “aga-
cin” ug noktalar: olarak gorebiliriz. (Agacin en dibindeki “bogsozciik”e, daha
dogrusu bosdiziye dikkatinizi ¢ekerim. Bogdizinin uzunlugu 0’dir, yani hig
harfi yoktur. Bosdizi () olarak yazilir.)

alfabetik siralama

|000||001 || 010||011 ||1oo|| 101|| 11o|| 111| 8 sézcitk

|00| |01||10| |11| 4 spzciik

n 1 2 sozciik
1 sozcik

Bir st kat1 olusturmak icin, en iist kattaki her sozciigiin sonuna 0 ve 1 eklenir. 0 eklendiginde
sola, 1 eklendiginde saga gidilir. Boylece sozciikler - soldan saga dogru - alfabetik sirayla belirir.

Simdi sorularimizi yavasg yavas zorlagtiralim.

Soru 1. I¢inde 01 altdizisi barmdirmayan n uzunlugunda kag¢ 01-dizisi vardwr?
Dikkat: Dizinin icinde 10 olabilir; ama yanyana gelmig 01 olmayacak. 01’1 ayip
kelime olarak diistiniin. iginde ayip kelime olmayan n uzunlugundaki kelime
say1sini soruyoruz.

Yanit: n + 1 tane vardir.

Yanitin Kaniti: Bir dizinin iginde 01 barindirmamast igin, dizide 0 goriindii-
gli andan itibaren dizinin hep 0 olmas1 gerekir. Dolayisiyla boyle bir dizi 1’le
baglayabilir ve 1’le bir siire devam edebilir, ama dizide 0 goriindiigii andan
itibaren dizi hep 0 olarak devam etmelidir. Iste n = 5 ise o diziler:

00000, 10000, 11000, 11100, 11110, 11111.

Toplam 6 tane var. Genel bir n sayisi i¢in, n uzunlugunda kag¢ tane 01’siz
01-dizisi vardir?

Yukarida dedigimiz gibi, 01’siz her dizi, 0'in ilk belirdigi yer tarafindan
belirleniyor. 0 ilk olarak tam n 4+ 1 degisik yerde belirebilir: Birinci terim 0
olabilir, ki o zaman sadece 0’dan olugan 000 . .. 00 s6zctigiinii elde ederiz; 0 ilkin
ikinci terim olarak belirebilir, ki o zaman 1000. .. 00 s6zciigiinii elde ederiz, ...,
0 ilkin sonuncu terim olarak goriilebilir, ki o zaman sadece sonunda 0 olan
111...110 sozciigiinii elde ederiz ve son olarak 0 hicbir zaman belirmeyebilir,
ki o zaman da sadece 1’den ibaret olan 111...11 sbzciigiinii elde ederiz...
Toplam n + 1 tane.

Birinci sorunun yanit1 kolaydi. Simdi daha zor bir soru soralim.

Soru 2. I¢inde 00 altdizisi barindvrmayan n wzunlugunda kag 01-dizisi vardur?
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Yanit: Bu sorunun yaniti soruldugu bigimiyle biraz fazla zor. n uzunlugundaki
01-dizilerinin sayis1 yerine 10 uzunlugundaki 01-dizilerinin sayisinm1 bulalim.
Kiiciik uzunluktaki 00’s1z ilk 01-dizisini bulalim.

0 uzunlugunda: bosdizi, yani ().

1 uzunlugunda: 0, 1.

2 uzunlugunda: 01, 10, 11.

3 uzunlugunda: 010, 011, 101, 110, 111.

4 uzunlugunda: 0101, 0110, 0111, 1010, 1011, 1101, 1110, 1111. Agagidaki
sekilde gosterdik bunlari.

alfabetik siralama

loto1][ot10||o111][1010|[ 1011][1101][1110] [1111] 8 dizi

[ot0] [o11]  [101] [110] [111] 5 dizi

o [

0 1 2 dizi

1 dizi

Bir ust kat1 olusturmak i¢in, bir katta bulunan her
kelimenin, sonunda 1 varsa sonuna 0 ve 1,
sonunda 0 varsa sonuna 1 eklenir.

5 uzunlugunda: 01010, 01011, 01101, 01110, 01111, 10101, 10110, 10111,
11010, 11011, 11101, 11110, 11111.

Okur listeyi uzatabilir ve iginde hi¢ 00 bulunmayan 6 uzunlugundaki tiim
sozctikleri bulabilir. Zaten birazdan 6zel bir yontem uygulayarak biz de bu-
lacagiz.

Eger bulmak istedigimiz sayiya f,, dersek, su sonuglar: elde ederiz:

Jo=1,
J1=2,
fa =3,
J3=5,
Ji=38,
fs =13.

Belli bir diizen farkettiniz mi? Diziye dikkatlice bakarsaniz diizeni farkedersi-
niz: 1, 2, 3, 5, 8, 13. Her say1 kendisinden once gelen iki sayinin toplami. En



254 21. Dizi Sayma

azindan simdiye kadar boyle. Bu her zaman boyle mi? Yani 6rnegin fg, tahmin
ettigimiz gibi 13 + 8 = 21 mi? Daha genel olarak, her n > 2 i¢in,

fn = fnfl + fn72

esitligi dogru mu?

Sanki Gyle... Bunu kanitlamaya ¢aligalim.

n > 2 olsun ve biraz diigiinelim.

n uzunlugunda 00’s1z bir dizinin sonunda 1 ya da 0 olabilir.

Eger dizinin en sonunda 1 varsa ve o 1’i atarsak geriye n — 1 uzunlugunda
00’s1z bir dizi kalir. “En sondaki 1’i atma” igleminin geri doniigii vardir: n — 1
uzunlugunda 00’s1z bir dizinin sonuna 1 eklersek n uzunlugunda ve sonunda
1 olan 00’s1z bir dizi elde ederiz. Demek ki n uzunlugunda ve sonunda 1 olan
00’s1z dizilerin sayisi n — 1 uzunlugunda 00’s1z dizilerin sayisi1 kadardir, yani
fn—1 kadardir.

Eger dizinin sonunda 0 varsa o zaman o son (0’dan 6nce bir 0 daha olamaz,
en sondaki 0’dan once mutlaka bir 1 olmali, yani dizi 10’la bitmeli. Bu en
sondaki 101 atarsak, n — 2 uzunlugunda 00’siz bir dizi buluruz. Ve n — 2
uzunlugunda 00’s1z bir dizinin sonuna 10 eklersek, n uzunlugunda ve sonunda
0 olan (dolayisiyla 10 olan) 00’s1z bir dizi elde ederiz. Demek ki n uzunlugunda
ve sonunda 0 olan 00’s1z dizilerin sayis1 n— 2 uzunlugunda 00’s1z dizilerin sayisi
kadardir, yani f,,_o kadardir.

Yukaridaki iki paragraftan

fn = fn—l + fn—2

esitligi cikar. Diledigimizi kanitladik.

Bu akil yiiriitmeyi soyle 6zetleyebiliriz: Icinde 00 olmayan bir dizinin sonu
ya 1 ile ya da 10 ile bitmeli, bagka secenek yoktur. Ve sondaki 1’i ya da 101
attigimizda geriye n — 1 ve n — 2 uzunlugunda, icinde 00 olmayan diziler kalir.
Ayrica, iginde 00 olmayan n — 1 uzunlugunda bir dizinin sonuna 1 getirilirse
ya da icinde 00 olmayan n — 2 uzunlugunda bir dizinin sonuna 10 getirilirse,
iginde 00 olmayan n uzunlugunda bir dizi elde ederiz.

Bir de sgekil gizelim ki agiklama tam olsun:

n

Igmde 00 olmayan bir dizi,
“ bunlardan f, tane var.

<—n—1—> «~n—2—

! LI

f _, tane o tane
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Yukaridaki yontemle, iginde 00 olmayan 6rnegin 6 uzunlugundaki 01-dizi-
lerini bulabiliriz. Bunun i¢in, i¢cinde 00 olmayan 5 uzunlugundaki 01-dizilerinin
(bunlar1 bulmustuk) sonuna 1 ekleyelim ve i¢inde 00 olmayan 4 uzunlugundaki
01-dizilerinin (bunlari1 da bulmustuk) sonuna 10 ekleyelim: Boylece iginde 00
olmayan 6 uzunlugundaki tiim 01-dizilerini elde ederiz:

010101, 010111, 011011, 011101, 011111, 101011, 101101,
101111, 110101, 110111, 111011, 111101, 111111

ve
010110, 011010, 011110, 101010, 101110, 110110, 111010, 111110.

) (fn)n dizisine Fibonacci dizisi dendigini daha 6nce birkag kez, mesela
Ornek 2.3’te soylemistik. f, tiiriinden sayilara da Fibonacci sayilar: denir.
Dogada ve matematik kitaplarinda pek sik kargimiza ¢ikarlar.

Soru 3. I¢inde 000 altdizisi barmdirmayan 10 wzunlugunda kag 01-dizisi var-
dwr?

Yamt: Aynen yukaridaki gibi hesaplamr. Icinde 000 bulunmayan n uzunlu-
gundaki 01-dizilerinin sayisina a,, dersek,

a():l, a1:2, a2:4
ve n > 3 icin
Gn = Gp—1 + aGp—2 + An—3
buluruz. Ayrintilar1 okura birakiyoruz. (Bir sonraki daha zor 6rnege gegmeden

once mutlaka yapin; hatta eliniz degmisken icinde 0000 olmayan dizi sayisini
da hesaplayin.)
Soru 4. I¢inde 001 altdizisi barmdirmayan 10 wzunlugunda kag 01-dizisi var-
dur?
Yamt: I¢inde 001 altdizisi barmdirmayan n uzunlugundaki 01-dizisi sayisina
a, diyelim. Elbette,

CL():L a1:2, a2:4.

001 diginda, ti¢ uzunlugundaki her dizi 001’siz bir dizidir, dolayisiyla

a3 =8—-1=7
olur. Biz ajp’u bulmak istiyoruz.
n | ay
0] 1
1| 2
2 | 4
3|7
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Digerlerini bulmak igin a,’ler arasinda bir iligki bulmaya calhigalim.

Icinde 001 olmayan n uzunlugunda bir dizi alalim. Burada n > 3 bir dogal
sayidir. Dizinin son hanesi ya 0 ya da 1’dir. Her iki sikk1 da ayr1 ayri irdeleyelim.

Eger son hane 0 ise, bu 0’1 atarak, icinde 001 olmayan bir bagka dizi elde
ederiz, ama kalan dizinin uzunlugu 1 kisalir, yani uzunlugu n — 1 olur. Tam
tersine, iginde 001 olmayan n — 1 uzunlugundaki bir dizinin sonuna 0 eklersek,
gene icinde 001 olmayan bir dizi elde ederiz, ama bu sefer uzunluk 1 artar,
n—1’den n’ye ¢ikar. Demek ki sonunda 0 olan n uzunlugundaki 001’siz dizilerin
sayisl an—1’dir. Bu sayiya sonu 1 ile biten n uzunlugundaki 001’siz dizilerin
sayisini eklemeliyiz.

Eger son hane 1 ise, bu 1'i silersek gene icinde 001 olmayan bir bagka dizi
elde ederiz ve gene kalan dizinin uzunlugu 1 kisalir, yani uzunlugu n — 1 olur.
(Ayrica kalan dizinin sonunda 00 olamaz.) Ama 001’siz bir dizinin sonuna 1
eklersek bal gibi 001°li bir dizi elde edebiliriz, ne de olsa 001’siz bir dizi 00 ile
bitebilir ve sonuna 1 ekledigimizde en sondaki ii¢c hane 001 olabilir. Bundan
boyle iginde 001 olmayan ve sonu 00 ile bitmeyen n uzunlugundaki dizi sayisina
b, diyelim. Boylece, sonu 1 ile biten ve iginde 001 olmayan n uzunlugunda
dizilerin sayisinin b,,_1 oldugunu gordiik.

Yukaridaki iki paragraftan,

ap = ap—1+bp_1

¢ikar. Kanitin resmi agagidaki sekilde.

n

Igmde 001 olmayan bir dizi,
“~ bunlardan a, tane var.

«—n-1—— «—n-2—

L 1 LI
b, , tane
(sonu 00 ile bitmiyor)

a, 4 tane

Dolayisiyla eger by,’leri bulabilirsek, a,’leri de bulabiliriz. Ik birkag b,,’yi bul-
mak kolay:
bo=1, by =2, by =3.

Bir sonraki b’yi, yani b3’ii bulalim. 3 uzunlugunda toplam 8 tane dizi var.
Bunlardan biri 001, 6lgiitiimiize uymuyor; ikisi de 00 ile bitiyor: 000 ve 100,
bunlar da 6l¢iitiimiize uymuyor. Demek ki

b =8—-1—-2=05.
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Boylece
ag=a3+b3=7+5=12

buluruz. Yeni bir liste yapalim:

n | a, | by
0|1 1
1] 2] 2
2 14| 3
3| 715
4 (12 ] 7
10 7 | 7

Simdi b,,’leri bulma igine girigelim.

I¢inde 001 olmayan ve sonu 00 ile bitmeyen n uzunlugunda bir 01-dizisi
alalim. Tki secenek var. Sonu ya 0 ile ya da 1 ile biter. Gene her iki durumu
ayr1 ayri irdeleyelim:

Eger dizinin sonu 0 ile bitiyorsa, bir 6nceki hanede 1 olmali, yani sonu 10 ile
bitmeli. Eger en sondaki 10’1 atarsak gene ayni cins bir dizi kalir, ama uzunlugu
n — 2’dir. Ve tersine, eger icinde 001 olmayan ve sonu 00 ile bitmeyen n — 2
uzunlugunda bir dizinin sonuna 10 eklersek, i¢inde 001 olmayan ve sonu 00
ile bitmeyen n uzunlugunda bir dizi elde ederiz. Demek ki i¢inde 001 olmayan
ve sonunda 00 olmayan n uzunlugundaki dizilerin b,_o tanesinin sonunda 0
vardir.

Simdi de dizinin sonunun 1 ile bittigini varsayalim. Eger en sondaki 1’i
atarsak geriye gene ayni cins bir dizi kalir, ama uzunlugu n — 1’dir. Ve tersine,
eger icinde 001 olmayan ve sonu 00 ile bitmeyen n — 1 uzunlugunda bir dizinin
sonuna 1 eklersek, icinde 001 olmayan ve sonu 00 ile bitmeyen n uzunlugunda
bir dizi elde ederiz. Demek ki icinde 001 olmayan ve sonunda 00 olmayan n
uzunlugundaki dizilerin b,,_1 tanesinin sonunda 1 vardir.

n

Icinde 001 olmayan ve 00 ile
bitmeyen bir dizi. Bunlardan

b, tane var.
«—n-1—— «—n-2—
b,_, tane b, , tane

Bu yaptiklarimizdan,
bp = bp—o +bp—1
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esitligi cikar. Yani b dizisi Fibonacci dizisidir. Boylece b’leri hesaplayabiliriz:

n | a, | by
0 1 1
1 2 2
2 | 4 3
3|7 5
4 | 12| 8
5 13
6 21
7 34
8 55
9 89
10| 7 | 144

Ve daha once buldugumuz a,, = a,—1 + b,—1 esitligini kullanarak a’lar1 hesap-
layabiliriz:

88 | 55
143 | 89
232 | 144

© 00 1O Utk WD - O3S
—
[\)

—_
)

Yukarida, a,, ve b,,’ler arasinda bir iligki ve b,,’ler arasinda bir iligki bulduk.
Iste o iki iligki:
ap = Q-1+ bp_1
bn = bn—l + bn—2

Ama ay’ler arasinda bir iligki bulamadik. Bulalim. Birinci denklemden,
bp—1=an —an_1
buluruz. Gostergegleri bir artirip, bir azaltirsak,

by, = Gn41 — An
bp—2 = ap-1 — ap-2
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buluruz. Bu son ti¢ denklemi kullanarak b, = b,_1 + b,—_2 esitliginden b’leri
yok edip yerine a’lar1 koyalim:

U1 — A = by = byt + by = (an — ap—1) + (Gn—1 — an_2).
Sadelegtirmeleri yaparsak,
An+1 = 20y, — Gp—2
buluruz. Gostergegleri birer azaltalim:
ap = 20p—1 — Ap—3.

Boylece b’leri hesaplamadan a’lar1 hesaplayabiliriz:

88
143
232

ay’ler arasinda bir bagka formiil daha bulabiliriz. Bunun i¢in, yukarida bul-
dugumuz a, = 2a,-1 — ap—3 formiiliinii n = 3’ten baglayarak belli bir n’ye
kadar altalta yazip toplayalim:

S0 uouh W oS
o
S

Sadelesen kistm
-—

:ﬂn_1+an_2+dz—dl—do
a, =a, 1+a, ,+4-2-1
:an_1+an_2+1
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Tkinci C6ziim: Onceki coziimde dizilerin sayisii saymaya en sagdaki te-
rimlere bakarak bagladik. Tam tersine en soldaki terimlere bakarak saymaya
calisalm. I¢inde 001 olmayan n uzunlugunda bir d dizisi alalim. (n yeterince
biiytik olsun.) En soldaki terim ya 0’dir ya da 1, yani dizi n—1 uzunlugunda bir
d' dizisi i¢in ya 0d’ ya da 1d’ bigimindedir. Elbette d’ dizisinde de 001 olamaz.
Ters istikamette gidecek olursak, uzunlugu n — 1 olan 001’siz bir d’ dizisinin
bagina 1 koyarsak, uzunlugu n olan 001’siz bir dizi elde ederiz; ama bagina 0
koyarsak 001 belirebilir. Bu yiizden 0d’ bi¢cimindeki dizileri biraz daha irdele-
yelim. d’ dizisinin baginda ya 0 vardir ya da 1; yani d = 0d’ dizisi ya d = 00d”
bicimindedir ya da d = 01d” bi¢iminde. Eger d dizisi 00 ile basliyorsa, bir
sonraki terim gene 0 olmali, daha sonraki de, d toptan 0 dizisi olmalidir. Ama
d = 01d"” ise d” dizisinde 001 olmadig1 gibi, i¢inde 001 olmayan bir d” dizisi-
nin bagina 01 getirirsek, icinde 001 olmayan bir dizi elde ederiz. Boylece sunu
bulduk: Eger i¢ginde 001 olmayan n uzunlugundaki diziler kiimesine A,, dersek,
n > 2 icin
An =1A,-1 U014, _21{00...0}

olur. Demek ki n > 2 icin
p = ap-1+ap2+1

olur.

Birinci ¢éztimden ¢ok daha hizh oldu. Ama dogrusu sansimiz yaver gitti.
Eger 001’siz dizilerin sayisin1 hesaplamak yerine 010’s1z dizilerin sayisini he-
saplamak isteseydik, dizinin sagindan da baslasak, solundan da baslasak ayni
zorlukla kargilagacaktik, farketmeyecekti.

Yukarida icinde 001 bulunmayan dizi sayisim hesapladik. Icinde 110 bu-
lunmayan dizi sayis1 aynidir ¢iinkii 1’leri 0, 0’lar1 1 yaparsak birinden digerine
gecis yapariz. I¢inde 100 bulunmayan dizilerin sayis1 da aymdir, ciinkii diziyi
ters yiiz edip sondan basa yazabiliriz. I¢inde 011 bulunmayanlar da ayni sekilde
bulunur.

Okur bu tiirden sorular1 kolaylikla gogaltabilir.

Alistirmalar

21.1. Iginde 11 olmayan 10 uzunlugunda kag tane 01-dizisi vardir?

21.2. iginde 000 olmayan n uzunlugunda dizi sayisina f, diyelim. Her n > 3 i¢in
fn = fnfl + fn72 + fn73

egitligini kanitlayin.
21.3. i(;inde 010 olmayan 01-dizilerinin sayisin1 hesaplayin.



22. Pokerin Matematigi

Bu boliimde pokeri bahane ederek saymanin temellerini ele alacagiz. Poker,
en fazla dort oyuncuyla ve yediliden asa 32 iskambil kagidiyla oynanir. (Ame-
rika’da 52 kagitla oynanir poker ama biz bu yazida 32 kagitla oynanan “Tiirk
pokeri”nden sézedecegiz.)

Hemen belirtelim, bu yazinin igerigini anlamak i¢in poker bilmeye gerek
yoktur ama bir deste iskambil kagidim ele almig olmak fena olmaz.

32 kagitlik deste 7’den baslar ve asa (A’ya) kadar devam eder:

7,8,9,10,J,Q, K, A.
Her cinsten dort renk vardir:
& (sinek), ¢ (karo), © (kupa), & (maca)

Toplam 8 x 4 = 32 tane.

Pokerde, oyunun baginda her oyuncuya once 32°lik desteden beger kagit
dagitilir, sonra her oyuncu elindeki beg kagittan istedigi kadarini degistirebilir
(isterse hig degigtirmez.) Bu degistirmeden sonra “en iyi” eli olan kazanir. El-
bet burada “en iyi el”’in tanimlanmasi, anlam kazandirilmasi gerekir. Ornegin,
bes kédgidin beginin de ayni renkten (6rnegin hepsi maca, #) oldugu bir el ¢ok
iyi sayilir. Bu el, iki papaz, iki as ve bir onlu gibi iki giftten olusan ellerden
daha “iyi” bir eldir. Bunun nedeni bellidir: beg kagidin ayni renkten olma
olasiligr iki ¢ift gelme olasihigindan daha disiiktiir.

Ayni renkten ellere renk adi verilir. Bu yazidaki amaclarimizdan biri de
pokerde dagitilan ilk bes kagidin renk olma olasiligini hesaplamak.

Toplam Poker Eli Sayisi. Simdi toplam poker eli sayisini hesaplayabiliriz.
32 kagittan kag tane 5 kagithik el ¢ikar? Yani 32 elemanlik bir kiimenin kag
tane 5 elemanl altkiimesi vardir? Teorem 3.2’ye gére,

32\ 320 320 32x31x30x29x28
5) 5!(32-5)! 51271 5x4x3x2

= 201.376

tane, yani 200 binden fazla poker eli vardir ve bu poker ellerinden herbirinin
gelme olasiligr aynidir, yani 1/201.376’dur.
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Renk Sayisi. Simdi de kac tane “renk” eli oldugunu hesaplayahm. Once kag
tane maca (#) renkli el oldugunu bulahm. 32 kagittan 8 tanesi magca. Bu 8
macadan 5 tanesini sececegiz. Teorem 3.2’ye gore,

8\ 8! 787!78><7><6756
5/ 5(8—5) 5131 3x2

tane salt magca olan el vardir. Toplam dort renk oldugundan (4,9, &, &), bu
say1y1 4’le carparsak, toplam renk sayisini buluruz:

56 x 4 = 224.

Ama bu sayidan, toplam “flog” (ayni renkten ve birbirini takip eden kagitlar)
sayisin ¢ikarmaliy1z (glinkd flog renkten ¢ok daha iyi bir eldir ve renk sayil-
maz.) Magalardan olugan floglar, asla (A—7—8—9—10), yediliyle (7T—8—-9—
10— J), sekizliyle, dokuzluyla ya da onluyla (10 — J — @ — K — A) baslayabilir.
Demek magadan 5 tane flog var ve toplam flog sayis1 5 x4 = 20. Boylece, gergek
renk sayisinin, 224 — 20 = 204 oldugunu buluruz. Olasilik olarak diiglintirsek,
elden renk gelme olasihigr 204/201.376 ~ 0,001013’tiir, yani agag1 yukar1 binde
birdir.

Kare Sayisi. Elden kare gelme, yani beg kagittan dérdiiniin ayni say1 olma
olasihgim bulalim. Once dort ash el sayisii bulalim. Dért asm yanma gelebi-
lecek kagit sayis1 32 — 4 = 28’dir. Demek 28 tane dort ash el var. Toplam 8
tur kagit oldugundan, 28 x 8 = 224 tane kare el vardir.

Bu say1, renk sayisindan biraz daha fazla oldugundan, renk kareyi ye-
ner diye disiinebilirsiniz. Nitekim, eger pokerde kagit degistirme olmasayda,
diigindiigiiniiz gibi olurdu. Ama kagit degistirme olasiliklar1 da etkiler. Or-
negin, ¢ as1 olan, obiir iki kagidin1 degistirerek, dort as yakalama olasiligini
artirir. Bunun gibi eline dort maca gelen, besinci kagidini degistirerek, renk
yakalama olasiligini artirir. Yani pokerin sonundaki olasiliklar, ilk bes kagidin
olasiliklarindan degisiktir. Pokerde kare rengi yener.

Elinde dort macasi olan, maga olmayan kagidini degistirerek kag olasilikla
rengi yakalayabilir? Hesaplayalim. 32 kagidin 5’1 elimizde. Demek ki toplam
27 kagittan bir kagit secilecek (6biir oyuncularin ellerini bilmiyoruz, onlarin
ellerinde kagit yokmug gibi hesaplayabiliriz.) Bu 27 kagitta 4 tane maga var
(toplam magca sayis1 8, ama bu macalardan 4’1 elimizde.) Demek ki rengi
yakalama olasihgimiz 4/27°dir, yani 1/7’den daha fazla. Renge ¢ekmeli mi-
yiz? Eger kagit degistirmek igin ortaya 1 lira koymamiz gerekiyorsa (bedava
kagit degistirilmez pokerde, sansini artirmanin bedeli vardir) ve kazanacagi-
miz paranm en az 27/4 lira olacagim diigliniiyorsak kagit ¢ekmeliyiz. Yoksa
cekmemeliyiz. Ornegin iki oyuncu oyundan kacmugsa, biiyiik bir olasihkla kagit
¢ekmeye degmez. Eger kagit cekmeye karar verecek son oyuncuysak ve bizden
onceki li¢ oyuncu oyuna girmisse, o zaman kagit cekmeliyiz.
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Ful El Sayisi. Eger bir elde bir tiirden 3 tane, bir bagka tiirden 2 tane kagit
varsa, o ele ful denir. Orneé;in, 3 as ve 2 papazdan olusan bir el fuldiir. Ful eller
oldukea iyi ellerdir. Ilk bes kagidi ful gérmenin kendine 6zgii bir zevki vardir.
En azindan, hangi kagidi degistireyim tiiriinden zor sorularla kargilagilmaz.

Elin ful olma olasihgim bulahm. Bu biraz daha zor. Once 3 as ve 2 pa-
paz gelme olasiligini bulalim. Dort astan tiglinii segecegiz, yani 4 elemanlh bir
kiimeden 3 elemanli bir altkiime segecegiz. Teorem 3.2’ye gore,

-

secenegimiz var aslar icin. Simdi de dort papazdan ikisini sececegiz. Yine Te-
orem 3.2’ye gore, aslar icin
4
=6

degisik secenegimiz var. Demek ki,
4x6=24

tane 3 as ve 2 papazli el var. 3 papaz ve 2 ash eller de 24 tane. Yani as ve
papazlardan olugan
24 + 24 = 48

tane ful el vardir. Bu hesaplar salt as ve papazlar icin degil, tiim iki tiir kagitlar
igin de gecerli. Ornegin yedi ve dokuzlulardan olusan 48 tane ful el vardir. Kag
tane iki tiir kagit var? Toplam 8 tiirden 2 tiir segecegiz. Teorem 3.2’ye gore,

(§->

tane iki tiir var. Demek ki toplam ful el sayisi,
48 x 28 = 1344
kadardir.

ﬂ'glii Sayisi. Bir elde 3 tane aym kagit varsa, o ele “iiclii” ad1 verilir. Ornegin
AAAKQ bir tgliidiir. Ama kare ve fuller tiglii sayilmaz. Uglil sayisiu hesap-
layalim. Once 3 ash iiglii sayisini bulalim. Teorem 3.2’ye gore,

(-

gesit 3 as secebiliriz. Bu 3 asin yanina iki kagit gelecek, ama herhangi iki
kagit degil: hicbiri as olmayacak ve ayni tiir kagit olmayacaklar. As diginda
32 — 4 = 28 tane kagit var. Bunlardan ikisini segelim:

28
= 378
(%)
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tane segenek var. Ama bu seceneklerden bazilar: iki ayni tiir kagittan oluguyor.
Bu sayiy1 bulup 378’den ¢ikartalim. Kag tane iki papaz segebiliriz?

(-

tane. As disinda yedi tiir kdgit var. Demek ki, 378 segenekten
6 x7=42
tanesi iki ayni tiir kagittan olusuyor. Dolayisiyla, secilen ii¢ asin yanina,
378 — 42 = 336

tane iki kagitlik el koyabiliriz. Dort cesit iic as secilebildiginden, ash ticli el
sayisi,
336 x 4 = 1344

tir. Bu hesap as disindaki obiir kagitlar icin de gecerli oldugundan, ticli el
sayisi,
1344 x 8 =10.752

olur.
Kalan hesaplar1 okura aligtirma olarak birakiyoruz. Yanitlari asagidaki
cizelgede bulacaksimiz. Matematiksel seytaniniz bol olsun.

El tiri El sayis1 Olasilig: (+0,0005)
Flos Ruayal! 5 % 0,0025

Flos 20 % 0,010

Renk 204 % 0,101

Kare 224 % 0,111

Ful 1.344 % 0, 667

Kent? % 5.100 % 2,533

Uclii 10.752 % 5,339

Iki Cift 24.192 % 12,013

Bir Cift 107.520 % 53,393

Alistirmalar

22.1. Aymni olasiliklar: 52 kagitlik desteyle oynanan poker oyunu i¢in hesaplayin.

22.2. Elinde bir ¢ifti olan oyuncunun, diger ii¢ kagidin1 degistirerek tiglii yakalama olasiligi
kagtir?

IBir elin kagitlar pespeseyse, ornegin 7-8-9-10-J ise ve ayni renktense (6rnegin hepsi
kupaysa), o ele “sahane flog” anlamina “flog ruayal” denir.

2Bir elin kagitlar1 pespeseyse, 6rnegin 7-8-9-10-J ise, ama ayni renkten (érnegin kupa)
degilse, o ele her nedense “kent” denir.



22.3.

22.4.
22.5.
22.6.

22.7.
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Elinde bir ¢ifti olan oyuncunun, diger ii¢ kagittan ikisini degistirerek iiclii ya da ikinci
bir ¢ift yakalama olasihigi kagtir?

Elinde 4, 5, 6, 7 ve 10 olan oyuncunun 10’luyu degistirerek kent yakalama olasiligi kagtir?
Elinde 4, 5, 7, 8 ve 10 olan oyuncunun 10’luyu degistirerek kent yakalama olasiligi kagtir?
Elinde dort tane ayni renkten olan oyuncunun, diger kagidini degistirerek renk yakalama
olasilig1 kacgtir?

Elinde beg benzemez olan oyuncu, iki ¢ift ya da daha iyi bir el yakalama olasiligini
artirmak igin kag kagit degistirmelidir?






23. Ayri1 Dusen Ciftler

Bagak Ay

Tipik bir sayma problemini ele alacagiz bu yazida: n tane ¢ift bir baloya
davet ediliyor. Eslerin hicbirinin birbiriyle dans etmedigi kac farkli eslesme
vardir?

Ornegin n = 3 ise, ciftleri 1, 2, 3 diye numaralandirp ¢ numaral ciftin
kadin ve erkegine sirasiyla k;, e; diyelim. O zaman,

ki — e, ko —e3,ks —e1 ve k1 — ez, ko —e1, kg — ez
olmak tizere iki degigik eglesme miimkiindiir. (k; ile e; dans edemezler.) Bu iki
eslesmeyi
Kadin  Erkek Kadin  FErkek
1 1 1 1
I b
3 3 3 3
olarak gosterebiliriz. Bunlar1 da (gene sirasiyla)
(123)ve (132)
olarak gosterebiliriz. Buradaki, 6rnegin, (1 2 3),
birinci kadin % ikinci erkek es ile,

ikinci kadin iigiincii erkekle,
tigiincli kadin birinci erkekle

eslesecek (dans edecek) anlamina gelir.

Eger n = 1 ise, yani bir tek c¢ift varsa boyle bir eglesme olamaz elbette.
Eger n = 2 ise bu o6zelligi saglayan sadece bir tek eslesme olabilir: Her ciftin
erkegi diger ciftin kadiniyla dans eder.

Simdi n = 4 olsun. Ciftlerin birbirleriyle eglestirilmedikleri eslesmeleri teker
teker yazalim:

(1234), (1243), (1324)
(1342), (1423), (1432)
(12)(34), (13)(24), (14)(23).
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Bu sefer toplam 9 egleme bulduk. Ornegin (12 3 4),

birinci kadin ikinci erkekle,
ikinci kadin tigiincti erkekle,
iigiincii kadin dordiincii erkekle
dordiinci kadin birinci erkekle

eslesecek anlamina gelir. Ote yandan (1 2)(3 4),

birinci kadin ikinci erkekle,
ikinci kadin birinci erkekle,
i¢iinct kadin doérdiincii erkekle
dordiincii kadin {iclincii erkekle

eslesecek anlamina gelir.
Her cifte yukaridaki gibi bir say1 verirsek ve

fli)=j
esitligini, “¢ sayili ¢iftin kadini, j sayil ¢iftin erkegiyle eglesecek” olarak yo-
rumlarsak, o zaman, {1, 2, ..., n} kiimesinin, her i = 1,2,...,n says igin,
fli) #1

kogulunu saglayan f eslesmelerinin (yani birebir ve orten fonksiyonlarmin)
sayisinl bulmak istedigimiz anlagilir.

{1, 2, ..., n} kiimesinin eglesmelerinin S,, olarak simgelendigini gecen bo-
liimde gérmiistiik. S, ’'nin toplam n! tane elemani vardir. Ornegin S5’in

Bl=1x2x3x4x5=120

tane eleman1 vardir. Iste bu elemanlar

o Ozdeslik fonksiyonu: Ids. Bu eslesme her sayiy1 kendisine gotiiriir.

o (12) eglesmesi: 1’1 2’ye, 2’yi 1’e gotiiriir; ama 3, 4 ve 5’i yerlerinden
oynatmaz. Buna benzer (1 3), (1 4), (15), (23), (24), (25), (34), (35) ve
(4 5) eslesmeleri de vardir. Goériildiigii gibi bu tiirden toplam 10 tane vardir.
Ug say1 sabitlediklerinden bu tiir eslesmelerle ilgilenmiyoruz.

e (12 3) eslesmesi: 1'i 2’ye, 2’yi 3’e, 3’1l 1’e gotiiriir ve 4 ve 5’1 sabitler.
Buna benzer, (1 2 4), (1 25), (132), (134),(135),(142), (14 3),
(145),(152), (153), (154), (234),(235),(243),(245), (25 3),
(254), (345) ve (35 4) olmak iizere toplam 20 tane eslesme vardir. Tki say1
sabitlediklerinden bu tiir eslesmelerle ilgilenmiyoruz.

e (1234) eslesmesinin ne yaptig1 artik belli olmug olmali. Bu eglesme 5’1

sabitler. Bu tiirden toplam

5
': =
<4>><3. 5x6=30
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tane eglesme vardir. Bir say1 sabitlediklerinden bu eglesmelerle de ilgilenmiyo-
ruz.

e (12345) tiuriinden 4! = 24 tane vardir. Bunlar hig say1 sabitlemedik-
lerinden bu eglesmeler bizim istedigimiz tiirden; bunlarla ilgileniyoruz.

o Gelelim (1 2)(3 4 5) tiiriinden eslesmelere... Bunlardan,

(g) X 2 =20

tane eglesme vardir. Bunlar da hi¢ say1 sabitlemezler, yani bu eslesmeler bizim
aradiklarimizdan.
e Son olarak, (12)(34) tiiriinden

2
tane esglesme vardir. Bunlar bir say1 sabitlediklerinden, bunlarla da ilgilenmi-
yoruz.
Toplam,

14+104+20+30+24+20+ 15 =120 = 5!

tane eglesme bulduk; olmas1 gerektigi kadar. Ama bu 120 eslegmenin sadece
24 + 20 = 44 tanesi (sadece (123 4 5) ve (1 2)(3 4 5) tiirlinden olanlar) hig
kimsenin kendi egiyle dans etmedigi bir eglesme veriyor.

Simdi n = 6 ise bu tiirden kag eglesme oldugunu hesaplayalim:

e (12)(34)(56) tirtinden

BOE _1xox1_,

tane eglesme vardir. (Neden 3e boldugiimiizii anladiniz mi? Yoksa 6rnegin
(12)(34)(56) eslesmesini 3! kez saymig olurduk.)
e (123)(456) tiiriinden

(g)x2x(§)x2_20x2x1x2_

4
2! 2 0

tane eslesme vardir.
e (12)(3456) tiriinden

<g) x3l=15x6=90
tane eslesme vardir.

e (123456) tiiriinden 5! = 120 tane vardur.
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Digerlerinin hepsi en az bir say1 sabitlediginden bagka da yoktur. Boylece
ciftlerin birbirleriyle dans etmedigi toplam 15 + 40 + 90 + 120 = 265 tane
eslesme buluruz.

Bulduklarimizi yazalim:

n =1 i¢in 0 eglesme

n = 2 igin 1 eglesme

n = 3 igin 2 eglesme

n =4 i¢in 9 eglesme

n =5 i¢in 44 eslesme

n = 6 icin 265 eglesme.
0,1,2,9, 44, 265, ... Tuhaf bir dizi. Formiilii bulana agkolsun! Formiilii degil
ama bir sonraki sayiy1 bulacagiz!

Matematik. Matematige baslayalim. Her ¢ = 1,..., n sayis1 igin,
Ai={ae S, ali)=1i}

olsun; yani A;, ¢’yi sabitleyen eglesmeler kiimesi. Demek ki,

n

kiimesinin, yani

AiU...UA,

kiimesinin eleman sayisini bulmamiz yeterli olacak.

Her bir i igin A; kiimesinin eleman sayisin1 bulmak oldukga kolay: A;'nin
elemanlarinin ¢’yi ¢’ye gotiirdiiklerini bildigimizden, bu elemanlari n — 1 ele-
manh {1,2,...,n}\{i} kiimesinin eglesmeleri olarak gorebiliriz. Bunlardan da
(n — 1)! tane oldugundan,

Al = (n - 1)1

olur.
Aynen yukarida oldugu gibi, eger i # j ise,

|Az ﬂA]" = (n — 2)'
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dir, ¢linkii A; N A; kiimesinin elemanlar: ¢ ve j sayilarin sabitleyen eslesmeler
oldugundan, bu eglesmeleri n — 2 elemanl

{1,2,...,n}\ {i,7}

kiimesinin eglesmeleri olarak gorebiliriz ve bunlardan da (n — 2)! tane vardir.
Genel olarak, eger iy, ..., € {1,2,...,n} birbirinden degisik k sayiysa,

|Ai1 ﬂ...ﬁAik| = (’I’L—k)'
olur.
Demek ki A;, N...N A;, kesisimlerinin eleman sayilarim biliyoruz ve

AiU...UA,

bilegiminin eleman sayisin1 bulmak istiyoruz. Ama bunu Teorem 7.1’de gor-
miigtiik. Teorem 7.1’e gore

i = Z (_1)k+1 Ay N NA, | = Z (—1)k+1(n—k)!

U15eelk 115000k

i=1
buluruz. Hesaba devam edelim. Kag farkli bicimde birbirinden farkl
1yl € {1,2,...,n}

sayis1 secebiliriz? Elbette (Z) tane. Boylece formiiliimiiz,

[ATU. UA, =) (—1)F! <Z> (n — k)!

k=1

seklini alir. Ama,

Dolayisiyla,

n

_ s
A1 U...UA,| _;(—1) 0

Simdi aradigimiz yanit1 (yani birbiriyle eglesmeyen eglestirme sayisini) bulmak
icin bu sayiy1 n! sayisindan ¢ikarmaliyiz.

Iste aradigimiz formil:
n

Z(—l)’“%-

k=0
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Formiilimiizii » = 5 igin siayalim. Yukarida 44 tane eslesme bulmustuk.
Bakalim formiil kag verecek? Eger sansh bir giiniimiizdeysek ayni sonucu bul-
mamiz gerekiyor:

5
Z k5‘ 50 5 51 5! 51 Bl

o 6*F+§*§+I*ﬁ
=5l-bl+5x4x3—-5x44+5-1
=120 —-120+60 — 204+ 5 — 1 = 44.

k=0

Rastgele Eslestirme. Ciftleri rastgele esleyip hicbir esin birbiriyle dans et-
meme olasiligini hesaplayalim. n tane ¢ifti n! bigimde eglegtirebiliriz. Bu n!

eslegtirmenin
e !
;0(—1) o

tanesinde ciftler birbirleriyle dans etmiyorlar. Demek ki olasilik,

!
oD zn: (=D)*
n! k!
k=0
olur.
Bu olasilik 6yle rastgele bir say1 degildir. Eger n’yi sonsuza gotiiriirsek,
daha ileri seviyede matematikle bu olasiligin Fuler ya da Napier sabiti adi
verilen e sayisinin tersine “yakinsadigi” kanitlanabilir:

(=11
Z(k!) T e

n=0

Demek ki eger n biiyiik bir sayiysa, rastgele bir eslestirmenin eglerden higbirini
digeriyle eslestirmeme olasiligi asag1 yukar: 1/e’dir. Dolayisiyla, biiylik n’ler
i¢in, egleri birbirleriyle eslestirmeyen eslesme sayis1 agag1 yukar1 n!/e’dir. Or-
negin, hesap makinasiyla kolayca hesaplanacagi iizere,

4!/e ~ 8,829107 =~ 9,
5l/e ~ 44,14553 ~ 44,
6!/e ~ 264,8732 ~ 265

olur. Gértldugii gibi n = 4, 5 ve 6 igin n!/e sayilar1 bizim buldugumuz 9,44
ve 265 sayilarina ¢ok yakinlar.

Eger n = 7 ise, 7!/e ~ 1864,112. Dolaysiyla n = 7 igin 1864 tane eslerin
birbirleriyle eglesmedigi eslesme oldugunu umut edebiliriz.



273

Euler Sabiti Uzerine. e sayis1 Euler ya da Napier sabiti olarak bilinir.
Aynen 7 gibi doganin stirekli giindemde olan bir sabitidir. Yaklagik degeri

e~ 2,718281828459045235

dir. Bu say1 matematikte bircok farkli yerde kargsimiza ¢ikar. Bu da dogalligi-
nin bir kamitidir. Cok bilinen gu egitlik bile bagh bagina kaydadegerdir: Her z
gergel (ya da karmagik) sayisi igin,

X CC2 $3 $4

—1—1—1'4—*4—?—#*—%
Bu sayiya Euler sabiti denmesinin nedeni Isvicreli {inlii matematikci Le-
onard Euler’dir. Her ne kadar say1 Euler’den 6nce biliniyorsa da, sayimin te-
mel ozelliklerini iceren ¢ok kapsamli bir makaleyi ilk yazan Euler’dir. Euler bu
makalesinde metindeki

serisinin e~!’e yakmsadigim gostermistir. Ayrica gene ayni makalesinde De
Moivre’nin iinlii
(cosx + isinzx)" = cosnz + isinnz

formiiliinden faydalanarak
iz ..
e” =cosxr +1isinx

esitligini gostermistir. Ayrica bu formiilde x = 7 alarak, matematigin gelmis
gec¢mis en giizel formiillerinden biri olarak nitelendirilen ve analizi (e), geomet-
riyi (), cebiri (i) ve aritmetigi (—1) bulugturan, gizemli

e =-—1

formiiliine dikkatimizi ¢ekmistir.






24. Fonksiyonlar: Sayma

Hayri Ardal

Soru 1. n elemanly bir kiimeden m elemanly bir kiimeye giden kag farkl fonk-
siyon vardir?

Yanit: m™ tane vardir, ¢iinkii n elemanl kiimenin her elemaninin gidebilecegi
tam m degisik yer vardir. n elemanli kiimenin her elemani i¢in m elemanl
kiimenin herhangi bir elemanini segebiliriz.

Soru 2. n elemanl bir kiimeden m elemanly bir kiimeye giden kag¢ esleme
vardir?

Yanit: Eglemelerin sayisin1 bulmak da oldukca kolay. Eger n # m ise bu say1
sifirdir, Oyle bir esleme olamaz. Eger n = m ise bu say1 n!’dir. Clinkii birinci
elemanin gidecek n yeri vardir. Birinci elemanin gidecegi yer belirlendiginde
ikinci elemana n — 1 yer kalir. Bu yer de belirlendiginde, ti¢iincii elemana n — 2
yer kalir... Son elemana ise tek bir yer kalir.

Soru 3. n elemanily bir kiimeden m elemanle bir kiimeye giden kag farkl birebir
fonksiyon vardwr?
Yanit: Eger n > m ise bu sayi sifirdir. Eger n = m ise, her birebir fonksiyonun
bir esleme olmasi gerektiginden bu say1 n!’dir. Ya n < m ise?

Bu sayiya f(n,m) diyelim. Demek ki, f(n,n) = n! ve eger n > m ise
f(n,m)=0.

f(n,m) sayilarim1 bulmak pek o kadar zor degildir, bulalim.

n elemanl kiimemizi

A=A{a,...,an}

olarak, m elemanl kiimemizi de
B={by,...,bm}

olarak gosterelim. A kiimesinin birinci elemani olan a1’in B’de gidebilecegi
m yer vardir. Bu yer belirlendiginde A'nin geri kalan n — 1 elemanina B’nin
daha secilmemis m—1 elemam arasindan degisik yerler begenmemiz gerekecek.
Demek ki,

fn,m)=mf(n—1,m—1)
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esitligi gecerlidir. Bu egitligi bir adim daha gotiirelim, yani n ve m yerine n— 1
ve m — 1 sayilarina uygulayalim:

fln,m) =m(m —1)f(n—2,m - 2)
buluruz. Devamla,
fn,m)=m(m—1)...(m =) f(n—(i+1),m—(i+1))
buluruz. Simdi i = n — 2 olsun,

fnym)=m(m —1)---(m = (n—=2))f(n—(n=1),m = (n—-1)),
=m(m—-1)---(m—n+2)f(l,m—n+1)

buluruz. f(1,m —n+ 1) sayisi, 1 elemanlk bir kiimeden m — n + 1 elemanh
kiimeye giden birebir fonksiyonlarin sayisi, ki bu da m — n + 1 dir. Demek ki

frym)=m(m—1)---(m—n+2)(m—n+1),

yani

olur.
Yanitimizi bulduk. Eger n = m ise, yukarida buldugumuz n! yanitini bul-
dugumuza dikkatinizi ¢ekeriz. Bu da yanitimizin bir tiir saglamasidir.

Soru 4. n elemanly bir kimeden m elemanly bir kiimeye giden kag¢ tane orten
fonksiyon vardwr?
Yanit: Bu soru 6nceki sorulardan daha zordur (ve bu yiizden en sona birakil-
migtir.)

Eger n < m ise yanit sifirdir elbet.

Eger n = m ise, her 6rten fonksiyon birebir olmak zorunda oldugundan,
yanit n!’dir.

Genel yamit1 bulacagiz.

A ve B, sirasiyla n ve m elemanl iki kiime olsun.

F, A’”dan B’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun. Birinci soruda agiklandig:
tizere, |F'| = m™.

Her i € B igin, F;, A’dan B\ {i} kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun.
Bir bagka deyisle,

F,={f€F: herxe Aigin f(x) #i}
olsun. Gene birinci sorudan dolayi,
|Fi] = (m —1)"

olur.
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Eger ¢ # j, B’nin iki elemaniysa
F,NFj={fe€F: herxe Aicin f(x)#ive f(x)# j}
={A’dan B\ {i,j} kiimesine giden fonksiyonlar}
dir; dolayisiyla
[Fi 0 Ej| = (m —2)"

olur.
Yukaridaki akil ylriitmeyi genellegtirerek, eger i1,io,...,i; elemanlar1 B
kiimesinin birbirinden farkli k£ elemaniysa,

|Fi, N F, N N EF | = (m— k)"
esitligini gosterebiliriz. Nitekim F;, N F;, N...N F;, kiimesi aynen,
{A’dan B\ {iy,12,...,i} kiimesine giden fonksiyonlar}
kiimesine esittir.

Orten olmayan her fonksiyon, F; kiimelerinden en az birinin elemanidir.
Demek ki orten olmayan fonksiyonlar kiimesi

UFA
1€EB
kiimesidir ve Orten olan fonksiyonlar kiimesi
i€EB
kiimesidir. Eger | J;c 5 F; kiimesinin eleman sayisini bulursak sorumuzu yanit-
layabiliriz.
Simdi (J;c g F; kilmesinin eleman sayisin1 bulalim. Bunun i¢in Teorem 7.1'i
kullanacagiz. Teorem 7.1’e gore,

N E|=D_IEI =Y [FunEl+ Y |FNF,NE

i€eB i€eB iaFi2 [{i1,i2,i3}|=3
NF

i€l

(D (B S

0t () o=

m

— g (=)t

w

|
H
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olur. Bulduk! Orten fonksiyon sayisi

F\N|JF|=F-||JFE|=m"- f:(—n’f—l <”]§) (m — k)"
i€B i€B k=1
=S () on -y
k=0

imis.

Teorem 24.1. n elemanly bir kumeden m elemanly bir kimeye giden orten

fonksiyon sayist
k(T n
>t (1) - w

k=0
olur. O

Sonuglar. Yukaridaki yanittan ilging esitlikler c¢ikar:
a. Eger n < m ise, orten fonksiyon olmadigindan,

S (1) <7]’Z> (m — k)" = 0.

k=0

b. Eger n = m ise n! tane orten fonksiyon oldugundan,

S () <Z> (n— k)" = nl

k=0
c. Eger n = m + 1 ise bu yanit bize hangi esitligi verir?

m + 1 elemani olan bir A kiimesinden m eleman olan bir B kiimesine
giden kag orten fonksiyon oldugunu bir bagka yontemle hesaplayalim. Orten bir
fonksiyon altinda, A’nin iki eleman B’nin ayni elemanina gitmek zorundadir
ve A’nin geri kalan m — 1 elemani B’nin geri kalan m — 1 elemanina bir egleme
bi¢iminde gider. Demek ki A’dan B’ye giden orten fonksiyon sayisi,

<m2+1)(?>(m1)!: mx(;rH—l)!

olur. (A’dan iki eleman, B’den bir eleman segtik ve geri kalan m — 1 eleman
arasmda bir egleme bulduk). Dolayisiyla,

k=0

esitligi gecerlidir.
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Rastgele Bir Fonksiyonun Eglesme Olma Olasilig:

Birinci soruya gore, n elemanli bir kiimenin rastgele bir fonksiyonunun
bir eslesme olma olasiligi n!/n™ dir. Eger n = 1 ise bu olasilik 1, yani
yiizde yiizdiir. Eger n = 2 ise olasilik yiizde elliye diiser. n = 3 ise 2/9a...
Tahmin edildigi gibi n biiylidiikge eslesme bulma olasiligr azalir. Nitekim,
eger n ¢ok ¢ok biiytikse,

n!  (n+1)! n!

s St T et 1)m

olur. (Buradaki e, “logaritmik sabit” adi verilen ve yaklagik 2,718 olan
sabit bir sayidir.) Biraz basit analizle, bu olgudan, n sonsuza gittiginde
olasiligin sifira yakinsadigi gortliir.







25. Kupleri Sayma

U¢ boyutlu kiipii herkes bilir. Iste resmi:

z
001 11

101 111

000 010

x 100 110

Resimdeki kiip birim kenarhdir ve xyz-uzayina yerlestirilmistir. Koselerin ko-
ordinatlarini -6rnegin- (1,0, 1) olarak yazmak yerine 101 olarak yazdik, boylesi
daha kolay olacak. U¢ boyutlu kiipiin 8 kosesi, 12 kenar1 ve 6 yiizii vardur.
Koseleri

000, 001, 010, 010, 011, 100, 101, 110, 111

olarak kodladik. Ornegin 011 ile 111 koseleri “komsu”, yani aralarinda bir
kenar var. Ama 100 ile 001 koseleri komsu degil, aralarindaki “mesafe” 2,
¢liinkii kenarlardan giderek birinden digerine ulagmak igin 6nce 101 ya da 000
kosgelerinden gegmek gerekiyor. 000 ile 111 koseleri arasindaki mesafe 3. Birin-
den digerine giden 6 farkli en kisa yol vardir ve herbirinin uzunlugu 3’tiir; bu
yollardan biri

000 — 100 — 110 — 111

yoludur, bir bagkasi
000 — 010 — 011 — 111

yoludur. En kisa yolu bulmak icin 000 koordinatlarini teker teker 111 koor-
dinatlarma degistirmemiz gerekir ve bunu da 6 farkli bicimde yapabiliriz: 11k
degisiklik i¢in 3 secim vardir, ya birinci ya ikinci ya da ii¢lincii koordinat1 1’e
doniigtiirmeliyiz; sonraki degisiklik i¢in 2 koordinat secimi kalir; son degisiklik
igin tek bir secim kalmigtir; béylece 000 kosesinden 111 kogesine giden toplam
3 x 2 x 1 =6 tane farkl en kisa yol bulunur.
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Yiizeylerden biri x = 0 diizleminde bulunuyor ve birinci koordinat1 0 olan

000, 001, 010, 011

koselerinden oluguyor. Diger yiizeyler

diizlemlerinde. Her birinin dérder kosesi var. Mesela z = 1 diizleminde bulunan
yiizeyin koseleri sunlardir:

001, 011, 101, 111.

(Hepsinin son koordinat: 1.)
Iki boyutlu kiipii de herkes bilir ama kiip yerine daha ¢ok kare denir. Iste
iki boyutlu kiip:

01 11

00 10

Bu sefer  ve y eksenlerini cizmedik. Tki boyutlu kiipiin 4 kosesi, 4 kenar1 ve 1
yiizii vardir. Kogeler
00, 01, 10, 11

olarak kodlanmiglardir. Kenarlar ise x =0, z = 1, y = 0 ve y = 1 dogrularinin
iistiinde bulunurlar.
Bir boyutlu kiip ise [0, 1] araligidir.

Jo— el

Bir boyutlu kiipiin 2 kosesi ve 1 kenar1 vardir. Yiizey sayis1 ise (’dir.
Sifir boyutlu kiip sadece bir noktadan olugur, yani tek bir kogesi vardir.

()
L]

n = 1,2,3 i¢in, n boyutlu kiipiin koseleri n uzunlugunda 01-dizisiyle kod-
landigina gore, 0 boyutlu kiipiin kogelerinin 0 uzunlugunda bir 01-dizisiyle,
yani bogdiziyle kodlanmas1 gerekir. Bogdizi, sekilde gosterildigi tizere ( ) sim-
gesiyle gosterilir.

Simdi yukarida irdeledigimiz 3, 2, 1 ve 0 boyutlu kiipleri bir de goyle ir-
deleyelim. Kosgeleri 00, 01, 10, 11 olarak numaralandirilmig iki boyutlu iki kiip
alalim.
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01 11

01 11

00 10

00 10

Ve ayni kodla kodlanmis kogeleri bir dogru parcasiyla birlestirelim:

01 1

01 11

00 10

00 10

Boylece ii¢ boyutlu bir kiip elde ettik. Ama elde ettigimiz bu 3 boyutlu kiipte
her koddan iki kose var; bu dogru degil, bu sorunu gidermek i¢in iki boyutlu
kiiplerden birinin kogelerinin kodlarinin bagina 0 ekleyelim, digerine 1 ekleye-
lim. Boylece yazinin en bagindaki standart kiipii elde ederiz.

001 011

101 111

000 010

100 110

Iki boyutlu kiip de yukaridaki yontemle iki tane bir boyutlu kiipten elde
edilebilir:

1 1 1 1 01 11
0 0 0 0 00 10
iki tane bir boyutlu kiip Ayni kodlu koseler Birincisinin basina 0
birlegsin. 1k1nc151_nm bagina 1
ekleyelim.

Benzer sekilde bir boyutlu kiip, iki tane sifir boyutlu kiipten elde edilir.
Bundan boyle n boyutlu kiip yerine n-ktp diyelim.
Iki tane O-kiipten bir 1-kiip elde ettik.
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Iki tane 1-kiipten bir 2-kiip elde ettik.
Iki tane 2-kiipten bir 3-kiip elde ettik.

Simdi ayni yontemle iki tane 3-kiipten bir “4-kiip” elde edelim. Bunun igin
iki tane 3-kiip alalim:

001 011

101 111

000 010

100 110
001 11

101 111

000 010

100 110

Ayni kodu tagiyan koseleri birlegtirelim:

001 11
1011 111 "l'
0}‘3‘.0 01"'1,10
1003 :‘-.‘ E‘-‘. ""-.,_ -.l_ﬁ"‘-,.o .
LL 1001 :"'-. "-.1 "':: L1011
‘1012‘-.,._‘ :1112":_‘:
EOOO E 2010
‘100 ‘110

3-kiiplerden birinin kodlarinin bagina 0 digerinin kodlarinin bagina 1 getirelim:
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0001 011
0101 0111
0000 0010
0100
01410
1001 1011

110 111
1000
1010

1100 1110

Boylece bir 4-kiip c¢izdik. Dikkat ederseniz iki kogenin komsgu (yani birbirine
baglanmig) olmasi icin yeter ve gerek kosul, koselerin kodlarimin sadece bir
teriminin farkli olmasi. Ornegin 0100 ile 1100 komsu koselerdir, ciinkii sadece
ilk terimleri farklidir. Ayni sekilde 1101 ile 1001 komsudur, ¢iinkii sadece ikinci
terimleri farklidir. Ama 1001 ile 0110 komsu olmadiklar1 gibi birbirine oldukga
uzaktir, nitekim bu noktalardan birinden digerine kiip iistiinde kalarak gitmek
icin en az dort kenarin iistiinden gecmek gerekir.

1001 — 0001 — 0101 — 0111 — 0110,

bu iki koge arasinda bir yoldur. Bu yol 4 uzunlugundadir ¢iinkii 4 kenardan
gegiliyor. 1001 ile 0110 noktalar: arasinda 4! = 24 tane en kisa yol vardir. Ama
1100 ile 1010 arasinda sadece 2! = 2 tane en kisa yol vardir.
4-kiipte toplam 8 x 2 = 16 tane kose (yani 0-kiip) vardir, yani 2* tane.
4-kiipte bulunan kenar (yani 1-kiip) sayisim1 hesaplayalim. Bu sayiy: farkh
bicimlerde hesaplayabiliriz:

Birinci Hesap: 4-kiipii inga etmek icin ilk olarak ele aldigimiz iki 3-kiipiin
her birinde 12 tane kenar (yani 1-kiip) vardir. Boylece 2 x 12 = 24 tane kenar
elde ettik. Ama bir de bu iki kiiptin ayn1 kodlu koselerini birlegtirdigimizde
ekledigimiz kenarlar var: Orijinal 3-kiiplerden birinin her kogesini digerinin
bir kosesiyle birlegtirdik ve boylece yeni kenarlar elde ettik. 3-kiipte 8 tane
koge oldugundan, bu da bize 8 yeni kenar daha verir. Toplam kenar sayisi
24 + 8 = 32 etti. Dikkat ederseniz bu sayiy1 goyle elde ettik:

2 x (3-kiipteki 1-kiip sayisi) + (3-kiipteki O-kiip sayisi).

Tleride buna benzer formiiller elde edecegiz.
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ikinci hesap: 4-kiipiin 2 tane kosesi var. Her koseden tam 4 tane kenar
cikar. Boylece 2% x 4 tane kenar elde ederiz. Ama bu yontemle her kenar iki
kez sayilir; dolayisiyla 2 x 4 say1simi 2’ye bolmeliyiz. Boylece 24 x 2 = 32 tane
kenar oldugu goriiliir.

Ugiincii hesap: 0101 ve 0111 koseleri bir kenar olustururlar. Bu kenar,
x =0,y =1vet =1 denklemlerini saglayan noktalardan olusur. Bu tiir denk-
lem sayisini hesaplarsak kenar sayisini da bulmus oluruz. Toplam 4 koordinat
var: ¢, y, z, t. Bu 4 koordinatin 3’iinii se¢ip, bu koordinatlar1 0 ya da 1 olarak
belirleyecegiz. Bu tiir secimlerden (g) = 4 tane yapabiliriz. Ardindan segilen
3 koordinatin her birinin 0’a mi1 yoksa 1’e mi esit oldugunu belirlemek gereki-
yor. Her koordinat i¢in 2 se¢im var, her koordinat ya 0’a ya da 1’e egit olacak.
Demek ki secilmis her 3 koordinat icin toplam 22 tane secim var. Dolayisiyla
kenar sayisi (g) x 23 = 32 olur.

Simdi de 4-kiipte bulunan yiizey (yani 2-kiip) sayisini hesaplayalim. Bunu
da farkli bicimlerde hesaplayabiliriz:

Birinci Hesap: 4-kiipii inga etmek icin ilk olarak ele aldigimiz iki 3-kiipiin
her birinde 6 tane yiizey (yani 2-kiip) vardir. Boylece 2 x 6 = 12 tane yiizey
elde ettik. Ama bir de bu iki kiipiin ayn1 kodlu kenarlarimi (yani 1-kiiplerini)
birlestirirken ekledigimiz yiizeyler var: 3-kiiplerden birinin her kenarinin iki
kogesini diger 3-kiipiin ayni1 kodlu koseleriyle birlestirdik. Boylece bir 3-kiipiin
kenar sayis1 kadar ylizey daha elde ettik, yani 12 tane daha yiizey elde ettik.
Toplam yiizey sayis1 12 4+ 12 = 24 etti. Dikkat ederseniz bu sayiy1 soyle elde
ettik:

2 x (3-kiipteki 2-kiip sayis1) + (3-kiipteki 1-kiip sayist).

Buna benzer formiiller elde edecegimizi soylemistik.

Ikinci hesap: 4-kiipiin 32 tane kenar1 var. Her kenar tam 3 tane yiizeyin
iistiinde. Boylece 32 x 3 tane ylizey elde ederiz. Ama bu yontemle her yiizey
dort kez sayilir ¢linkii her ylizeyin iistiinde 4 kenar vardir; dolayisiyla 32 x 3
sayisini 4’e bolmeliyiz. Boylece 24 tane yilizey oldugu goriiliir.

ﬂ'giincii hesap: 0101 — 0111 — 1111 — 1101 koseleri bir yiizey olugturur.
Bu kenar, y = 1 ve t = 1 denklemlerini saglayan noktalardan olusur. Bu
tiir denklem sayisin1 hesaplarsak yiizey sayisini da bulmus oluruz. Toplam 4
koordinat var, bunlardan 2’sini sececegiz. Bu tiir secimlerden (3) = 6 tane var.
Ardindan secilen 2 koordinatin her birinin 0’a m1 yoksa 1’e mi egit oldugunu
belirleyecegiz. Demek ki secilmis 2 koordinat icin toplam 22 tane secim var.

Dolayisiyla ylizey sayisi (3) x 22 = 24 olur.

Simdi bir de 4-kiipiin icindeki 3-kiip sayisim hesaplayalim. Ilk olarak ele
aldigimiz (daha sonra eglegen kogelerini birlestirdigimiz) iki 3-kiip var. Ama bu-
nun diginda koseleri eglestirirken ortaya gikan 3-kiipler var. Ortaya cikan 3-kiip-
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ler, orijinal 3-kiiplerdeki yiizeyler (yani 2-kiipler) birlegtirilerek elde edilirler.
Orijinal 3-kiipte de 6 tane yiizey (2-kiip) var. Demek ki 4-kiipteki 3-kiip sayisi
2 4 6 = 8'dir. Dikkat ederseniz bu sayiy1 soyle elde ettik:

2 x (3-kiipteki 3-kiip sayis1) + (3-kiipteki 2-kiip sayis1).

Benzer formiil yine kargimiza qikti.
Gelelim 5-kiipe. Once 5 boyutlu kiipii ¢izelim (!)

4-kiip

4-kiip

S-kip

Kose sayist belli: 2° = 32, ne de olsa koseler 01101 gibi 5 uzunlugundaki 01-
dizilerinden oluguyor. Koge sayisini g0yle de hesaplayabiliriz: 5-kiipiin kogeleri
iki 4-kiipiin koselerinden olusuyor, yani 2 x 24 = 25. Bu kolaydu.

Simdi kenar (yani 1-kiip) sayisin1 hesaplayalim. Bir 4-kiipte 32 tane kenar
oldugunu gordiik. Demek ki orijinal 4-kiiplerde 2 x 32 = 64 tane kenar var.
Ama bir de arada ekledigimiz kenarlar var. Bunlardan da bir 4-kiiptin koge
sayisi kadar, yani 16 tane var. Boylece kenar sayis1 64 + 16 = 80 etti.

Genel yontem anlagilmig olmali. Ornegin 5-kiipteki 3-kiip sayisim bulmak
icin

2 x (4-kiipteki 3-kiip sayis1) + (4-kiipteki 2-kiip sayis1)
sayis1 hesaplanir. Asagida bulduklarimizin ve bulabileceklerimizin bir listesini
yaptik.

altkiipler
O0-kiip 1-kiip 2-kiip 3-kiip 4-kiip 5-kiip
0-kiip 1 0 0 0 0 0
1-kiip 2 1 0 0 0 0
2-kiip 4 4 1 0 0 0
3-kiip 8 12 6 1 0 0
4-kiip 16 32 24 8 1 0
5-kiip 32 80 80 40 10 1



288 25. Kupleri Sayma

Neredeyse Pascal iiggenindeki gibi, sadece birinci siitun 2" sayilarindan olu-
suyor (bu say1 n-kiipiin kose sayisidir) ve diger hiicreler o hiicrenin tistiindeki
ve sol ustiindeki sayilardan elde ediliyor. Bir basgka deyisle n-kiipteki k-kiip
sayisini ay, (k) olarak gosterirsek,

an(k) = an_l(k: — 1) + 2an_1(k)

esitligi gegerlidir. k ya da n negatifken a, (k) = 0 tanimini yaparsak, buna bir
de ag(0) = 1 kogulunu eklersek, tiim a, (k) sayilarimi belirleyebiliriz.

Alstirma 25.1. a, (k) igin kapali bir formiil bulun.

n boyutlu bir kiipiin koselerini n uzunlugunda bir 01-dizisiyle kodladik
ve iki kogenin, ancak kodlarimin tek bir terimi farkliysa komsu olduklarini
(yani aralarinda bir kenar oldugunu) gordiik. Kiipiin bir yiizii ise sadece iki
koordinati farkli koselerden olusuyor. Kiipiin igindeki 3-kiipler de sadece iig
koordinat: farkli olan 8 kogeden olusuyor. Simdi n’yi sonsuz yapalim ve ayni
komsuluk iligkisini koruyalim. Béylece sonsuz boyutlu bir kiip elde ederiz’.

1Sadece sonlu sayida koordinati 1 olan, digerleri hep 0 olan kdseler de sonsuz boyutlu bir
kiip olugturur. Ama sonsuz boyutlu bu iki kiip birbirinden farklidir, birincisinin kége “sayis1”
ikincisinden fazladir. Birincisinin, gergel say1 kadar kosesi vardir, ikincisinin ise dogal say1
kadar.



26. Cozumlu Birkac Problem

Andrei Ratiu ile birlikte hazirlanmigtir.
Cahit Arf Matematik Giinleri 2004

Problem 1. Dizlemdeki 7 X Z 1zgarasinda (asagidaki sekil) (0, 0) noktasindan
herhangi bir (k, n) noktasina hep kuzeye ve doguya gitmek kosuluyla ve 1zga-
rayr takip ederek kag degisik bicimde gidilir?

(k, n)

(0,0)

Coziim: Doguya dogru k adim, kuzeye dogru n adim atmaliyiz. Demek ki
toplam k& + n adim atmaliyiz. Bu k& + n adimin tam £ tanesi doguya olmali,
geri kalanlar zorunlu olarak kuzeye olurlar. Demek ki k& 4+ n adimdan doguya
atilacak k adimi se¢gmeliyiz. Yanit

n+k
k
olur. O

Problem 2. n ve k birer dogal say: olsun.
A(n, k) ={(ao, ..., ap_1) ENFrag+--- +ap_1 =n}

kiimesinin eleman sayising bulun.

Coézim 1: (ag, ..., ap—1) € A(n, k) olsun. Kendimizi yukaridaki 1zgaranin
tistiinde oldugu gibi (0, 0)’dan (k — 1, n) noktasina giderken diistinelim ve her
a; sayisini, doguya dogru i-inci hamle yapildiktan hemen sonra kuzeye dogru
attigimiz adim sayisi1 olarak yorumlayalim.
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(0,0)
(2,0,0,1,0,0,3,1,0) € A7, 9)

Bunun geri doniigti de vardir: Birinci problemdeki her kuzeydogu yolu bize
bu sayede (yukaridaki sekle bakin) A(n, k) kiimesinden bir elemana tekabiil

eder. Sonug olarak, yanit
n+k—1
kE—1

olur. O

Coziim 2: n sayisini n tane 1 (ya da ¢ubuk) olarak gorelim. Bu n tane 1’i
aralarina k — 1 tane ayrag koyarak ayiracagiz. Ardigik ayraclarin arasindaki
1 sayws1 bize a; sayilarii verecek. (Ayraclar baga ya da sona gelebilir. Iki
ayrag ayni yere gelebilir.) Her ayirim bize A(n, k) kiimesinin ayr1 bir elemanini
verecek. n tane 1 ve k — 1 tane ayrag olamak tizere toplam

n+k-—1

tane nesnemiz var. Bu
n+k—1

nesne arasindan ayrag olacak k£ — 1 nesneyi (ya da 1 olacak n nesneyi) segme-
liyiz. Yanit
n+k—1
kE—1

olur. O

Problem 3. n elma, adlar Ag, ..., Ap_1 olan k kisi arasinda kac tiurli da-
Gutalur? (Dikkat: Kigiler arasinda ayrim yapwyoruz ama elmalar arasinda yap-
miyoruz. )
Coziim: A(n, k), Problem 2’deki gibi olsun.

(ag, ..., ax—1) € A(n, k)

olsun. Her a;’yi A;’ye verilecek elma sayisi olarak yorumlayabiliriz. Yamt gene

n+k—1
k—1

olur. O
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Problem 4. n > 1 ve k > 1 birer dogal say: olsun.

B(n, k)={(b1, ..., bp) eN":0<b; <---<b, < k—1}

kiimesinin eleman sayising bulun.
Coziim: B (n, k) kiimesinde yukaridaki A(n, k) kiimesindeki eleman kadar
eleman vardir. Nitekim,

(a()a SRR ak—l) € A(n7 k)

olsun. Bu elemanin yardimiyla B(n, k) kiimesinden bir

(b1, ..., bp)
eleman1 bulacagiz. (b1, ..., b,) elemaninin ilk ag tanesi 0 olsun, sonraki a;
tanesi 1 olsun, ..., en son ag_1 tanesi k — 1 olsun. Ornegin, n = 5, k = 4 ise,

A(5, 4) kiimesinin (0, 2, 1, 2) elemam B(5, 4) kiimesinin (1, 1, 2, 3, 3) ele-
manina tekabiil eder (0 tane 0, 2 tane 1, 1 tane 2, 2 tane 3).
Bunun geri doniisii de vardir: Eger

(bi, ..., by) € B(n, k)

ise, a; bu sonlu dizideki 7 sayis1 olsun. Ornegin eger n = 5 ve k = 4 ise, B(5, 4)
kiimesinin

(1,1, 2, 3, 3)

elemanina A(5, 4) kiimesinin (0, 2, 1, 2) eleman tekabiil eder (0 tane 0, 2 tane
1, 1 tane 2, 2 tane 3). O

Problem 5. Birbirinden ayrdedilemeyen n top ve bu toplar: boyayabilecegimiz
k farkly renkte boyamiz var. Bu n topu bu k farkl renge kag tirli boyayabiliriz?
Dikkat: Toplar ayirdedilmiyor ama renkler ayirdediliyor. Ornek: U¢ top ve
kirmiz1 ve mavi olmak tizere iki rengimiz varsa, (ii¢ii mavi), (ikisi mavi, biri
kirmizi), (biri mavi, ikisi kirmizi), (ligli kirmizi) olmak iizere dort tiirlii boya-
yabiliriz. Eger ti¢ top ve li¢ rengimiz varsa boyamay1 10 tiirlii yapabiliriz.

Co6ziim: Bu da aym say1! Her topu elma olarak diistinelim. Her renk de bir
kigiyi simgelesin. Toplar (yani elmalar) dagitilan kiginin rengine boyanir. Prob-
lem 3’le ayni yanit1 buluruz. O

Problem 6. n > 1 bir dogal saiy olsun. n’yi ka¢ farkl bicimde pozitif dogal
sayrlarin toplama olarak yazabiliriz?

Dikkat: Farkh siralamalar ayr1 ayri sayilacak, 6rnegin, n = 14 ise, 1+3+5+5
ve 5+ 3+ 5+ 1 toplamlar1 ayr1 ayri sayilacak.

Cozim: n piring tanesi alip yanyana siraya dizelim. Bu n piring tanesi arasin-
da n—1 tane aralik vardir. Bu n—1 araliga belli bir sayida ¢cubuk yerlestirecegiz.
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Iki gubuk arasinda olan piring tanesi sayisi toplami olugturan bir sayiy1 belir-
leyecek. Ornegin, n = 9 ise, agagidaki gubuklarin pozisyonu bize

9=3+2+4

toplamini verecek. Toplam n — 1 araligimiz var ve her araliga

coolooloooo
bir cubuk ya yerlestirecegiz ya da yerlestirmeyecegiz. Demek ki toplam 27!
segenegimiz var.
Cahit Arf Matematik Giinleri 2005’ten bir soru

Asaqrdaki sekilde, sadece dikey ve yatay olarak birer basamak hareket edebilen
birinin MATEMATIK soézcigunt kag tirld okuyabilecegini bulunuz.

~ = = 3 3 0 - 3
~ = = ® 3 0o ~ = B
w»—-e—»&B(‘DﬁNB
o = = ® B oo o~ B
~ = = ® 3 0o ~ s 3B
= =+ ® B o -~ B
N -
w»—-e—»ﬁE(‘Dﬁma
~ o ® 3 0o -~ & 3

Coziim: En sagdaki ve en listteki m harfinden baglayarak “matematik” sozcii-
glinti gekil iizerinde hig yatay hareket etmeden agag1 inerek yazabiliriz. Sagdaki
ikinci m harfinden baglayarak ise ya bir kere yatay hareket yaparak yada hig
yatay hareket yapmadan yazabiliriz. Ve yatay hareketi sekiz farkli harften
birinde segebiliriz. Dolayisiyla sagdan ikinci harften baglayarak

()
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farklh gekilde matematik yazabiliriz. Sagdan tliglinci m harfinden baglarsak,
sifir, bir ya da iki defa saga gitmemiz gerekecek. Demek ki sagdan tliclinci m

harfinden baslayarak,
1+ X + X
1 2

degisik bicimde matematik yazabiliriz. En soldaki m harfine geldigimizde ise,
8 8 8
T=1 1 1
() 0+ (0)+6)
+ee 4+ 11+ X + X +-F s
1 2 8

farkli sekilde matematik s6zciigiinii yazabilecegimizi goriirtiz. Dolayisiyla yu-
karidaki toplami hesaplarsak sonuca ulagmig olacagiz:

Hesaplarsak,
8 8 8
T=9.1 . . AU I
9-1+8 <1>+7 <2>+ + <8>

:9‘”8'(?)”‘(2)*'““‘(g)

I 7!
=P8 e R

k=1
8 7 7
8 _ o8
=2 +8kZ:1<k_1> =2 +8;<€)

=28 +8x 2" =27(248) = 1280

buluruz.






27. Bir Olimpiyat Sorusu ve
Dusundurdikleri

Problem [Endonezya TST 2009]: Eger n > 1 tek bir dogal saywysa, 8n+4
sayisinn,

() (5)

sayrsing boldigiint kanitlayin.

Sorulandan daha genel iki olgu kanitlayacagiz:

Teorem 27.1. m bir dogal sayr olsun.

i. Eger m > 1 ise m + 1 sayst (2;?) sayising boler.

ii. Eger m > 1 ise, m’nin 2’nin bir kuvveti olmasu i¢in (yani tek olan bir
sayya bolinmemesi igin) yeter ve gerek kosul, 4in (2::) saynsing bolmesidir.

Bu teorem gercekten de Endonezya matematik olimpiyatlar: segmelerinde
sorulan problemden daha genel. Nitekim

8n+4=4(2n+1)

oldugundan ve 4 ile 2n + 1 sayilar1 aralarinda asal oldugundan, problemi
¢6zmek i¢in hem 4’tin hem de 2n + 1'in (*) sayisim bolmesi gerekir. Teore-
min birinci kisminda m = 2n alirsak, 2n+ 1’in (*) sayisini boldiigiint goriiriiz.
n tek olmak iizere, m = 2n alirsak, m, 2’nin bir kuvveti olmaz ve teoremin
ikinci kismina gore (*) sayisi 4’e boliniir.

Dogrudan teoreme yiiklenmeyecegiz. Problemi ¢ozmeye caligip teoremin
nasil dogal olarak kendiliginden kanitlandigini goérecegiz. Yani okuru diigiince
siirecimizin pegine katacagiz.

Problemi ¢ozmeye baslayalim.

8n+4=42n+1)

oldugundan ve 4 ile 2n+ 1 birbirine asal oldugundan (biri tek say1, digeri 2'nin
bir kuvveti), problemi iki probleme ayirabiliriz:
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()

saysinan 4’e bolindigini kanitlayin.

()

sayrsinan 2n + 1’e béliundugind kanitlayin.

Problem 1. Eger n > 1 tekse,
Problem 2. Eger n > 1 tekse,

Biraz denemeyle, ikinci problemin sunuldugundan daha genel (dolayisiyla
daha kolay!) bir problem oldugu tahmin edilebilir; nitekim problemin n’nin
tekligiyle filan ilgisi yok. Hatta 4n ve 2n ile de ilgisi yok, yeter ki iistteki say1
alttakinin iki kat1 olsun. Iste o daha genel problem.

Problem 3. Eger n > 1 bir dogal sayrysa, (2:) sayrsiman n + 1’e bolindigii-
nu kanitlayin.

Demek ki Problem 1 ve 3’ ¢ozmek yeterli. Problem 3, Teorem 27.1.i’i de
kanitlayacaktir.

Problem 3’iin Birinci Co6ziimii: Problem 3, basit bir hesapla dogrulugu
gosterilebilen su egitlikten cikiyor:

n(?l: (?) - <n2+n1)‘

Sag taraftaki ifade bir tamsay1 oldugundan, sol taraftaki de bir tamsayidir! Bu
sayilara Catalan sayilar: dendigini gormiigtiik.

Problem 3’iin Ikinci Coziimii: Verdigimiz bu (cok kolay) kamttan tat-
min olunmamasi gerekir. Clinkii bu esitligin nereden geldigi, nereden ciktigi,
nasil akla geldigi hic belli degil. Geometrik bir nedeni olmayan ya da standart
bir yolla bulunmayan, sanki bir rastlantiymig gibi ortaya cikan ¢oziimlerden
pek hoglanmaz matematikgiler. Problem 3’1 bir bagka yolla ¢bzmeye galigalim.
Basit bir hesap yapalim:

<2n> @)t en) 1 (2n)! nt+1_ < 2 >n+1

n - n+1 n

I

nn! ~ (n—Dalnn  (n—1)!(n+1) n

n(2:> — (n+1) <n2f1>.

Demek ki, sag taraftaki n + 1 carpani, sol taraftaki n(i?) terimini béler. Ama

yani

n + 1 ile n aralarinda asaldir. Demek ki n + 1 sayis1 (27:”) say1isini boler. O
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Problem 3’iin Ugiincii Coziimii: Bu son kamit bir énceki kanittan da uzun
ama ¢ok daha anlagilir. Ama daha geometrik bir kanit ¢cok daha anlasilir olur.
Iste daha geometrik kanit:
2n
()

sayisi, 2n elemanl bir kiimenin n elemanl altkiime sayisidir. Bu geometrik
diiglinceyi kullanacagiz. 2n elemanl bir X kiimesi alalim. Herhangi bir k£ dogal
sayist i¢in, X’in k elemanh altkiimeleri kiimesine px(X) diyelim. Biz, sadece
on(X) ve pnt1(X) ile ilgilenecegiz. Simdi su kiimenin elemanlarim iki degisik
bicimde sayalim:

F = {(A,B) € pu(X) x pus1(X) : AC B},

Birinci Sayma. Her A € ¢, (X) igin, (A, B)'nin F’de oldugu kag tane B €
on+1(X) vardir? B’leri bulmak i¢in, A’ya X \ A’dan bir eleman eklemek ge-
rekir. Ama |X \ A| = n oldugundan, (A, B)’nin F’de oldugu tam n tane
B € pn41(X) vardir. Dolayisiyla,

FI= o0 xn=n(%).

ikinci Sayma. Her B € p,1(X) icin, (4, B)’nin F’de oldugu kag tane A €
on(X) vardir? A’lar1 bulmak i¢in, B’den bir eleman gikarmak gerekir. Ama
|B| = n+1 oldugundan, (A, B)'nin F’de oldugu tam n+ 1 tane A € @, 41(X)
vardir. Dolayisiyla,

Fl= 0 Dl (0] = 0 (7).

Sonug: Yukaridaki iki formiilden, gene

2n 2n
= 1
"(n) (t )<n+1>
formiuluni buluruz.

Bu kanit, daha da uzun ama (bir anlamda) geometrik oldugu igin daha
anlagilir.

Yukaridaki Yontemin Geometrik Yorumu: Yukaridaki fikri kullanarak
giizel bir sekil cizelim. Tleride bu tiir sekillere ¢izge dendigini gorecegiz.

©n(X)Upn+1(X) kilmesinin elemanlarini birer nokta olarak gorelim. Asga-
gidaki sekillerdeki gibi g, (X) kiimesinin elemanlarimi sola, @,+1(X) kiimesinin
elemanlarini saga altalta dizelim.

Eger A € p,(X) kiimesi B € @p41(X) kiimesinin altkiimesiyse, A ile B
noktalarimi bir dogru parcasiyla birlegtirelim, degilse birlegtirmeyelim. ()rneé;in
n = 2 ise, su sekli elde ederiz:
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1,2)
1,3) 1,2,3)
(1, 4} (1,2, 4)
2,3} (1,3,4)
2,4) 2,3, 4)
3, 4]
Eger n = 3 ise,
(1,2,3,4)
(1,2,3,5)
(1,2,3,6)
(1,2,4,5)
X < {15 25 45 6}
g}"@f}? (1,2,5,6)
4.!&&\* ,3,4,5)
AL 11,3, 4,61
(S
\ I 11, 3, 5, 6)
\é~ '\\, 5 Iy Iy
,Q’Q\’g'\ (1,4,5,6)
1\‘\ \*\' b b b
KLPIRLe (2,3, 4,5)
T (2,3, 4, 6]
2,3, 5,6}
(2,4,5,6)
3,4, 5, 6}

seklini elde ederiz.
Ayni yontemle su teorem kanitlanir:

Teorem 27.2. 2 < i < n, iki dogal sayr olsun. Egder 1 ile n + 1 aralarinda
asalsa, © sayst (121) saysing boler.

Kanit: n elemanl bir X kiimesi alalim. Su kiimenin elemanlarini iki degisik
bigimde sayalim:

F={(A,B) € pi-1(X) x pi(X) : AC B}.

Birinci Sayma. Her A € p;_1(X) icin, (A4, B)'nin F’de oldugu ka¢ tane
B € p;(X) vardir? B’leri bulmak igin, A’ya X \ A’dan bir eleman eklemek
gerekir. Ama |X \ A] = n — i+ 1 oldugundan, (A4, B)’nin F’de oldugu tam
n—i+ 1 tane B € @,41(X) vardir. Dolayisiyla,

IF| = |pi1(X)| x (n—i+1) = (if1>(n—i+1).
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Ikinci Sayma. Her B € ;(X) icin, (A, B)’nin F’de oldugu kac tane A €
©i—1(X) vardir? A’lar1 bulmak icin, B’den bir eleman ¢ikarmak gerekir. Ama
|B| = i oldugundan, (A, B)’nin F’de oldugu tam i tane A € @; 1(X) vardir.
Dolayisiyla,

7

Fl=ix o0l =i(7)

Yukaridaki iki formiilden,

(if1>(ni+1):z’<7z>.

formiiliinii buluruz. Bu formiilii dogrudan hesaplayarak da bulabilirdik elbet,
ama bu kadar sik olmazdai.
Demek ki sag taraftaki ¢ carpani sol taraftaki

<if1>(n—i+1)

terimini boler. Ama i ile n + 1 aralarinda asal olduklarindan, i ile n — ¢+ 1 de
aralarinda asaldir. Demek ki, i sayisi

()

sayisii boler. Istedigimizi kamtladik.

Sonug 27.3. p bir asalsa ve 1 < ¢ < p ise, © sayist (;;:11) saysing boler.

Kanit: Teorem 27.2’de n yerine p — 1 alalim. H

Ikinci Problemin Coziimii: Gelelim ikinci probleme. Bir tanimla baglaya-
lm. Eger n # 0 bir tamsay1 ve p bir asal sayiysa, val,(n) sayisi, n’yi bolen
p’'nin en biiylik kuvveti olsun, yani

valp(n)

p

sayisit n’yi bolstin ama

pvalp (n)+1

say1s1 bolmesin. Ornegin,
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val,, sayisii, 0’dan degisik kesirli sayilar i¢in de tanimlayabiliriz. Herhangi bir
q kesirli sayis1 alalim. ¢’yii, bir £ tamsayisi icin, a ve b tamsayilar1 p’'ye asal
olmak tizere,
_ k2
q=p b
biciminde yazabiliriz. Buradaki k& bir tamsayidir, yani negatif de olabilir. Bu
durumda,

val,(q) =k

tanimini yapalim. ¢ bir tamsay1 oldugunda, her iki tanimin da ortiistiigiine
dikkatinizi ¢ekerim.

Ornegin,
val3(9/7) = val3(18/7) = vals(45/2) = 2,
valz(1/54) = -3,
valg(7/12) = —1,
val3(10/13) = 0.

valy(g) sayisi, ¢'niin “logaritmas1” gibi davranir:

Ozellikler. Her z, y € Q\ {0} ve n € Z icin,
1. valy(zy) = val,(x) + val,(y).

2. valy(z/y) = val,(x) — val,(y).

3. valy(—x) = valy(z).

4. val,(2™) = nvaly(x).

5. x ve n dogal saylarsa, p"|z < n < valy(z) olur.

Biitiin bu 6zelliklerin kanit1 ¢ok kolaydir. Okura birakiyoruz.
Bir n dogal sayis1 icin, val,(n!) sayis1 kolaylikla hesaplanabilir:

Teorem 27.4. p bir asalsa ve n # 0 bir dogal sayrysa
n n n
=2 5] 3]
p( ) P pg pg

Not 1. Buradaki [z], 2’in tamkismi anlamina gelmektedir.

olur.

Not 2. val,(0), oo olarak da tanimlansaydi, o zaman oo ile tahmin edilen iglem
ve siralamayla yukaridaki ozellikler gene dogru olurdu.

Not 3. Sagdaki toplamdaki terimler bir zaman sonra 0’a esit olduklarindan,
sagdaki toplam aslinda sonlu sayida sayinin toplamidir. Eger, k sayisi,

P <n < pht!
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esitsizligi saglayan yegane dogal sayiysa, o zaman teoremdeki formiil,
o553 5
val,(n!) = | — — — e —
P pl ] PP P

Teorem 27.4’tin Kanit1: p'nin n! sayisi kag defa boldiigiini, yani val,(n)
sayisini bulacagiz. p’ye boliinen n’den kiiglikesit her pozitif dogalsayi, yani

olur.

p, 2p, 3p, ..., [n/plp

sayilar1, hesaplamak istedigimiz bu val,(n) sayisina 1 ekler. Bunlardan da tam

B
p
tane vardir. Yani valy(n) en az bu kadardir. Ama bu hesabi yaparken, n’den
kiiciikesit olan ve p®’ye boliinen
p’, 20%, 3p%, ..., [n/p’]p’

sayilarin val,(n) sayisina katkilarimin 2 oldugunu unutuyoruz. Bunlardan da
tam [n/p?] tane oldugundan, val,(n) en az

AN

olmalidir. Ama bu da eksik olabilir, ¢iinkii burada érnegin p’iin val,(n) sa-
yisina katkisi sadece 2 sayilmig, oysa 3 sayilmaliydi. Bunu telafi etmek igin

n n n

olarak diizeltelim. Bunu bdylece devam ettirirsek, teoremde belirtilen egitlige
ulasiriz. O

Ikinci problemi bu teoremi kullanarak ¢ozmeye calismak dogaldir. Her-
kesin ilk yapmasi gereken sey de herhalde budur. Her ne kadar bagarisizhiga
ugrayacaksak da bu ugrasa girigelim, egitici olacak.

Kanitlamak istedigimiz, n > 1 ve tek iken, 4’iin, yani 2?’'nin

in
2n
sayisini boldiigii, bir bagka deyisle,

2 S Valg <4n>
2n
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esitsizligi. Sagdaki terimi, val’in 6zelliklerini kullanarak daha acik yazabiliriz:

n\ (4n)!
VaIQ <2n> = VaIQ W = VaIQ (47’1,') -2 V312(2’I’L)!

Bir onceki teoremi kullanarak val’i hesaplamaya devam edebiliriz:

valy GZ) = valy(4n!) — 2valy(2n)!
ENCACRE
(2]

amen g [ -2 [« (o]

-n-[- [

Demek ki kanitlamamiz gereken,

esitsizligi ya da

4[24 <

2 4 -
esitsizligi. k sayis1, 28 < n < 2FF1 egitsizligini saglayan dogal say1 olsun. O
zaman yukaridaki esitsizligin sol tarafin1 sinirhh bir toplam olarak yazabiliriz
ve kanitlamamiz gereken esitsizlik,

B[+ ) <n2
_— —_— DR —_— n —_—
2 4 2k] —

esitsizligine dontigtir.

Bu son esitsizligin bir “ancak ve ancak” kosulu olduguna dikkatinizi ceke-
riz. Yani, 2’nin (32) sayisinl bolmesi icin, yukaridaki esitsizlik gerek ve yeter
kosuldur.

Esitsizligin sag tarafindaki sayiy1 hesaplayalim ama bu sayiy1 tam hesap-
lamak miimkiin olmayabilir. Bu yiizden, sag taraftaki

3]+ Gl L]

sayisindan biraz daha biiylik ama n — 2’den kiicilik bir say1 bulmaya calisalim.
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Her z gergel sayisi igin, [x] < z esitsizligi elbette gegerlidir. Bunlar1 kulla-
narak yukaridaki ifadeyi tistten sinirlayalim:

)+ (3] [l =3

Simdi bakalim mutlu sona ulagabilecek miyiz, yani en sondaki ifade n — 2’den
kiiciikesit oluyor mu? Yani 2 < n/2* oluyor mu? Olmuyor, ciinkii, n/2% < 2.
Bu yontem hiisranla sonuglandi; ¢iinkii kullandigimiz
[z] <z
esitsizligi bol geldi.
Bagka bir yol izleyecegiz. val p(n!) icin, yukarida buldugumuzdan bagka bir
formiil bulacagiz.

Teorem 27.5. p bir asal say: olsun. ag € {0,1,...,p — 1} olmak tzere, n’yi
n:a0+a1p+a2p2+“'+ak1)k

olarak yazalvm. (Buna n’nin p tabaninda yazilvmai denir.)
Sp(n) =ap+ar+as+---+ag

olsun. O zaman,

valy(n!) = n;fpl(n)

olur.

Notlar:

Not 1. Buradaki her a;, 0 < a; < p esitsizliklerini saglayan bir dogal sayidir.
Not 2. Mecburen n < p**1 olur. Eger aj, # 0 ise p* < n olur.

Not 3. Sp(n) = Sp(pn) olur.

Not 4. Bulunan a; katsayilar1 biriciktir, dolayisiyla S,(n) sayis1 da biriciktir,
yani iyi tanimlhidir. Kolaylik olsun diye, eger p ve n sayilari onceden biliniyorsa
bazen Sp(n) yerine S yazacagiz.

Not 5. Eger p = 2 ise, vala(n!) = n — S esitligini elde ederiz.

Not 6. S,(n), ancak n, p'nin bir kuvvetiyse 1 olabilir; aksi halde en az 2’dir.
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Teorem 27.5’in Kaniti: Bir 6nceki teoremi kullanacagiz.
n = ao+aip + agp?® + -+ app”
esitliginden,
nl_ k—1
5 =aiy+ap+---+agp

cikar. Benzer bicimde,

n_ k—2
[]92} =az+azp+---+agp

bulunur. Genel olarak, her ¢ =1, ...,k igin,

nl_ k—i

bulunur. Simdi valy(n!) sayisi bir 6nceki teoremdeki esitlikten hesaplayabi-

liriz:
wir-[i] 3] ]+ 5

= (o1 +ap+-+ p* 1) + (a2 +agp + -+ apt?)
+~--+(ai+ai+1p+~--+akpk_i>—i—---—i—ak.

Bu canavar1 hesaplamanin kolay bir yolunu bulmaliyiz. Canavar1 p — 1 ile
carpalim; bakalim neler olacak:

(p- 1)Valp (n!) = pvalp (n!) — Valp(n!)

=(ap+ap’+ o +apt)

2 k-1 k-1
+(/1 ptap” 4 £ a,p ) —(g1+ﬂ pt  +ap )
_; k—i+1
+1a 2. k l+1)_(ai—1+ﬂip+"'+ﬂkp ! )
= — (ko1 et |

oldu! Birgok sadelegtirme olacaktir. Sadelegtirmelerden sonra geriye sadece

a1p + azp’ + -+ app’ —ar —ay — - —ay
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kalacaktir. ag ekleyip c¢ikarirsak,
ao—i-alp—l—agpz—i----—l—akpk—ao—a1—ag—---—ak
elde ederiz. Bu da tam n — S’dir. Demek ki,
(p—1)valp(n!) =n -8

buluruz. Bu da aynen teoremdeki esitlik. O
Bu teorem sayesinde ikinci problemi ¢6zebiliriz. Problemi animsatalim:
Problem 1. Eger n > 1 tekse, (32) sayisy 4’e bolindir.
Biz, su daha genel soruyu yanitlayacagiz:
Problem 1'. Hangi m > 1 dogal sayilar: icin, (27;”) sayst 4’e bolindir?
Bu soruyu su sekle doniistiirebiliriz:
Problem 1”. Hangi m > 1 dogal sayilary igin, 2 < valy (Qm) olur?

m

Coziim: Sag taraftaki sayiy1 bulalim:

valy (27:) = valp (i?;i:) = vala((2m)!) — 2 valy(m!)
_ 2m — S3(2m) oM = Sa(m)
Co2-1 7 2-1
=2m — S3(2m) — 2(m — Sa2(m))
== 252(277”&) - SQ (m) == 282(1%) - Sg(m) == 82 (m),

giinkii S2(2m) = So(m). Demek ki, 4’in (%Z”) sayisini bolmesi igin yeter ve
gerek kosul,
2 < So(m) yada 1 < Sy(m)

esitsizligidir, yani m’nin 2¥ biciminde yazilamamasidir. Boylece Teorem 27.1%in
ikinci kismi da kanmitlanmistir.
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