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Onsoz

Matematikgilerin siirekli hesap yaptiklar1, bog zamanlarinda kocaman sayilarin
karekoklerini hesapladiklar: ya da kiiplerini filan aldiklari, yani mazogist tuhaf
varliklar olduklar1 zannedilir. Oysa hi¢ 6yle degildir. Rastgele bir matematik
kitabinda sayfa numaralarindan bagka nerdeyse hig say1 yoktur, oldugunda da
bu sayilar muhtemelen ya 0 ya da 1’dir. Matematikgiler sayilarin kendileriyle
degil, olsa olsa sayilar1 simgeleyen = ve y gibi simgelerle ugragirlar.

Ote yandan elbette sayilar matematigin en temel nesnelerindendir. Tarihsel
olarak sayilarin matematigin gelismesinde en az % 50 pay1 oldugunu soylemek
pek yanhg olmaz. Geri kalan pay da geometrinindir herhalde.

Bu kitapta dogal sayilar kiimesini, tamsayilar kiimesini, kesirli sayilar kii-
mesini ve gercel (reel) sayilar kiimesini matematiksel olarak ve matematigin ta
en bagindan baglayarak insa edecegiz. Sadece say1 kiimelerini degil, bu kiimeler
iizerine tanimlanmig toplama ve carpma gibi islemleri ve hepimizin “bildigi”
< siralamasini da, yani say1 sistemlerini de matematiksel olarak inga edecegiz.

Sayilar: teker teker tanimlayamayacagimiz belli. Cok say1 var ve hepsini te-
ker teker tanimlayacak kadar zamanimiz yok. Sayilari teker teker tanimlamak
yerine, hepsini birden ayni anda tanmimlayacagiz; bagka segenegimiz de yok.
Yani sayilar1 tanimlamak yerine say1 kiimelerini tamimlayacagiz. Sayilar1 da,
tanimladigimiz bu say1 kiimelerinin elemanlar:1 olarak tanimlayacagiz. Bu ba-
sit fikir aslinda modern matematigin en énemli katkilarindan biridir: Kiimeler
elemanlardan daha onemlidir.

Lavoisier’nin {inlii yasasina gore, ki MO 400’lerde yagams Anaksagoras’tan
calinmistir, yoktan bir sey varedemeyecegimize gore, bu insalar1 yapmak icin
bazi varsayimlarda bulunmamiz lazim. Bu tiir varsayimlara matematikte ak-
siyom adi verilir. Sonsuz bir kiimenin varligini soyleyen belki biri diginda,
kiimeler kuraminin en dogal, dogrulugu en su gotiirmez, en masum aksiyom-
larini temel alarak say: sistemlerini insa edecegiz. Yani sadece say1 sistemlerini
inga etmekle kalmayacagiz, ayni zamanda matematigin temeli olan kiimeler
kuramimin (hepsini degil) en basit aksiyomlarin da su yiiziine gikaracagiz. Ve
sOzlini ettigimiz ingalar1 yapmak igin ne kadar aksiyoma ihtiyacimiz varsa, o
kadar aksiyom kullanacagiz, ne bir fazla ne bir eksik.

Daha agik s6ylemek gerekirse, bu kitap aslinda aksiyomatik kiimeler ku-
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raminin birinci kitabidir. Aksiyomatik kiimeler kuraminda bir adim daha ileri
gitmek ve matematik i¢in daha fazla tehlike arzedebilecek aksiyomlarla tanis-
mak icin bu kitabin ikinci cildi olarak [?] okunmalidir.

Bir 6nceki paragraftaki “Daha fazla tehlike arzedebilecek” sozleri bilingli
yazilmigtir: Bu kitapta acgiklanan masum aksiyomlarin bile matematikte bir
celigkiye yol agmayacag kanitlanamamistir. Kanitlanamadigi gibi kanitlana-
mayacagl da kanitlanmigtir. Tabii kamitlanamamas: matematikte illa bir celiski
oldugu anlamina gelmez. Kugku duyan ciddi matematik¢iler varsa da, bu ki-
tabin yazarinin diigtincesine gore ne bu kitapta agiklanan aksiyomlardan ne
de [?]'te agiklanan ek aksiyomlardan bir geligki ¢tkmaz. Bu tabii sadece bir
inancgtir; bir tiir din diyelim.

Her ne kadar okurdan fazla bir 6nbilgi talep etmiyorsak da, kimi zaman
okurdan belli bir matematiksel olgunluk bekleyebiliriz. Onbilgi talep etmiyo-
ruz derken abartmayalim, okur bu kitaba el atmadan once sezgisel kiimeler
kuraminmi mutlaka igsellestirilmis olmalidir. Tiirkce kitap olarak bu konuda
[N1]i 6nerebiliriz.

Okura su bilgi de gerekli olabilir: Ozellikle ilk boliimlerde her okunan ha-
kettigi 6lciide hemen tam anlamiyla anlagilamayabilir. Ik yiiz sayfanin bii-
tlinti okundugunda ilk yirmi sayfada yazilanlar daha bir anlam kazanacaktir.
Yani elinizdeki kitap emeginizin kargiligin1 aninda vermeyebilir. Okurdan sabir
rica ediyorum. Sabrinin ve emeginin miikafatin1 alacagina dair hicbir kugkum
yok.

Ik okunusta anlagilamayabilecek paragraflar: bir bicimde belli ettim. Bu-
ralara okur fazla takilmasin, ama bilsin ki bu paragraflar kitabin en ilging
satirlarini igeriyor.

Say1 sistemlerinin nasil inga edilmedigini bilmeden de matematik yapila-
bilir, nitekim yapiliyor da. Ama bu kitapta (ve [?]'te) islenen konularin de-
rin olduklarina, matematige felsefi hatta metafizik bir boyut kattiklarina, do-
layisiyla bu konular1 bilmenin ufuk acgacagina, cap genisletecegine, mutluluk
getirecegine inaniyorum. Ne de olsa, bizim digimizda bir bicimde var olan
sayilar1 sadece zihinsel olanaklarimizla bir kez daha yaratiyoruz.

Yalnizca kiimeler kurami ve sayilarin ingasi yok bu kitapta. Ayrica analiz
ve cebir de var. Kitabin sonunda da bazi okurlarin ilgilenebilecegi ve her yerde
bulunamayabilecek bazi ekler koydum.

Bu kitabin igerigi, 1996’da kuruldugundan beri Istanbul Bilgi Universi-
tesi’'nde birinci sinif matematik ogrencilerine verdigim ve daha sonra Mate-
matik Diinyas1 dergisinde kaleme aldigim ders notlarinin bir kismindan olug-
mustur. Tabii yazilarin kitap olugturmasi icin gereken diizenlemeleri yapmaya
caligtim.

Asistanlarim Asli Can Korkmaz ve (Cigdem Sahin’a ne kadar tegekkiir
etsem azdir, bu kadariyla yetinsinler. Egim Ozlem Beyarslan’a huzurlu bir
caligma ortami ve sabri icin tesekkiir ederim. Kiiclik ¢ocuklarim Kuzgun ve
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Turna’ya huzurlu bir ortam olmasa da gogunlukla neseli bir ortam sagladiklar:
igin tegekkiir ederim. Bundan neredeyse 20 yil kadar once bu dersi alan eski
Ogrencim, yeni is arkadasim Sonat Siier birkag¢ kademede bu kitabin ortaya
¢gikmasinda yardimer oldu. Sonat’a da ¢ok tegekkiirler.
Ali Nesin
4 Ekim 2011
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Kisim 1

Dogal Sayilar
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1. Felsefi Giris

1.1 Gergek Nedir Ne Degildir?

Gergek nedir, var midir, varsa benden bagimsiz midir ve ona nasil ulagilir?
Dogru nedir? “Anlamak” ne demektir? Bir seyi nasil anlariz ve anladigimizi
nasil anlariz? Diiglinmek ne demektir? Bazi verilerden bir bagka sonug nasil
ve hangi kurallara gore c¢ikarilir? Kamt nedir? Kamtlanan sey illa dogru ol-
mak zorunda midir? Bu ve benzeri sorular: siirekli sormadan, verilen yanitlar
stirekli sorgulamadan tam anlamiyla matematik¢i olunamaz.

Her matematikci bu sorularin yanitlarini vermelidir demiyoruz, ¢linkii bun-
lar yanmitsiz sorular da olabilir, biz sadece matematik¢inin bu konularda stirekli
diigtinmesi ve kendi kendine tartigmasi gerektigini soyliiyoruz.

Matematikgi, ne de olsa dogruyu bulduguna inanir, dogru mantikla, dogru
akil ylirtitmeyle yanlig yapamayacagini ve bylece gercege yaklastigini diigiiniir.
Gergek hakkinda bir gseyler soyleyen matematikginin gergek hakkinda diiglin-
mesi gerekir. Bu da ister istemez yukaridaki sorular: sordurtur.

Ahmet’in ya da Ayse’nin gercegi (ya da dogrusu) degisik olabilir, Ah-
met ve Ayse olaylar1 farkli yagayabilirler. Gergek, kigiden kigiye degistigi gibi
cografyadan cografyaya da degisir: Tiirkiye’nin gercegiyle ABD’nin gercegi bir
olamaz. Gergek, kigiye ve cografyaya gore degistigi gibi zamana gore de degisir:
Ortacag’in gergegiyle bugiiniin gercegi bir degildir.

Bunlar herkesin bildigi, kiraathanede bile duyabilecegimiz beylik sozler.
Herhalde bunlardan s6z edecegimi sanmiyorsunuz bir matematik kitabindal!

Gergegin ve dogrunun Kkisiye, cografyaya ve tarihe gore degisecegini sOyler-
ken, soziinii ettigimiz gercegin ya da dogrunun ne oldugunu biliyor muyuz?
Gergek ya da dogru iizerine herhangi bir s6z edebilmek igin 6nce bu kav-
ramlarin ne olduklarini bilmeliyiz. Tanimi bilinmeyen bir kavram iizerine ne
sOyleyebiliriz ki?

Demokrasi en iyi yonetim bicimidir tiimcesini ele alalim. Bu tiimce ne
kadar dogrudur? Boyle bir ifadenin dogru olmasi i¢in her seyden 6nce “de-
mokrasi’nin tanimlanmasi gerekir. Demokrasi tanmimlandiktan sonra “y6netim
bigimi” tanimlanmali. Arkasindan “en iyi” tamlamasi tanimlanmali. Ve tiim
bu tanimlar yapildiktan sonra “demokrasi en iyi yonetim bicimidir” tiimcesi
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8 1. Felsefi Giris

kanitlanmali. (Ama bunun i¢in de “kanit”in ne demek oldugu bilinmeli. “Kanit”
kavrami tanimlandiktan sonra “kanitlanan” onermelerin dogru olduklar: goste-
rilmeli, ¢linkii “kanitlanmakla” “dogru olmak” esdeger kavramlar olmayabilir!
Bu agir konuyu gegelim.) Isimiz zor yani!

Tabii, bir bagkasi, “benim ‘demokrasi’, ‘yonetim bi¢imi’ ve ‘en iyi’ tanimla-
rim farkll” deyip sizin gercek diye sundugunuz 6nermeyi reddedebilir. (Hatta
kanit yonteminizi de reddedebilir.) Ama siz de buna kargi, “Bu kavramlara be-
nim verdigim tanimlarla (ve benim kanitlama yéntemimle) énerme dogrudur”
diyebilirsiniz. Eger kanitiniz dogruysa kimse buna kargi gikamaz. (Kanitin ne
oldugu, bir kanitta hangi akil ytiriitmelerin yapilabilecegi de gercegin ne oldugu
konusuyla yakindan iligkili bir sorudur.)

“Demokrasi”’nin tanimi ne olmahdir tartismas: da kendi bagina ilging bir
sorudur belki ama su anda “tanim nasil olmahdir, tanimin 6zellikleri neler
olmalidir?” problematigine girmek istemiyorum.

Yukarida tanimlardan ve kanittan sézettik. Kullanilan s6zciiklerin tanim-
lar1 verildikten ve tlimcenin ya da 6nermenin anlami iyice anlasildiktan sonra
tiimcenin kanitlanabilecegini soyledik. Kanit kavrami iizerine daha ok yo-
gunlagsmak amaciyla anlaminin bilindiginden kusku duyulmayan bir tiimceyi
ele alalim: Ankara Tirkiye’nin baskentidir. Bu tiimcenin dogru oldugundan
kugskumuz yok herhalde. Ankara’min, Tiirkiye'nin ve “bagkent”in tanimlar:
belli. Peki nasil kanitlarsiniz dogru oldugunu bildiginiz bu tiimceyi? “Ana-
yasa’da Oyle yaziyor” demeniz yeterli midir? Eger “bagkent”in taniminda boyle
yaziyorsa yeterlidir elbet. Ben de size “Gosterin Anayasa’y1” derim. Diyelim
Anayasa’yr buldunuz, dogru sayfayi acip 6niime koydunuz. “Nerden belli bu-
nun gergek Anayasa oldugu” diye sorabilirim size. O zaman birlikte Ankara’ya
gideriz, TBMM tutanaklarina bakariz. Milletvekillerinin imzalar1 orada, hepsi
Ankara’y1 bagkent ilan etmigler. Bu kez “Nereden belli bu imzalarin sahte
olmadig1?” diye sorarim size...

Higbir bigimde Ankara’nin Tiirkiye'nin bagkenti oldugunu kanitlayamazsi-
niz. Tum Tirkiye tek bir agizdan “Ankara Tirkiye'nin bagkentidir” diye ba-
girsa, gene de ikna olmam. Biiyiik bir olasilikla 6yledir, Ankara gergekten Ttir-
kiye'nin bagkentidir ama ytlizde yiiz ikna edilemem. Belki benim tuhaf bir has-
taligim vardir, bu 6yle bir hastaliktir ki, Tiirkiye'nin bagkentinin Ankara olma-
digin1 ogrendigim anda olecegim... Herkes bunu biliyor ama ben bilmiyorum.
Isterseniz paranoya deyin, ama icime oyle bir kusku diisiiverdi birden. Ole-
cegimi bildiginizden ve 0lmemi istemediginizden bana numara yapiyorsunuz,
bana oyun oynuyorsunuz. Cocuklugumdan beri kandirilmisim... Benim icin
ozel gazeteler basilmig, 6zel haritalar ¢izilmis... Hald daha kandiriyorsunuz...
Yutmam!

Elinize bir elma alin. Bu elmay:1 birakirsaniz ne olur? Elma diiger. Oyle
mi? Nereden biliyorsunuz elmanin diisecegini?

Birakirsiniz elmayi, elma gercekten diiser.
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1.1. Gergek Nedir Ne Degildir? 9

— i@te, dersiniz bana, elma diistii.

Gercekten de elma diistii. Gozlerimle gordiim. Hakliymigsiniz.

— Peki... Bir daha biraksaniz ne olur acaba?

— Gene diiger elbet!

— Nereden belli?

— Ciinkii hep distii!

— Biliyorum hep diigtiigiinii, ama bundan sonra ne olacak acaba?

— Gene diigecek...

— Nereden biliyorsunuz hep diigsecegini?

— Bugiine kadar hep diistii, bundan sonra da hep diisecek...

— Bugiine kadar elmanin hep diigmesi bundan sonra da elmanin hep diisecegi
anlamina gelmez ki!

— Gelir...

— Neden?

— Ciinkii aym kogullarda tekrarlanan deneyler ayni sonuclari verir...

— Neden?

— Bu bir ilkedir, fizik ilkesi! Bunu da mi bilmiyorsun!

— Biliyorum ya da bilmiyorum... Ama siz nereden biliyorsunuz bu ilkeyi?
Bu ilkeye gore ben hi¢ 6lmeyecegim, cilinkii bugiine dek hi¢ 6lmedim!

Iste burada cuvallarsmiz. Ayni kogullarda tekrarlanan deneylerin ayni so-
nuglar: verdigini kanitlayamazsiniz. Dolayisiyla elmanin da hep yere diigecegini
kanitlayamazsiniz.

Bir giin bir icki masasinda bu konulardan s6z ederken, hatta cniimiizdeki
sisenin var olup olmadigindan bile emin olamayacagimizi séylerken, bir ar-
kadagim,

— Qimdi, dedi, kafana geciririm bu siseyi, anlarsin gigenin gergek olup ol-
madigini!

Cok komik! Ben dahil hepimiz giildiik. Konunun derinligine yakigan ciddi-
yete gectigimizde goyle yanitladim arkadagima:

— Kafama bir sey gecirmissindir ve ben sersemlemisimdir. Bundan benim
kuskum olmayabilir. Ama, bir, kafama gercekten sise mi gecirdin? ki, kafama
gercekten bir sise gecirmis olsan bile, bunu bagkalarina kanitlayabilir miyiz?
Senin bu eylemini filme alip ciimle aleme gostersek bile, filmin sahte oldugunu
one siiriip inanmayanlar olabilir. Saddam’in yakalandigina bile inanmayanlar
var, sahtesinin yakalanmig olacagini 6ne stiriiyorlar! Bagkasini ikna edemedigin
bir 6nerme gercek addedilebilir mi? Gercek, bagkasini ikna edebildigin Slgiide
gergektir!

Bu son soyledigim gercegin bir tanimi olabilir mi? Felsefi anlamda bilmi-
yorum ama matematiksel anlamda “gercek”, istisnasiz herkesi dogruluguna
yiizdeyiiz ikna edebilecegimiz 6nermedir.

Sanirim Descartes’in “Diigliniiyorum demek ki varim” akil yiiriitmesin-
den s6z etmenin tam yeri. Modern felsefenin kurucusu sayilan Descartes, var
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oldugundan kusku duyar. Belki bir riiyadadir, belki hayal goriiyordur, belki
Tanr1 ya da tanrilar onu kandiriyorlardir. Var oldugunu, hi¢ kusku duyma-
yacag1 bicimde, duyularindan bagimsiz olarak ispatlamak ister. Bunun icin de
her seyden kusku duymalidir, herhangi bir gercegi 6nbilgi olarak kabul etme-
melidir. Yani Descartes higten yola ¢ikarak bir gercege, var oldugunun kanitina
ulasmak istemektedir. Descartes tiim bunlari1 aklindan gegirirken, birden emin
oldugu tek seyin her seyden kusku duydugu oldugunu anlar. Kugsku duyuyor-
dur, yani diigiiniiyordur. Demek ki bir sey var ki diigtiniiyor (ya da kugku du-
yuyor). Buradan da meshur, “Diistiniiyorum demek ki varim” 6nermesi dogar.

Descartes’in akil yiirtitmesi gercekten sasirtici, ¢iinkii hicbir 6nbilgi kabul
etmeden bir gercege ulasiyor...

Ama bir dakika... Descartes gercekten bir gercege mi ulagiyor? Descar-
tes’m varligindan kim emin? Descartes emin! Ya bizler? Acaba bizler de Des-
cartes varligindan Descartes’in kendisi kadar emin miyiz? Aynen Descartes’in
sundugu gerekcelerden dolay1 dogrusu ben Descartes’in varligindan emin ola-
miyorum. Ya Descartes beni kandiriyorsa, ya gercekten diiglinmiiyorsa, nere-
den biliyorum Descartes’in diigindiigiinii? O soyliiyor diye mi? Descartes’a
neden giiveneyim ki? Bu akil yiirtitmeyle Descartes kendi varhigimdan emin
olabilir belki ama bize var oldugunu kanitlayamaz. Clnkii Descartes’in akil
yiiritmesinde “ben”, yani “benlik duygusu” onplandadir. “Ben” kusku du-
yuyorum... “Ben” diiginliyorum... Oysa ben Descartes degilim ki! Bu yiizden
Descartes’in (bu gok degerli) argiimani benim igin gegerli degil Kanitin amaci
sadece ikna olmak degildir, ayrica bagkalarimi da ikna edebilmektir.

Descartes’in fikrinden devam edelim. Descartes kendi varligini kendine
kanitladi belki ama bizi ikna edemedi. Ote yandan bize insanin kendine kendi
varligim kanitlayabilecegini gosterdi. Demek ki orada biri var ki bize bir sey
ogretiyor... Descartes m1 kimdir nedir bilemem ama bigeyler bana akil veriyor.

Sonug olarak bizim digimizda bir diinya oldugu bariz. Hepimiz -ayr1 ayri-
boyle bir diinyanin varhigindan eminiz. Etrafimiz Descartes ya da elma diye
adlandirdigimiz bazi tuhaf seylerle dolu. Bizim digimizda bir diinya var da, o
diinya nedir ve nasil anlagilir?

Bizim digimizdaki diinyay1 durduk yerde anlamamiz imkéansizdir. Biz an-
cak bu anlagilmaz diinyanin daha baga gikilir bir kopyasii zihnimizde ku-
rarak diinyayr anlamaya caligabiliriz. Yani gercek gercege ulasamayiz belki
ama zihinsel bir gercek kurarak gercek gercege ulagmaya caligabiliriz ya da
ulastigimizi iddia edebiliriz. Kurdugumuz diinyanin bu kopyasi sayesinde ucaga
binebildigimize gore, bu iddiamiz tamamen yanhs degil.

Anlagilabilir ve baskasina aktarilabilir tek bir gercek vardir, o da mate-
matiksel gercektir. Bu anlamda bagka gercek yoktur, olamaz. Matematiksel
gercegi de sadece zihnimizde algilariz. Zorunlu olarak...

Bu ve bir sonraki ciltte [?] okuyacaklarimz ¢gagimizin matematikgilerinin
gercek gercegi zihinlerinde nasil canlandirdigiyla ilgilidir.
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1.2. Dogal Sayilar Ne Kadar Dogaldir? 11

Oniimiizdeki birka¢ boliimde dogal sayilari, toplamay1 ve carpmay1 inga
edecegiz ve Ornegin, 2+2 = 4 “gergegi”’ni matematikgilerin nasil algiladiklarini
gorecegiz. Daha sonra basgka say1 sistemlerini inga edecegiz. Bir sonraki ciltte
bildigimiz sayilar diinyasini biraz asacagiz, bir tiir sonsuz sayilarla ilgilenecegiz.

Sagirtici bir diinyanin sizleri bekledigine dair giivence verebilirim.

1.2 Dogal Sayilar Ne Kadar Dogaldir?

Bu kitapta sayilar “anlayacagiz.” Ilk olarak dogal sayilardan baglayacagz.
“Sayilart anlamak” deyince, sanki bizim digimizda bir yerde, ¢ok belirgin ve
fiziksel bir bicimde sayilar var da biz onlar1 anlamak istiyoruz gibi bir anlam
¢ikabilir.

“Anlamak” tizerine diiglinelim biraz. Anlamak ne demektir? Neyi, nasil ve
ne dereceye kadar anlayabiliriz? Anlama cesitleri nelerdir? Bu tiir sorularla
ilgilenecegiz bu altboliimde. Derin felsefe... Daha derini yok! Ya da ben bilmi-
yorum.

“Sayilar1 anlamak”la “ziirafalar1 anlamak” arasinda bir ayrim var mi? Var
gibi... Ziirafalar orada. Kargimdalar. Otluyorlar, geziniyorlar, kosusuyorlar.
Gorliyorum onlari. Ziirafalarin sindirim sistemini anlamaya c¢ahisabilirim 6rne-
gin. Clnki o sindirim sistemi orada. Benden bagimsiz bir bigimde var.

Oysa sayilar ortalikta goriinmiiyorlar. Ben hig beg gormedim hayatimda,
bundan sonra da gormeyecegim. Simdiye kadar kimse ”¢ok giizel bir beg gecti
kapimin 6niinden” dememistir, ¢linkli beg gegmez, beg yiirtimez, beg kirilmaz,
bes u¢maz, beg susamaz, acitkmaz, yaglanmaz, 6lmez... Beg hi¢bir gsey yapmaz!
Oysa ziirafa bir geyler yapar...

Zirafa orada. Bu ¢ok belli. Oysa beg’in ne kadar orada oldugu pek belli
degil.

Zirafay1 alir kargima incelerim, ama ya beg’i?

Her ne kadar “beg ziirafa” bir anlam ifade ediyorsa da, tek bagina “beg”’in
ne anlama geldigi o kadar belli degil.

“Beg zlirafa” bir anlam ifade ediyor mu dedim? Yanildim galiba... “Bir
ziirafa” nin anlami ve hatta fiziksel varligi bile tartigilabilir, ¢iinkii o “bir ztirafa”
durmadan degismektedir. O durmadan degisen ziirafaya sanki hi¢ degismezmis,
sanki sabit bir varlikmig gibi “ziirafa” denmesi tam gercegi yansitmaz. Her
zirafa bir digerinden farklidir ve her ziirafa her an degisir. “Bir zlirafa” degil,
durmadan degisen ziirafalar vardir! Hatta daha dogmamusg ziirafalar bile vardir!
Dolayisiyla aslinda “ziirafa” da bir kavramdir. “Ziirafa”, “ziirafa” adini verdi-
gimiz durmadan degisen varliklarin ortak adidir. “Zirafa” sanildigindan daha
soyut bir seydir.

Peki ziirafa bir kavramsa, “beg ziirafa” ne demektir? Aym kavramdan beg
tane olur mu? Galiba “bes ziirafa”, “ziirafa kavraminin kapsamina giren var-
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liklarin begi” anlamina geliyor... O varliklar da durmadan degistiklerinden
timiiyle kavrayamayacagimiz, biitiiniiyle algilayamayacagimiz seyler. Birini
bile kavrayamazken biz beginden sézediyoruz...

Hayvan ziirafa 6liir, kavram ziirafa 6lmez. Hayvan ziirafa durmadan degisir,
kavram ziirafa hi¢ degismez. Hayvan ziirafayla kavram ziirafay: birbirine ka-
ristirmamak lazim. Kavram ziirafa beg’e ¢cok daha yakin.

Konu gittikce karmagiklagiyor ve iginden ¢ikilmaz bir hal aliyor.

Neyse ne!.. Sonug olarak ziirafa ne de olsa ziirafadir. Oradadir. Yadsinamaz
bir bicimde, ya da ¢ok zor yadsimir bir bigimde... Oysa sayilar bir ziirafa kadar
orada degiller.

Sayilar1 goremiyoruz diye sayilar yok diyebilir miyiz? Belli ki sayilar var.
Bakin, soziinii ediyorum simdi ve anlagiyoruz. Sayilar, hicbir yerde olmasalar
bile beynimizde varlar. Zihinsel bile olsalar varlar. Ziirafalarla ayni diizlemde
degil belki ama “beg” de var. Descartes yazsaydi bu satirlari, “beg’i diigtiniiyo-
rum demek ki beg var” derdi. Hakl olarak...

Cogu insanin bir elinde beg parmak vardir. Bunu herkes bilir. Demek ki he-
pimizin uzlagtigi bir beg kavrami var. iginde “beg” gecen bu dnermeyi hepimiz
anliyoruz ve dogru buluyoruz. Demek ki “bes”e ortak bir anlam verebiliyoruz.
Tim insanlarin beg’e ortak bir anlam vermeleri, herhalde ancak beg’in bizden
bagimsiz bir bicimde var olmasiyla olabilir.

Kaldi ki, beg kavrami birbiriyle hig iligkisi olmamig uygarliklar tarafindan
birbirinden bagimsiz olarak da bulunmustur. Demek ki bizim digimizda bir
yerde var bu “beg”... Oyle olmali... Beg var ki, biraz diiginebilen her uygarlik
belli bir seviyeye gelince beg’i kavriyor ve kavram olarak benimsiyor.

Akillh uzaylilar varsa, onlar da beg kavramin bir siire sonra yaratirlar /bu-
lurlar. Mutlaka... Oyle samyorum. Bes kavrami sadece diinyamiza 6zgii degil.
Tim evrende, dogada, her yerde olan bir kavram.

Galiba “beg” salt zihinsel degil... O da orada, bizim digimizda bir yerde.
Tam nerede bilmiyorum ama oralarda bir yerlerde bir “beg” olmali. Gorme-
sek de, dokunmasak da o beg bizim besimizdir. Beg'in kendisi olmasa (“beg’in
kendisi” ne demekse!) bile beg kavrami benim digimda bir yerde var. Sadece
diigiince olarak var -bagka tiirli var olamaz- ama var... (Benden bagimsiz
diigiince olabilir mi dogada? Felsefi sorularin sahi!) Var ki hepimiz anlagiyoruz
bes konusunda.

Belki de doga bana “beg beg beg” diye fisildiyor ve ben beynimi kullanarak
o beg kavramini yaratiyorum/buluyorum.

Sayilar: anlamak gibi son derece masum bir ugrag bizi varlik ve yokluk gibi
¢ok derin felsefi sorulara gotiirdii...

Sorularima tam yanit veremedim. Birtakim ¢gikarimlarda bulunup sayilarin
orada bir yerde olduklari sonucunu cikardim ama bu g¢ikarimlarimdan ben
de pek emin degilim, ylizde yiiz ikna olmadim, ben ikna olsam da sizi ikna
edemiyor olabilirim.
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Matematik diinyasindan ¢ok giktik...

Yanitini bulamadigimiz sorularla zaman harcamayip devam edelim...

Dogada var ya da yok, beg’i anlamak istiyorum. Beg’i anlamak igin once
beg’in ne oldugunu bilmeliyim. Yani beg’i tanimlamaliyim.

Bir deneme yapalim: Beg’i bir elin parmak sayisi olarak tanimlayalim. Bir
an icin bu tammi kabul edip beg’i anlamaya caligalim...

Beg’i tanimladiktan sonra beg’i anlamak ne demektir sorusu geliyor akla.
Beg’in nesini anlayacagim? Beg'l tek bagina degil, beg’in 6blr sayilarla olan
iligkisini anlamak istiyorum. Ornegin 5+ 3’ii bulmak istiyorum. “U¢ parmak”1
da tamimladigimizi varsayarak, 5 + 3 sayisini beg parmagin yanina obiir elin
ii¢ parmag1 daha geldiginde elde edilen parmak sayisi olarak tanimlayabiliriz.

Nitekim besg parmaginizin yanina 6biir elinizin ii¢ parmagini getirseniz se-
kiz parmak elde edersiniz. Deneyin goreceksiniz. Tekrar tekrar deneyin, hep
ayni sonucu, “sekiz parmak” sonucunu alacaksiniz. Ancak bir sorun var bu-
rada. Deneyerek gordiigiiniizii kanitlayamazsiniz. Bes elmayla ti¢ elmay1 yan-
yana koydugunuzda sekiz elma elde edeceginizi hichir zaman kanitlayamaz-
sinmiz. Cunkl 6nermeniz deneye bagli. O deneyin sonsuza kadar ayni sonucu
verecegini kanitlayamazsiniz. Dikkatinizi ¢ekerim: Beg elmayla ti¢ elmay1 yan-
yana koyarsaniz sekiz elma elde etmezsiniz demiyorum, sadece bu 6nermenizi
kanitlayamazsiniz diyorum. Fiziksel deneyler matematiksel anlamda kanitla-
namazlar. “Beg elmanin yanina ii¢ elma daha koyarsam sekiz elma elde ederim”
6nermesi olsa olsa (yapilmig) her bir deney i¢in kanitlanir, tiim genelligiyle,
gelecekte yapilacak deneyler icin kanitlanamaz. “Boyle gelmis boyle gider”
gecerli bir kanit yontemi degildir. En azindan matematikte...

Oysa matematik kanitlar. 5 4+ 3 = 8 egitligini kanitlamaliyiz... Kanitlama-
dan olmaz.

Ayrica “beg”i bir eldeki parmak sayis1 olarak tamimlasam, ¢ok ¢ok biiyiik
sayilar1 nasil tamimlayacagim? Hatta genel olarak “say1” kavraminin kendisini
nasil tanmimlayacagim? Bir, iki, ii¢, dort, bes tanimlandi. Altiy1 da tanimladik,
yediyi de... Gliniin birinde durmam gerekecek, sonsuza kadar say1 tanimlayacak
degilim ya... Sayilar: teker teker tanimlamakla say1 kavramini tanimlamak ara-
sinda da bir ayrim vardir.

Ne yapacagiz?

Once sunu yapacagiz: Giinliik dilde kullandigimiz ve ashnda ne demek
oldugunu bilmedigimiz beg’le bu kitapta tanimlayacagimiz bes’i birbirinden
aywracagiz. Ikincisi matematiksel beg olacak. Matematiksel beg’in sizin elinizin
parmak sayisiyla hicbir ilgisi olmayacak, ya da ¢ok az ilgisi olacak.

Yepyeni bir besg kavrami tanimlayacagiz. Matematiksel olarak...

Nasil yapacagiz bunu?

Nasil yapacagimiz hi¢ énemli degil! Beg’i nasil tammladigimizin hi¢ mi
hi¢ 6nemi olmayacak. Beg’i, i¢’'li, sekiz’i ve toplamay1 6yle tamimlayacagz
ki 5+ 3 = 8 esitligi dogru olacak. Onemli olan, sayilar1 ve iglemleri nasil
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tanimladigimiz degil, tanimladigimiz say1 ve iglemlerin istedigimiz ozellikleri
saglamalari... Iste bu, matematigi matematik yapan niteliklerin en énemlilerin-
den biridir. Daha dogrusu modern matematigi modern matematik yapan bu-
dur. Matematikte kavramlarin nasil tanimlandiklar: degil, kavramlarin hangi
ozellikleri sagladiklar: 6nemlidir.

Matematigin bu bakig acis1 sadece sayilar icin degil, her kavram icin geger-
lidir. Noktalarin, dogrularin, diizlemlerin nasil tanimlandiklar: 6nemli degildir,
nasil tanimlanirlarsa tanimlansinlar, onemli olan bu kavramlarin istedigimiz
ozellikleri saglamalaridir.

Ik birkag boliimde sifir, bir, iki, fic gibi birka¢ dogal sayiy1 teker teker
tanimladiktan sonra, ileriki boliimlerde genel olarak dogal sayi kiimesini ta-
nimlayacagiz. Bu daha zor olacak.

Iste boyle... Dogal sayilari ve toplamay: tammlayacagiz. Tanimimiz bize
2 + 2 = 4 esitligini verecek. Ayrica

rT+Yy=y+zx
esitligini de verecek. Carpmay1 da tamimlayacagiz. Gorecegiz ki
X (y+z)=rxy+xxz
esitligi gecerli. Tabii 2 x 2 = 4 gibi egitlikleri de kanitlayacagiz.
Goriildiigii gibi okurun bilmedigi seyler kanitlanmayacak bu kitapta. Ya-

ni kanitladigimiz olgular degil bu kitapta onemli olan. Onemli olan yontem,
konuya yaklagim, diigiinme bi¢imi, tanimlarin ve kanitlarin nasil yapildig: vs.
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2. Temel Sorular

2.1 Dogal Sayilardan Ne istiyoruz?

Dogal sayilari, yani 0, 1, 2, 3, ... gibi sayilar1 anlamak istiyoruz. Elbette dogal
sayilar1 anlamak icin 6nce dogal sayilarin matematiksel tanimini vermeliyiz.
Ama matematiksel tanimi vermeden 6nce de dogal sayilarin nesini anlamak
istedigimizi bilmeliyiz. Clinkl tanimi ona gore yapacagiz.

Herhalde, en azindan bir dogal sayidan sonra hangi dogal sayinin gelecegini
(verilen dogal sayimin ardaling), yani bir sonraki dogal sayiy1 bilmek istiyoruz,
bir bagka deyisle, eger x sayisi verilmigse x + 1 sayisim1 bulabilmek ve x —
x+1 fonksiyonunun o6zelliklerini bilmek istiyoruz. Sonra, sanirim dogal sayilar
toplamay1 ve ¢arpmay1 anlamak istiyoruz; toplamay1 ve ¢carpmay1 anlamadan
olmaz. Ta ilkokuldan beri bagimizin eti yendi toplam ve carpma tablolarini
ezberlememiz i¢in... Ayrica 6rnegin

X (y+z)=zxy+xxz

esitligini kamitlayabilmek istiyoruz. Hatta, 53 gibi, bir sayimin iissiinii almay1 da
becerebilmeliyiz. Ayrica hangi sayinin kii¢iik, hangi sayinin biiyiik oldugunu da
anlamaliyiz, 6rnegin 2 > z esitsizligini dogal sayilar icin kanitlayabilmeliyiz.
Dogal sayilarla ilgili anlamak istediklerimizi yazalim: x 41 iglemi, toplama,
carpma, s alma iglemleri ve siralama iligkisi.
Siralamadan baglayalim. Dogal sayilardaki x < y esitsizligini toplama cin-
sinden yazabiliriz:

x < y esitligi ancak ve ancak x 4+ z = y esitligini saglayan bir z dogal
sayisy varsa gegerlidir

ya da daha matematiksel bir dille,
(1) r<y&eIz(z+z=y).
Goriildiigii gibi esitsizligi toplamadan hareketle bedavadan elde ettik!. Dolayi-

1Sagdaki 6nermedeki z bir dogal sayidir. Dogal sayilardan s6zedilen durumlarda tiim z,
y, z gibi belirlenmemis simgeler dogal say1 anlamina gelecek. Kiimelerden s6zettigimizde ise
z, y, z gibi simgeler kiime anlamina gelecek. Neyin ne anlama geldigi konunun gelisinden
belli olacak diye umuyoruz
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16 2. Temel Sorular

siyla, eger toplamay1 anlarsak egitsizligi de anlariz. Boylece anlamak istedikle-
rimizin listesinden esitsizligi silebiliriz. Artik sadece x + 1 igslemini, toplamayn,
carpmay1 ve Us almay1 anlamak istiyoruz.

Simdi iis almaya bakalim.

(2) ¥ =1veaV ™ =a¥ .2

esitliklerinden, ¢arpmay1 ve « 4 1 iglemini biliyorsak iis almay1 da bildigimizi
anlariz. Nitekim bu iki egitlikten 6rnegin su cikar:

23:22+1:22'2:21+1_2:(21_2)_2
=201 2).2=((2"-2)-2)-2=((1-2)-2)-2.

Demek ki carpmay1 biliyorsak, en sagdaki ((1-2) -2) -2 carpimimi yapip 23
isleminin sonucunu bulabiliriz. Boylece anlamak istediklerimizin listesinden
iis almay1 da silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini, toplamay1 ve ¢arpmay1
anlamak istiyoruz.

Sira geldi carpmaya... Carpmay1 da toplama cinsinden yazabiliriz:

(3) z-0=0vezx-(y+1)=z-y+z

esitlikleri carpmay1 tamamen belirler. Nitekim, bu iki esitligi kullanarak ve
toplama iglemini bildigimizi varsayarak, ornegin 2 - 3 isleminin sonucunu bula-
biliriz:
2:3=2-2+1)=2-242=2-(1+1)+2
=2-142)+2=(2-(0+1)+2)+2
=((2-042)+2)+2=((0+2)+2)+2.

Toplamay: biliyorsak, en sagdaki ((0+ 2) + 2) + 2 islemini yapip 2 - 3 igleminin
sonucunu bulabiliriz. Demek ki ¢garpmay1 da bilmek istediklerimizin listesinden
silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini ve toplamay1 anlamak istiyoruz.

Simdi de toplamaya bakalim. Eger x + 1 iglemini yapabiliyorsak, toplamay1
da yapabiliriz. Nitekim

(4) r+0=zver+(y+1)=(x+y) +1

esitlikleri (ya da formiilleri) toplama yapmamizi saglar. Ornegin, bu iki esitligi
kullanarak,

243=24+024+1) =242 +1=2+1+1)+1=(2+1D)+1)+1

esitligini kanitlayabiliriz. Eger x verildiginde x 4 1 iglemini yapabiliyorsak, o
zaman ((2 4+ 1) + 1) + 1 iglemini yapip 2 + 3 igleminin sonucunu bulabiliriz.
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2.1. Dogal Sayilardan Ne Istiyoruz? 17

Demek ki toplamay1 da bilmek istediklerim listesinden silebiliriz. Artik sadece
x + 1 iglemini anlamak istiyoruz.

Geriye fazla bir gsey kalmadi. Toplamayi, carpmayi, iis almayi, esitsizligi
anlamak i¢in « + 1 iglemini anlamaliy1z. 4+ 1 igleminin 6zellikleri bize topla-
manin, ¢carpmanin, is almanin, esitsizligin tiim 6zelliklerini verecek.

Toplamanin, ¢carpmanin, iis almanin ve esitsizligin ozelliklerini kanitlaya-
bilmek icin 2+ 1 igleminin hangi 6zelliklerini bilmeliyiz? Iste nemli ve canalict
soru bu. Bu soruyu bir sonraki altboliimde ele alacagiz.

Bir nokta okurun dikkatinden kagmis olabilir: x — x + 1 islemini anlamak
igin 1 diye bir sayiy1 anlamak gerekmiyor. Biz sadece “art1 bir” isleminden
sozediyoruz, 1 sayisindan sozetmiyoruz. Belki de “arti bir” degil, tek kelimeyle
yazip “artibir” igleminden/fonksiyonundan sozetmeliydik. Bundan sonra x + 1
yerine S(x) hatta Sz yazalim ve “arti bir” yerine “bir saymin ardili” ifadesini
kullanalim. Boylece kafa karigtiran 1’den kurtulmus oluruz. Daha sonra, ileri-
de, toplamay1 ve 1’i tamimladigimizda Sx’in gercekten x + 1’e esit oldugunu
gorecegiz.

Yukarida soylediklerimiz kismen dogru: x — x + 1 islemini anlamak top-
lama ve carpmay1 anlamamiza yetiyor, dogru, ama x +— x+1 islemi tek bagina
toplama ve carpma iglemlerini tanimlaya yetmiyor, belki biraz sagirtici ama
Oyle; tanimlanabilse her gsey yolunda gidecek ama olmuyor iste. Anlatalim:

Eger S’yi biliyorsak (4) esitliklerinin toplamay1 belirledigi bariz olmali.
Nitekim biraz yukarida (4) esitliklerini kullanarak 2 + 3 = 5 egitliklerini ka-
nitladik. Ama (4) esitlikleri toplamay1 tanimlamaya yetmiyor. Belirlemek ya
da betimlemek bagka, tanmimlamak basgka. Zaten (4) esitlikleri ancak toplama
tanimlanmigsa anlamhdir, toplama tanimlanmamissa yazilamazlar bile! Tleri-
de, (4) esitliklerini saglayan bir islem tamimlayacagiz ve bu igleme toplama
adin1 verecegiz.

Eger toplamay biliyorsak (3) esitliklerinin ¢arpmay belirledigi belli, ama
(3) esitliklerinden ¢arpma igleminin varhigi kamitlanamaz. Bir 6nceki paragrafta
toplama ve (4) esitlikleri igin séylediklerimizin hepsini carpma ve (3) esitlikleri
icin de sOyleyebiliriz.

Toplama ve ¢arpmay1 tamimlayabilmek i¢in kiimeler kuramina ve aksiyom-
laria bagvurmak, dolayisiyla € (elemam olmak iligkisi) simgesini kullanmak
zorundayiz, sadece x 4 1 iglemi yeterli olmaz. Ileride bu konudan biraz daha
ayrintili s6z edecegiz. Ama bu altboliimde, higbir sey yapmadiysak en azindan
(x bir dogal sayiyken) z — z+1 igleminin 6nemini ortaya koyduk. Tanim mese-
lesini bir yana birakirsak, dogal sayilar1 ve dogal sayilarin aritmetigini anlamak
igin 6ncelikle z +— x+1, yani “bir sayinin ardili” iglemini anlamaliyiz; bu iglemi
anlamadan daha fazla ilerleyemeyecegimiz anlagilmig olmali. Dedigimiz gibi S
islemini tanimladiktan sonra kiimeler kuramini kullanarak toplama ve carpma
islemlerini tanimlayacagiz.
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18 2. Temel Sorular

Derin Notlar: Konuya biraz agina olanlar i¢in son paragrafta soziinii ettigimiz tanimla-
nabilme problemini biraz daha acalim. Presburger’in bir teoremine gore, dogal sayilarda top-
lamayla ve (altkiimelerle degil) dogal sayilarla (dogal sayilar kiimesinin elemanlariyla yani)
ilgili her tiirlii soru’nun dogru olup olmadig bir bilgisayar programi yardimiyla anlagilabilir.
Eger carpma toplamadan hareketle tanimlanabilseydi, o zaman toplama ve ¢arpmayla ilgili
tiim sorular da bir bilgisayarla yanitlanabilir olmasi gerekirdi, ki Godel’in Ikinei Eksiklik
Teoremi’nden bunun boyle olmadigini biliyoruz. Demek ki carpma toplamadan hareketle,
dolayisiyla S’den hareketle de tanimlanamaz.

S fonksiyonundan hareketle esitsizligin tanimlanamayacag1 biraz model teorisi bilgisiyle
oldukga kolay bir kamtla gosterilebilir. (Bunun igin, S’nin teorisinin bir modelinin, z <
Sx Onermesi saglayan iki farkli tamsiralamasini bulmak yeterli. Bu model, Z’lerin farkh
siralandigi N U Z U Z kiimesi olarak alinabilir.)

Ote yandan esitsizligin toplama yardimiyla tamimlanabilecegi bariz:

r<y&SIzr+z=uy.

Verilmis bir n dogal sayisiyla toplama iglemi, yani f,(z) = = + n fonksiyonu, “artibir”
fonksiyonuyla tanimlanabilir elbette, bunun igin “artibir” fonksiyonunu n defa uygulamak ye-
terlidir, ne de olsa S™ = f, esitligi gegerlidir. Ama her z ve her y i¢in f(z,y) = x+y degerini
veren bir fonksiyon S ve 0 ile tamimlanamadigi gibi, S, 0 ve esitsizlikle de tanimlanamaz (bkz.
Karlis Podnieks’in http://www.ltn.lv/gt3.htmlfBM31 sayfasi). Bir bagka deyisle, yaygmn
bir inancin tersine,

z+0=xzvex+ Sy=S(x+vy)

formiilleri (N,0,S) yapisinda toplama fonksiyonunu tanimlamaz. Benzer sorun (N,0, .S, +)
ve ¢arpma i¢in de yagamir: Bu yap: da carpmay1 tanimlamamiza izin vermez. Ama bu
tanimlanamama sorunu ilelebet devam etmez. (N, 0,5, 4+, x) yapisinda n!, n™, n’inci asal
gibi tiim aritmetiksel fonksiyonlar tanmimlanabilir. Yani (N, 0, S, +, X) agamasindan sonra bir
sorun yaganmaz, daha dogrusu yagsanmayacagi saniliyor. Bunu da ileride gorecegiz.

2.2 Dogal Sayilar Ne Olmal1?

Bir onceki altboliimde, dogal sayilarda toplamayi, carpmayi, iis almay1 ve esit-
sizligi tanimlayabilmek icin

r—x+1

kuraliyla tanimlanan “arti bir” ya da “ardili” iglemini anlamanin tam yeterli
olmasa da, neredeyse yeterli oldugunu, en azindan gerekli oldugunu gordiik.
Uzunca bir siire -yalan da olsa- sadece S igleminin toplama ve ¢arpmay1
tanimlamaya yeterli oldugunu varsayalim, ki tiim enerjimizi S fonksiyonuna
verelim. Zaten S’yi tanimlamadan bir adim ileri gidemeyecegimizi biliyoruz.
Burada, su soruyu sorup yamtlamaya calisacagiz: “Ardili” igleminin tam
olarak hangi Ozelliklerini bilmeliyiz ki diger tiim ozelliklerini bu ozellikleri
varsayarak kanitlayabilelim? Yani dogal sayilarda tamimlanan z — x + 1
isleminin “6zi” nedir? Bu soruyu birgok iinlii matematikci, mantikgi ve fi-
lozof sormustur. Biz burada Dedekind ve Peano’nun izinden yiiriiyecegiz.
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2.2. Dogal Sayilar Ne Olmali? 19

Bundan béyle = + 1 yerine Sz yazalim?, ki 2 4 1 isleminin 1’le ilgili bir
islem oldugu gibi aslinda pek de yanlis olmayan ama basglangicta bizi yanls
yonlendirebilecek bir fikre saplanmayalim. Sx’e x’in ardils adin verecegiz.

Bu boliimde 6nce dogal sayilar kiimesi N'nin ne oldugunu bildigimizi var-
say1p, S fonksiyonunun bagat 6zelliklerini bulacagiz. N kiimesinin ve S fonk-
siyonunun “ne olmasi gerektigini” boliimiin en sonunda gorecegiz.

S’nin dogal sayilara etkisinin resmini agagida ¢izdik.

Ik Ozellik. Her seyden 6nce S, dogal sayilar kiimesinden gene dogal sayilar
kiimesine giden bir fonksiyondur®, daha dogrusu olmalidir.
Ayrica, S birebir bir fonksiyondur, yani eger x ve y dogal sayilari i¢in

Sx = Sy

esitligi gecerliyse, o zaman z = y esitligi de gecerlidir?. Bir bagka deyisle ar-
dillar1 egit olan sayilar egittir.

Peki S, érten® midir, yani her dogal say1, bir dogal saymin ardili midir?
Hayir degildir. 0 sayisi hicbir dogal saymin ardili degildir. (Ama S fonksi-
yonu neredeyse ortendir, 6rten olmasina ramak kalmigtir: 0 diginda her sayinin
bir 6ncesi vardir ve 0 diginda her say1 kendisinden hemen 6nce gelen sayinin
ardilidir.) Yani S fonksiyonu N kiimesinden N kiimesine giden ve hig 0 degerini
almayan birebir bir fonksiyondur, daha dogrusu 6yle olmalidir.

ikinci Ozellik. S fonksiyonunun tiimevarimla kanita olanak saglayan bir
bagka 6nemli 6zelligi daha vardir. Anlatalim: A, dogal sayilar kiimesi N'nin
bir altkiimesi olsun. Eger 0, A'nin bir elemaniysa ve A’dan segilmig her x ele-
mani ic¢in z’in ardili olan Sx elemani da A’daysa o zaman A = N olur. Bir
bagka deyisle, N'nin, 0’1 igeren ve igerdigi her elemanin ardilini da iceren her
A altkiimesi N’ye egittir, yani,

2Bu 9, “sonraki” anlamina gelen Ingilizce “successor” ve Fransizca “successeur” sozciikle-
rinin bag harfidir; rastlanti, Tiirkge “sonraki” stzcligiinliniin de basharfidir!

3Heniiz dogal sayilar kiimesi N’yi tanimlamadik. Fonksiyon kavramim da tanimlamadik.
Bunlar1 daha sonraki béliimlerde yapacagiz. Simdilik, N diye bir kiimemiz oldugunu var-
say1p sezgisel takiliyoruz. Yani diiglinliyoruz. Boliimiin sonunda N kiimesinin ne olmas: ge-
rektigini gorecegiz. N kiimesinin ne olmasi gerektigini gordiikten sonra bu kiimenin varligini
kanitlamaliyiz. Bunu da daha daha sonraki boliimlerde yapacagiz. Fonksiyon kavramini da
ileride tanimlayacagiz. Okur simdilik lise yillarindaki bilgiyle idare etsin, ileride her sey ma-
tematiksel olarak tanimlanacak.

1Bger x+ 1 =y + 1 ise © = y esitligi de dogrudur, bunu herkes bilir!

5f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her y € Y icin f(z) = y esitligini saglayan bir
x € X varsa, f fonksiyonuna érten denir.
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20 2. Temel Sorular

i.0e€ A, ve

ii. her x € A igin, Sr € A
ise 0 zaman A = N olur. Nitekim, bu iki kogulu saglayan bir A kiimesi alalim.
0'm A’da oldugunu (i)’den dolay1 biliyoruz. (ii)’de x yerine 0 alirsak, 0 € A
oldugundan, 0'in ardili olan S0 sayisinin, yani 1’in de A’da oldugunu anlariz.
(ii)’de bu kez z yerine 1 alalim; demek ki 1’in ardili S1, yani 2 de A’da.
Simdi, (ii)’de z yerine 2 alalim, boylece 3’in de A’da oldugunu goriiriiz. Bunu
boyle stirdiiriirsek, 4, 5, 6, ... sayilarimin, ve zamanla (!) her dogal saymnin
A’da oldugunu anlariz.

Yukarida verdigimiz bir kanit degildir, sadece dogal sayilarin ve S fonksiyo-
nunun ne olmas: gerektigi konusunda yol gosterici niteliginde bir akil yiirtitme-
dir. Ciinkii dogal sayilar1 matematiksel olarak heniiz tanimlamadik ve tanim-
lamadigimiz bir nesne hakkinda herhangi bir sey kanitlayamayiz. Simdilik sa-
dece dogal sayilar kiimesinin ve artibir fonksiyonunun ne menem seyler olmasi
gerektigini anlamaya caligiyoruz.

Bu iki 6zelligin S’nin 6zlinii tegkil ettigine inaniliyor, yani bunlar S’nin “ka-
rakteristik ozellikleri” dir. Hatta bu iki 6zellik, dogal sayilar1 bile tanimlamamiza
yeterli olacaktir. Ileride gorecegiz.

Dogal sayilar yapisi sadece bir kiime degildir. Tanimda N adi verilen bir
kiime vardir, ama bir de ayrica sifir ad1 verilen ve 0 simgesiyle gosterilen bir
eleman ve S ile gosterilen N’den N’ye giden bir fonksiyon da vardir. Yani
ashinda “dogal sayilar kiimesi” N degil, “dogal sayilar yapisi” (N,0,S)
tanimlanmalidir. Bu yapiy1 daha sonra toplama ve garpma iglemleriyle zen-
ginlestirecegiz ve igste o zaman dogal sayilar yapisini tam olarak elde etmis
olacagiz. Ama uzunca bir siire (N, 0, ) yapisiyla idare edecegiz. (Hentiz (N, 0, S)
seviyesine gelmedik, N kiimesini bile tanimlamadik.)

Dogal sayilar1 sadece bir kiime olarak tamimlamak cocuk oyuncagidir. Asil
mesele, dogal sayilarla ilgili gercekleri biinyesinde barindiran bir aksiyom sis-
temi ve bu aksiyomlarm dogru oldugu bir (N, 0,.5) evreni ya da daha yaygin
tabiriyle modeli yaratmaktir. (Konu simdilik karmagik gibi goriinse de birkag
boliim sonra agikliga kavugacagini umuyoruz; okumaya devam edin.)

Simdilik, dogal sayilar “yapisi” (kiimesi degil), hemen agagida agiklayaca-
gimiz P1 ve P2 6zelliklerini saglayan bir (N,0,.5) {iglistidiir. Buradaki N bir
kiimedir. 0, N'nin bir elemanidir. S ise, N’den N’ye giden bir fonksiyondur.

P1. S, N’den N'ye giden ve hi¢ 0 degerini almayan birebir bir fonksi-
yondur.

P2. Eger A, dogal sayilar kiimesi N'nin,

i.0e A, wve

ii.xe A ise Sxe A

ozelliklerini saglayan bir altkimesiyse o zaman A = N olur.
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2.2. Dogal Sayilar Ne Olmali? 21

Bir S fonksiyonunun varhigini kabul edersek, bigimsel dilde P1 g6yle yazilir:
VaVy (Sx = Sy — x = y) AV Sz # 0.

Formiiliin ilk kismi S’nin birebir oldugunu, ikinci kismi ise 0 degerini al-
madigini soyliiyor. Birazdan S’nin 0 diginda tiim degerler aldigini kanitla-
yacagiz.

P2 ise bicimsel dilde goyle yazilir:

VA((ACNAOE AAVz (z € A— Sz € A)) - A=N).

P1 ve P2’den S’nin neredeyse orten olmasi gerektigi oldukca kolay bicimde
gikar:

Onsav 2.1. P1 ve P2 ézelliklerini saglayan bir S : N — N fonksiyonu, 0
diginda tim degerleri alir, yani S(N) = N\ {0} olur.

Kamt: P2’de A = {0} U S(N) alalim. P2’nin her iki 6nkosulu da A i¢in bariz
bicimde saglandigindan, A = N olur. P1’de soylenen 0 ¢ S(N) ile birlikte
istedigimizi elde ederiz. O

Her seyi kiimeler kuraminda yapacagimizdan, tam ne istedigimizi daha
dogru bicimde soyle ifade edelim: Oyle bir

a. N kiimesi,
b. N'nin 0 adin1 verecegimiz bir elemanini ve

c. bir S : N — N fonksiyonu

bulacagiz ki, elde edilen (N, 0,.5) yapist P1 ve P2 6zelliklerini saglayacak.

P1 ve P2 o6zelliklerini saglayan (N,0,5) tclisti var midir? Evet vardir!
Vardir da nerededir?

Kitabin bu ilk kisminin bundan sonraki boliimlerinde bunun 6ykiisiinii oku-
yacaksiniz. Yukaridaki 6zellikleri saglayan bir (N, 0,.5) yapisini hep birlikte var
edecegiz. Sabirla. Bununla yetinmeyip dogal sayilarda toplamay1, carpmay1 ve
siralamay1 tamimlayip bunlarin ¢ok bilinen temel 6zellikleri sagladigini kanit-
layacagiz.

Bu arada heniiz kiimenin ne anlama geldigini bilmedigimiz gibi, fonksiyo-
nun da ne demek oldugunu bilmedigimize dikkatinizi ¢cekerim. Yani yukaridaki
tartigma bir matematik tartigmasi degil, daha ¢ok bir kiraathane sohbetidir.
Bir bagka deyisle kitap hentiz baglamadi!

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



22 2. Temel Sorular

2.3 Plan Program

Bir sonraki boltimde kiimeler kuraminin en temel, en basit aksiyomlarindan ya-
rarlanarak birkac dogal say1 ve bu dogal sayilar1 toplayip carpmay1 6grenecegiz.
Bir sonraki boliimii 1sinma hareketleri olarak kabul etmek gerekir. Asil konu
anlatimi daha sonra baglayacak.

Bolim 5'te P1 ve P2 ozellikleri saglayan bir (N, 0, S) yapisi inga edecegiz.
Ama bunu yapmak igin kiimeler kuramina ihtiyacimiz olacak ve bunu da Bo-
lim 4’te gbsterecegiz.

Boliim 6’da bu yapida toplama ve ¢arpma iglemlerini ve siralamay: tanim-
layacagiz ve bunlarin temel 6zelliklerini ortaya koyacagiz. Toplama ve carpma
igin kiimeler kuramina ihtiyacimiz olacak, ama esitsizlikle toplamadan hare-
ketle bag edebilecegiz.

Boliim 8’de, P1 ve P2 ozelliklerini saglayan iki dogal sayi yapisinin bir
anlamda biricik oldugunu gosterecegiz, yani P1 ve P2 oOzelliklerini saglayan
iki dogal say1 yapisinin elemanlarinin adlar1 disinda birinin digerinden farki
olmadigim gosterecegiz, sanki biri “sifir bir iki ii¢ ve art1” gibi Ttiirkce, digeri
“zero one two three ve plus” gibi Ingilizce. Boylece dogal sayilar yapisinm bir
anlamda dogal bir yapi oldugu, P1 ve P2’nin dogal sayilara pek fazla hareket
alan1 tanimadigr anlagilacak.

Yolumuz uzun yani.

Soyle bir benzetme yaparak sorunu anlamaya caligabiliriz: Diyelim ev-
lenmek istiyorsunuz ve evinizde masa baginda ideal eginizin o6zelliklerini bir
liste halinde yazdimz: Zeki, ¢aliskan, namuslu, saygil, sefkatli, hog goriiniimlii,
hosgoriilii, hogsohbet, esprili, kiltiirli, zevk sahibi ve hali vakti yerinde ola-
cak ve elbette size tapacak... Bu liste bir teoridir, bir arzular listesidir. Bu
listeyi herkes hazirlar... Bundan kolay ne var! Onemli olan bu teoride (yani ar-
zular listesinde) yazan ozellikleri saglayan birinin varhgimi kamtlamak, hatta
miimkiinse bulmak! Istediginiz ézelliklere sahip kigiye de teorinin modeli denir!
Teorinin modeli olabilir de olmayabilir de; teorisine gore degisir!

Yukaridaki P1 ve P2 bir teoridir, bir arzular listesidir. N'nin varligini ver-
mez, sadece olasi miistakbel (N, 0, 5)’lerden beklentilerimizi listeler.

Dikkat ederseniz, P2, altkiimelerle ilgili bir énermedir. (Oysa P1 eleman-
larla ilgilidir.) Mantikgilarin (biiytik gogunlugu dememek igin) 6nemli bir kismi
kendilerine gore hakli nedenlerden altkiimelerden sézeden teorilerden hosglan-
mazlar, altkiimeler yerine elemanlarla ilgili 6nermelerden olusan teorileri tercih
ederler. Boliim 9’da P1 ve P2’yi (€ simgesini ve kiimeler kuramini tamamuyla)
terkedip, sadece elemanlardan sézeden ve 0, S, + ve X simgelerini kullanan
Peano Aksiyomlari’yla calisacagiz.

Kisa Tarihge. Dogal sayilarla ilgili bir¢cok olgunun “artibir” iglemi ve “tiime-
varim”la kanitlanabildigini ilk olarak 1860’larda Hermann Grassman fark-
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etmigtir. 1888’de Richard Dedekind dogal sayilar1 agagi yukari bu boliimde
yaptigimiz gibi aksiyomlagtirmigtir. 1889’da bu aksiyomlarin biraz daha ra-
fine bir versiyonu Italyan matematik¢i Giuseppe Peano tarafindan Yeni Bir
Yontemle Aritmetigin Ilkeleri adli kitabinda yayimlanmigtir. Ama daha
sonra Peano Aksiyomlar1 adi ileride soziinii edecegimiz (Boliim 9) bir bagka
aksiyom sistemine verilmistir. Bu boliimdeki aksiyomlara Dedekind-Peano
Aksiyomlary adi verilebilir.

2.4 izleyecegimiz Yontem Uzerine

Dedigimiz gibi, oncelikli olarak, P1 ve P2 6nermelerinin dogru oldugu bir
(N, S,0) yapist inga edecegiz. Bu yapiy1 daha sonra (N, S, +, x,0) yapisina
genigletecegiz ama ilk amacimiz P1 ve P2 onermelerinin dogru oldugu bir
(N, S,0) yapist bulmak. Her seyi kiimeler kuraminda yapacagiz. Dogal sayilar
kiimesi N gercekten bir kiime olacak, ama S fonksiyonu da, 0 sayis1 da birer
kiime olacak. Matematiksel her sey bir kiime olacak. Tiim matematigi kiimeler
kuraminin iginde inga edecegiz.

Demek ki 6nce kiimeler kuramini kurmaliyiz, yani kiimeler kuraminin aksi-
yomlarini belirlemeliyiz. Bunu ¢ok dikkatli yapacagiz. Cok da dikkatli yapmak
zorundayiz, c¢linkii aksi halde kargimiza paradokslar, yani celigkiler ¢ikabilir
ve matematigin dayandigi kiimeler kuraminin geliski barindirmas: hi¢ de hos
olmaz, giivendigimiz daglara kar yagmig olur.

1800’lerin sonunda ve 1900’lerin baginda matematikte (ve felsefeciler he-
men farkina varmasa da herhalde felsefede de) en énemli sorulardan biri, ma-
tematigin celigkili olup olmadig: sorusuydu. Frege ve Hilbert bu konuya ilgi
duyan iki inlii matematik¢iydi. Matematikte celigki olmadig1 kanitlanmaliy-
di. Bunun yapilabilmesi icin de matematigin sezgilerimizden bagimsiz bir hale
getirilip bicimsellestirilmesi ve aksiyomlastirilmasi gerekiyordu.

Matematik, érnegin Oklid’in aksiyomlarinda bulunan “bir dogru sonsuza
kadar uzatilirsa” gibi sezgilere seslenen tiimcelerden armnabilmeliydi, ki gelis-
kinin olmadig1 kanitlanabilsin.

Alman mantikg1 ve matematikgi Frege 19’uncu yiizyilin sonlarina dogru en
azindan aritmetigi saglam temellere oturtma ugrasina soyundu. Ama 1900’le-
rin baginda Bertrand Russell kiimeler kuraminda bir paradoks, yani bir geligki
buldu. Daha 6nce Burali-Forti paradoksu diye adlandirilan bir paradoks vard:
ama nedense bu paradoks matematigi ve matematikcileri altiist etmemisti.
Bertrand Russell’'in paradoksuyla birlikte, Frege’nin yillarini verdigi mate-
matigi bi¢imsellegtirme ugragi (say1 kavramini mantiga indirgeme ugrasi) bii-
yiik bir yenilgiye ugramisa benziyordu.

Birazdan agiklayacagimiz Russell paradoksu bayagi bir giirtiltii kopards,
matematik sarsilmigti, daha bir giin 6ncesine kadar dogrulugundan kusku duy-
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madigimiz, bagtaci ettigimiz matematikte celigki vardi, artik gilivenilmez ol-
musgtu. Bunun iizerine, kiimeler kuraminin (ve matematigin) aksiyomatik bir
hale getirilmesi gerektigi daha fazla belli oldu ve bu amagla celigkilerden ve
paradokslardan muaf oldugu diigiiniilen, 6zellikle Russell Paradoksu’nu berta-
raf eden, yani paradoks olmaktan ¢ikaran birgok kuram gelistirildi. Bunlardan
en kabul edileni ZFC adi verilen kuramdir. ZFC’yi bu kitapta ve bir sonraki
ciltte agiklayacagiz.

Matematik tarihinin kuskusuz en heyecanli zamanlariydi. Bu kadar ilging
bir konuyu burada kesmekten {izlintii duyuyorum ama aksi halde bu kitaba
hi¢ baglayamayacagim!

Bertrand Russell'in paradoksunu agiklayayim.

Tiim kiimeler kiimesini alalim. Bu kiimeye X adini verelim. X de bir kiime
oldugundan X € X olur elbette.

X’in baz kiimeleri kendi kendisinin elemani olabilirler. Ornegin X, yuka-
rida gordigiimiiz gibi, kendi kendisinin elemani olan kiimelerden biridir.

X’in baz1 kiimeleri de kendi kendisinin elemani olmazlar. Ornegin dogal
sayilar kiimesi N, bir dogal say1 olmadigindan, kendi kendisinin bir elemani
degildir.

Simdi, kendi kendisinin elemani olmayan kiimelerden olugan kiimeyi alalim:

Y={x:z¢x}

olsun. Tanimdan dolay1, bir x kiimesinin Y’de olmasi i¢in yeter ve gerek kogul
2’in kendi kendisinin elemani olmamasidir. Daha matematiksel olarak, her =
kiimesi icin,

reYesré¢x
onermesi gecerlidir. Bu 6nerme her x kiimesi icin gegerli oldugundan, 6zel
olarak Y kiimesi icin de gegerlidir. Dolayisiyla, yukaridaki 6nermede x yerine
Y koyarsak dogru bir 6énerme elde ederiz:

YeEY &Yy

Bu son 6nermenin ne dedigine bakalim: Y, Y’nin bir elemaniysa Y, Y 'nin bir
elemani olamaz ve Y, Y’nin bir elemani degilse, Y, Y'nin bir eleman1 olur...
Bu, bariz bir celigkidir.

Bu sorunu ¢6zmenin tek bir yolu vardir, o da Y’yi kiime olmaktan men et-
mek! Nitekim, sorun nasil ¢oziiliirse ¢oziilsiin, sonunda Y ’yi bir bicimde kiime
olmaktan men ederek c¢oziiliir. Hatta, Bertrand Russell paradoksunun Y 'nin
kiime olmadigini kanitladigini séyleyebiliriz, ¢linkii Y 'nin bir kiime oldugunu
varsayarak bir celigki elde ediyoruz.

Sorun sadece Y’de degildir. Sorun aslinda X’tedir. X bir kiimeyse, Y nin
bir kiime olmasini engellemek insafsizlik olur. Dolayisiyla Y’den 6nce X’in bir
kiime olmasini engellemek gerekmektedir.
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Bertrand Russell paradoksundaki yontemi kullanarak, her x kiimesi igin
x’in elemani olmayan bir eleman (ya da bir kiime) bulabiliriz. Bulalim:

Teorem 2.2. Eger x bir kumeyse, x’te bulunmayan bir eleman vardwr. Daha
spesifik olarak

{zex:2¢z}

kiimest x "in bir elemany degildir.

Kanit: z kiimesini sabitleyelim.
a={z€zx:2¢z}

tanimini yapalim. a, 2’in kendi kendisinin elemanlari olmayan elemanlardan
olugur. Demek ki z icin,

(1) z€as (z€xve 2z & 2).

Bu 6nerme her z icin gecerli oldugundan, 6zel bir durum olarak a icin de
gecerlidir:
acas (acxveada).

Simdi, celigki elde etmek amaciyla
a€x

6nermesinin dogru oldugunu varsayalim. O zaman (1) énermesinden dogru
olan a € z O6nermesini atabiliriz. (“Hava glizelse ve 2 X 2 = 4 ise sinemaya
gidecegim” 6nermesi, bu kitapta da kanitlayacagimiz lizere 2x2 = 4 ettiginden,
“Hava giizelse sinemaya gidecegim” demektir!)

acas (acxveada).

Yani a, ancak ve ancak kendisinin bir elemani degilse kendisinin bir elemanidir!
Celigki. Dolayisiyla a € z olamaz. O

Bu teorem bize X’in bir kiime olamayacagini soyliiyor, ¢linkii her kiime
X’in bir elemani. (Yukaridaki teoremin giizelligi, her x kiimesinde olmayan
bir elemanin varligini kanitlamasi degil, bunu zaten Russell paradoksundan
biliyorduk, teorem ayni zamanda z’in elemani olmayan elemanin ne oldugunu
sOyliiyor, yani

ax)={z€x:2¢z}

ise, teorem «(z) ¢ x 6nermesini kanitliyor.

Sorun ne yazik ki sadece X’te de degildir. X’i bir kiime olmaktan men
etsek bile bagka paradokslar bulunabilir. X gibi “cok ¢ok fazla” elemani olan
topluluklarin tiimiini kiimelik vasfindan arindirmak gerekmektedir.
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Yanlig anlagilmasin, X diye bir toplulugun varhigini inkéar etmiyoruz. X
elbette vardir ve var olan bir gseye yok diyemeyiz. X vardir ama elimizden gel-
digince X’in bir kiime olmasini engellemeliyiz, ¢iinkii aksi halde bir geligki elde
ederiz. Yani “kiime”, eskiden oldugu gibi bir topluluk olarak tanimlanmamali,
her topluluk bir kiime olmamali, sadece “kiime” olmay1 hakeden topluluklar
kiime olmali.

Bunun nasil yapildigini bu ve sonraki ciltte gorecegiz. Bir yandan ZFC’yi
kurarken (yani aksiyomlarin yaratirken), diger yandan sayilar ve say1 kiimele-
rini insa edecegiz. Bu ciltte kiimeler kuraminin en basit aksiyomlar: yer alacak.
Bir sonraki ciltte ise kiimeler kuraminin ¢ok daha tartigmah (ayrica heyecanh
ve tehlikeli) aksiyomlarindan s6z edecegiz.

Artik matematige baglayabiliriz.
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Her toplulugu kiime sanmanin matematikte celigki yarattigini Altboliim 2.4’te
gordiik. Demek ki daha dikkatli olmaliyiz, 6ntimiize ¢ikan her topluluga kiime
dememeliyiz. Ne tir topluluklarin kiime olacagina dikkatlice segilmis aksiyom-
larla karar verecegiz. Bu boliimde kiimeler kuraminin en basit ve en dogal
birkag aksiyomunu sunacagiz.

Dogal sayilar1 matematiksel olarak tanimlamak istiyoruz. Bu ve sonraki
birkag boliimde, dogal sayilari tanimlamak igin ne kadar kiimeler kurami ge-
rekiyorsa o kadar kiimeler kurami sunacagiz. Sunacagimiz aksiyomlar, ilko-
kuldan beri asina oldugumuz Z, Q ve R gibi diger say1 kiimelerini ve bu say1
kiimeleri iistiindeki toplama, ¢arpma, ¢ikarma, bolme gibi basit fonksiyonlar:
tanimlamak icin de yeterli olacak.

Bu bélumde sadece ilk birkag dogal sayiy1 (0’dan 7’ye kadar olan dogal
sayilar1) tanimlayacagiz. Dogal sayilarin hepsini tanimlamak biraz daha zaman
alacak. Tanimladigimiz bu birka¢ dogal sayida toplama ve carpma iglemlerini
tanimlayip 2 4+ 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 egitliklerini kanitlayacagiz.

Kiimeler nasil var olacak? Kiimelere “var olun!” diyecegiz ve kiimeler var
olacak. Klimelere “var olun!” emrini aksiyomlarla verecegiz. Ama bunu ya-
parken, Russell paradoksunda oldugu gibi biitiin kiimeleri iceren bir kiimenin
yva da bizi celigkiye stiriikleyebilecek bir bagka kiimenin varliginin da kanit-
lanamamasina dikkat etmeye caligacagiz. Bilinen celigki ve paradokslar, tiim
kiimeler kiimesi gibi “cok biiyiik” kiimelerin varligindan kaynaklandigindan,
¢ok fazla eleman iceren topluluklarin kiime olmamasina dikkat edecegiz; aksi-
yomlar buna izin vermeyecek.

Aksiyomlar, bir iki istisna diginda, “gu bir kiimeyse, bu da bir kiimedir”
bi¢iminde olacak, yani var olan kiimelerden bazi belirlenen yontemlerle yeni
kiimeler elde edecegiz. Boylece, celigkiye yol acacak “biiytik” kiimeleri var
etmeyecegimizi umuyoruz.

Kiimeler konusu farkl bicimlerde aksiyomlagtirilabilir. Bu aksiyom sistem-
lerinin en iinliisii, en kabul goreni ve en kullanilani bu iki ciltte acgiklayacagi-
miz ZFC adiyla bilinendir. ZFC, Zermelo’nun Z’si, Fraenkel’in F’si ve Secim
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Aksiyomu’nun “se¢im”inin frenkgeleri olan Choice ya da Choiz gibi Latince
kokenli sozciiklerin C’sidir. Fraenkel’in yanisira, adi gegmese de, bir sonraki
cildin konusu olacak olan aksiyomlarda Skolem’in de katkisi vardir; Skolem’i
zikretmeden gecmeyelim.

ZFC digindaki sistemlerin en bilineni Von Neumann, Godel ve Bernays’in
buldugu ve kisaca GB olarak bilinen aksiyom sistemidir. Ama biz bu kitap-
larda sadece ZFC’yi agiklamakla yetinecegiz. Aslinda bu ilk ciltte daha ziyade
Zermelo'nun 6nerdigi aksiyomlarin bazilarindan (daha dogrusu o aksiyomlarin
biraz degistirilmig hallerinden) stz edecegiz.

Dilimiz, matematigin standart alfabesini igerecek. Bunlar

37 va /\7 \/7 T, 7, (7 )7 =, Vg, U1, U2, ...

simgeleridir. Bu simgeleri formiillerimizde kullanmaya hakkimiz var. Ama vy,
vy gibi simgeler yerine, alisik oldugumuz iizere, z, y, z, a, b, n, o, B, X, U
gibi bagka harfler de kullanma hakkini sakli tutuyoruz. Bir bagka not daha:
Dileseydik yukaridaki simgelerden bazilarim atabilirdik. Ornegin 3 ve V sim-
gelerinden sadece biri igimizi goriir, ya da A ve V simgelerinden birini secip
digerini kalanlar yardimiyla tamimlayabiliriz. — ve <> simgeleri de digerleri
yardimiyla tamimlanabilir. Kiimelere 6zgii olmayan bu teknik konuya fazla
girmeyecegiz, zor oldugundan degil, konuya daha cabuk bir giris yapmak is-
tedigimizden, okuru teknik ayrintilarla bogmak istemedigimizden. Bu konuda
daha fazla bilgi isteyen okur hemen simdi Altb6liim 10.1’1 okuyabilir, ama hig
gerek yok.

Bunlara ilaveten kiimeler kuraminin formiillerinde bir de 6zel bir simge
kullamilir: I¢indelik simgesi olan bir tiir epsilon isareti, €. Aciklayalim.

ZFC kiimeler kurami, iki terimi oldugu gibi, hi¢ tanimlamadan kabul eder:
Bunlar “kiime” ve “elemani olmak” terimleridir. Kiime bir “nesne” adidir, da-
ha dogrusu bir nesne tiiriidiir, tanimlanmamig bir sifattir diyebiliriz. “Elemani
olmak” ise iki kiime arasindaki dogru ya da yanlig olabilecek bir iligkidir. Eger
x kiimesi y kiimesinin elemaniysa bu z € y olarak yazilir. Aksi halde = ¢ y
yazilir. Bir bagka deyisle, x ¢ y, =(x € y) 6nermesinin kisaltilmig seklidir.

Dikkat: Kiimenin ne demek oldugunu ve “elemani olmanin” anlamini mate-
matiksel olarak aciklamiyoruz; matematiksel agiklamalar: yoktur. Dolayisiyla
anlagilacak ya da anlagilmayacak herhangi bir sey de yoktur! Kiime ve elemani
olmak kavramlarini tanimsiz kabul edecegiz. Tabii bu kavramlarin psikolojik,
pedagojik, sezgisel, felsefi agiklamalar1 yapilabilir, bu agiklamalar1 da [N1]'de
elimizden geldigince yapmaya c¢aligtik. Her kuram tanimsiz terimler icermek
zorundadir, aksi halde teoriyi yazmaya baglayamayiz bile! Bu tanimsiz terimler
kuramin bir nevi dayanak noktalaridir.

Elemanlar da dahil olmak tizere bu kitapta tanimlayacagimiz her seyin bir
kiime oldugu dikkatli okurun goziinden kacmayacaktir, dikkatsiz okurun da
gozlinden kagmasin!
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Aksiyomlar: teker teker siralamaya baglamadan 6nce bir konuya daha par-
mak basmak gerekiyor. Matematigin

Tr=ux,
T=Yy—>Yy==u,
(@np) —a,
aV o,

(p(x) N =y) = o(y)

gibi (ashinda herkesin bildigi ama pek az kimsenin bigimsel olarak bir yerde
yazili gordiigii) mantiksal aksiyomlar: da vardir. Bu bolimde ya da bu ki-
taplarda bu aksiyomlardan degil, kiimeler kuraminin aksiyomlarindan soze-
decegiz. (—, A gibi simgelerin sezgisel anlamlar1 icin Onermeler Mantig1 [N2]
adli kitabimiza bakabilirsiniz.)

Basliyoruz... Matematigin daha en bagindayiz... Elimizde hi¢ kiime yok...
Kiimeleri yavas yavag var edecegiz.

Simdi kiimeler kuraminin ilk aksiyomunu ve onunla birlikte matematigin
ilk kiimesini sunuyoruz:

Aksiyom 3.1 (Boskiime Aksiyomu). Hi¢ elemans olmayan bir kime vardur.

Bu aksiyomu, matematiksel simgelerle
JaVyy ¢ x

olarak yazariz. Yani, “Oyle bir x vardir ki, her y icin, y, £’in eleman1 degildir”.
Bu z, daha sonra boskiime adini verecegimiz kiimedir. Bu aksiyomdan once
evrenimizde herhangi bir kiimenin olup olmadigimi bilmiyorduk, ama artik
biliyoruz. Higbir eleman igermeyen bir kiime varmis.

Bu aksiyomu okuyan okur, “eleman” ne demektir, “elemani var ya da
yok” ne demektir, “kiime” ne demektir diye sorabilir... Ne de olsa daha ilk
aksiyomda eleman ve kiimelerden sozettik. Ama bu sorular sorulabilecek so-
rular olsa da yamtlanamayacak sorulardir. “Kiime” ve “elemani olmak” kav-
ramlarini tamimlamayacagiz. Bu kavramlar: tanimlamadan, tanimsiz olarak,
sanki herkes anlamini biliyormuscasina kabul edecegiz. Matematikte mutlaka
tanmimlanmamig kavramlar olmalidir. Aksi halde bir kelime Macarca bilme-
den, Macarcadan Macarcaya bir sozliikten yararlanarak Macarca 6grenmeye
kalkigan birine benzeriz; bir iki kelime de olsa Macarca bilinmeli ki Macar-
camizl ilerletebilelim. “Kiime” ve “elemani olmak” kavramlari matematigin
tanimlanmayan iki kavramidir. Ama okur endigselenmesin, diger tiim kavram-
lar1 bu iki kavramdan hareketle tanimlayacagiz! (Kendimizi tekrar ettigimizin
ayrimindayiz!)
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“Kiime” adinm1 verecegimiz bazi soyut, anlamsiz ve tanimlanmamig nesne-
lerin “elemanlar” olacak. Sezgisel kiimeler kuraminda [N1] “kiime” ve “ele-
mani olmak” kavramlarina sezgisel bir anlam yiiklemistik, ama burada sadece
matematik hitkmedecek, yani bu kavramlar tanimlanmayacak. Tanimlamak
istemedigimizden degil, miimkiin olmadigindan...

Bazi okurlarin sagiracagini sandigim bir sey sdyleyeyim simdi: Elemanlar
da bir kiime olacaklar!. Her sey kiime olacak... Elemanlar da, 0, 1, 2, \/2 ve
gibi sayilar da, fonksiyonlar da, toplama ve carpma islemleri de, < siralamasi
da... Kiimeler kuraminin tiim nesneleri kiimedir, en azindan bu kitapta agik-
layacagimiz ZFC kiimeler kuraminda.

Baz1 kiimeler bazi kiimelerin elemanlar1 olacak, “elemani olmak” her ne
demekse... Baz1 kiimeler de baz1 kiimelerin elemani olmayacak.

Eger z ve y iki kiimeyse ve y kiimesi « kiimesinin bir elemaniysa, o zaman
bunu

yEx

yazilimiyla gosteririz. Eger, tam tersine, y kiimesi x kiimesinin bir elemani
degilse bunu,

y¢ux

olarak gosteririz.

“Kiime” ve “elemani olmak” kavramlarimin hi¢cbir anlami olmayacak ama
bu kavramlar: siz gene de sezgisel olarak istediginiz gibi yorumlayabilirsiniz.
Yorum serbest... Isterseniz “elemani olmak”1 “cocugu olmak” olarak yorum-
layin, yani “y € x” tiimcesini “y, x’in ¢ocugu” olarak yorumlayin, bu size
kalmig bir sey... Biz yorum yapmiyoruz.

Biitiin bunlar1 yaziyoruz ama, heniiz elimizde sadece hi¢ elemani olmayan
bir kiime var... Simdilik bagka kiime var m1 yok mu bilmiyoruz.

Yukaridaki aksiyom, hi¢ eleman: olmayan bir kiimenin varligini soyliiyor.
Yani Oyle bir x kiimesi vardir ki diyor, y hangi kiime olursa olsun, y ¢ x olur.

Simdi soru su: Hi¢ elemani olmayan kag kiime vardir? Bir? 1ki? U¢? Sonsuz
sayida? Ya da boyle bir soru sormaya hakkimiz var mi? Hi¢ eleman1 olmayan
kiimelerden bir ya da birkag tane olup olmamasi bizim elimizde mi?

Hi¢ eleman1 olmayan (iki degil) tek bir kiime oldugunu kanitlamaya cali-
salim, bakalim bagsaracak miy1z? Bence bagaramayacagiz... Deneyelim ama:

Teorem 3.2. Hi¢c elemant olmayan tek bir kime vardor.

Kanit: 1 ve x9 hi¢ elemani olmayan iki kiime olsun. x1’in x5’ye esit oldugunu
gostermek istiyoruz...

Ik ve orta ogretimde elemanlarin da kiime olduklar1 6gretilmez. Ama Oyledir. Kiimeler
kuramimin (en azindan bu kitapta s6zedecegimiz kiimeler kuraminin) tiim nesneleri kiimedir.
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Ama gimdiye kadar iki kiimenin ne zaman birbirine esit olduklarina dair
herhangi bir gey soylemedik... Kiimenin ne demek oldugunu bilmiyoruz ki iki
kiimenin esitligi hakkinda bir sey bilebilelim...

Kanitimiza ara verip biraz konuyu tartigalim.

Eger iki kiime birbirine esitse o iki kiimenin ayni elemanlar1 vardir, yani
birinde olan bir eleman digerinindedir de; yani, her x1, xo ve y kiimesi igin,

x1:x2—>(y€x1<—>y€x2)
Onermesi ya da her z; ve xy kiimesi igin,
x1 =29 > Vy (y €1 ¢ Y € x2)

dogrudur. Bu, matematigin dayanagi ve temeli olan matematiksel mantigin
kolay bir sonucudur: x1 = x5 ise, 1 ile ilgili her dogru 6nerme (6rnegimizde y €
x1 Onermesi) 1 yerine xg alirsak da dogrudur (6rnegimizde y € x9 6nermesi).

Iki esit kiimenin aym elemanlar1 oldugunu biliyoruz, bu bariz, ama aym
elemanlar1 olan iki kiimenin egit oldugunu hentiz bilmiyoruz. Bir sonraki ak-
siyom, egitlik icin gerekli olan bu kosulun ayni zamanda yeterli oldugunu
sOyliiyor:

Aksiyom 3.3 (Kiime Esitligi Aksiyomu). Ayni elemanlar: olan iki kiime bir-
birine egittir.

Bu aksiyom, matematigin bicimsel dilinde, her x1 ve zo kiimeleri igin,
(Vy (y €1 <y €x2)) = 71 =172
olarak yazilir, yani
VaiVas (Vy (y € 1 <> y € 22)) — x1 = x2)

demektedir. (Yukaridaki 6nermelerde parantezlerin rastgele serpistirilmedigine
dikkatinizi gekeriz!) Simdi Teorem 3.2’nin kanitina devam edebiliriz:

Teorem 3.2°nin Kanitinin Devami: Hi¢ elemani olmayan iki kiime al-
dik, 21 ve 9. Bu iki kiimenin birbirine egit olduklarini kanitlamak istiyoruz.
Kiime Esitligi Aksiyomu’na gore her ikisinin de ayni elemanlara sahip oldugu-
nu gostermek gerekiyor, yani birinden alinan rastgele bir elemanin digerinin
de elemani oldugunu gostermeliyiz. Bu dogru olmasaydi, yani iki kiimeden
birinde digerinde olmayan bir eleman olsaydi, o zaman iki kiimeden birinde
(digerinde olmayan) bir eleman olacakti. Oysa kiimelerde eleman yok... Do-
layisiyla birinde olup da digerinde olmayan bir eleman da olamaz. Bir celigki.
Demek ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var. O
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Madem ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var, o zaman bu kiimeye bir
ad verebiliriz. Hi¢ eleman1 olmayan kiimeye bosktime adini verelim. Bogkiime
() simgesiyle gosterilir.

Bundan boyle () simgesini formiillerimizde (bir kisaltma olarak) kullan-
makta bir sakinca gérmeyecegiz. I¢inde @) gecen her formiil gergekten de sayfa

28'de listelenen simgelerle ve € simgesiyle ifade edilebilir. Ornegin = 0
formiilii Vy y ¢ x demektir, ya da () € 2 formiilii
z¢yNy € x)

demektir. I¢inde @ simgesi bulunan her énerme, kiimeler kuraminm orijinal
alfabesinde yazilmig bir 6nermeye (mantiksal olarak) denktir.

Buraya kadar sadece tek bir kiimenin varhgim gosterdik, (), onu da bir
aksiyomun yardimiyla yaptik. Baska kiimeler de vardir belki evrende, ama
bundan gimdilik hicbir bicimde emin olamayiz.

Simdi ilk sayimiz olan 0’1 tanimlayalim:

Tanim 3.4. 0 = (.

Bu tanimladigimiz 0 matematiksel 0’dir, giinliik yasamda kullandigimiz
0 degil. Ornegin, “0’in 0 elemani vardir” tiimcesindeki birinci 0 matematik-
sel 0’dir, ikincisiyse Tiirkge 0’dir. Biraz once tanimladigimiz matematiksel 0’a
stfar adin verecegiz. Cocuklugumuzdan beri bildigimiz sifira da sifir demeye
ve bu sifir1 da 0 diye yazmaya devam edecegiz. Giinliikk konugma diliyle mate-
matik dilini ayirdetmek lazim. 0’lardan biri matematiksel, digeri hayatimizin
bir parcasi. Bu iki farkli kavrami ayirdetmek igin yapay yollara sapmayacagiz,
okurun bu ayrimi kendi bagina yapabilecegini diisiiniiyoruz.

0’1 tanimladik. Simdi 1’i tanimlama igine soyunalim.

Eger 0’ sifir eleman1 varsa, 1’'in de bir elemani olmalil Ve 1’in yegane
elemani da olsa olsa bu ana kadar var olan yegane kiime olan 0 olmali, bagka
ne olabilir kil 1'i {0} olarak tammlamak istiyoruz ama bdyle bir kiimenin
varligindan emin degiliz. Hemen bu sorunumuzu halledelim:

Aksiyom 3.5 (iki Elemanh Kiime Aksiyomu). Eger x ve y birer kiimeyse,
eleman olarak sadece x ve y’yi iceren bir kiime vardar.

{x, y} kiimesinin temsili sekli

Kime Esitligi Aksiyomu’na gore sadece ve sadece x ve y kiimelerini eleman
olarak igeren tek bir tane kiime vardir. Eleman olarak sadece x ve y’yi iceren
bu kiimeyi

{z, y}
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olarak yazariz. Eger x = y ise, {x, y} yerine {z} yazarz, ¢iinkii Kiime Esitligi
Aksiyomu’na gore iki defa x yazmak anlamsizdir.
Demek ki
te{z,yf & (t=aVt=y).

Iki elemanlh kiime aksiyomunu da bicimsel dilde soyle ifade edilir:
VeVy JzVt (t€z+— (t=xVi=y)).

Bundan béyle formiillerimizde {x, y} simgeler dizisini (kisaltma olarak) kul-
lanma hakkini kendimizde bulacagiz. Bu simge dizisinin bulundugu her formidil,
eger istenirse kiimeler kuraminin orijinal alfabesinde yazilabilir.

Yukaridaki aksiyomda x = y = 0 alirsak, {0} kiimesinin varligin1 gstermis
oluruz ve boylece 1'i de {0} kiimesi olarak tanmimlama hakkini elde ederiz.

Tanim 3.6. 1 = {0}.

Yukarida tanimlanan 1 elemanina bir adin1 verecegiz.

Eger x = 0, y = 1 alirsak, o zaman Iki Elemanh Kiime Aksiyomu’ndan
{0, 1} kiimesinin varligi anlagilir ve ki adim verecegimiz 2’yi de bu kiime
olarak tanimlayabiliriz.

Tanim 3.7. 2 = {0,1}.

Aymni aksiyomdan {0,2} ve {1,2} kiimelerinin de varligr anlagihr. Bundan
da {{0,2},{1,2}} kiimesinin varligi ¢ikar. Bu aksiyom sayesinde bir ve iki
elemanli sonsuz sayida kiime yaratabiliriz, ama ii¢ elemanli bir kiime yarata-
mayiz.

Daha 6nce {{0,2},{1,2}} diye bir sey vardi, yok degildi, ama adina kiime
denmeye hak kazanmamist1. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu bu seye kiime pa-
yesini veriyor. Kolay degildir kiime olmak.

0’1n sifir tane, 1’in de bir tane elemani oldugundan, 0 # 1. Dolayisiyla 2’nin
iki eleman1 var ve dolayisiyla 0 # 2, 1 # 2. Tanimlayacagimiz diger sayilarin
da birbirinden farkli olduklar: aynen boyle, Kiime Esitligi Aksiyomu’'nun yar-
dimiyla kolaylikla kanitlanabilir.

Iki Elemanl Kiime Aksiyomu sayesinde elde edilen tiim kiimelerin en fazla
iki eleman oldugundan, yukarda verdigimiz ii¢ aksiyom {0, 1, 2} kiimesinin
varligin kanitlamaya yeterli degildir. Boyle bir kiimenin varligini kanitlamak
icin yeni bir aksiyoma, Bilesim Aksiyomu’na ihtiyacimiz var. Bilesim Aksi-
yomu’'nu verdigimizde ve kabul ettigimizde, varhgini bildigimiz {0, 2} ve {1, 2}
kiimelerinin bilegimini alip {0, 1, 2} kiimesini elde edecegiz.

[N1]’de iki ya da daha ¢ok kiimenin bilegimini almay1 sezgisel olarak 6grendik.
Yalniz kiimelerin bilesimini alirken dikkatli olmak gerekir, yanlig bir bilesim
bizi celigkiye gotiirebilir; bu tehlikeden [N1]’de bahsetmemigtik. Nitekim, or-
taogrenimde ve hatta daha yiliksek seviyelerde, bilesim alinirken gézden kacan
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ince bir nokta vardir: Kiimelerin bilesiminin bir kiime olmasi i¢in bilegimi
alinacak kiimelerin bir kiime olusturmasi gerekmektedir, yoksa bilegsim kiime
olmayabilir. Ornegin a, b, ¢ kiimelerinin bilesiminden bir kiime olarak soz
edebilmek igin

{a, b, ¢}
diye bir kiime olmalidir. Eger {a, b, ¢} diye bir kiime yoksa, a, b ya da ¢’'nin
elemanlarindan olusan

aUbUc

toplulugu bir kiime olmayabilir, bir sey olur ama bu sey bagka bir sey olabilir,
kiime adini1 almaya daha hak kazanmamaisg bir gsey olur. Eger bilesimi dikkatsizce
alirsak bir geligki elde edebiliriz.

Bir sonraki aksiyomla, bir kiimenin elemanlarinin bilegimini alip yeni bir
kiime elde etme olanag1 saglayacagiz. Aksiyomu yazmadan once tam ne is-
tedigimizi biraz daha agik bir bigimde agiklayalim.

x, asagidaki resimdeki gibi bir kiime olsun. z’in birtakim elemanlar: var,
diyelim 2’in ii¢ elemani var: a, b ve c. Eleman sayisi sonsuz da olabilir, biz
sadece 1i¢ elemanli bir kiime aldik. Her eleman gibi bu a, b, ¢ elemanlar1 da
birer kiime. Resimde a, b ve ¢ hem bir eleman olarak (bir nokta), hem de
bir kiime olarak resmedilmis (gri yumurtalar). Iste bir sonraki aksiyomla, =
kiimesini olusturan bu a, b, ¢ elemanlarinin bilegimini alarak yeni bir kiime
elde etmenin yolunu acacagiz. Bu bilesim, z’in elemanlarmin (a, b ve ¢’nin
yani) elemanlarindan olusacak.

{a, b, ¢} kiimesinin 6gelerinin bilesimi

Yani aksiyom sunu diyecek: = hangi kiime olursa olsun, 6yle bir y kiimesi
vardir ki, her z kiimesi icin,

z € y ancak ve ancak z € t ve t € z kogullarini saglayan bir ¢ varsa

onermesi dogrudur.

Eger bir kiimenin elemanlarini o kiimenin cocuklar1 olarak yorumlarsak,
bir kiimenin elemanlarinin bilegiminin elemanlari, bilegimi alinan kiimenin to-
runlar1 olur. Resimde, a, 2’in bir ¢gocugu; eger z de a’nin bir ¢cocuguysa, yani
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z, ’in bir torunuysa, o zaman z, z’in elemanlarinin bilesiminin bir elemani
olacak. Bu metaforla, z’in elemanlarinin bilegsimi z’in torunlarindan olugan
kiime demektir.

Aksiyom 3.8 (Bilesim Aksiyomu). Eger z bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in
elemanlarimin elemanlarindan olusan bir kiime vardar.

Bu kiimeye z’in (elemanlariin) bilegimi adi verilir. Kiime Esgitligi Aksi-
yomu’'ndan dolay1 bu bilegim biriciktir, ¢iinkii ne de olsa bilegimi elemanlarinin
ne oldugunu soyleyerek tanimladik. x’in bilesimi

Uz ya da Ut

tex

olarak yazilir. Eger z’in sonlu sayida elemani varsa, daha aligik oldugumuz
yazilimi kullanabiliriz:
W{a,b,c} =aUbUc,
u{{0,1},{0,2},{1,2}} = {0,1} u {0,2} U{1,2} = {0, 1,2},
U{a} = a.
Simdi, yukaridaki aksiyomlar: kullanarak {0, 1,2} diye bir kiimenin varhigimni
kanitlayabiliriz:
i. 0 = () oldugundan, Aksiyom 3.1’e gore 0 bir kiimedir.
ii. 1 = {0} oldugundan, Aksiyom 3.5 ve i’e gore 1 bir kiimedir.
iii. 2 = {0, 1} oldugundan, Aksiyom 3.5, i ve ii'ye gore 2 bir kiimedir.
iv. Aksiyom 3.5 ve iii’e gore {2} bir kiimedir.
v. Aksiyom 3.5, iii ve iv’e gore {2,{2}} bir kiimedir.
vi. Aksiyom 3.8’e gore, U{2,{2}}, yani

2U {2} = {0,1} U {2} = {0, 1,2}

bir kiimedir.
Dogal sayilar1 tanimlamaya devam edelim:

Tanim 3.9. 3 = {0, 1,2}.
Tanim 3.10. 4 = {0,1,2,3}.
Tanmim 3.11. 5={0,1,2,3,4}.

Bunlarin her birinin birer kiime oldugunu kanitlamak zor degildir ve bi-
razdan kanitlayacagiz.

Bu tamimlar: stirdiiriip 6’y1, 7’yi, 8’1 tamimlayabiliriz. Ama sayilar tek tek
sonsuza dek tanimlamaya zamanimiz olmadigina gore, durup, genel bir tanim
vermenin yollarini aramaliyiz.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



36 3. Biraz Kiimeler Kurami ve Birkag Dogal Sayi

Bu tanimlara bir kez daha dikkatlice bakalim:
521 0,1,2,3,4} = {0,1,2,3y U {4} *2° 4 U {4},
4°2°10,1,2,3} = {0,1,2 U {3} ¥ 3U {3},
3% {0,1,2) = {0,1} U {2} ¥ 20 {2},
2 (0,1} = {0} u{1} ¥ 1U{1},

1% {0} =0u{o} ¥ ou{o}.

Ozetle:
b=4U {4},
4=3U{3},
3=2U{2},
2=1U{1},
1=0u{0}.

Gortildiigii gibi “bir saymm ardil” (her ne demekse!), o sayiyla sadece o
sayidan olugan kiimenin bilesimi. Ornegin 5 sayisi, 4 kiimesiyle sadece 4 ele-
manindan olugan {4} kiimesinin bilegimi.

Yukardaki yontemi 5’e uygulayip 6’y1 tanimlayalim:

Tanim 3.12. 6 = 5U {5}.

Bakalim elemanlariyla yazinca 6 ne oluyor?
6°L 50 {5} °2" {0,1,2,3,4} U {5} = {0,1,2,3,4, 5},
yani:
Onsav 3.13. 6 = {0,1,2,3,4,5}. O

6 da kendisinden 6nce gelen sayilar kiimesi oldu.
Eger z bir kiimeyse, S(x)’i ya da daha sade yazihmiyla Sx’i $0yle tanim-
layalim:

Tanim 3.14. Sz =z U {z}.

Her sey kiime olmak zorunda oldugundan, = bir kiimeyse, Sz de bir kiime
olmali. Hemen kanitlayalim bunu:

Teorem 3.15. x bir kimeyse Sx de bir kimedir.
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Kanit: Uc adimda kanitlayacagiz:

a. x bir kilme oldugundan Iki Elemanli Kiime Aksiyomu’na gére {z} bir
kiimedir.

b. x ve {x} birer kiime oldugundan, gene Iki Elemanli Kiime Aksiyomu’na
gore {z,{z}} bir kiimedir.

c. Bilegsim Aksiyomu’na ve (b)’ye gore U{z, {z}} toplulugu, yani z U {x},
yani Sz bir kiimedir. 0

Dikkat ederseniz, x, Sx’in hem elemani hem de altkiimesidir, ¢linkii ne
de olsa Sz kiimesi, x kiimesine x elemani ekleyerek elde edilmistir. Bu ilging
ozellik ileride cok igimize yarayacak.

Bundan boyle formiillerimizde S simgesini de bir kisaltma olarak kul-
lanma hakkini kendimizde gorecegiz. Icinde S bulunan her énerme, kiimeler
kuraminin orijinal alfabesinde yazilmig bir énermeye denktir. Ornegin y C Sz
onermesi,

Vz(zey— (z€xVz=n1))

onermesine denktir. Sz C y 6nermesi de
Vz((z€eaxVz=12)—2z€y)

Onermesine denktir.

Eger n tanimlanmig bir “dogal sayiysa”, Sn’ye n’nin ardails adini verelim.
Yukarida da goriildiigi tizere, 6, 5’in ardili.

6’nin ardili, tanimi geregi S(6)’dur:

$6°21 6 U {6} °2° {0,1,2,3,4,5} U {6} = {0,1,2,3,4,5,61}.

Bundan boyle S(6)’ya 7 adini verelim.
Tanimlarimizi 6zetleyelim.

S0=1,51=2,52=3,53=4,54=5,55=6,56="T.

Dikkat edilirse heniiz genel bir dogal say1 kavrami tanimlamadik. Bunu
daha sonraki boliimlerde yapacagiz. Simdilik su kavramlar: tanimladik:

0,1,2,3,4,5,6, 7 ve Sz.

Sn = n + 1 esitligini su anda kanitlayamayiz. Ciinkii + diye bir iglem daha
tanimlamadik. Hemen tanimlayalim. Once n + 0 iglemini tanimlayalim:

Tanim 3.16. n+ 0 =n.

Dikkat: Bu tanimdan 0 + n = n esitligi ¢gitkmaz. Simdilik kanitlayamayiz
bu egitligi. Ama daha sonra kanitlayacagiz.
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Bir sayiy1 ya da bir seyi 0’la (sagdan) toplamay1 yukaridaki tammda 6gren-
dik. Toplamay1 tanimlamaya devam edelim. Bir sonraki tanim sayesinde, n+m
isleminin sonucunu biliyorsak, n +.Sm igleminin sonucunu da bilecegiz, yani m
dogal sayisiyla ya da kiimesiyle ya da seyiyle (sagdan) toplamasim biliyorsak,
m’nin ardili olan Sm ile de (sagdan) toplamasini bildigimizi gorecegiz:

Tanim 3.17. Eger n +m tammlanmassa,
n+Sm=S(n+m)
olarak tanimlanir?.

Bir sonraki teoremde Sn = n + 1 esitligini kanitlayacagiz ve o zaman yu-
karidaki tanim
n+(m+1)=Mn+m)+1
anlamina gelecek.

Simdi Sn’nin ta bagindan beri istedigimiz gibi n + 1 demek oldugunu ka-
nitlayalim.

Teorem 3.18. Sn=n+ 1.
Kanit: 1 = 50 olarak tamimlandigindan, n +1 =n+ 50 347 S(n+0) 10 op,
olur. g

Yukaridaki teoremi 0’a, 1’e, 2’ye ve tanimladigimiz diger sayilara uygular-
sak su sonuclar gikar:

0+1 = SO 1
141 = S1 = 2
241 = S2 = 3
3+1 = S3 = 4
441 = S4 =5
5+1 = 55 = 6

6+1 = S6 = 7
Artik 2 4+ 2 = 4 egitligini kanitlama zamanm geldi:

Teorem 3.19. 2+ 2 = 4.

2Tamm 3.17 biraz sorunlu. Bu tanimm gegerli olmasi igin bir seyin kontrol edilmesi ge-
rekmektedir. Eksikligi Boliim 4.4’te agiklayip giderecegiz. Boliim 6’da ise aslinda giderecek
bir sorun olmadigini gésterecegiz! Bu tanimin kabul edilebilir bir tanim olmasi igin 6zellikle
gozden uzak tutmaya caligtigimiz bir olgu vardir ve bu olgu tanimin gecerli oldugunun goste-
rilmesi igin kanitlanmalidir. Sorunu fisildayalim: Sm = Sm/’ ise S(n +m) = S(n +m') olur
mu? Aksi halde n 4+ m tanimh olsa bile n 4+ Sm iyi tanimh degildir. “Tanimlanmig olma”’nin
matematiksel bir tanimini yapmamig olmamiz bir bagka sorun. Sonraki boliimlerde gok daha
dikkatli olacagiz, simdilik bu kadarlik bir tanimla idare edelim. S6ziinii ettigimiz nedenlerden
dolay1 + simgesini simdilik formiillerimizde kullanmayacagiz.
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Kanit: Basit bir hesap: 2+ 2 = 2 + S1 347 S(2+1) 318 S(S2) = S3 = 4.

Istedigimiz esitlik kanitlanmigtar. O

Kanitladigimiz 2 + 2 = 4 esitliginin elmalarla ya da tavsanlarla higbir
ilgisi olmadigina dikkatinizi ¢ekerim. Aslhinda var, yok degil: Esitlik, elmalarla
olan iligkimizden esinlenerek bulundu, elmalar armutlar olmasaydi ¢cevremizde
bu esitligin farkina bile varmayabilirdik, ama tanimlar ve kanitlar yagsamdan
tamamen kopuk bir ortamda yapildi. 2 4 2 = 4 esitligini hayattan koparip
tamamen soyut ve zihinsel bir diinyaya tasidik.

Simdi carpmaya gecelim. Once 0’la carpmay1 6grenecegiz, ardindan, m’yle
carpmay1 ve toplamay1 bildigimizi varsayarak, Sm ile carpmasini 6grenecegiz.

Tanim 3.20. n-0=0.

Tanim 3.21. Eger n-m ve n-m 4+ n tammlanmassa,
n-S(m)=n-m+n
olarak tanimlanar®.

Bazen n - m yerine nm ya da n X m yazacagiz.
Teorem 3.18 ve yukaridaki tanimdan

n(m+1)=nm+n
esitligi cikar.
Simdi n - 1 = n egitligini kanitlamaya ¢aligalim:

n-1=n-50"2"n0+n*20+n=...
Takildik. Ciinkii 0+ n = n esitligini heniiz bilmiyoruz. Bizim bildigimiz sadece
n 4+ 0 = n egitligi, 0 + n = n egitligi degil. 0 + n = n egitligini daha sonra
kanitlayacagiz, simdi kanitlayamayiz. Bu esitligi simdilik kamitlayamayiz ama
3.18’den
0+1=50=1

esitligini bildigimizden, 1 -1 =1 esitligini kanitlayabiliriz:

Teorem 3.22. 1-1=1.

Kamt: 1-1=1-502"1.0+1°20+1=1. O

Simdi 2 x 2 = 4 egitligini kanitlamaya caligalim:

2.29=9.51%2"9.149,

3Toplama igin ¢itlattigimiz sorun ¢arpmanin taniminda da var. Bu sorunlari Béliim 6’da
ortaya koyup ¢ozecegiz.
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Demek ki sonuca ulagmak icin 6nce 2 -1 = 2 egitligini kamitlamaliyiz. Kanitla-

yalim:

2.1=2.50%2'92.04+2*2 0+ 2.

Demek ki daha once 0+ 2 = 2 egitligini kanitlamamiz gerekiyormus:

0+42=0+S51"2 5(0+1) 2 5(50) = 51 =2.

Simdi artik 2 x 2 = 4 esitligi kanitlanmistir. Teoremi ve kanitini bir defa daha
ama bu sefer derli toplu bir halde yazalim.

Teorem 3.23. 2 x 2 = 4.

Kanit: Hesaplar soyle:

2.2 = 2.81°2'2.142=2.50+2"2" (2.0+2)+2
2042 +2=(0+S1)+2"°2 5(0+1)+2°2 5(50) +2
= S1+2=2+2"24
Kanitimiz bitmistir. O

Ozet. Bu béliimde 0, 1,2, 3,4, 5, 6 ve 7 sayilarini, Sz’i ve (en azindan bu
sayilarla) + ve x iglemlerini tamimlayip 2 + 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 esitliklerini
kanitladik. Goriildiigi gibi tanimlarimizin elmalarla armutlarla, alet edevatla,
deneyle, dig diinyayla hicbir ilgisi yok. Her sey zihinsel ve en soyut diizeyde.

Yine de yukarida yapilanlarda 6nemli bir eksik var: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7 sayillarini teker teker tanimladik. Tanimlanacak daha ¢ok say1 var... Omiir
biter, sayilar bitmez! Biitiin sayilar1 teker teker tanimlayamayiz. Matematik
sonlu zaman icinde yapilmali. Bu sorunun {istesinden gelecegiz. Dogal sayilari
teker teker degil, hepsini birden, daha dogrusu dogal sayilar kiimesi N’yi bir
anda, tek bir hamlede yaratacagiz. Her sey zamanla...

Bu boliimde yapilanlar ¢cocuk oyuncagi. Konu ¢ok daha ilginclesecek.

Alistirmalar.

3.1. a1, a2, az kiime olsunlar. {a1, a2, as} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin. Genel
olarak ai,...,a, kiimeyse {a1,...,a,} toplulugunun kiime oldugunu kanitlayin.

3.2. U = 0 esitligini kamtlaymn.

3.3. 443 =17 ve 3+ 4 =7 esitliklerini kanitlayin.

3.4. 3x2=06ve 2 x 3 =6 esitliklerini kanitlayin.

3.5. n™ iglemini ve 8 sayisin1 bu béliimdeki yéntemlerle tanimlayip 2% = 8 esitligini kanitlayin.

3.6. * Buraya kadar verilen aksiyomlarla sonsuz sayida elemani olan bir kiimenin varhginin
kanitlanamayacagini kanitlayin.
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Giuseppe Peano (1858-1932)

Bugiin ilkokulda bile 6gretilen U, N, C, €, () gibi simgeleri bor¢lu oldugumuz
Giuseppe Peano bir cift¢i ailesinin ¢ocuguydu. Giuseppe 6nce koy okuluna
gitti. Sonra her giin 545 = 10 km’lik yolu goze alarak kasaba okuluna devam
etti. Avukat ve papaz olan agabeyi (daha ¢ok kdylerde gegerli olan Katolik ge-
lenegine gore en biiyiik kardeg papaz olmak zorundadir) kardesinin yetenegini
goriince onu lise smavlarna soktu. Smavi kazanip liseden sonra Torino Uni-
versitesi'nde (daha sonra miithendislige gegmek iizere) matematik okuyan Pe-
ano, tgiinci yilinda siifinin birincisiydi, ¢iinkii sinifta baska 6grenci yoktu,
digerleri matematigi birakip miihendislige ge¢mislerdi! Peano’nun okul ar-

kadaglarinin adlarin bugiin kimse bilmez! Caginin ¢ok ilerisinde bir matematik
anlayigina sahipti Giuseppe Peano. Geligsmig analitik yetenegiyle digerlerinin
makalelerinde yanlig bulmasiyla iinliiydii. Analizden mantiga birgok onemli
buluslar1 olmustur. Bircok tarihci tarafindan matematiksel mantigin kurucusu
olarak kabul edilir.

Dogal sayilarin bugiin bilinen (ve bu kitapta agiklayacagimiz) matema-
tiksel tanimimi ilk bulan Giuseppe Peano, dilbilime de merakliydi. Bilindigi
gibi Esperanto tamamiyla yapay, dilbilgisi oldukca kolay, bol bol Latince-
den esinlenmis, yapay, yani insan bulusu bir dildir. Kelime anlami “umut
eden” olan Esperanto, Polonyali Zamenhof (1859-1917) tarafindan heniiz bir
lise 6grencisiyken 1878’de bulunmus ve yeni bir dil olarak ilk kez 1887’de
yayimlanmistir. Zamenhof’un amaci insanlarin bu evrensel dilde konusarak
degil, yazigarak anlagmalariydi. 1903’te Peano, Zamenhof gibi, Latinceyi sa-
delegtirerek “biikiimstiz Latince” demek olan Latino sine flexione yapay dilini
bulmustur. Latine sine flexione, Latince sozciikleri korumus, ancak ekleri ve
gekimleri (yani “flexione/biikiim”leri) tamamiyla kaldirmisgtir, ¢linkii bitkiimler
bir dili zorlagtiran elemanlardir. Bir kizilderili dili olan Navajo dili o kadar
bitkiimlii ve zordur ki, ABD, Ikinci Diinya Savasi'nda sifre olarak bu dili
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kullanmigtir. Navajo dilinde Wagakotyatawitgerahekvhtha ise, “ona bir kadin

viicudunu cirkinlestiren {iste giyilen seyler yapt1” anlamina gelir... Ornegin

Ingilizce gorece az biikiimlii dil oldugundan égrenmesi oldukca kolaydur.
Latine sine Flexione'yi

http://www.geocities.com/Athens/0lympus/2948/index2.html

adresinden 6grenebilirsiniz.



4. Daha Fazla Kumeler
Kurami

Sayilarin ingasina bir miiddet ara verip, dogal sayilar kiimesini ingsa etmek igin
bir sonraki boliimde gerekecek olan minimum kiimeler kuramin gelistirecegiz.
Mesela heniiz bir fonksiyonun nasil tanimlandigini bilmiyoruz, oysa toplama
ve carpma gibi iglemler birer fonksiyondurlar. Kartezyen ¢carpimin da matema-
tiksel tanimini vermedik. Matematigin bu énemli kavramlarin1 tanimlamamiz
lazim. Bu da biraz zaman alacak.

Gegen boliimden su aksiyomlar: aklimizda tutalim:

Aksiyom 3.1 (Boskiime Aksiyomu) Hi¢ elemans olmayan bir kiime vardar.

Aksiyom 3.3 (Kime Esitligi Aksiyomu) Ayne elemanlari olan iki kiime bir-
birine egittir.

Aksiyom 3.5 (Tki Elemanh Kiime Aksiyomu) Eger x ve y birer kiimeyse,
eleman olarak sadece x ve y’yi iceren bir kime vardar.

Aksiyom 3.8 (Bilesim Aksiyomu) Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in
elemanlarimin elemanlarindan olusan bir kiime vardar.

Bu aksiyomlar birkag yeni aksiyom daha ekleyecegiz. Bu boliimde ekle-
yecegimiz aksiyomlara “ilkokul seviyesinde” aksiyomlar diyebiliriz.

4.1 Altkiumeler

Eger x kiimesinin her elemani y kiimesinin bir elemaniysa x kiimesine y kiime-
sinin altktimest adi verilir ve bu durum

rCy

olarak yazilir. Bazen, bu durumda y kiimesi = kiimesini kapsar diyecegiz.
Ender de olsa, y’ye z’in tstkiimest dendigi olur.
Demek ki x C y 6nermesinin gecerli olmasi igin,

Vz(z€x—z€y)
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onermesi gecerli olmalidir. Dolayisiyla kiime egitligi aksiyomuna gore x = y
esitliginin gecgerli olmasi icin z C y ve y C x kapsamalarinin gecerli olmasi
gerek ve yeter kosuldur. Bu ve

(rCyAnyCz)—»axCz

gibi 6nermelerle okurun agina oldugunu varsayiyoruz. Kugku halinde [N1)e
bagvurulabilir.
Ama dikkat, altkiime 6ncelikle bir kiime olmalidir. Bir kiimenin kiime ol-
mayan alttopluluklari olabilir (ama bu kitapta boyle bir 6rnek veremeyecegiz).
Bundan boyle formiillerimizde C simgesini bir kisaltma olarak kullanacagiz:
x C y simgeleri
Vz(z€x —z€y)

onermesi yerine kullanilacak.

Bogkiime her kiimenin altkiimesidir. Bunu kanitlayalim. = herhangi bir
kiime olsun. Bogkiimenin z’in bir altkiimesi oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Yani bogkiimenin her elemaninin z’in bir elemani oldugunu kanitlamak isti-
yoruz. Diyelim ki bu dogru degil, yani diyelim ki bogkiimede x’te olmayan
bir eleman var. Ama hani bogkiimede hi¢ eleman yoktu! Hi¢ elemani olma-
yan boskiimede x’te olmayan bir eleman olabilir mi? Olamaz elbet. Demek ki
bogkiimenin her elemani 2’in bir elemaniymis, yani bogkiime z’in bir altkiime-
siymis... Kanitimiz bitmistir!

Bogkiime, her kiimenin altkiimesi olan yegane kiimedir. Bu da bogkiimeyi
ayricalikh kilan bir bagka 6zelliktir. (Diger 6zellik, bogkiimenin 0 elemani olan
yegane kiime olmasidir.)

Simdi tuhaf gelebilecek bir teorem kanitlayalim: Bogkiimenin her elemani
1’e egittir! Kamtin pif noktas: bogkiimenin hi¢ eleman icermemesidir. Tanimi
geregi hi¢ eleman icermeyen bogkiimenin her elemani 1’e egittir! Bunu kanitla-
yalim. Diyelim ki savimiz yanlig, yani bogskiimenin her elemani 1’e esit degil...
O zaman bogkiimede 1’e egit olmayan bir eleman vardir. Ama hani bogkiimede
hi¢ eleman yoktu? Hig elemani olmayan bogkiimede 1’e esit olmayan bir eleman
olabilir mi? Elbette olamaz. Demek ki bogkiimenin her elemani 1’e egittir! Bu
paragrafta yazilanlar, () C {1} 6nermesinin kanitindan bagka bir sey degildir.

Bu kanitin bir benzeri, bogkiimenin her elemaninin 2’ye esit oldugunu da
kanitlar. Yani bogkiimenin her elemani hem 1’e hem de 2’ye egittir, hatta hatta
m'ye ve /2'ye de esgittir... Neyse ki bogkiimenin hig elemani yok... Olsaydh,
1 =2 = =,/2 gibi sa¢gmasapan esitlikler kanitlamig olacaktik!

Boskiimenin her elemani istedigimiz tiim 6zellikleri saglar. Bogskiimenin her
elemam saridir, yesildir, uzundur, aym zamanda kisadir da (yeter bu 6zellik
kiimeler kuraminin dilinde ifade edilebilsin). Hig elemani olmayan bogkiimenin
her elemani tiim oOzellikleri ve egitlikleri saglar. Bunu bogkiimenin hi¢ elemani
olmamasina borcluyuz.
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Daha 6nce kabul edilmig aksiyomlarla bir kiimenin altkiimelerinden olugan
toplulugun bir kiime oldugunu kanitlayamayiz, bir aksiyom olarak kabul et-
meliyiz:

Aksiyom 4.1 (Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu). Bir kiimenin altkimeleri bir
kume olusturur.

Eger z bir kiimeyse 2’in altkiimelerinden olugan kiime p(z) olarak yazilir.
Ornegin = = {0, 1, 2} kiimesiyse, p(z)’in -herkesin bildigi gibi- biri bogkiime,
digeri  olmak {izere tam 23, yani 8 tane eleman1 vardir.

Demek ki tanim geregi, her x ve z kiimeleri igin,

z€p(r)s zCu.
Eger C simgesini kullanmak istemiyorsak, bu 6nerme
zeplr) o Vt(tez—tex)
olarak yazilir. Demek ki aksiyom bicimsel dilde,
VedyVz (z€y <Vt (t€z—tex))

olarak yazilir. Burada varlig1 sdylenen y, o(z) kiimesidir.

x kiime oldugunda p(p(z)) de bir kiimedir tabii.

Bundan boyle p simgesini formiillerimizde bir kisaltma olarak kullanacagiz.
Bu simgeyle yazilmig her formiil, kiimeler kuraminin orijinal dilinde yazilmig
bir formiile dontstiiriilebilir; 6te yandan formiillerde kisaltma kullanmazsak,
formiiller anlami anlagilamayacak kadar komplike ve uzun bir goriiniime bii-
runiirler. Hatta bu kisaltmalarla bile formel formiillerin anlami kolay kolay
anlagilmaz. Bu yiizdsen matematik kitaplarinda formel matematiksel formiiller
degil, olabildigince diizyazi kullanilir.

Bir sonraki aksiyom bir kiimenin bazi altkiimelerinin oldugunu soyleyecek.
Once aksiyomu yazalim, daha sonra gereken aciklamalar1 yapariz.

Aksiyom 4.2 (Tanimh Altkiime Aksiyomu). x bir kiime ve p(z) kiimeler kura-
manan dilinde yazilmas bir ozellik olsun. O zaman x’in (z) 6zelligini saglayan
z elemanlar bir kime olusturur.

Bir iki 6rnekle bu aksiyomu aciklamaya caligalim. Diyelim dogal sayilar
kiimesi diye bir kiimenin varligini biliyoruz. Ve diyelim gift say1 olma 6zelligini
kiimeler kuramimin dilinde ifade edebildik, yani 6yle bir ¢(z) formiili bulduk
ki, her z dogal sayis: icin, ¢(z) formiiliiniin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul z’nin bir ¢ift say1 olmasidir. O zaman yukaridaki aksiyoma gore, ¢ift
dogal sayilardan olusan bir kiime vardir.
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Mesela Teorem 2.2’de, {z € x : z ¢ z} kiimesinden sbzetmigtik. Bu kii-
me bu aksiyomun yardimiyla, ¢(z) formiili “z ¢ z” formiilii olarak alinarak
bulunmustur.

“Kiimeler kuraminin dilinde ifade etme”’nin ne demek olduguna pek takil-
mayin simdilik. Agag1 yukar1 su anlama gelir:

Ela va \/7 /\7 oy, Ty (7 )7 ) €

ve x, y, z gibi degigskenleri kullanarak sonlu uzunlukta “anlamli” bir simgeler
dizisiyle ifade edilebilmek anlamima gelir!.

Bu aksiyomla varligi sGylenen kiime, elbette, x kiimesinin bir altkiimesidir
¢linkii elemanlar1 z’in (¢(z) 6zelligini saglayan z) elemanlarindan oluguyor.

Ayrica aksiyomda varligi sOylenen bu kiime, kiime egitligi aksiyomuna gore
biriciktir, ne de olsa elemanlar1 aksiyom tarafindan belirleniyor. Biricik olan
bu kiimeyi,

y={zcz:0(2)}

olarak yazariz. ¢(z), bu y kiimesini tanimlayan formiildiir?.
Dikkat edilirse, tanimli altkiime aksiyomu, ¢(z) 6zelligini saglayan tiim
kiimelerin bir kiime olusturdugunu séylemiyor. Yani,

{z:0(2)}

toplulugunun bir kiime oldugunu séylemiyor. Aksiyomda sadece z’in (altini
giziyoruz: x’in) ¢(z) 6zelligini saglayan elemanlarinin bir kiime olugturdugu-
nu soyledik. Yani yeni kiimemizin elemanlarimi x ile kisitladik. Bu kisitlama
sayesinde Russell Paradoksu’nun engellemis oldugumuzu 6zellikle vurgulamak
isteriz.

Tanimh kiime aksiyomu, bicimsel dilde soyle yazilir:

VeIyVz(z €y < (z € x A p(2))).

Yukaridaki y kiimesinin “z’in, ¢(z) formiilii tarafindan tanimlanmig altkiime-

si” oldugu soylenir.

!— ile — simgeleri arasinda soyle bir ayrim yapiyoruz: Birincisi giinliik dildeki “demek
ki’nin ya da “ise”’nin kisaltilmug halidir. Ikincisi ise formel (vani anlamsiz, sadece bigimsel)
dilde kullanilan simgedir. Tabii ki ikincisinde de, birincisinde oldugu gibi “demek ki” anlami
kastedilmigtir.

2Eger z sonsuzsa, z’in bir formiil tarafindan tanimlanamayan altkiimeleri mutlaka vardir.
Kardinal konusunu bilen ya da bu iki cildi okumus biri i¢in bunun kaniti kolaydir: z’in tanimi
olan altkiimeleri formiil sayis1 kadardir, formiillerin kardinalitesi de x’in kardinalitesi olan
|z| kadardir; 6te yandan 2’in altkiime sayisi 2/ kadardir, |z|’ten daha biiyiik bir kardinalite.
Yani z’in altkiimelerinin ¢gogunlugu tanimi olmayan, dolayisiyla betimlenemeyen altkiimeler-
dir. Sagirtici ama gergek. Kiimeler kuramina yeni baglayan biri bu satirlar1 gézardi edebilir.



4.1. Altkiimeler 47

Bundan bdyle tammh bir altkiimeyi formiillerimizde bir kisaltma olarak
kullanacagiz. Ornegin

yC{zex:o(z)}
formiilii aslinda,
Vz(z ey — (z €z A P(2))

anlamina gelir.
Bu aksiyomu kullanarak, bog olmayan bir kiimenin elemanlarinin kesisiminin
bir kiime oldugunu gosterebiliriz:

Onsav 4.3. xz, bos olmayan bir kiime olsun. Elemanlar:, x’in elemanlarinin
ortak elemanlar: olan bir kiime vardar.

Kanit: Tanimh altkiime aksiyomunu x’in bir zg elemanina uygulayacagiz. x
bosgkiime olmadigindan, x’in bir elemani vardir. Bu elemanlardan birini segelim
ve se¢tigimiz bu elemana z( diyelim. ¢(z) 6zelligimiz de

Vi(tex —z€t)

olsun. ¢(z), z’nin, z’in tim ¢t elemanlarmin eleman oldugunu séyliiyor, do-
layisiyla ¢(z) ozelligini saglayan her z elemani zorunlu olarak zy kiimesinin
de bir elemanidir. Dolayisiyla, taniml altkiime aksiyomundan dolayi kiime
oldugunu bildigimiz

{z €x0:0(2)}
toplulugu, aslinda z’in tiim elemanlarinin ortak elemanidir. O

Yukaridaki 6nsavda varligi kanitlanan kiimeye z’in elemanlarinin kesigimi
adi verilir ve bu kiime

Nz ya da ﬂt

tex
olarak gosterilir. Tamim geregi,

z€Nr < hertexiginzet

olur. Ama x’in bogkiime olmamasi gerektigi higbir zaman unutulmamali, zira
yukaridaki formiilde x = ) alirsak ve N{’nin bir kiime oldugunu varsayarsak,
0 zaman

2€N0 < hertecicinzect

onermesi dogru olur ve sagdaki

her t € () icin z € ¢

onermesi her z i¢in dogru oldugundan (bogkiimenin her eleman: her ozelligi
saglar, 6rnegin z’yi eleman olarak igerir, aksi halde bogkiimede o 6zelligi sag-
lamayan bir eleman olurdu, bkz. sayfa 44), NQ tiim z kiimelerini igerirdi, yani
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kiimeler kiimesi olurdu ki boyle bir kiimenin olmamasi gerektigini Russell pa-
radoksundan dolay1 biliyoruz (bkz. sayfa 24). Nitekim kamtimizda da z’in
bogklime olmamas gerektigini xz’ten bir xy elemani segerek kullandik...

Bundan boyle N simgesini de formiillerimizde kisaltma olarak kullanacagiz.
Isteyen, bu simgeyi kullanmadan da formiilleri yazabilir ama hayat biraz acili
olabilir.

Alstirma 4.1. x ve y birer kiimeyse, z \ y’nin de bir kiime oldugunu (bkz. Altbélim 6.5),
yani
VeVy3IzVi(t €z (t€x Nt ¢y))

Onermesini kanitlayin.

Not: Su ana kadar 6 aksiyom kabul ettik. Bu aksiyomlar1 siralayalim.
Aksiyom 3.1 (Boskiime Aksiyomu) Hi¢ elemans olmayan bir kime vardar.
Aksiyom 3.3 (Kiime Esitligi Aksiyomu) Ayni elemanlar: olan iki kiime birbirine egittir.

Aksiyom 3.5 (iki Elemanli Kiime Aksiyomu) Eger x ve y birer kiimeyse, eleman olarak
sadece x ve Yy yi iceren bir kuime vardir.

Aksiyom 3.8 (Bilesim Aksiyomu) Eger x bir kimeyse, sadece ve sadece x’in elemanlarinin
elemanlarindan olusan bir kiime vardar.

Aksiyom 4.1 (Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu) Bir kimenin altkimeleri bir kiime olusturur.

Aksiyom 4.2 (Tamimh Altkiime Aksiyomu) x bir kiime ve ¢(z) kiimeler kuramanan dilinde
yazlmag bir ozellik olsun. O zaman x’in @(z) ozelligini saglayan z elemanlary bir kime olug-
turur.

Simdi, bu aksiyomlardan hareketle sonsuz bir kiimenin varligini kanitlayamayacagimizi
gostermek istiyorum.

4.2 Iki Kiimenin Kartezyen Carpimi

Okur daha lisedeyken (z,y) ikilisi kavramin 6grenmistir. Mesela diizlemdeki
her noktay1 (z, y)gibi bir say1 ¢iftiyle gosterebiliriz ve diizlemin her noktasi
bir ve sadece bir tek say1 ¢iftine ve her say1 cifti de diizlemin bir ve sadece
bir tek noktasina tekabiil eder. Benzer bicimde, icinde yagadigimiz ii¢ boyutlu
uzayda da ortak bir noktada kesisen ama ayni diizlemde yer almayan ti¢ dogru
ve bu dogrular tistiinde birim uzunluklar ve yonler segilirse, uzayin her noktasi
(1, 2) say1 iicliisiiyle gosterilebilir. Iste bu altbéliimde (z, y) ve (z, y, z) gibi
nesnelerin matematiksel tanimini verecegiz.

(z,y) ikilisinin bizi ilgilendiren tek 6zelligi vardir, o da su: Eger (z,y) =
(z,t) ise x = z ve y = t olmak zorundadir. Ikilinin karakteristik ozelligi
denilen bu 6zellik diginda (z,y) ¢iftinin matematiksel olarak hicbir ozelligi
bizi ilgilendirmez. Dolayisiyla (z,y) ¢iftini matematiksel olarak tanimlamak
icin bu 0zelligi saglayan matematiksel bir nesne bulmak yeterlidir.
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x ve y iki eleman (ya da iki kiime) olsun.

e}, {z, v}}

kiimesini ele alahm. (Simdiye kadar verdigimiz aksiyomlara gére bunun ger-
¢ekten bir kiime oldugundan emin olun.) Bu kiimelerin su 6zelligi vardir:

Onsav 4.4. Ejer {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} ise 0 zaman z = z ve y =t
olur.

Kanmit: {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} esitligini varsayahm. Once = # y var-
saymmini yapalim. O zaman {z} kiimesinin bir, {z, y} kiimesinin ise iki eleman1

vardir. Demek ki bu kiimeler birbirine esit olamazlar; dolayisiyla esitligin so-
lundaki

e}, {z, v}}

kiimesinin iki elemani vardir. Dolayisiyla esitligin sagindaki

{{z}, {z t}}

kiimesinde de iki eleman olmak zorundadir, yani {z} # {z, t}, yani z # t
olmalidir. Her iki kiimede de ikiger eleman oldugunu ve bu elemanlarin birinin
bir elemanli, digerinin ise iki elemanl bir kiime oldugunu kanitladik. Esitligin
sol tarafindaki

e}, {2, v}}

kiimesinin yegane tek elemanh elemam olan {z} kiimesi, esitligin sag ta-
rafindaki

{{z}, {= 1}
kiimesinin yegane tek elemanl eleman: olan {z} kiimesine esit olmal: {z} =
{z}, yani z = z. Aym nedenden {z, y} = {z, t} olmali. x = z oldugundan

{y} = Az, y3\{z} = {z 3\ {z} = {&}

olur ve bundan da y =t cikar.
Eger x = y ise, o zaman

{=z}} =z} {z, v} = {2} {2 1)

olur, dolayisiyla sag taraftaki {{z}, {z, t}} kiimesinin (aynen sol taraftaki
kiime gibi) tek elemam vardir ve bu eleman {z} elemamdir: {z} = {z, t} =
{z}. Buradan da x = z = ¢ ¢ikar. O

Bu o6nsav sayesinde (x,y) ¢iftini ya da ikilisini {{z}, {z, y}} kiimesi

olarak tanimlayabiliriz. Oyle yapalim; tanim geregi

(z,y) = {z}, {=, y}}
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olsun. Bundan bdyle formiillerimizde (z,y) gibi simgeleri (kisaltma olarak)
kullanacagiz, aksi halde formiillerimiz ¢ok uzun olur ve bir ¢irpida anlagilmalar
gli¢ olur.

Simdi de X x Y kiimesini x € X ve y € Y ig¢in, (z,y) bigiminde yazilan
elemanlar kiimesi olarak tanimlayabiliriz:

XxY={(z,y):zeXveyeY},
yeter ki bu topluluk bir kiime olsun.

Onsav 4.5. i. Ejer x € A vey € B ise (z,y) € p(p(AU B)) olur.
ii. Eger a = (x,y) ise,

r=NNavey=UUa\NNa)U(NU )
olur, yani o, x ve y’yi kumeler kuramwmin bir formiliyle tanimlar.

Bariz kaniti1 okura birakiyoruz, zaten metinde de kamtlanmigti. z’e (z,y)
¢iftinin birinct izdisimi, y'ye de ikinci izdiustumad denir.

pri(z,y) = x ve pry(z,y) =y

yazilir. Formiillerimizde pr;(z) gibi ifadeleri kullanmakta bir sakinca olamaz,
tam tersine formiilleri kisalttigindan ve anlagilir kildigindan yarar: olur.

Bu 6nsav 1g1g1inda xxxxxxxxxxxxxxxx X ve Y kiimelerinin X xY kartezyen
carpimini tamimlayabiliriz: X X Y kartezyen carpima

{a€p(p(XUY)):Jzy(ze X AyeY ANa=(z,y))}.

kiimesi olarak tanimlanmigtir. Bunun bir kiime oldugunun kanitini okura bi-
rakiyoruz. Kanitta elbette Aksiyom 4.1 ve 4.2 kullanilmali.

Bundan boyle X x Y gibi ifadeleri formiillerimizde kisaltma olarak kulla-
nacagiz; eger dilersek, anlasilmazligl goze alarak formiillerimizden x simgesini
silebiliriz tabii.

Tleride kartezyen carpimin tanmmim degistirecegiz. Fonksiyonlar: tanimla-
yabilmek icin gimdilik bu gegici tanima ihtiyacimiz var.

Elbette, eger x, y, z ti¢ kiimeyse, ((z,y), z) ya da (z, (y, z)) kiimelerini de
var edebiliriz. Hatta biraz ileride (X x Y') x Z gibi kartezyen carpimlar1 da
kullanacagiz. Bazen bu kartezyen carpimlarini parantezsiz bicimde,

X xY xZ

olarak yazacagiz. Elemanlarini da ((z,y), z) yerine (x,y, z) olarak yazacagiz.
Bu tiir elemanlara ¢l diyecegiz. (X xY) x Z kiimesinin X x (Y x Z) kiimesine
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esit oldugu yanls bir sehir efsanesidir; bu egitlik X = Y = Z iken bile genellikle
dogru degildir.

Not 1. X x Y kiimesine, iinli Fransiz matematik¢isi ve filozofu Descartes’a
(dekart diye okunur) atfen, X ve Y kiimelerinin kartezyen c¢arpima denir.
Ama yukarida verdigimiz

(z,y) = {{z}, {z, y}}

tammu Polonyali matematikci Kuratowski'nindir. Onsav 20.1'i dogrulayan bag-
ka kiimeler de olusturabilirsek, o zaman kartezyen carpimin bagka tanimlarini

da verebiliriz. Ornegin,
{{{z}, 0}, {y}}

kiimesi de bu 6zelligi saglar. Dolayisiyla

(z,y) = {{{=}, 0}, {y}}

tanimini da yapabilirdik.
Farkli tanimlar yapmak miimkiindiir, ama en kabul edileni verdigimiz Ku-
ratowski’nin tanimidir. Bu konuda bkz. asagidaki 4.10 ve 4.11’inci aligtirmalar.
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Not 2. (z,y) ikilisinin taniminda Onsav 20.1’in esas alinmasi 6nemli bir felsefi
olguya isaret eder: Matematiksel kavramlarin nasil tanimlandiklar1 ya da ne
olduklar: hi¢ 6nemli degildir, 6nemli olan 6zellikleridir. Yani matematikte as-
lolan nesne degil 6zelliktir. Bu dedigimiz sadece ikili kavrami i¢in degil, nokta,
dogru, say1 gibi tiim matematiksel kavramlar i¢in de gecerlidir. Bu da mate-
matigin iist seviyede zihinsel bir ugras oldugunu gosterir.

Aligtirmalar.

4.2. X ve Y birer kiime olsun. z € X ve y € Y olsun. {z} ve {z, y} kiimelerinin X UY
kiimesinin birer altkiimesi oldugunu kanitlayin.

4.3. {z} ve {z, y} kiimelerinin p(X UY") kiimesinin birer eleman1 oldugunu kanitlayin.
4.4. {{z},{z, y}} kiimesinin p(X UY") kiimesinin bir altkiimesi oldugunu kanitlayin.
4.5. {{z},{=, y}} kiimesinin p(p(X UY)) kiimesinin bir eleman oldugunu kanitlayin.
4.6. X x Y kiimesinin p(p(X UY)) kiimesinin bir altkiimesi oldugunu kanitlayimn.
4.7. X x Y kiimesinin p(p(p(X UY))) kiimesinin bir elemani oldugunu kanitlayin.
4.8. U(z,y) = {z, y} ve N(z,y) = {x} esitliklerini kanitlayn.
49. UN(z,y) =NN(z,y) = z esitliklerini kamtlaym.

4.10. {{{z}, 0}, {y}} = {{{z}, 0}, {t}} ise x = z ve y =t esitligini kanitlayin.

4.11. {{0, =}, {{0}, y}} = {{0, =z}, {{0}, ¢}} ise x = z ve y =t esitligini kanitlayin.

Simdi de ii¢ kiimenin kartezyen carpimini tamimlayalim. Bunun igin iki
segenegimiz var: X, Y, Z kiimelerinin kartezyen carpimi (X x Y) x Z ya
da X x (Y x Z) olarak tanimlanabilir, se¢im sizin! Tabii (z,y, z) eleman:1 da
ayni bigimde ((z,y), z) ya da (z, (y, z)) olarak tanimlanmali. Her iki tanim da
isimizi gorir, hangi tamimin kabul edildigi hi¢ 6nemli degildir, ¢tinkt her iki
durumda da agagidaki 6nerme dogru olur:

Onsav 4.6. Ejer (x,y,2) = (',y,7) ise 0 zaman v = o',y =y, 2 = 2/
olur.

Kamt: Okura ahgtirma olarak birakilmigtir. O%$medskip
Tleride X x Y ve X XY x Z kavramlarinin tanimini degistirip, cok daha
dogal ve basit bir tanim verecegiz.

4.3 Fonksiyon

Sundugumuz kiimeler kuramimda her nesne bir kiime olacak. Ornegin fonksi-
yonlar da kiime olarak tanimlanacaklar. Fonksiyonun sezgisel anlamimi [N1]’de
aciklamigtik. Burada fonksiyonun formel tanimini verecegiz. Fonksiyonu kiime
olarak tanimlamanin hilesi su: [N1]’de aciklandig) tizere, sezgisel anlamda fonk-
siyon, tanim kiimesi, deger kiimesi ve grafigi tarafindan belirlenir. Biz de fonk-
siyonu bdyle bir ticlii olarak tanimlayacagiz.

X ve Y birer kiime olsun. X xY kartezyen carpiminda bir grafik, X XY 'nin
su ozelligini saglayan bir G altkiimesidir:
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Her x € X igin, (z,y) € G igindeligini
saglayan bir ve bir tane y € Y vardr.

X’ten Y’ye giden bir fonksiyon, X x Y kartezyen carpiminin bir G grafigi
icin (X,Y, G) bigiminde yazilan bir tiglidiir.

Eger f = (X, Y, G) bir fonksiyonsa, X’e f’nin tanwm kiimesi, Y'ye f’'nin
deger kiimesi, G'ye de f’nin grafigi adi verilir. Eger x € X i¢in, (z,y) € G
ise, bu y (verilmis « i¢in) biricik oldugundan,

flx) =y

ya da
fr=y

yazabiliriz. y’ye f'nin z’te aldigi deger denir. Cogu zaman bir f = (XY, G)
fonksiyonu, G’den hig sézedilmeden,

f: X—Y

olarak gosterilir. Eger f(z) = y esitligini saglayan y’yi « cinsinden ifade eden
bir “kural” bulabilirsek, o zaman G’yi bu kuralla belirleyebiliriz. f(z) = y
esitligini bazen

fix—y
olarak gosterecegiz. Bu tiir popiiler yazilim bicimleriyle okurun asina oldugunu
varsaylyoruz.

Eger (X,Y, Q) tgclisii bir fonksiyonsa ve Y C Y7 ise, o zaman (X, Y], G)
tigliisii de bir fonskiyondur. Demek ki X ve G, Y’yi belirlemeye yetmiyor.
Ote yandan, G grafigi X'i belirler; yani eger ((X,Y),G) ve ((X1,Y1),G) birer
fonksiyonsa, o zaman X = X; olmak zorundaduir, ¢iinkit X = pri(G) = X,
olur.

Birebir ve orten fonksiyonlar, esleme ve eslesmeler, 6zdeslik fonksiyonlari,
fonksiyonlarin bilegkesi gibi kavramlar aynen [N1)’deki gibi tanimlanirlar.

Ornekler.

4.1. X ve Y birer kiime olsun.
Gi={(a,2) € (X XY) x X :pry(a) =z}

olsun. O zaman (X X Y, X, G1) orten bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, tahmin edilecegi
lizere,

pri: X xY =+ X

olarak yazilir ve birinci izdisim fonksiyonu olarak bilinir. Benzer sekilde tkinci
izdiigtim fonksiyonu
pry : X XY =Y

fonksiyonu da tanimlanabilir.
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4.2. X bir kiime olsun ve su 6zelligi olsun: z € X ise Sz € X. O zaman
S:z— Sz
kurali, X’ten X’e giden bir fonksiyon tanimlar. Daha formel olmak gerekiyorsa,
G={(z,y) e X x X :y= Sz}

bir grafiktir ve (X, X, G) bir fonksiyondur.
4.3. X ve Y birer kiilme ve b € Y olsun. O zaman

Sp:x—b

kurali bize X’ten Y’ye giden bir fonksiyon belirler (sabit b fonksiyonu). Bu fonksiyonun
grafigi

G={(z,y) e X xY :y=>5}
kiimesidir.

4.4. X bir kiime olsun.
G={(z,y) e X xX:y=ua}

bir grafiktir ve bize Idx olarak gosterecegimiz X'ten X’e giden 6zdeslik fonksiyonunu
verir.

Onsav 4.7. X ve Y birer kiime olsun. X ’ten Y ye giden tim fonksiyonlar bir
kiime olustururlar.

Kanit: Kanit1 okura birakiyoruz. O
X’ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesi

Fonk(X,Y), XY ya da Y¥

olarak yazilir.

4.4 Temellendirme Aksiyomu

Bu altboliimiin gelecekte yapacaklarimiz lizerine pek bir etkisi olmayacaktir.
Istenirse ilk okuyusta atlanabilir.

Boliim 3’te toplamayi su iki formiille tanimlamigtik: x40 = z, ve eger x+y
biliniyorsa, z + Sy = S(x + y). Ammsatiriz: Sz, z U {z} anlamma geliyordu.

Yukaridaki ikinci tanimda ilk anda dikkat cekmeyebilecek cok 6nemli bir
sorun var. O da su: x ile Sy’nin toplaminin sonucunun S(z + y) olacagim
sOyliiyoruz. Buna hakkimiz var mi? Olmayabilir... S6yle bir durum ortaya
gikabilir: Sy = Sz esitligi gegerli olabilir ve x +y ve x + z de biliniyordur, ama

Sx+y) #S(x+=2)
olur. O zaman,

Sx+y)=xz+Sy=x+Sz=5(x+ 2)
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esitliklerinden bir celigki elde ederiz. Bir bagka deyisle, Sy ile ilgili olan
x+ Sy=S(z+vy)

esitliginin sadece Sy’ye gore degismesi gerekir, y degistiginde Sy degismiyorsa,
x 4+ Sy’nin 6nerilen taniminin da, yani S(z + y)’nin de degismemesi gerekir.

Bir bagka yolla anlatmaya c¢aligalim: Diyelim ki x + 8 toplamini hesapla-
mak istiyorsunuz... Diisiiniiyorsunuz... Kisa bir zaman iginde S’nin Sy’ye esit
oldugunu anliyorsunuz. Hemen ardindan da, tanimdan,

r+B=x4+Sy=Sx+y)

esitliklerini gikariyorsunuz. Simdi x + y sayisini hesaplamaniz gerekiyor. Diye-
lim hesapladiniz... Yani
X+5=5Sx+y)

sonucunu buldunuz. Her sey yolunda. Simdilik... Ertesi giin bu bulugsunuzu
bir arkadasiniza gostermek istiyorsunuz. Ne var ki kanitinizi unutmusgsunuz.
Kanitinizi unutmusgsunuz ama kafaniz yerinde. Gene diigliniiyorsunuz. Kisa
bir zaman i¢inde S'nin Sz’ye esit oldugunu anliyorsunuz. Bir 6nceki giin f'nin
Sy oldugunu bulmustunuz ama bunu unutmussunuz, bugiin B’y1 Sz olarak
buldunuz... Tabii bunun béyle olmasi i¢in Sy = Sz olmali. Demek 6yle, neden
olmasin!.. Aynen bir 6nceki giin oldugu gibi hesapliyorsunuz:

r+pf=x+Sz=5(x+2).

Simdi z 4 z sayisim1 hesaplamaniz gerekiyor. Diyelim hesapladiniz... Ve iste
buldugunuz sonug:
z+p=5(+z2)
Bir 6nceki giin 2+ 8 sayisini S(x+y) olarak hesaplamigtiniz, bugiinse S(z+ z)
olarak... Toplamin diinden bugiine degismemesi gerekir elbet, yani
Sa+y) = S(a+2)

esitligi dogru olmali. Eger bu esitlik dogru degilse, toplamanin verilen tanimi
yanligtir, boyle bir tanim kabul edilemez.

Iste bu yiizden toplamanm tammmin gegerli ve kabul edilebilir bir tanim
olmasi igin en azindan agagidaki teoremin kanitlanmasi1 gerekmektedir.

Teorem 4.8. Sy = Sz ise S(x +y) = S(z + 2).
Eger y bir dogal sayiysa®, Sy, y + 1 anlamina geleceginden, aslinda
Sy =585z

esitliginden y = z egitliginin ¢itkmasini istiyoruz. Yani aslinda agagidaki te-
oremi kanitlamak istiyoruz:

®Ki daha dogal say1 kavramini tanimlamadik. Sadece gegen béliimde 0, 1, 2 gibi birkag
dogal sayiy1 tanimladik.
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Teorem 4.9. Sy =Sz ise y = z.

Teorem 4.8 elbette Teorem 4.9’un bir sonucudur. Bundan boyle amacimiz
Teorem 4.9u kanitlamak olacak.

Teorem 4.9’u kanitlayabilir miyiz? Bunu kanitlayamasak da, bu esitlige ne
derece yaklagabiliriz? Yani Sy = Sz ise, y ile z arasinda nasil bir iligki vardir?
Once bu soruyu yamtlayalm:

Teorem 4.10. Eger Sy = Sz ise yay =z ya day € z € y olur.
Kanit: Sy = Sz olsun. Demek ki

yUiy =2z0{z}.

Simdi, y € {y} oldugundan, y, bu esitligin solundaki y U {y} kiimesinin bir
elemani. Demek ki y sagdaki z U {z} kiimesinin de bir elemani. Dolayisiyla ya
y € z ya da y € {z}. Ikinci gikta y = 2 olmak zorunda. Sonu¢ olarak ya y € z
yvaday = z.

Ayni nedenden? ya z € y ya da z = y.

Demek ki y #£ a ise y € z ve z € y olmali. Teorem kanitlanmigtir. 0

Simdi y € z € y segenegini (bir kiimenin kendisinin bir elemaninin elemani
olma segenegini) ortadan kaldirirsak Teorem 4.10’dan Teorem 4.9 ¢ikar, do-
layisiyla Teorem 4.8 de kanitlanmig olur ve toplamanin taniminda farkettigimiz
sorun giderilmis olur. Ne yazik ki bu olasilig1 ortadan kaldirmak kolay degildir.
Bu ana kadar gordiigiimiiz aksiyomlarla y € z € y sikkini yasaklayamayiz.

Bir kiime, bir elemaninim eleman olabilir mi? (Bir insan kendi kendisinin
torunu olabilir mi?) Daha dogrusu olmali mi?

Hatta bir kiime kendi kendisinin elemani olabilir mi?

Bir bagka soru: x € y € z € z iligkilerini saglayan z, y, z kiimeleri var
midir? Daha dogrusu bu tiir kiimelerin var olmasi dogru mudur? Bdéyle bir
durumun olamayacagini gosteremiyorsak, boyle bir durumun olmamasi icin
bir aksiyom kabul etmeli miyiz?

Aksiyom kabul etmek, son tahlilde felsefi bir eylemdir, ya da inanca iligkin-
dir. Doganin yasalarinin ne oldugunu, doganin hangi kurallarla yonetildigini
diiglindiigiimiizle ilgili bir soru.

Trex
reEycx
reyezex
recyczetex

tiriinden iligkileri saglayan kiimelerin olmamasi gerektigini diigiinebiliriz, ¢iin-
kii bir kiimenin tanimlanmasi i¢in kiimenin elemanlarinin bilinmesi gerektigini

4Yukardaki kanitta y ile z’nin yerlerini degistirin.
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diigtiniirtiz. Yukaridaki orneklerin herbirinde z’in elemanlarindan birinin bi-
linmesi i¢in x kiimesinin bilinmesi gerekiyor. Genelde z € x gibi “sa¢gma” bir
durumun olmamasi gerektigi diigtiniiltir.

Kiimeler kuraminin diger aksiyomlariyla yukardaki durumlarin olamayacag:
gosterilemez. Bunun icin su aksiyoma ihtiyac vardir:

Aksiyom 4.11. Temellendirme Aksiyomu® Eger x bos olmayan bir kii-
meyse, o zaman x’in x Ny = 0 esitligini saglayan bir y elemans vardur.

Bir ornek ve bir kargiornekle temellendirme aksiyomunu agiklamaya cali-
salim.

Yukaridaki sekildeki x kiimesinde {i¢ eleman var: y, z ve ¢t. Bu ii¢ elemanin
herbiri birer kiime. Sekilde bu ii¢ eleman hem bir eleman olarak (noktayla),
hem de bir kiime olarak (ovalle) gosterilmis. z’in bu ii¢ elemaniyla z’i teker
teker kesigtirelim:

texnz £,
yexnt#0,
xNy=10.

Demek ki z’in ii¢ elemanindan sadece y’'nin x’le kesisimi bogkiime. Temellen-
dirme aksiyomu, bog olmayan her x kiimsesinde boyle bir y elemaninin mutlaka
olmas gerektigini sdyliiyor. (Eger z’ten y elemanini atip {z, ¢} kiimesine bakar-
sak, bu sefer de ¢ elemanimin {z,¢} kiimesi i¢in Temellendirme Aksiyomunun
gereklerini yerine getirdigi goriiliir. Son olarak ¢’yi de atarsak, y elemani {y}
kiimesinin temellendirme aksiyomunun gereklerini yerine getiren elemanidir.)

Ote yandan agagidaki sekildeki gibi bir durum temellendirme aksiyomuna
gbre olmamali.

SIngilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Foundation”.
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SO

=5

Burada da x kiimesinin {ii¢ elemam var: y, z ve t. Ancak,

texnz+#0,
ycaxnt#0,
zexNy#0D.

Bu durum Temellendirme Aksiyomu’yla geligir. Temellendirme Aksiyomu’nun
kabul edildigi bir sistemde boyle bir x kiimesi olamaz.

Dikkat ederseniz kiimelerin dogada olduklarini varsaymiyoruz, kiimeleri
zihinsel olarak yaratiyoruz. Yani kargimizda ziirafa gibi etli canli bir varhk
yok.

Temellendirme Aksiyomu’ndan soziinii ettigimiz sonuglar1 gikarabiliriz.

Sonug 4.12. Eger a bir kimeyse, a ¢ a.

Kanit: a bir kiime olsun. Diyelim ki a kendi kendisinin bir elemani, yani
a € a. Simdi z kiimesini sadece a’dan olugan kiime olarak tanimlayalim, yani

z = {a}
olsun. Temellendirme aksiyomuna gore x kiimesinde Gyle bir y eleman1 vardir
ki,

zNy=10
egitligi saglanmalidir. Ama x kiimesinin tek bir elemani var, o da a. Demek ki

y = a olmali. Dolayisiyla
zNa=10

olmali. Ama ¢ hem 2’in hem de a’nin bir elemani, yani a € x N a. Bu bir
geligkidir. Demek ki “a € a” 6nermesi yanlig, yani a ¢ a. Istedigimiz kanitlan-
migtir. g

Sonug 4.13. Eger a ve b birer kiimeyse, ya a ¢ b ya da b ¢ a.

Kanait: Bir celigki elde etmek amaciyla, yanitlamak istedigimiz sonucun yanlig
oldugunu varsayalim. Demek ki

acEbea
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iligkilerini saglayan a ve b kiimeleri vardir.
z = {a, b}
olsun. Temellendirme Aksiyomu’na gore x’te
xNy =10

esitligini saglayan bir y eleman1 olmali. Ama x’in sadece iki elemani var: a ve
b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda.

Diyelim y = a. O zaman b € cNa =cNy =, celigki.

Eger y = b ise, 0 zaman, a € cNb=cNy = 0, celigki. O

Sonug 4.14. Eger a, b ve ¢ birer kiimeyse, ya a ¢ b ya b ¢ ¢ ya da ¢ ¢ a.

Kanit: Okura aligtirma olarak birakilmistir. Yukardaki kanitlara ¢cok benzer.
O

Simdi Sonug 4.13’den Teorem 4.10, Teorem 4.10’ten Teorem 4.9, Teorem
4.9’den Teorem 4.8 ¢ikar. Madem ki Teorem 4.8 dogru, simdi artik hig cekin-
meden, eger

Tty

tanimlanmaigsa,
x+ Sy =S(z+vy)
esitligini « + Sy’nin tanimi olarak verebiliriz.

Biitiin Bunlar Gereksiz! Bir tamim igin bunca giiriiltii patirtidan sonra,
okuru kizdirmak pahasina da olsa, aslinda temellendirme aksiyomuna topla-
may1 tanimlamak icin gereksinim olmadigini soyleyecegim...

Temellendirme aksiyomu (ya da benzeri bir aksiyom) olmadan Teorem
4.10’iin kamtlanamayacag dogru. Ote yandan biz Teorem 4.10’{ tiim kiimeler
icin degil, dogal sayilar icin kanitlamak istiyoruz. Teorem 4.10 dogal sayilar
icin temellendirme aksiyomuna gerek kalmadan kanitlanabilir. Ama boyle bir
teorem kanitlamak icin 6nce dogal sayinin ne demek oldugunu bilmemiz lazim.
Oysa biz daha boyle bir tanim yapmadik. Bir sonraki béliimde dogal sayilar:
tanimlayacagiz. Dogal sayilari tanimlamak i¢inse kiimeler kuramini biraz daha
gelistirmemiz gerekecek. Bunu da bir sonraki boliimde yapacagiz. Dogal sayilar
kiimesini tamimladiktan sonra Teorem 4.1071 her kiime i¢in olmasa da dogal
sayilar icin kanitlayabilecegiz.

4.5 Heniiz Sonsuz Kiime Olmayabilir

Ik okumada atlanabilecek bu béliimde, kiimeler kuramimin geldigimiz bu asamasinda
heniiz sonsuz bir kiimenin varligim kamtlayamayacagimizi kanitlayacagiz. Ama
“sonlu” ya da “sonsuz”’un tanimini heniiz bilmedigimizden, kanitlayacagimiz
teorem matematiksel olamaz, ancak metamatematiksel olabilir.






5. Dogal Sayilar Yapisi

Bolim 3'te 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 sayilarim tanimladik. Ama, her sayiy1 teker te-
ker tanimlamaya zamanimiz yok, ¢iinkii sonsuz sayida say1 var. Bu yaklagimla
sayilarin sonunu getiremeyiz. Demek ki bagka bir yaklagim gerekiyor.

Biitiin sayilar1 tek bir hamlede tanimlayabiliriz miyiz? Evet. Bu boliimde
dogal sayilar1 teker teker degil, bir biitlin olarak tanimlayacagiz, yani dogal
sayilar kiimesi N’yi tek bir hamlede tanimlayacagiz.

5.1 Tumevarimsal Kumeler

Dikkat edilirse simdilik sonsuz elemani olan bir kiimenin varligini bilmiyoruz.
Oyle bir kiime olabilir de olmayabilir de, ama bu agamada ne bdyle bir kiime-
nin oldugunu ne de olmadigimi kanitlayabiliriz'. Sonsuz kiimelerin varligini
kanitlamak icin bir aksiyoma daha ihtiyacimiz olacak. Once bir tamm:

Tanim 5.1. i. 0 € z
ii.yez—>Syez
kosullarmna saglayan bir z kimesine ttimevarimsal denir.

Yani bir kiimenin tiimevarimsal olmasi i¢in 0 (yani bogkiime) o kiimenin
bir elemani olmali ve, kiimenin her y elemani i¢in, Sy de kiimenin bir elemani
olmali.

Demek ki, eger z tlimevarimsal bir kiimeyse, 0 ve ardillari, yani

0, S0, S50, SSS0, ...

elemanlari, yani
0,1,2,3, ...

“dogal sayilar1” da z’nin elemanlar1 olmali. Yani (heniiz tanimlamadigimiz)
her dogal say1 her tiimevarimsal kiimenin elemani olmali.

1Ote yandan, bu asamada, yani yukardaki aksiyomlarla sonsuz elemani olan bir kiimenin
varhigini kanitlayamayacagimizi kanitlayabiliriz. Bunu Béliim 2.2’de, Bilesim Aksiyomu’ndan
hemen sonra kanitladik.
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Bu yazdiklarimizdan goyle bir fikir olugabilir: SSS'...S0 gibi (n tane S’den
ve bir 0’dan olugan) elemanlardan olugan bir kiime yaratsak, var etsek, yani

{0, 50, $50, 5550, ...}

toplulugu bir kiime olsa, o zaman bu kiimeye dogal sayilar kiimesi adini veririz
ve igimiz biter. Ama iste kazin ayagi oyle degil. Matematikte “amlarsin ya”
anlamina gelen ii¢ nokta imi kullanarak kiime tanimlanamaz. (Tanimlansa da
tanimlanan kiimenin {i¢ noktasiz da kamtlanacag bilinir.) Eskiden, bundan
100 kiisur sene 6nce bu tiir tanimlar kabul edilirdi, ama artik yasak! Mate-
matikte “iste hep boyle sonsuza kadar devam ederiz” gibi sonsuz bir zamana
referans veren, dolayisiyla muglak olan tamimlar, argiimanlar kabul edilemez.

Tiimevarimsal bir kiimenin sonsuz olmas1 gerektigi herhalde anlagilmigtir.

Yaratacagimiz dogal sayilar kiimesi N de tiimevarimsal olmali. Ayrica biraz
diigiintince (6rnegin N’de tiimevarimla kanitin gecerli olmasini istedigimiz goz
ontine aliminca) N'nin en kiigiik ttimevarimsal kiime olmasi gerektigi anlasiliyor.
Zaten biraz yukarda her dogal saymin her tiimevarimsal kiimenin elemani
olmasi gerektigini gérmedik mi? Demek ki en kiigiik tiimevarimsal kiimenin
varligim1 kanitlayip N’yi bu kiime olarak tanimlamaliyiz.

Ancak bu agsamaya kadar yazdigimiz aksiyomlardan sonsuz bir kiimenin
varhigl kanitlanamayacagindan? tiimevarimsal bir kiimenin varhig: da kanitla-
namaz. Bunun i¢in yepyeni bir aksiyoma ihtiyacimiz var.

Aksiyom 5.2. Tiimevarimsal Kiime Aksiyomu. Tumevarimsal bir kime
vardur.

Onsav 5.3. = # 0, elemanlar: timevarimsal kiimeler olan ve bos olmayan bir
kiime olsun. O zaman Nz timevarimsal bir kumedir.

Kanit: z’in her elemani tiimevarimsal oldugundan, 0, ’in her elemaninin bir
elemanidir. Yani 0 € Nx. Demek ki Nx kiimesi tiimevarimsal kiime taniminin
(i) kogulunu saghyor.

Simdi Nz kiimesinin ikinci kogulu sagladigini gosterelim.

ve
olsun. Demek ki y, z’in her elemaninin bir elemani. z’in her elemani tiime-

varimsal oldugundan, Sy de x’in her elemanmimin bir elemanidir, yani Sy € Nx
olur. 0

2Bu asamaya kadar sundugumuz kiimeler kuraminin aksiyomlarmin saglandigi bir ev-
ren varsa, o zaman bu evrenin sonlu kiimeleri de bu agamaya kadar sundugumuz kiimeler
kuraminin aksiyomlarinin saglandigi bir evren olur ve bu ikinci evrenin sonsuz kiimesi yok-
tur. Demek ki bu agamaya kadar sundugumuz aksiyomlardan sonsuz bir kiimenin varligini
kanitlayamayiz. i(;inde sonsuz kiime olmayan bir evreni de goyle inga edebiliriz: @’den
baglayalim ve aksiyomlarin dogru olmasi i¢in adim adim gerekeni yapalim. xxx
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Simdi artik dogal sayilar kiimesi N'nin tanimini verebiliriz. Ama 6nce N'nin
ne olmasi gerektigi iizerine biraz daha diigiinelim.

Dogal sayilar kiimesi N, her seyden 6nce tiimevarimsal bir kiime olmali.
Clinkii 0 bir dogal say1. Ayrica, eger y bir dogal sayiysa, y+1 anlamina gelecek
olan Sy de bir dogal say1 olmall.

Dahasi, N elbette en kiigiik tiimevarimsal kiime olmali, yani N, tiim tiime-
varimsal kiimelerin bir altkiimesi olmali, ¢iinkii N, 0’dan ve 0’a S' iglemini tek-
rar tekrar (ama sonlu kez, “sonlu” her ne demekse!) uygulayarak elde ettigimiz
elemanlardan olugmali. Yani

N = {0, S0, §50, SSS0, ...}

olmali. (Bu yazilim her ne demekse!)
Ne kadar aciklayici oldugunu pek anlayamadigim bu satirlardan sonra
N’nin tanimina gegelim.

Teorem 5.4. En kiicuk bir tumevarimsal kume vardwr, yani tum timevarimsal
ktiimelerin altkiimesi oldugu timevarimsal bir kiime vardar.

Kanit: Timevarimsal Kiime Aksiyomu’ndan dolay1l en az bir tiimevarimsal
kiime oldugunu biliyoruz. Adina a diyecegimiz tiimevarimsal bir kiime alalim.
a’nin tiimevarimsal tiim altkiimelerini kesistirecegiz ve elde ettigimiz nesne bir
kiime olacak ve tstelik en kiiciik tiimevarimsal kiime olacak.

x = p(a) olsun. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu’'ndan (A6) z’in bir kiime
oldugunu biliyoruz. ¢(z) ozelligi,

0€zAYu(u € z— Su € 2)

olsun. Belli ki ¢ 0zelligini saglayan her kiime tiimevarimsaldir ve her tiime-
varimsal kiime bu o6zelligi saglar. Simdi, Tanimli Altkiime Aksiyomu’ndan
(A3),

{zex:0(2)}

toplulugunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Bu kiimeye y adini verelim. Demek
ki,
y={z€z:¢(2)} ={z Ca:z timevarimsal}.

a € y oldugundan y # () olur. Ve gimdi,
N=ny

olsun. Onsav 5.3 sayesinde N bir kiimedir. y’nin elemanlar1 tiimevarimsal kiime
olduklarindan, Teorem ?7?’e gére N tiimevarimsal bir kiimedir.
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5.2 (N,S5,0) Yapisi

Simdi N’nin en kii¢lik tiimevarimsal kiime oldugunu yani tiim timevarimsal
kiimelerin bir altkiimesi oldugunu kanitlayalim. ¢, herhangi bir tiimevarimsal
kiime olsun. N’nin #'nin bir altkiimesi oldugunu kanitlayacagiz. Hem ¢t hem de a
tiimevarimsal olduklarmdan, Onsav 5.3’e gore aNt kiimesi a’nin tiimevarimsal
bir altkiimesidir. Demek ki a N ¢, y’nin bir elemanidir. Dolayisiyla N’yi elde
etmek igin kesigimini aldigimiz kiimelerden biridir. Bundan da N C aNt cikar.
Ote yandan a Nt C t. Demek ki N C ¢. O

Yukarda varligi kanitlanan kiimeye dogal sayilar kiimesi adini verecegiz
ve bu kiimeyi N simgesiyle gosterecegiz. N'nin elemanlarina dogal say: denir.
Simdi artik “dogal say1”nin matematiksel anlamini biliyoruz.

Dikkat ederseniz dogal sayilar: teker teker degil, hepsini birden aym anda
tanimladik, yani dogal sayilar kiimesini tanimladik. Daha 6nceki boliimlerdeki
yontemle bu yontem arasinda radikal bir fark var.

N tiimevarimsal bir kiime oldugundan, 0 € N ve her n € N icin Sn € N.
S’nin N’den N’ye giden bir fonksiyon oldugunu kanitlamak istiyoruz. Daha
bicimsel gekliyle,

G ={(z, Sx):z e N}

ise, (N, N, G) ticliistiniin Bolim ?7?’te verilen tanimiyla bir fonksiyon oldugunu
gostermek istiyoruz. Bu ti¢liintin bir fonksiyon oldugunu kanmitlamak igin, G
toplulugunun bir kiime oldugunu ve G'nin N x N kartezyen carpiminin bir
grafigi oldugunu kanitlamak yeterli. Birincisi dogruysa ikincisi bariz oldugun-
dan, G’nin bir kiime oldugunu kanitlamak yeterli. Bu topluluk aynen su top-
luluga esittir:

{a e NxN:3Jz(x e NANa = (z,57))}.

Eger “Jr x € NAa = (x,Sz)” dizisinin bir formiil olduguna ikna olmugsaniz
(aksi halde Boliim 10’u okuyun!), bu toplulugun Nx N’nin bir altkiimesi oldugu
A3’ten cikar.

(N, 0, S) tigliisiinii tanimladik. 0, N'nin bir elemani ve S, N'den N’ye giden
bir fonksiyon. Simdi bu sistemin (ya da yapimn), Boliim 2.2’de soziinii ettigimiz
su iki Ozelligi sagladigimi kanitlayacagiz:

P1. S, 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.

P2. Ejer A CN,

(i) 0 € A, ve

(ii) Her x € N igin x € A ise Sz € A ézelliklerini saglyorsa A =N olur.

P2’nin dogru oldugu ¢ok belli, ¢iinkii N en kii¢iik tiimevarimsal kiime. P1’i
kanitlamamiz gerekiyor.

Teorem 5.5. S, 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.
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S’nin neden 0 degerini almadigi cok belli: x € Sz oldugundan, Sz bogkiime,
yani 0 olamaz. Birebirligi kanitlamak icin 6nce bir 6nsava ihtiyacimiz var:x

Onsav 5.6. Bir dogal sayinan her elemant o dogal sayimin bir altkimesidir.
Yani n, m € N olsun; eger n € m ise n Cm dir.

Kanit: Kanitimizi m {izerine tiimevarimla yapacagiz.
Birinci Adim: Once m = 0 = () olsun. Bogkiimenin her elemaninin bog-
kiimenin bir altkiimesi (yani bogkiime) oldugunu kanitlamamiz lazim. Buna
benzer kanitlar1 daha 6nce yapmigtik. Bogkiimenin her elemani istedigimiz her
ozelligi saglar: Bogkiimenin her elemani bogkiimenin bir altkiimesi olmasaydi,
o zaman bogklimede bogkiimenin bir altkiimesi olmayan bir eleman olurdu, ki
boskiimede hi¢ eleman olmadigindan bu imkansizdir.
Tiimevarim Adimi: Onsavi m icin dogru varsayip (tiimevarim varsayimi),
Sm, yani m U {m} ic¢in kamtlayalm. Yani m’nin her elemanimim m’nin bir
altkiimesi oldugunu varsayip (tiimevarim varsayimi), Sm’nin her elemaninin
Sm’nin bir altkiimesi oldugunu kanitlayalim. n € Sm = mU{m} olsun. Madem
ki n € m U {m}, iki sik beliriyor 6ntimiizde: Ya n € m ya da n € {m}.
Birinci sikta, n € m oldugundan, tiimevarim varsayimina gore, n C m.
Ikinci sikta da n = m. Demek ker her iki sikta da n C m. Ote yandan m’nin
m U {m}’nin, yani Sm’nin bir altkiimesi oldugu belli. Demek ki n C Sm. O

Teorem 5.5’in Kaniti: n ve m iki dogal say1 olsun. Sn = Sm esitligini
varsayalim. n = m esitligini kanitlayacagiz. Durum simetrik oldugundan n C
m iligkisini kanmitlamak yeterli, m C n iligkisi de aym bigimde kanitlanir. Su
iligkileri biliyoruz:

ne{n} CnU{n}=5n=5Sm=mU{m}.

Demek ki n € mU {m}. Bundan dan€emyadane {m} ¢ikar. Birinci gikta,
yukardaki onsava gore n C m. Ikinci sikta n = m olmali. Bu durumda da
n Cm. [l

5.3 Tumevarimla Kanit

Daha ileri gitmeden aligik oldugumuz tiimevarimla kanitin dogal sayilarda ne-
den gecerli oldugunu kanitlayalim.

Teorem 5.7. ¢(n), n dogal sayswyla ilgili bir formil olsun. Eger ¢(0) dogruysa
ve her n dogal sayis i¢in, ¢(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman
her n dogal sayist i¢in ¢(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(¢(0) AVn (d(n) = ¢(Sn))) — Vne(n)

onermesi N’de dogrudur.
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Okur formiiliin ne demek oldugu konusuna takilmasim simdilik. Ozellikle
belirtmiyoruz. Ilerde her sey acikhiga kavusacak.
Kanit: [Teorem 5.7'nin Kamiti] A = {n € N : ¢(n) dogru} xxxxxxxxxxx yu-
karidaki referans garip goriiniiyor.xxxxxxx olsun, yani A, ¢’yi saglayan dogal
sayilardan olugsun. Varsayima gore 0 € A. Gene varsayima gore, eger n € A
ise, Sn € A. Demek ki A tiimevarimsal bir kiime. Ama N tiimevarimsal her
kiimenin bir altkiimesidir, dolayisiyla A’nin da bir altkiimesidir, yani N C A.
Demek ki her dogal say1 A’da, yani ¢ 6nermesi her dogal say1 i¢in dogru. 0O

Teorem 5.7’i kullanmak icin, 0’'nin ¢ 6zelligini sagladigini gostermeye basg-
langi¢c adima adi verilir. Eger « € N dogal sayisi ¢’yi sagliyorsa, Sz’in de ¢’yi
sagladigini géstermeye tumevarim adima denir. Eger bu iki kanit yapilirsa,
o zaman her z € N dogal sayisinin ¢’'nin saglandig1 gosterilmis olur.

P1 ve P2’den S’nin nerdeyse o6rten oldugunu da gosterebiliriz. Boltim 2.2’de
de gostermigtik bunu. Ama bu sefer P2’yi degil, Teorem 5.7’ kullanacagiz.

Onsav 5.8. S fonksiyonu, 0 disinda tim degerleri alur, yani S(N) = N\{0}
olur.

Kanit: Teorem 5.7’te ¢(n) formiiliini
n=0V3Imn=>Sm

olarak alalim. Teorem 5.7’in her iki kosulu da ¢ formiilii i¢in bariz bigimde
saglandigindan, her n dogal sayisi igin ¢(n) saglanir. P1’de sylenen 0 ¢ S(N)
ile birlikte istedigimizi elde ederiz. O

Notlar

Not 1. Onsav 5.6 dogal sayilarm “6zii” yle ilgili degildir. Eger dogal sayilari
bagka tiirlii tamimlasaydik bu 6énsav dogru olmayabilirdi. Ama Teorem 5.5 ya
da Teorem 5.7 dogal sayilarin oziiyle ilgilidir. Bu teoremlerin dogru olmadig:
bir yapiya dogal sayilar yapisi adini vermek absiird olurdu, gerceklikle ilgili
tiim sezgilerimizle geligirdi.

Not 2. Boylece P1 ve P2 aksiyom sisteminin de dogru oldugu bir (N,
0, S) yapist bulmug olduk. Béliim 6’te N’de toplama, ¢arpma ve siralamay1
tanimlayacagiz ve basat ozelliklerini kanitlayacagiz. Bolim 9’te, adina Peano
Aksiyomlar: denen, P1 ve P2’den degisik bir aksiyom sistemini tanitacagiz ve
kitabin sonrasinda P1 ve P2’yi (ve kiimeler kuramini) tamamiyla unutup bu
yeni aksiyom sisteminde ¢alisacagiz.Ote yandan [AKK] ders notlarimizda P1’e
ve P2’ye ve hatta N, S ve 0’in tanimlarin1 animsamak zorunda kalacagiz.

Not 3. Dogal sayilar1 P1 ve P2 6nermeleriyle (ya da aksiyomlariyla) ta-
nimlamak Dedekind’in fikridir ama daha ¢ok Peano’nun olarak bilinir. Fikri
Dedekind’de buldugunu Peano’nun kendisi ifade etmistir.

Not 4. Teorem 5.7’1 kamitlamak igin P2’yi kullandik (ve bagka bir sey de
kullanmadik). Bunun diger istikameti de dogrudur: Eger Teorem 5.7 dogruysa
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P2 de dogrudur. Nitekim P2’nin varsayimini saglayan bir A kiimesi i¢in Teorem
5.7
neA

formiiliine uygularsak, P2’nin sonucunun da dogru oldugunu, yani A = N
esitligini goriiriiz. (Arife not: Agikga sdylemedik ama formiillerimizde para-
metre kullanabilecegimizi varsayiyoruz, Teorem 5.7 bu durumda da dogru.
Ayrica formiillerimiz kiimeler kuraminin formiilleri, yani € simgesine izin var.)

Kiimeler Kuraminin Kullandigimiz Aksiyomlari

Daha onceki boliimlerde kiimeler kuraminin birkag aksiyomunu verdik. O ak-
siyomlar1 (metinde yer aldig1 sirayla degil, bir bagka sirayla) yazalim:

A1l. Bogkiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardir.

A2. Esitlik Aksiyomu. Ayni elemanlar: olan iki kiime birbirine egittir.

A3. Tanimli Altkiime Aksiyomu. Eger ¢ bir 6zellikse ve x bir kiimeyse,
x’in sadece ve sadece ¢ 0zelligini saglayan elemanlarini eleman olarak iceren
ve bunlardan bagka bir eleman icermeyen bir kiime vardir.

A4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece x’in ele-
manlarinin elemanlarindan olusan bir kiime vardir.

A5. iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimeyse, eleman
olarak sadece x ve y’yi iceren bir kiime vardir.

A6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, eleman olarak
sadece ve sadece 2’in altkiimelerini igeren bir kiime vardir.

A7. Timevarimsal Kiime Aksiyomu. Tiimevarimsal bir kiime vardir.

A8. Temellendirme Aksiyomu. Eger x bog olmayan bir kiimeyse, o
zaman z'te x Ny = () esitligini saglayan bir y elemani vardir.

A3 bir tek aksiyom degildir. O aksiyom her ¢ 6zelligi i¢in bize ayr1 bir aksi-
yom verir. Yani iigiincii aksiyom, aksiyomdan ziyade bir ”aksiyom gemas1” dir.
AR’i isterseniz yok sayabilirsiniz. Hig kullanmayacagiz. Standart matematikte
de pek kullanilmaz. Daha ¢ok kiimeler teorisinde kullanilir.

Ik dort aksiyomla @’den basgka bir kiime oldugu kamtlanamaz.

A7 olmadan sonsuz elemanli bir kiimenin oldugu kanitlanamaz.

Kiimeler kuraminin bagka aksiyomlar1 da vardir. O aksiyomlar1 ve ne ige
yaradiklarini [AKK]’da gorecegiz. Bu ders notlarinin sonuna kadar A1-A7 ak-
siyomlar1 bize yetecek.

A3 ve ATden Al gikar.

Bir sonraki kitapta ([AKK]’da) sunacagimiz Yerlestirme Aksiyomu’'ndan
yararlanarak A5 kanitlanabilir.

A8’e ne bu kitapta ne de bir sonraki ciltte ihtiyacimiz olacak, yok sayabi-
lirsiniz.
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Ernst Zermelo (1871-1953)

Alman matematik¢i. Aksiyomatik kiimeler kuraminin en 6énemli kurucularin-
dan biridir. Babas: iiniversitede 6gretim iiyesi oldugundan, akademik kariyere
yonelmesi ailesi tarafindan tesvik edilmistir. Universitede matematik, fizik ve
felsefe okumustur.

Akademik yagamina analizle baglamig, uygulamali matematige ve fizige yo-
nelmis, daha sonra o zamanlar matematigin hi¢ kuskusuz en 6nemli merkezi
olan Gottingen’e gecince, Hilbert’in etkisiyle kiimeler kuramina ilgi duymus
ve 1904’te her kiimenin iyi siralanacagini kanitlamistir, yani herhangi bir X
kiimesinde 6yle bir < ikili iligkisi vardir ki,

(i) X’in herhangi iki x ve y elemam kargilagtirilabilir, yani ya =z < y ya
r=yyaday<uz.

(ii) Eger z, y, z € X ise ve x < y ve y < z ise, 0 zaman z < 2.

(iii) X’in bos olmayan herhangi bir altkiimesinin < iligkisi i¢in bir en kiiglik
elemani vardir.

Zermelo, Skolem ve Fraenkel’in aksiyom sisteminde (ZFC’de) sonsuz sayida
aksiyom vardir. Montague 1961°de bu sistemin sonlu sayida aksiyoma indir-
genemeyecegini kanitlamigtir. Godel, Bernays ve von Neumann’in buldugu
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aksiyom sistemi (GB) sonludur ve her iki sistemde de kiimelerle ilgili ayni
sonuglarin kanitlanacag: biliniyor. Ancak GB siteminde kiime olmayan sinif-
lardan da soz edildiginden, sonlu olmasina karsin, bir anlamda GB sistemi
ZFC’den daha karmagiktir diyebiliriz. Bir bagka deyisle, ZFC sisteminin dili V,
V, = gibi standard matematik simgeleri diginda sadece € simgesini kulanirken,
GB sistemi € simgesi diginda, kiime olmayan topluluklardan sézedebilmek igin
ikinci bir simge daha kullanmaktadir.

Ashinda Hilbert daha ¢ok Cantor’un su sorusuyla ilgileniyordu: Ne dogal
sayilar kiimesi N’yle ne de gercel sayilar kiimesi R’yle arasinda eglesme olan
sonsuz bir gergel say1 kiimesi var midir? Hilbert bu soruyu o kadar énemli bulu-
yordu ki, 1900’de Paris’te yaptig1 iinlii konugmada, bu soruyu sorular listesinin
en bagina almigti. Bu soruya yaklagabilmek icin de, daha kolay bir soru olarak
addettigi, Zermelo’ya yukardaki soruyu sormustu. Hilbert hakliydi, Cantor’un
sorusu ¢ok daha zordur. Kurt Goédel 1940’ta Cantor’un sorusunun olumsuz
yamt1 oldugunu varsaymanin (eger matematik celigkisizse) matematigi ayrica
geligkiye gotiirmeyecegini kanitladi. 1963’te Paul Cohen, Cantor’un sorusu-
nun olumlu yaniti oldugunu varsaymanin da matematigi celigkiye gotiirme-
yecegini kanitladi. Dolayisiyla Cantor’un sorusu ne olumlu ne de olumsuz ola-
rak kamtlanamaz; kiimeler kuramimin kimi evreninde (modelinde) dogru, ki-
mindeyse yanligtir.

Zermelo'nun kanitinin bugiin Se¢im Aksiyomu [bkz. SKK] diye adlandirilan
bir aksiyoma dayanmasi matematik diinyasinda hic hos kargilanmadi. 1908’de
yogun elegtirilere yanit olarak ayni teoremin bir bagka kamitini yayimladigi
makalesinde Zermelo, hem kanitini daha kabul edilir bir bicimde sunuyor hem
de bagkalarinin da farkina varmadan Segim Aksiyomu’'nu kullandigini gosteri-
yordu.

Zermelo, Russell paradoksuna benzer paradokslar kesfetmesiyle, kiime-
ler kuramini aksiyomatik olarak inga etmek istedi. Uzun ugraslarina karsin
buldugu sistemin ¢eligkisiz oldugunu kanitlayamadi (bunu kanitlamanin im-
kéansiz oldugunu bugiin Godel sayesinde biliyoruz), gene de bulgularimi 1908’de
yayimladi. Zermelo’nun aksiyomlari, bugiin kabul edilen kiimeler kurami aksi-
yomlarinin ¢ogunlugunu tegkil eder. Skolem ve Fraenkel 1922’de bu aksiyom-
lara ek yaparak bugilin matematikgilerin ¢ogunlugu tarafindan kabul edilen
kiimeler kuramini kurmuslardir.

Zermelo 1935’te Hitler rejimine tepki olarak akademik yagamdan ¢ekilmistir.
Savastan sonra tekrar profesorliige getirilmesini istemis ve kendisine 1946’da
onursal profesér unvani verilmigtir.






6. Dogal Sayilarda Toplama,
Carpma ve Siralama

Gegen boliimde, P1 ve P2 6zelliklerini saglayan (N, S, 0) matematiksel yapisinin
varhigini kanitlamigtik. Animsayalim:
N bir kiimedir.
0, N kiimesinin bir elemamdir, ve
S : N — N bir fonksiyondur;
ayrica (N, 0, 5) tigliisii su iki 6zelligi saglar:
P1. S birebir bir fonksiyondur ve 0 degerini almaz (ama diger tiim degerleri
alir, bkz. Onsav 5.8).
P2. A, N'nin,
i.0€ A, ve
ii.zeAise Ste A
ozelliklerini saglayan bir altkiimesiyse, o zaman, A = N olur.

“Dogal say1 sistemi” ya da yapisi yukardaki ozellikleri saglayan matema-
tiksel bir yapidir.

Bu béliimde (N, S,0) yapisinda toplamayi, carpmay1 ve siralamay1 tanim-
layip, bunlarin hepimizin bildigi esitlikleri ve iligkileri sagladigini gosterecegiz.

6.1 Toplama
Toplamay1 tanimlamak icin, dogru olmasini istedigimiz,

n+0=n

ve
n+(m+1)=mn+m)+1,

yani
n+Sm=S(n+m)

esitliklerini kullanacagiz.
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Tanim Denemesi. n ve p iki dogal say1 olsun. Bu iki saymin toplamini
tanimlayacagiz. Tanimlayacagimiz toplami n + p olarak yazacagiz. Eger p = 0
ise n + p dogal sayis1 n olarak tammlanmir. Eger p # 0 ise, P1’den ve Onsav
5.8’den dolayi bir ve bir tek m € N i¢in, p = Sm esitligi dogrudur; bu durumda
n + p toplam1 S(n + m) dogal sayisi olarak tamimlanir. Bir bagka deyisle top-
lamanin tanimi goyledir:

n+0=mn,
n+Sm = S(n+m).
Bu tanim iki soruna gebe.

Coziimii Kolay Bir Sorun. Boliim 4.4’te ortaya konan sorun burada da
belirir ama bu sorunu ¢ézmek o kadar zor degildir, sorunu ¢ézmek icin Temel-
lendirme Aksiyomu’na gerek yoktur. Nitekim, P1’den dolayr Sm = Sm; ise
m = my olur ve dolayisiyla

n+Sm=Sn+m)=Sn+mi)=n+Sm

olur.
Daha Ciddi Bir Sorun. Tanimda genellikle gézden kacan cok daha ciddi bir
sorun vardir. Anlatalim: Yukardaki tanimdan, her n ve p sayis1 igin

n—+p

diye bir sayisinin gergekten tanimlandigi ¢ikmaz. Eger p = 0 ise, n + p top-
laminin n olmasi gerektigini biliyoruz, burada bir sorun yok. Ama eger p # 0
ise once p’yi bir m dogal sayisi i¢in Sm olarak yazmak gerekir:

n+p=n+Sm=5Sn+m)

esitliklerinden sonra n + m sayisinmi hesaplamak lazim. Eger m = 0 ise sorun
yok: n+m = n+0 = n. Ancak m # 0 ise, n+m sayisini hesaplayabilmek igin,
m = Sm/ esitligini saglayan bir m’ bulmal. Oyle bir m’ sayismm oldugunu
biliyoruz. Bulalim 6yle bir m’ sayisi. Simdi,

n+p=n+Sm'=Sn+m')

esitliklerinden n + m’ sayisim1 hesaplamak gerektigi anlagilir. Eger m’ = 0 ise
gene bir sorun yok, ama eger m’ # 0 ise, n + m’ sayisim hesaplamak icin
m’ = Sm” esitligini saglayan bir m” sayis1 bulmali. Simdi,

n+m =n+Sm”" =Sn+m")

¢ikar. n + m” toplamim hesaplamaliyiz. Eger m” = 0 ise gene bir sorun yok,
ama eger m” # 0 ise, n + m” sayisim hesaplamak i¢in m” = Sm’ esitligini
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saglayan bir m”” sayis1 bulmali... Bu boylece devam eder. Ta ki 0’a rastlayana
dek... Eger rastlarsak tabii...

Sonlu bir zaman sonra 0’a rastlasak n + m toplamini tamimlayacagiz ama
bundan emin olamayiz. Yukardaki siire¢ sonsuza dek de siirebilir... Stirmemesi
gerektigini biliyoruz, ama kanitlanmasi gerekir...

Bu ve bu tiir nerdeyse ince sorunlarin farkinda olmadan da matematik
yapilir, yapilmaz degil, yapiliyor da, ama matematigin bu ince noktalarindan
haberdar olmak insana bir bagka keyif verir, bir bagka boyut katar.

Bu sorunun altindan goyle kalkilir: Toplamay1 yukarda 6nerdigimiz bicimde
degil, N x N kiimesinden N kiimesine giden bir 4 fonksiyonu olarak tanimla-
yacagiz. Boylece her n ve m dogal sayilari icin n + m dogal sayisini + fonksi-
yonunun (n,m) ¢iftinde aldig1 deger olarak tanimlanacak. Yani n +m toplami
+(n,m) olarak tanimlanacak.

Yukarda oOnerilen sistem aslinda dogal sayilarin toplamasini teker teker ta-
nimliyor: Bliytik sayilar: toplamak icin kiigiik sayilarin toplamini bilmek gere-
kiyor ve baglangi¢ noktasina ulagacagimiza emin olamadigimizdan bu tanimin
gercekten toplamay1 tammlayip tanimlamadigima emin olamiyoruz. Onerdigi-
miz yeni yontemle tiim dogal sayilar: toplamasini tek bir hareketle, N x N
kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak tanimlayacagiz.

N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon, ashnda (N x N) x N,
yani N X N x N kiimesinin bir 7" grafigi i¢cin (N x N, N, T") ti¢liisiidir. Simdi
bu T grafiginin arayigina girigelim.

N x N x N kiimesinin agagidaki T1 ve T2 ozelliklerini saglayan bir X
altkiimesine toplamsal diyelim.

T1. Her n € Nigin (n, 0, n) € X,

T2. Eger (n,m,p) € X ise, o zaman (n, Sm, Sp) € X.

T1, n+0 = n demek istiyor ama bagka bir m i¢in (n,0,m) € X ise bu istegi
tam olarak yerine gelemiyor. Aymi sekilde T2, n +m = p ise, n + Sm = Sp
esitligini istiyorum diyor, ama Sp’den degisik ¢ icin (n,Sm,q) € X oluyorsa
bu istegini pek gerceklestiremiyor.

N x N x N kiimesinin kendisi toplamsaldir elbette. Demek ki en azindan
bir kiime toplamsal. En kii¢iiglinii bulacagiz.

Aligtirmalar.

6.1. Nx N x N\ {(2,0,1)} kiimesinin toplamsal oldugunu kanitlayin.
6.2. NxNxN\{(2,1,4)} kiimesinin toplamsal olmadigin kanitlayn.
6.3. NxNxN\{(20,3),(2,1,4)} kiimesinin toplamsal oldugunu kanitlayin.

6.4. (1,1,3)’i icermeyen en biiyiik toplamsal kiimenin varhigim kanitlayin ve bu kiimeyi bu-
lun.

6.5. Her toplamsal kiimenin (2,3, 5)’1 icermek zorunda oldugunu kanitlayin.

Eger ilkokuldan beri sezgisel olarak bildigimiz toplama iglemini NxN kiime-
sinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak tanimlayabilseydik, o zaman bu
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fonksiyonun grafigi, yani
{(n,m,n+m):n,m e N}

kiimesi toplamsal bir kiime olacakti; ayrica biraz diisiiniince anlasilacag1 gibi
bu grafik en kiiglik toplamsal kiime olmali (yani her toplamsal kiimenin bir
altkiimesi olmali.)

Toplamsal kiimelerin kesigimi toplamsal oldugundan (bunun kaniti kolay),
tiim toplamsal kiimelerin kesigimi de toplamsaldir, ve elbette bu kesigim en
kiigiik toplamsal kiimedir. En kii¢iik toplamsal kiimeye T diyelim.

Teorem 6.1. Tum toplamsal kumelerin kesisimi gene toplamsal bir kiimedir.
Bu en kii¢tk toplamsal kiimeye T diyelim. T', NxNxN kidmesinin bir grafigidir,
yani hern, m € N i¢in, (n,m,p) € T iliskisini saglayan bir ve bir tane p vardar.
Ayrica, eger bu biricik p’ye n + m adim verirsek, her n ve m igin,

n+0=n
n+Sm = S(n+m)
esitlikleri gecerlidir.
Kanit: T, tiim toplamsal kiimelerin kesigsimi olsun. n € N olsun.

a. En Kiigiik Toplamsal Kiime: Tamima gore, (n,0,n) tiim toplamsal
kiimelerde oldugundan kesigsimdedir de, yani T”dedir. Dolayisiyla T', T1’i sagliyor.
Simdi (n, m,p) € T olsun. Demek ki (n, Sm, p) tiim toplamsal kiimelerde. De-
mek ki (n, Sm, Sp) de tiim toplamsal kiimelerde.
Dolayisiyla
(n,Sm, Sp) € T.

Dolayisiyla T, T2’yi de sagliyor.
Simdi 7"’nin bir fonksiyonun grafigi oldugunu gosterelim. Yani her

n,m €N

i¢in, (n,m,p) € T igindeligini saglayan bir ve bir tane p € N oldugunu goste-
relim. Once p’nin varligini, sonra da birinciligini gosterelim.

b. Varligin Kaniti: Once, verilmis n ve m dogal sayilari icin,
(n,m,p) € T

igindeligini saglayan bir p dogal sayisinin varligini kanitlayalim, daha getrefilli
olan p’nin biricikligini daha sonraya birakiyoruz. Varligi m fiizerine tiime-
varimla kamtlayacagiz. Kanitlayacagimiz ¢(m) énermesi su:

VYn 3p (n,m,p) € T.
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Baslangic Adimi. m = 0 olsun. n herhangi bir dogal say1 ise, (n,0,n) € T
icindeligini biliyoruz. Demek ki p = n alabiliriz. Bundan da ¢(0)’in dogrulugu
gikar.

Timevarim Adimi. Simdi m € N olsun ve ¢(m) Onermesini dogru var-
sayip ¢(Sm) onermesini kamtlayahm. n € N sabitlensin. ¢(m) Onermesini
varsaydigimizdan, oyle bir p vardir ki,

(n,m,p) €T.
olur. T' toplamsal oldugundan, o zaman
(n,Sm,Sp) e T

icindeligi saglanir. ¢(Sm) 6nermesi kanitlanmigtir.
Demek ki her n ve her m i¢in (n,m,p) € T igindeligini saglayan bir p
vardir.

c. Biricikligin Kaniti1: Simdi, verilmis n ve m dogal sayilari icin,
(n,m,p) €T

icindeligini saglayan p dogal sayisinin biricikligini kamitlayalim. Biricikligi de
m lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Kanitlayacagimiz ¢(m) énermesi su:

vnvpvp' (((n,m,p) € T A (n,m,p’) € T) = p=1p').

Baslangi¢ Adimi. Once U(0) 6nermesini kanitlayalim. ny € N rastgele bir
dogal say1 olsun. T" toplamsal oldugundan, (ng, 0, ng) ticlistiniin 7’de oldugunu
biliyoruz. Bir de ayrica, bir celigki elde etmek amaciyla, p # ng icin (ng, 0, p)
ticliistiniin de 7”de oldugunu varsayalim.

T' =T\ {(no,0,p)}

olsun. 7" C T oldugundan, 7" toplamsal bir kiime olmamali; ama 6yle oldugunu
kanitlayacagiz!
Her n € N igin (n,0,n) € T. Ama p # ng oldugundan,

(na Oa TL) ?é (n()v 0,]9),

yani
(n,0,n) € T\ {(n0,0,p)} =T'

olmali. Demek ki 7" kiimesi T1 6zelligini sagliyor.
Simdi (n,m,p) tclistintin 7" kiimesinde oldugunu varsayahm. 77 C T
oldugundan,
(n,m,p) €T
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olur. T' toplamsal oldugundan,

(n,Sm,Sp) e T
olur. Ama Sm # 0 oldugundan (P1 6zelligi),

(n, Sm, Sp) # (no, 0, p).

Demek ki,
(n,Sm, Sp) € T\ {(no,0,p)} =T".

T2 ozelliginin de T” icin dogru oldugunu kanitladik. Yani 7" toplamsal bir
kiime. Bir celigki.

Tumevarim Adimi: my € N olsun ve W(mg) 6nermesini varsayip ¥(Smy)
onermesini kanitlayalim. ng rastgele bir dogal say1 olsun. Kanitin birinci kis-
mindan dolayi, bir pg dogal sayisi i¢in

(n0,mo,po) € T
igindeligi dogrudur. T' toplamsal oldugundan,
(ng, Smg, Spo) € T
icindeligi de dogrudur. Bir celigki elde etmek amaciyla bir

p1 # Spo
icin,
(no, Smo,p1) €T

icindeligini varsayalim.
T" =T\ {(no, Smo,p1)}

olsun. 7" C T oldugundan, T” toplamsal bir kiime olmamali; ama 6yle oldugunu
kanitlayacagiz!
Her n € N igin (n,0,n) € T. Ama Smg # 0 oldugundan,

(na 07 TL) 7é (n07 Sm07p1)7

yani

(n,0,n) € T\ {(ng, Smo,p1)} =T"

olmali. Demek ki 7" kiimesi T1 6zelligini sagliyor.
Simdi (n,m,p) tclistiniin 7" kiimesinde oldugunu varsayahm. 77 C T
oldugundan,
(n,m,p) €T
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olur. T' toplamsal oldugundan,
(n,Sm,Sp) e T

olur.
Bir an i¢in (n, Sm, Sp) = (ng, Smo, p1) esitligini varsayalim. O zaman

n = no,
Sm = Smo,
Sp =m
olur. Ikinci esitlik, P1’den dolay1
m = 1y

verir. Demek ki
(no,mo,p) = (n,m,p) € T.
Ama ayn1 zamanda,
(n0,mo,po) € T.

¥ (mg) onermesi dogru oldugundan, bundan,
P="Po

ve
p1 = Sp = 5po
gikar. Celigki. Demek ki

(n, Sm, Sp) # (no, Smo, p1)-

Yani

(n, Sm, Sp) & T'\ {(no, Smo, p1)} =T’

olur. 7" kiimesinin toplamsal oldugunu kanitladik. Bu da elde etmek istedigimiz
nihai celigkidir.

d. Son olarak, teoremin en sonundaki iki esitligin dogru oldugunu kanitla-
yalim.

(n,0,n) € T oldugundan, teoremin 6nermesindeki tanima gore, n + 0 =mn
olmali.

Gene tanima gore, (n,mn + m) € T igindeligini biliyoruz. T toplamsal
oldugundan, bundan (n, Sm,n + Sm) € T gikar. Yani n 4+ Sm = S(n +m).0]

Kanit belki uzun ve mesgakkatli ama her sey yerli yerine oturdu. Bundan
boyle dogal sayilardan ve dogal sayilarin toplamindan matematiksel anlamda
sozedebiliriz.
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6.2 Toplamanin Ozellikleri

0’in toplamanin sagdan etkisiz eleman oldugunu biliyoruz: n + 0 = n. Simdi
0’1n soldan da etkisiz eleman oldugunu kanitlayalim.

Onsav 6.2. [Etkisiz Eleman]. Her m € N i¢in, 0 +m = m.

Kamt: Onsavdaki esitligi m iizerinden tiimevarimla kantlayacagiz.

Birinci Adim: Onsavi m = 0 i¢in, yani 0 4+ 0 = 0 esitligini kanitlamaliy1z.
Ama bunun dogru oldugunu tanimdan biliyoruz. (Yukardaki teoremdeki bi-
rinci esitlikte n = 0 alin.)

Tiimevarim Adimi: Onsavin m icin dogru oldugunu varsayip, yani

0O+m=m

esitligini varsayip (tiimevarim varsayimi), teoremin Sm i¢in dogru oldugunu,
yani 0 + Sm = Sm egitligini kanitlamaliyiz. Tek bir satirla kanitlayabiliriz
bunu:

04 Sm =S80+ m)= Sm.

Birinci esitlik toplamanin tanimindan, ikinci esitlik tlimevarim varsayimindan
ileri geliyor. i

Bu sonug 0 + m = m + 0 esitligini veriyor. Birazdan

n+m=m-+n

degisme 0Ozelligini kanitlayacagiz.
1’in SO olarak tanimlandigini animsatiriz. Teorem 6.1’deki esitliklerden
dolay1, her n € N igin,

Sn=Sn+0)=n+S0=n+1,
yani Sn, beklendigi lizere, n + 1 sayisina esit:
Sn=n+1.

Toplamayla ilgili bagka sonuclar giindemimizde.

Gereksiz goriilebilecek agagidaki 6nsavin yegane iglevi bir sonraki teoremin
kanitinda kullanilmak olacak! Masa baginda 6nce Teorem 6.4t kanitlamaya
calistik. Tikandigimiz yerde Onsav 6.3%¢ ihtiyacimiz oldugunu gordiik. Tabii
kitab1 yazarken, akademik diirtiilerden dolay1 diigiinme siirecini ters gevirdik.

Onsav 6.3. Her n, m € N icin, m + Sn = Sm + n.
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Kanit: n tlizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise,
m+Sn=m+5S0=5m+0)=Sm=5Sm+0=5Sm+n

ve bu durumda kanit tamam.
Simdi, her m i¢in, m + Sn = Sm + n esitligini varsayip (tlimevarim var-
sayimi), her m igin,
m+SSn =Sm+ Sn

esitligini kantlayalim:

m+ SSn = S(m+ Sn) =S(Sm+n) = Sm+ Sn.
Kanitimiz tamamlanmigtir. O
Teorem 6.4. [Degisme Ozelligi]. Her n, m € N icin, n+m =m +n.

Kanit: m tlizerinden tiimevarim yapacagiz.

Birinci Adim: Eger m = 0 ise, toplamanin tanimindan ve Onsav 6.2'den,
n+0=n=0+4n gkar.

Tiimevarim Adimi: Onsavin m icin dogru oldugunu, yani her n € N icin
n 4+ m = m + n esitligini varsayip (tiimevarim varsayimi), énsavi Sm igin
kanitlayacagiz, yani her n € N icin

n+Sm=5Sm+n
esitligini kanitlayacagiz:
n+Sm=5Sn+m)=5m+n)=m+Sn=SSm+n.

Burada, sirasiyla, toplamanin tanimini, tiimevarim varsayimini, tekrar topla-
manin tanimini ve Onsav 6.3’i kullandik. 0

Teorem 6.5. [Birlesme ézelligi]. Hern, m, p € N i¢in,
(n+m)+p=n+(m+p).

Kanait: p lizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz.
Birinci Adim: Eger p = 0 ise,

(m+m)+p=mn+m)+0=n+m=n+(m+0)=n+(m+p)
ve bu durumda kanit tamam.
Tiimevarim Adimi: Kanit:1 dogrudan veriyoruz:

(n+m)+ Sp=S(n+m)+p)=Sn+ (m-+p))
=n+S(m+p)=n+(m+ Sp).
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Teorem kanitlanmigtir. ]
Teorem 6.5’e gore, toplama yaparken parantez koymak gereksizdir.

(n+m)+pven+(m+p)

yerine n+m+p yazabiliriz. Ayni gey 4 ya da daha fazla dogal say1 toplarken de
gecerlidir. (Bu son dedigimiz tiimevarimla kanitlanir ve kamt sanildigr kadar
kolay degildir. Bkz Bourbaki.)

Onsav 6.6. [Sadelesme, birinci adim]. Her n, m € N i¢in, ejer n+m =n
ise m = 0’dar.

Kanit: n iizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. n = 0 ise Onsav 6.2 istedigimizi
verir. Simdi n igin énermenin (her m igin) dogru oldugunu varsayalim. Diyelim
Sn +m = Sn. O zaman, toplamanin degisme 6zelligine gore,

Sn=Sn+m=m+ Sn=5S(m+n)=5n+m)

olur. P1’den dolay1
n=n-4+m

olur ve tiimevarimla m = 0 sonucuna varirirz. O
Teorem 6.7. [Sadelesme]. Her n, m, p € N igin, eger

n+m=n-+p
ise m = p olur.

Kanit: p fizerine tiimevarimla. Eger p = 0 ise, istedigimiz Onsav 6.6’dan
gikar. Simdi teoremin p i¢in dogru oldugunu varsayalim. Diyelim

n+m=n+ Sp.

Eger m = 0 ise, Onsav 6.6’dan dolay1 Sp = 0 olur, ki bu miimkiin degildir.
Demek ki m # 0. Dolayisiyla bir m’ € N i¢in Sm’ = m olur. Bundan,

Sn+m')y=n+Sm'=n+m=n+Sp=_S(n+p)

¢ikar. Bundan ve P1’den
n+m =n+ p

bulunur. Timevarimla,

elde ederiz. Yani

Teoremimiz kanitlanmistir. O

Aligtirmalar.
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6.6. n ve m dogal sayilar1 i¢cin n +m = 0 ise n = m = 0 egitliklerini kanitlayin.

6.7. Her dogal sayisinin bir n dogal sayis1 i¢in ya n 4+ n bigiminde ya da n +n + 1 bigiminde
yazilabilecegini ama iki bigimde birden (degisik n’ler olabilir) yazilamayacagini kanitlayin.

6.8. Her n ve m dogal sayilar1 icin n + p = m ya da m 4+ p = n esitligini saglayan bir p
dogal sayisinin varligim kanitlayin. Her iki esitlik birden (belki ayr1 p’ler i¢in) ne zaman
saglanir?

6.3 Carpma
Carpmay1 tanmimlamak i¢in, dogru olmasini istedigimiz,
nx0=0

nx(m+1)=(nxm)+n

esitliklerini kullanacagiz. Yukarda yaptiklarimizdan toplamayi biliyoruz ve
carpmanin taniminda toplamayi kullanabiliriz.

Tanim Denemesi. n ve m iki dogal say1 olsun. Eger m = 0 ise n x m dogal
sayist 0 olarak tamimlanir. Eger m # 0 ise, o zaman, bir ve bir tek m’ € N
icin, m = Sm/ esitligi dogrudur ve bu durumda n x m sayis1 n x m’ +n olarak
tanimlanir!. Bir bagka deyisle carpmanin tanimi soyle olmalidir:

nx0=0

nxSm=nxm-+n.

Gene Hile Yaptik! Toplamada da oldugu gibi, carpmanin tanimini bdyle ya-
parsak kiiciik ama matematiksel diiglince acisindan énemli bir noktay: atlamis
oluruz. Bu tamimla n x m carpimimi her zaman var oldugunu kanitlayamayiz.

Bu sorun’un altindan goyle kalkilir: NxNXN kiimesinin agagidaki 6zellikleri
saglayan bir X altkiimesine ¢arpimsal diyelim.

C1. Her n € N i¢in (n,0,0) € X,

C2. Eger (n,m,p) € X ise, o zaman (n,Sm,p+n) € X.

(“)rnegin N x N x N kiimesinin kendisi ¢carpimsaldir.

Eger ¢arpmay1 N x N kiimesinden N kiimesine giden bir fonksiyon olarak
tanimlayabilseydik, o zaman ¢arpmanin grafigi yani

{(n,m,n x m):n,m € N}

kiimesi ¢arpimsal bir kiime olacakti; ayrica biraz diigiiniince anlasilacagi gibi
carpmanin grafigi en kiigiik ¢carpimsal kiime olacakt1 (yani her ¢arpimsal kiime-
nin bir altkiimesi olacakti.) Dolayisiyla ¢carpmay1 tanimlayacagimiza ¢arpma
fonksiyonunun grafigini (en kiigiik garpimsal kiime olarak) tanimlayacagz.

In x m' + n, alisageldigi tizere (n x m’) + n anlamina gelmektedir.
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Carpimsal kiimelerin kesigimi gene garpimsal oldugundan (bunun kaniti
kolay), tiim garpimsal kiimelerin kesigimi de toplamsaldir, ve elbette bu kesigim
en kiiciik carpimsal kiimedir. En kiiclik ¢arpimsal kiimeye C diyelim.

Teorem 6.8. Her n, m € N i¢in, (n,m,p) € ¢ iliskisini saglayan bir ve bir
tane p vardwr. Ayrica, eder bu p’ye n x m adwni verirsek, her n ve m ig¢in,

nx0=n
nxSm=nxm-+n
olur.

Bu teoremin kanitini okura aligtirma olarak birakiyoruz. Aynen Teorem
6.1 gibi kanitlanir.

Teorem 6.1 ile Teorem 6.8’in 6nermelerinin ve kanitlarinin benzer olmalari
bu sonuclarin genellestirilebilecegi diisiincesini getirmeli. Nitekim ilerde bu
teoremleri genellegtiren Tiimevarim Teoremi adi altinda (Teorem 7.1) bir sonug
kanitlayacagiz ve yukardaki teorem (6nceki de) bu genel teoremin bir sonucu
olacak.

Bilindigi iizere cogu zaman n X m yerine n.m, hatta ¢cogu zaman c¢ok daha
basit olarak nm yazilir.

6.4 Carpmanin Ozellikleri

Simdi ¢arpmayla ilgili savlarimizi kamtlayabiliriz. Bunun i¢in toplamay: ve
toplamanin 6zelliklerini kullanacagiz elbet. Toplamanin 6zelliklerini Altboliim
6.2’de kanitladik. Bunlar1 kullanirken artik referans vermeyecegiz.

Onsav 6.9. [Yutan Eleman]|. Her m € N i¢in, 0 x m = 0.

Kanit: m flizerine tiimevarimla. Baslangi¢ adimi bariz.
0xSm=0xm+0=0+0=0.
istedigimiz kanitlanmistir. O

Onsav 6.10. [Etkisiz Eleman]. Her m € N i¢in,
Ixm=m=mx1.
Kanit: m iizerine tiimevarimla. Baglangi¢c adimi kolay. Tiimevarim adimi:
I1xSm=1xm+1=m+1=5m.

Istedigimiz kamitlanmgtir. O
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Teorem 6.11. [Degisme ézelligi]. Hern, m € N i¢in,
nxXm=m X n.

Kanit: m iizerine tiimevarimla kanitlamaya caligalim. Baglangic adimi gene
kolay. Ttimevarim adimi:

nxSm=nxmt+n=mxn+n=---

Basaramadik. En sagdakinin Sm x n’ye esit oldugunu kanitlamak istedik ama
sonunu getiremedik. Demek ki

mxn+n=.5mxn
esitligini kanitlamamiz gerekiyor.
Onsav 6.12. Her n, m € N icin, m X n+n = Sm X n.

Kanit: n iizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. (Bir defa daha m tizerine tiime-
varimla kanitlama c¢abasi bagarisizlikla sonu¢lanmaya mahkimdur.) n = 0 i¢in
bir zorlukla kargilagmiyoruz. Simdi 6énsavi n i¢in varsayip Sn i¢in kanitlayalim.
m herhangi bir dogal say1 olsun.

mx Sn+Sn=S(mx Sn+n)=5(mxn+m-+n)
=S(mxn+n+m)=5(Smxn+m)

=Smxn+Sm=5Sm x Sn.

Istedigimiz kamtlanmigtir. O

Teorem 6.13. [Dagilma Ozelligi]. Her n, m, p € N ic¢in,
nx(m+p)=nxm+nxnp.

Kanit: Eger p = 0 ise, her iki tarafta da nm elde ederiz. Jimdi teoremi p icin
varsayip Sp i¢in kamitlayalim:

n(m+ Sp) =n.S(m+p) =n(m+p) +n
=nm +np+n=nm+ n.Sp.

istediéimiz kanitlanmigtir. O

Teorem 6.14. [Birlesme (")zelligi]. Her n, m, p € N ic¢in,

(nxm)xp=mx (nxp).
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Kanit: p iizerine tiimevarimla. Eger p = 0 ise, her iki ifade de 0’a egittir. Geri
kalan kisim da kolay:

(nxm)xSp=(nxm)XxXp+(nxm)=mx (nxp).
Istedigimiz kanitlanmistir. g

Teorem 6.15. [Sifircarpansizlik]|. Her n, m € N i¢in nm = 0 ise ya n ya
da m = 0 olur.

Kanit: Eger m # 0 ise, P1’den dolayi, bir p dogal sayisi igin m = Sp olur.
Demek ki,
0=nm=mn.Sp=mnp+n.

Bir onceki altbdliimiin Alistirma 1’ine gére n = 0. U

Aligtirmalar.

6.9. N'den N’ye giden ve f(0) = 1, f(Sn) = 2f(n) esitliklerini saglayan bir fonksiyonun
varligini kanitlayin.

6.5 Siralama

Tanim 6.16. n ve m iki dogal sayr olsun. Eger n 4+ p = m esitligini saglayan
bir p dogal sayist varsa, o zaman n < m yazilir ve bu durumda n, m’den
kiictikesit denir.

0 4+ n = n oldugundan, her n € N i¢in 0 < n olur; yani 0, N’nin en kiigtik
elemanidir.

Eger n < m ise, ama n # m ise, bu durumda n < m yazilir ve n, m’den
mutlak ktctik denir. Elbette

n<m< Ip#0n+p=m)
ve her n dogal say1 icin icin n <n+ 1 = Sn.
Teorem 6.17. [Swralama]. < iliskisi bir siralamadur, yani her n, m, p € N
1¢IM,
i.n<n.

iH.n<muwvem<nisen=m.
iii.n<mwovem<pisen <p.

Kanit: i belli. ii’yi kanitlayalim. Varsayimlar altinda,

n+p=mvem-+q=mn
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esitliklerini saglayan p ve ¢ sayilar1 vardir. Buradan,
n+(p+q) =n+p+g=m+qg=n

cikar. Onsav 6.6’ya gore p + ¢ = 0. Boliim 6.1, Aligtirma 6.4%e gore p = g = 0.
iii’iin kanit1 daha da kolay: Varsayimlara gore a ve b dogal sayilari igin,

n+a=m
ve
m+b=np.
Demek ki,
n+(a+b)=Mm+a)+b=m+b=p,
yani n < p. O

Teorem 6.18. [Siralama]. Her n, m, p € N igin,
i.n<£n.
ii.n<movem<pisen <p.

Kanit: Bir onceki teoremden ve mutlak esitsizligin tanimindan ¢ikar. O

Teorem 6.19. [Tamsiralamal. < iliskisi bir tamsiralamadir, yani her n,
m € N icin, yan <m ya da m < n olur.

Kanit: n iizerine tiimevarimla. Eger n = 0 ise sorun yok. Simdi teoremi n icin
varsayip Sn i¢in kanitlayalim. m bir dogal say1 olsun. Eger m < n ise o zaman
m < mn < Sn olur ve sorun kalmaz. Eger n < m ise, 6yle bir p # 0 vardir ki,

n+p=m
olur. p # 0 oldugundan, bir p’ i¢in Sp’ = p olur. Demek ki,
m=n+p=n+Sp=n+p +1=Mn+1)+p =Sn+p.
Demek ki Sn < m. g

Onsav 6.20. [Ayrik Siralamal. Her n, m € N igin,
i.m<Snem<n.
ii.m<n< Sm<n.
iii. m <n < Sm egitsizliklerini saglayan bir n dogal sayist yoktur.

Kanait:
i. (=) m < Sn oldugundan, m + p = Sn esitligini saglayan bir p # 0 vardir.
p # 0 oldugundan bir r» € N igin,

p=_Sr
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ve
Sm+r)=m+Sr=m+p==Sn

ve m+r = n. Demek ki m <n.

(<) m < nise n < Sn oldugundan, kolaylikla m < Sn buluruz.
ii. m < n olsun. Demek ki bir p # 0 dogal sayis1 igin m +p =n. Ama p # 0
oldugundan bir r € N i¢in p = Sr olur. Demek ki

n=m+p=m+Sr=m+(r+1)=m+1)+r=5Sm+r.

Boylece Sm < n esitsizligi kanitlanmig olur. Diger yon bariz.
iii. m <n < Sm ise, i ve ii’"den Sm < n < m gkar, geligki. O

Son olarak toplama ve carpmanin siralamayla olan iligkilerini irdelemek
gerekiyor. Bunlarin kanitlarini alistirma olarak okura birakiyoruz.

Teorem 6.21. [Toplamaya Saygi]|. Her n, m, p € N i¢in, n < m ancak ve
ancek n+p < m 4+ p ise.

Teorem 6.22. [Carpmaya (bir yere kadar) Saygi]|. Her n, m, p € N igin,
egern <m ve(Q < pise, 0 zaman n X p<m X p.

Bu altboliimiin son teoremi olarak, bu ders notlarinda higbir isimize yara-
mayacak, ama bir sonraki ders notlarinda énemli olacak bir sonug¢ kanitlaya-
cagiz. Teoremin kanitinin P1 ve P2’den daha fazlasini, dogal sayiin tanimini
kullandigina dikkatinizi cekeriz.

Teorem 6.23. Her n, m € N icin,
1. n <m isen Cm olur.
ii. n < m ancak ve ancak n € m ise.
iii. Her n i¢in n ¢ n.

Kanit: i. m tlizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n < m = 0 ise
n=m=70

olmali. n =0 =0 C @ = 0 = m oldugundan bu durumda énerme dogru. Simdi
teoremin m i¢in dogru oldugunu varsayip Sm igin kanitlayalim. n < Sm olsun.
Eger n = Sm ise, elbette n C Sm. Bundan boyle n < Sm olsun. Onsav 6.20’e
gére, n < m olur. Tiimevarim varsayimmdan n C m elde ederiz Ote yandan
m CmU{m} = Sm. Demek ki n C Sm.

ii. Eger n < m ise Onsav 6.20.4°den Sn < m cikar. Bir paragraf once
kanitlanan 7’den de,

nenU{n}=5SnCm

bulunur.
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Diger yonil m tizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. m = 0 = () ise sorun ya-
ratacak bir n bulamayiz. Simdi 6nermeyi m igin varsayip Sm igin kanitlayalim.
n € Sm = mU{m} olsun. Eger n = m ise n < Sm olur ve kanit biter. Aksi
halde n € m olur ve tiimevarimla n < m bulunur; bundan da n < Sm ¢ikar.
iii. Bir 6ncekinden ve Teorem 6.18.i’den ¢ikar. U

Dogal sayilarda mutlak esitsizligi
n<menem

olarak da tammlayabilirdik (bkz. Teorem 6.23.ii). Ama bunu 6zellikle yapmak
istemedik clinkii olabildigince kiimeler kuramindan kacinmak istiyoruz.

6.6 iyisu‘alama

Gegen altbolimde dogal sayilar kiimesi N'yi < iligkisiyle tamsiraladik (Teorem
6.17 ve 6.19): Her n, m, p € N i¢in,

1. n<n.

ii.n<mvem<nisen=m.

iii.n<mvem<pisen<np.

iv. ya n < m veya m < n olur.

Bu tamsiralamanin 6nemli bir 6zelligi daha vardir: Her dogal say1 kiimesi-
nin bir en kiigiik elemamn vardir, yeter ki kiime bog olmasin. Iste o teorem:

Teorem 6.24. [lyisiralama Teoremi]. N nin bos olmayan her altkiimesinin
en kucuk elemansy vardir, yani < iliskist Nyi syisiralar.

Kanit: () # X C N olsun.

M={meN: her x € X igin m < x}
olsun. (Yani M, X’in altsinirlar: kiimesi olsun.) Elbette 0 € M. Ayrica x € X
ise, Sx ¢ M ciinkii ne de olsa Sz, x'ten kiiglikesit degil. Demek ki M # N.
Dolayisiyla P2’den dolay1, éyle bir m € M vardir ki Sm ¢ M olur. m € M
oldugundan, m, X’in her elemanindan kiigiikegit. Eger m, S’de olmasaydi,
m, X’in her elemanindan mutlak kii¢iik olurdu. Demek ki Sm, X’in her ele-

manindan kiiciikesit olurdu (Onsav 6.20.ii). Demek ki Sm € M, celigki. Demek
kimeS. O

Sonug 6.25. Eger bir ¢(n) onermesi bir dogal sayist i¢in yanhssa, o zaman
¢’nin yanhs oldugu en kicik bir dogal sayr vardur.

Kanit: Aslinda bu sonug bir 6nceki teoremin dogrudan bir sonucu. Bunu
gormek icin, bir onceki teoremde

X ={neN:=¢(n)}
almak yeterli. O
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6.7 Tumevarimla Kanit

Bu altboliimiin konusu olan teoremlerimizi yazmadan ve kanitlamadan once
Teorem 5.7°i cok daha alisik oldugumuz dilde yazalim.

Teorem 6.26. ¢(n), dogal saylar hakkinda bir énerme olsun. Varsayalim ki
a. ¢(0) dogru,
b. Her ¢(n) dogru oldugunda ¢(n+ 1) de dogru.
O zaman her n € N i¢in ¢(n) dogrudur.

Kanit: Sn = n + 1 oldugundan bu aynen Teorem 5.7’tir. (]

Sonug 6.25 (ya da isterseniz Teorem 6.24 ama biz Sonug 6.25’1 tercih ederiz)
bize yeni bir kanit yonteminin kapisini agiyor. Diyelim dogal sayilar hakkinda
bir ¢(n) énermesini kanitlamak istiyoruz. ¢’nin her dogal say1 igin dogru ol-
madigini varsayalim. O zaman Sonug ??’ye gore ¢’nin dogru olmadigi en kiigiik
bir dogal say1 vardir. Diyelim n, ¢’nin dogru olmadig: en kii¢iik dogal sayi. O
zaman ¢, n’den kiigiik sayilar i¢in dogrudur ama n icin yanhstir. Bundan bir
celigki elde edilmeye calisilir. Aciklayalim.

Kanitlamak istenen 6nerme, daha once oldugu gibi sadece n’den kiigiik
tiim dogal sayilar icin dogru oldugu varsayilip, 6nerme n icin kanitlanir. Eger
bu yapilabilirse, o zaman onerme her n dogal sayisi icin dogrudur.

Bu kanit yontemi tiimevarimla kanitin bir cesitlemesidir. Bigimsel olarak
bu gesitlemeyi goyle ifade ederiz (parantez enflasyonundan dolay1 ¢(n) yerine
on yazdik):

Vn ((Vi(i < n — ¢i) = ¢n))] — Vnon.

Bu formiiliin ne dediginin anlagilmasi zor oldugundan goyle agiklayalim: Her
n dogal sayisi icin,
(Vi(i <n — ¢i) — ¢n)

onermesi dogruysa, o zaman her n dogal sayis1 icin
on

onermesi dogrudur.
Daha popiiler (ama matematiksel olmayan) bir dille bu ¢esitlemeyi goyle
ifade ederiz: Eger her n dogal sayis1 icin,

(@) A ... Ad(n —1)) = d(n)

onermesi dogruysa, o zaman her n dogal sayis1 icin

¢(n)

onermesi dogrudur.
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Bu gesitlemede baglangi¢ adimina ihtiyac yoktur, ¢iinkii n = 0 ise, 0’den
kiigiik dogal say1 olmadigindan, ¢ onermesi 0’dan kii¢iik her dogal say1 icin
dogrudur. Dolayisiyla 6énerme 0 icin de dogrudur.

Bu soylediklerimizi not edelim:

Teorem 6.27. [Timevarimla Kamt II|. ¢(n) dogal sayilar hakkinda bir
onerme olsun. Eger her n dogal sayst i¢in,

#(0),...,0(n—1)

onermeleri dogru oldugunda

¢(n)
onermesi de dogruysa, o zaman ¢(n) her n i¢in dogrudur. Daha matematiksel
bir deyisle, eger her n dogal sayist i¢in, n’den kiciuk her i dogal sayisi ¢’yi
dogruladiginda n de ¢’yi dogruluyorsa, o zaman herdogal sayr ¢’yi dogrular.
Gene bir baska deyisle, eger her n icin,

(Vi (i <n— ¢(i)) = ¢(n)
onermesi dogruysa, o zaman her n i¢in ¢(n) dogrudur.

Kanit: X = {n € N : ¢(n)yanls} olsun. X'’in bogkiime olmadigini varsa-
yalim. Teorem 6.24’ye, hatta Sonug 6.25’e¢ gére X’in en kiiciik bir elemam
vardir, diyelim n. O zaman n’den kiiglik hicbir say1 X te degil, demek ki n’den
kiigiik her say1 igin ¢ dogru. Ama o zaman da teoremin varsayimina gore ¢(n)
dogrudur. Celigki. Demek ki X boskiime ve her n € N : ¢(n) dogru. O

Timevarimla kanitin bu versiyonunu kullanarak dogal sayilarda kalanl
bolme igleminin (6rnegin 23 = 7 x 3 + 2) yapilabilecegini kanitlayalim.

Teorem 6.28. [Dogal Sayilarda Bélme]. n ve m iki dogal say: olsun, ama
m # 0 olsun. O zaman dyle bir ve bir tane q ve r dogal sayr ¢ifti vardwr ki,
n=mq+r ver <m olur.

Kamt: Once ¢ ve r dogal sayilarinin varhigini kanitlayalim. Bunu n iizerine
tiimevarimla (ama tiimevarimla kanit yonteminin ikinci versiyonuyla) kanit-
layacagiz. Eger n < m ise ¢ = 0 ve r = n alabiliriz. Simdi n > m olsun ve
teoremin n’den kiiciik sayilar i¢in dogru oldugunu varsayalim. p dogal sayisi
m + p = n egitligini saglasin. p < n oldugundan, teorem p i¢in dogru. Demek
ki bir gg ve 7o < m dogal sayi ¢ifti i¢in p = mqg + 7o esitligi dogru.

n=m+p=m+mqy+r9=m(q + 1)+ ro.
olur. ¢ = gg + 1 ve r = rg olsun.

n=m(q+1)+ro=mqg+r
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ve
r=rog<m

olur. ¢ ve r’nin varligin1 béylece n igin de kanitlamig olduk.
Simdi ¢ ve r’nin biricikligini kanitlayalim. Diyelim

mq—+ 1 =mqo+T9 ve r,rg < M.

q = qo ve r = rg esitliklerini kanitlayacagiz. ¢ = qg esitligini kamitlamak yeterli
(Teorem 6.7). Diyelim ¢ < go. O zaman bir ¢; > 0 i¢in ¢+ ¢; = go olur. Demek
ki,

mq +r =mqo +ro =m(q+q) +ro=mq+mq +ro

ve dolayisiyla
= mqi + To.

0 < ¢q; oldugundan, 1 < ¢; ve
mmqg <mqr+rg=r<m

olur, ki bariz bir geligkidir. O



7. Tumevarim Teoremi

Toplamayla ¢arpma fonksiyonlarinin varliginin kanitlandigi Teorem 6.1 ve 6.8’
genellestirecegiz. Teorem, eger

P: X —=>Xvep: X xX—>X

iki fonksiyonsa, her x € X i¢in,

f(2,0) = ()

f(2,1) = o(x, ()

f(@,2) = p(x, o(z, ¥ (x)))
f2,3) = p(, p(x, o(z,¢(x))))

gibi egitlikleri saglayan bir f : X x N — X fonksiyonu oldugunu soyleyecek
ve bu teorem sayesinde fonksiyonlarimizi tiimevarimla tanimlayabilecegiz.

Teorem 7.1. [Tiimevarim Teoremi| X bir kiime olsun.

Pv: X >Yvep: X XY =Y

ki fonksiyon olsun. O zaman her x € X ve her n € N igin,
f(2,0) = (),
f(@,8n) = o(x, f(x,n))
esitliklerini saglayan bir ve bir tek
f: X xXxN=>Y

fonksiyonu vardar.

Kanita baglamadan 6nce teoremin toplamay1 ve carpmay1 nasil tanimladigini
gorelim.

Toplama. Teoremde X =Y =N, ¥ = Idx (6zdeslik fonksiyonu) ve

@ = Sopry,



92 7. Timevarim Teoremi

yani @(x,n) = Sn olarak alalim. O zaman elde edilen fonksiyon,

esitliklerini saglar; bunlar da aynen toplamanin saglamasi gerektigi esitliklerdir.

Carpma. Teoremde X =Y = N, U = g3 (sabit 0 fonksiyonu) ve ¢’yi yu-
karda varhigy (bir kez daha) kamtlanan toplama fonksiyonu olarak alahm, yani
o(z,n) = n+ x olarak alalim. (Ozellikle = + n yerine n + = yazdik.) O zaman

elde edilen fonksiyon,

f(l',O) =0,
f(xz,Sn) = f(z,n)+n

esitliklerini saglar; bunlar da aynen ¢arpmanin saglamas: gerektigi esitliklerdir.

Alistirmalar.

7.1. Timevarim Teoremi’ni kullanarak, ortackuldan beri bildigimiz f(z,y) = x¥ fonksiyo-
nunu tanimlaym. (Not: ° = 1 olsun, bu varsayima 0° = 1 esitligi de dahildir.)

7.2. S bir kiime, a € S, ve ¥ : § — S bir fonksiyon olsun.
f0)=a

ve her n € N i¢in

f(5n) = ¥(f(n))
esitliklerini saglayan bir f : N — S fonksiyonunun varhigini kanitlayin.
7.3. X bir kiime ve o : X — X bir fonksiyon olsun. Yukardaki aligtirmadan yararlanarak,

f(n) =a" =ao---oa(n defa)
esitligini saglayan bir
f N — Fonk(X, X)
fonksiyonun varhigim kanitlaymn. (a® = Idx olarak tanimlanmistir.) Bundan

{a" :n e N}

ve her x € X i¢in,
{a"(x):n € N}

topluluklarinin bir kiime olduklarini ¢gikarin.
7.4. f(n) = n! formiliiniin N’den N’ye giden bir fonksiyon tamimladigini kanitlayin.

Tiimevarim Teoremi’nin Kaniti: Her z € X, y € Y ve her n € N igin,
(X x N) x Y kartezyen ¢arpiminin,

(2,0,¥(z)) e G

ve
(z,n,y) € G = (z,n,¢(z,y)) € G
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kogullarim1 saglayan bir G altkiimesine bu kanitlik giizel kiime diyelim. En
az bir giizel kilme vardir: (X x N) x Y. Giizel kiimelerin kesigiminin gene
giizel bir kiime oldugunu kanitlamak zor degildir. Bu kesisime G diyelim. G en
kiigiik glizel kiimedir, yani tiim giizel kiimelerin altkiimesidir. Simdi G’nin bir
grafik oldugunu, dolayisiyla X x N’den Y’ye giden bir fonksiyon tanimladigini
kanitlayacagiz. G'nin tanmimladigi bu fonksiyona f dersek, f elbette teoremde
istenen esitsizlikleri saglar. Ayrica, f’nin biricikligi de bariz olur: g teoremde
soylendigi gibi bir fonksiyonsa, g'nin grafigi, diyelim G’, giizel bir kiime olur,
dolayisiyla G’yi icerir ama iki grafik ancak egitlerse biri digerini icerebilir.
Her (z,n) € X x N i¢in
(x,n,y) € G

kogulunu saglayan bir y € Y oldugunun kaniti1 n {izerine tiimevarimla kolay.
Verilmis (z9,n¢) € X x N igin, yukardaki kogulu saglayan yy € Y elemaninin
biricikligini kanitlayalim. Bunu da ng iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

Baslangic Adimi. ng = 0 varsayimini yapalim.
(z0,0,¥(x0)) € G
oldugunu biliyoruz. Ayrica bir yo # ¥(xg) igin,
(z0,0,y0) € G

esitligini varsayalim. G’ = G\ {(z0,0,40)} olsun. G’ kiimesinin de giizel bir
kiime oldugunu kanitlayarak bir celigki elde edecegiz. Once birinci kogulla baga
¢ikalim. z € X olsun.

(2,0,¥(z)) e G

i¢indeligini biliyoruz. Ama (z,0, ¥(x)) tigliisii (g, 0, yp) tigliisiine esit olamaz
yoksa z = xg ve ¥(x) = yp olur, dolayisiyla varsayimimizla celigen

U(xo) = ¥(z) = yo
esitligini elde ederiz. Demek ki (,0, ¥(z)) € G'. Ikinci kosula gelince...
(z,n,y) € G’
olsun. Demek ki (z,n,y) € G. Dolayisiyla (z, Sn, ¢(x,y)) € G. Ama

(z,Sn, ¢(r,y))

tclisi (g, 0,yp) tclistine esit olamaz yoksa S, = 0 olurdu ve bu da P1 ile
geligirdi. Demek ki istedigimiz gibi (z, Sn, o(z,y)) € G’.

Timevarim Adimi. ng € N sayisi, “her x € X igin

(z,n0,y) €G
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ozelligini saglayan bir ve bir tane y € Y vardir” 6zelligini saglasin. Ayni 6zelligi
Sng i¢in gosterelim. xg € X rastgele bir eleman olsun. Bir ve bir tek yp € Y
icin

(xo,no,yo) € G.

Demek ki,
(1.07 Sn()a ()0(1.07 3/0)) € G

Diyelim bir ¢(zo,y0) # y1 € Y icin
(20, Sno,y1) € G.
Simdi G’ kiimesini goyle tanmimlayalim:
G' =G\ {(o,Sn0,y1)}-

G’ kiimesinin giizel ~oldugunu kamitlayarak G'nin en kiigiik giizel kiime ol-
masiyla celisecegiz. Once birinci kogulun saglandigini gosterelim. Her z € X,

(2,0,¥(x)) € G

oldugundan, ve P1’den dolay1 (x,0, ¥(z)) tigliisit G’den gikarilan (zg, Sno, y1)
elemanina esit olamayacagindan,

(2,0,¥(z)) € &
olur. Gelelim ikinci kosula. z € X, y € Y ve n € N i¢in,
(x,n,y) € G’
kosulunun saglandigimi varsayalim. G’ C G oldugundan
(x,n,y) € G

ve dolayisiyla
(z, Sn, p(z,y)) € G.

Eger
(z, Sn, o(x,y)) = (x0, 1o, Y1)
olsaydi,
T = x0,
Sn = Sny,
e(z,y) =n

olurdu. Demek ki
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Bunlardan,
(w0, n0,y) = (x,n,y) € G
gikar. Ama ayni zamanda
(20,10, y0) € G.

Demek ki, tiimevarim varsayimina gore,

Y = Yo-

Buradan
o(wo,90) = ¢(=,y) = 0
buluruz. Celigki. Demek ki

(.%', Snv QO(.%, y)) 7é (1'07 STL(), yl)

Yani
(z,Sn,¢(z,y)) ¢ T\ {(no, Smo,p1)} = T".

Boylece T” kiimesinin giizel oldugunu kamtladik. Bu da elde etmek istedigimiz
nihai celigkidir. O

Bu teoremin ¢ok 6nemli bir sonucu vardir: Eger f : X — X bir fonksiyon
ve xg € X ise, her n € N igin f"(x¢) degerini alan bir h : N — X fonksiyonu
vardir:

Sonug 7.2. X bir kime, f : X — X bir fonksiyon ve xg € X bir eleman
olsun. O zaman,

{x07 f(l‘o), f2(1‘0), fg(xO)v .. }

toplulugu bir kumedir. Daha dogru bir ifadeyle, oyle bir ve bir tane h : N — X
fonksiyonu vardir ki,
h(O) = 2o,

ve her n € N ic¢in,

h(Sn) = f(h(n))

olur. Bir baska ifadeyle, X in xo 1 iceren ve f altinda kapaly en kiicik altkimesi
vardr.

Kanit: Bu sonucun standart kaniti, X’in xg’1 iceren ve f altinda kapali tiim
altkiimelerinin kesigimini almaktir (X, bu tiir altkiimelerden biridir), yani as-
linda Teorem 7.1’in kanitini bu duruma uyarlamaktir. Biz dogrudan Teorem
7.1’den yararlanacagiz.

1 : X — X fonksiyonu,

Y(x) = w0
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olarak tanmimlansin, yani sabit xy fonksiyonu olsun.
p: X x X — X fonksiyonu da

o(x,y) = f(y)

olarak tanimlansin. Teorem 6.24’e gore, Oyle bir
g: X xN—=>X
fonksiyonu vardir ki,

g($,0) = \Ij(x) = 20,
g(x,Sn) = p(z,g9(z,n)) = f(g(x,n))

olur. Kanit i¢in gerekmez ama, n iizerine tiimevarimla, g(z,n) degerinin x’ten
bagimsiz oldugu kanitlanabilir.

u:N—- X xN

fonksiyonu
u(n) = (xo,n)

kuraliyla tanimlansin.
h=gou:N—X

olsun. O zaman,
h(0) = (g o u)(0) = g(u(0)) = g(xo,0) = o,

h(Sn) = (g o u)(Sn) = g(u(Sn)) = g(xo, Sn)
= f(g(wo,n)) = f(g(u(n))) = f((g o u)(n)) = f(h(n))

olur. h(N) varhig kamtlanmak istenen kiimedir. O



8. Dogal Sayilarin Biricikligi

Onceki boliimlerde, dogal say1 yapisii, P1 ve P2 ézelliklerini saglayan bir (N,
0, S) tgclisti olarak tanimladik ve varhigim gosterdik. Ardindan toplama ve
carpmay1 tanimlayip bu iki iglemin onemli 6zelliklerini ortaya gosterdik. Bu
boliimde P1 ve P2 6zelliklerini saglayan (tanimlanacak bir anlamda) en fazla
bir (N, 0, S) yapist oldugunu kanitlayacagiz.

N ve N birer kiime, 0 € N, 0 e N've S : N - N ve §' : N — N birer
fonksiyon olsun. Eger

f0) =0
ve her x € N igin
f(Sz) = 5'(f(2))

esitliklerini saglayan bir f : N — N eglemesi varsa, (N, 0, S) ve (N, 0/, 57)
ticliilerine esyapisal ya da izomorf denir. f eslemesine de esyapr eslemesi
va da tzomorfizma adi verilir.

Teorem 8.1. [Dedekind]. (N, 0, S) ve (N, 0/, S') i¢lileri P1 ve P2 ozellikle-
rini saglasinlar. (fkmcisz' muadil 6zellikleri saglayacak elbette: P1 ve P2’de N, 0
ve S simgelerine ’igaretini ekleyin.) O zaman (N, 0, S) ve (N, 0/, S') di¢lileri
esyapisaldirlar ve birinden digerine giden tek bir esyapr eslemest vardar.
Kamt: Teorem 6.24’de X = N, Y = N| ¥ = sy (sabit 0’ fonksiyonu) ve
o(z, y) = S’y alahm. @’nin degerinin birinci koordinattan bagimsiz olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. f bu teoremde bulunan fonksiyon olsun:

f:NxN-—> N
f(z,0) =¥(z) =0,
f(x, Sn) - 90(567 f('fca n)) = S/(f(wvn))

olur. f’nin degerinin birinci koordinattan bagimsiz oldugu n iizerine tiime-
varimla gosterilebilir. Dolayisiyla f’yi ikinci koordinatin fonksiyonu olarak
gorebiliriz. Boylece bulunan

f:N=N
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fonksiyonu her n € N igin

f(0) =0,
f(Sn)=S'(f(n))

esitlikleringi saglar. Boylece istenen egitlik kanitlanmig oldu.
0’dan bagka 0" degerini alan N'nin bir bagka eleman olmadig1 belli:

neN\ {0}

ise, bir m € N i¢in n = Sm olur ve o zaman da

f(n) = f(Sm) = §'(f(m)) #0'

olur.

Eger m € N’ (tlimevarim varsayimindan dolay1) tek bir n € N tarafindan
vuruluyorsa, o zaman S’m’nin de Sn tarafindan vuruldugunu kamitlamak zor
degil:

F(Sn) = §'(f(n)) = S'm.

Demek ki f 6rten bir fonksiyon. Eger ayrica
fp)=5Sm

ise, bir onceki paragrafa gore, p, 0 olamaz ve bir ¢ € N icin p = Sq olur.
Dolayisiyla
S'(m) = f(p) = f(Sq) = S'(f(a))

olur ve P1’den dolayr m = f(q), yani f(n) = f(¢) bulunur. Tiimevarim var-
sayimindan n = ¢ ¢ikar. Demek ki f birebir bir fonksiyon.

Simdi f’den basgka bir esyap1 eslemesi olmadigini kanitlayalim. Diyelim g
de boyle bir egyap: eslemesi. O zaman ¢! o f bileskesi N’den N'ye giden bir
egyap1 eglesmesi olur. Demek ki N'den N’ye giden bir egyapi eslesmesinin Idy
oldugunu kamtlamalyiz. h : N — N bir egyap1 eslesmesi olsun. h(n) = n
esitligini n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

h(0)'m 0 olmas1 gerektigini yukarda gordiik. (N yerine N alin.) Ayrica
h(n) = n ise h(Sn) = S(h(n)) = S(n) olur. n iizerine tiimevarim istedigimiz
kolayca verir. O



9. Peano Aritmetigi

9.1 Hazirlik

P1, N’nin altkiimelerinden hi¢ s6zetmeyen, N'nin sadece elemanlarindan soze-
den ve sadece 0 ve S simgeleri kullanilarak yazilabilen bir 6nerme. Nitekim
S’nin 0 degerini almayan birebir bir fonksiyon oldugu,

VaSx # 0

ve
VaVy(Sxz = Sy — z =y)

onermeleriyle ifade edilebilir. (Bu 6nermelerde x ve y degiskenleri dogal sayilar-
da deger almali. Yani “her x” ifadesi “her x dogal say1s1” olarak okunmalidir.)
Goriildiigi tizere, bu 6nermelerde V, =, —, parantezler ve x ve y degiskenleri
gibi mantiksal simgeler diginda sadece 0 ve S’yi kullandik. Ornegin hic €
simgesini kullanmadik.

Bundan boyle P1 yerine PA1 yazacagiz. Simdilik okura tuhaf gelebilecek
degisikligin nedeni bir iki sayfa sonra anlasilacak.

Ote yandan P2, agikga goriilecegi iizere kiimelerden ve altkiimelerden soze-
den bir 6zellik, ne de olsa dogal sayilarin A altkiimelerinin bir 6zelliginden stze-
diyor. Daha dogrusu, P2, aritmetige yabanci olan, aritmetige degil de kiimeler
kuramina 6zgii olan € simgesini kullaniyor. Eger 6nermelerimizde € simgesini
kullanmay1 bir sorun etmezsek, aslinda P2 6nermesini de sadece elemanlar-
dan (ama dogal sayilardan degil de kiimeler kuraminin bir modelinin eleman-
larindan) sozeden bir 6nerme olarak yazabiliriz. Ama biz sadece aritmetigin
0zl gibi gortinen S ve 0 simgelerini kullanmak istiyoruz, aynen biraz énce P1
Oonermesi i¢in yaptigimiz gibi.

Zaten mantikcilar da altkiimelerden sozeden teorilerden pek hazzetmez-
ler ve bunun i¢in de burada aciklayamayacagimiz hakli gerekgeleri vardir.
Ayrica aritmetigi kesfederken aritmetige tamamen yabanci bir simge (€ sim-
gesini) kullanmak pek sik degil. P2’yi altkiimelerden ve € simgesiden stzetme-
den yazabilir miyiz? Ya da P2’yi atip yerine sadece elemanlardan sézeden ve
mantiksal simgeler diginda sadece 0 ve S kullanan 6nermeler yazabilir miyiz?
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Bu boliimde uzunca bir siire bu soruyla ilgilenecegiz. P2’yi yavag yavas
degistirip kabul edilebilir bir hale sokacagiz. Ama ne yaparsak yapalim P2’ye
esdeger bir sonuca ulagamayacagimizi (Godel’den) biliyoruz.

Once Teorem 5.7i ammsayalm ve bu teoremi PA2’ olarak yeniden ad-
landiralim.

PA2'. ¢(n), n dogal saysuyla ilgili bir énerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve
her n dogal saysy i¢in, ¢p(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman
her n dogal sayisi igin ¢(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(6(0) AVn(p(n) = ¢(Sn))) — Vne(n)
onermesi N'de dogrudur.

PA2’ (yani Teorem 5.7) ile P2'nin birbirlerine denk olduklarini Béliim 5'nin
sonundaki Not 4’te gosterdik, ama formiilii kiimeler kuraminin formiili almak
kosuluyla, yani € simgesini formiillerde kullanmak kosuluyla. PA2’ énermesini
yavag yavas kabul edilir bir bicime sokacagiz. Amacimiz € simgesini atip daha
aritmetiksel simgeler koymak ve gerekirse yeni aksiyomlar eklemek.

Birinci Doniigiim. € simgesini ortadan kaldirip, PA2' 6nermesini sadece 0
ve S kullanan formiillere kisitlarsak ne olur? PA2’ 6nermesinin bu yeni haline
PA2” adim verelim:

PA2". ¢(n), n dogal sayrswyla ilgili ve i¢inde mantiksal simgeler disinda sadece
0 ve S simgeleri kullanan bir énerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her n dogal
sayist igin, ¢(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n dogal
sayst i¢in ¢(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(¢(0) AVR(g(n) = ¢(Sn))) = Yng(n)
onermest N'de dogrudur.

PA2" gene gegerli bir teoremdir, P2'nin (hatta PA2" 6nermesinin) bir so-
nucudur hala (elbette), ama artik P2’ye denk degildir, P2’den daha zayif bir
6nermedir. Ornegin PA2” énermesiyle Teorem 6.1'i kamtlayamayiz, yetersiz
kalir. Bu imkansizhig1 bu kitapta kanitlamamiz miimkiin degil'. (Dipnotlar bu

'Kanitin fikri: Aksi halde toplama fonskiyonu 0 ve S’den hareketle tamimlanabilirdi,
demek ki < de 0 ve S’den tanimlanabilirdi. Simdi (N, 0, S) yapisinin teorisinin nonstandart
bir modelini alalim. Bu modeli (elbette x < Sz énermesi dogru olacak bicimde) iki degisik
bigimde siralayacagiz ve elde ettigimiz yapilar (N, 0, S, <) ya da (N, 0, <) yapisinin teorisinin
modeli olacak. N’ye benzemek zorunda olan standart kismi bildigimiz gibi siralayalim, x < Sz
onermesi dogru olmak zorunda oldugundan bagka bir secenegimiz de yok zaten. Nonstandart
kisimlar Z’nin kopyalarina benzerler. Z’'nin en az 2 kopyasimin oldugunu varsayalim ve her
kopyay1 kendi iginde bildigimiz gibi siralayalim. Diyelim Z’nin Z; ve Z» adim verdigimiz
sadece iki kopyasi var. Jimdi modeli N < Z; < Zs ya da N < Zg < Z; olmak tizere iki degisik
bigimde siralayabiliriz. Ama Z, ile Zs'nin yerlerini degigtiren tahmin edilen fonksiyon S’ye
saygl duyar ama siralamaya saygl duymaz. Demek ki siralama S’den ve 0’dan hareketle
tanimlanamaz.
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sefer boliimiin sonunda.)

Ikinci Doniisiim. PA1 ve PA2” 6nermelerinden olusan aksiyom sistemiyle Te-
orem 6.1’1 yani toplamanin varligini kanitlayamayacagimiza gore Teorem 6.1’
aksiyomlarimiza ekleyelim, daha dogru bir ifadeyle, toplama diye bir fonksi-
yonun oldugunu ve asagidaki énermeyi sagladigini varsayalim.

PA3. Her n, m i¢in n+ 0 =n ve n+ Sm = S(n + m).

Dilimize de artik 0 ve S diginda bir de + fonksiyon simgesini ekledik.
Toplama aritmekle ilgili bir simge odlugundan, bunda bir beis goérmiiyoruz.
PA2” Snermesini de gdyle genigletelim:

PA2". ¢(n), n dogal sayswyla ilgili ve i¢inde mantiksal simgeler disinda sa-
dece 0, S ve + simgeleri kullanan bir onerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve
her n dogal sayist i¢in, ¢(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman
her n dogal sayisi igin ¢(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(¢(0) AVn(g(n) = (Sn))) = Yne(n)
onermesi N'de dogrudur.

Simdi elimizde PA1, PA2" ve PA3 onermelerinden olugan bir aksiyom sis-
temi var. P1 ve P2 ile ge¢miste kanitladiklarimizi bu yeni aksiyom sistemiyle
kanitlayabilir miyiz? Boliim 6.2’deki sonuclarin tiimiinii, yani toplamanin tiim
ozelliklerini kanitlayabiliriz. Okur bu dedigimizin dogrulugunu kendi kendine
kontrol edebilir.

Ancak bu yeni aksiyom sistemiyle carpmay1 tanimlayamayiz, yani Teorem
6.8’ kanitlayamayiz?2.

Ugiincii Déniisiim. PA1, PA2"” ve PA3 nermelerinden olusan aksiyom sis-
temiyle Teorem 6.8’i, yani ¢arpmanin varhigini kanitlayamayacagimiza gore,
Teorem 6.8’1 aksiyomlarimiza ekleyelim, daha dogru bir ifadeyle ¢arpma diye
bir fonksiyonun oldugunu ve bu fonksiyonun asagidaki énermeyi sagladigini
varsayalim.

PA4. Hern,meNiginnx0=0wven x Sm=nxm+n.

Dilimize artik 0, S ve + diginda bir de x fonksiyon simgesini ekledik. PA2"
onermesini carpmadan da sézedebilecek bigimde goyle genisletelim:

PA2". ¢(n), n dogal sayswyla ilgili ve i¢inde mantiksal simgeler diginda sadece
0, S, + ve x simgeleri kullanan bir énerme olsun. Eger ¢(0) dogruysa ve her

Kamitin fikri: Presburger’in bir teoremine gore bu aksiyom sistemiyle, dogru olan her
onerme kanitlanabilir, listelik bir bilgisayar programi yardimiyla kanitlanabilir, 6te yandan
Godel’in ikinci eksiklik teoremine gore toplama ve garpmayla ilgili dogal sayilarda dogru
ama bu aksiyomlarla (hatta daha fazlasiyla da) kanitlanamayan bir 6nerme vardir. Demek
ki garpma iglemi, 0, S ve + yardimiyla tanimlanamaz.



102 9. Peano Aritmetigi

n dogal sayst i¢in, ¢(n) dogru oldugunda ¢(Sn) de dogruysa, o zaman her n
dogal sayist i¢in ¢p(n) dogrudur. Bir baska deyisle,

(¢(0) AVn(p(n) = ¢(Sn))) — Vne(n)
onermesi N'de dogrudur.

Simdi elimizde PA1, PA2"” PA3 ve PA4 onermelerinden olusan bir aksi-
yom sistemi var. P1 ve P2 ile gecmiste kanitladiklarimizi bu yeni aksiyom sis-
temiyle kanitlayabilir miyiz? Sanki 6yle gibi... Kanitlayamadigimiz her énerme
i¢in yeni bir simge ve o simgeyle ilgili bir aksiyom kabul ettik ve boylece sanki
hi¢ bagka aksiyoma ihtiyacimiz kalmadi gibi.

Bolim 6.4’deki sonuglarin tiimiinii, yani ¢arpmanin tiim ozelliklerini ka-
nitlayabiliriz.

Esitsizligi de aynen Boliim 6.5te tanimlandigi gibi tanimlayabiliriz:

r<y&sdz+z=y.

Teorem 6.23 diginda, Boliim 6.5’teki esitsizlikle ilgili her sey de kanitlanir.

Bunlarin kanitini okura birakiyoruz. Zaten kanitlar da degigmiyor.

Béliim 6.6’daki Iyisiralama Teoremi (Teorem 6.24) kamtlanamaz ama; ka-
nitlanamaz ¢ilinkii her seyden 6nce bu teoremin dili bizim dilimize miisait degil,
ne de olsa rastgele altkiimelerden sézediyor. Ote yandan her altkiimeyi degil
de miinasip formiillerle tanimlanmig altkiimeleri alirsak o zaman o teorem
de dogru olur. Ya da goyle ifade edelim: Teorem 6.24 olmasa da Sonug 6.25
miinasip (yani mantiksal simgeler diginda 0, S, + ve x simgeleriyle yazilmig)
¢ formiilleri icin gegerlidir.

Son Do6niisiim. Daha fazla ileri gitmeden PA2"”” 6nermesinin en genel halini

yazalim. Bu yeni haliyle formiillerimizde parametreler de kullanabilecegiz; her
ne kadar bu ders notlarinda buna hig¢ ihtiyacimiz olmayacaksa da.

PA2. ¢(x,y1,. .., yx), mantiksal simgeler disinda sadece 0, S,+ ve X simgeleri

kullamilarak yazilmas bir formdl olsun. Ayrica mq,...,mp € N olsun. Simge
saysindan tasarruf etmek i¢in yi,...,yr yerine Y ve my,...,my yerine m
yazalim,

Eger ¢(0,m) dogruysa ve her n dogal sayisi i¢in, ¢(n,m) dogru oldugunda
¢(Sn,m) de dogruysa, o zaman her n dogal sayisi i¢in ¢(n,m) dogrudur. Bir
baska deyisle,

Vy((¢(0,7) AVn(o(n,y) = ¢(Sn,y))) — Vnp(n,y))
onermesi N'de dogrudur.

PA2 dogrudur ve kanit1 da aynen Teorem 5.7’nin kanit1 gibidir elbette (ve
P2’yi kullanir).
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PA2 aslinda tek bir 6nerme degildir, bir 6nerme ailesi ya da daha yaygin
bir kullanimla bir 6nerme gemasidir. Bunu agiklayalim: PA2 yerine, mantiksal
simgeler diginda sadece 0, S, + ve x simgeleri kullanilarak yazilan her ¢(x, 7)
formiilii icin su PA24 6nermesini ele alalim:

PA2,. Eger ¢(0, ) dogruysa ve her n dogal sayist i¢in ¢(n, ) dogru oldugunda
o(Sn, y) de dogru oluyorsa, o zaman her n dogal sayisi i¢in ¢(n, y) dogrudur.

P A2, simgesel olarak

Vy((6(0,9) AVn(d(n,y) = 6(Sn, 7)) = Vne(n, 7))

bi¢iminde yazilir.
PA2, ashinda biitiin bu PA2, formiillerinden olusan bir aksiyom sema-
stdar, yani PA2 tek bir 6nerme degil, bir 6nerme ailesidir.

9.2 Peano Aritmetigi

Bu uzun tartigmadan sonra Peano Aritmetigi'nin dogal sayilar yapisini agik-
layalim.

Peano aritmetiginin dogal sayilar yapisi (ya da Peano Aritmetigi'nin bir
modeli), biraz agagidaki PA1, PA2, PA3 ve PA4 6nermelerini (Peano Aksi-
yomlari'ni) saglayan,

e Bir N kiimesinden,

e Bir 0 € N elemanindan,

e Bir S : N — N fonksiyonundan,

e Bir +: N x N — N fonksiyonundan,

e Bir x : N x N — N fonksiyonundan olugur. Biitiin bunlarin saglamalar
gereken aksiyomlar sunlardir:

PA1. S, hi¢ 0 degeri almayan birebir bir fonksiyondur.

PA2. Eger ¢(x,7) formili, mantiksal simgeler disinda

0,8, +, x
kullanilarak yazilmas bir formilse ve aq,...,ar € N i¢in,
i. (0,a) dogruysa, ve
ii. Her n dogal sayst icin,

é(n,a) dogru oldugunda ¢(Sn,a) da dogruysa,

o zaman her n dogal sayist i¢in ¢p(n,a) dogrudur.
PA3. Her n,m €N i¢in

n+0=nven+Sm=.S5Mn+m).
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PA4. Her n,m € N i¢in
nx0=0venxSm=nxm-+n.

Yukardaki PA1, PA2, PA3, PA4 aksiyom sistemini PA olarak kisaltalim.
Bu arada PA2’nin sonsuz tane aksiyomdan olustugunabir kez daha dikkatinizi
cekeriz.

Bu ders notlarinda - agikca belirtecegimiz bir iki istisna diginda, ama ikinci
kisim ve sonrasinda istisnasiz olarak - hep yukarda siraladigimiz Peano Ak-
siyomlari’ni kullanacagiz, yani ders notlarinin ta en baginda insa ettigimiz
giiclii yapiin tiim giiciinii kullanmayacagiz. Bu da su demektir: (N, 0, S, +, x)
beglisi, PA aksiyomlarin saglayan tanimsiz nesneler beglisi olarak varligi sor-
gulanmadan kabul edilecek. (Yani tiim kiimeler kuramini unutabilirsiniz!)

Boliim 6’teki Teorem 6.1 ve 6.8 simdi artik aksiyomlarimizin bir pargasi,
kanmitlanmalarina gerek yok. Gegmigte Boliim 6.6’ya kadar kanitladigimiz birgok
sonug PA aksiyom sisteminde de kanitlanabilir. Iste bu sonuclarm bir listesi:

Teorem 9.1. Her n, m, p € N i¢in,

i. [Degisme Ozelligi]. n +m = m + n.

ii. [Birlesme Ozelligi]. (n+m) +p=n+ (m+p).

iii. [Sadelesme]. Ejer n+m =n+p ise m = p olur.

iv. [Etkisiz Eleman]. 1 x m =m =m x 1.

v. [Degisme Ozelligi].n x m = m x n.

vi. [Birlesme Ozelligi].(n x m) x p = m x (n x p).

vii. [Dagilma Ozelligi]. n x (m+p) =n x m+n X p.

viii. [Sifirgarpansizlik]. nm = 0 ise ya n ya da m =0 olur.

ix. [Swralama]. < iliskisi bir tamsiralamadar, yani

ix.i. n <n.

ix.ii. n <movem <n isen =m.

ix.iii. n <m vem < pisen <p.

ix.iv. Yan <m ya da m <n olur .

X. n < m ancak ve ancak n 4+ p < m + p ise.

xi. Egern <m ve 0 < p ise, 0 zaman n X p < m X p.

xii. Eger mantiksal simgeler disinda 0, S, 4+, X kullanilarak yazilmas bir
onerme bir dogal sayn icin yanlissa, o zaman ¢ nin yanhs oldugu en kigik bir
dogal sayr vardar.

Biitiin bu sonuclarin gercekten Peano Aritmetigi’nin bir sonucu oldugunu
kontrol etmeyi okura birakiyoruz.

Ama cesitli nedenlerden Teorem 6.24’yi PA sisteminde kanitlayamayiz. Ote
yandan Teorem 6.27 kanitlanabilir:



9.3. Us Alma ve Diger Fonksiyonlar 105

Teorem 9.2. [Teorem 3.25, Tiimevarimla Kamt II]. ¢(n) dogal saylar
hakkinda bir 6nerme olsun. Eger her n dogal sayst i¢in,

#(0),...,0(n—1)

onermeleri dogru oldugunda
¢(n)

onermesi de dogruysa, o zaman ¢(n) her n i¢in dogrudur. Daha matematiksel
bir deyisle, eger her n dogal sayisy icin, n’den kiictik her i dogal sayst ¢ yi
dogruladiginda n de ¢ ’yi dogrulaniyorsa, o zaman herdogal sayr ¢ 'yi dogrular.
Gene bir baska deyisle, eger her n icin,

(Vi(i <n — (i) = ¢(n)
onermesi dogruysa, o zaman her n i¢in ¢(n) dogrudur.

Kanit: ¢(n)nin degillemesinin, yani —¢(n) dogru oldugu bir dogal say1 oldu-
gunu varsayalim. O zaman Teorem 9.1.xi’e gore (bkz. Sonug 6.25), —¢(n)’'nin
dogru oldugu en kiigiik bir dogal say1 vardir, diyelim n. O zaman n’den kiigiik
her say1 igin ¢ dogru. Ama o zaman da teoremin varsayimina gore ¢(n)
dogrudur. Celigki. Demek ki =¢(n) nin dogru oldugu bir dogal say1 yoktir, yani
—¢(n) her dogal say1 i¢in yanlhigtir, yani ¢(n) her dogal say1 i¢in dogrudur. O

Teorem 6.27’i kullanarak dogal sayilarda kalanli bolmenin miimkiin oldu-
gunu, yani Teorem 6.28’y1 PA’da kanitlayabiliriz.

Teorem 9.3. Teorem 6.28, [Dogal Sayilarda Boélme]. n ve m iki dogal say
olsun, ama m # 0 olsun. O zaman 6yle bir ve bir tane q ve r dogal sayr ¢ifti
vardir ki, n =mq+r ve r < m olur.

9.3 Us Alma ve Diger Fonksiyonlar

Yukardaki teoremlere bakacak olursak, PA’nmin toplamanin ve carpanin 6zl ba-
rindirdigina agagr yukari emin olabiliriz. Peki ya {is alma ya da faktoriyel
fonksiyonlar1? Bu fonksiyonlar PA2’de tamimlanabilirler mi?

Ornegin toplama ve carpmay1 kullanarak 1’den n’ye kadar olan sayilarin
ekok’unu tanimlamak o kadar zor degil. Okur bunu bu agsamada bir girpida
yapabilir. Ama n! fonksiyonunu tanimlamak miimkiin midiir?

Toplamanin 0 ve S simgelerini ve PA1 ve PA2 aksiyomlarini kullanarak
tanimlanamadigini soyledik ve bu sorunu gidermek i¢in dilimize, 0 ve S diginda
+ diye bir fonksiyon simgesi ekledik ve buna ilaveten bir de PA3 aksiyomunu
kabul ettik.
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Carpmanin da 0, S ve + simgelerini ve PA1, PA2 ve PA3 aksiyomlarini
kullanarak tanimlanamadigini séyledik ve bu sorunu gidermek icin dilimize x
diye bir fonksiyon simgesi daha ekledik ve PA4 aksiyomunu kabul ettik.

Toplama ve carpmadan sonra akla ilk gelen bir sonraki agamaya gecelim:
(n,m) — n™ formiiliyle “tanmimlanan” (hepimizin bildigi iis alma) fonksiyo-
nunun varhgy, 0, S, + ve x simgelerini ve PA1, PA2, PA3 ve PA4 aksiyom-
larim kullanarak tammlayabilir miyiz? Onceki 1k1 paragrafa bakarak iis alma
fonksiyonun PA’da tanimlanamadigini diigiinmek dogaldir. Ama &yle degil.
Us alma fonksiyonu bu simgeler ve aksiyomlarla tanimlanabiliyor. Hatta fak-
toriyel ve m-inci asal fonksiyonlarina tanimlanabilir. Tim dogal fonksiyon-
lar PA’da tamimlanabilir. Bu dediklerimizin dogrulugunu ne yazik ki Teorem
??in bir benzerini PA i¢in kamitlayarak gosteremeyiz, ¢linkii (bildigim ka-
dariyla), X =Y = N alinsa bile bu teoremin PA’da bir kargihig: yok. Kanit
igin bambagka bir yontem gerekiyor.

Genel yontemden bir bagka yerde sézedebiliriz. Merakli okur [Po] kitabinin
Boliim 19’sine bakabilir. Simdilik sadece iis almanin nasil tanimlandigini gore-
lim:

r(u, v) saysi, u sayist v + 1’e boliindiigiinde kalan olsun. PA’da kolaylikla

r(u,v) =z
anlamina gelebilecek bir formiil yazabiliriz. (Okura ahstirma.) Simdi su
b(n, m, p)
formiiliine bakalim:
JuIv(r(u, v) = 1Ar(u, (m+1)v) = pAVi(1 <i <m — r(u, (i+1)v) = r(u, w)n).

Bu formiil ancak ve ancak p = n™ ise dogrudur. Bunu gormek icin, her
1=0,1, ..., micin,
a; =r(u, (i + 1)v)

tanimini yapalim. Bu tanimdan,

apg = 1
ve
ait1 = a;n
esitlikleri ¢ikar. Demek ki,
a; =n".

Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

Dipnotlar:
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1. Kanitin fikri: Aksi halde toplama fonskiyonu 0 ve S’den hareketle ta-
nimlanabilirdi, demek ki < de 0 ve S’den tanimlanabilirdi. §imdi (N, 0, .S)
yapisinin teorisinin nonstandart bir modelini alahm. Bu modeli (elbette x <
Sz 6nermesi dogru olacak bigimde) iki degisik bigimde siralayacagiz ve elde
ettigimiz yapilar (N, 0, S, <) ya da (N, 0, <) yapisinin teorisinin modeli
olacak. N’ye benzemek zorunda olan standart kismi bildigimiz gibi siralayalim,
x < Sz onermesi dogru olmak zorunda oldugundan bagka bir secenegimiz de
yok zaten. Nonstandart kisimlar Z’'nin kopyalarina benzerler. Z’'nin en az 2
kopyasinin oldugunu varsayalim ve her kopyay: kendi icinde bildigimiz gibi
siralayalim. Diyelim Z’nin Z; ve Zo adin verdigimiz sadece iki kopyasi var.
Simdi modeli N < Z; < Zy yada N < Zy < Z; olmak iizere iki degigik bicimde
siralayabiliriz. Ama Zy ile Zs'nin yerlerini degistiren tahmin edilen fonksiyon
S’ye saygl duyar ama siralamaya saygi duymaz. Demek ki siralama S’den ve
0’dan hareketle tanimlanamaz.

2. Kanitin fikri: Presburger’in bir teoremine gore bu aksiyom sistemiyle,
dogru olan her 6nerme kanitlanabilir, tistelik bir bilgisayar programi yardimuiyla
kanmitlanabilir, 6te yandan Godel’in ikinci eksiklik teoremine gore toplama ve
carpmayla ilgili dogal sayilarda dogru ama bu aksiyomlarla (hatta daha faz-
lasiyla da) kanitlanamayan bir 6nerme vardir. Demek ki ¢arpma iglemi, 0, S
ve + yardimiyla tanimlanamaz.

Diger (Arife) Notlar

3. Bolim 5 ve 6'te ZF kiimeler kuramindan hareketle PA’nin bir modelini
(yani PA aksiyomlarimin gegerli oldugu bir (N, 0, S, +, z) yapisi buldugumuza
gore, ZF kiimeler kuramimin PA’da geligki olmadigini kanitlamig olduk. Yani
mantigin diliyle

ZF | Con(PA).

Godel’e gore PA kendisinin geligkisiz oldugunu kanitlayamaz ama. Bdylece
ZF’nin PA’dan daha giiglii oldugu anlagilmig oldu.

4. P1 ve P2’yi saglayan bir yap: ¢ok giiclii bir anlamda biricikken (yani P1 ve
P2’nin herhangi iki modeli birbirine izomorf iken, bkz Béliim 8), ayn1 sey Peano
Aksiyomlari’ni saglayan modeller i¢in dogru degildir. Bunun nedeni PA’nin
sadece elemanlardan sozetmesidir. Lowenheim-Skolem Teoremi olarak bilinen
bir teoreme gore PA’y1 saglayan her kardinalitede model oldugu gibi, aym
kardinalitede ama izomorf olmayan modeller de vardir. Yani PA aksiyomlar
dogal sayilar kiimesini tek bir bigimde belirleyemezler.






10. Formul Nedir?

Bolim ??’de Tanimlh Altkiime Aksiyomu’nu agiklarken ne oldugunu xxx Boéliim
1 yok. Referans Boliim 1’e verilmisg. xxx soylemeden “kiimeler kuraminin di-
linde yazilmig formiil” den sozettik. Gegen boliimde “0 ve S kullanilarak yazilmig
bir degiskenli formil”lerden soézettik. Bu boliimde kisaca formiiliin ne demek
oldugunu agiklamaya ¢aligacagiz.

Once matematiksel tiimcenin tammim verelim. Her dilde oldugu gibi ma-
tematikgede de bir tiimce yazmak i¢in 6nce bir alfabeye ihtiyag vardir. Mate-
matikcenin temel alfabesi su simgelerden olusur:

El: A, (? )7 =, Vo, V1, V2, ...

Kullanilan diger V, V, —, <> gibi mantiksal simgeler yukardakilerin yardimiyla
tanimlanabilirler, dolayisiyla onlar1 alfabeye eklemenin geregi yoktur.

vo, V1, V2, ... simgelerine (harflerine) degisken adi verilir.

Her ne kadar vg, v1, ve, ... degisken simgeleri ylizinden alfabemiz sonsuz
gibi goriinse de, bu aldaticidir. Degigkenleri sadece v ve | simgeleriyle elde
edebiliriz:

vo yerine v, vy yerine v|, va yerine vll, ...

Bu temel alfabe diginda her matematiksel teorinin kendine 6zgi simgeleri
vardir.

Kimeler kuraminin kendine 6zgi tek bir simgesi vardir: €.

Peano Aritmetigi’nin kendine 6zgii dort simgesi vardir: 0, S, + ve X.

Biraz soyut matematik gormiigler i¢in bagka ¢rnekler verebiliriz:

Halkalar kuraminin simgeleri 0, 1, + ve x dir. Sirali halkalar kuraminin
simgeleri 0, 1, +, x ve < simgeleridir.

Ama biz sadece kiimeler kurami ve Peano Aritmetigi’yle ilgilenecegiz.

Boylece, sadece 3, A, =, (,), =, €, v, | simgeleriyle tiim matematiksel
tliimceleri yazabiliriz.
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10.1 Kumeler Kurami’nin Formaulleri

Formiiliin tanimi1 basitten karmagiga dogru verilir. Once, adina “atomik” denen
en basit formiilleri tanimlayacagiz (ilk iki tanim), sonra atomik formiillerin
yardimiyla elde edilen daha karmasik formilleri:

1) Her i ve j icin, v; = v; bir formiildir.

2) Her i ve j icin, v; € v; bir formiildiir.

3) Eger ¢ matematiksel bir formiilse, =(¢) de bir formiildiir.

4) Eger ¢ ve ¢ formiillerse, (¢) A (1) de bir formildir.

5) Eger ¢ bir formiilse, her i dogal sayisi icin, Jv;(¢) de bir formiildiir.

Yukarda tanimlanan formiilker gimdilik birtakim harflerden olusan an-
lamsiz birer dizidir. Bu anlamsiz formiillere su anlamlar ytikleriz:

1) v; = vj formiilii elbette “v;,v;’ye esittir” olarak yorumlanir.

2) v; € v; formiilii “v;,v;'nin bir elemamdir” olarak yorumlanir.

4) (p) A (¢) formilii “hem ¢ hem v dogru” olarak yorumlanir.
Ju;p formiili “p’yi dogrulayan en az bir v; var” olarak yorumlanir.
Yukardaki simgelerle yazilan formiiller ¢cok karmasik olabileceklerinden bazi
kisaltmalar yapilir. Birkag 6rnek verelim:

)
3) =(¢) formili “p dogru degil” olarak yorumlanir.
)
5)

1) Gereksiz oldugu diigiiniilen parantezler yazilmaz. Bundan bdyle biz de
yazmayacagiz.

2) v’ler yerine genelde z, y, z gibi simgeler yeglenir.

3) ¢V formiilii ~(—¢p A1) formiiliiniin kisaltilmigidir ve elbette “p ya da
y’den en az biri dogru” (ikisi birden de dogru olabilir) olarak yorumlanmalidir.

4) ¢ — 9 formilii —p V ¢ formiiliiniin kisaltilmisidir ve elbette “eger ¢
dogruysa v de dogrudur” olarak yorumlanmalidir.

5) ¢ > 9 formiili (¢ — ¥) A (¢ — ) formiiliiniin kisaltilmigidir ve elbette
“eger ’nin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢’nin dogru olmasidir”
olarak yorumlanmalidir.

6) Vz o formiilii —(3z —p) formiiliiniin kisaltilmigidir ve elbette “her z igin
© dogrudur” olarak yorumlanmalidir.

7) =(z = y) formili yerine x # y yazlr.

8) —(x € y) formiilii yerine z ¢ y yazilir.

9) vy formiilii “p’yi dogrulayan bir ve bir tek v var” olarak yorumlanir.
Yani

Fv (o(v) AVw (p(w) = v =w))

olacak. Bir degigkenli formiil, 3 (ya da V) simgesinin kapsamina girmemis bir
degisken barindiran matematiksel bir tiimcedir. Formiile “6zellik” de diyebi-
liriz. Ornegin, “en az bir elemam var” yani “bogkiime degil” 6zelligi (ya da
formiilii) goyle ifade edilir:

Jyy € x.
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(Bu 6zellik = #  olarak kisaltilir.)
Ornegin “z’in sadece bir eleman1 var” ozelligi soyle ifade edilir:

Jy(yexAVz(z€x— 2=1y)).

(Bu 6zellik Jyz = {y} olarak da kisaltilabilir.)
“Bosgkiime 2’in elemanidir” ozelligi soyle ifade edilir:

Jy (yexAVzz ¢ y).

(Bu da () € x olarak kisaltilir.)
Yukardaki ti¢ 6zellik de x degiskeninin 6zelligidir. Bu 6zelliklerin x’le ilgili
oldugunu iyice belirtmek icin ¢ yerine ¢(x) yazmak kolaylik saglar.
Matematiksel olarak ifade edilen her 6nerme yukardaki alfabeyle yukardaki
kurallara uyularak yazilabilir. Ornegin

“x bir dogal sayidir ve ¢ifttir”

boyle bir 6zelliktir (okura aligtirma).

10.2 Peano Aritmetigi’nin Formilleri

Tanim nerdeyse ayni ama Peano Aritmetigi’nin terimlerini ayrica tanimlama-
miz gerekiyor.

1) Her v; bir terimdir.

2) 0 bir terimdir.

3) Eger t ve s birer terimse St, t + s ve ts de birer terimdir.

Gorildigi tizere terimler polinomlara benzeyen ifadeler.

Simdi Peano Aritmetigi’nin formiillerini tanimlayabiliriz:

1) Eger t ve s birer terimse, t = s bir formiildiir.

2) Eger ¢ bir formiilse, =(¢) de matematiksel bir formiildiir.

3) Eger ¢ ve ¢ formiillerse, (¢) A (1) de bir formiildiir.

4) Eger ¢ bir formiilse, her ¢ dogal sayis1 i¢in, Jv;() de bir formiildiir.

Bir onceki paragrafta tanimlanan kisaltmalar burada da yapilabilir.

Boylece 6rnegin asal sayilar kiimesinin bir formiille tanimlandigini gérmek
kolaylasir: Bir p sayisinin asal olmasi igin, p sayisinin

pELIAVaVy (p=2y — (z=1Vy=1))

formiiliinii saglamasi yeter ve gerek koguldur.
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11. Sayilar1 Yaratmak

Gegen kisimda bogkiimeden, yani birkag aksiyomu saymazsak hi¢ yoktan (!)
yola gikarak 0, 1, 2, 3, 4 gibi sayilar iceren dogal sayilar kiimesini yarattik.
Sadece dogal sayilar1 degil, dogal sayilarda toplama ve ¢arpma iglemlerini ve
bildigimiz “kiigiikesittir” siralamasini da yarattik. Sonra da, dogal sayilarla
ilgili

242=2x2=4,

rT+y=y+zx,

Ty =y,
x(y+z2)=zy+uzz

gibi “bilinen” esitlikleri ve

2<4,
zr<y=>x+z2z<y+=z

gibi en temel 6nermeleri kanitladik.

Yukarda, “boskiimeden yani hi¢ yoktan” yola ciktik dedim ama bu pek
dogru degil, dogal sayilar1 yaratmak igin bogkiimenin varligi da dahil olmak
iizere, ¢ok degil, yedi “dogal”, yani akli baginda herhangi birinin dogrulugundan
en kiigiikk bir kugku duymayacagi aksiyomdan yararlanmigtik (Boliim 5.3).
Kimsenin o aksiyomlar: goriip de “bu kadar da olmaz” deyip sagini bagini yo-
lacagini sanmiyorum; kanitlamadan kabul ettigimiz bu aksiyomlarin her biri
digerinden dogaldi, her biri “bu da dogru degilse ne dogrudur” dedirtecek
tlirden 6nermelerdi.

Dogal sayilar iyi hog da, dogal sayilarda ¢ikarma yapilmaz. 5ten 3’i ¢ikar-
mak neyse de, dogal sayilarda 3’ten 5’i ¢ikaramayiz, ¢iinkii —2 bir dogal say1
degildir.

Bu boliimde, dogal sayilar: cantada keklik kabul ederek, —3, —2, —1, 0,
1, 2 gibi tamsayilari, yani Z kiimesini matematiksel olarak yaratacagiz. Bu
sayilarda toplamayi, carpmay1 ve siralamayi, bir de ayrica dogal sayilarda ol-
mayan ¢ikarmayi tanimlayip bunlarin ilkokuldan beri bildigimiz 6zelliklerini
kanitlayacagiz.
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gecen kisimda binbir giicliikle yaratilmig dogal sayilar

bu kisimda yaratilacak tamsayilar

N ve 7 kiimeleri

Ama yaratacagimiz tamsayilar da kusursuz olmayacak. Tamsayilarda ¢i-
karma iglemi yapilabilir ama bolme yapilamaz. 6’y1 3’e bolmek neyse de, tam-
sayilarda 3’ti 6’ya bolemeyiz, ¢linkii 1/2 bir tamsay1 degildir.

Tamsayilar tanimlayip 6zelliklerini gikardiktan sonra, bu sefer tamsayilar:
cantada keklik kabul edip kesirli sayilar1 (yani —1/3, —2/7, —3/9, 1/2, 1, 2 gibi
sayilary, yani Q kiimesini) yaratacagiz ya da - bizim agimizdan ayni anlama
gelir - tammmlayacagiz. Sadece kesirli sayilar1 tanimlamakla yetinmeyecegiz,
kesirli sayilarda, toplamayi, carpmayi, cikarmay: ve siralamayi, bir de ayrica
tamsayilarda olmayan bolmeyi tanimlayip bunlarin ilkokuldan beri bildigimiz
ozelliklerini kanitlayacagiz.

yaratilmig tamsayilar

yaratilacak kesirli sayilar

Biitin bunlar1 dogal sayilar1 temel alarak yapacagiz. Yani dogal sayilar
bildigimizi varsayacagiz, ki biliyoruz, bogu bogsuna mi ilkokulda bes y1l dirsek
gurittik ya da daha onceki bolimleri yazdik? Ama kitabin bu kismini an-
lamak icin kitabin daha Onceki boliimlerini hatmetmek ya da anlamig olmak
gerekmez. Dogal sayilarla ilgili ilkokul bilgimiz yeterli olacak.

Birgok okur hakli olarak sayilar1 yaratmanin ne demek oldugunu soruyor-
dur kendi kendine.

Sayilar1 yaratmanin ne demek oldugunu anlamayan okur, muhtemelen, sa-
yilarin zaten var oldugunu ve yaratilmaya ihtiyaclari olmadigini diigtiniiyordur.
Ornegin, 2 kavramimm tanima ihtiyac: olmadig1 gibi, 2 x 2 = 4 esitliginin de
kanita ihtiyaci olmadigini diigliniiyordur.

19’uncu ylizyilin sonlarima kadar boyle diigiiniiliiyordu ama matematikte
ortaya cikan celigkiler yliziinden matematiksel nesnelerden sozederken cok
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daha dikkatli olmamiz gerektigi anlagildi. Herkesin nerdeyse dogustan bildigini
sandig1 seylerin matematikte 6zenle tanimlanmasinin en 6nemli nedeni budur.
Ama bagka nedenler de vardir.

Kitabin okuma parcasi niteligindeki ilk boliimlerinde de matematiksel tanimin
ne demek oldugunu, ne anlama geldigini aciklamaya caligtik. Ayni seyleri biraz
daha degisik ifadelerle yineleyelim.

Herhangi bir nesne ya da gercek sadece zihinsel olarak ve zihinde algilanir.
Tim cikarimlarimizi ve akil yliriitmelerimizi zihnimizde yapariz. Bizim digi-
mizda olan ve varliklarini duyularimizla hissettigimiz seylerin zihnimizde bir
modelini ya da imgesini yaratmazsak, o seyler hakkinda bir fikir ytliriitemeyiz.
Her tiirlii deneyden cikarilan sonug mutlaka beynin siizgecinden gegirilmistir,
deneyden elde edilen veriler soyut diigiince olarak beynimizde depolanmigtir
ve akilla, bilgiyle, bellekle, zekayla, sezgilerle zihinde yogrulmusgtur. Masanin
istiinde gordiigiiniiz elmanin basitlestirilmisg bir modeli zihninizde olmasa, o el-
may1 1sirabileceginizi anlayamazsiniz bile, ya da eflatun bir elma gordiiginiizde
hi¢ sagirmazsiniz, bu elma da boyle dersiniz. Beyninizde elmanin rengine ve
isirilabilecegine dair bir kalip olugsmustur.

Zaten bizim disimizdaki seyler o kadar karmasgik, o kadar degisken ve o
kadar bizim digtmizda ki, onlar1 anlamak, tanimlarini1 vermek, o6zelliklerini sa-
dece tikel fiziksel varliklarini géz Oniine alarak siralamak imkansizdir. Bunu
yapacak yetimiz de yok ayrica. Diigiinmemizi saglayan tek organ beynimiz ve
onun verileri de soyut nesnelerdir.

Ornegin, bizim digimizdaki birtakim seylerin hep ayni yasalara tabi olup
olmayacaklar1 kuskuludur. Iki elma art1 iki elmanin bal gibi de giiniin birinde
bes elma yapabilecegini diigiinebilirim. Iki elma art1 iki elmanin hep dért elma
edeceginden nesnel olarak emin olamayiz. Ya da elinizden biraktiginiz kalem
gliniin birinde yere diigmeyebilir, ¢linkii, mesela, o giin yergekimi yasasi gegerli
degilmis, yaradan yaratirken 6yle yaratmis... Mesela her onbin yilda bir doga
yasalar1 tatil yapiyormus... Kimbilir...

Ama eger, “bugiin gecerli olan yarin da ve ertesi giin de ve hep gecerli
olacaktir” varsayimini, yani “ayni kosullarda ayni deneyler hep ayni sonuglar
dogurur” varsayimini yapiyorsaniz, gercegi zihinsel olarak algilamaya dogru
bir adim attimiz demektir. Dogru yapiyorsunuz, ¢linki muhtemelen farkina
varmadan varsaydiginiz bu ilkeyi hicbir zaman kanitlayamazsiniz.

Bu yiizden dig diinyada gordiiglimiiz seylerin zihnimizde bir modelini ku-
rariz ve o model iizerinde diigiiniip bulduklarimizi dig diinyaya aktaririz. Bir
mithendis de boyle galigmaz mi1? Kopriiniin bir modelini 6nce masa iistiinde
kalem kagitla ingsa eder. Nehrin eni, boyu, debisi, giicii ve konumu, képriniin
ayaklarinin oturacagl zemin, riizgarin siddeti, kopriiden gegecek araglarin agir-
liklar: ve yarattiklar: titresim, celigin ve betonun mukavemeti ve her sey aslinda
gercek degil, kuramsaldir, miithendisin zihninde ya da kagit tistiindedir. Her gey
kagit iistiinde tasarlandiktan sonra gercek koprii kurulur. Cok ¢ok karmasik
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olan gercek kogullar tam olarak anlagilamadigindan, ne olur ne olmaz denilerek
kopriiler olmas: gerekenden daha saglam yapilirlar. Yani tam gercegi kavraya-
mayacagimizi miithendisler de kabullenirler.

Nasil miihendis nehrin yaklagik bir modelini zihninde tasarlarsa, mate-
matikgiler de dig diinyayla olan iligkileri sayesinde hissettikleri dogru, nokta,
paralellik, azlik ¢okluk, mesafe, say1 gibi kavramlarin zihinlerinde bir modelini
kurarlar ve safi zihinsel olan bu modeller tizerinde diisiiniirler.

Miihendislikte dogru olan bu yaklasim matematikte daha da dogrudur.
Matematikgi 2 + 2 = 4 esitligini kanitlamak icin elmaya armuda bagvurmaz.
Gecen boliimlerde yaptigimiz gibi, soyut olarak tanimladigi 2, 4 ve + kavram-
larini kullanir.

Gegen boltimlerde igte tam da bunu yapmistik. 0’1, 1’1, 2’yi, 3’11, 4’1 ve top-
lamay1 soyut olarak kagit iistiinde tanimlamigtik. Tabii tanimlarimiz rastgele
degildi. Tanmimlarimiz, 2 + 2 = 4 olacak bicimde yapilmisti.

Tanimlarimizi yaparken tek kistasimiz, tanimladigimiz nesnelerin dogada
hissettigimiz 6zellikleri saglamasiydi. Ornegin, 2 ve 4 sayilar1 ve toplama iglemi
nasil tanimlanirsa tanimlansin,

242 =4,

ya da
r+(y+2)=(r+y)+2

gibi egitlikler dogru olmalidir.

Bu son tartigmadan dogal bir soru ortaya cikiyor: Dogada varligini his-
settigim ve kagit iistiinde zihinsel olarak tanimlayacagim matematiksel nesne-
lerin dogru olmasini istedigim Ozellikleri nelerdir? Bu dogal ve énemli tartig-
maya girmek niyetinde degilim burada ama bir 6rnek vereyim.

(z,y) ciftini ele alalim. (x,y) ¢iftini dyle tanimlamaliyiz ki temel ozel-
likleri dogru olmalidir. Nedir (z,y) ciftinin temel 6zellikleri? Deneyimli ma-
tematik¢i (x,y) ¢iftinin bir tek karakteristik 6zelligi oldugunu bilir. O da su
ozelliktir:

(x,y) =(2,t) & (x=2zvey=1t).
Dolaysiyla (z,y) ¢ifti nasil tanimlanirsa tamimlansin, yukardaki 6zellik dogru
olmalidir, tanim igin basgka bir kistasimiz yok. Var aslinda, matematiksel ol-
mayan, estetik ve uygulamaya yonelik bir kistasimiz daha var: Tanmim basit

olsun, ki teorem kanitlamakta ve tanimi animsamakta gereksiz yere giicliik
cekmeyelim.

{H{z}, {z, 91}

kiimesi yukardaki ozelligi saglar, yani

{Ha} Az} ={{zh {1} & (=2 vey =1)
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onermesi dogrudur ve gayet kolaylikla kamtlanabilir. Dolayisiyla (z,y) ciftini
{{z},{z,y}} kiimesi olarak tanimlayabiliriz:

(z,y) = {{=}, {2, y}}

(x,y) ciftini, bagka tiirlii de tanimlayabilirdik, yeter ki verilen tanim yukarda
belirtilen “temel 0zelligi” saglasin. Ornegin,

(z,y) = {z}: {z, y}, {y}}

(z,y) = {{z}, {{z, y}}}

tanmimlar: da aymi 6zelligi saglarlar. Ama ilk verdigimiz tanim daha basit ol-
dugundan birincisini yegleriz.

Hig olacak gibi degil ama, eger yarin 6biir giin (x,y) ¢iftinin bir bagka “te-
mel 6zelligi” kesfedilirse, o zaman tanimi degistirmek gerekebilir ama simdilik
bu tanim bize yeterli geliyor.

Yukardaki tamimla, (z,y) kiimesinin en fazla 2 elemani oldugu goriiliir ama
matematiksel olarak bu olgunun hi¢ 6nemi yoktur. Nitekim hicbir matematik
kitabimda, “(z,y) kiimesinde en fazla iki eleman vardir” gibi bir teorem gore-
mezsiniz. Kimsenin umurunda degildir ¢iinkii bu sonug.

Gelelim konumuza. Dogal sayilari, toplamay1, ¢arpmay1 ve esitsizligi bil-
digimizi varsayip, tamsayilari ve tamsayilar iistiinde toplamayi, carpmayi,
¢ikarmayi ve siralamay1 tanimlayacagiz. Daha sonra bu tanimlarin tamsayilarla
ilgili bilmek istedigimiz “her seyi” sagladigini gosterecegiz.

Tabii tanimin ne oldugunun bir 6nemi olmayacak, yeter ki tamsayilar is-
tedigimiz ozelliklerini saglasin.

Bu istedigimiz 6zelliklerin ne olduklarini ta en bagtan séylemeyecegiz. Okur
sayfalar1 cevirdikce ozellikleri peyderpey gorecek. Ama higbir 6zellik okurun
ilkokuldan beri bilmedigi bir sey olmayacak.

Tamsayilarla ilgili 6zellikleri kanitlarken dogal sayilarin 6zelliklerine ihtiyag
duyacagiz. Eger sansimiz yaver giderse bu ozelliklerin her biri gegmis sayfa-
larda kanitlanmig olmali. Sansimiz yaver gitmezse, o zaman gegmis boliimlere
geri doniip dogal sayilarin gereksinilen 6zelligi kanmitlanmali. Ama, daha énce
de dedigimiz gibi okur dogal sayilarin varligini ve ozelliklerini cantada keklik
olarak gorebilir.

Matematiksel nesneleri tanimlarken bir seye daha dikkat etmeliyiz. Kabul
ettigimiz matematiksel evrende her nesne bir kiime olmali. Ornegin bu kitabin
bir yerinde 0 sayisim1 @ (bogkiime) olarak tanimlamigtik. Sonra,

1= {0},
2=1{0,1},
3=1{0,1,2}
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tanimlarini vermistik ve bunlarin her biri bir kiimedir bilindigi gibi. Aslinda
dogal sayilar1 teker teker degil, tiimiinii birden tanimlamigtik, yani N dogal
sayilar kiimesini tanimlamigtik. Ama dikkat, dogal sayilar kiimesini

N=1{0,1,2,3,...}

esitligiyle degil, cok daha rafine bir yontemle tanimlamigtik; yukardaki esitlik
ii¢ noktanin varhigindan dolayr matematiksel bir tamim olamaz. Ilgilenenler
gecmis boliimleri okusunlar.



12. Tamsayilar

Dogal sayilar yapisindan hareket ediyoruz. Dogal sayilari, Bolim 9’te agikla-
nan PA1, PA2, PA3, PA4 6zelliklerini (bunlara Peano aksiyomlar ve kisaca PA
da diyebilirsiniz) dogrulayan bir (N, 0, S, 4, x) beglisi olarak kabul edecegiz.
Esitsizlik de Bolim 6’te tamimlandigi gibi olacak, yani aslinda (N, 0, S, +,
x, <) altibsinda galisacagiz. Ama Bolim 9t okumamay1 tercih eden okur
Boliim 5’de buldugumuz ve Boliim 6’te toplamasini, ¢garpmasini ve siralamasini
tanmimladigimiz ve P1 ve P2’yi sagladigindan PA’dan gok daha giiglii bir teorisi
olan (N, 0, S) yapisinda galigtigimizi varsayabilir; bu ders notlarinin igerigi
acisindan higbir sey degismeyecektir.

12.1 Tamsayilar Kiimesine Dogru

Dogal sayilardan yola cikiyoruz. Sadece dogal sayilardan degil, dogal sayilar
kiimesi N iizerine tanimlanmig olan toplama ve carpma islemlerinden ve <
esitsizliginden yola gikiyoruz. Ama bu altbéliimde sadece toplamaya gerek du-
yacagiz.

varsayilan sayilar,
yaratilacak sayilar dogal sayilar

=6 -5 —4-3-2 -1

Amacimiz, N'yi ¢ikarma yapilacak bigimde biiyttmek, ¢iinkii N’de her
sayidan her sayiy1 ¢ikaramayiz, 6rnegin 3’ten 5’i gikaramayiz, —2 diye bir say1
yok N’de. Daha dogrusu 5 + = 3 denkleminin N'de ¢oziimi yok.

Her a, b € N igin, a + x = b denklemlerinin ¢oziilebilecegi N’den daha
biiyiik bir kiime yaratacagiz. Bu yeni kiimede de N’deki gibi toplama ve ¢arpma
islemleri ve < diye adlandiralacagimiz bir siralama olacak. Ama bu iki iglemi
ve siralamay1 daha sonra tanimlayacagiz; hele bir tamsayilar kiimesi Z’yi ta-
nimlayalim.
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Bu dedigimizi olabilecek en ekonomik bigimde yapmak istiyoruz, yani N’den
daha biiyiik bir kiime bulacagiz ama N’ye sadece ¢ikarma yapmak icin gerekli
elemanlar:1 ekleyecegiz, N'ye gereksiz yere daha fazla eleman eklemek istemi-
yoruz. Daha acik olarak ifade edelim: Z’yi bulmak isterken érnegin Q’yii, R’yi
ya da (polinomlar kiimesi) Z[X]’i bulmak istemiyoruz.

Her a, b € N igin, b+ x = a denkleminin ¢oziilebilecegi bir kiime yaratmak
istiyoruz dedik. Ayrica bu denklemin tek bir ¢éziimiiniin olmasini istiyoruz.
Coziimii bulduktan sonra bu ¢oziime a — b diyecegiz. Ornegin, —2 sayisi

54x=3

denkleminin ¢oziimii olacak. Simdilik b&yle bir sayimiz yok ama pek yakinda
olacak.

Daha sonra tanimlanacak olan bu a —b elemanin simdilik (a, b) ¢ifti olarak
gosterelim. Daha heniiz a—b diye bir elemanimiz yok ama (a, b) diye bir ¢iftimiz
var! Birinci deneme olarak, a—b’yi, yani b+2 = a denkleminin ¢éziimiinii (a, b)
cifti olarak gosterelim. Yani

a—b=(a,b)

tammmn yapalim. Ornegin,
—2=(3,5).

Yalniz burada bir noitktaya dikkat etmek gerekir. —2 sadece
S+xz=3
denkleminin degil, ayrica
6+rx=4ve74+2x=5

denklemlerinin de ¢éziimiidiir, yani tiim bu ¢ozlimler birbirine esit olmalidir,
yani, yukardaki tanimi kabul edecek olursak,

(3,5)=(4,6)=(5,7)

esitlikleri dogru olmalidir. Ama bu egitlikler bariz bicimde yanliglar. Demek ki
yukardaki tanim dogru bir tanim olamaz.

Ne yapmali?

Simdi bu elemanlar: egit kilmanin bir yontemini gosterecegiz. Bunu yap-
manin ¢ok ¢ok kolay bir yontemi var: ”esit” yerine ”"denk” diyecegiz olacak
bitecek... (3,5), (4,6) ve (5,7) ciftleri esit olmayacaklar, olamazlar da zaten,
¢linkii egit degiller, ama ”denk” olacaklar! Bu elemanlarin denk olduklarini da
esitlik simgesi olan = simgesine bir ¢izgi daha ekleyerek gosterecegiz:

(3,5)=(4,6)=(57).
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Genel tanimi verelim gimdi. a, b, ¢, d € N olsun. Eger
a—b=c—d
ise, (a, b) ¢iftinin (¢, d) ¢iftine denk oldugunu sdyleyecegiz ve bunu,
(a, b) = (c, d)
olarak yazacagiz. Demek ki tanim geregi,
(a,b)=(c,d) &a—-b=c—d.
Ama bir dakika... Bizim dogal sayilarda ¢ikarma gibi bir iglemimiz yok ki
a—b=c—d

kogulunu kosabilelim. Cikarmadan sézedemeyiz bile, clinkii heniiz 6yle bir
islem yok. Biz de zaten bu olmayan ¢ikarma iglemini tanimlamak istemiyor
muyduk? Cikarmay: tanimlarken gikarmadan sozetmek dogru degil. Yapmamiz
gereken,

a—b=c—d

kogulunu g¢ikarma kullanmadan ifade etmek. Bu da oldukga basit: Bu kosul
yerine, ilkokuldan beri ona egdeger oldugunu bildigimiz

at+d=c+b

kogulunu kosalim...
Denklik iligkisi tanimimiz goyle: a, b, ¢, d € N ise ve

a+d=c+b
ise (a, b) ciftinin (¢, d) ¢iftine denk oldugunu soyleyecegiz ve bunu,
(a, b) = (¢, d)
olarak gosterecegiz. Demek ki tanim geregi,
(a,b)=(c,d) = a+d=c+b.

Dileyen agagidaki denkliklerin dogru olduklarini tanima bagvurarak teker
teker kontrol edebilir.

0,0)=(1,1) =(2,2) = (3,3) =
(1,0)=(2,1) =(3,2) = (4,3) =
(2,0)=(3,1) = (4,2) = (5,3) =
(3,0)=(4,1) = (5,2) = (6,3) =
0,1)=(1,2) =(2,3) = (3,4) =
(0,2)=(1,3) = (2,4) = (3,5) =
(0,3)=(1,4) = (2,5) = (3,6) =
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Ornegin, (3, 8)’e denk elemanlar, (0, 5), (1, 6), (2, 7), (3, 8), (4, 9), (5, 10),
... elemanlaridir, yani su kiimenin elemanlaridir:

{(0,5),(1,6), (2, N}U{B+n,8+n):neN}
Genel resim goyle:

(0, 5) ya da (3, 8)’e denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

(0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)

Ik sonucumuzu kanitlayalim.

Onsav 12.1. Her (a, b) ,
i. (a,b) = (a,b),

ii. (a,b) = (¢, d) ise (¢, d)
iii. (a,b) = (¢,d) ve (¢, d)

—

¢, d), (e, f) € Nx N igin,

(a,b),
(e, f) ise (a,b) = (e, f).

Kanit: i. Tanima gore a +b = a+ b esitligi kanitlanmali. Dogal sayilarla ilgili
bu 6nermeyi zaten ders notlarmin 6nceki kismindan biliyoruz.

ii. (a, b) = (¢, d) varsayimi, tanima gore,
a+d=c+b

diyor. (¢, d) = (a, b) denkligini yani
ct+b=a+d

esitligini kamitlamaliyiz. Bu durumda da kanitlayacak bir sey yok.
iii. (a, b) = (¢, d) ve (¢, d) = (e, f) varsayimlari, sirasiyla,

a+d=c+bvec+f=e+d
diyor. Bu iki esitligi varsayarak, (a, b) = (e, f) denkligini, yani

a+f=e+b
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esitligini kanitlamaliy1z. Varsaydigimiz esitlikleri kullanarak hesaplayalim:

(a+f)+(d+c)=(a+d)+ (c+ f)
=(c+b)+ (e+4d)
=(e+0b)+ (d+c).
Yukardaki birinci ve sonuncu esitlik, dogal sayilarla ilgili ders notlarinin birinci

kisimdan bilinen sonuglarin sonucu. (Dogal sayilari ve dogal sayilar1 toplamay1
bildigimizi varsaydigimizi animsatirim.) Demek ki,

(a+ f)+(d+c)=(e+b)+(d+c).

Dogal sayilarda sadelestirebilecegimizi bildigimizden, yukardaki esitlikte sag
taraflarda bulunan d + ¢ terimlerini sadelestirerek, istenen

a+f=e+b
esitligini buluruz. O

Eger X = N x N ise, Onsav, tam tamina, her o, 8, v € X icin,

i.a=a,

il. a = fise f = a,

ili.La=pFvef=vyisea=y
diyor. Herhangi bir X kiimesi {izerine yukardaki onermeleri saglayan bir =
ikili iligkisine denklik iliskisi adi verildigini [SKK]’dan biliyoruz. Demek ki
Onsav 12.1, N x N kiimesi {izerinde tanmimlanan = ikili iligkisinin bir denklik
iligkisi oldugunu soyliiyor.

Denklik iligkisi kavrami matematigin en 6nemli kavramlarindan biridir.
[SKK] adlh kitabimizda bu konuya hakettigi énem ve deger verilmigtir. Bu
konuda eksigi olan okur bu agamada o kitapta ilgili boliime bakmalidir.

Her denklik iligkisinde denklik siniflar1 vardir. Bir (a, b) ¢iftinin denklik
smifin1 [(a, b)] yerine daha basit olarak [a,b] olarak gosterelim. Tanim geregi
(bkz. [SKK]) [a, b] kiimesi, (a, b) elemanima denk olan elemanlardan olusan
kiimedir:

[a, b ={(z,y) e NxN:(a,b) = (z,9)}
={(r,y) e NxN:a+y=ux+b}
Ve a, b, ¢, d € N icin,
[a,b] = [c,d] & (a,b) = (¢c,d) S a+d=c+Db
olur. Ornegin,

[1,6]={(x,y) e NxN:y=z+5}=][0,5],
2,6] ={(z,y) e NxN:y=x+4} =[1,4],
[6,6] ={(x,y) e NxN:y=2a}=10,0].
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Bu ¢ sinif ilerde sirasiyla —5, —4 ve 0 anlamina gelecekler. Kaginilmaz olarak
[1,5] de —4 anlamina gelecek, ¢iinkii

1, 5 = [2, 6].

Bu denklik iligkisinin her denklik sinifi agagidaki resimdeki gibi ¢capraz dogrularin
iistlindeki noktalardan olugur.

Simdi artik Z’yi en azindan kiime olarak tamimlayabiliriz. Z’'nin toplama,
¢gikarma, carpma gibi iglemleri ve siralamasi daha sonra tanimlanacak.

(0, 6)’ya denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

L (0, 0)’a denk elemanlar
(2, 0)’a denk elemanlar

(0, 6)
(5, 0)’a denk elemanlar

(5,0

12.2 Kiume Olarak 7Z

Z kiimesini N x N/ = kiimesi olarak tanimliyoruz. Yani,
Z = {[a,b] : (a,b) € N x N}.

Z’nin elemanlarina tamsay: adini veriyoruz.

Z’nin her elemani, yani her tamsay1 demek ki NxN kiimesinin bir altkiimesi.
Bu, beklenmedik bir gey, ¢linkii N beklenildigi gibi Z’'nin bir altkiimesi olmadi.
Ama ilerde her gey yoluna girecek ve N’yi Z’nin bir altkiimesi olarak gorecegiz,
biraz sabir.

Ustiine basa basa ve tekrar tekrar soyliiyoruz, Z’nin her elemani N x N
kiimesinin asagida goriinen capraz altkiimelerinden biri.

Sezdigimiz ya da ilkokulda 6grendigimiz Z’yi nasil bulacagimizi merak eden
sabirsiz okura asagidaki sekli sunalim:
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Tanimladigimiz bu Z kiimesinin iistiinde toplamayi, carpmayi, ¢ikarmayi ve
esitsizligi tamimlayacagiz. Her seyi tanimladiktan ve en temel 6zelliklerini ¢i-
kardiktan sonra Z’nin tanimini degistirip yillardan beri agina oldugumuz N’yi
iceren Z’yi bulacagiz.

Alistirmalar.
12.1. a, z € Nise [a + z,a] = [z,0] ve [a,a + z] = [0, z] esitlizliklerini kamtlayin.
12.2. Eger a > b iki dogal sayiysa, bir = dogal sayws:1 igin [a,b] = [z,0] esitliginin dogru
oldugunu kanitlayin.
12.3. Her tamsayisinin bir = dogal sayisi i¢in ya [z, 0] ya da [0, z] bigiminde yazilabilecegini
kanitlayin.
12.4. x ve y dogal sayilarsa ve [z,0] = [0,y] ise z = y = 0 esitligini kanitlayn.

12.3 Toplama

Z’de toplama, carpma ve gikarma islemlerini ve < siralamasini tanimlayacagiz
ve bunlarin en temel 6zelliklerini kanitlayacagiz.

Toplamadan bagliyoruz.

1. Z’den iki « ve 8 elemani alalim.

2. Z’nin tanimina gore, a, b, ¢, d € N icin,

a =[a,b] ve B = [c,d]

esitlikleri gecerlidir.

3. aile f'nin, yani [a, b] ile [¢, d]’nin toplamini tanimlamak istiyoruz.

4. Gelecekte, [a, b'nin a — b ve [¢, d]'nin ¢ — d anlamina gelecegini en az bin
defa soylemistik. Demek ki [a, ] ile [c, d]'nin toplami Z’nin,

(@ =)+ (c—d),

sayisi ya da ona esit olan
(a+c)—(b+d)
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sayist anlamina gelecek eleman olmali, yani Z'nin,
[a+ ¢, b+d]
elemani olmali. Dolayisiyla, planlarimiza gore,
a = [a,b] ve B = [c,d]
ise,
a+p=la+cb+d

elemani olarak tanimlanmali.

Miikemmel bir plan. Ancak bu planda s6yle bir sorun olabilir. Diyelim
Ayse’yle Biilent’e yukardaki plana gore o ve § tamsayilarimi toplama gorevi
verildi. Ayse, evinde

a = [a, b] ve B = [c, d]

olacak bicimde a, b, ¢ ve d dogal sayilarini buldu ve toplami
[a+c,b+d]

olarak sundu. Tanimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ayni seyi yapti ama
Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal sayilarindan bagka dogal sayilar
buldu. Diyelim Biilent,

a = [a,7 bl] ve = [Clv d/]
olacak bigimde a’, V', ¢’ ve d’ dogal sayilarim buldu ve toplam
[+ v +d]

olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu « + 8 toplamiyla Biilent’in sundugu
a + B toplami esit olmali, yoksa tanimimizda bir sorun var demektir, yani,
planimizin bagariya ulagmasi i¢in

[a+c,b+d =[d+,b+d]

esitligi gecerli olmal.
Planimizin gercekten miikemmel oldugunu ve basariya ulasacagini kanit-
layalim.

Omnsav 12.2. a, b, ¢, dve d', V', ¢, d' dogal saylar olsun. Ejer
0, 8] = [, ) we e, d] = [,

ise, 0 zaman,

[a+c, b+d =d+c, b +d]
dor.
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Kanit: Varsayimlara gore,
a+b =d+bvec+d = +d
esitlikleri dogru. [a + ¢, b+ d] = [a' + ¢,V + d'] esitligini, yani
(a+c)+ W +d)=(d+)+ (b+d)

esitligini kamtlamahyiz. Eger varsayilan iki esitligi altalta yazip toplarsak (ve
dogal sayilarin toplamasiyla ilgili bildigimiz temel 6zellikleri kullanirsak) is-
tedigimiz hemen cikar:

a+b' =a+b

c+d =c+d
"

(a+c)+ (' +d)=(@ +)+(b+d)

Onsav kamitlanmsgtir. O

Artik toplamay: hi¢ ¢cekinmeden yukarda énerildigi gibi tamimlayabiliriz:

[a, b] + [¢c, d] = [a+ ¢, b+ d].

Aligtirmalar.
12.5. [3, 5] + [4, 2] = [0, 0] esitligini gosterin.
12.6. [7, 5] + = = [0, 0] denklemini ¢6ziin.
12.7. [7, 5] + = = [1, 3] denklemini ¢6ziin.
12.8. [7, 5] + (z + z) = [1, 3] denklemini ¢6zebilir misiniz?
12.9. a, b € N olsun.
[a, b] + [a, b] = [2a, 2b]
egitligini kanitlayin.
12.10. o, B € Z olsun. a + B = « ise B = [0, 0] esitligini kanitlaymn.
12.11. a, b € N olsun. [a, b] + [b, a] = [0, 0] esitligini kanitlayn.
12.12. Z'de a + o = [1, 0] denkleminin ¢dziilemeyecegini kanitlayin. (@ + o = 2« esitliginin
simdilik bir anlami olmadigini belirtirim. Ilerde bir anlami olacak ama. Once [2, 0]a’nin,

sonra da 2a’nin tamimin yapacagiz.) Hangi a ve b dogal sayilari igin Z’de a + a = [a, b
denklemi ¢oziilebilir?

12.4 Toplamanin Ozellikleri

Toplamanin 6zelliklerini irdeleyelim.

Onsav 12.3. i. [Birlesme Ozelllgl] Her o, B, v € Z ic¢in,

(a+B8)+v=a+(B+7).
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ii. [Etkisiz Elemamn Varhgi] [0, 0] toplamanin etkisiz elemanadur,
yani her a € Z i¢in,
a+10,0]=10,0+a=a.

iii. [Ters Elemanin Varhigi| Her o € Z igin,
a+ad =d +a=][0,0]
egitligini saglayan bir o € 7 vardir. o = [a, b] ise o/ = [b, a] olarak alinabilir.

Kanit: i. Once
a=la, b, 8=1lc d,v=]e, f]

olacak bicimde a, b, ¢, d, e, f dogal sayilarin1 bulalim ve kanitlamak istedigimiz
esitligin solunu ve sagini bu dogal sayilar cinsinden yazalim:

(@+B)+vy=(la,b]+[c,d])+[e, f]

=la+c,b+d+ e, f]
=[(a+c)+e, (b+d) + f]

a+ (B+7)=la, b]+ ([c, d +[e, [])
=la, b+ [c+e, d+ f]
=[la+(c+e), b+ (d+ f)]
Demek ki

[(a+c)+e (b+d)+ fl=[a+(c+e), b+ (d+ f)]

esitligini kanitlamaliyiz. Ama esitlik sadece simflar diizeyinde degil, elemanlar
diizeyinde de gegerli:

(a+c)+e=a+(c+e),
(b+d)+f=b+(d+f)

ciinkii a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar ve dogal sayilarda birlesme 6zelligini
biliyoruz.)
ii. a = [a, b] olacak bigimde a ve b dogal sayilarim segelim ve hesaplayalim.

a+10,0] =[a,b] +10,0] = [a+0,b+ 0] = [a,b] = a.
[0,0] + a=1[0,0] + [a,b] = [0+ a,0+ b] = [a,b] = c.

iii. a ve b dogal sayilar igin, a = [a, b] olsun.

a+d =d +a=]0,0
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esitligini saglayan bir o/ € Z bulacagiz. «, a — b anlamia geleceginden, o’
elemanimin b — a anlamina gelecek olan [b, a] olmas:1 gerektigini seziyoruz. Ni-
tekim, o/ = [b, a] olsun ve hesaplayalim:

a+a =[a, b +[b,al=]a+b b+al =[a+b, a+b],
o +a=[b al+[a,b]=[b+a, a+b=[a+b, a+bl],

Demek ki, her ¢ € N i¢in, [e, ¢] = [0, 0] esitligini kanitlamaliyiz ama bu
c+0=0+4+c=c

esitliginden hemen cikar.

Onsavdaki ii¢ 6zelligi saglayan (Z, + , [0, 0]) tirtinden bir yapiya grup
denir. Demek ki Onsav 12.2, (Z, +, [0, 0]) yapismin bir grup oldugunu géste-
riyor. Bir grupta sadelestirme yapilabilir:

Onsav 12.4. Bir grupta (dolayisiyla 7Z.’de de)

i. [Sadelesme]| a+ = a + v ise, 5 =y olur.

ii. [Etkisiz Elemanin Biricikligi] Eger bir a ve 5 i¢in o + f = « ise
B =10, 0] olur.

iii. [Ters Elemamn Biricikligi] Verilmis bir o icin, o/, Onsav 12.3.1ii teki
esitligi saghyorsa ve a + B =10, 0] ise, B = &' olur.

Kamt: i. o/, a tamsayis: icin Onsav 12.3.iii’{i saglasm, yani o/ + a = [0, 0]
olsun. O zaman ayni Onsava gore,
B=[0,01+8=(a+a)+B=0a"+(a+p)
=d +(a+7) = (' +a)+7=[0,0+7=7

olur.
ii. Yukardakinden gikar: « + 5 =a = a + [0, 0].
iii. (i)’den ¢ikar: o+ =0, 0] = a + . O

Onsav 12.3.ii ve 12.4.ii’"den dolayz, [0, 0] elemanina toplamanin etkisiz
elemana adi verme hakkina sahibiz. Onsav 12.3.iii ve 12.4.iii’ten dolay1, a € Z
elemaninin tersini —a olarak yazip bu elemana o’nin toplamsal tersi adim
verebiliriz. Onsav 12.3.iii’ten dolay1 [a, b] elemanmn tersi [b, a] elemamdir,
yani

—[CL, b] = [b7 a]

olur. Buradan,
_[a’v a] - [G, a]

ve
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esitlikleri cikar, ama son esitlik Onsav 12.3.iii’ten de cikar: «, o/ elemaninin
tersiyse, o/ elaman da o’nin tersidir!

Grubumuzun igleminin (toplamanin yani) degismeli oldugunu da kanitla-
yalim.

Onsav 12.5. Her o, 8 € Z icin, o+ 3 = 3 + a.

Kanit: a = [a, b], f = [¢, d] olacak bigimde a, b, ¢ ve d dogal sayilar1 bulalim
ve hesaplayalim:

a+pB=la, b]+c, d =[a+c, b+d
et a d+ 8= [e, d) + [0, ] = B+

O

Onsav 12.6’teki esitligi saglayan bir gruba degismeli ya da abelyen grup
denir.
Z’de ¢ikarma iglemini tanimlayalim: Her a, b, ¢, d dogal sayilar igin,

[CL, b] - [C, d] = [CL, b] + [dv C] = [CL—I—d, b+0]
olsun. Ya da gruplarn diliyle, her «, § tamsayilari igin,
a—fF=a+(-p)

olsun. Buradaki —f, 8 tamsayisimin toplamsal tersidir. Boylece Z’de ¢ikarma
iglemini tanmimlamig olduk.
Benzer gekilde,

—a+f=(-a)+p

ve

elemanlar: da tanimlanir.

Aligtirmalar.

12.13.
12.14.
12.15.
12.16.
12.17.
12.18.

Her o, 8 € Z igin, —(a + 8) = — — « esitligini kamtlayn.

Her a, b € N i¢in [a, 0] 4+ [b, 0] = [a + b, 0] esitligini kamtlaym.

Hangi a € N igin, a + a = [a, 0] denklem Z’de ¢6ziilebilir?

Hangi [a, ] i¢in @ + a = [a, b] denklemi Z’de ¢oziilebilir?

Her a, 8 € Z igin, —(a+ B) = (=B) + (—a) = —a — B = —f8 — « esitliklerini kanitlayin.
Eger (o, o) ve (8, ') tamsay1 ciftleri Onsav 12.3.ii’ii sagliyorsa, (o, a) ve (a+, o +
B') ciftlerinin de Onsav 12.3.iii’ii sagladigini kanitlayin.
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12.5 Carpma

Tamsayilarda toplama disinda bir de carpma iglemi var tabii. Bu bdliimde
carpmay1 tanimlayacagiz. Toplama igin yaptigimiz akil yiirtitmeyi ¢carpma igin
de yapalim.

1. Z’den iki « ve 8 elemani alalim.

2. Z’nin tanimina gore, a, b, ¢, d € N dogal sayilar: icin,

a = [a, b] ve B =[c, d]

esitlikleri gecerlidir.

3. aile By, yani [a, b] ile [¢, d]'nin ¢arpimini tanimlamak istiyoruz.

4. Gelecekte, [a, b'nin a — b ve [¢, d'nin ¢ — d anlamina gelecegini en az
bin defa sdylemistik. Demek ki [a, b] ile [¢, d]'nin ¢arpimi Z'’nin,

(@ =d)(c—d)

yva da
(ac+ bd) — (ad + be)

anlamina gelecek elemani olmali, yani Z’nin,
[ac + bd, ad + bc]
elemani olmali. Demek ki, planlarimiza gore,
a = [a, b] ve B =[c, d]

ise,

aff = [ac + bd, ad + bc]

elemani olarak tanimlanmali.

Miikemmel bir plan daha... Ancak bu planda goyle bir sorun olabilir. Di-
yelim Ayse’yle Biilent’e yukardaki plana gore a ve § tamsayilarini ¢arpma
gorevini verdim. Ayse, evinde

a = [a, b] ve B = [c, d]
olacak bicimde a, b, ¢ ve d dogal sayilarini buldu ve carpimi
[ac + bd, ad + bc]

olarak sundu. Tanimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ayni seyi yapt1 ama
Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal sayilarindan bagka dogal sayilar
buldu. Diyelim Biilent,

a=l[d, V] vepB=][c,d]
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olacak bigimde a’, V', ¢’ ve d’ dogal sayilarini buldu ve ¢arpim
[a'd +V'd, d'd +b]

olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu af ¢arpimiyla Biilent’in sundugu «of
carpimi birbirine egit olmali, yoksa tanimimizda bir sorun var demektir, yani,

lac +bd, ad + bc] = [a'd +V'd, o'd + b ]

olmali.
Dolayisiyla sundugumuz toplama tamiminin gecerli olmasi igin asagidaki
sonug dogru olmali.

Onsav 12.6. a, b, ¢, dve d', V/, ¢, d dojal sayilar olsun. Ejer
[a, b] = [d, V] ve e, d] = [, d]
ise, 0 zaman,
[ac + bd, ad + bc] = [d'd + b d', a'd + b ]
olur.

Kanit: Varsayimlara gore,
a+b =d+bvec+d = +d
esitlikleri dogru.
lac +bd, ad + bc] = [a'd +V'd, a'd + b ]
esitligini, yani
ac+bd+dd +Vd =dd +bd +ad+be

esitligini kanitlamaliy1z. Unutmayalim ki yukardaki esitlik N'de gecerli ve N’de
¢gikarma ve bolme iglemleri yok. Dolayisiyla bu egitligi ¢ikarma ve bolmeye
bagvurmadan kanitlamaliyiz.

Cikarma iglemini kullanmadan bu esgitligi kanitlamak hi¢ de kolay degil.
Okurun verecegimiz kanit1 okumadan kanitlamaya galigmasini 6neririm. Plansiz
programsiz yola koyulursa bagarma olasiligl ¢cok diisiik olacagini saniyorum.

Su kanit planim1 yapalim: Esitligin sagindan ve solundan a’y1 ve ¢’yi yok
edelim. Bunun igin her iki tarafa da ne kadar terim eklemek gerekirse ekleyelim.
Her iki taraftan da a’y1 ve ¢’yi yok edersek, esitlik dogruysa karsimiza 6zdes
bir esitlik ¢ikmali.
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a ve ¢’nin bulundugu terimleri siralayalim:
ac, ad, bc

Once, a’ya ve c'ye gore ”ikinci dereceden” bir terim olan en soldaki ac’yi yok
etmeye ¢aligalim.

ac+ (ad +bc+Vd)=(a+V)(c+d)=(d +b)(c +d)
esitligini g6z online alarak, kamitlamak istedigimiz esitligin her iki tarafina da
ad +bc+bd

terimini ekleyelim. Boylece esitligin solundaki ac kaybolacak; ancak esitligin
sag tarafinda icinde a ve ¢ barindiran ad’ ve V'c terimleri belirecek. Ama bunlar
a ve c’ye gore birinci dereceden terimler olduklarindan, bunlardan kurtulmak
ac’den kurtulmaktan daha da kolay olacak. Yukardaki eklemeyi yaptigimizda,
icinde a ve ¢ barindiran

ad, be, ad', b'c

terimleri kalacak. Ornegin birincisinden kurtulmak icin her iki tarafa da b'd
eklemek yeterli, ¢iinkii boylece ad’nin oldugu tarafta,

ad+Vd= (a+b)d=(a+b)d

esitligini kullanabilecegiz. I¢inde a ve ¢ barindiran yukarda siralanan terimlerin
her biri icin, sirasiyla,
bd, vd', v'd, v'd

(iki kez t'd") ekleyelim. Daha 6nceki ad’ +b'c+b'd’ terimini de hesaba katalim.
Boylece, her iki tarafa da,

ad +Ve+bd +Vd+bd +0'd +Vd
terimini, yani
ad +be+30d +V'd+ bd

terimini eklememiz gerektigini goriiriiz. Bu terimi ekleyelim, a’y1 ve ¢’yi yok
eden hesaplar1 yapahm ve bakalim iki tarafta da aym seyi elde ediyor muyuz.
Once sol tarafi hesaplayalim.

(ac+bd+a'd + ')+ (ad +bc+3Vd +Vd+bd)
=(ac+ad +bc+b'd)+20'd +bd+bd +bd+add+bc
=(a+bV)(c+d)+20'd +bd+bd +bd+dd +bc
=(a' +b)(d +d)+2bd +Vd+bd +bd+dd +V¢.
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Goriildiigi gibi hi¢ a ve ¢ kalmadi. Benzer iglemi sag taraf i¢in de yapalim.

(a'd +bd +ad+bc)+ (ad +bc+3bd +b'd+ bd)
=d'd +Vd + (ad+b'd) + (be + bd') + (ad + V'd") + (Vc+ b'd) +b'd
=dd +b0d +(a+V)d+blc+d)+ (a+b)d +V(c+d)+bd
=dd +Vd +(d+b)d+bd +d)+ (" +b)d +b(+d)+Vd

Sag tarafta da hic a ve ¢ kalmadi. Simdi bu a’s1z ve ¢’siz terimler birbirine esit,
hatta 6zdes olmali. Nitekim kolayca goriilecegi iizere Oyleler. Dogal sayilarda
sadelegtirmeyi bildigimizden, ekledigimiz

ad +b'c+3Vd +Vd+ bd
terimlerini sadelestirip istedigimiz
ac+bd+dd +Vd =dd +bd +ad+be
esitligine kavuguruz. Nihayet! U

Onsav sayesinde,
la, b][c, d] = [ac + bd, ad + bc]

islemini (¢arpimini) vicdanimiz rahat tanimlayabiliriz. Artik Z’de sadece top-
lama degil, bir de ¢arpma iglemimiz var. Carpma iglemi o3 olarak gosterildigi
gibi, kimileyin a x 8 ya da « - 8 olarak da gosterilir.

Aligtirmalar.

12.19. [3, 5][5, 3] = [0, 4] esitligini gosterin.

12.20. [3, 4][2, 3] hangi tamsayiya esittir?

12.21. [3, 4][1, 3] = a + o denkleminin tamsayilarda ¢éziimi var midir?

12.22. Her « € Z igin, a[1, 0] = « esitligini kanitlayin.

12.23. Her [a, b] € Z igin, [a, b][0, 1] = [b, a] esitligini kamtlayin.

12.24. Her « € Z igin, a + [0, 1] = [0, 0] esitligini kanitlayin.

12.25. Her « € Z igin, a[0, 0] = [0, 0] esitligini kanitlayn.

12.26. Her « € Z i¢in, a + o = [2, O]« esitligini kanitlayin.

12.27. [a, b][¢, d] = a + « denkleminin tamsayilarda ¢oziimii olmasi i¢in [a, b] = o + « ya da
[e, d] = o+ « denkleminin ¢oziimii olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlaymn.
(Yani iki tamsaymin garpimimin ¢ift olmas: igin iki tamsayidan briinin ¢ift olmasinin
yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayin.)

12.6 Carpmanin Ozellikleri

Onsav 12.7. i. Her a, 3, vy € 7Z igin,
(aB)y = a(By).
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ii. [1, 0] carpmanmin etkisiz elemanidir, yani her o € Z igin,

all, 0] =[1, O)a = «a.
iii. Her o, B € Z i¢in, aff = Ba.

Kanit: Birincisi biraz uzun olabilecekse de kanitlar son derece basit. Ay-
nen Onsav 12.3’tin kamtindaki gibi her sey, Z kiimesinin ve Z’de carpmanin
tanimlarindan ve dogal sayilarin daha 6nceki boliimlerde kanitlanan 6zellikle-
rinden gikar. (Eger dogal sayilarin kamitlamay1 unuttugumuz bir ézelligi varsa,
okur toplamanin tanimina bagvurarak bu o6zelligi kolaylikla kanitlayabilir diye
umuyoruz. ) O

12.7 Toplama ve Carpmayla ilgili Ozellik

Toplamayla carpmay1 harmanlayan tek bir 6zellik vardir: Simdi kanitlayacagimiz
dagilma ozelligi. Bir de [0, 0] # [1, 0] 6zelligi vardir ama bu ¢ok basit.

Onsav 12.8. [1, 0] # [0, O] ve her a, B, v € Z igin,

a(B+7v)=aB+ay

ve
(B+7)a = fa+ o

Kamnit: Birinci esitsizlik cok basit. Ikinci esitlik birincisinden ve Onsav 12.7.iii’ten
gikar. Birinci esitligi kanitlayalim.

a=[a, b], B=]c, d], v = [e, flolacak bigimde a, b, ¢, d, e, f

dogal sayilarini bulalim ve kanitlamak istedigimiz esitligin solunu ve sagini bu
dogal sayilar cinsinden yazalim:

a(B+7)=la, b([c, d] + [e, f]) = [a, b][c+e, d+ f]
=la(c+e)+b(d+ f), a(d+ f) + b(c+€)]

ve
af + ay=la, bl[c, d] + [a, b][e, f]
= lac+ bd, ad + bc] + [ae + bf, af + be]
=lac+bd+ae+bf, ad+ bc+ af + be].
Demek ki

la(c+e)+b(d+ f), a(d+ f)+b(c+e)] = [ac+bd+ae+bf, ad+bc+ af + be]
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esitligi kamitlanmali, ki, eger dogal sayilarin 6zelliklerini bildigimizi var-
sayiyorsak bu cok bariz bir sey.

Asgina oldugumuz

gibi esitliklerin kanitin1 okura birakiyoruz.

Aligtirmalar.

12.28.

12.29.

12.30.
12.31.
12.32.
12.33.
12.34.
12.35.
12.36.

O

Eger «, 8 € Z i¢in af = [0, 0] ise, o zaman a = [0, 0] ve 8 = [0, 0] esitliklerinden en az
birinin dogru olmas: gerektigini kanitlayn.
Her «, 8 € Z igin, af = [1, 0] ise

a=p8=[0yadaa=p=0,1]

egitliklerinden birinin dogrulugunu kanitlayin.
Z’de af = [2, 0] denklemini ¢oziin.
Z’de v = [1, 0] denklemini ¢dziin.
Z’de aa = [0, 1]
Z’de aa = [2, 0] denkleminin ¢oziimiiniin olmadigim kamtlaym.

denkleminin ¢éziimiiniin olmadigini kanitlayin.

Z’de ax = [4, 0] denkleminin ¢oziim kiimesini bulun.
Zde aa+ a+ |
Z’de ax + ac + [0, 6] = [0, 0] denkleminin tiim ¢bziimlerini bulun.

1, 0] = [0, 0] denkleminin ¢oziimii olmadigin kanitlayin.

12.8 Buraya Kadar Ozet

Yukardaki Onsav 12.3.i, ii, iii, 12.4, 12.7 ve 12.8’de kamtladiklarimmz ozetle-
yelim:

Teorem 12.9. (Z, +, x, [0, 0], [1, 0]) yapus: su ézellikleri saglar: Her o, 3,
v € 7Z igin,

T1.
T2.
T3.
T4.
Cl.
C2.
C4.

(a+B)+y=a+(B+7).

a+ [0, 0]

=[0,0]+a=a.

at+d =d+a=][0,0] esitligini saglayan bir o’ € Z vardar.
a+p=p+a.
(aB)y = a(By).

all, 0] =
aff = Ba.

[1, O]a = a.

TC1. [1, 0] # [0, 0.
TC2. a(f+7) =ab + ay.
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Teoremdeki 6zellikleri saglayan bir yapiya degismeli halka denir. Demek
ki (Z, +, %, [0, 0], [1, 0]) degismeli bir halkadur.

Bu béliimiin sonunda [0, 0] yerine 0, [1, 0] yerine 1 yazacagiz ve o zaman
T2 ve C2 daha dogal goziikecek.

(Z, +, x,0,0], [1, 0]) halkasinin her halkada bulunmayan bir 6zelligi
vardir: [0, 0]’a esit olmayan iki elemanin ¢arpimi [0, 0] olamaz. (Bkz. Aligtirma
12.7) Bu tiir halkalara bélge (Ingilizcesi domain) adi verilir.

Teorem Uzerine Notlar. Once ozelliklerin adlarindan sozedelim:

T : Toplamayla ilgili,
C : Carpmayla ilgili,

demektir. TC, toplama ve garpmayla ilgili 6zellik anlamina gelir.

T1 ve C1 ozellikleri toplamanin ve carpmanin birlesmel: bir islem oldugunu
soyliiyor. Acik acik yazilmamig ama teoremden toplamanin ve carpmanin birer
islem oldugu anlagiliyor, yani «, 5 € Z ise, Z’de a + 8 ve af olarak yazilan
elemanlar vardir.

T2, [0, 0] elemanimin toplamanin, [1, 0] elemamnin da ¢arpmanin etkisiz
elemans oldugunu séyliiyor. Acik agik yazilmamig ama teorem aslinda [0, 0]
ve [1, 0] elemanlariin Z’de oldugunu da séyliiyor.

T4 ve ¢4, toplamayla ¢arpmanin degismeli iglemler oldugunu séyliiyor.

T3’teki o/, a’ya gore degisir ama verilmig bir « i¢in bu o6zelligi saglayan
bir tane o vardir. o’ eleman1 —« olarak yazilr.

C3 unutulmamigtir! Tam C3 olmasa da ¢C3’lin gok benzeri bir 6zellik ileride
tanimlayacagimiz kesirli sayilar icin dogru olacaktir.

T1, T2 ve T3 saglayan bir (Z, +, [0, 0]) yapisina grup denir. Bu yapi
bir de T4’ saglarsa yapiya degismeli ya da abelyen grup denir. Teoremi
saglayan bir (Z, +, x, [0, 0], [1, 0]) yapisina degigmeli ya da komdiitatif
halka denir. Aligtirma 12.7°deki 6zelligini saglayan degismeli halkalara bolge
denir. Demek ki

(z, +, x, [0, 0], [1, 0])

yapisi bir bolgedir. Bir bolgede ab = ac ve a # 0 ise b = ¢ olur. (Neden?)

12.9 Siralama

Tamsayilarda toplama ve ¢arpma diginda bir de bir tamsiralama vardir. Sira
Z’de siralamay1 tamimlamaya geldi.
[a, b] < [, d] esitsizliginin, bildigimiz tamsayilarda

a—b<c—d
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anlamina gelecegini defalarca soyledik. Ama egitsizligin tanimin
[a, ] <[c,d < a—-b<c—d

olarak veremeyiz ¢linkii a — b < ¢ — d esitsizligi dogal sayilarla ilgili bir 6nerme
ve dogal sayilarda ¢ikarma iglemimiz yok. Buna benzer bir sorunla daha énce
kargilagmigtik. @ — b < ¢ — d esitsizliginin @ + d < ¢ + b egitsizligine denk
oldugunu biliyoruz. Bu son esitsizlikte sadece dogal sayilar ve toplama var.
Simdi Z’de esitsizligin tanimini 6nerebiliriz:

la, b] < [c,d]| < a+d<c+b.

Ama daha once iki kez yaptigimiz gibi, bu tanimin gecgerli bir tanim oldugunu
kamtlamaliyiz. Nitekim gene goyle bir sorun olabilir: Aysge’yle Biilent’e « ve
B tamsayilarim verip bunlardan hangisinin digerinden daha biiyiik oldugunu
sorabiliriz. Bu sorunun yanitin1 bulmak icin Ayse,

a = [a, b] ve B = [c, d]
olacak bicimde a, b, ¢, d dogal sayilarini bulur ve
a+dilec+b

dogal sayilarini kargilagtirir. Biilent de aynmi yonteme bagvurur (zaten bagka
yontem de yok.) Ama Biilent, Ayse’nin segtigi a, b, ¢, d dogal sayilarini segmek
zorunda degil, Biilent

a=l[d, V] veB=][,d]

olacak bicimde a’, ¥/, ¢/, d’ dogal sayilarim secip ve
a+diled +V

dogal sayilarim karsilagtirabilir. Tanimin gecgerli olmasi igin Ayse’yle Biilent’in
kargilagtirmalar:t uyumlu olmak zorunda dir, yani Ayse, 6rnegin,

a+d<c+b
sonucunu bulmusgsa, Biilent de
a+d <d+
sonucunu bulmalidir. §imdi bunu kanitlayalim.

Onsav 12.10. Her a, b, ¢, d, d', V', ¢, d € N igin, ejer [a, b] = [d/, V] ve
e, d] = [, d'] ise,

a+d<c+bed+d<dI+UV.
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Kanit: Durum simetrik oldugundan sadece = istikametini kanitlamak yeterli.
Demek ki,

a+b=d+5b
c+d=c+d
at+d<c+b

onermelerini kabul edip a’+d’ < ¢+ 6nermesini kanitlamaliy1z. Kanitlanacak
onermenin sagina ve soluna b + c eklersek diledigimizi elde edecegiz:

(d+d)+(b+c)=(+b)+ (c+d)=(a+V)+ ( +d)
=(a+d)+ ¥ +)<(c+b)+ ¥ +)
="' +)+ (b+ec).

Simdi b + c’leri sadelestirip (dogal sayilarla bunu yapabilecegimizi biliyoruz)
istenen a’ + d’ < ¢ + b’ esitligini elde ederiz. O

Ancak bu 6nsavdan sonra goniil rahathgiyla
[a,b] <[c,d < a+d<c+b

tanimim verebiliriz.

Aligtirmalar.
12.37. [0,3] < [0,2] < [0,1] < [0,0] < [1,0] < [2,0] < [3, 0] esitsizliklerini kanitlayin.
(Burada, a <  ifadesi, a < 8 ve a # B anlamina gelmektedir.)
z
[0,2] [0, 1] [0,0] [1,0] [2,0] -

12.38. Higbir n dogal sayis1 igin,
[n,0] < a<[n+1,0]

esitsizliklerini saglayan bir a tamsayisinin olmadigini kanitlayin.
12.39. Higbir n dogal sayis1 i¢in, [0, n + 1] < a < [0, n] esitsizliklerini saglayan bir « tam-
sayisinin olmadigini kanitlayin.

12.10 Siralamanin Ozellikleri

Hemen yukarda tanimladigimizin gercekten bir siralama oldugunu, hatta bir
tamsiralama oldugunu gosterelim.

Onsav 12.11. Her a, 8, v € Z igin,

i.a<a.
ii.a<pvefB<aisea=40.
fli.a<fvef<vyisea<n.
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iv. Yo a <S8 ya g < a.
Kanit: Tahmin edildigi iizere her sey tanimlardan ve dogal sayilarin bilinen
ozelliklerinden gikacak.

a = |a,b], 8 = [c,d], v = le, f] olacak bicimde a, b, ¢, d, e, f dogal
sayilarii bulalim.

i. Bu, a + b = a + b esitliginden ¢ikiyor!

ii. Varsayimlara gore

at+d<c+bvec+b<a-+d.
Demek ki a +d = ¢+ b. Yani [a, b] = [c, d].

iii. Varsayimlara gore
a+d<c+bvec+ f<e+d.
Bu iki esitsizligi toplarsak,
(a+d)+(c+[f) < (c+b)+ (e +d),

yani

(a+f)+(d+c)<(b+e)+(d+c)

elde ederiz. Simdi soldaki d + c’leri sadelegtirebilmemiz gerekiyor. Bunu da

Teorem 6.21°da yaptik, daha dogrusu okura aligtirma olarak biraktik.
ivia+d < c+bvec+b < a+d esitsizliklerinden birinin dogru oldugunu

kanitlamamiz gerekiyor ki dogal sayilarla ilgili olan bu 6nermeyi biliyoruz. [

Tamsayilarin tamsiralanmasi sayesinde tamsayilar: soldan saga dogru si-
ralanmig bicimde temsil edebiliriz. Sagdaki tamsayilarin soldakilerden daha
biiytik olduklar: varsayilir. Tamsayilardaki siralama “ayrik” bir siralamadir.
Her tamsayidan hemen sonra gelen bir tamsay1 ve hemen once gelen bir tam-
say1 vardir. Nitekim eger o € Z ise, a + [1, 0], a’dan daha biiyiiktiir ve bu iki
tamsay1 arasinda bir bagka tamsay1 yoktur ve a+ [0, 1], o’dan daha kiigiiktir
ve bu iki tamsay1 arasinda bir bagka tamsay1 yoktur. (Bunu Onsav 6.20 ile
karigtirm.) Bu « + [1, 0] ve a + [0, 1] sayilar ilerde sirasiyla oo + 1 ve o — 1
anlamina gelecekler. Agagidaki alhigtirmalarda okurdan bunu kanitlamasin is-
tiyoruz.

Aligtirmalar.
12.40. Eger o € Z ise, a + [1, 0] tamsayisinin a’dan daha biiyiik oldugunu ve bu iki tamsay1
arasinda bir bagka tamsay1 olmadigini kanitlaymn.

12.41. Eger o € Z ise, a + [0, 1] tamsayisinin o’dan daha kiigiik oldugunu ve bu iki tamsay1
arasinda bir bagka tamsay1 olmadigini kanitlayn.

12.42. Z’de en biiyiik ve en kiigiik elemanlarin olmadigini kanitlayin.
12.43. Her « € Z i¢in, aax > [0, 0] esitsizligini kanitlayin.
12.44. Her « € Z igin, aa > « esitsizligini kanitlayin.
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12.11 Siralamayla iglemlerin ili§kisi

Simdi herhangi bir sayiyla toplamanin ve [0, 0]’dan biiylik (yani pozitif) bir
saylyla carpmanin siralamaya saygi duydugunu (yani iglem uygulanan eleman-
larin siralamasini bozmayacagini) kanitlayalim.

Onsav 12.12. « < B ve vy tamsayr olsun.
Lat+ty<B+r.
ii. Eger v >0, 0] ise, ary < Br.

Kanit: o = [a, b], 5 = [¢, d], v = [e, f] olacak bi¢imde a, b, ¢, d, e, f dogal
sayilarini bulalim. Varsayima gore a +d < ¢+ b.

i. @ + v ve B+ v tamsayilarini a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar1 cinsinden
yazalim.

a+vy=la, b +[e, fl]=[a+e, b+ f],
Bty=lc,dl+e fl=[c+e d+ fl.

istediéimiz o+ v < B+ v esitsizliginin dogru olmasi igin,
(@a+e)+(d+[f)<(ct+e)+(b+]),

yani

(a+d)+(e+ f) < (c+Db)+ (e+ f),

esitsizliginin dogru olmasi gerekiyor. Varsayima gore a + d < ¢ + b esitsizligi
dogru oldugundan, bu son esitsizlik de dogrudur [Teorem 6.21].

ii. Varsayimdakiy > [0, 0] esitsizligi e > f demektir. a+d < c+b esitsizligi
disinda bir de bunu aklimizda tutalim, her ikisini de kullanacagiz.

a—+y ve B+ tamsayilarini a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar1 cinsinden yazalim.

ay = [a, blle, f] = [ae+bf, af + be],
By =le, dlle, f] = [ce +df, cf + de].

Istedigimiz ay < B esitsizliginin dogru olmasi icin,
(ae+bf) + (cf +de) < (ce+ df) + (af + be),

yani
(atde+(b+c)f <(b+cle+(a+d)f,

esitsizliginin dogru olmasi gerekiyor. e > f oldugundan, bir g dogal sayisi igin,

e=f+g
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esitligi dogrudur. Bunu kullanarak kanitlamak istedigimiz esitlikteki e’yi yok
edelim:

(a+d)(f+9)+@+c)f <(O+)(f+9)+(a+d)f,

esitsizligini kanitlamaliyiz. Esitligin saginda ve solundaki
(a+b+ct+d)f

terimleri var. Demek ki,

(a+d)g < (b+c)g

esitsizligini kanitlamaliyiz. Ama a+d < ¢+ esitsizligini biliyoruz... istedigimiz
kanitlanmigtir. O

12.12 Ogzetle

Teorem 12.13. (Z, +, x, <,[0, 0], [1, 0]) yapist Teorem 12.9’deki ézel-
liklerden baska su ozellikleri de saglar: Her o, B, v € Z i¢in,

S1. o <.

S2. a< B ve f<aisea=p.

S3. a < S vef <visea<r.

S4. Yo a < B ya B8 < a.

TS. Egera< pisca+vy<8+7.

CS. Ejger a < B ve v > [0, 0] ise, ay < 7.

Teorem Uzerine Notlar: Once ozelliklerin adlar::
T: Toplamayla ilgili,
C: Carpmayla ilgili,
S: Siralamayla ilgili
demektir. Ornegin TS, toplama ve siralamayla ilgili 6zellik anlamina gelir.
T1, T2, T3, T4, S1, S2, S3, TS’yi saglayan bir

(Z, +, <,10,0])

yapisina seraly abelyen grup adi verilir. Teorem 12.9 ve 12.13’yi saglayan bir
(Z, +, x, <,]0,0], [1, 0]) yapisina da swrals halka denir. Siral halkalar
bolge olmak zorundadirlar. (Neden?) Her sirali halkada —1 < 0 < 1 olmak
zorundadir. (Neden?)

12.13 N’yi Z’ye Gommek

Tlkokuldan beri bize her dogal saymmn bir tamsay1 oldugu 6gretilmistir: Her
dogal say1 bir tamsayidir; dogal sayilar, tam tamina 0’dan biiyiikesit tam-
sayilardir... demistir 6gretmen. Ama burada yaptigimiz ingsada hi¢ de Oyle
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degil, hicbir dogal say1 bir tamsay1 degil, ¢iinkii her tamsayr N x N kiime-
sinin bir altkiimesi (bkz. agagidaki sekil) ve higbiri N'nin bir eleman: degil.
Yani N C 7Z iligkisi dogru olmadig: gibi, tam tersine, NN Z = () iligkisi dogru.
Agagidaki gekilde goriildiigii tizere...

N [0,6]leZ [0,1]eZ
oo [0,0] € Z
[ ]
[2,0]e Z
(0, 6)

[5,0]e Z

[ )

[ BN}

N
(5,0)

01234567
—o o oo 0000000 — »N

Bu sorunu ilerde ¢ozecegiz ve N kiimesi gergekten Z'nin altkiimesi olacak;
ama tabii bunun igin Z’yi ya da N’yi (ikisinden birini) degigtirmemiz gere-
kecek. Simdilik sorunu ¢6zme yolunda bir adim atalim ve Z’nin i¢inde N’ye ¢ok
benzeyen bir altkiime bulalim. Sadece kiime olarak degil, toplama ve garpma
islemleri ve siralamalariyla birlikte N ile Z'nin buldugumuz bu altkiimesi bir-
birlerine benzeyecekler.

N [0,6]eZ [0,1]eZ
[0,0] € Z
" [2,0]€ Z
[5,0]e Z
N
(5,0)

01234567
—eo0000000o00o— >N\

x € N igin, Z'nin [z, 0] elemaninin ilerde  — 0, yani x anlamima gelecegini
sOylemisgtik. Demek ki aslinda Z’nin hangi altkiimesinin N’ye benzeyecegini de
sOylemisiz: Z’nin yukarida resmedilen

{[z, 0] : z € N}

altkiimesi N’ye cok benzeyecek.
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N’den Z’ye giden ve
i(z) = [z, 0]

kuraliyla tanimlanan ¢ fonksiyonu ele alalim. Bu ¢ fonksiyonunun bir “gémme”
oldugunu, yani toplamaya, carpmaya ve siralamaya saygi duyan birebir bir
fonksiyon oldugunu kamtlayacagiz birazdan.
Once sezgi kazanmak amaciyla fonksiyonu resmedelim.
N 4
=[0,0]eilN)cZ

=[2,0le iN)cZ

5)=1[5,0]1e iN)cZ

T T ST 6T & 6T 667000

i

01234567

Onsav 12.14. 1, N’den Z’ye giden, toplamaya, ¢carpmaya ve siralamaya sayge
duyan birebir bir fonksiyondur; yani her x, y € N i¢in,

i(z +y) = i(z) +i(y),
i(zy) = i(x)i(y),

r<y <i(x) <i(y).

S <7 S5+7=12 5x7=35

® O
@ —
(3]

/ ) 4 ) 4 A 4
z

i(S) < i(7) i(5)+i(7)=i(12) i(S)xi(7)=i(35)

Onsav 5.13’%iin resmi

Kamt: Once i'nin birebir oldugunu kamtlayalim. z, y € N icin, i(z) = i(y)
olsun. Demek ki
[z, 0] = [y, 0],

yani x + 0 = y 4+ 0, yani x = y. Boylece ¢’nin birebir oldugu kanitlanmig oldu.
Esitliklerin kanit1 da oldukga bigimsel:

i(z+y)=[z+uy,0]

ve

i(x) +i(y) = [z, 0] + [y, 0] = [z +y, 0.
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Demek ki i(x+y) = i(x) +i(y). Diger iki 6nerme de benzer gekilde kanitlanir.
O

Onsav, (N, +, x, <) yapwsiyla (i(N), +, x, <) yapisimun birbirine ¢ok
benzedigini, aralarindaki tek farkin elemanlarinin adlar1 oldugunu soyliiyor.
N’de z dedigimize i(N)’de i(x) diyoruz. Bu, Ali’ye Veli, Ayse’ye Fatma demek
gibi bir gey... Tegbihte hata olmazmig. Bu benzerlik yiiziinden i’ye gomme
ad1 verilir. Gergekten de i fonksiyonu (N, 4+, x, <) yapisiu bir anlamda
(Z, +, x, <) yapisinin i¢ine gémiiyor.

Z'nin i(N) altkiimesi toplama ve ¢arpma iglemleri altinda kapalhdir elbet
ama Z'nin bu 6zellige sahip bagka altkiimeleri de vardir. Ornegin,

{[2z, 0] : z € N}

ve

{lz, 0] : 2 € Nve z > 5}

kiimeleri Z’nin toplama ve c¢arpma altinda kapal altkiimelerdir. Ama (N)
altkiimesi gene de Z'nin belli bir ézellige sahip biricik altkiimesidir. Ornegin,
i(N), Z’nin, [0, 0] ve [1, 0] elemanlarmm iceren ve toplama altinda kapali en
kiigiik altkiimesidir. Bunun kanit1 kolaydir ve okura birakilmigtir.

1 fonksiyonun dogalligina ikna etmek amaciyla okura su sonucu sunalim:

Onsav 12.15. Eger i, N’den Z’ye giden wve toplamaya ve carpmaya saygi
duyan bir fonksiyonsa, o zaman ya her x € N i¢in i(x) = [0, 0] olur ya da her
x € N igin i(z) = [z, 0] olur.

Konumuzun candamarini tegkil etmediginden bu 6nsavi kanitlamayip okura
birakiyoruz. Daha canalici sonuglarimiz var. Bir sonraki 6nsav, ilerde, Z’nin,
dogal sayilarla dogal sayilarm eksilerinden olugtugunu soyleyecek. Onsavin ka-
nitina gecmeden 6nce asagidaki resmi incelemenizi 6zellikle 6neririz.

~i(2) = [0, 2] € —i(N)
—i(5) = [0, 5] € —i(N)
N 4 X

> o o
> ©

i(0) = [0, 0] € #(N)

™~ .

i(2) = [2, 0] € i(N)

T ST T 6T &6 66600 —§

01234567
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Onsav 12.16. Asagqidaki esitlikler gecerlidir.
Z =i(N)U —i(N),

i (N) N —i(N) = [0,0],
i (N)=la,b]€Z:a>Db,
(N)

Z

Onsav 5.15’in resmi

Kanit: Son iki esitligi kamtlayalim 6nce. Ikinci esitlik birinciden ¢iktigindan
(—i(N) kiimesi, tanimi geregi, i(N)’deki elemanlarin toplamsal terslerinden olu-
sur), birinci esitligi kanitlamak yeterli. Birinci esitligin C kismi gok bariz. Diger
yoniini kanitlayalim. a > b, iki dogal say1 olsun. Dogal sayilarda esitsizligin
tanimindan dolayi, bir x dogal sayis1 icin

b+rxr=a=a+0
esitlikleri dogrudur. Demek ki
[a, b] = [z, 0] =i(x) € i(N).

Z = i(N)U—i(N) esitligi son iki esitlikten gikar. ¢(N) N —i(N) = [0, 0] esitligini
kanitlayalim.
a € i(N) N —i(N)

olsun. Demek ki a > b ve ¢ > d dogal sayilar: icin
a = [a, b] = [d, c|.

Dolayisiyla a + ¢ = d + b. Bu esitlikten ve a > b ve ¢ > d esitsizliklerinden
a = b esitligi gikar. Demek ki

a = [a, b] = [a, a] =0, 0]

olur. O

Demek ki Z’'nin N’ye ¢ok benzeyen i(N) kiimesinin elemanlarindan ve bu
kiimenin elemanlarinin eksilerinden olugtugunu kanitladik. Simdilik

Z=NU-NveNN-N={0}
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esitliklerimiz yok ama bunun yerine bu egitliklere ¢ok benzeyen
Z = i(N) U —i(N) ve i(N) N —i(N) = {[0, 0]}

esitliklerimiz var.
Bir sonraki bolimde, goziimiizii karartip i(N) ile N’yi “Gzdeslegtirecegiz”.
Simdilik genel resim goyle:

12.14 Kesip Yapistirma ya da (")zde§le§tirme

Bu ve bundan sonraki boliimlerde N ile Z’nin ayrik kiimeler olma sorununu
¢ozecegiz. N’yi aslinda Z’nin icinde altkiime olarak bulmak istiyoruz ama
simdiye kadar yaptiklarimzdan tam tersine N ile Z’nin ayrik kiimeler olduklar:
¢ikiyor. Bu iiziici duruma son verecegiz.

Bunu “kesip yapigtirma” yontemiyle yapacagiz. Matematikte ¢ok sik kul-
lanilan ve adina “6zdeslestirme” denilen “kesip yapistirma” yontemini acgikla-
yalim simdi. Daha sonra esas konumuza geri dénecegiz.

A ve B iki kiime olsun. B’de A’ya “cok benzeyen” bir A’ altkiimesi olsun.
“Cok benzemek”ten tam kastimizi aciklamayacagiz, ama bu en azindan A ile
A’ arasinda bir egleme var anlamina gelir.

Duruma gore, A ve A’ kiimeleri arasinda bir eslemenin varligindan daha yakin
bir iligki de isteyebiliriz, ama aralarinda en az bir eglemenin olmasi gsart. A
kiimesini B kiimesinin A’ altkiimesi olarak gormek istiyoruz. Matematikte bu
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“A ile A" kiimelerini 6zdeglestirelim” bi¢iminde ifade edilir. Bu boliimde bu-
nun tam ne anlama geldigini ve nasil yapilacagim aciklayacagiz. Ozdeslestirme
asag1 yukar1 soyle yapilir: A’ kiimesi itinayla kesilir ve yerine kendisine cok
benzeyen A kiimesi yapigtirihir ya da asagidaki sekildeki gibi dikilir. Boylece B
kiimesinden A’ kaybolur ve yerine A gelir. Bunu matematiksel olarak yapmak
oldukca kolay: B kiimesi yerine,

B'=(B\A)UA

kiimesi almak yeterli.

Okurun agina oldugunu diigiindiigiimiiz bir érnek verelim. C = R x R olsun.
C’nin
R x {0}
altkiimesi R’ye ¢ok benzediginden, kimi durumlarda R’yi C’nin R x {0} altkii-
mesi olarak gormek isteyebiliriz. Nitekim C’yi karmagik sayilar kiimesi olarak
yorumlarsak, R’yi C’'nin altkiimesi olarak gérmek istedigimizde yaptigimiz bu-
dur: C’den R x {0} altkiimesini kesip yerine R yapigtiririz, bir bagka deyisle,
C’nin (7, 0) elemanina r ad1 verilir.
Kimi durumlarda da C'nin

IC)={(r,r)eC:r eR}

altkiimesi R’ye ¢ok benzediginden, R’yi C'nin 9(C) altkiimesi olarak gérmek
isteyebiliriz. Bu durumda R’nin (7, ) elemani r adin1 alir. Tabii gergekte RNC
bogkiimedir...

Ashinda 6zdeslestirme ¢ok basit bir konudur, anlagilacak bir yani yoktur
ama igte bazen boyle en basit konular zihinde soru igaretleri uyandirabilirler.
Kiiciik sinek mide bulandiri misali.

Ozdeglestirmede biraz daha ayrintiya girelim.

Simdiye kadar A ile A" arasinda var oldugunu varsaydigimiz eslemeyi kul-
lanmadik. Egleme gimdi gerekecek: Diyelim B’de + diye yazilan ikili bir iglem
var. Bu islemin bir benzerini B’ kiimesinde de tamimlamak istiyoruz. Bunun
icin A ile A’ arasindaki bir eglemeden yararlanacagiz. Bu eslemeye tahmin
edeceginiz nedenden 7 : A — A’ diyelim.

B’ kiimesinden iki 2 ve y elemaninmin z @y toplamimi tanimlayalim. Du-
ruma gore birkag sikka ayirmaliyiz:
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Eger z, y € BB\ A = B\ A’ ise, 0 zaman x’le y’yi B’de + iglemiyle
toplayabiliriz. Eger
r+yeB \A=BA

ise,
rhy=x+y

olsun. Eger z +y € A’ ise,
r®y=1it(z+y)
olsun. Resim agagida.

x,y € B’\ A durumu

x+ye B\A’ise x+ye Aise

B B’

i
Q Q (xc+y)

Eger x € B\ A= B\ A’ ve y € A ise, z ile i(y)’yi B'de + islemiyle toplaya-
biliriz. Eger

r+i(y) e B\A=B\ A

ise,
r®y=zc+i(y)

olsun. Eger
z+i(y) € A'

ise,
r@y=i"'(z+i(y)

olsun. Resim agagida.

xe€ B’"\Aveye A durumu

x +i(y) e B\ A’ ise x +i(y)e A ise
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Egerz € Aveye B'\ A= B\ A ise, i(x) ile y’yi B’de + islemiyle toplaya-
biliriz. Eger
i(r)+ye B'\A=B\ A

ise, 0 zaman,

zdy=i(z)+y

olsun. Eger i(x) +y € A’ ise, o zaman,
z@y=i"'(i(x) +y)

olsun. Resim yapmiyoruz.
Eger x, y € A ise, i(x) ile i(y)’yi B’de + islemiyle toplayabiliriz. Eger

i(z) +i(y) € B\ A=B\ A

ise,

r®dy=1i(x)+i(y)

olsun. Eger
i(z) +i(y) € A

v®y =i (i(z) +i(y))

olsun. Gene resim yok.

Yapilanlar: takip edebildiniz mi bilmiyorum, ama c¢ok basit bir sey yaptik.
B’ kiimesinde B’nin toplamasinin aynisini yapmak istiyoruz, zorda kaldigimizda
i’yi kullanarak A ile A" arasinda gecis yapiyoruz. Yapilan sey aslinda B’deki
a' € A’ elemanlan yerine A’daki a = i~!(a’) elemanlarim kullanmak, yani
birdenbire A’ kiimesinin elemanlarimin adlarimi degigtirmek.

Bu, matematikte cok sik kullanilan bir yontemdir. Kaliteli matematik ki-
taplarinda sik sik buna rastlayacaksiniz.

Cogu zaman A’da da bir toplama islemi vardir ve 7, A ile A’ arasinda
toplamay1 koruyan bir eglemedir. Boylece (A, +) yapisiui (A’, +) yapisiyla
Ozdeglestirmis oluruz.

Eger A’da ve B’de daha zengin bir matematiksel yapi varsa, ¢'nin bu yapiya
saygl duymasini isteriz.

Bir onceki boltimdeki ¢ : N — Z fonksiyonu da aynen boyle bir fonksi-
yon: Birebir, toplamaya ve carpmaya ve siralamaya saygi duyuyor. Birazdan
yukardaki yontemle N ile i(N)’yi 6zdeslestirecegiz.
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12.15 Nihayet Yillarin Z’si

i gommesini kullanarak N ile Z'nin i(N) altkiimesini 6zdeslestirecegiz ve in-
sanlhigin yizyillardir bildigi, hissettigi, kullandig1 Z’ye kavusacagiz.

Bundan boyle her x € N igin, Z'nin i(x) = [z, 0] elemammn x olarak ya-
zacagiz. Boylece N’yi Z’nin i¢inde bulacagiz. Yapay bir bigimde olsa da...

Boyle yapmakla N’deki toplamayi, carpmay1 ve siralamay1 degistirmemis
olacagiz, ornegin 5 + 7 toplami eski N yapisinda 12 yapiyorsa, Z’de de 12
yapacak, cilinkii ¢ toplamaya saygi duyuyor. Eski geklimizi bellek tazelemek
icin yeniden gosterelim:

[3°)

S5 <7 S5+7=12 Sx7=35

o O

1

1 v v y
Zz

i(5) < i(7) i(5)+i(7)=i(12) i(5)xi(7)=i(35)

Demek ki artik [0, 0] = ¢(0) eleman1 yerine 0, [1, 0] = i(1) elemam yerine 1,
2, 0] =4(2) eleman: yerine 2, [0, 1] = —i(1) elemam yerine —1, [0, 2] = —i(2)
elemam yerine —2 yazacagiz.
Onsav 12.16’te kanitladigimiz
Z = i(N) U —i(N) ve i(N) N —i(N) = {[0, 0]}
esitlikleri simdi artik

Z =NU-Nve NN —N = {0}

esitlikleri halini almig oldu.
Teorem 12.13’de

(Z, +, x, <,[0,0], [1, 0])
yapisinin sirali bir halka oldugunu kanitlamigtik. Artik, dogal sayilar: da iceren
(Z7 + ? X Y S Y O? ]')

sirali halkasindan sézedecegiz.

12.16 Z’yi Belirleyen Ozellik

Ne dedigi anlagildiginda agagidaki teoremin kamt1 ¢ok kolaydir. (Ama ne de-
digini anlamak da kolay degildir!)

Teorem 12.17. Pozitif elemanlar, dogal saylar yapisina esyapisal olan her
swraly halka Z’ye esyapisaldar.
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Bu teoremde dogal sayilar yapisini Boliim 5’de inga ettigimiz gibi P1 ve
P2’yi saglayan (N, 0, S) yapisi olarak alirsak, o zaman Teorem 8.1’den do-
lay1 Z sirali halkasinin kiimeler kuraminda biricik oldugu cikar. Ama dogal
sayilar yapisini Boliim 9’te inga ettigimiz gibi PA1, PA2, PA3, PA4 6nerme-
lerini saglayan bir (N, 0, S, +, x) yapisi olarak alirsak, o zaman PA Oner-
melerini saglayan her yapi icin ayri bir Z buluruz. Bir bagka deyisle, teoremin
anlami, Z’yi inga etmek icin hangi dogal sayilar yapisindan baslandigina gore
degisir. Bu arada (bilinen bir teoreme gore), her dogal say1 en fazla dort ka-
renin toplami olarak yazilabildiginiden, Z’de siralama toplama ve carpmayla
tanimlanabilir:

t<y<eJaTIeIdy =z +a®+ 0>+ 2 + &>



13. Kesirli Sayilar Kumesi

Girig Bir onceki uzun boliimde tamsayilar halkasi Z’yi matematiksel olarak
tanimlayip var etmistik.

Tamsayilarda, dogal sayilarda da yapilan toplama ve carpma iglemleri ya-
pildig: gibi, bunlara ek olarak bir de ¢ikarma iglemi yapilabilir. Bunu biliyoruz.
Zaten tamsayilar1 sadece ¢ikarma yapabilelim diye 6zellikle yaratmigtik/icat
etmistik /kegfetmigtik /tanimlamigtik. (Tam ne yaptigimiz felsefi bakig agisina
gore degisir.)

Tamsayilarda toplama, ¢ikarma ve carpma iglemleri yapilabilir ama bolme
yapilamaz, 6rnegin tamsayilarda 2, 3’e boliinmez, bélme yapabilmek icin kesirli
sayilara gecmek zorundayiz.

Ama kesirli sayilar1 bugiine dek soyut matematiksel kavramlar olarak ta-
nimlamadik. Bu eksigimizi giderme zamani geldi.

Bu boliimde kesirli sayilar1 matematiksel anlamda var edecegiz. Bunu tam-
sayilar1 kabullenerek yapacagiz. Yani tamsayilar: ve tamsayilarda tanimlanmis
olan toplama, c¢ikarma ve carpmanin temel 6zelliklerini bildigimizi varsayip,
ki biliyoruz, kesirli sayilar kiimesini tanimlayacagiz. Ardindan kesirli sayilar
kiimesi iizerine, adina toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme diyecegimiz dort
islem tanimlayacagiz. Bunlara ek olarak bir de kesirli sayilar iizerinde bir si-
ralama tanimlayacagiz.

Kullanacagimiz yontem sadece tamsayilara degil, bagka halkalara da uygu-
lanabileceginden, kitabin sonundaki Ek 41’de ¢ok daha genel bir yontem goste-
recegiz. O boliimde sadece tamsayilarla degil, bircok bakimdan tamsayilari
andiran genel baz1 matematiksel yapilarla ugragsacagiz. Ama yapacagimiz ko-
nusunda daha iyi bir fikir edinmesi i¢in, bu asamada boyle bir genellemeye ve
soyutlamaya girmemeyi tercih ediyoruz.

13.1 Kesirli Sayilar Kiimesi
Bir an icin kesirli sayilari bildigimizi varsayalim! Zaten sezgisel olarak ke-

sirli sayilar1 biliyoruz. Bunlar, 2/3 gibi, —9/6 gibi ya da 5/1 gibi sayilardir.
Ilkokuldan beri bildigimiz iizere, her kesirli say1, a ve b tamsayilar igin a/b
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bi¢iminde yazilir.

a ve b tamsayilar: var elimizde ama a/b diye bir say1 yok heniiz. a ve b
tamsayilarindan yola ¢ikarak, matematiksel yontemlerle a/b diye matematiksel
bir nesne yaratacagiz. Tamsayilarda “a bolii b” diye bir kavram olmadigindan,
tanimi “a/b, a boli b olsun” geklinde veremeyiz. Biraz daha 6zen gostermeliyiz.

Bir an i¢in, a/b’yi (a, b) ¢ifti olarak tanimlayalim. Ama o zaman, 2/3 = 4/6
esitliginden dolayz,

(2,3) = (4,6)

esitligi dogru olmali, ki bu son esitligin dogru olmadigini biliyoruz.
Madem ki (2, 3) ¢ifti (4, 6) ciftine esit olmali ama maalesef degil, o zaman
biz de “esit olmali” yerine “denk olsunlar” deriz...

(2,3),(4,6),(6,9),(—2,-3)

gibi tamsay ciftlerine birazdan “denk” diyecegiz.
Asagidaki sekilde her dogrunun Ustiinde yer alan noktalar birbirlerine “denk”-
tir. Ornegin, birazdan tanimi verdigimizde,

(1,2),(2,4),(3,6),(—1,-2), (-2, —4)

ciftlerinden her biri digerlerine denk olacaklar.
ITlerde bu dogrularin iistiindeki noktalardan olugan kiimelerin her biri kesirli
bir say1 olacak.

1/3

1
o o e o o ° o o
e o o\0 o o o /oe/0 o °

372
e o o o o o ° ° ° )
e o o o ° ° e o
e o o o o \o o o
e o o o o o e o o o

°
e \oe\o o
e o o o o o
e e o o o o
e o o o o

L]
e o o o o o

Yalniz, bir seye dikkat etmek gerekiyor: a/b kesirli sayisinda, b # 0 oldugundan,
b'nin 0’dan degisik oldugu (a, b) ciftleriyle caligmaliyiz.
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Matematiksel tamma giden siirece girelim. Ikinci koordinat1 0 olmayan
tamsay ciftleri arasinda goyle bir ikili iliski tanimlamak istiyoruz:

(a,b) = (¢,d) < a/b=c/d.

Ama sag taraftaki esitlik, “a boli b” gibi kesirli sayilarin varhigini varsayiyor.
Heniiz varolmayan bir seyden sozedemeyiz. Buna da bir ¢éziim bulmaliyiz.
“a/b = c¢/d” esitligini kesirli sayilardan soézetmeden ifade etmeliyiz. Bu ¢ok
kolay:

a/b=c/d < ad = bc.

Demek ki ikinci koordinat1 0 olmayan tamsay: ¢iftleri arasinda, = simgesiyle
gosterecegimiz ikili iligkiyi
(a,b) = (¢,d) < ad = be

olarak tanimlayabiliriz.
Tanim X =7 x (Z\ {0}) olsun. X tzerine = ikili iliskisini, her

(a/’ b)? (C’ d) 6 X
1¢in,
(a,b) = (¢,d) & ad = be
olarak tanymlayalim.

Ornegin, verilmis bir b # 0 icin,

(0,0)
(b, b)

(¢,d) < c=0,
(¢,d) & c=d.

(Ve tabii bir de d’nin 0 olmamasi gerekir.) Ayrica her x € Z \ {0} icin,
(a,b) = (ax,bx) ve (0,1) = (0, ).

Omnsav 13.1. = iliskist X kiimesi tzerine bir denklik iliskisidir. Yani, her
(a.b), (.d), (e, f) € X icim,

i. (a,b) = (a,b).

ii. (a,b) = (¢, d) ise (¢, d)
iii. (a,b) = (¢,d) ve (c,d)

(a,b).
(e, f) ise (a,b) = (e, f).

Kanit: Bu ifadeleri kamitlamak icin, = iligkisinin tamimina ve tamsayilarin
kanitladigimiz (ya da bildigimiz ya da kolaylikla kanitlayabilecegimiz) 6zellik-
lerine bagvurmak gerekiyor.

i. Tamima bakilirsa, (a,b) = (a,b) ifadesi tam tamia, ab = ba anlamina geli-
yor. Tamsayilar arasindaki bu esitligi de Teorem 12.9’dan biliyoruz. (Bundan
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sonra tamsayilarla ilgili Gnermeler i¢in referans vermeyecegiz. Bunlar ya 6nceki
sayfalarda kanitlanmiglardir ya da kolaylikla kanitlanabilirler.)

ii. Cok kolay.

iii. (a,b) = (¢,d) ve (¢,d) = (e, f) denklikleri

ad = bc
ve
cf =de

anlamina gelir. Bu esitlikleri kullanarak, (a,b) = (e, f) denkligini, yani
af = be

esitligini kanitlamamiz gerekiyor. Bildigimiz iki esitligi altalta yazip carpalim:

ad = be
+ cf=dc
adcf = bede

elde ederiz. Ciftlerin ikinci koordinatlari 0 olmadigindan, d # 0. Dolayisiyla her
iki taraftan da d’leri sadelestirip acf = bce esitligini elde ederiz. Simdi c’leri
sadelegtirmek kaldi. Eger ¢ # 0 ise sorun yok, bu sadelestirmeyi yapabiliriz
ve istedigimiz af = be esitligini elde ederiz. Bundan bdyle ¢ = 0 esitligini
varsayalim. Bu durumda, ad = bc ve cf = de egitliklerinden ad = 0 = de elde
ederiz. d # 0 oldugundan, bu esitliklerden, a = 0 = e elde ederiz. Demek ki
hem af = 0 hem de be = 0, yani af = be. Istedigimizi kamtladik. O

Bu 6nsavdan sonra denklik simiflarindan ve X/ = boliim kiimesinden soze-
debiliriz. Bunlarmm ne olduklarm: anmimsatalim. (a,b) € X i¢in, (a,b)nin denk-
lik smifini [(a,b)] olarak degil, daha basit bir yazilimla, [a,b] olarak goste-
recegiz:

(0,6 = {(2,9) € X : ay = ba}.
Bu arada, sik sik kullanilacak olan,
[a,b] = [c,d] & ad = bc

esitligi de unutulmamahdir. Dikkat ederseniz, her x € X i¢in, [z], X’in bir
altkiimesidir. Bolim kiimesini de animsatalim:

X/ =={[z] :z € X}.

Simdi kesirli sayilar kiimesinin tanimim verebiliriz.

Tanim. Q = X/ =.
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Bundan boyle, her a € Z ve her b € Z \ {0} igin, [a,b] denklik smifina
kesirli sayr diyecegiz. Q da elbette kesirli sayilar kiimesi olacak.Q@Q

Ilerde, [a,b] stmfi bildigimiz a/b kesirli sayis1 anlamina gelecek.

Kesirli sayilar kiimesini tanimladiktan sonra, sira, kesirli sayilarla toplama,
¢gikarma, carpma ve bolme iglemlerini tanimlamaya geldi. Bunlara ek olarak
bir de siralamay1 tanimlamaliyiz.

Kanitlarin bir¢ogunu okura birakacagiz. Okur (Z, +, x, <) ile ilgili her geyi
bildigini varsayabilir.

Toplamayla cikarmadan basglayalim.

13.2 Toplama ve Cikarma

[a,b] ve [c,d] kesirli sayilarmi ele alalim. Bu iki kesirli sayiy1 toplayacagiz.
[a, b]'nin a /b, [c,d]'nin ¢/d anlamina geldigini biliyoruz. Ilkokulda 6grendigimiz
kesirli say1 toplamasina gore,

¢ ad—+be

Zy
b d bd
olmali. Demek ki, [a, b] ve [c, d] kesirli sayilarimin toplamini [ad + be, bd] olarak

tanimlamaliyiz:
[a,b] + [c,d] = [ad + be, bd).

Tabii daha 6nce bu tanimin gecgerli bir tanim oldugunu kanitlamaliyiz. Her
seyden oOnce, eger (a,b) ve (¢,d) € X ise,

(ad 4 be,bd) € X

olmali; yani eger b ve d, 0’a esit degillerse, bd de 0’a esit olmamali. Ama bunu
Aligtirma 5.7.1°den biliyoruz.
Tanimin gecerli olmasi icin, bunun diginda bir de su kanitlanmali: Eger

[a,b] = [d,b] ve [c,d] = [¢,d]
ise, yani ab’ = ba’ ve cd' = dc’ ise,

[a,b] + [c,d] = [d',b'] + [/, d]
esitligi gegerli olmali, yani,

[ad + be, bd] = [a'd + b’ b'd]

olmali, yani,

(ad + be,bd) = (a'd + b, Vd)



160 13. Kesirli Sayilar Kimesi Q

olmali, yani,

(ad + be)b'd = bd(a'd + b'¢)

olmali, ki birbirine esgit kesirli sayilarin toplami birbirine esit olsun... Demek
ki kanitlamamiz gereken onsav su:

Onsav 13.2. Hera, ¢, d/, ¢ € Zveb, d, v, d € Z\ {0} igin,
ab' = ba' ve cd = dc

1se,

(ad + be)t'd' = bd(a'd + V).

Son derece basit olan bu 6nsavin kanitini okura birakiyoruz.
Bu onsav sayesinde toplamayi,

[a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd]

olarak tanimlayabiliriz. Simdi toplamanin en temel 6zelliklerini kanitlamaliyiz.
Ornegin, ilerde 0 olarak yazacagimiz [0, 1] kesirli say1s1 toplamanin etkisiz ele-
mani olmali, yani, her o € Q icin,

a+0,1]=[0,1]+a=«

olmali. Ilerde a/b anlamina gelecek olan [a,b] elemaninin toplamsal tersi,
ilerde —a/b anlamina gelecek olan [—a, b] eleman1 olmali, yani

[a,b] + [—a,b] = [0,1]
olmali.

Onsav 13.3. i. Her a, 8, v €Qigin, (a+B)+y=a+ (B+7).
ii. [0, 1] toplamamin etkisiz elemanidir, yani her a € Q igin,

a+1[0,1]=[0,1] + a = a.

iii. Her a € Q igin, a + o = o + « = [0,1] esitligini saglayan bir o/ € Q
vardwr. Eger o = [a,b] ise o/ = [—a,b] olmak zorundadar.
iv. Her o, B € Q i¢in, a+ 8= + a.

Kolay kanit1 okura birakiyoruz. Demek ki, (Q, 4+, [0, 1]) yapis1 abelyen bir
grup, aynen (Z, +,0) yapis: gibi.
a € Q verildiginde, Onsav 13.3.iii’teki o/ elemam biriciktir, nitekim,

a+d =d"+a=10,1]
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ise, Onsav 13.3.i ve ii’den dolayn,
o =001+ =@ +a)+d =d"+(a+d)=a"+[0,1] ="

olur.

Onsav 13.3.iii’te varligl s6ylenen ve biraz 6nce biricik oldugunu kanitladi-
gimiz eleman o' olarak degil de —a olarak yazilir ve adina o’min toplamsal
tersi denir. Onsav 13.3.ii’ye bakinca, o/, a’min toplamsal tersiyse, a’nin da o’
elemaninin toplamsal tersi oldugu goriiliir, ¢linki

at+ad =d +a=10,1]

esitligi a ve o/ elemanlarina gore simetrik. Demek ki a’nin toplamsal tersinin
toplamsal tersi o’dir, bir bagka deyisle,

—(—a) =«
olur. Bunu séyle de gérebiliriz: Onsav 13.3.iii’e gére a = [a, b] ise
—a = [a,b)
olur ve gene ayni nedenden,
—(=a) = [~(=a),b] = [a,0] =

olur. —[0,1] = [0, 1] esitligi de kolay.
Kesirli sayilarda cikarmay: tanimlayabiliriz: Her o, 5 € Q i¢in,

a=B=a+(-p)

tanimini yapalim. —a+/3 eleman(lar)ini da (—a)+(£f) olarak tanimlayabiliriz.
Bu tanimdan sonra,

—(~a+B)=a-p
gibi esitlikleri kanitlamak isten bile degildir.

13.3 Carpma ve Bolme

Toplamadan sonra carpmay1 tanimlamaliyiz. Bunun da nasil yapilmas: ge-
rektigi belli olmali:

[a,b] ve [c,d] kesirli sayilarini ele alalim. Bu iki kesirli sayiy1 garpacagiz.
[a,b]'nin a/b, [¢, d]’nin ¢/d anlamna geldigini biliyoruz. Ilkokulda 6grendigimiz
kesirli say1 carpmasina gore,

a/bx c/d = ac/bd
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olmali. Demek ki, [a,b] ve [c,d] kesirli sayilarinin ¢arpimini [ac, bd] olarak
tanimlamaliyiz:
[a, b][c, d] = [ac, bd].

bd # 0 olmadigindan, ikinci koordinatta sorun yagamiyoruz.
Gene her zamanki gibi bu tanimin gergek bir tanim oldugu kanitlanmali.
Yani su 6nerme kanitlanmali:

(a,b) = (d', V') ve (c,d) = (¢, d’) ise 0 zaman (ac, bd) = (a’c’,b'd") olur.

Bunun kanit1 ¢ok basittir ve okura birakilmigtir. Boylece kesirli sayilar1 car-
pabiliriz. Tanimin hemen ardindan carpmanin tahmin edilen 6zellikleri kanit-
lanmali.

Onsav 13.4. i. Her a, 8, v € Q igin, (af)y = a(By).
ii. [1,1] ¢arpmanin etkisiz elemanidar, yani her a € Q igin,

all,1] =[1,1]a = a.

iii. [1,1] # [0, 1].
iv. Her a, 8 € Q i¢in, af = Pa.

Bu 6zelliklerin aynmilarinin Z ve carpma icin de gegerli olduklarini gordiik.
Ama carpmanin kesirli sayilara 6zgi 6zel bir 6zelligi var: [0,1] diginda her
kesirli saymin ¢arpimsal tersi vardir:

Onsav 13.5. Her o € Q\ {[0,1]} icin, ac’ = o’a = [1,1] esitligini saglayan
bir o € Q vardwr. Eger a = [a,b] ise o/ = [b,a] olmak zorundadur.

Onsav 13.4 ve 13.5’in kamtlamay okura birakiyoruz.
Onsav 13.5%in ikinci kismu ilerde, a/b’'nin ¢arpimsal tersinin b/a anlamina
geldigini soyleyecek. Laf acilmigken,

la,b] = [a, 1][1, D]
esitliginin ilerde 6nem kazanacagini, [a, b] kesirli sayisinm1 a/b olarak yazmamiz
saglayacagini soyleyelim.
a € Q verildiginde, Onsav 13.5teki o/ elemamn biriciktir, nitekim,
ad' =o"a=1,1]
ise, Onsav 13.4.i ve ii’"den dolayi,

o =[1,1]d = ("a)d = " (ad) = "[1,1] = "
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olur. Bu eleman o olarak degil de a~! olarak yazilir ve adina a’nin ¢arpimsal
tersi denir. Onsav 13.3.ii’ye bakinca, o/, a’nin carpimsal tersiyse, a’nin da o/
elemaninin ¢arpimsal tersi oldugu goriiliir, ¢iinkii

ad' = d'a=[1,1]

esitligi  ve o elemanlarina gore simetriktir. Demek ki o’nin carpimsal tersinin
carpimsal tersi o’dir, bir bagka deyisle,

(aHt=a
olur. Bu esitligi Onsav 13.5’in ikinci yarisina bakinca da goriirsiiniiz:
([a, 0] ™)™ = [b,a] ™" = [a,b].
Bu asamada kolaylikla bolmeyi tamimlayabiliriz. Eger «, 5 € Q ise ve

B #10,1]

ise, “a bolii 7y1 af~! olarak tanimlayalim.
Bir de carpmanin toplamaya gore dagildigini kanitlamak gerekiyor.

Onsav 13.6. Her a, 8, v € Q icin, a(8+7) = af + a.

Bunun da kanitini okura birakiyoruz. Her zaman oldugu gibi Q’de topla-
ma ve ¢arpmanin tanimlarina ve bu iglemlerin Z’de bilinen 6zelliklerine inmek
gerekir.

Onsav 13.3, 13.4, 13.5, 13.6’daki 6zellikleri saglayan bir yapiya cisém denir.
Demek ki (Q, +, x, [0, 1],[1,1]) yapisi bir cisimdir.

Alistirmalar.
13.1. a, B € Q igin, af = [0, 1] ise, ya a = [0, 1] ya da 8 = [0, 1] esitliklerinden birinin dogru
olmas1 gerektigini kanitlayin.
13.2. Her a € Q i¢in, a + o = [2, 1]« esitligini kanitlayin.
13.3. Her a € Q igin, —a = [—1, 1]« esitligini kanitlayin.

13.4 Siralama
Sira siralamaya geldi... Bilindigi gibi,
a/b<c/d< ad < bc

Oonermesi dogru degildir, bunun dogru olmasi i¢in b ve d’nin pozitif olmalari
gerekir. Eger dogru olsaydi kesirli sayilarda esitsizligi

[a,b] < [c,d] & ad < bc
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olarak tanimlardik. Bu sorunu ¢6zmek kolay:
[a,b] = [—a, —b]

esitligi dogru oldugundan, bir [a, b] kesirli saymin b “koordinatim” (ya da pay-
dasmi!) her zaman pozitif segebiliriz. §6yle bir yontem izleyelim: b € Z i¢in,
€p, b'nin isareti olsun, yani,

1 eger b>0ise
€p = 0 egerb=0 ise
—1 eger b <0 ise

olsun. Her u, v € Z igin, &4, = €,&, esitligine dikkatinizi gekeriz. Ayrica her
la,b] € Z igin,
[av b] - [gbav gbb]

ve pb > 0 olur. Simdi artik egitsizligin tanimini verebiliriz:
[a,b] < [c,d] & eqad < epbe.

Daha tamim tamamlanmadi ama. Tanmimin gecerli olmasi i¢in kanmitlanmasi
gereken bir sey daha var. Onerilen tanimin gecerli bir tamm olmas: icin, sag
taraftaki kogulun a, b, ¢ ve d’ye gore degil, [a, b] ve [c, d] gore degismesi gerekir.
Yani su 6nsav kanitlanmali.

Onsav 13.7. Hera, ¢, d', ¢ € Zveb, d, v/, d € Z\ {0} igin, ejer
[CL, b] = [alv b/]
ve [e,d] = [d,d] ise, o zaman,
egad < epbe & egad'd < eyb'd
olur.
Kanit: egad < gybe esitsizligini varsayip ega’d < eyb'c esitsizligini kanitla-
mak yeterli. e4d yerine d yazarsak ve benzer degisimi e,b, egd’ ve ey’ igin
yaparsak, e, = e¢ = €4 = €y = 1 esitliklerini ve b, d, V' ve d’ tamsayilarinin
pozitif olduklarini varsayabiliriz. Boylece varsayimlarimiz
ab = bd,cd = cd,ad < be
seklini alir. Egitsizligin iki tarafim da b'd’ ile ¢arparsak,

adb'd < bet'd’
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elde ederiz. Soldaki ab’ ve sagdaki cd’ yerine ba’ ve ¢’d koyarsak,
a'dbd < bc'b'd

elde ederiz. Simdi bu esitsizlikte b ve d’yi sadelestirirsek istedigimizi elde ederiz.
O

siralama oldugunu kanitlamak gerekiyor.

Onsav 13.8. Her a, 83, v € Q ig¢in,

i.a<a.

ii.a<puvefB<aisea=p.

fii.a<povef<vyisea=r.

iv. Yo a < B ya da 5 < a.

v. Eger a < B ise a < § < B egitsizliklerini saglayan bir § € Q vardwr. Eger
a = [a,b] ve B = [c,d] ise, § = [ad + bc, 2bd] alinabilir.

Bu 6nsavin kaniti da ¢ok kolaydir ve okura aligtirma olarak birakilmigtir.
vteki “a < 7, a < B ve a # [ anlamina gelmektedir elbette. Ayrica gene
v'teki § = [ad + be, 2bd], daha sonra (a4 )/2 anlamina gelecektir. v 6zelligini
saglayan bir tamsiralamaya yogun tamsiralama adi verilir.

Toplamanm ve [0, 1]’den biiyiik her sayiyla carpmanin siralamay: korudu-
gunu kolaylikla kanitlayabiliriz.

Onsav 13.9. Her a, B, v € Q ic¢in,
LLa<pisca+y<B+7.
iil. a < B ve [0,1] <7 ise ay < Br.

Onsav 13.8.1, ii, iii, iv ve 13.9.i ve ii’yi saglayan bir cisme swralz cisim adi
verilir.

Alstirmalar.
13.4. (Q, <) swralamasimm ilk ve son eleman: olmadigim kanitlaym.
13.5. Her o € Q igin, o > [0, 1] esitsizligini kanitlayin.
13.6. Her «, 8 € Q kesirli sayilar igin, eger a < [0, 1] ve 8 < [0, 1] ise

af >10,1]

oldugunu kanitlayin.

13.7. Her a € Q igin,
0,1]<a<[l]ea’<a

Onermesini kanitlayin.
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13.5 GoOomme

Ilkokuldan beri bildigimiz gibi her tamsay1 bir kesirli sayidir, yani Z C Q
iligkisi gegerlidir. Oysa bu boliimde verdigimiz tanimda Z ve Q arasinda boyle
bir iligki yok. Hatta tam tersine bu iki kiime kesigmiyor bile. Her kesirli say1y1

X =Z x (Z\{0})

kiimesinin bir altkiimesi olarak tamimladik ve bunlarin higbiri Z’nin bir ele-
mani degil. Eski aligkanliklarimiza dénebilmemiz i¢in, Z’yi Q’niin bir altkiimesi
olmasini saglamaliyiz. Bunun igin Q’niin tanimini hafifce degistirecegiz.

Her a tamsayisi a/l’e esit oldugundan, her a tamsayisini [a,1] olarak
gbrmenin bir yolunu bulmaliyiz. Bunu daha 6nce de kullandigimiz kesip ya-
pistirma ya da 6zdeslestirme yontemiyle (bkz Altboliim 5.15) yapacagiz.

Onsav 13.10. Her a € Z icin, Q 'niin i(a) eleman,
i(a) =[a,1] €Q

olarak tamimlanmas olsun. O zaman ¢, Z’den Q’ye giden birebir bir fonksi-
yondur ve toplamaya, carpmaya ve esitsizlige saygr duyar, yani her a, b € Z
icin,

i. i(a+b) =i(a)+i(b)

ii. i(ab) = i(a)i(b)

iii. a < b ise i(a) <i(b) olur.

Ayrica, her [a,b] € Q i¢in, [a,b] = i(a)i(b)~! esitligi gecerlidir.

Onsava gore, (Z,+, x, <) matematiksel yapisiyla, (i(Z), +, x, <) matema-
tiksel yapisi arasinda, elemanlarin adlar1 disinda hicbir fark yok. Birinde olan
biten, ¢ fonksiyonu sayesinde digerine taginabilir.

Bundan béyle, Q'niin i(Z) altkiimesinin i(a) eleman: yerine sadece a ya-
zacagiz. Bir bagka deyisle, i(Z) ile Z’yi 6zdeslestirecegiz. Boylece, yukarda
kanitlanan

[a,0] = i(a)i(b) ™
esitligi
[a,b] = ab™?
seklini alir. Boylece, ta ilkokuldan beri bildigimiz,
Q={ab ':a,beZ,b+#0}
esitligi gegerli olur. Bundan boyle her kesirli sayiy1 a € Z ve
beZ\{0}

i¢in, ab~! olarak ya da a/b olarak yazabiliriz, aynen ilkokul &gretmenimizin
ogrettigi gibi...
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Teorem 13.11. Q, bir Arsimet cismidir, yani Q ’niin her 8 ve her pozitif o
sayist igin, na > [ esitsizliging saglayan bir n dogal sayist vardar.

Kanit: Eger § < 0 ise, n = 1 almak yeter. Bundan boyle 5 > 0 olsun. a
yerine o/ alarak, f'min 1’e egit oldugunu varsayabiliriz. (Yani kanitanacak
esitsizligin her iki tarafim da f’ya bolelim.) m, n € N\ {0} i¢in, @« = m/n
yazalim. O zaman,

na=nxm/n=m>1.

Dolayisiyla (n +1l)a=na+a>1+a> 1. O

Kitabin sonundaki ekte yukardaki Arsimet 6zelligini saglamayan siral ci-
simler de gorecegiz.

Bundan bdyle kesirli sayilarla ilgili basit tiim o6zellikleri bildigimizi var-
sayacagiz. Ornegin, mutlak deger fonksiyonunu ve 6zelliklerini bildigimizi
varsayacagiz: |z| = max{z, —x}. Mutlak degerin 6nemli 6zellikleri sunlardir:
Her x, y € Q igin

2| >0,
|z| =0< 2 =0,
|z = [ — |,

lzy| = |z|ly|
ve ticgen egitsizligi olarak bilinen
[z +y| < [z] + |y|.

Ders notlarinin en heyecansiz boliimiini bitirdiginiz igin sizi kutlarim. Ek
41 daha heyecanli, Ek 42 cok ¢ok daha heyecanli. Ama belki bu ekleri bir
sonraki boliimii okuduktan sonra okumalisiniz.






14. Halkalar ve Cisimler

Gegmigte halkalardan sozettik, ileride de s6z edecegiz. Bu boliimde halkanin
ne demek oldugunu aciklayacagiz! Insa ettigimiz Z ve Q yapilar birer halkadur.
Bu ders notlarinda ilerde insa edecegimiz R de bir halka olacak.

Bu boliimde baz érneklerde okurun R’yi bildigini varsayabiliriz. Ama ta-
bii ki bu varsayimlar sadece 6rnek vermek amaciyla ve matematige halel ge-
tirmeyecek bigcimde yapilacak. Okur, birazdan tanimlayacagimiz “halka” kav-
ramini okurken, Z, Q, R gibi say1 kiimelerini, lise yillarindan agina oldugunu
sandigimiz Z [X], Q[X], R[X] gibi polinom kiimelerini ve Z/nZ modiiler say1
kiimelerini aklinda tutmalidir. Bu kiimelerin herbiri, bildigimiz +, x, 0, 1 ak-
sesuvarlariyla birlikte birer halka 6rnegidir. Bu yapilar: bilmek bu boliimii an-
lamak igin esas degildir ama faydalidir, en azindan biri ikisi bilinse kardir.

Bir halka her seyden once bir kiimedir, ama bir halka sadece bir kiime
degildir elbet. Yoksa kiime kavramindan gayri bir kavram elde etmezdik. Bir
halkada, ayrica, 0 (szfer) ve 1 (bir ya da birtm eleman) adi verilen iki 6zel
eleman vardir. Dikkat: Halkanin bu 0 ve 1 elemanlar: bizim bildigimiz 0 ve
1 tamsayilar1 olmayabilirler. Hatta halkanin higbir elemani say1 olmayabilir.
Eger halkamiza R adi verirsek, bu elemanlara belki de 0 ve 1 yerine O ve
1r adim1 vermek daha dogru olurdu, ki bazen Oyle yapacagiz, ¢iinkii bunlar
sayilarin degil, R’nin sifir1 ve biridir.

Bir halkada ayrica toplama ve ¢carpma adi verilen, ama ¢ocuklugumuzdan
beri aligik oldugumuz toplama ve carpmayla hicbir ilgisi olmayabilecek iki de
islem vardir. Bu iglemler de + ve x olarak gosterilirler. Toplama ve ¢arpma,
her ikisi de R x R kiimesinden R kiimesine giden birer fonksiyondur. Eger
(x,y) € R x R ise, toplama ve ¢arpma iglemlerinin (fonksiyonlarinin) bu ele-
manlardaki sonucu sirasiyla z +y ve x X y yazilirlar. Hemen hemen her zaman
x X y yerine xy yazacagiz. Ama 1 x 1 yerine 11 yazmamaya 6zen gosterecegiz!
Bu karigikligi engellemek amaciyla bazen xy yerine x - y yazacagiz.

Cogu kez bu hataya diigiildiigiinden yinelemekte yarar var: Adina toplama
ve ¢garpma dedigimiz bu iglemler (fonksiyonlar) bizim agina oldugumuz toplama
ve carpmayla ilgisi olmayabilir. Bu ylizden bu toplama ve carpma iglemlerine
+ ve x olarak yazmak yerine belki de +pr ve X i olarak yazmay1 yeglemeliydik,
ama Oyle yapmayacagiz, okurun dikkatli oldugunu varsayacagiz.
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Tekrarlamakta yarar var! Bir halkanin elemanlarinin sayilarla hi¢ mi hig il-
gisi olmayabilir. Sézgelimi bir halkada z¥ ya da x/y ya da = < y gibi kavramlar
olmayabilir.

Demek ki bir halka, bir R kiimesinden, bu kiimenin 0 ve 1 adi verilen
iki elemanindan ve R x R kartezyen carpimindan R kiimesine giden ve adina
toplama (+) ve garpma (x) denilen iki fonksiyondan (iglemden) olusan bir
beglidir.

Bu kadarla kalsa iyi. Bu (R, +, X, 0, 1) beglisinin halka adina hak kazan-
masi i¢in birtakim 6zelliklere sahip olmasi gerekmektedir. Bir halkanin sahip
olmasi gereken bu oOzellikleri ii¢ ana grupta toplayacagiz:

Toplama ve 0’la ilgili 6zellikler: T1, T2, T3, T4.

Carpma ve 1’le ilgili ozellikler: C1, C2, C4.

Hem toplama hem de carpmayla ilgili iki 6zellik: D ve E.

Bir sey daha ekleyelim: Bu boliimde degismeli halkalar1 tanitacagiz. Ge-
nellikle halkalar degismeli olmak zorunda degildirler.

14.1 Toplamanin Ozellikleri

(R, 4, X, 0, 1) beslisinin bir halka olmasi i¢in (R, +, 0) ficliistintin su 6zellikleri
saglamasi gerekir (ama yetmez elbet!)

T1 [Birlesme Ozelligi]. Her =, y, z € R icin, =+ (y + 2) = ( + y) + 2
T2 [Etkisiz Oge]. Her = € R i¢in, 0+ z=x+40==z.
T3 [Ters Ogenin Varligi]. Her x € R igin, x +y = y + x = 0 egitliklerini
saglayan bir y € R vardur.
T4 [Degisme (.jzelligi]. Her x vey € R icin, x +y =y + x.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir (R, +,0) yapisina grup denir. Eger
ayrica T4 saglaniyorsa, yapiya degigmeli ya da abelyen grup denir.

T1, bir halkanin elemanlar: toplanirken paranteze gerek olmadigim soyliiyor.
U(; eleman igin gecerli olan bu 6zellik dort eleman igin de gegerlidir. Ornegm
x, Yy, z, t elemanlar1 bu sirayla toplanirken iglemlerin hangi sirayla yapildiklar:
onemli degildir. S6zgelimi,

(z+y)+z+t)=@@+@Wy+2)+t=((x+y)+2)+t
=(z+y) +(+t)=ac+((y+2)+1)
=z+ (y+ (z+1)).

Bu esitliklerin herbiri T1 o6zelligi birkag kez kullamilarak kanitlanabilir. Do-
layisiyla x, y, z, t elemanlarin toplamini parantezsiz olarak = +y + z + ¢
biciminde yazabiliriz, parantezlerin iglevi kalmamigtir. Biz de bundan bdoyle
toplama yaparken parantezleri kullanmayacagiz, dogrudan = 4+ y + 2z + ¢ ya-
zacagiz.
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T4 6zelligini kullanarak, toplama yaparken x, y, z ve t'nin yerlerinin de
onemli olmadigini anlariz. Ornegin, x +y+z+t=z+x+t+y.

Onsav 14.1. [Sadelestirme]. Eger bir grubun z, a ve b elemanlar:
r+a=x+b
egitligini saglhworsa a = b olur.

Kanit: y, x icin T3 6zelligini saglayan bir eleman olsun. Demek ki y + 2 = 0.
Simdi hesaplayalim:

a=0+a=(y+z)+ta=y+(x+a)=y+(x+b)=(y+z)+b=0+b=0b.

istedigimiz kanmitlanmistir.

T2 6zelligini saglayan bir tek 0 elemani vardir, nitekim eger x + 0 = x ise,
0 =0+ 0" =0 olur. Biricik oldugunu kamtladigimiz bu 0 elemanina safir ya
da toplamanin etkisiz elemans denir.

Onsav 14.1’den, bir halkada, her z icin T3 6zelligini saglayan tek bir y’nin
oldugu anlagilir; nitekim eger

r+y=0=x+=z2

ise, Onsav 14.1’e gore y = z olur. Madem ki, 2 + y = 0 esitligini saglayan tek
bir y var, (z’e bagiml olan, yani x degistikce degigsen) bu y elemanina bir ad
verebiliriz. Bundan béyle = + y = 0 6zelligini saglayan y elemanini —z olarak
gosterelim. —z elemanina z’nin toplama i¢in tersi ya da toplamsal tersi
denir. Ama biz mahalle arasinda “eksi x” deriz. Bundan boyle

x+ (—y) yerine x—uy,
(—x)+y yerine —x+y

yazalim. Dolaywsiyla —z —y, (—z) + (—y) demektir.
Bir halkada 1 diye bir eleman oldugundan, —1 diye de bir eleman vardir.

Onsav 14.2. i. —(z +y) = —z — y.
iil. —(x—y)=—-z+y.
iii. —(—z) =z.

Kanit: T3teki esitlik x ve y’ye gore simetrik oldugundan, =, y'nin tersiyse,
y de 2’in tersidir. Bundan (iii) ¢ikar. (ii) igin

(z-—y)+(—z+y)=0

esitligini, yani tamimlara gore (z+(—y))+((—z)+y) = 0 esitligini kanitlamaliyiz
ki, bu da kolay. (i)’i okura birakiyoruz. O
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14.2 Carpmanin Ozellikleri

Alisageldigi tizere carpma yaparken X simgesini kullanmayacagiz. a X b yerine
ab yazacagiz.

C1 [Birlesme 6zelli§i]. Her z,y,z€ R ic¢in, x(yz) = (zy)=.

C2 [Birim Oge]. Her = € R i¢in, 1l = 21 = z.

C4 [Degisme ézelligi]. Her x wveyé€ R igin, xy = yr.

C1 ozelligine gore, bir halkanin birgok elemani ¢arpildiginda parantezler
gereksizdir. Bundan boyle biz de gerekmedikce parantez kullanmayacagiz

C2 ozelligini saglayan tek bir 1 elemam vardir: Eger 1’ bu ozelligi saglayan
bir bagka eleman olsaydi, 1 =1 x 1’ = 1’ olurdu. 1’e halkanin birim elemana
ya da bir’i denir.

Genellikle halkalarda C4 6zelligi aranmaz ve C4 6zelligini saglayan halak-
lara degismeli halka denir. Biz bu notlarda halka terimini hep degismeli halka
anlaminda kullanacagiz.

Bir halkada, eger a elemani verilmigse, ab = 1 esitligini saglayan bir b
eleman1 varsa a’ya tersinir eleman denir. Bu esitligi saglayan en fazla bir
b eleman olabilir (hi¢ olmayabilir de). Nitekim ab = ac = 1 ise, o zaman
¢ = cl = ¢(ab) = b(ac) = bl = b. Dolayisiyla tersinir bir a eleman igin ab = 1
esitligini saglayan b elemanimi a~ ' olarak gosterebiliriz. a~! elemanina a’nin
carpimsal tersi ya da kisaca terst denir. Elbette eger a tersinirse ve b, a'nin
tersiyse, b de tersinirdir ve bnin tersi a’dir, yani (a7!)"! =aolur. 1 x 1 =1
oldugundan, 1 tersinirdir ve tersi gene 1'dir: 17 = 1.

Tersinir elemanlar kiimesi R* olarak gosterilir. Demek ki,

R*={x € R: biry € R i¢in xy = 1}.

Ornegin Z halkasmn tersinir elemanlar1 1 ve —1’dir ve bagka da yoktur. Ote
yandan 2, Q’de tersinirdir. R[X] polinom halkasimin tersinir elemanlari, 0 ol-
mayan sabit polinomlardir (okura aligtirma.) 0 eleman: hicbir halkada tersinir
degildir. Ote yandan 1 ve —1 her halkada tersinirdir; —1’in her halkada tersinir
oldugunu daha sonra kanitlayacagiz.

Ornekler: Kolayca goriilecegi tizere,

7zr={1,-1}

Q" =0Q\ {0}

R* =R\ {0}
R[X]* =R\ {0} = sifir olmayan sabit polinomlar kiimesi
ZIX])*={1,-1}.

Eger R = Z/4Z ise, R[X] halkasinda
(I1-2X)1+2X)=1
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oldugundan, 1 — 2X € R[X]* olur.

Alistirmalar.

14.1. R =Z/AZ olsun. R[X]* kiimesini bulun.

14.2. Eger R bir bélgeyse, yani sifira esit olmayan iki elemanin ¢arpimi hicbir zaman sifir
olmuyorsa, R[X]* = R" esitligini kamtlayin.

14.3. R =17Z/6Z olsun. R[X]* kiimesini bulun.

14.4. p herhangi bir asal say1 olsun. Q;), paydas: p’ye béliinmeyen kesirli sayilar kiimesi olsun.
Yani,

Quy ={a/b:a,b e Z ve p,b’yi bélmez }

olsun. Qf,,, bir halkadir. Q7,,, kiimesini bulun.

14.5. R herhangi bir halka olsun. z, y € R igin ~ iligkisini goyle tanimlayalim: x ~ y & z €
R*y. Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu gosterin.

Onsav 14.3. R bir halka olsun.
i. 2,y € R* isexy € R* ve (zy)~ ! =

21yl
ii.re R*isex ™t € R* ve (x7 1)1 =1.

Y

Kanit: i. Hemen hesaplayalim:

(@y)(z ™ty ) = (za ) (yy ™) =1x1=1

Demek ki xy tersinirdir ve (xy)~! = 271y ~! olur.

-1

ii. 7'z = 1 oldugundan, ! eleman1 da tersinirdir ve (z7')~! = 2 olur. O

14.3 Toplamayla Carpmayir Harmanlayan Ozellik

Yukarda, sadece toplamayla ya da sadece carpmayla ilgili ozellikleri gordiik.
Simdi, toplamayla carpma arasindaki iliskiyi ortaya koyan ozellikleri aciklaya-
lim:

D [Dagilma C)zelligi]. Her x,y, z € R i¢in, x(y + 2z) = zy + 2.
E.1£0.

Dagilma 6zelliginin sonuglarini irdeleyelim.

Onsav 14.4. R bir halka olsun. z, y € R olsun.
i. 20 =0.

ii. (—2)y = —(2y) = 2(-y)

iii. (—1)y = —vy.

iv. (-1)2 =1.

v.z € R* ise ve xy = 0 ise o zaman y = 0.

vi. x € R* ise ve xy = xz ise 0 zaman y = z.
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Kanit: i. 20 + 0 = 20 = 2(0 + 0) = 20 + 20 esitliginden ve Onsav 14.1’den
20 = 0 cikar.
ii. 2y + (—2y) = 0 = Oy = (z + (—))y = zy + (—2z)y. Dolaysiyla, Onsav
14.1’den (—x)y = —(zy) cikar. Ikinci esitlik birincisinden ve C4’ten cikar.
iii. Yukarda x yerine 1 koyarsak sonug cikar.
iv. Yukarda y yerine —1 koyarsak sonug, Onsav 14.2.iii’ten cikar.
v. (i)’den gikar: y = ly = (v~ o)y = 27 (zy) = 2710 = 0.
ivey=1ly= (2 Vy=a"Yay) =2 (z2) = (zz )2z =12 = 2.
Onsav kanitlanmugtir. O

(E) kosulu aslinda halkanin tek bir elemandan ibaret olmadigin: soyliiyor.
Nitekim halkanin tek bir elemani varsa elbette 0 = 1 olmali. Ve 0 = 1 ise,
Onsav 14.4.i’ye gore, her r € R i¢in r = r1 = r0 = 0 olur.

14.4 Halkanin Tanimi

Artik (degismeli) bir halkay1 tam olarak tanimlayabiliriz. Bir R kiimesinde,
yukardaki T1, T2, T3, T4, C1, C2, C4, D ve E 0zelliklerini saglayan iki iglem
ve 0 ve 1 ad1 verilen elemanlar tanimlanmigsa, o zaman R kiimesine halka adi
verilir. Daha matematiksel bir deyisle: R bir kiime olsun. Ayrica R’de adina 0
ve 1 diyecegimiz iki eleman olsun. Ve ayrica 4+ ve x, R x R’den R’ye giden iki
fonksiyon olsun. Eger (R, +, x,0, 1) beslisi yukardaki T1, T2, T3, T4, C1, C2,
(¢4 ve D ozelliklerini sagliyorsa, o zaman (R, +, X, 0, 1) beslisine kisaca halka
denir.

Ornekler.

14.1. Bir halkanin elemanlarinin her zaman say1 olmadigini gosteren bir érnek verelim. A, bog
olmayan herhangi bir kiime olsun. R = p(A), A'nin altkiimeleri kiimesi olsun. Eger z,
y € R ise, yani x ve y, R’nin birer altkiimesiyse,

r+y=(xUy)\(zNy)

TXy=xNy
0=90
1=X

olsun. (R, +, x,0,1) bir halkadir (ayrintilar1 okura birakiyoruz.) Bu halkada, her x igin,

2? = x ve & + x = 0 esitlikleri gecerlidir. Goriildiigii gibi, bu halkanin elemanlar1 say1

degil, A’'nin altkiimeleri.

14.5 Baz Incelikler

R bir halka ve x € R olsun. Her n dogal sayisi i¢in, z’i kendisiyle n kez topla-
yabiliriz. Bu toplami nx olarak gosterelim. Daha matematiksel olarak, n € N
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ve z € R icin, R'nin nx elemanini n iizerine tiimevarimla soyle tanimlayalim:
Oz =0ve (n+ 1)z =nx + x.

Bu altboliimde halkanin birim elemanini 1 yerine 1 simgesiyle gosterelim,
yoksa 1’ler karigabilir. n herhangi bir dogal say1 olsun. Bir iistteki paragrafta
x yerine 1g alacak olursak, R’nin nlg elemanimi buluruz: nlg, halkanin 1g
elemani n kez kendisiyle toplanarak bulunmustur. Bu elemana ng diyelim:
nr = nl R

Simdi soru su: Acaba R halkasinin ngx elemanm nx’e egit mi? Dagilma
ozelligi sayesinde, bu soruya olumlu yanit verebiliyoruz:

nt=x+---+x=1gx+---+1lgx=(1g+ -+ 1g)xr = ngrz.

(Bu esitligi aslinda n {izerinden tiimevarimla kanitlamak daha dogru olurdu.)

Demek ki nx ile nrpx arasinda bir ayrim gozetmeye gerek yok. Bundan
sonra np yerine (sanki bir dogal sayiymig gibi) n yazacagiz.

Bir halkada nz diye bir elemanin varhigini yukarda gordiik: z’in kendisiyle n
kez toplanmasiyla elde edilen eleman. Demek ki —(nx) diye de bir eleman var:
na’in toplama igin tersi. Ayrica n(—x) diye de bir eleman var: —z’in kendisiyle
n kez toplanmasiyla elde edilen eleman. Acaba bu iki eleman birbirine egit mi?
Evet:

nz +n(—z) =n(r + (—z)) =n0 =0,

dolaysiyla n(—x) = —(nz).

Bundan boyle (—n)z elemanini n(—z) ya da —(nz) olarak tammlayacagiz
ve bu elemani —nx olarak yazacagiz.

Demek ki her n € Z ve her x € R i¢in bir nx € R elemani tanimladik. Su
ozellikleri kanitlamak oldukca kolaydir: Her n, m € Z ve her z, y € R icin,

(n £ m)x = nx £ mx,
n(mzx) = (nm)z,

(nx)(my) = (nm)(zy).

Birkag Esitlik. Bir halkanin bir z elemaninin kuvvetlerini alabiliriz:

L,
-CU’
T X x,
T

X T XXT.

Genel olarak ve daha matematiksel olarak, kuvvet alma, n {izerine tiime-

varimla

2 =1vez"t ' =2" xx
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olarak tamimlanir.
Eger x ve y bir halkanin birer elemaniysa ve n > 0 bir tamsayiysa,

" — yn — (l‘ _ y)(xn—l + xn—Qy NN :L"y”_Q + yn—l)

esitligi herhalde en ¢ok bilinen ve kanit1 oldukga kolay egitliklerdendir. Eger n
bir tek sayiysa, y yerine —y alip,

2" 4 yn —_ (.Z' + y)(xnfl o xn72y 4= xyan + ynfl)

esitligini buluruz.
Bir halkanin her x ve y elemani igin ve her n > 0 dogal sayisi icin,
" /n
$+yn: <‘>xiyn—i'
(z+y) Z; ;
esitliginin gecgerli oldugunu kanitlamak zor degildir.

Biitiin bunlardan su c¢ikiyor: Her ne kadar bir halkanin elemanlar: sayi
olmak zorunda degillerse de, bir halkanin elemanlarini say1 olarak diiginmek
pek yanhig degildir. Nitekim matematikciler de halkalar1 cogu zaman genelles-
tirilmis sayilar olarak algilarlar.

Bolme. R bir halka ve a, b € R olsun. Eger ax = b esitligini saglayan bir
x € R varsa, o zaman a, b'yi béler denir ve bu a|b olarak yazilir. Demek ki
her halkada 0, 0’1 béler!

Eger halkada ax = b esitligini saglayan tek bir x elemani varsa, o zaman

x="b/a

yazilir. Eger bu denklemi saglayan birden fazla x varsa, b/a diye bir elemandan
sozetmeyiz. Demek ki bir halkada 0/0 diye bir elemandan sézetmeyiz ¢iinkii

1x0=0x0=0.

Ornegin, 7./127 de,
2%x3=6=2x09,
dolayisiyla Z/127’de 6/2 diye bir elemandan sézetmeyiz, hatta 2/2 diye bir
elemandan da sézetmeyiz. Ote yandan, Z/11Z’de 6/2 diye bir elemandan séze-
debiliriz, ¢iinkii Z/117Z halkasinda sadece x = 3 elemani 2z = 6 esitligini
saglar.
Asagidaki 6nsavin kanmiti kolaydir ve okura birakilmigtir.

Onsav 14.5. R bir halka olsun.

i. Herr € R, 0% boler.

ii. R* kiimesinin her elemant R’nin her elemanini boler. Demek ki 1 her ele-
mana béler ve her r € R i¢in, r/1 =1 olur.

iii. Eger u € R* ise, her x i¢in xu|z.

iv. Her z € R i¢in, x|z.

v. Her x, y, z € R igin, x|y ve y|z ise z|z.
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14.6 Tamlik Bolgeleri ve Cisimler

Bir halkada zy = 0 esitligi ancak = ya da y = 0 iken gegerli olabiliyorsa,
o halkaya tamlik bolgesi ya da kisaca bélge adi verilir. Ornegin Z /67 bir
tamlik bolgesi degildir, ¢linkii

2x3=6=0

olur ve ne 2 ne de 3 elemani1 Z/67Z’de 0’dir. Bu 6rnekten de kolayca anlagilacag
tizere Z/nZ halkasimin bir tamlik bolgesi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul n
dogal sayisinin asal olmasidir.

Z, Q ve R birer tamlik bolgesidir. Eger R bir tamlik bolgesiyse, R[X] ve
R[X,Y] gibi polinom halkalar1 da tamlik bélgeleridir.

Tamlik bolgelerinde sadelestirme yapilabilir, yani bir tamlik bolgesinde

a# 0 veab=ac

ise b = ¢'dir, ¢iinkii ab = ac ise (D)’den dolay1 a(b — ¢) = 0 olur ve bir tamlik
bolgesinde oldugumuzdan b — ¢ = 0, yani b = ¢ buluruz.

0 diginda her eleman1 tersinir olan halkalara cisim denir. Yani bir cisimde
R* = R\ {0} olur. Q ve R birer cisimdir, ama Z ve polinom halkalarinin hicbiri
bir cisim degildir. Onsav 14.4.v¢ gore her cisim bir tamlik bolgesidir.

Alistirmalar.
14.6. Z/nZ halkasimin bir cisim olmasi i¢in n’nin bir asal olmasmin yeter ve gerek kosul
oldugunu kanitlayin.

14.7. d € N bir tamkare olmasin, 6érnegin d = 2 olabilir.

Qlvd ={z+yvd:z,y € Q}

olsun. Bu aligtirmada ilerde insa edecegimiz gergel sayilari okurun bildigini varsayiyoruz.
Bildigimiz toplama ve garpma altinda Q[y/d] bir halkadir. Bunun kanitlanmas: oldukga
kolaydir. Q[1/d] halkasinin ayrica bir cisim oldugunu kanitlayin.

14.8. Z[\/d) = {z + y/d : x,y € Z} olsun. Z[/d]* kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlaym.
14.9. Sonlu bir tamlik bélgesinin bir cisim oldugunu kanitlayin.

14.10. R bir halka olsun. R[X], katsayilar1 R’de olan polinomlar kiimesi olsun. R[X] bir hal-
kadir. R[X]* = R" esitligini kanitlayin.
14.11. Bir tamlik bolgesinde eger x|y ve y|z ise  ~ y oldugunu kanitlayin. (Bkz. Aligtirma 5)

14.7 Kartezyen Carpim ve Althalka

Kartezyen Carpim. R ve S birer halka olsun. R x S kartezyen carpimini ele
alalim:

RxS={(r,s):re€R,s €S}
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Bu kiime istiinde su iglemleri tanimlayalim:

(r,8)+ (', 8) = (r+1',s+5)

(r,s)(r',s") = (1, s5).

Bu iki igslem altinda R x S bir halkadir. R x S kiimesinin sifir ve birim
elemanlar1 sirastyla (0,0) ve (1,1) elemanlaridir.

Iki halkanin kartezyen carpimu yerine istedigimiz kadar halkanm kartezyen
carpimini alabiliriz. I bir kiime olsun. I’y1 bir gostergeg kiimesi olarak gorelim.
Her i € I i¢in R; bir halka olsun. Her R; halkasinin kendine gére bir toplamasi,
garpmasi, sifir ve bir elemanlar1 var. Bunlarin hepsini kolaylik olsun (sanki ayni
seylermis gibi) ayni simgelerle gosterelim. Bolim ??’ten R; ’lerin kartezyen
¢arpimini animsayalim:

HR" ={r:I — UrR;: heriec [ icinr(i) € R;}.
1

[I; R: kiimesi, fonksiyonlarin noktasal toplamas: ve ¢arpmasi altinda bir halka
olur (bkz. [SKK]). Toplamanin etkisiz eleman: sabit 0 fonksiyonu, ¢arpmanin
etkisiz elemani sabit 1 fonksiyonudur. Burada biitin R;’ler birbirine esit ola-
bilir ya da olmayabilir.

Althalka. R ve S birer halka olsunlar. R’nin S’nin altkiimesi oldugunu varsa-
yalim. Ayrica her r1, ro € R igin, r1 + ro ve riro iglemlerinin sonucunun R’de
ve S’de aym sonuglar1 verdigini varsayalim. Yani R’nin elemanlar1 R’de de
toplansa, S’de de toplansa ayni sonucu buldugumuzu varsayalim. Daha mate-
matiksel deyisle +r ve X g, R’deki toplama ve carpma iglemlerini, +g ve Xg,
S’deki toplama ve ¢arpma iglemlerini simgeliyorsa, her r1, ro € R igin

r1+RT2="T1+g T2 Ve XRTo =11 X512

olsun. Ayrica 1 = 1g olsun. O zaman R’ye S’nin althalkas: adi verilir. Bu
durumda R < S yazariz.

Ornegin Z, Z[,/5]in bir althalkasidir: Z < Z[\/5]. Ama Z x {0} halkasi
Z x 7 halkasinm bir althalkasi degildir. Islemlerle ilgili kogullar saglanmasina
kargin, iki halkanin birim elemanlar1 ayni degildir. Kolayca kanitlanacag: tizere,
eger R < S ise, 0 = Og olur. Elbette Z < Q < R ve her R halkas: i¢in
R < R[X] < R[X,Y]. Ama Z/nZ, Z'nin bir althalkas1 degildir. Eger n # m
ise Z/nZ, 7./mZ’nin higbir zaman bir althalkasi olamaz!

R < Sver,r € R olsun. r elemam 7’ elemanim R’de bolmeyebilir, ama
S’de bolebilir. érnegin 2, 5’1 Z’de bolmez ama Q’de boler. Ya da R’de tersinir
olmayan bir eleman S’de tersinir olabilir. Ornegin 2, Z’de tersinir degildir
ama Q’de tersinirdir. Bir bagka deyigle tersinir olmak, bolmek gibi kavramlar
ve tanimlayacagimiz daha bircok kavram mutlak kavramlar degildir, i¢inde
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bulundugumuz halkaya gore degisirler. Bu yiizden hangi halkada diigtindigi-
miizii belirtmek i¢in, karigiklik olmasin diye, “R’de boler”, “R’de tersinirdir”
denir.

Sifirbolenler. Bir halkada, bir y # 0 icin zy = 0 esitligi saglanabiliyorsa, o
zaman halkanin x elemanina sifirbolen adi verilir. 0 her zaman sifirbdlendir.
Tersinir bir eleman asla sifirbélen olamaz. Sifir diginda sifirboleni olmayan
halkalara tamlik bolgesi adi vermistik.

7,/127 halkasimin sifirbolenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 elemanlaridir. Genel
olarak, Z/nZ halkasmimn sifirb6lenleri n’yle ortak boéleni olan elemanlardir
(digerleri de tersinir elemanlardir.)

Sifirbélenlerin toplami sifirbdlen olmak zorunda degildir. Ornegin 2 ve 3
elemanlar1 Z /127 de sifir bolendir, ama toplami olan 2 + 3, yani 5 bu halkada
bir sifirbolen degildir.

Sifirbdlen olmayan bir eleman sadelestirmeye izin verir: Eger a sifirbolen
degilse (yani ax = 0 oldugunda x = 0 oluyorsa) ve eger ab = ac ise, 0 zaman
b = c olur. Nitekim,

a(b—c)=ab—ac=0

esitliginden, b — ¢ = 0 ve b = ¢ elde edilir.

Aligtirmalar.

14.12. (RxS)* = R* x 5™ esitligini kanitlayn. Iki halkanin kartezyen ¢arpiminin higbir zaman
bir tamlik bolgesi olamayacagini kanitlayin.

I3 T
esitligini kanitlayin. Eger I sonsuzsa,
@ R; = {r € H R; : sadece sonlu sayida ¢ € I igin r(i) # 0}
I I

kiimesi hi¢bir zaman []; R; halkasmnin bir althalkas: olamaz, neden?
14.13. Z x Z halkasinda ne zaman bir (a,b) elemani bir (¢, d) elemanini boler?
14.14. R ve S birer halka olsun. (R x S)[X] polinom halkasinin elemanlari

Z(Ti, Si)Xi

i

bigiminde yazilirlar. (Toplam sonlu olmak zorunda tabii ki, yoksa anlamsiz bnir gey
yazmig oluruz.) R[X] x S[X] halkasinin elemanlar1 da

bigiminde yazilir.
¢: (R x8)[X] — R[X] x S[X]
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fonksiyonu,

(i) (o)

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon olsun. ¢’nin birebir ve 6rten oldugunu, birim eleman:
birim elemana gotiirdiigiinii ve toplama ve garpmaya saygi duydugunu, yani her p,
€ (R x S)[X] igin,
e(p+a)=¢(p) + »(q)
¢(pa) = ¢(p)p(a)

esitliklerini kanitlayn.
14.15. R bir halka olsun. e € R, e* = e esitligini saglasin.

Re = {re:r € R}

kiimesinin toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapali oldugunu kanitlayin. Re’nin bir
halka oldugunu kanitlayin (e, bu halkanin birim elemanidir.)

f=1—e

olsun. f? = f esitligini kanitlayin. Dolayisiyla Rf de Re gibi bir halkadir. R = Re + Rf
ve ReN Rf = {0} esitliklerini kanitlaym. Simdi

p:R— Rex Rf

fonksiyonu ¢(r) = (re,rf) olarak tamimlansin. @’nin birebir ve érten oldugunu, bi-
rim elemani birim elemana gotiirdiigiinii ve toplama ve carpmaya saygi duydugunu
kanitlayin.

14.16. (Z/6Z)[X] ve (Z/8Z)[X] polinom halkalarinin sifirbélenlerini bulun.

14.17. Z/nZ halkasinin sifirb6lenlerinin n’yle ortak boleni olan elemanlarin siniflar oldugunu
kanitlayin.

14.18. Bir R halkasinda, belli bir n dogal sayist icin, 2" = 0 esitligini saglayan elemanlara
sifirkuvvetli denir. Sifirkuvvetli elemanlar sifirbélendir elbet. Sifirkuvvetli elemanlarin
toplamlarinin da sifirkuvvetli oldugunu kanitlayin. Z/nZ halkasimnin sifirkuvvetli eleman-
larini bulun.

14.19. R ve S birer halka olsun. R x S halkasinin sifirbolen ve sifirkuvvetlilerini bulun.

14.20. (Z/8Z)[X] polinom halkasinin sifirkuvvetlilerini bulun.

14.8 Siralh Halkalar ve Cisimler

Gegen boliimlerde Z ve Q halkalarinda toplama ve carpmayla uyumlu bir
siralama tamimlamigtik. Z ve Q halkalarina bu ylizden sirals halka denir.
Bir halkanin siralanabilir olmas: demek, o halka tizerinde TO ve CO’yu
saglayan (bkz. agagidaki sema) bir tamsiralamanin olmasi demektir. Bir son-
raki sayfadaki sekildeki listedeki ozelliklerin C4 disinda hepsini saglayan bir

(R7+7 X7§707 1)

yapisina swralt halka adi verilir. Eger ayrica 4 de saglaniyorsa, yapiya siral
cisim denir. Ileride R’yi sirali bir cisim olarak inga edecegiz. Ilglng bir sirali
halka 6rnegi icin Ek 3’ bog zamaninizda okuyabilirsiniz.
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Hangi halkalarin siralanabilir oldugu ve bir halkanin {istiinde kag degisik
tamsiralamanin oldugu 6nemli bir sorudur. Z ve Q'niin iistiinde tek bir tam-
siralama oldugunu oldukc¢a ¢abuk kanitlayacagiz.

T1.Hera, b,ce Kigin, (a+b) +c=a+ (b +c).

T2. K’da 0 diye yazilan oyle bir eleman vardir ki,

hera e Kicin,a + 0 =0 + a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zellik ancak tek bir eleman tarafindan saglanabilir.)
T3.Herae Kicin,a + b =b + a = 0 esitliklerini
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilir.)

(K, +, 0) bir gruptur

(K, +, 0) degismeli bir gruptur

T4.Hera,be Kicinja+b=>b +a.

C1. Her a, b, c € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. K’da 1 diye yazilan oyle bir eleman vardir ki,
herae Kigin,ax 1 =1 Xa = a esitligi saglanir.

(Bu ozelligi saglayan 1’den baska bir eleman olamaz.)

(K, +, %, 0, 1) bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) degismeli bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

C3. Her a € K\ {0} i¢in, ab = ba = 1 esitli%ni
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, a~! olarak yazilir.)

. (K, <) bir yarisiralamadir
O1.Hera e Kigin,a <a.

0O2.Hera,be Kicinpa<bveb<aisea=b. .
O3.Hera,b,ce Kigina<bveb<cisea<c. (K, <) bir tamsiralamadir

O4. Her a, be K i(;il’l, yaa<s b ya dab<a. (K, +, %, <,0,1) sirali bir cisimdir

TO. Her a, b, ce Kigin,egera<bisea+c<b +c.
CO. Her a, b e Kigin, eger 0 <a ve 0 < b ise 0 < ab.

Ornekler.

14.2. Teoriye takilmadan 6nce birkac sirali halka 6rnegi verelim. Her seyden once sirali bir
R halkasinin her althalkasi, R’nin siralamasiyla birlikte sirali bir halkadir. (Ornegin, Z,
Q@'niin bir althalkasidir. Q de R’nin bir althalkasidir.) Biiyiik halkanin siralamasi, beda-
vadan kii¢iik halkanin bir siralamasimi verir. Eger R sirali bir halkaysa, R[X] polinom
kiimesini ¢ok degisik bigimde kolaylikla siralanabilir; bunun igin R’nin hangi eleman-
larimin X ten kiigiik (ya da biiylik) olduguna karar vermek yeterlidir; hatta dilenirse X,
R’nn biitiin elemanlarindan daha biiyiik olabilir (sonsuz biiyiik), ya da R’nin her pozitif
sayisindan kiigiik olabilir (sonsuz kii¢iik). Bu fikri Boliim 43’te somiirecegiz.

Sirali bir R halkasinda bir ¢ > 0 elemam alalim. € elemanim kiiciik bir
eleman olarak diigiiniin. €, 2¢, 3¢, 4e, ... elemanlar1 bir zaman sonra biitiin
elemanlar1 agsar m1? Yani her A € R i¢in, ne > A esitsizligini saglayan bir n
dogal sayis1 var mudir? Z, Q ve R halkalarinda bu sorunun yaniti olumludur.
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Ama her halkada bu boyle degildir. Sorunun yanitinin olumlu oldugu halkalara
Arsimet halkast denir.

Onsav 14.6. (R, +, x,<,0,1) swrale bir halka olsun. Her a, b, ¢ € R igin,
i.a<bise —b< —awvel0<aqaise —a<O0.

ilil.a<bisea+c<b+ec.

iii. a < b ve 0 < c ise ac < be.

iv. =1 < 0.

v. 0 < 1.

vi. a2 > 0.

vii. Karelerin toplama negatif olamaz.

viii. —1, karelerin toplams olarak yazilamaz.

ix. ab=0 ise ya a =0 ya da b =0 olur. Yani R bir bolgedir.

x. Karelerin toplamiman 0 etmesi i¢in, karesi alinip toplanan her elemanin O
olmasy gerekir. Yanir? +---+ 12 =0 ise, her i i¢in r; = 0 olmal.

xi. a’mn carpimsal tersi a=! varsa ve a > 0 ise, a=! > 0’dar.

xii. Sonlu sayrda 1’in toplama pozitiftir ve toplam 0 edemez, dolayisiyla swrali
bir halka sonsuz olmak zorundadar.

Kanit: i. a < b egitsizliginin her iki tarafina —a eklersek, TO’dan,
0<b-a

elde ederiz. Simdi bu esitsizligin her iki tarafina —b ekleyelim. Ikincisi birinci-
sinden ¢ikar.
ii. a + ¢ > b+ c olsaydi c’leri sadelestirerek a > b elde ederdik.
iii. a < b egitsizliginin her iki tarafina —a eklersek, TO’dan, 0 < b — a elde
ederiz. Simdi CO’dan, 0 < ¢(b — a) = ¢b — ca elde ederiz. Bu elde ettigimiz
0 < ¢b — ca esitsizliginin her iki tarafina ca eklersek ca < cb elde ederiz, yani
ac < be.
iv. 0 < —1 olsaydi, her iki tarafa da 1 ekleyerek, 1 < 0 elde ederdik. Ote
yandan, 0 < —1 esitsizligi CO’dan dolay1 0 < (—1)(—1) = 1 esitsizligini verir,
celigki.
v. Yukarda kanitlanan —1 < 0 egitsizliginin her iki tarafina da 1 ekleyelim.
vi. Eger a < 0 ise, 0 < —a. Buradan ve CO’dan,

0 < (—a)(—a) = a?
cikar. Eger a > 0 ise, dogrudan CO’dan a® > 0 elde ederiz.
vii ve viii vi, iv'ten ve TO’dan c¢ikar.
ix. a ve b’nin 0 olmadiklarin1 varsayalim. i’e gore, ya a ya da —a pozitiftir. Ve
ayni gey b i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla (+a)(+b), yani +ab sayilarindan biri
pozitif olmak zorundadir. Demek ki ab # 0.
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X. n, r; # 0 olmak iizere, r? + --- 4+ r2 = 0 esitliginin saglandig1 en kiiciik
pozitif dogal say1 olsun. Her ¢ igin r; # 0 olmali. Basit bir hesap yapalim:

P =

i, vi ve vii’den dolay1, 2 = 0 olmali. ix’dan dolay1 r,, = 0. Bu bir celigkidir.
xi. a~! < 0 ise 0 zaman —a~! > 0 ve iii’ten dolay1,

—1=(-aHa>0

ve bu da iv’le geligir.

xii. Halkada n tane 1’in toplamina (sanki tamsayiymig gibi) n diyelim. ii ve v
sayesinde, timevarimla, 0 < n < n+ 1 egitsizligi kanitlanabilir. Geri kalan her
sey bundan c¢ikar. O

Sonug 14.7. Z ve Q halkalar: tzerine tek bir siralama vardar.

Kanit: Z tizerine tek bir siralama oldugu yukardaki énsavdan kolaylikla gikar.
Q cismi tizerine bir < siralamasi alalim. Z tizerine tek bir siralama oldugundan,
her a, b € Z igin,

a<bsa<hb.

Simdi «, 5 € Q olsun. a, b, ¢, d € Z ve b, d > 0 igin, o« = a/b ve B = c/d
olarak yazalim. b, d > 0 oldugu igin,

axfea/bxc/dsad<besad<bcsa/b<c/ds a<p.

istedigimizi kanitladik. O

Sonug 14.8. Swraly bir halka Z’nin bir kopyasine icerir. Swraly bir cisim ise
Q’niin bir kopyasiny icerir.

Kanit: i(0) =0 ve n € N\ {0} ise, i(n), R'nin 1 elemanmin kendisiyle n kez
toplami olsun. Yani i(n) = ng olsun. Onsav 14.6.xii'nin kanitma gore, n € N
icin,
i(n) <i(n+1)
olur.
Eger n € Z \ N ise,
i(n) = —i(=n)

olsun. ¢, Z’den R’ye giden ve toplamaya ve ¢arpmaya saygi duyan bir birebir
fonksiyondur. (Neden?) Sonug 14.7’ye gore, i, siralamaya da sayg1 duyar. i(Z),
R’de Z’nin bir kopyasidir.

Ikinci 6nerme birincisinden ¢ikar. O
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Bu sonucu saglayan halkalara karakteristigi 0 olan halkalar denir. De-
mek ki sirali bir halkanin karakteristigi 0’dir.

Sirali halkalarin en bagat ozelliklerini kanitladik. Simdi hangi halkalarin
siralanabilecegi sorusuna egilelim.

Onsav 14.6.x’a gore, karelerin toplami —1 olabilen halkalar siralanamaz. Ve
Onsav 14.6.ix’a gore siralanabilen halkalar bolgedirler. Peki, karelerin toplami
—1 olmayan bolgeler siralanabilir mi? Bunu birazdan kamtlayacagiz. (Bu tiir
halkalara bi¢imsel gercel ya da swralanabilir halkalar denir.)

Pozitif Koni. R, sirali bir halka olsun. P de R’nin pozitif elemanlarinin
kiimesi olsun:

P={reR:r>0}

P’ye pozitif koni adi verilir. Pozitif koni siralamay: tamamaiyla belirler, ¢linkii,
elbette,

a<b&sb—aceP

onermesi dogrudur. P’nin ¢ok bariz bigimde su 6zellikleri vardir:

e 0¢ P,

e P toplama ve carpma altinda altinda kapalidir,

e P 0 disginda tiim elemanlarin karelerini igerir.

Ustelik P, R'nin toplama altinda kapali olan ve 01 icermeyen en biiyiik
altkiimelerinden biridir, ¢iinkii eger P’den daha biiyiik bir @) altkiimesi bu iki
ozelligi saglasaydi, o zaman Q’de P’de olmayan bir a elemani olurdu. a # 0 ve
hatta a < 0 olmalidir. O zaman —a € P C QQ ve 0 = —a + a € Q olur, celigki.

Simdi, eger R bir bolgeyse, yukardaki ii¢ 6zelligi saglayan en biiylk bir P
altkiimesinin olmasinin R’nin siralanacag anlamina geldigini gosterecegiz.

Teorem 14.9. R, —1’in karelerin toplams olarak yazilamadige bir bolge olsun.
P, R’nin toplama ve ¢arpma altinda kapal, 0 (eleman olatak) icermeyen ama
R’nin 0 disindaki tim karelerini iceren bir altkiimesi olsun. Ayrica P, R’nin
bu kosullar saglayan en biyik altkimesi olsun. O zaman,

a<bsb—acePyadaa=hb
olarak tanimlanan < ikili iliskist R’yi siralar.

Kanit: O1’in dogru oldugu ¢ok belli. O2’yi kanitlayalim. ¢ < b ve b < a olsun
ama a # b olsun. O zaman, < iligkisinin tanimina gore, b—a ve a—b elemanlari
P’dedir. Demek ki toplamlari olan 0 da P’dedir. Celigki. O3’tin dogrulugu
P’nin toplama altinda kapali olmasindan c¢ikar: a = b ya da b = c ise, sorun
yok. Aksi taktirde, b — a ve ¢ — b elemanlar1 P’dedir. Bu iki eleman1 toplarsak
c—a elemaninin P’de oldugu, yani a < ¢ oldugu ¢ikar. TO’nun kaniti ¢cok kolay.
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CO’ya gelelim: Eger ab = 0 ise sorun yok. Aksi taktirde a ve b elemanlar1 P’de
oldugundan, ab de P’dedir. Simdi son olarak O4’ii kanitlayalim. Aslinda, O4,

R=PU{0}U(-P)
diyor. Bunu kanitlamaliyiz. Yani her a € R elemani,
a€eP,a=0, —a€P

kosullarindan birini saglamaldir. Bir a elemaninin bu kosullardan hicbirini
saglamadigini varsayalim.
P'=PuU{0}

Q= (P '+ Pla)\ {0} = {po + p1a : po, pr € PU{0}}\ {0}

kiimesini ele alalim. P’ toplama altinda kapali oldugundan ) de toplama
altinda kapahdir. Ayrica, p;’i 0’a egit alarak, P’nin @’niin altkiimesi oldugu
anlagilir. Dahasi, pg = 0 ve p; = 1 = 12 olarak alirsak, P’de olmayan a’nin @
de oldugunu goriiriz. Demek ki @, P’den daha biiyiik bir kiime.

Q’niin carpma altinda da kapali oldugunu iddia edip kamthyorum. P’
kiimesinin ¢arpma altinda kapali olduguna dikkatinizi ¢cekerim. )’den herhangi
iki eleman alalim: pg + p1a ve po + pza. Buradaki tiim p;’ler P’ kiimesindeler.
Simdi,

(po + p1a)(p2 + p3a) = (pop2 + p1psa®) + (pops + pip2)a

garpimina gbz atalim. Bir bélgede oldugumuzdan c¢arpim 0 olamaz. Ayrica,
varsayima gore, a> € P C P’ oldugundan,

pop2 + p1psa’, pops + pip2 € P’

olmali. Demek ki (pg + p1a)(p2 + psa) € Q.
Ama hani P, R'nin teoremde verilen kogullar1 saglayan en biiyiik altkiime-
siydi? Bir celigki. Teoremimiz kanitlanmigtir. O

Asagidaki sonug, [AKK] kitabinda gorecegimiz Zorn Onsavi (ya da Secim
Aksiyomu) kullanilarak kamtlanabilir. Bilgi olarak sunuyoruz. Kanitin nasil
olabilecegi bir 6nceki teoremden anlagilmasi lazim.

Olgu. Bir bolgenin siralanabilir olmast i¢in —1’in karelerin toplams olma-
mast gerek ve yeter kosuldur.

Sirali bir halkada caligiyoruz.

Alistirmalar.

14.21. Her a, b, c icin, a < b ve 0 > c ise ac > bc olacagini kanitlayin.
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14.22. Eger a > 0 ise, |a] = a olsun ve eger a < 0 ise, |a| = —a olsun. |a| elemanina a’nin
mutlak degeri adi verilir. Her a ve b i¢in
laf - [b] = [abl,
la+ 0] < |a| + (0]
ve
la —b] > |la] — [b]]
onermelerini kanitlayin.

14.23. d(a, b) = |a — b| olsun. Her z, y, z i¢in agagidaki énermeleri kanitlayin:

d(z, y) =d(y, z),
d(z, y) <d(z, z) + d(z, x).

14.24. [Topoloji bilenlere] Sirali bir R halkasinda, yukardaki metrikle, R x R’den R’ye giden
(a,b) = a —bve (a,b) — ab

fonksiyonlarinin stirekli oldugunu kanitlaym. Demek ki R, topolojik bir halkadir. To-
polojik bir halkada topolojinin verdigi yakinsaklik kavrami vardir. Kesirli sayilarda ve
(gelecekte inga edecegimiz) R’de tanimlanan (ve tanimlayacagimiz) yakinsaklik kavrama,
aynen topolojik uzaylarda tamimlanan yakinsakliktir. Bir cismin Arsgimet cismi olmasi

icin yeter ve gerek kogul,
(l) =1,2,3,...
n n

dizisinin limitinin olmasidir (o zaman bu limit zorunlu olarak 0 olur.) Biitiin bunlar
kanitlayin.



15. Onluk Tabanda Kesirli
Sayilar (1)

Sayilar1 onluk tabanda, yani 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 rakamlariyla (toplam
on adet rakamla) yazariz. Bunu ta en kiigiik yaglarmizdan beri yaptigimiz
icin, sayilarin onluk tabanda yazilmis olarak yaratildigina inanip bir sayiyi
onluk tabanda yazmanin ger¢ek matematiksel anlami hakkinda pek diigiinme-
yiz. Ama aslinda iistiinde 6nemle durulmas: gereken ufuk acici bir konudur.
Bu béliimde bu konuyu irdeleyecegiz.

Bu boliimde degil ama bu kitapta,

0,99999...

ifadesine anlam verecegiz. Bircok kisi bu ifadeyi, anlamini bilmeden yazar ve
kullanir. Anlamin 6grendigimizde, cok sasirtan ve merak edilen ve sorgulanan

0,09999... =1

esitligini matematiksel olarak kamitlayabilecegiz. Sadece 0,99999. .. ifadesini
degil, ilerde
0,172172172172.. ..

ifadesini de anlamlandiracagiz. Bu da bir kesirli say1 olacak. Ders notlarinin
son kisminda da,

0,12345678910111213141516171819. ...

ifadesini anlamlandiracagiz. Tahmin edilecegi tizere bir gergel say1 olacak bu
ifade. Ama gercel sayilar: heniiz tamimlamadigimizdan, birakin bu ifadenin bir
gercel say1 oldugunu kamitlamayi, “bu bir gercel sayidir” diyemeyiz bile, desek
de anlamsiz olur.
Tlkokul aritmetiginden baglayalim. Ornegin (onluk tabanda yazilmis) 7436
say1si aslinda,
7 x 10% +4 x 10* + 3 x 10" 4 6 x 10°
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sayisidir.
7436 = 7 x 10° +4 x 10> + 3 x 10" + 6 x 10°

esitligi aslinda “7436” ifadesinin tanimidir.
Birazdan kanitlanacag tizere, her A dogal sayisi, belli bir n dogal sayisi ve
ag, @1, - .., an—1, ap € {0, 1, ..., 9} “rakam”lar igin,

A=0a,10" + ap,_110" "' + - 4+ a110" + ao10°

bi¢iminde yazilabilir. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimini yaparsak, a,’yi
pozitif olacak bicimde secebiliriz ve bu durumda,

ap, a1, «.., Gp—1, Gn

rakamlart biricik olur. Her a,, rakami biricik oldugundan, A’nin onluk ta-
banda gosterimsi
UnpQn—1 - A100

olarak sorunsuz bir bicimde tanimlanabilir.
Yukarda sozettigimiz sonucu kanitlayalim:

Teorem 15.1. Her A dogal sayisi, belli bir n dogal sayist ve
ag, ai, ..., ap—1, ap € {0, 1, ..., 9}
rakamlart i¢in,
A=0a,10" + a,—110" 1 + - 4 a1 10" + a10°

olarak yazilabilir. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimane yaparsak, ay, "yi pozitif
alabiliriz ve bu durumda ag, a1, ..., Gn_1, an rakamlary biriciktir.

Kanit: Eger A < 10 ise n = 0 ve ag = A # 0 alabiliriz. Bundan boyle A > 10
esitsizligini ve teoremin A’dan kiiciik pozitif dogal sayilar i¢in dogru oldugunu
varsayalim.

A’y1 10’a bolelim: Belli bir B ve 0 < r < 10 “kalam” igin,

A=10B+r

yazabiliriz [Teorem 9.3]. B < A oldugundan, tiimevarim varsayimina gore,
belli bir m dogal sayis1 ve
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bo, b1, -+, b—1, by £ 0

rakamlar1 igin,

B = by, 10™ + by, 1107 - 4 b1 101 4 by 10
olarak yazilabilir. Dolayisiyla,

A=10B + 1 = 10(by, 10™ + - - - + b1 10" + b10°) + r

= by 10™ 4o 4 5110 4 b10" + 7

Demek kin =m +1 ve
Am+1 = bm, G = b1, ..., a1 =bg, ag =7

tanimlarii yaparsak ag, ai,...,an_1,a, 7 0 rakamlarimn varligi kanitlanmis
olur.
Simdi de bu rakamlarin biricikligini kanitlayalim.

A=a,10" + a,—110"1 + -+ + a110" + ag10°
= by 10™ + b1 1071 4o 4 510" 4 50,0°
olsun. Burada a; ve b; sayilar1 0’dan 9’a kadar rakamlardir. a, # 0 ve
bm # 0 esitsizliklerini varsayalim. n = m ve her i igin a; = b; esitliklerini
kamtlayacagz.
Once n = m egitligini kanitlayalim. Diyelim n > m. O zaman,
A=bp10™ + by 110™ 7 -+ b1 10 + b 10
<9(10™ +10™ "t 4 ... + 10" + 10)
=9(10™* —1)/9 < 10™* < 10" < A,
ve bu da bir geligkidir. (Son satirdaki esitlik i¢in bir sonraki sayfadaki xxx gri

kutudaki sonucu a = 10’a uyguladik.) Demek ki n = m.
Simdi a,, = b, esitligini n iizerine tiimevarimla kanitlayalim. Diyelim

an > by.
O zaman,
A —b,10" = (an — by)10" 4+ @, 110" 1 + -+ 4+ a110" 4 a10°

ve
A—0,10" = b,_110" 1 + - 4+ b;10" + by10°

olur. Demek ki her iki egitligin de sag tarafindaki sayilar birbirine egit. Ama
an — by > 0 ve n >n—1 oldugundan, béyle bir durumun miimkiin olmadigini
bir iistteki paragrafta gordiik.

xxx Gri kare
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Teorem 15.2. Her k dogal sayist ve a # 1 kesirli sayist igin,

1— ak-‘rl

l+a+a’>+--+d =
l1-a

Kanit: S=1+a+ a®+ -+ a* olsun. Bu sayiy1 a ile carpalim:
aS=a(l+a+a®+ - +ad")=a+d>+ -+ a1
Simdi S’yi ve a.S’nin bu ifadelerini altalta yazip

S=1+a+a®+-- +ad"
aS=a+a®+a>+-- +d",

birbirinden c¢ikaralim. a, a2,..., a* ifadeleri sadelesir ve geriye sadece 1 ve
aF*1 kalir:
S—aS=1-—ad"*,
yani
(1-a)S=1-a""
bulunur. Buradan da S, yani istenen toplam bulunur. O

xxx Gri kare sonu
Demek ki a, = b,. Simdi a,10™ ve b,10" sayilarini sadelegtirerek,

an—110""1 4+ -+ a110" + ag10°

ile

bp—110""1 + - 4 b1 10" + by 10"
sayilarinin esitligini buluruz. Buradan tiimevarimla her ¢ = 0,1,...,n — 1 icin
a; = b; cikar. O

Teorem 15.1 dogal sayilar i¢indi. Bilindigi gibi birgok kesirli say1 da benzer
bir gbsterimle, ama bir virgiille ifade edilebilir. Ornegin,

1/2=0,5 7/2 =35
1/4=0,25 7/4=1,75
1/5=0,2 7/5=1,4

1/8=0,125  7/8=0,875
1/10=0,1  7/10=0,7
1/16 = 0,0625 7/16 = 0,4375
1/20=0,05  7/20=0,35
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Bu sayilar1 10'un sonlu sayida kuvvetlerinin toplami olarak ifade edebiliriz.
Iste birkagu:

1—5><10_1

5=

1

Z:2><10*1+5><10*2

73 1 0 -1

?:3><10 +6x10"+5x 10

gz8><10_1—|—7><10_2+5><10_3
4673 2 1 0 -1 -2 -3
T:584,125:5x10 +8x10P+4x10°+1x10 ' +2%x1072+5x%x10

Dikkat ederseniz yukardaki sayilarin paydalarinda sadece 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20
gibi 2 ve 5’in kuvvetlerinin carpimlari var. Eger paydada ¢rnegin sadelesmeyen
bir 3 ya da 7 varsa o zaman kesirli sayinin agilimi sonlu olamaz. Sozgelimi,

1/3=10,333333333333333333.... .,
1/7=0,142857142857142857 . ..

ve bu sayilar, yukardakilerinin aksine, 10’un sonlu sayida kuvvetleri cinsinden
yvazilamaz. Zaten egitliklerin sagindaki virgiilden sonra sonsuz rakaml ifade-
ler (simdilik) anlamsiz ifadelerdir, ¢linkii bu ifadeler ashnda sonsuz sayida
sayinin toplamini simgelemektedir ve sonsuz sayida sayiy1 toplamanin ne de-
mek oldugunu (hentiz) bilmiyoruz. Bunlar gibi,

3,141591415914159. ..

ya da
0,1234567891011121314.. ..

ifadelerinin ne demek olduklar: da simdilik bilinmiyor.
Simdilik
a
2n5m
biciminde yazilan sayilarin sonlu bir ondalik acilimi oldugunu kanitlayalim.
Digerlerini daha ilerki boltimlerde ele aliriz.

Teorem 15.3. u ve v iki pozitif dogal sayr olsun. u’nin 2 ve 5’ten baska asal
béleni olmasin. O zaman,

Y 0,10 4+ am10™
v

esitliginin gecerli oldugu n > m tamsayilar:, ve

any .- yam € {0,1,...,9}
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rakamlary vardwr. Ayrica eger a, # 0 ve any # 0 varsaymlarine yaparsak o
ZaMan Gy, - - . , Gy katsayilary biriciktir.
Bunun tersi de dogrudur: Eger n > m tamsaylarsa ve

Qp,y - oyam € {0, 1, ..., 9}

xxx yanls bir sey var yazmigsin. ise, o zaman, a, 10" + - - -+ a,, 10™ sayuse, bir
u dogal sayist ve 2 ve b5’ten baska asal boleni olmayan bir v dogal sayist i¢in
v/v bigiminde yazlur.

Kanit: Teoremdeki n ve m sayilarinin negatif olabileceklerine dikkatinizi
cekerim. (Hatta, eger a < b ise, n, ve elbette m de, negatif olmak zorundadir
ve eger a/b bir dogal say1 degilse, m negatif olmak zorundadir.)

Ikinci paragrafin kanit1 son derece basit:

a0 4 -+ 4+ q,,10™

ifadesinin paydalar egitleyip a/b bi¢iminde yazalim. Eger m > 0 ise b = 1
alabiliriz. Ama eger m < n ise paydada ancak 10’un bir kuvveti olabilir. Demek
ki paydanin 2 ve 5’ten gayri asal boleni olamaz.

Simdi teoremin birinci kisminmi kanitlayalim. a’y1 ve b’yi miinasip bir dogal
sayiyla carparak bnin 10* biciminde yazilmis bir dogal say1 oldugunu varsa-
yabiliriz. Simdi a’y1 bir 6nceki teoremi kullanarak 10’luk tabanda yazarsak,
a/b’yi teoremde istenen gekilde ifade edebiliriz.

Katsayilarin biricikligini géstermek kald.

anl0" 4 -+ @,y 10™ = by 10" + - 4+ b, 10™

esitligini varsayalim. 10’un yeterince biiyiik bir giiciiyle garparsak m ve m/
sayilarinin dogal sayr olduklarimi varsayabiliriz. Simdi sonug¢ bir onceki te-
oremden ¢ikar. O

15.1 “Bildigimiz” Bolme

Ilkokulda ve lisede 181 nasil 7’ye boldiigiimiizii animsayalim. Bélmeye goyle

baslariz:
187

Ik is olarak 18'de en fazla kac tane 7 olduguna bakariz. 2 tane vardir.
Sonra 2’yle 7’yi carpip 18’den ¢ikaririz. Kalan 4’tir:

1817
_1412

4
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Bu aynen Teorem 9.2’de yapilan bélmedir. Kalan hep 7’den kiigiik olmak zo-
rundadir, ¢iinkii 18’in iginde bulunan tiim 7’leri ¢ikardik.

18 |7

14 |25
40
_35
5

Bu agamada 4’iin sagina bir 0 ve 2’nin sagina bir virgiil konulur ve ayni iglem
devam ettirilir:

18 |7
14 [2,571

40
_ 35

50
_ 49

Islem, virgiil koyma diginda dilendigi kadar tekrarlanabilir.

En sondaki kalan hep 7’den kiigiikk oldugu i¢in (0,1,2,3,4,5 ya da 6) en
fazla 7 adimda kalan, daha 6nce bulunan kalanlardan biri olacak ve o zaman
bir dongiiye girilecektir. Ama 0 belirir belirmez daha sonra kalanlar hep 0
olacagindan, kalan sayilar en fazla 6 adimda tekrarlanmak zorundadir.

Bu islemler matematiksel olarak su iglemlere tekabiil ederler:

18=2x7+4
18=2,5x7+5/10

18 =2,57 x 7+ 1/100
18 =2,571 x 7+ 3/1000

Devam edersek,
18 =2,571428 x 74 4/1.000.000

buluruz. Bu agamada, virgiilden sonraki 571428 sayilar: tekrarlanirlar. Ornegin,
13’incii adimda
18 = 2,571428571428 x 7 + 4/10'2

bulunur. Bu esitlik,
18/7 ~ 2,571428571428

agagiyukariligr olarak da yazilabilir. Tekrarlanan 571428 dizisini ne kadar ¢ok
yazarsak, agagiyukarilik o kadar esitlige yaklagir. Okullarda bu, “sonsuzda
esitlik olur” diisiincesiyle,

18/7 = 2,571428571428571 . ..
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olarak yazilir. Gergekten de “sonsuzda esitlik olur”. Bunu ilerde kanitlayacagiz.
Bu yontemle, her a/b > 0 kesirli sayisi virgiilden bir zaman sonra en fazla
b — 1 basamakta tekrarlanan sayilar olarak yazilabilir. Ornegin,

71,932525252525 . ..

kesirli bir sayidir. Tlerde bu sayimin a/b bigiminde nasil yazilacagimi gorecegiz.
Yanit,
71,932525252525 ... = 712132/9900

olur. Ote yandan virgiilden bir zaman sonra tekrarlanmayan sayilar kesirli say1
olamazlar. Bunu da ilerde kanitlayacagiz.
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16. Sayilar1 Yaratmaya
Devam Ediyoruz

Kitabin ilk kisminda 0, 1, 2, 3 gibi dogal sayilar1 ve bu dogal sayilarin kiimesi
olan N’yi yarattik. Sadece N’yi yaratmakla kalmadik, ayrica N'de toplamay1,
carpmay1 ve siralamay1 tanimladik. Biitiin bunlar1 yapmak icin kiimeler ku-
ramindan yararlandik; daha dogrusu en en en temel kiimeler kuramini bu
sayilar1 yaratmak icin Ozellikle kurduk.

Dogal sayilarin 6nemli bir kusuru bir sayidan bir bagka sayinin her zaman
cikarilamamasidir. Ornegin, dogal sayilarda 3’'ten 51 ¢ikaramazsimz. Dogal
sayilarin bu zaafim gidermek icin, gegen kisimda, N’den hareket ederek ve
cebir maharetiyle Z tamsayilar kiimesini yaratmigtik. Ayrica Z’de toplama,
¢ikarma ve carpma iglemlerini ve siralamay1 tanimlamisgik.

Tamsayilarin da bir kusuru var. Tamsayilarda bolme yapilamaz, 6rnegin
3’ii 5’e bolemeyiz. Tamsayilarin bu zaafin1 gidermek igin, gene gecen kisimda,
3/5, —2/7 gibi kesirli sayilar1 ve bu sayilarin kiimesi olan Q kiimesini ya-
rattik. Sadece Q kiimesini yaratmakla kalmadik, bu kiime tizerinde toplama,
gikarma, ¢arpma ve bolme iglemlerini ve siralamayi da tanimladik. (0’a bélmeyi
tanmimlayamadik elbet!) Kesirli sayilar1 yaratmak igin tamsayilardan yola ¢iktik
ve cebirsel yontemler kullandik.

Ancak kesirli sayilarin da 6énemli bir kusuru var. Ornegin,
22 =2

denkleminin kesirli sayilarda ¢6ziimii yoktur. Bunun kanit1 [SKK]’da buluna-
bilir.

Bir sonraki altboliimde, /2’yi yaratacagiz. 1/2’yi yaratmakla kalmayaca-
g1z, \/2’yi igeren bir sistemde toplama, ¢arpma ve hatta bolme yapacagiz.

Asagida semada say1 yaratmanin kronolojisini bulacaksiniz.
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Sayilarin Yaratilig Siireci

%)
Kumeler kurami (KK) l

Ordinaller L N (do%al sayilar)

KK l Cebir l

Kardinaller Z (tamsayilar)
ebir l Cebir 72
Q  (kesirli sayilar) Cebirl
Analiz

Cebir QN2

-—

R (gercel sayilar)
Cebir

-

C (karmagik sayilar)

Cebir l

(kuaternionlar)

Kardinaller diginda asag1 dogru indikce say1 kiimeleri biiyiir.
[AKK] da gorecegimiz her kardinal bir ordinaldir.
Kuaternionlardan daha biiyiik oktonionlar vardir.

16.1 Q[v/2]’yi Yaratmak

v/2'nin kesirli bir say1 olmamasinin dogurdugu tekil sorunu gidermek o kadar
zor degildir ve bu kisa altbolimde /2’yi igeren Q[/2] sirali halkasin1 mate-
matiksel olarak yaratarak bu sorunu giderecegiz. Ama sorun sadece ,/2'nin
varligi degil ki, kesirli olmayan o kadar cok gercel say1 var ki... Bu sorunu ileri
bir tarihe atip simdilik sadece /2’yi var edelim.

Elimizde sadece Q kiimesi var. Sadece Q’yii ve en temel kiimeler kuramini
kullanarak Q[y/2] halkasin var edecegiz... Yaratmadan 6nce bu halkanin so-
nunda nasil bir gey olacagini, sanki 1/2’'nin ne oldugunu biliyormusgasina, énce-
den soyleyelim,

Qlv2 = {a+by2:a,beQ}

olacak. Heniiz yaratmadigimiz R kiimesinin bir altkiimesi olan bu kiime, top-
lama, ¢arpma, gikarma altinda kapaldir. Hatta eger 0 # a € Q[y/2] ise 1/«
sayist da Q[/2] kiimesindedir. (Simdilik okura aligtirma.)

Basliyoruz.

Q[v2], Q x Q kiimesine egit olsun... Amacimiz, sezgisel olarak bildigimiz
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ama heniiz matematiksel olarak var olmayan a + by/2 sayisiu (a, b) ikilisi
olarak gérmek. Ornegin /2 says1 (0, 1) elemanimna esit olacak. Her a kesirli
sayisim1 da (a, 0) olarak gorecegiz. Simdi Q x Q kiimesi tizerinde toplama ve
carpma iglemlerini tanimlayalim:

(a, b)+ (¢, d) = (a+ ¢, b+ d),
(a, b)(c, d) = (ac+ 2bd, ad + be).

Bu tanimlari, sezgisel olarak bildigimiz,

(a+by2)+ (c+dy2) = (a+c)+ (b+d)y2,
(a+ by/2)(c+ dy/2) = (ac+ 2bd) + (ad + be)+/2
esitliklerinden esinlenerek yaptik.

Ornegin,
(0, 1)* = (2, 0).

(“Kare almak” demek bir sayiy1 kendisiyle carpmak demektir elbet.) Bir de su
esitlige bakalim:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1).

Eger Q x Q kiimesinin (x, 0) tiiriinden yazilan elemanlarimi i(x) olarak kisal-
tirsak, (0, 1) elemanmni da /2 olarak yazarsak (1/2’yi yarattik!), yukardaki

(@, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1)
esitligi,
(a, b) = i(a) +i(b)y/2
halini alir. Daha bitmedi... Bir de i(x) elemanini = olarak kisaltirsak, bu en

son esitlik,

(a, b) = a+ by/2

halini alir ve boylece, tiim a, b € Q i¢in, a + by/2 sayilarim yaratmig oluruz...

Hangi hakla i(x) yerine x yaziyoruz diye sorabilir okur hakli olarak. Aslinda
bu bir suctur, ama bu sucun hafifletici nedenleri vardir: Kolayca goriilecegi
tizere, her a, b € Q igin

i(a) +i(b) = i(a+b),

s esitlikleri gecerli ve ayrica

i:Q—->QxQ
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fonksiyonu birebir. Biitlin bunlar, a ve b kesirli sayilarini toplayip ¢arpmayla,
yeni yarattigimiz i(a) ve i(b) elemanlarimi toplayip ¢arpmak arasinda pek bir
ayrim olmadigim gosterir. Dolayisiyla Q ile i(Q) kiimelerini “6zdeslestirebiliriz”.
(Bkz. Béliim 12.14.)

Toplama ve ¢arpma verildiginden, artik Q[y/2] kiimesinde ¢ikarma ve bol-
meyi de tanimlayabiliriz. Bu tanimlar1 okura birakiyoruz. Ama siralamay ta-
nimlayalim:

a+by/2<c+dy2
Onermesi, elbette,
0<(c—a)+(d—10b)\2
onermesi dogruysa dogru olmali. Demek ki
0<z+yy2
onermesini tanimlamak yeterli. Bunu da g6yle tanimlayalim:

x>0 vey>0iseyada
0<z+4+y/2< x>0,y <0ve2y? <z?yada
xSO,yZOverSQyQise

Artik Q[y/2] kiimesini, bu kiime iistlindeki 4 iglemi ve siralamay1 biliyoruz. Bu
tanimlarla, ortaokul bilgilerinizle dogru olacagini tahmin ettiginiz her tiirli ifa-
deyi kanitlayabilirsiniz.

Dileyen okur Q[,/2] kiimesinin bu tanimlarla sirali bir cisim oldugunu ka-
nitlayabilir.

Tuhaf ama gercek: Q[1/2] kiimesini yukarda tanmimlanan toplama ve garp-
mayla sirali bir cisim yapan bir bagka siralama daha vardir. Bu yeni siralamada
V2 < 0 olur! Agiklayalim.

Q[v/2]’den Q[/2]’ye giden su fonksiyona bakalim:

v : Qlv2] — Qlv2]

fonksiyonu her a, b € Q igin,
w(a+by/2) =a—by/2

formiiliiyle tanimlansin. ¢ fonksiyonu bir eglesmedir ve Q[+/2] halkasinin top-
lamasini ve ¢arpmasini ve ¢arpmanin birim elemanini etkilemez, yani, her

o, f € Q[y/2]
pla+B)=p(a) + ¢(B),

p(aB) =p(a)p(B),
p(1)=1
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olur. Simdi ¢’yi kullanarak Q[/2] iizerine (gergel sayilardan bulagan) “dogal”
siralamay1 degistirebiliriz: Her «, § € Q[v/2] igin,

a =B e pla) <pla)

olarak tanimlayalim. (Q[/2], +, X, <) yapis1 da sirali bir cisim olur ve /2 bu
siralamada negatif olur.

16.2 Ya Diger Eksik Sayilar?

v/2’nin kesirli say1 olmama sorununu ve benzer sorunlari ¢bzmek igin, kesirli
sayilar kiimesi @Q’den ¢ok ¢ok daha biiyiik bir kiime olan gergel sayilar kiimesi
R’yi yaratacagiz.

Sorun sadece 2’nin karekokiinii yaratmak olsaydi, R’den ¢ok daha kiiciik
olan

Q2] ={a+by2:a,beQ}

cismi isimizi goriirdii ve R’yi yaratmak yerine, yaratmasi ¢cok daha kolay olan
ve cebirsel yontemlerle yaratilabilen Q[/2] cismini yaratmamiz yeterli olurdu.

Sadece v/2’yi degil, /3, /24 /3, 5'/3 gibi sayilar1, hem de dordiinii birden
cebirsel yontemlerle yaratmak da oldukga kolaydir.

Hatta m sayisini ve, n herhangi bir tamsay1 olmak tizere, 7™ sayilarinin
hepsini de cebirsel yontemlerle kolaylikla yaratabiliriz.

n bir kesirli say1 olmak iizere 7™ sayilarinin hepsini birden yaratmak bi-
raz daha fazla ugrag gerektirir ve bu yontem cok daha az bilinir ama bu da
miimkiindiir.

(Toplama ve garpma iglemlerini tanimlamak gorece kolaydir ama bu say1
cisimlerini siralamak ¢ok daha zordur.)

Demek istedigimiz su: Kesirli sayilarm en biiyiik kusuru /2 gibi bir sayinin
olmamas: degildir. Kesirli sayilarin ¢ok daha biiylik bir kusuru vardir. Eger
v/2’nin olmamasi, komsunun bahgesinden elma galmaksa, Q'niin diger biiytik
sucu banka soymaktir! Gergel sayilar1 yaratarak bu kusuru gidermeye calisa-
cagiz.

Bu biiytik kusur 6ylesine biiyiik bir kusurdur ki, telafi etmek igin cebir
yetmez, analiz de gerekir.






17. /2’ye Yakinsamak Isteyen
Bir Dizi

v/2'nin kesirli bir say1 olmadigimi biliyoruz. /2, kesirli bir say1 degildir ama
kesirli sayilarla \/2’ye diledigimiz kadar yaklagabiliriz. Ornegin /2’yle

1,414213562373

kesirli sayis1 arasindaki fark 0,000000000001 sayisindan kiigiiktiir. Dilersek,
Vv/2’ye uzaklhg en fazla

0, 000000000000000000000001

olan kesirli bir say1 bulabiliriz. Bulacagiz da.

Bu boéliimde, gittikge /2’ye daha fazla yaklagsan ve “sonsuzda /2 olmaya
meyilli” olan bir kesirli say1 dizisini ele alacagiz. Hemen bu diziyi tanimlayalim.

(zp)n dizisinin terimlerini tiimevarimla soyle tanimlayalim:

Ty + 2
Ty +1

(*) Tnt1l =

Eger uygun bir xg verilmisgse, bu tanim sayesinde tiim x,,’leri hesaplayabiliriz.
Ornegin eger xg = 1 ise,

17
==L —1.41666. ..
BT T

buluruz ki, bu, Mezopotamyalilarin, daha iyisini bilmediklerinden, /2 yerine
kullandiklar1 degerdir. Pek de fena bir deger degildir aslinda:

1
(1—;)2 =2,00694444 . ..
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Eger zg = 0 alirsak,
x9g=0
1 =2/1=2
x9=4/3=1,3333333...
x3=10/7 = 1,4285714285714 . ..
x4 =24/17=1,4117647058823. ..
x5 =58/41 = 1,4146341463414 . ..
ze = 140/99 = 1,4141414141414 . ..

buluruz. Bu dizinin giderek /2’ye daha ¢ok yaklagtigini, higbir zaman tam

olarak 1/2’ye esit olmasa da dizinin terimleriyle 1/2’ye istedigimiz kadar yak-
lagabilecegimizi gosterecegiz. Ornegin, belli bir asamadan sonra tiim x,’ler
V/2’ye en fazla milyarda 1 uzakliktadirlar; bunun i¢in n’yi 18 ya da daha
biiyiik se¢gmenin yeterli oldugunu gorecegiz. Sectigimiz ¢ > 0 sayisi ne ka-
dar kii¢iik olursa olsun, bir zaman sonra - yani belli gostergecten sonra- tiim
xy’ler \/2’ye en fazla bu ¢ mesafesi kadar uzaklikta olurlar. Matematikte bu
olgu “(zy), dizisi \/2’ye yakinsar” olarak ifade edilir. Ders notlarimin son
kisminda yakinsama kavramina 6zel yer ayiracagiz. Bu boliimii isinma hare-
ketleri olarak telakki edebilirsiniz.

Eger diziyi hesaplamaya zo = —1 ile baglamaya kalkisirsak, bir sonraki
terimi hesaplamak icin xgp + 1’e yani 0’a bolmek zorunda oldugumuzdan, di-
ziyi devam ettiremeyiz. Aym sekilde, eger g = —3/2 ise x; = —1 olur ve
bu sefer de x5’yi hesaplayamayiz. Ama eger zg > 0 ise, tiimevarimla kolayca
goriilecegi tizere, her x,, > 0 olur ve dizinin her terimini hesaplayabiliriz. Bu
dizinin, segilmis her zp > 0 (kesirli) sayis: i¢in /2’ye yaklastigini gosterecegiz.
Daha dogrusu, heniiz /2 diye bir sayiy1 icat etmedigimizden, x,,’lerin kareleri-
nin giderek 2’ye yakinsadigini gosterecegiz. Yakinsamanin ne demek oldugunu
heniiz bilmedigimizden, tam matematiksel olamayacagiz ama gene de okur
gercegi hissedecek diye umuyoruz.

|2 — 22| sayilarma bakahm. Once,

9 _ Ty + 2 2

Ty + 1
esitliginin farkina varalim. Eger 1 < x,, esitsizligini kanitlayabilirsek, o zaman
(z, + 1) > 4 olur ve yukardaki esitsizlikten,

2 — 2]

4

esitsizligi cikar ve boylece 2’yle 22 arasimndaki farkin her adimda, bir 6nceki
farkin 4’te 1’inden daha kiiciik olacagi anlagilmig olur. Tabii bu da aradaki
farkin n biiylidiikce 0’a yaklasacagi anlamina gelir.

‘2 _%21+1‘ =

_ 2_w%—4xn+4 _ |2—x%}
2 + 2z, +1 (T +1)2

2 — $721+1| <
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Simdi x,'nin 1’den biiyiik oldugunu kanitlayalim diyecegim ama bu dedigim,
eger xo < 1 secilirse, en azindan n = 0 icin dogru olmaz. Ote yandan, eger
xo > —1 ise, o zaman 9+ 1 > 0 olur ve (*) tanmimindan kolayca kanitlanacag:
tizere, n > 1 i¢in tiim x;,’ler 1’den biiyiik olurlar. (Ciinki paydaki z;, +2 sayist
her zaman paydadaki z, 4+ 1’den daha biiytiktiir.) Boylece

2
2 2 — a7
2 — 24| < Tn
esitsizligi kanitlanmig olur. Demek ki,

-2 _R-2d,l_  _|2-a}
4 - 42 S L

2 -z} <
yani
2 — x|
4n

esitsizligini buluruz. Ornegin, xg = 1 alirsak,

2 -] <

2— a2 < /4"

buluruz, ki fena bir agagiyukarilik degil. Buradan, eger bir an i¢in /2 sayisinin
varhigim bildigimizi varsayarsak,

V2 = 2| < V2 = @nllV2 + 20| = 2 - 23] < 1/47,

yani
|v2 — xn| < 1/4"

buluruz. Eger n = 2m alacak olursak,
|V/2 — o] < 1/4%™ =1/16™ < 1/10™

buluruz. Ornegin, eger /2'ye kesirli bir sayiyla milyarda 1 kadar yaklagmak
istiyorsak, xg = 1 ve m = 9 secip z15’i hesaplayabiliriz:

9369319
6625109

Aslinda /2’ye 18’inci terimden ¢ok daha c¢abuk milyarda 1 kadar yaklagiriz,
yukardaki egitsizliklerde oldukc¢a hoyrat davrandik, daha ince bir yaklagim
daha giizel sonuclar verir.

Burada 6nemli olan nokta su: Eger zy’1 kesirli bir say1 secersek, hesaplana-
bilen her x,, elbette kesirli bir say1 olur. z,, kesirli sayisinin payini ve paydasini
hesaplamanin kolay bir yolu var:

T18 =1,414213562 ...

Pn+1="0Pn + 2qn
Gn+1 =DPn + Gn
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olarak tanimlarsak,
Tp = pn/Qn
olarak tanmmmlanan dizi (*) esitligini saglar. (Algtirma.) Yukarda buldugumuz

9369319

Y18 = 5625109

icin pg = qo = 1 aldik ve p, ve ¢,’leri n = 18’e kadar teker teker hesapladik.

Limit Kavramini Bilenlere Not: Yukardaki tanimla verilen (), dizisi
eger bir sayiya yakinsiyorsa, bu say1 +,/2 olmak zorundadir. Nitekim, eger
limite x dersek ve (*) tamminda, x,41 ve x, yerine x koyarsak,

x+2
xr =
r+1

elde ederiz ve buradan da once,
xx+1)=x+2

ve sadelestirdikten sonra da,
22 =2

gikar. Demek ki x ya /2 ya da —4/2 olabilir.

Ashinda, g = —+/2 diginda, dizinin hesaplanabildigi tiim xy degerleri i¢in
limit ancak /2 olabilir. Bunun pek o kadar kolay oldugunu sanmadigimiz
kanmitini okura birakiyoruz. Bir bagka ilging aligtirma da dizinin hesaplanama-
yacagl tiim zo degerlerini bulmak. Sonug ¢ok hog ¢ikiyor.

Aligtirmalar.

17.1. Aymi seyi /2 yerine /3 icin yapmaya caligim, érnegin |z — /3| < 1077 esitsizligini
saglayan bir x kesirli sayis1 bulun.

Karekdk Isareti. y/ isaretinin tarihi 1525’ uzanir. Bu simgeye benzer bir
simge, koklii sayilar igin Alman Matematikgi Christoff Rudolff (1499-1545)
tarafindan Coss adh kitabinda kullanilmigtar.

Coss, Almanca dilinde yayimlanmig ilk cebir kitabidir.

Coss, cosa’dan gelir. Cosa da, “bilinmeyen” anlamina kullanilan “gey”in
Latincesidir. Cebircilere uzunca bir zaman bu yiizden “kosistler” denirdi. Ce-
bire de “kosik sanat” denmigtir.

Vv2nin Oykiisii. Yunanh filozof Aristo’ya (MO 384-322) gére, /2'nin kesirli
olmadigim ilk kez MO 430 yillarinda Pisagor anlamigtir. Pisagor olmasa da,
bu bulusun bir felsefe ekolii olan Pisagorcular tarafindan bulundugu kesin. Bu
bulug Pisagorcularin felsefesinin ve inancinin temelini yikiyordu. Pisagorculara
gore var olan her geyin temeli dogal sayilard: ve her sey (6rnegin her uzunluk)
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dogal sayilar ya da dogal sayilarin dogal sayilara boliinmesiyle (yani kesirli
sayilarla) ifade edilebilirdi. Ama iki kenar1 1 uzunlugunda olan bir dikiiggenin
hipoteniisiiniin uzunlugu /2’ydi ve /2 kesirli bir say1 degildi. Bu yiizden Pisa-
gorcular uzunca bir siire 1/2'nin kesirli olmadigini bir sir olarak saklamiglardir.

Oklid’in (MO 325-265) {inlii Elemanlar adli eserinin 10’uncu cildinde tam-
kare olmayan her kesirli sayinin karekokiiniin kesirli bir say1 olmadigini kanit-
lamigtar.






18. Kesirli Sayilar Kiimesinin
Kusurlar:

Bir 6nceki boliimde, kesirli bir say1 olmayan /2’ye ¢ok ¢ok yaklagan bir kesirli
sayilar dizisi bulmustuk. Bu kesirli say1 dizisi, 1/2’ye erigmek i¢in elinden geleni
yapiyordu. Hatta “sonsuzda” /2 olmak i¢in yanip tutusuyordu ama /2 orada
olmadig i¢in (glinkii /2 kesirli bir say1 degil) sonsuzda bile /2 olamiyordu...

Sadece /2’'ye degil, herhangi bir gercel sayiya yakinsamaya caligan bir,
hatta birden cok kesirli say1 dizisi bulabiliriz. Ornegin,

Ty = 3

1 = 3,1

xo = 3,14

r3 = 3,141
x4 = 3,1415
x5 = 3,14159

dizisi belli ki 7 sayisina yakinsamak iizere yola ¢ikmigtir ama hichir zaman 7

sayisina esit olamayacaktir, “sonsuzda” bile, ciinkii 7 kesirli bir say1 degildir
ve orada yoktur! Bu dizi siirekli olarak artiyor ve giderek daha fazla n’ye
yaklagiyor ve sonsuzda olmak istedigi yere gelince, bir de bakiyor ki o say1
orada yok! Clinkl diinyas: Q’den ibaret! Hicran!

3,141 314159
3 31 4/ Q

| I
I T TR

3,14%
3,1415 7nin yeri, ama 7 orada yok!

Kesirli sayilarin yukardaki gibi bir resmini yaparsak, 7w’'nin olmasi gerektigi
yerde bir delik goriiriiz. 4/2'nin yerinde de yeller esiyordur. Kesirli sayilarda

Lr'nin kesirli say1 olmadigini kanitlamak /2’nin kesirli say1 olmadigini kanitlamaktan
daha zordur.
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daha birgok delik vardir. Hatta kesirli sayilarda kesirli sayidan ¢ok daha fazla
delik vardir!

Iste kesirli sayilar kiimesinin en bilyiik kusuru bu delikler ve bu deliklerin
coklugudur. Notlarin geri kalan boliimiinde kesirli sayilarin deliklerini doldu-
rarak gercel sayilar: elde edecegiz.

Daha kolay anlagilan bir 6érnek verelim:

11
1 o
45

Wl

1
727

dizisi 0’a giderek daha cok yaklasir ve ilerde tanimlayacagimiz anlamda Q’da
0’a yakinsar. Ama Q yerine 0’1 atip Q \ {0} kiimesinde ya da (0, 1] araliginda
caligirsak, bu dizi 0’a yakinsamak icin elinden gelen her seyi yapar ama, 0
orada olmadigindan, Q \ {0} ya da (0, 1] kiimesinde 0’a yakinsayamaz...
Kesirli sayilarin bir bagka kusurunu da bulalim. Su kesirli say1 kiimesini

ele alalim: 12345

A_{O?27374?5’67"'}'
Bu kiimede, n € N i¢in, n/(n + 1) bi¢iminde yazilan kesirli sayilar bulunuyor.
A’nin her sayis1 1’den kiiciik elbet; 2’den de kiigiikler. Bu yiizden 1 ve 2'nin
A’nin dstsinare olduklar: séylenir. A'min katrilyonlarca, hatta daha da fazla
istsinir: vardir: 1’den biiyiikesit her sayr A’min bir {istsiniridir. Ama 1’in bu

iistsinirlar arasinda bir ayricaligi vardir: 1, A’nin iistsinirlarinin en kiigiigiidiir.

3/4 45 5/6

L N

—Hite
23 1

Bir A say1 kiimesinin tistsinirlarinin en kiigiigiine en ktig¢tik tistsinar denir ve
bu say1 sup(A) ya da ekiis(A) olarak yazilir. Yukardaki érnekte, sup(A) = 1.
Bunun matematiksel kanitin1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Simdi, by = 0 olmak tizere,

y o Bbatd
T oh, 3

iligkisiyle tanimlanmig (b, ), kesirli say1 dizisini ele alalim. Dizinin ilk dort
terimini yazalim:

bo =0
by =4/3
by = 24/17

bs = 140/99
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Dikkat ettiyseniz (etmediyseniz de kolayca kanitlayabilirsiniz) b, gecen bo-
limde tamimlanan xg,’ye esit. Dolayisiyla (by,), dizisi de (zy), dizisi gibi
(heniiz olmayan!) /2’ye yakinsamaya galigir.

b, = 24117
0 1 \/2
s

*
b, =4/3

Ayrica (by,), dizisi siirekli artan bir dizidir. (Ahstirma. Once tiimevarimla
b2 < 2 esitsizligini kanitlaym, ardindan, b, < by, 11 esitsizligini.) Simdi,

B = {b(]a bla b27 b3a b4? . }

olsun. B’deki her eleman /2’den kiigiiktiir, dolayisiyla /2, B’nin bir iistsii-
ridir. 4/2'nin B’nin en kiigiik iistsinir1 oldugu da kolaylikla kanitlanir:

sup(B) = /2.

Kamtin tek zorlugu /2'nin heniiz var olmayigidir! Bu zorluktan kagmmak
istiyorsaniz, gecen boliimde yaptigimiz gibi, (by,), dizisinin karesinin 2’ye ya-
kinsadigini kanitlayabilirsiniz.

Ama /2 yoksa, B’nin en kiiciik tistsinirinin /2 oldugunu soyleyebilir mi-
yiz?

En kiigiik istsiur tammimizda bir sorun var. “Ustsmir” ve “en kiiciik
istsinir” kavramlart mutlak kavramlar degildir, goreceli kavramlardir. Q’de
tstsinirla (hentiz tamimlamadigimiz) R’de istsiir aym gey demek degildir.
sup(B) yazmak yerine kavramim goreceligini gosteren supqg(B) ve supg(DB)
yazmak gerekirdi.

B’nin R’de en kiigiik iistsinir1 1/2’dir. Ama B’nin Q’de en kiigiik iistsinir:
yoktur. Yani supg(B) = /2'dir ama supg(B) yoktur! Ciinkii /2 kesirli bir
say1 degildir.

Ustsimur ve en kiigiik iistsimr tammlarimiz gozden gegirelim:

A CQveseQolsun. Eger her a € A igin, a < s esitsizligi dogruysa, s’ye
A'nin (Q’de) tstsinar:y denir. Eger s, A'nin bir tistsiniriysa, s’den biiyiik her
t kesirli sayis1 da A’nin bir tistsiniridir elbette.

A’nin en kiigtik tistsinirt (varsa)
. /
—, s o
S

A’nin tstsiurlar

®

(")rneg‘in," 1 ve 1’den biiyiik her say1 hem (0,1) hem de [0, 1] araligiin {istsi-
niridir. Ote yandan Z’nin Q’de iistsinir1 yoktur. Her kesirli say1 bogkiimenin
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bir tistsimiridir. (Neden?) Ustsiirlarin en kiictigiine, eger varsa, olmayabilir
¢linkii, (Q'de) en kigtik tdstsiner adi verilir.

Yani s € Q sayisinin A’'nin en kiigiik tistsinir: olmasi igin, énce A’nin bir
ustsinirt olmasi, sonra A’nin her tstsimirindan kiigiikegit olmas: gerekir. Eger
bir kiimenin en kiigiik tistsimiri varsa, bu en kiiclik ustsinir ancak bir tane
olabilir: Eger s ve t birer en kiiclik iistsinirsa, s en kiigiik tistsinir, ¢ de bir
iistsinir oldugundan, s < t olmak zorundadir; ayni1 nedenden ¢t < s olmak
zorunda; demek ki s = t.

Bir A C Q kiimesinin Q’deki en kiiciik iistsmir1 supg(A) olarak gosterilir.
Ama dikkat! supgp(A) olmayabilir; oldugunda da A'nin bir elemani olabilir de
olmayabilir de. Ornegin

sup(0,1) =1 ¢ (0,1)
Q
ama

sup(0,1] =1 € (0, 1].
Q

Yukardaki paragraflarda QQ’leri silip yerine R yazarsaniz, R’de iistsinir ve R’de
en kiigiik iistsinir kavramlarim elde edersiniz. (Tabii R’nin ne demek oldugunu
sezgisel olarak bildiginizi varsayiyoruz burada, matematiksel olarak R heniiz
tanimlanmada.)

Bir altkiimenin en kiigiik tistsiniri olmasi igin, her seyden Once tistsinir
olmahdir. Ustsmiri olmayan bir kiimenin en kiigiik tistsinir1 da olamaz.

Simdi canalic1 soruyu soralim: Ustsinir olmasi en kiigiik {istsimir olmasi icin
yeterli midir? Yanit olumsuz: Bogkiimenin {istsinirlar1 vardir ama en kiigiik
istsinir: yoktur!

Peki ayn1 soru bog olmayan kiimeler i¢in dogru mu? Belli ki Q’de bu dogru
degil. Yukardaki B kiimesinin iistsiniri var, érnegin 2, B’nin bir tistsiniridir,
ama B’nin Q'de en kiiciik tistsinir1 yok.

Yani Q’de iistten sinirli ama en kii¢iik istsinir: olmayan altkiimeler vardir.
Bu, Q'niin biiyiikk kusurlarindan biridir ve tahmin edilecegi gibi bir 6nceki
biiyiik kusura esdegerdir. Bu iki kusurdan biri diizeltilirse, digeri de kendili-
ginden diizelir.

Ote yandan bos olmayan bir altkiimenin R’de iistsiirinim olmasi, en kiiciik
istsinirinin da olmasi anlamina gelir. Yani R’de iistten sinirli olan ve bogkiime
olmayan her altkiimenin en kiic¢iik tistsinir1 vardir. Tabii R’yi heniiz tanimla-
madigimizdan bunu su an kanitlayamayiz. R’yi tanimladigimizda ilk igimiz bu
onemli olguyu kanitlamak olacak.

Son olarak bir elemanin supg(A) olmasi icin gerek ve yeter kosullar1 gére-
lim.

Onsav 18.1. A C Q ve s € Q olsun. s’nin A’nan en ktictik tstsiniry olmast
icin,
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1. Hera € A icin, a < s,
2. Her e > 0 kesirli sayist i¢in, s—e < a egitsizligini saglayan bir a € A vardwr
kosullary gerek ve yeter kosullardur.

Kamnit: Birinci kosul s’'nin A’nimn bir tistsinir: oldugunu soylityor. Ikinei kogul
da s’den kiigiik higbir sayinin A’nin bir iistsinir: olmadigini soyliiyor. Demek
ki iki kosul birden s’nin A’nin en kiigiik istsinir: oldugunu soyliiyor. O






19. Gergel Sayilar: Belirleyen
Ozellikler

Gegen boliimde kesirli sayilarin iki énemli kusurunu ortaya koymustuk. Bu
yazilarda bu iki kusuru diizelterek gercel sayilar1 yaratacagiz.

Kesirli sayilarin birinci kusuru /2, 7 gibi sayilarin olmamasiydi. Bu sayi-
larin yerleri bog, oralarda delikler var... Gene de bu olmayan sayilara kesirli
sayilarla istedigimiz kadar yaklagabiliriz, o olmayan sayiya ulagmak i¢in can
atan kesirli say1 dizileri bulabiliriz. Bunu gordiik.

Kesirli sayilarin ikinci kusuru ise tistten sinirli ve bog olmayan her kesirli
say1 kiimesinin bir en kiigiik iistsinirinin olmamasiydi. Bazi kesirli say1 kiimele-
rinin en kiigiik tistsinirlar: vardir, ama hepsinin yoktur. Gegen boéliimde bunlara
ornekler gordiik.

Bu iki kusurdan birini giderirsek, digeri de kendiliginden giderilmis olacak.

Birinci kusuru gidermek igin bir yere yakinsamaya can atan diziler kul-
lanilir. Bu tir dizilere temel diziler adi verilir. Matematiksel tanimlari daha
sonraki boliimlerde gorecegiz.

Ikinci kusuru gidermek icin de Dedekind kesitleri denilen kesirli say1
kiimeleri kullanilir.

Iki yéntem de birbirine matematiksel anlamda esdegerdir. Bir yontemle
kurulan gergel sayilar kiimesiyle diger yontemle kurulan gergel sayilar kiimesi
arasinda matematiksel olarak hicbir ayrim yoktur. Bunu da daha sonraki bo-
liimlerden birinde kanitlayacagiz.

Dedekind kesitleri yontemi temel dizileri kullanan yéntemden ¢ok daha sa-
dedir. Ama temel diziler yontemi de ¢ok 6greticidir. Biz temel dizileri kullanan
yontemi sececegiz. Dedekind kesitlerinden bir bagka boliimde s6zedecegiz.

(Q, +, x, <, 0, 1) yapist sirali bir cisimdir, yani agagidaki 6zellikleri saglar.
(R, +, zx, <, 0, 1) yapis1 da sirali bir cisim olacak, ancak Q'niin yukarda
sOzettigimiz kusurlari olmayacak. Bu kusurlari olmayan sirali bir cisim, “0z
itibariyla biriciktir”. Bu da kanitlanacak.
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Sirali Cizimler

T1.Hera, b,ce Kigin, (a+b) +c=a+ (b +c).
EZ. K’da 0 diye yazilan oyle bir elerlnan va11'd1r ki,

erae Kigin,a + 0 =0 + a = a esitligi saglanir. :
(Bu 6zellik gancak tek bir eleman tira%ndfn saglanabilir.) (K, +, 0) bir gruptur
T3.Herae Kicin,a + b = b + a = 0 esitliklerini
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilir.) (K, +, 0) degismeli bir gruptur

T4.Hera,be Kicinya+b=5b +a.

C1. Her a, b, c € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. K’da 1 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
hera e Kigin,ax 1 =1 X a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zelligi saglayan 1°den bagka bir eleman olamaz.)

(K, +, %, 0, 1) bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) degismeli bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

C4. Her a € K\ {0} icin, ab = ba = 1 esitligini
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, a! olarak yazlir.)

(K\{0}, %, 1) degismeli bir gruptur

K, <) bi 1
S$1.Her a e K icin, a < a. (K, <) bir yarisiralamadir
S2.Hera,be Kigin,a<bveb<aisea=b.

S3.Hera, b,ce Kigin,a<bveb<cisea<c. (K, <) bir tamsiralamadir

S4.Hera, b e Kigin,yaa<byadab<a. (K, +, %, <, 0, 1) sirali bir cisimdir

TS. Her a, b, ce Kigin,egera<bisea +c<b +c.
CS.Hera, b e Kigin, eger 0 <ave 0 < b ise 0 < ab.
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Kesirli Say1 Dizileri
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20. Kesirli Say1 Dizileri

20.1 Diziler

Dizinin matematiksel tanimini Boliim ?7’te gormiigtiik: Eger X bir xxx Bolum
1.5 yok xxx kiimeyse, bir X-dizisi, dogal sayilar kiimesi N’den X’e giden bir
fonksiyondur ya da - ayni sey - [ [y X kartezyen ¢arpiminin bir elemanidir. Ama
biz bu kadar bicimsel diisiinmeyip, diziyi her matematikci nasil algiliyorsa, 6yle
algilayacagiz:

T, L1, L2, - - -

tlirtinden bir listeye matematikte dizi denir. xg, 1, T2 elemanlarina dizinin
terimler: adi verilir. Terimler belli bir kiimeden secilirler. Belli bir agsamada
biten dizilere sonlu dizi denir ama bizim dizilerimiz hi¢bir zaman sonlu olma-
yacaklar, yani bizim dizilerimizde her n dogal sayis1 igin bir x,, terimi verilmis
olacak. Ama dikkat, gene de {z,, : n € N} kiimesi sonlu olabilir. Bir dizinin te-
rimleri kesirli sayiysa, diziye kesirli sayilar dizisi denir. Bu boliimde sadece
kesirli sayilar dizilerinden sézedecegimizden, “kesirli sayilar” ibaresini kaldirip
sadece “dizi” demekle yetinecegiz.
Diziler,
LOs L1, L2y« -

biciminde gosterildigi gibi daha tikiz bir yazilimla,

(xn)n
olarak da gosterilirler. Ornegin,
1
n+1/,
dizisi,
1 111
) 2’ 3’ 4’

dizisini ifade eder. Aym diziyi,
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olarak da gosterebilirdik. Hatta anlagilmasi daha kolay olsun diye,

1 1
(), 00 (3)
N/ pn=123,. N/ 0

olarak da gosterebiliriz. Kimileyin kendimizi yazinin heyecanina kaptirip yu-

kardaki diziyi
1
n n

olarak gosterirsek okur bizi bagislasin liitfen.
Degisik dizi yazilimlar1 matematikte sik sik kullanilir. Ornegin,

(3)
D/ p asal

yazilimi,

dizisi anlamina gelir.
Kolaylik olsun diye bir (z;,), dizisini hemen hemen her zaman z olarak
kisaltacagiz:

x = (Tp)n.

Bunun gibi y = (yn)n ve z = (2n)n yazacagiz. Bir z dizisinden sozettigimizde
de, x’in terimlerini x,, olarak yazmaya 0zen gostermeye calisacagiz.

Tiim terimleri esit olan bir diziye sabit dizi adi verilir. Boyle bir dizi, bir
a € Q sabiti igin (a), olarak yazlabilir. Bu diziye sabit a dizisi denir. Sabit
a dizisini s(a) olarak gosterecegiz. Demek ki s(a) dizisinin her terimi a’ya esit,
yani her n dogal sayisi igin,

s(a), =a

esitligi gegerlidir. Sabit 0 ve sabit 1 dizileri 6zellikle ve genel olarak sabit diziler
0zel onem arzedecek ilerde.

T, (Tn)n dizisinin n’inci terimidir. Demek ki, 1, (1/n),, dizisinin sifirmc
terimidir. (1/p), ggq1 dizisinin tigiincii terimi 1/7°dir; ne 1/3’tir ne de 1/5!

n, T, teriminin gostergeci, belirtect ya da endisidir.

Kesirli sayilar dizilerinden olusan kiimesine D adini verelim. Demek ki

D =Fonk(N,Q) = [[ Q.
N
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20.2 Dizilerle i§lemler

Iki diziyi terim terim toplayabiliriz: & = (2 )n ve ¥ = (Yn)n ise, z + y dizisini,
T+y = (Tn+Yn)n

olarak tammlayabiliriz. Ornegin,

1 1
()™ )
N/ nen\{o} P/ p asal

dizisini toplamak igin, bu iki dizinin terimlerini,

1111
b2
ve 11111
2°35" 7 11
olarak yazip sirayla toplariz ve
35 8 11 16
276715728755

dizisini elde ederiz.

Sadece toplama degil, dizilerle ¢ikarma ve ¢arpma da yapabiliriz. Tim
islemler terim terim yapilabilir. Terim terim bolme yapabilmek igin, bolen
dizinin tiim terimleri 0’dan farkli olmali. Ayrica sabit 0 dizisi s(0), dizileri
toplamanin, sabit 1 dizisi s(1) de dizileri garpmanin etkisiz elemanidir.

Kisacast dizi toplama ve ¢arpmasi, aynen N'den Q’ya giden fonksiyonlarin
noktasal toplama ve garpmasidir. Bkz. [SKK].

D kiimesi toplama ve garpma islemleri altinda ve s(0) ve s(1) sabit dizile-
riyle birlikte degismeli bir halkadir. Yani

(D, +, x,(0),s(1))

yapist degigsmeli bir halkadir. Bunun kaniti son derece kolaydir ve okura bira-
kilmugtir. Ornek olarak carpmanim toplamaya gore dagildigmi, yani her z, v,
z € D igin,

z(y+z) =xy + a2

esitligini kamtlayalim. z = (zp)n, ¥ = (Yn)n ve z = (2n), olsun. O zaman,

8
—~
<
+
&

(xn(yn + Zn))n é (xnyn + xnzn)n i (xnyn)n + (:ann)n
()0 (Yn)n + (Zn)n(2n)n X Ty + x2.

[l les |I=
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Burada birinci ve yedinci esitliklerde x, y ve z dizilerinin tamiminmi yazdik.
Ikinci ve altina esitliklerde dizilerde toplamanin tanimim kullandik. Ugiincii ve
besinci egitliklerde dizileri ¢arpmanin tanimimi kullandik. Dordiincii esitlikte
ise kesirli sayilarda carpmanin toplamaya gore dagilimini kanitladik.

Istenen her esitlik, Q’deki benzer esitlige indirgenerek yukardaki érnekte
oldugu gibi kolaylikla kanitlanabilir.

Her halkanin oldugu gibi D halkasinin da tersinir elemanlarini tanimlaya-
biliriz: Bir y € D dizisi i¢in zy = s(1) esitliginin saglandigr D’nin x dizilerine
D’nin tersinir elemanlar:y denir. D’nin tersinir elemanlar: kiimesi D* olarak
yazilir. Belli ki eger bir x = (x,,),, dizisi tersinirse, x,, terimlerinin her biri 0’dan
degisik olmalidir ve bu dizinin tersi (1/x,), dizisidir. Bu durumda tahmin
edilecegi iizere, * = (z,), dizisinin tersi 71 olarak yazilir: 27! = (1/2,)n.
Sonug olarak,

D*={x € D: bir y € D dizisi igin zy = s(1)}
={x € D: her n € Nigin z,, # 0}.

Dizilerle ilgili bir seye dikkat etmek gerekir: z ve y dizileri sabit 0 dizisi
olmasalar da carpimlar: sabit 0 dizisi olabilir. Ornegin,

0,1,0,1,0,...
dizisiyle
1,0,1,0,1,...

dizisinin ¢arpimi sabit 0 dizisi s(0)’dur.

20.3 Sinirh Diziler

Baz diziler {istten smirhdir. Ornegin,
0,-1,—-2,-3,—4,...

dizisi tistten sinirhdir, terimleri belli bir sayiy1, 6rnegin 0’1 ya da 1’i agamaz.
Ama bu dizi alttan simirhi degildir. Baz1 diziler hem tstten hem de alttan
sinirhdir. Hem alttan hem de iistten sinirli dizilere kisaca sinirle diziler di-
yecegiz. Sabit dizilerin hepsi simirhi dizilerdir elbet. Dolayisiyla s(0) ve s(1)
dizileri de siurh dizilerdir. (1/n),xo dizisi de smirhdir. Eger o € [1,2] ise,
Béliim 17°de tamimlanan (x,,), dizisinin terimleri de bu araliktadir (¢ok kolay
aligtirma), dolayisiyla dizi simirhdir. Bir 2 = (), dizisinin sinirli olmas igin
(|xn|)n dizisinin iistten simirli olmasi yeter ve gerek koguldur. (Kesirli sayilarda
mutlak degerle okurun hagir nesir oldugunu varsayiyoruz Bkz Bolim 13 ve
14’nin sonu.)

Sinirh diziler kiimesini B olarak gosterecegiz. B kiimesi toplama, ¢ikarma
ve carpma altinda kapalidir ve bunun kanit1 oldukca kolaydir.
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Onsav 20.1. B, D’nin bir althalkasidir, yani toplama, ¢ikarma ve carpma
altinda kapalidir ve s(0) ve s(1) sabit dizileri B dedir.

Kanit: x = (), ve y = (zp)n iki smurh dizi olsun. a ve b kesirli sayilar
sirasiyla {|z,| : n € N} ve {|yn| : n € N} kiimelerinin birer tistsiur: olsun,
yani her n € N igin,

20| < ave |yn| <D

olsun. O zaman, her n € N igin,

|0 4 Yol <l2n| + |yn| < a+b,
|20 = Yn| < Jan] + lyn| <a+b,
‘xnyn‘ = ‘anyn’ < ab

esitsizlikleri gegerlidir. Demek ki x 4+ y, x — y ve zy dizileri sinirhidir. O

Bir y € B dizisi i¢in xy = s(1) esitliginin saglandig1 = € B dizilerine B’nin
tersinir elemanlar: denir ve bu elemanlardan olugan kiime B* olarak yazilir.
Dikkat: B’nin bir elemaninin tersinir olmasi i¢in bu elemanin D’de tersinir
olmasi yetmez, ayrica elemanin tersinin B’de de olmasi gerekir. Yani B’nin
bir x = (), elemanimin tersinir olmasi i¢in, elbette her z, # 0 olmaldir,
ama bu yeterli degildir, ayrica bir de (1/x,), dizisi stmirli olmalidir. Ornegin
(1/n),, dizisi hem B’de hem de D*’dadir ama B*’da degildir, ¢linkii bu dizinin
(D*’da) tersi olan (n),, dizisi simirh degildir. Yani

B*CBND*

dir ama egitlik dogru degildir.

(1/2n)n dizisinin smirh olmasi igin (2,), dizisinin 0’a belli bir uzaklikta dur-
masi, ¢cok yaklagamamasi gerekmektedir. Ornegin,
1 1 1 1 1

5,5,5,5,1,5,7 9, =,9,...

5’ ) ) ) )
5 6

dizisinin 0’a ¢ok yaklastig1 anlar olmaktadir. Bu sinirhh dizi D’de tersinirdir
ama B’de tersinir degildir, ¢iinkii D’deki tersi olan

1
7a27
5)
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dizisi sinirh degildir.
B halkasinin tersinir elemanlarini belirlemek giizel bir aligtirmadir. Ya-
palim:

Onsav 20.2. Bir & = (z,)n € B dizisinin (B’de) tersinir olmast icin,
“oyle bir pozitif § kesirli sayise vardur ki, her n igin |x,| > §,”
kosulu yeter ve gerektir.

Kamnit: Dizi B*'daysa, (1/xy), dizisi sinirhdir. Demek ki bir B > 0 sayis1 i¢in
|1/x,| < B kosulu saglanir ve |x,| > 1/B olur. Diger yandan: |z,| > § > 0
ise, x,, # 0 olur ve 1/x,, diye bir kesirli say1 vardir. Koguldan dolay:

1

Tn

- s

|z |

Demek ki (1/xy,), dizisi sinirh. O

Bu onsavdaki kogulu saglayan dizilere 0’dan uzak duran diziler diyelim.
Yani B’nin tersinir elemanlari, B’nin 0’dan uzak duran elemanlaridir.

20.4 Zamanla Sabitlegsen Diziler

Sabit diziler toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidirlar elbet: Iki sabit
dizinin toplami, fark: ve carpimi da sabit dizidir, matematiksel soylemle sabit
diziler kiimesi D halkasinin bir “althalkasi” dir, hatta sabit diziler halkasi1 Q’ya
cok cok benzeyen bir halkadir, hem kiime olarak hem de iglemleriyle. Ornegin
sabit a dizisiyle sabit b dizisinin toplami sabit a + b dizisidir, yani

s(a) + s(b) = s(a +b)

dir. Benzer egitlikler ¢cikarma ve carpma igin de gegerlidir. Buna matematikte,
Q halkasiyla sabit diziler halkasi esyapisal halkalardir denir. Eger sabit
diziler halkasi S olarak gosterirsek,

s:Q— 8

fonksiyonu iki halka arasinda bir “egyapi eglemesi”dir, yani toplamaya ve ¢arp-
maya saygl duyan bir eglemedir. (Bu fonksiyon bir a sayisini sabit a dizisi olan
s(a)’ya gonderir ve iki halka arasindaki tek esyap1 eslemesidir (neden?))

Bir de zamanla sabitlesen diziler vardir. Bu diziler ilk trilyon terimde
sabit olmayabilirler ama bir zaman sonra sabitlegip tiim terimleri birbirine egit
olurlar. Yani bir (x,), dizisinin zamanla sabitlesen dizi olmasi igin, Oyle
bir N olmali ki, her n, m > N icin, x,, = x,, olmalidir.
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Her sabit dizi zamanla sabitlegsen dizidir elbette. Zamanla sabitlegen diziler

de toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidir. Bunu okura aligtirma olarak
birakiyoruz.

Alistirmalar.

20.1. = (zn)n ve y = (yn)n iki dizi olsun. Eger belli N ve M dogal sayilar ve her k igin,

20.2.

20.3.

TN+k = YM+k

oluyorsa, o zaman z ve y’'nin ortak kuyruklar: olduklarinm soyleyelim. Orneéin,

1111
37§7§7Zag7
dizisiyle
111
7,5, =, =, =,
14576’

dizilerinin ortak kuyruklar: vardir (6rnegin 1/4, 1/5,1/6, 1/7, 1/8, ... kuyrugu).
D fizerine = ikili iligkisini g0yle tanimlayalim:

x =y < x ve ¢ nin ortak kuyruklar: var.

Bunun bir denklik iligkisi oldugu bariz olmali. [z], z dizisinin denklik sinifin1 simgelesin.
D/ = kiimesi iizerine tanimlanan

[z] + [y] = [z £ y]
[2][y] = [zy]

+, — ve X iglemlerinin iyi tanimlandigini kanitlayin, yani, 6rnegin,
[2] = [2]

ve [y] = [¢] ise, [z +y] = [2 + ¢] esitligini kantlayin.

{z» : n € N} kiimesinin sonlu oldugu (z,)n dizilerinin kiimesinin B’nin bir althalkas:
oldugunu kanitlayin.

Zamanla devirlegen dizilerin sinirh diziler halkasi B’nin bir althalkasi oldugunu kanitlayin.
(Eger belli bir N ve k ve her n i¢in antk+n = an4n esitligi saglaniyorsa (an)» dizisine
zamanla devirlesen dizi ad1 verilir.
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21.1  Yakinsakhk

Gegmiste (n/(n+1)), dizisinin 1’e yakinsadigin fisildadik ama kanitlamadik.
Kanitlayamazdik da, ¢iinkii yakinsamak kavraminmi heniiz tanimlamadik. Bu
boliimde matematikte cok 6nemli olan yakinsamak kavramini son derece dik-
katli tanimlayacagiz, en azindan kesirli sayilardaki yakinsaklik kavramini.

Bir dizinin bir sayiya yakinsamasi demek, dizinin terimlerinin belli bir gos-
tergecten, yani bir zaman sonra, yani belli bir terimden sonra o sayiya c¢ok
¢ok ama c¢ok c¢ok yakin olmasi demektir. Dizinin terimleri hi¢bir zaman o
saylya esit olmayabilir, ama o sayiya dizinin terimleriyle diledigimiz kadar
yaklagabilmeliyiz ve bu yakinlik belli bir gostergecten sonra hep, yani belli bir
sayidan bliyiik her gostergeg icin gecerli olmali...

Ornekler.

21.1. (n/(n+ 1)), dizisinin 1’e yakinsamasi gerektigini ¢ok bilylik bir n sayisi alarak tahmin

edebiliriz. Ornegin, n = 999 alirsak,

T —0,999
n+1
buluruz; n = 99.999 alirsak,
" —0,99999
n+1

buluruz; n biiylidiikce dizinin terimleri daha ¢ok 1’e yaklagirlar. Aslinda bu dizinin terim-
leri 2’ye de yaklagiyorlar, ama 1’e yaklagmaktan da 6te, 1’e yaslaniyorlar, sokuluyorlar,
nerdeyse 1’in icine girecekler.

Matematiksel tanimi daha sonraya birakarak, sanki tanimi biliyormus gibi
(n/(n+ 1))y dizisinin 1’e yakmsadigini gosterelim.

Herhangi bir pozitif kesirli say1 alahm. ¢ (epsilon) diyelim bu sayiya. e'u
¢ok kiiclik bir say1 olarak diigiiniin. Zaten matematikte €, genellikle, ¢ok cok
kiiciik ama gene de pozitif bir say1 anlamina gelir; aynen z’in bilinmeyen, n’nin
tamsay1, p'nin asal say1 anlamina kullanildigi gibi.

Evet... Cok ¢ok kiigiik bir & pozitif kesirli sayis1 verilmis. ()yle bir N dogal
say1s1 bulacagiz ki, eger n > N ise, o zaman dizinin n/(n + 1) teriminin 1’e
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olan uzakligi en fazla bu ¢ kadar olacak, yani her n > N dogal says igin,

n
-1
. '<5
ya da
n €e(l—g1+¢)
n+1 ’

olacak. (Iki kosul birbirine denktir elbette.)

YA

lo
\.

'S = -b
»—\ [ A NN -Jk

O

12 2/3

1+e

Demek ki rasgele bir € > 0 kesirli sayis1 verilmig ve biz yukardaki kogulu
saglayan bir N dogal sayisi ariyoruz.

n
n+1

—1‘<€

kogulunun dogru olmasi igin n’nin ne kadar biiyiik olmas1 gerektigini bulmaya
caligsacagiz.

Ornegin € = 0,01 ise ve n’yi 3 alirsak yukardaki esitsizlik saglanmaz. n’yi
4, 5, 6 alirsak da saglanmaz. n = 99’da tam esgitlik bulunur. Ama n > 99 ise
esitsizlik saglanir.

Eger [n/(n + 1) — 1| < ¢ esitsizliginin sol tarafinda paydalar1 esitleyip
sadelegtirirsek, kosul,

! <
€
n+1
haline ya da
l1<e(n+1).
haline gelir. Simdi N'yi,
1 <eN.

esitsizligini saglayan herhangi bir N dogal sayis1 olarak secelim. Q, Arsimet
ozelligini sagladigindan (Teorem 13.11) bu 6zelligi saglayan bir N vardir. N'yi
bulduk. Son bir kez kontrol edelim: Eger n > N ise, o zaman

= < — < E.
n+1 ntl N °F

1 1
n _1‘_

Demek ki bu N gergekten istedigimizi veriyor. Simdi bir dizinin bir sayiya
yakinsamasinin ne demek oldugunu matematiksel olarak tanimlayalim.
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Tanim 21.1. (x,), bir kesirli say1 dizisi olsun . a € Q olsun . Eger her pozitif
€ kesirli sayisi icin,

(%) n>N=|z,—a|<e

onermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman, (), dizisi (n sonsuza
giderken) a’ya yakinsar ya da a, (x,), dizisinin limitidir denir.

Ashinda z,, ve a, kesirli sayilar olduklarindan sadece “yakinsar” yerine “ke-
sirli sayilarda yakinsar” dememiz gerekirdi, ama bu sayimizda hep bu kavrami
kullanacagimizdan bu nitelemeye ihtiyacimiz olmayacak.

Tamima gore, (), dizisinin a’ya yakinsamasi igin, her € > 0 kesirli sayisi
icin Oyle bir N bulmaliyiz ki, her n > N dogal sayis1 igin

|z, —al <e

esitsizligi dogru olsun. Bir bagka deyisle, (zy,), dizisinin a’ya yakinsamasi i¢in,
her € > 0 i¢in,
{n: |z, —al > ¢}

kiimesi sonlu olmali (ki bir zaman sonra hep |z, — a| < € olsun).

ilk terimlerin nerede olduklari hi¢ 6nemli degil

M \
X0 X XN+1 XN+2 XN+3 X3 Xy

N 1

ama belli bir N géstergecinden sonra
(ya da belli bir zamandan sonra),
terimler a’nin en fazla € uzakhginda olmalilar.

|z, — a| < € esitsizligiyle x,, € (a — &,a + €) kogulunun ayni anlama geldigini
okura animsatirim. Kesirli bir sayiya yakinsayan dizilere yakinsak denir. Ya-
kinsak olmayan dizilere de wraksak denir.

Orneklere gecmeden 6nce bu 6nemli tanmim iizerine biraz kafa yoralim. Bu
tanimi 6ziimsemek gok 6nemlidir. Okur, tanimin, sezgileriyle algiladigr “yakin-
sama’nin anlamini matematiksel olarak verdigine ikna olmalidir, dolayisiyla
asagida yazilanlar: laf ebeligi olarak nitelemeyip dikkatle okumalidir.

21.2 Tanimin Tartigmasi

Eger belli bir g9 > 0 igin (*) 6nermesini dogrulayan bir N sayis1 bulmugsak,
bu gp’dan biiyiik €’lar igin de (%) onermesi ayni N ile dogrudur. Ornegin,
o = 0,001 igin N = 10.000 yetiyorsa, €g’dan daha biiyiik olan ¢ = 0,003
icin de N = 10.000 yeter. Dolayisiyla marifet (*) 6nermesini kiiciik ¢’lar i¢in
dogrulamaktir.
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a—¢, a atg
— —) o~ o
£ ) oo
a—¢ AN#1 *Ne2¥N+3 gte X3 X4

X0 X1

Eger g, icin N yetiyorsa, €,’dan biiyiik bir € icin de N yeter.

Yani buradaki € ¢ok kiigiik (ama gene de pozitif) bir kesirli say1 olarak algi-
lanmalidir.

Tanimdaki N sayisi, €’a gore degigir: € kiiciildiikge N’yi daha biiyiik almak
zorunda kalabiliriz. ¢ ne kadar kiigiikse, x,, terimlerinin (a — €, a+¢) araligina
diigmesi zorlagir ve gecikebilir. Crnegin, go = 0,001 icin N = 10.000 yetiyorsa,
€1 = 0,00001 icin artik N = 10.000 yetmeyebilir, N’yi daha biiyiik, 6rnegin
100.000 almak gerekebilir.

N’nin €’a bagimh oldugunu gorsel olarak gostermek icin, kimileyin N ye-
rine N, yazilir.

Eger bir ¢ i¢in, (*) Onermesini saglayan bir N. dogal sayis1 bulunmussa,
bu N; sayisindan biiyiik N’ler de (*) 6nermesini saglarlar.

Bir dizinin yakinsak olmasi dizinin ilk terimlerinden bagimsiz bir 6zelliktir,
ornegin ilk 1 milyar terimin kac oldugu dizinin yakinsakligini zerre kadar ilgi-
lendirmez. Dizinin yakinsakligi, dizinin sadece kuyruguyla ilgili bir 6zelliktir.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yakinsamasi i¢in, amag, verilmig her € > 0 igin
(*) 6nermesini saglayan en kiiciikk N dogal sayisin1 bulmak degildir. Béyle bir
en kiiciik N dogal sayis1 vardir elbette ama gogunlukla bulmas: ya da ifade
etmesi ¢ok zordur. Amag sadece (*) dnermesini saglayan bir N’nin oldugunu
bulmaktir. Bu 6nemli. Bir dizinin bir sayiya yakinsadigimi kanitlamak iste
bu yiizden zordur. e verildiginde, (*) 6nermesini dogrulayan tek bir N dogal
sayist olsaydi (riiyada mesela!), eminim kanitlar gok daha kolay olurdu. Ama
maalesef N’yi segmekte bayag: bir 6zglrliiglimiiz var. i§te bu ozgiirliiktiir cogu
zaman matematigi zorlastiran, yaraticilik gerektiren ve heyecanh kilan.

Bir gsey daha: Tanimda n > N yerine n > N ve |z, — a| < € yerine
|z, —a| < e veya |z, —al < £/2 de yazabilirdik, kavram degismezdi. Bu, belki
kii¢iik bir ayrintidir, ama okurun neden boyle oldugunu anlamasinda ¢ok yarar
vardir. Gerekirse saatlerini versin bu ince noktaya, deger ¢iinkii.

Bircok yakinsama oOrnegi verecegiz birazdan. Ama simdi bir yakinsama
kanitinin nasil yapilacagini gorelim.

Diyelim (), kesirli say1 dizisinin a kesirli sayisina yakinsadigimi goster-
mek istiyorsunuz. Demek ki her € > 0 kesirli sayis1 igin bir sey kanitlamaniz
gerekiyor. O zaman hemen rastgele bir € > 0 kesirli sayisi se¢in. Yani kanitiniz,

€ > 0 herhangi bir kesirli sayr olsun
cimlesiyle baglamalidir. Simdi, her n > N dogal sayisi icin,

|xy —al <€
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esitsizliginin saglandig1 bir N dogal sayis1 bulmaya ¢aligacaksiniz. N’yi kafadan
atarak hemen bulmaya ¢aligmayin, genellikle bagsaramazsiniz.

|z, —al <€

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi gerektigini bulmak
i¢in |z, — al ifadesiyle oynamalisimz. Orneklerle her sey daha acik olacak.

21.3 Limitin Biricikligi
Eger bir (x,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

lim z, = a

n—oo
yazilir. Ince bir ayrintl: Buradaki oo simgesinin tek bagina anlami yoktur.
Burada anlami olan ve bir anlam verilen,

lim z, = a

n—oo
ifadesinin tiimii birdendir ve bu, “n sonsuza giderken x,’nin limiti vardir ve
bu limit a’dir” ya da “n sonsuza giderken x,, dizisi a’ya gider” diye okunur.

Bir de “lim,,—,o x;,” ifadesine bir anlam verdik, bu “(z,,), dizisinin limiti”

anlamina gelir. Ancak lim,,_,, x,, ifadesini goniil rahathgiyla kullanabilmemiz
i¢in bir dizinin en fazla bir sayiya yakinsadigini kanitlamamiz gerekmektedir.
Eger dizinin limiti hem @, hem b oluyorsa, ikisinden birini se¢gmemiz gerekir.
Boyle bir secime gerek olmadigini kanitlayalim hemen:

Onsav 21.2. Bir dizi en fazla bir saywa yakinsayabilir.

Kanit: Hem a hem de b kesirli sayilarina yakinsayan bir (z,,), dizisi ele alalim.
a = b egitligini kanitlayacagiz. Bunun igin, eger a # b ise, (x,), dizisinin hem
a’ya hem de b’ye aymi zamanda c¢ok cok yakin olamayacagini kullanacagiz
elbette.

Asagidaki resimden izleyelim. a # b esitsizligini varsayalim.

o — bl
E =
2

n> Ny i¢in x ’ler bu aralikta

j\ :z/>§]2 i¢in x, ler bu aralikta
(. Yy .\

v AT

-€ a T b b+e

a+e=b-¢

a

Ve can alicr soru: # > max{N,, N,} i¢in x, nerede?
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olsun. (zy), dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle bir Ny vardir ki, her n > N
dogal sayisi icin,

|z, —al <€
esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, Oyle bir Ny vardir ki, her n > Ns dogal
sayis1 icin,

|z, — b < e
esitsizligi dogrudur. Simdi n hem Nj’den hem de Ny’den biiyiik herhangi bir
dogal sayis1 olsun. Su hesab1 yapalim:

la —b|=(a—zn) + (zn — )| < |a— zn| + |20 — b
=la—x,|+b—xp| <e+e=2e=]a—1V,

yani |a — b| < |a — b|]. Bu da bariz bir geligkidir, bir say1 kendinden kiigiik
olamaz! O

Yukardaki 6nsavin izniyle, eger bir (x,,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman
a’ya (xy)n dizisinin limiti adi verilir ve yukarda dedigimiz gibi bu,

lim z, = a
n—o0

olarak gosterilir.

Onsav 21.3. Sabit a dizisi a’ya yakwmsar. Daha genel olarak, zamanla sa-
bitlesen bir dizi zamanla sabitlestigi sayrya yakinsar.

Kamit: (z,), dizisi zamanla sabitlesen bir dizi olsun. Yani belli bir goster-
gecten sonra, diyelim M gostergecinden sonra hep a olsun: Eger n > M ise
Tn = a. Bu dizinin a’ya yakinsadigin gosterecegiz. Rastgele bir € > 0 kesirli
sayist secelim. Jimdi, her n > N dogal sayis1 igin,

|z, —al <€

esitsizliginin saglandig1 bir N dogal sayis1 bulmaya calisacagiz. Ama N’yi M
almak yeterli. Nitekim, eger n > M olursa,

|zp, —a|=]a—a|=0<c¢
olur. g

Argimet Ozelligi,
lim 1/n=0

n—oo
esitliginin kanitinin 6ziinii olugturur. Nitekim, eger € > 0 rasgele bir kesirli
saylysa, N dogal sayisi 1 < Ne esitsizligini saglayacak bigimde secilsin. Simdi,
her n > N gostergeci igin,

1/n<1/N <e
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olur.

Ayni kanit nerdeyse lim,, o, 1/n% = 0 esitligini de kanitlar: Bir ¢ > 0 igin,

aynen yukardaki N’yi secelim:

1/n*<1/n<1/N<e¢

olur. Benzer gekilde lim,,_,o, 1/2n = 0 esitligi de kanitlanir.

Ornekler.

21.2.

21.3.

Biraz daha zor bir limit aligtirmasi olarak,

esitligini gosterelim. Esitligin dogrulugunu kanitlamadan once, esitligin neden olmasi
gerektigini anlayalim. Pay, n — 3’e esit. Ama n ¢ok biiyiik oldugunda, sondaki —3’lin
esamesi bile okunmaz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne ¢ikar kil.. Bu yiizden
n — 3 yerine n yazabiliriz. Paydaya bakalim simdi. Payda, n? 4+ n — 5’e esit. Ama n ¢ok
bityiik oldugunda, n?, n’den o kadar biiyiiktiir ki, n — 5 onun yaninda cok kiiciik kalir.
Dolayisiyla, n cok biiyitk oldugunda n? + n — 5 yerine n? alabiliriz. Béylece paya n,
paydaya n? yazarsak,
n-3 _n 1

n24+n—5 n2 n
elde ederiz. Bir excel tablosu yaparak bu iki sayinin birbirine ne kadar yakin olduklarini
gorebilirsiniz.

Yukarda yaptigimiz tam bir matematiksel kanmit degil. Simdilik en azindan. Ama daha
sonra bu akil yiirlitmeyi matematiksel bir kanit haline doniigtiirecegiz. Limitin 0 oldu-
gunu soyle de tahmin edebilirdik.

n—3
n?24+n—>5
ifadesinin her terimini n*’ye bolelim.

n—-3 1/n—3/n°
n2+n—-5 1+1/n—5/n?

elde ederiz. n ok biiyiik oldugunda, sag taraftaki 3/n?, 1/n ve 5/n? terimleri o kadar
kiigiik sayilardir ki (bunu biraz 6nce kanitlamistik), bu sayilar yerine 0 yazarsak fazla
hata yapmamig oluruz! Béoylece,

n—-3  1/n=3/m* _ 0-0

= =~ =0
n2+n—-5 14+1/n—-5/n2 140-0

elde ederiz.
Bu da simdilik pek matematiksel degil. (ilerde olacak ama.)

egitligini tanima bagvurarak kanitlayalim: Her zamanki gibi pozitif bir ¢ > 0 sayisi
segerek bagliyoruz. Oyle bir N bulacagiz ki, her n > N icin,

_n=3
n24+n—->5

O’Ss
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olacak. Yani yukardaki esitsizligin dogru olmasi igin n’nin ne kadar biiylik olmas1 ge-
rektigini bulacagiz. Soldaki ifadeyle oynayacagiz. Soldaki ifadeyi biiyiitecegiz ama bunu
yaparken, n’yi biiyiilterek yeni ifadeyi diledigimiz kadar kiigiiltebilecegimize emin olacagiz.
Hesaplara bagliyoruz. Once n’yi 3’ten bilyiik alirsak hem pay hem de payda pozitif olur
ve mutlak deger isaretinden kurtuluruz:

n2+n-—>5 T n24n->5

n—3 _ ‘_ n—3

Eger paydaki n — 3 yerine n yazarsak daha biiyiik bir ifade buluruz elbet:

n—3 < n
n2+n—-5 n2+n-5

Simdi sagdaki ifadenin €’dan kii¢lik olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini
bulacagiz. Sagdaki ifadeyi biiylitmeye devam ediyoruz, ama ¢ok az biiyiitecegiz.
Eger n’yi 5’'ten biiyiik alirsak, paydadaki n — 5 pozitif olur ve o n — 5’i silersek payda
kiigiileceginden ifade biiyiir: n N

n?+n-—>5 <z
En sagdaki ifade 1/n’ye esit. Demek ki n’yi, 1/n sayis1 e’dan kiigik olacak bigimde
se¢gmek yeterli. Bunun da Arsimet Ozelligi sayesinde miimkiin oldugunu biliyoruz (Te-
orem 13.11). Simdi dort satirlik kanitimizi yazabiliriz:
€ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. N > 5 sayis1 1 < Ne esitsizligini saglasin. Jimdi,

her n > N igin,
1

n—3 n n < e
N .

< < — =
n+n—-5 n?+n—-5 " n?
Kanitimiz tamamlanmigtir.

S

Aligtirmalar.

21.1.
21.2.

21.3.
21.4.
21.5.

21.6.

Zn = (—1)" formiiliiyle tanimlanan (z,), dizisinin limitinin olamayacagini kanitlaym.

Eger bir dizi yakinsaksa, bu diziyle ayni kuyruga (bkz. Bolim 20.4 Aligtirmalar) sahip
dizilerin de yakinsak oldugunu ve limitlerinin hep ayni oldugunu kanitlayin.
limp 500 (—1)"/n = 0 esitligini kanitlaymn.
limnﬁw(#fis)" = 0 esitligini kanitlayin.
b() =1 ve

byt — 3bn, +4

2bn, + 3

formiiliiyle tanimlanmig (bn)n dizisinin karesinin 2’ye yakinsadigimi kamtlaymn. (Bkz.
“y/2’ye Yakinsamak Isteyen Bir Dizi” yazisi.)

4n?—2n—3
3n242n—>52

limp 0o = % esitligini tanima bagvurarak kanitlayin.



?2. Yakinsak Dizilerle Dort
Islem ve Siralama

Yakinsak diziler kiimesini ) ile gosterelim. Bu boliimde ) kiimesinde top-
lama, ¢ikarma, carpma ve kimi zaman da boélme islemlerini yapabilecegimizi
gosterecegiz. Once toplamadan baglayalim. Dizilerimiz hep kesirli say1 dizileri
olacak.

22.1 Yakinsak Diziler ve Toplama

Ik teoremimiz, limit alma igleminin dizileri toplama iglemine dagildigini soyle-
yecek: limy, o0 (Ty, + ypn) = limy, 00 2y + limy 00 Yn-

Teorem 22.1. )Y kiimesi toplama altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizinin
toplama da yakinsaktir. Dahasi, eger (xy)n ve (yn)n dizileri siraswyla a ve b
sayilarina yakinsworsa, (T + Yn)n dizisi a + b sayisina yakinsar, yani,

lim (z, + yn) = lim z, + lim y,
n—oo n—oo n—oo

olur.

Kanit: Once kanitin felsefesinden sozedelim, bu énemli. Yani tam matema-
tiksel kamit yapmadan kanitin anafikrini anlatmaya caligalim.

Kanitin uzunluguna aldanmasin okur, kamt kisaciktir. Ama uzun uzun
anlatiyoruz...

Varsayima gore (x,), dizisini a’ya diledigimiz kadar yaklastirabiliyoruz.
Gene varsayima gore, (yy,), dizisini b’ye diledigimiz kadar yaklagtirabiliyoruz.
Dolayisiyla (), + yn)n dizisini a + b’ye diledigimiz kadar yaklagtirabilmemiz
gerekir...

a b a+b

X, Y XtV
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Bir daha deneyelim: Varsayima gore, yeterince biiyiik n’ler i¢in, z,, terimi a’ya
cok yakin olabiliyor. Gene varsayima gore, yeterince biiyiik n’ler i¢in, y, terimi
b’ye cok yakin olabiliyor. Dolayisiyla, yeterince buytk n’ler igin, z,, + v, terimi
a + b’ye ¢ok yakin olabilmeli...

Yukarda soylenenlerin okuru aydinlattigini umarak matematiksel kanita
gecelim. Kanitimiz her zamanki gibi basglayacak: € > 0, herhangi bir kesirli
say1 olsun...

(T +Yn)n dizisinin a+b sayisia yakinsadigin gostermek istedigimize gore,
Oyle bir N sayis1 bulmaliyiz ki, her n > N icin,

|(zn, +yn) — (a+b)| <€

olsun. Eger n’yi yeterince biiyiik segersek, |z, — a| ve |y, — b| sayilarim istedi-
gimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitlamak istedigimiz
yukardaki esitsizlige bir bigimde

‘xn - a| ve |yn - b‘

sayilarini sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullana-
bilelim.
Tekrar:
|(zn, +yn) — (a+b)| <€

esitsizliginin saglanmasi icin n’nin ne kadar biiyiik segilmesi gerektigini bu-
lacagiz. Her zaman oldugu gibi sol taraftaki ifadeyle oynayacagiz. O ifade-
den birazcik daha biiyiik bir ifade bulacagiz. Buldugumuz bu biiyiik ifadeyi
1) Varsayimlarimizi kullanacagimiz bigimde, 2) n’yi yeterince biiyiik secerek
diledigimiz kadar kiiciiltecegimizden emin olacagimiz bicimde segecegiz. Bas-
layalim:

[(@n +yn) = (a+b)| = [(zn — a) + (yn — )| < |20 — af + |yn — b].
Simdi, |(z,, + yn) — (a + b)| ifadesi yerine,
[T — af + |yn — b
ifadesini €’dan kiigiik yapmaya ¢aligabiliriz. Eger,
|zy, — al ve |y, — b

ifadelerinin her biri £/2’den kiigiik olursa, toplamlar: ’dan kiigiik olur. Zaten
bunu yapmasim biliyoruz, ¢iinkii (x,,), dizisinin limiti a, (z,,), dizisinin limiti
b...

(z5,)n dizisinin limiti a oldugundan, &yle bir Ny vardir ki, her n > N7 igin,

|zy, —al <e/2
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olur. Benzer nedenden, 6yle bir Ny dogal sayisi vardir ki, her n > Ns igin,
lyn — b < /2

olur. Biz her iki esitsizligin birden dogru olmasini istedigimizden, n’yi hem
Njp’den hem de Ny’den biiyiik almaliyiz. Dolayisiyla, eger N = max{Ny, No}
ise, n > N oldugunda, n, hem N;’den hem de N»’den biiyiik olur ve yukardaki
iki egitsizligin ikisi birden dogru olur. Simdi Teorem 22.1’in birkag¢ satirlik
kanit1 yazabiliriz:

Teorem 22.1’in Kaniti: ¢ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. (z,,), dizisinin
limiti a oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > Nj igin,

|zy, —al <eg/2
olur. Benzer nedenden, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N icin,
’yn - b| < 5/2

olur. §imdi N = max{Ny, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > Nj hem de
n > Ns oldugundan,

[(@n +yn) — (a+b)[=[(zn —a) + (yn — )|
< |zn — al + [yn — b]
<e/2+¢e/2=¢
olur. Kanit tamamlanmaistir. O

Ayni kanit yontemini toplama yerine ¢ikarma iglemine de uygulayabiliriz.

22.2 Yakinsak Diziler ve Cikarma

Teorem 22.2. YV kimes: ¢ikarma altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizi-
nin farke da yakinsaktur. Dahasi, eger (xy)n ve (yn)n dizileri siraswyla a ve b
saylarina yakinswyorsa, (n — yn)n dizisi a — b sayisina yakinsar, yant,

lim (z, —yp) = lim x, — lim y,

olur.

Kanit: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. (z,,), dizisinin limiti a oldugundan,
Oyle bir Nj vardir ki, her n > Nj igin,

|zy, —al <e/2
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olur. Benzer nedenden, Oyle bir Ny vardir ki, her n > N» igin,
[yn — b < €/2
olur. Simdi N = max{Ny, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ny oldugundan,
[(@n = yn) = (@ =b)| = |(zn —a) + (b= yn)| < |20 — a| + [b— ynl
=|xp —a|l+ |yn — b <e/2+¢/2=¢
olur. Kanit tamamlanmaistir. O

Ayni 6nerme, ama bu sefer degisik bir kanitlama yontemiyle carpma icin
de gecerli.

22.3 Yakinsak Diziler ve Carpma

Teorem 22.3. Y kiimesi carpma altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizinin
carprma da yakinsaktir. Dahasi, eger (xp)n ve (yn)n dizileri sirasiwyla a ve b
saylarina yakinswyorsa, (Tpyn)n dizisi ab sayisina yakinsar, yani,

lim x,y, = (lim xn) ( im yn)
n—0o0 n—oo n—oo
olur.

Kanit: (z,yy,), dizisinin ab sayisina yakinsadigini gostermek istedigimize gore,
herhangi bir € > 0 kesirli say1 segildiginde, 6yle bir IV sayis1 bulmaliyiz ki, her
n > N icin,

|zpyn —abl < e
olsun. Bir bagka deyisle, |z,y, — ab| < € esitsizliginin gecerli olmasi i¢in n’nin
ne kadar biiyiik olmas1 gerektigini bulmaya caligmalhiyiz. Eger n’yi yeterince
biiyiik secersek,

Ty — al ve |y, — b
sayilarini istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitlamak
istedigimiz yukardaki esitsizlige bir bi¢imde |z, — a| ve |y, — b| sayilarim
sokusturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar1 kullanabilelim.

Her zamanki gibi sol taraftaki |z,y, —ab| ifadesiyle oynamaliyiz. Bu ifadeyi
hafifce biiyiiterek, isin igine

|zn — al

ve |y, — b| ifadelerini sokmaliy1z. Bunu yapmak igin matematikte sik sik kul-
lanilan ufak bir hile vardir. i@te o hile:

|Tnyn — ab| = |Tpyn — xnb + x,b — ab|
< [ontn — 2ob] + [2b — al
= |zp||yn — b + |2 — al|b].
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Simdi en sagdaki |zp ||y, — b| + |, — a||b] toplamim e’dan kii¢iik yapmaliyiz.
Ama bu miimkiin miidir? Her iki

[n[yn — bl ve |zn — al[b]

terimini de €/2’den kiigiik yapabilirsek, o zaman bunlarin toplamlar1 da varepsilon
sayisindan kiigiik olur ve kanitimizi bagariyla tamamlamis oluruz.

Once gorece kolay olan |z, — a||b| terimini (n’yi yeterince biiyiik yaparak)
£/2’den kiigiik yapalim. Bunun igin, |z, —a| terimini €/2|b|’den kiigiik yapmak
yeterli. Ama dikkat, eger |b| = 0 ise, |b|'ye bolemeyiz... Hi¢ 6nemli degil! Bu
sorunun ¢oziimii gayet basit:

|20 — al|b] < |zn — al(1 4 [b])

oldugundan, |z, — a| terimini

2(14 1))

den kiiglik yapmak yeterli! Bunu yapabilir miyiz? Evet! Bu say1 0’dan biiyiik
kesirli bir say1 oldugundan, 6yle bir N; sayis1 vardir ki, her n > N igin,

9
2(1 + [o])

|z, —al <

esitsizligi dogrudur.
Simdi |z, ||y, — b| terimini de £/2’den kiiciik yapmaya caligmaliyiz.

‘yn - b’

terimini istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu yetmez... Ciin-
kii bu terimin yanina yapigmig bir de |x,| terimi var. Eger |z,| ¢ok artarsa,
o zaman bu terimi, kiigiildiigiinii bildigimiz |y, — b| terimiyle ¢arptigimizda,
carpimin cok kiigiileceginden emin olamayiz. Ornegin, |y, — b| terimi 1/n gibi
kiigiilebilir ama |x,,| terimi n gibi artabilir. O zaman da ¢arpimlari olan

| |yn — b]

terimi n bityiikkken 1 civarinda dolanir durur ve hicbir zaman /2 kadar kiigiile-
mez. (¢'un kii¢iik bir say1 oldugunu unutmayn.)

Neyse ki boyle bir sorunla kargilagmayiz, ¢iinkii birazdan kanitlayacagimiz
tizere, (zp,)y dizisi yakinsak oldugundan siirhdir (Teorem 22.4) ve dizinin her
|zy,| terimi belli bir B > 0 kesirli sayisindan kiigliktiir. Demek ki (eger Teorem
22.471 dogru kabul edersek),

|Zn|yn — 0] < Blyn — b
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esitsizligi gecerlidir. Simdi en sagdaki B|y, —b| ifadesini €/2’dan kii¢iik yapmak
yeterlidir. Bly, —b| ifadesini £/2’den kii¢iik yapmak i¢in ise de, |y, —b| ifadesini
£
2B
den kii¢iik yapmak yeterlidir. Bunu bagarabiliriz dostum! Ne de olsa bu say1

pozitif bir kesirli sayidir ve |y, — b| sayis1 yeterince biiyiik n’ler igin bu sayinin
altma iner: Oyle bir Ny sayis1 vardir ki, her n > Nj icin,

3

—b
lyn =0l < 55

esitsizligi dogrudur. Demek ki,

|Zn|-|yn — b] < Blyn — b] < B2B 5

esitsizligi gegerlidir.
Simdi N = max{Nj, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ns oldugundan,

|Tnyn — abl = |TpYn — Tnb + zpb — ab| < |Tpyn — zpb| + |x,b — ab
= |@p||yn — b| + [2n — a|[b| < Bly, — bl + |2 — al[b]

9
Bly, — b n—al(l+ b B 4+ — 71+
< Blyn —bl-+ fan —al(L+1b]) < By + g (14 )
_EL s
.

Asgagida tamamlayacagimiz ufak bir eksiklik diginda kanitimiz bitmigtir. [

Teorem 22.4. Yakinsak bir dizi sinarlidir. Yani
Yy CB.

Kamit: Kanitin anafikri ¢cok basit: Eger bir dizi a’ya yakinsiyorsa, bu dizinin
terimleri a’dan pek uzakta olamazlar... Simdi teoremi matematiksel olarak
kanitlayalim.

Bir a sayisina yakimsayan bir (x,),, dizisi ele alalim. Yakinsamanin tanimin-
da €’u 1’e esit alalim. 1, 0’dan biiytik bir kesirli say1 oldugundan buna hakkimiz
var. O zaman dizinin terimleri belli bir N géstergecinden sonra (a — 1,a + 1)
araligina diiger, yani her n > N i¢in, z, € (a — 1,a + 1) olur. Geriye sonlu
sayida xg, x1, ..., ¢ terimi kalir. Bunlar da sinirhi bir araliga sigarlar elbette.

AN+1 XN+3 FNs2
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Daha bigimsel olalim ve

A=min{zg, x1,...,zN,a} — 1,

B =max{zg,x1,...,zN,a} + 1

tanimlarin yapalim. O zaman her x,, terimi (A, B) arahigima diiger. Demek
ki dizi simirhidir. g

Boylece Teorem 22.3’iin de kaniti tamamlandi.

Ik fi¢ teorem, s(1) € Y olgusuyla birlikte (s(1), sabit 1 dizisidir ve )’nin
carpma igleminin etkisiz elemanidir), yakimsak diziler kiimesi )’nin bir halka
oldugunu soyliiyor, hatta bu {i¢ teorem )’nin, tiim diziler halkasi D’nin bir
althalkasi oldugunu soyliiyor. Teorem 22.4 de, ayrica, )’nin siirh diziler hal-
kas1 B’nin bir althalkasi oldugunu soyliiyor. Althalkalik < igaretiyle gosterilir.
Demek ki,

Y<B<D

iligkilerini (esitsizliklerini degil!) kamtladik.

22.4 Yakinsak Diziler ve Mutlak Deger

Onsav 22.5. Ejer x = (), yakinsak bir diziyse, (|@,|)n dizisi de yakinsaktur

ve
lim |z,|=|lim z,
n—oo n—oo
olur.
Kanit: lim,,_, o, = a olsun. lim,_, |z, | = |a| esitligini kamtlayacagiz. Her

zaman oldugu gibi bir € > 0 kesirli sayis1 segelim. Her n > N igin,
lzn| —lal| <€

esitsizliginin gegerli oldugu bir N dogal says1 (gostergeci) bulacagiz. Bunun
icin agagidaki gri kutuda kanitlanan tinli esitsizligi kullanacagiz:

|zn| = lall < fzn — al.
Demek ki ||zy,| — |a|| < € esitsizligini elde etmek igin,
|z, —al <€
esitsizligini elde etmek yeterli. Nitekim,

lim z, = a
n—o0
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oldugundan, 6yle bir NV dogal sayis1 vardir ki, her n > N igin,
|xn —al <e
esitsizligi gegerlidir. Demek ki, n > N igin,
lzn] = lal < |zn —a| <e.
Onsav kanitlanmigtir. 0

Alistirmalar.

22.1. Su 6nermeyi kanitlayin: (z,), dizisi yakinsaksa ve a € Q ise (axn)n dizisi de yakinsaktir
ve

lim az, =a lim z,
n—oo n—oo

olur.
22.2. Eger (|zn|)n dizisi 0’a yakinsiyorsa (zn), dizisinin de 0’a yakinsadigim kanitlaym.
22.3. (), dizisi yakinsaksa ve k € N ise (2F),, dizisinin de yakmsak oldugunu ve

k
. k .
lim z,, = ( lim In)
n—oo n—r o0

esitligini kanitlayin.

22.5 Yakinsak Diziler ve Siralama

Yakinsak dizilerle bolme arasindaki iligkiyi irdelemeden 6nce yakinsak dizilerle
siralama arasindaki iligkiyi irdeleyelim.

Onsav 22.6. (Tn)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b’ye yakinsasinlar. Eger
belli bir gostergecten sonra hep x,, > yn esitsizligi saglanwyorsa, o zaman a > b
olur.

Kamt: Eger z, = x, — y, tamimim yaparsak, Teorem 22.2’ye gore, “(z,)n
dizisi c’ye yakinsasin. Eger belli bir gostergecten sonra hep zp, > 0 esitsizligi
saglamyorsa, o zaman ¢ > 0 olur”

onermesini kanitlamanin yeterli oldugunu goriiriiz. Tam tersine, ¢’nin ne-

gatif oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ = —|¢|.
(o Sy,
\ o] 0 -

«— ——>
leli2 ez
Varsayima gore Oyle bir Ny vardir ki n > Ny icin,

Zn >0
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olur. Ayrica, (z,), dizisi ¢’ye yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki n > Ny
icin,
]

’Zn—c\ﬁg

olur. Bunu goérmek i¢in, yakinsamanin tamiminda € = |¢|/2 > 0 almak yeterli.

Demek ki,
ﬂ <z,—c< H
2 — T T 27
Dolaysiyla z, < ¢+ |c|/2. Simdi n, hem Ny’dan hem de Nj’den biiyiik bir
gostergeg olsun. O zaman,

€]

zn<c+—:—|c|+ﬂzﬂ<0
- 2 2 2 ’
celigki. O

Alistirmalar.

22.4. (Zn)n ve (Yn)n dizileri sirasiyla a ve b’ye yakinsasinlar. Eger sonsuz sayida n gostergeci
i¢in x,, > y, esitsizligi saglaniyorsa, o zaman a > b oldugunu kanitlayin.

22.6 Sifira Yakinsayan Diziler

Bolmeye gegmeden once bir de 0’a yakinsayan dizilere bakalim. Bu dizile-
rin kiimesine )y diyelim. )y kiimesi de toplama, ¢ikarma ve ¢arpma iglemleri
ginden (bizim bu terime verdigimiz anlamda) halka degildir. Bu dezavantajia
kargin ) kiimesinin bir iistiinliigii vardir:

Onsav 22.7. 0'a yakinsayan bir diziyle sinarly bir dizinin ¢arpima 0’a yakinsar.
Yani BYo C Vo. (Aslinda esitlik gecerli tabii.)

Kanit: (z,,),, 0’a yakinsayan, (y,), de sinirh bir dizi olsun. (x,yy ), dizisinin
de 0’a yakinsadigini kanitlayacagiz. Kanitimiza, artik aligik oldugumuz sozlerle
baglayalim: € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N bulmaliyiz ki,
her n > N igin,

|[Znyn| <€

olsun, yani
|| lyn| < €

olsun. (z,), dizisi 0’a yakinsadigindan, yeterince biiyiik n gostergegleri icin
|zy,| sayisinin gok kiigililecegini biliyoruz. Ama araya bir de |y, | girmis. Eger
lyn| cok biiytirse, |z,||y,| sayisim kiigiiltmekte zorlanabiliriz. Neyse ki |y, |’ler
¢ok biiyiiyemezler, ¢iinkii varsayima gore (yp,), dizisi sinirh. Bu olguyu kul-
lanmaliy1z kanitimizda.
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B, |yn|’lerin bir tistsinir olsun: Her n igin,
lyn| < B.
B’nin 0 olamayacagima dikkatinizi ¢ekerim. Simdi, her n icin,
| ||yn| < Blan|.

Dolayisiyla, B|z,|yi €’dan kiigiik yapmak yeterli, o zaman |z,||y,| otomatik
olarak e’dan kiiciik olur; bunun igin de |z,|’yi €/B sayisindan kiiciik yap-
mak yeterli ve bunu da basarabiliriz: (z,), dizisi 0’a yakinsayan bir dizi
oldugundan, 6yle bir N vardir ki, eger n > N ise, |z,| < /B dir. Dolayisiyla,
her n > N igin,

Be

[t = fonllyn] < Bleal < = = <.

istedigimiz kanitlanmigtir. 0

Bir R halkasinin, ¢cikarma altinda kapali, bog olmayan ve RI C I ve IR C 1
igindeliklerini saglayan I altkiimelerine R’nin i¢deali adi verilir ve bu durum
I < R olarak gosterilir. Demek ki Vg <1 B.

22.7 Bolme

Simdi Y’nin tersinir elemanlarini bulalim. Yani oyle yakinsak dizileri bulalim
ki, gene yakinsak bir diziyle ¢arpinca, sonug sabit 1 dizisi s(1) olabilsin. Demek
ki belli bir (yy), yakinsak dizisi igin,

(@n)n(Yn)n = s(1)

esitligini saglayan (x,), yaknsak dizilerini ariyoruz. Boyle bir (yy,), dizisi
varsa Ty, = 1 olmali, yani her n i¢in x,, # 0 ve y,, = 1/x,, olmali. Sonug: Her
terimi 0’dan degisik olan hangi (zy,), yakinsak dizileri i¢in, (1/x,), dizisinin
yakinsak oldugunu bulmaliyiz.

Teorem 22.8. Eger (x,), yakinsak dizisinin her terimi 0’dan degisikse ve
dizi 0’a yakinsamayorsa, o zaman (1/xzy)y dizisi de yakinsaktur ve

1 1

n—00 Ty limy, 00 2p

dir. Ayrica eger (xy), dizisi 0’a yakinswyorsa (1/xy)y dizisi waksaktur. Daha
simgesel bir ifadeyle

YV={xe€Y: herniginx, #0vex ¢ Yo} =(\I)ND*

olur.
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Kamt: Eger z = (x,), € Y* ise, her n igin x,, # 0 olmasi gerektigi bariz.
Yy = (yn)n € V¥, o’in tersi olsun. Eger a ve b sirasiyla = ve y dizilerinin limitiyse,
o zaman Teorem 22.3’e gore,

1 =lims(1) = limx,y, = limz, limy, = ab,

dolayisiyla b # 0.

Simdi x € Y\ My, “her n i¢in z,, # 0” kosulunu saglasin. z’in tersinir
oldugunu, yani (1/z,), dizisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Eger a # 0
say1sl () dizisinin limitiyse, 1/a sayisinn (1/zy,)y dizisinin limiti oldugunu
gosterecegiz.

€ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. ()yle bir N bulmak istiyoruz ki, her
n > N icin,
1 1

Ty, a

<e€

olsun. |1/x, — 1/a| ifadesiyle oynayarak, bu ifadenin ¢’dan kiigiik olmasi i¢in
n’nin ne kadar biiyitk olmasi gerektigini bulacagiz. Oynamaya baglayalim:

1 1

T, a

B la — x|

 allza]

Sagdaki ifadenin paym diledigim kadar kiigik yapabilirim, ¢iinkii (x, ), dizisi
a’ya yakinsiyor, burada bir sorun yok. Paydadaki a sabit bir say1, bu da sorun
yaratmaz. Ama x, sorun yaratabilir, ¢iinkii eger x, ¢ok kiicgiiliirse, o zaman
ifade ¢ok biiyliyebilir ve ifadenin ¢’dan kiigiik oldugunu kanitlayamayiz. Te-
oremin dogru olmas igin |z,|’ler belli bir pozitif sayidan kiiglik olmamali. Bu
dogrudur ve (zy,), dizisinin limitinin 0 olmamasindan kaynaklanir ama gene
de bir kanita ihtiyaci vardir. Bir sonraki énsavda bunu kanitlayacagiz.

Bir sonraki énsava gore, Oyle bir § > 0 var ki, her n igin, |z,| > ¢ olur.
Simdi yukardaki hesabi bir adim daha devam ettirebiliriz:

1 1

Tn a

o — x| la — x|

~ lallzal ey

Simdi en sagdaki ifadenin ¢’dan kiiciik olmast igin n’nin ne kadar biiyiik olmasi
gerektigini bulalim. Bu ifadenin e’dan kiiglik olmas i¢in, |a — x,|, €|alé’dan
kiigiik olmal ve ¢|a|d > 0 oldugundan bunu yapabiliriz: N, her n > N icin,

la — x| < €lald
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. Simdi N’den biiyiik her n igin,

1 1

Ty Q

_ la —zp|  |la—zp]  €lald _
|al|n] |ald |ald

Bir sonraki 6nsavi da kanitlarsak kanitimiz tamamen tamamlanmig olacak. [J
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Onsav 22.9. i.Eger (xn)n yakinsak dizisi 0°a yakinsamayorsa, oyle bir N
dogal sayist ve § > 0 vardwr ki, her n > N ig¢in, |xz,| > 0 olur.

ii. Eger (zy,)n yakinsak dizisi 0’a yakinsamayorsa ve her terimi 0’dan degisikse,
oyle bir § > 0 varder ki, her n ig¢in, |x,| > 6 olur.

Kanit: Onsav 22.5%e gore, (), yerine (|z,|), dizisini alip x, > 0 esitsizligini

varsayabiliriz. (x, ), dizisi a’ya yakinsasin. Onsav 22.6’ya ve varsayima gore
a > 0 olmali. Eger ¢ = a/2 alirsak, her n > N igin,

|zy, —al < a/2
esitsizligini, yani
—a/2 <xn—a<a/2
esitsizliklerini saglayan bir N’nin oldugunu goriiriiz. Demek ki, n > N i¢in,
a—a/2 <z,

esitsizligi saglanir. §imdi § = a/2 alirsak, birinci kismi kanitlamig oluruz. Ikinci
kisma gecelim. Yukardaki § yerine,

5 — mi |zo| |71] lzn| a
=min{ —,—,...,—, =
2 2 2 2

alalim. Varsayimdan dolay1 6 > 0 ve a’nin, N'nin ve ¢’nin tanimlarindan
dolayz, her n icin, |z, | > 0. O

22.8 Siralama

Teorem 22.10. [Sandvi¢ Teoremi|. (z)n, (Yn)n ve (zn)n t¢ dizi olsun.
Tn < Yn < zn esitsizliklerinin belli bir M gdstergecinden sonra dogruysa ve
(Tn)n ve (zn)n dizileri aymi elemana yakinswyorsa, (yn)n dizisi de bu elemana
yakinsar.

Kanit: (z,), ve (z,), dizileri a’ya yakinsasinlar. (y,), dizisinin de a’ya ya-
kinsadigin1 kanitlayacagiz, yani € > 0, herhangi bir pozitif sayiysa,

|yn —a| < e

esitsizliginin her n > N icin dogru oldugu bir N sayis1 bulacagiz. € > 0 verilmis
olsun.

|yn_a|<€
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esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Bunun i¢in |y, — a| ifadesiyle oynayacagiz. Hesaplarda rahat etmek
icin n > M alalim. Bu kisitlama yetmeyecek ama bu sayede, hi¢ olmazsa,

lyn —al =la — xp + T — yn| < |a — zp| + |20 — Yn|
=la —zp| + (Yn — Tn) < |a — x| + (20 — T0)

<la—xp| + |20 —a| + |a — x| = 2|a — xn| + |20, — a]

esitsizligini elde ederiz. Demek ki en sondaki ifadeyi ¢’dan kii¢lik yapmak
yeterli. (z,,), dizisi a’ya yakinsadigindan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > N;
icin

|zn, —al =]a—x,| <e/3

olur. Aynmi nedenden, 6yle bir No vardir ki, her n > Ny igin
la — z,| < €/3
olur. Simdi N = max{M, Ny, Na} olsun. Eger n > N ise,
lyn —a| = 2|la — xy| + |2 —a] < 2¢/3+¢/3=¢

elde ederiz.
Ikinci Kamit: Bir ¢ > 0 verilmis olsun. a, (xy,), ve (25)n dizilerinin limiti
olsun. O zaman biiyiik n’ler i¢in, hem a — ¢ < zy,

a—€ a a+€

Eger 7 yeterince biiytikse, hem
x, <y, <z, olur hem de
bu ti¢ say1 bu aralikta olurlar.

hem de z, < a + € olur. Demek ki belki biraz daha biiyiik n’ler igin
a—e<zp <y <zp<a-+e

olur. Bu biiyiik n’ler i¢in a — ¢ < y,, < a + ¢, yani |y, — a|] < € olur. Teorem
kanitlanmigtir. O

Teorem 22.11. |a —b| > ||a| — |b|| Esitsizligi
a, b e Q olsun. Ucgen esitsizliginden,
la| = [(a —b) +b| < [a — b+ b]

elde ederiz. Demek ki,
ja—b] = |a] — [bl.
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Ayni nedenden, a ile b’nin rollerini degistirirsek,
la—b|l =1b—a| = [b] —|al

buluruz. Demek ki
|CL - b’v

hem |a|—|b| sayisindan, hem de bunun eksisi olan |b|—|a| sayisindan biiyikesit,
yani |a| — |b| sayrsinin mutlak degerinden biiyikesit: |a — b| > ||a| — |b]].



23. Yakinsaklik /Iraksaklik
Ornekleri

Bu béliimde bir¢ok yakinsak ve wraksak dizi 6rnegi verecegiz. En kolay iraksak
dizilerden baslayalim.
0,1,2,3,4,...

dizisi elbette wraksaktir, yani hicbir kesirli sayiya yakinsamaz, ¢iinkii dizi sinirh
degildir (Teorem 22.4). Ama bunu tammi kullanarak kanitlayalim, faydasim
gorecegiz.

Once yakmsakhigin tanmmni animsayahm: (z,), dizisinin bir a (kesirli)
sayisina yakinsamasi icin, her € > 0 igin,

{n:|z, —al >e}

kiimesi sonlu olmasi gerekir. Demek ki dizinin 1raksak olmasi icin yukardaki
ozelligin her a € Q i¢in yanhg olmas:1 gerekir, yani her ¢ € Q igin, 6yle bir
€ > 0 olmal ki,

{n: |z, —al > ¢}

kiimesi sonsuz olsun.

Iraksakligin tanimini béylece daha matematiksellegtirdikten sonra, 0, 1, 2,
3, ... dogal say1 dizisinin 1raksak oldugunu matematiksel olarak kanitlayalim.
Burada, z, = n olarak almaliyiz elbette. Herhangi bir a ve ¢ > 0 alalim.
Aslinda e rastgele olmak zorunda degil ama bu 6rnekte rastgele bir € igimizi
goriir. Dileyen okur € = 1 alabilir. Bir N dogal sayis1 igin N > a + ¢ esitsizligi
dogrudur (Arsimet Ozelligi, Teorem 13.11). Demek ki, her n > N icin,

rpn=n>N2>a+c¢,

yani
Ty —a > > 0.

Dolayisiyla,
N,N+1,N+2,N+3,...
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sayilarimin hepsi {n : |z, —a| > €} kiimesindedir ve bu kiime sonsuzdur. Dogal
say1 dizisinin raksak oldugu kanitlanmigtir.
Simdi de

1,-1,1,-1,1

,—1,1,—-1,1,—-1,...

dizisinin 1raksak oldugunu kamtlayalim. Bu dizi, x,, = (—1)" formiiliiyle ta-
nimlanabilir. Herhangi bir a alalim. Eger a = 1 ise ¢ = 1 alalim, o zaman
biitiin ¢ift sayilarm {n : |z, — a| > e} kiimesinde oldugu goriiliir. Eger a = —1
ise gene € = 1 alalim, bu kez biitiin tek sayilar {n : |z, —a| > ¢} kiimesindedir.
Eger a # £1 ise, o zaman ¢, |a+ 1|/2 ve |a — 1|/2 sayilarimn en kiigligii olsun.

Bu sefer her dogal say1 {n : |z, — a| > ¢} kiimesindedir.

Alistirmalar.

23.1. A C Q sonlu bir kiime olsun. Her n € N igin, z, € A olsun. (z,), dizisinin yakinsak
olmasi icin dizinin zamanla sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

23.2. Her n € N igin, z, € Q olsun. (z,), dizisinin yakinsak olmasi igin dizinin zamanla
sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

Simdi verilmis bir zg i¢in,

Ty + 2
Ty + 1

Tn+l1 =

formiiliiyle tanimlanan dizinin kesirli sayilarda yakinsak olamayacagini kanit-
layalim. Diyelim dizi a kesirli sayisina yakinsiyor. Dizinin karesinin 2’ye ya-
kinsadigim ”/2’ye Yakinsamak isteyen Bir Dizi” yazisinda gormiistiik. Demek
ki,

a? = (limz,)? = limz2 = 2.
Ama karesi 2 olan bir kesirli say1 yoktur. Celigki. Demek ki bu dizi kesirli
sayilarda yakinsamaz.

Dikkat ederseniz, bu 6rnekte dizinin yakinsak olmadigini daha 6nceki 6rnek-
lerdeki gibi gostermedik, Teorem 22.3 gibi giiglii bir sonug kullandik. Ciinkii bu
dizi yakinsak dizilere ¢ok benzer ve dizinin iraksakliginin daha onceki gibi
dogrudan bir kanit1 yoktur.

Yakinsak dizi 6rneklerine gegelim.

Gegmiste (1/n),, dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamigtik. (Ama dikkat!
(1/n), dizisinin Q’de limiti 0’dir. Q \ {0} kiimesinde bu dizinin limiti yoktur!)
Cok daha genel bir sonuc¢ gecerlidir:

Teorem 23.1. p(X), q(X) € Q[X] iki polinom olsun. q(X) # 0 olsun. Eger
degp < degq ise (p(n)/q(n))y, dizisi yakinsaktir. Eger degp < degq ise

Jim p(n)/q(n) =0
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olur. Eger degp = degq ise ve a ve b siraswyla p ve q polinomlarinin baskatsa-
Y181YSa,

1im_p(n)/g(n) = a/b
olur. Eger degp > degq ise dizi wraksaktur.

Kanit: degp = d, deg g = e olsun. p ve ¢ polinomlarini,

p(X)=po+p1X +p2 X+ -+ + paX?,
4(X)=go + @ X + X7+ + g X°
olarak yazalim. Burada pg = a # 0 ve ¢, = b # 0’dur.
d < e varsaymu altinda p(n)/q(n) ifadesinin paymi ve paydasini n®’ye
bolelim:
p(n) _po+pin+ -+ pan’
qgin)  q@+aqan+--+gn°
~ po/n+pi/n + - 4 pa/nc?
qo/n®+q1/n - gem1/n A+ ge

Eger e > d ise payn tiim p;/n®"¢ terimlerinin limiti 0’dir; paydanin limiti ise
g dir; dolayisiyla limit 0/¢g. = 0’dur.
Eger e = d ise payin limiti pg; = a’dir; paydanin limiti ise gene g, = b’dir;
dolayisiyla limit a/b’dir.
Eger e < d ise, o zaman yukarda goriildiigii gibi,
lim @ =0
n—oo p(n)
olmali. ((¢(n)/p(n))y dizisini p(n)'nin artik 0 olamayacagl n’den baslatalim,
acik agik séylemedik ama (p(n)/q(n)), dizisi de g(n)nin 0 olamayacag: n’den
baslhiyor.) Eger (p(n)/q(n))y dizisinin limiti olsaydi, 0’la bu dizinin ¢arpimi 1
olmak zorunda olurdu! Demek ki (p(n)/q(n)), dizisinin limiti olamaz. O

(r™)y, bigiminde yazilan bir diziye geometrik dizi denir. Geometrik dizi-
lerin yakinsakligina karar vermek oldukca kolay:

Teorem 23.2. r bir kesirli saywysa (r™),, dizisi ancakr € (—1,1) iken yakinsak
olabilir. Eger r =1 ise limit 1°dir. Eger r € (—1,1) ise limit 0 dor.

Kanit: Eger limit varsa, limitin 0 ya da 1 olmas1 gerektigi soyle anlagilir:
Oncelikle (™), ve (r"*1),, dizilerinin kuyruklar1 ayni oldugundan, ikisinin de
limiti aynidir, dolayisiyla limite a dersek,

a= lim " = lim »"*' =7 lim ™ = ra.

olur. Demek ki a = ra ve eger a # 0 ise r = 1 = r. Ama bu akil yiiriitme
limitin oldugunu gostermez.
Teoremin kanitinda su 6nsava gereksinim duyacagiz:
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Onsav 23.3. Eger s > —1 ise, her n dogal sayst i¢in,
(1+s)">1+mns.

Onsavin Kaniti: Eger n = 0 ise esitsizlikten de 6te bir esitlik sozkonusu.
Simdi egitsizligi n i¢in varsayip n + 1 i¢in kanitlayalim. Agagidaki kanitta

1+s5s>0
esitsizligini kullandigimiza dikkat etmelisiniz:

(148" =(145)"(1+s) > (1+ns)(1+s)
=14+ (n+1Ds+ns’>>1+ (n+1)s.
Olgu kanitlanmistir.

Eger s > 0 ise ayni olguyu binom agilimini kullanarak, cok daha basit
olarak

(1—|—s)”:1+ns—{—<g>82+---—|—5”2+n5

tek satirda da kanitlayabilirdik.

Teoremin kanitina devam edelim. r» € (—1,1) olsun.

lim 7" =0

n—oo
egitligini kanitlayacagiz. Eger r = 0 ise, kamitlayacak fazla bir sey kalmiyor,
bundan bdyle r’nin 0 olmadigini varsayalim. € > 0 olsun. s = —1+1/|r| olsun.
Tabii ki s > —1. (Hatta s > 0.) Buradan

=
T =
1+s
gikar. N dogal sayisi,
1/s < Ne

esitsizligini saglasn (Arsimet Ozelligi). Simdi, her n > N icin,

1 " 1
=l = -
1+s (1+s)n

1 1
< < — < —<e.
“1+ns mns Ns

limy, 00 7™ = 0 esitligi kanitlanmigtar.
Simdi 7'nin 1’den biiylik oldugunu varsayalim. s = 1 —r > 0 olsun. O
zaman Onsav 23.3 ve Argimet Ozelligi'ne gore

() = (1 + 5"
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dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak olamaz (Teorem 22.4).

Eger r < —1 ise, n = 2m cift oldugunda, 7" = r2™ = (r?)™ sayilar1 bir
onceki paragrafa gore tstten smirh degildirler. Dolayisiyla (r"),, dizisi sinrh
degildir ve yakinsak olamaz. O

Eger (heniiz inga etmedigimiz) R elimizde olsaydi, Teorem 23.2’yi ¢ok daha
basit bigimde kanitlayabilirdik.
Simdi de geometrik dizinin elemanlar: toplayarak elde ettigimiz,

80:1,

s1=14r

Sg = 1+r—|—7‘2,

Sg = 1—}—1"—{—7‘2—1—7‘3,

Sp=14r+r24+r3 4. 41,

dizisine bakalim. Bu dizinin limiti analizde ¢ok ¢ok temeldir.

Teorem 23.4. r bir kesirli sayr olsun. Yukarda tanimlanan (s, )y dizisi ancak
ve ancak r € (—1,1) iken yakinsak olabilir ve bu durumda limit

1
1—r

olur.

Kanit: Eger r # 1 ise,

1— Tn+1
Sn = 1—r
esitligini ge¢miste kanmitlamigtik. Dolayisiyla eger r € (—1,1) ise sonug¢ bir
onceki teoremden cikar. Eger » = 1 ise, s, = n oldugundan, dizi sinirh degildir
ve waksar. Yukardaki formiil, eger r, (—1, 1] arahginda degilse dizinin sinirh
olamayacagini, dolayisiyla yakinsak da olamayacagini gosteriyor. O

Ornekler.

23.1. Son olarak, her r € Q igin,

lim 7"/n! =0
n— oo

esitligini kanitlayalim. Aligtirma 2’ye gore, r yerine |r| alarak r > 0 varsayimini yapabi-
liriz. ©, = r™/n! > 0 olsun. € > 0, herhangi bir kesirli say1 say1 olsun. L, r’den biiyiik
herhangi bir dogal say1 olsun. Her k& dogal sayisi igin,

k
s
< -
xL+K_5UL(L+1)
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esitsizligini k {izerine tliimevarimla kanmitlayalim. £ = 0 ise esitlik s6zkonusu. $imdi
esitsizligi £ i¢in varsayip k + 1 icin kanitlayalim:

T,L+k+1 L+k

T T
(L+k+1)!  (L+kWL+k+1

TL+k+1 =

R <z R N
T T Y k1 oM\ L+ 1) Lkt

k k41
<z (- o (S
- L+1 L+1 L+1 '

Esitsizligi kamitladik. Ama 0 < r/(L + 1) < 1 ve Teorem 23.2’ye gore yukardaki
esitsizligin en sagindaki terimin £ sonsuza giderken limiti 0’dir. Demek ki 6yle bir K

vardir ki, her k > K igin,
r k €
( L+1 ) S
esitsizligi gegerlidir. Simdi N = K + L olsun. Her n > N i¢in, kK = n— L > K tamimuyla,

Tp =T <z " k<m 8—5
n=2L4+k S XL L1 L =

elde ederiz. Istedigimizi kamtladik... d

Pek kolay olmadi degil mi? Evet, limit bulmak her zaman kolay degildir, hatta
bazen cok cok zor olabilir. Ozellikle eger elimizde R gibi giiclii bir cisim yoksa.

Okur, hakli olarak yukardaki kanit1 nasil diigiindiigiimiizii sorabilir. Yillarin
deneyimi elbette...

Kanit1 nasil yaptigimizi anlatmaya caligalim.

Tn41 ile x, arasinda ok basit bir iligki var:

n+1 n

T T T r

nt D) n+lnl 1™

Tn+1 = (

Bunu bir adim daha gotiirirsek,

T T T
——Tpy1 = —z
nt2 T T on 1"

Tn42 =

elde ederiz. Ama buradan da,

T r - r 2
T =7 — ) z
n+2 n+2n+1"" n+1 "

elde ederiz. Bu asamada,
k
r

esitsizligini tahmin edip kanitlamak zor degil. Eger n’yi yeterince biiyilik se-
cersek,

r
n+1
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sayist 1’den kii¢iik olur ve Teorem 23.2’ye gore esitsizligin sag tarafi k biiyt-
diikce kiigiiliir. Bizim istedigimiz de buydu zaten. Gerisi, okurun ustalagmasi
gerektigi teknik ayrinti.






24. Yakinsaklik Alstirmalari

Alistirmalar.
24.1. Su limitleri bulun:

limy oo (1477 + -+ +1r2"),

. 2
lim, 00 77" /n!

24.2. limy oo nr™ limiti hangi 7’ler i¢in vardir ve kagtir? ipucu: Teorem 23.2°de kullanilan
yontemi deneyin, yalniz oradaki olgu yerine, her s > 0 igin,

(1+3s)">14ns+n(n—1)s/2

egitsizligini kullanin.
24.3. Sabit bir k dogal sayis1 i¢in aym soruyu (n*r™), dizisi i¢in yanitlayin.
24.4. limyoo(14+1/2+1/44---+1/2") =1 ve
lim (1/2 — 1/4 4+ 4 (_1)”""1/271 _ 1/3

n— oo

esitliklerini kanitlayn.

245. 1 +1/2 4+ 1/3 + --- + 1/n dizisinin simirsiz oldugunu, dolayisiyla iraksak oldugunu
kanitlayin.

24.6. Her n igin, 1/1%2 +1/2% +--- + 1/n? < 2 esitsizligini kanitlaym.
ipucu: 2 yerine 2 — 1/n aln!
24.7. Her n igin, (1 4+ 1/n)" < 3 esitsizligini kanitlayin.

(T +1/7)")n

dizisinin artan bir dizi oldugunu kanitlayin.

24.8. Her n igin z, # 0 ve sabit bir r € (0,1) igin, |Znt+1/zn| < 7 olsun. limp oo zn = 0
egitligini kanitlayin.

24.9. (an)n herhangi bir dizi olsun.

Sn:a0+a1+"'+an

olsun. Eger (s, )n dizisi yakinsaksa, (an ), dizisinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.
24.10. Bir n > 0 tamsayis! igin,
v(n) = max{m : 2™ < n}
olarak tanimlansin. lim, . v(n)/n = 0 esitligini kanitlayin.
24.11. (wpn)n dizisi a’ya yakinsasin. p(X) € Q[X] bir polinom olsun. (p(zy))n dizisinin p(a)’ya
yakinsadigini gosterin.
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24.12.

24.13.

24.14.

24.15.

24.16.

24.17.

24.18.
24.19.
24.20.
24.21.

24. Yakinsaklik Aligtirmalar

(zn)n dizisi a’ya yakimsasim. p(X), ¢(X) € Q[X] iki polinom olsun.
q(a) # 0

olsun. (p(xn)/q(zn))n dizisinin p(a)/q(a)’ya yakinsadigimi gosterin.

Not: ¢(zn) = 0 oldugunda bolmede sorun olacaktir ama bu bag edemeyecegimiz bir
sorun degildir: ¢(a) # 0 oldugundan, g(x,)'nin 0 oldugu n gostergeglerinin sayisi sonlu
olmalidir. Dizi, ¢(z») nin 0 oldugu gostergeglerden sonra baslasin.

Eger (zn)n dizisi yakinsaksa ve her n igin x,, # 0 ise, (n/Tn+1)n dizisinin 1’e yakinsa-
digimi kanitlayin!

Yukardaki aligtirmaya kargiornek bulun! Kamtta nerde hata yaptigimizi bulun. Kant-
lanmasi gereken dogru sonucu yazin. (Zn/T2n)n dizisi hakkinda ne diyebilirsiniz? (Bkz.
Teorem 26.2.)

(zn)n ve (yn)n iki ayr1 limite yakinsayan iki dizi olsun.
{zn:neN}N{yn:n eN}

kiimesinin sonlu oldugunu kanitlayin.

Zn,m = n/(n+ m) olsun.

lim (lim mn,m) ve lim ( lim zn,m)

m—00 \n—oo n—00 \m-—oo

limitlerini hesaplayin.

(zn)n ve (yn)n iki dizi olsun.

b = Tn/2 eger n ciftse
" Yn—1)72 eger n tekse

olarak tamimlansin. (z,), dizisinin yakinsak olmasi igin, (n)n ve (yn)n dizilerinin
yakinsak olmasi ve ayni saylya yakinsamalarinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

limn— o0 a2 = 0 ise, (an)n dizisinin limiti mutlaka olmali midir?

Eger a, >0, a > 0 ve limy,_, o afl =a? ise, limy, o0 an = a esitligini kanitlayin.
(a2n)n, (a2n+1)n ve (a7n+1)n dizileri yakinsak ise (an)n dizisi de yakinsak midir?
g € Q olsun. lim, o an /n = g esitligini saglayan a, dogal sayilar1 var midir?
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Kesirli say1 dizileriyle galigmaya devam ediyoruz. Gegmiste (heniiz var olma-
yan) 1/2’ye yakinsamak isteyen bir kesirli say1 dizisi 6rnegi verdik. Eger /2
orada olsaydi, bu dizi kesirli sayilar kiimesinde /2’ye yakinsayacakti, ama
V2 kesirli say1 olmadigindan bu dizinin kesirli sayilar kiimesinde /2’ye
yakinsadigini séyleyemeyiz.

Ilerde, gercel sayilar1 yarattigimiz zaman, V/2’yi de yaratmig olacagiz ve
o zaman bu dizi gergel sayilar kiimesinde gergekten 4/2’ye yakinsayacak.
Ama gimdilik bunu séylemek icin ¢ok erken.

Dizinin 1/2’ye yakinsamamasinin sugu dizide degil. Dizi, \/2’ye yakinsamak
i¢in elinden gelen her geyi yapiyor ama /2 olmadigindan hiisrana ugruyor ve
v/2’ye yakisamuyor.

Bir sayiya yakinsamak icin elinden gelen her seyi yapan kesirli sayilar di-
zisine temel dizi denir. Matematiksel tanimi birazdan verecegiz.

Yakinsak bir (x,,), dizisi alalim. Diyelim bu dizi a (kesirli) sayisina yakin-
siyor. Demek ki z, terimlerini istedigimiz kadar a’ya yaklastirabiliriz. Do-
layisiyla giderek daha fazla a’ya yaklagsan bu terimler giderek birbirlerine
yaklagirlar, saflar1 siklagtirirlar, birbirlerine daha daha sokulurlar...

Bu fikri daha matematiksel olarak ifade edelim. ¢ > 0, herhangi bir (kesirli)
say1 olsun. O zaman, belli bir N gostergecinden sonra, x, terimlerinin a’ya
uzaklig1 en fazla /2 olur. Dolayisiyla bu gistergecten sonra terimlerin birbir-
lerine uzakligi en fazla € olur. Nitekim, eger n, m > N ise,

[Tn — | = [(zn — @) + (@ — zm)| < |2y — al + |a — 2|

=l|rn —a|+ |zm —a| <e/24¢/2=c¢.

Bu ozelligi saglayan bir diziye temel dizi denir. Tam tanimi1 matematiksel
olarak ifade edelim: (z), bir kesirli sayilar dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,
her n, m > N icin,

|y, — x| < €
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esitsizliginin saglandigi bir N gostergeci varsa, o zaman (x,), dizisine temel
dizi denir. Yani (), dizisinin temel dizi olmasi i¢in, her ¢ > 0 igin, dizinin
terimleri arasindaki mesafenin bir zaman sonra (yani belli bir gostergecten
sonra) hep e’dan kiigiik olmas: gerekir.

Biraz yukarda su teoremi kanitladik:

Teorem 25.1. Yakinsak diziler temel dizilerdir.

Ama her temel dizi yakinsak degildir. Ornegin, “y/2’ye Yakinsamak Isteyen
Bir Dizi” yazisinda tiimevarimla tanimladigimiz

Ty + 2
Ty, +1

Tn41 =

dizisi (zg > —1 ise 6rnegin) birazdan kanitlayacagimiz iizere temeldir ama
bildigimiz gibi hicbir (kesirli) sayiya yakinsamaz.

Bu dizinin temel dizi oldugunu kanitlayalim. Eger —1 < zq ise, tanimdan,
her n i¢in 1 < z,, ¢ikar. Simdi bunu ve “\/2’ye Yakinsamak isteyen Bir Dizi”
yazisinda kanitladigimiz

22 — 2] < 1/4"

esitsizligini kullanacagiz. Eger n > m ise,
[T — | < 2| — 2| = (L4 1) |2 — 24y

ml
=|(zp —2) + (2 —2p,)| < |2, — 2| + |25, — 2|
<1/4™ 4 1/4™ = 2/4™ = 1/2%m~1,

<(Tp + Tm)|Tn —Tm| = |x% —z

Eger 1/2?™~! sayisi diledigimiz kadar kiiciiltebilirsek, yukardaki hesap,
|Tn — Tim|

sayisini da ¢ok kiiciiltebilecegimizi gosteriyor. Herhangi bir € > 0 verilmig ol-
sun. m’yi 1/2?m~1 < ¢ olacak bigimde secebilirsek, o zaman dizinin temel
dizi oldugu kanitlanmig olacak. Bunu da yapabiliriz, ¢iinkii Teorem 23.2’de
gordiigiimiiz iizere, 1/2% = (1/2)* sayilarmin limiti k sonsuza giderken 0’dr,
yani k’yi yeterince bilyilk secersek 1/2F sayilari e’dan daha kiiciik yapabili-
riz. N dogal sayisi, 1/2V < ¢ esitsizligini saglayacak kadar biiyiik secilsin. O
zaman, n > m > N icin,

|2p — 2| < 1/22m7 1 <1/2m < 1/2N < ¢

esitsizligini elde ederiz ve boylece (x,,), dizisinin temel bir dizi oldugu kanit-
lanmig olur.
Bu boliimde igte bu temel dizileri irdeleyecegiz.
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Not: Gergel sayilar: var etmig olsaydik ve temel dizinin tanimindaki e’u gergel
say1 alabilseydik, temel diziye Cauchy dizist adini verecektik. Temel dizilerle
Cauchy dizileri arasinda c¢ok ince ama 6nemli bir ayrim vardir.

Karekok Almak. g =1, 2,41 = (2, + 2/xy)/2 olarak tammlansin. (z,,)y,
temel bir dizidir. (Alstirma.) Aslinda bu dizinin karesi 2’ye yaknsar, yani
(2 )n dizisi heniiz icat etmedigimiz 1/2’ye yakinsamak igin can atar. Iste kesirli

bir say1 olmayan
V2 =1,4142135623730. ...

sayisinin bu dizi sayesinde elde edilen yaklagik kesirli degerleri:

To=1

r1=3/2=1,5

x9=17/12 =1,41666. ..

x3 =577/408 = 1,41421568627451 . ..
xq=1,41421356237469 . ..

x5 =1,41421356237309. ..

Goriildiigi gibi dizi 4/2’ye olduk¢a ¢abuk yakinsiyor.

/S’ye her seferinde en az iki ondalik basamak yaklagan bir dizi bulmak
i¢in, xo’1 herhangi pozitif bir say1 alin. (z¢1 1/S’ye yakin oldugunu tahmin
ettiginiz bir say1 almanin bir sakincasi yoktur!) ve

Tpn + S/xy
Tntl = — 5

olarak tanimlayin.
Temel diziler kiimesine C adim verelim. (Cauchy’nin C’si.) Teorem 25.1%¢
gore,

ycc.

Simdi her temel dizinin sinirli oldugunu kanitlayalim. Nitekim temel dizilerin
terimleri bir zaman sonra birbirlerine ¢ok yakin olduklarindan, temel dizilerin
sinirli olmas akla yatkindir.

Teorem 25.2. Her temel dizi stnarlidir, yani C C B.

Kanit: (x,), bir temel dizi olsun. Tanimdaki u, 6rnegin, 1 segelim. Demek
ki, oyle bir N gostergeci var ki, her n, m > N icin,

Ty, — x| < 1.
Demek ki, her n > N icin,

L, —LUN+1| <1
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bir bagka deyisle,
TNyl — 1 <ap <anygr + 1.
Simdi
b= max{:co,:cl, ., TN, TN4+1 T 1}
ve
a = min{zg, z1,...,TN,TN4+1 — 1}

olsun. O zaman, her n igin,
a<xz,<b

olur. O

Bu boliimiin bundan sonrasinda, temel diziler kiimesi C'nin toplama, gikar-
ma ve ¢arpma altinda kapali oldugunu, yani bir halka oldugunu kanitlayacagz
ve bu halkanin birkag temel 6zelligini ortaya koyacagiz.

Teorem 25.3. C ¢ikarma altinda kapalidar.
Kanit: (z,,)n ve (yn)n iki temel dizi olsun. £ > 0 olsun. (z,), temel dizi
oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n, m > Nj icin,

|Ty — x| < €/2

dir. Benzer nedenden, oyle bir Na vardir ki, her n > N» icin,

’yn_ym| <5/2

dir. Simdi N = max{Ny, Na} olsun. Eger n, m > N ise, hem n, m > N; hem
de n, m > Ny oldugundan,

[(@n = yn) = (@m = ym)| = (@0 = 2m) + (Ym — yn)|
<|Zn — Tm| + [Ym — Ynl
= |Tn — Tm| + [Yn — Ym|
<eg/24+¢/2=¢

olur. Kanmit tamamlanmaistir. O

Sonug 25.4. C toplama altinda kapalidar.

Kanit: Bir 6nceki teorem gibi kanitlayabiliriz. Ama ¢ok daha genel bir sonug

vardir: Bir halkanin ¢ikarma altinda kapali olan her altkiimesi toplama altinda
da kapalidir:

r+y=x—((z—2)-y)
Kanit bitmigtir. O
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Teorem 25.5. C carpma altinda kapalidar.

Kamt: (25,)n ve (yn)y iki temel dizi olsun. (2,,yy,), dizisinin temel dizi oldugu-
nu kanitlayacagiz. € > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. Oyle bir N gostergeci
bulmaliy1z ki, her n, m > N igin,

’xnyn - xmym‘ <e

olsun. Her zamanki gibi |z, yn — Tmym| ifadesiyle oynayip, bu ifadenin e’dan
kiigiik olmasi i¢in n ve m sayilarinin ne kadar biiyiik olmalar gerektigini bu-
lacagiz. Elbette biiyiik n ve m’ler icin,

|$n - 55m| ve ’yn - ym|
ifadelerinin kiiciik olduklarini kullanacagiz. Bu yiizden,

|xnyn - xmym|

ifadesinde bir bicimde |z, — Zm| Ve |yn — Ym| ifadelerini bulmaliyiz. Iste o
hesap:

|Tn¥n — TmYm| = [(ZnYn — TnYm) + (TnYm — TmlYm)|
< |xnyn - ivnym’ + ’xnym - xmym|

= |Zn|lYn — Yml| + [T — T [Ym |-
Dolaywsiyla, |zn,yn — Tmym| ifadesini e’dan kiiglik yapmak yerine,
[Tl [Yn — Yml| + [0 — T [Ym]
ifadesini ¢’dan kiigiik yapmaya galigabiliriz. Bunun igin,
|Znllyn — Ym| ve |Zn — T |Ym]

ifadelerinin her birini £/2’den kiigiik yapmaya ¢aligacagiz. n ve m gostergeg-
lerini yeterince biiyiik segerek |y, — ym| ve |z, — | terimlerini diledigimiz
kadar kiigiiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu ifadelere, tehlikeli olabilecek |z |
ve |ym| ifadeleri yapigmig. Eger bu ifadeler ¢ok biiyiirse, £/2’den kiigiik yap-
maya caligtigimiz

|xn||yn - ym| ve |1'n - !Tm”ym|

ifadeleri kiigiilemeyebilir. Ama neyse ki Teorem 25.2’de temel dizilerin sinirh
olduklarimi kamitlamigtik. Demek ki, 6yle A ve B sayilar vardir ki, her n igin,

|zn| < A ve |y,| < B
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esitsizlikleri gecerlidir. Boylece,

|Zn|[yn — Ym| < Alyn — Ym|
ve
[T — Zim||[Yym| < BTy — T

esitsizliklerini buluruz. Simdi
Alyn — ym| ve |zn — x| B
ifadelerini /2’den kiiglik yapmaliyiz, yani
[Yn — Ym| ve |Tn — 2]

ifadelerini sirasiyla €/2A ve €/2B sayilarindan kiigiik yapmaliyiz, ki bu da
o kadar zor degil. (x,), ve (yn)n temel dizi olduklarindan, dyle N; ve N,
gostergecleri vardir ki, her n, m > N igin,

g

ve her n, m > N icin,

3
[Yn — ym| < 54

olur. Béylece N = max{Ny, Ny} alirsak kanit biter ama yaptiklarimizi topar-
lamakta yarar var:

Kisa Kamt: € > 0 olsun. (z,), temel dizi oldugundan, Teorem 25.2’ye gore
sinirhdir, yani 6yle bir A sayis1 vardir ki, her n igin,

lzn| < A
esitsizligi gegerlidir. Ayni nedenden, Oyle bir B sayis1 vardir ki, her n igin,
lyn| < B

esitsizligi gegerlidir. (z,,), temel dizi oldugundan, 6yle bir N} géstergeci vardir
ki, her n, m > N igin,

£

olur. Ayni nedenden, Gyle bir No gostergeci vardir ki, her
n,m > No
icin,

€
‘yn_ym| < 24
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olur. N = max{Ny, Na} olsun. Simdi, her n, m > N i¢in,

1Zn¥Yn — TmYm| = [(TnYn — TnYm) + (TnYm — TmYm)|
< |xnyn — xnym’ + |TnYm — TmYml
= |znllyn — Yml| + (20 — Tm|ym]
< AlYn — Ym| + Blzn — Tm|

<) () -5+

olur. Kanitimiz bitmistir. O
Sonug 25.6. C bir halkadsr. O

Sonug 25.7. Yy, C’nin bir idealidir. Yani
i.0#W CC,
ii. Yo — Mo C Mo,
iii. CYo C o

Kanit: (1) bariz. (2), Teorem 22.2’den ¢ikar. (3), Teorem 22.4’ten gikar:
W CYCB.

Demek ki, Onsav 22.7ye gore, CYo € BYy C V. O

Durumu bir gemayla 6zetleyelim:

2

B

Y

/’/0 < ULELABLYD

<: Tum diziler halkas:

#: Sinirh diziler halkas:

¢: Temel diziler halkas:

2 Yakinsak diziler halkasi

2y 0’a yakinsayan diziler (%’nin ideali)

Temel Dizilerde B6lme. C halkasinin bolme altinda “olabildigince” kapal
oldugunu kanitlayalim son olarak. Once ii¢ hazirlik sonucuna ihtiyacimiz ola-
cak.

Onsav 25.8. Eger (z,)n € C(R) ise (|,]), € C(R).
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Kanit: ¢ > 0 herhangi eleman olsun.
Hxn‘ - ‘me <€
esitsizliginin her n, m > N icin dogru oldugu bir N ariyoruz. Varsayima gore,
|xy — x| < €

esitsizliginin her n, m > N i¢in dogru oldugu bir N dogal sayis1 var. Boyle bir
N dogal sayis1 alalim. Simdi ‘|x| — |y|‘ < |x — y| esitsizliginden, her n, m > N
icin

[[#n] = |Zm]| < |2n — @m| <e

¢ikar ve onsav kanitlanir. O

Simdi sonuglarina katlanmak zorunda kalacagimiz tuhaf bir énerme su-
nalim:

Onsav 25.9. (), bir temel dizi ve a € R olsun. Ejer
{neN:z, <a}ve{neN:z,>a}
kimeleri sonsuzsa, o zaman (), dizisi a’ya yakinsar.

Kanit: ¢ > 0 olsun. Eger {n € N : z,, < a — ¢} kiimesi sonsuzsa, o zaman
(2 )n dizisinin terimlerinin arasi hi¢bir zaman siirekli e’dan kiiciik olamaz ve
bu da dizinin temelligiyle celigir. Demek ki, belli bir N7 gostergeci icin, eger
n > Nj ise, ©, > a — . Benzer nedenden, belli bir N, gostergeci icin, eger
n > Ny ise, z, < a + €. Demek ki n > max{Ny, N2} icin, |z, —a| < €. O

Sonug 25.10. i. Eger (z,,), bir temel diziyse ve 0’a yakinsamayorsa, dyle bir
N dogal sayise ve 6 > 0 vardwr ki, her n > N igin, |x,| > § olur.

ii. Eger (xy), temel dizisi 0’a yakinsamayorsa ve her terimi 0’dan degisikse,
oyle bir 61 > 0 vardwr ki, her n i¢in, |z,| > 01 olur.

Kanit: Onsav 25.8¢ gore, (), dizisi yerine (|z,|), dizisini alarak, her n
belirteci igin x,, > 0 varsayimini yapabiliriz.
Dizi 0’a yakinsamadigindan, 6yle bir € > 0 vardir ki,
{neN:z, >¢}

kiimesi sonsuzdur. Eger sonucumuz yanlig olsaydi,

{neN:z, <e}
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kiimesi de sonsuz olurdu; ama bir 6nceki 6nsava gore, o zaman dizinin limiti
¢ olmak zorundadir ve bu durumda § = ¢/2 elemamn ilk 6nermeyi dogrular.
(Neden?) Ikinci kisim igin

01 = min{|xo|/2, ..., |xNn=1]/2,0} >0
alalim. O

Aligtirmalar.

25.1. Artan ve tstten siirli bir dizinin temel oldugunu kanitlayin.

25.2. Kanitlayin: Eger (z)» bir temel diziyse ve 0’a yakinsamiyorsa, dyle bir N dogal sayisi
ve § > 0 vardir ki, her n > N igin, |z,| > § olur.

25.3. C halkasimin tersinir elemanlarimi bulun.
25.4. Kamtlaymn: Eger (z,)n € C ise (|zn|)n € C.

Simdi C’de ne zaman bdlme yapilabilecegini, yani (x,), € C ise, (1/xy)n
dizisinin ne zaman C’de oldugunu bulabiliriz. Her seyden 6nce higbir z,, terimi-
nin 0 olmamasi gerekiyor, ki bu terimlerin tersini alabilelim. Ama bu yetmez,
ayrica bir de (xy,), dizisinin limitinin 0 olmamas: gerekir.

Teorem 25.11. (z,), € C ise ve her x,, terimi 0’dan farkl ise ve (), dizisi
0’a yakinsamayorsa, o zaman (1/xy,), dizisi de C’dedir. Bir baska deyisle, C 'nin
tersinir elemanlary kimesi,

C* ={(xzn)n € C\ Wy : her n igin x, # 0}
olur.

Kamt: ¢ > 0 verilmig bir eleman olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her

n,m >N
icin,
1 1 <
———| <ec
Tn  Tm

olacak. |1/x, — 1/x,,| ifadesiyle oynayalim:

1 1 |Tn — Ty |

Tn T

Sagdaki ifadeyi ¢ok kiigiik (yani e’dan kiigiik) yapmak istiyoruz. Payda bulu-
nan |z, — x,,| ifadesini diledigimiz kadar kiigiik yapabilecegimizi biliyoruz. Bu
iyiye isaret. Ancak eger paydada bulunan |z,||z,,| ifadesi de ¢ok kiiciiliirse, o
zaman

1 1 ‘ |Tn — Tm|  |Tn — T

o m|  [@llz] &
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ifadesini ¢ok kiiglik yapamayiz. Demek ki |z,| elemanlarinin ¢ok kiiglileme-
yecegini gostermeliyiz. Ama bu tam tamina Sonug 31.2... Bu sonuca gore 6yle
bir § > 0 eleman1 vardir ki, her n i¢in |z, | > ¢’dir. O zaman,

<e€

1 1 ‘ |Tn — | |0 — 2]

;n_a N ‘xn‘|$m| 52

elde ederiz. En sagdaki terimi e’dan kiigiik yapmak istiyoruz. Bundan daha
kolay bir sey yok: Eger n, m’yi yeterince biiyiik alirsak, diyelim N’den biiyiik,
0 zaman, |T, — | < €62 olur ve bdylece n, m > N icin, buluruz. O

Aligtirmalar.

25.5. Eger (xr)n dizisi temel bir diziyse, (|zn|)n dizisinin de temel bir dizi oldugunu kanitlayn.
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Herhangi bir kesirli say1 dizisi ele alalim:
L0, L1,L2,T3y...

ve bu dizinin i¢inden gostergeci ¢ift olan terimleri segelim:
TOy L2, L4y Ty«

Bu ikinci dizi, birincisinin altdizisidir. Bir bagka altdizi, gistergeci asal olan
terimlerden secilebilir:
L2, T3, L5y L7, L1Ly - - -

Ya da dizinin ilk birkag¢ terimini silip ilk dizinin bir baska altdizisini elde ede-
biliriz:
L3, L4y T5, L6y - -+
Ote yandan,
L3, X2, L5, L7, L11, - - -

dizisi yukardaki ilk dizinin bir altdizisi olmayabilir, ¢iinkii gostergecler artan
bir bicimde segilmemis, ilk iki terimde terslik var.

T3,T3,T5,L7,T11,- - -

de bir altdizi olmayabilir.

Tanimi hissettirdikten sonra matematiksellegelim. Bir (x,),, dizisi ve siirekli
artan, yani her k igin ny < ng41 esitsizligini saglayan bir (ng ), dogal say1 dizisi
verilmis olsun. O zaman, (z,, ) dizisine (x,), dizisinin altdizisi adi verilir.
Tanimi g0yle de verebiliriz: f : N — N mutlak artan bir fonksiyon olsun.
(Z f(n))n dizisi (p)n dizisinin bir altdizisidir.

Eger yr, = xp, tammim yaparsak, (z,)r = (yx)r olur ve bdylece alisik
oldugumuz (yx)x yazilimina kavusuruz.

Bir bagka deyisle, bir altdizi, bir

xO)x17$27 ‘/'U37 x47 x57 A
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dizisinden bazi terimlerin atilmasiyla elde edilen bir dizidir. Ornegin, yukar-
daki diziden bazi terimleri silerek

Lo, L1, T2, L3, T4, L5, L6y - - -

altdizisini, yani x1, x2, x4, Tg, - . . altdizisini elde ederiz.
Eger sansimiz yaver gider de, x3 = xg ya da x3 = x1 olursa, o zaman,

L3, L2, L5y L7y L1y -+

dizisi (x,,)y dizisinin bir altdizisi olur, yoksa olmaz.
Altdizilerde sik sik kanmiti ¢ok basit olan (k tizerine tiimevarim) su olgu

mizde bunu kullanacagz.
Teorem 26.1. Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

Kamt: (z;,),, bir temel dizi, (zn, ) dizisi de bu dizinin bir altdizisi olsun.
€ > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. Oyle bir N var ki, her n, m > N i¢in,

|zy, — x| < e.
Simdi eger k, £ > N ise N < k < ng ve N < ¢ < ny oldugundan,
|y, — xn,| <€

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. O

Teorem 26.2. Yakinsak bir dizinin altdizisi de yakinsaktir ve iki dizi aym
limite yakinsarlar.

Kanit: (z,,),, bir a sayisina yakmsayan bir dizi olsun, (x,, ); dizisi de bu
dizinin bir altdizisi olsun. & > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. Oyle bir N
var ki, her n > N icin,

|zy, —al < e.

Simdi eger k > N ise N < k < ng oldugundan,
|z, —al <e

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. g

Teorem 26.3. Temel bir dizinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de
yakinsaktir ve her iki dizi de aymi limite yakinsarlar. Dolayisiyla 0’°a yakinsa-
mayan bir dizinin ancak sonlu sayida terimi O olabilir.
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Kanit: Bunun kanit1 biraz daha zor.
(Tn)n, bir temel dizi, (25, ) dizisi de bu dizinin yakinsak bir altdizisi olsun,
diyelim a’ya yakinsasin. (z,,), dizisinin de a’ya yakinsadigini kanitlayacagiz.
e > 0 herhangi bir (kesirli) say1 olsun. |z, — a| saysmin bir zaman sonra,
yani belli bir gostergegten sonra e’dan kiigiikk oldugunu kanitlayacagiz. Her
zaman yaptigimiz gibi,
|zn, —al <e.

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Bunun igin, bir defa daha soldaki |x,, —a| ifadesiyle oynayip, bu ifadeyi
bildigimiz kii¢iik ifadeler cinsinden ustten sinirlayacagiz. k herhangi bir dogal
say1 olsun. Ucgen esitsizliginden,

|zn — a| = |(zn _mnk) + (xnk —a)| < |z, _xnk’ + ‘xnk —al

elde ederiz. En alttaki
|y, — zp, | Ve |z, — al

ifadelerinin her birini kiigiiltmeye ¢alismaliy1z. Birinci ifade (x,), bir temel
dizi oldugundan, ikinci ifade ise (xy, )i dizisi a’ya yakinsadigindan kiigiiliir.
Ayrmtilar 6nemli, ayrintilar1 yazalim. Her iki ifadeyi de ¢/2’den kiigiik ya-
pacagiz.

Birinci ifadeden baglayalim. (x,), bir temel dizi oldugundan, 6yle bir N
vardir ki, her n, m > N i¢in, |z, — x| < £/2 olur. Demek ki eger k > N ise,
ng > k > N olur ve

|zy, — zp, | <€/2

esitsizligi elde edilir.
Ikinci ifadeye gelelim. (zy,, )y dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle bir Ny vardir
ki, her £ > N; icin,
|y, —al <e/2

olur. Simdi &, hem N’den hem de Nj’den biiylik herhangi bir sabit gostergeg
olsun. Her n > N icin,

20 = al = [(#n = Zny) + (20, — @)| < |20 — T | + |20y, —a] <e/2+¢/2=¢

elde ederiz. O

Alistirmalar.

26.1. Her altdizisinin dizinin kendisine egit oldugu diziler hangi dizilerdir?
26.2. Sadece iki altdizisi olan tiim dizileri bulun.

26.3. Tiim kesirli sayilar: iceren bir dizi var midir?

26.4. Her diziyi altdizi olarak barindiran bir dizi var midir?

26.5. (Zn)n ve (Yn)n dizileri sirasiyla a ve b sayilarina yakinsasin. Bu iki diziyi su yontemle
karalim: A ve B, N'nin N = AU B esitligini saglayan iki ayrik ve sonsuz altkiimesi olsun.
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f:A—>Nveg:B—N

iki artan egleme olsun. (f ve g biriciktirler.)

R ) eger n € A ise
" | Ygn) eBern € Bise

olsun. Béylece (2,), dizisini elde ederiz. Ornegin,

Z0,Y0,T1,Y1,X2,Y2,T3,Y3, LT, Y4y ..

bu yontemle elde edilmig bir dizidir ve burada
A=2N,B=2N+1

alimmigtir. (zy), dizisinin yakimsak olmasi i¢in a = b esitliginin gerek ve yeter
oldugunu kanitlayin.

Monoton Diziler ve Altdiziler X sirali bir kiime olsun. (zy,), bir dizi
olsun. Eger her n < m icin z, < z,, oluyorsa, diziye artan adi verilir. Eger
her n < m i¢in z, < x,, oluyorsa, diziye mutlak artan adi verilir. Azalan ve
mutlak azalan diziler benzer bigimde tanimlanir. Sabit diziler hem artan hem
de azalan dizilerdir ve sadece sabit diziler hem artan hem de azalandir.

Artan ya da azalan dizilere monoton dizi denir.

Teorem 26.4. Tamsiralr bir kumenin her dizisinin monoton bir altdizisi vardar.

Kanit: (ay),, terimleri herhangi olan bir tamsirali kiimede herhangi bir dizi
olsun. Eger bir n gostergeci i¢in, a,, < a,, esitsizligi n’den biiyiik her m goster-
geci ic¢in saglaniyorsa, n’ye, bu kanithik, “iyi gosterge¢” diyelim. Eger sonsuz
tane iyi gosterge¢ varsa azalmayan bir altdizi segmek kolaydir: (ag) kiyi artan
bir altdizidir. Eger sonlu tane iyi gostergeg varsa ve N bu gostergeclerin sonun-
cusuysa, her n > N igin, a, > a,, esitsizliginin saglandigi bir m > n vardir.
Bu durumda da azalan (dolayisiyla artmayan) bir altdizi kolaylikla bulunur.
O



27. Onluk Tabanda Kesirli
Sayilar (2)

Bu bélimde 0,99999... ifadesinin matematiksel olarak ne demek oldugunu
gorecegiz. Ifadenin anlamini 6grendigimizde, genellikle sagkinlikla karsilanan

ve kugku duyulan
0,99999... =1

esitligini matematiksel olarak kanitlayabilecegiz.
0,99999. .. yerine daha tuhaf bir ifade ele alalim. Diyelim,

0,864269623810856 . . .

ifadesini ele aldik. Rakamlarin virgiilden sonra nasil devam ettiklerini bilmiyo-
ruz. Ama bir bicimde devam ediyorlar. Bunun yerine, rakamlarin nasil devam
ettigi bilinen
0,1234567891011121314.. ..

ifadesini de ele alabilirdik. Bu ifadeler ne demek olabilir? i§te bu konuyu irde-
leyecegiz bu boliimde.

Eger birinci ifadeyi belli bir basamaktan sonra kesersek, elde edilen sonlu
ifadenin ne demek oldugunu biliyoruz:

0,8 =28x10""
0,86 = 8 x 1071 +6 x 1072
0,864 = 8x 1071 +6x10724+4x 1073
0,8642 = 8 x 107  +6x 1072 +4x 102 +2x 1074

Ama sonsuza dek uzanan 0,864269623810856 . . . ifadesinin ne anlama gel-
digini heniiz bilmiyoruz.
Elimizde bir (a,)n>0 rakam dizisi olsun. Yani her n > 0 i¢in, bir

an6{07 17 79}
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rakami olsun.

r1 = a110_1,
9 = a110*1 + a210*2,
T3 = aq 1071 + CL21072 + a310*3,

Tp = a1107 + 21072+ - 4+ 4,107,

tanimlarini yapalim. Daha ekonomik bir yazilimla:

n

Ty = Z ailo_i.

=1

Boylece bir (xy,)n>0 kesirli say1 dizisi elde ederiz. Bu dizinin bir temel dizi
oldugunu kanitlayalim hemen.

kesirly sayr dizist temel bir dizidir.

Kanit: € > 0, herhangi bir say1 olsun. ()yle bir N bulacagiz ki, her n, m > N
icin, |z, — xm| < € olacak. Her zamanki gibi |z,, — x,,| ifadesinin ¢’dan kiigiik
olmast igin n ve m’nin ne kadar biiylik olmalar1 gerektigini bulacagiz.
|Ty, — Tm| = |2m — x| oldugundan, n > m esitsizligini varsayabiliriz.
Bundan boyle bu esitsizligi varsayacagiz. |z, — x,,| ifadesiyle oynayalm:

n m n
| — | =D @107 = " a 107 = Y ;107
=1 i=1

i=m-+1
n n n
= Z a;107% < Z 9.107" = 0. Z 107"
i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1
n n—m-—1
=9.10"™! Z 10t =g 10-m! Z 1077
i=m+1 =0
n—m-—1 _
_ —m—1 Ji_ —m-11—(1/10)"™
9.10 jZ::o (1/10)7 = 9.10 0
—m—1 1- 1/10)n—m -m n—m -m
=9.10 5710 =10""(1 — (1/10)"™) < 10™™.

Dordiincii satirdan beginci satira gecerken

j=1—m-—1
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degigikligini yaptik. Altinci satirdan yedinci satira gegerken, Boliim 15’de gri
alanda kanitlanan esitligi a = 1/10 i¢in kullandik. (Hesaptaki esitsizliklerin her
biri son derece ekonomiktir: Uciincii satirdaki esitsizlik zorunlu bir esitsizliktir,
clinkil @;’lerin her biri bal gibi de 9 olabilirler. Ikinci ve sonuncu esitsizlik de
zorunlu, ¢linkii m sabit kalip n ¢ok biiyiidiigiinde (sonsuza gittiginde),

1—(1/10)"™

say1st 1’e kadar dayanir.)
Simdi 10™™’yi e’dan kii¢iik yapmamiz gerektigini anliyoruz.

~1<107t <1
oldugundan, Teorem 23.2’ye gore, 6yle bir N vardir ki, her m > N igin,
107" <e

olur. Asagidaki gri karede ayni gseyi Teorem 23.2’yi kullanmadan kanitliyoruz.
O

xxx gri kare
Not: Yukardaki teoremde ve kamitinda 10’un hicbir énemi yok, sabit her-
hangi bir b > 1 (kesirli ya da dogal) sayis1 da alinabilirdi. Ayrica a;’ler de
sinirh herhangi bir say1 kiimesinden secilebilirdi. b’yi 10 almak gelenekten de
ote bir aligkanlik haline gelmigtir, muhtemelen iki elimizde on parmagimizin ol-
masindan kaynaklanir ve artik kiiltliriimiiztin nerdeyse ayrilmaz bir parcasidir.
Bir de b’yi 2 almak ozellikle ¢cagimizda onem kazandi.

Simdi, eger (an)n>0 dizisi zamanla devirlegiyorsa, yani her

n>N

icin,
Uptk = Gn

esitligini saglayan N ve k > 0 dogal sayilar1 varsa, o zaman yukarda tanimlanan
(Zn)n>0 kesirli say1 dizisinin bir limiti oldugunu kanitlayalim.

Burada limitin kesirli bir say1 oldugunu sdylemek istiyoruz. Gergel sayilari
tammmladigimizda, bu (x,),>0 dizilerinin sadece zamanla devirlesen (ay,)n>0
dizileri i¢in degil, her (a,)n>o dizisi i¢in bir gercel sayiya yakimsadigini kanit-
layacagiz. Ancak gimdilik boyle bir dnermeyi telaffuz bile edemeyiz. “Gergel
say1” sozleri simdilik bize yasak.

Ornekler.
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27.1.
3,5,7,8,21,4,2,1,4,2,1,4, ...

dizisi zamanla devirlegen bir dizidir. Bunu goérmek icin N = 4, k£ = 3 almak yeterli.
(k = 6 da alabilirdik. k¥ = 3 en kiigiik devirdir.)

z = 31071 =0,3,

z2 = 3.107" +5.107% = 0,35,

z3 = 31071 +5.1072 +7.10"% = 0,357,

zs = 3107 +5.1072 +7.107° + 8.107* = 0,3578,

ornegi lizerinde (xr)n>o0 dizisinin bir kesirli sayiya yakinsadigini gosterelim.
Diziyi ilkokuldan beri aligik oldugumuz bicimde ve géze daha hog goriinsiinler diye bazi
terimleri atlayarak yazarsak ne yapilmas: gerektigini daha kolay gortirtiz:

x4 = 0,3578,
z7 = 0,3578214,
z10 = 0,3578214214,

(zn)n>o0 dizisinin yakinsak oldugunu kanitlamak yerine, Teorem 26.3’e gore, bu dizinin
($4+3n)n altdizisinin yakinsak oldugunu kanitlamak yeterli.

Biraz hesap yapalim:

214 214 214
T4+3n = 0,3578 + TW + 1010 s W
214 1 1
:0,3578+1—07 (1+1T)3+"'+W)
2141 — 5
=0,3578 + — 10"
’ T =
2141 — o
=0,3578 + 101 999

Demek ki, n sonsuza giderken (Z443n)n ya da (@n)n>o dizisinin limiti,

214 1
0,3578 + 107 999

kesirli sayisidir.

Agagidaki teorem aynen yukardaki ornekteki gibi kolaylikla kamtlanabilir.
Bigimsel kanit1 merakli okura birakiyoruz.

Teorem 27.2. Eger (ap)n>0 rakamlar dizisi bir zaman sonra devirlesiyorsa, o
zaman yukarda tanvmlanan (z,,)n>0 kesirli sayr dizisinin Q ’de bir limiti vardar.

Bundan boyle, yukardaki teoremde varligi soylenen bu limiti

0,a1a9a3a4 - - -
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olarak yazacagiz:
0,a1a0a3--- = lim (a110_1 + -+ a,107").

n—oo

Eger bir de ayrica ag herhangi bir dogal sayiysa, yukardaki teorem,
(ap 4+ a1107t +a1072 + -+ + a,107"),

dizisinin yani

(ag,a1az - an)n
dizisinin bir limiti oldugunu soyliiyor. Bu limiti bundan boyle

ap,a1a02a304 - -+

olarak yazacagiz. Ama dikkat, burada rakam olanlar sadece a1, a2, as, aq,...
katsayilar1, ag bir rakam olmayabilir, ag bir dogal say1. Ote yandan ag’m da
rakamlarla ifade edilebilecegini gordiik (Teorem 15.1). ag’1, ¢y - - - t1tp olarak
rakamlarla ifade edersek, her pozitif kesirli sayimnin, sonlu tane

to, t1, .-, Uk
rakami ve bir zaman sonra devirli olan
ai, az, as, a4, ...

rakamlar1 icin,
tk e tlto,a1a2a3a4 e

biciminde, yani, terimleri
Tp = 610" + - + 410 + a1 1071 + -+ + @, 107"
olan dizinin limiti olarak yazlabilir.

Simdi artik 0,9999... ifadesinin ne demek oldugunu biliyoruz: Bu ifade,
yukardaki tanima gore,

Tp=9-10714...49.10™"

dizisinin limitidir. Hemen bulalim bu limiti: egitliginin baginin ve sonunun
limitlerini alirsak,
0,99999...=1

buluruz. Nihayet! Bu yasa degin merak ettigimiz egitligi kamitladik...
Tabii ayni sekilde, 6rnegin,

253,782149999 ... = 253,78215

esitligi de gegerlidir. Kanit1 okura birakiyoruz.
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Teorem 27.3. Her pozitif kesirli sa, to, t1, ..., tp rakamlar ve zamanla

tg...tg,a1a20a30a4 - - -
biciminde yazlabilir. Eger k > 0 ise ty, # 0 alinabilir.

Peki, yukardaki ty ... {¢g,a1a2a3a4 ... yazilimi ne kadar biriciktir? Yani,

thy -, to
ve S¢, ..., So rakamlar1 ve zamanla devirlesen (ap)n>0 ve (by)n>o rakamlar
dizisi icin,
tk e to,a1a2a3a4 . =8p... So,blbgbgb4 ce
ise, k = £ ve her 7 icin t; = s; ve a; = b; olmali midir?
Yukarda kanitladigimiz 0,99999... = 1, daha dogrusu
0,99999... = 1,00000...

esitliginden a; = b; esitliginin her zaman dogru olmadigini biliyoruz.
9,99999... = 10,00000...

esitliginden de k = £ egitliginin her zaman dogru olmadigim biliyoruz. Ayrica
bir de saymin soluna istedigimiz kadar 0 koyabilecegimizi biliyoruz. Ama bu
istisnalar disinda yukardaki yazilim biriciktir. Yani a ve s dogal sayilari icin,
a/10° bi¢iminde yazilamayan her kesirli sayi, ¢, # 0 olmak iizere, tek bir
bicimde

tk ... to,a1a2a3a4 PN

olarak yazilabilir. a/10° biciminde yazilan sayilar icin ise iki degisik yazim
bigim vardir: Biri hep 9’la digeri hep 0’la biter... Konuyu daha fazla uzatmak
istemedigimizden kanit1 es gegiyoruz.

Teorem 27.3’in tersi de dogrudur. Bunun da kanitini okura birakiyoruz.

Teorem 27.4. Eger (ap)n>0 rakamlar dizisi bir zaman sonra devirlesmiyorsa,
o zaman yukarda tanimlanan (xy,), kesirli say dizisinin Q’de limiti olamaz.

Teorem 27.5. Her k dogal sayst icin 10% > k.
Kanit: k£ tizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. k = 0 igin,
k=0<1=10"=10"

Bir de k = 1 icin kanitlayalim: £ = 1 < 10 = 10" = 10*. Simdi k& > 1 olsun ve
esitsizligin k icin gecerli oldugunu varsayalim. O zaman,

10FT1 = 10 x 10* > 10k > k + 1.

(Son esitsizlik, kanitin baginda teoremi neden k = 0 ve k = 1 i¢in kamtladigi-
miz1 gostermektedir.
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Sonug 27.6. ¢ > 0 hangi (kesirli) sayr olursa olsun dyle bir N dogal sayist
vardwr ki, her n > N i¢in, 107" < €.

Kanit: N, 1/¢’dan biiyiikk bir dogal say1 olsun (Argimet Ozelligi, Teorem
13.11). O zaman, 10 > N > 1/¢, yani 107" < e. Her n > N igin,

10"<10VN<e

olur.
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28. Gercel Sayilar Kumesi

Nihayet gercel sayilar1 tanimlayacagiz. Bir sonraki boliimde gergel sayilar iize-
rine dort iglemi ve siralamay1 tanimlayip bunlarin 6zelliklerini irdeleyecegiz.
Gercel sayilarin ne olduklarini sezgisel olarak hissediyoruz. Ayrica ta ilko-
kuldan beri,
3,141592653589793 . ..

gibi sonsuza dek uzanan bir ifadenin bir gercel say1 oldugu 6gretilmistir bize.
Biz de bunu sorgulamadan kabul etmisizdir. Hatta belki de 6gretmen, bu
sayinin, “birim uzunlugu verilmis bir say1 dogrusunun iistiinde bir uzunluga es
diigtiigiinii” s6ylemisg bile olabilir... Bu uzunlugun hangi noktalar arasindaki
mesafe oldugunu gostermeden, daha dogrusu gosteremeden...

Ogretmen, buralarda bir yerde
3,141592653589793... gibi
bir sayinin oldugunu soyliyor...

O

Ogretmenin dedigine gore, 0’dan
3,141592653589793 . .. cm

otede fiziksel bir nokta varmis... Ogretmen dedigine gére Syle bir nokta ol-
mali... Kitaplar da 6yle diyor galiba... Bunca 6gretmen, bunca kitap yalan mi
sOyleyecek?

Yalan degil ama yanlig... Cetvel iizerinde gergekten Oyle bir fiziksel nok-
tanin olup olmadigini hi¢cbir zaman bilemeyiz. Parcalanamayacak parcaciklar
olduguna gore muhtemelen de 6yle bir nokta yoktur. Ayrica fiziksel nokta diye
bir seyin de ne oldugu bilinmemektedir...

Gergel saymin (ne oldugunu degil, bu sorunun anlami bile olamaz!) ne
olmasi gerektigini iste bu béliimde 6grenecegiz.

Once, daha sonra terkedecegimiz bir “gercel say1 tammlama” yontemini
aciklayalim.
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Gecen bolimde
3,14159215921592.. ..

gibi bir zaman sonra devirlegen bir ifadeye anlam vermistik. Bu ifadeyi tam
tamina, terimleri

n
Tp =3+ Z aiIO’i
=1
olarak tanmimlanan dizinin limiti olarak tanimlamigtik. Burada a; = 1, as = 4,
az=1,a4=>5,a5=9, a6 =2, ay =1, ... olur. Bélim 27’da,

3,141592653589793 . ..

gibi sonsuza dek uzanan ve hicbir zaman devirlesmeyen bir ifadeyi tanimla-
mamigsak da, terimleri

n
Tn =3+ a0’

i=1
olarak tanimlanan dizinin temel dizi oldugu kanitlanmistik. Burada a; = 1,
ap =4,a3 =1,a4 =5,a5 =9, ag = 2, ar = 6, ... olur. (Yukardakinden
degisik...)

Gergel sayilar1 yukardaki temel diziler olarak tanimlayabiliriz. Bir a dogal

say1s1 ve bir zaman sonra siirekli 9 olmayan bir (ay,), rakam dizisi i¢in,

n
(a + Z ailo_’)
i=1

temel dizisini pozitif bir gergel say1 olarak tammlayabiliriz. (Bir zaman sonra
siirekli 9 olan sayilar1 da kabul edersek, o zaman bu sayinin bagka tiirlii yazilan
bir sayiya esit oldugunu séylemek zorunda kaliriz ve tanim zorlasir.) Ardindan,
bu gercel sayimnin da

n

a,a10a2a3a40a5a6 . . .

olarak yazildigimi da sOyleyebiliriz. Eger zamanla devirlegen (a,), rakam di-
zilerinden elde edilen gercel sayilari (yani temel dizileri), dizinin limiti olan
kesirli sayiyla o6zdeglestirirsek, her kesirli sayiy1 bir gergel say1 olarak gorebi-
liriz. Sonra negatif gergel sayilar bir bigimde tanimlanabilir. (ikinci kisimda
N’den hareketle Z’yi tammladigimiz gibi.) Ardindan gergel sayilarda toplama,
¢ikarma, carpma ve bolme tanimlamak gerekir... Kolay is olmasa da bunlar
yapilabilir.

Tim bunlar matematiksel olarak son derece gecerlidir. Ancak biz boyle
yapmayacagiz. Ciinkii bu yontem 10 tabanimi 6n plana gikarir ve 10’a ha-
ketmedigi bir yer verir. Ayrica bu yontemle toplama carpma gibi iglemleri
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tanimlamak oldukca megakkatlidir. Biraz daha kuramsal ve soyut olacagiz
ama iglemler ¢ok daha rahat ve sik tanmimlanacak.

Her gercel sayimin kesirli bir temel dizinin limiti oldugunu artik hissetmis
olmaliy1z. (Yoksa hissizsiniz demektir!) Buradan hareketle bir gercel sayiy
kesirli bir temel dizi olarak tammlamaya kalkigabiliriz. Ama aym gercel sayiya
yakinsayan bircok temel dizi olabilir. Ornegln

3,3,1,3,14, 3,141, 3, 1415, 3, 14159, 3, 141592, . ..
artan temel dizisiyle,
4,3,2,3,15, 3,142, 3,1416, 3, 14160, 3, 141593, . ..

temel azalan dizisi ayni gergel sayiya (heniiz olmayan 7’ye sanki!) yakimsarlar.
Demek ki her temel diziyi bir gercel say1 olarak tanimlarsak, ayni gercel sayidan
binlerce olur!

Bu iki temel diziyi ayni gercel say1 olarak tamimlamak lazim. Bunu yap-
manin yontemini biliyoruz, gegmiste gordiik. Esit gercel sayilar1 simgelemesi
gereken, yani gelecekte (gergel sayilar tammlandiklarinda) ayni gercel sayiya
yakinsayacak olan iki temel dizi esit degil de denk olsun...

Anlmsarsamz temel diziler kiimesini C harﬁy]e simgelemigtik. C kiimesi

(Zn)n = (Yn)n < nlggo Ty = nh_{glo Yn-
Giizel bir deneme... Ancak basarisiz, giinkii

lim =z,
n—oo
diye bir say1 (limit) hentiz olmayabilir. (Gergel sayilar1 daha tanimlamadigimiz
ammsayin. Tim derdimiz de bu sayilar1 var etmek zaten.) Ornegin yukarda
ornek olarak verdigimiz dizinin limiti yoktur ¢linkii 7 kesirli bir say1 degildir.
Tlerde, gercel sayilar tammlandiginda, ayni anlama gelecek bir bagka tanim
bulmaliyiz.

Soru isareti yerine su anki matematiksel bilgimizle ifade edebilecegimiz bir
kogul bulmaliy1z ve bu kogul, ilerde anlami olacak olan

lim z, = lim y,
n—oo n—o0

esitligiyle ayn1 anlamda olmali. Ama bu ¢ok basit... Yukardaki

lim z, = lim y,
n—roo n—o0
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esitligi yerine,
lim (z, —yn) =0

n—oo

yazalim... Bu ifade, ilerde, lim,_, o x, ya da lim,,_ y, oldugunda diledigimiz

lim z, = lim y,
n—oo n—oo
egitligiyle ayni anlamda olacak. Zaten Gyle hissetmiyor muyuz?
Artik resmi tanim verebiliriz: (zy,)n, (yn)n € C temel dizileri i¢in, = ikili
iligkisini
(xn)n = (yn)n < lim (xn - yn) =0
n—oo

olarak tanimlayalim. Bir bagka deyisle, = ikili iligkisi, x, y € C temel dizileri
icin,

r=ysr—y €W
olarak tanimlansin. Bu arada, }y'in Bolim 22.6’da 0’a yakinsayan kesirli say1

dizileri kiimesi olarak tanimlandigini da animsayalim.
Simdi bu ikili iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayalim.

Onsav 28.1. Yukarda tamamlanan = ikili iliskist bir denklik iliskisidir. Yani
her x, y € C temel dizisi i¢in,

i.z =z,

ii.z =y isey =z,

illi.z=yvey=zisex =z.

Kanit: Kanitimizda )y’ in C halkasinin bir ideali oldugunu, yani Sonug 25.7’de
kanitlanan,
a. S(O) S yo - C,
b. Yo — Vo € W,
c.CYo S o
olgularinu kullanacagiz. (s(0), sabit 0 dizisidir.) Bu da ideal kavraminin 6ne-
mini gosterir... diyecegiz ama bu kanitta (¢)’nin hi¢ 6nemi olmayacak. (c) ilerde
onem kazanacak. (i), dogrudan (a) 6zelliginden ¢ikar.

(ii)’yi kamitlayalim. Varsayima gore © —y € ). demek ki, (a) ve (b)’'ye
gore,

y—x=s(0)—(z—y) €,

yani y = z.
Gelelim (iii)"iin kanitina... Varsayima gore,

r—y€Eyvey—z€NV.

(b)’den dolayy, x — z = (z —y) + (y — 2) € Do, yani z = z. O
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Her a € C temel dizisi igin,
a| ={z € C:a=x}

olsun. C’nin bu altkiimesine a’min smifi denir.
C/Yo ya da eski yazilimla C/ =, simflarin kiimesi olsun:

C/Yo=C/=={[a] :a €C}
olsun. Gergel sayilar kiimesi R’yi iste bu kiime olarak tanimlayacagiz:
R=C/Yy=C/=={[a] :a €C}.
Bir sonraki boliimde gercel sayilarda dort igslemi ve siralamay1 tanimlayacagiz.

Bir de ayriyeten kesirli sayilar kiimesi Q’yii R’nin icine gémecegiz.
Q ile R gimdilik ayrik kiimeler. Resim agagida.

Q

N

C, kesirli temel dizilerden olusan kiime.
R ise C'nin denklik smiflarindan olusan kiime.

C’nin i¢indeki gri kutular denklik siniflarini temsil ediyor. Bu denklik simiflarinin
her biri R'nin bir elemani, yani bir gercel say1. Bir sonraki boliimde soziinii e-
decegimiz f fonksiyonu da C’nin her elemanini o elemaninin sinifina gétiiren
fonksiyon.






29. Gergel Sayilarda Dort
Islem

Bir a € C temel dizisini (tiim diziler Q-dizileridir) [a] gercel sayisina gotiiren
f : C — R fonksiyonunu ele alalim:

f fonksiyonunu kullanarak, eskiden C tizerine tanimladigimiz toplama, ¢arpma,
¢ikarma ve bolme iglemlerinin benzerlerini R iizerine tamimlayacagiz. Yapaca-
gimiz ig ozetle su: Diyelim R tizerine toplamay: tanimlamak istiyoruz. R’den
toplamak istedigimiz iki eleman alalim, bu elemanlara r ve s diyelim. Eleman-
larin C’de birer f-onimgesini bulalim ve sirayla onlara a ve b diyelim. Demek
ki
fla) =rve f(b) =s.

Simdi a ve b temel dizilerini C’de toplayip a + b temel dizisini elde edebiliriz.
Ve son olarak bu toplamin f imgesini alip

fla+b)eR
elemanimi bulabiliriz. 7 4+ s toplamini,
r+s=f(a+b)

olarak tanimlamay1 Oneriyoruz, ¢iinkii ne de olsa a + b dizisi de C’de.
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R’den C ’ye ¢k, topla ve tekrar R’ye in:

¢

a+b

A

R

4

r=fla) s=f(b) r+s=f(a+b)
R’de toplamanin tanumi:
1) 7, s € R verilmig olsun.
2) fla) =7 ve f(b) = s esitligini saglayan a, b € C
dizilerini bul.
3) r + 8y f(a + b) olarak tanimla.

Ancak, r ve s gercel sayilar verildiginde,

fla)=rve f(b) =s

esitliklerini saglayan birden ¢ok a ve b vardir; tanimin gecgerli olmasi icin bu
esitligi saglayan tiim a ve b’lerin aym f(a+b) sonucunu verdigini kanitlamaliyiz.
Bunu kanitlayacagiz.

a’+b’ de burada (kanitlanacak)
\
, v, v ¢

d o

a ol a+b
.

LA

Carpmay1 da benzer yontemle tanmimlayacagiz. Her halkada oldugu gibi ¢ikarma
toplama tarafindan, bélme de ¢arpma tarafindan belirlenecek. R’de siralamayi
tanmimlamak, ¢ok degil, birazcik daha zordur. Ardindan, tanimlanan bu iglem-
lerin ve siralamanin tahmin edilen 6zellikleri sagladigini ve sonucta sirali bir
cisim (Bolim 13.4 ve 14.8) buldugumuzu ve bu sirali cisimde Q'niin kusur-
lariin (Bolim 18) olmadigim kanitlayacagiz.

Toplama. Yukarda gordiigiimiiz gibi, R’de toplamanin 6nerdigimiz taniminin
gecerli olmasi icin su 6nsav kamitlanmali:

Onsav 29.1. a, b, d/, ¥ € C olsun. Eger [a] = [a/] ve [b] = [V'] ise
[a+b] = [a' + V]

egitligi dogrudur.
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Kanit: Varsayima gore a —a’ € M ve b — V' € ). Dolayisiyla,
(a+b)— (' +b0)=(a—ad)+(b-b) e

dir, yani [a + b] = [@’ + V'] esitligi dogrudur. O
Simdi artik, [a] ve [b] gercel sayilar igin,

[a] + [b] = [a + 0]

tanimini huzur i¢inde yapabiliriz, ¢linkii bu tamim, C’de segilen a ve b’ye gore
degil, [a] ve [b] gergel sayilarina gore degismektedir. Eger bu 6nsav dogru ol-
masaydi,

[a] = [a'] ve [b] = [V']

esitlikleri dogru olmasina karsin,
[a] + 8] = [a'] + [V']

esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da toplama igleminin tanimi gecerli
olmazdi. Toplamay1 tanmimladiktan sonra toplamanin 6zelliklerine gelelim.

Onsav 29.2. (R,+,[s(0)]) degismeli bir gruptur, yani,

T1. Herr, s, t € Rigin, (r+s)+t=r+(s+1).

T2. Her r € R i¢in, r + [s(0)] = [s(0)] +r =r.

T3. Herr € R i¢in, r +s = s+ 1 = [s(0)] esitligini saglayan bir s € R vardur.
T4. Herr, se R icinr+s=s+r.

Kamit: R’deki bu egitlikleri kanmitlamak icin f fonksiyonunu kullanmip C’ye

gikacagiz. Bu esitliklerin C’de de gegerli oldugunu kullanip tekrar f ile R’ye

inecegiz.

T1. a, b, c € C igin, r = [a], s = [b], t = [¢] olsun. O zaman,
(r+s)+t=(la] + [b]) + [c] = [a + ] + [c]

=[(a+b)+c=[a+ (b+ )]

[a] + [0+ = [a] + ([b] + [c]) = 7 + (s +-1).

T2. a € C igin, r = [a] olsun. O zaman,
r+[s(0)] = [a] + [s(0)] = [a+ s(0)] = [a] =

[s(0)] + r = r esitligi benzer bigimde kanitlanr.
T3. a € C igin, r = [a] olsun. Eger a = (ay),, ise,

b=—a=(—an), €Cves=I
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olsun. Istenen r+s = s+r = [s(0)] esitliginin saglandigim sinamak zor degildir.
T4. a, b € C igin, r = [a], s = [b] olsun. O zaman,

s =[]+ [l =la+0]=[b+a] =[] +[a] = s+

olur. O

Onsav 2’nin Ardindan:

a. T'1’e gore gergel sayilari toplarken parantez kullanmaya gerek yoktur, ornegin,
(r+s)+t yerine r + s+t ve (r +s) + (t + u) yerine r + s + t + u yazabiliriz.
b. R’de T2 &zelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir (toplamanan et-
kisiz elemant denir bu elemana) ve bu eleman, 72'nin soyledigi gibi [s(0)]
olur. Gelecekte [s(0)] yerine 0 yazacagiz ama simdi degil. Ote yandan daha
simdiden [s(0)] yerine Og yazmak fena bir fikir degildir, 6yle de yapacagiz.

c. Eger r € R verilmigse, T3’teki r +s = s+ = [s(0)] = O esitligini saglayan
bir ve tek bir s € R vardir. Bu eleman1 —r olarak gosterecegiz. Kanitta da
goriildiigi tizere, a € C icin, —[a] = [—a].

d. R’de gikarmay: iki degigik bicimde tanimlayabiliriz:

r—s=r+(—s)
olarak ya da r = [a], s = [b] i¢in
r—s=a—1]

olarak. Tkisi de ayni kapiya cikar ancak ikinci tanimin gecerli olmasi i¢in Onsav
29.2’ye benzer bir sonucun kanitlanmasi gerekmektedir. Benzer sekilde

—r—sve —r+s
islemlerini de tanimlayabiliriz.
—(r—s)=—-r+s=s—r

gibi egitlikleri kanitlamak kolaydir.

Ama dikkat, toplarken paranteze gerek yoksa da gikarirken parantezleri
korumak gerekir. Aksi davranigin birakin iniversiteye girisi, bale okuluna girisi
bile engelledigi bilinmektedir.

e. Her grupta oldugu gibi R’de de sadelestirme yapilabilir. Ornegin,

r+s=r+t

ise s =t olur. Aym sekilde r + s = r ise s = [s(0)] = Og olur.
f. [a] + [b] = [a + b] formiilii, yani

fla+b) = fla)+ f(b)
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formiilii,
f:C—=R

fonksiyonunun (C, +, s(0)) grubundan (R, +, [s(0)]) grubuna giden bir esyap:
fonksiyonu (homomorfizma) oldugunu séyliiyor. Egyap1 fonksiyonunun an-
lamin1 bilmeyenlere: Toplamaya (ya da bir bagka isleme) uyumlu olan, yani
fla+0b) = f(a) + f(b) esitligini saglayan bir gruptan bir bagka gruba giden f
fonksiyonlarina verilen addir.

Carpma. Carpmay1 da aym yontemle tanmimlayacagiz. R’den r ve s eleman-
larini alalim. r ve s'nin C’de f-Onimgelerini bulalim. Bu 6nimgelere a ve b
diyelim. Demek ki

fla) =71 ve f(b) = s.

Simdi a ve b temel dizilerini C’de ¢arpip ab € C dizisini elde edebiliriz. Son
olarak bu garpimin f imgesini alip f(ab) € R bulabilir ve rs ¢arpimini,

rs = f(ab)

olarak tanimlamay1 uygun bulabiliriz. Yani a, b € C i¢in,
[a][b] = [ad]

tanimini yapmak istiyoruz.

R’den ¢ ye ¢ik, carp ve tekrar R’ye in

¢
ab

A

r=fla) s=f(b) rs=flab)
R’de carpmanin tammu:
1) 7, s € R verilmis olsun.
2) f(a) = r ve f(b) = s esitli%4ni saglayan a, b e ¢
dizilerini bul.
3) 7s’yi f(ab) olarak tammla.

R

Ancak r ve s verildiginde, f(a) = r ve f(b) = s esitligini saglayan birden ¢ok
a ve b vardir; tanimin gecerli olmasi icin bu egitligi saglayan tiim a ve b’lerin
ayni f(ab) sonucunu verdigini kanitlamaliyiz.
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a’b’ de burada (kanitlanacak)

, A \ ¢
a.
ll. b
b, ao

Onsav 29.3. a, b, a/, V' € C olsun. Eger [a] = [a/] ve [b] = [V'] ise [ab] = [a'V]
egitligi dogrudur.

Kanit: Varsayima gore a —a’ € )Yy ve b — b’ € ). Dolayisiyla,
(ab—d'b)=(a—d)b+d(b-V)e

dir (Onsav 22.7), yani [ab] = [a'V] esitligi dogrudur. O

Simdi artik, [a] ve [b] gercel sayilar igin,
[a][b] = [ab]

tanimini huzur i¢inde yapabiliriz, ¢linkii bu tanim, C’de secilen a ve b’ye gore
degil, R’de secilen [a] ve [b] gergel sayilarima gore degismektedir. Eger bu 6nsav
dogru olmasaydi,

[a] = [a'] ve [b] = [V']

esitlikleri dogru olmasina karsin,
[a][b] = [a'][V']

esitligi dogru olmayabilirdi ve o zaman da carpma igleminin tanimi gecerli
olmazdi.
Kimi zaman [a][b] yerine [a] X [b] ya da [a] - [b] yazacagiz.

Onsav 29.4. Su ézellikler dogrudur:

C1. Herr, s, t € R igin, (rs)t = r(st).

C2. Herr € R igin, r-[s(1)] = [s(1)] - r =1r.

C3. Her Op # 1 € R igin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir Ogp # s € R
vardar.

C4. Herr, s € R i¢gin rs = sr.

Kanit: Aynen bir 6nceki kanit gibi. R’deki bu egitlikleri kanitlamak igin f
fonksiyonunu kullanip C’ye gikacagiz. Bu esitliklerin C’de de gegerli oldugunu
kullanip tekrar f ile R’ye inecegiz.

C1, C2, C4. Onsav 29.2’nin T'1, T2 ve T4’iin kanitiyla ayni oldugundan kanit
okura birakiyoruz.
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C3. a = (an)n € C igin, r = [a] olsun.)y = [s(0)] = Or # r = [a] oldugundan,
a, Yo’da degildir, yani 0’a yakinsayamaz. Teorem 26.3’e gore her n > N icin
an 7 0 esitsizliginin saglandigi bir N gostergeci vardir.

n

b — a-!  eger n > N ise
" 0 eger n < N ise

ve b = (by)n olsun. Teorem 25.11°e gore b bir temel dizidir. O zaman ab dizisi
bir zaman sonra sabit 1 dizisi olur ve dolayisiyla limiti 1’dir. Demek ki ab—s(1)
dizisi 0’a yakinsar, yani Yy’dadir. Demek ki, [a][b] = [ab] = [s(1)] olur. O

Sonug 29.5. (R\ {0r}, x,[s(1)]) degismeli bir gruptur, yani,

C1. Herr, s, t € R\ {0} igin, (rs)t = r(st).

C2. Her r € R\ {Or} i¢in, r-[s(1)] = [s(1)] - r =1.

C3. Herr € R\ {0r} igin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir s € R\ {Or}
vardar.

C4. Herr, s € R\ {Or} i¢in rs = sr.

Onsav 4 ve Sonug 5’in Getirdikleri:

a. C1l’e gore gercel sayilar carparken parantez kullanmaya gerek yoktur, 6rnegin,
(rs)t yerine rst ve (rs)(tu) yerine rstu yazabiliriz.

b. R'de 2 6zelligini saglayan bir ve tek bir eleman vardir (¢arpmanin etkisiz
eleman: denir bu elemana) ve bu eleman da ¢2'nin séyledigi gibi [s(1)]'dir. Ge-
lecekte [s(1)] yerine 1 yazacagiz ama simdilik degil. Ote yandan daha simdiden
[s(1)] yerine 1g yazmak fena bir fikir degildir.

c) Eger r € R\ {Or} verilmigse, C3’teki rs = sr = 1 esitligini saglayan
bir ve tek bir s € R vardir. Bu elemani s~! olarak gosterecegiz. Kanitta da
goriildiigii iizere, a € C igin, tam olarak [a]~' = [a7!] olmasa da bu esitlik
gercek’ten ¢ok cok uzak degil.

d) R\ {Or}’de bolmeyi

r/s=rs"!
olarak tanimlayabiliriz.
st = (rs) 7,
() =

gibi esitlikleri kanitlamak kolaydir.

e) Her grupta oldugu gibi R\ {Or} grubunda da sadelestirme yapilabilir.
Ornegin, rs = rt ise ve r # Or ise s = t olur. Bu, s ya da t, Og’ye esitse
de gecerlidir. Ayni sekilde rs = r ise ve r # Og ise s = 1 olur.

Toplama ve Carpma. Yukarda, 6nce sadece toplamay: ilgilendiren, ardin-
dan sadece carpmay1 ilgilendiren oOzellikleri bulduk. Simdi bu béliimde, hem
toplamay1 hem de ¢arpmay1 harmanlayan 6zelligi bulacagiz.
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Onsav 29.6. Gercel sayplarda ¢carpma toplamaya gore dagilvr, yani herr,s,t €
R igin, (r 4 s)t = rt + st esitligi gecerlidir.

Kanit: Her zamanki gibi C’ye cikip C’de benzer esitligi kullanarak kanitlanir.
Ayrintilar okura birakilmigtar. O

Bunun bir sonucu olarak, her r € R igin,
rOr = Orr = Op
esitligi dogrudur. Nitekim,
rOg = r(Or + Or) = rOr + 70g
ve buradan da sadelestirerek, rOg = Og bulunur.

Teorem 29.7. (R, +, x,0r, 1r) yapust bir cisimdir, yani su ozellikler saglanr:
T1. Herr, s, t € Rigin, (r+s)+t=r+(s+1).

T2. Her r € R i¢in, r+ [s(0)] = [s(0)] +r =r.

T3. Herr € R i¢in, r+ s = s+ 1 = [s(0)] esitligini saglayan bir s € R vardur.
T4. Herr, seRicinr+s=s+r.

C1. Herr, s, t € R igin, (rs)t = r(st).

C2. Herr € Rigin, r-[s(1)] = [s(1)] - r = .

C3. Her Or # r € R igin, rs = sr = [s(1)] esitligini saglayan bir Op # s € R
vardar.

C4. Herr, s € R i¢cinrs = sr.

D. Herr, s, t € R i¢in, (r + s)t = rt + st.

Kanit: Coktan kanitland: bile... O
Son olarak, f(a) = [a] kuraliyla tamimlanan
f:C—R

orten fonksiyonuna bir defa daha bakalim. Bu fonksiyon su 6zellikleri saglar:

Yukardaki egitlikler, f fonksiyonunun C halkasindan R halkasina (aslinda cis-
mine) giden bir egyap: fonksiyonu oldugunu soyliiyor. Resim agagida.
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a’b’ de burada (kanitlanacak)

, A \ ¢
a.
ﬂ. b
b, a0

Tabii bu arada C’nin bir cisim olmadigini ama R’nin bir cisim oldugunu unut-
mayalim. (Arife Not: Halkalar kuramininin basit bir sonucuna gore, R'nin cisim
olmasi )Yp'in C’'nin maksimal ideali oldugu anlamina gelir.)

Bir sonraki bolimde R iizerine bir siralama tanimlayacagiz. Siralamay1
tamimladiktan sonra, (R, 4+, X, Og, 1g, <) yapisimin sirali bir cisim oldugunu
gorecegiz.

Aligtirmalar.

29.1. Eger n = 0 ya da 1 ise nr’nin ne oldugunu biliyoruz. Eger n > 1 bir dogal sayiysa,
nr € R sayisini tiimevarimla goyle tanimlayalim (bkz. Bolum 14.5):

(n+1Dr =nr + 1r.

(—n)r sayisini da (—n)r = —(nr) olarak tamimlayalim. Boylece her n € Z igin ng sayisin
tanimlamig olduk.

(n—l—m)R:nR—i-mR,

(nm)R = NRMR

esitlikleri kanitlayn.

Us Almak. Dikkat ederseniz gercel sayilarda tis almay: tanimlamadik. Bir n
tamsayis1 ve bir x gergel sayisi i¢in " sayisim tanimlamak hic zor degildir. Bir
x > 0 gergel sayis1 ve bir ¢ kesirli sayis1 icin 27 sayisi da biraz zahmetle de olsa
oldukga rahat bigimde tanimlanabilir. Ama bir x > 0 ve y gergel sayilar1 i¢in
¥ gergel sayisini tanimlamak hig kolay degildir. Bu tanim degisik bigimlerde
yapilabilir (Cauchy dizileriyle, serilerle, In fonksiyonunun tersi olarak). Bu ko-
nuya da gelecegiz. Ama analiz dersinde.






30. Gercgel Sayilarda Siralama

Matematigi bir iki sayfa erteleyerek, gercel sayilarda siralamay: nasil tanimla-
yabilecegimizi tartigacagiz oénce. Dogal ve basit gibi goriinen tanim denemele-
rinin zorluklarindan sozettikten sonra R’de siralamanin matematiksel tanimini
verip ozelliklerini irdeleyecegiz.

30.1 Cebirsel Tanim Tartigmasi

Gergel sayilar kiimesinde siralamay: cebirsel olarak tanmimlamak miimkiindiir
ve cebirsel tanim olabilecek en basit diizeydedir: r < s iligkisini “s — r gergel
sayist R’de bir karedir” (yani bir gercel saymin kendisiyle ¢arpimidir) olarak
tanimlayalim.

Tanim basit ama sadece tanimi vermek yetmiyor, tanimin istenen 6zellikleri
sagladigini da gostermek gerekiyor. Ornegin, bu tanimi kabul ederek,

r<sves<tiser <t

onermesini kanitlamak isterseniz, diigiinmeye bagladiktan ¢ok kisa bir siire
sonra,
Her a ve b icin, a® + b? bir karedir

Onermesini kanitlamak zorunda oldugunuzu goriirstiniiz. Oysa bu son ifade her
cisimde dogru olmadigindan, bunu kanmitlamak icin gercel sayilarin tanimina
inmemiz gerekiyor. Bu sorunu yoketmenin bir yolu, gercel sayilarda < esitsiz-
ligini, belki biraz daha karmagik bir bigimde,

r < s & s — r karelerin toplamidir
olarak tanimlamaktir. Nitekim bu yeni tanimla,
r<sves<tiser <t

onermesini kanitlamak c¢ok kolaydir, gercel sayilarin tanimina gitmeden ka-
nitlanabilir, ¢linkii bu her halkada ve cisimde dogrudur (karelerin toplaminin
toplami da bir kare toplamidir). Bunu kamtlamak kolay ama bu sefer de

r<sves<riser=s
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onermesini kanitlarken sorun g¢ikar. Bu 6nermeyi kanitlamak igin, kolayca goriile-
bilecegi gibi

karelerin toplamr 0’sa, toplanan her kare 0’ daur

onermesini kanitlamak gerekiyor. Bu da pek o kadar kolay bir sey degildir
ve gene gercel sayilarin tanimina inmek gerekir. (Sonlu cisimlerde ve C’de bu
onerme yanhgtir érnegin.)

Onerdigimiz bu yontemi izleyebilirdik. Biz analize daha yakin bir tanimi
tercih edecegiz.

Siralamay1 tanimlamak icin pozitif sayilar: tanimlamanin yeterli oldugunu
gorelim. Nitekim, eger r > 0 egitsizligini tamimlamigsak, o zaman, r < s
esitsizligini s — r > 0 olarak tanimlayabiliriz. Demek ki hangi gergel sayilarin
0’dan biiytikesit olarak tanimlanmasi gerektigini anlamaliyiz.

Ama tabii biz yukardaki gibi 0 yazamayiz, 0 heniiz bir gercel say1 degil,
sadece bir kesirli say1. 0 yerine simdilik O, yani [s(0)] yazmamiz gerekir. lerde,
kiiciik bir hileye bagvurarak

0= 0p = [s(0)]

varsayimini yapabilecegiz.
Biitiin bunlarin aslinda bu kadar zor olmamas1 gerekiyor, clinkii ileride
kanitlayacagimiz tlizere, R lizerine tek bir siralama vardir.

30.2 Analitik Tanim Tartigmasi
r, herhangi bir gergel say1 olsun. Diyelim (ay), € C igin

= [(an)n].

Sezgimizi artirmak i¢in sdyleyelim: r’yi ilerde (ay,), dizisinin limiti olarak gor-
meyi bagaracagiz. (an)n kesirli say1 dizisi ashinda r’ye yakinsamak amaciyla
yola ¢ikiyor ama r orada olmadigi i¢in yakinsayamiyor.

0 9

il Q

r gercel sayisi ilerde burada olacak ve
(a,), dizisi r’ye yakinsayacak.

r’nin Og’den biiyiik esit olmasinin ne demek olmasi gerektigini anlamaya ca-
lisiyoruz. a,’ler kesirli say1 olduklarindan ve kesirli sayilarda siralamay: bil-
digimizden, a,’nin Odan biiyiik egit olmasinin ne demek oldugunu biliyoruz.
Buradan hareketle r > Og esitsizliginin bir tanimini vermeliyiz.
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“r > O esitsizliginin gegerli olmas: i¢in her n igin a, > 0 olmali” demek,
ilk deneme icin fena olmasa da bagarisizdir, ¢iinkii 6rnegin ilk birkag a; terimi
—1’e ve digerleri de 1’e esitse, o zaman r = 1g > Or olur, ve r’nin pozitif
olmasi gerekir. Yani onerilen kogul yeterlidir ama illa gerekli degildir.

“r > O esitsizliginin gegerli olmas: icin belli bir gostergecten sonra hep
an > 0 olmalidir” demek biraz daha dogru olur ama bu da bagariya ulasmaz,
¢iinkii a,, = —1/n alirsak, o zaman her n igin a, < 0 olur ama r = Og > Or
olur, yani bu kogul da yukardaki gibi » > Or kogulu i¢in yeterlidir ama gerekli
degildir.

r > Og egitsizliginin tanimini vermek yerine r > Og esitsizliginin tanimini
vermek gorece daha kolaydir, ¢iinkii pozitif bir sayiya yakinsayan bir dizinin
terimleri (0’a yakimsayan bir dizinin terimlerinin aksine) bir zaman sonra
0’dan uzak durmak zorundadir, belli bir pozitif kesirli sayinin altina inemez,
yani 0’a istenildigi kadar yak

(= 6 ) arahig.

(a dlZlSlHln terimleri belli bir gostergecten sonra
hepnbu araligin sagina diigerler

(=8, 8) araligmin
J sagia diigen a,, terimleri
0 a
L e Q

(a,), dizisinin yakinsamak icin can attig
ama (heniiz!) orada olmayan r > 0 sayist.

lagamaz. Tabii bizim (a, ), dizimiz aslinda r’ye yakinsamiyor (simdilik en a-
zindan) ama hi¢ olmazsa yakinsarmig gibi yapiyor ve yakin gelecekte gercekten
yakinsayacak.

(an)n dizisi 0’a yakinsamayan bir temel dizi olsun. Sonug 25.10.i’e gore bu
dizi zamanla 0’dan uzak durur, yani 6yle bir & > 0 kesirli sayisi ve NV gistergeci
vardir ki, her n > N igin

§ < lan|

olur. Ayrica r de pozitif oldugundan a,, bir zaman sonra pozitif olmal ve
d < |ay]

esitsizliginden Gte,
o< ap

esitsizligi gecerli olmali. Iste bizi tanima gotiiren bu fikir olacak.

30.3 Matematiksel Tanim

Tanim. a bir gergel say1 olsun. Bir (ay,),, temel dizisi i¢in

a = [(an)n]
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yazalim. Eger her n > N igin,
< ap

esitsizliginin saglandigi bir § > 0 kesirli sayis1 ve bir N gostergeci varsa, o
zaman, a’min pozitif oldugunu soyleyecegiz. Yani a’nin pozitif olmasi icin
bir § > 0 kesirli sayis1 i¢in, sonlu tanesi hari¢ a,’lerin hepsi §’dan biiyiik
olmalidir.

Her zaman oldugu gibi bu tanmimin gecgerli olmasi icin kontrol etmemiz
gereken 6nemli bir nokta var; o da su: Ola ki bir bagka (by,), temel dizisi
icin a = [(bp)n] olur ve yukardaki tammi (ay),’ye uyguladigimizda a pozitif
gikar da, aym tanmu (b, ), 'ye uyguladigimizda a pozitif gikmaz. (Acele etme-
yin, heniiz negatiflik kavramimi tamimlamadik!) Bu durumun olamayacagini
kanitlamamiz gerekiyor. Kanitlayalim hemen.

Onsav 30.1. (ay), ve (by)n ayne gercel sayuy temsil eden iki temel dizi olsun,
yani [(an)n] = [(bn)n] olsun. Eger her n > Ng i¢in 0, < a, esitsizliginin
saglanduge bir o, > 0 kesirli sayist ve bir N, gdstergeci varsa, o zaman, her
n > Ny ic¢in &, < a, esitsizliginin saglandigr bir 0, > 0 kesirli sayist ve bir Ny
gostergeci vardar.

(-0, 8) aralig
¥ 0 |a "
T

b

n

Kanmit: Kamtin fikri acik olmali: Eger (ay,),, dizisi 0’dan uzaksa ve (by,),, dizisi
(an)rn dizisine gok “yakinsa”, o zaman (by,), dizisi de 0’dan uzaktir. Bu fikri
kullanmak i¢in 6nce su egitsizligin farkina varalim:

bn = (bn_an)+an > _|bn _an| +an =ap — |bn _an|-

Eger n gostergeci, a, > d, ve |b, — a,| < d,/2 olacak sekilde segilirse, bu
esitsizlige gore,

b > an — |bn — an| > 0q — 64/2 = 8a/2

olur ve onsav kanitlanir. Daha bicimsel olalim:
0q ve N, onsavda soylendigi gibi olsun. Varsayima gore,

(bn - an)n
dizisi 0’a yakinsiyor. Demek ki belli bir M gostergeci icin, eger n > M ise

|bp, — an| < /2
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olur. Simdi N, = max{N,, M} olsun. O zaman her n > Nj i¢in,

by = (bn — ap) + an > —|bp — ap| + ay,
=Gp — |bn_an’ >5a_5a/2:6a/2

olur. Demek ki §, = d,/2 olarak alabiliriz. [l

Simdi artik goniil rahathgiyla yukardaki “pozitiflik” tanimin kabul edebi-
liriz ve buradan hareketle gercel sayilarda siralamay:1 tanimlayabiliriz. Eger a
ve b iki gercel sayiysa ve a — b pozitifse, a’'min b’den daha biiytik oldugunu
sOyleyecegiz ve bunu a > b olarak kisaltacagiz. Demek ki,

a > b < a— b pozitifse .
Bu tanimda b = Or olarak alirsak, beklenildigi gibi,
a > Or < a pozitifse
Onermesini elde ederiz. Eger tanimda a = Og alirsak,
Or > b < —b porzitifse

onermesini elde ederiz.
Demek ki tanmima gore, (a,), ve (by), temel dizileri igin, [(an)n] > [(bn)n]
ancak ve ancak

her n > N i¢in § < ay — by, esitsizliginin saglandige bir

0 > 0 kesirli sayist ve bir N gdstergeci varsa.

Gelenek oldugu uzere, a < b yerine kimileyin b > a yazacagiz ve b’nin a’dan
daha buyik oldugunu soyleyecegiz.

Gergel sayilarda tanimladigimiz > iligkisini, kesirli sayilarda tanimlanan
> siralamasiyla karigtirmamak gerekir. Simdilik ikisi ayr1 geyler, aralarindaki
tek iligki yukarda verdigimiz tanimda verilmis. [(ay)n] > [(bn)n] yazdigimizda,
biraz once tanimladigimiz gercgel sayilardaki > iligkisinden stzediyoruz. Oysa
0 < ap—b, yadan > N yazdigimizda 6, ay, by, n ve N sayilari kesirli sayilardir
ve buradaki < simgesi kesirli sayilar kiimesinde ge¢migte tanimladigimiz ve bu-
rada her seyini bildigimizi varsaydigimiz olagan siralamadir. Gergel sayilarda
tanimlanan > iligkisinin bir siralama olup olmadigini heniiz bilmiyoruz ama
sanki birazdan bilecegiz gibi bir his var i¢cimde:
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30.4 < Iligkisi Bir Tamsiralamadir

Yukarda tanimladigimiz iligkinin bir tamsiralama oldugunu kanitlayalim, yani
S1. Higbir r igin, r < r iligkisi dogru olamaz;

S2. Her 7, s ve t igin, eger r < s ve s < t ise r < t’dir;

S3. Her r ve s igin, yar < s yar = s yada s < r Oonermelerini dogru oldugunu
gosterelim.

Teorem 30.2. Yukarda tanimlanan < iliskisi R’yi tamswralar.

ST’in Kaniti: r < r onermesi ancak ve ancak Og > Or ise dogru olabi-
leceginden, Or’nin pozitif olamayacagini kanitlamamiz gerekiyor. Her n icin
an = 0 alirsak, Or = [(an)n] oldugundan, pozitifligin taniminda a, = 0 ala-
biliriz. Sorumuz gu: Her n > N igin, § < a, = 0 esitsizliginin saglandig bir
6 > 0 kesirli sayis1 ve bir N gostergeci var mi1? Yok tabii! Demek ki Og pozitif
olamaz.

S2’nin Kaniti: r < s ve s < t olsun. Demek ki s — r ve t — s gercel sayilar:
pozitif. Eger iki pozitif sayinin toplaminin da pozitif oldugunu kanitlarsak, o
zaman bu iki saymin toplami olan

(s=r)+(t—s)=t—r

sayisinin da pozitif oldugunu, yani ¢ > r iligkisini kanitlamig oluruz.

Simdi iki pozitif sayinin toplaminin pozitif oldugunu kanitlayalim. ¢ > 0
ve b > 0 olsun. a = [(an)n], b = [(bn)n], 0a > ON4, & > 0 ve N} de dnsavda
soylendigi gibi olsun. Ayrica N = max{N,, Ny} ve § = 64 + & > 0 olsun. O
zaman n > N igin,

ap +by >0, +0, =290

olur. Gergel sayilarda toplamanin tanimina gore,

a+b=[(an)n] + [(bn)n] = [(@n + bn)n]
oldugundan, a + b’'nin pozitif oldugu boylece kanitlanmig oldu.

S3’tin Kaniti: Bu biraz daha zor. s — r yerine a yazarsak, her a gergel sayisi
icin,
a > 0Or,a =0g,0r > a

onermelerinden birinin dogru oldugunu kanitlamamiz gerektigini anlariz. (O1
ve O2’ye gore bu ii¢ 6nermeden sadece ve sadece biri dogru olabilir.)

Bu ii¢ 6nermeden ikisinin yanlig oldugunu varsayip tigiinciisiinii kanitlamak
gerekir. Birinciyle ti¢iinciiniin yanhg oldugunu varsayip a = Og esitligini kanit-
layalim. (En simetrik olanini segtik.)

a = [(an)n] yazalim. a = Og esitligini yani
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lim a, =0
n—o0
esitligini kanitlamak istiyoruz.
Varsayima gore a > Og Onermesi yanlig oldugundan, > iligkisinin tanimina
gore,
Hangi § > 0 kesirli sayis1 ve N gostergeci secilirse secilsin, a,, < § egitsiz-
liginin saglandigr bir n > N vardir. Bir bagka deyigle 6 > 0 kesirli sayisi ne
olursa olsun, a, < d esitsizliginin saglayan sonsuz tane n vardir.

Bu gri yerde sonsuz tane a,, var

Voo Q

Or > a Onermesi, > iligkisinin tamimina gére, —a > Or anlamina geldiginden
ve —a = [(—ap)y] oldugundan,

Hangi 6 > 0 kesirli sayis1 ve N gostergeci segilirse segilsin, —a, < §
esitsizliginin saglandig1 bir n > N vardir. Bir bagka deyisle § > 0 kesirli sayisi
ne olursa olsun, a, > —§ esitsizliginin saglayan sonsuz tane n vardir.

Bu gri yerde sonsuz tane a,, var

REER Q

Bu bilgilerin diginda bir de (a, ), dizisinin bir temel dizi oldugunu biliyoruz.
Biitiin bunlardan (ay,), dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamaliy1z.
Yukardaki bilgilere dayanarak, ¢yle bir mutlak artan

ny <ng <...<ngp<nNggrp <...
dogal sayis1 dizisi bulacagiz ki, her £ igin,
—1/k < an, <1/k

olacak. Bu da Sandvi¢ Teoremi’ne gore (Teorem 22.10), (an, )i altdizisinin 0’a
yakinsadigr anlamia gelir. Ama o zaman da Teorem 26.3’e gore (ay,), dizisi
de 0’a yakinsar ve bdylece istedigimiz kanitlanmig olur.

Mutlak artan (ng); dogal say: dizisini bulalim.

Once n1’i bulahm. Yukaridaki sekilden takip edebilirsiniz.

a, burada a,, burada

\ _12 9112 \
==

ve a, ile a, arasindaki fark en fazla 1/2
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(an)n bir temel dizi oldugundan 6yle bir N vardir ki, n, m > N igin,
lan, —am| < 1/2
olur. Varsayimlara gore oyle n, m > N var ki,
an < 1/2 ve ay, > —1/2

olur. Simdi

1 1 1
—1<—§§am:am—an—|—an§|am—an|—i—an<§+§:1

olur, yani —1 < a,, < 1. Demek ki n; = m segersek istedigimiz olur. Simdi,
heri=1,2,--- ,k — 1 icin,

—1/i<an, <1/i
olacak bigimde ny < ny < ... < ng_1 gostergeclerini buldugumuzu varsayalim.
—1/k <ayn, <1/k

esitsizligini saglayan ve nyg_1’den biiylik bir nj gostergeci bulacagiz. Asagidaki
sekilden takip edebilirsiniz. (a,), bir temel

a, burada a,, burada

\__nkgink
1

ve a, ile a,, arasindaki fark en fazla 1/2k
dizi oldugundan &yle bir N vardir ki, n, m > N igin,
lan — am| < 1/2k
olur. Varsayimlara gore dyle n, m > max{N,nj_1} vardir ki,

an < 1/2k ve ap, > —1/2k

olur. Simdi
1 1 1 1 1
—E<—ﬂ§am:am—an+an§ ]am—an|+an<ﬁ+ﬂ:E
olur, yani —1/k < a,, < 1/k. Demek ki ny = m secersek istedigimiz olur.
Teorem kanitlanmistir. O

Her zaman oldugu gibi, «, S gercel sayilar i¢in, “a < 7, “va a < 8 ya da
«a = (7 anlamina gelecek. Elbette, Teorem 30.2’ye gore, a < ( ifadesi ancak
ve ancak [ < « ifadesi yanligsa dogrudur.

Siralamayla igimiz bitmedi. Toplama ve carpmanin siralamay1 korudugunu
da kanitlamamiz gerekiyor.
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Teorem 30.3. a, b ve c ¢ gercel sayr olsun.
i. Eger a < b ise a+c < b+ c’dir.
ii. Eger a < b ve ¢ > 0 ise ac < bc’dir.

Kanit: i. Cok kolay.
ii. Bu da oldukca kolay. b — a yerine d yazarsak,

d>0vec>0isecd>0
Onermesini kanitlamamiz gerektigini anlariz. Kanitlayalim.
d = [(dn)n] ve ¢ = [(cn)n]

olsun. Varsayima gore, her n > Ny i¢in 04 < d,, esitsizliginin saglandig1 bir

dq > 0 kesirli sayis1 ve bir Ny gostergeci vardir. Ve her n > N, igin §, < ¢,

esitsizliginin saglandigi bir . > 0 kesirli sayis1 ve bir N, gostergeci vardir.
Simdi, § = .04 ve N = max{N., Ny} alalim. Her n > N i¢in,

cndp > 0:0q4 =0

olur. O
Sonug 30.4. R, siraly bir cisimdir. O
Aligtirmalar.

30.1. Her n, m € R igin “ng < mr < n < m” Onermesini kanitlayin. (ng’nin tanimi i¢in bkz
Boliim 29’iin sonundaki aligtirma ya da Boliim 14.5.)

30.2. Her sirali halkada oldugu gibi R’de de mutlak deger fonksiyonunu tanimlayabiliriz:
|z| = max{z, —z}.
30.3. Her z, y € R i¢in, su 6zellikleri kanitlayin:
i. |z| > 0.
ii. |z] =0& 2 =0.
iii. | — z| = |z
iv. [zy| = |zlyl.
v. [Uggen Esitsizligi] |z + y| < |z| + |y|-
vii [|z| = Jyl| < |z —yl.
vii. [z| =z & 2 > 0.

30.5 Gercgel Sayilarda Tek bir Siralama Vardir

Okur, matematiksel olmasa da, dayatmayla da olsa, gercel sayilarda her pozitif
saymin bir karekokii oldugunu biliyordur, yani her pozitif gercel say1 bir kare-
dir. Dolayisiyla gergel sayilarda siralamay1 toplama ve ¢arpmanin yardimiyla
tanimlayabiliriz:

r <yey=2%+ r esitligini saglayan bir z varsa
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va da,
T <yey=2>+x ve z # 2ziligkilerini saglayan bir z varsa

Kesirli sayilarda ise her say1 bir kare degildir, 6érnegin 2’'nin karekokii kesirli
bir say1 degildir ama her kesirli say1 dort kesirli sayimin karelerinin toplamidir.
(Ug kare yetmez. Neden dort karenin yettiginin kanitini sayilar kuramiyla ilgili
bir bagka kitapta goriiriiz.) Dolayisiyla kesirli sayilarda da siralama toplama
ve carpmanin yardimiyla tanimlanabilir:

<y y= z% + z% + zg + zz + x egitligini saglayan bir zq, 29, 23, 24 varsa

Bu, daha genel bir olgunun tezahiirtidiir. Bir cismin olas1 siralamalar1 biiyiik
ol¢iide cismin kareleri ve karelerin sonlu toplamlar: tarafindan belirlenir. An-
latalim.

Sonug 30.4 sirali bir cisimden so6zediliyor, her seyden 6nce bir cisimdir. Siral
bir cisimde ayrica bir de bir tamsiralama, yani,

O1. Higbir r icin, » < r iligkisi dogru olamaz;

O2. Her r, s ve t igin, eger r < s ve s < t ise r < t’dir;
O3.Herrvesiginyar<syar=syadas<r

ozelliklerini saglayan ikili bir < iligkisi olmalidir ve bu tamsiralama toplama
ve carpmayla uyum icinde olmalidir, yani,

TO. Her r, s ve t i¢in, eger r < s ise r +t < s + t’dir;

CO. Her r, s ve t icin, eger r < s ise ve t > 0 ise, rt < st’dir o6zelliklerini
saglamalidir.

Bir cisim tizerine degisik siralamalar olabilir. Ornegin,

Q2 ={a+by2:a,beQ}

kiimesi, gercel sayilardan olugan bir cisimdir. (Neden bir cisimdir? Toplama,
garpma, ¢ikarma kolay da, cisimde bolme yapilabilecegini kontrol etmek gerek)
ve bildigimiz siralama diginda bir de,

a+by2=<c+dy2sa—by2<c—dy2

formiiliiyle tanimlanan < siralamasi vardir. (Ahgtirma. Bir cismin her egyapi
doniigiimii cisim tizerindeki bir siralamay: bir bagka siralamaya doniigtiiriir.
Bir cismin olas1 siralama sayisi ilging bir problemdir.)

Sirali bir K cisminde x > 0 esitsizligini saglayan elemanlara pozitif ele-
manlar denir. Pozitif elemanlar kiimesine P dersek, K’nin P altkiimesi su
ozellikleri saglar:

a. P toplama ve carpma altinda kapalidir,
b.0, -1 ¢ P,
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c. K =PU{0}U—-P.

(Kolayca goriilecegi iizere, ¢ kogulu, P’yi, K nin, ilk iki kogulu saglayan en
biiyiik altkiimesi yapiyor.)

Bu ozellikleri saglayan her P C K altkiimesi K cisminde bir siralama
belirler ve P, bu siralamanin negatif olmayan elemanlar1 kiimesi olur. Nitekim,
P verilmigse, siralamay1

r<y&y—xzeP

olarak tanimlamak yeterlidir.

Bir bagka deyisle, K iizerine bir siralama vermekle K’nin yukardaki 6zel-
liklerini saglayan bir P altkiimesini vermek arasinda bir ayrim yoktur.

Sirali bir cisimde her kare negatif olmayan bir elemandir. Nitekim eger
x > 0 ise CO’ya gore 22 > 0; eger x < 0 ise, TO’ya gore, —z > 0 ve

2?2 = (1% = ((-Dz)? = (-z)? > 0.

Dolayisiyla sirali bir cisimde karelerin toplami da TO’ya gore negatif olamaz,
yani karelerin toplami P’dedir. Karelerin sonlu toplamlarindan olugan kiimeye
A dersek, her siralama i¢in, A C P olur. Eger bir cisimde A, yukardaki a, b ve
c ozelliklerini sagliyorsa, yani P’yi A’ya esit alabiliyorsak, o zaman bu cisimde
tek bir siralama vardir ve o siralama da goyle verilir:

a < b < b— a sonlu sayida karenin toplamiysa.

Demek ki Q ve R cisimleri iizerinde tek bir siralama vardir. Q[y/2]’de iki degisik
siralama oldugundan, Q[v/2]'nin her a > 0 sayis1 gene Q[/2]’den sonlu tane
elemanin karesinin toplami degildir. Eger T" bagimsiz bir degiskense, 7 nin
sirasini kesirli olmayan herhangi bir gercel sayiyla ya da +«a ya da —a’da be-
lirleyerek, Q(T') cismini sayilamaz sonsuzlukta farkl bigimlerde siralayabiliriz.






31. Q’yu R’ye Gommek

Her kesirli say1 bir gercel say1 olmali, 6yle 6grendik. Ama simdilik hicbir kesirli
say1 bir gergel say1 degil. Nitekim, bir gergel say1, temel bir kesirli say1 dizisinin
smifi ve dolayisiyla hicbir zaman bir kesirli say1 olamaz.

Kesirli sayilar kiimesi Q’den gercel sayilar kiimesi R’ye giden ¢ : Q — R
fonksiyonunu su kuralla tanmimlayalim: ¢ € Q igin,

i(q) = [s(q)].

(s(¢g)’'niin sabit ¢ dizisi oldugunu animsayin.)

i(Q), Qniin R’de bir “kopyas1” oldugunu kanitlayacagiz. Yani ¢(Q), R'nin Q’ye
cok benzeyen bir althalkas: olacak ve i, dort isleme ve siralamaya saygi duyan
birebir bir fonksiyon olacak. Ayrica i(Q), R’de yogun olacak. Biitiin bunlar
yavag yavasg kanitlamaya baglayalim.

Onsav 31.1. i : Q — R dort isleme ve swralamaya saygr duyan birebir bir
fonksiyondur: q, ¢ € Q igin,

i(q+4') =i(q) +i(d),

i(g —4') =i(q) —i(q),

i(qq") = i(q)i(d),

i(q/q') = i(q)/i(¢)(eger ¢" # 0 ise),
q<q <ilg) <ild),

i(0) = Og,
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Yani (matematiksel deyisle) i swrale bir halka gommesidir.

yani

s(g—4q') =s(q) —s(d) € W
ve

0= lim s(¢—q¢)=q—¢
veq=¢q.

Toplamaya Sayga:
i(g+4q) =[slg+q)] = [s(q) + s(¢")] = [s(q)] + [s(¢)] = iq) +i(q).

Carpmaya Sayg: i(qq') = [s(qq')] = [s(¢)s(¢)] = [s(9)][s(¢)] = i(q)i(q).
Etkisiz Elemanlara Saygi: i(0) = [s(0)] = Og ve i(1) = [s(1)] = 1g.

Yukardakilerden 7'nin ¢ikarmaya ve bolmeye de saygi duydugu ¢ikar. Bun-
larin kanitini okura birakiyoruz.

Siralamaya Saygi: ¢ < ¢ olsun ve i(q) < i(q) esitsizligini kamtlayalim. i
cikarmaya sayg1 duydugundan, ¢’ — ¢ yerine ¢ yazarak,

t >0 ise i(t) > Og,

yani,
t > 0 ise [s(t)] > Or

onermesini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. ¢ > 0 bir kesirli say1 olsun.
Boélim 30’teki < siralamasi tamiminda 6 = ¢/2 ve N = 0 (ya da bagka bir
sey) alirsak, [s(¢)]’nin pozitif oldugunu goriiriiz.

Simdi i(q) < i(¢"), yani [s(¢q)] < [s(¢')] olsun ve ¢ < ¢’ esitsizligini kamtla-
yalim. < siralamasimin tanimina gore, bir § > 0 kesirli sayis1 i¢in ¢ + 6 < ¢'.
Demek ki g < ¢'. O

Aligtirmalar.
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31.1. Her n € Z igin, i(n) = ngr esitligini kanitlaymn. ng’nin tanimi i¢in bkz. Bolim 29’tin
sonundaki aligtirma ya da Bolim 14.5.
Sonug 31.2. ¢ € Q igin, i(—q) = —i(q) ve i(|q]) = li(q)].
Kanit: Onsav 31.1°den, ¢ € Q icin,

i(—q) = i(0 — q) = i(0) —i(q) = Or —i(q) = —i(q),
yani i(—q) = —i(q) ¢ikar. i'nin mutlak degere sayg1 duydugu da gikar:

i(lq]) = i(max{q, —q}) = max{i(q),i(—q)}
=max{i(q), —i(q)} = |i(q)]-

(Bkz. Alstirma 2. Tkinci egitlik #'nin siralamaya sayg1 duymasinm bir sonu-
cudur.) O

Sonug 31.3. i(Q), R’nin bir althalkasidir ve i, Q ve i(Q) halkalar: arasinda
bir (surale halka) esyapr eslemesidir.

Esyap1 eslemesinin ne demek oldugunu bilmeyen okura: Aynen Onsav 31.1°de
soOylenenleri saglayan bir esleme demektir.

Boliimiin bundan sonrasinda ¢(Q) althalkasinin R’de yogun oldugunu ka-
nitlayacagiz.

Teorem 31.4. i(Q) althalkas: R’de yogundur, yani herhangi iki gercel sayu
arasinda i(Q) althalkasindan bir eleman vardur.

Kanit: a < b iki gergel say1 olsun. a < i(q) < b esitsizliklerini saglayan kesirli
bir ¢ sayws1 bulmak istiyoruz. a = [(an)n] ve b = [(bn)n] olacak bigimde iki
kesirli temel say1 dizisi secelim. Kanitin nasil olmasi gerektigi konusunda bir
fikir sahibi olabilmek i¢in, hayal giicimiizii kullanarak a’y1 b’yi sirasiyla (a,)n
ve (by)n dizilerini limiti olarak gorelim.

Bulmak istedigimiz kesirli say1

v
q

a gergel sayisi ilerde burada olacak
ve (a,,), dizisi @’ya yakinsayacak.

Q

b gercel sayisi ilerde burada olacak
ve (b,),, dizisi b’ye yakinsayacak.

Su plani 6neriyoruz. 1) ()yle bir z kesirli sayis1 bulalim ki, bir zaman sonra
ay’ler x’ten kiiciik olsunlar. 2) Oyle bir y kesirli sayis1 bulahm ki, bir zaman
sonra by, ler y’den biiyiik olsunlar. 3) = < y olsun. 4) ¢ = (z+y)/2 alahm (z’le
y’nin orta noktasi) ve a < i(q) < b esitsizliklerini kanitlayalim.
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Agagidaki resim kanitin fikrini resimlemeye galigiyor, o resimden kaniti takip
etmeye caligin.

>0
—>
aN g N

x=ay+03 y=by-9/3

a < b oldugundan, oyle bir § > 0 kesirli sayis1 ve Ny gostergeci vardir ki,
n > Np i¢in a, + § < b, olur.

(an)n temel bir dizi oldugundan, 6yle bir Ny gostergeci vardir ki, n, m > No
icin |a, — am| < §/3 olur.

(bn)n temel bir dizi oldugundan, 6yle bir N3 gostergeci vardir ki, n, m > Nj
icin |by, — by | < /3 olur.

Simdi N = max{N1, N2, N3} +1 ve x = ay + /3,y = by — ¢/3 olsun.
Elbette x ve y birer kesirli sayidirlar.

>0
—>
aN g N

x=ay+03 y=by-9/3
n > N icin, a, < z esitsizligini kanitlayalim:
anp =an +ap, —ay < an + |a, —an| < ay +0/3 = x.
Ve n > N icin, y < b, esitsizligini kanitlayalim.
b =bn + b, —by > by — |by, —bn| > by — /3 =y.

Simdi de x < y esitsizligini kanitlayalim. Daha iyisini

0, >3 b,

—H HH Q
> >
<d/3 < 0/3

bile yapabiliriz: = + /3 < y esitsizligini bile kamtlayabiliriz:

y—x=(by —96/3)— (any +9/3)
:bN—aN—25/3>(5—25/3:5/3>0.
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Simdi ¢ = (z + y)/2 olsun, yani z’le y’nin orta noktasi.
a<i(q) <b

esitsizliklerini kanitlamamiz gerekiyor. Sadece a < i(q) esitsizligini kanitlaya-
cagiz, digeri ¢ok benzer.
Oyle bir 6; > 0 ve M bulmaliyiz ki, her n > M icin a,, + &; < ¢ olmal.
Once g —z = (y —x)/2 > (6/3)/2 = 6/6 esitliginin farkina varalm. Simdi
01 =09/6 ve N = M alirsak istedigimizi buluruz: Her n > N igin,

an+h <x+0=x+79/6 <q.

Istedigimizi kanitladik. O

Son olarak, daha sonra ihtiyag duyacagimiz bir sonug kanitlayalim.

Onsav 31.5. Eger (an)n azalmayan bir temel diziyse o zaman her n ic¢in

i(an) < [(an)n]-

Bu sonug agagidaki daha genel énsavin bir sonucudur. (Neden? Not: Onsav
31.5’in ifadesindeki i(a,) terimindeki n ile [(ay)y] terimindeki n’lerin islevleri
ayr1. Birincisindeki n sabit bir gostergec, ikincisindeki ise bir degisken. Birin-
cisini m yaparsanz rahat edersiniz.)

Onsav 31.6. Ejer (an)n ve (bp)n temel dizilerse ve belli bir gostergecten sonra
an, < by ise 0 zaman [(ap)n] < [(bn)n] olur.

Kanit: Eger ¢, = a, — b, alinirsa, asagidaki 6nsavin kanitlanmasinin yeterli
oldugu goriiliir. O

Onsav 31.7. Eger (cp)p bir temel diziyse ve belli bir gostergecten sonra ¢, < 0
ise o zaman [(cn)n] < Or olur.

Kanit: [(c,),] > Or varsayimin yapalim. O zaman 6yle bir § > 0 kesirli sayis
vardir ki, belli bir géstergecten sonra § < ¢, olur ki bu da ¢, < 0 varsayimiyla
celisir. O






32. R’nin Tamligi ve Q C R

Bu boliimde, R’de bir sayiya yakinsamaya meyilli her R-dizinin gercekten bir
gercel sayiya yakinsadigini gosterecegiz.

Q cisminde bunun dogru olmadigimi gérmiigtiik, 6rnegin 1/2’ye yakinsamak
isteyen, ama /2 kesirli bir say1 olmadig1 igin yakinsayamayan kesirli bir say1
dizisinin varhigini gostermistik: Terimleri pozitif kesirli sayilar olan Oyle bir
(an)n temel dizisi bulmustuk ki, karelerin limiti 2’ydi, yani lim, o a2 = 2
idi ama /2 kesirli bir say1 olmadigindan dizinin kendisi higbir kesirli sayiya
yakinsamiyordu.

“R’de yakinsamaya meyilli dizi” demek, temel R-dizisi demektir. Aligilmig
tanim goyle: (zy,), bir R-dizisi olsun. Eger R’nin her pozitif € sayisi i¢in, N’den
biiytik her n, m > N sayisinin

| Ty, — T | < €

esitsizligini sagladigy bir N dogal sayis1 varsa, o zaman (z,,), dizisine temel
R-dizisi denir. (R’de mutlak degerin tanimi ve 6zellikleri igin bkz. Bolim 30.5,
Aligtirma 2.) Yani bir (x,,), gercel say1 dizisinin temel R-dizisi olmas: igin, her
pozitif € gercel sayis1 icin, Oyle bir N gostergeci olmali ki, her n, m > N icin,

|Tp, — T | < €

esitsizligi saglanmali. Eger bu tanimda R yerine Q alinirsa, temel Q-dizisinin
tanimi elde edilir.

Temel R-dizilerine de matematikte geleneksel olarak Cauchy dizileri de-
nir ve biz de bu terminolojiyi kullanacagiz, ama temel Q-dizilerine temel Q-
dizileri demeye devam edecegiz.

R’de bir dizinin limitinin ne demek oldugunu da tammlayalim: (), bir
gercel say1 dizisi ve a € R olsun. Eger her pozitif € € R i¢in,

n>N= |z, —al <e

onermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman, (zy,), dizisi (n sonsuza
giderken) a’ya yakinsar ya da a, (z,), dizisinin limitidir denir. Boyle bir
diziye yakinsak dizi denir, aksi halde diziye wraksak denir.

Aligtirmalar.
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32.1. (Zn)n, x’e yakinsayan bir gergel say1 dizisiyse, (|zx|)n dizisinin |z|’e yakinsadigini goste-
rin.

32.2. Bir gergel say1 dizisinin en fazla bir gergel sayiya yakinsayabilecegini kanitlayin. (Do-
laysiyla lim,— 00 n = = hakk: dogar.)

32.3. Kesirli say1 dizileriyle ilgili teoremleri gercel say1 dizilerine uyarlayip kanitlayin.

32.4. “limp—e0 |Tn| = |2| © limp—eo Tn = 2”7 Onermesini kantlayin.

Su 6nemli ve sik sik kullanilacak kanitlarda: i(Q), R’de yogun oldugundan
(Teorem 31.4), tammlardaki e'u ¢(Q) althalkasindan secebiliriz. Nitekim eger
(n)n gergel say1 dizisi, her € > Or gercel sayisi icin,

Oyle bir N vardir ki her n, m > N igin,

|Ty, — | < € olur

ozelligini saghyorsa, o zaman elbette (z,), dizisi, her ¢ > 0 kesirli sayisi
icin,

Oyle bir N vardir ki her n, m > N igin,

|Tn, — Tm| < i(q) olur

ozelligini de saglar. Tersine, eger (zy,), dizisi yukardaki ikinci 6zelligi sag-
liyorsa ve

€ > 0O

herhangi bir gercel sayiysa, i(Q), R’de yogun oldugundan, 0 < i(q) < € esitsiz-
liklerini saglayan pozitif bir ¢ € Q vardir ve ikinci 6zellige gore her n, m > N
i¢in, |y, — am| < i(q) < € esitsizliklerinin saglandigi bir N vardir.

Aym gey yakinsaklik kavrami i¢in de gegerlidir.

Iste bu boliimde kanitlayacagimiz ana teorem:

Teorem 32.1. R’de her Cauchy dizisinin bir limiti vardwr. Matematiksel jar-
gonla soylemek gerekirse, R tamdar.

Bu teorem sayesinde, bir gercel say1 dizisinin yakinsak oldugunu anlamak
i¢in illa dizinin limitini bulmaya gerek kalmayacak.
Kanitimizin plani goyle: Bir («,, ), Cauchy dizisi verilmis olsun.

Birinci Adim: Teorem 31.4%e gore i(Q), R’de yogundur. Demek ki her a,
gercel sayisinin “gok ¢ok yakiminda” i(Q)’den bir eleman bulabiliriz.

q, 0

li

o—0-000 R
o,iq,) g,

Bu elemana i(g,) diyelim. ¢, € Q elbette. i(g,), o, gergel sayisima i(1/n)
kadar yakin olsun, yani,

|an —i(gn)| <i(1/n)
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olsun. (o), dizisiyle ugragacagimiza, ¢ok daha makul bir gercel say1 dizisi
olan (i(qn))n dizisiyle ugragacagiz.

q, qin Q

ll-

v o, (xfn ' R
i(q,) iq,,)

(o), dizisi yerine ona gok yakin olan
(g,),, dizisiyle ilgilenecegiz

Ikinci Adim: i(qn) sayist a,’ye de ¢ok yakin oldugundan, (i(gy)), dizisinin
de aynen (av,),, dizisi gibi bir Cauchy dizisi oldugunu kolaylkla kanitlayacagiz.
Ugiincii Adim: Bir énceki adimdan (qn)n dizisinin temel bir Q-dizisi oldugu
gikacak. Demek ki [(gy),] bir gercel sayidir.
Dordiincii Adim: Ardindan (i(gy,)), dizisinin [(gy)n] gergel sayisina yakin-
sadigim1 kanitlayacagiz.
Besinci Adim: Doérdiincii adimdan (), dizisinin [(g,)n] gercel sayisina
yakinsadig1 ¢ikacak ve teorem kanitlanacak.

Kamtta bir yerde (i(1/n)), gercel say1 dizisinin Og sayisina yakinsadigini
kanitlamamiz gerekecek. Bunu hemen yapalim, hatta daha genel bir sey ka-
nitlayahm.

Onsav 32.2. (qn)n kesirli say. dizisi q kesirli saysina yakmswyorsa, (i(qn))n
gercel sayu dizisi i(q) gercel saysina yakinsar.

q, q 4 Q
l,-
A : 4 [R

ilq,)  iq) iq,,)

Kanit: € > Or herhangi bir gergel say1 olsun. Teorem 31.4’e gore,
Or <i(e) <e€

esitsizliklerini saglayan bir e kesirli sayis1 vardir. Onsav 31.1¢ gore e > 0’dur.
(gn)n kesirli say1 dizisi g kesirli sayisina yakimsadigindan, 6yle bir N gostergeci
vardir ki, her n > N i¢in, |g, —q| < e olur. Her iki tarafin da i-imgesini alirsak,
Onsav ??’den, |i(g,) — i(¢)| < i(e) < € bulunur. O

xxx Onsav 16.2’ye referans verilmis. Yok. xxx

Sonug 32.3. lim,_, i(1/n) = Og.
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Kanit: Kanittan ziyade acgiklamalara ihtiyacimiz var. Onsava gore,

lim i(1/n) =i ( lim 1/n) = i(0) = Og.

n—oo (TL—>OO

istedigimiz kanitlanmistir. O

Teorem 1’in Kaniti: Ilk adimdan baglayalim: n > 0 bir dogal say1 olsun.
Demek ki 1/n > 0 ve i(1/n) > Og’dir. i(Q), R’de yogun oldugundan (Teorem
31.4), ap, —i(1/n) ile ay, + i(1/n) arasinda i(Q)’den bir eleman vardir. Bu
elemana, ¢, € Q icin, i(g,) diyelim. Demek ki,

an —i(1/n) <i(gn) < an +i(1/n),

yani —i(1/n) <i(g,) — an < i(1/n), dolayisiyla |i(gn) — an| < i(1/n).

Birinci adim tamamlandi. (Eksikligini hissediyorsaniz gy = 0 alabilirsiniz.)
Sira ikinci adimda.
fkinci Adim: (i(qn))n bir Cauchy dizisidir.

¢ > Og olsun. Oyle bir N gostergeci bulacagiz ki, her n, m > N icin,
li(gn) — i(gm)| < € olacak. Bunun igin, (a,)y dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
ve i(gp)’yi de istedigimiz kadar a,,’ye yaklagtiracagimizi kullanacagiz.

|Z(Qn) - Z(Qm)|

ifadesiyle oynayip
|i(gn) — i(gm)| <€

esitliginin gecerli olmasi i¢cin n ve m’nin ne kadar biiyiik olmas1 gerektigini
bulacagiz. |i(qn) — i(gm)| ifadesiyle oynayalim:

i(gn) — i(gm)| < |i(gn) — an + an — m + m — i(qm)|
< |i(gn) — an| + [an — am| + |am — i(gm)|
<i(1/n) + |an — am| +i(1/m).

(Ikinci satirdaki esitsizlik icin bkz. Boliim 30.5, Alistirma 2.) Demek ki, i(1/n),
lay, — ag |, i(1/m) ifadelerinin her birini €/3’ten kiigiik yaparsak istedigimiz
olur. Ny, her n, m > Nj icin,

€
loy, — am| < 3
esitsizliginin saglandigr gostergeg olsun. (o), bir Cauchy dizisi oldugundan
boyle bir gostergeg vardir. Sonug 32.3’e gore, (i(1/n)), gergel say1 dizisinin Og
sayisina yakinsadigindan, 6yle bir Ny gostergeci vardir ki, her n > N» icin,

i(1/n) < §
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olur. Simdi N, hem N;’den hem de N»’den biiyiikesit herhangi bir dogal say1
olsun, mesela N = max{Ny, No} olsun. O zaman, her n, m > N igin,

|i(gn) — i(gm)| <i(1/n) + |on — am| +i(1/m)
<i(1/N) + |y — am| +i(1/N)
<e/3+€/3+¢/3=c¢

olur ve istedigimiz kanitlanmig olur.

Ugiincii Adim: (gy),, temel bir dizidir.
€ > 0 herhangi bir kesirli say1 olsun. O zaman i(e) > Og’dir. Ikinci adima
gore (i(qn))n bir Cauchy dizisi oldugundan, 6yle bir N vardir ki, her n, m > N
icin, [i(gn) —i(gm)| < i(€) olur. Buradan ve Onsav 31.1’den |g, — gm| < € cikar.
Uciincii adimdan, [(g,),] diye bir gercel saymn varhig cikar.

Dérdiincii Adim: (i(gn)), dizisi [(gn)n] gercel sayisina yakinsar.
Herhangi bir e > 0 kesirli sayis1 segelim. Oyle bir M bulmak istiyoruz ki,
her m > M igin

|[(Qn)n] - Z(Qm)| < Z(e)

olsun. (e > Og gercel sayis1 yerine e > 0 kesirli sayisi se¢ebilecegimizi boliimiin
baginda goéstermistik.) Ote yandan,

[(gn)n] = i(gm)| = [[(gn)n] = [s(gm)]] = [[(gn = gm)nll = [(Ign = Gm|)n]

esitlikleri gecerlidir ve
“[lgn = gm[)n] <'i(e)”

ifadesi,
“Oyle bir N gostergeci ve d > 0 kesirli sayis1 vardir ki, n > N igin,

“’qn _qm‘ +d< e’

anlamina gelir. Demek ki verilmis herhangi bir e > 0 kesirli sayis: icin, 6yle
M ve N gostergecleri ve d > 0 kesirli sayis1 bulmak istiyoruz ki, her n > N ve
her m > M igin

IQn - Qm‘ +d<e

olsun. N’yi M’ye esit bulmann bir sakincas: olamaz elbet. Isimiz bayag ko-
laylasti: (gn)n dizisi temel bir dizi oldugundan, dyle bir N vardir ki, her n,
m > N icin,

’CZn — qm| < 6/ 2

olur. Simdi d = e/2 secelim. Her n, m > N igin
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olur.

Besinci Adim: (ay,), dizisi [(qn)n] gercel sayisina yakinsar.
Birinci adima gore, her n icin, |i(g,) — o] < i(1/n). Ayrica Onsav 32.2’ye
(ya da Sonug 32.3’e gore)
lim i(1/n) = Og.

n—oo

Bu iki olgudan ve Sandvi¢ Teoremi’'nden (Teorem 22.10),

lim |Z(Qn) - an| = Or
n—oo
gikar.
Simdi [(gn)n] gercel sayisini « ile gosterelim ve bildiklerimizi yazalim:
a. limy, 00 i(gn) = a. (Dordiincii adim.)
b. limy, 00 [i(qn) — an| = Og.
Sonucumuz bu iki olgudan ¢ikacak: € > Ogr, herhangi bir pozitif say1 olsun.

o, —
sayisini belli bir gostergecten sonra e’dan kii¢iik yapmaya ¢alisacagiz.
an — al = |oy —i(gn) +i(gn) — o < |ay —i(gn)| + li(gn) — ¢

esitsizliginden, |a, — i(gn)| ve |i(gn) — a sayilarim e¢/2’den kiigiik yapmak
gerektigi anlagilir. Varsayimlardan dolay1 her ikisi de miimkiin. Ana teorem
kanitlanmigtir. 0

321 QCR

Kesirli sayilar kiimesi gercel sayilar kiimesinin bir altkiimesidir... diye 6gretil-
migtir bize. Oysa burada inga edildigi sekilde, hi¢bir kesirli say1 bir gercel say1
olamaz, ¢iinkii, burada tanimlandig1 bigimiyle, her gercel say1 bir kesirli say1
kiimesidir.

Kesirli sayilar1 gercel say1 olarak gérmenin bircok yolu vardir. Bu yollarin
en kestirmesi, kesirli sayilar kiimesinin eski tanimini unutup yeni tanim olarak
i(Q)’yl kabullenmektir. Bir bagka yontem, R’nin tanimini degigtirmektir: Eger
eski R’den i(Q)’yl gikarip yerine Q’yii koyarsak, Q, R’nin bir altkiimesi olur:

yeni R = (eski R\ i(Q)) UQ

Boliim 12.14’te bu yontemi ayrintilariyla aciklamigtik. Bundan boyle Q'niin
@Q’nin altkiimesi oldugunu varsayacagiz.



33. Sinirlh ve Artan Diziler

Bu boliimde kanitlayacagimiz teoremi, “artan ve iistten sinirh bir gercel say1
dizisinin iistsiira ¢arpmasina ramak kalir” bigiminde 6zetleyebiliriz. (Ustsinir
kavramim Bolim 35’da gorecegiz.)

astsinir

v
———————Hih O R

ai’l

(azalmayan dizi)

i§te teorem:

Teorem 33.1. Swinarly ve artan her gercel sayr dizisi Cauchy dizisidir, do-
layrswyla boyle bir dizinin R’de limiti vardur.

Kanit: Kanitin ana fikri belli: Eger dizi artansa ama her sayiy1 asamiyorsa,
o zaman dizinin terimleri belli bir sayiy1 agsmamak icin giderek daha fazla
birbirine sokulmali, yani dizi bir Cauchy dizisi olmali. Bu fikri uygulamaya
sokalim.

Teoremin dogru olmadigini varsayip bir geligki elde edelim. (ay,),, siirh
ve artan ama Cauchy olmayan bir dizi olsun.

(an)n Cauchy dizisi olmadigindan, dyle bir € > 0 gergel sayis1 vardir ki, her
N icin,

lan — am| > €

esitsizligini saglayan n, m > N vardir. Dizi arttigindan, bunu soyle de yaza-
biliriz: Oyle bir € > 0 gergel sayis1 vardir ki, her N igin,

p — Qm = €

saglayan m > m > N vardir. Boyle bir €’'u sabitleyip dizinin ayyuka c¢ikmak
zorunda oldugunu gosterelim. Yukardaki 6zellige (*) adim verelim.
(*) ozelliginde N = 0 alahm. O zaman,

Qpp — Apy = €
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esitsizligini saglayan ny > ng > 0 vardir.
(*) ozelliginde N = ny alirsak, an, — an, > € esitsizligini saglayan

ng > ng > Ny

gostergegleri buluruz. a,, > a,, oldugundan, a,, — an, > ap; — ap, > € olur.
Ozetle: ng > n igin,
Qps — Ay, = €.

Ardindan, (*) ozelliginde N = ng alarak, a,, — an, > € esitsizligini saglayan
ns > ng4 > n3 buluruz. a,, > a,, oldugundan, a,; — any; > any — ap, > € olur:
Ozetle: ns > n3 > ny icin,

Qps — Ay, = €.

Bunu boylece stirdiirebiliriz: Eger, her ¢ = 1,2,...,k — 1 icin,

Angip1r = Ang;_y > €

esitsizligini saglayan
no<ng <ng<ns<...<nNggsl
gostergecleri bulunmusgsa, bir sonraki agamada, (*) 6zelliginde N = noj1 alip,

Anopys — Angpyo > €

esitsizligini saglayan
N2k+1 < M2k+2 < M2k+3

gostergegleri bulunur. ay,, ., > an,,,, oldugundan,

Anopys = Angpy > Anopys = Angpyo 2> €

olur.

Simdi ap,, ,,’in k ile birlikte ¢ok biiytidiigiinii, her say1y1 agtigini gosterelim.
Once bulduklarimz altalta yazalm:

Ops — Apy = €
Ops — Qpy = €
Qpy, — Ay = €

Vv

Anokys — Ongpq €.

Ve bunlar: toplayalim. Sadelestirmelerden sonra su kalir:

Anopis — Any > (k + 1)67
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yani
Anopqs 2 (k + 1)6 + Qn,y

buluruz. Goriildigi gibi, eger k’yi yeterince biiyiik alirsak, a,,, , terimi her
sayly1 agar ve bu da dizinin smirli olmasiyla celisir. O

Sonug 33.2. Swurly ve azalan her gercel sayr dizisi Cauchy dizisidir, do-
layrswyla boyle bir dizinin R’de limiti vardur.

Kanit: Eger (ay)n, smirh ve azalan bir diziyse, (—ay,)p, sinirh ve artan bir
dizidir, dolayisiyla Cauchy’dir. Dolayisiyla (a,), dizisi de Cauchy’dir. O

Aligtirmalar.

33.1. Eger r € (0,1) ise (r"), dizisinin azalan ve alttan simirh oldugunu kamitlayin. Dizinin
limitinin 0 oldugunu kanitlayin. (ipucu: Limite £ diyelim. (72"),, dizisi hem £’ye hem
¢*’ye yakimsar. Teorem 23.2’de bunu Q i¢in kanitlamistik, ama bu kanit degisik.)

33.2. (an)n artan ve a’ya yakinsayan bir diziyse, her n igin, a, < a esitligini kanitlayin.

33.3. Teorem 33.1’in Arsimet olmayan sirali cisimler i¢in yanhs oldugunu gosterin.






34. Iki Yakinsak Gergel Dizi
Ornegi

Burada gegen boliimde kanitladigimiz teoremin birkag¢ uygulamasini gorecegiz.
Teoremi anmimsayalim: Sinwrls ve azalmayan her gercel sayr dizisi Cauchy dizi-
sidir, dolayiswyla boyle bir dizinin R’de limati vardar.

Ornekler.

34.1. Her r € R igin, limp 00 7™ /0! = 0.

Kanit: Bunu Ornek 23'te Q icin kanitlamigtik. Burada ayni seyi ¢ok daha
kolay bigimde R i¢in yapacagiz. Aligtirma 4’e gore, r yerine |r| alarak r > 0
varsaymmini yapabiliriz. z, = r"/n! > 0 olsun. x,4; ile z,, arasinda ¢ok basit
bir iligki vardir:

n+1 n

r T T

n+1) n+1lnl

r
T
n+1

Tn+1 = ( n.
Eger n’yi yeterince biiyiik, diyelim N’den biiyiikesit secersek, r/(n + 1) sayist
1’den kiiciik olur ve x,4+1 < xy, esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik her n > N
i¢in dogru oldugundan, bundan, (x,,), dizisinin bir zaman sonra azalan bir dizi
oldugu anlagilir. Onsav 32.2'ye gore xxx Referans Sonug 17.2’ye. Sonug 17.2
yok. Onsav 17.2 var.xxx dizinin N’inci terimden sonraki kuyrugu belli bir z
sayisina yakinsar; dolayisiyla dizinin kendisi de x’e yakinsar. Bu z’i bulmaliyiz.

Yukarda kamtladigimiz
r

x
n+1""

esitliginin her iki tarafininin da n sonsuza giderken limitini alirsak, z = 0. = 0
buluruz.

Tp41 =

Ornekler.

34.2. limp—oo(l + 1/n)" vardir ve 2 ile 3 arasinda bir sayidir.

Birinci Adim. Her n > 0 dogal sayist ve her x > —1 i¢in,

(14z)" > 1+ nz.
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Kanit n iizerine tiimevarimladir ve ¢ok kolaydir.

Ikinci Adim. Her n > 0 dogal sayust igin,
1 n
2 < (1 + ) <3.
n

Birinci adimda x = 1/n alirsak,
1

n
2§<1+>
n

esitsizligi hemen gikar. (1 4+ 1/n)™ < 3 egitsizligi agagidaki dikkatli hesaptan

gikar.
- n) 1

Ugiincii Adim. Her n > 0 dogal sayist icin,
1\" 1

1+=) <1+
n n+1

>n+1

Sagdaki ifadeyle biraz oynayalim.
1o\ 11 1
=(1+>->+
n n+1l

1
< +n+1
1 1 n+1
=(14+4=--——
(* nm—n)

>n+1

n

esitliginden dolay1, a = 1 + 1/n yazarsak, kanitlamak istredigimiz esitsizlik,

1 n+1
n< -
¢ —<a Mn+U>
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esitsizligine, yani

SHE

SRS I
n—i—l_( (n+1)2>

esitsizligine doniigiir. Ama dikkat edilirse bu aynen o = 1/(n+ 1)? icin, birinci
adimdaki esitsizliktir bu:

esitsizligine, yani

n+1
U N R SR N
(n+1)2 (n+1)2 n+l1l n+1

Artik kanitimiz tamamlanmigtir.
Analiz kitabimizda [GA] xxx cite bu dizinin e ad1 verilen matematigin ve
evrenin ¢ok onemli bir sabitine yakinsadigini gosterecegiz.
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R’nin tamligini, yani R’nin her temel dizisinin yakinsak oldugunu gosterdik.
Bu, Q’de olmayan bir 6zellikti. Bu boliimde R’nin Q’de olmayan “bir bagka”
onemli 6zelligini gosterecegiz. “Bir bagka”y1 tirnak i¢inde yazmamizin nedeni,
gosterecegimiz bu yeni 6zelligin aslinda R’nin tamhgina egdeger olmasi yani
aslinda gercekten bir bagka 6zellik olmamasi...

Once teoremi yazalim, teoremde gegen terimleri hemen akabinde tanimla-
yacaglz.

Teorem 35.1. R’nin bos olmayan ve tstten swnirly olan her altkiimesinin bir
en kictk ustsinwry vardar.

Once teoremdeki terimleri aciklayalim. R tamsiral bir kiime olsun, érnegin
R =R ya da Q olabilir (bildigimiz siralamayla). A C R ve r € R olsun. Eger
her a € A i¢in, a < r ise, r'ye A'min distswnar: adi verilir. Eger s € R,
A’nin Ustsinrlarinin en kiigiigiiyse, yani s, A'nin bir iistsiniriysa ve A’nin her
r istsiirt igin s < 7 egitsizligi saglaniyorsa, o zaman s’ye A'nin (R’de) en
ktigtk tistsinary ad: verilir. Herhangi bir

en kiigtik iistsinir, sup A

A bir Gstsinir R
— . >

7

A ve R i¢in, A'nin Ustsiur1 olmayabilir. Ayrica bir tstsinir oldugunda da
iistsinirlarin en kiigligi olmayabilir. Ornegin, A = Z ve R = Q ya da R ise,
A’nin R’de istsinirt yoktur. Eger R = Q ve

B={aecQ:ad® <2}

ise B'nin (Q'de) tistsinir1 vardir ama (Q’de) en kiigiik fistsinirn yoktur (bkz.
Aligtirma 3). Ote yandan lise yillarindan beri bilindigi {izere B’nin R’de en
kiigiik tistsiur: vardir (ve bu en kiiciik tistsinir /2 diye yazilan gergel sayidir.)
Bu boliimde bunu matematiksel olarak kanitlayacagiz.

Bir A altkiimesinin en kiigiik iistsiniri, varsa, biriciktir elbette (neden el-
bette?) ve bu eleman sup A ya da ekiis(A) diye yazilir. Eger en kiigiik tistsinirin
R’de alindig illa belirtilmek isteniyorsa, o zaman supp A yazilimi yeglenir.
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Alistirmalar.
35.1. S tamsirali bir kiilme ve A C R C S olsun. supg A ve supyp A varsa supg A < supp A
esitsizligini kanitlayin.
35.2. Oyle tamsirali bir S ve A C R C § altkiimeleri bulun ki,
a. supy A olsun ve A’nin bir eleman olsun.
b. supy A olsun ama A’nin bir elemani olmasin.
c. supp A olmasin ama supg A olsun.
d. supg A olmasin ama supy A olsun.
35.3. B={ac€Q:a® < 2} kilmesinin Q’de bir en kiiciik iistsinir1 olmadigini kanitlaym.
35.4. Bir kiimenin en fazla bir tane en kiiciik tistsinir1 olabilecegini kanitlayin.

Teorem 35.1°in Kaniti: A, R'nin bos olmayan ve tistten sinirli bir altkiimesi
olsun. Amacimiz, bir azalmayarak digeri artmayarak iistsinira yakinsayan (a,, ),
ve (by)n dizileri bulmak. Bu dizilerin ortak limiti A'nin iistsinir1 olacak.

varligi gosterilecek olan

en kuguk tstsinir, sup A
A

— > «—b
n n

A bogkiime olmadigindan, A’dan bir ag elemam alabiliriz. by da A’min bir
iistsinir: olsun. Elbette ag < by.

A

S

)

Simdi ap’la by’in orta noktasi olan (ag + bg)/2’ye bakalim. Eger bu say1 A'nmin
bir {istsinir1 degilse

ap + by
=5

b1 = by
olsun. Eger bu say1 A’nin bir iistsiniriysa,

a1 =ap
b
bl:w
2

olsun. Bir sonraki agsamay1 ayni bigimde ag ve by yerine a; ve by’le devam
ettirelim. Genel olarak,
o biy1—aip = (bi —ai)/2,
e A’da a;’den biiylikesit bir eleman vardir,
e b;, A’nin bir tstsiniridir
ozelliklerini saglayan bir

apg<a1 <...<a, <b, < ... <b <o
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dizisi buldugumuzu varsayalim. Yukardaki yontemle diziyi bir adim daha gotiire-
biliriz: a,, ile b, nin orta noktas1 olan

an + by,
2
sayisina bakalim. Eger bu say1 A’nin bir tistsinir1 degilse o zaman

an + by,

Gn41 = 9

bn—i—l = bn

olsun. Eger bu say1 A’nin bir tistsiniriysa,

Gn+1 = Qn
an + by

bn+1 = 9

olsun. Istenen tiim ozellikler saglanir.

A

e—o0o0 >
ay a, byb, b,

Her a,,,,

Her b,

i+1,

S >
ya a]ye esit ya da a; ve b/nin orta noktas.
ya b/ye esit ya da a, ve b nin orta noktas:.

(an)n artan ve istten (b,’ler tarafindan) siirh bir dizi oldugundan bir limiti
vardir (Teorem ?7?) Bu limite a adini verelim. Benzer nedenden (by,),, dizisinin
de bir limiti vardir; bu limite de b diyelim. Elbette, her n icin,

ap <a<b<y,

esitlikleri dogrudur (Ahgtirma 2). Ama

bit1 — aiy1 = b
2
esitliginden dolayi, her n igin,
by — a, = bo 2—na0
esitligi de dogrudur. Demek ki,
bo — a0

Ogbn—an:(bo—ao)/2n<

ve taraflarin limitini alirsak, sag taraf 0’a gittiginden, Sandvig¢ Teoremi’'nden
dolay1 (Teorem 22.10) b = a buluruz.
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lim,  _a =a=b=lm, b,

A R
P >
@, a, byb, by
a,<a=b<b,

Simdi a’'nin A’nin en kiiclik tistsinir: oldugunu kanitlayalim.

Her geyden énce a, A'nin bir iistsinir1 oldugunu kanitlamaliy1z. Asagidaki
sekilden takip edin. Eger z € A, a’dan biiyiik olsaydi, o zaman, (b,,), dizisi
azalarak (daha dogrusu artmayarak) b = a’ya yakinsadigindan, belli bir n i¢in,
a < b, < x olurdu ki, b, bir iistsinir oldugundan bu imkansizdir.

@’dan biiyiik bir x € A olabilir mi? Olamaz,
ciinkii yoksa b, ’lerden biri x’in altina inerdi.

Peki a, A’nin en kiigiik tistsinirt midir? Eger ¢, a’dan kiigiik A’nin bir bagka
tistsiurt olsaydi, (ay ), dizisi artarak (daha dogrusu azalmayarak)

a=b
a, —>l<— b, R

i >

a’dan kugiik bir ¢, A’nin bir ustsinirt olabilir mi?
Olamaz, ciinkii yoksa a,’lerden biri ¢’yi gecerdi.

a’ya yakinsadigindan, belli bir n igin,
c<anp<a

olurdu ki, bu da ¢’nin A’nin tstsinir: olmasiyla catigirdr. (Ciinkii A’da a,,’den
biiyiikesit bir eleman vardir ve bu eleman c¢’den de biiyiik olurdu...) U

Altsinir ve en biiytlik altsinir kavramlarini tanimlamayi ve agagidaki sonucu
teoremden cikarmayi okura burakiyoruz.

Sonug 35.2. R’nin alttan simrh olan ama bos olmayan her altkimesinin bir
en buyik altsiniry varder. 0



36. Gercel Sayilarin Usleri

Herhangi bir R halkasinda, elemanlarin dogal say1 giiglerini alabiliriz. r € R ve
pozitif bir n tamsayisi i¢in r™ diye bir eleman tahmin edildigi gibi (n tizerine
tiimevarimla) soyle tanimlanir:

=,

P = e =y,
Yani 7", r’nin kendisiyle n defa carpilmasiyla elde edilen eleman anlamina
gelir. Eger r # 0 ise r% = 1 olarak tanimlanir da 0° bazen 1 olarak tanimlanir
bazen de tanimsiz olarak kabul edilir, yazarina, yazisina ve kitabina gore
degisir. Biz bu yazilik 0° = 1 tammin kabul edelim. Ne yararini ne de za-
rarini gorecegiz: Her n dogal sayisi igin,

Eger R bir cisimse, ya da cisim olmasa da r, R’de tersinirse, o zaman n > 0
icin, =" = (#")~! = (r~!)" olarak tanimlanir. Bu tamimla, her n, m € Z
icin,

egitlikleri dogrudur. Bunlarin kanitlari ¢ok kolay ve standarttir, dolayisiyla
okura birakilmigtir. Okurun ayrica degismeli her halkada gecerli olan binom
acilimini bildigini de varsayacagiz. Ayrica siral halkalarda,

0<r<sven>0icn0<7r" <s" olur

gibi standart 6nermeleri de varsayiyoruz.
Bu boliimdeki amacimiz, bir ¢ € Q icin r? diye bir eleman tanimlamak.
Eger n € N icin /" diye bir say1 tamimlayabilirsek, o zaman,

Tm/n _ (Tl/n)m
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tanimmin1 yapabiliriz. (Sahi yapabilir miyiz! Asagidaki gri kutucuga bakin).
/™ den simdilik vazgecip /™ diye bir eleman tamimlamaya caligalim. Tanimi
sOyle yapmay1 deneyelim:

P/ = s e st =

Bu dogal tanim denemesine gore, eger R’'de s = r esitligini saglayan bir s
varsa, /" diye bir eleman1 s olarak tammlayabiliriz. Ama acele etmeyelim,
eger R'de s" = r esitligini saglayan birden cok s varsa o zaman r'/" diye
tanimlayacagimiz eleman1 R’nin s = r esitligini saglayan s elemanlarinin
arasindan se¢meliyiz. Rasgele bir secim yapmak matematikte cogunlukla bir
sorun tegkil ettiginden, miimkiinse bu secimi en dogal bicimde yapmak iste-
riz. Eger R siraliysa ve igimizi gorecek birden ¢ok s varsa, bu s’ler arasindan
en bitytigiini secmek dogal bir secim olarak kabul edilebilir. Ornegin, gercel
sayilarda s = 2 esitligini saglayan iki say1 vardir ve 2'nin karekokii olarak
bunlardan en biiytigiinii (pozitif olanin) seceriz.

Eger r < 0 ise s2 = r esitligini saglayan bir s'nin olamayacagimi biliyoruz
(sirali halkalarda kareler negatif olamazlar, bkz Onsav 14.6.vi., dolayisiyla eger
n ¢iftse, s” = r egitligini saglayan bir s de olamaz. Dolayisiyla R'nin negatif
olmayan sayilarina odaklanalim.

Teorem 36.1. r > 0 bir gercel sayiysa ve n > 0 bir dogal sayiysa, s™ = r
esitligint saglayan bir s > 0 gercel sayist vardur.

Kanit: Teorem Q’de dogru olmadigindan, kamitta R’ye 6zgii olan Ozellikleri
kullanmaliyiz.

Elbette » > 0 ve n > 1 varsayimlarini yapabiliriz.

Ayrica r # 1 varsayimini da yapabiliriz.

Bir de ayrica r > 1 varsayimini yapabiliriz, ¢iinkii eger teorem, 1’den biiyiik
sayilar icin kanitlanmigsa, 1’den kiigiik sayilar i¢in de kanitlanmig olur. Nite-
kim, eger 0 < r < 1 ise, o zaman 1 < 1/r’dir, dolaysiyla eger s = 1/r
esitligini saglayan bir s bulunmussa, (1/s)" = r esitligi de saglamir. Bundan
boyle r > 1 olsun.

Simdi asil kanita girigelim.

A={reR20: 2" <7}

olsun. (RZ°, R’nin negatif olmayan elemanlarmin kiimesidir.) 0, 1 € A oldu-
gundan, A bogklime olamaz. Ayrica

I4+r)">14+rmn>14r>r

oldugundan, A iistten siirhdir. Demek ki A'nin R’de bir en kiigiik {istsiniri
vardir. (Dolayisiyla kanit Q’de gegersizdir.) Bu tistsimira s diyelim. s = r
esitligini kanitlayacagiz. Bunun igin, ne s™ < r ne de s™ > r egitsizligininin
dogru oldugunu kanitlayacagiz.
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Birinci Adim: s™ < r egitsizligi dogru olamaz.
Kanit: s" < r esitsizligini varsayalim. Oyle bir € > 0 bulacagiz ki,

(s+e)" <r

olacak, yani s < s+e¢ € A olacak, ama s, A'nmin en kiiciik tistsinir1 oldugundan
bu imkansiz...

(s +¢&)" < r esitsizliginin dogru olmasi igin €’un ne kadar kiigiikk olmasi
gerektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < s™ < r egitsizligi. Eger boyle bir

e > 0 varsa, €'u 1’den de kiigiikesit secebilecegimiz bariz. Bundan bdyle,
varligim kanitlamak istedigimiz un 1’den kiiciikesit oldugunu varsayalim.
(Kafaniz karigmigsa da okumaya devam edin. Ozetle, (s 4+ )™ < r esitsizligini
saglayan 1'den kiigiikesit bir & bulacagiz.) (s + &)™ ifadesiyle oynamaya bagla-

yalim:

n — n—i 1 — n n—i 1 < !

(s+e) Z(Z)s gh=s —|—Z<i>s e <r
=0 i=1

Dogrulugunu bilmedigimiz < igaretinin iistiine bir soru isareti koyduk. Demek

ki,

esitsizligini saglayan bir e ariyoruz. Yukardaki ifadenin sol tarafiyla (gok bii-
ylitmeden) oynayalim. Oncelikle € < 1 olacagmdan, e < e’dur. Soldaki ifadede
¢! yerine ¢ koyarsak, daha biiyiik bir ifade buluruz ama e sayesinde bu daha
biiyiik ifadeyi de istedigimiz kadar kiiciiltebiliriz.

i=1 i=1

Demek ki, soru igaretli egitsizligi saglayan bir € bulmak yeterli. Ama bu ¢ok
kolay,

r—s"

i (7)sn

E =
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almak yeterli. Haaa... Unuttuk... ¢’'u 1’den kiiciikegit yapmak gerekiyordu. O

zaman, €'u,
r—gs"

it (7)s
sayisiyla 1’in maksimumu secelim. Birinci adim tamamlanmigtir.
Ikinci Adim: s" > r esitsizligi dogru olamaz.
Kanit: s™ > r esitsizligini varsayalim. Oyle bir € > 0 bulacagiz ki,

(s—e)">r

olacak, ama s — ¢, s’den kii¢lik oldugundan, s — &, A'nin bir iistsinir1 olamaz,
dolayisiyla s — ¢ < a kosulunu saglayan bir a € A olmal ve o zaman da
r<(s—e¢)" <a" <rolur ve bir geliski elde edilir.

A
0 T N e B

§=E

| —>0

(s—€)"

(s — &)™ > r esitsizliginin dogru olmasi i¢in ¢’un ne kadar kiigiik olmasi ge-
rektigini bulalim. Elimizdeki tek ipucu 0 < r < s™ esitsizligi. (s—¢)" ifadesiyle
oynamaya baslayalim:

(s—e)" = Zn: <7Z> (~1)"is" e = 5 Z: (’Z) (~1)" i >

1=0

€’u soru igaretli yer dogru olacak bicimde se¢meye caligacagiz. Soru isaretli
yeri diizenleyelim.

n
Z <n) (_1)n—i+18n—i€i S? " —
1

=1

esitsizligini saglayan bir € > 0 bulmaya caligiyoruz. Biitiin —1’leri atarsak,
soldaki ifadeden daha biiyiik bir ifade buluruz. Ayrica £u 1’den kiiglikesit
se¢meyi kabul edersek, €"’lerin yerine daha biiyiik olan ¢ koyabiliriz:

n
-1 n—it+l n—i_i § : n—i_i

n
i=1 7

n n
n n—i_ __ n n—1i 7 on
SE <Z>s 5—5(5 <z>8 ><s—r.
i=1 i=1

Soru isaretli esitsizligin dogru oldugu bir 0 < € < 1 segebilirmiyiz. Evet: ¢,

st —r

i ()5
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sayisiyla 1'in maksimumu olsun. Ikinci adim da tamamlanmig ve boylece te-
orem tamamen kanitlanmistir. O

Teorem 36.2. r bir gercel sayr ve n > 0 bir dogal say: olsun. n tekse, s™ =r
esitliging saglayan bir tek s gercel sayist vardwr. r > 0 ve n ciftse, biri negatif
digeri pozitif olmak tizere s™ = r egitligini saglayan iki tane s gercel sayist
vardir. v < 0 ve n ¢iftse, s" = r esitligini saglayan gercel sayr yoktur.

Kanit: Once, 7 > 0 ise, s” = r esitligini saglayan bir tane pozitif s gercel
sayisi oldugunu kanitlayalim. Bunun icin,

“D<s<tise s" <t

Onermesini kanmitlamak yeterli. Bu da her sirali halkada gecerlidir ve kanit1 ¢ok
basittir.

Eger n ciftse ve s, s™ = r esitligini saghyorsa, —s de ayni esitligi saglar.
Demek ki s™ = r esitligini saglayan sayilar negatif ve pozitif olmak iizere esit
sayida dagilmislardir. Yukarda kamtlanandan bu esgitligi saglayan en az iki s
oldugu cikar. Uciinciisiiniin olamayacagl da yukardakinden c¢ikar.

Eger n tekse, o zaman “s < t ise s < t"™” Onermesi her sirali halkada
gecerlidir ve kanit1 ¢ok basittir. Bundan da bu durumda s® = r egitligini
saglayan bir tek s gercel sayis1 oldugu cikar.

Sonug 36.3. r > 0 bir gercel sayrysa n > 0 bir dogal sayysa, s™ = r esitligini
saglayan bir tek pozitif s gercel sayist vardar.

Biricik olan bu s sayisim /" olarak yazalim. Bu tammda 7 > 0 ve n > 0

dir. Bir de su tamimi yapalim: Eger r > 0 ise,

rl/(fn) — (rl/n)fl.

Ve simdi m, n € Z, n # 0 ve r > 0 igin,

,rm/n _ (Tm)l/n

tanimini yapalim. Bu tanimin gegerli bir tanim olmasi igin sinanmasi gereken
Onerme sudur:
m, n, u, v € Z, n, ¢ # 0 ise ve m/n = u/v ise, o zaman,

(Tm)l/n _ (Tu)l/v

esitligi gecerlidir.

Bunun kanitini meraklhi okura birakiyoruz. Boylece her g € Q kesirli sayisi
ve her r € R>Y icin, 79 gercel sayis1 tanimlanmis olur. Bu arada % sayisinin
1 olarak tanimlandigina dikkatinizi ¢ekerim. Eger ¢ > 0 ise, 09 = 0 tanim da
yapilabilir. 0° = 1 tanimimin ne bir énemi ne de bir sakicas: vardir.
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Teorem 36.4. Eger q # 0 ise, r — r? olarak tanimlanan
R>0 N R>O

fonksiyonu bir eslemedir. Eger ¢ > 0 ise bu fonksiyon siralamayr korur, yoksa
ters cevirir. Ayrica, her p, ¢ € Q ve her r, s > 0 i¢in,

PPl = pPta,

(rP)4 = pP1,

rPsP = (rs)P
esitlikleri dogrudur.

Yukardaki kanitlarda sadece ve sadece R'nin tamligini ve Arsimet oldugunu
kullandik. Dolayisiyla ¢ok daha genel bir teorem dogrudur.

Teorem 36.5. Yukardaki teoremlerin her biri R yerine Arsimet ézelligi olan
swraly bir tam cistimde de dogrudur. Demek ki boyle bir R cisminde

{reR:2>0}={z*:z€R}
egitligi dogrudur.

Bu arada r, s € R>? icin, r* diye bir say1 tamimlamadigmmz &zellikle
belirtiriz. Ornegin, simdilik \/2\/ 2 diye bir say1 yoktur. Hatta 2V2 diye bir say
da yoktur heniiz, en azindan bu asamaya kadar tanimlanmamistir.

Ornegin R’de vuku bulan

1= ()Y = (1P = () = (o)
sorunundan dolayr #™™ = (/™)™ tanm sorunludur.
1= (_1)1/3 _ (_1)2/6 _ ((_1)2)1/6 _ 11/6 -1

sorunundan dolayr ™™ = (r™)1/" tammda en hafif deyimiyle rahatsiz edici-
dir. 21/3 sayis1 x — 23 eglemesinin tersi olarak tanimlanabilir.



37. Yakinsak Gergel Dizi
Ornekleri ve Alistirmalar

Bu boliimde birkag yakinsak dizi 6rnegi daha gorecegiz. Verdigimiz oérneklerin
her biri hem kendi bagina hem de kullanilan yontem acisindan onemlidir.

Ornekler.

37.1.

37.2.

37.3.

limp 00 2/ = 1.
Kanit: Elbette 2'/™ > 1. Ayrica (21/”)n azalan bir dizidir. Demek ki limiti vardir ve
limiti en az 1 olabilir. Bu limite ¢ diyelim. O zaman,

¢= lim 2"/™ = lim 2%/*" = (lim 2'/°")% = /.

n—oo n—oo n—oo

Bundan da, ¢ = 0 olamayacagindan, ¢ = 1 ¢ikar.
limy— oo nt/m = 1.

Kanit: Elbette n'/™ > 1.

n > 3 i¢in bu dizinin azalan oldugunu gosterecegiz.

(n4+ DY <t e ()" <" e (14+1/n)" <n

mantiksal denkliklerinden ve Ornek 34'nin ikinci adimindan dolay1, n > 3 igin dizinin
azalan oldugunu goriirtiz. Demek ki dizi Cauchy dizisidir ve dolayisiyla R’de bir limiti
vardir. Bu limite ¢ diyelim. O zaman, bildigimiz teoremleri ve Ornek 1’i kullanarak,

1<¢= lim /™ = lim (2n)"?" = lim 2'/2"p!/?"

n—oo n—oo n— o0

1/2 1/2
_ . 1/n . 1/n _ 1. _
= (Jim, 277) 7 (Jim ) =1 ve= e

buluruz. Buradan da ¢ = 1 gikar.

Eger |z| < 1 ise limp oo nz™ = 0. Aksi halde dizi raksaktir.

Kanit: |z| < 1 olsun. x yerine |z| alarak, 2’in negatif olmadigini varsayabiliriz. Eger
z = 0 ise sorun yok. Bundan boyle 0 < x < 1 olsun.

limp— 00 n/(n + 1) = 1 oldugundan, dyle bir N vardir ki, her n > N igin,

z<n/(n+1)
olur. Simdi n > N igin,

(n+1)z""" = (n + 1)zz" < nz".
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37.4.

37. Yakinsak Gergel Dizi Ornekleri ve Alistirmalar

Demek ki dizi zamanla azaliyor. Dolayisiyla bir limiti vardir. Bu limite ¢ diyelim. Eger
£ # 0 ise,
(= lim nz" = lim (n4 Dz""" = lim (na"™' +2")
n—o00 n—oo n—00

. 1 . 1 . .
= lim nz"™ + lim 2" = lim nz"z =2 lim nz" =z - {.

Demek ki ¢ = 0.
Eger |z| > 1 ise, dizi sinirh olmadigindan yakinsak da olamaz.

zo = 1 olsun. xp4+1 = /2, olsun. Dizinin limitini bulun.
Yanit: Dizinin ilgingligini gérmek icin ilk birka¢ terimi yazalim:

1v3,/2v3, \/2vava, .

Eger limit varsa, Tny1 = /2, esitliinin her iki tarafin da limitini alarak, z = v/2z
buluruz. Bunun karesini alalim: 22 = 2z ¢ikar. Bundan da z = 0 ya da 2 bulunur.
Dizinin artan oldugunu kanitlayalim. =, < Tp+1 = v/2Z, esitsizligini kanitlamalyiz,
yani (dizi bariz bicimde pozitif oldugundan) &2 < 2, esitsizligini, yani z,, < 2 esitsizligini
kanitlamaliy1z. Bunu tiimevarimla kanitlayalim.

To=1<2
esitsizligi belli. Simdi z,, < 2 egitsizligini varsayalim. O zaman,
T =/ (2z0) < V/(2-2) =V4=2.

Istedigimiz kamtlandi. Demek ki dizi artiyor ve istten 2 tarafindan sinirli. Demek ki
dizinin bir limiti var: 0 ya da 2. Dizi pozitif oldugundan ve arttigindan, dizi 2’ye yakinsar.

Alistirmalar.

37.1.

37.2.

Yukardaki Ornegi 2 yerine herhangi bir a > 0 i¢in yapin. Ornegin,
1,v3,1/3v3,1/3V3V3,...

xo = 1 olsun. xp41 = (2xn)1/3 olsun. Dizinin limiti var midir, varsa limiti bulun.

dizisinin akibeti nedir?

37.1 Yakinsak Gergel Dizi Alistirmalar:

Alistirmalar.

37.3.
37.4.
37.5.

37.6.

a, b > 0 iki gergel say1iysa, lim, o (a™ + b")l/" = max{a, b} esitligini kanitlayin.
Limiti 0 olan ama (@n/an+1)n dizisinin yakinsak olmadigi bir (an, ), dizisi bulun.
-1 <r <1iselim,.c r"/n = 0 esitligini kanitlayin. Eger r» bu aralikta degilse dizi
hakkinda ne diyebilirsiniz?
p(X), ¢(X) € R[X] iki polinom olsun. ¢(X) # 0 olsun. Eger degp < degq ise

p(n) _

lim —/—= =
n—oo q(n)
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g

37.7.

37.8.

37.9.

37.10.

37.11.

37.12.

37.13.
37.14.
37.15.
37.16.
37.17.

37.18.
37.19.

37.20.
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esitligini, eger deg p = degq ise ve a ve b sirasiyla p ve ¢ polinomlarinin bagkatsayisiysa,

lim 20 _ @

n—oo q(n) b
esitligini kanitlayin. Eger deg p > deg ¢ ise dizinin 1raksak oldugunu kanitlayin.

Asagidaki limitleri bulun ve limitin gercekten limit oldugunu limitin tanimindan hare-
ketle kanitlayin.
2n — 1 2n—1 . 2n—-1 . —n’—2n-1

gy Moo=, lim = im s

Asagidaki limitleri hesaplayin:

lim (1)”, lim (v/n? —n — n> ‘

n— 00 n n— 00

Asagidaki egitlikleri gosterin:

(1 1\" n+3 \"

n2—
I n+3 e 0. i n?—1 B2 0
nLngo n24+n->5 o 7nl)ngo nd—n-—>5 e

(Son iki esitlik i¢in gercel sayilarda kok almay1 bilmelisiniz.)

(zn)n ve (yn)n iki gergel say1 dizisi olsun. y € R olsun. lim,— e zn = 0 ve her n igin
lyn — y| < |zn| olsun. limy, o0 yn = y esitligini kanitlayin.

(zn)n yakinsak bir gercel say1 dizisi olsun.

$l+"'+xn
Yn=—""—

olsun. (yn)n dizisinin yakinsak oldugunu ve

lim z, = lim y,
n— oo n—o0

egitligini kanitlayin.
z1 =1, z2 = 2 olsun. n > 2 i¢in,

olsun.

Her n i¢in 1 < z,, < 2 egitsizliklerini kanitlayin.

Ty — Tl = (71)"/2"71 esitligini kanitlayin.

Eger m > n ise, |Tn — Tm| < 1/2"7! esitsizligini kanitlayimn.

(zn)n dizisinin Cauchy oldugunu kanitlayin.

Tpnt2—x1 =1—-1/24+1/4—-- -+ (=1)"/2" esitligini kamtlayin ve buradan limy, e 'yl
bulun.

Zn =1/1% + --- + 1/n? olsun.

Her n > 1igin, z,, < 1—1/n esitsizligini kanitlayin. Buradan (x,, ), dizisinin yakinsakligin
gikarin.

Yeterince biiyiik n dogal sayis1 icin, n® < 2" esitsizligini kanitlaymn. Buradan,

lim z, <1+1/4+1/9+1/8 =107/72

n—o0

egitsizligini kanitlayin.
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37.21. z bir gergel say1, zo =  ve Tpt1 = 1/(4 — x,) olsun. (z,), dizisi varsa ve yakinsaksa,
limitin 2+ /3 olmas: gerektigini kamtlayin. Eger x € [2 —+/3, 2+ 4/3] ise limitin 24 /3
olmas: gerektigini kanitlayin. Bagka x degerleri igin dizinin limitini tartigin.

37.22. Eger her n icin,

[Tnt2 — Tni1| < clnr — 2n
esitsizliginin saglandigy bir ¢ € [0,1) varsa, o zaman (z,). dizisine bizilen dizi adi
verilir. Bliziilen bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu, dolayisiyla yakinsadigini kanitlayin.

37.23. Oyle bir Q-dizisi bulun ki, sayilamaz sonsuzlukta Cauchy altdizisi olsun.

37.24. 0’a yakinsayan Q-dizilerinin kardinalitesi kactir?



38. Sirali Halkalarda
Yakinsaklik ve Tamlik

38.1 Diziler ve Yakinsaklik

Terimleri bir X kiimesinden gelen bir diziye X-dizisi adim verelim. X-dizile-
rinden olusan kiimeyi D(X) ile gosterelim.

Siral1 bir halkanin bir  elemani i¢in, |r| elemani, max{r, —r} olarak tanmimlanir
ve adina r'nin mutlak dederi denir. Mutlak deger tahmin edilen tiim 6zel-
likleri saglar.

Tanim 38.1. R swral bir halka olsun. (z,,)n € D(R) ve a € R olsun. Eger her
pozitif € € R i¢in,
n>N=|z,—a|<e

onermesini saglayan bir N dogal sayist varsa, o zaman, (xy), dizisi (n son-
suza giderken) a’ya topolojik yakinsar ya da a, (x,), dizisinin topolojik
limitidir denir.

Eger R = Q ya da R ise, bu ders notlarinda daha once tanimlanandan
degisik bir kavram elde etmeyiz. Bu ytlizden “topolojik” nitelemesini kullan-
mayacaglz.

Ashinda x,, terimleri ve a elemam bir bagka halkada da olabileceklerinden,
“yakimsar” yerine “R’de yakmsar” dememiz daha dogru olur. Ilerde bu ufacik
ayrimin 6nemi olacak.

Demek ki (z,,), dizisinin a’ya yakinsamasi igin, her pozitif € € R elemam
icin Oyle bir N dogal sayisi bulmaliyiz ki, N’den biiyilik her n gostergeci i¢gin,

|zy, —a| <e

esitsizligi dogru olsun. Bir bagka deyisle, (x,,), dizisinin a’ya yakinsamas: de-
mek, her £ > 0 i¢in,
{neN:|z, —a|l >¢e}

kiimesinin sonlu olmasi1 demektir.
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Bir elemana yakinsayan dizilere yakinsak diziler denir. Yakinsak olma-
yan dizilere de #raksak diziler denir. Ama dikkat: Bir dizinin yakinsaklhigi R
halkasina gore degisir. Ote yandan R < S ise ve 2, a € R ise, S’de yakimsaklik
R’de yakinsakligi gerektirir.

Bundan boyle R herhangi bir sirali cismi simgeleyecek!. Bircogunu Q sirali
cismi i¢in kanitladigimiz sonuglar1 bu boliimde herhangi bir sirali cisme ge-
nellegtirecegiz. Genel kanit, Q i¢in yaptigimiz 6zel kanita ¢cok benzediginde 6zel
kanita gonderme yapip genel kanit1 okura paslama hakkini sakli tutacagiz. igte
bu hakk: kullandigimiz 6érnek bir énerme:

Olgu: Zamanla sabitlesen bir dizi zamanla sabitlestigi elemana yakinsar.

Simdi iki dogal ve 6nemli soru soralim:

1) Swrali bir cisimde bir dizinin limiti (eger varsa tabii) biricik midir?

2) R'nin (1/n), dizisi illa 0’a yakimnsar mi1? (R’deki n’nin anlami icin bkz.
Béliim 14.5: n = ng.)

Birinci sorunun yanit1 olumlu:

Onsav 38.2. Swrals bir cisimde bir dizinin limiti, eger varsa, biriciktir.

Kanit: Sirali cisme R diyelim. Hem a hem de b elemanlarina yakinsayan
bir (x,), dizisi ele alahm. a = b esitligini kanitlayacagiz. a # b esitsizligini
varsayalim. € = |a — b|/2 olsun. (z,), dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle bir N;
vardir ki, her n > Nj dogal sayisi igin,

|z, —al <e

esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, Oyle bir Ny vardir ki, her n > No dogal
sayis1 icin,
|zy, — b <€

esitsizligi dogrudur. Simdi n hem Ni’den hem de Ny’den biiyiik herhangi bir
dogal sayis1 olsun. Su hesabi yapalim:
la—bl=|(a—zn) + (zn = b)| < [a — zp| + |27 — D]
=la—x,|+b—xp| <e+e=2e=]a—1,
yani |a — b| < |a — b|. Bu da bariz bir geligkidir, bir eleman kendinden kiigiik

olamaz! O

Bu onsava dayanarak, lim, s x5, = a yazilimini herhangi bir karmasaya
neden olmadan kullanabiliriz.

!Siral halkalarda sifirbélen olamayacagindan, siral halkalarin boliim cisimleri vardir (bkz.
Boliim 41) ve boliim cisimleri de (tahmin edilecegi bigimde) siralanabilirler. Yani sirali halka-
lardan s6zetmek yerine sirali cisimlerden sozetmekle herhangi bir genellik kaybetmeyiz. Sirali
halkalar i¢in kanitlanmak istenen 6nerme, halkanin boliim cismine gecip orada kanitlanir ve
sonra halkaya geri doniilmeye galigilir.
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38.2 Arsimet Cisimleri

Ikinei sorumuzu olumlu yanmitlamaya calisalim. Bakalm bagarabilecek miyiz?
R’den herhangi bir € > 0 alalm. Oyle bir N dogal sayis1 bulmak istiyoruz
ki, her n > N icin
|1/n—0] <e

olsun, yani 1/n < €, yani ne > 1 olsun. Sirali bir cisimde oldugumuzdan
Ne > 1p
esitsizligini saglayan bir N bulmak yeterli, ¢linkii 6yle bir n bulundu mu, her
n>N

icin,
e<1/N<1/n

olur. Demek ki soru su:

Verilmis herhangi bir pozitif € € R i¢in, Ne > 1 esitsizligini saglayan bir
N dogal sayist var madir?

Bu 6zelligi animsiyor olmalisiniz. Q’niin bu 6zelligi sagladigini Teorem
13.11’de kanitlamigtik. Ama her sirali cismin bu 6zelligi saglamadigini Ek 43’te
gorecegiz.

Tanim. R swraly bir cisim olsun. Eger her pozitif € € R icin, Ne > 1 esitsizligini
saglayan bir N dogal sayist varsa R’ye Argimet cismi adi verilir.

(Bu durumda, bir N dogal sayisi i¢in Ne bi¢iminde yazilan elemanlar sadece
1’1 degil, R’nin her elemanini agarlar. Neden?)
Farkima varmigsinizdir, yukarda su teoremi kanitladik.

Teorem 38.3. Surali bir cisimde (1/n),, dizisinin limitinin 0 olmast i¢in gerek
ve yeter kosul cismin Arsimet cismi olmasidar.

Argimet olmayan bir R cisminde Oyle € elemanlar1 vardir ki, her n dogal
sayist igin nle| < 1’dir, yani |e| ve katlar1 hi¢bir zaman 1’1 gecemez. Bu tiir
elemanlara sonsuz kiictik elemanlar ya da enfinitezimaller denir. 0 bir
sonsuz kiigiiktiir. 1 sonsuz kiigiik degildir. Sonsuz kiigiik elemanlar kiimesi
toplama, gikarma ve ¢arpma altinda kapahdir (neden?) ama bolme altinda
kapali degildir elbet.

Peki, sirali bir cisimde (1/n),, dizisi 0’dan bagka bir elemana yakinsayabilir
mi? Bakalim... Diyelim dizi o’ya yakimsadi. Demek ki ¢ > 0 ne olursa olsun,
Oyle bir N vardir ki, her n > N icin,

1/n—a|<e
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olur, demek ki
(1) a—e<l/n<a+e.
n yerine n + 1 alirsak,
a—e<l/(n+1l)<a+e
buluruz. Bundan da
(2) —a—e<—-1/(n+1) < —a+e.

esitsizlikleri de gegerlidir. (1) ve (2)’yi altalta toplarsak, buluruz. Son esitsiz-
likten de e’un sonsuz kiigiik olamayacag ¢ikar. Demek ki e’u pozitif bir sonsuz
kiiciik secemeyiz, yani R’de tek sonsuz kiigiik Oz’dir. Yani R Argimet cismidir.
Dolayisiyla Teorem 38.3%e gore (1/n), dizisi 0’a yakmsar ve Onsav 38.2’e gore
«a = 0’dir. Su teoremi kanitladik.

Teorem 38.4. Swraly bir cisimde (1/n)y, dizisinin limitinin olmasu icin gerek
ve yeter kosul, cismin Arsimet cismi olmasidir. Bu durumda dizinin limiti O
olmak zorundadar.

38.3 Yakinsak Diziler Halkas:

. Bu paragrafta yakinsak dizilerle neler neler yapabilecegimizi gorecegiz.
Terimleri sirali bir R cisminden alinan yakinsak diziler kiimesini Y(R) ile
gosterelim. Standart islemler Y(R) kiimesi tizerine de tanmimhdir.

Olgu [Teorem 22.1, 22.2, 22.3, 22.8]. Y(R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve
carpma altinda kapalidir, yani iki yakinsak dizinin toplams, fark: ve ¢arpyma da
yakinsaktur. Sabit 0 dizisi s(0) ve sabit 1 dizisi s(1) de Y(R)’de olduklarindan,
Y(R), D(R) nin bir althalkasidir. Dahasu,

lim (z, £y,) = lim z, + lim y,,
n—oo n—oo n—o0

agta(ntin) = (I, #n) (15, on)

olur. Ayrica eger (yn)n dizisinin her terimi 0’dan degisikse ve limy, o0 Yn # 0
ise, 0 zaman (T /yn)n dizisi de yakinsaktur ve

i (zn/yn) = ( Im (5))/( im (yn))

n—oo n—oo n—o0

olur.

Yukardaki olguyu, “limit alma iglemi toplamaya, ¢ikarmaya, ¢arpmaya ve
bolmeye sayg1 duyar” olarak da ifade edebiliriz.
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Limit alma iglemi siralamayla da uyumludur:

Olgu [Onsav 22.6]. (x,), ve (Yn)n dizileri sraswla a ve bye yakinsasinlar.
Eger belli bir gostergegten sonra hep (ya da sonsuz defa) x, > y, esitsizligi
saglanwyorsa, o zaman a > b’ dir. Bir sonraki sonu¢ uygulamada c¢ok yararh
olan ve sik sik bagvurulan bir teoremdir.

Teorem 38.5. [Sandvi¢ Teoremi, Teorem 22.10]. (2,)n, (Yn)n ve (zn)n
t¢ dizi olsun. x, < y, < z, esitsizlikleri belli bir M gostergecinden sonra
dogruysa (ashinda sonsuz defa dogruysa) ve (xn)n ve (zn)n dizileri ayni ele-
mana yakinswyorsa, (yn)n dizisi de bu elemana yakinsar.

0’a Yakinsayan Diziler. 0’a yakinsayan diziler kiimesine Yp(R) adin vere-
lim.

Sonug 38.6. Yy(R) kimesi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidur.
Sabit 0 dizisi s(0) yi icerir ama sabit 1 dizisi s(1) yi icermez.

Kanit: Olgu ??’in dogrudan bir sonucudur. O

Wo(R) kiimesi garpmanin etkisiz elemani olan s(1)’yi igermediginden bir
halka olmaz. Ama )y(R)nin birkag paragraf sonra sézedecegimiz bir bagka
onemli 6zelligi vardir.

Sinirlhh Diziler Halkasi. Simirhi R-dizileri kiimesini B(R) simgesiyle goste-
recegiz. B(R) kiimesi toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidir ve bunun
kanit1 oldukca kolaydir.

Olgu [Onsav 20.1]. B(R), D(R) nin bir althalkasidur, yani B(R) kiimesi top-
lama, ¢ikarma ve ¢carpma altinda kapalidir ve s(0) ve s(1) sabit dizilerini igerir.

Olgu [Teorem 22.4|. Yakinsak bir dizi sinarhder. Yani Y(R) C B(R). Do-
layiswyla Y(R), B(R) nin bir althalkasidr.

Simdilik
Yo(R) € Y(R) < B(R) < D(R)

iligkilerini kanitladik. Daha neler neler olacak.



350 38. Sirali Halkalarda Yakinsaklik ve Tamlik

38.4 Temel R-Dizileri Halkasi

Kesirli temel dizileri de genellestirebiliriz:

Tanim 38.7. (zy,), bir R-dizisi olsun. Eger R’nin her pozitif € > 0 elemana
1¢IM,

her n,m > N i¢in |z, — zp| < €
esitsizliginin saglandigi bir N dogal sayist varsa, o zaman (), dizisine temel
R-dizist denir.

Temel diziler kiimesine C(R) adim verelim.

Olgu [Teorem 25.1 ve 25.2]. Yakinsak diziler temel dizilerdir ve temel diziler
sirhder. Yani Y(R) C C(R) C B(R).

Ama yukarda ornegini verdigimiz gibi, her temel dizi yakinsak degildir.
(Ote yandan ilerde gorecegimiz iizere, gercel sayilarda her temel dizi yakinsaktir.)
Ve elbette her sinirli dizi temel degildir.

C(R) de aynen Y(R), B(R), D(R) gibi toplama, ¢ikarma, garpma, ve ¢ikarma
altinda kapalidir:

Olgu [Teorem 25.3, Sonug 25.4 ve Teorem 25.5]. C(R) kiimesi toplama,
¢tkarma ve carpma altinda kapalider, yani iki temel dizinin toplama, fark: ve
carpvme da temeldir. Demek ki, s(0) ve s(1) dizileri de C(R) de oldugundan,
C(R) bir halkaduvr, B(R) nin bir althalkasidur.

Boylece artik
Yo(R) € Y(R) < C(R) < B(R) < D(R)

iligkilerini biliyoruz.
C(R) halkasi bolme altinda da “olabildigince” kapalidir. Birazdan gelecegiz
bu konuya. Once altdizi kavramini igleyelim.

Olgu [Teorem 26.1, 26.2, 26.3]

a. Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.

b. Yakinsak bir dizinin her altdizisi yakinsaktir ve her iki dizi de ayni limite
yakinsarlar.

c. Temel bir dizinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de yakinsaktir ve
her iki dizi de ayna limite yakinsarlar.

Temel Dizilerde Bélme. C(R) halkasinin bélme altinda “olabildigince” ka-
pali oldugunu kanitlamak icin birkag temel olguya ihtiyacimiz var.
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Olgu [Teorem 25.11]. (zy,), € C(R) ise ve her x, terimi 0'dan farkl ise
ve (zp)n dizisi 0'a yakinsamayorsa, o zaman (1/xy)y dizisi de C(R) dedir. Bir
baska deyisle, C(R) nin tersinir elemanlar kiimes,

C(R)" = {(n)n € C(R) \ D0(R) : her n i¢in z,, # 0}
dir.

Her temel dizinin yakinsak oldugu sirall halkalara (ya da cisimlere) tam
halka (ya da tam cisim) denir.

Teorem 38.8. R swralr bir cisim olsun ve su dzelligi saglasin: “Bos olmayan
ve ustten swmrl her altkumenin bir en kicuk dstsiniry vardir.” O zaman R
Arsimet cismidir ve tamdar.

Kanit: Benzer 6zellik en biiyiik altsinir i¢in de gegerlidir. (Neden?) Ik olarak,
tistten sinirl her artan dizinin bir limiti oldugunu kamtlayalim. (a,), boyle
bir diziolsun. s bu dizinin en kiiciik iist sinir1 olsun. € > 0 olsun. s en kiigiik
iistsinir oldugundan ve s —e < s oldugundan s — € bir tistsinir degildir. Demek
ki bir N igin,
s—e<an
olur, yani her n > N igin,
s—e<any<ap<s

olur. Dolayisiyla her n > N icin |s — a,| < e olur. Istedigimizi kamtladik.
Bundan, her sinirlh monoton dizinin yakinsadig: ¢ikar.

Simdi herhangi bir (a,), temel dizisi alalim. Teorem 26.4’e gore bu dizi-
nin monoton bir (by,), altdizisi vardir. Olgu ??’e gore (ay,), dolayisiyla (b,),
sirhdir. Yukardaki kanitladigimiza gore (ay,), yakinsaktir. Olgu ??’ye gore
(an)n dizisi de yakimsaktir. Demek ki R bir tam halkadir.

(1/n), dizisi azalan ve alttan simrh oldugundan, (1/n), dizinin de limiti
vardir. Teorem 38.3’e¢ gore R bir Argimet cismidir.

Teorem kanitlanmigtir. O

Boylece Teorem 32.1°i bir kez daha kanitlayabiliriz.
Sonug 38.9. R bir Arsimet cismidir ve tamdar.

Kanit: Teorem 38.8 ve Sonug 35.2’den gikar. O

xxx Referans Teorem 19.2’ye verilmis. Sonuc 19.2 var. xxx Temel dizi ile
Cauchy dizisi arasinda 6nemli bir fark vardir. R’de (ve bir anlamda Q’da da) bu
fark kaybolur. Fark, metrik uzaylar konusu bilindiginde daha iyi anlagilacaktir.
Cauchy dizisi kavraminda, her zaman halka kavraminin 6ziinde olmayan ve
R’de deger alan bir “metrik” ya da “mesafe” kavrami vardir. Temel dizi kav-
rami i¢in ise halkanin digina ¢ikmak gerekmemektedir.
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Bu noktaya gelene kadar R’nin bircok 6zelligini kanitladik. Bu 6zelliklerin bir
listesini gikaralim:

1) R, sirali bir cisimdir.

2) R tamdir, yani R’nin her temel (ya da Cauchy) dizisi R’de yakinsaktir.

3) R bir Arsimet cismidir.

Bu boliimde yukardaki ti¢ 6zelligi saglayan R’den bagka bir cisim olmadigini
kanitlayacagz. Kamtlayacagiz ama bu yanhs... Ornegin R'nin elemanlarinim
adlarimi degistirirsek, diyelim her a € R i¢in o’ diye yepyeni bir eleman ya-
ratirsak, sozgelimi o/ = («, 0) olabilir, ve bu elemanlar1 soyle toplayip, arpip,
siralarsak:

Oé/+,3/ — (a+,6)/,
Oé/ﬁ/ — (OZ/B)/

o <pf e a<p,

ozaman R’ = {o’ : @ € R} kiimesi aynen R gibi yukardaki 6zellikleri saglayan
bir cisim olur. Dolayisiyla yukardaki ozellikleri saglayan bir tane sirali cisim
oldugunu kanitlayamayiz, yanhg ¢iinkii. Ama sunu kamtlayabiliriz: Eger R ve
S, tam olan ve Argimet 6zelligini saglayan iki sirali cisimse,

flx+y) = f(z) + f(),
f(zy) = f(2)f(y),
f(lr) = 1s,

r<y< flx) < fy)

ozelliklerini saglayan bir f : R — S eslemesi vardir. Bu durumda, f’ye esyap?
eslemesi ve R ve S cisimlerine esyapisal denir. Tki yap: arasindaki bir egyap:
eslemesi, yapilarin aslinda birbirinin tipatip ayni oldugunu sadece eleman-
larinin adlarinin degisik oldugunu soyler.

Teorem 39.1. Tam olan ve Arsimet ozelligini saglayan iki siraly cisim esya-
psaldir. Ayrca bu iki cisim arasinda tek bir esyapr eslemesi vardar.
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Teoremin piif noktasi, boyle bir cismin iginde Q’ye ¢ok benzeyen yogun bir
altcismin varligi ve Q’ye benzeyen cisimlerin egyapisal olmalaridir.
Once R’nin i¢inde Q’ye ¢ok benzeyen bir altcisim bulalim.

Onsav 39.2. R swaly bir cisim olsun. O ve 1gr, swraswla toplamanin ve
carpmamn etkisiz elemanlar:y olsunlar. n > 0 pozitif bir dogal sayiysa,

i(n)=1g+ -+ 1g=ng
—_———

n tane 1gp
olsun. i(0) = Ogr olsun. Eger n < 0 negatif bir dogal sayiysa,
i(n) = —i(—n) = ng
olsun. O zaman, n, m € Z ve m % 0 igin,
i(n/m) = i(n) /i(m)

kuralwyla tanimlanan i : Q — R fonksiyonu birebir bir esyapr fonksiyonudur,
yani her o, B € Q i¢in,

onermeleri dogrudur. Ayrica bundan baska bu ozellikleri saglayan bir
1:Q— R
fonksiyonu yoktur.

Kanit: Konunun heyecanini 6ldiirmemek igin (kolay olan) kanit1 vermiyoruz.

0

Kimileyin i(n) yerine ngp yazilir. i(Q) yerine de Qg yazmak ve Qg’ye
“R'deki Q” demek fena fikir degildir. Ote yandan, bir karigikhga neden ol-
mas1 imkansizsa, i(q) yerine dogrudan ¢ de yazilabilir. Bu arada, her r € R
ve her pozitif n € N dogal sayisi i¢in, nr’nin n tane r’nin toplami olarak

tanmimlandigini animsayip, nr = i(n)r = ngr esitliginin farkina varalim:
nr=r+-+r=1lg+-+1lg = (1g+- -+ 1g)r =i(n)r = ngr.

Simdi (Q)’'niin ana teoremin kanitinda oynayacagr énemli rolii gorelim:
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Onsav 39.3. Eger R bir Argimet cismiyse, o zaman i(Q), R’de yogundur,
yani R'nin her a < B elemant i¢in, o < i(q) < B esitsizliklerini saglayan bir
q kesirli sayist vardar.

Kanit: ¢ kesirli sayisi i¢in, i(q) yerine ¢ yazacagiz.

Eger o <0 < Bise ¢ = 0 igi goriir. Eger 0 < o < 8 igin 6nsavi kanitlarsak,
a < B < 0 icin de kanitlamis oluruz, ¢liinkii @ < 8 < 0ise, 0 < —8 < —a’dir
ve eger —f < q¢ < —a ise, a < —q < B’dir. Bundan boyle 0 < a <
esitsizliklerini varsayalim.

B — a > 0 oldugundan, Argimet 6zelligine gore, n(f — ) > 1 esitsizligini
saglayan bir n € N vardir. Demek ki 1/n < 8 — a.

o b o b g

Bir kez daha Arsimet 6zelligini kullanalim: 1/n8 > 0 oldugundan, m/ng > 1
esitsizligini saglayan bir m € N vardir. Dolayisiyla

m
7>ﬁ
n

olur. m’yi, bu esitsizligi saglayan en kiigiik dogal say1 olarak alalim. Demek ki,

m—1 m
<p<—
n
esitsizlikleri gecerli. Simdi,
m—1
o<
n
esitsizligini kanitlayacagiz.
01/n P-o o Bmin g
>1/n
Hesaplar1 yukardaki sekilden takip edebilirsiniz:
m—1 m 1
=2 lis (B-a)=a

n n n

Boylece a < ¢ < f esgitsizliklerini saglayan bir ¢ € Q bulduk. Kanitimiz
bitmigtir. O

Simdi de i(Q) ile R arasindaki yakin iligkiyi gorelim.

Onsav 39.4. R’nin her elemans, terimleri i(Q) den olan bir dizinin limitidir.
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Kanit: Kolaylik agisindan, i(Q) yerine Q yazacagiz. r € R olsun. Yukardaki
onsava gore, her pozitif n dogal sayisi i¢in, r—1/n ile r41/n arasinda bir g, € Q
vardir. R Arsimet 6zelligini sagladigindan, (1/n),, dizisinin limiti 0’dir (Teorem
38.4). O zaman Sandvi¢ Teoremi’ne gore (Teorem 22.10), (g ), dizisinin limiti
r’dir. O

Simdi ana teoremin kanitina girigebiliriz. R ve S, teoremde soylendigi gibi
iki cisim olsun. ig ve ig, Teorem 39.1’deki xxx Referans Onsav 21.1%¢ verilmis.
Onsav 21.1 yok. Teorem 21.1 var.xxx Q'niin sirasiyla R'ye ve S’ye gommeleri
olsun. R ve S’nin iginde bulunan “kesirli say1 kiimelerine” sirasiyla Qr ve Qg
adini verelim: ir(Q) = Qg ve ig(Q) = Qs.

Qg ile Qg arasinda bir egyap1 eslemesi vardir:

. 1
isoip :Qr — Qs.

igoip]
Bu egyap1 eslemesine kisaca j adini verelim. Simdi j’yi R’den S’ye giden bir
esyap! eslemesine genigletecegiz.
r € R olsun. Onsav 39.3’e gore, bir (g, ), kesirli say1 dizisi i¢in
lim ig(q,) =7
n—oo
dir. j(r) € S g0yle tanimlansin:

jr) = lim jin(gn) = lim is(an).
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Tabii bu tanimin gegerli olmasi i¢in sunlarin kanitlanmasi gerekiyor:
1) lim;, o0 i5(gn) gergekten vardir.
2) Eger bir bagka (py,), kesirli say1 dizisi igin
lim ig(p,) =7

n—o0

ise, 0 zaman,
nh_)rgo is(qn) = nh_{go is(Pn)
olmalidur.
Birincisinin kanit1 kolay, ¢linki il_%l ve ig fonksiyonlar1 Qg ve Qg arasinda

esyapi eslemeleridir ve elbette Qr'nin temel dizisini Qg'nin temel dizisine go-
tiriirler.

(iR(Qn))n

dizisi Qp’de yakinsak oldugundan temeldir, dolayisiyla (ig(gyn))n dizisi Qg’de
temeldir. Ve S tam oldugundan, bu dizinin S’de bir limiti vardir.

Ikincisinin kanit1 da zor degil, (1r(gn — pn))n dizisi Op’ye yakinsadigindan,
bu dizinin j imgesi olan (is(gn, — pn))n dizisi de 0g’ye yakinsar ¢linkii ne de
olsa j, Qg ile Qg arasinda bir egyap1 eslemesidir.

Simdi j’nin R’den S’ye giden bir egyap1 eslemesi oldugunu kanitlamak ge-
rekir: j toplamaya ve carpmaya saygi duyan bir fonksiyondur. Bunlarin kaniti
zor degildir. Ornegin j'nin toplamaya sayg1 duydugunu gosterelim.

r ve s € R olsun. (¢n)n ve (pn)n kesirli say1 dizileri

lim ig(q,) =7
n—o0

ve

lim ig(pn) = s
n—oo

esitliklerini saglasinlar. O zaman,
lim ir(gn +pn) =7r+s
n—oo
esitligi saglanir. Dolayisiyla,
j(r+s) = lim ig(gn +pp) = lim (is(qn) +is(pn))
n—oo n—oo
= lim ig(gn) + lim ig(pn)) = j(r) +j(s).
n—oo n—oo

Carpma icin de ayni akil yiirtitme yapilir.

7’nin siralamaya saygi duydugunu dogrudan kanitlayabiliriz ama biz ¢ok
daha ekonomik olan bir bagka yontem izleyecegiz. Teorem 36.5’i analim: Argimet
0zelligi olan her tam cisimde, negatif olmayan elemanlar tam tamina kareler-
dir. Dolayisiyla boyle bir cisimde su dogrudur:

r<yey—r>0s I(y—r=2%) o Iz2y =2+ 22).
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Demek ki Argimet 6zelligi olan bir tam cisimde, siralama toplama ve carpmayla
ifade edilir. Dolayisiyla, Argimet 6zelligi olan tam cisimler arasindaki topla-
maya ve carpmaya saygi duyan her esleme, ayni zamanda siralamaya da saygi
duyar.

Ve j ortendir ¢iinkii S’nin her elemani bir Qg-dizisinin limitidir ve her Qg
dizisi j yoluyla bir Qg-dizisinden gelmektedir.

Simdi son olarak R ve S arasindaki bu esyapi eslemesinin biricik oldugunu
kanitlayalim. Eger ¢ ve ¢, R’den S’ye giden iki egyap1 eslemesi olsaydi,

0=p""oq,
R’den R’ye giden bir egyap: eglesmesi (otomorfizma) olurdu. 6 = Idp esitligini
kanitlamak yeterli.

6(0) = 6(0 4+ 0) = 0(0) + 0(0) oldugundan, 6(0) = 0 olmak zorundadir.
(1) =6(1-1)=0(1)-6(1) oldugundan, #(1), ya 0 ya da 1 olmak zorundadir.
Ama 6(0) = 0 oldugundan, 6(1) de 0 olamaz. Demek ki #(1) = 1. Bundan, her
n dogal sayisi i¢in (tiimevarimla) 6(n) = n ¢ikar. Ayrica,

0=6(0)=60(n+(—n)) =6(n)+06(—n)
oldugundan, her n € N igin,

olur. Demek ki, her z € Z igin,

Simdi m, n € Z ve n # 0 igin,
m=0(m)=~60(n-m/n)=0(n) -0(m/n)=n-0(m/n)

dolayisiyla,

O(m/n) =m/n.
f’nin Q tizerine 6zdesglik fonksiyonu oldugunu kanitladik. @’nin R tizerine de bir
ozdeslik fonksiyonu oldugunu kanitlayacagiz. » € R olsun. Diyelim 6(r) # r,
6rnegin r < 0(r) olsun. Q, R’de yogun oldugundan (Onsav 39.3), r < ¢ < 6(r)
esitsizliklerini saglayan bir g vardir. Simdi r < ¢ esitsizligine 6’y1 uygulayalim.
0(r) < 0(q) = q elde ederiz. Bir geligki. Teoremimiz kanitlanmigtir. O

Sonug 39.5. R’den R’ye giden ve toplamayla carpmaya saygr duyan iki fonk-
siyon vardwr: sabit O ve dzdeslik fonksiyonlars.

Kanait: Sabit 0 olmayan bir 6 fonksiyonu 1’i 1’e gétiirmek ve siralamaya saygi
duymak zorundadir (glinkii pozitif elemanlar karelerdir.) Kanit aynen yukar-
daki gibidir. O

(R, +, x) gibi 6zdeslikten baska esyap1 eslemesi olmayan yapilara matema-
tikte egilmez bikilmez yapilar (Ingilizcesi rigid) denir.



40. Dedekind Kesitleri

Gegen boliimlerde gergel sayilari, Q’den hareketle ve temel Q-dizilerini kullana-
rak yarattik. Q’den hareketle gercel sayilari yaratmanin Dedekind tarafindan
bulunmusg daha sik bir yontemi vardir.

Tammin Gerekgesi. Dedekind’in yontemi su diigiinceden kaynaklanir: Ust-
ten smirli ve bog olmayan bir kesirli sayilar kiimemiz olsun. X diyelim bu
kiimeye. X’in en kii¢iik tistsinirini yaratmak istiyoruz. Boyle bir tistsinir Q’de
olsa da olmasa da...

X+

X’in {istsinrlan kiimesine bakalim. Bu kiimeyi yukardaki sekildeki gibi X
olarak gosterelim:

XT={s€Q: herz € X igin x < s}.
Ornegin,
(0,1)" =[1,00) NQ,
(0,17 =(1,00) NQ.

Ustten siirli ve bos olmayan bir X kiimesi i¢in X+ kiimesinin hangi 6zellikleri
var?

1) X # (0 ¢linkii X’in en az bir tistsinir var,

2) Xt # Q ciinkii X bosgkiime degil,

3)Eger s€ XT ves<tise, te X",

Eger bir Y # ), Q kiimesi

(%) VsVt((s e Y ALteQAs<t)—teY)
ozelligini sagliyorsa, o zaman

X={ze€Q:heryeY icin z <y}
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kiimesi igin X =Y esitligi dogru olur. (Ahstirma.)

X’in en kiiciik iistsiri olarak X T kiimesini aday gostermek istiyoruz. Yani
tistten sinirh ve bog olmayan her X C Q igin X ™ kiimesini bir gercel say1 olarak
tanimlamak istiyoruz. Daha acik yazalim:

R={YCQ:Y #0,Qve (%)}

tanimini yapmak istiyoruz.

Yalniz burada kiigiik bir sorun var. O da su: (0, 1) ve (0, 1] araliklarimm ayni
en kii¢lik tstsinirlar var, her ikisi de 1. Oysa bu araliklarin iistsinirlar: kiimesi
(0,1)* ve (0,1]" kiimeleri degisik, biri 1’i igeriyor, digeri igermiyor. Bu iki
kiimeden birini tercih etmemiz lazim, yoksa R’de iki degisik 1 elemani olurdu!
R’nin tanimina bir kogul daha ekleyelim: Y 'nin en kiiciik elemani yoktur, yani
en biiyiik altsimirimi (eger varsa bu altsinir) igermez. (Boylece (0,1)" ve (0,1]"
kiimelerinden ikincisini segeriz.)

En biiyiik altsinirini igermeyen ve (*) 6zelligini saglayan, Qniin Y # (), Q
altkiimelerine Dedekind kesit: ad1 verilir. C)rnegin, her a € Q igin,

{eeQ:a<q}

kesirli say1 araligi bir Dedekind kesitidir. Bir Dedekind kesiti sonsuza kadar
giden bir araliga ok benzer ama kesirli sayilarda en biiyiik altsinir1 yoksa
kesirli sayilar kiimesinde bir aralik degildir. Ornegin,

{reQ:z>0vex?>2}

bir Dedekind kesitidir ama /2 kesirli bir say1 olmadigindan, kesirli sayilar
kiimesinde bir aralik degildir. Ote yandan bir Dedekind kesitinin en biiyiik
altsinir1 varsa ve bu en biiyiik altsinir a ise, o zaman Dedekind kesiti (a, c0)
araligi olmalidir.

Dedekind, gercgel sayilar kiimest R’yi Dedekind kesitleri kiimesi olarak
tanimlayacagiz.

Q'niin (*) ozelligini saglayan bir Y # 0, Q altkiimesinden, varsa en kiigiik
altsinirimi gikarirsak bir Dedekind kesiti, yani bir gercel say1 buluruz. Bu kolay
olguyu sik sik kullanacagiz bu boliimde.

40.1 i§lemler, Siralama ve Her Seyin Kaniti

Simdi bu tanimdan hareketle, boylece tanimlanmig R kiimesi iizerine topla-
may1, carpmay1 ve siralamayi tanimlayalim.
Kanitlarin bircogunu alistirma olarak okura birakacagiz.

Onsav 40.1. Ejer A, B € R ise, A+ B € R'dir.
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Kanit: A ve B boskiime olmadiklarindan, A + B de boskiime degildir el-
bette. (2)’yi kanitlayalim. (3)’ten dolay1 her Dedekind kesiti alttan sinirhdir.
a, A'nin tiim elemanlarindan daha kiigiik bir kesirli say1 olsun. b de B’nin tiim
elemanlarindan daha kiiclik bir kesirli say1 olsun. O zaman A + B ’'nin tim
elemanlari

g A

b B

a+b  A+B

a + b’den daha biiyiiktiir ve a + b sayis1 A + B kiimesinde degildir. Demek ki
A+ B # Q. (2) de kamtlandu.

(3)’ti kanitlayahm. € A+ B ve s <t € Q olsun. t'nin de A+ B kiimesinde
oldugunu kanitlayacagz.

A a a+t—s

B b

A+B
s=a+b t

a€ Avebe Bigin s =a+ b olsun. O zaman,
t=s+t—s=a+b+t—s=(a+t—s)+0b.

Ama a < a+t—s oldugundan, a+t—s € A. Demek ki, t = (a+t—s)+b € A+B.
(3) de kanitlanda.

Gelelim (4)’e... A+ B’nin bir en biiyiik altsiiri oldugunu ve bu en biiyiik
altsinirin A+ B’de oldugunu varsayalim. Bu en biiyiik altsinira v adini verelim.
Demek ki s € Avet e Biginu=s+t.

u=s+t
Ama o zaman s, A'nin en biiyiik altsinir: olur. Ciinkii s > a € A olsa,
u=s+t>a+tc A+ B

olur, ki bu da u'nun A + B’nin en biiylik altsinir1 olmasiyla celigir. Demek ki
s, A’nin bir altsinir1. s, A’da oldugundan, s, A'min en biiyiik altsimiridir. O

Demek ki iki gercel sayinin toplami da bir gercel sayidir. Bu iyi bir haber.
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Onsav 40.2. (R, +,0R) degismeli bir gruptur, yani

a. Her A, B, C e R i¢in, A+ (B+C)=(A+B)+C.

b. {¢ € Q : g > 0} bir gercel sayidir ve toplamanin etkisiz elemanidir. Bu
elemani Og olarak gosterelim.

c. Her A€ R i¢in, A+ B= B+ A= 0p esitligini saglayan bir B € R vardar.
d. Her A, BeR i¢in, A+ B=B+ A.

Kamt: Ilk iki onermenin kamti kolay, yukarda soziinti etmigtik. Sonuncusu
daha da kolay. Ugiinciisiinii kanitlayalim. Asagidaki resimden izleyebilirsiniz.
A € R verilmis.

A+B=B+A=0
esitligini saglayan bir B € R bulmaya calisiyoruz.
B = (—A)"\ {inf(—4)"}

olsun. Eger inf(—A)" yoksa, tamima gore, B = (—A)" olmak zorundadir.
Ayrica, burada —A su anlama gelmektedir:

—A={qeQ:—qe A}.

(Yani buradaki — A, gercel say1 A'nin degil, kiime olarak A’nin eksisidir. Gergel
say1 A'nin eksisini tamimlamak tizereyiz.) B’nin bir Dedekind kesiti oldugunu,
yani bir gercel say1 oldugunu ve A + B = B + A = Qg esitliginin saglandigim
gbstermeyi okura birakiyoruz. O

Asagida ¢ maddesinde varhigr gosterilen B € R, — A olarak yazilir. Ancak
bu —A, yukardaki kanittaki —A ile karigtirilmamalidir. Kanittaki —A higbir
zaman bir gercel say1 olamaz. Bundan bdyle —A hep gercel say1 —A anlamina
gelecek.

Her degigmeli grupta oldugu gibi B — A elemani, B 4+ (—A) anlamina ge-
lecek.

A—(B-C)=A-B+C

gibi her degigmeli grupta gegerli olan cambazliklar: kanitlamay1 okura biraki-
yoruz.
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0 ¢ A durumunda B = (-A)*\ {inf (-A)*}:

0 A
—A 0
_ : s
0 (-A)*

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (-A)* kiimesinde olmayabilir.

0 € A durumunda B = (=A)*\ {inf (-A)*}:

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (—A)* kiimesinde olmayabilir.

Carpmaya gelmeden Once siralamayi tanimlayalim. Eger A, B € R ise, < ikili
iligkisini altkiime iligkisi olarak tanimlayalim:

A<B&s ACB.

Ornegin, tamimdan dolay: max{A, B} = ANB. Ama dikkat, sonsuz tane gercel
sayimin kesigimi bogkiime olmasa bile bir gercel say1 olmak zorunda degildir,
¢linkii sonsuz kesigim en kiigiik iistsinir1 igerebilir, 6rnegin,

(M{e€Q:q>-1/n} ={geQ:q>0},

n—1

ve solda kesigimi alinan kiimelerin her biri bir gergel say1 olmasina kargin,
sagdaki - en biiyiik altsinir1 olan 0’1 icerdiginden - bir gercel say1 (yani Dede-
kind kesiti) degildir. Ama boyle bir kesigimden - eger bogkiime degilse - iginde
olma ihtimaline karsi, en biiyiik altsinir1 atarsak, o zaman bir gergel say1 elde
ederiz. Bu, birazdan 6nemli olacak

Onsav 40.3. Yukarda tamamlanan < iliskisi, R dizerine bir tamsiralamadar,
yani her A, B, C € R i¢in,

a. A< BuveB<(Cise A<C.

b. A< Buve B<Aise A= B.

c. A<A.

d. Ya A< B ya da B < A.

Kanit: Okura birakilmistir. O

Bu arada,
lr<A<0e€B
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Onermesinin dogruluguna da dikkatinizi ¢ekeriz.

Simdi carpmay1 tamimlayalim. Carpmanin tanimi ne yazik ki toplamanin
tanimi kadar sade degil.

A, B € R olsun. Eger A > Or ve B > Oy ise,
AB ={ab:a € A,bc B}

olarak tanimlansin. Diger durumlarda tanim soyle:
Eger A <0g ve B > O ise, AB = —((—A)B).
Eger A > Or ve B < Og ise, AB = —(A(—B)).
Eger A > Ogr ve B < Og ise, AB = (—A)(—B).

Onsav 40.4. Eger A, B € R ise, AB € R’dir.

Kanit: Onsavi sadece A > Ogp ve B > Op durumu icin kamtlamak gere-
kiyor; diger durumlar bundan g¢ikar. Bu durumu da okura aligtirma olarak

birakiyoruz. Kesirli sayilar hakkinda her seyi bildiginizi varsayabilirsiniz el-
bet. O

Onsav 40.5. i. Her A, B, C € R i¢in, A(BC) = (AB)C.
ii. {¢ € Q : g > 1} bir gercel sayudir ve ¢arpmamin etkisiz elemanidir. Bu
elemans 1g olarak gosterelim.

iii. Her A € R\{Or} i¢in, AB = BA = 1y esitligini saglayan bir B € R\ {Or}
vardar.
iv. Her A, B € R i¢in, AB = BA.

Kanit: Ilk iki ve sonuncu énermelerin kamti oldukea kolay. Uciincii 6nermeyi
ise A > Op icin kamitlamak yeterli. (Neden?) Kanitlayalim.

1 ¢ A durumunda B = (1/A)* \ {inf (1/A)*}:

l—

oS T+ O

1/A

1
1
1

__O_Q

inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.

1€ A durumunda B = (1/A)*\ {inf (1/A)*}:
0

1 A
o
1/A 1

&
inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.

|

+o
-
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A > Og bir gergel say1 olsun. AB = BA = 1y esitligini saglayan bir B € R
bulmaya ¢aligiyoruz.

B = (1/A)" \ {inf(1/A4)"}
olsun. (Bkz. yukardaki gekil.) Burada 1/A su anlama gelmektedir:
1/A={qeQ:1/qe A}.

(Yani gergel say1 A'min degil, kiime olarak A’nin tersini aliyoruz. Gergel say1
A’nin tersini tamimlamak {izereyiz.) B’nin bir Dedekind kesiti oldugunu, yani
bir gercel say1 oldugunu ve AB = BA = 1y esitliginin saglandigini gostermeyi
okura birakiyoruz. O

Sonug 40.6. (R\ {Or}, X, 1r) degismeli bir gruptur.
Simdi de toplamayla carpma arasindaki yegane iligki olan dagilma 6zelligi:
Onsav 40.7. Her A, B, C € R icin, A(B+ C) = AB + AC.

Kanit: Son derece basit. Bir kiimeden bir eleman alip bu elemanin diger
kiimede oldugunu gostermek gerekiyor. Bu da Q’deki dagilma o6zelliginden
hemen cikar. O

Sonug 40.8. (R\ {Or},+, X, O, 1r) bir cisimdir.
Beklenildigi gibi R cismi siralidir:

Onsav 40.9. (R, +, x, <,0gr, 1) swrale bir cisimdir, yani her A, B, C € R

1¢IN, B
i. A<Bise A+ C<B+C.
ii. A< BoveOgp <C ise AC < BC.

Kanit: Okura birakilmigtir. O
Simdi R’nin en 6nemli 6zelligini gorelim:

Onsav 40.10. Eger ) # S C R ise ve S’nin bir istsiniry varsa, o zaman
S'nin en kuctk tstsinire vardr.

Kanit: Onsav 40.3'ten hemen 6nce gelen tartigma bu kanitta énemli olacak.
S C R, bos olmayan ve iistsinir1 olan bir altkiime olsun.

W

§’den elemanlar  $’nin bir tistsinir
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X € R, S’nin bir tistsiir: olsun. Demek ki her A € S i¢in, X C A. Dolayisiyla

Xc()A
AeS
Soldaki ifadeye U diyelim:
U= () A
AeS

X’i igerdiginden, U bogkiime degil. Ama gene de U bir Dedekind kesiti, yani
gergel say1 olmayabilir, ¢linkii en biiylik altsinirim igerebilir. V = U \ {inf U}
olsun. V bir gergel sayidir. V’nin sup .S oldugunun kanitini okura birakiyoruz.

0

Demek ki Teorem 38.8’¢ gore R tamdir ve Argimet 6zelligini saglar. Do-
layisiyla Teorem 39.1’e gore gegen yazilarda tanimlanan R’yle esyapisaldir.
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41. Bolim Cisimleri ve
Yerellestirme

41.1 Ornekler

Bolume oOrneklerle baglayalim, ne yapmak istedigimizi en iyi orneklerle anla-
tabilecegiz.

Ornekler.

41.1.

41.2.

41.3.

Tamsayilar kiimesi Z degismeli bir halkadir!, ama bir cisim degildir, ¢iinkii bir cisimde,
cismin tanimi geregi, 0’a esit olmayan her elemanin ¢arpimsal tersi olmalidir ve Z’de
0’a esit olmayan her elemanin garpimsal tersi yoktur. Ornegin 2’nin ¢arpimsal tersi olan
(va da olmas1 gereken) 1/2 sayis1 Z’de degildir. Daha dogru (yani daha matematiksel)
bir ifadeyle, Z’de 2z = 1 denklemini ¢6zemeyiz.

Ote yandan kesirli sayilar kiimesi Q, tamsayilar iceren bir cisimdir?, hatta Q, su anlamda
tamsayilar igeren cisimlerin en kiigiiglidiir: Tamsayilar: iceren her cismin icinde Q’niin
bir “kopyas1” bulunur. Bu ifadeyi yazinin en sonunda daha anlamli bir hale getirecegiz.
Simdilik sezgilerimizle yetinelim.

p € Z sabit bir asal olsun. p elbette Z’de tersinir degildir, ¢iinkii

1/p ¢ Z.

Simdi,

Zpy ={a/p" :neN,a € Z}
olsun. Kolayca gortilecegi tizere, Z, kiimesi toplama, ¢ikarma ve garpma iglemleri altinda
kapalidir, ayrica 1’i de igerir, yani bir halkadir. Bu halkanin tersinir elemanlari, bir n € Z
igin £p™ biciminde yazilan sayilardir.
Z(py, belli ki, Z’yi igeren ve p'nin tersinir oldugu “en kiigiik” halkadir. “En kiigiik halka”
ifadesinin ne demek oldugunu yazinin en sonunda matematiksel olarak aciklayacagiz.

Katsayilar: tamsayilar olan polinomlari ele alalm. Bu polinomlarin kiimesi Z[X] olarak
yazilir.

X241

X -1

tiirtinden ifadeler Z[X]’te degiller. Polinom olmasalar da bu tiir ifadeler matematikte sik
sik kullanilirlar. “Kesirli sayilar”dan esinlenerek bu tiir nesnelere kesirli polinom adini

"Yani her x ve y icin zy = yx esitligi gegerlidir.
%Yani hem degigmeli bir halkadir hem de 0 diginda her elemanin ¢arpimsal bir tersi vardir:

Her = # 0 igin, xy = 1 esitligini saglayan bir y vardir.
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verelim. Bir kesirli polinom, tamimi geregi, f, g € Z[X] ve g # 0 igin, f/g bi¢iminde
yazilan bir terimdir. Kesirli polinomlar kiimesi Q(X) olarak (Z(X) degil!) gosterilir:

QX)={f/g9: f g €Z[X] ve g#0}.

Basit ama 6nemli bir olgu: Eger fk = gh ise, f/g kesirli polinomu h/k kesirli polinomuna
esittir. Bunun tersi de dogrudur: Eger

flg=nh/k

ise, fk = gh esitligi de dogrudur.
Kesirli polinomlar kiimesinde toplama, c¢ikarma ve garpma yapmasini okur herhalde
biliyordur:

flg+£h/k = (fk+gh)/gk ve (f/g) x (h/k) = fh/gk.
Boylece tanimlanan toplama, c¢ikarma ve carpma iglemleri altinda, kesirli polinomlar
kiimesi bir halkadir. Hatta halkadan ote, bir cisimdir de: f/g # 0 ise, bu kesirli polino-
mun garpimsal tersi g/ f kesirli polinomudur.
Her f polinomunu f/1 bigiminde yazarsak, her polinomun ashinda kesirli bir polinom
oldugunu anlariz. (Her tamsay1 da ayni zamanda kesirli bir sayidir.)
Ne yaptik? Z[X] polinom halkasin1 Q(X) diye bir cismin i¢inde soktuk. Daha ¢énce de Z
halkasini benzer bigimde Q cisminin igine sokmustuk.
Katsayilar: kesirli sayilar olan polinom halkasi Q[X] olarak yazilir. Su S kiimesine ba-
kalim:

S={f(X)/X": feQX],neN}

S, elbette Q(X) cisminin bir altkiimesidir ve Q[X] halkasim igerir (f(X)/X™ ifadesinde
n = 0 aln.) Ayrica, toplama, gikarma ve ¢arpma altinda kapali oldugundan S bir
halkadir. Bu halkada X tersinirdir, ¢linkii 1/X € S. Dikkatle incelenecek olursa, S’nin,
bir anlamda, X’in tersinir oldugu ve Q[X]’i iceren en kiiciikk halka oldugu kolaylikla
anlagilir. S’de, 6rnegin 1 + X tersinir degildir. (Neden?)

41.2 Amag

Bu 6rneklerden sonra yazinin amacini aciklayalim. Amacimiz, degismeli bir
R halkas1 ve bu halkanin bir A altkiimesi verildiginde, A'nin elemanlarinin
iginde tersinir oldugu R’yi altkiime olarak iceren bir halka bulmak ve bunu
en ekonomik bicimde yapmak. Uygulamada en ¢ok, R’nin bir bolge oldugu,
yani A'nin R\ {0} olabilecegi durum kullanilir.

Bulmak istedigimiz bu halkay1 R4 olarak yazalim. R4’dan Gzetle sunlar isti-
yoruz:
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i. R4, R’yi igeren bir halka olsun.

ii. R < R4 olsun. Yani her iki halkanin da birim elemanlar1 ayni olsun ve
her z, y € R icin, x + y ve xy’nin degerleri, R’de de hesaplansa, R4’da da
hesaplansa ayni olsun.

iii. A'nin her elemam R4’da tersinir olsun.

iv. R4’da sadece yukardaki ozellikleri saglayacak kadar eleman olsun, ge-
reksiz elemanlar olmasin. (Bunu daha matematiksel bir bi¢cimde de séyleyebi-
lirdik, yazinin sonunda soyleyecegiz de.) Yukardaki dort érnekte R, A ve Ra
sOyle:

a. R=7, A=7\{0} yada A= {Z'nin asallar1 } ve R4 = Q. b. R=1Z
ve A= {p} yada A= {p":n€Z}ve Ry =Ly,

c. R=Z[X], A=7Z[X]\ {0} ve R4y = Q(X).

d. R=Q[X],A={X}yada A={X":ne€Z}ve Ry=S.

41.3 Arayis

Bir an icin diledigimiz gibi bir R 4 halkasinin varoldugunu varsayip bu halkanin
ne menem bir gey oldugunu anlamaya caligalim. Ancak R4’'nin ne menem bir
sey olmasi gerektigini anladiktan sonra R4 halkasini insa edecegiz.

Sunu da belirtelim ki, illa yukardaki 6zellikleri saglayan R4 diye bir halka
olmak zorunda degildir. Béyle bir R4 halkasi olmayabilir de... R 4'nin varlig ve
yoklugu A’ya gore degisebilir, baz1 A’lar icin olabilir baz1 A’lar icin olmayabilir.
R verildiginde, R4 halkasinin hangi A’lar i¢in oldugunu da bulacagiz.

Eger A = () ise, R4 = R alirsak problemi ¢ozmiig oluruz. Bundan boyle
A # () olsun.

Eger a € A ise, a, R4 halkasinda tersinirdir, ¢iinkii 0yle olsun istiyoruz.
a’nin R4 halkasidaki tersini, aligildigi iizere, a~! ya da 1/a olarak gosterelim.

A’nin elemanlar1 R4 halkasinda tersinir olduklarindan, A’nin higbir a ele-
mani (ne R’de ne de Ry4’da) bir sifirbolen olamaz, yani ab = 0 ise b = 0
olmak zorundadir. Iste bunun kaniti:

0=a"'0=0a"Y(ab) = (¢ ta)b=1b=b.

Demek ki 0 eleman1 da A’da olamaz.

Bundan boyle A'min higbir elemaninin sifirbélen olmadigimi varsayalim
(yoksa istedigimiz ozellikleri saglayan bir R4 halkasi bulamayiz.)

Eger r € R ise, r € Ry olmali, ¢linkii R4'nmin R’yi igermesini istiyoruz.
Demek ki her r € R ve a € A igin, R4 halkasinda r ile 1/a elemanlarim
carpabilmeliyiz. R4 halkasinda olmasi gereken bu garpimi r/a olarak yazalim.
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Elbette

r/a=ra"",

a(r/a) =r

s(r/a) = (sr)/a

gibi esitlikler R4 halkasinda saglanmali.

Bir halka oldugundan, R4’min r/a bigiminde yazilmig elemanlarim top-
layip carpabilmeliyiz. r/a ve s/b elemanlarmin bir halkada nasil toplamp
carpilmalar: gerektigi belli: Halkanin en basit 6zelliklerinden,

r/a+s/b= (rb+sa)/abve r/ax s/b=rs/ab

cikar.

Yukardaki ii¢ formiile bakarsak, a, b € A ise, ab'nin de A’da olmasinin ya-
rarlarini goriiriiz, ¢linkii o zaman yukardaki ii¢ iglemin herbirinin sonucunun
paydasinda hep A’nin elemanlar1 olmus olur. Zaten, eger A carpma altinda
kapali degilse, A yerine A’nin elemanlarimin tiim sonlu ¢arpimlarinin kiime-
sini alarak, A’'min carpma altinda kapali oldugunu varsayabiliriz, c¢linkii bu
sonlu carpimlar da R 4’da tersinlenmeli. Bundan béyle A'nin gergekten carpma
altinda kapali oldugunu varsayalim. Yeni A’nin da, eski A gibi, sifirbolen
igermedigini dikkatinize sunarim.

A artik carpma altinda kapali oldugundan, yukardaki formiillerden,

{rfa:r e R,ac A}

kiimesinin toplama, cikarma ve carpma altinda kapali oldugunu anlariz.
Biitiin bunlari, R 4’nin oldugunu varsayarak yaptik. Sezgilerimizle, R4 hal-
kasinin, eger varsa, yukardaki gibi bir kiime olmasi gerektigini goérdiik. Demek
ki R4 adayimiz,
{rfa:r € R,ac A}

kiimesi olmali.

Bu, hemen hemen dogru, ama tam dogru degil, ¢linkii R halkas1 bu aday
kiimenin bir altkiimesi olmayabilir. Nitekim, R’nin her elemani illa belli bir
r € R ve a € A i¢in r/a bigiminde yazilmak zorunda degil. Ama 1’i de A'nin
icine atarsak, yani eger A yerine A U {1} kiimesini alirsak, o zaman, r = r/1
esitliginden, R’nin aday kiimenin bir altkiimesi oldugu anlagilir. (Ayrica A'nin
sifirbdleni olmama ve garpma altinda kapali olma 6zellikleri hala korunur.)

Bundan boyle A C R, sifirbdleni olmayan, ¢arpma altinda kapali olan ve
1’i igeren bir kiime olsun. O zaman R4 halkasi, eger varsa,

{r/fa:r € R,a € A}
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olmali. Toplama, ¢ikarma ve ¢arpma da yukarda agiklandigi gibi olmali.

Olmali ama r/a diye bir eleman yok ki evrenimizde! Kendinizi tamsayilar
bilen ama kesirli sayilarin ne demek oldugunu bilmeyen bir ¢cocuk yerine koyar-
sanz ne demek istedigimi anlarsimz. 2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmaliyiz,
¢linkii elimizde sadece r ve a diye nesneler var, r/a diye bir nesne yok.

Adma “r/a” diyecegimiz nesneler yaratmaliyiz, yaratacagiz da, yaratmasi
da kolay. Bunun igin adina r/a diyecegimiz yepyeni, daha énce olmayan soyut
seyler yaratmak yeterli!

Eger biitiin r/a elemanlar1 birbirinden degisik olsalard: gercekten de boyle
yapardik. Ama, Oyle degil, 6rnegin, eger b € A ise,

r/a = (rb)/(ab)

olmak zorunda. S6ziinii etmek istedigimiz sorun su: R4 halkasiin bir r/a ele-
mani, s # r ve b # a i¢in aym halkanin s/b elemanina esit olmak zorunda
olabilir ve o zaman soyut r/a ve s/b elemanlar1 yaratmak bu esitligi gézardi
eder ve esit olmalar1 gereken r/a ve s/b birbirine esit olmaz... Bilmem anlata-
bildim mi?

R4 halkasmin bir r/a elemani ne zaman ayni halkanin bir s/b elemanina
esit olur, daha dogrusu olmak zorunda kalir? r/a = s/b esitligini ab’yle car-
parsak, R’de gecerli olan rb = sa esitligini buluruz. Bunun tersi de dogrudur:
Eger R’de rb = sa esitligi saglaniyorsa, o zaman R4 halkasinda, bu esitligi
ab’ye bolerek, r/a = s/b esitliginin gegerli oldugunu anlariz.

Simdi artik R4 halkasinin elemanlarinin ne olmasi gerektigini agag1 yukari
biliyoruz. Yukardaki bilgileri bigimsellestirmeliyiz, yani bildiklerimizi matema-
tikceye cevirmeliyiz.

41.4 Plan

Yukardaki uzun tartigmadan sonra R4 halkasini yaratacak plani kuralim. R4
halkasinin r/a elemanlarim yaratacagiz. Evrenimizde r/a diye elemanlar yok
ama (r,a) diye ciftler var, bunlar R x A kiimesinin elemanlari. R4 halkasinin
r/a elemanin (r,a) ¢ifti olarak gérmek istiyoruz.

Ama o zaman da yukarda sozettigimiz sorun gikacak karsimiza: (r,a) ¢ifti,
(s,b) ciftine esit olmayabilir ama R4 halkasinda r/a = s/b esitligi boy goste-
rebilir. O zaman da esit olmalar1 gereken (r,a) ve (s,b) ¢iftleri birbirine esit
olmazlar. Biz de esit olmasini istedigimiz bu giftlere birbirine denk ciftler
diyelim ve bunu = olarak yazalim. Matematiksel tanim az sonra.
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41.5 Matematiksel Tanimlar

Nihayet matematik yapabilecegiz. Yukarda soylenen her geyi unutun, daha
dogrusu unutmus gibi davranin! Bagtan baghyoruz. Once tanimlar.

R bir halka. A, R’nin ¢arpma altinda kapali, 1’i iceren ama 0’1 igermeyen
(dolayisiyla sifirbolen de igermeyen) bir altkiimesi.

Eger (r,a), (s,b) € R x A ise,

(r,a) = (s,b)

iligkisini,
rb = sa

olarak tanmimlayalim ve bu durumda (r, a), (s, b) elemanlarina birbirine denk
diyelim. Bu denklik daha sonra r/a = s/b olarak yorumlanacak, ama daha
degil. Demek ki,

(r,a) = (s,b) & rb = sa.
Omnsav 41.1. R x A kiimesi tizerine,

(r,a) = (s,b) & rb = sa
olarak tanwymlanan iliski bir denklik iliskisidir.

Kanit: Once (r,a) = (r,a) iliskisini kanitlayalim. Tanima gére, bu, mate-
matigin en dogru esitliklerinden biri olan ra = ra anlamina gelir.

Simdi (r,a) = (s,b) ise (s,b) = (r, a) esitligini kanitlamaliy1z. Bu ¢ok kolay,
okura birakiyoruz.

Son olarak, (r,a) = (s,b) ve (s,b) = (t,c¢) iligkileri gegerliyse (r,a) =
(t,c) iligkisini kanitlamaliy1z, yani rb = sa ve sc¢ = tb ise r¢ = ta esitligini
kanitlamaliy1z. Kanitlayalim:

(re)b = (sa)c = (sc)a = (tb)a = (ta)db

esitliginden,
(re—ta)b=0

elde ederiz. b, A’da oldugundan sifirb6len olamaz. Bu esitlikten r¢c — ta = 0,
yani rc = ta c¢ikar. O

Eger (r,a) € R x A ise, [r,a] kiimesini, (r,a) elemanmin denklik sinifi
olarak tanimlayalim:

[r,a) = {(s,b) € Rx A: (r,a) = (s,b)} ={(s,b) € R x A:br = as}.
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Her [r, a]'min R x A kiimesinin bir altkiimesi oldugunu unutmayalim. Ornegin,
1,1] = {[a,a) s 0 € A},
[0,1] ={[0,a] : a € A}
ve her r € R, a, b € A i¢in (br,ba) € [r,ad]

Sonug 41.2. R x A’nin [r,a] ve [s,b] altkiimeleri ya birbirine esittir ya da iki
ayrik kumedir. Yani her,

(r,a),(s,b) e R x A

icin, ya [r,a] = [s,b] ya da [r,a] N [s,b] = 0’dir. Ayrica birinci sik ancak ve
ancak (r,a) = (s,b) ise mimkindiir.

R4 kiimesini (R x A)/ = bolim kiimesi olarak tanimlayalim.
Ry=(Rx A)/ =={[r,a] : 7 € R,a € A}.

Tlerde, Ro'nmn 7/a elemam [r, a] olarak tammlanacak.

Daha R4 iizerine hicbir iglem tanimlamadik, R4 heniiz sadece safkan bir
kiime. Islemleri simdi tammhiyoruz: (r, a), (s, b) € Rx A olsun. [r, a]+[s, b] ve [r, a]x
[s,b] iglemlerini tammlayacagiz. Eger [r,a]'nin r/a ve [s,b]'nin s/b anlamina
gelecegini hesaba katarsak, tamimlarin nasil olmasi gerektigi belli:

[r,a] +[s,b] = [rb+ sa,ab]

[r,a] x[s,b] = [rs, ab].

Yalniz bu tanimlarda énemli bir sorun ¢ikabilir. Ornegin toplamanin taniminda
sOyle bir sorun c¢ikabilir:

[r,a] = [r',d'] ve [s,b] = [, V]

olabilir ve o zaman yukarda tammlanan [r,a] + [s,b]'nin [r';a’] + [¢/,V] ele-
manina esit olmasi gerekir, ki toplama iglemi gercekten hakkiyla tanimlanmis
bir iglem olsun, ne de olsa birbirine egit elemanlar toplandiginda toplamlar
farkli ¢itkmamali! Bir sonraki énsav bunun bir sorun olmadigini séyliiyor:

Onsav 41.3. (r,a), (r',d"), (s,b), (s',0') € R x A olsun. Eger
[r,a] = [r', a'] ve [s, b] = [¢, V]
18e 0 zaman
[rb + sa, ab] = [r'V + s'd’, d'V] ve [rs,ab] = [r's', d'b'].

olur.
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Kanit: Son derece basit, sadece tanimlar1 uygulamak yeterli. Kolay kaniti
okura birakiyoruz. O

Artik yukarda onerdigimiz gibi,
[r,a] + [s,b] = [rb+ sa, ab]
[r,a] X [s,b] =[rs, ab.
toplama ve carpma tanimlarini yapabiliriz, buna hakkimiz oldugunu gérdiik.

Onsav 41.4. R4 kiimesi yukardaki islemlerle bir halkadur. [0, 1] elemans topla-
mamn etkisiz eleman, [1,1] ise ¢arpmanin etkisiz elemanadar. [—r, a] eleman
[r,a] elemaninin toplama i¢in tersidir. Ayrica ejer a € A ise, [a,1] elemam
halkada tersinirdir ve bu elemanin tersi [1,a] elemanadar.

Kanit: Sadece tamimlar: uygulamak yeterli. O

Simdi geriye R’'nin R 4 halkasinin bir altkiimesi oldugunu kanitlamak kaliyor.
Ama bu yanhg! Hatta R ile R4 kiimeleri ¢ogu zaman kesigmez bile.

Evet, R, R’'nin bir altkiimesi degil ama, R’ye ¢ok benzeyen bir althalka var
Ry’da: [r,1] turiinden yazilan elemanlarin kiimesi R4’'nin R’ye gok benzeyen
althalkasidir. Nitekim, her r, s € R igin,

1] 15 1] = [+ 5,1
[r, 1][s,1] = [rs,1].
Goriildiigi gibi, R’deki toplama ve carpma islemleri aynen R4’nin
{[r,1]:r € R}
kiimesine yansiyor.

Onsav 41.5. i : R — Ry fonksiyonu i(r) = [r, 1] kurahyla tanamlanmas olsun.
O zaman,
a. v birebirdir.
b. i toplamaya ve ¢carpmaya saygr duyar, yani, her r, s € R icin,
i(r+s)=1i(r)+i(s),
i(rs) =i(r)i(s).
c. i, R halkasinin birim elemaniny R halkasinin birim elemanina gotirir.

Kanit: Sadece tanmimlar: uygulamak yeterli. O

Yukardaki b ve ¢ kosullarimi saglayan bir fonksiyona halkalarin esyapz
fonksiyonu adi verilir. (¢ kogulu kiigiimsenmemelidir!)
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Yukardaki onsavi dikkate alarak, bundan béyle R’nin r elemaniyla R 4’nin
i(r) eleman: arasinda bir fark gozetmeyecegiz. Bir bagka deyisle, R4 kiime-
sinden i(R) altkiimesini kesip, onun yerine R kiimesini koyacagiz, yani i(R)’le
R’yi 6zdeslestirecegiz. Boylece R 4’dan [r, 1] elemanim silip yerine r’yi koymus
oluruz ve R yapay yolla da olsa R4’'nin bir altkiimesi olur. Bu yéntemle A'nin
elemanlar1 R 4’da tersinir oldular:

at =[1,a.
Bunun sonucu olarak
[r,a] = [r,1][1,a] = ra ™t =7/a
yazabiliriz. Demek ki,
Ra={r/a:r € R,ac A},

tam istedigimiz gibi bir halka.

Burada agiklanmasi uzun siirecek geometrik nedenlerden, R4 halkasina
R’nin A’da yerellestirilmigi ad1 verilir. Eger R bir bolgeyse, yani zy = 0
esitligi * = 0 ya da y = 0 egitliklerinden birini gereksindiriyorsa, bir iist
halkada tersinlemek istedigimiz A kiimesi yerine R \ {0} alabiliriz. O zaman,
R4 bir cisim olur (neden?) ve bu durumda R4 cismine R’nin bélim cismi
(field of fractions) adi verilir.

Eger R bir bolgeyse ve p € R bir asalsa [yani her = ve y igin, p, xy’yi
boldigiinde p ya z’i ya da y’yi boliiyorsa, A = R \ pR olabilir. Kolayca
goriilecegi iizere, 1 € A’dir ve p asal oldugundan, A carpma altinda kapalidir.
Ornegin eger p, Z'nin ya da Q[X]in bir asalysa,

{a/n € Q:a,n € Z,ebob(p,n) = 1}

ve

{a/be Q(X) :a,be Q[X],ebob(p,b) =1}

bu tiir yerellegtirilmis halkalardandir. Ek 2 42’de ayn1 seyi degismeli olmayan
halkalar tizerinde deneyecegiz.

41.6 En Kiiciikk Ne Demek?

Simdi R’nin bir bélge oldugunu varsayalim ve R’nin boliim cisminin neden
ve hangi anlamda R’yi iceren en kiiclik cisim oldugunu matematiksel olarak
aciklayalim.
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Teorem 41.6. R bir bolge olsun ve F', R’nin yukarda insa edilen bolum cismi
olsun. K herhangi bir cisim ve

p:R—= K

herhangi bir birebir esyapi fonksiyonu olsun (yani ¢ toplamaya ve ¢arpmaya
saygr duysun.) O zaman, her r € R igin,

esitliging saglayan bir ve bir tane birebir
v F—>K

esyapr fonksiyonu vardwr. Ayrica, yukardaki ozelligi saglayan ve R’yi iceren
her F' cismi, Fye esyapisal olmak zorundadar.

Kanit: Herhangi bir a € F alahm. o’y1, r, s € R olmak fiizere, /s olarak
yazabiliriz: a = r/s. Demek ki sa = r. Eger s6z edildigi gibi bir ¢ : FF — K
esyap1 fonksiyonu varsa, o zaman,

p(r) = (r) = p(sa) = P(s)p(a) = ()P (a)
olmali, yani,
p(a) = p(s) " e(r)
olmali, bagka secenek olamaz. Demek ki sOylendigi gibi bir v varsa ancak bir
tane olabilir. Simdi ¢’nin varligim1 kantlayalim. Elbette, ¢’yi g0yle tanimla-

yacagiz: Herhangi bir « € F alahm. o’y1, 7, s € R olmak iizere, /s olarak
yazalim: a = r/s. Burada s'nin 0 olamayacagina dikkatinizi ¢ekerim. Simdi,

Pla) =p(s)lo(r) e K

olsun. Bu tanimin matematiksel acidan sakincali olmadigini gosterelim.
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Her seyden oOnce, ¢(s) € R < K. Eger ¢(s) = 0 olsayda,

olurdu ve birebirlikten dolay1 s = 0 olmak zorunda olurdu, ki bunun dogru
olmadigini biliyoruz. Demek ki s # 0 ve K’da j(s)'nin tersi vardir, yani
oldugundan ve K bir cisim oldugundan, ¢(s)~!, K’dadir. Dolayisiyla K’'nin
©0(s)7Lp(r) elemanindan sézedebiliriz.) Ama bu yetmez. Tanimin gercekten
iyi bir tamim oldugunu kanitlamaliyiz. Yani ¢(s) " 'o(r) gercekten K'nin bir
elemani.
Daha bitmedi. Eger
a=r/s=r1"/s

ise,

-1 -1

p(s) " p(r) = o(s) ()

olmali ki, ¢’nin Onerilen tanimi bize ¢eligik sonuglar vermesin. (Burada r, s,
r’, s € R ama s, s # 0.) Bunu hemen kanitlayahm: R halkasinda s'r = r's
esitligi gegerli oldugundan, her iki tarafa da ¢’yi uygularsak,

esitligi gikar.

Simdi ikinci kismi kanitlayalim. R’yi igeren F’ cismi aynen teoremin birinci
kisminda belirtilen 6zellige sahip olsun. Idg, R’den R’ye giden 6zdeslik fonk-
siyonu olsun: Her r € R i¢in, Idg(r) = r.

Simdi teoremin birinci kisminda K yerine F’ ve ¢ yerine Idg alahm. O
zaman her r € R igin,

P(r) =Idg(r) =r

esitligini saglayan birebir bir

i F— F'
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esyapl fonksiyonu vardir.
Ikinci olarak F' ile F’ cisimlerinin rollerini degistirelim. Varsayima gore,
her r € R igin,
P'(r) =1dg(r) =r
esitligini saglayan birebir bir

W P — F

egyap1 fonksiyonu vardir.
Demek ki,
Yo : F— F

egyap1 fonksiyonu, her r» € R i¢in,

W oy)(r)=r

esitligini saglar. Ama Idgp : F — F 06zdeglik fonksiyonu da her r € R i¢in bu
esitligi saglar. Bu esitligi saglayan fonksiyonun biricikliginden dolayn,

Y otp =1Idp

esitligi gecerlidir. 1)’ o1) yerine ¢’ o) : F' — F’ egyap1 fonksiyonunu ele alacak
olursak, ayni sekilde
Yoy =1dp

esitligini elde ederiz. Bundan da v ’'nin birebir ve orten, yani bir egyap1 eslemesi
oldugu cikar. O

Boliim cisminin yukardaki teoremde yazilan 6zelligi goriildiigii gibi bolim
cisminin esyapisalligini belirliyor. Bu 6zellik, “evrensel 6zelliklere” bir 6rnek-
tir. “Evrensel ozelliklere” cebirde daha cok rastlayacagiz. Benzer sonug ye-
rellestirilmis R4 halkalar: igin de gegerlidir. Bu sonucu yazmay: ve kanitlamay1
okura aligtirma olarak birakiyoruz.
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Gegen boliimde, bir bolgenin boliim cismini tanimlamig ve var etmistik: Eger R
bir bolgeyse, R'nin 0 digindaki elemanlarinin tersinir oldugu en kiiciik halkay1
(aslinda cismi) bulmustuk.

Bir R halkasinin bolge olmasi icin iki kogul gereklidir:

Her xz,y € R i¢in xzy = yx,

yani halka degismelidir, ve
Her z,y € R i¢in, xy = 0 1se ya v =0 ya da y = 0’der. Yani 0

eleman halkanwn tek sifirbolenidir.

Bu boliimde, Ek 41’de yaptigimizin benzerini degigmeli olmayan halkalarda
yapmaya calisacagiz. Her zaman bagarili olamasak da basarili olmamiz igin
yeterli kogulu gorecegiz.

Ikinci kosuldan vazgegemeyiz ¢iinkii R'nin 0 digindaki elemanlarinin daha
biiyiik bir halkada tersinir olmalari i¢in bu kogul illa ki gereklidir. Ama eger
birinci koguldan vazgeciyorsak, ikinci kogulu gliglendirmemiz gerekir. Bundan
boyle, her x, y eleman: igin,

zy =0 ya da yr =0 ise, ya x =0 ya da y = 0’ duwr

kogulunu saglayan R halkalarinda galigalim.

Oyle bir D halkas1 bulacagiz ki,
1. R, D’nin bir althalkas: olacak,
2. R'nin 0 disindaki her eleman1 D’de tersinir olacak?,
3. Her d € D icin d = s~ 'r kosulunu saglayan 7, s € R elemanlar olacak. (s
tabii ki 0 olamaz.)

Son iki 6zellikten D’nin 0 olmayan her d elemaninin tersinir oldugu c¢ikar.
Nitekim, eger r, s € R icin d = s~ !r ise, r # 0 olur, dolayisiyla D’de r’nin

tersi olan r~! vardir ve r~'s eleman1 D’dedir. Kolayca goriilecegi iizere bu r~'s

'Burada, bir £ € D elemaninin tersinir olmasi demek, hem zy = 1 hem de yz = 1
esitliklerini saglayan bir y € D olmasi demektir
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elemani d’'nin tersidir. 0 olmayan her elemaninin tersinir oldugu bu tiir halka-
lara boliim halkasi denir. Bir boliim halkasinin cisim olmasi i¢in ¢carpmanin
degiskenligi yeter ve gerek kosuldur (neden?)

Yukardaki (3) kosulu yerine su kosulu da alabilirdik:
3’. Her d € D icin d = rs~! kosulunu saglayan r, s € R elemanlar1 olacak.
R, illa degiskenli bir halka olmadig i¢in (3) ve (3’) kogullar1 birbirlerine denk
olmayabilirler, yani birinin dogru olmasi, digerinin de dogru oldugu anlamina
gelmeyebilir, nitekim gelmez de.

D’yi insa etmek icin daha Onceki boliimde kullandigimiz yontemi dene-
yecegiz. D’nin s~1r elemanin (r, s) ikilisi olarak gosterecegiz ve R x R\ {0}
kiimesi tlizerinde = ikili iligkisini, insa edecegimiz D’de

1

(r,s) = (t,u) & s r=u"'t

denkligi dogru olacak bicimde tanimlayacagiz. Yalniz sag taraftaki

slr=ult
kogulu heniiz var olmayan ve daha sonra, ancak D’yi inga ettigimiz zaman
1 ve u=! elemanlarmi kullaniyor. R degiskenli bir halka
oldugunda, dogru olmasi gereken

var olacak olan s~

sy =u 't < ur = st

denkligini kullanip, = ikili iligkisini,
(r,s) = (t,u) < ur = st

olarak tamimlamistik. Ama artik R’nin degigskenli bir halka oldugunu var-
saymiyoruz. Dolayisiyla ciddi bir sorunla kars1 karsiyayiz. s~'r = u~!t ko-
suluyla egdeger olan ama R’nin elemanlari kullanilarak ifade edilebilen bir
esitlik ariyoruz.
s7lr = u™ !t esitliginde s’yi diger tarafa gecirip hic olmazsa s~! teriminden
kurtulabiliriz:
sTlr=ult o r=su"t.

Simdi r = su~!t iligkisinden R’de olup olmadigindan emin olmadigimiz u ="

terimini atmanin bir yolunu bulmaliyiz. (Eger «'nun tersi R’de olsaydik sorun
olmazdi, ama u’'nun tersi R’de olmayabilir.)

R degiskenli oldugunda, daha ilerde, D’yi insa ettigimizde dogru olacak
olan

esitligini kullanmigtik. Bu sefer boyle bir egitlik gecerli olmayabilir. Bu egitlik
yerine, s1, u; € R\ {0} igin,

su”t = ul_lsl
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esitliginin gegerli oldugunu varsayalim. Daha dogrusu, bu egitlikten ziyade,
buna denk olan ama R’de gegerli olan,

U1s = S1u
esitliginin gecerli oldugunu varsayalim. Eger bu kosul her
(u,5) € R x (R\{0})

i¢in saglaniyorsa, halkaya sol Ore bélgesi adi verilir. Bu varsayim altinda,

s_lr =u S r = su”" 't S r = uflslt S ur = sqt

esdegerliklerine ulagiriz. Demek ki, eger R bir sol Ore bolgesiyse, R x (R\ {0})

(r,s) = (t,u) ancak ve ancak
urs = sju ve uir = st esitliklerini saglayan uy, s1 € R\ {0} varsa
yani
Juy, s1 € R\ {0}(u1s = syu ve uir = sit)

olarak tanmimlayip bu tanimin degismeli halkalarda tanimlanan benzer iligkiyle
ayni iglevi gorecegini umabiliriz.

Sol Ore kogulu, a/s ve b/u gibi elemanlar1 toplarken paydalar: esitlememize
olanak saglayacak.

Sol Ore Kosulu: Her s, u € R\ {0} igin,
u1s = S1u
esitligini saglayan u;, s € R\ {0} vardir, yani
RsN Ru # {0}

olur.

Onsav 42.1. R, bir sol Ore bélgesiyse, R x (R\ {0}) izerine yukarda tanim-
lanan = ikili iliskist bir denklik iliskisidir.

Kanit: Once her 7, s € R x (R \ {0}) igin, (r,s) = (r,s) esitligini kanitlama-
liyiz. Bunun igin u; = s; = 1 almak yeterli.

Simdi (r,s) = (t,u) denkligini varsayip (¢,u) = (r, s) denkligini kamtlaya-
lim. u;, s1 € R\ {0},

U1S = S1u ve uir = st
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esitliklerini saglasin. (¢,u) = (r, s) denkligini kanitlamak igin,
UQU = S28 Ve Uglt = Sor
esitliklerini saglayan ug, s2 € R\ {0} bulmaliyiz. Cok kolay:
Uy = 81,82 = Uy

olsun. Buraya kadar Ore kogulunu kullanmadik. Simdi kullanacagiz.
Son olarak, (r,s) = (t,u) ve (t,u) = (v,w) denkliklerini varsayip

(rys) = (v,w)
denkligini kanitlayalim. Varsayima gore,
UrsS = S1u, u1r = Slt,w2u = UW Ve wgt = UV
esitliklerini saglayan uy, si, wa, uz € R\ {0} elemanlar1 var. Ve biz de,
W3S = S3W, w3r = S3v

esitliklerini saglayan ws, s3 € R\ {0} elemanlar1 ariyoruz. Ore kogulunu wsy ve
s1 elemanlarina uygularsak, as; = bws esitliginin gegerli oldugu a, b € R\ {0}
elemanlarini buluruz. Simdi hesaplayalim:

au1s = asiu = bwou = busw

buluruz. Demek ki w3 = auy ve s3 = buo alirsak, wss = ssw birinci esitligini
elde ediyoruz. Bakalim wsr = s3v esitligi de dogru mu?

w3r = aulr = asit = bwot = bugv = S30.
Dogruymus! Onsavimiz kamtlanmistir. O

Simdi D = (R x (R\ {0}))/ = olsun. D iizerinde bir halka yapisi belirle-
yecegiz.
D’nin bir elemanimn [r, s] olarak yazalim. Buradaki

[r s]

elemam, R x (R \ {0}) kiimesinin (rs) elemanmmn denklik simfidir. Ilerde
[r, s]'nin s~1r anlamina gelecegini biliyoruz. Eger a € R\ {0} ise [r, s] = [ar, as]
esitligine dikkatinizi gekerim.

Once toplamadan baglayalim. Isin 6zii su:

shr+t
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toplamini z~ 'y olarak yazmak istiyoruz. Eger bunu yapabilirsek, o zaman,
[, s] + [t,ul = [z, 9]
olarak tanimlayabiliriz. Demek ki,
(st +t7u) eR

olacak bicimde bir  # 0 bulmak yeterli (o zaman y elemanini (s~ 1r 4+t~ 1u)
olarak alabiliriz).
(s lr+t7 ) = azslr 4t lu

oldugundan, z’i zs~!, xt~! € R iligkilerini saglayacak bicimde secebilirsek,
sorun kalmayacak. Yani 2’i RsN Rt \ {0} kiimesinden se¢meye ¢aligahm. Ama
boyle bir z’in oldugunu da sol Ore kogulundan biliyoruz. Simdi tanimi yapa-
biliriz.
(r,s),(t,u) € R x (R\{0}) olsun. z € Rs N Rt \ {0} ve
y=a(s"tr+t"lu) € R olsun. O zaman,
Irys] + ] = [0, 2(s ™7 + 17 0)]

olarak tanimlansin. Ama bu tanim pek o kadar giizel olmadi. R’nin bir elemani
oldugunu bildigimiz sag taraftaki z(s~'r+¢~'u) teriminde s~* ve ¢t ! gibi R’de
olmayan elemanlar goziikiiyor. Bu kiigiik kusuru giderelim. s; # 0 ve t; # 0
icin x = t1s = s1t esitligi saglansin. Simdi toplamay

[r, 8] + [t,u] = [t18,t1r + s1u]

olarak tanmimlayalim. Yalniz bu tanmimin r, s, ¢, u, t1, s1 elemanlarindan bagimsiz
oldugunu gostermek gerekir. Yani su 6nsavi kanitlamaliyiz:

Onsav 42.2. [r,s] = [/, s] ve [t,u] = [t',u/] olsun. Ayrica,
t1s = s1t ve t’ls’ = st/
egitlikleri saglansin. O zaman,
[t1s,t1r + syu] = [tys tyr! + spd]
egitligi dogrudur.

Bu 6nsavi kanitlamayacagiz. Okura alistirma, olarak birakiyoruz?. Bu énsav-
dan sonra toplama, t1s = s1t esitligi saglayan ¢1, s1 € R\ {0} elemanlar1 i¢in,

[r,s] + [t,u] = [t18,t1r + s1u]

2Dileyen okur John A. Beachy’nin Introductory Lectures on Rings and Modules kitabina
bakabilir. London Mathematical Society, Student Texts 47 (1999) ISBN 0521 64340 6 ve
0521 64407 0.
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olarak tanimlansin.
Carpma icin de benzer seyi yapacagiz. Gene igin 6ziine gidelim:

(s7ir)(u™tt)
carpimini z~ 'y biciminde yazmak istiyoruz, ki
[, s][t, u] = [y, 2]
olarak tanimlayabilelim.
(s7ir)(u™tt) = s (ru )t

esitliginden dolay1, carpimimin en bagindaki s~! ile en sonundaki t'nin bir
onemi yok elbet. ru~! elemanini y 'z biciminde yazabilirsek, isimiz biter. O
zaman

(s7ir)(utt) = sy tat = (ys) lat

olur ve
[, s[t, u] = [at, ys]

1 1

tanimini deneyebiliriz. Eger ru™" =y~ « ise, yr = xu’dur. Sol Ore koguluna
gore de R’de bu son egitligi saglayan x, y # 0 elemanlar: vardir. Simdi ¢arpmay1
tanimlayabiliriz:
(r,s), (t,u) € R x (R\ {0}) olsun. z, y € R\ {0} elemanlan, yr = zu
esitligini saglasin.
[, s][t, u] = [zt,ys]

tanimini yapalim. Bir kez daha bu tanimin yasal oldugunu kanitlamaliyiz:

Onsav 42.3. [r,s] = [, 5] ve [t,u] = [t',u/] olsun. Ayrica, yr = xu ve
y'r’ = 2’ esitlikleri saglansin. O zaman, [xt,ys] = [2't,y's] esitligi dogru-
dur.

Boylece carpmay1 yukardaki gibi tanimlayabiliriz.
Eger tamimda r = ¢ = 1 alirsak, o zaman x = y = 1 alabiliriz ve

[1,s][t,1] = [t, s]

buluruz.
Ama dikkat: Eger tanimda s = ¢t = 1 alirsak, yr = xu esitligini saglayan z
ve y elemanlan igin,
[T, 1”17 u} = [‘Ta y}
esitligi bulunur ve ur = ru dogru olmadik¢a bu ¢arpim [r, u| olmaz.
Okur bir de [r, s|[s,r] ¢arpimini hesaplasin.

[r,s][s,r] = [s,s] = [1,1]
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bulacaktir.

Biitlin bunlardan sonra, artik D kiimesinin bu iki iglemle birlikte bir halka
oldugunu, hatta [0, 1] diginda her elemanin tersinir oldugunu kanitlayabiliriz.
Ayrica, r — [r, 1] fonksiyonunun R’den D’ye giden bir halka gémmesi oldugunu
kanitlayabiliriz.

Teorem 42.4. R bir sol Ore bolgesiyse, bu tanimlarla
(D, +, %,[0,1], [1,1])

yapisy bir halkadwr. Bu halkada [0,1] toplamanan, [1,1] de ¢arpmanin etkisiz
elemanlaridir. Eger r # 0 ise, D nin her [r,s| elemanu tersinirdir ve

[Ta 3}71 = [37 T]

"dir. Ayrica,
[r,s] = [1,s][r,1] = [s, 1] [r, 1]

dir. Dahasi, i(r) = [r, 1] kuralyla tanwmlanan
1:R— D

fonksiyonu birebirdir, toplamaya ve ¢arpmaya saygr duyar ve R’nin 0 ve 1
etkisiz elemanlarina siraswyla D 'nin [0, 1] ve [1, 1] etkisiz elemanlarina gotirir.

Eger i(R) ile R’yi 6zdeslestirirsek, istedigimiz,
D= (R\{0)'R

esitligini buluruz.
Son olarak boélge olmayan Ore halkalarindan s6z edelim. Bir R halkasinda,

Her y € R i¢in,zy = 0 ya da yz = 0 ise y = 0’der

6nermesini dogrulayan elemanlara (yani sifirb6len olmayan elemanlara) dizgin
eleman denir. R'nin diizgiin elemanlar kiimesini R ile gosterelim. Yukarda
yaptiklarimizda, Ry = R\ {0} idi.

Sol Ore Kosgulu: Her u, s € Ry i¢in, uis = s1u esitligini saglayan uy, s1 € Rg
vardar.

Bu kogulu saglayan bir halkaya Ore halkast denir. Aynen yukardaki
yontemle, bir R Ore halkasini, Ry’ elemanlarinin tersinir oldugu D = Ry 'R
esitligini saglayan bir D halkasinin i¢ine gémebiliriz.






43. Sonsuz Kicuk Eleman

Bu boliimde, bugiine dek ancak riiyalarinizda goreceginizi tahmin edeceginiz
bir numara gergeklestirecegiz: 3/5, 7/9, —4/5 ve 3 gibi kesirli sayilara sonsuz
kti¢tik bir eleman ekleyecegiz. Miniminnacik bir sey olacak bu sonsuz kiiciik
eleman (ya da bu yeni “say1”). O kadar kiigiik, ama o kadar kiigiik olacak ki,
milyarda 1’den, katrilyonda 1’den ve her pozitif kesirli sayidan daha kiigiik
olacak.

Kesirli sayilar kiimesi Q’yii igeren, ama ayrica bir de “sonsuz kiigiik”
bir eleman igeren yepyeni bir “say1 sistemi” yaratacagiz. Bu say1 sisteminde,
“say1”lar1 toplayip ¢ikarip carpabilecegiz, hatta birbirine bolebilecegiz. (Tabii
ki 0’a bolemeyecegiz!)

Sonsuz kiiciik elemana e adini verirsek, 1/e gibi bir elemanimiz da olacak
dogal olarak. Tahmin edilecegi iizere, € sonsuz kiigiik oldugundan, 1/e sonsuz
biiyiik olacak!..

43.1 Arsimet Ozelligi

Argimet’in insanlik i¢in yaptigi haddi hesabi olmayan iyiliklerden biri de, ne
kadar kiiciik adimlar atarsak atalim, eger hep aym uzunlukta adimlar atarsak
ve eger yeterince adim atarsak, diledigimiz kadar uzaga gidebilecegimizi anla-
masidir. Buna kisaca “sabreden dervis yol katetmis teoremi” diyebiliriz, ama
daha da kisa olarak Argimet Ozelligi adiyla bilinir.

Arsimet Ozelligi. € > 0 bir kesirli sayr olsun. q bir baska kesirli says olsun.
O zaman ne > q egitligini saglayan bir n dogal sayist vardir. Yani € ne ka-
dar kii¢iik olursa olsun, eger pozitifse, kendisiyle yeterince defa toplaminca her
sayuy geger.

0e2e r ne
B T B B e

n adet € uzunlugunda adimla r geciliyor

Kanit: Eger ¢ <0 ise n = 1 almak yeterli. Simdi ¢ > 0 varsayimini yapalim.
Pozitif a, b, ¢, d dogal sayilar i¢in, € = a/b ve ¢ = ¢/d
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13 21e r 22¢

0e e NS/

22 adet € uzunlugunda adimla r gegiliyor

olarak yazalim. O zaman, be = b x a/b = a > 1. Dolayisiyla
cb+De=clbe+e)>c(l+e)>c>c/d=q
Demek ki n = ¢(b+ 1) almak yeterli. O

Eger bir e sayis1 0 degilse ve her n tamsayisi igin, nle] < 1 oluyorsa, €
sayisina sonsuz kigik diyelim... Argimet Ozelligi sonsuz kiiciik bir kesirli
saymin olmadigim soyliiyor!

Sonsuz kiigiik gercel say1 da yoktur elbette. Ama bizim igin bu Snemli
olmayacak, biz kesirli sayilarla calisacagiz.

Bir € sayisinin sonsuz kii¢iik olmasiyla bunun mutlak degeri olan |e| sayisinin
sonsuz kiiciik olmasi ayni seydir tabii ki...

Tanima bakilirsa, pozitif bir € sayisinin sonsuz kiiclik olmasi igin,

0 <e<l,

0<e<1/2,
0 <e<1/3,
0<e<1/4,

kosullarinin hepsinin birden dogru olmasi gerekiyor. Kesirli sayilarda bu ko-
sullarn hepsini birden saglayan bir e yoktur, ciinkii Arsimet Ozelligi'ne gore
her n > 0 dogal sayis1 igin,

0<e<l1/n

kogullarinin hepsini birden saglayan kesirli (hatta gergel) bir say1 yoktur.

1/7
Xl/S
0 J 1/31/2 1
] ! I 1

JN

e 1/6 14

Gergekle basa ¢ikilmaz... Bunu dert etmeyecegiz. Biz gene de sonsuz kiigiik bir
say1 bulacagiz. Buldugumuz say1 kesirli (ya da gergel) say1 olmayacak tabii.
Bambagka bir evrene gececegiz.
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Bir seye dikkatinizi ¢cekerim: Yukarda siraladigimiz sonsuz sayidaki kogulun
sonlu tanesini saglayan bir e mutlaka vardir. Ornegin, e = 1/1001, ilk bin
kogulu saglar (ama bu e sonraki kogullar1 saglamaz.)

Matematikgiler bu gibi durumlarda tiim kosullar1 saglayan bir bagka sis-
temin oldugunu hissederler. Tecriibe diye buna derler iste... Mantikcilar ise
bir bagka sistemin oldugunu bilirler. Buna da bilim denir! Eger sonsuz tane
kogulun sonlu tanesi hep saglanabiliyorsa, o zaman sonsuz tane kosulu da
saglayan bir evren olmali! Bu ilkeye gore, yukardaki sonsuz kosulu saglayan
¢'un oldugu bir evren olmalidir. Iste bu béliimde bu evreni bulacagiz. Ustelik
soyut bir bulus olmayacak bu, evren kargimizda etiyle kemigiyle belirecek.

Once bayle bir €'un oldugu bir evrenin oldugunu varsayalim. Bakahm bu
varsayimsal evren hakkinda neler soyleyebilecegiz? Biraz diigiinerek evrene
toslayacagiz.

Sonsuz kiigiik bir say1 iceren evrene F diyelim.

E’nin sonsuz kiiciik bir elemanina e diyelim:

ec k.

Ayrica kesirli sayilarin da E’de olmalarini istiyoruz. Demek ki Q C F olmal.
Elbette e ¢ Q.
E’nin elemanlarim ¢arpabilmek istedigimizden (b6lmeyi daha sonra ele a-
lacagiz), E’de sadece Q degil, 6rnegin Qe, Qe2, Qe® gibi altkiimeler de olmali.
Bu altkiimelerin elemanlarini toplayabilmeliyiz de. Yani E’de,

Q + Qe + Qe® + Qe

gibi altkiimeler olmali. Demek ki E’de kesirli katsayili ve “degigkeni” e olan
tlim polinomlar olmali. Eger bélme yapmaktan vazgecip sadece toplama, ¢arpma
ve ¢ikarmayla yetinmeye razi olursak, sadece polinomlar yettigini gorecegiz,
E’de baska bir sey olmasina gerek yok.

E = Q]

olsun. F, katsayilar1 kesirli olan ve degigkeni e olan polinomlar kiimesidir.
Daha acik olarak, E’nin her f elemani, bir n dogal sayis1 ve fo, fi, -, fn
kesirli sayilar: icin

f=fot fie+...+ foe"

olarak yazilirlar. (Eger katsayilarin hepsi birden 0 degilse, f'nin de 0 olama-
yacagiin kanit1 yan siitundaki gri kutucugun igindedir.) Burada €'u tanimsiz,
anlamsiz ve yepyeni bir terim olarak goriiyoruz.

Yalniz €'un sonsuz kiiciik olmasini istedigimizi unutmayalim. Bir de €¢'un
pozitif olmasin istiyoruz. Yani, her pozitif n dogal sayis1 icin,

0<e<l/n



392 43. Sonsuz Kiigik Eleman

olmasini istiyoruz. Dolayisiyla her pozitif ¢ = m/n kesirli sayisi igin, (m ve
n’yi pozitif alalim)

0<e<1l/n<m/n=q,

yani

O<e<gq
olmali.

E halkasinda hentiz tamimlamadigimiz egitsizligin baska 6zelliklerini de ir-
deleyelim. Yukardaki egitsizliklerin ti¢ terimini de herhangi bir pozitif kesirli
sayiyla carparsak, g de rastgele secildiginden, her a, b pozitif kesirli sayisi icin,

0<ae<b
olmasi gerektigini goriiriiz. Bunlar e ile carparsak
0 < ae? < be
olmasi gerektigi anlasilir. Bunu béylecene devam ettirirsek, her pozitif

aop, @i, ..., 0k

kesirli sayis1 igin,

0<akek<---<a262<a16<ag

olmasi gerektigini goriiriiz.
Buradan, her ag, a1, ..., a; kesirli sayisi igin, eger ag > 0 ise,

ap+ ate+ ase> + -+ age® >0
olmasi gerektigi ¢ikar. Bunu kanitlayalim:

—aje —age? — - — ape® <|ayle + - + |ag|eF
<larle+ -+ |agle
= (la1| + - - + |ax|)e < ap.

Dolayisiyla, eger a; > 0 ise ve i agagida goriilen gostergeclerin en kiigligiiyse,
aiei+---+akek>0

olmas1 gerekir.
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43.2 ¢ Cebirsel Olamaz

Hemen yukardaki satirdan, hepsi birden 0 olmayan

fO,fla'-wfn

kesirli sayilar: igin,
fo+ fre+ -+ fue"

teriminin 0 olamayacag1 kolaylikla kanitlanabilir. Yani €, cebirsel bir say1 ola-
maz.

Simdi E kiimesinin tiim elemanlarimi (polinomlar1) tek bir hamleyle sira-
layalim.

E’den rastgele iki a ve b elemani alalim. Bunlardan hangisinin daha biiyiik
olmas: gerektigine karar verecegiz. Yani a > b esitsizliginin mi yoksa a < b
esitsizliginin mi dogru olmas: gerektigine karar verecegiz. Tabii, a < b esitsizligi
igin, b — a > 0 esitsizligi gerek ve yeter kosul olmali. Dolayisiyla hangi poli-
nomun hangi polinomdan daha biiyiikesit olduguna karar vermek icin negatif
olmayan polinomlar: bilmek yeterli olmali.

Rastgele bir f # 0 polinomu alalim. Bu polinomun pozitif olup olmamasi
gerektigine karar verecegiz. Polinomu,

f=fot fret ot fe”

olarak yazalim. fy = 0 olabilir elbette. f; katsayisi da 0 olabilir. Ama eger
f # 0 ise, bu katsayilardan biri 0 olmamali. fk, 0’a egit olmayan katsayilarin
ilki olsun. Demek ki,

f=fee® 4t fne™,

ve k, yukarda beliren gostergeclerin en kiiciigii ve f # 0. Daha 6nce yaptigimiz
hesaplardan,

f>08 fref +- 4 frne™ >0

S [t fopet+ 0 508 >0

olmas1 gerektigini biliyoruz. Demek ki aslinda egitsizligin tanimini da biliyo-
ruz:
f > 0< f'nin 0 olmayan ilk katsayis1 > 0.

Dolayisiyla, f, g € F icin,
f>9f-9g>0

tanimin1 yapalim. Bunun yardimiyla, tahmin edildigi gibi < iligkisinin de
tanimini yapabiliriz.
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Teorem 43.1. Yukarda tanimlanan < iliskisi E = Q[e] halkasini sural bir
halkaya dondistirir.

Gorildigi gibi £, Q'niin aksine, bu siralamayla Argimet 6zelligini saglamaz.
yani Q'niin her pozitif a elemani igin, nav > 1 esitsizligini saglayan bir n dogal
sayis1t olmayabilir, 6rnegin o = € igin boyle bir eleman yoktur.

E’nin pozitif a, 5 elemanlari, her n € N (ya da her n € Q) igin,

na < f
esitsizligini saglyorsa, a’ya 8’ya gore sonsuz kii¢tik diyelim ve bunu
a<<p

olarak yazalim. Demek ki € << 1. Hatta, hangi pozitif a ve b sayilarini alirsak
alalim,
ae << b

olur. €2 de €’a ve 1’e gore sonsuz kiiciiktiir ve €2 de €?’ye, €’a ve 1’e gbre sonsuz
kiigiiktiir.

FE bir halkadir. Yani E’de toplama, ¢ikarma ve carpma gibi iglemler vardir
ve bu iglemler hepimizin bildigi ve tahmin ettigi ozellikleri saglarlar.

Ama E bir cisim degildir, ¢iinkii £’de bolme yapilamaz. Bélme yapabilmek
icin F yerine,

Fz{grf,géE,g#O}
kiimesine ge¢meliyiz. Burada,

f_h
=== fo=hy
9 9
eskosulunu animsatiriz.
f/g = (=f)/(—g) esitliginden dolayi, F'nin her eleman, bir f € E ve bir
g € E ve g > 0igin f/g bigiminde yazilir. Boyle yazilmis f/g ve f1/g1 igin,

! < g for < fig
g9 41
tanimini yapalim. Simdi, F, iistiinde toplama, gikarma, carpma ve (0’dan degi-
sik bir elemanla) bolme yapilabilen ve yukardaki teoremi saglayan bir nesnedir.
€ € F, gene sonsuz kiiciiktiir, yani her n > 0 dogal sayis1 i¢in, 0 < € < 1/n
dir. Ama 1/€, F’nin sonsuz biiyiik bir elemanidir, yani her n € Z i¢in, n < 1/e
esitsizligi dogrudur.
Biitiin bu yaptiklarimizi kesirli sayilar kiimesi Q yerine, mot a mot, gergel
sayilar kiimesi R ile yapabilirdik.
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