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PROFESOR STEWART'IN
INANILMAZ SAYILARI

Bu kitap sayilar ve onlarin olaganiistii maceralar uizerine. Sayilar bizi
kendilerine hayran birakir ve onlar hakkinda daha fazlasim 6grenmeye devam
ederiz. Her say1 biricik bir bireydir. Birkag 6zel say1 digerlerinin arasinda éne
¢ikar ve bunlar matematigin degisik alanlarinda merkezi bir rol oynar. Bunlarin

en bilineni ilk olarak cemberlerle kargilagmamizda ortaya ¢ikan 1 (pi) sayisidur.

Sayilann ¢ogu béylesine bityiik éneme sahip olamaz, ancak ¢ogu zaman en
alcakgonilli sayiin bile baz1 siradisi 6zelliklerini bulabilirsiniz. Otostopgunun
Galaksi Rehberi kitabinda 42 sayis1 ‘hayatin, evrenin ve her seyin nihai
sorusuna cevapti’ Douglas Adams arkadaglan arasinda yaptigi hizh bir anketin
42'nin tamamuyla sikaa bir say1 oldugunu belirttiginden bu say1y1 segtigini

soyledi. Son bolumiin gosterdigi uizere bu say1 aslinda hi¢ de sikia degildir.

“Bu kitap biiytik bir coskuyla yazilms; klasik ve giincel
aragtirmalarin harika bir 6zeti.” -MAA Reviews

“Stewart sayilar diinyasinin ne kadar olaganiistii oldugunu

bize gosterdigi igin édiilii hak ediyor.” —Kirkus

“Ders kitaplarinda bulamayacagimz matematigi bu kitapta
kesfedebilirsiniz.” ~-Commonsense Media

“Sonsuzdan daha biiyiik bir say1 oldugunu biliyor muydunuz?
Eger sudokunun, rubik kiipiin veya kendi 6zel kodunuzun gizemlerini
kesfetmek istiyorsamz bu kitap tam size gore.”
-https://plus.maths.org Peter O’'Donnell
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ONSOz

Sayilar beni kendilerine her zaman hayran birakmigtir. Oku-
la gitmeden ¢ok 6nce okumay! ve sayl saymayl bana annem
ogretti. Okula bagladigim ilk giiniin sonunda sanirim “higbir
sey ogrenmedik” diye sikdyet ederek eve gelmistim. Annemin
ve babamin bana ilging her seyi 6grenecegimi séyleyerek o zor
gine beni daha 6nceden hazirladigindan giipheleniyorum ve
ben de bu propagandaya biraz fazlaca kalpten inanmigtim. Ge-
zegenler, dinozorlar ve algidan hayvan figiiriiniin nasil yapil-
dig1 hakkinda yakinda bilgi edinecektim ve sayilar hakkinda
daha fazlasini 6grenecektim.

Sayilar beni halad kendilerine hayran birakiyor ve onlar
hakkinda daha fazlasini 6grenmeye devam ediyorum. Mate-
matigin sadece sayilar hakkinda olmadigina -ancak sayilar
biitiin konulann temelini olugturur- érnegin; modeller, 6rin-
tiiler ve olasiliklar gibi bir¢ok farkl diigiinceyi konu aldigina
igaret etmekte her zaman hizliyimdir. Ve her say: biricik bir
bireydir. Birkag 6zel say1 digerlerinin arasinda 6ne ¢ikar ve
bunlar matematigin degisik alanlarinda merkezi bir rol oynar.
Bunlann en bilineni ilk olarak ¢emberlerle kargilagmamizda
ortaya ¢ikan n (pi) sayisidir, ancak bu say1 gemberlerle hig de
ilgili goziikmeyen sorunlarda da birden ortaya ¢ikma egilimine
sahiptir.

Sayilann gogu bdylesine biiylik 6neme sahip olamaz, ancak
¢ogu zaman en algakgdniilli sayinin bile bazi sira dig1 6zel-
liklerini bulabilirsiniz. The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy
[Otostopgunun Galaksi Rehberi] kitabinda 42 sayis1 ‘hayatin,
evrenin ve her seyin nihai sorusuna cevapti.’ Douglas Adams
arkadaglan arasinda yaptig: hizli bir anketin 42'nin tamamiy-
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PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

la sikic1 bir say1 oldugunu belirttiginden bu sayiy1 segtigini
soyledi. Son bélimiin gésterdigi tizere bu say: aslinda sikici
degildir.

Kitap, sayilarin her zaman say1 dogrusundaki sirasinda ol-
mamakla beraber yine de sayilara gore diizenlendi. 1, 2, 3 vs
seklinde bolimler olmakla beraber 0 bélimii, 42 bolimi, -1
bélimii, 22/7 bélimi, n bolimi, 43.252.003.274.489.856.000
béliimii ve ¥y2 bdliimii de var. Goériildiigii lizere birgok olasi
bélim say1 dogrusunda hig¢ de gosterilemez. Her bélim o bo-
limiin ana konularini igeren kisa bir é6zetle baghyor. Ozet eger
size olur da anlagilmaz gelirse veya eger herhangi bir kanitla
desteklenmeyen yavan varsayimlarda bulunuyorsa endigelen-
meyin; okumaya devam ettiginizde her gey daha agik olacak.

Bolimlerin yapis1 aligildigi bigimdedir: her bélim il-
ging bir saylya odaklamiyor ve onun neden ilging oldugunu
agikliyor. Ornegin 2 sayisi ilgingtir, ¢iinki tek-gift say1 ay-
nmi matematigin ve bilimin tim alanlarinda ortaya ¢ikar;
43.252.003.274.489.856.000 sayis1 ilgingtir, ¢linki bu rubik
kiipi yeniden diizenlemenin olasi yollarinin sayisidir.

Bu sayilann iginde 42 de oldugundan o da ilging olmalidir.
Aslinda, her durumda birazcik dyledir.

Bu noktada Arlo Guthrie'nin Alice’s Restaurant Massacree
[Alis’in Restorantt Katliami] adl1 miizikalin giiliing hikayesin-
deki ¢épii bogaltma esnasinda tekrarlayan harikulade, detayh
olaylardan bahsetmeliyim. §arki bagladiktan on dakika sonra,
Guthrie durur ve der ki: “Sana bunu anlatmak i¢in gelmedim.”
Sonug olarak aslinda o ¢op hakkinda konugmak i¢in gelmedi-
gini fark edersin, o ¢é6p daha biiyiik bir hikdyenin par¢asidir.
Arlo Guthrie'ye baglarsak bu kitap sadece sayilar hakkinda
degildir.

Sayilar onlarla ilgili sagilacak bir matematigin i¢ine da-
labilecegimiz bir girig noktasi ve bir yoldur. Her say: 6zeldir.
Onlara bireyler olarak deger vérmeye bagladiginizda, eski dost
gibidirler. Her birinin size anlatacag) kendi hikayesi vardir.
Hikaye siklikla birgok bagka sayiya yol agar, ancak asil énem-
li olan onlan birbirine baglayan matematiktir. Sayilar tiyatro

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
8



NSOz

oyunundaki karakterler gibidir ve en 6nemli sey bu oyunun
kendisidir. Ama karakterler olmadan bir oyuna sahip olamaz-
siniz.

Kitab1 fazla diizensizlikten kaginmak amaciyla sayilann
cesitlerine gére kisimlara ayirdim: kiigiik tamsayilar, kesir-
ler, gergel sayilar, karmagik sayilar, sonsuzluk... Malzeme az
sayida kaginilmaz istisna diginda konu tamamen degigse bile
onceki bolimler sonrakiler igin temel olustursun diye man-
tiksal bir dizgede olusturuldu. Bu gereklilik sayilarin nasil
diizenlenecegini etkilemekte ve bazi tehlikeler igermektedir.
Bu tehlikelerin en 6nemlisi karmagik sayilarla ilgilidir. Onlar
kitapta baga ¢ok yakin yer alir, zira daha bilindik sayilarn
baz1 6zelliklerini tartigmak i¢in onlara ihtiyacim var. Benzer
sekilde ileri seviye bir konu ara sira bir yerde aniden ortaya
¢ikar, ¢iinkii oras1 ondan bahsetmek i¢in mantikh tek yerdir.
Eger bdyle pargalardan birine rast gelir de anlamas size zor
gelirse, onu ge¢in ve devam edin. Daha sonra ona geri dénebi-
lirsiniz.

Bu kitap benim “Inanilmaz Sayuar” adl iPad uygulamam
i¢in yardimci bir kitaptir. Kitabi okumak i¢in uygulamaya ve
uygulamay: kullanmak i¢in de kitaba ihtiyacimz yok. Aslinda
onlar arasinda ¢akigsma oldukea kii¢iliktir. Biri digerini tamam-
lar, ¢linkii her arag digerinin yapamayacag) seyleri yapabilir.

Sayilar gergekten inanilmazdir; bununla kastedilen sayilar
hakkinda duydugunuz higbir seye inanmamaniz degildir, ter-
sine olumlu bir anlam s6z konusudur: onlar kesin, ¢arpici 6zel-
liklere sahiptir. Ayrica, bunu higbir toplama iglemi yapmadan
tecriibe edebilirsiniz. Sayilann tarih i¢inde nasil evirildigini
gorebilir, 6riintiilerinin giizelligini takdir edebilir, nasil kul-
lanildiklarini kegfedebilir ve slirprizleriyle biiyiilenebilirsiniz:
“56 sayisinin bu kadar biiyiileyici oldugunu hi¢ bilmiyordum!”
Ama oyledir. Gergekten dyledir. 42 sayis1 da dahil olmak tzere
tiim digerleri i¢in oldugu gibi.
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SAYILAR

1,2, 3 4,5,6,7 ... Bundan daha basit ne olabilir ki? insanligin
kendisini gamurdan gikarip yildizlar1 hedeflemesini saglayan
muhtemelen her seyden daha fazla bu sayilardir.

Sayilarin kendi karakteristik 6zellikleri vardir ve bu, mate-
matigin gesitli dallannin ortaya gikmasina yol agar. Bununla
birlikte onlar: teker teker incelemeden 6nce gu ig¢ biiyiik soru
goz atmaya degerdir. Sayilar nasil dogmugtur? Say1 kavrami
nasil geligsmigtir? Ve say1 nedir?

Sayilarin Kokeni

Kim oldugu bilinmeyen bir insan yaklagik 35.000 yil énce, Ust
Paleolitik Gagda, Habes maymununun kamig kemigine (fibula)
29 ¢entik oydu. Bu kemik Swaziland'da Lemombo Daglarinda
bir magarada bulundu ve Lemombo kemigi olarak bilinir. Bu
kemigin sayilan |, ||, ||| vb gibi birer ¢entik geklinde kaydeden
bir getele oldugu diigiiniildi. Kameri aylara gore bir ayda 29,5
giin vardir, yani bu ilkel bir kameri ay takvimi veya kadin adet
déngilsiniin kayd: olabilirdi. Veya herhangi bir is i¢in yapil-
mig rastgele kesiklerdir. Ya da belki de bir eskiz kemigi.

55 ¢izikli diger bir getele kurt kemigi 1937'de Karl Abso-
lon tarafindan Gekoslovakya'da bulundu. Bu kemikse yaklagik
30.000 yasindayda.

Belgikali jeolog Heinzelin de Braucourt bir volkanik patla-
mayla yok olmusg kiigiik bir balik¢i kavminin kalintilar ara-
sinda bir Habes maymununun gentikli kamig kemigini (fibula)
kesfetti. Konumu, Uganda ile Demokratik Kongo Cumhuriyeti
sinirinda bulunan giniimiizde Ishango denen yerdi. Kemik
yaklasik 20.000 yasindaydi.
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SAYILAR

Ishango kemiginin en basit yorumu onun da bir getele ol-
dugudur. Baz:1 antropologlar daha ileriye gitmektedir ve onda
¢arpma, bolme ve asal sayilar gibi aritmetik yapilann eleman-
larini tespit etmekte; bazilar1 onun alt1 aylik kameri takvim
oldugunu disiinmekte; bazilariysa g¢entiklerin kemikten ya-
pilmis bu aleti daha iyi kavramak i¢in yapilmig olduguna ve
matematiksel bir 6nemi olmadigina kanaat getirmektedir.

Sekil 1: Ishango kemiginin 6nden ve arkadan goriiniisii, Doga Bilim-
leri Miizesi, Briiksel.

Bu kesinlikle merak uyandiricidir. Kemikte ii¢ ¢entik serisi
vardir. Merkez seri 3, 6, 4, 8, 10, 5, 7 sayilarim kullanir. tki kere
3, 6, iki kere 4, 8 ve iki kere 5, 10 yapar; bununla birlikte son
cift digerlerine gore terstendir ve 7 ériintiiye hi¢ uymamakta-
dir. Soldaki seri 11, 13, 17, 19°'dur: bunlar 10’'dan 20'ye kadar
olan asal sayilardir. Sagdaki seriyse 11, 21, 19, 9 tek sayilannm
icermektedir. Sol ve sag serideki sayilarin toplami ayn ayri
60'a egittir.

Boylesine oriintiileri yorumlamayla olugan sorunlardan bi-
risi boylesine kiiglikge sayilardan olugan takimlarda bir 6riin-
ti bulmamanin zor olugudur. Tablo 1 Bahamalardaki toplam
alanlar: esas alinarak siralanan adalann 11'den 20'ye kadarki
on adedinin alanlanni 6rnek olarak gostermektedir. Onlar:
alfabetik siraya listeyi karigtirmak i¢in koydum. Sizi temin
ederim ki bu denedigim ilk seydi. Bu eger benim vurgulamak
istedigimi vermemis olsaydi, onlar1 bagka tiirlii yerlegtirirdim.
Ama istedigim oldu ve dolayisiyla buna gerek kalmad..
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Biz bu say: oriintiisiinde neyi fark ediyoruz? Aym o6zellikte
birgok kiigiik dizi vardir:

3'lin katlan 10'un katlan1 3'in katlan
12 9 93 49 110 80 14 30 15 63
karesi 7'nin katlar1 iki kat1

Sekil 2: Bahama adalarindaki alanlarla ilgili bazi bariz ériintiler.

Baslangig i¢in biitiin listede giizel bir simetri var. Bagta ve
sonda 3'lin katsayilan var. Ortada 7'nin katlan olan iki sayiy1
ayiran 10'un kati iki say: var. Dahasi 32 = 9 ve 72 = 49 olarak
tam kare iki say1 var ve bu ikisi de bir asal sayinin tam karesi-
dir. Diger bir bitigik ¢ift biri digerinin iki kat1 olan 15 ve 30'dur.
9-93-49 serisinde her say1 9 rakamina sahiptir. 110-80-14 se-
risi harig sayilar doniigimli biiyir ve kiigilir. Pekala, bu on
sayinn hi¢birinin asal olmadigini fark ettiniz mi?

Adanin ad1 Mil kare olarak alanlar
Berry 12
Bimini 9
Crooked Adasi 93
Kiigiik Inagua 49
Mayaguana 110
New Providence 80
Ragged Adasi 14
Rum Cay 30
Samana Cay 15
San Salvador Adasi 63
Tablo 1

Bu konuda yeterince konustum. Ishango kemigiyle ilgili
bir diger sorunsa herhangi belirli bir yorumlamay: destekle-
yecek fazladan kanit bulmanin gergekte imkansizligidir. Hal-
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SAYILAR

buki onun izerindeki gentikler kesinlikle merak uyandincidir.
Onlar her zaman say1 yapbozudur. Bu nedenle simdi daha az
tartigmali bir konuya bakalim.

Bundan on bin y1l 6nce Yakin Dogu'da insanlar muhtemelen
vergilendirme amaciyla veya miilkiyetin kaniti olarak sayilan
kaydetmek i¢in kil markalar kullaniyorlardi. Buna en eski iki
ornek tran'in Zagros Daglarindaki Tepe Asiab ve Ganj-i-Dareh
Tepe bolgelerindendir. Markalar bazilar1 simgesel igaretler ta-
siyan, degisik boyutlarda kil yumrular geklindeydi. “ + ” sem-
boliiyle igaretlenmis bir top bir koyunu simgeliyordu; yedi
adet bu gekilde marka yedi koyunu simgeliyordu. ok sayida
marka olugmasini engellemek igin, on adet koyun igin farkh
sekilde bir marka olugturulmugtu. Bununla birlikte diger bir
on adet kegiyi farkh sekildeki marka sembolize eder ve bu boy-
le devam ederdi. Arkeolog Denise Schmandt-Besserat markala-
rin zamanin tahil, hayvan ve yag kiipleri gibi mal kalemlerini
sembolize ettigi ¢itkanminda bulundu.

Markalar MO 4000 y1l1 dolaylarinda bir ipe kolye gibi dizi-
liyordu. Bununla birlikte, sayilan
marka ekleyerek ve gikararak de-
gistirmek mimkiindid, bu neden-
le bir giivenlik 6nlemi meydana
getirildi. Markalar bir kil értiiyle
sarildi ve daha sonra firinda pi-
sirildi. Sayilar hakkindaki bir tar-
tigma markay! muhafaza eden kil
kinlip halledilebilirdi. Kil kalip-
lann gereksiz kirilmalarini engel-
lemek i¢in Eski Mezopotamya'nin
biirokratlar1 kil kaliplarin izeri-
ne igindeki markalar1 listeleyen
sembolleri MO 3500'den itibaren
yazdilar.

Parlak bir ongéri sembollerin

8 Sekil 3: Kil kalib1 ve say1
markalan, Uruk dénemi,
radan fark etti. Sonug, gelecekteki Susa'dan.

markalan gereksiz kildigin1 son-
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PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

sayl gosterim sistemlerinin muhtemelen kendisini olugtura-
cak olan yazili say1 sembolleri sistemiydi.

Bu temelde bir tarih kitabi degil, bu yilizden gésterim sis-
temlerine daha sonra onlar belli sayilarla iligkilendirilince géz
atacagim. Ornegin antik ve modern ondalik gésterimler 10.
béliimde ele alinacaktir. Bununla birlikte biiyiilk matematikgi
Carl Friedrich Gauss'un bir zamanlar dedigi gibi 6nemli olan
gosterimler degil, kavramlardir. Eger insanligin degisen sayi-
lar anlayis1 baglaminda diigiiniiliirse siradaki konular daha
anlaml hale gelecektir. Bu nedenle temel say1 sistemleri ve
bazi 6nemli terimlerle ilgili hizl1 bir yolculukla baglayacagiz.

Devamli Biiyliyen Sayilar Sistemi

Biz sayilan dogal diinyanin bir 6zelligi, kesin ve sabit bir sey
olarak diigiinmeye meyilliyizdir. Onlar aslinda insan icadidir-
lar —ancak ¢ok yararli icatlardir, ¢liinkii sayilar ka¢ adet ko-
yuna sahip oldugunuz veya evrenin yasi gibi doganin énemli
yonlerini temsil eder. Doga, cevaplarn bazen yeni matematiksel
kavramlar gerektiren yeni sorular geligtirerek bizi devaml
sagirtir. Matematigin igsel talepleri de bazen yeni, potansiyel
olarak kullamigh yapilan iistdi kapali ima eder. Bu imalar ve
sorunlar matematikgileri yeni tir sayilar lireterek say: sistem-
lerini genigletmeye zaman zaman itmigtir.

Sayilann nesneleri saymak i¢in bir yontem olarak ilk nasil
ortaya giktigin1 gormigtiik. Sayilann listesi Erken Antik Yu-
nan'da 2, 3, 4 olarak baglar ve ayni seklinde devam eder: 1 6zel
bir duruma sahiptir, “gergek” bir say1 degildir. Bu gelenek daha
sonra gercekten sagma goziikmeye bagladiginda 1 de bir say:
olarak kabul edildi.

Say1 sistemini genigletme yolunda bir sonraki biiyik adim
kesirleri olusturmakti. Eger bir mali birgok kisi arasinda pay
etmek isterseniz bunlar ¢ok kullanighdir. Eger iki kile (36,5 kg)
tahil dg¢ kigi arasinda pay edilmek istenirse her birine 2/3 kile
kadar tahil diger.
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Sekil 4. Solda: 2/3 ve 3/4 igin hiyeroglifler Ortada: Wadjet gozii.
Sagda: Wad jet goziinden elde edilen kesir hiyeroglifler.

Antik Misirhlar kesirleri ti¢ farkh yolla ifade ediyorlardi.
2/3 ve 3/4 igin 6zel hiyeroglifleri vardi. 1 sayisinin 2'nin ilk alt1
kuvvetine b6limiini anlatmak i¢in Horus ya da Wadjet gozii-
niin farkl oranlarim kullanmiglardir. ‘Bir sayisinin bir sayinin
yukarisinda’ oldugu 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 vb gibi birim kesirler i¢in
sembolleri sonunda akil etmiglerdir. Diger tiim kesirleri belirli
birim kesirlerin toplam geklinde ifade etmislerdir. Ornegin;

2/3=1/2+1/6

2/3'ti neden 1/3 + 1/3 seklinde yazmadiklan agik degildir; ama
durum bu.

Sifir sayis1 ona duyulan ihtiya¢ muhtemelen az oldugun-
dan dolay: ¢ok sonralan gelecektir. Eger hi¢bir koyuna sahip
degilseniz onlar1 saymaya veya listelemeye de ihtiya¢ olmaz.
Sifir ilk olarak bir sembol olarak sunuldu ve digerleri gibi bir
say1 olarak diiginiilmedi. Ancak Hint ve Ginli matematikgiler
negatif sayilari [-1 bélimiine bkz.] uygulamaya koyduklarinda
0'1n da bir say1 olarak gériilmesi zorunlu oldu. tki sayinin top-
lami 1 + (-1) = 0 érneginde oldugu gibi mutlaka bir say1 olarak
taninmalidir .

Matematikgiler sayi sitemlerini géyle tanimlar:

01,234,5,6,7...

dogal sayilar ve bunlara negatif sayilar eklendiginde tamsay1-
lan elde ederiz

..-3,-2,-1,0,1, 2, 3...
Kesirler, sifir ve negatif kesirler rasyonel sayilar: olusturur.
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Bir say: sifirdan biiyiikse pozitiftir ve eger sifirdan kiigiik-
se negatiftir. Yani her say1 (tam ya da rasyonel say1 olsun) bu
¢ kategoriden birine diigmektedir: pozitif, negatif veya sifir.

Sayma sayilan:

1,2,3,4,5,6,7...

pozitif tamsayilardir. Bu uzlagim bizi dogal sayilar ve tamsa-
yilar arasinda birakan kullanigsiz bir terminolojiye gétirir:

0,1,23,4,5,6,7...

¢ogunlukla negatif olmayan tamsayilar olarak gorilir. Bunun
igin Gzgindm.

Kesirler uzun bir zaman boyunca say1 kavraminin gittigi
yere kadardi. Ancak, Antik Yunanlar bir kesrin karesinin hig-
bir zaman 2'ye esit olamayacagim kanitladilar. Bu daha sonra
‘Y2 sayisi irrasyoneldir’, yani rasyonel degildir seklinde ifade
edildi. Yunanlar bunun daha zahmetli bir yoldan séyleyisine
sahiptiler, ancak V2 sayisinin var olmasi gerektigini biliyor-
lard);; Pisagor'un teoremine gére bu say1 kenan 1 birim olan
karenin késegen uzunlugudur. Rasyonel sayilar tek baglarina
her seyi bolemiyordu, dolayisiyla daha fazla sayiya boylece ge-
rek duyuldu. Yunanlar irrasyonel sayilarla bag edebilmel. igin
karmagsik bir geometrik yéntem buldular, ancak o tam olarak
tatmin edici degildi.

Modern say! kavramina dogru bir sonraki adimsa ondalk
virgilin icadiyla ve ondalik gésterimle mimkin oldu. Bu ir-
rasyonel sayilarin yiiksek bir dogruluk derecesiyle gésterilme-
sini sagladi. Ornegin

V2 ~ 1,4142135623

virgilden sonra on ondahik birime kadar dogru bir gésterimdir
(burada ve bagka yerlerde ~ sembolii ‘yaklagik olarak esgittir’
demektir). Bu ondalik ifade tam olarak dogru degildir: onun
karesi aslinda

1,99999999979325598129'dur.
Virgiilden sonra yirmi ondalik birime kadar daha dogru bir

yakinsama
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V2 ~ 1,4142135623709504880

sayisidir, ancak bu da tam kargsihigr degildir. Ancak, sonsuz
uzunlukta ondalik basamakli gosterim tamdir geklinde titiz
bir mantiksal kani vardir. Béyle bir ifade elbette ki tamamiyla
yazilamaz, ancak mantikl gelecek sekilde diigiinceler olugtur-
mak mimkinddr.

Kismen en ve boy gibi dogal diinyanin 6l¢iimiine dogrudan
uyduklarn igin, sonsuz uzunlukta ondalik sayilar (sonlarina
sonsuz sayida O eklenebildigi diigiiniiliirse sonunda bir sa-
yiyla bitip duranlan dahil) gergel sayilar olarak adlandinlr.
Daha dogru bir sonug elde etmek istediginizde daha ¢ok on-
dahik birime ihtiya¢ duyacaksinizdir ve tam degere ulagmak
icin sonsuz sayida goklukta onlara ihtiyaciniz vardir. Gergel
sayilarin tam olarak kagida yazilamayacak sonsuz bir sembol-
le anlatilmasi belki de alaycidir. Ayrica negatif gercel sayilar
da vardur.

On sekizinci yiizyila kadar bagka hi¢bir matematiksel kav-
ram yeni, orijinal bir say:1 olarak goriilmedi. Ancak on besinci
yiizyildan itibaren, az sayida matematikgi yeni bir say: tiiri-
niin olup olamayacagin1 merak ediyordu: eksi birin karekoki.
Kendisiyle garpilinca -1'i veren bir say1. Bu ilk bakigta ¢ilgin
bir fikir gibi gériindd, ¢linkil herhangi bir gergel sayinin karesi
Oyada pozitiftir. Bununla birlikte bagkalarina kulak asmadan
-1'i karekdok igine alma fikrinde 1srar edilmesinin iyi bir fikir
oldugu ortaya ¢ikt1 ve Leonhard Euler bunun i¢gin i semboli-
ni ortaya atti. Bu sanal kelimesinin (Ingilizcede, Fransizcada,
Latincede ve Almancada imaginary) ilk harfiydi ve onu ras-
yonel sayilardan ayirt etmek i¢in boyle adlandinldi. Maalesef
bu gereksiz pek ¢ok mistisizme neden oldu -Gottfried Leib-
niz i'yi bir keresinde var olmak veya olmamak arasinda bir
¢ift yagaml diye isimlendirdi- ki bu durum kilit 6nemdeki bir
olguya golge diigiirdii. $6yle ki rasyonel ve irrasyonel sayilar
tam olarak ayn1 mantiksal konuma sahiptir. Onlar gergekligi
modelleyen insan yapimi kavramlardir, ancak onlarnn kendisi
somut degildir.
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i'nin varlig: karmagik sayilarla iglem yapabilmek i¢in daha
bagka sayilarin varhigim da gerekli kildy; -2 + 3i gibi sayilar.
Bunlar karmagik sayilar olarak adlandinlir, son birkag yiizyil-
da matematik ve bilim alaninda bu sayilar vazgegilmez hale
geldi. Bu tuhaf, ancak gergek olgu birgok insana yeni bir ha-
berdir, ¢iinkii okul matematiginde sik sik karmagik sayilarla
kargilagmazsiniz. Bunun nedeni 6nemsiz olduklarindan degil,
hakkindaki fikirlerin ¢ok ileri olmasi ve uygulamalarinin gok
ist diizey olmasindandir.

Matematikgiler temel say1 sistemleri igin siisli semboller
kullanirlar. Ben onlar: bir daha kullanmayacagim, ancak onla-
n bir kereligine de olsa gérmek zorundasiniz:

N = Biitiin dogal sayilar kiimesi 0, 1, 2, 3...

Z = Biitiin tamsayilar kiimesi=...-3,-2,-1,0, 1, 2, 3...

Q = Biitiin rasyonel sayilar kiimesi

R = Biitiin gergel sayilar kiimesi

C = Biitiin karmagik sayilar kiimesi

Bu sistemler Rus Matrugka Bebekleri gibi i¢ ige geger:

NczcQcRcC
C isareti sagdakinin soldakini kapsadigim belirtir. Ornegin
her tamsayinin bir rasyonel say1 oldugunu fark edebilirsiniz;
o6rnegin 3 tamsayisi 3/1 kesridir ayni1 zamanda. Biz genelde onu
béyle yazmayiz oysa iki gésterim de ayni seyi sembolize eder.
Benzer gekilde her rasyonel say: ayni zamanda gergel sayidir
ve her gergel say1 ayn1 zamanda karinagik sayidir. Eski sistem-
ler yeni sistemlerin igine sokulur, onlar: hiikiimsiiz kilmaz.

Karmagik sayilar bile matematikgilerin ytizyillardir olus-
turdugu say: sisteminin geniglemesinin sonu degildir. Orne-
gin dérdey sayilar H ve sekizey sayilar O [4 sayisina iligkin
b6lime bkz.] vardir. Gelgelelim bunlar aritmetiktense cebir
agisindan daha yararlanilabilirdir. Bu bélimii biraz daha ge-
ligkili (paradoksal) sayilardan, yani sonsuzluktan bahsedip
bitirecegim. Felsefi olarak sonsuzluk geleneksel sayilarla ters
diger, o dogal sayilardan karmasik sayilara kadar higbir stan-
dart say: sistemine ait degildir. Bununla beraber o herhangi
bir say1 gibi olmamasina kargin, bir sayims1 gibi uglarda ha-
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vada durur. Bu durum Georg Cantor baglangi¢ noktamizi, yani
saymay yeniden ziyaret edip sonsuzlugun sayma anlaminda
sayilardan biri oldugunu ve sonsuzlugun gesitli biytkliklere
sahip oldugunu goésterene kadar boyleydi. Onlarin arasinda
tamsayilarin sayisi olan X ve ondan daha biiyiik olan gergel
sayllarin sayisi olan C de vardir. Hangisinin biyilik oldugu
tartigmalidir: bu matematigi kagida dékerken hangi aksiyom
sistemini kullandiginiza bagh olarak degisir.

Say1 Nedir?

Kulaga kolay bir soru gibi geliyor ve 6yle de. Oysa cevabi kolay
degil.

Hepimiz sayilan nasil kullanacagimiz biliyoruz. Yedi ine-
gin, yedi koyunun veya yedi sandalyenin nasil goriindigini
biliyoruz. Hepimiz yediye kadar sayabiliriz. Pekala, yedi nedir
o halde?

Cevap 7 sembolii degildir. O keyfi bir se¢imdir ve gogu kiil-
tiirde farklidir. Arapgada v, Gincede t: veya daha resmi olarak
1E soyledir.

Cevap “yedi” (seven) kelimesi degildir. Yazimi Fransizcada
sept, Almancada sieben olur.

On dokuzuncu yiizyilin ortalarinda, az sayida akliselim sa-
hibi matematikg¢i binlerce yildir herkes tarafindan mutlu bir
sekilde kullanilmasina ragmen sayilarin aslinda ne olduklari-
n1 kimsenin bilmedigin fark etti. Onlar da hi¢bir zaman sorul-
mamasi gereken soruyu dile getirdiler: say1 nedir?

Bu kulaga geldiginden daha aldatici bir soru. Say1 birisine
fiziksel diinyada gosteremeyeceginiz bir geydir. O bir soyutla-
madir; gergekten elde edilmis, ancak esasinda gergek olmayan
zihinsel, insan tiretimi bir kavramdir.

Bu kulaga rahatsiz edici gelebilir, sayilar bu agidan bakil-
dig1 zaman yalniz degillerdir. Benzer bir 6rnek "para”“dir. He-
pimiz nasil 6deme yapacagimizi ya da alacagimizi biliyoruz
ve bunu -sanmak istiyorum ki- paray: degistirerek yapiyoruz.
Biz paray: cebimizde veya ciizdanimizda kagit ya da madeni
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olarak diiginmeye egilimliyizdir. Halbuki eger madeni ya da
kagit para kullanmadan kredi kart1 kullanirsak bu o kadar
basit degildir. Somut para yerine telefon sistemiyle sinyaller
kart girketine gider ve son olarak bankamiza gider ve farkh
bankalardaki bizim, diikkanin ve kart girketinin hesaplarinda
paralar yer degistirir. Ingiliz 5£ kagit paras1 “Tagiyaninin is-
tegi lizerine beg poundun kargiligini1 6demeye séz veriyorum,”
soziinil tagirdl. O, hig de bile para degildi, para 6deme sé6ziiy-
di. Bir zamanlar onu bankaya gétiiriip gergek para olarak go-
rilen altinla degis tokus edebilirdiniz. $imdi biitin bankalar
onu sadece bagka bir 5£'la degistirirler. Ancak altin da gergek
para degildi, onun sadece fiziksel bir gésterimiydi. Buna kanit
olarak, altimin fiyatinin sabit olmadigin getirebiliriz.

Oyleyse para bir say1 midir? Evet, ancak sadece 6zel bir
yasal baglam igerisindeyse bir sayidir. Bir kagit pargasinin
tizerine 1.000.000 $ yazmak seni zengin etmeyecektir. Paray:
para yapan sey parayl sayilarla sembolize etmemiz, onunla
mallar ve diger sayilarin aligverigini yapmamizdaki gibi insan
dretimi geleneklerin viicuda gelmesidir. Onun ne oldugu degil,
onunla ne yaptiginiz 6nemlidir. Para bir soyutlamadir.

Sayilar da bdyledir. Ancak bu ¢ok da bir cevap degildir,
¢inkii biitiin matematik bir soyutlamadir. Bu yiizden az sayida
matematik¢i ne tiir soyutlamalann say: olarak tanimlanabi-
lecegini merak etmeye devam etti. 1884 yilinda Gottlob Fre-
ge isimli Alman matematik¢i The Foundations of Arithmetic
[Aritmetigin Temelleri] adl1 kitabinda sayilarin dayal oldugu
temel ilkeleri yazdi. On yil sonra daha ileriye gitti ve mantigin
temel yasalarindan yola gikarak bu ilkeleri ortaya koyma giri-
siminde bulundu. Onun Basic Laws of Arithmetic [Aritmetigin
Temel Yasalari] kitab1 1893 ve 1903 yillarinda iki cilt geklinde
yayimlandi.

Frege sayma silirecinden ige bagladi, kullandigimiz sayilara
degil saydigimiz geylere odaklandi. Eger yedi adet fincan bir
masaya koyarve“l, 2, 3, 4, 5, 6, 7" diye sayarsam sanki 6nemli
olan sayilarmig gibi goériiniir. Frege buna katilmaz: ona gore

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
20



SAYILAR

o6nemli olan fincanlardir. Sayma iglemi ¢aligmaktadir ¢iinkii
bizim saymak istedigimiz bir fincan koleksiyonumuz vardir.
Farklh bir koleksiyonla, farkh bir sayiya ulasabiliriz. Frege bu
koleksiyonlan Almancada siniflar olarak ifade etti. Biz bu 6zel
sinifin kag fincandan olustugunu sayarken say1 sembolleri ile
fincan siniflan arasinda bir iligki kurulmaktadir.

® W
b

4

b

~N

Sekil 5: Sayilar ve fincanlar arasindaki iligki.

Ayni sekilde verili bir ¢ay tabag: sinifiyla da béyle bir iligki
kurabiliriz.

S A T

1 2 3 4 5 6 7

Sekil 6: Gay tabag: ile sayilar arasindaki iligki.

Oyleyse, biz ¢ay tabag: sinif1 ile fincanlar sinifinin sayisi-
nin ayn oldugu gikarimina varabiliriz. Ka¢ adet olduklarim
biliyoruz: yedi adet.

Bayagilik agisindan bu size agik goziikebilir, ancak Frege
bunun bize daha derin bir gey séyledigini fark etti. Yani, biz
¢ay tabagi sinifi ile fincanlar sinifinin sayisinin ayni oldugunu
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 simgelerini kullanmadan ve orada kag¢ adet
fincan ya da ¢ay tabaginin oldugunu bilmeden de kanitlaya-
biliriz. Cay tabag: sinifi ile fincanlar sinif1 arasinda bir iligki
kurmak yeterlidir.
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Sekil 7: Gay tabag simifi ile fincanlar sinifinin arasinda sayilari
kullanmadan iligki kurabiliriz.

Teknik olarak boylesine bir karsilik gelme bire bir karsihik
gelme olarak adlandinlir: her bir fincan bir ¢ay tabagiyla eg-
lesir ve her bir ¢ay tabag1 da tam olarak bir fincanla eglegir.
Eger bir fincani gézden kagirirsaniz veya bir fincani birkag kez
sayarsaniz sayim bir ise yaramayacaktir. Bu teknik garti unut-
madan buna sadece bir karsilik gelme diyelim.

Bu arada ilkokul gocuklarinin neden inekler kiimesini ta-
vuklar kiimesiyle eglestirmekle vakit harcadigin1 merak ettiy-
seniz, bu Frege yliziindendir. Baz1 egitimciler onun yaklagimi-
nin ¢ocuklarin sezgisini gelistirecegini imit etmisti (ve hala
imit ediyor olabilirler). Bunu; mantig tegvik eden, psikolojiyi
gormezden gelen ve “temel” kelimesinin anlamini bulandiran
bir sey olarak gérmeye egilimliyim, ancak burada yeni bir Ma-
tematik Savaglan baglatmayalim.

Frege karsilik gelme yoluyla siniflar arasinda iligki kur-
manin sayilar olarak ifade ettigimiz seyin temelinde yattig:
seklinde bir sonuca varmigtir. Bir sinifin kag¢ adet elemani
oldugunu saymayy; dyeleri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 gibi iizerinde kiil-
tire bagh bigimde uzlagilmig sembollerle gésterilen standart
simifla eglestirir. Ancak Frege say1 kavraminin kiiltiir bagimlh
olmasi gerektigini diiginmemigtir ve béylece rastgele se¢ilmisg
sembollerin hepsinden vazgegen bir yol ileri siirmiigtiir. Daha
acik olarak evrensel, yani biitiin kiltiirlerde ayni olan bir iist
sembol icat etmigtir. Ancak bu yaziya dékiilebilecek bir gey de-
gildir, tamamen kavramsaldir.

O, bir sinifin iyelerinin de bir sinif olabilecegini 6ne sii-
rerek ige baglamigtir. Onlar béyle olmak zorunda degillerdir,
ancak onlann béyle olmalarnni engelleyecek bir sey de yoktur.
Giindelik yagsamdan bir 6rnek pigmis bezelye konserveleriyle
dolu bir kutudur: kutunun iiyeleri konservelerdir ve konserve-
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lerin iyeleri bezelyelerdir. Yani siniflan bagka siniflarn dyele-
ri olarak kullanmada bir sorun yoktur.

“Yedi” sayis1 kargilik gelme yoluyla fincanlar sinifimizla,
¢ay tabaklanyla veya 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 sayilarim igeren bir si-
nifla eglegtirilir. Bu siniflar iginden herhangi birini se¢gmek ve
onu say1 olarak adlandirmak incelikten yoksun ve tatminsiz
hissettiren keyfi bir karardir. Neden bu igi tam yapmayalim
ve bu siniflann hepsini kullanmayalim? Béylece "yedi” kargilik
gelme yoluyla bahsedilen herhangi bir sinifla (ve béylece ti-
miinin) iligkili olan tim siniflarin sinifi olarak tanimlanabilir.
Boyle yaptiktan sonra verili bir simifin yedi iiyeye sahip olup
olmadigini, bu siniflardan bir sinif olup olmadigina bakarak
soyleyebiliriz. Kolaylik olsun diye biz bu sinif1 "yedi” diye eti-
ketliyoruz, ancak biz bunu yapmasak dahi bu simif bu anlami
kendiliginden veriyor. Boylece Frege bir sayiy1 o say1 igin keyfi
bir isimden (ya da sembolden) ayirt ediyor.

Daha sonra bir sayinin ne oldugunu tamimlayabilirdi: o
verili bir sinifa (ve boylece birbirine de) kargilik gelen biitiin
siniflanin sinifidur. Bu tip sinif “list-simge” diye adlandirdigim
sinifin tam da kendisidir. Eger bu gekilde diigiiniiyorsaniz, bu
harika bir fikirdir. Aslina bakilirsa bir sayi i¢in isim se¢mek-
tense, biz o nesnenin yerine kullanmak igin kavramsal olarak
biitiin muhtemel isimleri bir nesnede bir araya getiriyoruz.

Pekala, bu ige yaradi m1? Bunu tamsayilar bélimiinde 6g-
reneceksiniz.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
23



Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Kiigik Sayilar

Biitiin sayilar i¢inden en agina olduklanmiz
1'den 10'a kadar olanlardur.

Her biri alisilmadik, nevi sahsina miinhasir
ozellikleriyle digerlerinden ayr olarak biriciktir.
Bu o6zellikleri takdir etmek sayilar: bizim i¢in aligildik,
arkadag canlis1 ve bagh basina ilging yapar.
Yakinda, siz bir matematikg¢i olacaksiniz.
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1
BOLONEMEZ BIRIM

En kiigiik pozitif tamsay: 1'dir. Bu aritmetik olarak bélinemez
birimdir: iki kii¢iik pozitif tamsayinin toplanmasiyla elde edi-
lemeyen tek pozitif tamsay.

Say1 Kavraminin Temeli

1 sayisi bizim saymaya bagladigimiz sayidir. Herhangi verili
bir sayidan bir sonraki say1y: bulmak igin o sayiya bir ekleriz.
2=1+1
3=(1+1)+1
4=((1+1)+1)+1Bubdyle devam eder.

Parantezler bize 6nce hangi islemi yapmamiz gerektigini
soyler. Onlar genellikle yazilmazlar, ¢linki yazilmadig: durum-
larda genellikle siralamanin bir 6nemi yoktur, oysa baglangig-
ta ihtiyath olmak en iyisidir.

Muntazam mantiksal geligmeler olarak agik¢a ortaya ko-
nulmasi gereken bu tanimlardan ve cebirin temel yasalann-
dan yola ¢ikarak o meghur ‘2 + 2= 4’ teoremini kanitlayabiliriz.
Kaniti bir satira sigar:

2+2=(1+D+0Q+D=((1+1)+1)+1=4

Bazi matematikgiler yirminci yiizyillda matematigi saglam
mantiksal temellere oturtmaya ¢aligirken ayni fikri kullands-
lar, ancak bazi teknik nedenlerle 0'dan bagladilar.

1 sayis1 onemli bir matematiksel fikir olan emsalsizlik fik-
rini ifade eder. Matematiksel bir nesne sadece kendisi herhan-
gi bir hususi ézellige sahipse emsalsizdir. Ornegin ¢ift asal
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sayl1 yalnizca 2 sayisidir. Emsalsizlik 6nemlidir, ¢linkid bir par-
¢a gizemli herhangi bir matematiksel nesnenin aslinda bizim
daha 6nce bildigimiz birisi oldugunu kanitlamamiza izin verir.
Ornegin bilinmeyen herhangi bir pozitif n sayisinin hem gift
hem de asal say1 oldugunu kanitlayabilirsek, bu say1 2 olmak
zorundadir. Daha kangik bir 6rnek olarak, besgen yiizeylere
sahip tek diizgiin ii¢ boyutlu cisim on iki ytzlidir (5 bélia-
miine bkz.). Bu ylizden herhangi bir matematik vakasinda eger
beggen yiizeylere sahip bir diizgiin G¢ boyutlu cisimle karsi-
lasirsak daha fazla bir galigma yapmadan hemen biliriz ki o
kesinlikle on iki yiizli olmalidir. On iki yiizlinin diger bitiin
6zellikleri bunun yaninda bedel 6demeden gelecektir.

1'ler Garpim Tablosu

Hig kimse 1'ler ¢arpim tablosunu égrenirken gikayet etmemis-
tir. ‘Bir kere bir, bir; bir kere iki, iki; bir kere g, lig..." Eger bir
say1 birle ¢arpilirsa veya béliiniirse o say1 degismeden kalir:

nxl=n n+l=n

O, bu sekilde davranan tek sayidir.

Sonug olarak 1 kendisinin karesine, kiipiine ve diger iist de-
gerlerinin hepsine egittir.

12=1x1=1

13=1x1x1=1

1"=1x1xIx1=1
béylece devam eder. Bu 6zellige sahip diger bir sayiysa 0'dir.

Bu nedenle, cebirde 1 sayis1 genellikle formiilde bir ¢arpan
olarak yazilmaz. Ornegin, 1x2 + 3x + 4 yerine sadece x2 + 3x + 4
yazanz. Bu ozellikte daha belirgin davranan bagka bir say1 0'dir:
Ox2 + 3x + 4 yerine 3x + 4 yazanz sadece Ox? terimini yok sayarak.

1 asal say1 midir?
Eskiden 6yleydi, ancak artik degil. Sayinin kendisi degismedi,

ancak ‘asalligin’ tanimi degisti.
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Bazi sayilar bagka iki sayimin ¢arpimi geklinde yazilabilir:
ornegin, 6 = 2 x 3 ve 25 = 5 x 5. Bu tiirden sayilara bilegik say1
denir. Diger sayilar bu gekilde elde edilemezler: onlar asal say:
olarak adlandirilirlar.

Bu tanima gore, 1 sayis! asaldir ve 150 yil 6ncesine kadar
genel gorig boyleydi. Daha sonra 1'i daha ¢ok istisnai bir du-
rum olarak gérmek daha makul géziikti. Gliniimiizde 1 ne asal
ne de bilesik say1, ancak bir birim olarak goériiliiyor. Neden
oldugunu kisaca anlatacagim, ancak 6ncelikle diger baz fikir-
lere ihtiyacimiz var.

Asal sayilar dizisi goyle baglar

2357111317 19 23 29 31 37 41 47

ve gorildiigii tizere birkag 6riintii diginda oldukg¢a diizensiz-
dir. 2 haricinde biitiin asal sayilar tektir, ¢linki her ¢ift say:
2 tarafindan béliinebilir. Sadece 5, 5'le bitebilir ve higbiri 0'la
bitemez, ¢iinkii boyle biten tiim sayilar 5’e bélinebilir.

1'den biiyik her tamsay: asal sayilarin ¢arpimi olarak ifa-
de edilebilir. Bu ig ¢arpanlarina ayurma diye adlandirilir ve
igslemde kullanilan sayilar o sayinin asal ¢arpanlar olarak
adlandinlir. Ayrica bu, asal ¢arpanlarin siralamasini degigtir-
menin diginda sadece bir sekilde yapilabilir. Ornegin

60= 2x2x3x5==2x3x2x5==5x3x2x2

boyle devam eder, ama 60 bu yéntemle elde etmek igin en kii-
ciik asal sayidan baglamak lazimdir. Ornegin 60 = 7 x herhangi
bir gey gibi bir ¢arpanlara ayirma yoktur.

Bu o6zellik ‘carpanlara ayirmanin emsalsizligi’ diye ad-
landirilir. Bu apagik bir gey gibi gézikiir, ancak matematikte
lisans derecesi almamig biriyseniz bunun neden béyle oldu-
gunun ispatim birisinin size anlatmig olmasi beni gergekten
sagirtacaktir. Bu, say1 benzeri diger bazi sistemlerde dogru
bile degildir. Ama bu siradan bir hesaplama i¢in dogrudur ve
bu, matematik silah envanteri iginde ¢ok kullanigh bir silahtir.

2'den 31'e kadar sayilarin ¢arpanlarina ayrilmasai:
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2 (asal) 3 (asal) 4=22 5 (asal) 6=2x3
7 (asal) 8=23 9=32 10=2 x5 11 (asal)
12=22 13 (asal) 14=2x7 15=3x5 16 = 2¢
17 (asal) 18=2x32 19 (asal) 20= 22x5 21=3x7
22=2x11 23(asal) 24= 23x3 25 =52 26 =2x13
27=33 28=22x7 29 (asal) 30=2x3x5 31 (asal)

1'i 6zel bir durum olarak kabul etmemizdeki ana neden
eger onu asal kabul edersek asal ¢arpanlara ayirma emsalsiz
olmayacaktir. Ornegin6 =2x3=1x 2x3=1x1x 2x3
ve bu boyle devam eder. 1 hakkindaki bu gériig birliginin agik
ve tuhaf sonucu 1‘in higbir asal ¢arpana sahip olmamasidir.
Bununla birlikte o oldukga tuhaf bir gekilde asal sayilarin bir
uriniddr: o asal sayilarin ‘bog kiimesinin’ irtintdir. Eger asal
olmayan sayilan g¢arparsaniz 1'i elde edersiniz. Bu muhteme-
len kulaga gilginca gelir, ama bu gorig birliginin nedenleri
vardir. Aym gekilde 1'le bir asal say1y1 ¢arparsaniz yine o asal
say1y! elde edersiniz
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Cift sayilar 2'ye boliinebilir; tek sayilar béliinemez. Bu nedenle
¢ift olan tek asal say: 2'dir. O iki tam karenin toplamidir: 2 =
12 + 12. Bu 6zellikli diger asal sayilar 4’e boliindiginde tam
olarak 1 kalanim verenlerdir. Iki tam karenin toplami olan asal
sayilar asal garpanlanna aynlarak gosterilebilir.

Bilgisayarlarda kullanilan ikili aritmetik 10 yerine 2'nin
kuvvetlerine dayalidir. Bilinmeyen bir sayinin karesini de ige-
ren ikinci dereceden denklemler karekék kullanilarak ¢oziile-
bilir. ‘

Tek ¢ift ayrim1 permiitasyonlarda bile vardir; bu bir nes-
ne dizisini siralamanin yoludur,. Permiitasyonlarnn yarnsi tek
diger yansi ¢ifttir. Daha agik bir uygulamasin gosterecegim:
inld bir yapbozun ¢oziillemeyecegiyle ilgili basit bir kanit.

Esitlik (Tek/Cift Saylar)

Biitiin matematigin iginde en 6nemli ayrnmlardan birisi tek ve
¢ift sayilar arasindakidir.

Tamsayilarla baglayalim O, 1, 2, .... Bunlar arasinda, gift
sayllar

02468101214 1618 20...
ve tek sayilar

13579111315171921....

Genel olarak 2'nin kati olan tamsayilar ¢ifttir ve 2'nin kati
olmayanlarsa tektir. Gériiniige gore bazi 6gretmenlerin 6yle inan-
masina zit olarak, O ¢ifttir, ¢linkii o ikinin katidir, s6yle ki O x 2.
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@)

O 000

§)
1 3 5
® o0 ®

Sekil 8: Tek ve ¢ift sayilar.

®
o_ 0000
o °

7
®
® 0000

Tek sayilar 2'ye béliindigiinde 1 kalanin verir. (Kalan si-
firdan farkli ve 2'den kiigiiktiir, bu da ihtimal olarak sadece
1'i birakir.) Cebirsel olarak, n tamsayr olmasi koguluyla, ¢ift
sayilar 2n ve tek sayilar 2n + 1 formundadir. (Yine, n = 0 almak
0'1n ¢ift oldugunu gosterir.) Tek ve ¢ift kavramlarim negatif
sayilara genigletmek i¢in n'yi negatif kabul ederiz Boylece -2,
—4, -6 ve benzerleri ¢ift ve -1, -3, -5 ve benzerleriyse tektir.

Tek ve ¢ift sayilar say1 dogrusunda art arda gelir.

Qift @ tek

-7 6 -5 -4 -3 -2 - 0 2 3 4 ) 6 7

Sekil 9: Tek ve ¢ift sayilar say: dogrusu boyunca art arda gelir.

Tek ve ¢ift sayilarla ilgili zevkli bir 6zellikse elimizdeki
sayilar ne olursa olsun onlarn basit aritmetik kurallarnna uy-
masidir.

Gift + Gift = Cift

Tek + Tek = Cift

Tek + Gift = Tek

Cift + Tek = Tek

Gift x Gift = Gift

Tek x Tek = Tek

Tek x Cift = Cift

Gift x Tek = Gift
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Bu yilizden eger birisi 13 x 17 = 222 oldugunu iddia ederse,
siz islem yapmadan onlann yanlg oldugunu bilirsiniz. Tek x
Tek = Tek'tir, ama 222 gifttir.

Cift ve En Kiigiik Asal Say1

Asal sayilar kiimesi 2'yle baglar, bu yiizden 2 en kiigiik asal
sayidir. O ayni zamanda ¢ift olan yegane asal sayidir, ¢linkii ta-
nmm geregi biitiin ¢ift sayilar 2'ye boliinebilir. Eger ilgili say1 4
veya ondan biiyiikse, bu onun iki kiigiik sayinin @iriinii oldugu-
nu gosterir, yani o bilegiktir. Basit ve apagik olan bu &zellikler
2'ye biitiin sayilarin iginde emsalsiz bir konum verir.

ki Tam Kare Toplami Teoremi

1640 yilimin Noel giinii parlak zekdlh amatér matematikgi
Pierre de Fermat kegis Marin Mersenne'e bir mektup yazdi ve
merak uyandirici bir soru sordu. Hangi sayilar iki tam kare
sayinin toplami olarak yazilabilir?

Bir sayinin karesi onu kendisiyle ¢arptiginiz zaman elde
ettiginizdir. Boyle olunca 1'in karesi 1 x 1= 1'dir, 2'nin karesi 2
x 2 = 4'tiir, 3'in karesi 3 x 3 = 9'dur vb.

0’'dan 10'a kadar olan sayilarin karesi goyledir:
014916 2536496481100

Daha az ilgi ¢ceken 0’dan ve 1'den sonra ilk tam kare 4'tiir.
Kare kelimesi kullamlir, ¢iinkii noktalar birlikte kare olug-
turacak sekilde yerlestirirsek bu sayilar meydana gelir.

1 4

o 16 25
e 06060 o000 0000 00000
o0 0006 0000 000000
00 0000 O0000O
0000 00000
0000

Sekil 10: Kareler.
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Tam kareleri giftler halinde toplarsak yine tam kareler elde
ederiz: sadece bir tam kareye O ekleyin. Ancak, séyle tam kare
olmayan sayilar da elde ederiz

1+1=2
4+1=5
4+4=8
9+1=10
9+4=13
16 +1=17

Bununla birlikte 6rnegin 3, 6, 7, 11 gibi bir¢ok say1 hala
olugmamistir. Iste 0'dan 100’e kadar olan sayilarn iki tam ka-
renin toplami geklinde gosteren bir tablo. (Koyu yazilmamig
herhangi bir sayiy: elde etmek igin dikey ve diigey siradaki
koyu yazilmis iki say1y1 toplayiniz. Ornegin 25 + 4 = 29. Burada
100'den biiyiik olan toplamlar silinmigtir.)

o 1 4 16 25 36 49 64 81 100
0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
1 2 5 10 17 26 37 SO 65 82
4 5 8 13 20 29 40 5S3 68 85
9 10 13 18 25 34 45 S8 73 9
16 17 20 25 32 4 52 65 80 97

29 34 N 50 61 74 89
36 37 40 45 52 61 72 83

49 50 53 S8 65 74 98

64 65 68 73 80 89

TR RRER
]
N
-3

100 100

Tablo 2

11k bakigta bir ériintii bulmak zordur, ancak bir adet vard:
ve Fermat onu fark etti. P4f noktasi tablodaki sayilan asal gar-
panlarna ayirarak kagida dékmektedir. istisna olan 01 ve 1'i
diganda birakirsak sunu elde ederiz.
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2=2 4=22 8=95 8=2°

9 =32 10=2x5 = 16 = 2¢
18=2x 32 20=22x5 25 = 52

26=2x13 34=2x17 36 =2%2x32
40=23x5 41=41 45=32x5

49 = 72 50 =2 x 52 58 = 2x 29
64 = 2¢ 65 =5x 13 68=22x17

72 =23x 32 74 =2 x37 80=2*x5

81 =3¢ 82=2x41 85=5x17

90 =2 x 32x5 100 = 22x 52

Burada asal olan sayilarin altini ¢izdim, ¢linkii onlar prob-
lemin anahtandir.

Baz asal sayilar eksiktir, sirasiyla: 3, 7, 11, 13, 19, 23, 31,
43,47,59,67,71,79 ve 83. Fermat'y: taklit ederek onlarin ortak
6zelligini fark edebilir misiniz?

Onlarnn her biri 4'lin katlarinin 1 eksigidir. Ornegin, 23 =
24 -1 ve 24 =6 x 4. Listemde 2 asal sayisi tekrar eder; bu, bazi
agilardan istisnaidir. Listemdeki tim tek asal sayilar 4'dn
katlarindan 1 fazladir. Ornegin 29 = 28 + 1 ve 28 = 7 x 4'tiir.
Dahasi, bu formdaki siralamada bag taraftaki az sayida asal
sayinin hepsi listemde olugur ve listeyi genigletirseniz, hi¢bir
asal say1y1 gozden kagirmamig olursunuz.

Her asal say1 ya 4'in katindan 1 eksik ya da onun bir faz-
lasidir, bu da k tamsay: olmak koguluyla 4k + 1 veya 4k - 1 bi-
¢imidir. Gift olan tek asal say: 2'dir. Oyleyse herhangi bir asal
say1 su U¢ formdan biri olmalidir:

2'ye esit olmalidir.

4k +1

4k -1

1ki tam karenin toplami olan ve listemde eksik olan asal
sayilar tam olarak 4k - 1 bi¢iminde olanlardir. Bu eksik olan
asal sayilar listedeki sayilarn asal ¢arpani olabilir. Ornegin 9,
18, 36, 45, 72, 81 ve 90 sayilarinin asal ¢arpani olan 3 sayisi-
na bakiniz. Bununla birlikte biitiin bu sayilar 9'un yani 3#nin
katlandir.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
35



PROFESOR STEWART'IN iNANILMAZ SAYILARI

Eger daha uzun listelere aym bakis agisiyla bakarsaniz,
basit bir ériinti ortaya ¢ikar. S6z konusu mektubunda Fermat,
sifirdan biiyiik ve iki tam karenin toplami geklinde yazilabilen
sayllarin tam olarak hep 4k — 1 formundaki bir asal sayinin
¢ift kuvveti oldugunu ispat ettigini iddia etti. sin en zor kismi
4k + 1 formundaki her asal sayimn iki tam karenin toplami
seklinde oldugunu ispat etmekti. Albert Girard da 1632 yilinda
ayni dogrultuda bir varsayim kurdu, ancak ispat edemedi.

Tablo baz1 6rnekler igeriyor, ama 6ncelikle Fermat'nin id-
diasin1 daha azimli bir 6rnekle kontrol edelim. 4001 sayisinin
agik bir sekilde 4k + 1 formundadir; sadece k'yi 1000 olarak
kabul edin. Bu ayn1 zamanda asaldir. Fermat'nin teoremine
gore bu iki tam karenin toplami olmalidir, ama hangisi?

Daha kolay bir yontemin yoklugunda, tam kare bir say1 elde
edene kadar 4001'den sirasiyla 12, 22, 32'ni gikarabiliriz. He-
saplama goyle baglar:

4001 - 12 = 4000: tam kare degil
4001 - 22 = 3997: tam kare degil
4001 - 32 = 3992: tam kare degil

ve sonunda t-w1 kare denk gelir.
4001 - 402 = 2401: 49'un tam karesi

Boylece

4001 =402 + 492 olur ve Fermat bu 6rnek i¢in hakli gikmigtir.

492 + 402 bir yana bu esasen tek ¢oziimdiir. 4001'den tam
kareler gikararak bir tam kare say1 bulmak nadir bir olaydir;
o neredeyse katigiksiz bir sanstir. Fermat bunun neden sans
olmadigini agiklamigtir. O ayrica 4k + 1 asal oldugunda onu iki
tam kareye ayirmanin sadece bir yolu oldugunu da biliyordu.
Gauss bir formiil olusturdu, ancak o hi¢ pratik degildi. Boy-
le olunca, formiil onlar1 bulmak i¢in hizli bir yol saglamadan
gerekli tam karelerin oldugunu gésteriyordu. Bu biraz teknik
bir meseledir ve ¢ok fazla hazirlik gerektirir, bu nedenle ispati1
burada agiklamaya galigmayacagim. Matematigin sevimlilik-
lerinden birisi; basit ve dogru ifadeler her zaman basit kanit-
lara sahip degildir.
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Ikili Sayr Sistemi

Bizim geleneksel say: sistemimiz ‘onluk’ (decimal) olarak ad-
landinlir, ¢linkii taban sayisi olarak 10'u kabul eder ve Latin-
cede 10 decem kelimesidir. Bu yiizden O'dan 9'a kadar 10 ra-
kam vardir bir say1 iginde rakamlarin basamak degerleri 10'un
katlan geklinde sagdan sola dogru artar. Yani 10 on, 100 yiiz,
1000 bin demektir, vb {10 bélimiine bkz.). Rakamlarla goster-
me sistemi i¢in herhangi bir say1 taban sayisi olarak kullani-
labilir. Bu alternatif sistemlerin i¢inde en 6nemlisi 2'yi taban
sayis1 olarak kabul eden ikili say1 sistemidir. O halde sadece
iki rakam olur, O ile 1 ve her basamagin degeri sagdan sola her
adimda iki kat artar. 1kili say: sisteminde, 10 sayis1 2 (onluk
genel say1 sistemimizdeki) demektir, 100 sayis1 4, 1000 sayis1
8, 10.000 sayis1 16 demektir, vesaire.

2'nin kat1 olmayan sayilar1 bulmak i¢in 2'nin belli katlarini
toplanz. Ornegin 23 onluk sistemde 16 + 4 + 2 + 1 toplamina
esittir ki bunda 16 bir kere, 4 bir kere, 2 ve 1 bir kere kullanil-
migtir 8 ise hi¢ kullanilmamigtir. Bu yiizden bu say ikili say:
sistemine gore

10111dir. tkilik say1 sistemindeki ilk sayilar ve onlarin on-
luk sistemde kargiliklar: goyledir:

Onluk sistem 1kilik sistem Onluk sistem  1kilik sistem
0 [s] n 10NM
1 1 12 1100
2 10 13 1101
3 n 14 1mo
4 100 15 1
b 101 16 10000
6 10 17 10001
7 m 18 10010
8 1000 19 10011
9 1001 20 10100
10 1010 21 10101

Tablo 3
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20 sayisi igin olan sembolleri degifre etmek igin, 6rnegin
onlan 2'nin kuvvetleri gseklinde yazanz.

1 0 1 0 0

16 8 4 2 1

Tarihgesi

MO 500 ve 100 tarihleri arasinda bir zamanda Hint bilim in-
sam Pingala, siirdeki ahenkler izerine Chandahsastra adl1 bir
kitap yazdi ve uzun ile kisa hecelerin gesitli varyasyonlarnnin
listesini olugturdu. Bu varyasyonlar, modern formda 0 kisa 1
de uzun hecelere karsilik gelecek sekilde bir tabloda siniflan-
dirdi. Ornegin,

00 = kisa-kisa
01 = kisa—uzun
10= uzun-kisa
11 = uzun-uzun

Buradakiler ikili say1 sisteminin ériintileridir, ancak Pin-
gala bu sembollerle matematiksel islemler yapmamigtir.

Cince kadim bir kehanet kitabi olan I Ching (Yi; Jing) ge-
lecek hakkinda haber vermek igin ya tam uzunluktaki (yang)
ya da ikiye bélinmiig (yin) sekildeki 64 takim 6 yatay satin
kullaniyordu. Bu takimlar hegzagram olarak bilinir. Her biri
alt alta istiflenmig iki triagramdan ibarettir. Aslinda bu, hangi
hegzagrama bakman gerektigini belirleyen kurallan uygulaya-
rak ve civanpergemi otunun saplarini yere atarak kehanette
bulunmak i¢in kullanilirdi. Daha sonra bunun yerine ii¢ made-
ni para kullamlir oldu.

Eger biz 1'i tam bir ¢izgiyi (yang) ve 0'1 da kesikli bir ¢izgiyi
(yin) sembol etmesi i¢in kullanirsak her bir hegzagram ikili
say1 sistemindeki alt1 basamakl bir sayiya tekabiil eder. Orne-
gin agagidaki resimdeki hegzagram 010011 ‘dir. Kehanetin ku-
rallarina goére bu 60 (# = jié) numarali hegzagramdir ve ‘kendi-
ne hakim olmay’, ‘6l¢iili olmay1’, ‘’kendini agik¢a ifade etmeyi’
imler. Tipik bir yorum (agiklamami benden beklemeyin, ¢linki
higbir fikrim yok) soyle baslar:
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Kendine hakim olmak—Semboliin ist tarafi: k’an dipsiz,
su. Asagisi: tui negeli, gol.

Degerlendirme— Kendine hakim olmak, bagari. Bunun ken-
dini incitici olan1 barindinlmamalidir.

e R R
Kan (Dinya)  Geén (Dag) Xun (Rizgar)

Kin (su)
N S EE S
Il Bl G
Bl EE Bl E.
Il G Ol G
Il B G G
Gl Gl G G
»n u b2 ©

Zhen (Gok giriltdsd) Li (Ateg) Dui (G6l)  Qian (cennet)

Sekil 11: Solda: 60 numarali hegzagram. Sadda: Sekiz temel triag-
ram.

Resim—G¢éliin Gizerinde su: kendine hakim olmanin sembo-
1. Boylelikle iist-insan sayilan ve élgiileri yaratir ve erdem ile
dosdogru yolu miitalaa eder.

Buna karsilik I Ching'de ikili say1 sisteminin 6zellikleri
olugmus olsa bile, onun aritmetigi yoktur. Ikili say1 sistemi
sembollerinin daha fazla matematiksel 6zellikleri binlerce
sayfa yayimlanmamig el yazmasi birakmig olan Thomas Harri-
ot'nun (1560-1621) yazilarninda ortaya gikar. Onlardan birisi su
sekilde baslayan bir liste igerir:

1

2

2+1

4

4+1
4+2
74+2+1

DD W N -

ve 31’e kadar devam eder.

30=16+8+4+2
31=16+48+4+2+1

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
39



PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

Harriot'nun ikili say1 sisteminin temel ilkelerini anlamig
oldugu agiktir. Bununla birlikte, bu listenin ge¢tigi baglam
aritmetikle degil, gesitli nesnelerin farkl yollarla nasil olug-
turulabilecegini numaralandiran uzunca tablolar serisiyle
ilgilidir.

Francis Bacon 1605'te alfabenin harflerinin ikili say: sis-
teminin sayillarnnin dizileri olarak nasil gifrelenecegini, onlar:
sayilar olarak kullanmaya ¢ok yaklagarak agikladi. tkili say:
sistemi aritmetik olarak gosterimi, sonunda 1697'de Leibniz'in
Brunswick diikii Rudolph’a, yazdigy mektupta bir “madeni
para veya madalyon” 6nermesiyle ortaya gikti.

$ekil 12: Leibniz’'in ikili say1 sistemi madalyonu.

Tasarim ‘omnibiis ex nihilo ducendis sufficit unum’ifade-
siyle (her geyin higlikten dogmasi igin bir yeterlidir) ikili say:
sisteminde O'dan 15'e kadar olan sayilarin cetvelini yapmigtir.
Leibniz matematiksel olarak eger O (higlik) semboliine sahip-
seniz ona 1 (bir) ekleyerek dyleyse her sayiyi (her gsey) elde ede-
bilirsiniz. Ancak o dini bir beyanda bulunuyordu: tek bir Tanri
her seyi higlikten yaratabilir.

Bu madalyon hig tiretilmedi, ancak onun tasarimi bagh ba-
sina dikkate deger bir adimdi. Leibniz 1703'e kadar ikili say:
sistemini geligtiriyordu ve Explication de l'arithmétique Bina-
ire [tkili Sayr Sisteminin A¢tklamasi] adli makalesini Mémoi-
res de l’Académie Royal des Sciences [Kraliyet Bilimler Akade-
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misi Bilteninde] yayimladi. Orada géyle yazmigty: “Onluklarn
s6z konusu dizi [onluk sayi sistemi] yerine, tiim sistemlerin en
basitini, ikiger ikiger hareket edenini uzun yillardir kullaniyo-
rum.” Leibniz ikili sayma sisteminde kurallarin hi¢ kimsenin
unutamayacag1 kadar basit olduguna ancak ikili sistemde bir
sayinin gosteriminin onluk sisteme gore dért kat daha uzun
olduguna, yani yonteminin gok pratik olmadigina dikkat gek-
migtir. Ayn1 zamanda biraz 6ngoriili bir gekilde: “ikilerle he-
saplama yapmak bilim i¢in daha énemlidir ve daha ¢ok buluga
imkan verir” ve “sayilann bu gekilde ifadesi her tirli islemi
¢ok daha fazla kolaylagtirmaktadir” da demigtir.
Aslinda kafasinda olan gey sudur.

0+0=0 0x0=
0
O+1=1 Ox1-=
0
1+0=1 1x0=
0
1+1=0 1x1=
Elde var 1 1

Bir kere bu basit iglemleri bilirseniz, normal aritmetikteki
benzer yoéntemleri kullanarak ikili say1 sisteminde her tiirld
iki say1y1 garpabilir ya da toplayabilirsiniz. Ayrica ¢gikarma ve
bélme de yapabilirsiniz.

Dijital Hesaplama

Leibniz ikili sistemin “bilim i¢in temel bir yéntem” olmasi ge-
rektigini sdylediginde tam istiine basmigti. tkili sistem mate-
matiksel bir tuhaflikti, ama dijital bilgisayarlarn icad1 bunu
tamamen degistirdi. Sayisal elektronik bir elektriksel sinyalin
varlig1 veya yoklugu arasindaki basit ayrnm tizerine kuruludur.
Bu iki durumu 1 ve 0'la sembolize edersek, ikili sistemde ¢alig-
mamizin sebebi daha ¢ok belirgin olacaktir. Kuramsal olarak
onluk sistemi kullanan bilgisayarlar da yapabiliriz, 6rnegin 0
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volt, 1 volt, 2 volt gibi degerleri sembolize etmesi i¢in 0'dan
9'a kadar olan rakamlan kullanabiliriz. Bununla birlikte yiik-
sek kangik hesaplamalarda belirsizlikler olugur ve diyelim ki
6,5 voltluk bir sinyali agag: ya da yukar: yuvarlayarak 6 ya
da 7 almak kesinlik bildiremez. lyice tamimlanmig iki voltaj
seviyesini kullanarak iki seviye arasindaki farki ¢ok daha aza
indirerek bu tarz belirsizlikler ortadan kaldirilabilir.

Giunimiizdeki liretim yontemleriyle 2'li yerine 3’1 tabanda
(i¢ terimli) veya daha biiyiik tabanda bilgisayar yapimi1 mim-
kiindir. Ancak zaten ikili sistem {izerine inga edilmig devasa
bir teknoloji oldugu ve ikiliden onluya gegis hesaplamalarla
mimkiin oldugu i¢in, diger tabanl sistemler standart ikili si-
teme oranla yeterince biiyiik avantaj saglamaz.

Permiitasyonlarin Denkligi

Tek ve ¢ift say1 ayrimi 6zellikle verili bir kiime sayinin, harfin
veya matematiksel nesnenin yeniden siralanmasinin yollar
olan permiitasyon kuraminda 6nemlidir. Eger kiime n adet
elemandan oluguyorsa olas1 permiitasyonlarin sayisi n'nin
faktoriyelidir.

nl=nxm-1)xn-2)x...x3x2x1

Giinki birinci sayiy1 n farkh sekilde, ikincisini n — 1 farkh
sekilde, liglinciiyi n - 2 farkh gsekilde segebiliriz [26! bélimiine
bkz.].

Permiitasyonlar tek ve ¢ift olmak iizere iki gesittir. Tekli
permiitasyonlar tek sayida elemanin ¢iftli permiintasyonlar
¢ift sayida elemanin yer degistirme sayisini verir. Bunun de-
taymna birazdan inecegim. Burada ‘tek’ ve ‘¢ift’, permiitasyon
esitligi olarak adlandirilir.

n! sayidaki muhtemel permiitasyonlarin tam da yarisi
tek, yarisi gifttir (n = 1 harig, sadece bir siralama ihtimalinin
oldugu bir yerde ¢iftli permiitasyon vardir tekli yoktur.). Bu
yizden n 2 2 iken n!/2 kadar tek ve n!/2 kadar ¢ift permiitas-
yon vardir.
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Tek ve ¢ift permiitasyonlar arasindaki fark: sema gizerek
anlayabiliriz. Ornegin su kiimenin asagidaki gibi baslayan
periniitasyonunu (A olarak adlandiralim) diigiinelim:

1,2,3,4,5
ve onu su sekilde diizenleyelim

2,3,4,51

Semadaki sayilar su sekilde hareket eder:

Sekil 13: A permiitasyonu igin gema.

Ayni sekilde su kiimeyle baglarsak
2, 3,4,5,1 ve su sekilde diizenlersek
2,4, 3, 1,5 o zaman semboller su sekilde hareket eder:

Sekil 14: B permiitasyonu igin gema.

Bunu da B permiitasyonu olarak adlandiralim. Bagladigi-
miz kiimenin elemanlannin say1 dogrusuna gore siralanma-
digina dikkat edin. Onemli olan sirasi degil, nasil degistigidir.

Permiitasyonlar Olusturma
1ki permiitasyonu yeni bir permiitasyon olugturmak igin bir-
lestirebiliriz. Bunun igin, ilk kiimeyi ilk permiitasyona gére
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diizenleriz ve daha sonra da ikinciye gore sonucu diizenleriz.
1ki semay: birlestirerek iglemi daha kolay anlayabiliriz:

Sekil 15: B tarafindan takip edilen A permitasyonu igin gema.
A ve B permiitasyonlan yukarida ve agagida ok dizileriyle
gosterilmigtir. Onlan birlegtirmek i¢in (benim AB permiitas-

yonu olarak adlandiracagim permiitasyonu vermesi i¢in) sira-
siyla oklan izleriz ve ortadakileri kaldinnz. Sunu elde ederiz:

$ekil 16: Oklan dogrudan ¢izmeden 6nce AB permiitasyonu.

Sonunda oklan gunu elde etmek igin sileriz:
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Sekil 17: Oklan sildikten sonra AB permiitasyonu.

Bu 1, 2, 3, 4, 5 kiimesini 4, 2, 3, 1, 5 diizenine koyan permii-
tasyondur.

Kesigen Sayilar ve Denklik

A permiitasyonunda uzun olan ok diger dort okla kesigiyor. Bu
permiitasyon 4 kesigmeye sahiptir deriz ve c(A) = 4 diye yaza-
nz. B permiitasyonu 3 kesigmeye sahiptir, 6yleyse c(B) = 3'tiir.
Onlarin birlegimi olan AB 5 kesigmeye sahiptir, 6yleyse c{AB)
= 5'tir.

Oklan silmeden 6nce AB 7 kesigme sayisina sahipti. Bu
A'nin ve B'nin kesigim sayilarinin toplamiyda:

4 + 3 = 7. Oklan sildigimiz zaman iki kesigme, sag taraftaki
ikisi, kayboldu. Bu iki ok birbirlerini kestiler daha sonra bir
daha kesigtiler. Boylece ikinci kesigme birinci kesigmeyi ‘iptal
etmisg’ oldu.

Bu gozlem genelde dogrudur. Eger biz herhangi bir AB per-
miitasyonunu elde etmek i¢in bir A ve B permiitasyonunu alir-
sak oklan silmeden énce AB igin kesigme sayis), A'daki ve B'de-
ki kesigmelerin toplamidir. Oklari sildigimizde ya kesigimlerin
toplami ayni kalir ya da toplamdan ¢ift bir sayiy: ¢ikartinz.
Boylece c(AB), c(A) + c(B)'ye esit olmak zorunda olmamakla bir-
likte onlarin arasindaki fark her zaman bir ¢ift sayiya egittir.
Bu de demektir ki c¢/AB)'nin denkligi c(A)'nin ve c(B)'nin denk-
liginin toplamidar.
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c(A) giftse A permiitasyonu gifttir tekse tektir deriz. Dolayi-
siyla A permiitasyonunun denkligi ‘tektir’ veya ‘gifttir’.

Gift permiitasyon ¢ift sayida sembol ikilisinin degigim sa-
yisidir.

Tek permiitasyonsa tek sayida sembol ikilisinin degigim
sayisidir.

Bu, permiitasyonlan olugturdugumuzda tipk tek ve ¢ift sa-
yilan topladigimiz zamanki gibi sunu ifade eder:

ciftle ¢iftin bilegimi ¢ifttir

tekle tekin bilegimi ¢ifttir

ciftle tekin bilegimi tektir

tekle ¢iftin bilegimi tektir.

Bu zevkli 6zellikler matematigin her yerinde kullanilir.

15'li Yapbozu

Permiitasyonlarin denkligi teknik goziikebilir, ancak onlarin
birgok uygulamasi vardir. Onlarin en eglencelilerinden birisi
Noyes Chapman adinda bir Amerikal1 tarafindan icat edilen
bir yapbozdur. Yapboz ABD'yi, Kanada'y: ve Avrupa'y: kasip
kavuran bir gilginliga déniigtii. Isadami Matthias Race onu
Gem Yapbozu olarak piyasaya siirdi ve Charles Pevey isimli
bir dis hekimi ¢ézebilen kigiye bir 6dil vaat etti. Onun diger
adlan patron yapbozu (Boss Puzzle), 15 oyunu (Game of Fifte-
en), gizemli kare (Mystic Square) ve 15°li yapbozudur.

Yapboz sag alt kégede bog bir blok olacak gekilde 1'den 15e
kadar numaralandinlmig kayabilen 15 kare bloktan ve bag-
langigta 14 ile 15 sayisinin say:1 dizisindeki yeri degistirilmig
sekilde olusur (sol taraftaki gekil). Yapbozun amaci1 ardigik
bloklar bog olan kareye kaydirarak bloklar: dogru sekilde si-
ralamaktir (sag taraftaki sekil).
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Sekil 18: Bununla bagla... ... ve boyle bitir.

Bu yapboz siklikla 1886'da ¢dzene 1000 $ 6dil vaat ederek
ona olan ilgiyi yeniden canlandiran Amerikali yapbozcu Sam
Loyd’a isnat edilir. Bununla birlikte Loyd parasinin giivende
oldugundan emindi, ¢linkii 1879'da William Johnson ve Willi-
am Story 15°li yapbozunun hig¢bir ¢6ziimiiniin olmadigini ispat
ettiler.

Temel nokta bog blogu on altinci ‘sanal blok’ olarak saya-
rak herhangi bir pozisyonun temel pozisyonun bagka bir per-
miitasyonu olarak diigiiniilebilmesinde yatar. Temel pozisyon
bir ¢ift blogun yer degistirmesiyle (14 ve 15) istenilen son po-
zisyonun tekli periniitasyonudur. Ancak bog blogun tekrar eski
yerine gelmesi zorunlulugu izin verilen biitiin permiitasyonla-
nn ¢ift olmasini imler.

Bu nedenle izin verilen hareketler verili herhangi
bir baglangi¢ durumundan tam olarak 16!in yarst yani
10.461.394.944.000 kadar sayida muhtemel diizenleme sayi-
sina ulagir. Muhtemel diizenlemelerin ufak kismindan biraz
fazlasini deneme yanilma yoluyla kesfetmek imkansizdir ki bu
da insanlarn eger sirf denemeye devam ederlerse tesadiifen bir
¢ozlime ulagabileceklerine kolayca ikna edebilir.

ikinci Dereceden Denklemler

Matematikgiler cebirsel denklemleri bilinmeyenlerden derece-
si en biiyilik olana gére siniflandinrlar.
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5x-10=0

denkleminin derecesi birdir, ¢linki sadece x'in birinci derece-
den kuvveti mevcuttur.

x2-3x+2=0

denkleminin derecesi ikidir, ¢linkii x'in ikinci dereceden kuv-
veti (karesi) vardir ancak daha bliyigi yoktur.

x3-6x2+11x-6=0
denkleminin derecesi 3'tiir vesaire.
Az dereceli denklemlerin 6zel adlan vardair:

1. Derece = 1. Dereceden (linear)

2. Derece = 2. Dereceden (quadratic)
3. Derece = 3. Dereceden (cubic)

4. Derece = 4. Dereceden (quartic)

5. Derece = 5. Dereceden (quintic)

6. Derece = 6. Dereceden (sextic)

Bir denklem ele alindiginda asil gérev onu ¢dézmektir. Bu
da denklemi saglayan bilinmeyen x degerini (veya degerlerini)
bulmaktir. 5x - 10 = 0 denkleminin ¢éziimi x = 2'dir, ¢linld 5
x 2 - 10 = 0'dir. x2 - 3x + 2 = 0 ikinci dereceden denklerr inin
¢oziimi x = 1'dir, ¢linkd 12 -3 x 1 + 2 = 0'dir. Ancak x = Z ola-
rak ikinci bir ¢6ztimi daha vardir, ¢linkii 22 -3 x 2 + 2 = 0'dir.
x3-6x2+ 11x — 6 = 0 liglincl dereceden denkleminin {i¢ adet
¢Ozimii vardir, x = 1, 2 ve 3. Gozlimlerin sayis: (gergel) daima
denklemin derecesine egit ya da ondan kiigiiktir.

Dogrusal denklemleri ¢6zmesi kolaydir, genel yéntemler
binlerce yildir bilinmektedir ve tarihi sembolik cebirin icat
edilmesinden oldukga geriye gitmektedir. Ne kadar geriye git-
tigini bilmiyoruz, ¢iinki elverigli kayitlar mevcut degildir.

tkinci dereceden denklemleri ¢6zmesi daha zordur. Bunun-
la birlikte onlar1 ¢6zme metodu Babilliler tarafindan 4000 yil
once biliniyordu ve simdi onu ele alacagim. Ugiincii, dérdiincii
ve besinci dereceden denklemlerden 3 , 4 ve 5. Bolimde bah-
sedecegim.
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Babillilerin Coziimii

Sekil 19: 1ki Babil matematiksel tableti.

1930 yilinda matematik tarihgisi Otto Neugebauer Antik
Babilden kalma kil tabletlerin ikinci dereceden denklemlerin
nasil ¢oziilecegini agikladigini fark etti.

Oncelikle Babillilerin sayilar1 nasil gésterdigini bilmemiz
gerek. Onlar say1 tabani olarak 10'u degil 601 kullamyorlard:.
Boylece 2015 Babillilerin gésteriminde (onlar bizim rakamla-
rimiz yerine kil lizerine yazilmig kama geklinde igaretleri kul-
lamyorlardi)

2 x 603 + 0 x 602+ 1 x 60' +5 x 60°
olur ki bu da onluk say: sisteminde 2 x 216.000 + 0 x 3600 + 1
x 60 + 5 x 1 = 432.065 yapar. Onlar ayrica 1/601n, 1/3600'in
vb katlarini eklemek i¢in bizim ondalik virgiilimiiziin bir ver-
siyonuna sahiptiler. Tarihgiler Babil rakamlarimi1 su sekilde
yazarlar:

2,0,1,5 ve ondalk virgiil yerine noktali virgil kullanirlar.
Ornegin

14,30;15 =14 x 60 + 30 + 15/60 =870 1/4
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Sekil 20: 1'den 59’ a kadar olan sayilarnn Babil givi yazisi1 sembolleri.

Simdi sira ikinci dereceden denklemlere geldi. 4000 yillik
bir Babil tableti géyle soruyor: ‘Bir karenin alani eksi bir ke-
nan 14,30°'a egitse karenin bir kenarini bulunuz?’ Bu problem
bilinmeyenin karesini (karenin alani) ve kendisini igeriyor yani
bu ikinci derece bir denklemden ibarettir. Tablet cevabin nasil
elde edilecegini anlatiyor

Babillilerin talimatlar Bizim gésterimimiz

1’in yarisini al, o da 0;30 yapar

Al bl

0;30 u 0;30°'la garp o da 0;15 yapar
Buna 14,30;15'i elde etmek igin 14,30"u ekle (14 x 60 + 30) + 4 = 870}
Bu 29;30'un karesidir 8704 = (294) x (29))
Simdi 29;30'a 0;30'u ekle 294 +1

Sonug 30'dur, karenin bir kenan 30

Tablo 4

En karmagik adim karesi 870 1/4 olan sayiy: (o da 29 1/2)
bulmak olan dérdiinciisiidiir. 29 1/2, 870 1/4'lin karekékiddr.
Karekokler ikinci dereceden denklemleri ¢6zmek igin temel
aragtir.
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Bu sunum tipik Babil matematigidir. Betimleme 6zel sa-
yilarla yapilir, ancak yéntem daha geneldir. Sayilan sistemli
olarak degistirirseniz ve aym yolu izlerseniz, diger ikinci dere-
ceden denklemleri de ¢6zebilirsiniz. Eger sayilan sembollerle
degistiren modern cebirsel goésterimi kullanirsaniz ve genel
ikinci dereceden bir denklemle baglarsaniz

ax?+bx+c=0

daha sonra Babil yontemi cevab: tiretir

b+ — 4ac

x= —_

2a

Bunu tanimig olabilirsiniz: o tam olarak bizim okullarda
Ogrettigimiz formiildar.
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En kiigiik tek asal say: 3'tiir. Bilinmeyenin igiincii kuvvetini
iceren ¢linci dereceden denklemler kiipkék ve karekok kulla-
nilarak ¢o6ziilebilir. Uzay 3 boyuta sahiptir. Bir pergel ve cetvel
kullanarak bir agiy1 ii¢ es pargaya ayirmak imkansizdir. Tam
olarak 3 adet diizgiin gokgen bir diizlem olugturur. Biitiin sayi-
lann sekizde yedisi 3 tam karenin toplamidir.

En Kiigiik Tek Asal Sayr

En kiigiik asal say ¢ift olan 2'dir. Bir sonraki 3'tiir ve bu da en
kigiik tek asal sayidir. Diger her bir asal say1 k tamsay: olmak
koguluyla ya 3k + 1 ya da 3k + 2 formundadir, ¢iinki 3k, 3'e tam
bélinebilmektedir. Ancak 3 hakkinda séylenecek diger birgok
ilging sey de vardir, bu yiizden onlan asal sayilarla ilgili béla-
me birakiyorum [7. b6lime bkz.].

Uciincii Dereceden Denklemler

Roénesans Italya'sindaki matematikgilerin en biiyiikk zafer-
lerinden biri i¢linci dereceden bir denklemin karekékler ve
kiipkoékler igeren cebirsel bir formiille ¢6ziilebilir oldugunun
kesfidir.

Ronesans biyik ve ani bir entelektiiel degisiklik ve yenilik
dénemiydi. O zamanin matematikgileri i¢in de ayni sey geger-
liydi ve onlar klasik matematigin sinirlamalarnni agmak igin
kararhydilar. 11k biiyiik atilhim iigiincii dereceden denklemleri
¢ozmek igin olan bir yéntemdi. Bu yontemin gesitli versiyon-
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lan kendilerininkini sir olarak saklayan birka¢ matematikgi
tarafindan bulundu. Son olarak Girolamo Cardano nami diger
Jerome Cardano onlan diinyanin muhtegem cebir kitaplarin-
dan birinde, Ars Magna’'da [Muhtegem Sanat] yayimladi. Bunu
yaptiginda digerleri onu sirlarnini ¢almakla sugladi. Bu o ka-
dar da mimkiin olmayan bir gey degildi. 1520 yil1 civarinda
Cardano meteliksizdi. Matematiksel yeteneklerini kullanarak
kazanma gansim artirmak ig¢in ve mali bir kaynak olarak ku-
mara yo6neldi. Cardano dahi biriydi ama haindi de. Birazdan
gorecegimiz gibi o, akla yatan bir bahaneye sahipti.

Olanlar géyleydi. Antonio Fior ve Niccolo Fontana (Tartag-
lia takma ismi, ‘kekeme’) 1535'te seyirciler éniinde bir yang-
maya tutustular. Birbirlerine ¢6zmeleri i¢in G¢iincii dereceden
denklemeler sormustular ve Tartaglia Fior'u agik ara farkla
yenmigti. O zaman tl¢iincii dereceden denklemler g farklh tipe
aynlhyordu, ¢iinki negatif sayilar bilinmiyordu. Fior sadece
bir tipi ¢6zmeyi biliyordu; Tartaglia baglangi¢gta ondan farkh
bir tipi daha ¢ézmeyi biliyordu, ancak yarnngmadan az énce di-
ger biitin tipleri ¢ozmeyi 6grenmigti. O Fior'un ¢ézemeyecegi
sadece kendisinin bildigi bir tipte bir adet soru sordu béylece
rakibini darmadagin etti.

Cardano g¢aligmasimi hazirlarken yanigmay: duydu ve Fi-
or'un ve Tartaglia'min igiinci dereceden denklemlerin nasil
¢oziilecegini bulduklarinin farkina vardi. Bu egi benzeri goril-
memis kegif kitabin degerini artirird), bu yiizden Tartaglia'ya
yontemlerini agiklamasini istedi. Daha sonra belirttigine gére
Cardano’nun sirrimi ifsa etmemesi séziinii vermesi iizerine
Tartaglia sirrim1 sonunda ona sdyledi. Ancak o, yéntemi Ars
Magna'da yayimlandi, bu yiizden Tartaglia Cardano'yu inti-
halle suglad.

Bununla birlikte Cardano’'nun bir bahanesi vard: ve eger
bir kez s6z verdiyse de onu da bozmak igin iyi bir neden bul-
mugtu. Onun 6grencisi Lodovico Ferrari dérdiincii dereceden
denklemlerin nasil g¢oziilecegini bulmugtu [4. bolime bkz.] ve
Cardano onu da kitabinda istiyordu. Bununla beraber, Ferrra-
ri'nin yéntemi, ilgili bir G¢linci dereceden denklemin ¢éziimii-
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ni de igeriyordu bu yilizden Cardano Tartaglia’'nin yéntemini
yayiumlayamadan Ferrrari'ninkini yayimlayamazdi. Bu, olduk-
¢a moral bozucu olsa gerek.

O daha sonra Fior'un, ligiincii dereceden denklemlerin tim
i¢ tipini de ¢6zdiigiine iligkin dedikodular dénmekte olan Sci-
pio del Ferro'nun &grenicisi oldugunu &6grendi, zaten Fior'a
sadece bir tipin sirrim1 agan da oydu. Del Ferro'nun yayimlan-
mami§ yazmalari Annibale del Nave'nin elindeydi. Bu ylizden
Cardano ve Ferrari 1543'te Del Nave'ye danigmak iizere Bolon-
ya'ya gittiler ve yazmalarda tigiincii dereceden denklemlerin iig
tipinin de ¢6ziimiini buldular; tam da dedikodularnn séyledigi
gibi. Bu Cardano’'nun, Tartaglia’'ninkini degil del Ferro'nunkini
yayimladigini iddia edebilmesini sagladi.

Tartaglia hala aldatildigimi digiiniiyordu ve Cardano'ya
karg1 ac1 ve uzun bir hiciv yayimladi. Ferrari ona halka agik
bir yarigmada meydan okudu ve kolayca kazandi. Tartaglia
bundan sonra iniinii tekrar asla kazanamada.

Modern sembolleri kullanirsak, Cardano’nun a ve b 6zel
sayilari i¢in x? + ax + b = 0 seklindeki liglincii dereceden denk-
lemlerin ¢6zimiini 6zel bir durum ve tam olarak yazabiliriz.
(Eger denklemde x2 varsa kurnaz bir numarayla ondan kurtu-
lunur, bu ylizden bu gergeve her seyin hakkindan gelir.) Kare-
kokleri ve kiipkokleri igeren cevap goyledir:

x—!—éﬁ- E+a-‘+3 b » &
2"VaTRT T2 VIt w

Sizi ilging detaylardan muaf tutuyorum. Onlar sik ve ze-

kicedir, ancak bu gesit bir cebir o zevke sahip olanlara hitap
eder ve siz onlar1 kolayca temel kitaplarda veya internette bu-
labilirsiniz.

Uzayin Boyutlar:

Oklit geometrisi iki boyutu dikkate alir: diiz bir kagit pargasi
tizerinde simirlandirilan uzay geometrisi ve diizlem geometrisi
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yurirliktedir. Diizlem iki boyutludur: bir noktanin konumu iki
koordinat (x, y) kullanilarak belirtilebilir. Bizim i¢inde yagadi-
gimiz uzay ii¢ boyutludur: bir noktanin konumu i¢ koordinat
kullanilarak belirtilebilir (x, y, 2).

Bunu diger bir tiirli ifade etmenin yolu diizlemde (gimdi
birkitabin sayfasinda dikey olarak ya da bilgisayar ekraninda
konumlandirin) iki bagimsiz yén olmasidir: sag-sol ve agagi-
yukari. Uzayda ii¢ bagimsiz yon vardir: kuzey-giiney, dogu-
bati ve agagi-yukari.

Matematikgiler (ve diger herkes) 2000 yildan beri igiin
maksimum oldugunu varsayiyordu. Onlar dért-boyutlu bir
uzayin olamayacagini diigiiniiyorlardi [4. bélime bkz.], ¢linki
dérdiincii bir bagimsiz yon igin bir yer yoktu. Eger onun oldu-
gunu diigiiniiyorsaniz litfen o yonde ilerlemeye devam edin.
Bununla birlikte bu inang, mevcut fiziksel uzay ile soyut mate-
matiksel ihtimaller arasindaki uyugmazliga dayalidir.

Insanin normal algilayig1 agisindan, uzay agag: yukar: Ok-
lit'in G¢ boyutlu uzay geometrisindeki gibi davranir. Bununla
birlikte, bizim algimiz yakin ¢evremizle sinirlidir ve Albert
Einstein'a gére Oklit zihniyeti daha biiyiik 6lgeklerdeki fizik-
sel uzayin geometrisiyle uyumlu degildir. Somut alanin 6te-
sine, matematiksel kavramlarin soyut diinyasina girer girmez
‘uzaylan’ istedigimiz kadar g¢ok sayida boyutla tanimlamak
kolaydir. Kiimemizde daha fazla koordinata izin veririz. Orne-
gin dort-boyutlu uzayda noktalar dort farkl koordinatin (w, x,
. z) kiimesiyle belirlenebilecek sekilde 6zel hale getirilmigtir.
Artik resim ¢izmek miimkiin degildir —en azindan, bilindik yol-
larla degildir- bu, matematigin degil fiziksel uzayin ve insan
algisinmin bir sinirlamasidir. Aslinda ii¢ boyutlu uzayin resmini
¢izmenin de mimkiin olmamasi dikkat edilmesi gereken bir
husustur, ¢linki kagit ve bilgisayar ekrani iki boyutludur. An-
cak bizim gorme sistemimiz li¢ boyutlu nesneleri iki boyutlu
¢izimlerden yorumlamak igin kullamilir, ¢linki gelen 11k 151n-
lan iki boyutlu olan retina tarafindan algilanir. U¢ boyutlu
formun suretini iki boyutlu bir diizleme g¢izerek ki bu asagl
yukar1 her bir goéziin diinyay: nasil gordigidir- kendimizi
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hognut ederiz. Siz de dért boyutlu cisimleri kagit tizerine ‘giz-
mek’ i¢in benzer yontemler icat edebilirsiniz, ancak onlar ¢ok-
¢a aciklamaya ihtiyag¢ duyar ve onlara aligmak i¢in bir miktar
pratik yapmak gerekir.

Fizikgiler sonunda fark ettiler ki bir olay1 hem zaman hem
de mekanda konumlandirmak dért koordinat gerektirmektedir.
Hastings muharebesi su andaki A271 ve A2100 yollarinin ke-
sigim noktasina yakin bir konumda Sussex’in giiney sahilinde
Hastings'in kuzeybatisinda meydana gelmistir. Bu noktanin
enlemi ve boylam iki koordinat saglar. Bununla birlikte yer-
yizi Gzerinde yer alir, bu da deniz seviyesinden belli miktar
metre yukarida demektir. Bu da ligiinci uzaysal koordinattir ki
boylece diinya lzerindeki yerini tam olarak belirtmis oluruz.
(Diinyanin giines etrafindaki hareketini, giinesin galaksinin
geri kalaniyla birlikte olan dolanimini, galaksinin Andromeda
igerisindeki M31'e dogru olan hareketini ve biitiin yerel galak-
si gruplarinin biiyiik ¢ekiciye dogru emilim igerisinde olmala-
rin1 ihmal ediyorum.)

Bununla birlikte eger bugiin oraya giderseniz, ingilizleri
Kral Harold komutasinda iggalci Normandiya Diki II. Willi-
am ordusuna karsi savagtigini géremezsiniz, bunun nedeni de
yanhs zaman koordinatinda oluyor olmanizdir. Savasi uzay ve
zamanda konumlandirmak ig¢in dérdiincii bir sayiya ihtiyaci-
niz vardir, 14 Ekim 1066.

Bu yiizden fiziksel uzay li¢ boyuta sahip olmasina ragmen,
uzay-zaman dort boyuta sahiptir.

Normal insan algisinin Gtesine gegtigimizde uzay da go-
rindigi gibi olmayabilir. Einstein, glines sistemini veya ga-
laksileri inceledigimizde ¢ok biiyiik 6lgeklerde uygulanabilir
bigimde uzayin kiitlegekim tarafindan biikiilebilir oldugunu
gostermistir. Ulasilan geometri Oklit geometrisi gibi degildir.
Fizikgiler ¢ok kii¢iik dlgeklerde, atom-alt1 pargaciklarda uygu-
lanabilir olan belki de bizim fark edemeyecegimiz sekilde gok
sikica kivrilmig uzayin alt1 veya yedi daha fazla boyuta sahip
oldugundan giiphelenmektedirler [11 bélimiine bkz.].
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Bir Aciy1 Uge Bolmenin ve Bir Kiipiin Hacmini fki
Katina Gikarmanin imkansizlig:

Oklit'in Elements [Odeler] kitab1 belli gesitlilikteki geometri
problemine ¢oziimler getirmigtir, ancak bir¢ok soruyu da ce-
vapsiz birakmigtir. Herhangi bir agiy1 geleneksel aletler, 61-
¢ilendirilmemis bir cetvel ve bir pergel kullanarak agiortayla
bélmek -onu iki eg pargaya ayirmak- i¢in bir yoéntem 6ngor-
mistir [1/2 bélimiine bkz.]. (Kati suretle ‘bir ¢ift pergel’; ayni,
kagid1 makasla degil bir ¢ift makasla kesmemizdeki ve bir ¢ift
pantolon giymemizdeki gibi. Ancak giliniimiizde ¢ok nadiren
bu derece titiz kimseler kalmigtir) Bununla birlikte Oklit bir
agiy1 Uge bolmede -li¢ eg pargaya bélmek- bu aletleri kulla-
narak bir yontem iiretmek konusunda bagansiz olmugtur. Bir
kiipi alarak onun hacminin sekiz katinda bir kiip elde etmeyi
biliyordu; biitiin ayritlarim iki katina gikararak. Ancak bir ki-
pin hacminin iki katinda bir kiip elde etme problemi olarak da
bilinen, bir kiipii alip onun hacmini iki katina ¢ikarmak igin
bir yontem bulamamigti. Belki de onun en biiyiik ihmali bir
daireden kare tiiretmesiydi: verili bir dairenin alaniyla ayni
alana sahip bir kare elde etme y6ntemi [r boliimiine bkz.]. Gi-
niimiiz kavramlariyla ifade edersek bu, tamsay: bir uzunluga
sahip bir ¢izgiden gevresi m uzunluguna sahip bir geometrik
sekil elde etmeye egittir.

Bunlar ‘Antikitenin i¢ geometri problemidir’. Eskiler yeni
araglar kullanarak bunlarin ¢oéziilmesini sagladilar, ancak bu
yeni yontemlerin gergekten gerekli olup olmadig1 sorusunun
ucunu agik biraktilar. U¢ problem yalnizca cetvel ve pergel
kullanilarak ¢éziilebilir miydi?

Sonunda ii¢ problemin hepsinin de sadece cetvelle ve per-
gelle ¢ozllmesinin imkansiz oldugu kanitlandi. Bir daireden
kare olusturmak 6zellikle zordu [r bélimiine bkz.]. Diger ikisi
3 sayisinin 6zel bir yetisine dayanmaktaydi. $oyle ki: o 2'nin
tam kati degildi.

Ana fikri bir kiiplin hacmini iki katina ¢ikarmada gérmek
daha kolaydir. Bir ayrit1 x olan bir kiipiin hacmi x¥tir.
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Bu yilizden biz x?= 2 olan denklemi ¢6zmeye ¢aligiyoruz. Bu
soyle yapilabilir: cevap 2'nin kiipkékidir.
3\2 = 1,259921049894873164767...

Ancak bu sadece cetvel ve pergel kullanilarak yapilabilir mi?

Gauss klasik say1 kurami kitabi1 Disquisitions Arithmeti-
cae'da [Aritmetikte Sorgulamalar] tamsay1 uzunlugundaki bir
cetvel ve pergel tarafindan tanimlanan her tirli uzunlugun
birkag ikinci dereceden denklem kullanilarak cebirsel olarak
ifade edilebilir oldugu sonucuna varmigti. Bir parga cebir
uzunlugun dolayisiyla derecesi 2'nin kuvveti olan tam katsa-
yili bir denklemin ¢6ziimi olmasi gerektigini gosterecektir.
Kabaca konugursak her fazladan bir ikinci derece denklemin
derecesini iki katina ¢ikaracaktir.

Simdi sira can alic1 kisimdadir. 2'nin kiipkéki olan x3 = 2
denklemi iglinci derecedendir. Halbuki kargida ikinin kipi
yoktur, dolayisiyla bu uzunluk cetvelle ve pergelle ¢izilemez.
Pierre Wantzel 1837'de Gauss'un aynntilh anlatmay: ve yaz-
may1 6nemsiz gérdigi ¢6zimi tam bir ispatla halletmigtir.
Sadece bir teknik nokta vardir: lgiinci dereceden denklem
‘sadelegtirilemez’ olmalidir ki bu da burada rasyonel bir ¢6zi-
miinin olmamas1 demektir. 3y2 irrasyonel oldugundan dolays,
bu noktayla kolayca bag edilebilir.

Ayrica Wantzel ayn1 gerekgelerle bir agiy1 ii¢ es pargaya
ayirmanin da imkansiz oldugunu ispatlamigtir. Eger 60°'yi lg
es parcaya bolmeyi ele alirsak, biraz trigonometriyle ve cebirle
su l¢lincii dereceden denkleme ulaginz.

x3-3x-1=0

Aymni sekilde bu da sadelestirilemezdir, bu yiizden cetvel ve
pergel ¢izimi miimkiin degildir.

Kag Cesit Diizgiin Cokgen Mozaik Seklinde Bir
Diizlem Olusturur

Sadece li¢ diizgiin gokgen mozaik geklinde bir diizlem olugtu-
rur: egkenar liggen, kare, altigen.
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Sekil 21: Mozaik geklinde diizlem olugturmanin Gg¢ yolu: eskenar
liggen, kare, altigen.

Ispati basittir. Bir diizgiin gokgenin bir kenannin i¢ agisi-
nin 6l¢ilisi 180 - 360/n'dir ve ilk birkag i¢ a¢1 sonucu goyledir:

Tablo 5
n 180 - 360/n diizgiin gokgen
3 60 eskenar liggen
4 90 kare
5 108 diizgiin beggen
6 120 diizgiin altigen
7 128,57 diizgiin yedigen
8 135 dizgiin sekizgen

Simdi bu diizgiin gokgenlerin aynilarindan bir diizlem
olusturmayi bir diigiintin. Her bir kégede birgok mozaik kesi-
secektir. Bu nedenle gokgenin bir kégesinin dig agis1 360°'nin
bir tamsay: tarafindan béliinebilir hali olmalidir. Dolayisiyla
muhtemel dig agilar sunlar olacaktir

Tablo 6
n 360/n diizgiin gokgen
3 120 diizgiin altigen
4 90 kare
5 72 diizgiin bir ¢cokgenin dig agis1 degil
6 60 eskenar liggen
7 51.43 diizgiin bir gokgenin dig agis1 degil
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11k tabloda kenar sayis1 n arttikga i¢ aginin élgiisii artarken
ikinci tabloda n arttik¢a dig aginin 6lgiisiiniin diigmekte oldu-
guna dikkat ediniz. 7 késeden fazlasinda ikinci tablodaki ag1
60°‘den digiiktir, ancak birinci tablodaki ag1 daima 60°'ye egit
veya ondan biiyiiktiir. Bu yiizden tablolan uzatmak daha fazla
mozaik iiretmeyecektir.

Bagka bir deyigle ili¢ diizgiin beggenin birlegimi bogluk bi-
rakirken, bu say1 dérde ¢iktiginda kismen gakigma s6z konu-
sudur; iki diizgiin yedigen (veya kenar sayis1 7'den biiyiik bir
diizgiin gokgen) bosluk birakir ama ligii de kismen gakigir. Bu
yizden sadece egkenar liggen, kare ve altigen tam olarak bir
mozaik olugturur.

Sekil 22: Solda: U¢ diizgiin beggen bogluk birakir; dért adedi kis-
men gakigir. Sadda: 1ki yedigen bogluk birakir; ii¢ adedi kismen
cakigir. 7 kenardan fazlasinda da ayni gey olur.

U¢ Tam Karenin Toplami

Bircok say: iki tam kare toplami olmadig: halde [2 bélimine
bkz.], ii¢ tam karenin toplami i¢in ne dersiniz? Sayilarin ¢ogu,
ancak hepsi degil, ii¢ tam kare toplam1 geklinde yazilabilir. Bu
sekilde yazilamayanlarnn listesi soyle baglar:

7 15 23 28 31 39 47 55
60 63 71 79 87 92 95 103

Burada sayilarda yine bir 6rinti vardir ve fark etmesi yine
zordur. Bu, 1798 yilinda Adrien Marie Legendre tarafindan bu-
lundu. Legendre, ii¢ tam karenin toplami olan sayilarin tam
olarak 4*(8n + 7) formunda yazilamayan sayilar oldugunu sap-
tadi. Yukandaki istisnalar listesi bu formdaki biitiin sayilar:
icermektedir. Boylece eger n = 0 ve k = O ise 7'yi elde ederiz,
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eger n = 1 ve k = 0 ise 28'i elde ederiz vs. Onun sonucu dog-
rudur, ancak onun ispatinda Gauss tarafindan 1801 yilinda
doldurulan bir bogluk vardir. 4* (8n + 7) formundaki sayilarn
ii¢ tam karenin toplami geklinde yazilamayacagini kanitlamak
¢ok zor degildir. Her tam kare 8’e tam béliindiigiinde O, 1 ve
4 kalanim verir: Bu yiizden ii¢ tam karenin toplami bu kalan-
lann gesitli toplamlarindan 0, 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 kalanini verir
ancak 7 kalanim vermez. Bu bize 8n + 7 formundaki sayilann
ucten daha fazla tam kareye ihtiya¢ duydugunu gosterir. 4¢
hakkindaki sadece ¢ok az daha zordur. En zor olan kisimsa
diger biitiin sayilann gergekten ii¢ tam karenin toplami oldu-
gunu gostermektir.

n ¢ok biiylik oldukga ii¢ tam kare toplami ve n'den az olan
sayllann orani 7/8 olmaya egilimlidir. 4 garpan biiyiik n'ler
icin limiti degigtirmeye yetecek kadar bu orani etkilemez ve
sekiz tarafindan béliinen sekiz adet kalandan sadece biri di-
sarida kalir.
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1lk tam kare (0'dan ve 1‘den sonra) 4'tiir. Komgu boélgeler fark-
Ii renkte boyanmak koguluyla diizlem tzerindeki her harita
4 renkle boyanabilir. Her pozitif tamsay1 dért adet tam kare-
nin toplamidir. Ayn1 durumun negatif tamsayilar kullanilirsa
kiipler icin de gegerli oldugu zannediliyordu. Bilinmeyenin
dérdinci kuvvetini iceren dérdiincii dereceden denklemler
karekokler ve kipkokler kullanilarak g¢ézilebilir. (Dérdinci
dereceden kok, karekokiin karekokiidiir.) Dért bagimsiz birime
dayah dortli say: sistemi neredeyse cebirin biitlin standart
kurallarina uyar. Dérdiinci boyut var olabilir mi?

Tam Kare

4 = 2 x 2 says1 bir tam karedir [2 b6limiine bkz.]. Tam kareler
matematigin bagindan sonuna kadar merkezi bir 6neme sahip-
tir. Pisagor‘un teoremine goére dik agili bir iggende hipoteniisiin
karesi diger iki dik kenarn kareleri toplamina egittir, bu neden-
le 6zellikle sayilarn karesi geometride temel bir yer tutar.

Tam kareler gizli oriintiilere sahiptir. Art arda gelen tam
kareler arasindaki farklara bakiniz.

1-0=1

4-1=3

9-4=5

16-9=7

25-16=9

Bunlar hangi sayilardir? Tek sayilardir.
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13579

Diger ilging bir 6riintii dogrudan sonugtur:

1=1
1+3=4
1+3+5=9

1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25

Eger tim tek sayilar1 toplarsak, sonug belli baz1 sayilara
kadar tam karedir.

Bu iki olgunun neden dogru oldugunu ve benekleri kullana-
rak birbirleriyle nasil iligkili olduklarini (sag taraftaki gekil)
anlamanin bir yolu vardir. Onlar elbette ayni zamanda cebir
kullanilarak da ispat edilebilirler.

i

0 0
0 0
000

Sekil 23: Solda 1 +3+5+7+9.5adda1+2+3+4+5+4+5+3
+2+1

iste tam kareleri kullanarak bulunan bir diger ériinti:
1=1

1+42+1=4

142+3+2+1=9

1+2+3+4+3+2+1=16
142+3+4+5+4+3+2+1=25

Bunu benekler kullanarak da gorebiliriz (sag taraftaki gekil).
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Dort Renk Teoremi

Birkag¢ matematikgi 150 y1l 6nce haritalar hakkinda fikir yiriit-
meye bagladi. Ancak bu kiiresel bir gezegenin diizlem bir kagit
tizerine aktarnlmasi ve diinyanin hassas haritalarin1 yapmanin
geleneksel sorunlan hakkinda degil daha g¢ok haritalarla ilgili
genel bulanik sorularla ilgiliydi. Sorun 6zellikle sinirdag olan
bélgeler ayni renkle boyanmamak koguluyla haritanin nasil
boyanacagiydi.

Bazi haritalar ¢ok renge ihtiya¢ duymaz. Satrang tahtasinin
kareleri ¢ok diizenli bir harita gegididir ve sadece iki renge ge-
rek vardir: siradan desende siyah ve beyaz. Cakigan dairelerden
elde edilen haritalann boyamak i¢in de sadece iki renk gerekir
[Profesor Stewart'in Matematik Gizemleri Kitabi'na bkz.). An-
cak bolgeler daha diizensiz olunca iki renk yeterli olmaz.

Ornegin, agagidaki gsekilde 50 adet eyaleti olan bir ABD hari-
tasi vardir. Agik bir gekilde her eyalete bir renk vererek 50 renkle
bu ig halledilebilir, ancak daha iyisini yapabiliriz. Eyaletleri bo-
yamayl deneyin ve renk sayisini en az ne kadar tutabileceginizi
bakin. Bir teknik meseleyi aydinlatmak gerek: eger isterseniz
sadece bir noktada kesigen Colorado ve Arizona gibi eyaletlere
aym rengi verebilirsiniz. Onlar ortak bir sinira sahip degildir.

Monlena
atio TG )
Netraska L)
Utzh
Coloan
Missour!
Reraucky
Afzons OWha™  panas
New Moo

Sekil 24: 50 Amerikan eyaleti.
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ABD haritas1 bazi basit genel ilkeleri 6rneklendirir. Alas-
ka ve Hawaii gergekten bir rol oynamaz, ¢iinki diger biitiin
eyaletlerden izole olmus durumdadir: onlara istedigimiz her
rengi verebiliriz. Daha 6nemli olarak, kesinlikle en az ti¢ renge
ihtiyacimiz vardir. Ashinda Utah, Wyoming ve Colorado hepsi
farkli renge sahip olmalidir, ¢iinkii onlarn her bir ikilisi ortak
bir sinira sahiptir.

Bu eyaletler i¢gin ii¢ farkl renk segebiliriz. Farkl olduklan
slirece hangisi olduklan fark etmez. Bu nedenle Utah1 siyaha,
Wyoming'i koyu griye, Colorado’yu donuk yesile agagidaki ge-
kildeki gibi boyayalim.

Sekil 25: Bu, neden en az iig renge gerek oldugunu géstermektedir.

Varsayalim ki haritanin geri kalani i¢in sadece bu ii¢ rengi
kullanmay1 istedik. O halde Nebraska donuk yesil ve koyu gri
eyaletlerle simin oldugu igin siyah olmak zorundadir. Bu da
Giiney Dakota'nin donuk yesil olmasini gerektirir. Her yeni bir
renki¢in sadece bir olasilikla Montana, Idaho, Nevada, Oregon
ve California’y1 doldurarak bu gekilde bir miktar daha ilerle-
yebiliriz. Bu agamada gunu elde ederiz:
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Sekil 26: Eger ii¢ renk kullanmaya devam edersek sikigip kalinz.

Arizona'nin gu halde donuk yesille, koyu griyle ve siyah-
la boyanmig eyaletlerle sinin vardir. Bu noktaya kadar biitiin
renkler bitigik eyaletler tarafindan kullanilmak zorunda ol-
dugundan, ii¢ renk biitliin harita i¢in yeterli olmayacaktir. Bu
nedenle devam etmek i¢in dérdiinciiye —diyelim ki, agik gri-
ihtiyacimiz vardir:

Sekil 27: Dordiinci bir renk imdada yetigir.

66



KARE

Alaska ve Hawaii hari¢ daha ilerideki 38 eyaletle, bir nok-
tada belki beginci veya altinci bir renge ihtiya¢ duyanz... kim
bilir? Diger yandan, elde olan dérdiincii renk biitiin oyunu de-
gistirir. Ozellikle daha énce tayin edilmig baz1 renkler degis-
tirilebilir (6rnegin, Wyoming'i agik griye boyamak gibi). Artik
renklerin segilmesinde sadece zorunlu bir segenek yoktur, bu
nedenle problemin ¢6ziimi daha da karmasgiklagir. Bununla
birlikte, igler yanlig giderse mantikh tahminler yaparak ve
renkleri degistirerek devam edebiliriz. Boyamalardaki sonug-
lara gore sadece li¢ agik gri eyalet vardir: Arizona, West Virgi-
nia ve New York. 50 adet eyalet bulunmasina ragmen, biitiin
haritay1 sadece dért renkle renklendirdik.

$ekil 28: Beginci bir renge gerek yoktur.

(Bir diger teknik nokta sudur. Michigan onu ikiye ayiran
Michigan goli nedeniyle iki pargadir. Burada ikisi de koyu
griye boyanmigtir ancak ikiye ayrnlmig bolgeler bazen iki ren-
ge ihtiya¢ duyar. Bu biitiinciil bir matematik teorisinde goéz
6niinde bulundurulmalidir, ancak burada ¢ok hayati bir 6nemi
yoktur)

ABD haritas: ozellikle karmagik degildir, milyonlarca bol-
geden olusan haritalarla kargilagabiliriz, hepsi de her yere
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yayilmig, kivrimh ve girintili ¢ikintili da olabilir. Yine de ola-
siliklar1 hakkinda diiginen matematikgiler harita ne kadar
karmagik olursa olsun dértten fazla renge asla ihtiya¢ duy-
mayacagniz konusunda giiglii bir inang gelistirmiglerdir. Bir
diizleme veya yuvarlak bir yiizeye ¢izildigi ve biitiin bolgeler
birbiriyle bagl oldugu siirece dért renk her zaman yeterli olur.

Dort Renk Probleminin Kisa Tarihi

1852'de Giiney Amerikali matematik¢i ve bitki bilimci Fran-
cis Guthrie Ingiltere haritas: iizerinde kontluklar1 boyamay:
denediginde doért renk problemi ortaya gikmigtir. Dort renk
daima yeterli goéziikiiyordu, bu nedenle kardesi Frederick'e
bunun bilinen bir olgu olup olmadigini sordu. Frederick de
taninmig ama tuhaf matematik¢i Agustus De Morgan’a sordu;
onun higbir fikri yoktu, o da daha taninmig bir matematikgi
olan Sir William Rowan Hamilton’a yazdi. Hamilton da cevabi
bilmiyordu, dogruyu séylemek gerekirse bununla ¢ok da ilgi-
lenmis gérinmiiyordu. Dava vekili Alfred Kempe doért rengin
yettigine iligkin bir yaymn yapti, ancak 1889'da Percy Heawood,
Kempe'nin bir hata yaptigini fark etti. O Kempe'nin ispatinin
aslinda bes rengin her zaman yeterli olacagin: ispat ettigini
isaret etmigtir ve mesele bu noktada bir yiizyil boyunca strin-
cemede kalmigtir. Cevap ya dorttii ya da begti, ancak hangisi-
nin dogru oldugunu kimse bilmiyordu. Diger matematikg¢iler
Kempe'ninkine benzer stratejiler denediler, ancak bu yontemin
usandiricit hesaplamalar gerektirdigi kisa siirede agikga orta-
ya ¢iktl. Son olarak 1976'da, Wolfgang Haken ve Kenneh Appel
problemi bilgisayar kullanarak ¢ézmiiglerdir. Dért renk her
zaman yeterlidir.

Bu ufuk agic1 ¢aligmadan beri matematikg¢iler bilgisayar
destegine aligtilar. Hala insanin beyin giiciine dayanan kanit-
lan tercih ediyorlar, ancak onlarin ¢ogu bunu bir gereklilik
olarak artik gérmiiyor. Bununla birlikte 1990'larda Appel-Ha-
ken kanit1 hakkinda hakh gériillebilen miktarda tedirginlik
vardi. Bu ylizden 1994'te Neil Robertson, Daniel Seymour, Paul
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Seymour ve Robin Thomas aym stratejiyi kurguyu basitlestire-
rek kullanarak biitiin kaniti yeniden ele almaya karar verdiler.
Gilnimiiz bilgisayarlan o kadar hizlidir ki, biitiin ispat bir ev
tipi bilgisayarda birkag saat iginde dogrulanabilir.

Dort Kare Kurami

[2] bolimiinde iki tam karenin toplamim [3] béliimiinde {i¢ tam
karenin toplamini ele aldik. Ama sira dért tam karenin top-
lamina gelince, saglayan sayilann bulmaniz gerekmez. Hepsi
saglar.

Her fazladan tam kare daha fazla say1 elde etmeyi saglar,
dolayisiyla dort tam karenin toplami en azindan bir miktar
boslugu doldurmak zorundadir. Deneyler 6yle gosteriyor ki
0'dan 100’e kadar her say1 bunu saglar. Ornegin, 7 {i¢ tam kare-
nin toplami olmamasina ragmen, doért tam karenin toplamidir:

7=4+1+1+1

Bu erken bagar oldukga kiigiik sayilara bakiyor olmamiz-
dan meydana gelmis olabilir. Belki de bazi biiyiik sayilar bes,
alt1 veya daha fazlasina ihtiyag¢ duyarlar. Hayir. Biiyiik sayilar
da dort tam karenin toplamidir. Matematikg¢iler bunun biitiin
pozitif sayilar i¢in gegerli olduguna iligkin bir ispat aragtirdi-
lar ve 1770'te Joseph Louis Lagrange bir ispat buldu.

Dort Kiip Toplami Tahmini

Bir teoremin benzer bi¢imde ancak fazladan bir saptirmay-
la doért kiip kullanilarak dogru oldugu iddia edilmigtir: hem
pozitif hem de negatif kiipler kullanilabilir. Dolayisiyla var-
sayim her tamsayinin dort sayinin kiipi seklinde yazilabilir
oldugudur. Bir tamsayinin negatif, pozitif ve sifir olabilecegini
hatirlayin.

Dort tam kare 6nermesinin kiiplere de genellesgtirilmesinin
ilk girigimi 1770'te Edward Waring'in Meditationes Algebrai-
cae'sinda yer aldi. Waring, ispatsiz bir gekilde her tamsayinin
dort tam karenin, dokuz kiipiin, 19 dérdiincii kuvvetin toplami
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oldugunu iddia etti. flgili biitiin sayilarnn pozitif veya sifir ol-
dugunu varsaydi. Bu varsayim Waring problemi olarak bilinir
oldu.

Negatif bir tamsayinin kiipii negatiftir ve bu yeni ihtimal-
lere izin verir. Ornegin 23, dokuz pozitif kiipe ihtiya¢ duyar,
ancak bazilarnini negatif olarak alirsak bes kiiple de onu elde
edebiliriz:

23=22+22+ 13+ 13+ 13+ 13+13+13+13

23=27-13-13-13-13=33+ (-1P + (1P + (-1 + (-1)3

Ashinda 23, sadece ddrt kiiple de ifade edilebilir:

23 =512 +512-1-1000 = 8 + 83 + (-1)3 + (-10)3

Negatif sayilan ige dahil ettigimizde, biiyilik bir pozitif say:
biiyiik negatif bir sayiy1 olduk¢a séniimleyebilir. Dolayisiyla,
ilgili kiipler kural olarak ulagmak istedigimiz sayidan biiyiik
olabilir. Ornegin, eger farkina varabilirsek 30 sayisim ii¢ kii-
pin toplami olarak yazabiliriz:

30 = 2.220.422.9322 + (-283.059.965)2 + (-2.218.888.517)3

Pozitiflerdeki durumun aksine, sinirl sayida ihtimaller bo-
yunca sistematik olarak ¢aligamay:z.

Deneyler birgok matematikg¢iyi her tamsayiy1 doért tamsa-
yinin kiipiiniin toplami oldugunu tahmin etmeye itti. $imdiye
kadar bir ispat bulunmadi, ancak kanitlar tatmin edicidir ve
bazi ilerlemeler kaydedilmistir.

Varsayimi biitlin pozitif sayilar igin ispatlamak yeterlidir
(pozitif ve negatif kipleri hala dahil ederek), ¢linkii (-n)3 = -
n¥tir. Kiplerin toplami olarak yazilan herhangi bir m pozitif
tamsayisinin gosterimi kiplerin 6nilindeki igaretler degisti-
rilerek —m'ye doéniigtiirilebilir. Bilgisayar hesaplamalan 10
milyona kadar olan her sayinin dért kiipiin toplami oldugunu
dogruluyor. V. Dem janenko 1966'da 9k + 4 formunda olmayan
her sayinin dért kiipiin toplami oldugunu kanitladi.

Hatta simirli sayida istisnayla birlikte her pozitif tamsa-
y1 dért pozitif veya birbirini gideren kiipiin toplami olabilir.
2000'de Jean-Marc Deshouillers, Frangois Hennecart, Bernard
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Landreau ve I. Gusti Putu Purnaba bu gekilde ifade edileme-
yecek en biiyiik tamsayinin 7.373.170.279.850 oldugunu 6ne
siirdiiler.

Dordiincii Dereceden Denklemler

Cardano ve iigiincli dereceden denklenmelerin hikayesi [3 bo-
limiine bkz.] bilinmeyenin issiinin dérde yilikseldigi dérdiin-
ci dereceden denklemleri de igerir:

ax*+bx3+cx2+dx+e=0

Cardano’nun 6grencisi Ferrari bu denklemi ¢ézmiigtir. Ki-
saltilmamig bir formiil

http://en.wikideia.org/wiki/Quartic_function = adresinde
bulunabilir ve eger oraya bakarsaniz onu neden buraya yaz-
madi1gim1 anlarsiniz.

Ferrari'nin yontemi, dérdiincii dereceden denklemin ¢o6-
zlimi olarak igilinci dereceden denklemlerle iligkilidir. Bunu
¢6zen Lagrange olarak bilinir, ¢linki Lagrange kiiplerin neden
ige dahil oldugunu agiklayan ilk matematikgidir.

Dordey Sayiar

Girig kisminda -1'in karekokiini alarak olugan karmasik sa-
yilarla doruga ¢ikacak bigimde say1 sisteminin yeni tiirde sa-
yilar icat edilmesiyle defalarca genigletildigini gormusgtik. [i
boélimiine bkz] Karmagik sayilar fizikte derin uygulamalara
sahiptir. Ancak ciddi bir sinirlama vardir. Yontemler diizlemin
iki boyutuyla simirlidir. Bununla birlikte uzay ii¢ boyutludur.
Matematikgiler 19. yiizyilda karmasik sayilan da dahil ederek
¢ boyutlu sayilar sistemi kurmaya galigtilar. Bu zamaninda
iyi bir gey gibi goziikiiyordu, ancak faydal bir yéne evirilmedi.
Zeki Irlandali bir matematikg¢i, William Rowan Hamilton
beraber ¢aligilabilir ii¢ boyutlu sayilar icat etmeye 6zellikle
ilgiliydi ve 1843'te aklina aniden miithig bir fikir geldi. O boyle
bir sistem olugtururken iki kaginilmaz engeli yerine oturttu:
U(; boyut ige yaramayacaktir.
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Soyle ki, carpmanin standart degigim kurali olan ab =
ba'dan yani aritmetigin temel kurallanindan birinden vazge-
¢ilmek zorundaydu.

Kafasinda ampul yandig: zaman bir su kanalinin kenarnn-
daki yolda Royal Irish Academy'ye |Irlanda Kraliyet Akademi-
si] yuriyordu. Kafasinda onu sapagagkin birakan ii¢ boyutlu
say! sistemi yapbozunu evirip g¢eviriyordu ve aniden ii¢ boyu-
tun imkan dahilinde olmadigim1 ancak dért boyutunsa igleye-
cegini fark etti. Bununla birlikte, garpmanin degigme kuralini
goz ardi1 etmeye istekli olmaliydiniz.

Bu gercekten bir ampuliin yandig: bir andi. Bu i¢gori tara-
findan vurulan Hamilton durdu ve képriiniin bir kesme tasina
sayilar i¢in goyle bir formiil yazdi:

iz2=j2=k2=ijk =-1

O, bu sistemi dordeyler (quaternions) olarak adlandirdj,
¢linkii bu sayilar dért pargaya sahiptir. U¢ adedi i, j, k ve dér-
diinciisii gergel say:1 1 sayisidir. Siradan bir dérdey say: geligi-
gizel katsayilarla (burada 3, -2, 5, 4) g6yle goziikir:

3-2i+5j+4k

Eger Hamilton'in képriiye kazimig oldugu formiillere ba-
karsaniz bdyle sayilan toplamanin ve garpmanin dogrudan
yapildigini gériirsiiniiz. Biitiin ihtiyacimz olan bu denklemle-
rin birkag¢ sonucudur, géyle ki:

2=j2=kz=-1
j=k jk=i ki=i
ji=-k kj =—i ik = —j

Ornegin, ij ve ji'nin farkh geyler olduguna dikkat edin. Do-
layisiyla ¢arpmanin degigsme kurali gegersiz olur. Baglangigta
bu gegersizlik rahatsiz edici goziikse de, bu ciddi zorluklara
neden olmaz. Sadece ¢garpma iglemi yaparken sembolleri hangi
sirayla yazdiginiz konusunda dikkatli olmalisiniz. O zaman-
larda, degigme kuralinin gegersiz oldugu birgok yeni matema-
tik alani ortaya gikiyordu. Dolayisiyla kural bir teamiil degildi
ve bu durum da ¢ok sok edici bir sey degildi.
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Hamilton dérdey sayilarin harika olduklarini diigiiniyor-
du, ancak baslangi¢ta diger matematikgilerin ¢ogu dérdey sa-
yilar1 bir gegit tuhaflik olarak gérdii. Hamilton'in digiincesi
bu meselede, dordey sayilarin ii¢ ya da dort boyuttaki fizik
problemlerini ¢é6zmeye ¢ok da yaramadiklarinin ortaya ¢ikma-
siyla ige yaramadi. Onlar tamamiyla bir bagarisizlik da degil-
di, ancak onlar karmagik sayilann iki boyutlu uzaydaki gok
yonliliginden ve kapsamliligindan yoksundular. U¢ boyutlu
bir uzay iiretmek igin i, j ve k'yi kullanmasinda bir bagar var-
di, ancak uygulamali matematikte daha sonra standart olan
vektorel cebirin ortaya ¢ikmasiyla onun hiikmii kalmadi. An-
cak dordeyler soyut matematikte hayati bir 6neme sahip ola-
rak kaldi, ayrica onlar cisimleri uzayda déndiirmek igin basit
bir yontem saglayarak bilgisayar grafiklerinde uygulamalara
da sahip olmugtur. Dért tam kare énermesine iligkin ilging ba-
gintilar1 da vardir.

Hamilton dérdeyleri say: olarak adlandirmads, ¢iinki o za-
manlarda birgok say1 benzeri cebirsel sistem icat ediliyordu.
Dordeyler toplamanin, ¢ikarmanin, ¢arpmanin ve bdélmenin
(sifir harig) yapilabildigi cebirsel bir sistem olarak neredeyse
aritmetigin temel biitiin kurallarina uyma bakimindan haliha-
zirda bolim cebiri dedigimiz seye 6rmektir. Dérdeyler kiimesi
H semboliiyle gésterilir (Hamilton'a ithafen, Q zaten rasyonel
sayilar i¢in kullaniliyordu).

Gergel, karmagik ve dérdey sayilarin boyutu 1, 2 ve 4'tiir. Bu
siradaki yeni say: kesinlikle 8 olmalidir. Sekiz-boyutlu bir ce-
bir var midir? Cevap kallavi bir ‘evettir’. Cayley sayilan olarak
da bilinen sekizeyler boyle bir sistemi sunmaktadir. Semboli
O'dur. Bununla birlikte aritmetigin daha ileri bir kuralindan
daha vazge¢mek gerekmektedir: birlegsme kurali albc) = (ab)c.
Ayrica oriintii burada durmaktadir: 16 boyutlu diye bir cebir
konusu yoktur. Son zamanlarda dérdey ve sekizey sayilar ku-
antum mekanigiyle ve temel pargacik fizigiyle derin iligkileri
oldugundan tekrardan giindeme geldi. Bu alanmin sirr, fizik
yasalannin simetrisi olmasidir ve bu iki cebir sistemi énemli
ve sira dig1 simetri 6zellikleri tasir. Ornegin, dérdey sayilar-
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da eger i, jve k'yij, k ve i olarak degistirirseniz matematiksel
kurallar onlar i¢in degismeden kalir. Daha yakindan bir bakig
i,j ve k'nin uygun dizilimlerle degistirildiginde matematik ku-
rallarim1 degistirmeye gerek kalmadigini gosterir. Elde edilen
simetriler ti¢ boyutlu uzaydaki cisim doniigleriyle yakindan il-
gilidir ve bilgisayar oyunlan bu amagla dérdey sayilan kendi
grafik yazihmlannda sikhkla kullanirlar. Sekizey sayilar yedi
boyutlu diizlemde benzer yorumlamalara sahiptir.

Dordiincii Boyut

Eski ¢aglardan beri insanlar fiziksel uzayin ii¢ boyuta sahip
oldugunu biliyorlard: [3 bolimiine bkz.]. Uzun zaman boyunca
dért boyutlu bir uzay ihtimali sagma goéziiktli. Bununla bir-
likte, on dokuzuncu yiizyilla geldigimizde bu karar birligine
vanlmig bilgelik artan elestirel incelemelerin saldiris1 altin-
daydi ve pek ¢ok insan dérdiinci bir boyutun olma ihtimaliyle
ilgilenmeye bagladi. Sadece matematikgiler ve bilim insanlar:
degil felsefeciler, din bilimciler, tin bilimciler, hayaletlere ina-
nanlar ve birka¢ dolandirnci da ilgileniyordu.

Dordiincii boyut tanm, 6lilerin ruhlar1 ve hayaletler igin
makul bir konum saghyordu. Bu evrende olmamakla beraber
ona hemen komsu kapidan kolayca bir yolla girilir. $arlatan-
lar bu yeni boyuta erigebiliyor olduklarni ‘kanitlamak’ igin
numaralar gevirdiler. U¢ten fazla boyutlu uzaylar mantik ola-
rak makul gelebilir ve Hamilton'in dérdeyleri —fiziksel uzayla
eslesip eslegsmedigine bakilmaksizin— gibi kesifler sayesinde
matematikte baglangigta ¢ekici geldi. On dokuzuncu yiizyilin
baslarinda ii¢ boyuta sikigip kalmak artik eskisi kadar agik
degildi. Koordinatlan bir diigiiniin. (x, y) gibi bir ¢ift koordi-
nat olarak birlestirmek iizere diizlemde herhangi bir noktanin
konumu sadece x ve y gibi iki gergel say1 tarafindan betimle-
nebilir.
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Sekil 29: Diizlemde koordinatlar.

Uzayin lgiincii boyutunu géstermek igin tim yaptigimiz z
adinda 6nden arkaya dogru bir koordinat daha ilave etmektir.
O halde (x, y, z) seklinde bir gergel sayilar liglemesine sahibiz.

Oyle goziikiiyor ki geometrik gekiller gizerken buradan
Oteye ge¢cmememiz gerekiyor. Ancak dértli sayilan yazmak
kolaydir (w, x, y, z). Veya bes ya da alt1. Ya da yeterince kagit
ve zamanla bir milyonluk bir sayi. Sonunda matematikgiler
dortli sayilar: kullanarak soyut bir ‘uzay’ tamimlayabilecek-
lerini fark ettiler ve 6yle yaptiklarinda o dért boyuta sahipti.
Bes koordinatla beg boyutlu bir uzay elde edersiniz ve bu béyle
devam eder. Pisagor'un teoremiyle benzegen iki veya ii¢ boyut-
ta tamimlanan bdylesi uzaylarda hassas bir geometri kavrami
bile vardi. 1ki boyutta bu teorem bize (x, y) ve (X, ¥) gibi iki
nokta arasindaki uzaklig1 verir ve o goyledir:

Onun ii¢ boyuttaki benzeri (x, y, z) ve (X, Y, 2) gibi iki nokta
arasindaki uzaklig: verir ve o goyledir:
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Bu yiizden dortli iki say: arasindaki uzaklig: su sekilde ta-
nmimlamak mantikli géziikebilir:

(w=W)P+(x=X'+(y-Y) '+ (-2

Ulagilan geometrinin tutarh ve Oklit geometrisine olduk¢a
benzedigi ortaya gikti.

Bu konuda temel kavramlar, mantikla ortiigsecegi garanti
olan dortli sayilar kullanilarak cebirsel olarak tanimlandi.
Daha sonra onlar geometrik bir hissiyat katan ikinci ve iglinci
boyuttaki formiillere benzetilerek yorumlanda.

Ornegin bir birim karelik bir karenin kégelerinin koordi-
natlari 1 ve 0'1n biitiin olas: dizilimlerini verecek sekilde diiz-
lemde soyledir:

(0,0 (1,0 (0,1) (1,1)

Uzayda bir kiipin kégeleri koordinatlan ig tane 1 ve 0'1n
kombinasyonu olarak géyledir:

(0,0,0) (1,0,0) (0,1,0) (1,1,0

(0,0,1) (1,0,1) (0,1,1) (1,1,1)

Bunlara benzeterek hiperkiipii dért boyutlu bir uzayda
dortli olarak 1 ve 0'lardan tanimlanz.

(0,0,0,0) (1,0,0,0) (0,1,0,0) (1,1,0,0)
(0,0,1,0) (1,0,1,0) (0,1,1,0) (1,1,1,0
(0,0,0,1) (1,0,0,1) (0,1,0,1) (1,1,0,1)
(0,0,1,1) (1,0,1,1) (0,1,1,1) (1,1,1,1)

Bu geklin doért boyutlu kiip (tesseract) diger bir bilinen adi-
dir [8 bolimiine bkz.]. Elde edilen cismi bu tanimdan yola ¢1-
karak analiz edebiliriz. O kiipe gok benzer, sadece biraz fazla-
ca benzer. Ornegin, bir kiip alt1 karenin birlesiminden olusur;
benzer gekilde bir hiperkiip de 8 adet kiipiin birlegsiminden
olusur.

Fiziksel uzay ii¢ boyutlu oldugundan dolayi, maalesef bu
kiipin bir modelini yapamiyoruz. Bu problem ayni bir kiipi
diiz bir kagida tam olarak ¢izemememize benzer. Bunun yerine
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biz aym bir ressamin resim ¢izmesi, yagh boya yapmasi ya da
birfotograf gibi onun bir yansimasini ¢izeriz. Alternatif olarak
bir kiipii baz1 kenarlarindan keserek alt1 kare ve hag seklinde
bir agilimim yapabiliriz.

Sekil 30: Solda: tki boyutta yansimasi. Sagda: Onun alt1 kare yiize-
yini gostermek igin agilmig bir kiip.

Hiperkiipe de benzer bir gey yapabiliriz. U¢ boyutlu bir
uzayda kati cisim seklinde yansimalarini veya iki boyutlu bir
kagida cgizgiler olarak ¢izebiliriz. Veya onun sekiz kiibik ‘yiize-
yini’ goéstermek i¢in onu ‘agilimlayabiliriz’. Bu kiiplerin doért
boyutlu uzayda nasil kapanacagini igsellestirmeyi zor bul-
dugumu itiraf etmeliyim, ancak hiperkiipiin koordinatlarinin
kiimesi 6yle oldugunu géstermektedir.

Sekil 31: Hiperkiip. Solda: 1ki boyutta yansitilmig. Sadda: sekiz
kibik yiiziinii gostermek igin agilmig. O’lar ve 1'ler koordinatlan
gostermektedir.
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Gergekiistiici ressam Salvador Dali benzer bir agilmamig hi-
perkiipi bagta 1954 tarihli Corpus Hybercubus [Isa’'min Carmi-
ha Gerilmesi] tablosu dahil bir¢ok ¢aligmasinda kullanmigtir.

Sekil 32: Dali'nin Isa‘nin Carmiha Gerilmesi [Corpsus Hypercubus].
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5
PISAGOR’UN HIPOTENUSO

Pisagor tggenleri 90°1lik dik bir agiya ve tamsayili kenarlara
sahiptir. Onlarin en basit halinde en uzun kenar 5'tir: digerleri
3 ve 4'tlr. 5 diizglin ¢okyiizli vardir. Bilinmeyenin beginci kuv-
vetini igeren beginci dereceden denklemler beginci dereceden
kok ya da diger koékler kullanilarak g¢éziilemez. Diizlemde ve
¢ boyutlu uzayda orgiiler 5 kivnmli dénel simetrilere sahip
degildir, dolayisiyla béylesi simetriler kristallerde meydana
gelmez. Bununla birlikte bu simetriler yan kristal denen tuhaf
yapilarda dérdiinci boyuttaki érgiilerde olugmaktadir.

En Kiigiik Pisagor Ugliisiiniin Hipoteniisii

Pisagor teoremi bir dik agili tiggenin en uzun kenarinin (adi
kotiiye cikmig olan hipoteniis) karesinin basit giizel bir tarzda
diger ikisiyle baglantili oldugunu sdyler: hipoteniisiin karesi
diger iki kenarin karelerinin toplami kadardir.

Geleneksel olarak bu teorem Pisagor’a atfedilir, ancak onun
hikayesi saibelidir. Babil tabletleri Pisagor bulmadan ¢ok 6nce
Pisagor'un teoreminin Babilliler tarafindan bilindigini gés-
termektedir; teorem bu gekilde ona atfedilir ¢linkii o, evrenin
sayisal érintiiler tizerine kurulduguna inanan ve matematikte
Pisagorculuk diye bilinen bir ekol kurmustur. Antik yazarlar
cesitli matematiksel teoremleri Pisagorculara ve dolayisiyla
Pisagor'a dayandirmiglardir ancak Pisagor'un hangi matema-
tiksel teoremleri kendisinin irettigine iligkin dogru diirist bir
fikre sahip degiliz. Pisagor’un bile kendine atfedilen teoremle-
riispatlayabilecegini dahi bilmiyoruz veya sadece bunun béyle
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dogru olduguna inaniyoruz. Veya onlar -biiyiik olasilikla- bi-
zim giliniimiizde ispat olarak gérdiigiimiize yeterli gelmemekle
beraber onlar ikna edici kanitlara sahiptiler.

Pisagor'un Ispatlar:

Pisagor’un ilk ispati Oklip'in Ogeler kitabinda ortaya gikar. O,
Victoria Dénemi ilkokul 6grencileri arasinda gamasir ipine
asilmig i¢ gamasinna benzedigi i¢in “Pisagor'un pantolonu”
olarak bilinen bir gemay: igerir ve oldukg¢a karmagiktir. Go-
gunlugu teoremi daha anlagilir kilan diger yiizlerce ispat da
bilinmektedir.

Sekil 33: Pisagor'un pantolonu.

En basitlerinden biri, bir gegit matematik¢i yapbozudur.
Herhangi bir dik agili Giggeni alin, dért adet kopyasim gikarin
ve bir karenin i¢inde birlestirin. Bir diizenlemede kareyi hipo-
teniislerin birlesimi gseklinde bir digerinde iki tarafta iki kare
goririiz. Agik bir sekilde liggenler diginda kalan alanlan iki
sekilde de egittir.
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Sekil 34: Solda: Hipoteniislerden olugmug bir kare (art1 dort adet
uicgen) Sadda: tki taraftaki karelerin toplami (art1 dort adet liggen).
$imdi dggenleri siliniz.

Bir diger yapbozsa Perigal’in agilimlamasidir:

Sekil 35: Perigal’in agilimlamasi

Ayrica mozaik dégsemesini kullanan bir ispat da vardir. Pi-
sagorcular ya da bilinmeyen 6nceki kugaklardan birisi teoremi
ilk defasinda béyle kesfetmis olabilir. Egik bir karenin diger
ikisiyle nasil ¢akigtigina bakarsaniz, biyik kareyi kiigiik ka-
relerin kalan alanlarini tamamlayacak sekilde nasil kesilmesi
gerektigini de gorebilirsiniz. Kenarlan ve hipoteniisii karele-
rin kenarlanna egit olan dik agil1 iiggenleri de gorebilirsiniz.
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Sekil 36: Mozaik dogemesiyle kamitlama.

Benzer liggenleri ve trigonometriyi kullanan usta isi ispat-
lar da vardir. Bilinen en az elli adet ispat vardir.

Pisagor'un Uclemeleri

Pisagor'un teoremi say1 kuraminda verimli bir fikri harekete
gecirdi: cebirsel denklemlerin tamsay! ¢oziimlerini bulmak.
Pisagor liglemesi a, b, c gibi li¢ adet tamsay1 kiimesidir 6yle ki

a?+ b%=c?

Geometrik olarak, igleme kenarlan tamsay: olan bir dik
acili iggeni tamimlar.

Pisagor'un iglemelerinde en kiigiik hipoteniis 5°tir. Diger
iki kenar 3 ve 4'tiir. Burada

32+42=9+ 16 = 25 = 52

Bir sonraki en kiigiik hipoteniis 10'dur, ¢linki

62+ 82= 36 + 64 = 100 = 102

Bununla birlikte, bu aslinda ayni iliggenin kenarlar ikiye
katlanmig halidir. Gergekten bir sonraki en kiigiik farkl hipo-
teniisse 13'tir.

52+ 122=25 + 144 = 169 = 132

Oklit sonsuz sayida Pisagor ii¢glemesi oldugunu biliyordu
ve onlarin hepsinin nasil bulunacagina iligkin bir formiil ver-
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di. Daha sonra Iskenderiyeli Diophantus temelde Oklit'inkiyle
ayni olan basit bir tarif ifade etmigtir.

Herhangi iki tamsay1y1 alin ve agagidakileri bulun:

Carpimlarinn iki kati

Karelerinin farki

Karelerinin toplami

Bu bulunan ii¢ say: bir Pisagor liggeninin kenarlandir.

Ornegin 2 ve 1 sayilarini alin daha sonra

Carpimlannin ikiyle garpimi =2 x2x 1 =4

Kareleri arasindaki fark =22-12=3

Karelerinin toplami = 22 + 12=5

Ve o iinli 3-4-5 iggeninin elde ettik. Eger yerine 3 ve 2 sa-
yilarimi alirsak, daha sonra garpimlarini ikiyle ¢arparsak = 2
x3x2=12

Karelerinin arasindaki fark = 32-22=5

Karelerinin toplami = 32 + 22=13

Boylece bir sonraki iinli tiggen olan 5-12-13 iiggenini elde
ederiz. Diger yandan 42 ve 23 sayilar1 alinirsa

Carpimlarinn iki kat1 = 2 x 42 x 23 = 1932

Karelerinin farki = 422 — 232 = 1235

Karelerinin toplam = 422 + 232 = 2293 ve gimdiye kadar hig
kimse 1235-1932-2293 liggenini duymamigtir. Ancak bu sayi-
lar da igini yapar

12352 + 19322 = 1.525.225 + 3.732.624 = 5.257.849 = 22932

Diophantus'un yasasinin neredeyse vardigimiz son bir ga-
sirtmacasi da vardir: i¢ say: ile galigtiktan sonra onlar: seg-
tigimiz herhangi bir sayiyla genigletebiliriz. Dolayisiyla 3-4-5
ig¢genini her bir sayiy1 2'yle genisleterek bir 6-8-10 ya da 5'le
genisleterek 15-20-25 liggenini elde edebiliriz.

Cebir kullanirsak yasa gsu formu alir: u, v ve k tamsayilar
olsun. Oyleyse dik agili iiggenin 2kuv ve

k(u? - v? kenarlan ve kfu? + v3) hipoteniisii olur.

Temel fikri ifade etmek igin alternatif yollar vardir, ancak
hepsi 6ziinde buna donigiir. Bu biitiin Pisagor li¢liilerini verir.
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Diizgiin Cokyiizliiler

Tam1 tamina beg adet diizgiin gokyiizli vardir.

Diizglin gokyiizli (ya da diizgiin kati cisim) sonlu sayida
birgok yiizeyi (ki bu diizlemseldir) igeren kati cisimdir. Yiizey-
ler kenarlarda kesigirler; kenarlar da kége denen noktalarda
bitigir.

Oklit'in Ogeler'inin zirve noktasi her yiizii diizgiin bir gok-
gen (es kenarlar, eg agilar) olan, biitlin yizleri es ve her kdge
noktasi yiizlerin aynm bigimde diizenlenmesiyle sarilmig tami
tamina bes diizgiin ¢ok yiizli oldugunu ispatidir. Bu bes adet
diizgiin gokyiizli sunlardir:

Diizgiin dértyiizli, 4 liggen ylzeyli, 4 késeli ve 6 kenarh

Kip ya da diizgiin alt1 yiizld, 6 kare yiizeyli, 8 kogeli ve 12
kenarlh

Diizgiin sekiz yiizli, 8 tiggen yiizeyli, 6 koseli ve 12 kenarh

Diizgiin on iki yiizld, 12 beggen yiizeyli, 20 kdgeli ve 30 ke-
narlh

Diizgiin yirmi yiizld, 20 tiggen ylzeyli, 12 kogeli ve 30 kenarh

Sekil 37: Beg diizgiin gok yizli.

Diizgiin ¢ok yiizliler dogada ortaya gikar. Ernst Haeckel
1904'te hepsi diizgiin ¢okyiizlilere benzeyen kiigiiciik organiz-
malardan amipe benzer protozoalarin bir ¢izimini yayimlada.
0, dogaya birazcik geki diizen vermis olabilir, dolayisiyla bun-
lar canl yaratiklarin orijinal bir temsili olmayabilir. 11k ¢t
kristallerde de meydana gelir. Diizensiz on iki yiizli bazen
bulunsa da diizgiin on iki yiizli ve yirmi ylizli meydana gel-
mez. Diizgiin on iki yizliler, kristallere atomlarinin periyodik
olarak orgl olusturmasi diginda benzeyen yar kristallerde
olugabilir.
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et 107, lagues m—— -
el

Sekil 38: Haeckel'in diizgiin ¢ok ytizliler gibi olan amip benzeri
protozoalar ¢izimi.

Sekil 39: Diizgiin gokyiizlilerin agik hali.
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Yiizleri bitigik gekilde iskeleti ¢izilmig —kat1 cismin iskele-
ti olarak adlandirilir- kartondan kenarlarindan kivirarak ve
uygun kenar eslerini birlikte yapigtirarak modeller yapmak
eglencelidir. Boylesi eglerden birine resimde gosterildigi tizere
yapistiricl i¢in kanatgik geklinde eklemeler yapmak yardimci
olur. Alternatif olarak yapigtirici bant kullanin.

Besinci Dereceden Denklemler

Besinci dereceden denklemleri ¢6zecek cebirsel bir formiil
yoktur.
Besinci dereceden bir denklemin genel gérinigi géyledir:

ax*+bx*+cx®*+dx2+ex+f=0

Problem, ¢éziimler (bes adede kadar olabilir) igin bir formiil
bulmaktir. tkinci, iiglincii ve dérdiincti dereceden denklemlerle
olan tecriibemiz beginci dereceden denklemleri ¢6zmek igin de
muhtemelen besinci, Gi¢iincii ve ikinci dereceden kékleri ige-
ren bir formiil olmasi gerektigi hissini vermektedir. Béylesi bir
formiilin oldukg¢a karmagik olacag: gergekten akla yakindir.

Bu beklentinin yanhg oldugu ortaya ¢iktl. Aslinda formiil
higbir gekilde mevcut degildir; en azindan a, b, c, d, e ve f
carpanlarin1 kokten ¢ikarmayla birlikte toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme iglemleri yaparak olusturulmus bir formiil
aslinda yoktur. Dolayisiyla 5 sayisiyla ilgili gok 6zel bir du-
rum vardir. Bu 6zel tutumun nedeni olduk¢a derindir, bu ne-
denle onu ortaya gikarmak uzun zaman aldi. Matematikgiler
béyle bir formiil bulmaya ¢alistiklarnn an, bununla beraber ne
kadar zeki olurlarsa olsunlar ugradiklar1 bagansizlik, sikin-
tinin bag gosterdigi ilk noktaydi. Herkes bir siire bunun for-
miilinin fazlasiyla karmagikligindan 6tiiri cebirsel iglemleri
dogru bir sekilde kimsenin bagaramayacaginmi varsayiyordu.
Ancak, sonunda bazi matematikgiler béylesi bir formiiliin olup
olamayacagini1 merak etmeye bagladi. Sonunda, 1823'te Niels
Hendrik Abel isimli bir matematikg¢i béylesi bir formiiliin ola-
mayacagini ispat etti. Ondan hemen sonra da Evariste Galois
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isimli bir matematikgi derecesi 5, 6, 7 veya her ne olursa olsun
bir denklemin bu ¢egit formiiller kullanilarak ¢éziiliip ¢6ziile-
meyecegine karar vermek i¢in bir yol buldu.

Sonug 5 sayisinin 6zel olduguydu. 5 hari¢ 1'den 4'e kadar
(n'nin farkh dereceleri i¢in n. kékiini kullanarak) olan derece-
lerdeki denklemleri cebirsel olarak ¢oziilebilirsiniz. Ahgildik
6rintid bundan daha fazla ilerleyemez.

Beklendigi lizere 5'ten daha yiiksek dereceli denklemlerde
durum daha kétiidir ve onlar da ozellikle ayni problemden
yakinmaktadirlar: ¢6ziim igin bir formiilin olmamasi. Bu ¢o-
zimiin olmadig ve tami tamina sayisal sonuglar bulmanin
imkansiz oldugu manasina da gelmez. Bu cebirin geleneksel
aletlerinin simirhligini ifade eder. Bu, ayni bir cetvel ve pergel
kullanarak bir agiy1 li¢ eg agiya bélememe probleminde oldugu
gibidir. Cevap mevcuttur, ancak belirlenmis metotlar onun ne
oldugunu ortaya gikarmak i¢in yeterli degildir.

Kristalografik Kisitlihik

Kristaller iki ve li¢ boyutta 5 katli dénel simetriye sahip de-
gildir.

Bir kristalin i¢gindeki atomlar gesgitli bagimsiz yonlerde be-
lirli araliklarla tekrar eden bir yaps, bir érgii olugturur. Orne-
gin bir duvar kagidindaki 6riinti kagit boyunca muhtemelen
bir kagittan komsu olana atlayarak tekrar eder, ancak bu ge-
nellikle saga ve sola dogru da tekrar eder. Aslinda duvar kagidi
iki boyutlu bir kristaldir.

Diizlemde 17 farkh gegitte duvar kagidi ériintiisii vardir [17
bélimiine bkz.]. Bunlar ériintiiyd kati bir gekilde takip etme ve
ilk bagtaki pozisyonuna tam olarak értiigme yollan olan simet-
rileriyle birbirlerinden ayirt edilir. Bunlarin aralarinda dénme
ekseni olan bir nokta etrafinda dénel simetriler de vardir.

Donel simetrinin diizeni dénmenin ilk bagtaki pozisyona
tekrar dénmesi i¢in ka¢ defa déndiiriilecegidir. Ornegin, 90°'lik
bir déniigiin diizeni 4'tir. Bir 6rgii kristalinin muhtemel simet-
ri tipleri listesinde 5 sayis1 merak uyandincidir, séyle ki; o,
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orada yoktur. 2, 3, 4 ve 6’11 simetri diizenleri olan oriintiiler
vardir, ancak higbir duvar kagidi ortintisi 5°1i donel simetri
diizenine sahip degildir. 6'dan biiyiik dénel simetri diizeni yok-
tur, ancak dizide ilk bogluk 5'tir.

Ayn1 olgu, ¢ boyutlu uzayda kristalografik oriintiilerde
de vardir. Orada o6rgii ii¢ bagimsiz yonde tekrar etmektedir
219 gesit veya eger Oriinti yansima simetrisine sahip degil-
ken olusan ayna goériintiisii de bir simetri kabul edilirse 230
¢esit simetri vardir. Ayrica muhtemel doénel simetri diizenleri
5 harig¢ 2, 3, 4 ve 6'dir. Bu olgu kristalografik kisithlik olarak
adlandinhr.

Doérdiincii boyutta 5 diizenli simetriler vardir, verili her-
hangi bir diizen yeterince yiiksek boyutta miimkiindir.

Sekil 40: Tuzun kristal 6rgiisi. Koyu yuvarlaklar: sodyum atomlan.
Agik yuvarlaklar: kloriir atomlan.

Yari Kristaller

Orgiiler igin 5'1i diizende dénel simetri iki veya ii¢ boyutta
miimkiin olmamasina ragmen, yari kristaller denen biraz daha
diizensiz yapilarda bu miimkiindir. Kepler tarafindan yapil-
mig bazi eskizleri inceleyen Roger Penrose 5'li simetrinin daha
genel bir ¢egidini diizlemde kegfetti. Bunlar yar: kristaller ola-
rak adlandinlr.
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Yar: kristaller dogada vardir. Daniel Schechtman 1984
yilinda aliminyum manganez alagiminin yar: kristal olugtu-
rabildigini kesfetti ve baglangigta kristal uzmanlar: arasin-
daki siiphecilikten sonra kesfin dogru oldugunun ispat edil-
mesiyle 2011 yilinda kimya alaninda Nobel Odiilii aldi. Luca
Bindi liderligindeki bir takim Rus Koryak daglarindaki bakir,
aliminyum ve demirden olusan bir mineralde yar kristaller
buldular. Bu mineral giiniimiizde ikozahedrit olarak adlan-
dirilmaktadir. Kiitle spektrometresi kullanilarak farkli oksi-
jen izotoplarinin oranlari dlgiilmesiyle onun diinya kékenli
olmadig: ortaya ¢ikt1. 4,5 milyar yil 6nce giines sistemi var
oldugunda ve o, araya girme zamaninin ¢gogunu asteroit kusa-
ginda zaman yoriingesinde araya girme silirecinde harcarken
bazi karigikliklar onun yériingesini degistirmis ve sonug ola-
rak o diinyaya digmiis.

Sekil 43: Solda: ki tam 5'li simetrili yan kristalden birisi. Sagda:
Yirmi egkenar iiggen yiizlii aliminyum-paladyum-manganez yan
kristalinin atomik modeli.
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Kendi bélenlerinin toplamina egit olan en kiigiik sayn 1 + 2 + 3
= 6'dir. Diizlemdeki 6pligme sayis:1 6'dir. Bal petekleri diizgiin 6
yizli altigenlerden olugmaktadir. Diizgiin kati cisimlere ben-
zeyen 6 adet diizgiin dort boyutlu politop vardir.

En Kiiciik Miikemmel Sayr

Antik Yunanlar tamsayilan bélenlerine goére ii¢ geside ayir-
maktadir:

Zengin sayilar, eger tam boélenlerinin toplami (kendisi ha-
ri¢) sayinin kendisinden biiyiikse

K1t sayilar, kendi bélenlerinin toplami sayidan kigiikse

Miikemmel sayilar, kendi bélenlerinin toplami sayiya egitse

Bagslangigtaki bazi sayilar i¢in Tablo 7'yi elde ederiz.

Bu bize ii¢ gesit sayinin da var oldugunu gosterir, ancak
kit sayilann diger iki gesitten daha yaygin oldugunu da séy-
ler. Marc Deléglise bu énermenin kesin bir formunu kamtlad::
bir n sayis1 geligigiizel artinldik¢a 1 ve n arasinda kit say:
bulunma orami 0,7526 ila 0,7520 arasinda olmaya egilimliy-
ken, zengin say1 bulunma oraniysa 0,2474 ila 0,2480 arasinda
olmaya egilimlidir. Hans-Joachim Kanold 1955'te miikemmel
say1 olma oraninin O olmaya egilimli oldugunu ¢oktan ispat
etmigti. Dolayisiyla biitiin sayilarin doértte gl kit iken dértte
biriyse zengin sayidir. Neredeyse hi¢biri miikemmel say1 de-
gildir.

90



OPUSME SAYISI

Sayl Kendi boélenlerinin toplam1  Gesidi
1 0 Béleni yok Kit

2 Kit

3 1 Kit

4 1+2=3 Kit

5 1 Kit

6 1+42+3=6 Miikemmel .
7 Kit

8 1+2+4=7 Kit

9 1+3=4 Kit

10 1+2+5=8 Kit

11 Kit

12 1+2+3+4+6=16 Zengin
13 Kit

14 1+7=8 Kit

15 1+3+5=9 Kit

Tablo 7

11k iki mikemmel say1 1+2+3=6vel +2+4+7+ 14 =
28'dir.

Dolayisiyla en kiigiik mitkkemmel say1 6'dir. En kiigiik zengin
sayiysa 12'dir.

Antik ¢agdakiler sonraki iki miikemmel say1 olan 28 ve
496'y1 bulmuglardir. MO 100 dolaylarinda Nichomachus dér-
diinci olan 8128'i bulmugtur. Isimsiz bir yazmada 1460'lar-
da besincisi olan 33.550.336 ortaya gikmigtir. Pietro Catal-
di 1588'de altinc1 ve yedinci miikemmel sayiyr bulmugtur:
8.589.869.056 ve 137.438.691.328.

Bu c¢alismadan ¢ok énce Oklit milkemmel sayilan olugtur-
mak i¢in bir kural ileri siirdi. Gliinimiz formillegtirmeleri-
ne gore, eger 2"! asalsa dyleyse 2! (2" -1) miikemmel sayidir.
Buna uyan sayilar n= 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19'dur. Kegis Marin Mer-
senne’e ithafen 2" formundaki asal sayilar Mersenne asallar
olarak adlandinlr [2578%51€1 —]'e bkz.].
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Euler her mitkkemmel ¢ift sayinin bu formda oldugunu ispat
etti. Bununla birlikte, en azindan 2500 yildir matematikgiler
tek bir tuhaf miikkemmel say1 bulmay1 veya béyle bir sayinin
olmadigini ispat etmeyi bagsaramadilar. Eger boyle bir say:
varsa, o en azindan 1500 basamakli olmalidir ve dokuzu belli
olan en az 101 asal bélene sahip olmalidir. Onun en biiyiik asal
¢arpani dokuz ya da daha ¢ok basamaga sahip olmalidir.

Opiisme Sayisi

Diizlemde 6pligme sayisi, verili bir biiyiiklikteki dairenin ayn
biiyiikliikte ve ona bir noktada temas edebilen tim dairelerin
sayisidir. Bu 6'dir.

Sekil 42: Diizlemdeki 6piiyme sayis: 6dir.

Bunun ispat1 sadece basit geometri gerektirir. U¢ boyutta
Opigme sayis1 ayni biiyiiklikteki bir kiireye temas edebilen en
¢ok kiire sayisidir. Bu da 12'ye egittir [12 bélimiine bkz.]. Bu
durumda ispat daha fazla karmasiktir ve uzun siire 13 kiirenin
olup olamayacag bilinmiyordu.

Bal Petekleri

Bal petekleri birbirine miikemmel olarak gegen ve bir diizle-
mi kaplayan altigen karolardan olugmaktadir [3 béliimiine
bkz.]. Bal petedi kestirimine gore bal peteklerinin 6riintiisi bir
diizlemi komsu alanlara boélerken toplam gevreyi en az tutma-
nin yoludur. Bu varsayim antik zamanlarda érnegin MS 36'da
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Romal: bilgin Marcus Terentius Varro tarafindan 6éne siiril-
dii. By, Yunan geometrici Iskenderiyeli Pappus zamanina MO
325’e kadar gétiriilebilir.

Sekil 43: Solda: Diizgiin altigenlerle bir déseme. Sagda: Bir bal petegi.

Bal petegi kestirimi artik bir teoremdir: Thomas Hales
bunu 1999'da kanitlad:.

Dort Boyutlu Politoplarin Sayisi

Yunanlar ¢ boyutta tam olarak beg adet diizgiin ¢ok yizli ol-
dugunu kamtladilar [5 bélimiine bkz.]. Pekala boyutlar tigten
farkl olan uzaylar i¢in durum nasildir? Matematiksel uzaylar:
koordinatlar kullanarak istedigimiz boyutta tanimlayabilece-
gimizi 4 béliimiinden hatirlayimz. Ozellikle dért boyutlu uzay,
gergel sayilarin biitiin dortlilerini kapsar. Bu uzaylarda, Pisa-
gor'un teoremiyle apagik benzegen dogal bir uzaklik kavram
vardir, dolayisiyla makul bir gekilde; uzakliklardan, agilardan,
benzegen kiirelerden, silindirlerden, konilerden vb bahsedebi-
liriz. Boylece dort veya daha fazla boyutta benzer diizgiin ¢ok
yiizlilerin ne oldugunu sorgulamak mantikli olacaktir. Cevap
bir stirprizi barindirmaktadir.

ki boyutta sonsuz sayida diizgiin gokgen vardir: iigten son-
raki biitiin tamsayilar sayisinca kégeli bir ¢gokgen vardir. Beg
veya daha fazla boyutta sadece ii¢ adet diizgiin ¢ok yiizla var-
dir, adlandirildiklar: iizere onlar diizgiin dért-yizliye, kiipe,
diizgiin sekiz ylizliye benzemektedir. Ancak, dért-boyutta alt1
adet diizgiin politop vardir.
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Ad1

5 birimi

8 birimi

16 birimi

24 birimi

120 birimi

600 birimi

Tablo 8

PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

Birimleri
5 Diizgiin
dortyizli
8 Kiip

16 Diizgiin
dortyizli

24 Diizgiin

‘sekiz yuzli

120 Diizgiin
on iki yiizli
600 Diizgiin
dortyuazli

Yiiz sayis1

10

24
32

96

72

12

0

00

Kenar sayisi
10

32
24

96

1200

720

Koge sayisi
5

16
8

24

600

120

Tablodaki ilk ii¢ politop diizgiin dort yiizld, kiip ve diizgiin
sekiz yiizliyle benzerdir. 5 birimli olan 4-simpleks, 8 birimli
olan 4-hiperkiip ya da teserakt ve 16 birimli olan1 da 4-ortop-
leks olarak isimlendirilir. Diger li¢ politop dért boyutlu uzaya
6zeldir. Dort boyutlu kdgidim olmadigi i¢in size bu nesnelerin
diizleme yansimasinin nasil oldugunu gostermekle yetinece-

gim.

Sekil 44: Diizleme yansitilmig sekliyle 6 diizgiin politop, sagdan
sola ve yukaridan agag 5, 8, 16, 24, 120 ve 600 birimli.
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Ludwig Schléfli diizgiin politoplan siniflandirdi. Ulagtig:
baz1 sonuglan 1855'te ve 1858'de yayimladi ve kalani da 6li-
miinden sonra 1901'de ortaya gikt1. 1880 ve 1900 yillan arasin-
da diger 9 matematikg¢i de birbirlerinden bagimsiz olarak ben-
zer sonuglara ulasti. I¢glerinde mantik¢i ve matematikgi George
Boole'iin kiz1 olan ve ilk defa politop terimini kullanan Alicia
Boole Stott da vardi. O, muhtemelen ablas1 Mary dért boyutlu
uzaya tutkulu, renkli bir kigilik olan Charles Howard Hinton
(Gift eglilikten suglu bulunmugtur.) ile evlendiginden dolay:
kiigiik yastan itibaren dort boyutlu geometriyi kavradigini
gostermigti. Bu yetenegini politoplann enine kesitlerinin neye
benzedigini saf Oklit metotlan iizerinde aligtirmalar yaparak
kullandi: bunlar karmagik oldukga simetrik kati cisimlerdir.
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DORDUNCU ASAL SAYI

Doérdiincii asal sayr 7'dir ve burasi asal sayilarin ne ige yaradi-
gin1 ve neden ilging olduklarim anlatmak i¢in uygun bir yerdir.
Onlar tamsayilann birbiriyle ¢arpildig: problemlerde ortaya
¢ikar. Onlar tiim tamsayilan inga eden tugla taglandir. Birinci
bélimde 1'den biiyiik herhangi bir tamsayinin ya bir asal say1
veya iki ya da daha ¢ok asal sayimin ¢arpimi geklinde ifade
edilebilecegini gormiigtik.

7 sayisinin da uzun siire ¢éziillemeyen faktoriyel problem-
leriyle iligkisi vardir. Bir kabarti iizerine gizilen bir haritada
komsu bélimlerin farkl renklere boyanmas gartiyla gereken
en az renk sayisidir.

Carpanlari1 Bulmak

Zamaninmn say! kuramcisi ve biitiin zamanlarin 6nde gelen
matematik¢ilerinden olan Gauss 1801'de Disquisitiones Arith-
meticae adl say1 teorisiyle ilgili ileri diizeyde bir kitap yazdi.
Kitabinda iist seviyeli konular arasinda iki temel konunun ha-
yati olduguna isaret etmektedir: “1'den biiyiik ve asal olmayan
sayilar1 asal sayilarin ¢garpimi sekilde gostermek ve asal sayi-
lan bunlardan ayirt etmek aritmetikte en 6nemli ve kullanigh
olan yollardan biridir.”

ki problemi ¢ézmek igin de en agik yol muhtemel biitiin
carpanlar sirasiyla denemektir. Ornegin, 35'in asal olup olma-
digim1 gérmek igin ve eger degilse onun ¢arpanlarimi bulmak
icin gdyle galigiriz:
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35 + 2=17 1 kalanini verir

35 + 3 =11 2 kalamim verir

35 + 4 = 8 3 kalanim verir

35 + 5 = 7 tam bélinir

Dolayisiyla 35 = 5 x 7 ve 7nin asal oldugunu biliyoruz,
boylece ¢arpanlarini bulma tamamlanir. Bu iglem biraz ko-
laylagtirilabilir. Eger bizim elimizde asal sayilarin bir listesi
varsa sadece asal bélenleri denememiz gerekir. Ornegin, 2'nin
35'i tam olarak bélmedigini bildikten sonra, onu 4'lin de tam
olarak bélmeyecegini biliriz. 2'yi 4’4 tam olarak boldiigiinden
dolayi biliriz ki 4 tarafindan béliinebilen her gey 2 tarafindan
da béliinir. (Aynisi 6, 8 veya herhangi bir ¢ift say: i¢in de ge-
cerlidir))

Incelememizi bir kere ilgili sayinin karekokiinii bulduktan
sonra bitirebiliriz. Neden? Kendine 6zgii bir 6érnek karekoki
yaklagik olarak 65,44 olan 4283 sayisidir. Eger bundan biiyiik
iki say1y1 ¢arparsak sonug¢ 4283 olan 65,44 x 65,44'ten biiyiik
olmak zorundadir. Dolayisiyla, 4283'd iki (veya daha fazla)
carpana ayirirsak onlardan en az biri onun karekdkiine veya
ondan az bir degere egit olmak zorundadir. Aslinda, karekdkte
virgiilden sonraki ondalk kisimlar1 ihmal edersek burada o
65'e egit veya ondan kiigiik olmalidir.

Bu sebeple, 4283'iin biitiin ¢arpanlarim1 2'den 65'e kadar
olan asal sayilari deneyerek bulabiliriz. Eger onlardan herhan-
gi biri 4283't tam boélerse, bu bélme igleminden sonra ¢ikan
say1yl, bu say1 4283'ten kiigiik olacaktir, garpanlarina ayirma-
ya devam etmeliyiz. Aslinda 65'e kadar higbir asal say14283'd
tam b6lemez. Dolayisiyla 4283 asaldir.

Eger ayni fikri karekokii 64,67 olan 4183 ¢arpanlarina
ayirmada denersek 64'e kadar olan biitiin asal sayilar1 dene-
mek zorundayizdir. Ancak 47, 4183'ii tam béler.

4183 + 47 =89

89'un da asal oldugu ortaya gikar. Aslinda bunu zaten bi-
liyorduk, giinkii 4183 2, 3, 5 ve 7 tarafindan béliinemez. Dola-
yisiyla 89; 2, 3, 5, 7 tarafindan béliinemez, ancak bunlar onun
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karekoki olan 9,43'e kadar olan asal sayilardir. Béylece biz,
4183 = 47 x 89 diye asal ¢arpanlanna ayirms olduk.

Basit olmasina ragmen bu yoéntem biiyiik sayilar igin kul-
lanilamaz. Ornegin, 11.111.111.111.111.111 sayisin1 ¢arpan-
lanna aywrmaya g¢alisirsak onun karekdkii olan 105.409.255,3
sayisina kadar olan biitiin asal sayilann denemeliyiz. Bu agin
sayida asal say1 demektir, net olmak gerekirse onlar 6.054.855
adettir. Sonunda sayimizi

11.111.111.111.111.111 = 2.071.723 x 5.363.222.357

seklinde ¢arpanlarina ayiran 2.071.723 diye bir asal garpan
buluruz, ancak bunu elle yapmak uzun vakit alir.

Elbette, bir bilgisayar bunu yapabilir, ancak béylesi hesap-
lamalarda kural; eger boyle orta biiyiiklikteki sayilan bile elle
yapmasi zor olursa bilgisayarin da yeterince biiyiik sayilan
yapmasi daha zor olacaktir. Eger, buradaki 17 basamak yerine
50 basamakh bir say1 s6z konusu olursa bir bilgisayar bile bu-
nun gibi sistematik incelemede problemler yagayabilir.

Fermat Teoremi

Neyse ki, daha iyi yontemler vardir. Garpanlarini aragtirma-
dan bir sayinin asal olup olmadigina karar vermek igin etki-
li yollar vardir. Kabaca sdylersek, zorlugu biiyiikk oranda asil
saymnin kendisine bagl olsa da ka¢ basamaga sahip oldugu
kabataslak bir yol géstericidir ve bu yontemler yiiz basamaklh
sayllara kadar kullaniglidir. Buna kargihik, matematikgiler gi-
niimiizde bu 6lgiide bir bilesik sayinin ¢arpanlarini bulmay:
garantileyen kati bir kural bilmemektedir. Bir ¢arpanini bul-
mak yeterli olacaktir, ¢iinki ¢ikan say: tekrar boliinebilir ve
bu islem tekrar edilebilir. Ancak en kétii senaryoda bile bu
yontem kullanigh olmaktan ¢ok uzaktir.

Asallik testleri bir sayimin ¢arpanlarim bulmadan onun
bilegik oldugunu ispatlar. Sadece onlardan birinin bir asallik
testini yanligladigini gésterin. Asal sayilar 6zel niteliklere sa-
hiptir ve verili bir sayinin bu 6zelliklere sahip olup olmadigini
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kontrol edebiliriz. Eger birini saglamazsa, o asal degildir. Bu
ayn bir balonda bir yirtik bulup igine hava ifleyip dik durup
duramayacagim1 gérmek gibidir. Eger havay1 tutamazsa bir
yerden sizdinyordur, ancak bu test bize s1zintinin tam olarak
nerede oldugunu sdylemez. Dolayisiyla bir sizintinin oldugu-
nu ispat etmek onu bulmaktan daha kolaydir. Aynisi ¢arpanlar
icin de gegerlidir.

Boyle testlerden en basiti Fermat teoremidir. Onu agikla-
mak i¢in oncelikle sayilarin ayni saat kadranindakine benzer
bi¢imde turladigi i¢in bazen ‘saat aritmetigi’ de denen modiiler
aritmetikten bahsedecegiz. Bir say1 segin, bu analog saat igin
12 olacaktir. Buna modiil deyin. Tamsayilarla yaptiginiz bitiin
iglemlerde artik 12'nin katlarim sifirla degigmeli olarak kulla-
nabilirsiniz. Ornegin, 5 x 5 = 25'tir, ama 12'nin iki kat1 24'tir.
Dolayisiyla 24t gikanrsak modiil 12'de 5 x 5 = 1'e egittir.

Gauss Disquisitiones Arithmeticae adl1 eserinde gu anda
bilgisayar miihendisliginde, fizikte, miihendislikte ve matema-
tikte de bolca kullanilan modiiler aritmetigi ortaya ¢ikarmig-
tir. O oldukg¢a hogtur, ¢iinkii aligilmig biitiin aritmetik kuralla-
rinin neredeyse hepsini saglamaktadir. Temel fark, bir sayiy1
o say1 sifir olmasa bile her zaman bagka bir say1 tarafindan
bélememektir. Bu da kullanighdir, ¢iinki bu bélinebilirlik
hakkinda diizenli bir yol saglamaktadir: hangi sayilar segilen
modiil tarafindan béliinebilir ve onlar béliinemez oldugunda
kalan nedir?

Fermat teoremi eger herhangi se¢ilmig bir p asal say1 mo-
dilini ve se¢tigimiz p'nin bir kat1 olmayan herhangi bir a sa-
yisin1 alirsak, a sayisinin (p — 1) kuvvetinin p modiiliinde 1'e
esit oldugunu soéyler.

p = 17 ve a =3 olarak alalim. Oyleyse teorem 3'*nin 17 ta-
rafindan béliindiigiinde 1 kalanini verecegini 6ngoriir. Kontrol
edilirse,

3'6=43.046.721 = 2.532.160 x 17 + 1dir.

Akl baginda hi¢ kimse ¢ok biiyiik sayilar i¢in kalan he-
saplamak istemez. Neyse ki, bu tiir hesaplamay: yapmak i¢gin
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devamh olarak sayinin karesini alarak ve kalanlarin1 da ¢ar-
parak ilerleyen zekice ve hizli bir yol vardir.

Anahtar nokta eder bagladigimuz modiilde say: hicbir za-
man 1’e egit olmuyorsa o zaman bu say: bilegik sayidir. Do-
layisiyla Fermat'nin teoremi bir sayinin asal olmasi halinde
saglamasi gerekli sart icin etkili bir sinama temeli olugtur-
maktadir. Ayrica bunu bir ¢arpan bulmadan yapmaktadir. Ger-
cekten de etkili olmasinin nedeni bu olabilir.

Bununla birlikte, Fermat'nin teoremi kesin kanit degildir:
baz1 bilegik sayilar testi gegmektedir. Bunlarin en kiigiikle-
ri 561'dir. Red Alford, Andrew Granville ve Carl Pomerance
2003'te Carmichael sayilan olarak bilinen bu tarz istisnalarin
sonsuz sayida oldugunu ispat ettiler. En giincel, kesin kanith
ve etkin asallik testi Leonard Adleman, Pomerance ve Robert
Rumely tarafindan tasarlanmigtir. Fermat'nin teoreminden
daha karmagik olan ancak benzer ruha sahip olan bu teorem
say1 teorisinin fikirlerini kullanmaktadir.

Manindra Agrawal ve onun iki 6grencisi Neeraj Kayal ve
Nitin Saxena temelde Adleman-Pomerance-Rumely testinden
daha hizli olan bir test kesfettiler, ¢linkld bu “gok terimli za-
manda” ¢aligmaktadir. Eger say1 n adet basamaga sahipse,
algoritma en fazla n'?ye kadar zaman oraninda g¢aligmakta-
dir. Bunun n’%e kadar indirilebilecegini biliyoruz. Bununla
birlikte, onlarin algoritmasinin avantaji basamak sayisi olan
n yaklagik 10'°° olana kadar ortaya ¢ikmaz. Evrende boylesi
biiyiiklikte bir sayiy: igine alabilecek bir oda yoktur.

Asal Sayilar ve Sifreler

Gizli kodlarn bilimi olan sifre biliminde asal sayilar énemli hale
gelmigtir. Kodlar askeri amagli kullanimda 6énemlidir [26 bélid-
miine bkz.], ancak ticari igletmeler ve 6zel kisiler de sirlara sa-
hiptir. Ornegin, interneti kullamirken dolandincilarnn kredi karti
numaramiza ya da banka hesaplaniniza erigmesini istemeyiz.
Riski azaltmak igin aligildik yol sifrelemedir: bilgiyi kodla-
rin i¢ine saklamak.Ted Rivest, Adi Shamir ve Leonard Adleman
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tarafindan 1978'de icat edilen RSA sitemi asal sayilan kullan-
maktadir. Ama yliz basamakl olanlar, yani biyik olanlar.
Bir mesaji koda déniistiirme yolunun aleni yapilabilmesi gibi
dikkat ¢ekici 6zelliklere sahiptir. Onu anlayamamanizin nede-
ni diger yolu yani mesaji1 degifrelemeyi bilmemenizdir. Bu sizin
sir olarak tutacaginiz fazladan biraz bilgiye ihtiya¢ duyar.

Ornegin her harfe iki basamaktan olugan bir kod atayarak
ve bunlarn sirasiyla yan yana yazarak her mesaj kolayca bir
sayiya gevrilebilir. A = 01, B = 02 diye devam ederek harfleri
ve 27'den sonrasini da noktalama igaretleri ve bogluk olarak
kodladigimiz1 varsayalim. Oyleyse

MESSAGE - ME SS AGE
- 13 05 2020 01 07 05
- 13052020010705

Kod verili bir mesaj1 bagka bir mesaja gevirmek igin kul-
lanilan bir yoldur. Ancak her mesaj bir say1 oldugundan, kod
verili bir say1y1 bagka bir sayiya ¢evirmek olarak da digtiniile-
bilir. Bu noktada devreye matematik girer ve say: teorisinden
gelen fikirler kodlar iiretmek i¢in kullanilabilir.

RSA sistemi her biri 100 basamak (diyelim) p ve g diye iki
asal say1 segerek ige baglar. Bu biyiikliikteki asal sayilar bil-
gisayarda asallik testi kullanilarak kolayca bulunabilir. Onlar:
carparak pq'yu elde edin. Mesajlan koda gevirmek igin sira-
dan yol, mesaji bir sayiya geviririr ve bu pq sayisina dayal bir
hesaplama yapar. Teknik detaylar i¢in agagiya bakiniz. Ancak
koddan mesaji bulmak p'yi bilmeyi gerektirir (g da kolayca he-
saplanabilsin diye).

Bununla birlikte, p'nin ne oldugunu alenilegtirmezseniz,
onlar p'nin ne oldugunu bulana kadar mesaji ¢6zemezler. An-
cak bu 200 basamakli pq'yu ¢arpanlarina ayirmay: gerektirir
ve eger p'yi ve q'yu basit se¢gmediyseniz var olan en giigli si-
per bilgisayarla bile onlan bulmaniz imkansiz géziikmektedir.
Ancak kodu olusturanlar p'yi ve q'yu kaybederlerse, onlar da
diger herkesle ayn1 duruma diigerler. Sizin anlayacaginiz tika-
nip kalmig olurlar.
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Teknik Detaylar

p ve q diye iki biiyiik asal sayiy1 alin. n = pq ve s = (p-1)(g-1)'i
hesaplayin. 1 ile s arasinda s’'le ortak ¢arpani bulunmayan e
diye bir sayiy:1 segin. (tki sayinin ortak ¢arpanlarini bulmak
icin Oklit¢i algoritma denen gok etkili bir yol vardir. Bu Antik
Yunan'a kadar gider ve Oklit'in Ogeler kitabinda vardir. Profes-
sor Stewart’s Casebook o f Mathematical Mysteries’'a bakiniz.)
n ve e'yi herkese bildirin. e'yi herkese a¢ik anahtar olarak ad-
landinn.

Modiiler aritmetik bize 1 ile s arasinda olan ve de‘li bigimi-
nin s tarafindan bélindiginde 1 kalanim veren biricik bir d
sayisinin sayist oldugunu soyler. Bu da de = 1 (mod s)dir. Bu d
sayisini hesaplayin. p, g, ve s'yi gizli tutun. d'yi 6zel kod olarak
adlandinn.

Bir mesaji koda déniigtiirmek i¢in, onu anlatildig izere m
sayis1 olarak yazin. Eger gerekliyse, biiylik bir mesaj parcga-
lara ayinn ve sirayla génderin. Daha sonra ¢ = m®{mod n)'i
hesaplayin. Bu gifrelenmis mesajdir ve alicitya génderilebilir.
Bu sifreleme kural giivenli bir gekilde herkese sdylenebilir.
c'yi e'nin ikili agithimina dayali gsekilde hesaplamanin hizli bir
yolu vardir.

Ozel kod olan d'yi bilen alic1 ¢ (mod n) hesaplayarak mesaji
desifre edebilir. Say: teorisindeki, Fermat'nin teoreminin hafif
genigletilmesiyle, temel bir teorem sonucun orijinal mesajdaki
m'le aym oldugunu ifade eder.

Mesaj1 degifre etmek isteyen bir casus s'yi bilmeden d'yi
bulmak zorundadir. Ancak, bu p'yi ve g'yu bulmakla eg olan
p - 1 ve g ~ 1'i bulmak diye de 6zetlenebilir. Casus bunu ya-
pabilmek i¢in n'yi ¢arpanlanna ayirmak zorundadir. Ancak n
oylesine biyiiktiir ki bu yapilabilir bir gsey degildir.

Bu tip kodlar digtan aqilir kapt kodlar: olarak bilinir, ¢lin-
ki sadece digandan agilan bir kapidan (bir mesaji1 kodlamak)
girmek kolaydir, ancak oradan ¢gikmaksa (mesaji degifre etmek)
eger 6zel bir yardim (6zel kod) almazsaniz zordur. Matema-
tikgiler bu kodun giivenli oldugundan emin degillerdir. Belki
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biiyiik sayilar1 ¢arpanlarina ayirmanin kolay bir yolu vardir,
ancak biz heniiz onu bulmak i¢in yeterince zeki degilizdir. (d'yi
hesaplamanin daha kolay bir yolu olabilir, ancak d'yi bir kere
bildiginiz anda bu ¢arpanlan bulmak igin etkili bir yéntem or-
taya gikartacak bigimde p ve q lizerinde ¢alisabilirsiniz.)

* Kuramsal olarak kod givenli olsa bile, bir casus p'yi ve
q'yu hirsizlik yoluyla, gizli kodu bilen birisine santaj yaparak
veya riigvet vererek elde edebilir. Bu, biitiin gizli kodlarla ilgili
olan bir problemdir. Uygulamada RSA sistemi 6rnegin, mesaji
sifrelemek i¢in gizli kodu birine géndermek gibi sinirh sayida-
ki 6nemli mesajlar ig¢in kullanlir.

Brocard’in Problemi

1'den n'ye kadar olan sayilan ahp ¢arptigimizda n! olarak
yazilan ‘n faktoriyeli’ elde edersiniz. Faktoriyeller n sayida
nesnenin kag farkh sayida siralanabilecegini hesaplamek igin
kullanilir [26! b6limiine bkz.].

Baslangigtaki bazi faktoriyeller gunlardir:

11=1

20 =2

31=6

4 =24

51 =120

6! =720

71 = 5040

8! =40.320

9! = 362.880
10! = 3.628.800

Eger bu sayilara 1 eklersek gu sayilan elde ederiz

1+1=2
21+1=3
3+1=7
4 +1=25
5!'+1=121
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6! +1=721
7!+ 1 =5041
8! +1=40.321

9! +1=1362.881
10! + 1 = 3.628.801

ve onlarin tam kare olan iigiinii sirasiyla taniriz

4! +1=5
51 +1=112
7N+1=712

Bu sekilde olan bagka say:1 bilinmemektedir, ancak biiyiik
bir n sayisinin n/ + 1 versiyonun tam kare olabilecegi kanit-
lanmadi. Bu problem Brocard problemi olarak bilinir, ¢linki
Henri Brocard 1876 yilinda 7'nin bu gekilde olan en biiyiik say:
olup olmadigini sormugtur. Daha sonra Paul Erdés bunun ce-
vabinin 7 olamayacaginmi iddia etti. Bruce Berndt ve William
Galway 2000 yilinda 1 milyardan az olan sayilarda béyle bir
n sayisinin olmadigim ispat ettiler. Marius Overholt 1993'te
sadece sonlu sayida ¢6éziimiin var oldugunu say: teorisinde
¢6zilmemig biiyiik bir problem olan ABC kestirimini, Biyiik
Matematiksel Problemler'e bakiniz, varsayarsak ispatlamigtir.

Kabart1 Uzerindeki 7 Renkli Harita

Heawood haritalardaki dért renk probleminin [4 bélimiine
bkz] daha farkh uygulamalar igin daha karmagik yiizeylerde
caligty.

Benzer soru li¢ boyutta, diizlemdekiyle ayn cevaba sahiptir.
Bir kiire lizerinde bir harita hayal edin ve kuzey kutbu bir bél-
genin iginde bir yerde kalana kadar onu déndiiriin. Eger kuzey
kutbunu yok ederseniz topolojik olarak agildiginda sonsuz bir
diizlemi veren bir agilmig kiire elde edersiniz. Kuzey kutbunu
iceren bolge bitiin haritay: ¢evreleyen sonsuz geniglikte olur.

Bununla birlikte, halka seklinde ortasinda bogluk olan si-
mit benzeri ve boyle bogluklardan birkag tane olan daha ilging
diger yiizeyler de vardir.
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Sekil 45: Halka, 2 delikli halka, 3 delikli halka.

Halkay gorsellestirmek igin igi kolaylagtiran bir yol vardir.
ki kapali egri tarafindan halkay: kesersek onu kare seklinde
agabiliriz.

Sekil 46: Kesilmisg bir halkay: kare seklinde agmak.

Bu doniigim halkanin topolojisini degigtirir, ancak kargilikli
duran iligkili kenarlar (oklarla gésterilmig) aynidir diyebiliriz.
Simdi zekice olan kisim geliyor. Aslinda kargilikhi kenarlan ka-
reyi rulo yaparak birlegtirmek zorunda degiliz. Sadece iligkili
kenarlann g¢akigtigini aklimizda tutarak diizlem kareyle de ¢a-
hsabiliriz. Egriler ¢izmek gibi halkanin tizerinde yaptigimiz her
sey kare lizerinde tam olarak karsilik diigsen bir yapiya sahiptir.

Sekil 47: Bir halka tlizerinde-
ki harita yedi renge ihtiyag
duyar.
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Heawood bir halka iizerindeki herhangi bir haritay:1 boya-
mak icin yedirengin gerekli ve yeterli oldugunu ispat etti. Tarif
edildigi izere bir halkay1 temsil etmesi i¢in bir kare kullanir-
sak resim yedisinin gerekli oldugunu gosterir. Bu resmin ge-
rektirdigi sekilde kars: taraftaki kenarlar ile bolgelerin nasil
eslestigini inceleyiniz.

Daha fazla boglugun oldugu halkali yiizeyler oldugunu
gormiistiik. Bosluklarin sayisi ‘genus’ diye adlandirilirve g'yle
gosterilir. Heawood g 2 1 olmak gartiyla g bogluklu bir halkada
kullanilmasi gereken renk sayisini hesaplamak i¢in bir formiil
ortaya att: o asagidaki degere esit veya ondan kiigiik olan en
kii¢ik tamsayidir.

7+ +1
2

g 1'den 10'a kadar alindiginda, formiil su sayilari ortaya gikarir:
7891011 1212131314

Heawood bu formiili diizlemdeki 5 renk teoremini genel-
lestirerek bulmusgtur. O, herhangi bir yiizey i¢in formiiliiniin
belirledigi renk sayisinin her zaman yeterli oldugunu kanit-
layabilirdi. Uzun yillar boyunca biiyiik soru daha az sayida
rengin yeterli olup olmadigiydi. g'nin kii¢iik degerlerinin or-
nekleri Heawood'un varsayiminin olabileceklerin en iyisi ol-
dugunu dogrulamaktadir. 1968'de Gerhard Ringel ve John W.
T. (Ted) Youngs formiildeki son detaylar: bir¢gok digerinin ve
kendi ¢aligmalannin lizerine bina ederek onun dogru oldu-
gunu kanitlayan bir ispatla doldurdu. Onlarin yéntemleri bir
kitabin hepsini doldurabilecek yeterlilikteki 6zel bigimdeki
aglara dayahdir.
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Anlagilmasi zor olan ilk kiip aym1 zamanda bir Fibonacci sa-
yisidir. Hig¢ bagka Fibonacci kiipt var midir? Kiipler hakkin-
da diginmek Fermat'yl son teoremini ortaya koymaya itti.
Muhtesem kadin matematikgilerden biri olan Sophie Germain
6zel bir vakayla biiyiik bir katki yaptl. Sonunda Andrew Miles,
Fermat'nin esas iddiasindan tam 350 yil sonra tam bir ispat
geligtirdi.

i1k Kiip (1'den Sonra)

Bir saymmn kiipii sayinin kendisiyle ¢arpiminin bir daha ilk
sayiyla garpilmasiyla elde edilir. Ornegin, 2'nin kiipli 2 x 2 x
2 = 8'dir. Bir n sayisimin kiipi n?ile gosterilir. Baz1 baglangig
kiipleri soyledir:
n 0123 4 5 6 7 8 9 10
n®01 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

Fermat'nin Son Teoremi

Kipler 300 seneden beridir siiregelen bir diigiince treni bas-
latmigtir.

Fermat, 1630 dolaylarinda sifira esit olmayan iki kiipiin
toplaminin bir kiip olugturmadigini fark etmigtir. (Eger 0 dahil
edilirse, o zaman her n igin 0%+ n®= n?olacaktir) O, Arithmeti-
ca of Diophantus [Diophantus’un Aritmetigi] adl1 Ginld, antik
bir cebir metninin 1621 basimini okumaya bagladi. Kitabin
ondaki kopyasinin kenarina; ‘Bir kiipii iki kiipe b6lmek imkan-
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sizdir veya dérdiincii dereceden bir say1y1 dérdiinci dereceden
iki say1 seklinde yazmak ya da genel olarak ikiden biiyiik bii-
tiin kuvvetleri ayn1 kuvvette iki say:1 olarak yazmak imkansiz-
dir. Onun, bu kenara yazmas yer darligindan dolay: miimkiin
olmayan harika bir ispatini kegfettim.’ diye yazmigti.

Cebirsel dilde Fermat, x*+ y" = z"denkleminin n 3 veya 3'ten
biiyiik herhangi bir deger aldiginda ¢éziimiiniin olmadigini id-
dia etmekteydi.

Giinlimiizde Fermat'nin son teoremi olarak adlandirilan bu
ifade ilk defa 1670 yilinda Fermat'nin oglu Samuel’in, babasi-
nin bahsedilen kitaptaki notlarinin biiyiik kismini yayimladig:
Arithmetica kitabinda giinyiizii gérdi.

QVESTIO VIIL

Vhom asicm in doos cubes ,ant guadrasoquadrarom io dsos qoadras atos
Cd» generdiser sallam in is fnitam viirs gssdrstom posefatem in doos cisf-
drm inis fas cft disidere cmius vei demenfirationem wirsbilsm [ane demsi,
Hame marginis exignitas mom capever.

Sekil 48: ‘Efendi Pierre Fermat’'nin Gozlemleri’ baglikhh oglunun ya-
yimladig1 Arithmeticae of Diophantus versiyonundaki Fermat'nin
kenar notlan.

Fermat bu soruyla muhtemelen iki sayinin (tamsayi) kare-
sinin toplaminin bir sayinin karesini verdigi Pisagor'un tgli-
lerini bildigi igin ilgilenmigti. Bilindik bir 6rnek 32 + 4%= 5%dir.
Boylesi iiglemelerden sonsuz sayida vardir ve onlar igin genel

108



FIBONACCI KUPU

bir formiil antik zamanlardan beridir bilinmekteydi [5 béli-
miine bkz.].

Fermat gergekten bir formiile sahip olabilir, ancak bunu he-
niiz hi¢ kimse bulamadi. Onun dérdiincii dereceden kuvvetin
6zel bir tam kare —diger deyisle bir karenin karesi- oldugunu
belirten olguyu kullanan ve problemin bu bi¢imini Pisagor'un
ig¢lemelerine baglayan dérdiinci kuvvetler igin gegerli bir for-
miile sahip oldugunu biliyoruz. Aym fikir Fermat'nin son teo-
remini ispat etmek i¢in kuvvet olan n'nin 4 veya bagka bir tek
asal say1 olarak varsayilabilecegini ortaya gikanr. Sonraki iki
yiuzyilda Fermat'nin son teoreminin tam olarak ii¢ asal say1 i¢in
kanitlandigi bulundu: 3, 5 ve 7. Euler 1770'te kiiplerle; Legendre
ve Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1825 dolaylarinda besinci ve
Gabriel Lamé de yedinci derecelerle teoremi 1839'da ispat etti.

Sophie Germain Fermat'nin son teoreminin ‘ilk vakasi’ ola-
rak bilinen n'nin asal oldugu ve x, y ve z'yi bolmedigi durumla
ilgilenirken biiyiik gelismeler kaydetti. O, asla tamamlanma-
mig daha hirsli bir programin pargasi olarak Sophie Germain
teoremini ispat etti: eger p asalsa ve 100'den de kiigiikse x?
+ yP = zP ve xyz p? tarafindan béliinebilirdir. Aslinda o bun-
dan daha fazlasini da kanitlamigti, ancak ifadesi daha teknik
bi¢imdeydi. ispat giiniimiizde Sophie Germain asallan olarak
adlandirilan ifadeyi kullanmaktadir: p gibi asal sayilarin 2p
+ 1 ifadesi de asaldir. Baz1 baglangi¢ Sophie Germain asallan
sunlardir:

23511232941538389113173179191

ve bilinen en biiyigii de Philipp Bliedung tarafindan 2012'de
bulunan 18.543.637.900.515 x 26¢%%¢7 — ]1'dir. Onlardan sonsuz
sayida olmas: gerektigi ileri siiriildii, ancak bu ucu agik bir
sorudur. Sophie Germain asallarinin gifreleme biliminde ve
asallik testinde uygulamalan vardir.

Fermat'nin son teoremi ortaya atildiktan yaklagik ii¢ buguk
yizyil sonra 1995'te Andrew Wiles tarafindan ispat edildi. is-
patta kullanilan yontemler Fermat'nin zamanindaki herhangi
bir geyin veya onun icat ettiginin ¢ok 6tesindedir.
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Catalan’in Tahmini

1844'te Belgikali matematik¢i Eugéene Catalan 8 ve 9 sayilan
hakkinda merak uyandirnici bir soru sordu: ‘Dogru olmasina
inanmama ragmen, tam olarak kanitlamada heniiz bagsanl ola-
madigim siradaki teoremi derginizde yayimlamaniz igin size
yalvanyorum; belki digerleri ispatlamada benden daha bagarnlh
olacaktir. 8 ve 9'dan bagka ardigik iki tamsay1 ardigik tam kat
olamaz; diger bir deyisle bilinmeyenlerin pozitif tamsayi oldugu
(1'den farkli) x™- y" = 1 denkleminin sadece bir ¢6ziimii vardir.’

Bu ifade Catalan tahmini olarak bilinir. Preda Mihailescu
bunu sonunda 2002'de cebirsel say1 teorisindenileridiizey me-
totlar kullanarak ispatladi.

Altinci Fibonacci Sayisi ve Yalnizca Coziilmesi Zor
Olan Fibonacci Kiipleri

Pisal1 Leonardo 1202'de Arap-Hint 0-9 rakamlarin1 Avrupali
okuyuculara tanmttig Liber Abbaci [Hesaplama Kitabi] adinda
bir aritmetik metin yazdi. Kitap, tavganlar hakkinda tuhaf bir
soruicermekteydi. Ureme ¢agina gelmemis bir ¢ift tavsanla ise
baslayin. Bir mevsim sonra, her olgun ¢ift bir geng yavru verir-
ken 6nceki olgunlagmamig ¢ift ireme gagina geliyor. Tavganlar
6limsiizdiir. Mevsimler gegtikge popiilasyon nasil biiyir?

Sekil 49: Fibonacci'nin tavsan modelinde baglangigtaki ilk birkag nesil.
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Leonardo ¢iftlerin sayisinin ilk ikiden sonrakilerde her sa-
yimnn kendinden 6nceki iki sayinin toplami oldugu gu 6rinti-
yu takip ettigini gosterdi:

11 2 3 5 8 13 21 34 55 89144

Dolayisiyla, 6rmegin 2 =1+1,3=1+2,8=3+5,13=5
+ 8 ve bu bdyle devam eder. Leonardo daha sonra Fibonacci
(Bonaccio'nun oglu) mahlasini aldi ve Lucas bu dizi hakkinda
1877 yilinda yazdigindan beridir bu dizinin elemanlar:1 Fibo-
nacci sayilan olarak bilinir. Siklikla, dizi 6niine fazladan bir
sifir koyularak verilir, bu da ‘sifinnci’ Fibonacci sayisi olarak
bilinir. Olugturma kural hala gegerlidir, ¢linkd 0 + 1 = 1'dir.

Bu model elbette gergekg¢i degildir ve 6yle olmasi da amag-
lanmamigtir. Bu sadece onun kitabindaki hog bir sayisal
problemdir. Bununla birlikte, Leslie modelleri olarak bilinen
modern genellestirmeler daha gergekgidir ve gergek popilas-
yonlarda pratik uygulamalan vardir.

Fibonacci Sayilarinin Ozellikleri

Fibomnacci sayilar1 matematikg¢ilerin uzun siire ilgisini ¢ekmig-
tir. Altin oran sayisi olan @ ile temel bir iligkisi vardir. 1/0 = 0
-1 temel &zelligi kullanilarak n. Fibonacci sayis1 F tam olarak

(" - (-B)")/V5'e egittir.

Bu 0"/V5'e en yakin tamsayidir. Dolayisiyla Fibonacci say1-
lar1 aym bir sabit sayimin kuvvetleri gibi tistel biiylimeyi gos-
tererek agag) yukar1 O"'e orantisaldir.

Fibonacci sayilarinda birgok ériintii vardir. Ornegin, 5, 8, 13
gibi ardigik ¢ terim alin. Daha sonra 5 x 13 = 65'ten 1 farkla
ve 82= 64'tiir. Daha genel olarak,

F_F,  =F+(1)"

Ardigik Fibonacci sayllarnin toplami ispat eder

F+F +F,+.... +Fn=F ,-1

Ornegin,

0+1+1+2+3 +5+8=20=21-1
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Sifirsiz olmayan Fibonacci sayillamnnin karsilikhh toplami
icin bilindik bir formiil yoktur
1/1+1/1 +1/2+1/3+1/5+1/8 +1/13 + ...

Sayisal olarak ‘karsilikli Fibonacci sabiti’ yaklagik
3,35988566243'tir ve Richard André-Jeannin onun tam olarak
bir kesirli say1 olmadigini, irrasyonel oldugunu ispat etti.

Fibonacci sayilan genellikle asaldir. Fibonacci asallarinin
ilkleri 2, 3, 5, 13, 89, 233, 1597, 28.657 ve 514.229'dur. Bilinen
en biiyiik Fibonacci asal1 binlerce basamaga sahiptir. Sonsuz
sayida Fibonacci asali olup olmadig: bilinmemektedir.

Gok zor bir soru gegenlerde ¢oziildi: bir Fibonacci sayisi
ne zaman tam kuvvet olur? W. Ljunggren 1951'de on ikinci Fi-
bonacci sayis1 olan 144 = 12?'nin sadece tam kuvvet olan anla-
silmasi zor Fibonacci sayis1 oldugunu ispat etti. Harvey Cohn
1964 yilinda diger bir ispat sundu. (Gok ilging olmamakla bir-
likte, 0 ve 1 biitiin n'ler igin n. kuvvetidir.) Altinc1 Fibonacci
sayis1 8 = 2%tiir ve 1969'da H. London ve R. Finkelstein anla-
silmasi zor olan Fibonacci sayillarindan kiip olaninin sadece
bu say1 oldugunu ispat etmiglerdir. Y. Bugeaud, M. Mignot e ve
S. Sisek miikemmel kuvvet olan Fibonacci sayilarinin (kv sveti
1'den biiyiik olan) sadece 0, 1, 8 ve 144 oldugunu 2006'da ispat
etmiglerdir.
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Gozilmesi zor en kiigiik sihirli kare 9 hiicrelidir. Her kdsede
ayn1 bi¢imde ayarlanmig diizgiin ¢gokgenler diizlemde 91u bir
karo olugtururlar. Dogru 6lgekte bir dikdortgen de degisik bii-
yiklikte 9 kareye ayrilabilir.

Sihirli En Kiigiik Kare

Sihirli kareler, genellikle 1, 2, 3... diye bir sinirlamaya kadar
giden sayilarin karelerde belli dizilimle siitun, sira ve kégegen
olarak aymi toplami vermesi esasina dayanir. Onlar matema-
tiksel olarak onemli degildir, ancak eglencelidir. Sihirli en ki-
¢lk kare (iginde 1 rakam yazili bulunan basit 1 x 1 karesinin
disinda) 1'den 9'a kadar olan rakamlan kullanan 3 x 3 boyu-
tundaki karedir.

& ] ]

Sekil 50: Solda: Lo Shu. Sagda: Modern versiyonu.
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Sekil 51: Solda: Lo Shu’'nun Tibet dilinde bir fotografi. Sagda: tm-
parator Yu.

Bilinen en erken sihirli kare devasa sel nedeniyle Luo neh-
rinin tannsina kurbanlar sunan imparatorYu ile ilgili bir ef-
sanede gegmektedir. Nehirden kabugunda tuhaf matematiksel
bir tasanin olan sihirli bir kaplumbaga ortaya gikar. O, 3 x
3'lik bir kareye ¢izilmis ve her kare i¢inde sayilar yerine nok-
talar bulunan sihirli bir kare olan Lo Shu'dur.

Eger (diger tiirli diiginmek i¢in iyi sebepler yoksa standart
varsayima gore) sihirli kare 1'den 9'a kadar olan sayilan sa-
dece bir kere kullaniyorsa Lo Shu yansimalar ve déndiirmeler
digarda tutulursa mimkiin olan tek diizenlemedir. Bunun si-
hirli sabiti yani sira, siitun ve kégegenler iizerindeki sayilarin
toplami 15°tir. Kare bagka oriintiiler de gostermektedir. Gift
sayilar kogeleri tutmugtur ve bunlarin ¢apraz olanlarimin top-
lam1 10'u verir.

Sihirli karenin biiyikligi onun dizeni diye adlandirilir. Lo
Shu 3 diizenlidir ve n diizenli bir sihirli kare n2 hiicreye sahip-
tir ve genellikle 1'den n?ye kadar olan sayilan igerir.

Hint ve fran gibi diger eski kiltiirler de sihirli karelerle
ilgilenmigtir. Onuncu yiizyilda Hindistan Khajurahu'da bir
tapinakta 4'li diizende bir sihirli kare kayda ge¢mistir. Diger
4'li dizende olan sihirli karelerdeki gibi sihirli sabiti 34'tir
ve 1'den 16°ya kadar olan sayilan kullanir.
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7 12 1 14

2 13 8 11
16 3 10 5
9 6 15 4

Sekil 52: Onuncu yiizy1ldan 4'li diizende bir sihirli kare.

4'li dizende farkl dizilimli olan birgok sihirli kare var-
dir: yansimalar ve dénmeler sayilmazsa topu topu 880 adet.
5'1i diizende olanlarin sayis1 ¢ok daha fazladir: 275.305.224. 6
diizende olan sihirli karelerin sayis1 tam olarak bilinmese de
sayisinin 1,7745 x 10'° oldugu diginiilmektedir.

Ressam Albrecht Diirer diger bir¢ok matematiksel nesne
iceren Melancolia I adl1 graviiriinde 4'li diizende bir sihirli
kareye yer vermigtir. En alttaki siranin ortasina o zamanin ta-
rihi 1514 denk gelmesi igin 6zel olarak segilmigtir.

Sekil 53: Solda: Melancolia I Sadda: Sihirli karenin detay. En altta-
ki siranin ortasinda 1514 tarihine dikkat edin.

3'e egit veya ondan biiyiik biitiin sayilar igin sihirli kareler
mevcuttur ve énemsiz bir gekilde 1'li diizende de vardir ama
2'de yoktur. Boyle 6rnekleri olusturmak i¢in n'nin tek ya da
bir tek sayinin iki kat: veya 4'iin kat1 olmasina goére degisen
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genel yontemler vardir. n'li diizende bir sihirli karenin sihirli
sabiti n (n? + 1)/2 ile hesaplanir. Bunun neden béyle oldugunu
anlamak i¢in 1 + 2 + 3 +...+ n?, yani biitiin hiicrelerdeki sayi-
larin toplaminin n (n? + 1)/2'ye esit olduguna dikkat edin. Kare
her biri aym1 toplama sahip n tane diziye ayrlabileceginden,
sihirli sabit bunu n'ye bélerek elde edilebilir.

16

17 24

Sekil 54: Tek say1l1 diizende bir sihirli kare olugturmanin genel yon-
temi. En istteki siranin ortasina 1'i yerlestirin, daha sonra 2, 3,
4, ... seklinde siradaki sayilar1 kogegenleri izleyerek eger gerekirse
yukandan asag veya soldan saga dogru ‘turlayarak’ yerlestirin. Var
olan bir sayinin karenin diginda bir yere yazilmasi gerektiginde he-
men agagidaki kareye gegin.

Arsimet’in Mozaikleri

Dokuz mozaik o6riintiisi her kdgede ayni diizenlemeye sahip
diizgiin gokgenlerden bir ¢egitten daha fazlasini kullanir. Bun-
lar tek yapida veya yan diizenli Argimet'in mozaikleri diye bi-
linir (kars: sayfaya bakiniz).

Karelere Boliinen Dikdértgen

Bir kare her kenarn esit li¢ pargaya ayrilarak dokuz adet daha
kiigiik eg karelere ayrilabilir. Tamsayil1 kenar uzunluklarina
sahip bir dikdoértgen de eg biiyiikliikkte olmayan dokuz kareye
bélinebilir, ancak diizenlemesini bulmak ¢ok daha zordur.
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Hepimiz kenarlar: kiigiik karelerin tam kat1 tamsay1 olan
bir dikddrtgen diizlemin es biyiikliikte kare mozaiklere bo-
linebilecegini biliriz. Ancak, her biri farkl biiyiiklikte olan
karelerden bir mozaik olugsturmaya galigtigimizda ne olur? flk
‘karelere bolinmiig dikdértgeni’ dlgileri 3, 5, 6, 11, 17, 19, 22,
23,24, 25 olan on adet kareyi kullanarak 1925'te Zbigniew Mo-
ron yayimladi. Kisa bir siire sonra da dl¢iileri 1, 4, 7, 8,9, 10, 14,
15, 18 olan dokuz adet kareli bir dikdértgen daha buldu.

Sekil 55: Argimet’in dokuz mozaigi.

Pekala, farkh karelerden bir kare olugturmak hakkinda ne
dersiniz? Uzun zaman bunun imkansiz oldugu digiinildg,
ancak 1939'da Roland Sprague kare bir mozaik olugturacak
bigimde birbirleriyle uyumlu olan 55 adet farkli kare buldu.
1940'ta o zamanlar Trinity College’ta iiniversite 6grencisi olan
Leonard Brooks, Cedric Smith, Arthur Stone ve William Tutte
karelerin olgiilerinin ne olacagini ve birbirleriyle nasil ig ige
gececeklerini kodlayan elektrik aglariyla ilgili bir makale ya-
yimladirlar. Bu yontem daha fazla ¢éziime imkan verdi.
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24 22 18

n 25 . 15

Sekil 56: Solda: Moron'un ilk karelere boliinmiig dikdortgeni. Sag-
da: Gelistirdigi dokuzlu mozaigi.

33 35 27
sa 43 15
50
3 29 .
51 5
55 4 [E—— 25 24
4
81 42
56 E 1 33 37
38

Sekil 57: Solda: Willcocks'un 24'lii karelere béliinmiig kare mozaigi.
Sagda: Duijvestijn’in 21 kareli mozaigi.

Theophilus Willcocks 1948'de birbiriyle i¢ ige gegen 24
kareden bir kare buldu. Yakin zamana kadar daha kigiik bir
dizinin bu igi yapamayacag: digliniiliyordu, ancak 1962'de
Adrianus Duijvestijn mozaik olugturmak igin 21 karenin gerek-
tigini ve bunun da en az say: oldugunu bilgisayar kullanarak
gosterdi. Onlarin 6lgiileri 2,4,6,7,8,9,11, 15, 16,17, 18,19, 24,
25, 27, 29, 33, 35, 37, 42 ve 50'dir.

1975'te Solomon Golomb bogluk birakmadan ve sadece 1, 2,
3, 4 diye tamsayil giden 6lgiilerde kareler kullanarak sonsuz
biiyiiklikte bir dizlemin mozaikle désenip désenemeyecegini
sordu. Son zamanlara kadar problem ¢o6ziilememigti, ancak
2008'de James ve Frederick Henle cevabin ‘evet’ oldugunu us-
talikli bir ispatla buldular.
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ONLUK SISTEM

Sayilan yazmak i¢in kullandigimiz onluk sistem muhtemelen
on adet el ve ayak parmagina sahip oldugumuzdan 10 adet ra-
kama dayalidir. Antik medeniyetler tarafindan agik¢a kullanil-
di1g1 gibi 20 ve 60 gibi baz1 bagka tabanlar da miimkiindiir. 10
hem ii¢ kdgeli hem de dért kdgelidir. Euler'in diigindiigiiniin
aksine iki adet 10 x 10’luk dik agil1 Latin kareleri vardir.

Onluk Sistemde Sayma

Ginimiz sayisal nota sistemi ‘decimal’ diye adlandinlmigtir,
¢inki taban olarak 10'u kullanir. Decem

Latincede ‘on’ demektir. Bu sistemde on adet sembol birler,
onlar, yiizler ve devami i¢in kullanilir.

0123456789

Bunlann her birinin degerinin ne olacag) say: igindeki yer-
leriyle gosterilir. Ornegin, 2015 sayisinda semboller su anlama
gelmektedir:

5 birler basamag

1 onlar basamag)

0 ylizler basamag

2 binler basamagi

Burada merkezi roli 10'un artan kuvvetleri oynar:

10°=1
10!=10
102=100
10*= 1000
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Bu sayisal nota sistemini kullanmaya dylesine aligmigizdir
ki, onu basitge sadece ‘sayilar’ olarak ve 10 sayisinin matema-
tiksel olarak 6zel bir sey oldugunu diginmeye egilimliyizdir.
Bununla birlikte, say1 taban1 olarak ¢ok benzer sayisal nota
sistemleri kullanilabilir. Dolayisiyla daha sonra gérecegimiz
tizere aslinda 10 sayis1 6zel olmakla birlikte, bu agidan 6zel
bir say1 degildir.

Bilgisayarlar birgok taban kullanir:

2 tabani 2'lik sistem (2 bélimiine bkz.], sembolleri 0 1

8 tabani 8'lik sistem, sembolleri0123456 7

16 taban1  16'lik sistem, sembolleri0123456789AB

CDEF

12 tabani yani. 12'lik sistem onluk sistemin bir geligtirilmig
hali olarak sikg¢a giindeme gelmigtir, ¢iinkii 10 sadece 2 ve 5
tarafindan bolinebilirken 12; 2, 3, 4 ve 6 tarafinda béliinir.
Mayalar 20 tabanini ve Antik Babiller 60 tabanini kullanmig-
lardir. [Her ikisi i¢in de O bélimiine bkz.]

2015 sayisini onluk sistemde su gekilde:

2x1000 +0x 100+ 1 x 10 + 5 x 1 veya iistli say: gseklinde:
2 x10°+0 x 102+ 1 x 10"+ 5 x 10°diye agabiliriz.

Bu goésterim basamak degeri gésterimi olarak adlandirilir,
¢inkii bir semboliin anlami bulundugu yere gére degigir.
Ayn1 semboller 8 tabaninda §éyle agilir:

2x8+0x8+1x8'+5x8°
Daha tamdik onluk sistemde o gu gekilde goziikiir
2x512+0x64+1x8+5x1=1037

Dolayisiyla ayn1 semboller farkh tabanlar kullanilarak yo-
rumlanirsa farkli sayilari verecektir.

Daha az tanidik bir tabanda bunu bir daha deneyelim: 7.
Apellobetnees III'te yerli uzaylilar hepsi yedi kuyruga sahip-
ti ve onlan kullanarak sayiyorlardi. Dolayisiyla onlann say:
sistemi O'dan 6'ya kadar olan rakamlara sahiptir. Onlar, daha
sonra 7 yazacagimiz yerde 10 yaziyorlardi ve bizim 48 yazaca-
g1miz yerde 66'ya kadar devam ediyorlardi. Sonrasinda bizim
49 yerine onlar 100 kullanirlar ve bu béyle devam eder.
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abcd gibi bir say1 Apellobetnees tarzi sistemden onluk sis-
teme su sekilde gevrilir:
ax7P+bx7*+cx7+d=343a+49b +7c+d

Biraz pratikle bu sistemi kullanarak onluk ve yedilik sis-
temleri birbirine ¢evirmeksizin uzayl bi¢imi toplama iglemle-
ri yapabilirsiniz. ‘4 + 5 = 2 elde var 1 gibi’ (¢link{ onluk sistem-
deki 9, 7 tabaninda 12'dir) kurallara ihtiyacimz vardir, ancak
bunun diginda her sey ¢ok tanidik géziikkmektedir.

Say1 Gosterim Sistemlerinin Tarihi

llk¢ag uygarliklan bizimkinden ¢ok farkh say:1 gésterim sis-
temleri kullanmiglardir. Babiller ¢ivi yazis1 sembollerini alt-
mig rakamla 60 tabanini kullanmiglardir [0 béliimine bkz.].
Misirhlar 10'un kuvvetleri i¢in 6zel semboller kullanmiglardir
ve diger sayilar1 da elde etmek i¢in onlar: tekrar etmiglerdir.
Antik Yunanlar 1-9, 10-90, 100-900 aras1 sayilar i¢in kendi al-
fabelerini kullanmiglardir.

Sekil 58: Solda: Misir say1 sembolleri. Sagda: Misir hiyerogliflerin-
de 5724 sayisi.

Ginimizdeki basamaklara gére say1 gosterim sistemi ve
on rakam igin 0-9 aras1 sembollerimiz MO 500 dolaylarinda
Hindistan'da ortaya gikmigtir, ancak daha 6nceden gelen 6n-
ciileri de vardi. Tarih karmagiktir; tarihleri belirlemest zordur
ve tartigmalidir.

Sekil 59: Solda: Bakhshali yazmasindan semboller. Sadda: Brahma
rakamlari.
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Pakistan'da 1881'de Bakhshali'ye yakin bir yerde bulunan
Bakhshali yazmasi hug agac1 kabugu ilizerine yazilmig Hint
matematiginin bilinen en eski metnidir. Bilim insanlan onun
MO ikinci yiizyil ile MS {igiincii yiizyil arasinda tarihlendigini
disinmektedirler; daha 6nceki bir yazmanin kopyasi oldugu
digiinilmektedir. 0-9 arasi rakamlar igin 6zel semboller kul-
lanmaktadir. Brahma rakamlann MS 200-300 tarihine gitmek-
tedir, ancak onlar basamak degerli gésterimi kullanmamiglar-
dir. Onun yerine 10'un, 100'dn ve 1000'in katlarin1 géstermek
icin fazladan semboller ve 3000 gibi sayilar: elde etmek igin
bilegtirici kurallan vardu.

Daha sonra Brahma rakamlarindan ‘Hint’ rakamlan elde
edildi. Hint matematikgi Aryabhata tarafindan farklh bigimler-
de altinc1 ylzyilda kullanildi. Brahmagupta 01 sadece kendi
tirinde bir say1 olarak yedinci yiizyilda kullanmigtir ve sifirla
dort iglem yapmak i¢in kurallar bulmugtur.

Avrupal

Arap-Hint . Y Y &€ o1V AN

Dogu Arap-Hint
ve Urduca)

Devanagari dili (Hint) o § I ¥ & & v ¢|%

Tamil dili

Sekil 60: Arap ve Hint rakam 6rnekleri.

Hintlerin icadi 6zellikle Fars matematik¢i Harizmi [Hint
Rakamlariyla Hesaplama Yapma Uzerine, 825] ve Arap mate-
matik¢i El-Kindi [Hint Rakamlarimin Kullanilmas: Uzerine,
830 dolaylan] Gizerinden orta doguya yayilda.

Daha sonra Avrupa’ya Harizmi'nin kitabinin Latince gevi-
rileriyle yayildi. Bu say1 gésterim sisteminin Avrupa‘da yayil-
masi igin kasten yazilan ilk kitap Fibonacci'nin 1202 tarihli
Liber Abacci’sidir. O, bu yontemi Modus Indorum (Hintleri
yontemi) diye adlandirmigtir, ancak Harizmi ile iligkilen-
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dirmesi dylesine giigliydi ki Harizmi'nin kitabinin ismine
ragmen ‘Arap rakamlar!’ terimi benimsendi. Bu isimlendir-
me Avrupalilar, Araplagtirilmig Berberilerle temasa gegince
daha da giiglendi.

Sembollerin yerine oturmas: bir siire ald1. Ortagag Avrupa-
sinda, onlarca degisik bi¢imi kullanildi. Gintimiizde bile, fark-
1 kiltirler semboller i¢in degisik bigimler kullanmaktadir.

Batih

Dogu Arap dili « Y (Y ¥ © 1 Y|A 19
Farsca

Basitlegtirilmig Gince* O —|= = i A A h
Karmasik Cince :

Mogolca 0 J|a m " 7

Tibet dili

Sekil 61: Rakamlar igin baz1 gagdag semboller. (* Japonlar ve Kore-
liler basitlegtirilmig Ginli karakterleri kullanmaktadir.)

Ondalik Virgiil

Fibonacci'nin Liber Abbaci kitabi1 giiniimiizde halda kullan-
digimiz bir say:1 gosterim big¢imini igermekteydi: 3/4 gibi ‘l¢
ceyreklik’ bir kesirde bulunan yatay ¢izgi. Hintler de yatay
¢izgi olmaksizin; yatay ¢izgi Araplar tarafindan ortaya atil-
mig géziikmektedir, benzer sistemi kullanmiglardir. Fibonacci
onu yaygin bi¢gimde kullanmistir, ancak aymn yatay ¢izgi birgok
farkh kesrin bir pargasi olabilirdi.

Giiniimiizde kesirleri pratik gosterimler i¢in nadiren kulla-
niriz. Bunun yerine n'yi yazarken yaptigimizdaki gibi 3,14159
yani ondalik virgiili kullaniriz. Ondalik sayilann bu sekilde
kullanilmasi Simon Stevin'in, Sessiz William'in oglu Nassau’lu
Maurice'in 6zel hocas1 oldugu 1585ten beri vardir. Stevin
sonunda ekonomi bakani olur. Hassas muhasebe yontemleri
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ararken Hint-Arap rakamlarini aklina getirmistir, ancak kesir-
ler ona ¢ok kullanigsiz gelmigtir.

Babiller her zaman pratik olmug ve onlarin 60 tabaninda-
ki uygun rakamlarin 1/601n kuvvetlerini temsil edecek olan
modern dakikalari ve saniyeleri doguracak sekilde hem zaman
hem de agilar igin ortaya atmiglardir. Giiniimiize ayarlanmig
Babil gosteriminde, 6;15 bizim 6 tam 1/4 veya 6,25 olarak yaza-
cagimiz 6 + 15 x 1/60 demektir. Stevin 60 tabanini kullanmanin
disinda bu fikirden hoslandi ve ikisinin de en iyi halini birles-
tiren bir sistem 6ngérdi: ondalik sayilar.

O, yeni sistemini yayimladiginda onun ig hayatinda kul-
lanimini ve pratikligini vurgulad:: ‘s hayatinda karsilagilan
biitiin hesaplamalarda kesirlerin yardimi olmaksizin tamsayi-
larla iglem yapilabilir.’

Onun goésterim sistemi gimdi oldugu gibi ondalik virgili
icermemekteydi, ancak o kisa siirede giiniimiizdeki ondalik sa-
yilar sistemine evirildi. Bizim 5,7731 yazdigimiz yerde Stevin
®O@@O@D@RB®RP®®® yazmaktayd:. Burada (0) sembolii
tamsayiy1 (D) onda biri, (2) ylizde biri ifade eder. Kullanicilar
kisa siirede onu ondalik virgiile kadar kisaltan ve basitlegtiren
(@ ve (2'yi kullanmaktan vazgegtiler.

Gergel Sayilar

Kesirler yerine ondalik sayilan kullanirsaniz bir engel ortaya ¢1-
kar: onlar bazen tam degildirler. Ornegin, 1/3; 0,333'e gok yakin-
dir hatta 0,333.333'e daha da yakindir ancak higbiri tam degil-
dir. Bunu gérmek igin onu tgle ¢arpin. 1 elde etmelisiniz, ancak
aslinda 0,999 ve 0,999.999 elde edersiniz. Neredeyse olacakti.
Matematikgiler ‘tam’ olmas) manasinda 1/3'in ondalik uzanti-
sinin sonsuz uzunlukta olmasi gerektiginin farkina vardilar:

1/3 = 0,333.333.333.333.333.333...

‘Sonsuza kadar’ devam eder. Bu da n gibi bir sayinin da
benzer rakamlar sinirsiz bigimde tekrar etmemesinin haricin-
de sonsuza kadar devam etmesi gerektigi fikrine gétiirdi:
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n=3,141.592.653.589.793.238,...

1/3'tin sayilar durmadig siirece 0,333.333..."e gergekten de
esit oldugunun farkina varmak 6nemlidir.

Ispat1 soyledir.

x = 0,333.333... olarak kabul edelim. Bunu 10 ile ¢garpalim.
Bu x ‘i 10x’e doéniigtirir ve 0,333.333,..."lin virgilini bir sola
kaydirir, dolayisiyla

10x = 3,333.333...
Bu yiizden

10x=3+x
9x =3
x=3/9=1/3

10x = 3 + x ifadesi sayilarin sonsuza kadar olmasina da-
yanir. Eger onlar trilyonuncu tekrarda dahi bitecek olsalarda,
ifade yanhs olurdu.

Ayni akil yiiriitme 0,999.999....'un sonsuza kadar devam
ederek tam olarak 1’e egit oldugunu imler. Burada da 10x =
9 + x ile ifade edilen hileyi kullanabilirsiniz, dolayisiyla x = 1
verebilir ya da sadece 1/3 = 0,333.333.... ifadesini 3 ile ¢arpa-
bilirsiniz.

Insanlarin ¢ogu 0,999.999....'un sonsuza kadar devam etse
de l'e egit olmayacagina ikna olmuglardir. Onlar onun 1‘den
daha kiigiik olduguna inanmirlar. Eger bir seviyede durursaniz
onun 1'den gikanlma sonucu da farkh olacaktir:

1-09=0,

1-0,99=0,01

1-0,999 = 0,001

1-0,9999= 0,0001

1 -0,99999 = 0,00001

1 -0,9999999 = 0,000001
seklinde devam eder. Limite gére bu fark 0’a dogru yaklasir. Mi-
nicik de olsa herhangi bir pozitif sayidan daha kiigiik hale gelir.

Matematikgiler sonsuz ondalik basamaga sahip sayinmin
degerini ondalik basamaklar1 sonsuza uzadigindan basamak-
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lar1 bir noktada durdurulmus seklinin limiti olarak tanimlar.
9 rakamiyla olan sonsuz bir dizi i¢in limit tam olarak 1'dir.
1'den daha az bir deger is gérmeyecektir, ¢linkii baz1 yeterli
buyiiklikteki 9'lar daha biiyiik bir sonug verecektir. ‘sonsuz
sayida O'dan sonra gelen 1'diye bir sey yoktur, eger olsa bile
ona 0,999.999.... ekleyerek 1'i elde edemezdiniz.

Bu tamimlama sonsuz ondalik sayilar1 hassas matematik-
sel kavramlar haline getirmigtir. Sonugta ¢ikan sayilar, gergek
diinyada var olduklarindan degil onlan sinir bozucu i gibi ‘sa-
nal’ sayilardan ayirt etmek igin gergel sayilar olarak adlandi-
nlir [i bélimiine bkz.]. Limiti kullanmak i¢in 6dedigimiz bedel
bazi sayilarin 0,999.999... ve 1,000.000... gibi farkh iki ondalik
uzantiya sahip olabilmeleridir. Yakinda buna aligacaksiniz.

Sekil 62: Dérdiincii iiggensel say.

Dérdiincii Uggensel Sayr

Dérdiincii liggensel sayi [3 béliimiine bkz.]
1+2+3+4=104dur.

Pisagorculann antik kiilti bu diizenlemeyi tetraktis olarak
adlandirmigtir ve kutsal saymigtir. Pisagorcular evrenin sa-
yilara dayal olduguna inanmaktaydilar ve ilk on sayiya 6zel
yorumlar yapmiglardi. Bu belirlemeler hakkinda oldukga ¢ok
tartigma vardir; gesitli kaynaklardan érmekler goyledir:

1. Birlik, mantik

2. Diigiince, digil
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3. Uyum, eril

4. Evren, adalet

Bu 6nemli dért sayinin toplami olarak 10 6zellikle 6nem-
liydi. O, ayrica dort ‘element’ olan toprak, hava, ates ve suyu;
uzayin dort bilegeni olan nokta, dogru, diizlem, kat: cismi sem-
bolize etmekteydi.

Bowlingde 10 labut da bu sekilde yerlestirilir.

Sekil 63: On adet labut

Uciincii Dérdiil Sayr

Ardigik olan sayilann toplami olan iiggensel sayilarda 1, 3, 6,
10 oldugu sekilde, dordiil sayilar da ardigik iiggensel sayilann
toplamidir:

1=1

4=1+3

10=1+3+6

20=1+3+6+10

n. dordil say1 n (n + 1) (n + 2)/6'ya egittir.
Geometrik olarak, kiirelerin bir doérdiil say1 hali Giggensel
sayilarin azalan bi¢imi geklinde istif edilebilir.
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Sekil 64: Dordiil sayilar

Hem tg¢gensel hem de doérdil olan en kiigiik say1 ondur (1 'in
disinda). Hem liggensel hem de dordiil olan sayilar sadece gsun-
lardir: 1, 10, 120, 1540, 7140't1r.

10'1lu Diizende Ortogonal Latin Kareleri

Euler 1873'te biitliin siralardaki ve siitunlardaki sayilarin ken-
di i¢inde toplandiginda ayni toplami verecegi [9 bélimiine
bkz.] matematiksel bir oyun hakkinda fikir yiritmekteydi. An-
cak Euler'in verimli beyni yeni bir yoéne dogru evirilmekteydi
ve fikirlerini ‘Sihirli Karelerin Yeni Bir Cegidi’ adinda bir ma-
kalede yayimladi. Bir érnegi soyledir

123
231
312

Siradaki ve siitundaki sayilarn toplami bir kdgegen diginda
her yerde 6 olmasi ve ardigik sayilan kullanma standart gartini
saglamamas1 diginda bu sihirli bir karedir. Bunun yerine her
slitun ve sira degisik siralanmig 1, 2, 3 sayilarindan olugmak-
tadir. Boylesi kareler Latin kareleri olarak adlandinlhr, ¢inki
sembollerin rakam olma zorunlulugu yoktur; 6zel olarak onlar
A, B, C gibi Latin (ki bu da Romen olur) harfleri olabilir.

Euler'in yapbozunun tarifi géyledir: ‘Bir siiredir pratik
zekdli pek ¢ok insamin kafasinda dolandirdigi, 6zel olarak
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kombinasyon alaninda yeni analiz sahalan agacak gibi duran
¢ok tuhaf bir sorun su agagidaki ¢aligmalarda beni de ige da-
hil etti. Soru bir kare tlizerine her sirada (hem dikey hem yatay)
farkh alaydan ve farkh riitbeden olmasi gartiyla yerlestirile-
cek 6 farkli alaydan 6 farkl riitbeden alinan 36 askerin etra-
finda dénmektedir.’

Her bir sembol kiimesinde, eger riitbeler i¢in A, B, C, D, E,
F'yi kullanirsak ve alaylar igin de 1, 2, 3, 4, 5, 6'y1 kullanirsak
yapboz bizden 6 x 6'lik bir Latin karesi yapmamizi istemekte-
dir. Ek olarak onlar birbirine dik olmaldir; bu, kareler birles-
tirildigi zaman bu iki semboliin iki kere olan kombinasyon-
larinin olmamasi demektir. Riitbeler ve alaylar i¢in ayr1 ayn
diizenlemeler yapmak kolaydir, ancak ikisinin birbiriyle uyum
icinde olmasi yani higbir riitbenin ve alayin tekrar etmemesiy-
se oldukc¢a zordur. Ornegin, séyle deneyebiliriz

ABCDEF 123456
BCDEFA 214365
CDEFAB ve 43561 2
DEFABC 641523
EFABCD 562134
FABCDE 356241

Ancak bunlan bilestirdigimizde agagidakini elde ederiz ve
goririz ki arada tekrar edenler vardir:

Al B2 C3 D4 E5 F6

B2 C1 D4 E3 F6 A5

C4 D3 E5 F6 Al B2

D6 E4 F1 A5 B2 C3

E5 F6 A2 Bl C3 D4

F3 A5 B6 C2 D4 El

Ornegin, A1l iki kere B2 doért defa olugmugtur. Dolayisiyla,
bu istenilen bir gey degildir.

Eger aym problemi A, B, C, D gibi doért farkh riitbeli ve 1,
2, 3, 4 gibi dort fakh alaydan 16 askerle denersek bir ¢oziim
bulmak ¢ok zor degildir:
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A BCD 1 2 3 4
B ADOC 341 2
CDAB 4 3 21
DCBA 2143

Bunlar ortogonaldir. Dikkat gekici bir bigimde ikisiyle de
ortogonal olan bir iigiinci Latin karesi daha vardair.

Ppqrs

s Tqp

qpsr

r spgq

Matematiksel olarak séylersek 4'1i diizende li¢ tane karsi-
likh ortogonal olan Latin kareleri kesfettik. Euler 6’11 diizende
birbiriyle uyumlu Latin kareleri bulmak i¢in elinden geleni
yapti, ancak bagansizliga ugradi. Bu onu, 36 askerli yapbozun
¢ozimi olmadig hakkinda ikna etti. Bununla birlikte o, n'nin
bitin tek say1 degerleri olmasi veya dordiin kat1 olmasi halin-
de n x n boyutunda ortogonal Latin kare ¢iftleri olugturabi-
lirdi ve 2'li diizende boylesi kareler olmayacagini ispatlamak
kolaydir. Kalan élgiiler bir tek sayinin iki kati olan 6, 10, 14,
18 seklinde devam eden sayilardir ve Euler boylesi dlgiilerde
ortogonal ¢iftlerin olamayacagini iddia etmigtir.

6 x 6 boyutunda 812 milyon farkl Latin karesi vardir ve
kisa yollan kullansaniz bile biitiin muhtemel kombinasyonla-
nn hepsini listeleyemezsiniz. Bununla beraber 1901'de Gaston
Tarry 6 x 6 kareler igin Euler'in hakli oldugunu ispat etti. O,
aslinda diger biitiin hepsi hakkinda yanilmigti. Ernest Tilden
Parker 1959'da 10 x 10 boyutunda iki ortogonal Latin karesi
olusturmugtur. Parker, Raj Chandra Bose ve Sharadachandra
Shankar Shrinkhande 1960°'ta Euler'in iddiasinin 6 x 6 dlglisii
hari¢ yanhg oldugunu ispat etmiglerdir.
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46|s7|68|70]81 |02 13]24|3s
71|94 |37]|65|12]|40 29|06 |88]53
93|26|54|01]38|19 85|77]|60|42
15|43|80|27]|09|74 66|58|92|31
32|78 1689|6355 47]|91|04|20
67|05|79]|52|44|36 90|83|21]18
69|41]33| 25|98 72|10|56|07
59|30]/22]|14|97|61 08|45]73|86
28|11]|03|96|50|87 34|62]49]|75
82|95|48| 76|23 51][39]17

Sekil 65: Parkerin iki ortogonal 10 x 10 Latin karesi: birincisi ilk
rakam, ikincisi ikinci rakam olarak gésterilmigtir.
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Sifir ve Negatif Sayilar

1-10 arasi sayilan berteraf ettikten sonra, 0'a ge¢mek
igin bir adim ilerliyoruz. Daha sonra -1'e dogru geri
adim atacagiz.

Bu bize negatif sayilann biitlin diinyasini agacaktir.
Ayrica o, sayilann yeni kullanilig bigimlerini ortaya
cikaracaktir.

Artik, onlar sadece say1 saymak igin degildir.






0
HICLIK BIR SAYI MIDIR?

Sifir ilk olarak sayilan not etmek i¢in olan sistemlerde ortaya
¢cikmigtir. O, say1 yazma sisteminin bir aletiydi. Kendisi mista-
kil bir say1olarak daha sonralan kabul edilecekti ve matema-
tiksel sayi sistemleri i¢ginde temel 6zellik olarak yerini almasi-
na izin verilecekti. Bununla birlikte, o sira dig1 bazen getrefilli
birgok 6zellige sahiptir. Ozellikle, mantikli bir bigimde 0 ile
bélme iglemi yapamazsiniz. Matematigin temellerinde, bitiin
sayllar O'dan elde edilebilir.

Say1 Gosterim Sistemlerinin Temeli

Birgok antik kiiltiirde 1, 10 ve 100 i¢in olan semboller birbiriy-
le iligkili degildir. Ornegin, Antik Yunanlar 1-9, 10-90 ve 100~
900 arasindaki sayilar: géstermek i¢in alfabelerinin harflerini
kullanmiglardir. Baglamdan semboliin bir say1y: mi, yoksa bir
harfi mi sembolize ettigine karar vermek genellikle kolay olsa
da bu olasi bir kafa kangikhig) sebebidir. Ayrica bu, hesapla-
malan da zorlagtirdi.

Ayni rakamin farklh bir sayinin yerini tutmas i¢in not etti-
gimizi anlamamiz1 saglayan yol basamak degeri gosterimidir
[10 bélimiine bkz.]. Bu sistem yakin ge¢mige kadar diinyadaki
toplamalarin ¢ogunlugunun yapildig1 yontem olan kagit ka-
lem aritmetigi i¢in blyilk avantajlara sahiptir. Basamak de-
geri gosterimiyle bilmeniz gereken temel geyler 0-9 arasi olan
on semboli toplamak ve ¢arpmak i¢in esas kurallardir. Aym
semboller farkh yerlerde oldugunda ortak oriintiiler vardir.
Ornegin,
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23 +5=28 230+50=280 2300 + 500 = 2800

1| @ | alpha 10 | ¢ | iota 100 | p |rho

2| B | beta 20 | x | kappa 200 | o |sigma
3|7 |gamma | 30 | 4 | lambda 300 | t |[tau

4 | & | delta 40 | # | mu 400 | v |upsilon
5| € |epslon | SO | v | nu 500 | ¢ [phi

6| ¢ | vau* 60 | & | xi 600 | x |chi

7| & | zeta 70 | o | omicron 700 [ v [psi

8| n| eta 80 | # | pi 800 | w |omega
9| @ | theta 90 | ¢ | koppa* 900 | » | sampi*

*vau, koppa, ve sampi hiikkiimsiiz karakterlerdir.

Sekil 66

Antik Yunan say1 gosterim sistemini kullanirsak higbir or-
tak yap: gostermeksizin ilk iki islem goyle goziikir:
ky+e=kn al+v=an

Bununla birlikte, basamak deger gésteriminin 2015'te go-
zliken fazladan bir 6zelligi vardir: sifir semboliinii yazmanin
gerekliligi. Bu, bize yilizler basamaginda bir deger olmadigini
soyler. Yunan say1 gosterimi buna ihtiya¢ duymaz. on'da érne-
gin o ‘200’ ve p de ‘80'manasina gelmektedir. Birlerde bir sey
yoktur, ¢linkii birler sembollerinden a - 8 higbiri orada yoktur.
Sifir semboliini kullanmak yerine, basitge birler sembollerin-
den higbirini yazmayiz.

Bunu onluk sistemde yapmaya kalkigirsak, 2015 215’e dé-
niglir, ancak bunun 215, 2150, 2105 mi yoksa 2015 mi oldu-
gunu, hatta 2.000.150 mi oldugunu sdyleyemeyiz. Basamak
degeri gosteriminin erken versiyonlan bogluk kullanird: 2 15,
ancak boglugu fark etmek kolay degildir ve yan yana iki bogluk
sadece biraz daha genis bir bogluk olugturur. Dolayisiyla bu
kafa kangtiricidir ve hata yapmasi kolaydir.
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Sifirin Kisa Tarihi

Babil

‘Burada bir say1 yok’ anlamina gelen bir sembolii ortaya ¢1-
karan uygarhk Babillerdi. Babillerin say1 gésterim sisteminin
[10 boélimiine bkz.] 10 degil 60 tabaninda oldugunu hatirlayin.
Erken Babil aritmetigi 602 basamaginda bir yoklugu boglukla
gostermiglerdir, ancak onlar MO 300 dolaylarinda ‘k‘k bigi-
minde 6zel bir sembol icat ettiler. Bununla birlikte, Babiller
bu sembolii 6zel bir say1 olarak diiginmemiglerdir. Ayrica bu,
eger sayinin sonundaysa anlam baglamdan ¢ikarilsin diye onu
yazmazlardi.

Hindistan

10 tabaninda basamak degeri gésterimi fikri ve ayrica bi-
zim O kullandigimiz yerde shunyay: (bog anlamina gelir) ilk
kullamimi1 MS 458 tarihli Caynist kozmolojik bir metin olan
Lokavibhaga'dadir. MS 458'de iinli Hint matematik¢i ve ast-
ronom Arybhata basamak degeri gésterimini ‘yerden yere gore
degerin on kat degismesi’ olarak tanimlamigtir. Onluk siste-
min bir rakami olarak ihtilafsiz 0'1n kullanilmas1 MS 876'da
Gwalior'daki Chaturbhuja tapinagindaki bir kayitta olmugtur
ve ne olmugtu tahmin edin; o kiigiik bir yuvarlakti.

Mayalar

Zirveye MS 250 ile 900 arasinda gikan Orta Amerikali Maya
uygarhig1 20 tabaninda say1 gosterimini ve sifir igin ayn bir
sembol kullanmiglardir. Bu yéntem ¢ok daha 6ncelere gitmek-
tedir ve Olmekler (MO 1500-400) tarafindanicat edildigi diigii-
nilmektedir. Mayalar ‘Uzun Sayma’ dedikleri bir hesaplamada
ve kendi takvim sistemlerinde sayilan kayda deger miktarda
kullanmiglardir. Bu, giiniimiizdeki bati takvimine gére MO 11
Agustos 3114'te olan mitolojik yaratilma giiniinden beri her
gine bir tarih vererek kag giiniin ge¢tigini sayma amacin ifa-
de eder. Bu sistemde sifir igin bir sembol kullanmak muglakli-
g1 gidermek igin gereklidir.
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0 1 2 3 4
@ L ] o0 000 0000

5 6 7 8 9
o 00 000 0000
[~

10 n 12 13 14

15 16 17 18 19
00 000 0000

Sekil 67: Solda: Maya rakamlari. Sagda: Maya yaratilig tarihini tize-
rinde tagiyan Quirigua'daki dikilitag: 13 Baktun, O Katun, O Tun, O
Uinal, 4 Ahau 8 Cumku. Bu bizim MO 11 Agustos 3114 tarihimizdir.

Sifir bir say1 midir?

MS dokuzuncu yiizyildan dnce sifir sayisal hesaplamalar igin
elverigli bir sembol olarak gériiliyordu, ancak 6zel bir say:
olarak kabul edilmemekteydi. Bu muhtemelen higbir geyi say-
madigindandir.

Eger birisi size kag adet ineginiz oldugunu sorarsa ve sizin
de inekleriniz varsa onlara sirasiyla parmaginizla igaret edip
‘bir, iki, ig,..." diye sayarsiniz. Ancak hi¢ ineginiz yoksa bir
inegi parmaginizla gosterip de ‘sifir’ adet diye s6ylemezsiniz,
¢inki igaret edilecek bir inek ortada yoktur. Sayarken 01 elde
edemediginizden, onun bir say1 olmadig: agiktir.

Eger bu davranig size tuhaf géziikiirse, daha énceden de
‘bir’ sayisinin bir say1 olarak diigiiniilmedigini not etmek kay-
da degerdir. Eger belli sayida inekleriniz varsa, muhtemelen
birden fazla vardir. Benzer bir ayrim modern dillerde de bu-
lunabilir: tekil ve gogul arasindaki farkhilhik. Antik Yunanlar
da iki nesne hakkinda konugurken kullandiklar1 6zel kelime
degisiklikleriyle benzer bir ‘ikilige’ sahiptiler. Dolayisiyla bu
manada ‘iki’ diger geriye kalanlar gibi bir say1 degildi. Birgok
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diger klasik dil aynisini yapmaktaydi ve Iskog Irlandacasi ve
Slovakga gibi bazi1 modern olanlan hala éyledir. Bunun iki nes-
ne i¢in kullanilan ‘ikisi’ ve daha fazlasi i¢in kullanilan ‘timi’
gibi kalintilar1 Ingilizcede kalmigtir.

Sifirin bir sembol olarak kullanilmasi yayildik¢a ve sayi-
lar saymaktan bagka amaglar i¢in kullanilinca sifirin birgok
durumda diger sayilar gibi davrandig: agikga ortaya ¢ikti. Do-
kuzuncu ytzyilda, Hint matematikg¢iler sifin agiklik igin di-
gerlerini birbirinden ayirmak amaciyla kullanilan bir sembol
degil herhangi bir sayi olarak kabul ediyorlardi. Sifin giinde-
lik hesaplamalarda 6zgiirce kullaniyorlardi.

Sayilarin soldan saga dogru 1, 2, 3, ... dizeninde yazildi-
g1 say1 dogrusu ilizerinde 0'1n nereye ait oldugu agiktir: 1'in
hemen solundadir. Bunun nedeni ¢ok basmakaliptir: herhangi
bir sayiya 1 eklemek onu bir saga kaydirir. 0'a 1 eklemek onu
1'e kaydinir, dolayisiyla O bir saga gidildiginde 1'e varacak bir
konumda olmalidir. Bu da 1'in bir say1 soludur.

Negatif sayillarin kabul edilmesi sifirin yerini gergek bir
iye olarak saglamlagtirdi. Herkes 3'iin bir say1 olmasindan
mutluydu. Eger -3'd de bir say1 olarak kabul ederseniz ve her
zaman herhangi iki sayiy1 topladiginizda bir say: elde ettigi-
nizden dolay: 3 + (-3) de bir say1 olmalidir. Bu da O'dir.

-9-8-7-6-5-4-3-2-101 2 3 45 6 7 89

Sekil 68: Say: dogrusu.

Alisilmadik Ozellikler

‘Neredeyse biitiin 6nemli durumlarda sifir diger herhangi bir
say1 gibi davranmaktadir’ demistim ancak bazi 6zel durum-
larda o 6éyle davranmamaktadir. Sifir 6zeldir. Oyle olmak da
zorundadir, ¢linkii o negatif ve pozitif sayilar arasinda sikig-
mag tek sayidir.
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Herhangi bir sayiya 01 eklemenin onun degerini degigtir-
medigi agiktir. Eger li¢ inege sahipsem ve onlara hig inek ek-
lemezsem hala ¢ inege sahibimdir. Gergekten de su sekilde
tuhaf hesaplamalar vardir:

Bir kedinin bir kuyrugu vardir.

Hicbir kedi sekiz kuyruga sahip degildir. Dolayisiyla top-
lamaya gére:

Bir kedi dokuz kuyruga sahiptir. Ancak bu kiigiik saka ‘hig’
kelimesinin iki anlami izerine kuruludur.

Sifirnn bu 6zel niteligi 0 + 0 = 0 ve dolayisiyla -0 = 0 oldugu-
nu ifade eder. Sifir kendine has gekilde negatifligi igerir. Boyle
olan tek sayidir. Bu tam olarak sifirin pozitif ve negatif sayilar
arasinda sikigmig olmasindan kaynaklanir.

Pekala, carpma isleminde ne olur? Eger ¢arpmaya tekrar
edilen toplama gibi muamele edersek, o zaman

2x0=0+0=0

3x0=0+0+0=0

4x0=0+0+0+0=0

dolayisiyla her n sayisi ig¢in n x 0 = 0'dir. Bu mali iglemlerde
anlamhdir: eger sifir olan ili¢ miktar parayr hesabima koyar-
sam hi¢ para koymamigimdir. Tekrardan séylemek gerekirse
bu 6zellige sahip tek say: sifirdir.

Aritmetikte her n, m i¢in m x n ve n x m aym geydir. Bu
diizen, biz n'nin ‘higbir kopyasiyla’ toplama yapamasak da her
n i¢in sunu ifade eder:

Oxn=0

O halde bélmede isler ne olur? Sifir1 sifir harici bir sayiyla
bélmek kolaydir: sifir elde edersiniz. Higligin yaris1 da igte
biri de higliktir. Ancak bir sayiy1 sifirla bélmeye gelince, sif1-
rin alisgilmadik dogasi kendini hissettirmektedir. Ornegin, 1 +
0 nedir? Biz m + n’ yi eger bir q sayis: esgitligi sagliyorsa q x
n = m seklinde tanimlariz. Dolayisiyla 1 + 01 saglayan bir q
sayis! eger varsa @ x 0 = 1'dir. Bununla birlikte, bdyle bir say:
yoktur. q yerine hangi say1y: koyarsaniz koyun g x = 0 igin 1'i
aslaelde edemeyiz.
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Bununla basa ¢ikmanin yolu bunu kabul etmektir. Sifirla
bolme yapmak yasaktir, ¢iinki hi¢ mantikli degildir. Diger yan-
dan insanlar kesirleri bulana kadar da 1 + 2'nin de mantikh
olmadigini diisinmiiglerdir, dolayisiyla belki de kolayca vaz-
ge¢memeliyiz. Biz 0'a béliinen yeni bir say1 meydana getirme-
yi deneyebiliriz. Béylesi bir sayinin problemi temel aritmetik
kurallanina uymamasidir. Ornegin, ikisinin de sonucu sifir
oldugundan 1 x 0 = 2 x 0'dir. Iki taraf1 da 0 ile bélmek 1 = 2
sonucunu verir, bu da aptalcadir. Dolayisiyla 0 ile bélmeye izin
vermemek mantikl1 géziikmektedir.

Hiclikten Gelen Sayilar

Matematikte ‘higlige’ en yakin kavram kiime kuraminda var-
dir. Bir kiime matematiksel nesnelerin toplamidir: sayilar, ge-
killer, fonksiyonlar, aglar, ... Onun elemanlan liste veya ortak
6zellik yontemiyle gosterilir. ‘Elemanlar: 2, 4, 6, 8 olan kiime’
veya ‘1'den 9'a kadar olan ¢ift sayilarin kiimesi’ diye ayni kiime
farkl gekilde tanimlanabilir ve o liste yontemiyle (2, 4, 6, 8}
seklinde igerigi parantez iginde gésterilir.

Alman matematik¢i Cantor 1880 dolaylarinda kapsamli bir
kiime teorisi geligtirdi. Bir fonksiyonun ani atlamalar yapti-
g1 yerler olan siireksizliklerle ilgili analizlerdeki bazi teknik
meseleleri ¢oziimlemek i¢in ¢aligiyordu. Cevabi siireksizlik
kiimesi yapilar: igermekteydi. S6z konusu olan tekil siireksiz-
likler degil toplu bir kiimeydi. Analizle olan iligkisi nedeniyle
Cantor'u asil ilgilendiren sonsuz biyiiklikteki kiimelerdi. O
bazi kiimelerin digerlerinden daha biiyiik oldugu biiyiik kesfi-
ni yapmisti [X 'a bkz.].

“Say1 Nedir?” boliimiinde bahsettigim tlizere diger bir Alman
matematik¢i Frege, Cantor'un fikirlerini kisa zamanda kavra-
di, ancak o daha ¢ok sonlu kiimelerle ilgileniyordu. Sayilann
dogasindaki biyiik felsefi problemleri ¢6zebileceklerini diigi-
niiyordu. Ornegin; ¢ay fincanlarinin ¢ay tabaklanyla eslesti-
rirken, kiimelerin birbiriyle nasil eglestigi hakkinda digtini-
yordu. Hepsi ayn: sayiyla sinirlandirilmig haftanin yedi giing,
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yedi ciiceler ve 1'den 7'ye kadar sayilar hepsi birbiriyle eslegir.

Yedi sayisini temsil etmesi i¢in hangi kiimeyi se¢meliyiz?
Frege'nin cevabi hepsini kapsar: onlann tiémi. Verili bir ki-
meyle eslesen biitiin kiimelerdeki sayiy: say: olarak tanimla-
migtir. Bu gekilde higbir kiime ayricaliga sahip olmaz ve se¢im
keyfi egilim olmaktansa emsalsiz olur. Sayilarin isimleri ve
sembolleri bu devasa kiime igin sadece geleneksel etiketlerdir.
‘Yedi’ sayis1 yedi clicelerin, haftanin giinleri veya (1, 2, 3, 4, 5,
6, 7] listesinin kiimesiyle eslesen biitiin kiimelerin kiimesidir.

Kavramsal problemin sik bir ¢6ziimii olmasina ragmen
belki de bunun mantikh bir gésterim olugturmadigini sdyle-
mek gereksizdir.

Frege fikirlerini 1893 ve 1903 tarihlerinde meydana getirdi-
gi Basic Laws of Arithmetic [Aritmetigin Temel Kanunlari] adli
iki ciltlik yapitinda sanki problemi ¢6zmiig¢esine sunmusgtur.
Artik bir sayinin ne oldugunu herkes biliyordu. Ancak ikinci
cilt baskiya girmeden 6nce, Bertrand Russell Frege'ye (mealen
aktanyorum) ‘Sevgili Gotlob, kendisini igermeyen biitiin kiime-
lerin kiimesini diigiin’ diyen bir mektup yazdi. Kendilerini trag
etmeyen koylileri tras eden kdy berberi érmegindeki gibi bu
kiime de kendisiyle ¢eligmektedir. Gliiniimizde adlandirildig:
izere Russell agmazi son derece biiyik kiimelerin var oldu-
gunu varsaymanin tehlikelerini ortaya ¢ikarmigtir [R 'a bkz.].

Matematiksel mantikgilar sorunu ¢ozmeye gahgtilar. Ce-
vabin Frege'nin muhtemel biitiin kiimeleri ayn:1 kefeye koyan
‘biiyiik diigiin’ stratejisinin tam tersi oldugu ortaya ¢ikti. Buna
karsilik kandirmaca onlarin sadece birisini se¢gmekteydi. 2 sa-
yisin1 tanimlamak igin iki elemanli standart bir kiime olugtu-
run. 3’4 tanimlamak i¢in i¢ elemanl, bu béyle gider. Burada
mantik; kiimeleri 6nce olusturmak, sayilan agik¢a kullanma-
mak ve onlara daha sonra semboller ve isimler vermek sartiyla
dairesel degildir. Ana problem hangi standart kiimelerin kul-
lanilacagina karar vermektir. Onlar egsiz bir bigimde tanmim-
lanmak zorundayd: ve onlann yapisi1 sayma iglemine uygun
olmaliydi. Cevap, bos kiime olarak adlandirilan ¢ok 6zel bir
kiimeden geldi.
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Bizim tim say1 sistemimizin temeli olan sifir bir sayidir.
Dolayisiyla, bir kiimenin elemanlarim1 sayabilmelidir. Hangi
kiime? Aslinda, elemansiz bir kiime olmalidir. Bunu diigiinmek
zor degildir: ‘20 tondan fazla ¢eken biitiin fareler kiimesi'. Mate-
matiksel olarak elemansiz bir kiime vardir: bos kiime. Ornekleri
bulmak yine zor degildir: 4 tarafindan béliinebilen biitiin asal
sayilar veya doért kogeli biitiin iiggenler. Bunlar farkh goziikir,
birisi sayillardan digeriyse liggenlerden olusur; ancak aslinda
bunlar aym kiimedirler, ¢iinkii béyle tiggenler veya sayilar yok-
tur dolayisiyla aradaki fark: séyleyemezsiniz. Biitiin bog kiime-
ler aym elemana sahiptir: géyle ki, hi¢bir gey. Dolayisiyla bog
kiime egsizdir. Sembolii, 1939'da Bourbaki lakaph grup tara-
findan ortaya atilan O simgesiyle gosterilir. Kiime kurami aym
aritmetigin O'a ihtiya¢ duydugu nedenlerle @'ye ihtiyag duyar:
onu ige dahil ederseniz her gsey ¢ok daha basitlesir.

Aslinda, 0 sayisim1 bog kiime olarak tanimlayabiliriz.

Pekala, 1 sayis1 hakkinda ne denilebilir? Tam olarak bir
elemanl bir kiimeye ihtiyacimiz oldugunu sezgiyle bulabili-
riz. Egsiz bir geydir. Aslinda bog kiime de egsizdi. Dolayisiyla
1'i tek elemani bog kiime olan bir kiime olarak tanimlayabi-
liriz: simgelerle { O } seklinde gosterilir. Bu bog kiimedekiyle
aym degildir, ¢iinkii bog kiime higbir elemana sahip degilken
bu bir elemana sahiptir. Bu eleman bog kiimenin bagina gelen
olduguna, ancak ondan bir tane olduguna hemfikiriz. Kimeyi
elemanlarim igeren bir kagit poget olarak diigiiniin. Bog kiime
bog kagit posettir. Tek elemani bog kiime olan kiime iginde bog
bir kagit poget olan bir kagit posettir. Bu da iginde bir poget
oldugundan farkhdir.

Sekil 69: Bog bir kiimeden sayilan olugturmak. Pogetler kiimeleri;
iglerindeki de elemanlan simgeler. Etiketler kiimenin ismini gos-
terir. Pogetin kendisi kiimenin elemanlanndan biri degildir, ancak
diger bir pogetin elemam olabilir.
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Anahtar adim 2 sayisini tanimlamaktir. Egsiz bigimde ta-
nimlanmig iki elemanl bir kiimeye ihtiyacimiz vardir. Bu ne-
denle, simdiye kadar bahsettigimiz @ ve {0} olan iki kiimeyi
neden kullanmayalim ki? Bu ylizden tamimlamalarnmiz saye-
sinde ayn1 01 ve 1'i oldugu gibi 2'yi de { @, (0} } olarak tanim-
layabiliriz.

Su halde genel bir oriintii ortaya gikar. Hepsini daha énce-
den tamimladigimiz ili¢ elemaniyla 3 = 0, 1, 2 kiimesini tanimla-
yin. Sonrasinda4 =0, 1, 2,3,5=0, 1, 2, 3, 4 seklinde gider. Her
sey baslangi¢ noktasini bog kiimede bulur: 6rnegin,

3={0,(0. (0o @)))
4=(0,{9), (0,@)).(0,{2). (0, @}}]]

Muhtemelen ciicelerin sayisinin nasil goriindigini gor-
mek istemeyeceksinizdir.

Buradaki inga materyali soyutlamalardir: bog kiime ve
bir kiimeyi elemanlarim listeleyerek olugturma igi. Ancak bu
kiimelerin birbirine baglanma yollarn bu say1 sistemi igin iyi
tanmimlanmig ve her sayinin 6zel bir kiime oldugu sezgisel ola-
rak elemanlarinin sayisina sahip olan bir yapiya énciiliik :der.
Ayrica hikaye burada bitmez. Bir kere biitiin pozitif sayilari ta-
nimladiktan sonra benzer dalavereci kuramsal kiime fikri ne-
gatif sayilamn, kesirleri, gergel say1lan (sonsuz ondalik sayilar),
karmagik sayilan ve digerlerini ayrica kuantum kuramindaki
siislii matematiksel kavramlara kadar tanimlar.

Boylece simdi matematigin tirkiing sirrin1 biliyorsun: hepsi
higlik Gizerine dayalidir.
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HIGLIKTEN DAHA AZI

Sifirdan daha kiigiik bir say1 olabilir mi? Bunu bagka birisine
borg¢lu oldugunuz ‘sanal inekleri’ icat etmenin haricinde sira-
dan ineklerle yapamazsiniz. Sonrasinda cebirciler ve muha-
sebeciler i¢in hayat: daha kolay yapan say1 kavraminin dogal
genigletilmesini elde edersiniz. Birazcik siirpriz de vardair: ek-
sinin eksiyle ¢arpilmasi artidir. Peki, neden béyledir?

Negatif Sayilar

Sayilan toplamay: 6grendikten sonra, bize bu iglemin tersini
nasil yapilacag da égretilmigtir: gitkarma. Ornegin, 4 — 3 hangi
say1y1 3'e eklersek 4'i elde ederizdir, yani elbette ki bu 1'dir.
Gikarma kullanighdir, 6rnegin o 4£ (veya 4$) ile bagladigimiz-
da ve 3£ (veya 3%$) harcadigimizda ka¢ paramiz kaldigini séyler.

Biyik bir sayidan kiigiik bir saywy1 gikarmak az sayida
probleme yol agar. Cebimizdekinden veya clizdanimizdakin-
den daha az para harcarsak hala birazina sahibizdir. Pekala,
eger kiigiik bir sayidan biiyiik bir sayiy:1 ¢ikarirsak ne olur?
3 - 4 nedir?

Eger cebinizde 1£hik (veya 1$'lik kdgit para) li¢ madeni
paraniz varsa, sipermarkette kasiyere onlarin dérdiini gikar-
tip veremezsiniz. Ancak giiniimiizdeki kredi kart1 zamaninda,
sahip olmadiginiz sadece cebinizdeki degil ayn1 zamanda
bankadaki paray: harcayabilirsiniz. Bu oldugunda, borcunuz
birikmeye baglar. Ornekteki durumda faizi hesaba katmazsak
borg 1£ (veya 18$) olacaktir. Dolayisiyla bir manada 3 - 4, 1'e
esittir, ancak farkl gegitte bir 1: bir borg, gercek olmayan bir
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nakit. Eger pozitif 1 bir karsita sahip olsaydy, o igte bu olurdu.
Borcu nakitten ayirmak igin, sayinin éniine bir eksi igsareti
koyanz. Bu gosterimle,
3 - 4 = -1 ve yeni bir gesit say1 iiretmis oluruz: bir negatif
sayl.

Negatif Sayilarin Tarihi

Tarihsel olarak, say1 sisteminin ilk biiyiik geniglemesi kesir-
lerdi [1/2 bélimiine bkz.]. Negatif sayilar ikinciydi. Bununla
birlikte, bu tip sayilan ters diizende ele alacagim. Negatif sayi-
lann ilk gérilmesi Jiu Zhang Suan Shu [Matematik Sanatinin
Dokuz Béliimii] adinda MO 202-MS 220 arasinda Han hane-
danligindan kalma Gince bir belgedeydi.

1Ll

Sekil 70: Solda: Matematik Sanatinin Dokuz Béliimi'nden bir say-
fa. Sagda: Ginli sayma gubuklan.

Bu kitap aritmetik yapmak i¢in fiziksel bir yardim kullan-
maktaydy: sayma gubuklan. Onlar; tahtadan, kemikten veya
benzer malzemeden yapilmig kiigiik gubuklardir. Gubuklar
sayilar: temsil edecek gekilde oriintiilerle diizenlenmiglerdi.
Bir say1y: temsil etmesi i¢in diizenlenmis ‘birler basamagin-
da’ dikey gubuklar ‘beg’ yatay gubuklar ‘bir’ demekti. ‘Yiizler
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basamaginda’ da aym gekildeydi. ‘Onlar’ ve ‘binler basama-
ginda’ gubuklarin yénleri yer degistiriyordu: yatay bir ¢ubuk
‘bes’ dikey olansa ‘bir’ demekti. Cinliler bizim 0 koydugumuz
yerde bosluk birakiyorlardi, ancak bir boglugu fark etmemek
kolaydir. Dolayisiyla yénleri degistirme uzlagimi eger; 6rnegin,
onlar basamaginda higbir sey yoksa kafa karigikligini énler. O,
bir satirda birden ¢ok O varsa daha az etkilidir, ancak bu da
nadir bir durumdur.

4 0

Sekil 71: Gubuklarin yoniiniin 405'i 45'ten ayirt etmeyi nasil sagladig.

Dokuz Béliim negatif sayilar1 temsil etmesi i¢in de ¢ok
basit bir fikri kullanmigtir: onlar1 kirmizi yerine siyaha boya-
mak. Dolayisiyla 4 kirmizi gubuk eksi 3 kirmizi gubuk 1 kirmizi
¢ubuk verir, ancak 3 kirmizi gubuk eksi 4 kirmizi gubuk 1 siyah
gubuk verir.

‘Bu dogrultuda, siyah gubuklarin diizenlenmesi bir borcu
temsil eder ve borcun miktanysa ilgili kirmizi gubuklarin di-
zenlenme bigimine baghdir.

Hint matematik¢iler de negatif sayilarin farkindaydilar,
onlarla aritmetik yapmak igin tutarl kurallar kayda digmiig-
lerdi. MS 300 dolaylarna tarihli Bakhshali yazmasi bizim kul-
landigimiz - yerine + simgesini kullanarak negatif sayilarla
hesaplamalar igermekteydi. (Matematiksel simgeler bizim gu
anda bazen kafa kangtirici buldugumuz bigimde tarih bo-
yunca tekrar tekrar degigmistir) Fikir Arap matematikgiler
tarafindan ele alinmistir ve sonunda Avrupa'ya yayilmigtir.
1600'lere kadar Avrupali matematikg¢iler negatif bir cevabs,
ilgili problemin imkénsiz olduguna iligkin bir kanit olarak
degerlendiriyorlardi, ancak Fibonacci onlarin mali hesapla-
malarda borglarn temsil edebilecegini anladi. 1800°lerde ma-
tematikgilerin kafalari artik negatif sayilarla karigik degildi.
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Negatif Sayilarin Gosterimi

Geometrik olarak, sayilar 0'dan baglayarak soldan saga dogru
bir dogru iizerinde rahatlikla gésterilebilir. Bu sayr dogrusu-
nun ters yonde devam eden ve negatif sayilar iceren dogal bir
geniglemeye sahip oldugunu daha 6nce gérmusgtiik.

-9 8-76-54-3-2-1 0123456789

Sekil 72: Say:1 dogrusu: pozitif sayilar saga, negatif sayilar sola dog-
ru gider.

Toplama ve gikarma say1 dogrusu iizerinde basit bir gos-
terime sahiptir. Ornegin, herhangi bir sayiya 3 eklemek igin
3 bosluk saga kayin. Herhangi bir sayidan 3 ¢ikarmak igin 3
bosluk sola kaydinn. Bu betimleme hem negatif hem de po-
zitif i¢in dogru ¢éziimi verir; 6rnegin, -7 ile baglarsak ve ona

"3 eklersek —4'ii elde etmek i¢in 3 bogluk saga kayariz. Negatif
sayilarla aritmetik yapma kurallann ayrica negatif sayilarla
toplama ya da ¢ikarma yapmanin pozitif sayilardaki gibi ol-
dugunu gostermistir. Dolayisiyla bir sayiya -3 eklemek igin, 3
bosluk sola kayanz. Bir sayidan -3 ¢ikarmak iginse 3 bogluk
saga kayarnz.

Negatif sayilarla garpma yapmak daha ilgingtir. Garpmay-
la ilk kargilagtigimizda onun tekrar edilen toplama oldugunu
diigiinmiigtiik. Ornegin,

6x5=5+5+5+5+5+5=30

Ayni yaklagim 6 x -5 iglemini de ayn1 dogrultuda yapmamiz
gerektigini soyler:

6x-5=-5+-5+-5+-5+-5+-5=-30

Su hélde, aritmetigin kurallardan birisi hangi sirayla ¢arp-
tigimiz fark etmeden iki pozitif sayinin ¢arpiminin ayni sonu-
cu verecegini soyler. Ornegin, 5 x 6 ile 6 x 5 birbirine egittir.
Gergekten de dyledir, ¢linki
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5x6=6+6+6+6+6=230dur.

Dolayisiyla -5 x 6 = -30 olmasi1 durumu da ayni kuralin
negatif sayilar i¢in varsayilmasini mantikli gostermektedir.

Pekala, -5 x -6 nedir? Bu daha az agiktir. -6 tane -5'i yaza-
rak toplama yapamayiz. Dolayisiyla soruya gizlice yaklagmali-
yiz. Simdiye kadar ne bildigimize bir g6z atalim:

6 x5=230
6 x -5=-30
-6 x5=-30
—6 x -5 =?

Aranan sayinin 30 veya -30 olmak zorunda oldugu mantikl
gozikmektedir. Soru gu ki: hangisi?

Insanlar ilk bakigta -30 olmas:1 gerektigini diigiindiiler.
Psikolojiye gore hesaplama ‘negatiflik’ havasiyla istila edil-
mig goziikmektedir, dolayisiyla cevap da negatif olmaldir. Bu,
bulundugunuz cografi veya kiiltiirel bélgeye gore ‘Ben bir sey
yapmadim ki’ veya ‘n’aptim ki ben’ itirazinin arkasini dayadig:
varsayimin aynisidir. Bununla birlikte, hi¢bir sey yapmadig:-
mz1 soylediginizde aslinda higbir gseyin degilini yapmig olma-
lisiniz demektir ki bu da bir sey yaptiniz demektir. Bu sizin
varsaydiginiz gramer kurallarinin tizerine dayah adil bir yo-
rum olup olmadigina gelince, fazladan ‘degil’ eklenen bir vur-
gu olarak da gorilebilir.

Ayni dogrultuda -6 x -5 anlami insani bir uzlagim mesele-
sidir. Yeni sayilar icat ettigimizde, eski kavramlarin onlara da
uygulanabilir olduguna iligkin bir garanti yoktur. Bu nedenle
matematikgiler -6 x -5 = =30 olduguna karar verebilirlerdi. Bu
mesele i¢in, -6 x -5'in pembe bir hipopotam olduguna da karar
verebilirlerdi.

Bununla birlikte -30'un neden zahmetli bir se¢im oldugu-
nun birgok gesitli nedeni vardir ve onlarin hepsi de kargidaki
¢oziime 30'a igaret etmektedir.

Bunlardan biri, eger -6 x -5 = -30 ise bunun -6 x 5 ile aym
oldugudur. Onu -6 ile bolersek negatif sayilar hakkinda 6nce-
den karar verdiklerimizle ¢atigsan -5 = 5'i elde ederiz.
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Bir ikincisi -5 + 5 = 0 oldugunu bilmemizdir. Say1 dogru-
sunda bakiniz: 5'in 5 bogluk solu nedir? Sifirdir. Su halde her-
hangi bir sayiy1 O ile garpmak 01 verdiginden aynisini negatif
sayilar i¢in varsaymak mantiklh géziikmektedir. Dolayisiyla -6
x 0 = 0 olmasi sagduyunun geregidir. Buradan hareketle

0=-6x0=-6x (5+-5).

Olagan aritmetik kurallarina gore, bu

—6 x 5 + -6 x —5'e egittir.

—6 x -5 = —-30 segimiyle, bu ¢ok da mantikli olmayan -30 +
-30 = —60"1 gerektirir.

Diger yandan, -6 x -5 = 30 se¢mig olsaydik, sunu elde eder-
dik ve biitiin taglar yerine oturmusg olurdu:

0=-6x0=-6x(5+-5=-6x5+-6x-5=-30+30=0

Ugiincii bir neden say1 dogrusunun yapisal bigimidir. Bir
pozitif sayiy1 -1 ile garparsak ilgili sayinin negatif haline ge-
virmig oluruz; bu da say1 dogrusunun tam olarak pozitif yari-
sin1 soldan saga dogru 180° ¢evirmemiz demektir. Diger nega-
tif yarisi nereye gitmelidir? Eger onu yerinde birakirsak, ayni
problemle kars: karsiya geliriz; ¢linkdl -1 x 1 = -1"e egit olan
-1,-1 x -1’e egit olacaktir. Boylece -1 = 1 sonucuna vannz. Tek
mantikl alternatif say1 dogrusunun negatif yarisini da soldan
saga dogru 180° dondiirmektir. Bu giizeldir, ¢linki tekrardan
-1 ile ¢carpmak say1 dogrusunu tekrardan doéndiirecek ve onu
eski diizene geri getirecektir. Bu diizeni eski haline getirir ve
her sey baslangigtaki konuma geri gelir. Gergekten de tam ag,
her seyi ilk konumuna geri getiren bir tam déniig olarak 180° +
180° = 360°dir. Dolayisiyla, -1 x -1, dogruyu déndiirdiginiiz-
de -1'in gittigi yere yani 1'e egittir. Bir kere -1 x -1 = 1 oldugu-
na karar verdikten sonra bunu -6 x -5 = 30 izler.
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Sekil 73: Say1 dogrusunu 180° déndiirmek her say1y1 -1 ile garpmak
demektir.

Dérdiincii bir nedense nakdin negatif degerinin borg olarak
yorumlanmasidir. Bu yorumda, belli miktar bir paray: nega-
tif sayiyla ¢arpmak nakdin artik bor¢ haline gelmesi diginda
onu ayn pozitif sayiyla garpmakla ayni say1iy: verir. Su halde
bir borgtan ¢ikarma yapmak ‘onu yok etmek’ bankanin sizin
ona borg¢lu oldugunuzu kayitlardan silmesiyle, yani size biraz
para vermesiyle ayni etkiye sahiptir. Hesabinizda olan 10£'luk
bir borcu ¢ikarma yapmak hesabiniza 10£ koymaniz gibidir: o
hesabiniz1 10£ artirir. Bu sartlar altinda her ikisinin de net et-
kisi hesap dengenizi 0'a getirmesidir. Bunu -6 x -5'in de hesap
dengenizde alt1 adet 5£'luk borcu silmekle, yani hesap denge-
nizi 30£ artirmakla ayni etkiye sahip olmasi izler.

Boylesi savlarnn sonucu; esas olarak, 6 x —-5'in sonucunu
istedigimiz gibi tanimlayabilmemize ragmen olagan aritmetik
kurallarini negatif sayilara uygulayabilmemizi saglayan tek
bir ¢dziimiin bu oldugudur. Ayrica ayni tercih, negatif sayilar
bor¢ olarak yorumlanmasina uygulandiginda sagduyulu gel-
mektedir.

Bu tercih eksiyle eksinin ¢arpimini art1 yapar.
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Karmasik Sayilar

Matematikgiler birbirine tam béliinemeyen iki say1y1

bolmek istediklerinde kesirleri icat ettiler.
Kiiglik bir sayidan biiyiik bir sayiy: ¢ikarmak
istediklerinde negatif sayilari icat ettiler.
Ne zaman bir sey yapilamaz olduysa matematikgiler bir

sekilde onu yapan yeni bir gey icat ettiler.

Bu yiizden negatif bir sayinin karekékiinii bulmak bag

belasi olunca tahmin edin ne oldu?






SANAL SAYI

Sayfa 5'te ‘Devamli Biiyliyen Sayilar Sistemi’ kisminda bizim
sayilan kesin ve sabit olan geyler olarak diigindigiimizi
soylemigtim, ancak onlar aslinda insan icadidirlar. Sayilar
saymakla baglamigtir, ancak sayma kavrami siklikla genigle-
migtir: sifir, negatif sayilar, rasyonel sayilar (kesirler), gergel
sayilar (sonsuz ondalik sayilar). ‘

Teknik farkliliklara ragmen biitiin bu sistemler benzer 6zel-
liklere sahiptir. Onlarla aritmetik yapabilirsiniz ve herhangi
iki sayidan hangisinin biiylik olduguna karar verebilirsiniz.
Bu da siralama kavramini imler. Bununla birlikte on beginci
yizyildan giiniimiize kadar az sayida matematikg¢i, alelade
siralama iligkisi olan ‘daha biiyigiin’ artik anlaml olmadig,
daha az benzer 6zellikli yeni bir tir say1 olup olamayacagini
merak ettiler.

Eksiyle eksinin ¢arpimi art1 oldugundan herhangi negatif
bir sayinin karesi pozitiftir. Bu nedenle, negatif sayilarin kare-
koki gergel say: sistemi igerisinde yoktur. Bu, 6zellikle cebirde
birazcik elverigsizdi. Bununla birlikte cebirde denklemleri ¢6z-
mekicin kullanilan formiillerdeki bazi tuhaf sonuglar, y-1 gibi
ifadelerin anlaml hale gelmesinin bir yolu olmasi gerektigini
one siirmekteydi. Dolayisiyla, uzun bir kafa karisikhigindan ve
vicdan muhasebesinden sonra matematikgiler kayip karekok-
leri ortaya gikaran yeni bir say1 icat etmeye karar verdiler.

Anahtar adim -1'in karekékini bulmakti. Euler, 1777'de
Fransizca yazdig1 bir makalede i simgesini V-1'i géstermesi
icin ortaya att1. O sanal say: olarak adlandinldy, ¢iinkii gele-
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neksel ‘gergel’ sayilar gibi davranmiyordu. i'yi ortaya attiktan
sonra 2 + 3i gibi karmasik denen ilgili sayilara izin vermek zo-
rundasiniz. Boylece sadece yeni bir say1 elde etmezsiniz: yeni
geniglemis say: sistemi elde edersiniz.

Mantiksal olarak karmagik sayilar gergel sayilara daya-
lidir. Bununla birlikte Terry Pratchett, Jack Cohen ve benim
Science of Discworld [Disk Diinyast Bilimi] serilerinde ‘nar-
rativium’ diye adlandirdigimiz mantik baskin ¢ikti. Bu, hika-
yenin giicidir igte. Sayilarin arkasindaki matematik hikaye-
leri gergekten 6nemli olanlardir ve bu hikadyelerin bazilarini
anlatmak i¢in karmagik sayilara, hatta daha tanidik sayilara
ihtiyacimiz vardir.

Karmasik Sayilar

Karmagik sayilann aritmetigi ve cebiri aleladedir. Fazladan
bir ¢arpanla toplama ve ¢arpma i¢in normal kurallar: kulla-
niriz: ne zaman i? not edilse yerine -1 yazmalisiniz. Ornegin,

(2+3i)+(4-i1)=(2+4)+(Bi-i)=6+2i

(2+3i)x(1+i)=2+2i+3i+3ixi=2+5i+3x-1

=(2-3)+5i= -1+5i

Erken 6nciiler bu fikri kegfettiklerinde, gergel sayilar siste-
mini genigleten sayilarin mantiksal olarak tutarl géziikmesini
sagladilar.

Bunlar ilklerdi. Tamsayilarla saymaya baglandigindan beri
say! sistemi pek ¢ok kez genigletilmigti. Ancak bu kez ‘daha
biyik’ kavrami feda edilmeliydi: var olan sayilar i¢in durum
ayniyds, ancak yeni olanlar i¢in de durumun gegerli olacagini
varsayarsaniz baginiz derde girerdi. Bir uzunluga sahip olma-
yan sayilar! Tuhaf, 6ylesine tuhaf ki bu olay izerine matema-
tikgiler say1 sistemini geniglettiklerinin farkina vardilar ve
bunun megru olup olmadigini merak ettiler. Bu soruyu gergek-
ten daha 6nce sormamiglard), ¢iinkii kesirler ve negatif sayilar
gercek diinyada basit benzerlere sahiptir. Ancak i sadece daha
6nce imkansiz oldugu diisiiniilen bigimde davranan bir sim-
geydi.
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Sonunda faydacilik kazandi. Anahtar soru, sayilann yeni
¢esidinin ‘gergekten’ var olup olmadig: degil, var olduklarini
varsaymanin yararh olup olmayacagidir. Fiziksel miktarlarin
hassas o6lglimlerini betimlemek igin bilimde gergel sayilarnn
kullamigh oldugu 6nceden biliniyordu. Ancak negatif bir sa-
yinin karekokiniin fiziki olarak anlamli oldugu agik degildi.
Onu bir cetvelin lizerinde bulamazsiniz. Diinyanin matema-
tikgilerini, fizikg¢ilerini ve miihendislerini sagirtacak gekilde
karmasik sayilann olaganiistii kullamigh oldugu ortaya gikti.
Onlar matematikteki tuhaf bir boglugu doldurdular. Ornegin,
denklemlerin ¢oziimleri karmagik sayilar dahil edilirse ¢ok
daha kolaylagiyordu. Gergekten de baglangigta karmagik sa-
yilan icat ederken ana motivasyon buydu. Ancak daha fazlasi
da vardi. Karmasik sayilar matematiksel fizikteki problemle-
ri ¢ozmeyi mimkiin kildi: manyetizma, elektrik, sicaklik, ses,
kiitlegcekim ve siv1 akisi.

Boylesi problemlerde mesele sadece gergel bir say: kulla-
narak betimlenebilecek fiziksel biiylikligin ne kadar biyik
oldugu degil ne yénde oldugudur. Gilinki karmagik sayilar diiz-
lemde hayat siirer (agagiya bakiniz) ve bir yénde tanimlhidirlar:
orijinden ilgili sayiya kadar bir dogru. Bu sebeple, diizlemde
yonleri igeren her problem karmagik sayilarin muhtemel uy-
gulama alamdir ve fizik boylesi problemlerle doludur. Aslinda,
karmasik sayilarin daha az aslina uygun yorumlarinin da kul-
lanigh oldugu ortaya ¢ikti. Onlar 6zellikle dalgalan betimle-
mek i¢in bigilmig kaftandir.

Hig kimse bu sayilann ne oldugunu agiklayamamasina rag-
men, boylesi amaglarla kartnagik sayilar uzun zaman kulla-
nilmigtir. Onlar inkar edilemeyecek kadar kullanmighydi ve her
zaman dizgiin ¢aligiyorlardi, béylece herkes onlara algt1 ve
neredeyse herkes onlarin ne anlama geldigi hakkinda endige-
lenmeyi birakti. Sonunda, az sayida matematikgi onlar1 diiz-
lemde koordinat sistemi lizerinde yorumlayarak karmagik sa-
yilar fikrini mantiksal olarak tutarlh bir sekilde kamitlayabildi.
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Karmasik Diizlem

Geometrik olarak gergel sayilar dogruda, tek boyutlu olan say1
dogrusunda bir nokta olarak gésterilebilir. Benzer bigimde
karmagsik sayilar iki boyutlu olan diizlemde noktalar olarak
gosterilebilir. ‘Bagimsiz’ i ve 1 gseklinde iki temel say1 vardir ve
her karmasik say: bu ikisinin bir kombinasyonudur.

Diizlem devreye girer, ¢iinki sayilarn -1 ile carpmak say:
dogrusunu 180° déndirir [-1 boélimiine bkz.]. Bu nedenle
-1'in karekoki ne olursa olsun o, muhtemelen say: dogru-
sunda bir degisime sebep olacaktir ve bu degisiklik ne olmak
zorunda olursa olsun, biiyiik ihtimalle iki kere yapildiginda
onu 180° déndiirecektir. Pekala, ne iki kere yapildiginda seyler
180° déner?

Say1 dogrusunu 90° déndiirmek.

Bu nedenle biz, -1'in karekékiiniin say1 dogrusu 90° dén-
diirildigi konumda yorumlanabilecegini tahmin etmeye y6n-
leniriz. Eger bir resim g¢izersek bunun say1 dogrusunu eski
haline getirmedigini fark ederiz. Bunun yerine o normal say:
dogrusuna dik olan ikinci bir say1 dogrusu yaratir. ilk say:
dogrusu gergel sayilarin dogrusu olarak adlandirlir. tkinci
dogruysa eksi birin karekoékii gibi sanal sayilarin canlandig:
yerdir. tkisini koordinat diizlemi verecek sekilde diizlemde bir-
lestirerek karmasik sayilan elde ederiz.

‘Gergel’ ve ‘sanal’ ylizyillar 6ncesine giden terimlerdir ve
onlar artik bizim inanmadigimiz matematiksel bakig agilanni
yansitmaktadir. Giintimiizde, biitin matematiksel kavramlar
gergekligin kendisi degil zihinsel modellemeleri olarak varsa-
yilir. Bu sebeple gercel sayilar sanal olanlardan daha az veya
daha fazla gergel degildirler. Bununla birlikte, sanal sayilar
gergel sayilardaki gibi dogrudan bir yoruma sahip degilken,
gergel sayilar gergek diinyadaki bir uzunlugu 6l¢me fikriyle
bisbiitin, dogrudan uyusmaktadir. Dolayisiyla adlan giini-
miize kadar gelmigtir.
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Sekil 74: Sayr dogrusunu dik agiyla dondiirmek ikinci bir say:1 dog-
rusuna yol agar.

Eger, gercel sayilan alip onlara bu yeni i sayisim ilave
edersek 3 + 2i gibi sayilann da gosterebilmek zorundayiz. Bu
say1 diizlemde (3, 2) koordinatlarina kargihik gelir. Bu, gergel
eksende 3 birim sanal eksende 2 birim ilerlemekle olusturu-
lur. Genel olarak z = x + iy (x, y) koordinatlarinda bir noktaya
karsilik gelir.

Karmagik sayilann bu geometrik gdsterimi 1806'da onu
yayimlayan Fransiz matematik¢i Jean-Robert Argand‘a itha-
fen Argand grafigi seklinde adlandinlir. Bununla birlikte fikir
1799'da Om Directionens Analytiske Betegning [Dogrultunun
Analitik Gésterimi] kitabinda onu yayimlayan Danimarkali-
Norvegli yer dlgiimcii Caspar Wessel'e kadar geriye gitmekte-
dir. O tarihlerde Danimarka Norveg ile gegici olarak birlesmig
durumdaydi. Onun makalesi o zamanlar fark edilmedi, ¢linki
az sayida bilim insan1 Danca okuyabiliyordu.

Gauss 1799'da doktora tezinde aym fikri yeniden icat etti ve
bir karmasik say1y1 koordinatlar kullanarak bir ¢ift (x, y) reel
say1 olarak betimlemenin onu basitlestirilebilecegini fark etti.
Hamilton 1830'larda karmagik sayilan kendi adim verdigi si1-
rali bir ¢ift yani ‘gergel say1 gifleri’ olarak tanimlad. Biz giinii-
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miizde karmagik sayilan bdyle tanimliyoruz. Onlar diizlemde
bir nokta (x, y) seklinde sirali bir ikilidir ve x + iy sembolii o
ikili veya nokta igin sadece bir diger isimdir. Oyleyse, gizemli i
ifadesi sadece siral (0, 1)'dir. Kilit nokta bu ikililerle garpmay:
ve toplamay: tanimlamak zorunda oldugumuzdadir:

(x, )+ (W, v) = (x+u, y +v)

(x, yNu, v) = (xu - yv, xv + yu)

Bu denklem nereden gelir? Onlar, cebirin standart kuralla-
rin1 varsayarsiniz ve i?nin yerine -1 yazarsanz x + iy ile u + iv
carparken ve toplarken ortaya gikar.

Bu hesaplamalar tanimlamalan yiireklendirdi, ancak biz,
cebir kurallanni tanimlamalarin olmasi gerektigi gibi varsay-
dik. Bu ikililere sadece formiiler tanimlamalara dayali cebir
kurallarini uyguladigimizda mantik dairesel olmay:1 birakir.
Onun hepsinin ige yaramasi siirpriz degildir, ancak bunun
kontrol edilmesi gereklidir. Sav uzundur ancak agiktir.

Birin Kokleri

Geometri ve cebirin karmagik sayilarda etkilegsimi dikkat geki-
cidir. Bu, birin kéklerinden bagka higbir yerde bu kadar apa-
¢ik degildir: onlar z karmasik sayisi1 ve n tamsayisi igin z*= 1
denkleminin ¢éziimleridir. Ornegin, besinci dereceden kok z°=
1'i saglar.

Ortada olan z = 1 ¢oziimi gergel olan tek ¢ozlimdir. Bunun-
la birlikte, karmasik sayilarda dért tane daha ¢6ziim vardir.
Onlar z = cos 72° + i sin 72° oldugunda z, z? 23, z¥tir. Burada,
72° = 360°/5'tir. Tam formiiller vardir:

cos 72° = (V5 — 1)/4 sin 72° = (5 + V5)/8
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Sanal eksen

td
Sekil 75: Karmagik diizlemde birin beg kokii.

Bu bes nokta trigonometri kullanarak ispat edilebilen bir
olgu olarak diizgiin bir beggenin kogeleridir. Ana fikir i ile
carpmanin karmagik diizlemi 90° déndirdigiidir, dolayisiyla
z ile garpmanin da karmagik diizlemi 72° déndiirdiigii agiktir.
Onu bes kere yapin, hi¢ déndiirme yapmamig veya 1 ile ¢arp-
mig gibi 360°'yi elde edersiniz. Dolayisiyla 2z°= 1'dir.

Daha genel olarak z"= 1 ve z = cos (360°/n) + i sin (360°/n)
oldugundan n tane ¢géziime sahiptir 1, z, 22, 2?, z*''dir.

Bu fikirler Oklit¢i geometride bir pergel ve cetvel kullana-
rak inga edilen diizgiin gokgenlerin cebirsel yorumunu sagla-
mistir [17 bélimiine bkz.].
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Kesirli Sayilar

Simdi matematikgilerin rasyonel sayilar dedikleri
kesirlere bakacagiz.

Tarihsel olarak kesirler mallar ve miilkler birgok kigi
arasinda her biri bir pay alacak sekilde bélindiigiinde
ortaya ¢ikmigtir.

Her sey iki kisinin egit pay aldi1g1 duruma uygulanan 1/2
ile ortaya ¢ikmagtir.

Sonug sifir haricinde bélmenin her zaman miimkiin
oldugu bir say: sistemiydi.






1/2
BOLUNMEYENI BOLMEK

Artik kesirlere gegiyoruz. Matematikgiler sik ve modaya uygun
bir terimi tercih ederler: rasyonel sayilar. Bunlar bir tamsayiy:
bir digeri tarafindan bélerek olusturulan 1/2, 3/4 veya 137/42
gibi sayilardir. Kendinizi ‘sayinin’ tamsay1 manasina geldigi o
ginlerde hayal edin. O diinyada bélme, 6rnegin 12/3 = 4 gibi
bir say bir sayiya tam olarak bélindigiinde ¢gok anlamliyd.
Ancak bu yolla yeni bir sey elde edemezdiniz. B6lme iglemi tam
olmadiginda kesirler 6zellikle ilginglesmekteydi. Daha dogru-
su sonug bir tamsay1 olmadiginda. Giinkii o zaman yeni tir bir
saylya ihtiya¢ duyanz.

En basit ve giindelik hayatta ¢ok sik kargilagtigimiz kesir
1/2dir. Oxford Ingilizce Sézliik bunu ‘bir gseyin béliinebildigi
iki egit pargasindan her biri’ olarak tanimlamaktadir. Yarim-
lar giindelik hayatta bolca bulunur: yarisi, yarim litre siit veya
bira, bir Amerikan futbolu veya futbol maginin yarisi, yan fi-
yath biletler, yan fiyatina, golfte bir deligi yarilamak, yarim
saat seklinde kullanilir. Yansi dolu yoksa yaris1 bog mu deriz?
Yarim akilli...

En basit kesir olmasinin yaninda, 1/2 muhtemelen en
onemlisidir. Oklit, dogru pargalarim ve agilan iki esit parcaya
bélmeyi biliyordu: onlan yanya bélmek. Daha ileri bir 6zellik
analitik say1 kuraminda olugmaktadir: anlagilmasi zor olan
Riemann'in zeta fonksiyonunun sifirlarinin her zaman 1/2
gercel kisma sahip oldugu iddia edilmigtir. Bu muhtemelen
biitiin matematikte ¢dziilmemis en énemli problemdir.
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Bir Aqiy1 Iki Eg Parcaya Bolmek

1/2'nin 6zel dogas1 Oklit'in ilk geometri yazmalarinda or-
taya gitkmigtir. Ogeler birinci kitap 9. énermede o, aginin 6lgii-
slinili yanya indiren ‘verili bir agiy1 ikiye bélmeyi’ saglayan bir
¢izim ortaya atmigtir. Bunun yolu géyledir. Verili bir BAC agis1-
nin, A'dan AB ve AC dogrultusunda egit uzaklikta bir uzunlukla
D ve E noktalanni ¢izmek i¢in pergel kullanin. $imdi de yan-
¢ap1 ED ve DE olan merkezi sirasiyla E ve D olacak sekilde iki
yay ¢izin. Bu iki yay D ve E'den egit uzakhkta bir F noktasinda
kesigirler. Oyleyse AF dogrusu BAC agisini iki eg pargaya béler.
Oklit aslinda son adimi birazcik farkl betimlemistir: es kenar-
11 bir DEF iiggeni gizmek. Bu daha 6nce kanitladiklan tzerine
dayal taktiksel bir karardir ve tam olarak ayni sonucu verir,
¢inki DEF li¢ggeni egskenardir.

C

Sekil 76: Bir ag1 nasil iki eg pargaya béliiniir.

Bu ¢izimin saglamasinin derinde yatan nedeni simetridir.
Biitiin resim AF dogrusuna gore simetriktir. Yansima 2. derece-
den bir simetridir: onu iki kere tekrar edin ve bagladiginiz yere
geri doniin. Bu nedenle agiy iki eg pargaya bélmemiz gasirtica
degildir.

Oklit, siradan bir agiy1 1/3 kesrine uygun bi¢imde nasil ii¢
es pargaya bolecegimizi gostermez. 3. Bolimde yaklagik 2000
yll 6nce matematikgilerin bir agiy: bir cetvel (bolimlendiril-
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memig) ve bir pergel yardimiyla ii¢ es pargaya bélmenin imka-
niz oldugunu ispatladiklarni gérmiistiik. Aslinda, siradan bir
aginin bu gekilde béliinebilmesini saglayan kesir p/2* formun-
dadir: k kez ikiye bélmek daha sonra p kopyasini olusturmak.
Temelde yapabildiginiz tek sey tekrar tekrar ikiye bolmektir.
Bu nedenle, geometride 1/2 6zeldir.

Riemann Varsayimi

Neri matematikte 1/2 tiim konu igerisinde muhtemelen ¢6zii-
lememis en 6nemli sorunda ortaya ¢ikar: Riemann varsayimi.
Bu aldatici bir gekilde masum gériiniigli varsayim 1859'da Ge-
org Bernhard Riemann tarafindan ileri siirilmistir. Bu, akilh
bir aletin derin bir 6zelligidir: zeta fonksiyonu &(z). Burada z
herhangi bir karmagik sayidir ve ¢ ise Yunanca ‘zeta’ harfidir.
Zeta fonksiyonu asal sayilarla yakindan ilgilidir, dolayisiyla
karmagik sayilan kullanan gii¢li teknikler asal sayilarin yap:-
sim1 aragtirmak i¢in bu fonksiyonu kullanabilir.

Bununla birlikte, zeta fonksiyonun bazi temel 6zellikleri-
ni halletmeden bu tekniklerden yararlanamayiz ve her seyin
dolambagh oldugu yer burasidir. Zeta fonksiyonunun sifirlan
anahtar 6zelliktir: £(z) = 0 saglayan z karmasik sayilandir. Bazi
sifirlar kolayca bulunur: biitiin ¢ift negatif tamsaylar, z = -2,
—4, -6, -8,.... Bununla birlikte, Riemann sonsuz miktarda ¢ok
sayida diger sifirlar oldugunu kanitlayabildi ve onlarn altisi-
n buldu:

1/2 + 14,1351 1/2 £ 21,022i 1/2 £ 25,011i

(Sifirlar negatif ve pozitif sanal kisimlanyla ¢ift seklinde
olusur.)

Bu alt1 sayinin ilging bir ortak noktasi oldugunu fark etmek
icin matematik¢i hassasiyetine sahip olmaniza gerek yoktur:
onlar 1/2 + iy formundadirlar. Bu da onlarin 1/2 gergel kisma
sahip olduklarni gosterir. Riemann aym 6nermenin zeta fonk-
siyonunun negatif tamsayilar haricindeki biitiin sifirlar igin
gegerli oldugu savini 6ne siirdii. Bu sav Riemann varsayimi
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olarak bilinir oldu. Eger bu dogruysa, ki biitiin kamtlar éyle
oldugunu goéstermektedir, ok daha uzaga uzanan sonuglara
sahiptir. Aynisi genellemelerin gegitleri i¢in eger herhangi biri
daha 6nemli olacaksa da gegerlidir.

150 yillik yorucu aragtirmalardan sonra, herhangi bir kanit
bulunamadi. Riemann varsayimi biitiin matematik iginde en
sagirtic1 ve rahatsiz edici bilmecelerden biri olarak kalmigtir.
Bunun ¢6zliimi matematik tarihindeki sarsici olaylardan biri
olacaktir.

Riemann varsayimina giden yol asal sayilarin tekil olarak
kararsizca diizensiz olmasina ragmen toplu bakildiginda agik-
ca istatistiksel ériintiilere sahip olduklarnin kesfiyle bagladi.
Adolphe Quetelet 1835'te bilingli insan tercihlerine veya ka-
derin miidahalesine dayali olan dogumlar, élimler, intiharlar
gibi sosyal olaylarda matematiksel diizenlilikler buldugunu
cagdaglarina duyurdu. Oriintii istatistikseldi: onlar bireylere
degil ancak genis insan topluluklarinin ortalama davranigina
baglamiyordu. Matematikg¢iler ayn1 zamanda ayni hilenin asal
sayilar i¢in de ige yaradiginin farkina vardilar. Her biri ayn bir
birey olmasina ragmen, toplu bigimde gizli értintiiler vardir.

Gauss agag1 yukar: 15 yasindayken logaritma tablosunun
tzerine bir not yazmigtir: x biiylidiikge, x’e egit veya x'ten kii-
¢iik asal sayilarin sayisi x/log ‘e yaklagir. Bu asal say: teore-
mi olarak bilinir oldu ve eksik olan ispatiyla bu gergekten de
asal say1 varsayimiydi. Rus matematik¢i Pafnuty Chebyshev
1848'de vel850'de analiz kullanarak asal say1 teoremini kanit-
lamaya ¢alist1. 1lk bakista agik¢a bir baglant1 yoktu; bir kigi
akigkanlar dinamigi veya Rubik kiipii kullanarak da bunu is-
pat etmeye ¢aligabilirdi. Ancak Euler zaten iki konu arasinda
tuhaf bir iligkiye igaret etmigti:

1/(1- 27 x 1/(1-3¥) x... x 1/(1 -p =) ...

=1/1°4+ 1/2° + 1/3° + 1/4° +1/5° +1/6° + 1/7° +...
1'den biiyiik herhangi bir gergel say:1 olan p'nin biitiin asal
sayllar1 gozden gegirdigi formil budur. s > 1 gsart1 sag taraf-
ta anlaml deger dizileri elde etmek igin gereklidir. Formiiliin

168



BOLUNMEYENI BOLMEK

arkasindaki ana fikir analitik dilde asal sayilari1 faktdriyel
seklinde yazmanin biricikligini ifade eder. Zeta fonksiyonu ()
degeri s'ye bagli olan bu denklemin sag tarafindaki dizilerdir.

Chebyshev, Euler'in formilini x bliylidiikge x'ten kiigik
veya ona esit olan asal sayilarin sayisinin x/log 'e olduk¢a
yaklagtigini ispat etmek i¢in kullandi. Aslinda oran biri birden
hafifge biiylik olan digeriyse gok az kiigiik iki sabit say1 arasin-
dadir. Bu, say1 kuraminda oldugu kadar kesin degildi, ancak
tamamlanmamig bir diger varsayima 1845 tarihli Bertrandin
postulatina bir ispat saglamigtir: herhangi bir tamsayiy: alip
iki katim1 alirsaniz o ikisi arasinda bir asal say: vardir.

Riemann, Euler’in fikrini yeni tekniklere agarak onun daha
gigli hale getirilip getirilemeyecegini merak etti ve o, zeta
fonksiyonunda iddial1 bir geniglemeye yol agt1: onu gergel bir
degisken degil ancak karmagik bir degigken i¢in tanimlamak.
Euler’in dizisi baglamak igin giizel bir yerdir. Diziler gergel
kismi 1'den biiyiik olmasi gartiyla karmasik s sayist igin mi-
kemmel anlamhdir (Bu dizilerin birlesmesini ima eden teknik
bir gerekliliktir: onlarin sonsuza dogru toplami anlamhdir.).
Riemann'in ilk muhtegem 6ngorisii daha iyisini yapabilecegi
yoniindeydi. (s) tanimini 1 harig tiim karmasik sayilara ge-
nigleten analitik streklilik seklinde adlandirilan bir iglemi
kullanabilirdi. Bu deger digarida birakilmistir, ¢iinki s = 1'e
oldugunda zeta fonksiyonu sonsuz olur.

Bu tim ¢ift negatif tamsayilarin sifir olduguna igaret eden
genigletme teknigidir. Bunu dogrudan dizilere bakarak gore-
mezsiniz. Bu ayrica Riemann'in kegfettigi zeta fonksiyonunun
yeni ozelliklerini ima etmektedir. O, 1859'da fikirlerini ‘Verili
Bir Biiyiikliikkten Az Olan Asal Sayilarin Sayisi Uzerine’ adli bir
makalede bir araya getirdi. Onun iginde verili gergel bir x say:-
sindan kiigiik olan asal sayilarin sayisini veren apagik, tam bir
formiil verdi. Kabaca konugsursak bu asal sayilann logaritmik
toplam yaklagik olarak gsudur:

—% XxP/p + x - 1/2 log(l - x?) - log 2n
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Burada ¥ sembolii biitiin Z(p) degerinin sifir oldugu negatif
¢ift tamsayilar harig biitiin p degerlerinin toplamim anlatir.

Eger zeta fonksiyonun sifirlann hakkinda yeterince bilgiye
sahipsek Riemann'in formiilinden asal sayilar hakkinda yeni
bilgilerin ¢ikanmini yapabiliriz. Bunlar, 6zellikle sifirlarin
gercel kisimlan hakkindaki bilgilerdir, isterseniz asal sayila-
rin istatistiksel 6zelliklerinin gikarimini yapalim: diger tamsa-
yilar arasinda nasil dagilirlar veya verili bir biiyiiklige kadar
onlardan kag adet vardir. ... edger kanitlayabilirseniz Riemann
varsayiminin yarar sagladig: yer burasidir.

Riemann bu ihtimali gérebilecek bakis agisina sahipti, an-
cak kendi programini saglam bir sonuca ilerletmemigtir. Bu-
nunla birlikte 1896'da Jacques Hadamard ve Charles Jean de
la Vallée Poussin birbirlerinden bagimsiz olarak Riemannin
bakis agisin1 asal say: teoremini gikarsamak igin kullandilar.
Onlar zeta fonksiyonunun anlasilmas zor olan sifirlarini daha
zayif bir 6zelligini kanitlayarak yaptilar: gergel kisim O ile 1
arasindadir.

Jorgen Gram 1903'te sayisal olarak ilk on (“ + " pozitif ¢if-
tin) sifinn kritik ¢izgide yer aldigim gésterdi. E.C. Titchmarsh
1935 dolaylarinda adedi 195’e yiikseltti. Bu tiir hesaplamala-
nn elle yapildig: son tarih olan 1936'da Titchmarsh ve Leslie
Comrie ilk 1041 ¢ift sifinn kritik ¢izgi Gzerinde yer aldigim
ispatlady. Turing 1953'te bir bilgisayar kullanarak kritik ¢iz-
gi tizerinde bulunan ilk 1104 adet sifir ¢iftini cikarsamak igin
daha etkili bir yontem kegfetti. Yannick Saouter ve Patrick De-
michel tarafindan kritik ¢izgi tizerinde yer alan anlagilmasi
zor ilk 10 trilyon (10') adet sifirin yer aldig giliniimiizdeki
rekor 2014 yilinda kinlmigtir. Matematikgiler ve bilgisayar bi-
limcileri diger araliklardaki sifirlari kontrol etmiglerdir. $im-
diye kadar, her hesaplanmig anlagilmasi zor sifir kritik ¢izgi
tizerinde bulunmaktadir.

Say1 teorisinin bu alanindaki bu gegit deneysel kanitlar
maalesef bekleyebileceginizden daha az etkili olmaktadir. Agik
bir sekilde bir¢ok kamit tarafindan desteklenen diger birgok
varsayimin igi bitmigtir. Biitiin bildiklerimize gore, girigsimleri
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yok eden ve bizim hesaplanmizin yaklagamayacagindan dyle-
sine ¢ok daha biiyiik olan sadece bir istisna vardir. Bu nedenle
matematikgiler kanitlar istemektedirler ve bu alanda engel
olan sey de 150 yildan fazladan beri kanit bulunmamasidir.
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22/7
m'YE YAKINSAMA

Okul matematiginin ¢ogu yerinde biz ‘n = 22/7 almamiz’ sdy-
lenmigtir. Ancak eger esitligi bire bir yorumlarsak dogru mu
yapmig oluruz? Eger kiigiik bir hatay1 6nemsemezsek bu 6zel
kesir nereden gelmektedir?

n'yi Rasyonellestirmek

n sayis1 22/7'ye esit olamaz, ¢iinkii o irrasyoneldir [yV2 ve n
bélimiine bkz.]; yani p ve q tamsay: olmasi sartiyla p/q kesri
tam kesir degildir. Matematikgiler tarafindan uzun siire gip-
helenilen bu olgu ilk olarak Johann Lambert tarafindan 1768
yilinda kanitlanmigtir. O zamandan beridir birgok ispat daha
bulunmugtur. Bu, 6zellikle n'nin ondalik kisminin sonsuza ka-
dar ayni sayi pargalarini birgok kez tekrar etmeksizin gittigini
yani devirli ondalik say1 olmadigim1 ima eder. Bu 12345 gibi
belirli bir say1 pargasinin birgok kez tekrar edemeyecegi anla-
mina gelmez, aslinda bu sonsuz siklikta olur. Ancak bazi sabit
rakamlarin tekranyla n'yi elde edemezsiniz.

Okul seviyesi matematiginde bu zorluktan onu 22/7'ye ya-
kinsayarak, yani 3 1/7 veya 22/7 diyerek kaginirz. Bunun tam
olmadigini gérmek igin n'nin irrasyonel oldugunu ispatlama-
niza gerek yoktur.

n=3,141592...

22/7 =3,142857...

Ayrica 22/7 diger rasyonel sayilar gibi devirli ondalik sayi-
dir ve onun ondahk rakamlan 142857 pargasimi sonsuza kadar
tekrar eder.

172



n’YE YAKINSAMA

22/7 = 3,142857142857142857...

Tarih boyunca gegitli rasyonel sayilar n'ye yakinsamak igin
kullanilmigtir.

Babilli matematikgiler MO 1900 dolaylarinda n ~ 25/8 = 3
yakinsamasina egit hesaplamalar yaptilar.

Rhind matematiksel papiriisii MO 1650-1550 dolaylarinda
fkinci Orta Dénemde katip Ahmes tarafindan yazilmigsa da
katip onu daha eski M0 2055-1650 arasindaki Orta Krallik-
tan bir papiriisten kopyaladigini belirtmektedir. Bu, modern
terimlerle ifade edersek sonugta n'nin 256/81'e yakinsandig:
bir dairenin alaninin yaklagik hesaplamasini igermekteydi.
Bununla birlikte, Antik Misirlilarin n'ye benzer 6zel bir sabit
bulup bulmadiklar agik degildir.

Hint gékbilimci Yajnavalkya MO 900 dolaylarinda Shatapa-
taha Brahmana adl eserinde gergekten onu 339/108'e yakin-
samigtir.

MO 250 siralarinda yagamig en muhtegem matematikgiler-
den olan ve ayni zamanda miihendis olan Yunan Argimet tam
bir mantiksal titizlikle n'nin 22/7'den az ve 223/61'den biiyiik
oldugunu ispat etmigtir. Ptolemaios MO 150 siralarinda n'yi
377/120'ye yakinsamigtir.

Cinli matematik¢i Liu Hui MS 250 dolaylarinda n ~
3927/1250 oldugunu goéstermistir.

Bu yakinsamalar: beginci ondalik sayiya kadar hesaplaya-
rak kargilastirabiliriz.
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Say1 5. ondalik sayiya kadar Bagil hata

n 3-14159

z 3.14285 %4 daha biiyiik

u 3.12500 %5 daha kiigiik
Le 316049 %6 daha biiyiik

i 3.13888 %8 daha kiigiik

w 3.14084 %2 daha kiigiik

= 3.14166 %0,2 daha biiyiik
% 314160 %0,02 daha biiyiik
Tablo 9

Sekil 77: Rhind papiriisii pargasa.
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466/855
HANOI KULESI

Goriiniige gore, 466/855'in 6zel olmasini beklemezdiniz. Beni
tam olarak bu sayiya yonlendiren bazi aragtirmalardan sonra
bile, ben de béyle olmasini beklemiyordum. Ancak, onun Hanoi
Kulesi adinda Ginld yapbozla, hatta daha iinld olan Sierpinski
contasi adl bir gekille yakindan iligkili oldugu ortaya ¢ikti.

Diskleri Hareket Ettirmek

Hanoi Kulesi 1883'te Lucas tarafindan pazarlanan geleneksel
bir yapbozdur. O tahta ii¢ ¢ivi Gizerinde farkh 6lgiilerde bir dizi
yuvarlak disk igerir. Biz burada élgiileri 1, 2, 3, ..., n pozitif
tamsayilar olarak alacagiz ve buna n diskli Hanoi diyecegiz. n
ticari yapbozlarda 5 ya da 6 olarak alinir.

Baslanggta biitiin diskler agagidan yukarnya 6l¢ileri kiigi-
lecek sekilde tek bir tahta ¢ivi iizerinde dizilmigtir. Yapbozun
amaci her bir diski farkh bir tahta ¢ivi tizerine yerlestirmek-
tir. Her hareket bir diski bir ¢ivinin tepesinden yeni bir ¢iviye
yerlestirir. Bununla birlikte bir disk bu gekilde ancak; iizerine
koyuldugu disk ondan daha biiyiikse veya giviye daha 6nce bir
disk asilmadiysa hareket ettirilebilir.

11k kural biitiin diskler yer degistirildiginde asagidan yu-
kan azalan biiyiikliikte siralansinlar diyedir.

Yapbozu ¢ozmeyi ilerleyen kisimlar okumadan 6nce dene-
melisiniz. tki diskle baglayip kendinizi hazirlayarak ne kadar
hirsh (veya 1srarci) oldugunuza gore bes veya alt1 diske kadar
yikseltin.
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Ornegin 2 diskli Hanoi'yi sadece ii¢ harekette ¢6zebilirsiniz:

Sekil 78: 2 diskli Hanoi'inin ¢6ziimi. Disk 1'i ortadakine gegirin,
daha sonra disk 2'yi sagdakine koyun, sonrasinda disk 1'i saga
kaydinn.

Peki, 3 diskli Hanoi hakkinda ne dersiniz? O géyle baglar:

Sekil 79: 3 diskle baglangig pozisyonu.

1lk hareket kendiliginden zorunludur: hareket etmesine
izin verilen tek disk 1. disktir. 1ki ¢ividen birisine yerlegebilir
ve hangisini se¢tigimiz gergekten fark etmez, ¢iinkii kavramsal
olarak yapbozu etkilemeden bu iki ¢ivinin yerini degistirebili-
riz. Dolayisiyla disk 1'i merkezi ¢giviye yerlestirebiliriz.

Sekil 80: 11k hareket.
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Bu agamada disk 1'i tekrar hareket ettirebiliriz, ancak bu
bize bir sey kazandirmaz: o bagladig: yere geri doner ya da
daha 6nce dogrudan gidebilecegi diger bog ¢iviye yerlesir. Do-
layisiyla farkh bir diski hareket ettirmeliyiz. Disk 3'Q hareket
ettiremeyiz, ¢linkd disk 2'nin altindadir, bu nedenle disk 2'yi
hareket ettirmeliyiz. Onu disk 1'in lizerine koyamayiz. Béylece
tek ihtimal onu sagdaki giviye yerlestirmektir.

P ’7\

Sekil 81: tkinci hareket.

Simdi disk 3'd hareket ettirebiliriz ve disk 2'yi yeniden ha-
reket ettirmek aptalca olur. Dolayisiyla disk 1'i hareket ettiri-
riz. Onu disk 3'iin lizerine koyarsak sikigip kalinz ve bir sonra-
ki agamada bu hareketi geri almak zorunda kalinz. Dolayisiyla
sadece bir se¢genek vardir:

Sekil 82: Ugiincii hareket.
Simdi ne olacak? Ya bu hareketi geri alacagiz ya da ¢ok yar-

dim edecege benzemeyen disk 1'i disk 3'iin iizerine yerlestire-
cegiz veya disk 34 bos halkaya gegirecegiz:
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Sekil 83: Dordiincii hareket.

Bu agamada yapbozu ¢ézme yolunda uzun bir yol kat ettik,
¢inkii hareket ettirmesi en zor olan disk 3'li yeni ¢iviye ha-
reket ettirdik. Su halde yapmamiz gereken sey disk 1 ve 2'yi
onun tepesine yerlestirmektir. Ayrica biz bunu nasu yapacagi-
muzt zaten biliyoruz. Disk 1 ve 2'den olugan kiimeyi yeni ¢iviye
zaten hareket ettirmigtik. Dolayisiyla, aym su sekilde sadece
dogru givileri segmeye dikkat ederek hareketleri kopyalanz:

Sekil 84: Beginci hareket.

Sekil 85: Altinca hareket.

Sekil 86: Yedinci hareket.
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Iste bitti.

Bu ¢o6zlim 2% - 1, yedi hareketimizi aldi. Daha kisa bir ¢6-
zimiin olmadig1 gosterilebilir. Yontem her sayida disk igin
kurnaz bir ¢éziime igaret etmektedir. Onu gu gekilde 6zetleye-
biliriz:

Once en iistteki iki diski bog bir ¢iviye yerlegtir

Daha sonra en biiyiik diski bog kalan tek ¢iviye yerlegtir

Sonrasindaysa en biiyiik diski igeren ¢ivinin iizerine diger
iki diski yerlegtir.

11k ve son hareketler 2 diskli Hanoi'nin ¢éziimiidiir. Ortada-
ki agamaysa tamamen bellidir.

Ayni fikir 4 diskli Hanoi'yi de ¢ozer:

Oncelikle 3 diski bog bir giviye yerlestirin

Daha sonra en biiyiik diski tek bog kalan ¢iviye yerlestirin

Sonrasindaysa en biiyiik diski igeren ¢ivinin Gzerine diger
¢ diski yerlestirin.

11k ve son hareketler az 6nce buldugumuz 3 diskli Hanoi'nin
¢6zlimiiyle aymidir. Ortanca hamle yine tamamen bellidir.

Ayn fikir 5 diskli, 6 diskli Hanoilere vb genigletilebilir. Her
n say1 diskli i¢in yapbozu verili sayidan bir disk eksik yap-
bozdaki siireci tekrarlayarak ¢ozebiliriz. Dolayisiyla 5 diskli
Hanoi'yi ¢6zmek 4 diskliye, bu da siradaki 3 diskliye, bu da si1-
radaki 2 diskli, bu da siradaki 1 diskli Hanoi'yi ¢6zmeye indir-
genebilir. Ancak bu kolaydir: sadece diski alip bir bagka ¢iviye
yerlestirmek kadardir.

Ozel olarak yéntem bu sekilde devam eder. n diskli bir Ha-
noi'yi ¢ézmek igin:

En biiyik n. diski gegici olarak yok sayin.

(n-1). ¢ézlimi diskleri 1, 2, ..., n -1 diye yeni givilere yerles-
tirerek kullaniniz.

Daha sonra kalan en biiyiik diski bog kalan ¢iviye yerles-
tirin.

Son olarak, (n -1). diskli Hanoi ¢6ziimiinii tekrardan 1, 2, ...,
n -1 diye giderek n. diski igeren ¢ivinin iizerine yerlestirin. (Si-
metri agisindan (n -1). Hanoi'den yardim isterken hedef ¢ivinin
iki ihtimalin birisinden segilebildigine dikkat ediniz.)
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Durum Diyagrami

Kendini tekrar eden iglemler, adim adim izlerseniz ¢ok karma-
sik olabilir ve Hanoi kulesi i¢in de olan budur. Bu karmagik-
lik sadece ¢6zim yonteminde degil yapbozun 6ziinde vardir.
Neden oldugunu gérmek igin, onun durum diyagramin: geo-
metrik olarak gizerek tarif edecegim. Bu, disklerin muhtemel
durumlarin1 gosteren kurallara uygun hareketleri gizgilerle
birlegtiren diigiimlerden olugur. 2 diskli Hanoi kulesi gekilde
gosterilen durum diyagrami formunu alir.

Sekil 87: 2 diskli Hanoi kulesinin durum diyagrami.

Bu diyagram ilgili 1 diskli Hanoi kulesinin ii¢ yerde eklen-
mig ¢ kopyas1 olarak goriilebilir. Her kopyada, dipteki disk
muhtemel ii¢ ¢ividen birinde sabit konumdadir. Eklemeler bog
bir ¢ivi dipteki diski hareket ettirmeye izin verirse olugur. Bir-
¢ok matematikgi birbirlerinden habersiz olarak kendini tekrar
eden yapbozun ¢6ziimiinin durum diyagrami yapis1 olarak
belirdigini fark ettiler. Bunlarin ilki R.S. Scorer, P.M. Grundy
ve Cedric A.B. Smith'in 1944'te ortaklasa yazdiklan makalede
goziikkmektedir. Daha fazla disk oldugunda durum diyagramini
tahmin etmek i¢in kendini tekrar eden ¢6ziimi kullanabiliriz.
3 diskli Hanoi i¢in her birinin dibinde fazladan biiyiik bir disk
bulunan yukandaki diyagramin ii¢ kopyasini yapin ve bir ti¢-
gende birbirine ekleyin. Béyle devam eder. Ornegin; Sekil 88, 5
diskli Hanoi i¢in disklerin konumunu énemsemeyerek durum
diyagramini gostermektedir.
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Sekil 88: 5 diskli Hanoi igin durum diyagrama.

H.T. Chan (1989) ve Andreas Hinz (1992) n diskli Hanoi'de
durumlar arasi hareketlerin ortalama en az olmasa i¢in bir for-
miil elde etmek i¢in durum diyagraminin tekrarlamal yapisi-
n1 kullandilar. En kisa yollar boyunca miimkiin biitiin durum
ciftleri arasinda toplam hareket sayisinin gu gekilde hesaplan-
digini1 buldular:

466/885 18"—1/3 9"— 3/5 3"+ (12/59 + 18/1003 V17)
((5+v17)/2)"+ (12/59 -18/1003 V17) ( (5 V17 )/2)"

Biiyiik n'ler i¢in bu yaklagik olarak 18vdir, ¢linki ilk terim
disindaki terimler ondan ¢ok daha kiigiiktiir. Biitiin bu yollarin
ortalama uzunlugu yaklagik olarak durum diyagraminin bir
taraf1 boyunca olan hareket sayisinin 466/855 katidir. §imdi
tuhaf 466/855 kesrinin 6nemini gorecegiz.

Sierpinski Contasi

Yakindan iligkili bir soruda aym kesir ortaya g¢ikar. Hinz ve
Andreas Schief eger Sierpinski contasi olarak bilinen gekilde-
ki contanin her kenan bir birim olursa igindeki herhangi iki
nokta arasindaki ortalama uzakligy hesaplamak i¢in Hanoi
kulesinin durumlari arasindaki hareketlerin ortalama sayisini
hesaplamak i¢in olan formiili kullandilar ve cevap dikkat ge-
kici bir gekilde 466/855'ti. Sierpinski contasi bir egkenar liggen
alip onu yar biiyiiklikte (ortada ters duran iiggen) dort tigge-
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ne bolerek ve ortadaki Giggeni silerek olugturulur. Daha sonra
ayn iglem geriye kalan daha kii¢iik Gi¢ egkenar liggende son-
suza dek tekrarlanir. Sonug¢ bizim giiniimiizde fraktal olarak
adlandirdigimizin erken bir 6érnegidir: ne kadar biyiitiilirse
biiyitilsiin ¢aprasik yapiya sahip bir gekildir [log 3/log 2 bo-
limiine bkz.].

Polonyali matematik¢i Waclaw Sierpinski, benzer gekiller
siisleme olarak yiizyillardir kullanimda olsa da bu hayranlik
uyandiran diziyi 1915'de icat etti. O, onu ‘ayn1 anda hem Can-
torcu hem de Jordanci olarak betimledi. Sierpinski ‘Cantorcu’
kelimesiyle dizisinin hepsinin bir biitiin igerisinde ancak ¢ap-
rasik giizellikte bir yap: seklinde bulundugunu kastediyordu.
‘Jordanct’ kelimesiyleyse onun bir egri oldugunu kastediyor-
du. 'Her nokta bir dallanma noktasidir’ ifadesiyle de onun her
noktada kendisiyle karg1 karsiya geldigini kastediyordu. Son-
rasinda, Benoit Mandelbrot sakaci bir sekilde bu eklemeleri
arabada silindir kapagini motorun geri kalan kismina eklem-
leyen ¢ok delikli s1izdirmazlik contasina benzerliginden dolay:
Sierpinski contasi olarak adlandirda.

Sekil 89: Sierpinski contasinin ilk alt1 agamasinin olugumu.
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Irrasyonel Sayilar

Kesirler her pratik bélme iglemi i¢in oldukea iyidir ve
Antik Yunanlar bir siire kesirlerin evrendeki her seyi
betimleyebilecegine inanmiglardi.
Sonrasinda onlardan biri Pisagor teoreminin
sonuglarnni arastird: ve bir karenin késegeninin
kenarlanyla nasil iligkili oldugunu sorguladi.
Cevap onlara kesirlerin ¢ézemeyecegi problemler
oldugunu séyliiyordu.

Irrasyonel sayilar dogdu. Rasyonel ve irrasyonel sayilar
birlikte gercel sayilar sistemini olugturur.






/2~1,414213
BILINEN ILK IRRASYONEL

Rasyonel sayilar veya kesirler pratik amaglarin gogu igin ye-
terince iyidir, ancak bazi sorular rasyonel ¢oziime sahip de-
gildir. Ornegin, Yunan geometriciler bir kenar 1 birim olan bir
karenin kégegenin uzunlugunun rasyonel bir say1 olmadigini
kesfettiler, ayrica Pisagor'un teoremi x? = 12 + 12 = 2 oldugunu
one siirmektedir, dolayisiyla x = y2'dir. Ayrica onlar canlarim
sikacak sekilde bunun rasyonel olmadigini kanitladilar.

Bu, Yunan geometricileri sayilar1 gormezden gelip geomet-
rik uzunluklar Gzerine yogunlagmaya sevk etti. Daha iyi bir
fikir oldugu ortaya ¢ikan alternatif, bu gegit meselelerle bag
edebilsin diye say: sistemini giiglendirmekti.

Sekil 90: Bir birimlik bir karenin kosegeni.

Ondaliklar, Kesirler ve Irrasyonel Sayilar

Sayilan giiniimiizde genellikle ondalik olarak yazariz. He-
sap makineleri pratik nedenlerle ondalik virgiilden sonra
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simirli sayida hane kullanarak ondaliklan sinirlandinr. Bé-
limin baglangicinda bir birimlik karenin kdésegen uzun-
lugunun on rakaml ondalik bigimi V2 = 1,4142135623'tiir.
Bununla birlikte hesaplama tam olarak (1,4142135623) =
1,99999999979325598129 oldugunu gosterir. Bu 2'ye ¢ok yakin
olmasina ragmen, ona esit degildir.

Belki hesaplamayr ¢ok erken birakmigizdir. Belki milyon
adet haneli olani 2'nin karekokini tam olarak verecektir. Bu-
nun ige yaramayacagini gormenin basit bir yolu vardir. On
haneli yakinsamada son say1 3'tiir. Bunun karesi alindiginda
20 haneli, 3% yani 9 ile biten bir ondalik say: elde ederiz. On-
daliklar1 garptigimiz yoldan anlasilacag tlizere bu bir tesadif
degildir. Su halde herhangi bir ondahik sayinin son belirli ra-
kam sifinn kendisi degilse sifirdan farkh demektir. Dolayisiy-
la, onun karesi sifir dig1 bir rakamla bitecektir. 2'nin ondahk
uzantisi sadece sifirl1 oldugundan 2,000... boylesi higbir sayi-
nin karesi tam olarak 2'ye esit olamaz.

Bir hesap makinasindaki biitiin ondalik sayilar aslin-
da rasyoneldir. Ornegin, n sayisinin degeri on haneye kadar
3,141592653 seklindedir ve bu tam olarak su kesre esittir:

3.141.592.653/1.000.000.000

Sabit uzunlukta ondalik sayilar tam olarak daha ¢ok kesir
kiimelerini belirtir: paydanin onun katioldugu kesirler (alttaki
say1). Diger kesirler bu anlamda daha karmagiktir. Eger hesap
makineme 1/3 yazarsam, o bana 0,333333333 verir. Aslinda, bu
pek de dogru degildir: onu 3 ile ¢garparsaniz 1 = 0,999999999
elde edersiniz. Oyle degildir: fark 0,0000000001dir. Ancak 10
milyarda biri kim umursar ki?

Cevap ne yapmak istediginize gére degisir. Eger bir kitaphk
yapiyorsaniz ve bir metrelik bir tahtay: i¢ e pargaya ayirmak
isterseniz, o halde 0,333 metre (333 milimetre) yeterince hata-
s1z olacaktir. Ancak eger matematikte bir teoremi kanitlamak
istiyorsaniz ve 3 kere 1/3'iin olmas1 gerektigi gibi 1 olmasini
istiyorsaniz o halde kiigiik bir hata bile vahim olabilir. Eger
1/3'i tam bir hassasiyetle ondalik say1ya genigletmek istiyor-
saniz, o 3'ler sonsuza kadar devam etmek zorundadir.
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v2'nin haneleri de sonsuza kadar devam eder, ancak orada
belirgin bir 6riintdi yoktur. Aynis1 n sayis: i¢in de gegerlidir.
Bununla birlikte geometride ortaya ¢ikan uzunluklan sayilan
kullanarak ifade etmek isterseniz n ve y2 gibi sayilan géster-
mesi i¢in sayisal gosterimler bulmalisiniz. Sonug giinimiizde
gercgel sayilar olarak adlandirdigimiz sistemdi. Onlar sonsuz
uzunlukta ondalik sayilarla gosterilebilir. Ileri matematikte
daha soyut yontemler kullanihir.

‘Gergel’ sifat1 dogmustur, ¢liinkii bu sayilar sezgisel 6lgme
fikrimizle uyusmaktadir. Her bir fazladan ondahk hane 6l¢imi
daha da hassaslastirir. Bununla birlikte gergek diinya temel
parcaciklar diizeyinde biraz kesin olmamaya baglar, dolayisiy-
la ellinci ondalik hane dolaylarinda ondalik sayilar gergekle
olan baglantilarim kaybeder. {ste simdi Pandora'nin kutusunu
actik. Matematiksel nesneler ve yapilar (azami sekilde) gergek
diinyanin kendisi degil modellemesidir. Eger ondalik sayilar
sonsuza kadar devam ettirilirse gercgel sayilar sistemi diizen-
li ve tertiplidir. Eger ellinci haneden sonra ondaliklar devam
ettirmeyi birakirsak veya igler kesinlesmemeye baglarsa, arap-
sag1 elde ederiz. Matematiksel elveriglilik ile fiziki hassashik
arasinda devamh bir degis tokug vardir.

Her rasyonel say: gergeldir. (Bir kanit vermeyecegim, ancak
bu aslinda ¢ok zor degil.) Aslinda rasyonel sayilann ondahk
uzantilan tam olarak tekrar edenlerdir. Bu da belki baglangi-
cinda bazi farkh rakamlarla birlikte aym sonlu say1 blogunu
sonsuza kadar tekrar etmesi demektir. Ornegin, istisna olan
3,2 blogundan sonra 619047 sonsuza kadar tekrar eder.

137/42 = 3,2619047619047619047 ...

Bununla birlikte birgok gergel say1 rasyonel degildir. Boyle-
si tekrarlan 6nleyen her ondalik say: bir 6rnektir. Dolayisiyla,
devamh uzayan O pargalanyla 1,101001000100001000001...
rasyonel olmadigindan eminim. Boylesi sayilar i¢in irrasyonel
denir. Her say1 ya rasyoneldir ya da irrasyoneldir.
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v2'nin irrasyonel Oldugunun ispat1

Biitiin sonlu ondalik sayilar kesirdir, ancak birgok kesir son-
suz ondalik say:1 degildir. Bunlardan herhangi biri y2'yi tam
olarak gosterebilir mi? Eger cevap ‘evet’ olsaydi, uzunluklar
ve alanlar tzerine yapilmig Yunanlarin ¢aligmalarinin hepsi
¢ok daha kolaylagacakti. Bununla birlikte, Yunanlar cevabin
‘hayir’ oldugunu kegfettiler. Onlar, bunu ondalik sayilan kul-
lanarak yapmadilar: geometrik olarak kegfettiler.

$imdi yeni ve kullanighh matematigin genis alanlarim aga-
rak bunun 6nemli bir aydinlanma oldugunu gérecegiz, ancak
bu zamaninda utandirici bir geydi. Bu kesif evrenin sayilar
tizerine kurulu olduguna inanan Pisagorculara kadar gitmek-
tedir. Onlar sayilardan tamsayilan ve kesirleri anliyorlardu.
Maalesef, Metapontumlu Hippasus isimli onlardan biri oldu-
gu soylenen kisi birim karelik bir karenin kégegeninin irras-
yonel oldugunu kesfetti. 1ddiaya gére o, bu can sikic1 gergegi
Pisagorcularin denizde bir teknede yaptig1 parti sirasinda
soylemisti ve digerleri o kadar kizinigt1 ki onu denize atmig
ve o bogulmustu. Bu hikaye igin tarihsel kanit yoktur, ancak
Pisagorcularin ¢ok da memnun olmadig: agiktir, ¢iinki kegif
onlann temel inanglariyla ¢atigmaktaydi.

Yunanlar kanitlarinda giiniimiizde Oklit algoritmas: denen
geometrik bir iglem kullanmiglardir. O, verili ¢ uzunlbgunun
tamsay1 kati olan iki @ ve b uzunlugunun obebleri olup olma-
digin1 bulmak igin sistematik bir yoldur. Eger dyleyseler, bu
bize c degerini sdyler. Gliniimiizlin sayisal bakis agisindan ba-
karsak a/b degerinin rasyonel olmasi igin gerek ve yeter gart
a ve b sayilarinin obebleri olan sayilar olmasidir, dolayisiyla
Oklit'in algoritmasi verili bir sayinin rasyonel olup olmadig:-
na karar vermek igin ‘gercekten’ bir testtir.

Yunanlarin geometrik bakis agis1 agagidaki ¢izimleri yapa-
cak yonde daha farkli sekilde iddialar ortaya atmaya yo6nelt-
mistir. a ve b sayllarimin c'nin tamsay: kat1 oldugunu varsayin.
Ornegin, a = 17c ve b = 5c¢ olabilir. 17 x 5 boyutunda ¢ birim
karelerden olusan bir gekil ¢izin. Boyu olan a’'nin c¢'nin 17 adet
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ve eni b'nin c'nin 5 adet kopyasindan olustuguna dikkat edin.
Dolayisiyla a ve b sayilarinin obebi vardir.

Sekil 91: 17 x 5lik kareli kagit.

Daha sonra yapabildiginiz kadar onu 5 x 5'lik karelere ayinn:

Sekil 92: 5 x 5'lik ii¢ kareye kesme.
Bu sonunda 2 x 5'lik bir dikdértgen geriye birakir. Bu igle-

mi daha kiigiik dikdértgende 2 x2'lik kareler elde edecek gekil-
de tekrar edin:

Sekil 93: Daha sonra 2 x 2'lik kareler halinde kesin.
Bu iglemler, sonucunda 2 x 1°'lik bir dikdértgen birakir.

Bunu da 1 x 1°1ik iki kareye ayirin ve béylece geriye higbir ki-
¢k dikdoértgen kalmaz, onlar tam olarak birbirine geger.
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Sekil 94: Son olarak iki adet 1 x 1°lik kareye ayinn.

Eger a ve b ortak ¢ uzunlugunun katiysa bu iglemler so-
nunda bitmelidir, ¢iinkii dikdértgenler ve karenin bir kenan
gittikge kiigiilmektedir. Buna karsilik; islemler durursa ve ge-
riye dogru gidilirse a ve b'nin ortak ¢arpaninin c oldugu or-
taya cikar. Kisacasi iki uzunluk, eger Oklit'in algoritmasinda
olusan dikdortgenlere uygulandiginda sonlu sayida adimdan
sonra sona eriyorsa eboba sahiptir.

Eger baz1 uzunluk ¢iftlerinin ebobu olmadigim ispatlamak
istersek bu siiregte agikga hi¢ bitmeyecek sekilde dikdértgen-
ler uydurmak zorundayizdir. V2 ile bag edebilmek igin hile, iki
biiyik kare i¢inden gikarnldiktan sonra kalan dikdértgen bas-
langigtakiyle benzer olacak bir dikdoértgenle ise baglamaktir.
Eger oyleyse, Oklit'in algoritmasi iki kareye pargalama igini
sonsuza kadar devam ettirir, asla durmaz.

Sekil 95: Golgeli dikdortgeni baglangigtakiyle benzeyecek sekilde
yapin.

Yunanlar béyle bir dikdértgeni geometrik olarak olugtur-
dular, ancak biz bunun yerine cebir kullanabiliriz. Kenarlan-
nin 1 ve a oldugunu varsayin. O zaman su denklemin saglama-
s1 lazim
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a/l=1/a-2

Dolayisiyla a*- 2a = 1, (a - 1)*= 1oldugundan dolay:1 a = 1
+V2. Ozetlersek, Oklit'in algoritmasi 1 +V2 ve 1 uzunlugunun
ebobunun yok oldugunu ifade eder, dolayisiyla 1 +y2 irrasyo-
neldir.

Bundan dolay: V2 de irrasyoneldir. Bunun nedenini gérmek
i¢in V2'nin p/q'ya esit rasyonel bir say1 oldugunu varsayn. O
halde aym1 sekilde rasyonel olan 1 +V2 = (p/q)/q'ya esittir. An-
cak dyle degildir, dolayisiyla burada bir geligki elde ettik ve
bizim varsayimimiz yanhgtir.
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m~3,141592
DAIRENIN OLCOMO

Saymak igin kullandigimiz sayilar hizlica tamidiklagir, ancak
baz1 sayilar ¢ok tuhaftir. Gergekten matematik 6grenirken
kargilagtigimiz ilk sira digi sayr n'dir. Bu say1 hepsi sadece
dairelerle aleni olarak iligkili de olmayan matematigin birgok
alaninda ortaya ¢ikar. Matematikgiler n'nin 12 trilyondan fazla
hanesini hesaplamigtir. Bunu nasil yaptilar? n’'nin ne tir bir
say1 oldugunu anlamak Antik Cag'dan bir soruyu giindeme ge-
tirir: daire cetvelle ve pergelle dértgen haline getirilebilir mi?

Cemberin Cevresinin Capina Orani

1k olarak n ile bir gemberin gevresini ve dairenin alanin he-
saplarken karsilagiriz. Yarigap r ise gevre 2nr, dairenin alaniy-
sa nr¥dir. Geometrik olarak bu iki 6l¢iim birbiriyle dogrudan
iligkili degildir, dolayisiyla her ikisinde de n'nin ortaya ¢ikmasi
aslinda kayda ¢ok daha degerdir. Bunun neden béyle oldugunu
gormenin sezgisel bir yolu vardir. Bir daireyi pizzaymiggasi-
na birgok dilime béliin ve onlar: bir dikdértgene benzer sekil
olusturacak gekilde diizenleyin. Bu dikdértgenin eni nr, yani
¢emberin cevresinin yaklagik olarak yarisidir. Onun yiksek-
ligiyse yaklagik olarak n'dir. Dolayisiyla onun alam yaklagik
olarak nr x r = nr? yapar.

192



DAIRENIN OLCUMD

nr

Sekil 96: Bir dairenin alaninin yakinsamasa.

Bununla birlikte bu sadece bir yakinsamadir. Gemberin
¢evresinde ve dairenin alaninda ortaya ¢ikan sayilar ¢ok ben-
zerdir, ancak aym degildir. Bununla birlikte, bu muhtemel gé-
zikmemektedir, ¢linki daireyi ne kadar kiigiik ince dilimlere
aywrirsak tezimiz o kadar iyi ¢alisir. Eger ¢ok biiyiik sayida
ince dilim kullanirsak yakinsama son derece dogru olur. Aslin-
da, dilimlerin sayisinin ne kadar biiyiik olmasina izin verirsek
o derece de halihazirdaki dortgen ile ideal dértgen arasindaki
fark kiigiilir. Limit matematigini kullanirsak bu gézlem alan
i¢in olan formiiliin tam ve dogru oldugu ortaya ¢ikar. Hem dai-
renin alan1 hem de ¢emberin gevresi i¢in ayn1 sayilarin bulun-
masinin nedeni budur.

Limit islemi bu baglamda alandan ne anladigimiz1 da ta-
mumlar. Alanlar hayal ettigimiz kadar basit degildir. Bir diz-
gin c¢okgenin alani o liggenlere pargalanarak hesaplanabilir,
ancak yuvarlak kogeli gekiller bu sekilde pargalanamaz. Ke-
narlari obebe sahip olmayan bir dikdértgenin alanini hesapla-
mak bile basit degildir. Sorun sadece iki kenan ¢arpmak olan
alanin ne oldugunu tanimlamak degildir. Zor kisim sonucun,
bir alanin davranmas: gerektigi sekilde davrandigim ispat
etmektir; 6rnegin, sekilleri birlestirirken alanlar da toplanir.
Okul matematigi sunular1 bu problemleri hizlica geger ve kim-
senin fark etmemesini imit eder.

Matematikgiler neden bir say1 manasina gelen muglak bir
sembol kullanirlar? Neden sadece sayinin kendisini yazmaz-
lar? Okulda bize sikga n = 22/7 olarak almamiz séylenir, ancak
dikkatli 6gretmenler bunun sadece bir yakinsama oldugunu
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aciklayacaklardir [22/7 bolimiine bkz.]. Dolayisiyla n yerine
neden tam bir kesir kullanmiyoruz?

Oyle bir sey yoktur.

Irrasyonel sayinin en bilindik érnegi n'dir. O, ¥2 gibi ne
kadar karmagik olursa olsun tam olarak herhangi bir kesir
tarafindan gosterilemez. Bunu ispatlamak cidden zordur, an-
cak matematikgiler nasil yapilacagini bilirler ve o dogrudur.
Dolayisiyla yeni bir sembole ihtiyacimiz vardir, ¢iinkii bu say:
tam olarak siradan say1 sembolleriyle yazilamaz. n matema-
tik boyunca en 6nemli sayilardan birisi oldugundan, ona atif
yapmak i¢in anlam agik bir yol se¢meliyiz. O da Yunan ‘p'sidir,
‘perimetrenin’ (gevre uzunlugu) ilk harfidir.

Bu, evrenin bizimle oynadig1 gergekten daha ¢ok acimasiz
bir hiledir: karmagik formiiller kullanmaksizin yazamayacagi-
miz hayati 6nemde bir sayidir. Bu belki rahatsizlik vericidir,
ancak biiyiileyicidir. n'nin gizemine katkida bulunur.

nt ve Daireler

n ile ilk olarak dairelerle iligkisinde karsilaginz. Daireler ¢ok
temel matematiksel gekillerdir, dolayisiyla daireler hakkinda
bize bir gey soyleyen her sey degerlidir. Daireler ¢ok kullanig-
1 uygulamalara sahiptir. 2011'de giindelik hayatin sadece bir
alaninda kullanilan daire sayis1 5 milyardan fazlaydi, ¢linki
referans olarak arabayi alirsak bunun sayis1 bir milyan geg-
migtir ve bu zamanda tipik bir araba beg tekerlege, dort adedi
yola deger bir tane de yedektir, sahiptir. (Giniimiizde yedek
lastik yakittan tasarruf saglayan ve daha ucuza mal olan pat-
lak lastik tamir kitidir.) Arabada elbette ki contalardan direk-
siyona kadar birgok bagka daireler de vardir. Bisikletlerde,
tirlarda, otobiislerde, trenlerde, havayollan araglarninda olan-
lardan bahsetmedik bile....
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Sekil 97: Su dalgalan.

Sekil 98: Gokkugag, bir daire yay:.

Tekerlekler daire geometrisinin sadece bir uygulamasidir.
Onlar ige yararlar ¢iinki bir daire lizerindeki her nokta mer-
kezden esit uzakliktadir. Eger dairesel bir tekerlegi dondirir-
seniz o diiz bir yol boyunca yumusakga ilerleyecektir. Ancak
daireler diger birgok yerde ortaya gikar. Gokkusaginin renkli
yaylan ve bir siis havuzunda dalgalar daireseldir. Gezegenle-
rin yoériingesi 6ncelikle bir yakinsamaya gore daireseldir. Daha
kesin bir yakinsamaya gore yoriingeler bir yénden sikigtinlmig
daire olan elipstir.
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Bununla birlikte, miihendisler n hakkinda bilgi sahibi
olmadan mutlu bir gekilde de teker tasarlayabilirler. Onun
gercek 6nemi daha derinlerde yatar ve kuramsaldir. Matema-
tikgiler n ile ilk olarak daireler hakkindaki temel bir soruda
kargilagtilar. Bir dairenin biiylikligi birbiriyle yakindan ilig-
kili ii¢ say1yla tanimlanabilir:

Yangapi—dairenin lizerindeki herhangi bir noktanin dai-
renin merkezine olan uzaklig:

Capi—dairenin maksimum eni

Cevresi—c¢emberin diiz sekilde agilmis gevresi

Yangap ve gap birbiriyle ¢ok basit bir yolla iligkilidir: ¢ap
yancapin iki katidir ve yarigap da ¢apin yarisidir.

Cevre ile cap arasindaki iligki bu kadar agik degildir. Bir
¢emberin igine diizgiin bir altigen ¢izerseniz, kendinizi gevre-
nin ¢apin i¢ katindan biraz biiylik olduguna ikna edebilirsi-
niz. $ekil giftler halinde ¢ap olusturan alt1 adet yangap gos-
termektedir. Altigenin gevresi alt1 yarigap uzunlugundadir, bu
da l¢ ¢ap yapar. Béylece, gemberin gevresi altigenden birazcik
daha uzundur.

Sekil 99: n'nin 3'ten bi-
ylik olmasinin nedeni.

n sayis1 herhangi bir ¢emberin ¢evresinin ¢apina bélimi
olarak tamimlandi. Gemberin biiyiikligi ne olursa olsun bu
sayinin hep aym olmasini bekleriz, ¢linki gevre ve ¢apin ora-
n1 ¢cemberi daraltsaniz da genigletseniz de aym kalir. Argimet
2200 y1l 6nce aym sayinin biitiin ¢gemberler i¢in ige yarayacagi-
n1anlatan tamamiyla mantiksal bir ispatla gikageldi.
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Arsimet dairenin igindeki altigenler hakkinda diigiiniirken
onlarin kenarlarin ikiye katlayip 6'dan 12'ye, daha sonra 24’e,
sonrasinda 48'e ve son olarak 96'ya ¢ikararak n i¢in oldukga
dogru bir deger elde etti. 3 10/71'den biyik 3 1/7'den kiigiik
oldugunu ispatladi. Ondalik olarak ifade edilirse bu iki ifade
3,141 ve 3,143'tlr. (Argimet gergel sayilarla degil geometrik fi-
girlerle ¢aligmigtir ve giiniimiizde bizim geometrik bir terim
olarak ifade ettigimiz n hakkinda kafa yormustur, dolayisiyla
bu onun aslinda yaptiginin modern bir yorumudur. Yunanlar-
da ondalik sayilar yoktu.)

Arsimet’in n'yi hesaplamak i¢in olan yéntemi dairenin ala-
nin! yakinsamak amaciyla ¢okgenin yeteri kadar gok iki kati
alinarak istenilen dogruluga ulagtinlabilir. Sonrasinda ma-
tematikgiler agagida tartisacagim sekilde daha iyi yontemler
buldular. 1000'li ondalik basamaklara kadar n'nin haneleri
soyledir:

3.141592653589793238462643383279502884197169399375 10582097494
45923078164062862089986280348253421 17067982 148086513282306647
0938446095505822.31725359408 128481117450284 10270193852 11055596
4462294895493038196442881097 5665933446 128475648233786783 16527
1201909145648566923460348610454.32664821339360726024914 1273724
5870066063 15588174881520920962829254091715364367892.5903600113
3053054882046652138414695194151 16094.3305727036575959195309218
6117381932611793105118548074462379962749567351885752724891227
9381830119491298336733624406566430860213949463952247371907021
79860943702770539217176293 1767523846748 1846766940513 200056812
714526356082778577134275778960917 363717872 1468440901224953430
146549585371050792279689258923542019956 1121290219608640344 181
5981.36297747713099605187072 1134999999837297804995105973173281
60963 18595024459455346908302642522308253344685035261931188171
01000313783875288658753320838142061717766 91473035982 534904287
5546873115956286388235378759375195778185778053217122680661300
1927876611195909216420199

Bu sayilara bakarsak en vurucu 6zellikleri ériintiilerin ta-
mamen yoklugudur. Rakamlar rastgele siralanmig gibidir. An-
cak dyle olamazlar, ¢iinkii onlarn'nin rakamlardir ve o da 6zel
bir sayidir. Oriintiilerin yoklugu bize n'nin tuhaf bir say1 oldu-
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gu hakkinda giigli biripucu vermektedir. Matematikgiler n'nin
genisleyen ondahk rakamlarinin sonlu bir dizisinin her biri-
nin bir yerde olusacagindan gokga siiphelendiler (gergekten
de sonsuz siklikta). Aslinda n belli uzunluktaki biitiin dizilerin
esit siklikla tekrar ettigi normal bir say1 olarak digilinilir. Bu
iddialann ne kendisi ne de aksi ispatlanabildi.

n’'nin Ortaya Ciktig1 Diger Yerler

Siklikla ¢emberlerle agik bir iligkisi olmayan matematigin di-
ger bir¢ok alaninda n sayisi ortaya ¢ikar. Her zaman dolayl
yoldan bir baglanti vardir, ¢iinkii n'nin geldigi yer orasidir ve
onu tanimlamanin yollanindan biri budur. Diger herhangi bir
tanim da aymi sayiy1 vermek zorundadir, dolayisiyla ispat bo-
yunca bir yerde ¢emberle olan ilinti ispatlanmalidir. Ancak bu
¢ok dolayh da olabilir.

Ornegin, 1748'de Euler n, e ve eksi birin karekékii olan i
sayis1 arasinda bir iligki fark etti (e bélimiine bkz.]. $6yle ki,
sik formiil

e™=-1

Euler ayrica bazi sonsuz serileri toplarken n'nin ortaya
¢iktigin fark etti. O, 1644'te Pietro Mengoli'nin sordugu bi-
rin ardisik sayilarin karesine boliimlerinin toplami olan Basel
sorusunu 1735'te ¢6zdii. Bu sonsuz bir dizidir, ¢linkii sonsuz
sayida tam kare vardir. Zamanin biiyiik matematikgilerinin
bir¢gogu onu ¢ozmeyi denedi, ancak bagaramadi. Euler 1735°te
hosa gidecek bigimde basit bir cevap kesfetti:

n?/6=1/12+1/22+ 1/32 + 1/4% + 1/5%+...

Bu kesif onu matematikgilerin arasinda aninda iinld yapti.
Gemberlerle bir iligki fark edebilir misiniz?

Hayir, ben de edemem. Yine de o ¢ok agik degildir, ¢linki
¢ogu matematik¢i Basel sorusunu ¢dzememisti. O, aslinda ilk
bakigta soruyla hig ilgili olmadig1 goriillen ayn: siniis fonksi-
yonu gibi seyreder.
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Euler'in yontemi dérdiincii, altinci veya genel olarak biitiin
¢ift kuvvetler i¢in de benzer sonuglar vermisti. Ornegin

n?/90 = 1/14+ 1/2% + 1/3* +1/4* +1/5* +...
n?/945 =1/15+ 1/25 + 1/3% +1/4% +1/5° +...,

Ayrica sadece tek veya ¢ift sayilarn kullanmak da miimkiindir;

n%/8=1/1%+ 1/3* + 1/5% +1/7% + 1/9* +...
n?/945 =1/2%+1/4° + 1/6° +1/8% + 1/10° +...,

Bununla birlikte kiip veya beginci gibi tek kuvvetler igin
benzer formiiller ispatlanmadi ve onlarn olmadig iddia edil-
di [C(3)'e bkz.].

Bu seriler ve onlarla iligkili olanlar dikkat gekici bigimde
asal sayilarla ve say1 kuramiyla derinden iligkilidir. Ornegin
rastgele iki tamsay1 segerseniz onlarin ortak ¢arpami (1'den
biiyiik) olmama olasilig1 6/n2~ 0,6089, Euler serisinin toplami-
nin ¢arpmaya gore tersi.

n'nin diger beklenmedik belirigi istatistikte ortaya ¢ikar.
Unlii ‘gan egrisinin’ altinda kalan alan y =e-**tam olarak yn'dir.

Matematiksel fizikte bir¢ok formiil n'yi barindinr. Onlann
bazilan n igeren formiillerin listesinde yer alir. Matematikgiler
icinde n'nin 6zelliklerinin 6nde geldigi devasa gesitlilikte denk-
lem kesfetmiglerdir, bunlann bazilan ileride tartigilacaktir.

Sekil 100: Gan egrisi.

199



PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

n Nasil Hesaplanir?

Shigeru Konde 2013'te 94 giinlik bir siirecin sonunda n'yi
12.100.000.000.050'ye yani 12 trilyondan fazla haneye kadar
hesaplamak igin bilgisayar kullandi. n'nin giindelik kullanimi
boéylesi hassasliklar gerektirmez. Ayrica onu ¢emberleri fizik-
sel olarak olgerek bulamazsiniz. Hepsi n igin olan formiiller
veya giiniimiizde formiil olarak ifade ettigimiz iglemlere dayal
olan birgok ¢egitli yontem ¢aglar boyunca kullanilmigtir.

Boylesi hesaplamalarin yapilmasinin iyi nedenlerinden
biri formiillerin ne kadar dogru ¢ahstigin1 gérmek ve yeni bil-
gisayarlar: test etmektir. Ancak aslinda ana neden rekor kir-
mann cazibesidir. Ayn1 daglarla dagcilar érnegindeki gibi ‘O
oradadir.’ ve az sayida matematik¢i daha fazla hanelere kadar
n'yi hesaplamak igin biiyiik meraka sahiptir. Bunun gibi mate-
matiksel aragtirmalarda rekor kirma etkinlikleri hep olan bir
sey degildir ve 6zlinde az 6neme veya pratik degere sahiptir,
ancak onlar tamamiyla biiyiileyici formiillere yol agt: ve ma-
tematigin farkl alanlan arasinda beklenmedik iligkiler ortaya
¢ikardi.

n ile ilgili formiiller genellikle yeterli defa tekrarlandiginda
n'ye olduk¢a yakinsamalar saglayan sonsuz siiregleri igerir. Ar-
simet’in ¢aligmasinda ilk ilerlemeler on besinci yiizyilda Hint
matematikgiler n'yi sonsuz serilerinin toplami olarak yazildi-
ginda sonsuza kadar devam eden eklemeli toplam olarak ifade
ettiginde kaydedildi. Eger durum boylesi formiillerde oldugu
gibi olsaydi, toplamin degeri yani onun limiti iyi tanimlanmig
tek bir sayiya gittik¢e yaklagmaliyd), boylece seriler artan ke-
sinlikte yakinsamalari hesaplamakta kullanilabilirdi. Gereken
kesinlik bir kere saglandi mi, hesaplama birakilirdi.

Sangamagramali Madhava 1400 civarlarinda béylesi bir
seriyi n'yi 11. ondalik haneye kadar hesaplamak igin kulland.
Farisi Jamshid al-Kashi 1424'te kenarlar1 Arsimet’in yapti-
gindan daha fazla artan kenar sayilanyla diizgiin ¢okgenleri
kullanarak bunu geligtirdi. O, 3 x 22¢ kenarh diizgiin gokgeni
dikkate alarak ilk 16 haneyi elde etti. n'yi yakinsamak i¢in kul-
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lanilan Arsimet'in yéntemi yeni gesit bir formiil yazmasi i¢in
Frangois Viéte'e ilham verdi, soyle ki
2/m=v2/2. (V2 + (¥2) )/2 . (N2 + N2 + (V2 ) ) )/2...

(Burada noktalar ¢arpma iglemini ifade eder.) Cristoph
Grienberger 1630 dolaylaninda gokgen yontemini 38 rakama
kadar devam ettirdi.

John Wallis 1655'te yarim dairenin alanini bulmak i¢in daha
karmagsik bir yaklagim kullanarak farkl bir formiil buldu:

n/2 =2/1 x 2/3 x 4/3 x 4/5 x 6/5 x 6/7 x 8/7 x 8/9...

James Gregory 1641'de Madhava'nin n i¢in olan serilerin-
den birini yeniden kegfetti. Fikir tanjant adinda ve tan x gek-
linde gosterilen trigonometrik bir fonksiyonla ige baglamakti.
Radyan 6lgiisiine gore 45° n/4'tiir ve bu durumda a = b, dolay:-
siyla tan n/4= 1'dir.

b a

Sekil 101: Solda: Tanjant tan x, a/b'dir. Sedda: x = n/4 olunca, tan-
jant a/a = 1'dir.

Simdi de genellikle arctan olarak yazilan ters fonksiyonu
diiginiin. Bu tanjant fonksiyonun ‘geri almadir’; eger tan x, y
ise o halde arctan y, x'tir. Ozel olarak arctan 1 = n/4'tiir. Mad-
hava ve Gregory arctan i¢in sonsuz seriler kegfetti:

arctany = y-y3/3+y%5-y"/7 + y*/9 ~...

Eger y =1 alirsak, n/4 =1-1/3 + 1/5-1/7 + 1/9 — ... elde
ederiz.
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Abraham Sharp 1699'da n'nin 71 hanesini bulmak igin bu
formild kullandi, ancak seriler ¢ok yavag bir noktada topla-
myordu; dolayisiyla iyi bir yakinsama yapmak i¢in ¢ok sayida
terimi hesaplamak gerekiyordu. John Machin 1706'da tan (x +
y) i¢in trigonometrik bir formiil kullandi

n/4 = 4arctan 1/5 - arctanl/239 oldugunu gésterdi ve se-
rideki arctan’lar igin 1/5 ve 1/239 kullandi. Ginki bu sayilar
1'den olduke¢a kiigiikti, seriler onlan daha pratik yapacak se-
kilde daha hizl bir noktada birlesiyordu. Machin bu formiili
kullanarak n'yi 100. haneye kadar hesapladi. 1946'ya gelindi-
ginde Daniel Ferguson benzer formiilleri kullanarak bu genel
fikri gidebilecegi en ileri noktaya kadar izledi ve 620 rakama
kadar ulagt..

Aslinda boyle formiillerin tam bir kurami olarak Machin’in
formilinin birgok 6zenle hazirlanmig hali vardir. F. Stérmer
1896'da sunu biliyordu:

n 1 L : :
i 44 arctan 5 + 7 arctan 735~ 12 arctan w2 + 24 arctan 12943

ve izleyen satirlarda devasa paydalan sayesinde daha hizlica
bir noktada toplayan ¢ok daha etkileyici modern ¢ok formiil
vardi

Hi¢ kimse kalem kagit aritmetiginden daha iyisini yap-
mamigtir, ancak mekanik hesap makineleri ve bilgisayarlar
hesaplamalan daha hizli hale getirdi ve hatalari ortadan kal-
dirdi. Dikkatler sadece ¢ok az terim kullanarak gok iyi yakin-
samalar veren formiiller bulmaya yénelmigti. David ve Gregory
Chudnovsky kardegler tarafindan bulunan Chudnovsky serile-
ri terim bagina 14 yeni ondalik hane tretti.

i 125’: (=1)%(6k)1(545, 140, 134k + 13, 591,409)
n e (3k)!(k!)*640, 320%k+

Burada ¥ yani toplam sembolij, 0'dan sonsuza kadar k tara-
findan belirlenmig ifadeleri toplamak anlamina gelir.
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n'yi hesaplamak i¢in diger birgok yol vardir ve yenileri hala
kesfediliyor. 1997'de Fabrice Bellard n'nin trilyonuncu rakami-
m1 iki tabaninda gésterime gore 1 olarak buldugunu ilan etti.
Sasirtici bir gekilde o ondan 6nceki rakamlan hesaplamamigti.
David Bailey, Peter Borwein ve Simon Plouffe 1996'da ¢ok tuhaf
bir formiil kegfettiler:

"‘il 4 2 I
T L\ 8n+1 81+4 8n+S5 8n+6

n=0

Bellard hesaplamalar igin daha etkili benzer bir formiil

kullanmigta:
32 1 " 256 64 4 4 + 1
n+1 4n+3 10n+1 10n+3 10n+S 10n+7 10n+9

Yontem bazi zekice analizlerle iki tabaninda tekil rakamlar
vermektedir. Formiiliin anahtar 6zelligi 4, 32, 64, 256, 24", 2!°"
gibi sayilarin bilgisayarlarin i¢ igleyiglerinde kullanilan ikili
sistemde, 2'nin kuvveti olmasidir. n'nin ikili sistemde tekil ra-
kamini bulma rekoru diizenli olarak kirilmaktadir: Yahoo's Ni-
cholas Sze 2010'da 0 oldugu ortaya ¢ikan 2 trilyonuncu rakami
iki tabaninda hesaplad.

Ayni formiiller 4, 8 ve 16 tabaninda aritmetik yaparken
n'nin belirli rakamlarin1 bulmak igin kullanilabilir. Diger
hig¢bir taban igin gegerliligi bilinmemektedir; 6zellikle belirli
ondalik haneleri hesaplayamayiz. Boyle formiiller var midir?
Bailey-Borwein-Plouffe formiili bulunana kadar hi¢ kimse
bunun iki tabaninda yapilabilecegini hayal etmemigti.

Daireden Kare Olusturmak

Antik Yunanlar daireden kare olugturmak igin geometrik bir
¢izim 6ngoérmiiglerdi: verili bir daireyle ayni1 alana sahip bir
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karenin kenarini bulmak. Sonunda ayni bir agiy1 ii¢ eg pargaya
bélmekte ve bir kiipiin hacmini iki katina ¢ikarmada oldugu
gibi [3 bolimiine bkz.] cetvelle ve pergelle bdyle bir ¢izim ol-
madif ispatlandi. Ispat n'nin ne gesit bir say:1 oldugunu bil-
meye dayalidir.

Biz n'nin rasyonel bir say: olmadigin1 gérmiigtiik. Rasyo-
nel sayilardan bir sonraki adim tamsay: iiste sahip polinomal
denklemleri saglayan cebirsel sayilardir. Ornegin x*- 2 = 0
denklemini saglayan V2 degeri cebirsel bir sayidir. Cebirsel ol-
mayan bir say1 agkin say1 olarak adlandirilir ve 1761'de n'nin
rasyonel olmadigini kanitlayan Lambert onun aslinda agkin
oldugunu iddia etti.

Charles Hermite'nin matematikteki diger tuhaf Gnli say:
olan dogal logaritma fonksiyonunun tabani e'nin (e bélimiine
bkz] ashinda agkin oldugunu ispatlayan 1873'teki ilk biyiik
atihmina kadar 112 yil gegti. 1882'de Ferdinand von Linde-
mann, Hermite'nin yéntemini gelistirdi ve eger sifir dig1 bir
say1 cebirselse o sayinin bir kuvveti agkin oldugunu ispatlada.
O, Euler'in formiiliniin e" = -1 avantajin1 da kullandi. n'nin
cebirsel oldugunu varsayin. Oyleyse ni de éyledir. Bu nedenle
Lindemann’in formiili 1'in cebirsel denklemi saglamadigini
ima etmektedir. Bununla birlikte onun bunu sagladig: apagik-
tir, soyle ki x + 1 = 0. Bu mantiksal agmazin tek gikig yolu n'nin
cebirsel denklemi saglamadigidir; 6yleyse o agkindir.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu Antik Yunanlarin bir daire-
nin alanina egit alana sahip bir kareyi sadece cetvel ve pergel
kullanarak ¢izme yani daireden kare olusturma sorusunu ce-
vaplamasidir. Bu 1 birim uzunluktan yola ¢ikarak = uzunlugu-
na sahip bir ¢izgi olugturmayla aynidir. Koordinat geometrisi
bu sekilde ¢izilebilen her sayinin cebirsel oldugunu séylemek-
tedir. n cebirsel olmadigindan boyle bir ¢izim mevcut degildir.

Bu, giinimiizde bile baz1 insanlar1 cetvel pergel ¢izimini
aragtirmaktan alikoyamamaktadir. Onlar matematikte ‘imkan-
s1zin’ ne oldugunu anlamamig gibi durmaktadirlar. Bu eski
bir ¢apragikliktir. De Morgan 1872'de ¢ok sayidaki s6ziim ona
daire-kare doniigtiriiciilerin hatasin bir filin etrafinda viz1l-
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dayan binlerce sinegin her birinin kendisinin ‘dért ayaklidan
daha biiyiik’ oldugunu iddia etmesine benzettigi A Budget of
Paradoxes'ni [Paradokslanin Bir Biitgesi] yazdi. Underwood
Dudley 1992'de Mathematical Cranks'de [Matematiksel Fikri-
sabiteler] goreve devam etti. Diger aletleri kullanarak gizimler
yapmayi ve geometrik olarak n'ye yapilan yakinsamalarn her
tirlasiini kesfedin. Ancak litfen anlayin ki kat1 olarak klasik
manada bir cetvel ve pergelle yapilan ¢izimlermevcut degildir.
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9=(1+/5)/2~1,618034

ALTIN SAYI

Bu say: diizgiin besgenlerle ve Oklit geometrisindeki ongenler-
le olan iligkisinden dolay: Antik Yunanlar tarafindan biliniyor-
du. O, Fibonacci sayilarinin dizisiyle de yakindan iligkilidir [8
bélimiine bkz.] ve gigeklerin ve bitkilerin yapisindaki bazi tu-
haf oérintileri agiklar. O genel olarak 1826 ve 1835 yillar: ara-
sinda kendisine verilmig bir isim gibi duran altin sayt olarak
bilinir. Onun estetik ve mistik agidan 6zellikleri iyice yiceltil-
migtir ancak bunlarin biiyiik gogunlugu abartidir, bazilanysa
ickapit istatistigine dayalidir ve goguysa simdiye kadar bir
temele sahip olmamigtir. Bununla birlikte altin say1, Fibonacci
sayilar1 dahil dogal diinyayla orijinal baglantilara 6zellikle;
niimeroloji ve bitki geometrisinde kayda deger matematiksel
niteliklere sahiptir.

Yunan Geometrisi

¢ sayisi (Yunanca ‘phi’, bazen t olarak farkl yazimi da olur,
Yunanca ‘tau’) matematikte ilk olarak Oklit'in Ogeler kitabinda
diizgiin beggenin geometrisiyle ilgili olarak ortaya ¢ikmigtir.
Zamanin standart uygulamalan izlenerek sayisal olarak degil
geometrik olarak yorumlanmigti.
¢ icin birazdan gelecegimiz lizere tam bir formiil vardir.
Altinc1 ondalik haneye kadar ¢ = 1,618034 ve yiliziincii haneye
kadar goyledir:
¢ = 1,61803398874989484820458683436563811772030917
98057628621354486227052604628189024497072072041
893911375
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¢’'nin karakteristik bir niteligi onun ¢arpma iglemine gére
tersiyle 1/¢ ¢aligtigimizda ortaya ¢ikar. Yine alt1 ondalik hane-
ye kadar

1/ ¢ = 0,618034'tir.

Bu ¢ =1 + 1/ ¢ oldugunu ifade eder. Bu iligki ikinci derece-
den bir denklem olarak ¢ 2= ¢ + 1 veya standart formda ¢ 2- ¢
-1 = 0 olarak yazilabilir.

Ikinci dereceden cebirsel islemler bu denklemin iki ¢6ziimii
oldugunu gésterir:

(1 +v5) /2 ve (1 -+5)/2

Sayisal olarak bunlar 1,618034 ve -0,618034'tiir. ¢'nin tani-
m1 geregi pozitif sonucu alinz. Dolayisiyla

¢ = (1 + V5) /2 egittirve ¢ = 1 + 1/ ¢ denklemini saglayan
gergekten de budur.

Diizgiin Besgenlerle iliskisi

Altin say1 diizgiin beggen geometrisinde ortaya ¢ikar. Kenar
uzunlugu 1 birim olan diizgiin bir beggenle baglayin. Beg koge-
li yildiz olugturacak gekilde beg adet kégegeni gizin. Oklit her
kosegenin altin sayiya egit oldugunu ispatlada.

Oklit, daha acik olarak ‘ekstrem ve énemli oranda bélmey-
le’ galigmigt1. Bu, uzun olan parganin kiigiik olana oraniyla bii-
tliin par¢anin biiyiik olana oram esit olacak sekilde bir dogru
pargasini iki par¢aya bélmektir.

Sekil 102: Diizgiin bir
besgen ve kosegenleri.
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X-1

Sekil 103: Ekstrem ve 6nemli oranda bélme: koyu gri (1) uzunlugun
agik griye (x - 1) orani siyah renkte olanin (x) koyu gri renkte olana
(1) oranina egittir.

Bu iglem bizi hangi sayiya goétiiriir? Sembollerle siyah
uzunlugun x koyu grinin 1 birim uzunluga sahip oldugunu
kabul edin. Sonrasinda agik gri x - 1 uzunluga sahiptir. Do-
layisiyla ekstrem ve énemli oranda bélme durumu x /1 =1 /
(x - 1) denklemi olarak 6zetlenir, bu da diizenlemeyle x2- x - 1
= 0 geklini alir.

Bu altin sayly! tanimlayan egitliktir ve biz sonucun yani
¢'nin 1'den biiyiik olmasini bekleriz.

Oklit diizgiin beggen ¢iziminde ekstrem ve énemli oran-
da bolmeyi fark etti. Bu, ona geleneksel aletler olan cetvelle
ve pergelle diizgiin beggen ¢izmeyi saglamigtir [17 bélimiine
bkz.). Begsgen Yunanlar i¢in 6nemliydi, ¢linkii diizgiin be:gen
bes adet g¢ok yiizlii diizgiin kati cisimden biri olan diizgi.n on
yiizliiniin yiizlerini olugturur. Ogeler'in doruk noktasi bes adet
¢ok yiizli diizgiin kat1 cisim oldugunun ispatidir [5 béliimiine
bkz.].

Fibonacci Sayilar:

Altin say1 1202'de Pisali Leonardo tarafindan ortaya atilan Fi-
bonacci sayilanyla yakindan iligkilidir [8 bélimiine bkz.]. Bu
sayilarin dizisinin géyle bagladigini hatirlayin

11235 813 21 34 55 89 144 233

11k iki adedinden sonra her say: bir énceki iki sayinin top-
lamiyla elde edilir: 1 +1=2,1+2=3,2+3=5,3+5=8
seklinde devam eder. Ardigik Fibonacci sayilarinin orani altin
sayiya giderek yaklagir:
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1 21
—=1 ~ =146153
1 13
2 34
Z=2 == 1619
1 21
2 s 3 _ 16176
2 34

8
3 _ 16666 Y Lesi
3 55
8 144
S=16 ——=16179
s 89
B_ e B3 _ 1 est
8 144

Bu nitelik, dizi olusturmak i¢in olan kurallarla ve j igin
ikinci dereceden denklemle ispatlanabilir.

Diger taraftan Fibonacci sayilarini altin sayiy1 kullanarak
ifade edebiliriz [8 béliimiine bkz.]:

F":‘. a .o
Vs

Bitkilerde Yansimasi

Insanlar 2000 yildan fazladir bitkiler aleminde Fibonacci
sayilarinin ¢ok yaygin oldugunu fark ettiler. Ormegin, birgok
bitki 6zellikle papatya ailesinde Fibonacci sayili tag yaprag:
bulunur. Guha ¢igegi tipik olarak 13 ta¢ yapraga sahiptir. Yil-
diz gigegiyse 21 adede sahiptir. Papatyalarsa 34 tag yapraga, o
degilse genellikle 55 veya 89 adede sahiptir. Aygigekleri genel-
likle 55, 89 veya 144 tag yapraga sahiptir.

Diger sayilar daha nadirdir, ancak yine de vardir. Bir
ananas ylzeyinde yaklagik olarak altigen orintiiye sahiptir;
altigenler biiyiidiikkge biitiinlegen tekil meyvelerdir. tki adet
birbirine kenetlenen veya spirallegsen aileler i¢ ige geger. Bir
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aile yukandan bakildiginda saat yoniiniin tersine bikilir ve
8 spiral igerir; digeri saat yoniine biikiilir ve 13 adet igerir.
Saat yoniinde biikiili 5 spiralli daha si1g olan iigiincii bir aile
gonnek de mimkindir.

Cam kozalaginin pullan benzer spiral dizilere sahiptir. Do-
layisiyla olgun bir aygicegin basindaki ¢ekirdekler de spiral
olarak diizlem izerindedir.

Sekil 104: Solda: Bir ananasin iizerindeki ii¢ spiral ailesi. Sagda:
Bir ¢cam kozalag) iizerinde saat yoniiniin tersine 13 adet spiral.

Altin say aygigegi spirallerinin geometrisinin anahtaridir
ve dolayisiyla Fibonacci sayilannin ortaya ¢ikigimi agiklar.
Tam bir daireyi (360°) biiyiik olanin kiigiik olana oram ¢ ola-
cak sekilde altin oranl iki yaya béliin. Dolayisiyla kiigiik yay
tam yayiwn 1 /(1 + ¢) kat1 olur. Yaklagik olarak 137,5° olan bu ag:
altin a¢1 olarak adlandinlir.

Alman botanik¢i Wilhelm Hofmeister 1868'de biiyiiyen bir
bitkinin siirgiinlerinin nasil degistigini gézlemlemistir ve bu
da tim sonraki galigmalar i¢in bir kilavuz olmugtur. Geligme-
nin temel érintiisi biiyiime ucunda olandir. Sonunda gekirdek
olacak olan primordia olarak bilinen kiigiik hiicre kiimelerine
dayalidir. Hofmeister ardisik primordialarin bir spiral tizerin-
de bulundugunu kesfetti. Her biri 6ncekinden altin ag1 A kadar
ayrnidir, dolayisiyla n. ¢ekirdek nA agiyla yerlesir. Merkezden
olan uzaklik n'nin karekoékiiyle orantilidir.
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Sekil 105: Bir aygigeginin tepesinde Fibonacci spiralleri. Solda: Ge-
kirdeklerin diizeni. Sagda: iki spiral ailesinin tyeleri.

Bu gozlem bir aygigeginin tepesindeki ¢ekirdeklerin 6rin-
tistini agiklar. O, ardisik gekirdeklerin altin agimin tamsay:
katlar: olan agilarda yerlestirilmesiyle elde edilebilir. Merkez-
den olan uzaklig ilgili sayinin karekokiiyle orantil olmalidir.
Altin agiy1 A olarak adlandirirsak, o halde gekirdekler su agi-
larla yerlesir

A 2A 3A 4A 5A 6A ..

ve uzakliklar su oranlarda olmalidir

V6 ...

Papatya gibi gigeklerde ta¢ yapraklar bir spiral ailesinin
dis ucunda olusgur. Dolayisiyla spirallerin bir Fibonacci sayisi
tag yapraklarin Fibonacci sayilarini imler. Ancak Fibonacci sa-
yilarinin spirallerde neden elde ederiz?

Bu altin ag1 nedeniyledir.

Helmut Vogel 1979'da altin aginin neden olustugunu agik-
lamak i¢in aygigegi ¢ekirdeklerinin geometrisini kullanmigtir.
O, eger aym spiral devaml olarak bir aygi¢eginin tepesinde
uygulanirsa ne olacag: hakkinda ¢aligt, ancak altin a¢1 olan
137,5° birazcik degisti. Sadece altin ag1 gekirdekleri iist iste
binmeyecek ve bogluk kalmayacak gekilde birbirine siki sikiya
yerlestirir. Agida, bir derece aginin onda biri kadarlik bir degi-
siklik bile sadece bir spiral ailesinin 6riintiisiiniin bozulmasi-
na, ¢ekirdekler arasinda bogluklar olugmasina neden olur. Bu
altin aginin neden 6zel oldugunu agiklar ve bu sadece sayisal
bir tesadif degildir.
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Sekil 106: Ardigik gekirdekleri 137°, 137,5° ve 138° agilar1 kullana-
rak yerlestirilmesi. Sadece altin ag1 gekirdekleri sikica paketler.

Bununla birlikte tam bir agiklama daha derinlerde yatmak-
tadir. Hiicreler biiyiidiikge ve hareket ettikge onlar komgu hiic-
releri etkileyecek kuvvetler iliretir. Stéphane Doudady ve Yves
Couder 1992'de boyle sistemlerin mekanigini hem deneysel
hem de bilgisayar modellemeleriyle arastirdilar. Onlar ardigik
¢ekirdeklerin arasindaki agilarin Fibonacci kesirlerinin altin
aciya yakinsamalar oldugunu buldular.

Kuramlar kiipe gigegindeki dért adet tag yaprag: gibi Fi-
bonacci olmayan sayilarin kafa kangtiric1 gériniimlerini de
aciklar. Bu istisnalar Lucas sayilar: olarak bilinen Fibonacci
dizisine ¢ok benzeyen dizilerden gelmektedir:

134711 18 29 47 76 123 ....

Bu sayilar i¢in formiil birkag sayfa énceki Fibonacci sayila-
1 i¢in olana ¢ok benzerdir.

L=¢"+-@™

Dort yaprakh kiipe ¢icegi ta¢ yapraklarda Lucas sayila-
nna bir érnektir. Baz1 kaktiisler bir yénde 4 ve diger yénde
de 7 adet veya bir yonde 11 digerinde 18 adet spiralli ériinti
gostermektedir. Bektasi kavugu kaktisiinin bir ¢esidinde 29
yaprak damari vardir. 47 ve 76 spiralli diziler aygigeklerinde
bulunmugtur. Maddelerin kuvvet altinda nasil gerildigini ve
biikiildigini inceleyen esneklik kurami uygulamali mate-
matigin énemli alanlarindan biridir. Bu kuram 6rnegin metal
levhalarin veya kiriglerin binalarda ve képriilerde nasil dav-
randigin1 agiklamaktadir. 2004'te Patrick Shipman ve Alan
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Newell esneklik kuramim kaktiis 6zelinde, biiyliyen bir bitki
slirgliniine uyguladilar. Onlar biiyiiyen bir siirgiiniin primor-
dia ucunun yizeyinin biikiilmesinin olugumunu modellediler
ve paralel dalgalarn iist iiste binen ériintiisiinii elde ettiler.
Bu orintiler iki faktér tarafindan yénlendirilmektedir: dalga
sayis1 ve yoni. En 6nemli ériintiiler béyle li¢ dalganin etkile-
simini igerir ve bir dalga i¢in olan dalga sayis: diger iki dalga
sayisinin toplamina egit olmalidir. Bir ananasin iizerindeki 5,
8 ve 13 sayih spiraller bir érnektir. Onlarin kuramlarinin izi
dogrudan Fibonacci sayilarina, dalga érintiilerinin aritmeti-
gine kadar gider.

Biyokimyanin 6nemine deginmeye ne dersiniz? Primordia
olusumu oksin adinda bir hormon tarafindan kontrol edilir.
Benzer dalga oriintiileri oksin dagitiminda da ortaya gikar.
Dolayisiyla Fibonacci sayilarinin tam agiklamasi ve altin ag1
biyokimya, hiicreler arasindaki mekanik kuvvetler ve geometri
arasindaki etkilegimi igerir. Oksin primordiada biiylimeyi uya-
rir. Primordia bir ¢ekirdekten digerine gii¢ sarf eder. Bu kuvvet-
ler geometriyi yaratir. Geometri sonrasinda biyokimyay etkiler
ve Ozel yerlerde fazladan oksin iretimini kritik bir bigimde
tetikler. Dolayisiyla biyokimya, mekanik ve geometri arasinda
karmagik birtakim geri besleme gevrim diizeni vardir.
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n'den sonra genellikle kalkiiliiste kargilagtigimiz en tuhaf say1
‘islii sayilardaki’ e'dir. O, ilk olarak Jacob Bernoulli tarafindan
1683 yilinda incelenmigtir. Bilegik faizle ilgili problemlerde
ortaya ¢ikar, logaritmaya onciiliik eder ve bize sicaklik, radyo-
aktivite veya insan niifusu gibi degigkenlerin nasil azalacagini
veya artacagini soyler. Euler onu n ve i ile iligkilendirmigtir.

Faiz Oranlari

Bor¢ para aldigimizda veya yatinm yaptigimizda ilgili mik-
tar {izerinden faiz édeyebiliriz veya faiz alabiliriz. Ornegin,
%10'luk yillik faiz oramiyla 100£ yatirim yaparsak yilin so-
nunda 110£ elde ederiz. Ekonomik krizin su agamasinda mev-
duatlar izerinden %10 oram gergek¢i géziikmeyebilir, ancak
bu oran krediler igin gergek¢i olmayan bir sekilde digiktir
ozellikle maag giini kredilerinin yillik faiz oranm1 %5853'tlir. Ne
olursa olsun bu érnek amacina uygun bir érnektir.

Faiz siklikla bilegiktir. Bu, faizin anaparaya eklenip faizin
sonradan toplam olarak édenmesini ifade eder. Bilesik faizin
%10 oldugu yerde bu 110£ iizerine sonraki yil 11£ faiz geliri
olacaktir. Dolayisiyla %10 yillik bilegke faiz oraniyla 121£ eli-
mizde olur. Bilegik faiz iglincii yi1lda anaparaya 12,10£ ekler
toplamda 133,10£ ve dérdiinci yi1lda toplamda 146,41£ olur.

e olarak bilinen matematiksel sabit eger faiz oranini %100
olarak hayal edersek belli bir zaman sonra (bir yiizy1l diye-
lim) paramizin iki katina ¢iktig1 durumda ortaya ¢ikar. Yatinm
yaptigimiz her bir 1£ i¢in bu dénemin sonunda 2f elde ederiz.
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Bir yizyil i¢in %100 faiz yerine %50 (yaris1 kadar) oranim
yuzyilin yarisi igin (iki defa) uygulayalim ve bilegke olarak he-
saplayalim. Yarim yiizy1l sonra pound olarak

1+0,5=1,5pounda sahibizdir.

tkinci yarim yiizyil sonra

1,5 + 0,75 = 2,25 poundu elde ederiz.

Dolayisiyla elde ettigimiz miktar giderek biiyiir. Eger yiiz-

yih ii¢ es pargaya ayirirsak ve faiz oranini 3'e bélersek, bizim
1£ onuncu ondalik haneye kadar su sekilde biiyliyecektir:
baslangigta: 1
1/3 dénem sonra: 1,3333333333
2/3 dénem sonra: 1,7777777777
1 dénem sonra: 2,3703703704

Bu giderek biiyiimektedir.
Yukaridaki sayilar arasinda goyle bir ériintii vardir.

0
-
3
1
1-3333333333 = (1 )
)Z

n?
2.3703703704 = (1 §>

W= W =

17777777777 = <1

Matematikgiler donemin giderek daha kiigiik pargalara bo-
linmesiyle faiz oranim1 devamh bir gekilde uygularsak ne ola-
cagini merak ettiler. Oriintii gu hali alir: eger 1/n faiz oramiyla
dénemi n adet egit pargaya ayirirsak dénemin sonunda

(1 +1/n)*'i elde ederiz.

Devaml olarak bilegke faiz almak n'yi olduk¢a biiylitmeye
karsihik gelir. O halde onuncu haneye kadar baz1 hesaplamala-
r1 deneyelim:
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n (149"

2 2-2500000000
3 2-3703703704
4 2-4414062500
S 2-4883200000
10 2-5937424601
100 2-7048138294
1000 2-7169239322
10,000 2:7181459268
100,000 2.7182682372
1,000,000 2-7182816925
10,000,000 2.7182816925

Tablo 10

Oriintiilyi gérmek i¢in n'nin ¢ok bilyiik degerlerini almak
zorundayiz, ancak goziiktiigii lizere limit hesabinda n ¢ok bi-
yiik olunca (1 + 1/n)"yaklagik olarak 2,71828 esit olan sabit bir
saylya giderek yakinlagir. Bu aslinda dogrudur ve matematik-
¢iler lim semboliiniin ‘n tanimsiz bir oranda biiylidiigiinii var-
saydigimizda ifadenin hangi degere yaklagtigina bakacagimiz’
seklinde tanimli oldugu halde bu degerin limiti olan e adinda
6zel bir say: tanimladilar:

. 1"
e= lim (14—
"ot n

100. ondalik haneye kadar su sekildedir:

e=2,7182818284590452353602874713526624977572470936
99959574966967627724076630353547594571382178525
1664274

n gibi sonsuza degin giden ve asla aym say: blogunu ist
uste tekrar etmeyen ondalik uzantiya sahip olan diger eglence-
li say1lardan biridir. Bu da e'yi irrasyonel yapar [V2 boliimiine
bkz.]. 'nin aksine e'nin irrasyonel olmasinin ispati basittir;
Euler onu 1737'de kesfetti, ancak yedi y1l boyunca yayimlamadi.

Euler e'nin ilk 23 rakamini 1748'de hesaplad: ve daha
sonraki birtakim matematikg¢iler onun sonuglarim gelistirdi.

216



DOGAL LOGARITMA

Shigeru Kondo ve Alexander Yee 2010'da e'yi ilk trilyonuncu
basamaga kadar hesapladilar. Onlar hizl bir bilgisayar ve ileri
bir yéntem kullandilar.

Dogal Logaritma

Merchistoun'un (iskogya'da Edinburgh gehrinin bir bélimii,
simdiki Merchiston) 1614'te sekizinci toprak sahibi olan John
Napier Mirifici Logarithmorum Cannonis Descriptio [Logarit-
manin Muhtegem Diizeninin Tasviri] isimli bir kitap yazdi. O
‘logaritma’ kelimesini Yunanca logos ‘orant1’ ve arithmos ‘say1’
kelimelerinden icat eden olarak kendini gérmektedir. O fikrini
ortaya gdyle atmigtir:

Matematik¢i arkadaglarimin matematiksel sanatlarin
uygulamasinda higbir sey uzun ¢arpma ve bdlme iglem-
lerinden, oranlari bulmaktan ve karekdékten veya kiip-
kokten sayilar1 gikarmaktan, ayrica dogabilecek birgok
zor anlagilir hatalardan daha ugragtirici degildir: dola-
yisiyla bu adi gegen zorluklarin istesinden gelebilecek
oldugum kesin ve eli ¢gabuk sanat i¢in diigiiniip tagini-
yordum. Uzunca diigiinme sonucunda sonunda iglemleri
kisaltmanin gagirtici bir yolunu buldum... Yéntemi her-
kesin kullanimi i¢in matematikgilerin 6niinde sergilemek
zevkli bir gérevdir.

Napier 6zellikle astronomide birgok bilimsel problemin
caprasik sayilar1 ¢arpmay: veya onlarin karekokiini, kiipko-
kiint bulmayi gerektirdigini kigisel tecriibelerinden biliyordu.
Birakin bilgisayarlar elektrigin bile olmadig), hesaplamalarin
elle yapilmak zorunda oldugu bir zamand:. ki ondalik sayiy
toplamak goreceli olarak kolay bir igti ancak onlar1 garpmak
¢ok daha zordu. Bu nedenle, Napier ¢garpmalar: toplama haline
getiren bir yontem icat etti. Pif noktasi sabit sayilarin kuvvet-
leriyle ¢caligmakt..

Cebirde bilinmeyen bir x sayisinin kuvvetleri sayinin iize-
rinde gosterilir. O halde iki harfi yan yana yazmanin o ikisini
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c¢arpmak demek oldupgu yerde; xx = x2, xxx = x° xxxx = x* gek-
linde devam eder. Ornegin 10°= 10 x 10 x 10 = 1000 ve 10*= 10
x 10 x 10 x 10 = 10;000.
Boylesi iki ifadeyi ¢arpmak kolaydir. Ornegin, 10* x 10° bul-
mak istedigimizi varsayalim. Su sekilde yapariz
10.000 x 1000 = (10 x 10 x 10 x 10) x (10 x 10 x 10)
=10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10
=10.000.000

Cevaptaki sifirlarin sayis1 4 + 3'e esit olan 7'dir. Hesapla-
madaki ilk adim neden 4 + 3 oldugunu gosterir: dort tane 10'u
ii¢ tane 10'un yanina koyanz. Dolayisiyla

10°x 10°=10%+3% =10’
Ayni sekilde in degeri ne olursa olsun a ve b tamsay1 olmasi

kaydiyla onun a. ve b. kuvvetlerini yan yana garptigimizda (a +
b). kuvvetini elde ederiz:

x® xb=xo+

Bu goéziktiginden daha ilgingtir, ¢linkii sagda daha basit
olan ana adim a ve b'yi toplamakken sol tarafta iki ifade gar-
pilmaktadir.

10'un tamsay: kuvvetlerini ¢arpabiliyor olmak ¢ok biyiik
bir ilerleme degildir. Ancak aym fikir daha yararli hesaplama-
lar yapmak i¢in genigletilebilir.

1,484 ve 1,683'tii carpmak istedigini digiin. Uzun yoldan
¢arpmayla li¢ ondalik basmaga yuvarlanabilen 2,497572'den
2,498'i elde edersiniz. Bunun yerine, uygun bir x segerek x°x®
= x 2*® formiilini kullanabiliriz. Eger x'i 1,001 olarak alirsak
birazcik aritmetik ligiincii ondalik basamaga kadar sunu orta-
ya gikarir

1,0013%%= 1,484
1,0015%'= 1,683

Sonrasinda formiil bize 1,484 x 1,683'in

Bu da liglinci ondalik basamaga kadar 2,498'dir. Hi¢ de
fena degill

218



DOGAL LOGARITMA

Hesaplamanin 6zl basit bir toplamadir: 395 + 521 = 916.
Bununla birlikte bu yéntem soruyu ilk bakigta daha da zor-
lagtinr. 1,001°S iglemini yapmak igin 1,001'i 395 kez kendi-
siyle ¢carpmalisiniz, diger iki kuvvet i¢in de aynisi gegerlidir.
Dolayisiyla bu oldukga faydasiz gibi goriinmektedir. Napier'in
harika i¢goriisii bu itirazin yanlhg oldugu yéniindeydi. Ancak
bunun iistesinden gelmek i¢in birisinin 1,001'in kuvvetlerini
1,001 ?den baglayarak 1,001'°%° gibij bir sayiya kadar gitme he-
saplamasinin angaryasini yapmasi gerekiyordu. Onlar bu kuv-
vetlerin bulundugu tabloyu yayimladiklarnnda biitiin zor ig bi-
tirilmigti. Sadece 395. kuvvetin yanindaki 1,484l gérene kadar
ve ayni sekilde 521. kuvvet igin 1,683t parmakla takip ederek
bulmalisiniz. Daha sonra bu iki say1y1 toplayarak 916'y1 elde
edersiniz. Tablonun ilgili dizini 1,001'in bu kuvvetinin 2,498
oldugunu séyler. {slem tamam.

Bu 6rnek baglaminda 395. kuvvetin 1,484 sayisinin ve 521.
kuvvetin de 1,683'lin logaritmasi oldugunu sdyleriz. Aym ge-
kilde 916 onlarin sonucu olan 2,498'in logaritmasidir. Yap-
tiklarimiz kisaltma geklinde log yazarak herhangi bir a ve b
sayisl igin gegerli olan agagidaki denklemi verir:

log ab =log a +1log b

Daha ¢ok geligigiizel se¢ilmis olan 1,001 taban olarak ad-
landirilir. Farkh bir taban kullanirsak hesaplayacagimiz lo-
garitma da farkl olur, ancak her sabit tabanda her gey ayni
sekilde ¢aligir.

Briggs’in Ilerlemesi

Bu Napier'in yapmasi gerekendi, ancak bazi nedenlerden dola-
y1 o biraz farkh ve oldukga uygun olmayan bir sey yapti. Henry
Brigg adinda bir matematik¢i Napier'in bulusu kargisinda bii-
yilenmigti. Ancak, tipik bir matematikg¢i olarak daha kagittaki
miirekkep kurumadan her seyi daha da basitlestirmenin bir
yolu olup olmadigin1 merak etmeye baglamigti. Aslinda vard:
da. Oncelikle Napier'in fikrini az énce anlattigim gibi ¢alisa-
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cak bigimde yeniden yazdi. Sonra, 1,001 gibi sayilarin kuvvet-
lerini kullanmanin o 6zel e sayisimin kuvvetlerini kullanmay:
(ona yakinsama olarak) kisalttigini fark etti.

1,001'in 1000. kuvvet yani (1 + 1/1000)'°*’e egittir ve bu e'nin
tanimi geregi ona yakin olmalidir. Sadece (1 + 1/n)'® formi-
lindeki n = 1000 olarak alin. Dolayisiyla 1,001%°= 1,484 yaz-
mak yerine (1,001'%0)°3% = 1,484 yazabiliriz. Oyleyse 1,001'°%
e'ye ¢ok yakindir, dolayisiyla mantikli bir yakinsamaya gore
e03% = 1,484'tlr.

Daha hassas sonuglar almak i¢in 1'e daha yakin 1,0000001
gibi bir sayimin kuvvetlerini kullaniriz. 1,0000001'!9%0% g’ye
daha yakindir. Bu, tabloyu milyonuncu kuvvetle veya boyle
kuvvetlerle ¢ok daha biyitir. Bu tabloyu hesaplama devasa
bir girigimdir, ancak bir kere yapilmalidir sadece. Eger gerekli
¢abay biri sarf ederse gelecek nesiller devasa miktarda arit-
metikten kurtulmug olacaktir. Ayrica bir sayiy1 1,0000001 ile
carpmak c¢ok da zor bir i degildir. Sadece hata yapmamak igin
¢ok dikkatli olmalisinmiz. Briggs'in ilerlemesinin bu versiyonu
bir sayinin dogal logaritmasini tanimlamanin o sayiy: elde
etmek i¢in e'nin kuvveti olarak yazilmas iglemini kolaylagtir-
magtir. Bu da herhangi bir x i¢in e'°#*= x demektir.

Su halde

log xy = log x + log y ve bir kere hesaplanmig dogal loga-
ritmanin bir tablosu herhangi bir ¢garpim sorusunu, toplama
sorusuna indirger.

Bununla birlikte pratik nedenlerden dolay: 10"#* = x olacak
sekilde e'yi 10 ile degistirirsek fikir daha da basitlegecektir.
§imdi 10 tabaninda yazilmig log, x seklinde logaritmalar elde
ettik. Kilit nokta artik log 10 = 1, log, 100 = 2 seklinde devam
etmesidir. 10 tabaninda 1'den 10'a kadar sayilarin logaritma-
sin1 bir kere hesapladiktan sonra diger biitiin logaritmalar
kolayca bulunabilir. Ornegin,

log,,2 = 0,3010
log, ,20 = 1,3010
log,,200 = 2,3010 seklinde devam eder.
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10 tabanindaki logaritmalar giindelik aritmetikte daha ba-
sittir, ¢linki ondalik sistemi kullaniyoruz. Ancak ileri matema-
tikte 10 ile ilgili gok 6zel bir sey yoktur. Gosterim olarak diger
herhangi bir say1y1 taban olarak kullanabiliriz. Briggs'in dogal
logaritmasinin yani e tabaninin ileri matematikte daha temel
oldugu ortaya gikar.

e'nin birgok 6zelliginin yaninda burada sadece birisinden
bahsedecegim. O n'nin ¢ok biiyiik oldugunda ¢ok kullanigh
olan Stirling'in faktdriyel yakinsamasinda ortaya gikar:

n! - J(2nn) (n/e)

Ussel Biiyiime ve Azalma

e sayisi bilimin her yerinde ortaya gikar, ¢linkii herhangi bir
dogal siirecin verili bir aninda belli bir miktarin biiylimesinin
(veya kii¢iilmesinin) orani o zamandaki miktarla orantisaldir.
x miktarnnin degistigi oran olarak x’ = kx yazarsak béyle bir
slireg k sabiti i¢in diferansiyel denklemle tanimlanir

x'=kx
Kalkiiliis hesabiyla x;an1 t = 0 oldugu baglangi¢ zamam
olarak alinirsa t anindaki ¢6zim

x = x, e+ dir.

120
100
80
60
40

Sekil 107: Solda:k =0,1,0,2,..., 1'e kadar e*igin iissel biiyiime. Sag-
da:k=0,1,0,2,..., I'e kadar e * igin iissel azalma.
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Ussel Biiyiime

k pozitif oldugunda t arttik¢a x,e* giderek daha hizh biiyir:
bu iissel biylimedir.

Ornegin x bir hayvan popiilasyonunun biiyiikligi olabilir.
Eger yagam ortami ve yiyecek simiri1 yoksa popiilasyon biiyiik-
ligiyle orantih bigimde biiyiir, dolayisiyla iissel model uy-
gulanir. Sonunda popiilasyonun biyikligi gergek¢i olmayan
derecede biyir. Normalde biyiikliga sinirlayacak gekilde yi-
yecek, yagam ortami veya diger kaynaklar tiilkenmeye baglar ve
daha karmagik modeller kullanilmalidir. Bu basit model kisit-
lanmamig biiylimenin sabit bir oranda sonug olarak gergekgi
olmadigini gosterme iistiinligiine sahiptir.

Diinya uzerindeki toplam insan niifusunun kaydedilen ta-
rih boyunca yaklagik olarak iissel biiylimisgtiir, ancak 1980'den
beri biiyime oranminin yavaglamig olabilecegine dair igsaretler
vardir. Eger dyle degilse, bagimiz belada demektir. Gelecek-
teki popiilasyon projeksiyonlan bu egilimin devam edecegini
varsaymaktadir, ancak 6yle olsa bile hatir1 sayilir derecede
belirsizlik vardir. Birlesmis Milletler 2100 yih i¢in 6 milyar
(gintimiizdeki 7 milyardan biraz az olan niifus) ila 16 milyar
(ginimiizdeki niifusun iki katindan fazla) aras1 6lgekte bir
say1 tahmin etmektedir.

2048: 9 bin
1804:
1bln
1700 1800 1900 2000

Sekil 108: Toplam insan nifusunun biiylimesi.
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Ussel Azalma

k negatif oldugunda ¢ biiyiidiikge x e giderek daha hizl aza-
lir: bu issel kiigiilmedir.

Ornekleri radyoaktif azalma ve sicak bir viicudun sogu-
masidir. Radyoaktif elementler niikleer pargaciklar radyas-
yon olarak yayimlayarak niikleer siireglerle diger elementlere
doéniigiirler. Radyoaktivite azalmasi zaman ig¢inde isseldir.
Dolayisiyla, x,baslangi¢ seviyesi ve k de ilgili elemente bagh
pozitif bir sabitken bir t zamanindaki radyoaktivite seviyesi
x(t) su denklemi izler

x=x,e"

1907 yilinda ortaya atilan radyoaktivitenin siirdiigii zama-
nin uygun bir 6l¢iisti olan kavram yan émiirdir. Bu baslangig
x, seviyesinden yariya diigmesi igin gegen zamandir. Ornegin
yan o6mrin 1 hafta oldugunu varsayin. Materyalin yaydig:
baslangig orijinal radyasyon oramim 1 hafta sonra yanya iner,
2 hafta sonra dortte birine diiger, 3 hafta sonra sekizde bire
diiser bu béyle devam eder. Baglangig seviyesinin binde birine
(aslinda 1/1024) diigmesi 10 haftay: bulur ve 20 haftada mil-
yonda bire diger.

Yan 6mri hesaplamak igin iki tarafin da logaritmasini ala-
rak su denklemi g¢bzeriz:

x/2 =x, e

Sonug t = log 2/k = 0,6931/k'dir. k sabiti deneylerden elde
edilmigtir.

Guniimizdeki niikleer reaktérlerde olan kazalarda en
énemli radyoaktif iiriinler iyot-131 ve sezyum-137'dir. {lki ti-
roit kanserine sebep olabilir, ¢linki tiroit bezi iyot igermek-
tedir. Iyot-131'in yar1 émrii sadece 8 giindiir, dolayisiyla eger
dogru ilag (temelde iyot tabletleri) varsa o az bir hasar verir.
Sezyum-137'nin yar1 émri 30 yildir, dolayisiyla baglangig de-
gerinin yiizde birine diigmesi 200 y1l alir. Eger temizlenmezse
uzun zaman boyunca bir tehlike olarak kalir.
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e ile n Arasindaki fligki (Euler’in Formiilii)

1748'de Euler siklikla e ile n arasinda biitiin matematik boyun-
ca en giizel formil oldugu séylenen kayda deger bir iligkiyi
kesfetti. O ayrica i sanal sayisimi da igermektedir. Formiil

e'" = -1'dir.
Bu, karmagik iissel ve trigonometri fonksiyonlar: kullanila-

rak sasirtic iligki kullanilarak agiklanabilir, kalkiilisten yon-
temler kullanilarak en kolay sekilde soyle kurulabilir:

e =cos 6 +1isin 6

Burada 6 agis1 tam bir daire olan 360°'nin yarigap: 1 olan
bir daireni gevresi olan 2n'ye egit oldugu radyan 6l¢iisiindedir.
Radyan ileri matematikte standart bir 6l¢tdiir, ¢iinkd biitin
formiilleri basitlegtirir. Euler’in formiiliini elde etmek i¢in 6 =
n olarak kabul edin. Sonrasinda cos n = -1, sin n = 0, dolayis1y-
lae™ =cos n+isinn=-1+i0=-14dir.

Diferansiyel denklemler kullanarak alternatif bir ispat
karmagik diizlem geometrisine kadar gider ve o, n'nin nasil
devreye girdigini agiklama meziyetine sahiptir. Taslag: sudur.
Euler'in denklemi ige yarar, ¢iinkii karmagik sayilar i ile garp-
mak karmagik diizlemi dik a¢1 derecesince déndirir.

Matematikgilerin esas olarak kalkiiliis formiillerini basit-
lestirdigi i¢in kuramsal aragtirmalarda kullandiklar1 radyan
o6lglisiinde bir ag1 bir birimlik ¢gemberde taradigi yayin uzun-
luguna gore tanimlanir. Yarim ¢ember n uzunluguna sahip ol-
dugu igin dik ag1 n/2 dlgiistindedir. Diferansiyel denklemleri
kullanarak herhangi bir x sayis1 i¢in karmagsik sayiyr e*ile
carpmak karmagik diizlemi x radyan déndiiriir. Ozellikle onu
e V2 ile carpmak onu dik a¢1 derecesince déndiiriir. Ancak bu
i'nin yaptigidir. Dolayisiyla

e' v2 =i ve her iki tarafin karesini alirsak Euler'in formili-
ni elde ederiz.
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FRAKTALLAR

Bu ilging say1 466/885 gibi Sierpinski contasinin temel bir
6zelligidir. Ancak bu Sierpinski’'nin iinlii hastal:kl1 egrisinin ne
kadar piirizli ve kivrimh oldugunu igaret eder. Béyle prob-
lemler dogadaki karmasik sekilleri modellemenin yeni bir yolu
olan fraktal geometrisinde ortaya ¢ikar. O, orada boyut kavra-
mim genellestirir. En Gnli fraktallardan biri olan Mandelbrot
kiimesi ¢ok basit bir iglemle tanimlanmis sonsuz karmasik bir
sekildir.

Fraktallar

Sierpinski contasi [466/885 boliimiine bkz.] daha ¢ok ‘hastalik-
1 egriler’ bigiminde olumsuz bir ad verilmis olan ve yirmin-
ci yiizyilin baginda ilk defa o zaman hayata gergirilen kiigiik
hayvanat bahgesine benzer érneklerden biridir. Bunlar Helge
von Koch'un kar tanesi egrisini ve Guiseppe Peano ve David
Hilbert'in bogluk doldurma egrilerini igerir.

Sekil 109: Solda: Kar tanesi egrisi. Sagda: Hilbert'in bogluk doldur-
ma egrisinin olugum agamalan.
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O zaman béyle egriler yiiksek zevk sahiplerine hitap ediyor-
du: iyi kotd akla yatan, ancak aslinda yanlig olan matematik-
sel ifadelere karg1 ornekler. Kar tanesi egrisi siireklidir, ancak
hi¢bir yerde tiirevlenebilir degildir ki o her yerde kinlmalara
degil ancak gentiklere sahiptir. O sonlu bir alani kaplar, ancak
sonsuz uzunluga sahiptir. Bogluk doldurma egrileri o kadar
yogun degildir; onlar boslugu gergekten doldurur. Olugum
agamalar: sonsuz siklikla tekrar edilince ortaya gikan egriler
biitiin bir karenin her noktasindan geger.

Bazi muhafazakar matematikgiler boyle egrilerin entelektii-
el agidan kisir olduguyla alay ettiler. Hilbert bunlarin matema-
tigi hassaslagtirmaya yardim etmesindeki 6neminin taninmas
ve mantiksal temellerini aydinlatmak i¢in dénemin az sayida
6nde gelen isimlerinden biriydi; ayrica o, bunlann tuhaf 6zel-
liklerini ciddiye alarak cogkulu destegini ortaya koydu.

Giinimiizde biz bu egrileri daha pozitif bir 151k altinda
goriiyoruz; onlar matematigin yeni bir ¢agina dogru erken
adimlardi: Mandelbrot tarafindan 1970lerde 6nciiliikk edilen
fraktal geometrisi. Hastaliklh egriler saf matematiksel neden-
lerle icat edilmigti, ancak Mandelbrot benzer gekillerin dogal
dinyadaki diizensizlikleri aydinlatabileceklerini fark etti. O,
Oklit geometrisindeki {iggenlerin, karelerin, dairelerin, konile-
rin, gemberlerin ve diger geleneksel Oklitgi gekillerin diizgiin
yapilar olmadigina igaret etti. Eger bir ¢emberi biiyiitlirseniz
o ozelliksiz diiz bir ¢izgi gibi goziikiir. Bununla birlikte, doga-
nin birgok gekli ¢ok diizgiin yiizeyler iizerinde ¢apragik yapiya
sahiptir. Mandelbrot ‘Bulutlar yuvarlak degildir, daglar koni
degildir, kiyr seridi cember degildir ve ne aga¢ kabugu diizdir
ne de 151k diiz bir dogru lizerinde hareket eder’ yazmigt1. Bunu
elbette herkes biliyordu, ancak Mandelbrot onun 6nemini an-
lamagti.

0, Oklit¢i geometrik sekillerin faydasiz oldugunu iddia et-
miyordu. Onlar bilimde miihim rol oynarlar. Ornegin, gezegen-
ler yaklagik olarak daireseldir ve ilk astronomlar bunun yarar-
li bir yakinsama oldugunu buldular. Eger daire yumurtamsi
bir gekle basiklagtirilirsa yine Oklitgi basit gekil olan daha iyi
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bir yakinsama ortaya ¢ikar. Ancak bazi amaglar i¢in basit ge-
killer ¢gok da yardimci degildir. Agaglar daha kiigiik dallara sa-
hiptir, bulutlar hayal meyal damlalardir, daglar sivri ugludur
ve kiyr geritleri kivmmhidir. Bu sekilleri matematiksel olarak
anlamak ve onlar hakkinda bilimsel problemleri ¢6zmek yeni
bir yaklagim gerektirir.

Kiyn seridi hakkinda diiginiirken Mandelbrot dlgegi ne
olursa olsun onlann harita lizerinde ¢ok benzer goziiktiigiini
fark etti. Biiylik 6lgekli bir harita fazladan girintiyle ve ¢ikin-
tiyla daha fazla ayrint1 gésterir, ancak sonug¢ daha kiigiik 61-
¢ekli bir haritadaki kiy: seridine daha ¢ok benzer. Kiy: geridi-
nin tam gekli degisir, ancak ‘dokusu’ ¢gokg¢a aym kalir. Aslinda
gorece olarak belli 6lgiide olan kérfezin hangi oranda olacag:
gibi bir kiy1 geridinin en istatistiksel 6zellikleri hangi 6lgekte
harita kullanirsaniz kullanin aynidir. Mandelbrot ne kadar bi-
yitirseniz biiytiin karmagik yapiya sahip herhangi bir gekli
tanimlamak i¢in ‘fraktal’ s6zcligiini ortaya atti. Eger kiigiik
olgeklerdeki yap1 biiyiik 6lgeklerdekiyle ayniysa fraktala ‘6z-
benzes denilir. Sadece istatistiksel 6zellikler bu gekilde 6lgek-
lendirilirse onlar istatistiksel 6zbenzegtirler. Anlamasi en ko-
lay fraktallar 6zbenzeg olanlardir. Sierpinski contasi [466/885
bélimiine bkz.] buna bir 6rnektir. O her birisi kendisinin yan
6lgeginde olan ii¢ kopyadan olugturulmustur.

Sekil 110: Sierpinski contasi.
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Kar tanesi egrisi bir diger 6rnektir. O, $ekil 111'deki sag ta-
raftaki resimde gosterilmis egrinin ii¢ kopyasindan olugturu-
labilir. Bu eleman (ancak kar tanesinin hepsi degil) tamamiyla
ozbenzestir. Ingada art arda gelen basamaklar bir 6nceki ba-
samaktaki her biri iligte bir biiyiikliikte olan dért kopyayla tam
olarak oturur. Sonsuz limitte her birisi iigte bir biyiklikte
olan kendisinin dért kopyasindan inga edilmis sonsuz karma-
sik bir egri elde ederiz.

Stage 0
Stage 1
Stage 2

Stage 3

Stage 4

Sekil 111: Kar tanesi egrisi ve ingadaki ardigik basamaklar.

Sekil 112: Olgiisii iig kat1 alinmig egrinin her bir geyregi baglangig-
taki egri gibi goziikiir.

Bu sgekil gercek kiy: seridini temsil etmek igin ¢ok diizenli-
dir, ancak bunun kivnmlan dik agilidir ve diizensiz egriler de
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benzer bir yolla elde edilebilir ama geligigiizel bigimlerde; ki
boéylece orijinal kiy: geritlerine benzer.

Fraktallar dogal diinyada yaygindir. Daha agik konugmak
gerekirse, fraktallar tarafindan faydali bigimde modellenebi-
lir sekiller bolcadir. Gergek diinyada matematiksel nesneler
yoktur, onlann hepsi kavramdirlar. Romanesk brokoli denen
bir gegit karnabahar her biri karnabaharla ayni forma sahip
cicekgiklerden olugmugtur. Fraktallarin uygulama alanlar: mi-
nerallerin diiz yapisindan evrende maddenin dagilimina ka-
dar bir yayilhim gésterir. Fraktallar cep telefonlan i¢in antenler
olarak, genis miktarda bilgileri CD ve DVD iizerine sikigtirmak
ve kanser hiicrelerini algilamak i¢in kullanildi. Yeni uygula-
malar diizenli olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Sekil 113: Romanesk brokoli.

Fraktal Boyutlar:1

Bir fraktalin ne kadar gentikli oldugu veya dizlemi ne kadar
etkili doldurabildigi fraktal boyutu olarak adlandirilan bir
sayiyla gosterilebilir. Bunu anlayabilmek i¢in fraktal olmayan
bazi daha basit gekiller hakkinda diigiinmeliyiz.

Eger bir ¢izgiyi bes egit pargaya ayinrsak gizgiyi tekrar
elde etmek i¢in onlarin begine ihtiya¢ duyariz. Aynisini bir ka-
reyle de yaparsak 52 yani 25 pargaya ihtiyacimiz olur. Kiiplerle
¢alisgirsak 52 olan 125 adede ihtiyacimiz olur.
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Sekil 114: 1, 2 ve 3 boyutta 'kiiplerde’ 6lgeklendirme.

Ortaya ¢ikan 5'in kuvvetleri geklin boyutlarna egittir: bi-
rinci dereceden igin 1, karesi i¢in 2 ve kiip i¢in 3'tiir. Eger bo-
yut sayis1 d ise I/n 6lgiisiinde k pargay: baglangigtaki gekli
elde etmek igin birlegtirmeliyiz sonrasinda k = n?dir. Her iki
tarafin logaritmasim alirsak [e bolimiine bkz.] d'yi bulmak
i¢in log k formili ortaya gikar

d =logk/logn

Bu formiili Sierpinski contasi lizerinde uygulayalim. Con-
tay1 kiigiik kopyalardan olusturmak ig¢in herbiri 1/2 6l¢iistinde
olan k = 3 pargaya ihtiya¢ duyanz. Dolayisiyla n = 2'dir ve
formiil yaklasik olarak degeri 1,5849 olan d = log3/log2 ifade-
sini verir. Buradan yola ¢ikarak Sierpinski contasinin bu 6zel
manada boyutu tamsay1 degildir.

Boyut hakkinda geleneksel olarak diigiindigimiizde ba-
g1msi1z yonlerde olan boyutlann sayis1 tamsay: olmalidir. An-
cak i fraktallara gelince biz onlann kag¢ adet bagimsiz yénde
yonlendikleriyle degil ne kadar diizensiz, karmasik oldukla-
nyla veya etraflarindaki alani ne kadar iyi doldurduklanyla
ilgileniriz. Conta goézle goriiliir bi¢gimde bir ¢izgiden daha yo-
gundur ancak kat bir cisimden daha az yogundur. Dolayisiyla
istedigimiz miktar 1 (bir ¢izginin boyutu) ile 2 (bir karenin bo-
yutu) arasinda bir yerde olmalidir. Ozellikle tamsay1 olamaz.
Bir kar tanesinin fraktal boyutunu aym yolla buluruz. Onceki
gibi kar tanesi egrisinin ligte biriyle, li¢ e ‘’k6sesinden’ birisiy-
le galiymak daha kolaydir, ¢linkii bu 6zbenzegtir. Kar tanesi eg-
risinin bir kégesini o kégeyi daha kiiglik kopyalardan bir araya
getirmek i¢in her biri 1/3 élgiisiinde k = 4 pargaya ihtiyacimiz
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vardir, dolayisiyla n = 3 olur. Formiile gére agag1 yukar: 1,2618
olan d = log 4/log 3 elde edilir. Bir kez daha fraktal boyutu
bir tamsay1 degildir ve bu akla yatkindir. Kar tanesi agik bir
sekilde diiz bir ¢izgiden daha kivrimlidir, ancak alani bir kati
cisimden daha az tam doldurur. Yine olmasini istedigimiz mik-
tar 1 ile 2 arasinda bir yerdedir ve 1,2618 degeri olduk¢a man-
tiklidir. Boyutu 1,2618 olan egri 1 boyutlu diiz bir ¢izgi gibi bir
egriden daha kivrimlidir; ancak bu, conta gibi 1,5849 boyutlu
bir egriden daha az kivrimhdir. Gergek kiy1 seritlerinin fraktal
boyutlan contadansa kar tanesi egrisine benzer gekilde 1,25'e
yakindir. Dolayisiyla bu fraktallann hangisinin alani1 daha iyi
dolduracag hakkindaki 6nsezimizi boyutlar dogrulamaktadir.

Bu, aynca fraktallar izerine dayali kuramlar1 nicel olarak
test etmek igin deneyselcilere bir yol sunmaktadir. Ornegin,
duman 1,8 civarlarinda fraktal boyutuna sahiptir, dolayisiyla
oldukca ¢ok sayida olan duman tortularinin fraktal modelleri
bu say1y1 verip vermedikleri test edilebilir.

Bir fraktal 6zbenzes olmadig1 zaman onun fraktal boyut-
larin1 tamimlamanin birgok yolu vardir. Matematikgiler ta-
nimlamas: oldukga zor olan Hausdorff-Besicovith boyutunu
kullanirlar. Fizikgiler sikhikla kutu boyutu denen daha basit
bir tanim kullanirlar. Her zaman olmamakla beraber birgok
durumda bu iki boyut kavrami aymdir. Bu durumda fraktal
boyutu terimini o ikisinden birini ifade etmesi i¢in kullani-
riz. 11k fraktallar egriydi; ancak onlar yiizey, kat1 cisim ya da
daha ¢ok boyutlu gekiller de olabilir. $u halde fraktal boyutu
fraktallann ne kadar piiriizli oldugunu veya boslugu ne kadar
etkili doldurdugunu élger.

Bu iki fraktal boyunun ikisi de irrasyoneldir. Varsayalim ki
p ve q tamsayilanyla log 3/log 2 = p/q olsun. O halde g log 3 =
p log 2 olur, dolayisiyla log 37= log 27 olur buradan da 37 = 2*.
Ancak bu emsalsiz asal ¢arpanlarnna ayirmayla geligir. Benzer
bir argiiman log 4/log 3 i¢in de gegerlidir. Bunun gibi temel
olgularin beklenmedik pek ¢ok yerde ortaya ¢ikmasi dikkate
deger, dyle degil mi?
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Mandelbrot Kiimesi

Biitlin fraktallarin belki de en inlisit Mandelbrot kiimesidir.
Karmasik bir sayinin devaml karesini alarak ona sabit bir
say1y1 eklersek ne olacagim gésterir. $oyle ki c diye sabit bir
karmasik sayi segin, sonrasinda ¢? + c, daha sonra (c> + ¢) + ¢
sonra (¢ + c) + ¢} diye hesaplayin (kiimeyi tamimlamak igin
digeryollar da vardir, ancak en basiti budur). Karmasik sayilar
gergel sayilar i¢in olan say1 dogrusunu genisleterek geometrik
olarak diizlemde bulunur. tki ana ihtimal vardir: ya yukarida-
ki dizideki karmasik sayilarin hepsi karmasik diizlemde belli
sonlu bélgelerde bulunacaktir ya da bulunmayacaktir. Bu c'leri
belli sonlu bélgede igerisinde kalmalari i¢in siyaha ve sonsuza
gidenleri de beyaza boyayin. iste biitiin siyah noktalar kiimesi
Mandelbrot kiimesidir. O, su sekilde goziikir:

Mandelbrot kiimesinin sinir1 olan ve olabildigince birbi-
rine yakin olmasini istedigimiz gekildeki kégedeki hem siyah
hem de beyaz noktalar fraktaldir. Fraktal boyutunun 2 oldugu
ortaya cikar, dolayisiyla o, ‘neredeyse boglugu doldururdur’.

Re[c]

Sekil 115: Mandelbrot kiimesi.
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Sekil 116: Yavru bir Mandelbrot kiimesi.

Daha ince detaylar1 gérmek i¢in beyaz noktalar: dizinin
sonsuza egilimi ne kadar hizli olduguna gore renklendirebili-
riz. O halde biz stisli kivrimlarla, spirallerle ve diger gekillerle
dolu oldukga ¢apragik bir tasarim elde ederiz. Resmi biyiite-
rek yakinlagtirinak sadece detay seviyesini artirir. Eger dogru
yere bakarsaniz bire bir aym yavru Mandelbrot kiimeleri bu-
labilirsiniz.

Boylesi Mandelbrot kiimesi 6nemli uygulamalara sahip de-
gilmis gibi goziikiir, ancak o karmasik sayilara dayal dogrusal
olmayan dinamik sistemlerin en basitlerinden biridir; dolayi-
siyla daha genig alana uygulanabilecek genel kurallar arayan
bircok matematik¢inin dikkatini ¢ekmigtir. O ayrica ‘felsefi’
anahtar bir noktay: igaret eder: basit kurallar karmagsik so-
nuglara yol agabilir; gsoyle ki basit nedenler karmasik etkilere
sahip olabilir. Gok karmasik bir sistemi anlamaya galigirken
alt1 ¢izili kurallarin egit oranda karmagik olmasini beklemek
¢ok cekicidir. Mandelbrot kiimesi bu beklentinin yanl olabi-
lecegini ispat eder. Bu i¢gérii gozle goriiliir karmasik sistem-
lerle uzlagmak igin yeni bir alan olan biitiin bir ‘’karmagiklik
bilimini’ onlan giiden daha basit kurallan bularak aydinlatir.
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KORELERI ISTIFLEME

n/Y18 sayis1 matematikte, fizikte ve kimyada temel bir 6neme
sahiptir. Ozdes kiireleri en etkili sekilde yani miimkiin mertebe
doldurulmamig bogluk birakmayarak istifledigimizdeki uzay
kesridir. Kepler bu sonucu 1611'de ortaya atti, ancak 1998'de
Thomas Hales bilgisayar yardimiyla ispatini yapana kadar
ispatlanmamig halde kalmigti. Bir insanoglunun dogrudan
kontrol edebilecegi bir ispat heniliz bulunmamigtir.

Daireleri istifleme

Ozdes daireleri diizlemde istifleme sorusuyla ise baglayalim.
Ayn o6lgiide birkag¢ diizine madeni parayla deney yaparsaniz
ve onlar olabilecek en fazla gekilde sikigtirirsaniz kisa siirede
rastgele diizenlemeyle birgok bos alan birakildigini fark eder-
siniz. Eger bog alanlardan kurtulmak i¢in paralar1 daha siki
olacak gekilde sikigtirirsaniz onlar en etkili sekilde bitigtire-
cek modelin bal petegi diizeni oldugu gériilir.

Bununla birlikte onlan daha siki bitigtiren diger bazi ze-
kice dizenlemeler en azindan akla uygun gelebilir. Oyle go-
ziikmemektedir, ancak bu bir ispat degildir. 0zdes madeni pa-
ralar1 diizenlemek igin sonsuzca yol vardir, dolayisiyla higbir
deney onlann hepsini deneyemez.

Bal petegi diizeni geligigiizel diizenlemelerin aksine ¢ok
diizenli ve simetriktir. Bu, ayrica sabittir: madeni paralarin
hig¢birini hareket ettiremezsiniz, ¢linkii digerleri onlar1 sabit
bir konumda sikigtirir. 11k bakigta sabit bir diizenleme boglu-
gu en etkili bigimde doldurmalidir, ¢linki bir seferde paralar:
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yer degistirerek daha etkili bir diizenlemenin yolu yoktur.

Sekil 117: Solda: Birgok bos alan birakan geligigiizel bir diizenleme.
Sadda: Bir bal petegi diizeni bogluklann birgogunu bertaraf eder.

Bununla birlikte, daha az etkili olan diger sabit diizenleme-
ler de vardir. Muntazam bir diizenlemeyle daireleri istifleyen
iki agik yolla ige baglayalim:

Bal petegi ya da altigen 6rgii, boyle adlandinlmigtir ¢iinkii
dairelerin merkezleri altigenler olugturur.

Satrang tahtasi tizerindeki kareler gibi diizenlenmis daire-
ler; yani kare 6rgi.

Sekil 118: Solda: Alt1 adet merkez diizgiin bir altigen olugturur. Sag-
da: Kare orgiisii istiflemesi.

Kare orgiisii de sabittir, ancak o daireleri daha az etkili is-

tifler. Eger gok biiyiik dlgiilerde istifleme yaparsamiz altigen
orgii ilgili boglugu daha biiyiik miktarda dolduracaktir.
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Bunlarin hepsini daha da kesinlestirmek i¢in matematikgi-
ler daire istiflemesinin yogunlugunu ilgili alan limitte sonsuz
biiyiklige giderken dairelerle kapl alaninoraniolarak tanim-
ladilar. Kafalarindaki kayit dis1 olarak biitiin diizlemi daire-
lerle kaplamak ve kapl alanin oraninin ne oldugu hakkinda
¢aligmakti. Tami tamina alinirsa bu oran higbir anlami olma-
yan co/e'dur, dolayisiyla giderek daha biiyiik kareler kaplariz
ve limitini alinz.

Kare istiflemesinin yogunlugunu hesaplayahm. Eger her
bir kare birim alana sahipse dairelerin yarigap: 1/3 béylece
onlann alam n (1/2)? = n/4'tiir. Gokg¢a daire ve kare igin kaph
alan oran1 degismez. Dolayisiyla limitte yaklagik olarak 0,785
olan /4 yogunlugunu elde ederiz.

Altigen 6rgii i¢in olan daha karmasik bir hesaplama yakla-
sik olarak 0,906 olan n/12 yogunlugunu verir. Bu kare 6rgiiniin
yogunlugundan daha fazladir.

Lagrange 1773'te altigen o6rgiiniin bir diizlemde en yogun
orguyt verdigini ispatladi. Ancak, bu daha az diizenli bir is-
tiflemenin daha iyi i gikarabilecegi ihtimalini agik birakti. Bu
mimkiin goziikkmeyen ihtimali ortadan kaldirmak matematik-
¢ilerin 150'den fazla yilim1 aldi. Alex Thue 1892'de diizlemde
higbir istiflemenin altigenden daha yogun olamayacag: hak-
kinda taslak igeren bir ders verdi, ancak yayimlanmig ayrin-
tilar ispatin ne oldugu lizerinde galigmak ve birisinin onun
dogru olduguna karar vermesi igin ¢ok fazla anlagilmazdi. O,
1910'da yeni bir ispat buldu, ancak bu ispat hald bazi man-
tiksal bogluklar igeriyordu. 11k tam tekmil ispat Laszlo Fejes
Toth tarafindan 1940'ta yayimlandi. Az zaman sonra Beniami-
no Segre ve Kurt Mahler alternatif ispatlar buldular. Hai-Chau
Chang ve Lih-Chung Wang daha basit bir ispat1 2010'da inter-
nete koydular.

Kepler Kestirimi

Kepler kestirimi 6zdes kiireleri uzayda istiflemek igin benzer
bir problem hakkindadir. On yedinci ylizyi1lin baginda muhte-
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sem matematikg¢i ve gékbilimci Kepler bu kestirimi kar tanele-
ri hakkindaki bir kitapta ortaya atta.

Sekil 119: Bu resimler Alaska Vermont Yukari1 Michigan yarnmadasi
Kuzey Ontario'da ve California‘daki Sierre Nevada daglarninda yer-
yiziine diigen gergek kar kristallerini gostermektedir. Onlar Ken-
neth G. Libbrecht tarafindan 6zel olarak tasarlanmig kar tanesi
fotomikroskobuyla gekilmigtir.

Kepler kar taneleriyle ilgilenmekteydi, ¢linki onlar siklikla
altili simetriye sahipti: aym gekli 60° egit araliklarlaneredeyse
alt1 kez tekrar ederek. O bunun neden oldugunu merek etti ve
dogadaki benzer dizilimlere bizim su anda bildigimize takdi-
re sayan derecede yakin bir agiklama getirmek i¢in mantiginy,
hayal giiciinii ve bilgisini kullanda.

Kepler, Kutsal Roma Imparatoru II. Rudolf’un sarayinda
matematik¢iydi ayrica onun ¢aligmasi zengin bir diplomat ve
imparatorun danigmanlarindan biri olan Wackenfelsgillerin
John Wacker'i tarafindan desteklenmekteydi. Kepler 1611'de
hamisine bir yilbag1 hediyesi verdi: 6zel olarak yazilmig bir
kitap De Nive Sexangula [Alti Kégeli K ar Tanesi Uzerine). O kar
tanelerinin neden alti1 kenarli oldugunu sorarak ige bagladi. O
cevabi elde etmek i¢in bir narnn i¢indeki nar taneleri ve an ko-
vanindaki bal petekleri gibi altil simetriye sahip diger dogal
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sekilleri inceledi. Biz az 6nce diizlemde daireleri istiflemenin
dogal olarak bizi bal petegi diizenlemesine gotiirdiigiini gor-
miistiik. Kepler kiireleri uzayda istifleme konusunda kar tane-
si simetrisi formunu agikladi.

O, sagirtic1 bir gsekilde modern agiklamaya yakin bir nokta-
ya gelmigti: kar tanesi atomik yapisi bal petegine ¢ok benzeyen
ideal bir kristaldir. Ozellikle, o altil simetriye sahiptir (aslinda
ondan birazcik daha simetrik). Her birisi ayn1 gsekilde simetrik
olan kar tanesi gekillerinin gegitliligi onlarin olugtugu firtina
bulutlarimn igindeki degigen sartlardan kaynaklanmaktadir.

Bu esnada ¢6ziilmesi 387 yil alacak ve siradan bir yorumdan
fazlasi olan matematiksel bir yapboz ortaya atti. Uzayda 6zdeg
kiireleri istiflemek i¢in en etkili yol nedir? O, su anda yiizey mer-
kezli kiip 6rgii dedigimizin cevap olmasi gerektigini 6ne siirdi.

Bu aynm1 manavlarin portakallarn iist iste istifledikleri gi-
bidir. Oncelikle kare érgii olugturacak gekilde bir zemin ya-
pin (Sekil 120, solda). Sonra, benzer bir katmani her bir kiire
alttaki dort kiirenin kesigiminin istiine gelecek gekilde onun
istline yapin (ortada). Biitlin boglugu doldurana kadar bu ge-
kilde (sagda) devam edin. Bu, biitlin diizlemi doldurmak i¢in
her bir katman1 yanlamasina genigletmeyi ve katmanlar: en
istteki ilk katmanin altina kadar yerlestirmeyi gerektirir. Bu
istiflemenin yogunlugu n/V18 - 0,740480 olarak hesaplanabi-
lir. Kepler'e gore bu diizenleme miimkiin olan en biiyiik yogun-
luga sahip ‘en siki istifleme’ olmahdir.

Sekil 120: Yiizey merkezli kiip 6rgii. Solda: 11k katman. Ortada: 11k
iki katman. Sadda: 11k dért katman.
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Manavlar bir kutuyla veya masanin iistiiyle baglarlar ve
yukanya dogru katman katman ilerlerler ve bu, ylizey merkezli
kiip 6rgiiyii tanimlamanin bir yoludur. Ancak Kepler‘in sorusu
biitiin mimkiin istiflemeler hakkindadir, dolayisiyla her seyin
diz katmanh olacagini varsayamayiz. Manav yontemi aslinda
farklh bir soruyu ¢ozer. Soru, bunun cevabi degistirip degigti-
remeyecegidir.

1k bakigta manav istiflemesi yanhs cevap gibi géziikiir,
¢liinki o kare 6rgii katmanlar kullanir ve altigen 6rgii daha yo-
gundur. Manavlar en siki istiflemeyi amagladiklarindan degil
portakallar1 dikdortgen kutulara yerlestirdiklerinden dolay:
kare orgiiydl kullanirlar. Dolayisiyla biz ilk katmam altigen
alirsak daha iyi yapmig olmaz miy1z? Art arda gelen katman-
lar alt katmandaki bogluklara her katman aym altigen 6rgi
dizilimi olacak gekilde oturacaktir.

Kepler bunun bir fark olugturmadigini fark etti. Sag taraf-
taki geklin egimli kenan altigen 6rgii olugturur. Bu katmana
paralel olan katmanlar da komgu katmanlardaki gikintilara
yerlesecek sekilde altigen olur. Dolayisiyla altigen katmanlan
kullanan alternatif diizenlemeler sadece egimli ylizey merkezli
kip orgi olugturur.

Bununla birlikte bu bize kayda deger bir gey séyler: sonsuz
sayida farkh istiflemelerin neredeyse higbiri ylizey merkez-
li kiip 6rgiliniin yogunluguna sahip oérgii degildir. Bir altigen
katmani bir sonraki katmanla birlestirmek igin iki farkh yol
vardir ve biz her siradaki katman igin bu yollardan birini se-
¢ebiliriz. tki katmanl bir diizenleme digerinin doénel halidir,
ancak ii¢ ve sonrasindaki katmanlar i¢in durum béyle degildir.
Dolayisiyla 3 katman igin 2 farkly, 4 i¢in 4, 5 igin 8 diye devam
eden orijinal diizenleme vardir. Yerlegen her bir katman igin
olasiliklar sonsuzdur. Bununla birlikte, her bir katman aym
yogunluga sahiptir ve katmanlar bu iki gikint1 segenegine egit
uzaklikta istiflenir. Dolayisiyla segeneklerin her serisi i¢gin yo-
gunluk n/y18'dir. Aymi yogunlukla sonsuz sayida istiflemenin
varlig1 Kepler sorusunun gizli seytanhklara sahip olduguna
dair bir uyanydi.
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Kepler'in kestirimi Thomas Hales ve 6grencisi Samuel Fer-
guson bilgisayar destekli bir ispat yaptig1 1998'e kadar ispat-
lanmamig kaldi. Hales ispat1 prestijli Annals of Mathematics
isimli dergiye 1999'da sundu. Dért yil boyunca uzmanlardan
olusan bir panel tam dogrulugunu onaylamak i¢in toplanda,
ancak hesaplamalar o kadar karmagik ve devasaydi ki ispatin
tam dogrulugunu onaylamanin miimkiin olmadigim digiindi-
ler. Sonunda ispat onun zorlugunu igaret eden bir notla birlik-
te yayimland.

ise bakin ki bu soru ispatinin dogrulanabilir oldugu bir
bicimde geriye dogru muhtemelen yeniden ... bilgisayar ta-
rafindan yazilabilir. Mesele, dogrulama programinin Hales'in
ispatindan daha basit olacagidir, dolayisiyla yazilimin manti-
ginin dogrulugunu elle kontrol etmek miimkiin olacaktir. Son-
ra Kepler kestiriminin ¢ok daha karmasik ispatinin dogrulan-
masi olan kutunun iizerinde séyleneni yaptigina dair giivene
sahip olabiliriz.

Buraya dikkat.
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MUZIKTE GAMLAR

Tampereman mizik sisteminde ardisik notalarin frekanslari-
nin oran 2'nin 12. dereceden kékidir. Bu, n'yi 22/7'ye yakin-
samada oldugu gibi bir uzlagimdir; ancak bu sefer dogal mi-
zik araliklar1 basit rasyonel sayilardir ve '2y2'nin kuvvetleri
bunlara irrasyonel yakinsamalar saglar. Bu, insan kulaginin
sesi algilama bi¢iminden ortaya gikar.

Ses Dalgalar

Fiziksel olarak bir miizik notasi galg: aletinden gikan ve kulak
tarafindan algilanan bir ses dalgasidir. Dalga kati, siv1 veya
gazda onlann seklini degistirmeden hareket eden veya aym
hareketi devamh ve diizenli bir bigimde tekrar eden degisik-
liklerdir. Dalgalar gergek diinyada bolca bulunur: 151k, ses, su
dalgalan ve titresimler ona 6rnektir. Dalgalar diinyada dep-
remlere neden olur.

Konum veya zaman

Sekil 121: Siniis egrisi
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Dalga i¢in en temel ve basit gekil siniis egrisidir. Egrinin
yiksekligi yani dalganin genligi diizensizligin ne kadar biiyiik
oldugunu belirleyen bir 6l¢iidiir. Ses dalgalar: igi bu notanin
ne kadar yiiksek sesli oldugunu gosterir: daha biiyiik genlik
kulagi daha gok rahatsiz edecek sekilde havay1 daha ¢ok titres-

tirir ve biz bunu seste yiikseklik artig1 olarak algilariz.

Kisa dalga boyu

Genlik

Konum veya zaman

Uzun dalga boyu

Konum veya zaman

Sekil 122: Dalga boyu

Siniis egrisinin bir diger 6nemli 6zelligi onun dalga bo-
yudur: ardigik dalga tepeleri arasindaki uzaklik (veya gegen
zaman). Dalga boyu dalganin geklini belirler. Ses dalgalarin-
da dalga boyu sesin perdesini belirler. Kisa dalga boylar: sesi
daha yiikseltirken uzun dalga boylar sesi algaltir.

Dalganin ayni 6zelligini 6l¢menin frekans denen ve dalga
boyuyla ters orantili olan bir diger yolu daha vardir. O, verili
bir zaman veya konumda kag¢ adet dalga tepesi oldugudur. Fre-
kanslar hertz (Hz) adinda bir birimle 6lgilir: bir hertz saniye
basina diigen titregim miktaridir. Ornegin, piyanoda do sesi
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261,62556 hertz frekansina yani saniyede 261 titresimden bi-
razcik fazla olan titregime sahiptir.

P
Sol
anahtan

Sol el notalan
Fa
anahtan

Sekil 123: Temel miizik nota gosterimi.

Bir oktav yliksek do notasi1 523,25113 hertz frekansina
sahiptir: tam olarak iki kati1 biyikliktedir. Bir oktav digik
do notasi 130,81278 hertz frekansa sahiptir: tam olarak yari
biiyiikliktedir. Bu iligkiler dalgalarin matematiginin miizikle
nasil baglantili oldugunun temel 6rnekleridir. Konuyu daha
ileriye goétiirmek igin gitar veya keman gibi telli bir ¢alg aleti-
ni ve gimdilik sadece bir telini diigiinin.

Bizim c¢algiya yandan klavyenin tam karsisindan baktig-
miz1 varsayin. Miizisyen teli gektiginde tel galg: aletine gére
bir yénden digerine; bize géreyse agag1 yukar titregir. Bu telin
bir ucu sabitken telin gseklinin periyodik dongi olarak degigti-
gi kararlh dalgaya yol agar.

En basit titregim tel sinlis dalgasinin yarisini olugturdu-
gundadir. Bir sonraki en basit titregimse tam bir siniis dalga-
sidir. Ondan sonraysa 1 sonrasindaysa 2 siniis dalgas: gelir
ve bu béyle devam eder. Yarim dalgalar olugur ¢iinki tam bir
sinilis dalgasi yatay bir adediyle ortada ve her bir ugta kar-
silagir.
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Sekil 124: Soldan saga dogru: Yarim siniis dalgasi. Tam siniis dal-
gasl. Bir tam ve bir yarim siniis dalgasi. tki tam siniis dalgasi.

Burada dalga boylan 1/2, 1, 3/2, 2 seklinde devam eder. Ya-
rim dalgalar mevcuttur, ¢iinkd biz yarim dalgalar: kullaniriz.
Eger biz telin yaris1 gibi birimlerde ¢aligirsak o halde dalga
boylar1 daha basitge 1, 2, 3, 4 olur.

Aym gerginlikte tutulan aym tel igin ilgili frekanslar 1, 1/2,
1/3, 1/4'tiir. Ornegin, eger yarim dalga titresimi do notasina
yakin 261 hertz frekansina sahipse frekanslar géyle olacaktir:

261 Hz
261/2 =130,5 Hz
261/3 =87 Hz

261/4 = 62,25 Hz

Temel tek yarim dalga esas ve digerleri de ardigik harmo-
nikler olarak adlandirlr.

Yaklagik 2500 yil 6nce Pisagorcular evrendeki her geyin
matematiksel gekiller ve sayisal oriintiilerle olustuguna ina-
myorlardl. Onlar miizikal harmoni ve sayilar arasinda kayda
deger bir iligki kegfettiler. Bir efsaneye gore Pisagor bir demir-
cinin ditkkkaninin éniinden gegerken farkh biiyiikliklerdeki ge-
kiglerin farkl perdelerde sesler iirettigini fark emigti ve basit
sayilarla iligkili olan 6rnegin her biri bir digerinin iki kati olan
o ¢ekigler harmonik sesler ¢ikariyordu. Bununla birlikte, eger
bunu gergek cekiglerle denerseniz onlarin harmonik sesler ¢i1-
karmak i¢in ¢ok karmagik bi¢imli oldugunu fark edeceksiniz-
dir. Ancak su dogrudur ki kiigiik nesneler biiyiik olanlara gére
daha yiiksek perdeli sesler olugtururlar.

Ptolemaios MS 150 dolaylarinda kitabi Harmonics [Har-
monikler] iginde gerili bir telin kullanildig1 daha akla yatan
bir Pisagorcu deneyden bahseder. Pisagorcular aym gerginlik-
te, aralarinda 2/1 veya 3/2 gibi basit oran bulunan iki telin
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beklenmedik bi¢gimde harmonik notalar irettigini kegfettiler.
Daha karmagik oranlar ahenksizdir ve kulaga hos gelmez.

Nota Araliklar:

Miizisyenler nota ¢iftlerini onlarin bazi miizikal 6lgiilerde kag
adimla ayrnldiklarini aralarindaki araliklarla tanimlarlar. En
temel aralik oktavdir: piyanoda yedi beyaz tus yukariya ha-
reket edin. Farkli oktavdaki ayni notalar biri digerinden bir
oktav yiiksek olmasi diginda dikkat gekecek bigimde benzer
tinilar. Gitarda veya kemanda bog telin bir oktav iizerindeki
notay! ¢almanin yolu klavyede o telin ortasina basmaktir. Her
zaman bir oktav yukariy: ¢galmak i¢in telin yaris1 basilir. Dola-
yisiyla oktav basit sayisal bir oran olan 2/1 ile iligkilidir.

Diger harmonik araliklar basit sayisal oranlarla iligkilidir.
Bat1 miizigi i¢in en 6nemlisi dérdiinci 4/3 ve besinci 3/2dir.
(Do, re, mi, fa, sol, la, si, do biitiin notalar1 eger dikkate alirsa-
niz isimler anlaml hale gelir. Do kdk ses olarak alinirsa dér-
diinci nota fa beginci nota sol ve sekizinci de dodur. Ardigik
notalar1 kék notaya 1 diyerek numaralandirirsak onlar gam
boyunca sirasiyla 4., 5. ve 8. olurlar.)

Geometri perde denen belli konumlarda gémiilii béliinmiig
tel araliklari olan gitar gibi galg: aletleri igin 6zellikle berrak-
tir. Dérdiincii nota i¢in olan perde biitiin bir telin dortte biridir
ve beginci nota igin de biitiin telin tigte biridir ve oktav igin de
yarisidir. Bunu mezurayla kontrol edebilirsiniz.

Gamlar

Bu oranlar miizikal gamlar i¢in kuramsal temel olugturur ve
ginimiizde ¢ogu Bat1 miiziginde kullanilan gama yol agar. Bir-
¢ok farkl miizikal gam vardir ve biz sadece en basitini betim-
liyoruz. Bir kok notayla baglayin ve tellerin uzunluklarini elde
etmek icin beginci notaya kadar ¢gikin
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E
2
Carpilinca bu kesirler su hale gelir

3 9 27 81 243
2 4 8 16 32

11k ikisi hari¢ bu notalarin hepsi bir oktav iginde kalmak
icin ¢ok tizdir, ancak kesirleri 2'ye bélerek sonug 1 ila 2 ara-
sinda kalana kadar bir veya daha fazla oktav azaltabiliriz. Bu,
su kesirleri ortaya gikarir

9 27 81 243
8

3
2 16 64 128

Son olarak bunlar: sayisal olarak artan gekilde siralarsak
sunu elde ederiz

9 81 3 27 243
8 64 2 16 128

Bunlar piyanodaki do, re, mi, sol, la, si notalarina oldukga
yakindir.

Fa'nin olmadigina dikkat edin. Aslinda 81/64 ile 3/2 arasin-
daki bogluk kulaga digerlerinden daha genig gelir. Bu boglugu
gidermek i¢in araya piyanoda fa'ya ¢ok yakin olan dérdiinci
nota igin 4/3'd sikigtininz. Gami 2 oranh bir oktav yukar: ikin-
ci bir do ile tamamlamak da yararhdir. Su halde tizlikleri kesir
halinde dértlere, beglere ve sekizlere dayal bir gam elde ettik.

81 4 3 27 243 5
8 64 3 2 16 128
C D E F G A B C

Do(C) Re(D) Mi(E) Fa(F) Sol(G) La(A) Si(B) Do(C)

Uzunluk tizlige kiyasla ters orantilidir, dolayisiyla uygun
uzunluklan elde etmek igin kesirlerin sirasini degistirmek zo-
rundayiz.
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Simdiye kadar piyanodaki beyaz tuglu biitiin notalari
agikladik, ancak bir de siyah tuglu notalar vardir. Onlar or-
taya gikar, ¢linkii gamdaki ardigik sayilar arasinda hep farkh
bir oran vardir: 9/8 (tam ses denilir) ve 256/243 (yarim ses
denir). Ornegin 81/64'iin 9/8'e oram 9/8'dir, ancak 4/3'iin
81/64'e orani 256/243'tir. ‘'Yarim' ve ‘tam’ ismi ses araliklari-
nin yaklagik kargilagtirilmasini ifade eder. Onlar sayisal ola-
rak 1,125 ve 1,05'tir. I1ki daha genistir, dolayisiyla tam aralik
yarima gore tizlikte daha fazla bir degisim yapar. ki yarim
aralik yaklagik olarak 1,11 olan ve 1,125°ten ¢ok da uzak ol-
mayan 1,052 oranim verir. Sonug olarak iki yarim aralik bir
tam araliga yakindir.

Bu gekilde devam ederek her tam aralig: 12 notal bir gam
elde etmek igin her biri yanm araliga yaklagik olan iki yarim
araliga boélebiliriz. Bu hafifce farkl sonuglar verecek sekilde
birgok farkl yolla yapilabilir. Bu yapilirsa o zaman da bir mii-
zik eserinin anahtarim degistirirken zor algilanan ancak du-
yulabilir sorunlar olabilir: araliklar hafifce degisir, deyim ye-
rindeyse her notay1 yarim aralik yukar: hareket ettiririz. Bazi
calgi aletlerinde 6rnegin klarnette bu ciddi teknik problemlere
yol agabilir, ¢iinkii notalar onun igindeki sabit konumdaki de-
liklerden gegerek olugturulur. Ornegin keman gibi digerlerinde
devam edegelen diizende notalar iiretilebilir, dolayisiyla mi-
zisyen notay: uygun sekilde ayarlayabilir.

Gitar ve piyano gibi digerlerindeyse farkli bir matematik-
sel sistem kullanilir. Bu, anahtar degistirme sorununu ortadan
kaldirir, ancak bazi zor algilanir édiinleri gerektirir. Ana fikir
gamdaki ardigik notalar arasindaki araliklar: tam olarak esit-
lemektir. Ardigik notalar arasindaki aralik onlarin frekanslari-
nin oranina dayalidir, dolayistyla verili bir aralig: iiretmek igin
bir notanin frekansini alir ve onu bazi sabit degerle digerinin
frekansini elde etmek i¢in garparz.

Pekala, yarim aralik i¢in bu sabit deger ne olmahdir?

On iki yarim aralik 2 oranina sahip bir oktav eder. Bir oktav
elde etmek i¢in baglangi¢ frekansini ele almak ve onu yanm
araliga uygun belli sabit degerle on iki kez art arda ¢arpmak
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zorundayizdir. Sonug baglangigta yola giktigimiz frekansin iki
kat1 olmalidir. Dolayisiyla bir yarim aralik i¢in olan oranin on
ikinci kuvveti 2'ye egit olmalidir. Bu da yarim aralik i¢in olan
oranin 2'nin on ikinci dereceden kékiidiir. Bu, '2y2 olarak yazi-
lir ve yaklasik olarak 1,059463tir.

Bu fikrin biylik avantaji ¢cok sayida miizikal iligkinin tam
olarak igslemesidir. 1ki yarim aralik bir tam aralik ve 12 yarim
aralik da bir oktav eder. Daha da iyisiyse, gamin bagladig yer-
de biitiin notalar: sabit bir degerle oynatarak anahtar: degis-
tirebilirsiniz.

Bu say! 2'nin on ikinci k6kii tampereman gamina yol agar.
Bu bir 6diin vermedir; 6rnegin, tampereman gaminda dor-
diinci nota igin 4/3 orami 4/3 = 1,333 yerine 1,059°= 1,335'tir.
Egitimli bir miizisyen fark: ayirt edebilir, ancak ona aligmak
kolaydir ve gogumuz onu asla fark etmez.

Bu irrasyonel bir sayidir. p ve q tamsayiyken varsayin ki
12y2 = p/q olsun. O halde p'? = 2q¢'#dir. iki tarafi da asal gar-
panlarina ayinn. Sol taraf 2 igeren ¢ift bir sayiya sahiptir
(muhtemelen 0). Sag tarafsa tek sayiya sahiptir. Bu temel asal
carpanlara ayirma kuraliyla geligir.

Davullar ve Telleri Titrestirmek

Basit oranlarin neden miizikal harmoniyle ¢ok yakin iligki
icinde bulundugunu agiklamak igin titregen tellerin fizigine
bakmaliyiz.

John Bernoulli keman telinin hareketinin basit matema-
tiksel modelini betimleyen ilk biiyiik bulusu ortaya gikardi. En
basit haliyle herhangi bir anda titregen telin seklinin bir siniis
egrisi oldugunu bulmustu. Titregimin genligi de konumdansa
zamanda siniis egrisini takip ediyordu.
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Sekil 125: Titregen telin ardisik anlik fotograflari. $ekil her anda bir
siniis egrisidir. Genlik siniis egrisiyle zaman iginde degigmektedir.

Bununla birlikte diger ¢oziimler de vardir. Onlarin hepsi
siniis egrisiydi, ancak onlar tel boyunca 1, 2, 3 veya daha fazla
dalganin titregiminin farkl ‘modlarini’ betimlemisti. Siniis eg-
risi yine herhangi bir anda seklin anlik gériintiisiiydii ve onun
genligi siniisle es degisen zaman bagimh bir faktorle ¢arpili-
yordu.

Sekil 126: Titregen telin mod 1, 2, 3'teki anlik gériintiisi. Her du-
rumda tel agag) yukar titregir ve onun genligi de zamana gore si-
nis egrisiyle egtir. Daha fazla dalga oldukga titregim de fazlalagir.

Telin ucu her zaman hareketsiz konumdadir. 11ki harig bii-
tinmodlardauglararasinda telin titregsmedigi noktalar vardir:
egriler yatay eksende ¢akigtig1 zaman. Bu diigiim noktalarinin
Pisagorcu deneyde neden basit sayisal oranla ortaya giktigim
acgiklar. Ornegin, mod 2 ve 3 aym tel iizerinde olugtugundan
2. mod egrisinde ardigik diigiim noktalar1 arasindaki bogluk
3. moddaki egriye uygun olarak onun 3/2 katidir. Bu, 3/2 gibi
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oranlarnin neden dogal olarak titregen tellerin dinamiginden
ortaya ¢iktigini agiklar.

Son agama bunlann harmonikken neden digerlerinin olma-
digin1 anlamaktir.

Jean Le Rond d’Alembert 1746’da titregen bir telin ma-
tematiksel dalga denklemi denen bir denklem tarafindan be-
lirlendigini kesfetti. O, bir tel {izerinde etki eden onun kendi
gerilimi ve bir ¢ekip birakmak veya bir yay kullanarak teli
cekilen yonde hareket ettirme gibi kuvvetlerin onun hareket-
lerini nasil etkiledigini agiklar. D'Alembert, Bernoulli'nin si-
niis egrisi ¢oziimiyle buldugunu birlegtirebilecegini fark etti.
Olayi basitlegtirmek igin belli bir anda zaman bagimlihgindan
kurtularak anlik bir fotografi diigiiniin. Ornegin, sekil 5 sin x +
4 sin 2x — 2 cos 6x geklini gdsterir. O basit bir siniis egrisinden
¢ok daha karmasiktir. Gergek calg: aletleri benzer bigimde bir-
¢ok siniis ve kosiniis terimleri iceren karmagik dalgalar iiretir.

Daha basit anlatirsak, sin x'in iki kat1 frekansa sahip sin
2x'e bakalim. Acaba o kulaga nasil gelir? O bir oktav biiyiik
olan notadir. Kok sesin iizerine ¢alindig: zaman kulaga en har-
monik gelen notadir. O halde, ikinci mod (sin 2x) i¢in telin gekli
eksende kendi ortasinda gakigir. O diigiimde, o sabit kalir. Eger
o noktaya parmaginizi yerlestirirseniz telin iki yansi da sin x
ile degil sin 2x oriintiisiiyle titregsmeye devam eder. Bu yanm
telin bir oktav yiiksek nota iiretmesi Pisagorcu kesfi agiklar.
Benzer bir agiklama onlarin kesfettigi diger basit oranlarla da
basa gikar: onlann hepsi o orana sahip olan siniis egrileriyle
ve boylesi egriler uglan hareket etmesine izin verilmeyen sabit
uzunlukta bir telde diizgiince eslesir.

Neden bu oranlar harmonik timlar? Nedeninin bir pargasi,
basit oranli olmayan siniis egrilerinin iist iiste binince ‘vurusg’
denen bir etki iiretmesidir. Ornegin, 8/7 gibi bir oran sin 7x +
sin 8x’e uygun bir dalga bigimindedir.
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Sekil 127: Gesitli genlikte ve frekansta siniis ve kosiniis egrilerinin
karakteristik bir karngima.

Elde edilen sesse giderek yiikselen ve daha sonra hafifleyen
yiksek tizlikte uguldama gibidir. O, gelen sese keman telinde
oldugu gibi yaklasik olarak aym bigimde cevap verir. Dolay1-
s1yla iki nota vurdugunda sonu¢ harmonik olmaz.

Bununla birlikte fazladan bir faktér daha vardir. Bebekle-
rin kulaklan beyinleri geligirken siklikla duyduklan seslere
akortludur. Aslinda kulaktan beyine gelen sinirlerdense beyin-
den kulaga giden sinirler daha goktur ve beyin gelen seslere
kulagin cevabim ayarlamak igin bunlan kullanabilir. Oyleyse
harmonik olarak kabul ettiklerimizin bir de kiiltiirel boyutu
vardir. Ancak en basit oranlar dogal olarak harmoniktir ve kiil-
tirlerin ¢ogu onlan kullanir.

Tel bir boyutludur, ancak daha fazla boyutlarda da ¢ok
benzer fikirler uygulanir. Ornegin, davulun titresimleri {izeri-
ne ¢caligmak igin iki boyuta sahip davulun dig ylizeyi gibi sekil-
lititregen bir zar diigiiniiriiz. Miizikteki gogu davul daireseldir,
ancak kare ve hatta kedi gekilli bir davuldan ¢ikan seslerle de
calisabiliriz.
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Sekil 128: Vuruglar.

Sekil 129: Solda: Bir dikdoértgen titresen davulun 2 ve 3 numaral
dalgali bir modunun anhk fotografi. Sagda: Titresen dairesel bir
davulun bir modunun anhk fotografi.

Segili herhangi bir alan gekli i¢in Bernoulli'nin siniis ve ko-
siniislerine benzeyen fonksiyonlar vardir: titregimin en basit
oériintiileri. Bu oriintiiller modlar veya ne hakkinda konustu-
gunuzu kesin olarak agik séylemek i¢in normal modlar olarak
adlandinlir. Diger biitiin dalgalar normal modlar ist iste ge-
tirilerek ve eger yine gerekirse sonsuz seriler kullanilarak elde
edilebilir.

Sekil ii¢ boyutlu olabilir: bir kati cisim. Titregen ili¢ boyutlu
kiireye basit bir model depremler esnasinda diinyanin nasil
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hareket ettigidir. Daha kesin gekil kutuplardan hafifge igeri
¢6kmiig elipstir. Deprembilimciler diinyanin fizigini orijinaline
daha sadik bigimde modellemek, dalga denklemi ve o modelin
daha karmasik bigimlerini depremler tarafindan olugturulan
sinyalleri anlamak i¢in kullanirlar.

Eger bir araba tasarliyorsaniz ve istenmeyen titregimleri
ortadan kaldirmak istiyorsaniz araba bi¢imli bir nesne veya
miihendislerin anlamaya galigtig1 hangi pargasi iginse onun
dalga denklemine bakarsiniz. Depreme dayanikli binalar ta-
sarlamak da benzer bir siiregtir.
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t(3) ~ 1,202056
APERY’NIN SABITI

Apéry sabiti biitiin ¢ift sayilarda igleyen ancak tek sayilarda
igliyor gibi géziilkmeyen matematiksel bir 6riintiiniin kayda
deger bir 6rmegidir. Bildigimiz kadariyla tabii ki de. Bu sayimin
irrasyonel oldugunun kanit1 beklenmedik bir geydir.

Ugiin Zetas1

Zeta fonksiyonunu [1/2 bélimiine bkz.] hatirhyor musunuz? z
karmagik bir sayiyken [i b6limiine bkz.] analitik siireklilikle
ilgili baz1 teknik sorunlara muhatap olan seriler tarafindan
tamimlanir

Clz) =1/12 + 1/22+ 1/3% +...

On sekizinci ylizyi1lin matematikgileri bu sonsuz serilerle
ilk defa Euler, Basel sorusunu ¢éziigiinde z = 2 oldugu 6zel du-
rumda kargilagtilar. Bu, bu dilde tam karelerin ¢garpma iglemi-
ne gore terslerinin toplamindaki £(2) i¢in formiil gerektirir. Biz
[n] bolimiinde 1735'te Euler'in cevabi buldugunu gérmiistiik

C(2) =1/12 + 1/22+ 1/3% + 1/4%+ 1/5%... =n?/6

Ayni yéntem doérdiinci, altinci veya herhangi bir ¢ift tam-
say1 kuvveti igin de igler:

C(4)=1/1"+ 1/2%+ 1/3* + 1/4*+ 1/5%** ... =n*/90

C(6) = 1/1° +1/25+ 1/3% + 1/45+ 1/5%+... =n®/945
ve 6runti

t(8) = n*/9450 t(10) = n'°/93.555

C(12) = n'%/945.638.512.875 {(14) = n'/18.243.225 seklin-
de devam eder.
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Bu ornekler 15181nda kiip kuvvetlerin toplaminin n*iin, be-
sinci kuvvetlerin kargiliklh toplaminin ve devaminin n*'in ras-
yonel bir kati olmasini gayet tabi bekleyebiliriz.

Bununla birlikte, sayisal hesaplamalar varsayimin yanlg
oldugunu saglam bir sekilde ortaya koyar. Gergekten de bu di-
ziler i¢in n ile iligkili veya iligkisiz hi¢bir formiil bilinmemek-
tedir. Onlar oldukga gizemlidir.

n irrasyonel oldugundan, dogrusu agkin oldugundan [n
bélimine bkz.] yukandaki biitlin serilerin toplami irrasyonel
toplamalara sahiptir. Dolayisiyla n = 2, 4, 6, 8, ... igin {(n)
irrasyoneldir. Bununla birlikte tek say1 kuvvetler i¢in bunun
dogru olup olmadigini bilmiyoruz. Bu, ¢gok muhtemel goéziikiir,
ancak n'nin tek tamsay: degerleri igin {(n) anlasilmasi gok
daha zordur ¢iinki Euler'in yontemi n'nin ¢ift olmasina daya-
lidir. Cok matematik¢i bu soruyla bogusmugtur ve sonugta tam
olarak higbir yere varamamaiglardir.

n =3 oldugunda garpma islemine gore ters ardigik kiiplerin
toplami olarak Apéry sabiti denen ve sayisal degeri 1,20205
6903159594285399738161511449990764986292... olan sayiy:
elde ederiz:

C3) =1/13+1/23+ 1/3° + 1/43 + 1/5% + ...

Bunu n*ile bélersek bu higbir tekrarlama igareti gosterme-
yen 0,038768179602916798941119890318721149806234568...
haline gelir, dolayisiyla rasyonel gibi géziikmez. Bu kiigik pay
ve paydayla kesinlikle rasyonel bir say:1 degildir. Robert Setti
2013'te Apéry sabitini 200 milyarnci haneye kadar hesaplad..
Bu n*'lin rasyonel bir kat1 géziikmekten daha uzaktir ve diger
standart matematiksel sabitlerle iligkisiz géziikmektedir.

Bu nedenle Raoul Apéry 1978'de £(3)'in irrasyonel oldugu-
nun ispatini agikladiginda bu biiyik bir siirprizdi ve ispatinin
dogru oldugu ortaya ¢ikinca bu daha biiyiik bir siirprizdi. Bu
Apéry'e iftira etmek i¢in degildir. Ancak ispat bazi kayda de-
ger savlar icermekteydi: 6rnegin, agik bir gekilde rasyonel olan
ancak tamsay1 olmasi hi¢ de muhtemel olmayan bir sayilar di-
zisi aslinda tamsayiyd: (Her tamsay! rasyoneldir, ancak tersi
gegerli degildir.). Bilgisayar hesaplamalar tamsayilar agiga
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¢ikarinca bu akla yakin olmaya bagladi, ancak bunun sonsu-
za kadar devam edecegine iligkin bir ispat bulmak biraz vakit
aldi. O, Euler tarafindan bilinmeyen higbir yontemi igermese
de Apéry'nin ispati ¢ok karmagikti. O zamandan beri daha ba-
sit ispatlar bulundu.

€(3)'e iligkin yontemler 6zeldir ve diger ¢ift tamsayilara ya-
yilabilir géziikmemektedir. Bununla birlikte, Wadim Zudilin ve
Tanguy Rioval 2000'de sonsuz sayida {(2n + 1)'in irrasyonel
oldugunu ispat ettiler. £(5), £(7), £(9) ve £(11)'den en azindan bi-
rinin irrasyonel oldugunu 2001'de ispat ettiler, ancak kigkirtici
bir gekilde teoremleri bu dért sayidan 6zel olarak hangisinin
irrasyonel oldugunu séylemez. Matematik bazen boyledir.
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v~0,577215
EULER SABITI

Bu say1 analizin birgok alaninda ve say1 kuraminda ortaya ¢i-
kar. O kesinlikle gergel bir sayidir ve mantiken o irrasyoneldir,
bu yiizden onu buraya koymusumdur. Belli baz1 degere kadarki
tim tamsayilarin carpma iglemine gore tersinin toplaminin en
basit yakinsamasinda ortaya gikar. Ayni anda her yerde olma-
sina ve basitligine ragmen onun hakkinda ¢ok az ey biliyoruz.
Ozellikle hi¢ kimse onun irrasyonel oldugunu ispat edemez.
Ancak biz onun rasyonel oldugunu biliyoruz, bu asir1 derece-
de karmagiktir: onu temsil eden herhangi bir kesir kesinlikle
240.000'den fazla basmaga sahip devasa sayilar igerecektir.

Harmonik Sayilar

Harmonik sayilar carpma islemine gore ters sayilarin sonlu
toplamidir:

H=1+1/2+1/3+1/4+ ...+ 1/n

H_ icin belirgin bir cebirsel formiil bilinmemektedir ve
béyle bir sey muhtemel géziikmemektedir. Bununla birlikte
kalkiiliis kullanarak H ‘nin yaklagik olarak log n [e blimiine
bkz.] yani dogal logaritmasina egit oldugunu géstermek olduk-
¢a kolaydir. Ashinda daha iyi bir yakinsama vardir. y sabitken

H_~logn +y'dir. n biiyiidiikge iki taraf arasindaki fark is-
tedigimiz kadar kiigiiklegir.

y'1n ondalik agilimi géyle baslar

y = 0,5772156649015328606065120900824024310421... ve
AlexanderYee 2013'te 19.377.958.182. ondalik basamaga kadar
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bunu hesaplamigtir. Bu Euler sabiti olarak bilinir ¢iinki bunu
ilk olarak Euler'in 1734'te yazdig: bir makalede ortaya ¢ikmig-
tir. O, bunu C ve O olarak belirtti ve onu 16. ondalik basamaga
kadar hesapladi. Lorenzo Mascheroni 1790'da say: hakkindaki
sonuglarim yayimladi, ancak o, bunu A ve a olarak gésterdi.
0, 32 ondalik haneyi hesaplamaya ¢aligmigtir, ancak 20. ve 22.
basamag: yanlig hesaplamigtir. Bu bazen Euler-Mascheroni
sabiti olarak bilinir, ancak genel olarak 6évgiiyl Euler hak et-
mektedir. Matematikg¢iler 1830 dolaylarinda gésterimi giini-
miizdeki standart olan y olarak degistirdiler.

Euler sabiti 6zellikle sonsuz serilerle ve kalkiiliisteki belir-
li integrallerle iligkili olarak pek ¢ok matematiksel formiilde
ortaya cikar. Bunun iisse yazildig1 e', say1 kuraminda gokga
bulunur. Euler sabitinin agkin oldugu iddia edilmistir, ancak
bunun irrasyonel oldugu bile bilinmemektedir. Bunun siirekli
kesrinin hesaplamalan eger bu rasyonelse p ve g tamsayilar-
ken p/q'ya esit oldugunu ispatlar, yani q en az 10%42°%°'dir.

Harmonik sayilar igin daha hassas bir formiil en fazla
1/252n° hatayla sudur:

H =logn+y+1/2n-1/12n? + 1/120/n*
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Ozel Kiigiik Sayilar

Simdi yeniden kendiliginden albenisi olan tamsayilara
doéniiyoruz. Her birisi onu ilging yapan 6zel nitelikleriyle
farkh bir bireydir.

Aslinda, tiim sayilar ilgingtir. Ispati: eger dyle
olmasaydi ilging olmayan en kiigiik say:1 var olmaliyd.
Ancak bu onu ilging kilar: geligki.






11
SICIM KURAMI

Biz uzay1 genellikle i¢ boyutlu olarak diigiiniiriiz. Gorelilik
konusunda uzay-zaman igin dérdiincii boyutu zaman saglar.
Bununla birlikte, sicim teorisi; daha belirgin olarak M-ku-
rami, olarak bilinen fizigin simirlarindaki giincel aragtirma
uzay-zamanin aslinda on bir boyutlu oldugunu éne siirer. in-
san duyu organlanna bunlann yedisi yardim almaksizin go-
zlikmez. Aslinda bunlar hig¢bir deney tarafindan kesin olarak
tespit edilmedi.

Bu acayip goziikebilir ve bu, dogru olmayabilir. Ancak fizik,
duyu organlannmiz araciligiyla algiladigimiz diinyanin gergek-
ten oldukga farkh oldugunu bize defaatle gésterdi. Ornegin, ke-
sintisiz madde apagik sekilde kiigiiciik farkh pargaciklardan;
atomlardan olugur. Giinlimiizde baz1 fizikgiler gergek uzayin
bizim iginde yasadigimiz1 digiindigimiizden gok farkh oldu-
gunu diginmektedir. Boyut olarak 11'in secilmesinin nedeni
gergek diinyaya iligkin gozlem degildir: o, hayati matematiksel
yapilarnn uyumlu ¢alismasinin sayisidir. Sicim kurami ¢ok tek-
niktir, ancak ana fikirleri oldukga basit terimlerle kabataslak
¢izilebilir.

Gorelilik ve Kuantum Kuramini Birlestirmek

Teorik fizigin iki muhtesem zaferi gorelilik ve kuantum me-
kanigidir. Einstein tarafindan ortaya konan birincisi gekim
kuvvetini uzay-zaman egrisi agisindan agiklar. Einstein 6zel
gorelilikten sonra gelistirdigi onun uzay, zaman ve madde ku-
rami olan genel gorelilige gore bir konumdan diger bir konu-
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ma hareket eden pargacik jeodezik yol takip eder: iki konum
arasindaki en kisa yol. Ancak yildiz gibi yogun cisimlerin ya-
ninda uzay-zaman ¢arpiklagir ve bu, o yolu biiker. Ornegin, ge-
zegenler giinegin etrafinda eliptik yériingelerde hareket eder.

Newton tarafindan kegfedilen orijinal ¢ekim kurami bu
biikiilmeyi kuvvetin sonucu olarak yorumlamigti ve bu giiciin
dayanikhlig1 i¢in matematiksel formiil ortaya atmigti. Ancak
cok hassas dlgiimler Newton'in kuraminin hafif¢e tam dogru-
lukta olmadigimi goésterdi. Einstein gekim kuvvetini uzay-za-
man egrisiyle yer degistirdi ve yeni kuram hatalan diizeltti. O
zamandan beri temel olarak uzak gok cisimleriyle ilgili birgok
gozlem tarafindan o dogrulandi.

Sekil 130: Uzay-zaman egrisinin nasil bir kuvvet olarak davrandi-
ginin gosterimi. Yildiz gibi yogun bir cismin yakinindan gegen bir
pargacik bir gekim kuvvetiyle aym etki olan egri tarafindan yéni
saptinhr.

Ikinci muhtegem zafer olan kuantum mekanigi aralarinda
Max Planck, Werner Heisenberg, Louis de Broglie, Erwin Sch-
rodinger ve Paul Dirac’in oldugu birgok sahane fizikgi tara-
findan ortaya atildi. Kuantum mekanigi, atom veya daha alt1
boyutlar olan kiigiik 6lgeklerde maddenin nasil davrandigini
agiklar. Bu 6lgeklerde madde hem pargacik hem de dalga gibi
hareket eder. Kuantum mekanigi diinyanin insan oélgeginde
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nasil davrandigindan ¢ok, farkh tuhaf etkiler 6ngériir; ancak
binlerce deney bu éngérileri dogrular. Eger kuantum mekanigi
gercgekten ¢ok farkh olursa modern elektronik iglemeyecektir.

Kuramsal fizikgiler farkli baglamlarda uygulanan ve ev-
renin biitiincil olarak bir kurami olan evrenbilimde oldugu
gibi 6zellikle eger baglamlar ¢akigirsa anlagmazliga diigen iki
farkhh kurama sahip olmay:1 tatmin edici bulmamaktadirlar.
Einstein, bu iki kurami mantiksal olarak uyumlu bir sekilde
bir araya getiren birlestirilmig bir alan kurami aragtirmaya
baglamigti. Bu aragtirma simdiye kadar ancak kuantum saha-
sinda bir parga bagarya ulagmigtir.

Bu bagarnlar doért temel fiziksel kuvveti birlegtirir. Fizik-
¢iler dogada dort farkl kuvvet ayrimina giderler: kiitlegekim
kuvveti, elektrige ve manyetizmaya hitkmeden elektromanyetik
kuvvet, radyoaktif pargaciklarin bozunmasi olan zayif niikleer
kuvvet ve proton ile nétron gibi pargaciklan baglayan giigli
niikleer kuvvet. Agik¢as) maddenin pargaciklan arasinda bu
doért kuvvet ‘etkilesim’ igindedir. Gorelilik kiitlegekim kuvve-
tini agiklar ve kuantum mekanigi diger l¢ temel kuvvete uy-
gulanir.

Yakin zamanda fizik¢iler kuantum mekaniginin ti¢ kuvve-
tini birlegtiren genel, tek bir kuram buldular. Standart model
olarak bilinen bu model atom-alt1 6lgekte maddenin yapisini
aciklar. Standart modele gore biitiin madde 17 temel pargacik-
tan olugmaktadir.

Birgok gozlemle ilgili sorunlardan biri olan 6rnegin, galak-
silerin iglerini dolduran madde sadece bizim gérebildigimizse
onlarin kendi ekseni etrafinda déniis bigimi genel géreliligin
tahminleriyle birbirini tutmamasindan dolay: evrenbilimciler
glinimiizde evrenin biiyiik kisminin bu 17 adet pargacik di-
sinda da yeni pargaciklar gerektiren ‘karanhk bir maddeden’
olustugunu diigiinmektedirler. Eger haklilarsa standart model
degistirilmeye ihtiya¢ duyacaktir. Alternatif olarak, biz yeni
veya cisimler kuvvet uygulandiginda nasil hareket ettigine
iligkin uyumlulagtinlmig bir ¢ekim kuvveti kuramina ihtiyag
duyabiliriz.
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Bununla birlikte kuramsal fizikgiler goreliligi ve kuantum
mekanigini bir araya getiren ayrica o ikisinin kendi alanla-
rnnda (sirasiyla ¢ok biiylik ve ¢ok kiiglik dlgekte) igleyen ve
bu dért kuvveti uyumlu bir gekilde betimleyen tek bir kuram
inga etmeyi heniiz bagaramadilar. Bu birlegik kuram igin olan
arastirma veya her seyin kurami olan sicim kurami doruk nok-
tasinda bazi giizel matematiksel fikirlere yol agmigtir. Giini-
miizde bu kuram igin kesin deneysel desteklemeler yoktur ve
diger birgok 6neri de dinamik aragtirmalara konudur. Siradan
bir 6rnek uzayin zincirli zirh gibi ¢ok ince déngiiler halinde
gosterildigi dongii kuantum kiitlegekimidir. Teknik olarak o
dénen bir kopiktir.

FERMiIYONLAR BOZONLAR

KUARKLAR

KUVVET
TASIYICILAR

LEPTONLAR

PARCACIKLARI MADDEYLE DONATRR

Sekil 131: 17 temel pargacik.
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Sicim kuram temel pargaciklann sabit noktalar olarak dii-
siinilmemesini 6ne siirerek ige baglamigtir. Aslinda, doganin
gergekte noktalar olugturmadigina iligkin bir his vardi, dola-
yisiyla noktams: modellerin kullanimi pargaciklar agisindan
diiz eprilerle ve yiizeylerle iglem yapan kuantum kuraminin
gorelilikle uyusmamasinin bir nedeni olabilir. Bunun yerine
parcaciklar sicim denen kiigiik kapal ilmekler seklinde olma-
lidir. Hlmekler egrilebilir, dolayisiyla Einstein’in biikiilme kav-
rami devreye dogal olarak girer.

Dahasi ilmekler titregebilir ve onlann titresimi elektrik
yuki ve spin gibi ¢egitli kuantum 6zelliklerinin varligini diz-
gince agiklar. Kuantum mekaniginin kafa kangtiran nitelikle-
rinden birisi béylesi 6zelliklerin genellikle baz1 temel sabit-
lerin tamsay: katlar1 olarak olugmasidir. Ornegin, proton +1,
elektron —1 ve nétron O yiike sahiptir. Birleserek protonlar ve
nétronlan olusturan daha temel pargaciklar olan kuraklar 2/3
ve —1/3 birimlik yiike sahiptir. Dolayisiyla her sey bazi kuark
¢esitlerinin Gizerindeki temel birimin -3, -1, 0, 2 ve 3 kat1 olan
yiikler olur. Pekala, neden tamsay: katlan olur? Titresen sicim-
lerin matematigi benzer bigimde davranir. Her titresim 6zel
dalga boylu ['*J2 béliimiine bkz.] bir dalgadir. Déngii kapandi-
ginda kapal bir déngiide dalgalar dogru sekilde i¢ ige ge¢me-
lidir, dolayisiyla dongii etrafinca tamsayili dalgalar uyumlu
olmalidir. Eger dalgalar bir kuantum durumu gésterirlerse bu
her seyin neden tamsayi kath oldugunu agiklar.

Sekil 132: Tamsayih dalgalar
bir ¢gemberin gevresiyle ig ige
geger.
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Meselenin kesinlikle o kadar da alelade olmadig: ortaya
¢ikmigtl. Ancak pargaciklan dongii olarak varsayma fikrini
takip etmek fizikgileri ve matematikgileri bazi kayda deger ve
glglu fikirlere gotiirda.

Fazladan Boyutlar

Titregen bir kuantum sicimi iginde titregecegi bir uzaya ih-
tiya¢ duyar. Matematigi mantikh hale getirmek i¢in bu siradan
bir uzay olamaz. Uzayin fazladan boyutu gibi fazladan degis-
kenler olmak zorundadir ¢iinkd bu gegit bir titresim uzaysal
degil bir kuantum 6zelligidir. Sicim kurami gelistikge her seyin
igleyebilmesi i¢in onlarin fazladan boyutlara ihtiya¢ duydugu
fizikgiler i¢in agikar oldu. Siipersimetri denen bir kural her bir
parc¢acigin kendisinden daha agir bir ‘eginin’ olmas: gerekti-
gini 6ne siiriiyordu. Sicimlerin bu gesit bir simetriye imkan
saglamak i¢in siipersicimlerle yer degistirmesi gerekiyordu.
Ayrica siipersicimler sadece uzay fazladan alti adet boyuta
sahip olursa igliyorlardi.

Bu ayrica sicimin ¢ember geklinde egri olmasindansa onun
alt1 boyutta daha karmagsik bir gekil olmas1 demekti. Bu gekil-
ler i¢inde uygulanabilir olanlar Calabi-Yau denilen ¢ok kat-
manhlardir.

Sekil 133: Alt1 boyutlu Cala-
bi-Yau gok katmanlisinin si-
radan uzaya yansitilmasa.
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Bu fikir gériindiigii kadar tuhaf degildir, ¢linkii matematik-
te ‘boyut’ sadece ‘bagimsiz degisken' demektir. Klasik elektro-
manyetizma elektrigi siradan uzayin icine igleyen elektrik alan
ve manyetik alan agisindan tammlar. Her alan ii¢ yeni degigkeni
gerektirir: elektrik alanin yonlendigi yéniin li¢ pargasi ve man-
yetizma icin de bir o kadar. Bu parg¢alarin uzayda hizalanmasina
ragmen, alan bu yénler boyunca yénlerin kendisinden bagimsiz
olarak giiglenir. Dolaysiyla klasik elektromanyetizma fazladan
alt1 boyut gerektirir: i¢ adedi elektrik, ii¢ adedi manyetizma igin.
Bir bakima, klasik elektromanyetizma kurami on boyutu gerekti-
rir: dort adet uzay-zaman arti alt1 adet elektromanyetizma igin.

Sicim kurami da benzerdir, ancak o bu alt1 yeni boyutu kul-
lanmaz. Sicim kuraminin yeni degigkenleri olan yeni boyutlan
elektrige ve manyetizmaya zit daha ¢ok siradan uzay boyutlar:
gibi davranmaktadir. Einstein'in harika ileri gériigli buluglann-
dan birisi ti¢ boyutlu uzay ile tek boyutlu uzay: dort boyutlu bir
uzay olusturmak iizere birlestirmesiydi. Bu gergekten de gerek-
liydi, ¢linki gorelilige gore uzay ve zaman degigkenleri nesneler
¢ok hizli hareket edince birbirine kansgir. Sicim kurami da ben-
zerdir, ancak kuram giiniimiizde dokuz boyutu uzay ve bir boyu-
tu da zaman olmak iizere on boyutlu bir uzay-zaman kullanir.

Bu fikir kuramcilann matematigi mantiksal olarak tutarh
kilmaya zorladi. Eger zamanin aligildig tlizere tek boyutlu ve
uzay zamann d boyutlu oldugunu varsayarsak hesaplamalar
denklemdeki terimlerde genellikle sonsuz olan aykinlhklar
olusturur. Bu biiylk bir sorun demektir, ¢iinki gergek diinyada
sonsuzluklar yoktur. Bununla birlikte ilgili terimler d -~ 10'un
katlan geklinde olur. Eger sadece d = 10 olursa bu sifir olur ve
biitin aykinhklar ortadan kalkar. Dolayisiyla aykinliklardan
kurtulma uzay-zamanin 10 boyutlu olmasim gerektirir.

d - 10 garpani kuramin formiilasyonunun dogasinda var-
dir. d = 10 segerek biitiin problemin etrafindan dolagmig olu-
ruz, ancak ilk bakigta bundan daha zor bir problem ortaya
¢ikar. Zaman i¢in bir boyutu eksilterek uzayin ii¢ degil dokuz
boyutlu oldugunu buluruz. Ancak eger bu dogruysa, biz elbette
onu fark ederdik. Fazladan alti boyut nerededir?
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1lgi gekici bir cevap onlarin var oldugudur, ancak onlar 6y-
lesine sik1 kivrilmiglardir ki biz onlar fark etmeyiz; gergekten
de fark edemeyiz. Uzun bir su hortumu hayal edin. Uzaktan
bakildiginda onun kahinligini fark etmezsiniz: o tek boyutlu
bir egri gibi goziikiir. Diger iki boyut, onun dairesel enine kesiti
gozlenemeyecek kii¢iik bir uzaya sikigmigtir. Sicim de boyledir,
ancak ¢ok daha siki kivrilmigtir. Bir hortumun uzunlugu onun
kalinlhiginin en az bin katidir. Bir sicimin ‘uzunlugu’ (gézle go-
rulir uzaysal hareketi) onun ‘kalinhiginin’ (onun hareket ettigi
yeni uzaylar) 10* katidir.

Bir diger olasi cevap yeni boyutlann olduk¢a genis olduk-
landir, ancak pargaciklann konumunun ¢ogu bu boyutlarda
aym okyanusta dalgalanan bir tekne gibi sabit bir konumda
sikigmigtir. Okyanusun kendisi i¢ boyutludur: uzunluk, genis-
lik ve derinlik. Ancak tekne suyun iizerinde kalmak zorunda-
dir, boylece onlarin ikisini fark edebilir: uzunluk ve genislik.
Kiitlegekim kuvveti gibi az sayida 6zellik tekneden suya dalan
dalgig gibi uzay-zamanin fazladan boyutlarini kesfeder. Ancak
¢ogunlukla etmezler.

Kuramcilar 1990°lara gelindiginde temelde fazladan bo-
yutlann simetrisinde farklilasan bes farkh sicim teorisi icat
etmiglerdi. Onlar I, IIA, IIB, HO ve HE diye adlandirilir. Edward
Witten M-kurami denen hepsinin sik bir matematiksel birlegi-
mini kegfetti. Bu kuram uzay zamanin 11 boyutlu olmasini ge-
rektirir: on adet uzay ve bir adet zaman boyutu. Bu beg gesit si-
cim teorisinden birinden birine ge¢mek i¢in olan matematiksel
kurnazhklar, tam 11 boyutlu uzay-zamanin fiziksel 6zellikleri
olarak goriilebilir. Bu 11 boyutlu uzay-zamanda ‘konumlar’ se-
cerek bes gesit sicim kuramim tiiretebiliriz.

Sicim kuraminin evrenin ¢aligma yéntemi olmadig ortaya
¢iksa bile o, matematige burada tartigmak igin ne yazik ki gok
teknik olan biyilik katkilar yapmigtir. Dolayisiyla fizikgiler
onun gergek diinyaya uygulanamaz olduguna karar verse bile
matematikgiler onu incelemeye ve onu degerli gormeye devam
edecektir.
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PENTOMINOLAR

Pentomino birbiriyle kenar kenara komgu bes adet 6zdeg kare-
nin birlestirilmesiyle olugturulan sekildir. thtimaller simetrik-
leri saymazsak 12 adettir. Onlar geleneksel olarak kendilerine
benzeyen alfabenin harfleriyle isimlendirilmistir. U¢ boyutlu
uzayda 6piligme sayisi 12'dir.

Sekil 134: 12 pentomino.

Polyominolar

Daha genel olarak n-omino n 6zdeg kare kullanarak olugtu-
rulan sekildir. Toplu olarak bu gekiller polyominolar olarak
adlandinlir. Hekzominolar (n = 6) 35 adet, heptominolar (n =
7) 108 adettir.
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Sekil 135: 35 adet hekzomino.

Sekil 136: 108 adet heptomino.

Genel kavram ve isim 1953'te Solomon Golomb tarafindan
icat edilmigtir ve Martin Gardner tarafindan Scientific Ameri-
can'da meghur edilmigtir. Ismi, birlegtirilmig iki kareden olu-
san ve hog bir yorumla D harfine benzeyen iki anlamina gelen
Latincedeki di veya Yunancadaki do olan ‘domino’ kelimesin-
den tiiretmedir. (‘Domino’ kelimesi aslinda Latince ‘tann’ ma-
nasina gelen dominus kelimesinden gelmektedir.)

Onciiler yazinda goktur. Ingiliz yapbozcu Henry Dudeney
1907'deki Canterbury Yapbozlanna bir pentomino yapbozu
koymusgtur. Fairy Chess Review dergisinin 1937 ila 1957 yillan
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arasindaki yayinlan ‘otopsi sorulan’ diye adlandirdig: hekzo-
minolara kadar birgok diizenlemeyi icermekteydi.

Polyomino Yapbozlar:i

Genel olarak polyominolar ve 6zelde pentominolar devasa mik-
tarda oyun ve eglence yapbozlarinin temelini olugturur. Orne-
gin, onlarilging sekiller olugturacak gekilde birlestirilebilir.

Her bir karenin bir birim kare oldugu birimlerle on iki pen-
tomino toplamda 60 birim kare alana sahiptir. tki tamsayinin
iiriinid olarak 60" olugturmanin her yolu bir dikdértgen tanim-
lar ve boyle bir dikdoértgeni olusturmak ig¢in pentominolan
birlegtirmek eglenceli ve olduk¢a meydan okuyan bir yapboz-
dur. Onlar ayna gorintiisii geklini elde etmek i¢in eger gerekir-
se gevrilebilir. Olasi dikdértgenlerin 6 x 10, 5 x 24,4 x 15 ve 3
x 20 oldugu ortaya gikar. 2 x 30 ve 1 x 60 odlgiiliilerin imkénsiz
oldugunu gérmek kolaydir.

3x20

Sekil 137: Pentomino dikdértgenlerinin olasi dlgiileri.
Bu dikdértgenlerin bilinen farkl yollan (biitiin bir dikdért-
genin doénel ve simetrik olanlarni farklh saymaksizin ancak

daha kiigiik dikdortgenlerin digerleri degismezken donel ve
simetrik olmalarna izin vererek) soyledir:
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6 x 10: 2339 yol

5x 12:1010 yol

4 x 15 : 368 yol

3x20:2vyol

Diger bir siradan yapboz 8 x 8 - 2 x 2 = 60 denklemiyle bag-
larve 8 x 8'lik bir karenin 2 x 2'lik bir karelik bogluk haricinde
on iki adet pentominoyla désenip désenemeyecegini aragtirir.
Cevabiysa ‘evettir:’

Sekil 138: Pentominolardan igi oyuk bir kare yapmak.

Hekzominolar: dip dibe bitigtirmek i¢in bir bagka ilgi ¢eki-
ci yolsa paralelkenardir:

Sekil 139: Hekzominolardan bir paralelkenar yapmak.
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Polyominolarin Sayisi

Matematikgiler ve bilgisayar bilimcileri n sayidan ka¢ adet n—
omino var oldugunu hesaplamiglardir. Eger dénel ve simetrik
haller farkh olarak sayilmazsa sayilar géyledir:

n n-ominolarin sayisi

2

3

4

5 12

6 35

7 108

8 369

9 1285

10 4655

11 17,073

12 63,600
Tablo 11

Kiireler i¢in Opiisme Sayis1

Cemberler i¢in 6pligme sayisy; hepsi 6zdeg olan ¢gemberlerden
birine temas edebilecek en fazla gember sayis1 6'dir [6 boli-
miine bkz.]. Kiireler i¢in de bir 6piigme sayisi, hepsi 6zdeg olan
kiirelerden birisine temas edebilecek en fazla kiire sayisi, var-
dir. Bu say1 12'dir.

Verili bir kiireye degebilecek kiire sayisinin 12 oldugunu
gostermek oldukga kolaydir. Aslinda, bunu temas noktalan
diizgiin bir yirmi yiizlinin 12 kégesini olugtursun diye yap-
mak mimkindir [5 bolimiine bkz.]. Bu noktalar arasinda kii-
relerin birbirine degmeyecegi sekilde yeterince bogluk vardir.

Merkezdekine temas halindeki alt1 adet gember diizlemde
yedek bir alan birakmaz ve diizenleme degismezdir. Ancak ili¢
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boyutta oldukga yedek yer vardir ve kiireler hareket ettirilebi-
lir. Hatir1 sayilir bir zaman boyunca diger 12 kiire dogru yerlere
kaydinhrsa 13. kiireye bir yer olup olamayacag: bilinmiyordu.

Tki inli matematik¢i Newton ve David Gregory bu soru
hakkinda uzun soluklu bir tartigma yagadilar. Gregory onun
13 olmasi konusunda ikna olmusken Newton dogru sayinin 12
oldugunu savunuyordu. Newtonn hakh oldugunu ispat eden
girigimler 1800'lerde yapilmigtir, ancak onlar bogluklara sahip-
ti. Cevabin 12 olduguna iligkin tam bir ispat 1953'te ortaya ¢ikt.

Sekil 140: Solda: Verili bir kiireye 12 kiirenin nasil degebildigi. Sag-
da: Verili bir kiireye degen 12 kiirenin diizgiin yirmi ytzli diizenle-
mesindeki ‘gélgeleri’.

Dort veya Daha Fazla Boyut

Benzer bir hikdye 3 kiirenin 6piligmesi olan 24 diizenlemeyi
bulmanin gorece kolay oldugu dért boyutlu uzayda devam
eder, ancak yeterince bosg alan vardir; dolayisiyla 25.’nin ola-
bilecegi yeterli bir yer vardir. Bu bosluk sonunda Oleg Musin
tarafindan 2003'te ¢éziimlendi ve beklendigi izere cevap 24'ti.

Diger birgok boyutta baz1 6zel sayida 6piisme kiirelerin
mimkin oldugunu matematikgiler bilir, ¢linkii onlar béyle
diizenlemeler bulabilirler ve baz1 genel daha biiylik sayilarin
cesitli dolaysiz nedenlerle imkéansiz oldugunu da bilirler. Bu
sayllar 6pligme sayisi i¢in alt sinir ve ist sunir olarak adlan-
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dinlir. Bu, onlarin arasinda bir yerde muhtemelen onlardan
birine esit bigimde bulunmalhdair.

Dérdiincti boyuttan sonra sadece iki durumda bilinen alt
ve st deger kesigir, dolayisiyla onlarin ortak degeri 6pilisme
sayisidir. Dikkat ¢eken bir bigimde, bu boyut sayilan 6pligme
sayisinin sirasiyla 240 ve 196.650 oldugu 8 ve 24'tiir. Bu bo-
yutlarda daha biiyik boyutlu karelerin veya daha genel olarak
paralelkenarlarin érgiilerine benzer oldukga simetrik olan iki
adet Orgii vardir. Bu 6zel érgiiler E, ve Leech 6rgiisii (veya Gos-
set orgiisii) olarak bilinir, ayrica kiireler uygun 6rgi noktala-
rina yerlestirilebilir. Neredeyse mucizevi bir tesadiifle 6piisme
sayilan i¢in bu boyutlarda bu 6zel érgiiler tarafindan sagla-
nan ispat edilebilir list sinirlar alt sinirlarla aymdir.

Bu boyutlar i¢in tam bir cevabi bilinenlerin koyu yazildig:
tabloda oyunun giincel durumu 6zetlenmigtir.

Boyut  Alt sinir Ust sinir  Boyut  Alt simir Ust sur
2 2 13 1130 2233

2 6 6 14 1582 3492

3 12 12 15 2564 5431

4 24 24 16 4320 8313

5 40 45 17 5346 12,215

6 72 78 18 7398 17,877

7 126 135 19 10,688 25,901

8 240 240 20 17,400 37,974

9 306 366 21 27,720 56,852

10 500 567 22 49,896 86,537

n 582 915 23 93,150 128,096

12 840 1,416 24 196,560 196,560

Tablo 12
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Gauss gengken kendisi dahil herkesin sagkinlig: altinda 17 ke-
narl bir diizgiin gokgenin cetvel ve pergel yardimiyla ¢izilebi-
lecegini kegfetmigti; bu Oklit'in asla giiphelenmedigi bir geydi.
Hig kimsenin de 2000'den fazla y1ldir siiphelenmedigi gibi.

Duvar kagidi o6riintiisiiniin 17 farkl simetrisi vardir. Bu
gergekten kristallerin atomik yapisi olan kristalografinin iki
boyutlu halidir.

Parcgacik fiziginin standart modeline gére 17 temel parga-
cik vardir [11 bélimine bkz.).

Diizgiin Cokgenler

Bir ¢okgen (Yunancada ‘gok kenarli’ demektir) kenarlar1 diiz
cizgiler olan bir gekildir. Eger her kenar ayni uzunlukta ve her
iki komgu kenar ayni agiyla kesigirse o diizgiindir.

Diizgiin ¢okgenler Oklit geometrisinde temel bir rol oynar
ve o0 zamandan beridir matematigin bir¢ok alaninda esas ol-
mugtur. Oklit'in Odeler kitabinin ana amaglarindan biri her
ylzeyi aym diizgiin gokgene ait, her kdsesi aym bigimde yer-
lestirilmis gokgenlerle sarili tam olarak bes adet diizgiin gok
yiizli kati cisim oldugunu ispat etmekti [5 béliimiine bkz.]. Ok-
lit, bu amagla yizeyleri 3, 4 ve 5 yiizli olan diizgiin ¢gokgenler
disiinmek zorundaydi. Kenar sayis1 daha biiyiik olanlar diiz-
gln ¢ok yiizlilerin ylizeylerinde olugmaz.
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OOO0

Sekil 141: 3,4, 5, 6, 7 ve 8 kenarl diizgiin gokgenler. Adlan: Eskenar
uggen, kare, diizgiin beggen, altigen, yedigen ve sekizgen.

Bu esnada Oklit cetvel ve pergel gibi geleneksel aletleri kul-
lanarak bu gekilleri ¢izmek zorundayds, ¢linki onun geometrik
teknikleri bu varsayima dayanmaktaydi. En basit ¢izimler eg-
kenar iggeni ve diizgiin altigeni olugturmaktir. Bir pergel ken-
di basina késeleri belirleyebilir. Kenarlar: ¢izmek igin cetvel
gerekir ve onun tek roli budur.

Bir kare ¢izmek biraz daha zordur, ancak bir kere dik agiy1
¢izmeyi 6grendikten sonra o da basmakaliptir.

Sekil 142: Bir ¢ember gizin ve lzerinde bir noktay: igaretleyin.
Gemberin etrafinda ayn1 uzakhg koruyarak ardisik noktalan adim
adim belirleyin. Bu diizgiin altigenin koégelerini verecektir. Her ar-
digik iki koge egkenar tiggen olugturur.
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Sekil 143: Bir dogru tzerinde bir nokta alin, pergelin bir ayagini
o noktaya koyun ve dogruyu ikiye bdlen bir gember ¢izin. Perge-
li daha genis agin ve kesigen yaylar gizin. Ugiincii sekildeki dogru
basglangigtakiyle dik agiyla kesigir. Karenin diger kenarlarin: elde
etmek i¢in adimlan tekrarlayin.

Diizgiin besgense daha fazla ugragtirir. Oklit onu su gekilde
¢izmigtir. Diizgiin bir beggenin li¢ ayn kosesi her zaman 36°,
72° ve 72° agili bir ikizkenar iiggen olugturur. Dahasi Oklit'in
kitabinda daha once gosterdigi sekilde, islemi tersine gevire-
bilir, sonra béyle iiggenlerin kdgeleri etrafina bir ¢ember ¢ize-
rek ve iki 72° agiy1 iki es pargaya bolerek diizgiin bir beggen
elde edebilirsiniz [1/2 béliimiine bkz.].

$imdi biitiin ihtiyaci ve en zor kisim olan bu 6zel bigimdeki
lggeni ¢izmekti. Aslinda o, sirayla bir 6ncekine bagh diger bir
kurnazca bir ¢izimi gerektiriyordu. Dolayisiyla Oklit'in on iig
kitaplik ¢aligmasinda IV. kitaba kadar diizgiin beggeni elde et-
memesi gagirtici degildir.
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Sekil 144: Solda: Dizgiin beggenin bu li¢ kogesi 36°, 72° ve 72° agil1
bir Giggen olugturur. Sagda: Verili boyle bir iggende kogeleri etra-
finda bir gember ¢izin (koyu gri) ve beggenin diger iki kogesini elde
etmek igin 72°'li agilan (agik gri) iki e pargaya ayinn.

Sekil 145: Diizgiin begge-
nin daha basit bir ¢izimi.

M

Sekil daha basit, modern bir ¢izimi géstermektedir. O mer-
kezli CM gapli bir cemberle ise baglayin. CM'yi dik agiyla ke-
sen OS'yi ¢izin ve onu L'de iki es pargaya ayinn. L merkezli
O'dan gegen ve orijinal cembere S'de teget gegen bir cember
¢izin. ML'nin bu ¢emberi N ve P noktalarinda kesmesini sagla-
yin. Biiyik ¢cemberle B, D, A ve E noktalarinda kesigen M mer-
kezli N'ye ve P'ye dogru ¢ember yaylan ¢izin. ABCDE (kesikli)
diizgiin bir beggendir.
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Altidan Fazla Koseliler

Oklit agilar1 merkezinden iki es pargaya ayirarak herhangi bir
diizgiin ¢okgenin kenar sayilarinin nasil iki katina gikarila-
cagim da biliyordu. Ornegin, diizgiin bir altigeni diizgiin bir
on-ikigene déniigtirmenin yolu sudur.

Sekil 146: Solda: Bir gemberin igindeki diizgiin altigenle ige bagla-
yin. Onun kdgegenlerini ¢izin. Sagda: Agilan merkezden iki eg par-
caya ayinn (kesikli ¢izgi). Bunlar ¢emberi diizgiin on iki genin diger
alt1 kogesi olacak gekilde keser.

Oklit, diizgiin besgen ve eskenar iiggen ¢izimlerini birlegti-
rerek 15 kenarh bir diizgiin gokgen elde etti. Bu ige yarar ¢iin-
ki 3 x 5 = 15°tir, 3 ve 5 ortak ¢arpana sahip degildir.

Sekil 147: 15-gen yapmanin yolu.
Eskenar iliggende belirlenen bir
A noktas1 ve diizgiin beggende
belirlenen bir B noktas: diizgiin
on-beggenin ardisik iki kogesidir.
Diger kogelerin konumlarim bul-
mak igin bir pergel kullanin.

Oklit, biitiin bu kurnazhklar: birlegtirerek asagidaki koge
say1il1 diizgiin gokgenlerin nasil ¢izilecegini biliyordu:
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345681012 15 16 20 24 30 32 40 48

3, 4,5 ve 15 sayilarini kullanarak ve onlarin ardi ardina iki
katinmi alarak herhangi bir diizgiin ¢okgeni yukandaki gibi elde
edebilirsiniz. Ancak ilki 7 olmak iizere bir¢ok say: yoktur.

Yunanlar bu olmayan diizgiin gokgenler i¢in pergel ve cet-
vel kullanarak yapilacak bir ¢izim bulamadilar. Bu, s6z konusu
diizgiin ¢okgenlerin olmadig1 anlamina gelmez; daha ziyade
onlar1 ¢izmek igin cetvel ve pergel yonteminin yetersiz oldu-
gunu agiklar. Hi¢ kimse pergel ve cetvel ¢izimiyle bu kayip
sayllarin bulunabilecegini diigiinmemigtir, hatta bu soruyu
sormamig géziikkmektedir.

17-Kenarh Diizgiin Cokgen

Yagsamig en biiyilkk matematik¢ilerden biri olan Gauss nere-
deyse bir dilbilimci olacakti. Ancak o, 1796'da 19 yasindayken
17 sayisinin, ikisi birlikte 17-kenarli diizgiin bir ¢okgenin (on
yedigen veya bazen diizgiin on yedi kenarl) cetvel ve pergel
yardimiyla gizilebilecegini ima eden iki 6zel niteligini fark etti.

Bu sagirtic1 olguyu geometri degil, cebir hakkinda digi-
niirken kesfetmisti. Karmagik sayilarda x'” = 1 denkleminin
tam olarak 17 adet ¢6ziimi vardir ve onlarin diizlemde 17 ke-
narli diizgiin bir ¢gokgen olugturdugu ortaya ¢ikti: [i] bolimiin-
deki ‘birin kéklerine’ bakiniz. Bu, o zamandan beri oldukg¢a
iyi bilinmekteydi, ancak Gauss herkesin gézden kagirdig: bir
noktaya parmak basti. Onlar onun gibi 17 sayisinin asal oldu-
gunu ve onu 2'nin kuvvetinden 1 fazla oldugunu biliyorlardy;
soyle ki 16 = 2%iken o 16 + 1'dir. Bununla birlikte, Gauss bu iki
6zelligin birlegtirilmesiyle x'’ = 1 denkleminin klasik cebirsel
iglemler —toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme- yapilarak ¢o-
ziilebilecegini ispat etti. Ayrica biitiin bu iglemler geometrik
olarak cetvel ve pergel yardimiyla gosterilebilirdi. Kisacasa,
dizgiin 17-kenarh gokgen igin cetvelle ve pergelle bir ¢izim
olmaliydi. Bu biiylik bir haberdi, ¢iinkii béylesi bir seyi 2000
yildan fazladir kimse hayal etmemisti. Bu hi¢ beklenmedik bir
igti ve tamamiyla benzersizdi. Bu, Gauss'u kariyer olarak ma-
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tematik lehine bir karar vermeye itti.
0, acik se¢ik bir ¢izim not etmedi, ancak beg y1l sonra Disqu-
isitiones Arithmeticae adl1 saheserinde formiilini yazmigti

1/16 [-1 + V17 + V(34 -2V17 )+ V(68 + 2V17 -16V( ( 34 + 2V17)

-2(1V17)( V(34 -2V17)) ]
ve on yedigenin ¢izilebilecegini ve birim uzunlukta bir ¢izgiden
o uzunlukta bir ¢izgiyi elde edebileceginizi ispat etti. Glinki
sadece karekokler ortaya giktig: i¢in formiili daha karmagik
bir geometrik ¢izime ¢evirmek miimkiindiir. Bununla birlikte,
¢esitli insanlann Gauss'un ispati lizerine diigiinerek kegfettik-
leri daha etkili yontemler de vardir.

Gauss, eger 17 sayis1 aym iki nitelige —2'nin herhangi bir
kuvvetinden bir fazla olan bir asal say1- sahip bagka bir sa-
yiyla yer degistirirse ayn1 savin uygulanabilir oldugunun far-
kindaydi. Bu sayilar Fermat asallari olarak adlandirlir. Cebir
kullanarak eger 2%+ 1 asalsa o zaman k'nin kendisi 0 veya 2'nin
kuvveti olmasi gerektigi ispatlanabilir, dolayisiyla k = 0 veya
2n'dir. Bu formdaki bir say1 Fermat sayisi olarak adlandirilir.
11k birkag Fermat sayis1 Tablo 13'te gosterilmigtir.

n k=2" Asal m1?
0 2 Evet

0 1 3 Evet
2 5 Evet

2 4 17 Evet

3 8 257 Evet

4 16 65,537 Evet

5 32 4,294,967,297 Hayir

[Egittir 641 x 6,700,417]

Tablo 13
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Sekil 148: Diizgiin 17-gen gizmek i¢in Richmond'un yéntemi. ki di-
key AOP,ve BOC gapli gember alin. OJ = 1/4 OB ve agilar OJE = 1/4
OJP,olacak gekilde ayarlayin. EJF agis1 45° olacak gekilde F nokta-
sin1 bulun. FP_ ¢ap ve OB ile K'de karsilasacak sekilde bir gember
¢izin. E merkezli K’ye dogru AP,"1 G ve H'de kesecek gekilde gember
cizin. AP 'a dik olarak HP,ve GP,'i ¢izin.

11k alt1 Fermat sayisi asaldir. {1k ii¢ adedi Yunanlann bildi-
gi cizimlere uygun olarak 2, 3 ve 5'ti. Sonraki olan 17 Gauss'un
kesfiydi. Sonra iki adet gasirtic1 say: geliyordu 257 ve 65.537.
Gauss'un i¢goriisii bu sayilar kenarh diizgiin gokgenlerin de
cetvel ve pergel yardimiyla gizilebilir oldugunu kanitlar. F.J.
Richelot 257-gen diizgiin ¢okgen ¢izimini 1832'de yayimla-
migtir. Lingen Universitesinden J. Hermes émriiniin on yilin
65.537 gene adadi. Onun yayimlanmamig ¢aligmasi Gottin-
gen Universitesinde bulunmaktadir, ancak hatalar igerdigi
diginilmektedir. Kontrol etmenin hesaplamalara degecegi
net degildir, ¢linki bir ¢izimin var oldugunu biliyoruzdur. Bir
tanesini bulmak hesaplamalann biiyiik olmasi haricinde sira-
dandir. Onun bilgisayar dogrulama sistemleri i¢in iyi bir test
olabilecegini saniyorum.

Bir zaman igin biitin Fermat sayilarimin asal oldugu
digtiniliyordu, ancak 1732'de Euler 7. Fermat sayis1 olan
4.294.967.297'nin 641 x 6.700.417 bigiminde bir bilegik say:
oldugunu fark etti. (O glinlerde hesaplamalarn elle yapi1ldigim
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bir yere not edin. Gliniimiizde bir bilgisayar bunu bir salisede
yapacaktir.) Giiniimiizde daha bagka bir Fermat sayisinin asal
oldugu ispat edilememigtir. Onlar 5 < n < 11 igin bilegiktir ve
bu durumlarda tam bir asal ¢arpanlara ayirma bilinmektedir.

12 < n < 32 i¢in Fermat sayilan bilegiktir, ancak biitiin ¢ar-
panlar bilinmemektedir ve n = 20 ve 24 oldugunda agik segik
¢arpanlar hi¢ de bilinmemektedir. Bir Fermat sayisinin asal
olup olmadiginm anlamak i¢in dolayl bir test vardir, ancak bu
iki say1 testi gokertmektedir. Durumu bilinmeyen en kiigiik Fer-
mat sayis1 n = 33 oldugunda ortaya ¢ikar ve o, 2.585.827.973
basamaga sahiptir. $imdi bunu 2'nin kuvveti seklinde yazarak
ve 1 ekleyerek devam edin... Devasa! Bununla birlikte, biitiin
umutlar sadece sayinin biiyiikliigiinden dolay: heniiz kaybe-
dilmedi: bilinen en biiyiik Fermat bilegik sayis1 57 x 22747499 4 ]
tarafindan béliinebilir olan F, . ..'dir (Marshall Bishop 2013).

Sadece bilinen Fermat asallarinin bunlar olmasi mantikl
goziikmektedir, ancak bu asla kanitlanmadi. Eger bu yanhsgsa,
o halde ¢izilebilir muhakkak devasa asal sayida kenara sahip
diizgiin bir gokgen var demektir.

Duvar Kagidi Oriintiileri

Bir duvar kégidi 6riintiisii aym resmi iki ayrn yénde devamh
tekrar eder: duvardan agagi ve duvar boyunca (muhtemelen
egimli bir bigimde). Asag1 dogru olan tekrar ortaya gikar, ¢iin-
ki kagit 6riintiiyld olugturacak bigimde dénen bir silindir kul-
lanilarak devaml bir rulo gseklinde basilir. Duvar boyunca olan
tekrar, ériintiiniin biitiin duvan kaplayacak bi¢imde yanlara
dogru devam etmesini miimkiin kilar.

Duvar kagidi i¢in miimkiin olan tasarnnmlarin sayisi devasa-
dir. Ancak birgok farkl ériintii sadece farkl resim kullanilarak
ayni bi¢imde diizenlenir. Dolayisiyla matematikg¢iler temelde
farkh olan orintiileri simetrilerinden ayirt ederler. Sondaki
durumun baglangigtakiyle ayni olmasi i¢in 6rintiiyd kaydir-
mak, onu déndiirmek veya onun yansimasini almak (aynadaki
aksi gibi) gibi farkl yollar nelerdir?
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Sekil 149: Duvar kagidi 6rintiileri iki yonde tekrar eder.

Diizlemdeki Simetriler

Diizlemde bir tasarmin simetri grubu tasarimin kendisini ona
gonderen diizlemin biitiin devinimsiz déniiglerini igerir. Dort
6nemli devinimsiz hareket vardir:

Oteleme (déndiirmeden kaydirma)

Dondirme (dénme merkezi olan belli sabit noktalardan
déndiirme)

Yansima (bazi ¢izgilerden yansitma, ayna ekseninde)

Kayarak donme (yansima ve ayna ekseni boyunca kaydirma)

. déndirme

Sekil 150: Dort gegit devinimsiz hareket.
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Eger tasanm sonlu yayilima sahipse sadece dénme ve yan-
sima simetrileri miimkiindiir. Donmeler yansimalarla birlikte
iki diizlemli grup simetrisine yol agarken sadece dénmeler
cembersel grup simetrisine yol agar.

€
S
1N

Sekil 151: Solda: Gembersel grup simetrisi (burada dénmeler dik
agiyla tekrar eder). Sadda: ki diizlemli grup simetrisi (kesikli giz-
giler ayna eksenini gosterir).

-,

Sonsuza kadar devam eden duvar kagidi ériintileri 6teleme
ve kayarak déndiirme simetrilerine sahip olabilir. Ornegin, iki
diizlemli domuz grup tasarimim bir kare 6rgii tizerine boyaya-
biliriz ve onu diizlemi déseyecek sekilde kullanabiliriz. (jema
sadece sonsuz Orgi dizilimini géstermektedir.) Sira Gteleme
simetrileri (6rnegin, siirekli oklar) ve kayarak dénme simetri-
lerindedir (6rnegin, kesikli oklar).

Sekil 152: Kayma (stirekli oklar) ve kayarak donme (kesikli oklar)
gosteren kare 6rgiindn dizilimleri.
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Duvar Kagidinin 17 Cesit Simetrisi

Gigek oriintild duvar kagidim igin tek simetri ériintiinin tek-
rar ettigi iki yone yayilan veya sirayla tekrar eden boyle bir-
¢ok kaymadir. Bu en basit duvar kagidi 6riintiisi gegididir ve
matematiksel anlamda her duvar kagidi tasarimi tamim olarak
bu 6rgii simetrisine sahiptir. Temelde duvar kdgidi olarak kul-
lanilan ‘bu degigsmez kalsin’ diginda simetrisi olmayan bdoyle
duvar kagitlann olmadigini iddia etmiyorum. Sadece bdylesi
orintiileri bu 6zel tartiymanin diginda birakiyorum. ’

Gok sayida duvar kagid: ¢esidi dénme ve yansima gibi faz-
ladan simetrilere sahiptir. George PélyaveP.Niggli 1924'te tam
olarak 17 adet duvar kagid: ériintiisii oldugunu ispat ettiler.

S6z konusu sorun ii¢ boyutta atomik orgiilerin ve kristal-
lerin olasi simetrilerini listelemek igin ele alinir. Burada 230
gesit vardir. Bu cevap merak uyandinec: bigimde birisi duvar
kagidinin iki boyutlu daha kolay olan versiyonunu ¢dzmeden
kesfedilmigti.

P P9 P99 pm cm
G R
anm pmg pmm . p2 pd
53
pam I pllg' p3 p3mi
p6 pém _I

Sekil 153: Duvar kagidi érintasinin 17 gegidi ve onlann uluslara-
rasi kristalografik sembolize ediligi. (Bir Wolfram web kaynag olan
MathWorld'den.)
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DOGUM GUNU ACMAZI

Bir futbol mag1 boyunca (Amerikan futbolu degil, ayaktopu)
sahada normalde 23 kigi vardir: iki takimin 11’er oyuncusu ve
bir hakem. (Sahanin kenarinda yardimci iki hakem ve bir de
daha uzakta olan vardir, ancak biz onlar1 sedye tasiyicilar, kiz-
gin teknik adamlar ve saha iggalcileriyle birlikte yok sayaca-
g1z.) Bu 23 kiginin iki veya daha fazlasinin aynidogum giiniine
sahip olma olasilig1 nedir?

Olma Olasilig1 Olmamasindan Daha Fazla

Eger daha 6nceden gérmediyseniz cevap gagirticidir.

Hesaplamalari basitlegtirmek i¢in sadece 365 farkli dogum
glini oldugunu varsayin (artik yilda doganlar igin 29 Subat
yoktur) ve bu tarihlerin her biri ayni olasiliga sahiptir: 1/365.
Gergek rakamlar yilin belli tarihi veya zamani digerlerinden
daha olasi olmakla kii¢iik ama 6nemli farkliliklar goésterir; bu
farkliliklar ilkeden iilkeye degisir. Eger bu faktorleri dikkate
alirsaniz sonug 6zellikle sagirticidir, aranan olasilik ¢ok fazla
degismez.

Biz her oyuncu i¢in olasiliklarin digerinden bagimsiz ol-
dugunu varsayariz ve diyelim ki eger oyuncular farkh dogum
ginlerine sahip olsun diye kasten segildiyse bu dogru olma-
yacaktir. Veya 6rnegin; Gnux Prime uzay buzul diinyasinda bu
igler nasildir? Burada uzayl canavarlarin her nesli yer altin-
daki kig uykusu tiiplerinden eszamanh olarak dogar ve farkl
nesilden olanlar diinyadaki agustos boceklerinin ¢iftlegmesi
ve insanlann eglesmesi gibi ayn1 takimda oynamaz. tki Gnuxo-
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id sahaya gelir gelmez onlarin ayni dogum giiniinii paylagma
olasilig1 aninda 1 olur.

Benzer bir olasilik bulmak daha kolaydir: 23 dogum giinii-
niin farkl olmasi olasilig1. Daha sonra olasiliklar: hesaplamak
i¢in olan kurallar bunu 1'den gikararak cevabi bulmamizi séy-
ler. Hesaplamaya tarif etmek i¢in insanlarin sahaya ayni anda
geldigini varsaymak yardimc olur.

» 11k kigi vardiginda hi¢ kimse yoktur. Dolayisiyla onlarin
dogum giiniiniin sahada mevcut olandan farkh olma olasilig:
1'dir (kesin).

« tkinci kigi vardiginda onlarin dogum giinii birinciden fak-
1 olmak zorundadir, dolayisiyla 365 iginden 364 adet segenek
vardir. Bunun olma olasilig1 364/365'tir.

« Uglinci kigi geldiginde onlarin dogum giinii ilk iki kigi-
ninkinden farkl olmak zorundadir, dolayisiyla 365'in iginden
363 adet segenek vardir. Olasiliklar1 hesaplamak i¢in olan ku-
rallar iki bagimsiz olayin olasihigim1 hesaplamak istedigimiz-
de onlarin olasiliklarini birlikte garpmamiz gerektigini séyler.
Dolayisiyla simdiye kadarki tekrar etmeyen dogum giinii olma
olasilig1 364/365 x 363/365'tir.

« Dordiinci kigi vardiginda onlarin dogum giini ilk ig ki-
siden farkh olmalidir, dolayisiyla simdiye kadarki tekrar et-
meyen dogum giini olasilig1 364/365 x 363/365 x 362/365'tir.

¢ O halde 6riintii simdi daha agik olmalidir. k adet kigi gel-
diginde biitiin k dogum giinlerinin farkl olma olasilig1

plk) = 364/365 x 363/365 x 362/365 x ... x
(365 -k +1)/365'tir

k = 23 oldugunda onun degerinin 1/2'den hafifge az,
0,492703 oldugu ortaya gikar. Dolayisiyla en azindan iki kigi-
nin ayn1 dogum giiniine sahip olma olasilig1 1 - 0,492703 yani
0,507297dir.

Bu 1/2'den birazcik fazladir.

Diger bir deyisle: sahadaki 23 kisiden en az ikisinin ayni
dogum giintine sahip olma olasilig)l, olmama olasiligindan
daha biyiktir.
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Aslinda 23 bu savin dogru olmasi igin olan en kiigiik sayidir.
22 kigiyle olasilik 1/2'den biraz fazla olarak P(22) = 0,52305'dir.
O halde, en az iki kiginin ayn1 dogum giiniine sahip olma olasi-
lig1 1 - 0,52305, yani 0,475695'tir.

Bu 1/2'den birazcik azdir.

Sekil k'ye bagh P(k)'yi gostermektedir, k = 1'den 50'ye kadar.
Yatay ¢izgi 1/2 baga bag noktasini gosterir.
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Sekil 154: P(k)'nin k'ye nasil bagh oldugu.

Sitirpriz, 23 sayisinin ne kadar kiigiik oldugudur. Segilebi-
lecek 365 adet tarihle, tesadiifiin gergeklesmeme olasiliginin
gerceklesmesinden daha olasi olmasa igin daha fazla kigiye ih-
tiya¢ duydugunuzu hayal etmek kolaydir. Bu 6nsezi yanligtir,
¢inkii fazladan insan getirdik¢ge devaml azalan dizinin olasi-
liklan g¢arpilir. Dolayisiyla sonug bekledigimizden daha hizli
azalir.

Sizinle Ayni Dogum Giiniine Sahip Olma

Sayimnin ne kadar kiigiik olduguna sagirmamizin belki bagka
bir nedeni vardir. Belki de soruyu farkl bir soruyla kangtin-
yoruzdur: onlardan birinin dogum giiniiniin sizinle ayn1 olma
olasiliginin 1/2'den biiyiik olmasi i¢in orada kag kigi olmalidir?

Bu soru analiz etmek i¢in biraz daha kolaydir. Baga geri
déneriz ve hi¢ kimsenin sizinle aym1 dogum giiniine sahip ol-
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mamasini hesaplanz. Her yeni kigi degerlendirildikge, onlann
dogum giinliniin sizinkinden farkl olma olasilig1 her zaman
aymdir, goyle ki

364/365.

Dolayisiyla k adet kigiyle biitiin dogum giinlerinin sizinkisin-
den farkh olmasi olasilig1 364/365 x ...x 364/365 = (364/365)'dir.

Burada garpilan sayilar azalmaz. Biz onlardan daha fazla
kullandik¢a onlarnn sonucu azalir, ¢iinkii 364/365 1‘'den daha
kiigliktiir; ancak azalma orani daha yavastir. Aslinda biz bu
saymnin 1/2'nin altina diismeden 6nce k = 253 kigiye ihtiyag
duyanz:

(364/365)%%* = 0,499523

Su halde gagirtic1 olan bu sayinin tersine ¢ok biiyiik olma-
sidir.

Jiipiter'de Dogum Giinleri

Biz 23’1 elde ettik, ¢linki bir yilda 365 giin vardir. Burada 365
sayis1 matematiksel bir éneme sahip degildir: o astronomik
nedenlerden dogar. Matematiksel bakis agisindansa, bir yil-
daki giin sayisinm istedigimiz gibi belirleyebilecegimiz daha
genel bir soruyu analiz etmek zorundayizdir.

Jipiterin hidrojen-helyum atmosferinde siiziilen bloonlar
denen hayali uzaylilann dogum giinii sorusuyla baglayacagiz.
Jipiter gliinese diinyadan daha uzaktadir, dolayisiyla -Jipi-
ter'in glinegin yoriingesinde dénmesi i¢in gereken zaman- ‘bir
Jipiter yili’ bizimkinden daha uzundur (bizim giinimiizle
4332,59 giin). O ayn1 zamanda kendi ekseni etrafinda daha hiz-
11 déner, dolayisiyla onun kendi ekseni etrafinda bir kere don-
mesi olan ‘glini’ bizimkinden daha kisadir (9 saat 55 dakika 30
saniye). Dolayisiyla Jiipiter'in bir ‘yili’ yaklagik olarak 10.477
Jipiter ginii eder.

Benzer hesaplamalar, her biri 40 bloondan olugan ii¢ takim
ve bir hakemin dahil oldugu siiziilen top oyununda, 121 bloo-
nun en az ikisinin ayni dogum giiniine sahip olma olasiliginin
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1/2'den birazcik fazla oldugunu gosterir. Asinda, 120 bloonun
olasiliginin 0,495455 oldugu halde bu 1 - (10.475/10.477 x
10.475/10.477 x ... x 10.356/10.477) = 0,501234 olur.

Jiipiterli matematikgiler her y1l farkh sayidaki giinlerden
dolay: tekrar tekrar bdyle olasiliklar hesaplamaktan memnun
kalmamig ve genel bir formiil geligtirmiglerdir. Bu gok hassas
degildir, ancak bu oldukga iyi bir yakinsamadir. Nitekim genel
soruyu cevaplar: varliklardan en az ikisinin ayni dogum gi-
niine sahip olma olasiliginin 1/2'yi ge¢mesi igin onlardan kagi
mevcut olmalidir? Jipiterliler-tarafindan bilinmemesine rag-
men Neeblebruct gezegeninden goriinmez bir uzayl iggalciler
donanmasi Jiipiter'in etrafinda yarim Jipiter yizyihdir dén-
mektedir. Yillarca Jiipiterli kirk iki matematik¢iden birgogu-
nu onlann sirrini kesfetmek umuduyla kagirmiglardir. Engel,
Neeblebruct yillarinin tam olarak 42¢= 3.111.696 Neeblebruct
gini icermesidir ve hi¢ kimse 121°'in yerine ne gelecegi hak-
kinda bagarili ¢aligmalar yiiritemedi.

Bu sorun Jiipiterlilerin sirr1 kullanilarak ¢oziilebilir. Onlar,
icerisinden segilecek n adet tarihten ve mevcut k adet varhk
arasindan, onlardan en az ikisinin aym dogum giini tarihine
sahip olmasi olasihginin ilk olarak 1/2'yi ge¢mesi k'nin, 4'iin
e logaritma tabaninda karekékii olan vlog4'niin 1,1774 degeri-
ne esit sabitken, Vlog4 x Vn degerine yaklastiginda oldugunu
ispatladilar.

Bu formiilii li¢ 6rnek izerinde deneyelim:

Diinya: n = 365 ve k ~ 22,4944

Mars: n = 670 ve k ~ 30,4765

Jipiter: n=10ve k ~ 120,516

Bir sonraki sayiya yuvarlarsak bagsa bag noktasi 23, 31 ve
121 elemandan olugur. Bunlar aslinda net sayilardir. Ancak for-
miil daha biiyiik n'ler igin ¢ok da hassas degildir.n =3.111.696
kabul edilip bir Neeblebruct yilina uygulanirsa formiil 2077'ye
yuvarlanan k = 2076,95 sonucunu verir. Ayrintili bir hesapla-
ma 1/2'den birazcik az olan P(k) = 0,4999 oldugunu gosterir.
P(k) = 0,5002 igin dogru sayinin 2078 oldugu ortaya gikar.
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Formiil, dogum giini tesadiifiiniin olma olasihiginin olma-
ma olasiligindan biiylik olmasai igin gerekli elemanlarin neden
bu kadar kiigiik olmasi gerektigini agiklar. O bir yildaki giinle-
rin sayisinin karekékii bigimindedir. Bu deger mevcut giinle-
rin sayisina oranla oldukga kiigiiktiir. Ornegin bir milyon giin
siiren bir yilin karekoki sadece bindir.

Beklenen Say1

Bu sorunun bilindik bir versiyonu da gudur:

Mimkiin olan n adet dogum giiniiyle, en az iki elemanin
aym dogum giliniinii paylasmasi igin gerekli bu elemanlarin
beklenen sayisi nedir? $u durumda, ihtiyacimiz olan ortalama
eleman sayisi nedir?

n = 365 oldugunda cevabin 23,9 oldupgu ortaya gikar. Bu,
23’e okadar yakindir ki iki sorubazen birbirine karigmaktadir.
Yine iyi bir yakinsama formili vardir:

k ~V (n/2) x yn ve J( /2 ) sabiti 1,2533"e egittir. Bu, log4 =
1,1774'ten biraz biiyiiktir.

Frank Mathis dogum giinii tesadiifiiniin olma olasiliginin
olmamasindan biiyiik olmasi i¢in gereken eleman sayisi igin
daha hassas bir formiil buldu:

1/2 +V(1/4 + 2n log 2)

Formiiller konusunda deha olan kendi kendini yetistirmig
Hint matematikg¢i Srinivasa Ramanjuan beklenen eleman sayi-
s1 i¢in daha hassas bir formiil buldu:

V(nn/2)+2/3+1/12+ (n/2n) - 4/135n
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26
GIZL| SIFRELER

Sifrelerden bahsedince hemen James Bond'u veya The Spy
Who Came in from the Cold [Soguktan Gelen Casus] kitabini
digliniiriiz. Ancak neredeyse hepimiz giindelik hayatimizda
internet bankaciligr gibi tamamiyla normal ve yasal iglerimiz
igin onlar:1 kullaninz. Bizim bankayla olan iletigimimiz suglu-
lar mesajlar1 okuyamasin ve bizim paramiza erigemesin diye
sifrelenmigtir; bir kodun igine yerlestirilmigtir. En azindan
kolay bir sekilde ulagamamalar igin.

Ingiliz alfabesinde 26 adet harf vardir ve pratik kodlar
siklikla 26 sayisini kullanir. Ozellikle Almanlar tarafindan II.
Diinya Savasi sirasinda kullanmilan Enigma makinesi harflere
uygun olarak 26 konumlu garklari kullanirdi. Dolayisiyla bu
say1 sifre bilime mantikh giris yolu saglamaktadir. Bununla
birlikte, bu baglamda hig¢bir matematiksel 6zelligi yoktur ve
benzer ilkeler diger sayilarla da igler.

Caesar (Sezar) Anahtan

Sifrenin tarihi MO 1900 dolaylarina en az Antik Misir'a kadar
gider. Julius Caesar 6zel mektuplagmalan ve askeri gizlilik
icin basit gifreleme kullanirdi. Onun biyografisini yazan Su-
etonius ‘O soyleyecek gizli herhangi bir geyi varsa, onu sifreli
yazard); bunu da higbir kelimenin anlagilamayacag) sekilde
alfabenin harflerinin yerlerini degistirerek yapardi. Eger birisi
bunlan ¢ézmek ve anlamlarim elde etmek isterse o alfabenin
dérdiincii harfi olan D'yi birinci harf olan A ile ve digerlerini
de bu gekilde degistirmeliydi’ diye yazmigta.
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Caesar'in zamaninda alfabe J, U ve W harflerini igerme-
mekteydi, ancak biz gliniimiiziin alfabesiyle ¢alisacagiz ¢linki
o bize daha tanidik gelir. Onun fikri alfabeyi normal sirasiyla
yazmak ve sonra degistirilmis versiyonunu belki su sekilde
onun altina yazmakt:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVYZFGHIJKLM-
NOPQRSTUVWXYZABCDE

Simdi bir mesaji her harfini normal alfabedekinden degis-
tirilmig alfabedeki aymi1 pozisyondaki harfle degistirerek sif-
releyebilirsiniz. O halde A, F'ye; B, G'ye ve bu gekilde devam
edecek sekilde doniigiir. Su gekilde:

JULIUSCAESAR

OZAONZXHFJXFW

Mesaj: sifrelemek i¢in sadece diger yondeki alfabenin ara-
sindaki mektuplagmay1 okursunuz:

OZAQNZXHFJ XFW

JULI USC AESAR

Alfabeyi otomatik gekilde sarmalayan pratik bir cihaz yap-
mak i¢in harfleri bir daire ya da silindir iizerine yerlestiririz:

Sekil 155: Sarmalamak igin pratik cihazlar.
Caesar anahtan asagida agiklanan nedenlerden dolay: gi-

venli olmak i¢in ¢ok basittir. Ancak o biitiin anahtarlann iger-
digi sifreleme sisteminin bazi temel fikirlerini igerir:
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Sifresiz metin-orijinal mesaj

Sifreli metin- kodlanmig versiyon

Sifreleme algoritmasi—orijinal metni gifreli metne déniis-
tirmek i¢in kullanilan yéntem

Desifre etme algoritmasi- gifreli metni orijinal metne do-
niigtirmek i¢in kullanilan algoritma

Anahtar-metni gifreleme ve degifre etmek igin gerekli olan
gizli bilgi.

Caesar anahtarinda sifrelemenin yolu alfabenin kaydinl-
di1g1 adimlarin sayisidir. Sifreleme algoritmas: ‘anahtar kadar
alfabeyi kaydir’ demektir. Degifre etme algoritmasiysa ‘alfabe-
yi ters yonde kaydir’ demektir, bu da anahtar: aym dogrultuda
ancak ters olarak kaydirmaktir.

anahtar

alfabeyi  adim kaydir
sifreli metin

alfabeyi - k adm kaydir

f

anahtar

Sekil 156: Anahtar sisteminin genel 6zelikleri.

Bu sifreleme sisteminde gifreleme anahtar: ve desifre etme
anahtan yakindan iligkilidir: birisi digerinden bir eksiktir,
bu da sadece ters yonde bir kaymay isaret eder. Boylesi du-
rumlarda sifreleme anahtarnni bilmek desifreleme anahtarini
bilmek demektir. Boylesi sistemler simetrik anahtar gifreleme
olarak adlandinlir.

Goriliniige gore Caesar daha karmagik sifrelemeler de kul-
lanmagtir.

Matematiksel Formiilasyon

Caesar sifrelemesini modiiler aritmetik kullanarak matema-
tiksel olarak ifade edebiliriz [7 b6limiine bkz.]. Bu durumda
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modiil alfabedeki harflerin sayisinca 26 olur. Aritmetik her za-
manki gibi uygulanir, ancak fazladan bir ekleme vardir: 26'nin
tam kati olan herhangi bir tamsay: sifirla yer degistirilebilir.
Bu tam olarak kaymig alfabeyi baglangi¢ konumuna getirmek
icin ‘sarmalamak’ yapmamiz gereken seydir.

O halde A-Z'ye harfler 0-25 aras: sayilarla gosterilecektir,
A=0,B=1,C=2veensonZ=25"tir. Adan (0 konumundaki)
F'ye (5 konumundaki) kayan gifreleme anahtar1 matematiksel
kural olarak goyledir:

n - n + 5 (mod 26)

V (21 konumundaki) 21 + 5= 26 =0 (mod 26) olarak A'y:1 tem-
sil ederken, U'nun (20 konumundaki) Z'yi temsil eden 20 + 5 =
25 (mod 26) sayisi olduguna dikkat ediniz. Bu, matematiksel
formiilin alfabenin sarmalamasini nasil sagladigini goster-
mektedir.

Desifre etme anahtari benzer bir kuraldir:

n = n-5(mod 26)

n +5- 5=n (mod 26)'ya esit oldugundan, degifre etme
sifrelemeyi ¢ozer.

Genel olarak ‘k basamak saga kaydir' anlamina gelen k
anahtariyla, gifreleme anahtarinin kurah

n - n + k (mod 26)

ve degifre etme anahtarnin kural da

n = n -k (mod 26)dur.

Sifrelemeyi matematiksel dile déniigtiirmenin avantaji on-
lar1 hassas olarak tamimlayabilmemiz ve ilgili alfabeyi dert
etmeden Ozelliklerini analiz edebilmemizdir. $imdi her sey
sayularla igler. Bu, ayrica bize a, b, c... kiiglik harfler, noktala-
ma igaretleri ve sayilar gibi fazladan sembolleri g6z 6niinde
bulundurmamiza izin verir. Sadece bir kereligine 26'y1 daha
biiyik bir sayiyla degistirip ve her sembole bir say1 atayin.
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Caesar Sifrelemesinin Kirilmasi

Caesar gifrelemesi olduk¢a emniyetsizdir. Tarif edildigi iizere
sadece 26 olasilik vardir, dolayisiyla onlarin hepsini gifrelen-
mis anlamli mesaji bulana kadar deneyebilirsiniz. Bu yerine
koyma kodu denen alfabenin sadece kaydirilmadig: aym za-
manda karigtirildig: bir versiyonda olmayacaktir. Bu durumda
oldukga devasa olan 26! kod [26! boliimiine bkz.] vardir. Ancak
béyle kodlar: kirmak igin de basit bir yol vardir. Verili herhan-
gi dilde baz harfler digerlerinden daha bol bulunur.

0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

0
abcdefghijklmnopgrstuvwxyz

Sekil 157: Siradan bir Ingilizce metinde ilgili harflerin bulunma
siklig1.

Ingilizcede en bol bulunan harf E'dir, o genelde %13 oranin-
da goziikiir. Sonrasinda %9 ile T gelir, daha sonra %8 ile A gelir
vesaire. Eger sifrelenmis uzun bir metni ele gegirebilirseniz ve
alfabenin harflerinin yerlerinin degistirilmesiyle olugturuldu-
gundan giiphelenirseniz biitiin harflerin bulunma sikliklarini
hesaplayabilirsiniz. Onlar muhtemelen kuramsal resimle tam
ortigmeyecektir, ¢linkii metinler gegit gesgittir. Ancak diyelim
ki Q harfi gifreli metinde digerlerinden daha fazla belirmigse
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onun yerine E'yi koyabilirsiniz. Eger bir sonraki en gok tekrar
eden harf M ise onun yerine T koyarsaniz ne olacagina bakin
ve boyle devam edin. Harfleri biraz ¢alkalayabilirsiniz, boyle-
ce daha az olasilik elde edersiniz.

Ornegin, sifreli metnin kismen géyle oldugunu varsayalim,

XJMNQXJMABW

Ve siz biitiin gifreli metinde en ¢ok tekrar eden ii¢ harfin
sirasiyla Q, M ve J oldugunu biliyor olun. Kalan yerler bog ka-
lacak gekilde Q yerine E, M yerine T ve J yerine A koyun:

-AT-E-AT--

Mesajin aslinda géyle oldugunu tahmin etmek ¢ok da zor
degildir

MATHEMATICS

Daha fazla gifreli metin elde ettikge neyin anlaml oldu-
gunun farkina varacaksiniz, ¢iinkii X'in M'yi, N'nin H'yi A'nin
I'yy, B'nin C'yi ve W'nun S'yi gosterdigini tahmin edersiniz.
Eger sifreli metnin bagka bir kisminda

WBAQRBQHABM A L R okursaniz tereddiitle
onu goyle desifre edersiniz

SCIE-CE-ICT I--vebunun da gdyleolmas: ge-
rektigini sezersiniz

SCIENCEFICTION

N'nin iki defa ortaya ¢ikmasi yararh bir dogrulama saglar
ve siz artik N, F ve O'nun neyi gifreledigini bilirsiniz. Bu siireg
elle yapilirsa bile hizlidir ve kodu kirar.

Binlerce farkl sifreleme yoéntemi vardir. Algoritma veya
anahtar bilinmeden mesajlarin nasil g6ziilecegi yani kodu kir-
ma siireci koda baghdir. Kirilmasi olduk¢a imkansiz bazi pra-
tik yéntemler vardir, ¢linki kodu ¢éziict yeterli bilgiye sahip
olmadan kod devamli degigmektedir. II. Diinya Savaginda bu
‘tek kullanimlik bloknotlarla’ saglaniyordu: temelde her biri
kisa bir mesaj igin bir kere kullamldiktan sonra imha edilen
karmagik anahtardan olugsan bir bloknot. Boyle yoéntemlerin
ana sorunu ajanin bloknotu yaninda tagimasi gerekmesidir
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-veya giiniimiizde de baz1 elektronik aletlerin aym roli oyna-
maktadir- ve bu bagkalan tarafindan ele gegirilebilir.

Enigma Makinesi

En inld gifreleme sistemlerinden birisi II. Diinya Savaginda
kullanilan Alman Enigma makinesiydi. Kod Bletchley Parkta-
ki 6nci bir bilgisayar miihendisi ve i¢lerinde en inliisii olan
Alan Turing dahil matematikgiler ve elektronik miihendisleri
tarafindan kinlmigti. Onlar bu siiregte ellerinde onun gifresini
kirma yolunda 6nemli gelisme saglayan Polonyal gifre bilim-
cilerin onlara sagladigi ¢aligan bir Enigma makinesi olmasin-
dan ¢ok faydalanmiglarda.

Daha zor olan Lorenz sifresi dahil ve bu sefer ellerinde bir
makine olmaksizin diger Alman kodlan da kinlmisti. Bunun
yerine Ralph Tester bagkanhgindaki bir gifre analizciler taki-
m1 makinenin olas1 yapisini onun tarafindan génderilen me-
sajlardan ¢ikarimda bulundular. Sonra Tutte'nin aklina parlak
bir fikir geldi ve kodu kirmak tizere makinenin nasil ¢aligtigi-
na iligkin yararh bilgiler saglayan bir baglangi¢ yapti. Bundan
sonra gelismeler daha da hizlandi. Bu kodu kirmak i¢in gerekli
bir ig olarak Thomas Flowers bagkanligindaki bir takim tara-
findan tasarlanan ve inga edilen Colossus isimli elektronik bir
alet gerekiyordu. Colossus aslinda 6zel bir amagla tasarlanmg
oncii bir elektronik bilgisayardu.

Enigma makinesi orijinal metni girmek i¢in bir klavye ve
her biri alfabenin harflerine uygun olarak 26 konumlu gark-
lar serisi igeriyordu. Baglangigtaki makineler {i¢ ¢arka sahipti,
daha sonra bu beg ¢arka; Alman Donanmasi i¢in herhangi bir
ginde ili¢ adedi segilen sekiz ¢garka sahip bir sete yiikseltildi.
Carklarin amaci orijinal metnin harflerini her yeni bir harf
yazudiginda degistirecek gekilde kansgtirmakti. Yontem tam
haliyle karmagiktir: guraya bakiniz;
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Sekil 158: Bir Enigma makinesi.

http://www.codesandciphers.org.uk/enigma/examplel.htm.

Kabaca konugursak siire¢ su gekilde igliyordu:

Her cark Caesar sifresinde oldugu gibi alfabeyi kendi ko-
numuyla belirlenen bir déniigle kangtinyordu. Bir harf ilk
carka girdi yapildig1 zaman ikinci ¢ark degistirilmig sonucu
bir daha degistirirdi; sonug li¢linci ¢arka geger ve orada da
tglinci defa degistirilirdi. Sinyal bu noktada harf giftlerini
birbirine baglayan ve sonugtaki harfi bagh oldugu harf ¢if-
tiyle degis tokus ettiren 13 kablolu yansiticiya ulagir. Daha
sonra ¢ikan sonug verili girdiye gore sifreli harfin son halini
iretecek bigimde ii¢ garki tersten geger.

Sifrelenmis metin 151kl panodan okunur: her birisinin ge-
risinde alfabeden bir harf olan ve orijinal metinde yazili olan
harfin sifreli metinde kargiligin1 gésteren 26 adet lamba.

Cihazin en ustalikli 6zelligiyse orijinal metin ile gifreli
metin arasindaki iletigsimde ardigik her bir harf vurugunda
onu sonug olan harfe nasil degistirdigidir. Her yeni bir harf
klavyede yazildig1 zaman gark bir sonraki ¢arka bunu iletir,
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dolayisiyla onlar alfabeyi farkli bigimlerde degistirirler. Her
seferinde sag taraftaki bir adim 6nde gider. Ortadaki ¢ark,
sagdaki ¢ark Z'den A'ya geri déndigiinde bir adim ileri geger.
Soldakiyse ortadaki garka tabi olarak ayni hareketi yapar.

Sekil 159: Bir iig garkl: serisi.

Bu sebeple garklar bir arabadaki kilometre 6lger gibi ga-
hgir (elektronikleri gikmadan 6nce). Burada rakam ‘birler ba-
samag’ her seferinde bir adim atacak sekilde 0'dan 9'a sonra
tekrar O'dan baglayacak bigimde devreder. ‘Onlar’ basamag
ayni geyi yapar, ancak birler basamag1 9'dan 0'a déndigiinde
onun tarafindan degistirilirse. Benzer bigimde ‘yiizler basa-
mag)’ ancak onlar basamagindan degistiren bir rakam olan 9
tarafindan 1 artinhr. Bundan dolay li¢ rakam serisi 000'dan
999'a kadar her seferinde 1 artarak 999'a gider ve daha sonra
000'a geri doner.

Bununla birlikte Enigma motorlar:1 10'dan ziyade A'dan Z'ye
kadar harfler olan 26 ‘rakama’ sahiptir. Ayrica onlar herhangi
bir baglangi¢ konumundan 26 x 26 x 26 = 17.576 farkl konuma
ulagabilecek sekilde isleme koyulabilir. Fiili kullanimdaysa,
bu baslangi¢ konum giliniin baglangicinda belirlenirdi ve 24
saat iginde sifirlanacak gekilde kullamlird.

Kademelendirme iglemini sol, orta ve sag olacak agidan
anlattim, ancak makine aslinda ¢arklarin siralanabilecegi alt1
muhtemel konumdan birinden baglanacak gekilde kurulabilir:
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bu da muhtemel baglangi¢ ihtimallerini 105.456 ihtimale, yani
altiya katlar.

Askeri amagh kullanmimda fazladan bir giivenlik seviyesi
harf ¢iftlerinden hangisi kablolar araciligiyla diger esiyle bag-
lanmigsa onlan degis tokus eden anahtar tablosu tarafindan
saglanmiyordu. Béyle kablolar on adede kadar kullanildiginda
150.738.274.937.250 olasiliga yol agar. Anahtar tablosu yine
her giin degistirilirdi.

Sistem kullanicilar i¢in pratik bir avantaja sahiptir: o si-
metriktir. Ayn1 makine mesajlari gifrelemek i¢in de kullanilabi-
lir. Herhangi bir giinde baglangi¢ ayarlan biitiin kullanicilila-
ra iletilmelidir: Almanlar bunu bagarmak igin tek kullanimlik
bloknotlar kullandilar.

Sekil 160: tki baglant1 kablosu yerlestirilmis anahtar tablosu.

Enigma Sifresini Kirmak

Bununla birlikte, siire¢ yaninda agiklar1 getiriyordu. Bu du-
rumlardan en apagik olani diigmanin -bu baglamda bunlar
miittefik devletlerdir- ayarlar ilizerinde ¢aligabilecegiydi,
béylece o giin iginde génderilen her mesaj degifre edilebilirdi.
Elbette diger bagka agiklar da vardi. Ozellikle ara sira hatay-
la ardigik iki giinde ayn: ayarlar kullanildiginda oldugu gibi
durumlarda kod korunmasizdi.
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Bu zayifhiklan kullanarak Bletchley Parktaki takim iglevsel
olarak ilk defa Enigma kodunu Ocak 1940°ta kirmigtl. Onlarin
¢aligmasi biiylik oranda 1932'den beri Enigma kodunu kirma-
ya ¢aligan Marian Rejewski yénetimindeki Polonyah bir grup
sifre analisti tarafindan elde edilen bilgilere ve fikirlere daya-
myordu. Polonyalilar giiniin ayarlan kullanicilara ulagtirilir-
ken olugan bir kusuru fark etmiglerdi. Dogrusu bu, ilizerinde
durulacak ayarlama adedini 10.000 trilyondan 100.000 seviye-
sine indirmigti. Polonyalilar bu ayarlan kataloglayarak verili
bir giinde hangi ayarin kullanmldig: iizerinde hizlica ¢aliga-
biliyorlardi. Onlar kendilerine yardim eden siklometre denen
bir makine icat etmiglerdi. Katalogu hazirlamak bir yillarim
almigtl, ancak tamamlandiginda giiniin ayarlarnnin ¢ikarimini
yapmak ve kodu kirmak sadece 15 dakikalarim aliyordu.

Almanlar sistemlerini 1937'de gelistirdiler ve Polonyali-
lar da yeniden ige koyuldular. Onlar en gii¢liisii olan bomba
kryptologiczna (sifre bombasi) diye adlandirdiklarina benzer
birgok yontem gelistirdiler. Onlann her biri ii¢ ¢arkin baglan-
gi¢ konumuna goére siralanabilecegi alt1 adet muhtemel s1.ala-
madan her biri i¢in 17.576 adet olan olasiliklarin kaba kv vvet
analizini yaptilar.

Turing, Bletchley Parka geldikten kisa siire sonra bombanin
ingiliz versiyonu olan bombe"1 gelistirdi. Onun iglevi baglangig
¢ark ayarlarimin ve ¢arklann diziliminin ¢gikarimini yapmakti.
Haziran 1941 dolaylannda kullanimda olan bes adet bomba
vardy; 1945 yi1linda savasin sonundaysa sayilar 210’u bulmus-
tu. Alman donanmasi dort ¢arkli makinelere gegince yeni bom-
balar iretilmigti.

Alman sistemi giivenligi artirmak i¢in gelistirildikge, kod
kiranlar onu etkisizlestirecek yollar bulmustu. Mittefikler
1945 dolaylarinda Almanlann biitiin mesajlarinm desgifre ede-
biliyorlardi, ancak Alman bagkomutani biitiin iletigimin tama-
miyla giivende olduguna inanmaya devam etti. Onlarnn gifre
bilimcileri aksine boyle aldanmalar i¢inde degillerdi, ancak
herkesin gifreyi kirmak igin sarf edilmesi gereken biiyiik bir
enerjiyi harcayacagindan giiphe ediyorlardi. Miittefikler bi-
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yik bir avantaj kazandilar, ancak onlar mesajlar1 degifre ede-
bildiklerine iligkin igaret vermemek i¢in dikkatli olmak zorun-
daydilar.

Asimetrik Anahtar Kodlar

Sifre bilimdeki biiyiik fikirlerden birisi asimetrik anahtarlar
olasiligiydi. Burada sifreleme ve desifre etme anahtar1 fark-
hdir: hatta eger gifreleme kodunu bilseniz dahi degifre etme
kodu iizerinde ¢aligmak mimkiin degildir. Bir islem digerinin
tersi oldugunda bu muhtemel goéziikebilir, ancak ‘geriye dogru
sifreleme metodu iizerinde ¢aligmay:’ imkansiz kilan bu tir
yontemler vardir. Bir 6rnegi modiiler aritmetikteki asal sayila-
rin 6zellikleri Gzerine kurulu RSA kodudur [7 bélimiine bkz.].
Bu sistemde, gifreleme algoritmasi desifre etme algoritmasi
ve sifreleme anahtar1 modiiler agiklanabilir ve bu halde bile
desifre etme anahtarinin ¢ikarimini yapmak miimkiin degildir.
Bununla birlikte gifreleme anahtarini alabilenler bunu yapabi-
lir, ¢linkii onlar, mesaj: sifrelemek i¢in gizli anahtara sahiptir.
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Kiirelerin etrafini saran ‘dig biikey 6rtiiniin’ diizenlemesinin
en kii¢iik olmasi i¢in 56 veya daha az, ancak 57 degil, kiirenin
birlesiminden olusan sosis bi¢iminde olmas1 gerektigi ispat
edilmigtir.

Sikica Paketleme

Bu sonucu anlamak i¢in daha basit bir geyle baglayalim: dai-
releri paketlemek. Diizlemde ¢ok¢a 6zdes daireyi paketledigi-
nizi ve onlan yapabileceginiz en kisa egriyle etraflarini ‘sikica’
cevrelediginizi diigliniin. Bu egri teknik olarak daireler kiime-
sinin dig biikey 6rtiisii olarak adlandirilir. Ornegin 7 daireyle
uzun bir ‘sosis’ deneyebilirsiniz:

Sekil 161: Sosis gekli ve sikica paketleme.

Bununla birlikte, egrinin igindeki toplam alani mimkin
olan en kiigiik yapmak istediginizi varsayin. Eger her daire 1
birim yarngapa sahipse, o halde sosisin alani 24 + n=27,141dir.

Ancak dairelerin merkezde bir daire bulunan altigen bigi-
minde daha iyi bir diizenlemesi vardir ve bu sekilde daireler
daha az alan kaplar:

12 +  + 6v3 = 25,534.
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Sekil 162: Altigen gekil ve sikica paketleme. Bu sosisten daha kiigiik
bir alan verir.

Aslinda ii¢ daireyle bile sosis gekli en iyisi degildir. Egrinin
icindeki alan sosis igin

8 + n = 11,14 iken daireler liggeni i¢in

6 +n + V3 =10,87'dir.

Sekil 163: Ug daireyle sosis gekli ve sikica paketleme. Uggen daha
kiigik alana sahiptir.

Bununla birlikte, eger daireler yerine 6zdes kiireler kulla-
nirsaniz ve onlan en kiigiik alana sahip ylizeyle sikica paket-
lerseniz, yedi kiire i¢in altigen diizenlemedense sosis formu-
nun daha az hacme sahip oldugu ortaya gikar. Aslinda sosis
oriuntiisi 56 dahil ona kadar olan sayilardaki kiireler i¢in en
kiigiik hacmi verir. Ancak 57 kiireyle veya daha fazlasiyla mi-
nimal diizenlemeler daha yuvarlaktir.
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Hala daha az sezgisel olanlar dért veya daha ¢ok boyutta
olanlardir. Dért boyutlu uzayda en az hacme sahip sosis for-
munda bir diizenleme i¢in en az 50.000 kiireye ihtiya¢ vardir.
Bununla birlikte 100.000'den fazla kiire i¢in bu artik sosis for-
munda degildir. Dolayisiyla en kiigiik hacimli sikica paketle-
me onlardan feci miktarda igeren ¢ok ince ve uzun bir sosis
formunu olugturur. Dérdiincii boyutta sosislerden en ideal
bigimde diizenleme i¢in tam olarak kag adet gerektigini kimse
bilmemektedir.

Gergekten biiyiileyici bir degigiklik muhtemelen besinci
boyutta ortaya gikar. Beginci boyuttaki sosislerin 50 milyona
kadar olan kiireler olacagim hayal edebilirsiniz, ancak bir-
den daha yuvarlagimsi, daha az hacim kaplayan bir beginci
boyut diizenlemesi karginiza gikar ve altinci boyuttaysa ayni
bigimde 29 squillion adet kiire gerekir ve bu béyle devam eder.
Ancak 1975'te Laszl6 Fejes Toth dérdiincii veya daha biiytik bo-
yutlarda boyut sayis1 ne kadar biiyiik olursa olsun sosis savi
olarak bilinen konveks oértiiniin her zaman en kiigiik hacimli
oldugunu formiile dékti.

Ulrich Betke, Martin Henk ve Jérg Wills, Toth'un 42 veya
daha biiyiik boyutlu uzaylarda hakli oldugunu ispat ettiler.
Giincel olarak bu bildiklerimizin en iyisidir.
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SONLU GEOMETRI

Yiizyillar boyunca Oklit geometrisi biricik geometriydi. O, di-
ger hi¢bir geometrinin mimkiin olamayacag) anlamina gelen
uzayin gercek geometrisi olarak biliniyordu. Biz bu iki agikla-
manin hi¢birine artik inanmiyoruz. Egri yilizeylerde uygulanan
Oklit¢i olmayan birgok geometri gegidi vardir. Genel gérelilik
gercek uzay-zamanin yildizlar gibi yogun cisimlerin diz de-
gil egri oldugunu gésterdi [11 bélimiine bkz.]. Ayrica diger bir
geometri ¢esidi olan izdiigiim geometrisi resim sanatindaki
perspektiften gelmektedir. Sayilabilir goklukta noktaya sahip
geometriler bile vardir. En basiti yedi noktaya, yedi ¢izgiye ve
168 simetriye sahiptir. Bu, canavar grupta —bu ismi hak eden-
doruk noktasina ulagsan sonlu basit gruplann kayda deger
hikayesine yol agar.

Oklit¢i Olmayan Geometri

Insanlar yerkiirenin etrafinda yonlerini bilerek seyahat etmeye
bagladiklarinda bir kiirenin ylizeyinin dogal geometrisi olan
kiiresel geometri 6ne gikmaya bagladi, ¢linkd kiire diinyanin
oldukga yaklagik bir modelidir. Ancak tam olarak degildi; diin-
ya kutuplardan basik oldugu igin bir elipse daha yakindir. An-
cak zaten yoniini bulmak da o kadar hassas degildi. Bununla
birlikte, kiire Oklit¢i uzayda bir yiizeydir dolayisiyla kiiresel
geometrinin yeni bir tiir geometri olmadig1 sadece onun yeni
bir 6zel hali olarak diigiiniildi. Her seyden sonra, hi¢ kimse
iggen geometrisinin o, tam bir diizlem olmasa bile Oklit¢i geo-
metriden tutucu bir ayrilik oldugunu diigiinmedi.
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Biitiin bunlar, matematikgiler Oklit geometrisinin bir 6zel-
ligine daha yakindan bakmaya baglayinca degisti: paralel
dogrularin varligi. Bunlar ne kadar uzatilirsa uzatilsin asla
cakigmayan dogrusal gizgilerdir. Oklit paralellerin kurnazlhkla-
ra sahip oldugunu fark etmis olmaldir, ¢iinkii o geometrisinin
gelisiminde temel aksiyomlar bunlarin varhgina dayandiracak
kadar agikgézdii. O, bunun net olmadigini fark etmis olmahdir.

Onun aksiyomlarinin ¢ogu sezgiyle 6grenilecek gekildeydi
ve sadeydi: 6rnegin, ‘iki dik a¢1 birbirine egittir’. Buna kargin,
paralel aksiyomlari biraz agizda gevelenen tarzdaydi. ‘Eger bir
dogru pargasi iki dogru tarafindan toplamlan iki dik aginin
toplamindan daha az olacak iki i¢ ag1 olugturacak geckilde ke-
silirse ve bu i¢ agilarin oldugu tarafta bu dogrular sonsuza
kadar uzatilirsa onlar muhakkak bir yerde kesigeceklerdir.’
Matematikgiler bu gesgit bir karmasikligin gerekli olup olmada-
gin1 merak ettiler. Oklit'in geriye kalan aksiyomlarindan para-
lellerin varlig: ispat edilebilir miydi?

Onlar Oklit'in kullamgsiz formiilasyonunu daha basit ve
sezgisel varsayimlarla degistirmeyi bagardilar. En basitleri
belki de Playfair'in aksiyomuydu: herhangi bir dogruyu alin
ve o dogru lizerinde olmayan bir nokta alin, bu noktadan ge-
¢en ve o dogruya paralel sadece bir adet dogru vardir. Aksi-
yom, Elements of Geometry [Geometrinin Temelleri] kitabinda
bunu ortaya koyan John Playfair’'e ithaf edilmigtir. Agikgasi o,
eserinde en fazla bir paralel olmasini zorunlu kilmisty, ¢linki
diger aksiyomlar bir paralelin var oldugunu ispat etmek igin
kullanilabilirdi. Oklit'in diger aksiyomlarindan paralel aksi-
yomunu gikarsamak i¢in birgok girigim yapildi, ancak hepsi
basarisizliga ugradi. Sonunda nedeni daha anlagilir oldu: o
yapilamazdir. Paraleller hakkindaki hari¢ Oklit'in biitiin ak-
siyomlarimi1 dogrulayan geometrik modellemeler vardir. Eger
paralel aksiyomunun bir ispati1 olsaydi, o halde bdéylesi bir
modelde o gegerli olmaliyd:: bununla birlikte, éyle degildir.
Dolayisiyla bir ispat da yoktur.

Kiiresel geometri aslinda béyle bir model sunar. ‘Dogru’,
¢cemberin merkeze dogru olusturdugu kiireyle kesigsen ‘biyiik

310



SONLU GEOMETRI

¢ember’ olarak yeniden yorumlandi. Herhangi iki ¢ember ke-
sigebilir, dolayisiyla bu geometride hig¢ de paralellikler yoktur.
Bununla birlikte iki noktada kesigen belirli iki biiyiik ¢ember
¢ap olarak taban tabana zit oldugundan bu kars: 6rnek fark
edilmedi. Oklit, tersine eger onlar birbirine paralel degilse ve
kesigiyorlarsa sadece bir noktada kesigen iki dogru olmasim
zorunlu kilar.

Cagdas bir bakisg agisiyla cevap basittir: ‘noktay1’, ‘cap
olarak zit nokta ¢iftleri’ geklinde yeniden yorumlayin. Bu bize
ginimiizde elips geometrisi dedigimizi verir. Ancak bu o za-
mandakiler i¢in fazla soyuttu ve bu, Playfair'in béylesi geo-
metrileri harig tutarken kagamak noktasi olarak kullandig bir
alan birakti. Matematikg¢iler bunun yerine verili bir noktadan
gecen dogruya paralel sonsuz sayida dogrunun séz konusu
oldugu hiperbolik geometriyi gelistirdiler. Klasik bir model
bir daire igerisindeki Poincaré diskidir. Bir dogru daireyi dik
agiyla kesen herhangi bir ¢ember yay: olarak tanimlanir. Bu
fikirlerin niifuz etmesi ve tartigilir olmaktan gikmasi yaklagik
bir yiizyil aldi.

Sekil 164: Hiperbolik diizlemde
(g6lgelendirilmig) Poincareé disk
modeli. tki gri dogru da siyah
olana paraleldir ve aym nokta-
dan geger.

Izdiigiimsel Geometri

Bu arada Oklit¢i geometrinin diger bir ¢esidi dogmaktaydi. Bu,
Italyan Rénesans sanatgilan perspektif -¢cizmeyi geligtirdikle-
rinde sanattan ve mimarhktan dogmugstu. Sonsuz uzunlukta
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ve kesinlikle dogrusal bir yolda duran birisi gibi iki paralel
arasinda Oklit diizleminde ayakta durdugunuzu varsayin. Ne
gériyorsunuz?

Gérmediginiz asla kesigmeyen iki dogrudur. Siz bunun ye-
rine ufukta kesigen iki dogru gériirsiiniiz.

Bu nasil olabilir? Oklit paralellerin kesigsmedigini séyler;
gozlerinizse kesigtiklerini soylemektedir. Ancak aslinda man-
tiksal bir zitlik yoktur. Ufuk dizlemin bir pargasi degildir.
Eger dyle olsayd, o diizlemin kenarinda olurdu ancak bir diz-
lemin kenarlan yoktur. Bir sanatginin gereksinimi Oklitgi bir
dizlem degildir, ancak eklenmis bir fazlaliklh bir dizlemdir:
ufuk ¢izgisi. Bu, ‘'sonsuzdaki noktalardan olugmug' paralelle-
rin kesistigi ‘sonsuzluktaki dogru’ olarak diigiinilebilir.

Sonsuzda bir nokta
Ufuk

Sekil 165: Paraleller ufukta kesigir.

Eger bir ressamin yaptiklan hakkinda diigliniirsek bu be-
timleme daha mantikl olacaktir. Onlar tuvali g6valeye koyarlar
ve onlerindeki resmi tuvale yansitarak aktarnrlar. Bunu gozle,
mekanik veya optik aletlerle yaparlar. Ressamin goziinden
tuvale dogru bir ¢izgi ¢izerek ve bu ¢izginin tuvalle birlestigi
yere bir igsaret koyarak matematiksel olarak bir noktay: tuvale
yansitabilirsiniz. Kamera da temelde béyle ¢aligir: objektif dig
diinyay: film veya dijital kameralar s6z konusuysa yiik bagla-
siml bir aygit Gizerine yansitir. Goziiniiz de goriintiiyi retina
tzerine benzer bigimde yansitir.
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Ufkun nerede oldugunu gornek igin yan taraflardan pa-
ralellerin resmini yeniden gizeriz (sagdaki gekil). Oklitgi diiz-
lemde noktalar (gri olanlar) ufkun altina yansir. Ressamin
onindeki gizgiler ufkun sonunda biten gizgiler seklinde yan-
sir. Ufkun kendisi diizlemedeki hi¢bir noktanin yansimasi de-
gildir. Oklu cizgilerler gésterildigi bicimde geriye yansitarak
béyle bir noktay:1 bulmaya galigtiginiz1 varsayin. Bu diizleme
paralel olur, dolayisiyla o, onunla asla gakigmaz. O diizleme
carpmadan ‘sonsuza’ kadar devam eder. Dolayisiyla diizlemde
higbir nokta ufka kargilik gelmez.

Sekil 166: Solda: Diirer'in 1525'deki resimsel yansitmasinin tahta
oymasl. Sagda: Paralel noktalar1 tuvale yansitmak.

Bu fikrin Gizerine kurulu mantiken tutarh bir geometri dii-
zenlenebilir. Oklit¢i geometri ‘sonsuzdaki noktalardan’ olugtu-
rulmus ‘sonsuzda bir ¢izgi' eklenerek genisletilir. Izdiigiimsel
geometri denen bu diizende paraleller mevcut degildir. Belli
herhangi iki ¢izgi tam olarak bir noktada kesigebilir. Ayrica
Oklitgi geometride oldugu gibi herhangi iki nokta bir dogruyla
birlestirilebilir. O halde burada keyif veren bir ‘diialite’ var-
dir: eger noktalan gizgilerle gizgileri de noktalarla degis tokusg
edersek biitiin aksiyomlar gegerli hale gelir.

Fano Diizlemi

Matematikgiler bu yeni fikri takip ederek izdiigiimsel geomet-
rinin sonlu benzerleri olup olamayacagin1 merak ettiler. Bu,
¢izimlerin sonlu sayida noktalardan ve dogrulardan olustugu
ve igerisinde
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¢ herhangi belli iki nokta tam olarak bir nokta {izerinde

bulundugu,

¢ herhangi belli iki dogru tam olarak bir noktada kesistigi

bir benzeridir.

Boyle gizimler uzaydaki veya diizlemdeki gibi olmas1 ge-
rekmeyen sekilde aslinda vardir. Onlar izdiigiimsel geometri
i¢in bir gesit koordinat sistemi diizenlenerek tanimlanabilir-
ler. Oklitgi diizlemde normalde kullandigimiz gergel say gift-
leri (x, y) yerine bir tgli (x, y, z) kullaniriz. Ugliiler, {i¢ boyutlu
Oklit¢i uzayda koordinatlan betimlemek igin kullanilir, ancak
fazladan bir gart dayatiriz: tek 6nemli olan koordinatlarinin
oranlandir. Ornegin, (1, 2, 3), (2, 4, 6) veya (3, 6, 9) ile aym nok-
tay: gosterir.

Su halde bizi tekrardan Oklit¢i uzayda iki koordinata geri
getiren (x/z, y/z) ¢ifti (x, y, z) yerine konulabilir. Bununla bir-
likte z sifir olabilir. Eger boyle olursa x/y héala bir anlam ifade
edecek harika 6zelligiyle x/z ve y/z'yi ‘'sonsuz’ olarak digiine-
biliriz. Dolayisiyla (x, y, 0) koordinatl nokta ‘sonsuzdadir’ ve
bu formdaki biitiin sayilar sonsuzdaki dogruda yani ufukta
bulunur. Bitiin bunlarin iglemesi i¢in sadece bir igliyid goz
ardi edilmelidir: (0, 0, 0) bir noktay: géstermedigi konusunda
hem fikirizdir. Eger gosterseydi (x, y, z) ve (Ox, Oy, 0z) aym ol-
dugundan o biitiin noktalan goésterirdi. Ancak bu sonuncusu
(0,0, 0)'dir.

Bu tiirdes koordinatlar:1 adlandinldiklar tizere kullandik-
tan sonra daha biiyiik 6lgekte benzer bir oyun oynayabiliriz.
Ozellikle gerekli 6zelliklerle koordinatlarin gergel sayilarimi p
modunda p tamsay! asalina gére degistirerek sonlu ¢izimler
elde edebiliriz. Sekiz tane ii¢li vardir ancak geriye yedi nokta
birakacak gekilde yine (0, O, 0) yasaklidir:

(0,0,1(0,1,0(1,0,0(0,1,1(1,0,1)(1,1,0(1,1,1)

Bu, fikri 1892'de yayimlayan ftalyan matematik¢i Gino Fa-
no'ya ithafen olugan ‘sonlu izdiigiimsel geometri’ Fano diizle-
mi olarak adlandirilir. O, aslinda li¢ boyutlu uzayda 15 nokta-
dan, 35 dogrudan ve 15 diizlemden olugan sonlu bir izdligim

314



SONLU GEOMETRI

tanimladi. O her biri ya 0 ya da 1 olan ve (0, O, 0, 0)'1 diganda
birakan dort koordinat kullanir. Her diizlem Fano diizlemiyle
ayn1 geometriye sahiptir.

F
1,0,1) 01,1 (1.1,0)

Sekil 167: Fano diizleminin yedi noktasi ve yedi dogru pargasa.

Fano her biri li¢ noktaya sahip olan yedi dogruya ve her
biri ii¢ dogrudan biri tizerinde bulunan yedi noktaya sahip-
tir. Cizimde dairesel olan BCD diginda biitiin dogrular diizdiir,
ancak bu siral tiglileri siradan bir diizlemde mod 2'ye gore
gostermeye caligmaktan kaynaklanmaktadir. Yedi noktanin
hepsi simetrik olarak goriiliir. Bir dogruyu olusturan herhangi
ii¢ noktanin koordinatlarinin toplami her seferinde sifin verir:
ornegin, taban dogrusundakiler 1 + 1 = 0 mod 2'de oldugundan
buna uygundur

(1,0,1)+(0,1,1)+(1,1,00 +(1,1,00=1+0+1,0+1 +1,1
+1+0=(0,0,0)

Fano Diizleminde Simetriler

Heniliz 168 sayisina iligkin bir emare yoktur, ancak yaklastik.
Pif noktas) simetride yatmaktadir.

Matematiksel bir nesne veya sistemin simetrisi, onun ya-
pisim1 koruyarak déniigtiirmenin yoludur. Oklit¢i geometrinin
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dogal simetrileri, agilan ve uzakliklan degistirmeyen kalip
hareketlerdir. Ornekleri diizlemi yanlara dogru kaydiran étele-
me ve onu belli sabit bir dogrudan yansitmak olan belli sabit
noktalardan déndiirmedir.

fzdlisim geometrisinin dogal simetrisi kalip hareketler
degildir ¢ilinkii izdiisimler gekilleri bozabilir, uzunluklan ve
acgilari daraltip genigletebilir. Onlar izdiigiimdiir: bir noktanin
bir dogruyla kesigip kesigmedigi gibi orantisal iligkilerini de-
gistirmeyen déniigiimler. Giiniimiizde simetriler biitiin mate-
matiksel nesnelerin hayati 6zelliklerinden biri olarak taninir.
Dolayisiyla Fano diizleminde simetrilerin ne oldugunu sormak
gayet dogaldir.

Burada, alt1 adet devinimsiz hareket simetrisi olan egke-
nar Ug¢gendeki gibi devinimsiz hareket simetrilerini kastetmi-
yorum. Her ii¢ noktanin bir kenar olugturdugu yedi noktanin
permiitasyonunu kastediyorum. O, eskenar iiggendeki gibi alt1
adet kalip hareket simetrisine sahiptir. Her bir li¢ nokta bir
dogru olusturdugunda permiitasyonla gelen noktalar da bir
dogru olugturdugu yedi adet noktanin permiitasyonunu kas-
tediyorum. Ornegin, EDF tabamin1 CDB ¢emberine déniigtiire-
biliriz. Bunu, birincisi bu li¢ noktanin nasil dénistiirillecegini
gosterirken su sekilde gosterebiliriz

E =CD =DF =B

A, B', C' ve G'ne olmasi gerektigine karar vermeliyiz, yoksa
bir permiitasyona ulagamayiz. Onlar C, D ve B'den farkli olmak
zorundadir. Belki

A’ = E deneyebilir ve bunun ne anlama geldigine bakabili-
riz. ADG bir dogru oldugundan A'D’'G’ de bir dogru olmalidir.
Ancak 6ncesinde A’ = E ve D' = D olduguna karar vermigtik.
Pekala, G' ne olmalidir? Cevab: bulmak igin E ve D igeren tek
dogrunun EDF olduguna dikkat ediniz. Dolayisiyla G’ = F ola-
rak almaliyiz. Ardigik noktalari bu sekilde tamamlamak i¢in B’
= G ve C' = A oldugunu buluruz. Dolayisiyla elimdeki permii-
tasyon haritasi1 ABCDEFG'den A'B'C'D'E'F'G’' yani EGADCBF
haline gelmigtir.
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Bu donigtimleri gorsellestirmek i¢in basmakalip bir ig de-
gildir, ancak onlar cebirsel olarak bu gekilde bulabiliriz. Bek-
leyebileceginizden daha fazladirlar. Aslinda onlardan 168 adet
yani kayda deger miktarda vardir.

Bunu ispatlamak i¢in yukardaki siradan olan yontemi kul-
laninz. A noktasindan baglayin. O nereye gidebilir? Kural ola-
rak B, C, D, E, F, G'den herhangi birine gidebilir, dolayisiyla 7
se¢enek vardir. Onun A’ ya hareket ettigini varsayin. Boyle yap-
tiktan sonra B noktasina bakin. Sonrasinda B noktasini kalan
6 konumdan birine tekrara diigmeksizin yerlestirebiliriz. Bu
da simdiye kadar 7 x 6 = 42 adet olas1 simetri oldugunu goste-
rir. A ve B'nin A’ ve B’ noktalarina gidecegine karar verdikten
sonra E'yi A ve B'den sonra ii¢lincii noktadan bagka bir yere
hareket ettirme imkanimiz yoktur. O, A'B' noktalarindan sonra
l¢ilinci noktaya ancak bu ikisinden bagka olasilik olmaksizin
hareket etmelidir. Bununla birlikte, konumlan hakkinda heniiz
karar verilmemis doért nokta daha vardir. Onlardan birini se-
¢in: o, bu dért noktadan herhangi birine hareket edebilir. An-
cak konumu hakkinda bir kere karar verildikten sonra geriye
kalan her gsey geometri tarafindan belirlenir.

Biitiin kombinasyonlarin rastlantisallik iligkisini korudugu
kontrol edilebilir: iligkili dogrular her zaman iligkili noktalarda
kesigir. Dolayisiyla toplamda 7 x 6 x 4 = 168 adet simetri var-
dir. Bunlarin hepsini ispat etmenin ¢agdas bir yolu modiil 2'de
tamsayilarla olan dogrusal cebirdir. ligkili déniigiimler O veya 1
elemanlanyla olugan 3 x 3 degistirilebilir matrislerle gosterilir.

Kleinci Quartic

Ayni grup karmasik analizde de 6niimiize ¢ikar. Adolf Hurwitz
1893'te g adet delige sahip karmasik bir ylizeyin (teknik olarak
sikigtirilmig bir Riemann ylizeyi) en fazla 84(g — 1) simetriye
sahip oldugunu ispatladi. Ug adet delik oldugunda bu say:1 168
olur. Felix Klein

Xy + Y’z + 2°x = 0 denklemiyle ve (x, y, 2) karmagik homo-
jen koordinatlariyla Klein quartic denen bir yiizey inga etti. Bu
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yuzeyin simetri grubunun Fano diizlemiyle ayni oldugu orta-
ya ¢ikt1; dolayisiyla o, Hurwitz'in teoremi tarafindan tahmin
edildigi Gizere 168 adet idi. Yiizey hiperbolik bir diizlemin yedi
adedi her kégede kesigen liggenlerle dégenmesiyle ilgilidir.

Sekil 168: Klein quarticin lig¢ adet gergek kesiti.

Sekil 169: Poincare disk modelinde tarif edildigi sekilde hiperbolik
diizlemin ilgili gekilde d6genmesi.

Basit Gruplar ve Canavar

Herhangi bir matematiksel sistemin veya nesnenin simetrileri
bir grup olusturur. Bu, giindelik dilde sadece bir koleksiyon
veya kiime demektir; ancak matematikte fazladan 6zellikleri
olan bir koleksiyonu imler. Koleksiyonun herhangi iki elemani
bagka bir koleksiyonu olusturacak sekilde kombin edilebilir.
Bu biraz ¢arpma iglemi gibidir: grubun g, h elemanlan gh
irinin olusturmak i¢in kombin edilir. Ancak elemanlar ve on-
lan birlegtiren iglem istedigimiz herhangi bir gey olabilir. O,
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simetriler tarafindan motive edildiginde bazi hog 6zelliklere
sahip oldugu siirece elbette.

Simetriler dontgtiimlerdir ve iki déniigimi birlestirmenin
yolu ilk 6nce birincisini sonra ikincisini gergeklestirmektir. Bu
6zel ‘carpma’ kavrami ¢ogu cebirsel kurallara uyar. Carpma-
nin birlesme 6zelligi vardir: (gh)k = gfhk). Bir esitlik vardir 1
ile ilgilig = g1 = g1. Her g i¢in g = gg"' = 1 olan ve g denen
bir tersi vardir. (gh = hg diyen degisme kural bir¢ok simetride
saglanmadigindan burada da bir sart degildir.) Bu ii¢ kurala
uyan bir iglemle tanimlanmig bir matematiksel sistem grup
olarak adlandinlir.

Simetriler i¢in birlesme kurali kendiliginden dogrudur
¢iinki degisimleri bilegtiriyoruzdur; esitlik ‘higbir gey yapma'
dénigimidir ve bir degisimin tersi de ‘yaptigini geri al’ isg-
lemidir. Dolayisiyla bir sistemin veya nesnenin simetrilerinin
kompozisyonu bir grup olusturur. Bu, 6zellikle Fano diizlemi
i¢in dogrudur. Onun simetri grubu igerisindeki (grubun diizeni
olarak adlandinlir) déniigiimlerin sayis1 168'dir. Bunun olduk-
¢a sira dis1 bir grup oldugu ortaya ¢ikti.

Birgok grup daha kiigiik gruplarin kombinasyonu olarak
bolanebilir, birazcik sayilan asal garpanlanna ayirmaktaki
gibi, ancak iglemler burada daha karmasiktir. Asal ¢arpanla-
nn benzerleri basit gruplar olarak adlandinhr. Bu gruplar bu
sekilde aynlamazlar. ‘Basit’, ‘’kolay ' demek degildir; o, ‘sadece
bir pargaya sahip olan’ demektir.

Sonsuz sayida sonlu grup —sonlu diizende olan gruplar bu
da sonlu sayida elemam olan demektir- vardir. Eger onlardan
birini rastgele segerseniz o aym ¢arpanlarina ayrnlabilen sayi-
larin kargisindaki asal sayilar gibi nadiren basittir. Bununla
birlikte, ayn1 asal sayilarda oldugu gibi sonsuz sayida basit
grup vardir. Aslinda bazilan da asal sayilarla iligkilidir. n her-
hangi bir sayiyken n modiiliindeki [7 bélimiine bkz.] sayilar
onlan bir birine ekleyerek kompozisyonlu bir grup olusturur.
Bu, n diizeninde dongiisel grup olarak adlandinlr. Bu n asal
oldugunda tam olarak basittir. Aslinda, asal diizende olan bi-
tiin basit gruplar déngiseldir.
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Diger bagkalan var midir? Galois, beginci dereceden denk-
lemler iizerine olan ¢aligmasinda 60 diizeninde basit bir grup
bulmugtur. Bu asal bir say: degildir, dolayisiyla bu déngiisel
bir grup degildir. O, 5 adet nesnenin biitiin ¢ift permiitasyon-
lan igerir. Galois'a gore nesneler besinci dereceden bir denk-
lemin bes adet ¢oziimiydd (5 bélimiine bkz.] ve denklemin
simetri grubu biitiin bu ¢éziimlerin 120 adet permiitasyonunu
igerir. Igerisinde onun 60’11 diizendeki grubu da vardi ve Galois
bunu biliyordu ¢linkii grup basitti, ¢ézlimler i¢in de cebirsel
bir formiil yoktu. Denklem herhangi bir cebirsel formiil tara-
findan ¢6ziilebilecek yanlis cegitte simetrilere sahipti.

Bir sonraki en biiyiik déngiisel olmayan grup 168 diizenin-
dedir ve bu Fano diizleminin simetri grubudur. Yiizden fazla
cebirci 1995 ve 2004 yillar1 arasinda biitiin sonlu gruplan si-
niflandirmayi bagards; bu da grubun igindekileri listelemektir.
Bu devasa galigmanin sonucu dergilerde yaklagik 10.000 sayfa
olarak ve her bir sonlu grubun iligkili oldugu sonsuz gruplarin
sonlu bir ailesiyle, ki 18 adet farklh aile vardir, beraber yayim-
land1. Ozel dogrusal yansitici gruplar yani bir aile basit grup
olan 168 diizeniyle baglar.

Aslinda pek de 6yle degildir. Tam olarak seyrek grup olarak
adlandirilan 26 adet istisna vardir. Birbirleriyle bazen pamuk
ipligiyle bagli olan bu yaratiklar biiyileyici ufakliklardir. Aga-
gidaki tablo isimleriyle ve diizenleriyle tim 26 adedini liste-
lemektedir.

Bu gruplarin ¢ogunlugu kasifinin ismine atfen adlandinl-
migtir, ancak en biiyigii canavar olarak adlandinlmigtir; tabir
¢ok da yerindedir ¢linki onun diizen sayis: yaklagik olarak 8 x
10%¥dir. Agik olarak yazarsak

808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.
368.000.000.000 seklindedir. )

Grup kuramcilari igin ¢ok yararh olan tabloya asal garpan-
lara ayirma igin bakiniz. Bu say1 lizerine bir bliim yazmak be-
nim igin cazibeliydi, ancak daha genis bir bakig agis1 vermek
icin onu 168 igerisine koymay: uygun gérdim.

Canavar 1973'te Brend Fischer ve Robert Griess tarafindan
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tahmin edildi ve 1982'de Griess tarafinda olugturuldu.Bu, Griess
cebiri olarak adlandinlan ilging cebirsel bir yapinin simetrile-
rinin grubudur. Canavar, matematigin tamamen farkl alanla-
nyla kayda deger iligkilere sahiptir: karmasik analizde modiil
formlan. Baz1 sayisal rastlantilar bu iligkiyi hakkinda ipucu
veriyordu, John Conway ve Simon Norton'u onlarin 1992'de Ric-
hard Borcherds tarafinda ispat edilen ‘ay yiizli canavar’ savim
olugturmaya itti. O, burada agiklamak igin ¢ok tekniktir; kuan-
tum fizigindeki sicim kuramiyla iligkilere sahiptir [11 bélimiin
bkz.]. Eger detaylarn merak edersiniz, su adrese bakiniz:
http://en.wikipedia.org/wiki/Monstrous_moonshine

Semboli  Ad Diizeni

My Mathieu grubu 23500

M, Mathieu grubu 23450101

M, Mathieu grubu 27335701

My3 Mathieu grubu Y.AL5.7.0123

Mz4 Mathieu grubu 230571123

h lanko grubu 213.57.11:19

Iz lanko grubu 27 3h5h7

s lanko grubu 273551719

s lanko grubu 22.31.57.111.23.29.31.37-43
Coy Conway grubu 2§57 113-23

Co, Conway grubu 218.30.51.7.11.23

Coy Conway grubu 20375471123

Fizy Fischer grubu 27375171113

Fizy Fischer grubu 2352711134723

Fizd/ Fischer grubu 22 310.52.75.11.1317.23.29
HS Higman-Sims grubu R AT

Mcl McLaughin grubu 27-3%827-11

He Held grubu 210352707

Ru Rudvatis grubu 21.34547.13.29

Suz Suzuki grubu PUN IR ATHE!

O'N D"Nan grubu 2934575 11-19-31

HN Harada-Norton grubu 2M.30.5%7.11-19

ly Lyons grubu 2437.57.11-31-3767

Th Thompson grubu 215.319.53.72.13.19.3 1

8 Bebek canavar grubu HUIBGTLI13:17-19-23.3 147
M Canavar 246.320.59.75.112.131.17.19-23.29-31.41.47.59.7]

Tablo 14: 26 adet basit, sonlu, seyrek grup.
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Buylk Sayilar

Tamsayilar sonsuza kadar devam eder. En biiyiik
say1 diye bir say: yoktur, ¢iinkii herhangi bir sayiya 1
ekleyerek daha biliyligiini elde edebilirsiniz.
Bunu, hangi say1 gosterim sistemini kullanirsaniz
kullanin tiim tamsayilarin yazmak i¢in ¢ok uzun
olduklar takip eder.

Elbette ki her zaman hile yapabilirsiniz ve « semboliini
disiindiginiiz en biyiik say1y1 géstermesi i¢in
tamimlayabilirsiniz.

Neyse ki, gercekten biiyiik sayilara nadiren ihtiyag
duyariz.

Ancak onlarin hepsi bagli bagina bir biiyiiye sahiptir.
Onlardan birisi matematikte ara sira 6nemlidir.






26! = 403.291.461.126.605.635.584.000.000

FAKTORIYELLER

Alfabedeki harfleri siralama yollarnin sayisi.

Nesneleri Siralama

Bir kiime kag farkl yolla siralanabilir? Eger kiime A ve B
diye iki elemandan oluguyorsa iki yol vardir:

AB BA

Eger kiime A, B ve C geklinde ii¢ harf igeriyorsa alt1 adet
yol vardir:

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Ya kiime A, B, C ve D seklinde dort harf igeriyorsa?

Biitiin olasihklan sistematik sekilde yazabilirsiniz ve ce-
vabin 24 oldugu ortaya ¢ikar. Bunun neden dogru oldugunu
gormek igi zekice bir yol vardir. D'nin nerede ortaya ¢iktigin
diginiin. O birinci, ikinci, liglincii veya dérdiincii konumdan
birinde bulunmalidir. Her durumda da D'yi sildiginizi hayal
edin. Boylece iginde A, B ve C olan bir kiime elde edersiniz, bu
yukandaki alt1 olasiliktan biri olmalhdir. Tim altis1 da olusa-
bilir: sadece kiimede dogru konumlara D'yi yerlestirin. O halde
alt1 dizilimi doértli kiimeler halinde olasiliklarin hepsini yaza-
biliriz, goyle ki:

D birinci konumdayken:

DABC DACB DBAC DBCA DCAB DCBA

D ikinci konumdayken:

ADBC ADCB BDAC BDCA CDAB CDBA

325



PROFESOR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

D igiincii konumdayken:

ABDC ACDB BADC BCDA CADB CBDA
D dérdiinci konumdayken:

ABCD ACBD BACD BCAD CABD CBAD

Onlar ya D farkli konumda oldugu i¢in ya da D aym1 konum-
da ancak farkli ABC siralamasi oldugu igin tiim bu siralama-
lar farkhdir. Ayrnica, her bir ABCD siralamas: belli bir yerde
olugur: D'nin konumu hangi altili gruba bakmamiz gerektigini
bize séyler ve onu sildigimizde olugan da hangi ABC siralama-
sin1 almamiz gerektigini soyler.

Her biri altisina sahip dért grup siralamaya sahip oldugu-
muz i¢in siralamalann toplam adedi 4 x 6 = 24'tiir.

ABC'nin alt1 siralamasiyla da benzer yontemle ¢aligabilir-
dik: bu sefer C'nin ortaya ¢iktig1 konumu diigiiniin sonra onu
silin:

CAB CBA ACB BCAA ABC BAC

Aslinda, aynisini AB harfleriyle de yapabiliriz:

BA AB

Siralamalann bu listeleme bigimi bilindik bir 6ériintiiyl or-
taya koyar:

Siralama yollarninin sayisi...

...2harflide 2=2 x 1.

...3 harflide6 =3 x2x 1

...4 harflide 24 =4 x 3 x 2 x 1'dir.

O halde 5 harfli ABCDE'yi siralamanin kag¢ farkli yolu var-
dir? Oriintii cevabin

5 x4 x3x2x1=120 olmas1 gerektigini séyler ve E i¢in o
silindiginde 24 farkli ABCD diizenlemesi veren beg farkl ko-
num diigiinerek bunun dogru oldugunu gosterebiliriz. Bu is-
tedigimiz sayinin 5 x 24 oldugunu gosterir ki buda 5 x 4 x 3
x 2 x 1'dir.

Aym akil yiliritmeyle n farkh harfi siralamanin farkl yol-
lannin sayisini ‘n faktoriyel’ seklinde adlandinlan ve n! gek-
linde gosterilen
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nx(n-1) x(n-2) x3x 2 x 1'dir. Sadece 1'den n’ye kadar
olan biitiin sayilan alin ve birbiriyle ¢arpin.
Baz ilk faktoriyeller goyledir:

1'=1

21=2

3!=6

4l =24

5! =120

6! =720

7! = 5040

8! =40.320

9! = 362.880
10! = 3.628.800

Gorebileceginiz lizere sayilar hizlica, aslinda git gide daha
hizli artmaktadir.

Dolayisiyla alfabedeki tiim harfleri siralamanin sayisi

26! =26 x25x24 x...x3x2x1= 403.291.461.126.605.6
35.584.000.000

Oyun kartinin 52'1i destesinin siralamasinin farkh yollan-
nin sayist:

52! = 80.658.175.170.943.878.571.660.636.856.403.766.975.
289.505.440.883.277.824.000.000.000.000dir.

Gamma Fonksiyonu

(-1/2)! = ¥ n bagintisinin bir anlami vardir. Bunu anlamlandir-
mak i¢in temel 6zellikleri korurken faktoriyel kavramini biitiin
karmagik sayilara genigleten gamma fonksiyonunu yiirirliige
sokariz. Gamma fonksiyonu genellikle integral hesaplamasi
kullanilarak tanimlanir:

@) = / xletdx
0

n pozitif tamsayisi igin faktdriyellerle olan iligki soyledir
I'n)=(n-1 '
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Analitik siireklilik denen teknik kullanarak biitiin karmagik
sayilar i¢in I'(z)'yi tanimlayabiliriz.

Gamma fonksiyonu

Sekil 170: x gergel sayilan igin I'(x) grafigi

z'nin negatif tamsay: degerleri i¢in gamma fonksiyonu I'(z)
sonsuzdur ve biitiin karmagik sayilar i¢in de sonludur. Bu is-
tatistikte 6nemli uygulamalara sahiptir. Bunun z!'e degil (z -
1)!"e dayanmasi haricinde bu faktériyeli tanimlayan anahtar
ozelliklere sahiptir:

[z + 1) =z(2)

Gauss z, n iken n! ile rastlagan Pi fonksiyonunu [I(z) = I'(z
+ 1) tamimlayarak bunu ¢éziimlemeyi 6ne siirdii, ancak giinii-
miizde gamma goésterimi giiniimiizde daha yaygindur.

Gamma fonksiyonu igin iki katin1 alma formili I'(z) Iz +
1/2) = 2'% y 1 ['(2z) oldugunu sdyler.

Eger z = 1/2 alirsak I(1/2) I'(1) = 2°y = (1), dolayisiyla
ra/2)=vyn

(-1/2)! = Y nt esitliginin anlami budur.
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43.252.003.274.489.856.000

RUBIK KOP

Macar Profesér Erné Rubik 1974’te hareket eden kiiplerden
olugan bir yapboz icat etti. Bu, glinimiizde Rubik kiip olarak
bilinir ve onun kiiresel 6l¢gekte 350 milyondan fazla kopyasi sa-
tild1. Gilginlik o kadar yayginlasip ticari girketler isi devralana
kadar Warwick Universitesi Matematik Toplulugunun ondan
kolilerce Macaristan'dan ithal ettigini hald hatirliyorum. Bu
devasa say1 Rubik kiip i¢in ne kadar farkh pozisyon oldugunu
bize sdylemektedir.

Rubik Kiipiin Geometrisi

Yapboz her biri biiyiik kiipiin tigte biri oraninda olan 27 kiip-
ten olugmaktadir. Aficinados onlar1 kiipgiikler olarak adlan-
dinr. Kipin her yiizi farkh bir renktedir. Rubik'in zekice fikri
kiipiin her yilizeyini hareket etmesine izin veren bir mekaniz-
ma tasarlamakti. Tekrar eden déniigler kiipgiiklerin renklerini
karigtinr. Amag kiipgiikleri kiipiin her bir yiizeyi yeniden ayni
rengine donsiin diye eski konumuna geri getirmektir.

Sekil 171: Rubik kiip.
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Merkezdeki kiipgiik gérillemez ve onun yerine aslinda Ru-
bik'in marifetli mekanizmasi yerlestirilmigtir. Yiizeylerin mer-
kezindeki kiipgiikler déner ancak diger bir yiize hareket etmez,
dolayisiyla onlarin rengi degigmez. Dolayisiyla su andan iti-
baren bu alt1 yiizey kiipgiigiiniin déniig diginda hareket etme-
digini varsayacagiz. Bu déniis de 6nemli bir etki olugturmadi-
g1 sayilan ashinda higbir yilizeyi gevirmeden biitiin bir Rubik
kiipi farkh bir bigime yerlestirmeden ibarettir.

Hareket edebilen kiipgiikler iki gegittir: 8 adet kogelerdeki
kose ve her kenarin ortanca kiiplerinden olugan 12 adet kenar
kiipgiikleri.

Ornegin, eger biitiin renkli yapigkanlari kaldirirsaniz ve bu
kenarlardaki ve kdgelerdeki kiipgiiklerin renklerini miimkiin
biitiin yollarla kangtirirsaniz, renklerin miimkiin diizenleme-
lerinin sayis1

519.024.039.293.878.272.000dir.

Bununla birlikte bu, Rubik kiipte izin verilen bir sey degil-
dir: yapabileceginiz tek sey kiiplin yiizeylerini déndiirmektir.
Dolayisiyla bir soru ortaya gikar: bu diizenlemelerden hangisi
dondiirme serilerini kullanilarak elde edilebilir? Temelde bu,
bunlarin kiigiik kesirli bir hali olabilir, ancak asagida agikla-
dig1m iizere matematikgiler yukaridaki diizenlemelerin tam on
ikide biri sadece megru hareketlerle elde edilebilir. Dolayisiyla
Rubik kiip iizerindeki renklerin megru diizenlemelerinin sayisi

43.252.003.274.489.856.000'd1r.

Eger insan irkinin 7 milyonunun her biri her saniyede bir
hareket yaparsa bu sayinin hepsinin tiikenmesi yaklagik 200
yil alir.

Bu Sayilar Nasil Hesaplanir

Koselerdeki 8 kiipgiik 8! Farkh bi¢imde diizenlenebilir. 8! = 8 x
7 x 6 x5x4x3x2x 1oldugunu hatirlayin.

Bu sayi ortaya ¢ikar ¢iinkii ilk kiipgiik i¢in 8 farkh se¢genek ve
ikincisi kalanlardan segilebilen 7 adet ve lgilinci igin 6 adet se-
¢enek vardir, bu béyle devam eder (26! bolimiine bkz.]. Kdseler-
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deki her bir kiipgiik birbirinden bagimsiz olarak ii¢ farkli yénde
dénebilir. Dolayisiyla donigler igin 3% farkh yol vardir. Toplam-
da kosedeki kiipgiikleri diizenlemek i¢in 3% x 8! yol vardir.

Benzer bi¢imde kenardaki 12 adet kiipgiik de 12! farkh bi-
¢imde diizenlenebilir:

121 =12 x 11 x 10 x9x8x7x6x5x4x3 x2x1.

Her biri 2 déniigle yerlestirilebilir, dolayisiyla bunlar 2!?
yolla diizenlenebilir. Kenarlardaki kiipgiikler diizenlemek igin
toplamda 2!? x 12! yol vardir.

Bu diizenlemelerin yollannin olasi sayillan bu iki say:
carpilarak 3% x 8! x 2!'2 x 12! olarak bulunur. Bunun da
519.024.039.293.878.272.000 oldugu ortaya gikar.

Soyledigim gibi bu diizenlemelerin ¢ogu kiipiin déniis seri-
leriyle elde edilemez. Her déniis bir seferde birgok kiip¢iigiin
konumunu degistirir ve toplu olarak kiipgiiklerin baz1 6zellik-
leri degistirilemez. Bu 6zellikler degismezler olarak adlandin-
Iir ve bu durumda onlardan ii¢ adet vardir:

Kiipctiklerin egligi. Permiitasyonlar tek ve ¢ift olmak tizere
iki ¢esit olarak gelir [2 bolimiine bkz.]. Cift bir permiitasyon
¢ift sayida nesne ¢iftlerinin yer degistirme sayisidir. Eger ¢ift
olan iki permiitasyon sirayla se¢iliminden ¢ikan permiitasyon
¢ift olur. Su halde Rubik kiipiin her bir déniigii kiipgiklerin
¢ift permiitasyonudur. Dolayisiyla, déniiglerin herhangi bir
kombinasyonu da gift bir permiitasyondur. Bu durum olasi
diizenlemelerin sayisin1 yanya indirir.

Kenar yiizlerinin egligi. Her déniis kenar yiizlerdeki gift bir
permiitasyondur, dolayisiyla ayn1 meseledéniig serileri igin de
gegerlidir. Bu durum da olas: diizenlemelerin sayisini yarnya
indirir.

Kogelerdeki ii¢ katlilik. Kogelerdeki 24 yiizii her kosede saat
yoniinde O, 1 ve 2 olacak gekilde O, 1 ve 2 tamsayilanyla numa-
ralandinn. Bu iglemi sagdaki resimdeki gibi kargilikl ylizler 0
olacak gekilde yapin. Biitiin bu sayilann toplami, 3 modiiliinde
diigiiniildigiinde -bu da sadece 3'e boliindiigiinde olusan ka-
lan1 hesaplamaktir- kiipin herhangi bir déniigiinde degigmez.
Bu durum da olasi diizenlemelerin sayisini 3'te birine indirir.
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Onden

Ld

Arkadan

Sekil 172: Rubik grubunun degigmezleri. Solda: Kipgiiklerin saat
yoniinde geyrek déniglerinin etkisi. Ortada:Kenaryiizleri numara-
landirmak. Sagda: Kégedeki yiizleri numaralandirmak.

Biitiin bu ii¢ durumu dikkate alirsak olas1 diizenlemelerin
sayisl 2 x 2 x 3 ile b6linmelidir. Bu da doéniig serileri tarafin-
dan tretilen diizenlemelerin sayisini

38x 8! x 2'2x111/12 = 43.252.003.274.489.856.000 yapar.

Rubik kiipii analiz etmek igin kullanilan matematiksel
yontemler ayrica onun sistematik olarak ¢oziilmesine de yol
agmigtir. Bununla birlikte, bu yéntemler burada betimlenmek
icin ¢ok tekniktir, onlarin neden ige yaradigim1 anlamak uzun
ve bazen de teknik bir siiregtir.

Tanrinin Sayisi

Tek ylzeyi dik agili bigimde herhangi bir sayida burdugunuz
bir hareket belirleyin. Baglangi¢ konumu ne olursa olsun yap-
bozu ¢6zecek en kii¢liik sayida hareket Tanrnin sayisi —¢iinki
muhtemelen cevap zavall fanilerin yeteneklerinin yapabile-
ceginin ¢ok d6tesindedir- olarak adlandinlr. Bununla birlikte
bunun ¢ok kétlimser bir yaklagim oldugu ortaya gikti. Tomas
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Rokicki, Herbert Kociemba, Morley Davidson ve John Dethrid-
ge biraz zeki bir matematik ve bunun istiine bilgisayarnn kaba
kuvvetini kullanarak Tanrnin sayisinin 20 oldugunu ispatla-
dilar. Hesaplama ¢ok sayida bilgisayarda es zamanl1 olarak
gergeklestirildi ve eger sadece tek bir bilgisayar kullanilmig
olsaydi 350 yil siirecekti.
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6.670.903.752.021.072.936.960
SUDOKU

Sudoku diinyayr 2005'te kasip kavurdu, ancak onun ayak ses-
leri ¢ok daha geriye gider. O, 1'den 9'a kadar olan rakamlar: 3
x 3'lik dokuz adet kiigiik kareden olusan 9 x 9'luk bir kareye
yerlestirme igidir. Her satir, siitun ve kii¢iik kare her rakamdan
bir tane igermelidir ve biiyiik karedeki bazi rakamlar yapbozu
hazirlayan tarafindan verilir. Bu, sudoku sisteminin belirli sa-
yisidir. Buna deginmeyecegiz.

) 7 S 3 4 G 7 8 9 | 2
6 1]9]s 6|72 ]rv]|9]s 3|4l
9 |8 6 |98 s s e
8 6 slle|slo]7 et af2]3
4 8 3 1 lal2ls]ls]s]|3 7]0[n
7 2 6 711 ]3]y 2]|4 8fs5]|e
g 2|8 glelils|s]7 2]8]+

419 sll2lel/ a1 a«f:s]s
8 7|9 va s ]2 |s 173

Sekil: 173: Solda: Bir sudoku 6rgiisii. Sagda: Onun ¢oziimii.

Latin Karelerinden Sudokuya

Sudokunun tarihi siklikla Euler‘in Latin kareleri tizerindeki
¢alismasina kadar gétiirilir [10 bélimiine bkz.]. Tam bir su-
doku o6rgisi 6zel gesit bir Latin karesidir: 3 x 3 kiigiik kareler
fazladan zorluk getirir. Benzer bir bulmaca 1892'de Fransiz Le
siécle [Yiizyl] gazetesi okurlarnna bazi silinmis rakamlan olan
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sihirli bir kareyi tamamlamalarni istediginde ortaya gikti. Az
zaman sonra La France sadece 1'den 9'a kadar olan rakamlan
igeren bir sihirli kare kullandi. Goziimlerdeyse, 363 kutucuk
dokuz rakami igeriyordu, ancak bu zorunluluk agiga kavugtu-
rulmad:.

Sudokunun modern bi¢imi muhtemelen, 1979'da Dell der-
gisinde ‘say1 yeri’ diye serileri yayimladig: diisiiniilen Howard
Garns'e atfedilmelidir. Nikoli adh bir Japon girket 1986'da su-
doku bulmacalarnni Japonya'da piyasaya siirdi. Baglangigta ad:
suji wa dokushin ni kaguri (‘'rakamlarin kullamimi bir adetle s1-
nirhdir’) idi, ancak kisa siirede su doku haline geldi. The Times
sudoku bulmacalarim Birlegik Kralhk'ta 2004'te yayimlamaya
bagladi ve 2005'te bu kiiresel bir ¢ilginlik halini ald1.

Bu bolimi siisleyen devasa 6.670.903.752.021.072.936.960
sayis1 farkli sudoku oérgiilerinin sayisidir. Latin karelerinden
969°'1u olanin sayis1 bir milyon defa daha biyiiktir:

5.524.751.496.156.892.842.531.225.600.

Sudoku orgiilerinin sayis1 bir forum sitesi olan rec.puzz-
le'da USENET iizeriden ispati olmaksizin 2003'te yayimlan-
mist;. Bertram Felgenhauer ve Frazer Jarvis 2005'te bilgisayar
yardimiyla az sayida mantikli ancak ispatlanmamig savlarla
detaylar1 agikladilar. Yontem sudokunun simetrilerini anla-
mak iizerine kuruludur. Tamamlanmig her bir kutucuk érgiiy
degismeden birakan déniigiimler igeren (satir ve siitunlarn
kaymasi, yazimda degisiklikler) kendi simetri grubuna sahip-
tir [168 bolumiine bkz.]. Ancak anahtar yap: tim olas1 kutu-
cuklann kiimesinin simetri grubudur: herhangi bir kutucugu
digerine déniigtirmek (sart olmamakla birlikte belki de aym
kutucuk).

flgili déntgiimler simetrisi igerisinde biitiin gegitlerden
vardir. En belirgin olanlan dokuz rakamin 9! permiitasyonlu-
sudur. Bir sudokunun kutucuklarnindaki rakamlarin sistematik
olarak permiitasyonunu almak da apagik bir sudoku iirete-
cektir. Ancak, Gi¢li kutucuklar: korumak gartiyla satirlan kay-
dirabilirsiniz. Aynisim siitiinlar igin de yapabilirsiniz. Verili
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bir kutucugu onun ana késegeninde yansitabilirsiniz. Simetri
grubu 2. 6% 6*= 3.359.232 olasiliga sahiptir. Kutucuklar: sayar-
ken bu simetriler hesaba katilmalidir. {spat1 karmagiktir, do-
layisiyla bilgisayarlar kullanilir. Orijinal ispattaki bogluklar o
zamandan beri dolduruldu. Ayrintilar ve daha fazla bilgi i¢in
http://en.wikipedi.org/wiki/Mathematics_of _Sudoku adresine
bakiniz. Verili bir kutucuktaki simetrik versiyonlar temelde
kilik degistiren ayni kutucuktaki oldugundan, sunu da sora-
biliriz: Simetrik olarak ilgili olanlari egit olarak kabul edersek
kag tane farkl kutucuk simetrisi vardir? Jarvis ve Ed Russell
2006'da bu say1y1 5.472.730.538 olarak hesapladilar.

Bu 3.359.232 tarafindan kalansiz béliinebilen bir say1 de-
gildir, ¢linkd baz1 kutucuklar kendileriyle simetriktirler.

Rubik kiipte oldugu gibi, sudokuyu analiz etmek i¢in kulla-
nilan matematiksel yéntemler onun ¢6ziimi i¢in de sistematik
yollar sunmaktadir. Bununla birlikte, yéntemler burada anlat-
mak i¢in ¢ok karmagiktir ve sistematik olarak deneme yanilma
y6ntemiyle bulunabilir.
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237885161 _ 1 (toplamda 17.425.170 basamak)

BILINEN EN BUYUK ASAL SAYI

En biiyiik asal say1 nedir? Heniiz MO 300'de veya onun dolay-
larinda Oklit béyle bir say1 olmadigini ispat etti. ‘Asal say1-
lar herhangi belli bir ¢okluktan fazladir. Bu, sonsuz sayida
asal say1 var demektir. Bilgisayarlar asalllann listesini hatir1
sayilir miktarda artirabilir; bunun birakilmasinin nedeni on-
larin onun hafizasim tiikketmesi veya yazici giktisinin sagma
derecede devasa boyutlara ulagmasidir. Yukanndaki say1 rekoru
elinde tutmaktadir.

Mersenne Sayilari

Bilinen en biiylik asal sayiyr bulma arayis1 etrafinda kiigik
bir endiistri olugmusgtur. Arayis rekor kirmada bir egzersiz
olarak ve yeni bilgisayarlann denemek igin 6zellikle ilgingtir.
Nisan 2014'te bilinen en biiyiik asal say1 o kadar biiyiktd ki
17.425.170 basamaga sahipti ve o, 257885161 _ ] idj.

M_=2"- 1 formundaki sayilar Fransiz kesis Marin Mersen-
ne'e ithafen Mersenne sayilan olarak adlandinlir. Eger devasa
asal sayilar rekorunu kirma amacindaysaniz Mersenne sayi-
lar1 bigilmig kaftandir, ¢linki onlarin asal olup olmadiklarina
karar vermemize izin veren ve daha genel yontemlerin iglem
yapmas! ig¢in ¢ok biiyiik olmalarinda bile ige yarayan 6zel ni-
telikleri vardir.

Basit bir cebir, eger 2" - 1 asalsa o halde n'nin de asal ol-
mas: gerektigini ispatlar. Onciil matematikgiler Bununla bir-
likte Hudalricus Regius 1536'da 11 asal olmasina ragmen M,
= 2047 asal olmadigini fark etti. Aslinda
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211_1 = 2047 = 23 x 89'dur.

Pietro Cataldi M, ve M, 'un asal oldugunu gosterdi, ancak
bu, gliniimiiz bilgisayarlar i¢in ¢ok kolay olsa da biitiin hesap-
lamalar onun zamaninda elle yapiliyordu. O, ayrica n = 23, 29,
31ve 37 i¢in M, 'nin asal oldugunu iddia etti. Bununla birlikte,

M,,=8.388.607 = 47 x 178.841
M,, = 536.870.911 = 233 x 1103 x 2089

M, = 137.438.953.471 = 223 x 616.318.177'dir dolayisiyla
bu li¢ Mersenne sayis1 ¢arpanlanna aynlabilir. M,, ve M, 'nin
¢arpanlarini Fermat 1640'ta kegfetmigtir ve Euler de 1738'de
M,,'un ¢arpanlarini bulmugtur. Sonrasinda Euler, Cataldi'nin
M, 'in asal olmasi hakkinda hakli oldugunuispatladi.

Mersenne, 1644'te Cogitata Physica-Mathematica adl ki-
tabinda n =2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 ve 257 degerleri
i¢in M 'nin asal oldugunu belirtti. Bu liste 200 yildan fazla
boyunca matematikgilerin ilgisini ¢ekti. O, boylesine devasa
sayilarla sonug almay: nasil becerdi? Sonunda bu agikliga ka-
vugtu: o sadece bilingli bir tahminde bulunmugtu. Onun listesi
birgok hatalar barindirmaktaydi. Lucas 1876'da Mersenne'in
M,,, = 170.141.183.460.469.231.731.687.303.715.884.105.727
i¢in hakl oldugunu M 'nin asalligim kontrol i¢in geligtirdigi
dahiyane bir testle ispatladi. Derrick Lehmer, Lucas’in testini
1930'da hafifge gelistirdi. S, =4, S, = 4, S, = 194,... seklinde
devam eden ve S, , = S? - 2 seklinde S, diye bir say:1 dizisi
tamimlayin. Lucas-Lehmer testi M 'nin ancak ve ancak S ile
bolindiginde M 'nin asal olacagim ifade eder. Bu, Mersenne
sayilarinin asal olup olmadigiyla ilgili kolaylik saglayan bir
testtir.

Mersenne'in bir¢ok konuda yanildig1 sonunda ortaya giktu:
listesindeki iki sayinin ¢arpanlari vardir (n = 67 ve 257) ve o, n
=61, 89 ve 107 degerleri i¢in olugan asal sayilan listesine lis-
tesine almamigtir. Elle yapilan hesaplamalarin zorlugunu géz
o6niinde bulundurursak o, yine de iyi i§ ¢ikarmigtir.

Ivan Mikheevich Pervushin, 1883'te Mersenne'nin gézden
kagirdig: bir durum olan M ‘in asal oldugunu ispatlamigtir.
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Daha sonra, R.E. Powers onun ikisi de asal olan M, ve M .'yi
de fark etmedigini gésterdi. M 'min durumu n igin 257'ye ka-
dar 1947 dolaylarinda kontrol edilmigti. Bu arahkta Mersenne
asallann =2,3,5,7, 13,17, 19, 31,61, 89, 107 ve 127 degerleri
icin olugur. Giincel Mersenne asallari listesi géyledir:

Tablo 15
n yili kegfedeni
2 antik gagdakiler
3 L antik gagdakiler
5 antik gagdakiler
7 antik ¢agdakiler
13 1456 anonim
17 1588 Cataldi
19 1588 Cataldi
3 1772 Euler
61 1883 Pervushin
89 9N Powers
107 1914 Powers
127 1876 Lucas
521 1952 Robinson
607 1952 Robinson
1279 1952 Robinson
2203 1952 Robinson
2281 1952 Robinson
3217 1957 Riesel
4253 1961 Hurwitz
4423 1961 Hurwitz
9689 1963 Gillies
9941 1963 Gillies
11,213 1963 Gillies
19,937 1971 Tuckerman
21,701 1978 Nol! & Nickel
23,209 1979 Noll
44,497 1979 Nelson & Slowinski
86,243 1982 Slowinski
110,503 1988 Colquitt & Welsh
132,049 1983 Slowinski
216,091 1985 Slowinski
756,839 1992 Slowinski, Gage ve arkadaglan
859,433 1994 Slowinski & Gage
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1,257,787
1,398,269
2,976,221
3,021,377
6,972,593
13,466,917
20,996,011
24,036,583
25,964,951
30,402,457
32,582,657
37,156,667
42,643,801
43,112,609

57,885,161

Gergekten devasa biiyiikliikteki asal sayilar igin olan arayig
cesitli nedenlerle ana olarak Mersenne asallar: Gizerinde odak-
lanmigtir. Bilgisayarlar tarafindan kullamilan ikili tabanda,
2°; n'li sifirlardan ve 2" - 1 de n'li birlerden hemen sonra gelir.
Bu aritmetigin bir kismini hizlandirir. Daha 6nemlisi, Lucas-
Lehmer testi asallig1 test etmek igin olan genel testlerden gok
daha etkilidir, dolayisiyla ¢ok biiyik sayilar i¢in daha kulla-
nighdir. Bu test, tablodaki 47 Mersenne asalini verir. Glincel-
lemeler ve daha fazla bilgi surada bulunabilir: http//primes.

PROFESGR STEWART'IN INANILMAZ SAYILARI

1996 Slowinski & Gage

1996 Armengaud, Woltman ve arkedoslan

1997 Spence, Woltman ve arkadaslan

1998 Clarkson, Woltman, Kurowski ve arkodaslar
1999 Hajratwala, Woltman, Kurowski ve arkadaslari
2001 Cameron, Woltman, Kurowski ve arkadaglari
2003 Shafer, Woltman, Kurowski ve arkadaslan
2004 Findley, Woltman, Kurowski ve arkadaslari
2005 Nowak, Woltman, Kurowski ve arkadaslari
2005 Cooper, Boone, Woltman, Kurowski ve arkd.
2006 Cooper, Boone, Woltman, Kurowski ve arkd.
2008 Elvenich, Woltman, Kurowski ve arkadaslari
2009 Strindmo, Woltman, Kurowski ve arkodaslari
2008 Smith, Woltman, Kurowski ve arkadoslari

2013 Cooper, Woltman, Kurowski ve arkadaslars

utm.edu/mersenne/.
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Sonsuz Sayilar

Daha 6nce soyledigim gibi, matematikgiler sadece
imkansiz diye bir geyi yapmaktan geri durmazlar.
Eger o yeterince ilgingse, onlar onu miimkiin kilacak
yollar bulurlar.

En biiyiik tamsay: gibi bir gey yoktur.

Onlar sonsuza kadar devam eder. Bunu herkes bilir.
Ancak, Georg Cantor bu 6zel sonsuz teriminin ne
kadar biiylik oldugunu sorgulamaya karar verdji; o,
sonsuz biyiiklikteki sayillan mantikli hale getiren
yeni bir yontemle ¢ikageldi. Bunun bir sonucu bazi
sonsuzluklarin digerlerinden daha biiyiik olduguydu.
Gogu ¢agdas: onun deli oldugunu diigiindi. Ancak,
Cantor'un deliliginde bir yontem vard: ve onun yeni
sonlu otesi sayi1larinin mantikli ve 6nemli oldugu ortaya
ciktl.

Onlara ¢oktan aligmig olmak zorundaydimz.

Ki bu da kolay degildi.






N

o

ALEF-SIFIR (ILK SIFIR):
EN KOGUK SONSUZLUK

Matematikgiler ‘sonsuz’ sézciigiinii Gcretsiz ve yaygin bigim-
de kullanirlar. Gayri resmi olarak, eger bir seyin ne kadar
biyik oldugunu siradan tamsayilarla sayamiyorsaniz veya
onun uzunlugunu gergel sayilar kullanarak élgemiyorsaniz o
sonsuzdur. Uzerinde mutabik olunan sayilarn yoklugunda
onlann yerini tutmas i¢in ‘sonsuzu’ kullaniriz. Sonsuz genel
anlamda bir say: degildir. Deyimi yerindeyse, eger bu ciimle
mantiken tutarhiysa en biiylik say1 ne olmalidir. Eger ne ima
ettiginiz hakkinda ¢ok ama ¢ok dikkatli degilseniz, dyle bir gey
yoktur.

Cantor sonsuz kiimeleri sayarken sonsuzu orijinal bir say:
yapmak i¢in bir yol bulmugtu. Fikrini biitiin tamsayilarin ki-
mesine uygulamak R, (alef-sifir veya alef higlik-bu lbranice
alfabenin ilk harfidir*) denen bir sonsuz sayiy1 tanimlar. Bu
herhangi bir tamsayidan daha biiyiiktiir. Oyleyse bu sonsuz-
dur, 6yle degil mi? Yani, bir nevi evet. O, elbette sonsuzdur.
Daha dogrusu en kiigiik sonsuzluktur. Digerleri de vardir ve
onlar, ondan daha biiyiiktiir.

Sonsuzluk

Gocuklar saymay: 6grendikleri zaman ve bin veya milyon gibi
biiylk sayilara agina olduklarinda olasi en biiyiik say1y1 genel-
likle merak ederler. Belki de onlar onun 1.000.000.000.000.000
gibi bir say1 oldugunu digiinirler.
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Ancak sonrasinda sonun sifir ekleyerek ya da ona 1 ekleye-
rek daha biiyiigiini yani 1.000.000.000.000.001°'i elde edebile-
ceklerinifark ederler.

Belli bir say1 en biiyiik tamsay: olamaz ¢iinki 1 ekleyerek
her zaman daha biiyigi elde edilebilir. Tamsayilar sonsuza
kadar devam eder. Eger saymaya baslar ve devam ederseniz
olasi en biiyiik tamsayiya ulagip da duramazsiniz ¢iinki béyle
bir ey mevcut degildir. Sonsuz olan gok say1 vardir. Oklit son-
suz sayida asal say1 oldugunu ispat ettiginde o, onu bu gekilde
ifade etmemigti. O ‘asal sayilarin belli bir ¢okluktan her zaman
daha biiyiik oldugunu’ séylemigti. Bu da en biiyiik asal say:
diye bir geyin olamayacag: demektir.

thtiyat1 elden birakmadan yapilacak sey tarihteki énciileri
takip etmek ve herhangi bir tamsayidan biiyiik olan yeni tiirde
bir say1 ortaya siirmektir. Bunu ‘sonsuz’ olarak adlandirin ve
ona bir sembol atayin. Normalde kullanilan yana yatmig bir 8
gibi olan «'dur. Ancak sonsuz baga dert agabilir ¢linki onun
davranig1 bazen paradoksaldir.

Gergekten « en biiyiik tamsay1 m1 olmalidir? gin dogrusu,
tanimi geregi o herhangi bir tamsayidan daha biiyiiktiir, ancak
eger yeni sayimizla dort islem yapmak istersek olaylar aligil-
migin digina gikar. Agikar soru sudur: « + 1 neye esittir? Eger
o sonsuzdan biiyiikse, o halde = en biiyilik olas1 say: degildir.
Ancak eger o « egitse o0 halde « = o + 1'dir. Eger iki taraftan da
sonsuz gikanrsak O = 1'i elde ederiz. Pekala, « + e hakkinda ne
dersiniz? Eger bu «'ten biiyiikse yine aym zorlukla bag baga
kalinz.Ancak eger bu yine «'e egitse o halde e + o = o'tiir. Iki
taraftan e gikanrsamz « = 01 elde edersiniz.

Say1 sistemindeki daha 6nceki geniglemelerle ilgili tecri-
bemiz her ne zaman yeni tiirde bir say: ortaya koysaniz arit-
metigin veya cebirin bazi kurallarindan feragat etmek zorunda
kaliyor olabilirsiniz. Buradaysa, eger igin iginde o varsa gikar-
ma iglemini yasaklamamiz gerekmektedir. Benzer gerekgelerle
 ile bolmenin de normalde oldugu izere olacagini varsaya-
mayiz. Ancak, eger ¢ikarmada ve bolmede kullanilamayacaksa
o, oldukga giigsiiz bir sayidir.
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Bu, hikayenin sonu olabilirdi; ancak matematikg¢iler son-
suzla iglem yaparak ¢aligmay1 oldukga yararli buldular. Yarar-
I sonuglar gekilleri sonsuza dogru giderek daha da kiigiilen
parcalara bolerek kegfedilebilir. Ayn1 n sayisinin neden hem
cemberin gevresinde hem de dairenin alaninda ortaya gikmasi
bir érnektir [n béliimiine bkz.]. Argimet MO 200 dolaylarinda
¢emberler, kiireler ve silindirler lizerine yaptig1 ¢alismasinda
bu fikri giizel bir gekilde kullandi. O, yéntemin dogru cevaplar
verdigi karmagik ancak mantiksal olarak titiz olan bir ispat
buldu.

On yedinci yiizyildan itibaren bu gegit iglemler i¢in man-
tiksal bir kuram ihtiyac1 6zellikle 6nemli sayilara ve fonksi-
yonlara gittikge azalan sayilar eklenerek istenilen herhangi
bir hassashk diizeyine yaklastiran sonsuz seriler i¢in olan
ihtiyag gittikge kendini hissettirmeye baglamisti. Ornegin, [n]
bélimiinde ardigik tam karelerin toplami seklinde ifade edilen
n'yi gormiigtiik:

n?/6=1+1/4+1/9+1/16 +1/25+1/36 + ...

Bu ifade sadece serileri sonsuza kadar gétirdigimiizde
dogrudur. Eger durursak seriler n'ye yakinsama olan ancak n
irrasyonel oldugundan ona esit olamayan rasyonel bir say: ve-
rir. Her haliikarda nerede durursak duralim bir sonraki terimi
eklemek toplami daha da biiyiitecektir.

Sonsuz serilerin toplamiyla olan bunun gibi zorluklar onla-
rin bazen mantikl goziikmemesidir. Klasik bir 6rnek

1-1+1-1+1-1+1-1+...

Eger bu toplam gu sekilde yazilirsa

1-1)+(1-1)+0-1)+(1-1)+... osuhale gelir

0+0+0+0 +... ki bu da agikga 0'dir. Ancak eger bu farkh
bir formda yazilirsa, aligilageldik cebir kurallar1 uygulandig:
varsayilirsa o suna déniigir

1+(-1+D+(1+D)+(=1+1)+...

Budal+0+0+0 +...dir ve apagik bir gekilde 1'e egit
olmalidir.
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Buradaki sorun, serilerin birlegmede bagarisiz olmas ola-
rak ortaya gikar; bu da bu toplama daha fazla terim eklendikge
onun belli bir degere dogru yaklagmadigini imler. Bunun yeri-
ne deger 1 ile 0 arasinda gider gelir:

1=1
0=1-1
1=1-1+1

0=1-1+1-1 ve bu bdyle devam eder.

Muhtemel sorunlann kaynag: sadece bu degildir, ancak bu
sonsuz serilerin mantiksal kuramina dogru bir yéntemi igaret
eder. Tutarh olanlar, daha fazla terim eklendikge belli bir dege-
re giderek daha ¢ok yaklasan yani bir degere dogru toplanan-
lardir. Ardisik tam karelerin serisi bir noktaya dogru toplanir
ve bu deger de tam olarak n?/6'dir.

Felsefeciler olas1 sonsuzlukla gercekte olan sonsuzluk
arasinda aynm yaparlar. Bir sey kural olarak sonsuza kadar
devam ediyorsa yani git gide daha fazla terim eklemek gibi,
onun sonsuzlugu olasidir. Her tekil toplam sonludur, ancak
bu toplamlan olusturan islemlerin kesin bir durma noktasi
yoktur. Gergek sonsuzluk biitlin bir sonsuz iglem veya sistem
tek bir nesne gibi davrandiginda ortaya ¢ikar. Matematikgiler
olas1 sonsuzlugu ve sonsuz serileri yorumlamak i¢in mantikh
bir yol buldular. Onlar birgok gesitli olas1 sonsuz iglem kul-
landilar, ancak onlarnn hepsinde sembol ‘bunu yeterince uzun
slire yaparsamz istediginiz dogru sonuca o kadar ¢ok yaklasa-
caksimiz’ olarak yorumlandi.

Gergek sonsuzluk biitiintiyle farkh bir meseledir ve onlar
ondan uzak durmak igin ¢ok gabaladilar.

Sonsuz Bir Say1 Nedir?

Bu soruyu 1, 2, 3,... gibi siradan sonlu tamsayilar i¢in daha

once de sordum (9. sayfada). Verili bir sinifla iligkili biitiin s1-

niflann sinif1 demek olan Frege'in fikrine kadar gittim ve en-

gel bir durum olabilecegine iligkin bir igaretle durdum.
Gergekten de vardir.
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Bir kere bu ¢esit diigiinmeye aligtiktan sonra tamim g¢ok
siktir ve bu, biricik bir nesneyi tanimlama yetisine sahiptir.
Russell bir itiraz sesi yilikselttiginde Frege'in saheserinin
miirekkebi heniiz kurumamigt. Itiraz Frege hakkinda daldig:
derin diisiincelere degil Frege'in kullandig1 sinif hakkinday-
d1. Bizim fincan sinifimizla iligkili olan biitiin siniflann siif1
devasadir. Herhangi ii¢ nesneyi alin, onlardan bir simif olug-
turun sonug Frege'in obur olan biitiin siniflarnn sinifinin iyesi
olmalidir. Ornegin, iiyeleri Eyfel kulesi, Cambridgeshire'da bir
tarladaki belli bir papatya veyahut Oscar Wilde'in ince zekasi
olan sinif da g6z 6niinde bulundurulmalidir.

Russell Agmazi

Her seyi kapsayan simiflar mantikli midir? Russell bunu fark
etti, ancak ¢ogunlugun biiyiikk kismi fark etmedi. Onun 6rne-
gi iinld berber agmazinin bir gegidiydi. Belli bir kéyde, tam
olarak kendini trag edemeyen insanlari trag eden bir berber
vardir. Berberi kim trag eder? Kéydeki her kiginin bagkas ta-
rafindan tras edilmesi gartiyla béyle bir berber yoktur. Eger
berber kendini trag etmiyorsa, o halde tanim geregi berber
kendini trag etmelidir. Eger o, kendini trag ediyorsa o halde;
o, aslinda sadece kendini trag etmeyen koyliileri trag edecegi
sartin ihlal etmektedir.

Burada berberle ilgili sorun olugmasin diye onu erkek ka-
bul ederiz. Bununla birlikte hanimlar; giiniimiizde gogunuzun
genellikle sakallariniz olmasa da trag oldugunuzu hepimiz
biliyoruz. Dolayisiyla baz insanlann diigiindigi gibi berberi
kadin olarak diigiinmek tatmin edici bir ¢6ziim degildir.

Russell Frege'in kullanmak istedigine daha gok benzeyen
ve bir berber gibi davranan bir sinif buldu: kendilerini icerme-
yen biitiin siniflanin sinifi. Bu sinif kendini igerir mi igermez
mi? tki olasilik da diigiiniliir. Eger kendi kendisini igeriyorsa,
ohalde o biitiin iiyelerinin yaptigin1 yapmalidir: o kendi kendi-
sini igermemelidir. Ancak eger kendisini igermiyorsa; o, sinifa
ait olma sartimi saglar, dolayisiyla kendisini igerir.
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Russell agmazi Frege'nin say1 taniminin mantikli oldugu-
nun karsitini ispat etmese de o, kanit olmadan herhangi bir
dogru/yanhs sartin bir sinif1 tanimladigini basitge varsaya-
mayacaginizi imler. Bu da Frege'in yaklagiminin kendine olan
mantiksal giivenini darmadagin etmigtir. Daha sonra Russell
ve onun yardimcisi Alfred North Whitehead matematiksel bi-
¢imde mantiksal olarak tanimlanabilir siniflar hakkinda ileri
bir kuram gelistirerek boglugu doldurmay: denediler. Sonug,
matematigi bitiincil bir bakigla siniflarin mantik 6zellikle-
rinden gelistirilen g ciltlik bir caligmayd1 Principia Mathe-
matica (Matematigin llkeleri, Isaac Newton'in anisina ithaf
edilmigtir). Birka¢ yiiz sayfasini 1 sayisini betimlemeye ayir-
migtir ve biraz daha fazlasini + tanimlamak ve 1 + 1 = 2 ol-
dugunu ispat etmeye ayirmigtir. Bundan sonra ilerlemeler ¢ok
daha hizlandi.

Aleph-Sifir: En Kiigiik Sonsuz Say1

Russell-Whitehead yaklagimini artik az sayida matematik-
¢i kullanmaktadir, ¢linkii daha basit yaklagimlar daha iyi
islemektedir. Matematigin mantiksal temellerinin bugiinkii
formiilasyonunda anahtar isim Cantor'dur. O, tamsayilarin
mantiksal temellerini anlamay: deneyerek Frege gibi ige bag-
lamigt1. Ancak, bu ¢aligma yeni bir yone evrildi: sayilardan
sonsuz seriler olugturma. Onlar sonlu 6tesi sayma sayilar
olarak bilinir oldular (‘sayma sayilar1’ siradan saymadaki
sayilardir). Onlarin en kayda deger 6zelligi onlardan birden
fazla olmasidir.

Ayrica Cantor, siniflardansa kiimeler (Almancada) diye ad-
landirdig1 nesne kolleksiyonlariyla da galisti, o onlar1 béyle
adlandirmigti ¢iinki onlardaki nesneler Frege'in izin verdikle-
rinden (daha dogrusu her seyden) daha da kisitlanmigti. Frege
gibi o da ancak ve ancak ayni eleman sayisina sahip olan iki
kiimenin birbirleriyle eglestirilebilecegi ilgi ¢ekici fikrinden
yola ¢ikmigti. Frege'in aksine o, bunu sonsuz kiimeleri i¢in de
yapti. Aslinda o, sonsuzun nasil tanimlanacag fikriyle ige bas-
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lamis olabilirdi. Gergekten de herhangi bir sonsuz kiime bir
digeriyle eslestirilebilir miydi? Eger dyleyse, tam olarak sade-
ce bir adet sonsuz say1olur ve bubiitiin sonlu sayilardan daha
biyiik olurdu, iste hikayenin sonu.

Ortaya giktig1 iizere, bu sadece baglangigti.

Temel sonsuz kiime biitiin tamsayilann kiimesidir. Bunlar
nesneleri saymak igin kullanildigindan, Cantor, eger eleman-
lar1 tamsayilar kiimesindeki sayilarla eglestirilebilirse ancak
o kiimeyi sayilabilir olarak tanimladi. Bu biitiin kiimeyi digi-
niirken Cantor'un olas1 degil gergek sonsuzluktan bahsettigi-
ne dikkat edin.

Her sayimmn kendisiyle eslegtigi biitlin tamsayilarin kiimesi
apagik bigimde sayilabilirdir:

i i i i i i i
1 2 3 4 5 6 7
Sekil 174

Daha bagkalar1 var midir? Evet ve onlar tuhaftir. Suna bir
bakin

Sekil 175

Tamsayilar kiimesinden 1 sayisini kaldirin ve kiime iginde-
ki elemanlarin sayis1 1 azalmaz: tam olarak ayni kalir.

Anlasildig iizere eger sonlu bir sayida durursak sag taraf-
taki sonda ayr bir say: elde kalir, ancak eger tim tamsayilar:
kullanirsak sag tarafta bir son viicut bulmaz. n sayida olan
bitinden her say1 n + 1 sayidakilerle eglesir ve bu, biitiin tam-
sayilar kiimesiyle ayni kiimenin 1 eleman eksik haliyle bir eg-
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lesmedir. Parg¢a, biitiinle ayn:1 biyikliktedir.

Cantor kendi sonsuz sayilarin1 sayma sayilan veya biitiin
sonsuz sayilar olarak adlandirdi. Tamsayilarin sayma igin
olanlarnm sira disi1 bir sembol segti: Yahudi alfabesinin ilk
harfi olan X, ¢iinkii fikir biitiiniyle sira digiydi. Bir sonraki
bélimde anlatacagim nedenlerden dolay1 X, elde etmek igin
ona bir 0 yapigtirdi.

Eger her sonsuz kiime sayma sayilariyla eslestirilebilirse,
X, 'sonsuz’ igin fiyakali bir sembol olacaktir. Ayrica, bu 6n-
celikle olacak gibi géziikmektedir. Ornegin, tamsay1 olmayan
birgok rasyonel say1 vardir, dolaysisiyla rasyonellerin sayma
sayisi halinin X 'den biiyiik olacak olmasi mantikh géziikmek-
tedir. Bununla birlikte, Cantor rasyonel sayilan sayma sayi-
lanyla eglestirebileceginizi ispatlamigtir. Dolayisiyla onlarin
sayma sayis1 hali de X 'dir.

Bunun nasil oldugunu kabaca gérmek i¢in sadece O ile 1
arasindaki rasyonel sayilan ele alalim. igin pif noktas: onlan
miktarlanna gore degil ancak ige yarar bigimde siralamada
yatmaktadir. Bunun yerine, onlar kesir ¢izgisinin altinda ka-
lan paydalanindaki sayiya gore siralanz. Her bir payda igin on-
lan paylarna yani kesir ¢izgisinin tizerindekine gore siralanz.
O halde onlar géyle listeleyebiliriz:

1/2 1/3 2/3 1/4 3/4 1/5 2/5 3/5 4/5 1/6 5/6
....burada 6rnegin 2/4 listede yoktur ¢iinki o 1/2'ye esittir.
Iste simdi bu rasyonel sayilan bu 6zel siralamalanyla sayma
sayilanyla eslestirebiliriz. Her O ile 1 arasindaki rasyonel say:
listenin bir yerinde meydana gikar, dolayisiyla onlann higbiri-
ni diganda birakmayiz.

Cantor'un kuram simdiye kadar sadece bir adet sonsuz
sayma sayisina yol agt1, X . Ancak, bir sonraki b6liimiin gdste-
recegi lizere bu, o kadar da basit degildir.
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SUREKLILIGIN SAYMA SAYILI HALI

Cantor‘un en parlak i¢gérisi bazi sonsuzlarin digerlerinden
daha biiyiik olduguydu. O, gergel sayilar sistemi igin fiyakali
bir isim olan ‘siireklilik’ hakkinda kayda deger bir sey kesfet-
misti. Onun sayma sayis1 hali olan ve onun c olarak gésterdigi
say1 X, 'dan biiyiiktiir. Baz1 gergel sayilarin tamsay: olmadigin
kastetmiyorum. Bazi rasyonel sayilar (aslinda ¢gogunlugu) tam-
say1 degildir, ancak rasyonel ve tamsayilar ayni sayma sayi1 ha-
line yani X 'a sahiptir. Sonsuz sayma sayilan i¢in Galileo'nun
fark ettigi Gizere biitiiniin pargadan biiylik olmasina gerek yok-
tur. Bu, biitlin gergel sayilan onlan ne kadar kangtirirsaniz
kangtinn teker teker tiim tamsayilarla eslestiremeyeceginiz
anlamina gelir.

¢, X,'dan biiyiik oldugu i¢in Cantor onlarin arasinda bas-
ka bir sayma sayis1 hali olup olmadigini merak etti. Onun si-
reklilik varsayimi béyle bir gseyin olmadig: yéniindeydi. O, bu
uyusmazhgi ne kabul ne de ret etti. Kurt Gédel 1940°'ta ve Paul
Cohen 1963'te cevabin ‘hem evet hem de hayir’ oldugunu ispat
etti. Bu, matematikteki mantiksal temelleri nasil kurdugunuza
gore degigir.

Sayi1lamayan Sonsuzluk

Gergel bir sayinin ondalik kisminin 1,44'teki gibi sonlu veya
n'deki gibi sonsuz olarak ondalik bi¢gimde yazilabildigini ha-
tirlayin. Cantor, gergel sayilarin sonsuzlugunun sayma sayi-
larininki olan X 'dan kesinlikle daha biiyik oldugunun (bu
manada olmasa da) farkina varda.
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Fikir insan1 hayal kirikhgina ugratacak kadar basitti. O
celigki lizerinden olan ispat1 kullanmaktadir. Gergel sayilar-
la sayma sayilarninin eglestigi mantiksal bir geligki elde etme
imidinde oldugunuzu varsayin. O halde sonsuz ondahk sayi-
lann su formda bir kiimesi vardir

le®a,aa,a,a,a,...

2eb,b b,b,b,b,...

geC 0, C2 C3C4 C...

4ed,d d,d,d,d...

5ee,e e e e, e,... Oylekiherolas: sonsuz ondalik say:
sag tarafta bir yerlerde ortaya ¢ikar. Koyu renkle yazilmiglan
bir an gérmezden gelin; ona birazdan gelecegim.

Cantor’'un dahiyane fikri, ortaya gikamayacak sekilde son-
suz bir ondalik say1 olugturmakti. Bu,

x,'in a,'den,

x,'nin b,/den

x,'in c,'den

x,/lin d, 'den

x,'in e,den farkh oldugu su formda olur:

0,x,x,Xx.x X,.... ve bu bdyle devam eder. Bunlar koyu gekilde
gosterdigim rakamlardir.

Buradaki ana fikir, eger sonsuz bir ondalik say: alirsaniz ve
onun sadece bir rakamini degistirirseniz ne kadar ileri gider-
seniz gidin onun degerini degistirebilirsiniz. Belki ¢ok fazla
degil, ancak bu énemli degildir. Onemli olan onun degigmis
olmasidir. Listedeki her bir say1y: agik¢a tamamlamak i¢in bu
oyunu oynayarak yeni ‘kayip’ sayimizi bulabiliriz.

x 'e iligkin olan gart, bu sayinin listedeki ilk say1 olmadig
anlamina gelir ¢liinkd ondalik virgiilden sonraki ilk basmak-
taki yanlg bir rakama sahiptir. x,'ye iligkin olan sart bu yeni
saywmnin listede ikinci sirada olmadig: anlamina gelir ¢iinki
ondalik virgiilden sonraki ikinci basamaktaki rakami yanhsgtir.
Bu boyle devam eder. Giinkdi hem ondalik sayilar hem de liste
sonsuza kadar devam eder, ¢ikan sonug yeni saymnin listenin
higbir yerinde oldugudur.
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Ancak bizim varsayimimiz onun listede oldugu yoéniindey-
di. Bu bir geligkidir, dolayisiyla bizim varsayimimiz yanhgtir
ve boyle bir liste yoktur.

Teknik bir meseleye dikkat etmelidir: 01 veya 9'u yapim
asamasindaki sayida bir rakam olarak kullanmayin ¢iinkii on-
dalik gésterim biraz muglaktir. Ornegin; 0,10000... tam olarak
0,09999.. ile ayni1 sayidir (onlar 1/10’u sonsuz ondalik sayi ola-
rak yazmanin iki farkh yoludur). Bu muglakhk sadece sayinn
ondalik kismi O'larla veya 9'larla devrettiginde olugur.

Bu fikir Cantor'un dogrusal savi olarak adlandinlr, g¢linkii
a,b, c,d, e ve devamindaki rakamlar listenin sag tarafin-
da dogrusal olarak uzanmir (koyu yazilmig rakamlann nerede
olugtuguna bakin). Ispat hassas bir gekilde igler ¢iinkii hem
rakamlar hem de liste sayma sayilanyla eslegtirilebilir.

Bu ispatin mantigini anlamak énemlidir. itiraf edilmelidir
ki inga ettigimiz say1y: listenin en istiine iligtirerek ve geriye
kalanlan bir agag) kaydirarak baga gikabiliriz. Ancak geligkiy-
le ispatin mant1g1 bunun gerekli olmayacagini varsaymamizda.
Bizim var ettigimiz say1 daha fazla degisiklige gerek olmadan
listede zaten olmaliydi. Ancak, o yoktur. Dolayisiyla da béyle
bir liste yoktur.

Her bir tamsay: gergel say1 oldugundan bu, Cantor'un bii-
tiin gergel sayilarin sonsuzlugu yaratimi biitiin tamsayilarin
sonsuzlugundan daha biiyiiktiir. O, Russell agmazini diizenle-
yerek en biiylik sonsuz sayinin var olmadigini ispat etmis ve
¢ok daha ileriye gitmistir. Bu, onu sonsuz (veya sonsuz 6tesi)
sayma sayilan olarak bilinen ve olabilecek en biiyiik sonsuzlu-
gun sonsuz serileriyle yiizlegsmeye gotiirmiigtir.

En Biiyiik Sonsuz Yoktur

Cantor, onun sonsuz sayillarnimn dizisinin her ardigik sonsuz
sayinin 'bir sonraki’ oldugu ve aralarninda higbir geyin olmada-
g1 su sekilde baglamasi gerektigini diiglinmiigta:

R, R, R, R, K,...
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R, tamsayilan igerir. Dolayisiyla rasyonel sayilar da igerir.
Ancak gergel sayilar rasyonel olmak zorunda degildir. Can-
tor'un dogrusal savic'ni R 'dan daha biiyiik oldugunu ispatlar,
dolayisiyla gergel sayilar muhtemelen X ‘e karsihik gelmelidir.
Ancak, 6yle midir peki?

Ispat bize bunu séylemiyor. O, c'ni X ‘'dan daha biiyiik ol-
dugunu soyler; ancak o, onlarn arasinda bagka bir geyin olma
olasihgini diglamaz. Cantor'un biitiin bildigi c'nin, hadi soyle-
yelim, X, olabilecegidir. Veya daha da kétiisiidiir.

O bunun bir kismim ispatlayabildi. Sonsuz sayma sayilan
gercekten de bu bigimde diizenlenebilir. Ayrica, sag alttaki O,
1, 2, 3, 4,... sonlu sayllarda durmaz. X, diye sonsuz 6tesi bir
say1 da olmahdir. Ornegin; o n herhangi bir tamsay iken R 'in
aldigr biitiin degerlerden biiyiik olan en kiigiik sonsuz 6tesi sa-
yidir. Eger ilerleyig burada durursa, bu onun en biiyiik sonsuz
otesi diye bir say1 olmadig: kuramim ihlal eder, dolayisiyla
onlar durmazlar. Asla ve kat'a durmazlar.

Onun ispat edemedigi gergel sayilarin X ‘e karsihk geldi-
giydi. Belki de R, diye bir sey vardir ve bunlarnn arasinda da
K, olan bagka bir kiime vardir, dolayisiyla o kiime X, ‘dir. Onun
yapabilecegi sekilde bunu deneyin, o béyle bir kiime bulama-
migt1, ancak onun var olmadigini da ispatlayamamigti. Onun
alef listesindeki gergel sayilar neredeydi? Onun higbir fikri
yoktu. O, gergel sayilanin gergekten de X 'e esit oldugundan
sipheleniyordu, ancak bu da tam bir geligkiydi. Dolayisiyla, o
farkh bir sembol kullanarak sonuca vard: ‘siirekliligi’ sembo-
lize etsin diye Gotik c harfi, bu isim daha sonra biitiin gergel
sayilann kiimesi i¢in kullanilda.

n elemanh sonlu bir kiime 2" adet alt kiimeye sahiptir. Do-
layisiyla Cantor sayma sayis1 A ile bazi kiimleri alip 24'y1 o
kiimenin biitiin alt kiimelerinin sayma sayisi olarak tanimla-
yarak herhangi bir A sayma sayisi igin 24 geklinde tanimladi.
Sonrasinda herhangi bir A sayma sayisi i¢in 24'nin A'dan daha
biiyiik oldugunu ispatlayabilirdi. Bu da tesadiifen en biiyiik
sonsuz sayma sayisi diye bir gey olmadigini imlemektir. O ay-
nca c = 2"%oldugunu da ispatlayabilirdi. X ,, = 2"* de miimkiin
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gozikmektedir. Bu da, biitiin alt kiimelerin kiimesini almak
bir sonraki en biiyiik sonsuz sayma sayisina yol agar. Ancak o,
bunu ispatlayamamigtir.

O, n = 0 oldugunda ayn zamanda diger bir deyigle c = X,
demek ve en basit esgitligi bile ispatlayamamigtir. Cantor
1878'de bu denklemin dogru oldugunu iddia etti ve bu, siirek-
lilik varsayimi olarak bilinir oldu. G6del 1940'ta cesaret verici
bir gelisme olarak ‘evet’ cevabinin kiime kuraminin bilindik
varsayimlanyla uyumlu oldugunu ispatladi. Ancak sonrasinda
1963'te Cohen ‘hayir’ cevabinin de mantiken tutarl oldugunu
ispatladi.

Bu da olmaz ki.

Bu, matematikte mantiksal bir geligki degildir. Onun mana-
s1 ¢ok daha tuhaftir ve baz1 yénlerden daha da rahatsiz edici-
dir: cevap, hangi tir kiime kurami kullandiginiza gére degigir.
Matematikte mantiksal temellendirme yapmanin birden fazla
yolu vardir ve onlann hepsi temel maddeler tizerinde fikir bir-
ligt icindeyken daha ileri konularda fikir ayrihgina digebil-
mektedirler. Walt Kelly'nin ¢izgi film karakteri Pogo'nun adeti
olarak soyledigi iizere: ‘Biz diigmanla karsilagtik ve o, bizdik.'.
Aksiyomatik mantik lizerinde olan i1sranmiz ‘Sinek kiglktir,
ama mide bulandirir.’ séziine ne kadar da uyuyor.

Giinimizde sonsuz sayma sayilannin diger bir¢ok 6zellik-
lerinin hangi kiime kuramini kullandigimiza bagh oldugunu
biliyoruz. Ayrica, bu sorular kiimelerin sayma sayilanyla agik-
¢a ilgili olmayan diger 6zellikleriyle de yakindan ilgilidir. Bu
alan mantikla ilgilenen matematikgiler i¢in cennettir, ancak
son tahlilde matematigin geriye kalani kiime kuraminin hangi
versiyonunu kullanirsaniz kullanin dogru ¢aligiyor gibi goziik-
mektedir.
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42 Gergekten En Sikici Say1 Midir, Yoksa?
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iste, dananin kuyrugunun koptugu yere geldik.

Onsézde bahsettigim iizere ‘hayatin, evrenin ve her geyin
muhtesem sorusunun’ cevabi olan bu say1 Douglas Adams’in
The Hitchhiker's Guide to the Galaxy kitabinda belirgin bi-
¢imde 6n plana gikmaktadir. Bu kesif hemencecik yen bir soru
ortaya ¢ikardi: hayatin, evrenin ve her seyin muhtesem soru-
sunun aslinda ne oldugu. Adams bu say1y: segtigini soyledi
¢inkil arkadaglan arasinda yaptig1 bir anket bu sayinin tama-
miyla sikici oldugu yéniindeydi.

Bu iftiraya karsi 42 sayisin1 burada savunmak istiyorum.
Itiraf etmeliyim ki 42 matematik énemlilik agisindan n ile veya
17 ile bile aym kulvarda degildir. Bununla birlikte tamamiyla
ilging degil degildir. O, pronik bir sayidir, bir Katalan sayisidir
ve en kiiglik sihirli kiipiin sihirli sabitidir. Ayrica biraz bagka-
ca geyler de vardir.

Pronik Say1

Bir pronik (oblong, dikdértgen, heteromerik) say1 iki ardigik
sayinin ¢arpiminin irinidir. Dolayisiyla o, n(n + 1) formun-
dadir. n = 6 aldigimizda 6 x 7 = 42'yi elde ederiz. n. iggensel
say1 1/2 n(n + 1) formunda oldugundan pronik bir say1 liggen
bir sayinin iki katidir. Dolayisiyla o, ilk ¢ift sayilarn toplami-
dir. Pronik bir sayiy1 benekle gosterilmis hali bir dikdértgen
iginde bir kenan digerinden biiylik olacak gekilde diizenlene-
bilir.
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2 6 12 20
cCce Cee OCe0e OCOo0oo0o00
cCcoe OOCee OCceee
ONORON ) ONONON N J
(ONOGNONON J

30 42

o N N N N C000000
ONON N N N J ONON N N N N J
ONONON N N J ONONON N N N J
Oo0oooCee ONONONON N N J
ONONONONON J Oo0oo0oOCee
ONONONONONON )

Sekil 176: 1lk alt1 pronik sayl. Siyaha boyanmglar her bir pronik
sayinin neden tlggensel sayinin iki kat1 oldugunu gosterir.

Gengken Gauss’a soruldugu sdylenen ve genel tipte kurgu-
landig séylenen bir soru vardir

1+2+3+4+...+100

O, eger toplam sayilar azalan gekilde yazildiginda eslesen
giftlerin toplaminin 101 oldugunu hemen fark etti.

100+99+98+97 +... +1

Bu sekilde olan giftlerden 100 adet oldugu igin genel top-
lamlan 100 x 101 = 10.100 yapar. Bu pronik bir sayidir. Ogret-
meninin sordugu sorunun cevabi bunun yansidir: 5050. Bu-
nunla birlikte, Gauss'un 6gretmeninin sinifta hangi sayilarla
soruyu kurguladigini bilmiyoruz, ancak onlar muhtemelen
bundan daha cinstir. Eger dyleyse, Gauss'un i¢gériisiinii gok
daha zekicedir.

Altinci Katalan Sayisi

Matematiksel igleri gerceklestirmenin ka¢ farkli yolunun ol-
dugunu sayan kombinasyon sorularnnin ¢ok farkh gesitlerinde
Katalan sayilar ortaya gikar. Onlarin izi bir diizgiin ¢okgenin
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kosegenleri yardimiyla kag¢ farkh liggene ayrlabilecegini sa-
yan Euler’e kadar gider. Daha sonra Eugéne Catalan cebirle bir
iligki kegfetmigtir: bir blitiini veya iriini olusturan pargalar
kag farkh sekilde yerlestirilebilir. Buna birazdan gelecegim,
ancak oncelikle bu sayilan size anlatmahyim.

n =0,1, 2, ... degerleri i¢in baglangigtaki baz1 Katalan sa-
yilan C,

1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862'dir.

Faktoriyelleri kullanan bir formiil vardir:

C.=2n)/(n + 1! n!

Biyik n igin iyi bir yakinsama ¢emberler ve dairelerle hig-
bir iligkisi yok gibi goziiktiigi halde n'nin ortaya ¢iktig1 soru-
lardan biridir:

C =4"/n%? Vn

C, (n + 2) kenarh bir diizgilin ¢okgeni iicgenlere bélmenin
farkh yollarinin sayisidir.

Sekil 177: Altigenin 14 farkh bigimde tliggenlere aynlmasa.

Bu ayrica n + 1 yaprakl iki kokli aga¢ semasinin sayisidir.
Bunlar bir noktadan veya kékten baglayan ve ondan uzaklag-
tik¢a ikiye boliinerek elde edilirler. Her bir dal ya bir noktayla
veya yaprakla sonlanir. Her nokta tekrar iki dala ayrilmak zo-
rundadir.
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Sekil 178: Dort yaprakl iki tabaninda kokli beg agag.

Eger bu fikir gizemli gibi goziiktiiyse onun cebirle dogru-
dan iligkisi vardir: o, C3 = 5 abcd 6rneginde oldugu iizere ele-
manlan farkh gekilde paranteze almanin sayisidir:

(fab)c)d (afbc))d (ab)lcd) alfbc)d) afblcd))

Genelde n + 1 elemanla paranteze alma iglemi C ‘dir. 1lig-
kiyi gérmek icin, elemanlan agagtaki dallarin yanina yazin ve
parantezleri hangi ¢ift bir noktada kesigiyorsa oraya yerlesti-
rin. Daha aynntili olarak (sekle bakiniz) dért yaprag: soldan
saga a, b, c, d seklinde etiketleriz. En alttan baglayarak b'nin
c ile birlestigi noktanin yanina (bc) yazin. (bc) ile igsaretlen-
mis noktanin lizerinde a onlara katilir, dolayisiyla yeni nokta
fafbc)). Sonunda tepedeki noktada buna d katilir, béylece(a(bc))
d haline gelir.

Sekil 179: 1ki tabaninda kéklii agac cebirsel yazma.
Diger bir¢ok kombinsayon sorusu Catalan sayilarim olug-

turmugstur, yukandakiler tarif etmesi en kolay olanlarin kiigiik
bir 6rnegidir. '
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Sihirli Kiipler

3 x 3 x 3 sihirli kiipiintn sihirli sabiti 42'dir. Béyle bir kiip 1,
2,3, ... ,27 sayllarnm igerir ve kenara paralel veya merkezden
kosegen olarak gegen dizilerin toplami hep sihirli sabiti yani
42'yi verir. Biitiin 27 adet girdinin toplam1 1 + 2 + ... + 27 =
378dir. Bunlar dokuz adet kesigmeyen ve toplamalan sihirli
sabiti veren igliilere aynlr dolayisiyla bu, 378/9 = 42 olma-
hdir. Boylesi diizenlemeler mevcuttur; sekil onlardan birini

gostermektedir.
1017 |24 23'3 |16 18|22 | 2
15 (19 | 8 7 142 209 |13
266 |10 1225 5 4|1 |27

Sekil 180: 3 x 3 x 3 sihirli kiiplin ardigik katmanlar:.

Diger Ozel Nitelikleri

42, 10 sayisinl pargalara ayirmanin yani bu say1y: kendinden
ki¢ik tamsayilarnn toplami seklinde yazmanin yolunun sayi-
sidir, 6rnegin;

1+2+2+53+3+4

42 ikinci sfenik yani ¢ farkl asal sayinin ¢garpimi geklinde
yazilabilen sayilar, sayidir. Bu 6rnekte 42 = 2 x 3 x 7'dir. Bag-
langigtaki bazi sfenik sayilar sunlardir:

30 42 66 70 78 102 105 110 114 130

42, iiglinci pentadekagonal yani liggensel sayilarin benzeri
olan sayilar anca diizgiin 15 kenarli gokgen temelli olan sayidir.

42, siiper goklu mitkemmel sayidir: bélenlerinin (42 dahil)
toplaminin bélenlerinin toplami sayinin kendisinin alt1 kati
olmas halidir.

Bir zamanlar 42, n sayisi i¢in en bilindik irrasyonelligi 61-
¢isidir; bu, n’'nin ‘ne kadar irrasyonel oldugunu’ hesaplama-
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nin hassas bir yoludur. Ozel olarak Kurt Mahler 1953'te her-
hangi bir p/4 rasyonel sayisi igin

| n - p/q| 2 1/g* oldugunu ispatlada.

Ancak V. Kh. Salikov 2008'de 42'yi 7,60630853 ile degistirdi,
dolayisiyla 42 bu baglamda sikici1 olma durumuna geri déndd.

42 tgilincii bag mikemmelimsi sayidir. Bu sayilar p,‘ler N'yi
bélen farkli asal sayilarken su gart1 saglar:

1/p,+1/p,+... +1/p, +1/N=1
Baglangigtaki bazi bag miikemmelimsi sayilar sunlardir:
2 6 42 1806 47.058 2.241.502.422 52.495.396.602

42,dért farkh a, b, ¢, d < n tamsayisindan olugan kiimenin
ab - cd, ac - bd ve ad - bc sayilarinin her biri n tarafindan bo-
linebilir oldugu n sayisidir. Bu 6zellige sahip oldugu bilinen
tek sayidir, ancak digerlerinin var olup olmadig: bilinmemek-
tedir.

42, sosis savinin dogru oldugu ispat edilen en kiigiik boyut
sayisidir (56 bolumiine bkz.).

Bununla birlikte bu savin 5’e egit veya ondan biiyiik biitiin
boyutlarda gegerli oldugu iddia edildi, dolayisiyla 42'nin bu-
radaki 6zelligi giincel bilgi durumumuza baghdir.

Gordiiniiz mii? Hig de sikici degil!
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