DIJITAL KUTUPHANE KANALI

Keyifli Okumalar Dileriz

Binlerce kategoride milyonlarca PDF e-kitap, ders kitaplari, dergiler ve romanlara platformumuz
Uzerinden Ucretsiz ulagabilirsiniz.

RESMi WEB SITEMiz

https://rantey.orq

Yedek ve Duyuru Kanallarimiz
Sitemize erisim engeli gelmesi veya adres degisikligi durumunda asagidaki kanallardan guincel girig
adresine erisebilirsiniz:

* Telegram: https://t.me/birkitapbir

» WhatsApp Kanalimiz : https://whatsapp.com/channel/0029VbDHv8uUE50Us4lvMocOY



https://rantey.org
https://t.me/birkitapbir
https://whatsapp.com/channel/0029VbDHv8uE50Us4IvMoc0Y

.
jim 0N
=11
==




Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



OYUN TEORISI

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



OYUN TEORISI

Gozden Gegirilmis 3. Basim

Ensar Yilmaz

1)

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Literatiir Yayinlari: 659

OYUN TEORisi
Gézden Gegirilmis 3. Basim

Prof. Dr. Ensar Yilmaz

Birinci Basim: Ekim 2009
fkinci Basim: Ekim 2012
Gozden Gegirilmis Ugiincii Basim: Ekim 2016

Genel Yayin Yonetmeni: Kenan Kocatiirk
Kapak Tasarim: Arda Bogosyan

Baski Oncesi Hazurlik: Emel Atik

Baski ve Cilt: Ceylan Matbaa

Maltepe Mah. Davutpasa Cad. Giiven s Merkezi
No: 83/317-318-319 Zeytinburnu-Istanbul
Sertifika No: 23352

Tel: (0212) 6131079

ISBN: 978-975-04-0740-6

© Copyright 2009, 2012, 2016, Literatiir: Yayincilik

Bu kitabin yayin haklan Literatiir Yayincilik Dagitim Pazarlama San.
ve Tic. Ltd. Sti.’ne aittir. Kitabin tamami veya bir béliimii higbir bigimde
fotokopi yoluyla gogaltilamaz, dagitilamaz, yeniden elde edilmek iizere saklanamaz.

Sertifika No: 10843

Literatiir: Yayincilik, Dagitim, Pazarlama, San. ve Tic. Lid. Sti.
Istiklal Caddesi, Ipek Sokak, No: 10 Kat: 2 TR-34433
Beyoglu, Istanbul, Tiirkiye

T (0212) 292 4120

F (0212) 245 5987

E literatur@literatur.com.tr

www.literatur.com.tr

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



)

“Babama, Annem’e ve Ablama...’

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Algisiz kavramlar bog, kavramsiz algilar kordiir

Immanuel Kant

Duygusu olmayan akildan daha teblikelisi yoktur
Charlie Chaplin

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



igindekiler

Giris

1 Tam Bilgili Statik Oyunlar

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5
1.6

1.7
1.8
1.9

Sorular

Girig . . . . ..
Stratejik-Bigimli Gosterim ve Baskin Strateji . . . . .. ... ..
1.2.1 Stratejik-Bigimli Gosterim . . . . . . ... ... ... ..
1.2.2 Piir Stratejilerde Kesin Baskinhk . . . . .. ... ... ..
1.2.3 Piir Stratejilerde Zayif Baskinhk . . . . . .. .. ... ..
1.2.4 Rasyonelligin Ortak BilgiOlmas1 . . ... ... .....
Makul Stratejiler . . . . ... Lo
Nash Dengesi . . . . ... ... ... ... ... .........
1.4.1 Bazi Klasik Oyun Omeklerinde Piir Nash Dengesi ..
1.4.2 Nash Dengesi, Baskinlik ve Makul Stratejiler . . . . . . .
En lyi Tepki Fonksiyonu . . .. ..................
Nash Dengesi Uygulamalan . . . . ... ... ..........
1.6.1 Ortak Miilkiyet Trajedisi . . . ... ............
1.6.2 Rant Arama Davranmist . . . .. .. ............
1.6.3 CournotRekabetModeli . . . . ... ...........
1.6.4 Bertrand RekabetModeli . . . . .. .. ... ... ... ..
1.6.5 Hotelling Fiyatlandirma Modeli . . . . .. .. ... ...
Yerel Noktalar . . . . . ... ... .. ... ............
Piir Stratejilerde Nash Dengesinin Varhigr . . . . ... ... ...
Nash Dengesi Uzerine Yapilan Degerlendirmeler . . . . . . . ..
1.9.1 Nash dengesi ile ilgili bazi teknik problemler . . . . . . .
1.9.2 Nash dengesine yapilan elestiriler . . . . ... ... o

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



2 Karma Stratejiler

2.1
22
23
2.4
2.5

2.6
2.7
2.8
29

Sorular

Girl§ . . . . . e
Beklenen Fayda Kavrami . . . . .. ... ... ..........
Karma Stratejiler Tamm1 . . . . . .. ... ... ... ... ...
Karma Stratejiler ve KesinBaskinhk . . . . . .. ... ... ...
Karma Strateji NashDengesi . . . . ... ... ... .......
25.1 EglesenParalar . . . ... ... ... ... ...
2.5.2 CinsiyetlerSavagt. . . . .. ... ... ..., ..
253 RefahOyunu . . ... ... ... ..............
Belirli Grup Oyunlarda Karma Strateji Nash Dengesi . . . . . . .
Siirekli Degiskenlerle Karma Strateji Dengesi . . . . . . ... ..
Karma Stratejilerde Nash Dengesinin Varhigr . . . . . . ... . ..
Bagdagtk Denge . . . . . . .. ... ... ... oo,

3 Tam Bilgili Dinamik Oyunlar

3.1
3.2
33

3.4
35
3.6

3.7
3.8

3.9

3.10

3.11

Girlg . . . . .
Dinamik Oyun Tanim1 . . . . . .. ... ... ... .......
Bilgi . . . ... e
33.1 BilgiKimesi . . ... .......... ...,
332 ZamanDogrusu. . ... ...... ... ... ...
3.3.3 Mikemmel Hatirlama . .. ... .............
3.3.4 Miikemmel, Kesin, Asimetrik ve TamBilgi . . . ... ..
Genigleyen-Bigimli Oyunlarda Piir Stratejiler PP
Genisleyen-Bigim ve Stratejik-Bigim iligkisi ... . . . . ... ...
Genigleyen-Bigimli Oyunlarda Denge . . . . ... ... ... ..
3.6.1 Geriye DogruCikarsama . . . . ... ...........
3.6.2 Altoyun MikkemmelDenge. . . . . . ... ........
Karma ve Davramg Stratejileri . . . . ... ... ... .. ....
Altoyun Miikemmel Nash Dengesi Uygulamalan . . . . . .. ..
3.8.1 UltimatomOyunu . ... ... ..............
3.8.2 CinsiyetlerSavast . . . . .. ... ... ... ... ..
3.8.3 Stackelberg RekabetOyunu . . ... ...........
384 GirigOyunu. . . . ... ... ... e
3.8.5 Isci, Isveren ve Merkez Bankas: iligkisine Dair Bir Model

Hareketlerin Gozlemlendigi Cok-Asamali Oyunlar . . . . . . ..
39.1 BankaHiicumu . ... ... ................
39.2 Kiigiilen Bir PiyasadanCikig . . . . . .. ... ... ...
393 Giimriik Politikast . . . . ... ... .. .... ... ..
Geriye Dogru Cikarsama ve Altoyun Miikemmel Denge Kavram-
lanna Getirilen Elegtiriler . . . . . ... .. ... .........
lleriye Dogru Cikarsama . . . . . . . . ... ...........

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org

82
82
83
89
94
96
99
102
103
106
110
115
118

124



Sorular 195

4 Eksik Bilgili Statik Oyunlar 201
4.1 Girig . . . . . e 201
4.2 BayesyenOyunlarmTammi . . .. .. ... ... ........ 201
4.3 Bayesyen Oyunlann Stratejik-Bigimli Gosterimi . . . . . . .. .. 205
44 BayesyenNashDengesi ... ................... 208
4.5 Bayesyen Oyun Uygulamalan . ... ............... 209

4.5.1 Asimetrik Bilgi Alinda Cournot Rekabeti . . . . . . . .. 209
45.2 CinsiyetlerSavag1. . . . ... ... ... ......... 212
453 Yatinm-GirigOyunu . . . .. ............... 213
454 BayesyenBertrandOyunu . . ... ... ......... 216
455 KamuMah Sunumu . . ....... ... ...... .. 218

Sorular 221

S Eksik Bilgili Dinamik Oyunlar 228
SO Girlg . . . o e e 228
5.2 Miikemmel Bayesyen NashDengesi . . .. ... ......... 230
5.3 Sinyalleme Oyunlan . . ... ... .. .............. 238

5.3.1 Piir Stratejilerde Dengenin Gosterimi . . . . . ... ... 239
5.3.2 Kanna Stratejilerde Dengenin Gosterimi . . . . . . .. .. 247
5.4 Sinyalleme Oyun Uygulamalart . . . . .. ... ......... 249
5.4.1 Firmma Yatinmi ve Sermaye Yapist . . . . . ... ... .. 249
5.4.2 Emek Piyasasinda Sinyalleme . . ... .......... 250
55 ArdisalDenge . . ... ... ... ... o . 254
5.5.1 Inang ve Strateji fligkisi . .. ............... 257
5.5.2 ArdwsalRasyonellik . . . . ... ... .. ......... 263
5.6 Titreyen-El MilkemmelDenge . . . . . . ... ... ....... 269
57 OzDenge . .. ... ... ... ... ..., 276

Sorular 279

6 Tekrarh Oyunlar 285
6.1 Girlg . . . . . . . e 285
6.2 Tekrarh Oyunlann Gosterimi . . . . . .. ... .......... 286
63 Sirh Tekrarh Oyunlar . . . . .. .. ... ... .. ....... 291
6.4 Sinirsiz Tekrarh Oyunlar . . . . . ... ... ... .. ...... 294
6.5 Sinirsiz Tekrarli Oyun Uygulamalan . . . . . . . ... ... ... 299

6.5.1 Tekrarh CoumotOyunu . ... .............. 299
6.5.2 TekrarhBertrandOyunu . . .. ... ... ........ 303
6.53 EtkinUcret . .. ... ... .............. <. 305
6.5.4 Uriin KalitesiOyunu . . . . ... ............. 308
6.6 Minmax ve Maxmin Fayda Diizeyleri . ... ... ... 310

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



6.7 Folk Teoremi . . .. ... ... ... ..., 314
Sorular 320
7 ihaleler 328

7.1 Girlg . . o e 328

7.2 TamBilgi Alunda lhaleler . . .. ................. 331

7.2.1 Kesikli Teklif Degerli ihaleler . . . ... ... ...... 331

7.2.2  Siirekli Teklif Degerli Thaleler . . . . ... ... ... .. 333

7.3 Bagimsiz Ozel Degerlifhaleler . . . . .. ............. 336
7.3.1 Birinci-Fiyat, Kapalh Zarf Ihalesinde Fiyat Teklif Verme

Davranigt . . . . . ... ... 336

7.3.2  Hollanda ihalesinde Teklif Verme Davramg1 . . . . . . . . 344

7.3.3  Iikinci-Fiyat Kapali Zarfli [halesinde Teklif Verme Davranis1 344

7.3.4 ingiliz Ihalesinde Teklif Verme Bigimi . . . . . .. .. .. 345

74 Ihalelerde Gelir Kargilagtimmalart . . . . . .. ... ........ 346

75 Ciftethale . . .. ... ... 349

76 Ortak-Degerihaleleri . . . ... ... ............... 351
Sorular 360
8 Pazarhk Teorisi 366

81 Girig . . . . . e 366

8.2 Nash Pazarhk Coziimi . . .. ... ... ... .......... 367

8.3 Kalai-Smorodinsky Coziim Kurah . . .., .. .......... 372

8.4 Koalisyon Oyunlart . . . . ... ... ... ............ 376

8.4.1 Baglayici KoalisyonOyunu . ..., ............ 378

842 Cekirdek . ... ... ... ... o i 380

85 ArdisalPazarhk . . . ... ... .. oo o 382
8.5.1  Pozitif Zaman Tercihi Altinda Pazarlik 383

8.5.2 Sonsuz Ufuk Altinda Pazarhk . . ... ... ....... 386

8.5.3 Asimetrik Bilgi Altinda Ardisal Pazarlik . . . .. ... .. 389

Sorular 396
Kaynakca 401
Index 410

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Onsé6z

Oyun teorisi iktisadin ve sosyal hayatin hemen her alanina niifuz eden bir yontem
olma o6zelligini asan bir sekilde, sosyal iligkilerin i¢ ice gecen yapisini dikkate alan
temel bir diigiinme bi¢imine doniigmiigtiir. Bu kitap iktisadi analizin artik ayrilmaz
bir pargasi haline gelen oyun teorisini lisans-lisansiistii arasi bir diizeyde anlat-
may! amaglamaktadir. Kitabin igerigi oyun teorisinin temel nitelikteki konularini
icermekle birlikte, temelde benim ilgi ve tercihlerime gore belirlendi.

Modem sosyal bilimlerin bu denli yogun bir sekilde kullandig1 oyun teorisiyle
ilgili Tiirkge ders kitabi veya makale yayin1 saskinlik yaratacak kadar azdir. Hatta
bunun yok denecek diizeyde oldugunu soylersek abartmig olmayiz. Dogrusunu
soylemek gerekirse ben de bu kitabi Ingilizce yazmay1 planliyordum. Fakat bu
alanda Tiirk¢e kaynaklarin azlig1 beni Tiirkge yazmaya yoneltti. Umarnim bu kitapla
birlikte Tiirk¢e oyun teorisi yazinina yapilacak katkilar zamanla hizlanarak artar.

Tiirkce kaynak eksikliginin yarattigi en biiyiik sorunlardan biri, oyun teorisinde
kullanilan temel kavramlann Tiirk¢e karsiliklanyla ilgili ortaya ¢ikan problem-
lerdir. Bazi kavramlann Tiirkc¢e kargiliklarinin heniiz yerlesmemis olmasindan,
bazi kavramlarin tam Tiirkce kargiliklarinin olmayigindan veya kullanilan kargi-
liklarin sdylenmek isteneni kargilamamasindan dolay: bu tiir kavramlan kendim
tiiretmek zorunda kaldm. Omegin “continuation game” kavramini siirek oyunu,
“rationalizable strategy” kavramini makul strateji, “correlated equilibrium” kavra-
mun bagdasik denge ve “grim strategy’”” kavramini yavuz strateji olarak kullandim.
Bununla birlikte “proper equilibrium” kavraminin Tiirk¢e kargiligin1 bulmakta olduk-
¢a zorlandim. Fakat matematikgilerin “proper subset” kavramim 6z altkiime diye
kullanmalarindan faydalanarak ben de proper equilibrium kavramim “6z denge”
diye nitelendirmenin daha dogru olacagini diigiindiim. Kavramlann ortak ve yaygin
bir kullanima sahip olmasi aramizdaki iletisimin daha saglikli olmasina ve bu alanda
Tiirk¢e 6gretiminin daha da yayginlagmasina imkan verecektir.

Sosyal etkilegimin dili haline gelen oyun teorisinin temel kavramlanni anlatirken
mantiksal ve formel bir dil kullandim. Bu formel dilin temel araci matematiktir.
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Konunun ilgili tanimlanni, 6nermelerini, teoremlerini ve ¢ogu zaman bunlann is-
patlarini matematiksel bir dille anlattim. Fakat oyun teorisine matematigin bir alt
disiplini olarak bakmadigimi belirtmek isterim. Oyun teorisi sosyal olan1 analiz
eder ve bunun i¢in de matematigin dilini kullanir. Temel olan “sosyal” dir; ben de
buna dikkat ettim. Dolayisiyla kitapta oyun teorisinin temel kavramlarni analitik
bir dille anlatirken bu dilin ima ettigi dig diinya kargiliklarinin verilmesine de 6zen
gosterdim.

Kitapta kullanilan matematik genel olarak bir iktisat lisans 6grencisinin bilmesi
gereken diizeydedir. Bu diizey baz1 boliimlerde artsa da, genel olarak lisans diizeyin-
de 6grenilen matematik ve istatistik bilgisiyle kitabi takip etmek miimkiindiir. Kitabi
biiyiik oranda kendi iginde yeterli bir foratta hazirlamaya ¢aligtim. Daha ileri
diizeyde matematik bilgisine ihtiya¢ duyuldugunda gerekli kavramlan da metin
icinde veya dipnotlarla agiklamaya ¢aligtim. Gerekli olmayan teknik konulan an-
latmaktan miimkiin mertebe kagindim. Fakat bu teknik biitiinsellikten kaginildig:
anlamina gelmiyor. Okuyucular ispatlan atladiklarinda bu, onlann kitabi anlama
stirekliligini engellemeyecektir.

Dil, hem diisiinmenin yapis1 hem de araci oldugundan diigiinme bigimini ge-
killendirmesi agisindan olduk¢a 6nemlidir. Bu yiizden bir kitabin kullandig: dil
de ilgili herkesin anlamasini kolaylastiracak sekilde olmalidir. Soyutlama, anali-
tik derinlik ve istenilen teknik formasyon agisindan kitaplarda karsilagilan genel
bir problem, ogrencilerin tek asamada her seyi anlamalannin istenmesidir. Bu
tehlikenin farkinda oldugumdan, kitapta orta ve ileri diizey anlatim birlestirmeyi,
segilen bolca 6rmek ve uygulamayla bu diizey geciskenligini saglamayi amagladim.
Bu, ayn1 zamanda teoni ile reel olan arasindaki bagin kopmamasina yardimci ol-
maktadir. ‘

Kitabin farkli boliimlerindeki konulann, birbiriyle baglanularina siirekli vurgu
yapan pedagojik bir yontem izledim. Bu sekilde konular arasi siirekli bir bilgi
ve ilgi akigkanligi korunarak ogrencilerin biiyiik resmi gormeleri saglandi. Bu
yiizden ilerleyen boliimlerde, daha 6nceki boliimlerde kullanilan kavramlara ve
omeklere sik stk gondermeler yapilmaktadir. Verilen bir 6rnek, kitap boyunca
¢ok yerde kargimiza ¢ikmakta ve varsayimlar degistikge, rmegin tam bilgiden ek-
sik bilgiye gecildiginde, ya da hareketler ayn1 anda oynanan bir yapidan ardisal
oynanan bir yapiya gectiginde sonuglarin nasil degistigi ve bunun ne anlama geldigi
gosterilmektedir. Bu durum pedagojik oldugu gibi, 6grenciye herhangi bir durumu
oyun-teorik olarak nasil modelleyebilecegi konusunda da yardimci olmaktadir. Bu
anlamda 6grenci, modelde kullanilan varsayimlarin ve matematiksel mantigin nasil
islevsel hale getirilebilecegini ve dolayisiyla kurulan modelin sonuglannin varsa-
yimlara nasil bagh oldugunu goérebilecektir.

Kitab1 okuyan herkesin kitap i¢indeki hatalar: bildirmesinin bir kamu hizmeti
oldugunu hatirlatirtm ve bunu biiyiik bir memnuniyetle kargilayacagimi belirtmek
isterim. Kitabin bu iigilincii baskisinda ilk iki baskida yer alan yazim ve notasyon
hatalan diizeltilmigtir. Bu tiir diizeltmelerin kitabin okunmasim kolaylagtirdirdig:
muhakkaktir. Aynica ligiincii baskida boliim sonlarinda konuyla ilgili sorular ¢ogal-
tilmigtir. S6ylemek gereksiz olabilir ama tiim hatalar bana aittir.
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Bu kitap yillardir verdigim oyun teorisi derslerinin birikimi sonucunda yazildi;
derslerde anlatilanlarin, ders notlannin ve Ggrencilerimle yaptigim tartismalann
sonucunda ortaya ¢ikti. Bu bilgi aligverisi siirecinde oyun teorisini sevmeyen hi¢
bir 6grencimle kargilasmadim. Umanm bu kitap bu sevgiye daha fazla katkida bu-
lunur. Ogrenci dostu kitaplan hep sevdim. Bu kitabi da elimden geldigince yle
hazirlamaya galigtim.

Her yazar veya bilim adami geg¢mis ve simdiki diisiince devlerinin omuzla-
rindadir.  Bu yiizden onlann bize kattiklanm her daim ifade etmek gerektigini
diigiiniiyorum. Onlara buradan saygilarimi ve minnettarligimi sunuyorum.

Kitabin taslagimidetayl bir sekilde okuduklarn ve 6nerileri ile yaptiklan katkilar
icin Saim Sayin ve Tun¢ Durmaz’a ve kitabin hazirlanmasinda teknik her tiirlii
yardimu igin Bang Vardar, Ozdemir Teke, Necip Bulut ve Yusuf Yalginkaya’ya gok
tesekkiir ederim. Bu arada tesvikleri, yardimlan, tavsiyeleri ve ogrettikleri igin tiim
hocalarima tesekkiirii bir borg bilirim.

Bir kitap yazmanin sabir, dayamklilik ve yogunlagma gibi biitiinsel bir gii¢
gerektirdigini bir kez daha fark ettim. Bu giiciin temel kaynag1 ve motivasyonu
olan aileme sonsuz sevgilerimi ve minnettarligimi sunmak istiyorum.

Ensar Yilmaz

Besiktas, Istanbul
Agustos 2016
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Girig

1940’lann sonunda ekonometri ve oyun teorisi iktisadin umut vaat eden iki metodu
olarak goriiliyordu. Her iki metodun da iktisadi olgulan gozlemlemek, anlamak
ve aciklamak konusunda onemli faydalan olacag diisiiniiliiyordu. Fakat bilindigi
lizere, sadece ekonometri kisa siirede bu umutlarla paralel olarak gelisti ve iktisadin
aynlmaz bir pargas: haline geldi. Oyun teorisi uzun siire daha ¢ok matematikgi
kokenli iktisatgilann ilgilendigi bir alt disiplin olarak kaldi ve iktisadi problem-
lerle ilgilenmek yerine daha ¢ok teorik tamimlar ve ispatlar seklinde aksiyomatik
bir gelisme gosterdi.

Fakat 1970’lerden itibaren iktisat¢ilar kompleks iktisadi problemlerin yapisini
anlamak i¢in oyun teorisinin neler yapabilecegini gormeye bagladilar. Oyun teorisi-
nin kendi igindeki gelismeler, dzellikle bilgi (belirsizlik, asimetrik bilgi gibi) ve
zaman (olaylann dinamigi) kavramlannin daha gergekg¢i yapilar halinde iktisadi
analize dahil edilmesine imkan vermistir. Oyun teorisi 1980’lerde ¢ok hizli bir
sekilde “ana akim” iktisadin aynlmaz bir pargas: haline geldi. Ekonometri uygu-
lamali iktisadin tek metodu olurken, oyun teorisi de mikroekonominin tek metodu
haline gelmistir.

Oyun teorisinin bir disiplin olarak von Neumann ve Morgenstern’in 1944 yi-
linda yayinlanan “The Theory of Games and Economic Behavior” adl kitab ile
bagladig1 varsayilir. Bu kitap 6nemli bir oyun teorik kavram olan “gatigma’”nin
matematiksel olarak ifade edilebilecegini gostermistir. Mahkumlar Cikmazi kav-
raminin geligimi ve John Nash’in 1950’lilerin baginda dengenin tanim ve varligi
konusundaki makaleleri modern igbirlik¢gi-olmayan oyunlann (bagimsiz bireysel
hareketlerin oldugu oyunlar) temellerini atmigtir. Aymi zamanda igbirlik¢i oyun-
lardada (grup halinde hareket edilen oyunlar) 6nemli sonuglara ulagildi. Yani 1950’1
yillann basinda, oyun teorisinin gelecek 20 yilda kullanacag tiim kavramlar gelig-
tirilmigti.

Fakat 1970’lerin ortasina kadar oyun teorisi yine de otonom bir alan olarak
kalds; iktisadin temel problemleriyle ¢ok ilgilenmedi. Bu durum Schelling’in 1960

1
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yilinda biiyiik beklentiler yaratan “The Strategy of Conflict” kitabina ve bir oyunun
cekirdegi ile genel denge kavram arasindaki iligkiyi inceleyen bir dizi makalesine
ragmen boyle devam etti.

Diger yandan, 1970’ler ayni1 zamanda iktisatgilarin “bilgi” konusunu 6nemseme-
ye basladigi bir donem olmustur. Bireylerin eksik bilgiye sahip olduklan ve sinirh
rasyonel olduklan dikkate alinarak iktisadi analiz yapilmaya baslandi. Bu daha
gergekgi bir yaklagimdi. Boylece oyun teorisinin ayaklan daha fazla yere basmaya
bagladi. Bu kavramlara “zaman” (hareketlerin ardisallig1) da dahil edilince genelde
iktisatta 6zelde ise oyun teorisinde 6nemli bir gelisme kaydedilmig oldu. Ozellikle
Selten (1965)’in “miikemmel denge” ve Harsanyi (1967)’nin “eksik bilgi’’ hakkinda
yazdiklariyla oyun teorisi dogal gelisme mecrasim bulmusgtur.

Oyun teorisi 6zellikle 1980’11 yillardan itibaren biiyiik bir ilerleme gostermigtir.
Bunun ardindaki temel neden oyun teorisindeki gelismelerin yam sira, iktisat meto-
dolojisinin derlesik makroekonomik yapilardan daha mikroekonomik analize kayan
bir yap1 gostermesidir. Gegmiste makroekonomistler analizlerine derlesik davranigsa
iligkiler (tiiketim fonksiyonu gibi) ile baglarlarken, mikroekonomistler ise bireyi
birbirinden kopuk adalar halinde maksimizasyon yapan birimler olarak diisiiniirlerdi.
Giiniimiizde makroekonomi mikro temeller iizerinden yapilmaktadir. Mikroekonomi
ise fayda fonksiyonlan, iiretim fonksiyonlan, aktorlerin kaynaklan ve bilgi diizeyleri
ve zaman lizerinde yaptiklan baglangi¢ varsayimlan iizerinden analiz yapmaktadir.
Bu varsayimlarla baglayan iktisatg, aktorlerin siirekli stratejik etkilesim halinde ol-
masim da dikkate alarak optimal hareketlerini tanimlamaya ve bulmaya ¢alismaktadi

Stratejik etkilesimden kastedilen gey, bir oyuncunun herhangi bir gruptaki en
azindan bir bireyin refahim hareketleriyle etkilemesi dgrumudur. Aksi takdirde
oyun sadece birbirinden bagimsiz karar alma problemleri serisine donerdi. Oyun-
cular aldiklan kararlann birbirinin refahim etkilediginin farkindadirlar ve karar-
laninda bunu dikkate alirlar. Dolayisiyla oyun kavrami, oyunculann yapabilecek-
leri hareketler ve bu hareketler sonucunda alacaklan faydalar iizerinden tanimlanan
kisitlan ifade eden stratejik etkilesim zemini olarak ifade edilebilir. Bir oyunun
¢Oziimii ve dengesi ise belirli oyun gruplannda ortaya ¢ikan sonuglann sistematik
bir sekilde ifade edilmesidir. Oyun teorisi, oyun gruplan igin analitik ve sezgisel
¢Oziim onerilerinde bulunur ve bu ¢oziimlerin 6zelliklerini inceler.

Oyun teorisi temelde bireyin rasyonel davranig gosterdigi varsayimi iizerinden
analiz yapar. Bireyin rasyonelligi kusaca soyle tamimlanir: Bireyin oniindeki alter-
natiflerin farkinda olmasi, oyunda bilinmeyenler iizerine beklentiler olugturmasi,
alternatifleri hakkinda agik tercihlerinin olmasi ve hareketlerini bir optimizasyon
sonucunda belirlemesidir. Yani oyun teorisinde temelde rasyonel bir bireyin be-
lirli hareketleri, bu hareketlerin belirli sonuglan (bu sonuglar kesin veya belirli bir
olasiliga gore gergeklesebilir) ve sonuglar hakkinda belirli tercihleri vardir. Tiim
bu durumlan oyun teorisi genel olarak matematik araciligiyla formel olarak ifade
eder. Fakat oyun teorik fikirler dogasi geregi matematikle ifade edilmek zorunda
degildir. Yani oyun teorik bir yapr hi¢ matematik kullanilmadan da aym igerikte
ifade edilebilir. Fakat matematiksel formiilasyon, kavramlan daha belirgin hale
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getirdigi gibi, kullanilan kavramlar arasindaki tutarlilig1 izlememize imkan verir
ve varsayimlann ima ettiklerini analiz etmemizi kolaylagtinr. Bu yiizden kitapta
oyun teorik fikirler hem matematiksel bir dille ifade edildi, hem de bu ifadelerin
ardindaki temel motivasyonlar ve gercekte neye karsilik geldikleri ortaya konuldu.

Matematiksel modellerin oyun teorisinde yaygin bir sekilde kullanimi, bu
kullanimin igeriginden bagimsiz olarak oyun teorisine matematiksel bir ilginin o-
lusmasim saglasa da bu kitapta, oyun teorisine matematigin bir alt alam olarak
degil, daha ¢ok sosyal olgulan, 6zellikle iktisadi etkilesim iginde karar alan birey-
lerin davramigini anlamaya ¢aligan bir sosyal bilim olarak yaklagiyoruz. iktisatg1
kurdugu oyun teorik modellerde matematiksel ispatlarla bazi 6nermelere ulagtiktan
sonra bunlan tekrar séze gevirir. Bu onermelerin sonuglannin gergek diinyayla
uyumlu olup olmadigina bakar. Omegin goklu denge buldugunda bile modeli kuran
iktisat¢1 “bazi hikayelerin dogru” olamayacagini diisiinebilir. Reel diinyadaki olasi
sonuglan da dikkate alarak bazilarim elemine eder, yani dengeyi siirekli bir
sekilde rafine etme ya da makullestirme ¢abasi igindedir. Bu durum ayn1 zamanda
oyun teorisinde ¢ok sayida denge kavramimin da ortaya ¢ikisinin temel nedeni-
dir. Bu yiizden kitapta vardigimiz sonuglarin gergek hayatta nelere karsilik geldigi
siirekli vurgulanmigtir. Matematiksel sonuglar, ancak sezgisel olarak anlamliysa
ilging ve dikkate deger kabul edilmistir.  Yani matematigin tiimdengelimci,
aksiyomatik muhakeme bigimini sadece bir agiklama ve anlama araci olarak
kullandik.

Diger yandan, oyun teorisinin vardifi sonuglann ampirik olarak, o6zellikle
ekonometrik modellerle test etmek olduk¢a zordur. Ciinkii modellerde kullanilan
parametreleri 6lgmek ciddi bir problemdir. Fakat bunun yerine yapilan deneysel
¢aligmalar, i¢inde banndirdiklan problemlere ragmen, oyun teorisinin dayandigi
temel iddialarin ve sonuglann test edilmesine imkan vermektedir. Bu deneysel
sonuglann bir kismi oyun teorisinin iddialanyla ayn1 dogrultudayken bir kismi da
bunu tezatlayan sonuglar sunmaktadir. Deneyler yine de hem birey davramslarim
gozlemleme hem de oyuf teorisinin anlama kapasitesini artirmasi agisindan 6-
nemlidir. Oyun teorik yapilar gelecekteki olaylar hakkinda tahminlerde buluna-
bilir fakat temel motivasyonu bu degildir; tahminden ¢ok olgulan agiklamak ve
anlamakla ilgilenir.

Oyun teorisi iktisadin hemen her alanina niifuz eden bir yontem haline gelmistir.
Endiistriyel organizasyondan uluslararasi ticarete, emek piyasalarindan politik
ekonomiye uzanan genis bir yelpaze i¢inde uygulama alan1 bulmaktadir. Dahasi
sosyal hayatin her alam 6zii itibariyle stratejik ve etkilesim kavramlarimin uygu-
lama alan1 oldugundan sosyoloji, psikoloji ve siyaset bilimi gibi ¢ok sayida sosyal
bilimde oyun teorisinin analitik araglar yaygin bir sekilde kullanilmaya baglanmistir
Bu yiizden oyun teorisinin en 6nemli islevlerinden biri, sosyal bilimler arasinda in-
terdisipliner ¢aligmalarin ortaya ¢ikigina araci olma potansiyeli tagimasidir. Oyun
teorik modelleme bir ortak yontem olarak sosyal olan1 anlamay: daha saglikli hale
getirebilir. Aumann ve Hart (1992)’e gore oyun teorisi sosyal bilimlerin rasyonel
tarafinin analizi igin bir tiir semsiye ya da “birlesik alan téorisi” olarak goriilebilir.
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Etkilesim iceren sosyal hayatin tiim durumlarina bir prensip olarak uygulanabile-
cek bir metodoloji sunar. Elster (1982)'de etkilesimi sosyal hayatin 6zii olarak
kabul ederek, oyun teorisinin sosyal yap1 ve sosyal degisimi analiz etmek igin bize
saglam mikro temeller sundugunu belirtir.

Bu kitap oyunlan bilgi ve zaman iizerinden kategorilere ayirarak incelemekte-
dir. Oyunlan agagidaki tabloda da gosterildigi gibi, bilgi lizerinden tam ve eksik,
zaman iizerinden ise statik ve dinamik diye siniflandinyoruz.

Bilgi
Tam Eksik
Statik Stratejik-bigimli oyunlar Bayesyen oyunlar
Zaman
Dinamik | Tam bilgili Eksik bilgili
Genigleyen-bigimli oyunlar | Genigleyen-bigimli oyunlar

Kitabin 1. Boliimiinde statik tam bilgili oyunlar incelenecektir. Bu tiir oyun-
larda oyuncular oyunun yapisi hakkinda tam bilgiye sahiptirler ve hareketlerini
ayni anda (simultane) secerler. Hareketlerin ayni anda segildigi oyunlara stratejik-
bi¢imli veya normal-bigimli oyunlar da denir. Bu tiir oyunlarin ¢dziimiinde kul-
lanilan temel denge kavrami Nash dengesidir.

2. Boliimde yine aym yap iginde (tam bilgili statik oyunlarda) daha dnceki
boliimde kullanilan piir stratejiler yerine oyunculann hareketlerini rassallagtirmalan
durumunda ortaya ¢ikan karma stratejileri ve karma strateji Nash dengesini
inceleyecegiz.

3. Bolimde, tam bilgi varsayimina devam ederek fakat zamam statikten di-
namige cevirdigimizde, yani oyuncularin ayni1 anda degil ardisal hareket ettikleri
durumlarda olusan oyunlara bakacagiz. Genisleyen-bigimli oyunlar olarak bilinen
bu tam bilgili dinamik oyunlarda kullanilan geriye dogru c¢ikarsama ve
altoyun miikemmel denge kavramlarina bakacagz.

4. Boliimde, bu sefer bilgi varsayimini degistiriyoruz; tam bilgi yerine eksik
bilgi varsayiminda bulunuyoruz fakat oyunun statik oynandig1 varsayimini muhafaza
ediyoruz. Bayesyen oyunlar da denen bu eksik bilgili statik oyunlarda kullanilan
denge kavrami Bayesyen Nash dengesidir. Oyunculann Bayes kuraliyla yeni gelen
bilgileri de dikkate alarak inanglarim giincellediklerini varsayiyoruz. Oyuncular bu
sekilde olugsan yeni inanglanyla ayni anda hareket ettiklerinde ortaya ¢ikan den-
genin niteligini verecegimiz dreklerle tartisacagz.

5. Boliimde, eksik bilgi altinda oyuncularin ardisal hareket ettiklerini varsaydigi-
mizda olugan eksik bilgili dinamik oyunlara bakacagiz. Bu tiir oyunlarda oyun-
culann bazilan diger oyunculardan 6nce hareket etse de bu onlarin gergek tip-
leri hakkinda tam olarak bilgi vermeyebilir. Hareketler mesaj gibi algilanirken,
bu mesajlardan hareketle tiplerin ne olduguna dair inanglar olusturulur. Bu tiir
oyunlarin ¢oziimii igin kullanilan denge kavrami ise Bayesyen miikkemmel Nash
dengesidir. Bu bolimde daha ¢ok eksik bilgili dinamik oyunlarin bir ¢esidi olan
sinyalleme oyunlan iizerinde duracagiz. Daha sonra miikemmel Bayesyen den-
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genin verdigi bazi makul olmayan sonuglan rafine etmek igin gelistirilen ardisal
dengeyi tartigacagiz. Yine eksik bilgili dinamik oyunlan rafine etme arayiginda
olan diger denge kavramlan titreyen-el milkkemmel denge ve 6z denge (proper equi-
librium) kavramlan incelenecektir.

Kitabin 6. Boliimiinden itibaren daha 6nce gordiigiimiiz oyun kategorilerinin
cesitli varyantlan olan konulan gorecegiz. 6. Boliimde genigleyen-bigimli oyunlar
kategorisi i¢inde diisiiniilebilecek tekrarli oyunlar tamitilacaktir. 7. Boliimde daha
¢ok statik ve eksik bilgi formatinda oynanan ihaleler konusuna yogunlasacagiz.
Kitabin son boliimii olan 8. Boliimde ise pazarlik oyunlarina bakacagiz. Bu boliimde
ilk Oonce pazarligin aksiyomatik teorilerini tartigacagiz ve daha sonra stratejik un-
surlarin 6nemli oldugu ardisal pazarlik oyunlanni inceleyecegiz.
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BALOM 1

Tam Bilgili Statik Oyunlar

1.1 Giris

Bu boliimde tam bilgi altinda ve oyuncularin ayni anda (simultane) hareket ettikleri
oyunlar inceleyecegiz. Bu tiir oyunlara stratejik-bigimli veya normal-bigimli o yun-
lar denir. Tam bilgiden kasit, oyundaki her oyuncunun fayda fonksiyonunun (oyun-
cularin sectikleri hareketler sonucunda elde ettikleri fayday: belirleyen fonksiyon)
tiim oyunculann ortak bilgisi dahilinde olmasidir. Stratejik-bigimli oyunlarda za-
man yoktur. Her oyuncu hareketini bir kez ve ayni1 anda secer. Burada “ayn1 anda”
dan kasit, oyuncularin hareket etmeden Once birbirlerinin hareketlerini gozlem-
leyemediklerini ifade etmektir. Yoksa zaman, kronolojik zaman olmak zorunda
degildir. Yani bir oyuncu digerinden once de hareket etmis olabilir ama diger
oyuncu bunu géremiyorsa bu anlamda yine es anli tanimim kullanabiliyoruz.

Stratejik-bigimli oyunlarda her oyuncunun, tiim oyuncularin hareketlerinden
ortaya ¢ikan olasi sonuglar listesi, buna strateji profili diyecegiz, iizerine tercih-
leri vardir . Yani stratejik bir oyun, ilerleyen boliimlerde daha formel tanimlarini
verecegimiz ii¢ temel unsurdan olusur: oyuncular kiimesi, hareket kiimesi ve her
oyuncunun strateji profilleri iizerindeki tercihleri. Cok sayida durum stratejik oyun
olarak modellenebilir. Omegin, oyunculann firmalar, hareketlerin fiyat belirlemek,
ve tercihlerin ise firmalarin karlarn oldugu bir stratejik oyun diisiinebiliriz veya
oyuncularin iilkeler, hareketlerin iilkelerin doviz kurlarini belirlemeleri ve tercih-
lerin dis ticaret dengesi oldugu bir oyun diigiiniilebilir. Buna benzer ¢ok sayida
olay stratejik bir oyun olarak ifade edilebilir.

Bu béliimde ilk once stratejik-bigimli (veya normal-bigimli) oyundan ne an-
ladigimiz:1 belirttikten sonra bu tiir oyunlann formel gosterimini verecegiz. Daha
sonra baskin strateji dengesini ve makul stratejilerin (veya rasyonalize edilebilir
stratejiler) ne oldugunu tartisgacagiz. Bunun ardindan tam bilgili stratejik-bigimli
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oyunlarda kullanilan yaygin bir denge kavrami olan Nash dengesini tanitacagiz ve
bunu dmekler iizerinden tartigacagiz. Sonraki alt boliimde Nash dengesini bulmada
kullandigimiz diger bir yaklagim olan en iyi tepki fonksiyonu incelenecek ve buna
dair 6rmekler verilecektir. Cok sayida Nash dengesinin olmasi1 durumunda bu den-
gelerden daha muhtemel bir dengenin bulunmasi igin kullanilan bir kavram olan
yerel nokta kavramim tanittiktan sonra, Nash dengesinin siirekli degiskenlerde var
olmasinin kosullanni tartisacagiz ve bu boliimiin sonunda Nash dengesi iizerine
yapilan tartigmalar: aktaracagz.

1.2 Stratejik-Bicimli Gosterim ve Baskin Strateji

1.2.1 Stratejik-Bicimli Gosterim

Statik bir oyunu gosterirken genelde matris gosterimini kullaninz. Statik oyun-
lann matris gosterimine stratejik-bicimli gosterim ya da normal-bigimli giosterim
denir. Boyle bir oyunda her bir oyuncu ayni anda bir hareket secer ve oyuncu-
lann segtikleri hareketlerin kombinasyonu, yani strateji profili, her oyuncu igin bir
fayda diizeyi belirler. Stratejik-bigimli gosterimi daha iyi ifade edebilmek igin oyun
teorisinin klasik bir megi olan Mahkumlar Cikmazi oyunu ile baglayalim.

Iki kisi ¢alinti bir mali paylagirlarken yakalaniyorlar. Polis agikga ¢alinan mali
ellerinde bulundurmalanndan dolayi bu kisileri suglamak igin yeterince kanita sahip-
tir. Fakat gergekte bu sugu iglediklerine dair bir kanita sahip degildir. Bu yiizden
mahkumlann suglarim itiraf etmelenini saglayacak bir cezalandirma mekanizmasi
diizenlenir. Bunun ig¢in de mahkumlann ayn hiicrelerde sorgulanmalannin daha
iyi olacagina inanilmaktadir. Amag sugu itiraf ettirmektir. Savci, eger aralanndan
birinin itiraf etmesi ve digerinin itiraf etmemesi durumunda, itiraf edenin 1 y1l, et-
meyenin ise 5 yil yatacagim soylemektedir. Fakat her ikisi de itiraf ederse kanita
ihtiya¢ kalmayacaktir, her ikisini tutuklayacak ve 4 yilla yargilayacaktir. Savci
bu Oneninin aynisimi deger saniga da gotiiriiyor. Eger her ikisi de itiraf etmezse
savci saniklan mali galmakla suglayamayacak sadece ¢alinti mal bulundurmaktan
yargilanip 2’ser yil mahkumiyetle yargilanacaklardir. Boyle bir durumun tasarlan-
mas! bizi Mahkumlar Cikmazi denen bir problemle karsi kargiya getirir. Bu oyunda
sanmklann 6nemsedigi tek sey hapishanede ne kadar yil yatacaklandir, hig bir samk
digerinin yatacag yilla ilgilenmemektedir. Bu oyunda hapishanede gegirilen yillar
Tablo 1.1°de verildigi gibi matris formatinda gosterilmektedir.

itiraf etme (C) itiraf et (D)
itiraf etme (C) -2,-2 -5,—1
itiraf et (D) -1,-5 —4,-14

Tablo 1.1 Mahkumlar Cikmaz:

Burada 1. sanig (1.oyuncu) satir oyuncusu olarak ve 2. samg1 (2.oyuncu) siitun
oyuncusu olarak adlandinyoruz. Matristeki iki satir 1.oyuncunun hareketlerini
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gosterirken, iki siitun 2.oyuncunun iki olasi hareketini gosterir. Matrs igindeki
her kutudaki sayilar oyuncularin hareket profiline kargilik gelen faydasim gosterir,
birinci say1 1.oyuncunun elde ettigi fayda diizeyi iken ikinci say1 2.oyuncunun elde
ettigi fayda diizeyidir.

Bu oyunda her bir oyuncunun itiraf etme (bunu C ile gosteriyoruz) ve itiraf et
(bunu da D ile gosteriyoruz) seklinde iki hareketi veya stratejisi vardir. Itiraf etme
stratejisi oyunculann kendi aralarindaki bir tiir ortiik igbirligini veya dayanigmay:
gosterirken (Ortiik ¢iinkii aralarinda diyalog yok), itiraf et ise bu igbirliginden sapma
gibi diisiiniilebilir.

Eger hem 1l.oyuncu hem de 2.oyuncu isbirligini segerse (her ikisi de itiraf et-
mezse) (C, C) profili gergeklesir ve her ikisi de 2 yil yatar. Oyunculardan biri
isbirligini (C) ve digeri bu igbirliginden sapmay: (D) segerse, sirasiyla 5 ve 1 yil
yatarlar. Diger kutular da benzer olarak her iki oyuncunun ayni anda segtikleri
hareketlere karsilik elde edecekleri fayda diizeylerini gosterir.

Burada dikkat edilirse oyunculann segimlerini bazen hareket bazen de strateji
olarak nitelendirdik. Aslinda oyun teorisinde hareket ve strateji birbirinden farkl
kavramlardir. Bu farki ilerleyen boliimlerde daha net olarak anlatacagiz. Fakat
simdilik bu aynm1 dikkate almadan her iki kavram birbirinin yerine kullanacagiz.

Simdi bu oyunu genellestirerek matematiksel notasyonla ifade edelim. Stratejik-
bigimli bir oyun sunlan igerir:

(i) Oyuncular kiimesi, n sayida oyuncunun oldugu bir oyuncular kiimesi vardir,
N ={1,..,4,..n}, i burada herhangi bir oyuncuyu gosterir.

(ii) Strateji kiimesi, her oyuncunun sahip oldugu bir strateji kiimesi vardir. Her-
hangi bir z oyuncusunun strateji kiimesi, S; ile gosterilir. By ¢ oyuncusunun strateji
kiimesi veya strateji uzayinin herhangi bir stratejisi ise s; ile gosterilir. Ayrica s;
stratejisinin S; stratejiler kiimesinin bir eleman: oldugu s; € S; seklinde ifade
edilir. Tim oyunculann olas: tiim stratejilerinden olusabilecek stratejiler profili-
ni ise kartezyen ¢arpimla gosteririz, S = S§1 x S2 x ..... x Sn. Herhangi bir strateji
profili, s = (s, $2,...,8n) € S, oyundaki n-oyuncunun her bin igin bir stratejiyi
gosteren n tane eleman iceren sirali bir kiimedir veya n boyutlu bir vektor olarak
da nitelendirilebilir.

(iii) Herhangi bir 7 oyuncusunun (sy, ..., Sp) strateji profillerine karsilik gelen
fayda diizeyi soyle ifade edilir:

u; 0 81 X .o.. X Sp = R.
Bu tanimlarin yardimiyla stratejik-bigimli bir oyunu tanimlayabiliriz:

Tanmm 1.1 n-oyunculu bir oyunun stratejik-bi¢imli giisterimi, oyuncularin strate ji
kiimeleri, Sy, ..., Sy, ve bu oyuncularin fayda fonksiyonlarindan, ., ..., un, olugur.
Stratejik-bi¢imli bir oyun da G = {S1, ..., Sn; uy, ..., un} ile gosterilir.

Yukanda verilen Mahkumlar Cikmazi oyununu bu notasyonlann yardimiyla
ifade edelim: Oyuncular kiimesi: N = {1,2}; stratejiler veya hareketler kiimesi:
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S1 = S2 = {C. D}; ve tercihlerini gosteren fayda fonksiyonlan: u,(C,C) =
-2, uy(C,D) = -5, u1(D.C) = -1, wi(D,D) = -4, u2(C,C) = -2,
u2(C,D) = —1, up(D,C) = -5, ve up(D, D) = —4; ve oyunun kendisi G =
{S1,S2;u1, u2}.

Iki oyunculu ve iki stratejili bir oyunda stratejik gosterim en genel haliyle Tablo
1.2’de gosterilmektedir :

S1 S92
81 ul(sl,s]),uz(sl,sl) UI(S],.‘Q),UQ(S],SQ)
s2 | wi(s2, 51), u2(s2,81) [ wi(s2, 82), ua(s2, s2)

Tablo 1.2 iki oyunculu stratejik-bigimli bir oyunun genel gosterimi

Geleneksel bir kabul olarak, satirlar 1.oyuncunun stratejilerini, siitunlar ise
2.oyuncunun stratejilerini gostermektedir. Matris igindeki degerler ise sirasiyla
1.oyuncu ve 2. oyuncunun ilgili strateji profillerine karsilik gelen fayda diizeylerini
gostermektedir. Biz de bu kitap boyunca ayn1 gelenegi siirdiirecegiz.

1.2.2 Piir Stratejilerde Kesin Baskinhk

Oyun teorisinde stratejiler temelde piir ve karma strateji olarak ikiye aynlir. Piir
strateji kesin olarak oynanan stratejiler iken karma stratejiler belirli bir olasiliga
gore oynanan stratejilerdir. Bu boliimde sadece piir stratejilerle ilgilenecegiz. Son-
raki boliimde karma stratejileri detayli bir sekilde tartigacagiz.

Bir oyunun temel unsurlarim1 tamimladiktan sonra, oyun-teorik bir problemi
nasil ¢dzecegimize bakalim. Burada oyun-teorikten kasit her bir oyuncunun re-
fahinin diger oyunculann hareketlerine bagimli oldugunu ifade etmektir. Mahkum-
lar Cikmazi oyununda da dikkat edilirse saniklarin sadece kendi hareketleri degil
digerinin de hareketleri hapishanede gegirecekleri yillan belirlemede etkilidir.

Mahkumlar Cikmazi probleminde (Tablo 1.1’e bakin), eger saniklardan biri iti-
raf et hareketini oynarsa, diger oyuncu da itiraf et hareketini oynayacaktir ¢iinkii
bu durumda 4 yil yatar, aksi takdirde yani digeri itiraf ederken kendisi itiraf et-
mezse 5 yil yatar. Benzer olarak, eger saniklardan biri itiraf etmezse, diger oyuncu
itiraf eder. Ciinkii bu durumda 1 yil yatar, aksi takdirde 2 yil yatar. Yani her-
hangi bir oyuncu igin, kars1 taraf neyi oynarsa oynasin, itiraf et hareketi her zaman
rasyoneldir. Boyle stratejilere, yani bir oyuncunun diger oyuncularnn stratejilerinden
bagimsiz her zaman optignal olan stratejilerine baskin strate ji denir. Eger bir oyun-
cunun bir stratejisi diger oyunculann tiim stratejileri i¢in her zaman daha iyi bir
sonug yaratiyorsa buna kesin baskin strateji denir.

Tamm 1.2 Stratejik-bigimli bir G = {Si, ..., Sn; u1, ..., un} Oyununda, s; ve s;
stratejileri i oyuncusunun olasi stratejileri olsun, si,s! € S;. Eger diger oyun-
cularin stratejilerinin her olas: profili igin, i oyuncusunun s; stratejisinden elde
ettigi fayda, s stratejisini oynamasindan elde ettigi faydadan kesin daha fazla ise
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s; stratejisine kesin baskin strateji denir:
’ "
ui(slv vy Si—1, 51'1 Sitly S") > “‘i(sly ey Si—1, 'Si y Si41y s Sn))vs-—i S S-’i7 (11)

burada s_; = (81, ..., Si—1, Si+1, --, Sn), ¢ oyuncusunun disindaki oyuncularin her-
hangi bir strateji profilidir; S_; = 51 x .. X S;_1 X S;4+1 X ... X S,, ise i oyuncunun
strateji kiimesinin disindaki diger tiim oyuncularin strateji kiimelerinin tiim olas:
stratejiler profilidir; ve —i notasyonu i oyuncusu digindaki tiim diger oyuncular
tammlamak igin kullanilir, yani —i = N \ {1}.

Bu tanimdan hareketle hi¢ bir zaman oynanmayacak strateji de kesin mahkum
strateji olarak tanimlanir. Yani rasyonel oyuncular kesin olarak hi¢bir zaman kesin
mahkum stratejileri oynamazlar ¢iinkii oyundaki herhangi bir oyuncunun boyle bir
stratejinin oynanacagina dair beklentisi yoktur. Boylece her iki oyuncu da mahkum
stratejilerini silerler ve hi¢ bir zaman oynamazlar.

Tablo 1.1’de verilen oyunda itiraf etme hareketi kesin mahkum veya bagka bir
ifadeyle itirat et hareketi kesin baskin stratejidir. Dolayisiyla itiraf etme hareketi
hi¢ bir zaman oynanmasi rasyonel olmayan bir stratejidir, bu yiizden silinir. Oy-
nanmas! her zaman rasyonel olan itirat et hareketi baskin stratejidir, kars: rakibin
hareketinden bagimsiz bir sekilde oynanmasi durumunda oyuncu her zaman daha
yiiksek bir fayda saglar. Sonug olarak her iki oyuncu da itiraf et hareketini oynar,
dolayisiyla oyundaki denge davranisi (itiraf et, itiraf et)=(D,D) seklinde olur.

Rasyonel oyunculann kesin mahkum stratejilen oynamamalan ashnda boyle
stratejilerin diger oyunculann herhangi bir stratejisine gore en iyi tepki olmamasin-
dan kaynaklanmaktadir. Tabii burada 6nemli olan nokta, rasyonel bir oyuncunun
boyle bir stratejiyi oynamayacagini diger oyuncularin bilmek zorunda olmasidir.
Yani herkes birbirinin rasyonel oldugunu bilmelidir. Buna rasyonelligin ortak bilgi
olmas: denir. Bu konuya asagida daha detayli bakacagiz.

Oyuncular kesin mahkum stratejilerini asla oynamayacaklarindan, bu strateji-
leri bagtan eleyerek ilerlerler. Ciinkii hi¢ bir oyuncu bu stratejilerin oynanmayaca-
g1 bilir. $imdi bu duruma bir 6mek verelim.

Ornek 1.1

Tablo 1.3’de iki oyunculu bir oyun verilmektedir. Burada 1. oyuncu herhangi
bir stratejisine kesin baskin olan bagka bir stratejiye sahip degildir. 2.oyuncu C
hareketini oynamadig1 miiddetge, U stratejisini oynamak M'yi oynamaktan daha
iyidir. Fakat 2.oyuncu C hareketini oynarsa bu durumda 1.oyuncunun D hareketini
oynamasi daha iyidir; 2.0yuncu R’yi oynamadig miiddet¢e D hareketini oynamak
U hareketini oynamaktan daha iyidir. Fakat eger bu hareketi oynarsa bu durumda
U daha iyidir. Kisaca 1.oyuncunun optimal hareketleri 2.0yuncunun ne oynadigina
baglh olarak degisir. Ciinkii 1.oyuncunun, 2.oyuncu hangi hareketi secerse se¢sin
her zaman daha iyi sonug veren kesin baskin bir stratejisi yoktur.
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Tablo 1.3 Siirekli eleminasyon yontemi

Diger yandan 2.oyuncu igin R stratejisi C stratejisine gore kesin baskin strate-
jidir. l.oyuncu neyi segerse seg¢sin, 2.oyuncu C yerine R hareketini oynayarak her
zaman daha yiiksek bir fayda elde edecektir: 1.oyuncu U hareketini sectiginde
kendisi C yerine R hareketini segerse daha yiiksek fayda elde eder, 2 > 1; eger
l.oyuncu M hareketini secerse C yerine R hareketini oynamak daha yiiksek fayda
saglar, 6 > 4; ve aym sekilde 1.oyuncunun D hareketine karsi C yerine R hareke-
tini oynamak daha yiiksek fayda saglar, 8 > 6. Yani rasyonel olan 2.oyuncu R
varken hi¢ bir zaman C stratejisini oynamayacaktir (dikkat ederseniz R stratejisi,
ne L stratejisine kesin baskin ne de onun tarafindan kesin mahkum edilir). Eger
2.oyuncu |.oyuncunun rasyonel oldugunu ve 1.oyuncu da onun rasyonel oldugunu
bildigini biliyorsa, 2.oyuncu oyunu Tablo 1.3’deki ikinci matriste oldugu gibi oy-
nayacaktir. Yani C mahkum stratejisi silinerek oyun oynanmaya devam eder.

Simdi de Tablo 1.3’de verilen ikinci matrise bakalim. 1.oyuncu igin U strate-
jisinin M stratejisine kesin baskin oldugunu goriiyoruz g¢iinkii eger 2.oyuncu L
hareketini oynarsa 1.oyuncu M yerine U hareketini oynamakla daha yiiksek fayda
elde eder, 4 > 2; ve eger 2.oyuncu R hareketini oynarsa |.oyuncu benzer olarak M
yerine U hareketini oynadiginda daha yiiksek fayda elde eder, 6 > 3. Yani rasyonel
olan l.oyuncu, 2.oyuncunun da rasyonel oldugunu bildiginden asla M stratejisini
se¢meyecektir. Sonug olarak 2.oyuncu da l.oyuncunun asla M’yi segmeyecegini
bilir (yine dikkat ederseniz U stratejisi, D’ye gore ne baskin ne de mahkumdur).

2.0oyuncu, l.oyuncunun rasyonel oldugunu ve 1.oyuncunun da onun rasyonel
oldugunu bildigini biliyorsa, bu durumda 2.o0yuncu oyunu Tablo 1.3’deki iigiincii
matristeki gibi oynanacagim bilir. Dikkat ederseniz 2.oyuncu igin L hareketi R
hareketine kesin baskindir. Ciinkii eger 1.oyuncu U hareketini segerse 2.0yuncunun
R hareketi yerine L hareketini oynamasi kendisine daha fazla fayda saglar, 3 > 2;
fakateger 1.oyuncu D,hareketini segerse yine R hareketi yerine L hareketini segmek
daha yiiksek fayda saglar, 9 > 8. Yani rasyonel olan 2.oyuncu, l.oyuncunun da
rasyonel oldugunu bildiginden, asla R stratejisini se¢gmeyecektir.

Ayni rasyonellik varsayimi altinda bu sefer R stratejisi silinir ve oyun dordiincii
matristeki gibi oynanir. Fakat simdi, D stratejisi U stratejisine kesin baskindir
bdylece 1.oyuncu U stratejisini hi¢ bir zaman oynamayacaktir. Bu yiizden 1.oyun-
cunun rasyonel se¢imi D’dir. Bu da oyunun sonucunun (D,L) olacagi anlamina
gelir. Dolayisiyla dengede 1. oyuncu 5, 2.oyuncu da 9 birimlik faydh elde ederler.
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Bu siirece kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu denir. G oyunun
¢oziimii (D, L) dengesidir. Bu dengeye siirekli-baskin strateji dengesi denir. G
oyununa da baskin-goziilebilir denir.

Simdi siirekli eleminasyon yontemini daha formel olarak ifade edelim. Bunun
i¢in de kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu igin genel bir prosediir
tanimlayalim. Bunun igin G = {N, (S;), (u;)} oyunu ile baglayalim. Herhangi bir
1 oyuncusu i¢in kesin mahkum stratejilerin eleminasyonu ile kalan stratejileri Si1
ile gosterelim. Boylece eleminasyon sonrasi yeni oyunumuz asagidaki gibi ifade
edilir,

Gl = {N! (Sil)v (ui)} )

burada her u; fonksiyonu asil fayda fonksiyonunun, kesin mahkum stratejilerin
elenmesi sonucu kalan daha kiigiik bir tamim araliginda tammlanmig fayda
fonksiyonudur. Bu prosediire devam edildikge,6regin 7 € N = {1,2,...} defa
kadar devam edildiginde daha da kiigiilen ve indirgenmis bir oyuna sahip oluruz,

G" = {N,(57), (w)},

burada her i € N oyuncusuigin S stratejiler kiimesi, G™~! oyunundaki S7 ~"*deki
kesin mahkum stratejilerin silinmesi sonunda kalan stratejilerden olugur.

Asil G(-) oyunu sinirh bir oyun oldugu igin siirekli eleminasyon prosediiriiniin
belli agamasindan sonra oyun artik kiigiilmeyecektir:

T _ QT+l _ QT+2 _
ST=8t =82 =

Bu yiizden yeni oyun sdyle tamimlanabilir, her ¢ € /N oyuncusu i¢in G® = G
ve S° = S7 . Burada S;° stratejileri artik bagka stratejiler tarafindan mahkum
edilemeyen stratejilerin bulundugu kiimedir. Dolayisiyla G* oyunu da G baglangig
oyunundan siirekli eleminasyon yontemiyle tiiretilen ve daha da kiigiilmeyen artik
oyun olarak nitelendirilen oyundur. Yani S7° siirekli eleminasyon sonunda i oyun-
cusunun elinde kalan piir stratejileri gostermektedir. Oyuncularnn strateji kiimelerinin
kartezyen ¢arpimi ise, S = X;ecnS7°, kesin mahkum stratejilerin siirekli elem-
inasyonundan kalan strateji profil kiimesini verir. Oyun rasyonelligin ortak bilgisi
alunda oynandif igin, geriye kalan herhangi bir pir strateji profili, S kiimesi
icinden olacakuir, yani s; € S°°.

) r
u | 10,5 | 10,4
m| 8,4 8,5
d| 12,5 6,4
Tablo 1.4

Tablo 1.4’de verilen oyuna bakalim. Bu oyunun dengesini siirekli eleminasyon
yontemi ile bulmaya ¢aligalim. Burada 1.oyuncunun m stratejisinin mahkum strateji
__ olmasindan dolay1 (u stratejisine mahkum) silinmesi ile birlikte 2.0yuncunun [
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stratejisi r stratejisini mahkum eder ve 7’nin silinmesi ile de 1.oyuncunun d strate-
jisi u stratejisini mahkum eder. Bu yiizden siirekli eleminasyon dengesi (d,!) olur.
Bu durumu yukanda tamttifimiz notasyonla ifade edelim:

S) = {u,m,d}, S3={l,7}
St ={wd}, S ={Lr}:St={wd}, S;={l)
S3 = {d}, S}={l}, dolaywsiyla S° = {d}, S = {l}

1.2.3 Piir Stratejilerde Zayif Baskinhk

Daha 6nce belirtildigi gibi mahkum stratejiler asla oynanmayacagi i¢in elenmelidir.
Fakat bazen ‘“‘her zaman daha iyi” strateji yerine ‘her zaman daha kotii degil” strate-
jisi s6z konusu olabilir. Yani bir strateji diger stratejilerin bazilanina gore daha iyidir
ama bazilanna gore aym diizeyde fayda sagliyor olabilir.

Tanim 1.3 G = {N,(S;), (v;)} gibi stratejik bir oyunda, i oyuncusunun iki strate-
Jjisi s}, 8! € S; olsun. Eger s, stratejisi en az s stratejisi kadar iyiise, s, stratejisi

s} stratejisine zayif baskindir denir. Bagka bir deyigle agagidaki kogul saglanirsa
s; stratejisi s stratejisine zayif baskindir denir,

wi(sh, s_3) > ui(s,5_:), Vs_; € 5_;

Burada soylenmek istenen sey, s; hi¢ bir zaman s/’den daha kotii degildir,
fakat bazen daha iyidir. Kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu ile kesin
baskin strateji dengesine ulagtifimizi daha once gordiik. Fakat bu metodu zayif
baskin stratejilerin oldugu bir oyunda uygulamak daha tartigmalidir. Ciinkii zayif
mahkum stratejileni silmek oyunun sonucunu etkileyebilir. Bunu bir 6mek iizerinde
gosterelim.

Ornek 1.2

Tablo 1.5°de verilen oyuna bakalim. Burada l.oyuncu igin D stratejisi, U strate-
jisine gore kesin mahkumdur. Boylece eger ilk 6nce D stratejisini silersek, L
stratejisinin R’ye zayif baskin oldugu bir oyun kalir. Bu durumda R’yi elemekle,
U stratejisinin M’ye kesin baskin oldugu bir oyunla kargilaginz. Boylece denge
(U,L) olur (ilk satirda olusan denge). Fakat dikkat ederseniz baslangigta verilen
oyunda U stratejisi de M’ye kesin baskindir. Bu yiizden M stratejisini eleyerek de
baglayabiliriz, M elendikten sonra 2.oyuncuman L’yi elemesi ve 1.oyuncunun da D
stratejisini elemesiyle, oyunda (U,R) sonucu olugur (ikinci satirda olusan denge).

Eger 1.oyuncunun M ve D stratejilerini aym anda silersek (giinkii iki strateji de
U’ya gore mahkum stratejilerdir), Tablo 1.6’da gosterildigi gibi 2.oyuncu igin her
stratejinin digerine zayif baskin oldugu bir oyunla kargilaginz. Yani M ve D bir-
likte elendiginde 2.oyuncu L hareketini de R hareketini de oynayabilir. Bu yiizden
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L R L
U[3.2[22 L
: : U|32|22|> U|32|-> .
MILLIO0O = 57700 M1 U[3.2]
D[0,0][1,1
L R
L R R
Ul32[22 R
il Ul3z2]22]- Ul22]|>
'g L1 ?’1 7 pl0o0[11 D 1,1 Ul22]

Tablo 1.5 Zayif mahkum stratejileri elemek oyunun sonucunu etkiler

l.oyuncunun hangi mahkum stratejiyi once silecegi 2.oyuncunun neyi silecegini
belirlemektedir. Yani l.oyuncu igin kesin mahkum stratejilerin silinme sirasi, 2.0yun-
cunun sonraki siiregte hangi zayif mahkum stratejilerin elenecegini belirler.

L R
Ul3,2]|22 L R L
M[L1[00]| > v[32[22]~ v[32]
D|0,0] 1,1

Tablo 1.6

Dengenin ne olacaginin silme sirasina bagli olmasi éibi bir durum, eger sadece
kesin mahkum stratejiler olsaydi ortaya ¢ikmazd:. Ciinkii diger oyuncularin strate-
jilerini silmek asla kesin mahkum bir stratejinin mahkum edilmesini engellemez
fakat zayif mahkum stratejinin mahkum edilmesine neden olabilir. Bunun nedeni,
si’nin zayif mahkum strateji olmast igin, ihtiyag duyulan sey diger bir s; strate-
jisinin, tim s_; stratejileri i¢in, en az s; kadar iyi olmasidir ve rakibin en az bir
stratejisi i¢in s;’den daha iyi olmasidir. Eger 6zellikle rakibin bu stratejisi elenirse,
s; ve s; stratejileri rakibin kalan tiim stratejileri i¢in aym diizeyde fayda saglarlar
ve biri digerine zayif baskin olmayacaktir.

1.2.4 Rasyonelligin Ortak Bilgi Olmasi

Oyunun baskin strateji dengesini bulma siireci (hi¢ bir oyuncunun asla mahkum
stratejileri oynamayacaklan siireg), her adimdaki elemede diger oyuncunun rasy-
onel olmasin gerektirmektedir. Yani sadece oyunculann rasyonel olmalanini degil
ayni zamanda tiim oyuncularin diger tiim oyuncularin rasyonel oldugunu bilmeleri
gerekir. Dahasi oyunculann tiimii “oyunculann tiimii diger tiim oyunculann rasy-
onel oldugunu bildigini” bilir ve bu mantik silsilesi boylece devam eder gider, ad
infinitum. Bu varsayim, oyun teorisinde ¢ok kullanilan rasyonelligin ortak bilgi
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olmasi varsayimidir.
Ortak rasyonelligi soyle de tanimlamak miimkiindiir. Omegin P, “l.oyuncu
rasyoneldir” gibi bir 6nerme olsun. Eger P ortak bilgiyse
(i) Herkes P’yi bilir
(i1) Herkes herkesin P’yi bildigini bilir
(ii1) Herkes herkesin P’yi bildigini bildigini bilir ve bu sekilde devam eder...
Kisaca eger P ortak bilgi ise, bu durumda §oyle yazilabilir:

(Herkes biliyorki)* herkes P’yi biliyor, k € {1,2,..} .

Kisaca ortak rasyonellik varsayimi oyuncularin diger oyuncularn bildigi herseyi
bilme durumunu tanimlar. Bu onlann bilgilerinin bir pargasidir ve boylece herkes
herkesin P’yi bildigini bilir. Gergekte ortak bilgi daha basit bir gekilde soyle de an-
latilabilir. Omegin siz ve ben X olayr gergeklestiginde ordaydik. Yine farzedelim
ki bu olay olurken her ikimiz gdz temasinda bulunduk. Artik X olayinin oldugunu
ikimizin de bildigini biliyoruz. Yani X olayinin oldugunu ben biliyorum. Siz benim
bunu bildigimi biliyorsunuz. Ben de benim bunu bildigimin bilindigini biliyorum...

iki oyunculu bir oyun diigiinelim, bu oyun i ve j oyunculan arasinda oynansin,
her birinin piir-strateji uzay ise sirasiyla S; ve S; olsun. Bu oyunun mahkum
stratejilerinin elenmesi oncesi olasi sonug kiimesinin, S = S; x Sj strateji profil
kiimesinin birelemani olacagim biliyoruz. Daha 6nce belirttigimiz gibi rasyonel bir
oyuncu asla mahkum stratejiyi oynamaz. Eger i oyuncusunun s; gibi bir mahkum
stratejisi varsa ve j oyuncusunun ise mahkum bir stratejisi yoksa, bu durumda i
oyuncusu rasyonel oldugundan bu stratejiyi asla oynamayacaktir. Bu yiizden oyu-
nun sonucu daha kiigiik bir strateji profil kiimesinden gelecektir:

S = Sz\{:l} X SJ'.

Daha 6nce soylendigi gibi ¢ oyuncusunun mahkum stratejisi olan s;’nin silin-
mesini rasyonalize edecek varsayimi yapmamiz gerekir. Bunun igin gerekli olan
varsayim rasyonelligin ortak bilgisidir. Yani bunun i¢in j oyuncusunun sadece
rasyonel olmasi degil aym zamanda ¢ oyuncusunun §; stratejisini asla
oynamayacagini da bilmesi gerekir. Benzer sekilde eger s; stratejisi silindikten
sonra simdi de j oyuncusunun kesin mahkum olan $; stratejisinin benzer bir
muhakeme ile silinmesi durumunda oyunun sonucu su strateji profilinden gelme-
lidir:

[ ]

§" =S\ {8} x S;\ {§;} -
Siire¢ boylece rasyonelligin ortak bilgisini de kullanarak devam ederek oyunun
dengesini bulmaya ¢aligir. Yani eger rasyonellik ortak bilgi ise mahkum strate-
Jileri sonsuz kere silebiliriz. Fakat prayk hayatta gergek oyuncularin diigiinceler
hakkindaki diigiincelerinin sinirsiz bir hiyerarsiyi izlemeleri pek makul goziikme-
yebilir. Yani insanlar kafalaninda siirekli silme iglemini bir-iki agamadan fazla yap-
mazlar.
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Rasyonelligin ortak bilgi olma varsayiminin yarattif1 sonuglan Tablo 1.7°de
verilen oyun iizerinden takip edelim.

L M R
U|l22|11]|40
D|1,2]|41]|35

Tablo 1.7

1. Eger siitun oyuncusu rasyonel ise M’ yi oynamamalidir (¢iinkii kesin mahkum-
dur).

2. Eger satir oyuncusu diger oyuncunun rasyonel oyuncu oldugunu biliyorsa,
D’yi oynamayacaktir (¢iinkii siitun oyuncusunun M’yi oynamayacagini bilir).

3. Siitun oyuncusu da satir oyuncusunun kendisinin (yani siitun oyuncusunun)
rasyonel oldugunu bildigini bilir. Bu yiizden satir oyuncusunun D’yi oynamayaca-
gim bilir. Dolayisiyla kendisi de R’yi oynamayacaktir. Bu da (U,L)’nin tek denge
olarak ortaya ¢ikmasina neden olacaktir.

Rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsayiminin 6nemini ifade edebilmek igin
Tablo 1.7°de verilen oyunda oyunculann neyi bildiklerine dair alternatif bir varsa-
yimda bulunalim:

i. Oyuncular rasyonel

ii. l.oyuncu, 2.oyuncunun renk vermedigini ve esit olasilikla davramglarin
rassallagtirdigini varsayiyor.

iii. 2.oyuncu, l.oyuncunun rasyonel oldugunu ve l.oyuncu da 2. oyuncunun
esit olasilikla hareketlerini rassallagtirarak oynadigim désiiniiyor.

Bu durumda l.oyuncu kendisine en yiiksek ortalama fayday: saglayan D
hareketini optimal olarak secer (¢iinkii beklenen faydasi daha yiiksek). 2.oyuncu
bunu dogru tahmin eder ve R hareketini seger.

Goriiniirde bu alternatif varsayimi yapmakta herhangi bir yanliglik yoktur. Fakat
bazi olasi tutarsizliklann ortaya ¢ikmasina imkan vermektedir: Varsayalim yuka-
nidaki oyun 1. ve 2.oyuncular arasinda siirekli oynanan bir oyun olsun. Yine 1.
ve 2. oyuncularin yukanda tanimlanan bilgi modeline sahip oldugunu ve siirekli
(D,R) oynadiklanini varsayalim. 1.oyuncu bir miiddet sonra 2.oyuncunun tutarl bir
sekilde R’yi oynadigim fark edecektir. Bu yiizden yukanda verilen bilgi yapisini
degistirip 2. oyuncunun varsaydigi gibi renksiz olmadigini diigsiinecektir. Gergekte
l.oyuncu bir kez 2. oyuncunun tutarl bir sekilde R stratejisini oynadig1 kanaatine
varirsa kendisi U stratejisine sapacaktir. Fakat eger rasyonelligin ortak bilgi oldugu
varsayim1 yapilsaydi bu tiir tutarsizliklar olmayacakti. Bu da bu varsayimin oyun
teorisinde neden bu kadar yaygin bir sekilde kullamldigin agiklamaktadir.

1.3 Makul Stratejiler

Rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsayimi altinda, mahkum stratejilerin siirekli e-
leminasyonu teknigi ile silinmesi sonunda oyundaki her oyuncunun bu siire¢ sonu-
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cunda elinde kalan bir strateji alt kiimesi olur. Higbir oyuncu bu strateji alt kiime-
sinin digindaki bir stratejiyi hi¢ bir zaman oynamayacaktir. Fakat kalan stratejiler
icinde artik mahkum strateji olmadigindan direkt olarak elenmeleri de s6z konusu
olmayacaktir.

Tamm 1.4 Mahkum stratejilerin elenmesiyle kalan sonuglar kiimesine makul strate-
Jjiler denir.

Bu tanim 6zii itibariyle stratejilerin rassal oynanma durumunu da igerir. Yani
karma stratejiler kullanilarak da eleminasyon yapilabilir. Fakat bu durumu ancak
karma stratejileri gordiikten sonra ifade edecegiz.

Makul stratejiler (veya rasyonalize edilebilir stratejiler) asla en iyi tepki ola-
mayacak stratejilerin siirekli eleminasyonu sonucunda kalan stratejilerdir'. Bu
yiizden bir oyuncu optimal stratejilerini makul stratejiler kiimesinden seger. Bu
strateji kiimesindeki her stratejiyi tutarh bir gsekilde gerekgelendirerek rasyonel bir
sekilde oynayabilir. Fakat bir oyuncu kendi inanglarina gore en iyi tepkiyi verse
bile, bu diger oyuncular hakkindaki inanglarinin dogru oldugu anlamina gelmez.
Yani eger karg1 oyuncu irrasyonel bir oyuncu ise her geyi yapabilir. Bu anlamda
kendisinin en iyi tepki vermesi anlamsizlagabilir. Bunu daha iyi anlamak igin bir
omek verelim.

Ornek 1.3

Tablo 1.8'de verilen oyunda rasyonel olan 1. oyuncu eger 2.oyuncunun 2
hareketini oynayacagim diisiinseydi en iyi tepkisi olan B hareketini oynardi. Fakat
rasyonel olan 2. oyuncu asla z stratejisini oynamayacaktir ¢iinkii bu strateji y
stratejisi tarafindan mahkum edilmektedir. Eger 1. oyuncu, 2.oyuncunun rasyonel
oldugunu bilseydi, bu oyuncunun asla z’yi oynamayacagim bilirdi. Dolayisiyla
1. oyuncu B’nin 2.oyuncunun rasyonel olarak oynadig: hi¢ bir stratejiye en iyi
tepki olmayacagini anlardi. Boylece 2.0yuncu z stratejisini elemine ettiginde, yani
strateji kiimesi {w, z, y} oldugunda, 1.oyuncu igin B, C tarafindan, E’de D tara-
findan mahkum edilir.

w T Y z
7,5| -84 | 0,4 | 99,3 w T Y

50| 4,1 15,9 | 100, 8 7,5 —8,4 | 0,4
6,0 5,8 20,4 10,2 | > 6,0 5,8 20,4
2,6 |7,-10] 3,9 | 10,8 - 2,6 7,—-10( 3,9
1,6 | 2,—-10 | 1,7 8,6

OaQx

moQW >

Tablo 1.8 Eleminasyon siirecinde kalan makul stratejiler

'Iki oyunculu oyunlarda siirekli eleminasyon yoluyla elde edilen stratejiler ile makul stratejiler
birbiri ile aynidir. Fakat ikiden daha fazla oyunculu oyunlarda bu dogru olmayabilir.
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Sonug olarak, eger 1. ve 2. oyuncularin her ikisi de rasyonelse ve eger 1.0yuncu
2. oyuncunun, ve 2.0yuncu da l.oyuncunun rasyonel oldugunu biliyorsa artik il-
gimizi Tablo 1.8’de verilen oyunun saginda bulunan daha kiigiik matrise yonelte-
biliriz. Ciinkii bundan sonra eleminasyon yoktur. Bu yiizden bu strateji profilinde
her strateji diger oyuncunun stratejilerine gore rasyonalize edilip, oynanabilir. Yani
makul stratejiler, ¢ oyuncusunun artik asla mahkum edilmeyen son siiregte kalan
S° stratejiler kiimesidir. 1.oyuncunun makul stratrejiler kiimesi S7° = {A,C, D}
iken, 2.oyuncunun makul strarejiler kiimesi ise S3* = {w,z,y}’dir. Omegin
l.oyuncu A stratejisini her zaman rasyonalize ederek (gerekgelendirerek) oynaya-
bilir: Eger 1.oyuncu, 2.oyuncunun w stratejisini oynadigini diigiiniirse A stratejisini
oynamak rasyoneldir. Bu yaklasim l.oyuncunun diger tiim makul stratejileri igin
dogru oldugu gibi, ayn1 mantik 2.oyuncu igin de gegerlidir.

Makulluk kavrami Bernheim (1984) ve Pearce (1984) tarafindan bagimsiz olarak
gelistirildi. Kavram temelde ii¢ 6nerme iizerine kuruludur:

i. Oyuncular diger oyuncularin segimlerini tam olarak bilemezler.

ii. Oyuncular rasyoneldir, dolayisiyla olaylar hakkinda inanglan veri alindiginda
optimal davranirlar.

iii. Rasyonellik ve tercihler ortak bilgidir.

Bu 6nermeler su anlama gelir: iki oyunculu bir oyun diisiinelim. Oyuncu-
lar ayn1 anda oynadiklan i¢in tam olarak birbirlerinin ne oynayacagini bilemezler.
l.oyuncunun rasyonel olmasi demek onun 2.oyuncunun asla en iyi tepki olmayan
bir stratejiyi oynamamasini beklemesi demektir. Dahasi 1.oyuncunun sahip oldugu
inanglar 2.oyuncunun rasyonel olmasi ile de tutarli olmalidir. Yani 1. oyuncunun
inanglan, 2.oyuncunun kendisine (1.oyuncuya) dair ingnglarina gore hig bir zaman
rasyonel olmayan (ya da en iyi tepki olmayan) stratejileri oynamayacagi anlamina
da gelir. Dolayisiyla rasyonellik ortak bilgidir.

1.4 Nash Dengesi

Ekonomi biliminde genel anlamda arz-talep esitligi diye tanimlanan piyasa denge
kavrami merkezi oneme sahip bir kavramdir. Bu kavramin teorik ¢ekiciligi, denge
durumunda hi¢ kimsenin herhangi bir digsal faktor olmadan davranigini degistirme
gibi bir egilim i¢inde olmamasindan kaynaklanir. Davranigtaki bu degismeme veya
diizenlilik hali giinliik hayatta da karar alirken tahminlerimizin temelini olusturur.

Insanlann davraniglarindaki diizenlilikleri, stratejik yapilann tahmini igin de
kullaninz. Bunun i¢in de genel olarak insanlanin rasyonel olduklan yani kendi
faydalarim diigiindiiklerini ve diger insanlarin davraniglarindaki diizenliliklerden
de haberli olduklannm diisiiniiriiz. Standart arz-talep yapisinda oldugu gibi, strate-
Jjik yapilarda da rasyonel olarak siirdiiriilen davranig diizenliligine denge diyoruz.
Stratejik yapilardaki en onemli denge kavramlanindan biri Nash dengesidir. John
Nash tarafindan geligtirilen bu kavram o kadar yaygin kullanilan bir denge kavram
haline geldi ki iktisatgilar bir oyunun dengesinin bagtan Nash dengesi ya da rafine
Nash dengesi bigimlerinden biri oldugunu varsayar.
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Simdi Nash dengesinin ne olduguna bakalim. Bunun i¢in de Tablo 1.9’da veri-
len iki oyunculu bir oyunu inceleyelim. Bu oyunda her iki oyuncu igin de baskinlik
iligkileri yok ve bu yiizden tiim stratejileri kesin mahkum stratejilerin siirekli e-
leminasyonu ile kalan stratejiler olarak diigiinebiliriz. iki oyuncu oldugunda, bu
ayn1 zamanda makul piir strateji profiller kiimesidir. Omegin (U, /) strateji profilini
diigiinelim. Bu sonucun makul oldugunu inanglara bakarak gorebiliriz. 1.oyuncu
eger 2.oyuncunun / stratejisini oynayacagina inanirsa en iyi tepkisi U stratejisidir.
2.oyuncunun ! se¢imi de rasyonalize edilebilir, ¢iinkii 2.oyuncu da, 1.oyuncunun U
stratejisini oynayacagini diigiiniirse ! stratejisini oynamasi rasyoneldir. Bu yiizden
bu tutarh inanglar kiimesi U stratejisini oynamay1 makul kilar. Yine benzer olarak
1 .oyuncu 2.oyuncunun r stratejisini oynacagim diisiiniirse D stratejisini oynamasi
rasyoneldir, 2.oyuncu da l.oyuncunun D stratejisini oynadiginda r stratejisini oy-
namasi rasyoneldir. Yani her iki oyuncunun her iki stratejiye doniik kargilikli tutarl
inanglara sahip olmasi (D, r) dengesini verir.

l r
U|55]| 44
D) 4,455

Tablo 1.9

Fakat oyun bittikten sonra her iki oyuncu da 1.oyuncunun U, ikinci oyuncunun
da r stratejisini oynadigin1 goriirse, yani her oyuncu rakibinin oyunu hakkindaki
inanglarinin dogru ¢ikmadigini goriirse, herkes kendi segiminden pigsmanlik du-
yar. Daha spesifik olarak l.oyuncu 2.oyuncunun [ segecegini bekledigi i¢in U
stratejisini oynadi fakat 2.oyuncu r stratejisini segti. Eger l.oyuncu 2.oyuncu-
nun r segecegini bilseydi U yerine D stratejisini segerdi. Benzer olarak 2.oyuncu,
l.oyuncunun D’yi oynayacagina inandig1 igin r stratejisini segti fakat l.oyuncu
bunun yerine U hareketini segti. Eger 2.oyuncu, l.oyuncunun U hareketini oy-
nayacagim bilseydi, [ hareketini oynamayi tercih ederdi. Buna gore (U, r) sonucu,
her oyuncu karg1 oyuncunun stratejileri iizerinde olusturdugu inanglara gore en iyi
tepkidir fakat oyunculann birbiri hakkindaki inanglan birbirleri ile tutarli degildir.

Simdi de (U, /) strateji profiline daha detayli bakalim. U stratejisi l.oyuncu igin
makul bir stratejidir. 2.oyuncu i¢in de [’nin makul bir strateji oldugunu gormek igin
agagidaki gibi tutarl inanglar olmalidir:

(i) 2.oyuncu, l.oyuncunun U hareketini oynayacagina inanmaktadir.

(ii) 2.oyuncu, l.oyfncunun da kendisinin (2.oyuncunun) ! oynayacagina
inandigina inanmaktadur.

Oyun bu sekilde oynandiginda, 1.oyuncu U hareketini, 2.oyuncu da [ hareke-
tini oynadiginda, her oyuncunun digerinin stratejisi hakkindaki tahmini gergekten
dogru gikar. Her oyuncu kendi dogrugnanglanna gore oynadigindan, hig bir oyuncu
secimlerinden pigmanlik duymaz.

Bagka bir ifadeyle, rasyonel oyuncular rakiplerinin stratejilerini tahmin ederken
sadece rakipleri hakkinda olusturduklan inanglara gore en iyi tepkiyi vermezler
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aym zamanda rakiplerinin gercek oyunlarna en iyi tepkiyi verirler. Oyuncular
rakiplerinin stratejilerini dogru tahmin ettikleri zaman ve bu tahminlere gore en
iyi tepkiyi oynadiklari zaman, sonug strateji profili Nash dengesidir.

Tamm 1.5 Stratejik-bicimli G = {N.(S), (u;)} oyununda, eger her i oyuncusu-
nun, s; stratejisi diger (n — 1) oyuncunun (s3, .., S;_1, 81,1, .-, S,) stratejilerine en
iyi tepkisi ise, s* = (83, ..., s3,) strateji profili piir strateji Nash dengesidir:

L * * * . B ¥ L - V¥ L i3 )
Wi(S], - 8712871814 1r -5 8n) = Wi(8], ., 51 1, 81,5111, - 5p), Vi € N,Vs; € §;

veya kisaca
wi(sy,s%;) > ui(s;, s;),Vie N | Vs; € 5,

burada s; , 1 oyuncusunun faydasint maksimize eden degerdir, yani

s, = arg max Wi(STye s ST, SisSip1s-0r 5)-

Bu tanimlamay: daha iyi anlamaya ¢aligalim. Bunun igin G = {N, (S;), (u;)}
stratejik-bigimli bir oyunun ¢oziimiiniin (s, ..., s,) strateji profili oldugunu iddia
edelim. Eger (s),...,s)) strateji profilinin Nash dengesi degilse, bu su anlama
gelir: belirli bir ¢ oyuncusu igin s stratejisi, (s}, .., si_;, si, 1, .., s3,) strateji profi-
line verilen en iyi tepki degildir. Yani ¢ oyuncusu igin s/ € S; gibi daha yiiksek
fayda saglayan bagka bir strateji var demektir:

/ ! / / / n I /
Wi (8], ooy S0 Sy Sig s o 80) < Ui(8T], oy 51, 87, STy 0 )
’

Eger biri (s}, ..., s;,) strateji profilinin G(-) oyunun ¢6ziimii oldugunu iddia
ediyorsa ve bu strateji profili Nash dengesi degilse, en 4zindan bir oyuncu bu tah-
minden sapma niyeti gosterir. Burada da inanglarin dogrulugu ve tutarlilig1 devreye
girer. Ornegin bir oyunun nasil oynanmasi gerektigi seklinde bir kural varsa, bu ku-
ralin tavsiye ettigi stratejiler Nash dengesidir. Aksi takdirde en azindan bir oyuncu
bu kurala uymazdi. Bagka bir degisle, 7 oyuncusu kendi denge regetesinin ona
tavsiye ettigi stratejilerin rasyonelligini sorgular: Acaba rakipleri s ; strateji profi-
lini (diger tiim oyuncularnn stratejileri) oynadiginda bu stratejiyi oynamaya devam
eder mi? Ve acaba karg tarafin bu stratejide kaldigin bilirse bagka bir stratejiye
sapar mi1? Eger saparsa, demek ki bu stratejiden daha fazla fayda diizeyi saglayan
bagka bir stratejisi var demektir. Bu yiizden de bu strateji Nash denge stratejisi
degildir. Eger aym stratejide kaliyorsa bu Nash dengesidir. Bu diger oyuncu igin
de gecerlidir.

Ornek 1.4

Tablo 1.10’da verilen oyunda tek bir Nash dengesi vardir: (z,w). Bunu goyle
teyit edebiliriz. Eger 1.oyuncu 2.oyuncunun w stratejisini oynadigim diigiinse y
yerine z stratejisini oynamasi daha iyi sonug verir. Fakat eger 2.oyuncu 1.oyuncu-
nun z stratejisini oynamay siirdiirecegini diigiinse hangi stratejiyi oynar, evet o da
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w oynamaya devam eder. Yani her iki oyuncunun birbiri hakkindaki inanglan tu-
tarli ve dolayisiyla oyuncular sonugtan pismanlhk duymazlar. Sonug olarak (z,w)
strateji profili Nash dengesidir. Dolayisiyla her iki oyuncunun birbirlerinin strate;ji-
lerine verdikleri tepkiler en iyi tepkilerdir. Bu yiizden de Nash dengesi duragandir,
hi¢ bir oyuncu stratejisini degistirmez.

w z
z|231,1
y|0,1]20

Tablo 1.10 Tek bir Nash dengesi var

Omegin (z, z) strateji profilinin Nash dengesi olmadigini gosterelim. Eger
l.oyuncu, 2:oyuncunun z stratejisini oynadigim diisiinse z stratejisini oynamak-
tan vazgeger, ciinkii y stratejisine kaymak daha iyi sonug verir. Benzer olarak
1 .oyuncu z stratejisini oynadiginda 2.oyuncu z stratejisinde kalmaz, w stratejisine
kayar. Yani hig bir oyuncu igin (z, z) strateji profilinde kalmak rasyonel degildir.
Dolayisiyla bu strateji profili duragan degildir.

Simdi agagidaki altbolimde oyun teorisinin bazi klasik oyun 6rmeklerini tani-
tacagiz. Bu oyun 6mekleri Nash dengesini daha iyi anlamamiza yardimci olacag
gibi, kitabin ilerleyen boliimlerinde bir ¢ok kez kargimiza gikacak oyunlardir.

1.4.1 Baz Klasik Oyun Orneklerinde Piir Nash Dengesi

Cinsiyetler Savag:

Nash dengesini daha iyi anlamak igin kullanilabilecek dmeklerden biri klasik
bir oyun olan Cinsiyetler Savagi oyunudur. Bu oyun kisaca boks magina gitmek
isteyen bir erkek ile bir bale gosterisini seyretmek isteyen bir kadin arasindaki
¢atigmay: anlatan bir oyundur. Tercihleri farkli olan ama gerekirse tercihlerini
birbirinin lehine degistirecek kadar da birbirini seven bir giftle kars1 karsiyayiz.
Oyunculann faydalan Tablo 1.11°de gosterildigi gibidir.

boks bale
boks | 2,1 | 0,0
bale | 0,0 | 1,2

Tablo 1.11 Cinsiyetler Savagi

Her iki oyuncunun da ayni anda karar vermek zorunda oldugu bu oyunda dikkat
edilirse baskin strateji dengesi yoktur. Fakat bu oyunda iki Nash dengesi vardir.
Bunlardan biri (boks, boks) strateji profilidir. Eger kadin, erkegin boks hareketini
segtigini diigiiniirse boks hareketin®eger (1.oyuncu olan erkek satir oyuncusudur)
ve eger erkek kadinin boks hareketini sectigini diisiiniirse boksu segmeye devam
eder. Diger strateji profili (bale, bale)’nin de aym muhakeme ile Nash dengesi
oldugu goriilir.
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Soru oyunculann hangi Nash dengesinin segilecegini nerden bildikleridir?
Boksa ve baleye birlikte gitmek, her ikisi de Nash dengesidir, fakat farkl1 davranig-
lardan olusan Nash dengeleridir. Nash dengesi dogru ve tutarli inanglar oldugunu
varsayar. Eger bu oyuncularnn 6nceden bir araya gelip konugmalan miimkiin degilse,
erkek baleye gidebilir ve kadin da boksa gidebilir, her biri digerinin diigiinceleri
hakkinda yanlig bir anlayisa sahip olabilir. Fakat eger oyuncular birbiri ile iletigim
halinde degillerse bile, Nash dengesi bu oyunun tekran ile daha fazla ortaya ¢ikan
denge olabilir.

Diger yandan dikkat edilirse Cinsiyetler Savasindaki her bir Nash dengesi pareto
etkindir. Yani diger hi¢ bir strateji profili bir oyunucunun faydasim diigiirmeden
digerinin faydasim artirmaz. Cok sayida oyunda Nash dengesi pareto etkin degildir.
Omegin Tablo 1.1'de verilen Mahkumlar Cikmazi oyununda Nash dengesi tektir
ama pareto etkin degildir. Yani (itiraf et, itiraf et) denge profili (—4, —4) fayda
diizeyi saglamasina ragmen her iki oyuncunun faydalarim (—2, —2) diizeyine yiik-
selten bagka bir strateji profili vardir, o da (itiraf etme, itiraf etme)’dir.

Cinsiyetler Savagi oyunun s6ylemeye ¢alistigi temel sey: iki oyuncunun tercih-
leri arasinda ¢atigma olabilir fakat birlikte hareket etmek yine de iyidir. Bu yiizden
bu oyunun ima ettigi durumlarla ekonominin (veya genel olarak sosyal hayatin)
bir ¢ok alaninda kargilaginz. Ornegin bunlardan biri endiistri genelinde bir mal
standardi olusturmak konusunda goriiliir. 1ki firmanin ayn ayn iirettigi mallanin
standartlan konusunda farkli tercihleri olabilir. Fakat iiriinlerinin ortak standartlara
sahip olmasinin da tiiketicileri tegvik edecegini bilmelerinden dolayi, firmalarnn
birlikte hareket etmeleri her firma igin daha iyi olabilir.

Cinsiyetler Savaginda hem erkek hem de kadin aym anda hareket ediyorlar.
Fakat birinin daha 6nce hareket etmesine imkan verirsek, dmegin erkek boks bile-
tini onceden alabilir, aralarindaki sevgiden dolay:r kadin da boksa gideceginden
denge erkegin lehine geligir. Bu tiir dinamik ardisal oyunlara bu kitabin ilerleyen
boliimlerinde bakacagiz.

Eslesen Paralar

Iki kisi ayn1 anda ellerindeki bir madeni paray havaya attiktan sonra paralarin
yazi veya tura mi geldigini birbirlerine gostermeye karar veriyorlar. Eger paralarnn
ayni tarah gelirse (yazi-yazi veya tura-tura), 2. oyuncu, 1. oyuncuya 1 lira veriyor
fakat eger farkli taraflan gelirse (yazi-tura veya tura-yazi) l.oyuncu, 2.0yuncuya |
lira veriyor. Her oyuncu sadece kendi aldig1 parayr onemsemektedir. Bu stratejik
durum Tablo 1.12’de gosterilmektedir. Bu oyunda oyunculann ¢ikarlan birbirle-
rine tamamen zittir. Birinci oyuncu diger oyuncu ile ayn1 hareketi isterken, ikinci
oyuncu tam tersi hareketi istemektedir.

tura  yaz
tura | 1,—-1| —1,1
yaz1 | -1,1 | 1,-1

Tablo 1.12 Eslesen Paralar
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Bu oyuna benzer bir mantif1 banindiran iktisattan bir 6rmek verelim. Yerlegik
bir firma ile yeni bir firmanin yeni bir iiriiniin goriiniigii hakkinda tercihleri buna
oldukg¢a uygun bir durumu ifade etmektedir. Her iki firmanin da iiretilen malin
goriiniigii hakkinda iki farkli se¢enege sahip olduklarini varsayalim. 1. firma (mev-
cut yerlesik firma) yeni firmanin tiriiniiniin kendi iiriiniinden farkh bir goriintiiye
sahip olmasini isterken (glinkii tiiketicilerin yeni firmanin ayni goriiniiglii malin
alabilecegini diisiinmektedir), 2. firma (yeni firma) kendi iiriiniin yerlesik firma
ile ayn1 goriiniige sahip olmasini istemektedir. Boylece yerlesik firmanin olugsmusg
iininden faydalanmak istemektedir.

Dikkat edilirse bu oyunda Nash dengesi yoktur. Ciinkii bir oyuncu igin iyi
olan bir hareket digeri i¢in tamamen kotiidiir. Yani eger 1.oyuncu 2.oyuncunun tu-
ray1 segecegini diigiiniirse, turay: seger fakat 2.0yuncu l.oyuncunun turay: segtigini
diisiiniirse daha onceki tura stratejisinde durmayacak, yaz stratejisine kayar. Ben-
zer olarak eger 1.oyuncu 2.oyuncunun yaz stratejisini segtigini diisiiniirse yaziy
seger fakat 2..oyuncu eger 1.oyuncunun bu stratejide kalacagim (yani yazida kala-
cagin) diigiiniirse stratejisini hemen degistirir, turaya gecer. Dolayisiyla duragan
bir denge s6z konusu degildir.

Oyunculardan birinin kazancinin digerinin kayb: oldugu bu tiir oyunlara stfir-
toplamli oyunlar denir. Bu oyunlarda kazanglarin toplami, kayiplann toplamina
esit ve hepsinin toplami da sifirdir, yani 3" | u;(-) = 0. Bu oyunlann 6nemli bir
ozelligi, her strateji profilinin pareto etkin olmasidir. Ciinkii her strateji profilin-
den digerine geciste en azindan bir oyuncunun durumu daha koétii hale gelir. Tim
strateji profillerinin tamaminin pareto etkin oldugu oyunlar ayn1 zamanda ¢atisma
oyunlar: olarak bilinir.

Geyik Avi

Geyik avlamak isteyen bir grup avci oldugunu varsayalim. Fakat avcilar tek
bagina hareket etmek istediklerinde giigleri ancak tavsan avlamaya yetmektedir.
Avcilann arasindaki bu iligki agagidaki gibi oyun teorik olarak ifade edilebilir.

Her avci iki opsiyona sahiptir: geyik avlanmaya odaklanmak veya tavsan yakala-
mak. Eger tiim avcilar geyik avlamay1 amaglarsa, geyigi avlayip esit sekilde payla-
sabileceklerdir. Fakat eger bir avci enerjisini tavsani yakalamaya verirse, geyik
kagacak ve yakalamak imkansizlasacaktir. Dolayisiyla tavsan, enerjisini tavsan
yakalamaya verenin olacaktir. Bu arada her avciya diigsecek geyik hissesi tavsandan
daha fazladir.

iki oyunculu (iki avci) boyle bir oyunda her oyuncunun hareket kiimesi: {geyik,
tavsan}; her oyuncunun ilk tercihi her oyuncunun geyik avina ¢ikmasi, bunu takip
eden tercih kendisinin tz;vgan avina ¢ikmasidir, en son tercihi ise kendisinin geyik,
digerinin tavsani segmesidir, yani eli bog donmek. Avcilarin tercihleri Tablo 1.13’de
sayisal olarak gosterilmektedir. Cok oyunculu diger tiim oyunlarda oldugu gibi
bunu bir matris tablosunda ile gostermek oldukga zordur. Bu yiizden basitlik olsun
diye iki avcinin oldugu varsayimi ltinda bir tablo olusturduk.

Geyik Avi oyununda iki Nash dengesi vardir.

(1) (geyik, geyik) strateji profili bir Nash dengesidir. Ciinkii her oyuncu kargi
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geyik tavsan
geyik | 2,2 0,1
tavgan | 1,0 1,1

Tablo 1.13 Geyik oyunu

tarafin geyik stratejisi sececegini diisiinse kendisi de geyik stratejisini seger. Karg
oyuncu da eger bu oyuncunun geyik stratejisinde kalacagin diigiinse geyik strate-
jisini oynamaya devam eder.

(ii) (ravgan, tavsan) da bir Nash dengesidir. Karsi oyuncu tavsan yakalarsa
oyuncunun kendisi de tavsan yakalamak isteyecektir ¢iinkii bu durumda geyik oy-
namak daha diisiik bir fayda saglar. Benzer olarak diger oyuncu da bu oyuncunun
tavsanda kaldigin bilse tavsan oynamaya devam edecektir.

Diger hig bir strateji profili Nash dengesi degildir ¢iinkii hi¢ bir oyuncu (geyik,
tavgan) ya da (tavgan, geyik) strateji profillerini oynamayacaktir. Bagka bir degisle,
karsi taraf geyik sectigindetavsan oynanmayacak, ya da kargi taraf tavsan sectiginde
geyik oynanmayacaktir.

Koordinasyon Oyunu

iki oyunculu bir oyunda, her iki oyuncunun hareket kiimesi, {biyiik, kiigiik}
seklinde oldugunu varsayalim. Biiyiik ve kiiciik segimleri biiyiik ve kii¢iik objelerin
secimine kargilik gelebilir. Asil olan segilen objelerin uyumlu olmasidir. Eger iki
oyuncu da biiyiik veya kiigiik obje segerse faydalan diger tercihlerine gore, yani
birinin biiyiik digerinin kii¢iik segmesi, daha yiiksek fayda saglar. Fakat her iki
oyuncunun biiyiik segmesi ikisine de ikisinin de kii¢iik segmesinden daha fazla
fayda saglar. Bu tercih siralamasi Tablo 1.14’de verilmektedir.

biyik  kiigiik
biiyiik 2,2 -1,-1
kiigik | —1,—-1 1,1

Tablo 1.14 Koordinasyon oyunu

Bu oyunun (biiyiik, biiyiik) ve (kii¢iik, kiigiik) strateji profilleri oyunun iki Nash
dengesidir. Yani her oyuncu digeri biiyiik segtiginde biiyiik, kiigiik sectiginde kiigiik
sececektir. Fakat (biyiik, biiyiik) strateji profili, (kiigiik, kiigiik) strateji profiline
pareto baskindir. Bagka bir degisle, her iki oyuncunun (biiyik, biiyiik) strateji
profilini tercih etmesi her ikisi i¢in de daha iyi bir sonu¢ dogurmaktadir. Cogu
ekonomist oyunun gerceklesen sonucunu tahmin etmek igin pareto etkin dengeyi
gosterirler. Eger oyuncular arasinda oyun oncesi iletisim soz konusu olsaydi bu
denge durumunun rahatlikla ortaya ¢gikacagini soylemek miimkiin olurdu. Fakat
ilging soru eger iletisim yoksa sonucun ne olacag ile ilgilidir. Pareto-etkin denge
hala gecerli midir? Fakat bu soru iktisadin degil daha ¢ok psikolojinin konusuna
girmektedir.

Bu tiir oyunlarda dikkat edilirse oyuncular, kendileri igin daha iyi strateji pro-
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filleri iizerinde anlagirlarsa (koordineli hareket ederlerse) daha yiiksek refah diizey-
lerine ulasabilirler. Bu yiizden bu tiir oyunlara koordinasyon oyunlar: denir. Bu
omekte cok sayida Nash dengesi olan koordinasyon durumu s6z konusu oldugundan,
bu koordinasyonlar iizerine tercih siralamasi yapilabilir. Bu yiizden bu koordi-
nasyon oyunlarina strali-pareto koordinasyon oyunu denir.

Diger bir koordinasyon problemi Tablo 1.15’de gosterilmektedir. Tehlikeli
koordinasyon diye de nitelendirilen bu oyun, sirali-pareto koordinasyon oyunun-
dakiile ayn1 Nash dengelerine sahiptir. Fakat farklilik denge-dis1 fayda diizeylerinde
ortaya ¢cikmaktadir. Bu farklilik oyundaki dengenin daha diisiik fayda veren Nash
dengesinde olugmasina neden olabilir. Dolayisiyla denge, pareto mahkum dengede
olugabilir.

Eger 1.oyuncunun, 2.oyuncunun rasyonel olmadigina doniik bir kaygis1 varsa
ya da ilgisinin daginik oldugunu diisiiniiyorsa, 1.oyuncu biiyiik stratejisini oyna-
maya goniilsiiz olacaktir. Ciinkii eger 2.oyuncu kiigiik stratejisini bir sekilde oy-
narsa —1000 gibi yiiksek bir zarar diizeyi ile kargilagabilir. Bu yiizden risk almay:
goze almayip kiigiik stratejisini secebilir boylece en fazla -1 gibi ¢ok daha diigiik
bir zararla kargilagabilir. Gergek hayatta insanlar hatalar yaparlar ve bunun maliyeti
de yiiksek olabilir. Hatanin kiigiik bir olasilikla bile olsa gergeklesmesinin maliyeti
yiiksek olabilir. Bu yiizden beklenen sonug, sirali-pareto koordinasyon oyununda
oldugu gibi (biiyiik, biiyiik) strateji profili olmayabilir.

biiyrik kiigiik
biiyiik 2,2 —1000, -1
kiigiik | —1,—1 1,1

Tablo 1.15 Tehlikeli Koordinasyon oyunu

Simdi de bagka bir koordinasyon oyun 6megi ile devam edelim. Bu ornekte
bireylerin risk davraniglarina bakalim. Tablo 1.16’da verilen oyunu diisiiniin. Bu
oyunda iki piir strateji Nash dengesi vardir: (U, l) ve (D, r). Her iki piir strateji
Nash dengesi oyunun tahminini kolaylagtinr. Gériinen o ki (U, l) dengesi pareto
baskindir, fakat (D, r) daha giivenilir bir sonugtur. Ciinkii her oyuncu bu denge
profiline uymakla 7 almay: garanti eder. Halbuki (U, ) dengesine gore hareket
etmek rakibin buna uymamasi durumunda sifir fayda almasina neden olabilir. Bu
yiizden 1.oyuncu emin olmadik¢a kendine en uygun olan D stratejisini seger.

° l T
Ui99]0,8
D (80|77

Tal;o 1.16 Risk baskinlik

Benzer iddia 2.oyuncu igin de gegerlidir. 2.oyuncu [ hareketini, |.oyuncunun
U hareketini oynadigindan ¢ok emin olmadik¢a oynamayacaktr. Bu da l.oyun-
cunun, 2.oyuncunun [ hareketini oynayacagina dair siiphesini artirir, bu yiizden
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l.oyuncu i¢in D’yi oynamayi daha cazip hale getirir. 2.oyuncu da l.oyuncunun
boyle diisiinebilecegini fark eder ve bu yiizden o da daha temkinli davranir ve r
hareketini seger. Boylece (D, r) strateji profili oyunun denge davranigi olur. Burada
soylenmek istenen sey (D, r) strateji profilinin rasyonel oyuncular tarafindan oy-
nanmak zorunda oldugunu belirtmek degil, bunun daha makul bir davranig oldugunu
belirtmektir. Bu yiizden (D, r)dengesi risk baskin dengedir.

Oyun oOncesi oyunculann kendi aralarinda herhangi bir anlagmanin olmamasi
ve birbiri hakkinda sahip olduklan giivensizliklerden dolay: dengenin (D,r)'de so-
nuglandigini gordiik. Acaba oyun 6ncesi diyalog bu giivensizligi giderebilir mi?

Iki oyuncunun pareto etkin olan (U, /) dengesi iizerinde anlagtiklarini varsayalim.
Iki oyuncu (U, l) dengesini oynamak igin 6nceden anlagsalar bile, 1.oyuncu soyle
bir mantik yiiriitebilir: Hi¢ konugsmamig olsaydik ben D hareketini segecektim.
Simdi konugtuk ama hala 2.oyuncunun [ hareketini oynayacagindan emin degilim
o zaman benim de U hareketini oynamak igin yeterli motivasyonum var mi1? Hayur.
2.oyuncu gergek niyetlerinden bagimsiz olarak benim onun [ hareketini oynay-
acagina inandirmak ve dolayisiyla da benim U hareketini oynatmaya yonlendirmek
isteyebilir. Dolayisiyla bu anlagmaya uymak rasyonel degildir. Aym gekilde 2.
oyuncu (U, l) dengesinin oynanmasina d6niik benzer muhakemeyi izleyebilir. Do-
layisiyla her iki oyuncu da bu anlagmanin gegerliligi konusunda emin degillerdir ve
baglangigtaki gibi siiphelerini korurlar ve pareto mahkum fakat risk baskin denge
olan (D, r) strateji profilini oynarlar.

Tabi bu diigiince bigimi her oyun igin gegerli degildir. Ciinkii bazen diyalog ko-
ordinasyonun gergeklesmesini saglayabilir. Tablo 1.17'de verilen oyuna bakalim.
Pareto-sirali olmayan iki Nash dengesi vardir. Yani 1.oyuncu bir dengeyi digerine
tercih ederken 2.oyuncu digerini tercih etmektedir. Oyunda her Nash dengesi diger
denge-dig1 sonuca baskindir. Oyuncular Nash dengesi-iizerinde koordine olmay:
tercih edebilirler, ki bu her ikisinin tercihleri farkli olsa da miimkiindiir, ¢iinkii ko-
ordinasyonsuzluk daha kétii bir sonuca neden olmaktadir.

l T
U|l21]0,0
D|0,0(1,2

Tablo 1.17

Iki oyuncunun oyun 6ncesi goyle anlastiklarim varsayalim: oyun en iyi satir
dengesi olan (U, 1) strateji profilindeki gibi oynansin. Bu durumda 1.oyuncu, 2.0yun-
cunun [ hareketini oynayacagina inanmali midir? Eger 2.oyuncu [ yerine r hareke-
tini oynasaydi, bu durumda 1.oyuncunun da U yerine D hareketini oynamasini is-
terdi. Bu da l.oyuncunun da anlagmaya uymamasim istemek anlamina gelirdi.
Ciinkii anlagmadan tek bagina sapmak daha iyi sonug¢ vermez.

Fakat 1 .oyuncu U hareketinde kalacaktir, ¢iinkii D hareketini oynadiginda, eger
2.oyuncu r oynarsa 1 alirken U da kalmasi ona 2 kazandiracaktir. Burada 2.oyuncu
(U,!) anlagmasina vararak, 1. oyuncuya su sinyali vermek istiyor evet ben 1.oyun-
cunun U hareketini oynamasini istiyorum. Yukanda oyunun tersine l.oyuncu da
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anlagmaya uyacag sinyalini vermektedir. Clinkii dedigimiz gibi anlagmadan sapan
daha iyi sonug elde edemez. Bu yiizden her iki piir Nash dengesinden birinde
varilan anlagma veyakoordinasyon kendisini gergeklestirendengedir. Bu da aslinda
bir Cinsiyetler Savag1 oyunundaki temel mantig1 yansitir.

Tavuk Oyunu

Oyun teorisinin bir diger klasik oyunu Tavuk Oyunu diye nitelendirilen oyun-
dur. Bu oyun 6megin tek bir geritli yola dogru ilerleyen iki soforiin her ikisi de tek-
seritli yola tek bagina girmek igin hizl1 bir gekilde arabalarini siirdiikleri bir durumu
nitelemek igin kullanilabilir. Bu oyunda her oyuncu digerinin yanstan ¢ekilmesini
ister. Fakat digeri ¢ekilmeden kendisinin ¢ekilmesi onur kirici olacagindan gekilmeyi
tercih etmeyecektir, yani kimse korkaklik gostermek istemeyecektir (tavuk ismini
buradan aliyor). Her ikisi ¢ekilmediginde tek serit yeterli olmayacagindan kaza
yapacaklardir.

Tablo 1.18 boyle bir oyunu gostermektedir. Oyunda iki Nash dengesi vardir.
Eger 1.oyuncu 2.oyuncunun gekil hareketini oynayacagim diisiinse kendisi igin en
iyi hareket ¢ekilme’dir. Eger 2.oyuncu, l.oyuncunun gekilme hareketini oynayaca-
g diisiinse ¢ekil hareketinde kalir m1? Evet kalir, dolayisiyla duragan bir durum
s0z konusudur. Bu yiizden Nash dengelerinden biri (gekil, ¢ekilme)’dir. Diger
yandan eger 1.oyuncu 2.0yuncunun g¢ekilme oynayacagim diisiinse gekil hareketini
oynar. Eger 2.oyuncu l.oyuncunun gekil hareketini oynadigim diigiinse ¢ekilme
hareketinde kalir m1? Evet kalir, dolayisiyla bu strateji profili de duragandir. Dola-
yisiyla (¢ekilme, ¢ekil) de diger bir Nash dengesidir.

cekil  ¢ekilme
cekil 0,0 -1,1
cekilme | 1,—1} —10,—-10

Tablo 1.18 Tavuk oyunu

Bu oyundan ¢ikan temel davranig kaliby, biri 1srar ettiginde (yani ¢ekilmemek)
israretmemek (¢ekilmek), fakat digeriisraretmedigindesrar etmektir. Bu anlamda
Tavuk Oyunu bir anti-koordinasyon oyunudur. Her oyuncu igin de karsit strateji-
leri izlemek optimaldir (halbuki koordinasyon oyunlarinda ayni stratejileri izlemek
daha iyi sonuglar verir).

Biyolojiden esinlenerek Sahin-Giivercin Oyunu da denen bu oyun, Tablo 1.19’da
verilen parametrelerle daha genel olarak tanimlanabilir. Burada X > L > T > W
fayda yapisina sahip her oyun bir Tavuk oyunu veya Sahin-Giivercin oyunudur.

giivercin  sahin
giivercin LW T.T
sahin X, X WL

Tablo 1.19 Sahin-Giivercin oyununun genel gosterimi
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Mahkumlar Cikmazi

Daha 6nce Tablo 1.1'de verdigimiz Mahkumlar Cikmazi oyununda, dengenin
baskin strateji kavramu ile bulunabilecegini belirtmigtik. Fakat ayn1 sonuca Nash
dengesi ile de varabiliriz: 1.sanik itiraf stratejisini izlediginde, 2.sanik i¢in de en
iyi tepki itiraf etmektir. Fakat eger 1.sanik, 2.samgin itiraf edecegini bilseydi itiraf
etmeye devam eder miydi? Evet ederdi, stratejisini degistirmezdi. Benzer olarak
2.sanik da l.samigin itiraf edecegini bilseydi stratejisini degistirmezdi. Dolayisiyla
itiraf etmek her iki oyuncunun birbirlerine verdikleri en iyi tepkidir. Stratejilerini
degistirmezler, denge stratejileri duragandir, dolayisiyla Nash dengesidir.

Tablo 1.20’de belirtilen fayda parametreleri arasindaki iligki, L > X > T >
W seklinde olan her oyun bir Mahkumlar Cikmazi oyunudur.

C D
C| XX | WL
D|LW|TT

Tablo 1.20 Mahkumlar Cikmazi oyunun genel gésterimi

Mahkumlar Cikmazi problemi sadece mahkumlarn i¢inde bulunduklan ¢ikmazi
degil, cok sayida durumu tanimlamak igin kullandigimiz bir modeldir. Omegin li-
teratiirde sikga rastladigimiz, baz1 varsayimlar altinda, iilkelerin silahlanma yansgi
icinde olmalan bir mahkumlar ¢ikmazi problemi olarak tanimlanabilir.

Iki iilke savunmaya ve saghga harcama yapma gibi iki stratejiye sahip olsun
(Hindistan/Pakistan veya Tiirkiye/Yunanistan gibi). Her iilke i¢in en iyi tercih ken-
disinin silahlanmasi diger iilkenin silahlanmamasi (yani saglik harcamasi yapmasi)
seklindedir. ikinci en iyi tercih her ikisinin de saghk harcamasi yapmasi ve en kotii
tercih ise kendisinin saghk harcamasi diger iilkenin sifahlandig1 durumdur. Bu ter-
cih siralamas agagidaki Tablo 1.21°de sayisal olarak gosterilmektedir.

saglik  savunma
saglik 10,10 | —10,20
savunma | 20,—-10 0,0

Tablo 1.21 Bir Mahkumlar Cikmazi oyunu

Her iki iilkenin de digeri ne yaparsa yapsin en iyi tepkisi savunma harcamasi
yapmaktadir. Diger oyuncu sagliga harcama yaptiginda birinci iilke silaha har-
cama yaparak iistiin konuma gegmeye caligir, eger diger iilke savunmaya harcama
yaptiginda ise bu iilkenin avantaj saglamamasi igin birinci iilkenin yine silaha har-
cama yapmasi gerekir. Her iki iilke de boyle diisiineceginden denge strateji profili
olan (savunma, savunma) baskin-strateji ve Nash dengesidir.

Fakat gergekte sagliga harcama yapmak her iilke igin de en iyi strateji profili-
dir. Bu yiizden her iki iilke i¢in de daha iyi bir denge varken, yani pareto etkinlik
s6z konusu iken, daha kétii bir denge stratejisi izlerler. Bu da standart Mahkumlar
Cikmazi oyununda oldugu gibi bireysel rasyonalitenin (her iilke igin ayrn ayr daha
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iyi olan durum) sosyal rasyonaliteyi (her ikisi i¢in de ayn1 anda daha iyi olan du-
rum) saglamadigim gostermektedir. Eger her iki iilke de saghga harcama yaparak
igbirligine girselerdi refah diizeylerini artirmig olacaklards, yani pareto iyilestirme
saglayabilirlerdi.

Diger bir mahkumlar ¢ikmazi problemi ise duopol oyunudur. Basit bir duopol
oyununda, iki firma ayn1 mali iiretir ve her biri yiiksek veya diisiik fiyat uygular.
Her iki firrna da en yiiksek kan elde etmek ister. Eger her iki firma da yiiksek fiyat
stratejisini segerse her biri 1000 lira kar etmektedir. Eger bir firma yiiksek digeri
diisiik fiyat segerse yiiksek segen firmaya talep olmayacak 200 lira kayb olacaktir,
diigiik fiyat uygulayan firma ise tiim talebi kargilayacak 1200 lira kazanacak (fiyati
diigiik ama sattig1 miktar yiiksek). Eger her iki firma da diigiik fiyat stratejisini
secerse her biri 600 lira kazanacaktir. Her firmanin tek kaygisi kendi kar diizeyidir,
bu yiizden firmalann tercihlerini elde ettikleni karlarla gosterebiliriz (Tablo 1.22).

yiiksek diigiik
yiiksek | 1000, 1000 | —200, 1200
diigiik | 1200, —-200 | 600,600

Tablo 1.22 Duopol oyunu

Bu oyunun Mahkumlar Cikmazi oyunundan tek fark: isim faklilig: fakat ar-
dindaki mantik aynidir. Firmanin yiiksek hareketi, standart Mahkumlar Cikmazi
oyununda igbirligine (itiraf etme), diigiik hareketi de sapma (itiraf et) stratejisine
kargilik gelmektedir. Goriinen o ki her iki firma igin en iyi strateji diigiik fiyat
uygulamaktir. Dolayisiyla denge strateji profili (diisiik, diigiik) olur. Eger 1.firma
2.firmanin yiiksek oynayacagini diigiinse en iyi hareketi ona karg1 piyasada iistiinliik
saglamak icin fiyati diigiik segmektir, ve eger 2.firma 1.firmanin diigiik oynayaca-
g diisiinse yiiksek oynamaya devam eder mi? Hayir devam etmez, o da diisiik
stratejisine kayar. Eger 1.firma, 2.firmanin diisiik oynadigim diisiinse diigiik oynar,
2.firma da 1.firanin diigiikte kaldigim diisiinse o da diigiik oynamaya devam eder.
Dolayisiyla duragan denge, yani Nash dengesi (diisiik,diisiik)’te olugur.

Dikkat edilirse baskin strateji dengesi de ayn1 denge sonucunu verir. Ciinkii
diisiik oynamak diger firma neyi oynarsa oynasin her zaman daha iyi bir stratejidir.
Eger 2.firma yiiksek oynarsa diigiik oynamak rasyoneldir (2.firmaya karg1 avan-
taj saglamak igin), benzer olarak eger 2.firma diigiik oynarsa yine diigiik oynamak
rasyoneldir (2.firmanin avantaj saglamasini engellemek igin).

Bu arada suny sdylemeden ge¢meyelim. Duopol oyununda mahkumlar ¢ik-
mazina benzer bir durum s6z konusu derken Tablo 1.22’de verilen fayda diizeyleri
buna imkan saglamigtir. Yoksa farkli fayda yapilannda ¢ok daha farkli durumlar ve
dengelerle karsilagabiliriz.

Daha 6nce sbyledigimi;,gibi Mahkumlar Cikmazioyunu giinliik hayatin bir ¢ok
alaninda yaygin bir gekilde karsilagilan bir problemdir. Bu tiir problemler aslinda
daha kolektif hareket etme ya da koordinasyon problemlerine igaret eder. Bunlar-
dan bazilan:
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i. Herkes arabasini kullanarak igine gitmeyi ister. Fakat bu trafik yogunluguna
neden olur. Eger herkes toplu tagima araglanini segseydi sosyal agidan daha iyi
bir durum s6z konusu olurdu. Fakat buradaki problem digerleri toplu tagimay:
segtiginde sizin kendi arabamz1 kullanmanizin daha iyi olmasindan kaynaklanmak-
tadir.

ii. OPEC iiyesi iilkeler anlagip petrol arzina sinir getirseler bu her iiye iilke i¢in
daha iyi bir durumu ifade edebilir (fiyati yiikseltmek her iilke i¢in daha fazla kar
demek). Fakat bu iilkelerden biri anlagsmay1 bozup kendisine tahsis edilen kotadan
daha fazlasim arz ederse daha fazla kar edebilir. Dolayisiyla her iilkenin diger
iilkelerin anlagmaya sadik kalmalan durumunda anlagmay: tek basina ihlal etmesi
daha karh goziikmektedir.

iii. Pazar giinleri her diikkan sahibinin (veya esnafin) kendi diikkanini kap-
atmasi iyidir ¢iinkii diikkan sahipleri dinlenirler ve agik diikkan olmadig igin de
miisteriler diger diikkanlara gidemezler. Fakat diikkan sahiplerinden birinin diger
diikkanlar kapaliyken diikkanini agmasi, kendisinin diger diikkanlarin miigterilerini
¢ekmesine neden olacagindan daha karli bir durumdur. Yani eger digerleri diikkan-
lanin1 agmazlarsa diikkan1 agmak iyidir. Fakat eger digerleri agarlarsa diikkani zaten
agmak gerekir. Ciinkii herkes diikkan1 agmazsam miisterilerim onlara yonelecek-
lerdir diye diisiinecektir. Dolayisiyla her durumda diikkani agik tutmak rasyoneldir.
Bu her diikkan sahibi igin boyledir ve herkes diikkanini agacaktir. Bu da daha diisiik
bir refah diizeyine karsilik gelebilir ¢iinkii diikkan sahipleri dinlenemeyecekleri gibi
miisteri sayilari1 da degigmeyecektir.

Bu arada yukanda verdigimiz oyunlardan Mahkumlar Cikmazi, Cinsiyetler
Savasi ve Geyik Avi simetrik oyun dedigimiz oyun kategorisindeki oyunlardir. Bu-
rada siras1 gelmigken simetrik oyun ve simetrik denge kavramlarini biraz agiklaya-
lim. :

Daha 6nce sdyledigimiz gibi stratejik bir oyunun Nash dengesi bir popiilasyon-
daki bireyler arasindaki etkilesimle ortaya ¢ikan duragan duruma kargilik gelir. Bu
popiilasyonda bireyler anonim bir sekilde simetrik bir etkilesim igindeler. Omegin
bir kaldirnmda birbirine yaklasan yayalan diigiiniin veya farkl1 yonlerden bir kavsaga
yaklasan soforleri diigiiniin. Her bir yaya veya sofériin birbirine gére durumu
aynidir, yani simetriktir.

iki oyunculu bir oyunda oyunculann simetrik oldugunu séylemek her bir oyun-
cunun ayni hareketler kiimesine sahip oldugunu ve oyunculann l.oyuncu veya 2.
oyuncu olmaktan bagimsiz bir gekilde birbirine benzer olduklarim séylemek de-
mektir. Dolayisiyla 1.oyuncu sonug hakkinda 2.oyuncunun diigiindiigii gibi diigiin-
mektedir. Bu da oyunculann ayni hareketleri se¢meleri durumunda aymi fayday:
almalan anlamina gelir.

Tamm 1.6 7iki oyunculu stratejik bir oyunda oyuncularin sahip olduklar strate ji
kiimeleri ve her strateji profili icin fayda diizeyleri ayni ise, yani ui(si,s2) =

w2 (82, 81), bu oyun simetrik bir oyundur.

Mahkumlar Cikmazi, Cinsiyetler Savag1 ve Geyik Avi simetrik oyunlar iken,
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Eslesen Paralar oyunu, simetrik oyun degildir. Asagidaki Tablo 1.23’de bir simetrik
oyunun genel yapis: verilmektedir.

A B
Alww]|zy
B yzxz | zz2

Tablo 1.23 Simetrik oyun

Tablo 1.24’de verilen birbirine dogru yiiriiyen yayalar 6megine bakalim. Her
yaya iki olas1 harekete sahiptir: sagdan ve soldan gitmek. Her ikisinin de farkli
yonlerden degil de aym1 yonden gitmeleri her ikisi i¢in iyi olacaktir aksi takdirde
birbirleri ile garpigabilirler. Bu bir simetrik oyundur. Tablo 1.24’de goriildiigi
gibi Nash dengeleri basitge (sol, sol) ve (sag, sag) seklindedir. Yani iki duragan
durum dengesi vardir. Bunlardan birinde her yaya digerine yaklasirken soldan
yiiriiyecektir veya her ikisi de sagdan yiiriiyecektir.

sol sag
sol {1,110,0
sag | 0,0 | 1,1

Tablo 1.24 Bir simetrik oyun drnegi

1.4.2 Nash Dengesi, Baskinhk ve Makul Stratejiler

Simdi Nash dengesinin, baskin strateji dengesi ve makul stratejiler ile arasindaki
iligkilerini inceleyelim. Ilk 6nce Nash dengesi ile baskin strateji dengesi arasindaki
iligkiye bakalim. Bu iligki igin bir takim 6nermelerde bulunacagiz. Bunlardan
birincisi, kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyon yontemi Nash dengelerini
silmez.

Onerme 1.1 EgerG = {N,(S:), (w:)} stratejik-bigimli oyunun (s}, ..., s%,) strate-
Jjileri Nash dengesi ise, bu denge kesin baskin stratejilerin siirekli eleminasyonu
sonrast kalan stratejilerdir.

Ispat. Bunun ispat icin ¢eligki ile ispat yintemini (olmayana ergi yontemini)
kullanalim. Yani Nash dengesindeki stratejilerden birinin kesin mahkum strateji-
lerin siirekli elenmesi siirecinde elendigini varsayalim ve sonra bunu tezatlayan bir
durumun ortaya ¢ikdigint gosterip, Nash dengesinin elenmesinin yanlis oldugunu
gosterelim. (s3,...,sy,) strateji profili, stratejik-bi¢imli G = {N, (S;), (u:)} oyu-
nun Nash dengesi oldugunu varsayalim. Ayni zamanda s; stratejisinin, (s3, ..., s},)
stratejilerinin elenen ilk stratejisi oldugunu varsayalim (kesin mahkum oldugu icin).
Bu durumda S; kiimesinde hPhiiz elenmeyen bagka s, stratejisi var demektir ve bu
strateji s stratejisine kesin baskin demektir. Dolayistyla bunu siyle ifade edebili-
riz,

Wi (81, 0y Sic1, 85 Sit1yrSn) < WilS1, ey Sizly SiySitly ey Sn)y
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bu durum diger oyuncularin strateji kiimelerinden heniiz elenmemis stratejilerden
elde edilmis her (sy,..,8;_1, 5%, Sit1, .., Sn) strateji profili icin dogrudur. Fakat s}
ilk elenen stratejilerden biri oldugu igin, diger oyuncularin denge stratejileri heniiz
elenmediginden bu su anlama gelir:

* !
ul'(s){, iy S;_I,S:, S:+l, .ey S"I.(L) < 'U/i(-s:i‘7 sy 951955 S;—}—l? ..y S:;). (1.2)

Fakat (1.2) sonucu, s stratejisi (s}, ..,8]_,,8;,1, -,y strateji profiline en iyi
tepki oldugundan Nash dengesi tantmina uymaz. Dolayistyla s; stratejisine kesin

baskin bir s stratejisi olamaz. =

Diger bir onermemiz ise, kesin mahkum stratejilerin elenmesiyle bulunan baskin
strateji dengesinin Nash dengesi oldugudur.

Onerme 1.2 G = {N, (S;), (u:)} stratejik-bi¢imli oyunda, kesin mahkum strateji-
lerin siirekli eleminasyonu ile elde edilen (s}, ..., s},) denge stratejisi ayni zamanda
Nash dengesidir.

Ispat. Bu onermenin ispati igin de celigki ile ispat yontemini kullanalim. Ilk
once baskin stratejilerin siirekli eleminasyonu sonucunda sadece (s}, ..., s},) strate-
Jisinin kaldigini fakat bunun Nash dengesi olmadigini varsayalim. Herhangi bir 1
oyuncusu igin Nash dengesi olan s; stratejisinin oyunun belirli bir agamasinda
diger baska bir s; stratejisi tarafindan mahkum edildigini ve dolayisiyla silindigini
varsayalim. Bunlart formel olarak ifade edelim,

* * * % * * * * *
Ui(STs s Si—11 5115141+ Sp) < Ui(SY, .-, Si 15 Sis Sit1s o sh). (1.3)

Yine oyunun belirli bir asama sonunda i oyuncusunun kalan stratejilerinden .
stratejisinin de s; stratejisini mahkum ettigini varsayalim,

/
ui(sly ey 5i—=1y 87y Si+1y .0y S") < ui(""l, 3 8i—15 853 Sit 1y Sn)s (14)

bu sonug bu asamada diger oyuncularin strateji kiimelerinden kalan stratejilerden
elde edilen her (s1,..,8,_1,8iy1, .., Sn) strateji igin gegerlidir. Diger oyuncularin
(83,2811, 81415 -+ Sp,) Stratejileri asla elenmediginden dolay, (1.4) nin ima ettigi
seyi soyle ifade edebiliriz,

Wi(S], s 81_ 1,85, St 1y - S ) < Wil(SY, oy ST_1s S5y Sip1s o r ST (1.5)
Eger s; = s} (yani s} stratejisi s; stratejisini mahkum ederse), bu durumda (1.5)'de
belirtilen durum (1.3)'de belirtilen durumu tezatlar. Dolayistyla ispat biter. Fakat
efer s; # s} ise, daha sonraki asamada s gibi diger bir strateji, s} stratejisini
mahkum eder ¢iinkii s, bu siirecten kalan strateji olamaz. Dolayisiyla (1.4) ve
(1.5)’deki egitsizliklere benzer sekilde s; ve s yerine sirastyla s, ve s; yazabiliriz.
Tekrardan eger s = s} ise, ispat biter; aksi takdirde iki tane daha benzer egitsizlik
tamimlanabilir. Burada s; € S; elenmekten kurtulan tek strateji oldugundan dolayi,
bu siireci tekrarlamakla sonugta ispati tamamlamis oluruz. ®

32
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Her baskin strateji dengesi bir Nash dengesi iken her Nash dengesi bir baskin
strateji dengesi degildir. Eger bir strateji baskin ise, bu strateji diger oyuncularin her
stratejisine -denge stratejisi dahil- gore en iyi tepkidir fakat eger bir strateji Nash
dengesi ise, o sadece diger oyuncularin denge stratejilerine en iyi tepkidir. Ornegin
Mahkumlar Cikmazi oyununda (Tablo 1.1) baskin strateji dengesi (itirat et, itiraf
et) bir baskin strateji ve ayn1 zamanda Nash dengesidir. Fakat Cinsiyetler Savasi
(Tablo 1.11) oyununda iki Nash dengesi olmasina ragmen baskin strateji dengesi
yoktur.

Simdi basit 6rnekler iizerinden bir kag ilgi ¢ekici durumdan bahsedelim. Or-
negin, bazi oyunculanin zayif mahkum stratejileri Nash dengesi olabilir. Tablo
1.25°de verilen 6mek bunu gosteriyor. Burada her iki oyuncunun (3 stratejileri zayif
baskindir. Fakat bu ayn1 zamanda Nash dengesidir.

«a Jo]
a 00|10
81011373

Tablo 1.25 Zayif mahkum stratejiler Nash dengesi olabilir

Diger yandan, her Nash dengesi profili makul stratejidir fakat tersi dogru de-
gildir. Makulluk ile Nash dengesi arasindaki ortak unsur oyunculann digerleri
hakkindaki inanglan veri alindiginda oyunculann rasyonel davranmalaridir. Nash
dengesinde bu inanglar tiim oyuncular igin tutarli olmay: gerektirirken makulluk
kavraminda boyle bir varsayim yoktur. Asagida Tablo 1.26’da verilen 6mege ba-
kalim.

L C R
T 13,0|0,2]0,3
M|[20|1,1]20
B|0,3|02]3,0

Tablo 1.26

Bu oyunda tiim stratejiler makul stratejidir. Omegin 1. oyuncu T hareke-
tini segebilir ¢iinkii 2. oyuncunun L hareketini sececegini diigiinebilir. 1.oyuncu
neden boyle diisiindiigiinii kendisine agiklarken, sdyle bir mantik yiiriitiir: ¢ilinkii
2.oyuncu benim B’yi oynayacagim diigiiniiyor. Boyle bir diisiinceye sahip olmak
diger oyuncunun hi¢ bir zaman en iyi tepki olmayacak bir hareketi oynamayacag
diisiincesine dayanir. Yani eger 2.oyuncu L hareketini oynamay: diisiiniiyorsa bunu
ancak l.oyuncunun‘B hareketi oynayacagini diisiindiigiinden dolayidir.

Bu durumda 1.oyuncu T hareketini oynar ¢iinkii 2.0yuncunun kendisinden B
hareketini bekledigini diisiifr. Fakat 2.oyuncu da eger l.oyuncunun kendisin-
den L hareketi bekledigini diisiiniirse, 1.oyuncunun T hareketini oynayacagin
bildiginden R hareketini oynar. Dolayisiyla aralanindan biri yanilir. Ciinkii inanglan
tutarl degildir. Bu muhakeme Nash dengesini cazip kilan taraftir. Bu durumu
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gostermek igin Nash dengesinin (M, C) strateji profili oldugunu diigiinelim. 1. o-
yuncu M’yi oynar ¢iinkii 2.oyuncunun C’yi oynayacagina inanir ve bunu kendi-
sine agiklarken soyle diisiiniir: 2.oyuncu 1. oyuncunun M’yi oynayacagina inanir.
2.oyuncu da bu durumda C’yi oynar ¢iinkii 1.oyuncunun M’yi oynacagin diigiiniir.
Denge (M, C)’de olusur bu ayn1 zamanda makul stratejidir. Dolayisiyla Nash den-
gesi inanglarn tutarh oldugu bir makul stratejidir.

1.5 En lyi Tepki Fonksiyonu

Nash dengesini bulurken 6zellikle kesikli stratejiler (sinirli sayida stratejiler) yer-
ine siirekli stratejiler ile karsilagirsak yani eger oyuncularin belli bir aralikta iste-
dikleri degeri se¢melerine imkan verilirse matris gosterimini kullanmak miimkiin
olmayacaktir. Bunun yerine oyuncular fayda fonksiyonlarini maksimize edecek
secim degiskenlerini (stratejilerini) cebirsel yontemleri kullanarak segeceklerdir.
Yani amaglan yine faydalarini maksimize etmektir fakat faydalanm maksimize
edecek stratejileri bulmanin yontemi farkli olacaktir. Stratejilerin siirekli oldugu
durumlarda Nash dengesini bulmak igin oyuncularin en iyi tepki fonksiyonlarini
bulmamz gerekir. Gergi en iyi tepki fonksiyonu tanim geregi tiim strateji kategori-
leri (kesikli ve siirekli) i¢in gegerli olsa da siirekli degiskenlerin oldugu durumlarda
optimal veya en iyi hareketi bulmamiza oldukga yardimci olacaktir.

Herhangi bir ¢ oyuncusunu diigiiniin. Amacimiz bu oyuncu igin kendi stratejisi
kiimesi i¢inde en yiiksek fayday: saglayan stratejisini bulmaktir. Diger oyuncu-
lann s_; stratejileri veriyken, ¢ oyuncusunun en iyi strateji kiimesini B;(s—;) ile
gosterelim. Daha formel olarak gosterirsek: ’

B,'(S_i) = {S,‘ €S;: ui(sé, S_i) > U,’(Si,s‘_i), Vs; €8; } (1.6)

B;(s_;) kiimesinde ¢ oyuncusunun herhangi bir stratejisi, oegin s}, diger
oyunculann s_; stratejileri veri alindifinda, en az diger tiim stratejileri kadar iyidir,
yani u;(s},s_;) > ui(si,s—;) V s; € S;. Kisaca biz buna ¢ oyuncusunun en
iyi tepki fonksiyonu diyoruz. Burada B;(s_;) kiimesinin her elemani ¢ oyun-
cusunun s_; stratejisine en iyi tepkisidir: Eger diger oyuncular s_; stratejilerine
bagli hareket ederlerse i oyuncusu B;(s_;) kiimesi digindaki herhangi bir hareketi
segerek daha iyisini yapamaz. B;(s_;) fonksiyonu kiime-degerli bir fonksiyondur.
Yani diger oyunculann hareketlerine karsilik  oyuncusunun hareket kiimesini verir.
Bu yiizden birden fazla stratejiyi igerebilir.

Nash dengesi daha 6nce de tanmimlandigi gibi herhangi bir oyuncunun diger
oyunculann hareketleri veri alindiginda hareketini degistirerek daha iyisini yapa-
mayacagi durumdur. Bunu da g0yle de ifade etmek miimkiindiir: Nash dengesi her

2Simirh sayida deger alan degiskenlere kesikli degisken denir. Omegin bir kesikli degisken
{1,2.3,4, 5} degerlerini alabilir. Fakat 1.7 degerini alamaz. Veya zar iizerindeki sayilar kesikli
degerlerdir. Simirsiz say:da deger alabilen degigkenlere ise siirekli degigken denir. Bir say: aralig,
omegin [0, 1), arahgindaki tiim degerleri alabilir. Dolayisiyla siirekli bir degiskendir. Herhangi bir
degeri alabildikleni igin 6rnegin insan boyu ya da zaman siirekli bir degiskendir.
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oyuncunun diger oyunculann hareketlerine karst en iyi tepkisidir. Eger her oyuncu-
nun stratejisi diger oyuncularnn stratejilerine en iyi tepki ise, s* strateji profili Nash
dengesidir, yani

s; € Bi(s*;), Vie N.

Eger her i oyuncusu diger oyuncularin s_; stratejilerine tek bir tepki
fonksiyonuna sahipse, yukandaki iligkileri denklemler olarak yazabiliniz. Bu du-
rumda her 7 oyuncusu ve diger oyuncularin s_; hareketleri i¢in B;(s—;)’nin tek
bir tepki fonksiyonunu b;(s—_;) diye belirtelim. O zaman yukandaki iligki soyle
tammlanabilir:

s; = bi(s%;), Vie N.

Bu durumda n-sayida oyuncu oldugunda n-sayida tepki fonksiyonu olacaktir. Eger
sadece iki oyuncu varsa bu denklemler soyle ifade edilir:

51 = bi(s3),
s = by(s?).

Ozetle iki oyunculu bir oyunda her oyuncunun diger oyuncunun hareketine
verdigi (s}, s3) tepkisi bir Nash dengesidir. Ciinkii 1.oyuncunun s] stratejisi,
2. oyuncunun s; stratejisine en iyi tepkisidir ve 2. oyuncunun s; stratejisi ise
1. oyuncunun sj stratejisine en iyi tepkisidir.

Stratejik-bigimli bir oyunun eger strateji degiskeni reel sayilar kiimesinin bir
agik araliginda tammliysa Nash dengesini bulmanin basit bir yolu vardir: En iyi
tepki fonksiyonlan, fayda fonksiyonlannin, u;(sy,....,ss), Vi = 1,...,n, eger
strateji uzaylan agik bir aralikta tanimliysa birinci derece kogullarindan, yani her
oyuncunun fayda fonksiyonunu kendi strateji degiskenine gore tiirevini alip sifira
esitlenmesi ile bulunur:

OU;(S1. ...y Sn)

= =0,i=1,2..,n (1.7)

Her oyuncu (1.7) denkleminin ¢6ziimiinden kendi en iyi tepki fonksiyonunu
diger oyunculann stratejileri cinsinden elde eder:

Boyle n tane en iyi tepki fonksiyonu ortaya ¢ikar ve bu denklemler ayni anda
¢oziildiigiinde ortaya Nash dengesi gikar. Dolayisiyla herkesin en iyi strateji degerle-
ri, (7, ..., ), elde edilir. Burada unutmadan sunu soylemekte fayda var. Oyun-
cular faydalarim maksimize etmeye ¢aligtiklanndan dolay: bu bir maksimizasyon
problemdir. Her oyuncunun fayda fonksiyonunun birinci dereceden tiirevinin sifira
esitlenmesi gerekli koguldurﬁakat yeterli kosul degildir. Maksimizasyon igin yeterli
kosul, fayda fonksiyonunun, u;(-), ikinci dereceden tiirevinin sifirdan kiigiik veya
ona esit olmasidir, 8%u; /3312 < 0. En iyi tepki fonksiyonlanyla Nash dengesini
nasil bulacagimizi daha iyi anlamak igin bir ek verelim.
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Ornek 1.5

iki bireyin sinerjik bir iligki iginde olduklarini diisiinelim. Yani her iki birey
de bu iligkiye daha fazla emek verdiklerinde her ikisi de daha iyi duruma gelmek-
tedirler (bu duruma stratejik tamamlayicihik da denir). Omegin j bireyinin veri
a; cabasi igin, i bireyi gabasini, a;, artirdiginda faydasi (u;) artmaktadir. Fakat
belli bir degerden sonra da ise diigmektedir. Daha spesifik olarak ifade edersek 2
bireyinin tercihlerini yansitan fayda fonksiyonu agagidaki gibi olsun:

u = ai(c+a; —a;),i=1,2, (1.8)

burada a;, ¢ oyuncusunun gabasi, a; de j oyuncusunun gabasidir ve ¢ > 0 bir sabit-
tir. Her oyuncunun strateji kiimesi her birinin negatif olmayan ¢aba diizeyleridir ve
her oyuncunun tercihleri de yukanidaki fonksiyonda gosterildigi gibidir.

Her oyuncu sonsuz sayida strateji veya hareket imkanina sahip oldugundan
dolay1 daha 6nceki oyunlarda oldugu gibi stratejilerini bir tabloda gosterinek artik
miimkiim degildir. Bu oyunun Nash dengesini bulmak igin her seyden 6nce oyun-
culann en iyi tepki fonksiyonlarin1 bulmamiz gerekiyor. Bu oyun simetrik fayda
fonksiyonlarina sahip oldugunda i oyuncusunun herhangi bir a; hareketine en iyi
tepki fonksiyonu agagidaki gibidir (yukaridaki (1.8) tercih fonksiyonunun a;’ye
gore birinci dereceden kosulundan bulundu):

bilay) = (e +ay)

En iyi tepki fonksiyonlan Sekil 1.2 gosterilmektedir. 1. oyuncunun hareketleri
yatay eksende gosterilirken 2.oyuncunun hareketleri dikey eksende gosterilmektedir.
l.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu 2.0yuncunun her hareketine kargilik olarak
kendisinin verdigi en iyi tepki diizeyi olan gabay1 gostermektedir. Grafikte dikey
eksende herhangi bir noktaya karsilk l.oyuncunun tepkisi en iyi tepki
fonksiyonunda ona kargilik gelen yatay tepkidir, yani yatay eksendeki noktaya
b1 (a2) iizerinden ulagilan noktadir. 2.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu ise 1.oyun-
cunun her tepkisine kargilik verdigi dikey tepkidir, yani b2(a;). Kisaca yatay ek-
sende bir a; noktasi alin, bunun #, fonksiyonundaki dikey degerine bakin veya
dikey eksende herhangi bir as degeri alin, bunun b, fonksiyonunda yatay degerine
bakin.

Her iki tepki fonksiyonunun, a; = by (a2) ve ag = bo(a;), kesistigi nokta her
iki oyuncunun birbirine en iyi tepki verdigi noktadir. Dolayisiyla Nash dengesidir.
Bu oyunda en iyi tepki fonksiyonlan sadece bir tek noktada kesismektedir. En
iyi tepki fonksiyonlarnin kesistigi noktayr bulmak asagida verilen her iki tepki
fonkisyonunun ayni anda ¢oziilmesini gerektirir:

1 1
ay = §(C+a2) ve ap = §(C+al)-

Bu iki denklemi ayn1 anda ¢6zersek a] = ¢ ve aj = ¢ sonucunu elde edebiliriz.
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Dolayisiyla tek bir Nash dengesi vardr, o da (aj, a3) = (¢, ¢)'dir.

az

(112)

(2K c Py

Sekil 1.1 Birinci ve ikinci oyuncunun en iyi tepki fonksiyonlan

Bu Omekte her oyuncunun tek bir tepki fonksiyonu vardir ve tepki
fonksiyonlan dogrusal fonksiyonlar seklindedir. Fakat eger bir oyuncu birden
fazla tepki fonksiyonuna sahipse birden fazla Nash dengesi olabilir. Aym sekilde
dogrusal olmayan tepki fonksiyonlan da birden fazla Nash dengesinin var olmasina
yol agabilir. Bunu ileride daha detayl tartigacagiz.

1.6 Nash Dengesi Uygulamalari

1.6.1 Ortak Miilkiyet Trajedisi

Bir bolgede yasayan n-sayida giftgimiz olsun, N = {1, 2, ..., n} ve bu giftgiler 1
koyun beslemek veya koyun beslememek (0 koyun) gibi iki stratejiye sahip olsun-
lar, yani her bir giftginin strateji kiimesi S; = Sy = ... = S, = {0, 1} seklindedir.
Koyun beslemenin faydasi 1 birimken iken bunun gevreye zaran 5 birimdir (negatif
digsallik). Bu zarar tiim giftgiler tarafindan esit olarak paylagilmaktadir. Dolayisiyla
herhangi bir ¢ (= 1, 2, ...n) ¢iftgisi igin fayda fonksiyonu s6yledir:

n
5 n
ui(sli""’ T_ E S; = S - —z : Sy -

Jj#

Bu fayda fonksiyonundagy gftqﬂerm optimal hareketleri, yani koyun besleyip
beslemeyecekleg, iftci sayisina bagh oldugu goriilmektedir. Ug farkli durum s6z
konusu olabilir:

(i) Egern < 5ise; s_; € S_; veri alindiinda, ¢ oyuncusunun koyun besleyip
beslememe durumuna gore fayda fonksiyonu soyledir:

n—>5 5 w— 5
" )—;ZS]‘ ve ui(O,S—i)z_;Zsj-

J#i J#

’u,i(l, SA,') = (




n < 5 oldugundan dolayi, (2:2) < 0 olur, dolayistyla u;(0,s_;) > u;(1,s_;)
Vs_; € S_;. Bu da sunu gerektirir:

Bi(s_;) = {0},Vi€e N.

Dolayisiyla her giftginin koyun beslemedigi, (0,0, ..., 0), durumu Nash dengesidir.
Sonug olarak ¢iftci sayis1 5’den kiigiikse negatif digsalligin yiikii daha az ¢iftgi
arasinda paylasildigindan giftgilerin koyun beslemek gibi bir motivasyonu yoktur.

(ii) Eger n = 5 ise, s—; € S_; veri alindiginda, benzer olarak i gift¢isinin fayda
fonksiyonu goyledir:

5 5
u,(l,s_i) = —;ZSJ' ve u,-(O,s_i) = _EZSJ"
J#i J#i
dolayisiyla
’U.,'(O, S__i) = ui(l, S_i), Vs_;, €8_;

Bu da su anlama gelir
s_i)={0,1} ,Vs_; € S_;.

Goriilebilecegi gibi burada tiim strateji profilleri Nash dengesidir. Sonug olarak
ciftgiler koyun beslemekle beslememek arasinda kayitsiz kalirlar.
(iif) Eger n > 5, s_; € S_; veri alindiginda, benzer olarak 1 giftgisinin fayda
fonksiyou:
¢
" v

-3 5
ui(1,5-;) = (" ) — _ZSJ ve u;(0,5_;) = __ZSJ’

n n «
J# Jj#i

dolayisiyla
©i(0,5-3) > u;(1,s-;), Vs_; € S_;.

Bu da gu demek
Bi(s_;) = {1},Yi € N.

Bu yiizden (1,.....,1) Nash dengesidir. Eger n > 5 ise tiim giftgilerin koyun
beslemesi optimaldir. Ciinkii maliyet (koyun beslemekten dogan negatif digsallik)
daha fazla ¢iftgi arasinda paylagilmaktadir.

Diger yandan eger devlet her koyun igin 5 birimlik bir “gevreye zarar vergisi”
koyarsa, bu durumda giftgilerin fayda fonksiyonu su sekilde olur:

n n
. 5 5 5
Ui(S1, ey Sp) = Si — 58 — — E §j = —4s; — —8; — — E 85,
n n n

1=1 J#i
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dolayisiyla

5+ 5 5
ui(0,5-4) = - ZS]' veu;(1l,5_;) = —4 — . ;Zs_,n

J# J#
Sonug
Bi(s—;) = {0} ,Vie N
Bu da (0, ....,0) durumunun Nash dengesi oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla vergi

sonrasi ¢iftgilerin koyun beslememesi kendileri igin daha optimaldir.

1.6.2 Rant Arama Davramsi

Sabit bir pastanin paylagiimasi problemini andiran bir problemle kars1 karsiyayiz.
Belirli ve sabit miktarda bir rantin, R, paylagilmak istendigini diisiiniiyoruz. Bu
rant1 elde etmek igin iki firma, 7 ve j firmasi, rekabet igindeler. Bu yiizden de rant1
elde etmek igin harcama yapmak zorundalar, z; ve ; € [0, 00). Yaptiklan harcama
ranttan alacaklan pay! artirmasina ragmen kendileri igin bir maliyettir.

Herhangi bir ¢ firmasinin ranttan aldigi payy, s;, soyle tanimliyoruz:

T;

$; = .
T; +T;
Agikga goriilebilecegi gibi herhangi bir firmanin ranttan aldig1 pay kendi harcamasi
ile dogru, diger firmanin harcamasi ile tercih orantilidir.
Bu durumda < firmasinin elde ettigi kar, ranttan aldig toplam miktar eksi yaptigi
harcamadir:

T

)R — Ty

m=85R—1;=
1 1 1 ($z+$1

Boylece : firmasinin en iyi tepki fonksiyonunu bulmak igin yukarida ifade
edilen kar fonksiyonunun z; harcama diizeyine gore tiirevini alip sifira esitleriz:

om _ (@it z)=zi\ p | _
Oz; (zi + z;)?
Dolayisiyla ¢ firmasinin en iyi tepki fonksiyonu:
» —
(z: + :Ifj)z =zZ;R = z;=+/z;R - z;.

Benzer gekilde j firnasimin eniyi tepki fonksiyonu da elde edilir (her iki oyun-
cunun da en iyi tepki fonksiyonlar1 Sekil 1.2’de gosterilmektedir). Oyuncular
simetrik oldugundan harcama diizeyleri dengede birbirine esit olacaktir:

r=VzIR-z =>z‘=%_
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X2
x1(%2)
R/4 / YX 1)
R/4 X1

Sekil 1.2 Birinci ve ikinci oyuncunun lineer olmayan en iyi tepki fonksiyonlan

Dolayisiyla dengede mevcut ranti, R, elde etmek igin her firma R/4 kadar har-
cama yapmak zorundadir. Boylece ranti elde etmek igin etkin olmayan bir sekilde
toplamda R/2(= R/4 + R/4) kadar harcama yapilmaktadir. Bu aslinda bir tiir
sosyal kayip olarak ifade edilebilir. Rekabet sosyal anlamda etkin olmayan bir
sonug yaratmaktadir.

Bu analizi n tane firmanin oldugu daha genel bir durum igin yapalim. Her
firmanin ranttan alacag pay (s;) s6yle tanimlanirdu:

T
>
I.
j=1""7

Denge harcama diizeyinin ayn1 metodu izleyerek asagidaki gibi oldugunu kolayca
bulabiliriz:

§; =

n—1
* = R.
T 3

Buradan da goriildiigii gibi eger firma sayisi arttikga firma bagina diisen rant azal-
maktadir, 9z* /0n < 0. Toplam sosyal kayip, nz* = ﬂ%}ﬁR, ise firma sayisi
arttikga artar, 9(nz*)/On > 0. Firma sayis1 arttik¢a her bir firmanin kin diigmek-
tedir, dm; /On < 0. Yani rekabet bu anlamda sosyal agidan etkin olmayan bir sonug
yaratmaktadir.

1.6.3 Cournot Rekabet Modeli

Belirli sayida firmanin kendi aralanindaki rekabet bigimine yani stratejik etkile-
simine oligopol dendigini biliyoruz. Gergi bu tanimda firma sayisi ¢ok 6nemli ol-
masa da stratejik etkilesim anahtar kelimedir. Oligopol yapilarin incelenmesi, genel
stratejik bir oyun igin Nash dengesi kavraminin formel olarak ifade edilmesinden
cok daha once gergeklesmistir. flk olarak Cournot (1838) firmalar arasi etkilegim
iligkisine bakmugtir. iki firma arasindaki rekabetten dogan iiretim dengesinin var-
ligina igaret etmigtir. Fakat bu dengenin Nash dengesi oldugu diisiincesi aslinda
¢ok eski olmadig: gibi Nash’in kendisi de Cournot’dan haberli degildir. Leonard
(1944) tarafindan yapilan bir ¢aligma bu baglantiy: kurar ve ondan sonra da Cournot
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modeli iktisadi analizin ayrilmaz bir pargasi haline gelir.

Bir endiistrideki firmalarin kendi aralarindaki rekabeti genelde miktar, fiyat
veya mahn niteligi izerinden gergeklesir. Cournot modeli miktar rekabetini esas
alan bir modeldir. Bu modelde homojen bir mal n sayida firma tarafindan iiretil-
mektedir. Herhangi bir ¢ firmasi igin g; kadar mal iiretmenin maliyeti C;(g;) ile
ifade ediliyor, burada C; monoton artan bir fonksiyondur (daha fazla ¢ikti, daha
fazla maliyetle iretilmektedir). Satilan tiim ¢ikt1 tek bir fiyattan satilmaktadir ve
bu fiyat mala olan talep ve firmamin iretim miktan ile belirlenmektedir. Spesi-
fik olarak, eger firmalarin toplam gikt1 diizeyi @ ise piyasa fiyat1 p(Q)’dir, bu-
rada p(-) ters talep fonksiyonudur. Ters talep fonksiyonunun, p(-), pozitif degerler
alan monoton azalan bir fonksiyon oldugunu kabul ediyoruz, dolayisiyla firmalarin
toplam ¢ikt1 diizeyi artarsa, fiyat azalmaktadir. Piyasadaki toplam ¢ikt1 diizeyi tiim
firmalarin iiretim miktarlarinin toplami oldugundan, yani @ = q1 + . ... + ¢,, fiyat
diizeyi p(q; + . ... + ¢n) seklinde yazilabilir. Boylece herhangi bir 7 firmasinin
geliri ¢;p(q1 + .... + g,)’dir. Yani ¢ firmasinin kan, geliri eksi maliyetine esittir:

Ti(qis oy dn) = @P(Q1 + ... + ¢n) — Ci(gs). (1.9)

Kisaca bu oyunda, oyuncular firmalardir, her firmanin segim degiskeni yani
hareket kiimesi olasi ¢iktilardan olugan bir kiimedir ve her firnanin tercihleri (1.9)’de
ifade edilen kar tarafindan temsil edilir. Bu oyun yapis1t Cournot oligopol oyunu
olarak bilinir.

Basitlik olsun diye piyasada iki firma oldugunu, firmalarin maliyetlerinin sabit
ve ters talep fonksiyonunun ise lineer oldugunu varsayalim. Her firmanin maliyet
fonksiyonu simetriktir ve C;(g;) = cg; ve ¢ > 0 seklindedir (marjinal maliyet sabit,
yani c’dir).

Ters talep fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmaktadir :

p(Q):{ gz—Q, e%erQSa

, eger Q@ > a
burada a > 0 sabit bir parametredir ve yandaki esitsizlik iligkileri fiyat diizeyini
(p) pozitif tutabilmek igin verilmigtir.

Bu modelde Nash dengesini bulmak i¢in yine firmalarin en iyi tepki fonksiy-
onlarini bulmamiz gerekir. Bunun igin de ilk 6nce firmalarin karlarin1 bulmalhyiz.
Fakat bundan 6nce bir noktay: daha belirtmekte fayda var. Agik¢a goriilebilecegi
gibi, eger firmalarin ¢ikti diizeylerinin toplami, a parametresinden kiigiikse, yani
1+ ¢2 < aise, piyasaﬁyau p(q1 +q2) = a— q1 — g2 olur fakat eger 1 + ¢2 >
ise fiyat p = O olur.

Kisaca 1.firmanin kén sudur:

m1(q1,92) = q1(p(q1 + q2) — ¢)

_f ala—a-q-c egrrq+q@<a
—cq, egerqr +q2 > «
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Ilk 6nce 2.firmanin veri g2 degeri icin kendi gjiiretim degerini belirleyecek en
iyi tepki fonksiyonunu bulmaliyiz. 1.firmanin en iyi tepki fonksiyonunu kendi kar
fonksiyonunun ¢;’e gore birinci derece kosulundan buluruz:

l(()z—c—qg), egergp < a-—c

_J 2
bi(q2) { 0, eger g2 > a—c

Dikkat edilirse 1.firmanin en iyi tepki fonksiyonu 2.firmanin g2 degerlerine
baglidir. Burada 6megin g2 = 0 iken 1.firmanin en iyi tepkisi b, (0) = %(a —c)'dir.
2.firmanin ¢ikti diizeyi arttik¢a 1.firmanin kdn azalmaktadir. Ciinkii 2.firmanin
daha fazla ¢ikt1 diizeyi daha diigiik fiyata karsilik gelmektedir.

2.firmanin problemi 1.firmanin problemi ile simetrik oldugundan (benzer maliyet
ve talep fonksiyonuna sahipler, dolayisiyla simetrik oyun), 2.firmanin b2(q; ) en iyi
tepki fonksiyonu | .firmaninki ile aymdir, dolayisiyla

jla—c—q), egerq <a—c

ba(q1) = { 0, eger g >a—c

2.firmanin en iyi tepki fonksiyonu da 1.firmanin veri iiretim degerine verdigi en
iyi tepkiyi belirtir. Bu durum Sekil 1.3’de de gosterildigi gibi b; fonksiyonu dikey
eksendeki her noktay: yatay eksendeki diger noktalarla iliskilendirir, b2 ise yatay
eksendeki her noktayi dikey ekseni ile iligkilendirir.

b,(q2)

(a3.93)

0 a-c a-c ac g,
3 2

Sekil 1.3 Cournot modelinde oyunculann en iyi tepki fonksiyonlan

Simdi de Coumnot-Nash dengesini bulalim. Nash dengesi tamim geregi sunu
soyler: |.firmanin ¢} iiretim diizeyi, 2.firnanin g; iiretim diizeyine verilen en iyi
tepkidir ve g; miktan da g tepkisine verilen en tepkidir:

q1 = bi1(g3) ve g5 = ba(qy).
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Bu noktalar tepki fonksiyonlarinin kesigtikleri noktalardir. Yani yukanda ifade
edilen b; (g2) ve ba(q1) tepki fonksiyonlannin birlikte ¢oziimiinden elde edilen nok-
talardir (bu 6mekte tek bir nokta vardir). Tepki fonksiyonlan daha agik bir sekilde
agagida ifade edilmektedir:

1
Q= §(O—C—Q2),

1
@ =zla—c—q)

Bu iki denklemi aym anda ¢6zdiigiimiizde sunu buluruz:

4 = a5 = z(a—0)

Boylece tek bir Cournot-Nash dengesinin oldugunu gériiriiz. Bu dengede toplam
iiretim ve piyasa fiyat diizeyi sirasiyla soyledir:

* 2 _
Q = 3(0 C),
p(Q") = 5(a+20)

Burada sunu gormek miimkiin a arttikga yani tiiketiciler bu mali almaya daha is-
tekli olduklannda hem toplam Q* denge iiretim miktan hem de p* piyasa denge
fiyat1 artmaktadir. Diger yandan eger marjinal maliyet artarsa her firmanin iiretim
miktan diigerken (dolayisiyla toplam iiretim de diiger), piyasa fiyati artar.

Yukanda verdigimiz maliyet fonksiyonunun hem lineer hem de her firma igin
ayn marjinal maliyete sahip oldugunu varsaydik. Fakat maliyet fonksiyonlarin
farkli marjinal maliyetlerle, c¢; > c2 gibi, veya lineer olmayan, 6megin C;(g;) = g7
seklinde de tanimlayabilirdik veya maliyet fonksiyonu sabit maliyetli tanimlanabilirdi,
omegin C;(q;) = f+ cq; gibi, burada f sabit maliyeti gostermektedir. Bu durumda
dogal olarak denge degerleri maliyet fonksiyonlarina baglh olarak degisirdi.

Diger yandan, bu iki firma kartel gibi (yani tekel gibi) hareket etselerdi fiyatin
marjinal maliyete esit oldugu noktada, M R = MC, iiretimde bulunacaklardi, bu-
rada MR = a — Q ve MC = c'dir. Dolayisiyla bu tekel yapida denge miktar ve
fiyat diizeyi soyledir:

R (a—c) . a+c
Q=" VePm = ——

Fakat eger bu firmalar tam rekabetgi gibi davransalardi p = M C = c noktasinda
iiretim yaparlardi. Dolayls¥la
[ ]

* *
Qi=a—-cvep. =c

Dikkat edilirse, Cournot iiretim ve fiyat diizeyi, Q* ve p*, tekel ve tam rekabetgi
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iiretim diizeyleri arasinda bir iiretim diizeyine sahiptir, Q) > Q* > Qm ve
pr. < p* < pm. Simdi de firma sayisin artirmamiz durumunda Cournot modelinde
neyin degistigine bakalim.

n-Oyunculu Cournot Modeli

Iki farkli endiistri yapisi iginde n > 1 tane firma oldugunu varsayalim: (i)
n tane homojen firmanin oldugu, yani hepsinin ayn maliyet fonksiyonuna sahip
oldugu bir endiistri ve (ii) . tane heterojen firmanin oldugu, yani her firmanin farkli
maliyet fonksiyonuna sahip oldugu bir endiistri. Farkli maliyet yapilarina sahip
firmalar durumunda n tane birinci-dereceden kogula ihtiya¢ (yani n tane en iyi
tepki fonksiyonu olacagindan) olacagindan, ¢6ziimii daha kolay olan (i) durumuna
yani ayni iiretim teknolojisine sahip endiistri ile baglayalim.

(i) Homojen firmalar

Her: = 1,2, ....,n firmasi igin ¢; = c olsun. Her firmanin ters talep fonksiy-
onunu yine lineer kabul edelim, p(Q) = a — bQ, burada Q = Y_;" | g;. Tiim fir-
malar aym1 maliyet yapisina sahip oldugundan dolay, sadece bir fimanin problem-
ine odaklanabiliriz ve buradan hareketle de diger firmalarin denge miktar diizeylerini
simetrik yapidan dolay: tiiretebiliriz. Bunun igin 1.firmay: segelim.

1.firma q;’i segmekle karin1 maksimize etmeye galigir:

max p(Q)q1 —cq1 = la -b (lzzl (Ii)] q1 — cq1.

Birinci dereceden kosul asagidaki gibidir:

on - ’

1

— =a—2bg; — b ;i —c=0.
dql QI ;ql .

Buradan hareketle 1.firmanin en iyi tepki fonksiyonunu diger firmalann ¢ikt1 dii-

zeylerinin, g9, g3, ...., gn, bir fonksiyonu olarak soyle yazabiliriz:
a—c¢ 1<
=b = . i\ 1.10
0 1(‘12#]3» 7f1n) % 2;% ( )

Tiim firmalar aym oldugundan, her firmanin Cournot dengesinde aymn g¢ikti
diizeyinde iiretimde bulunacagim soyleyebiliriz, yani ¢ = ¢; = .... = g;,. Her-
hangi bir ¢ firmasi da aym diizeyde iiretim yapar, yani ¢* = q;. Sonra bu degeri
daha dnce tiirettigimiz en iyi tepki fonksiyonlarina koyanz (dikkat edin bu degeri en
iyi-tepki fonksiyonlarinda yerine koymuyoruz aksi takdirde bu her firmanin diger
firmalann ¢ikt1 diizeyini kontrol ettigi anlamina gelir). Burada simetri mantigim
kullanmak, sadece teknik olarak n bilinmeyenli n tane denklemi ¢6zmeyi kolay-
lagtinr. Boylece (1.10)’den hareketle, g = € — %(n — 1)q iligkisini elde ederiz.

2b
Dolayisiyla,
- a—c a—c n

q =mVeQ*=( b )

). (1.11)



Her firmanin denge fiyat ve kar diizeyi ise basitce sdyledir:

«_atne . (a — ¢)?

' = = b(g*)%. 1.12
nrT Ve T )% (%) (1.12)

Simdi de soyle bir soru soralim: Firma sayisinda bir degisim oldugunda neler
degisir? Yani acaba n degistiginde bu durum fiyata, her firmanin ¢iktisina ve karina
nasil etkide bulunur? Bunun igin de ilk 6nce n = 1 kabul edelim. Bunu (1.11) ve
(1.12)’de yerine koyalim. Bu bize tekel ¢oziimii verecektir. Eger n = 2 ise bu du-
rumda daha 6nce yukanda buldugumuz iki firmali Cournot degerlerini verecektir.

Simdi firma sayisim artiralim. Eger n firma sayis1 sonsuza giderse asagidaki
denge degerlerini buluruz:

. . . . . ,a—c n a-—c
llmq—Ovenll)rgoQ—hm( )(n-i—l)_ 5

n—oo n—oo. b

Goriinen o ki Cournot dengesinde firma sayis1 sonsuza gittikge, her firmanin
iiretim diizeyi sifira yaklagir. Fakat endiistrinin toplam ¢ikt1 diizeyi daha 6nce ver-
ilen rekabetgi ¢ikti diizeyine esit olur. Aynca firma sayis1 arttikga birim iiretim
maliyeti olan rekabetgi piyasa fiyatina yakinsar:

ne

li = 1 —
nglc}op nl—>nc}on+l Tl+1

¢ = Pe.

Kisaca piyasa yapisi Cournot da olsa piyasadaki firma sayisi arttikca denge
piyasa iiretim ve fiyat diizeyi rekabetgi denge degerlerine yakinsar.

(ii) Heterojen Firmalar

Firmalann farkli maliyet fonksiyonlarina sahip oldugu bir endiistriye bakalim.
Bu endiistride iiretim dengesini bulmak daha zor ¢iinkii yukandaki simetrik yapinin
sagladig: kolaylk artik yok. Dolayisiyla n tane birinci dereceden kosul bulma
metoduna bagvuramayiz. Bu yiizden farkli bir yontem izliyoruz.

Firma sayisi n olan bir Cournot piyasasinda, marjinal maliyeti ¢; > O,
1 = 1,2,...,n, olan her 7 firmasi asagidaki amag¢ fonksiyonunu ¢zen ¢; diizeyini
seger:

n
max Mg 0%) = |a—bgi—b | D> ¢ || ¢ — cig
' i

Tiim ¢'ler igin ¢ > 0 oldugunu varsaydigimizda, birinci dereceden kosul sudur:

a—2bgf —b[Y g} =cii=1,...,n (1.13)

Simdi her n tane gikt1 diizeyi i¢in n tane birinci dereceden kosul tanimlamak yerine,
toplam iiretim diizeyini diisiinerek, yani 3 ', g5 = Q° — gf tamimindan hareketle

problemi ¢dzelim. Bu yiizden (1.13) birinci dereceden kosulunu yeniden yazarsak
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sunu elde ederiz:

a—bg — bQ° = c;. (1.14)

Ve (1.14) ifadesini tim g;’ler iizerinden toplarsak, i = 1, ..,n, asagidaki ifadeyi
elde ederiz:

na — bQ° — bnQ° = Zn:q.
i=1

Buradan hareketle Cournot denge piyasa iiretim ve fiyat diizeyi soyle olur:

Q* — ne 3G vep* = a Z?:lci‘
(n+1)6 (n+1)b n+l1 n+l1l
Sonug olarak sunu soyleyebiliriz. Firrnalann farkli sabit birim maliyetlere sahip
oldugu bir endiistride, Cournot dengesinde tiim firmalar pozitif iiretimde bulunursa,
Coumnot endiistri iiretim ve fiyat diizeyi firmalarnin biim maliyetlerinin firmalar
arasindaki dagilimindan ziyade sadece birim maliyetlerinin toplamina baghdir.

1.6.4 Bertrand Rekabet Modeli

Coumnot oyununda her firma stratejik bir ortamda ¢ikt1 diizeyini belirlemektedir.
Piyasadaki fiyat toplam talebin toplam iiretimle iligkisine bagli olarak edilgen olarak
belirlenir. Fakat dig diinyada daha ¢ok firmalanin kendi fiyatlanm segtiklerini ve
daha sonra olugan talebin firmalann satig gelirlerini belirledigini gozlemleriz. Al-
ternatif bir duopol modelinde Bertnard (1883), Courmot modelinden farkli olarak
rekabetin miktar iizerinden degil de fiyat iizerinden oldugu bir model tamimlar. Fir-
malann segtikleri fiyata gore talebi kargiladiklarini ifade eder. Fakat Bertrand’in
fiyati strateji degiskeni olarak kullandig1 model, yap: olarak Cournot modeline ben-
zemektedir.

Bu boliimde ilk 6nce Bertrand modelinin genel yapisim1 ve bunun daha spesifik
hali olan iki tane firmanin oldugu piyasay: tanitacagiz. Ayrica firmalarin homo jen
mal yerine farklhilagtinlmig mal iiretmeleri durumunu ve en son olarak da Bertrand
firmalannin kapasite kisit1 altinda nasil davrandiklanini inceleyecegiz.

Genel Bertrand Modeli

Tek bir mal n sayida firma tarafindan iiretilmektedir. Her firma C;(g;) maliyet
fonksiyonuna sahiptir. Firmalann farkl: fiyatlar belirlemesi durumunda, tiim tiike-
ticiler bu talebi kargilayacak en diisiik fiyati teklif eden firmadan alacaktir. Eger
birden fazla firma en diigiik fiyat: belirlerse, bu firmalar tiim piyasay: esit sekilde
paylasacaktir. Firma iiretim degerini, stratejik olarak se¢miyor basit bir sekilde
veri fiyatlarda kargilagtig: tiim talebi kargiliyor. Bu durumda ters talep fonksiyonu
yerine dogrudan talep fonksiyonunu tanimlamak daha uygun olacaktir. Yani eger p
fiyatinda mal varsa, toplam talep edilen miktar Q(p)'dir.

Kisaca oyunculann firmalar, her firmanin hareket kiimesinin olasi tiim fiyatlar
kiimesi oldugu (negatif olmamak koguluyla) ve her firmanin tercihlerinin agagidaki
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kar fonksiyonu ile ifade edildigi bir oyuna sahibiz:

m; = piQ(pi)/m — C(Q(p:)/m).

Eger ¢ firmasi en diisiik fiyati uygulayan rn tane firmadan biriyse piyasadaki
karin 1/m kadarini alir; eger m = 1 ise yani ¢ firmasinin p; fiyati diger tiim fir-
malardan daha diigiikse karnin tamamini alir; fakat eger bazi firmalann fiyat1 p;’den
diigiikse, bu durumda m; = 0 olur.

Yukanda n firma igin verilen ve genel olarak tanimlanan Bertrand modelinin
iki-firmaly, lineer talepli ve sabit marjinal maliyetli bir yapida nasil igledigine bakalim.
iki firmanin sabit marjinal maliyetinin, ¢, oldugunu varsayalim, yani toplam maliyet,
i = 1, 2 i¢in, C;(q;) = cq; seklindedir. Talep fonksiyonu, p < a i¢in Q(p) = a—p
ve p > aigin Q(p) = 0'drr.

Her birim miktann iiretim maliyeti sabit oldugundan, c, herhangi bir ¢ fir-
masi sattigy her birim igin p; — c kadar kar eder. Dolayisiyla firmanin kdn soyle
tammlanir:

(pi — ) —pi), egerp: <p;
ﬂ'z'(phPZ) = §(pl _C)(a—pi), Cgerpi =pJ
07 eger pi > p]

burada j diger firmadir (j =2egeri =1 ve j = 1 egeri = 2 ise).

Daha once oldugu gibi, bu oyununun Nash dengesini bulmak i¢in firmalarn en
iyi tepkilerini bulmamiz gerekiyor. Eger j firmasi p; fiyatin1 uygularsa, 7 firmasinin
uygulayacag en iyi fiyat nedir? Eger ¢ firmasi p; fiyatim uygularsa, j firmasi ile
piyasayi paylagir; fakateger biraz daha da diisiik bir fiyat uygularsa, tiim piyasanin
talebini kargilar. Yani p;, cyi asarsa ¢ firmasi p;’nin altinda fiyat uygulayarak
pozitif kar elde eder ve bu durum p; fiyatim uygulamasi durumunda alacag) piyasa
karinin yansindan daha iyi bir sonug verir. Eger p; fiyat1 gok yiiksekse ¢ firmasi
fiyatim p;’'nin altina az da olsa indirerek daha iyisini yapabilir. Ciinkii daha diisiik
fiyat uygulamakla elde edilen talep artigi fiyattaki diismeyi telafi etmektedir. Son
olarak, eger p;, c'den diisiikse ¢ firmasi bu fiyatta veya bunun altinda bir fiyatta
negatif kir elde eder. Halbuki eger p;’'den daha yiiksek bir fiyat uygularsa bu kar
sifir olacaktir.

Yukanda ifade ettiklerimizi, yani ¢ firnasinin kirinin j firmasimn p; fiyatimin
bir fonksiyonu olmasim daha formel olarak ifade edelim. Burada i firmasinin
kdnni, ((p; — ¢)(a — p;)), maksimize eden fiyati p,, ile ifade edelim. Bu fiyat
aslinda bir tekelin uygulayacag fiyattir.

Simdi ¢ firmasimin fayda fonksiyonunu farkli p; degerleri igin dort durumda
degerlendirelim:

i. pj < c durumunda, eger p; < p; ise, ¢ firmasinin kan negatiftir veya eger
p; > pj ise kan sifirdir. Dolayisiyla p;’den biiyiik her fiyat p;’ye en iyi tepkidir.
Kisaca i firmasinin tepki fonksiyonu b;(p;) = {p: : pi > p;}-

ii. pj = c durumunda, benzer olarak p; fiyatina esit veya daha yiiksek bir fiyat
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uygulamak en iyi tepkidir, yani b;(p;) = {p; : p; > p;}.

iii. ¢ < p; < p,, durumunda, i firmasinin kan, p; fiyatimin, p;’ye dogru yukan
cekilmesi ile artar. Kar diizeyi p; = p; oldugunda hemen sifirlamr. Bu yiizden
eger i firmasi, p;’den daha az fakat ona yakin bir fiyat segerse, karimi daha yiiksek
diizeye getirir. Fakat p;’den daha diigiik herhangi bir fiyat igin yine her zaman
p; 'den daha diigiik ama ona daha yakin bir fiyat vardir. Bu yiizden bir en iyi tepki
fiyati tammlamak zordur. Bu yiizden b;(p;) = @ kiimedir (agik kiime sendromu).

iv. pj > pm durumunda, py, fiyati1 ¢ firmasimn tek en iyi tepkisidir. Ciinkii pp,
ayn1 zamanda karim1 maksimize eden fiyattir.

Kisaca 7 firmasinin en iyi tepki fonksiyonunu 6zetlersek:

{pi:pi > pj}, egerp; <c

bi(p;) = {pi:pi > pj}, egerpj =c
i\Pj a, egerc < pj < pm
{Pm} ) eger pj > pm

Goriildiigii gibi Bertrand duopol oyununda en iyi tepki fonksiyonu Cournot du-
rumundan daha farklidir. Rakibin bazi hareketlen igin en iyi tepki yokken bazilan
icin de ¢ok sayida en iyi tepki degeri vardir.

Sekil 1.4(a) ve (b) panelleri sirasiyla 1. ve 2. firmanin en iyi tepki fonksiy-
onlarim gostermektedir. Sol taraftaki panelde tarali alan c’den daha diisiik bir p2
fiyat1 igin en iyi tepkinin p;’den daha yiiksek bir fiyat oldugunu gostermektedir.
Yukanya dogru egilimli kismin siyah bir dogruya sahip olmamasi sadece p2’ den
daha yiiksek (esit degil) fiyatlann dahil edilmesinden kaynaklanmaktadir. Ustteki
yatay siyah dogru ise p, = cigin c’ye esit veya daha’yiiksek herhangi bir fiyatin
en iyi tepki oldugunu gostermektedir. Dolu nokta dahil edilen noktay1, bosluk ise
dahil edilmeyen noktay: gostermektedir. 2. firmanin en iyi tepki fonksiyonu da
benzer sekilde (b) panelinde gosterilmektedir.

s ;

m. m|.

P P by(P1)
{ b,(p2)

c -————— cr
8 e e .
0 c ™ P 0 c [

(a) (b)

Sekil 1.4 Bertrand modelinde en iyi tepki fonksiyonlar:

Simdi bu oyunun Nash dengesinin ne olduguna bakalim. Eger Nash dengesi
(p1, p3) fiyat gifti ise bu su anlama gelir: 1.firmanin p; fiyat, 2.firmamn pj fiyatina
en iyi tepkidir, ve pj fiyat1 da p} fiyatina en iyi tepkidir. Bu iki tepki fonksiyonunun
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kesigtikleri tek bir nokta vardir: (p},p3) = (c,¢). Yani tek bir Nash dengesi var.
Bu da her firmanin ¢ fiyatin1 uyguladigi durumdur.

Bertrand oyununda sonug olarak (i) (p;,p2) = (¢, ) noktasi Bertrand-Nash
dengesidir. Eger bir firma ¢ fiyatim uygularsa diger firma ¢ fiyatindan bagka bir
fiyattan daha iyisini yapamaz. Ciinkii fiyatim yiikseltirse hi¢ bir mal satamaz ve
diigiiriirse zarar eder (ii) Ikinci olarak, diger herhangi bir (p,, p2) fiyat ¢iftinin Nash
dengesi olmadigim gosterelim.

a. Eger her oyuncu i = 1 veya 7 = 2 igin, p; < c ise, fiyati en diisiik olan
firmanin kdn negatiftir ve bu firma fiyatim yiikselterek c’ye g¢ekebilir ve kdnni
artirabilir.

b. Eger p; = ¢ ve p; > cise, i firmasi fiyatim biraz yiikselterek karimi sifirdan
daha farkli yani pozitif yapabilir.

c. Egerp; > c ve p; > cise, p; > p; durumunda ¢ firmasi p; fiyatim p;’nin
altina ¢ekerek kdrim yiikseltebilir.

Su ana kadar elde ettiklerimizden gikaracagimiz 6nemli sonuglardan biri benzer
yapidaki (aym maliye ve talep fonksiyonlarina sahip olma) firmalann bile Cournot
ve Bertrand Nash dengelerinin birbirinden farkli oldugudur. Bertrand duopol mod-
elinde denge fiyati sabit birim maliyete, p = c, esitken, Cournot modelinde bu
deger p = %(a + 2¢)’dir. Bertrand denge fiyati firmanin zarar etmedigi en diisiik
fiyat diizeyidir. Fakat Cournot denge fiyati daha yiiksektir. Cournot oyununda,
firma sayisinin artmasi ile birlikte fiyatin diistiigiinii ve marjinal maliyete, ¢, yak-
lagtigim1 gordiik. Fakat Bertrand modelinde bunu sadece iki firma saglar.

Bu farki yaratan sey her iki oyunda strateji degiskenlerinin farkliligidir. Cournot
modelinde strateji degiskeni miktarken, Bertrand modelinde fiyattir. Farkl strateji
degiskenleri farkli muhakemeler demektir. Cournot’da 6rmegin bir firma eger karim
artirmak istiyorsa, diger firmanin aym diizeyde iiretime devam ettigini diigiinerek,
iretim miktanim artirir. Fiyat da bu iiretim diizeyine uyarlanir. Bertrand’da ise
firma kar etmek istiyorsa, diger firmanin fiyatinin degismedigini diisiiniip, fiyatim
asagi cekmek ister. Miktar bu fiyata gore ayarlanir, boylece piyasa dengesi saglanir.
Omegin tanmsal iiriinlerin toptan fiyatlarinin Cournot modelinde tanimlandig: gibi
hareket ettigi soylenebilir, ilk Once hasat belirlenir ve sonra fiyatlar ortaya ¢ikar,
fakat perakende yiyecek piyasasindaki fiyatlann Bertrand modeline daha benzer
hareket ettigi sOylenebilir ¢iinkii belirlenen fiyata gore talep kargilanir.

Mal farklilagtirmasi altinda Bertrand modeli

Dikkat edilirse yukanda verilen Bertrand modelinde iiretilen mal homojendir.
Mallar homojenken tek bir Nash dengesi vardir ve her firma aym fiyat: uygula-
maktadir. Bu fiyat diizeyi sadece iki firma ile gerceklestirilen rekabetgi fiyat den-
gesidir, buna Bertrand paradoksu da denir . Bu paradokstan kurtulmanin bir yolu
firmalara siirekli etkilesim imkan1 vermek yani oyunun tekrarli oynanan bir oyun
halinde diigiinmektir. Ciinkii bu siire¢ finnalar arasinda igbirligine yol agabilir,
dolayisiyla denge fiyati rekabetgi dengenin iizerinde gergeklesebilir. ikinci bir yol
mal farkhlagtimasina imkan vermek. Birinci yol, daha sonra gorecegimiz tekrarh
oyunlar baglaminda analiz edilmesi gereken bir konudur, fakat ikinci yolu burada
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gosterebiliriz.

Basit Bertrand modelinden farkli olarak bu modelde firmalar arasinda agin bir
bagimlilik iligkisi tanimlanmamaktadir (basit modelde homo jen mal iiretildiginde
iki firmanin kararlan birbirini ¢ok etkiler). Birbirine benzer fakat farkli mallar
iireten iki firmamiz olsun. 1. ve 2. firmanin talep fonksiyonlanm agagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

q1 = a — p1 + bpy,
g2 =a—p2+bp;.

Burada b parametresi iki malin birbirine gére ikame veya tamamlayici olup
olmadigimi belirtmektedir. Eger b > 0 ise ikame, b < 0 ise tamamlayic1 maldr.
Daha 6nce varsaydigimuz gibi firmalar c gibi sabit bir marjinal maliyete sahiptir ve
sabit maliyet yoktur.

Firmalann en iyi tepki fonksiyonlarini bulmak igin ilk 6nce kar fonksiyonlarini
tamimlamamiz gerekir. 1.firmanin kan goyledir:

m = p191 — €q).

l.firmanin en iyi tepki fonksiyonu kar fonksiyonunun p; degerine gore birinci
dereceden kogulundan tiiretelim? :

0
ﬂ=a—2pl+bpg—|-c=0.
Op1

Dolayisiyla en iyi tepki fonksiyonu ’

a+c+bpy

p=—

Benzer olarak 2.firmanin en iyi tepki fonksiyonunu bulalim. Birinci dereceden
kosulundan,

0
2 - 2p+bp +c=0
Op2
ve dolayisiyla 2.firmanin en iyi tepki fonksiyonu
a+c+bpy
=

Iki tepki fonksiyonu da Sekil 1.5°de gosterilmektedir.

Her firmanin da tepki fonksiyonlari yukari egilimlidir. Bu da iki firmanin fiyat-
laninin stratejik tamamlayici olduklan anlamina gelir. Firmalardan birinin fiyatim
yiikseltmesi digerinin de fiyatin1 yiikseltmesine neden olmaktadir. Bu da her iki
firma igin iyi bir sonug olusturmaktadir. Bu durum Cournot modelinde farkl igler.
Bir Cournot firmasi iiretimini artinrsa (denge digindaki bir noktada), rakibi tersini

9% /0p? < 0 oldugundan dolay: 7, (-) fonksiyonunun bir maksimum degeri vardr.
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P,

atc
2-b

Nash Dengesi

1/2(a+c]

0 1/2(a+c) atrc °
( s P;

Sekil 1.5 Mal farklilagtirmas: altinda Bertrand modelinde en iyi tepki fonksiyonlan

yapar yani iiretimini kisar. Ciinkii iiretimini artiran firma rakibinin kendi strate-
jisini artirmasi durumunda alacag) marjinal faydayr azaltir dolayisiyla rakip firma
tiretimini kisar. Bu duruma strateji ikame denir. Bu durumda tepki fonksiyonlan
agsag1 egimlidir (Cournot oyununda oldugu gibi, Sekil 1.3’e bakin).

Simdi de oyunun dengesini bulalim, bunun igin her iki firmanin da en iyi tepki
fonksiyonlarin1 ayni1 anda ¢ozmemiz gerekir. Bu bize Bertrand-Nash dengesini
verir. Her iki tepki fonksiyonunu ayni anda ¢ozdiigiimiizde, her firmanin denge
fiyat diizeyini buluruz:

+ . 0Q+c
P =pP2= 2o
Bu denge sonucu da Cournot-Nash dengesinde oldugu gibi Pareto etkin degildir.
Ciinkii her iki firma igbirligi ile daha yiiksek fiyat belirleyebilir. Pareto baskin
sonuglar, Bertrand modelinde Sekil 1.5°de gosterilen es-deger kar fonksiyonlarinin
arasinda kalan alan, yani lens-gekli igindeki alan olarak gosterilebilir (Fakat bu
Pareto baskin sonuglar arasindan birini bagarmak yine zordur ¢iinkii en azindan
biri bu sonugtan sapma egiliminde olacaktir ve dolayisiyla bu sonucu siirdiirmek
zordur).
Kapasite kisitt altinda Bertrand modeli
Dikkat edilirse klasik Bertrand modeli gofda gercekci olmayan bir sekilde
firmalann herhangi bir kapasite kisit1 olmadan iiretim yaptifim varsaymaktadir.
Simdi bu varsayimi biraz degistirelim. Burada tanitacagimiz model Bierman ve
Fernandez (1998)’den adapte edilmisgtir.
iki firmanin da belirli bir mal giinde 0.5 ton kadar, sabit bir marjinal maliyetle
iiretme kapasitisine sabit oldugunu varsayalim. Gergi firmalann kapasite se¢imi de
stratejik bir kgrar olabilir. Fakat biz bu durumu burada incelemeyecegiz. Kisaca
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firmalarin belirli bir kapasitesi var ve bu kapasiteyi asgamadiklafin varsayiyoruz.
Her iki firmanin, 7 = 1, 2, maliyet yapisi agagidaki gibidir:

C = 0.25q;, eger0<gq; < 0.5
v oo, egerq; > 0.5

Eger firmalar ayni fiyat1 uygulamak zorunda kalsaydilar piyasa talebi asagidaki
gibi olurdu (ters talep fonksiyonu):

p:{ 2-(q1+q2) eerqi + g2 <2

0, egerq1 + q2 > 2 (1.15)

Kapasite kisii oldugunda, ilk once talep fazlasi durumunda tiiketicilerin
taleplerinin nasil kargilanacag) tamimlanmalidir. Bunun igin ¢ok sayida metot ta-
nmimlanabilir fakat biz burada mala en yiiksek fiyat: verenin mali alacagim varsayalim.
Omegin 2.firma 1.20 lira fiyat uygulasin ve 1.firma ise 1.30 lira fiyat uygulasin.
Tiiketiciler ilk olarak 2.firmadan 0.8 birim talepte bulunacaklardir ((1.15) denklemin-
den goriilebilir). Fakat |.firma bu talebin sadece 0.5 kadarlik kismim karsilayabilir
(ciinkii kapasite kisit1 0.5 tondur). Yani agin talep vardir. $ekil 1.6’da goriilebilecegi
gibi kalan tiiketiciler en az 1.50 lira kadar 6deme yapmak isterler. Fakat bazilan
1.20 lira ile bu mallan alirken, kalan tiiketiciler 1.firmadan 1.30 liraya mali daha
yiiksek bir fiyattan almak zorunda olacaklardir.

. 2 1.firmadan édemek
© istedikleri fiyat )
>
iz
15 2 firmanin en dugik
I fiyab
1.0
05 1.firmanin

kapasite kisiti

! 2.firmanin kaggilagtig

: asin talep
|
0

0.5 1

2
2.firmanin Gretimi

Sekil 1.6 Talep fazlasi durumunda ortaya ¢ikan durum

Simdi |.firmanin bakis agisina bakalim. 1.firmanin fiyatinin 2.firmanin fiyatin-
dan daha yiiksek oldugu varsayimini koruyalim. Yani sansh olan tiiketicilerin mah
2.firmadan aldiklan, kalanlann ise mecburen 1.firmaya yoneldikleri anlamina gelir.
1.firmanin ters talep fonksiyonu:
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_ 1.5 —q1, egerq; < 1.5
p= 0, egerq; > 1.5

1.firma fiyatin 1.5’ten daha fazla oldugu durumda satiy yapamaz. Omegin
1.firma 1.30 fiyatinda 0.2 birim satig yapmay: beklemektedir. Eger 1.firma 2.fir-
madan daha diigiik bir fiyat uygularsa, 1.firma en yiiksek ddemeyi yapmak isteyen
tiiketicilerin talebini karsilayacak 2.firma da artik talebi kargilayacaktir. Artik talebi,
q$, soyle tammlayabiliriz:

a_ J 1.5—pi,egerpa <p1 <15
@ = 0, eger pp < p; > 1.5

Simdi de 1.firmanin satig fonksiyonunu her iki firmanin uyguladig fiyatlar cinsin-
den tamimlayalim:

min{1.5 — p,0.5}, egerpo < p1 < 1.5
fmin{2 — p;,0.5}, egerp2 = pi < 2
min{2 — p;,0.5}, egerp; <pz2vep; <2
0, aksi takdirde

q1(p1,p2) = (1.16)

Yukandaki matematiksel ifade su anlama gelir: 1.firma fiyatin1 2.firmanin fi-
yatindan daha yiiksek belirlerse satiglan artik talep ve kapasite kisiti arasindan
en diigiik olam tarafindan belirlenir (birinci satir). Eger iki firma da aym fiyati
segerse, satiglar segilen fiyatta olusan piyasa talebinin (1.15) denkleminde belir-
tilen talep) yans: ve kapasite kisiti arasindan en diigiik olan tarafindan belirlenir
(ikinci satir). Eger 1.firma 2.firmanin fiyatimin altinda fiyat uygularsa, satiglan
piyasa talebi ve kapasite kisit1 arasinda en diisiik olan tarafindan belirlenir (iigiincii
satir). Bu durumlar disindaki herhangi bir durumda iiretim diizeyi sifir olacaktir
(dordiincii satir).

Denklem (1.16)’i daha iyi anlamak i¢in, 6megin 1.satir igin bir ek verelim.
Omegin p; = 1.4 ve p2 = 1.3 olsun. En diisiik fiyat 2.firmanin oldugu igin (1.15)
denkleminde verilen toplam talep fonksiyonundan 2.firma toplam talep miktan olan
0.7 ’nin (0.7 = ¢; + ¢2) 0.5’ini kargilar. Artik talebin ¢ = 1.5 — p; birimlik
kismim1 da 1.firma kargilar, yani 0.1 kadarlik kismim karsilar. Bu deger yani 0.1
miktan 1.firmanin iiretim degeridir. Ugiincii satirda ise 1.firma daha diigiik bir fiyat
uyguladig igin piyasa talebini karsilar, segtigi fiyat diizeyi kisitin altinda veya ona
esit iiretimde bulunmasim saglayacaktir. Eger ﬁ\yatlm 1.8 segerse piyasa talebinin
0.2’ini kargilar fakat daha diigiik bir fiyat uygularsa, omegin 1.2 gibi, bu durumda
kapasitesi kadar iiretim yapar.
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1.firmanin kér fonksiyonunu goyle yazabiliriz:

(p1 — 0.25) min{1.5 — p;,0.5}, egerp, < p1 < 1.5
%(pl —0.25) min{2 — p;,0.5}, egerp, = p; < 2

(1 — 0.25) min{2 — p;,0.5}, egerp; <pavep; <2
0, aksi takdirde

1 (p1.p2) =

(1.17)

Bu kar fonksiyonu direkt (1.16) denkleminden gelmektedir (giinkii kar
fonksiyonu fiyat eksi marjinal maliyet garp1 satig miktandir). ilk énce mahkum
stratejilere (hig bir zaman oynanmasi rasyonel olmayan stratejiler) bakalim. Iki
strateji kiimesinin mahkum stratejilerden olustugunu goriiriizz marjinal maliyetin
altinda fiyat uygulamak (zarara neden olur) ve en yiiksek 6demede bulunacak
tilketicinin verebileceginden daha yiiksek bir fiyat uygulamak (satis olmayacaktir).
Bu yiizden mahkum olmayan stratejiler [0.25, 2] araliginda fiyatlar uygulamaktir.
Dolayisiyla kendimizi bu araliktaki fiyatlara odaklayacagz.

Ik once 1.firmanin tepki fonksiyonunu tiiretelim. 1.firmamn tepki fonksiy-
onunu tiiretirken 2.firmanin ii¢ farkl fiyat araliinda hareket edebilecegini biliriz:
(1) 025 < pp <1 (i) 1 < p2 < 1.5 ve (iii) 1.5 < po. Simdi her bir durumda
1.firmanin en iyi tepkisinin ne olduguna bakalim.

(i) Eger 1.firma, 2.firmanin [0.25,1] kapah araliginda bir fiyat segtigini
diigiiniirse, en iyi tepkisi ne olur? Bu aralikta en az 1 birim talep edilir, ki bu
iki firmanin toplam kapasitesine esit veya ondan daha biiyiiktiir. Sonug olarak
eger |.firma bu aralikta bir fiyat secerse ve bu fiyat 2.firmanin fiyatindan daha
diisiik veya ona esitse kapasite miktan kadar satig yapar. Bodylece bu aralikta 1
fiyatin1 uygulamak karin1 maksimize eden fiyattir. Egerl fiyatinin iistiinde bir fiyat
uygularsa ancak artik talebi kargilar. Birim bagina kan artsa da daha az mal satar.
Satiglardaki diigii kar marjindaki artigi bastinr ve toplam kar diiger. Bu yiizden
1.firmanin 1 fiyati uygulamasi, 2.firmanin bu fiyat araligindaki fiyatlarina verilen
en iyi tepkidir.

(i1) Fakat eger 1.firma, 2.firmanin (1, 1.5] araliginda bir fiyat sectigini diigiiniirse
en iyi tepkisinin ne olduguna bakalim. I.firmanin optimal stratejisi 2.firmanin
fiyatinin altinda bir fiyat uygulamaktir, p2 — €, burada € > 0 yeterince kiigiik bir
sayidir, ve boylece kapasite kadar satmaktir. Bunun sebebi olduk¢a agik: Eger
1.firma p» fiyatimi uygularsa her iki firma da piyasay paylagirlar ve satiglan %(2 -
p2) diizeyine diiger. Bu 1.firmanin 0.5 olan kapasitesinden daha diigiiktiir ¢iinkii
P2 > 1. Eger 1.firma 2.firmanin fiyatindan biraz daha yiiksek bir fiyat uygularsa,
yani p2 + €, satiglan daha fazla diiser, giinkii satiglan 1.5 — (p3 + €) diizeyine diiger,
bu da yine 0.5 diizeyinden daha diigiiktiir.

(ii1) Son olarak eger 1.firma, 2.firmanin 1.5 birimin iistiinde bir fiyat uygu-
ladigim diigiiniirse (p, > 1.5) en iyi tepkisine bakalim. Bu fiyatta, eger 2.firmanin
fiyat1 1.firmanin fiyatindan daha diisiikse, 2.firma tiim piyasay: alir ve 1.firmanin
satiglan sifir olur. Bu yiizden 1.firmanin kar maksimize eden stratejisi 1.50 fiyatim
uygulamaktir, bdylece tiim piyasayi ele gegirmek miimkiin olur. Bdylece kapasitesi
kadar satig yapacaktir. Dolayisiyla 2.firmanin bu fiyat araligina en iyi tepkisi 1.50
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fiyatim uygulamaktir.
Tiim tepki fonksiyonlan agagidaki tabloda gosterilmektedir:

2.firmann fiyati 1 firmanin en iyi tepkisi
025<p, <1 p1=1
l<p2<15 PL=p2—€

1.5 < py m =15

Benzer olarak 2.firmanin da en iyi tepki fonksiyonu elde edilir. Her iki fir-
manin tepki fonksiyonlarinin kesistigi tek bir fiyat vardir, o da 1'dir. Bu fiyat diizeyi
Nash dengesidir. Bu fiyatta firmalar kapasiteleri kadar satig yaparlar ve pozitif kar
ederler. Kisaca kapasite kisit1 altinda klasik Bertrand modelinin aksine firmalar
kar ederler. Aynica ilging bir sekilde eger firmalar yine kapasite kisit1 altinda olup
Cournot gibi rekabet etselerdi, Bertrand modeli ile aym denge sonucunu elde eder-
lerdi.

1.6.5 Hotelling Fiyatlandirma Modeli

Bir malin fiyatlandinlmasinda mala ulagma mesafesinin (firmanin lokasyonu)
onemli oldugu modellere Hotelling modelleri denir. Alic i¢in A bakkalindaki
peynirle, B bakkalindaki peynir arasindaki tek fark, eger fiyatlar ayni ise, hangi
bakkala gitmenin daha az maliyetli oldugudur. Tiiketiciler bu yiizden nerede ya-
sadiklarina bagh olarak farkli bakkallan segerler ve ancak fiyatlar arasindaki fark
yeterince biiyiikse bir bakkaldan digerine kayarlar.

Lokasyon modelleri literatiirde 6nemli bir yer tutar. Bu boliimde Hotelling’in
1929 yilindaki klasik makalesinde ifade ettigi fiyatlandirma modelini tanitacagiz.
Hotelling fiyatlandirma modelinde, firmalar veri lokasyonlar igin fiyat segerler.

Modelde a ve b gibi iki firma vardir. Bu firmalar Sekil 1.7°de gosterildigi gibi
T, ve Tp noktalarinda bulunmaktadirlar, burada £, < zp. Her iki firma da fiyat-
laniny, p, ve py, ayni anda segmektedir. Tiiketcilerin lokasyonu z € [0, 1] araliginda
homo jen (uniform) dagilmakta ve her tiiketicinin bir saticiy: segtigi varsayilmaktadir®.

0 X, Xp 1
Sekil 1.7 Hotelling lokasyonu
-«

Her tiiketicinin bir birim mal aldigim diisiiniiyoruz. Bagka bir ifadeyle tiiketici
talebinin, [0, 1] arahginda homojen dagildigini varsayiyoruz. Basitlik olsun diye

*Siirekli homojen dagihm (uniform dagilim) simetrik olasiik dagihmlanndan biridir. Bu
dagihmda ayni1 uzunluga sahip tiim araliklann olasikhiklan esittir. Tanim araligi iki parametre olan
minimum ve maximum degcrleri olan a ve b ile tammlanir, [a,b]. Olasilik yogunluk fonksiyonu
yOyle ifade edilir:

1

. N ] = a<z<b
f(‘t)_{ 0, z<aveyab>z
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firmalarin iiretim maliyetlerinin O oldugunu kabul edelim. Her tiiketicinin amaci
odedigi fiyat arti1 ulagim maliyetini minimize etmektir:

Uy noktasindaki aher = F* — I“i“{pa +c|za—x|, pp+c |zp — .’L‘l}, (1.18)

Burada F' malin tiiketiminden elde edilen fayday1 ve ¢ mesafe bagina katlanilan
maliyeti gosterimektedir.

Bir alicinin faydasi 6dedigi fiyata ve gitmek zorunda oldugu mesafeye baghdir.
Fiyatlar bir tarafa birakildiginda, £ = 0 noktasindaki alic1 igin iki satic1 arasinda
en ¢ekici olan firma, a firmasidir fakat £ = 1 noktasindaki alic1 igin en ¢ekici olan
firma b firmasidir.

z = 0 noktasindaki alict mali a firrnasindan alir eger

F — (py + cxy) > F — (pp + cxp),

(bu kosulun, z = 0 durumunu (1.18) fonksiyonunda yerine koydugumuzda alicinin
a veya b finnasindan aligveris yapma maliyetleri kargilastinlarak elde edildigine
dikkat edin) dolayisiyla

pa_pb<c(17b_l'a)u (1.19)

Benzer olarak r = 1 noktasindaki alici mal b firmasindan alir eger
F = [pa+ (1 = za)] < F = [po + c(1 = )},

dolayisiyla
Py — Pa < c(Th — T4). ! (1.20)

Simdi amacimiz iki piyasanin sininnda olan z* noktasindaki alicinin (yani iki
firma arasinda kayitsiz kalan alici) lokasyonunu bulalim. Dikkat ederseniz, eger
a firmas1 , noktasindaki aliciyr gekmek isterse, aym zamanda z > 1z, nokta-
larindaki tiim alicilan da geker giinkii T, noktasindan daha otedeki alicilarin her
saticidan uzakliklan ayni oranda artar. Dolayisiyla burada bilmek istedigimiz sey
T, ve xp arasinda kayitsiz bir alicinin olup olmadigidir. Bunu soyle bulabiliriz,
(1.18) denkleminden hareketle kayitsiz aliciyr bulabiliriz:

F — [pa+c(z* — z4)] = F = [pp + c(zp — z7)].

Buradan asagidaki esitligi elde ederiz,

Pb — Pa = (22" — 2, — ).

Sonug olarak kayitsiz kalan tiiketicinin lokasyonunu, z*, sdyle ifade ederiz:

1
z* = 5-[(po ~ Pa) + c(2a + 1)), (1.21)

Buradan hareketle sunu soyleyebiliriz, a firmasi, 0 ve z* arasindaki tiim
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tiiketcilere toplamda daha diigiik bir maliyetle (fiyat arti mesafe) hizmet ettiginden,
(1.21) denklemi a firmasinmin talebini gosterir. Bu yiizden b firmasinin talebi de
(1 — 2*) olur. Eger p, = p, ise (1.21) denkleminden z* = 3%1—“ olur ve dikkat
ederseniz beklenildigi gibi bu deger ¢ parametresinden bagimsizdir ¢iinkii fiyatlar
aym oldugunda her iki firmaya da esit mesafede olan tiiketici, kayitsiz tiiketicidir,
yani mesafeden kaynaklanan maliyeti dikkate almayacaktir.

Firmalann talep fonksiyonlarim bulduk, dolayisiyla her firmanin kar fonksiy-
onunu elde edebiliriz. 1.firmanin kar fonksiyonu p,x* ve 2.firmanin kar fonksiyonu
ise pp(1 — z*)’dir, burada x* degeri (1.21)’da tammlandig gibidir. Sirasiyla a ve b
firmalannin kar fonksiyonlarin1 agagida oldugu gibi daha agik bir sekilde yazalim,

1
Tq = pa%((pb _pa) + (:(J:a + -’L'b))‘

1
mp = py[l — 2—(.((;01, — Pa) + c(q + b))

Bu kar fonksiyonlanndan hareketle firmalann en iyi tepki fonksiyonlanni bu-
labiliriz. Bunu da her firmanin kar fonksiyonunu kendi se¢im degiskenine yani
fiyatina gore tiirevini alip sifira egitleyerek elde edebiliriz:

AT =0 ve dmy =0.

dpq dps
Bu iki birinci dereceden kosulun ayn1 anda ¢6ziimiinden Nash dengesi fiyat degerleri
bulunur. Bu denge fiyat degerleri sunlardir (siz de kontrol edin):

pa = (2+ .L,;}-}- Tp)c ve py — (4 .7:,;3 aTp)e (122)

Yukandaki ilk denklemden goriilebilecegi gibi, biiyiik z, degeri firmaya daha

fazla tiiketici saglayacagindan ve daha biiyiik x, degeri ise daha fazla rekabet ede-

bilecegi alicimin var olmasina yol agacagindan, a firmasi daha yiiksek fiyat uygular.

En basit durumda, yani z, = 0 ve 7, = 1 oldugunda her iki firma c degerine esit bir

fiyat uygular. Sonug olarak dengede karlar pozitiftir ve ulagim maliyeti ile birlikte
artar.

1.7 Yerel Noktalar

Daha 6nce gordiigiimiiz gibi bir oyunun hig¢ bir N}sh dengesi olmayabilecegi gibi
(Eslesen Paralar), ¢cok sayida Nash dengesi de olabilir (Cinsiyetler Savagi). Cok
sayida Nash dengesi oldugunda, hangisinin gerceklesecegini 6ngdrmek zordur. Bu
oyun teorisinin, dengenin ne olacagina dair beklenti olusturmada kargilagtig ciddi
bir sorundur.

Coklu Nash dengesinden kurtulmanin yani dengeyi rafine etmenin bir yolu
yerel nokta (focal point) yaklagimidir. Ekonomistler bazi oyunlann bazi Nash den-
gelerinin yerel 8larak bilinmesinden dolay1 daha fazla oynanabilecegini belirtirler.
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Schelling 1960 yilinda yazdig: “The Strategy of Conflict” adl kitabinda yerel nok-
tayr soyle tanimlar: “her bireyin beklentisi digerinin ondan yapmasini bekledigi
seyi beklemektir” (s.57). Bu duruma bu yiizden Schelling noktas: da denir.

Schelling bu kavrami daha iyi ifade edebilmek icin New York Oyunu (daha
sonra bu isimle yayginlik kazandi) denen bir oyun 6rnegi verir. Bu oyunda yann
biri ile New York’ta bulugsacaksimzdir. Fakat sorun nerede ve ne zaman bulugacag-
miz1 bilmemenizdir (bunun sebebi bir haberlesme problemi olabilir). Bu aslinda bir
sehrin herhangi bir zaman ve yerinde bulugsmaya dair bir koordinasyon oyunudur.
Schelling bu soruyu ¢ok sayida dgrenciye sorar, aldig1 cevap “6gle vakti Grand
Central Terminali” (New York’ta merkezi bir yolcu terminali). Aslinda mesele
nerede bulusulmasindan ¢ok (bu bir bar veya kiitiiphane de olabilir), 6nemli olan
sey bulugma yerlerinin sikhigi, genel kabul gormesi ya da gelenek
haline gelmesidir.

Tablo 1.27°de verilen bu oyunun iki Nash dengesi oldugu goriilir. Fakat bu
dengelerden biri olan her ikisinin Grand Central Terminalinde (G) bulugmalan daha
one cikar. Farkli yerlere gitmeleri durumunda faydalan her ikisi igin sifir iken, G’de
bulugmalar diger yerde (Empire State Binasi- E) bulusmalarindan daha fazla fayda
sagladigindan pareto baskin dengeye yonelmeleri beklenir. Yani dikkat edilirse G
her ikisinin de haberli oldugu bir yer, bulugmak i¢in en uygun yer diye diisiindiikleri
bir yer, yani bu anlamda yerel noktadir.

G E
G | 100,100 | 0,0
E 0,0 50. 50

/

Tablo 1.27 New York oyunu

Ornek 1.6

iki kisi yolda bulduklan 100 liray1 kendi aralaninda nasil boliigeceklerini dii-
siinmektedirler. Sonunda goyle bir yontem izlediklerini varsayalim; Her biri ayni
anda 100 TL nin ne kadarim paylagacaklarni ilan etsinler. Eger toplam talep 100
TL’den yiiksek olursa, her ikisi de bir sey elde edemiyecek, aksi takdirde birbirine
onerdiklerini alacaklardir. iki oyuncunun hareket kiimesi bu degerlerin segildigi
aralikur, yani A; = [0, 100] . Dolayisiyla elde edecekleri faydalan goyle ifade ede-
biliriz:

w1, 73) = T, egerci + 2 < 100
APLE2) = 0, aksi durumda

burada z;, ¢ = 1, 2 oyuncusunun 6nerdigi degerdir.
Bu oyunda ¢ok sayida Nash dengesi vardir ve bunlar agagida verilen esitligi
saglayan her (z, z2) kombinasyonundan olugur,

{(1‘1,272) € [0, 100] Ty + T = 100} .
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Kisaca 100 liranin herhangi bir paylagimi Nash dengesidir. Yani dmegin diger
oyuncu 40 sectiginde benim 60, veya digeri 70 sectiginde benim 30 segmem en
iyi tepkidir ve bu diger oyuncu igin de gegerlidir. Fakat bu oyun ¢ok sayida oy-
nandiginda, ¢cogu durumda dengenin (50,50) oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla 50-
50 paylagim yerel nokta goziikmektedir. Bu sonug belki de esitlik kaygilarindan
kaynaklanan bir sekilde gerceklesmektedir. Fakat bu denge formel analizle ifade
edilen bir sonugtan ¢ok gercek hayattaki gozlemlerle desteklenen bir durumdur.

Yerel nokta kavrami ¢ok saglam teorik temelleri olan bir kavram degildir. Daha
¢ok deneysel oyun teorisinin iizerinde durdugu bir konudur. Temel kalkig nok-
tas1 ¢cok sayida Nash dengesinin oldugu oyunlarda goriilen duragan durumlarla
uyumlu davramiglann varlhigidir. Bazi oyunlarda bazi dengelerin gerceklesmesi
daha olasidir. Boyle oyunlarda hareketlerin isimleri, dogasi veya ekstradan sahip
olunan bilgi oyunculan dnceden dengeye yonlendirebilir.

1.8 Piir Stratejilerde Nash Dengesinin Varhgi

Eslesen Para oyununda oldugu gibi her stratejik-bigimli oyun bir Nash dengesine
sahip olmayabilir. Fakat bir oyunda karma stratejiler cinsinden en azindan bir
Nash dengesinin var oldugunu biliyoruz. Bunun ispatim1 bundan sonraki bdliimde
gosterecegiz. Simdi burada sadece siirekli piir stratejilerde Nash dengesinin var
olma kosullarimi tartigacagiz. Bir oyun grubunun dengesinin (veya dengelerinin)
varoldugunu ispatlamak bu dengelerin incelenmesi i¢in de bir kolaylk sunar. Ciinkii
her oyun icin agik¢a denge olup olmadigini aragtirmaktan ve bos bir kiime ile
kargilagmaktan kurtuluruz. Bir oyunda Nash dengesinin olmamasinin dort tane
sebebi olabilir:

1. Sirsiz strateji uzay

Omegin hisse senedi borsasinda, Hasim aldig1 kredi ile istedigi kadar hisse
senedi, z, alabilir. Bu yiizden strateji kiimesi, alabilecegi hisse miktandir, [0, oc),
bu simirsiz bir kiimedir dolayisiyla kompakt degildir. Eger Hasim bugiinkii hisse
fiyatinin yarindan daha diisiik oldugunu diisiiniiyorsa, fayda fonksiyonu w(z) = =
oldugundan sinirsiz sayida hisse senedi alacaktir fakat agik¢a bu denge alimi ola-
maz. Eger aldig1 miktar 6rnegin 1000 ve altinda bir degerle simirlandinlsaydi,
yani strateji uzay: [0, 1000] olsaydi, denge alimi = = 1000 olurdu. Fakat bazen
strateji uzay: sonsuz da olsa, Cournot oyununda oldugu gibi, sinirsizlik sorun yarat-
maz ¢iinkii oyunun optimum degeri bir i¢ ¢6ziim geklindedir. Diger oyunlarda ise
sinirhlik ashinda doganin koydugu bir kisittir (%aman, kaynaklar gibi). Bu denge
¢Oziimlerinin varhigim kolaylagtiran bir durumdur.

2. Agik strateji kiimesi

Simdi de Tarkan’in stratejisinin = € [0, 100) oldugunu diigiinelim ve fayda
fonksiyonu m(z) = x olsun. Tarkan’in strateji uzay, [0, 100), simirhdir fakat kapali
bir kiime degildir, yani agik bir kiimedir. Tarkan 100’den az herhangi bir pozitif
bir sayiy1 secebilir fakat 100’ii se¢emez. Bu da dengenin olmadig1 anlamina gelir.
Ciinkii eger 99.9 degerini segse, bundan daha iyi bir se¢cim her zaman olacaktir

59



(agik kiime sendromu). Bu teknik bir problemdir eger strateji uzayim [0, 100] diye
yazarsak, denge ortaya ¢ikar, z = 100.

3. Kesikli strateji uzayi

Herhangi bir oyunda is¢inin az ¢aligmakla hig¢ calisgmamak arasinda bir segenegi
yoksa ig¢inin en iyi tepkisini olugtururken herhangi bir ¢aligma diizeyine ulagmasi
miimkiin olmayacagindan denge s6z konusu olmayabilir. Yani strateji kiimelerinin
konveks olmamasindan dolayi strateji uzaylaninda istedikleri bir noktaya varama-
zlar’. Bu dengenin olmasim engelleyebilir. Bu problem sadece kesikli strateji uza-
ylarina sahip 2 x 2 biiyiikliigiindeki oyunlarla simirli degildir. Daha ziyade strateji
uzayindaki bogluklardan kaynaklanir. Omegin, bir oyuncu {[0, 10], [90, 100]} ara-
liginda segimde bulunsun. Bu aralik siirekli, kapali ve sinirli bir kiimedir. Fakat
bu kiime konveks degildir ¢iinkii kiimede bosluklar vardir. Dolayisiyla optimal
hareket bu kiimenin elemani1 olmayan bir deger olabileceginden, oyunun dengesi
olmayabilir.

4. Konkav olmayan veya siirekli olmayan fayda fonksiyonlarindan tiiretilen
stirekli olmayan tepki fonksiyonlarinn varligi

Strateji uzaylan kapali, sinirli ve konveks olsa da dengenin varlig1 hala garanti
degildir. Nash dengesinin var olmasi igin tepki fonksiyonlaninin birbirini kesmesi
gerekir. Eger en iyi tepki fonksiyonlan siirekli degilse, birbirlerini kesmeyebilirler.
Sekil 1.8 iki oyunculu bir oyunda her oyuncunun O ve 1 aralifinda bir degeri strateji
olarak sectigi durumu gostermektedir. 1.oyuncunun, b;(s2) en iyi tepki fonksiyonu
her olasi s2 degeri igin bir veya daha fazla s; degeri seger. 2.oyuncunun by(s;)
tepki fonksiyonu, her olas1 s degeri igin bir veya daha fazla s, degeri seger. Sekil
1.8’in sol tarafindaki (a) panelinde E noktasinda bir N?sh dengesi vardir ¢iinkii iki
tepki fonksiyonu burada kesisirler.

Sekil 1.8’in sag tarafindaki (b) panelinde ise Nash dengesi yoktur. Burada prob-
lem 2.firmamin by () tepki fonksiyonun s; = 0.6 noktasinda siirekli olmamasidir.
Ciinkii bu noktada fonksiyon 0.7°den 0.3’e ziplar, yani kiigiik bir degisiklik fonksiy-
onunu by(0.6) = 0.7°den b2(0.6001) = 0.3 noktasina atar. Sonug olarak tepki
fonksiyon egrileri asla kesismez ve dolayisiyla bir dengeden bahsedilemez.

En iyi tepki fonksiyonlan iki sebepten dolay: siirekli olmayabilirler. Birinci
sebep, tepki fonksiyonun tiiretildigi fayda fonksiyonunun kendi veya diger oyun-
culann stratejilerine gore siirekli olmamasindan kaynaklanabilir. Klasik Bertrand
modeli buna 6mek verilebilir. ikinci sebep ise 1.oyuncunun fayda fonksiyonunun
konkav olmamasi durumunda ortaya ¢ikabilir. Eger fayda fonksiyonu konkav de-
gilse, bu fonksiyonun lokal maksimum degerleri olabilir, fakat global maksimum
degeri yoktur. Bu yiizden parametreler degistikge fayda fonksiyonunu maksimum
yapandegerler de diizgiin bir sekilde degil de bir noktadan digerine hizl bir sekilde
degisir.

SBir {z} kiimesinin konveks olmasi su anlama gelir: eger ; ve x, kimedeki iki nokta ise,
herhangi 6 € [0, 1] igin 821 + (1 — 6)z2 noktast da bu kiimenin igindedir. Yani iginden iki nokta
segilen bir kiime, bu iki noklayi birlestiren dogrunun iizerindeki tiim noktalan da igeriyorsa konveks
kiimedir.



S 0 sy 06 B “I
(a) Denge vardir (b) Denga yoktur

Sekil 1.8 Siirekli ve siireksiz tepki fonksiyonlari

Nash dengesi kavraminin yoklugunu veya ¢oklugunu Cournot oyunu iizerinden
tartisgalim. Daha 6nce Courmnot oyunu igin verdigimiz dmekler daha ¢ok talep
fonksiyonunun lineer oldugu ve marjinal maliyetin sabit oldugu 6dmeklerdi. Simdi
bunu daha genellegtirelim ve bu durumda ortaya ¢ikan dengeleri tartigalim. Yine
iki firmal bir piyasa olsun ve firmalarin segtikleri iiretim degerleri de g, ve g2 ol-
sun. Maliyet fonksiyonlan c(q;) ve c(q2), ve talep fonksiyonu ise p(q) seklinde
ifade edilir, burada ¢ = q; + g2. Firmalar homojen mal iirettiklerinden her mal igin
piyasada ayn fiyat gecerlidir.

1.firmanin bakig agisim ele alalim. Cournot-Nash dengesinde, 1.firma veri ¢,
degeri i¢in ¢ lretim miktanm secer. Dolayisiyla q; degeri g2’ nin bir fonksiy-
onudur, g2 burada veri yani ekzojen degiskendir. 1.firma sectigi hareketin, yani
iiretim miktarinin, fiyat iizerindeki etkisini talep fonksiyonu iizerinden, p = p(q),
burada g = q; + ¢, gbzlemler:

Op _dp 9dq
dq1  dgOq
Bu arada 1.firmanin kar fonksiyonu ise goyle ifade edilir,

m = plg)q1 — c(q1)- (1.23)

1.firma kendi tepki fonksiyonunu, (1.23) denkleminde ifade edilen kar fonksiy-
onunu kendi strateji parametresine gore tiirevini alip sifira egitleyerek elde eder:

dm dp dc
— =D + —q] — — =
dq dq* dq
Bu da su anlama gelir:
d-p
Q= o (1.24)

burada ¢’ = dc/dq; ve p’ = dp/dq. Eger p(q) ve c¢(q) fonksiyonlarinin fonksiyonel
formlanm agik sekilde bilseydik, (1.24) denkleminden q; diizeyini, g, degerinin bir
fonksiydnu olarak ¢ozelebilirdik.
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Daha genel olarak, 2.firmanin iiretimindeki bir degisimin | .firmanin iiretiminde
yaratug: etkiyi bulmak igin 1.firmanin tepki fonksiyonundaki degisime bakmak
gerekir (yani (1.24)'de ifade edilen fonksiyonun ¢;’e gore tiirevi alinir):

d 1 d
_d(i B (p—)p" +p//a%) . C//:T((% _pl_plz%
dqo )? 4

(1.25)

Yukandaki (1.25) denkleminden, %%’i cekerek tepki fonksiyonun egimini bulmug
oluruz )
dp _ _ (p=cp" = ()
dgz  2(p")2 —c"p' = (p—c)p
Eger hem talep hem de maliyet fonksiyonu lineer kabul edilirse, yani p” = 0 ve
c” = 0 ise, (1.26)’de verilen denklem agagidaki gibi ifade edilir:
dg — (P)* _ 1

dgz ~— 2002 2

Fakat daha genel tanimlanmig bir modelde basit bir lineer modelin sonuglarindan
daha farklidurumlar s6z konusu olabilir. Talep ve maliyet fonksiyonlannin, fonksiy-
onel yapilarindaki 6zelliklere bagli olarak Nash dengesi olmayabilir veya ¢cok sayida
olabilir. Eger talep fonksiyonu konkav ve maliyet fonksiyonu konveks ise, yani
sirasiyla p” < 0 ve ¢ > 0 seklindeyse, fiyat marjinal maliyetten daha fazla
oldugu igin (p > ¢’), yukandaki (1.26) denklemi tepki fonksiyonlarinin negatif
egimli oldugunu soyler ¢iinkii 2(p')? — ¢"p’ — (p — c’)})” > 0ve(p—-c)p"” —
(p')? < O°dir. Eger tepki fonksiyonlan negatif egilimliyse, kesisirler ve dolayisiyla
denge olusur. Maliyet fonksiyonlarini genelde azalan getiriden (veya sabit getiriden
dolayi) dolay1 konveks kabul ederiz. Fakat talep fonksiyonu konkav veya konveks
olabilir. Eger talep egrisi lineer degilse, (1.26)’de ifade edilen denklem bize g¢ok
sayida Nash dengesinin olabilecegini gosterir (Sekil 1.9).

Eger talep konveks veya maliyetler konkav ise, p” > 0 ve ¢” < 0. tepki
fonksiyonlan pozitif egilimlidir. Bu durumda tepki fonksiyonlan kesismeyebilir ve
dolayisiyla denge olugsmayabilir. Bu problem ayni zamanda I.firmanin (1.23)’da
ifade edilen kér fonksiyonundan da goriilebilir. Eger p(q) konkav ise, kar fonksiy-
onu konkav olmayacaktir bu da karsimizda bir kar maksimizasyon problemi ol-
madig1 anlamina gelir ¢iinkii kar maksimizasyonu i¢in kar fonksiyonunun konkav
olmas: gerekir, yani 97 /0q® < 0.

Nash Dengesinin Ispati

Simdi Nash dengesinin varligim garanti altina alacak durumu daha teknik bir
dille ifade edelim. Dengenin varhigin1 gosteren en basit ispatlardan birini sunacagiz
(burada kullamlan matematiksel dil kitabin geneline gore daha geligkin olabilir,
ilgili matematiksel kavramlar i¢in kendiniz daha detayl inceleme yapabilirsiniz).

Bir oyunun Nash dengesi oldugunu gostermek igin s € DB;(s*;), Vi € N
durumunu saglayacak bir strateji profilinin oldugunu gostermek yeterlidir ((1.6)’e
bak).

(1.26)

/""°
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b,(a4)

/b1(Q2)

q,

Sekil 1.9 Tepki fonksiyonlarinin fonksiyel yapilartna bagl olarak gok sayida Nash
dengesi olabilir

Kiime-degerli bir B : S — S fonksiyonunu, g6yle tammlayahm B(s) =
xienBi(s_;). Boylece (1.6) basit¢e vektor formatinda, s* € B(s*), yazilabilir.
Sabit nokta teoremleri, B iizerinde s* € B(s*) durumunu saglayan bir s* degeri
oldugunu garanti eden kosullan tanimlar. Cok sayida sabit nokta teoremi vardir.
Biz burada bunlardan Kakutani (1941) sabit nokta teoremini kullanacagiz.

Kakutani Sabit Nokta Teoremi: X kiimesi, R’ nin kompakt ve konveks bir
alt kiimesi, yani X C R" olsun ve f : X — X asagidaki kosullan saglayan
kiime-degerli bir fonksiyondur:

e Tim z € X igin, f() bos olmayan ve konveks bir kiimedir.

o f grafigi kapahdir (yani {z,} ve {y,} 0yle ki tim n'ler i¢in y, € f(zn),
In — T Vey, — y,dolayisiyla y € f(z)’dir). Bu yiizden z* € f(z*)
durumunu saglayacak bir z* € X degeri vardir®.
Eger her s* € S igin {s,- € 85;:(s;,8:) = s*} kiimesi konveks ise, ve S;
iizerinde tammlanan konkav-benzeri bir > ;tercih iligkisi varsa, agagidaki 6nermede
bulunabiliriz:

Onerme 1.3 Bir G = {N,(S;), (x)} stratejjk oyununda eger her i € N oyun-
cusunun S; stratejiler kiimesi, Oklidyen uzayin bog-olmayan kompakt, konveks bir

®Matematiksel olarak grafigi soyle tammlayabiliriz: Bir f : X — Y fonksiyonun (daha genel
olarak bir iligkinin) grafigi, {(z,y) | y € f(z)} kiimesidir. Eger f reel-degerli bir fonksiyonsa,
grafik basitge bunun hantasidir. Kapali grafik ise, fonksiyonun (iliskinin) grafiginin kapali kiime
olmasi demektir. Daha formel olarak ifade edersek, grafik iizerindeki herhangi bir nokta iizerinde
tanimlanan bir dizinin, {(zn,yn)}, n — o0 iken T, — =* ve y» — y* olmasi ve yakinsayan y*

degerinin grafik iizerinde olmasidir yani, y* € f(z*) olmasidir.
.
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alt kiimesi ve = tercih siralamas siirekli ve S; kiimesi iizerinde konkav-benzeri ise
stratejik oyunun bir Nash dengesi vardur.

Ispat. B : S — S fonksiyonunu, B(s) = X;enDB;(s—;) seklinde tammlayalim
(burada 3;. ¢ oyuncusunun (1.6)’de tanimlanan en iyi tepki fonksiyonudur). Her
i € N igin, B;(s_;) kiimesi bog-olmayan bir kiimedir ¢iinkii >; siirekli ve S;
kompakttir. B;(s_;) kiimesi ayn1 zamanda konvekstir ¢iinkii >;tercih iligkisi S;’de
konkav benzeridir. Son olarak B kapal bir grafige sahiptir ¢iinkii her >;iligkisi
siireklidir. Yani Kakutani teoremi ile B fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.
Dolayisiyla bu sabit nokta oyunun Nash dengesidir. ®

Bu sonug belirli kosullan saglayan stratejik-bigimli bir oyunun en azindan bir
Nash dengesi oldugunu belirtir. Daha 6nce gordiigiimiiz gibi bir oyunun birden
fazla dengesi olabilir. Aynica dikkat ederseniz yukarida verilen 6nerme bir oyun-
cunun sinirh stratejiye sahip oldugu oyunlarda gegerli degildir ¢iinkii boyle bir du-
rumda her oyuncunun strateji kiimesi konveks olmayacaktir.

1.9 Nash Dengesi Uzerine Yapilan Degerlendirmeler

Nash dengesi iizerine yapilan degerlendirmeleri iki baghk altinda toplayacagiz.
Bunlardan birincisi Nash dengesi ile ilgili bazi teknik problemler ve ikincisi ise
Nash dengesi iizerine yapilan tartigmalar ve elestirilerdir.

1.9.1 Nash dengesi ile ilgili bazi1 teknik problemler

Nash dengesi ile ilgili iki 6nemli nokta vardir. Budlardan biri dengenin rafine
edilmesi digeri dengenin se¢imidir. Dengenin rafine edilmesi demek, herhangi bir
oyunu makul oynamanin gerekli kogullarin belirlemek‘veya “kendisini-empoze et-
menin” gerekli ve yeterli kogullarin1 tanimlamaktir. Denge se¢imi ise ¢ok sayida
denge arasinda bazilanni eleyerek tahmin de bulunmay: kolaylagtirmaktir. Yani
birinci nokta bazi1 denge noktalarimin varligindaki problemlerle ilgilenirken ikinci
nokta denge noktalanindaki ¢oklugu bir problem olarak algilar.

Nash dengesi ekonomik uygulamalarda en fazla kargilagilan denge kavram
oldugu igin bunun ne demek oldugunu ve simirlanim gérmek 6nemlidir. Bunun
icinde ilk 6nce Nash dengesinin kargilagtigi bazi temel problemleri ifade edelim.

a. Nash dengesi bazi oyuncularin zayif baskin stratejilerinden olugabilir.

Daha once ifade ettigimiz bir durumdan bahsedelim. Tablo 1.28°de verilen
oyunda (a, a) Nash dengesidir. Bu denge zayif mahkum stratejilerden olugmaktadir.
Simdi bu dengenin makul olup olmadigina bakalim. Eger 1.oyuncu, 2.oyuncu-
nun « stratejisini oynayacagi konusunda kesin bir kanaate sahipse, («, ) sonucu
makuldur. Fakat eger oyunculardan herhangi birinin kafasinda rakibinin 3’y1 oy-
nayacagina dair bir olasilik belirirse, beklenen faydayr maksimize eden rasyonel
davranig § hareketini oynamaktir. Oyuncularin rakiplerinin davramglan hakkinda
“kesin” kanaatlere sahip olmalan nadir kargilagilan bir durum oldugundan, zayif
mahkum Nash dengesi makul goziikkmemektedir.
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« 1)

a 0010
3101133
Tablo 1.28

b. Nash dengesi tek degildir.

Dengenin ¢oklugu tahminde bulunmay: zorlagtiran bir faktordiir. Bu problemi
gidermek icin ¢ok sayida yontem uygulanabilir. Bunun igin modeli kuran kisi
oyunun kurallarina daha fazla detay ekleyebilir veya temel denge kavramina ilave
kosullar ekleyerek tek bir denge strateji profilinin ortaya ¢ikmasim saglayabilir.
Modeli kuran kisi Nash dengesini rafine edebilmek igin birden fazla metot kul-
lanabilir. Ornegin gok sayida Nash dengesi arasindan pareto baskin Nash dengesi
segilebilir veya oyun-6ncesi anlagmalar (gergi bunlar her zaman iizerinde anlagilan
dengeleri dayatmazlar) bazi oyunlar igin tek bir dengeyi empoze edebilirler veya
daha Once bahsettigimiz yerel nokta yaklagiminda belirtilen yerel bilginin insan-
lann davramglarnim yonlendirdigini ve dolayisiyla giinliik hayatta dengeye varmayi
kolaylastirdigini goriiriiz.

¢. Nash dengesi koalisyonlardan muaf degildir.

Tablo 1.29’da verilen oyuna bakalim. Bu oyunda dikkat edilirse, oyuncularnn
kendi aralanindaki bir 6n diyalogla pareto mahkum olan, (1,1) Nash dengesini
oynamamalan miimkiindiir. Yani eger oyuncular oyun-oncesi bir diyalogla koal-
isyon olusturarak, (1, 1) Nash dengesini oynamayip, her ikisi i¢in daha iyi sonuglar
doguran, pareto etkin bir denge olan (r,7) = (3, 3) strateji profilini takip edebilir-
ler. Bu anlamda Nash dengesi koalisyonlara direngli degildir.

l T
l]11,1]0,0
r|0,0]33

Tablo 1.29

Bu konuyu biraz formel tartigalim. G gibi stratejik-bigimli bir oyunun pareto
optimal Nash dengesi ¢* = (a}, ...., a};) olsun, bu durumda asagidaki kosulu sag-
layan b* = (b}, ....,b},) € N(G) gibi baska bir strateji profili yok demektir (burada
N(G), G oyunun Nash denge kiimesini gostermektedir),

wi(a”) < u;(b*), Vi € N.

G oyunun tiim pareto optimal Nash dengeleri kiimesini ise Np(G) ile gosterelim.
Iki kisilik bir oyunda pareto optimal Nash dengesi sonucu ozellikle ilgi cekicidir
(6n diyaloga miisaade edildiginde). Ciinkii boyle bir sonug bir sekilde gergekles-
tiginde oyuncular ne tek tarafli sapma motivasyonuna sahip olacaktir (Nash den-
gesinin istedigi gibi) ne de birlikte sapma motivasyonuna sahip olacaklardir (pareto
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optimalitenin istedigi gibi). Beklenilecegi gibi Tablo 1.29’da verilen G oyunun
pareto Nash dengesi kiimesi, N,(G) = {r.r}'dir. Fakat 6megin herhangi bir
Cinsiyet Savagi oyununda (Tablo 1.11 e bakin) pareto optimallik kavrami bize kesin
bir sonug vermez giinkii NV, () = N(-). Dolayisiyla Cinsiyetler Savagi oyununda
her iki Nash dengesi pareto optimaldir.

Pareto optimal Nash dengesinin, Nash dengesini rafine etmesi ancak Nash den-
gesi koalisyonlara kargi muafsa miimkiindiir. Bunun nedeni ise Nash dengesi ile
saglanan duraganliktan tek tarafli sapmanin rasyonel olmamasidir. Yani Nash den-
gesi, oyuncularin herhangi bir koalisyona dogru sapmalanindan dolay: daha yiiksek
bir fayda elde etmelerine imkan vermemelidir. Pareto optimal Nash dengesi bu
durumu diizeltir. Bireylerin tek tarafli sapmalannin rasyonel olmamasinin yaninda
oyuncularin tamamindan olugan bir koalisyondan sapmanin da rasyonel olmamasi
saglanir. Fakat dengeyi rafine etme gabasi problemi tamamen ¢dozmez. Asagida
pareto optimal Nash dengesinin, koalisyonlan dikkate aldifimizda tatminkar bir
sekilde daha rafine bir dengenin olugmasini saglamadigim gosteren bir ek veril-
mektedir.

Tablo 1.30’da verilen iig-kisilik oyuna bakalim. 1.oyuncu satir, 2.0yuncu siitun
ve 3.oyuncu da ! ve r matrislerini segsin.

L R L R
Uvul21,1| 1,0,0 Ul!l100]1,22
D}0001}1,1,-5 D|0,00]0,1,1

| matrisi T matrisi

Tablo 1.30

I4

Bu G oyununda pareto optimal Nash dengeleri aynizamanda Nash dengeleridir,
Np(G) = {(U, L,l), (U, R,7)} = N(G). Fakat koalisyonlann varlig1, yani oyun-
culann birlikte hareket etmeleri, (U, L, l) pareto optimal Nash dengesinin duragan
olmadigim gosterir. Oyunda 2. ve 3.oyuncular bir koalisyon kurarak, yani 1% ve r
hareketlerini oynayarak, (U, L, !) dengesinden sapabilirler.

Koalisyonlara kars1 muaf olan Nash dengesine kesin Nash dengesi denir. Yani
oyunculara 6n diyalog veya iletigim imkam verildiginde de aym1 Nash dengesi ko-
runuyorsa Nash dengesi kesin Nash dengesidir’. Kesin Nash dengesi, N(G) op-
timal Nash dengelerinin bir alt kiimesidir, Ns(G) C N,(G) C N(G), ¢iinkii bazi
pareto optimal Nash dengeleri koalisyonlara kargi direngli degildir. Yukandaki
omekte oldugu gibi: {(U, R,7))} = Ns(G) C Np(G) = {(U, L,1),(U,R,7)}.

d. Her Nash dengesi direngli degildir.

Nash dengesinin direngli olmas1 oyunculann fayda fonksiyonlarimin ¢ok az
degistirilmesi durumunda dahi oyun dengesinin degismemesi demektir. Maalasef
her Nash dengesi direngli degildir. Omegin Tablo 1.31°de verilen oyunda (U,L)
direngli bir Nash dengesidir. Halbuki (D,R) direngli bir Nash dengesi degildir.
Ciinkii 1.oyuncunun (U,R) strateji profilindeki faydasi biraz artsa, yani u; (U, R) =

"Kesin Nash dengesi kavramu ilk defa Robert Aumann (1976) tarafindan gelistirilmistir.
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€ olsa (e yeterince kiigiik pozitif bir sayidir), (D,R) profili Nash dengesi olmaktan
¢ikar.

L R
U|1,1{0,0
D|0,0]0,2

Tablo 1.31

1.9.2 Nash dengesine yapilan elestiriler

Oyun teorisinin zamanla daha formel ve biitiinliik¢ii bir teori olarak ortaya ¢ikma-
siyla birlikte ileri siiriilen teorilerin gergekliginin sinanmasi bir zorunluluk haline
geldi. Bunun igin reel aktorlerle laboratuar ortaminda deneyler yapildi. Bu deney-
lerin sonuglan bazen ileri siiriilen teorileri destekler nitelikte iken bazen de tam
tersine onlan tezatlar yonde olmustur.

Eger Nash dengesi ile gozlemlenen davraniglar arasinda bir ayrigma varsa bu
daha once belirttigimiz rasyonel davraniglar ve beklentilerin dogrulugu varsayim-
larninin sinanmasini gerektirir. Bazi oyunlarda bu varsayimlann ¢alistigi bazilarinda
ise caligmadig gozlemlenmektedir. Bu da teorinin daha da iyilestirilmesi ve daha
saglam bir zemine oturtulmasi gerektigini ima eder.

Nash dengesini deneysel olarak test etmek ic¢in her oyuncunun tercihlerinin
gercek oyuncularin tercihleri ile uyumlu olmasi gerekir. Omegin alinan parasal
miktarlarin fayda fonksiyonu ile uyumlu oldugunu diisiindiigiimiizde, yani insan-
larin sadece aldiklan para arttikga bundan memnun olduklarim diisiinmek bir gok
kiiltiirdeki aktorler i¢in dogru olabilir, fakat bunun her zaman dogru oldugunu
soylemek dogru olmayabilir. Hatta bu bazi kiiltiirlerde bencillik olarak algilanir.
Dolayisiyla aktorlerin bencil olup olmadigin1 kontrol etmedikge aslinda iki geyi
ayni anda test ediyor oluruz: ilki insanlar bencildir hipotezini, digeri insanlarin
davraniglarin1 Nash dengesi kavramina gore belirlendigi hipotezini. Baz1 durum-
larda her iki hipotezi de test etmek isteyebiliriz. Fakat sadece Nash dengesi teorisini
testetmek istiyorsak, bireylerin tercihlerinin bununla uyumlu olup olmadiklarindan
emin olmalyiz.

Stratejik bir oyunda hangi hareketler oyuncular tarafindan segilir? Rasyonel
karar-verme teorisine gore her oyuncu mevcut hareket kiimesi iginde kendisine en
yiiksek fayda veren hareketi seger. Bir oyunda, herhangi bir oyuncu igin en iyi
hareket genelde diger oyunculann hareketlerine baghdir. Yani bir oyuncu hareket
ettiginde diger oyunculanin da davraggslanni aklinda tutacaktir. Dolayisiyla her-
hangi bir oyuncu diger oyunculanin davraniglan hakkinda bir inang olusturmak
zorundadir. Her oyuncunun oyun hakkinda bir tecriibeye sahip oldugunu varsaysak
bile her oyuncu oyunu her seferinde ayn bir gekilde oynar. Yani bir oyuncu sadece
belirli spesifik oyunculann davraniglarina agina olmadig1 gibi, davranigim da her
kargilastig1 spesifik oyuncuya gore de diizenlemez.

67



Oyundaki herhangi bir oyuncu ¢ok sayida oyuncudan olusan bir toplulugun
sadece bazi iiyeleri ile karsilagir. Her oyun her seferinde rassal se¢ilmis oyuncularla
oynanir. Yani her oyuncu oyunda siirekli degisen ¢ok sayida oyuncu ile oynama
imkani bulur. Yani oyuncunun tecriibesi onu tipik spesifik oyuncular hakkinda degil
genel olarak oyuncular hakkinda inanglar olusturmasina imkan verir.

Nash dengesi kavram duragan durumlarla uyumlu bir kavramdir. Bu yiizden
bu kavramin iddia ettigi seyi deneysel olarak incelerken oyuncularin herhangi bir
oyunu oynarken kazandiklan tecriibe ile olugan davraniglan hakkinda gézlemlerimiz
onemlidir. Hep ayni1 oyuncu ile kargilagmis olsalardi boyle bir tecriibeye ihtiyag
duymayacaklardi. Zaten Nash dengesi kavrami da oyunun her seferde farkli kigilerle
oynandigim varsayar. Her oyuncu ya oyunu hep farkl kisilerle oynayip tecriibe
kazandigin1 ve diger oyunculann da ortalama nasil oynayacag hakkinda goriig
edindigini ya da oyuncularin zaten tecriibeleri oldugunu varsayar. Bir mek vermek
gerekirse, alicilar ve saticilar arasindaki etkilesime bakalim. Alicilar ve saticilar
siirekli bir etkilesim igindeler fakat siirekli etkilesimin ¢ofu eslesmelerin rassal
olarak gergeklestigi bir etkilesimdir. Cogu durumda, bir alic1 veri satici ile sadece
bir kez islem yapar veya siirekli fakat kargindakini tanimadan gergeklesen bir iglem
gerceklesmektedir (6megin biiyiik bir aligveris merkezindeki bir magazadaki satici
gibi).

Ozetle, caligtigimiz Nash dengesinin iki 6nemli unsuru vardr. ilk olarak, oyuncu
her karg1 oyuncu hakkinda olugturdugu inangla rasyonel se¢im modeline uygun
olarak hareketini seger. Ikinci olarak her oyuncunun diger oyuncularn hareketleri
hakkindaki inanglan birbiri ile tutarlidir. Yani Nash dengesinde oyuncular diger
oyuncularin oyunu nasil oynadiklarina dair agik dug‘.uncelen vardir ve diisiinceler
kendisini gerceklestiren niteliktedir.

Burada diger 6nemli bir sorun oyunculann birbiri hakkindaki inanglarinin kay-
naginin ne oldugudur, yani bu diisiinceler veya inanglar nereden gelmektedir. Bunu
agiklamaya caligan belirli goriigler vardir:

i. Oyun regetesi: Buna gore oyunun diginda bazilan oyunun nasil oynan-
mas1 gerektigi konusunda bir recete onermektedir. Bu regete duragan bir nitelik
gostermektedir. Yani her hangi bir oyuncu eger diger oyunculann da bu regeteyi
takip edecegine inanirsa bu regeteden sapmaz. Iste bu Nash dengesidir.

Omegin, bir danisman ¢ok sayida oyuncuya strateji tavsiyelerinde bulunmak-
tadir. Eger bazi oyuncular danigmanin tavsiye ettigi stratejilerin diginda strate-
jiler izlemeleri durumunda daha iyi sonuglar aliyorsa, bu tavsiyeler Nash den-
gesini veren nitelikte degil demektir. Fakat eger danigman Nash dengesini olugturan
stratejileri tavsiye etseydi, tiim oyuncular bu igten mutlu olacaklardir. Ciinkii bu
stratejilerden sapma gostermeyeceklerdir. Dolayisiyla mantikli, rasyonel ve iyi bir
damigman Nash dengelerini tavsiye edecektir.

ii. Rasyonel i¢cedoniikliik: Buna gore Nash dengesi bir oyunu oynamanin makul
bir yolu olabilir. Ciinkii diger oyunculanin ne yapacaklarina dair inanglan onlarn
rasyonel olmalan ile tutarhdir. Bu 6zellikle tek bir Nash dengesinin oldugu oyunlar
icin iyi bir agiklamadir. Fakat ¢oklu Nash dengeleri i¢in daha az ikna edici bir
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agiklamadir.

iii. Oyun-incesi diyalog: Buna gore oyunculann diyalog kurabilecegi bir oyun
oncesi safha vardir. Oyuncular bu safhada nasil oynamalan gerektigi konusunda
anlagabilirler. Bu anlagmalar kendisini empoze eden anlagmalar olugturabilir. Nash
dengesi oyuncular arasinda agik veya ortiik bir anlagma gibi de algilanabilir. Bu
anlagmaya bir kez vanldi mu, herhangi bir digsal belirleyici giice ihtiya¢ kalmaz.
Ciinkii her oyuncunun kendi ¢ikan eger digerleri de bunu takip eder bu anlagsmaya
uymaktir. Isbirlik¢i-olmayan oyunlarda Nash dengesini igeren anlagmalar ayakta
kalan anlagmalardir.

Aumann (1976) Nash dengesinin 6nemli bir varsayimi olan inan¢lann tutarhihig:
varsayimini bir 6mek iizerinden goyle savunur. Varsayalim siz yagmurun yann
yagma olasiliginin 3/4 olduguna inaniyorsunuz, ben ise bu olasihigin 1/4 olduguna
inamyorum. Bu beklentiler iizerinden bir iddiaya girelim, yani eger yagmur yag-
mazsa bana 1 lira vereceksiniz fakat eger yagmur yagarsa ben size 1 lira 6deyecegim.
Toplamda net kazang sifirdir (sifir toplamh bir oyun gibi), ¢linkii sizin kazancimz
benim kaybimdir. Fakat beklenen fayda diizeyleri boyle degildir. Her birimizin
beklenen faydasi: 3/4 olasilikla 1 lira, 1/4 olasilikla -1’dir. Ortalamada her birimiz
50 kurus (1 x %— 1 x % = 0.5) kazanmay bekleriz. Dolayisiyla beklentilerimiz bir-
birleri ile uyumlu degildir. Eger ikimiz de rasyonel bireyler isek ancak farkh bilgi
kiimelerine veya farkli kanitlara sahipsek anlasmamamiz s6z konusu olmahdir.
Fakat eger sahip oldugumuz bilgileri birbirimiz ile paylasmamiz s6z konusu ol-
saydi, ya da birbirimizi ikna etmek igin sahip oldugumuz bilgileri birbirimize sun-
saydik, beklentilerimiz birbirine yakinlagirdi. Yani beklentilerimizi revize etme
egilimi gosterirdik. Ikimiz arasindaki anlagmazlik bilgi paylagimi arttik¢a azalir,
beklentilerimiz birbirine yaklagir. Beklentilerin birbirine tam anlamiyla yaklastig:
noktada ise artik bahis anlamh olmaktan ¢ikar. Yani Aumann’a gore rasyonel olan
ve ayn1 diizeyde bilgiye sahip bireyler anlagsmamak iizerine anlagsmazlar.

Fakat Aumann’nin yaptig1 gibi inanglann kargihkl tutarliligini bu sekilde savun-
mak iyi bir kalkig noktasi olmayabilir. Ciinkii bu savunma oyunculann gergek
zaman iizerindeki diyaloguna dayah olarak gelistirilen bir argiimandir. Aumann
bu diyalogun nerede ve nasil yapildigim belirtmez. Boyle bir siireg olmadan da
anlagma s6z konusu olamaz. Aumann’in bu iddiasi 6zellikle tek seferlik oyunlar
icin ciddi bir problem olarak kargimiza ¢iksa bile etkilesimin birden fazla oldugu
oyunlarda daha makul bir agiklamaya doniigiir. Yani 6megin oyunu bir kez oy-
nadimz baktimz oyun sonunda (ex-post) birbirinizden farkli beklentilere sahip ol-
dugunuzu gordiiniiz, bir sonraki oyunda beklentileri revize etme yoluna gitmeniz
daha olas1 hale gelir. Oyunu tekrarlama sayisi arttikga beklentiler birbirine daha
fazla yaklagir.

Bu arada aym bilginin aym bgklentilere yol agtig1 diisiincesi de tartismal bir
konudur. Ciinkii subjektif beklentilerin farkhilhig1 sadece bilgi farklilhigna dayal ol-
mayabilir. Omegin bir at yanginda kazanan ata dair farkli beklentiler bahisgilerin
sadece atlann performanslanna dair bilgi farkhihgindan degil aym zamanda atlara
dair kendi farkl subjektif inanglanna da dayanir.
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iv. Evrim: Buna gore Nash dengesi oyuncularin davramiglarini diger oyuncu-
lara gore siirekli adapte ettikleri dinamik uyarlanma siirecinde ortaya ¢ikan olasi
duragan noktalardir. Bu tanim Nash dengesine evrimci bir bakig agisim yansitir ve
biyolojik evrimi tanimlamak igin kullanilir. Yani Nash dengesi bir oyun siirekli oy-
nandigindaortaya gikan sonugtur. Dolayisiyla Nash dengesi insanlann siirdiirmekten
mutlu oldugu istikrarl sosyal gelenekler gibidir.

Evrimci yaklagima gore oyuncular belirli stratejileri oynamaya programlan-
muglardir, 6megin ortalamaya gore hareket etmek gibi. Diger oyunculann fayda
diizeylerini bilmedikleri gibi stratejilerini de bilmemektedirler. Sosyal 6grenme
yoluyla kendi stratejilerinin toplumdaki oyuncularin ortalamasindan daha iyi mi
yoksa daha kétii mii olduklanini gozlemlerler. Omegin arabalarimi diger insanlarin
(komgulan ile 6megin) arabalan ile karsilagtiran insanlar oldugunu diigiinelim. Eger
komgulannin arabalannin kendilerininkinden daha iyi oldugunu diisiiniirlerse kendi-
lerinin iyi stratejilere sahip olmadigin1 ve komgularinin stratejilerini taklit etmeleri
gerektigini diigiineceklerdir. Ciinkii komgusu daha iyi bir strateji izlemis ki daha iyi
bir arabaya sahip olmus diye diigiinecektir. Bu biyolojide ortama uyum saglayan
tiirlerin daha ¢ok yavru vermesi gibidir. Fakat bu evrimci yaklasimin énemli bir
zaafi vardir, o da oyunculann rasyonelligini oldukga torpiiler ve onlan diigiinsel
anlamda ¢ok edilgen tanimlar.

v. Ogrenme: Buna goére denge teorisi cogu oyunun ilk agamalarinda oyunu
agiklamada zorlanirken, oyunun ilerleyen agamalarindaki dengeyi agiklamada daha
basanlidir. Bu denge-dis1 durumdan denge durumuna kayisl, insanlarin kendi ar-
alarindaki iligkilerden 6grendigi bilgilerle agiklamak miimkiindiir. Oyuncular ayni
oyunu zaman iginde ¢ok sayida oynadiklarindan dolay: hangi stratejileri oyna-
malan gerektigi konusunda daha fazla bilgiye sahip oluflar.

Oyuncular diger oyuncularin bir kara kutu oldugunu diigiiniirler buna gore ya
belirli bir stratejiyi oynadiklarim1 veya belirli bir olasilik dagilimina uygun olarak
stratejilerini rassallagtirdiklarim diigiiniirler. Oyuncular daha fazla bilgi topladik¢a
kara kutunun iginde nelerin dondiigiinii daha iyi anlamaya ¢aligirlar ve diger oyun-
culann stratejilerini de daha iyi tahmin edebilir hale gelirler. Olusturduklan inanca
uygun olarak en iyi tepki fonksiyonlarini olugtururlar.

Ogrenme modelleri bireyin rasyonel oldugu varsayiminda bulunur fakat
rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsayimin da bulunmaz. Gergekte oyuncunun
diger oyuncunun ne olduguna dair bilgisinin olmamas: stratejik etkilesimi ortadan
kaldinr. Bu da bireyin ge¢miste edindigi bilgiyi kullanmadigi anlamina gelir.
Dolayisiyla kargi oyuncunun stratejiler iizerinde bir makina gibi rassallagtirma yap-
tigim diigiinebilir. Ciinkii karg: tarafin ne oldugunu, yani rasyonel olup olmadigim
bilmemektedir.

Bu noktada onemli bir tartigma yapmak istiyoruz o da dengenin ortaya ¢ikma
siirecini tammlamak. Oyunu oynarken tecriibe kazanan oyuncular hakkinda bilgi
toplamanin g6yle bir zorlugu vardir: Oyunun dengeye yakinsadigini nereden biliy-
oruz? Ciinkii Nash dengesi sadece denge ile ilgilenmektedir. Dengeye giderken
oyunculann segimlerinin izledigi patika hakkinda ¢ok sey soylememektedir. Fakat

70



omegin Cournot oyunu o6ziinde bir dgrenme siireci igerir. Ogrenme sonucunda
denge gergeklesir. Simdi Cournot firmalarinin miktar rekabeti yaptig1 piyasada
dengenin nasil olustuguna bakalim. Bagka bir degisle Cournot uyarlanma mekaniz-
masina bakalim. Gergi Cournot modelinde biiyiik bir niifus yok fakat her firmanin
rolunu iistlenen bir aktor vardir.

iki firmali bir Cournot oyununda, : = 1,2, her firmanin stratejisi homojen
bir malin iiretim miktanini, ¢; € [0, 00), segmektedir. Her iki oyuncunun segtigi
vektor uzaymm da q ile gosterelim. ¢ oyuncusunun en iyi tepki fonksiyonunun
b1(q2) = arg maxg, u1(q1,g2) ve ba(q1) = argmaxg, u2(q;, g2) oldugunu biliy-
oruz. Coumot uyarlanma siirecinde, zaman periyotlan kesiklidir, dolayisiylat =
1, 2....seklinde ifade edilir. Oyunun ¢° = (q‘ll, q?) gibi herhangi bir strateji profil-
inde bagladigim varsayalim. Uyarlanma siirecinde her oyuncu her periyotta rakib-
inin bir 6nceki sectigi degere gore en iyi tepkiyi vermektedir, dmegin ¢ periyodunda
i oyuncusu ¢¢ = b,-(q‘_'il) puir stratejisini se¢gmektedir. Daha sonraki ¢ + 1 periyo-
dundaki tepki ise qf’“ = b;i(¢";) seklindedir. Cournot siireci bdyle devam eder. Bu
siirecin duragan durumu, strateji parametresi olan iiretimin bir daha degismeyecek
bir gekilde geldigi noktadir, ¢* = f(g*) yani ¢ = ¢* bir kez bu noktaya geldikten
sonra sonsuza kadar orada kalacaktir. Bu her oyuncu igin gegerlidir. Hi¢ bir oyuncu
stratejisini degistirmeyecektir, dolayisiyla Nash dengesidir, yani g7 = b;(¢* ;).

Bunu Sekil 1.10’dan takip edersek ne sdylemek istedigimiz daha iyi anlagilir.

9,
1.firmanin cn iyi tepki fonksiyonu

0
q;

s
q2 ----- : . q

: (9;.93)
2.firmanin en iyi tepki fonksiyonu
0 q¢ q 2

Sekil 1.10 Cournot uyarlanma siireci

En iyi tepki fonksiyonlannrqizdikten sonra siirecin nasil dengeye, (q7, ¢3),
geldigine bakalim. Firmalar denge-disindaki her periyotta iiretimlerini degistirirler.
Her firma diger firmanin bir 6nceki periyottaki iiretim miktann sabit diigiinerek
buna gore iiretim diizeyini belirler: 1.firma, 2.firmanin qg diizeyinde iiretim yaptigin
diigiindiigiinde en iyi tepkisi, en iyi tepki fonksiyonu iizerindeki iiretim miktandir,
yani ¢{’dir. Daha sonra 2.firma, 1.firmanin bu verdigi en iyi tepkiye kendi en
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iyi tepkisini verir. Yani kendi en iyi tepki fonksiyonu iizerindeki degeri olan g}
diizeyinde iiretir. Daha sonra bu sefer 1.firma buna en iyi tepkisini, ¢, verir. Siireg
bu sekilde iki tepki fonksiyonun kesistigi iiretim diizeylerine ulagana kadar de-
vam eder, yani g7 ve g3. Bu durum hangi baslangi¢ noktasindan baslarsa baglasin
degismez, dengeye yakinsar. Bu da Nash dengesinin global istikrarh oldugu an-
lamina gelir. Fakat ¢ok sayida Nash dengesi olsaydi vanlacak denge baslangig
noktasindan bagimsiz olmayacakti, bu yiizden de global istikrarh olmayacakt.

Dikkat ederseniz bu siire¢ kronolojik zaman anlaminda gergeklesmez, yani
siire¢ ”l.oyuncu, 2.oyuncunun iiretim diizeyini gozlemler ve bunu degistirmeye-
cegini diigiiniir ve daha sonra en iyi tepkisini verir. 2.firna da benzer sekilde
diigiinerek iiretimini seger ve siire¢ boyle devam eder” ciimlesindeki gibi gercek-
lesmez. Diger ifade ile bu fiiliyatta gergeklegen bir siire¢ olmaktan ziyade (yani her
agsamada firmalar iiretim kararlanni fiziksel olarak gergektirmezler), bir diigiinme
siirecidir. Dolayisiyla siireg zihinsel zaman iizerinden gergeklesir. Kronolojik za-
man iizerinden gerceklesmez. Yani firmalar o bunu yaparsa ben bunu yapanm
seklinde diisiiniir ve bu diigiinme siireci onlan dengeye tagir.

Dengeye bir kez vanldiktan sonra herhangi bir digsal soktan dolay1 dengeden
uzaklagma s6z konusu olabilir. Zaman i¢inde mevcut dengeye geri donmek zorunlu
olmadig gibi doniilmesi durumunda da bunun zaman almasi miimkiindiir. Fakat
eger sonunda lekrar ayn1 dengeye gelinirse buna dengenin dinamik istikrarli olmasi
denir. Simdi bu noktada Cournot dengesinin dinamik istikrarli olmasimin analitik
kosullanni tanimlayalim.

Herhangi bir oyuncunun, dmegin l.oyuncunun u,(q, ¢2) fayda fonksiyonun-
dan en iyi tepki fonksiyonunu, du,(q1,g2)/0q1 = O jrtiik fonksiyonel formdan
q1’in gekilmesi ile elde edebiliriz, yani kisaca 1.oyuncunun ¢ = b;(g2) seklinde
tepki fonksiyonunu buluruz®. Daha sonra értiik fonksiyon teoremini bu fonksiyonel
formda kullanarak tepki fonksiyonunun egimini buluruz:

32 2
day _ RS N w/%a (1.27)
dq 0%u1/0g:0q2

(1.27) denklemindeki ifadeyi dogrudan q; = b;(g2) tepki fonksiyonunun egimi
seklinde de yazabilinz:

dgz _ dby'(q1) _ _dge
dq dqy db1(g2)
Benzer olarak 2.oyuncunun tepki fonksiyonunun egimi su sekilde ifade edilir,
dgz _  0%up/0q:0q1 dg> _ dby(q)
dg ~ Pup/Pg O dgy | day

Dinamik istikrar igin gerekli kosul, tepki fonksiyonlannin egimlerinin birbirine

8Siirekli tirevlenebilir F(z, y) = 0 gibi ortiik bir fonksiyondan, egery = f(z) gibi bir fonksiyon
tanimlanabiliyorsa, ortiik fonksiyon teorcmi kisaca f'(z) = % = —% scklinde ifade edilir.
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oranlarinin agagidaki gekilde belirtildigi gibi 1’den kiigiik olmasidir:

dba(q1) ‘ dgz
<1
‘ dq dby(g2)
veya
Puy;  O%ua 02wy 0%uy

< .
091042 0q10q2, ~ 9%qr O%q2

Yani kisaca iki en iyi tepki fonksiyonunun egimleri arasindaki iligki Cournot den-
gesinin istikrarli olup olmadigin belirleyecektir.
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Sorular

1. Asagidaki ifadenin dogru mu yanlig m1 oldugunu belirtin ve cevabimzi an-
latan bir 6mek verin: “Statik bir oyunda bir oyuncunun baskin bir stratejisi
varsa, oyun sonunda mutlaka miimkiin olan en iyi neticeyi alir.”

2. Asagidaki sifir toplamli olmayan oyunlarda piir stratejilerdeki tiim Nash den-
gelerini bulun. Bu dengeleri bulurken attifiniz adimlan betimleyiniz.

a)
sol | sag
yukan | 2,4 | 1,0
asagi | 6,5 | 4,2
b)
sol | merkez | sag
yukan | 0,1 9,0 2,3
orta |59 73 1,7
asagt | 7,5 | 10,10 | 3,5
c)

sol | merkez | sag
kuzey | 2,3 8,2 106
yukan | 3,0 [ 4,5 6,4
asagr | 5,4 6,1 2,5
giiney | 4,5 23 5,2

3. Asagida verili oyunlar igin:

P R P R S
M|1,7]00 M|33|1,0]6,1
N |1,0]21 N|[01]|00|4,2

01,612,455

a) Kesin-baskilananlarin elenmesi (iterative elimination of strictly dominated
strategies) yontemiyle elenemeyen tiim piir stratejileri bulun.

b) Zayif-baskilanmayan tiim piir stratejileri bulun.
c) Tiim Nash dengelerini bulun.

d) Herhangi bir zayif-baskilanan strateji icermeyen Nash dengelerini bulun.
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4. Asagidaki oyunun sadece baskinlik kavrami kullanilarak ¢oziiliip ¢oziileme-
yecegini kontrol edin ve bir Nash dengesi bulun.

sol | merkez | sag
yukan | 4,3 2,7 04
asagr | 5,5 5,-1 -4,-2

5. Tavuk oyunu, Cinsiyetler Savagi1 ve Geyik Avi oyunlanna birer drek vererek
bu oyunlarn ardindaki temel mantig1 agiklayimz.

6. Asagidakitabloda iki oyuncunun faydalarn verilen tam bilgili statik bir oyunda

al | a2 | a3
sl 122(3,0]4,0
s2(133(20(1,0
s3[1,3(155]0,2
s4 (1,1 | 1,123

a) Tiim mahkum stratejileri eleyiniz. Bu elemenin ardindaki varsayimlar
nelerdir?

b) Bu oyunda makul (rasyonalize edilebilir) stratejiler nelerdir?

c¢) Piir strateji Nash dengesi (veya dengeleri) nedir?

7. Yildiz Teknik Universitesi iktisat boliimiinde oyun teorisi dersi alan bir grup
ogrenci birlikte bir lokantaya gidiyorlar. Her 6grenci yiyecegi yemegi ayni
anda segiyor. Fakat faturay: paylagiyorlar. Herkes esit oranda katkida (6-
demede) bulunuyor. Eger yemegin fiyat1 p ve katki pay: (6deme) z ise her
birinin fayda fonksiyonu agagidaki gibidir

U=pi—t

Oyunun Nash dengesini bulun, yani 6grenciler hangi fiyattan yemek yemeyi
tercih ederler?

8. iki firmali bir piyasa oldugunu varsayahm. Bu piyasada, marginal maliyet
sabit ve 1. ve 2.firma igin sirayla ¢c; = 12 ve c2 = 10’dur. Toplam talep
miktan Q = g, + g;dir. Talep fonkisyou ise

p=120- Q.

»
a) Eger firmalar Cournot gibi davranirlarsa her firma i¢in olusan Nash miktar
dengesi nedir? Kar diizeyi nedir?

b) Bertrand gibi davranirlarsa her firma igin olugan Nash fiyat dengesi nedir?
Kar diizeyi nedir?
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10.

12.

13.

c) Tekel (kartel) gibi davranirlarsa her firma i¢in olusan miktar dengesi nedir?
Kar diizeyi nedir?

d) Yukandakiiig farkli piyasa yapisinda ortaya ¢ikan sonuglan karsilastiriniz.
Miktar ve fiyat farkliliklarinin gerekgesini agiklayimz.

. Asagidaki sorulan agiklayiniz.

a) Her baskin strateji dengesinin bir Nash dengesi fakat her Nash dengesinin
bir baskin strateji olmadigin1 6rmeklerle gosterin.

b) Her baskin strateji dengesi bir mahkumlar ¢ikmazi midir? Omneklerle
gosteriniz.

Yagh bir kadin caddenin karsisina ge¢mek igin yardim istemektedir. Ona
yardim edecek sadece bir kisiye ihtiyag var; daha fazla kisi de yardimci ola-
bilir ama bunun kadina fazladan bir katkis1 olmayacaktir. Etrafta yardim
edebilecek iki kisi var; ayn1 anda yardim edip etmeme konusunda karar
vermeleri gerekiyor. Her biri yagh hamimin kargidan karsiya ge¢mesinden
(kimin yardim ettiginden bagimsiz olarak) 3 birim degerinde keyif alacaktir.
Yardimda bulunmanin maliyeti ise herkes i¢in harcanacak zamanin degeri
olan 1’e esit. Bu hikayeye uygun bir oyun kurun. Bu oyunun stratejik
gosterimini (matris) ve tiim piir strateji Nash dengelerini bulunuz.

. Zeynep ve Zeycan’in | litre meyve suyunu paylagmasi gerekiyor. Her birinin

¢ € [0, 1] litre meyve suyu tiiketimiyle elde ettigi (von Neumann-Morgestern)
fayda u(c) = \/c olarak veriliyor. iki kisinin de kerdi pay: igin bir 6neri yap-
masi gerektigini varsayin; Zeynep igin z € [0, 1] v¢ Zeycan igin y € [0, 1].
Teklifler aym anda ve birbirinden bagimsiz olarak yapiliyor. iki teklif z+y <
1 sartim saglarsa herkes 6nerdigi miktan aliyor. Aksi durumda kimse bir gey
almiyor. Bu durumu stratejik bir oyun olarak tanimlayin ve piir-strateji Nash
dengelerini bulun.

100 kisiden, oyunu kazanana verilmek iizere masaya birer TL koymasi is-
teniyor. Herkese O ile 100 arasibir numara se¢gmesi soyleniyor. Sectigi nu-
mara tiim se¢ilmis numaralann ortalamasinin 3’te 2’sine en yakin olan kisiye
odiil veriliyor. Hangi numarayi segerdiniz ve neden?

Sefikcan ve Erdem iki farkli odada bulunuyorlar. Oynayacaklan oyunun
kurallan ikisine de agiklamyor. Her biri su alti harften birini segmeleri is-
teniyor: G, K, L, M, R, V. Eger ikisi de aym: harfi secerse asagidaki odiilleri
alacaklar:

Harf |G|K|L|M|R |V
Sefikcan | 3 | 2 3 5
Erdem [ 6 | 5|43 ]|2]|1

(@)}
IS
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14.

16.

17.

Eger her biri farkl harf segerse ikisi de 0 alacaktir. Iki oyuncu da bu gizelgeyi
biliyor ve birbirlerinin bunu bildiklerini de biliyorlar. Bu oyunun tablosunu
¢izin ve tiim piir strateji Nash dengelerini bulun.

Iki oyuncu x; + x5 degerindeki bir kamu malim sunmak igin efor diizeylerini
aym anda segiyorlar; z;, z, € [0,1]. Bu segimlerin sonucu olarak elde ede-
ceklen fayda diizeyleri su seklide veriliyor:

wp(x) = (@1 + x2)vV1 — 2y

u2(z) = (z1 + 22)V1 — x9

Bu duruma tekabiil eden normal-bigimli piir strateji oyununu, G = (N, S, u),
belirtin. ki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlanm ve oyundaki piir-
strateji Nash dengeleri kiimesini bulun. Buldugunuz kiimeyi yatay eksenin-
nde z,’in ve dikey ekseninde z,’nin oldugu bir grafik iizerinde gosterin.

. Bir sermayedar ve bir ig¢i birlikte bir i yapmak istemektedirler.Sermayedar,

K kadar sermaye saglamakta ig¢i ise emegini L sunmaktadir. Birlikte yap-
tiklan iiretimde f(K, L) = VKL fonsiyonu ile ifade edilmektedir. Her iki
taraf da girdilerini K ve L’ lerini aym anda sunmaktadirlar. Sermayenin
birim maliyeti > 1/4 ve emegin birim maliyeti ise w > 1/4 kadardir.
Isci L gibi bir miktardan daha fazlasim sunamamaktadir. Sermayedar ve isgi
¢iktiy: esit oranda egit oranda paylagsmaktadir. Bu durumda makul stratejileri
bulun.

30 liralik 6diiliin oldugu bir oyun diisiinelim. 3 tane yanigmacivar; A, B ve C.
Her birinin 3 segenegi var: 15 liralik bilet almak, 30 liralik bilet almak veya
hi¢ bilet almamak. Bu segimi ayn1 anda ve birbirlerinden bagimsiz olarak
yapiyorlar. Bunu takiben verilen kararlara gére oyunun organizatorii odiilii
veriyor. Hig bilet alinmamigsa dogal olarak 6diil de verilmemektedir. Aksi
durumda yani bilet alindiginda 6diil en pahali bileti alana, eger sadece bir
kisiyse fakat eger en pahali bileti alan birden ¢ok kisi ise bu duurmda 6diil
bunlar arasinda paylastiriliyor. Bu oyunu strakejik bi¢cimde gdsterin ve tiim
piir strateji Nash dengelerini bulun.

Tiiketiciler tekdiize sekilde aligveris caddesinde 1 km boyunca dagilmistir.
Dondurma fiyatlan regiile edilmig ve tiiketiciler yiirimeyi sevmediklerinden
kendilerine en yakin dondurmacidan aligveris yapmaktadirlar. Dondurmacilar
caddedeki diikkanlarnnin yerlerini esanli olarak se¢mektedir. Eger aym nok-
tay1 secerlerse ayni rifiktarda satig yapacaklardur.

a) 2 tane dondurmaci oldugunu varsayimiz. Oyunun tiim piir-strateji Nash
dengelerini bulunuz. Oyunculann hareket kiimesi (yol iizerinde ala-
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18.

19.

20.

caklan poziyonlar) s; = [0, 1] seklindedir ve kazang fonksiyonlan ise

agagidaki gibidir:
9‘—;”1, eger s; < s;
boel) — 1 5 ¢
ui(%i,85) = 2 +eger 8i = 8§
8§; T8 -
1-— ’—21,egersi > 8

b) 3tane dondurmaci oldugunda higbir piir-strateji dengesi olmadigim gosteriniz.

Bir kdydeki giftgilerin sayisin1 I olarak alalm. Bu ¢iftgilerin her birinin
kdyiin ortak arazisinde inek otlatma hakk: vardir. Bir inegin iiretecegi siit
miktan ¢ayirda otlayan toplam inek sayisi olan N’e baghdir. Belli bir sayida
inegi olan (n;) ) bir ¢iftginin elde edecegi toplam siitiin miktar1 soye ifade
edilir: n;u(N). Aynca eger inek miktan kritik esigi gecerse verim sifira
diiger: N > N’ i¢in v(N) = 0. Burada v fonksiyonunun tiirevleri $oyledir:
v/ < 0vev” < 0. Her bir inegin maliyeti c ve inek sayisi kusursuz bir sekilde
béliinebilir olsun ve v(0) > c¢ oldugunu varsayalim. Ciftgiler e zamanh
olarak kag tane inek satin alacaklannakarar verecekler ve satin alinan inekler
¢ayirda otlatilacaktir.

a) Bu oyunu stratejik bigimli olarak yazin

b) Oyunun dengesini bulun ve sosyal olarak en uygun durum (social opti-
mum) ile kargilagtinn.

Kitapta gordiigiiniiz hotelling modelinin degi§liriln{i§ bir versiyonunu diisiiniin.
Bu sefer z noktasinda bulunan bir miisterinin fayda diizeyi dondurmasimi
A’dan alirsa v — pa — k(z — x4)? ve B’den alirsa v — pg — k(z — zp)?
olarak veriliyor, miisteriler ikinci dondurmadan negatif fayda elde ediyorlar.
Dondurmacilar iiretici girkete dondurma bagina ¢ < 1 lira ddiiyor.

a) Saticilar yerlerini aym1 anda segiyor. Bu etkilesimi stratejik bir oyun
olarak tanimlayin ve Nash dengeleri kiimesini bulun. Denge sonuglanni
tiiketici faydalan ve satic1 kdrlarn bakimidan degerlendirin.

b) Bu sefer dondurma fiyati diizenlemeye tabi ve belirli bir p > ¢ degeri
olarak belirleniyor. p + k < v olarak kabul edin. Bu durumda yerleri
[0, 1] araliginda homojen dagilan miisterilerden her birinin saticilarin
yerleri ne olursa olsun bir dondurma alacagim dogrulayin. Saticilarin
yerlerini toplumsal refah ( tiiketici faydalari ve saticikarlannin toplami)
maksimize edecek sekilde belirleyin (toplumsal olarak optimal nokta-
lan bulun).

l.oyuncu H ve L kartlarindan birini egit olasilikla almaktadir. 2.oyuncu karti
goremez. 1.oyuncu kartimin L oldugunu agiklar. Bu durumda 2.oyuncuya 1
TL 6deme yapmak zorundadir. Ya da l.oyuncu kartimin H oldugunu agiklar,
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21.

22.

23.

24.

bu durumda 2.oyuncu l.oyuncunun dogru s6yledigini kabul eder ya da kart1
gormekte 1srarci olur. 2.0oyuncu l.oyuncunun dogru sdyledigini kabul ederse,
I TL ddemek zorundadir. Eger karti gérmek isterse ve kart L ise 1.oyuncu
2.oyuncuya 4 TL o6der, kart H ise 2.oyuncu l.oyuncuya 4 TL 6der. Her oyun-
cunun strateji kiimelerini tanimlayimz ve bu oyunun Nash dengesini bulunuz.

Deterjan piyasasinda 2 firma vardir. Her iki firma da yeni iiriin gelistirmek
icin Ar-Ge yatinmi yapabilmektedir. Bu yatinmin maliyeti 1| milyon TL dir.
Her 2 firmada iiriinlerine kutu bagina 2 TL’den satmaktadir. Deterjanlara olan
toplam talep 4 milyon TL’dir. Uretim maliyeti kutu bagina 1 TL’dir. Eger
sadece tek firma Ar-Ge yatirnmiyaparsa pazarin %70’ini alir, aksi durumda
Pazar payim paylasirlar.

a) Kazang matrisini olugturunuz. Nash dengesini bulunuz. Oyunda baskin
stratejiye sahip midir? Pareto optimal sonuglar nedir?

b) Bir firna piyasaya yeni formiillii bir deterjan siirerse, toplam talebin 5
milyon kutuya yiikselecegini varsayin. Kazang matrisini olusturunuz.
Nash dengesini bulunuz. Oyunda oyunda baskin stratejiye sahip midir?
Pareto optimal sonuglar nedir?

Bir malin piyasa talebi asagidaki gibidir:

_ | 140 —q, egerq < 140
Pla) = { 0, diger durumlarda

a) Firmalann tepki fonksiyonlarin1 tanimlayimz.

b) Coumot dengesini bulunuz.

¢) Cournot dengesinin sonuglarini, tam rekabet piyasasi ve tekel sonuglarn
ile kargilagtiriniz.

d) Firmalar igin birdiger segenek ise tekel ¢ikti miktarinin yanisini iiretmektir.
Bu secenek firmalar igin daha iyi midir? Bunun neden Cournot dengesi
olmadigini agiklayiniz?

Ug oyunculu bir oyunda, 1.oyuncu satiri, 2.0yuncu siitunu, 3.0yuncu ise mat-
risi se¢gmektedir. Bu oyunun Nash dengesi nedir?

ve
L R L R
T [(6,3,2) [ (4,8,6) T 1(7,2,2) | (0,0,2)
B|[(2,3,9)] (4,2,2) B (9,4,8) | (0,0,0)

Bir malin piyasa talebi agagidaki gibidir:

100 — q, eger ¢ < 100
0, diger durumlarda

P(q) = {
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25.

26.

27.

28.

Piyasada 2 firma oldugunu varsayiniz, ve ortalama degigken maliyet c = 50
TL’dir. Firmalar fiyat iizerinde rekabet etmektedir.

a) Firmalarnn tepki fonksiyonlarin1 tanimlayiniz.
b) Bertrand dengesini bulunuz.

¢) Eger firma sayisi 3 olsaydi cevabiniz degisir miydi? Neden?

Ters talep foksiyonun P(q) = a — ¢ oldugu bir Cournot duopol piyasasinda
firmalanin asimetrik marjinal maliyetleri 1.firma igin ¢; ve 2.firma igin de
co seklindedir. Eger her firma i¢in 0 < ¢; < a/2 kosulu saglanirsa Nash
dengesi nedir? Eger ¢; < c2 < a ise Nash dengesi ne olur?

Asagidaki tabloda iki oyuncu arasinda oynanan statik bir oyunun fayda ma-
trisi verilmektedir. Fakat bazi degerler konusunda belirsizlik s6z konusudur.
Bu belirsizlik z ile gosterilmektedir.

L C R
T |20 I-x,1 |42
M|34 1,2-2x | 2,3
B | 142x,3 | 0,2 3,0

a) Oyunda B hareketinin kesin mahkum olmasini saglayan z: arahigim belir-
tiniz.
b) Mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu sonucunda 1. oyuncunun (T,

M) ve 2. oyuncunun (L,R) stratejilerine sahip olmasi igin = ne ol-
malidir? .

Eger bir oyun kesin mahkum stratejilerin tekrarli olarak elenmesiyle ¢6ziilii-
yorsa, bu oyunun sadece bir tane Nash dengesi oldugunu kanitlayiniz.

n tane ¢iftginin her biri maliyetsiz sekilde istedikleri kadar bugday iiretebil-
mektedirler. Buna gore toplam iiretim ¢ = ¢q; + g2 + ... + ¢ olmaktadir.
Bugday p fiyatindan satildiginda toplam talep ise p = e~ ¢ olmaktadur.

a) | birim bugday iliretmenin tiim kar-maksimizasyonu yapan ¢iftgilerin strate-
jilerini domine ettigini gosteriniz. Bu stratejinin ¢iftgiye ¢™ kadar kar
getirdigini gosteriniz.

b) Her giftginin 1/n kadar bugday iiretmesinin giftgiler arasinda olabilecek
en iyi anlagma oldugunu anlaumz. Bu durumda giftci bagina kdrin 1/en
oldugunu gosteriniz.

¢) xe~ ' ’in z = 1 durumunda en biiyiik oldugunu gosteriniz. Ciftgilerin
1/n kadar bugday iiretme anlagsmasina sadik kaldiklarinda daha fazla
kar edecegini gosteriniz.
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29.

30.

d) Bu durumun kamusal miilkiyet trajedisine rmek olup olmadigin tartigi-
niz. Bu tiir n-oyunculu oyunlar neden mahkumlar ¢ikmazi oyununa
Omektir?

Talep egrisinin @ = D(p), D(p) ‘nin negatif egimli oldugu ve en diigiik
fiyatin p oldugu 2 firmadan olusan bir piyasa oldugunu varsayiniz. En diigiik
fiyati veren firma tiim talebi alacaktir. Fiyatlar esit ise toplam talebi paylasa-
caklardir. Firmalarin iiretim maliyetleri yoktur.

a) Rakip firmanin monopol p,, fiyatindan daha yiiksek fiyatlandirma yapti-
ginda, diger firma igin en iyi cevabin monopol fiyatindan satig yapmasi
oldugunu gosteriniz.

b) Rakip firmanin p > 1 fiyatindan ya da monopol p,, fiyatindan daha diisiik
fiyatlandirma yaptiginda, diger firma igin en iyi cevabin p fiyatindan
daha diisiik fiyatta satig yapmasi oldugunu gosteriniz.

¢) Tek Nash dengesinin her iki firmanin da p = 1 fiyatlandirmas: yapmasi
oldugunu gosteriniz.

d) Piyasada 3 firmaolursaNash dengesi olugur mu? n firma oldugu durum
da Nash dengesi olugur mu?

Giizel bir gehirde iki gida firmasi bulunmaktadir; ekmek iireten 1. firma ve
peynir iireten 2. firma. Bir somun ekmegin maliyeti 1 lira iken bir kilo
peynirin maliyeti 2 liradir. 1.frimanin ekmek bagina fiyati P| ve 2.firmanin
bir kilo peynir i¢in fiyat1 P, ise sirasiyla haftalik satiglan ¢J; bin ekmek ve
Q- bin kilo peynir agagidaki denklemlere gore belirleniyor:

1 =10- P —0.5P,, QQ =12-05P — P

a) Bu iki firmanin en iyi tepki fonksiyonlarini bulun, en iyi tepki egrilerini
¢izin ve oyundaki Nash dengesi fiyatlarin1 bulun.

b) iki firmanin ortak hareket ettgini ve miisterek kan maksimize etmek igin
fiyatlan beraber belirledigini varsayalim. Miisterek kar1 maksimize
eden fiyatlar bulun.

¢) Nash dengesi fiyatlariyla toplam kdr1 maksimize eden fiyatlar arasindaki
farkin mantiksal bir agilamasini yapin. Miisterek kdr maksimizasyonu
neden bir Nash dengesi degildir?

d) Bu soruda ekmek ve peynir iki tamamlayici maldir. Eger elimizde ikame
mallar olsqdl en iyi tepki fonksiyonlan ve miigterek kdn maksimize
eden fiyatlar nasil degisirdi?
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BOLUM 2

Karma Stratejiler

2.1 Giris

Su ana kadar piir strateji dedigimiz anlagilmasi daha kolay ve gercek hayatta da
sikga karsilagilan stratejilerle analiz yaptik. Fakat eger oyuncularin piir stratejiler
iizerinde belirli bir olasilikla oynamalarina imkan verirsek, karina strateji dedigimiz
yeni bir kavramla kargilagiriz. Karma stratejide bir oyuncu sonugta kendi piir strate-
jilerinden herhangi birini seger, fakat hangisinin oynanacag belirli bir olasilikla
belirlenir. Piir strateji oyuncuya hangi hareketi segecegini belirten bir kural iken,
karma strateji ona bir hareketi hangi olasilikla segmesi‘gerektigini soyleyen bir ku-
raldir. .

Daha once gordiigiimiiz Eslesen Paralar oyununu hatirlayalim. Bu oyunun bir
piir strateji Nash dengesi olmadigin1 gormiistiik. Fakat sezgisel olarak yazi ve tura
arasinda bir tiir rassallagtirmanin da iyi bir strateji olabilecegi diisiiniilebilir. Bu da
tam anlamiyla bir karina stratejidir. Dolayisiyla dengenin varligi problemi aslinda
kendimizi piir stratejilerle sinirlandirdigimizdan dolay: ortaya ¢ikan bir durumdur.
Karma stratejinin kullanilmas! dengeyi garanti altina alir. Olusan*yeni dengeye
karmma strateji Nash dengesi denir.

Karma stratejilerin gergekte tam olarak ne oldugu, nigin kullanmldig: ve nasil
yorumlanmas! gerektigi oldukg¢a tartigmali bir konudur. En fazla kabul géren yak-
lasgima gore, bir oyuncunun piir stratejilerini rassallagtirmasindaki temel mantik,
kendi stratejileri hakkinda diger oyuncularin kafalarinda belirsizlik yaratmaktir.
Yani bir oyunda bir oyuncu bazen sag bazen sol oynayarak diger oyuncunun kendi
davranigim 6ngdrmesini engellemeye ¢aligir, dolayisiyla belirsizlik yaratir. Kendisi
hangi hareketi oynayacagini bilir fakat rakibi agisindan bir belirsizlik s6z konusudur.
Oyuncu bu belirsizlikten fayda saglayabilir. Havayolu sirketlerinin ne kadar bos
koltuga sahip olduklarin1 sdylemede isteksiz olmalarinin temel sebebi, hem diizenli
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yolcularin bos koltuk sayisina gore hareket etmelerini engellemek hem de son anda
yolculuga karar veren yolculari tesvik etmek istemeleri de yine benzer bir mantikla
anlagilabilir.

Bu boliimde karma stratejileri tanitmadan once belirsizlik altinda bireylerin
nasil karar verdiklerini ve beklenen fayda kavramini inceledik. Karma stratejil-
erde kesin baskinlik ve Nash dengesi kavramlarim sirasiyla inceledikten sonra be-
lirli oyun kategorilerinde ve oyuncularin siirekli se¢im degigkenlerine sahip olduk-
larinda olugan karma strateji dengesini inceledik. Daha sonra karma stratejilerde
dengenin varhigim gosterdik. Son olarak karma stratejilerde kullanilan kavram-
lara ihtiya¢ duydugumuz i¢in karma stratejiler boliimiine koymay tercih ettigimiz
bagdasik dengeyi inceledik.

2.2 Beklenen Fayda Kavram

Simdiye kadar gordiigiimiiz oyunlar deterministik oyunlardi. Bu gibi oyunlarda
oyuncular strateji profillerini kesin olarak bilirler. Bu yiizden bireylerin tercihlerini
deterministik faydafonksiyonu, u,. ile gosterebiliriz ve bunu bireyin kendi tercihleri
iizerinde siralama yapmasi icin kullanabiliriz. Omegin hareket kiimesindeki a ve b
gibi iki hareket arasinda bireyin tercihi agagidaki gibiyse,

w(a) > u(b),

birey a hareketini b hareketine tercih ediyor demektir, yani a = b.

Fakat ¢ogu durumda burada varsayildiginin tersine oyun sonunda elde edecegi-
miz faydayi bilemeyebiliriz. Hayatin her alaninda hareket ettikten sonra sonucunu
tam olarak bilemediginiz ¢ok sayida durum sz konusu olabilir. Belirsizligin, be-
lirliligin tersine olduk¢a yaygin bir durum olmasindan dolayi kitabin bu béliimiinde
ve ilerleyen boliimlerinde sik¢a kullanacagimiz belirsizlik kavramini ve buradan
tiireyen bir davranmig varsayimi olan beklenen fayda hipotezini tanitacagiz. Bu
hipotez bize belirsizligin oldugu oyunlarda dengenin nasil bulunacagi konusunda
oldukg¢a yardimci olacaktir.

Bazen hareketlerin kendileri belirli sonuglarin elde edilmesi igin yeterli degildir.
Ciinkii baz1 seyler insanlarin kontrolleri digindadir. Zamanin herhangi bir aninda
olasi ¢ok sayida durum s6z konusu olabilir ve bunlardan sadece biri gergeklesir. Bu
yiizden insanlar simdi aldiklar bir kararin sonuglarini yarin kestiremezler. Yarin
hangi durumun gergeklesecegini Doga’nin (Doga, oyun teorisinde bir oyuncu gibi
diigiiniiliir) belirledigini ve bildigini varsayiyoruz. Insanlar ise hangi durumun
gerceklesecegini bilmeseler de onlarin olas1 tiim durumlarin rassal bir gekilde be-
lirli bir olasilik dagilimina gore gergeklestigini bildiklerini varsayiyoruz.

Eger A olasi harekmtler kitmesi, D olasi durumlar kiimesi ve C olasi sonuglar
kiimesi ise, herhangi bir a € A hareketi ve herhangi bir d € D durumundan olugan
kombinasyon belirli bir ¢ € C sonucu liretir:

(d,a) = c= f(d,a).
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Eger bir durumu tam anlamiyla 6ngorebiliyorsak bu durum kesinlik igerir fakat
eger tam anlamiyla 6ngéremiyorsak belirsizlik s6z konusudur. Bu durumda olasi
tiim durumlara dair bir kanaat olusturmamiz gerekir. Yani [ kiimesinin her elemani
icin bir olasilik tanimlamamiz gerekir. Oyuncular beklentilerini durumlar iizerine
tanimlanmis olasilik dagilimlarina gore belirleyecektir.

Bir birey sonuglarini tam olarak dngoremedigi bir durumla kargilagtiginda nasil
karar verir? John von Neumann ve Oskar Morgenstern 1944 yilinda yazdiklan
“Theory of Games and Economic Behavior” adh kitapta bunun cevabim verdiler:
Bireyler beklenen faydalarin1 maksimize edecek sekilde davranirlar. Bu varsayima
beklenen fayda hipotezi denir.

Rassal durumlarda nasil karar verildigine gegmeden once, lotari kavramini
tanitalim. Genel anlamda lotari bir gans oyunu olarak bilinir, iizerinde belirli sayilar
yazilan ve segilen bir sayinin elinizdeki ile ayni olmasi1 durumunda kazandiginiz bir
sans oyunu. Fakat lotari aslinda belirli durumlar ifade etmek i¢in kullanilan 6nemli
bir kavramdir ¢iinkii herhangi bir rastgele segimle gerceklesen olaylar tamimlamak
igin kullamlabilir. Omegin herhangi bir mecburi hizmetin iilkenin neresinde yapila-
cagini belirleyen kura ¢ekimleri, konser biletleri talihlilerini belirlemek i¢in yapilan
cekiligler gibi ¢ok sayida alana uzatilabilecek bir mantiga sahiptir. Kisaca herhangi
bir belirsizlik durumunu bir tiir lotari olarak diigiinebiliriz. Bu yiizden rasyonel bir
bireyin farkli kesin-olmayan sonuglan nasil siraladigin1 anlamak igin farkl lotari-
leri nasil siraladigim anlamak gerekir.

Olasi N tane sonucun oldugu bir durumu tanimlayan sonuglar kiimesi
C = {Cy,.....Cn} verildiginde, C iizerine tammlanan bir basit lotariyi L ile
gosteriyoruz. Basit lotari C sonuglar kiimesindeki elemanlarinsirasiyla {p, ....,px }
olasiliklan ile belirlendigi rassal bir se¢imi tanimlar. Blrada Oomegin p; olasihig1 C;
sonucunun gergeklesme olasiligini gosterir. Bu olasiliklar negatif olmayan degerler
alirlar ve toplamlan bire esittir, yani p; > 0 ve Zfi , Pi = 1. Basit lotari $dyle de
gosterilir: L = (C1 : p1.C2: p2,.....CN : PN).

Omegin size soyle bir basit lotari 6nerilsin: zar atmay: kabul ederseniz 2 lira
kesin 6deyeceksiniz fakat zan attiktan sonra iizerindeki her nokta igin bir lira ala-
caksimz. Zan attiniz ve 5 geldi: yani 3 lira kazanghsiniz fakat eger | gelirse 1 lira
kaybimiz var demektir. Bu durumda sonug kiimesi, C = {-1,0,1,2, 3,4}. Eger
zar adilse her olayin gerceklesme olasilifi 1/6 olacagindan, lotariyi soyle yazabil-
irizz L=(-1: %,0 : %;1 : é,2 : é,B : é,4 : (l)) Benzer olarak, kesin bir durumu
bile lotari ile ifade edebiliriz, 6rmegin 10 liralik aldiginiz bir hediye igin: (10 : 1).

Simdi basit lotariyi formel olarak tanimlayalim.

Tamim 2.1 Herhangi bir basit lotari, L, bir olasuik listesi olarak tanimlanir, yani
L= (p1,...pn),pi >0,i=1,.., N ve Zfil pi = 1, burada p;,i sonucunun
gerceklesme olasiligidr.

Diger yandan bilegik lotari diye nitelendirdigimiz diger bir lotari tiirii vardir.

Bilesik lotaride sonuglarin bazilarinin kendisi basit lotaridir. Bilesik lotari iki a-
samalidir. Ilk asamada bir lotari gekilir, ¢ikan sonuglardan bazilari da basit bir
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lotari olabilir, yani bu lotari iginde de sonuglar belirli bir olasiliga bagh olarak
gerceklesebilir. Lotari iginde lotari s6z konusudur. Omegin bilesik lotariyi, birinin
bir ddiilii kazanmak igin 6nce yarigmaya katilacaklar arasina segilmesi ve son-
rasinda da tekrardan basit bir lotari ile kazanma imkanim tanimlamak igin kul-
lanabiliriz.

Bilesik lotarinin ilk agamasi hangi lotarinin, {L,, ..., L }, oynanacagim be-
lirlemektir. Eger bilesik lotarinin ilk agamasinda segilen lotari basit bir lotari ise,
ikinci agamasinda sonug belirlenir ve lotan sona crer. Fakat eger ikinci asamada
segilen lotari de bilesik ise, ikinci agsama iiglincii lotarinin segimi ile sonuglanir.
Ugiincii lotari de iigiincii asamada oynanir ve boyle devam eder gider.

Bilesik lotariler igindeki k = 1,,, K tane lotarinin her birinin belirli bir
secilme olasilig1 olsun, bunu da . ile gosterelim. Bilesik lotarideki her basit
lotarinin igindeki sonuglarin segilme olasihii ise, (pf,...,p%), k = 1, .., K, sek-
linde gosterilsin. Boylece bilegik lotarinin formel tanimini verebiliriz:

Tamim 2.2 K tane basit lotari olsun ve Ly, = (p%, ..., pX;) herhangi bir k lotarisini
gastersin. k basit lotarisinin segilme olasiif, « > 0, verildiginde,
(L1, ..., Lk @y, ...y i) bilegik lotarisi tiim basit lotarileri i¢eren bir lotaridir.

Herhangi bir bilegik lotarinin, (L, ..., Lg; o, ..., @), ona karsilik gelen in-
dirgenmig lotari diyebilecegimiz bir basit lotarisini, L = (py, ...., p,) hesaplaya-
biliriz, yani basit lotarideki olasiliklanin aynisini tiiretebiliriz: p; = o p} + . +
akpX i =1,..., N. Herhangi bir bilesik lotarinin indirgenmis lotarisi L = o L, +
... + ax Ly vektor toplamu ile de bulunabilir. Basit ve bilesik lotari iligkisini anla-
mayi kolaylagtirmak igin daha somut bir dmek verelim.

Ornek 2.1

L = (z,y,p) gibi basit bir lotarimiz olsun, burada z sonucu p olasilikla, y
sonucu da 1 —p olasilikla gergeklessin. $imdi de bilesik bir lotari tanimlayalim. Bu
sefer z sonucunun gergeklesme olasilif1 yine p olsun fakat y dogrudan bir sonug
olmaktan ¢ok basit bir lotari olsun. Bu lotarinin sonuglar da sirasiyla y; ve y2
seklindedir, y; 'in gerceklesme olasilif1 7 ve y2’nin gergeklesme olasiligiise 1 — 7
seklindedir, yani L = (z, (y1,y2,7),p).- Bu Oomekte indirgenmig lotari ise L =
(p, (1 = p)7,(1 — p)(1 — 7)) olarak ifade edilir. Sekil 2.1(a) ve (b) sirasiyla basit
ve bilesik lotarileri gostermektedir.

Bir karar alict nihai sonuglar iizerine tanimlanmis indirgenms lotariye gore
karar vereceginden biz de sadece basit lotarilerle (indirgenmis lotari de bir basit
lotaridir ¢iinkii) ilgilenecegiz.

Sonuglar iizerine tanimlanan alternatif lotariler kiimesi, £, yani sonuglar kiimesi
lizerine tanimlanmig tiim basit lotariler kiimesini alalim. Rasyonel bir bireyin £
iizerine tam ve gegisli tercihlere sahip oldugunu diigiinelim. Bu bize herhangi iki
lotariyi kargilagtirma imkan1 verir. Tercihlerin siralamasi tamdir: Eger sonuglar
kiimesindeki C ve C3 gibi iki sonug arasinda C sonucu C' sonucuna (C; > C»)
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Sekil 2.1 (a) Basit lotari (b) Bilesik lotari

veya C; sonucu C sonucuna tercih edilebilir (C2 > Ci) veya C, ve C3 sonuglar
arasinda kayitsiz olabilir (C; ~ C5). Yani birey sonuglar iizerindeki tercihini net
olarak ifade etmelidir. Tercih siralamasi gegislidir: Eger C,,C3’e ve C3,Cy’e
tercih ediliyorsa dolayisiyla C;, Cy’e tercih edilir yani C; > Ca ve Cy > Cj
ise C) = Cj. Bu o6zellik bireyin tercihlerini izlenebilir kilar, tercihlerinde bir tu-
tarsizligin s6z konusu olmamasini garanti eder.

Tercihlerin bu iki dzelligi bize beklenen fayda hipotezi igin gerekli ilk aksiyomu
verir, bu tutarlilik aksiyomudur.

Birinci Aksiyom (Tutarlilik). Swimrli sonuglar kiimesi, C, igin tammlanan £
lotariler kiimesinin elemanlar iizerinden yapilan tam ve gegisli tercih siralamasi
tutarlhidir:

Tutarhilk aksiyomu C sonuglar kiimesinin sonuglarin1 en kotiden en iyiye
siralama imkan verir. Yani aslinda lotariler iizerine yaglan tercih, sonuglar iizerine
tercih yapildigini ima eder: C; sonucunun C; sonucuna tercih edilmesi demek L,
lotarisinin L, lotarisine tercih edilmesi demektir. Eger lotariler iizerindeki tercih
siralamasi tam ve gegisli ise, C"deki sonuglarin benzer 6zelliklere sahip oldugunu
gorebiliriz. C sonug kiimesi sinirli oldugundan dolayi, C kiimesinin her zaman en
iyi ve en kotii degerleri vardir. Bunlan sirasiyla Cy ve Cy. ile gosterelim. Omegin
C = {1.5,1, -4, —7} sonug kiimesinde en kotii deger Cx = —7 iken en iyi deger
Cy = 1.5dir.

Simdi sadece en iyi ve en kotii sonuglardan olugan 6zel bir lotari tammlayalim:
L(p) = (Cy : p,Ck : 1 — p). Eger p olasihgim 0’dan 1’e artirarsak C sonucu
daha muhtemel hale gelir ve tersine C'x daha az muhtemel hale gelir. Sonug olarak,
p artikga L(p) lotarisi daha istenilir hale gelir. Bu da beklenen deger hipotezinin
ikinci aksiyomunu verir, monotonluk.

Ikinci Aksiyom (Monotonluk). Eger p > q ise, L(p) lotarisi L(q) lotarisine
tercih edilir.

Beklenen fayda teoremi igin ihtiya¢ duydugumuz diger aksiyom ise sireklilik
aksiyomudur.

Ugiincii Aksiyom (Siireklilik). Eger herhangi bir L, L', L" € L igin asagidaki
durum s6z konusu ise basit lotariler kiimesi, L, iizerine yapilan > tercih siralamast
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stireklidir:

{ac[0,1]:alL +(1—«)L' = L"} C[0,1],
{ac[0.1):L" = aL+ (1 —a)L'} Clo.1]

Bu aksiyoma gore olasiliklardaki kiigiik degisiklikler iki lotari arasindaki si-
ralamay: ¢ok etkilemeyecektir. Omegin araba ile seyahat evde oturmaya tercih
ediliyorsa, yeterince kiigiik bir 6liim kazasinin varligi dahil edildiginde bile hala
araba ile seyahat, evde oturmaya tercih edilir.

Dordiincii aksiyom bagimsizlik aksiyomudur. Basitge iki lotari arasindaki ter-
cih iligkisini iigiincii bir lotarinin varliginin etkilemedigini ifade eden aksiyomdur.

Disrdiincii Aksiyom (Bagimsizlik). Eger tiim L, L', L" € L igin ve o C (0, 1)
icin asagidaki durum s6z konusu ise basit lotariler kiimesi, L, iizerine yapilan >
tercih siralamasi bagimsizdur,

L-LisealL+(1—«a)Ll” = ol + (1 —«)L".

Kisaca eger iki lotariyi iiglincii bir lotari ile karmalagtinrsak tercihler degismez.
Siireklilik aksiyomu = tercih yapisini yansitan bir fayda fonksiyonunun varligini
ima eder: U : £ — R, yanieger U(L) > U(L’) ise, L = L’ oldugunu ima
eder. Bagimsizlik aksiyomu ise U(-) fayda fonksiyonu iizerine daha fazla yapi
empoze etmemize imkan verir. Bu da belirsizlik altinda karar vermenin temelini
olugturur. Bagimsizlik aksiyomu bize tercihlerin bir fayda fonksiyonu formunda
tanimlanmasina imkan verir. Simdi beklenen fayda tanimini verelim.

Tamim 2.3 Eger N tane sonucun her birine atfedilen u = (u,, ...., un) gibi fayda
degerleri varsa ve bu her sonug i¢in olasilik atfeden L = (py,...,pn) € L gibi bir
basit lotari s6z konusu ise, U : L — R fayda fonksiyonu, beklenen fayda formuna
(von Neumann-Morgenstern beklenen fayda fonksiyonu, kisaca vNM fonksiyonu)
sahiptir denir ve siyle ifade edilir:

N
U(L) =piug + ...... + pNuN = Z,-_lpiui' .1

Yukanda (2.1)'de ifade edilen U (L) fonksiyonu beklenen fayda fonksiyonudur.
Her olasi durumda elde edilen faydalarin, u;, ona kargilik gelen olasiliklan, p;,
1 = 1....,, N, ile ¢arpilmasi ve sonra hepsinin toplanmasi ile bulunur. Bekle-
nen fayda fonksiyonunu U(L) = E(u) olarak da gosterebiliriz, burada F bekle-
nen operatoriidiir. Omegin havaya atilan bir paramin yazi gelmesi durumunda 2
lira kazandiginizi, tura gelmesi durumunda ise 1 lira kaybettiginizi diiiinelim, bu
oyunda beklenen fayda fonksiyonunuz U(-) = E(u) = 3u(2) — 4u(1) olarak ifade
edilir.

Beklenen fayda fonksiyonu iki yararli 6zellige sahiptir. Bunlardan biri lineerlik
(dogrusallik) diye adlandirdigimiz 6zellik digeri de kardinallik 6zelligidir. Fayda
fonksiyonun lineerligi asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
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Tamim 2.4 Bir fayda fonksiyonu, U : L — R, su ozelligi saglarsa lineerdir:

U(Z:_l axLy) = Z:: kU (L),
bu kogul herhangi K lotarisi i¢in gecerlidir, burada Ly, € L,k = 1,...,K ve
(ay,....,ag) >0, Zk Lok =1
Lineerlik kisaca bir bilegik lotarinin faydas: basit lotarilerin beklenen degeri
olarak ifade edilebilir demektir. Diger yandan, eger beklenen fayda formu, mono-
ton artan lineer doniigiimlerle korunursa buna kardinallik diyoruz.

Tamm 2.5 U : £ — R fonksiyonu, L iizerine tammlanan = tercih iligkisini
gosteren bir vNM beklenen fayda fonksiyonu olsun. Bu durumda eger her L € L
icin V(L) = BU(L) + ~ durumunu saglayacak 3 > () ve v parametreleri varsa,
V : L — R fonksiyonu = tercih iligkisi i¢in tanimlanan diger bir vNM beklenen
fayda fonksiyonudur.

Basitge yukandaki tanim su anlama gelir: Her beklenen fayda fonksiyonunun
pozitif lineer doniisimii de ayni tercih yapisim1 igeren bir beklenen fayda
fonksiyonudur. Yani eger U(-) bir vNM fayda fonksiyonu ise, V(-) = gV(:) + v
fayda fonksiyonu da vNM ozelligini koruyan ve U(-) ile aymi tercih siralamasini
gosteren bir fonksiyondur. Fakat lineer olmayan transfromasyonlarda bu ozellik
korunamayabilir. Diger bir sekilde ifade edersek daha genel olarak tiim monoton
doniisiimler bir fayda fonksiyonu verir, fakat bu durumda beklenen fayda formu
korunmayabilir.

Simdi tiim bunlardan hareketle vardigimiz temel lddlayl beklenen fayda teo-
remini agiklayalim. :

Teorem 2.1 Basit lotariler kiimesi, L, iizerine yapilan > tercih siralamasin tu-
tarlilik, siireklilik ve bagimsizlik kosullarint sagladigint varsayalim. Her sonuca
w; (i = 1,..., N) gibi bir fayda degeri atfettiimizde, L = (p1,...,pn) ve L' =
(P}, ----, P ) gibi herhangi iki lotari igin su sonuca sahip oluruz:

N N
L>L eger Zi:l Uip; = Zi:l uipi.

Yani kelimelerle ifade edersek, eger bir karar alicinin lotariler iizerinde tercih-
leri tutarhlik, siireklilik ve bagimsizlik kogullarim sagliyorsa, karar alicinin tercih-
leri beklenen fayda formu ile ifade edilen bir fayda fonksiyonu ile gosterilebilir.

Yukanida verdigimiz aksiyomlar saglansa bile vNM fayda fonksiyonu direkt
gozlemlenemedigi igin beklenen fayda hipotezini test etmek zordur. Gozlemlenen
sey sadece bireyin iki ¢ift lotari arasindaki yaptig tercihtir. Fakat beklenen fayda
teoremi igin gerekli kogullarin test edilmesi bu teoremin test edilmesi seklinde
yorumlanabilir.

Belirsizlik konusu s6z konusu oldugunda bireylerin riske kargi tutumlannin
farklilig1 hakkinda da yararli bir kag kavrami tanitmak faydali olacaktir. Bireyleri

88



genel anlamda risk-notr, riskten-kaginan ve risk-seven diye ii¢ kategoriye
ayirabiliriz.

Lotari sonuglarinin para ile dlgiildiigiinii varsayalim ve bireyin tercihleri her
sonucun para ile dl¢iildiigii bir beklenen fayda fonksiyonu ile temsil edilsin. Eger
bir birey kesin sonuglu bir lotarinin sonucu ile ayni1 beklenen degeri veren bagka
bir lotari arasinda kayitsizsa bu birey risk-ndjtr bireydir. Yani boyle bireyler kesin
: liray1 almakla ortalamada x liray1 almak arasinda kayitsizdirlar. Bu bireylerin
fayda fonksiyonlari lineerdir, u(x:) = c¢x + b, burada z bireyin elde edecegi sonucu
gosterir, ve - > 0 ve b sabit parametrelerdir.

Eger insanlar sigortalanmayi diigiiniiyorlarsa tercihleri riskten-kaginan bir
bireyin tercihidir. Yani boyle bireyler kesin 2: liray: ortalamada x liraya tercih
ederler. Boyle bireylerin fayda fonksiyonlari, konkavdir, yani v = f(x) fayda
fonksiyonun ikinci dereceden tiirevi negatiftir, f”(x) < 0. Ornegin u = a\/z + b,
a > 0, fonksiyonu riskten-kaginan bir bireyin tercihini temsilen kullanilabilir.

Diger yandan, eger bir birey ortalamada x: lira almay: kesin x almaya tercih
ediyorsa risk-seven bireydir. Omegin ortalamada kendilerine ¢ok daha az bir gelir
saglayan bir piyango bileti alan insanlar risk-seven insanlar olarak diisiinebilir. Bu
bireylerin fayda fonksiyonlan ise konvekstir, yaniikinci dereceden tiirevi pozitiftir,
f"(xz) > 0. Omegin y = ax? + b, a > 0, risk-seven bir bireyin fayda fonksiyonu
olarak kullanilabilir.

Somut bir 6mek iizerinden ifade edersek bir bireyin baglangi¢ geliri wg olsun.
iki lotari arasinda tercih yapan bir birey olsun. Birinci lotaride, L), eger yaz1 gelirse
100 lira kazanacak fakat eger tura gelirse 100 lira kaybedecektir. Diger bir lotaride,
L,, ise, bireyin birinci lotariye katilmadan kesin olarak wy degerine sahip olmasi
s6z konusudur. Eger birey bu iki lotari arasinda farksizsa, yani U(L;) = U(L>)
(0.5 x u(wg + 100) + 0.5 x w(wg — 100) = u(wyg)) ise, birey risk nétr-bireydir.
Fakat eger birey iki lotari arasinda kayitsiz degilse, L; lotarisine katilmama karan
veriyorsa, yani U(L,) < U(L32), (0.5 xu(wg+100)+0.5 x u(wy—100) < u(wyg)).
Bu karan veren birey riskten-kaginan bireydir. Diger yandan eger birey birinci
lotariyi segerse, U(L;) > U(L2), (0.5x u(wg+100)40.5x u(wy—100) > u(wyg)).
Bu karan veren birey ise risk seven birey olarak nitelendirilir.

2.3 Karma Stratejiler Tamimi

Simdi yukarnda verilen kavramlarin yardimiyla sikga kullanacagimiz bir kavram
olan karma stratejiyi tamimlayabiliriz. Herhangi bir i oyuncusunun karma strate-
jisi i oyuncusunun piir strateji se¢imleri olan S; iizerinde bir olasihk dagilimidir,
bunu o; € A(S;) seklinde ifade ediyoruz. Eger i oyuncusu o; karma stratejisini
oynuyorsa veeger s; piir stratejilerden biriyse, yani s; € S;, bu durumda piir strate-
jlyi segme olasihig1 o;(s;) ile gosterilir. Bu yiizden karma strateji, o;, 7 oyuncusu-
nun piir strateji uzayindan, S;, [0, 1] araligina tanimlanmig bir fonksiyon olarak
gorebiliriz, yani o; : S; — (0, 1]. Bu arada ¢ oyuncusunun karma strateji uzayi ise
Y = A(S;) ile gosterilir.
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Karma bir strateji her s; € S; igin (0. 1] arahginda bir deger belirler. Her
oyuncu bir sefer oynanan bir oyunda sadece bir strateji seger, s; € S;. Bu yiizden
herhangi bir karma strateji o; € A(S;) Oyle olmal ki piir stratejilerle ilgili olasi-
liklanin toplami 1 olmahdir, yani )" .. s, @i(si) = 1. Bu ozellik 0; karma strate-
jisinin, S; iizerinde tanimlanan bir olasilik dagilimi olmasindan kaynaklanmaktadur.

Oyuncularin karma bir strateji profili n-sayidaki oyuncunun karma strateji-
lerinden olusur, yani 0 = (01....,0,), 0; € >_;, burada ) _; herhangi biri € N
oyuncusunun karma stratejileri uzayidir. Herhangi bir oyunun karma strateji pro-
filleri uzayi, ), bireylerin karma stratejiler uzayinin kartezyen ¢arpimdir, ) =
Xier Y_;, yani tiim strateji profillerinin kiimesidir, )~ = >, x>, x... x > .
Bu arada i oyuncusunun disindaki karma strateji uzay: ise ) _; = jen{i) Zj
seklinde ifade edilir.

Bir karma stratejinin, o; € )_,, her piir stratejiye pozitif olasihik atfettigi strate-
jilerden olusan kiimeye support (kisaca supp) denir, bunu daha formel olarak ifade
edersek,

supp(c;) = {si € S; = gi(si) > 0}.

Kisaca og; karma stratejinin support’u ¢ oyuncusunun oynayabilecegi tiim piir strate-
jileri barindinr: tim o; € Y, igin, supp (i) C S..

Sunu da unutmadan belirtelim aslinda her piir strateji sec¢imi, bu stratejinin
secilme olasiliginin 1 oldugu bir karma strateji se¢imine kargilik gelir. Dolayisiyla
her piir strateji bir karma strateji gibi de diisiiniilebilir.

Oyuncular kendi piir stratejilerini, s € S, segtiklerinde, ¢ oyuncusunun fay-
dasi u;(s) olarak ifade edildigini daha once belirtmi$tik. Oyuncular s piir strate-
jisini oynadiklari zaman hareketlerini rassallagtirmadiklarindan dolay: sonuglanan
fayda vektorii kesindir, yani deterministiktir. Simdi ailm soruyu soralim: Oyuncu-
lar karma stratejilerini, o € Y, oynadiklan zaman, faydalan nedir ve nasil ifade
edilir?

Bu durumda ortaya ¢ikan fayda diizeyleri artik olasiliklara baglh olacagindan
deterministik fayda fonksiyonundan bahsedemeyiz. Bunun yerine beklenen fayda
fonksiyonu yani vNM fayda fonksiyonu ile bireylerin tercihlerini ifade etmemiz
gerekecektir. Basitlik olsun diye i oyuncusunun o € >~ karma stratejiden beklenen
faydasim, U(-) veya Eu,(o) ile gosterebiliriz, burada U(-) wveya Eu; : Y, —
R seklinde ifade edilir (bu kitabin ilerleyen boliimlerinde bir notasyon kolaylig:
oldugu i¢in bazen beklenen faydayi, U(-) ve E'u; notasyonlan yerine dogrudan u;
ile ifade etmeyi tercih edecegiz).

Oyunculanin rassallagtirmalar  birbirinden bagimsiz oldugundan dolayi,
s = (81,....., Sn) strateji profilinin gerceklesme olasilif1 her i oyuncusunun s;
stratejilerinin oynanma olasiliklarinin ¢arpimina esittir. Karma stratejiye, o, uy-
gun olarak ¢ oyuncusunun s; € S; piir stratejisini oynama olasihig1 o;(s;)'dir. Bu
yiizden s strateji profilinin Pr(s) oynanma olasili1 oyuncular o karma stratejisine
gore hareket ettiklerinde her oyuncunun piir stratejilerinin oynanma olasiliklarinin

90



carpimudir:

Pr(s) = Pr((si,...,5n)) = Pr(l.oyuncu si)..... Pr(n.oyuncu s,)

=a(s1)e... on(sn) Ha’l(s

Oyunda ¢ = (o3, ...,0,) karma strateji profili oynandiginda ¢ oyuncusunun
beklenen faydasimi bulmak igin her olasi s € S piir stratejisine gidip bakmaliyiz.
Her piir strateji profili igin ¢ oyuncusunun beklenen faydasini buluruz. Tiim olasi
piir strateji profillerinin olasiliklarla agirliklandirilmig degerlerinin toplamui ise bize
bu oyuncunun beklenen faydasini verir. Yani oyuncular o karma strateji profiline
gore hareket ettiklerinde, ¢ oyuncusunun n—oyunculu bir oyunda beklenen faydasi
agagidaki gibi bulunur:

U(g) = Fui(o) = ZPr s)ui(s) = Z Hor] (s5) | sl 2.2)

SES $€S \j=1

Karma strateji profili, o, oyuncularin karma stratejiler listesidir. Her bir oyuncu
i¢in bir tane karma strateji vardir, o = {01,079, ...,0,}. Herhangi bir ¢ oyun-
cusunun karma stratejisi, ;, pir stratejilerine karsilik gelen olasiliklarin listesidir.
Bir sonucun gergeklesme olasilifin1 bulmak igin bu sonucu iireten piir strateji-
lerin segilme olasiliklarin1 hesaplamak gerekir. Yani eger piir strateji profili, s €
S, belirli bir sonucu iiretiyorsa bu sonucun olasilig1 bu profildeki her oyuncu-
nun segtigi piir stratejinin segilme olasiliklarinin ¢arpimina esittir (bagimsizhiktan
dolayi). Yukarida daha soyut bir diizlemde tanimlanan karma strateji kavramini bir
ornekle somutlagtiralim.

Ornek 2.2

iki oyunculu bir oyun diisiinelim. Her oyuncunun karma stratejisi Tablo 2.1°de
parantez iginde gosterilen degerlerdir. 1.oyuncu iki piir stratejiye sahipken, 2.oyuncu
ii¢ tane piir stratejiye sahiptir. Bu durumda oyunun strateji uzay: soyle ifade edile-
bilir:

S =35, x S = {(U,L),(U,M),(U,R),(D,L),(D,M),(D,R)} .

L(p) M(g R(O1-p-g9g)

U (t) 2,8 | 7,7 0,3
D(1-¢t| 1,5 | 7.4 9,6
Tablo 2.1
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1.oyuncunun karma stratejisi (t, 1 — ¢) seklinde sirah bir ikilidir: ¢ olasihkla U,
1 — t olasilikla da D stratejisini oynamaktadir, yani o (t,1 — t). Alternatif olarak
sOyle de yazabiliriz, Pr(U) = o, (U) = t, Pr(D) = a;(D) = 1 — t. Dolayisiyla,
].oyuncunun karma strateji uzayi, yani olasi tiim karma stratejiler kiimesi agagidaki
gibi ifade edilir,
Zl ={(t,1-t):te[01)}.

Diger yandan 2.oyuncu ii¢ tane piir stratejiye sahip oldugundan, karma strate-
jisi, a2(p, .1 — p — q), yani Pr(L) = o2(L) = p, Pr(M) = o2(M) = q ve
P(R) = 02(R) = 1 —p— q seklindedir. 2.0yuncunun karma strateji uzayi da soyle
ifade edilir,

22={(P,Q,I—P—QZP,QEO,P'FQS1}-

Simdi her piir strateji profili i¢in olasiliklar katsayr matrisini bulalim. Tablo
2.2’nin kutucuklarinda bu olasilik katsayilar hesaplanmig olarak verilmektedir.

L (p) M (q) R(1-p—gq)
U (t) tp tq tl-p-gq)
D(1-t) [ (I=-t)p|OQ-t)g[(1-)1-p—9q)

Tablo 2.2

Bu olasilik katsayilar matrisi 1.oyuncunun satir olasilif ile 2.oyuncunun siitun
olasiliginin ¢arpimu ile bulunur. Omegin (D, L) strateji profiline karsilik gelen
olasilik katsayisi basitge (1 — t)p’dir. Strateji profili s = (D, L) oldugunda yap-
tigimiz aslinda iki oyuncunun bu stratejilerine kargilik g'elen olasiliklan, o1 (D) ve
o2(L), birbiri ile carpmakutr veya bagka bir ifade ile:

HJ— 0j(s;) = a1(s1)o2(s2) = o1(D)oa(L) = (1 ~ t)p.

l.oyuncunun karma strateji profilinden beklenen faydasimi hesaplamak igin
Tablo 2.2’deki her fayda diizeyini ona kargilik gelen olasilik katsayisi ile ¢arpip,
sonra tiim kutucuklan toplarnz. Omegin 0 = (01,02) karma stratejisini
diigiindiigiimiizde, ki burada 1.oyuncunun U ve D piir stratejilerini o, = (1/6,5/6)
karma stratejisine gore rassallastirarak oynadigini ve 2.oyuncunun da L, M ve R
stratejilerini oo = (9/10, 0, 1/10) karma stratejisine gore rassallagtirarak oynadigini
varsayalim. Boylece 1. ve 2. oyuncunun bu karma strate ji profili i¢in beklenen fay-
dasini (2.2)'de tanimlandig: gibi hesaplayabiliriz.

l.oyuncunun beklenen faydasini (2.2)’den yararlanarak s$dylc buluruz,

Euy(0) = [tp(2) + tq(7) + t(1 —p — q)(0)]
+ [ =t)p(1) + (1 = )q(7) + (1 — t)(1 —p — q)(9)]
=t[p(2) + q(7) + (1 = p— q)(0)]+
1 =t)[p(1) +q(7) + (1 = p = q)9)]
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Bu da goyle ifade edilebilir:

r

1
Eu; = 'G—EU](U) + éEul (D)
19 1 5.9 18

1
=—(=24+07+ =0)+ z(—=1+0.74+ =9) = —.
6(1() 0.0+ 10 )+6(10 + +1() ) 10
Burada Eu,(U), l.oyuncunun U stratejisini kesin oynamasi durumunda elde ede-
cegi beklenen faydasi iken, Eu;(D) 1.oyuncunun D stratejisini oynadiginda bek-
lenen faydasidir.
2.oyuncunun beklenen faydasi da $6yle bulunur,

9 1
Eu, = EE’ILQ(L) + 0Fuy (M) + EEUQ(R)
9 1 5 1 5 1,1 5 5
= —(= =5 (= -4)+ —(= -6) = -.
1()(68+60)+()(67+6 )+10(63+66) 2

Benzer olarak Euy(L), Eua(M) ve Euz(R), 2.oyuncunun sirasiyla L, M ve R
stratejilerini kesin oynamasi durumunda beklenen faydalarini gosterir.

Karma stratejilerde tercihlerin vNW fonksiyonu ile tamimlanmasi (yani bekle-
nen degerler iizerinden tanimlanmasi) piir stratejilerle kargilagtinldiginda bir takim
farkliliklara neden olmaktadir. Bunlardan biri karma stratejilerdeki dengenin 6zelligi
dengenin sadece ordinal degerlere gore degil fayda diizeylerinin kardinal degerlerine
(sayisal biiyiikliikleri) de bagimh olmasidir. Ordinal siralamalar karma stratejil-
erde dengenin varlif ile iligkili iken kardinal degerler karma stratejilerin olasilik
degerlerini bulmak i¢in gereklidir. Yani fayda diizeylerini biraz degistirdigimizde
bu dengeyi etkilemezken, karma strateji olasihklar degisir'. Bu durumlan ifade
edebilecegimiz bir ek verelim.

Ornek 2.3

& Tablo 2.3’de verilen oyunda Sefik (1.oyuncu) ve Sahgiil (2.oyuncu) birlikte oy-
namaktadir. Tablo 2.3’de ordinal tercihlerle ifade edilen iki oyun yapi1 olarak bir-
birinin ayni1 olan iki oyundur. Her iki oyun da Mahkumlar Cikmazi oyunudur. iki

'Ordinal fayda herhangi bir segim kiimesindcki elemanlan en gok tercih cdilenden cn az tercih
cdilene gore siralar. Scgim kiimesindeki clemanlardan (mallar 6rnegin) clde edilen faydanin sayisal
degen, yani kardinal faydasi, ancak siralama yapmak igin kullanihr. Bu yiizden sayisal biiytikliikler
onemli degildir. Ornegin, kardinal fayda dondurmadan alinan faydanin yekerden alinan faydanin
iki kau oldugunu siyleyebilirken, ordinal fayda bunu soylemez, sadece dondurma gckere tercih
edilir der ve ne kadar yiddetle tercih cdildigi onemli degildir. Tercihin neden boyle oldugu yani
neden dondurmanin segildigi ekonominin konusu degildir. Bu yiizden tercihler veri alinir soziinii
kullaninz. Ekonomide kullandigimiz fayda fonksiyonlar: ise daha ¢ok tercihleri siralamak igin yani
ordinal amaglar igin kullanilir (u(a) > u(b) = a > b). Buyiizden herhangi bir fayda fonksiyonunun
herhangi bir pozitil monoton transformasyonu bu yapiy: yani siralama yapisini korur. Diger yandan
ordinallik sadece bireylerin kendi tercihleri igin yapilir. Kardinalligin yaptg: gibi bireyler arasinda
fayda kargilagirmas: yapmaz.
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oyunda da her oyuncu igin en iyi tepki kendisinin D, diger oyuncunun C’yi segtigi
durumdur, bundan sonraki en iyi sonuglar sirasiyla (C,C), (D,D) ve (C, D)'dir.

C D Cc D
2,203 C ]3304
3,0 1,1| D|40]1,1

C
D

Tablo 2.3

Fakat yukarida verilen tablolar vNM tercihleri ile ifade edildiginde iki farkli
oyundur. Omegin sol taraftaki tabloda Sefik’in (C,C) deterministik sonucundan
elde ettigi fayda, (D,C) sonucunun 1/2 olasilikla ve (D,D) sonucunun da 1/2
olasilikla gerceklestigi bir lotari ile aymdir, 2 = (1/2).3 + (1/2).1. Halbuki sag
taraftaki tabloda Sefik’in (C,C) deterministik sonucunda elde ettigi fayda onun bu
lotariden elde ettigi beklenen faydadan daha biiyiiktiir, 3 > (1/2).4+(1/2).1. Yani
sol taraftaki tablo Sefik’in (C,C) deterministik durum ile lotari arasinda kayitsiz
oldugu durumu gosterirken, sag taraftaki tabloda, bu oyuncunun (C,C) determinis-
tik durumunu lotariye tercih ettigini gostermektedir.

Kisaca bu iki tablo sunu gostermektedir. Bu oyunlar ordinal tercihler anlaminda
ayni stratejik oyun iken, vNM tercihleri agisindan farkl stratejik oyunlardir. Bu
yiizden fayda diizeylerini gosteren tablodaki sayilarin yorumlanmasi ¢ok agik ol-
mayabilir. Bu durumlarda Nash dengesini yorumlamak i¢in, makul bir varsayim
yapilabilir: Eger oyuncularin hareketlerini rassal olarak se¢gmelerine imkan ver-
ilmezse, fayda tablosundaki sayilar oyuncularin ordinal tercihlerini gosterir. Fakat
eger oyunculara hareketlerini rassallagtirma imkam verilirse, fayda tablosundaki
sayilarin beklenen degerleri oyuncularin sonuglar iizerine olugturulan lotarilere
doniik tercihlerini gosteren fayda diizeyleridir. '

2.4 Karma Stratejiler ve Kesin Baskinhk

Daha Once gordiigiimiiz baskinlik kavramini karma stratejilere genellestirebiliriz.
Piir bir stratejinin mahkum olup olmadigimi anlamanin yolu diger oyuncularin tiim
piir stratejilerine her zaman daha iyi bir tepki olacak bir karma stratejinin olup
olmadigina bakmaktir.

Tamm 2.6 G(-) gibi stratejik bir oyunda eger agsagidaki kogul gegerliyse o; € 3",
karma stratejisi, s; piir stratejisine kesin baskindur;

wi(04,8-;) > ui(s;,8-i), YVi€es_; €S, 2.3)

Bu tarimda eger egitsizlik egitlik halini alirsa ve egitsizlik en azindan bir s; i¢in
gegerli olursa s; stratejisi zayif-baskin olur.

Suna dikkat edin, 7 oyuncusunun bir s; piir stratejisinin g; gibi bir karma strate-
jiye mahkum olmasini diger oyuncularin s_; piir stratejilerine gore diisiiniiyoruz.
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Ciinkii veri bir s; stratejisi igin, o; stratejisi ((2.3) kosulunu saghyor) diger oyun-
cularin piir stratejileri igin gegerliyse, ¢ oyuncusunun karma stratejisi diger oyun-
cularin karma stratejileri, o —;, igin de gegerlidir. Ciinkii diger oyuncular o_; karma
stratejilerini oynarken,  oyuncusunun elde ettigi fayda, diger oyuncularin piir strate-
jilerini oynadiklar1 zaman elde ettikleri faydalarin bir konveks kombinasyonudur
(agirliklandinlmig ortalamasidir). Yani ¢ oyuncusunun o; karma stratejisinin diger
oyuncularin s_; piir stratejilerine baskin olmasi bu oyuncularin o_; karma strateji-
lerine de baskin oldugu anlamina gelir.

Kesin piir mahkum bir strateji diger oyuncularin karma stratejilerine en iyi tepki
olamaz. Ornegin i oyuncusunun s; hareketi o; karma strateji tarafindan mahkum
edilsin. Herhangi bir ¢ oyuncusu o; karma stratejisini ve diger oyuncular da o_;
karma stratejisini uyguladiginda i oyuncusunun beklenen faydasi u;(o;,0_;) olur,
bu fayda diizeylerinin agirhklandinlmis ortalamasidir. Diger oyuncular da her
hareketlerine atadiklan olasiliklarin (o_;) sonucuna goére beklenen faydalarini
hesaplarlar. Eger ] hareketi o; tarafindan mahkum ediliyorsa bu gu anlama gelir:
diger oyuncularin s_; stratejileri igin, u;(0s, ;) > ui(s}, s_;) demektir. Bu
ylizden ¢ oyuncusu o; karma stratejisini kullandig1 zaman, ¢ oyuncusunun beklenen
faydasi, diger oyuncularin karma stratejileri, o _;, veri ahndiginda s/ hareketini oy-
namasindan beklenen faydasindan daha fazla olacaktir. Yani kisaca kesin mahkum
bir hareket herhangi bir karma stratejide kullanilmaz, yani pozitif olasilikla agir-
landinlmaz. Karma stratejileri bulmak igin ilk 6nce kesin mahkum stratejilerin sil-
inmesi gerekir. Kesin mahkum bir stratejiye pozitif olasilik veren bir karma strate-
jinin kendisi de mahkumdur (mahkum stratejiye daha az olasilik veren bir bagka
mahkum stratejiye gore).

Simdi de agagida karma strateji ve baskinlik iligkisine dair diger bir takim
ozellikleri omekler iizerinden tartigalim.

1. Zayif mahkum olmayan piir stratejilere pozitif olasilik verilse bile karma
bir strateji kesin mahkum edilebilir. Tablo 2.4’de verilen oyuna bakalim. Oyunu
Birsen (1.oyuncu) ve Veli (2.0yuncu) birlikte oynamaktadir. Birsen’in U ve M
stratejilerinin her birini 1/2 olasilikla oynamas, Veli’nin ne oynadigindan bagimsiz

elarak, ona —1/2 gibi bir beklenen fayda saglar (bunu kolayca hesaplayabilirsiniz).
Bu karma strateji, ona her zaman 0 fayda saglayan D piir stratejisi tarafindan kesin
mahkum edilir. Dikkat ederseniz ne U ne de M stratejisi zayif mahkum olma-
malarina ragmen bu durum gegerlidir.

L R

Ul 1,3 =20
M[=20] 1,3
D[ 01 | 0,1

Tablo 2.4

2. Diger herhangi bir piir strateji tarafindan kesin mahkum edilemeyen bir
strateji, karma bir strateji ile kesin mahkum edilebilir. Tablo 2.5°de bu durumu

95



actklayacak bir orek verebiliriz. 1.oyuncu igin U stratejisi ne M ne de D stratejisi
tarafindan kesin olarak mahkum edilebilir.

L R
: L R R
UlL3]L0 M[Z0703]> M[03]— R

M40103] > pigrrs p st P B

D [0,1]31

Tablo 2.5

2. oyunucunun ne oynadifindan bagimsiz olarak l.oyuncunun U stratejisini
oynamasi ona her zaman | kazandirir. Fakat eger 1.oyuncu sdyle bir karma strate;ji
olusturursa: M ve D stratejilerini 1/2 olasilikla oynarsa, 2.0yuncu L hareketini
sectiginde 2, R hareketini segtiginde 3/2 kadar kazanir. Bu karma strateji 2. oyun-
cunun ne oynadiindan bagimsiz olarak, U stratejisini her zaman mahkum eder,
ciinkii 2 > 1ve3/2 > 1.

Bu oyunda ¢ok sayida karma strateji tamimlanabilecegini unutmamak gerekir.
Ornegin 1.oyuncu, 2.oyuncunun L stratejisine U stratejisinden daha iyi bir strateji
olusturmak icin M  stratejisini  1/4  olasihiginin  iistiinde oynamali
o1(M) > 1/4. Benzer olarak R stratejisine karsi yine U stratejisinden daha iyi bir
strateji olusturmak igin D stratejisini 1/3 olasihginin iistiinde oynamalidir, o1 (D) >
1/3. Dolayisiyla M stratejisinin 2/3 olasihiginin alinda oynanmasi gerekir,
a1 (M) < 2/3. Bu iki durumu da dikkate aldigimizda, su sonucu elde ederiz:
o1 (M) € (1/4,2/3) olmalidir (bu olasiliklarin dogrulugunu siz de kontrol edin).
Yani bu aralik i¢indeki degerleri saglayan tiim karma stratejiler U stratejisine her
zaman kesin baskindir. Tiim yapmamiz gereken amacimiza uygun karma strateji
olasiliklarini belirlemektir. )

Bu arada oyunda U stratejisinden daha yiiksek bir fayda saglayacak M ve D
stratejilerinden olusan uygun bir karma stratejisinin belirlenmesi ile U stratejisi
silinir. Bu silinme sonrasi devam eden oyunda 2.oyuncunun da L stratejisini silmesi
ile denge (D,R)’de olusur.

2.5 Karma Strateji Nash Dengesi

Siirekli eleminasyon yoluyla bulunan denge sezgisel olarak giiclii temellere otursa
bile bu tiir dengelere sahip oyunlar ¢ok degildir. Bu yiizden de karma stratejilerde
Nash dengesi kavramina bakmamiz gerekir.

Tamm 2.7 G = {N,(S,), (w;)} gibi stratejik bigimli bir oyunda, her i oyuncusu
igin o} stratejisi o*; stratejisine en iyi tepkiyse, (o},0* ;) karma strateji Nash

dengesidir, yani

Vs; € S;, ui(a;‘,o{i) > ui(si,a*_i) Vi, s; € S;.
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Burada 7 oyuncusu digindaki diger tiim oyuncularin karma strateji profilinin,
o_; € ) _;, oynandigim veri alirsak, i oyuncusunun en iyi karma stratejisi nedir?
Bunun cevabi 7 oyuncusunun en iyi tepki fonksiyonundan gelir, B; : > _; = Y,
ki bu fonksiyon, diger oyuncularin karma-strateji profil uzayim ) _;, 7 oyuncusu-
nun ), karma stratejileri ile iliskilendirir. Formel olarak ifade cdersek i oyuncusu-
nun problemi, her o_; € ) _, karma strateji profili i¢in, ¢ oyuncusunun karma
stratejilerinden olusan B;(o_;) C D, kiimesini bulmakur:

Bi(o-:) = argmax u; (04, 0-;),
a;

burada B;(o_;) nin bos bir kiime olmamasi, yani en iyi tepki olan bir karma strate-
jinin var olmasi igin, S; piir stratejiler kiimesinin bog olmayan ve sinirl bir kiime ol-
mas:1 gerekir (karma stratejilerde Nash dengesinin varligin1 daha sonra tartigacagiz).
Karma stratejilerde en iyi tepki fonksiyonlarini daha somutlagtirmak igin agagidaki
ornege bakalim.

Ornek 2.4

iki oyunculu ve her bir oyuncunun iki harekete sahip oldugu bir oyun diigiinelim,
1. oyuncunun hareketleri T' ve B iken, 2.0yuncunun hareketleri L ve R seklindedir
ve i(= 1,2) oyuncusunun fayda fonksiyonu u;’dir. 1l.oyuncunun o,(T) karma
stratejisi T hareketine atfedilen olasilig1 gosterirken, o) ( B) ise B hareketine atfedilen
olasihg gosterir (unutmadan o (T') + o1(B) = 1 ). Daha uygun bir gosterim igin
p = 01(T) ve 1 — p = o1(B) olsun. Benzer olarak, 2.0yuncunun karma strate-
jisinin L hareketine atfettigi olasilik ¢ = o2(L) ve R hareketine atfettigi olasilik ise
1 — q=o2(R)dir (62(L) + 02(R) = 1).

Oyuncularin amaci o ve o2 karma stratejilerini segmektir. Herhangi bir (s, s2)
strateji ¢iftinin gelme olasiligl, 1. oyuncunun s stratejisine atfettigi olasiligin
2.oyuncunun s2’ye atfettigi olasilifin ¢arpimina egittir. Tablo 2.6’da dort olasi
sonug i¢in karma strateji profili (o}, o2) verilmektedir. (T', L) sonucu pq olasilikla,
(T, R) sonucu p(1 — q) olasilikla, (B, L) sonucu (1 — p)q olasilikla ve (B, R)
somucu da (1 — p)(1 — q) olasilikla gergeklesir.

L(q) R(1-gq)
T(p) Pq p(l —q)
Bl1-p) [(1-p)g| QA -p)(1-4q)
Tablo 2.6

Bu olasilik dagihmindan hareketle 1.oyuncunun (o, 02) karmastrateji giftinden
beklenen fayda fonksiyonunu yazalim,

Eu (-) = pqui(T, L)+p(1=q)ui(T, R)+(1—p)qui (B, L)+(1-p)(1-q)ui(B, R)
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veya bunu §0yle de yazmak miimkiindir,

Eu(-) =plgw(T, L) + (1 = Qui(T, R)|+(1-p) [qu1(B, L) + (1 - q)ui(B, R)].
2.4)
Yukanda (2.4)’de ifade edilen ilk kare parentez igindeki deger 1.oyuncunun 7
piir stratejisini (yani 7T stratejisini 1 olasilikla oynuyor) oynadiginda ve 2.oyuncu-
nun o2 karma stratejisini oynadiginda beklenen faydasimi gosterirken, ikinci kare
parantez ise 1.oyuncunun B piir stratejisini oynadiginda ve 2.oyuncunun da yine
o, karma stratejisini oynadiginda beklenen faydasimi gostermektedir. Bu her iki
beklenen fayday: sirasiyla E1(T,03) ve E1(B,03) ile gosterelim. Bu durumda
l.oyuncunun (o, o2) karma strateji giftinden beklenen faydasi soyledir,

pE1(T,02) + (1 — p)E1(B, 03).

Dolayisiyla 1.oyuncunun (01, 02) karma strateji profilinden beklenen faydasi
2. oyuncunun o, karma stratejisini oynadiginda T ve B stratejilerinden beklenen
faydalarin agirliklandinilmig ortalamasidir.  Diger bir nokta 2.oyuncunun karma
stratejisi veri alindiginda, 1.oyuncunun beklenen faydas: p’nin lineer bir fonksiy-
onudur. Sekil 2.2’de goriildiigii gibi bu fonksiyon bir lineer dogru seklindedir ve
E\(T,o02) > E1(B, 02) durumunu gostermektedir.

E ()

PE\(T.a)+
(1-p)Ey(B.a2)

Ey(B.ap)

2 T p

Sekil 2.2 Birinci oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu

] .oyuncunun faydasinin p’nin lineer bir fonksiyonu olmasi dolayisiyla, 2.oyun-
cunun karma stratejisine verdigi en iyi tepkinin ii¢ olas1 durumu vardir:

i. Eger E1(T,02) > E1(B, 02) ise, l.oyuncunun en iyi tepkisi T piir strateji-
sidir (Sekil 2.2°deki gibi).

ii. Eger E1(B,02) > E\(T,o02) ise, l.oyuncunun en iyi tepkisi B piir strate-
jisidir (1.oyuncunun, p’nin bir fonksiyonu olan beklenen faydasi yukarida verilen
Sekil 2.2’ nin tersine negatif egimli bir dogrudur)

iii. Eger E1(T,02) = Ej(B, 02) ise, 1.oyuncunun tiim karma stratejileri aym
beklenen fayday: verir. Bu yiizden tiim tepkiler en iyi tepkidir (bu durumda Sekil
2.2 yatay eksenli bir dogru olur). Benzer sekilde 2. oyuncu igin de en iyi tepki
fonksiyonu tiiretilebilir.
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Bu boliimde son olarak, bir oyunun makul stratejilerini bulurken karma strate-
jileri de kullanabilecegimizi belirtelim. Simdi bu durumu bir dmek iizerinden
gosterelim.

Ornek 2.5

Tablo 2.7°de dikkat edilirse |.oyuncunun, 2.oyuncu hakkinda sahip oldugu hig
bir inang (yani hig bir bir olasilik dagilimi), B hareketini en iyi tepki yapmaz.

L R
L R R
;51 8'8 2': 5 T |30({01|—> T |01l |—> M ?1
B [1.100 M |00 ] 31 M 3,1
Tablo 2.7

Bunu agiklamaya ¢aligalm. Herhangi o(-) € [0, 1] igin, 2. oyuncu sahip
oldugu stratejileri (L veya R) hangi olasilik karmasi ile oynarsa oynasin T strate-
jisi, DB hareketine gore her zaman daha iyidir. Omegin 2. oyuncunun L hareketini
o(L) olasilikla oynamasi durumunda 1. oyuncunun T hareketini oynamasindan
elde edecegi fayda B hareketini oynamasindan daha iyidir, u,(T,0(L)) = 30 >
ui(B,o(L)) = o. Dolayisiyla B hareketini oynamak rasyonel degildir. Bu
yiizden 1.oyuncunun B hareketi elenir. Daha sonra tablodan takip edilebilecegi
gibi siirekli eleminasyon yoluyla kalan tek bir strateji profili vardir: (M,R). Bu
denge stratejisidir. Hem baskin strateji dengesi, hem makul strateji ve hem de Nash
dengesidir.

Burada dikkat ederseniz, 2. oyuncu, eger 1. oyuncunun B hareketini oynay-
acagim diigiinse, L oynamay: tercih edebilir. Fakat B hareketinin oynanacagin
makul gosteren bir inang yoktur. Dolayisiyla 2. oyuncu 1. oyuncunun B hareketini
oynayacagina inanmayacaktir. Bu da 1. oyuncunun, 2. oyuncunun L hareketini
oynamayacagini diisiinmesine neden olur, yani 1. oyuncunun inanglan R hareke-
tinin pozitif olasilikla oynayacag: seklindedir. 1. oyuncunun bu rasyonelligi veri
alindiginda, kendisi sonugta M hareketini oynayacaktir.

Simdi de oyun teorisinin bazi klasik oyunlarinda karma strateji Nash dengelerini
bulmaya galigalim.

2.5.1 Eslesen Paralar

Herhangi bir oyunun karma strateji Nash dengesini bulmak igin, basitge her oyun-
cunun sahip oldugu hareketleri genel olasilik parametreleri ile ifade etmekle baglanz.
Bunu Eslesen Paralar oyunu igin de yapalim. Bu oyunda her oyuncunun iki opsiy-
onu vardir: tura (T) ve yaz1 (Y). l.oyuncunun turay: p olasilikla ve 2.0yuncunun
da turayi q olasilikla segtigini diigiinelim. Olasiliklarin toplami ise 1 oldugundan 1.
ve 2.oyuncunun yaziy: se¢me olasiliklan sirasiyla 1 — p ve 1 — g olacaktir. Eslesen
Paralar oyunu Tablo 2.8’de gosterilmektedir.
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T(qg) Y(1-gq)
T (p) 1,—-1] -1,1
(1-p)|-1,111,-1

Tablo 2.8 : Eslesen Para oyununda karma strateji dengesi

Veri stratejiler ig¢in 1.oyuncunun beklenen faydasim yazalim. 1.oyuncu p
olasilikla turay: sectiginde, eger 2.oyuncu q olasilikla turay: segerse 1 lira kazanir
fakat 2.0yuncu eger yaziy: segerse 1 lira kaybeder (bu da 1 —q olasilikla gergeklesir).
Benzerolarak, 1.oyuncu 1—p olasilikla yaziy: segtiginde, eger 2.oyuncu g olasilikla
turay: secerse 1 lira kaybeder fakat eger 2.oyuncu yaziyi segerse 1 lira kazanir.

Boylece 1.oyuncunun beklenen faydasi sdyledir,

E(u) =p[g(1) + (1 —g)(=1)] + (1 = p) [g(=1) + (1 — ¢)(1)] (2.5)
=p(2¢— 1) + (1 = p)(1 - 2q).

Benzer olarak 2.oyuncunun beklenen faydas: ise asagidaki gibidir,

E(uz) = q[p(=1) + (1 = p)(1)] + (1 — ) [P(1) + (1 = p)(=1)] (2.6)
=q(1 -2p)+(1-¢q)(2p~-1).

Simdi karma strateji Nash dengesini olusturacak p ve g degerlerini bulalim.
Bunu da (2.5) ve (2.6)’de belirtilen beklenen fayda fonksiyonlarini maksimize eden
p ve g olasiliklarini bularak yapanz. 1.oyuncunun (2.5)’de belirtilen fayda fonksiy-
onunu maksimize eden deger, bir kdge ¢6ziim olabilir;’yani p =0vep = 1. Bunlar
l.oyuncunun piir stratejileridir, yani p = 1 iken l.oyuncu her zaman turay: oy-
nar ve p = 0 iken ise l.oyuncu her zaman yaziy: seger. Diger bir durum p’nin
bir i¢ ¢oziimiiniin olmasidir, yani beklenen fayda fonksiyonunu maksimize eden p
degerinin 0 < p < 1 arasinda bir deger almas1 demektir. Bu durumda F(u;)’nin
p’ye gore tiirevi sifira esitlenir,

OE(u,)
dp

1
=2q—1—(1—2q)=()¢q=§.

Bu bize ¢ = 1/2 iken, p’nin herhangi bir i¢ degerinin maksimum aday: oldu-
gunu soylemektedir. Matematiksel olarak bu anlamhdir giinkii eger ¢ = 1/2 ise
1.oyuncunun beklenen faydasi her zaman sifir olacaktir (bu durumda 1.oyuncunun
faydasi p’nin degerinden bagimsizdir):

E(uy) = p(2g — 1)+ (1 - p)(1 - 2q) = p(0) + (1 — p)(0) = 0.

Sezgisel olarak bunun ne anlama geldigine bakalim. 2.oyuncu tura ve yazi
arasinda rassal bir se¢imde bulundugunda, 1.oyuncu igin her strateji en iyi tepkidir.
Yani eger her zaman turay segerseniz, beklenen faydaniz sifirdir; eger her zaman
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yaziy1 secerseniz de beklenen faydaniz sifirdir veya isterseniz 1/2 olasilikla tura
se¢seniz de beklenen faydaniz sifirdir.

Kisaca l.oyuncunun stratejisi hakkinda elde ettigimiz sonu¢ sudur:
Eger 2.oyuncu ¢ = 1/2 olasilikla stratejilerini rassallagtirirsa herhangi bir p degeri
1.oyuncu igin en iyi tepkidir. Fakat eger 2.0yuncunun stratejisi ¢ # 1/2 ise, 1.oyun-
cunun en iyi tepkisi bir piir stratejidir yani eger ¢ > 1/2 ise 1.oyuncunun en iyi
tepkisi her zaman turay: oynamaktir fakat eger ¢ < 1/2 ise bu durumda ise 1.oyun-
cunun en iyi tepkisi her zaman yaziy1 oynamakutir. Ozetle 1.oyuncunun en iyi tepki
fonksiyonu soyledir:

{0}, egerq<%
Bi(g) = {p:0<p<1} eperg=y
{1}, egerq > 5

Simdi de aymi yaklagimi 2.oyuncunun stratejilerini bulmak igin kullanalim.
Yine 2.oyuncunun beklenen faydasin1 maksimize eden deger ya bir kose ¢oziimdiir
(g = 1 veya q = 0) ya da bir i¢ ¢oziimdiir, 0 < ¢ < 1. Eger bir i¢ ¢oziim ise,
benzer gekilde 2.oyuncunun en iyi tepkisini §0yle buluruz,

Boylece l.oyuncu p = 1/2 olasiligim segerse, 2.oyuncunun herhangi bir ¢
secimi en iyi tepki olacaktir. Fakat l.oyuncu p # 1/2 olasiligim segerse, 2.0yun-
cunun en iyi tepki fonksiyonu piir stratejidir; eger l.oyuncu p > 1/2 stratejisini
segerse, 2.oyuncunun en iyi tepkisi her zaman yaziy1 oynamakur fakat p < 1/2
stratejisini segerse, 2.0yuncunun eniyi tepkisi her zaman turay1 oynamaktir. Ozetle
2.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu ise agagidaki gibi ifade edilir,

{1} egerp<%
Ba(p)=¢ {g:0<q¢g<1} egerp=?
{0} egerp> 5

Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlarim Sekil 2.3’deki gibi gosterebiliriz.

Simdi de buldugumuz sonuglann hepsini bir araya getirip karma-strateji Nash
dengesini bulmaya caligalim. Eger |1.oyuncunun p se¢imi 2.oyuncunun ¢ segimine
en iyi tepki ise, stratejisip = 1, p = O veya 0 < p < 1 olabilir. Eger 2.oyuncunun
q secimi l.oyuncunun p segimine en iyi tepki ise, stratejisi ¢ = 1, ¢ = 0 veya
0 < g < 1 olabilir. Sonug olarak |.oyuncunun ii¢ segimi ve 2.0yuncunun ii¢ segimi
bize 9 tane Nash dengesi adayi verir. Bunlar:

i. Dort piir strateji adayr: (p = 1,g = 1),(p = 1,¢ = 0),(p = 0,g = 1),
(P =0¢= 0)

ii. Bir karma strateji aday:: (0 <p < 1,0 < g < 1)

iii. Dort piir/karma strateji kombinasyonu: (p = 1,0 < ¢ < 1),(p = 0,0 <
g<1),(0<p<l,g=1),0<p<lg=0)

Kolayca goriilebilecegi gibi dort piir strateji aday: kargilikli en iyi tepkiler
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B,

N2

By

1] % 1 p

Sekil 2.3 Eglesen Paralar oyununda en iyi tepki fonksiyonlar

degildir, yani piir Nash dengesi yoktur. Yine gorebilecegimiz gibi dort piir/karma
strateji kombinasyonu da en iyi tepkiler degildir. Omegin (p = 0,0 < q < 1) Nash
dengesi degildir ¢iinkii eger 1.oyuncu p = 1 olasihifina kayarsa, 2.0yuncunun en
iyi tepkisi artik 0 < g < 1 olmayacaktir, bunun yerine en iyi tepkisi ¢ = 0’1 segmek
olacaktir.

Fakat karma strateji adayr Nash dengesidir: 1.oyuncunun O < p < 1 arasinda
bir deger se¢imi ¢ = 1/2 iken en iyi segimdir. 2.0yuncunun 0 < g < 1 arasinda
bir deger segimi, p = 1/2 iken en iyi se¢imidir. Boylece oyunculann stratejileri
karsilikli en tepkiler olan p = ¢ = 1/2 olacaktir. Yani bu oyunun dengesi karma
strateji Nash dengesidir. Bu da Sekil 2.3’de her iki oyuncunun en tepki fonksiyon-
larinin kesistigi noktadur.

2.5.2 Cinsiyetler Savasi

Iki oyunculu vNM tercihli bir oyunu diigiinelim ve bu oyunda oyunculann hareket
profilleri iizerindeki tercihleri Cinsiyetler Savasi’ndaki ile ayni olsun. Oyuncularin
tercihleri Tablo 2.9°da gosterilmektedir.

B(g) S(1-9q)
B (p) 2,1 0,0
S(1-p) [ 0,0 1,2

Tablo 2.9 Cinsiyetler Savaginda karma strateji dengesi

Bu oyunun karma strateji dengesini bulalim. Bunun igin ilk 6nce 1.oyuncu-
nun en iyi tepki fonksiyonunu bulalim. 2.oyuncu B stratejisini q olasilikla oy-
nasin. Bu durumda 1.oyuncunun B hareketini oynamasindan beklenen faydasi
29 + 0.(1 — q) = 2q iken, S hareketini oynamasindan beklenen faydasi 0.q +
1.(1 — ¢) =1 — ¢'dir. Yanieger2q > 1 — q veyaq > 1/3 ise, l.oyuncunun B
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piir stratejisini oynamasi gerekir. Eger ¢ < 1/3 ise bu durumda da S piir stratejisini
oynamasi daha rasyoneldir. Fakat eger ¢ = 1/3 ise hem Bhemde S yani 1.oyuncu-
nun tiim karma stratejileri ayn1 beklenen fayday: verir. Boylece her karma strateji
en iyi tepkidir. Ozetle, 1.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu

{0}, egerq < 1/3
Bi(qg) = {p:0<p<1}.egerq=1/3
{1}, egerq > 1/3

Benzer olarak 2.oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonunu bulabiliriz:

{0}, eger p < 2/3
Ba(p)={ {q:0<q<1}, egerp=2/3
{1}, eger p > 2/3

Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlar agagidaki sekilde gosterilmektedir.

q
1

b

8,

1 pr

wiN

Sekil 2.4 Cinsiyetler Savaginda en iyi tepki fonksiyonlan

Bu oyunun ii¢ Nash dengesi vardir: (p,q) = (0,0), (%, %) ve (1,1). Birinci
ve iiciincii dengeler oyuncularin piir stratejilerinin rassallagtirmalarina imkan ver-
ilmedigi durumdaki standard piir Nash dengeleridir. Ikinci denge ise yeni dengedir.
Karma strateji kavramu ile ortaya ¢ikan dengedir. Denge, her oyuncunun B ve S
hareketlerinin pozitif olasilikla oynandig1 dengeyi gosterir, yani (B,B), (B.S), (S.B)
ve (S,S) sonuglar pozitif olasilikla gergeklesir, dolayisiyla her bir sonucun dengede
gerceklesmesi miimkiindiir.

2.5.3 Refah Oyunu

Refah oyunu, devletin fakir birine i ariyorsa yardim etmek istedigi, ama ig
aramiyorsa yardim etmek istemedigi ve fakir kiginin de ancak devlet yardimina
bagimli olmamasi durumunda ig arayacagi bir durumu modellemek igin kullanilan
klasik bir oyundur.
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Tablo 2.10 her olasi durum igin bu oyunun fayda diizeylerini gostermektedir.
Bireyin ¢aligmak stratejisi galigmak istedigini ve dolayisiyla is aradigim gosteriyor,
¢alismamack stratejisi ise calismak istemedigini ve dolayisiyla is aramadigina karsilik
gelmektedir. Devlet i arayan kisiye yardim etmeyi istemektedir. Fakat ig ara-
mayana yardim etmeyecektir. Dolayisiyla devletin stratejileri yardim ve yardim
yok seklindedir. Bu yiizden hig bir oyuncu baskin strateji dengesine sahip degildir.

¢alismak  ¢aliymamak
yardim 3,2 -1,3
yardim yok -1,1 0,0

Tablo 2.10 Refah oyunu

Her strateji profiline Nash dengesinin olup olmadigina bakarak karar verelim.

1. (yardim, ¢aligmak) strateji profili bir Nash dengesi degildir ¢iinkii eger devlet
yardim ederse, igsiz kigi ig aramayacaktir, yani ¢aligmak istemeyecektir.

2. (yardim, ¢alismamak) Nash dengesi degildir ¢iinkii eger igsiz kigi ¢aligmak
istemiyorsa devlet yardim etmemeyi segecektir.

3. (yardim yok, ¢alismamak) da Nash dengesi degildir, ¢iinkii igsiz ¢aligmaya
kayacaktir.

4. (yardim yok, ¢aliymak) Nash dengesi degil ¢linkii devlet yardima kayacaktir.

Buradan ¢ikan sonug, oyunun bir piir strateji Nash dengesinin olmadigidir.
Fakat Refah Oyunu bir karma strateji Nash dengesine sahiptir. Oyunculann fayda
diizeyleri Tablo 2.10’daki fayda diizeylerinin beklenen degerleridir. Eger devlet
yardim hareketini p olasilikla oynarsa ve igsiz kisi de g’olasilikla galigirsa, devletin
beklenen faydasi

ug =p 3+ (-1)(1 — @)+ (1-p)[-1.q+0.(1 - q)]
=p(5¢—1) —q.

Eger sadece piir stratejilerin olduguna imkan verirsek, p olasiligi 0 veya 1’e
esit olur. Fakat oyunda karma strateji izlendiginde devletin p hareketi sifirdan
bire uzanan bir aralifa sahip olur, dolayisiyla piir stratejiler bunun ug¢ noktalandir.
Eger bunun bir maksimizasyon problemi olduguna imkan verirsek, devletin bek-
lenen fayda fonksiyonunun se¢im degiskenine gore tiirevini alip birinci derece
kosulundan optimal olasilik degerini buluruz:

aud _

op
Elde ettigimiz bu sonug, karma strateji dengesinde, igsiz kigi zamanin %20’sini ig
arayarak gegirecegini gostermektedir. Bu oldukga ilging bir sonug aslinda, ¢iinkii
devletin problemine bakarken igsizin optimal strateji parametresini bulduk. Boyle
bir sonug bulduk ¢iinkii standard sekilde maksimizasyon metodunu kullanmadik.
Problem igsizin stratejisine bagl olarak iig¢ stratejiden birinin devletin faydasini

5¢q—1=0=9=0.2.

104



maksimize edebilmesidir: (i) eger igsiz yeterince ¢aligma isteginde degilse, yardim
yok (p = 0), (ii) eger kisi ¢caliymay yeterince yiiksek olasilikla isterse, yardim
et (p = 1) (iii) eger igsizin ¢aligma olasiligi ¢ = 0.2 sinirindaysa, herhangi bir
olasilikla yardim et, ¢iinkii devlet kayitsizdir.

Ugiincii durum karma bir stratejinin varligina isaret eder. Bunu gdrmek igin,
agagidaki adimlara bakalim:

1. Devlet igin optimal bir karma strateji vardir

2. Eger kisi zamaninin %20’sinden fazlasinda ig ararsa devlet yardim etmeyi
sececektir. Fakat eger kigsi zamaninin %20’sinden daha azinda is aramayi segerse
devlet asla yardim etmeyecektir.

3. Eger karma strateji devlet icin optimal ise, kisi ¢caliymayr %20 olasilikla
secmelidir

Bu arada devletin yardim yapma olasiligin1 bulmak i¢in igsizin fayda fonksiy-
onuna (u;) bakmaliyiz. Igsizin fayda fonksiyonu agagida belirtildigi gibidir,

u;=p[29+3(1-¢q)+(1~-p)lg+0.(1—¢q) =—q(2p—1)+3p. (.7

(2.7)’deki fayda fonksiyonunun birinci dereceden kogulundan igsizin en iyi tepki
fonksiyonunu buluruz,

Oui _ —(2p-1)=0=p=05.
dq

Eger igsiz ¢caligmayr 0.20 olasilikla segerse, devlet %100, %0 veya bunun
arasinda bir olasilikla yardim etme arasinda kayitsizdir. Eger stratejiler Nash den-
gesi ise devlet yardim etme olasihigini p = 0.5 olasilikla se¢gmelidir. Boylece
karma strateji Nash dengesinde devlet yardimi 0.5 olasilikla ve igsiz ig aramay: 0.2
olasilikla segmelidir. Denge sonucu, fayda matrisindeki dort kutudan biri olabilir.
En yiiksek gerceklesme olasilig1 olanlar ise (yardim yok, ¢calismamak) ve (yardim,
¢aliymamak) her birinin ayn1 anda gergeklesme olasihigr 0.4(= 0.5(1 — 0.2))’dir.

Bu omek iizerinden karma stratejilerin tam anlamiyla ne oldugunu biraz
tartigalim. Ciinkii karma strateji aslinda oldukga tartigmali bir kavramdir. Genel
olarak karma strateji oyuncularin piir stratejilerini rassallagtirmasidir. Fakat genel
kabul goren goriis, karma strateji oyuncunun stratejilerini rassallagtirmasi diger
oyuncularin nezdinde kendisinin ne yapacagi konusunda belirsizlik yaratmasi olarak
tanimlanir. Bu tanim nispeten daha tatminkar goziikmektedir.

Karma stratejiler piir stratejiler kadar sezgisel anlamaya doniik kavramlar
degildir. Bu yiizden bir ¢ok oyun teorisyeni model kurarken kendisini piir strateji
dengeleriyle sinirlandinir. Karma stratejilerin kullanimina karsi ¢ikan bir argiimana
gore, gercek hayatta insanlar rassal harekette bulunmazlar. Fakat bu giiglii bir iti-
raz degildir ¢iinkii karma stratejilerin oldugu bir oyunda, rassallik herhangi bir
oyuncu agisindan degil de oyundaki diger oyuncular agisindan s6z konusudur. Yani
birey hangi harekette bulunacagim bilir fakat belirsizlik digerleri agisindan mev-
cuttur. Agikga rassallik ¢cok genel olmasa bile bazi alanlarda miimkiindiir, 6megin
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vergi miifettigleri rassal denetim yaparlar veya telefon sirketleri rassal olarak op-
eratorlerinin nazik olup olmadiklarini kontrol ederler.

Daha sorunlu olan durum ise, karma stratejiyi secen bir oyuncunun her za-
man iki piir strateji arasinda kayitsiz olma durumudur. Refah oyununda, issiz,
devletin karma stratejini veri aldifinda, iki piir strateji ve tiim karma stratejiler
arasinda kayitsizdir. Eger igsiz belirli bir karma strateji izlemese, yani ¢ = 0.2
stratejisini izlemese, denge olmayacaktir ¢iinkii devlet buna tepki olarak stratejisini
degistirecektir. Igsiz kisi tarafindan segilen olasiliktaki kiigiik bir sapmada bile den-
genin olugsmasini engelleyecektir ¢iinkii devlet tepki verecektir. Bu anlamda karma
Nash dengesi zayif bir dengedir.

Refah Oyununu yorumlamanin diger bir yolu da tek bir igsizin oldugunu dii-
sinmek yerine ¢ok sayida benzer fayda ve tercihlere sahip igsizler oldugunu dii-
siinmektir. Devlet her bir igsize aym gekilde davranmaktadir. Karma strateji den-
gesinde her bir igsiz ¢alismay: 0.2 olasilikla seger, bir kisilik oyunda oldugu gibi.
Fakat ¢ok oyunculu bir oyun bir piir strateji dengesine sahiptir: igsizlerin yiizde
20’si galigmak piir stratejisini, kalan yiizde 80’ ni ise galismamak piir stratejisini
secer. Fakat buradaki problem bir igsizin nasil olup ta bir stratejiyi veya digerini
sectigidir. Fakat model digindaki bireysel karakterlerin bu tiir davraniglan be-
lirledigini varsayabiliriz. Tabi burada oyuncu sayis1 dnemlidir ¢iinkii bir birey
varken oyunculann yiizde su kadar1 diyemeyiz. Bunun i¢in de oyuncularin sayisini
siirekli bir degisken olarak diisiinmek miimkiin ve kolaylastirici bir varsayim olarak
kullanabiliriz.

Karma stratejileri igin yapilan bagka bir yorum da sdyle olabilir (bu yorum tek
bir igsizin oldugu bir yapida da gegerlidir): igsiz kisi, pir igsizler popiilasyonundan
secilsin ve devlet bu igsizin nasil biri oldugunu bilmesin. Devletin bildigi tek sey
(0.2,0.8) oranlannda iki tip igsiz oldugudur: ¢alismayrsegenler eger devletp = 0.5
olasilikla yardim etmeyi segerse ve ¢aligmay1 se¢meyenler aksi durumda.

2.6 Belirli Grup Oyunlarda Karma Strateji Nash Dengesi

Karma strateji mantiginin 6nemli oranda kullanildig: ii¢ oyun kategorisi vardir. Bu
oyun kategorilerini Tablo 2.11 iizerinden tamimlayalim:

mw | nx
Py | ne
Tablo 2.11

Koordinasyonsuzluk oyunlari: Bu tiir oyunlar tek bir dengeye sahiptirler, o
da karma stratejilerle ifade edilir. Fayda diizeyleri soyledir: (i) m > p,r > n,
T > w,y > zveya(ii)p > m,n > r,w > x ve z > y dir. Refah Oyunu bir
koordinasyonsuzluk oyunudur.

Koordinasyon oyunlari: Bu tiir oyunlar ii¢ dengeye sahiptirler: iki simetrik piir
strateji dengesi ve bir tane de simetrik karma strateji dengesidir. Fayda diizeyleri
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soyledir: 'n > p,r > n,w > z, ve z > y. Cinsiyetler Savagi koordinasyon
oyunlarina ornek olarak verilebilir.

Katki oyunlar: iig dengeye sahiptir. iki simetrik olmayan (asimetrik) piir strateji
dengesi ve bir simetrik karma strateji dengesi. Fayda diizeyleri soyledir:
p>mn>r,x > w vey > 2. Fakat p < n ve y > x durumunda da bu
gecerlidir. Rasmusen (2005) bu oyunlan katki oyunlari olarak nitelendirmekte-
dir. Bunun gerekgesini de soyle agiklamaktadir. iki oyunculu bir oyunda her bir
oyuncu kamu malinin arzina katkida bulunma segeneginin olmasina ragmen her
oyuncu digerinin maliyeti tagimasim ister. Bu oyunun Mahkumlar Cikmazi oyu-
nundan farki, bir katki oyununda her oyuncu ancak gerekliyse tek bagina katkida
bulunmay ister. Diger yandan katki oyunlar1 Cinsiyetler Savasi oyunundan farkh
bir oyun gibi goziikse de 6ziinde ayni oyunlardir. Her iki oyun da iki oyuncuya
gore ters siral1 iki piir strateji dengesine sahiptir.

Simdi de belirli grup oyunlarda karma strateji Nash dengesinin genel
parametrelerle nasil ifade edilecegine bakalim. Tablo 2.12’de genel parametrelerle
ifade edilen fayda matrisi verilmektedir.

L) R(A-a)

U (B) mw nx
DA-08)| py "z
Tablo 2.12

Oyunun karma strateji dengesini bulmak igin, piir stratejilerden gelen beklenen
faydalan egsitleriz:
u1(U) =am+ (1 - a)n, (2.8)

u (D) =ap+ (1-a)r. 2.9)

Yukandaki iki denklemi, (2.8) ve (2.9), esitlersek, denge a* (a parametresi 2.0yun-
cunun L hareketini oynama olasiligidir) degerini buluruz:
r—n

a’ = o)t m=p) (2.10

Beklenen faydalar egitlemek, kayitsiz kaldig1 karma stratejiyi bulmaya yarar.
Bu yontem 0zii itibariyle se¢im degiskenine gore beklenen fayda fonksiyonunun
tiirevini alip sifira esitlemekle aynidir, dolayisyla ayn sonucu verir.

Benzer olarak, 2.oyuncu igin piir stratejilerden beklenen faydalarini esitler,

uz(sol) = fw + (1 — B)y = uz(sag) = Pz + (1 - P)=.
Buradan hareketle denge * (J parametresi l.oyuncunun U hareketini oynama

olasiligidir) degerini buluruz,

* _ 2=y
p Ty + (w—2) (21D
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Simdi (2.10) ve (2.11) ile ifade edilen denge karma stratejilerine ait bir takim
ozellikleri ifade edelim:

Birincisi, karma strateji mevcut olmasa bile, karma bir strateji bulmak igin
faydalari-esitleyen metodu izleyebiliriz. Omegin D hareketinin 1.oyuncu igin kesin
baskin oldugunu varsaydigimizda, yani p > m ve r > n, l.oyuncu karma strateji
izlemeyi istemeyecektir boylece denge karma strateji cinsinden ifade edilemez. Bu
durumda (2.10) yaniltici olarak «x* > 1 sonucunu vereceklir.

Ikinci olarak, karma strateji dengesi sadece faydalarin ordinal degerlerine degil
ayn1 zamanda kardinal degerlerine de baghdir (bunu daha 6nce ifade etmistik). Or-
dinal siralamalar, bir dengenin karma stratejilerle ifade edilip edilmeyecegini be-
lirtmek igin gerekli bilgi iken, kardinal degerler karma stratejilerin degerlerini bul-
mak igin gereklidir. Omegin Mahkumlar Cikmazinda (Tablo 1.1) (itiraf, itiraf) pro-
filindeki fayda diizeyinde kiigiik bir degisiklik dengeyi etkilemezken, yukaridaki
tablodaki (D, R) strateji profilinde olugan z degeri biraz degistirilirse 2.0yuncunun
(2.11)’de ifade edilen denge karma olasihigi, 3*, degisir.

Ugiinciisii, kardinal degerler 6nemli olmasina ragmen, oyunun yapisini gok
degistirmeden fayda diizeyleri lineer doniistiirme ile degistirilebilir (monoton ve
lineer olmayan doniistiirmeler oyunun yapisini etkileyebilir), yani yukaridaki tablo-
daki her 7 fayda degeri eger a + bm degeri olarak lineer doniistiiriiliirse (2.11)
denklemi goyle olur:

= (a+bz) — (a+by)

((a+b2) — (a+bz)) + ((a + dbw) — (a + bx))

_ z—y _ .
(z—y +w-1x)

I

Fakat gordiigiimiiz gibi denge olasilik degeri degismedi. Kisaca fayda degerleri
lineer doniigtiiriildiigiinde karma strateji dengesi ve karma strateji denge degerleri
degismiyor.

Dordiinciisii, Refah Oyununda da ifade edildigi gibi her oyuncunun karma strate-
jisi sadece diger oyuncunun fayda parametrelerine baghdir. Ornegin (2.11)'de
ifade edilen 1. oyuncunun denge karma stratejisi, sadece 2.oyuncunun w, z,y ve
z parametrelerine baghdir, bu ifadede kendi parametreleri yoktur. Bu 2.oyuncu
icin de gecerlidir. Simdi bu genel formatta verilen oyunun daha 6zel bir hali olan
denetim oyunua bakalim.

Ornek 2.6 Denetim Oyunu

Oyun teorisinin standart oyunlarindan biri de Denetim Oyunudur. Denetim
Oyunu bir tek karma strateji dengesine sahip bir koordinasyonsuzluk problemidir.
Bu oyun, ayn1 zamanda karma stratejiler ile rassal hareketler arasindaki aynimasi
zor fakat onemli olan bir fark: gostermek igin de kullanilir.

Vergi miifettigleri vergi miikelleflerinin verdikleri beyanlarin dogru olup ol-
madigini belirlemek igin teftiste bulunurlar. Miifettiglerin amaci minimum maliyetle
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hileyi (yanlig beyani) engellemeye ¢alismaktr. Miikellefler eger yakalanmazlarsa
hile yapmay1istemektedirler. Hileyi engellemenin faydasinin 5 oldugunu, denetleme
yapmanin maliyetinin m < 5 oldugunu, miikelleflerin kanuna itaat etmelerinin
maliyetinin 1 oldugunu ve hile yaparken yakalanmanin cezasiminise ¢ > 1 oldugunu
varsayalim. Tablo 2.13’de vergi miifettisi satir oyuncusu (l.oyuncu) ve vergi
miikellefi siitun oyuncusu (2.0yuncu) olarak gosterilmektedir.

hile ()  itaat (1 — )
denetim (3) S5—m,—c| 5—m, -1
giiven (1 — ) 0,0 5,—1

Tablo 2.13 Denetim oyunu

Faydalan-egitleme yontemini veya birinci dereceden kogulu kullandigimizda
karma strateji dengesini elde ederiz ((2.10) ve (2.11)’de ifade edildigi gibi):

Oy e 5—(5—m) _m
Pr(hile) = a* = B-G-m)T(G-m =0 5’ (2.12)
-1 - 1
Prdenctin) = 8" = g T @19)

Buradan hareketle (2.12) ve (2.13)’deki denge karma stratejileri kullanirsak bekle-
nen faydalar agagidaki gibi olur:

up=a*(0)+ (1 —a*)(5) =5—-m,
ug = f*(—c) + (1 - p*)(0) = —1.

Simdi bu Denetim Oyununu biraz degistirelim. Miifettigin her giipheli igin
denetim politikas! yerine rassal bir drmeklemi denetledigini varsayalim. Bu yeni
yontem karma strateji olmak zorunda degildir. Denetim Oyunun ilk versiyonunda,
(2.13)’da ifade edildigi gibi karma strateji dengesi tiim giiphelilerin 1/¢ olasilikla
denetlenmesi sonucuna varmigtik. Bu durum, siiphelilerin 1/¢ kadarinin rassal
cekilerek denetleneceginin ilan edilmesi durumundan farklidur.

Bu oyun i¢in 6nce miifettig hareket eder ve hareketi vergi gelirlerinin ne kadarinin
denetlenecegini se¢mek olsun, p. Miifettis siiphelilerin yanl bilgi vermemelerini
saglamak istemektedir. Bunun igin agagidaki durumu saglayan p degerini seger:

uy(itaat) > my(hile) = =1 > p(—c) + (1 — u)(0) = p > 1/c. (2.14)

Dengede bu yiizden miifettig ;1 = 1/c olasiligini seger (daha yiiksek bir denetim
olasiigim sirdiirmek rasyonel olmadigindan, denetim olasihigi, 1/c¢’e esitlenir).
Vergi miikellefleri kuralaitaat ederler. Bu durumdadenetginin faydasi u; = 5—um
olur, ki bu fayda diizeyi birinci oyundaki 5 — m degerinden daha iyidir. Miikellefin
faydas ise her iki durumda da aynidir, u2 = —1 (fayda diizeylerinin boyle oldugunu
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fayda matrisinden ;. olasilifim da kullanarak teyit edin).

Bu oyunda miifettigin hareketi rassal olsa da, oyunun dengesi piir stratejiler-
den olugur. Bu durum oyununun birinci versiyonundan farkhdir ¢iinkii miikellef
itaat hareketini se¢se bile miifettis maliyetli denetimi yapmak zorundadir. Bu oyu-
nun ilk versiyondan diger bir farkliligi, hareket kiimesinin siirekli olmasidir. Bir-
inci oyunda karma stratejilere imkan verilse bile yani strateji kiimesi, (3 € [0, 1]
araligindan gelse bile, hareket kiimesi {denetim,giiven} seklinde kesiklidir. Fakat
ikinci oyunda hareket kiimesi siireklidir, ;. € [0, 1]’dr.

Karma stratejili oyunlar siirekli stratejili oyunlar gibidir. Ciinkii bu oyunlarda
strateji degiskeni olan olasilik O ile 1 siirekli araligindan segilir. ikinci oyunda
da aslinda strateji O ve 1 araligindan segilir fakat bu 6megin yiizde 70 denetim
olasiligim se¢mek seklinde bir karma strateji degildir. Bu oyundaki karma strateji
muhtemelen goyle bir segim olurdu, dmegin 0.5 olasilikla denetim olasiliginin %60
ve 0.5 olasilikla da denetim olasihiginin %80 segildigi bir karma strateji gibidir.
Denetim olasiliginin %70 oldugu bir piir strateji ile bir karma strateji (%70 denetim
ve 30% denetim yok gibi bir karma strateji) arasinda 6nemli bir fark vardir. Piir
strateji se¢imi geri doniigii olan bir se¢im degildir, oyuncu piir stratejileri arasinda
kayitsiz oldugu durumlarda bile piir strateji segimini siirdiiriir. Fakat karma strateji
dengede oyuncunun ne yapmasi konusunda kayitsiz oldugunda yaptig bir tercihtir.

Asagidaki boliimde karma stratejilerle siirekli stratejiler arasindaki farki daha
net gostermeye calisacagiz.

2.7 Siirekli Degiskenlerle Karma Strateji Dengesi

Su ana kadar baktigimiz oyunlar bir agidan basitti. Ciinkii hareket kiimesindeki
hareketlerin kardinalligi (sayis1) sinirhydi. Oysa biliyoruz ki hareketleri siirekli
bir aralikta tanimlayabiliriz. Bir oyuncu 6megin 10 ile 20 arasinda sonsuz sayida
fiyattan herhangi bir fiyat: segebilir veya her oyuncunun negatif olmayan bir mik-
tar diizeyi segme imkanina sahip oldugu Cournot oyununda oldugu gibi oyuncular
sonsuz hareketler kiimesine sahip olabilir.

Bu tiir oyunlann karma stratejilerini bulma yontemi, kullanilan teknikler farkli
olsa da, her oyuncunun sinirl sayida harekete sahip oldugu oyunlarda karma strateji
bulma prensibi ile aynidir. Sinirsiz hareket kiimesine sahip bir oyuncunun karma
stratejisi, hareket kiimelerine atfedilen olasiliklarla belirlenir, yani kiimedeki tek
bir harekete atfedilen olasiliklarla belirlenmez. Ciinkii bu durumda tiim olasiliklar
sifir olurdu (sonsuz eleman igeren bir araliktan bir noktanin gelme olasilig sifirdir).
Boyle oyunlar daha gok tek boyutlu araliklarla (reel sayilar kiimesinde) ifade edilen
hareketler kiimesidir. Bu tiir durumlarda karma strateji dengesinin nasil bulundugunu
anlamak i¢in 6mekler verelim.

Ornek 2.7

Omegin iki oyunculu bir oyun diisiinelim. Her bir oyuncunun hareket kiimesi
[@;,bi], i = 1,2, araliginda tamml olsun. Her oyuncunun karma stratejisi bu
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araliktaki dagihm fonksiyonu ile ifade edilecektir. Yani her bir ¢ oyuncusunun
karma stratejisi, her bir s; stratejisi i¢in tamimlanan 0 < Fj(s;) < 1 bir olasilik
fonksiyonudur, burada F;(s;) bize ¢ oyuncusunun en fazla s; stratejisini (veya
hareketini) segme olasilifini verir.

Boyle oyunlarda karma strateji Nash dengesinin bigimi ¢ok kompleks olabilir.
Fakat bu oyunlarda bazen basit dengelere de sahip olabiliriz. Buna uygun bir 6rmek
verelim. Her i = 1,2 oyuncusu igin agagidaki kogullan saglayan (F}, F2) karma
strateji giftini diigiinelim:

(i) Herhangi bir ¢ oyuncusunun F; karma stratejisi, [z;, y;] araigimin digindaki
araliklara gu olasiliklan atfediyor: w < z; igin F;(w) = 0ve w > y; igin F(w) =
1.

(ii) 7 oyuncusu s; stratejisini segtiginde ve diger j oyuncusu F); karma strate-
jisini sectiginde, ¢ oyuncusunun beklenen faydas: agagidaki gibidir:

w — Zi, T;<a; <Y
t <z, a;<zTivea; >

burada z; sabit bir parametredir. Oyunculann beklenen faydalan Sekil 2.5°de gos-
terilmektedir.

a4 X o n a a X2 Y2 az
(a) (b)

Sekil 2.5 (a) Birinci oyuncunun beklenen faydasi (b) ikinci oyuncunun beklenen faydas

Sekil 2.5(a)’da 1.oyuncunun karma stratejisi, I, sadece [xl,yl] araligindaki
hareketlere pozitif olasilik atfeder, 2.0yuncu da benzer olarak Sekil 2.5(b)’de [r2, y2]
araligindaki hareketlere pozitif olasilik atfeder. 2.oyuncunun F) karma stratejisi
verildiginde, 1.oyuncunun beklenen faydas: sol taraftaki sekilde ifade edilir ve
l.oyuncunun F'| karma stratejisi verildiginde 2.oyuncunun beklenen faydasi sag
tarafta gosterildigi gibidir, boylece (F), F») karma strateji dengesidir.

Ornek 2.8

Burada verecegimiz oyun 6megi Osborne (2003)’den derlenmistir. Bu oyun bir
ihale 6megi olmasina ragmen (ihale oyunlarin1 daha sonra ayn bir bélimde detayh
inceleyecegiz), i¢inde banndirdifn mantik agisindan daha genel amaglar igin de
kullanilabilir. Boyle bir oyunun karma stratejisinin nasil bulunduguna bakalim.
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iki kigi M degerindeki bir obje igin kapali bir zarf iginde teklifte bulunuyorlar.
Her birinin teklifi A/ degerine kadar negatif olmayan bir say: olabilir. Kazanan
kisi en yiiksek teklifte bulunan kisidir. Tekliflerin ayn1 olmas: durumunda her biri
objenin yarisim1 almaktadir, bu da M/2’dir. Bu durum stratejik bir oyun olarak
modellenebilir. fhale oyunu olarak diigiiniilen bu oyun ayn1 zamanda her gikar
grubunun hiikiimeti ikna etmek igin para harcadigi ve en fazla para harcayanin
kazandig bir lobicilik faaliyeti olarak da diigiinebilir.

Her : oyuncusunun tercihleri agagida verilen fayda fonksiyonunun beklenen
degeridir:

—a; egera; <a;
ui(ar,a2) = { M/2 — a;,egera; = a;
M —a;egera; > a;

burada j diger oyuncudur.

Bu oyunun piir strateji Nash dengesi yoktur. Ciinkii:

i. Eger x < M ise, hig bir hareket ¢ifti (z, =), Nash dengesi degildir giinkii her
bir oyuncu teklifini artirarak faydasini artirabilir.

ii. (M, M) Nash dengesi degildir ¢iinkii oyuncular tekliflerini sifira ¢ekerek
faydalarim1 da — M /2 diizeyinden O diizeyine ¢ikartabilirler.

iii. Eger a; # ag ise hig bir (a1, a2) hareket ¢ifti Nash dengesi degildir giinkii
teklifi daha yiiksek olan oyuncu teklifini azaltarak faydasimi artirabilir (ve teklifi
daha diisiik olan oyuncu, eger teklifi pozitif ise, teklifini 0’a ¢ekerek faydasim
artirabilir).

Oyunun bir kanna strateji Nash dengesine sahip oldugunu diigiinelim. Bunun
icin F}, 7 oyuncusunun karma stratejisini gostersin (olasi teklif araliklar iizerine
tanimlanan dagilim fonksiyonu). Tek bir teklifin olasithginin sifir olacagim biliy-
oruz zaten. Boylece F;(a;), ¢ oyuncusunun en fazla q; teklifinde bulunma olasiligim
gostertnektedir. Dahasi bir onceki 6rnekte oldugu gibi, strateji giftlerinin, (F, F2),
her iki oyuncunun da sadece x; ve y; araligindaki degerlere pozitif olasilik at-
fettigini digiiniiyoruz.

Boyle bir dengenin varhigini aragtirmak igin, ilk 6nce 2. oyuncunun karma
stratejisi veri alindiginda, l.oyuncunun a,; hareketini oynadiginda beklenen fay-
dasim bulalim:

i. Eger ay < 2 ise a; degeri 2.oyuncunun teklifinden kesin (bir olasilikla)
daha azdir, bu durumda 1.oyuncunun faydasi1 —a, 'dir

ii. Eger ay > y2 ise a; degen 2.oyuncunun teklifini kesin agar, bu durumda
1.oyuncunun faydasi ise Al — a; ’dir

iii. Eger o < &) < y2 ise l.oyuncunun beklenen faydas: soyle hesaplanir. 2.
oyuncunun teklifinin a;’den az olma olasihg1 F(a, ) dir. Budurumda 1 .oyuncunun
faydasi M —a,; 2.oyuncun q; degerini agma olasiligi 1 — F(a;)’dir ve bu durumda
l.oyuncunun faydasi ise —a,’dir. 2.oyuncunun teklifinin a; degerine esit olmasi
sifirdir (tek bir nokta oldugu igin). Yani kisaca 1. oyuncunun beklenen faydasi
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sOyledir:
(M — ap)Fa(a)) + (—a1)(1 — Fy(a1)) = MFy(a1) — ay.

Simdi x2 ve y2 degerlerini ve F> stratejisini bulmamiz gerekir ki bu degerler
l.oyuncunun beklenen faydasi Sekil 2.5’in (a) panelinde gosterilen kogulu sagla-
yacak gekilde olmalidir: Fayda fonksiyonu x| ve y; araliginda sabit bir deger alir
ve a; < x; ve q > y,; araliginda bu sabit degerden daha az bir deger alir. Fay-
dasinin z; < a; < y; araliginda sabit kalmasi igin, bu aralikta A F(a;) —a; = ¢y
(herhangi bir ¢; sabiti igin) kogulu saglanmalidir. Ayn1 zamanda Fi(izy) = 0,
F>(y2) = 1 ve Fy'nin azalmayan bir fonksiyon (kiimiilatif (birikimli) dagilim
fonksiyonu) olmasi gerekir. Ayni kogullar x4, y, ve F icin de saglanmalidir.

Egerz) =1y =0,y =y = M ve 0 < z < M araligindaki tiim z’ler igin
Fi(z) = Fy(z) = z/M (homojen dagihimdan dolay) ise tiim kosullar saglanir.
Her oyuncunun beklenen faydasi sabittir ve tiim a; hareketleri igin sifira esittir.

Kisaca her oyuncu hareketlerini homojen bir gekilde rassallagtirdiginda oyun
karma Nash dengesine sahip olur. Dengede her oyuncunun beklenen faydasi 0°dir.
Ortalamada bir oyuncunun harcadigi miktar malin degerine esittir.

Ornek 2.9 Patent Yarist

Birbirine benzer ii¢ firmamiz olsun, A, B ve C firmalan. Her firma aragtirma-
gelistirme (AR-GE) faaliyetlerine ayn1 anda z;; > 0, ¢ = a, b, ¢, kadar harcama
yapiyor. Firmalar risk notrdiir (yani fayda fonksiyonlan lineerdir) ve iskonto orani
sifirdir (yani yarimin 6nemi yok). inovasyon (teknolojik yenilik) ¢(z;) zamaninda
gerceklesmektedir. Eger AR-GE harcamalan artarsa bu daha kisa siirede inovasyon
yapilacagi anlamina gelir, yani t’(x;) < 0. Patentin parasal degeri M (patenti alan
firmaya sagladig: katki) kadardir. Eger birden fazla sayida firma ayn1 anda yenilik
yaparsa patentin degen esit sekilde paylagilmaktadir. Asagida ¢ oyuncusunun fayda
yapisi verilmektedir:

M — z; cger t(z;) < t(x;),Vj# 1.
lﬁ-[n - xj, eger t('T'i) = t(:l:k), n>1 (2.15)
—;, cger t(x;) > t(x;), 3j

=

burada n ayni anda inovasyon yapan firma sayisim gostermektedir.

Yukanda (2.15)’de belirtilen birinci satir, ¢ firmasi diger firmalardan daha erken
bir inovasyon yaparsa, elde edecegi fayda patentin degeri eksi yaptifi harcama
kadar, M — z;, oldugunu ifade eder. Fakat eger diger herhangi bir firma ile ayni za-
manda inovasyon yaparsa (ikinci satir), bu firmalarla patentin degerini paylagacaktir,
M /(1 + n). dolayisiyla faydas1 A /(1 + n) — x; olur. Ugiincii satir ise sunu ifade
eder: Eger ¢ firmasi inovasyonu daha geg¢ yaparsa bu durumda bu yang1 kaybedecek
ve kaybi1 da yaptig1 harcama kadar olacaktr, —z;.

Bu oyunun bir piir strateji Nash dengesi yoktur ¢iinkii fayda fonksiyonlan sii-
reksizdir. Bir firmanin harcamasindaki kiigiik bir degisim denge fayda diizeylerinde
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Tal

Ortak Kesif
.

X X M\ )

Sekil 2.6 Patent oyunu

biiyiik farkliliklar yaratacaktir (bu durum e firmasi igin xp ve x.'nin sabit degerleri
icin Sekil 2.6’da goriilebilir). Sekildeki harcama diizeyleri denge degerleri degildir.
Eger a firmasi herhangi bir aragtirma harcamasi olan z, diizeyini secerse ki bu
deger M’den daha azdir, b firmasi z, +¢ ile cevap verecek patenti kazanacaktir.
Eger a firmasi, , = M harcama diizeyini secerse bu durumda b ve c¢ firmalan
xp = 0 ve z. = 0 ile tepki verecektir, bu da A firmasinin £, = €’a kaymasina
neden olcaktir.

Fakat bu oyunda simetrik bir karma strateji dengesi vardir, yani tiim oyuncular
icin ayni1 karma strateji s6z konusudur. Burada ¢ firmasinin z’e esit veya ondan daha
az bir harcama diizeyi segmesinin olasihgim F;(z) ile gosterelim. Bu fonksiyon
firmanin karma stratejisini tanimlar. Karma strateji dengesinde bir oyuncu rassal-
lagtirdifs piir stratejiler arasinda kayitsizdir. Piir stratéjiler olanz, = Ove z, = M
harcama diizeyleri sifir fayda sagladigindan dolayi, a firmasi [0, M] araliginda
rassallagirma yaptiginda her karma strateji igin beklenen faydasi sifira egit ol-
mak zorundadir. Piir stratejisi olan z,’dan beklenen faydasi, “kazanmanin degen
eksi aragtirma maliyetinin beklenen degeri” dir:

ﬂa(Ia) = Pr(xa > Xp, Ta 2 Xr)M — 1, =0,

burada z rassal-olmayan degiskenleri ve X ise rassal degiskenleri temsil ediyor.
Bu §6yle de yazilabilir (olasiliklarin bagimsizligindan dolay:):

Ta(Ta) = MPr(Xp < 2,)Pr(X. < xz4) —kg =0

veya
Ta(Za) = M Fy(x,) Fo(xg) — 24 = 0. (2.16)

(2.16) denklemini tekrar diizenledigimizde asagidaki yeni denklemi elde ederiz:

Fy(zg)Fe(zs) =

SK
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Tiim bu ii¢ firma da simetrik yapidan dolayr aym karma dagilim1 F'(z)'i seger:
T \1/2
=|— <z < M.
F(z) (M) 0<z<M

Ozetle bu oyunda ortaya ¢ikan karma strateji Nash dengesi sunu gosteriektedir:
firmalar inovasyon igin agin harcamalarda bulunurlar. Dolayisiyla tiim bu ii¢ oyun-
cunun beklenen faydasi sifirdir. Ciinkii patentin tiim degeri patent yans: sirasinda
harcanmaktadir. Toplum agisindan, patent igin kosturmak tekel bir firma i¢in daha
erken siirede inovasyonun gerceklesmesine neden olmakta, fakat bu durum yapilan
maliyete degmemektedir.

2.8 Karma Stratejilerde Nash Dengesinin Varhgi

Kitabin daha dnceki béliimiinde siirekli strateji degiskenlerde Nash dengesinin var-
lik kosullanini Kakutani sabit nokta teoremi ile gostermigtik. Fakat oyuncularin
stratejileri kesikli degisken oldugunda Nash dengesinin olamayabilecegini
biliyoruz. Simdi herhangi bir oyunda piir stratejiler kesikli de olsa rassallagtinlarak
oynanmalar durumunda, yani piir stratejiler karma stratejiler seklinde oynandikla-
rinda, her zaman bir Nash dengesinin var oldugunu gosterecegiz.

Daha once ifade edildigi gibi Kakutani (1941)’e gore asagidaki kosullar sag-
landiinda, f(x): X — X,z € X C R™ fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir,
yani 2: € f(x):

(i) X kiimesi R" uzayimin kompakt, konveks ve bosg-olmayan bir kiimesidir. (ii)
f(2), tiim 2’ ler igin bog-olmayan bir kiimedir. (iii) f(z), tiim z'ler igin konveks
bir kiimedir. (iv) f kapal bir kiimedir.

Simdi karma stratejilerde Nash dengesinin varliginin ispatim gostermek igin
bu kosullan en iyi tepki fonksiyonu olan B(-) iizerinden tammlayalim, yani f(z)
fonksiyonu yerine B(c) en iyi tepki fonksiyonunu yazalim, burada ¢ € [0,1]
karma strateji olasilik degerini gostermektedir.

Kakutani sabit nokta teoremi, B : (0, 1] — [0, 1] fonksiyonunun (ya da iligkisini)
yukandaki tiim kosullan sagladiginda sabit bir noktasi oldugunu ispatlar.

Kakutani'deki birinci kosul yani, o € [0, 1] kiimesinin kompakt, konveks ve
bog-olmayan bir kiime olmasinin neden 6nemli olduguna bakalim. Omegin o =
(0,1) gibi kompakt olmayan bir tamim araliginda (agik bir kiime olmasi dolayisiyla
kompakt degil) B(c) = o? fonksiyonunun kolayca goriilebilecegi gibi sabit bir
noktasi yoktur. Eger o bos bir kiime olsaydi agik¢a yine sabit bir nokta olmaya-
cakti. Eger konveks olmasayd da sabit bir noktasi olmayacakti, 5megin (0, 1/3] U
(2/3, 1) tamm aralig1 konveks degildir (giinkii arada bosluk var), bu konveks ol-
mayan aralik iizerinden agagidaki gibi bir fonksiyon tammlayalim. Agikg¢a bu
fonksiyonun sabit noktasi yoktur giinkii ortasinda bogluk vardir (Sekil 2.7).

ikinci kosul olan B(o) iliskisinin bog olmamasi gerekir. Omegin asagidaki
gibi B : [0, 1] — [0, 1] gibi bir iligki tamimlandiginda agik¢a B(o) iligkisi sabit bir
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34—

3/4 eger g € [0,1/3)

B(o) =
( ) 1/4 ederc e [2/3,1] 14 + _—

1 } Il

13 23 10

Sekil 2.7 Konveks olmayan o tanim araligi

noktaya sahip degildir ciinkii i¢inde bir bosluk vardir.

3 egero € [0, i]
B(o)=<( Qegeroc e [1,5
jegero € [5,1]

Ugiincii kosul saglanmazsa yani eger B(o) konveks degilse, grafigin sabit noktasi
yoktur. Sekil 2.8°de verilen ek bdyle bir durumu gostermektedir.

B
1
2131 f
1 egero <12
B(c)={[0.1/3] U [2/3,1], eGer c =1/2 vt
0 eder o>1/2 31

12 1 ©

Sekil 2.8 B(o) konveks degil

Eger son kogul saglanmazsa, yani B(c) kapali bir grafik degilse,
fonksiyon yine sabit bir noktaya sahip olmayacaktir. Omegin Sekil 2.9'da gos-
terildigi gibi B(1/2) = [1/4,1/2) konveks bir kiime olmasina ragmen, bu kiime
kapali degildir. Dolayisiyla sabit noktasi yoktur.

Simdi 2 x 2 (iki kisili ve iki stratejili) biiyiikliigiinde bir oyunun karma Nash
dengesinin varligini ispatlayalim (bu ispat daha genel yapidaki oyunlara, yani gok
sayida oyunculu ve stratejili oyunlara da genigletilebilir). Aslinda yapmak istedigi-
miz ey, en iyi tepki fonksiyonlarinin bir sabit noktasi olup olmadigim gostermektir.
1.oyuncunun stratejilerini U ve D ile, 2.oyuncunun stratejilerini ise L ve R ile
gosterelim.
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1/2 egerc < 1/2
B(o)= { [1/4,1/2) eder o =1/2
1/4 eger ¢ >1/2

12 i o

Sekil 2.9 B(o) kapali bir grafik degil

Yukanda ifade edilen birinci kosul saglamir: En iyi tepki fonksiyonu B : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1] x [0, 1]’dir. Burada o = (0, 1] x (0, 1] karesi konveks ve kompakttir
(gtinkii simrh ve kapalidir).

ikinci kogul igin B(o) kiimesinin bos olmadigim kontrol edelim. Eger B3} (o2)
ve By(0o) bos degilse, B(a) bog degildir. Bunu Bj(o2) igin gosterelim (benzer
olarak By(o) igin de gosterilebilir). 1.oyuncu « stratejisini ve 2.0yuncu f3 strate-
jisini oynadiinda beklenen faydasi, u(a), sbyle ifade edilebilir:

ui(@) = afur(U, L) + a(1 — B)uy (U, R) + (1 — a)Bur (D, L)
+ (1 = a)(1 - B)ui(D, RR).

Fayda fonksiyonu, u)(a), a’e gore siirekli bir fonksiyondur. a degerinin [0, 1]
kapali aralikta tammli oldugunu biliyoruz. Bu yiizden u () fonksiyonu bu aralikta
bir maksimuma sahiptir?. Bu yiizden |.oyuncunun u; () fayda fonksiyonunu mak-
simize eden bir en iyi tepki degeri, a*, vardr.

Ugiincii kogul ise sdyle kontrol edilir. Eger 1.oyuncunun, 2.0yuncunun /3 strate-
jisine en iyi iki tepkisi varsa yani o} ve a3 degerleri mevcutsa, 1.oyuncunun her-
hangi bir A € (0, 1) igin U hareketini Ao} + (1 — A)a3 olasilikla oynamasi da en
iyi tepkidir. Hem a] hem de a3 en iyi tepki olduklarindan 1.oyuncuya ayni fayday:
saglarlar. Bu da su anlama gelir 1.oyuncu o7 stratejisini A olasilikla, o stratejisini
de (1 — A) olasilikla oynamasi durumunda da elde edecegi fayda aym olacakur.
Dolayisiyla 1.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu, B(c), konvekstir.

Dérdiincii kosul en iyi tepki fonksiyonunun, B(c), grafiginin kapal olmasim
ifade eder. B(o) grafigi iizerinde ahinan bir noktanin etrafinda tanmimlanan bir
dizinin yakinsayan degerlerinin de bu grafik iizerinde oldugunun gosterilmesi ile
grafigin kapali oldugu da goriiliir (ispat1 ¢ok daha teknik oldugu igin burada ver-
medik).

Boylece yukanda verilen dort kosul gergeklestiginde en iyi tepki fonksiyonu

2Reel analizden kapal aralikia tanimli siirekli bir fonksiyonun maksimum ve minimum degerlere
sahip oldugunu biliyoruz.
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bir sabit noktaya sahip olur. Dolayisiyla karma stratejilerde Nash dengesinin varlig
boylece ispatlanmuig olur.

2.9 Bagdasik Denge

Nash dengesi dikkat edilirse oyuncularin birbiri ile bagdagik olmayan bir sekilde
yani bagimsiz hareket ettikleri durumda ortaya ¢ikan dengeleri nitelendirmek igin
kullandigimiz bir denge kavramidir. Eger oyunculara oyun oncesi birbirleri ile
diyaloga girme imkani verilseydi ve sonra birbiri ile temas kuramayacaklan bir
sekilde farkli odalara gonderilseydiler ve bu ayn fiziksel mekanlara aralarinda ko-
ordinasyon saglayici sinyaller yollamak miimkiin olsaydi, her iki oyuncu da daha
kazangh ¢ikabilirdi. Aumann (1974) es anli oynanan oyunlar igin gelistirdigi
bagdagsik denge (correlated equilibrium) kavrami bu tiir sinyallerle nelerin basa-
rilabilecegine bakar. Bu bdliimde kisaca oyuncularin es anli hareket ettikleri ve
stratejilerinin birbiri ile iligkili olmasi durumunda ortaya ¢ikan denge durumlarina
bakacagiz. Tablo 2.14’de verilen bir oyuna bakalim.

M N
X|151|00
Y |14,4|1,5

Tablo 2.14

Bu oyun, iki Nash dengesi olan Cinsiyetler Savagi oyununa benzemektedir.
Bunlardan biri, (X, M), 1.oyuncunun tercih ettigi dengedir; diger Nash denge ise
(Y, N)'dir, bu da 2.oyuncunun tercih ettigi dengedir. Bu dengelere ilaveten, her
oyuncunun hareketlerini esit olasilikla (1/2 olasilikla), oynadiklan karma stratejil-
erde de bir Nash dengesi vardir. Bu da her iki oyuncuya 5/2 fayda saglar. Fakat bu
fayda diizeyi etkin bir deger degildir ¢iinkii (Y, M) profili her oyuncu igin ¢ok daha
yiiksek olan 4 binmlik fayda saglar. Bu etkinsizligin nedeni oyuncularin karma
stratejilerini belirlerlerken birbirinden bagimsiz rassallagtirma yapmalarindan kay-
naklanir. Ciinkii bur tiir rassallagtirma kaginilmaz olarak en koétii strateji profili olan
(X, N)’e pozitif olasilik atfetmeyi zorunlu kilar. Aslinda oyuncular daha uygun bir
koordinasyon mekanizmasi ile, bu stokastik bir mekanizma olabilir, oyunda daha
etkin bir denge elde edebilirler.

Oyunculann, 6megin soyle bir koordinasyon mekanizmasi ile hareket ettik-
lerini diigiinelim: Adil bir paray1 havaya atsinlar ve eger tura gelirse, (X, M)
strateji profilini oynasinlar fakat eger yazi gelirse, (Y, N) strateji profilini oynasinlar.
Her iki alternatif strateji de Nash dengesi oldugundan dolay: boyle bir rassallagtirma
aym zamanda bir dengedir. Yani eger oyuncular bu koordinasyon mekanizmasini
kullanmak igin anlagsalar, oyunculardan hig biri bundan sapma egilimi gostermeye-
cektir. Dahasi bu stratejiden her oyuncunun beklenen faydasi 3’tir. Yani bu
koordinasyon mekanizmasi ile olusan denge, birbirinden bagimsiz rassallagtirma
ile olugan karma stratejiden olusan denge degerinde, 5/2, daha yiiksektir. Daha
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genel olarak ifade edersek, ortak gozlemlenen rassal bir degiskeni kullanarak (bu-
rada paranin havaya atilmasi), Nash dengesi olan fayda diizeylerinin tiim konveks
bilegimlerini elde edebiliriz.

Bu mekanizmaya ragmen, elde edilen sonug hala oyundaki (Y. A[) strateji pro-
filine gore daha az etkindir (3 < 4). Maalasef (Y. M) strateji profili bir denge
degildir. Bu yiizden elde edilmesi de ¢ok zor goziikmektedir. O zaman soruyu
$0yle soralim: Oyuncular acaba bu strateji profiline yakin bir fayda elde edebilirler
mi? ilk bakigta cevabin negatif olacagini bekleyebiliriz giinkii bir strateji profili
Nash dengesi degilse, hig bir sey hareketlerini bagimsiz bir sekilde se¢en oyuncu-
larin bu strateji profilini oynamaya zorlayamaz. Fakat kullanilan kullanilabilecek
bir koordinasyon mekanizmasi ile oyunculara gonderilen sinyaller herkesce ortak
gozlemlenebiliyorsa (atilan para 6rneginde oldugu gibi yazi-tura sinyalleri herkesge
gozlemleniyor), bu iddia sezgisel olarak dogru olabilir. Dolayisiyla sorunun cevabi
evet olabilir.

Kisaca her bir oyuncuya farkli fakat bagdasik yani birbiri ile iligkili sinyaller
gonderen bir sinyalleme mekanizmasi veya koordinasyon mekanizmasi diizenlenirse
oyuncular daha iyisini yapabilirler (baglayici bir s6zlesme olmadigina dikkat edin).
Omegin Tablo 2.14’de verilen oyun igin béyle bir mekanizma diigiinelim. Bu oyun
esit olasilikli ii¢ duruma sahip olsun: A, B ve C. Eger A gercgeklesirse, 1.oyuncu
milkkemmel bilgilidir (yani nerede oldugunu tam olarak bilir). Fakat eger durum B
veya C ise, 1.oyuncu hangisinin gegerli oldugunu bilmemektedir. 2.0yuncu tersine,
eger durum C ise miikemmel bilgiye sahiptir. Fakat A ile B arasinda bir ayrim
yapamamaktadir. Bu doniigtiiriilmiis oyunda Nash dengesi: kendisine durumun A
oldugu soylendiginde 1.oyuncu X hareketini oynar, (B,C) oldugu soylendiginde
Y hareketini oynar; 2.oyuncu ise, durumun C oldugu s6ylendiginde N ve (A, B)
soylendiginde M hareketini oynar. Simdi de bunu kontrol edelim yani 1.oyuncu-
nun sapma gostermeyecegini gosterelim. l.oyuncu A durumunu goézlemlediginde,
2.oyuncunun (A, B) durumunu gézlemledigini biliyor dolayisiyla 2.oyuncunun M
hareketini oynayacagim biliyor. Bu durumda kendisinin en iyi tepkisi X olacaktr.
Eger 1.oyuncu (B,C) durumunu gozlemlerse, bu bilgiye baglh olarak 2.oyuncu-
dan esit olasilikla bekledigi hareket M ve N’dir. Bu durumda l.oyuncu kendi
secimlerinden bekledigi ortalama fayda diizeyi 2.5°dir ve dolayisiyla Y hareketini
oynar. Bu yiizden l.oyuncu en iyi hareketini seger, ayni durum 2.oyuncu igin
de gecerlidir. Yani oyuncularin stratejilerinin birbiri ile bagdagik oldugu durumda
yeni bir denge olusturduk. Sonuglarin, (X,M), (Y,M) ve (Y,N), her biri 1/3 olasilikla
secilir ve (X,N) kotii sonucu asla gergeklesmez. Bu yeni dengede beklenen fayda
10/3, ki bu sinyal veya koordinasyon mekanizmasinin olmadig: asil oyundaki denge
fayda diizeylerinin konveks bilesiminin digindadir. Yani sinyal mekanizmas: (yani
bagdasik stratejilerin varlig1) eski dengeleri ortadan kaldirmeyor ¢iinkii eger oyun-
cular sinyalleri ihmal ederlerse sinyal mekanizmasi fayda diizeylerini etkilemez.
Bagdasik denge icin bir ek daha verelim.
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Ornek 2.10

Tablo 2.15'de verilen oyuna bakalim. Oyunda l.oyuncu satirlan, 2.0yuncu
siitunlan ve 3.oyuncu ise matrisleri segmektedir.

L R L R L R
T1003/00,0]| T]|222]0,0,0 T1]0,0,0]0,0,0
D|1,00]000]| DJO0,0,0]222 D|0101]0,0,3

a b c

Tablo 2.15

Bu oyunda dort tane piir Nash dengesi vardir: (D,L,a), (T,)R,a), (T,R.c) ve
(D,L,c). Aynca ¢ok sayida karma strateji soz konusudur. Fakat bu sonuglarin hig¢
birinde oyunculann fayda diizeyleri 1 birimi agmamaktadir.

Bir koordinasyon mekanizmasinin ya da bir bir anlagmanin sunu tavsiye ettigini
varsayalim: 3.oyuncu a matrisini oynasin ve 1. ve 2.oyuncular adil bir paradan
gelen sonuca gore davransinlar: eger tura gelirse, (T,L) profilini ve eger yaz1 gelirse
(D,R) profilini oynasinlar. Bu anlagma goriilecegi gibi (2,2,2) sonucunu verir. Bu
dengede tek tarafli hi¢ bir sapmarasyonel degildir. Burada dikkat edilmesi gereken
sey, 3.oyuncunun paranin sonucunu bilmiyor olmasidir. Aksi takdirde kendisinin
bu dengeden sapmasi rasyonel olurdu.

Simdi yukanda verdigimiz ilk omegi daha formel tanimlayalim ve buradan da
bagdagik dengenin formel tanimuna gecelim. Spesifik olarak ifade edersek, ko-
ordinasyon mekanizmasinin belirli bir durum kiimesinden, Q@ = {w;,ws,ws}, ii¢
durumun her birini esit olasilikla iirettigini varsayalim (burada wy, wy, w3 sirasiyla
A, B ve C durumlanna kargilik geliyor). Fakat belirli bir durum gergeklestiginde,
mekanizma artik ayni sinyali her iki oyuncuya da iletmez:

e Eger w; gergeklesirse, 2.oyuncuya U = (w;,ws) olaymn, yani w; veya
wp durumunun gergeklestigi haber venilir, halbuki 1.oyuncu tam olarak w;
durumunun gergeklestigini 6grenir.

e Egerw, gerceklesirse, 1.oyuncu V = (w9, w3) olayinin gergeklestigini 6grenir,
fakat 2.oyuncu U = (w,wsq) olayinin gergeklestigi bilgisini almaya devam
eder.

e Son olarak, eger w3 durumu ortaya ¢ikarsa, 1.oyuncu V = (w9, ws3) olayimin
gergeklestigini 6grenir fakat 2.oyuncu tam olarak w3 durumunun gergeklestigini
Ogrenir.

Daha kesin sekilde ifade edersek, bu tiir bir asimetrik sinyal verme durumu her
oyuncuya tahsis edilen bilgi bolmesi (H;) ile agagidaki gibi tanimlanabilir:

Hl = {(‘)17 V},
H2 = {U,w;;}.
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Simdi de mekanizmanin her oyuncu tarafindan alinan sinyallere gore agagidaki
tepkileri tavsiye ettigini varsayalim:

e |.oyuncu eger w, ise X, eger V ise Y oynamalidir.

e 2.oyuncu eger U ise Af, eger w3 ise N oynamalidir.

Eger oyuncular bu tavsiyeleri takip ederlerse, her oyuncunun beklenen faydasi
10/3 olur. Bu deger de agikga iki Nash dengesi arasinda rassallagtinlan iki piir
Nash dengesinin sonucunda elde edilen fayda olan 3 diizeyinden daha yiiksektir.

Formel olarak bir koordinasyon aracini ya da mekanizmasim {2, { H;}, p} olarak
tanimlanz. Burada 2 mekanizmanin sonuglarina kargilik gelen durum kiimesini, p
durum kiimesi iizerine tamml olasilik kiimesini ve H; ise i oyuncusunun hangi
w € 2 durumun gergeklestigine dair bilgi kiimesini gosterir. Eger ger¢ek durum w
ise 7 oyuncusuna durumun h;(w) bilgi kiimesinde oldugu soylenir.

Herhangi bir ¢ oyuncusunun H; bilgi bolmesi, her w durumuna h;(w) bilgi
kiimesini tahsis eder, yani w € h;(w). Burada h;(w) bilgi kiimesi, ger¢ek durum w
iken, 7 oyuncusunun olas: diye diisiindiigii durumlar verir. Pozitif 6nsel olasilikl
tim h; igin, ¢ oyuncusunun 2 hakkindaki olasiliklan Bayes kural ile belirlenir:
w € h; igin p(w | ki) = p(w)/p(hi) vew ¢ h; igin p(w | hi) =

Sinyalleme veya koordinasyon mekanizmasinin gegerli oldugu bir oyunda ¢
oyuncusunun aldig: tiim olasi sinyalleri, h; C H;, piir stratejilerle, s; € S;, iligki-
lendiren fonksiyonu, +; ile tamimlayalim. Dikkat ederseniz eger w’ € h;(w) ise, 7;
fonksiyonu w ve o' durumlarinda ayni hareketleri tanimlar. Bu gekilde bilgi
kiimelerinden S;’nin elemanlarina stratejiler tammlamak yerine, daha uygun fakat
buna denk bir tanimlama kullanmak daha iyi olabilir. Bu yeni tanimlamada piir
stratejileri, ; fonksiyonu ile Q durum kiimesinden S; piir strateji kiimesine tanim-
lanir. Fakat fazladan bir 6zelligin dahil edilmesi ile bu yapilir. Bu 6zellik soyle
tanimlanir eger w’ € h;(w) ise ¥;(w) = 7;(w’) oldugu kabul edilir. Buna strateji-
lerin bilgi yapisina adapte edilmesi denir. Simdi bagdagik dengeyi tanimlayalim.

Tamim 2.8 Eger {Q, { H;}, p} bilgi yapisina sahip bir oyunda her i oyuncusu igin
adapte edilen her 3 stratejisi icin agagidaki durum siz konusu ise y = (Y1, -+ Tn)
strateji profili bagdagik dengedir:

D p(w)ui(i(ws), > ) p(w)uw(Filwi), v-s(w)). (2.17)

wes? wes

Eger Q2 durum kiimesi lizerine tanimlanan p dagilim: herkes igin ayni ise or-
taya ¢ikan dengeye objektif bagdagik denge denir, fakat eger oyunculara farkh
olasiliklara (inanglara) sahip olma imkam verildiginde ortaya ¢ikan dengeye sub-
Jektif bagdagik denge denir.

Bu tanima gore -y; stratejisi, 7 oyuncusunun beklenen faydasini, yani h; bilgi
kiimesinde hangi durumun gergeklestigini bilmeden elde edilecek olas1 faydasini
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maksimize eder, bagka bir deyigle, ~; stratejisi her i oyuncusunun pozitif 6nsel
olasilik atfettigi her h; i¢in tanimlanan kogullu beklenen faydasin1 maksimize eder.

(2.17)’de verilen tanima denk bir tanim da g6yle ifade edilebilir. Her 7 oyuncusu
igin h; bilgi kiimeleri, p(h;) > 0 ve tiim s; igin asagidaki kosul saglandiginda da
bagdagik denge s6z konusudur:

> p(w | s (vi(ws), voi(@)) = Y p(w | ha)u(viwi), y-i(w)).

weN wesN

Yukanda verilen tanim, (2.17)’de ifade edilen ilk tanimin p(h;)’e boliinmesi ile
bulunduguna dikkatt ediniz (bélmenin, p(-) olasihgin kogullu olasiliga doniigtiir-
diigiine dikkat edin).

Fakat bu tanim her seye ragmen ¢ok islevsel olmayabilir ¢iinkii bu tanimin ken-
disi bilgi yapisina ¢ok baghdir. Gergekte simirsiz sayida olasi durum kiimesi (£2)
ve her bir durum kiimesi igin de ¢ok sayida bilgi yapilar1 miimkiin olabilir. Bu
da bagdagik dengenin yukarida verilen kavramlar ile ifade edilmesini zorlagtinr.
Bu yiizden bagdasik denge icin daha uygun bir tanim kullanacagiz. Bu alter-
natif tanim belirli bir koordinasyon mekanizmas i¢in bagdasik dengeyi saglayan
hareketler iizerine tanimli bir ortak olasilik dagilimim ve her oyuncunun nasil oyna-
mas1 gerektigini belirleyen bir koordinasyon mekanizmasini ifade eder. Yani Tablo
2.15'de verilen dmekte, 1.oyuncuya, durumun (B,C) oldugunu sdylemek yerine D
hareketini oynamasi sdylenir; eger 1.oyuncuya D hareketi oynamasi sdylendiginde,
2.oyuncunun R hareketini oynamasinin kogullu olasnllgl 1/2 ise, 1. oyuncu bu
tavsiyeye uyar.

Tamim 2.9 Bagdagsik denge, S1x Sa X ... x Sy, piir straréjiler profili iizerine tammla-
nan herhangi bir olasihik, p(-), dagiimidir. Bu olasilik dagilimi her i oyuncusunun
u; : 81 X S2 X ... x S, = R fayda fonksiyonu i¢in ve S;’den S;’e iligki kuran her
d;(-) fonksiyonu i¢in agagidaki kogulu saglar:

Zp Si,S_;)ui(si, s_; Zp Siy S—)ui(d;(s;), 5-4)- (2.18)

8{€S; $i€S;

Ik tammda oldugu gibi bu ikinci tanima da denk bir tanim yapabiliriz. Buna
gore eger her ¢ oyuncusunun her s; stratejisi igin p(s;) > 0 ve her s; € S; alternatif
stratejisi igin agagidaki kosul saglanirsa, her p(-) tavsiyesi iizerinden tanimlanan
maksimizasyon bagdasik dengedir:

Z p(s—i | si)ui(si, s—i) > z p(s—i | sq)ui(si, s-i),Vs; € Si.

S_;E€ES_; S_{€ES_;

Dikkat edilirse bu tanim, (2.18)’de verilen ifadedeki esitsizligin her iki tarafin
da p(s;) ile boliinmesi ile elde edilir. Bu yeni tanimda esitsizligin sol tarafi
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oyuncusu eger s; stratejisini secerse beklenen faydasidir, sag taraf ise s strate-
Jisini segerse beklenen faydasim gosterir. Bu tanim sunu ima eder: Eger diger
oyuncu bu tavsiyeye uyarsa, ¢ oyuncusu s; stratejisini oynama tavsiyesine uymadigi
takdirde daha avantajli hale gelmemelidir. Burada p olasiligimi iigiincii bir kigi
tarafindan oyunculara yapilan bir tavsiye gibi yorumluyoruz. Diger tiim oyuncu-
larin bu tavsiyeyi takip ettigini ortiik olarak varsaydigimizda, bu tavsiyeye uymak
bizim igin de en iyi tepki ise bagdasik denge gergeklesir.

Eger p(-) dagihmi O veya 1 degerleri alacak gekilde tammlanirsa, piir Nash
dengesi bir bagdagik denge sayilir. Ve eger p(-), denge stratejilerin talep ettigi ortak
dagilim olarak tammlanirsa, bu anlamda karma strateji Nash dengesi de bagdagik
dengedir. Fakat her oyuncuya yapilan tavsiyeler rakiplerin oyunlan hakkinda bilgi
sunmaz, yani her oyuncu bagimsiz davranmig gibi olur.

Bagdagik dengeler kiimesi konveks bir kiimedir, dolayisiyla bagdagik dengeler
kiimesi en az Nash dengelerinin konveks bilegsimi kadar biiyiiktiir. Bu konveks
bilegimi sadece herkesge bilinen koordinasyon mekanizmalan ile saglanir. Herkesge
bilinmeyen (miilkemmel olmayan) koordinasyon mekanizmalari Nash kiimesinin
konveks bilesimin diginda dengelere neden olabilir.

Sinirli stratejinin oldugu oyunlarda karma Nash dengesi var oldugundan dolay,
bagdagik denge de vardir. Gergekte bagdagik dengenin varligi Nash dengesinin
varligindan daha kolay saglanir ¢iinkii bagdagik denge kiimesi lineer esitsizlikler
ile tanimlanir, yani konvekstir. Dolayisiyla lineer metotlarla (sabit nokta teoremleri
yerine) gosterilebilir.
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Sorular

1. Asagida verilen oyunun karma strateji Nash dengelerini bulunuz.

L|[C]|R
U|33|12]20
D|21]22]|13

2. {1,..., K} kimesinden n kisi birer say1 segmektedir. 1 lira degerinde bir
6diil, segilen sayilarin ortalamasinin 2/3’iine en yakin se¢im yapanlar arasinda
paylastinlmaktadir. Bu oyunun sadece bir karma strateji dengesi oldugunu
ve burada oyuncularin piir strateji segtigini gosterin.

3. Iki yatinmci sonunda 1 lira degerinde 6diil olan bir yarigmaya giriyorlar. Bu
yarigmada her bir oyuncu [0, 1] aralifinda herhangi bir miktarda harcama
yapabilirler. En ¢ok harcamay: yapan yatirimci yarigmay: kazaniyor ve be-
raberlik durumunda her bir yatinmei 0.5 lira kazaniyor. Bu yarigmayi strate-
Jjik bir oyun olarak formiile edin ve oyunun karma strateji Nash dengesini
bulun.

4. Zeynep, Kemal’e su oyunu oynamay teklif ediyor: ” Ayn1 anda birbirim-
ize bozuk paranin bir yiiziinii gosterelim. Ikimiz de tura gosterirsek sana
3 lira verecegim. Ikimiz de yazi gosterirsek sana | lira verecegim. Ayni
yiizii gostermezsek sen bana 2 lira vereceksin”. Kemal su akil yiiriitmeyi
yapiyor: ” iki tura olasigili 1/4 ve bu durumda 3 lira ahyorum. Iki yazi
olasigili da 1/4 ve bu durumda 1 lira aliyorum. Farkl yiizlerin olasilig1 ise
1/2 ve bu durumda 2 lira veriyorum. Qyleyse bu adil bir oyun.” Kemal dogru
mu diigiiniiyor? Diigiinmiiyorsa bu akil yiiriitme neden yanlig? Zeynep’in bu
oyundaki beklenen faydasi nedir?

5. Igveren iscinin kaytarip kaytarmadigim denetlemektedir. Iigveren denetimini
q olasilikla yaparken (yani zamanin ¢ oraninda denetim yapmakta), is¢i de
r olasilikla (yani zamanin r oraninda kaytarma yapmaktadir). Kaytarmak
isci icin galigmaya gore daha iyidir. Igveren icin de denetim maliyetlidir;
maliyet ¢ € (0, 100) kadardir. Bu mantik iizerine kurulmus oyunda oyuncu-
larin fayda diizeyleri agagidaki tabloda verildigi gibidir:

denetle denetleme
calig | 60,100 — ¢ | 60,100
kaytar | 0, —c¢ 100, —100

a) Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlarini bulunuz ve giziniz.

b) Oyunun karma strateji Nash dengesini bulunuz.

6. {1, ..., K'} kiimesinden 2 kisi birer say1 seciyor. Segilen say1 ayni olursa 2.
oyuncu 1. oyuncuya 1 lira 6diiyor; aksi halde herhangi bir 5deme yok. Her
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oyuncunun beklenen parasal faydasin1 maksimize etmeye caligtifn bu tam
rekabetgi oyunun karma strateji Nash dengesini bulun.

. A ordusunun verili 3 hedeften birine saldirmak igin kullanabilecegi | adet

ucagr vardir. B ordusunun ise bu 3 hedeften birine yerlegtirecegi 1 adet
ucaksavar silah1 vardir. A ordusu bir hedefi ancak savunmasizsa ve ordu o
hedefe saldirirsa ele gegirebilmektedir. Hedeflerin degeri v1 > v > v3 > 0
olarak veriliyor. A ordusu zararin beklenen degerini maksimize etmek is-
terken, B ordusu bunu minimize etmek istemektedir. Bu miicadeleyi tam
rekabetgi stratejik bir oyun olarak kurgulayin ve oyunun karma strateji Nash
dengelerini bulun.

Bir futbol takiminda oldugunuzu varsayiniz. Penalti kullanmak iizeresiniz,
ve topu sag ya da sol kdgeye atmaya karar vereceksiniz. Rakip kaleci ise sag
ya da sol kogeye atlayacaktir. Kaleci ile ayn1 koge tercihinde bulunursaniz,
kaleci 1 olasilikla topu kurtaracaktir. Ters koge tercihinzde bulunursaniz |
olasilikla gol olacaktir.

(a) Bu durumu normal bigimli oyun olarak gosteriniz.

(b) Oyundaki tiim piir ve karma Nash dengelerini bulunuz.

(c) Siz sag koseyi sectiginizde kaleci de saga atlayiy yaptiginda gol olma
olasihiginin 2/3 ve siz sol koseyi sectiginizde kaleci de sola atlayig

yaptiginda gol olma olasiliginin 1/3 oldugunu varsayinmz. Bu durumda
tim Nash dengelerini bulunuz.

N oyuncunun oynadig bir oyunda her bir oyuncu X ve Y seceneklerinden
birini segiyor. Oyun sonunda X ve Y segen toplam oyuncu sayisi sirasiyla
mz ve my olsun (m; + m, = NN). Buna gore X segen oyuncularin elde
ettigi fayda u; = 2m, —m2 +3 ve Y segenlerin faydasi u, = 4 —m,, olarak
veriliyor.

a) N = 2 olarak veriliyor. Bu oyunu normal-bicimde gosterin ve eger varsa
piir-strateji Nash dengelerini bulun

b) Bu sefer N = 3 olsun. Bu yeni oyunun kag tane piir-strateji Nash dengesi
vardir?

¢) N = 3 varsayimiyla devam edelim. Bu oyunda her oyuncunun X segene-
gine p olasiligini atadify simetrik bir karma-strateji Nash dengesi olup
olmadigini bulun.

. A ordusu 3 olasi hedeften birini vurabilen bir ugaga sahiptir. B ordusu tek

bir hedefe kitlenebilen ugaksavara sahiptir. K hedefinin degen vy ve v; >
v > wvy seklindedir. A ordusu hedef savunmasiz ise o hedefe saldirir ve
yok eder. A ordusu hedefleri yok etmeyi maksimize etmeyi istemektedir.
B Ordusu ise bunu minimize etmek istemektedir. Bu oyunu stratejik form
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bi¢iminde gosteriniz. Oyunda piir-strateji Nash dengesi var midir? vz — O'e
yaklastikga ve v, ve v3 sabit kalirsa denge stratejileri nasil degisir?

11. Asagida verilen oyunda karma-strateji Nash dengesinin her zaman var oldu-
gunu gosteriniz. (Matris iginde verilen harfler rasgele secilmis reel sayilar
temsil ediyor.)

B, | By
Ayl ua|lm
Ay | wx|yz

12. iki oyunculu bir oyunda su bilgiler veriliyor:

S1 = {A,B,C}, S, = {X,Y,Z)

u1(A,X) =6, u1(4,Y)=0, m(A4,2)=0

Bunlara ek olarak oyunun bir karma-strateji Nash dengesinin oldugunu; bu
dengede iki oyuncunun da tiim stratejileri pozitif olasiliklarla oynadigin ve
oyuncularin dengede beklenen faydalarinin sirasiyla 4 ve 6 oldugu biliyoruz.
Bu bilgiler 1s1§1nda 2. oyuncunun X secenegine atadifr olasilii hesaplamak
miimkiin mii? Eger miimkiinse bu olasilik ne olur?

13. l.oyuncu A ve B oyunlan arasinda karar vermektedir. Bu karardan sonra
oyun esanl olarak oynanmaktadir. 1.oyuncu hangi oyunun oynandigin bil-
mekte, fakat 2.oyuncu bu bilgiye sahip degildir. *

A B

L | R L| R
Ul 1,0 |01 Ul4,3]-32
D|=1,2]2,0 D[1,0] 0,0

Oyunda her piir-strateji pozitif olasilikla oynandiginda, tesadiifi karma strateji
Nash dengesini bulunuz?

14. Asagidaki oyunda 1. oyuncu iki satirdan birini, 2. oyuncu iki siitundan birini
ve 3. oyuncu da ii¢ matristen birini segiyor.

L R L R L R
T 0,03 000 T|222(000 T | 0,0,0 | 0,0,0
B | 1,0,0 | 0,0,0 B | 0,00 | 22,2 B | 010|003
A B C

a) Piir-strateji denge faydalarimin (1,0, 0), (0,1,0) ve (0,0,0) oldugunu
gosterin

b) 3. oyuncu B’yi segerken 1. ve 2. oyunculann esit olasiliklarla (T, L) ve
(B, R) oynadiklan bir bagdagik dengesinin oldugunu gosterin.
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BOLUM 3

Tam Bilgili Dinamik Oyunlar

3.1 Girig

Su ana kadar her oyuncunun es anli hareket ettigi (diger oyuncularin birbirinin
hareketlerini gozlemleyemedigi durum) oyunlarla ilgilendik. Bu oyunlarda oyun-
cular aynm1 anda hareketlerini segerler ve oyun sonunda olusan hareket profili ile
de her bir oyuncunun elde ettigi fayda diizeyi belirlenir. Fakat oyunlarnn hep-
sinde stratejik etkilesim ayni anda gerceklesmez. Cok sayida oyunda oyunculann
hareketlerinde bir ardisallik, yani hareketlerin sirayla gerceklestigi durumlar s6z
konusu olabilir. Ardisalligin oldugu bu tiir oyunlarda bir oyuncu hareket ettiginde
diger oyuncu oyunda ne oldugu bilgisine sahip olur. Tiim bu zamanlama ve bil-
giye dair konular genigleyen-bi¢imli gosterim veya aga¢ oyunu diyebilecegimiz
gosterimlerle analiz edilir. Bellli bir ardisallik iceren tiim oyunlan dinamik oyunlar
diye nitelendiriyoruz.

Bu béliimde ilk 6nce dinamik oyunlarin unsurlarini tanitacagiz. Dinamik oyun-
larda hareketler ardisal oldugundan oyuncularnn hareket etmeden 6nce neleri bildik-
leri 6nemlidir, dolayisiyla bu durumu tanimlayan bilgi kavrami 6nemli hale gelir.
Bu yiizden bilgi konusuna detayl olarak bakacagiz. Bunun ardindan genigleyen-
bi¢imli oyunlarda piir ve karma stratejilerin yaninda diger bir strateji kategorisi
olan davranig strateji kavramini inceleyecegiz. Dinamik bir oyun igin gerekli tiim
kavramlan tanittiktan sonra bu tiir oyunlarda kullanilan temel denge yaklagimlari
olan geriye dogru ¢ikarsama ve altoyun miikemmel Nash dengesini inceleyecegiz.
Daha sonra her agamada statik oynanan asamali oyunlan tanittiktan sonra, son
olarak ileriye dogru ¢ikarsama kavramim inceleyecegiz.
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3.2 Dinamik Oyun Tanim

Dinamik oyunlar ardisal hareketlerin oldugu oyunlardir. Oyunda oyunculardan biri
digerinin hareketini gézlemler ve buna gore hareket eder. Bu tiir oyunlar agag
bi¢iminde ifade edilirler. Statik oyunlardaki matris gosterimi dinamik oyunlar igin
pek elverigli bir gosterim degildir. Bu yiizden ilk once aga¢ gosterimini tanitalim.

Bir aga¢ oyunu bir baslangi¢ noktas: ile baglar. Dallar halinde genisleyerek
ilerler. Bu yiizden bu oyunlara genigleyen-bi¢imli oyunlar da denir. Oyuncularin
oyun siralar geldiginde, karar vermeleri gereken noktalara varmiglardir. Bu nokta-
lardan dallar ¢ikar. Her dal bir hareketi temsil eder. Bir karar noktasindan digerine
tek bir patika vardir. Sonugta agacin en son dalina veya dalin ucuna geldigimizde
agag oyunu biter. Aga¢ oyunlarinda dongiiler yoktur. Yani herhangi bir noktadan
basglayan oyun yine o noktaya donemez, genisleyen bir yap1 gosterir. Bagka bir
degisle karar noktalan belirli bir zaman diliminde vardiginiz istasyonlar gibidir.
Buralarda nereye gideceginize karar verirsiniz, dolayisiyla kararlariniz yoniiniizii
belirler. Ve en son vardiginiz terminalde inersiniz ve oyun biter.

Bu soylediklerimizi asagida verilen sekil iizerinden izleyelim. Sekil 3.1, o
baslangic noktasi ile baglar ve burada 1.oyuncu ilk hareket eden oyuncudur (aksi
soylenmedikge ilk hareket eden oyuncu her zaman l.oyuncudur). Bu oyunun
bagladig1 noktadir ve ayn1 zamanda bir karar noktasidir. Ciinkii 1.oyuncu burada
hangi hareketi segecegini belirler.

o Baslangig
noktasi

o karar noktasindaki
hareketler

V\‘\ Terminal
noktalar

Sekil 3.1 Genisleyen-bigimli bir oyunun temel unsurlari

Bir oyuncu igin oyunun baslangici Doga tarafindan belirlenebilir. Yani ilk
hareket eden Doga olabilir. Bu yiizden 1.oyuncu igin ¢ok sayida baslangi¢ karar
noktasi olabilir. Sekil 3.1°de verilen oyuna devam edelim. Baslangi¢ karar nok-
tasinda 1. oyuncunun iki hareketi s6z konusudur, bunlar L ve R ’'dir. Yani o
karar noktasinda, hareket kiimesi A(o) = {L, R}'dir. l.oyuncu kendi hareket
kiimesinden bir hareketi sectikten sonra hareket sirasi 2.oyuncuya geger. Yani
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bir aga¢ dalindan 2.oyuncunun karar noktasina indik. Eger 1.oyuncu L hareketini
secerse 2.oyuncu kendini o karar noktasinda bulur, fakat eger R hareketini segerse
2.oyuncu kendini 3 karar noktasinda bulur. Yani o karar noktasindan ¢ikan iki dal
2.oyuncunun nerede oldugunu belirler. 2.oyuncu hem x hem de (3 karar noktasinda
ayn iki harekete sahiptir. Bunlar g ve s hareketleridir, yani A(«) = A(8) = {g. s}.

2.oyuncunun kendisine hareket sirasi1 geldiginde bildigi sey, onun bilgi kiimesini
olugturur. Dolayisiyla l.oyuncu « ve 3 ile gosterilen iki bilgi kiimesine sahiptir.
Dolayisiyla «x bilgi kiimesinde 2.oyuncu, 1.oyuncunun L hareketini oynadigini ve
0 bilgi kiimesinde 1.oyuncunun R hareketini oynadigim bilir. Bilgi kiimelerinin
her biri bu yiizden bir karar noktasina sahiptir.

Daha genel ifade edersek, her oyuncu her bilgi kiimesinde ne yapacagini seger.
Herhangi bir ¢ oyuncusunun bir hareketi onun bilgi kiimesinden segecegi bir hareket-
tir, bu secimi q; ile gosterelim. Bir bilgi kiimesindeki se¢im alternatifierini ise
A; ile gosterelim. Dogal olarak hareketler kiimesi bilgi kiimelerine bagli olarak
degisebilir.

Her karar noktas1 z; € X; seklinde ifade edilir, burada X;, ¢ oyuncusunun
karar noktalar kiimesini gostermektedir. Bu durumda A;(z;),¢ oyuncusunun z
karar noktasindaki hareketler kiimesini gosterir ve varilan her karar noktasi bir bilgi
kiimesinin elemanidir, x € h, burada h bilgi kiimesini gosterir.

Sekil 3.1°de goriildiigii gibi 2. oyuncu da hareket ettikten sonra sira tekrardan
l.oyuncuya gelir. Eger 2.oyuncu « karar noktasinda g hareketini segerse 1.oyuncu
kendisini bu sefer § karar noktasinda bulunur. Bu noktada da iki hareketi vardir,
U ve D. Fakat 2.oyuncu bu karar noktasinda s hareketinde bulunursa, oyun biter.
Benzer olarak 2.oyuncu /3 karar noktasinda hareket ettiginde 1.oyuncuya tekrar
oyun sirasi gelmeden oyun biter.

Dikkat ederseniz her £ € X karar noktasim sadece bir oyuncuya tahsis ediy-
oruz, yani her karar noktasi bir oyuncuya aittir. Bunu daha genel ifade edebiliriz.
n-oyunculu ve Doga’nin da oldugu bir oyunda, : € N U{0}, (burada 0, Dogaoyun-
cusunu gosteriyor), her karar noktasina bir oyuncu tahsis etmeyi oyuncu fonksiy-
onu dedigimiz bir fonksiyonla ifade edebiliriz: ¢ : X — (N U {0}), burada her
# € X karar noktasi igin, «(z) fonksiyonu bir oyuncu tanimlar. Omegimizde belirli
karar noktalari i¢in oyuncu fonksiyonu ¢(8) = 1,¢(3) = 2 seklindedir. Burada i €
N U {0} oyuncusuna tahsis edilen karar noktalann kiimesi ise
X: = {xr € X : Jzx) : i} ile gosterilir. Boylece X= {Xp, X1, ..., X, }, tiim
oyuncularin karar noktalan kiimesinin kiimesidir. Kisaca bir karar noktasi spesifik
belirli bir oyuncuya aittir veya bir oyuncu spesifik belirli bir noktanin sahibidir de-
riz. Sekil 3.1 oyunda her bir oyuncunun karar noktalar kiimesi, X; = {o, 8} ve
X3 = {a, B} seklindedir (bu oyunda Doga yok).

Diger yandan, Sekil 3.1’e bakildiginda oyun agacimin son noktalarinda artik
bir dal uzanmamaktadir. Bu oyunun bittigi noktalardir. Bunlara terminal noktalar
denir. Terminal noktalar kiimesini Z ile gosteriyoruz. Sekil 3.1’deki oyunda 5 tane
terminal nokta vardir, Z = {2y, 29, 23, 24, z5}. Karar ve terminal noktalar1 oyunun
toplamnoktalarini verir, dolayisiyla X U Z ifadesi oyunun toplam noktalarini verir.
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Oyun terminal noktalarindan birine vardiginda biter. Terminal noktalara oyunun
sonuglan diyoruz.

Oyundaki her z € Z terminal noktasi bir sonuca kargilik gelir. Sonuglar oyun-
cularin tercihlerini yansitir. Her oyuncunun vNM tercihleri oldugunu diisiiniiyoruz.
Bu da daha once ifade edildigi gibi beklenen fayda formunda olan u; : Z — IR
fayda fonksiyonu ile gosterilir. Her oyuncu bu fayda fonksiyonunu maksimize et-
meye ¢aligir.

Sekil 3.1°de verilen oyun, daha somut ve oyuncu sirasini da belirten bir yap:
icinde terminal noktalarinda elde edilen fayda diizeyleri ile birlikte Sekil 3.2’de
gosterilmektedir. Sirasiyla her terminal tarih icin (yani sonug¢ degerine uzanan
patika igin) fayda degerleri: (uj,u2) = (1,2), (uy,u2) = (—1,0), (u;,u) =
(0,1), (u1,u2) = (1, 2) ve (u1,uz) = (2, 3) seklindedir.

(0.1) (1,2 (3.2)

(1.2) (-1,0)

Sekil 3.2 Miikemmel bilgili genigleyen-bigimli bir oyun

¢

Bu arada genigleyen-bi¢imli bir oyunda veya bir agda¢ oyununda, oyunun nasil
oynandigina dair bir takim belirsizliklerden kaginmak igin burada dort temel basit
kurali tanimlamakta fayda vardir.

Kural 1: Her karar noktasi en fazla bir karar noktasi tarafindan 6ncelenebilir.

Sekil 3.3(a)’daki agag¢ oyunu Kural 1’i ihlal eder. 2. oyuncu iki karar nok-
tasina ve bu karar noktalarindan ayni terminal noktasina giden dallara sahiptir. Bu
1. oyuncunun sonuglar iizerinde etkili olmadig: anlamina gelir. Eger 1. oyuncu-
nun etkisi olsaydi, agaca 1.oyuncunun her hareketi igin iki terminal noktasi eklen-
meliydi (Sekil 3.3(b)’de oldugu gibi). Kural 1, kisaca bir karar noktasinin digerinin
ardindan geldigini ve iki karar noktas: arasinda sadece bir patika oldugunu soyler.
Yani eger 2.0yuncunun oynadigi nokta, 1.oyuncunun oynadig1 noktay: takip ediy-
orsa, l.oyuncunun karar noktasi, 2.oyuncunun karar noktasinin Onceleyicisidir.
Dolayisiyla da bir terminal noktalarinin sonraki noktalan olmadig gibi, baslangig
noktalarinin da 6nceleyici noktalan yoktur.

Kural 2: Oyun agacindaki hig bir patika bir karar noktasini kendisine baglamaz.

Sekil 3.4(a)’da goriildiigii gibi eger 1. oyuncu D hareketini oynarsa 2.oyuncuya
sira gelir, fakat 2.oyuncu L hareketini oynadiginda oyun sirasi tekrar 1.oyuncuya
geger, yani bir dongii s6z konusudur. Bu tiir belirsizlerden kaginmak igin agag
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oyunlannin dongiisel halkalar olugturmamasi gerektigini sart koguyoruz.
Sekil 3.4(b)’de gosterildigi gibi bu problem soyle ¢oziiliir: 1.oyuncu iki kere
hareket eder: bir 2.oyuncudan 6nceden, iki 2.0yuncudan sonra.
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Kural 3: Her karar noktasi tek bir baglangi¢ noktasindan sonra gelir.

Sekil 3.5 Kural 1 ve 2’i saglar fakat oyunun bir baslangi¢ noktasi yoktur. Bu
yiizden Kural 3’e ihtiya¢ duyanz.
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Sekil 3.5

Kural 4: Her agag¢ oyunu tam olarak bir baglangi¢ noktasina sahiptir.

Kural 1, 2 ve 3 her karar noktasinin tam olarak bir baglangi¢ noktasinin son-
rasindan gelen noktalar oldugunu ima eder fakat agacin tiimii birden fazla karar
noktasina sahip olabilir. Bu oldugunda karar noktalan geldigi baglangi¢ nokta-
lanna gore farkli aynk kiimelere aynlabilir. Bu da bir agag iginde farkli oyunlar
oldugu anlamina gelir. Kural 4 bu problemi giderir.

Diger yandan, genisleyen-bigimli bir oyunda eger sinirli sayida karar noktasi
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s0z konusu ise bu oyuna sinirli oyun, aksi takdirde sinirsiz oyun denir. Sinirhilik su
tic kosulu gerektirir: (i) sinirli sayida oyuncunun olmasi (ii) sinirli sayida hareket
olmas ve (iii) sinirh sayida tarihin olmasu.

Eger genisleyen-bigimli bir oyunda bu ii¢ kosuldan biri saglanmazsa, bu sonsuz
sayida karar noktasinin olacag anlamina gelir. Ornegin, sinirsiz sayida oyuncunun
oldugu bir oyunda her oyuncunun karar noktalar diigiiniildiigiinde bu sonsuz karar
noktasi demektir; oyunda sinirl sayida oyuncu olabilir fakat bu oyuncularin sinirsiz
sayida hareketleri s6z konusu olabilir; veya bir oyun sonsuza kadar oynanabilir yani
oyun agaci siirekli biiyiiyen bir oyuna doniigiir, bu durumda oyunun tarihi sonsuza
gider, dolayisiyla sinirsiz karar noktasi s6z konusudur.

Bu kitapta karsilasacagimiz belirli baz1 sinirsiz oyun gruplar vardir. Bu oyun
gruplarindan biri, Ozellikle oyuncularin hareket veya strateji kiimelerinin reel
sayilarin bir alt kiimesinden geldigi oyunlardir. Omegin bir oyuncunun oyunda
[0, 1] arahiginda herhangi bir hareketi segme imkanina sahip olmasi bu oyunu sinirsiz
yapar. Diger bir sinirsiz oyun grubu, kitabin ilerleyen boliimlerinde gorecegimiz
tekrarli oyunlardir. Bu tiir oyunlar da simirsizdir ¢iinkii oyun sonsuza kadar oy-
nanir, dolayisiyla tarih sonsuzdur.

Yukaridaki tartigmadan genigleyen- bigimli oyunlarin genel yapisini ve temel
kavramlarini verdik. Fakatdikkat edilirse bu yapinin en 6nemli ayaklarindan birinin
bilgi oldugu agikg¢a goriiliir. Bu yiizden bu konuyu agagida dahadetaylitartigacagiz.

3.3 Bilgi

3.3.1 Bilgi Kiimesi ,

Eger stratejik diisiinmenin yansi diger oyuncularin ne yapacagini tahmin etmekse,
diger yarnisi diger oyuncularin ne bildigini diisiinmektir. Hatirlayacagimiz gibi
statik oyunlardaki hareketler eg anli oldugundan dolayi, oyuncular bilgilerini bir-
birlerini gbzlemleyerek elde etme imkanina sahip degillerdir. Fakat eger oyuncular
oyunu ardisal oynuyorlarsa neyi bildikleri anahtar bir 6neme sahip olur. Eg anli
hareketli oyunlar ve ardisal hareketli oyunlar arasindaki temel fark, ardisal oyun-
larda, ikinci oyuncunun, kendi hareketinden 6nce, kendisinden dnce hareket eden
1.oyuncunun nasil hareket ettigini gézlemleyerek elde ettigi bilgidir.

Herhangi bir oyun i¢in kimin neyi ne zaman bildigi onemli bir konudur. Bu da
bilgi kiimesi kavramu ile ifade edilir. Herhangi bir ¢ oyuncusunun bilgi kiimesi farkl
patikalar iizerinde bir oyuncuya ait karar noktalan kiimesidir. Bu 7 oyuncusunun
siras1 geldiginde bildigi noktalardir. Yani i oyuncusu hangi oyuncunun hareket
sirasina sahip oldugunu bilir, fakat oyunun vardig1 aga¢ dalimi bilmeyebilir. Kisaca
bir bilgi kiimesi h € X bir karar noktalan kiimesidir fakat bu karar noktalarinin
hangisinde oldugu bilinmeyebilir.

Bir oyun agacinda bilgiyi anlamak igin noktalarla tarih arasindaki baglantiy
anlamak gerekir. Oyunun herhangi bir noktasindaki tarih, kimin neyi ne zaman
yaptigini gosteren kayittir. Aga¢ oyunlarinda baslangi¢ noktasindan herhangi bir
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noktaya giden tek bir patika vardir. Bu yiizden eger vardiginiz noktay: biliyorsaniz,
oraya varg tarihini de biliyorsunuz demektir.

Genisleyen-bigimli oyunlar1 bu anlamda iki sinifa ayirabiliriz: (i) milkkemmel
bilgili oyunlar. Bu oyunlarda oyun sirasi size geldiginde agacin neresinde oldugunu
bilirsiniz. Bu da oyunun tarihini tamamen biliyorsunuz demektir ve (ii) miikemmel-
olmayan bilgili oyunlar. Bu oyunlarda oyun sirasi sizde oldugunda oyunun tarihi
hakkinda belirsizsiniz demektir. Oyunun tarihi hakkindaki belirsizlik hangi nok-
tada oldugunuza dair belirsizlige karsilik gelir.

Bu belirsizligi ifade etmek igin bilgi kiimesi kavramim kullanabiliniz. Oyunu
oynarken, diger oyuncularin hareketleri karar noktalarimzdan birine vanlmasina
neden olur. Bu gergeklestiginde, hangi karar noktalanindan birine vanldigim kesin
olarak bilmeyebilirsiniz. Bu belirsizlik belirli bir bilgi kiimesine vanldigini be-
lirterek ifade edilir. Tiim bildiginiz sey bilgi kiimesindeki bir karar noktasina
vardigimizdir fakat hangisi oldugunu bilmiyorsunuz. Bunu bilgi kiimenize vanldigini
belirten bir mesaj gibi de diigiinebiliriz.

Ayni durumu daha genel olarak diigiinelim. Bir oyunu bir agamalar dizisi gibi
diisinmek miimkiindiir. Her agamada tiim oyuncular kendi se¢im kiimelerinden,
yani kendilerini bulduklan tarihlerde, A;(h) hareketlerini segerler. Eger se¢im hig
bir sey yapmamak ise bu durumda oyuncunun hareket kiimesi bostur, h = @. Bu-
rada h’ oyunun baglangicindaki tarihtir ve a® = (a{, ....a%,), h? tarihini takip eden
hareket profilidir. Sonra h', a® ile tammlanir ve A;(h'), i oyuncusu oradayken
oniinde olan hareketler kiimesini gosterir. Bu gekilde devam edersek son agsama
olan K’ya variriz ve buradaki tarih 6nceki asamalardaki hareketlerden olusan bir
dizi seklinde yazilabilir,

REHT = (ao, al, ..., aK),
burada K + 1 oyundaki toplam agama sayisim gostermektedir. Baz1 oyunlarda bu
sonsuz olabilir, yani K = oo. Bu durumda oyunun sonucu sonsuz tarihtir ve h*>
seklinde ifade edilir.

Diger yandan, olasi tiim tarihleri H = {hF} ile gosterelim. Her hX*! tarihi
tanim geregi oyunun basindan sonuna kadarki hareketler dizisini tammladigindan,
buna temtiinal tarih denir. Tiim terminal kiimesi oyunda ortaya ¢ikan sonuglar
kiimesidir, Z = {RK+1} C H.

Bilgi kiimelerini anlamli kilmak igin bu kiimelerin iizerine belirli simirlamalar
getirmek gerekir. Bu sinirlamalardan birincisi, her karar noktasinin tam olarak tek
bir bilgi kiimesine ait olmasidir. Eger birden fazla bilgi kiimesine ait bir karar
noktasi olsaydi, bu karar noktasina varildigina dair hangi mesa j1 aldigimz iyi tamm-
lanmamug olacakti. Bu yiizden tiim bilgi kiimelerinin kiimesi, H, karar noktalannin
bir bilmesini (partition) olusturur: X = Upcgrh ve Yhh' € H hNK = 2.

Bo6lme kavrami burada 6nemli bir kavramdir. Bunu biraz agiklayalim. Bilgi

'A kiimesinin bir bolmesi, A kiimesinin alt kiimelerinin bir kimesidir. Omegin {X,Y, Z}
kiimesinin beg tane boélmesi vardir:

{XEAYEAZ}L X Y B AZHL (X 21 (Y HL ({X 1 Y, Z) ) ve {{XC Y, 2} )
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kiimeleri karar noktalarin1 bolmelere ayirir. Boylece her karar noktasi tek bir bilgi
kiimesine ait olur. Bu gekilde bilgi kiimeleri tarihlerle iligkilendirilir. Yani bilgi
bolmesi, oyunun herhangi bir agamasinda oyuncunun birbirinden ayirabilecegini
bildigi farkli pozisyonlan gosterir ve tiim olasi noktalar bilgi kiimeleri denilen alt
kiimelere boler. Dolayisiyla herhangi bir oyundaki ¢ oyuncusunun bilgi bélmesi bu
oyuncunun bilgi kiimelerinin kiimesidir.

Ikinci sinirlama, bir bilgi kiimesindeki tiim karar noktalarinin ayni oyuncuya
ait olmasidir, yani Vh € H,Vz,z’ € h,i(z) = 1(z’). Aksitakdirde, iki veya daha
fazla oyuncu siralarinin kendilerinde oldugunu diisiinebilirlerdi. Her h € H bilgi
kiimesinin sahibi bir oyuncu vardir, ¢ € N U {0}, ve bu bilgi kiimesi tamamen 7
oyuncusunun karar noktalan kiimesi igindedir, yani h C X; dir.

Bilgi kiimelerinin kiimesi olan H kiimesini her oyuncuya ait bilgi kiimelerinin
kiimesine ayirabiliriz, yani bilgi bolmeleri olugturabiliriz: Her ¢ € N U {0} oyun-
cusu igin, H; = {h € H : YV € h,i(z) = i} kiimesi ¢ oyuncusunun bilgi
kiimelerini igerir. Bu yiizden tim ¢ € T U {0}’ ler i¢in Upey,h = X'dir.

quincii ve son sinirlama, bir bilgi kiimesindeki her noktanin, mevcut hareketler-
den olugan ayni kiimeye sahip olmasidir. Aksi takdirde oyuncu kendi oniinde hangi
hareketin olduguna emin olmayacakur, yani Vh € H,Vz,z’ € h, A(z) = A(z').

Bir bilgi kiimesi tekil olabilir, yani sadece tek bir nokta igerebilir. Eger her
oyuncunun her bilgi kiimesi tekilse, oyun miikemmel bilgili bir oyundur, yani
h € H, #(h) = 1 veya alternatif olarak goyle de ifade edilebilir, Vi € N U {0},
Vh € H;, #(h) = 1. Eger herhangi bir bilgi kiimesi birden fazla karar noktasina
sahipse, yani baz1 oyuncular igin, 3 € N U {0},3h € H;, #(h) > 1 ise, bu oyun
miikemmel-olmayan bilgili bir oyundur. Omegin Sekil 3.2°deki oyun miikemmel
bilgili oyundur, dolayisiyla ’

H\ = {{0},{6}}, H2 = {{a}, {8}}-

Simdi Sekil 3.2’de ifade oyunun bilgi yapisini biraz degistirelim: 2.oyuncu ken-
disine hareket sirasi geldiginde 1.oyuncunun ilk hareketini gbzlemleyememektedir,
dolayisiyla iki karar noktasindan hangisinde oldugunu bilemez. Bu miikemmel-
olmayan bilgi yapisi, Sekil 3.6’da iki karar noktasi ¢izgili bir dogru ile birlestirilerek
gosterilmigtir.

Bu oyunda ii¢ tane bilgi kiimesi vardir. 1.oyuncuya ait iki tane bilgi kiimesi
ve 2.0yuncuya ait bir bilgi kiimesi vardir. Dikkat ederseniz 2.oyuncu kendi bilgi
kiimesinin her iki karar noktasinda iki harekete sahiptir: A(a) = A(8) = {9, s}.
Bu oyundaki her oyuncunun bilgi kiimelerinin kiimesini, yani bilgi bélmelen ise
soyledir,

Hy = {{0}.{8}}, Ha = {{o B}}.

Diger yandan Sekil 3.2’de verilen oyunun daha farkli bir bilgi yapisi ile ta-
nimlanan bagka bir versiyonu Sekil 3.6(b)’de gosterilmektedir. Bu oyunda bilgi
kiimelen iizerine konan sinirlamalarin iki defa ihlal edildigini goriiriiz. Bunlardan
biri, bir bilgi kiimesi farkli oyunculara ait karar noktalanni icermektedir, yani h =
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(a) (b)

Sekil 3.6 (a) Miilkemmel olmayan bilgi (b) Makul olmayan bilgi

{a, B} bilgi kiimesini diigiinelim, burada ¢(a) = 2 fakat «(8) = 3. Diger ihlal ise,
1.oyuncunun ikinci bilgi kiimesinde farkli karar noktalarinda bu oyuncuya ait farkl
hareketler vardir. Yani b’ = {4, ~} bilgi kiimesini diisiinelim, burada ise A(d) =
{U, D} ve A(v) = {L, C, R}. Bilgi kiimesi kavramim daha da somutlagtirmak igin
agsagidaki omek iizerinden tartigmaya devam edelim.

Ornek 3.1

Sekil 3.7°de verilen oyunda l.oyuncu o karar noktasinda hareket ederken,
2.oyuncu aj, a2, 3 ve aq karar noktalannda hareket etmektedir. 1.oyuncu kendi
hareketini bilir, fakat 2.0yuncu sadece sunu sdyleyebilir: 1.oyuncunun hareketleri
aj, ag veya “digeri” ne yol agti. Digerinden kasit, 2.0yuncu «3 veya a4 nokta-
lanndan birinde karar verecektir fakat hangisinde oldugunu bilmemektedir. Ciinkii
2.0oyuncu aj ve a4 arasinda bir aynm yapamamaktadir. Eger 1.oyuncu a3’e ne-
den olan hareketi secerse onun bilgi kiimesi basitce {3} olacakur fakat 2.0yuncu-
nun bilgi kiimesi {a3, as}’dir. Sekil 3.7 noktali-gizgi a3 ve a4 karar noktalaninin
2.oyuncu igin ayn1 bilgi kiimesinde oldugunu gostermektedir.

Sekil 3.7 Bilgi kiimeleri ve bilgi bolmeleri

Bir karar noktasi bir oyuncunun iki ayn bilgi kiimesine ait olamaz. Eger a3
karar noktasi hem {a, a3z} ve hem de {a3, a4} bilgi kiimesine aitse, bu durumda
oyun a3 noktasina varmigsa, 2.oyuncu {ag, a:}’deki karar noktasinda mi yoksa
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{a3, @4} deki karar noktasinda m1 oldugunu bilemeyecektir. Bu da gergekte her
ikisinin ayni bilgi kiimesi oldugu anlamina gelir.

Eger 2.oyuncunun bilgi kiimelerinden birindeki karar noktalan hareket ettigin-
deki karar noktalan ise, hareket kiimesi her karar noktasinda aym olacaktir ¢iinkii
oyuncu kendi hareket kiimesini bilir. 2.oyuncu 3 ve «v,’de ayni karar noktalarina
sahiptir ¢iinkii (x3 farkli harekete sahip olsaydi orada oldugunu bilecek ve bilgi
kiimesi sadece {3} e indirgenecekti. 2.0yuncu, kendi hareket kiimesinde ii¢ veya
dort hareket olup olmadigini bilmek zorundadir. Aym sebepten dolayi, x; ve
karar noktalan ayni bilgi kiimesinde yer alamaz.

1. oyuncu igin {o} bir bilgi bolmesidir. 2.0yuncunun sahip oldugu bilgi bolmesi
ise ({1}, {3}, {3, @4})dir. Dikkat ederseniz 2.oyuncunun bilgi kiimelerinden
bir, {3, a4}’dir. Bilgi kiimeleri daha fazla eleman igerdiklerinde oyuncunun
nerede olduguna dair belirsizlik artar. Eger bir b6lmedeki bilgi kiimelerinin sayisini
azaltr ve bunlardaki karar nokta sayilanini artinrsak, buna kabalagtirma (coarsen-
ing) denir. Eger bir bolmedeki bir veya daha fazla bilgi kiimelerini ayinrsak ki
bu bilgi kiime sayisim artinir ve bilgi kiimelerindeki elemanlan azaltirsak buna da
inceltme denir. Inceltilmis bilgi b6lmesi ”daha iyi bilgi” igin kullanilan formel bir
tanimdir. Tiim bilgi bdlmeleri birbirinin rafine edilmis hali degildir. Dolayisiyla
tiim bilgi blmeleri sahip olduklan bilgi niteliklerine gore siralanmayabilir. Ozellikle
bir bilgi bolmesinin daha fazla bilgi kiimelerini igermesi bunun diger bir bilgi
bolmesinin rafinesi oldugu anlamina gelmez.

2. oyuncunun L.bélme diye nitelendirdigimiz {{a1 }, {3}, { @3, as}} bolmesi-
nin yaninda su bilgi bolmelerinin oldugunu varsayalim: Her vanlan karar nok-
tasindaki bilgi kiimesi {«}, cx2, a3, a4} ise yani bilgi bglmesi {ai1, a2, a3,a4} olur
(buna II.bolme diyelim) ve eger o}, a2 ve a3 karar noktalaninda bilgi kiimesi
{an1x2, a3} iken, g karar noktasinda bilgi kiimesi {4} ise, bu da bize {{a1, a2, a3},
{a4}} bilgi bolmesini verir (buna da III.blme diyelim). L. bolme ile IIL. bolmeyi
kargilagtiralim. I. bolme karar noktalanni ii¢ bilgi kiimesine ayinrken, III. bélme
iki bilgi kiimesine ayinr. Fakat III. bolme, I. bolmenin kabalagtinlmig hali degildir.
Ciinkii L. bolmedeki bilgi kiimelerini birlestirerek II1. bolmeye varlamaz. Bu yiizden
III. bélmeye sahip oyuncu daha kétii bilgiye sahiptir. Eger vanlan karar noktsi a
ise, I. bolme bize daha fazla bilgi verir. Fakat vanlan nokta a4 ise, III. bélme bize
daha fazlabilgi verir. Diger yandan I1.bélmede oyuncu herhangi bir karar noktasini
ayirt edemediginden nihai hantallagtirma s6z konusudur.

3.3.2 Zaman Dogrusu

Zaman dogrusu oyunda olaylarin sirasini gostermek igin kullanilir. Ozellikle siirekli
stratejilerin oldugu ve bilginin digsal olarak geldigi oyunlar igin yararli bir
kavramdir. Zaman dogrusunu, gegen zamani gostermekten ziyade hareketlerin
ve olaylann sirasin1 gosterrnek igin kullanilir. Bazi olaylar anlik gergeklesirken,
bazilan ise bir aralik boyunca gergeklesir. Bu yiizden bazen kararlarnn alindig:
”an” onemliyken, bazen de verilen karar sonrasi gegen reel zaman 6nemlidir. En
biiyiik fark ise oyunculann reel zamanda, daha 6nce alacaklan parasal ddemelerden
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dolay! bir zaman tercihine sahip olmalarinin 6nem kazanmasidr.

firma projenin firma hisse hisse senedi
degerini 6greniyor senedi glkanyor  satin alimyor

Sekil 3.8 Zaman dogrusu

Zaman dogrusu ile yapilan modellerde goriilen genel bir yanhighk olaylarin
tarihsel siralamasim reel zamandaki olaylarla sinirlandinlmasidir.  Yani émegin
bir firma projenin degerini 6grenir 6grenmez hisse senedi ¢ikarmaya karar versin.
Modeli kuran kigi bunu zaman dogrusu iizerinde ayni tarihteki iki olay gibi tanim-
layabilir. Bu da modeli inceleyen kiginin iki olay1 da ayn1 anda m1 ya da hangisinin
daha once olduguna dair bir kangiklik yagamasina imkan verebilir. Sekil 3.8’in
gosterdigi gibi aslinda 6nce projenin degeri 6grenilir sonra hisse senedi gikartilir.
Zaman dogrusu bu zamanlamay: gostermesi agisindan 6nemlidir.

3.3.3 Miikemmel Hatirlama

Genisleyen-bi¢imli oyunlarda genelde oyunculann miikemmel hatirlama (perfect
recall) 6zelligine sahip olduklan varsayilir. Yani oyuncular daha 6nce bildiklerini
unutmadiklar gibi, her oyuncu daha 6nce segtigi hareketleri hatirlar ve buna gore
davranir. Bunu daha formel goyle tanimlayabiliriz:

(i) Eger iki karar noktasi aym bilgi kiimesindeyse, hi¢ biri digerinin onceki
noktasi degildir

(ii) Eger x’ ve x” karar noktalan aym bilgi kiimesindeyse ve bunlardan biri
z’den Once gelen bir nokta ise bu durumda z ile aym bilgi kiimesinde olan diger
karar noktasi, Z gibi bir 6nceki noktaya sahiptir (muhtemelen z'in kendisidir) ve
T noktasinda yapilan hareketin =’ noktasina yol agmasi Z’de yapilan hareketin z”
noktasina yol agmasi ile aynidir.

Sekil 3.9 bu kosullara uymayan durumlan yani miikemmel-olmayan hatirlamali
durumlan gostermektedir. Sekil 3.9(a), (ii) kosuluna uymayan bir ozellik goster-
mektedir. Ciinkii 1.oyuncunun ikinci bilgi kiimesinde = noktas1 hem ' ve hem de
z" noktasindan 6nceki noktadir. Yani z'den ¢ikan hareketler farkhdir. Sekil 3.9(b)
ise (i) kowluna uymamaktadir. Ciinkii z ve =’ ayn1 bilgi kiimesinde yer almaktadir
fakat x noktas1 =’ noktasindan 6nce gelmektedir. Son olarak Sekil 3.9(c) yine (ii)
kosuluna uymamaktadir. Ciinkii ' ve " aym bilgi kiimesinde yer almaktadir ve
noktas: =’ noktasindan once ve Z noktas: ” noktasindan 6nce gelmesine ragmen,
z ve T noktalarinin kendileri ayni bilgi kiimesinde degildir.

Genisleyen-bicimli oyunlar genelde miikemmel hatirlamali oyunlardir. Yani
ne zaman bir oyuncu hareket etse, kendi ge¢mis hareketleri dahil oyunun daha
oncesinde olusan herseyi biliyor demektir. Miikemmel hatirlamali bir oyun mii-
kemmel bilgili ya da miikemmel-olmayan bilgili bir oyun olabilir. Fakat miikkemmel-
olmayan hatirlamali bir oyun her zaman miikemmel-olmayan bilgili bir oyundur.
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Sekil 3.9 Bazi miikemmel olmayan hatirlama durumlan

Ciinkii miikemmel-olmayan hatirlamali bir oyunda oyuncular her durumda oyunun
neresinde oldugunu bilmeyeceklerdir. Bu kitapta yaptigimiz temel varsayimlardan
biri oyuncularin miikemmel hatirlama 6zelligine sahip olduklardir.

3.3.4 Miikemmel, Kesin, Asimetrik ve Tam Bilgi

Bir oyunun bilgi yapisini dort farkh sekilde simflandirabiliriz: miikemmel, tam,
kesin ve simetrik bilgi. ’

i. Miikemmel bilgili oyun, her bilgi kiimesi tek-elemanl: (tekil) oyundur. Aksi
takdirde, milkemmel-olmayan bilgili oyundur. Miikemmel bilgili oyunda bilgiye
dair giiglii bir varsayimda bulunulur: Her oyuncu her zaman oyun agacinin neresinde
oldugunu bilir. Hig¢ bir hareket es anl1 degildir ve tiim oyuncular Doga’nin hareket-
lerini gozlemler. Omegin Mahkumlar Cikmazi oyunu miikemmel-olmayan bil-
gili bir oyun iken (tiim statik oyunlar miikkemmel-olmayan bilgili oyunlardir) daha
sonra gosterecegimiz standart Girig Oyunu miikemmel bilgili bir oyundur. Bu
oyunda piyasadaki mevcut firma piyasaya girmek isteyen firmanin girip girmedigini
goriir. Dolayisiyla nerde oldugunu bilir.

ii. Kesin bilgili oyun, herhangi bir oyuncu hareket ettikten sonra Doga’nin
hareket etmedigi oyundur. Dolayisiyla oyun bagladiktan sonra oyunun herhangi
bir agamasinda sans diye nitelendirebilecegimiz Doga’nin hareketlerinin olmadig:
oyunlar kesin bilgili oyunlardir. Aksi takdirde oyun belirsizlik oyunudur. Kesin
bilgili oyunlarda Doga’nin ilk hareket eden oyuncu olmasina miisaade edilir. Fakat
oyuncular hareket ettikten sonra Doga yine devreye giriyorsa bu belirsizlik oyunudur,
girmiyorsa kesin bilgili oyundur. Bu anlamda oyunculann tiplerinin oyunun baginda
belirlendigi eksik bilgili oyunlar da bir belirsizlik oyunu olarak diigiiniilmeyebilir.
Kesin olmayan bilgi, oyunda gelecekte elde edilecek fayda diizeylerinin belirsi-
zligine neden olur. Oyuncular davraniglarin1 bu anlamda beklenen fayda iizerinden
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belirler. Kesin bilgili bir oyunda eger higbir es anli hareket yoksa bu oyun ayni
zamanda miikemmel bilgili bir oyundur. Omegin Mahkumlar Cikmazi kesin ve
miikemmel-olmayan bilgili bir oyundur veya oyuna kimin dnce basglayacagini belir-
lemek igin zar atilan bir satrang oyunu yine kesin bilgili bir oyundur (ayn1 zamanda
miikemmel bilgili bir oyundur), ¢iinkii oyunun ilerleyen agamalarinda Doga’nin
hareketleri (ya da sans) yoktur. Fakat tavla oyunu her agamasinda Doga’nin de-
vrede oldugu bir oyundur, bu yiizden kesin bilgili olmayan bir oyundur, aym za-
manda miikemmel bilgili bir oyundur.

iii. Simetrik bilgili oyun, bir oyuncunun hareket ettigi bir noktada bilgi
kiimesinin diger her oyuncunun bilgi kiimeleri ile ayni oldugu oyundur. Aksi
durumda oyun asimetrik bilgili bir oyundur. Asimetrik bilgili bir oyunda, bilgi
kiimelenri birbirinden farklilik gosterdiginden, oyuncular ayn1 zamanda miikemmel-
olmayan bilgiye sahiptirler ¢iinkii bilgi farkliligim1 gosteren bilgi kiimeleri tek-
elemanl degildir. Asimetrik bilgide bazi oyuncular 6zel bilgiye sahiptir, yani farkli
ve digerinden daha kotii olmayan bir bilgi bolmesine sahiptir. Simetrik bilgili bir
oyunda Doga’nin hareketleri olabilir veya es anli hareketler olabilir fakat bu du-
rumlar herhangi bir oyuncuya bilgi avantaji saglamayacaktr. Omegin Mahkumlar
Cikmazi kesin, milkemmel-olmayan ve simetrik bilgili bir oyundur.

iv. Eksik bilgili oyun, ilk olarak Doga’nin hareket ettigi ve bu hareketin en
azindan bir oyuncu tarafindan gézlemlenemedigi oyundur. Aksi takdirde ram bil-
gili oyundur. Eksik bilgili oyun aym1 zamanda miikemmel-olmayan bilgili oyundur.
Ciinkii bir oyuncunun bilgi kiimesi birden fazla eleman igerir. Es anli hareketlerin
oldugu oyunlar tam fakat miikemmel-olmayan bilgili oyunlardir. Herhangi bir ek-
sik veya asimetnik bilgili oyun ayn1 zamanda miikemmel-olmayan bilgili bir oyun-
dur.

Diger yandan, ¢ok sayida eksik bilgili oyun asimetrik bilgili oyundur. Fakat iki
kavram aym degildir. Eger Doga’nin bir ilk hareketi yoksa, ve 2.oyuncu, 1.oyun-
cunun yaptif1 bir hareketi gozlemleyemiyorsa ve 1.oyuncu sonra tekrar hareket
ediyorsa, oyun asimetrik fakat tam bilgili bir oyundur. Bir oyun hem eksik hem de
simetrik bilgili olabilir, 6megin geng yasta ¢alismaya baslayan birinin yeteneklerini
ne kendisi ne de igveren bilmektedir, fakat zamanla yeteneklerini hem kendisi hem
de igveren Ogrenmeye bagliyor.

Tam bilgi, oyun teorisi literatiiriinde iki farkli anlamda kullanilir. Birincisi,
yukanda verdigimiz tanimlamadir. Fakat tam bilgi, diger ikinci bir tanimlamada
ise (ki'bu eski tamimlamadir), tiim oyuncularin oyunun kurallarini bilme durumu
olarak tamimlanir, aksi takdirde eksik bilgi s6z konusudur. Fakat bu tanimlama
kullamldiginda, oyunculann bilgi kiimelerinin ne oldugunu tam olarak ifade et-
mek sorunlu hale gelmektedir. 1960’I1 yillarin sonuna kadar, oyun teorisyenleri
bu tanimdan hareketle eksik bilgili oyunlarin analiz edilemeyecegini belirtiyor-
lardi. Fakat Harsanyi (1967) ikinci tamimlamadan hareketle, eksik bilgili bir oyu-
nun temel unsurlarnni degistirmeden miikemmel olmayan bilgili bir oyuna doniis-
tiirebilecegini belirtir. Buna Harsanyi doniigiimii denir. Bunu Doga’nin ilk 6nce
hareket edip farkli oyunlar arasinda se¢im yaptig1 bir oyuna doniistiirerek yapar.
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Yeni doniigtiirilen oyunda, tim oyuncular artik yeni kurallar bilirler. Boylece
Harsanyi’nin bu onerisi, eksik bilgili oyun tanimin siradanlagtirmigtir ve insan-
lar bu terimi yeni doniistiiriilen oyun i¢in kullanmaya bagladilar. Yani eski tanim
altinda, eksik bilgili bir oyun tam bilgili bir oyunaddniigmiis oldu. Yeni tanimlamaya
gore yeni doniistiiriilen oyun eksik bilgili oyundur.

Harsanyi doniigiimiine bir ek verelim. Bu ayn1 zamanda eksik bilgiden neyi
kastettigimizi daha iyi anlamamiza yardimci olacaktir.

Ornek 3.2

Simdi de oyundaki 2. oyuncu olan Alim’in oyunun fayda diizeylerini tam olarak
bilmedigini varsayalim. Fakat oyundaki fayda diizeylerinin ne olacagina dair belirli
bir inanci vardir ve bu inanglarini subjektif olasilikla ifade etmektedir. Omegin
%60 olasihikla Sekil 3.10’da gésterilen z oyunun oynanacagina ve %40 olasilikla
da y oyunun oynanacagina inanmaktadir.

(1.1) 11 (1) (22 (2,2) (40) (02) (5.1)
X oyunu ’ yoyunu

Sekil 3.10

Fakat Ethem 1.oyuncu olarak oyunun fayda diizeylerini bilmektedir. Sorun
Alim’in bunu bilmemesidir (yani s6z konusu olan eksik bilgili bir oyundur). Bu
oyun ayni zamanda asimetrik ve kesinlik iceren bir oyundur (Doga oyuncular hareket
etmeye bagladiktan sonra hareket etmezler).

Oyun $Sekil 3.10’da gosterildigi bi¢cimde analiz edilemez. Boyle bir oyunu
analiz eder hale getirmek igin Harsanyi doniigiimiinii kullanmaliyiz. Oyunu bu
yiizden Sekil 3.11°deki gibi yeniden modelleyebiliriz. Bu dogrultuda Doga ilk
harekette bulunarak Alim’in subjektif olasiliklan ile uyumlu bir sekilde = ve y
oyunlannin fayda diizeylerini belirledigini diisiiniiyoruz. $ekil 3.11°deki oyun,
Sekil 3.10°daki oyunun aynisim gostermektedir. Fakat simdi analiz edilebilir hale
gelmigtir. Artik hem Ethem hem de Alim oyunun kurallanm biliyor, simdiki tek
fark, Ethem Doga’nin hareketini gézlemlerken Alim bunu yapamiyor. Burada Alim’in
subjektif olasiliklannin ortak bilgi oldugunu unutmayalim.
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Sekil 3.11 Harsanyi donigiimii

Simdi agagida verecegimiz iki 6rmekle hem bilgi kiimesi kavramini (kimin neyi
ne zaman bildigi) hem de bunun agag gosterimini anlamayi daha da somutlagtiralim.

Ornek 3.3 Eglesen Para oyunun cegitli versiyonlar

iki oyuncunun her biri sahip olduklan bozuk parayi havaya atip ve sonra
paralan birbirlen ile kargilagtinyorlar. Eger paralar eslesirse (yani paranin ayni
taraflani gelirse), l.oyuncu 2. oyuncuya | lira 6der. Eger eslemezse (farkli
taraflan gelirse), 2. oyuncu 1. oyuncuya 1 lira dder.

Bu 6mekte sorulmas: gereken soru sudur: Oyuncular oynamaya bagladiklarinda
neyi biliyorlar? Biraz diisiindiikten sonra, oyuncularin hareket edebilecegi beg
farkli olasi durumun s6z konusu oldugunu gorebiliriz: (i) 1.oyuncu once hareket
eder ve 2. oyuncu hareket etmeden once onun hareketini gézlemler (ii) 2.oyuncu
once hareket eder ve 1.oyuncu kendisi hareket etmeden once onun hareketini goz-
lemler (iii) 1.oyuncu 6nce hareket eder fakat 2.oyuncu hareket etmeden 6nce onun
hareketini gozlemleyemez (iv) 2.oyuncu Once hareket eder fakat 1.oyuncu hareket
etmeden once onun hareketini gézlemleyemez (v) oyuncularnn her ikisi de aym
anda hareket eder.

Her oyygcu, (i) ve (ii) durumlarinda kendi siras: geldiginde diger oyuncunun
ne yaptigim bildiginden bu oyunlar miikemmel bilgili oyunlardir. Fakat diger ii¢
durumda hi¢ bir oyuncu diger oyuncunun ne yaptigim bilmediginden bu oyunlar
miikemmel olmayan bilgili oyunlardir. Daha agikgas son ii¢ durum her oyuncu
agisindan aynmidir. Dolayisiyla ne 1.oyuncu ne de 2.oyuncu kendi kararlarnni verirken
digerinin hareketini bilir. Eger digerinin hareketini gézlemleyemiyorlarsa ne zaman
hareket ettikleri dnemli degildir. Yani 1.oyuncu agisindan, 2. oyuncunun 6nceden
yapmis oldugu fakat goremedigi hareketi veya onunla ayn1 anda segimde bulunmasi
veya onun hareketini gézlemlemeden gelecekte yapacag segimi nemli degildir.

Boylece durumu nasil tammladigimiza bagli olarak oyunun ii¢ farkli gosterimine
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sahibiz. Sekil 3.12 genisleyen-bigimli bu durumlan gostermektedir. Miikemmel ol-
mayan bilgili durumun iki versiyonunun birbirine esit olduguna dikkat edin.
Oyunculann birbirinin faydalanni bildiklerini varsaydigimizdan burada
verilen Eslesen Paralar oyunu tam bilgili bir oyundur. Sekildeki (a) ve (b) durumlan
miikemmel bilgili oyunlar1 gosterirken, (c) ve (d) mikemmel-olmayan bilgili du-
rumlan gostermektedir. Burada (c) ve (d) durumlarinin denk gosterimler oldugunu
gormek i¢in oyuncularin bilgi kiimelerine bakmak yeterlidir (yani hareket edecek-
leri zaman ne biliyorlar). Ayni zamanda, (c) ve (d) durumlarinda ilk hareket eden
oyuncu olmamasina ragmen oyunda baslangi¢ noktasi oldugunu gorebilirsiniz.

1 2
)”\ //\

Y T Y

2/ \ 2 T /

Y T Y T Af
Va \ />\ SN
-1 (1) (1.-1) (-1.1) -1 1) (-1.1) (1.-1)

(a) (b)

7/ S
QRN a1 a-n Ly e
(© (d)

Sekil 3.12 Eslesen Para oyununda olasi durumlar

I4

Eslesen Para oyunun bagka bir versiyonunu diigiinelim. Paranin havaya atildig:
bir oyunun sonucunu sadece 1.oyuncunun gozlemledigini varsayalim. Eger sonug
yaziysa (Y), Eslesen Paralar oyunu oynanir. Fakat sonug turaysa (T), 2.oyuncu T
veya Y hareketini seger. Yani 2.oyuncu, 1.oyuncunun mu yoksa Doga’nin mi tura
oynadigin1 bilmemektedir (Sekil 3.13).

(-1,1) (1.-1) (1,-1) (-1.1) (1.-1) (-1,1)

Sekil 3.13

Bu oyunda 2.oyuncu, l.oyuncunun gergekte oynayip oynamadig1 konusunda
belirsizdir ve oynamasi durumunda da neyi oynadigi hakkinda da kesin bir fikre
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sahip degildir. 2.oyuncunun bilgi kiimesi, bu yiizden, ii¢ karar noktasinin tiimiinii
dahil eder. 1.oyuncu Doga’nin se¢imini gozlemlediginden dolay: sadece bir tek
bilgi kiimesine sahiptir ve bu tekildir.

Simdi de soyle bir durum s6z konusu olsun: Eslesen Paralar oyununu oyna-
madan once, oyunculardan kimin dnce oynayacagim belirlemek i¢in zar atildigin
varsayalim. Eger gelen sayi iicten az ise l.oyuncu ilk oynayan kisi olsun aksi
takdirde 2.oyuncu ilk oynayan oyuncu olsun (Sekil 3.14).

(1.1 () -1 (L) (L) () -1 u)

Sekil 3.14

Bu oyun kesin bilgili bir oyundur. Ciinkii Doga oyunun baginda hareket etse de
oyun bagladiktan sonra hareket etmez. Oyun ayn1 zamanda miikemmel bilgili bir
oyundur ¢iinkii 1.oyuncu 2.oyuncunun hareketini gdzlemler.

Eslesen Para oyunun bagka bir versiyonunda ise, Eslesen Paralar oyununu oy-
namadan Once, oyuncular birbirlerine | lira m1 yoksa 2 lira m1 6deyeceklerini be-
lirlemek igin zar atarlar. Eger zar 3’den az ise 1.oyuncu 2 lira 6der, diger durumda
| lira 6der. l.oyuncu zann sonucunu gozlemler fakat 2.oyuncu gézlemleyemez
ve oyuncular ayn1 anda hareket ederler (Sekil 3.15). Bu oyun miikemmel bilgili
olmayan bir oyundur ¢iinkii 2.0yuncu l.oyuncunun 2 mi yoksa 1 mi 6deyecegini
bilemez. Dahasi her iki oyuncu da Eglesen para oynamaya bagladiklarinda bir-
birinin hareketlerini gézlemleyemezler.

(-2,2) (1.-1) (1,-1) (-22) (-1.1) (1,-1) (1,-1) (-1,1)

Sekil 3.15

Bagka bir durumda, 2.oyuncu zarin sonucunu gézlemler fakat 1.oyuncu bunu
gozlemleyemez ve oyuncular ayn1 anda hareket ederler (Sekil 3.16).
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Sekil 3.16

Ornek 3.4 iki malin bolvigiimii

iki kigi boliinemez iki objeyi paylagmak igin soyle bir prosediir takip etsinler:
Oyunculardan biri mallanin nasil paylagilacagimi 6nersin, diger oyuncu bu teklifi
kabul veyaret etsin. Ret durumunda hi¢ kimse objelerden herhangi birini alamadig:
gibi herkes sadece kendi aldi§1 obje sayisi ile ilgilenmektedir. Sekil 3.17 bu durumu
gostermektedir.

1

,'/C)\\
1(1.1) ~0a2
~.2

AN

(2.0) (0.0) (1.1) (0,0) 0,2) (0,0)

Sekil 3.17 Miikemmel bilgili iki-malli bir béliigiim oyunu

Bu oyunun bagka bir versiyonunda, 2.oyuncu 6nerinin ne oldugunu bilmeksizin
kabul etmek veyaret etmek durumunda olsun (Sekil 3.18). Dolayisiyla daha 6nceki
oyunu miikemmel olmayan bilgili bir oyuna doniigtiirmiis olduk.

1
"\
(20)/ (1.1

NN

(2,0) (0.0) (1.1) (0,0) (0.2) (0,0)

S (02)

Sekil 3.18 Miikemmel bilgili iki-mall1 bir bdliisiim oyunu

Yukanda verdigimiz tanimlan da kullanrak simdi genigleyen-bi¢imli bir oyu-
nun formel tanimin verebiliriz.

Tamim 3.1 Sinurly ve miikemmel hatirlamanin oldugu genisleyen bigimli bir oyun,
I'={N,(X,>),z), A(:), H,u(-)}, asagidaki unsurlari icerir:
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(i) Oyuncular kiimesi N ile gosterilirken, herhangi bir oyuncu i ile gosterilir,
i€ N,N=1{0,1,2 ...} , burada 0 Doga’y1 gostermektedir.

(ii) Bir agag oyunu, (X, ), stmirh sayida :x € X karar noktas: ve bir 6ncelik
iligkisi, >, igerir, burada :r = z’, z karar noktasi =’ karar noktasindan daha 6nce
gelir anlamindadir. Bu iligki gegigli ve asimetriktir yani kismi siralama igerir?.
Bu, oyunun x noktasindan 2’ noktasina ve z’ noktasindan da z noktasina gitmesi
gibi dongiilerin olugsmasini engeller. Buna ek olarak her z karar noktasim1 hemen
onceleyen tek bir karar noktasi olmalidir yani bir karar noktasi 2: = z’ ise, 2" >~ z
ve £ # 2’ durumu su anlama gelir, ' = z” veya z” > z’. Dolayisiyla eger =’ ve
2’ karar noktalan z’in iki onceleyici noktasi ise bu ya z’ noktasi, z” noktasindan
once gelir ya da =" noktasi, ' noktasindan 6nce gelir demektir.

(iii) Herhangi bir karar noktasinin dnceleyicisi olmayan tiim noktalan igeren
terminal noktalar kiimesi ise z € Z ile gosterilir. Her z, aga¢ boyunca patikay: be-
lirler, yani oyunun sonucunu temsil eder.  Sonuglanin fayda kargiliklan,
w; : Z — R fayda fonksiyonu ile temsil edilir ve u = (u;(.), u2(.), ..., un(.))
ise her bir oyuncunun fayda fonksiyonlan kiimesidir.

(iv) Oyuncu fonksiyonu « : X — N ile tammlanir, yani «(x:) fonksiyonu
karar noktasinda hangi oyuncunun hareket ettigini belirtir. A(z) ise z noktasindaki
olasi hareketler kiimesini gosterir.

(v) Oyun agacimin karar noktalarnini bolmelere ayiran bilgi kiimeleri vardir, h €
H. Ve h(z), h bilgi kiimesinde = noktasimin oldugunu gosterir. Eger =’ € h(z) ise
bu durumda A(z') = A(x)’dir. Aynica A(h), h bilgi kiimesindeki olasi hareketler
kiimesini temsil eder.

(vi) Tiim sans noktalan i¢in (Doga’nin hareketi), yani olasi tiim alternatif du-
rumlar i¢gin bir olasilik dagilimi tanimlanir.

3.4 Genisleyen-Bicimli Oyunlarda Piir Stratejiler

Strateji kavrami genigleyen bigimli-oyunlarda anahtar bir role sahiptir. Herhangi
bir 7 oyuncusunun stratejisi ona her bilgi kiimesinde hangi hareketi segecegini
soyleyen bir hareket planidir. Yani bir strateji oyuncuya sirasi1 geldiginde veri bil-
gide ne zaman ne yapacagini soyler; her olasi durum igin bir hareket tanimlar.
Genigleyen-bigimli bir oyunda strateji biitiinciil ve kogullu bir hareket plam ol-
dugundan dolay: her olas: bilgi kiimesi igin bir hareket plam belirler. Bu biraz
sezgi dig goriilebilir giinkii stratejinin her bilgi kimesindeki tiim hareketlerin belir-
tilmesi demek, oyuncunun daha onceki bilgi kiimelerindeki hareketlerinden dolayi
asla ulagilmas1 miimkiin olmayan hareketlerin de dahil edilmesi demektir. Fakat
stratejinin bu tamimi Nash dengesinin genigleyen-bigimli oyunlara genigletilmesine
imkan vermektedir. Bunu somut 6mekler iizerinde gordiigiimiizde daha anlagilir
oldugunu gorecegiz.

*Tam siralama dcgildir ciinkii iki karar nokiasi kargilagtinlamayabilir. Aymi bilgi kiimesinde
olduklarinda bir karar noktasi digcrini 6ncelemez.
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Tamim 3.2 Genigleyen-bigcimli T' oyununda, i oyuncusunun piir stratejisi, bilgi
kiimesinden hareketler kiimesine tanimlanan bir fonksiyondur, yani s; : H — A,
burada s;(h) € A;(h),YVhe H.

Ornek 3.5

Daha once verdigimiz iki malin paylasim omegine bakalim (Sekil 3.17).
l.oyuncu sadece ilk tarihten (@) sonra hareket etmektedir ve stratejisi ii¢ olasi
hareketi igerir, S; = {(2,0),(1,1), (0,2)}. Diger yandan 2.oyuncu ii¢ farkl: tari-
hten sonra hareket etmektedir ve bu oyuncunun stratejisi bu tarihlerin her birinden
sonra neyi oynamasi gerektigini belirler. Yani 2.0yuncunun stratejisi her elemaninin
belirli bir tarihten sonra ne yapmasi gerektigini belirten ii¢ elemanli bir kiimedir.
2.oyuncunun stratejisini gostermek igin (abc) tgliisiini kullanabiliriz, @ hareketi
(2,0)’dan sonra ahnan hareketi, b hareketi (1, 1)’den sonra, ve ¢ hareketi (0, 2)’
den sonra alinan hareketi gostersin. Omegin (yyn) (y kabul anlaminda, n ise
ret anlaminda kullamlmigtir), (2.0) ve (1, 1) tekliflerini kabul etmeyi ve (0, 2)
hareketini ret etmeyi belirten bir stratejidir. Strateji biitiinciil bir kogullu hareket
plan1 oldugundan, toplamda 2.oyuncu 8 stratejiye sahiptir (her olasi durum igin 2
harekete sahip oldugundan, toplamda 23 = 8 strateji vardir):

Sz = {(yyy), (yyn), (ynn), (yny), (nyy), (nyn), (nny), (nnn)} .

Stratejinin kosullu bir hareket plam oldugunu tekrardan hatirlayalim. Omegin
(nny) stratejisi oyle okunur: eger 1.oyuncu (2, 0) teklif ederse ret et, eger (1,1)
teklif ederse ret et ve eger (0,2) teklif ederse kabul et. Strateji aym1 zamanda
biitiinciil bir hareket plan1 oldugundan, 2.oyuncunun stratejisi 1.oyuncunun her
olasi hareketi i¢in kendisinin ne yapmasi gerektigini-belirtmek zorundadir.

Ornek 3.6

Burada 2.oyuncunun hareket etmeden once ve hareket ettikten sonra 1.oyuncu-
nun hareketini gosteren basit bir oyun 6megi verelim. Sekil 3.19’da verien oyunda
iki oyuncu var, i € {1,2}. Oyun yedi tarihe sahiptir:

{(2),(A),(B), (B,c), (B, d), (B.d, E), (B,d, F)}.

H;’nin i oyuncusunun bilgi bélmesini ve A;(h)’nin ise tim h € H; igin h bilgi
kiimesindeki olas1 hareketler kiimesini gosterdigini hatirlarsak, buoyunda 1. oyun-
cunun @ bilgi kiimesinde iki harekete sahip oldugunu soyle ifade
ederizz A;(@) = {A, B}; (B,d) bilgi kiimesinde de iki olas1 harekete sahiptir,
Ay (B,d) = {F, E}; 2.oyuncu ise B bilgi kiimesine geldiginde, orada mevcut iki
hareketi vardir, A2(B) = {¢, d}. Oyunda dort terminal tarih vardir:

Z ={A,(B,¢),(B,d,F),(B,d,F)}.
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- 1 (3’2)

(1.1) (-1,1) (4,0)
Sekil 3.19

Strateji biitiinciil bir kogullu hareket plani oldugundan dolayi, her bilgi kii-
mesindeki hareketleri belirtmek zorundadir. 1.oyuncu oyunda iki bilgi kiimesine
sahiptir ve bu yiizden stratejisi iki unsurdan olusur: birinci bilgi kiimesindeki ali-
nacak bir hareket ve ikinci bilgi kiimesinde alinacak bir hareket. Her iki durumda
da iki olas1 hareketi vardir. Bu yiizden toplamda dort stratejiye sahiptir:

Sy ={(AE), (AF),(BE),(BF)}.

2.oyuncu ise sadece iki hareket igeren bir bilgi kiimesine sahip oldugundan iki olasi
stratejiye sahiptir:
Sz = {c,d}.

Strateji bir oyuncunun hareketi sirasinda her bilgi kiimesinden segtigi hareketi
karakterize ettiginden, buna stratejinin takip edilmesi durumunda vanlamayacak
olan bilgi kiimeleri de dahildir. Yani yukandaki oyunda (Sekil 3.19), ilk iki strateji,
yani (AE) ve (AF) stratejileri, (B, d) tarihinden sonraki hareketleri tanimlar.
Halbuki bu stratejiler baglangig noktasindaki A hareketini tanimlar, yani A hareketi
secildiginde ( B, d) tarihi asla gerceklegmez ve ikinci bilgi kiimesine asla varilamaz.
Fakat stratejinin tanimi geregi bu hareket profilleri stratejiler i¢inde yer alir.

Ornek 3.7

Sekil 3.20°de gosterilen oyunun stratejilerini tanimlayalim. Oyunda ii¢ oyuncu
vardir. l.oyuncu @ tarihini takip eden bir bilgi kiimesine sahiptir ve bu bilgi
kiimesinde iki harekete sahiptir: A;(@) = {U, D}. 2.oyuncu iki bilgi kiimesine
sahiptir, biri U tarihini takip eden, digeri D tarihini takip eden bilgi kiimesidir.
Her bilgi kiimesinde iki hareketi vardir: A2(U) = {A, B} ve A2(D) = {C, E}.
3.oyunes da iki bilgi kiimesine sahiptir: birincisi (U, A) tarihini takip eden, digeri
ise (U, B) ve (D, C) tarihlerini takip eden. 3. oyuncu da her bilgi kiimesinde iki
harekete sahiptir: A3(U, A) = {R,T} ve A3(U,B) = A3(D,C) = {P,Q}.

Stratejiler kisaca soyledir:

Sy = {U,D}, S2 = {AC, AE, BC, BE},
S3 = {RP,RQ,TP,TQ}.
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Sekil 3.20 Ug oyunculu genisleyen-bigimli bir oyun

Ornek 3.8

Necati (1.oyuncu) ve Tuncer’in (2.oyuncu) Sekil 3.21°de ifade edilen oyunu
oynadiklarin diisiinelim. Bu oyunda Necati iki bilgi kiimesine sahiptir. Bunlardan
biri @ tarihini takip eden tarih, digeri ise A tarihini takip eden tarihtir. Birinci
bilgi kiimesinde, Necati ii¢ harekete sahiptir, A; (@) = {4, B, C}’dir. Ikinci bilgi
kiimesinde Necati iki harekete sahiptir, A;(A) = {W, Z}.

Sekil 3.21

Diger yandan Tuncer B tarihini takip eden veya C tarihini takip eden sadece
bir tek bilgi kiimesine sahiptir. Bu bilgi kiimesinde mevcut iki harekete sahiptir,
Ay(B) = A2(C) = {X,Y}. Buyiizden kisaca bu oyunda stratejiler soyledir:

S\ = {AW, AZ, BW,BZ,CW,CZ}
S, ={X,Y}.

Yukanda verdigimiz 6rmeklerde oyunlann sinirli oldugunu varsaydik. Simdi de
simirsiz bir oyun 6megi verelim.

Ornek 3.9

1. oyuncunun, 2. oyuncuya w biiyiikliigiinde sonsuz bdéliinebilir bir pastay:
paylagsma onerisinde bulundugu bir oyun diigiinelim. Yani boliigiim Onerisi su
sekilde, (z,m — z), burada £ € [0, | l.oyuncunun payini, m — z ise 2. oyun-
cunun payin gostermektedir.

148



Sekil 3.22 Bir pastanin sonsuz boliimlii paylagimi

2.oyuncu yapilan bu oneriyi gozlemler ve karan kabul veya ret seklindedir.
Kabul ettiginde pasta boliinecek ve ret ettiginde ise her iki oyuncu da pastadan
hi¢ bir sey alamadan oyun bitecektir. Bu oyunda l.oyuncu sonsuz sayida teklifte
bulunma imkanina sahiptir ve 2.oyuncu da kabul ve ret se¢imlerinden olusan sonsuz
sayida bilgi kiimesine sahiptir. Agik¢a bu durumda strateji sayisim hesaplamak
miimkiin degildir.

Sekil 3.22 bu durumu gosteren genigleyen-bigimli bir oyunu gosterrnektedir.
l.oyuncunun kendi bilgi kiimesinde sonsuz sayida hareketi oldugunu gostermek
igin, minimumu 0 ve maksimumu  olan 6neriler, bu iki deger arasinda gizilebilecek
dallann yay: seklinde diisiiniilebilir. 2.0yuncu her olasi teklif sonunda sonsuz sayida
bilgi kiimesine sahip oldugundan dolay: z ile gosterilen herhangi bir dali ve 2.oyun-
cunun bu 6neriyi takip eden bilgi kiimesi gosterilmektedir. 2.oyuncu, |.oyuncunun
her Onerisi sonucunda ret ve kabul gibi iki segenegi oldugunda tepkisi bu 6neriye
bagli olarak degigebilir. 2.0yuncunun tepkisini oyunun tarihinin bir fonksiyonu gibi
yazmak igin, tiim bilgi kiimelerini kapsayan bir karar kural belirtmeliyiz. Omegin
bir karar kurali goyle olabilir: “l.oyuncunun ne teklif ettiinden bagimsiz tiim
onerileri kabul et”. Bir digeri “l.oyuncunun ne teklif ettiginden bagimsiz olarak
tim teklifleri ret et”. Daha sofistike bir kural: “en az y kadar verdiginde kabul
et digerlerini ret et”. Yani kisaca boyle diisiinebilecegimiz sonsuz sayida strateji
olabilir.

3.5 Genisleyen-Bicim ve Stratejik-Bicim Iliskisi

Genigleyen-bigimli bir oyunu, T, stratejik-bigimli bir oyuna, G, doniistiirmek (ya
da tersi bir doniistiirme) analiz yapmada bir takim kolayliklar sunar. Bu algoritmik
bir sekilde yapilir. i1k 6nce, oyuncular igin tiim piir stratejiler bulunur. Sonra tiim
strateji profilleri i¢in beklenen sonuglar bulunur. Son olarak beklenen sonuglarla
ifade edilen fayda fonksiyonlar tanimlanir.

Bu doniistiirmeyi daha formel bir dille ifade edebiliriz. Doniistirmede oyun-
cular kiimesi aym kalir. Herhangi bir ¢ € N oyuncusu i¢in normal bigimdeki S;
stratejiler kiimesi genisleyen bicimdeki stratejiler kiimesi ile aymi olsun. Herhangi
bir s € S strateji profili i¢in ve I' agacindaki herhangi bir karar noktasi igin, p(z | s)
baslangi¢ noktasindan baslayarak veri stratejide oyunun z karar noktasindan gegme
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olasiligim gosterir. Terminal bir karar noktasinda z € Z, herhangi bir 7 oyuncusu-
nun elde ettigi fayda u;(z) olsun. Bu oyuncunun herhangi bir s € S strateji profili
icin beklenen faydasi, U;(s), soyle tammlanir:

Us(s) = Y p(zls)ui(z)-

z2€Z

Yani eger tim oyuncular s strateji profiline gore stratejilerini uygularlarsa, i
oyuncusunun beklenen faydasi, U;(s) olur. Eger G oyunu, I' oyunundan bu gekilde
tiiretilirse buna I"’nin stratejik-bigimli gosterimi (ya da normal gosterimi) denir. Bu
soyut ifadeleri 6rneklerle daha da somutlagtiralim.

Ornek 3.10

Sekil 3.23’de verilen genigleyen-bi¢imli iki oyunun stratejik-bigimli gdsterimini
bulalim.

(2.2) (4,0) (1.0) (3.1) (2.2) (4,0) (1,0) (3.1)
(a) Makemmel oimayan bilgi (b) MGkemmel bilgi
Sekil 3.23 ’

Sekil 3.23(a)’da verilen miikemmel olmayan bilgili oyunda, 1. ve 2.oyunculann
her biri iki stratejiye sahiptir: Sy = {U, D} ve S, = {L, R}. Dolayisiyla dort
strateji profili olugur:

S =8 xS,={(U,L),(D,L), (U, R),(D, R)}.

Sans hareketleri olmadiginda (Doga’nin bir hareketi yok), fayda fonksiyon-
lanm doniigtirmeye gerek kalmaz. Bu oyunun stratejik gosterimi Tablo 3.1°de
gosterilmektedir.

L R
Ul22|4,0
D|1,0]| 3,1

Tablo 3.1

Sekil 3.23(b)’de gosterilen oyun ise biraz farklidir. 1.oyuncunun hala iki strate-
jisi, S1 = {U, D}, olmasina ragmen, 2.oyuncu se¢imini 1.oyuncunun karanna gore
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belirler. Burada 2.oyuncunun iki bilgi kiimesi vardir ve stratejisi iki hareket belir-
lemek zorundadir. 1.oyuncu U ve D hareketlerini segtikten sonra sirasiyla hareket
kiimeleri A2(U) = {L, R} ve A2(D) = {l,r} seklindedir. Dolayisiyla 2.oyuncu-
nun strateji kiimesi dort piir stratejiden olugur: So = {(L,1), (L,7), (R,1), (R,7)}.
Yani oyunda sekiz strateji profili vardir:

_ [ UL, D). (UL (L, 7). (UL (R, D), (U (R, 7)),
S‘SIXS“{(D(LJ»A D, (L,1). (D, (R, ),(D, (R, >>}'

Bu oyunda belirsizlik olmadigindan dolay, fayda fonksiyonlanni doniigtiirmeye de
gerek yoktur. Bu yiizden stratejik-bi¢im Tablo 3.2’deki gibidir,

(L,l) (L,v) (R)l) (R,7)
Ul 22 2,2 4,0 4,0
D 1,0 3,1 150 311

Tablo 3.2

Dikkat edilirse genigleyen-bigimli bir oyunun bilgi yapisinda ufak bir farklilik
birbirinden tamamen farkl: stratejik-bigimli gosterimlere neden olabilmektedir.

Tekrardan $ekil 3.17°deki genisleyen-bigimli oyuna donelim. Bu oyunu oyun-
culannin buna denk gelen piir stratejilerini ve faydalarin1 tanimlayarak stratejik-
bi¢imli oyuna doniigtiirebiliriz. Oyunculann stratejilerini zaten biliyoruz:

S1=1{(2,0),(1,1),(0,2)} ve

S2 = {(yyy), (yyn), (ynn), (yny), (nyy), (nyn), (nny), (nnn)} .

Bu bize 3 x 8 strateji profili verir. Belirsizlik olmadig igin, fayda fonksiyonlarini
yeniden tanimlamamiza gerek yok. Sonug¢ olarak Tablo 3.3’deki stratejik-bigim
gosterimini elde ederiz:

(yyy) (yn) (ynn) (yny) (nyy) (nyn) (nny) (nnn)
(2,00 20 [ 20 [ 20 | 20 [ 0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0
(1,1)[ 1,1 | 1,1 | 0,0 | 0,0 | 1,1 | 1,1 | 0,0 | 0,0
020200 00]02] 021 00/ 02 00

Tablo 3.3

Ornek 3.11

Simdi de Myerson kart oyunu denen oyuna bakalim. Bu oyunda belirsizlikler
oldugu i¢in elde edilecek fayda diizeyleri beklenen fayda degerleri olarak ifade
edilmelidir. Oyunda ilk 6nce Doga hareket etmektedir. Doga’nin iki olasi hareketi
vardir: kirmizi ve siyah. Kartin rengini goren l.oyuncu agtklamak ve saklamak
arasinda bir tercih yapar. 1. oyuncu, farkli renklerde farkli davranma imkanina
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sahiptir. Yani kart siyahken bir karara, kimmzi iken diger bir karara varabilir. Fakat
her iki durumda da hareketleni, yiikseltmek ve ¢ekilmek seklindedir.

Eger l.oyuncu R hareketini segerse, hareket sirasi1 2.oyuncuya geger. 2.0yuncu
da iki harekete sahiptir: goriir veya pas geger, bu hareketler sirasiyla m ve p ile
gosterilir. Sekil 3.24 bu oyunu aga¢ formunda gostermektedir.

kirmmzi

1.1 1.1
(-1.1) o (1.-1)

(-2.2) (1.-1)  (2-2) (1,-1)

Sekil 3.24 Myerson Kart oyunu

2.oyuncu hareket siras1 kendisine geldiginde, 1.oyuncunun kirmizi mu yoksa
siyah karta mi sahip olup olmadigim bilmiyor. Dolayisiyla 2.0yuncunun bilgi
kiimesi hem (siyah, R) hem de (kirmaze, r) tarihlenini igenir. Ciinkii bu tarihlerin
her biri 2.oyuncu igin farkl bir karar noktasinda bulunmasina neden olur. Bunlan
sekilde ¢izgili dogru ile gosterdik.

1.oyuncu kendisine hangi kartin gelecegini bilmediginden, stratejisini kartin
rengine gore belirler. Ciinkii yiikselt veya ¢ekil hareketlerini se¢gmeden once kartin
rengini goriir. Bu yiizden dort farkli stratejiye sahiptir, Sy = {Rr,Rf, Fr, F f}.
Diger yandan 2.oyuncu l.oyuncu sadece yiikselt oynarsa kendisine hareket sirasi
geleceginden, 2.oyuncunun piir stratejileri S = {m, p}'dir. Dolayisiyla oyundaki
strateji profili ise goyledir:

_ _ [ (Rr,m),(Rr,p),(Rf,m),(Rf,p),
=51 xs?’{ (Frvm), (Fr.p), (Ff,m), (Ff.p) }

Simdi de oyuncular igin beklenen fayda fonksiyonlarim tanimlamaliyiz. Sonug
kartin rengine bagh oldugu igin gergek sonucu tahmin edemeyiz. Omegin varsayalim
ki l.oyuncu F'r stratejisini segti ve 2.0yuncu ise m stratejisini segti, boylece strateji
profili (Fr,m) olur. Yani l.oyuncu eger kart siyahsa gekil oynar, kart kirmizi
ise yiikselt oynar ve 2.oyuncu da bunu goriir (1.oyuncunun strateji profilindeki
ilk hareket siyah sonrasi hareketini, ikinci hareketi ise kirmizi sonrasi hareketini
gostermektedir). Bu durumda l.oyuncunun fayda diizeyi, eger kart siyahsa —1
fakat eger kart kirmzi ise 2 olur.

Oyleyse 1.oyuncunun (F'r,m) profilinden beklenen faydasi nedir? F'r strate-
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Jisini segmek 2.0yuncunun m’yi segtigi veri alindiginda bir lotari segimine benzer.
Bu lotaride 1.oyuncu 0.5 olasilikla —1 alacak, 0.5 olasilikla 2 alacaktir. Bu du-
rumda 1. oyuncunun beklenen faydasi goyle hesaplanir:

u1(Fr,m) = 1/2 x uy(siyah, F) + 1/2 x ui(siyah,r, m)
=1/2 x (1) +1/2 x (2) = 0.5.

Benzer sekilde 2.oyuncunun beklenen faydas ise

uy(Fr,m) = 1/2 x ug(siyah, F) + 1/2 x ua(siyah,r,m)
=1/2x (1) +1/2 x (=2) = —0.5.

Bu sekilde devam edersek, tiim strateji profilleri iizerinden beklenen faydalan
buluruz. Boylece belirsizligin oldugu bu oyunun stratejik-bigimli gosterimine olug-
turabiliriz. Tablo 3.4’de bu oyunun stratejik-bigimli gosterimi verilmektedir.

m T
Rr 0,0 |[1,-1
Rf [ —05,05 ] 1,—1
Fr [05,-05| 0,0
Ff| 0,0 0,0

Tablo 3.4

3.6 Genisleyen-Bicimli Oyunlarda Denge

3.6.1 Geriye Dogru Cikarsama

Genisleyen-bi¢imli oyunlarin dnemli bir kisminda oyuncular kendilerine oyun sirasi
geldiginde daha once yapilmig hareketler hakkinda tam bilgiye sahiptirler, yani
tiim karar noktalan tekildir, h(z) = {z}. Bu oyunlara daha 6nce belirtildigi gibi
miikemmel bilgili oyunlar denir.

Bu oyunlardan biri de oyun teorisinde adi sik¢a gecen Girig oyunudur. Bu
oyunda tek bir piyasada rekabet eden iki firma vardir. Bunlardan biri piyasada su
an iiretim yapan mevcut firma, digeri ise heniiz iiretim yapmayan fakat piyasaya
girmeyl diisiinen, yeni firmadir. Yeni firma piyasaya girmek veya disanda kalmak
gibi iki karardan birini vermek zorundadir. Eger diganda kalirsa, eski durumu
devam edecek ve oyun sona erecektir. Fakat eger girerse, mevcut firma, fiyati
diigiirerek bu firma ile miicadele edecek veya duruma razi olup bir sey yapmay-
acaktir. Eger yeni firma diganda kalirsa mevcut firmanin faydasi 2 iken yeni fir-
manin 0’dir. Eger yeni firma girerse, ve mevcut firma savagirsa her iki firmanin
faydasi1 —1, fakat eger mevcut firma duruma razi olursa her iki firmanin faydasi 1
olmaktadir. Bu oyun Sekil 3.25'de gosterilmektedir.
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yeni firma

gir
mevcut firma

sessiz
kal

(-1,-1) (1.1)

Sekil 3.25 Giris oyunu

Mevcut firma igin en iyisi yeni firmay: digarida birakip tekel kan olan 2 degerini
almaktir. Fakat soru yeni firma diganda kalacak mi? Bu agik¢a mevcut firmanin
tepkisine baghdir. Eger mevcut firma savagarak tepki verirse, yeni firmanin faydasi
—1 olacaktir ve bu yiizden yeni firmamn diganda kalmas: daha iyidir. Diger yan-
dan, eger mevcut firma girmeye rnza gosterirse, yeni firma girmelidir. Yani oyunun
sonucu mevcut firmanin girigse nasil tepki verecegine indirgenebilir.

Simdi yeni firmanin girdigini varsayalim. Acaba mevcut firma igin en iyi
hareket nedir? A¢ikga girise nza gostermektir, yani -1 yerine 1 almay: tercih etmek-
tir. Sonug olarak yeni firma agisindan, oyun Sekil 3.26’de verilen oyuna indirgenir.
Burada mevcut firmanin optimal karari sonucunda kalan fayda diizeylerini yerinde
birakarak oyunu tekrardan ¢izdik. Agikga yeni firma girmeyi segecektir ¢iinkii bu
ona | kazandiracaktir, alternatif olan diganda kalmak dolayisiyla O almaktir. Dikkat
edilirse buradaki diigiinme bi¢imi oyunun son agamagina gidip oradan geriye dogru
diisiinerek optimal hareketin segilmesi seklindedir. Bu durumdaki denge strateji-
leri aday firmanin girmesi, mevcut firmanin ise bu girige nza gostermesidir. Bu bir
Nash dengesidir. Miikemmel bilgili oyunlarda Nash dengesini bu gekilde bulma
yontemine geriye dogru ¢ikarsama yaklasimi denir.

Giren firma

Digarida i
ol Gir

(0.2) (1.1

Sekil 3.26

Herhangi bir miikemmel bilgili genisleyen-bi¢imli oyunda ortaya ¢ikan Nash
dengeleri kiimesi bu oyunun stratejik-bigimindeki Nash dengeleri kiimesidir. Girig
Oyununda yeni firmanin iki stratejisi vardi: sessiz kal ve miicadele et. Oyunun
stratejik-bigimi Tablo 3.5°’de gosterilmektedir. Buradan iki Nash dengesi oldugu
anlagilmaktadir: (gir, sessiz kal) ve (diganda kal, miicadele et) gibi. ilk denge
geriye dogru ¢ikarsama yontemi ile zaten ortaya ¢ikmaktadir. Fakat ikinci dengede
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yeni firma hep disarida kal stratejisini segmektedir. Bu strateji, ancak giris du-
rumunda mevcut firmanin savasacag diisiiniildiigiinde optimaldir. Dahasi mev-
cut firmanin stratejisi miicadele et ise yeni firmanin digarida kalmasi optimaldir,
bdylece mevcut firmanin sessiz kal veya miicadele et stratejisini segmesi arasinda
bir fark yoktur, faydasini etkilemez. Yani hig bir oyuncu diger oyuncunun stratejisi
veriyken farkli bir strateji izleyerek faydasini artiramaz.

sessizkal, miicadele et

gir (111) (_11_1)
digandakal | (0,2) (0,2)
Tablo 3.5

Herhangi bir stratejik-big¢imli oyunda Nash dengesinin arkasindaki mantik sunu
soyler: Diger oyunculann stratejileri veri alindiginda her oyuncunun stratejisi
duragan durumda optimaldir ve her oyuncunun oyun tecriibesi diger oyuncularin
hareketleri konusunda dogru tahminde bulunmasina imkan verir. Fakat bu mantik
genigleyen-bigimli Girig Oyununa uygulanamaz ¢iinkii disarida kal hareketini segen
yeni firma asla mevcut firmanin gir tarihinden sonra hareketini gézlemleyemez,
¢iinkii mevcut firma bu durumda hareket etmez zaten.

Diger yandan bu oyunda mevcut firmanin eger firma girerse miicadele etmeyi
kafasina koymadigini varsayiyoruz. Sessiz de kalabilir miicadele de edebilir. Eger
mevcut firma girig durumunda savagmaya soz verseydi, buradaki analiz tamamen
farkl1 olacakti. Boyle bir s6z verme yeni firmayi diganda birakirdi, ki bu mevcut fir-
manin istedigi birseydir. Boyle bir s6z vermenin olmadigi durumda, mevcut firma
yeni firmanin girmesi durumunda miicadele edecegini ilan edebilirdi. Fakat boyle
bir tehdit inandinci degildir ¢iinkii yeni firma girdikten sonra mevcut firma igin en
iyi olan sessiz kalmaktir. Yani inandirici tehdit, uygulama firsati geldiginde uygu-
lamasi oyuncunun kendi ¢ikanina olan tehdittir. Inandinci olmayan tehditler rasy-
onel oyuncular tarafindan ihmal edilir. Simdi geriye dogru ¢ikarsama yaklagimini
nispeten daha kompleks bir 6rek iizerinden tartigalim.

Ornek 3.12

Sekil 3.27°de verilen oyunun dengesini bulalim. Bunun igin de terminal nok-
talanindan bir onceki karar noktalarindan baglayalim. Bu durumda olan iki karar
noktasi var, bunlar  ve 3’dir. Her ikisi de 1.oyuncuya aittir. 1.oyuncu z karar nok-
tasinda ' hareketini secerek en iyisini yapar ve y kararnoktasinda ise en iyi segimi
1" h¥eketidir.

Sonug olarak Sekil 3.27°deki oyun, Sekil 3.28(a)’daki oyuna indirgenir, ki bu-
rada r ve y karar noktalan fayda vektorii ile yer degistirir. Bunu yeni indirgenmig
oyun iizerinden tekrar edelim.

Burada hem w hem de z terminal noktalar oncesi karar noktalan olur. Bunlar
2.0oyuncuya ait karar noktalandir. Eger w karar noktasina vanlirsa, 2.oyuncu igin
en iyi hareket r hareketini segmektir ve eger z karar noktasina vanlirsa 2.oyuncu
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(-1,2) (0.0) i

(0.4) (1,0) (4,-1) (3.3)

Sekil 3.27

L R
(1,0) (-12) (0.0) (4,-1) (-1.2) (0.0)
@) (®)
Sekil 3.28

4
icin en iyi hareket !’ olacaktr. Bu sonuglan da kullanarak elde ettigimiz yeni oyun
Sekil 3.28(b)’de verilen oyundur. indirgenmis bu yeni oyunda ise agikga 1.0yuncu
R hareketini seger.

Sonug olarak oyuncular optimal stratejilerini takip ettiklerinde ortaya gikan
sonug, dengede her bir oyuncunun sifir fayda almasidir, (0,0). Fakat her oyun-
cunun sifir fayda almasi biraz ilging goziikebilir ¢iinkii her bir oyuncunun 3 almasi
miimkiinken O almaktadirlar. Bunun sebebi ise oyunculann her agamada rasyonel
davranmalandir: z karar noktasina vanldiginda 2.oyuncunun 7’ hareketini yapmasi
hata olurdu ¢iinkii 1.oyuncu rasyonel olarak y karar noktasinda, " hareketini degil
1" hareketini seger, ¢iinkii " hareketi 1.oyuncuya daha yiiksek bir fayda saglar.
2.0yuncu, bunu dogru bir sekilde tahmin ettigi igin, z noktasinda !’ hareketini oy-
nar. Bu hareket 2.oyuncuya 0 kazandinr, aksi takdirde —1 alird.

Yukanda verdigimiz her iki 6mek i¢in tamimladigimiz prosediir sinirli mii-
kemmel bilgili tim oyunlar igin gegerlidir. Bu prosediirde elde edilen optimal
stratejilere geriye dogru ¢ikarsama stratejileri denir. Oyunun sonundan baglayarak
geriye dogru gelerek optimal hareketi bulma metodu ise daha 6nce ifade ettigimizi
gibi geriye dogru ¢ikarsama olarak nitelendirilir. Bu gekilde oyun bagindan itibaren
optimal bir strateji izlenir. Yani diger oyunculann stratejileri veri alindiginda,
eger planiniz oyunun baginda optimalsa ve bu stratejiye bagh kalirsaniz, oyun
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basladiktan sonra da kararimzi asla degistirmeyeceksinizdir (diger oyunculann kendi
stratejilerine sadik kaldiklan miiddetge). Dikkat edilirse geriye dogru ¢ikarsama al-
goritmasinda temel fikir, oyunda daha 6nce alinan hareketler ileride harekette bulu-
nacak oyunculann optimal davraniglarini dikkate alarak simdiden optimal davranista
bulunmaktir. Bu aslinda dinamik programlama prensibinin birden fazla kisinin
oldugu bir durum igin yapilan yorumundan bagka bir sey degildir.

Diger yandan eger s stratejisi miilkemmel bilgili ve sinirli genigleyen- bigimli
bir oyunun geriye dogru ¢ikarsama stratejisi ise s stratejisi ayn1 zamanda bu oyunun
Nash dengesidir. Ozetle her geriye dogru ¢ikarsama ile elde edilen strateji profili
Nash dengesidir. Ciinkii geriye dogru ¢ikarsama algoritmasi, miikemmel bilgili ve
sinirli oyunlarda her zaman sonlanir. Fakat tersi dogru degildir. Yani her Nash
dengesi geriye dogru ¢ikarsama stratejisi degildir. Sekil 3.25°de verilen Girig oyu-
nunda geriye dogru ¢ikarsama stratejisi yeni firmanin girmesi ve mevcut firmanin
bu girige raz1 olmasidir. Bu ayn1 zamanda Nash dengesidir. Fakat oyunda bagka bir
Nash dengesi daha vardir: Yeni firma digarida kalir ve mevcut firma miicadele eder.
Dikkat ederseniz, diger oyuncunun stratejisi veri alindiginda, hi¢ bir oyuncu strate-
jisini degistirerek faydasini artiramaz bu yiizden bu stratejiler bir Nash dengesidir.

Fakat bu Nash dengesi anlamli goéziikmemektedir ¢iinkii mevcut firmanin
savagma tehdidi inandinci degildir. Tehdit inandinci degil ¢iinkii kendisine bu
tehdidi gergeklestirme imkani verildiginde gerceklestirmek rasyonel degildir. Yeni
firma bunu gordiigii i¢in piyasaya girer. Yeni firnanin ileriyi diigiinmesi kendisini
geriye dogru ¢ikarsama stratejilerinde gosterir. Bu yiizden ¢ok sayida Nash dengesi
oldugunda, bunlardan bazilan makul veya inandinci olmama yiiziinden elemine
edilir.

3.6.2 Altoyun Miikemmel Denge

Geriye dogru ¢ikarsama teknigi miikemmel bilgili oyunlara oldukga iyi bir sekilde
uygulanabilmektedir. Fakatbu teknik diger oyunlara hemen genisletilemez. Omegin
Sekil 3.29’de gosterilen oyuna bakin. Bu oyunda l.oyuncu, 2.oyuncu ile koordi-
nasyon oyunu oynama opsiyonuna sahiptir. Simdi buna geriye dogru ¢ikarsama
teknigini uygulayalim.

Daha once oldugu gibi ilk adim tiim bilgi kiimelerinin yerini belirlemek ve
bilgi kiimelerindeki hangi hareketin segilecegini saptamaktir. Bu bilgi kiimelerinde
hangi hareket segilirse segilsin sonugta oyun biter. Oyun sirasi 2.oyuncuya geldik-
ten sonra ve kendisi ! veya r hareketini oynadiktan sonra oyun biter. Geriye dogru
¢ikarsama algoritmasina gore, sirasi gelen 2.oyuncu orada optimal hareketini seger.
Bu su anlama gelir 2.oyuncunun en iyi hareketi 1.oyuncunun hareketine baglidir:
l.oyuncu L hareketini segerse, 2.oyuncu [ hareketini fakat eger |.oyuncu R hareke-
tini segseydi 2.oyuncu r hareketini segerdi. Fakat buradaki problem, bilgi kiimesinin
tanimi geregi 2.oyuncu, l.oyuncunun hangi harekette bulunacagini bilmemesidir.

Geriye dogru ¢ikarsamanin mantiginda oyunun bagindan itibaren nasil ilerle-
yecegi sonraki agamalarda nasil oynanacagi ile iligkilidir. Fakat bu dmekte tersi de
dogrudur. Yani oyunun sonradan optimal olarak nasil oynanacagim (2.0yuncunun
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1 Diyarida kal

(1,3) (0,0) (0,0) (3,1)
Sekil 3.29

bilgi kiimesinde) belirlemek igin, ilkin oyunun baslarinda nasil ilerledigini (yani
l.oyuncu L mi yoksa R hareketini mi secti?) anlamak zorundayiz. Dolayisiyla
bu oyunda, genel olarak da miikemmel-olmayan bilgili oyunlarda, oyunun belirli
noktalannin hem dncesinde hem de sonrasinda optimal hareketleri eg anli olarak
belirlememiz gerekiyor.

Bu oyunda oyunun son bilgi kiimesinde nasil oynanacagindan hareket etmemiz
gerekmesine ragmen, bunu birakip bir adim geriye giderek |.oyuncunun karar nok-
tasina hareket edelim. Bu noktadan itibaren oyunun nasil ilerleyecegini bakalim.
Bunu yapmak, oyunun “belirli bir boliimiinden” itibaren yani bir altoyunda oyu-
nun nasil oynanacagina bakmak demektir. Dolayisiyla oyuncular sadece diger
oyunculann stratejilerine en iyi tepkiyi degil, oyunun her agamasinda (gelecekteki
her karar noktasinda) kendi optimal stratejileri diigiiniirler. Ancak bdyle rasyonel
davranmis olurlar.

Nash dengesi kavrami genisleyen-bigimli bir oyundaki ardisal yapiy: ihmal
eder. Stratejilere oyun baglamadan bir kez yapilan segimler gibi bakmaktadir. Bu
yiizden bu tiir oyunlarda kullaniimas: gereken denge kavrami sunu vermelidir: her
oyuncunun stratejisi diger oyuncularin stratejileri veri iken sadece oyunun
baglangicinda degil fakat oyunun her olasi tarihinde optimal olmalidur.

Simdi genisleyen-bigimli oyunlarda denge kavramim tanitmadan 6nce altoyun
kavramini tanitmaliyiz.

Tamim 3.3 Genigleyen-bi¢imli bir oyunda eger x karar noktasin zayif-takip eden
y gibi baska bir karar noktast varsa ve z noktast da y karar noktasint i¢eren bilgi
kiimesinde ise z ayni zamanda T karar noktasin zayif-takip eder. Dolayisiyla T
karar noktas: bir altoyun tammlar:

Kisaca her oyuncu siras1 geldiginde = noktasina vanldigini biliyorsa, = karar
noktasi bir altoyun tanimlar. Dikkat ederseniz yukandaki tanimda zayif-takip eder
derken y = T durumuna da imkan vererek, z’in bir altoyunu tanimlamasinin ancak
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z tekil bir bilgi kiimesi ise miimkiin olacagin belirtmek istedik, yani h(z) = {z} .
Sekil 3.30(a) bir altoyunu tamimlayan x karar noktasim gosterirken, Sekil 3.30(b)
altoyun olmayan z karar noktasin1 gosterir. Sekil 3.30(a)’da 1.oyuncunun tekil-
olmayan bilgi kiimesindeki her karar noktasi, x karar noktasim takip etmektedir.
Sekil 3.30(b)’de tersine hem y ve hem de z karar noktalari, 3.oyuncunun bilgi
kiimesindedir fakat sadece y noktasi z karar noktasini takip eder.

N
/{ ER)
(113) }JJ) (21) (0,0) 00) (1.2

(®)

(3.1.3) (0.0.0) (0,00) (1.31) (4.44) (313

Sekil 3.30

Altoyunu basitge soyle de tanimlamak miimkiindiir: . tek bir karar nok-
tasindan baslar ii. bu karar noktasini takip eden tiim karar ve terminal faydalarini
dahil eder ve iii. asil oyunun herhangi bir bilgi kiimesini kesmez. Yani kisaca bir
altoyun her oyuncunun bilgi bolmesindeki tek bir karar noktasindan baglayip tiim
takip eden terminal noktalarin1 da dahil eden karar noktalarini igeren oyuna denir.

Altoyun, I" asil oyunun, z noktasindan itibaren tanimlanan, I", gibi daha kiigiik
bir oyunudur; I';, = karar noktasim takip eden tiim noktalan igerir ve bilgi yapisini
ve fayda diizeylerini I" olan asil oyundan devralir. Genigleyen-bi¢imli bir oyunun,
I", herhangi bir terminal-olmayan h tarihi igin, h tarihini takip eden bir oyun vardir.
Dolayisiyla her terminal-olmayan tarihin bir altoyunu vardir ve altoyunlarin sayisi
terminal-olmayan tarihlerin sayisina esittir. ik tarihle (&) baglayan altoyun oyunun
kendisidir. Oyunun kendisinin disindaki her altoyuna 6z (proper) altoyun denir.

Altoyun kavrami “bugiin hayatimzin kalan kisminin ilk giiniidiir’ durumunu
anlamak i¢in kullandigimiz bir kavramdir. Altoyun, asil oyun iginde daha kiigiik
bir oyundur. Asil oyunda bu altoyunla kargilagildiginda da oyun ayni bilgi kosullan
altinda oynanacaktir. Yani daha biiyiik bir oyunda daha kiigiik olan bir altoyun ile
karsilagilsaydi, oyunun kalaninda bu altoyunda oynanmaya devam edilecekti.

Oyunun belirli bir boliimiinden itibaren nasil oynanacag fikri ilk defa Selten
(1965, 1975) tarafindan gelistirildi. Yani altoyunu kendi i¢inde bir oyun olarak
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diigiindii ve her altoyunda oyun nasil oynanir bunu inceledi.

Simdi Sekil 3.29°de gosterilen oyunda altoyun kavramim da kullanarak Nash
denge ¢Oziim kavramimin nasil uygulanacagina bakalim. l.oyuncunun gir
hareketinden itibaren oynanmaya baglanan altoyunu Sekil 3.3 1°da gosterilmektedir.
Bu altoyunun iki piir Nash dengesi vardir: (L, ) ve (R,r). Asil oyunun altoyununa
vanldiginda, bu Nash dengelerinden birinin oynanacagim varsayalim, bu (L,1)
dengesi olsun. Bu durumda ortaya ¢ikan fayda diizeyi (1, 3) olur.

(1.3) (0,0 (0.0) @1
Sekil 3.31 Altoyun

Bu altoyunda dengenin (L,!) strateji profili kabul edildikten sonra oyunun
tamamina doniip geriye dogru ¢ikarsama algoritmasim uygularsak, yani tiim
altoyunu denge strateji profilinde elde edilen fayda vektorii ile ifade edersek sunu
goriiriiz, 1.oyuncu ilk karar noktasinda disarida kal stratejisini seger. Ciinkii al-
toyundaki davranig profili bilindiginden, l.oyuncunun disarida kal hareketi ona
daha fazla fayda kazandinr ( 2 birim), halbuki gir hareketi ona sadece 1 birim fayda
saglar. Ozetlemek gerekirse 1. ve 2.oyuncunun stra’nejileri sOyledir: 1.oyuncu bir-
inci karar noktasinda digarida kal hareketini oynar, ve ikinci karar noktasinda ise
L hareketini oynar, 2.oyuncu ise kendi bilgi kiimesinde [ hareketini oynar (Sekil
3.32).

:I Digarida kal 2.2)

Gir

1 Digarids kal 2.2)

Gir

(1.3)

(13)  (0.0) (0,0) (3.1)
() (b)

Sekil 3.32 (a) Altoyunda davramg (b) Altoyundaki davramig veri alindifinda indirgenmis
oyun
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Bu oyunun miikemmel bilgili oyunla bir takim benzerlikleri vardir. Birin-
cisi bu stratejiler 1.oyuncunun, ilk karar noktasindaki hareketinin oyunun sonraki
agsamalarinda da Nash dengesinin oynayacagina dayali olmasi agisindan ileriye
doniik diisiindiigiinii gosterir. Bu yiizden sadece ileriye doniik bakmaz ayni za-
manda oyunun ilerleyen boliimlerinde de, yani takip eden bir altoyunda da oynanan
oyunun, Nash dengesini verecek sekilde rasyonel oynanacagini diisiiniir. Ikinci
olarak bu stratejiler, baglangicta verilen asil oyunun Nash dengesini olusturur.

Altoyun kavrami ile buldugumuz denge stratejilerine altoyun miikemmel denge
stratejileri denir. Sekil 3.29’da verilen altoyunda hatirlarsaniz iki Nash dengesi
vardi ve biz bunlardan rastgele sadece birini se¢migstik. Eger digeri seg¢ilseydi bu
durumda sonuglanan stratejiler farkli olacakti. Fakat dikkat ederseniz bu stratejiler
de altoyun miikemmel stratejilerdir.

Tanmim 3.4 Eger s piir stratejisi genisleyen-bi¢imli oyunun, T', her altoyununda
Nash dengesini olugturuyorsa bu bir piir strateji altoyun miitkemmel dengedir.

Herhangi bir genigleyen-big¢imli oyunda, I', oyunun tiimii ayn1 zamanda bir
altoyun oldugundan dolayi, I' oyununun piir strateji altoyun miikemmel dengesi
ayni zamanda bu oyunun piir strateji Nash dengesidir. Sonug olarak, altoyun mii-
kemmel denge kavrami Nash dengesi kavraminin rafine edilmis halidir. Fakat her
Nash dengesi altoyun miikemmel degildir. Buna bir ek verelim.

Ornek 3.13

Rifat (1.oyuncu) ve Kezban (2.0yuncu) Sekil 3.33’de verilen oyunu oynamak-
tadirlar. Sekil 3.33(a)’da oklarla gosterilen strateji profili, (disarida kal, R, r),
bir Nash dengesi profilidir ¢iinkii hi¢ bir oyuncu diger oyuncunun stratejisi veri
alindiginda stratejisini degistirerek daha yiiksek bir fayda elde edemez. Fakat bu,
dengelerin altoyun miikemmel denge olduklan anlamina gelmez. Bunu gérmek
igin, Kezban’in karar noktasinda baslayan altoyunda izlenen strajejilerin bu altoyu-
nun bir Nash dengesi olmadigina dikkat edin. Bu durum Sekil 3.33(b)’'de ayn
olarak ¢izilen altoyunda goriilmektedir. Eger Kezban Rifat’in r oynadigim bilse,
R oynamaya devam etmez, L stratejisine sapar ¢iinkii daha fazla fayda elde eder,
dolayisiyla O yerine 1 alir.

Asagidaki teorem altoyun miikemmelligin tiim genigleyen-big¢imli oyunlara uygu-
lanabilecegini gostermektedir. Dolayisiyla altoyun miikkemmellik dengesinin, sadece
miikemmel bilgili oyunlara uygulanan geriye dogru c¢ikarsama yaklagiminin
genellestirilmig bir hali oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1 Altoyun miikemmel denge, geriye dogru ¢ikarsama yaklagiminin genel
halidir. Miikemmel bilgili her sinirli genisleyen-bi¢imli oyun igin geriye dogru

¢tkarsama stratejileri kiimesi piir altoyun miikemmel denge kiimesi ile ortiigiir.

Ispat. i1k 6nce her geriye dogru ¢ikarsama stratejisinin altoyun miikemmel oldugunu
ispatlayalim. Genye dogru ¢ikarsama stratejisini s ile gosterelim. Miikemmel
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(1.2)

(0.0) (3.1) (-1,3) (0,0) (0,0) (3.1 (-1.3) (0,0
(a) (b)

Sekil 3.33 (a) Nash dengesi fakat altoyun miikemmel degil (b) ikinci oyuncunun
altoyundaki en iyi tepkisi

bilgili bir oyunda her nokta bir altoyunu tamimladigindan dolay: s stratejisi z ile
tanimlanan her altoyunda bir Nash dengesini oynamay: tegvik eder. Fakat her z igin
tanimlanan I"; altoyunu miikemmel bilgili bir oyun oldugundan, s agik¢a altoyun
icin geriye dogru ¢ikarsama stratejisidir. Sonug olarak s stratejisi, I'; altoyunun
Nash dengesini olusturur.

Simdi de her piir strateji altoyun miikemmel dengenin, geriye dogru ¢ikarsama
stratejisi olup olmadigini ispatlayalim. Bu sefer altoyun miikemmel stratejisini s
ile gosterelim. Bunun igin basitge sondan bir onceki karar noktasin diigiinelim. Bu
nokta birkisilik bir altoyunu tanimlar ve s altoyun miikemmel stratejisi oldugundan
sira kendisine geldiginde faydasini maksimize eden segimi yapacaktir (aksi takdirde
tek-kisilk altoyunun Nash dengesi olamazdi). Sonug olarak orada s ile tanimlanan
hareket geriye dogru ¢ikarsama algoritmasi ile tutarli.olacaktir. Simdi de = karar
noktasini diigiinelim. Bu karar noktasini takip eden son karar noktalan vardir (yani
terminal noktalarindan 6nceki karar noktalar). Bu yiizden z karar noktasi onu
takip eden noktalan igeren bir altoyunu tanimlar, s stratejisi ise bir geriye dogru
¢ikarsama algoritmasi belirler. Bu altoyunda s stratejisi bir Nash dengesini tegvik
ettiginden, bu strateji  karar noktasinda «(x) oyuncusu i¢in en iyi segimi Onerir.
Sonug olarak z gibi herhangi bir karar noktasinda belirlenen hareket ayn1 zamanda
geriye dogru ¢ikarsama metodu ile uyumludur. Yani oyun agacindan bu gekilde
geriye dogru ilerlemek bize oyunun rasyonel se¢imini verir. ®

Altoyunlar biiyiik agacin iginde yerlesmis yapilardir. Daha kiigiik altoyunlar
da daha biiyiik altoyunlar igine yerlesmis gibidirler. Bizim istedigimiz tiim bu
yapi iginde tiim altoyunlarda gecerli olabilecek bir dengenin varligidir. En kiigiik
altoyunlar, baslangigtan uzaklagtik¢a ve daha fazla bir altoyun olmadig1 durumda
elde ettigimiz altoyunlardir. Dengeyi kontrol etmenin en kolay yolu sondan, en
kiigiik altoyundan baglanmasidir. Yani dengenin varligim bu altoyunlardan hareke-
tle kontrol etmeye baslanz. Oyunda yukan dogru ¢ikanz, altoyunu biiyiitiiriiz
ve tiim oyunda dengenin gegerli olup olmadigina bakanz. Omegin Mahkumlar
Cikmazi probleminde, ve diger es anli oyunlarda oldugu gibi, tek bir altoyun Nash
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dengesi vardir bu da tiim oyunun Nash dengesidir. Fakat simirsiz oyunlarda son bir
altoyun olmadig igin bu yontemi uygulamak miimkiin degildir.

Diger yandan bazi stratejik-bigimli oyunlarda piir strateji Nash dengeleri ol-
mayabileceginden, piir strateji altoyun miikemmel dengeler de her zaman olmaya-
bilir. Buna bir ek verelim.

Ornek 3.14

Sekil 3.34’de verilen oyuna bakin. Bu oyunda oyunun kendisi sadece bir al-
toyun oldugu igin, piir strateji altoyun miikemmel dengeler kiimesi bu oyunun piir
strateji Nash dengeler kiimesi ile ortiigiir. Fakat bu oyunda Nash dengesi olmadigi
gorilmektedir. Bu yiizden altoyun miikemmel dengeyi garanti altina almak igin
oyuncularin hareketlerini rassallagtirmalarina imkan vermek gerekir. Genigleyen-
bigimli oyunlarda rassallagtirma stratejilerini yani karma ve davranig stratejilerini
ilerleyen altboliimde tartisacagz.

(1.-1) (-1.1) (-1,1) (1,-1)

Sekil 3.34 Piir strateji altoyun miikkemmel dengenin olmadig1 bir oyun

Altoyun miikemmellik, hareketlerin siras1 ve denge patikasi ile denge arasindaki
ayrima dayanan bir denge kavramidir. Denge patikas: oyun agacinin dengede
takip edilen patikasidir. Fakat dengenin kendisi bir strateji kombinasyonudur, ki
bu strateji kombinasyonu oyuncularin diger oyunculann denge patikasindan sap-
malanna tepkil®ini de dahil eder. Denge-dis1 tepkiler denge patikas: iizerindeki
kararlar igin de son derece 6nemlidir. Omegin bir oyuncu, eger diger bir oyuncu
denge hareketlerinden saparsa belli bir harekette bulunacagina dair bir tehditte bu-
lunabilir. Bu tehdit hi¢ kullanilmazsa bile bir etkiye sahip olacaktir. Mitkkemmellik
(bagtaki altoyun kelimesini bazen kullanmayacagiz) kavramim yine bir 6rmek
iizerinden inceleyelim.

Sekil 3.35°de verilen oyuna bakalim. Bu oyunu sirasiyla |. ve 2. oyuncu olan
Aygiil ve Birgiil birlikte oynamaktadirlar. Oyuncular disk biiyiikliigiinii segmekte-
dirler. Eger her ikisi de ayni biiyiikliikte disk secerlerse elde edecekleri fayda daha
biiyiik olmaktadir (bir koordinasyon oyunu yani) ve eger her ikisi de biiyiik diski, A,
secerse en biiyiik fayda elde edeceklerdir (her ikisinin kiigiik diski, B, se¢gmesinden
daha fazla). Aygiil 6nce hareket eder, bu yiizden strateji kiimesi {A,B} seklindedir.
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Birgiil’iin stratejisi ise daha farkhdir ¢linkii her bilgi kiimesi igin bir hareket
belirler. Birgiil’iin Bilgi kiimesi Aygiil’iin sectigine baglidir ve strateji kiimesi
Aygiil’lin stratejilerine tepkilerini yansiir. Dolayisiyla Birgiil’lin stratejileri tek
hareketlerden olusmaz. Tablo 3.6°da gosterildigi gibi dort farkli tepki verir (satir
oyuncusu Aygiil, siitun oyuncusu Birgiil’diir):

(2,2) (-1,-1) (-1,-1) (1,1)
Sekil 3.35

(ALA)  (AB) (BA) (BB)

Al 22 2,2 -1,-1] -1,-1
B|-1,-1|1,1 -1,-11] 1,1
Tablo 3.6

Tablo 3.6’da verilen Birgiil’iin herhangi bir stratefi profilindeki ilk hareketi,
Aygiil’iin A’y segtiginde, ikinci hareketi ise Aygiil’iin B’yi sectiginde verdigi tep-
kiyi gostermektedir. Omegin (A,A) strateji profili su anlama gelir. Aygiil A’y
sectiginde, Birgiil A hareketini oynamaktadir, Aygiil B hareketini sectiginde Birgiil
yine A hareketini oynamaktadir.

Stratejik gosterimden ti¢ Nash dengesinin oldugunu goriiriz: £ = {A, (A, A)},
E, = {A,(A,B)} ve E3 = {B,(B, B)}. Burada E; dengesinde her ikisi de
biiyiik secer. E2 dengesinde her ikisi de biiyiik secer ve E'3 dengesinde her ikisi
dekiigiik seger. E; dengesinde, Birgiil, Aygiil’iin ne sectiginden bagimsiz A strate-
jisi ile tepki verecektir boylece Aygiil istekli bir sekilde A stratejisini seger. E»
dengesinde, Birgiil, Aygiil ne secerse onu seger. E'3 dengesinde ise Aygiil B secer
¢linkii kendisi ne yaparsa yapsin Birgiil’iin B stratejisi ile tepki verecegini bilir.
Birgiil, B ile tepki vermeyi isteyecektir ¢iinkii dengede Aygiil B seger.

Birgiil’iin E4 dengesindeki (B,B) stratejisini diigiiniin. Eger Aygiil, A secerek
dengeden sapma gosterseydi, Birgiil’iin B tepkisine yapismasi1 makul olmayacaktir.
Bunun yerine o da A segmelidir. Eger Aygiil A tepkisini bekleseydi, ilk agsamada
A segerdi ve E'; dengesi makul bir denge olmayacakti. Benzer bir argiiman da,
Birgiil’iin (A,A) stratejisinin rasyonel bir tercih olmayacagini gosterir, yani F, de
makul bir denge degildir. Dolayisiyla sadece E, dengesi makul goziikkmektedir.
Ciinki oyundaki hareket siras1 oyunculann kararlan i¢in 6nemlidir. Stratejik-bigim
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gosteriminde ortaya ¢ikan temel problem basit Nash dengesinde karsilagilan prob-
lemle aynidir: kimin ilk 6nce hareket ettiginin ihmal edilmesi. Aygiil 6nce hareket
ediyor, ve bu Birgiil’e, Aygiil hareket ettikten sonra tekrar diisiinme imkani ver-
mektedir.

Kisaca F, ve F3 dengeleri Nash dengesidir. Fakat "miikemmel” Nash den-
gesi degillerdir. Eger bir strateji profili sadece denge patikasinda degil diger tim
olasi patikalarda — farkl altoyunlarda da- denge olarak kalmaya devam ediyorsa bu
strateji kombinasyonu miikemmel dengedir.

Oyundaki miikemmel dengeyi altoyun kavram ile gosterelim. Sekil 3.35°de
ii¢ altoyun oldugu goriilmektedir: (i) tiim oyun (ii) cx karar noktasindan baglayan
altoyun ve (iii) B karar noktasinda baglayan altoyun. Burada F; dengesi altoyun
miikemmel degildir ¢iinkii sadece (i) ve (iii) altoyunlarinda Nash dengesidir, (ii)
altoyunu da Nash dengesi degildir ¢iinkii Aygiil kiigiik oynadiktan sonra Birgiil’iin
biiyiik oynamasi rasyonel degildir. E; strateji profili de altoyun miikemmel degildir
¢linkii sadece (i) ve (ii) altoyunlarinda Nash dengesidir, (iii) altoyununda Nash den-
gesi degildir. F strateji profili tim altoyunlarda Nash dengesi oldugundan altoyun
miikemmel Nash dengesidir.

3.7 Karma ve Davrams Stratejileri

Daha 6nceki boliimlerde belirtildigi gibi piir stratejilerin varlign Nash dengesinin
varligin1 garanti altina almaz. Bu genigleyen-bigimli oyunlar i¢in de dogrudur.
Nitekim yukanda altoyun miikemmel piir Nash denge stratejisi olmayan bir oyun
gordiik (Sekil 3.34). Dolayisiyla statik oyunlara benzer bir sekilde dinamik oyun-
larda da stratejiler rassallagtinlabilir. Dolayisiyla altoyun milkkemmel Nash den-
gesinin varligimi garanti altina almak igin, tiim oyunculann stratejilerini rassallas-
tirmalanna imkan vermek gerekir.

Genisleyen-big¢imli bir oyunda rassallagtirma yapmak igin iki yol izlenebilir.
Bunlardan biri, aynen stratejik-bigimli oyunlarda oldugu gibi oyun baglamadan her
piir stratejiye bir olasilik atfedilir. Bu yolla oyunun baginda bir kez ve tiim oyun
icin bir rassallagtirma yapilir. Oyunun ilerleyen boliimlerinde rassallagtirma yani
piir stratejilerin s!g:ilme olasiliklan oyunun akigina gore degistirilmez. Bu karma
stratejidir.

Ikinci yol ise oyunda sira ne zaman size gelirse ayn bir rassallagtirma yap-
manizdir. Karma stratejilerde oldugu gibi tiim oyun igin ve tiim piir stratejilerin
iizerine bir kereye mahsus rassallagtirma yapmak yerine, her oyun sirasinda mev-
cut stratejiler iizerinden rassallagirma yapilir. Omegin oyunda size iki kere sira
gelirse, bu iki farkl rassallagtirma yapabileceginiz anlamina gelir ve her biri o an
elinizdeki stratejiler iizerine yapilir. Bu rassallagtirmalar birbirinden bagimsizdir.
Bu strateji bi¢cimine de davrans stratejisi denir.

Karma ve davranis stratejileri arasindaki farki daha iyi belirtmek igin Luce ve
Raiffa (1957) soyle bir kargilagtirma yaparlar: “Piir strateji her sayfasinda belirli
bir bilgi kiimesinde nasil oynanacagim belirten belirli bir talimatname i¢eren bir ki-
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taptir. Piir stratejiler uzay: bir kiitiiphaneyi olusturan kitaplardir. Karma strateji ki-
taplar iizerine bir olasilik dagilimidir (yani hangi kitaplann segilecegini belirleyen
olasilik dagilimi). Davranig strateji ise tek bir kitaptir her sayfasinda rassal bir
davranig tanimlar”.

Her 7 oyuncusunun karma stratejisi, o;, daha 6nce tanimlandig1 gibi ¢ oyun-
cusunun piir stratejiler kiimesi S; iizerindeki bir olasilik dagilimidir. Dolayisiyla
oi(si), her s; € S; piir stratejinin segilme olasiligim gosterir, burada o;(s;) € (0. 1]
ve >, cs 0i(si) = 1. Diger yandan, b; davrani stratejisi her i oyuncusunun
bilgi kiimelerinin her biri i¢in orada mevcut olan hareketler iizerindeki bir olasilik
dagilimini tanimlar.

Omegin Sekil 3.36’da 1.oyuncu ilk bilgi kiimesinde L ve R hareketlerinin her
birini 1/2 olasilikla seger ve ikinci bilgi kiimesinde ise L ve R hareketini sirasiyla
2/3 ve 1/3 olasilikla segtigi bir davranis stratejisi s6z konusudur.

Sekil 3.36 Davranus stratejisi +

Yukanda sdylediklerimizi daha formel olarak tanimlayalim. Davrang stratejisi,
i oyuncusunun her h € H bilgi kiimesinde mevcut her a € A(h) hareketi igin bir
olasilik tanimlar. Bu olasilig1 b;(a | h) gosterelim. A(h) hareketler kiimesi iizerine
tamimlanan olasiliklar kiimesini ise A(A(h)) seklinde gosterelim. Bu yiizden her
h € H; igin b;(- | h) € A(A(h))'dir. Dolayisiyla her i € N oyuncusu igin ve her
h € H; bilgi kiimesi igin:
S bialh) =1,

acA(h)

yani ¢ oyuncusunun b; davranis stratejisi, sinirli H; kiimesindeki her bilgi kiimesi
i¢in yukaridaki kogulu saglayacak sekilde bir olasilik dagilimi tanimlar. Bu yiizden
i oyuncusunun B; davranig stratejileri uzayi, olasi davranis stratejilerinin Kartezyen
¢arpimi olarak soyle tanimlanir:

Bi=, X A(A(h). 3.1)

Davranig stratejisi ile iligkili terminal noktalan iizerine olugan olasilik dagilimini
hesaplamak igin her bir patikadan ilerleme olasiligin1 hesaplamak gerekir. Belirli

166



bir = terminal noktasi i¢in, baglangi¢ noktasindan bu noktaya kadar gecen patikay:
izliyoruz. Bu patika boyunca her karar noktasinda belirli bir hareket segilir. Bu
hareketin bulundugu bilgi kiimesinde ger¢eklesme olasiligina bakariz. Her farkli
bilgi kiimesinde farkl1 bir rassallagtirma takip edildigi i¢in bu rassallagtirmalar bir-
birinden bagimsizdir. ilgili patikanin baglangic noktasindan sonuna kadar gegen
karar noktalarinda ge¢menin olasilig1 bu patika boyunca tiim karar noktalarindaki
olasiliklarin ¢arpimina esittir. Sonuglar iizerine ortaya ¢ikan olasilik dagilimi 6-
nemlidir. Ciinkii bu oyuncularin beklenen faydalarini belirler.

Herhangi bir z terminal noktasini diigiinelim. Baglangi¢ noktasindan z’ye kadar
giden patikada, X (z2) ile gosterilen terminal olmayan noktalar kiimesi ile kargilaga-
caktir. Patika boyunca her terminal olmayan nokta, z € X (z).A belirli bir 2(z) € N
oyuncusuna aittir ve belirli bir bilgi kiimesine aittir, h, = h(z) € H,y). Her
veX (z) karar noktas: da belirli bir a € A(h;) hareketini z terminal noktasina gi-
den patika iizerinde tutacak geklinde olmalidir, bu hareketi de a(z, z) € A(h;) ile
gosterelim. Bu arada 1(z) oyuncusunun a(z, z) hareketini, z’in h; bilgi kiimesine
varmasi durumundaki olasiig b,(;)(a(z, 2) | h)'dir. Boylece b = (by,...,bn)
davranig strateji profili oynandigi zaman, z terminal noktasina varilma olasmgl
sudur:

r(z|b) = H byz)(@(z, 2) | hs).

zeX(z)

ilk bakigta davranis ve karma stratejiler birbirinden tamamen farkli goriinen
rassallagtirmalar gibidir. Yani dmegin bir oyuncu bir karma strateji uyguladiginda,
rulet tekerini bir kez geviriyor gibi diigiinebiliriz. Bu ¢evrimin sonucunda hangi piir
stratejilerin (her bilgi kiimesindeki deterministik se¢imler kiimesi yani) oynanacagi
belirlenir. Fakat bir davranis stratejisi izlediginde, aslinda bir birinden bagimsiz
olarak rulet tekerini her yeni bilgi kiimesine gelindiginde yeniden ¢evrilmesi de-
mektir.

Herhangi bir i oyuncusunun B; davranig stratejileri uzayi, yukanda (3.1)
ifadesinde verilmektedir ve ¢ oyuncusunun karma stratejiler uzayinin da ), =
A(S;) olarak ifade edildigini biliyoruz. Asagida gosterildigi gibi karma stratejileri
her bilgi kiimesindekj mevcut hareketler cinsinden de yazabilir, bu gosterim karma
stratejilerin B; ile iligkisini gormek agisindan yararl olabilir:

Bi = heH, h), Z Al hgg{lA (k).

Miikemmel hatirlamali oyunlarda bu iki ayn rassallagtirmanin birbirine denk
oldugu ispatlanmigtir. Yani veri bir davranig stratejisi i¢in ona denk bir karma
strateji ya da veri bir karma stratejisi i¢in de ona denk bir davranig stratejisi bu-
labiliriz. Dolayisiyla her iki strateji de terminal noktalar iizerinde ayni olasiliklan
verir. Fakat karma stratejiler daha ¢ok stratejik-big¢imli oyunlarda yararli bir uygu-
lama iken davranis stratejisi genigleyen-bigimli oyunlarda bir yararl bir uygulama
bigimidir.
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Omegin | .oyuncu igin iig piir strateji tammlayalim, bunlar LL, RL, ve RR’dir.
Bu piir stratejiler iizerine tammlanan karma stratejiler olarak da sirasiyla 1/2,1/3
ve 1/6 olasiliklanm belirleyelim. Buna denk gelen davranig stratejisi nedir? Bunu
bulmak i¢in vanlan her noktanin bilgi kiimesindeki hareketin olasiligin1 belirlemek
gerekir. Omegin, |.oyuncunun ilk bilgi kiimesine vanldiginda orada L’nin ve
R’nin segilme olasihigi 1/2 olsun. |.oyuncunun ikinci bilgi kiimesine ise ancak
RL ve RR ile vanlir. Sonug olarak bu piir stratejiler segildikten sonra |.oyuncunun
ikinci bilgi kiimesinde L’nin segilme olasilig1 2/3’tiir ve R’nin secilme olasihig ise
1/3’tiir. Bunlan bir araya getirirsek Sekil 3.36’da verilen davranis stratejisine denk
bir durum ortaya ¢ikar.

Simdi altoyun miikemmel dengenin varligi hakkinda sunu sdyleme imkanina
sahibiz:

Teorem 3.2 Her miikemmel hatirlamali ve sinirli genisleyen-bigimli oyun altoyun
mitkemmel dengeye sahiptir.

Ispat. ispat igin oyunun sonundan baglayarak geriye dogru oyunun bagina dogru il-
erleyerek her agsamada istenilen davranig stratejisini inga etmeye ¢aligsacagiz. Bunun
icin kendisi diginda altoyun igcermeyen bir altoyun segelim. Bu her zaman miim-
kiindiir. Ciinkii oyun sinirh bir oyundur. Daha once belirtildigi gibi her sinirh
stratejik-bi¢imli oyunda en azindan bir Nash dengesi s6z konusudur. Dolayisiyla
bu altoyunda da karma stratejilerle ifade edilebilecek bir Nash dengesi vardir. Asil
oyun miikemmel hatirlamaya sahip oldugundan dolay1, altoyun da bu 6zellige sahip-
tir. Bu yiizden bu altoyundaki karma strateji kcndisine}denk bir davramig stratejisine
sahiptir. Bu denklikten dolay:1 bu davranis stratejisi de altoyunda bir Nash dengesi
olusturur. Simdi de altoyun yerine bu altoyundaki denge strateji ile belirlenen fayda
vektoriinii koyalim. Boylece oyunu kiigiiltmiis olduk ve altoyundaki tiim davrams
stratejisini belirlemis olduk. Bu siireci indirgenmis oyun icin de tekrarlayabili-
riz ve boyle yapmaya devam ederiz. Asil oyun igin biitiin bir davramgsal strateji
elde edene kadar bu devam eder. Bu algortima bir yerde biter ¢iinkii oyun sinirh
bir oyundur. Bdylece belirlenen davramg stratejisinin altoyun miikemmel denge
olmasi, daha 6nce sOylenen geriye dogru ¢ikarsama stratejilerinin Nash dengesi ol-
masi ile paralel bir mantikla bulunur. Yani oyunun bagindaki optimal hareketler
oyunun ilerleyen agamalanndaki optimal davraniglara gore belirlenir. ®

3.8 Altoyun Miikemmel Nash Dengesi Uygulamalari
Bu boliimde verecegimiz farkli oyun omeklerinde altoyun miikkemmel Nash

dengesinin nasil bulunacagini ve bunun her oyun i¢in ne anlama geldigine bakacagiz.
Bu da altoyun miikemmel denge kavramin1 daha somut hale getirecektir.

168



3.8.1 Ultimatom Oyunu

Iki kiginin w gibi bir paray: paylasmak igin soyle bir prosediirii kullandigini diisii-
nelim. 1.kisi, 2.kisiye [0, w] araliginda bir 6neride bulunsun. Eger 2.kisi, 1 .kisinin
teklifini kabul ederse, 1.kisi geriye kalan kismi1 almaktadir. Eger 2. kisi teklifi red
ederse, ikisi de hi¢ bir ey alamayacaktir. Herkes aldig1 para miktar ile ilgilenir ve
herkes daha fazla para almay: tercih eder. 1. kiginin teklif ettigi miktar herhangi bir
say1 olabilir (tam say1 olmak zorunda degil).

Ultimatom Oyunu da denilen bu oyunu soyle modelleyebiliriz: iki oyuncu var,
ve terminal tarihler (z, Z) diziler kiimesinden olugur, burada x degeri 1.oyuncunun
teklif ettigi miktardir ve 0 < & < w araligindadir, Z ise K (kabul) veya R (ret)
seklindedir; oyuncu fonksiyonu ise tiim x degerleri igin +(&) = 1 ve «(z) = 2
seklindedir; tercihler ise her bir oyuncunun aldif1 paray: gosteren fayda diizeyleri
tarafindan gosterilir, 6megin (z, K') terminal tarihi igin, 1.kisi w — = miktanini
alirken 2 .kigi  miktarini alir ve (z, R) terminal tarihi i¢in herkes 0 alir.

Bu oyun sinirli ve miikkemmel bilgili bir oyundur. Dolayisiyla altoyun mii-
kemmel dengeyi bulmak icin geriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanabiliriz. i1k
olarak | birim uzunlugunda altoyunlar diigiiniin, ki burada 2.kisi, 1.kigiden gelen
teklifi ya kabul eder ya da ret eder. 1.kisinin her olas: teklifi igin, boyle bir al-
toyun vardir. 1.kiginin teklifinin £ > 0 olmasi durumunda takip eden bir altoyunda,
2 kiginin optimal karan kabul etmektir (eger ret ederse, hi¢ bir sey alamaz). Tek-
lifin £ = 0 olmasi durumunu takip eden altoyunda, 2.kisi kabul etmek ve ret etmek
arasinda kayitsizdir. Yani bir altoyun miikemmel dengede 2.kisinin stratejisi ya tiim
teklifleri (O dahil) kabul etmektir ya da z = O teklifini ret etmektir.

Simdi oyunun tiimiinii diigiinelim. 2.oyuncunun her olas: altoyun miikemmel
denge stratejisi igin 1.oyuncunun optimal stratejisini bulmamiz gerekir.

i. Eger 2.kisi tiim teklifleri kabul ederse (0 dahil), 1.kisinin optimal teklifi 0’dir
(bu ona w faydasini saglar).

ii. Eger 2.kisi O harig tiim teklifleri kabul ederse, ilging bir sekilde 1.kisinin hig¢
bir davranisi optimal degildir. Yani hi¢ bir z > 0 teklifi optimal degildir ¢iinkii her
tekliften daha iyi bir teklif miimkiindiir. O teklifi optimal degildir ¢iinkii 2.kigi bunu
ret eder. Boylece 1 kisinin faydasi 0 olur. Bu yiizden w’den daha az ve pozitif bir
teklif daha iyi bir sonug verir.

Bu arada bu oyunda 2.oyuncunun sahip oldugu opsiyonlan degistirerek oyun
yapisim daha farkl bir hale getirebiliriz. Omegin 2.oyuncuya, teklifi ret ettikten
sonra kargi hareket yapma imkani verebiliriz. Bu durumda oyun daha ¢ok bir
pazarlik problemine doner. 2.0yuncuya ret etme gibi bir opsiyon verilmeseydi oyun
diktator oyunu olarak nitelendirilir. Bu yiizden 2.oyuncunun oyunda stratejik bir
rolu olmayacaktir.

Ultimatom oyunu ile ilgili yapilan deneysel ¢alismalanin sonuglan, altoyun
miikemmel dengenin iddia ettigi sonuglarla uyumlu olmadigin1 gostermektedir.
Deneysel sonuglar bireylerin kendi aldiklarinin yaninda esitlik kaygilarindan dolay:
digerlerinin de ne aldiklarina dikkat ettigini gostermektedir. Bu yiizden pozitif tek-
lifleri bazen ret ettikleri de gézlemlenmektedir. Deneysel sonuglar goyle de yo-
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rumlanabilir: 1.oyuncu 2.oyuncunun tekliflerini ret edebilecegi korkusuna sahip
olabilir. Bu korku rasyoneldir ¢iinkii kii¢iik teklifler ret edilebilir. Peki neden
2.oyuncu bu sekilde davranir? Ciinkii aslinda giinliik hayatta insanlar bir seferlik bir
iliskiden ¢ok kendilerini tekrarlanan iligkiler i¢inde bulurlar. Bu yiizden diisiik bir
teklifi kabul etmek yerine, bunu bugiin ret ederek karsi oyuncuyu cezalandirmak
amaglanir. Bdylece bir “iin” olusturarak, ama¢ l.oyuncunun bagka zamanlarda
daha fazla teklifte bulunmasim saglamaktadir. Deneysel sonuglan agiklamak igin
kullanilan diger bir yorum da oyunculann oyun teorisinin bekledigi kadar rasyonel
davranmadiklan, “ortalama” hareket ettikleri seklindedir.

3.8.2 Cinsiyetler Savas

Bu oyunda l.oyuncu evde kalip kitap okumak mu yoksa bir konsere gitmek mi
konusunda karar verecektir. Eger kitap okursa oyun biter. Fakat eger konsere
giderse, Cinsiyetler Savag1 oyununda oldugu gibi, kendisi ve arkadag: birbirinden
habersiz olarak karar verirler (biri digerinin segimini bilmeden). Onlerindeki segenek
Mozart (M) veya Puccini (P) konserine gitmektir. Her iki oyuncu da sevdikleri
bestecinin konserine arkadagi ile gitmeyi evde oturup kitap okumaya tercih eder;
evde kalma tercihi, her ikisinin de arkadagi ile sevmedigi besteciyi dinlemeye ter-
cih edilmektedir; en kotii tercih ise konserlere ayn ayn gitmektir.

Bu durumu daha formel olarak gosterirsek: N = {1, 2}, terminal tarihler: (ki-
tap, (konser, (M,M)), (konser,(M,P)), (konser, (PM)), (konser, (P,P)) seklindedir;
oyuncu fonksiyonu ¢«(&) = 1 ve t(konser) = {1, 2} seklindedir; ilk tarihte 1.oyun-
cunun hareketler kiimesi A;(@) = {konser, kitap} ve konser tarihi sonrasindaki
1.oyuncunun hareketler kiimesi, A1(konser) = {M, P}, konser tarihi sonrasinda
2.oyuncunun hareketler kiimesi ise Az(konser) = {M, P} dir; oyuncularin ter-
cihleri ise soyledir. 1.oyuncu igin: ’

(konser, (M, M)) > kitap = (konser, (P, P)) =
(konser, (M, P)) ~ (konser, (P, M))

2.oyuncu igin:

(konser, (P, P) = kitap = (konsr, (M, M)) -
(konser, (M, P)) ~ (konser, (P, M)).

Bu oyun Sekil 3.37’de gosterilmektedir.

l.oyuncunun stratejisi, oyunun baginda ve konser tarihi sonrasindaki hareket-
lerini tanimlar; 2.oyuncunun stratejisi ise konser tarihinden sonra hareketini tanimlar.
Dolayisiyla 1.oyuncu (konser, M), (konser,P), (kitap,M), ve (kitap,P) gibi dort tane
stratejiye sahipken, 2.oyuncu M ve P gibi iki tane stratejiye sahiptir. Hatirlarsaniz
bir oyuncunun stratejisi bir hareket planindan daha fazla bir geydir. Strateji oyuncu
hareket ettikten sonra her tarih igin bir hareket tanimlar, yani denge-dis1 hareketler
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Kitap Konser
2,2 M P
M| 31|00
P 0,0]13
Sekil 3.37

icin de hareket tanimlanir. Omegin 1.oyuncunun stratejisi, oyunun baginda kitap
hareketini sectikten sonra bile konser tarihinden sonra ne yapacagini belirtir. Oysa
kitap hareketi sonras1 konser hareketine zaten varilamayacaktir.

Bu oyunun stratejik-bigimli gosterimi Tablo 3.7°de verilmektedir. Buradan da
goriilecegi gibi li¢ tane Nash dengesi vardir: ((konserM )M ), ((kitap,M),P) ve ((ki-
tap,P),P).

M P
(konserM) | 3,1 | 0,0
(konser,P) | 0,0 | 1,3
(kitapM) | 2,2 | 2,2
(kitap,P) | 2,2 | 2,2

Tablo 3.7

Sekil 3.37°de goriildiigii gibi oyunda iki altoyun vardir: Tiim oyun ve 1.oyun-
cunun konser hareketini segtikten sonra oyunculann oynadig altoyun. ikinci al-
toyunda, terminal tarihler (M,M), (M.P), (PM) ve (PP) seklindedir. Bu altoyunda
geriye dogru ¢ikarsama soyle isler:

i. konser tarihini takip eden altoyunda, iki tane Nash dengesi var, basitge (P,P)
ve (M\M).

ii. konser t#bhini takip eden altoyundaki sonug (P.P) ise, oyunun baginda
1.oyuncunun optimal segimi kitap’tir.

iii. konser tarihini takip eden altoyundaki sonu¢ (M,M) ise, oyunun basinda
l.oyuncunun optimal se¢imi konser’dir.

Bu durumda sunu sdyleyebiliriz: oyun iki altoyun miikkemmel dengeye sahiptir:
((kitap,P),P) ve ((konser,M), M).

3.8.3 Stackelberg Rekabet Oyunu

Daha 6nce verdigimiz duopol oyun modellerinde (Bertrand ve Cournot gibi) her
firma hareketini segerken digerinin hareketlerini gézlemleyemedigini varsaymugtik.
Simdi firmalarin birbirlerinin hareketlerini gozlemleyebildiklerini varsayalim. Yani
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bir firma hareket ettiginde digeri bu firmanin neyi segtigini gozlemledigini varsayalim
ve bu durumun sonucu nasil etkiledigine bir bakalim. Dolayisiyla, ayni anda hareket
etmek mi? ilk once hareket etmek mi? Yoksa sonra hareket etmek mi daha iyi
sonuglar iiretir? sorularini cevaplandirmamiz gerekir.

Yine iki firmanin oldugu bir piyasa diigiinelim, her iki firma da ayn1 mali iiretsin.
Herhangi bir ¢ firmasinin ¢; malini iiretme maliyeti C;(g;) dir; piyasadaki toplam
iiretim miktan Q iken fiyat p(Q) seklinde belirlenir. Her firmanin stratejik degiskeni,
Cournot’da oldugu gibi, ¢ firmasinin negatif olmayan iiretim diizeyidir, ¢; > 0.
Fakat firmalar Cournot’dakinden farkli olarak iiretim kararlarin1 ardisal vermekte-
dirler. Yani bir firma iiretim karanni verir, sonra diger firma bunu gézlemler ve
tiretim kararini verir. Firmalann tercihlerini kar fonksiyonlan ile tanimlanir:

m = q;P(q1 + q2) — Ci(gi), i = 1,2

1.firma oyunun baglangicinda ilk hareket eden firmadir, stratejisi basitge ¢; ¢ikti
diizeyidir. 2.firma, 1.firmanin gikti diizeyini segtigi her tarihten sonra hareketini,
yani g7 liretim diizeyini belirler. Yani 2.firmanin stratejisi 1.firmanin her olasi ¢ikti
diizeyine kendi iiretim diizeyi ile kargilik veren bir fonksiyondur. Bu durum genel
hatlanyla Sekil 3.38°da gosterilmektedir.

| 1.firma

4 CIA

Sekil 3.38 Stackelberg oyunu

Oyun miikemmel bilgili ve sinirh bir ufka sahiptir. Bu yiizden altoyun miikemmel
dengeyi bulmak igin geriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanabiliriz:

i. Ik olarak, 1.firmanin herhangi bir giku diizeyi igin, 2.firmanin karnin1 mak-
simize eden ¢ikt1 diizeylerini buluruz. Bunun igin de 1. firmanin her q; ¢ikt1 diizeyi
igin, 2. firmanin buna kargilik gelen bir ¢ikt1 diizeyi olsun, yani 2.firmanin en iyi
tepki fonksiyonuna sahip, ba(q; ), oldugunu varsayiyoruz. Dolayisiyla herhangi bir
altoyun miikemmel dengede, 2. firmanin stratejisi b, (-)’dir.

ii. Daha sonra, 2. firmanin ven stratejisi igin, 1. firmanin karnnm maksimize
edecek ¢ikt1 diizeyini buluruz. 1. firma, q; diizeyini segtii zaman, 2. firma
ba(q1) g¢iktisimi seger, bu da toplam ¢ikti diizeyini belirler, @ = q1 + b2(q1).
Boylece piyasada p(q1 + b2(q;)) fiyati olugur. Dolayisiyla 1. firmanin altoyun
miikemmel denge diizeyindeki ¢ikt1 diizeyi agagidaki kar fonksiyonunu maksimize
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eden diizeydir:
71 = qplq + b2(q1)) — Ci(q).

Bu kdn maksimize eden tek bir ¢ikti diizeyinin, ¢}, oldugunu kabul edelim.
Eger 2. firma, 1. firmanin her q; ¢ikt1 diizeyine karsilik tek bir en iyi tepki fonksiy-
onuna sahipse, by(q1), ve 1. firma da tek bir en iyi tepkiye sahipse, ¢}, oyunun
altoyun miikemmel dengesi (g}, b2)’dir. Yani 1. firmanin denge stratejisi g} ve
2. firmanin denge stratejisi ise by(-) fonksiyonudur. 2. firma tarafindan segilen
¢ikt1 diizeyi, 1. firmanin denge giktis1 veriyken, by(q7), yani ¢3’dir. 1. firma g,
diizeyini sectigi zaman denge ¢ikt1 ¢ifti, 2. firmanin denge stratejisini kullandig:
veri alindiginda, (q;, b2(q1)) olur. Yani 1.firma ¢ikt1 diizeyini degistirdiginde, sonug
2. firmann b, tepki fonksiyonuna gore degisir. Dolayisiyla (g}, ¢3) altoyun miikemmel
denge sonucunu, 2. firmanin en iyi tepki fonksiyonu iistiinde 1. oyuncunun kéanni
maksimize eden bir nokta olarak karakterize edebiliriz.

Bu genel formda verilen oyunu daha spesifik olarak ifade edelim. Ornegin
sabit marjinal maliyetli bir iiretim fonksiyonu ve lineer bir ters talep fonksiyonu
oldugunu diigiinelim. Her ¢ = 1,2 i¢in maliyet fonksiyonu C;j(q;) = cq; ve ters
talep fonksiyonu ise p(Q) = « — Q olsun, burada ¢ > 0 ve ¢ < «. Bu varsayimlar
alunda 2.firmanin, 1.firmanin segtigi her ¢, ¢ikti diizeyine verdigi en iyi tepki
fonksiyonunu, 2. firmanin kar fonksiyonunun birinci dereceden kosulundan tiiretiriz.
2 firmanin kar fonksiyonu agagidaki gibidir:

Ty = ga(x — ¢ — q1 — @),

dolayisiyla 2. firmanin en iyi tepki fonksiyonu sudur:

ba(q1) = %(“ —c—qi)-

Boylece Stackelberg oyunun altoyun miikemmel dengesinde 2. firmanin stratejisi,
yani b, tepki fonksiyonu I. firmanin kar fonksiyonunda yerine konur. Boylece I.
firmanin optimal g; ¢ikt1 diizeyi ise asagida verilen 1. firmanin kar fonksiyonunu
maksimize eden degerdir:

1 1
™ Sfi(a—c— (g + 5(61 —c—q))= 5‘11(01 —-c—q).

Birinci dereceden kosuldan hareketle sunu elde ederiz:

071‘] 1
— =—-(a—c)—q =0.
EPS 2(0 ) - @
Boylece 1. firmanin en iyi tepki diizeyi g} = %(a — ¢) bulunur.
Bu durumda 1 .firmanin stratejisinin g} ¢ikt1 diizeyi oldugu ve 2.firmanin strate-
jisinin ise by oldugu tek bir altoyun miikemmel denge vardir. 2.firmanin denge
iiretim diizeyi ise q; degerinin 2.firmanin tepki fonksiyonunda yerine konulmasi
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ile bulunur: ¢ = ba(q}) = %(a —¢). 1. ve 2.firmanin kirlan sirasiyla soyledir:

* * * 1 y
m =qi(p(g1 +q3) —¢) = g(a —¢)?

T2 = q5(plg] + @) — ¢) = liﬁ(a - (:)2

Fakat hatirlanirsa aym varsayimlar altinda Cournot oyununda her firmanin ¢ikt1
diizeyi %(a — ¢) ve kar diizeyi ise %(a — ¢)?’di. Dolayisiyla ortaya ¢ikan sonug,
Stackelberg oyununda ilk once hareket eden yani lider firma olan 1 .firma, altoyun
miikemmel dengede Cournot dengesine gore daha fazla iiretim yapar ve daha fazla
kar elde eder. 2.firma da daha az iiretim yapar ve daha az kar elde eder. Kisaca
bu oyunda ilk hareket eden daha avantajli pozisyondadir. Stackelberg oyununda ilk
once hareket eden firmanin, 1.firmanin, altoyun miikemmel dengede Cournot den-
gesine gore daha fazla iiretim ve daha fazla kar yapmasi veri herhangi bir maliyet
ve ters talep fonksiyonu igin de gegerlidir.

Yukanda buldugumuz sonuglan toparlarsak,

(i) Stackelberg oyununda, ilk hareket eden firma altoyun miikemmel dengede,
Coumnot Nash dengesinden daha iyi durumdadir. Bunu anlamanin en basit yolu
sOyle diisiinmektir: Stackelberg oyununda 1.firmanin opsiyonlarindan biri Cournot
Nash dengesindeki ¢ikt1 diizeyini segmektir. Eger bu iiretim diizeyini segerse, 2.fir-
manin en iyi tepkisi ayn1 Nash dengesindeki iiretim diizeyini se¢gmektir. Yani
boyle bir ¢ikt1 diizeyi segerek, 1.firma Cournot Nash dengesindeki diizeyle ayni
kar diizeyini elde edecektir. Fakat daha farkl bir ¢ikt1 diizeyi segerse muhtemelen
daha yiiksek bir kar diizeyi elde edebilir. ,

(ii) Yine yukandaki omekte gordiigiimiiz gibi, 1.firma Stackelberg oyunun
altoyun miikemmel dengesinde, Cournot Nash dengesinden daha fazla iiretim ya-
par, oysa 2.firma da daha az iiretim yapar. Bu sonug 2.firmanin en iyi tepki fonksiy-
onunun azalan bir fonksiyon oldugu (yani 1.firma igin daha fazla iiretim 2.firma
icin daha az iiretim demek oldugunda) her durumda gegerlidir. Fakat suna dikkat
edilmeli, maliyet ve talep fonksiyonlar1 degistikge, Stackelberg oyunun altoyun
miikemmel dengesindeki ¢ikt1 diizeyi de degisir.

Diger yandan, Stackelberg oyununda 1.firmanin altoyun miikemmel dengesin-
deki cikt1 diizeyi genel olarak 2.firmanin ¢ikti diizeyine en iyi tepki fonksiyonu
degildir: Eger 1.firma, 2.firma ¢ikt1 diizeyini segtikten sonra uyarlama yapabiliy-
orsa, bunu yapmak isterdi. Fakat eger 1.firma bu imkana sahip olsayd: ve 2.firma
onun bu imkana sahip oldugunu bilseydi, 2.firma farkli bir ¢ikt1 diizeyinde
iiretimde bulunurdu. Gergekte, eger bu oyuna |.firmanin bir gikt1 diizeyi segtigi
ii¢iincii bir agama ekleseydik, ilk agama anlamsizlasird: ve 2.firma ilk hareket eden
firma olurdu. Bdylece altoyun miikemmel dengede 1.firma es anli oynanan oyun-
daki Nash dengesinden daha kétii bir durumda olurdu. Ozetle, 1.firma, 2.firma gikti
diizeyini segtiktensonra gikti diizeyini degistirerek karini artirabilse bile, bu imkana
sahip oldugu oyunda 1.firma, 2.firmadan 6nce ¢ikt1 diizeyini segmek zorunda oldugu
ve bunu degistiremedigi durumdan daha kotii durumda olacaktrr. Yani 1.firma
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fikrini degistirmeyecegine dair sz vermeyi tercih edecektir.

3.8.4 Giris Oyunu

Daha once verdigimiz Giris Oyunun bagka bir versiyonuna bakalim. Belirli bir
piyasa mevcut tek bir firma tarafindan tekellestirilmis durumdadir. Diger bir ikinci
firma bu piyasaya girmeyi diisiinmektedir. Eger piyasaya girmez diganda kalirsa
mevcut firma tekel konumunu siirdiirecektir fakat eger piyasaya girerse her iki firma
da Cournot oyunundaki gibi hareket edeceklerdir (Sekil 3.39).

Girig iiretim maliyetinin yaninda, f gibi sabit bir maliyeti gerektirir. Eger firma
piyasanin diginda kalirsa kdn sifirdir, fakat eger piyasaya girerse firmalar ayni anda
iiretim diizeylerini segerler (Cournot oyununda oldugu gibi). Burada ¢ firmasinin
¢:; miktarnin iretmesinden kaynaklanan maliyeti C;(g;)’dir. Eger firmalarin toplam
iiretim diizeyi Q ise piyasa fiyat1 p(Q) seklinde belirlenir. Bu oyunun terminal
tarihleri soyledir: (g, g2) ¢ikt1 giftleri igin (gir, (q1.q2)) ve herhangi bir q; diizeyi
i¢in (digarida kal, q,) seklindedir. Her firmanin tercihleri kérlar tarafindan temsil
edilir: (gir, (g1, g2)) terminal tarihi i¢in mevcut firmanin kan m; = q,p(q; + ¢2) —
Ci(q1) ve giren firmamin kan m2 = q2p(q1 + q2) — C2(q2) — f iken, (disanda
kal, q,) terminal tarihi i¢in mevcut firmamn kian 7, = ¢; P(q1) — C1(q1) ve giren
firmanin kan sifirdir.

Giren firma

Gir Disarida kal

Cournot duopol Mevcut firma
oyunu (tekel)

Sekil 3.39

Bu genel formda tasarlanan oyunu daha somut bir 6rmek iizerinden tartigalim.
Tiim g; iiretim diizeyi i¢in birim maliyetin, c, sabit oldugu C;(g;) = cg; gibi bir
maliyet fonksiyongna ve p(Q) = a — Q gibi bir ters talep fonksiyonuna sahip
oldugumuzu varsayalim. Altoyun miikemmel dengeleri bulmak igin ilk 6nce gir
tarihini takip eden altoyuna bakalim. Bu altoyunun stratejik bi¢imi Cournot duopol
omegi ile aymdir (f sabit maliyeti istisna) ve tek bir Nash dengesine sahiptir, bu da
her bir ﬁrmamn%(a — c¢) diizeyinde iiretimde bulundugu denge iiretim diizeyidir.
Dengede mevcut firmanin kin sl—,(a — ¢)? ve yeni firmann kan ise é(a —c)?-f
seklindedir.

Simdi digarida kal tarihini takip eden altoyuna bakalim. Bu altoyunda mevcut

firma ¢ikt1 diizeyini seger. Mevcut firmanin kan, g; ¢ikt1 diizeyinde syledir:
m=qa—q)—cq=qla—c—q)
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Bu kar fonksiyonunu maksimum yapan deger ise ¢q; = i‘,(a — ¢)’dir (yeni firma
digarida kaldig1 igcin oyun tek bir firmanin optimizasyon problemine déner,
dolayisiyla bu optimal g, diizeyi dr,/dq, = O denklemini saglayan degerdir).
Buradan digarida kal tarihini takiben olusan altoyunda mevcut firmanin altoyun
miikemmel dengesinin ¢, = %(a — ¢) oldugu ortaya ¢ikar.

Son olarak, oyunun baslangicinda piyasaya girmek isteyen firmanin hareketini
diigiinelim. Eger disarida kalirsa kéan sifirdir halbuki piyasaya girerse sonuglanan
altoyunda veri hareketler igin, kar %(a —¢)? — f olur. Yani herhangi bir altoyun
miikemmel dengede mevcut firma eger %(a —¢)? > f ise piyasaya girer ve %(a -
c)? < f ise diganda kalir. Fakat %(a —¢)? = f ise oyunda iki altoyun miikemmel
denge vardir, bu durumda birinde firma girer, digerinde diganda kalr.

Ozetlemek gerekirse, altoyun miikemmel dengelerin kiimesi f’nin alacag de-
gerlere baghdir. Tiim dengelerde eger firma girerse mevcut firmanin stratejisi

3 ( — ¢) miktanni iiretmektir, aksi takdirde %(a — c) miktarin iiretmektir. Giren

firmanin stratejisi ise, eger girerse, %(a — c¢) diizeyinde iiretimde bulunmaktir.

i. Eger %( « — ¢)? > f ise yeni firmanin girdigi tek bir tek altoyun miikemmel
denge vardir. Sonug yeni firma girer ve her firma %(a — ¢) diizeyinde iiretir.

ii. Eger %(a — ¢)? < f ise, yeni firmamn digarida kaldig1 tek bir altoyun
milkemmel dénge vardir. Sonug, yeni firmanin digarida kaldig1 ve mevcut firmanin
ise(a — c) iirettigi dengedir

iii. Eger %((1 — ¢)? = f ise oyunun iki altoyun milkemmel dengesi vardir. Bu
dengelerden biri §(a — ¢)? < f durumu igin, digeri de §(x — ¢)? > f durumu
igindir.

Mevcut firmanin, yeni firmanin piyasaya girmesinden sonra onunla miicadele
etmesi altoyun miilkemmel denge degildir. Ciinkii yeni firmanin piyasaya girmesi
sonucunda olusan tarihte bu hareketi (miicadele etmesi) mevcut firmanin altoyun-
daki Nash dengesi degildir. Altoyunda bir tek Nash dengesi vardir, o da her
firmanin %(a — ¢) kadar iirettigi durumdur. Bagka bir ifade ile mevcut firmanin

miicadele tehdidi yeni firmanin piyasaya girmesinden sonra inandirici degildir.

3.8.5 Isci, Isveren ve Merkez Bankas: lliskisine Dair Bir Model

Bu bolimde isgi, igveren ve merkez bankasimin aldiklari kararlarin birbirini
etkiledigi bir diger dinamik oyun modeline bakalim. Ug periyot halinde oynan oyu-
nun birinci periyodunda isgiler parasal iicretlerini, w, segerler fakat ikinci periyotta
enflasyon oraninin, 7, ne oldugunu bilmeden bu kararlarini vermek durumundalar.
Ikinci periyodun baginda, merkez bankasi enflasyon oranini, 7, seger. Daha sonra
iigiincii periyotta igverenler istihdam diizeyini, I, belirlerler (modelde kullanilan
tiim degiskenler logaritmik olarak tanimlanmgtir). Bu oyun Sekil 3.40’de gosteril-
mektedir.

Merkez bankasi enflasyon oranini, 7, indirekt olarak kontrol edebilmektedir,
yani para arzim, m, kontrol etmekle enflasyon oranini yonlendirmektedir,
m = f(m), burada f(-) artan bir fonksiyondur.
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[ sgier ]

’ Nominal ucret (w)

Merkez Bankasi

v \ Enflasyon orani ()

mnalar ]

Y| N Istihdam ()

Sekil 3.40 Genisleyen-bigimli bir oyunda ig¢i-merkez bankasi-igveren iligkisi

Isgilerin amac, igverenlerin istihdam diizeyi, [, ile kendilerinin arz ettikleri
emek arzi, (%, arasindaki farki mimimize etmektir. Isgiler emek arzlanni reel iicrete
gore belirlemektedirler. Basitlik olsun diye emek arz fonksiyonunu lineer tanimla-
yalim, I* = a(w — 7). Boylece isgilerin fayda fonksiyonu, w,, agagidaki gibidir:

up(w, L) = —(1 = 1%)2 = —(l — a(w —m))% 3.2)

Merkez bankasimin amaci ise basit: Enflasyon politikasi ile hedefledigi istih-
dam ve enflasyon degerlerini, sirasiyla [ ve 7, gerceklestirmek. Merkez bankasinin
amaci bu anlamda asagida ifade edilen fayda fonksiyonunu maksimize etmektir:

up (w,,m) = —(1 = )2 — p(m — 7)3, (3.3)

burada ;. merkez bankasinin enflasyon ve istihdama verdigi 6nemi gosteren sabit
bir parametredir. Daha yiiksek p2 degeri enflasyona daha fazla agirlik verildigini
dolayisiyla da istihdama daha az agirlik verildigi anlamina gelir. Dikkat edilirse
(3.3)’de ifade edilen amag¢ fonksiyonunda, merkez bankasimin amaci, istihdam,
I, ve enflasyon, 7, oranlarinin, duragan optimal degerlerinden, sirasiyla [ ve 7,
sapmalarin karesinin toplamini minimum da tutmaktir. Yani enflasyon ve istihdam
hedef degerlerinden uzaklastikga marjinal kayiplar artmaktadir, amaci bunu asgari
diizeyde tutmaktir.

Diger yandan, igverenlerin amaci ise kendilerinin mevcut istihdam diizeyi ile
karlanni maksimize eden istihdam diizeyi arasindaki farki minimize etmektir:

ug(w, ) = —(1 = 6(1 — w))?, (3.4)

burada §(7 — w) terimi firmanin optimizasyonundan gelen emek talebini goster-
mektedir.
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Bu oyun dinamik ve miikemmel bilgili bir oyundur. Bu yiizden bu oyunun
altoyun miikkemmel dengesini geriye dogru ¢ikarsama yaklagimu ile bulabiliriz. -
verenler en son hareket ettiklerinden dolayi, igcilerin segtigi parasal iicret ve merkez
bankas tarafindan segilen enflasyon oranini veri alarak, faydalanni, ug(l, w, 7),
maksimize edecek [* istihdam diizeyini segerler. Bunu da (3.4)’deki amag fonksiy-
onunu maksimize eden degeni bularak yaparlar, yani 3.4’de verilen amag fonksiy-
onun ! istihdam diizeyine gore birinci dereceden kosulundan en iyi tepki fonksiy-
onunu bulurlar:

" (wy,m2) = 8(m — w). 3.5)

ikinci olarak hareket eden oyuncu ise merkez bankasidir. Merkez bankasinin
amaci ise en son hareket eden igverenlerin tepkisini, [* (w2, m2), de dikkate alarak
enflasyon oranini belirlemektir:

max up (w, l(w, w), ). (3.6)

Yani sosyal kayip fonksiyonunu minimize eden w2 degerini bulmay:1 amaglar:

n}rin B(w —7) = 1)? + p(r — 7)2, 3.7

Merkez bankas! buradan yani (3.7)’nin 7’e gore birinci dereceden kosulundan en
iyi tepki fonksiyonunu bulur:

_pi+ 6l + 60%w
B u+ 62

*(w) (3.8)

. 14
Isciler bu oyunda ilk hareket eden oyunculardir. Bu yiizden talep ettikleri

parasal iicret segimi onlarin istihdam ve enflasyon beklentisine bagh olacaktir. Is-
cilerin rasyonel oldugunu diisiiniiyoruz ve dolayisiyla isgiler ileriye bakarak yani
merkez bankasinin segecegi enflasyon oranini, m, diigiinerek, simdiden nasil bir
iicret talebinden bulunacaklanni belirleyeceklerdir. Bu da su anlama gelir:

¢ = n*(w). (3.9

Iscinin (3.2)’de ifade edilen fayda fonksiyonuna isverenlerin ve merkez banka-
sinin (3.5) ve (3.8) en iyi tepki fonksiyonlarini koydugumuzda sunu elde ederiz:

W*(w))l 7['*(11)))
= — [*(w, 7 (W) — a(w — 7* (w))]?
= — [8(r* (w) — w) — a(w — 7*(w))]?

=—(0+ a)X(r*(w) — w)2.

g (W, I, ) = g (w, I (w,

Bu ifadeyi maksimize eden deger w* = 7*(w)’dir (birinci dereceden koguluna
bakin). Bu degeri (3.8)'de yerine koyarsak, denge iicretdegerini buluruz:
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wr =7+ ﬁl*. (3.10)
J)

Boylece *(w*) = w* oldugundan dolay, reel iicret diizeyi sifir olur, yani
(w* — m*) = 0 (tim degiskenlerin logaritmik ifade edildigini unutmayin). Opti-
mal emek diizeyi ise (3.5)’den bulunur, yani {*(-) = 0 olur (bu deger logaritmik
oldugunda emek diizeyi 1 demektir). Buradan ¢ikan sonug, merkez bankasi be-
lirledigi enflasyon ve istihdam hedeflerine ancak {*(-) = 0 ise ulagabilir.

3.9 Hareketlerin G6zlemlendigi Cok-Asamah Oyunlar

Dinamik oyunlar i¢inde 6nemli bir oyun grubu da g6zlemlenen hareketlerin oldugu
¢ok-agamali oyunlardir. Bu oyunlar genel olarak oyuncularin 6nceki periyotlarda
yapilanlan bildikleri fakat bulunduklan periyotta es anli davrandiklan durumlan
tanimlar. Daha formel tanimi ise agagida verilmektedir.

Tamm 3.5 Gozlemlenen hareketlerin oldugu asamalt bir oyunda: (i) tim oyun-
cular k asamasinda hareketlerini secerken inceki periyotlarda, 0,1,2.....k — 1,
segilen hareketleri bilirler ve (ii) tiim oyuncular her k asamasinda es anlt hareket
ederler. Yani hi¢ bir oyuncu k agamasinda diger oyuncularin neyi segtigini gizlem-
leyemez.

Stackelberg oyunu iki agamali bir oyundur. Birinci agsamada lider firma bir
¢ikt1 diizeyi seger, ikinci agamada ikinci firma (takipgi firma) liderin gikt1 diizeyini
ogrenir ve kendisinin optimal ¢ikt1 diizeyini seger ve oyun biter. Miikemmel bil-
gili oyunlar, gbzlemlenen hareketlerin oldugu ¢ok-agsamali oyunlarnn 6zel bir duru-
mudur. Her agama bir tek oyuncunun hareketini i¢erir. Diger yandan, Bertrand ve
Cournot oyunlan da tek agamali oyunlar gibi diigiiniilebilir.

Cok-agsamali oyunlar sinirsiz bir ufka sahip olabilirler bu yiizden onlan agaclarla
formel olarak gosteremeyiz. Fakat simirli-uzunlukta gozlemlenen hareketlerin
oldugu ¢ok-agamali1 oyunlar sinirli genigleyen-bigimli oyunlarin 6zel bir durumudur.
Sekil 3.41 iki defa tekrarli 2 x 2 biiyiikliigiinde (2 oyunculu 2 statejili bir oyun) e
anli bir oyunu gosterir. Oyunun ilk oynaniginin sonunda, her oyuncu tarafindan
yapilan segimler ortak bilgiye doniigiir. 2’e 2’ li agaglann beg kokii oyunun tar-
ihlerini verir. Ilk kok heniiz bir seyin olmadig tarihi gosterir. Ondan sonra sol-
dan saga dort tanh soz konusudur, LI, Lr, Rl ve Rr, yani ilk agamanin dort olasi
oynanigina kargilik geli#® Ilk asama sadece bir tek oyuna sahiptir. Ikinci agamada
ise, dort olas1 oyun vardir, her biri ilk agamal1 oynanigin dort olasi tarihine kargilik
gelir.

Bu yapiy1 gosteren bir oyun agacim kullanmak oldukga zor olabilir. Ornegin 5
kere tekrarlanan Cinsiyetler Savagi oyunu igin kag tane terminal nokta gereklidir?
Bunu diigiiniin.

Simdi bu tiir oyunlan tanimlamak igin daha cebirsel bir yontem izleyecegiz.
Sinirl: sayida oyuncunun, i € N, oldugu sinirli agamali bir oyun diisiinelim. Her
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Sekil 3.41 Gozlemlenen hareketlerin oldugu iki agamali bir oyunun soyut gdsterimi

asamadaki oyunlar es anli oynanir. Burada k' = @ ilk tarihi gosterir ve 0.agamada
tiim oyuncular i« € N A;(h°) kiimesinden hareketler segerler. Her agamanin
sonunda oyuncular ilgili asgamanin hareket profilini secer. Burada 0.asamada segilen
hareket profili, a? = (a9, .....,a% ) dir. 1.asamada, oyuncular k! tarihini 6grenirler,
h' = a°. Gergekte i oyuncusunun birinci asamada sahip oldugu hareketler, daha
once ne oldugu ile iligkilidir, boylece A;(h'), tarih h! iken olasi ikinci-asama
hareketlerini gosterir. Boyle siirekli devam edilirse, h**! tarihi k asama sonun-
daki tarihi yani daha dnceki periyotlardaki hareketler dizisini verir:

R+l = (ao, al, ....,ak).

Diger yandan A;(h**!) bize i oyuncusunun, tarih’h*+! iken k+1 asamasindaki
olasi hareketlerini gosterir. Oyunda K + 1 sayida asama vardir. Eger K = oo
ise oyunda sonsuz sayida agama oldugu anlamina gelir. Bu durumda oyun sonsuz
tarihe sahiptir, dolayisiyla h™ seklinde ifade edilir. Her hX*1, tanim geregi oyunun
bagindan itibaren tiim hareketler dizisini tanimladigindan, tim terminal tarihlerin
kiimesi, H K+, oyunun tiim olasi sonuglar kiimesi ile aynidir.

Bu yapi iginde, i oyuncusunun piir stratejisi, basitge her olasi h* tarihi igin
her k asamasinda oyunun nasil oynanacagimin plamm verir. Eger H*, bize k-
asamasindaki tarihlerin kiimesini veriyorsa ve bu agamadaki hareketler kiimesi

Ai(HY) = hkngAi(hk)'

ise, ¢ oyuncusunun piir stratejisi, {sf}fzo gibi bir fonksiyonlar dizisidir, burada
her sf, H* tarihinden i oyuncusunun olasi hareketlerine bir iligki tanimlar, yani
A;(H*) (bagka bir deyisle her h* igin s¥(h*) € A;(h*) durumunu saglar). Bu tiir
strateji profili ile tiiretilen hareketler dizisi: 0.agamadaki hareketler a® = s°(h0),
birinci asamadaki hareketler o' = s!'(a®), ikinci asamadaki hareketler
a? = s?(a®, a') ve boyle devam eder. Buna strateji profili patikasi denir. Terminal

tarihler oyunun tiim agsamalarni gosterdiklerinden, her 7 oyuncunun faydasin bir
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fonksiyon olarak ifade edebiliriz,
u; - H K+l , R.

Cogu uygulamalarda fayda degerleri agama agama toplanir, yani her oyuncunun
tim faydasi tek-agamali faydalanmin, wu;(a*),k = 0,..,K, bir gesit
agirhklandinlmig ortalamasidir.

Her strateji profiline HX*! sonucunu atfettigimizde ve her sonucu da fayda
vektoriine atadigimizda, her strateji profilinin faydasim hesaplayabiliriz.
Bu baglamda piir-strateji Nash dengesi basit¢e hi¢ bir oyuncunun refahim daha
iyi hale getirecek bir stratejiye sahip olmadigi durumdur. Bu da tiim s/ stratejileri
igin u;(si, s—;) > u,(sh, s_;) demektir.

Bu tiir oyunlardaki ardisalligi gérmek igin her agamasinda es anli oynanan iki
agamali bir oyunun nasil oynandigina bakalim. Yani bu oyunda ilk agamada oyun-
cular es anli hareket ederler, dolayisiyla milkemmel olmayan bilgi s6z konusudur.
Fakat bu agamada ¢ikan sonucu gordiikten sonra ikinci agamaya gecerler ve orada
da bir kez daha eg anli hareket ederler. Bu oyunu daha agik bir gekilde ifade eder-
sek:

i. 1. ve 2. oyuncu e anl olarak a; € A; ve ay € A2 hareketlerini segerler.

ii. 3. ve 4. oyuncu ilk agamadaki (a), a2) sonucunu gozlemler ve sonra yine eg
anli a3 ve a4 hareketlerini segerler.

ili. Oyuncularin fayda fonksiyonlan ise soyledir: u;(a1, a2, a3, a4),i = 1,2, 3,4.

Bu oyunun agama sayisi ve oyuncu sayisi artirilabilir. Omegin oyuncu sayzst,
3. ve 4.oyunculann, ikinci agamadaki 1. ve 2. oyuncular oldugu diisiiniilerek
azaltilabilir.

Bu tiir oyunlarin denge ¢6ziimlerini bulmak igin geriye dogru ¢ikarsama algo-
ritmasim kullanabiliriz. Oyunun sonundan baglayarak, yani 2.agsamadan baglayarak
3. ve 4.oyuncunun 1. agamadaki sonucu veri alarak nasil ¢ozdiiklerine bakanz.
Oyunu basitlegtirmek igin, birinci agamada segilen her olasi (a, a2) ¢6ziimii igin
ikinci asamada tek bir Nash dengesi oldugunu varsayiyoruz, bu da
(a3(a1,a2),aj(a1,a2)) ile gosterilir.

Optimal (aj(a1,a2), aj(a1,az)) hareketleri bulmak igin u;(-) fayda fonksiy-
onunun birinci dereceden kogullanndan faydalaninz:

0’11.3 _ BU4

— =0ve — =0.
(90,3 ve 6a4

-~
1. ve 2. oyuncular, 2. asamadaki oyunculann yani 3. ve 4.oyuncunun tepki fonksiy-
onlariny, (a3(a1,a2),a3(a1,az)), es anh hareket ettikleri 1.asamada dikkate alirlar.
1. ve 2. oyuncu arasindaki es anli oynanan oyun goyle tanimlanir:
i. 1. ve 2.oyuncular ayn1 anda a) € A ve az € A2 hareketlerini segerler
ii. Fayda fonksiyonlan ise u;(a1, a2, a}(a1, a2), aj(a1, a2)), i = 1, 2, seklindedir.
Bu durumda ortaya ¢itkan Nash dengesinin (a},a3) oldugunu varsayalim.
Boylece u;(a}, a3, aj(a1, a2), aj(a1, az)) bu ikiasamali oyunun altoyun miikkemmel
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Nash dengesidir.
Burada sunu da ifade etmeden gegmeyelim: optimal a] ve a’} degerleri asagidaki
denklemleri ¢dzen degerlerdir.

du _ 0w | Owiday | Omdas
da; ~ Oa;  Oaz da;  Oayq Oa )
duy _ Ouy  Ouy % Oug f)ﬂ

da; ~ Oay 37;;; Oay E day

Bu her iki denklemde ifade edilen 2. ve 3.terimler ikinci agamadaki 3. ve 4.
oyuncularin 1. ve 2.oyuncularin hareketleri iizerindeki dolayl etkilerinin dikkate
alindigin1 gosterirken, her iki denklemdeki 1.terimler ise her iki oyuncunun kendi
hareketlerinin direkt etkileridir.

Diger yandan oyun 2.agamaya geldiginde eger 3. ve 4.0yuncu tarafindan Nash
dengesi olmayan bir takim tehditler yapilirsa, bu agamaya geldikten sonra bu
tehditler gegerliligini yitirir. Yani tehditleri gerceklestirmek rasyonel olmayacaktir.

3.9.1 Banka Hiicumu

Iki mudinin her biri bir bankaya M kadar mevduat yatinr. Bankanin da bu parayi
uzun donemli bir yatinm projesine yatirdigini diigiinelim. Eger mudi, proje
bitmeden Once parasim ¢ekmek zorunda kalirsa, 2z kadanm geri alabilir, burada
M > 1 > M/2. Fakat eger yainmin zamaninda bitmesine miisaade ederse,
toplamda 2X kadar alacaktir, burada X > Af.

Mudilerin paralanni ¢ekmeleri igin iki tarihin o|dugunu varsayiyoruz: 1 .tarih,
bankanin yaptig1 yatinminin vadesinin dolmadig: tarih, 2.tarih ise bu vadeden son-
raki tarihtir. Eger her iki mudi paralann |.tarihte ¢ekerlerse, her biri x kadar alir
ve oyun biter. Eger sadece bir mudi 1.tarihte parasini ¢ekerse tim A mevduatim
alabilir ve diger mudi ise 2 — M kadar alabilir ve oyun biter. Son olarak, eger
hi¢ bir mudi 1 .tarihte parasini gekmezse, projenin vadesinde bitmesine imkan ver-
ildigi i¢in mudiler paralarini 2.tarihte gekebilirler. Eger her iki mudi de 2.tarihte
paralarin1 ¢ekerse her bin X alacaktir ve oyun bitecektir. Eger sadece bir mudi
2.tarihte parasim gekerse 2X — M alir, diger mudi ise M alir ve oyun biter. Son
olarak, eger hi¢ bir mudi 2.tarihte parasim ¢ekmezse banka her mudiye X kadar
o6demede bulunur. Bu agamali oyun Tablo 3.8’de gosterilmektedir.

cek ¢cekme cek ¢cekme
cek I,T M2x—-M cek X, X 2X -M M
gcekme | 2¢ — M, M | diger asama cekme | M,2X — M X, X
1.tarih 2.tarih
Tablo 3.8

Bu oyunu analiz etmek igin, geriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanabili-
riz. Bu yiizden 2.tarihteki stratejik-bi¢imli oyuna bakalim. Basitge X > M (ve
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dolayisiyla 2X — Al > X) oldugundan dolay: parayr cekmek ¢ekmemeye kesin
baskin oldugundan dolayi, oyunda tek bir Nash dengesi vardir: her iki mudi de
paralarini geker ve elde ettikleri getiri (X, X)’dir. Iskonto olmadigindan dolay:
basit¢e bu getiriyi l.tarihdeki tabloda yerine koyabiliriz. Buradaki diger agama
yerine Tablo 3.9'da oldugu gibi (X. X ) diye yazanz.

cek cekme
cek I, A2z — M
¢ekme | 2z — M, M X, X

Tablo 3.9

x < M (dolayisiyla 2x — M < ) oldugundan dolayi, bu yeni oyunun iki
tane piir altoyun miikemmel Nash dengesi vardir. Bunlardan biri, her iki mudinin
parasini gektigi dengedir, bu durumda fayda diizeyi («, x)’dir. ikinci denge ise, her
iki mudinin de bekleyip 2.tarihte paralarini ¢ektigi dengedir, (X, X) (yani 1.tarihte
paralarini gcekmeyip, 2.tarihte gektikleri denge).

Bu dengelerin birincisi banka hiicumu olarak nitelendirilir. Eger mudilerden
biri digerinin 1.tarihte parasim gekecegini diisiiniirse, bu mudinin de en iyi tep-
kisi parasim ¢ekmektir. Fakat bekleyip 2.tarihte paralarini gekerlerse daha yiiksek
fayda elde edeceklerdir. Bu durum Mahkumlar Cikmaz probleminden bir agidan
farklidir. Her iki oyun da sosyal agidan daha diisiik bir dengenin olugmasina ragmen
Mahkumlar Cikmazi1 oyununda bu denge tektir. Halbuki bu oyunda daha etkin olan
ikinci bir denge de soz konusudur. Yani bu model banka hiicumlarinin ne zaman
gerceklesecegini tahmin edemez, sadece dengelerden birinin bu oldugunu sdyler.

3.9.2 Kiiciilen Bir Piyasadan Cikig

Burada gosterilen model Osborne (2003)’den adapte edilmistir. Modelde belirli bir
piyasada iki firma oldugu varsayilmaktadir. Bunlardan biri biiyiik bir iiretim kap-
asitesine sahipken, digerinin kapasitesi kiigiiktiir. Firmalarin mallarina olan talep
her gecen giin diismektedir. Soru firmalarin ne zaman piyasayi terk edecekleri ve
hangi firmanin ilkin bu piyasadan ¢ikacagidir. Simdi bu duruma bakalim.

Zamani kesikli bir degisken gibi diigiinelim. Piyasada ¢ periyodunda fiyat p, (Q)
ile gosterilmektedir. Fiyatin zamanla diistiigiinii varsayiyoruz, yani her Q) degeri
icin ve t > 1 igin, p1(Q) < py(Q) durumu séz konusudur. Biz burada fir-
malanin piyasada kaldiklgri miiddetge ne kadar irettiklerinden ziyade onlann ¢gikig
kararlan ile ilgiliyiz. Bu yiizden i firmasinin tek karan sabit bir ¢ikt1 diizeyini, k;,
iiretmek veya liretmemektir, (k;, ¢ firmasinin kapasitesi olarak diisiiniilebilir). Bir
firma tiretimi durdurdugunda, tekrardan iiretime gegcemez. 2.firmanin kapasitesinin
l.firnadan daha kiigiik oldugunu, ko < k;, ve her firmanin g iretim diizeyini
iiretmekten dolay: katlandiklan maliyetin ise c¢q oldugunu varsayalim.

Bu oyun zaman iizerinden ilerlerken her iki firma her periyotta es anli piyasada
kalip kalmama karan vermek zorundadir. Firmalarin hareketleri piyasada kal ve
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piyasadan ¢ik seklindedir.

Oyuncu fonksiyonunu goyle tanimlayabiliriz: Hi¢ bir firmanin piyasay: terk
etmedigi h tarihinden sonra 7(h) = {1, 2}; sadece 2.firmanin terk ettigi h tarihin-
densonra 7(h) = 1; veya sadece |.firmanin terk ettigi h tarihinden sonra 7(h) = 2
seklindedir.

Her firmanin tercihi, her terminal tarihi elde ettigi getiri ile iligkilendiren bir kar
fonksiyonudur. Herhangi bir i(= 1, 2) firmasinin ¢ periyodundaki kin eger diger
firma piyasadan ¢ikarsa, (p;(k;) — ¢)k; olurken, diger firmanin kalmasi durumunda
kan (p, (k1 + k2) — ¢)k; olur.

Eger py(ki) < ¢ durumu s6z konusu ise, herhangi bir periyotta, ¢ firmasi zarar
eder, kalan tek firma olsa bile zarar eder ¢linkii piyasa fiyati birim maliyetten daha
azdir. Eger piyasadaki tek firma ¢ firmas: ise kdrli oldugu son periyodu t; ile
gosterelim. Yani ¢; periyodu p;(k;) > ¢ durumunu saglayan en biiyiik ¢ degeridir
(yani karli kaldig1 en uzun siire). Ve k; > k; oldugundan dolay: #; < ¢3’dir. Bunun
anlamu ise, biiyiik firmanin piyasada yalmz kaldig1 durumda kar etmedigi periyot
kiigiik firmanin yalniz kaldig1 durumda kar etmedigi periyottan daha uzun degildir.

Oyun sonsuz zaman ufkuna sahip bir oyundur. Fakat ¢; periyodundan sonra
piyasada kalan tek bir firma olsa da 7 firmasinin kdn negatiftir. Dolayisiyla eger
1 firmasi ¢ periyodundan sonra herhangi bir periyotta piyasada ise, her altoyun
miikemmel dengede bu periyotta gcikmay: seger. Ozellikle her iki firma da ¢ periyo-
dundan sonraki her periyotta piyasadan ¢ikmayi tercih eder. Firmalann daha 6nceki
periyotlardaki altoyun miikemmel dengelerini bulmak igin {2 periyodundan itibaren
geriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanabiliriz.

Eger 1.firma (daha biiyiik olan) ¢, periyodundan sonraki herhangi bir periyotta
piyasada kalirsa, bu firma, 2.firma piyasada bulunsun ya da bulunmasin, piyasadan
¢ikmalidir. Sonug olarak eger 2.firma ¢, + 1 ile {2 arasi bir periyotta hala piyasada
iiretim yapiyorsa, bu durumda piyasada kalmalidir. 1.firma bdyle bir periyotta
piyasadan ¢ikmalidir ve onun yoklugunda 2.firmanin kdn pozitiftir.

Simdiye kadar su sonucu elde ettik: Her altoyun miikemmel dengede
1.firmanin stratejisi ¢£; + 1 periyodundan itibaren her periyotta piyasay: terk etmek-
tir ve 2.firmanin stratejisi ise ¢ + 1 periyodundan itibaren her periyotta piyasadan
¢tkmaktir.

Simdi ¢; periyodunu diisiinelim, yani 2.firmanin olmadig: 1.firmanin karnnin
pozitif oldugu son periyodu diisiinelim. Eger 2.firma piyasadan ¢ikarsa, bu periy-
ottan itibaren kan sifirdir. Eger piyasada kalirsa ve | .firma ¢ikarsa bu durumda
t) periyodundan, aynldif1 ¢, periyoduna kadar gegen siirede kar eder. Eger her
iki firma da kalirsa, 2.firma ¢, periyodunda bir kayipla kargilagir fakat ¢ periyo-
duna kadarki periyotlarda kar elde edebilir ¢iinkii her altoyun milkkemmel dengede
1.firm ¢; 4+ 1 periyodunda piyasadan ¢ikar. Yani eger 2.firmanin ¢; periyodunda
bir donemlik kaybi, 1.firmanin bu periyotta piyasada faaliyet gosterdigi periyotta,
&1 + 1 periyodundan itibaren tiim karlanndan daha azsa, l.firmanin ¢, periyo-
dunda bulunup bulunmamasindan bagimsiz olarak, 2.firma her altoyun miikemmel
dengede piyasada kalir. ¢; + 1 periyodunda, 1.firma piyasada yokken, fiyat nispeten
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yiiksektir, bu yiizden 2.firmanin bir periyotluk kaybimin sonraki periyotlarda elde
ettigi kardan daha az oldugu varsayimi genis bir parametreler ailesi igin gecerlidir.
Bu yiizden bundan sonra bu varsayimin gegerli olacagin diigiinebiliriz.

Ozetle her altoyun miikemmel dengede 2.firma #; periyodunda piyasada kalir,
bdylece 1.firma optimal karar verip piyasadan ¢ikar (sonraki periyotta piyasadan
¢ikmalidir, eger t; periyodunda piyasada kalirsa zarar eder ¢iinkii 2.firma hala
piyasadadir)

Simdi geriye dogru diigiinmeye devam edelim. Eger 2.firma t; — 1 periyodunda
piyasada kalirsa ¢, ’den ¢ periyoduna kadarki periyotta kar eder. Ciinkii 1.firma
t;’deki her altoyun miikemmel dengede piyasadan g¢ikar. Bu ¢; — 1 periyodunda
bir kayba neden olabilir (eger | .firma bu periyotta piyasada kalirsa), fakat bu kayip
| firmanin piyasada oldugu ¢; periyodundaki kayiptan daha azdir. Yani I .firmanin
t1 — 1 periyodundaki hareketinden bagimsiz olarak, 2.firmanin en iyi hareketi bu
periyotta piyasada kalmaktir. Eger ¢ < ¢; — 1 ise 1.firma t; — 1 periyodunda 2.fir-
manin da oldugu bu periyotta zarar eder ve bu yiizden piyasadan ¢ikmasi gerekir.

Ayn1 mantikla firmalarin karl bir sekilde bir arada bulunamayacaklan ilk periyot
icin de diigiiniilebilir. Boyle bir durumdaki her periyotta, her altoyun miikemmel
dengede 1.firma eger coktan ¢ikmamigsa piyasadan ¢ikar. Her firmanin karl bir
sekilde piyasada birlikte oldugu son periyodu ¢ ile gosterirsek, bu durumda ¢,
pt(k1 + k) > ckosulunu saglayan en biiyiik ¢ degeridir.

Eger 2.firmanin ¢; periyodundaki kaybi, ki bu periyotta her iki firma da aktif
durumda, t; periyodundan yalniz tek kaldif1 ¢o periyoduna kadar ki siirede elde
ettigi kardan daha azsa bu oyunun tek bir altoyun miikemmel dengesi vardir. Bu
dengede biiyiik firma fg + 1 periyodunda piyasadan ¢ikar (yani her iki firmanin
da birlikte kar edemedigi ilk periyot) ve 2.firma (kiigiik olan) t; periyoduna kadar
piyasada kalmaya devam eder.

3.9.3 Giimriik Politikasi

iki ayn iilkenin giimriik politikalarini ve aralanndaki uluslararasi rekabeti oyun
teorik olarak modelleyelim. Ulkeleri i ve j indisleri ile tammlayahim. Her iilke
(7 ve j) gimriik tarifesini belirleyen bir hiikiimete, hem ulusal ekonomiye hem de
dig piyasaya iiretim yapan bir firmaya ve ayn1 zamanda hem yerli finmadan hem de
yabanci firmadan mal alan tiiketicilere sahiptir. Eger 7 iilkesindeki piyasada toplam
mal miktar1 (Q; ise, piyasa fiyat1 p;((Q;) = a — (Q;’dir. Burada i iilkesindeki firma
(bundan sonra i firmasi diye nitelendirilecektir) yerli tiiketim i¢in d; ve ihracat igin
¢; kadar iiretimde bulunur®yani Q; = d; + ¢;. Firmalar sabit marjinal maliyetin,
¢,oldugu fakat sabit maliyetlerin olmadig: bir liretim yapisina sahipler. Dolayisiyla
i firmasinin toplam maliyeti C;(d;,e;) = c¢(d; + e;) seklindedir. Firmalar aym
zamanda ihracat yaptiklanndan giimriik vergisi maliyetleri ile kargilagirlar. Eger @
firmas: j iilkesine ¢; kadar ihracat yaparsa j iilkesinin uyguladig t; giimriik tar-
ifesinden dolayi, ¢ je; kadar giimriik vergisini j hiikiimetine 6demek zorundadir.
Oyunda olaylann akis1 soyle gelisir. ik olarak, hiikiimetler ayni anda giimriik
tarifelerini, t; ve t;, segerler. ikinci olarak, firmalar giimriik tarifelerini gdzlemlerler

185



ve ayn1 anda hem yerli hem de ihracat igin iretimlerini belirlerler, yani sirasiyla
(d;, e;) ve (dj, ;) degerlerini belirlerler. Ugiincii olarak, fayda diizeyleri, ¢ fir-
masinin kar, 7;, ve ¢ iilkesinin toplam refahi, u;, agagidaki gibi belirlenir:

mi(ti, tj, diy eiy dj,ej) = [ = (di + ¢5)] di + [ = (¢i + dj)] & — c(di +€;) — tje,
(3.11)
ve

1
wits, ty,di, ¢4, dj,e5) = §Q? + mi(ti, b5, diy eq, dj, €5) + tiey, (3.12)

Yukandaki (3.12) denklemi i iilkesinin toplam refahini verir. Bu da ii¢ unsur-
dan olugur: tiiketici artg (ters talep fonksiyonu p;(Q;) = a — Q; verildiginde
eger piyasada satilan miktar Q; ise toplam tiiketici arug1, (1/2)Q? ‘e esittir), i fir-
masinin karn ve ¢ hiikiimetinin diger iilkenin j firmasindan aldig: giimriik gelirinin
toplamindan olugur.

Simdi hiikiimetlerin ¢; ve ¢; giimriik tarifelerini segmis olduklarim varsayalim.
Eger (d}, e}, d;, *) diizeyi, iki firma arasinda her iki piyasadaki Nash dengesi ise,
her iki firma igin (dl ,e7) degerleri asagidaki problemi ¢ozen degerler olmalidir:

’lrlfteltgoﬂz(tl,tj,dz,(“d e;)-

Burada ;(¢;, tj,di, e, d;‘-, e;) kar diizeyi, ¢ firmasinin hem ¢ piyasasindaki kari
(sadece d; ve ¢ degerlerinin bir fonksiyonudur) ve hem de j piyasasindaki kandir
(bu da sadece e,, d ve t; degerlerinin bir fonk51yonudur) Aslinda ¢ firmasimin

iki-piyasali opumlzasyon problemi basitge her biri bir piyasa igin basit bir ¢ift op-
timizasyon problemidir, yani d} asagidaki problemi ¢bzen degerdir,

2};)5 di [a - (di + ¢}) — c|,

ve e; de asagidaki problemi ¢ozen degerdir,

maxe; [ — (e; + d;) - c] —tjes.

€;,20
Buna gore optimal yerli tiikketim miktan, d;, sudur:

* 1 *
d; = E(a —e;—¢). (3.13)

Optimal ihracat miktar, €], ise sudur:

1
e;’=§(a—d;——c—t]-). (3.14)

Boylece (3.13) ve (3.14) fonksiyonlan her iki firma i¢in de gegerli olan en iyi
tepki fonksiyonlandir. Yani dort bilinmeyeni olan, (d, €], d;, €}), dort denkleme

sahibiz. Fakat bu denklemleri iki bilinmeyenli iki denkleme indirgeyebiliriz:
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d; = % vec; = a—((}& (3.15)

Dikkat edilirse, ¢ piyasasinda, ¢ firmasinin marjinal maliyeti ¢ iken, 7 firmasinin
maliyeti ¢ +¢; kadardir. Bu durumda j firmasimin maliyeti daha yiiksek oldugu igin
bu piyasa igin daha az iiretir. Fakat eger j firmasi daha az iiretecekse, bu denge
fiyatimn daha yiiksek olacag anlamina gelir, boylece i firmasi daha fazla iiretmeyi
isteyecektir. Dolayisiyla dengede, (3.15)’de goriildiigii gibi, d; degeri ¢; ile artan
bir iliskiye sahipken, c} degeri t; ile azalan bir iligkiye sahiptir.

Iki firma arasindaki ikinci-agama oyunun ¢6ziimiinden sonra, simdi geriye dogru
gelerek birinci agamada iki hiikiimet arasinda es anli oynanan oyunda giimriik tarife
oranlarinin nasil bulunacagina bakalim. Hiikiimetler ¢; ve ¢; tarife oranlarini e anh
belirliyorlar. Hiikiimetlerin fayda fonksiyonlan u;(t;, t;, d}, e}, a3, e]‘-) seklindedir,
burada d; ve e} degerleri (3.15)’de de goriildiigii gibi ¢; ve ¢;’nin bir fonksiyonudur.
Simdi hiikiimetler arasinda oynanan bu oyunun Nash dengesini bulalim.

Eger (t}, t]‘-) hiikiimetler aras1 oyunun Nash dengesi ise, her 7 i¢in, t] asagidaki
problemi ¢dzen degerdir:

* * * *
max u;(t;, t;, d;, €], dj, e})
£;>0

burada

(-0 - t)? (a—c+t))?® (a —c = 2t5)? L tila—c—2t))?
18 9 9 9 '

(ikinci agamada bulunan degerler ((3.12)’de yerine kondu).

Boylece her ¢ firmasi igin, t; degerinden bagimsiz olarak, denge t; diizeyi
sudur:

() =

- Q . c
Bagka bir deyisle bu modelde her hiikiimet igin baskin strateji, giimriik oranini
(o — ¢)/3 diizeyinde segmektir.

Eger t; = t; = (a — c)/3 degerlerini (3.15)’de yerine koyarsak,

ikinci agamadaki firma iiretim diizeylerini de elde ederiz. Yani giimriik tarifesi
oyununun altoyun miikkemmel dengesi $oyledir:
~‘

=t = (a—c)/3, df = dj = 4(a—c)/9, ¢} = ¢} = (a—)/9.
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3.10 Geriye Dogru Cikarsama ve Altoyun Miikemmel Denge
Kavramlarina Getirilen Elestiriler

Bazi oyunlarda geriye dogru ¢ikarsama algoritmasinin buldugu dengeler sezgisel
olarak ¢ok giiclii olmayabilir. Bu oyunlardan biri Kirkayak oyunudur. $eklinden
dolay1 Kirkayak oyunu denen bu oyuna bakalim (Sekil 3.42). Oyunda oyuncular
sirayla hareket etmektedirler. Her hareket sirasi gelen oyuncu ya oyunu durdu-
racak (S) veya oyuna devam edecektir (C). Oyunun herhangi bir hareket aninda,
eger diger oyuncu (2.oyuncu) bundan sonraki agamada oyunu durduracaksa, oyun-
cumuzun (l.oyuncu) oyuna devam etmektense durdurmasi daha iyidir. Fakat eger
diger oyuncu oyunu durdurmak yerine devam ederse oyuncumuz daha iyi bir du-
ruma gelecektir. Bu durum T periyotluk oyunun her agamasinda gegerli olan bir
manti gostennektedir.

1. ¢ 2 ¢ c 2 ¢ 1 ¢ 2 ¢

o A - Tw— —I 2 86
S' S S S S S|

| | |

20 13 4,2 35 6.4 57

Sekil 3.42 Kirkayak oyunu

Bu oyun sinirli ve miikemmel bilgili bir oyun oldugundan dengeyi geriye dogru
¢itkarsama metodu ile bulabiliriz. Yukanda ifade ettigin)iz gibi her hareket sonrasi,
bunu takip eden oyuncunun oyunu durdurmasi devani ettirmesinden daha iyidir.
Oyuncunun bu hareketi veri alindiginda, ondan 6nce hareket eden oyuncu oyuna
devam etmektense oyunu durdurmay: tercih eder. Bu sekilde geriye dogru
ilerledikge, oyunun tek bir dengesi oldugu goriilir. Bu da her oyuncunun strate-
jisinin kendisine sira geldiginde oyunu durdurmasidir. Yani sonu¢ l.oyuncunun
oyunu hemen durdurmasidir.

1. oyuncunun oyunu hemen durdurmasindaki mantik anlagilabilir. Fakat bu
davranig bigimi, ozellikle T periyodu ¢ok uzunsa, sezgisel olarak ¢ok mantikli
gozilkmemektedir. 1. oyuncunun oyunu durdurmasindaki temel mantik, eger oyunu
devam ettirmesi durumunda 2. oyuncunun 2. periyotta oyunu durduracagina inan-
masindan kaynaklanmaktadir. Dahasi 2. oyuncunun 2.periyotta oyunu durdurma
karan, oyuna devam etmesi durumunda 1. oyuncunun 3.periyotta oyunu durdu-
racagina inanmasindan kaynaklanir. Oyunu durduran her karar benzer diigiincelere
dayanir. 100 periyotluk bir oyunun 21. periyodunda karar veren bir oyuncu diisii-
nelim. Tabi 21. asamaya ilk 20 periyottan sonra geldiler. Acaba 21. periyotta karar
verilirken ilk 20 karar dikkate alinacak midir yani bunlann karg! tarafin hatasiyla
devam ettigini diigiiniip oyunu durduracak mi yoksa gelecek periyotta diger oyun-
cuya daha fazla giivenip oyunu durdurmayacagini m diisiinecek? Bu sorularin ko-
lay cevaplan yoktur. Bu tiir sorular yapilan deneysel ¢aligmalarla gézlemlenmeye
caligilmigtir. Ama bu tiir deneylerde g6zlenen sey, geriye dogru ¢ikarsama yakla-
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siminin iddia ettigi gibi oyunun hemen durmadig: seklinde yani 5-10 periyot oy-
nandigini gostermektedir.

Geriye dogru ¢ikarsama bize sadece bir algoritma sunar. Insanlarin denge-
den sapmalan durumunda olusacak duruma karg: ilgisiz olduklarini veya bunu
diisiinebilecek bir kapasiteye sahip olmadiklarini varsaymaktadir. Bu yaklagim
insanlar1 oynadiklann oyunlarda dar bir algoritmaya hapseder. Dolayisiyla insan-
larin daha biiyiik bir pencereden bakabileceklerini ihmal eder.

Altoyun miikemmellik kavrami geriye dogru ¢ikarsamanin bir uzantisi oldu-
gundan, geriye dogru ¢ikarsamaya yoneltilen elestirilerle benzer elestirilere muhat-
aptir. Dahasi altoyun milkkemmellik dengesi, tiim oyuncularin bir altoyunda oy-
nadiklann konusunda anlagmalarini ima eder, fakat bu altoyunda oynamay: geriye
dogru ¢ikarsama argiimanlari tahmin edemezse bile bu iddia siirdiiriilir. Bu prob-
lemi 6ne ¢ikaran oyun teorisyenleri vardir. Bu yiizden oyuncularin denge disi
patikadaki bir altoyunda hangi Nash dengesinin oynanacag1 konusunda daha zayif
denge kavramlan oOnerirler, yani bu durumda oyuncularnn oynanacak Nash den-
geleri hakkinda anlagmazlik iginde olmalarnina imkan verirler.

Bu durumu gormek igin Sekil 3.43’de verilen ii¢ oyunculu bir oyuna bakalim.
Birinci agamada, 1.oyuncu L hareketini oynar ve oyun biter, (6,0,6) getirileri elde
edilir; veya R hareketini oynar, bu da oyun sirasinin 2.0yuncuya geg¢mesine ne-
den olur. 2.oyuncu da burada ya R hareketini oynar, oyun biter elde ettikleri ge-
tiriler (8,6,8) olur; ya da L hareketini oynar bu durumda ise 1. ve 3.oyuncular
(2.oyuncu degil) es anli hareketli olan koordinasyon oyununu oynarlar, ki burada
her bir oyuncu F veya G hareketini seger. Eger farkl1 hareketler segerlerse, her biri
7, ikinci oyuncu ise 10 alir; eger ayni hareketleri segerlerse ili¢ oyunucu da O alir.

(0,0,0) (7.10,7) (7,10,7) (0,0,0)

ekil 3.43
<7

Ugiincii agamada 1. ve 3. oyuncular arasinda oynanan koordinasyon oyununda
iic Nash dengesi vardir: ikisi piir strateji dengesi (her ikisinde de getiriler (7, 10, 7)
olur) ve karma strateji, (bu durumda ise getiriler (7/2,5,7/2) olur). Eger 1. ve
3.oyuncunun koordineli hareket etmeleri sonucu denge olugsmusgsa, 2. oyuncu L’yi
oynar ve boylece 1. oyuncu R hareketini oynar, bekledigi fayda 7 olur. Eger iigiincii
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asamada etkin olmayan karma strateji dengesi olursa, 2. oyuncu R’yi oynar ve
tekrardan 1. oyuncu da R’yi oynar, bu sefer bekledigi getiri 8 olur. Dolayisiyla tiim
altoyun miikkemmel dengelerde, 1.oyuncu R’yi oynar.

Fakat yine de |.oyuncunun L hareketini oynamasi makul olabilir. Eger kendisi
iiciincii asamada 3.oyuncu ile bir koordinasyonunun olacagini olas1 gormiiyorsa,
L hareketini oynamas1 miimkiindiir. Ciinkii koordinasyon oyunu sonucunda bek-
ledigi getiri 7/2dir, bu da L oynamasi durumunda elde edecegi getiriden, 6, daha
diigiiktiir. Fakat 1.oyuncu, 2.o0yuncunun iigiincii agamada etkin bir denge iizerinde
koordine olunabilecegini diisiinmesinden de ¢ekinmektedir.

Kisaca sdylemek istedigimiz ey, altoyun miikemmellik kavram sadece oyun-
culann tiim altoyunlarda Nash dengesini oynadigini varsaymaz. Ayni zamanda tiim
oyuncularin ayn dengeyi beklediklerini varsayar. Bunun makul olup olmamasi ise
hergeyden 6nce bir dengenin olugma sebebi hakkindaki diigiinceye baghdir.

Diger yandan inceledigimiz bazi durumlar bir altoyun miikemmel dengenin
duragan durum oldugu yorumuna uymamaktadir. Bazi durumlarda alternatif bir
yorum daha agiklayici olabilir: Her oyuncu optimal stratejisini diger oyunculann
tercihlerini biliyorken, en iyi hareketlerinden tiiretir. Gergekte bu yorum da prob-
lemlidir. Simdi bu yorumda ortaya ¢ikan problemi tartigalim.

Sekil 3.44°de verilen oyuna bir bakalim. Bu oyunda l.oyuncu, 2.oyuncudan
hem daha 6nce hem de daha sonra hareket etmektedir. Oyunda 1.oyuncunun (B,
F) ve 2.oyuncunun C hareketini oynadig1 bir tek altoyun miikemmel denge vardir.
2.oyuncunun oyunu nasil analiz ettigine bir bakalim. Eger oyunun baglangicinda
1 .oyuncunun tek birrasyonel hareketinin B oldugunu diigiiniiyorsa, ve sonra 1.oyun-
cunun A hareketini sectigini goriirse bundan ne ¢ikarmalidir? Bir geylerin yanhs
gittigini diigiinmiis olmalidir. Belki 1.oyuncu bir hata yapt1 veya 1.oyuncunun ter-
cihlerini yanhs anladi1 veya 1.oyuncu rasyonel degil. Eger 1.oyuncunun basit bir
sekilde hata yaptigina ikna olursa oyunun kalanini yorumlama bi¢imi degismeye-
cektir. Fakat eger 1.oyuncunun motivasyonunun kendisinin diigiindiigiinden farkl
oldugunu diigiiniirse, oyunun kalanini tamamen yeniden diisiinecektir.

Sekil 3.44

190



Sekil 3.44’de A ve E’nin aym1 hareketlere kargilik geldigini varsayalim. Omegin
her ikisi de 1.oyuncunun solu oynadigini temsil etsin. B ve F ise sag tarafi gostersin.
Oyunun baslangicinda |.oyuncunun A hareketi 2.oyuncuya sunu diisiindiirtebilir,
acaba 1.oyuncu solu ve sag1 kangtirdi mi1? Bu yiizden de (A, C) tarihinden sonra E
hareketini segebilir. Eger dyleyse, 1.oyuncu A hareketini segtikten sonra, 2.0yuncu
C’den ziyade D hareketini segecektir. Bu da (diisiince degisikligi sonrasi) oyunun
baglangicinda 1.oyuncuya B’den ziyade A hareketini segme motivasyonu verir.

3.11 Ileriye Dogru Cikarsama

Onceki boliimlerde geriye dogru gikarsama yontemini ve ilgili kavramlan gordiik.
Eger bu yontemin ne demek oldugunu anlamigsak, su soruyu sorabiliriz: Kendisini
gercgeklestiren degerlendirmeler kiimesini daha da daraltacak yani rafine edecek
bagka bir yontem s6z konusu olabilir mi?

Sekil 3.45’de hem genisleyen-bigimde hem de stratejik-bigimde verilen oyuna
bakalim. Oyunda Saizer (1.oyuncu) ve Alper (2.oyuncu) birlikte oynamaktadirlar.
Bu oyunda her karar noktasi, bir altoyunun bir kokii olarak diigiiniilebilir. Bu
yiizden geriye dogru ¢ikarsamanin altoyun miikemmellikten 6te bir anlami yok-
tur. Ciinkii (2, 5) sonucu (yani Saizer’in T hareketini oynadig1 ve altoyunda (D,
R)’nin oynandig1 denge durumu) altoyun miikemmel olmasindan dolayi, geriye
dogru ¢ikarsama bu dengeyi diglayamaz.

L R
T125|25
BU[4,1|0,0
B8D| 00|14

4.1 0,0 0.0 14

Sekil 3.45

Fakat bu sonu¢ oyunun kendisini gergeklestiren bir degerlendirmesi ile elde
edilen bir sonug degildir. Bynu agiklayalim. Alper, Saizer’in B hareketini oy-
nadiktan sonra, bunu takip eden hareketin D degil U olacagini diisiinecektir (giinkii
rasyonel olan Saizer ilkin B hareketini sonra da D hareketini oynamayi planlamay-
acaktir. Boyle yaparsa en fazla 1 kazanir halbuki T hareketini oynamak ona kesin
2 kazandiracaktir). Dolayisiyla Saizer’in ikinci hareketi U olmak zorundadir ve
buna gore de Alper’in hareketi L olur. Bu da tiim oyunun dengesinin (4,1) olacag
anlamina gelir.
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Ozetlersek oyunun kendisini gergeklegtiren bir degerlendirmeye sahip olmasi
icin, rakiplerinin gelecekteki rasyonel davraniglanindan ¢ikanlan ¢ikarsamalarla tu-
tarli olmasinin yaninda (geriye dogru ¢ikarsama), rakiplerinin geg¢misteki rasyonel
davraniglarindan ¢ikan ¢ikarsamalanyla da, yani ileriye dogru ¢itkarsama mantig
ile de tutarl olmas gerekir. ileriye dogru gikarsama kavrami, bir oyuncunun énceki
hareketlerinden gelecekte nasil oynayacagina dair diger oyuncularn ¢ikarsamalarda
bulunmasidir. Bu yaklagim ilk defa Kohlberg ve Mertens (1986) tarafinda ileri
siiriildii. ileriye dogru gikarsama igin bir 6rnek daha verelim.

Ornek 3.15

Bu 6mek de daha 6nce Sekil 3.37'de verdigimiz Cinsiyetler Savasi oyunudur.
Bu oyunun stratejik-bigimi Tablo 3.10’da verilmektedir.

M P
kitap | 2,2 | 2,2
M |31]0,0
P |0,0(1,3
Tabloe 3.10

Stratejik bigcimde de goriilebilecegi gibi, 1.oyuncunun P stratejisi, kitap hareke-
tine kesin mahkumdur. Eger 1.oyuncunun P hareketi elenirse, bu durumda 2.oyun-
cunun P hareketi de zay1f mahkum oldugundan elenir. Sonugta 1.oyuncunun kitap
hareketi, M tarafindan mahkum edilir. Dolayisiyla depge (M, M)’de olugur.

Genigleyen-bigimli bu oyunda elemeler dizisi su sonucu elde etmemize imkan
verir. 2.oyuncu eger l.oyuncunun kitap hareketini se¢medigini bilirse bu ancak
onun ileride M’yi oynamay: diigiindiigiinii diigiinmesine neden olacaktir. Dolayisiyla
2.0yuncu da M hareketini se¢melidir. Bu da ileriye dogru ¢ikarsama mantigidir.

Ileriye dogru ¢ikarsama yaklagim ile geriye dogru gikarsama yaklagimlarini
kargilagtiralim. Bunu bir dmek iizerinden tartigalim.

Ornek 3.16

Sekil 3.46'de verilen oyunda l.oyuncu ilk once hareket etmektedir. Eger Al
hareketini segerse oyun biter fakat A2 hareketini segerse oyun devam eder. Daha
sonra yine l.oyuncu hareket eder (A3 veya A4 hareketlerini segiyor) ve 2.0yuncu
kendi hareketini, 1.oyuncunun A3 veya A4 hareketinden hangisini sectigini bilme-
den seger. Yani 2.oyuncu l.oyuncunun A2 hareketini sectigini goriiyor fakat A3
veya A4 hareketinden hangisini sectigini gorememektedir.

Oyunun stratejik-gosteriminden goriilebilecegi gibi iki tane Nash dengesi vardir:
(Al, Bl) ve (A2, A4, B2). ilk denge, yani (Al, Bl), genisleyen-bigimli gosterim
iizerinden bakildiginda geriye dogru gikarsama testinden geger, bu yiizden bu oyu-
nun Nash dengesidir.
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81 B2

A1 88/ 88
A2.A3] 21| 0,0
Az, 44| 0,0 (10,1

2,1 (0,00 (0,0) (10,1)

Sekil 3.46

Simdi neden ilk dengenin, (A1, B1), geriye dogru ¢ikarsama ile elde edildigine
bakalim. Bunun igin oyunun en sonundan yani 2.oyuncunun kendisine hareket
sirasi geldiginde daha once ne oldugundan bagimsiz ne segtigine bakmamiz gerekir.
Bu noktada 2.oyuncunun segimi (ge¢misteki hareketlere dair herhangi bir bilgi ol-
madan) olan B1 ve B2 hareketleri 2.oyuncu igin esit sekilde makul goziiken strate-
jilerdir ¢iinkii 2.0yuncu mahkum stratejiye sahip degildir. Eger 2.oyuncu bilgi
kiimesinin sol tarafinda ise B1 hareketini oynamayi tercih eder. Fakat eger kendi
bilgi kiimesinin sag tarafinda ise B2 hareketini oynar.

Fakat acaba bu bilgi kiimesinde l.oyuncunun fayda diizeyleri 2.0yuncuya
1.oyuncunun bu bilgi kiimesinde hangi hareketi oynayacagi hakkinda bir bilgi sunar
mi? Cevap hayir. Ciinkii 1.oyuncu da mahkum bir stratejiye sahip degildir. Eger
1.oyuncu 2.oyuncunun B1 hareketini oynayacagin diisiinse, o da A3 hareketini oy-
nar; eger B2 hareketini oynayacagini diisiinse o da A4 hareketini oynar. Bu yiizden
her iki oyuncu da sag veya sol karar noktalarinin hangisinde olduguna dair bir bil-
giye sahip degillerdir. Yani herhangi bir karar noktasinda olma ihtimali aynidir.
Bu yiizden 2.oyuncu karma strateji izleyebilir. Yani Bl ve B2 hareketlerini 1/2
olasilikla rassallagtirr.

Dengede 1.oyuncu bu davranigi tahmin eder ve goyle diisiiniir "eger ben Al
hareketini oynarsam, garanti bir sekilde 8 alinm aksi takdirde, (A2, A3) strateji
profili ortalamada bana 1 (= % x 2 +% x 0) kazandinrken, (A2, A4) kombinasyonu
ortalamada bana 5 (= % x 0+ % x 10) birim fayda kazandinr. Bu durumda Al
hareketini secerim”. Bu denge oyunun geriye dogru ¢ikarsama ile ortaya ¢ikan tek
Nash dengesidir. ]

Ayn1 oyun igin ileriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanalim. Burada geriye
dogru ¢ikarsama kavraminin dikkate almadig1 bir soru sorarak baglayalim: Eger
l.oyuncu A2 hareketini oynadiysa sonraki karar noktasinda neden A3 oynamayi
diigilinsiin?

1. oyuncunun A3 hareketini oynamaktan dolay: elde edecegi en yiiksek kazang
2 birimdir, dolayisiyla rasyonel bir oyuncu olan 1. oyuncu Al yerine A3 hereke-
tini hi¢ bir zaman tercih etmez. Bu yiizden 1.oyuncunun Al hareketini oynamak
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yerine A2 hareketini oynamasinin temel mantig ileride A4 oynayarak A1’den daha
yiiksek fayda elde etmektir. Bu fayda diizeyi 10°dur. Bu durumda 2.oyuncu 1.oyun-
cunun A2 hareketini oynamasim 1.oyuncunun A4 hareketini oynamak istedigi sek-
linde diigiiniir ve dolayisiyla kendisinin en iyi tepkisi B2 olur.

Bu sekilde ileriye dogru ¢ikarsama, geriye dogru ¢ikarsamanin iddia ettigi den-
genin tersine dengenin (A2, A4, B2) oldugunu iddia eder. Bu farklilik her iki
yaklagimin ardindaki mantik farkliligindan kaynaklanir. Geriye dogru ¢ikarsamanin
ardindaki temel mantikta oyunun son bilgi kiimesindeki fayda diizeylerinden hareke-
tle ne olacagina bakarak geriye dogru gidilerek karar vermek s6z konusu iken,
ileriye dogru ¢ikarsama mantiginda daha 6nceki bilgi kiimelerindeki fayda diizey-
lerini dikkate alarak gelecekteki hareketleri tahmin etmek vardir.
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Sorular
1. Asagidaki sorulan ceaplandinniz:

a) Mahkumlar ¢ikmazi probleminde birinci mahkum once hareket etseydi
(yani kararnin1 2. oyuncudan o6nce agiklasaydi), sonug degisir miydi?

b) “Dinamik bir oyunda ilk hareket eden oyuncu mutlaka kazanir.” Bu 6nerme
dogru mudur? Cevabimzi 6mek bir oyunla destekleyin.

2. Asagida verilen genigleyen bicimli oyunu diisiinelim.

1 2

o—°C © (22
s s
(k,5) (1,3)

a) k = 1 oldugunu varsaydigimizda, Nash dengelerini ve altoyun miikemmel
Nash dengeleri bulunuz.

b) S hareketinin altoyun miikemmel Nash dengesi olmasi igin k parametresi
hangi aralikta olmalidir?

¢) (C,c) tek Nash dengesi olmas: igin k hangi aralikta olmalidir?

3. Ahmet ve Bansg sirayla say: segiyorlar. Ilk Ahmet’in segtigi bu oyunda siras
gelen oyuncu 1 ile 10 arasindaki sayilardan birini soyleyebiliyor. Oyun
boyunca segilen rakamlar toplaniyor ve bu toplam 99’u gegince oyun sona
eriyor. Asagida oyunun iki versyionu veriliyor. Sorulan bu ilk versiyon
icin de yanmitlayin. (i) Toplami tam olarak 100’e esit hale getiren oyuncu
kazanir ve (ii) Soyledigi sayiyla toplamin 99’u agmasina neden olan oyuncu
kaybeder.

a) Oyunu kim kazanir?

b) ki oyuncu igin de (btimal stratejileri belirtin

4. ki ordu (1. ve 2. ordu) birbiri ile savagmaktadir. 2. ordunun bir miifrezesi
tarafindan tutulan bir ada igin savagiyorlar. 1. ordunun K adet, 2.ordunun
ise L adet miifrezesi var. Adanin bir ordunun kontroliinde oldugu her se-
ferde diger ordu saldirabiliyor. Saldin sonucunda genel kural olarak; adadaki
miifreze ve saldiran ordunun bir miifrezesi yok oluyor, saldiran taraf aday:
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aliyor ve eger kaldiysa adayr bir miifrezeyle kontrolii altina aliyor. Her
iki ordunun kumandani da elllerinde kalan miifreze sayisiyla ilgileniyor ve
aday: elde tutmaya da bir miifrezeden fazla ikiden az deger bigiyor. Bir
saldin sonucu iki ordu da miifrezesiz kalirsa iki kumandanin da fayda diizeyi
0 oluyor. Bu durumu genisleyen-bi¢imli bir oyun olarak inceleyin ve al-
toyun miikemmel denge kavramindan yararlanarak, kazanani K ve L’nin bir
fonksiyonu olarak belirleyin.

. Asagidaki gibi 2 oyunculu statik bir oyun vardir:

A|B|C|D
3,1 {00]0,0]50
00(13]00]00
0,0(00]22]|00
0,0[05|00]|44

wii@li--1is2

a) Oyundaki tiim piir-strateji Nash dengelerini bulunuz.

b) Oyunun 2 kere oynandigim varsayiniz. ilk asamada (D,d) oynanirsa
piir-strateji altoyun dengesi nasil olugur?

. Bir oy verme oyununda ii¢ oyuncu (A, B ve C) ii¢ alternatif (1, 2 ve 3)
arasinda secim yapiyor. B segenegi statiikoya tekabiil ediyor, A ve C ise
karg1 alternatiflerdir. i1k agamada oyuncular B’nin kargisinda A ve C'den
hangisinin alternatif olarak sunulacagina karar veriyor. ilk segimi kazanan
alternatifle B alternatifi arasindaki se¢im ikinci turda yaptliyor. Her iki turda
da oy verme islemi ayn1 anda yapiliyor. Oyuncular i¢in 6nemli olan sadece
en sonda hangi segenegin kazandig), oraya varincaya kadar hangi oy dizisinin
gergeklestigiyle ilgilenmiyorlar. Oyundaki fayda diizeyleri

ui(A) = ug(B) = uz(C) = 2

w1 (B) = w(C)=u3(A) =1

ul(C) = up(A) = uz(B) =0

seklinde veriliyor.

a) Oyuncular her agsamada oyun sonunda kazanmasini istedikleri alternatif
i¢in oy kullanirsa sonug ne olur?

b) Zayif baskinlik ile higbir stratejinin elenemeyecegi sart: eklendiginde al-
toyun kusursuz dengenin sonucunu bulun. Domine edilen stratejilere
izin verilirse neyin degistigini belirtin.
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7. iki iilkenin, A ve B, oldugu bir durumda sadece B iilkesinde tiiketilen bir
iiriin diigiinelim. ki iilkedeki firmalarin toplam iretim miktar1 Q ve ters
talep fonksiyonu p = p(Q) olsun. Burada c sabit marjinal maliyeti ve g, ise
tekel ¢ikt1 diizeyini gostersin.

a) Uriiniin sadece A iilkesinde iiretildigini varsayalim. Bu iilkede n (> 1)
sayida firma Coumot tarzi rekabet halinde. A iilkesindeki hiikiimetin
amacinin iilkesindeki firmalarin karlan ile kendi gelirinin toplamim
maksimize etmek oldugunu hesaba katarak, bu hiikiimet i¢in birim bagina
ihracat vergisini

_;')’(Qm)(” - I)Qm
n

olarak belirlemeyi optimal politika haline getiren sartlar1 bulun. Sonucu
digsallik iizerinden yorumlayin.

b) Simdi her iilkede birer iiretici oldugunu diisiinelim. Oyun iki periyotludur.
I1k periyotta A iilkesinin hiikiimeti birim bagina bir ihracat vergisi/tesvigi
belirliyor ve ikinci periyotta hiikiimetin se¢imini gézlemleyen firmalar
ayni anda iiretecekleri miktarlara karar veriyorlar. Cournot tepki egrile-
rinin agag1 egimli olduklarin ve A iilkesindeki firmanin tepki egrisinin
daha dik oldugu tek bir noktada (q,, g5) kesistiklerini kabul edelim.
Buna gore optimal olanin ihracat tegvigi oldugunu gosterin.

8. Boeing firmasi yeni bir ticari jet ugag gelistirme siirecinde 6nde bulunuyor.
Airbus ise bu alanda Boeing’le rekabete girip girmemeyi degerlendiriyor.
Airbus bu o6zel piyasaya girmezse Boeing tekel olacak ve 1 milyar dolar
kar elde edecek. Eger Airbus rakip bir ugak iiretirse Boeing firmas1 bunu
sakince kabullenmekle bir fiyat savagi baglatmak arasinda kaliyor. Barmggt
rekabet durumunda iki tarafin da kdnn 300 milyon dolar olurken fiyat savagi
iki firmanin da 100’er milyon dolar zarar etmesine sebep oluyor; ugak fiyati o
kadar diigiiyor ki iki firma da geligtirme maliyetini kargilayamaz hale geliyor.
Bu oyunun genigleyen bigimini ¢izin. Geriye dogru ¢ikarsama dengesini bu-
lun ve firmalanin denge stratejilerini belirtin.

9. Statik ve iki kisilik G oyununda S;ve S, piir strateji kiimelerini, u; ve u,
ise fayda fonksiyonlarini veriyor. G oyununun tek bir Nash dengesinin (s")
oldugunu ve s’ profilinin bu dengede mutlak (strict) oldugunu varsayalim.
G’ oyununu ise G oyununun birinci oyuncunun daha 6nce hareket ettgi bir
dinamik versiyonu olarak iisiinelim. G’ asagidaki adimlardan oluguyor:
(i) 1. oyunucu S iginde s;’i segiyor. (ii) 2. oyuncu bu segimi goriiyor.
(iii) 2. oyunucu S, iginde s,’yi segiyor. (iv) Fayda diizeyleri u; (s, s2) ve
u2(s1, s2) seklinde gergeklesiyor.

a) G’ oyununun geriye dogru ¢ikarsama yontemiyle tek bir ¢oziimii, s”,
oldugu varsayimiyla asagidaki sekilde bir "ilk hareket eden avantaji”nin
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10.

12.

var oldugunu gosterin.
ur(s”) = ui(s’)

b) Onceki ksimlara ek olarak G oyununda siirekli en iyi tepki fonksiyon-
lan oldugunu kabul edersek, mutlak “ilk hareket eden avantaji” igin
gereken sartlan bulun.

ur1(s") > ui (')

Tam bilgili dinamik bir G oyununda s’nin bir strateji profili oldugunu diigii-
nelim; burada P(h) = i, si(h) = a, @’ € A(h) ve @’ # a olsun. G oyu-
nundan bazi hareket dizileri (') igin (h, a’, h’) bigimdeki tiim tarihlerin silin-
mesiyle olusan G’ oyununu diisiinelim ve G’ oyununda s tarafindan tetikle-
nen profile de s’ diyelim. Eger s profili G’nin altoyun miikemmel dengesiyse
st profilinin de G’ oyununun altoyun miikemmel dengesi oldugunu gésterin.

. Bir piyasada tekel olan 1. firma ile potansiyel girisimci 2. firma arasinda bir

oyun diigiiniin. 2. firmanin piyasaya girmek igin geri doniigsiiz bir sekilde
katlanmasi gereken bir F > 0 maliyeti bulunuyor. Piyasa talebi p(q,g2) =
16—(g1+¢2) seklinde veriliyor. Oyunda karar siirecei $oyle igliyor: Baglangigta
1. firma iiretecegi miktan, g, seciyor. 2. firma bu segimi gozlemledikten
sonra piyasaya girip girmemeye karar veriyor. Eger girmeyi segerse de-
vaminda iiretecegi miktari, g, belirliyor. Eger disanda kalmayi segerse go =

0 oluyor ve oyun sona eriyor. l. oyunucu igip kar toplam gelire esit, 2.
oyuncu igin eger girmeyi segerse buna ek olarak sabit maliyet olarak F’ var.

a) Hesaplama yapmaksizin oyunun sonucunun nasil belirlendigini sdzel olarak
acgiklayinmz.

b) Uretilen miktarlar bakimindan F' = 1/2, F = 5 ve F' = 20 degerlerine
gore li¢ farkli ¢6ziim olugacagini gosteriniz.

¢) Oyunun degisik bir versiyonunu diisiinelim: Bu sefer oncelikle 2. firma
piyasaya girip girmemeye karar veriyor ve 1. firma bunu gézlemliyor.
Daha sonra iki firma iiretecekleri miktar1 ayni anda segiyor. Bu yeni
versiyonda ¢6ziimiin nasil olugsacagim yine sozel olarak agiklayiniz ve
b sikkinda verdiginiz cevabin nasil degisecegini belirtiniz.

X projesini gergeklestirmek igin iki ortak tarafindan ¢aba (emek) seviyelerini
belirlemeye dayali bir oyun oynandigimi diigiinelim. 1. ve 2. ortak gaba
seviyesini es anli olarak se¢mektedir. X projesinin toplam kazanci asagidaki
gibidir,

m(e1,62) = €1 + ea + ejeq
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13.

Kigilerin gosterdikleri ¢abalarin maliyeti ise

1. ve 2. ortak gaba diizeylerini belirledikten sonra kazanci nasil paylasacak-
larina karar vermek istiyorlar. Bunun igin yazi-tura atiyorlar. Tura gelirse 1.
ortak paylasimin nasil olacagina dair teklif veriyor. 2. ortak kabul ederse 1.
ortagin belirledigi gibi paylasiliyor, reddederse iki ortak sifir kazaniyor. Yazi
gelirse, 2. ortak paylagima dair teklif veriyor, birinci ortak kabul ederse 2.
ortagin istedigi gibi paylagiliyor. Kabul etmezse iki ortak sifir kazaniyor. Bu
oyundaki tiim alt oyun Nash dengelerini hesaplayiniz.

Bir firma gevreyi kirletme ya da temiz tutma karanni verecektir. Kirletme
segeneginin ekstra ¢ > 0 kadar kazanci vardir. Kamusal ¢evre denetleme
kurumu ise kontrol etme ya da kontrol etmeme kararnni verecektir. Bu dene-
timin maliyeti ¢ > 0 kadardir. Eger firma gevreyi kirletir ve yakalanirsa
p > g kadar ceza 6demek zorundadir. Cevre biriminin kazanciise s — ¢ < 0
kadardir.

a) Cevre biriminin denetim kararim vermeden once firmanin gevreyi kir-
letip kirletmedigini gbzlemledigini varsayiniz. Bu oyunun agacim ¢iziniz.
Denge nasil olugur?

b) Cevre birimi denetimden 6nce firmanin gevreyi kirletip kirletmedigini

gozlemleyemedigini varsayiniz. Oyun agacini giziniz. Bu oyunda piir-
strateji dengesi var midir? Ceza denge durumunu nasil etkiler?

14. Asagidaki gibi bir kazang matrisine sahip bir oyun vardir:

L | R
T]22] 31
B| 13|44

a) Tiim Nash dengelerini bulunuz.
b) Karma strateji Nash dengesinde beklenen kazanglar nedir?

c) 1. Oyuncunun ilk, 2.oyuncunun daha sonra hareket etmesi seklinde
ardisal (dinamik) oyunu ¢iziniz.

d) c sikkindaki ardisawoyunu normal formda gosteriniz ve ¢ sikkindaki
oyunun piir-strateji dengelerini bulunuz.

e) d sikkinda buldugunuz dengelerden hangisi milkkemmel dengedir?

15. Bir oyunda 2 oyuncu ve 1 oyun uzmani vardir. Uzman bozuk paray: atar ve

sonucunu l.oyuncuya gosterir. Para hilelidir ve 80% ihtimalle tura gelmek-
tedir. Bu bilgiyi her iki oyuncu da bilmektedir. 1.oyuncu sonucu gordiikten
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16.

17.

18.

sonra 2.0yuncuya sOyler . 1. oyuncu sadece yazi ya da tura der, bagka bir gey
sOyleme hakki yoktur. 2. oyuncu sonucu gormeden paranin yaziya da tura
geldigini tahmin etmeye ¢alisir, ve ardindan oyun sonlanir. 2.0yuncu dogru
tahmin yapmigsa 1 puan kazanir, aksi durumda kazanci O olur. l.oyuncu ,
paranin ne geldiginden bagimsiz olarak, 2.oyuncu tura demisse 2 puan, yazi
demigse O puan kazanir. Buna ek olarak, . oyuncu, 2. oyuncuya dogru
sonucu sOylemigse 1 puan daha kazanir. Oyun agacimi ¢iziniz. Nash den-
gesini bulunuz.

Asagidaki statik oyun iki defa oynaniyor ve birinci oyunun sonucu ikinci
oyun baglamadan goézlemleniyor. Iskontonun olmadigi bu oyunda birinci
asamada (B, R)’nin segildigi bir altoyun miikemmel dengenin bulundugunu
gosterin.

LC]|R
T |(31]00]50
M|21]12]3]1
B|12(0,1 |44

Ug firmanin oldugu bir piyasada ters talep fonksiyonu p(Q) = a — Q sek-
lindedir, burada @ = ¢; + ¢2 + g¢3’dir. Herhangi bir ¢ firmasinin iiretim
diizeyini g; ile gosterelim. Her firma ¢ gibi sabit br marjinal maliyete sahiptir.
Firmalann iiretim kararlan su gekildedir: (i) 1.firna g, karanni veriyor (ii)
2. ve 3. firmalar g;’i gozlemliyorlar ve ayni anda g, ve g3 iiretim diizeylerini
segiyorlar. Bu oyunun altoyun miikemmel Nash’dengesini bulunuz.

Dort firmanin oldugu bir Cournot oyunu diisiinelim. Her firmanin miktan g;
diizeyinde iiretim yapmaktadir, burada i = 1, 2, 3, 4. Piyasanin talep fonksiy-
onu soyledir:

P(Q)=a—-Q, burada Q = q1 +q2 + g3 + g4

Her firma c gibi sabit bir marjinal maliyete sahiptir. Yani herhangi bir i
firmasinin maliyeti C;(q;) = cg;’dir. Oyunun zamanlamasr: (i) 1. ve 2.
firma ayni anda ne kadar iireteceklerine karar veryorlar (ii) 3. ve 4. firma
bu q; ve ¢, iiretim diizeylerini gordiikten sonra g3 ve g4 iiretim diizeylerini
se¢mektedirler. Bu durumda altoyun miikemmel Nash dengesini bulunuz.
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BOLUM 4

Eksik Bilgili Statik Oyunlar

4.1 Giris

Bu bdlimde Bayesyen oyunlar diye nitelendirilen eksik bilgili oyunlan inceleye-
cegiz. Nash dengesi kavraminin ardindaki temel varsayim, her oyuncunun diger
oyuncularin hareketleri konusunda dogru inanglara sahip olmasidir. Bunun igin
de gerekli kosul oyuncularin oyun hakkinda tam bilgiye sahip olmasidir. Fakat
oyuncular rakiplerinin tipleri ve fayda fonksiyonlan konusunda tam bilgi sahibi
olmayabilirler. Eksik bilgili bu tiir oyunlarda en az bir oyuncu, diger bir oyun-
cunun fayda fonksiyonu konusunda kesin bilgiye sahip degildir. Omegin firmalar
birbirlerinin maliyet ve teknoloji yapilanni bilmeyebilirler; ihaleye katilanlar bir-
birlerinin ihaleye konu olan mallara verdikleri degerleri bilmeyebilirler; pazarliga
tutusan insanlar birbirlerinin kafalarindaki degerleri bilmeyebilirler. Baz1 durum-
larda da bir oyuncu diger oyuncularin tipi hakkinda iyi diizeyde bilgi sahibiyken,
diger oyuncularin kendisi hakkinda sahip olduklan bilgiyi iyi derecede bilmeye-
bilir. Bu boliimde stratejik oyun kavramini oyuncularin birbirleri hakkinda eksik
bilgiye sahip oldugu Bayesyen oyunlara genellestirecegiz.

Once Bayesyen oyunlari tanitacagiz ve bu oyunlann stratejik gosterimini formel
olarak ifade edecegiz. Daha sonra bu tiir eksik bilgili statik oyunlarda kullanilan
denge kavrami olan Bayesyen Nash dengesini inceleyecegiz. ilerleyen alt boliim-
lerde ise Bayesyen oyun uygulamalarini verecegiz.

4.2 Bayesyen Oyunlarin Tanim
Bayesyen oyunlarn ve bu oyunlarda kullanilan denge kavrami olan Bayesyen Nash

dengesini formel olarak tanitmadan 6nce, statik bir Bayesyen oyunun stratejik gos-
terimini ve boyle bir oyunda Bayesyen Nash dengesinden ne kastettigimizi genel
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olarak ifade edelim. Bunu da daha somut bir 6rnek iizerinden yapalim.

Bunun i¢in de Girig Oyununun, farkli bir versiyonuna bakalim. Bu oyunda bir
firma, i¢inde tek bir firmanin oldugu bir piyasaya girmek istemektedir. Piyasaya
girmek isteyen firmamn oniinde iki hareket vardir: gir (¢,) ve girtne (g2). Mevcut
firmanin Oniinde de iki hareket opsiyonu vardir: genigle (G) ve genisleme (G2),
yani mevcut firma ya iiretim 6lgegini biiyiitecektir, ya da ayn1 diizeyde tutacaktir.
Firmalar ayn1 anda karar veriyorlar, dolayisiyla statik bir oyunla karg1 kargiyayiz.
Firmanin girig karar1 mevcut firmanin genisleyip genislememesine ve mevcut fir-
manin genigleme karan da maliyetlerinin diigiik ve yiiksek olmasina baghdir. Fakat
piyasaya girmek isteyen firma mevcut firmanin maliyet yapisim bilmemektedir.
Yani eksik bilgi s0z konusudur. Dolayisiyla bu oyun eksik bilgili (maliyetler bilin-
miyor) statik (ayn1 anda oynanan) bir oyundur. Farkli maliyetlere gore firmalarin
faydalan Tablo 4.1°de gosterilmektedir.

diigiik maliyet yiiksek maliyet
G, Ga G, G,
gl —-1,2 1,1 g1 | —1,—-1 1,1
g2 0,4 0,3 g0 0,0 0,3

Tablo 4.1 Giris oyununun bagka bir versiyonu

Piyasaya girmek isteyen firmanin karar vermek igin, mevcut firmanin maliyetine
bagl olarak nasil oynayacagina dair inanglan olmalidir. Bu da piyasaya girmek
isteyen firma agisindan belirsizlik altinda karar verme durumuna karsilik gelir. Be-
lirsizlik altinda karar verme Bayesyen oyunlarin anahtar kavramdir. Burada iki
durumlu bir diinya s6z konusudur, c; veya ¢y (sirasiyla diisiikk maliyet ve yiiksek
maliyet). Girmek isteyen firma p olasilikla mevcut firmanmin diisiik maliyetli, cy,,
ve 1 — p olasilikla yiiksek maliyetli, cy, olduguna inanmaktadir. Yani firma,
p olasilikla Tablo 4.1'in solundaki tabloda belirtilen oyunu, 1 — p olasilikla da
sagindaki tabloda belirtilen oyunu oynadigimi diigiinmektedir.

Bu durumu modellemenin bir yolu, oyunu ii¢ oyunculu bir oyun gibi diisiinmektir.
Girmek isteyen firma ve mevcut firmanin yaninda oyuna Doga dedigimiz iigiincii
bir oyuncuyu katanz. Mevcut firmanin tipini yani maliyet diizeyini Doga’nin be-
lirledigini ve bunu sadece mevcut firmaya bildirdigini varsayiyoruz. Mevcut firma
kendi tipini gozlemler fakat girmek isteyen firma bunu gézlemleyememesine ragmen
mevcut firmanmn iki tipe sahip oldugunu ve hangi tipte olabilecegi olasiliklanni
bilir. Bu olasiliklara dnsel olasiik diyoruz; bu piyasaya girmek isteyen firmanin
heniiz kendisine hicbir bilgi ulagmadan igin baginda olusturdugu olasiliktir. Yeni
bilgi geldiginde bu olasiliklan giinceller, buna kosullu olasiik diyoruz. Bu olasilig:
da Bayes kural: ile buldugunu varsayiyoruz. Bunu daha detayh olarak ilerleyen
boliimlerde tartisacagiz.

Giren firma agisindan, mevcut firma iki tipe sahiptir. Bunlardan birinde Tablo
4.1’in solundaki tablodaki tercihler s6z konusuyken, digerinde sag tablodaki ter-
cihler s6z konusudur. Giren firma, mevcut firmanin tipini bilmediginden karar
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verirken her tip i¢in bir inan¢ olugturmalidir, yani her tipin olma olasiliklarina
sahip olmalidir. Buradan da beklenen faydasim elde eder. Omegin giren firma
gir hareketini segtiginde, eger mevcut firma p = 2/3 olasilikla diigiikk maliyet
tipli ve genigle (G1) hareketini segerse elde edecegi fayda —1; fakat eger mev-
cut firma p = 1/3 olasilikla yiiksek maliyet tipli ve genisle (G) hareketini secerse
elde edecegi fayda —1 olacakti. Bu durumda giren firmamn beklenen faydasi,
(2/3)(—=1) + (1/3)(—1) = —1 olur. Her durum igin firmalarin hesaplanan fay-
dalan Tablo 4.2’de gosterilmektedir.

(G1,Gv) (G1.G2) (G2,G1)  (G2,G2)
o [ =L@ -1 -1/320 1/30-1)] L1
g2 0,(4,0) 0,(4,3) 0,(3,0) 0,(3,3)

Tablo 4.2

Mevcut firmanin strateji profillerinde ilk hareket, mevcut firmanin diigiik
maliyetliyken segimini, ikinci hareket ise yiiksek maliyetliyken secimini gosterir.
Omegin, (G,G3) strateji profili mevcut firma diisiik maliyetliyken genigle hareke-
tini (G) ve yiiksek maliyetliyken de genisleme (G) hareketini oynadigim goster-
mektedir. Tablo 4.2°de verilen (g1, (G1,G2)) = (—1/3,(2,1)) strateji profiline
bakalim: Piyasaya giren firma ¢, stratejisini sectiginde, mevcut firmanin diigiik
maliyetli tipte bir firma olmasi1 durumunda genigle stratejisini (G)) izlediginde
aldig: fayda 2 birim, fakat eger yiiksek maliyetli tipte bir firma ise izledigi strate-
jinin genisleme (G2) olmasi durumunda aldig1 fayda 1 birimdir. Giren firmanin
beklenen faydasi ise —1/3 (= (2/3)(—1) + (1/3)(1)) birimdir. Kisaca firmalann
faydalan (—1/3, (2, 1)) seklinde ifade edilir.

Acaba farkh tiplerdeki mevcut firmanin en iyi tepkisi nedir? Goriinen o ki,
yiiksek maliyetli tipteki firma genisleme baskin stratejisine ve diigiik maliyetli tipteki
firma da genigle baskin stratejisine sahiptir. Bu yiizden eger girmek isteyen firma
gir tercihinde bulunursa, bekledigi fayda —1/3 olacaktir. Eger digsanda kalirsa,
bekledigi fayda 0’dir. Dolayisiyla dengede mevcut firma veri tipte baskin strate-
jisini segerken aday firma diganda kalmay: seger. BOylece Nash dengesi (girme,
(genigle, genisleme))=(g2, (G, G2)) seklindedir.

Nash dengesinin daha 6nce verdigimiz tammm kullanarak da aym dengeyi
bulabiliriz. Higbir firma bu strateji profilinden sapmayacaktir: Mevcut firmanin
(G1, G2) stratejisi veri alindiginda, giren firmanin optimal hareketi g, ’dir ve giren
firmanin hareketinin g, oldugu veri alindiginda, diisiik maliyet tipli firma G hareke-
tini, yiilksek maliyetli firma ise G2 hareketini oynayacaktir. Bir 6mek daha verelim.

Ornek 4.1 P

Cinsiyetler Savagi oyununun farkli bir versiyonuna bakalim. Bu oyunda | .oyuncu,
2.oyuncunun kendisiyle disar1 ¢ikmak isteyip istemedigini bilmemektedir. Fakat 2.
oyuncu, 1. oyuncunun kendisiyle digan ¢ikmak istedigini bilmektedir.
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Bu oyunda 2. oyuncu kendi durumunu bilir yani 1. oyuncuyla ¢ikmak isteyip
istemedigini kendisi bilmektedir. Fakat 1.oyuncu bunu bilmediginden her duruma
olasilik atfeder. 1. oyuncu agisindan, 2. oyuncu iki tipe sahiptir. Bunlardan birinde
Tablo 4.3’iin solundaki tabloda belirtilen tercihler sz konusu iken, digerinde sa-
gindaki tabloda belirtilen tercihler s6z konusudur. 1. oyuncu, 2. oyuncunun tipini
bilmediginden her tipin olasiliklarina sahip olmalhdir.

B S B S
B[21]00] B[20]02
§10,0(1,2| §/|0,1]10

Tablo 4.3

1.oyuncu buradan beklenen faydasim tiiretir. Tiim strateji profillerini gosteren
Tablo 4.4’e bakalim. Omegin (B, (B, S)) = (1,(1,2)) strateji profili su anlama
gelmektedir: 1. oyuncu B hareketini oynadiginda, 2. oyuncunun disan ¢ikma
tipinde olmas1 durumunda tercihi B iken aldig1 fayda 1, ¢ikmama tipinde olmasi
durumundaki tercihi S iken aldig1 fayda ise 2°dir. Yani 2. oyuncunun (B,S) profil-
inde birinci hareketi ¢ikma istegindeki hareketi, ikinci hareketi ise ¢ikma isteginde
olmadigindaki hareketidir. Bu durumda 1. oyuncunun her iki tipe atfettigi olasilik
esitse beklenen faydasi ise 1'dir, (1 = (1/2)(2) + (1/2)(0)).

(B.B) (B.S) (S.B) (S.5)
2,(1,0) [ 1,(1,2) | 1,(0,0) [O0,(0,2)
0,(0,1) [ 1/2,(0,0) | 1/2,(2,1) | 1, (2,0)

“© &

Tablo 4.4

Burada piir Nash dengesi iiglii bir hareket kombinasyonunu igerir; biri 1. oyuncu
icin ve her bini 2. oyuncu tipi i¢in olmak tizere iki hareket s6z konusudur. Bu
tipler hakkindaki inanci veri alindifinda, 1. oyuncunun hareketi optimal olmalidir
ii. 1. oyuncunun hareketi veri ahndiginda, 2. oyuncunun her tipinin hareketi opti-
mal olmalidir.

Diger bir deyisle, 2. oyuncunun iki tipini ayn oyuncular olarak diigiiniiyoruz.
2.oyuncunun her tipinin elde ettigi fayda diger tipin hareketlerinden bagimsiz ve
1. oyuncunun hareketine baghdir. Nash dengesinde, 1. oyuncunun hareketi 2.
oyuncunun iki tipine de en iyi tepkidir. Burada sorulmasi gereken soru: 1. oyuncu
ile ¢tkmak istedigini veya ¢ikmak istemedigini bilen 2. oyuncu her iki durumda
da ne yapacagini neden diisiinsiin? Zaten bunu diisiinmeyecektir. Bunu diisiinen
1. oyuncudur fakat sadece her iki durumda da 1. oyuncunun nasil hareket ettigini
gormek istiyoruz.

Bu oyunda Nash dengesi (B, (B, .S)) strateji profilidir. 2. oyuncunun (B, S)
hareketleri veri alindiginda, 1. oyuncunun optimal hareketi B’dir. 1. oyuncunun
hareketinin B oldugu veri alindiginda, ¢ikmak isteyen tipli 2. oyuncu B hareke-
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tini, citkmak istemeyen tipli 2. oyuncu ise S hareketini oynayacaktir (Tablo 4.4’
bakimz).

Yukanda verilen dmeklerde oyuncularin farkl tiplerde olmalarin1 miikkemmel-
olmayan bilgi baglaminda ve bu miikemmel-olmayan bilgiyi de olasiliklar kiimesinde
tanimlanan inanglarla ifade ettigimizi gordiik. Bunu agagida daha detayl olarak
gosterecegiz.

4.3 Bayesyen Oyunlarin Stratejik-Bicimli Gosterimi

Tam bilgili 7-oyunculu bir oyunun stratejik-bigimli gosteriminin su sekilde ifade
edildigini hatrlayalm: G = {Si,...., Sp;u1,....,u,}, burada S;, i oyuncusu-
nun strateji uzayr ve u;(s,....., ) ise i oyuncusunun, oyuncular (si,.....,sy)
stratejilerini segtiginde elde ettigi faydadir. Yine daha Once ifade ettigimiz gibi
es anli (statik) hareketli tam bilgili bir oyunda bir oyuncunun stratejisi basitge onun
hareketiydi; bu yiizden de su sekilde ifade edilir, G = {Ay,...., An; U1, ..., un},
burada A;, i oyuncusunun hareket uzaydir, u;(ai,.....,a,) ise i oyuncusunun,
oyuncular (ay, .....,a,) hareketlerini segtiginde elde ettigi faydadir. Eksik bil-
gili statik bir oyundaki zamanlama ile tam bilgili statik bir oyundaki zamanlama
aymdir. Ciinkii hareketler e anlidir.

Statik Bayesyen olarak nitelendirilen eksik bilgili statik oyunlann stratejik-
bigimli gosterimini tamtalim. Bunun igin de ilk adim, her oyuncunun kendi fayda
fonksiyonunu bildigi fakat diger oyuncularin fayda fonksiyonlan hakkinda eksik
bilgiye sahip oldugu yani belirsiz oldugu durumu gostermektir. Herhangi bir i
oyuncusunun olasi fayda fonksiyonu u;(ay, ..... ,@n i t;) ile gosterilir, burada t;, ¢
oyuncusunun tipi olarak nitelendirilir ve bu tip 2 oyuncusunun olasi tipler kiimesine
aittir, t; € T;. Dolayisiyla u;(ay, --..., an ; t;), her t; tipi i¢in ¢ oyuncusunun sahip
olabilecegi farkl bir faydaya kargilik gelir.

Omegin i oyuncusunun iki tipe sahip oldugunu diisiinelim, ¢;; ve t;2, boylece
i oyuncusunun tip uzay1 T; = {t;1,t;2} ve ¢ oyuncusunun fayda fonksiyonlan
ui(ay,....,an;ti1) ve ui(ay,....,an;ti2) olur. Her farkli tip igin farkli fayda
diizeylerinin varligi, aym zamanda her farkli tipin farkli hareketlere sahip ola-
bilecegini ima eder. Omegin i oyuncusunun q olasilikla (bu aym zamanda oyuncu-
nun 1. tipte olma olasiligidir) olasi hareketleri {a, b} ve (1 — q) olasilikla (2. tipte
olma olasihigidir) {a, b, c} olabilir. Fakat daha genel bir gésterim igin yani 1.tipteki
i oyuncusunun oniindeki hareketlerin de {a, b, c} oldugunu gostermek istiyorsak
yani her iki tipin oniindeki hareketleri aym hareket kiimesi ile gostermek istiyor-
sak, bu durumda 1. tipteki oyuncunun c hareketine kargilik gelen fayda diizeyinin
eksi sonsuz oldugunu sdyleyerek bunu yapabiliriz. Ciinkii bu durumda fiili olarak
c hareketinin secilmeyecegini garanti altina alabiliriz.

Herhat®®i bir i oyuncusu kendi faydasim bilir. Bu durum oyuncu kendi tip-
ini bilir demekle egdegerdir. Yine benzer olarak i oyuncusunun diger oyuncu-
lanin fayda diizeyleri hakkinda kesin bilgiye sahip olmamasi 7 oyuncusunun diger
oyunculann tipleri hakkinda kesin bilgiye sahip olmamas:1 anlamina gelir. Diger
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oyunculann tipleri ise t_; = (t1,.....ti—1,ti41,...ty) ile gosterilir. Tim olas
t_; tipler kiimesini T_; ile ve herhangi bir < oyuncusunun kendi ¢; tipini bildigi
kabul edildiginde, diger oyunculann ¢_; tipleri hakkinda olusturdugu inanglan ise
pi(t—; | t;) olasihgi ile gosteriyoruz.

Diger yandan oyuncularin tiplerinin birbirinden bagimsiz oldugunu
varsayiyoruz. Yani p;(t—; | t;) olasihfi ¢ oyuncusunun tipine, ¢;. bagh degildir.
Boylece i oyuncusunun inancim basitge p;(¢_;) diye yazabiliriz. Fakat baz1 du-
rumlarda oyunculann tipleri birbirine bagh olabilir; buna imkan verebilmek igin de
pi(t_; | t;) seklinde yazmaya devam edecegiz. Tiim bunlan yani tipleri ve inanglan
tam bilgili statik bir oyunun stratejik-bigimli gosteriminin temel unsurlanyla birles-
tirdigimizde statik Bayesyen oyun gosterimini elde ederiz.

Tamim 4.1 Herhangi bir n-oyunculu statik Bayesyen oyunun stratejik-bigcimli giis-
terimi, oyuncularin hareket uzaylar, A,,...., A,, oyuncularin tip uzaylan,
Ti,....,;Tn, oyunculann inanglar, py,...,pn, ve fayda fonksiyonlan,
UL, e s Un, ile birlikte tammlanir. Herhangi bir i oyuncusu kendi t; tipini izel

olarak bilir ve bu tip olasi tipler kiimesinin bir elemanmidir (t; € T;). Biiylece i

cusunun p;(t_; | t;) inanci, kendi t; tipi veri alindiginda diger n — 1 oyuncu-
nun t_; € T_; olas: tipleri hakkindaki belirsizligini yansitir. Kisaca bu oyunu
G={A, ... A;T,...., Th;Pis- - PnjlUls s, -, Un} seklinde yazanz.

Harsanyi (1967) statik bir oyunun zamanlamasini $oyle tanimlar: (1) Doga i
oyuncusu i¢in 7T; olasi tipler kiimesinden bir ¢; tipi gek?r (2) Bu tip sadece i oyun-
cusuna gosterilir diger oyuncular bu bilgiye sahip degildir (3) Oyuncular ayn1 anda
hareketlerini segerler, yani her 7 oyuncusu olasi A; kiimesinden a; hareketini seger
ve sonra (4) Fayda diizeylen, u;(ay, . . ...a,;t;), belirlenir. (1). ve (2). adimlardaki
hareketlerin Doga’nin yaptigs hayali hareketler oldugunu diisiiniirsek eksik bilgili
oyun miikemmel-olmayan bilgili oyuna déniistiiriiliir. Miikemmel-olmayan bilgili
oyunla kastedilenin de oyundaki herhangi bir harekette, siras1 gelen oyuncunun
o ana kadarki oyunun tarihini bilmemesi oldugunu hatirlayalim. Burada, Doga @
oyuncusunun tipini ¢ oyuncusuna ifsa ederken bunu j bilmemektedir (2. adimda),
bu yiizden j oyuncusu (3). adimdaki hareketlerin secildigi sirada oyunun tam tari-
hini bilmemektedir.

Statik Bayesyen oyunlarnn stratejik-bigimli gosterimi tartigmasini tamamlamak
icin iki teknik noktanin daha belirtilmesi gerekir. Bu noktalardan birincisi, ¢ oyun-
cusunun sadece kendi fayda diizeyi hakkinda degil diger oyuncunun fayda diizeyi
hakkinda da 6zel bilgiye sahip oldugu oyunlann varhgidir. Omegin Cournot mod-
elinde firmalann maliyetleri simetrik ve ortak bilgiye tabidir, fakat bir firma
piyasadaki talep diizeyini bilirken digerinin bunu bilmemesi s6z konusu olabilir.
Talep diizeyi her iki oyuncunun da fayda diizeylerini etkiliyorsa, bunu bilen fir-
manin tipi bunu bilmeyen firmanin fayda fonksiyonuna girer. n-oyunculu bir oyunda
bu durumu ifade etmek igin, 7 oyuncusunun faydasimn sadece (a, . . . , @, ) hareket-
lerine bagl olmasina ayni zamanda tiim tiplere (¢, ... .., t,) bagh olduguna imkan
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vererek gosteririz. Boylece fayda fonksiyonu u;(ay, .. ..., an;t1,. ..., ) seklinde
ifade edilir.

Ikinci nokta ise oyuncularin p;(t_; | t;) inanglan ile ilgilidir. Statik Bayesyen
oyunun zamanlamasindaki birinci adimda Doga’nin bir t = (¢, ...... , tn) tip vekto-
riinii sectigini soylemistik. Bunun bir Onsel olasilikla belirlendigini varsayiyoruz,
p(t). Fakat Doga t; tipini i oyuncusuna ifsa ettigi zaman, ¢ oyuncusu p;(t_; | t;)
inancim Bayes kuraliyla hesaplayarak giinceller.

Bunun igin de Bayes kuralinin veya Bayesyen giincellemenin ne oldugunu
kisaca agiklayalim. Bayesyen giincelleme, insanlarin bir oyunu oynarken siirekli
bir 6grenme iginde olmalaridir. insanlar genellikle zamanla ortaya ¢ikan olay-
larin yardimiyla bazi olaylarin daha ¢ok veya daha az olasilikla gergeklestigini
diigiiniirler. Bu olasiliktaki degisimi Bayes kuraliyla ifade ederiz.

Sezgisel olarak, Bayes kurali birinin A olayimn gerceklesmesine dair
inanglarinin B’yi gozlemledikten sonra giincellenmesini ifade eder. Daha formel
olarak ifade edersek, Bayes kurali A ve B gibi iki olayin kogullu ve marjinal
olasiliklarim birbiri ile iligkilendirir:

p(B | A)p(A)
p(B)

Bayes kuralinda her terimin geleneksel bir adi vardir. Yani p(A), A olaymnin
onsel veya marjinal olasiigidir. Onseldir ciinkii B hakkindaki herhangi bir 6n
bilgiyi dikkate almaz; p(A | B), B veri iken (yani B olayimin gergeklestigini
ogrendikten sonra) A olayinin kogullu olasilifidir. Kogullu olasilik, posteriori
olasiik olarak da bilinir ¢iinkii B’nin spesifik degerlerine bagl olarak bulunur;
ve p(B | A) da A veri iken B’nin kogullu olasihgidir; p(B) ise B'nin 6nsel veya
marjinal olasiligidir.

(4.1)’de ifade edilen Bayes kuralin kogullu olasilik tanimindan hareketle ispat-
layabiliriz. B olay: veriyken A’min gergeklesme olasilii soyledir:

p(A| B) = 4.1)

p(AN B)

P(A| B) =
p(B)
A olay: veriyken B’nin gergeklesme olasilig agagidaki gibidir:

p(AN B)

p(B|A)= 2(A)

Bu iki denklemdeki p(ANB) ortak terimden hareketle agagidaki esitligi elde ederiz,
p(A | B)p(B) = p(AN B) = p(B | A)p(A).

Her iki tarafi p(B)’ye bolersek:

e _p(ANB) _ p(B|A)p(4)
PAIR ="~ )
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Sonug olarak (4.1)’de verilen Bayes kuralini tiiretmis oluruz.
Diger yandan Bayes kuralin1 altemnatif bir gekilde de ifade edebiliriz. Toplam
olasilik kuralindan hareketle B olaymnin 6nsel olasihgim, p(B), s6yledir:

p(B) = p(AN B) +p(A°N B) = p(B | A)p(A) + p(B | A°)p(A°),

burada A€, A’nmin tamamlayici olayidir. Boylece Bayes kurali tekrar agagidaki gibi
ifade edilir: (B | A)p(A)
p P
p(A| B) = .
UIB) = ST Ap(A) + (B ] 4994

Bu tanimi daha genel ifade edebiliriz,

p(A; | B) = p(B | Ai)p(A:) 4.2)

Y p(B | A)p(4;)

burada {A;} olay uzayinin bélmeleridir ve herhangi bir A; igin gegerlidir. Dikkat
edilirse (4.2) ifadesi, (4.1) ifadesinin aymsidir.

Simdi yukanda tipler iizerinde yaptigimiz tartigmaya tekrar donelim. Bayes
kuralim bunun igin kullandigimizda sunu elde ederiz,

pi(t—i, t:) pi(t—i t:)
pill—; | L) = = . 4.3)
(t-i1t) pi(ti) > pilt-isty)
=

Bu matematiksel ifadenin bize sOyledigi temel diisiince 7 oyuncusunun, tipine
bagli olarak diger oyuncularin tipleri hakkinda sabdp oldugu inanglarn (diger oyun-
cularin hangi tipte olduklan olasiligina dair inanglar), p; (¢ - ; | ¢;), bulabilecegimiz-
dir. Bu durumda diger oyuncular, i oyuncusunun kendileri hakkindaki inanglarim
bilirler. Burada sunu unutmamak gerekir daha 6nce de ifade edildigi gibi oyun-
cularn tipleri genelde birbirinden bagimsizdirlar, yani p;(¢_;) inanci (olasihig) @
oyuncusunun ¢; tipine bagh degildir. Dolayisiyla p;(t_; | t;) = p;(t-;) diye yaz-
abiliriz.

4.4 Bayesyen Nash Dengesi

Daha once tamimladigimiz gibi bir oyuncunun stratejisi tam bir hareket planidir.
Bu plan oyuncunun hareket sirasi geldiginde her olasi durumdaki hareket imkanini
tammlar. Statik Bayesyen bir oyun, Doga’nin oyuncularin tiplerini belirlemesiyle
baslar ve ¢ oyuncusunun piir stratejisi 2 oyuncusunun olasi tiim tiplerin her biri i¢in
belirli bir hareket belirler.

Herhangi bir i oyuncusunun olasi tiplerinin her biri i¢in olasi belirli bir hareketin
tamimlanmasi gereksiz goziikebilir. Doga bir kez belirli bir tip belirlediginde ve
bunu bu oyuncuya ifsa ettiinde oyuncunun, Doga’nin diger bir tipi se¢mesi du-
rumunda hangi hareketi sececegiyle ilgilenmesine gerek yoktur. Diger yandan, 7
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oyuncusu diger oyuncularin ne yapacag ile ilgilenir ve diger oyuncularin ne ya-
pacagi ¢ oyuncusunun ne yapacagin diisiinmelerine bagh olacagindan bu durumla
da ilgilenir. Yani bir tip ¢ekildiginde ne yapacagina karar vermek igin i oyuncusu-
nun 7T; tip uzayindaki diger tiplerin ¢ekilmesi durumunda ne yapacagim diigiinmesi
gerekir.

Daha genel olarak ifade edersek, eger bir oyuncunun diger tiplerde de nasil
davranacagini belirlemesine imkan vermeseydik, Nash dengesi kavramini1 Bayesyen
oyunlara uygulayamazdik. Bu argiiman daha 6nce verdigimiz tanimla uyumludur:
Dinamik tam bilgili bir oyunda 7 oyuncusu igin her olasi durum igin olasi bir hareket
belirleyen bir stratejiyi tamimlamak gereksiz goriilebilirdi fakat eger bir oyuncunun
stratejisinin bazi1 durumlardaki hareketleri belirlemesine imkan vermeseydik, di-
namik oyunlara Nash dengesini uygulayamazdik.

Bayesyen bir oyunda stratejinin tamim verildiginde, Bayesyen Nash tanimina
gegebiliriz. Tanimin notasyon karmagiklifina ragmen, merkezi diigsiince hem basit
hem de tamdiktir: Her oyuncunun stratejisi diger oyunculann stratejilerine en iyi
tepkidir. Yani Bayesyen Nash dengesi basit bir sekilde Bayesyen oyunda Nash
dengesidir.

Tammd4.2 G = {A1,....;A:T, ... Th:pl, .- Pri Ui, ., Uy} gibi statik
Bayesyen bir oyunda eger her i oyuncusunun her t; € T; tipi i¢in asagidaki prob-
lemi ¢éiizen bir hareket profili, a* = (a3, ...,ay), varsa bu (piir strateji) Bayesyen
Nash dengesidir:

max t; wi(@§(t1)s ooy @ (tim1), @iy @y (Fig 1)y ol (8))i(E i | 1)

Sinirh statik Bayesyen bir oyunda, (yani n sayida sinirli oyuncunun oldugu
ve (Ay,....,A,) ve (Th, .. ..., Ty) kiimelerinin sinirli oldugu bir oyun) Nash den-
gesini gostermek miimkiindiir. Denge muhtemelen karma stratejiler seklinde ola-
caktir. Bunun ispati tam bilgili simirhi oyunlardaki karma strateji dengesinin is-
patina benzerdir. Ciinkii tam bilgili bir oyundaki karma strateji Nash dengesi bir
acidan eksik bilgili bir oyundaki piir strateji Bayesyen Nash dengesi olarak yo-
rumlanabilir. Karma stratejinin temel 6zellii j oyuncusunun stratejilerini rassal
segmesi degil, 7 oyuncusunun j’nin se¢imi hakkinda belirsiz olmasidir. Bu belirsi-
zlik rassallagtirmadan veya daha makul olarak (burada oldugu gibi) eksik bilgiden
kaynaklanabilir.

4.5 Bayesyen Oyun Uygulamalari

4.5.1 Asimetrik Bilgi Altinda Cournot Rekabeti

Coumnot miktar rekabetinin oldugu iki firmali bir piyasa diigiinelim. Bu piyasanin
ters Miep fonksiyonu p(Q) = a — Q seklindedir, burada Q = ¢; + g2, iki firmamn
piyasadaki toplam iiretim diizeyidir (q; ve g9 sirastyla 1. ve 2. firmanin iiretim
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diizeyleridir). 1. firmamn maliyet fonksiyonu C)(q) = cq;’dir. 1. firma kendi
maliyet fonksiyonunu bilir. Fakat 2. firmanin maliyet fonksiyonunu tam olarak
bilmemektedir. Yani 2. firmanin maliyet fonksiyonu 6 olasilikla yiiksek maliyetli
Ca(¢2) = cuq2 , 1 — 0 olasilikla da Cy(g2) = cp.go diigiik maliyetlidir, burada
¢;, < cp. Bu oyunda bilgi asimetriktir: 1.firma sadece kendi maliyet yapisim
bilirken, 2.firma kendisinin ve 1.firmanin maliyet yapisini bilmektedir. Ozetle 2.
firmanin tip uzay1 T, = {c¢f,, cu } iken, 1.firmanin tip uzay1 T} = {c} seklindedir.

1. firmanin, 2. firmanin maliyet yapisim bilmemesinin gerekgesi, 2. firmanin
piyasaya yeni giren bir firma olmasi veya yeni bir iiretim teknolojisi geligtirmesi
ile iligkili olabilir. Tiim bu bilgiler ise ortak bilgidir: 1. firma 2. firmanin daha iyi
bir bilgi diizeyine sahip oldugunu bilir ve 2. firma da bunun 1. firma tarafindan
bilindigini bilir, bu ortak bilgi bu sekilde ilerler.

Firmalanin hareketleri segtikleri q; ve g, iiretim miktarlandir. Iki tipe sahip
oldugu i¢in 2. firmamin iki olasi1 maliyet fonksiyonu, yani iki olasi kar fonksiyonu
vardir:

T2(q1,g2;¢L) = [(@ — g1 — q2) — c1] g2,
m2(q1, 25 ¢n) = [(a — q1 — @2) — cH ga.

1. firma ise sadece tek bir kdr fonksiyonuna sahiptir:

m1(q1,q2;¢) = [(a — q1 — q2) — ] q1.

Beklenilecegi gibi 2. firma marjinal maliyetine baglh olarak iiretim diizeyini
secer. Eger marjinal maliyeti yiiksekse daha diigik bir iiretim diizeyinde (diisiik
marjinal maliyete gore) iiretimde bulunur. Bu yiizden 1. firma da 2. firmanin mar-
jinal maliyetine bagh olarak iiretim diizeyini belirléyecegini diigiiniir. 2. firmanin
iiretim maliyetlerine gore iiretim tercihlerini g3 (cy ) ve g3(c,) olarak gosterelim ve
q7 ise 1. firmanin iiretim diizeyi olsun. Eger 2. firmanin iiretim maliyeti yiiksekse,
asagidaki optimizasyon probleminin ¢oziimiinden, g3(cy) degerini buluruz:

max (@ — gf — g2) — cH] g2 (4.4)

Yine benzer olarak 2.firmanin iiretim maliyeti diigiikse, g5 (c.) optimal iiretim degeri
asagidaki problemin ¢6ziimiinden elde edilir,

max ((a - ¢ — g2) — c1] g2 (4.5)
Diger yandan 1. firma ise daha once belirtildigi gibi 2. firmanin 6 olasilikla
iiretiminin g3(cy) olacagim, 1 — 6 olasilikla da g3(cy) olacagim beklemektedir.

Yani 1. firmanin optimal iiretim diizeyi, q}, asagidaki problemi ¢ozen degerdir:

max 6 ((@—g1—g3(cu)) — g1 + (1= 0)[(a — @1 — g3(cL)) — cJq1.  (4.6)
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1. ve 2. firmanin optimizayon problemlerinin, (4.4), (4.5) ve (4.6), birinci
dereceden kogullan sirasiyla goyledir:

. a—q}f —c¢
di(em) = = n,
" a—q} —c
e =
gt = 0((a—g3(ca)) — ] + (1 —6) [(a — g3(c)) — ]
2 .

Bu ii¢ birinci dereceden kogul aym anda ¢oziildiigiinde asagidaki iiretim dii-
zeylerini buluruz (denge igin gerekli kogullarin oldugunu varsayiyoruz, yani iiretim
maliyetleri pozitif liretimi saglayacak diizeydedir):

a—2cy+c 1-86

a(cy) = 3 +—(en — 1), 4.7
R a—2cL+c 6
@(cL) = ———— — =(cy —cL), (4.8)
3 6
. a—2c+0cy+(1-0)c
o = ¢ ”é (1=6)er (4.9)

Boylece eksik bilgili Cournot oyunun ¢6ziimii 7, g3 (cL) ve g3 (cx ) seklindedir.
Strateji tanimi geregi, 2. firmanin stratejisi (¢g3(cL), ¢5(cy)) iken, 1. firmanin
stratejisi gy ’dir. 2. firmanin maliyetine bagh olarak farkli iiretim diizeylerini se-
cecegini diiginmek kolaydir. Fakat 1. firmanin tek bir miktar diizeyinde iiretim
yapmasi, 2. firmanin iiretim miktarimin maliyetine bagl oldugunu dikkate almasini
gerektirir. Yani eger denge kavramimiz 1. firmanin 2. firmanin stratejisine en iyi
tepkisini gerektiriyorsa, bu durumda 2. firmanin stratejisi her bir maliyet tipine
bagl bir ¢ift iiretim diizeyi seklinde olmalidir; aksi takdirde 1. firma kendi strate-
jisinin 2. firmanin stratejisine en iyi tepki oldugunu hesaplayamaz.

Simdi bu sonuglan tam bilgi altindaki, yani her iki firmanin birbirlerinin mar-
jinal maliyetlerini bildigi durumdaki Cournot iiretim degerleri ile kargilagtiralim.
1. ve 2. firmanin marjinal maliyetlerinin sirasiyla c; ve c; oldugunu ve bunun
her iki firmanin pozitif iiretim yapmasina imkan verdigini diigiinelim. Bu durumda
i firmasinin iiretim diizeyi ¢f = (a — 2¢; + ¢;)/3 olur. Fakat eksik bilgi altinda,
bunun tersine, g5 (cy) diizeyi ((4.7)’de verilen deger) (a — 2cy + ¢)/3’den daha
bilyiik ve g3(cy) diizeyi (4.8’de verilen deger) (a — 2cy, + ¢)/3’ten daha diigiiktiir
(burada 1. firmanin marjinal maliyetinin ¢, 2. firmanin marjinal maliyetinin de
cr ve cy olduguna dikkat ediniz). Bunun bdyle olmasinin temel sebebi, 2. fir-
manin sadece marjinal maliyetine gore iiretim yapmas: ve l.firmanin buna tepki
veremeyecek olmasindan istifade etmesidir. Ciinkii 6megin 2. firmamin maliyeti
yiiksekse bu daha az iiretecegi anlamina gelir fakat 1. firmanin bunu tam olarak
bilmediginden, 1. firma beklenen kdnni1 maksimize eden miktan secer. Bu da 1.
firmanin, 2. firmanin yiiksek maliyette iiretim yaptigim bilmesi durumundan daha
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az iiretimde bulunacagi anlamina gelir. Bu yiizden 2. firma, yiiksek maliyetine
ragmen daha fazla iiretme imkanina sahip olur. Yani 2. firma, 1. firmanin kendisi
hakkindaki eksik bilgi diizeyini kullanmig olmaktadur.

4.5.2 Cinsiyetler Savagi

Cinsiyetler Savasi’nda hatirlarsak, iki Nash dengesi, (opera, opera), (boks, boks) ve
bir karma strateji Nash dengesi vardi. Omegin Tablo 4.5’te verilen oyunda erkegin
2/3 olasilikla boksu, kadinin da 2/3 olasilikla operayi segtigi karma strateji dengesi
vardir.

opera boks
opera | 2,1 0,0
boks 0,0 1,2

Tablo 4.5

Bu oyunda 1. oyuncu olan Seher ve 2. oyuncu olan Adem birbirini bir miiddet
tamisalar da birbirlerinin fayda fonksiyonlar1 hakkinda tam bir bilgiye sahip degil-
lerdir. Bu durumu §6yle ifade edebiliriz. Eger her ikisi de operaya giderse Seher’in
fayda diizeyi 2 + h; olsun, burada h, degeri Seher tarafindan 6zel olarak bilinen
bir degerdir (Adem bilmiyor). Fakat eger her ikisi de boksa giderse Adem’in
fayda diizeyi 2 + h, olsun, burada h, degeri ise Adem tarafindan 6zel olarak bili-
nen bir degerdir (Seher bilmiyor). Bu arada hs ve h, degerlerinin basitlik olsun
diye birbirinden bagimsiz ve [0, 6] aralifinda homojen bir dagilimdan geldigini
varsaylyoruz. Bu oyunda hs ve h, degerlerini kulfanmamizdaki temel gerekge,
oyunun fayda diizeylerinin asil oyundaki fayda diizeylerinden az da olsa bir degisiklik
gosterdigini belirtmek igindir. Tablo 4.6’da gosterildigi gibi diger fayda diizeylerinde
bir degisiklik yoktur.

Opera bOkS
opera | 2+ h,1 0,0
boks 0,0 1,2+ h,

Tablo 4.6

Bu Bayesyen oyunda, G = {Ay, Ag; Ts, To; s, Da; Us, Ug }, hareket uzaylan
As = A, ={opera,boks}, tip uzaylan T; = T, = (0, 6] ve inanglan tiim h, ve h,
i¢in py(he) = pa(hs) = 1/6 seklinde ifade edilir.

Cinsiyetler Savag1 oyununun bu eksik bilgili versiyonununda piir strateji Ba-
yesyen Nash dengesini bulalim. Bu oyunda Seher, eger h; belirli bir kritik degeri
yani s degerini agarsa operay! oynayacaktir ve benzer sekilde Adem, eger h, belirli
kritk deger olan a degerini agarsa boksu oynayacaktr. Bizim buradaki amacimiz
veri 0 degeri igin, Bayesyen Nash degerleri olan s ve a degerlerini belirlemektir.
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Adem’in stratejisi veri alindiginda, Seher’in sirasiyla opera ve bokstan bekle-
nen faydalan asagidaki gibidir:

a a a
5.(2 +hg) +(1— 5).0 = 5.(2 + hs)

ve

S0+ (1-g)1=(1-3).

Dikkat edilirse a/6 degeri homojen dagilimdan dolay1 a degerinin alinda olma
olasihigin verirken, (1 — a/6) de bunun istiinde olma olasihgin verir.
Kisaca Seher’in operay! oynamasi ancak asagidaki kosul gegerliyse optimaldir:

0
tes>——3=s. (4.10)
a

Benzer olarak Seher’in stratejisi veri alindiginda, Adem’in sirasiyla bokstan ve
operadan beklenen faydasi ise goyledir:

1- 210+ g.[z +h) = g.[2+ha]

ve s s
1--]1 0=1--=]
1 -311+060=[1-3]

Yani boksu oynamak ancak agagidaki kosul gegerli ise optimaldir:

6
ta>-—3=a. @4.11)

S

Eger (4.10) ve (4.11) denklemlerini aym anda ¢6zersek bu bize a = s ve a +
3a — 6 = 0 denklemini verir. Karesel fonksiyonu ¢ozdiigiimiizde Seher’in operay:
oynama olasihginin (6 — s)/6 ve Adem’in boksu oynama olasihginin (6 — a)/6
oldugunu goriiriiz. Yani her iki olasilik da suna esittir:

_ -3+/9+40

1
20

4.12)

Yukanda (4.12) ifadesinde 6, 0 degerine yaklastiginda, bu ifade 2/3 degerine
yaklagir ((4.12) ifadesinin, 0 sifira giderken limitine bakin, bunun i¢in de L’Hospital
kuralim kullaniniz). Eksik bilgi ortadan kalktik¢a, oyunculann piir-strateji Bayesyen
dengesindeki davraniglanmin tam bilgili orijinal oyundaki karma stratejiye yaklag-
tigim goriiriiz.

4.5.3 Yatinm-Giris Oyunu

Bu oyun daha 6nce verdigimiz Girig Oyununun bagka bir versiyonudur. Yine iki
firmanin oldugu tek bir piyasanmin oldugunu diigiinelim. 1. firma piyasaya girig
ya da disganda kalma karan veren firmadir. 2. firma ise bu piyasada iiretim ya-
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pan mevcut firmadir. 2. firma bir yatinm kararnyla yiiz yiizedir: iiretim teknolo-
jisini yenilemek (modemnize etmek) i¢in maliyetli bir yatinm mi1 yapmali yoksa
eski teknoloji ile liretime devam mi etmelidir? Eger 2. firma iiretim teknolojisini
modemize ederse, 1. firma i¢gin rekabet etmek zorlagacaktir ve girmemesi daha iyi
bir karar olacaktir. Fakat eger 2. firma yatinmdan kaginirsa -yani eski teknolojiyi
muhafaza ederse- 1. firma icin girmek daha karl olabilir. Bu durumda 2. firma
ile daha kolay rekabet edebilir. Basitlik olsun diye 2. firmanin yatinm maliyetinin
sadece diigiik veya yiiksek diizeylerde oldugunu varsayalim. Fakat 1. firma bunu
bilmemektedir. Sadece buna dair inanglan vardir: p olasilikla 2. firmanin yiiksek
maliyetli, 1 — p olasilikla da diigiik maliyetli olduguna inanmaktadir. Oyuncularin
fayda diizeyleri ve olasiliklar Tablo 4.7’de gosterilmektedir. Tablo 4.7°de 1. fir-
manin gir ve digarida kal hareketleri sirasiyla G ve D ile gosterilirken, 2. firmanin
modern ve eski hareketleri sirasiyla M ve E ile gosterilmektedir.

Tablo 4.7’nin sagindaki tablo 2.firmanin p olasilikla yiiksek maliyetli olmasi
durumunda firmalann kar diizeylerini gosterirken, soldaki tablo 1 — p olasilikla da
diigiik maliyetli olmas1 durumundaki kar diizeylerini gostermektedir.

M E M E
G[ —2,0 [2,4| G[ —-2,3 |24
D[ 0.4 |06| D[ 0,7 |06

Tablo 4.7

Boyle bir oyunda 1. firma 6zel bilgiye sahip degildir. Bu yiizden tip kiimesi T}
tekil bilgi kiimesidir. 2. firma maliyeti konusunda 6zel bilgiye sahiptir, dolayisiyla
tip kiimesi diisiik maliyet (c) ve yiiksek maliyetten (¢) olusan iki elemana sahip-
tir, 7o = {¢,¢}. 1. firmamn stratejisi iki tipin her biri i¢in bir hareket tanimlar,
yani A, = {Modern, Eski} = {M,E}, burada ¢ € T, = {c,c}’dir. 1. fir-
manin stratejisi ise sadece bir harekettir, yani a; € A; = {Gir, Digsarida Kal} =
{G, D}.

Sunu hemen soyleyebiliriz: Yiiksek maliyetli firma kesin baskin bir harekete
sahiptir, yani F hareketini oynamak her zaman daha iyi sonug verir. Fakat diigiik
maliyetli 2. firmanin en iyi tepki fonksiyonu 1.firmanin stratejisine baghdir. Eger
1. firma girerse, 2. firma E hareketini tercih eder; eger 1.firma disanda kalmay:
tercih ederse M hareketini secer. Bu arada, 1. firmanin piyasaya girme olastligini
y ile gosteriyoruz. Diigiik maliyetli 2. firmanin Modern (M) ve Eski (E) oyna-
masina bagli olarak olusan beklenen faydasi 1. firmanin karma stratejisinin, y, bir
fonksiyonudur:

ug(M;y,c) =3y+7(1 —y)=T7-4y
uz(Eiy,c) =4y +6(1 —y) =6-2y.

Eger y < 1/2 ise diigiik maliyetli firma zayif baskin olan M hareketini tercih eder.
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Diigiik maliyetli 2. firmanin Al hareketini tercih etme olasihigini x ile gosterelim.
Bu durumda diigiik maliyetli 2. firmanin karma strateji en iyi-tepki fonksiyonunu,
xz*(y), soyle yazabiliriz:

{1}, egery <3
*(y) ={ [0,1]. egeryzé
{0}, egery > 3

Simdi de 1. firmanin en iyi tepki-fonksiyonunu bulalim. 1. firma p olasilikla
yiiksek maliyet tipli 2. firma ile kargilagir. Bu durumda 2. firma kesinlikle £
hareketini seger ve eger piyasaya girerse 1. firmaya 2 kazandinr. Diger yandan,
1. firma 1 — p olasilikla diigiik-maliyet tipli 2. firma ile kargilagtiginda, 2. firma z:
olasilikla A hareketini seger. Eger 1. firma piyasaya girmeye karar verirse bekle-
nen faydasi goyle ifade edilir:

w(giriz) =2p+ (1 —p)[—2r+2(1 — 2)] = 2 — 4(1 — p)z.

Eger 1. firma digarida kal karanni verirse u; (digarida kal) = 0 faydasim elde
eder. Bu durumda eger 2 — 4(1 — p)z > 0, yani x < 2(1—1_?5 = T ise 1.firma
zayif baskin hareket olan gir hareketini seger. Burada p € [0, 1] igin T € [%, 00)
olduguna dikkat edin. 1. firmanin karma strateji en iyi-tepki fonksiyonu ise soyle
yazilabilir:

{1}, egerz < T
y*(x)=<C [0,1], egerz =T
{0}, egerz>T

Diisiik maliyetli 2. firmanin en iyi-tepki fonksiyonunun, z*, tersine, 1. firmanin
en iyi tepki fonksiyonu, y*, p’e baghdir. Bu da y*’nin Z’e bagimlilig1 iizerinden
gergeklesir.

Simdi oyuncularin karma-strateji en iyi-tepki fonksiyon grafiklerinin kesigimini
bularak, yiiksek-maliyetli olma olasilify, p, ile belirlenen oyunun Bayesyen Nash
dengelerini kolayca bulabiliriz. Sekil 4.1 ii¢ durum igin z* ve y* grafiklerini gos-
termektedir: (a) durumu s6z konusu eger p € [0, %), (b) durumu s6z konusu eger
p = % ve son olarak (¢) durumu s6z konusu eger p € (%, 1]. Bayesyen Nash
dengeleri x igareti ile gosterilmektedir.

Bayesyen Nash dengelerini asagidaki iiglii yapida gosterebiliriz:

(yG+(1—y).D; E;z.M + (1 —z).E),

burada birinci terim 1. firmanin karma stratejisidir, noktal: virgiilden sonraki ikinci
terim yiiksek maliyetli 2. firmanin baskin stratejisi E’dir ve iigiincii terim diigiik
maliyetli 2. firmanin karma stratejisidir

2. firma muhtemelen diigiik yatinm maliyetli oldugunda, yani p < 1/2 ise, den-
genin karakteri Tablo 4.7’ nin sag tarafindaki diigiik yatinm maliyetli oyun tarafindan
belirlenir. Bu durumda iki piir-Nash dengesi vardir: (D; E, M) ve (G; E, E). Bir-
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J x'ty) x*(y), x*(y,
! | }. ‘
x x B 1= X 1 x ox
(a) ®) (c)

Sekil 4.1 ikinci firmanin maliyetinin yiiksek olma olasiliginin farkh ii¢ degeri igin birinci
ve ikinci firmanin en iyi tepki fonksiyonlan

inci dengede diigiik maliyetli 2. firmanin modemnizasyon stratejisini izlemesi ve
1. firmanin disanda kalmasi, ve ikinci dengede ise 2. firmanin diisiikk-maliyetli
eski teknolojiye devam etmesi ve 1. firnanin girmesi durumu s6z konusudur. Ayni
zamanda diisiik-maliyetli 1. firmanin 1/2 olasilikla modemizasyon yaptigi ve 1.
firmanin T olasilikla piyasaya girdigi bir karma strateji vardr.

2. firmanin esit olasilikla yiiksek ve diisiik yatinm maliyetli olmasi durumunda,
yani p = 1/2 oldugu zaman, her iki tipteki 2. firnanin da eski teknolojiye, F, de-
vam ettigi ve 1. firmanin piyasaya girdigi, G, bir piir-strateji dengesi vardir. Kalan
piir-strateji ve karma-strateji dengeleri birleserek bir dengeler kiimesine (¢ok sayida
denge) doniigiir: Diigiik-maliyetli 2. firma modemizasyon yapar, ki bu durum 1.
finmay1 girrne konusunda kayitsiz yapar. 1. firma yiiksek bir olasilikla girmedigi
miiddetge, diisiik-maliyetli 2. finna kesin bir sekilde m’odemizasyonu seger.

Eger 2. firmanin yiiksek maliyetli olma ihtimali daha yiiksekse, yani p > 1/2
oldugu zaman, Bayesyen oyun Tablo 4.7’ nin solundaki yiiksek-maliyetli durumla
belirlenir. Bu da tek bir piir-strateji dengesine sahiptir. Burada 2. firmanin her iki
tipi eski teknolojide kalir, ve 1. firma piyasaya girer.

4.5.4 Bayesyen Bertrand Oyunu

Iki tarafl eksik bilgi altinda iki firmanin Bertrand rekabeti gosterdigi bir model
kuralim. Bu oyunda her iki firma da birbirinin maliyetleri konusunda tam bilgiye
sahip degildir. Dolayisiyla yukanda verilen Cournot modelindeki tek tarafli eksik
bilgi yerine, iki tarafh eksik bilgi s6z konusudur.

Firmalan F; ve F2 diye gosterelim. Her bir firma farklilagtinlmig mallann
iireticileri konumundalar. Firmalarayni anda p; > 0 ve ps > O fiyatlanm segiyorlar.
Dogrudan talep fonksiyonunun lineer oldugunu varsayalim:

9i(pi, pj) = a — p; + bp;,

burada g; > 0, F; firrnasi tarafindan iiretilen miktan gostermektedir, a > 0 talep
parametresidir, b € [0, 2) ise F; firmasinin iirettigi malin, F; firmas: tarafindan
iiretilen mal tarafindan ne kadar 1kame edildigini gostermektedir, , j = {1,2},1 #
J- Her iki firmanin da farkli iiretim teknolojilerine sahip oldugunu
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varsayiyoruz. Farkli iiretim teknolojileri farkli birim maliyetler demektir. 2. firma,
1. firmanin birim iiretim maliyetinin ¢ olasilikla c4. 1 — ¢ olasilikla da ¢y
oldugunu diisiinmektedir; 1. firma da 2. firmanin birim iiretim maliyetinin 6
olasilikla ¢y, 1 — 6 olasilikla da ¢y, oldugunu diisiinmektedir. Asagida birim iiretim
maliyetlerinin olasilik dagilimlan verilmektedir:

o ca, ¢ olasilikla e oy = cy, 0 olasilikla
U=\ ¢5.1— ¢olasilila =1 ¢1,1-6olasihla

Ayrnica burada sunu varsayiyoruz: ¢4 > cg.cy > ¢ Ve ¢a,€g,Cy,CL < a.
Boylece F; fimnasinin kar fonksiyonu soyledir:

mi(pici), pi(cs)) = la — pi(cs) + bpj(c)](pie:) — @), 4.13)

burada c;, F; firmasinin birim maliyetidir, , j = {1,2},7 # j.

F; firmasi birim maliyetine bagl olarak bir fiyat belirleyecektir, bu p}(c 4) fiyat:
veya p}(cp) fiyat: olacakur; F; firmasi da benzer olarak birim iiretim maliyetine
bagl olarak p3(cy) fiyauni veya pj(c) fiyatim belirleyecektir. Bu fiyatlan belir-
lemek igin, Bayesyen Nash dengesi kavramini kullanacagiz.

Eger F firmasimin birim maliyeti yiiksekse, p}(c4) asagidaki gibi belirlenir,

argmax {6(a = py +bp3(cH)(P1 — ca) + (1 = 0)(a — p1 + bp3(cL)(p1 —ca)},
1=
4.14)
ve eger iiretim maliyeti diisiikse, p}(cp) ise agsagidaki sekilde belirlenir:

arg max {#(a — p + bp3(cy)(p1 = ep) + (1= 6)(a = p1 + bra(es) (p1 — cg)}-

(4.15)
Benzer olarak F5 firmasimin birim maliyeti yiiksekse, p3(cy) degerini asagidaki
optimizasyondan elde eder:

arg max {o(a — p2 + bpi(ca)(p2 — cu) + (1 = ¢)(a — p2 + bpi(ca) (P — cn)} .
B (4.16)
Fakat birim maliyeti diigiikse, p}(c) asagidaki optimizasyondan elde edilir,

arg max {o(a — p2 + bpi(ca)(p2 — cL) + (1 — ¢)(a — p2 + bpi(cB)(P1 —cL)} -
2=
“4.17)
Boylece (4.14), (4.15), (4.16), ve (4.17)’den elde edilen birinci derece kogul-
larindan elde edilen tepki fonksiyonlarindan (4 bilinmeyenli dort denklem) olugan
denklemleri ayn1 anda ¢ozersek agagidaki degerleri buluruz:

2a(2 4 b) + (4 — b*)ca + V2E(c1) + 2bE(ca)
2(4 — b2) ’

pilca) =
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2a(2+b)+ (4 - b*)cp +b?*E(c1) + 2bE(cn)

pi(cn) = 2(4 — 12 ’
(o) = 2a(2 + b) + (4 — b%)cy + b2 E(c2) + 2bE(cy)
patcn) = 204 - 17) ’
. 2a(2 +b) + (4 — b)cp, + b2 E(c2) + 2bE(c;)
pa(eL) =

204 — 17) '

burada E(c;) = ¢ca+(1—¢)cg ve E(c2) = Bcgy+ (1 —0)cy,. Firmalarin beklenen
fiyatlan ise dogrudan talep fonksiyonundan elde edilebilir:

a(2+b) +2E(c1) + bE(c2)

_a(2+b)+2E(c2) + bE(¢)
2(4 — b?) ’

E(p) = ve E(p;) = )

Firmalann beklenen kar diizeyleri ise fiyat ve miktar degerlerinin (4.13) denklemi
ile ifade edilen firma kar fonksiyonlarinda yerine konulmasiyla basit bir sekilde
elde edilebilir.

4.5.5 Kamu Malh Sunumu

Herhangi bir grup insana sunulmasi gereken bir kamu malinin maliyetinin kimler
tarafindan kargilanacag sorusunu basit bir model iizerinden tartigalim. Bu model
Osborme (2003)’den derlenmigtir.

En az bir kiginin malin maliyetini 6deyerek mali gruba sunmay: istemesi du-
rumunda, herkes bu kamu malindan faydalanmaktadir. Fakat insanlarin bu mala
verdikleri deger herkese gore farklilik gostermektedir ve herkes sadece kendi degerini
bilmektedir. Bu durumda kimin malin sunum maliyetine katilacag) sorusu ortaya
¢tkmaktadir.

Bu gruptaki insan sayist n kadardir; malin maliyeti ¢ > 0, ve 7 bireyinin fay-
dasi ise v; ile ifade edilsin. Eger mal sunulmazsa bu durumda herkesin faydasi
sifir olmaktadir. Her i bireyi mala verdigi degeri (v;), sadece kendisi bilmekte-
dir ve sadece kendisinin degerini bilmektedir. Fakat bildigi bir sey daha vardir, o
da oyuncularin sahip oldugu tiim degerlerin aralifidir. Bu degerlerin en az v en
¢ok da U degerleri arasinda oldugunu bilmektedir. Katilim maliyeti pozitiftir ve en
yiiksek ve en diisiik deger arasinda yer almaktadir, 0 < v < ¢ < v. Diger yan-
dan, ¢ bireyi diger herhangi bir bireyin en fazla v degerine sahip olma olasiliinin
F(v) olduguna inanmaktadir, burada F siirekli artan dagilim fonksiyonudur. Bu
inang diger oyuncularin inanglarindan bagimsizdir. Burada F' fonksiyonu artan bir
fonksiyondur ¢iinkii v arttikga bunun altinda kalan degerlerin gelme olasilig1 da
artmaktadir ve yine F' fonksiyonu siireklidir ¢iinkii bu araliktaki tek bir v degerinin
gelme olasiligi sifirdir.

Tiim n bireyleri ayn1 anda katilim degerlerini zarf iginde sunmaktadirlar, yani
es anli hareket etmektedirler. Herkesin sundugu deger ya pozitif bir ¢ degeri ya
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da higbir sey yani O olabilir. Eger tiim bireyler 0 katilim teklifini sunarsa, mal
sunulmayacak ve her bireyin faydasi () olacaktir. Eger en azindan bir birey « kadar
teklifte bulunursa, mal sunulmaktadir. Bu durumda bu teklifi yapan bireyin faydasi
v; — ¢, fakat O teklifinde bulunan her ¢ bireyin faydasi ise v; olmaktadir.

Durumu 6zetlersek n sayida oyuncunun oldugu oyunda, tiim degerlerin pro-
fil kimesi (vy,.....,v,) seklindedir, burada tim <’ler igin degerler 0 < v; < T
araligindadir ve her oyuncunun hareket kiimesi {0, ¢} seklindedir. Herhangi bir :
oyuncusunun her tipi, her dier j oyuncusunun en fazla v; degerine sahip olma
olasithgimin F(v;)F(vg)...F(vi—1)F(vit1)..-F(vn) olduguna inanmaktadir.

Kisaca i oyuncusunun (v, ....., v, ) durumunda faydasi:
0, eger hi¢ kimse katkida bulunmazsa
u; = Vi, eger ¢ katkida bulunmazken bazilar1 katkida bulunursa

v; — ¢, eger ¢ katkida bulunursa

Bu oyunun Bayesyen dengesini bulmak igin ige 6nce ¢ oyuncusunun nasil
davrandigim diisiinerek baglayalim. Her oyuncunun mala verdigi degerin ancak en
az v* ise katkida bulunacagim varsayalim. Bu durumda oyunculardan en az birinin
katkida bulunma olasilif1 yani en az birinin en az v* kadar degere sahip olma
olasihg1 1— (F(v*))"~"dir (dikkat edilirse F(v*))™~! olasiligx tiim diger oyuncu-
larin en fazla v* degerine sahip olma olasiligidir). Dolayisiyla eger ¢ oyuncusunun
degeri wv; ise, katkida bulunmamasi durumunda beklenen faydasi
(1— (F(v*))*~")v; kadardir. Katkida bulunmasi durumunda faydasi v; —c olur. Bu
yizden ¢ oyuncusunun v; < ©v* durumunda katkida bulunmama kosulu
(1 = (F(v*))" Yv; > v; — c iken, i oyuncusunun v; > v* durumunda katkida
bulunma kosulu (1 — (F(v*))"1)v; < v; — c’dir. Bu kosullar1 daha derli toplu
yazarsak:

Eger v; < v*ise (F(v*))" v < ¢ ve Egerv; > v*ise (F(v*))" Hv; > c.
(4.18)
Bu esitsizlikler saglanirsa su sonucu elde ederiz:

(F*)* Y* =c 4.19)

Eger v* degeri 3.19) denklemini ¢dzen degerse, bu (4.18)’deki iki esitsizligin
de saglandigi anlamina gelir. Bu da oyunda her oyuncunun en az v* degerinde
katkida bulundugu bir Bayesyen Nash dengesi var demektir.

Eger v > © veU > cise olaslik fonksiyonu F(v) = 1 oldugundan, v* > colur.
Yani her oyuncunun esik katki degeri kamu malinin maliyetini agar. En azindan bir
oyuncunun degeri c’yi agtif1 zaman, tiim oyunculann refahi daha iyi hale gelir.
Kamu mali sunulursa en yiiksek degere sahip olan birey de malin sunulmamas:i
durumundan ¢ok daha iyi durumda olacaktir. Fakat dengede malin arz edilmesi an-
cak en azindan bir oyuncunun degerinin v* degerini agmasi, bunun da ¢ maliyetini
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agmasi1 durumunda s6z konusudur.

Simdi de bireylerin sayisi arttik¢a bu malin dengede daha yiiksek veya diisiik bir
olasilikla mi saglandigina bakalim. Malin saglanma olasili§1 en azindan bir oyun-
cunun degerinin en az v* olma olasihgdir, ki bu da 1— (F(v*))"'dir. (4.19)’dan
bu olasiligin 1 — ¢F(v*)/v* oldugu goriiliir. Buna gore v* birey sayisina gére nasil
degisir? Veri herhangi bir v* degeri igin, n artukga (F(v*))"~' olasilig1 azalr
ve dolayisiyla v*(F(v*))®! "nin degeri azalr. Yani (4.19) esitligini siirdiirmek
igin, v* degeri n arttik¢a artmak zorundadir. Sonug olarak, n artarken bu da v*’yi
artirirken, malin sunulma olasihigindaki degisim, F(v*) /u* 'deki degisime baglhdir:
Eger F(v*)/v* fonksiyonu v* degerinin azalan bir fonksiyonu ise, olasilik artar
fakat eger F'(v*)/v* fonksiyonu v* degerinin artan bir fonksiyonu ise olasilik
azalir. Eger F homojen dagihim gosteriyorsa ve v > 0 ise, F'(v*)/v*, v*’nin
azalan bir fonksiyonudur béylece malin sunulma olasilig niifus arttik¢a artar.
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Sorular

1. Bir kamu mali sunumu oyunundaki iki oyuncu ayn1 anda maliyeti ¢ € (0, 1)
olan bir kamu malin1 sunup sunmamaya karar veriyorlar. Her oyuncu igin
¢; degigkeni (0. 1] araliginda homojen dagiliyor ve kamu malinin faydas: 6?2
olarak veriliyor. Bu oyunun Bayesyen dengesini bulun.

2. Zamanin 0’dan 1’e kadar siirekli oldugu bir yipratma savaginda iki taraf var.
Oyun herhangi bir oyuncu teslim olunca bitiyor. iki oyuncu da giiglii (1.
oyuncu igin p ve 2. oyuncu igin ¢ olasiliklariyla) veya zayif olabilirler. Giiglii
bir oyuncu savagmaktan zevk aliyor ve asla teslim olmuyor. Zayif bir oyuncu
ise savagtig1 bir birimlik zaman igin 1 kaybederken, rakibinin teslim oldugu
bir birimlik zaman igin 1. oyuncu a > 0 ve 2. oyuncu b > 0 kazaniyor. Buna
gore zayif olan bir 1. oyuncunun t zamaninda savagi kazanirsa elde edecegi
fayda a(1 — t) — ¢ olurken, yine ¢t zamaninda teslim olursa —t elde ediyor.
Oyunda iskonto yoktur.

a) 0% zamamndan itibaren her oyuncunun digerine dair sahip oldugu p; ve
¢: inanglarinin ¢ = pb/e egrisi iizerinde olacagini gosterin.

b) Zayftiirlerden birinin pozitif olasilikla tam olarak 0 zamaninda ¢ekildigini
(yani oyunculann ¢ekilme zamaninin kiimiilatif (birikimli) olasilik da-
giliminin ¢ = 0 zamaninda pozitif oldugunu) gosterin. Zayif tiirlerin
faydasi a. b, p ve ¢ degiskenlerinden nasil etkilenir?

3. iki rakip ordu bir aday ele gegirmek igin konumlamyor. Her iki ordunun
kumandani da saldinp saldirmama kararim veriyor. Buna ek olarak ordular
esit olasiliklarla ve birbirlerinden bagimsiz olarak giiglii veya zayif olabiliyor
ve bir ordunun tiirii sadece o ordunun kumandani tarafindan biliniyor. Adaya
eger tek bir ordu saldinrsa ada onun oluyor; ikisi birden saldirirsa giiglii olan
zayifi yeniyor ve saldiran iki ordunun tiirii ayniysa adayi kimse alamiyor.
Adaya saldirmanin kendi bagina bir maliyeti yok ama savagsmanin giiglii bir
orduya maliyeti g, zayif olana maliyeti z olarak veriliyor (z > g). Buoyunun
tiim piir-strateji Bayesyen dengelerini bulun.

4. Kitabin bu béliimlinde gordiigiiniiz Cournot modelini diigiiniin. Bu sefer
iki firmanin da birim bagina iiretim maliyetinin 6 olasihigiylala ¢, ve 1 — 6
olasiligiyla ¢y oldugunu kabul edin (¢;, < cpy). Bayesyen Nash dengesini
bulun.

5. Kitabin bu boliimiinde gordiigiiniiz Cinsiyetler Savagi oyununun farkli bir
versiyonunda Seher (1.oyuncu) ve Adem (2.0yuncu) bulugmak istiyorlar ama
nerede bulusacaklarini kararlagtirmak igin iletigim kuramiyorlar. Park ve
Kafe segenekleri arasinda karar vermeleri gereken ikili igin fayda tablosu
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su sekilde veriliyor.

Park Kafe
Park | 1 —#6g,1 — 0,4 0,0
Kafe 0,0 1+60g,14+04

Ikilinin birbiriyle bulusmak istemelerinin yaninda bulugsma yerleriyle ilgili
kigisel tercihleri de vardir. Bu tablodaki s ve 64 degerleri T > 0 [T, T)
araliginda homojen dagilan bagimsiz degiskenler. Buradaki 6; degiskenlerinin
kiimiilatif (birikimli) olasik fonksiyonu [—7',T'] aralig1 igin g# olarak ver-
iliyor. Oyun baglamadan 6nce Seher sadece 6¢’yi ve Adem sadece 64’yi

biliyor ve ayn1 anda bulugma yerine karar veriyorlar.

a) T < 1 durumunda 3 farkli Bayesyen denge bulun.

b) T > 1 durumunda bu oyunun tek bir Bayesyen dengesinin olacagim
kanitlayin.

c) Egerikitarafdafg ve 6 4 degerlerini gozlemleyebilseydi, b ve c siklarinda
verdiginiz cevaplar nasil degisirdi?

. Cinsiyetler Savag! oyunun bagka bir versiyonunu diigiinelim. Murat Ozlem’i
seviyor. Farkli ig yerlerinde, ilteisim imkanindan mahrum haldeyken bir fut-
bol magina (F) veya bir tiyatro oyununa (T) gitmek arasinda karar veriyorlar.
Ama Murat Ozlem'i pek tamimadigindan onun kendisiyle zaman gegirmeyi
isteyip istemediginden emin degil. Eger Ozlem de’ Murat'dan hoslaniyorsa
sol tablodaki oyunu ve eger Ozlem Murat’tan pek hazzetmiyorsa oynuyorlar
(Ozlem siitun oyuncusu)

F T F T
F|131(00 F 30|01
T|00]|1,3 T|03]|1.0

Murat Ozlem’in kendisinden hoglanma olasiliginin 4 = 1/3 oldugunu diisii-
niiyor.

a) Bu stratejik karar durumunu normal-big¢imli bir Bayesyen oyun olarak

b) iki oyuncu igin de (piir strateji Bayesyen) en iyi tepki fonksiyonunu bu-
lunuz ve oyunun tiim piir strateji Bayesyen dengelerini bulun.

. Bir enerji girketi p = 1/2 olasiligiyla verimli bir petrol rezervi igeren bir sa-
haya yatinm yapabilir. Sirketin test sondaji yaparak daha fazla bilgiye sahip
olma imkani vardir. Sondaj basanli sonug verirse sahada petrol rezervi bu-
lunmasi1 muhtemel hale gelirken bagansiz olursa degersiz kayalar bulunma
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10.

11.

olasilig1 artmaktadir. Fakat test sondaj sirkete kesin sonuglar vermiyor; sa-
hada petrol varsa sondajin basan olasilig1 0.6 iken degersiz kayalarla dolu
bir sahada dahi sondajin 0.2 bagan olasilig1 bulunuyor.

a) Sondaj basanli olursa sahanin petrol rezervi icerme olasili1 ne olur?

b) Sondaj basansiz olursa sahanin petrol rezervi igerme olasilig1 ne olur?

. Farklilagtinnlmig iiriin ve eksik bilgi iceren bir Bertrand diiopolii oldugunu

varsayiniz. i firmasi igin talep g;(p;, p;) = 10 — p; — b;p; seklindedir. Fir-
malarin iretim maliyeti yoktur. 2.firmanin fiyat1 1.firmaya olan talebi yiiksek
ya da diisiik sekilde etkileyebilir. Yani b; 2/3 ihtimal ile O, 1/3 ihtimal ile 1
degerini alir. Her 2 firmada kendi b; ‘sini bilmektedir. Buna ek olarak 1.firma
b ’yi bilmektedir, fakat 2.firmanin #; hakkinda bilgisi yoktur.

a) Her bir firma igin stratejiler ne olur?

b) Bayesyen dengeyi bulunuz.

iki diisman ordu bir aday ele gegirmek igin pozisyon almiglardir. Ordularin
komutanlan “saldir” ya da “saldirma” segeneklerine sahiptir. Her iki ordu
esit olasilikla “giigli” ya da “zayif’ tir ve bu bilgiyi sadece her komutan
kendi ordusu igin bilmektedir. Ada eger ele gegirilirse M = 12 degerindedir.
Ada bir ordu saldirdiginda diger ordu saldirmazsa ele gegirilmektedir ya da
her iki ordu saldirdiginda giiglii olan ordu tarafindan ele gegirilmektedir. Her
iki ordu esit giice sahipse, ada iki ordu tarafindan da ele gegirilemez. Her iki
ordu i¢in de savag segeneginin bir maliyeti vardir. Bu maliyet eger ordu giiglii
ise s = 8, zayifise w = 10 * dir. Bir ordu saldirirken diger ordu saldirmazsa,
bu durumda maliyet s6z konusu degildir. Bu oyunu Bayesyen oyun olarak
modelleyiniz ve tiim piir-strateji Bayesyen Nash dengelerini belirleyiniz.

iki firma, iiriin farklilagtirmasinin oldugu bir oyunda Bertrand rekabeti igin-
deler. Iki firma da C(g;) = cg;, ¢ > 0 seklinde verilen ayni maliyet fonksiy-
onunna sahip. Firmalarn kargilagacag) talep fonksiyonu agagidaki gibi ver-
iliyor:

E(plap?):m{K*pl+vp]sO}7 27.7=1v27 ]=3_l'

Burada v > 0 herkesge bilinirken K iki farkl1 deger alabliyor: g olasihigiyla
K@ vel — golasiignyla K®. K degiskeninin aldig1 degeri sadece 1. oyuncu
gozlemliyor. Bu durumu Bayesyen bir oyun olarak modelleyin. Bayesyen
Nash dengesini bulun ve dengenin g olasiligina baghligini tartigin.

iki oyuncu sonlu {z1, Z2,..., Tp } kimesinden bir adet bilet almaktadir, ayrica
Ty < T2 < ... < I, . Bilet iizerindeki say1 o oyuncunun alacag 6diilii
gostermektedir. Her iki 6diilde F' dagilim fonksiyonu ile birbirinden bagimsiz
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12.

13.

ve Ozdes sekilde dagilmigtir. Oyuncular sadece kendi biletindeki sayiy1 bilmek-
tedirler. Daha sonra her iki oyuncuda esanli ve birbirinden bagimsiz olarak
birbirlerine ddiilleri takas edip edemeyeceklerini sorarlar. Eger her iki oyuncu
da takasi kabul ederse, takas gerceklesir ve birbirlerinin ddiiliinii alirlar. Oyun-
cular hedefi beklenen kazanglarini maksimize etmektir. Bu oyunu Bayesyen
oyun olarak modelleyiniz. Ve herhangi bir Bayesyen Nash dengesinde en
yiiksek ddiiliin herhangi bir oyuncunun olabilecek en kiigiik x| ddiiliinii takas
etmek istemesi oldugunu gosteriniz.

Iki firma piyasaya girip girmeyecegine karar veriyorlar. ikisi birlikte piyasaya
girerse duopol olusacak, elde edecekleri kazang azalacak ya da negatif karlar

elde edeceklerdir. Ancak iki firmadan sadece biri piyasaya girerse monopolcii
olacak ve agin kir elde edecektir. iki firma da piyasaya girme konusunda

basanisiz olursa sifir alacaklardir. Ancak piyasaya girigin maliyeti 6zel bir

bilgidir. ¢y satir oyuncusunun piyasaya girig maliyeti iken c; siitun oyun-

cusunun piyasaya girig maliyetidir.

Gir Girme
Gir l—cs,1—cp | 2—0cs,0
Girme | 0,2 — ¢, 0,0

Firmanin piyasaya girig maliyetinin 6zel bilgi oldugu bagka bir deyisle sadece
kendisinin bildigi durum s6z konusudur. Firma p olasilikla yiiksek maliyete
sahiptir, maliyeti 1,5 birimdir. 1—p olasilikla diigiik maliyete sahiptir, maliyeti
1 birimdir. Bu oyundaki Bayesyen Nash dengelerfini bulunuz

Eksik bilgi altinda oynanan bir mahkumlar ¢ikmazi oyununda 2. oyuncunun
bencil ve iyi niyetli olmak iizere iki tipi var. 1. oyuncu hangi tiple karsi
karsiya oldugunu bilmiyor.

C D C D
C |44 |06 C|66 |24
D|60]|22 D|40]02

a) Bencil bir 2. oyuncu her zaman D oynarken iyi niyetli tipin hem C hem
D oynayabilmesinin sebebi nedir?

b) 1. oyuncunun bencil bir 2. oyuncu ile kargilagma olasilif1 p olsun. Bu
eksik bilgili oyunun genisleyen-bigimli versiyonunu ¢izin.

¢) 1. oyuncunun D oynamasin bekleyen iyi niyetli bir 2. oyuncunun en iyi
tepkisi ne olur?

d) p olasiliginin hangi degerleri igin (eger varsa) Bayesyen Nash dengesinde

oynamak olur?
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14.

15.

16.

Asagidaki tabloda eksik bilgili statik bir oyun verilmektedir.

M | N M |N
A|lLlN00 A|00]00
B |00 |00 B |00]22

1. oyun 2.oyun

a) Doga oyunun hangi tabloda oynandigim esit olasilikla oynandigini be-
lirledigini varsaydigimiz durumda piir strateji Bayesyen Nash dengesini
bulunuz.

b) l.oyuncununoyunun birinci veya ikinci tabloda oldugunu biliyorken 2.o-
yuncunun bunun bilmedigi durumda piir strateji Bayesyen Nash den-
gesini bulunuz.

v kalitesinde bir iiriinii satan satici, [a, b] araliginda tekdiize dagilima sahip
olan bu iiriiniin kalitesini bilmektedir. Saticinin iiretim maliyeti yoktur. Miis-
teriler heterojendir, ve iiriine 6demeye goniillii olduklan fiyatlar farklidir, ve
bu goniilliiliik 6 ile gosterilmektedir. 6 € [0, 1] araliginda tekdiize dagilama
sahiptir. 6 tipindeki bir miisterinin v kalitesindeki bir iiriinii p fiyatindan
aldiginda olugan faydasi ige sOyle tamimlanmigtir:

UB,v)=0v-1p

Miisteriler iiriinii almak istemezse faydasi O olacaktir. Ayrica k iiriiniin serti-
fikalandinlma bedelidir. Sertifikal bir iiriiniin v degerinin arttig bilinmekte-
dir.

a) Tam bilgi altinda v kalitesindeki bir iiriinii p fiyatindan satildiginda
olusan toplam talebi hesaplayiniz.

b) Tam bilgi altinda v kalitesindeki bir iiriiniin saticisi i¢in kar fonksiy-
onunu hesaplayiniz.

c) Sertifikalandirma ile ilgili Bayesyen oyundaki Nash dengesini bulunuz.(
iiriiniin v kalitesi hakkinda eksik bilgi vardir). Bu durumda eger v tipli
iiriin sertifikali ise herhangi bir v’ > v de sertifikalidir; eger v tipli iiriin
sertifikasiz ise herhangi bir v' < v ‘de sertifikasizdur.

Asagidaki tabloda Cinsiyetler Savasi oyunun baska bir versiyonu verilmekte-
dir. Eksik bilgili staik bir oyunu seklinde tasarlanmigtir. Bu oyunda Yusufile
Feride ayn1 anda operaya gitmek veya evde kalmak gibi iki harekete sahiptir.
Fakat oyunun nasil gelistigi Feride’nin morali ile de ilgilidir. Ciinkii Feride
kendini iyi hissediyorsa (moralli) bagka bir oyun (tablo 1°de gosterilen) fakat
eger moralsiz ise bagka bir oyun oynanacaktir (tablo 2). Feride kendisinin
moralli veya moralsiz oldugunu bilirken Yusuf bunu bilmemektedir. Yusuf, p

225



17.

18.

19.

olasilikla Feride’nin moralli, 1 —p olasilikla da moralsiz oldugunu diisiinmektedir.

Bu durumda sizden istenen (Opera, (Opera eger moralliyse, evde kal eger
moralsizse)) Bayesyen Nash dengesinin olmasini saglayacak olasilik araligim
bulunuz (satir oyuncusu Yusuf, siitun oyuncusu Feride’dir).

opera | evde kal opera | evde kal
opera 2,1 0,0 opera 2,0 0,2
evdekal | 0,0 1,2 evde kal | 0,1 1,0
1. durum (moralli) 2.durum (moralsiz)

Emre ile Bang bir tartismaya giriyorlar. Emre, Bang’in zayif mi giiglii mii
oldugunu bilmemektedir. Fakat p olasilikla giiglii, 1 — p olasilikla da zay:f
oldugunu diisiinmektedir. Emre ise kendi durumunu bilmektedir. Her ikisi
de ya uzlasacaklar ya da kavga edeceklerdir. Oyunun faydalan asagida her
iki durum igin ayn ayn verilmektedir (satir oyuncusu Emre, sutiin oyuncusu
Bang’dir).

kavga | uzlagma kavga | uzlagma
kavga -1,1 1,0 kavga 1,-1 1,0
uzlagma | 0,1 0,0 uzlagma | 0,1 0,0
1. durum (giiglii) 2.durum (zayif)

a) Egerp < 1/2 ise tek bir piir miikemmel Bayesyen Nash dengesi oldugunu
gosteriniz.

b) Eger p > 1/2isetek bir piir miikemmel Bayesyen Nash dengesi oldugunu
gosteriniz.

c) Eger p = 1/2 olursa ne olur?

iki diigman ordu bir aday: ele gegirmek igin pozisyon almiglardir. Ordularin
komutanlan “saldir” ya da “saldinna” segeneklerine sahiptir. Her iki ordu
esit olasilikla “gii¢li” ya da “zayif” tir ve bu bilgiyi sadece her komutan
kendi ordusu i¢in bilmektedir. Ada eger ele gegirilirse M = 10 degerindedir.
Ada bir ordu saldirdiginda diger ordu saldirmazsa ele gegirilmektedir ya da
her iki ordu saldirdiginda giiglii olan ordu tarafindan ele gegirilmektedir. Her
iki ordu esit giice sahipse, ada iki ordu tarafindan da ele gegirilemez. Her iki
orduigin de savag seceneginin bir maliyeti vardir, bu maliyet eger ordu giiglii
ise s = 6, zayif ise w = 8 'dir. Bir ordu saldirirken diger ordu saldirmazsa,
bu durumda maliyet s6z konusu degildir. Bu oyunu Bayesyen oyun olarak
modelleyiniz ve tiim piir-strateji Bayesyen Nash dengelerini belirleyiniz.

Iki firma aym anda yeni bir piyasaya girip girmemeye karar veriyor. Tek bir
firma girerse tekel kan, 7™, elde edilecektir. iki firma birden girerse duopol
olusacak ve iki firma da 7% miktannda kir elde edecek (7™ > 7¢ > 0).
Piyasaya girig maliyeti, 8;, iki firma igin de [0, Omax] arasindaki homojen
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20.

dagiimdan bagimsiz olarak cekiliyor ve maliyetler firmalann 6zel bilgisi
olarak kaliyor. Bu oyunun normal-bi¢imli temsilini yazin ve piir stratejileri
gosterin. Bayesyen Nash dengesini bulun

Farkli mallar iireten ve Bertrand rekabetinde bulunan iki firmali bir piyasa
diigiinelim. 4 firmasinin talebi ¢;(p;, pj) = @ — p; — b;.p; seklindedir. Her
iki firma igin de iiretim maliyetinin olmadigini varsayalim. ¢ firmasinin j
firmasinin fiyatina verdigi tepki ikame derecesine baglh olarak diisiik veya
yiiksek olabilir. Yani b;’nin diizeyini by (yiiksek tepki) veya by (diisiik
tepki) ile ifade edelim, burada by > b; > O sekIndedir. Her firma igin
olasilikla b; = by iken, 1 — a olasilikla b; = by seklindedir. Her firma kendi
b; diizeyini bilirken diger firmamnkini bilmemektedir. Bu durum herkesin
ortak bilgisidir. Oyuncularin hareketlerini, tiplerini, inanglarim1 ve fayda
fonksiyonlarim tamimlayiniz. Bu oyunun Bayesyen Nash dengesini bulunuz.
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BOLUM D

Eksik Bilgili Dinamik Oyunlar

51 Giris

Daha once gordiigiimiiz tiim oyunlarda, oyuncular karar verirken bir anlamda
miikemmel bilgiye sahip degillerdi. Omegin stratejik-bigimli bir oyunda, bir oyuncu
hareket ederken diger oyuncularin hangi hareketi sectigini bilmez; miikemmel bil-
gili genigleyen-bicimli bir oyunda bir oyuncu, diger oyuncularin gelecekte plan-
ladig1 hareketleri bilmez; Bayesyen bir oyunda bir oyuncu diger oyunculann ne
ozel bilgisini ne de yapacag hareketleri bilir. ,

Eksik bilgili dinamik oyunlarda da benzer bir durum s6z konusudur. Bu oyun-
larda oyuncular diger oyuncularin (tamaminin veya bazilarinin) daha 6nce se¢mis
olduklan hareketleri tam olarak bilmedikleri gibi 6zel bilgilerini de bilmezler. Bu
yiizden bu tiir oyunlarda, daha once gordiigiimiiz gibi, oyuncular hareketlerini
segerken bilinmeyen parametreler hakkindabeklentiler olustururlar. Fakat bu oyun-
lardaki beklenti olugturma bi¢imi daha once gordiiklerimizden biraz farklidir.
Stratejik-bi¢imli oyunlardakinden farkli olarak, beklentiler sadece oyuncularin
denge stratejilerinden tiiretilmez, ¢iinkii oyuncular bazen denge davranig! ile tu-
tarli olmayan durumlarla da kargilasabilirler. Yani Bayesyen oyunlardakinin ter-
sine beklentiler sadece denge davranisi ve sans hareketleri (Doga’nin hareketleri)
hakkindaki bilgiden tiiretiimez. Bu oyunlarda miikemmel bilgili genisleyen-bigimli
oyunlarindakinin tersine, beklentiler sadece gelecekteki davraniglar iizerine kurul-
maz ayni zamanda gec¢mis olaylarla da iligkilendirilir.

Eksik bilgili dinamik oyunlardaki mantigin en iyi goriildiigii oyunlar sinyalleme
oyunlandir. Bu oyunlarda lider-takipgi iligkisi iginde, lider 6zel bilgiye sahip ve ilk
hareket eden kisidir. Takipgi hareketini segmeden 6nce liderin hareketini gbzlemler
fakat hangi tipte oldugunu bilemez. Ornegin Spence (1974)’iin is piyasas1 mod-
elinde oldugu gibi, lider ig¢idir ve kendi verimliligini bilir ve egitim karanni ver-
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mek zorundadir; takipgi oyuncu ise finnadir ve is¢inin egitim diizeyini gézlemler
fakat verimliligini gdzlemleyemez. Bu durumda ne kadar iicret teklifinde bulun-
mas1 gerektigi konusunda karanni vermek zorundadir. Dolayisiyla is¢i egitim dii-
zeyini belirledikten sonra, firmanin Onerecegi iicret, is¢inin verimliligi hakkindaki
inanglarina, o da gozlemledigi egitim diizeyine gore belirlenecektir.

Bu boliimde ilk once bu tiir oyunlar igin geligtirilen bir denge kavram olan
miikemmel Bayesyen dengeyi tanitacagiz. Boylece daha 6nce gordiigiimiiz denge
kavramlarinin -yani tam bilgili statik oyunlardaki Nash dengesi, tam bilgili dinamik
oyunlardaki altoyun miikemmel Nash dengesi ve eksik bilgili statik oyunlardaki
Bayesyen Nash dengesi- yanina, yeni bir denge kavrami olan miikemmel Bayesyen
dengeyi ekleyecegiz. Bu denge kavramlan ayn oyun kategorileri igin geligtirilmig
olsa da birbiriyle yakindan iligkilidir. Oyun yapilan daha kompleks hale geldikge
makul olmayan dengeleri elemine etmek i¢in daha gii¢lii denge kavramlarnna ihtiyag
duyulur. Fakat daha gii¢lii denge kavrami daha basit oyunlar i¢in de gegerlidir.
Yani dmegin miikemmel Bayesyen denge, statik eksik bilgili oyunlardaki Bayesyen
Nash dengesine, tam bilgili dinamik oyunlardaki altoyun miikemmel Nash denge-
sine ve tam bilgili statik oyunlardaki Nash dengesine denk bir denge kavramdir.

Miikemmel Bayesyen denge, Bayesyen Nash dengesini rafine etmek igin
(yani dengenin gerekli kosullarim giiclendirmek igin) gelistirildi. Bu durum
altoyun miikemmel Nash dengesinin, Nash dengesini rafine etmesindeki mantikla
aymdir. Yani Nash dengesi tehditlerin ve sz vermelerin inandinciligim dikkate al-
madigindan dinamik oyunlarda altoyun miikemmellik kavram geligtirildi. Benzer
bir problem Bayesyen Nash dengesi igin de gecerlidir. Eger oyunculann strate-
jileri altoyun miikemmel Nash dengesi ise bu onlarin sadece Nash dengesi degil
ayn1 zamanda her altoyunda Nash dengesi olmasi gerektigini zorunlu kilar. Fakat
burada altoyun kavrami yerine siirek oyunu (continuation game) kavrammm kul-
laniyoruz. Siirek oyunu herhangi bir oyuncunun bilgi kiimesidir ve bundan son-
raki bilgi kiimeleri, hareketler ve fayda fonksiyonlarindan olusur. Benzerlik ku-
rarsak, eger oyuncular miikemmel Bayesyen denge stratejilerini takip ediyorlarsa,
bu stratejiler sadece tiim oyun icin Bayesyen Nash olmakla kalmayacak aym za-
manda her siirek oyunda da Bayesyen Nash dengesi olacaktir.

Miikemmel Bayesyen Nash dengesini tamittiktan sonra, bu denge kavraminin en
fazla uygulandig1 oyunlar ohn sinyalleme oyunlarnna bakacagiz. Daha sonra Kreps
ve Wilson (1982) tarafindan gelistirilen ardisal denge kavramim inceleyecegiz.
Ardisal denge kavrami miikemmel Bayesyen denge kavramiile benzer bir kavramdir
fakat oyunculann inanglari konusunda daha fazla kisitlama koyar. Bu da denge
konusunda daha kisitlayici bir tanimlama demektir.

Daha sonra Selten (1975)'nin gelistirdigi titreyen-el milkkemmel denge ve
Myerson (1978)’in gelistirdigi ¢z denge (proper equilibrium) kavramlarina baka-
cagiz. Daha ¢ok statik oyunlann rafine edilmesi baglaminda diigiiniilen bu denge
kavramlan, daha makul bir denge elde edebilmek adina oyunculann kiigiik bir
olasilikla da olsa hata yaptiklarim dikkate alirlar.
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5.2 Miikemmel Bayesyen Nash Dengesi

Miikemmel Bayesyen Nash dengesinin ne oldugunu ilk Once somut bir drnek
tizerinden tartisalim. Sekil 5.1’te verilen miikkemmel olmayan bilgili oyunu diisiine-
lim. i1k olarak 1. oyuncu A, B ve C hareketleri arasinda bir segim yapsin. Eger 1.
oyuncu C hareketini segerse 2. oyuncuya hareket siras1 gelmeden oyun biter. Fakat
eger 1. oyuncu A veya I3 hareketini segerse, 2. oyuncu C hareketinin segilmedigini
diigiinecek (fakat A veya B'den hangisinin segildigini bilemeyecek) ve sonra A’
veya C’ hareketini segecektir. Bundan sonra da oyun biter ve her oyuncunun olugan
strateji profiline gore fayda diizeyi belirlenir.

(1.3)

A C
Al 21]0,0
8| 02| 01
cl13/13
(2.1) (0,0) (0,2) (0.1)
Sekil 5.1

Bu oyunun $ekil 5.1°deki tabloda verilen stratejik-bigimli gosteriminde, iki
Nash dengesinin oldugunu goriiriizz (A, A’) ve (C,C’). Bu Nash dengelerinin
altoyun miikemmel oldugunu goéstermek ve oyunun altoyunlarim tammlamak igin
genigleyen-bi¢imli gosterimini kullanmaliyiz. Dikkat édilecegi gibi, oyunun ken-
disi diginda tek bir altoyun yoktur. Eger bir oyun kendis;j diginda bir altoyuna sahip
degilse, altoyun-miikemmeligin gerektigi kosul (yani oyunculann stratejilerinin
her altoyunda Nash dengesi olmasi) basitge biitiin oyun igin saglanir. Dolayisiyla
altoyunu olmayan oyunlarda altoyun miikemmel Nash dengesi, Nash dengesinin
tammina denk bir tammdir. Bu durumda (A, A’) ve (C, C’) Nash dengeleri aym
zamanda altoyun milkemmel Nash dengeleridir. Fakat agik¢a (C, C’) inandinc
olmayan bir tehdide baghdir: 2. oyuncu kendisine hareket sirasi geldiginde, A’
hareketini oynamanin C’ hareketine baskin oldugunu gérecektir. Boylece 1. oyuncu,
2. oyuncunun kendisini C’ hareketini oynamakla tehdit etmesine inamp C hareke-
tini oynamaya yonlendirilemeyecektir.

Dolayisiyla denge kavramimi giiglendirmemiz gerekir, yani oynanmasi makul
goziikmeyen altoyun miikemmel Nash dengesi olan (C, C’) strateji profilini devre
dig1 birakacak kosullar tanimlamaliy1z. Asagidaki iki kosulu empoze etmekle buna
baglayabilinz:

1. Kogul. Her bilgi kiimesinde, hareket sirasi gelen oyuncu vanlan bilgi
kiimesinde hangi noktada olduguna dair bir inan¢ olusturmak zorundadir. Tekil
olmayan bilgi kiimesi igin olusturulan inang, bu bilgi kiimesindeki noktalar igin
tamimlanan bir olasilik dagilimidir. Tekil bilgi kiimesi iginde tek bir karar noktasi
oldugundan oyuncunun bu noktada olma olasilig: birdir, dolayisiyla oyuncu kesin
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olarak hangi noktada oldugunu bilir.

Daha formel ifade edersek, herhangi bir s strateji profili i¢in, her ¢ € N oyun-
cusunun her h; € H; bilgi kiimesinde, i oyuncusu %, bilgi kiimesine vardigini
ogrendiginde bu bilgi kiimesi igindeki karar noktalar i¢in inanglar olusturur; bun-
lan p;(h;) € A(h;) seklinde ifade ederiz. Burada olugturulan p;(h;) € A(h;)
inanglan bilgi kiimesindeki karar noktalari iizerine tanimlanan olasilik dagilimidir.
Her oyuncunun inanglarindan olusan inang profili ise p = (p;...... pn) seklinde
ifade edilir.

2. Kogul. Oyuncularin inanglan verildiginde, oyuncularin stratejileri ardisal
rasyonel olmalidir, yani hareket sirasi gelen oyuncunun her bilgi kiimesindeki
hareketi (ve takip eden stratejisi) bu bilgi kiimesinde oyuncunun inanglan ve diger
oyuncularin takip eden stratejileri verildiginde optimal olmalidir, yani Nash denge
stratejisi izlenmelidir.

Herhangi bir ¢ oyuncusunun, h; € H; bilgi kiimesi ile tanimlanan siirek oyu-
nunu diiiinelim ve bu bilgi kiimesinde inanglarin p;(h;) oldugunu varsayalim. Bu
siirek oyununda oynanan (s, p) strateji-inang profili Nash dengesi olmalidir.

Siirek oyununun ne oldugunu burada biraz daha agalim. Daha 6nce bir
altoyunun tekil bir bilgi kiimesi ile olugtugunu ve bundan sonraki tiim karar nok-
talarini igerdigini belirtmigtik. Yani altoyunun bilgi kiimeleri, hareketleri ve fayda
diizeyleri baglangigta verilen oyunun bir tiir kiigiiltiilmesiyle olugur. Simdi altoyun
kavramim genellestirip, siirek oyun kavramini kullanabiliriz. Siirek oyunu herhangi
bir oyunun bilgi kiimesidir ve bu bilgi kiimesi yine bir tiir sinirlamayla bundan son-
raki bilgi kiimeleri, hareketleri ve fayda fonksiyonlarindan olusur. Eger ilk bilgi
kiimesi tekil degilse, bu siirek oyun altoyun degildir ¢iinkii ilk karar noktasi ol-
madigindan bu siirek oyunu kendi i¢inde bir oyun olarak oynanamaz. Bu yiizden
siirek oyununu tarif ederken, ilk bilgi kiimesindeki karar noktalar iizerine olasilik
tanimlamaliyiz.

Sekil 5.1°de 1. kosul sunu ima eder: Egeroyunda 2. oyuncu tekil olmayan bilgi
kiimesine vardiysa (yani bu bilgi kiimesi ile tanimlanan siirek oyununda isek; bu
Sekil 5.2°de gosterilmektedir), 2.oyuncu hangi karar noktasina varildig1 hakkinda
bir inang¢ olusturacaktir, yani 1. oyuncunun A veya B hareketini mi oynadig
konusunda bir inang olusturacaktir. Omegin 2. oyuncu siirek oyununda sol karar
noktasinda olma olasﬂnﬁmn p ve sag karar noktasinda olma olasthginin ise 1 — p
olduguna inansin.

2 I 2 [1-p) A c
/\C, W \¢ 2p, 2-p|0, 1-p
(2,1) 0,0) 0,2) 0,1)

Sekil 5.2 ikinci oyuncu igin siirek oyunu

Sekil 5.2’de gosterilen siirek oyununda A’ tek Nash dengedir giinkii C’ hareketi
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2. kosuldan hareketle mahkum strateji olmasindan dolayi elenir. Bunu biraz agalim.
2. oyuncunun (p, 1 — p) inanc1 veri alindiginda, C’ hareketini oynamaktan dolay:
beklenen faydasi p.0 + (1 — p).1 = 1 — p iken, A’ hareketini oynamaktan dolay:
beklenen faydas: ise p.1 + (1 — p).2 = 2 — p’dir. Herhangi bir p degeri igin
2 — p > 1 — p oldugundan, 2. kogul 2. oyuncunun C’ hareketini oynamamasi
gerektigini soyler. Bu yiizden basit bir sekilde oyundaki her oyuncunun bir inanca
sahip oldugu ve bu inang veri alindiginda optimal hareket ettigi diisiiniildiigiinde,
(C, C") dengesinin mahkum strateji profili oldugu igin elenmesi gerekir (Sekil
5.2’deki stratejik-bigimli gosterime bakin).

Burada unutulmamasi gereken 6nemli noktalardan biri sudur: 1. ve 2. kosullar
oyunculann inanglara sahip oldugunu ve veri inanglarina uygun olarak optimal
hareket ettiklerini belirtir. inanglarin makulliigii ile ilgilenmez.

Bu arada oyuncularin inanglan iizerinde daha fazla kosul empoze etmek igin
denge patikasi iizerindeki bilgi kiimeleri ve denge patikasi disindaki bilgi kiimeleri
ayrnimini yapmamiz gerekir.

Tamim 5.1 Oyunun denge stratejilerine gore oynanmasit durumunda pozitif
olasilikla bir bil gi kiimesine variltyorsa, bu bilgi kiimesi denge patikasindadir denir.
Fakat denge stratejilerinin takip edilmesi durumunda bir bilgi kiimesine kesinlikle
varilamayacaksa, bu bilgi kiimesine de denge-dist patikadadir denir.

Simdi miikemmel Bayesyen dengenin daha da giiglendirilmesi igin gerekli diger
bir kogulu daha empoze edebiliriz.

3. Kosul. Denge patikasindaki bilgi kiimelerir}de, inanglar Bayes kurali ve
oyunculann denge stratejileri tarafindan belirlenir.

Sekil 5.1°deki (A, A’) altoyun miikemmel Nash dengesinde 2.0yuncunun inanci
p = 1 olmak zorunda oldugunu gosterdik. Yani l.oyuncunun denge stratejisi veri
alindiginda (yani A), 2.oyuncu bilgi kiimesindeki hangi noktaya vanldigin bilir.

Diger yandan, 2. oyuncunun 1. oyuncu hakkinda farkl bir inang olusturdugunu
da diisiinebiliriz. Omegin 2. oyuncu, 1. oyuncunun q; olasilikla A hareketini, g2
olasilikla B hareketini ve 1 — q; — g2 olasilikla da C hareketini oynadig bir karma
stratejiyi takip ettigini diigiinebilir. 3 .Kosul (yani inanglann Bayes kurali ve buna
uygun denge stratejilerin takip edilmesine gore) 2. oyuncunun, 1. oyuncunun A
hareketini oynama olasiligina dair inancimin p = ¢;/(q1 + ¢2) olmasini gerektirir.
Bu olasilik 1. oyuncunun C’yi oynamamasi veriyken A’y1 oynama olasiliginin
Bayes kurali (4.1)’den tiiretilmesiyle elde edilen inangtir.

1-3 kogullari, miikkemmel Bayesyen dengenin 6ziinii ifade eder. Bu kogullarla,
denge tamimlanirken inanglar stratejiler diizeyine yiikseltilir. Bir denge artik sadece
her oyuncunun bir stratejiye sahip olmasim degil, bunun yaninda oyuncunun her
hareketi sirasinda bilgi kiimesindeki inanglarini da igerir. Oyunculann inanglanm
bu sekilde agikga ifade etmenin avantaji, oyuncularin daha 6nce de soylendigi gibi,
inandincr stratejilerini segtiklerini ifade etmektir.

Diger yandan, oyuncular 3. kosulda belirtildigi gibi sadece denge patikasinda
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degil, ayn1 zamanda denge-dis1 patikada da makul inanglara sahip olmalidir. Denge-
dis1 patikadaki makul inanglanin varligimi agagidaki 4. Kosulla ifade edelim.

4. Kogul. Denge-dis1 patikalardaki bilgi kiimelerinde, miimkiin oldugu yer-
lerde, inanglar Bayes kurali ve oyuncularin denge stratejileri ile belirlenir.

4.kosuldan tam olarak ne anladifimiz1 belirtelim ve ayrica bu kosuldaki
’miimkiin oldugu yerlerde” sé6ziiniin ne oldugunu agikliga kavusturalim. Bunun
igin ilk 6nce agagida verilen oyun 6rmeklerine bakalim.

Sekil 5.3’te verilen oyun, bir altoyuna sahiptir. Bu altoyun 2. oyuncunun tekil
bilgi kiimesinde baglar (yani 1. oyuncu D hareketini oynadiktan sonra baglayan
altoyun). Burada oyun 2. ve 3. oyuncu arasinda oynanir ve tek bir Nash dengesi
vardir, o da (L, R’) strateji profilidir. Boylece tiim oyunun tek altoyun miikkemmel
Nash dengesi (D, L, R') olur. 3. oyuncunun stratejileri ve p = 1 inanc1 1-3
kosullarini saglar (siz de kontrol ediniz). Bunlar aym zamanda 4. kogsulu da saglar.
Ciinkii bu denge patikasinin diginda bir bilgi kiimesi olmadigi i¢in 4. kogul direkt
saglanir.

(2,0,0)

(121 (33,3) ©12)  (011)

Sekil 5.3

Simdi de 3. oyuncunun inancinin p = 0 oldugu durumda, (A, L, L) strateji
profiline bakalim. Bu strateji profili Nash dengesidir, dolayisiyla higbir oyuncu
tek tarafli bir sapma gostermeyecektir. Bu strateji profili ve inan¢ ayn1 zamanda
1-3 kosullarin1 saglar. 3. oyuncu bu inang dogrultusunda optimal davranir ve
1. ve 2. oyuncular diger oyunculann takip eden stratejileri veri alindiginda optimal
davranirlar. Fakat bu Nash dengesi altoyun miikemmel degildir, ¢iinkii oyundaki
tek altoyunun tek Nash dengesi (L, R’)’dir. Dolayisiyla 1-3 kosullar1 oyuncunun
stratejilerinin bir altoyun miikemmel Nash dengesi olmasin garanti etmez. Bu-
rada problem, 3. oyuncunun inancinin (p = 0), 2. oyuncunun L stratejisi ile
tutarsiz olmasidir. Fakat 1-3 kosullan 3. oyuncunun inanci konusunda herhangi bir
kisitlama empoze etmez ¢iinkii eger oyun belirlenen stratejilere gére oynansaydi
3.oyuncunun bilgi kiimesine vanlamazdi. Fakat 4. kosul, 3. oyuncunun inancinin,
2. oyuncunun stratejisi tarafindan belirlenmesini empoze eder: Eger 2. oyuncunun
stratejisi L ise 3. oyuncunun inanci p = 1 olmak zorundadir; eger 2. oyuncunun
stratejisi K ise 3.oyuncunun inanct p = 0 olmak zorundadir. Fakat eger 3. oyun-
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cunun inanc1 p = 1 ise bu durumda 2. kosul (siras1 geldiginde optimal davranma
kosulu) 3. oyuncunun stratejisinin R’ olmasim gerektirir, boylece (A, L, L’) strateji
profili ve p = 0 inanc1 1-4 kosullarim saglamaz.

4. kosulu anlamak igin kullanacagimiz diger bir 6mek de Sekil 5.4’te gosteril-
mektedir. Bu 6rekte 2. oyuncu oyunun bitmesine neden olan A’ gibi iigiincii bir
olas1 harekete sahip olsun. Basit olmas: i¢in oyundaki fayda diizeylerini ihmal ede-
lim. Daha 6nce oldugu gibi, eger 1. oyuncunun denge stratejisi A ise, 3. oyuncu-
nun bilgi kiimesi denge-dis1 patikadadir. Dolayisiyla simdi 4. kosul 2. oyuncunun
stratejisinden 3. oyuncunun inancim belirleyemeyebilir. Eger 2. oyuncunun strate-
jisi A’ ise, 4.kogul 3. oyuncunun inanglar1 konusunda bir sinirlama koyamaz. Fakat
eger 2. oyuncunun stratejisi L hareketini ¢, olasilikla, R hareketini g olasilikla ve
A’ hareketini 1 — q; — g2 olasilikla oynamak seklinde olursa, 4.kogul 3. oyuncunun
inancinin p = q,/(q1 + ¢2) olmasi gerektigini zorunlu kilar. Yani 3. oyuncu-
nun bilgi kiimesinde baglayan siirek oyunun sol karar noktasinda olma olasiligi,
yani 3. oyuncunun inanci, 2. oyuncunun A’ hareketini oynamamasi veriyken L
hareketini oynama olasihgi, p = q;/(q1 + ¢2) oldugu seklindedir.

Sekil 5.4

Bu dort kosuldan hareketle artik miikemmel Bayesyen dengeyi tanimlayabiliriz.

Tamm 5.2 Miikemmel Bayesyen denge 1-4 kogullarini saglayan stratejiler ve
inanglardan olugur.

Miikemmel Bayesyen denge kavrami basitge bir stratejiler ve inanglar kiimesidir;
buna strateji-inang profili de denir. Buna gore oyunun herhangi bir agamasinda
stratejiler inanglara gore optimaldir ve inanglar da denge stratejilerinden ve Bayes
kuralindan tiiretilir.

Miikemmel Bayesyen dengeyi diger denge kavramlanyla iliskilendirirsek sunu
sOyleyebiliriz: Bir Nash dengesinde, her oyuncunun stratejisi diger oyunculann
stratejilerine en iyi tepki olmak zorundadir; boylece higbir oyuncu baskin mahkum
bir stratejiyi segmez. Miikemmel Bayesyen dengede, 1. ve 2. kosullar herhangi bir
bilgi kiimesinde hi¢bir oyuncunun stratejisinin kesin mahkum strateji
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olamayacagin ifade eder. Nash ve Bayesyen Nash dengeleri denge-dis1 patikadaki
bilgi kiimelerinde bu 6zelligi tagimaz. Dahasi altoyun miikemmel Nash dengesi
bile denge-dis1 patikada bu 6zelligi tagimaz. Miikemmel Bayesyen denge bu tiir
bosluklan kapatir. Kisaca oyuncular denge-disi patikadaki herhangi bir bilgi kii-
mesindeki kesin mahkum stratejileri oynamakla tehdit edilemez.

Miikemmel Bayesyen denge kavraminin onemli 6zelliklerinden biri, oyuncu-
lann inanglanm agik hale getirmesidir. BoOylece sadece 3. ve 4. kosullan em-
poze etmekle kalmaz, denge-dis1 patikadaki kosullar1 da empoze eder. Miikemmel
Bayesyen denge, ¢ oyuncusunun denge-dis1 bilgi kiimesindeki kesin mahkum bir
stratejiyi oynamasini engellediginden, j oyuncusunun, 7 oyuncusunun bdyle bir
stratejiyi oynayacagina inanmasi makul degildir. Simdi bu dort kosul iizerinden
miikemmel Bayesyen dengesini bulabilecegimiz bir ormege bakalim.

Ornek 5.1

Sekil 5.5(a)’da verilen genigleyen-bi¢imli oyunda, belirli bir p € [0, 1] igin
strateji-inang profilinin s = (U, a, d; l; p) oldugunu diigiinelim.

(2.3) (0,1 0.1) (3.4) (2.3) (0.1) (0.1) (3.4)
(@) (b)

Sekil 5.5 (a) Genisleyen bigimli bir oyun ve (b) ikinci oyuncunun bu oyunda karsilastig
siirek oyunu

2. oyuncunun bilgi kiimesinde baglayan siirek oyununu diisiinelim (Sekil 5.5(b)).
2. oyuncunun bilgi kiimesinde baglayan siirek oyununa gore, s strateji profilinin 2.
kosul testini gecip ge¢medigine bakalim. Bunun igin siirek oyun igin stratejik-
bigim olusturabiliiz. Omegin, (a, c;[) simirlandinlmig strateji profiline gore bek-
lenen fayda vektorii p.(2,3) + (1 — p).(0,1) = (2p,2p + 1) seklindedir. Benzer
hesaplamalar diger tiim strateji profilleri igin de yapilabilir. Bunlar Tablo 5.1°de
gosterilmektedir.

Bu siirek oyununda s strateji profilinin 2. kosulu gegmesi igin, (a,d;; p)
strateji profilinin Bayesyen Nash dengesi olmas: gerekir. Bu da 2. oyuncunun
(a,d) strateji profilinin 1. oyuncunun [ stratejisine en iyi tepkisi olmasim gerek-
tirir, yani

3 — p > max{2p,0,3 — 3p}.

235



l
(a,c) 2p,1 4+ 2p
(a,d) | 3—pd-—p
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Tablo 5.1

Bu her p € [0, 1] igin dogrudur. 2.oyuncunun (a, d) stratejisine en iyi tepkisinin [
olmasi icin de su kogul saglanmalidir:

4—-p>6-—4p.

Bu daancak p € [2/3, 1] ise gegerlidir. Bu yiizden, (a,d;; p) egerp € [2/3, 1] ise
bu siirek oyunun Bayesyen Nash dengesidir.

Acaba 2. oyuncunun bilgi kiimesinde baglayan siirek oyununda [ kesin mahkum
strateji midir? Bu durum ancak agagidaki durum saglanirsa miimkiindiir:

6 —4p > max{1 + 2p,4 — p,1,4 — 3p} = 4 — p, dolayisiylap < 2/3.

Fakat dikkat edilirse, 1. ve 2. kosullar Nash dengesini dahi elde etmek igin
giiclii kosullar degillerdir. Sekil 5.6’da verilen oyuna bakalim. Bu oyunda 6megin
(U,m;p = 0) strateji-inang profili, 1.ve 2.kogullan saglasalar bile oyunun Nash
dengesi degildir. Bunun igin de 3.kosul devreye girer. Yani dengede oyunculann
inang¢lannin dogrulugunu garanti altina alan kosula ihiyacimiz vardir.

vl 21]00]
D 00|01

(2.1) (0,0) (0,0) (0.1)

Sekil 5.6 1-2 Kosullan Nash dengesini bile garanti altina almaz

Bu kogsul Nash dengesi olmayan (U, r; p = 0) strateji profilini devre dig1 birakir.
1. oyuncunun U stratejisini segtigini veri aldigimizda, 2. oyuncunun kendi bilgi
kiimesindeki inanci, U stratejisi lizerinde yogunlagmasini (tiim agirligim bu strate-
jiye vermesini) gerektirir, yani p = 0 yerine p = 1 olmalidur.

Fakat 3. kosul da, geriye kalan strateji-inang profillerinin altoyun miikemmel
olmasim saglayamaz. $ekil 5.7°deki oyunu diigiinelim. 2. oyuncunun tekil bilgi
kiimesinde baglayan altoyunu diisiiniin. Bu altoyun tek bir Nash dengesine, (U, ),
sahiptir. Bu yiizden tiim oyunun tek bir altoyun miikemmel dengesi vardir, o da
(B, U, r)"dir. Her bilgi kiimesi patika iizerindedir ve Bayes kurali p = 1 olmasim
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ima eder. Boylece (B. U, r : p = 1) strateji-inang profili 1-3 kogullarini saglar.

1 A

(2,0,0)

(1,2.1)  (3,3.3) (0,1,2) (0,1,1)

Sekil 5.7 1-3 Kosullari oyunalti miikemmelligi garanti altina almaz

Simdi de (A, U, l: p = 0) strateji-inang profilini diigiinelim. Bu strateji-inang
profili Nash dengesidir ve 1-3 kosullarimi saglar. Dikkat edilirse, 3. oyuncunun
bilgisi patika-disidir ve bu yiizden 3. kosul p olasilig1 iizerine herhangi bir kisit
koymaz. Fakat bu profil altoyun miikemmel degildir ¢iinkii daha dnce altoyun
miikemmelligin 2. ve 3. oyunculann (U, r) stratejisini oynamalanm gerektirdigini
gormiigtiik. 3. oyuncunun bilgi kiimesine varmanin tek yolu 1. oyuncunun B
hareketini segmesidir. Bu durumda, strateji profiline gore, 2. oyuncu U hareketini
secerdi. Bu yiizden 3. oyuncu, kendi bilgi kiimesine varma kosuluna bagl olarak,
kendisinin soldaki karar noktasinda olacagim ¢ikarsamali ve bu yiizden p = 0’dan
ziyade p = 1 olduguna inanmalidir. Bu yiizden 4. kosul altoyun miikemmel ol-
mayan dengeleri elemine eder (hatirlanacak olursa, 4. kosul, herhangi bir denge-
dis1 patikadaki inanglarin, miimkiin oldugu yerde Bayes kuralina gore ortaya gikan
strateji profili tarafindan belirlenmesiydi).

Diger yandan, bazen miikemmel Bayesyen dengenin buldugu sonuglara da
itiraz edilebilir ¢iinkii bu dengeler siipheli patika-dig1 inanglara dayanabilir. Buna
bir ek verelim.

Ornek 5.2

Sekil 5.8’de’ﬂrerilen oyunu diisiinelim. Bu oyunda Alper (1. oyuncu ) ve Dilek
(2. oyuncu) birlikte oynamaktadir. Oyunun iki piir strateji milkkemmel Bayesyen
dengesi oldugu goriilmektedir: (U,l: p = 1) ve {(A,r;p); p € [0,1/2]}.

Bu dengelerden ikincisinde, Dilek’in bilgi kiimesi patika-digidir. Bu bilgi kii-
mesine varnldigi veri alindiginda, bu bilgi kiimesine Alper’in D hareketi yoluyla
vanlma olasili1 pozitiftir. Fakat stratejik-bigimli gosterime bakilirsa, D hareke-
tinin, Alper’in A hareketi ile mahkum edildigi goriiliir. Diger yandan, U mahkum
edilemez. Eger Dilek, beklenilenin tersine Alper’in A hareketini segmedigini goz-
lemlerse Dilek, Alper’in gergek seciminin ne olduguna inanmali? Alper acaba U
hareketini mi yoksa D hareketini mi segti?
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D‘ 1,0 9'1,J'

al22 2,2}
ula1log’
[

(3.1) (0,0) (1,0) 0.1)

Sekil 5.8 Miikemmel Bayesyen denge rafine edilebilir

Alper A baskin stratejisi yerine D hareketini oynayarak asla daha karli bir
davranigta bulunmug olmazdi. Fakat Alper eger Dilek’in ! hareketini oynayacagim
diisiinseydi U hareketini oynayabilirdi, bu da Alper’e 2 yerine 3 birimlik fayda
saglardi. Bu yiizden Alper’in U yerine D hareketini oynamasina sifir agirhik
verilmelidir. Yani Dilek’in bilgi kiimesi patika digidir, dolayisiyla, p = 1 olmaldr.
Kisaca her oyuncu diger bir oyuncunun belirli bir bilgi kiimesindeki kesin mahkum
bir stratejiyi oynamasiyla vanlan karar noktalarina sifir agirlik vermelidir.

5.3 Sinyalleme Oyunlari

Miikemmel Bayesyen denge kavramu, sinyalleme oyunlan diye adlandinlan oyun-
larda ¢ok sik kullamilir. $imdi bu oyunlann ne olduguna bir bakalim.

Bayesyen oyunlarda genellikle bilginin oyuncular arasinda esit dagildig:
varsayimi yapilir. Buna gére oyunun bilinmeyen parametreleri iizerindeki olasilik
dagiliminin herkesce bilindigi varsayilir. Fakatgergek hayatta siklikla kargilagtigimiz
gibi oyuncular oyunun bilinmeyen parametreleri hakkinda farkh (asimetrik) bilgiye
sahiptirler.

Bu tiir asimetrik bilgili oyunlarda genelde bir oyuncu bilinmeyen bir parametre
hakkinda tam bilgiye sahipken, diger oyuncular sadece bunu belirli bir olasilikla
tahmin edebilmektedir. Omegin, ise bagvuran biri yeteneklerinin yiiksek veya
diigiik oldugunu sadece kendisi bilirken igveren firma bunu bilmeyebilir veya bir
araba saticisi sattif1 arabalann kalitesini bilirken, alicilar bunu bilmeyebilir. Bu
gibi durumlarda bilgi tek taraflidir.

Tek-tarafli bilgi asimetrisinin oldugu oyunlarda, bilgisi olmayan ya da az bilgisi
olan oyuncunun oyuna katilmasi beklenmeyebilir. Fakat tam tersi, hayatta boyle
pek ¢ok durum s6z konusudur ve az bilgili oyuncular bu tiir oyunlara katilirlar ya da
katilmak zorunda kalabilirler. Genelde bu tiir oyunlara katilim igin bilgisi olan taraf
daha az bilgisi olan tarafin karar vermesi adina sinyal yollar (6megin ise bagvuran
kisi iiniversite diplomasim gosterir, araba saticisi arabalannin kalitesine dair serti-
fikalar gosterir). Bu sinyaller, bilgili oyuncunun hareketi olarak diigiiniilebilir ve
daha az bilgili oyuncu hareketini bu tiir sinyallere dayandinr. Bu, sinyalleme oyun-
lannin temelidir.

Daha fazla bilgisi olan oyuncu, sinyalini yolladiktan sonra bile, daha az bil-
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gisi olan oyuncu bu sinyallerin inandiricilif1 konusunda giiphelere sahip olabilir.
Gergekte tiim sinyalleme oyunlan hangi sinyallerin gonderilmesi gerektigi ve gon-
derilen sinyallere nasil tepki verilecegiyle ilgilenir. Bu yiizden de yanlis sinyallerin
gonderilmesi s6z konusu olabilir.

Bir sinyalleme oyununda, 6zel bilgiye sahip oyuncuya Génderici denir, giinkii
tipi hakkinda mesaj yollar. Daha az bilgisi olan ve mesa ji alan oyuncuya Alict denir.
Gonderici tarafindan segilen strateji (yani mesaj) alicimn gonderici hakkindaki i-
nanglanni giincellemesine imkan verir. Lider-takipgi oyunlar baglaminda da diigii-
nebilecek bu tiir oyunlarda lider 6zel bilgisiyle gondericidir, alic1 ise takipg¢i oyuncu
olarak kendi hareketinden once liderin mesajin1 (hareketini) gozlemler fakat gon-
dericinin tipini gozlemleyemez.

Ekonomide sinyalleme oyunlan ilk olarak Spence (1974) tarafindan emek
piyasasi i¢in kullamlmigtir. Bu modelde gonderici (lider) isgi, alic1 (takipgi) ise
igverendir. Sinyalleme oyun uygulamalan ekonominin bir¢ok alaninda kullanilir;
makroekonomi, finans, endiistriyel ekonomi gibi. Biz burada, bu béliimde, tek-
asamal1 sinyalleme oyunlarina (oyuncularin sadece bir kez oynadiklan sinyalleme
oyunlarina) bakacagz. Fakat literatiirde ¢ok yaygin olmasa da ¢ok-agsamall, tekrarli
ve stokastik sinyalleme oyunlan kullanilmaktadir.

Sinyalleme oyunlarinda daha-fazla bilgiye sahip olan oyuncu daha-az bilgiye
sahip oyuncudan daha &nce hareket eder, yani sinyal yollar. Fakat bazen daha-az
bilgili oyuncunun daha-fazla bilgili oyuncudan once hareket ettigi durumlar s6z
konusu olabilir. Bu da daha ¢ok, daha-az bilgili olanlarin daha-fazla bilgili olan-
lara bir kontrat sunduklan ve kendisine kontrat sunulan daha-fazla bilgili tarafin da
buna gore tepki verdigi durumlan tamimlar. Omegin, igveren (iscinin yetenekleri
konusunda daha-az bilgili taraf) ilk once iicret teklifinde bulunabilir, daha sonra iggi
(kendi yetenekleri konusunda daha-fazla bilgili) bu tekliflere gore egitim diizeyini
veya yeteneklerini gelistirme konusunda karar verebilir. Bu tiir oyunlara, tarama
oyunlart (screening games) denir. Igveren, isginin yeteneklerine gore yaptigi iicret
teklifleri ile ig¢iyi sinar, taramadan gegirir, bu tekliflere uygun olmayalar ya elenir
ya da ona gore egitim almaya karar verirler. Bu boéliimde tarama oyunlarindan
ziyade sinyalleme oyunlarini inceleyecegiz.

5.3.1 Piir St)r‘atejilerde Dengenin Gosterimi

Bir sinyalleme oyununda iki oyuncumuz olsun: Gonderici (G) ve Alici (R). Oyunun
zamanlamasi agagidaki gibidir:

1. DogaT = {t,..., tn} tipler kiimesinden, p(t;) gibi bir olasilik dagilimina
gore Gonderici igin bir tip geker, burada her i igin p(t;) > Ove p(t;)+...+p(tn) =
1’dir.

2. Gonderici t; tipini gozlemler ve M = {mj,....,m,} olasi mesajlar kii-
mesinden bir m; mesaji seger. Yani gondericinin stratejisi, tip kiimesinden mesaj
kiimesine tanimlanan bir fonksiyondur:
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m:T — M,
t; — m(t;).

3. Alict m; mesajini gozlemler (¢; tipini degil) ve A = {ai,....,ax} olasi
hareketler kiimesinden aj gibi bir hareket secer. Yani alicimin stratejisi, mesaj
kiimesinden hareket kiimesine tanimlanan bir fonksiyondur:

a: M — A,

mj — a(m;).

4. Oyunculann fayda diizeyleri ise u¢(t;, mj, ax) ve ur(ti, mj,ax) seklinde
ifade edilir.

Birgok uygulamada, T', M ve A kiimeleri reel sayilar kiimesinde tanimlidir ve
sinirli kiimelerden olugur. Burada olasi mesajlar kiimesi Doga’nin segtigi tiplere
baghdir, m(t;), ve olasi hareketler kiimesi G6ndericinin sectigi mesajlara baghdur,
a(m;).

Simdi bu kavramlari1 somutlagtirmak igin basit bir 6mek verelim. Sekil 5.9
bdyle bir oyunun, bir sinyalleme oyunun genigleyen-bigimli gosterimini vermek-
tedir: T = {t|,t2}, M = {mj;,ma}, A = {aj,a2} ve Pr{t;} = p. Oyun
agacinin ilk karar noktasindan akip alt terminal noktalarina uzanmadigina dikkat
ediniz. Fakat oyun daha ¢ok agacin ortasindan bir hareketle saga ve soldaki termi-
nal noktalanna giden bir yap1 gosterir.

Stratejinin tamimim tekrar hatirlarsak: Strateji biitiinciil bir hareket plamdir
yani strateji, oyuncuya hareket sirasi geldiginde her olasi durum igin bir hareket
tanimlayan bir plandir. Bu yiizden sinyalleme oyununda, Gondericinin piir strate-
jisi, Doga’nin (IV ile gosterilmektedir) sectigi herhangi bir tip i¢in hangi mesajin
segilecegini belirler, Alicinin piir stratejisi ise Gondericinin segtigi her mesaji igin
bir hareket belirleyen bir fonksiyondur, a(m;).

Boyle bir oyunda Gondericinin ve Alicinin her ikisinin de dort stratejisi vardir

Gonderici igin:

l.strateji: Doga t; cekerse, 1n;'i oyna ve Doga ¢, segerse m;’i oyna.

2.strateji: Doga t) ¢ekerse m;’i oyna ve Doga t segerse no’i oyna.

3.strateji: Doga t; gekerse 12’i oyna ve Doga t, segerse ;i oyna.

4 strateji: Doga t; gekerse m’i oyna ve Doga t; segerse 1’1 oyna.

Alict igin:

1. strateji: Gonderici ') segerse, «;’i oyna ve Gonderici m, segerse a;’i oyna.

2. strateji: Gonderici m; segerse a;’i oyna ve Gonderici 19 segerse ap’i oyna.

3. strateji: Gonderici m; segerse a2’i oyna ve Gonderici 7n; secerse a;’i oyna.

4. strateji: Gonderici 1 segerse ag’i oyna ve Gonderici my segerse ao’i oyna.

Gondericinin birinci ve dordiincii stratejilerine birlegtirici (pooling) stratejiler
denir giinkii her tip aym mesaji verir. Ikinci ve iigiincii stratejilerine ise ayrigtirict
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a Génderici a4
my 41 my
/a2 ; p ‘k
Alici ON Aljcr
a 1-p /a\/
m t; 2 \
s Gonderici a

Sekil 5.9 Sinyalleme oyunu

(separating) stratejiler denir ¢iinkii her tip farkli bir mesaj gonderir. Diger yan-
dan, bu 6rmekte oldugu gibi iki-tip oyunculu bir oyunda benzer karma stratejiler de
olabilir; buna karma veya hibrid stratejiler denir, yani drmegin ¢; tipi m; mesajini
oynar fakat t5 tipi m; ve m; arasinda rassal segimde bulunur. iki tipten daha fa-
zla tipin oldugu oyunlarda, kismi birlestirici (veya kismi-aynstinci) stratejiler séz
konusu olabilir, burada veri tipler kiimesindeki tiim tipler aym1 mesaji yollar fakat
farkl tipler kiimesi farkli mesajlar yollar.

Simdi bir sinyalleme oyununda miikemmel Bayesyen dengeyi ifade etmeye
¢aligalim. Bunun igin de daha once verdigimiz 1-3 kosullarinin tamimlanni,
sinyalleme oyunlarinda piir strateji mikkemmel Bayesyen dengesinin tamimina
tagiyalim (dikkat edilirse, 4. kosul sinyalleme oyununda anlamli degildir giinkii
sinyalleme oyunlarinda tiim mesajlar patika iizerindedir).

Gonderici bir mesaj segtiginde oyunun tiim tarihini bildiginden dolayi, bu segim
tekil bir bilgi kiimesinde gergeklesir. Yani |.kosul Gondericiye uygulandiginda
sadece tek bir karar noktasi verir. Fakat tersine Alici, Gondericinin mesajim goz-
lemledikten sonra Gondericinin tipini bilmeden bir hareket secer. Bu yiizden Alici-
nin secimi tekil olmayan bir bilgi kiimesidir. Aliciya 1.kogulu uygularsak asagidaki
durumu elde ederiz:

1. Sinyalleme Kogulu. Alci, M mesaj kiimesinden bir m; mesajim gozlem-
ledikten sonra, hangi tiplerin 7; mesajin1 gonderdigine ait bir inanca sahip olmak
zorundadir. Bu jnanci s(t; | ;) olasihig ile gosteriyoruz, burada her t; € T; igin,
w(ti | my) > O) ) er u(ti | mj) = 1 olmahdir.

Gondericinin mesaj1 ve Alicinin inanci veri alindiginda, Alicinin optimal hareke-
tini ifade edebiliriz. Miikemmel Bayesyen denge icin tamimladigimiz 2. kosulu
Aliciya uygularsak sunu elde ederiz:

2. Sinyalleme Kogulu-2A. Her m; € M mesaji igin, Alict a*(m;) hareketini
tipler hakkindaki p(t; | 7n;) inanglan dogrultusunda beklenen faydasini maksimize
edecek sekilde seger. Dolayisiyla a*(m;) asagidaki problemi ¢ozen degerdir:

max E p(ti | mj)ur(ti, my, ax).
ar€A
tLEeT
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2. kosul Gondericiye de uygulanir fakat Gonderici tam bilgiye sahip oldugun-
dan inancinin ifade edilmesi ¢ok da 6nemli degildir. Gonderici oyunun baginda
hareket ettiginden dolay: 2. kosul ayn1 zamanda basitge Alicimin stratejisi ver-
ildiginde, Gondericinin izledigi stratejinin optimal olmasini ifade eder.

2.Sinyalleme Kogulu-2B. Tip uzayindaki her ¢; € T tipi igin Gonderici mn*(t;)
mesajini, Alicinin a* () stratejisi verildiginde, faydasini maksimize edecek sekilde
seger. Dolayisiyla m*(t;) asagidaki problemi ¢6zen degerdir:

73]121)\(1 ue (ti, my, a*(my)).

Gondericinin m*(t;) stratejisi verildiginde, T; kiimesi m ; mesajinin gonderil-
digi tipler kiimesini gostersin. Yani eger m*(t;) = m; ise, t; tipi T; kiimesinin
bir elemamdir. Eger T; bos kiime degilse, m ; mesajina kargilik gelen bilgi kiimesi
denge patikas iizerindedir demektir, aksi takdirde m; herhangi bir tip tarafindan
gonderilmez ve bu yiizden buna karsilik gelen bilgi kiimesi denge-dig1 patika ii-
zerindedir. Denge patikasindaki mesajlar i¢in, Milkemmel Bayesyen denge igin
tanimladigimiz 3.kosulu Alicinin inanglanna uygularsak asagidaki kosulu elde ed-
enz:

3. Sinyalleme Kogulu. Her m; € M mesaji igin, m*(t;) = m; durumunu
saglayacak bir ¢; € T tipinin olmas1 durumunda m; mesajina kargilik gelen bilgi
kiimesinde Alicinin inanci, Gondericinin mesaji ve Bayes kuralindan tiiretilmelidir:

_ ptimj) _ p(ti)p(m; | ti)

P = 20 = pltpmy 18
ti€T; :

(5.1a)

Burada p(m; | t;), Gondericinin tipi t; iken mesajinin 7; olma olasiligim goster-
mektedir.

Bu oyunu zihnimizde iyice somutlagtirmak igin Sekil 5.10°da verilen gosterim
de oldukga aydinlatici olabilir. Burada da tiplerine gore gonderilen mesa jlar, mesaj-
lara bagli hareketlerin se¢imi ve olusturulan inanglar daha net olarak gosterilmek-
tedir. Sekil 5.10°da verilen p(t;|m;) ifadesi genel anlamda Alicinin m; mesajini
aldiginda Gondericinin ¢; tipinde olma olasiligina dair inancim gostermektedir.
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Sekil 5.10 Sinyalleme oyununun diger bir gosterimi

Tamm 5.3 Bir sinyalleme oyununda piir strateji miikemmel Bayesyen dengesi,
(m*(t;), a*(m;j)) gibi bir strateji giftinden ve (1), (2.A), (2B) ve (3) sinyalleme
kosullarini saglayan p(t; | m;) gibi bir inangtan olugur.

Simdi asagida verdigimiz sinyalleme oyun 6rmeklerinde piir-strateji miikemmel
Bayesyen dengelerini hesaplayalim.

Ornek 5.3

Sekil 5.11°de verilen iki-tipli bir Gondericinin oldugu bir oyun diisiinelim (Gib-
bons (1992)). Her tip, Doga tarafindan esit olasilikla belirlenmektedir. Alicinin iki
bilgi kiimesindeki inanglanni gostermek igin (p, 1 — p) ve (g, 1 — q) olasiliklarin

kullanalim.
13 (U] Gonderici 21
in] L ty R [q]
A 40 / 05 ?\Do,o

Alici “N Alicr ;
24 U 05 / 1.0
Mo L tr R [1q
0.1 D Gonderici D 12
Sekil 5.11

Bu iki tipli, iki mesajli oyunda dort olasi piir-strateji miikemmel Bayesyen
denge vardir: (i) L iizerine birlestirici strateji; (ii) R iizerine birlestirici strateji;
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(iii) aynigtirica strateji: ¢, tipi L stratejisini, ¢, tipi ise R stratejisini oynar ve (iv)
aynigtirici strateji: ¢y tipi I2 stratejisini, ¢ tipi ise L stratejisini oynar. Bu durum-
larin her birine ayn ayn bakalim.

1. L iizerine birlegstirici strateji: Gondericinin stratejisinin (L, L) oldugu bir
denge oldugunu varsayalim, burada (m’, m”), t; tipinin m/’ stratejisini se¢tigini ve
t, tipinin ise rn” stratejisini segtigi anlamina gelmektedir. Gondericinin L hareke-
tine kargilik gelen bilgi kiimesi denge patikasindadir. Boylece bu bilgi kiimesinde
Ahcinin (p,1 — p) inanci, Bayes kurali ve Gondericinin stratejisi ile belirlenir.
Onsel olasilik p = 0.5 seklindedir (iki tipten herhangi birinin olma olasilig1).
Bu inang veri alindiginda, L sonras1 Alicinin en iyi tepkisi U stratejisini oyna-
maktir. Bu durumda ¢, ve ¢, tipleri sirasiyla 1 ve 2 birim getiri elde ederler. Her
iki tip Gondericinin de L hareketini se¢mek isteyip istemediklerini belirlemek igin,
Alicinin R hareketine nasil tepki verdigini belirlememiz gerekir. Eger Alicinin R
hareketine tepkisi U ise, ¢ tipinin R hareketini oynamasindan dolay: elde ettigi ge-
tiri 2°dir, ki bu deger ¢;’in L’yi oynamasi durumunda elde edecegi 1 degerinden
daha fazladir. Fakat eger Alicinin R hareketine tepkisi D ise, bu durumda ¢,
ve t2'nin kazanci sirasiyla O ve 1 olur. Halbuki L oynasaydi kazanci sirasiyla 1
ve 2 olurdu. Yani eger Gondericinin stratejisinin (L, L) oldugu bir denge varsa,
Alicinin R’ye tepkisi D olmak zorundadir. Dolayisiyla Alicinin stratejisi (U, D)
olur. Alicinin ¢ < 2/3 oldugunda D hareketini oynamas: optimal oldugundan,
[(L,L),(U,D),p = 0.5,q] birlestirici miikemmel Bayesyen dengedir.

2. R iizerinde birlegtirici strateji: Simdi de Gondericinin (R, R) stratejisini
izledigini varsayalim. Oyleyse ¢ = 0.5’dir. Alicimin R’ye en iyi tepkisi D’dir,
bu hareket #; tipi i¢in O, ¢ i¢in de 1 getiri saglar. Fakat ¢;, L'yi oynayarak 1
kazanabilir ¢iinkii herhangi bir p degeri i¢in Alicinin L’ye en iyi tepkisi U seklindedir.
Bu yiizden Géndericinin (R, R) strateji profilini oynadig bir denge yoktur.

3. Aynignurnict strateji, ty'nin L hareketini oynamasi: Eger Gonderici (L, R)
ayrigtirici stratejisini oynarsa, Alicinin bilgi kiimelerinin her ikisi de denge patikasi
iizerindedir; boylece inanglarin her ikisi de Bayes kurali tarafindan belirlenir ve
Gondericinin stratejisi p = 1 ve ¢ = 0 seklindedir. Alicinin bu inanglara en iyi tep-
kileri sirasiyla U ve D’dir, boylece her iki Gonderici tipi 1 birimlik getiri kazanir.
Alicinin (U, D) stratejisi veri alindiginda, Gondericinin stratejisinin optimal olup
olmadigim kontrol etmemiz gerekir. Fakat optimal olmadigin1 goriiriz. Eger t9
tipi L’yi oynayarak sapma gosterirse, Alic1 D yerine U ile tepki verecektir, bu da
to tipine 2 birim getiri kazandirir; dolayisiyla ¢2 tipinin R oynamasi durumunda
elde edecegi 1 degerinden daha fazladir.

4. Aynigtirict strateji, t)'nin R hareketini oynamasi: Eger Gonderici (R, L)
ayrigtinci stratejisini oynarsa, Alicinin inanglann p = 0 ve ¢ = 1 olmak zorun-
dadir; boylece Alicimin en iyi tepkisi ise (U, U) olur ve her iki tip 2 birimlik getin
elde eder. Eger ¢, L oynayarak sapma gosterseydi, Alic1 U ile tepki gosterecekti,
t1’nin bu durumda elde edecegi getiri 1 birim olacakti, dolayisiyla ¢; ’nin R’yi oy-
namaktan caymasinin bir motivasyonu olmayacakti. Buna benzer olarak, eger 2,
R’yi oynayarak sapma gosterseydi, Alic1 U ile tepki verecekti, t2’nin bu durumda
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elde edecegi getiri 1 birim olacakti; dolayisiyla ¢2’nin L hareketini oynamaktan
vazgegmesi igin herhangi bir motivasyon olmayacaktir.
Yani [(R, L), (u, u),p = 0,q = 1] ayngunc: mikemmel Bayesyen dengedir.

Ornek 5.4

Is piyasasinda ig bagvurusu yapan biri ve bu is bagvurusunun yapildig1 bir
isveren olsun. I bagvurusu yapan isci iki secenege sahiptir: egitim almak veya
egitim almamak. Bu segim, iscinin gonderdigi mesajlardir. Igveren bu mesaj
gozlemleyecek ve buna gore onu ige alip almayacagina karar verecektir. Yani
iscinin (Go6nderici) mesaj uzayt M = {egitimli, egitimsiz} = {E,, E2} ve
igverenin (Alicinin) hareket uzayi, A = {kabul,red} = {K, R} seklindedir.

Iscinin 6zel bilgisi kendisinin yetenekli olup olmadigidir, yani igginin tip uzayi,
T = {yetenekli, yeteneksiz} = {Y;, Y2} 'dir. Igverenin, isginin tipi hakkindaki
onsel inanglanm, v € [0,1] ile ifade edelim. Yani igveren isginin 4 olasilikla
yetenekli, 1 — ~ olasilikla da yetenekli olmadigim diigiinmektedir. Bunu soyle
de ifade edebiliriz: Igverenin 6nsel inanglar, p(Y;) = v ve p(Y2) = 1 — 5 seklinde
bilgi kiimesine sahiptir fakat bunlar is¢inin iki olas tipine degil iki olas1 mesajina
karsilik gelir (egitim almak ve egitim almamak). Sekil 5.12’de sol taraf igverenin
bilgi kiimesi onun egitim-almamak bilgi kiimesi iken, sag taraf bilgi kiimesi ise
onun egitim-almak bilgi kiimesidir.

4.-1) K yetenekli K_-(22)
Nﬂ E, [ g [B]
(1.0) R 0.5 :\ (-1.0)

\

Alci N Alc
B2~ k| 05 E/K@-”
A I (T
(1,0) R yeteneksiz R (-1,0)
Sekil 5.12

A

Sekil 5.12°de her tip/mesaj/hareket profilleri igin gosterilen siral ikililer
sirasiylaisgi ve isverenin fayda diizeyleridir. Fayda diizeylerine dikkatlice bakilirsa
is¢inin egitim-almamay, egitim-almaya tercih ettigini fakat ¢calismayi da ¢aligma-
istihdam etmemeye tercih ettigini goriiriiz.

Genigleyen-bigimli gosterimde igverenin inanglarim daha net olarak gostere-
biliriz. Sekil 5.12°de igverenin her karar noktasindaki inanglan parantez igindeki
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olasiliklarla gosterilmektedir. Ornegin, eger igveren isginin egitim almadigim goz-
lemlerse, igginin « olasilikla yetenekli oldugunu diigiinmektedir. Eger igveren isgi-
nin egitim aldigini1 gozlemlerse, is¢inin /3 olasilikla yetenekli oldugunu diigiinmek-
tedir.

Oyundaki strateji profilini (i, y: 2, w: ¢, 3) sirali-altilis ile gosterebiliriz; bu-
rada z = ig¢inin hareketi eger yetenekli ise, y = ig¢inin hareketi eger yetenekli
degilse, z =igverenin hareketi eger is¢inin egitim-almadig1 gézlemlenmisse, w =
igverenin hareketi eger iscinin egitim-aldig1 gézlemlenmigse, @ = ig¢inin egitim
almadig) gozlemlendiginde yetenekli olma olasilig1 (isverenin inanci), 3 = ig¢inin
egitim-aldig1 gbzlemlendiginde yetenekli olma olasiligidir (isverenin inanci).

Simdi 6megin (E1, Ey: R, K:;* ,v) strateji profiline bakalim. Bu strateji pro-
filini Sekil 5.12 iizerinden takip ediniz. Dikkat edilirse bu strateji profiline gore,
egitim-almamak mesaji higbir ig¢i tipi tarafindan yollanmamig, bu yiizden patika-
disidir. Dolayisiyla bu strateji profilinin Bayesyen denge olup olmadigim deger-
lendirmek igin bu bilgi kiimesinde igverenin kogullu olasiliklarini belirtmeye gerek
yoktur, bu yiizden bu durum * igareti ile gosterildi.

Bu strateji profilinin, oyunun Bayesyen dengesi oldugunu diigiinelim. Bunu
kontrol etmek igin, ilk 6nce, igverenin kabul hareketinde (ise almak) bulundugunu
veri aldifimizda herhangi bir is¢i tipinin egitim-almak yerine egitim-almamak
hareketini se¢gmesinin daha iyi olup olmadigina bakalim. Her is¢i tipi egitim-
almak hareketi kargiiginda 2 elde eder, fakat eger egitim-almamak hareketinde
bulunsayd: daha diisiik bir getiri olan 1 alacakti. Bu yiizden higbir is¢i tipi kendi
hareketinden bir sapma gostermeyecektir.

Igverenin, isginin tipi verildiginde, ise almaktan (yani kabul hareketinden)
vazgecip gegmeyecegini kontrol edelim. Bunu gérmenin en kolay yolu, kabul
hareketinin egitim-almak bilgi kiimesinde optimal olap olmadigina bakmaktir.
Bunun igin de igverenin kabul hareketinin her tip i¢gin red hareketinden (ise alma-
mak) daha iyi olduguna dikkat ediniz. Bu yiizden, igverenin [ inancindan bagimsiz
olarak, kabul hareketinden elde edilen getirilerin konveks bilesimi (agirliklandirlmig
degeri) red hareketinden alacag getiri olan 0’dandaha fazla olacaktir. Daha formel
ifade edersek, egitim-almak hareketi gozlemlediginde is¢inin yetenekli olmasina
dair herhangi bir v € [0, 1] inanci igin igverenin egitim-almak bilgi kiimesinde
kabul hareketinden beklenen faydasi 2y + (1 — ) > 0 olur. Bu yiizden, herhangi
bir v € [0, 1] i¢in tamimlanan strateji profili bir Bayesyen dengedir.

Egitim-almak bilgi kiimesinde kosullu inanglarin § = 7 olmasi su anlama
gelir: Iscinin mesaji gozlemlendikten sonra bile, igverenin isginin tipi hakkindaki
inanglan onsel inanglarindan farklilik gostermez, yani onsel inanglan degismez.
Dolayisiyla inanglanni giincellememesi durumunda olusan denge, birlestirici strateji
profilidir, yani is¢inin tiim tipleri aym1 mesaji yollar. Bunun, § = < inancimn,
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Bayes kuraliyla da uyumlu oldugunu gosterebiliriz:

r(N)o(E | 1)
p(M)o(Er | Y1) + p(Y2)o(EL | Y1)
2 S
To4l+(1=n)1

p(Ya | E1) =

5.

Diger bir strateji profiline bakalim: (Ey, E»; R, R;~.*). Bu strateji profil-
ini Sekil 5.12 iizerinden takip ediniz. Igverenin kabul hareketi veri alindiginda,
her isci tipinin optimal mesaj egitim-almamaktir (E,). Ciinkii her ig¢i tipi hangi
mesaji yollarsa yollasin reddedileceginden ( I?), her ig¢i tipinin en ¢ok hoguna gide-
cek hareket egitim-almamaktir (E;). isverenin izleyecegi politikanin optimalligini
kontrol etmek igin patika bilgi kiimesi iizerindeki egitim-almamak noktasin1 kon-
troletmek yeterlidir. Igveren agisindan, egitimsiz isgiler ¢ahigtinimay: hak etmedik-
leri igin bu bilgi kiimesinde red karan (I?) igveren igin optimaldir. Diger yan-
dan, benzer sekilde bu strateji profilinde a = - inancinin Bayes kuraliyla uyumlu
oldugunu gosterilebilir.

Bu strateji profilinde ig¢i igin tamimlanan hareketin neden igverenin istihdam
politikasina en iyi tepki olduguna dikkat edinizz Her ig¢i tipi egitim-almak
hareketinden kaginir ¢iinkii igveren egitimli igci bagvurularini reddetmeyi planla-
maktadir. Igcinin tipinden bagimsiz olarak, isveren egitimli iscileri reddetmek yer-
ine, kabul etmekle daha yiiksek fayda elde edecektir. Patika-dig1 kosullu inang,
B € [0,1], nasil belirtilirse belirtilsin, igveren agisindan ise almak, egitim-almak
bilgi kiimesindeki tek en iyi tepkidir. Bu denge istenilmeyen bir dengedir ¢iinkii bu
igverenin patika-dig1 inandinci olmayan davranigina dayanir.

Sekil 5.12°de strateji profilinin, @ € [0, 1] inancindan bagimsiz, miikkemmel
Bayesyen denge olamayacag goriiliir ¢iinkii daha dnce gordiigiimiiz gibi, herhangi
bir inang igin egitim-almak bilgi kiimesinde igveren agisindan reddetmek yerine ige
almak en iyi tepkidir.

5.3.2 Karma Stratejilerde Dengenin Gosterimi

Sinyalleme oyunlarnini karma stratejileri de dahil ederek daha genel bir yapida ta-
nimlayalim. Sekil 5.13 bir-agsamal1 bir sinyalleme oyununu géstermektedir.

1. Ayuncu kendi tipi, t € T, hakkinda 6zel bilgiye sahiptir ve m € M strate-
jisini yani mesajin1 se¢mektedir. 2. oyuncu n’yi gozlemler ve a € A hareketini
seger. Oyun baglamadan, 2. oyuncunun, 1. oyuncunun tipi hakkindaki p(-) onsel
inanci ortak bilgidir. 1. oyuncunun m stratejisini gozlemledikten sonra, 2. oyuncu
t hakkindaki inanglanni Bayes kuralina gore giinceller ve hareketini T iizerine
tamml g(- | n) kosullu olasiligina gore seger. 1. oyuncunun stratejisi her ¢ tipi
i¢in m hareketleri iizerine tanimh o (- | ¢) gibi bir olasilik dagilimi bulmaktir. 2.
oyuncunun stratejisi ise her m hareketi igin a hareketleri iizerine tamml o5(-) gibi
bir olasilik dagilimi bulmaktir. Yani 2. oyuncunun o;(- | m) stratejisini oynamasi
durumunda, ¢ tipli ve oy (- | t) stratejili 1. oyuncunun beklenen faydas: soyle ifade
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Sekil 5.13 Tek agamal1 bir sinyal oyunun genel gosterimi

edilir:
ui(o1,09,t) = ZZol(m | t)oz(a | m)ui(m,a,t).
s a
1. oyuncunun m stratejisi veri alindifinda, 2. oyuncunun o9(- | t) stratejisini takip
etmesi ve u(- | m) inancina sahip olmasi durumunda beklenen faydasi ise soyle

ifade edilir:

ug(m, o9, 1) = Y plt | myuz(m, o2(- | m), )

= Z Zu(t | m)oa(a | ﬁ%)uz(m, a,t).

Tamm 5.4 Altoyun miikemmellik kavrami, Bayesyen Nash dengesi ve Bayes kurali
ile birlegtiginde, miikemmel Bayesyen denge strateji profili, c* = (o7,0%), ortaya
cikar :

Vt, o] € arg max u1(01,03,t), 5.2)

1
Vm, o3 € arg nllg.xz;;(t | m)us(m, o, t) (5.3)

ve
p(t)ai(m | t)
u(t|m) = Lo8M I (5.4)
™) = S @i m 11
t€T

Yukandaki tammlamada (5.3) denklemi 2. oyuncunun ¢ stratejisinin altoyun-
larda Bayesyen Nash dengesi olmasini garanti eder; (5.2) denklemi ise o* strate-
jisinin 1. oyuncunun her tipi igin olugan altoyunlarda Nash dengesi olmasini garanti
eder; (5.4) denklemi ise inanglann nasil olustugunu gosterir.
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5.4 Sinyalleme Oyun Uygulamalari

5.4.1 Firma Yatirim ve Sermaye Yapisi

Bir firma bir proje icin dis finansmana ihtiyag¢ duymaktadir. Firma kendi kér diizeyini
bilse bile finansmani saglayacak finansal yatinmci (banka olabilir), firmanin karlilig:
hakkinda tam bir bilgiye sahip degildir. Firma gerekli finansman karsiliginda yati-
rimciya firmada hisse vermeyi teklif etmektir. Soru sudur: Hangi kosullar altinda
yeni projeye girilmelidir ve hisse payi ne olmalidir?

Bu durumu bir sinyalleme oyunu olarak diisiinebiliriz. Firmanin karinin diigiik
veya yiiksek olabilecegini varsayiyoruz: 7, veya wy, burada gy > 7 > 0. Yeni
proje igin gerekli yatinmin, I oldugunu varsayalim. Bu projeden gelen kazang R
ve yatinmcinin alternatif getiri orani (parasim bagka bir alana yatirsaydi) ise ’dir.
Ayni zamanda R > (1+7)] oldugunu varsayalim, yani yaurimci agisindan firmaya
finansman saglamak daha iyi bir tercihtir. Oyunun zamanlamas: ve kar diizeyleri
soyledir:

i. Doga mevcut firmanin karim belirliyor. Firmanin kan p olasilikla 7y, 1 — p
olasilikla da 7wy seklindedir.

ii. Firma kanni, 7, 6grenir ve sonra yatinmciya belirli bir hisse orani, s, Onerir,
0<s<l.

.  Yatinmc s’yi gozlemler (fakat 7’i gdzlemleyemiyor) ve Onerilen hisse
payi teklifini, s, kabul etmek ve reddetmek gibi iki harekete sahiptir.

iv. Eger yatinmc teklifi ret ederse yaunmcinin getirisi (1 + 7)I ve firmanin
kari ise 7 kadardir. Eger yatinmc: teklifi kabul ederse, yatinmcinin getirisi $(7+ R)
ve firmanin kin ise (1 — s)(7 + R)dir.

Yatinmci s teklifini aldiktan sonra, karin 7, olma olasiliginin q olduguna inan-
maktadir. Boylece yatinmer s teklifini aldiginda eger asagidaki kosul gegerliyse bu
teklifi kabul eder:

slgm, + (1 —q)ry + R} > (1 +7)1. (5.5)

Firmanin kdnnin 7 oldugunu varsayalim. Firma s hisse pay: gibi bir maliyetle
projeyi finanse etmek veya projeden vazge¢mek gibi iki segcenege sahiptir. Projeyi
s maliyetle iistlenmek, ancak asagidaki kogulda gecgerlidir:

A s(r+ R) < R. (5.6)

Birlestirici miikemmel Bayesyen dengede (yani farkli kar diizeylerine sahip
firma tiplerinin ayni s teklifinde bulunmasi), denge teklifini aldiktan sonra yati-
rimcinin inanci ¢ = p olmak zorundadir. Yukaridaki (5.6) katilim kisitinin, 7g’yi
saglamasi 7 ’yi saglamasindan daha zor oldugundan, (5.5) ve (5.6) kisitlarini bir-
likte diigiindiigiimiizde, birlestrici strateji dengesi ancak asagidaki durum gegerliyse
miimkiindiir:

(I1+n)I R

< . 5.7
prp+ (1 —p)ry + R ~— 7gp+ R (>.7)
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Eger p sifira yeterince yakinsa, R > (1 + 7)I olur ve (5.7) kosulu gegerlidir.
Fakat p bire yeterince yakin oldugunda (5.7)’de tanimlanan durum ancak asagidaki
kosul gecerli ise saglanir (5.7 denkleminde p = 1 esitligini kullanarak cebirsel
islemi siirdiiriin agagidaki ifadeyi elde edeceksiniz):

[(1+7)my

_ Y >
R—(1+nr)I> R

—Ty- (58)

Sezgisel olarak, birlestirici stratejide karsilagilan zorluk yiiksek-kar tipli fir-
manin diigiik-kar tipli firmay: siibvanse etmesidir: (5.5) denkleminde ¢ = p inanci
dikkate alindiginda, s > (1 + 7)I/[prg + (1 — p)my + R) durumu ortaya gikar.
Halbuki eger yatinmci 7, kesin bilgisine sahip olsayd: (yani ¢ = 0), daha kiigiik
bir hisse almayr kabul ederdi, s > I(1 + r)/(my + R), ¢iinkii
my + R > [pry, + (1 — p)my + R]'dir. Birlestirici strateji dengesinde daha biiyiik
bir hisse pay: yiiksek karh firma i¢in pahalidir. Analizimiz birlestirici strateji den-
gesinin iki durumda miimkiin olacagini gosterir: Eger p sifira yakinsa siibvansiyonun
maliyeti kiigiiktiir ve eger (5.8) kosulu gegerliyse; ¢iinkii bu durumda yeni projeden
gelen kar siibvansiyon maliyetini agar.

Eger (5.7) kosulu saglanmazsa birlestirici denge olmayacaktir. Fakat aynstinci
denge her zaman mevcuttur. Diigiik-kar tipli firma s = I(1+r) /(7 + R) teklifinde
bulunur ve bunu yatinmci kabul eder. Yiiksek-kar tipli firma
s < I(1 4+ 7)/(ry + R) teklifinde bulunur fakat yatinmci bunu reddeder. Boyle
bir dengede, yatinm etkinsiz bir gekilde diisiik diizeydedir ¢iinkii yeni proje kesin
bir sekilde karli olmasina ragmen yiiksek-kar tipli firma yatinmdan vazgeger. Bu
denge durumu gondericinin (firmanin) sinyaller kiimesinin etkili olmamasindan
kaynaklanir. Bundan kastettigimiz sey yiiksek-kar tipli firmanin kendisini aynstirmak
icin kullanacag bir yonteminin olmamasidir. Yiiksek-kar tipli firma igin gekici olan
finansman kosullan diigiik-kar tipli firmaya daha fazla gekici gelir.

5.42 Emek Piyasasinda Sinyalleme

Burada tanitacagimiz model Spence (1973) ¢alismasina dayanir; daha 6nce egitimle
ilgili  verdigimiz ©megin bagska bir versiyonudur ve biiyilkk oranda
Aliprantis ve Chakrabarti (2000)’den derlenmisgtir.

Bu oyunda, Doga isgiye yiiksek, H, veya diisiik yetenekli, L, oldugunu bildirir.
Firma (1. oyuncu), F) ig¢inin (2. oyuncu) yetenegini gozlemleyememektedir,
gozlemledigi tek sey is¢inin egitim diizeyidir. Bu durumda isgiye ne kadar iicret
teklifinde bulunacagina karar verir. Yani firma, ig¢inin egitim diizeyinden hareke-
tle verecegi iicreti segmek gibi bir durumla kargi karsiyadir. 2. oyuncu olarak isgi
ise egitim diizeyini, e, segmekte ve emek piyasasina girmektedir. Ayrica emek
piyasasindaki isgilerin yansinin H-tipli yansinin da L-tipli oldugu, herkesin or-
tak bilgisidir. Kisaca bu sinyalleme oyununda, is¢i gonderici, firma ise alic1 duru-
mundadir.

Bu analizde kendimizi lineer iicret kontratlaryla simirlandiralim. Yani firmanin
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iicret teklifinin w(e) = 0.1 + Je geklinde belirlendigini varsayalim; burada 3
negatif-olmayan reel bir sayidir, 0.1 ise ig¢inin egitim diizeyi sifirken aldi) iicrettir.
Kisaca firma iicreti ig¢inin egitim diizeyine gore bu lineer yapiya gore belirlemek-
tedir.

Herhangi bir egitim diizeyi, ¢, i¢in H-tipli oyuncunun, L-tipli oyuncudan daha
verimli oldugunu varsayiyoruz. Daha spesifik olarak, yiiksek-yetenekli ig¢inin fir-
maya katkisi 2e ve diisiik-yetenekli ig¢inin katkis ise e kadardir. Firmanin kan ise
eger isci yiiksek-yetenekli ise 2e — w(e). fakat eger diisiik-yetenekli ise e — w(e)
seklindedir.

Is¢inin fayda fonksiyonu hem aldig1 iicrete hem de aldig1 egitimin maliyetine
baglidir. Yiiksek-yetenekli i¢inin, ¢ egitim diizeyinde fayda fonksiyonu soyledir:

1
up(e) = w(e) — 562.

Diisiik-yetenekli ig¢inin e egitim diizeyinde fayda fonksiyonu ise g$oyledir:
3
ur(e) = w(e) — Zez.

Bu fayda fonksiyonlan agik¢a sunu gostermektedir: Diigiik-yetenekli ig¢i egitimi
daha yiiksek maliyetle elde etmektedir.

Bu eksik bilgili dinamik oyunun zamanlamasi sdyledir:

i. Firma, 1. oyuncu olarak, w(-) iicret teklifinde bulunmaktadir. Ucret teklifi,
egitimin bir fonksiyonudur. Yukanida da ifade ettigimiz gibi, iicret fonksiyonu,
w(e) = 0.1 + SBe seklindedir.

ii. Doga is¢inin tipini (yliksek veya diisiik yetenekli oldugunu) isciye agiklar,
dolayisiyla tipini sadece ig¢inin kendisi bilir.

iii. Ig¢i (2. oyuncu), kendi tipi hakkinda sectigi egitim diizeyini, e, sinyal
olarak yollar. Bu sinyal is¢inin gergek tipini yansitabilir de yansitmayabilir de (yani
yiiksek egitim diizeyi yiiksek yetenekli oldugu anlamina gelmeyebilir)

iv. Firma ig¢iye w(e) iicret teklifinde bulunur.

iv. Isci bu teklifi kabul edilebilir veya reddedebilir. Béylece oyunun sonunda
fayda diizeyleri belirlenir.

Sekil 5.14 hem oyundaki fayda diizeylerini hem de oyunun agamalarnm gos-
ermektedir. Sekil 5.14’te de goriilebilecegi gibi, 3 i¢in sonsuz sayida deger ala-
éilir, (8 > 0), yani Doga’y: temsil eden N noktasi igin sonsuz sayida imkan s6z
konusudur. Doga’nin /3 iicret parametresini belirledigini diigiiniiyoruz. Doga’'nin
varacagl noktalar AB dogrusu iizerindedir. Fakat N noktasina bir kez varildi m
Doga isgiye tipini agiklamaktadir; yani is¢i m ve n noktasina varip varmadigini
Ofgrenir. m veya n noktasina vardiktan sonra, ig¢i egitim diizeyini, e, segerek
sinyalini yollar, yani p veya r noktasina varir. Burada ¢ sonsuz sayida olabilecegi
igin (¢ > 0), p ve r igin sonsuz sayida nokta vardir. Agikga {p,r} isginin bilgi
kiimesidir. Bu bilgi kiimesinde 1.oyuncu olarak firma w(e) iicret teklifinde bu-
lunur. Bu da oyunu x veya y karar noktasina getirir. Buradan itibaren de, is¢i son
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Sekil 5.14

karan olan kabul (K') veya red (R) ile oyunu bitirir.

Simdi oyunculann stratejilerini ve fayda diizeylerini daha net olarak tanimla-
yalm. Agikga, l1.oyuncunun stratejisi, w(-) fonksiyonudur ve tamamen 3 sayisi
ile belirlenir. Dolayisiyla firmanin stratejisi basitge bir reel sayidir, 3 > 0. Iscinin
stratejisi ise basitge ({e,, ex }, x) seklindedir, burada x = {K, R}.

i.x, sirasiyla is¢inin K ve R segimlerini belirleyen fonksiyondur.

ii. ey egitim diizeyi, m’deki karar noktasindan X karar noktasina tanimlanan
bir fonksiyondur. m karar noktasi tamamen N karar noktasi (yani 3 sayisi) tarafindan
belirlendigi i¢in, ey egitim diizeyi reel-degerli bir fonksiyondur, ey = ey () veya
en : [0,00) = [0, 00). ’

iii. Benzer olarak e, de n karar noktasindan, r karar noktasina tanimlanan bir
fonksiyondur, ef, = er(3) veyaey, : [0,00) — [0,00)."

Bu notasyonlarla firmanin fayda fonksiyonu goyle ifade edilir:

( 312en(8) — Ben(B) — 0.1] + 3(20(8) — Ber(B) — 0.1),
eger x(z) = x(y) = K

512¢1(B) — Ben (B) — 0.1), eger x(z) = K, x(y) = R

uy =

5(20(8) — Ber(B) — 0.1], eger x(z) = R, x(y) = K

L 0, egerx(z) = R, x(y) = R
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ve is¢inin iki farkl tipine gore fayda fonksiyonu ise soyle ifade edilir:

Ber = $eu(B)? +0.1, eger s(y) = K

wy (8. ({fer en}, ) = { 0, eger s(y) = R

Ben — ten(B)2 4+ 0.1,eger s(y) = K
ud (8, {er, en}, s) = { 0 lelger 3(17)([:)1? .eger s(y)

Daha once ifade edildigi gibi, oyun firmanin w(e) = 0.1 + e iicret
fonksiyonunu (veya iicret sézlesmesini) 6nermesiyle baslar. Isci ise faydasim mak-
simize edecek egitim diizeyini seger. Eger isci yiiksek-yetenekli ise, asagidaki
fayda fonksiyonunu maksimize edecek egitim diizeyini (¢) seger:

1, c?
up(e) =w(e) — =e* = Pe— — +0.1.
2 2
Bu fayda fonksiyonunun, e degiskenine gore birinci derece kosulundan ', (e) =
B — e = 0 sonucunu elde ederiz. Bu da bize yiiksek-yetenekli igginin optimal
stratejisini verir:

€n(B) =B.

Isginin faydasim maksimize ettigi noktada fayda diizeyi vy (8) = %—2 +0.1>0
seklindedir. Bu yiizden isginin z noktasindaki x* optimal stratejisi, K olmalidir;
yani x*(z) = K. Iscinin diigiik-yetenekli olmasi durumunda maksimize etmeye
calistig1 fayda fonksiyonu agagidaki gibidir:

ur(e) =w(e) — —e° = fe — §(32 +0.1.

Yine birinci dereceden kosul, v} (e) = 3 — %e = 0, ig¢inin diigiik-yetenekli olmasi
durumundaki optimal stratejisinin,

olmasi gerektigini soyler. Bu noktadaki fayda diizeyi ub(gﬁ) = %2 +01>0
seklindedir. Bu da isginin y noktasindaki optimal stratejisinin K olmasi gerektigini
belirtir; yani x*(y) = K.

Diger yandan firma kendi fayda fonksiyonunu olusturmak igin isginin egitim
diizeyi hakkinda inang olusturmalidir. Firma, is¢inin tipi hakkinda belirsiz ol-
dugundan beklenen faydasim1 maksimize edecek A3 diizeyini segecektir. Isgilerin
yansi, H-tipinde, diger yansi da L-tipinde oldugundan, firma 1/2 olasilikla p nok-
tasinda, 1/2 olasilikla da 7 noktasinda olduguna inanmaktadir. Yani {p, r} bilgi
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kiimesinde firmanin beklenen faydasi soyledir:

B(B) = 3[2¢5(8) — Bek(8) — 0.1] + 3 [e1(8) - Bei (8) — 0.1]

Firma farkli yeteneklerdeki iscilerin tepki fonksiyonlarim bildiginden, e3},(3) = 3
ve el (B) = %[3, beklenen faydasi soyle yazilabilir:

E(B) = 528~ 8~ 01) + 5(38 — 242 = 0.1) (59

MI'—‘NIP—‘

8 2
(3[1——/3 -0.2).

Agikga bu fonksiyon, birinci dereceden koguldan elde edilen E'(3) = % — 10[3 =0
denklemini saglayan noktada maksimize edilir, dolayisiyla 3* = é = 0.8 olur.
Oyunun ¢oziimii boylece (8*,({e7 (8).e5(8)}, x*)) seklinde ifade edilir,

burada 3* = 0.8, €} (8) = 20, e}, (8) = B ve

vy _ | K egerw(e) — 3¢ >0 ern | K, egerw(e) — 3c?
x'(@) = { ; 2 () = R, egerw(e) — ;

A

0
0

Bu strateji profili su anlama gelir: Firma w(e) = 0.8¢+ 0.1 iicret fonksiyonunu
teklif eder ve is¢i teklifi kabul eder; eger H-tipindeyse ey = 0.8 egitim diizeyini
seger, ve eger L-tipindeyse e; = % x 0.8 = 1—1" = 0.533 egitim diizeyini seger.
Dahasj,

1. Firmanin beklenen faydasim (5.9)’dan bulabiliriz: £(0.8) = 0.433 ve 2.
Iscinin faydasi eger tipi H ise uy(0.8) = 0.42 fakat eger tipi L ise ur (%> ) =
0.313 olur. .

Acikga (8%, ({eL(8), e (B)}, s*)) strateji profili bir miikemmel Bayesyen Nash
dengesidir. Bu 6rnekte dikkat edilirse iki ayn tipteki iggi farkl egitim diizeylerini
se¢mektedir, yani ¢y, = 0.533 < ey = 0.8. Yani ig¢i farkli tiplerde farkl: sinyaller
yollar bu yiizden de bu oyundaki denge aynstirici dengedir.

5.5 Ardsal Denge

Daha 6nce altoyun miikemmellik kavramim eksik bilgili dinamik oyunlara genig-
letirken kullandigimiz denge kavramlarindan bini olan miikemmel Bayesyen denge
kavramini incelemistik. Simdi yine aymi tiir oyunlara uygulanan daha rafine bir
denge kavrami olan Kreps ve Wilson (1982)’nin gelistirdigi ardisal denge kavramina
bakalim. Hatirlayacak olursak, miikemmel Bayesyen denge altoyun miikemmelligi,
Bayesyendenge ve Bayes kurali kavramlarninin birlesiminden elde ediliyordu. Strate-
jiler her siirek oyununda Bayesyen dengeyi saglar ve oyunculann inanglarn miimkiin
oldugu durumlarda Bayes kurali ile giincellenir. Ardisal denge kavrami da buna
benzer bir denge kavramidir. Fakat oyuncularin inanglarin giincelleme bigimlerine
daha fazla simirlama getirir. Olasilifx sifir olan olaylan takiben olusan inanglar
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izerine daha zayif sinirlamalar koyar. Fakat daha kompleks oyunlarda inanglar
iizerine konan kisitlamalar miikkemmel Bayesyen denge kavraminin belirttigi den-
gelerden daha makul dengelerin olugmasina imkan verir.

Ekonomistler eksik bilgili dinamik oyunlarin ¢ogunda ardisal denge kavrami
yerine daha zayif bir denge kavrami olan miikemmel Bayesyen denge kavramim
kullanirlar. Osbomne ve Rubinstein (1994) bunun gerekgesini soyle agiklar: “mii-
kemmel Bayesyen denge kavramu ile ¢caligmak ardisal denge kavramu ile ¢aligmaktan
daha kolaydir. Ciinkii ardisal denge kavrami miikemmel Bayesyen denge kav-
ramindaki optimal olma kosuluna inanglar iizerine tutarlilik kogulunu da ekler”.
Bunu agagida daha detayl: tartigacagiz.

Eksik bilgi, miikemmel bilginin bir ¢esidi olarak modellendiginden (Harsanyi
doniigiimii) bilginin tam fakat miikemmel olmadig1 oyunlarda da denge-dis1 inanglar
hakkinda benzer problemlerin ortaya ¢ikmasi siipriz degildir. Burada 6nemli olan
oyunculann hareketlerinin diger oyunculara bilgi tagimasidir; bu bilgi bir oyuncu-
nun gozlemledigi digerlerinin gozlemleyemedigi herhangi bir sey olabilir. Buna bir
oyuncunun kendi ge¢mis hareketleri de dahildir.

Ornek 5.5

Sekil 5.15’te verilen oyunda, 1. oyuncu ii¢ harekete sahiptir: L, A ve R. Eger
l.oyuncu L’yi oynarsa oyun sona erer. Bu durumda oyunculann fayda diizeyleri
(2,2) olur. Eger M veya R'yi oynarsa, 2. oyuncu A ile B arasinda segim yap-
mak zorundadir. Fakat 2. oyuncu bu se¢imi yaparken, 1. oyuncunun M veya
R’yi sectigini bilmemektedir. Eger 1. oyuncu M hareketini segerse ve 2. oyuncu
A hareketini segerse, oyunculanin fayda diizeyleri (0, 0) seklinde gergeklesir; ve
oyunculann (M, B), (R, A) ve (R, B) stratejilerine kargilik gelen fayda diizeyleri
sirasiyla (0, 1), (0,1) ve (3, 1) seklindedir.

00) (0,1 (1,0) @3.1)
Sekil 5.15

Bu oyunun iki piir-strateji Nash dengesi vardir: (L, A) ve (R, B) (bunu gormek
icin oyunun stratejik-bigimli gosterimini diigiiniiniiz). Bunlann her ikisi de altoyun
miikemmeldir. Burada (L, A) altoyun miikemmeldir ¢iinkii 2. oyuncu A ve B
hareketlerini segerken 1. oyuncunun hareketini bilmediginden dolayi, A hareke-
tini oynamanin Nash dengesinin bir pargasi olup olmadigini test edemeyiz. Dikkat

255



edilirse, 1. oyuncu sapma gosterdiginde ve L hareketini oynamadiginda 2. oyun-
cunun, M ve R hareketlerinin oynama olasiliklan iizerine sahip oldugu inanglan
B hareketini oynamasin1 optimal kilabilir. Bu yiizden bu oyunda A hareketini
oynamak, is¢inin verimliligi hakkinda olusan herhangi bir inang¢ i¢in makul ol-
mayan iicret teklifinde bulunmaya benzer. Ardisal denge (L, A) sonucunu devre
dig1 birakir. Yani (L, A) sonucu altoyun miikemmel olsa da makul bir sonug ol-
mayabilir, ¢iinkii 2. oyuncunun, 1. oyuncunun M ve ’den hangisini oynayacagi
hakkindaki inanglan ne olursa olsun kendisine hareket sirasi geldiginde B hareke-
tini oynamasi rasyoneldir.

Simdi de baska bir ornek iizerinden ardisal dengeyi tartigmaya devam edelim.
Sekil 5.16’da gosterilen oyunda ¢ok sayida Nash dengesi vardir. Oyunun kendisi bir
altoyun oldugundan, oyundaki Nash dengelerinin her biri altoyun miikemmeldir.
Fakat bu altoyun miikemmel dengelerin her biri makul miidiir?

(40) 11)  (04) (04) (1,1) (40

Sekil 5.16 Tiim altoyun milkkemmel dengeler makul denge degildir

4
1. oyuncunun L hareketini, 2. oyuncunun ise y hareketini segmesi durumunda

ortaya ¢ikan piir strateji altoyun miikemmel dengesini diigiinelim. Agikca bu bir
Nash dengesidir (yani dolayisiyla altoyun-miikemmel) ¢iinkii hi¢cbir oyuncu strate-
jisini tek tarafli depistirerek faydasim artiramaz. Ozellikle 1.oyuncu M veya R’yi
oynamaz ¢iinkii bu dengeye gore, 2. oyuncu y hareketini oynayarak tepki verir ve
bu da 1. oyuncuya -1 saglar (oysa L’yi oynasaydi, O alirdi). Yani 2. oyuncunun y
hareketini oynayacag tehdidi, 1. oyuncuyu L'yi oynamaya ikna etmeyi amaglar.
Fakat 2. oyuncunun tehdidi inandirict midir? Yani eger 2. oyuncuya oynama firsati
gelirse, 1. oyuncu y hareketini oynayacagina inanir m? Simdi bu sorunun cevabina
bakalim.

Oynama sirasi 2. oyuncunun olsun. Bu durumda 2. oyuncu hangi karan verir?
Burada 6nemli olan, 2. oyuncunun en iyi hareketinin 1. oyuncu tarafindan segilen
harekete bagl olmasidir. Eger 1. oyuncu M hareketini segerse, 2. oyuncunun en
iyi hareketi z olmalidir. Fakat 1. oyuncu R hareketini segerse, en iyi hareketi z’dir.

2. oyuncu, 1. oyuncunun hareketi konusunda bilgiye sahip olmadigindan,
1.oyuncunun hangi hareketi segecegine dair inanglarimi olusturmak zorundadir. 2.
oyuncunun z ve y kararnoktalan iizerinde tanimladig olasiliklar p(a) ve p(b)’dir.
2. oyuncunun, inanglan veri alindiginda, z,y ve z hareketlerini segmesi duru-
munda beklenen faydalarini tamimlayalim; sirasiyla beklenen faydalar, z : 0.p(a) +
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ap(b) = 4p(b); vy : p(a).l1 + p(b).l = 1 (ginkii p(a) + p(b) = 1); ve =
: 4.p(a) + 0.p(b) = 4p(a)’dir. Tabii sunu unutmadan belirtelim, 2.oyuncu bek-
lenen faydasim1 maksimize etmeyi amaglamaktadur.

Bu agamada 2. oyuncunun inanglarin1 bilmedigimizden yapacag segimi bile-
meyiz. Fakat y hareketini asla segmeyecegini sdyleyebiliriz. Bunu gormek igin
basitge, = ve z hareketlerinin her birinin 1/2 olasilikla segilmesi durumunda olugan
karma stratejinin beklenen faydasina bakmak yeterlidir:

P(@)(5(0) + 5(4)) + p) (5(4) + 5(0) = 2(p(a) + p(b)) = 2,

2 2

N —

burada p(a) + p(b) = 1. Dikkat edilirse bu karma stratejinin beklenen faydasi y
hareketinden gelecek | degerinden her zaman daha fazladir. Yani 2. oyuncunun
sahip oldugu inanglardan bagimsiz x veya z hareketlerini oynamak 2. oyuncuya
her zaman y hareketinden daha fazla fayda saglar.

Sonug olarak, verilen altoyun mitkkemmel dengenin tersine 2. oyuncu bu nok-
taya vardiginda y hareketini oynamayacaktir. Bu yiizden altoyun miikemmel denge
makul bir denge degildir. Bu dengenin makul olmamasi altoyun miikemmelligin
2. oyuncunun varilmayan bilgi kiimesindeki davranigim disipline edememesinden
kaynaklanir. Altoyun miikemmelligi kavrami 2. oyuncunun davramgim disipline
edemez ciinkii vanlmayan bilgi kiimesi tekil degildir ve bu yiizden de bir altoyun
degildir. Fakat gordiigiimiiz gibi, 2. oyuncunun vanlan bilgi kiimesindeki nok-
talar iizerindeki inanglarin1 devreye soktugumuzda, oradaki davranigim1 makul bir
sekilde disipline edebiliyoruz. Bu durum denge sonuglan iizerinde 6nemli bir etki
yaratir.

5.5.1 Inanc ve Strateji Iliskisi

Yukanda yapilan tartigmanin devam olarak ilk dnce oyuncularnn karar noktalan
iizerindeki inang¢lannin altoyun miikemmel denge kiimelerinin rafine edilmesin-
deki etkisini daha formel tamimlayacagiz. Daha sonra 6mekler iizerinden inang
ve strateji iligkisini daha aynintili tartisacagiz.

Genigleyen-bigimli bir oyunda z karar noktas: verildiginde, ¢(2:) oyuncusunun
(¢«(z)’in z karar noktasinda hareket sirasi gelen oyuncuyu tanmimlayan fonksiyon
oldugunu unutmayimz) vardign H(zx) bilgi kiimesine bagh olarak z noktasina
atfedilen olasihg u(x)’dir. Yani her karar noktas: y i¢in ZIEH(y) p(r) = 1'dir.
Burada p(z) fonksiyonuna inanglar sistemi diyoruz ¢iinkii oyuncularin bu noktaya
kadarki tarihiyle ilgili her bilgi kiimesindeki inanglarini temsil eder. Inang sistemini
Ozetle soyle tamimlayabiliriz:

(i) Herhangi bir ¢ oyuncusunun g inanglar sistemi bu oyuncunun bilgi
kiimelerindeki karar noktalarina olasilik atfeden bir fonksiyondur. Yani 6megin ¢
oyuncusunun bilgi kiimesi H = {x1,...,z«} ise uy : H — [0, 1] olasilik fonksiy-
onudur (yani Zle w1(x;) = 1). Burada py(z;), oyuncunun x; karar noktasina
vanldigindaki inanci olarak yorumlanur.
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(ii) n—oyunculu miikemmel bilgili olmayan ardisal bir oyunun inang sistemi
ise yt = (g1 ..., jt5,)’dir. Burada j¢;, i oyuncusunun inanglar sistemidir.

(iii) Daha 6nceki boliimlerde anlattiimiz davranis stratejisini burada biraz ha-
tirlamakta yarar var. Herhangi bir 7 oyuncusunun davranig stratejisi b, bu oyuncu-
nun vardig her karar noktasindaki dallara (hareketlere) atfettigi bir olasilik dagilim
fonksiyonudur. Yanieger H = {x). ..., }, i oyuncusunun bilgi kiimesi ise ve her
x; € H karar noktasindaki hareketler kiimesi A ise, bu durumda davranig stratejisi
ba : A — [0.1] olasilik fonksiyonudur. n—oyunculu bir oyundaki davranis strateji
profiliise, b = (by, ..., b, ) ile gosterilir, burada b; stratejisi  oyuncusunun davranig
stratejisidir. Eger her karar noktasindaki her harekete pozitif olasilikla vanlirsa
buna da daha 6nce belirttigimiz gibi davranig stratejisinin tamamen karma olmasi
denir.

Bir oyuncunun, oyunun tarihi hakkindaki inanglan su anki davranig iizerinde
onemli bir etkiye sahip oldugundan, bu inanglanin makul gekilde olugturulmasi
olduk¢a 6nemlidir. Bu yiizden bizi burada ilgilendiren soru sudur: Veri herhangi
bir b davrams stratejisi igin, hangi inanglar sistemi, y, makuldur? Inanglar (1) ve
davranig stratejisinden (b) olusan (u, b) ¢iftine degerlendirme diyoruz. Boyle bir
siral ikili, (s¢, b), verildiginde, burada ;1 parametresi oyuncularin b davranig strate-
jisini oynadiklar veri alindiginda sahip olduklan inanglar olarak yorumlanir. Simdi
sorumuzu $oyle degistirebiliriz: Hangi degerlendirmeler makuldiir?

Sekil 5.17°de verilen oyunu diisiinelim. Bu oyunda 1. oyuncunun davranig
stratejisi ve 2. oyuncunun inanglan verilmektedir (bunlar ¢, w ve z’dir). l.oyun-
cunun stratejisi verildiginde, 2. oyuncu her varnlan karar noktasimin olasiligini
Bayes kurali ile hesaplar. Bu oyunda Bayes kuraljnin nasil uygulandigini daha
somutlagtirmak igin oyle diisiiniilebiliriz: Bu oyunun 1200 kere oynandigin varsa-
yalim. Ortalama olarak en soldaki iki hareket sirasiyla, 300 ve 100, yani toplamda
400 kere oynanir. Diger ii¢ hareket ise yine soldan itibaren 200, 100 ve 500 kere,
yani toplamda 800 kere oynanir. Bu yiizden 2. oyuncunun bilgi kiimesine 800
kere ulagiir. Bu bakig agisiyla, 2. oyuncunun bilgi kiimesine vanlmasim veri
aldigimizda, en soldakinin oynanma olasiligi, ¢ = 200/800 = 1/4, ortadaki nok-
tanin oynanma olasihig, w = 100/800 = 1/8 ve sagdakinin oynanma olasilif1 ise
z = 500/800 = 5/8 olur (Sekil 5.17°de inanglar sistemi her ilgili noktanin yaninda
ve kare parantezleri iginde, her bilgi kiimesinin her karar noktasina atfedilen olasiligi
olarak gosterilmektedir).

(i, b) degerlendirmesinin makul olabilmesi igin y inanglar sistemi, b davramsg
stratejisinden hareketle Bayes kuralimi kullanarak, miimkiin oldugu yerde, ¢ikar-
sanmalidir. Burada “miimkiin oldugunda” sozii daha 6nce sOylendigi gibi her-
hangi bir davranig stratejisine bagl olusan pozitif olasilikli tiim bilgi kiimeleri”
anlaminda kullanilmaktadir. Ciinkii Bayes kuralim her bilgi kiimesinde uygula-
mak her zaman miimkiin olmayabilir. Omegin Sekil 5.18°de 1. ve 2. oyuncu-
lanin davranis stratejileri veri alindiginda, 3. oyuncunun bilgi kiimesine vanlamaz
(yani sifir olasilikla vanlir). Bu sartlar altinda 3. oyuncunun inanglarini olugturmak
icin Bayes kuralin1 kullanamayiz. Fakat buna ragmen 2. oyuncunun stratejisi ver-
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Sekil 5.17 inanglann elde edilmesinde Bayes kuralimin kullanilmas:

ildiginde, 3. oyuncu igin tek bir makul inang vardir, o da 8 = 1/4’tiir.

Bu inancin, tek makul inang olma gerekgesi, 2. oyuncunun davranig strate-
jisinin su anlama gelmesinden kaynaklanir: 1. oyuncu solu 1 olasilikla oynamak
zorunda oynamasina ragmen, 2. oyuncu, eger 1. oyuncu sag oynarsa, solu 1/4
olasilikla oynayacaktir. Yani 2. oyuncunun karma stratejisi zaten 1. oyuncunun
2. oyuncuyu devreye sokacak stratejiden sapma gosterecegini dikkate alir. Sonug
olarak, 3. oyuncuya vanldiginda, onun tek inanci 2. oyuncunun 1/4 olasilikla solu
oynayacag seklindedir.

Sekil 5.18 Bayes kurali digindaki inanglar iizerine getirilen kisitlama

Diger yandan davranig stratejisi verildiginde, inanglar iizerinde empoze edilebile-
cek bagka kisitlar da vardir. Sekil 5.19°de verilen oyunu diigiinelim burada her iki
oyunda da 1. ve 2. oyuncular igin davrans stratejileri tammlamir. Oyunda, O ve 1
degerleri arasinda segilen herhangi bir 8 ve ¢ degeri, Bayes kurali ile uyumlu bir
degerlendirme elde etmek igin yeterlidir.

Bu oyunda 6 = ¢ esitliginin gegerli oldugunu iddia edelim. Gergekte bu esitlik
iki ilave kisittan kaynaklanir:

(i) Bagimsizlik: Inanglar, stratejilerinin bagimsiz segildigini yansitmak zorun-
dadir.

(ii) Ortak Inanglar: Aym bilgiye sahip oyuncular ayni inanglara sahiptir.

Bu prensiplerin nasil 8 = ¢ esitligine yol agtifina bakalim. Sekil 5.19’deki
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oyuna bakalim. 2. oyuncunun bilgi kiimesine vanldig1 zaman, ¢ degeri 2. oyun-
cunun, 1. oyuncunun L hareketini oynamasina atfettigi olasiliktir. Sekilde goste-
rilmemesine ragmen, ortak inanglar prensibi 3. oyuncunun da 1. oyuncunun L’yi
se¢me olasiligina € degerini atfettigini ima eder (yani 2. oyuncu ile ayni bilgiye
sahiptir). Fakat oyunculann inanglarinin bagimsizlig1 prensibi ile 2. oyuncunun
strateji se¢imini bulmak 3. oyuncuya 1. oyuncunun segctigi strateji hakkinda higbir
bilgi saglamaz. Sonug olarak, 3. oyuncunun l.oyuncu hakkindaki inanglan ayni
kalmak zorundadir (yani 1. oyuncunun L hareketini oynama olasili§1 6’e esittir),
bu olasilik 2. oyuncunun L hareketini segtigini gordiikten sonra bile aynidir ve
¢ = 6 anlamina gelir.

Sekil 5.19 Ortak inanglar ve inanglann bagimsizli varsayimlari

’

Boylece Bayes kurali, bagimsizlik ve ortak ‘inanqlar kavramlan, inanglar
iizerine konan olas! tiim kisitlan tanimlayan kavramnlardir. Bir degerlendirmenin
tutarli olmasi ancak bu kosullar gegerli ise miimkiindiir. Dolayisiyla bu kosullardan
biri ihlal edilirse degerlendirme tutarli olmaktan ¢ikar. Tutarlilik kavramim daha
iyi tanimlamak igin tamamen karma dedigimiz bir kavrami tanimlamamiz gerekir.
Sinirhi genigleyen-bigimli bir oyunda bir davranig stratejisi eger her bilgi kiimesindeki
her harekete pozitif olasilik atfederse, bu davranig stratejisine tamamen karma denir.
Tutarlilik kavram Bayes kuralindan daha kisitlayicidir, hatta her altoyundaki Bayes
kuralindan daha kisitlayicidir. Simdi tutarlilik kavraminin formel tanimim verelim.

Tamm 5.5 Simrl genigleyen-bicimli bir oyunda eger b™ gibi tamamen karma bir
davramig stratejiler dizisi, b davramg stratejisine yakinstyorsa ve u" inang
sistemleridiziside Bayes kurali ile jdegerine yakinsiyorsa (11, b) degerlendirmesine
tutarlidir denir.

Tutarlihk kavramini daha iyi anlamak igin yukanda verilen tamimi daha once
verdigimiz 6meklere uygulayalim. Sekil 5.17°de verilen 6rnekte, b, davranig strate-
jisini temsil etsin (burada 2. oyuncunun davranig stratejisi ile ilgili bir durum s6z
konusu degildir) ve u = (g, w, z) de inanglar sistemini gostermektedir. Degerlen-
dirmenin, (g, b), tutarlh olmasi igin, (p™,b*) — (u,b) seklinde bir
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degerlendirmeler dizisi olmak zorundadir. Burada her n igin b" tamamen karma,
p™ de Bayes kurali kullanilarak b™den tiiretilmistir. Bu su anlama gelir: Davramg
stratejiler diziyle birlikte 1. oyuncunun sag taraftaki ii¢ secimine varma olasiliklan
sirastyla 2/12,1/12 ve 5/12’e yakinsar. Bu yiizden inanglar dizisi Bayes kural ile
tiiretilir, ¢"/w™ — 2,w™/z™ - 1/5 ve z™/q™ — 5/2, bdylece ¢" = 1/4, w™ —
1/8 ve z* — 5/8. Dolayisiyla daha 6nce ifade ettigimiz gibi, degerlendirmenin
tutarhlig1 sunu gerektirir: i = (¢, w, z) = (1/4,1/8,5/8).

Sekil 5.18'de tammlanan davranig stratejisi veri alindiginda, tutarlihk 8 = 1/4
inancinin olmasini gerektirir. Ciinkii tamamen karma stratejilerinin herhangi bir
dizisi gekildeki degerlere yakinsar. Yani 1. oyuncunun sag segme olasihgi ve 2.
oyuncunun solu segme olasiligi, 1. oyuncunun sagi ve 2. oyuncunun solu segme
olasihgimn limitte ii¢ kat1 kadardir. Bu sonug, inanglann Bayes kuralim kullanarak
elde edilen dizilerin limit degerinden tiiretilir.

Sekil 5.20’de verilen oyuna bakalim. Bu oyunda tamamen karma davranig
strateji profili (b) soyle tammlanir:

i. 1. oyuncu I? hareketini 0.1 olasilikla, L hareketini ise 0.9 olasilikla oynar.

ii. 2. oyuncu kendi bilgi kiimesinde su segimleri yapar: B hareketini 0.1
olasilikla ve A hareketini de 0.9 olasilikla oynar.

iii. 1. oyuncu bilgi kiimesine vardiktan sonra  ve ! hareketlerini 0.1 olasilikla,
T ve 7’ hareketlerini de 0.9 olasilikla oynar.

(4.3) (35) (24) (3.0) (26) 1.7 (0.3) 4.2)

Sekil 5.20

Yukanda verdigimiz olasilik yapisi bir davranig strateji profilidir. Rasyonel
oyuncular kendi bilgi kiimelerine vardiklannda hangi karar noktalannda olduk-
lanna dair inanglar olustururlar. Agik¢a, 2. oyuncu, kendi bilgi kiimesinde ;
noktasinda olma olasiliginin 0.1 olduguna inanmaktadir. Fakat 2.0yuncu oynadiktan
sonra 1. oyuncunun inanci ne olmalidir? Yani daha spesifik soylersek, 1. oyuncu-
nun h; = {y3,y4} ve ha = {y1, y2} bilgi kiimelerindeki inanglan ne olmahdir?

Eger 1. oyuncu h; bilgi kiimesine vardiysa, kendisi daha 6nce R hareketini
secti demektir. Dolayisiyla 1. oyuncu h; bilgi kiimesinde sahip oldugu bilgiyi
hangi karar noktalanna vanldigina dair inanglanm olugturmak igin kullanmalidur.
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Bunu yapmanin bir yolu Bayes kuralin1 kullanmaktr.

Bu yiizden, eger b(y,), oyun agacindaki kok noktasindan baglayarak y4 karar
noktasina vanlma olasilifim gosteriyorsa, b(ys | hi) bize h; bilgi kiimesine
vanldiginda y4 karar noktasinda olma olasiligim verir. Bu olasilig1 Bayes kurali
ile bulalim:

b(ya | h) = b(h | y4)b(ya) _ blya)
. b(hy | ya)b(ya) + b(hy | y3)b(ysz)  b(E) + b(ys)
Bu durumda,
1 x0.01
blya | ) = . = 0.1.

1 x0.014+1x0.09

Bu sonu¢ su anlama gelir: 1. oyuncu L davrams stratejisiyle varnlan bilgi
kiimesindeki inanglarimi giincelledikten sonra, y4 karar noktasinda olma olasiligini
0.1 oldugunu goriir. Halbuki oyunun basinda £ bilgi kiimesinde y4 karar noktasina
varma olasilig1 0.01°di. Ozetle 1. oyuncu oyunda olan biten hakkinda elde ettigi
bilgiyi kullanarak olasilifim revize etti. Buna 1. oyuncunun inanglarim ardisal
rasyonel olarak giincellemek diyoruz. Eger 1. oyuncu bunu her karar noktasi igin
yapsaydi, bu durumda inang¢lan g6yle olurdu:

b(ya | ) = 0.1, blys | 1) = 0.9
b(yz | ha) = 0.1 ve b(y; | ha) = 0.1.

Agikga bu inanglar, b davranig strateji profiliyle uyuml}l inanglardir. Dolayisiyla b
davranis strateji profili verildiginde makul olan tek inanglar sistemidir.

Daha once ifade ettigimiz gibi bir inanglar sisteminin limit degerinin olmasi
onu tutarli yapar. Bu ornekte tamamen karma davranig stratejisinin ardisal bir
sekilde degistirildigini varsayalim; omegin 0.1 olasiig1 git gide kiigiiltiilsiin.
Dolayisiyla 0.9 olasilikla yapilan hareketler de daha biiyiik olasilikla oynanir hale
gelir, yani olasilik 1’e yaklagir. Tamamen karma strateji profillerinden olugturdu-
gumuz bu inanglar dizisi de her adimda ayn1 zamanda degisecektir. Peki o zaman
sorumuz, limitte bu inanglara ne olur?

Bu oyunda her oyuncu igin bu inang sisteminin limitte bir degeri oldugunu
gorebiliriz:

i. 1. oyuncunun bilgi kiimesinde: b(y4 | h1) = b(yy | ko) =0 ve u(ys | hy) =
n(y | hy) =1

ii. 2. oyuncunun bilgi kiimesinde b(z2) = 0 ve b(x;) = 1.

Bu inanglar sistemi bize 0 — 11 — y; — (4,3) patikasim verir; bu da
({L,!'}, A) strateji profilidir. Inanglar sistemini ve strateji profilini tutarli yapan
sey Bayesyen-tutarl inanglar sisteminin ve strateji profiller dizisinin bir limiti ol-
masidir. Bunu daha iyi anlamak igin bir 6mek daha verelim.
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Ornek 5.6

Sekil 5.21°de verilen oyuna bakalim: Burada iki Nash dengesi vardir: (I, R)
ve (m, L). Soru, bu dengelerden hangisinin makul oldugudur. Agikga, bir dengeyi
veya digerini silmek igin altoyun miikemmelligi kullanamayiz ¢iinkii oyun tek basina
bir altoyuna sahip degildir. Bu durumda su beklenebilir: 1. oyuncu ilk hareket eden
oyuncu oldugu i¢in oyunu ydnlendirebilir ve dolayisiyla kendisinin daha yiiksek
fayda saglayacag bir dengenin olugmasina imkan verebilir.

(24)

(6,2) (1.1) (3.2) (1.0)

Sekil 5.21

Burada (!, R) Nash dengesini silmenin daha makul gerekgesi su olabilir: Eger
2.oyuncunun bilgi kiimesine bir kez vanldi mi, 2.oyuncunun R’yi se¢mesinin bir
manti1 yoktur. Onun igin en iyi hareket L’dir. Dahasi, (m, L) strateji profilinin z
inang sistemiyle tutarli oldugunu da kontrol ederek bu karara varmak miimkiindiir.
Dolayisiyla u(8) = 0 ve u(a) = 1 inanglan tutarlidir.

Diger yandan, (I, R) Nash dengesi i¢in de herhangi bir inang sisteminin, (I, R)
strateji profiliyle tutarh olup olmadigini kontrol edebiliriz. 2. oyuncu {a, /3} bilgi
kiimesinde hangi inanglara sahip olursa olsun, eger bu bilgi kiimesine vanlmigsa
kendisinin higbir zaman R hareketini segmemesi gerekir. Ciinkii L hareketini
se¢mek her zaman daha yiiksek fayda saglar; bu durum hangi karar noktasina
vanldigindan bagimsiz olarak gecerlidir. Dolayisiyla bu Nash dengesinin makul
bir denge oldugunu savunmak zordur. Sonug olarak oyunun tek makul dengesi
(m, L)’dir.

Bu omek bize sunu gostermektedir: (i) Tutarli inanglar sistemi bir ardisal
oyunun makul dengelerini bulmak igin ilk adimdir ve (ii) Nash dengesi strateji
profili her bilgi kiimesinde optimal hareketi se¢meyi saglamaz. Dolayisiyla {a, 5}
bilgi kiimesinde R segimi ag1kga optimal degildir.

5.5.2 Ardsal Rasyonellik

Su ana kadar inanglar ve stratejiler arasindaki iligkiye baktik. Simdi tekrar genel
olarak genigleyen-bigimli bir oyun igin geriye dogru ¢ikarsama yaklagiminin daha
makul bir kargiligini gelistirmeye ¢aligalim.
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Miikemmel bilgili oyunlar icin geriye dogru ¢ikarsama, temelde tim oyun-
culann kendilerine sira geldiginde faydalanm maksimize edecek sekilde davran-
malanna kargihik gelir. Altoyun miikemmelligi bu diisiinceyi miikemmel bilgili
oyunlann otesine tagimay: amaglar. Fakat daha 6nce gordiigiimiiz Sekil 5.16’da
oldugu gibi, altoyun miikemmelligi her bilgi kiimesindeki optimal olmayan
davraniglan digarida birakacak kadar giiglii olmayabilir.

Her oyuncu oyun sirasi geldiginde oyunun tarihi hakkinda inanglara sahip-
tir. Bu inanglara bagh olarak her oyuncunun bilgi kiimesindeki segimleri ilgili
karar noktasinda optimal olmalidir. Bu bir kez yapildi mi, geriye dogru ¢ikarsama
kavramim daha genel olarak tiim genigleyen-big¢imli oyunlara genisletebiliriz.

Sinirh genigleyen-bigimli bir oyun diigiinelim. Bu oyunda ¢ oyuncusuna ait
bilgi kiimesi H ile gosterilsin. 7 oyuncusunun b; davranig stratejisinin, H bilgi
kiimesine bir kez vanldiktan sonra, optimal olup olmadigim kontrol etmek igin,
bu oyuncunun H bilgi kiimesine bir kez vanldi mi herhangi bir stratejisinden elde
edecegi fayday: hesaplamamuz gerekir.

Simdi ¢ oyuncusunun, H bilgi kiimesine vanldiginda, (u, b) degerlendirmesine
gore faydasini hesaplayalim. Her £ € H karar noktasi i¢in ¢ oyuncusunun z karar
noktasindan baglayan faydasim1 b davrams stratejisini kullanarak hesaplayabiliriz.
Bunu yapmak igin de basit¢e z’e bir altoyunmus gibi davranalim. Béylece her =
icin u;(b | ) fayda diizeyini verir. Yani u;(b | ), i oyuncusunun z € H noktasina
vanldiginda elde ettigi faydadir. Burada tabii ki, < oyuncusu, H bilgi kiimesinde
hangi noktaya vardigin1 bilmemektedir. Fakat u inanclar sistemi, ¢ oyuncusunun
H bilgi kiimesindeki hangi noktaya vanldigina dair olasiliklardan olusur. Sonug
olarak, ¢ oyuncusunun (pu, b) degerlendirmesine gore H bilgi kiimesinde beklenen
faydasini, v;(u, b | H), s0yle ifade edebiliriz:

vi(p b | H) =) p()us blz (5.10)
zel

Kisaca (5.10) denkleminden hareketle genisleyen-bigimli bir oyundaki herhangi
bir < oyuncusunun beklenen faydasi hesaplanabilir. Burada yapmak istedigimiz sey,
herhangi bir bilgi kiimesine vanldifinda : oyuncusunun stratejisini degistirdiginde
faydasinin nasil degistigini yani daha iyi sonug verecek bir strateji olup olmadigini
incelemektir. Bu da bizi ardisal rasyonalite kavramina gotiiriir.

Tamm 5.6 Sinirl genisleyen-bigimli bir oyunda her i oyuncusuna ait her H bilgi
kiimesi i¢in ve i oyuncusunun her diger b, davranig stratejisi igin asagidaki kogul
gecerliyse, (i, b) degerlendirmesine ardisal rasyonel denir:

Ui(/.l,b I I) > vi(pv (b',u b*i) | 1)

Buradan hareketle ardisal rasyonellikten ne anladigimizi daha agik bir
sekilde ifade edelim. Eger hi¢bir oyuncu, oyunun herhangi bir agamasinda, strate-
jisini degistirecek bir motivasyona sahip degilse, degerlendirme ardisal rasyoneldir.
Oyunun herhangi bir asamasi1 demekle kastettigimiz sey, b davrams stratejisiyle
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sadece pozitif olasilikla vanlan noktalan igeren tiim bilgi kiimeleridir. Bu aynmin
onemi Sekil 5.16’dan da agik bir sekilde goriilebilir. Hatirlayacagimiz gibi, 1.
oyuncunun L hareketini ve 2. oyuncunun da m hareketini oynadig: altoyun mii-
kemmel denge makul degildi ¢iinkii 2. oyuncu eger gercekten kendi bilgi kiimesine
varsaydi m hareketini oynamaktan vazgececekti. Eger tiim bilgi kiimelerindeki
optimal davranigin ne oldugunu kontrol etmede 1srarci olmasaydik, bu makul ol-
mayan denge elemine edilemeyecekti. Yani sadece verilen stratejilere gore pozitif
olasilikla vanlan bilgi kiimelerini kontrol etseydik, makul olmayan bu dengeyi el-
emine edemeyecektik. Fakat oyunculanin davraniglannin vanlan ya da vanlmayan
her bilgi kiimesinde optimal olmas: gerektigini zorunlu tutarsak makul olmayan
altoyun miikemmel denge elemine edilir.

Kisacasi ardisal rasyonalite kavramimi daha Once tamittifimiz stratejileriyle
inanglan birbirine baglayan ii¢ prensibi - Bayes kurali, bagimsizlik ve ortak inanglar-
birlestirdigimizde 6nemli bir denge kavrami olan ardisal dengeyi elde ederiz.

Tamm 5.7 Eger simirh genisleyen-bicimli bir oyundaki (1, b) degerlendirmesi hem
tutarli hem de ardisal rasyonalse, bu degerlendirme ardisal dengedir.

Her sinirli ve miikkemmel hatirlamal1 genigleyen-bigimli oyunda en az bir ardisal
denge vardir. Bu denge kavramini daha iyi anlamak igin bir mek verelim.

Ornek 5.7

Sekil 5.20’de verilen miikkemmel-olmayan bilgili ardisal oyuna tekrar donelim.
Bu oyunda dikkat edilirse piir Nash dengesi yoktur. Bu yiizden bulacagimiz karma
strateji Nash dengesinin, ayn1 zamanda ardisal denge de oldugunu gosterecegiz.

Oyunun davramig strateji profili, b = (b1,b2), su sekilde verilmektedir:
bi(L) = L,by(R) = 0,bi(r) = 1,6,(1) = 0,b1(r") = 1/6,b,(l') = 5/6 ve
ba(B) = bao(A) = 1/2.

Burada sunu iddia ediyoruz; b strateji profiliyle tutarli 4 inang sistemi su sekildedir:

{z, :L‘z} bilgi kiimesinde p2(2:2) = 0, po(z)) =1,
{v1,y2} bilgi kiimesinde s¢1(y2) = 1/2, n2(y1) =1/2,
{v3,y4} bilgi kiimesinde 11, (y4) = 1/2, pa(ys) = 1/2.

Bu durumun dogrulugunu kontrol edelim. Tamamen-karma davranig strateji pro-
filler dizisi, {b,} = {(b}, b3)}, soyle tammlanmaktadir:

¥
1 1 1 )
ML) =1—-—, d" =— . bMYrY==. )= 2
HL) =1 o B(R) = o BY() = L b = 2
1 1 1 1 1 1
pn —=1—__ — b _ 1 _ n _ ‘
I(T) 271, bl (l) om’ Q(B) 2 m ve b?(A) 2 + m

Dikkat edilirse bu diziler b = (b;, b2) strateji profiline yakinsar. Dahasi dogrudan
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hesaplarsak, {4®} inanglarinin b,, davranig stratejisiyle tutarli oldugunu goriiriiz:

1 1
b. b
“(ry)=1-— ™ = —
py" (x1) oy H2 (z2) 5
1 1 1 1
b" - - _ u —_ -
"t (y2) 5 g, M (¥1) 5T 50
ba _1 1 b _ 1
K1t (ya) = 5 " 5, VEH (y3) = 5+ 5

Yukandaki ilk satin Bayes kuralini kullanarak elde edebiliriz (digerleri de benzer
sekilde hesaplanabilir):

_ bg(:l)l) =1— i
bz(Il) + bz(.’l?z) 2n’

Simdi de (b, ;1) degerlendirmesinin oyunun ardisal dengesi oldugunu gosterelim.,
Bunu da 4. inang sistemi verildiginde, her bilgi kiimesinde oyuncularin beklenen
faydalarin1 maksimize eden davranis stratejilerini kontrol ederek yapanz.

Birinci adim: H = {y1,y.} bilgi kiimesini diisiinelim. Agikga bu kiime 1.
oyuncuya aitti. Bu oyuncu g (y2) = p2(y;) = 1/2 inanglanna sahiptir. Bu
bilgi kiimesinde herhangi bir davram stratejisi su bigimde olsun, b(r’) = p ve
b(l') = 1 — p. Bu davranis stratejisi i¢in 1.oyuncunun beklenen faydas: agagidaki
sekilde tanimlanir:

vi(p, H [3p+21— ]+—[3p+41— p) = 3.

Dikkat edilirse sonug p’den bagimsizdir. Bu da su demektir: 1. oyuncunun b (r’) =
1/6 ve ba(l') = 5/6 davrang stratejisinden bagka bir stratejiyi oynamasinda her-
hangi bir kazanci yoktur.

Ikinci adim: Hy = {ys,y3} bllgl kiimesini diigiinelim. Bu bilgi kiimesinde,
£1(y4) = p2(y3) = 1/2 inanglanna sahibiz. Bu yiizden 1.oyuncunun herhangi bir
davranig stratejisini, b(r) = p ve b(l) = 1 — p, se¢mesi sonucu beklenen faydasi
sOyledir:

v (p, H) = [4p+0x (1-p)+= [p+21— p) =1+ -p<25.

Buradan hareketle, 1. oyuncunun beklenen faydasim maksimize eden davranig
stratejisinin, 7 hareketini 1 olasilikla, ! hareketini de O olasilikla oynayan strateji
oldugunu goriiriiz. Bu da bize en yiiksek fayda olan 2.5 degerini verir.

Ugiincii adim: Hy = {z, 2} bilgi kiimesini diigiinelim. Burada Ho, 2. oyun-
cunun bilgi kiimesidir. pp(z;) = 1 oldugundan, 2. oyuncunun beklenen faydasi
oyunun z; karar noktasindan baglayarak nasil oynandigiyla belirlenir. 2. oyuncu-
nun x, karar noktasinda herhangi bir davrans stratejisi, b(B) = pve b(A) = 1—p
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olsun. Dolayisiyla 2. oyuncunun H; karar noktasinda beklenen faydasi soyledir:

172(p,H2):%[px é x0+px g X4+(1—p)é x5+(1—p)% x3]:§.
Yine beklenen faydanin p’den bagimsiz oldugu goriilir. Bu da 2. oyuncunun
ba(B) = b2(A) = 1/2 stratejisinden sapmasinin daha yiiksek fayda saglamadig
anlamina gelir.
Déirdiincii adim: Oyunun o baglangi¢ noktasindan baglayarak bilgi kiimesini
diisiinelim. Bu durumda eger l.oyuncu R hareketini p olasilikla, L hareketini de
1 — p olasilikla oynarsa beklenen faydasi soyledir:

v1(p,0):gp+3(1—p)=3—g. (5.11)
Agikga (5.11) denklemi p = 0 iken maksimum bir degere sahiptir. Yani l.oyuncu
oyunun basinda R hareketini sifir olasilikla, L hareketini de 1 olasilikla oyna-
malidir.
Sonug olarak herhangi bir bilgi kiimesinde b davranig stratejilerinden sapma
gostermeleri durumunda higbir oyuncu daha kazangh hale gelemez. Bu yiizden
(b, i) gifti ardisal dengedir.

Ornek 5.8

Sekil 5.22’de verilen oyuna bakalim. Dikkat edilirse, bu oyunda « karar nok-
tasiyla basglayan tek bir altoyun vardir. Bu oyunun iki tane altoyun miikkemmel
dengesi vardir: ({t}, {B,e}) ve ({a}, {B, t}).

(1.0) (3.2) (1,1) (6.2)

¥ Sekil 5.22

Sirasiyla sunlan iddia edelim:
i. ({t},{B,e}) altoyun miikemmel dengesi agsagidaki b = (b;, b) strateji pro-
filiyle uyumludur:
bl(t) =1wve bl(a) = b (C) =0
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ve

b2(B) =1, b (A) = 0,b2(d) = 0 ve ba(c) = 1.

Aynca {/3,~} bilgi kiimesinde ;1 = (p1, y12) inang sistemi ise yledir: 1;(8) = 0
ve j15(y) = 1. Bu inang sistemi b strateji profili ile uyumludur ve (b, 1) ardisal
dengedir.

ii. Altoyun miikemmel denge olan ({a}, {T, R}) strateji profili ardisal denge
degildir.

Bu iddialan tek tek kontrol edelim. ilk 6nce yukanida tanimlanan (b, ) giftinin
ardisal denge oldugunu gosterelim. Tamamen karma bir strateji profiller dizisini
diigiinelim, {b™ = (b7, b3)}, ve bu diziyi y6yle tammlayalim:

1 1
bi(t)=1- - ve bl (a) = bl (c) = —

ve
. 1 1 1
b'z(B) =1- ;,bg(A) = ;,bg(d) = ; ve bz(e) =1- —

Agikga goriildiigii gibi b™ — b.
Burada b ile Bayesyen tutarh pbn = ([l.l;", pg") inanglar sistemini dogrudan
hesaplarsak, {3, v} bilgi kiimesinde suna sahip oluruz:

buf gy _ bi(t) __1/2n _
WO g ee Ty 0T
v bn(): b"ll(t) — l—l/nl_)l:l‘()
B2V = ey + bty 1—1/2n - - B

Tiim bunlar g inang sisteminin b strateji profili ile tutarli oldugunu géstermektedir.
Simdide (b, 1) ¢iftinin en yiiksek beklenen fayday: saglayip saglamadigina bakalim.

Eger 2. oyuncu d hareketini p olasilikla ve e hareketini de 1 — p olasilikla
oynarsa {{3, v} bilgi kiimesinde beklenen faydas: sudur:

va(B,y)=px1+(1—-p)x2=2—p. (5.12)

(5.12) denklemi p = 0 iken maksimum degerine ulagir. Yani 2. oyuncu {43, v} bilgi
kiimesindeki by stratejisinden sapma gostererek daha fazla kazang saglayamaz.

Simdi de « karar noktasinda 1. oyuncunun c hareketini p; olasilikla, ¢ hareke-
tini de p2 olasilikla ve a hareketini de 1 — p; — p2 olasilikla segtigini varsayalim. Bu
durumda « karar noktasindan baglayan |.oyuncunun beklenen faydasi soyle ifade
edilir:

vi(a) =p1 x3+p2 x 6+ (1 —p1 —py) X 2=2+p; + 4p2. (5.13)

Burada p; > 0,p2 > 0 ve p; +p2 < 1 durumlarim dikkate alirsak, (5.13) denklemi
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p1 = 0 ve pp = 1 noktalarinda maksimum degerini alir. Yani 1. oyuncu « karar
noktasindaki davranig stratejisini degigtirerek bir kazang elde edemez.

2. oyuncu, o kararnoktasinda, B hareketini g olasilikla ve A hareketinide 1 —q
olasilikla oynasin. Bu durumda o karar noktasinda baglayan oyunda beklenen fayda
soyledir:

v2(0) =gx1+1x2=2q. (5.14)

Acikca (5.14), ¢ = 1 oldugunda beklenen fayda maksimum degerini alir. Yani
2.oyuncunun o karar noktasinda stratejisini degistirmesi rasyonel degildir.
Dolayisiyla ({t}, { B, ¢}) dengesinin ardisal dengedir.

Simdi de ({a}, { B, d}) altoyun miikemmel dengesinin ardisal denge olmadigim
gosterelim. Bunun igin de 1. oyuncunun {0, v} bilgi kiimesi iizerine tanimlanmig
rastgele bir olasilik dagilimi oldugunu varsayalim: 3 karar noktasinda olma ola-
siiginin s, ~ karar noktasinda olma olasiliginin ise 1 — s olsun. Aym zamanda
2. oyuncunun d hareketini p olasilikla e hareketini de 1 — p olasilikla oynadigim
varsayalim. Bu durumda {/3, v} bilgi kiimesinde 2. oyuncunun beklenen faydasi
sOyle ifade edilir:

vo(B,7) =8px0+ (1 —-p)x2]+(1—s)px1+(1-p)2]J=2-(1—-3s)p

Kolayca goriilebilecegi gibi vy (3, v) degeri, p = 0 iken maksimumdur. Dolayisiyla
2.oyuncu (b2(d) = 1 ve by(e) = 0) stratejisinden saparak faydasini artirabilir. Bu
da ({a}, { B, d}) strateji profilinin ardisal denge olmadigini gosterir.

5.6 Titreyen-El Miikemmel Denge

Altoyun miikemmel denge ve ardisal denge kavramlar, ardisal rasyonellige oyun-
cularin stratejik muhakemesinin bir unsuru olarak bakar. Bu kavramlar, oyuncu-
lann sadece denge patikasindaki hareketlerini segerken rasyonel olduklarini degil,
dengede gerceklesmeyecek hareketler konusunda da diger oyuncularin planlar
hakkinda inanglar olugturduklarini belirtirler. Fakat simdi tanitmay1 amagladigimiz
titreyen-el miikemmel denge kavramu farkl bir yaklagim gosterir. Bu denge ¢oziimii
oyuncularin rasyonelligine farkl: bakar. Buna gore oyuncular denge-disi olaylar da
dikkate alirlar ¢iinkii diger oyuncularin birbirinden bagimsiz hatalar yapabilecek-
lerini (elleri titreyebilir) diigiiniirler. Yani buradaki temel fikir, her oyuncu hareke-
tini sadece denge inanglarina gore optimal olarak se¢mez, hata yapma olasiligini
dikkate alarak da se¢im de bulunur. Bu hatalar oyunun bir pargasi olarak model-
lenmezler. Daha ziyade,Yeger bir strateji profili hatalarin ger¢eklesme olasiligim
dikkate alan baziinanglarla birlikte ardisal rasyonaliteyi sagliyorsa, bu strateji pro-
fili istikrarli diye tanimlanir.

Kisacas: titreyen el yaklagimina gore, bir oyuncunun stratejisinin optimal
olmasi demek, sadece diger oyuncularin denge stratejilerine karg1 optimal olmasi
degil, ayn1 zamanda bu stratejilerde olabilecek diizensizligi ya da salinimi da dikkate
almasi yani hatalara karg1 da optimal olmas1 demektir. Burada hatadan kastettigimiz
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sey, unutkanlik, sagirma ve kiigiik mantiksal hatalardir. Bu hatalara
literatiirde el titremeleri denir. Boyle kiigiik hatalanin yapilmasina imkan verilen
oyunlara salimm oyunlari (perturbed games) denir. Sonug olarak titreyen-el den-
gesi kiigiik hata olasiliklanina ya da salimmlara imkan verilen durumlarda olugan
Nash dengesidir. Bu aslinda mahkum stratejiler dahil, tiim stratejilerin pozitif bir
olasilikla oynanabilecegini kabul eden bir yaklagimdur.

Gergek diinyadaki oyunculann yaptiklan hatalan yazim hatalarina benzetebili-
riz. Bireyler her zaman rasyonel davranmay: amaglarlar. Fakat kontrolii digindaki
sans faktorleri devreye girer. Ornegin basmay! amagladiklan tug yerine, “elleri
titrer”” yanlig tuga basarlar. Eger bir olayda istemeden yaptigimiz hata yapma olasilig1
(€) ok kiigiikse, bu oyunun ¢ok sayida tekrarli oynanmasi durumunda yapilan
hatanin ihmal edilebilir (yani hata yapma olasilig sifira yaklagir, ¢ — 0) oldugunu
soyleyebiliriz.

Tamm 5.8 Titreyen-el miikemmel denge, salimm oyunlarinda hata yapma
olasthgimin, € > 0, sifira yaklagtigt durumda (yani ¢ — 0) Nash dengelerinden
olusan dizinin limit degeridir.

Titreyen-el miikkemmel dengenin en 6nemli islevi, zayif mahkum stratejileri
diganda birakmasidir. Ciinkii altoyun miikemmel dengeler zayif mahkum strateji-
leri igerebilir. Pozitif bir hata yapma (el titreme) imkani eklendiginde oyuncularin
higbir zaman oynamayacag zayif mahkum stratejiler devreden ¢ikar.

Tablo 5.2°de verilen stratejik-bigimli oyunda iki Nash dengesi vardir: (U, L) ve
(D, R). Fakat sadece (U, L) titreyen-el milkkemmeldir. Varsayalim ki, 1. oyuncu
(1—¢, €) karma stratejisini oynasin. 2. oyuncunun bu dirumda L’ yi oynamasindan
dolay1 beklenen faydasi basitge 1.(1 — €) + 2. = 1 + € iken, R stratejisini oyna-
masindan dolay: bekledigi fayda 0.(1 — €) + 2.€ = 2¢’dir.

L R
Ull,1]20
D {0,2]22

Tablo 5.2

Burada dikkat edilirse ¢ degerinin kiigiik degerleri igin, 2. oyuncu R iizerine
minimum agirlik vererek beklenen faydasin1 maksimize edebilir. Simetrik bir gekilde,
eger 2. oyuncu (1 — ¢, €) karma stratejisini oynarsa 1.oyuncu D hareketine mini-
mum agirlik vermelidir. Bu yiizden (U, L) titreyen-el miikemmeldir.

Fakat benzer bir analiz (D, R) strateji profili i¢in gegerli degildir. 1. oyuncu-
nun (¢, 1 — €) karma stratejisini oynadigim varsayalim. 2. oyuncunun L hareketini
oynamaktan dolay: beklenen faydasi 1.e + 2.(1 — €¢) = 2 — € iken, R hareketini
oynamaktan dolay: elde ettigi fayda ise 0.(¢) + 2.(1 — €) = 2 — 2¢’dir. Tiim pozitif
€ degerleri igin, 2. oyuncu R iizerine minimum bir agirlik vererek beklenen fay-
dasim maksimize eder. Bu yiizden (D, R) titreyen-el miikemmel degildir ¢iinkii
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2. oyuncu (1. oyuncunun simetrigi) kiigiik bir hata yapma olasiliginda saparak
beklenen faydasini maksimize eder.

Kisaca her Nash dengesi titreyen-el miikemmel denge degildir. Fakat her titreyen-
el mikemmel denge Nash dengesidir. Bunu Tablo 5.3’de verilen oyunda da gérmek
miimkiindiir. Tablo 5.3 bize tiim Nash dengelerinin titreyen-el miikkemmel olmadigim
gosterir. Oyunda (3, B) strateji profili oyunun tek titreyen-el miikemmel denge-
sidir. Fakat (A, A) ve (C, C) Nash dengeleri titreyen-el milkemmel degildir (bunu
siz de kontrol ediniz).

A B C
A|0,0]00]0,0
B|0,0|1,1]20
Cc|0,0]0,2]2,2

Tablo 5.3

Daha once stratejik bir oyunda zayif mahkum hareket kavramini tanimlamigtik.
Bir oyuncunun bdyle bir hareketi (zayif mahkum) oynamasi igin bir sebebi yoktur.
Fakat gergekte kullanmamasi igin de bir sebep yoktur. Nash dengesi kavrami boyle
hareketleri devre dig1 birakmaz (Tablo 5.3’te verilen oyunda 1.oyuncunun A ve C
hareketleri gibi). Fakat titreyen-el mikemmel denge kavram bunu dikkate alir,
yani bu hareketleri devre dig1 birakir ¢iinkii zayif mahkum strateji, tamamen karma
stratejiler profiline en iyi tepki olamaz.

Ornek 5.9

Tablo 5.4’te verilen oyuna bakalim. Bu oyunda iki piir strateji Nash dengesi
vardir: (Al, B2) ve (A2, B1). Burada B3 stratejisi denge stratejisi olamaz ¢iinkii
B2 tarafindan mahkum edilir. Yani B3 elendikten sonra 1. oyuncu igin A2 ve Al
ayni fayda diizeylerini saglar. Bu yiizden 1. oyuncunun tam olarak hangi stratejiyi
izleyecegini 6ngormek zorlagir.

Bl B2 B3
Al [50,0 [5,5] 1,1
A2 [50,50 [ 5,0 | 0,—1

Tablo 5.4 Titreyen-el dengesi

1. oyuncunun yerindg olan ¢ogu insan 2. oyuncunun bir hata sonucu B3
hareketini oyanayabilecegini diisiinecegi i¢cin Al oynamay: seger. Ciinkii Al
hareketi, Bl ve B2 hareketlerine kargt oynandiginda ayn fayda diizeylerini saglasa
da insanlarin hata yapabilecegi diisiiniildiiglinde yani 2. oyuncunun B3 hareketini
bir hata sonucu oynamasi durumunu da dikkate aldiginda, A1 hareketini oynamak
her seye ragmen rasyoneldir. Bu hata ne kadar kiigiik olursa olsun, Al hareke-
tini oynamak her zaman daha rasyoneldir. Bu yiizden diger bir strateji olan A2
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silinebilir. Bdylece hangi hareketlerin Nash dengesi olacagi konusundaki belirsiz-
lik ortadan kalkar, yani daha rafine bir Nash dengesi ortaya ¢ikar.

Bagka bir degisle, 2. oyuncunun hata yapma olasilig: sifirdan farkl yeterince
kiigiik bir degerde (¢ > 0) ise 1. oyuncu i¢in A1l her zaman daha iyi bir stratejidir.
Eger 2. oyuncu bunu biliyorsa en iyi hareketi B2’dir. Boylece (A1, B2) dengesi
hata yapma olasiligini dikkate alan tek Nash dengesi olacaktir.

Tablo 5.4’te verilen oyuna tekrar donelim. Bu oyunda da gordiigiimiiz gibi, hata
yapma olasilig1 sifira yaklagsa bile piir Nash dengelerinden yalniz biri daha rafine
bir dengedir. Bunu goérmek igin 2. oyuncunun Bl ve B2’ hareketlerini amacl
bir sekilde se¢me olasiliklannin sirasiyla p ve ¢ oldugunu varsayalim, dolayisiyla
B3 hareketini se¢me olasilifi 1 — p — q olacaktir. Burada “amach seger” ifade-
siyle kastettigimiz sey, hareketlerini bu olasiliklarla segmeyi amaglasa bile her
seye ragmen hata yapilabilecegini ifade etmektir. Herhangi bir hata olmamasi
durumunda, 1. oyuncunun Al ve A2 hareketlerinden beklenen faydasi sirasiyla
sOyledir:

w1 (A1) =50p+ 5+ (1 — p — q)1,
11(A2) = 50p + 5q.

Eger Al hareketinin oynanmasindan beklenen faydadan, A2 hareketinin oynan-
masindan beklenen faydayi ¢ikanrsak iki hareket arasindaki beklenen fayda farkini
bulabiliriz:

d=u(Al) —u(A2)=1-p—q.

Simdi oyunculann amagladiklan hareketleri gergeklestirirken hata yaptiklarini
varsayalim. Bu durumu iki agamada diigiinebiliriz. Birinci agamada oyuncu karma
stratejisini segsin. Bu yolla stratejilerinden herhangi' birini oynamayi amaglar.
Ornegin 2. oyuncu (B1, B2, B3) stratejileri iizerine (p, ¢, 1 — p — q) karma strate-
jisini se¢sin. Bu rassallagtirma sonunda diyelim ki Bl hareketi ¢ikti. Yani 2.
oyuncu Bl hareketini oynamaya karar verdi diyelim. Ikinci asamada oyuncu bu
secimi gerceklestirir. Fakat ikinci agamada yani karanm gergeklestirirken hata
yapabilir. 2. oyuncu Bl hareketini segmeyi amaglar fakat kazara B2 hareke-
tini (e olasilikla) oynayabilir veya B3 hareketini (yine ¢ olasilikla) oynayabilir.
Bu durumda rasyonel olarak se¢meyi diigiindiigii B piir stratejisinin gerceklesme
olasilif1 1 — 2¢ olacaktir.

Bu durum herhangi bir diger hareket igin de gegerlidir. Omegin B1 hareketini
gergekte oynama olasiligi sudur: (a) Birinci asamada 2. oyuncu B1 hareketini
amagh bir gekilde p olasilikla seger ve ayn1 zamanda B1 hareketini hata yapmadan
oynama olasilif1 1 — 2¢ oldugundan B 1 hareketini oynama olasilig1 bu iki olasilifin
carpimdir, yani p(1 — 2¢)'dir (b) Birinci agamada B2 hareketini se¢me ve ikinci
asamada yanliglikla B1 hareketini se¢me olasilig1 ge’dir (c) Birinci agamada B3
hareketini segme ve ikinci agamada yanliglikla B1 hareketini se¢me olasilig: ise
(1 — p — g)e’dir. Dolayisiyla toplamda B1 hareketini oynama olasihigi §6yle ifade
edilir:
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Pr(B1) =p(1 —2¢) + ge + (1 —p—q)e =p+€(1 - 3p).
Benzer olarak B2’nin oynanma olasilig1 sudur
Pr(B2) =pe+q(l1 —2¢)+ (1 —p— q)¢ = g+ (1 — 3q).
ve B3’in oynanma olasilig1 ise sudur:
Pr(B2) =pe+ge+(1-p—q)(1 -2 =(1-p—-q) +eB(p+4q)-2)

Burada Pr(-) olasihigi gostermektedir. Tiim bu olasilik degerleri Sekil 5.23'de
gosterilmektedir.

gergek
hareket olasilik
B1 p(1-2¢)
Bl ————B2 pe
I.—‘ B3 pe

B1 qe
amaglanan B2 1-2¢ N
hareket | B2 al-e)
€ B3 qe
|—E Bl (1-p-qk
p3 ————B2 (1pqe

I—‘—‘ZC B3 (1-p-a)(i-2c)

Sekil 5.23

1.oyuncu beklenen faydasini hesaplarken olasi hatalan dikkate alacaktir. 1.oyun-
cunun, 2.oyuncunun hata yapmasim dikkate aldiginda Al ve A2 hareketlerinden

beklenen faydasi goyledir:
ui(A1) = 50[p + €(1 — 3p)] + 5[q + €(1 — 3¢)]+
1[(1-p—q) +€@B+q)—2)],
uy (A2) ?50[1; +€(1 — 3p)] + 5[q + €(1 — 3q)).

Eger d = u;(Al) — u;(A2) > Oise 1. oyuncu Al hareketini seecektir. Iki
hareket arasindaki beklenen fayda farki, yani d ise sudur:

d=(1-p-q)+eB(p+q)—2. (5.15)
Burada d > 0 olmasi igin hata yapma olasiliginin ne kadar kiigiik oldugundan
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bagimsiz bir sekilde pozitif olmasi yeterlidir: (a) 2. oyuncu 1 — p— g = 0 esitligini
saglayacak sekilde hareket eder (giinkii amac1 mahkum strateji olan B3’i oynama-
maktir) ve (b) 1. oyuncu rasyonelligin ortak bilgi olmasi varsayimi altinda bunu
bilir ve bu degeri, yani (1 — p — q) = 0 durumunu, yukandaki (5.15) denkleminde
yerine koyar. Eger d = €[3(p + q) — 2] = € > 0 ise Al hareketini oynar. Boylece
eger 1. oyuncu pozitif olasilikla bir hata, ¢ > 0, beklerse Al oynamay1 A2’ye
tercih eder. Son olarak, hata olasilig sifira yaklasirsa (e — 0), (A1, B2) dengesi
oyunun titreyen-el miikkemmel Nash dengesi olur.

Burada onemli olan nokta, titreyen-el miikemmel denge kavraminin, zayif
mahkum stratejiyle olusan Nash dengesinin (A2, Bl) elenmesini saglayip daha
saglam bir dengenin olugmasina imkan vermesidir.

Buradan hareketle iki oyunculu bir oyunda daha giiglii bir sonucu asagidaki gibi
ifade edebiliriz.

Onerme 5.1 ki oyunculu sinirli bir oyunda eger bir strateji profili karma strateji
Nash dengesi ise ve hig bir oyuncunun stratejisi zaytf mahkum degilse bu strateji
profili titreyen-el miikemmel dengedir.

Ispat. Bunun igin her oyuncunun hareketinin zayif mahkum olmadig1 bir karma
strateji Nash dengesinin titreyen-el miikemmel oldugunu gostermek yeterlidir. Hig
bir oyuncunun o stratejisinin zayif mahkum olmadig1 o* gibi bir karma strateji
Nash dengesi olsun. Bu durumda her ¢ oyuncusunun o} stratejisi j oyuncusunun
(j # i) tamamen karma stratejisine o, verilen en iyi tepkidir. Herhangi bir ¢ > 0
icin, gj(e) = (1 - f)a + w olsun, bu strateji tamamen karmadir ve o} degerine
yakinsar; dahasi o} S[l‘ale_]ISl o] stratejisine en iyi tepkldlr Yani o* mreyen -el
miikemmel dengedlr ]

Fakat bu durum ikiden fazla oyuncu igin gegerll degildir. Tablo 5.5°de ver-
ilen iig-kisilik bir oyunda (B, L, [) strateji profili makhum olmamasina ragmen,
titreyen-el milkkemmel denge olmadig goriiliir. Ciinkii 2. ve 3. oyuncular sirasiyla
R ve r’ye yeterince kiigiik olasiliklar atfettiginde 1.oyuncunun 7" hareketini oyna-
mas1 durumunda elde ettigi fayda, B3 hareketini oynamasindan elde ettigi faydadan
daha fazladir.

L R
T (1,1,1]1,0,1 T|1,1,01(0,0,0
B[1,1,1]001]| B[01,0][1,0,0
l T

Tablo 5.5

Onerme 5.2 Her simirh stratejik oyun bir titreyen-el miikemmel dengeye sahiptir.

Ispat. Herhangi bir i oyuncusunun hareketler kiimesini, bu oyuncunun her a hareke-
tine atfettigi olasiligin, €;(a) > 0, bu oyuncunun karma stratejiler kiimesi oldugu
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bir ”salinim” oyunu (hata yapma ihtimalinin oldugu oyunlar) olarak tanimlayalim.
Her stratejik oyunun bir karma strateji Nash dengesine sahip oldugunu zaten biliy-
oruz. Bu yiizden salimim oyunlan da bir Nash dengesine sahiptir. Omegin, her
i oyuncusunun her a hareketi igin, ¢;(a) — 0 oldugu durumda salinim oyunlar
dizisini diisiinelim (yani her oyuncuyu, her olasi hareketini minimum olasilikla
segmekle sinirlandiralim). Strateji profilleri kiimesinin kompakt kiime olmasindan
dolay1 Nash dengeleri kiimelerinden segilmis bazi dengelerin dizisi, o* dengesine
yakinsar. Kisacasi ¢* titreyen-el miikemmel dengedir. ®

Genigleyen-big¢imli oyunlarda titreyen-el miikemmel denge

Simdi de titreyen-el miikemmellik kavramini genigleyen-bigimli oyunlara
genigletelim. $Sekil 5.24 daha 6nce verdigimiz tanimlamanin yeterince tatminkar
olmayan bir 6zelligi oldugunu gostermektedir. Bu oyun tek bir altoyun miikemmel
dengeye sahiptir: ((B,b), R). Fakat burada ((A,a), L) strateji profili, stratejik-
bi¢imli oyunun titreyen-el milkkemmel dengesidir ¢iinkii 2. oyuncu L hareketini bire
yakin olasilikla oynadiginda 1.oyuncunun en iyi tepkisi (A, a) stratejisidir ve 2.
oyuncunun L stratejisi de, 1. oyuncunun (A, a) stratejisini bire yakin olasilikla oy-
nadign ve (DB,a)'i oynama olasihgimn da (B,b)’i oynama olasihig1 ile
kiyaslandiginda yeterince yiiksek oldugu durumda en iyi tepkidir. Burada temel
nokta, 1. oyuncunun stratejisini uygularken bir hata yapma olasiligini dikkate alma-
masidir. Eger hata yapabilecegini diisiiniirse, oyunun baginda A yerine B hareketini
segebilir, dolayisiyla ikinci bilgi kiimesinde a hareketini se¢gmek optimal olmaya-
cakdtir.

L R
Aa|1,1 |11
Ab| 11 |1
Ba| 02 |20
Bb| 02 |33
(2,0) (33)
Sekil 5.24

Bu tiir diigiinceleri dikkate almak, titreyen-el milkkemmel dengenin stratejik
bicimden ziyade, aktor-stratejik bicimde incelemesini gerektirir. Bu yeni oyun
bigiminde, geni§leyei-bigimli oyundaki her bilgi kiimesi igin bir oyuncu vardir:
genigleyen-bicimdeki oyunda her oyuncu her bilgi kiimesi i¢in ¢ok sayida aktore
aynlir. Bilgi kiimelerinin her biri i¢in bir aktor, ayn1 oyuncunun tiim aktdrleri ayni
faydalara sahip seklinde tanimlanir. Aslinda bu, davranig stratejisine kargihk ge-
len bir tamimlamadir. Her oyuncu vardig bilgi kiimesinde karma strateji uygular.
Buradan su tanimi yapabiliriz.
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Tanim 5.9 Swurl genigleyen-bi¢imli bir oyunun titreyen-el miikemmel dengesi,
oyunun aktéar-stratejik bigiminin titreyen-el miikemmel dengesine kargsilik gelen
bir davranus strateji profilidir.

Sekil 5.24’te gosterilen genisleyen-bi¢imli oyunda ((A, a), L) davranig strateji
profili titreyen-el miikemmel dengesi degildir, ¢iinkii 1. oyuncunun birinci aktoriiniin
ve ikinci oyuncunun tamamen-karma stratejileri i¢in 1. oyuncunun ikinci aktoriiniin
en iyi tepkisi b piir stratejisidir.

Onerme 5.3 Miikemmel-hatirlamali ve sintrlt bir o yunun her b titreyen-el miikemmel
dengesi i¢in, oyunda (b, 1) ardisal dengesini saglayacak bir p inang sistemi vardr.

Ispat. b dengesi ile iliskili oyunun aktor-stratejik bigiminde karma strateji profil-
leri dizisine kargilik gelen tamamen-karma bir davramis strateji profilleri dizisi (b%)
olsun. Oyundaki her i oyuncusunun H; bilgi kiimesindeki p( H;) inancini, Bayes
kurali kullamilarak elde edilen b* dizisindeki inanglarin limiti olarak tanmimlayalim;
dolayisiyla (b, i) tutarli bir degerlendirmedir. Her aktoriin bilgi kiimesine pozitif
olasilikla varildiginda ve her aktériin stratejisi b* dizisine en iyi tepki oldugundan,
(b, u) ardisal dengedir. m

Bu sonucun tersi gegerli degildir. Ciinkii e anl1 hareketlerin oldugu bir oyunda
her Nash dengesi bir ardisal dengenin strateji profilidir. Fakat hi¢cbir oyuncunun
stratejisinin zayif mahkum olmadig1 Nash dengeleri titreyen-el miikkemmel olabilir.
Omegin Tablo 5.6’da verilen es anh hareketlerin oldugu oyunda (A, A) ve (C,C)
ardisal denge strateji profilleriyken, titreyen-el miikemmel degillerdir. Fakat tersi
hemen hemen dogrudur: Hemen hemen her oyunun ardisal strateji profili titreyen-
el mikemmel dengedir.

A B C
A |0,0]|0,0(0,0
B 10,0]|1,1][20
Cc|0,0]0,2]2,2
Tablo 5.6

5.7 Oz Denge

Oz denge (proper equilibrium), Roger Myerson (1978)’in Selten’in titreyen-el denge
kavramim rafine etmek igin ileri siirdiigii bir denge kavramudir. Buna gore, maliyeti
yiiksek hatalarin yapilma olasiliginin, maliyeti diigiik hatalarin yapilma olasiligindan
daha diisiik oldugu varsayilir.

Tamim 5.10 Herhangi bir stratejik-bicimli bir oyun ve € > 0 olasiligi verildiginde
eger su kosul gegerliyse, oyunun tamamen karma strateji profiline 6z denge denir:
Bir oyuncunun s ve s' gibi iki piir stratejisi icin, efer s stratejisini oynamaktan
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beklenen faydast s’ stratejisini oynamaktan beklenen faydasindan kiiciikse (diger
oyuncularin karma stratejilerine karst), s stratejisine atfedilen olasilik en fazla €
¢arpt §' stratejisine atfedilen olasilik kadardur.

Bagka bir degisle € sifira yaklagirken tamamen karma strateji profilleri dizisinin
bir limit noktasi varsa, bu oyunun strateji profiline 6z denge denir. Oz denge oyun-
culann daha iyi stratejilerine, daha kotii stratejilerine nispeten daha fazla olasilik
verdikleri durumda olusan dengedir. Altoyun miikemmellik ve ardisal denge bazi
tiir belirsizlikleri gidermeye yardimci olabilir. Fakat bu tiir rafine denge yaklagimlan
Nash denge kiimesini daraltmak miimkiin igin olmayabilir. Asagidaki
omege bakalim.

Sekil 5.25’te verilen oyunun stratejik-bigimli gosterimi iki Nash dengesi
oldugunu gostermektedir: (Al, B1) ve (A2, B2). Her iki denge de ardisal dengedir.
Bunu gosterelim. 2. oyuncu kendisine oynama siras1 geldiginde 1. oyuncunun
A2 hareketini oynama olasiliginin p, A3 hareketini oynama olasihiginin ise 1 — p
oldugunu diisiinsiin. Bu bilgi kiimesinde, 2. oyuncunun Bl ve B2 hareketlerinden
beklenen faydalan sirasiyla soyledir:

u(Bl)=0xp+1x(1—-p)=1-—p
u(B2)=1xp+0x (1—p)=0p

Acikga goriildiigii gibi, eger p > 1/2 ise, uz(B2) > up(B1l)'dir. Dolayisiyla
ardisal denge $oyle bulunur: 1. oyuncu kendisine oynama sirasi geldiginde 2.
oyuncu B2 hareketini seger ve dolayisiyla 1.oyuncu da A2 hareketini oynar. Yani
p > 1/2 oldugu miiddetge, (A2, B2) oyunun ardisal dengesidir, dolayisla fayda
diizeyi (3,1) seklindedir. Diger yandan, eger p < 1/2 ise, farkli bir ardisal deng-
eye sahibiz. Yani 1. oyuncu, 2. oyuncunun B1 hareketini oynayacagim bekler,
bu diisiinceye en iyi tepki de Al hareketini oynamaktir. Sonug olarak bu oyunda
ardisal denge, denge sayisin1 azaltip rafine edememektedir.

A1l 1

(2.2)

B1 B2
22|22
00| 3.1
1,11 00

2R X

og @n @1y (00
Sekil 5.25

Burada problem ardisal denge kavraminin, 2. oyuncunun siibjektif inanci olan
p olasiliginin kaynag: konusunda bir sey soyleyememesidir. Fakat eger iki Nash
dengesinden, (Al, Bl) ve (A2, B2), hangisinin daha makul bir strateji dengesi
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oldugunu sdylemek istiyorsak, p degerinin ne olduguna dair bir agiklama yap-
mamiz gerekir. Fakat ardisal denge kavrami, denge-dis! inanglar ¢ok dikkate al-
maz; dolayisiyla 2. oyuncunun, 1. oyuncu ¢ok az bir ihtimalle de olsa Al'den
ziyade A3 hareketini oynayabilir seklinde bir diisiincesi yoktur.

Simdi denge-dis1 inanglar konusuna bakalim, yani oyuncularin yapabilecegi
hatalarin tipleri konusunda birtakim durumlan dikkate alalim. Ornegin, 1. oyuncu
daha az ihtimalle A 1°den ziyade A3 hareketini oynar ¢iinkii A3 hareketi A1 tarafindan
mahkum edilir (Sekil 5.25’deki matrise bakin). Tersine A2 ise Al ve A3 tarafindan
kesin olarak mahkum edilmezler. Yani 2. oyuncu p > 1/2 olabilecegini bekleye-
bilir. Bu durumda, (A2, B2) dengesi (A1, B1) dengesine gére daha makul bir denge
olarak ortaya gikar. Dolayisiyla A3 hareketine doniik bir hatanin olma ihtimali
A2’ye gore daha diisiiktiir.

Fakat hatalarin ger¢eklesme olasiliklarinin nasil belirlendigi dnemli bir konuya
doniigiir. Myerson (1978), hatalarin maliyetinin onlarin gerceklesme olasiliklarini
belirledigini iddia eder. Yani insanlar maliyeti yiiksek hatalar1yapmamak konusunda
daha dikkatli davranirlar. Bu da bu tiir hatalarin maliyeti daha diisiik olan diger
hatalara gore daha diisiik olasilikla ger¢eklesmeleri anlamina gelir.

Bu ornekte daha once ifade edildigi gibi iki denge vardir. Fakat 1. oyuncu-
nun bir dengeye gore oynarken yapacagi hatanin maliyeti digerine gore oynarken
yapacag: hatanin maliyetinden daha fazladir. Bu yiizden (A2, B2) dengesi diger
dengeden daha yiiksek ihtimalle gerceklesir. Bunu gormek igin Sekil 5.26’ya
bakalim.

1.0yuncunun A3 mahkum

1.oyuncunun 1.0yuncunun stratejisini oynamasindan
beklentisi en lyl tepkisi dolay! kayty
B1 A1 2-1=1
B2 A2 3-0=0
Sekil 5.26

1. oyuncu, 2. oyuncunun B1 hareketini oynayacagim beklerse (eger kendisine
oynama firsat1 gelirse) en iyi tepkisi Al’dir. Eger kazara 1. oyuncu A3 hareketini
segerse bunun fayda kaybi 1 birim olur (2-1=1). Fakat eger 2. oyuncunun B2 oy-
nayacagini beklerse, bu durumda en iyi tepkisi A2’dir. Fakat kazara A3 hareketini
oynasaydi kaybi 3 birim (3-0=0) olurdu. Burada sdylenmek istenen sey sudur: 1.
oyuncu i¢in 2. oyuncunun B2 hareketini oynayacagini beklerken olusacak hatanin
maliyeti, B1 hareketini beklemekten dolay1 yapilacak hatadan dogacak maliyetten
daha biiyiiktiir. Bu yiizden B2 hareketini beklerken yapilacak hatanin gergeklesme
olasilig1 da daha diisiik olacaktir. Diger bir degisle, (A2, B2) dengesinden sap-
manin olasihigi (Al, B1) dengesinden daha kiigiiktiir. Bu durumda olusan (A2, B2)
dengesi Myerson’in deyimi ile 6z dengedir.
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Sorular

1.

1 birimlik bir pasta lizerinden oynanan iiltimatomoyununda l. oyuncu 2.0yun-
cuya pastadan bir pay, y, Oneriyor. 2. oyuncu teklifi kabul ederse pastay:
x = 1 —y ve y olarak paylasiyorlar, redederse ikisi de pastadan pay alamiyor.
Oyunculann fayda fonksiyonlan u; = x? ve up = y” — sz’ olarak veriliyor
e (0.1).s€(0.1))

a) Verili bir s degeri i¢in 2. oyuncunun optimal stratejisi nedir?

b) Oyunun altoyun miikemmel dengesi ne olur?

Simdi s parametresinin 2. oyuncunun 6zel bilgisi oldugunu kabul edelim. 1.
oyuncunun bildigi kadanyla s’nin kiimilatif (bilrikimli) olasilik fonksiyonu
F(s) =52 s€[0,1]

¢) y < 1/2 seklinde pozitif bir teklifin kabul edilme olasihig1 nedir? Eger
teklif edilen miktar y > 1/2 olursa kabul edilme olasilig1 ne olur?

d) y < 1/2 olarak kabul edin. 1. oyuncunun bdyle bir teklife gore beklenen
faydasini bulun.

e) 1. oyuncunun y > 1/2 teklifine gére beklenen faydasini bulun. Bu eksik
bilgili oyununun altoyun miikemmel dengesi ne olur?

f) Dengede 2. oyuncunun teklifi reddetme olasilig1 nedir?

. Satici igin degersiz olan bir malin alici igin degeri v > 0 olarak veriliyor. Bu

degerleme alicinin 6zel bilgisi ama v’nin olasilik dagilimi herkes tarafindan
biliniyor. 2 periyotlu bu oyunda her periyotta satic1 aliciya kabul ya da red-
decegi bir fiyat teklif ediyor. Iki oyuncu da 2. periyottaki faydalarimi 4 ile
iskonto ediyor. Oyun boyunca alicinin kayitsiz kaldig1 durumda teklifi kabul
ettigini varsayin.

a) v’nin alabilecegi degerler vy > vy > 0, Pr(v = vy) = ) olarak
verilirse oyunun piir-stratejilerde zayif miikemmel Bayesyen dengeleri
nelerdir?

b) Ayni soruyu v’nin [vmi,,, Umax) aralifinda homojen dagildigi durum igin
*cevaplayln.

. Onemli bir aragtirma iizerinde ¢ahismakta olan bir sirkete yatinm yapma

firsatiniz var. Yatinm yaparsaniz 1 milyon lira koymaniz gerekiyor. Proje
basanli olursa 5 milyon dolarlik net bir kazanciniz olacakken bagansizlik du-
rumunda bagta yatirdiginiz 1 milyon liray1 kaybedeceksiniz. Projenin basarli
olma olasihg 1/5°dir.

a) Oyunun genigleyen-bigimli versiyonunu gizin.
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b) Eger yatnm yaparsaniz elde edeceginiz beklenen faydayr hesaplayin. Riske
kayitsiz oldugunuzu varsayarak projeye yatinm yapar msiniz?

¢) X degiskeninin yatinmdan elde edeceginiz net kazanci gosterdigi fayda
fonksiyonunuzun asagidaki gibi verildigi durum igin b sikkin1 yeniden
cevaplayin.
U(X)=+X — 1,000,000

Bu durumda yatinm yapar misimiz?

. Asagidaki dinamik oyunun stratejik gosterimini belirtiniz. Ve oyunun al-
toyun miikemmel dengesini bulunuz.

(1.2)

(2.3) (-1,2) (1,1) (-2,1)

. Eksik bilgili, 2 oyunculu ve 3 periyotlu bir oyun diigiiniin. 1. oyuncunun 3
segenegi var: Geyik avlamak (G), tavsan avlamak('T) ve evde kalmak (F).
2.oyuncunun ise sadece G ve T segenkleri var. 1. oyuncunun 3 esit olasilik11
tipi var: g, t ve e. Herhangi bir periyotta g tipli bir 1. oyuncu iki oyuncu
beraber G segerse 1, aksi halde O aliyor. Ayni sekilde ¢ tipli bir 1. oyuncu
iki oyuncu beraber T segerse 1, aksi halde 0 aliyor. Son olarak e tipli bir
1. oyuncu 2. oyuncu ne yaparsa yapsin kendisi E secerse 1, aksi halde O
aliyor. 2. oyuncunun herhangi bir 6zel bilgisi yok. Herhangi bir periyotta iki
oyuncu da beraber G veya T oynarsa 1, aksi halde 0 aliyor. Bu oyunda; 1.
periotta 1. oyuncunun E oynadi), 2. periyotta iki oyuncunun da G oynadig
ve 3. periyotta 2. oyuncunun T" oynadig bir ardisal denge var midir?

. Birigveren ig¢i almak istemektedir. isginin iiretkenligi @ € {Qn, Qi}, @n >
Q: > 0 seklinde tammlanmugtir. iscinin yiiksek iiretkenlikte (Qj) olma
olasilig1 7 kadardir, Iscinin diisiik iiretkenlikte (Q,) olma olasihigi ise 1 — 7
kadardir. Iggi kendi iiretkenlik tipini bilmektedir, fakat igveren bu bilgiye
sahip degildir. Isginin firsat maliyeti %Q kadardir. isveren isgiye w kadar
maag 6deyecek, ve igverenin kazanci (Q — w kadar olacaktir. Ig¢inin kazanci
ise w — gQ kadar olacaktur. Sinyalleme oyununa gore, doga ilk olarak
hareket edecek ve is¢inin iiretkenlik tipini Q segecektir. Daha sonra is¢i
bunu gozlemleyecek ¢alismayip %Q kazanacak ya da galisgmaya karar verip
w kazanacakur. Ig¢i caligmaya karar verirse igveren iggiyi ige alip-almama
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karanni verecektir. Eger isciyi ige alirsa, igveren () — w kadar kazanacak,
is¢iyi ise almazsa kazanci () olacaktir.

a) Oyun agacim giziniz.
b) Oyunda aynigtinc: miikemmel Bayesyen denge var midir?

¢) Oyunda birlegtirici miikemmel Bayesyen denge var midir?

7. Asagidaki sinyalleme oyunundakiayngtirici ve birlegtirici miikemmel Bayesyen
Nash dengesini bulunuz.

(1.1 Génderici (2.2)
ail al
\ L l“ R <
4 05 !

a2
(2.0) N (0,0)

A, N Alici

0.0) { 05 g, (10)
/ L Tz R
az az

(0,1) Gonderici (1.1)

(0.3) (20) (0,0 (5.2)

a) Oyunun kag tane altoyunu vardir?

b) Oyunun piir-strateji normal-bigimli halini yazin.
¢) Piir-strateji Nash dengeleri kiimesini bulun.

d) Altoyun miikemmel dengeler kiimesini bulun.

e) Ardisal dengeler kiimesini bulun.
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9.

10.

iki agamali bir oyunda, 2 oyuncu 100 tane altim paylasacaklardir. 1. Oyun-
cunun strateji kiimesi S; = {0, 1, ..., 100} seklindedir, yani 2.oyuncuya bu
aralikta bir say, , kadar altin1 kendisinin almak istedigini soyler. 2.0yuncu
ise bu teklifi kabul eder ya da reddeder. Eger iki oyuncu anlagirsa kazanglari
(x,100 — ) olur, anlagamazlarsa kazanglar1(0,0) olur.

a) Oyunu genisleyen-bigimli olarak gosteriniz.
b) Oyunu normal bigimde gosteriniz.
c) Genigleyen bi¢imli oyunda altoyun miikemmel Nash dengesini bulunuz.

d) Normal bigimli oyundatitreyen-el piir-strate ji milkkemmel dengesini bu-
lunuz.

iki oyuncunun beraberce bir kamu mali iiretmesi gereken bir oyunda ikisinin
de ortaya belli bir emek (17; € [0, 1]) koymas: gerekiyor. Ikinci oyuncunun
verimliligi bilinirken 1. oyuncunun verimliligi kendi 6zel bilgisidir. 2. oyun-
cunun perspektifinden 1.oyuncunun verimlilik diizeyi p olasiligiyla yiiksek,
1—p olasiligiyla diigiik olacaktir. iki oyuncu da kamu mali i¢in ne kadar emek
sarfedeceklerine karar veriyor. Kararlar verildikten sonra iiretim fonksiyonu
y(m1,m2) sOyledir: eger 1. oyuncu yiiksek verimlilge sahipse /271 + 772
iken, aksi halde /77 + 1, 'dir. Her iki oyuncunun da fayda fonksiyonu
(1 — n;)y? olduguna gore:

a) Bu durumu Bayesyen bir oyun olarak kurgulayin

b) Bayesyen Nash dengesini tanimlayin ve hesaplayin.

¢) p olasihigindaki degigsimin dengedeki emek katkilan iizerindeki etkisini
belirleyin.

. Asagidaki genigleyen-bi¢cimli oyunu g6z 6niinde bulundurunuz.

1

(2.4) / \
xy

(1.3) (1.2) (4.0) (4.0) (0.2) (3.3)

a) Oyunu normal-bigimli olarak gdsteriniz ve biitiin Nash dengelerini bu-
lunuz.
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b) Biitiin miikemmel Bayesyen dengeleri bulunuz. Sadece piir-stratejilerilerdeki
dengeleri goz oniinde bulundurunuz.

12. A firmasi yerel bilgisayar piyasasinda tekeldir. Piyasa dogal tekeldir ve
yalmzca bir firma piyasa da kalabilir. A firmasinin operasyonel maliyeti
0.75 olasilikla 20 TL, 0.25 olasilikla 30 TL’dir. A firmasi kendi maliyet-
lerini bilmektedir, fakat piyasaya girmek isteyen B firmasi bu bilgiye sahip
degildir. A firmas: diisiik fiyat belirlerse karindan 40 TL kaybedecektir,
yiiksek fiyat belirlerse kaybi olmayacaktir. B firmasi piyasaya girip-girmeme
kararini vermeden 6nce A finnasini belirledigi fiyati gozlemleyecektir. B fir-
mas! piyasaya 100 TL sabit maliyet, ve 25 TL operasyon maliyetiyle girebile-
cektir. Yiiksek operasyonel maliyete sahip olan firma piyasadan silinecektir
ve diger firma 150 tekel karina sahip olacaktir.

a) Bu oyunda neden ayngtinci denge yoktur agiklayiniz?

b) Oyundaki tane birlestirici dengeleri gosteriniz.

13. Bir tekel (l.oyuncu) ile piyasaya yeni girmek isteyen bir firma arasindaki
sinyalleme oyununda, tekel yiiksek (H) veya diisiik (L) maliyetlere sahip
olabilir. Bu durum tekelin 6zel bilgisidir ve buna bagh olarak tekel yiiksek
(H) veyadiisiik (L) fiyat belirliyor. Tekelin fiyat1 piyasaya girip veya digarida
kalma karan vermesi gereken firma tarafindan gozlemleniyor. Bu finnanin
onsel inanci tekelin maliyetlerinin diisiik olma olasiliginin 0.2 oldugunu diisiiniiyor.
Oyunda fayda diizeyleri su seklide veriliyor:

(0.1)

9 (1.1)
L .1 H /
. T
' \
(20) Lep®® L|02 0% (30)

(1.0) H|0.8 00)

<

b
/
*

v \
(3.1)<,\«aa4~ @1

Vo
2)
L)

-
q
I

a) Eger oyun tam bilgili olsaydi, yani girigimci tekelin maliyetini bilyor ol-
saydi, denge nasil olugurdu?

b) Buoyunda aynstirict miikkemmel Bayesyen denge bulunmadigimi gosterin.

¢) Tiim birlegtirici miikkemmel Bayesyen dengeleri bulun.
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14. Asagidaki oyunda (U, L) ‘nin titreyen el dengesi oldugunu gosteriniz.

L | M
Uu|lL1]|00
M |00]00

15. Evli bir gift sinemaya gitmek iizere sozlesmisken kocanin eve ge¢ gelmesi
yiiziinden filmi kagirmis durumda. Kadin bunun sebebini soruyor. Bu du-
rumda iki muhtemel sebebin oldugunu diisiiniin: y (adamin i arkadaglanyla
onemli bir aksma yemegi vardi) veya f (arkadaslanyla disanda bir futbol
magini izledi). Sebebin gergekten y olmasinin onsel olasiligin p oldugunu
ve bunun iki taraf¢a da bilindigini varsayin. Evde kadin soruyu sordugunda
ise gergek cevabi sadece adam biliyor. Soru kargisinda adamin iki segenegi
var. Y (gergek ne olursa olsun énemli bir yemekte oldugunu sdylemek) veya
F (mag1 izledigini sOylemek). Adam eger Y segerse kadimin iki segenegi
var: T (tarigmak) ve H (hoggorii gostemek). Kadin T segerse adamin ig
arkadaglanindan birini arayacak ve gergegi 6grenecek. Gergek y ise (—2,2)
fayda ciftini-ilk say1 kadinin faydasi- elde edecekler, gergek f ¢ikarsa elde
edecekleri faydalar (—2, 2) olacak. Kadin T segerse (—1,1) faydalarini ala-
caklar. Adam bagtaki soruya karsilik F' segerse oyun (1, —1) faydalanyla
sona erecek.

a) Bu durumu genigleyen-bigimli bir oyun olarak ¢izin.
b) Oyunun (piir-strateji) normal bigimini yazin. ,

¢) p = 1/2 kabul edin.Oyunda kesin olarak baskilanan bir piir strateji var
mi1? Tiim ardisal dengeleri bulun. Bu dengelerdeki beklenen faydalan
hesaplayin.

d) Ardisal dengelerde adamin beklenen faydalarini p olasiligina baglh olarak
hesaplayin.
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BOLUM 6

Tekrarl Oyunlar

6.1 Giris

Dinamik oyunlar iginde diger bir 6nemli oyun grubu tekrarli oyunlardir. Bu oyun-
larda hareketler, zaman i¢inde oyunculann kargilikli olarak oyunu tekrar tekrar oy-
namalanyla gergekesir. Oyunun kurallan genelde her asamada muhafaza edilir ve
tek degisen sey, zaman ilerledikge artan tarihtir. Yani tekrarli oyunlar bir seferlik
oyunun tekrarlarindan (buna agsama oyunu da denir) olusan bir dizi seklindedir.

Gergek hayatta oynadigimiz oyunlarin ¢ogu bir kez oynanan oyunlar degildir.
Ayn1 oyun tekrar tekrar oynanabilir. Fakat bir oyunun ¢ok sayida oynanmasi, art
arda oynanan oyunun birbirinden kopuk oyunlar dizisi oldugu anlamina gelmez.
Gergek hayat 6ziinde, bir oyuncunun baslangigta yaptig: bir hareketin zaman iginde
de tekrarlanarak digerlerinin ve kendisinin se¢imini etkiledigini bildigimiz daha
biiyiik bir oyundur. Tekrarli oyunlar bu anlamda statik oyunlann dikkate almadig:
bu durumu -oyunun tekfarli oynandigi durumunu- dikkate alir. Bu oyunlar ayni za-
manda sosyal hayattaki igbirlik¢i davraniglann nasil zamanla rasyonel davraniglanin
bir sonucu olarak da ortaya ¢iktigini1 agiklamaktadir.

Bu béliimde once, tekrarli oyunlann genigleyen-bigimli gésteriminin hantallig:
dolayisiyla bu oyunlarda kullanilan matematiksel notasyonu tanitacagiz. Bu bize il-
erleyen boliimleri takip etmede yardimci olacaktir. Sonraki bdliimlerde
tekrarli oyunlarda 6nemli bir aynim olan, simrli ve sinirsiz tekrarli oyunlan tanitaca-
g1z. Ozellikle sinirsiz tekrarli oyunlar igin verdigimiz 6rekler konunun anlagilmas:
agisindan oldukga 6nemlidir. Tekrarli oyunlarda cezalandirmanin limitlerini gérmek
icin minmax ve maxmin fayda kavramlanni inceledikten sonra tekrarli oyunlar igin
onemli bir teorem olan Folk teoremini agiklayacagz.
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6.2 Tekrarh Oyunlarin Gosterimi

Onceliklc tekrarli oyunlar formel olarak analiz etmek igin bu tiir oyunlarda kul-
lanacagimiz notasyonlar tanitalim. Tekrarli oyunlari, tek-seferlik oyunlarin, yani
agama oyunlarinin tekrari olarak diisiinmek bu formel dili anlamada kolaylik sunar.
Tekrarl1 oyun stratejileri, tarih-bagimli agama-oyun stratejilerinin bir dizisi olarak
tanimlanir. Elde edilen faydalar da her asama oyununda elde edilen faydalarin
toplamudir.

Ik 6nce bir G oyunu diisiinelim. Oyuncu kiimesi N = {1.....,n} olsun.
Her oyuncunun piir-hareket uzay1 A; ile gosterilirken, oyundaki hareket profiller
uzayi ise A = X,;en A; seklinde ifade edilir. Her oyuncu i¢in G oyunun sonuglar
iizerinde bir vNM fayda fonksiyonu tanimlanir: g; : A — R . Burada ¢; herhangi
bir ¢ oyuncusunun her asama oyununda ortaya ¢ikan fayda fonksiyonudur. Biitiin
bir tekrarli oyunun faydasini géstermek igin «; notasyonunu kullanacagiz.

Eger G asama oyunu ¢ok sayida (sonsuz kez de olabilir) oynanirsa, her oyun-
cunun faydas1 G oyununu oynamaktan dolay: her periyotta elde ettigi faydalann
(indirgenmig degerlerinin) toplamidir. Bu agama-oyun dizisine tekrarli oyun veya
siiperoyun (supergame) denir.

Tekrarli oyunlanin ortam duragandir veya bagka bir ifadeyle zaman ve
tarihten bagimsizdir. Yani oyuncularin onlerindeki hareketler her periyotta aynidir
(fakat hangisini segimleri her periyotta farkl olabilir) veya fayda fonksiyonlan her
periyotta aynidir. Fakat duraganlik varsayimlarn ekonomik agidan énemli baz1 du-
rumlan devre digi birakmaktadir. Omegin yatinmin veya zaman iginde 6grenmenin
olabilecegini dikkate almaz. Bu durumlan modellemek daha genel bir dinamik
oyun ¢atis1 kurmay: gerektirir.

Diger yandan tekrarli oyunlarda agama-oyunun her tekrarindaki sonug sonraki
asamadan once herkesge gozlemlenir hale gelmektedir. Bu yiizden agama-oyunu
miikemmel olmayan bilgili bir oyun olsa da (her e anli hareketli oyun gibi)- yani
agama boyunca higbir oyuncu digerinin ne yaptigin1 bilmez- her oyuncu digerinin
hareketini diger asama oyunu baslamadan 6grenir. Bu da oyunculann sonraki
secimlerini gegmis davraniglanina dayandirmasina imkan verir.

Tekrarl bir oyunun, bagka bir degisle her periyotta es anli oynanan bir oyunun,
genigleyen-bigimli gosterimi oldukga karmagik ve hantaldir. Bu yiizden tekrarl
bir oyunun her periyotta es anli oynandigim fakat bir zaman boyutunun da oldugu
unutulmadan ifade edilmelidir. Bunun igin cebirsel notasyonun kullanilmas! daha
islevseldir.

Tekrarli oyunlarda ilk periyot genel olarak ¢ = O ile belirtilir. Yani oyun
0O.periyottan itibaren baglar. Eger oyunun son periyodu varsa, bu T"dir boylece
toplam T + 1 periyot vardir; bu oyunlara sonlu tekrarlt oyunlar denir. Fakat eger
oyun sonsuz tekrarli oynanirsa, T' = oo , bu oyunlara da sonsuz tekrarli oyunlar
denir.

G asama-oyununda ¢ oyuncusunun ¢ periyodunda yaptig1 hareket af ile ifade
edilir; ¢ periyodunda oynanan hareket profili ise n oyuncunun agama-oyun hareket-
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lerinden olugur:

Oyuncularin sonraki periyotlarda yapacaklan asama-oyun hareket segimlerini,
oyuncularin daha 6nce alinmig kararlarina dayandirmak istiyoruz. Bunu yapmak
i¢in tarih kavramina ihtiyacimiz var. Bu baglamda tarih kisaca, bir 6nceki periyoda
kadar alinan tiim hareketler olarak tanimlanir. Omegin ¢ periyodundaki tarih oyle
ifade edilir:

Diger bir deyisle, ¢ periyodundaki tarih, her onceki periyotta oynanan tiim
agsama-oyun hareket profillerini (yani oyunculann agama-oyun hareketlerinin kom-
binasyonunu) verir. h' tiim onceki tarihler olarak tammlanir: h¢, h', h?, ... Wt
Omegin, h' tarihi, h!~! tarihi ve a'~! hareket profili ile birlikte ifade edilebilir,
yani ' = (h'~';at~!). Tiim oyunun tarihi ise hR7*! = (4% al,...,a”) seklinde
ifade edilir. Bu arada ¢ periyodunda tiim olas: A! tarihler kiimesini ise soyle ifade
edebiliriz:

t—1
At = X A;.
j=0

Bu ifade kisaca A agama-oyunu hareket profiller uzayinin t-kathh Kartezyen
carpimudir.

Stratejilerimizi gegmis hareketlere dayandirmak onlan tarihin bir fonksiyonu
yapmaktir. Boylece 7 oyuncusunun ¢ periyodundaki asama-oyunu stratejisini s
fonksiyonu olarak yazabiliriz. Bunu a! = s!(h') seklinde ifade ederiz: Eger onceki
oyun h' tarihini takip etseydi, ¢ oyuncusunun ¢ periyodunda oynadig1 a! asama-
oyun hareketini gosterecektir. Bir oyuncunun herhangi bir periyottaki asama-oyun
hareketi, bu periyot igin hareket uzayindan g¢ekilmelidir. Fakat oyun duragan kabul
edildiginden, oyuncunun A; asgama-oyun hareket uzay1 zamanla degismez ve bunu
sOyle yazabiliriz:

(Vi e N®(vt), (Vh! € AY), st(h!) € A;.

Veya alternatif bir sekilde agama-oyun hareket uzayim §oyle yazabiliriz: (Vi €
N),(Vt),st : A* > A;. Bu arada t -periyot asama-oyun strateji profili, s¢,s0yle
ifade edilir:

st=(sf,...,s%). 6.1

Bu profil de altemnatif bir sekilde soyle tanimlanabilir:
st A o A, yani VA' € A', st(hY) = (sb(RY), ..., sL(hY)).

Tekrarli Oyunlarda Stratejiler

Simdiye kadar belirli bir periyot igin agama-oyun stratejilerini ifade ettik. Simdi
ard arda gelen bu agama oyun bloklarim kullanarak tekrarl bir oyundaki herhangi
bir oyuncunun stratejisini yazabiliriz. Tekrarli bir oyun igin ¢z oyuncusunun strate-
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Jisi gOyledir:
s; = (89,8}, ....s7). (6.2)
Bu strateji profili, ¢ oyuncusunun (T" + 1)-katll agama-oyun tarihine bagl olan
stratejilerinden olugur. Her s strateji fonksiyonunun degiskeni h; € A, tarihidir.
Herhangi bir ¢ oyuncusunun tekrarli-oyun stratejilerinin uzayi, S;. i oyuncusunun
tim (T + 1)-katli agama oyun stratejilerinin kiimesidir, dolayisiyla s! : A* — A;.
Tekrarli bir oyunun s strateji profilini iki sekilde yazabiliriz. Bunlardan biri
s strateji profilini oyunculann tekrarli-oyun stratejilerinin n-katl profili seklinde
yazmaktir ((6.2) ifadesinde tanimlandig: gibi). Dolayisiyla agagidaki gibi yazabili-

nz:

s =1(81,---,8n). (6.3)

Alternatif olarak s tekrarli-oyun strateji profilini her periyot igin bir tane ol-
mak lizere agama-oyun strateji profillerinin bir koleksiyonu seklinde yazabiliriz
((6.1)’de tanimlandig gibi):

s=(s"s"..., sT). 6.4)
Bu iki tanim da Sekil 6.1°deki semada gosterilmektedir.

t periyodu agama-oyun

strateji profil i oyuncusunun tekrarli

Zaman _ / oyun stratejisi
8 T :
3 0 . i
g s, si(h), .. 3 s1'(h’),E . sL(hT)
& s sy, .isihh .., si(h)

S . ST

Sekil 6.1 Tekrarli-oyun strateji profili, oyunculann tekrarl oyun stratejileri olarak
goriilebilecegi gibi, agama-oyun strateji profillerinin bir dizisi olarak da
goriilebilir.

Tekrarlt Oyunu Oynamak

Yukanda verilen (6.3 ve 6.4) ifadelerinde tekrarli-oyun strateji profilini, tarih-
lerin fonksiyonlarnin bir kiimesi olarak yazdik. Suna dikkat ediniz: Tekrarli-oyun
strateji profilinin kendisi bir tarihler fonksiyonu degildir. Ciinkii her bir oyuncu-
nun tekrarli-oyun stratejileri, s;,bir kez tamimlandi mu1 (veya alternatif olarak her
periyodun tarihe bagimli asama-oyun stratejileri, st, bir kez tamimlandi mi)
hareketler zinciri ve dolayisiyla tiim oyunun tarihi belirlenir. Bu durum asagida
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oyunun nasil oynandigim gordiigiimiizde daha agik hale gelecektir.

Simdi tekrarl bir oyunun, her oyuncu kendi tekrarli-oyun stratejisini belirledik-
ten sonra nasil oynandigina bakalim. Bu noktada bu tekrarli oyun strateji profilinin
(6.4) ifadesinde tamimlandig1 gibi gormek daha uygundur, yani T + 1 tarih-bagimli
asama-oyun strateji profillerinin bir dizisi olarak gormek. Oyun basladiginda,
gecmis bir oyun olmadig igin 4° tarihinin onemli bir niteligi yoktur. Her oyuncu
(6.2)'deki a? = s agama-oyun stratejisini oynar. Bu 0. periyot oyunu h! = (a°)
tarihini olugturur, ki burada ' = (a{,...., al)’dir. Bu tarih daha sonra oyuncu-
lara sunulur; bdylece oyuncular kendi 1. periyot oyununu (. periyot oyununa
dayandinr. Sonra her oyuncu kendi t = 1 agama-oyun stratejisini, s} (h!), seger.
Sonug olarak, ¢t = 1 periyodundaki asama-oyununda, agama-oyun strateji profili
ise al = s!(ht) = (s](hY),...., sL(R1))dir.

Giincellestirilmis tarihi olusturmak igin, bu asama-oyun strateji profili dnceki
tarihle birlestirilir: h? = (a®,a'). Bu yeni tarih tiim oyunculara agiklanir ve her
biri kendi 2. periyot agama-oyunu stratejisini, s?(hz), secer ve bu boyle devam
eder gider. Bu siireg Sekil 6.2°deki semada gosterilmektedir. Burada kT ! tarihi, s
tekrarli oyun strateji profilinin meydana getirdigi patika olarak nitelendirilir.

Zaman

' \

g| s \ s!(n") 2(M) ) sT(h")

S, = 53 () S1(h")
I IR B R S R S N
s si (") () S
s () £ J ST()

Sekil 6.2 Tekrarli bir oynunun asamalar halinde gosterimi

Tekrarli Oyunda Fayda Fn‘:ksi yonu

Tekrarl bir oyunun formel taniminmi tamamlamak igin, bu tekrarli oyunun fayda
fonksiyonlarimi tanimlamamiz gerekir. Bunun igin belirli bir tekrarli oyun strateji
profilini, s, ve belirli bir zaman periyodunu, ¢, diigiinelim. Oyun bu tekrarli oyun
strateji profiline gore oynandiginda, bu periyoda kadar ki hareketlerin tarihi (h?)
ortaya ¢ikar. Bu periyotta oynanan tarih-bagimli agama-oyun strateji profili ise
st(ht)dir.

Herhangi bir 7 oyuncusu s(h!) agama-oyun strateji profilinde kendi stratejisini
belirlediginde, ¢ periyodundaki asama-oyununda elde ettigi fayda belirlenir. Bu da
9:(s'(hY)) ile gosterilir. Bu tekrarli oyunda i oyuncusunun toplam faydasi, tekrarli-
oyun strateji profili (s) oynandiginda soyle tanimlanir:

T
u(s) = 3 tgi(st(h)),

t=0



burada ¢ ortak iskonto oranidir. Dikkat edilirse, g; iizerinde ¢ zaman indisi yoktur
¢iinkii oyun duragan bir oyundur. Yani oyuncularin agama-oyunu fayda fonksiyon-
lar1 zamanla degismemektedir.

Iskonto orani, tekrarli oyunlar igin énemli bir kavramdir. Bu yiizden bu kavram
biraz daha tanitmak lazim. Ardisal bir oyunda, eger bir oyuncu pastadan alacagi
pay: simdi degil de sonra almay: tercih ederse, yani beklemeyi tercih ederse, bunun
bir maliyeti vardir. Bu durum pozitif zaman tercihiyle ifade edilir. Zaman ter-
cihi orani bir bireyin gelecek periyotta tiiketmek yerine bugiin vazgegmek zorunda
oldugu tiiketimdir. Yani eger zaman tercihi v (bu faiz orani olabilir) ise birey bugiin
z birim tiikketmekle yarin (1 +r )z birim tiikketmek arasinda kayitsizdir. Ya da benzer
olarak yarin 2: birim tiiketmekle bugiin ﬁ:{: tiiketmek arasinda kayitsizdir. Genel
olarak 4 = l—ir degerini iskonto orani olarak ifade ediyoruz ve 0 < ¢ < 1'dir.
Iskonto oraninin § sifira yakinlagmasi, bireyin bugiinii 6nemsedigini yani sabirsiz
birey oldugunu gosterirken, iskonto oraninin 1’ye yakinlagmasi bugiin ile yarnn
arasinda ayrim yapmayan, sabirli bir bireyin zaman tercihini gosterir.  Kisaca,
iskonto orani oyuncularin tekrarli oyunlarda ortaya ¢ikan sonuglar dizisi iizerinde
tercihte bulunmasina yardimci olan bir kavramdir.

Tekrarli Oyunlarda Denge

Tekrarli oyunlarda strateji ve fayda fonksiyonunun ne oldugunu biliyoruz. Bu-
radan hareketle tekrarlh bir oyunda dengenin nasil tanimlanacagiyla ilgilenelim.
Yukarida (6.3)’te tamimlandig1 gibi tekrarli oyun strateji profilinin oyuncularin
tekrarli oyun stratejilerinin bir koleksiyonu oldugu diisiincesini kullanacagiz.
Tekrarl1 bir oyunda her oyuncunun § strateji profilindeki s; stratejisi ((6.2)’de ifade
edildigi gibi) diger oyunculann bu strateji profilindeki stratejilerine verdigi en iyi
tepkiyse § strateji profili Nash dengesidir. Daha formel olarak ifade edersek, eger
her ¢ oyuncusu igin asagidaki kosul saglanirsa tekrarli-oyun strateji profili, 5, Nash
dengesidir:

5; € arg max u;(si, 5—-i).
$i€S;

Tekrarli oyunun § strateji profili ile olusan tarihi AT *! ile gosterelim, yani AT +!
tarihi 5 ile ilgili patikadir. Eger 5 Nash dengesi strateji profili ise, hT ! de ilgili
denge patikasidir.

Diger yandan, eger § strateji profili her altoyunda Nash dengesi ise, altoyun
miikemmel denge strateji profilidir. Fakat tekrarli oyunlarda altoyundan neyi kas-
tettigimizi burada agiklamamiz gerekir. Daha 6nce de tanimladigimiz gibi, oyunun
herhangi bir noktasina varildiktan sonra herkes bilir ki, oynanmayi bekleyen daha
kiigiik bir oyun vardir, bu da altoyundir. Agik¢a bu tanimdan hareketle tekrarl
bir oyunda altoyun, herhangi bir periyoda varildiktan sonra bu periyottan sonraki
daha kiigiik oyunu belirtir demek gerekir. Fakat gekici goziiken bu tanimlama
tekrarli oyunlardaki altoyun kavramini net olarak tanimlamaz. Tekrarli oyunlarda
altoyun, bir baglangi¢ periyodu art1 bu periyoda kadar ki hareketlerin tarihi ile bir-
likte tanimlanir. Dolayisiyla normal altoyun tanimna fazladan bir de tarihin dahil
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edilmesi gerekir. Ciinkii belirli bir altoyunu belirlemek igin hareketlerin tarihini
bilmek zorundayiz. Diger bir deyisle, bir altoyuna vanldiginda, oyuncular oyunun
tarihini bilirler. Bu yiizden kargilagti1 altoyunda, baglangigta verilen oyundaki tiim
bilgiye sahip olurlar.

Tekrarli oyunlarda, Omegin k periyoduyla baglayan bir altoyun ile
ilgileniyoruz diyemiyoruz. Ciinkii k£ periyoduyla baglayan tekrarli oyuna kargilik
gelen ¢ok sayida altoyun vardir. O zaman belirli tekrarli-oyun strateji profilinin 5
altoyun miikemmel denge olduguna nasil karar verecegiz. ilkin sunu yapmaliyiz:
Tekrarli oyunu altoyunlara ayirma siirecini baglatarak periyot periyot ilerlemeliyiz.
Sonra her t periyodu igin, her olast tarihi, h?, diisiinmeliyiz giinkii bu tarihe ait tek
bir altoyun vardir. Béylece t periyodu ile baglayan h' tarihli bir altoyun tanimlamig
oluruz. Simdi sormamiz gereken sey, tekrarli-oyun strateji profili olan S strateji
profilinin bu altoyunda bir Nash dengesi olusturup olusturmadigidir.

Bu arada tekrarli-oyun stratejilerini basit bir siniflandirmayla ayirmak yararl
olacaktir. Bir oyuncunun stratejisi h® tarihine bagh oldugu zaman, buna kapali
dongii (closed-loop) stratejileri denir. Fakat her ¢ igin sadece ¢ periyodundaki
agama-oyun stratejisine bagli ise yani daha once alinmig kararlara baglh degilse,
bu stratejiye a¢ik dongii (open-loop) stratejisi denir. Yani eger asagidaki durum
gegerli ise, i oyuncusu igin s! : A" — A, tekrarli-oyun stratejisi agik dongii strate-
jisidir:

(Vt), (Fal € A;), (Vh' € AY),st(h!) = al.

Bu durumda ¢ oyuncusunun tekrarli-oyun stratejisini, (T" + 1)-katli agama-
oyun hareketleri olarak yazabiliriz, s; = (a2, a}, ...,al). Eger i oyuncusu bir agik
dongii stratejisi oynuyorsa, 7'nin higbir hareketi 7 oyuncusunun sonraki hareketleri
tizerinde etkili olmayacaktir. Bu stratejiler tarih-bagimsiz asama oyunlari olarak da
nitelendirilebilir, yani periyot periyot diigiiniilen stratejilerdir. Bu yiizden de tar-
ihten bagimsiz (yani agik dongiilii) asama-oyununun Nash denge strateji profiller
dizisi bir altoyun miikemmel dengedir. Dolayisiyla her agama-oyununda belirli bir
hareket Nash dengesi ise bu tiim tekrarli oyunun Nash dengelerini olugturur; bu da
zaten altoyun miikemmel Nash ddhgesidir.

6.3 Sinirh Tekrarh Oyunlar

Tekrarl1 oyunlarin temel mantig1 aslinda kisa ve uzun donem faydalann kargilagti-
nlmasina dayanir. Kisa dénemli bir avantajdan vazge¢cmenin kosulu, bu davranigin
size uzun donemde daha fazla fayda saglayacagim beklemek olabilir.

Daha once ifade ettigimiz gibi, tekrarli bir oyunun sonucu bir stratejik oyunun
sonuglarindan olugan bir dizidir. Dolayisiyla tekrarl bir oyundaki her stratejik oyu-
nun (asama-oyunu) sonucunu bir fayda diizeyiyle iligkilendirmek ve her sonuglar
dizisinde elde edilen faydalan iskonto ederek (bugiine indirgeyerek) degerlendirmek
gerekir. Daha agik bir ifadeyle, her © oyuncusu bir stratejik asama oyununun u; gibi
bir fayda fonksiyonuna sahiptir ve iskonto orani da § € [0, 1]’dir. Boylece agama-
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oyunuun sonuglarini veren hareket kiimelerinin (a',a?....,a”) fayda degerlerini
bugiine indirgeyerek bulmaya ¢aliginz:

T
wi(a') + dui(a?) + 6%ui(a?) + ... + 67 u(al) = Z 6T i (at),
t=1

burada a!, t periyodundaki hareket profilini vermektedir, &¢ ise t-periyodunda elde
edilen 1 birimlik faydanin bugiinkii degerini vermektedir. Toplam periyot T' < oc
oldugunda, oyun sinirli bir zaman ufkunu igerir demektir.

Tekrarli oyunlar oyunculara rakiplerinin ge¢mis periyotlarda nasil oynadiklarina
bagli olarak hareketlerini belirleme imkan verir. Bu durumu daha iyi anlamak
i¢in bu tiir oyunlann en fazla bilineni olan tekrarli Mahkumlar Cikmazi 6megi ile
baglayalim. Tablo 6.1°de verilen G(-) agsama oyununu diigiinelim.

C D
cl22]0,3
D[30]1,1

Tablo 6.1 Bir Mahkumlar Cikmazi 6rnegi

Bu oyun tek seferlik oynandiginda bildigimiz gibi tek bir Nash dengesi vardir:
(D, D). Fakat burada ilgilendigimiz konu, G (-) oyunun ¢ok sayida oynanmasi du-
rumunda dengenin degisip degismedigidir.

Bu oyun sinirli bir ufka sahip oldugu igin geriye dogru ¢ikarsama metodunu
kullanmak miimkiindiir. Geriye dogru ¢ikarsama metoduyla, oyunun son agamasinda,
yani T periyodunda, her iki oyuncu da oyunun gegmis tarihinden, hT, bagimsiz
olarak (sapmanin her zaman baskin bir strateji oldugunu unutmayiniz) sapma ha-
reketinde bulunacaklardir. Yine son agamadan Onceki periyotta, T — 1, her iki
oyuncu, yine ge¢miste oyunun nasil oynandigindan bagimsiz bir sekilde sapma
stratejisini takip edecektir (¢iinkii bu durumda da baskin strateji olan sapmayi oy-
namak rasyoneldir). Bu durum geriye dogru izlendiginde her agama i¢in dengenin
(D, D) oldugu goriiliir. Yani her asamada her oyuncu sapma stratejisini izleye-
cektir. Bu sonucun ardindaki temel mantik ilk periyottaki davranigin ikinci periy-
otta ddiillendirilmemesidir. Ciinkii oyuncularin igbirligi stratejisine bagh kalmalan
rasyonel degildir. Bu tek bir Nash dengesinin oldugu her sinirli tekrarli oyun igin
gegerlidir. Ozetle, oyunun her periyodundaki sonug (D, D) olacaktir; her oyuncu-
nun her periyotta alacagi fayda ise 1 olur. Yani sinirh tekrarl bir bicimde oynanan
Mahkumlar Cikmazi oyunu ¢ok sayida Nash dengesine sahip degildir. Her oyun-
cunun sapma stratejisini izledigi bir tek altoyun miikemmel Nash dengesi vardir.

Diger yandan benzer bir sonucu iki firmamn sinirli bir periyotta birbiriyle
Coumot rekabeti i¢inde olduklan bir oyunda da gorebiliriz. Geriye dogru ¢ikarsama
metodunu kullanarak sonucun ne olabilecegine bakalim; yine son periyottan bagla-
yalim. Son periyotta, T, igbirlik¢i sonugtan sapmanin bir cezasi olmayacatir giinkii
oyun bitmis olacaktir. Bu yiizden bu periyottaki inandinci tek sonu¢ Cournot-Nash
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dengesidir. Simdi de sondan bir 6nceki doneme, T — 1, bakalim. Burada her
iki firna da Cournot-Nash dengesinin etkili bir cezalandirmanin olmadig: sonraki
periyotta (son periyot) oynanacagini bilirler. Bu yiizden sondan bir 6nceki periyotta
da Cournot-Nash dengesi oynanacaktir. Bu oyunun baglangicina dogru siirekli bir
ardisallikla geriye geldikge, tiim periyotlar igin Cournot-Nash dengesinin gegerli
oldugu ortaya ¢ikar. Yani bu sinirh tekrarli oyun igin tek altoyun miikkemmel Nash
dengesi her periyotta Cournot-Nash dengesinin oynanmasidir. Geriye dogru
¢ikarsama mantigi, bu 6rmekte oldugu gibi firmalar arasinda igbirlik¢i bir sonuca
imkan vermemektedir.

Sinirh tekrarh oyunlara verilen bir diger 6mek de Zincir-magaza Oyunudur.
Girig Oyunun 20 kere oynandigim varsayalim. Yani 20 farkli yerde magazasi
olan bir firmanin (yani zincir-magaza) bu pazarlara girisi engellemeye ¢alistigim
varsayalim. Daha 6nce bir seferlik oyunda girigin engellenemeyecegini gormiigtiik.
Fakat bu sefer durum biraz farkh ¢iinkii zincir-magaza ilk giren firma ile savasabilir
¢iinkii sonraki 19 girisi etkilemek isteyebilir.

Piyasaya yeni girecek firmanin hareketi girmek veya diganida kalmak ve zincir-
magazann stratejisi ise miicadele etmek veya sessiz kalmak geklindedir. Fakat bu
strateji sinirl tekrarh oyun yapisinda daha kompleks bir hale doniisiir giinkii oyun-
cular tek-seferlik oyundan farkli olarak oyunculann ge¢migste her periyotta nasil
hareket ettiklerini dikkate alacaktir. Benzer olarak piyasaya giren firmna da geriye
dogru ¢ikarsama ile nasil hareket edecegini belirlemeye ¢aligacaktir. Bu yiizden de
¢ok-periyotlu oyunun sonundan baglayarak nasil hareket etmesi gerektigini diigiiniir.

Bu oyunda 20. piyasaya, 19 piyasada nasil davranildigindan bagimsiz olarak
geldigimizde, iki oyuncu da kendisini tek-seferlik oyunladaki durumla kargi kargiya
bulacaktir. Bodylece oyunun ge¢mis tarihinden bagimsiz olarak yeni firma
piyasaya girecektir ve zincir-magaza sessiz kalip igbirliginde bulunacaktir. $imdi
bir 6nceki piyasayi (yani 19. piyasayi) diigiinelim. Zincir-magaza sertlik konusunda
yaydig iinden bir sey elde edemez ¢iinkii son giren firrnayla her nasilsa anlagmak
zorundadir. Bu yiizden 19. piyasada da igbirligi yapacaktir. Bu 18.inci piyasa igin
de gecerlidir. Boyle devariaedersek her piyasa igin birinci piyasa dahil ayn strate-
jiler gegerli olacaktir. Yani kisaca sinirh tekrarh oyun, oyuncular arasinda igbirlikg¢i
hareketi tegvik etmeyecektir. Bu sonuca zincir-magaza paradoksu da denir.

Bu oyunda geriye dogru ¢ikarsama yaklagimi strateji profilinin altoyun miikemmel
denge oldugunu garanti eder. Diger Nash dengeleri s6z konusu olsa da, rmegin (her
zaman, miicadele et, asla girme) gibi, bunlar miikemmel denge degillerdir.

Fakat bazen bazi oyunlarda, oyun sinirli sayida da oynansa isgbirligi s6z konusu
olabilir. Bunun sebepleri genel olarak ¢oklu Nash dengelerinin varligi veya
belirsizlik olabilir:

i. Coklu Nash Dengeleri

Bir G oyunun birden fazla Nash dengesi olsaydi ne olurdu? Asagida bu duruma
uygun bir 6mek verilmektedir. Periyot uzunlugu T olan sinirli bir tekrarli oyun,
G(T), verilsin. Agik¢a G oyununun T periyot boyunca ortaya¢ikan Nash dengeleri
dizisi G(T) oyununun altoyun- miikemmel dengesidir. Acaba G(T")’nin altoyun
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miilkemmel dengesinde Nash dengesi olmayan hareketleri destekleyebilir miyiz?
Tablo 6.2°de verilen oyuna bakalim.

Ty Y2 22
z; [1.1]5.0]0,0
y1 [ 0,5]4,4]0,0
2 [0,0[0,0]3,3

Tablo 6.2

G oyunu iki piir strateji dengesine sahiptir: (r;,x2) ve (z1. z2). Fakat her iki
dengeye de pareto-baskin olan (y;,y2) strateji profili bir Nash dengesi degildir.
Eger oyun iki kere oynanirsa (G(2)) 1. oyuncu, 2. oyuncunun (y1,y2) den-
gesini oynamamasi durumunda (x1.x2)’e sapacagim belirterek (4.4) sonucunun
gerceklesmesine imkan verebilir. Bu durumu daha formel ifade edelim:

1o gty oz, egerh! = (y1,y2)
= yives (b)) = { i, aksi takdirde

Bu oneriyle olugan denge bir altoyun miikemmel dengedir ¢iinkii her iki oyun-
cunun sapma durumunda elde edecekleri (5 + 1)/2 fayda diizeyi, anlagmalan du-
rumundaki (4 + 3)/2 denge fayda diizeyinden daha kotiidiir.

ii. Oyunun ne zaman bitecegine dair belirsizlik

Diger yandan sinirli tekrarli bir oyunda geriye dogru ¢ikarsamanin vardigi sonu-
cun (yani her periyotta sapma hareketinin) ger¢eklesmeyebilecegini gostermenin
diger bir yolu da, oyunun ne zaman biteceginin belirsiz oldugu bir durum tasar-
lamaktir. Ciinkii eger oyunun ne zaman bitecegi bilinmiyorsa o zaman geriye
dogru ¢ikarsama metodu da kullanilamaz. Bu durumda omegin, sinirh tekrarl
Coumnot oyununda, firmalar inandinci bir gekilde gelecekte igbirliinden sapma
olursa birbirlerini cezalandirma ile tehdit edebilirler. Oyunun her an bitebilecegi
diisiiniildiigii i¢in cezalandirmanin uygulanmayacag) ve dolayisiyla cezalandirma
tehdidinin sinirsiz oyundaki gibi daha giiglii bir etkide bulunmayacag diisiiniilebilir.
Fakat oyunun ne zaman bitecegi belirsizse bu durumda firmalar gelecekteki getir-
ilerini de agin bir gekilde iskonto etmeyeceklerdir. Dolayisiyla igbirlik¢i sonug
siirdiiriilebilir hale gelebilir. Diger yandan, benzer bir mantik dahilinde bazi diger
belirsizlikler de (6megin firmalarin maliyet fonksiyonlarini veya daha genel olarak
amag fonksiyonlarini bilmemek gibi) ayn1 sonucu verebilir, yani oyuncular arasinda
igbirligini siirdiirme olasiligin artirabilir.

6.4 Smrsiz Tekrarh Oyunlar
Sinirsiz tekrarli oyunlar, zaman ufkunun sinirsiz oldugu, T = oc, ve dolayisiyla

oyuncularin agama oyununu sonsuz kez oynadiklan oyunlardir. Sinirsiz tekrarl
oyunlarin denge kiimesi, bu oyunlara karsilik gelen sinirli tekrarli oyunlardan
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oldukga farklidir. Bunun nedeni ise bu tiir oyunlar sinirli bir zaman ufkuna sahip ol-
madiklarindan dolayi, sinirsiz zamanin édiillendirme ve cezalandirma politikalarina
imkan vermesidir. Omegin tekrarli bir Mahkumlar Cikmazi oyunu eger siirekli oy-
nanacak sekilde modellenirse, bu oyuncularin cezalandirma stratejisinin oyunda
igbirligini saglayacak ve siirdiirecek bir tehdit olarak kullanilmasina imkan verir.

Sinirhi tekrarli oyunlarda strateji, T periyodun her birinde neyi yapacagini ta-
nmimlarken, sinirsiz tekrarli oyunlann stratejilerini belirlemek daha giictiir ¢iinkii
tiim olasi tarihler sonrasi hareketleri belirlemek zorundadir. Fakat bu hareketlerden
sonsuz tane vardir. Bunlardan bazilarin1 agagida verelim:

i. Her zaman sapma giisterme stratejisi. Bu strateji her tarihten sonra diger
oyuncunun ne yaptigindan bagimsiz olarak sapma hareketinde bulunmayi tavsiye
eder. Dolayisiyla tim ¢t = 0,1, ... igin s{ = D olur. Her iki oyuncunun da her
periyotta sapma gostermesi, yani (her periyot D, her periyot D), Nash dengesidir
¢iinkii her periyotta D hareketine kargi en iyi hareket D hareketidir.

ii. Her zaman igbirliginde bulunma stratejisi. Bu strateji her tarih sonrasinda
diger oyuncunun ne yaptigindan bagimsiz olarak igbirliginde bulunmayi tavsiye
eder. Dolaysiyla tim ¢ = 0,1, ... igin st = C olur. Fakat her iki oyuncunun (her
periyot C, her periyot C) strateji profili Nash dengesi degildir. Ciinki diger oyuncu
her periyot igbirligi stratejisinde kaldiginda sapma gostermek daha rasyoneldir.

iii. Naif Yavuz strateji. Bu strateji, diger oyuncu igbirliginde bulunurken igbirligini
fakat diger oyuncu bir kez sapma gosterdi mi bundan sonra hep sapmayi tavsiye
eder:

C, egert=0
si(ht)y ={ C, egera; =C, j#i, 7=0,1.....t -1
D, aksi takdirde

Bu strateji icinde affetmeyi barindirmayan bir stratejidir, tek bir sapmay: bile
sonsuza kadar cezalandirir. Fakat sadece diger oyuncunun sapmalarini cezalandirir.

iv. Yavug strateji. Bu strateji ilk periyotta igbirligini ve sonraki her periyotta her
iki oyuncu da 6nceki‘periyotta igbirliginde bulundugu miiddetge igbirligine devam
etmeyi tavsiye eder:

C, egert=0
si(ht) ={ C, egera;-'z (C,C),3#4,17=01,..,t—1
D, aksi takdirde

Yukaridaki naif yavuz stratejinin tersine, bu strateji oyuncuyu sadece diger oyun-
cunun sapmalarindan dolay: degil, kendi sapmalarindan dolay: da cezalandirr.
Yavuz stratejiye, Tablo 6.1'de verilen Mahkumlar ¢ikmazi oyunu iizerinden
daha detayli bakalim. 1. oyuncunun yavuz stratejiyi oynamay1 amagladigim var-
sayalim. Eger 2. oyuncu da bdyle oynarsa, sonug her periyotta (C, C) dengesi
gerceklesir ve (2,2, ...) fayda akimi elde edilir. Oyun sonundaki indirgenmis fay-
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das: agagidaki gibi olacaktr:

24 25+26%+ ... :Za‘z: 1—3—5. (6.5)
t=0

Eger 2. oyuncu herhangi bir periyotta D hareketini oynarsa bu durumda takip
eden tiim periyotlarda 1. oyuncu da D hareketini oynar (giinkii yavuz strateji 1.
oyuncunun, 2. oyuncunun D seg¢imini sert cezalandirmasim tetikler) boylece 2.
oyuncu i¢in de sapmay: takip eden her periyotta en iyi hareket D’i oynamaktir.
Dahasi eger birinci periyotta D hareketine saparak faydasini artirmayi amagliyorsa
bunu da yapabilir. Eger bunu yaparsa, oyun ((D, C), (D, D), (D, D),...) seklinde
oynamnr ve dolayisiyla 1. oyuncu (3,1,1,...) fayda akimim elde eder. Yani bir-
inci periyotta 1 birim fazladan kazanir fakat sonraki periyotlarda ise hep 1 birim
kaybetmeye devam eder. Bdyle oynandiginda oyun sonundaki toplam faydanin
indirgenmis degeri soyle ifade edilir:

= ) 31-6)+46
24 .= t = = ) 6.6
3+15+ 162+ 3+§6 3+1—6 - (6.6)

Dolayisiyla 1. oyuncu ancak agagidaki kosul gecerli ise yani igbirliginin faydasi
sapmanin faydasindan fazla ise sapma hareketinde bulunmayacaktir (yani (6.5) ve
(6.6)'da ifade edilen faydalar kargilagtinlir):

2>3(1-6)+46
4
veya § > 1/2 ise yavuz strateji Nash dengesi olacaktir.

Bu 6mege devam edelim; 1. oyuncu ilk periyotta degil de herhangi bir periyotta
sapma gosterirse, yani herhangi 7 € {0, 1,2..} periyodu igin ne olduguna bakalim.
2. oyuncu yavuz stratejiyi izledigi igin 7 + 1 periyodundan itibaren D hareketinde
bulunur. Bu yiizden, 1. oyuncunun en iyi tepkisi bundan sonra sapma gdstermektir,
yani bundan sonraki her periyotta D hareketini oynamaktir:

(C,C),(C,C),..(C,C),(D,C),(D,D),(D,D),(D,D)..

Dolayisiyla 1. oyuncunun fayda akimi 2,2, ..,2,3, 1, 1....seklindedir.
Bu durumda 1. oyuncunun elde edecegi indirgenmis fayda degeri soyledir:

24254262+ . +267 1 4+ 357 + 367 4+

T—1 oo
- 26‘.2+3.JT + Y 8t 6.7)
t=0 t=7+1
1-6" o 8T 24 6T —257H
=2 435+ Lo = —

Isbirligini siirdiirecek iskonto oranini bulalim. Bunun igin de (6.5) ve (6.7)’de ifade
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edilen faydalar kargilagtinlir:
2>2446" —267F1

Bagka bir degisle iskonto oranin § > 1/2 degerleri igin sapma karh degildir. Bu su
anlama gelir: Eger oyuncular yeterince sabirliysa (yani eger § > 1/2 ise), her iki
oyuncu igin (yavuz, yavuz) strateji profili Nash dengesidir, dolayisiyla sonug tiim
periyotlarda igbirligi yapmaktir.

v. Swmnurli Cezalandirma. Bu strateji bagislayici strateji olarak da bilinir. Bu
strateji, birinci periyotta igbirligini ve herhangi bir oyuncunun sapmasina kargilik
k periyot kadar sapmay: (yani k periyot kadar cezalandirma) fakat daha sonra
igbirligine doniisii tavsiye eder; cezalandirma periyodu siiresince ne oldugu ile il-
gilenmez. Eger k = oc ise bu yavuz stratejidir fakat eger, 6megin k = 3 ise, sinirli
cezalandirma s6z konudur. Bu oyunu basit bir gekilde agsamalar halinde de ifade
edebiliriz:

1. agama: Isbirligi yap ve 2. asamaya geg

2. asama: Eger onceki periyotta sapma olmadiysa, igbirligine devam et ; eger
sapma olursa 3. agamaya ge¢ ve periyodu 7 = () ’a ayarla.

3. asama: Eger 7 < k ise, sapma goster, aksi takdirde 1. asgamaya geri don.

Kisaca bu misilleme stratejisi, diger oyuncunun davranigindan bagimsiz olarak
cezalandirma periyodunu sabitler, dolayisiyla bu periyodun uzunlugunu veri aliyoruz
(gergekte periyodun uzunlugu diger oyuncunun davranigina da bagh olabilir fakat
bunu dikkate almiyoruz).

Bu durumda dengenin nasil olustuguna yine ayni 6mek iizerinden bakalim. Bu-
rada D hareketini segen oyuncunun k kadar periyotla cezalandinldig: yani sinirh
bir sekilde cezalandinldig: bir durum s6z konusudur. Eger bir oyuncu bu stratejiyi
adapte ederse, digerinin de benzer bir stratejiyi adapte etmesi rasyonel midir?

1. oyuncunun sinirl1 cezalandirma stratejisini takip ettigini varsayalim. Yavuz
stratejide oldugu gibi, eger 2. oyuncu saparak faydasim artirmak istiyorsa bunu ilk
periyotta sapa‘ak yapabilir. Boylece birinci periyotta D hareketini segtigini farz
edelim. Daha sonra 1. oyuncu gelecek k periyodun her birinde, bu periyot boyunca
2. oyuncunun ne yaptiindan bagimsiz olarak D hareketini secer. Bu durumda 2.
oyuncu da her periyotta D hareketini oynar. Sapma sonrasi (k + 1). periyotta 1.
oyuncu tekrar C hareketine kayar ve 2. oyuncu oyunun bagindaki durumla tamamen
ayni durumla kargilasir.

Eger 2. oyuncu stratejisine bagl kalirsa (yani C oynamaya devam ederse)
indirgenmis faydasi agagidaki gibidir:

2(1 _ 6k+1)

T—s (6.8)

k
2+25+262+...+26’°=26‘2=
t=0

Halbuki yukanda tanimlandig: gibi saparsa, bu periyot boyunca indirgenmis fay-
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dasi ise goyledir:

3(1 = 8) + 6(1 — &%)

k
« 2 k _ - t _
B+6+82+ .+ =3+) 6= -

t=1

(6.9)

Eger asagidaki kosul gegerliyse 2. oyuncu faydasini sapma hareketiyle artiramaz
((6.8) ve (6.9)’de ifade edilen fayda diizeyleri kargilagtinlir):

2(1 — 851y > 3(1 - 8) + 6(1 — &5).

Bagka bir ifade ile 6k+1 — 26 + 1 < 0 durumunda 2. oyuncu i¢in sapma hareketi
rasyonel degildir. Eger k = 1 ise, ’'min 1'den kiigiik hi¢ bir degeri bu esitsizligi
saglayamaz. Bu yiizden oyuncular ne kadar sabirsiz olurlarsa olsunlar bir-seferlik
cezalandirma sapmay: vazgegcirecek kadar siddetli degil demektir. Eger k =
ise esitsizlik 6 > 0.62 igin saglanir. Eger k = 3 ise, esitsizlik 6 = 0.55 igin
saglanir. Dikkat edilecegi gibi, k arttik¢a, J iizerindeki alt sinir azalmaktadir ve
0.5’e yaklagmaktadir, yani yavuz stratejideki duruma yakinlagmaktadir.

Boylece sunu soyleyebiliriz. Her oyuncunun diger oyuncuyu k periyot kadar
cezalandirdig bir strateji ¢ifti, iskonto oramnin (&) yeterince yiiksek oldugu ve k >
2 kadar periyodun oldugu sinirsiz tekrarli bir oyunun bir Nash dengesi vardir. Daha
uzun k periyodu iskonto orani iizerinde daha kiigiik bir alt sinir saglar. Kisacasi,
kisa donemli cezalandirmalar eger oyuncular ¢ok sabirliysa, kargilikli istenilir sonug
olan (C, C) dengesini saglamada etkilidir.

v. Kisasa kisas (tit-for-tat). Bu strateji, birinci periyotta igbirligini ve daha sonra
diger oyuncunun bir 6nceki periyotta yaptiginm1 aynen,yapmayi tavsiye eder, yani
sapma hareketinde bulun eger digeri saparsa, igbirligi yap eger digeri igbirliginde
bulunursa. Bunu da soyle ifade edeniz:

C,egert=0
si(ht) = { C, eger ag’l =C,j#1
D, aksi takdirde

Bu strateji en bagiglayici stratejidir ¢iinkii sapma hareketini sadece bir sapma hareketi
ile cezalandinr ve diger oyuncu igbirligine dondiigiinde hemen igbirligine geri doner.

Kisasa kisas (K K) stratejisini kullanan bir oyuncunun altoyundaki davramsi
altoyunu onceleyen tarihteki son duruma baghidir. Yani her iki oyuncunun da KK
stratejisini kullandig strateji ¢iftinin bir altoyun miikemmel dengesi oldugunu in-
celemek igin, son sonucun (C, C), (C, D), (D, C), ve (D, D) oldugu tarihleri takip
eden dort altoyun durumunu diigiinmemizi gerektirir.

Ik 6nce (C, D) sonucu ile olugan tarihi takip eden altoyunu diisiinelim. 2.
oyuncunun K K stratejisine bagh kaldigim varsayalim. Eger 1. oyuncu da bu
stratejiye bagh kalirsa, sonug (D, C) ve (C, D) arasinda gidip gelir ve fayda akimi
(3,0,3,0,...) seklindedir. Dolayisiyla 1. oyuncunun bu altoyundaki indirgenmis
faydasi soyle ifade edilir:

298



3
(L=8)(1+46)°
Fakat eger 1. oyuncu altoyunun birinci periyodunda D yerine C hareketini
se¢seydi ve bundan sonra K K stratejisine bagh kalsaydi, bu durumda altoyunun
her periyodunda sonug (C, C) olurdu. Boylece 1. oyuncunun indirgenmis faydasi
sOyledir:

3+36%+... = (6.10)

2
(1-46)

Boyle bir altoyunda K K stratejisinin optimal olmas: igin gerekli kogul su sekilde
ifade edilir ((6.10) ve (6.11)’de ifade edilen fayda diizeyleri kargilagtinlir):

24204 ....= (6.11)

>2veyad <

N —

(L+4)

Diger yandan, (D, C) sonucu ile biten tarihi takip eden altoyunda, eger her iki
oyuncuda K K stratejisine sadik kalirsa sonug (C, D) ve (D, C) arasinda degiserek
ilerler. Bu 1. oyuncuya 3/(1 —§)(1+ ) indirgenmis fayda diizeyini saglar (6nceki
durumdaki (D, C) yerine ilk sonucun (C, D) olduguna dikkat ediniz). Eger 1.
oyuncu altoyunun birinci periyodunda D hareketine saparsa ve bundan sonra K K
stratejisine sadik kalirsa, bu durumda her periyottaki sonug (D, D) olur; bu da 1.
oyuncuya 1/(1 — 4) indirgenmis fayday: saglar. Yani K K stratejisinin 1. oyuncu
icin optimal olmasi igin ihtiyag duydugumuz kosul soyledir:

36
(1+96)

>1lveyad >1/2.

Son olarak, (D, D) sonucuyla biten tarihi takiben altoyunda, eger oyuncular
K K stratejisini takip ederlerse sonug (D, D) olur; bu 1. oyuncuya 1/(1 — §)
indirgenmis fayday: saglar. Eger 1. oyuncu altoyunun birinci periyodunda C
hageketine kayarsa ve sonra K K stratejisine devam ederse, sonug (C, D) ve (D, C')
arasinda siirekli degisir; bu da 1. oyuncuya 3§/(1 — §)(1 + 4) indirgenmis fay-
day: saglar. 1. oyuncu i¢in K K stratejisinin optimal olmasi ancak § < 1/2 ise
miimkiindiir. Ozetlersek sunu sdyleyebiliriz: Sinirsizoynanan Mahkumlar Cikmazi
oyununda (KK, KK) strateji ¢ifti ancak § = 1/2 ise bir altoyun miikemmel
dengedir. Fakat herhangi bir iskonto oraninda, (K K, K K) strateji ¢iftinin altoyun
miikemmel denge olmasi oyunculann fayda diizeylerine baghdir.

6.5 Sinirsiz Tekrarh Oyun Uygulamalan

6.5.1 Tekrarh Cournot Oyunu

Daha once ii¢ klasik oligopol modeline bakmistik (Cournot, Bertrand ve
Stackelberg). Her modelin tahmin edilen sonucu ya Nash dengesi ya da altoyun
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miikemmel Nash dengesidir. Bu ii¢ modelde de denge pareto etkin degildir. Oysa
firmalar arasinda etkin bir igbirligiyle tiim firmalar daha fazla kar edebilirler. Fakat
problem, her firma i¢in bu igbirligini siirdiirecek inandinci ve baglayici anlagmalari
bulmanin gii¢ olmasidir. Ciinkii en azindan igbirligi igindeki firmalarn bir altkiimesi
bu igbirliginden sapma motivasyonuna sahip olacaktir. Bu yiizden oligopol yapilarin
analizini yaparken siirekli etkilesim i¢inde olan firmalarin birlikte hareket etme
yani igbirligi yapma olasiligina bakmak gerekir. Bunun i¢in de oligopol piyasalarin
tekrarli oyunlar olarak diisiiniilmesine ihtiyag vardir.

Daha once de ifade ettigimiz gibi, simirsiz tekrarli oyunlarda firmalar diger
firmalar belirli hareketlere yonlendirmek igin cezalandirma stratejileri uygulaya-
bilirler. Ciinkii tekrarli oyunlarda firmalar, eger acik veya ortiilii bir anlagmayi ihlal
ederlerse, birbirlerini cezalandirabilirler. Ornegin eger bir firma ¢ikti diizeyini
artinirsa, diger firmalar da missilemeye giderek, yani kendi ¢ikt1 diizeylerini artirarak,
tim firmalarin daha kotii bir duruma diigmelerine neden olabilirler. Firmalarin
izleyecegi bu cezalandirma stratejisi yeterince sertse, firmalar goniillii olarak an-
lagmay siirdiireceklerdir.

Firmalann cezalandima stratejilerinden biri, daha once gordiigiimiiz yavuz
stratejidir. Hatirlarsaniz yavuz strateji herhangi bir oyuncunun belirli bir hareketi
sonrasi, oyundaki diger tiim oyuncularin hareketlerini tamamen degistirmelerine
neden olmasin tanimlayan bir stratejidir. Yani yavuz strateji ile birlikte bir oyuncu
eger anlasilan sonugtan saparsa, sonsuz bir cezalandirma ile karg: karsiya kala-
caktir. Dolayisiyla igbirligi ancak firmalar siirekli etkilesim igindeyseler ve yavuz
strateji izlerlerse siirdiiriilebilir.

Yavuz stratejinin firmalan igbirligine nasil y('jnlendir’di gini anlamak i¢in Cournot
modeline spesifik bir yavuz stratejisi uygulayalim. Her firmanin en yiiksek kar
her firmanin birlikte tekel gibi davranmalariyla ortaya ¢ikar. Bu aynm1 zamanda
pareto etkin durumdur. Her firmanin aralannnda monopol kin paylagmak iizere
anlagtiklarini varsayalim. Eger firmalar karlanin1 maksimize edecek bir ¢ikti kom-
binasyonu iizerinde anlagmayi istiyorlarsa, agagidaki yavuz stratejiyi uygulayacak-
lardir:

Birinci periyottaki tekel ¢ikti diizeyinde iiretim yap ve eger diger firma da
gecmiste bu sekilde iiretmeye devam ederse béyle iiretmeye devam et. Aksi takdirde
Cournot-Nash ¢iku diizeyinde iiretim yap.

Yani firmalar tekel diizeyinde iiretim yapacaklar fakat buna uyulmamasi duru-
munda, tehdit olarak bundan sonra siirekli her periyotta Cournot-Nash diizeyinde
retimlerini siirdiireceklerdir. Bu igbirligi sonucunun altoyun miikemmel Nash
dengesi olabilmesi i¢in hem s6z vermenin hem de cezalandirmanin inandinci
olmas: gerekir. Tehdit olarak sunulan cezalandirmanin inandinici olmasi igin sap-
madan sonra oyuncunun Nash dengesinde iiretim yapmasinin rasyonel olmasi
gerekir. Soziin inandinici olmasi igin de igbirligini siirdiirme durumunda elde edilen
kann simdiki degeri, ondan sapilmasi durumunda elde edilen kann simdiki
degerinden daha fazla olmalidir.

Eger firmalar igbirligine devam ediyorlarsa her firmanin kan, her periyotta
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tekel kannin yansidir, 7™ /2. Firmanin siirekli igbirligi yapmasi: durumunda kérinin
simdiki degeri sOyle ifade edilir:

2 m m
m __ t T _ 1 71'_
PP e R

Fakat eger bir firna isbirlik¢i sonugtan sapma gosterirse, ilk periyottaki (0
periyodu) kan 7 diizeyine esit olacaktir. Sonraki periyotlarda ise kazanci Cournot-
Nash kar diizeyi, 7°, olacaktir. Bu yiizden sapma sonrasi indirgenmis toplam kar
diizeyi, birinci periyotta sapmadan dolay: elde ettigi kar, 7%, ve bundan sonra sap-
madan dolay: cezalandinlmas: ile her periyotta olusan Cournot-Nash kar diizeyle-
rinin, 7€, simdiki degerlerinin toplamindan olusur:

Yavuz stratejisinin Nash dengesi olmasi igin V™ > V@ kosulunun gergeklesmesi
gerekir. Yani igbirligini siirdiirmek igin bu gerekli kosulu daha agik bir gekilde

yazalim:
m

1 ™ d 6

— > — xc.

162 =" "1-4"

Bagka bir degisle iskonto orani agagidaki kosulu saglarsa igbirligini siirdiirmek
rasyoneldir:

ﬂ.d _ 71.171/2

¢ — qe

6> (6.12)
Bu esitsizlik 0 ile 1 arasindadir, giinkii 7¢ > % > 7. Sonug olarak eger iskonto
orani (§), (6.12)’deki ifadenin sagindaki degerden daha biiyiikse igbirliginde bulun-
mak yani tekel gibi davranmak rasyoneldir, dolayisiyla yavuz strateji Nash denge-
sidir.

Bu 6megi daha somut bir piyasa yapisi iizerinden tarigalim. Omegin, ters talep
fonksiyonu p = a— (q; +¢2) ve marjinal maliyet ¢ = 0 geklinde olsun. Bu durumda
basitge tekel iiretim diizeyinin ¢q* = ¢3* = a/4, tekel fiyat diizeyinin p™ = a/2,
ve her firmanin tekel kar diizeylerinin 77* = 73" = a2 /8 oldugunu gérebiliriz.

Simdi de sapma durumuna bakalim. Bunun iginde ilk sapma sirasindaki kar
diizeyi ile Cournot-Nash dengesindeki kar diizeylerini bulalim. Cournot-Nash den-
gesinde firmalarin iretim, fiyat ve kér diizeyleri sirasiyla goyledir: qf = ¢§ =
a/3;p° = a/3 ve 1§ = 7§ = a?/9.

Burada problem, sapma durumunda elde edilen ilk kar diizeyinin nasil bulu-
nacagidir. Bunun igin 1. firmanin sapmada bulundugu, 2. firmanin ise igbirligine
devam ettigini varsayiyoruz. Yani l. firma, 2. firmanin igbirliginde oldugunu
diigiiniip (yani 2. firmanin tekel durumundaki g™ = a/4 diizeyinde iiretim ya-
pacagini diisiiniir ve bunu veri alir) kann1 maksimize eden miktar diizeyini seger.
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Bu durumda 1. firmanin kin soyledir:

i =pagl=(a~(¢{ +a7))el = (a — (¢ +

a ¢
Z))(hl .
Kan maksimize eden ¢ikt1 diizeyi, yukandaki kar fonksiyonunun birinci dereceden
kosulunu saglayan ¢ikt1 diizeyidir:

?—#—ﬁ—z —0:>qii=3ﬁ.

¢ 4 8

Boylece ilk sapma durumunda 1. firmanin kan, 7r‘11 = 9a? /64 olarak bulunur.

Dolayisiyla sapma sonrasi indirgenmis toplam kar diizeyi soyledir:

2 2
d _ _d © o o_ 9% af ¢
v ‘”1+Zt=15”1_64+91—6'

Diger yandan her firmanin tekel durumunda her periyotta elde ettigi kar n{* =
n3* = a?/8 oldugundan indirgenmis kar diizeyi de asagidaki gibidir:

2
m_ X o_m _ i 1
v —Ltzoéﬂl T 81-4
Yavuz stratejinin Nash dengesi olabilmesi igin her firma igin V™ > V' kosulunun
saglanmasi gerekir, yani
21 922 a? §

o 1 9 o 4,
81-6 64 91-4

Buradan gikan sonu¢ § > 9/17°dir. Yani yavuz‘straleji Nash dengesi igin
gerekli iskonto oraninin diizeyi yaklagik olarak 1/2°den biiyiik olmalidir. Bu da
kisaca firmalar arasindaki igbirliginin ancak iskonto orani yeterince biiyiikse gegerli
olacag anlamina gelir. Bu kosul saglandiginda, sonug¢ kendisini gerceklestiren bir
sonugtur. Her firma, diger firmanin yavuz stratejiyi adapte edecegini diisiineceginden
igbirlik¢i durumu siirdiirecektir.

Simdi buradaki tartigmay iskonto orami etrafinda siirdiirelim. Eger iskonto
orani, 4, igbirlik¢i durumu siirdiirecek durumdan daha kiigiikse iki olasilik ortaya
¢tkmaktadir:

(i) Birinci durum, firmalann daha 6nceki yavuz stratejisindeki cezalandirmanin
karsilig1 olan Cournot-Nash dengesini sonsuza kadar devam ettirmeleridir. Fakat
firmalarin iskonto orami sifir olmadig1 miiddetge, Cournot-Nash sonucundan daha
yiiksek karlar verecek siirdiirebilir igbirlik¢i sonuglar her zaman miimkiindiir. Bu
olasi sonuglardan birinde, firmalann en yiiksek kan alacaklan simetrik bir sonug
iizerinde anlagmalan miimkiindiir. Fakat eger iskonto orani sifirsa, firmalar sadece
simdiki karla ilgilenirler ve bu yiizden oyun bir seferlik oyuna doniisiir. Dolayisiyla
tek altoyun miikemmel denge her periyotta oynanan Cournot-Nash dengesidir.

(i) Diger alternatif durum, cezalandirmanin tehdidini daha da sert hale
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getirmektir. Onerilen yavuz strateji ile siirdiiriilebilir alternatif bir igbirlik¢i ¢ikti
izerinden anlagmak yerine firmalar, alternatif bir yavuz stratejisi Onerisinde bu-
lunabilirler. Bu alternatif yavuz strateji, istenilen sonucu siirdiirmek igin sapmayi
daha fazla cezalandirabilir. Bu oneriyle ilgili problem ise bu modelde daha sert ve
siirekli cezalandirmayi kabul eden yavuz stratejinin inandincihiginin azalmasidir.
Yani bir yavuz stratejinin inandinci olmasi igin, dayatilan cezanin cezalandiran
firmanin tepki fonksiyonu iginde yer almasidir. Fakat diger firma her zaman kendi
kar diizeyini maksimize etmeye c¢aligtifindan, ceza ayn: zamanda bu firmanin da
tepki fonksiyonunda yer alacaktir. Diger firmanin yavuz stratejisi veriyken tek
inandinci ceza, agama oyununda Nash dengesidir.

Omegin, bir cezalandirma stratejisi $oyle olabilir: Her firma sapma hareketinde
bulunan firmalar1 tanimlanan cezalarla cezalandiracaktir. Tiim firmalar cezalandirma
stratejisini izlediklerinde, firmalar igbirlik¢i duruma tekrar donerler. Bu, havugtur.
Fakat firmalar tanimlanan cezalarn uygulamadiklarinda (bu kuraldan sapma goste-
rirlerse) kendileri de cezalandinlacaklardir. Bu da sopadir. Yani anlagmaya uy-
mayan firmayi cezalandirmayan firmalar cezalandinlir. Bu strateji bu yiizden fir-
malara, diger firmalar daha fazla cezalandirma motivasyonu verir. Sonug olarak
cezalandirmanin kendisi artik Cournot-Nash olmak zorunda degildir. Boylece daha
kati cezalandirma inandinci hale gelir ¢iinkii tim firmalar kendilerinin cezalan-
dinlmamasi i¢in cezalandirma yoluna gideceklerdir. Daha sert bir cezalandirmanin
inandinci olmasi ile istenilen igbirlik¢i sonug daha kiigiik iskonto faktorleri igin
dabhi siirdiiriilebilir hale gelir.

Bu sonuca gore firmalar gelecegi biiyiik oranda bugiine indirgemiyorlarsa (is-
konto etmiyorlarsa) ve uygun cezalandirma stratejileri adapte ediyorlarsa her za-
man bir altoyun miilkemmel Nash dengesi vardir. Bu 6zii itibariyle Folk teoremidir.
Bu teoremi asagida daha detayl tartisacagiz.

6.5.2 Tekrarh Bertrand Oyunu

Iki firmali sinirsiz tekrarli bir Bertrand rekabetinde, firmalar p™ tekel fiyatinda
anlagirlarsa olusacak tekel karin, 7™, esit sekilde paylasildigini varsayalim. Bu
durumda toplam tekel kan asagidaki kar fonksiyonunu maksimize eden p™ fiyati
ile elde edilir:

™ = rgg(;c(p —¢)Q(p),

burada ¢ marjinal maliyet, Q(-) talep fonksiyonudur.

Bu oyunda da yavuz strateji: ¢ = O periyondundan itibaren eger hi¢ sapma
olmazsa igbirligine devam, yani p™ fiyatim uygulamaya devam, fakat bundan bir
kez sapildi m1 sonrasinda herkesin Bertrand rekabetine geri donmesidir. Sapmadan
sonra her firma fiyatim marjinal maliyete esitler, p = c.

Isbirligine uyulmasi durumunda her firmanin her periyotta elde edebilecegi kar,
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7™ /2 olur. Dolayisiyla indirgenmis toplam kir su gekildedir:

Fakat igbirliginden sapildiginda (diger firmanin anlagmaya sadik kaldigim
diisiiniiyoruz), fiyatim ¢ok az indirerek bunu yapabilir, elde edilen kir ise sadece
sapma periyodundaki toplam kardir, 7™. Bu durumda yavuz stratejinin igbirligini
tegvik etmesi igin su kogul gereklidir:

1 ,n.‘l”,

1-6 2°

™ <

Buda § > 1/2 ise gegerlidir.

Rotemberg ve Saloner (1986) tekrarli Bertrand modelini biraz degistirip
ekonomideki dalgalanmalarn da (yiiksek ve diigiik talep) dahil ettikleri bir model
geligtirdiler. Bu modelin kurgusu basitge asagidaki gibidir:

i. Her periyotta talep yiiksek veya diigiik olabilir. Firmalar ilk periyotta talebin
yiiksek veya diigiik oldugunu bilirlerken sonraki periyotlarda talep diizeyini
bilmemektedirler. Bildikleri tek sey; sonraki her periyotta p olasilikla yiiksek talep,
1 — p olasilikla da diisiik talep olacagidir. Her iki durumda da kir1 maksimize eden
fiyatlar p]* ve p;* seklindedir ve buna kargilik gelen kar diizeyleri ise m;"* < m}*"dir.

ii. En iyi denge yine firmalarin birlikte hareket etmeleri, yani her periyotta tekel
gibi davranip, buna uygun tekel fiyat1 uygulamalanidir. $imdi denge patikasindaki
iki tip tarihi kontrol edebiliriz, yani talebin yiiksek oldugu ve talebin diigiik oldugu
tarihler. ¢

iii. Yiiksek-talep bilgi kiimesinde agagidaki durum gegerli olmak zorundadir:

moe M 0 | T "
— 1-p)—L1|. 6.13
TS ot Py T (L-p) (6.13)

(6.13) ifadesinin sag tarafi igbirligi siirecinde beklenen kar1 gostermektedir. Burada
ilk periyotta talebin yiiksek talep oldugu biliniyorken, daha sonraki periyotlarnin
ise yiiksek ve diigiik talepli olduklan bilinmemektedir. Bu durumda sag taraftaki
ikinci terim (kogeli parantez igindeki deger), 1. periyot sonrasi periyot basina diisen
beklenen kan gostermektedir.

Benzer olarak diigiik-talep bilgi kiimesinde ise agagidaki kosul gegerli olmalidir:

m

(1 —p)% . (6.14)

,n.‘"l 6 ﬂ.m
R

Buradan ilk kogulun ((6.13)), ikinci kogulu ((6.14 )) ima ettigini gorebiliriz.
Ciinkii sapma motivasyonu ve rakip firmanin altinda fiyat uygulamak yiiksek talep
durumunda daha fazladir. Dolayisiyla sadece (6.13) kosulundan esik iskonto oranini,
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0", bulabiliriz:

*

T = g P + (1= p)m"]
Cebirsel islemler sonucunda sunu elde ederiz:
5 = Zh (6.15)

(,n.;ln + ,n,lm) + p(,n.;:l _ ,ITlm) .

Yukarida (6.15)’te ifade edilen denklemde esik iskonto oraninin, §* > 1/2
oldugu goriilir (dikkat edilirse 7' = m;" iken 6* = 1/2 olur, dolayisiyla 7} >
m" iken 6* > 1/2 olur). Bu esik iskonto oranindan daha biiyiik istonto oranlarnda,
& > &% > 1/2, isbirligini siirdiirmek rasyoneldir. Kisaca igbirligini siirdiirmek
ekonominin genigleme donemlerinde daha zordur ve ancak § > §* > 1/2 duru-
munda korunabilir. Fakat iskonto oraninin ara degerlerinde de, 6* > § > 1/2, eger
firmalar yiiksek talep durumunda tekel fiyatinin altinda bir fiyat uygulayabilirlerse
yine de bir tiir igbirligi siirdiiriilebilir. Sezgisel olarak, bu durumda yiiksek talebin
oldugu bir konjonktiirde sapma motivasyonu bir dlgiide azalabilir.

6.5.3 Etkin Ucret

Shapiro ve Stiglitz (1984), firmalann c¢aligtirdiklan iggilerin verimliligini
artirmak igin onlara yiiksek iicret teklifinde bulunduklan, fakat isten kaytarmalan
durumunda da onlar isten attiklart dinamik bir model kurdular. Biz de bu modelin
tekrarli oyun versiyonunu Gibbons (1992)’den derledik.

G(-) gibi bir agama oyununa sahip oldugumuzu diisiinelim. Bu G(-) agama
oyununda, ilk olarak, firma isgiye bir licret teklifinde bulunmaktadir. Eger is¢i
bu iicret teklifini kabul ederse w kadar iicret almaktadir, fakat reddderse is¢inin
disandaki opsiyonu w kadardir. Eger isgi teklifi kabul ederse, ya emegini arz ede-
cek, ki bu bir maliyettir is¢i agisindan ¢iinkii e kadar ¢caba gostermesi gerekecek, ya
da isten kaytaracaktir (ig¢i i¢in bu, gaba gostermekten daha iyidir). Firma is¢inin bu
kararini (galigma ve kaytarma) gozlemleyemiyor fakat iiretim diizeyi hem ig¢i hem
de firma tarafindan gozlemlenebilir. Basit olmasi agisindan gikt1 diizeyini yiiksek
ve diigiik gibi iki duruma indirelim. Diisiik ¢ikti diizeyini sifirla normalize ede-
lim ve yiiksek ¢ikt1 diizeyini ise y > 0 ile ifade edelim. Eger isci caba gosterirse,
¢ikt1 diizeyi kesinlikle yiiksek olmaktadir, fakat eger isci kaytarirsa ¢ikti diizeyi p
olasilikla yiiksek, 1 — p olasilikla diigiik olmaktadir. Yani bu modelde diisiik ¢ikt1
diizeyi tam olarak kaytarildigi anlamina gelmemektedir.

Firmanin kazanci, iirettigi ¢ikt1 diizeyinden yapti1 ddemenin yani iicretin ¢i1-
karnlmasiyla elde edilirken, y — w, is¢inin kazancinm ise aldig iicretten harcadig:
cabayi c¢ikararak bulabiliriz, w — c. Eger ig¢i kaytarirsa, bu e = O demektir ve
eger cikti diizeyi diigiikse bu da y = 0 demektir. Diger yandan, ilave olarak su
varsayimlarda bulunuyoruz: firmanin ig¢iyi ¢aligtirmasi ve ig¢inin emek arz etmesi
etkin bir durum yaratir; ve is¢inin digaridaki opsiyonu istihdam edilmesi ve kaytar-
masindan daha iyidir, kisacay — ¢ > w > py.
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Bu sonsuz tekrarli oyundaki temel mantik, iggiye digaridaki iicretten, w, daha
fazlasimi vererek ¢aba gdstermesini tegvik etmek ve eger ¢ikt1 diizeyi diigiikse ig¢iyi
isten atarak kaybedecegi getiriyle tehdit etmekten ibarettir. Biz de agagida bazi
parametre degerleri igin, igcinin ¢aba gostermesini saglayacak daha yiiksek bir
ticret oldugunu (iicret primi) gostermeye calisacagiz.

Sinirsiz tekrarli oyunda agagidaki stratejileri diigiinelim. Bunun igin de soyle
bir senaryo yazabiliriz. Iginin digandaki opsiyonundan daha yiiksek bir iicret
belirledigimizi varsayalim, w* > w. Oyunun tarihi yiiksek ¢ikt1 oldugu miiddetge,
yani bir onceki ¢ikt1 diizeyi yiiksek oldugu miiddetge, w = w* iicret diizeyi teklif
edilecektir aksi takdirde, yani diigiik ¢ikt1 diizeyi gergeklesirse bu durumda w = 0
(isten atliyor) teklifinde bulunacaktir. Isginin stratejisi ise : Eger w > w ise teklifi
kabul et (aksi takdirde digaridaki opsiyonu seg, yani w) ve gaba goster eger oyunun
tarihi yiiksek ¢ikt1 ise, aksi takdirde kaytar.

Firmanin stratejisi daha once ifade ettigimiz yavuz stratejisine benzemektedir:
Onceki durum igbirligi ise isbirligine devam edilir fakat eger igbirliginden bir kez
sapilirsa bundan sonra igbirliginden tamamen sapilir. Iscinin de stratejisi yavuz
stratejisine benzemektedir. Fakat durum burada biraz farkhdir ¢iinkii bu ardisal
oyunda ikinci olarak hareket eden iggidir. Eg-anli agama oyununa dayanan tekrarl
bir oyunda sapmalar ancak agamanin sonunda belirlenir. Fakat agamanin ardisal
hareketli oldugu tekrarli bir oyunda, birinci oyuncunun sapmasi agsama
sirasinda belli olur. Eger tiim Onceki tarih igbirlikg¢i ise, ig¢inin stratejisi igbirlikgi
oynamaktir fakat firmanin sapmasina da optimal olarak tepki verir, yani eger w #
w* fakat w > w ise, ig¢i firmanin teklifini kabul eder fakat kaytarir. Bu stratejiler
altinda, gimdi altoyun miikemmel Nash dengesini bulglim.

Firmanin birinci periyotta w* teklif ettigini varsayalim. Firmanin bu strate-
jisini veri aldigimizda, ig¢i icin bunu kabul etmek rasyoneldir. Eger isci ¢aba
gosterirse, bu durumda kesin olarak sunu biliyoruz: Uretim diizeyi yiiksek ola-
caktir. Boylece firma tekrar w* teklifinde bulunacak ve gelecek periyotta iggi yine
ayn1 emek arz1 problemiyle kargilagacaktir. Yani eger ig¢inin emegini arz etmesi
optimal ise, ig¢inin getirisinin simdiki degeri sudur:

Ve=(w"—e)+4V,

veya
(w* —e)

1-4
burada V, deger fonksiyonudur (dinamik programlamadan hatirlayiniz).

Simdi de igginin kaytardigi duruma bakalim. Isgi p olasilikla yiiksek gikti
diizeyini iiretirse, gelecek donem de ayn1 emek-arzi problemiyle kargilagir. Fakat
eger 1 — p olasilikla diisiik ¢ikt1 diizeyinde iiretim yaparsa, firma bundan sonra hep
w = 0 teklifinde bulunur. Bu yiizden de ig¢i bundan sonra digandaki opsiyonunu
kullanir, yani w alir. Isgi igin kaytarmak optimal ise, elde edecegi getirinin bekle-

V, =

306



nen degeri, Vj, (yani kaytarmasi durumunda deger fonksiyonu) sudur:

Vszw*—%(s{pvs+(l—p)lw6}

veya
Vo= [(1-8&w*+601 —puwl /(1 - ép)(1-6).

Eger V. > V, ise iscinin ¢aba gostermesi optimaldir. Bu kogulu daha agik
sekilde ifade edelim:

w* 2Q+(—sl(1—_pf)50,='_u_)+ (1+6(1T5;1_))> e. (6.16)
Buna gore, (6.16) denkleminden de goriilecegi gibi, firma iggiyi caba gostermeye
tesvik etmek igin fazladan verecegi miktar (iicret primi) (1 — pd)e/6(1 — p)
olmalidir. Dogal olarak, eger p bire yakin olursa yani ig¢inin kaytarmasi iyi goz-
lemlenemiyorsa, iicret primi son derece yiiksek olacaktir. Fakat p = 0 ise bu du-
rumda igginin ¢aba gostermesi ancak w* > w + (1/4)e ise gegerli olur.

Eger (6.16) gecerliyse, is¢inin stratejisi firmanin stratejisine en iyi tepkidir.
Iscinin bu stratejisi veri alindiginda, firmanin birinci periyottaki problemi su iki
durum arasinda se¢im yapmakur: (i) w = w* iicretini 6deyerek ig¢inin ¢aligmasini
motive etmek ve diisiik ¢ikt: liretmesi durumunda da isten gikararak gaba gostermesine
motivasyon kazandirmak ve boylece her periyotta y — w* getirisini elde etmek ve
(i) w = 0 tcretini 6demek, boylece is¢iyi digandaki opsiyonuna yonlendirmek
ve her periyotta sifir getiri elde etmek. Kisaca firmanin stratejisi asagidaki kogul
saglandiginda isgiye verdigi en iyi-tepkidir:

y—w*>0. (6.17)

Hatirlanirsa y — e > w oldugunu varsaymistik (yani iggi igin istihdam edilmek
ve caba gostermek etkin bir durumdur). Eger bu stratejiler altoyun miikkemmel Nash
dengesi ise daha fazlasina ihtiyacimiz var; (6.16) ve (6.17) su sonucu ima eder:

o L8
=250 -p”

Eger (6.16) ve (6.17) saglanirsa, tanimlanan stratejiler Nash dengesidir. Bu
stratejilerin altoyun miikemmel Nash dengesi oldugunu gostermek igin, bu oyun-
daki altoyunlann ne olduguna bakmaliyiz. Hatirlanacag gibi, bir agama-oyunu
es anli hareketlere sahiptir ve tekrarli oyunun altoyunlan tekrarli oyunun agamalan
arasinda gergeklesir. Fakat buradaki ardisal hareket agama oyununu diisiiniirsek, al-
toyunlar sadece agamalar arasinda baglamaz, ayn1 zamanda agama iginde de baglar,
yani is¢i firmanin iicret teklifini g6zlemledikten sonra baglar. Oyunculann strate;ji-
leri veri alindiginda, altoyunlan iki sinifa ayirabiliriz: Yiiksek-iicret, yiiksek-gikt:
tarihinden sonra baglayanlar ve diger tiim tarihlerden sonra baglayanlar. Daha

y—e

307



once gosterildigi gibi, oyunculann stratejilerinin ilk tarihi verildiginde (yiiksek-
iicret, yiiksek ¢ikt1 tarihi) Nash dengesinin oldugu gosterildi. Bunun diger tarih
igin de yapilmasi gerekir: ig¢i hi¢ caba gostermediginde, firma is¢iyi disandaki op-
siyonunu kullanmas: yoniinde tegvik etmelidir; firma sonraki her agamada w = 0
teklif edeceginden, ig¢i bu agsamada ¢aba gostermeyecektir ve su anki teklifi ancak
w > w ise kabul etmelidir.

Bu dengede is¢inin disaridaki opsiyonunu kullanmasi artik kalicidir: Eger iggi
kaytarirken yakalanirsa, firma bundan sonra hep w = 0 teklifinde bulunacaktir.
Eger firma w = w* teklifinden bir kez saparsa, ig¢i asla tekrar caba gostermeyecektir
ve dolayisiyla firma iggiyi istihdam etmeyi bagaramayacaktir.

6.5.4 Uriin Kalitesi Oyunu

Bir satici iki durum arasinda bir se¢im yapmak zorundadir: Yiiksek kaliteli fakat
yiiksek maliyetli bir mal iiretmek veya diisiik kaliteli fakat diigiikk maliyetli bir
mal iiretmek. Tekrarli bir oyun olarak diisiiniilen bu oyunda alic1 ve satic siirekli
etkilesim halindedir. Satici her periyotta satacagi malin kalitesini belirler. Eger
sinirli bir oyun olsaydi Zincir-magaza ve Mahkumlar Cikmazi oyunlarinda oldugu
gibi, alici ile her kargilagmasinda satici tek seferlik bir oyunda oldugu gibi firmanin
zayif baskin stratejisi olan kalitesiz mal iiretecektir. Yani son periyodun sonucu
oncekilerden bagimsiz olacaktir. Boylece firma diisiik kalitede iiretmeyi segecektir.
Bu durum ilk periyoda kadar taginacaktir.

Eger oyun sinirsiz bir sekilde oynansaydi, zincir-magaza paradoksu dedigimiz
durum uygulanamaz hale gelir ve Folk teoreminin soyledigi gibi dengede genis bir
sonug kiimesi gozlemlenebilir hale gelirdi. ’

Bu modelde sonsuz sayida potansiyel firma ve alic1 s6z konusudur. Endojen
sayida n tane firma piyasaya Z sabit maliyetiyle girme karan verir. Girmeye karar
veren firma ya yiiksek ya da diigiik kalitede iiretim yapar. Fakat bu se¢im alicilar
tarafindan gozlemlenemez. Firma yiiksek kaliteli mal iiretmeye karar verdiginde,
bunun marjinal maliyeti sabittir, c, fakat diigiik kalitede mal iirettiginde bunun mar-
jinal maliyeti ise 0°dir (normalize ediyoruz, dolayisiyla fazladan bir bagka parame-
tre ile ilgilenmekten kurtuluruz). Son olarak firma iirettigi mal igin bir fiyat, p,
belirler.

Tiiketiciler hangi firmadan mali alacaklanina karar verir. Eger tiiketiciler
firmalar arasinda kayitsizlarsa, firmalar arasinda rassal seg¢im yaparlar. Burada 7
firmasindan alinan miktan q; ile gosteriyoruz. Tiiketiciler malin kalitesini ancak
satin aldiklan periyotta gozlemleyebiliyorlar.

Tiiketicinin diigiik kaliteli maldan elde ettigi fayda sifirdir. Tiiketicilerin yiiksek
kaliteli olduguna inandiklart maldan almay: istedikleri miktarise ¢ = >, g;’dir.
Talep fonksiyonu azalan bir fonksiyondur, yani dq/dp < 0 seklindedir. Eger bir
firma piyasa diginda kalirsa, kan sifirdir. Eger i firmasi piyasaya girerse sabit
maliyetle karglagsmaktadir, bu da —Z kadardir. Eger diigiik kaliteli mal iiretirse
periyot sonunda firmanin kan ¢;p, fakat yiiksek kaliteli mal iiretirse kan ¢;(p — c)
olur. iskonto orani ise § > 0 ile gosterilir.
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Eger ilgimizi piir stratejilerle sinirlandinrsak, piyasada iki sonug s6z konusudur:
Diigiik kaliteli ve yiiksek kaliteli mal iiretmek. Eger iskonto orami ¢ok diisiikse
diigiik kalitede iiretim yapmak her zaman bir denge olabilir (yani sadece bugiin
onemliyse). Fakat eger iskonto orani yiiksekse, yiiksek kalitede iiretim yapmak
da bir denge olabilir. Asil ilgilendigimiz nokta da bu son noktadir. Simdi buna
bakalim.

Bir firmanin yiiksek kalitede mal iiretmesinin kogulu, yiiksek kalitede mal
iiretmesi durumunda elde edecegi indirgenmis kar diizeyinin diigiik kaliteli mal
iiretmesi durumunda elde edecegi indirgenmis kar diizeyinden fazla olmasidir. Dii-
siik kaliteli mal iiretmesi durumunda firma bir sefere mahsus olarak bir kar elde
edecek fakat sonraki periyotlarda gelecek tiim karlardan mahrum kalacaktir (diisiik
kaliteli mal iirettigi i¢in kimse artik kendisinden mal almayacaktir). Bu durum
agagidaki iligkide gosterilmektedir:

h)
p < ——aqi(p—c). .
dgip < 1_50(17 c) (6.18)

(6.18) denkleminde verilen esitsizligin sag tarafi yiiksek kaliteli mal iretil-
mesinden elde edilen kann indirgenmis degeri iken, sol tarafi diigiik kaliteli mal
iiretilmesinden elde edilen kann indirgenms degeridir. Firma, (6.18) esitsizligini
kullanarak uygulamasi gereken fiyatin alt limitini bulur:

C
> -, .
P25 (6.19)

Burada yani (6.19)’de belirtilen kosul bir esitlik haline gelir ¢iinkii kalite-garantileyen
p fiyatindan daha yiiksek bir fiyat uygulamak, miisterilerinin tamamni kaybetme-
sine neden olur.

ikinci kisit ise kirlan sifira yaklagtiran rekabet baskisidir, boylece firmalar
piyasaya girmekle diganda kalmak arasinda kayitsiz kalirlar. Bu kogul da soyle
ifade edilir:

a:(p — c)é
1-946

Dahasonra(6.18) denkleminde elde ettigimiz p degerini (6.20) denkleminde yerine
koydugumuzda su sonucu elde ederiz:

=Z. (6.20)

9 = (6.21)

VA
?.

Boylece p ve g; diizeylerini belirlemis olduk. Simdi sira endojen olarak
belirlenen firma sayisini (n) bulalim. Bu da basitge arz ve talep esitligi ile belir-
lenir. Modelde her firma, denge fiyat diizeyinde denge miktarindan daha fazlasini
satmay ister, fakat piyasa ¢ikt1 diizeyi talep edilen miktara egit olmalidir. Piyasa
denkligi bu anlamda asagidaki gibidir:

ng; = q(p). (6.22)
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Yukanda verilen (6.18),(6.21) ve (6.22) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde opti-
mal firma sayis1 sudur:
. cqle/d)

Denge fiyat: sabittir ¢iinkii sabit maliyet Z ekzojendir ve talep elastiktir. Bu du-
rum firmalann sayisini belirleyecektir. Eger girig maliyeti olmasaydi, Z = 0, fakat
talep hala elastik olsaydi bu durumda denge fiyati1 hala (6.18) kisitin1 saglayacak tek
fiyat olacakti.

Alicilar p fiyatim uygulayan firmalar arasinda rassal se¢im yaparlar. Eger bu
firmalar fiyatlanin1 ya da kalitelerini degistirmezlerse alicilar ilk aldiklan firma
ile aligverise devam ederler. Boyle bir durumda ise yine fiyatim veya kalitesini
degistirmeyen diger bir firmaya rassal olarak gecerler. Boylece dengede n sayida
firmanin oldugu ve her firmanin yiiksek kalitede iiretim yaptig1 ve p fiyat diizeyinde
tiretimde bulundugu bir durum s6z konusudur. Bu strateji profili altoyun miikemmel
dengedir. Her firma yiiksek kalitede iiretim yapar ve fiyat indiriminden kaginir.
Aksi takdirde tiim miigterilerini kaybederler g¢iinkii fiyat indirimi, diisiik kaliteli
olma sinyali olarak algilanir.

6.6 Minmax ve Maxmin Fayda Diizeyleri

Isbirligini tegvik eden stratejileri diigiindiigiimiizde, maksimum cezalandirma strate-
jilerinin ne oldugu giindeme gelir. Minmax strateji fikri, bu anlamda faydalidir

¢linkii minmax stratejisi eger diger oyuncu igbirligine girmiyorsa (sapma hareketinde
bulunuyorsa) miimkiin olan en agir cezalandirmayi,dngérir. Bunun igbirligi

yapmayan agisindan kargilif: ise kendisini cezadan korumaktir. Bu da maxmin

stratejidir. Minmax ve maxmin stratejilerinin 6nemi direkt olarak oyuncularin en

iyi tepkilerini tahmin etmekten ziyade, stratejilerin oyunculann fayda diizeylerini

nasil etkilediginin simirlarin1 gérmektir.

Mahkumlar Cikmazinda, : oyuncusunun bir Nash dengesi ile desteklenen
minimum fayda diizeyi u;(D, D)’dir. Bu fayda diizeyinin 6nemi, j oyuncusunun
D hareketini segerek 7 oyuncusunun faydasinin, u;(D, D) diizeyini agmamasin
garanti etmesidir. Nash dengesi ile desteklenen bu fayda diizeyinden daha kiigiik
bir fayda diizeyi yoktur. Yani u;(D, D) fayda diizeyi j oyuncusunun i oyuncusunu
almaya zorlayabilecegi en diisiik faydadir.

Herhangi bir stratejik oyunda bu minimum fayda dengesini bulabiliriz. Sapma
hareketinde bulunan : oyuncusu olsun. Diger oyuncularin herhangi bir a_; hareketi
igin 7 oyuncusunun en yiiksek fayda diizeyi asagidaki problemi ¢bzen en iyi tepki
hareketinden elde ettigi fayda diizeyidir:

gle&[i ui(ai, a_;).

Diger yandan a_; degistikge, maksimum fayda da degisir. Eger diger oyun-
cular (—%), ¢ oyuncusunun alacag maksimum degeri mimkiin oldugunca daha
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kiigiiltmeyi amaghyorlarsa, yani i oyuncusunu cezalandiran hareketleri, a_;,
aniyorlarsa, bu durum agagidaki gibi ifade edilir:

min  max u;(ai, a_;).
a_;€EA_;a;€EA;

Bu problemin ¢6ziimiinde elde edilen wu; fayda diizeyi, : oyuncusunun, rakip-
lerinin a_; stratejisine en iyi tepkide bulundugu veri alindiginda, rakiplerinin a_;
secimi ile 2 oyuncusunun faydasini minimumda tuttugunu gosteren fayda diizeyidir.
Bu fayda diizeyi ¢ oyuncusunun minmax fayda diizeyi (giivenlik fayda diizeyi de
denir) olarak bilinir.

Yani diger oyuncularin stratejileri ne olursa olsun, herhangi bir oyuncu her
periyotta en azindan minmax fayda diizeyi kadar kazanir ve bu yiizden de indirgenmis
fayda diizeyi en az minmax fayda diizeyine esittir. Bunu da her periyotta diger
oyuncularin hareketlerine en iyi tepkiyi segerek elde eder. Daha formel olarak
ifade edersek, ¢ oyuncusu her periyottaki faydasinin en az kendi minmax fayda
diizeyinde olacagim garanti altina almak igin, her / tarihi sonras1 s_;(h)’e en iyi
tepkisini segerek gerceklestirir. Yani sinirsiz tekrarl bir oyunun hi¢bir Nash den-
gesinde, ¢ oyuncusunun indirgenmis ortalama fayda diizeyi, kendi minmax fayda
diizeyinden daha kiigiik olamaz.

Diger yandan, herhangi bir G oyununda ¢ oyuncusunun maxmin stratejisi, diger
oyuncularin ¢ oyuncusunun faydasini miimkiin mertebe diigiik tutmaya galigtigini
veri aldigimizda, kendisine olasi en yiiksek fayday: saglayan harekettir. G agama
oyununda i oyuncusunun maxmin fayda diizeyi, her oyuncunun hareket kiimesi,
A;, ve fayda fonksiyonu, u;, verildiginde soyle tanimlanir:

max min  wi(a;,a_;).
a,€EA,a_€EA_,

Maxmin altinda, 1. oyuncu, 2. oyuncunun digarida kendisine zarar vermeyi
bekledigini diisiinmektedir. Minmax altinda ise, 2. oyuncu tamamen kotii niyetlidir
ve l.oyuncuya maksimum zarar vermek istemektedir. Degisken-toplamli oyun-
larda, minmax sadistlerin stratejisiyken, maxmin paranoyaklann stratejisidir. Sifir
toplamli oyunlarda ise, minmax iyimserlerin, maxmin kotiimserlerin stratejisidir.

Ornek 6.1

Maxmin stratejisine gore her oyuncu olasi en kotii sonuglarin en iyisini se¢gmelidir.
Tablo 6.3’te verilen oyunda eger 1. oyuncu A/ hareketini segerse, karsilasacag en
kotii sonug —2'dir. Bu 2. oyuncunun B/’i segtiinde ortaya ¢ikan fayda diizeyidir.
Eger A2 hareketini segseydi, bu durumda en koétii sonug —1 olurdu. Bu da 2. oyun-
cunun C/ hareketini se¢mesi durumunda ortaya ¢ikar. Son olarak eger 1. oyuncu
A3 hareketin secseydi en kotii sonug —15 olurdu. Bu da 2. oyuncunun C3 hareke-
tini segmesiyle ortaya gikan durumdur. Bu kotii sonuglardan, {—2, ~1, —15}, en
iyisi —1°dir. Bu sonug 1. oyuncu A2 hareketini sectiginde ortaya ¢ikar. Bu strateji
1. oyuncunun maxmin stratejisidir, yani “minimumu maksimize” eden stratejisidir.
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2. oyuncu i¢in de benzer olarak maxmin stratejisi B/ dir, ki bu strateji ona +1
fayda diizeyi saglar.

BI B2 B3
Al [—22[1,-1[10,-10
A2 | -1,1]2,-2] 0,0

A3 | -8,8[0,0 |-15,15

Tablo 6.3

Dikkat edilirse, her iki oyuncunun da maxmin stratejilerinden elde ettikleri
fayda diizeylerinin (sirasiyla -1 ve 1) toplamu sifirdir. John von Neumann (1944) bu
durumun tiim sifir toplamli oyunlarda gegerli oldugunu belirtir. Yani iki oyunculu
sifir-toplamli bir oyunda maxmin stratejilerinden elde edilen faydalann toplam
sifirdir. Bu 6mekte, neden iki oyuncu maxmin stratejilerini segiyorlar diye sorarsak
bunun tek bir agiklamasi var, o da iki oyuncunun da kétiimser oldugudur. Fakat
sifir-toplamli oyunlarda kotiimserligin kaynagi korku degil realizmdir. Ciinkii sizin
kaybimz digerinin kazancidir. Yani kotiimserligin kaynag: yersiz bir korkudan
¢ok rasyonel olmaktan kaynaklanir. Rakibiniz kazanmak igin sizin kaybetmenizi
isteyecektir. Bunun farkinda olan oyuncular kendilerini korumak isterler. Bu da
onlan maxmin strateji oynamaya tegvik eder.

Bu omekte dikkat edilmesi gereken bagka bir nokta is® maxmin strateji
dengesinin ayn1 zamanda Nash dengesi olusudur. Bu durum da tim sifir-toplamli
oyunlar igin gecerlidir. Fakat sifir-toplamli olmayan oyunlar igin gegerli olmaya-
bilir. ‘

Ornek 6.2
Tablo 6.4’te verilen oyuna bakalim. Her oyuncunun minmax faydas: 1’dir.
Her oyuncu C hareketini segerek diger oyuncunun 1 birim fayda diizeyinden daha

fazla almamasim saglar. Dikkat edilirse oyunculann aym zamanda diger oyuncu-
nun faydasinin 1°’den daha az almasini saglayacak bir hareketi de yoktur.

A B C
A|44]3,0(1,0
B|(03]|22]|1,0
cl({01]0,1]1,1

Tablo 6.4

Maxmin stratejileri bir denge kavraminin temeli olarak kullamilabilir. Her
oyuncu i¢in maxmin stratejisinin izlenmesiyle maxmin denge bulunur. Boyle bir
strateji makul goriilebilir ¢iinkii her oyuncu kendisini olasi en kotiidurumdan koru-
maya caligir. Fakat maxmin stratejilerinin sifirli toplamli oyunlar diginda rasyonel
bir oyuncu tarafindan oynanmasinin ashnda ¢ok da makul bir gerekgesi yoktur.
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Ciinkii bu tiir stratejiler basit bir gekilde riskten kaginan bireyler i¢in optimal strate-
jiler degildir. Bu oyunculann riskten kaginma davraniglari zaten fayda fonksiy-
onlarinda ifade edilmektedir. Ayrica oyuncularin maxmin stratejilerini izlemeleri,
rasyonel hareket edip sahsi ¢ikarlarini korumak yerine direktrakiplerine duyduklar
nefretle zarar vermek istemelerinden kaynaklanir.

Diger yandan minmax ve maxmin stratejileri her zaman piir stratejilerden degil
karma stratejilerden de olusabilir. Bunu bir 6rmek iizerinden gorelim.

Tablo 6.5’te verilen oyunda karma stratejilerde minmax fayda diizeyini nasil
hesaplayacagimiza bakalim. ilk énce 1. oyuncunun minmax fayda diizeyini, 2.
oyuncunun karma stratejilerine gore hesaplayalim. 2. oyuncunun L hareketini
se¢me olasiligi ¢ olsun. Bu durumda 1. oyuncunun her hareketinden bekledigi
fayda diizeyleri sirasiyla uii(q) = —3¢ + 1,uar(q) = 3¢ — 2 ve up(qg) = 0
seklindedir. 1. oyuncu D hareketini oynayarak her zaman () faydasim garanti altina
alacagindan, soru, 2. oyuncunun belirli bir karma strateji ile 1. oyuncuyu bu fayda
diizeyinde tutup tutamayacagidir. Burada D stratejisi q degerine bagli olmadig igin
uy ve wyy nin maksimum degerlerini minimize edecek bir deger bulabiliriz. Bunu
da her iki degeri de birbirine esitleyerek yapabiliriz, yani -3¢+ 1 =3¢—2 = ¢ =
1/2 . Boylece uy(1/2) = upr(1/2) = —1/2 oldugundan, 1. oyuncunun minmax
fayda diizeyi 0 olur.

L R
Uuil-221|1-2
M|1,-2|-22
D 0,1 0,1

Tablo 6.5

Simdi 2. oyuncunun minmax fayda diizeyini bulalim. Bu biraz daha karmasiktir.
Ciinkii 2. oyuncu daha fazla piir stratejiyi (1 .oyuncunun sahip oldugu ii¢ tane piir
strateji vardir: U, M, D) dikkate almak zorundadir. Sirasiyla U ve M stratejilerinin
oynanma olasiliklan py; ve pas olsun. Boylece 2. oyuncunun her hareketinden
bekledigi fayda diizeyleri soyledir:

ur(pu,par) = 2py — 2pm + (1)(1 — pu = par)

ve

up(pu.par) = —2pu + 2pam + (1)(1 — pu — par)-

2. oyuncunun minmax fayda diizeyi asagidaki problemi ¢ozerek elde edilebilir:

min max[uL(pU,pM), UR(])U,])M)].
PUPM

Dikkat edilirse, 2. oyuncunun minmax fayda diizeyi 0’dir. Bu da
(pu, par,Pp) = (1/2,1/2,0) strateji profili ile elde edilir. Yani eger py > p,y ise,
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L stratejisinden saglanan fayda pozitiftir; p;; < par ise R stratejisinden saglanan
fayda pozitiftir ve p; = pay < 1/2 ise hem L hem de R stratejisinden saglanan
fayda pozitiftir.

6.7 Folk Teoremi

Tekrarli oyunlar igin Folk teoremleri olarak bilinen birtakim yararli sonuglar soz
konusudur. 1lk olarak Fudenberg ve Maskin (1986) tarafindan ileri siiriilen bu
teoremler ozii itibariyle sunu soylerler: Eger oyuncular yeterince sabirliysa, her-
hangi bir olas: bireysel rasyonel fayda diizeyi bir denge sonucu olabilir. Yani
iskonto orani (5) bire yaklagtikga, tekrarli oyunlar herhangi bir fayda diizeyinin
denge sonucu olmasina imkan verir. Busonuglan gostermek igin birtakim tanimlara
ihtiyacimiz var.

Bunun igin once yukanda ismi gecen olas: fayda ve bireysel rasyonel fayda
diizeyleri kavramlarinin ne oldugunu agiklayalim. Olasi fayda kavramini agiklamakla
baglayalim. Eger her periyottaki sonug (z, y) ise bu durumda herhangi bir z ve y
i¢in indirgenmis ortalama fayda diizeyleri (u) (., y), u2(:t, y)) olur. Yani Mahkum-
lar Cikmazi oyununda (Tablo 6.1’e bakiniz), (2, 2), (3, 0), (0, 3) ve (1, 1) sonuglarinin
hepsi indirgenmis ortalama fayda diizey giftleri olarak elde edilebilir.

Simdi art arda gelen (C, C) ve (C, D) sonuglarina bakalim. Bu patika boyunca,
1. oyuncunun faydasi 2 ve O arasinda degisir, 2. oyuncunun faydasi ise 2 ve 3
arasinda degisir. Yani patika boyunca 1. ve 2. oyufcunun sirasiyla indirgenmisg
ortalama faydalan 1 ve (5/2)dir. 1. oyuncu her iki-periyotluk déngiiniin ilk periy-
odundaki faydasi ikinci periyoda gore daha fazla oldugu‘gin (gergekte ikinci periy-
otta higbir sey elde edemiyor) iskonto orani ne olursa olsun indirgenmis ortalama
faydasi 1'i agar. Fakat eger iskonto orani bire yakmla§1rs‘a bu durumda indirgenmis
ortalama faydasi da 1'e yakinlagir: Her iki-periyotluk dongiiniin ilk periyodunun
daha fazla fayda almasi eger iskonto faktorii bire yakinlagirsa onemsizlegir.
Benzer olarak, 2. oyuncu her iki periyotluk dongiiniin ikinci periyodunda fay-
dasinin ¢ogunu aldigindan, iskonto orani ne olursa olsun indirgenmis ortalama fay-
das1 5/2'den daha azdir. Fakat iskonto faktorii bire yaklagirken bu deger de 5/2'ye
yaklagir. Yani iskonto faktorii bire yaklagirken (1,5/2) fayda diizeyleri yaklagik
indirgenmis ortalama fayda diizeyleridir.

Bu argiiman, sonuglar dizisinin tekrarlandig1 herhangi bir sonug patikasina uzati-
labilir. Eger iskonto oram bire yaklagirsa, bir oyuncunun boyle bir patikadaki
indirgenmis ortalama faydasi dizideki faydaya yaklagir. Omegin,
(C.C),(D,C),(D,C) dizisini igeren sonug patikasi 1. oyuncuya (1/3)(2 + 3 +
3) = 8/3’e yakin bir indirgenmig ortalama saglarken, 2. oyuncuyada (1/3)(2+0+
0) = 2/3’e yakin bir indirgenmig fayda saglar. Yani sonug olarak iskonto orani bire
yaklagtik¢a herhangi bir sonuglar dizisinin faydalannin ortalamasi, yaklagik olarak
indirgenmis ortalama faydaya yaklagir. Eger iskonto orani bire yaklasirsa, sinirsiz
tekrarli oyundaki olas: indirgenmig ortalama fayda giftleri yaklagik olarak oyuncu-
larin faydalarinin agirliklandinlmig ortalamasidir. Simdi olasi fayda tanimim vere-
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biliriz.

Tamm 6.1 Eger G agyama oyunundaki v = (uy, ua, ..., u, ) fayda diizeyleri oyun-
daki piir-strateji faydalarinin konveks bilesimi (agirliklandirilnug ortalamasi) ise
bu faydalara olasi faydalar denir.

Diger bir degisle, eger fayda diizeyleri, piir stratejilerin sagladig: fayda diizey-
lerinin agirhiklandinlmig ortalamasi (agirliklar negatif degildir ve toplami birdir)
ise bu faydalar olasidir. Bu tamimda "olasi” kelimesi yanlig anlagilmaya neden
olabilir ¢iinkii bundan daha ¢ok, oyunda ger¢eklegsmesi olas: tiim faydalar anlami
¢ikabilir. Fakat burada olasi fayda, sinirsiz tekrarli oyunda indirgenmis ortalama
fayda (yaklagik olarak) anlaminda kullanilir.

Bu kavrami daha iyi anlamak igin olasi faydalar kiimesini Mahkumlar Cikmazi
oyunu iizerinden gosterelim. Bunun igin b ve ¢ gibi tam sayilar segelim ve ¢ > b
olsun. Bu oyunun b kere tekrarinda (1, x:2), ¢ — b kere tekrannda ise (y,, y2) sonu-
cunun elde edildigini varsayalim ve tiim bu tekrarlarnn sonsuza kadar bu gekilde de-
vam ettigini varsayalim. Bu sonug patikasinda ortalama fayda ¢ifti (b/c)(z, x2) +
(1 = b/c)(y1,y2) olur. Burada buldugumuz bu nokta (x1,x2) ve (y1,y2) nokta-
lanini birlestiren dogru iizerindedir. Eger b ve c degerlerini degistirirsek bu dogru
iizerindeki tiim noktalan elde edebiliriz (¢iinkii agirhklandirma yapiyoruz ). Bu
agirhiklandirma mantigini Tablo 6.1°de verilen Mahkumlar Cikmazi oyununda uygu-
ladigimizda olasi fayda diizeyleri Sekil 6.3’te gosterildigi gibi bir paralelkenar:
olusturur. Dolayisiyla farkli agirhiklar vererek bu paralelkenar igindeki tiim fayda
diizeylerine ulasabiliniz.

(0.3)

Sekil 6.3 Mahkumlar Citkmazi oyununda olasi faydalar diizeyi

Olasi faydalar kavramim daha iyi anlamak igin daha farkl bir sekilde de an-
latabiliriz: Olasi faydalar kiimesi, u(-) fayda profilinin konveks (digbiikey) zarfidir
(convex hull). Bir noktalar kiimesinin konveks zarfi basitge, tiim noktalan igeren
en kiigiik konveks kiimesi anlamina gelir. Omegin Mahkumlar Cikmazi oyununda
dort tane piir strateji fayda diizeyi vardir: (2,2), (0, 3), (3,0) ve (1,1). Tim bu
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faydalar diizeyi olasidir. Diger olasi faydalar ise (u;,w9) giftleridir; burada «;, =
a(0)+(1—a)(3), ur +ux = 3vea € (0,1)'dir. Buda (0. 3) ve (3, 0) faydalarinin
ortalamasim verir. Piir-strateji faydalarinin agirliklandinlmig ortalamasim elde et-
mek i¢in oyuncular herhangi bir tiir rassallagtirma (para atmak gibi) kullanabilirler.
Omegin, (1.5, 1.5) faydalarini elde etmek igin, oyuncular yazi-tura atabilirler ve
tura gelirse (C, D), yaz1 gelirse (D, C) oynayabilirler.

Olasi tiim faydalar kiimesini daha iyi tamtabilmek igin bagka bir 6rnek verelim.

Ornek 6.3

Sekil 6.4’lin sag tarafindaki tabloda verilen G agama oyununda ii¢ tane piir-
strateji faydasi vardir: (—2,2),(1,—-2) ve (0,1). Bu fayda diizeylerinin konveks
zarfim1 (konveks bilesimini) diiglinmemiz gerekir. Bu da Sekil 6.4’iin sol tarafinda
gosterilmektedir. Yani iiggen iginde gosterilen noktalar olasi faydalardir (iiggenin
kendisi bir konveks zarftir).

Uz,

(-2,2) L R
22[1.2
o1 v[ 1222

plo1] 01

s
N

(1.-2)

[~

Sekil 6.4 G asama oyunu ve piir strateji faydalarinin konveks bilesimi olan olasi fayda
diizeyleri

Bu agama oyununun basit bir gekilde doniistiiriilmiis haline bakalim. Basitge
oyuna, diger bir piir strateji profili ekleyelim. Omegin (2, 3) strateji profili ekleye-
lim (Sekil 6.4’de verilen matrisin en son hiicresine (0,1) yerine (2,3) yazdik). Bu
faydalarin konveks zarfi nedir? Sekil 6.5’in sag tarafindaki grafik agik¢a tiim nok-
talar igeren en kiigiik konveks zarfur. Dikkat edilirse, (0, 1) noktas gimdi kiimenin
igindedir. Uggendeki tiim faydalar olasi faydalardr.

Olas1 faydalar kavramini tanittiktan sonra gsimdi de “bireysel rasyonel
faydalardan” neyi anladigimizi belirtelim. Bunu yapmak igin sifir-toplamli oyunlar
baglaminda minmax faydalari tanitmamiz gerekir.

Sinirsiz tekrarli Mahkumlar Cikmazi oyununun ardindaki mantik, diger her-
hangi bir sinirsi1z tekrarli oyuna uygulanabilir: Her oyuncunun faydasinin belirli bir
minimum degeri agtif1 her olas1 fayda profili, her oyuncunun sapma hareketinde
bulunani sinirsiz cezalandirmasi ile ortaya ¢ikan Nash dengesinin indirgenmis or-
talama faydasina yakindir (veya daha biiyiik). Dikkat edilirse, bu minmax faydalar
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(2.3)
(22) L R

Ui-22|1-2

(0.)

(o]

01|23

Uy

(1.-2)

Sekil 6.5 Doniistiriilmiis G oyunu ve piir strateji faydalannin konveks bilegimi olan olasi
fayda diizeyleri

ile ayn1 tamimdir. Bu yiizden minmax faydalan 6zel bir 6neme sahiptir ¢iinkii oyun-
cunun rezervasyon fayda diizeyini belirler, yani oyunculann herhangi bir dengede
garanti edebilecekleri minimum faydalan verir.

Simdiye kadar soylediklerimizi 6zetlersek, ¢ oyuncusunun herhangi bir statik
oyunda ve iskonto oranindan bagimsiz tekrarl bir oyunun herhangi bir Nash den-
gesinde elde edecegi minimum fayda minmax diizeyidir, yani u;. Buradan
hareketle, minmax faydalanna pareto baskin olan faydalara bireysel rasyonel fay-
dalar diyoruz. G agama oyununda (Sekil 6.4 ) minmax faydalari (0,0) diizeyidir
(karma stratejiler kullanildiginda bu sonucun ortaya ¢iktigina dikkat ediniz). Bu-
rada bireysel rasyonel faydalar u; > 0 ve uz > O iken olasi tiim (u;, u2) fayda
ciftlerinden olugur. Bunu daha formel ifade edelim.

Tamm 6.2 Olas: kesin bireysel rasyonel faydalar kiimesi siiyle ifade edilir:
{ueU|u >u;,Vi}.

Kesin bireysel rasyonel faydalar kiimesi Sekil 6.4’te gosterildigi gibi (0, 0) ve
(0. 1) noktalarinda késgeleri olan sagdaki kiigiik iggendir.

Simdi simirsiz tekrarli oyunlarla ilgili olarak iki onemli sonucu ifade edebiliriz.
Her ikisine de Folk teoremleri denir (Folk denmesinin nedeni, ki folk daha ¢ok
ahali” anlaminda kullanilir, bu teoremlerin herhangi bir oyun teorisyeni tarafindan
formalize edilmeden 6nce yaygin bir sekilde (ahalice) bilinmesidir).

Birinci Folk teoremi sunu ifade eder: Herhangi bir olas: giiglii bireysel rasyonel
fayda vektorii, tekrarli oyunun Nash dengesi tarafindan desteklenebilir. Ikinci Folk
teoremi ise daha zayif bir sonucu ifade eder. Asama oyununun herhangi bir statik
dengesine pareto baskin olan herhangi bir olasi fayda vektorii, tekrarli oyunun al-
toyun miikemmel dengesi tarafindan desteklenebilir.
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Teorem 6.1 (Birinci Folk Teoremi) Belirli bir G(6) asama-oyununda herhangi bir
olas kesin bireysel rasyonel fayda vektériinii (v), Nash dengesi yapan bir iskonto
orant 0 < § < 1 vardir.

Bu teoremin ardindaki mantik basit¢e sudur: Oyuncular sabirli olduklannda,

herhangi simirl periyotluk bir sapmanin kendilerine sagladig kazang, gelecekteki
her periyotta olusacak ¢ok kiigiik bir kayiptan bile daha az olabilir. Bu teoremin
ispat1 da sapma gosteren bir oyuncunun bundan sonraki her periyotta minmax fay-
dasim almasi iizerine kurulur.
Ispat. Her i oyuncusunun s6yle bir stratejiyi takip ettigini varsayalim: “0. periyotta
a; hareketini oynamaya devam et ve eger bir onceki periyotta gergeklesen hareket
profili a ise a; oynamaya devam et, aksi takdirde her j oyuncusu minmax stratejisini
oynayacaktir.” Acaba ¢ oyuncusu bu profilden sapma gosterirse kazangl ¢ikar mi?
Kendisi sapmayi izledigi periyotta en fazla max, u;(a) kadar kazanir ve rakipleri
bundan sonra minmax stratejileri oynayacaklan i¢in bundan sonraki tiim periyot-
larda u; minmax faydasini elde eder. Yani eger i oyuncusu ¢ periyodunda sapma
gosterirse, elde edecegi en fazla fayda sudur:

t 5r.+1
u; + 0 maxu;(a) +
a

1-4§

1= 621‘-

Bu sapmayi kazangli olmaktan ¢ikarmmak igin, sapma durumunda elde edecegi
faydayi, stratejisini takip etmesi durumunda elde edecegi faydadan, u;. daha kiigiik
hale getirecek bir iskonto, 4, oran1 bulmaktir. ¥ani,

6t 5t+1 ! 1

1_0u,+(5 IIld.X'll.( ) + 1_6g2< Tl

(1 = 8Yu; + 6'(1 = 6) max ui(a) + 6y < 6y

(1 — &) max u;(a) + du; < u;.
Yukandaki problemi ¢ozerek her ¢ oyuncusu igin bir esik §, degeri bulabiliriz:
(1 —9d;) maxu;(a) + d;u;, = u;,
a

burada u; < u; oldugundan, bu denklemin her zaman §; < 1 degerini saglayacak
bir ¢oziimii vardir. Eger § = max; §; kabul edersek ispat tamamlanms olur. Dikkat
edilirse, 7 oyuncusu rakibinin aym periyotta sapma hareketinde bulunmasina sifir
olasilik atfediyor. Bu durum Nash dengesi ile uyumludur ¢iinkii Nash dengesini
kontrol ederken tek tarafli sapmalann kazangl olup olmadiklarina bakmaktayiz.
Bu sonug oldukg¢a mantiksal goziikse de, Nash Folk teoremini kanitlamak igin
kullanilan stratejiler altoyun miikemmel degildir. Dolayisiyla simdiki sorun, Folk
teoreminin miikemmel dengeye uygulanmp uygulanmayacagidir. Cevap, evet uygu-
lanabilir. Bu durum ¢ok sayida miikemmel Folk teoremi sonuglan ile gosterilmektedir.
Biz burada sadece Friedman (1971) tarafindan iddia edilen argiimanm kisaca ifade
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edecegiz.

Teorem 6.2 (Ikinci Folk Teoremi) Bir oyunda fayda diizeyleri ¢ olan o* gibi bir
statik denge olsun. Herhangi bir w € U fayda diizeyi i¢in ve her i oyuncusu
igin w; > e; durumunu saglayan bir iskonto orani, §, vardir. Bu durumda her § >
§ iskonto degeri igin u fayda diizeyi G(6) agama-oyunun bir altoyun miikemmel
dengesidir.

Ispat. a gibi bir strateji profili oldugunu varsayalim ve bu strateji profilindeki fayda
diizeyi u olsun. Simdi de su strateji profilini diisiinelim: 0. periyotta her 7 oyun-
cusu @; stratejisini oynar ve eger gegmis tiim strateji profilleri ¢ ise, ¢ oyuncusu @;
oynamaya devam eder. Fakat eger en azindan bir oyuncu a profiline gére oyna-
mazsa, her oyuncu, oyunun kalaninda «* stratejisini oynayacaktir”. Bu strateji
profilinin yeterince biiyiik bir iskonto orani (¢) i¢in Nash dengesi olmasi su kogula
baghdir:
(1-9) max ui(a) + de; < u;

Bu esitsizlik § = 1 degerinde giiglii bir sekilde gegerlidir. Bu da bu esitsizligin § <
1 araliginda saglandig1 anlamina gelir. Yani strateji profili altoyun milkkemmeldir
¢iinkii denge-dis1 patikadaki her altoyunda oyuncular siirekli o* stratejisini oy-
narlar, ki bu ,herhangi bir statik denge i¢in tekrarli oyunun Nash dengesidir. ®

Ozetle, Folk teoremlerinden ¢ikan genel sonug, yeterince sabirli oyuncularin
yer aldig: tekrarli oyunlarda hemen hemen her geyin olabilecegidir. Fakat oyun
teorisyenleri hangi dengelerin segilecegi konusunda bir mekanizma sunmakta zor-
lanirlar. Genellikle etkin dengeler iizerinde ve 6zellikle bu dengelerin de simetrik
olanlan iizerinde dururlar. Bu da daha ¢ok insanlanin etkin dengeler iizerinde
uzlagacaklan ve igbirliginin tekrarli oyunlarda ¢ok daha muhtemel oldugu argii-
manlanna dayanmaktadir. Fakat bu argiimanlar basit¢e bir gerekg¢elendirmedir,
oyun teorisinin bir unsuru olarak ortaya ¢ikmaz.
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Sorular

1. Asagidaki Cinsiyetler Savasi oyunu sonsuza dek tekrar tekrar oynanirsa, oyun-
culanin dengede olusacak olas1 faydalar kiimesi ne olur? En yiiksek olasi
simetrik fayda diizeyi nedir? § = 9/10 kabul edin ve bu sinirsiz tekrarl
oyun igin fayda diizeyi (3/2, 3/2) olan bir strateji profili bulun.

Bach | Stravinsky
Bach 2,1 0,0
Stravinsky | 0,0 1,2

2. Oyunculann tercihlerinin iskonto kriteriyle gosterildigi sonsuz tekrarli bir
oyun diigiiniin, ortak iskonto diizeyi § = 1/2 olarak veriliyor. Her seferinde
oynanan oyun, G(.), asagida gosteriliyor. ((A, A), (A4, A),...) patikasinn bir
altoyun miikemmel denge patikasi olmadigim gosterin.

A D
Al23
D|O1

L}

1,5
1,0

3. Stratejik G oyununun 1. oyuncu ile sonsuz bir oyuncular serisi (bu seride her
bir oyuncu sadece bir periyot yasiyor ve 6nceki periyotlardaki tiim hareketler-
den haberdar) arasinda oynandig1 sonsuz ufuklu bir oyun diigiinelim. 1.
oyuncu elde edecegi sonsuz fayda diizeyi serisini dikkate alirken karsisindaki
oyuncular ise sadece yasadiklan tek periyotta ulagsacaklan fayda diizeyini
Onemsiyor.

a) Stratejik G oyunu asagida verilen Mahkumlar Cikmazi oyunu olursa al-
toyun miikemmel dengeler kiimesini bulun.

Cc|33(04
D|40(1,1

b) Yukandaki oyunda 2. oyuncunun (C, D) den elde edecegi fayda diizeyi 0
olarak degistirilirse her bir z € [1, 3] rasyonel sayisi i¢in 1. oyuncunun
ortalama fayda diizeyinin z oldugu bir altoyun miikkemmel dengesinin
varoldugunu gosterin.

4. Ug oyunculu, simetrik ve sinirsiz tekrarl bir oyunda oyunculann tercihleri
iskonto kriteriyle belirleniyor ve her periyotta oynanan oyun ({1, 2, 3}, (4;), (w;)) ,
i =1, 2,3 olarak veriliyor. Oyunda A; ve u; su sekilde veriliyor:

Ai = [01 1]1
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Ui(a],(lg,u:;) = (Ll(L2a3+(1—(l])(1—(1,2)(1—(13), ‘v’(a1,a2,a;;) S A1XA2)<A3

a) Her periyotta oynanan statik oyununun fayda diizeyleri kiimesini bulun.

b) Herhangi bir iskonto faktérii § € (0, 1) igin, herhangi bir oyuncunun,
sinirsiz tekrarli oyunun herhangi bir altoyun miikemmel dengesinde
elde edecegi fayda diizeyinin en az 1/4 oldugunu gésterin.

. Her oyuncu igin iskonto oraninin § = 0.99 oldugu sonsuz tekrarli bir oyun
asagidaki tabloda verilmektedir. Asagidaki belirtilen her durum igin altoyun
miikemmel Nash dengesinin olup olmadigim kontrol ediniz.

C| D
C|55]06
D|60] 1,1

a) Her iki oyuncu hep C stratejisini oynuyor.
b) Her iki oyuncu D stratejisini oynuyor.

¢) 1. oyuncu stratejilerini C ve D seklinde degistirerek oynarken, 2.oyuncu
her zaman C’yi oynuyor. Fakat eger herhangi bir oyuncu bu senaryodan
saparsa, herkes D’yi oynuyor.

. “Eger mahkumlar ¢ikmazi 100 kere tekrarlanirsa, oyuncular mutlaka igbirligi
dengesine ulagirlar.” Bu dnermedogru mudur? Cevabimzi agiklayip bir drmekle
destekleyin.

. Bir firma degigken kaliteli, ¢ € {qr,qy}, bir mal iiretiyor. Tiiketiciler
mal1 satin alirken kalitesini gozlemleyemiyorlar. Tiiketicilerin birim mal
basina ddedikleri fiyat p ve yiiksek kaliteli malin bir biriminin tiiketiciye
sagladigs fayda Uy — p olarak veriliyor. Eger mal diisiik kaliteli gikarsa
tilketicilerin elde ettigi fayda —p oluyor. Yiiksek kaliteli mal iiretmenin
firmaya maliyeti c iken diigiik kaliteli mal maliyetsiz olarak iiretilebiliyor.
Firma iiretim agamasinda yiiksek ¢aba sarfederse mal kesinlikle yiiksek kaliteli
oluyor. Ama ¢aba diigiik olursa malin yiiksek kaliteli olma olasiligi € olarak
veriliyor. Bunlara ek olarak eger oyun tek seferlik olursa firmanin diigiik
kalite mal iiretecegi ve tiiketicilerin de satin almayacag: bilgisine sahibiz.
Eger oyun sonsuz tekrarli oynanirsa firmanin fiyat yeterince yiiksek olursa
yiiksek kalite mal iiretecegi ve tiiketicilerin gegmiste diisiik kaliteli mal iire-
tilmedikge iiriinii satin almaya devam edecegi bir denge oldugunu gosterin
ve bu durumda gereken fiyat diizeyini belirtin. Iskonto faktorii iki taraf igin
de esit ve § olarak veriliyor.
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8.

10.

11.

Asagida sonsuz sayida tekrarli bir oyun s6z konusudur:

M N
M| 0,0 |4,-I]
N|-1,4] 3,3

Bu oyunda su yavuz stratejiyi izlenmcktedir: “ilk periyotta her i oyuncusu
N;’yi oynayacaktir fakat eger biri bu stratejiden bir periyot saparsa bundan
sonra hep M oynanacaktir”. Bu durumda Nash dengesini saglayacak iskonto
oraninin araligini bulunuz.

Cournot oligopol piyasasinda n sayida bir firma vardir. Ters talep fonksiyonu
P = a — @ seklindedir, burada Q = ¢ + ...... + gy, ’dir. Bu oyunu son-
suz tekrarli bir oyun olarak diigiinelim. Boyle bir oyunda altoyun milkemmel
Nash dengesinde tekel iiretimdiizeyini saglayacak yavuz stratejileri saglayacak
en diisiik 4 iskonto orani (§) nedir?

Asagida gosterilen oyunda oyuncular ilk olarak soldaki matris igin ayn1 anda
segim yapiyorlar. Ik periyot sonunda bu matriste yaptiklan tercihler ve bu
tercihlere tekabiil eden fayda diizeyleri agiga cikiyor. ikinci periyotta 1.
oyuncu U2 veya D2’yi segerken 2. oyuncu da aym1 anda L2 veya R2’yi
segiyor. Sonugta sagdaki matriste segimlerine tekabiil eden faydalar1 elde
ediyorlar. Her iki oyuncunun da amaci ortalama faydayr maksimize etmek

L1 Rl L2, | R2
ul| 2,2]-1,3 U2]6,4|3,3
D1 |3,-1|0,0 D2 (3,3|4,6

a) Bu oyundaki tiim altoyun miikemmel dengelerini bulun ve ilgili fayda
diizeylerinin konveks bilegimini hesaplayin.

b) Bu sefer her iki oyuncunun da y; degerini ilk periyotta se¢im yapmadan
once gozlemledigini varsayin. y; birim aralikta homojen dagilima sahip.
Bu duruma gore altoyun miikkemmel dengeler kiimesini bulun, ilgili
fayda diizeylerinin konveks bilesimini hesaplayin ve ve a sikkinda bul-
dugunuz sonugla kargilagtinn.

¢) Bu sefer oyuncular ilk periyottan once y; degerini, ikinci periyottan once
de y, degerini gozlemliyor. y; ve y, birim araliktaki homo jen dagilimdan
cekilen iki bagimsiz deger olsun. Yine altoyun milkemmel dengeler
kiimesini bulun, ilgili fayda diizeylerinin konveks bilegsimini hesaplayin
ve onceki siklarda buldugunuz sonuglarla kargilagtinn.

Bir yatinm oyununda yatinmci 6nce hareket ediyor ve birikmis 4 lirasiyla
giivendigi bir simsar araciliginda yatinm yapip yapmama karannm verniyor.
Karan olumsuz olursa kendisi 4 lira alirken simsar higbir sey almiyor. Yatinm
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13.

gergeklesirse para iige katlanip 12 lira oluyor. Bu durumda ise simsar paranin
6 lirasin1 yatinmciya geri vermekle hepsini kendine saklamak arasinda bir
karar veriyor.

a) Oyun tek bir sefer oynanirsa geriye dogru ¢ikarsama metoduyla dengeyi
bulun.

b) Simdi bu oyunun sinirsiz tekrarli olarak oynandigini kabul edin. iskonto
faktorii 9’nin hangi degerleri igin yatinmin yapilip elde edilen gelirin
paylasildig1 durum yavuz strateji yontemiyle siirdiiriilebilir bir denge
olur?

. Asagidaki matriste verilen oyun sinirsiz tekrarl olarak oynaniyor.

A B
Al 00] -1,k
B|k-1]-2-2

Bu oyunda k < 1 ise oyuncular igbirligi yapip berbaberce A oynayarak fay-
dalarim maksimize ediyorlar. Eger k > 1 ise faydalanini maksimize etmek
icin yine igbirligi yapip birinin A, digerininin B oynamasi ve A secenegini
sirayla (yani biri A oynarken digeri B oynuyor veya tersi) oynamalan gerekiyor.
Bu iki tiir igbirligi siirdiiriilebilir mi? Eger Oyleyse hangi sartlar altinda?

A ve B sirketleri evler i¢in kalorifer yakit: iireten iki firmadir. Her iki fir-
manin da TL bagina marjinal maliyeti 1 TL'dir. Her iki firmanin satig fiyat-
lanisirasiyla p 4 ve ppg olsun. Tiiketiciler ise daima ucuz fiyatl firmayi tercih
etmektedir. Toplam yakit talebi ise su seklidedir.

Q(p;) = 200000 — 100000p,
p1 ise p4 ve pp arasindan diisiik fiyath olani tanimlamaktadir.

a) Oyun tek seferlik oynandigi durumda, firmalarin fiyatlarim esanli olarak
belirledigini varsayiniz. Hangi fiyatlar kesin mahkum strateji olur, hangi
fiyatlar zayif mahkum strateji olur? Bu oyundaki tiim Nash dengelerini
bulunuz.

b) Oyun siirekli tekrar eden ve § iskonto oraniile oynandigimi varsayiniz.
Altoyun dengesinde firmalarin monopol fiyatim siirdiirebilmesi icin ge-
rekli olan en diigiik 4 iskonto orani nedir?

¢) Yeni talebin Q(p;) = a — bp; seklinde oldugunu varsayimz. Altoyun
dengesinde firmalarin monopol fiyatini siirdiirebilmesi igin gerekli olan
en diigiik J iskonto oraninedir?
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14.

a)

b)

16.

17.

Asagidaki oyunda, hiikiimet yiiksek vergi T ya da diisiik vergi t almaya karar
verecektir. Hane halki ise yiiksek tasarruf S ya da diisiik tasarruf s kararini
verecektir.

S s
T[6,6](3,3
t|8,3]|4,4

Hiikiimetin gorev siiresi 4 yildir ve vergi ve tasarruf kararlar1 yilda bir kez
veriliyor ise altoyun miikkemmel Nash dengesi ne olur?

Hiikiimet ve hane halkinin sonsuza kadar var oldugunu varsayiniz. Bu du-
rumda (T, S) strateji profilinin altoyun miikemmel Nash dengesi olabilmesi
i¢in en diigiik iskonto orani ne olmalhdir?

. Asagida verilen statik oyun sinirsiz tekrarl olarak oynaniyor.

L M R
Uu|6,0]|-1,-100 | O,
D |22 0,3 1

1
1

[}

Her iki taraf da uzun vadeli oyuncularise 1. oyuncu i¢in en yiiksek miikemmel
denge ne olur?

Asagidaki normal big¢imli oyun verilmektedir

Al B|C
A[5,5]0,6]0,0
B|6,0[3.3]0,0
C10,0[0,0]1,1

Bu oyunun tiim altoyun miikemmel dengeleri oyunun T sayida tekrarlan-
masindan olugmaktadir. Oyuncularin kazanglan her tekrar sonras: olusan
kazanglarinin toplamidir (Iskonto yoktur). %(7T') bu dengelerin herhangi biri
i¢in l.oyuncunun maksimum ortalama kazanciolsun, u(7T') ise minimumu ol-
sun. %(T') ve u(T) ‘yi bulunuz

n firmadan olugan bir Cournot oligopolii oldugunu varsayimz. Ters talep
fonksiyonu asagidaki gibidir:
P(gi,...nqn) =a—(gi + ... +an)

Uretim maliyeti yoktur ve oyun sonsuz tekrarh oynanmaktadir. Firmalarin
altoyun dengesinde tekel iiretim seviyelerini devam ettirebilmeleri icin kul-
lanabilecekleri yavuz stratejileri i¢in en diigiik § degeri nedir? Bu cevap n ile
birlikte degisir mi, neden?
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18.

19.

20.

21.

Statik Bertrand duopol modelinde- firmalar (¢ ve j firmalan) ayn anda fiyat-
lanmi p; ve p;’i belirliyorlar. 7 firmasinin kargilagtigi talep fonksiyonu séyledir:

a—pi egerp; <pj
0 egerpi > pj
(a —pi)/2 egerpi =pj
Sinirsiz tekrarli oyun seklinde oynandifim diisiinerek yavuz strateji Nash

dengesini bulun. (ipucu: firmalann belli bir fiyatta yani p gibi bir fiyatta
anlagtiklarini varsayin. Bunu igbirligi durumu olarak kabul edin).

Asagidaki oyun sonsuz tekrarl bir G( 0o, §) oyunudur:

Ay | By
A, (4416
B, [6,10,0

a) Oyuncu ¢ = 1,2 i¢in min-max degerlerini bulunuz.

b) s stratejisi profili su sekildedir: (i) t=0 zamaninda i oyuncusu A; oynar,
(ii) herhangi bir ¢ > 0 zamaninda , i oyuncusu bir 6nceki agamada
eger (Aj, Ay) ya da (B, Bs) oynandiysa A; oynar. (iii) herhangi bir
t > 0 zamaninda , i oyuncusu bir 6nceki agamada eger (A4,, By) ya
da (B, A2) oynandiysa B; oynar. s stratejisinin altoyun miikemmel
dengesi olabilmesi igin § degeri nedir?

Asagidaki G oyunun sonsuz tekrarli oynandigim varsayimz ve iskonto degeri

6 = % olsun. ((A, A), (A, A),(A, A),...) stratejisi profilinin altoyun mii-

kemmel dengesi olamayacagim gosteriniz.

A | B
A2,3(1,5
B|0,1]0,1

& = 0.99 iskonto oramile agagidaki oyunun sonsuz kere tekrarlandigini var-
sayimz. Asagida verilen her duurinda strateji profillerinin altoyun miikemmel
Nash dengesi olup olmadigini belirleyiniz.

C | D
Cl5,5]0,6
D|6,0]1,1
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a) Herbir oyuncu siirekli C oynar

b) Herbir oyuncu siirekli D oynar.

¢) l.oyuncu oynar sirayla C ve D oynarken, 2.oyuncu siirekli C oynar. Herhangi

bir oyuncu stratejisinden saparsa daha sonra ikisi de D oynamaya baglar.

d) Her oyuncu C oynar, bir oyuncu stratejiden saptiginda,kendisi C oynamaya

22.

devam eder, diger oyuncu D oynamaya baslar.

Telekomiinikasyon piyasasinda 2 firma vardir ve piyasa talebi su sekildedir:

P(ga + qs) = 160 — go — g

Firmalarin maliyetleri ise C(q) = 40q seklindedir.

a) Oyun tek sefer oynandiginda ve firmalar iiretim miktarlarim eganli olarak

belirlediklerinde Nash dengesi ne olur?

b) Oyun sonsuz kere tekrarlandiginda, firmalar gizlice anlagirsa altoyun mii-

23,

24.

kemmel Nash dengesi ve iskonto orani ne olur?

Asagidaki statik oyunu diigiiniin.

A | B|C
A[1,1[0,0][00]
B|0,0][33[00
C[0,0[00]5,5

a) Bu oyunun iskontosuz olarak 2 kere oynandigini varsayin. iki oyuncunun
da elde ettigi faydanin en az 8 oldugu bir altoyun miikemmel dengesi
bulun.

¢) Bu sefer oyun sinirsiz tekrarli olarak oynaniyor. Folk teoremi bu oyun igin
size ne soyliiyor. Bunu fayda uzayinda bir grafikle gosterin. Iskonto
degeri 6’nin hangi degerleri igin her oyuncuya siirekli §, §, S......... fayda
akig1 saglayan stratejilerin, sapmalar sonucu her iki oyuncunun da son-
suza kadar A segenegini oynamaya baglamasiyla cezalandinldig strate-
jiden daha iyidir?

3 oyunculu statik bir oyunda ilk iki oyuncu U ve D arasinda ve H ile T
arasinda ikiger segim yapiyor. 3. oyuncu ise sol (L) veya sag (R) segiyor.ilk
iki oyuncu ne olursa olsun 0 aliyor. 3. oynucu ise kendisi R se¢migken
ilk iki oyuncu U secgerse veya kendisi L se¢misken diger ikisi D segerse 1
aliyor, aksi halde elde ettigi fayda O oluyor. Burada H veya T segiminin
faydalan etkilemedigine dikkat edin. Diger tiim se¢imler herkes tarafindan
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gozlenirken ilk iki oyuncunun H veya T sectigine dair herkese agik olan bilgi,
y' “dir yani sadece bu iki oyuncu tarafindan yapilan toplam H se¢imi sayisinin
bilgisidir.

a) 3. oyuncunun minmax faydasinin 1/4 oldugunu gosterin.

b) Bu oyunun tekrarli versiyonunu diigiiniin. ilk iki oyuncunun agagidaki
stratejiyi oynadig1 bir Nash dengesi kurun:”’1. oyuncu igin; her periy-
otta 1/2 olasilikla H oyna. y*~! = 1 ise ve 2. oyuncu H oynamigsa D
oyna. y*~! = 1 ise ve 2. oyuncu T oynamugsa U oyna. 4*~! = 0 veya
2 ise 1/2 olasilikla U oyna”. 2. oyuncu da bu stratejinin simetrigini
oynasin. Bu durumda 3. oyuncunun denge faydasimin kendi minmax

degerinden diisiik oldugunu gosterin ve agiklayin.

. Uzun -donemli firmalarin kisa-donem firmalarinakargi rekabete oldugu tekrarl
bir Stackelberg diiopoliiniin oldugunu varsayiniz. Kisa-donem firmalar sadece
tek bir tarihte piyasa da yer alacaklardir, uzun dénem firmalan ise oyun
boyunca piyasada yer alacaklardir. Her ¢ zamaninda kisa-donem firmasi
miktarlarini uzun-dénemli firmalarin kisa-donem firmalarina kargi rekabete
oldugu tekrarli bir Stackelberg diiopoliiniin oldugunu varsayiniz. Kisa-donem
firmalan sadece tek bir tarihte piyasa da yer alacaklardir, uzun dénem fir-
malan ise oyun boyunca piyasada yer alacaklardir. Her ¢ zamaninda kisa-
dénem firmasi miktarlarini belirler, daha sonra bu miktan gézlemleyen uzun-
donem firmasi kendi miktarim y; belirler. Her firma iiriiniinii

pe=1—(z¢— )

fiyatindan satar ve marjinal maliyetleri yoktur. Kisa-donem firmasi ¢ zamani
icinde karin1 maksimize eder. Uzun-donem firmasi ise kirlannin § = 0.99
iskonto orani ile bugiinkii degerini maksimize eder.

a) Oyunsiiresit € {0, 1, ..., t} sonlu oldugunda altoyun miikemmel dengesi
ne olur?

b) Oyun sonsuz kere tekrar edildiginde, ve z; = 1/4 ve y, = 1/2 oldugunda
altoyun miikemmel dengesi ne olur?

c) Her t zamaninda z; = y; = 1/4 oldugunda altoyun miikemmel dengesi
ne olur?
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BOLOM 7

ihaleler

7.1 Girig

Son yillarda iktisatgilar ihale teorisiyle daha fazla ilgilenmeye basladilar. Bu ilgi,
ihale teorisinin pratikte de uygulama alani bulmasi ile birlikte daha da artarak de-
vam etmektedir. Ihale teorisi artik iktisadi analizin aynlmaz bir pargasi haline
gelmigtir.

ihale teorisinin uygulanma imkani bulmasi ya da deneysel olarak yapilan
ihaleler oyun teorisinin temel varsayimlannin test edilmesine imkan verdigi gibi,
daha kompleks ticaret ortamlannin anlagilmasim kolaylagtiracak onemli kavram-
lann gelisgmesine de yardimci olmaktadir. Diger yandan; son yillarda oyun teorisyen-
leri ihalelerdeki teklif verme davranigim1 gozlemlemek yerine daha etkin ihaleler
tasarlamaya bagladilar. Bu konudaki ¢aligmalar ayn1 zamanda, sosyal ve iktisadi
kurumlann daha etkin ve adil bir sekilde tasarlanmasinin miimkiin oldugunu goster-
mektedir.

Thale teorisinin, iktisadi analiz 6zelindeki bu Gnemine ragmen, bazi aragtirma-
cilar ihaleleri hala daha dar kapsamli teknik bir uzmanhk alam olarak goriirler.
Dolayisiyla da ihale teorisinin, iktisat teorisinden ayn bir alan oldugunu diisiiniirler.
Bu goriis kismen, ihale teorisinin yoneylem aragtirmacilan tarafindan gelistirilmesi
ve ihale ile ilgili yapilan ¢ahgmalann yoneylem arasgtirmalan dergilerinde yayim-
lanmasindan kaynaklanmaktadir. Bu g¢aligmalarda ihaleleri yonlendiren mekaniz-
malar incelenirken iktisadi bir mantiktan ziyade, daha ¢ok teknik matematiksel
argiimanlar kullanilir. Standart iktisat teorisi ile ihale teorisi arasindaki g¢ok giiglii
baglanti ihmal edilir. Halbuki ihale teorisini iktisat mantig1 i¢inde diisiinmek, ku-
rumlann geligimini anlamada ve temel iktisat sorulanmn cevaplandinimasinda
oldukga onemlidir. Omegin ihale teorisindeki gelir-denkligi teoremi ihale disindaki
alanlarda da kullanilmaktadir; 6zellikle hukuk davalannda (kaybedenin kazanana
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ne kadar 6deyeceginin belirlemesinde), finansal krizlerde (piyasalar1 daha istikrarl
hale getirmede), mal veya hizmet kuyruklarinda (kuyruklarin giderilmesinde). Yine
ihale teorisini kullanarak ozellikle oligopol ve tekel piyasalarinda fiyatlandirma
mekanizmalarini daha iyi anlamak miimkiindiir.

ihale 6ziinde, fiyat rekabeti iizerine kurulmug bir mal tahsisi sistemidir. Alicilar
ve/veya saticilar bir mali almak ve/veya satmak igin fiyat tekliflerinde bulunurlar.
Ihalelerdeki fiyatlandirma mekanizmasina temel alternatif fiyatlandirma ise al-veya-
birak fiyatlandirmasidir. Bu da daha ¢ok etiketlendirilmis veya fiyati belirlenmig
mallar igin gegerlidir.

fhale metodu tarihin en eski dénemlerinden giiniimiize birgok alanda uygu-
lanmigtir. Omegin eski Babil’de (M.O. 5.yiizyil) kadinlann yiiksek fiyat teklifleri
veren erkeklerin esleri olarak segildigini biliyoruz. Yine Roma Imparatorlugunda
vergitoplama haklar, ele gegirilmis mallarin dagitilmasi, toprak veya maden ocak-
larinin kiralanmasi gibi konularda ihale yontemine bagvurulmugtur. En yiiksek tek-
lifi verenlere bu tiir haklarin verildigi bilinmektedir. Eski donemlere iligkin bu tiir
ornekler ve tarihsel donemler ¢ogaltilabilir.

Giiniimiizde de ihale tiirii fiyatlandirma mekanizmasinin kullanildigi ¢ok sayida
alan vardir. Birgok iilkede tiitiin yapraklar, canli hayvan, kullanilmig arabalar,
sanat eserleri ve tahviller bu tiir mekanizmalarla fiyatlandirilmaktadir. Omegin
Chicago Ticaret Borsasi’nin zemininde isaret ve sozlerle yapilan ihaleler (open
cry) tiim finansal ve emtia futures ve opsiyon fiyatlandirmalarinin temelidir. Hol-
landa’da lalelerin satilmas: ihalelerle gergeklesir. Bu ihalelerde fiyat asagi dogru
hareket eder ve ilk en yiiksek fiyat teklifi veren (genelde elektronik ortamda) ihaleyi
kazanir. Diger yandan, diinyada birgok devlet kurumu hizmet veya mal alimlanni
ihalelerle gergeklestirir. Kapali zarf bigiminde yapilan bu ihalelerde teklifler satig
fiyatidir, alig fiyat: degildir. Bu yiizden de diisiik teklifi veren kazanir.

Aynca giderek yayginlik kazanan bir gekilde, internet iizerinden neredeyse her
tiirli mal i¢in online-ihaleler yapilmaktadir. Bunun igin kurulmus online-ihale
sirketleri vardir; 6megin Sotheby ve Christie Miizayede Evleri. Cok sayida alici
internet iizerinden ayn1 mal igin teklifler sunmaktadir. En yiiksek teklifi veren bu
mal1 almaktadir. Bu tiir ihalelerde yapilan iglemlerin milyarlarca dolar biiyiikliikte
oldugu goriilmektedir. Yine son yillarda birgok iilkede telsiz iletigim igin kullanilan
radyo spektrum haklar ihale ile dagitilmigtir.

ihaleleri teknik olarak tartismadan once ihalelerin genel 6zelliklerini ve temel
ayrimlarini yapalim. Bunun igin 6nce ihale kurallar ile ihale ortaminin birbirinden
ayn seyler oldugunu belirtelim. ihale kurallan, kimlerin teklifte bulunabilecegini,
hangi tekliflerin kabul edilecegini, tekliflerin nasil verilecegini, ihale sirasinda ne
tiir bilginin ifsa edilecegini, ihale sona erdiginde kazananin nasil belirlenecegini
ve kazanamn hangi fiyat1 6deyecegini belirler. ihale ortami ise potansiyel teklif
verenlerin niifusu (ihaleye katilanlarin sayisi), ihaleye konu olan mala atfedilen
degerler, risk davraniglan ve her bir katihmcinin digerinin ihaleye konu olan objeye
verdigi degerler hakkinda sahip oldugu bilgiler gibi unsurlardan olugur.

Ihalelerde teklifler sozlii (agik) veya kapal zarf seklinde yapihir. Kapali-zarf
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ihalesinde teklif

wuaesinae ekt verenler tekliflerini ihaleyi diizenleyene, diger katilimcilann go-
remeyecegi bir sekilde yazili halde verirler. Teklifler ancak ihale bittikten sonra
aciklanir ve kazanan ilan edilir. Sdzlii ihalelerde ise, teklifler sozlii ve herkesin
duyabilecegi sekilde ihale boyunca agiklanir. Yani sozlii ve kapali-zarf ihaleler
arasindaki en 6nemli fark tekliflerin goriiniirligiidiir.

ihalelerde teklifler yukan dogru, asapiya dogru ve es anh olarak verilebilir.
Fiyatin agag1 dogru hareket ettigi ihalelerde, ilk en yiiksek teklifi veren kazanir.
Hollanda’daki lale piyasalan boyledir. Tekliflerin yukanya dogru oldugu ihalelerde
fiyatlann yoni yukandir. Es anh ihalelerde ise fiyatlar ayni anda verilir, 6rmegin
Japonya’'daki balik piyasalan boyledir; fiyatlan temsil eden el isaretleriyle baliklar
saniyeler icinde hemen alinir ve satilir.

Ihaleler kazananin hangi fiyattan 6deme yapacag agtsindan ikiye aynhr. Eger
Odenen fiyat kazananin 6dedigi fiyat ise buna birinci-fiyat ihalesi denir. Bu tir
ihaleler en yaygin olanidir. Fakat eger kazananin 6dedigi fiyat ikinci en yiiksek
fiyatsa buna da ikinci-fiyat ihalesi denir. Yani 6denen fiyat, kaybeden teklifler
arasindaki en yiiksek tekliftir. Ikinci-fiyat ihalelerinin oyun teorisyenleri agisindan
biiyiik bir 6nemi vardir. Ciinkii bu tiir ihalelerin en 6nemli 6zelligi gergegi sdyletme
ozellikleridir. Buna Vickrey ihaleleri de denir. Vickrey’in gelistirdigi bu ihale
bigimi kendisine 1996 yilinda Nobel Odiilii’nii kazandirmustr.

Genel olarak yukan dogru, birinci-fiyat ve sozlii olan ihaleler /ngiliz ihalesi
olarak adlandinlirken, asag1 dogru, birinci fiyat ve sozlii olan ihaleler Hollanda
ihalesi olarak adlandinlir.

Ihaleleri, ihaleye konu olan mala verilen degerle ilgili bilginin niteligine gore
de ikiye ayirabiliriz: Bagimsiz-ozel bilgili ihaleler ve ortak-degerli ihaleler. Birinci
ihale tiiriinde yani bagimsiz, 6zel bilgili ihalelerde, bdgimsizdan kastettigimiz sey
her alicinin mala verdigi degerin kendi 6zel bilgisi oldugu ve her diger alicinin 6zel
bilgisinden bagimsiz oldugudur. Ozel deger’den kastimiz ise sudur: Bir alict malin
degerini kendi bilgisini kullanarak degerlendirdiginde, bu degerlendirme diger her-
hangi bir oyuncunun degerini 6grendikten sonra da degismeyecektir. Yani her
alicinin 6zel bilgisi bu degeri belirlemek i¢in yeterlidir.

Ortak-degerli ihalelerde ise teklif verenler arasindaki temel fark objeye farkh
degerler vermeleri degildir, malin degeri hakkinda farkl bilgiye sahip olmalandir.
Yani 6rmegin, petrol sahasinin degeri yerin altinda ne kadar petrol olduguna baghdir.
Teklif verenler ne kadar petrol olduguna dair farkh bilgilere sahip olabilirler (¢iinkii
farkli jeolojik sinyallere sahip olabilirler). Bu durumda eger teklif verenlerden biri
digerinin sinyalini 6grenirse teklifini degistirecektir. Dolayisiyla digerlerinin bilgi-
lerinden etkilenecektir. Herkesin 6zel bilgisi olmasina ragmen teklif verenin teklifi,
diger oyunculann sinyallerinin yani bilgilerinin toplaminin bir fonksiyonudur. Ozel
bilgili ihalelerde digerlerinin sahip olduklan bilgiyi 6grenmek o mala verdiginiz
degeri degistirmez. Fakat ortak-degerli ihalelerde, dmegin bir tablonun sizin igin
degeri digerlerinin ona verdigi degere de baghdir. Ciinkii bu tabloya sahip olmanin
prestiji yeniden satig degerini belirler.

Diger yandan, ihaleler herkese agik olabilecegi gibi, sadece belli kisilerin davet
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edildigi ihaleler de olabilir. Birgok ihalede rezervasyon fiyat1 vardir. Eger en
yiiksek teklif degeri rezervasyon degerinden diigiikse, bu obje geri ¢ekilir ve satilmaz.
Saticinin (ihaleyi diizenleyenin) rezervasyon fiyatlarni koymasi, alicilar arasindaki
herhangi bir igbirligine karsi korunma amaghdir.

Son olarak, baz1 ihaleler ¢ok parg¢ali-ihaleler olarak bilinir. Bu tiir ihalelerde
bir objenin farkli pargalan (birimleri) i¢in her alici birden fazla birim igin teklif
verebilir. Yani her alict malin her birimi igin ayn bir teklifte bulunur. Bir hareket
bir teklifler listesidir; burada ilk teklif malin birinci birimi i¢in yapilan tekliftir,
ikinci teklif ikinci birimi igin yapilan tekliftir ve boyle gider. Veri birim igin en
yiiksek teklifi veren mali elde eder.

Bu boliimde ilk once tam bilgi ve 6zel bilgi (eksik bilgi) altinda ihalelerdeki
fiyat davramiglarini inceleyecegiz. Daha sonra farkli ihalelerde, ihaleye konu olan
malin satigindan elde edilen gelirlerin kargilagtirmalarina bakacagiz. Bunun ardindan
¢ifte ihale dedigimiz, hem alici hem de saticinin aym anda teklifte bulundugu
ihaleleri inceleyecegiz. Son olarak da ortak-deger ihalelerine bakacagz.

7.2 Tam Bilgi Altinda ihaleler

7.2.1 Kesikli Teklif Degerli ihaleler

Tam bilgili ihalelerde her alici (teklif veren) diger tim alicilarin mala ne kadar
deger verdigini bilir. Ya da baska bir deyisle n sayida oyuncunun oldugu bir ihalede
deger vektorii v = (vy,....,vn) herkes tarafindan bilinir. Bu béliimde bu bilgi
yapist altindaki ihalelerde dengenin nasil olugtuguna bakacagiz.

Cok basit formatta bir ihale oyun 6rnegi diisiinelim. Bu 6mekte, ihaleye ka-
tilanlarin ihaleye konu olan mala verdikleri degerleri bilmeleri durumunda teklif
verenlerin nasil davrandigina bakacagiz. Basit bir kapali zarf ve birinci fiyat ihalesi
Oomegi verelim.

ihaleyi en yiiksek teklifi veren kazamir ve 6demeyi teklif degeri iizerinden
yapar; teklif degerleri esit oldugunda kazanan yazi-tura ile belirlenir. Bu ihale oyu-
nuna katilan iki kigi var: Herdem ve Ayse. Herdem igin ihaleye konu olan malin
degeri 54 lira iken, Ayse icin bu deger 34 liradir. Birinci fiyat ihalesi oldugunu
diisiindiigiimiiz bu ihalede eger Herdem ihaleyi by teklifi ile kazanirsa, faydasi
54 — by olur. Eger kaybederse bu durumda faydasi sifirdir. Benzer olarak, eger
Ayse ihaleyi kazanirsa, faydasi 34 — b4 olur ve kaybederse sifirdir. Oyuncularin
tekliflerine karsilik gelen fayda diizeyleri Tablo 7.1°de gosterilmektedir (Herdem
slitun oyuncusu, Ayse satir oyuncusudur).

10 20 30 40 50
10 [ (12,22) | 0,34) | (0,24) | (0,14) | (0,4)
20 [ (14,0) | (7,17) | (0,24) | (0,14) | (0,4)
30| (4,00 | (4,0) | (2,12) | (0,14) | (0,4)

Table 7.1 Birinci fiyat ihalesinde Nash dengesi
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Teklif degerlerinin 10 aralhiklanyla ifade edildigini varsayalim (yani teklif de-
gerleri kesikli degisken olsun). Dikkat edilirse oyunun Nash dengesi Herdem’in 40,
Ayse’nin de 30 teklifinde bulundugu teklif degerler kiimesidir. Dolayisiyla ihaleyi
mala en yiiksek degeri veren Herdem kazanr.

Yine bu 6mek iizerinden, simdi de ihalenin kapali-zarf ve ikinci-fiyat ihalesi
olarak diizenlendigini varsayalim. Bu ihalede, ihaleye konu olan mal en yiiksek
fiyati verene gider fakat ddemeyi en yiiksek ikinci tekliften yapar. Bu durumda
ortaya ¢ikan fayda diizeylerini gosteren Tablo 7.2’ye baktigimiza ¢ok sayida Nash
dengesi oldugunu goriiriiz: (20, 40), (20, 50), (30, 40), (30, 50).

10 20 30 40 50
10 [ (12,22) | 0,44) | (0,44) | (0,44) | (0,44)
20 [ (24,0) | (7,17) | (0,34) | (0,34) | (0, 34)
30 | (24,0) | (14,0) | (2,12) | (0,24) | (0,24)

Tablo 7.2 ikinci fiyat ihalesinde Nash dengeleri

Tablo 7.2’ye dikkatlice bakildiginda, diiriistliigiin zayif baskin strateji oldugu
durumun, yani (30, 50) strateji profilinin Nash dengesi oldugu goriiliir. Bu sonuca
gore Herdem’in, 6demeyi Ayse’nin, yani kaybedenin yaptig: teklif iizerinden yap-
mas1 durumunda, kafasindaki degeri (mala verdigi gergek deger) teklif etmesi
rasyoneldir. Bu dengenin varlig: bu tiir ihale formatinin 6nemli bir 6zelligini or-
taya ¢ikarmaktadir: Diiriist bir sekilde teklifte bulunmak, yani teklif verenin mala
verdigi gercek degeni soylemek zayif baskin bir stratejidir.

Simdi de ihaleye konu olan objenin Herdem ve Ayse’ye Ingiliz ihalesi
formatinda sunuldugunu varsayalim. Bu ihalede ihaleyi diizenleyen artan bir gsekilde
fiyat tekliflerinde bulunmaktadir. Her yeni fiyat igin ikisi de ayn1 anda kabul veya
gec (pas gecmek) seklinde karar vermektedir. Bu durum normal Ingiliz ihalesin-
den biraz farkl iinkii normal ingiliz ihalesinde, bir oyuncu bir fiyati gecip digerini
kabul edebilir. Buradaki analizi basitlestirmek igin, bir oyuncu bir kez ge¢ dedi mi
bir daha teklifte bulunamadigini varsayiyoruz. Yani bir oyuncu geg derse ve digeri
kabul ederse, ihale biter, kabul eden ihaleyi kazanir ve o anki (cari) ihale fiyatini
oder. Eger her ikisi de kabul ederse, ihale devam eder. Bu durum, biri ge¢ diyene
kadar devam eder.

Bu ihale her yeni fiyat teklifiyle baglayan yeni altoyunun oldugu bir dinamik
oyundur. Piir strateji kabul ve geg seklindedir. Ihale 10 lira fiyat ile baglar. Her
iki oyuncu da bunu kabul eder, daha sonra 20 lira teklif edilir yine kabul edilir, 30
lira da kabul edilir. Fakat 40 liraya geg¢ildiginde Ayse ¢ekilir ¢iinkii aksi takdirde
negatif fayda elde edecektir. Boylece denge sonucu, Herdem’in 40 fiyatim kabul
etmesi ve ihaleyi kazanmasidir. Bunu Tablo 7.3’ten de gormek miimkiindiir.

Son olarak Hollanda ihalesi formatinda bu oyunun nasil oynandigina bakalim.
Hollanda ihalesinde ihaleyi diizenleyen yiiksek bir fiyatla ihaleyi baglatir. Sonra da
her periyotta fiyat: 10’ar indirerek devam eder. Ihaleye katilanlar yine ayni anda
kabul ve geg hareketlerine sahiplerdir. ilk olarak kabul diyen ihaleyi kazanir ve
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Carifiyat Herdem’in stratejisi Ayge’nin Stratejisi

10 kabul kabul
20 kabul kabul
30 kabul kabul
40 kabul gec
o0 kabul ge¢
60 ge¢ ge¢

Tablo 7.3 ingiliz ihalesinde Nash dengesi

ihale biter. Her ikisinin de kabul etmesi durumunda kazanan yazi-tura ile belirlenir.

fhalenin 100 fiyat: ile basladigim diisiinelim. Fiyat 50’ye geldiginde Herdem
geg diyecek- ki bu fiyat mala verdigi degerin altinda- ¢iinkii fiyatin 40’a diismesini
beklemektedir. Fiyat 40 oldugunda Herdem kabul diyecektir. Fakat bu fiyat Ayse
icin mala verdigi degerin iistiinde oldugundan kendisi ge¢ diyecektir. Yani boylece
mal1 Herdem 40 liraya alacak ve ihale bitecektir. Eger Herdem 40 fiyat1 geldiginde
gec deseydi, 30 fiyatinda her ikisi de kabul diyeceginden ve kazanan yazi-tura ile
belirleneceginden beklenen kazanci %(54 —30) = 12 olurdu. Bu deger 40 fiyatimi
kabul etmesinde elde ettigi kazangtan, yani (54 — 40) = 14 degerinden daha azdir
(bu arada bu ihale i¢in de bir tablo olugturabilirsiniz).

Kisaca tam bilgi altinda dort farkh ihale formatinda, mal ona en fazla degeri
verene gider ve 6denen miktar da tim bu ihalelerde aymidir. Bu sonug aslinda daha
sonra gorecegimiz gelir denkligi teoremidir.

Simdi de yine mala verilen degerlerin ortak bilgi oldugu fakat teklif degerlerinin
siirekli oldugu ihalelerde dengenin nasil bulunabilecegine bakalim.

7.2.2 Siirekli Teklif Degerli Thaleler

i. Kapali-zarfbirinci fiyat ihalesi

Tek ve boliinmez bir obje igin yapilan kapali-zarf ve birinci fiyat ihalesine
bakalim. Bu ihalede n sayida alicinin oldugu, N = {1,2,....n}, ve ahcilann tek-
liflerinin siirekli bir degigsken oldugu birinci fiyat ihalesinde denge teklif degerlerini
bulmaya ¢aligalim. Her oyuncunun teklifi b; olup, A; hareket kiimesinin bir ele-
mamdir, b; € A; C R, . Bu oyun agikga stratejik bir oyundur,

G = (N, (Ai)ien, (ui)ien).
Herhangi bir 7 alicisinin faydasi goyle ifade edilebilir:
wy(b) = v; — b;, egeri =min {j € N : b; € max {by,....b,}}
"7\ 0, aksi takdirde

Burada v;, 2 oyuncusunun degerini géstermektedir ve min operatoriinii, ihaleye
konu olan objenin en yiiksek teklif verenler arasinda en kiiciik indekse sahip olana
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gittigini gostermek igin kullaniyoruz. Bu ihalede v; > vy, > ... > v, > 0
oldugunu varsayalim. Bu yiizden de en yiiksek degere, v, sahip birinci oyuncunun
bu objeyi alacagim gosterelim. Bu da en yiiksek teklifin birinci oyuncu tarafindan
gelmesi demektir, b; € max {by,.....,b, } .

Bu ispati ihaleyi 1. oyuncu diginda bir oyuncunun almasinin sdz konusu ola-
mayacagin gostererek yapabiliriz. Varsayalim ki, ihaleyi birinci oyuncu diginda
bir oyuncu, j # 1, kazansin:

J=min{k € N : by € max {b1,.....bn}}.

a. Eger b; > vy ise, b; > v; olur, bdylece j oyuncusu sifir teklifinde bulunur,
yani ihaleden gekilir, aksi takdirde negatif fayda alir, v; — b; < 0.

b. Eger b; < vy ise, b; < vy olur, bdylece 1. oyuncu b; teklifinde bulunabilir,
ihaleyi kazanir ve v; — b; > 0 kadar fayda elde eder.

1. oyuncunun objeyi aldigim gosterdik. Bu durumda b, teklifinin alacag)
degerlere bakalim. Agik¢a by < v; ve ayni1 zamanda b, > vy olmak zorundadir,
aksi takdirde 2. oyuncu by € (b, v2) teklifinde bulunabilir ve faydasim artrabilir.
Yani kisaca 1. oyuncunun teklif aralig1 b, € [v2, v)] olur.

Sonug olarak herhangi j # 1 igin b; = b; oldugunu gostermeliyiz. Eger
bu durum s6z konusu degilse, 1. oyuncu teklifini azaltarak faydasini artirabilir.
Dolayisiyla denge igin tek aday (by, b2, ....., b, ) olur; ki burada b; € [v2, 1], tiim
J’ler igin b; < b ve herhangi j # 1 igin b; = b;. Boylece bu durumdaki tiim
(b1, ba, ....., by,) degerleri Nash dengesidir.

ii. Kapali Zarf Ikinci Fiyat [halesi

Simdi de yine tam bilgi altinda tek ve boliinmez bir obje igin yapilan kapali
zarf ve ikinci fiyat ihalesi 6rmegine bakalim. Bu ihale tiirii daha ¢ok bilinen ad ile
Vickrey ihalesidir. Yine n sayida alici oldugunu varsayiyoruz, N = {1,2,....n}.
Her bir oyuncu kapali zarf iginde tekliflerini sunar. Teklif verenlerin bu mala atfet-
tikleri degerler sirasiyla vy, vy, . . . v, geklindedir. Bu arada ihaleye katilanlann tek-
lif degerleri ise yine sirayla by, b, . .. .b, ve teklif vektoriini b = (by, ba,. ..., by)
seklinde ifade ediyoruz; tabii burada ¢ = 1,2,....n igin v;,b; € (0,00). Yine
ihaleye konu olan obje en yiiksek teklifte bulunanin olacaktir. Fakat 6demeyi, en
yiiksek ikinci tekliften yapar.

ihaleyi kazanan aliciya, mal tahsis eden fonksiyonu formel olarak soyle ifade
edebiliriz:

Zi(b1,by, ..., bn) =1, egerbi > bj, j=1,...,i— Li+1,.,n
Zi(by,be,....,by) = 0, aksi takdirde

Bu durumda her teklif verenin faydasi soyledir:

u,—(bl, b2, [SPIPINS bn) = Ii(bl,bg, e .,bn)(vi - pi((bl, bg, e .,bn)).
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Burada p;((:1.02.-.... bn)) kazanamin o6dedigi miktan gostermektedir. Bu
ikinci fiyat ihalesi oldugu i¢cin ihaleyi kazanan en yiiksek ikinci fiyattan ddeme
yapar.

Onerme 7.1 Kapali zarf ikinci-fiyat ihalesinde her alicinin mala verdigi degeri
teklif etmesi, yani her alicimin diiriist¢e kafasindaki degeri teklif etmesi,
(b1, 0o, .. .., b,) = (vy,.... , Uy, ). bu oyunun zayif baskin strateji dengesidir.

Ispat. Birinci aliciy: diisiinclim. Mala verdigi deger v; iken teklif degeri b, dir.
Diger alicilar ise by, ....., b, tekliflerinde bulunurlar ve mala verdikleri degerler ise
sirasiyla vy, . .. ., v, dir. Asagidaki durumlaratek tek bakalim:

Durum I. v; > b_; = max(by,...,b,) durumunda asagidaki senaryolara
bakalim:

i. Eger v; > b, > b_; ise, bu su anlama gelir 1. oyuncu ihaleyi kazanan
oyuncudur; bu da faydasimn u; = v —b_; > 0 olacag1 anlamina gelir. Bu yiizden
kafasindaki gergek degeri teklif etmesi durumunda da, b, = v, aym fayday: elde
eder.

ii. Eger v; > b_; > b ise, l.oyuncunun ihaleyi kazanamadigs, dolayisiyla
faydasinin da w; = 0O oldugu anlamina gelir. Fakat eger kafasindaki degeri teklif
etseydi, by = v, ihaleyi kazanabilirdi ve faydasi pozitif olabilirdi.

iii. Egerb; > v; > b_; ise, bu durumda teklifte bulunmak zaten rasyonel
degildir, ¢iinkii teklifini b; = v, diizeyinde tutmasi durumunda da ihaleyi kazanir.
Kisaca eger by = vjise by = vy > b; oldugundan v = v, — b_; > 0 olur.
Bu yiizden eger b, = v; fiyat: teklif edildiginde u; faydasi elde edilen maksimum
faydadir. Dolayisiyla by = v stratejisi 1. oyuncu igin zayif baskin bir stratejidir.
Bagka bir degisle, kafasindaki degerle aym teklif teklifte bulunmak en az diger tiim
stratejiler kadar iyi bir stratejidir.

Durum 2: v; < b_; = max(by, ..., by).

i. Eger by > b_; > v ise, bu su anlama gelir 1. oyuncu ihaleyi kazanan
oyuncudur, fakat elde ettigi fayda negatif olur, u; = v; — b_; < 0. Bu yiizden
teklifini kafasindaki ger¢ek degere ¢ekmelidir, b = v;, bu durumda faydasi en
azindan sifir olur,

ii. Eger b_; > b, > v; ise, 1. oyuncunun ihaleyi kazanamadigi, dolayisiyla
faydasinin da v; = 0 oldugu anlamina gelir. Fakat kafasindaki gercek degeri teklif
etseydi, by = vy, faydasi yine sifir olurdu.

iii. Eger b_; > v; > b ise, yine 1. oyuncu ihaleyi kaybedecektir, bu yiizden
b, = v; teklifinde bulunmasi rasyoneldir.

Sonug olarak her durumda b; = v, teklifi rasyoneldir. Yukandaki analizden
hareketle sunu elde ederiz:

’U.](Ul,bz, ....,b") > (51. ....,bn), Vgl € Sy, Vb, € 52, ., Vb, € S,,.

Kisaca b; = v stratejisi 1. oyuncu igin zayif baskin stratejidir. Aym argiimanlan
kullanarak b; = v; durumunun diger tiim oyuncular igin de gegerli oldugu goriilebilir.
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Bu yiizden (v, .....,un) zayif baskin strateji dengesidir. Yani tam bilgi altinda
ikinci-fiyat kapal1 zarf ihalesinde bir oyuncunun mala verdigi degere esit olan tek-
lifi, diger tiim tekliflerine zayif baskindir. m

Bu durum, Tablo 7.4’te daha net goriilebilir (tablo igindeki degerler i oyun-
cusunun her durum igin fayda diizeyini gostermektedir). Her durumda v; teklifinde
bulunmak zayif baskin stratejidir.

Durum 1
B_i <b b < l_J_i < v (_)—i > U4
i'nin teklifi  b; < v; | v; — b_; 0 0
bi =V; | V; — b—i v; — b_i 0
Durum 2
B_i <b, vy< B_i <b; B_i > b;
ninteklifi b <v; | vi—b_; | vi —b_i(<0) 0
b,‘ =V | V4 — b;i 0 0

Tablo 7.4 ikinci fiyat ihalesinin soyut gsterimi

7.3 Bagimsiz Ozel Degerli Ihaleler

4
Daha 6nceki boliimde herhangi bir ¢ oyuncusunun kendi degeri ve diger oyuncu-

larin degerleri hakkinda tam bilgiye sahip oldugunu varsaymistik. Gergekte bilgi
bigimleri bu kadar miikemmel degildir. Ciinkii genelde her oyuncunun kendi degeri
hakkinda digerlerinin bilmedigi, bagimsiz 6zel bir bilgisi sz konusudur. Bagimsiz
ozel degerli ihalelerin iki 6nemli 6zelligi vardir: (i) Teklif veren herhangi bir ¢
kigisinin bilgisi (sinyalinden) teklif veren diger herhangi bir j kisisinin bilgisin-
den (sinyal) bagimsizdir ve (ii) Teklif veren herhangi bir ¢ kigisinin mala verdigi
deger, teklif veren diger herhangi bir j kisinin verdigi degerden bagimsizdir. $imdi
bagimsiz 6zel bilgi altinda farkl ihale formatlarindaki davraniglara bakalim.

7.3.1 Birinci-Fiyat, Kapah Zarf Ihalesinde Fiyat Teklif Verme
Davramsi

Bir risk-notr satici (yani lineer fayda fonksiyonuna sahip) boliinmez bir mali yine
kendisi gibi risk-notr olan n sayida aliciya ihale yoluyla satmay! amaglamaktadir.
Herhangi bir ¢ alicisinin mala verdigi v; degeri [0, 1] araliginda degerler almaktadr.
Bu degerler, yopgunluk fonksiyonu f;(v;) olan bir F;(v;) dagihim
fonksiyonuna sahiptir. Alicilann mala verdikleri degerlerin birbirinden bagimsiz
oldugunu varsayiyoruz. Yani her alic1 kendi degerini bilmekte fakat diger oyuncu-
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larin degerlerini tam olarak bilmemektedir. Sadece f, ...., f, yogunluk fonksiyon-
lan, saticinin ve alicilarin ortak bilgisi dahilindedir. Bir alici digerlerinin tekliflerini
kapali zarf i¢inde iletmelerinden dolay) goremez. Bunun yerine optimal teklifini,
digerlerinin nasil teklifte bulunacagini olasilik dagilimindan hareketle belirlemeye
¢aligir. Boylece her oyuncu stratejik bir zeminde hareket etmek zorunda kalir. Yani
her bir alicinin fiyat teklifi digerlerinin fiyat tekliflerine baghdir ve her alic1 ayni
anda teklifte bulunmaktadur.

Simdi bu durumda herhangi bir i alicisinin nasil teklifte bulunduguna bakalim.
Alicinin ihaleye konu olan mala verdigi deger v; olsun ve v; veriyken, alicinin
verdigi teklif degeri de b; olsun. Teklif degeri genel olarak 7 alicisinin mala verdigi
degere (v;) bagh oldugundan b;(v;) diye ifade edelebiliriz. Herhangi bir 7 alicisinin
v; € [0, 1] C R4 arahginda degerlere sahip olabilecegini kabul edelim. Dolayisiyla
1 alicisinin teklif verme stratejisi bir teklif verme fonksiyonu olarak ifade edilebilir,
b; : (0.1 — R,. Yani alict mala verdigi olasi her deger igin negatif-olmayan bir
teklif vermektedir.

Oyuncularin teklif stratejilerini biraz tanitalim. Ornegin, mala yiiksek deger
vermek teklifin de yiiksek olacag:i anlamina gelir. Bu yiizden ilgimizi kesin mono-
ton artan teklif-verme fonksiyonlariyla, b;(v;), sinirlandiracagiz. Diger yandan,
alicilann ex-ante simetrik olduklan varsayildigindan ayni degere sahip alicilar ayni
teklifte bulunurlar. Bu varsayimlar, kesin artan teklif-verme fonksiyonlarinda simetrik
Nash dengesi sonucunu bulmamiza imkan verir.

Ihalede teklif veren iki kisi olsun ve bunlan i = 1, 2 ile gosterelim. Teklif veren
1 kigisi i¢in ihaleye konu olan malin degeri v;’dir. Eger ¢ oyuncusu mali alirsa ve
p fiyatin1 oderse, elde etttigi fayda v; — p’dir. Teklif veren iki kiginin mala verdik-
leri degerlerin biribirinden bagimsiz oldugunu ve [0, 1] araliginda homo jen dagihm
gosterdigini kabul ediyoruz. Teklif degerleri negatif-olmayan degerler alir. Teklif
verenler tekliflerini zarf i¢inde ayni anda sunar. Daha yiiksek teklif veren mal alir
ve teklif fiyatin1 6der. Kaybeden ise ne 6demede bulunur ne de herhangi bir sey
alir. Esitlik halinde ise, kazanan yazi-tura ile belirlenir. Tiim bunlar oyuncularin
ortak bilgisidir.

Bu problemi statik Bayesyen bir oyun olarak formiile etmek i¢in, oyuncularin
hareket kiimelerini, tip kiimelerini, inan¢larin1 ve fayda fonksiyonlarini tanimlamamiz
gerekir. Herhangi bir i oyuncusunun hareketi negatif-olmayan teklif degerleridir,
b;. Bu oyuncunun tipi ise mala verdigi degerdir, v;. Bu ihale oyununda, G =
{Al, A2; T, T2; p1, p2; w1, u2}, hareket kiimesi A; = [0,00] ve tip kiimesi T; =
[0, 1] olarak tanmimlanir. Mala verilen degerler birbirinden bagimsiz oldugundan,
i oyuncusu diger oyuncunun degerinin [0, 1] araliginda homojen dagildigina inan-
maktadir. Son olarak ¢ oyuncusunun fayda fonksiyonu sdyledir:

V; — bi, eger bi > bj
wi(br, bosvi,v2) = ¢ (vi — b;)/2, egerb; = b;
0, eger b; < b;
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Bu oyunun Bayesyen Nash dengesini bulmak igin ise, oyuncularin strateji
kiimelerini elde etmekle baglayalim. Statik Bayesyen bir oyunda, daha 6nce be-
lirtildigi gibi bir strateji, tiplerden hareketlere tanimlanan bir fonksiyondur. Yani
1 oyuncusunun stratejisi ¢ oyuncusunun her tipine karsilik gelen teklif degerini
tamimlayan bir fonksiyondur, b;(v;). Bayesyen Nash dengesinde, 1.oyuncunun
by (vy) stratejisi, 2.0yuncunun by (v2) stratejisine verdigi en iyi tepkiyken, 2.0yun-
cunun by(v9) stratejisi, l.oyuncunun b (v, ) stratejisine verdigi en iyi tepkidir. Formel
olarak ifade edersek (b(vy), b(ve)) strateji gifti Bayesyen dengedir ve her v; degeri
igin, b; teklif degeri asagidaki problemi ¢ozen degerdir:

max(vi - bi)Fi(bi > bj('l)j)) + %(vi - bl)Fl(bl = bj(vj)) +0.F;(b; < bj(vj)).

(7.1)

Bu problemi agik bir sekilde ¢c6zmek igin, her iki oyuncu igin de teklif degerleri

(b;) ile mala verilen degerler (v;) arasindaki iligkiyi tanimlamamiz gerekir. Kolaylhk

olsun diye bu iligkinin (yani stratejinin) lineer oldugunu kabul edelim. Varsayalim

ki, j oyuncusu b;(v;) = aj + cjv; stratejisine sahip. O zaman herhangi bir veri

v; igin 7 oyuncusunun en iyi tepkisi agagidaki problemi ¢ozen degerdir (bu yeni
problem (7.1) probleminin yeni durumudur):

nh‘dx(vi —b;)Fi(b; > aj + ¢jvj). (7.2)
Yukarida (7.2)’de ifade edilen optimizasyon problemi, (7.1)’de verilen ifadede F;(b; =
bj(vj)) = O durumunun kullanilmasiyla elde edilmistir. Ciinki b;(v;) = a; +
c¢;v; lineer ve v; homojen dagilim gosterdiginden dotayi, b; de homojen dagilim
gosterir. Bu yiizden bu esitligin gergeklesme ihtimali siirekli bir dagilimda sifirdir.
i oyuncusunun j’nin minimum teklif degerinin altinda teklifte bulunmasi mantikli
degildir ve ¢ oyuncusunun j’nin maksimum degeni iistiinde bir teklifte bulunmasi
yine mantikli degildir, dolayisiylaa; < b; < aj + ;.

Diger yandan homojen dagilimdan hareketle : alicisinin verdigi teklifin j
alhicisindan biiyiik olma olasilig1 soyle ifade edilir:

b,-—aj bi—aj

)=

Fi(bi >aj; + ijj) = E(vj <
¢j Cj

(7.3)

Bu yiizden ¢ oyuncusunun en iyi tepkisi, (7.3)’teki durum da dikkate alinarak (7.2)’
den tiiretilir:
. , S
bi('“i) = { (’U1 + a’])/27 Cger v; 2 aj
aj’ €ger v; < a]-

Eger 0 < a; < 1 ise, v;’nin bazi degerleri igin v; < a; olur. Bu da b;(v;)’nin
lineer olmadig1 anlamina gelir (gergekte once yatay sonra pozitif egimlidir). Lineer
bir denge aradigimiz igin 0 < a; < 1 durumunu devre disi birakinz ve sadece
aj > 1 ve aj < 0durumlan ile ilgileniriz. Fakat ilk durum (yania; > 1) dengede
gerceklesemez ciinkii yiiksek degerli tipin, en az diisiik degerli tip kadar teklifte
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bulunmasinin optimal olmasi igin ¢; > () olmasi gerekir. Fakat a; > 1 durumu,
b;j(v;) > v; oldugu anlamina gelir ki, bu optimal degildir (bunu anlamak igin a; <
b; < aj + ¢; kosulunu hatirlayimiz). Dolayisiyla eger b;(v;) lineerse, a; < 0
durumuna sahibiz demektir. Bu durumda b;(v;) = (v; + a;)/2 olur, dolayisiyla
a; = aj/2vec; =1/2°dir.

Ayni analizi ¢ oyuncusunun b;(v;) = a;+ c;v; lineer stratejisine sahip oldugunu
varsaydigimizda, j oyuncusu igin de tekrarlayabiliriz. Benzer olarak su sonuglarn
elde ederiz: a; < 0, a; = a;/2 ve ¢c; = 1/2. Bu iki sonucu birlestirdigimizde sunu
elde ederiz: a; = a; = 0 ve ¢; = ¢; = 1/2, yani b;(v;) = v;/2 . Boylece Bayesyen
Nash dengesini bulmus oluruz.

Bu durumu daha agik ve spesifik bir 6rnek iizerinden incelemeyedevam edelim.

Ornek 7.1

Oyunculann ihaleye konu olan objenin degerinin v > 0 alt limiti ile T iist
limiti arasinda oldugunu bildiklerini varsayalim. Ayni zamanda her alicinin bo ob-
jeye verdigidegerin [v, 7] arahiginda homo jen dagildigini varsayalim. Yani kisaca @
alicisi, j alicisinin sahip oldugu v; gercek degerinin, yogunluk fonksiyonun agagida
verilen bir rassal degigsken oldugunu biliyor:

L —
. = v-u’ egery<v<"
fi(v) { 0,  aksi takdirde

Diger bir degisle, i alicisi v; degerinin en fazla v kadar olma olasihgim soyle
hesaplamaktadir:

" 0, egerv<u
Fi(v; <v) = / f()dt = ===, eperv <v <7
e 1, eferv>7T

Alcilann tekliflerinin agagida verilen optimal kosulu saglamas: gerektigi
agiktir (her iki alicinin minimum teklif degerleri malin minimum ve maksimum
degerleri arasinda olmaldir):

v<by(v) <o vew < bi(v) <.

Her iki alic1 da birbirinin degeri hakkinda simetrik bilgiye sahip oldugundan, op-
timal stratejilerini secerken ayni mantig1 kullanirlar. Buna gore ihalede dengenin
agagidaki gibi lineer ve simetrik oldugunu iddia edelim:

b 1 +1
= - =V,
1 22 211,
1 1
by = = -9,
2 22+2U2
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Simdi ihaledeki denge tekliflerinin yukarida iddia ettigimiz gibi oldugunu
gosterelim. Oyun simetrik oldugundan, sadece bir alicinin problemiyle ilgilen-
mek yeterlidir. Bunun igin de ilk dnce 1. alicinin kazanma olasihigin1 bulmakla
baglayalim. 1. alci igin vy degeri, [v,v] arahginda homojen dagilan rassal bir
degiskendir. Bu yiizden 1. alicinin kazanma olasihigini $dyle ifade ederiz:

1 1
F (b > b;) = Fi(b > §Q+ 51)2)

0, egerb; < v
Fi(va < 2by —v) = ¢ 2078 egery < by < 3(v+7)
1, egerby > 3(v + )

Euy(bylb2)

}

F Eu, |
Fy(by> by)

Y v4vy Y+V & v b;
2 2
(b)

Sekil 7.1

¢

Diger yandan v, degeri homojen dagihima sahip oldugundan her iki alicinin da
ayn teklifi verme olasiligs sifirdir:

1 1
Fi(hh = b2) = Fl(bl ==-v+ —’Uz) =Fi(va=2b —uv) =0.

2 2
Bu da sunu ima eder:
0, eferb) < v
Euy(by | b3) = (v1=by)Fy(by > b3) = { Z0=21=b) "eery < by < L( +7)
v — by, eger by > 3(v + )

Bu fonksiyonunun grafigi ise Sekil 7.1(b)’de gosterilmektedir. Beklenen fayda
fonksiyonu, Eu; (b | b3), [Q, %(y + 5)] kapali araliginda maksimum bir deger alir.
Bu da fayda fonksiyonun b; degerine gore birinci deger kosulundan bulunur:

* 2 N 1 1
Eul(by | b3) = ﬂ(vl ~2b14+2) = 0= b = su+ sun.
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Simetrik yapidan dolayr 2.oyuncunun teklif fonksiyonu da benzer yapidadir,
by = v+ %Ug. Sonug olarak (b3(vz),b%5(vy)) lineer teklif verme ¢ifti yukanda
iddia edildigi gibi bu ihalenin Nash dengesidir.

Birinci-fiyat [halelerinin Genel Modeli

Yukanda verilen lineer teklif verme stratejileri yerine daha genel bir teklif
verme fonksiyonu ile once iki kisilik bir ihaleye, sonra da n sayida alicinin oldugu
bir ihalede dengenin nasil bulunacagina bakalim. Elde edecegimiz sonucu simdiden
bir 6nerme olarak ifade edelim.

Onerme 7.2 Eger n tane alict F gibi bir ortak dagiim fonksiyonundan ¢ekilen
bagimsiz izel dederlere sahiplerse, birinci-fiyat kapali zarf ihalesinde, ihale teklif
denge fiyati asagidaki gibidir:

1 v
b*(v) = W/u z(dF(z))" L.

Ispat. Simdi bu 6nermeyi ispatlayalim. Once iki alicinin daha genel bir teklif
fonksiyonunasahip oldugu duruma bakalim. Oyunculann teklif fonksiyonlan, b(.),
siirekli artan ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Veri v; degeri i¢in, ¢ oyuncusu-
nun optimal teklifi, b;, agsagidaki problemi ¢6zen degerdir:

ma.x(vi - bz)E(bz > b('l)])) (74)
Teklifi b; olan j oyuncusunun mala verdigi degeri b~!(b;) seklinde ifade
edebiliriz. Yani eger teklif fonksiyonu b; = b(v;) ise, ters fonksiyondan hareketle
b, teklifine kargilik gelen degeri, b~!(b;) = v; seklinde yazanz. Burada v; degeri
[0, 1] arahiginda homo jen dagilima sahip oldugundan, 7 oyuncusunun j oyuncusun-
dan daha yiiksek bir teklif verme olasiifn soyle ifade edilir:

Fi{bi > b(vj)} = F{b7'(b:) > v} = 07" (bs).

Dolayisiyla 7 oyuncusunun (7.4)’te ifade edilen optimizasyon probleminden sunu
elde ederiz:

—b71(b;) + (vi — bi)ib“(bi) =0.
db;
Bu birinci dereceden kosul, i oyuncusunun veri v; degeri i¢in j oyuncusunun b(.)
stratejisine verdigi en iyi tepki fonksiyonunun ortiik halidir. Eger b(.) stratejisi
simetrik Bayesyen Nash dengesi ise birinci dereceden kosulun verdigi ¢oziim b(v;)
olmalidir. Yani ¢ oyuncusunun mala verdigi olasi herdeger i¢in, ¢ oyuncusu j oyun-
cusunun bu stratejiyi oynadigimi veri aldiginda b(.) stratejisinden sapmayacaktir.
Bu gerekliligi empoze ettigimizde yani b; = b(v;)’yi birinci dereceden kosulda
yerine koydugumuzda, sunu elde ederiz:

5 (b)) + (01— bi(09) b (Bu(w8) = .

341



Dikkat edilirse, b= (b(v;)) basitge v;’dir. Dahasi d{b~ ' (b(;))} /db; = 1/V(v;)dir.
Yani d{b~1(b;)}/db; ifadesi bize i oyuncusunun bir birim teklif artiginda bulunmak
i¢in degerinden ne kadar degisiklik yapmas: gerektigini gostermektedir. b’(v;) ise
verilen teklifin, degerdeki bir birim degisime gore nasil degistigini gosterir. Yani
b(.) degeri asagida verilen birinci dereceden diferansiyel denklemi saglamaldir:

1
—v; + (v; — b(vi))m =0.

Bu denklemi yeniden diizenleyerek ifade edelim:
b (vi)v; + b(v;) = v;. (7.5)

(7.5) diferansiyel denkleminin sol-tarafi kolayca goriilebilecegi gibi d{b(v;)v;}/dv;
ifadesidir. Bu yiizden denklemin her iki tarafinin integralini alirsak sunu elde
ederiz:

1.
b(vy)v; = 51)5 +C.

Burada C integral katsayisidir. C degerini elemine etmek igin bir sinir kogulu
tammlamaliyiz. Bunun igin de sunu kullanabilirz: Higbir oyuncu degerinden daha
fazla bir teklifte bulunmasin. Yani her v; igin b(v;) < v; olmasini istiyoruz ve
ozellikle b(0) < 0 olmasin istiyoruz; teklifler negatif olamayacagindan, (0) = 0
olur. Dolayisiyla b(v;) = v;/2 olur.

Simdi yine genel bir teklif verme fonksiyonu igin oyuncu sayisinin n oldugu bir
ihalede alicilarin davraniglarina bakalim. Daha 6nce oldugu gibi, ¢ oyuncusunun v;
degeri igin teklifi b; = b;(v;) olsun. Simetrik bir dedgede, her 7 oyuncusu igin
b; = b durumuna sahip oluruz. Yine teklif verme fonksiyonunun, b(-), monoton
artan bir fonksiyon oldugunu varsayalim (daha yiiksek d‘eQerlere sahip olanlar daha
yiiksek teklifte bulunurlar).

Her oyuncu diger oyuncularin degerleri hakkinda kesin bilgiye sahip olmadigindan,
teklif verme fonksiyonunu (b(-)) bilse bile sunacag teklif konusunda belirsizdir.
Olasilik fonksiyonu, G(b), veri b igin her oyuncunun teklifinin en fazla b olma
olasiligim gostermektedir. Teklif fonksiyonu b’nin artan bir fonksiyon oldugu
varsayimi altinda, bir oyuncunun verdigi teklifin en fazla b olmasi, bu oyuncunun
degerinin en fazla b=!(b) oldugu anlamina gelir. Buna gore G (b) olasilik fonksiy-
onunu $oyle ifade edebiliriz:

G(b) = F{v <b ! (b)} = F(b~' (b))

Teklifi b olan ve v degerine sahip bir oyuncunun beklenen faydasi, diger tim
oyuncular b(-) teklif verme fonksiyonuna gore davrandiklan zaman goyledir:

(v — b)F {b en yiiksek teklif} . (7.6)

Yukanda (7.6)'da ifade edilen F {b en yiiksek teklif} olasilig1, diger (n—1) alicinin
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tim degerlerinin ’den az olma olasihigina esittir, bu da (G(b))" ! demektir. Dola-
yisiyla (7.6) ifadesinde belirtilen beklenen fayda soyle yazilabilir:

(v = b)(G(b))" 1. (1.7)

Herhangi bir oyuncunun her tipi igin en iyi tepki fonksiyonunu diigiinelim.
Diger tiim oyuncularin b(-) teklif verme fonksiyonu veri alindiginda, degeri v olan
bir oyuncunun optimal teklifi b*(v) ile gosterilsin. Bu teklif de (7.7) ifadesindeki
beklenen fayday: maksimize eden degerdir (yani (7.7)'de ifade edilen beklenen fay-
danin ’ye gore tiirevinin sifir olmasim saglayan degerdir):

—G(b*)" " + 0 = b*)(n — 1)G(b*)"2G'(b*) = 0. (1.8)

Bu ihalede (b, ...... , b*) teklif profilinin Nash dengesi olmasi igin, her oyuncu
b*(v) tepki fonksiyonuna gore hareket ettigi zaman, her v degerine sahip bir oyun-
cunun en iyi tepkisi tam anlamiyla b*(v) olmak zorundadr.

Simdi G(b) tamimindan hareketle,

G(b*(v)) = F(b* (b*(v)) = F(v)

iligkisini tiiretebiliriz ve herhangi bir b i¢in sunu yazabiliriz:

F'(b='(b))

"0) = /(b7 )b () = e
Dolayisiyla G'(b*(v)) = F'(v)/b*(v)'dir. Yani (7.8) denkleminden b* denge
teklif verme fonksiyonunun agagidaki denklemi saglamas: gerektigini elde ederiz:

—(F)" '+ (v = b*(v))(n = 1)(F(v))"2F'(v)/b"(v) = 0
veya
b* (W) (F(v))* ! + (n = 1)b*(v)(F(v))" 2F' (v) = (n — D)u(F(v))""2F'(v).

Bu diferansiyel denklemin sol tarafi, dikkat edilirse b*(v)(F(v))™~! ifadesinin
v’ye gore tiirevidir. Yani her iki tarafin da integralini alirsak sunu elde ederiz:

v

5 EEE) = [ (= Da(F @) F @)

= v(F(v))* ! - / (F(z))" 'dz. (7.9)

v

Dikkat edilirse, ikinci satin kismi integral metodunu kullanarak elde ettik. Dolayisiyla
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(7.9) denklemini diizenlersek sunu elde ederiz:

‘ [2(F (@) ds
b*'(v)=v - “FE)r T

Bu ifadeyi de daha derli toplu ifade edersek:

b*(v) = GO /U z(dF(z))" L. (7.10)
[ ]

7.3.2 Hollanda ihalesinde Teklif Verme Davrams

Hatirlanacag gibi Hollanda ihalesi agagi dogru, birinci fiyat ve sozlii bir ihaledir.
Bu yiizden Hollanda ihalesinde, her alicinin verecegi tek bir karar vardir: Mali
almak igin hangi fiyatta elimi kaldirmaliyim? En yiiksek fiyati veren ihaleyi kazanir
ve bu fiyat1 6der. Sonug olarak, teklif verme yerine fiyat: koyarsak goriiriiz ki bu
ihale birinci-fiyat ihalesine denk bir ihaledir. Sonug olarak:

Onerme 7.3 Egern sayda alici ortak bir F dagilim fonksiyonundan ¢ekilen bagimsiz
ozel degerlere sahipse, Hollanda ihalesindeki denge birinci-fiyat ihalesindeki fiy-
atla aymidir:

1 v o
b‘(’l)) = (F—(’U)F_/T_] (F(l')) ’ld.’L'.

Yani bir alicinin degeri v ise, bu Hollanda ihalesinin simetrik Nash dengesi
b*(v) demektir. Dahasi bu, tek simetrik Nash dengesidir. Buradan hareketle
birinci-fiyat ve Hollanda ihaleleri satic1 igin ex-post (yani gergeklesen vy, ....,Un
degerleri igin ) ayn1 gelini saglar.

7.3.3 Ikinci-Fiyat Kapah Zarfli Ihalesinde Teklif Verme Davrams

Simdi de bagimsiz 6zel degerlerin oldugu bir ihale ortaminda ikinci-fiyat teklif-
verme davramgini inceleyelim. Alicilarin degerleri belirli bir yogunluk fonksiy-
onundan gelmektedir.

Herhangi v; degerli bir i alicisi diisiinelim. b_; diger alicilar tarafindan sunulan
en yiiksek teklif degeri olsun. b_; degeri 7 ahcisi tarafindan bilinmez giinkii
teklif zarf icinde sunulmaktadir. Eger ¢ alicisi ihaleyi kazanan kisi olsaydi, bu onun
en yiiksek teklifi verdigi anlamina gelirdi. Dolayisiyla b_; teklifi de en yiiksek-
ikinci teklif olurdu. Sonug olarak i alicisi ihaleye konu olan mal igin b_; kadar
O0demede bulunacaktir. Yani aslinda ¢ alicisinin 6deyebilecegi maksimum fiyat,
diger alicilann sundugu maksimum tekliftir, b_;.

Burada 7 alicisinin mala verdigi deger v; oldugundan, eger bu deger digerlerinin
en yiiksek tekliflerinden yiiksek ise ihaleyi kesin kazanir, yani v; > b_;; fakat eger
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v; < b_; ise kesin kaybeder; ve eger v; = b_; ise kazanmakla kaybetmek arasinda
kayitsiz kalr. Burada sorun, i ahcisinin b_; degerini bilmemesi durumunda, v; >
b_; oldugunda kazanmayi, v; < b_; oldupunda ise kaybetmeyi garanti altina alacak
sekilde teklifte bulunup bulunmayacagidir? Bunu da ancak kafasindaki »; degerini
teklif etmekle yapabilir.

Dolayisiyla eger v, teklifi en yiiksek teklifse ¢ alicisi kazanir ve elde ettigi fayda
pozitiftir, v; — b_; > 0. Fakat eger kaybederse, yani v; < b_; ise. alacag fayda sifir
olur. Sonug olarak, diger alicilarin tekliflerinden bagimsiz olarak kendi degerini
teklif etmesi ona en yiiksek fayday: saglar. Ciinkii kendi degerinin altinda tek-
lifte bulunmas, ihaleyi kazanabilecekken kaybetmesine ve kendi degerinin iistiinde
bir teklifte bulunmas: ise ihaleyi kazanma riskinin (bu durumda fayda negatif)
dogmasina neden olacaktir. Kisaca su 6nermede bulunabiliriz.

Onerme 7.4 Egern sayida alici ortak bir F dagilim fonksiyonundan ¢ekilen bagimsiz
ozel degerlere sahipse, her alicinin kendi degerini teklif etmesi, ikinci-fiyat ve kapali-
zarf ihalesindeki tek zayif baskin strateji dengesidir.

7.3.4 Ingiliz Ihalesinde Teklif Verme Bicimi

Daha 6nce gordiigiimiiz ihalelerin tersine, Ingiliz ihalesinde bir alicinin verecegi
cok sayida karar mevcuttur. Omegin fiyat diisiik oldugunda, diger tiim oyuncular
heniiz ihaleden gekilmemigken, hangi fiyattan ¢ekilmek gerektigine karar vermek
zorundadir. Diger bir alic1 ihaleden gekildiginde hangi fiyattan ¢ekilecegine karar
vermek zorundadir ve bu boyle devam eder gider. Buna ragmen, ingiliz ve ikinci-
fiyat ihaleleri arasinda yakin bir iligki vardir.

Ingiliz ihalesinde, ikinci-fiyat ihalesinde oldugu gibi, bir alicinin baskin strate-
jisi fiyatin mala verilen deger ile aym olmasi durumunda ihaleden ¢ekilmesidir.
Bu durum ihalede kalan diger alicilardan bagimsiz olarak ortaya ¢ikar. Bunun
sebebi agiktir: Herhangi bir 7 alicisi sahip oldugu v; degeri ile, oyunun tarihi ve
mevcut fiyatin p < v; oldugu veri aldiginda, ihalede biraz daha kalmanin yani
ihale fiyatinin v; degerini yakalamasini beklemenin gekilmekten daha iyi oldugunu
diigiiniir. Boyle yapmakla en kotii ihtimalle olacak sey, fiyat gercekten kendi degerine
ulagtiginda ¢ekilmektir. Bu durumda da faydas: sifir olacaktir. Yani ¢ alicisi ihalede
kalarak daha iyi bir durumda olabilecektir ¢iinkii v; degerinden daha diisiik bir fiy-
atla mal alma imkanina sahip olacak ve pozitif bir fayda elde edecektir. Kisaca su
onermede bulunabiliriz.

Onerme 7.5 ingiliz ihalesinde n tane alicinin sahip oldugu bagimsiz iizel degerler;
F gibi ortak bir dagilimdan geliyorsa, herhangi bir © alicisinin teklifi, ihale konusu
olan objeye verdigi deger (v;) ile ayni oldugunda alicinin ihaleden ¢ekilmesi zayif
baskin teklif verme stratejisidir.

Acikca bu tanimdan hareketle, mala en yiiksek degeri veren alic1 ihaleyi kazanr.
Bu alicimin ddeyecegi fiyat ise ihalede en son kalan diger rakibin ddeyecegi fiyattir.
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Kalan son kigi de mala ikinci en yiiksek degeri veren alicidir. Bu alici da diger tim
alicilar gibi, fiyat malin degerine vardiginda ihaleden gekilenlerden biridir. Sonug
olarak, ihaleyi mala en yiiksek degeri veren alict kazanir ve ddedigi fiyat ise ik-
inci en yiiksek degerdir. Bu yiizden Ingiliz ihalesinin sonucu ikinci fiyat ihalesi
ile aymidir. Dolayisiyla ozellikle ingiliz ve ikinci-fiyat ihaleleri bir satici igin aym
geliri kazandirr.

7.4 ihalelerde Gelir Karsilastirmalar:

Bu boliimde yukanida verdigimiz ihale tiirlerinde ortaya gikan satici gelirlerini
kargilagtiralim. Daha dnce belirttigimiz gibi ikinci-fiyat ihalesinde saticiya en yiiksek
ikinci fiyat ddendiginden, bu ihalenin satici igin birinci-fiyat ihalesine gore daha
diigiik bir gelir yaratacag: beklenebilir. Fakat gergekte boyle midir? Buna bir
bakalim.

ikinci-fiyat ihalesinde satic1 igin daha diigiik bir gelir beklentisi aslinda 6nemli
bir konunun ihmal edilmesinden kaynaklanmaktadir: Her iki ihalede alicilar farkh
davranir. Birinci-fiyat ihalesinde alici ihaleyi kazanma olasihgim artimak igin
fiyatin1 yukar tagimak ve kazandiginda ise daha diigiik bir 5demede bulunmak igin
de teklif fiyatim agag1 gekmek gibi bir motivasyona sahiptir. ikinci-fiyat ihalesinde
ise bu ikinci etki yoktur. Ciinkii alic1 ihaleyi kazandig1 zaman, kendi teklifinden
bagimsiz bir ddemede bulunur. Boylece alicilar ikinci-fiyat ihalelerinde birinci-
fiyat ihalelerine gore daha agresif teklifte bulunurlar. Bu yiizden, ikinci-fiyat ihalesi
satici igin, birinci-fiyat ihalesine gore daha fazla kazang saglama sansina bile sahip-
tir. Bu yiizden ahic1 teklif verme davranmiginin ihale fdrmatiyla degistigini kabul
ettigimizde, hangi ihalenin saticiya daha fazla gelir saglayacag: sorusunun cevabi
agik degildir.

Birinci-fiyat ve Hollanda ihaleleri ve ikinci-fiyat ve Ingiliz ihaleleri de aym
ex-post gelir (ihale sonrasi gelir) sagladiklarindan dolayi, geriye birinci ve ikinci-
fiyat ihalelerinin kargilagtirlmasi kalhir. Agikga, bu iki ihale tiirii ex-post anlamda
ayni geliri iiretmek zorunda degildirler. Omnegin, en yiiksek deger gok yiiksekse ve
ikinci-en yiiksek deger de oldukga diisiikse, birinci-fiyat ihalesi ikinci fiyat ihalesin-
den dahafazlagelir saglayacaktir. Diger yandan, birinci ve ikinci en yiiksek degerler
birbirine yakin olduklarinda, ikinci-fiyat ihalesi birinci-fiyat ihalesinden daha fazla
gelir saglar.

Tabii buradaki problem saticimin, alicilarin mala verdikleri degerleri
bilmemesi ve dolayisiyla kendisine en yiiksek geliri saglayacak ihalenin hangisi
olacagin bilememesidir. Fakat alicilarin tekliflerinin mala verdikleri degerlerin
bir fonksiyonu oldugunu ve alicilarin degerlerinin dagilimini bilmek, saticinin her
ihaleden beklenen geliri hesaplamasina imkan verir. Yani soru hangi ihalenin en
yiiksek beklenen geliri sagladigidir; birinci veya ikinci-fiyat ihalesi mi?

Birinci ve ikinci fiyat ihalelerini kargilagtirmak igin burada alicilarin simetrik
oldugu varsayiminda bulunuyoruz. Daha dnce ifade ettigimiz gibi, her alicinin
ortak yogunluk fonksiyonu f(-) ve ilgili dagihm fonksiyonu F(-)’dir. ilk 6nce

346



birinci-fiyat ihalesinden ortaya ¢ikan beklenen geliri R, ile gosterelim. Bu ihalede
en yiiksek teklifi veren ihaleyi kazanacagindan ve en yiiksek degere sahip alici en
yiiksek teklifi sunacagindan dolayi, eger v degeri n sayida alic1 arasinda en yiiksek
deger ise, saticinin geliri b(v) olacakur. Eger en yiiksek v degeri, g(v) yogunluk
fonksiyonuna gore dagilim gosteriyorsa, saticinin beklenen geliri soyle yazilabilir:

1
R = /b(r)g(’u)d'v.
0

Alic1 sayisinin n oldugu bir ihalede en yiiksek degerin v olma olasihg F(v)’dir.
Dagilim fonksiyonunun tiirevi bize yogunluk fonksiyonunu verdiginden, [F"(v)] =
n f F*~dir. Bu yiizden yogunluk fonksiyonu f ve dagihm fonksiyonu F olan
n tane bagimsiz rassal degiskenin maksimum degerlerinin yogunluk fonksiyonu
g = n f F* ! oldugundan, yukandaki beklenen gelir soyle yazilabilir:

1

R, = ’Il/b(’l))f(U)Fn_l(U)dU. (7.11)

0

Daha 6nce gordiigiimiiz gibi, ikinci-fiyat ihalesinde, her teklif veren kisi kafasindaki
degeri teklif ettiginden, satic1 n sayidaki alic1 arasinda ikinci-en yiiksek degeri alir.
Boylece eger h(v) ikinci-en yiiksek degerlerin yogunluk fonksiyonu ise saticinin
ikinci-fiyat ihalesinde beklenen geliri, 25 ise soyle yazilabilir:

1
Ry = /vh(v). (7.12)
0

Burada eger f(v) yogunluk fonksiyonuna olasilik gibi davranirsak, belirli bir alicinin,
v degerine sahip olma olasihgim f(v) diye diisiinebiliriz. Diger yandan, kalan
diger n—1 alicidan sadece birinin degerinin bu degerden, v, biiyiik olma olasiliginin
(n—1)F"2(v)(1 - F(v)) olduguna dikkat ediniz. Sonug olarak bu belirli degerin
v olma ve bunun da ikinci en-yiiksek deger olma olasiligi (n—1) f (v) F"~2(v)(1—
F(v))'dir. Bu arada n tane alici oldugundan ikinci en yiiksek degerin v olma
olasihgi n(n—1) f(v)F*~2(v)(1— F(v)) olur. Bu yiizden ortak yogunluk fonksiy-
onu f ve dagilim fonksiyonu F' olan n tane bagimsiz rassal degiskenin ikinci en
yiiksek degerlerinin yogunluk fonksiyonu, b = n(n—1) F"~2f(1— F) oldugundan
yukaridaki beklenen gelir fonksiyonu (7.12) soyle yazilabilir:

1
Ry =n(n-1) /UF" 2(v)f(v)(1 = F(v))dv. (7.13)
0
Simdi de bu iki ihaledeki beklenen gelirleri kargilagtirahm. (7.11) ve (7.13) den-
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klemlerinden hareketle ve (7.10) ifadesini de kullanarak, asagidaki iligkileri tiiretiriz:

1

1T
R, = n—1 T n—1
1 n/ i) / zdF"™ (x) | f(v)F™ " (v)dv
0 0
1 v

=n(n—l)/ /IF" 2(x)f(z)dz | f(v)dv

1 v

=un=1) [ [F" @) @)1 (w)dsdo
0] ()1

—an-1) [ [pF2@) f(@)f(v)ldvda
/]

1

=n(n - 1)/3:F"_2(1:)f(;1;)(1 — F(z))dz = Ra.
0

Burada dérdiincii esitlik integral almada siranin degistirilmesinden (yani dzdv’den
dvdzx’e yapilan degisiklikten) tiiretilmigtir. Son esitlik de (7.13) denkleminden
tiiretilmigtir.

Bu durumu somutlagtimak igin her alicinin degerinin [0, 1] araliginda homo-
jen (uniform) dagildig, bu yiizden de F(v) = v ve f(v) = 1 oldugu bir durum
diigiinelim. Bu durumda birinci-fiyat ihalesinde beklenén gelir sudur:

1 1

I &0 =n/b(v)f(v)F"_1(v)dv=n/ [v— _] =1 (y)dv

0 0

1
-1
n(n —1) /U v)dv = n
n+1
0

Ikinci-fiyat ihalesinde ortaya ¢ikan beklenen deger ise soyle ifade edilir:

Ry=n(n—-1) [ vF"%(v)f(v)(1 — F(v))dv

=nn-1) [ V"7 (1 —v)dv
0
1 1 n—1
= -1 —_— —
n(n )[n n+1] n+1



Kisaca goriildiigii gibi, birinci ve ikinci-fiyat ihaleleri ayn1 diizeyde beklenen
gelir yaratirlar. Bu durum, alicilarin mala verdikleri degerlerin ortak dagilimindan
bagimsizdir. Yani dagilim ne olursa olsun her iki ihale de aymi geliri iiretir. Sonug
olarak: Eger n sayida alicinin bagimsiz 6zel degerleri ortak bir dagihmdan (F’)
cekilirse, dort ihale tiirii de (birinci-fiyat, ikinci-fiyat, Hollanda ve ingiliz ihaleleri)
satici i¢in ayni diizeyde beklenen gelir iiretir.

7.5 Cifte Ihale

Su ana kadar gordiigiimiiz bagimsiz 6zel degerli ihalelerde sadece alicilar birbir-
lerinin degerleri hakkinda eksik bilgiye sahipti. Simdi hem alicinin hem de saticinin
kendi degerleri hakkinda 6zel bilgiye sahip oldugu bir durumla ilgilenecegiz.

Cifte ihale denen bu ihalede hem alic1 hem de satic1 kargilikli olarak ayn1 anda
teklifte bulunurlar. Satici ve alici es anli olarak sirasiyla p, ve py fiyatlarini sunar.
Eger alicinin sundugu fiyat saticininkinden yiiksek ise, p, > ps, ticaret gergeklesir
ve uygulanan fiyat iki fiyatin ortalamasi seklindedir yani p = (p» + Ps)/2; eger
Pb < s ise ticaret gerceklesmez.

Ahcinin, saticinin mali igin bigtigi deger v, iken saticimin kendi malina verdigi
deger ise v,'dir. v, ve vy degerleri 6zel bilgidir ve [0, 1] arahginda bagimsiz ve
homojen (uniform) dagihmlardan geldikleri varsayilmaktadir. Eger alict mah p
fiyatina alirsa, alicimin faydasi v, — p; eger ticaret gerceklesmezse alicinin faydasi
sifirdir. Eger satict malin p fiyatina satarsa, saticinin faydas1 p — vs’dir. Fakat
ticaret gergeklesmezse saticinin bu durumdaki faydasi sifirdir.

Bu statik Bayesyen oyunda, alicinin py(vp) stratejisi alicimin mala verdigi her
deger igin teklif edecegi fiyati belirler. Benzer gekilde, saticimin stratejisi ps(vs),
satictnin mala verdigi her deger igin talep ettigi fiyati belirler. Simdi
{ps(vs), ps(vs)} strateji ¢iftinin bir Bayesyen Nash dengesi oldugunu gosterelim.

Her v, € [0, 1] igin py(vs) asagidaki problemi ¢ozen degerdir:

po + E(ps(vs) | Po > ps(vs))

max |vp — Pr{(py > ps(vs)}, (7.14)
Py 2

burada E(p,(vy) | pp > ps(vs)) saticimin fiyat talebinin alicinin teklif fiyatindan
(pp) daha az olma kosulu altinda, saticinin talep edecegi beklenen fiyati gosterirken,
Pr{(p» > ps(vs)} ifadesi ise saticimin fiyat talebinin alicinin teklif fiyatindan (py)
daha az olma olasiligin1 gosterir.
Her v, € (0, 1] igin ps(vs) ise asagidaki problemi ¢ozen degerdir:
Ps + E(po(vs) | po(v) 2 ps)

max 5 —vs| Pr{ps(vs) = s}, (7.15)
Ps

burada E(ps(vs) | pe(vs) > Ps), alicinin yapacag teklifin saticinin talep ettigi
fiyattan (p,) biiyiik oldugu bilindiginde, alicinin beklenen fiyat teklifini gosterirken,
Pr{py(vy) > ps} ifadesi alicinin yapacag teklifin saticinin talep ettigi
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fiyattan (p,) biiyiik olma olasiligin1 gosterir.

Bu oyunun ¢ok sayida Bayesyen Nash dengesi vardir. Fakat ticaretin tek bir
fiyatta gerceklestigini (eger gerceklesirse) yani ihalenin tek-fiyat dengesinin oldugunu
diigiinelim. Herhangi :r € [0.1] igin alicinin stratejisi, eger v, > i ise x teklifinde
bulunmak, aksi takdirde sifir teklifinde bulunmak olsun. Saticinin stratejisi ise eger
vy < x ise :r talep etmek, aksi takdirde 1 talebinde bulunmak olsun. Alicinin
stratejisi veri alindiginda, saticinin se¢imi x degerinde ticaret yapmayi tercih et-
mek veya etmemek seklinde olacaktir. Boylece saticinin stratejisi aliciya verilmig
en iyi tepkidir ¢iinkii z’de ticaret yapmay1 yapmamaya tercih eden saticilar boyle
davranirlar. Benzer olarak alicinin stratejisi saticiya verilen en iyi tepkidir. Boylece
bu stratejiler gercekten bir Bayesyen Nash dengesidir.

Simdi de cifte ihalenin lineer Bayesyen Nash dengesini tiiretelim. Fakat
sunu unutmayalim: Lineer Bayesyen Nash dengesinin olmasi i¢in oyuncularin
stratejilerinin lineer olmasi gerekmez. Lineer dengenin ilging bazi 6zelliklerinden
dolay1 dengenin lineer olmas: yeterlidir.

Saticinin stratejisi ps(vs) = as + ¢sv, olsun ve p, degeri (e, as + c5) arahinda
homo jen dagilsin. Dolayisiyla (7.14) agagidaki gibi olur:

as+1)b}] Db — Qs

1
max [vb - = {pb + 5 c
S

Py 2

Bu ifadenin birinci dereceden kosulu ise agagidaki iligkiyi verir:
2 1
Py = §Ub + g(ls. / (716)

Eger satici lineer bir strateji izlerse alicinin en iyi tepki fonksiyonu da lineer
olacaktir. Benzer olarak, alicimin stratejisi py,(vp) = ap + cpvp olsun ve py, degeri de
(ap. ap + cp) aralipinda homojen dagilsin. Béylece (7.15) suna doniigiir:

1 M , + ¢ + ¢p — Py
max |= {p, 4 et @tal N @BFBTPsy
ps |2 2 Cp

Bu ifadenin de birinci dereceden kosulu su iligkiyi verir:

2 1
Ps = §1JS + §(ab + (!b). (7.17)
Dolayisiyla eger alict lineer bir strateji izlerse, saticinin de en iyi tepkisi
lineer olacaktir. Eger oyuncularin lineer stratejileri birbirine en iyi tepkilerse, (7.16)
denkleminden goriilecegi gibi ¢, = 2/3 ve a;, = a,/3 , ve (7.17) denkleminden
goriilecegi gibi ¢, = 2/3 ve a; = (ap + ¢p)/3’tiir. Bu yiizden lineer denklem
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stratejileri $oyledir:

2 1

Po(vs) = 30 + TR (7.18)
2 1

ps(vs) = §v"‘ + T (7.19)

Bu lineer denklem stratejileri Sekil 7.2’de gosterilmektedir.
Ps:Pp

1k

1/4

Cifte ihalede ticaret ancak p, > ps durumunda gergeklestiginden dolayi, yu-
karidaki iki lineer denge stratejisini ((7.18) ve (7.19)) kullanirsak, ticaretin lineer
dengede ancak v, > v + 1/4 ise gergeklestigini goriiriiz.

7.6 Ortak-Deger Ihaleleri

Ortak-deger ihalelerinde: (i) ihaleye konu olan objenin gergek degeri tiim oyuncu-
lar i¢in aynidir (bu yiizden ortak-deger denir) ve (ii) alicilar objenin degerine ait
bilgiyi sinyaller yoluyla alirlar. Bu ihalelerde alicilar arasindaki temel fark, ihaleye
konu olan mala fakl degerler vermeleri degil, malin degeri hakkinda farkl bilgiye
sahip olmalaridir; bir petrol arazisindeki toplam petroliin miktar1 konusunda farkli
bilgilere ve tahminlere sahip olunmasi gibi.

Bir ortak-deger ihalesinde, teklif verenler belirli bir oranda bilgiye sahiptir.
Oyuncular diger oyuncularin objeye ne kadar deger verdiklerini bilmedikleri gibi
kendilerinin degerleri konusunda da emin degildirler. Boyle ihalelerde, her alici
(teklif veren) malin gergek degeri konusunda "giiriiltiilii” bir sinyal alir ve bu sinyale
dayanarak malin degeri hakkinda bir deger olugturur. Sonug olarak, bir ortak-deger
ihalesinde, ¢ alicisinin objeye verdigi deger sadece diger alicilar agisindan degil
ayn1 zamanda kendisi agisindan da rassal bir degiskendir.

Malin rassal degerini v ile ve 7 alicis1 agisindan alinan sinyali ise w; ile gosterelim.
Malin degeri v, rassal bir sinyal olan w ile iligkilidir. Bu durum her alicinin bildigi
f(v,w) ortak yogunluk fonksiyonuyla ifade edilir. Yani f(v,w) fonksiyonu, v ve

351



w durumlarin1 ayn1 anda gizlemleme olasiligidir. Burada basit bir 6rnek iizerinden,
ortak yogunluk fonksiyonunun ne oldugundan bahsedelim. Mala verilen degerin iki
olasi diizeyi olsun, v; ve v gibi, ve ayn1 zamanda alicinin malin degerine aitw; , wo
ve wy gibi olasi sinyallerinden birini alabildigini diigiinelim. Tablo 7.5, (v, w) nok-
talarindaki ortak yogunluk fonksiyonunun, f(v,w), degerlerini vermektedir:

viw | v v
w; | 01]0.2
wy | 02102
wy 0.2 ] 0.1

Tablo 7.5 Ortak yogunluk fonksiyon degerleri

Tablo 7.5’te verilen degerler bize her sinyal ve degerin ayn1 anda gerceklesme
olasiliklarim vermektedir. Omegin sinyalin w; , degerin ise v; olma olasilig1 0.1°dir.
Alic1 w, sinyalini gozlemlerse, malin degeri hakkinda ne gibi bir sonuca vanr?
Alic1 gozlemledigi bu bilgiyle malin olas1 degerleri hakkinda bilgisini yenileyecek-
tir. Bu yeni olasiliklar kosullu olasiliktir ve asagidaki gibi hesaplanir:

plv =v,w=wy) 02

= — = 0.5,
p(w = ws) 0.4 '

p(v1 |w2) = Pr((v1 | w2) =

burada p(w = wy) = p(v = v, w =wq) + p(v = vy, w = wy) = 0.2+ 0.2 = 0.4.
Benzer olarak p(v; | w2) = 0.5 elde edilebilir. Buradaryw, sinyalini aldiktan sonra
malin beklenen degerini bulabiliriz:

E(v | ws) = n1p(vy | we) + vop(vs | w2) = 0.5v1 + 0.5v.

Simdi ortak-degerli ihaleye geri donelim. Daha dnce sOyledigimiz gibi, her
alict teklifini mahn degeri hakkinda bilgi kiimesine dahil olan sinyali
gozlemledikten sonra verir. Sinyali (w) gbzlemledikten sonra sinyal degerine bagh
olarak, alic1 objenin degerini yeniden degerlendirir. Bu revize edilen beklenen
deger, E(v | w) kosullu beklenen deger seklinde ifade edilir. Eger v simirli sayida
degere sahipse, ormegin vy, ....., Uy gibi, bu durumda beklenen deger s6yle ifade
edilir:

k
E(v|w;) = vip(vi | wy),
i=1
burada

p(v = v w = wj)

plw = wj)

k
p(v; |wj) = ve p(w = wj) =Zp(v=vi,w=wj).
i=1

Eger v siirekli bir degiskense bu durumda sigma toplama igareti integral igaretiyle
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yer degistirir.
Boylece 6rmegin i alicis1 w; sinyalini aldiginda ve teklif vektorii de (b, ..... bn)
ise, 7 alicisinin beklenen faydas: goyle ifade edilir:
Ei(bys....b,) = L [I%'(v |"wi)'— b_i], e'gt.:r tiim j # ¢ lerigin b; < b;
0, eger tiim j # 7 ler igin b; > b;

Burada m, 7 oyuncusu ile aym teklifte bulunan (kendisi dahil) alicilarin sayisini
gostermektedir

Herhangi bir ¢ alicis1 diger alicilann sinyallerini gézlemleyemediginden, tek-
lifini sadece kendi aldig1 w; sinyaline dayandiracaktir. Yani genelde, bir oyuncunun
teklifi g6zlemledigi sinyalinin fonksiyonudur, yani b;(w;).

Ornek 7.2

Simdi iki alicinin oldugu bir durumda alicilarin teklif verme davranmiglarina
bakalim. Once basitlik olsun diye basit bir kag varsayimda bulunalim:

(i) Teklif verenler, [0, 1] araliginda homojen (uniform) dagilim gosteren bir-
birinden bagimsiz rassal degigken olan sinyalleri gozlemler.

(ii) Ihaleye konu olan obje sadece iki deger alabilir: Yiiksek deger v), ve diisiik
deger v;.

(i1i) Malin rassal degerinin v ve sinyalin w olmasi durumunda ortak yogunluk
fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu varsayilmaktadir:

w, eger v = vy
1 —-w,egerv =uvy

o) = {

Sinyaller (w), [0, 1] arahiginda homojen dagilim gosterdiginden, alicilar sinyallerini
almadan 6nce malin degeri konusunda bir 6nsel olasiliga sahiplerdir. Ornegin,
sinyal bilgisi olmadan malin yiiksek degerde olma olasilig1 sudur:

1 1
1
plv=uv) = | flv,w)dw = [ wdw = .

0

Fakat w = k sinyalini aldiktan sonra, v = v, olma olasilig1 ise sudur:

p('Uh, k) k

Pk tpon®) Er(a-R)

plun | k) =

Dolayisiyla alici w = k sinyalini gozlemledikten sonra malin kosullu beklenen
degeri soyledir:

E(v|w = k) =vap(vn | k) + vi(1 = p(vp | k))
= kup + (1 — k)v;.
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Simdi her alicinin optimal stratejisini bulmaya ¢aligalim. Genel olarak alicilarin
teklif fonksiyonlar b; = b;(w;) ve by = ba(w2)’dir. 2. oyuncunun teklif verme
fonksiyonunun b, = b2(w2) oldugunu veri alalim ve 1. oyuncunun amacinin ne
olduguna bakalm. Eger by > b, ise ihaleyi 1. oyuncu kazanir; eger by < b
ise kaybeder ve eger teklif birbirine esitse, by = b2, 1/2 olasilikla kazanma sansi
vardir. 1. oyuncunun kazanma olasiligi $oyle ifade edilebilir:

p1(b1 = b2) = p1(br > ba(we)).

Bu yiizden, 1. alic1 w; sinyalini gézlemlediginde ve 2. alici1 by (w2 ) teklif verme
kuralin1 kullandiginda, 1. oyuncunun b; teklifinden dolay: beklenen faydasi sudur:

E?L](bl | bg(wz)) = pl(bl > bz)[E(U | wl) - b] +p1(b1 < bg) x 0
= p1(b1 > ba(w2))[wivn + (1 — w1)vy — byl

Benzer olarak, 2. alic1 w2 sinyalini gozlemlediginde ve 1. alici by (w;) teklif
verme kuralini kullandiginda, 2 alicinin b, teklifinde bulunmasindan elde edecegi
beklenen fayda ise soyledir:

E’Il,g(bg | b1 (wl) = pz(l)g 2 b] (u)]))[wQ’Uh + (1 - CU2)1)[ — bg].

Bu ortak-deger ihalesinin (b}(wi), b3(w2)) teklif ¢ifti eger asagidaki kosullar
gecerliyse Nash dengesidir:
() 1. oyuncunun her b; (w; ) teklif verme kurali igir’l su kosul gecerli olmalidir:

Euy(by | b3(w2)) < Eus(b] | b3(w2))-
(ii) 2. oyuncunun her by (w2) teklif verme kural igin su kosul gegerli olmalhdir:
Euy(bz | b7(w1)) < Eug(b3 | b7(w1)).

Simdi (b} (w1), b3(w2)) teklif ¢iftinin Nash dengesi oldugunu gosterelim. Bunun
icin de daha once ifade ettigimiz gibi, simetrik yapidan dolay:r sunu gostermek
yeterlidi. ~ Herhangi bir teklif kurali b1(wi) igin, Eui(by | b3(w2)) <
Euy (b} | b5(w2)) olmalidir. Bunun igin ilk 6nce 1. alicinin mali satin alma (ihaleyi
kazanma) olasiligini bulalim:
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. 1
p1(by 2> by(w)) =p1(br = v + E(Uh — v)wz))
2(b1 - Ul))
Vhp — W
0, eger by < u;
Mv) egerv; < by < Hop +vr)

Vnh =Yy

1, eger by > J(uvp + v))

=pi{w2 <

Bu ifadedeki ikinci satir, w; rassal degiskenin [0, 1] araliginda homo jen dagilmasindan
dolay elde ettigimiz degerdir.
Bu yiizden 1. alicinin beklenen faydas: goyle ifade edilir:

Ey(b1) = Eui(by > b3(w))
= p1(b1 = b3(w))(a — b1)

0, eferb) < u;
2(by —v1)

= E,h‘_:}’ll (a—by), egerv; < b < %(Uh —u)
a— b, eger b1 > (v —vy)

burada a = wyvp + (1 — wy)vy;.

Birinci oyuncunun beklenen faydas, agikga goriilebilecegi gibi vy, (vi+vn)/2]
araliginda olacaktir. Beklenen fayda fonksiyonunu (E (-)) maksimize edecek teklif
degerini bulmak igin bu fonksiyonun birinci dereceden kosulunu saglayan teklif
degerini bulmak gerekir:

OE((by)  2(a—b —b+v) _ 2[2u1 + (v — vi)w1 — 2by] _

= 0.
ob Vp — Uy Vh — U
Buradan da 1. alicinin en iyi teklif verme fonksiyonunu elde ederiz:

. 1

b1 (wl) = + §(Uh - ’U[)wl. (7.20)

Benzer olarak 2. alicinin en iyi teklif verme fonksiyonu soyledir:

. 1

bz(w2) =vu + E(Uh — vp)we. (7.21)

Boylece (7.20) ve (7.21) denklemleni bize ortak-degerli ihalenin simetrik Nash den-
gesini verir.

Ornek 7.3

Ortak degerli bir ihalede n sayida alici olsun. Oyuncularin alabilecegi sinyal-
lerin tiim profillerkiimesi (w1, ...., w, ) iken, heroyuncunun hareket kiimesi negatif-
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olmayan b € [0. oc) tekliflerinden olugur. Her 7 oyuncusunun 7; sinyal fonksiy-
onu 7;(wy.....,w,) = w; seklinde ifade edilir, yani her oyuncu kendi sinyalini
gozlemler. Her oyuncunun her tipi, her diger oyuncunun her tipinin sinyalinin diger
tiim oyunculann sinyallerinden bagimsiz olduguna inanmaktadir.

Fayda fonksiyonlarina baktigimizda ise, eger herhangi bir i oyuncusunun b;
teklifi ihaledeki en yiiksek teklif degilse, ¢ oyuncusunun faydasi O ve eger diger
higbir teklif, ¢ alicisinin b; teklifinden daha yiiksek degilse faydas (v;(wy, ..., w;,) —
b_;)/m olur. Burada v; , i oyuncusunun (w. ....,w,) sinyal kiimesi veriyken mala
verdigi degeri veren fonksiyonu; m, ¢ oyuncusu ile aym teklifte bulunan (ken-
disi dahil) tekliflerin sayisini; ve b_; ise ikinci fiyat ihalesi olmasindan dolay:
O6demenin yapildig1 en yiiksek ikinci fiyat1 gostermektedir. Yani ¢ oyuncusunun
faydasi agagida 6zetlendigi gibidir:

(vi(wyy eoywn) — b_i)/m, egerb; < b;Vj #1
wi(b (Wi, eeoeywn)) = { 0, eger b; > b,-)‘v’j 76)1'/ serss

Ortak degerli, kapali zarf ihalelerinde temel fikir soyle daha iyi anlatilabilir.
Teklif veren iki alici olsun. Her teklif verenin sinyalinin [0, 1] araliginda homojen
dagildigimi varsayahm ve her teklifte bulunan 7 ahicisinin degeri v; = aw; + yw;
olsun (burada j diger oyuncudur ve « > v > 0). Dikkat edilirse &« = 1 ve
4 = 0 durumu, daha dnce ¢aligtifimiz oyuncularin 6zel bilgiye sahip oldugu du-
rumu gostermektedir. Eger &« = ~y ise veri sinyaller igin her teklif verenin degeri
ayn1 olur, bu da piir ortak deger durumudur. Omegin, eger w; sinyali bir arazideki
petrol miktan ise, w; ve w; sinyallerini bilen ¢ bireyi rcin petroliin beklenen degeri
M }(wi + wj) olur, burada M petrol miktarinin parasal kargiigidir. Tabii burada
temel varsayimimiz herhangi bir oyuncunun diger oyuncularn sinyalini (yani bil-
gisini) bilmedigi seklindedir. Fakat ortak-deger ihalelerinde temel nokta, oyun-
culann tekliflerinin diger oyuncularin sinyalleri hakkindaki kismi bilgisine dayan-
masidir.

Bu varsayimlar altinda, bu ortak-degerli ve ikinci-fiyat kapali zarf ihalesinin her
i oyuncunun her w; tipinin, (@ + -y)w; kadar teklifte bulundugu bir Nash dengesine
sahip oldugunu iddia ediyoruz.

Bu iddiay1 dogrulamak igin ihtiya¢ duydugumuz bazidegerleri bulmamiz gerek-
mektedir. Bunun igin 2. oyuncunun her tipinin bu gekilde teklifte bulundugunu ve
1. oyuncunun wj tipinin b; teklifinde bulundugunu varsayalim. 1. oyuncunun
w; tipinin beklenen faydasim belirlemek igin, hem ihaleyi kazanma olasiligin1 ve
odeyecegi beklenen fiyati; hem de eger kazanirsa 2. oyuncunun sinyalinin beklenen
degerini bilmemiz gerekir.

l.oyuncunun kazanma olasihi gr: 2.oyuncunun teklif fonksiyonu, (a+v)wo, ver-
ildiginde, l.oyuncunun teklifi ancak b > (@ + ~7)ws veya eger
wy < by /(a+7) ise kazanir. Eger wy, [0, 1] araliginda homo jen dagihm gosteriyorsa,
en fazla b, /(« + 7) degerini alma olasihig1 b, /(« + 7)’dir. Yani l.oyuncu b; teklifi
ile ihaleyi b /(«x + 7) olasilikla kazanabilir.
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l.oyuncunun kazanmast durumunda Gdemesi beklenen fiyat: 1. oyuncunun
Odeyecegi fiyat 2.oyuncunun teklifine egittir. 2. oyuncunun teklifi ise [0, 1]
araliginda homojen dagilim gosterdiginden, 2. oyuncunun teklifinin beklenen degeri,
b,’den az oldugu bilindiginde, %bl olur.

1. oyuncunun kazanmasi durumunda 2. oyuncunun beklenen sinyal degeri: w,
sinyali verildiginde 2. oyuncunun teklifi (o + y)wy’dir. Boylece b,’den daha az
teklif veren sinyallerin beklenen degeri %bl/(a + ) olur ( wy dagiliminin homojen
dagilim gostermesinden dolayr).

l.oyuncunun w; sinyali veri iken b, teklifi ile kazanmasi durumunda bekle-
nen faydasi, bekledigi deger ile 6demeyi bekledigi fiyat arasindaki farkin kazanma
olasilif ile ¢arpilmasi ile elde edilir:

_ L b Ly b
E(Ul(bl |w1)—(aw1+2'y(a+7) 2b1)(a+’)‘)
veya
«
E(u;(by |w1) = m@(a + 7)wi — b1)br. (7.22)

Yukanda (7.22)’de verilen fonksiyon b; = (a + 7)w; degerinde maksimum
degerini alir (b; ’e gore birinci derece kosulundan tiiretilir). Yani eger 2. oyuncunun
her wo tipi, (@ + 7)wsy teklifinde bulunursa, 1. oyuncunun herhangi bir w; tipi,
optimal olarak (a + 7)w; teklifinde bulunur. Simetrik olarak, eger 1. oyuncunun
her bir w; tipi (a + ¥)w; teklifinde bulunursa, 2. oyuncunun herhangi bir wy tipi,
(@ + v)wy teklifinde bulunur. Bu yiizden daha 6nce iddia edildigi gibi, oyunda
her 7 oyuncusunun her w; tipinde (e + 7)w; teklifinde bulundugu bir Nash dengesi
vardir.

Burada bir noktay: ifade etmek yararhidir. Dikkat edilirse, 1.oyuncu objenin
beklenen degerini hesapladigi zaman, 2.oyuncunun sinyalinin beklenen degerini
bulur. Eger 1. oyuncunun teklifi diisiikse, muhtemelen kazanamayacaktir. Fakat
eger kazanirsa, 2. oyuncunun sinyali diisiik olmak zorundadir ve bu yiizden de ob-
jeye diisiik bir deger atfetmelidir. Dolayisiyla teklif degerini basit bir gekilde kendi
sinyalinden ve diger oyuncunun sinyalinin beklentisine dayandirarak tiiretmemelidir.
Eger boyle yaparsa, kazandii ¢ogu durumda, verdigi teklif muhtemelen
objenin degerini asar. Bu sekilde dogru davranmayan kisi kazananin laneti
dedigimiz bir durumdan otiirii zarar goriiyor demektir.

Simdi de bagka bir 6rnek iizerinden ortak ve bagimsiz degerli bir ihalede ortaya
¢ikan teklif degerlerini kargilagtiralim.

Ornek 7.4

Bir kapali zarf, tek fiyat ve ortak deger ihalesinde malin degeri v = ¢, + ¢
olsun, burada v ortak degerdir ve ¢ alicis1 sadece ¢; sinyalini gdzlemleyebilir. Sinyal-
lerin, t;, [0, 1] araliginda bagimsiz ve homo jen dagilim gosterdigini varsayalim. Bu
ihale, 6megin bir firmanin satin alinmasiyla ilgili bir ihale olsun. Her alic1 igin
firmanin degeri aynidir ve her alici firmanin degeri hakkinda bagimsiz bir sinyal
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elde eder. Alicilann teklif stratejileri lineer olsun, yani b;(¢;) = at;. 2. oyuncunun
teklifi b2(t2) = atq veriiken, 1. oyuncunun beklenen faydasi soyledir:

ul(bl,t1) = E[v —bi|by > bz] Pl‘(b1 > b2)
= E(t1 + o — b1|t2 < bl/a] Pr(b1 > aty)
= E(t1 +t2 — bi|ta < bi/a]Pr(ty < b1/a)
b
= (t1 + Elta|t2 < b1 /a] — bl)E‘

by b1
= — —b)—=.
(tl + 2a 1) a

Yukandaki beklenen fayda fonksiyonun b;’e gore birinci dereceden kosulu

sOyledir:
Ouy (b1, t1) _ by 1 b1 1 _
ab; B tl+2a b a+ a(2a 1)=0.

Bu da sunu ima eder:
1
21— — )b =t.
( 20) 1 1

b1 = at; teklif degerinin optimal olmasi igin birinci dereceden kosuldan gelen

degere esit olmalidir,
1
21— —|at; =t
( 2) 1

Buradan a = 1 elde ederiz. Dolayisiyla b;(¢;) = t; Nash dengesidir.

Simdi ihaleyi bagimsiz degerli bir ihale olarak diisiinelim. Omegin bagimsiz
degerleri v; = t; + 0.5 seklinde ifade edelim. Yani : alicis1 kendi tipini
gozlemledikten sonra mala verdigi deger v;’dir. Teklifin lineer bir yapida oldugunu
diisiindiigiimiizde, yani teklif degeri b;(¢;) = at; + ¢ bigiminde oldugunda, optimal
teklif degerinin ne olduguna bakalim. 2. oyuncunun at; +c stratejisini kullandigim
veri aldigimizda 1.oyuncunun b, teklifinden dolay: beklenen faydasi sudur:

ui(br,t1) = Efv — b1] Pr(b; > b2)
= E[tl + 0.5 — b]] Pr(bl > atz + C)

b1 —
=(t1+0.5— b)) Pr(t2 < L C)

= (b1 405 —b) A€

Yukaridaki beklenen fayda fonksiyonun b;’e gore birinci dereceden kosulu
sOyledir:

Jui(by, t1) _ by —c¢ 1 _
b, = - +(t1+0.5—b1)5_0,

buradan da b = %c + %tl + 0.25 elde edilir.
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bi(t1) = at; +c teklif degerinin optimal olmasi igin birinci dereceden kogulundan
gelen teklif degerine esit olmahdir, yani

1 1
§c+ §t1 + 0.25 = at; + c.

Buradandaa = 0.5 ve ¢ = 0.5 olur. Bu yiizden bu ihalenin Bayesyen Nash dengesi
agapidaki gibidir:

t 1
bi(t) = 5‘ + 5
t 1
b2(t2) = 52 + 5

Bu sonuglardan hareketle sunu elde ederiz:

holoy
2 2 1y

yani ortak deger ihalesindeki denge teklif degeri, bagimsiz degerli ihaledeki denge
teklif degerinden her zaman daha diigiiktiir.
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Sorular

1. Bir satict malin1 satmak igin ihaleye ¢ikanyor. Potansiyel iki alici vardir.
Bunlann mala verdikleri degerler, sirasiyla v; ve v,’dir. Alicilanin dgerleri
biribirinden bagimsiz ve [0, 1] homojen dagilmaktadir.

a) Satic birinci-fiyat kapali zarf ihalesi diizenliyor. Alicilanin teklif degerleri
bi(vi) = a;v;, (i = 1, 2) seklinde lineer stratejiler seklindedir. Bu du-
urmda alicilann denge teklif stratejilerini bulunuz.

b) Yukandan asag inen bir ihale formati (Holanda tarzi) olsaydidenge teklif
stratejileri ne olurdu?

2. Bir mal almak isteyen (riske kars: kayitsiz) 3 kigi var. 1°’den 3’e dogru nu-
maralandinlan bu kigilerin mala bigtikleri degerler sirasiyla 12, 14 ve 16 lira
olarak veriliyor. Teklifler 5 ile 25 lira arasinda 1 liralik artirmalarla veriliyor.

a) Ingiliz usulii agik artima ihalesinde kim kazanir? Odenen fiyat ve kazananin
kan ne kadar olur?

b) Kapal zarf usulii ikinci-fiyat ihalesinde kim kazamr? Odenen fiyat ve
kazananin kan ne kadar olur? Cevabimzi a gikk1 ile kargilagtinn. Kar
miktarlan arasindaki farkin sebebi nedir?

¢) Kapali zarf usulii birinci-fiyat ihalesinde herkes kendi degerlemesinin al-
tinda (en az 1 lira) teklif veriyor. Bu ihalede muhtemel netice nedir?
Cevabimiz1 6nceki giklarla kargilagtinn. Saticinin bu meknaizmalardan
birini digerlerine tercih etmek igin agik bir nedeni var midir?

3. Birihalede kazanan 10 lira aliyor. Kurallar su fark disinda ingiliz ihalesiyle
ayni: En yiiksek ikinci teklifi veren de paray: almasa bile verdigi teklif mik-
tanni ddiiyor.

a) Iki oyuncu bagdagik olarak k ve k + § (burada 8’y1 varolan en diisiik para
birimi olarak alin) tekliflerini yapmaya karar veriyorlar. Herhangi bir k
degeri igin bu teklifler bir Nash dengesi olur mu?

b) Bu oyunun piir-strateji Nash dengesi var midir?

¢) Bu oyunun karma-strateji Nash dengesi var midir?

4. Bir ogrenci kendisine miras kalan degerli bir sanat koleksiyonunu satmaya
karar veriyor. Cournot tekeliyle ilgili bir derse katildiktan sonra koleksiy-
onunu Cournot noktasinatekabiil eden sabit bir fiyattan satmaya karar veriyor.
Ama N tane potansiyel alicinin kolleksiyona ne kadar deger bigtigini bilmiyor.
Miisterilerin degerlerinin dagilimi F gibi bir kiimiilatif dagilim fonksiyonun-
dan gelmektedir. Bu 6zel talep durumuna bagh olarak sabit satig fiyati1 p’yi
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beklenen kéarin1 maksimize edecek gekilde segiyor.

ax 0
Jnax (p)p

Burada
N

6(p) =1-[[F(v: <p)
I

seklindedir.

a) Satig olasiligini veren 6(p)’yi hesaplayin.

b) Optimal fiyati, bu fiyata tekabiil eden satig olasihigin1 ve beklenen kar
miktarini bulun.

¢) Hem optimal fiyatin hem de beklenen karin, potansiyel alici sayis1 N’in
monoton olarak artan fonksiyonlar1 oldugunu gosterin.

. Ikinci-fiyat kapah zarf ihalesinde, teklif verenlerin degerlemeleri [6,15] arali-
ginda tekdiize (homo jen) olarak dagilmaktadir.

a) Bu ihalede nasil teklif verirdiniz?
b) Eger 2 tane teklif veren varsa, saticinin beklenen geliri ne olur?

c) Eger n tane teklif veren varsa, saticinin beklenen geliri ne olur?

. Erdem evini Ikinci-fiyat kapah zarf ihalesi yoluyla satmaya karar verir. Ayse
ve Giiler isimli 2 adet alic1 vardir ve degerlemeleri sirasiyla 1 milyon TL ve
1.2 milyon TL'dir.

(a) Her iki oyuncuda kendi degerlemelerini teklif ederse sadece bir denge
olugtugunuz gosteriniz.

(b) Evi almaya kim hak kazanir?
(c) Ev kag TL’ye satilir?

. Ikinci el araba pazarinda sahibinin fiyat koymayip teklifleri bekledigi bir
arabayi inceliyorsunuz. Fiyati tam kestirmeseniz de bin ile 5 bin lira araligindaki
tiim fiyatlarin esit derecede muhtemel oldugunu diigiiniiyorsunuz, yani orta-
lama deger 3 bin lira. Arabanin sahibi gercek degeri biliyor ve ancak tek-
lifiniz bu degeri agarsa satiga onay verecek. Siz arabanin gercek degerini
satin aldiktan sonra ogrenebileceksiniz. Ote yandan sizin de 6zel tamir be-
ceriniz var ve eger satin alirsaniz arabayi elden gegirerek degerini 1/3 oraninda
artirabileceksiniz.

a) 3000 lira teklif ederseniz beklenen kariniz ne olur? Bu miktarda bir teklif
sunar misiniz?
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11.

12.

b) Anlagma sonunda beklenen kdnmz negatif olmaksizin sunabileceginiz
en yiiksek teklif nedir?

. Ozdemir antikasim satmak igin agik arttirma diizenlemektedir. Potansiyel ii¢

alic1 vardir. Bunlarin antika icin degerlemeleri sirasiyla 2,5, 6 ve 8°dir. Bu
ti¢ kigi de kendi degerlemelerini bilmekte, fakat digerlerinin degerlemeleri
hakkinda bilgileri yoktur. Emrah ise degerlemelerin [0, 10] arasinda tekdiize
dagilima sahip oldugunu bilmektedir.

a) Emrah Ingiliz usulii agik arttirma yolunu kullanirsa geliri ne olur? Agik
arttirmayi kim kazanir?

b) Emrah eger ihale ikinci-fiyat kapalizarf ihalesi yolunu kullanirsa geliri
ne olur? Agik arttirmay: kim kazanir?

c) Ilk-fiyat kapalizarf ihalesinde alicilarin denge stratejileri ne olur? Em-
rah bu usulii kullanirsa geliri ne olur?

. Ozel degerlemelerin [0, 1] araliginda homojen olarak dagildig: ve iki potan-

siyel alicinin oldugu bir ihalede kurallar su sekilde veriliyor: (i) sadece b
€ (0, 1) miktannin iistiindeki teklifier kabul ediliyor (ii) 1. alici teklif yapma
veya cekilme arasinda karar veriyor ve (iii) 1. alic1 teklif yaparsa 2. alici
eger ilgiliyse bu teklifi kargilayarak mali bu fiyattan alabilir ve 1. alici teklif
sunmamigsa 2. alict mal en diisiik fiyattan, b, alabilir.

a) b= 1/2 olarak verili iken denge stratejilerini bulun.
b) Bu ihale prosediirii satici igin optimal olur mu?,

. Bir kag hafta sonra 1. sorudaki 6grencimiz bu sefer.ihaleler ile ilgili bir derse

katihyor. Orada dinlediklerinden yola ¢ikarak elindeki koleksiyonu Hollanda
veya Ingiliz ihalesinde satmanin daha iyi olduguna karar veriyor.

a) N =1, N = 2ve N 2 3 durumlan igin 6grencinin vardigi sonucun
dogru olup olmadigini kontrol edin.

b) Bu 6mek neden Ingiliz ve Hollanda ihalelerinin optimal olmadigini gos-
teriyor?

¢) Ingiliz ihalesinde, Cournot noktasindan daha yiiksek bir beklenen kar
diizeyi saglamasi igin, nasil bir degisiklik yapmak gerekiyor?

Vickrey ihalesinin insanlan neden dogru sdylemeye tesvik ettigini ispatlayimz
ve agiklayimz.

ilk-fiyat kapah zarfihalesinde Erhan ve Ayse teklif veren kisilerdir, ve deger-
lemeleri v; ve vz (0, 1] araliginda tekdiize dagilama sahiptir. Ayse'nin strate-
. 1/2 o , .. .
jisinin by = v,’” oldugunu varsayimz. Emrah’in bu stratejiye karsi opti-
mal cevabinin b; = 2/3v; oldugunu gosteriniz. Bu stratejiler Nash dengesi

midir?
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13.

16.

17.

18.

n kiginin katildig1 bir birinci fiyat kapali zarfl1 ihalesi gergeklestigini varsa-
yalim. Bu ihalenin degerlemesi bagimsiz ve homojen olarak (0, 10] arasinda
dagilmaktadir. Simerik Bayesyen Nash dengesini tiiretiniz. Ve saticinin bek-
lenen kazancini bulunuz.

. Bir agik arttirma da v > 0 6diilii igin n» > 1 tane teklif veren kisi vardir. ¢

oyuncusunun agitk arttirmadaki nesne igin belirledigi deger v; seklindedir ve
v > v2 > ... > vy > 0. Teklifler esanli sekilde yapilmaktadir. En yiiksek
teklifi veren 6diili kazanmaktadir ve verdigi teklif miktan kadar 6deme yap-
maktadir. Teklif verenler kazanamadig1 takdirde 6deme yapilmamaktadir.
Bu agik arttirmay: strateji kiimeleri ve kazang fonksiyonlanile birlikte oyun
olarak tamimlayimz. Oyunun tiim piir-strateji Nash dengelerini bulunuz.

. Dorttane risk-yansiz teklif veren kisi oldugunu varsayimz (fayda fonksiyon-

lan lineer). Her birinin degerlemesi 6zel bilgi olup [0, 1] araliginda tekdiize
(homojen dagilim) dagilima sahiptir. Ingiliz ihalesine gore beklenen fiyat ne
olur? ilk-fiyat kapal zarf ihalesinde beklenen fiyat ne olur?

Bir ihalede 2 tane teklif verenin oldugu ilk-fiyat kapalizarf ihalesi oldugunu
varsayimz. Her iki kiginin de degerlemesi 6zel bilgi olup [0, 1] araliginda
tekdiize dagilima sahiptir.

a) Her iki kisi de degerlemelerinin 1/3 ‘i kadar teklif verirse denge olug-
mayacagim gosteriniz.

b) Her iki kisi de degerlemelerinin 1/2 ‘si kadar teklif verirse denge olusa-
cagini gosteriniz?

c¢) Birinci oyuncunun degerlemesi 0.8, ikincisinin degerlemesinin 0.2 oldu-
gunu varsayiniz. Saticinin beklenen geliri ne olur?

d) Egerihale ikinci-fiyat kapalizarf ihalesi yoluyla yapilsaydi c sikkindaki
sonug nasil degisirdi?

llk-fiyat kapali zarf ihalesinde 6zel bilgiye sahip 3 tane teklif veren kisi
vardir. Teklif veren kisilerin degerlemeleri [7,v] araliginda birbirinden ba-
gimsiz ve rassal olarak tekdiize dagilama sahiptir. Lineer teklif verme ku-
ralimin su sekilde olacagini gosteriniz:

1 2
bi(vi) = v + gui

Degerlerin [0, 1] araliginda homojen olarak dagildig: “simetrik bagimsiz 6zel/gizli

degerler” modeli cercevesinde herkesin teklifini 6dedigi bir ihale diigiinelim.

a) Bu tarz ihalelerde alicilann fayda fonksiyonunu bulun.
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19.

20.

21.

b) Asagidaki teklif fonksiyonunun bir denge ¢oziimii oldugunu gosterin ve
saticinin denge karin1 bulunuz.

Degerlemelerin [0, 1] araliginda homojen olarak dagildig: simetrik bagimsiz
ozel/gizli degerler modeli ger¢evesindeki bir ii¢iincii-fiyat ihalesini (En yiiksek
teklif kazanir ve teklifin sahibi en yiiksek tigiincii teklif miktarini 6der) diigiiniin.

a) Bu tarz ihalelerde alicilarin fayda fonksiyonunu bulun.

b) Asagidaki teklif fonksiyonunun bir denge ¢6ziimi oldugunu gosterin.

n—1
b*(v) =
(v) v
¢) Neden tiim alicilarin kendi degerlemelerinin istiinde teklifler verdigine
dair mantiksal/sezgisel bir agiklama yapin. Ve saticinin denge karimi

bulunuz.

Bir firma satiga ¢ikanihiyor. Gizli bir bilgi olan saticinin degerlemesi [0, 1]
araliginda homojen olarak dagilmaktadir. Siz firmayla ilgilenen tek kigisiniz
ve iistiin idare yeteneginiz sayesinde firmanin degeri sizin igin saticinin verdigi
degerin 1. 5 kat1 olacaktir. Bu bilgiler 1g1§1nda saticinin red veya kabul edecegi
bir b € [0, 1] teklifi sunmamz gerekiyor.

a) Pozitif bir teklif sunmak yanhs mi olur? Eger 6’yleyse, pozitif bir teklife
degmesi i¢gin firmaya sizin verdiginiz degerin saticinin degerlemesinin
kag kat1 olmasi gerekir?

b) Firmaya sizin verdiginiz deger saticinin degerlemesinin 3 kati olursa ve-
receginiz teklif ne olmalidir?

Bir agik arttirmada satici tek bir iiriine sahiptir. Satici herhangi bir satig
mekanizmasina katihim gosterebilir. Satici igin iriin degeri sifirdir. ki tane
potansiyel teklif veren vardir (i = 1,2). Teklif verenler igin iiriin degeri
v; ile gosterilir. Bu deger birim araliklarla tekdiize dagilima sahiptir. Bu
degerlemeler teklif verenler agisindan birbirinden bagimsizdir. Ayrica 1.kisi
kendi degerlemesini bilmekte, fakat 2.kisi kendi degerlemesini bilmemekte-
dir. Teklif verenler saticiya ¢; kadar 6deme yapar ve kazanglaniiriinii alirsa
v; — t; kadar olur, diger durumda ise —t#; kadar olur. Saticinin beklenen
gelirini maksimize eden kigiye 0zgii makul mekanizmayi bulunuz. Saticinin
gelirini hesaplayiniz.
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22.

23.

24,

25.

26.

Asapidaki durumlan agiklayiniz.

a) Hollanda ihalesi ile birinci-fiyat, kapal zarf ihalesi neden stratejik olarak
esdegerdir?

b) Simetrik bagimsiz 6zel/gizli degerler modeli gergevesinde, ingiliz ihalesi
ile ikinci-fiyat, kapali zarf ihalesi neden stratejik olarak esdegerdir?

STy

Degerlelemelerin [0. 1] araliginda homo jen olarak dagildig: “simetrik bagimsiz
oOzel/gizli degerler” modeli ¢ergevesinde her zamanki gibi en yiiksek teklif
verenin kazandig1 ama sadece kaybedenlerin teklif ettikleri miktarlan 6dedigi
sira dis1 bir ihale diigiiniin. Teklif stratejileri dengesini bulun ve bu ihaleyi
onceden gordiigiiniiz ihalelerle kargilagtinn.

Ozel degerlemelerin [0, 1] araliginda homojen olarak dagildig1 ve iki potan-
siyel alicinin oldugu bir ihalede kurallar su sekilde veriliyor: i. teklif ver-
mek isteyen herkes sabit bir c licreti 6demek zorunda ve ii. en yiiksek teklif
kazaniyor ve sadece kaybeden teklif ettigi miktan odiiyor.

a) Teklif verenlerin beklenen faydalarnni bulun.

b) Asagidaki strateji bir denge olur mu?

v?—1/4
2(1 — v)
aksi halde alici teklif vermiyor

v 2 1/2iseteklif b*(v) = seklindedir

Ozel degerlemelerin [0, 1] araliginda homojen olarak dagildig1 ve iki potan-
siyel alicimin oldugu bir ihalede kurallar su gekilde veriliyor: (i) sadece be
(0, 1) miktarinin istiindeki teklifler kabul ediliyor. (ii) 1. alici teklif yapma
veya ¢ekilme arasinda karar veriyor. (iii) 1. alici teklif yaparsa 2. alici
eger ilgiliyse bu teklifi kargilayarak mali bu fiyattan alabilir. 1. alici teklif
sunmamigsa 2. alict mali en diigiik fiyattan, b, alabilir. Eger b= 1/2 ise denge
stratejileri bulun. Bu ihale prosediirii satici igin optimal olur mu?

Bir ihalede kazanan 10 lira aliyor. Kurallar su fark disinda ingiliz ihalesiyle
aynt: En yiiksek ikinci teklifi veren de paray: almasa bile verdigi teklif mik-
tanm Odiiyor.

a) ki oyuncu bagdagik olarak k ve k + & (burada &y1 varolan en diisiik para
birimi olarak alin) tekliflerini yapmaya karar veriyor. Herhangi bir k
degeri igin bu teklifler bir Nash dengesi olur mu?

b) Bu oyunun piir-strateji Nash dengesi var midir? Ve bu oyunun karma-
strateji Nash dengesi var midir?
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BOLUM 8

Pazarhk Teorisi

8.1 Giris

Daha onceki bdliimde ihaleleri tartigirken, alicilarin mali almak igin teklifte
bulunduklarini ifade etmistik. Fakat bazi piyasalarda ihalelerde oldugu gibi bir mal
igin teklif vermek yerine, alicilarin ve saticilanin tekliflerde ve karsi-tekliflerde bu-
lunduklarim goriiriiz, yani ilgili mal iizerine pazarlik yaparlar. Omegin emlak veya
otomobil piyasalarinda (bu durum fiyat1 yiiksek olan mallarda daha fazla gézlenen
bir olgudur) ticaret, alic1 ve saticinin kargilikli teklifleri sonucunda olusan anlagma
ile gergeklesir. Dolayisiyla bu piyasalari analiz etmek Ve anlamak igin daha 6nceki
boliimde ihaleler i¢in kullanilan yontemden farkl bir ydntem kullanmamiz gerekir.
Pazarlikta daha sahsi bir iletigim s6z konusuyken ihalelerde bu s6z konusu degildir.

Tabii pazarlik teorileri sadece alic1 ve saticilarin karsi tekliflerde bulundugu bu
tir piyasalari anlamak igin degil, bir pastanin paylagimindan tutun, bir basket-
bolcunun kontratinin diizenlemesine, iki sirketin birlikte yatinm karari vermesine
(AR-GE yatinmlan gibi) veya kamu kaynaklarinin paylagimina kadar bagka birgok
alanda kullanilabilir. Bu béliimde bu tiir fiyatlandirma davranigini incelemek igin
kullanilan pazarlik teorilerini inceleyecegiz.

Bu boliimde ilk once pazarligin aksiyomatik teorilerini tartigacagiz. Bu teo-
riler pazarlik sonucunun belirli makul sonuglan saglamasi gerektigi diisiincesine
dayanir. Yani 6megin bazi kaynaklarin paylagimi ya da maliyetlerin dagitilmasi
sirasinda, dagitim mekanizmalannin egitlik ve etkinlik kavramlanna uygun olmasi
gerektigi diisiiniilir. Daha sonra ilerleyen altboliimlerde bazi aksiyomatik pazarlik
¢Oziimlerini anlatacagiz. Bunlar sirasiyla Nash Pazarlik ¢6ziimii, pazarlkta
monotonluk ve Kalai-Smorodinsky ¢oziimiidiir. Daha sonra ikiden fazla oyuncu-
nun dahil oldugu pazarlik oyunlarina yani koalisyon oyunlarina bakacagiz. Bu
boliimde, oOzellikle bu tiir pazarlik oyunlanni incelemek igin gelistirilen ¢ekirdek
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(core) kavramini tanitacagiz. Son olarak stratejik unsurlarin dnemli oldugu ardisal
pazarlik oyunlarini inceleyecegiz.

8.2 Nash Pazarhk Coziimii

Herhangi bir pazarlik durumunda pazarliga dahil olanlarin iizerinde anlagabilecekleri
¢ok sayida olas1 durum ve dolayistyla alternatif sonuglar kiimesi vardir. Bu kiimeyi
S ile gosterelim. Her iki taraf da bu kiimenin unsurlan iizerinde anlagsmak is-
temektedir. Anlagmaya vanldiktan sonra pazarlik sona erer ve iki tarafin fayda
diizeyi belirlenir. Anlagamadiklar durumda mevcut durumlarina devam ederler. iki
tarafin da pazarhiga girmesi ancak bu pazarligin S kiimesindeki sonuglarinin, her
iki tarafa da anlagsmamalar1 durumundan daha fazla fayda vermesi ile miimkiindiir.
Bir pazarlik oyununda (d;, d2) sirah ikilisindeki degerler sirasiyla 1. ve 2. oyuncu-
nun mevcut durumunu yani anlagmazlik durumundaki faydalarim gosterir. Pazarhk
durumunda ise S’deki sonuglar oyunculara bundan daha yiiksek fayda saglar. Bunu
daha formel ifade edelim.

Tamm 8.1 /ki oyunculu bir pazarlik oyununda olast sonuglar kiimesi S ve her i
oyuncusu igin bu kiime iizerinden tanimlanan fayda fonksiyonu u; olsun. Béylece,
(i) Her s € S igin, uy(s) > di ve up(s) > da ve (ii) En azundan bir s € S igin,
u1(s) > di ve ua(s) > d2'dir.

Dikkat edilirse burada (ii) kogulu her iki oyuncuyu da anlagmazlik durumundan
daha iyi bir duruma getirmeyi garanti altina almay1 amaglar.
Bir pazarlik oyununu iiglii bir yap: seklinde ifade edebiliriz:

B = (S, (u1,d1), (uz, d2)),

burada S, u; ve uy yukarida verilen tanimdaki (i) ve (ii) kosullarin1 saglamalidir.
Dikkat edilmesi gereken diger bir nokta da her s € S alternatif sonucun
(u1(s),uz2(s)) fayda giftlerine karsilik gelmesidir. Bu fayda giftlerine fayda dagilim
denir. Dolayisiyla her pazarlik oyunu ile iligkili olarak fayda dagilim kiimesini
yazabiliriz:
U = {(ui(s),ua(s)) : s € S).

Herhangi bir oyunda oldugu gibi bir pazarlik oyununda da amag yeterince tat-
minkar bir sonug elde etmektir. Bir pazarlik oyununun sonucu, her B pazarhk
oyununa S sonuglar kiimesinin bir altkiimesini, s(B), bulmak igin belirli bir ku-
ralin tammlanmasi ile belirlenir (burada s(B) kiimesi B pazarlik oyununun tiim
karsilikhi tatmin edici anlagmalannin kiimesidir veya daha basitge pazarlik oyu-
nunun ¢oziimleri olarak diisiinebiliriz). Yeterince iyi sonuglar verecek boyle bir
kurali belirlemek de ancak bazi makul kosullarin gergeklesmesi ile miimkiin ola-
bilir. Simdi bu kosullan tanitalim.

i. Bu kosullardan biri pareto etkinliktir. Eger asagidaki durumlan saglayacak
diger bir s € S sonucu yoksa, s* € S sonucu pareto etkindir:
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@) uy(8) > u1(s*) veug(s) > ug(s*) ve (b) En az bir i oyuncusu igin u;(s) >
ui(s*).

Kisaca bir pazarlik sonucu pareto etkinse diger oyuncularin refahi ayni kalirken
oyunculardan en az birinin faydasinmi kesin bir gekilde iyilestirmenin imkani yok-
tur. Diger bir deyisle, eger pazarlik sonucu pareto etkinse bir oyuncuya daha fazla
vermek demek, diger oyuncuya daha az vermek demektir.

ii. Pazarlhk ¢6ziimiiniin sahip olmasi gereken diger bir 6zellik de ilgisiz
alternatif sonuglarin bagimsiz olmasidir. Eger her B = (S, (u1,d;), (u2.d2))
pazarlik oyunu igin, (dy,d2) € Ur ve s(B) C T durumunu saglayan S’nin her
altkiimesi igin

s(Br) = s(B)

durumuna sahipsek, s(-) ¢6ziim kuralinin ilgisiz alternatiflerden bagimsiz oldugu
sOylenir. Bu kosul, bagka bir deyisle, herhangi bir kabul edilebilir pazarlik ¢6ziim
kuralinin, oyuncularin daha az tercih ettikleri alternatiflerin atilmas1 durumunda
dahi kabul edilebilir kalmaya devam etmesini saglar.

iii. Diger bir 6zellik de, pazarlik ¢6ziimiiniin fayda fonksiyonlarinin 6lgegindeki
degisikliklerden bagimsiz olmasidir. Bagka bir degisle pazarlik sonucu, lineer
doniigimlerden bagimsiz olmalidir. Herhangi bir B = (S, (uy, d;), (u2, d2)) pazarlik
problemi ve v; = a; + b;u; gibi herhangi bir lineer fayda fonksiyonu igin (bu-
rada b; > 0), eger B* = (S, (v1,a1 + bidy), (v2, a2 + bady)) pazarlik oyunu
s(B*) = s(B) durumunu saglarsa, s(-) pazarlik ¢oziimiiniin lineer doniigiimlerden
bagimsiz oldugu sodylenir.

Bu ozellik, pazarlik ¢dziim kuralinin fayday: olgerken kullanilan birim veya
Olgekten etkilenmedigini garanti altina almak igin kullanihir. Diger bir degisle,
pazarlik oyununun ¢6ziimii fayda fonksiyonlarninin lineer doniisiimlerine duyarl
olmamalidir.

Simdi yukanda verilen biitiin bu 6zellikleri saglayan bir ¢oziim kurali tanim-
layabiliriz. Bunun igin her B = (S, (u), d,), (ug, d2)) pazarlik oyununa asagida
verilen fg = S — R gibi bir fonksiyonu iligkilendirerek baslayalim:

fB = ui1(s) — di] [up(s) — da] . 8.1

Bu fonksiyonu maksimize eden degerlerin kiimesini o(3) ile gosterelim:
o(B) ={s €S : fp(s) = max fy(x)
TES

Herhangi bir B pazarlik oyunu i¢in o( B) kiimesine ait elemanlan (eger varsa)
B pazarlik oyununun Nash dengeleri olarak tamimlariz. Burada o (B)’nin bog kiime
olmamasi i¢in U kiimesinin 6nemli bir matematiksel 6zellige sahip olmasi, yani
kompakt olmasi gerekir. Eger fayda dagihmi kiimesi (U) sinirhh ve kapaliysa,
bu kiimenin kompakt oldugu sOylenir. Kompakt varsayimi, U kiimesi iizerinde
tanimlanan siirekli fonksiyonlarin maksimum ve minimum degerler almasini garanti
altina alir. Dolayisiyla eger 3 gibi bir pazarlik oyununun fayda dagilim kiimesi,
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U = {wi(s).u2(s) : s € S}, kompakt ise, f : U — R siirekli fonksiyonu
(yani fg(ui.u2) = (u; — dy)(u2 — d2)) en azindan bir maksimum degere sahiptir.
Boylece f(11,u2) < f(u},u’)durumunu saglayan bazi (u},u3) € U degerleri var
demektir. Bagka bir ifade ile, herhangi s* € o(B) igin u}(s*) = uj ve uj(s*) = uj
durumuna sahip oluruz. Yani bu ¢(3)'nin bog kiime olmadig1 anlamina gelir. Bu
yiizden, kompakt fayda dagilim kiimesine sahip herhangi bir B pazarlik oyununda
en azindan bir Nash dengesi vardir.

Simdi ilk defa Nash (1950b) tarafindan formalize edilen pazarlik teoremin ilk
kismini yukanda kullanilan tanimlarin yardimiyla ifade edebiliriz.

Teorem 8.1 Kompakt fayda dagilim kiimeleri iizerinde tammlanan pazarlik oyun-
larinda, Nash kurall, o(-), pareto etkin, ilgisiz alternatiflerden bagimsiz ve lineer
doniigiimlerden bagimsizdir.

Nash ¢6ziim kuralinin yukanda verilen 6zelliklerinin yaninda diger bazi 6zellikleri
de vardir. Bu 6zellikler ¢6ziim kuralinin simetrik ve konveks olmasidir.

iv. Bir pazarhk ¢6ziim kuralinin simetrik oldugunu séylemek igin her seyden
once fayda dagilim kiimesinin konveks ve simetrik olmasi gerekir. Bir pazarlik
oyununun fayda dagilim kiimesi, eger kiime iginde segilen herhangi iki noktayi
birlestiren dogru iizerindeki her nokta kiime iginde kalirsa konvekstir ve eger
(u1,u2) € U durumu, ayn1 zamanda (ug2,u,) € U anlamina geliyorsa simetriktir.
Geometrik olarak simetriklik, U kiimesinin kendisini iki-sektore ayiran u; = 2
dogrusuna gore simetrik olmasi anlamina gelir (Sekil 8.1).

U

Sekil 8.1 Fayda dagilim kiimesi simetrik, kompakt ve konveks bir kiimedir

Coziim kural ile ilgili dordiincii kosulu tanimlamak igin su tanima ihtiyacimiz
var: Eger bir B pazarlik oyununun fayda dagilim kiimesi konveks ve kompakt ise,
buna konveks pazarlik oyunudenir. Eger d; = d; ve fayda dagilim kiimesi simetrik
ve kompakt ise bu pazarlik oyununa simetrik pazarlik oyunu denir.

Simdi dordiincii kosulu ifade edebiliriz. Eger B simetrik pazarlik oyununun
her s € s(B) alternatif ¢oziimii igin wu; (s) = u2(s) durumuna sahipsek s(-) ¢6ziim
kuralina simetrik denir. Yani bir pazarlik ¢6ziim kurali simetrikse bu her simetrik
pazarlik oyununda oyunculara esit davranildigi anlamina gelir. Egit davranmak-
taki kasit, oyuncular ayni diizeyde anlagmazlik faydalarn aliyorlarsa, herhangi bir
anlagsma noktasinda da esit faydalar almalari demektir.
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Simdi de Nash pazarlik teoreminin ikinci kismini ifade edebiliriz.

Teorem 8.2 Eger B konveks bir pazarlik oyunu ise, asagidaki durumu saglayacak
(ul,u3) gibi bir fayda dagilimi vardir:

a(B) = {s € S :ui(s) = u} ve ua(s) = u3}
ve eger B ayni zamanda simetrik ise bu durumda u} = uj olur.

Ozellikle konveks ve simetrik pazarlik oyunlan iizerindeki o(-) Nash ¢oziim
kural1 pareto optimal, ilgisiz alternatiflerden ve lineer doniisiimlerden bagimsiz ve
simetriktir. Nash ¢6ziim kuralinin dogasin1 anlamak i¢in agagida basit bir ormegi
kullanalim.

Ornek 8.1

iki bireyin toplam 200 lira gibi bir para miktari iizerinde bir pazarlipa
girigtiklerini varsayalim. Eger paranin nasil boliindiigii konusunda anlagamazlarsa
ikisi de herhangi bir para alamayacakti. Bu durumda S pazarlik kiimesi, tim
(z1, z2) negatif-olmayan reel sayilar kiimesinden olugur:

S ={(z1,72) : 1 > 0,22 > 0, ve 21 + 2 < 200},

burada z;, ¢ oyuncusunun aldig1 paray: gosterir.
Herhangi bir bireyin elde ettigi fayda aldig1 para lle Ol¢iiliir. Bu yiizden, oyun-
culann fayda fonksiyonlan soyledir:

ul(.’ltl,.’llz) = Ve u2(171,x2) = I9.

Eger anlagmazlik varsa, oyuncular d, = dy = 0elde ederler. Kolayca goriilebilecegi
gibi, bu pazarlik oyunu konveks ve simetriktir.

Ayn1 zamanda, bu pazarlik oyunu igin (8.1)’de ifade edilen fg = S — R
fonksiyonu agagidaki gibi olur:

f($17I2) = u1($1,$2)U2($1,$2) =I1T2.

Yukanda verilen Nash pazarligin ikinci teoreminden hareketle, f
fonksiyonunun maksimum degerinin, ayn1 zamanda bu pazarlik oyununun tek Nash
dengesi oldugunu sdyleyebiliriz. Bu ¢dziim pareto etkin, ilgisiz alternatiflerden
bagimsiz, lineer doniisimlerden bagimsiz ve simetriktir. Cebirsel iglemler sonu-
cunda f fonksiyonunun tek maksimum degerinin z] = x5 = 100 oldugu goriiliir.
Yani pazarlik oyununun Nash ¢oziimii her oyuncuya 100 lira vermektir.

Bu teoremin giicii, her simetrik konveks pazarlik oyununun tiim istenilir
kosullan saglayan bir ¢éziime sahip olmasidir. Bu yukandaki 6mekte de agik¢a
gorilmektedir. Bu 6rnekte x; + o = 200 esitligini saglayan herhangi bir (1, T2)
paylagimi, pareto etkin, ilgisiz alternatiflerden bagimsiz ve lineer doniigiimlere karsi
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degismezdir. Simetriyi saglayan tek bir ¢oziim ¢ifti vardir: =7 = x5 = 100. Bu-
rada Nash teoreminin bize verdigi mesaj sudur: Her konveks ve simetrik pazarlk
oyununun Nash ¢6ziim kurali tek bir simetrik ¢6ziim verir.

Simetri Aksiyomu Gegerli Degilse

Su ana kadar tartigtifimiz Nash pazarlik ¢Oziimii simetri varsayimi altinda
igleyen bir ¢oziim bigimidir. Fakat pek ¢ok pazarlik oyunu aslinda simetrik degildir.
Bu durum genelde oyuncularin kendi aralarindaki riske  kargi
davraniglarindaki veya fayda dagilim kiimelerindeki asimetriden kaynaklanmak-
tadir. Bu durumlarda da Nash ¢oziim kurali hala iyi ¢aligan bir yontemdir.

Yani daha 6nce tammlandig: gibi herhangi bir B pazarlik oyununun o (B) Nash
¢oziim kiimesi, f3(s) = (u1(s) — d1)(u2(s) — d2) fonksiyonunu maksimize eden
tim degerleri igerir:

o(B) = {s € 5: fp(s) = max fy(x)}.

Boylece riskten kaginma diizeyindeki bir degisiklik fayda fonksiyonlarinda
ifade edilir ve buna gore Nash dengesi de degisecektir. Benzer olarak anlagmazlik
fayda diizeylerindeki bir farklilik, d; degerini ve dolayisiyla da fg fonksiyonunu
degistirecektir, bu da Nash ¢oziimiinii etkileyecektir. Gergekte, d; arttiginda (diga-
nidaki opsiyondaki iyilesmeden dolay1), Nash ¢dziimii 1. oyuncunun aldig1 miktan
artinir. Her iki asimetrinin oldugu durumda, Nash ¢6ziimii makul ve sezgisel ¢6ziim
iiretmeye devam etmektedir ¢iinkii bu durumlar ya fayda fonksiyonlarin1 degistirir
ya da anlagmazlik fayda diizeylerini degistirir.

Bu tir durumlarda simetri aksiyomunun gecerli olmadigi daha genel bir
fonksiyonel form soyle yazilabilir:

fB=|wi(s) - d1]0 [ua(s) — dg]l_o, (8.2)

burada 6 € (0.1) 1. oyuncunun pazarlik giiciinii gosterir.
Eger oyunculann fayda fonksiyonlarim basitge diye u;(s) = s1 ve u2(s) = s9
diye tanimlanirsak:
fo=[s1 —d)’ [s2 —do)* 77,

burada s; > dj, j = 1,2 Dikkat edilirse, 6 = 1/2 oldugu varsayilirsa, (8.1)
problemine geri doneriz. Limitte eger § — 1 ise, pazarhk oyunu 1. oyuncu-
nun s2 > dz kisiti altinda s)’nin maksimize edilmesi anlamina gelir veya limitte
0 — 0 ise bu durumda da pazarlik oyunu 2. oyuncunun s; > d; kisiti altinda
s2’nin maksimize edilmesi anlamina gelir.

Simdi (8.2) fonksiyonuna tekrardan geri donelim. Bu fonksiyonun s’ye gore
1 .dereceden kogulu sudur:

0 [uz(s) — da] ui(s) + (1 = 0) [u1(s) — di] up(s) =0 (8.3)

Basit olmasi igin fayda diizeylerini u; = s ve up = 1 — s geklinde ifade edelim.
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Buradan hareketle (8.3) sunu verir:

s=dy + 9(1 —dy — dg),
1l—-s=dy+ (1 —9)(1 —dy —dg).

Burada 1 — d; — d», anlagsmazlik sonrasi kalan fazlaliktir. Yani her oyuncu kendi
tehdit noktasi art1 pazarlik giiciiyle orantil1 fazlaliktan pay alir. Bu yiizden de Nash
¢Oziimii, fazlalif1 paylagmak olarak da nitelendirilebilir.

Tabii burada dikkat edilmesi gereken diger bir nokta fayda fonksiyonlarini tek
degiskenle ifade etmek gibi bir zorunlulugun olmamasidir. Ornegin, 1. oyuncunun
is¢i, 2. oyuncunun firma oldugu bir pazarlik oyununda, iicretler ve ¢aligma saatleri
iizerinden pazarhk yaptiklarini varsayalim ve oyuncularin
faydalanmi u; = w;(w, h) ile gosterelim, burada w iicreti ve h ¢aligma saatini
gostermektedir. Konkavlik varsayimi altinda (8.2) Nash probleminin birinci derece-
den kosulu sudur:

O Au-
8 [ua(c, h) — da] % + (1 =0) [ur(c, h) — di] % =0,
0 3
0 [uzle,h) = da] b + (1= 0) fur(e. ) — di] T2 = 0.

Bu iki denklemin aym anda ¢oziimiinden oyundaki denge iicreti (w*) ve denge
caligma saatini (h*) buluruz.

Diger yandan, Nash ¢oziimii, pazarlik oyununun fayda dagilim kiimesinin
asimetrik oldugu durumlarda yeterince iyi sonuglar vermez. Bu yiizden bu tiir
pazarlik oyunlan igin alternatif ¢oziim metotlan gereklidir. §imdi bunlardan biri
olan Kalai-Smorodinsky ¢6ziim kuralina bakalim.

8.3 Kalai-Smorodinsky Coéziim Kurah

Daha once belirttigimiz gibi, Nash ¢6ziim kurali hem simetrik pazarlik oyunlan
icin hem de riskten kaginma ve anlasmazlik noktalarindaki asimetrik durumlara
sahip pazarlik oyunlan igin iyi bir ¢6ziim metodudur. Fakat Nash ¢6ziim kurall,
fayda dagilim kiimesinin asimetrik oldugu durumlarda yeterince anlamli ¢éziimler
iiretmekte basarili degildir. Ornegin fayda dagihm kiimesini asimetrik yapacak
sekilde pastamn biiyiidiigii ya da kiigiildiigii durumlarda, Nash ¢oziim kurali an-
laml ¢oziimler vermez. Bu duruma verilen klasik 6mek, iflas durumunda farkl
miktarlarda borg verenlerin geri alacagi miktardir. Bu gibi durumlarda, herhangi
bir iflas olmadig1 miiddetge, borg verenler verdikleri kredilerin biiyiikliigii oraninda
geri 6deme beklerler. Fakat borg alanlar iflas ettiginde Nash ¢oziimii, kalan akti-
flerin borg verenler arasinda esit paylagilmasini onerir. Eger verilen krediler esit
miktarda degilse, bu paylagim kurali ¢ok anlamli degildir. Mantikli ¢6ziim,
aktiflerin verilen kredilerle orantili bir sekilde paylagilmasidir.

Bu boliimde simetri kosulunun saglanmadig1 boyle durumlarda Nash ¢oziimii
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yerine, monotonluk kosulunu saglayan alternatif bir ¢6ziim metodunu tartisacagz.
Monotonluk kosulu, pazarlik ¢6ziimiiniin pazarlik alternatifler kiimesinin geniglemesi
durumunda, bir oyuncuya buna paralel olarak fayda vermeyi saglar. Simdi bunu
formel olarak tanimlayalim.

Tanmim 8.2 Herhangi bir B = (S, (u1,d1), (u2,d2)) pazarlik oyunu ve S’ nin
herhangi bir T altkiimesi i¢cin, B pazarlik oyununun s(B) ¢oziim kiimesi, Br =
(T, (w1,d1), (u2,d2)) pazarlik oyununun s(Br) ¢iziim kiimesine baskinsa, s(-)
¢oziim kuralt monotondur. Bagka bir degisle her s € T i¢in asagidaki kogulu
saglayan bir s' € S’ sonucu varsa bu s(-) ¢éziim kuralina monoton denir:

w1 (s’) > uy(s) ve up(s’) > up(s).

Nash ¢oziim kurali monotonluk kosulunu saglamaz. $ekil 8.2°de verilen
pazarhk oyunlarina bakalim. Sekil 8.2(a)’da pazarhk oyunu simetriktir ve Nash
¢oziimii (2, 2) fayda sonucunu verir. Fakat Sekil 8.2(b)’de oyun simetrik degildir.
Nash ¢oziim kural (1,4) fayda ¢iftini ¢6ziim olarak verir. Bu durum, Sekil 8.2(a)’
daki oyunda verilen Ur fayda dagilim kiimesinin, Sekil 8.2(b)’deki oyunda verilen
U fayda dagilim kiimesinin bir altkiimesi olmasina ragmen, | .oyuncunun bu oyun-
daki Nash kuralina gére dahaaz aldigim gosterir. Yani asimetri durumlarinda, $ekil
8.2(b)’de gosterilen tipteki pazarlik oyunlarinda oldugu gibi, biraz daha farkh bir
kritere ihtiyacimiz var. Fayda dagilim kiimesinin asimetrik oldugu durumlar igin
pazarhk ¢oziim kural E. Kalai ve M. Smorodinsky (1975) tarafindan gelistirimigtir.
Simdi bu ¢6ziim kuralina bakalim.

3

Sekil 8.2

Herhangi bir pazarhk oyunu, B = (S, (u1,d;), (u2,d2)), verildiginde her oyun-
cunun faydasimi maksimize eden sonucu bulabiliriz.

7Th — maxuip\s) ve = max us\(s).
n = ma 1(s) ve 7o ma 2(s)
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B pazarlik oyununun fayda dagihm kiimesi kompakt ise, 7); ve 12 degerleri bulun-
abilir. B pazarlik oyununda, Kalai-Smorodinsky dogrusu (K S dogrusu), dedigimiz,
1) 1o-diizleminde orijinden gegen ve k = 3—; egimine sahip bir dogru vardir. Bu
yiizden KS dogrusunun denklemi u2 = k; geklinde ifade edilir.

Eger (d1,d2) # (0,0) ise, KS dogrusu u;us-diizleminde (d;,d2) ve (n1,75)
dogrulan arasindan gecer. Bu durumda K'S dogrusu k& = ?];:—Zf egimine sahiptir ve
dolayisiyla denklemi gdyle yazilabilir:

U — d2 = k(U] - dl)

Pazarlik oyununun Kalai-Smorodinsky fayda dagilim: (veya kisaca KS fayda
dagilimi) U fayda dagilim kiimesinde tanimlanan K'S dogrusu iizerindeki en uzak
kuzeydogu noktasidir (@, up)’dr. Bunu formel olarak ifade edelim.
K = {s € S : (ui(s), kup(s)) € U} kiimesi diisiiniildiigiinde, (71, %2) noktas
asagidaki degerlerdir:

u) = max 1L|(S) ve Uy = ku;.

Eger K = O ise, pazarlik oyunu bir KS fayda dagilimina sahip degildir. Bir
pazarlik problemi en fazla bir KS fayda dagilimina sahip olabilir, yani bir pazarlik
oyunu ya bir KS fayda dagilimina sahiptir ya da hicbir KS fayda dagilimina sahip
degildir. Eger bir pazarlik oyunu U gibi kompakt fayda dagilim kiimesine sahipse,
((dy,d2) € U veri alindiginda), bu pazarlik oyunu bir KS fayda dagilimina sahiptir
demektir.

Simdi de Kalai-Smorodinsky ¢6ziim kuralini, k(+), tammlayalim:

Tamim 8.3 Herhangi bir pazarlik oyununun, B = (S;(u;.d1), (u2,d2)), Kalai-
Smorodinsky ¢oziim kurali basitge asagidaki gibidir:

k(B) ={s € S :u\(s) = W ve up(s) = Up}.

Eger 8 pazarlik oyunu bir KS fayda dagilimina sahip degilse, bu durumda k(B) =
D olur.

Kalai-Smorodinsky ¢6ziim kuralinin temel 6zelliklerini $Oyle siralayabiliriz:

i. Kalai-Smorodinsky ¢6ziim kurali lineer doniigiimlerden bagimsizdir fakat
ilgisiz alternatiflerden bagimsizlig1 saglayamaz.

ii. Her konveks pazarlik oyunu bir KS fayda dagilimina sahiptir ve Kalai-
Smorodinsky ¢6ziim kiimesi k( B) bos olmayan ve pareto etkin pazarlik sonuglarin
dahil eder.

iii. Eger B konveks bir simetrik pazarlik oyunu ise B’nin Kalai-Smorodinsky
¢Oziimii, Nash ¢oziimii ile ortiigiir, yani k(B) = o(B).

Herhangi bir pazarlik oyununda KS ¢6ziim kuralini daha iyi anlamak igin klasik
bir drmek olan iicret pazarlik oyununa bakalim.
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Ornek 8.2 Ucret pazarlig

Bir sendika ile bir firnanin sik sik iicret iizerine pazarlk yaptiklarini diigiinelim.
Bu durumu anlamak igin basit bir pazarlik oyunu tasarlayalim. Sendikanin iiye
sayist L kadardir. Firma malin1 rekabetgi bir ortamda sabit bir fiyatla, p, satmak-
tadir. Firmanin iiretim fonksiyonunu f(L) ile gosterelim. Bu durumda firmanin
geliri R = pf(L) olarak ifade edilir. Eger firma w icretini 6derse, firmanin kin
7 = pf(L) — wL = R — wL’dir. Firma bu kirdan hissedarlarina belirli bir kar
payi, h, dagitmaktadir.

Firma (1. oyuncu) ve sendika (2. oyuncu) arasinda w iicreti iizerine yapilan
pazarlik anlagmazlikla sonuglanirsa firmanin kédn sifir ve iggilerin aldig iicret ise w
(disaridaki opsiyon) olmaktadir, dolayisiyla d; = 0 ve d = w/L. Aksi durumda
(yani anlagirlarsa) sendikanin geliri wL ve firmanin kdn R —wZL — h kadardir, yani

uy(w, h) = R~ wL — h ve uy(w) = wlL,

buradaw < w < % ve0 < h < R—wlL. Sekil 8.3(a)’da pazarlk sonuglan kiimesi
S ile gosterilmektedir. Sekil 8.3(b)’de ise bu pazarlik oyununun fayda dagilim
kiimesinin konveks ve kompakt oldugu goriilmektedir (tarali iggen alan). Fakat
dikkat edilirse bu pazarlik oyunu konveks olmasina ragmen simetrik degildir.

b KS dogrusu
h Uz \_
R — ’
_ Anlagmaziik LUy )
R-wL h=R-wL noktasi T
v/ \ o Ut =R
S !VL \\
] R/L w R u

(a (b)

Sekil 8.3 Ucret pazarlik oyununda Kalai- Smorodinsky ¢oziimii

K S dogrusunun egimi agik bir gekilde soyle ifade edilir:

_R-wl

k= =
R—wlL

1.

Bu yiizden KS dogrusu,
ug = u; + wl

tarafindan belirlenir. u; = R — w) diye tamimlarsak, R — u; = u; + wL sonucunu
elde ederiz. Burada u; degerini ¢dzerek asagidaki fayda diizeylerini buluruz:

R-wL _ R+uwl
ve Uy = 5

u; =
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4y = w*L oldugundan dolayi, KS ¢oziimiinden ¢ikan ve iizerinde anlagilan iicret
diizeyi sudur:
R+ wlL

w* = )

2
Sonug olarak, bu 6mek iizerinden KS ¢oziimiiniin, asimetrik fayda dagilim
kiimelerinin oldugu pazarlik oyunlaninda daha mantikli sonuglar verdigini gostermeye
cahistik.

8.4 Koalisyon Oyunlan

Simdiye kadar inceledigimiz pazarlik oyunlannda, sadece iki birey arasindaki
pazarhk durumlanm dikkate aldik. Fakat pazarlik problemleri ikiden fazla bireyi
kapsayabilir. Cok sayida bireyin oldugu durumlarda gruplann verdigi kararlar
onemli hale gelir. Genellikle bir grubun iiyeleri birbiriyle ¢atisan ¢ikarlara sahiptir.
Boyle durumlarda grup tiim iiyelerin kabul edecegi 6nerilerde bulunmak zorun-
dadir.

Cok sayida insanin oldugu bir pazarlik problemindeki mantik, genel bir pazarlk
problemindeki mantikla ayni olsa da aralaninda 6nemli bir fark vardir. Bu da bazi
oyunculann birlikte hareket ederek koalisyon kurmalandir. Burada 6nemli olan,
koalisyon iiyelerinin gerceklestirebilecekleri alternatif sonuglar iizerinde anlasmalan
ve bunun, tiim n tane oyuncunun oldugu durumda kurulan biiyiik koalisyondan
daha fazla fayda saglayabilecegidir. Bu yiizden biiyiik koalisyon, her iiyesine diger
bir koalisyonunun sagladif1 faydadan daha fazlasim verecek bir 6neride bulun-
mahdir, aksi takdirde farkli koalisyonlarortaya ¢ikabilir. Sonug olarak, bir pazarhk
probleminde herhangi bir makul alternatifi tartigirken, oyunculann
herhangi bir koalisyondan alacaklan faydalari tanimlamamiz gerekir.

Bir koalisyon oyununun sonucu, oyunculann olusturdugu gruplar kiimesinin
bolmelerinden (farkl: iiyelerden olusan olasi koalisyonlar kiimesi) olusur ve
bolmedeki her grubun hareketi ile birlikte tanimlanir. Koalisyon bélmesinde, en ug
durumda, her grupta kendi bagina hareket eden bir birey vardir. Diger u¢ durumda
ise tiim oyunculan igeren bir tek grup vardir, yani biiyiik koalisyon. Her oyuncu
sadece ait oldugu bolmenin iiyesi tarafindan segilen hareketleri dikkate ahir. Boyle
oyunlarda her oyuncunun tercihi basit¢e onu dahil eden tiim olasi gruplann hareket-
lerini siralamaya tabi tutmasi ve en yiiksek fayday: veren hareketi segmesidir. Bu-
rada diger bir onemli nokta sudur: Koalisyon oyunu tamminda, bir koalisyonun
hareketleri ile koalisyon iiyelerinin hareketleri arasinda bir iligki kurulmaz. Koal-
isyonun hareketleri veri alinir, yani iiyelerinin davramglanndan tiiretilmez.

Kisaca bir koalisyon oyunu, bir oyuncular kiimesine; her koalisyon igin bir
hareket kiimesine ve her oyuncu igin, iiyesi oldugu tiim olasi koalisyonlarn hareket-
leri lizerinde bir tercih siralamasina sahiptir.

Burada biiyiik koalisyonu (tim oyuncular kiimesinin olugturdugu koalisyon) NV
ile, herhangi bir koalisyonu ise C' ile gosterecegiz. Boyle bir oyunda herhangi bir
C koalisyonunun her hareketi, ilgili varhigin (mal veya para olabilir) C’nin iiyeleri
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arasinda nasil dagildigini tamimlar. Biz buna malin C—dagi/im diyelim.

Her C koalisyonu igin, bu koalisyonla iligkilendirilen bog olmayan bir sonuglar
kiimesi, Sc € S. vardir. Yani n-oyunculu bir pazarlik oyunu verildiginde, her
C koalisyonunu S¢: gibi bir sonuglar kiimesine yollayan bir fonksiyon vardir. Bu
sonuglar kiimesi, sadece C koalisyonunun iiyeleri tarafindan gerceklestirilen alter-
natif sonuglar kiimesidir. Biiyiik koalisyon (V). sonuglar kiimesindeki (S) her al-
ternatif sonucu gergeklestirebildiginden, agikga Sy = S 'dir. Bir C koalisyonunun
olas1 pazarlik sonuglar kiimesi, bu koalisyon iiyelerinin S¢: kiimesindeki alternatif
sonuglardan elde edebilecegi tiim faydalar kiimesi olan v(C)’yi verir. Genel olarak,
¢(C) kiimesi tiim (v1, ....,v,) € R™ vektorlerini igerir. Tiim ¢ € C igin v; = u;(s)
durumunu saglayacak belirli bir s € S¢; vardir. Dolayisiyla v(-) fonskiyonunu
sOyle tanimlanz:

v:Z— R,

burada Z kiimesi, N kiimesinin tiim altkiimelerinin (bos kiime hari¢) kiimesidir.
Yani her C koalisyonu i¢in v(C) kiimesi, koalisyonun iiyeleri igin elde ettigi fayda
dagilim kiimesini tanimlar. Buna koalisyon fonksiyonu denir. Bagka bir degisle
v(C) fonksiyonu, C koalisyonu igin kendi iiyelerinin tiim fayda dagilimini veren
bir fonksiyondur. Asagidaki 6mek bu notasyonlar1 daha iyi anlamamiza yardimci
olacaktir.

Ornek 8.3

Ug enerji firmasi birbirine yakin mekanlarda bulunmaktadir. Herbiri yasayla
belirlenen bolgenin tek enerji dagiticisi konumundadir. Fakat iiretim tesislerinin
lokasyonu, enerji sirketlerine, kendi yasama alanlan igindeki enerji imkanlarini
birbiriyle anlagarak degistirmeleri durumunda, daha ucuza enerji arz etme imkani
vermektedir.

Bu durumda koalisyon biiyiikliigii 1 (yani koalisyondaki eleman sayisi) iken
olugan faydalan g6yle yazabiliriz:

v({1}) = {(1, 22, 23) : 29,23 € R},

v({2}) = {(21, 1, rq 1,73 € R}.

v({3}) = {(x1,22,1) s 71,29 € R} .
Yukandaki ifadede 6rnegin v({1}) kiimesi birinci sirketin herhangi bir ortakliga
girmeden 6nceki kar diizeyini gostermektedir (1 degeri, normalize edilen degerdir).

Diger iki firmamn kérlarini ise koalisyonda olmadiklan igin sadece 2:2 ve x3 diye
yazdik. Biiyiikliigii iki olan koalisyonlar ise goyle ifade edilir:

v({1,2}) = {(0.5,0.5,23) : 23 € R} .
v({2,3}) = {(:r1,0.5,0.5) : 1 € R}

ve
v({1,3}) = {(0.6,22.0.4) : ;2 € R}.
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Bu ifadeler de bize ikili koalisyonlar ve onlarin faydalarin1 verir. Son olarak biiyiik
koalisyonu soyle ifade ederiz:

v({1,2,3)} = {(0,9,1,0.6}).

8.4.1 Baglayicl Koalisyon Oyunu

Daha once de ifade ettigimiz gibi, bir koalisyon oyunu, oyuncularin bireysel olarak
degil grup olarak rasyonel davrandiklan durumlani modellemeye ¢aligir. Bu
konudaki teorinin biiyiik bir kismi, bir araya gelme motivasyonunun yiiksek oldugu
durumlarla ilgilenir. Dolayisiyla tiim oyuncular igeren tek bir koalisyon olusturmanin
bir dezavantaj yaratmadig1 durumlar inceler. Tiim oyuncularin bir araya geldigi bir
biiyiik koalisyon s6z konusu olabilir. Bu da daha kiigiik gruplardan olusan koalisy-
onlarin dagilma ihtimali oldugu anlamina gelir. Bdyle durumlarda biiyiik koalisy-
onun iirettigi sonuglar en az altgruplardan olusan koalisyonlar kadar iyidir. Bu tiir
oyunlara baglay:ct koalisyon oyunlari (cohesive coalition games) denir.

Tamm 8.4 Eger tiim oyuncular kiimesinin her {C, ...., Ci} koalisyon bilmesi ve
her koalisyon béiilmesinden olugan (ac,, .....,ac, ) hareketler kombinasyonu igin,
bolmedeki her C; koalisyonunda her i oyuncusunun ac; hareketine esit veya on-
dan daha fazla fayda saglayan biiyiik koalisyonunun (N ) bir hareketi varsa, bu
koalisyon oyunu baglayicidir.

Baglayici koalisyon kavramim daha iyi anlamak igin agsagidaki omeklere

bakalim.
4

Ornek 8.4

iki oyunculu bir oyun diigiinelim. Bu oyunda iki kisi bir birim mal ancak bir-
likte hareket ettiklerinde iiretebiliyorlar, yani mali tek baslarina iiretmeleri miimkiin
degildir. Uretilen mal da istedikleri sekilde paylasiyorlar (bu tiir oyunlara ittifak
oyunu da denir). Oyuncularin mal tek baglarina iiretmeleri miimkiin degildir. Her
biri aldig1 malin miktarin1 6nemser ve ¢ogu aza tercih eder. Bu durumu $6yle mod-
elleyebiliriz: (i) iki oyuncu var (ii) hareketler: Her oyuncu bagimsiz hareket ede-
bilir (yani bir koalisyon yok) fakat bu onlara herhangi bir mal iiretme imkani ver-
mez ve her iki oyuncunun, {1, 2}, olusturdugu koalisyonunun hareketler kiimesi
(z1,x2), burada x; ve z negatif olmayan reel sayilar kiimesinde tammlidir ve
1 + z2 = 1 esitligini saglar, (yani iki birey arasinda bir birimlik malin paylagim
kiimesini veren hareketler) (iii) faydalari: Her oyuncunun tercihi elde ettigi mal ile
ifade edilir.

Oyuncular kiimesinin olas1 bolmeleri iki tanedir: Her iki oyuncunun tek bir
koalisyon olarak davranmalari, yani {{1,2}}, ve her oyuncunun tek bagina hareket
ettigi durum, yani {{1}, {2}}. Ikinci durumda, yani herkesin tek bagina davrandig
durumda tek bir hareketler kombinasyonu s6z konusudur, o da hi¢bir mal iiretme-
mektir. Dolayisiyla bu koalisyon oyununda ilk durum (biiyiik koalisyon) her zaman
daha iyi bir sonug verir. Bu da oyunun baglayici oldugunu gosterir.
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Oyuncularn simetrik olmadig1 ve mal iiretme firsatlarinin daha fazla oldugu
bagka bir orege bakalim.

Ornek 8.5

Bir toprak sahibinin arazisinde optimal olarak k tane ig¢i ¢aligabilmektedir ve
iirettikleri tahil miktan kendisi dahil ig¢i sayisinin bir fonksiyonudur, yani f(k+1)
kadardir; burada f iiretim fonksiyonudur ve f(0) = 0’dir. Toprak sahibi topraginda
caligtiracag isgileri toplam isgi sayist olan m kiimesinden se¢mektedir. Toprak
sahibi ve her ig¢i sadece kendi aldig1 malla ilgilenmektedir ve ¢ogu aza tercih et-
mektedir. Yani kisaca toprak sahibi ve m tane ig¢inin oldugu bir koalisyon oyunuyla
karsi kargiyayiz. Eger sadece isgilerden olugan bir koalisyon s6z konusu ise bu
koalisonun tek bir hareketi vardir, o da higbir iiyesinin maldan bir sey almadig:
durumdur (yani toprak sahibi olmadigindan yani toprak olmadigindan iiretim de
yoktur). Diger yandan toprak sahibinin ve k tane ig¢inin olusturacag: bir koal-
isyonda ise C hareketler kiimesi (C koalisyon iiyelerinin iirettigi f(k + 1) degeri)
koalisyondaki iiyelerin tim C—dagilim kiimesini verir. Bu oyun da baglayici bir
oyundur giinkii biiyiik koalisyon herhangi bir koalisyondan daha fazla ¢ikt: iiretir
(k ig¢i diizeyi optimal diizeydir ve diger tiim koalisyonlardan daha iyidir).

Cogu pazarlik oyununda, bir bireyin faydasi basitge bu bireyin aldig1 para
miktandir. Bu gibi durumlarda, bir koalisyondaki tiim oyunculann faydalarim
toplayabilir ve bir vektorler kiimesinden ziyade, toplam fayday:1 v(C') gibi bir sayiyla
ifade edebiliriz. Bu fonksiyon daha once ifade ettigimiz gibi koalisyon fonksiy-
onudur (veya karakteristik fonksiyon). Burada v(C) sayisi ayn1 zamanda koalisy-
onun degeri olarak da adlandinlir. v(C), C koalisyonun iiyelerinin faydalannin
toplamim gosteren bir say1 oldugundan, v(C) degeri koalisyon iginde istenildigi
gibi dagitabilir. Boylece eger u;, ¢ oyuncusunun aldigi fayda ise, ZieCui =v(C)
bize C koalisyonun degerini verir.

Bir koalisyon iiyesinin faydasi daha az veya daha fazla para verilerek artirabilir
ya da azaltilabilir. Yani yan 6demeler yapilabilir. Bu yiizden bu pazarlik oyun-
larina yan-iddeme oyunlart veya transfer-edilebilir fayda oyunlar: da denir. Yan
Odemelere imkan vermeyen oyunlara yan-édemeli olmayan  veya
transfer-edilemeyen fayda oyunlar: denir.

Ornek 8.6

Iki oyunculu ittifak oyununda, N = {1, 2}, olasi koalisyon degerleri v({1}) =
v({2}) = 0 ve v({1,2}) = 1 seklindedir. Toprak sahibi-is¢i 6rneginde,
N ={1,2, ..,m+ 1}, burada 1 toprak sahibini, 2, ..., m ise ig¢ileri gdstermektedir.
Oyunun degeri su sekilde ifade edilir:

o(S) = 0, eger 1 (toprak sahibi) C’nin bir iiyesi degilse
| f(k), eger C, 1 ve k tane isgiyi igeriyorsa
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Bu oyun acikga, transfer-edilebilir bir fayda oyunudur ¢iinkii koalisyon iiyeleri
arasinda fayda transferi yapmak miimkiindiir. Asagidaki 6mek ise fayda transfer-
edilebilir bir oyun degildir.

Ornek 8.7

Ev tahsisi diye nitelendirdigimiz bir oyunda n sayida insandan olugan bir grubun
her iiyesi tek bir eve sahiptir. Ev sahiplerinden olugan herhangi bir altgrupta iiyeler
evlerini istedigi sekilde yeniden biribiri ile degistirebilmektedir. insanlar evlerine
farkl degerler atfetmektedir ve yalmzca kendi evlerinin degeri ile ilgilenmekte-
dirler. Bir altgrubun yani bir koalisyonunun (C) hareketler kiimesi baglangicta
koalisyon iiyelerine ait evlerin, koalisyon iiyelerine yapilan tiim dagilimlarinin ki-
mesidir. Her oyuncu, tahsis edilen eve gore bir sonucu digerine tercih eder.

Bu oyun baglayici bir oyundur ¢iinkii oyuncular kiimesinin herhangi bir
altkiimesindeki koalisyonlarla elde edilen ev tahsisleri ayn1 zamanda tiim oyun-
cular kiimesiyle de elde edilebilir. Fakat bu oyunda transfer-edilebilir fayda s6z
konusu degildir. Omegin, 1. ve 2. oyunculardan olusan koalisyonda sadece iki
fayda dagilimi olabilir: (21, w2) ve (zy, w) ), burada z;, ¢ (= 1, 2) evinin 1. oyun-
cuya sagladipx fayda iken, w;, i (= 1,2) evinin 2.0yuncuya sagladig1 fayday:
gostermektedir. Agikga transfer-edilebilir faydalar miimkiin degildir.

8.4.2 Cekirdek

Biiyiik koalisyonun hangi hareketi yani hangi sonucu segecegi 6nemli bir konudur.
Biiyiik koalisyonda aradigimiz hareket, basitge stratejik’ve genigleyen-bigimli oyun-
lardaki bireysel oyuncularin hareketlerinden ziyade, her koalisyonun imkanlarinin
baskisiyla olusan ve buna uyumlu bir hareket olmalidir. Bu durumu analiz etmek
i¢in de ihtiya¢ duydugumuz kavram ¢ekirdek (core) kavramidir.

Tamm 8.5 Bir koalisyon oyunun ¢ekirdegi, kendisinden daha iyi bir hareketler
kiimesi veren bir koalisyonun bulunmadig: biiyiik koalisyonun (N) hareketler kii-
mesidir, ap .

Eger C gibi herhangi bir koalisyonun tiim iiyelerinin biiyiik koalisyonun ay
hareketine tercih edecegi bir hareketi varsa buna C’'nin ap iizerine pareto
iyilegtirilebilir oldugu soylenir (yani daha iyi bir tercih oldugu). Dolayisiyla
cekirdegi alternatif olarak sdyle de tamimlayabiliriz: Cekirdek hig bir koalisyonun
iyilestirme yapamayacag biiyiik koalisyonunun hareketler kiimesidir.

Cekirdek kavramini, bloklama kavramini kullanarak da tamimlayabiliriz. Bir
pazarlik oyununda koalisyonlar iiyelerine biiyiik koalisyondan daha fazla fayda
saglayan oneriler bulunabilir. Bu gibi durumlarda, iiyelerine daha fazla fayda garanti
eden bir koalisyon, biiyiik koalisyonun olugmasini engelleyebilir. Bunu koalisy-
onun biiyiik koalisyonu blokladig: seklinde ifade ederiz. Formel olarak, bir s € S
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sonucunun bir koalisyon tarafindan bloklanmasi agagidaki durumu saglayan belirli
(v1.....v,) € v(C) degeri varsa miimkiindiir:

v (C) > u(s), VieC.

Biiyiik koalisyondan gelen baz1 dneriler diger bazi koalisyonlar tarafindan blok-
lanabilir. Dolayisyla biiyiik koalisyondan gelen sadece belirli tekliflere hig bir
koalisyonun itiraz1 olamaz. Yani n—Kkisili bir pazarlik oyunun sonucu eger her-
hangi bir koalisyon tarafindan bloklanamiyorsa buna ¢ekirdek sonu¢ denir. Tim
¢ekirdek sonuglara da ¢ekirdek denir. Agikga ifade edersek, herhangi n-kisili bir
pazarlik oyunun ¢6ziimii ¢ekirdege ait olmalidir. Aksi takdirde buna belirli bir
koalisyon itiraz eder. Diger yandan, n-kisili bir pazarlik oyun igin ifade edilmesi
gereken onemli diger bir konu ise oyunun bog olmayan bir ¢ekirdege sahip ol-
masidir. Agikg¢a, bos ¢ekirdekli bir oyunun her bir koalisyonunun kabul edebilecegi
bir alternatif sunmasi miimkiin degildir. Bir koalisyon oyununun gekirdegini bul-
mak igin hicbir koalisyonun daha iyi sonug iiretemeyecegi biiyiik koalisyonunun
tiim hareketler kiimesini bulmamiz gerekir. $imdi baz1 6meklerde gekirdegi bu-
lalim.

Ornek 8.8

Daha 6nce gordiigiimiiz bu 6rmekte (ittifak oyununda) gekirdegi tanimlayalim.
Biiyiik koalisyonun hareketi (), z2) ¢iftidir; ki 1 + 22 = 1l vex; > 0,7 = 1,2
kosullarini saglar. Cekirdek iki oyuncu arasindaki tiim paylagimlar kiimesidir:

{(Il,xz) Ly txo=1vex; > 0}, 1=1,2.

Herhangi bir paylagim ¢ekirdekte yer alir ¢iinkii bir tek oyuncu saparsa, hem
toprak sahibi hem de ig¢i higbir ¢ikti alamayacaktir (giinkii bagimsiz hareket ettik-
lerinde iiretim olmayacaktir) ve eger biiyiik koalisyon farkli bir paylagimi secerse
her oyuncu daha kétii durumda olacaktir.

Bu ornekte higbir koalisyon, biiyiik koalisyonun hareketi iizerinde herhangi bir
kisit empoze eden bir harekete sahip degildir. Fakat diger oyunlarin ¢ogunda koal-
isyonlarin imkanlan biiyiik koalisyonun hareketlerini sinirlandirabilir.

Iki oyunculu ittifak oyununun bir diger versiyonunu diisiinelim. Bu oyunda 1.
oyuncu tek bagina ¢iktinin p kadarini ve 2. oyuncu tek bagina ¢iktinin ¢ kadarini
elde edebilsin. 1. oyuncuyu iceren koalisyonun, biiyiik koalisyonun (x1,x2)
hareketinden daha iyi bir harekete sahip olmamasinin kosulu z; > p iken, 2.
oyuncuyu igeren koalisyonun, biiyiik koalisyonun (z;,x2) hareketinden daha iyi
bir harekete sahip olmamasinin kogulu ise .z > ¢’dir. Yukandaki orijinal oyunda
oldugu gibi, her iki oyuncudan olugan koalisyonunun herhangi bir hareketi, (x1, r2)'den
daha iyi bir sonug iiretemez. Dolayisiyla ¢ekirdek $6yle tanimlanabilir:

H{x,22) i 21+ 32 =1, 71 > pVvery > q}
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Daha 6nce gordiigiimiiz toprak sahibi-iggiler oyununu toprak sahibi ve iki igginin
(k = 2) oldugu bir durumla sinirlandiralim. Biiyiik koalisyonun hareketini (1, x2, 3)
ile ifade edelim. Yani (x,z2.:x3) ii¢ oyuncu arasinda f(3) ¢ikt diizeyinin bir
dagilimi
olsun. Pozitif ¢ikt1 diizeyi saglayan koalisyonlar: Toprak sahibini (1. oyuncu) dahil
eden koalisyon ki bu durumda ¢ikt1 diizeyi f(1)’dir; toprak sahibi ve bir giftgiyi
dahil eden koalisyon, bu durumda ¢ikt1 diizeyi f(2)’dir ve biiyiik koalisyon, bu
durumda da gikt1 diizeyi ise f(3)'dir.

Eger agagidaki kosullar gegerliyse, biiyiik koalisyon, (1, x2. r3), cekirdektedir:

I Z f(l)wll"'z Z 03-7:3 Z 01
T+ a9 > f(2). 21+ 232> f(2).
xy+ 2+ a3 = f(3).

Yukaridaki ifadede son kosul, (x1, x2, x3) hareketinin katihmcilar arasinda f(3)
¢iktr diizeyinin ii¢ oyuncu arasinda tahsis edildigini garantiye alir.

Son kosuldan hareketle, 21 = f(3) — x2 — x3 diizeyini elde ederiz, boylece
kogullan yeniden 0yle yazabiliriz:

0<uzxy< f(3)— f(2),
0 <z3< f(3) = f(2),
o+ 23 < f(3) — f(1),

(
z1+ zo+x3= f(3).
/

Dolayisiyla gekirdekteki bir harekette, her ¢ift¢i en fazla ekstradan f(3) — f(2)
faydayi elde eder, ki bu 3. oyuncunun iiretime katkisidir. Ayrica giftgiler birlikte en
fazla ekstradan f(3)— f(1) ¢iktisim alir, Ki bu ikinci ve iiglincii oyuncunun iiretime
birlikte yaptiklan katkidir.

8.5 Ardisal Pazarhk

Daha ©nceki boéliimlerde, pazarlik oyununu daha ¢ok bir paylagim oyunu olarak
(pastanin paylasimi seklinde) diisiindiik ve bu paylasimda belirli normatif kurallan
yerine getiren bazi dagilim kurallarin1 (Nash pazarlik ¢6ziimii ve KS ¢dziimii gibi)
inceledik.

Bu boliimde pazarlik problemini daha pozitif bir yaklagimla tartisacagiz. Yani
bir pazarlik ¢oziimiiniin hangi kosullan sagladifina doniik kaygilanmak yerine,
pazarlik siirecinin ardisalligindan hareketle sonucun direkt ne olacagim tahmin
etmeye ¢alisacagiz. Pazarlik siireci belirli bir ardisallik iginde teklif ve kargi-teklifler
serisi halinde ilerlediginden, stratejik davranig 6nem kazanir. Dolayisiyla bu tiir
oyunlar stratejik pazarlik oyunlar olarak da bilinir.

Omegin evini satan biri ile evin alicis1 bir araya geldiklerinde evin fiyat igin
teklif ve kargi-tekliflerde bulunurlar. Siire¢ genelde, saticinin bir fiyat ilan etmesiyle
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baglar. Alici da genelde bu fiyatin altinda bir fiyat teklifinde bulunur. Satici bunu
kabul eder veya reddeder. Eger kabul ederse pazarlik biter fakat redderse teklif
sirasi tekrar saticiya geger. Bu sefer alici bunu kabul eder veya reddeder. Pazarhk
siireci bu gekilde devam eder. Sonugta her iki tarafin anlagtig bir fiyat olursa, ticaret
gerceklesir. Aksi takdirde pazarlik biter ve ticaret gerceklesmez. Simdi ardisal
pazarhk oyunlarinin nasil modellendigini anlamamizi kolaylagtiran drnekler ver-
erek devam edelim.

iki oyuncu bir pasta iizerinde pazarlik yapsinlar. Oyuncular pastanin paylagimi
igin (s1. s2) gibi onerilerde bulunsunlar. iki oyuncunun faydas: aldiklari pay kadardir.
Bu pazarlik oyununun alternatif sonuglar kiimesi soyledir:

S = {(Sl,.‘)’g) 181 20,8920, ve 1+ 590 = 1}.
Fayda fonksiyonlar da su sekilde ifade edilir:
’LLI(Sl,SQ) = 81 V¢ ’ll,Q(Sl, 32) = 89.

Bu yiizden de oyunun fayda-dagilim kiimesi U = {(s, s2) : (s1.52) € S} olur.

Bu oyunun en basit versiyonunda, 1.oyuncu pastanin s kadar kismini onerir
(kendisinde kalacak kismi 6nerdigini diigiinelim) ve 2. oyuncu bunu kabul edebilir
veya reddedebilir. Eger kabul ederse, 2.oyuncu 1 — s, alir ve l.oyuncu ise s alir.
Eger redderse, her ikisi de O alir. Bu oyun tek bir altoyun miikkemmel dengeye
sahiptir. Bu dengede 2.oyuncu herhangi bir teklifi kabul eder ve 1.oyuncu s = 1
onerir. Agikga 2.oyuncu her s < 1 teklifini kabul eder. Her s = 1 igin, 2. oyuncu
kabul ve red arasinda kayitsizdir. Bu oyuna iiltimatom oyunu denir. Bu oyunda
sonug orantisizdir ¢iinkii 2.oyuncunun bu oyunda hig bir giicii yoktur. Sahip oldugu
tek tehdit, reddetmek bunun kargihginda da higbir sey almamaktir. 1.oyuncu bunu
bilir.

Fakat gsimdi 2. oyuncuya kargi-teklif sunma imkani verelim. Eger 2. oyuncu
teklifi redderse, ikinci seferde kendisi teklifte bulunsun ve dolayisiyla 1. oyuncu
buna tepki veren kisi olsun. Bu oyunda ardisal ve miikemmel bilgili bir oyunda
oldugu gibi geriye dogru ¢ikarsama metodunu kullanabiliriz. Yani oyunun sonun-
dan baglayarak, 2. oyuncu so = 1 Onerisinde bulunur ve 1. oyuncu bunu kabul
eder. Ciinkii 2.oyuncu ilk periyotta kendisine yapilan teklifi kabul etmeyecektir
(I’den kiigiik tiim teklifleri reddedecektir) ve 2. periyotta 1 teklifinde bulunacaktir.
Bu da 2. agamadaki altoyunun tek Nash dengesidir. Geriye dogru ¢ikarsamayla
herhangi bir altoyun miikemmel dengede 2. oyuncu 1 alacaktir ¢iinkii simdi 1.
oyuncu gii¢siizdiir. Gergekte eger bu oyun T kadar sinirh gekilde tekrarlanirsa, 1.
oyuncu yal yada 0 ahir, kibu T"nin tek veya ¢ift olmasina baghdir.

8.5.1 Pozitif Zaman Tercihi Altinda Pazarhk

Gergek hayatta yukandaki oyun 6meklerinde dikkate almadigimiz bir durum séz
konusudur. Bu da T sayida oynanan bir pazarlik oyununda son teklifte bulunanin
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etkisinin, oyuncularin pazarlik siiresine verdigi neme bagl olmasidir. Ornegin,
son hareket eden oyuncu son periyoda kadar bekleyebilir ve bu da onun giiciinden
veya zamana kayitsizhigindan kaynaklanabilir. Fakat daha realist bir model,
zamanin degerini de modele katar. Yani her oyuncu pazarligi ertelemenin bir
maliyeti oldugunu gorebilir ¢iinkii paylasilacak pasta her periyotta kiigiiliir. Eger
bir oyuncu pastadan alacag: pay: simdi degil de sonra almay: tercih ederse, yani
beklemeyi tercih ederse bunun bir maliyeti vardir. Bu durum pozitif zaman tercihi
ile ifade edilir. Zaman tercihi orani, bir bireyin gelecek periyotta tiiketmek yer-
ine bugiin vazge¢gmek zorunda oldugu tiiketimdir. Bu durumu da daha 6nce ifade
ettigimiz gibi § € (0, 1) iskonto orani ile ifade edecegiz.

Boyle bir yapida oyuncular, birbirlerine yine pastanin paylagimina yonelik tek-
lif ve kars: tekliflerde bulunarak pazarlik oyununu zaman iizerinden, ¢t = 1,2, ...,
oynarlar. Pastanin ¢ oyuncusu tarafindan ¢ periyodunda alinacak kismini s, ; ile
gosterelim; bu durumda ¢ oyuncusunun faydast u;(s, 1, $¢2) = s¢; olur. Oyun 1.
oyuncunun ¢ = 1 periyodunda s;,; almay teklif etmesiyle baslar. Eger teklif kabul
edilirse oyun biter ve 1. oyuncu s;; ve 2. oyuncu da s; 2 = 1 — s, kismini alir.
Eger 2.oyuncu teklifi reddederse, oyun ikinci periyoda gecer. Simdi teklif sirasi 2.
oyuncunundur. 2. oyuncu, 1. oyuncuya pastadan s, kadar almasini teklif eder ve
dolayisiyla 2. oyuncunun aldif1 pay s2 2 = 1 — so1 olur. Simdide 1. oyuncu bu
teklifi red veya kabul edebilir. Eger 1. oyuncu kabul ederse, oyun sona erer; aksi
takdirde oyun 3. periyoda gecer. Burada teklif sirasi yine 1. oyuncunundur. Bu
durum anlagma saglanana kadar devam eder.

Eger pazarlik siiresi ¢ periyot sonra anlagma ile bitmis olsaydi, yani
(st,1,1 — s¢,1) ile bitseydi, oyuncularin faydalan sirasiyja soyle olurdu:

=1 —1,
wy (80,051 — 8¢1) =07 se1 veua(syy, 1 —s1) = 05 2,

burada §; ve d; sirasiyla 1. ve 2. oyuncunun iskonto oranlanidir. Bu iskonto
edilmig faydalarla pazarlikta karsilagilan gecikme maliyetini hesaplayabiliriz. Bu
basit bir sekild,e gelecek periyoda kadar beklemenin maliyetidir. 1. oyuncunun
s payi igin ¢ periyodundan ¢ + 1 periyoduna kadar beklemenin maliyeti basitge
8ts — 8171s = 41711 — 41)s seklindedir. Burada dikkat edilirse beklemenin
maliyeti sabit degildir. Kendisinin alacagi pasta payina baglidir.

Bu oyun miikemmel bilgili ardisal bir oyun oldugu i¢in kullanacagimiz denge
kavrami, altoyun miikemmel dengedir. Bunun igin de ii¢ periyotluk bir oyun dmegi
ile baglayalim.

Ornek 8.9

Sekil 8.4’te verilen ii¢ periyotluk oyunun dengesini bulmak i¢in oyunun sonun-
dan baglamaliyiz. Miikemmel bilgili bir oyun oldugu igin geriye dogru ¢itkarsama
yaklagimini kullanabiliriz. Birinci periyottaki ilk teklif 1. oyuncu tarafindan geldigi
i¢in oyunun son periyodun da yani 3. periyodunda yine 1. oyuncu teklifte bulunur.
Eger iigiincii periyottaki teklif 0 < s3 | < 1 ise, 2. oyuncu teklifi kabul eder ve
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eger s3; = 1 ise kayitsiz kalir (s3,; burada 1. oyuncunun 3. periyotta kendisine
alacag kismin teklifidir). Yani 1. oyuncu, 3. periyodun baginda, 2. oyuncunun
1’e ¢ok yakin s3,; < 1 degerleri (yaklagik olarak s3; = 1) kabul edecegini bilir.
Bu durumda da 2. oyuncu yaklagik olarak sifir elde eder. Dolayisiyla 1. oyuncu
yaklagik 62 kadar alir (52.1).

: Altoyun
! G:
1
2 | L 2 ]
Kabul i S
| I b 52‘1 i
(s1.812) i OSSR .
; | : Altoyun Vi
G
[ L1 ] 3
Kabul
K I 53,1

(5181,2'8252,2)

:{_}T’ (0,0)

Kabul

(893,15 532)

Sekil 8.4 Ug periyotluk bir pazarlik oyunu

Bu yiizden 2. oyuncunun 2. periyodun baginda sunacagi sp; teklifi
d152.1 > 6% veya s, > 6; seklinde olmak zorundadir, aksi takdirde 1. oyuncu
ret eder ve 3. periyoda gecer ki burada 2. oyuncu sifir fayda elde eder. Yani
s2,1 2 6 kisiti alunda, s3, = 6 degeri, 2. oyuncunun 2. periyotta faydasimi
(02822 = 82(1 — s9,1)) maksimize eden deger oldugundan, 2. oyuncu 2. periyodun
basinda 1. oyuncuya s3 ; = d; teklifinde bulunmak zorundadir. Eger 2. oyuncu 2.
periyodun baginda s3 = §; teklifinde bulunursa ve 1. oyuncu bunu kabul ederse
62 ve 2. oyuncu da §(1 — &;) faydasim elde eder.

Simdi 1. periyoda geldik. 1. periyodun baginda 1. oyuncu, eger oyun 2.
periyoda gegerse 2. oyuncunun s3 ; = 4, teklifinde bulunacagim bilir. Bu da
2. oyuncunun 1. periyotta alacag s;; teklifinin, 1 — s;; > d2(1 — d;) veya
s1,1 £ 1—382(1 — ;) olmamasi durumunda reddedecegi anlamina gelir. Bu da 1.
oyuncunun faydasim1 maksimize edecek teklif degerinin,

olmasi gerektigi anlamina gelir. 1. oyuncu bu teklifi yaptig1 zaman, kendisinin
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elde edecegi 1 — d2(1 — 9,) fayda diizeyini, 2. periyoda kalmasi durumunda elde
edecegi faydayla kiyaslar. Bu durumda bekledigi teklif s5 , = d,’dir. Agikga
1 — 69(1 — &;) > 6% oldugundan, 1. oyuncu optimal olarak sy =1—=202(1=61)
teklifinde bulunmalidir.

Kisaca ii¢ periyotluk pazarlik oyununda elde ettiklerimizi 6zetleyelim. Elde
ettigimiz altoyun miikemmel denge strateji profili asagidaki gibidir:

i. 1. oyuncunun stratejisi: /. periyot: teklif: s} =1 —62(1 — 61); 2. periyot:
kabul eger s3 | > d; aksi takdirde ret eder; 3. periyot: teklif: s3, = 1 (veya s3
degeri 1 ’e ¢ok yakindir)

ii. 2. oyuncunun stratejisi: 1. periyot kabul eder eger s7 ; < 1 — d2(1 — 4,),
aksi takdirde reddeder; 2. periyot: kabul eder eger s3 | = d;: 3.periyot: kabul eder.

Sonuglanan strateji profili s7; = 1 — d2(1 — 1) ve 57, < 62(1 — 6;) pazarhk
anlagmasini veren altoyun milkemmel dengedir.

8.5.2 Sonsuz Ufuk Altinda Pazarhk

Yukarida verilen iig-periyotluk pazarlik oyununu smirhi-ufuk oyunu diye
nitelendirmek ¢ok dogru olmayabilir. Ciinkii bdyle bir nitelendirme pazarlik oyun-
larinin sonsuz ufuklu olabilecegi gibi bir cagngim yaratir. Oysa hicbir pazarlik
oyunu sonsuza kadar siiremez. Bir pazarlik oyununun anlagmayla bitmesine imkan
vermek i¢in sonsuz bir zaman veya ufuk altinda oynandigini varsayiyoruz. Bu
sekilde pazarlik probleminin zamanin herhangi bir noktasinda kesilmesi yerine,
pazarligin bir ¢6ziim bulana kadar devam etmesini belirtmek isteriz. Eger pazarlik
siiresi yeterince uzun olursa, pasta son derece kiigiilecektir. Oyuncular da bu yiizden,
pasta daha da kiigiilmeden anlagmak igin daha istekli olacaklardir.

Bir sonsuz ufuk oyununu analiz etmek igin, oyunun terminal periyodundaki
faydalann siirek faydalar oldugunu diisiinmek, bu oyundaki dengeyi bulmak igin
yararl olacaktir. Siirek fayda, bir oyuncunun oyunun bitmesinden ¢ok, devam
etmesine miisaade edilmesi durumunda elde etmesini bekledigimiz faydadir. Yani
pazarhigin kesilmesi durumundaki fayda diizeyi yerine, ki bu (0,0)’dir, 2. oyun-
cunun 3. periyotta 1. oyuncunun teklifini reddetmesi durumda oyuncularin elde
ettikleri faydadir, yani (§%z, 62(1 — x)), burada = degeri 1. oyuncunun eger oyun
devam ederse pastadan aldig1 pay:1 gosterir.

Diger bir degisle, (z, 1 — z) fayda diizeyi pazarligin devam etmesi durumunda
beklenen anlagmadir. Yani 1. oyuncu sunu bilir: Eger agagidaki durum s6z konusu
ise 3. periyodun basinda 2. oyuncu s ; teklifini kabul eder:

63(1 — s31) > 63(1 — x) veya 531 < x.

Bu yiizden 1. oyuncu s3 | = z teklifinde bulunur ve 82z elde eder. Dolayistyla
2. periyodun baginda, 2. oyuncunun teklifi (s2 ;) soyle olmalidir:

d182.1 > 5fx veya sy > 61
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Aksi takdirde, 1.oyuncu reddeder ve oyun 3. periyoda geger. Bu yiizden 2. periyo-
dun baginda, 2. oyuncu s3, = &« teklifinde bulunur. Bu teklif 2. oyuncunun fay-
dasini, 83(1 — s2,, ), maksimum yapan degerdir ve sonug olarak faydasi 62(1 — 6, z)
olur (kibu deger §2(1 — ) degerini asar).

Eger 1. oyuncu oyunun bu gekilde ilerleyecegini beklerse, 1. periyotta yapacagi
teklif s1; asagidaki kosulu saglayacak sekilde olmalidir:

1- S1.1 Z (52(1 - (51.7‘) veéya s11 S 1-— 52(1 - 51.’1,').

Yani s] ; = 1—62(1—941z) iken, 2. oyuncunun faydasi ;(1 — 1) olur. Burada 1.
oyuncunun faydasi § jz’den daha biiyiiktiir. 2. oyuncuiginde 1 -6,z > d2(1—4d;1x)
durumu s6z konusudur.

Dikkat edilirse, denge anlagmasi z fayda diizeyine baghdir. Burada su 6nemli
soruyu sormamiz gerekir: z'in en uygun degeri nedir? Agikga sunu sdyleyebiliriz
ki, £ oyundaki dengeyle uyumlu olacak bir deger almalidir. Eger boyleyse, z
degeri aym1 zamanda 1. periyodun bagindaki teklif olmalidir ¢iinkii 3. periyodun
baginda yer alan pazarlik siireci 1. periyottan baglayarak gelisen pazarlik siirecinin
bir tekraridir. Sonug olarak, z* denge degeri su denklemi saglamalidir:

=1- 52(1 - (511,'*)

veya

Boylece oyuncularin ¢ok sayida teklifte bulunduklar pazarlik oyununun sonsuz
ufuklu bir oyun olarak diigiiniilmesi durumunda su sonucu elde etmis oluruz:

1- 8y 81— 6)
1- 0165 1- 0105

(r*, 1 —z*)y = ( (8.4)

Dikkat edilirse, denge pazarlik anlagmasinin §; ve 6, iskonto oranlarina bagh
oldugu goriilir. Eger §; = §, = d ise, 1. oyuncu (ilk teklifi yapan oyuncu) (8.4)’ten
de goriilecegi gibi 1—15 faydasim elde ederken, 2. oyuncu 1_i¢§ faydasim elde eder.
Eger § < 1 ise, 1L+6 < Hl_—&’dir. Yani eger oyuncular tam olarak aym zaman terci-
hine sahipse, 1. oyuncu 2. oyucunun pastadan aldigindan daha fazlasim alir. Bu
noktada daha kiigiik bir iskonto orani (yani oyuncularin daha sabirsiz olmas), 2.
oyuncunun pastadan daha da az almasi anlamina gelir.

Iskonto oranlar egit oldugu zaman bir oyuncunun gecikmeden dolay: maliyeti,
pasta payiyla orantili olur. Eger 1. oyuncu oldukga esitsiz bir paylagim onerirse,
omegin (0.7, 03), 2. oyuncu gecikmeden dolay: daha az kaybeder (1. oyuncu daha
fazla kaybeder). Bu durumda teklifi ret eder. Bu yiizden de paylasim pastanin esit
bir diizeyde olmasina yakin olacaktir.

Iskonto oraninin birden farkli olmasi oldukga 6nemli bir durumdur, aksi takdirde
¢ok sayida mikkemmel denge s6z konusu olacaktr. Ciinkii zamanla birgey
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degismedigi icin, oyuncularin erkenden anlagmalarini gerektirecek bir durum soz
konusu degildir.

Daha 6nce gordiigiimiiz Folk teoreminde ifade edildigi gibi, sonsuz tekrarli bir
oyunda iskonto oraninin yiiksek olmasi, ¢ok sayida dengenin s6z konusu olmasi
demektir. Fakat bu yaklagim pazarlik oyununa uygulanamaz ¢iinkii pazarlik oyunu
tekrarli bir oyun degildir. Bir oyuncu teklifi kabul ettiginde oyun biter ve sadece
kabul edilen teklif fayda diizeyini belirler; bu fayda diizeyi daha onceki tekliflerle
iligkili degildir. Dahasi Folk teoreminin empoze ettigi denge dis1 cezalandirma
mekanizmalarn da s6z konusu degildir.

Simdi de aym yap iginde basit bir degisiklik yapalim: Eger pazarlikta gecikme
maliyeti sabit olsayd: ne olurdu? Asagida verilen 6rmek, boyle bir durumu anlat-
maktadir.

Her periyotta pazarlik maliyetlerini yani beklemenin maliyetlerini modelle-
menin iki yolu vardir: (i) pastanin kalan kismi ile orantili maliyet (yukanda kul-
lanilan yontem buydu) veya (ii) her periyotta sabit bir pazarlik maliyeti. Farki
anlamak igin su 6mek agiklayicidir. Bir ingaatin yapiminda ¢alisan isgilerle yapilan
goriigmeleri diisiinelim. Eger grev bu insaati geciktirirse, iki farkli kayp soz
konusudur. Birincisi yeni inga edilen binanin kiralanma veya satig degerlerindeki
gecikmeden dogan kayiptir, bu projenin biiyiikliigii ile orantilidir. Digeri ise kon-
trattaki igin geg bitirilmesinden dogan cezalardir (bu da rnegin her haftalik gecikme-
den alinan sabit bir ceza olabilir). Iki gesit maliyetin pazarlik siirecindeki etkileri
de farkl olacaktir.

Burada sadece ikinci maliyete bakalim. iskonto olmadigini varsayalim. 1. veya
2. oyuncu bir teklifte bulundugunda sirasiyla ;) ve ¢2 gibi sabit maliyetlere katlan-
maktadirlar. Maliyetlerle ilgili ii¢ durum s6z konusudur.

i. Gecikme maliyetleri esit, c; = 2 = c.

Bu durumda her oyuncunun en az c kadar fayda elde ettigi her durum, altoyun
miikemmel denge tarafindan desteklenir.

ii. Gecikme 2. oyuncuya daha fazla zarar verirse, ¢; < 32,

Bu durumda 1. oyuncu (ilk teklifte bulunan) pastanin tamamim alir. 2. oyuncu
gecikmeden dolay: 1. oyuncudan daha fazla kayba ugrar ve gecikme oyuncularin
refahim azaltmak diginda bagka bir seyi degistirmez. Oyun duragan bir oyundur,
yani zaman ne kadar ilerlerse ilerlesin oyununun yapisi ayn1 kalmaya devam eder.
Eger herhangi bir ¢ periyodunda, 2. oyuncu l. oyuncuya .r teklifinde bulunursa,
(t — 1) periyodunda 1. oyuncu 2. oyuncuya (1 — x — ) teklifinde bulunabilir ve
(‘¢ + ¢2) kadarin1 da kendinde tutardi. (¢t — 2) periyodunda, 2. oyuncu 1. oyuncuya
(z + c2 — c1) teklifinde bulunurdu, (1 — z — ¢ + ¢1) kismimi da kendine ayirird,
boylece devam edersek, 2. oyuncu (t — 4) ve (¢ — 6) periyotlarinda (z + 2¢2 — 2¢1)
ve (2 + 3¢z — 3¢ ) tekliflerinde bulunurdu. Geriye dogru ilerledikge 1. oyuncunun
avantajinin ortaya ¢iktig1 goriiliir, yani J gibi bir biiyiik say1 igin 1. oyuncunun
avantaji 3(c2 — ¢;) degerini alir. Bunu oyunun bagindan itibaren diigiindiigiimiizde
ise 2. oyuncu pazarlig birakacak ve sifin kabul edecektir.

iii. Gecikme 1. oyuncuya daha fazla zarar verirse, ¢; > 3.
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Bu durumda 1. oyuncu ¢, kadar ve 2. oyuncu da (1 — ¢2) kadar pay alr.
Burada ¢, maliyeti 1. oyuncunun alacag payin alt limitini olusturur. Ciinki 1.
oyuncu (ilk teklifte bulunan) 2. oyuncunun ikinci periyotta (0, 1) araliginda teklifte
bulunacagin bildiginden, 1. oyuncu birinci periyotta (c2, 1 — ¢2) teklifinde bulunur
ve dolayisiyla 2. oyuncu bunu kabul eder.

8.5.3 Asimetrik Bilgi Altinda Ardisal Pazarhk

Pazarlik oyunlan yukarida tarif ettigimiz basit durumlardan farkli olarak ve daha
gercekgi bir sekilde eksik bilgi altinda gergeklegebilir. Bilgi diizeyi, pazarlik oyunu
boyunca degisebilir ve pazarlik, dengede bir periyottan daha uzun bir siirede ger-
¢eklesebilir. Bu durum etkin bir durum olmamasina ragmen oldukga gercekgidir.
Tam bilgili pazarlik oyunlan grevlen, kavgalari, catigmalar ve anlagmazliklan agik-
lamakta giicliik ceker. Pazarliklarda bilgisi az olan oyuncular ancak zamanla hangi
tekliflerin reddildigini ve kabul edildigini gézlemleyerek bilgili oyuncularin tip-
lerini 6grenebilirler. Asimetrik bilgi yapisizaman iginde pazarligin taraflar arasinda
anlagmazliklarin ve ¢atigmalarin ortaya ¢ikmasina neden olabilmektedir. Eksik
bilgili pazarlik oyunlan literatiini oldukg¢a genis bir literatiirdiir. Birgok alanda
farkll bilgi diizeyleri altinda pazarlik siiregleri analiz edilmigtir. Biz bunlardan
sadece bazilarina bakacagiz. Sirasiyla su iki durumu tartigacagiz: Pazarliga katilan
oyuncular (i) birbirlerinin tipleri konusunda eksik bilgiye sahip olabilirler veya (ii)
iskonto oraninin diizeyi konusunda belirsiz olabilirler.

Oyunculann Tipleri Konusunda Belirsizlik

Bu bdliime pazarliga katilan oyuncularin tipleri hakkinda belirsizlik durumlarini
tanimlayan dmekler vererek baglayalim.

Ornek 8.10

Bir pazarlik oyununda alici ve satici olmak iizere iki oyuncu olsun. Alicinin
iki tipi vardir: Mala verdigi deger diisiik (v;) olabilir veya yiiksek (vy,) olabilir.
Pazarlik oyunu, Doga’nin alicinin tipini belirlemesiyle baglar. Alicinin mala verdigi
deger ¢ olasilikla v; = 50, (1 — @) olasilikla da v, = 75'dir. Oyunun oynanma
sirasina gore, ilk once satici bir fiyat teklifinde bulunur, p; alic1 bu fiyati kabul eder
veya reddeder.

Saticinin iki anlaml stratejisi vardir: p = 50 ve p = 75. Ciinkii 50 tek-
lifinin altindaki fiyatlar p = 50 ile aym satis olasilidina sahip olacakur; (50, 75]
araligindaki fiyatlar da p = 75 ile ayn1 satig olasiligina sahip olacaktir; ve 75’nin
iistiindeki fiyatlarda ise satig olasilif1 sifirdir. Satici eger p = 50 teklifinden daha
fazla kazang elde edecegini umuyorsa p = 75 teklifinde bulunur:

u(p = 50) = ¢(50) + (1 = ¢)(50) < ¢(0) + (1 — $)(75) = u(p = 75).

Buradan da ¢ < 1/3 sonucunu elde ederiz.
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Eger alicilann iigte biri 50 fiyatim1 6deyecek tiptelerse, satici p = 75 fiyatim
uygular. Bu teklifi de ancak 75-tipindeki alicilar kabul eder. Aksi takdirde p =
50 teklifinde bulunur. Bu da ¢ < 1/3 durumunda bazen hi¢ satigin olmayacag
anlamina gelir. Bu sonu¢ modelin en 6nemli 6zelligidir. Yani modele eksik bilgiyi
dahil ettigimizde neden pazarliin kesildigini ve etkin olmayan sonuglarin ¢iktigini
gorebiliyoruz.

Ornek 8.11 Sendika-Firma Iligkisi

Bu oyun biiyiik oranda Gibbons (1992)'den faydalanilarak yazilmigtir. Bir
firma ile bir sendikanin iicretler iizerine pazarlik yaptigim varsayalim. Basit ol-
masi agisindan, istihdamu sabit kabul edelim. Sendikanin rezervasyon iicreti (yani
sendika iiyelerinin ¢aligmadiklar1 durumda aldiklan iicret) w’dir. Firma karinin
gercek degeri sadece firma tarafindan bilinir. Bu 6zel bilgi, 6megin, firmanin plan-
lama siirecindeki yeni iiriinler hakkindaki bilgisini yansitabilir. Sendika, firma
kariin 7, [7p,7y) araliginda homojen dagildigim diigiinmektedir. Bu pazarlik
oyununu basitlestirmek ve normalize etmek i¢in w = w; = 0 oldugunu varsayalim.

Pazarlik en fazla iki periyot siirmektedir. Birinci periyotta, sendika w; gibi
bir iicret teklifinde bulunur. Eger firma bu teklifi kabul ederse, oyun sona erer ve
boylece sendikanin faydasi w; ve firmanin faydasi ise 7 — w); olur ( bu faydalar
kontrat boyunca iicret ve kar akimlarimin gimdiki degerlerini gostersin). Eger
firma bu teklifi ret ederse, oyun ikinci periyoda ilerler. Sendika w, gibi ikinci
bir iicret teklifinde bulunur. Eger firma bu teklifi kabul ederse, sendikanin ve fir-
manin sirasiyla faydalarinin simdiki degerleri, dwy ve 6(m — ws) (birinci periy-
oda indirgenmis simdi degerleri) seklindedir. Eger firmd sendikamn ikinci teklifini
reddderse oyun biter ve faydalar her iki oyuncu igin de sifir olur.

Dikkat edilirse, bu pazarlik oyunu eksik bilgili ve dinamik bir oyun oldugundan
dengesi miikemmel Bayesyen olmalidir. Bunun igin 6nce oyuncularin stratejilerini
ve inanglarini tanimlayalim. Basitlik olsun diye firmanin sadece iki kar diizeyi (7
ve my gibi) ve sendikanin da sundugu iki iicret teklifi oldugunu varsayiyoruz (w,
ve wy ).

Bu oyunda sendika ii¢ bilgi kiimesinde hareket imkanina sahiptir ve bu
yiizden sendikanin stratejisi ii¢ teklifi icerir: Birinci-periyot icret teklifi, w), ve iki
ikinci-periyot iicret teklifleri (bunlardan biri w1 = wy, iicret teklifi reddedildikten
sonra, digeri ise w; = wy, reddedildikten sonra). Bu ii¢ hareket tekil-olmayan bilgi
kiimelerinde gergeklesir. Bu bilgi kiimelerinde sendikanin inanglar sirasiyla (p, 1 —
p). (g, 1—q) ve (r, 1—7) olsun. Oyun boyunca sendikanin stratejisi: Birinci-periyot
teklifi, w;, ve ikinci-periyot teklif fonksiyonu w2 (w; ) seklindedir (w, (w1 ) fonksiy-
onu, her olast wi teklifinin reddedilme sonrasinda yapilan w2 teklifini tanimlar).
Bu hareketlerin her biri tekil olmayan bilgi kiimesinde gerceklesir. Sendikanin
yapacag her farkl birinci-periyot iicret teklifi igin bir ikinci-periyot bilgi kiimesi
vardir. Ayrica tek bir birinci-fiyat bilgi kiimesi ve ¢ok sayida ikinci-periyot bilgi
kiimeleri i¢inde her olasi 7 degeri i¢gin bir karar noktas1 mevcuttur (bu da ¢ok sayida
karar noktasi olacagi anlamina gelir). Her bilgi kiimesinde, sendikanin inanci bu
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karar noktalar iizerinde bir olasilik dagilimi tanimlar. Tim oyunda, sendikanin
birinci periyot inancini g, (7) ile gosterelim (yani sendika karin ne olduguna dair
bir inang olusturur) ve sendikanin ikinci-periyot inancini ise (birinci-periyot teklifi
w, reddedildikten sonra) po(w | w) ile gosterelim.

Firmanin stratejisi alacag iki karardan olugur: Firma, kan m iken birinci-periyot
teklifini (w;) kabul eder; bunu K,(w|r) = 1 ile gosteriyoruz aksi takdirde
K, (wy| w) = 0’dir; firma, kdn 7 ve birinci-periyot teklifi w; iken ikinci-periyot
teklifini (w2) kabul eder, bunu K2(w2| 7, w;) = 1 ile gosteriyoruz aksi takdirde
Ko(we|m,wy) = 0'dir. Yani firmanin stratejisi bir ¢ift fonksiyondan olugur,
(K (w| 7), Ko(wz| 7, w))]. Firma oyun boyunca tam bilgiye sahip oldugu igin
firmanin inanglarini ifade etmeye gerek yoktur.

Daha oOnce eksik bilgili dinamik oyunlarda belirttigimiz 1-4 denge kosullar
saglanirsa,  [wy, wa(wy)] ve [Ki(wi|w), Ko(we| mwy)] stratejileri  ve
(1 (), p2(m] w1)] inanglan miikemmel Bayesyen denge olur. Simdi oyunda tek
bir miikemmel Bayesyen denge oldugunu gosterecegiz. Bunun igin de once, 2.
kosulu (oyuncularin ardisal stratejileri veri alindiginda optimal davranmalarini zo-
runlu kilar) firmanin ikinci-periyot kararina uygulayalim, K2(w»| , wy). Bu oyu-
nun en son hareketi oldugundan, eger 7 > w, ise firmanin optimal karar wy tek-
lifini kabul etmektir. Firmanin stratejisinin bu kismu verildiginde, simdi 2. kosulu
sendikanin ikinci-periyot iicret teklif se¢imine uygulayabiliriz. Buna gore w. iicret
diizeyi, sendikanin po(7| wq) inanci ve firmanin takip eden stratejisinin Ko (wo|
m, w)) oldugu veri alindiginda, sendika beklenen faydasini maksimize etmelidir.
Burada zorluk po (7| wy) inancini belirlemektir.

Bu inanci g0yle belirlemeye galigalim. Basit bir-periyotluk bir pazarlik prob-
lemi diigiinelim (buradan elde ettigimiz bilgiyi iki-periyotluk bir problemde kul-
lanacagiz). Varsayalim ki sendika, firmanin kdrinin [0, 7] araliginda homo jen
dagildigina inanmaktadir (simdilik 7] nin rastgele belirlendigini varsayalim).
Sendika w teklifinde bulunursa firmanin en iyi tepkisi agik¢a eger m > w ise w
teklifini kabul etmektir. Dolayisiyla sendikanin problemi soyle tanimlanabilir:

max w. Pr{ firmanin w'yu kabul etmesi}+0. Pr{ firmanin w'yu reddetmesi}.
N (8.5)
Yukaridaki optimizayon probleminden (8.5) (homojen dagilimdan dolay1) sunuelde
ederiz:
Pr{firmanwn w’yu kabul etmesi} = (7\'17";10) (8.6)
1
Bu yiizden optimal iicret teklifi w*(7;) = 7, /2 olmalidir.

Simdi iki-periyotlu probleme geri doénelim. Ilk olarak, w; ve w2'nin rastgele
degerleri icin, eger sendika w, teklif ederse ve firmanin ikinci periyotta sendikadan
bekledigi teklif wo ise, bu durumda yeterince yiiksek kar diizeyine sahip tiim fir-
malar w,; teklifini kabul ederler digerleri ise reddederler. Firmanin w,; teklifini
kabul etmesinden sonra olasi faydalart m — w, iken, w; teklifini reddedip w2’i
kabul etmesinden dolayi faydas: ise & (7 — w2 ) dir. Fakat her iki teklifi de ret ederse
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firmamn faydasi sifirdir. Eger 7 — wy > §(m — w2) veya

T > wll——(s(su—}% = 7" (wy, we) ise 8.7)
firma w;’i we’e tercih eder ve efer m — w; > 0 ise firma w;’i kabul etmeyi
her iki teklifi de reddetmeye tercih eder. Yani w; ve we’nin rastgele degerleri
i¢in, 7 > max{n*(w;,w2),w;} durumunda olan firmalar w,;’i kabul eder ve
m < max{m*(w1,w2), w, } durumunda olan firmalar ise w; i reddeder. 2.Kosul fir-
maya, oyunculann ardisal stratejileri veri alindiginda, optimal davranmasim dikte
ettiginden dolay:, rastgele w; degerleri ig¢in Kj(w;|w)’i tiiretebiliriz:
m > max{n*(w;,w2),w;} durumundaki firmalar w;’i kabul eder ve
m < max{7*(w),wz), w;} durumunda olan firmalar ise w,'i reddederler, burada
wy sendikanin ikinci-periyot iicret teklifidir, wg(wl).

Daha once soyledigimiz gibi po(7|w;)’i yani eger birinci-periyot iicret tek-
lifi w) reddedildiginde vanlan bilgi kiimesinde sendikanin ikinci-periyot inancini
tiretelim. 4. kosul (miimkiin oldugu yerlerde inanglann Bayes kurali kullanilarak
tiiretilmesi), 7 kar diizeyinin [0, w(w,)] araliginda homojen dagildigini ima eder,
burada m(w; ) firmanin w; ’i kabul etmekle onu reddetmek arasinda farksiz oldugu
kar diizeyini gosterir. Bu inang veri alindiginda sendikanin optimal ikinci-periyot
teklifini, yani w*(m(w;)) = m(w;)/2, (bir periyotluk problemde hesaplandig
gibi) kabul eder. Bunu gérmek icin 4. kogulun sendikanin inancim Bayes kurali
ve firmanin davranisi ile belirlendigini hatirlayalim. Yani firmanin ilk boliimdeki
K (w, | m) stratejisi veri alindiginda, firmanin inanci ikinci periyotta kalan tiplerin
[0, 7] araliginda homojen dagildigi , seklindedir, burada
m = max{n*(w;,w2),w} ve wz(w;) sendikanin ikinci-periyot teklifidir. Bu
inang yapsi veri alindiginda, sendikanin optimal ikinci-periyot teklifi w*(m;) =
m1/2 olacakur, bu da m igin birinci periyot iicretinin, w;, ortiik bir fonksiyonu
Vverir:

m = max{n*(wy, 7 /2),w }. (8.8)

(8.8 )’de ifade edilen ortiik fonksiyonu ¢6zmek igin, wy > 7*(w;, 7/2) oldugunu
varsayalim. Boylece m; = w; olur. Fakat bu, w; > n*(w;, m;/2) durumunu ola-
mayacagini gosterir. Bu yiizden w; < #*(w;,m/2) olur. Boylece
m = w*(wy, m;/2) veya (8.7)’dan agagidaki sonucu tiiretiriz:

2w w

54 ve wo(un) = 5

™ (wl ) = (89)

Tiimoyunusendika igin tek-periyotluk bir optimizasyon problemine indirgemig
olduk: Scndikanin birinci-periyot tepkisi verialindiginda, firmanin optimal birinci-
periyot tepkisini, sendikanin ikinci periyoda girme inancini, sendikanin optimal
ikinci-periyot teklifini ve firmanin optimal ikinci-periyot tepkisini belirlemis olduk.
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Yani sendikanin birinci-periyot iicret teklifi agagidaki problemden tiiretilmeli:

max w . Pr{firmanin w), i kabul etmesi}
wy

+ dwa(wy). Pr{ w)’i reddetmesi fakat w;’i kabul etmesi} (8.10)
+ 4.0. Pr{hcm w; hem de ws’i reddetmesi }.

Dikkat edilirse , Pr{firmanmn w;'i kabul etmesi} sadece m degerinin wy
degerini agma olasilig1 olmayip 7 degerinin m; () degerini agma olashigidir:

my — m(w
Pr{firmanin w;’i kabul etmesi} = L_'(_'_)

8.11)
T
Yukarida (8.10)’de ifade edilen optimizasyon probleminin ¢6ziimii bize miikemmel
Bayesyen dengesini verir (bunu (8.6), (8.9) ve (8.10) degerlerini (8.10) ifadesinde
yerine koyup w1 ’e gore optimizasyon yaptigimizda elde ederiz) :
Sendikanin birinci-periyot iicret teklifi sdyledir:

w* = (2 - 6)2 T
P72 —38
Eger firmanin kan () agsagidaki degeri agarsa

o 2y 2-9
[y e

firma wj teklifini kabul eder, aksi takdirde wj ’i reddeder.
Sendikanin ikinci-periyot iicret teklifi (w7} *nin reddedilmesi iizerine) de soyledir:
m 2-94

? = mﬂ'” < wy.

*
“}2 =

Istonto Oranlarinda Belirsizlik Durumu

Daha once belirtildigi gibi, stratejik pazarlik durumunda, bireylerin zaman tercih-
leri anlagmanin sonucunu belirlemede olduk¢a dnemlidir. Zaman tercihleri iizerine
dair bu 6nemli gbzlem, bagka bir soruyu 6ne ¢ikarmaktadir: Oyuncular birbirlerinin
zaman tercihlerini bilmiyorlarsa ne olacaktir? Bu durumu anlamak igin basit bir
omek verelim.

iki oyunculu bir oyunda, 1. oyuncunun iskonto oraninin &, iken, 2. oyuncunun
iskonto orani iki degerden birini alabilecegini varsayalim: pj olasilikla é, (daha
sabirll) ve 1 — pp, olasilikla da §; (daha az sabirli) degerlerini alsin. Ayrica 0 <
& < 4 < 0 < 1 oldugunu varsayalim. Yani bu pazarlik oyununu ardisal ve
eksik bilgili bir oyun olarak diisiiniiyoruz. Oyun ii¢ donemden olugur ve 3. donem
sonunda taraflar arasinda bir anlagma olmazsa her oyuncu 0 almaktadur.

Simdi oyunun dengesini bulmaya galisalim. Daha 6nce oldugu gibi oyununun
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sonundan bagliyoruz: 3. periyotta 2. oyuncu, h veya [ tipinde olabilir, s3 , < 1
teklifini kabul edecektir (hatirlanacak olursa, bu deger 1’e ¢ok yakindir yani, s3 | =
1 sayilir), reddetmesi durumunda faydas: sifir olacaktir. Dolayisiyla 3. periyotta, 1.
oyuncu yaklagik olarak 1 teklifinde bulunur, s3 ;| = 1, ve her iki tip de bunu kabul
eder. Bu durumda, 1. oyuncu 62 ve 2. oyuncu 0 alrr.

3. periyotta yapilacak bu teklif veri alindiginda, 2. periyotta 2. oyuncu (h veya
l) s3, = 1 teklifinde bulunacakur (miikemmel bilgide oldugu gibi) ve 2. oyuncu
bunu kabul eder; asagidaki kosullu getirileri saglar:

e eger 2. oyuncunun tipi h ise, (1 — &;)

e eger 2. oyuncunun tipi ! ise,d;(1 — &)

Eger l.oyuncu 1.periyotta 2.oyuncunun h tipinde oldugunu bilseydi,
s11 = 1 —8,(1 — &1) teklifinde, aksi takdirde s;,; = 1 — §;(1 — ;) teklifinde
bulunurdu. Bu iki durumu ayrn ayn inceleyelim.

Durum 1: s11 =1 —§/(1 — 6;1)

Bu durumda sunu iddia ediyoruz: Eger 2. oyuncunun tipi [ ise, 2. oyuncu bu
teklifi kabul eder.

Eger 2. oyuncu teklifi ret eder ve 2. periyotta s3, = &1 kars: teklifinde bu-
lunursa, 1. oyuncu bunu kabul eder. Bu durumda 2. oyuncunun elde ettigi fayda
8;(1 — 61) olur, ki bu deger 1. periyotta aldig1 s;; teklifi ile aymidir. Yani eger
2. oyuncu ! tipinde ise, 1. periyotta kendisine yapilan teklifi reddetmekle bir sey
kazanmaz.

Bir diger iddianuz, eger 2.oyuncu h tipinde ise, 2.oyuncunun teklifi reddedecegidir.
Gergekteeger 2.oyuncu teklifi reddederse, daha 6nce oldugu gibi, 2.periyottaki tek-
lif 6, olacaktir. Boylece 2.oyuncunun elde ettigi fayda §,(1 — 6;) > §(1 — &)
olur, bu da 2.oyuncunun eger tipi h ise teklifi reddetmesinin daha iyi olabilecegi
anlamina gelir.

Durum 2: s1) = 1-— 6h(1 - 51)

Bu durumda,

6ns1.2 = On(1 — s1,1) = 67(1 — 81) > 0 ve §s1.0 = 6;0x(1 — &;) > 0.

oldugundan dolay, 2. oyuncu kendi tipinden bagimsiz olarak bu teklifi kabul eder.

1. oyuncu 1. periyotta hangi teklifte bulunacagina karar vermek zorundadir.
Karan su argiimanlara dayanir: Her seyden once Durum 2 'den hareketle eger
s1,1 =1 —0p(1 — 4;) teklifinde bulunursa 2. oyuncunun bu teklifi kabul edecegini
bilir. Ayn1 zamanda Durum 1'den, eger 2. oyuncunun tipinin ! olmasi: durumunda
81,1 = 1—46;(1— 6;) teklifini kabul edecegini fakat tipi h ise bu teklifi reddedecegi
bilgisine sahiptir. Eger bu teklif reddedilirse, 2 periyotta 2. oyuncudan gelen teklif
41 olur. Yani2. oyuncunun 2. periyotta teklifi reddetmesi durumunda 1. oyuncunun
faydasi 62’dir. Bu 1. oyuncunun s;; = 1 — §(1 — &;) teklifinde bulunacag an-
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lamina gelir. Bu da ancak bu teklifi yapmasindan elde edecegi beklenen faydanin,
PRt + (1 —pp) [1 = &(1 = 1)),

s1,1 = 1 — 0p(1 — ;) teklifinden elde edecegi faydayr agmasi durumunda s6z
konusudur.

Elde ettigimiz sonuglan asagida 6zetleyelim:

i. Eger

Prdt + (1 —pu) [1 = & (1 = 81)] > 1= 6,(1 - &1)

ise l.oyuncu 1. periyotta 57, = 1 — §;(1 — d;) teklifinde bulunur, aksi takdirde
1 — 6x(1 — &1) teklifinde bulunur. 2. oyuncu eger h tipinde ise s} ; teklifini red,
aksi takdirde kabul eder.

ii. Ikinci periyotta, 2. oyuncu kendi tipinden bagimsiz §31 = 01 teklifinde
bulunur ve 1. oyuncu bu teklifi kabul eder.

iii. 3. periyotta, eger 1. oyuncu l. periyottaki sj; = 1 — (1 — d1) tek-
lifinin reddedildigini goriirse 2. oyuncunun tipinin h olduguna inanir, aksi takdirde
inanglan 1. periyottan itibaren degismez.
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Sorular

1. Bilgisayar sirketi ICARUS ile internet adresi www.icarus.com’un sahibi olan
bir is adami arasindaki pazarligi diigiinelim. Sirket i adaminin elindeki
adresi yeni satin aldig1 bir arama motoru igin kullanmak istiyordu. iki taraf
1998 yaz1 boyunca bu adres igin uzun siire pazarlik ettiler. Bu oyunda ig
adam kiigiik” oyuncu olsa da o yilin agustos ayinda iki taraf anlagsmaya
vardi ve internet adresi 3.35 milyon dolar bedelle el degistirdi. ICARUS
adresi eyliil ayindan itibaren kullanmaya bagladi ve anlagma ile ilgili finansal
detaylan agiklamadi. Bu bilgiye gore iki tarafin pazarlik anlagmasina en iyi
alternatifl erini -yani bu anlagma olmasaydi elde edebilecekleri en iyi sonuglar-
, pazarlik giiclerini ve goreceli sabir diizeylerini yorumlayimz.

2. Eceve Derya 100 liratutarindaki bir parayipaylagsmak igin pazarliga girigiyor-
lar. 1k olarak Ece bir oran teklif ediyor. Derya kabul ederse oyun sona eriyor,
etmezse para | lira azaltilarak 99 liraya diigiiyor. Sonra ikinci turda Derya
teklifte bulunuyor. Her turda bu seklide teklifi veren degisiyor ve anlagma
saglanamazsa para | lira eksiliyor. Bu pazarlik disinda Ece’nin elde ede-
bilecegi en yiiksek miktar 2.25 lira, Derya’minki ise 3.50 lira olarak veriliyor.
Bu oyunun geriye dogru ¢ikarsama dengesi ne olur?

3. Bir anlagmazhigi ¢ozmek igin miizakere eden iki hayali iilke, A ve B, Ocak
ayindan baglamak iizere ayda bir kere goriisiiyorlar ve sirayla teklif sunuy-
orlar. Miizakere edilen degerin 100 birim oldugunu kabul edin. A hiikiimeti
Kasim ayindaki secimde yeniden hiikiimet olmak isWyor. Ekim ayina kadar
anlagma saglanamzsa hiikiimet se¢imi kaybedecegi i¢in miizakerelerin sonugsuz
kalmasini anlagmadan 0 almak kadarkotii goriiyor. B hiikiimeti ise anlagmaya
varmayi pek umursamiyor, hatta miizakerelerin sonugsuz kalip savag ¢ikmasini
bile gdze aliyor ¢iinkii 100’den ¢ok daha azina bile razi (Ama yine de anla-
madan olabildigince fazlasini almak istiyor). Miizakere sonucu ne olur? ilk
teklifi sunanin kimligi sonucu nasil etkiler?

4. 10 liralik bir pastanin iki oyuncu arasinda paylastinldig1 bir pazarlik oyu-
nunda 1. oyuncu 2. oyuncuya pastay: paylagsmak igin (kendine O ve 10
aynnma durumlan hari¢) | liranin katlari cinsinden bir teklif yapiyor. 2.
oyuncu kabul ederse pastay: teklifteki gibi béliigiiyorlar, redderse ikisi de
higbir sey almiyor. Oyunculann fayda fonksiyonlan su sekilde veriliyor:

u; = M; — cmyj, 0<eg 1.

a) Oyunun genigleyen-big¢imli versiyonunun bir taslagini ¢izin.

b) c’nin farkli degerleri i¢in (6rnegin 0.2, 0.5 ve 0.9) oyunun altoyun miikemmel
dengesini bulun

¢) Dengedeki boliigiim oranlan ¢’ye gore nasil degisiyor?
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S. Sirayla teklif yapilan bir pazarlik oyununda 1. oyuncunun ilk sira kendisindeyse
isteyecegi tutar .z, 2. oyuncunun isteyecegi tutar da y olarak veriliyor. iki
oyuncunun da sabirsiz oldugu oyunda iskonto faktorleri sirayla r ve s olarak
veriliyor. Yani 1. oyuncu igin bu dénem alacag: 1 lira ire gelecek déem
alacagi 1 + r liranin degeri ayni. Ayni durum 2. oyuncu igin de gegerlidir.

a) r = s/(r+s)vey = r/(r+ s) seklinde verilen yaklagik formiillere
gore eger 2. oyuncu l. oyuncunun 2 kati sabirsiz ise aralarindaki
artik degerin iigte ikisini 1. oyuncu, iigte birini 2. oyuncu aliyor. Bu
sonucunun dogrulugunu kanitlayin. (Bu formiile gore ilk teklifi kimin
yaptiginin 6nemli olmadigina dikkat edin).

b) » = 0.01 ve s = 0.02 olduguna gore z ve y degerlerinin iistteki yaklagik
olarak bulma yontemiyle ve daha kesin sonug verenx = (s +7s)/(s +
r+rs)vey = (r+7rs)/(s + r + rs) formiilleriyle hesaplayin ve
kargilagtirin. (kesin sonug veren formiile gore ilk teklifi kimin yaptigi
kiigiik de olsa bir fark yaratiyor)

6. Iki turlu bir pazarlik oyununda satic1 evini en az 188, 000 liraya satarken alici
en fazla 200, 000 6demeye razi. Bu iki fiyat herkesge biliniyor ve pazarlik
aradaki fark A/ = 12,000 igin yapiliyor. Anlagma saglanamazsa iki tarafin
da 0 alacagimi kabul edin. ilk turda alici saticinin red veya kabul edecegi
bir teklif yapiyor. Satici teklifi redderse 2. turda bir karg: teklif yapiyor ve
alicimin red veya kabul cevabiyla oyun bitiyor. ki oyuncu da gelecekteki
geliri 4 = 0.2 katsayisiyla iskonto ediyor.

a) Oyunun geriye dogru ¢ikarsama dengesini bulun. Evin satig fiyati ne
kadar olur? Aradaki fark miktar1 M ’den hangi oyuncu daha fazla pay
alir?

b) Saticinin iskonto faktorii ayni kalirken alicininkinin 4, = 0.8 oldugunu
kabul ederek onceki siktaki soruya yeniden cevap verin.

c) iskonto faktorlerinin § = 0.2 oldugu bastaki duruma donelim. Bu se-
fer oyunda bir zaman sinin yok ve ilk teklifi alici yapmak iizere oyun
siirekli devam ediyor. Sinirsiz sayida turun oldugu durumda alicinin
aldig1 payi, 2 turlu oyunla kargilagtirin (veya 3 turlu oyunla).

7. Bir sendika bir firmayla tiim isgiler, n, igin giinliik ¢alisma saati, z € (0, 10]
igin pazarlik yapiyor. Isgilerin hepsi u = (wz)*(10 — z)! ~¢ seklinde verilen
fayda fonksiyonuna sahip. Firmanin kér1 ise # = (p — w)nz olarak veriliyor.
Fiyat ve maas miktarlan iki tarafin tasarrufu diginda sabit olarak veriliyor;
p > w > 0. Anlagma saglanamzsa v = m = 0.

a) « = 1/2.w = 1,p = 2ven = 1 olsun. Senika ile firma ilk tek-
lifi firmamn ; € [0,10] seklinde sundugu sirayla teklif yapilan bir

397



pazarlik oyunu oynuyorlar. Iskonto faktorii iki taraf igin de aym ol-
sun; 4 € (0,1). Verilen herhangi bir § degeri igin oyunun altoyun
miikemmel dengesini bulun. Dengedeki ¢aligma siiresinin § degerine

b) Bir 6nceki siktaki soruyu a € (0, 1) parametresinin belirsiz degerler igin
¢Oziin. Sonucun bu parametreye gore nasil degistigini ekonomik bir
akil yiiriitmeyle agiklayin.

8. Mehmet ve Kadir, 9 liranin boliigiimii igin pazarlik yapiyorlar. Ellerine gececek
paranin saglayacag fayda ikisi igin su gekilde veriliyor.

uM(:EM) = TN VE Uy (.’l:y) = /Ty
Aralaninda anlagamazlarsa kimse para alamayacak.

a) Bu vaziyeti bir pazarlik problemi olarak kurgulayin. Miimkiin olan fayda
dagilimini gizin.

Simdi oyunun 3 tur oynanidgim1 ve oyunculann sirayla teklif sundugunu
kabul edin. Ik teklifi Mecnun yapiyor. Iki oyuncu da gelecegi d oraninda
iskonto ediyor

b) Bu oyunun altoyun miikemmel dengesini bulun, her oyuncunun aldig
paray1 ve elde ettigi fayday: hesaplayin.

¢) Oyun sonuna bagimlilig1 (ende game dependence) agiklayin. Pazarlik
sonzua kadar devam edebilecek olsayd: altoyun miikemmel denge ve
oyunculann alacag: para miktan ne olurdu?

9. Ucret pazarhig1 oyununun oynandigini varsayalim. Igverenin fayda fonksiy-
onu U, (w) = (1-w) 3 , is¢inin fayda fonksiyonu ise U, (w) = wégeklindedir.
Ucret ise 0 < w < 1 arahiginda yer almaktadir. Nash pazarhig ¢6ziimiinii
bulunuz.

10. Zeynep, Ayse ve Elif bir miktar paray: boliismek istiyorlar. Ilk olarak Zeynep
teklif yapar, sirasiyla Ayse ve Elif’e B ve C kadar para teklif eder, kendisine
ise A kadar para ayirir. Her ikisi de teklifi kabul ederse oyun tamamlanir.
Aksi durumda diger giin teklif siras1 Ayse’ye gecer. Ayse diger ikisine bir
teklif yapar, teklif reddedilirse 3.giine gegilir ve bu sefer Elif digerlerine tek-
lif yapar. Teklif yine reddedilirse oyun 4.giine gecer ve siire¢ herhangi bir
teklif kabul edilene kadar tekrarlanir. 3.oyuncunun da iskonto degerleri §
kadardir. Bu oyunun altoyun miikemmel dengesini bulunuz.

11. Ardisal bir pazarlik oyununda bir alic1 ve satici boliinemez bir malin fiyati
iizerinde pazarlik yapmaktadir. Uriiniin satic1 igin maliyeti sifirdir, alic1 igin
ise liriiniin degeri v kadardir. Her periyotta teklif verecek kisi rassal olarak
secilmektedir. ¢ olasilikla 1.oyuncu, 1 — g olasilikla 2.oyuncu teklif verecek
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kigi olarak segilecektir. Teklif verecek kisi p fiyat1 iizerinden teklif verir, ve
diger oyuncu da bu teklifi kabul ederse, kazanglar (p, v — p) olur ve oyun
tamamlanir, aksi takdirde oyun bir sonraki agamaya gecer. Oyuncular risk-
yansizdir ve iskonto degerleri § kadardir. Oyunun altoyun miikemmel den-
gesini ve oyuncularin beklenen denge kazanglarini bulunuz.

. Ardisal bir pazarlik oyununda 2 tane alic1 vardir. Her periyotta rassal olarak

bir alic1 segilmektedir. Segilen kisi (¢ = 1/2) teklifini yapar, satici bu tek-
lifi kabul edebilir ya da reddedebilir. Teklif kabul edilirse oyun tamam-
lanir, aksi takdirde rassal olarak yeniden bir alic1 segilir ve siireg tekrarlanir.
Oyuncular risk-yansizdir (fayda fonksiyonlan lineer) ve iskonto degerleri &
kadardir. Oyunun altoyun miikemmel dengesini ve oyuncularin beklenen
denge kazanglarini bulunuz. § degeri 1 ‘e yaklagtiginda durum ne olur?

. 100 TL’yi paylagmak igin alternatif teklifli bir pazarlik oyunu oldugunu var-

saymz. Ecem ilk teklifi yapar ve ardindan eger isterse Selin karg1 teklif
yapar. Her ikisi iginde iskonto oram § seklindedir. Ecem’in oyunun herhangi
bir aninda 50 TL'lik ¢ikig opsiyonuna sahip oldugunu varsayimz. Oyundan
ciktiginda elde ettigi deger iskonto edilecektir, eger ilk tur sonunda ¢ikarsa
50 TL alicaktir. Ecem gikis opsiyonunu kullanirsa Selin para alamayacaktir.
Bu durum kazanglan ve denge stratejilerini nasil etkiler? Eger Selin, Ecem,
Selin ( Ecem’in hala ¢ikis opsiyonu vardir) seklinde ardigik teklifler olursa
kazanglan ve denge stratejileri nasil etkilenir?

. Belli miktarda bir paranin A ve B bireyleri arasinda bolisiildiigii bir oyunda

A bireyi £ € (0,1) oranimi 6neriyor. B teklifi kabul etmezse iki taraf da
(0 aliyor, kabul ederse paray: sirayla 1 — z ve z oranlanyla paylagiyorlar.
Oyunculann fayda fonksiyonlar: su sekilde veriliyor:

ua=1-z veup=1z—flz—1/2, BeRy

Sozel ifadesiyle A ve B’nin fayda fonsiyonlan paraya gore dogrusaldir. Buna
ek olarak B’nin 6nemi 3 parametresine bagli olan bir adil paylagim kaygisi
vardir.

a) Bu durumu tam bilgili dinamik bir oyun olarak kurgulayin. Strateji uzay-
larini tanimlayin ve altoyun miikemmel dengeleri kiimesini bulun. Dikey
ekseni z, yatay ekseni 3 olan bir grafik ¢izin.

b) Bu sefer A 3’nin degerini bilmiyor ve p olasihgiyla § = 1 ve 1 —
p olasiligiyla = 0 seklinde 6znel bir inanci var. Bu eksik bilgili
oyunu modelleyin ve ardisal dengeleri bulun. Bu versiyonda p = 1/2
oldugunda ortaya ¢ikan dengeyi tam bilgili versiyonda § = 1/2 oldugunda
ortaya ¢ikan denge ile kargilagtinn ve buldugunuz sonucu agiklayin.

. Yigit’in hizmet veren, Mert’in hizmet talep eden oldugu bir pazarlik varsayiniz.

Mert’in bu hizmet igin verebilecegi maksimum rakam 300 TL’dir. Yigit’in
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hizmet verebilecegi minimum rakam ise 200 TL'dir. Pazarlik su gekilde
gerceklesir: Mert Yigit’e bu hizmet igin bir iicret teklif eder, Yigit bu tek-
lifi kabul eder ya da reddeder. Yigit teklifi kabul ederse s6z konusu bedelden
anlagma saglanir ve oyun tamamlanir. Yigit teklifi reddederse, Mert yeni bir
teklif yapar. Yigit yeni teklifi kabul eder ya da reddeder, ve oyun bu gekilde
devam eder. Her iki oyuncunun da gelecek gelirleri %50 ile iskonto edilmek-
tedir. Yigit teklifi kabul etmek ile reddetmek arasinda farksiz oldugunda tek-
lifi kabul edecektir.

..... s

a) Oyunun 2 periyot siirdiigiimii varsayalim. Yigit’in 2 .teklifi de red-
dettigini ve her ikisinin de kazancinin O oldugunu varsayiniz. Bu oyu-
nun agacini giziniz.

b) a sikkindaki oyunun miikemmel denge stratejilerini bulunuz.

¢) Oyun sonsuz kere tekrarlanirsa oyunun miikemmel denge stratejilerini
bulunuz.

d) Oyunculanngelecek geliri artik iskonto edilmedigini varsayalim. Oyunda
su sekilde degisiklige gidildigini varsayimiz: Her periyotta kimin tek-
lif vereceginin belirlenmesi igin yazi-tura atilacaktir. Eger tura gelirse
Mert teklif yapacakutrr, Yigit bu teklifi kabul eder ya da reddeder. Eger
yazi gelirse Yigit teklif yapacaktir. Mert bu teklifi kabul eder ya da red-
deder. Pazarligin 2 periyot siirdiigiinii varsaydiginizda oyun agaci nasil
olur?

e) Her 2 oyuncunun kazanglan igin fayda fonksiyonu U(z) = z!/2 ise d
sikkindaki oyunun miikemmel denge stratejilerini bulunuz.

16. Bir birimlik bir mal i¢in yapilan pazarlikta alicinin degerlemesi saticinin
maliyeti ile tamamen iligkili. ¢ maliyeti esit olasiliklarla iki farkli deger
aliyor: ¢p (= 0) ve c¢yy. Ahcimin degerlemesi ¢y, i¢in v(cy) = 0 ve ey
i¢in v(cy) = vy olarak veriliyor (2¢;; > vy > ¢y > 0). Maliyetin
cari miktarini satici biliyor ama alicinin bu maliyetten ve doayisiyla kendi
degerlemesinden haberi yok. Bu durum saticinin maliyetinin iiriiniin kalite-
siyle ilgili oldugu seklinde yorumlanabilir. Bu durumda oyuncularnn iskonto
faktorleri ayn1 iken alig verigin gergeklestigi bir denge olup olmadigini tartigin.
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