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6ns6z 

Oyun teorisi iktisadm ve sosyal hayatm hemen her alanma niifuz eden bir yontem 
olma ozelligini a§an bir §ekilde, sosyal ili§kilerin i9 i9e ge9en yap1sm1 dikkate alan 
temel bir dii§iinme bi9imine donii§mii§tiir. Bu kitap iktisadi analizin arttk aynlmaz 
bir par9as1 haline gelen oyun teorisini l isans-lisansiistii aras1 bir diizeyde anlat­
mayt ama9lamaktadtr. Kitabm i9erigi oyun teorisinin temel nitelikteki konulanm 
i9ermekle birlikte, temelde benim ilgi ve tercihlerime gore belirlendi. 

Modem sosyal bilimlerin bu denli yogun bir §ekilde kulland1g1 oyun teorisiyle 
ilgili Tiirk9e ders kitabt veya makale yay1m §a§kmhk yaratacak kadar azdtr. Hatta 
bunun yok denecek diizeyde oldugunu soylersek abartmt§ olmaytz. Dogrusunu 
soylemek gerekirse ben de bu kitab1 ingilizce yazmay1 planhyordum. Fakat bu 
alanda Tiirk9e kaynaklann azhgt beni Tiirk9e yazmaya yoneltti . Umanm bu kitapla 
birlikte Tiirk9e oyun teorisi yazmma yaptlacak katktlar zamanla htzlanarak artar. 

Tiirk9e kaynak eksikliginin yaratt1g1 en biiyiik sorunlardan biri, oyun teorisinde 
kullamlan temel kavramlann Tiirk9e kar§thklanyla ilgili ortaya 91kan problem­
lerdir. Baz1 kavramlann Tiirk9e kar§thklannm heniiz yerle§memi§ olmasmdan, 
baz1 kavramlann tam Tiirk9e kar§thklannm olmayt§mdan veya kullamlan kar§t­
hklann soylenmek isteneni kar§tlamamasmdan dolay1 bu tiir kavramlan kendim 
tiiretmek zorunda kaldtm. Omegin "continuation game" kavram1m siirek oyunu, 
"rationalizable strategy" kavramm1 makul strateji ,  "correlated equilibrium" kavra­
mm1 bagda§tk denge ve "grim strategy" kavramm1 yavuz strateji olarak kulland1m. 
Bununla birlikte "proper equilibrium" kavrammm Tiirk9e kar§thgtm bulmakta olduk-
9a zorlandtm.  Fakat matematik9ilerin "proper subset" kavramm1 oz altkiime diye 
kullanmalanndan faydalanarak ben de proper equilibrium kavramm1 "oz denge" 
di ye nitelendirmenin daha dogru olacag1m dii§iindiim. Kavramlann ortak ve yaygm 
bir kullamma sahip olmast aram1zdaki ileti§imin daha saghkh olmasma ve bu alanda 
Tiirk9e ogretiminin daha da yaygmla§masma imkan verecektir. 

Sosyal etkile§imin dili haline gelen oyun teorisinin temel kavramlanm anlattrken 
manttksal ve formel bir dil kulland1m. Bu formel dilin temel aract matematiktir. 

Ücretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Konunun ilgili tammlanm, onennelerini, teoremlerini ve 9ogu zaman bunlann is­
patlanm matematiksel bir dille anlatt1m. Fakat oyun teorisine matematigin bir alt 
disiplini olarak bakmad1g1m1 belirtmek isterim. Oyun teorisi sosyal olam analiz 
eder ve bunun i9in de matematigin dilini kullamr. Temel olan "sosyal" dir; ben de 
buna dikkat ettim. Dolay1s1yla kitapta oyun teorisinin temel kavramlanm analitik 
bir dille anlat1rken bu dilin ima ettigi d1� dtinya kar§ihklannm verilmesine de ozen 
gosterdim. 

Kitapta kullamlan matematik genel olarak bir iktisat lisans ogrencisinin bilmesi 
gereken dtizeydedir. Bu dtizey bazi boltimlerde artsa da, genel olarak lisans dtizeyin­
de ogrenilen matematik ve istatistik bilgisiyle kitab1 takip etmek mtimktindtir. Kitab1 
btiytik oranda kendi i9inde yeterli bir fonnatta haz1rlamaya 9ah�t1m. Daha ileri 
dtizeyde matematik bilgisine ihtiya9 duyuldugunda gerekli kavramlan da metin 
i9inde veya dipnotlarla a<;1klamaya 9ah�t1m. Gerekli olmayan teknik konulan an­
latmaktan mtimktin mertebe ka9md1m. Fakat bu teknik btittinsellikten ka91mld1g1 
anlamma gelmiyor. Okuyucular ispatlan atlad1klannda bu, onlann kitab1 anlama 
stirekliligini engellemeyecektir. 

O il, hem dti�ilnmenin yap1s1 hem de arac1 oldugundan dti�tinme bi9imini �e­
killendinnesi a<;1smdan olduk9a onemlidir. Bu ytizden bir kitabm kulland1g1 dil 
de ilgili herkesin anlamas1m kolayla�tlracak �ekilde olmahdlf. Soyutlama, anali­
tik derinlik ve istenilen teknik fonnasyon a<;1smdan kitaplarda kar�1la�J!an gene! 
bir problem, ogrencilerin tek a�amada her �eyi anlamalanmn istenmesidir. Bu 
tehlikenin farkmda oldugumdan, kitapta orta ve ileri dtizey anlat1m1 birle�tirmeyi, 
se9ilen bolca omek ve uygulamayla bu dtizey ge9i�kenligini saglamay1 ama9lad1m. 
Bu, aym zamanda teori ile reel olan arasmdaki bagm kopmamasma yard1mc1 ol­
maktad1r. 

Kitabm farkh boltimlerindeki konulann, birbiriylt: baglant1lanna stirekli vurgu 
yapan pedagojik bir yontem izledim. Bu �ekilde konular aras1 stirekli bir bilgi 
ve ilgi aki�kanhg1 korunarak ogrencilerin btiytik resmi gonneleri sagland1. Bu 
ytizden ilerleyen boltimlerde, daha onceki boltimlerde kullamlan kavramlara ve 
omeklere Slk stk gondenneler yap1lmaktad1r. Verilen bir ornek, kitap boyunca 
9ok yerde kar�1m1za 91kmakta ve varsay1mlar degi�tik9e, omegin tam bilgiden ek­
sik bilgiye ge9ildiginde, ya da hareketler aym anda oynanan bir yap1dan ard1sal 
oynanan bir yap1ya ge9tiginde sonu9larm nas1I degi�tigi ve bunun ne anlama geldigi 
gosterilmektedir. Bu durum pedagojik oldugu gibi, ogrenciye herhangi bir durumu 
oyun-teorik olarak nasli modelleyebilecegi konusunda da yard1mc1 olmaktadtr. Bu 
anlamda ogrenci ,  modelde kullamlan varsay1mlarm ve matematiksel mant1gm nas1I 
i§levsel hale getirilebilecegini ve dolay1s1yla kurulan modelin sonu9lanmn varsa­
y1mlara nasli bagh oldugunu g6rebilecektir. 

Kitab1 okuyan herkesin kitap i9indeki hatalar1 bildirmesinin bir kamu hizmeti 
oldugunu hatirlatm m  ve bunu btiytik bir memnuniyetle kar§1layacag1m1 belirtmek 
isterim. Kitabm bu il9ilncti basktsmda ilk iki bask1da yer alan yaz1m ve notasyon 
hatalan dilzeltilmi§tir. Bu ttir dtizeltmelerin kitabm okunmasm1 kolayla�t1rd1rd1g1 
muhakkakt1r. Aynca ti9tincti bask1da boltim sonlannda konuyla ilgili sorular 9ogal­
ttlm1�t1r. Soylemek gereksiz olabilir ama ttim hatalar bana aittir. 
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Bu kitap y11lard!f verdigim oyun teorisi derslerinin birikimi sonucunda yaz1ld1; 
derslerde anlat1lanlarm, ders notlannm ve ogrencilerimle yapt1g1m tart1�malann 
sonucunda ortaya 91kt1. Bu bilgi ah�veri§i siirecinde oyun teorisini sevmeyen hir; 
bir ogrencimle kar§tla§mad1m. U manm bu kitap bu sevgiye daha fazla katktda bu­
lunur. Ogrenci dostu kitaplan hep sevdim. Bu kitabt da elimden geldigince oyle 
haz1rlamaya r;ah§llm. 

Her yazar veya bilim adam1 ger;mi� ve §imdiki dii§iince devlerinin omuzla­
rmdad!f. Bu yiizden onlann bize katt1klanm her daim ifade etmek gerektigini 
dii§iiniiyorum. Onlara buradan sayg1lar1m1 ve minnettarhg1m1 sunuyorum. 

Kitabm taslag1m detayh bir §ekilde okuduklan ve onerileri ile yapt1klan katk1lar 
ir;in Saim Saym ve Tunr; Dunnaz'a ve kitabm hazirlanmasmda teknik her tiirlii 
yard1m1 ir;in Ban§ Vardar, Ozdemir Teke, Necip Bulut ve Yusuf Yal9mkaya'ya 9ok 
te�ekkiir ederim. Bu arada te§vikleri, yardtmlan, tavsiyeleri ve ogrettikleri i9in tiim 
hocalanma te§ekkiirii bir bor9 bilirim. 

Bir kitap yazmamn sablf, dayamkhhk ve yogunla§ma gibi biitiinsel bir gii9 
gerektirdigini bir kez daha fark ettim. Bu giiciin temel kaynag1 ve motivasyonu 
olan aileme sonsuz sevgilerimi ve minnettarhg1m1 sunmak istiyorum. 

Ensar Y1lmaz 
Be§ikta§, i stanbul 

Agustos 20 16  
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Giri§ 

l 940'1ann sonunda ekonometri ve oyun teorisi iktisadm umut vaat eden iki metodu 
olarak gtiriiliiyordu. Her iki metodun da iktisadi olgulan gtizlemlemek, anlamak 
ve a9tklamak konusunda tinemli faydalan olacag1 dti§tintiltiyordu. Fakat bilindigi 
tizere, sadece ekonometri k1sa siirede bu umutlarla paralel olarak geli§ti ve iktisadm 
aynlmaz bir par9as1 haline geldi. Oyun teorisi uzun sure daha 9ok matematik9i 
ktikenli iktisat9tlann ilgilendigi bir alt disiplin olarak kald1 ve iktisadi problem­
lerle ilgilenmek yerine daha 9ok teorik tammlar ve ispatlar §eklinde aksiyomatik 
bir geli§me gtisterdi. 

Fakat l 970' lerden itibaren iktisat9tlar kompleks iktisadi problemlerin yap1sm1 
anlamak i9in oyun teorisinin neler yapabilecegini gtirmeye ba§ladtlar. Oyun teorisi­
nin kendi i9indeki geli§meler, tizellikle bilgi (belirsizlik, asimetrik bilgi gibi) ve 
zaman (olaylann dinamigi) kavramlanmn daha ger9ek9i yaptlar halinde iktisadi 
analize dahil edilmesine imkan vermi§tir. Oyun teorisi l 980' 1erde 9ok h1zh bir 
§ekilde "ana ak1m" iktisadm aynlmaz bir par9as1 haline geldi. Ekonometri uygu­
lamah iktisadm tek metodu olurken, oyun teorisi de mikroekonominin tek metodu 
haline gelmi§tir. 

Oyun teorisinin bir disiplin olarak von Neumann ve Morgenstem'm 1 944 y1-
lmda yaymlanan "The Theory of Games and Economic Behavior" adh kitab1 ile 
ba§lad1g1 varsay1hr. Bu kitap tinemli bir oyun teorik kavram olan "9att§ma"mn 
matematiksel olarak ifade edilebilecegini gtistermi§tir. Mahkumlar <;1kmaz1 kav­
rammm geli§imi ve John Nash'in 1 950'1ilerin ba§mda dengenin tamm1 ve varhg1 
konusundaki makaleleri modem i§birlik9i-olmayan oyunlann (bag1ms1z bireysel 
hareketlerin oldugu oyunlar) temellerini atmt§ttr. Aym zamanda i§birlik9i oyun­
larda da (grup halinde hareket edilen oyunlar) tinemli sonu9lara ula§tldt. Yani l 950'l i  
y1llann ba§mda, oyun teorisinin gelecek 20 ytlda kullanacagt tiim kavramlar geli§­
tirilmi§ti. 

Fakat l 970' 1erin ortasma kadar oyun teorisi yine de otonom bir alan olarak 
kald1; iktisadm temel problemleriyle 9ok ilgilenmedi. Bu durum Schelling' in 1 960 
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y1hnda bi.iyi.ik beklentiler yaratan "The Strategy of Conflict" kitabma ve bir oyunun 
�ekirdegi ile gene! denge kavram1 arasmdaki ili§kiyi inceleyen bir dizi makalesine 
ragmen boyle devam etti. 

Diger yandan, l 970'ler aym zamanda iktisat�1lann "bilgi" konusunu onemseme­
ye ba§lad1g1 bir donem olmu§tur. Bireylerin eksik bilgiye sahip olduklan ve sm1rh 
rasyonel olduklan dikkate ahnarak iktisadi analiz yap1lmaya ba§land1. Bu daha 
ger�ek�i bir yakla§1md1 . Boylece oyun teorisinin ayaklan daha fazla yere basmaya 
ba§lad1. Bu kavramlara "zaman" (hareketlerin ard1salhg1) da dahil edilince genelde 
iktisatta ozelde ise oyun teorisinde onemli bir geli§me kaydedilmi§ oldu. 6zellikle 
Sellen (I 965)' in "mi.ikemmel denge" ve Harsanyi ( 1 967)'nin "eksik bilgi" hakkmda
yazd1klanyla oyun teorisi dogal geli§me mecrasm1 bulmu§tur. 

Oyun teorisi ozellikle 1 980' 1i y1llardan itibaren bi.iyi.ik bir ilerleme gostermi§tir. 
Bunun ardmdaki temel neden oyun teorisindeki geli§melerin yam s1ra, iktisat meto­
dolojisinin derle§ik makroekonomik yap1lardan daha mikroekonomik analize kayan 
bir yap1 gostermesidir. Ge�mi§te makroekonomistler analizlerine derle§ik davram§sa 
ili§kiler (ti.iketim fonksiyonu gibi) ile ba§larlarken, mikroekonomistler ise bireyi 
birbirinden kopuk adalar halinde maksimizasyon yapan birimler olarak di.i§i.ini.irlerdi. 
Gi.ini.imi.izde makroekonomi mikro temeller i.izerinden yap1lmaktadu. Mikroekonomi 
ise fayda fonksiyonlan, i.iretim fonksiyonlan, aktorlerin kaynaklan ve bilgi di.izeyleri 
ve zaman i.izerinde yapt1klar1 ba§lang1� varsay1mlan i.izerinden analiz yapmaktadu. 
Bu varsay1mlarla ba§layan iktisat�1, aktorlerin si.irekli stratejik etkile§im halinde ol­
masm1 da dikkate alarak optimal hareketlerini tammlamaya ve bulmaya �ah§maktad1 

Stratejik etkile§imden kastedilen §ey, bir oyuncunun herhangi bir gruptaki en 
azmdan bir bireyin refahm1 hareketleriyle etkilemesi durumudur. Aksi takdirde i 
oyun sadece birbirinden bag1ms1z karar alma problemleri serisine donerdi. Oyun-
cular ald1klan kararlann birbirinin refahm1 etkilediginin farkmdad1rlar ve karar­
lannda bunu dikkate ahrlar. Dolay1s1yla oyun kavram1, oyunculann yapabilecek­
leri hareketler ve bu hareketler sonucunda alacaklan faydalar i.izerinden tammlanan 
k1s1tlan ifade eden stratejik etkile§im zemini olarak ifade edilebilir. Bir oyunun 
�ozi.imi.i ve dengesi ise belirli oyun gruplannda ortaya �1kan sonu�lann sistematik 
bir §ekilde ifade edilmesidir. Oyun teorisi, oyun gruplan i�in analitik ve sezgisel 
�ozi.im onerilerinde bulunur ve bu �ozi.imlerin ozellik.Jerini inceler. 

Oyun teorisi temelde bireyin rasyonel davram§ gosterdigi varsay1m1 i.izerinden 
analiz yapar. Bireyin rasyonelligi k.isaca §6yle tammlamr: Bireyin oni.indeki alter­
natiflerin farkinda olmas1, oyunda bilinmeyenler i.izerine beklentiler olu§turmas1, 
altematifleri hakkmda a�1k tercihlerinin olmas1 ve hareketlerini bir optimizasyon 
sonucunda belirlemesidir. Yani oyun teorisinde temelde rasyonel bir bireyin be­
lirli hareketleri, bu hareketlerin belirli sonu�lan (bu sonu�lar kesin veya belirli bir 
olas1hga gore ger�ek.le§ebilir) ve sonu�lar hakkinda belirli tercihleri vard1r. Ti.im 
bu durumlan oyun teorisi gene! olarak matematik arac1hg1yla formel olarak ifade 
eder. Fakat oyun teorik fikirler dogas1 geregi matematikle ifade edilmek zorunda 
degildir. Yani oyun teorik bir yap1 hi� matematik kullamlmadan da aym i�erikte 
ifade edilebilir. Fakat matematiksel formi.ilasyon, kavramlan daha belirgin hale 
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getirdigi gibi, kullamlan kavramlar arasmdaki tutarhhgt izlememize irnkan verir 
ve varsay1mlann ima ettiklerini analiz etmemizi kolayla�tmr. Bu ytizden kitapta 
oyun teorik fikirler hem matematiksel bir dille ifade edildi, hem de bu ifadelerin 
ardmdaki temel motivasyonlar ve ger�ekte neye kar�1hk geldikleri ortaya konuldu. 

Matematiksel modellerin oyun teorisinde yaygm bir �ekilde kullammt, bu 
kullammm i�eriginden bag1ms1z olarak oyun teorisine matematiksel bir ilginin o­
lu�mastm saglasa da bu kitapta, oyun teorisine matematigin bir alt alam olarak 
degil, daha �ok sosyal olgulan, ozellikle iktisadi etkile�im i�inde karar alan birey­
lerin davram�mt anlamaya �ah§an bir sosyal bilim olarak yakla§tyoruz. iktisat�t 
kurdugu oyun teorik modellerde matematiksel ispatlarla bazt onermelere ula�ttktan 
sonra bunlan tekrar soze ryevirir. Bu onerrnelerin sonurylannm gerryek dtinyayla 
uyumlu olup olmad1gma bakar. Omegin ryoklu denge buldugunda bile modeli kuran 
iktisat�t "bazt hikayelerin dogru" olamayacagtm dti�tinebilir. Reel dtinyadaki olas1 
sonurylan da dikkate alarak baz1lanm elemine eder, yani dengeyi stirekli bir 
�ekilde rafine etme ya da makulle�tirrne 9abas1 iryindedir. Bu durum aym zamanda 
oyun teorisinde �ok saytda denge kavrammm da ortaya �tkl�mm temel nedeni­
dir. Bu ytizden kitapta vard1g1m1z sonurylarm gerryek hayatta nelere kar§1hk geldigi 
stirekli vurgulanmt§ttr. Matematiksel sonurylar, ancak sezgisel olarak anlamhysa 
ilginry ve dikkate deger kabul edilmi�tir. Yani matematigin ttimdengelimci, 
aksiyomatik muhakeme biryimini sadece bir arytklama ve anlama aract olarak 
kulland1k. 

Diger yandan, oyun teorisinin vard1g1 sonurylan ampirik olarak, ozellikle 
ekonometrik modellerle test etmek oldukrya zordur. <;tinkti modellerde kullamlan 
parametreleri olrymek ciddi bir problemdir. Fakat bunun yerine yaptlan deneysel 
ryah�malar, i�inde banndirdtklan problemlere ragmen, oyun teorisinin dayand1g1 
temel iddialann ve sonurylann test edilmesine imkan verrnektedir. Bu deneysel 
sonurylann bir k1sm1 oyun teorisinin iddialanyla aym dogrultudayken bir k1sm1 da 
bunu tezatlayan sonurylar sunmaktadir. Deneyler yine de hem birey davram§lanm 
gozlemleme hem de oyu'1 teorisinin anlama kapasitesini art1rrnas1 ary1smdan 6-
nemlidir. Oyun teorik yap1lar gelecekteki olaylar hakkmda tahminlerde buluna­
bilir fakat temel motivasyonu bu degildir; tahminden ryok olgulan ary1klamak ve 
anlamakla ilgilenir. 

Oyun teorisi iktisadm hemen her alanma ntifuz eden bir yontem haline gelmi§tir. 
Endtistriyel organizasyondan uluslararast ticarete, emek piyasalanndan politik 
ekonomiye uzanan geni§ bir yelpaze iryinde uygulama alam bulmaktadir. Dahas1 
sosyal hayatm her alam ozii itibariyle stratejik ve etkile§im kavramlarmm uygu­
lama alam oldugundan sosyoloji, psikoloji ve siyaset bilimi gibi ryok say1da sosyal 
bilimde oyun teorisinin analitik ararylan yaygm bir §ekilde kullamlmaya ba§lanmi§ttr 
Bu ytizden oyun teorisinin en onemli i§levlerinden biri, sosyal bilimler arasmda in­
terdisipliner ryah§malann ortaya 91kt§ma arac1 olma potansiyeli ta§1mas1d1r. Oyun 
teorik modelleme bir ortak yontem olarak sosyal olam anlamay1 daha saghkl1 hale 
getirebilir. Aumann ve Hart ( 1 992)' e gore oyun teorisi sosyal bilimlerin rasyonel 
tarafinm analizi iryin bir ttir §emsiye ya da "birle§ik alan teorisi" olarak goriilebilir. 
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Etkile�im i9eren sosyal hayatm ti.im durumlanna bir prensip olarak uygulanabile­
cek bir metodoloji sunar. Elster (I 982)'de etkile�imi sosyal hayatm ozii olarak 
kabul ederek, oyun teorisinin sosyal yap1 ve sosyal deghimi analiz etmek i9in bize 
saglam mikro temeller sundugunu belirtir. 

Bu kitap oyunlan bilgi ve zaman iizerinden kategorilere ay1rarak incelemekte­
dir. Oyunlan a�ag1daki tabloda da gosterildigi gibi, bilgi iizerinden tam ve eksik, 
zaman i.izerinden ise statik ve dinamik diye sm1ftandmyoruz. 

Bilgi 
Tam Eksik 

Statik Stratejik-bi'<imli oyunlar Baycsyen oyunlar 

Zaman 
Dinamik Tam bilgili Eksik bilgili 

Geni�leyen-bi'<imli oyunlar Geni§leyen-bi'<imli oyunlar 

Kitabm I. Boliimi.inde statik tam bilgili oyunlar incelenecektir. Bu ti.ir oyun­
larda oyuncular oyunun yap1s1 hakkmda tam bilgiye sahiptirler ve hareketlerini 
aym anda (simultane) se9erler. Hareketlerin aym anda se9ildigi oyunlara stratej ik­
bi9imli veya normal-bi9imli oyunlar da denir. Bu ti.ir oyunlann 9ozi.imi.inde kul­
lamlan temel denge kavram1 Nash dengesidir. 

2. Boliimde yine aym yap1 i9inde (tam bilgili statik oyunlarda) daha onceki 
boli.imde kullamlan pilr stratej iler yerine oyunculann hareketlerini rassalla�tmnalan 
durumunda ortaya 91kan karma stratejileri ve karma strateji Nash dengesini 
inceleyecegiz. 

3. Boliimde, tam bilgi varsay1mma devam ederek fakat zamam statikten di­
namige 9evirdigimizde, yani oyunculann aym anda degil ard1sal hareket ettikleri 
durumlarda olu�an oyunlara bakacag1z. Geni�leyen-bi9imli oyunlar olarak bilinen 
bu tam bilgili dinamik oyunlarda kullamlan geriye dogru 91karsama ve 
altoyun mi.ikemmel denge kavramlarma bakacag1z. 

4. Boliimde, bu sefer bilgi varsay1mm1 degi§tiriyoruz; tam bilgi yerine eksik 
bilgi varsay1mmda bulunuyoruz fakat oyunun statik oynand1g1 varsay1mm1 muhafaza 
ediyoruz. Bayesyen oyunlar da denen bu eksik bilgili statik oyunlarda kullamlan 
denge kavram1 Bayesyen Nash dengesidir. Oyunculann Bayes kurahyla yeni gelen 
bilgileri de dikkate alarak inan9lanm gi.incellediklerini varsay1yoruz. Oyuncular bu 
�ekilde olu�an yeni inan9lanyla aym anda hareket ettiklerinde ortaya 91kan den­
genin niteligini verecegimiz omeklerle tart1�acag1z. 

5. Boliimde, eksik bilgi altmda oyunculann ard1sal hareket ettiklerini varsayd1g1-
m1zda olu�an eksik bilgili dinamik oyunlara bakacag1z. Bu ti.ir oyunlarda oyun­
culann baz1lan diger oyunculardan once hareket etse de bu onlann ger9ek tip­
leri hakkmda tam olarak bilgi venneyebilir. Hareketler mesaj gibi alg1lamrken, 
bu mesajlardan hareketle tiplerin ne olduguna dair inan9Iar olu�turulur. Bu ti.ir 
oyunlarm 9ozi.imi.i i9in kullamlan denge kavram1 ise Bayesyen milkemmel Nash 
dengesidir. Bu boli.imde daha 9ok eksik bilgili dinamik oyunlann bir 9e�idi olan 
sinyalleme oyunlan i.izerinde duracag1z. Daha sonra mi.ikemmel Bayesyen den-
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genin verdigi baz1 makul olmayan sonu9lan rafine etmek i9in geli§tirilen ard1sal 
dengeyi tartt§acag1z. Yine eksik bilgil i dinamik oyunlan rafine etme aray1§mda 
olan diger denge kavramlan titreyen-el mtikemmel denge ve oz denge (proper equi­
librium) kavramlan incelenecektir. 

Kitabm 6. Bolilmtinden itibaren daha once gordtigtimilz oyun kategorilerinin 
9e§itli varyantlan olan konulan gorecegiz. 6. Bolilmde geni§leyen-bi9imli oyunlar 
kategorisi i9inde dti§tintilebilecek tekrarh oyunlar tamttlacaktir. 7. Bolilmde daha 
9ok statik ve eksik bilgi fonnatmda oynanan ihaleler konusuna yogunla§acag1z. 
Kitabm son boltimti olan 8. Bolilmde ise pazarhk oyunlanna bakacag1z. Bu bolilmde 
ilk once pazarhgm aksiyomatik teorilerini tart1§acag1z ve daha sonra stratejik un­
surlann onemli oldugu ard1sal pazarhk oyunlanm inceleyecegiz. 
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BOLOM 1 

Tam Bilgili Statik Oyunlar 

1.1 Giri� 

Bu bOliimde tam bilgi altmda ve oyuncularm aym anda (simultane) hareket ettikleri 
oyunlan inceleyecegiz. Bu tiir oyunlara stratejik-bir,:imli veya normal-bi�·imli oyun­
lar denir. Tam bilgiden kasJt, oyundaki her oyuncunun fayda fonksiyonunun ( oyun­
culann sei;tikleri hareketler sonucunda elde ettikleri fayday1 belirleyen fonksiyon) 
tiim oyunculann ortak bilgisi dahilinde olmas1dtr. Stratejik-bii;imli oyunlarda za­
man yoktur. Her oyuncu hareketini bir kez ve aym anda sei;er. Burada "aym anda" 

I 
dan kas1t, oyunculann hareket etmeden once birbirlerinin hareketlerini gozlem-
leyemediklerini ifade etmektir. Yoksa zaman, kronolojik zaman olmak zorunda 
degildir. Yani bir oyuncu digerinden once de hareket etmi� olabilir ama diger 
oyuncu bunu goremiyorsa bu anlamda yine e� anh tammm1 kullanabiliyoruz. 

Stratejik-bii;imli oyunlarda her oyuncunun, tiim oyunculann hareketlerinden 
ortaya i;1kan olas1 sonui;lar listesi, buna strateji profili diyecegiz, iizerine tercih­
leri vardtr . Yani stratejik bir oyun, ilerleyen bOliimlerde daha formel tammlanm 
verecegimiz iii; temel unsurdan olu�ur: oyuncular kiimesi, hareket kiimesi ve her 
oyuncunun strateji profilleri iizerindeki tercihleri. <;:ok say1da durum stratejik oyun 
olarak modellenebilir. 6megin, oyunculann firmalar, hareketlerin fiyat belirlemek, 
ve tercihlerin ise firmalann karlan oldugu bir stratejik oyun dii�iinebiliriz veya 
oyuncularm iilkeler, hareketlerin iilkelerin doviz kurlanm belirlemeleri ve tercih­
lerin d1� ticaret dengesi oldugu bir oyun dii�iiniilebilir. Buna benzer i;ok say1da 
olay stratej ik bir oyun olarak ifade edilebilir. 

Bu boliimde ilk once stratejik-bii;imli (veya normal-bii;imli) oyundan ne an­
lad1g1m1z1 belirttikten sonra bu tiir oyunlann formel gosterimini verecegiz. Daha 
sonra baskm strateji dengesini ve makul stratejilerin (veya rasyonalize edilebilir 
stratejiler) ne oldugunu tart1�acag1z. Bunun ardmdan tam bilgili stratejik-bii;imli 
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oyunlarda kullamlan yaygm bir denge kavram1 olan Nash dengesini tamtacag1z ve 
bunu omekler tizerinden tart1�acag1z. Sonraki alt boltimde Nash dengesini bulmada 
kulland1g1m1z diger bir yakla�tm olan en iyi tepki fonksiyonu incelenecek ve buna 
dair omekler verilecektir. �ok say1da Nash dengesinin olmas1 durumunda bu den­
gelerden daha muhtemel bir dengenin bulunmas1 i'Yin kullamlan bir kavram olan 
yerel nokta kavramm1 tamtt1ktan sonra, Nash dengesinin stirekli degi�kenlerde var 
olmasmm ko�ullanm tart1�acag1z ve bu boltimtin sonunda Nash dengesi i.izerine 
yaptlan tartt�malan aktaracag1z. 

1.2 Stratejik-Bi�imli Gosterim ve Baskm Strateji 

1.2.1 Stratejik-Bi�imli Gosterim 

Statik bir oyunu gosterirken genelde matris gosterimini kullanmz. Statik oyun­
lann matris gosterimine stratejik-birimli gosterim ya da normal-birimli gosterim 
denir. Boyle bir oyunda her bir oyuncu aym anda bir hareket se'Yer ve oyuncu­
Jann se'Ytikleri hareketlerin kombinasyonu, yani strateji profili, her oyuncu i'Yin bir 
fayda dtizeyi belirler. Stratejik-bi'Yimli gosterimi daha iyi ifade edebilmek i'Yin oyun 
teorisinin klasik bir omegi olan Mahkumlar �1kmaz1 oyunu ile ba§layahm. 

iki ki�i 'Yahntt bir mah payla§trlarken yakalamyorlar. Polis a'Ytk'Ya 'Yalman mah 
ellerinde bulundurmalanndan dolay1 bu ki§ileri su'Ylamak i'Yin yeterince kamta sahip­
tir. Fakat ger'Yekte bu su'Yu i§lediklerine dair bir kamta sahip degildir. Bu ytizden 
mahkumlann su'Ylarm1 itiraf etmelerini saglayacak bir cezalandtrma mekanizmas1 
dtizenlenir. Bunun i'Yin de mahkumlann ayn hticrelerde sorgulanmalannm daha 
iyi olacagma inamlmaktadtr. Ama'Y su'Yu itiraf ettirmektir. Savc1, eger aralanndan 
birinin itiraf etmesi ve digerinin itiraf etmemesi durumunda, itiraf edenin 1 y1J, et­
meyenin ise 5 ytl yatacagm1 soylemektedir. Fakat her ikisi de itiraf ederse kamta 
ihtiya'Y kalmayacakttr, her ikisini tutuklayacak ve 4 y11Ja yarg1layacakt1r. Savc1 
bu onerinin aymsm1 diger samga da gotiiri.iyor. Eger her ikisi de itiraf etmezse 
savc1 samklan mah 'Yalmakla su'Ylayamayacak sadece 'Yalmtt ma! bulundurmaktan 
yargtlamp 2'§er y1l mahkumiyetle yarg1lanacaklardtr. Boyle bir durumun tasarlan­
mast bizi Mahkumlar �1kmaz1 denen bir problemle kar§t kar§tya getirir. Bu oyunda 
samklann onemsedigi tek §ey hapishanede ne kadar y1l yatacakland1r, hi'Y bir san1k 
digerinin yatacag1 y11la ilgilenmemektedir. Bu oyunda hapishanede ge'Yirilen y11lar 
Tablo I .  I 'de verildigi gibi matris fonnatmda gosterilmektedir. 

itiraf etme (C) 
itiraf et ( D) 

itiraf etme ( C) itiraf et ( D) 
-2,-2 -5, - 1  

- 1 ,- 5 -4, -4 

Tablo 1.1 Mahkumlar <;1kmaz1 

Burada l .  samg1 ( l .oyuncu) sat1r oyuncusu olarak ve 2. samg1 (2.oyuncu) stitun 
oyuncusu olarak adlandmyoruz. Matristeki iki sat1r l .oyuncunun hareketlerini 
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gosterirken, iki siitun 2.oyuncunun iki olas1 hareketini gosterir. Matris i9indeki 
her kutudaki say1lar oyunculann hareket protiline kar§ihk gelen faydasm1 gosterir, 
birinci say1 1 .oyuncunun elde ettigi fayda diizeyi iken ikinci say1 2.oyuncunun elde 
ettigi fayda diizeyidir. 

Bu oyunda her bir oyuncunun itiraf etme (bunu C ile gosteriyoruz) ve itiraf et 
(bunu da D ile gosteriyoruz) §eklinde iki hareketi veya stratejisi vardir. itiraf etme 
stratej isi oyunculann kendi aralarmdaki bir tiir ortiik i§birligini veya dayam§may1 
gosterirken (ortiik 9iinkii aralarmda diyalog yok), itiraf et ise bu i§birliginden sapma 
gibi dii§tiniilebilir. 

Eger hem I .oyuncu hem de 2.oyuncu i§birligini se9erse (her ikisi de itiraf et­
mezse) ( C, C) profili ger9ekle§ir ve her ikisi de 2 y1I yatar. Oyunculardan biri 
i§birligini (C) ve digeri bu i§birliginden sapmay1 (D) se9erse, stras1yla 5 ve I y1I 
yatarlar. Diger kutular da benzer olarak her iki oyuncunun aym anda se9tikleri 
hareketlere kar§thk elde edecekleri fayda diizeylerini gosterir. 

Burada dikkat edilirse oyunculann se9imlerini bazen hareket bazen de strateji 
olarak nitelendirdik. Ashnda oyun teorisinde hareket ve strateji birbirinden farkl1 
kavramlardir. Bu farkl ilerleyen boliimlerde daha net olarak anlatacag1z. Fakat 
§imdilik bu aynm1 dikkate almadan her iki kavram1 birbirinin yerine kullanacag1z. 

�imdi bu oyunu genelle�tirerek matematiksel notasyonla ifade edelim. Stratejik­
bi9imli bir oyun §Unlan i9erir: 

(i) Oyuncular kiimesi, n say1da oyuncunun oldugu bir oyuncular kiimesi vardir, 
N = {l, . .  , i, . .  n } ,  i burada herhangi bir oyuncuyu gosterir. 

(ii) Strateji kiimesi, her oyuncunun sahip oldugu bir strateji kiimesi vardir. Her­
hangi bir i oyuncusunun strateji kiimesi, Si ile gosterilir. B� i oyuncusunun strateji 
kiimesi veya strateji uzaymm herhangi bir stratejisi ise Si i le gosterilir. Aynca Si 
stratejisinin Si stratejiler kiimesinin bir elemam oldugu s� E Si §eklinde ifade 
edilir. Tiim oyuncularm olas1 tiim stratejilerinden olu§abilecek stratejiler profili­
ni ise kartezyen 9arp1mla gosteririz, S = S1 x S2 x ..... x Sn. Herhangi bir strateji 
profili, s = (s1, s2, ... , sn) E S, oyundaki n-oyuncunun her biri i9in bir stratejiyi 
gosteren n tane eleman i9eren sirah bir kilmedir veya n boyutlu bir vektor olarak 
da nitelendirilebilir. 

(iii) Herhangi bir i oyuncusunun ( s1, ... , sn) strateji profillerine kar§thk gelen 
fayda diizeyi §6yle ifade edilir: 

Ui : S1 X .... X Sn -+ R. 

Bu tammlarm yard1m1yla stratejik-bi9imli bir oyunu tammlayabiliriz: 

Tamm 1.1 n-oyunculu bir oyunun stratejik-birimli giisterimi, oyuncularm strateji 
kiimeleri, S1, ... ,Sn, ve bu oyuncularinfaydafonksiyonlarmdan, u1, ... ,Un, olu�ur. 
Stratejik-bi�·imli bir oyun da G = { S1, ... ,Sn; u1, ... , un} ile gosterilir. 

Yukanda verilen Mahkumlar <;1kmaz1 oyununu bu notasyonlann yard1m1yla 
ifade edelim: Oyuncular kiimesi: N = {l, 2}; stratej iler veya hareketler kiimesi: 

8 
Ücretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



81 = S2 = {C,D}; ve tercihlerini gosteren fayda fonksiyonlan: u 1 (C, C) = 

-2, u 1 (C, D) = -5, u1 (D. C) = - 1 ,  u1 (D, D)  = -4, u2(C, C) = -2, 
u2(C, D) = - 1 ,  u2(D. C) = -5,  ve u2(D,  D) = -4; ve oyunun kendisi G = 
{S1,  S2; u1 ,  u2} . 

iki oyunculu ve iki stratejil i  bir oyunda stratej ik gosterim en gene) haliyle Tablo 
1 .2'de gosterilmektedir : 

s1 u 1 ( s 1 . s 1 ) , n2(s1 , s i ) 
s2 u 1 (s2, s1 ) , n2(s2, s1 ) 

u 1 (s 1 , s2) , u2(s1 , s2) 
u1 (s2, s2) , u2(s2, s2) 

Tablo 1.2 iki oyunculu stratejik-bii;:imli bir oyunun gene! gosterimi 

Geleneksel bir kabul olarak, satirlar l .oyuncunun stratejilerini, siitunlar ise 
2.oyuncunun stratejilerini gostermektedir. Matris i�indeki degerler ise s1ras1yla 
I .oyuncu ve 2. oyuncunun ilgili strateji profillerine kar�1hk gelen fayda diizeylerini 
gostennektedir. Biz de bu kitap boyunca aym gelenegi siirdiirecegiz. 

1.2.2 Piir Stratejilerde Kesin Baskmhk 

Oyun teorisinde stratejiler temelde piir ve karma strateji olarak ikiye aynhr. Piir 
strateji kesin olarak oynanan stratejiler iken karma stratejiler belirli bir olas1hga 
gore oynanan stratejilerdir. Bu boliimde sadece piir stratejilerle ilgilenecegiz. Son­
raki bOliimde karma stratej ileri detayh bir �ekilde tart1�acag1z. 

Bir oyunun temel unsurlanm tammlad1ktan sonra, oyun-teorik bir problemi 
nasll �ozecegimize bakahm. Burada oyun-teorikten kas1t her bir oyuncunun re­
fahmm diger oyunculann hareketlerine bag1mh oldugunu ifade etmektir. Mahkum­
lar c;1kmaz1 oyununda da dikkat edilirse samklarm sadece kendi hareketleri degil 
digerinin de hareketleri hapishanede ger;irecekleri y11lan belirlemede etkilidir. 

Mahkumlar c;1kmaz1 probleminde (Tab lo l .  l 'e bakm), eger samklardan biri iti­
raf et hareketini oynarsa, diger oyuncu da itiraf et hareketini oynayacaktir r;iinkii 
bu durumda 4 yll yatar, aksi takdirde yani digeri itiraf ederken kendisi itiraf et­
mezse 5 yll yatar. Benzer olarak, eger samklardan biri itiraf etmezse, diger oyuncu 
itiraf eder. c;unkii bu durumda I y1I yatar, aksi takdirde 2 y1I yatar. Yani her­
hangi bir oyuncu ir;in, kar�1 taraf neyi oynarsa oynasm, itiraf et hareketi her zaman 
rasyoneldir. Boyle stratejilere, yani bir oyuncunun diger oyunculann stratej ilerinden 
bag1ms1z her zaman optigial olan stratejilerine baskm strateji denir. Eger bir oyun­
cunun bir stratejisi diger oyunculann tiim stratejileri i�in her zaman daha iyi bir 
sonur; yarat1yorsa buna kesin baskm strateji denir. 

Tamm 1.2 Stratejik-birimli bir G = { S1 , . . .  , Sn; u 1 ,  . . .  , Un} oyununda, s: ve s;' 
stratejileri i oyuncusunun olas1 stratejileri olsun, s; , s;' E Si. Eger diger oyun­
cularm stratejilerinin her olas1 profili irin, i oyuncusunun s; stratejisinden elde 
ettigifayda, s;' stratejisini oynamasmdan elde ettigifaydadan kesin dahafazla ise 
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s� stratejisine kesin baskm strateji denir: 

burada s_ ;  = (s1 , . . .  , s;- 1 , ;;;+11 • •  , s 11) , i oyuncusunun d1�mdaki oyuncularm her­
hangi bir strateji profilidir; S_ ; = S1 x .. x S;_ 1 x S;+i x ... x S11 ise i oyuncunun
strateji kiimesinin d1�mdaki diger tiim oyunculann strateji kiimelerinin tiim olas1 
stratejiler profilidir; ve -i notasyonu i oyuncusu d1�mdaki tiim diger oyunculan
tammlamak irin kullamlzr; yani -i = N \ { i} . 

Bu tammdan hareketle hi� bir zaman oynanmayacak strateji de  kesin mahkum 
strateji olarak tammlamr. Yani rasyonel oyuncular kesin olarak hi�bir zaman kesin 
mahkum stratejileri oynamazlar �iinkii oyundaki herhangi bir oyuncunun boy le bir 
stratej inin oynanacagma dair beklentisi yoktur. Boylece her iki oyuncu da mahkum 
stratejilerini silerler ve hi� bir zaman oynamazlar. 

Tablo 1 . 1  'de verilen oyunda itiraf etme hareketi kesin mahkum veya ba�ka bir 
ifadeyle itirat et hareketi kesin baskm stratejidir. Dolay1s1yla itiraf etme hareketi 
hi� bir zaman oynanmas1 rasyonel olmayan bir stratejidir, bu yiizden silinir. Oy­
nanmas1 her zaman rasyonel olan itirat et hareketi baskm stratejidir, kar�1 rakibin 
hareketinden bag1ms1z bir �ekilde oynanmas1 durumunda oyuncu her zaman daha 
yiiksek bir fayda saglar. Sonu� olarak her iki oyuncu da itiraf et hareketini oynar, 
dolay1s1yla oyundaki denge davram�1 (itiraf et, itiraf et)=(D,D) �eklinde olur. 

Rasyonel oyuncularm kesin mahkum strateji leri oynamamalan aslmda boyle 
stratejilerin diger oyunculann herhangi bir stratej isine gore en iyi tepki olmamasm­
dan kaynaklanmaktad!T. Tabii burada onemli olan nokta, rasyonel bir oyuncunun 
boyle bir stratejiyi oynamayacag1m diger oyuncularm bilmek zorunda olmas1d1r. 
Yani herkes birbirinin rasyonel oldugunu bilmelidir. Bun'a rasyonelligin ortak bilgi 
olmas1 denir. Bu konuya a�ag1da daha detayh bakacag1z. 

Oyuncular kesin mahkum stratej ilerini asla oynamayacaklanndan, bu strateji­
leri ba�tan eleyerek ilerlerler. <;iinkii hi� bir oyuncu bu stratejilerin oynanmayaca­
gm1 bilir. �imdi bu duruma bir ornek verelim. 

Ornek 1.1 

Tablo l .3 'de iki oyunculu bir oyun verilmektedir. Burada I .  oyuncu herhangi 
bir stratejisine kesin baskm olan ba�ka bir stratejiye sahip degildir. 2.oyuncu C 
hareketini oynarnad1g1 miiddet�e, U stratejisini oynamak M'yi oynamaktan daha 
iyidir. Fakat 2.oyuncu C hareketini oynarsa bu durumda l .oyuncunun D hareketini
oynamas1 daha iyidir; 2.oyuncu R'yi oynamad1g1 miiddet�e D hareketini oynamak 
U hareketini oynamaktan daha iyidir. Fakat eger bu hareketi oynarsa bu durumda 
U daha iyidir. K1saca I .oyuncunun optimal hareketleri 2.oyuncunun ne oynad1gma 
bagh olarak degi�ir. <;iinkii l .oyuncunun, 2.oyuncu hangi hareketi se�erse se�sin 
her zarnan daha iyi sonu� veren kesin baskm bir stratejisi yoktur. 
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u 
M 
D 

L 
4, 3 
2, 1 
5 , 9 

c 
5, 1 
8, 4 
9, 6 

R 
6, 2 
3, 6 
2, 8 

u 
M 
D 

L 
4, 3 
2, 1 
5, 9 

R 
6, 2 
3, 6 
2, 8 

L 
--+ u �--+ 

D� 

L R 
u 4, 3 6 , 2 
D 5, 9 2, 8 

L 
D� 

Tablo 1.3 Si.irekli eleminasyon yontemi 

Diger yandan 2.oyuncu i9in R stratej isi C stratejisine gore kesin baskm strate­
j idir. l .oyuncu neyi se9erse se9sin, 2.oyuncu C yerine R hareketini oynayarak her 
zaman daha yiiksek bir fayda elde edecektir: I .oyuncu U hareketini se9tiginde 
kendisi C yerine R hareketini se9erse daha yiiksek fayda elde eder, 2 > 1; eger 
l .oyuncu M hareketini se9erse C yerine R hareketini oynamak daha yiiksek fayda 
saglar, 6 > 4; ve aym �ekilde l .oyuncunun D hareketine kar�1 C yerine R hareke­
tini oynamak daha yiiksek fayda saglar, 8 > 6. Yani rasyonel olan 2.oyuncu R 
varken hi9 bir zaman C stratejisini oynamayacaktir (dikkat ederseniz R stratejisi, 
ne L stratejisine kesin baskm ne de onun tarafmdan kesin mahkum edilir). Eger 
2.oyuncu l .oyuncunun rasyonel oldugunu ve l .oyuncu da onun rasyonel oldugunu 
bildigini biliyorsa, 2.oyuncu oyunu Tablo l .3 'deki ikinci matriste oldugu gibi oy­
nayacakt1r. Yani C mahkum stratejisi silinerek oyun oynanmaya devam eder. 

�imdi de Tablo l .3 'de verilen ikinci matrise bakahm. l .oyuncu i9in U strate­
j isinin M stratej isine kesin baskm oldugunu goriiyoruz 9iinkii eger 2.oyuncu L 
hareketini oynarsa l .oyuncu M yerine U hareketini oynamakla daha yiiksek fayda 
elde eder, 4 > 2; ve eger 2.oyuncu R hareketini oynarsa l .oyuncu benzer olarak M 
yerine U hareketini oynad1gmda daha yiiksek fayda elde eder, 6 > 3. Yani rasyonel 
olan l .oyuncu, 2.oyuncunun da rasyonel oldugunu bildiginden asla M stratejisini 
se9meyecektir. Sonu9 olarak 2.oyuncu da l .oyuncunun asla M'yi se9meyecegini 
bilir (yine dikkat ederseniz U stratejisi, D'ye gore ne baskm ne de mahkumdur). 

2.oyuncu, I .oyuncunun rasyonel oldugunu ve l .oyuncunun da onun rasyonel 
oldugunu bildigini biliyorsa, bu durumda 2.oyuncu oyunu Tablo l .3'deki ii9iincii 
matristeki gibi oynanacagm1 bilir. Dikkat ederseniz 2.oyuncu i9in L hareketi R 
hareketine kesin baskmd1r. <;iinkii eger 1 .oyuncu U hareketini se9erse 2.oyuncunun 
R hareketi yerine L hareketini oynamas1 kendisine daha fazla fayda saglar, 3 > 2; 
fakat eger l .oyuncu D.hareketini se9erse yine R hareketi yerine L hareketini se9mek 
daha yiiksek fayda saglar, 9 > 8. Yani rasyoner olan 2.oyuncu, l .oyuncunun da 
rasyonel oldugunu bildiginden, asla R stratejisini se9meyecektir. 

Aym rasyonellik varsay1m1 altmda bu sefer R stratej isi silinir ve oyun dordiincii 
matristeki gibi oynamr. Fakat �imdi, D stratejisi U stratej isine kesin baskmdlf 
boylece 1 .oyuncu U stratejisini hi9 bir zaman oynamayacaktlf. Bu yiizden l .oyun­
cunun rasyonel se9imi D'dir. Bu da oyunun sonucunun (D,L) olacag1 anlamma 
gelir. Dolay1S1yla dengede l .  oyuncu 5, 2.oyuncu da 9 birimlik fayd'a elde ederler. 
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Bu siirece kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu denir. G oyunun 
�oziimii (D, L) dengesidir. Bu dengeye siirekli-baskm strateji dengesi denir. G 
oyununa da baskm-r;iiziilebilir denir. 

�imdi siirekli eleminasyon yontemini daha formel olarak ifade edelim. Bunun 
i�in de kesin mahkum stratej ilerin siirekli eleminasyonu i�in gene! bir prosediir 
tammlayahm. Bunun i�in G = {N, (S; ) ,  (u; ) }  oyunu ile ba§layahm. Herhangi bir 
i oyuncusu i�in kesin mahkum stratej ilerin eleminasyonu ile kalan stratejileri Sl 
ile gosterelim. Boylece eleminasyon sonras1 yeni oyunumuz a§ag1daki gibi i fade 
edilir, 

G1 = {N, (S;') , (u;) } ,  
burada her u; fonksiyonu as1l fayda fonksiyonunun, kesin mahkum stratejilerin 
elenmesi sonucu kalan daha kii�iik bir tamm arahgmda tammlanm1§ fayda 
fonksiyonudur. Bu prosediire devarn edildik�e,omegin T E N = { 1, 2, . . .  } defa 
kadar devarn edildiginde daha da kii�iilen ve indirgenmi§ bir oyuna sahip oluruz, 

GT = {N, (S[) , (u; ) } , 

burada her i E N oyuncusu i�in S[ stratejiler kiirnesi, GT-l oyunundaki S[- 1 'deki 
kesin mahkurn strateji lerin silinrnesi sonunda kalan stratej ilerden olu§ur. 

As1l G ( · ) oyunu smirh bir oyun oldugu i�in siirekli eleminasyon prosediiriiniin 
belli a§amasmdan sonra oyun art1k kii�iilmeyecektir: 

s: = s;+ 1 = s;+2 = . . .  

Bu yiizden yeni oyun §6yle tammlanabilir, her i E N  oyuncusu i�in G00 = GT 
ve Si = S[ . Burada Si stratej ileri art1k ba§ka stratejiler tarafindan mahkum 
edilemeyen stratejilerin bulundugu kiimedir. Dolay1s1yfa G00 oyunu da G ba§lang1� 
oyunundan siirekli eleminasyon yontemiyle tiiretilen ve daha da kii�iilmeyen art1k 
oyun olarak nitelendirilen oyundur. Yani Si siirekli eleminasyon sonunda i oyun­
cusunun elinde kalan piir stratejileri gosterrnektedir. Oyunculann strateji kiimelerinin 
kartezyen �arp1m1 ise, S00 = xiEN Si' kesin mahkum stratej ilerin siirekli elem­
inasyonundan kalan strateji profil kiimesini verir. Oyun rasyonelligin ortak bilgisi 
altmda oynand1g1 iyin, geriye kalan herhangi bir piir strateji profili, S00 kiimesi 
iyinden olacakt1r, yani s; E S00• 

u 
m 

d 

r 
10,5 10,4 
8,4 8,5 
12,5 6, 4 

Tablo 1.4 

Tablo 1 .4'de verilen oyuna bakahm. Bu oyunun dengesini siirekli eleminasyon 
yontemi ile bulrnaya yah§ahm. Burada l .oyuncunun m stratejisinin mahkurn strateji 

. _ olmasmdan dolay1 (u stratejisine mahkum) silinmesi ile birlikte 2.oyuncunun l 
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stratejisi r stratejisini mahkum eder ve r' nin silinmesi ile de l .oyuncunun d strate­
jisi 11 stratej isini mahkum eder. Bu yiizden siirekli eleminasyon dengesi (d,l) olur. 
Bu durumu yukanda tamtt1g1m1z notasyonla ifade edelim: 

s� = {11,rn,d}, s� = {l,r} 

st = { u, d}' sj = { l, r}; sr = { 11, d}, s� = { l} 

st= {d}' s� = {l}' dolay1S1yla SF = {d}' s2 = {l} 

1.2.3 Piir Stratejilerde Zay1f Baskmhk 

Daha once belirtildigi gibi mahkum stratejiler asla oynanmayacag1 ir;in elenmelidir. 
Fakat bazen "her zaman daha iyi" strateji yerine "her zaman daha kotii degil" strate­
jisi soz konusu olabilir. Yani bir strateji diger stratejilerin bazilanna gore daha iyidir 
ama baz1lanna gore aym diizeyde fayda saghyor olabilir. 

Tamm 1.3 G = { N, (Si), ( 11;)} gibi stratejik bir oyunda, i oyuncusunun iki strate­
jisi s; , s;' E Si olsun. Eger s; stratejisi en az s;' stratejisi kadar iyi ise, 8; stratejisi 
s;' stratejisine zayif baskmdir denir. Ba�ka bir deyi�le a�ag1daki ko�ul saglamrsa 
·< stratejisi s;' stratejisine zayif baskmd1r denir; 

Burada soylenmek istenen §ey, s; hicr bir zaman s; "den daha kotii degildir, 
fakat bazen daha iyidir. Kesin mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu ile kesin 
baskm strateji dengesine ula§t1g1m1z1 daha once gordiik. Fakat bu metodu zay1f 
baskm stratejilerin oldugu bir oyunda uygulamak daha tart1�mahdtr. <;iinkii zay1f 
mahkum stratejileri silmek oyunun sonucunu etkileyebilir. Bunu bir omek iizerinde 
gosterelim. 

Ornek 1.2 

Tablo l .5 'de verilen oyuna bakahm. Burada l .oyuncu ir;in D stratejisi, U strate­
jisine gore kesin mahkumdur. Boylece eger ilk once D stratejisini silersek, L 
stratejisinin R'ye zay1f baskm oldugu bir oyun kahr. Bu durumda R'yi elemekle, 
U stratejisinin M'ye kesin baskm oldugu bir oyunla kar§ila§mz. Boylece denge 
(U,L) olur (ilk satmfa olu§an denge). Fakat dikkat ederseniz ba§lang1r;ta verilen 
oyunda U stratejisi de M'ye kesin baskmdrr. Bu yiizden M stratej isini eleyerek de 
ba§layabiliriz, M elendikten sonra 2.oyuncmtnn L'yi elemesi ve l .oyuncunun da D 
stratejisini elemesiyle, oyunda (U,R) sonucu olu§ur (ikinci sattrda olu§an denge). 

Eger l .oyuncunun M ve D stratejilerini aym anda silersek (r;iinkii iki strateji de 
U'ya gore mahkum stratejilerdir), Tablo I .6'da gosterildigi gibi 2.oyuncu ir;in her 
stratejinin digerine zay1f baskm oldugu bir oyunla kar§ila§mz. Yani M ve D bir­
likte elendiginde 2.oyuncu L hareketini de R hareketini de oynayabilir. Bu yiizden 
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u 
M 
D 

u 
M 
D 

L R 
3,2 2,2 
1, 1 0, 0 

0,0 1,  1 

L R 
3,2 2,2 
1, 1 0, 0 

0, 0 1, 1 

L R L 
u ,_3

.,...
,_2-+-2.,....,-,2---j ---+ u CITI ---+ 

M 1, 1 0, 0 M [D_J 

L R R 
u ,_3_,_2--+-2_,_2_, ---+ u � ---+ 
D 0, 0 1, 1 D ITU 

L 
u ITTI 

R 
u� 

Tablo 1.5 Zay1f mahkum stratejileri elemek oyunun sonucunu etkiler 

l .oyuncunun hangi mahkum stratejiyi once silecegi 2.oyuncunun neyi silecegini 
belirlemektedir. Yani 1 .oyuncu i9in kesin mahkum stratejilerin silinme s1ras1, 2.oyun­
cunun sonraki stire9te hangi zay1f mahkum stratejilerin elenecegini belirler. 

u 
M 
D 

L R 
3,2 2,2 
1, 1 0, 0 

0, 0 1, 1 

L R L 
---+ u I 3, 2 2, 2 ---+ u � 

Tablo 1.6 

I 
Dengenin ne olacagmm silme strasma bagh olmas1 gibi bir durum, eger sadece 

kesin mahkum stratejiler olsayd1 ortaya 91kmazd1. �tinkti diger oyunculann strate­
j ilerini silmek asla kesin mahkum bir stratejinin mahkum edilmesini engellemez 
fakat zay1f mahkum stratejinin mahkum edilmesine neden olabilir. Bunun nedeni, 
s; 'nin zay1f mahkum strateji olmas1 i9in, ihtiya9 duyulan �ey diger bir s� strate­
jisinin, ttim Li stratejileri i9in, en az Si kadar iyi olmas1dtr ve rakibin en az bir 
stratejisi i9in Si 'den daha iyi olmas1dtr. Eger ozellikle rakibin bu stratejisi elenirse, 
Si ve s� stratejileri rakibin kalan ttim stratejileri i9in aym dtizeyde fayda saglarlar 
ve biri digerine zay1f baskm olmayacakttr. 

1.2.4 Rasyonelligin Ortak Bilgi Olmas1 

Oyunun baskm strateji dengesini bulma stireci (hi9 bir oyuncunun asla mahkum 
stratejileri oynamayacaklan stire9), her ad1mdaki elemede diger oyuncunun rasy­
onel olmasm1 gerektirmektedir. Yani sadece oyunculann rasyonel olmalanm degil 
aym zamanda ttim oyunculann diger ttim oyunculann rasyonel oldugunu bilmeleri 
gerekir. Dahas1 oyunculann ttimti "oyunculann ttimii diger ttim oyunculann rasy­
onel oldugunu bildigini" bilir ve bu mant1k silsilesi bOylece devam eder gider, ad 
infinitum. Bu varsay1m, oyun teorisinde 9ok kullan1lan rasyonelligin ortak bilgi 
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olmas1 varsay1m1dir. 
Ortak rasyonelligi §Oyle de tammlamak miimkiindiir. bmegin P, " l .oyuncu 

rasyoneldir" gibi bir onerme olsun. Eger P ortak bilgiyse 
(i) Herkes P'yi bilir 
(ii) Herkes herkesin P'yi bildigini bilir 
(iii) Herkes herkesin P'yi bildigini bildigini bilir ve bu §ekilde devam eder . . .  
K1saca eger P ortak bilgi ise, bu durumda §Oyle yaz1labilir: 

(Herkes biliyorki)k herkes P'yi bi liyor, k E { 1 ,  2, . . } . 
K1saca ortak rasyonellik varsay1m1 oyunculann diger oyunculann bildigi her§eyi 

bilme durumunu tammlar. Bu onlann bilgilerinin bir pan;as1dir ve bOylece herkes 
herkesin P'yi bildigini bilir. Gen;ekte ortak bilgi daha basit bir §ekilde §Oyle de an­
lat1labilir. bmegin siz ve ben X olay1 gen;ekle§tiginde ordayd1k. Yine farzedelim 
ki bu olay olurken her ikimiz goz temasmda bulunduk. Art1k X olaymm oldugunu 
ikimizin de bildigini biliyoruz. Yani X olaymm oldugunu ben biliyorum. Siz benim 
bunu bildigimi biliyorsunuz. Ben de benim bunu bildigimin bilindigini biliyorum . . .  

iki  oyunculu bir oyun dii§iinelim, bu oyun i ve j oyunculan arasmda oynansm, 
her birinin piir-strateji uzay1 ise s1ras1yla S; ve S1 olsun. Bu oyunun mahkum 
stratejilerinin elenmesi oncesi olas1 sonui;: kiimesinin, S = S; x Sj strateji profil 
kiimesinin bir elemam olacag1m biliyoruz. Daha once belirttigimiz gibi rasyonel bir 
oyuncu asla mahkum stratejiyi oynamaz. Eger i oyuncusunun s; gibi bir mahkum 
stratejisi varsa ve j oyuncusunun ise mahkum bir stratejisi yoksa, bu durumda i 
oyuncusu rasyonel oldugundan bu stratejiyi asla oynamayacaktir. Bu yiizden oyu­
nun sonucu daha kiii;:iik bir strateji profil kiimesinden gelecektir: 

S' = S;\ {R; }  x Si . 

Daha once soylendigi gibi i oyuncusunun mahkum stratejisi olan s; ' nin silin­
mesini rasyonalize edecek varsay1m1 yapmam1z gerekir. Bunun ii;:in gerekli olan 
varsay1m rasyonelligin ortak bilgisidir. Yani bunun ii;:in j oyuncusunun sadece 
rasyonel olmas1 degil aym zamanda i oyuncusunun s; stratej isini asla 
oynamayacagm1 da bilmesi gerekir. Benzer §ekilde eger s; stratej isi silindikten 
sonra §imdi de j oyuncusunun kesin mahkum olan Sj stratejisinin benzer bir 
muhakeme ile silinmesi durumunda oyunun sonucu §U strateji profi linden gelme­
lidir: 

• 
S" = S;\ {s; }  x Si\ {81 } . 

Siirei;: boylece rasyonelligin ortak bilgisini de ..kullanarak devam ederek oyunun 
dengesini bulmaya i;:ah§Ir. Yani eger rasyonellik ortak bilgi ise mahkum strate­
j ileri sonsuz kere silebiliriz. Fakat pra"!k hayatta geri;:ek oyuncularm dii§iinceler 
hakkmdaki dii§iincelerinin sm1rs1z bir hiyerar§iyi izlemeleri pek makul goziikme­
yebilir. Yani insanlar kafalannda siirekli silme i§lemini bir-iki a§amadan fazla yap­
mazlar. 
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Rasyonelligin ortak bilgi olma varsay1mmm yaratt1g1 sonu�lan Tablo l .7'de 
verilen oyun iizerinden takip edelim. 

L M R 
u 2, 2 1, 1 4, 0 

D 1, 2 4, 1 3, 5 

Tablo 1.7 

l .  Eger siitun oyuncusu rasyonel ise M' yi oynamamahdlf ( �iinkii kesin mahkum­
dur). 

2. Eger satlf oyuncusu diger oyuncunun rasyonel oyuncu oldugunu biliyorsa, 
D'yi oynamayacakllr (\'.iinkii siitun oyuncusunun M'yi oynamayacag1m bilir). 

3. Siitun oyuncusu da sat1r oyuncusunun kendisinin (yani siitun oyuncusunun) 
rasyonel oldugunu bildigini bilir. Bu yiizden satlf oyuncusunun D'yi oynamayaca­
gm1 bilir. Dolay1s1yla kendisi de R'yi oynamayacakt1r. Bu da (U,L)'nin tek denge 
olarak ortaya \'.Ikmasma neden olacaktlf. 

Rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsay1mmm onemini ifade edebilmek i\'.in 
Tablo I .?'de verilen oyunda oyunculann neyi bildiklerine dair altematif bir varsa­
y1mda bulunahm: 

i .  Oyuncular rasyonel 
i i .  l .oyuncu, 2.oyuncunun renk verrnedigini ve e§it olas1hkla davram§lanm 

rassalla§tlfd1g1m varsay1yor. 
i i i. 2.oyuncu, l .oyuncunun rasyonel oldugunu ve I .oyuncu da 2. oyuncunun 

e§it olas1hkla hareketlerini rassalla§lirarak oynad1gm1 dii§iiniiyor. 
Bu durumda l .oyuncu kendisine en yiiksek ortalama fayday1 saglayan D 

hareketini optimal olarak se\'.er (\'.iinkii beklenen faydas1 daha yiiksek). 2.oyuncu 
bunu dogru tahmin eder ve R hareketini se\'.er. 

Goriiniirde bu altematif varsay1m1 yapmakta herhangi bir yanh§hk yoktur. Fakat 
baz1 olas1 tutars1zhklann ortaya \'.Ikmasma imkan verrnektedir: Varsayahm yuka­
ndaki oyun I .  ve 2.oyuncular arasmda siirekli oynanan bir oyun olsun. Yine I .  
ve 2. oyunculann yukanda tammlanan bilgi modeline sahip oldugunu ve siirekli 
(D,R) oynad1klanm varsayahm. I .oyuncu bir miiddet sonra 2.oyuncunun tutarh bir 
§ekilde R'yi oynad1g1m fark edecektir. Bu yiizden yukanda verilen bilgi yap1sm1 
degi§tirip 2. oyuncunun varsayd1g1 gibi renksiz olmad1gm1 dii§iinecektir. Ger\'.ekte 
l .oyuncu bir kez 2. oyuncunun tutarh bir §ekilde R stratejisini oynad1g1 kanaatine 
vanrsa kendisi U stratej isine sapacaktlf. Fakat eger rasyonelligin ortak bilgi oldugu 
varsay1m1 yapilsayd1 bu tiir tutars1zhklar olmayacakt1. Bu da bu varsay1mm oyun 
teorisinde neden bu kadar yaygm bir §ekilde kullamld1gm1 a\'.Iklamaktadlf. 

1 .3 Makul Stratejiler 

Rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsay1m1 altmda, mahkum stratejilerin siirekli e­
leminasyonu teknigi ile silinmesi sonunda oyundaki her oyuncunun bu siire\'. sonu-
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cunda elinde kalan bir strateji alt kiimesi olur. Hi�bir oyuncu bu stratej i alt kiime­
sinin d1�mdaki bir stratejiyi hi� bir zaman oynamayacakt1r. Fakat kalan stratejiler 
i�inde art1k mahkum strateji olmad1gmdan direkt olarak elenmeleri de soz konusu 
olmayacaktir. 

Tamm 1.4 Mahkum stratejilerin elenmesiyle kalan sonurlar kiimesine makul strate­
jiler denir. 

Bu tamm ozii itibariyle stratejilerin rassal oynanma durumunu da i�erir. Yani 
karma stratejiler kullamlarak da eleminasyon yap1labilir. Fakat bu durumu ancak 
karma stratejileri gordiikten sonra ifade edecegiz. 

Makul stratej iler (veya rasyonalize edilebilir stratej iler) asla en iyi tepki ola­
mayacak stratejilerin siirekli eleminasyonu sonucunda kalan strateji lerdir1 • Bu 
yiizden bir oyuncu optimal stratejilerini makul stratejiler kiimesinden se�er. Bu 
strateji kiimesindeki her stratejiyi tutarh bir �ekilde gerek�elendirerek rasyonel bir 
�ekilde oynayabilir. Fakat bir oyuncu kendi inan�lanna gore en iyi tepkiyi verse 
bile, bu diger oyuncular hakkmdaki inan�lanmn dogru oldugu anlamma gelmez. 
Yani eger kar�1 oyuncu irrasyonel bir oyuncu ise her �eyi yapabilir. Bu anlamda 
kendisinin en iyi tepki verrnesi anlams1zla�abilir. Bunu daha iyi anlamak i�in bir 
omek verelim. 

Ornek 1.3 

Tablo l .8'de verilen oyunda rasyonel olan 1 .  oyuncu eger 2.oyuncunun z 
hareketini oynayacagm1 dii�iinseydi en iyi tepkisi olan B hareketini oynard1. Fakat 
rasyonel olan 2. oyuncu asla z stratejisini oynamayacaktir �iinkii bu strateji  y 
stratejisi tarafindan mahkum edilmektedir. Eger 1 .  oyuncu, 2.oyuncunun rasyonel 
oldugunu bilseydi, bu oyuncunun asla z'yi oynamayacagm1 bilirdi. Dolay1s1yla 
1. oyuncu B'nin 2.oyuncunun rasyonel olarak oynad1g1 hi� bir stratejiye en iyi 
tepki olmayacagm1 anlard1. Boylece 2.oyuncu z stratejisini elemine ettiginde, yani 
strateji kiimesi { w, x, y} oldugunda, l .oyuncu i�in B, C tarafindan, E'de D tara­
findan mahkum edilir. 

A 
B 
c 
D 
E 

w x y 
7, 5 -8, 4 0, 4 
5, 0 4, 1 15, 9 

6, 0 5, 8 · 20, 4 
2, 6 7, - 10 3, 9 

1 , 6 2, - 10 1 ,  7 

z 

99, 3 

100, 8 
10, 2 
10, 8 
8, 6 

A 
--+ c 

D 

w x 

7, 5 -8, 4 
6, 0 5, 8 
2, 6 7, - 10 

Tablo 1.8 Eleminasyon si.irecinde kalan makul stratejiler 
,, 

y 
0, 4 
20, 4 
3, 9 

1 iki oyunculu oyunlarda siirekli eleminasyon yoluyla elde edilen stratejiler ile makul stralejiler 
birbiri ile aymdir. Fakat ikiden daha fazla oyunculu oyunlarda bu dogru olmayabilir. 
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Sonu� olarak, eger 1. ve 2. oyuncularm her ikisi de rasyonelse ve eger I .oyuncu 
2. oyuncunun, ve 2.oyuncu da 1 .oyuncunun rasyonel oldugunu biliyorsa art1k il­
gimizi Tablo l .8'de verilen oyunun sagmda bulunan daha kil�tik matrise yonelte­
biliriz. <;tinkti bundan sonra eleminasyon yoktur. Bu ytizden bu strateji profilinde 
her strateji diger oyuncunun stratejilerine gore rasyonalize edilip, oynanabilir. Yani 
makul stratejiler, i oyuncusunun art1k asla mahkum edilmeyen son silre�te kalan 
Sf' stratejiler ktimesidir. l .oyuncunun makul stratrej iler ktimesi Si = {A, C, D }  
iken, 2.oyuncunun makul strarejiler ktimesi ise s2 = {w, :r ,  y} 'dir. bmegin 
I .oyuncu A stratej isini her zaman rasyonalize ederek (gerek�elendirerek) oynaya­
bilir: Eger l .oyuncu, 2.oyuncunun w stratejisini oynad1gm1 dti§tintirse A stratej isini 
oynamak rasyoneldir. Bu yakla§Jffi I .oyuncunun diger ttim makul stratejileri i�in 
dogru oldugu gibi, aym mant1k 2.oyuncu i�in de ge�erlidir. 

Makulluk kavram1 Bernheim ( 1 984) ve Pearce ( 1 984) tarafmdan bag1ms1z olarak 
geli§tirildi. Kavram temelde ii� onenne tizerine kuruludur: 

i. Oyuncular diger oyunculann se�imlerini tam olarak bilemezler. 
i i .  Oyuncular rasyoneldir, dolay1s1yla olaylar hakkmda inan�lan veri ahnd1gmda 

optimal davramrlar. 
i i i .  Rasyonellik ve tercihler ortak bilgidir. 
Bu onenneler §U anlama gelir: iki oyunculu bir oyun dti§tinelim. Oyuncu­

lar aym anda oynad1klan i�in tam olarak birbirlerinin ne oynayacag1m bilemezler. 
I .oyuncunun rasyonel olmas1 demek onun 2.oyuncunun asla en iyi tepki olmayan 
bir stratej iyi oynamamas1m beklemesi demektir. Dahas1 l .oyuncunun sahip oldugu 
inan�lar 2.oyuncunun rasyonel olmas1 ile de tutarh olmahdir. Yani I .  oyuncunun 
inan�lan, 2.oyuncunun kendisine ( 1 .oyuncuya) dair in�n�lanna gore hii; bir zaman 
rasyonel olmayan (ya da en iyi tepki olmayan) stratejileri oynamayacag1 anlamma 
da gelir. Dolay1s1yla rasyonellik ortak bilgidir. 

1.4 Nash Dengesi 

Ekonomi biliminde gene) anlamda arz-talep e§itligi diye tammlanan piyasa denge 
kavram1 merkezi oneme sahip bir kavramdir. Bu kavramm teorik i;ekiciligi, denge 
durumunda hii; kimsenin herhangi bir d1§sal faktor olmadan davram§ml degi§tinne 
gibi bir egilim i�inde olmamasmdan kaynaklamr. Davram§taki bu degi§meme veya 
dtizenlilik hali giinliik hayatta da karar ahrken tahminlerimizin temelini olu�turur. 

insanlann davram§lanndaki diizenlilikleri, stratejik yap1lann tahmini ii;in de 
kullanmz. Bunun ii;in de gene] olarak insanlann rasyonel olduklan yani kendi 
faydalar1m dti§tindtiklerini ve diger insanlarm davram§larmdaki diizenlil iklerden 
de haberli olduklanm dti§tintiriiz. Standart arz-talep yap1smda oldugu gibi, strate­
jik yap1larda da rasyonel olarak siirdtiriilen davram§ diizenliligine denge diyoruz. 
Stratejik yap1lardaki en onemli denge kavramlanndan biri Nash dengesidir. John 
Nash tarafindan geli§tirilen bu kavram o kadar yaygm kullamlan bir denge kavram1 
haline geldi ki iktisat91lar bir oyunun dengesinin ba§tan Nash dengesi ya da rafine 
Nash dengesi bii;imlerinden biri oldugunu varsayar. 
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�imdi Nash dengesinin ne olduguna bakahm. Bunun i9in de Tablo l .9'da veri­
len iki oyunculu bir oyunu inceleyelim. Bu oyunda her iki oyuncu i9in de baskmhk 
ili�kileri yok ve bu ytizden ttim stratejileri kesin mahkum stratejilerin stirekli e­
leminasyonu ile kalan strateji ler olarak dti�tinebiliriz. iki oyuncu oldugunda, bu 
aym zamanda makul ptir strateji profiller ktimesidir. Omegin ( U, l) strateji profilini 
dti§tinelim. Bu sonucun makul oldugunu inan9lara bakarak gorebiliriz. l .oyuncu 
eger 2.oyuncunun l stratejisini oynayacagma inamrsa en iyi tepkisi U stratejisidir. 
2.oyuncunun l se9imi de rasyonalize edilebilir, 9tinkti 2.oyuncu da, l .oyuncunun U 
stratejisini oynayacag1m dti�tintirse l stratejisini oynamas1 rasyoneldir. Bu ytizden 
bu tutarh inan9lar ktimesi U stratejisini oynamay1 makul k1lar. Yine benzer olarak 
l .oyuncu 2.oyuncunun r stratejisini oynacagm1 dti§tintirse D stratejisini oynamas1 
rasyoneldir, 2.oyuncu da l .oyuncunun D stratejisini oynad1gmda r stratejisini oy­
namas1 rasyoneldir. Yani her iki oyuncunun her iki stratejiye dontik kar�1hkh tutarh 
inan9lara sahip olmas1 (D, r) dengesini verir. 

r 
u 5, 5 4, 4 

D 4, 4 5, 5 

Tablo 1.9 

Fakat oyun bittikten sonra her iki oyuncu da l .oyuncunun U, ikinci oyuncunun 
da r stratejisini oynad1g1m gortirse, yani her oyuncu rakibinin oyunu hakkmdaki 
inan9lannm dogru 91kmad1g1m gortirse, herkes kendi se9iminden pi§manhk du­
yar. Daha spesifik olarak l .oyuncu 2.oyuncunun l se9ecegini bekledigi i9in U 
stratejisini oynad1 fakat 2.oyuncu r stratejisini se9ti. Eger l .oyuncu 2.oyuncu­
nun r se9ecegini bilseydi U yerine D stratejisini se9erdi. Benzer olarak 2.oyuncu, 
l .oyuncunun D'yi oynayacagma inand1g1 i9in r stratejisini se9ti fakat l .oyuncu 
bunun yerine U hareketini se9ti. Eger 2.oyuncu, l .oyuncunun U hareketini oy­
nayacagm1 bilseydi, l hareketini oynamay1 tercih ederdi. Buna gore (U, r) sonucu, 
her oyuncu kar§I oyuncunun stratejileri tizerinde olu§turdugu inan9lara gore en iyi 
tepkidir fakat oyunculann birbiri hakkmdaki inan9lar1 birbirleri ile tutarh degildir. 

�imdi de ( U, l) strateji profiline daha detayh bakahm. U stratejisi l .oyuncu i9in 
makul bir stratejidir. 2.oyuncu i9in de l 'nin makul bir strateji oldugunu gonnek i9in 
a§ag1daki gibi tutarh inan9lar olmahdir: 

(i) 2.oyuncu, l .oyuncunun U hareketini oynayacagma inanmaktadir. 
(ii) 2.oyuncu, l .oyftncunun da kendisinin (2.oyuncunun) l oynayacagma 

inand1gma inanmaktadir. 
Oyun bu §ekilde oynand1gmda, l .oyuncu U hareketini, 2.oyuncu da l hareke­

tini oynad1gmda, her oyuncunun digerinin stratejisi hakkmdaki tahmini ger9ekten 
dogru 91kar. Her oyuncu kendi dognifnan9lanna gore oynad1gmdan, hi9 bir oyuncu 
se9imlerinden pi�manhk duymaz. 

Ba§ka bir ifadeyle, rasyonel oyuncular rakiplerinin stratejilerini tahmin ederken 
sadece rakipleri hakkmda olu�turduklan inam;lara gore en iyi tepkiyi vennezler 
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aym zamanda rakiplerinin gen,:ek oyunlanna en iyi tepkiyi verirler. Oyuncular 
rakiplerinin stratejilerini dogru tahmin ettikleri zaman ve bu tahminlere gore en 
iyi tepkiyi oynad1klan zaman, sonu9 strateji profili Nash dengesidir. 

Tamm 1.5 Stratejik-bi�·imli G = { N, (S; ) ,  (u; ) }  oyununda, eger her i oyuncusu­
nun, s; stratejisi diger ( n - 1) oyuncunun ( si , . .  , s;_ 1 ,  s:+ 1 ,  . . , s;, )  stratejilerine en 
iyi tepkisi ise, s* = ( si , . . .  , s;. )  strateji profili pur strateji Nash dengesidir: 

veya kisaca 

burada s; , i oyuncusununfaydasm1 maksimize eden degerdir, yani 

• ( * * * * )  s; = arg ma� u; s 1 , . .  , si- I • Si , si+ I • . .  , s" . 
s ,ES, 

Bu tammlamay1 daha iyi anlamaya 9ah�ahm. Bunun i9in G = { N, (Si ) , (ui ) }  
stratejik-bi9imli bir oyunun 9ozilmilniln (s; , . . .  , s;. ) strateji profili oldugunu iddia 
edelim. Eger (s; , . . .  , s� ) strateji profilinin Nash dengesi degilse, bu �u anlama 
gelir: belirli bir i oyuncusu i9in s; stratejisi, ( s; , . .  , s;_ 1 ,  s;+ 1 ,  . .  , s;.) strateji profi­
line verilen en iyi tepki degildir. Yani i oyuncusu i9in s;' E 5; gibi daha yilksek 
fayda saglayan ba§ka bir strateji var demektir: 

( I I I I I ) ( I I II I I ) 1li 8 1 , . .  , si- I • s; , 8;+ 1 ,  . .  , s" < u; 8 1 ,  . .  , 8i-I • 8i , ·�i+ l • " • sn · 
I 

Eger biri (s; , . . .  , s;,) strateji profilinin G( - )  oyunun 9ozilmil oldugunu iddia 
ediyorsa ve bu strateji profili Nash dengesi degilse, en Azmdan bir oyuncu bu tah­
minden sapma niyeti gosterir. Burada da inan9lann dogrulugu ve tutarhhg1 devreye 
girer. brnegin bir oyunun nastl oynanmas1 gerektigi §eklinde bir kural varsa, bu ku­
rahn tavsiye ettigi stratejiler Nash dengesidir. Aksi takdirde en azmdan bir oyuncu 
bu kurala uymazd1. Ba§ka bir degi§le, i oyuncusu kendi denge re9etesinin ona 
tavsiye ettigi stratejilerin rasyonelligini sorgular: Acaba rakipleri s:_i strateji profi­
lini (diger tilm oyunculann stratejileri) oynad1gmda bu stratej iyi oynamaya devam 
eder mi? Ve acaba kar§I tarafin bu stratejide kald1g1m bilirse ba§ka bir stratejiye 
sapar mt? Eger saparsa, demek ki bu stratejiden daha fazla fayda dilzeyi saglayan 
ba§ka bir stratejisi var demektir. Bu yilzden de bu strateji Nash denge stratejisi 
degildir. Eger aym stratejide kahyorsa bu Nash dengesidir. Bu diger oyuncu i9in 
de ge9erlidir. 

Ornek 1.4 

Tablo 1 .  I O'da verilen oyunda tek bir Nash dengesi vard1r: (x, w ) . Bunu §dyle 
teyit edebiliriz. Eger l .oyuncu 2.oyuncunun w stratejisini oynad1gm1 dil§ilnse y 
yerine x stratejisini oynamas1 daha iyi sonu9 verir. Fakat eger 2.oyuncu 1 .oyuncu­
nun x stratejisini oynamay1 silrdilrecegini dil§tinse hangi stratej iyi oynar, evet o da 
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w oynamaya devam eder. Yani her iki oyuncunun birbiri hakkmdaki inan�lan tu­
tarh ve dolay1s1yla oyuncular sonu�tan pi§manhk duymazlar. Sonu� olarak (x, w) 
strateji profili Nash dengesidir. Dolay1s1yla her iki oyuncunun birbirlerinin strateji­
lerine verdikleri tepkiler en iyi tepkilerdir. Bu yiizden de Nash dengesi duragand1r, 
hi� bir oyuncu stratejisini degi§tirmez. 

w z 

x 2, 3 1, 1 

y 0, 1 2, 0 

Tablo 1.10 Tek bir Nac;h dengesi var 

Omegin (x, z) strateji profilinin Nash dengesi olmad1g1m gosterelim. Eger 
l .oyuncu, 2:oyuncunun z stratejisini oynad1gm1 dii§iinse x stratejisini oynamak­
tan vazge�er, �iinkii y stratejisine kaymak daha iyi sonu� verir. Benzer olarak 
l .oyuncu x stratejisini oynad1gmda 2.oyuncu z stratejisinde kalmaz, w stratej isine 
kayar. Yani hi� bir oyuncu i�in (x, z) strateji profi linde kalmak rasyonel degildir. 
Dolay1s1yla bu strateji profil i  duragan degildir. 

�imdi a§ag1daki altooliimde oyun teorisinin baz1 klasik oyun orneklerini tam­
tacag1z. Bu oyun ornekleri Nash dengesini daha iyi anlamam1za yard1mc1 olacag1 
gibi, kitabm ilerleyen boliimlerinde bir �ok kez kar§1m1za �1kacak oyunlard1r. 

1 .4.1 Baz1 Klasik Oyun Orneklerinde Piir Nash Dengesi 

Cinsiyetler Savll§I 
Nash dengesini daha iyi anlamak i�in kullamlabilecek omeklerden biri klasik 

bir oyun olan Cinsiyetler Sava§I oyunudur. Bu oyun k1saca boks ma�ma gitmek 
isteyen bir erkek ile bir bale gosterisini seyretmek isteyen bir kadm arasmdaki 
�at1§may1 anlatan bir oyundur. Tercihleri farkh olan ama gerekirse tercihlerini 
birbirinin lehine degi§tirecek kadar da birbirini seven bir �iftle kar§I kar§1yay1z. 
Oyunculann faydalan Tablo I .  I I 'de gosterildigi gibidir. 

• 

boks bale 
boks 2, 1 0,  0 

bale 0, 0 1 , 2 

Tablo 1 . 1 1 Cinsiyetler Sava§• 

Her iki oyuncunun da aym anda karar vermek zorunda oldugu bu oyunda dikkat 
edilirse ba<>lon strateji dengesi yoktur. Fakat bu oyunda iki Nash dengesi vard1r. 
Bunlardan biri (boks, boks) strateji profilidir. Eger kadm, erkegin boks hareketini 
se�tigini dii§iiniirse boks hareketin�e�er ( l .oyuncu olan erkek sat1r oyuncusudur) 
ve eger erkek kadmm boks hareketini se�tigini dii§iiniirse boksu se�meye devam 
eder. Diger strateji profili (bale, bale)'nin de aym muhakeme i le Nash dengesi 
oldugu goriiliir. 
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Soru oyunculann hangi Nash dengesinin sei;ilecegini nerden bildikleridir? 
Boksa ve baleye birlikte gitmek, her ikisi de Nash dengesidir, fakat farkh davram§­
lardan olu§an Nash dengeleridir. Nash dengesi dogru ve tutarh inani;lar oldugunu 
varsayar. Eger bu oyunculann onceden bir araya gelip konu§malan mtimktin degilse, 
erkek baleye gidebilir ve kadm da boksa gidebilir, her biri digerinin dti§i.inceleri 
hakkmda yanh§ bir anlayt§a sahip olabilir. Fakat eger oyuncular birbiri ile ileti§im 
halinde degillerse bile, Nash dengesi bu oyunun tekran ile daha fazla ortaya i;tkan 
denge olabilir. 

Diger yandan dikkat edilirse Cinsiyetler Sava�mdaki her bir Nash dengesi pareto 
etkindir. Yani diger hii; bir stratej i profili bir oyunucunun faydasmt di.i§i.irmeden 
digerinin faydasmt arttrmaz. <";ok say1da oyunda Nash dengesi pareto etkin degildir. 
bmegin Tablo I .  I 'de verilen Mahkumlar <";1kmaz1 oyununda Nash dengesi tektir 
ama pareto etkin degildir. Yani (itiraf et, itiraf et) denge profili ( - 4 , - 4) fayda 
di.izeyi saglamasma ragmen her iki oyuncunun faydalanm ( - 2 , - 2) di.izeyine ytik­
selten ba§ka bir stratej i profili vardir, o da (itiraf etme, itiraf etme)'dir. 

Cinsiyetler Sava§t oyunun soylemeye r;ah§ttgt temel §ey: iki oyuncunun tercih­
leri arasmda r;att§ma olabilir fakat birlikte hareket etmek yine de iyidir. Bu ytizden 
bu oyunun ima ettigi durumlarla ekonominin (veya gene! olarak sosyal hayatm) 
bir r;ok alanmda kar�tla§mz. Ornegin bunlardan biri endi.istri genelinde bir mal 
standard1 olu§turmak konusunda gortili.ir. iki firmamn ayn ayn tirettigi mallann 
standartlan konusunda farkh tercihleri olabilir. Fakat i.irtinlerinin ortak standartlara 
sahip olmasmm da ttiketicileri te�vik edecegini bilmelerinden dolayt, firmalann 
birlikte hareket etmeleri her firma ir;in daha iyi olabilir. 

Cinsiyetler Sava�mda hem erkek hem de kadm aym anda hareket ediyorlar. ' 
Fakat birinin daha once hareket etmesine imkan verirsek, omegin erkek boks bile-
tini onceden alabi lir, aralarmdaki sevgiden dolay1 kadm da boksa gideceginden 
denge erkegin lehine geli�ir. Bu ttir dinamik ardtsal oyunlara bu kitabm ilerleyen 
boltimlerinde bakacag1z. 

E§le§en Paralar 
iki ki§i aym anda ellerindeki bir madeni paray1 havaya att1ktan sonra paralann 

yazt veya tura m1 geldigini birbirlerine gostermeye karar veriyorlar. Eger paralann 
aym tarafi gelirse (yaz1-yaz1 veya tura-tura), 2. oyuncu, I .  oyuncuya I lira veriyor 
fakat eger farkh taraflan gelirse (yaz1-tura veya tura-yaz1) 1 .oyuncu, 2.oyuncuya l 
lira veriyor. Her oyuncu sadece kendi ald1g1 paray1 onemsemektedir. Bu stratejik 
durum Tabla l . 1 2'de gosterilmektedir. Bu oyunda oyunculann r;1karlan birbirle­
rine tamamen z1tt1r. Birinci oyuncu diger oyuncu ile aym hareketi isterken, ikinci 
oyuncu tam tersi hareketi istemektedir. 

tura yazt 
tura 1 ,  - 1  - 1, 1 

yazt - 1, 1 1, - 1  

Tablo 1.12 E�le�en Paralar 
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Bu oyuna benzer bir mant1g1 banndiran iktisattan bir omek verelim. Yerle§ik 
bir firma ile yeni bir finnanm yeni bir iiri.iniin gori.inii§ii hakkmda tercihleri buna 
olduk�a uygun bir durumu ifade etmektedir. Her iki firmamn da iiretilen maim 
goriinii§ii hakkmda iki farkh se�enege sahip olduklanm varsayahm. I .  firma (mev­
cut yerle§ik finna) yeni finnamn iiri.iniiniin kendi iiri.iniinden farkh bir gi.lri.intiiye 
sahip olmasm1 isterken (�iinkii tiiketicilerin yeni firmanm aym goriinii§lii mahm 
alabilecegini dii§iinmektedir), 2. firma (yeni firma) kendi iiri.iniin yerle§ik finna 
ile aym gori.inii§e sahip olmas1m istemektedir. Boylece yerle§ik firmamn olU§ffiU§ 
iiniinden faydalanmak istemektedir. 

Dikkat edilirse bu oyunda Nash dengesi yoktur. <;iinkii bir oyuncu i�in iyi 
olan bir hareket digeri i�in tamamen kotiidiir. Yani eger l .oyuncu 2.oyuncunun tu­
ray1 se�ecegini dii§iiniirse, turay1 se9er fakat 2.oyuncu l .oyuncunun turay1 se9tigini 
dii§iiniirse daha onceki tura stratejisinde dunnayacak, yaz1 stratej isine kayar. Ben­
zer olarak eger l .oyuncu 2.oyuncunun yaz1 stratejisini se9tigini dii§iiniirse yaz1y1 
se9er fakat 2 .. oyuncu eger l .oyuncunun bu stratejide kalacagm1 (yani yaz1da kala­
cag1m) dii§iiniirse stratejisini hemen degi§tirir, turaya ge9er. Dolay1s1yla duragan 
bir denge soz konusu degildir. 

Oyunculardan birinin kazancmm digerinin kayb1 oldugu bu tiir oyunlara sifir­
toplamlt oyunlar denir. Bu oyunlarda kazan9larm toplam1, kay1plann toplamma 
e§it ve hepsinin toplam1 da s1fird1r, yani L:;�1 u; ( ·) = 0. Bu oyunlann onemli bir 
ozelligi, her stratej i profilinin pareto etkin olmas1d1r. <;iinkii her stratej i profilin­
den digerine ge9i§te en azmdan bir oyuncunun durumu daha kotil hale gelir. Tiim 
strateji profillerinin tamammm pareto etkin oldugu oyunlar aym zamanda rat1�ma 
oyunlan olarak bilinir. 

Geyik Av1 
Geyik avlamak isteyen bir grup avc1 oldugunu varsayahm. Fakat avc1lar Lek 

ba§ma hareket etmek istediklerinde gii9leri ancak tav�an avlamaya yetmektedir. 
Avc1lann arasmdaki bu ili§ki a§ag1daki gibi oyun teorik olarak ifade edilebilir. 

Her avc1 iki opsiyona sahiptir: geyik avlanmaya odaklanmak veya tav§an yakala· 
mak. Eger tiim avc1lar geyik avlamay1 ama�larsa, geyigi avlay1p e§it §ekilde payla­
§abileceklerdir. Fakat eger bir avc1 enerj isini tav§am yakalamaya verirse, geyik 
ka9acak ve yakalamak imkans1zla�acaktir. Dolay1s1yla tav§an, enerj isini tav§an 
yakalamaya verenin olacakt1r. Bu arada her avc1ya dii§ecek geyik hissesi tav§andan 
daha fazladir. 

iki oyunculu (iki avc1) boy le bir oyunda her oyuncunun hareket kiimesi: {geyik, 
tavsan } ;  her oyuncunun ilk tercihi her oyuncunun geyik avma 9 1krnas1, bunu takip 

• 
eden tercih kendisinin tav�an avma 91krnas1d1r, en son tercihi ise kendisinin geyik, 
digerinin tav§am se9mesidir, yani eli bo� donmek. Avc1larm tercihleri Tab lo 1 . 1 3  'de 
say1sal olarak gosterilmektedir. <;ok oyunculu diger tiim oyunlarda oldugu gibi 
bunu bir matris tablosunda ile gostermek olduk9a zordur. Bu yiizden basitlik olsun 
diye iki avcmm oldugu varsay1m1 af tmda bir tablo olu§turduk. 

Geyik Av1 oyununda iki Nash dengesi vardir. 
(i) (geyik, geyik) stratej i profili bir Nash dengesidir. <;iinkii her oyuncu kar§I 
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geyik tav�an 
geyik 2, 2 0, 1 

1-----1-------1 
tav�an 1 ,  0 1 , 1 �-�--� 

Tablo 1.13 Geyik oyunu 

tarafin geyik stratejisi se�ecegini dti§tinse kendisi de geyik stratejisini s�er. Kaf§J 
oyuncu da eger bu oyuncunun geyik stratejisinde kalacagm1 dti§tinse geyik strate­
j isini oynamaya devam eder. 

(i i) (tav�an, tav�an) da bir Nash dengesidir. Kaf§I oyuncu tav§an yakalarsa 
oyuncunun kendisi de tav§an yakalamak isteyecektir �tinkti bu durumda geyik oy­
namak daha dti§tik bir fayda saglar. Benzer olarak diger oyuncu da bu oyuncunun 
tav§anda kald1gm1 bilse tav§an oynamaya devam edecektir. 

Diger hi� bir strateji profil i Nash dengesi degildir �tinkti hi� bir oyuncu (geyik, 
tav�an) ya da (tav�an, geyik) strateji profillerini oynamayacaktlr. Ba§ka bir degi§le, 
kaJ"§I taraf geyik se�tiginde tav§an oynanmayacak, ya da kaT§I taraftav§an se�tiginde 
geyik oynanmayacakt1r. 

Koordinasyon Oyunu 
iki oyunculu bir oyunda, her iki oyuncunun hareket ktimesi, { biiyiik, kiiriik} 

§eklinde oldugunu varsayahm. Btiytik ve kti�tik s�imleri btiytik ve kti�tik objelerin 
se�imine kar§ihk gelebilir. As1I olan se�ilen objelerin uyumlu olmas1d1r. Eger iki 
oyuncu da btiytik veya kti�tik obje s�erse faydalan diger tercihlerine gore, yani 
birinin btiytik digerinin kti�tik s�mesi, daha ytiksek fayda saglar. Fakat her iki 
oyuncunun btiytik se�mesi ikisine de ikisinin de kti'i;llik s�mesinden daha fazla 
fayda saglar. Bu tercih s1ralamas1 Tablo l . l4'de verilmektedir. 

bti ytik kti�tik 
btiytik �_2,_2_�_-_11 ',--1-1----11 kti�tik . - 1, - 1 . . 

Tablo 1 .14 Koordinasyon oyunu 

Bu oyunun (biiyiik, biiyiik) ve (kiiriik. kii{-·iik) strateji profilleri oyunun iki Nash 
dengesidir. Yani her oyuncu digeri btiytik s�tiginde btiytik, kti�tik s�tiginde kti�tik 
se�ecektir. Fakat (biiyiik, biiyiik) stratej i  profili, (kiiriik. kiiriik) strateji profiline 
pareto baskmd1r. Ba§ka bir degi§le, her iki oyuncunun (biiyiik, biiyiik) strateji 
profilini tercih etmesi her ikisi i�in de daha iyi bir sonu� dogurmaktad1r. <;ogu 
ekonomist oyunun ger�ekle§en sonucunu tahmin etmek i�in pareto etkin dengeyi 
gosterirler. Eger oyuncular arasmda oyun oncesi ileti§im soz konusu olsayd1 bu 
denge durumunun rahathkla ortaya �1kacag1m soylemek mtimktin olurdu. Fakat 
ilgin� soru eger ileti§im yoksa sonucun ne olacag1 ile i lgilidir. Pareto-etkin denge 
hala ge�erli midir? Fakat bu soru iktisadm degil daha �ok psikolojinin konusuna 
girmektedir. 

Bu ttir oyunlarda dikkat edilirse oyuncular, kendileri i�in daha iyi strateji pro-
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filleri ilzerinde anla�irlarsa (koordineli hareket ederlerse) daha yilksek refah diizey­
lerine ula�abilirler. Bu yilzden bu tilr oyunlara koordinasyon oyunlan denir. Bu 
omekte 9ok say1da Nash dengesi olan koordinasyon durumu soz konusu oldugundan, 
bu koordinasyonlar ilzerine tercih s1ralamas1 yap1labilir. Bu yilzden bu koordi­
nasyon oyunlarma s1rali-pareto koordinasyon oyunu denir. 

Diger bir koordinasyon problemi Tabla 1 .  I 5 'de gosterilmektedir. Tehlikeli 
koordinasyon diye de nitelendirilen bu oyun, sirah-pareto koordinasyon oyunun­
daki ile aym Nash dengelerine sahiptir. Fakat farkhhk denge-d1�1 fayda diizeylerinde 
ortaya 91kmaktadtr. Bu farkhhk oyundaki dengenin daha dil�ilk fayda veren Nash 
dengesinde olu�masma neden olabil ir. Dolay1s1yla denge, pareto mahkum dengede 
olu�abilir. 

Eger l .oyuncunun, 2.oyuncunun rasyonel olmad1gma donilk bir kayg1s1 varsa 
ya da ilgisinin dag1mk oldugunu dil�ilnilyorsa, I .oyuncu bilyilk stratejisini oyna­
maya gonillsilz olacaktir. <::unkil eger 2.oyuncu kil9ilk stratejisini bir �ekilde oy­
narsa - 1000 gibi yilksek bir zarar dilzeyi ile kar�1la�abilir. Bu yilzden risk almay1 
goze almay1p kil9ilk stratejisini se9ebilir boylece en fazla - I gibi 9ok daha dil�ilk 
bir zararla kar�ila�abilir. Ger9ek hayatta insanlar hatalar yaparlar ve bunun maliyeti 
de yilksek olabilir. Hatanm kil9ilk bir olas1hkla bile olsa ger9ekle�mesinin maliyeti 
yilksek olabilir. Bu yilzden beklenen sonu9, s1rah-pareto koordinasyon oyununda 
oldugu gibi (biiyiik, biiyiik) stratej i profili olmayabilir. 

biiyiik kuruk 
biiyiik lr---2_, 2_-+---_1_0_00_,_-_1-< 
kuruk . 

- 1 ,  - 1 1 ,  1 

Tablo 1.15 Tehlikeli Koordinasyon oyunu 

Simdi de ba�ka bir koordinasyon oyun omegi ile devam edelim. Bu ornekte 
bireylerin risk davram�larma bakahm. Tabla l . 1 6'da verilen oyunu dil�ilniln. Bu 
oyunda iki pilr strateji Nash dengesi vardtr: (U, l )  ve (D, r) . Her iki pilr strateji 
Nash dengesi oyunun tahminini kolayla�tmr. Gorilnen o ki (U, l) dengesi pareto 
baskmdir, fakat ( D, r) daha gilvenilir bir sonu9tur. <::unkil her oyuncu bu denge 
profiline uymakla 7 almay1 garanti eder. Halbuki (U, l )  dengesine gore hareket 
etmek rakibin buna uymamas1 durumunda s1fir fayda almasma neden olabilir. Bu 
yilzden l .oyuncu emin olmad1k9a kendine en uygun olan D stratejisini se9er. 

• r 

u 9, 9 0, 8 
D 8, 0 7, 7 

Ta'9o 1.16 Risk baskmhk 

Benzer iddia 2.oyuncu i9in de ge9erlidir. 2.oyuncu l hareketini, l .oyuncunun 
U hareketini oynad1gmdan 9ok emin olmad1k9a oynamayacakttr. Bu da 1 .oyun­
cunun, 2.oyuncunun l hareketini oynayacagma dair �ilphesini artmr, bu yilzden 
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1 .oyuncu i�in D'yi oynamay1 daha cazip hale getirir. 2.oyuncu da l .oyuncunun 
boyle dti�tinebilecegini fark eder ve bu ytizden o da daha temkinli davramr ve r 
hareketini se�er. Boylece (D, r) strateji profili oyunun denge davram§t olur. Burada 
soylenmek istenen �ey (D, r) strateji profilinin rasyonel oyuncular tarafmdan oy­
nanmak zorunda oldugunu belirtmek degil, bunun daha makul bir davram§ oldugunu 
belirtmektir. Bu ytizden (D, r) dengesi risk baskin dengedir. 

Oyun oncesi oyunculann kendi aralannda herhangi bir anla�mamn olmamas1 
ve birbiri hakkmda sahip olduklan gtivensizliklerden dolay1 dengenin (D,r)'de so­
nu�land1g1m gordtik. Acaba oyun oncesi diyalog bu gtivensizligi giderebilir mi? 

iki oyuncunun pareto etkin olan ( U, l) dengesi Uzerinde anla�tiklanm varsayahm. 
iki oyuncu (U, l )  dengesini oynamak i�in onceden anla§salar bile, l .oyuncu �oyle 
bir manllk ytirtitebilir: Hi� konu§mamt§ olsayd1k ben D hareketini se�ecektim. 
�imdi konu§tuk ama hala 2.oyuncunun l hareketini oynayacagmdan emin degilim 
o zaman benim de U hareketini oynamak i�in yeterli motivasyonum var m1? Hay tr. 
2.oyuncu ger�ek niyetlerinden bag1ms1z olarak benim onun l hareketini oynay­
acagma inandurnak ve dolay1s1yla da benim U hareketini oynatmaya yonlendirmek 
isteyebilir. Dolay1s1yla bu anla§maya uymak rasyonel degildir. Aym §ekilde 2. 
oyuncu ( U, l )  dengesinin oynanmasma dontik benzer muhakemeyi izleyebilir. Do­
lay1s1yla her iki oyuncu da bu anla§manm ge�erliligi konusunda emin degillerdir ve 
ba§lang1�taki gibi §Uphelerini korurlar ve pareto mahkum fakat risk baskm denge 
olan ( D, r) strateji profilini oynarlar. 

Tabi bu dti§Unce bi�imi her oyun i�in ge�erli degildir. <;:Unkti bazen diyalog ko­
ordinasyonun ger�ekle§mesini saglayabilir. Tablo l . l  7'de verilen oyuna bakahm. 
Pareto-s1rah olmayan iki Nash dengesi vardtr. Yani l .oyuncu bir dengeyi digerine 
tercih ederken 2.oyuncu digerini tercih etmektedir. Oyunda her Nash dengesi diger 
denge-dt§I sonuca baskmdtr. Oyuncular Nash dengesi ·tizerinde koordine olmay1 
tercih edebilirler, ki bu her ikisinin tercihleri farkh olsa da mtimktindtir, �Unkti ko­
ordinasyonsuzluk daha kotti bir sonuca neden olmaktadtr. 

r 

u 2, 1 0, 0 
D 0, 0 1 , 2 

Tablo 1.17 

iki oyuncunun oyun oncesi §Dyle anla§llklarm1 varsayahm: oyun en 1y1 sat1r 
dengesi olan (U, l) strateji profilindeki gibi oynansm. Bu durumda I .oyuncu, 2.oyun­
cunun l hareketini oynayacagma inanmah m1d1r? Eger 2.oyuncu l yerine r hareke­
tini oynasayd1, bu durumda l .oyuncunun da U yerine D hareketini oynamas1m is­
terdi. Bu da 1 .oyuncunun da anla§maya uymamasm1 istemek anlamma gelirdi. 
<;:Unkti anla§madan tek ba§ma sapmak daha iyi sonui; vermez. 

Fakat l .oyuncu U hareketinde kalacakt1r, i;Unkii D hareketini oynad1gmda, eger 
2.oyuncu r oynarsa 1 ahrken U da kalmas1 ona 2 kazandtracakttr. Burada 2.oyuncu 
( U, l) anla§masma vararak, I .  oyuncuya §U sinyali vermek istiyor evet ben l .oyun­
cunun U hareketini oynamasm1 istiyorum. Yukanda oyunun tersine l .oyuncu da 
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anla�maya uyacag1 sinyalini vermektedir. <;iinkii dedigimiz gibi anla§madan sapan 
daha iyi sonu\ elde edemez. Bu yiizden her iki piir Nash dengesinden birinde 
van Ian anla§ma veya koordinasyon kendisini ger\ekle§tiren dengedir. Bu da ashnda 
bir Cinsiyetler Sava§! oyunundaki temel mant1g1 yans1t1r. 

Tavuk Oyunu 
Oyun teorisinin bir diger klasik oyunu Tavuk Oyunu di ye nitelendirilen oyun­

dur. Bu oyun omegin tek bir §eritli yola dogru ilerleyen iki §Oforiin her ikisi de tek­
§eritli yola tek ba§ma girmek i\in h1zh bir §ekilde arabalanm siirdiikleri bir durumu 
nitelemek i\in kullamlabi lir. Bu oyunda her oyuncu digerinin yan§tan \ekilmesini 
ister. Fakat digeri \ekilmeden kendisinin \ekilmesi onur kmc1 olacagmdan \ekilmeyi 
tercih etmeyecektir, yani kimse korkakhk gostermek istemeyecektir (tavuk ismini 
buradan ahyor). Her ikisi \ekilmediginde tek §erit yeterli olmayacagmdan kaza 
yapacaklard1r. 

Tablo 1 . 1 8  boyle bir oyunu gostermektedir. Oyunda iki Nash dengesi vard1r. 
Eger I .oyuncu 2.oyuncunun \ekil hareketini oynayacagm1 dii§iinse kendisi i\in en 
iyi hareket \ekilme'dir. Eger 2.oyuncu, I .oyuncunun \ekilme hareketini oynayaca­
g1m dii§iinse \ekil hareketinde kahr m1? Evet kahr, dolay1s1yla duragan bir durum 
soz konusudur. Bu yiizden Nash dengelerinden biri (\ekil, \ekilme)'dir. Diger 
yandan eger I .oyuncu 2.oyuncunun \ekilme oynayacagm1 dii§iinse \ekil hareketini 
oynar. Eger 2.oyuncu 1 .oyuncunun \ekil hareketini oynad1gm1 dii§iinse \ekilme 
hareketinde kahr m1? Evet kahr, dolay1s1yla bu stratej i profili de duragand1r. Dola­
y1s1yla (rekilme, rekil) de diger bir Nash dengesidir. 

rekil r,:ekilme 
{:ekil 0, 0 - 1 ,  1 

t---�>--------< 
rekilme 1 ,  - 1 -10, - 10  

�--�---� 

Tablo 1.18 Tavuk oyunu 

Bu oyundan \Ikan temel davram§ kahb1, biri ISrar ettiginde (yani \ekilmemek) 
ISrar etmemek ( \ekilmek), fakat digeri 1srar etmediginde 1srar etmektir. Bu anlamda 
Tavuk Oyunu bir anti-koordinasyon oyunudur. Her oyuncu i\in de kar§tt strateji­
leri izlemek optimaldir (halbuki koordinasyon oyunlannda aym stratejileri izlemek 
daha iyi sonu\lar verir). 

Biyolojiden esinlenerek �ahin-Giivercin Oyunu da denen bu oyun, Tablo I .  I 9'da 
verilen parametrelerle daha gene) olarak tammlanabilir. Burada X > L > T > W 
fayda yap1sma sahip her oyun bir Tavuk oyunu veya �ahin-Giivercin oyunudur . 

• 

giivercin §ahin 
giivercin L, W T, T  

t-----+-------i 
§ahin X,X W,L 

,, 
Tablo 1.19 �ahin-Giivercin oyununun genel gosterimi 
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Mahkumlar (:ikmaz1 
Daha once Tablo I .  I 'de verdigimiz Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda, dengenin 

baskm strateji kavram1 ile bulunabilecegini belirtmi�tik. Fakat aym sonuca Nash 
dengesi ile de varabiliriz: I .samk itiraf stratej isini izlediginde, 2.samk i<;in de en 
iyi tepki itiraf etmektir. Fakat eger I .samk, 2.samgm itiraf edecegini bilseydi itiraf 
etmeye devam eder miydi? Evet ederdi, stratejisini degi�tirmezdi. Benzer olarak 
2.samk da l .samgm itiraf edecegini bilseydi stratej isini degi�tirmezdi. Dolay1s1yla 
itiraf etmek her iki oyuncunun birbirlerine verdikleri en iyi tepkidir. Stratej ilerini 
degi�tirmezler, denge stratej ileri duragand1r, dolay1s1yla Nash dengesidir. 

Tablo I .20'de belirtilen fayda parametreleri arasmdaki ili�ki, L > X > T > 
W �eklinde olan her oyun bir Mahkumlar <;1kmaz1 oyunudur. 

C D 
C X,X W.L 
D L, W T,T 

Tablo 1.20 Mahkumlar �1kmaz1 oyunun genel gosterimi 

Mahkumlar <;1kmaz1 problemi sadece mahkumlann i<;inde bulunduklan <;1kmaz1 
degil, <;ok say1da durumu tammlamak i<;in kulland1g1m1z bir modeldir. 6megin l i­
teratiirde stk<;a rastlad1g1m1z, baz1 varsay1mlar altmda, iilkelerin silahlanma yan�1 
i<;inde olmalan bir mahkumlar <;1kmaz1 problemi olarak tammlanabilir. 

iki iilke savunmaya ve saghga harcama yapma gibi iki stratejiye sahip olsun 
(Hindistan/Pakistan veya Tiirkiye/Yunanistan gibi). Her iilke i<;in en iyi tercih ken­
disinin silahlanmast diger iilkenin silahlanmamas1 (yal'li saghk harcamas1 yapmas1) 
�eklindedir. ikinci en iyi tercih her ikisinin de saghk harcamas1 yapmas1 ve en kotii 
tercih ise kendisinin saghk harcamas1 diger iilkenin sifahland1g1 durumdur. Bu ter­
cih s1ralamas1 a�ag1daki Tablo 1 .2 1  'de say1sal olarak gdsterilmektedir. 

saglik 
savunma 

saglik 
1 0, 10  

20, - 1 0  

savunma 
- 10, 20 

0, 0 

Tablo 1.21 Bir Mahkumlar �1kmaz1 oyunu 

Her iki iilkenin de digeri ne yaparsa yapsm en iyi tepkisi savunma harcamas1 
yapmaktad1r. Diger oyuncu saghga harcama yapt1gmda birinci iilke silaha har­
cama yaparak iistiin konuma ge<;meye <;ah�1r. eger diger iilke savunmaya harcama 
yapt1gmda ise bu iilkenin avantaj saglamamas1 i<;in birinci iilkenin yine silaha har­
cama yapmas1 gerekir. Her iki iilke de boyle dii�iineceginden denge strateji profili 
olan (savunma, savunma) baskm-strateji ve Nash dengesidir. 

Fakat ger<;ekte saghga harcama yapmak her iilke i<;in de en iyi strateji profili­
dir. Bu yiizden her iki iilke i<;in de daha iyi bir denge varken, yani pareto etkinlik 
si:iz konusu iken, daha ki:itii bir denge stratejisi izlerler. Bu da standart Mahkumlar 
<;1kmaz1 oyununda oldugu gibi bireysel rasyonalitenin (her iilke i<;in ayn ayn daha 
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iyi olan durum) sosyal rasyonaliteyi (her ikisi i<;in de aym anda daha iyi olan du­
rum) saglamad1gm1 gostermektedir. Eger her iki i.ilke de saghga harcama yaparak 
i�birligine girselerdi refah di.izeylerini artlfm1� olacaklard1, yani pareto iyile�tirme 
saglayabilirlerdi. 

Diger bir mahkumlar <;1kmaz1 problemi ise duopol oyunudur. Basil bir duopol 
oyununda, iki finna aym mah i.iretir ve her biri yi.iksek veya di.i§i.ik fiyat uygular. 
Her iki finna da en yi.iksek kan elde etmek ister. Eger her iki finna da yi.iksek fiyat 
stratejisini se<;erse her biri 1000 lira kar etmektedir. Eger bir firrna yi.iksek digeri 
di.i§i.ik fiyat se�erse yi.iksek se�en firrnaya talep olmayacak 200 lira kayb1 olacaklir, 
di.i§i.ik fiyat uygulayan firma ise ti.im talebi kar§Ilayacak 1 200 lira kazanacak (fiyat1 
di.i§i.ik ama satt1g1 miktar yi.iksek). Eger her iki firrna da di.i�i.ik fiyat stratejisini 
se<;erse her biri 600 lira kazanacakt1r. Her firmanm tek kayg1s1 kendi kar di.izeyidir, 
bu yi.izden firrnalann tercihlerini elde ettikleri karlarla gosterebiliriz (Tablo 1 .22). 

yuksek 
du�uk 

yuksek 
1000, 1000 

1200, -200 

du�uk 
-200, 1200 

600, 600 

Tablo 1.22 Duopol oyunu 

Bu oyunun Mahkumlar <;1kmaz1 oyunundan tek fark1 isim fakhhg1 fakat ar­
dmdaki mant1k aymdir. Firrnanm yi.iksek hareketi, standart Mahkumlar <;1kmaz1 
oyununda i§birligine (itiraf etme), di.i�i.ik hareketi de sapma (itiraf et) stratej isine 
kar�1hk gelmektedir. Goriinen o ki her iki firma i<;in en iyi strateji di.i�i.ik fiyat 
uygulamaktir. Dolay1s1yla denge stratej i profili  (du�·uk, du�uk) olur. Eger I .firma 
2.firrnanm yi.iksek oynayacag1m di.i�i.inse en iyi hareketi ona kar§I piyasada iisti.inli.ik 
saglamak i�in fiyat1 dii§iik se<;mektir, ve eger 2.firma I .firmanm di.i§i.ik oynayaca­
g1m dii§i.inse yiiksek oynamaya devam eder mi? Haylf devam etmez, o da di.i§i.ik 
stratej isine kayar. Eger l .firrna, 2.firrnamn di.i�i.ik oynad1g1m di.i�iinse di.i§i.ik oynar, 
2.firrna da l .firrnanm di.i�i.ikte kald1gm1 di.i�i.inse o da di.i§i.ik oynamaya devam eder. 
Dolay1s1yla duragan denge, yani Nash dengesi (di.i§i.ik,di.i�i.ik)'te olu§ur. 

Dikkat edilirse baskm stratej i dengesi de aym denge sonucunu verir. <;i.inki.i 
dii§i.ik oynamak diger firma neyi oynarsa oynasm her zaman daha iyi bir stratej idir. 
Eger 2.firma yi.iksek oynarsa dii�i.ik oynamak rasyoneldir (2.firrnaya kar§I avan­
taj saglamak i�in), benzer olarak eger 2.firma di.i�i.ik oynarsa yine di.i§i.ik oynamak 
rasyoneldir (2.firrnamn avantaj saglamas1m engellemek i�in). 

Bu arada §Un� soylemeden ge�meyel im. Duopol oyununda mahkumlar �1k­
mazma benzer bir durum soz konusu derken Tablo l .22'de verilen fayda diizeyleri 
buna imkan saglam1§tir. Yoksa farkh fayda yapilannda �ok daha farkh durumlar ve 
dengelerle kar§Ila§abiliriz. 

Daha once soyledigimi�gibi Mahkumlar <;1kmaz1 oyunu giinliik hayatm bir �ok 
alamnda yaygm bir §ekilde kar§Ila§Ilan bir problemdir. Bu tiir problemler aslmda 
daha kolektif hareket etme ya da koordinasyon problemlerine i§aret eder. Bunlar­
dan baz1lan: 
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i. Herkes arabasm1 kullanarak i�ine gitmeyi ister. Fakat bu trafik yogunluguna 
neden olur. Eger herkes toplu ta�1ma ara9lanm se9seydi sosyal a91dan daha iyi 
bir durum soz konusu olurdu. Fakat buradaki problem digerleri toplu ta�1may1 
se9tiginde sizin kendi arabanlZI kullanmamzm daha iyi olmasmdan kaynaklanmak­
tad1r. 

i i .  OPEC tiyesi tilkeler anla�1p petrol arzma sm1r getirseler bu her tiye tilke i9in 
daha iyi bir durumu ifade edebilir (fiyat1 ytikseltmek her tilke i9in daha fazla kar 
demek). Fakat bu tilkelerden biri anla§may1 bozup kendisine tahsis edilen kotadan 
daha fazlas1m arz ederse daha fazla kar edebilir. Dolay1s1yla her tilkenin diger 
tilkelerin anla�maya sad1k kalmalan durumunda anla§may1 tek ba§tna ihlal etmesi 
daha karh goztikmektedir. 

i i i .  Pazar gtinleri her dtikkan sahibinin (veya esnafm) kendi dtikkamm kap­
atmas1 iyidir 9tinkti dtikkan sahipleri dinlenirler ve a91k dtikkan olmad1g1 i9in de 
mti�teriler diger dtikkanlara gidemezler. Fakat dtikkan sahiplerinden birinin diger 
dtikkanlar kapahyken dtikkamm a\:mas1, kendisinin diger dtikkanlarm mti§terilerini 
9ekmesine neden olacagmdan daha karh bir durumdur. Yani eger digerleri dtikkan­
lanm a\:mazlarsa dtikkam a\:mak iyidir. Fakat eger digerleri a\:arlarsa dtikkam zaten 
a\:mak gerekir. <;unkti herkes dtikkam a\:mazsam mti�terilerim onlara yonelecek­
lerdir diye dti�tinecektir. Dolay1s1yla her durumda dtikkam a\:Ik tutmak rasyoneldir. 
Bu her dtikkan sahibi i9in boyledir ve herkes dtikkamm a\:acakt1r. Bu da daha dti§tik 
bir refah dtizeyine kar�1hk gelebilir 9tinkti dtikkan sahipleri dinlenemeyecekleri gibi 
mti§teri say1Jar1 da degi�meyecektir. 

Bu arada yukanda verdigimiz oyunlardan Mahkumlar <;1kmaz1, Cinsiyetler 
Sava�! ve Geyik Av1 simetrik oyun dedigimiz oyun kategorisindeki oyunlard!f. Bu­
rada s!fas1 gelmi§ken simetrik oyun ve simetrik denge kavramlanm biraz a91klaya­
hm. 

Daha once soyledigimiz gibi stratejik bir oyunun Nash dengesi bir poptilasyon­
daki bireyler arasmdaki etkile�imle ortaya 91kan duragan duruma kar§ihk gelir. Bu 
poptilasyonda bireyler anonim bir §ekilde simetrik bir etkile�im i9indeler. bmegin 
bir kaldmmda birbirine yakla�an yayalan dti§tintin veya farkh yonlerden bir kav�aga 
yakla§an §Oforleri dti§tintin. Her bir yaya veya �ofortin birbirine gore durumu 
aymd1r, yani simetriktir. 

iki oyunculu bir oyunda oyunculann simetrik oldugunu soylemek her bir oyun­
cunun aym hareketler ktimesine sahip oldugunu ve oyunculann l .oyuncu veya 2. 
oyuncu olmaktan bag1ms1z bir §ekilde birbirine benzer olduklanm soylemek de­
mektir. Dolay1s1yla l .oyuncu sonu9 hakkmda 2.oyuncunun dti§tindtigti gibi dti§tin­
mektedir. Bu da oyunculann aym hareketleri se9meleri durumunda aym fayday1 
almalan anlamma gelir. 

Tamm 1.6 iki oyunculu stratejik bir oyunda oyuncularm .mhip olduklart strateji 
kiimeleri ve her strateji profili irin fayda diizeyleri aym ise, yani u1 (s 1 ,  s2 ) = 
u2 (s2 , s 1  ) , bu oyun simetrik bir oyundur. 

Mahkumlar <;1kmaz1, Cinsiyetler Sava§! ve Geyik Av1 simetrik oyunlar iken, 
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E§le�en Paralar oyunu, simetrik oyun degildir. A�ag1daki Tablo l .23 'de bir simetrik 
oyunun gene) yap1s1 verilmektedir. 

A B 
A w, w :i: , y 

B y, x z , z 

Tablo 1.23 Simetrik oyun 

Tablo l .24'de verilen birbirine dogru yilrilyen yayalar omegine bakahm. Her 
yaya iki olas1 harekete sahiptir: sagdan ve soldan gitmek. Her ikisinin de farkh 
yonlerden degil de aym yonden gitmeleri her ikisi i�in iyi olacakt1r aksi takdirde 
birbirleri ile �arpl§abilirler. Bu bir simetrik oyundur. Tablo l .24'de gortildilgil 
gibi Nash dengeleri basit�e (sol, sol) ve (sag, sag) §eklindedir. Yani iki duragan 
durum dengesi vard1r. Bunlardan birinde her yaya digerine yakla�1rken soldan 
yilrilyecektir veya her ikisi de sagdan yilrilyecektir. 

sol sag 
sol 1 , 1 0, 0 
sag 0, 0 1 ,  1 

Tablo 1 .24 Bir simetrik oyun i:irnegi 

1.4.2 Nash Dengesi, Baskmhk ve Makul Stratejiler 

�imdi Nash dengesinin, baskm strateji dengesi ve makul stratejiler ile arasmdaki 
ili§kilerini inceleyelim. ilk once Nash dengesi ile baskm strateji dengesi arasmdaki 
ili§kiye bakahm. Bu ili§ki i�in bir tak1m onermelerde bulunacag1z. Bunlardan 
birincisi, kesin mahkum stratejilerin silrekli eleminasyon yontemi Nash dengelerini 
silmez. 

Onerme 1.1 Eger G = { N, (Si ) ,  ( u; ) } stratejik-birimli oyunun ( sj , . . .  , s�) strate­
jileri Nash dengesi ise, bu denge kesin baskm stratejilerin siirekli eleminasyonu 
sonras1 kalan stratejilerdir. 
ispat. Bunun ispat1 irin reli�ki ile ispat yiintemini ( olmayana ergi yontemini) 
kullanalzm. Yani Nash dengesindeki stratejilerden birinin kesin mahkum strateji­
lerin siirekli elenmesi siirecinde elendigini varsayalzm ve sonra bunu tezatlayan bir 
durumun ortaya r1kJ1gm1 gosterip, Nash dengesinin elenmesinin yan/1� oldugunu 
gosterelim. ( sj , . . .  , s�) strateji profili, stratejik-birimli G = { N, ( S; ) ,  ( u; ) } oyu­
nun Nash dengesi oldugunu varsayalzm. Aym zamanda sj stratejisinin, (si ,  . . .  , s�) 
stratejilerinin elenen ilk stratejisi oldugunu varsayalzm (kesin mahkum oldugu irin). 
Bu durumda S; kiimesinde hl'hiiz elenmeyen ba�ka s; stratejisi var demektir ve bu 
strateji s; stratejisine kesin baskm demektir. Dolay1s1yla bunu �oyle ifade edebili­
riz, 

u; (s 1 ,  . . , Si-1 , sj , s;+1 ,  . . , sn ) < 1Li (s1 , . .  , si- 1 , s; , s;+1 , . . , sn ) , 
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bu durum diger oyunculann strateji kiimelerinden heniiz elenmemi§ stratejilerden 
elde edilmi§ her ( s1 , . .  , Si- I ,  8; , 8;+ 1 , . .  , 8n ) st rate Ji profili ir;in dogrudur. Fakat s; 
ilk elenen stratejilerden biri oldugu irin, diger oyunculann denge stratejileri heniiz 
elenmediginden bu §U anlama gelir: 

( 1 .2) 

Fakat (1 .2) sonucu, si stratejisi ( sj , . . , s;_ 1 , si+i ,  .. , s�)  strateji profiline en iyi 
tepki oldugundan Nash dengesi tammma uymaz. Dolaymyla sj stratejisine kesin 
baskm bir s: stratejisi olamaz. • 

Diger bir onermemiz ise, kesin mahkum stratej ilerin elenmesiyle bulunan baskm 
strateji dengesinin Nash dengesi oldugudur. 

Onerme 1 .2 G = { N, ( S; ) ,  ( u; ) }  stratejik-birimli oyunda, kesin mahkum strateji­
lerin siirekli eleminasyonu ile elde edilen ( sj , . . . , s�) denge stratejisi aym zamanda 
Nash dengesidir. 
ispat. Bu ijnermenin ispat1 i�·in de r;eli§ki ile ispat yijntemini kullanalim. ilk 
ijnce bas km stratejilerin siirekli eleminasyonu sonucunda sadece ( sj , . . .  , s� )  strate­
jisinin kald1g1m fakat bunun Nash dengesi olmad1gm1 varsayal!m. Herhangi bir i 
oyuncusu ir;in Nash dengesi olan sj stratejisinin oyunun belirli bir a§amasmda 
diger ba§ka bir s; stratejisi tarafindan mahkum edildigini ve dolay1S1yla silindigini 
varsayal!m. Bun/an formel olarak ifade edelim, 

( 1 .3) 

Yine oyunun belirli bir a§ama sonunda i oyuncusun'!n kalan stratejilerinden ·< 
stratejisinin de s; stratejisini mahkum ettigini varsayal!m, 

u; (s1 , . . , li;- 1 , s; , Si+ 1 ,  . .  , sn ) < u; (s1 , . .  , S;- 1 ,  s: , Si+ ! ,  . .  , sn ) , ( 1 .4) 

bu sonu�· bu a§amada diger oyuncularm strateji kiimelerinden kalan stratejilerden 
el de edilen her ( s 1 ,  . . , Si- I ,  Si+l ,  . . , sn ) strateji irin ger;erlidir. Diger oyuncularm 
( sj , . .  , s;_ 1 ,  si+ i , . .  , s�) stratejileri as/a elenmediginden dolay1, ( 1.4) 'nin ima ettigi 
§eyi §ijy/e ifade edebiliriz, 

( 1 .5) 

Eger s: = si (yani si stratejisi s; stratejisini mahkum ederse), bu durumda ( l.5) 'de 
belirtilen durum (J .3) 'de belirtilen durumu tezatlar. Dolay1S1yla ispat biter. Fakat 
eger ·< =f. s; ise, daha sonraki a§amada s;' gibi diger bir strateji, ·< stratejisini 
mahkum eder �·iinkii s; bu siirer;ten kalan strateji olamaz. Dolay1S1yla (1 .4) ve 
(1.5) 'deki e§itsizliklere benzeqekilde Si ve s: yerine s1ras1yla ·< ve s:' yazabiliriz. 
Tekrardan eifer s:' = sj ise, ispat biter, aksi takdirde iki lane daha benzer e§itsizlik 
tammlanabilir. Burada sj E S; elenmekten kurtulan tek strateji oldugundan dolay1, 
bu siireci tekrarlamakla sonur;ta ispat1 tamamlam1§ oluruz. • 
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Her baskm strateji dengesi bir Nash dengesi iken her Nash dengesi bir baskm 
stratej i dengesi degildir. Eger bir strateji baskm ise, bu strateji diger oyunculann her 
stratej isine -denge stratej isi dahil- gore en iyi tepkidir fakat eger bir strateji Nash 
dengesi ise, o sadece diger oyunculann denge stratej ilerine en iyi tepkidir. brnegin 
Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda (Tablo I .  I )  baskm stratej i  dengesi (itirat et, itiraf 
et) bir baskm strateji ve aym zamanda Nash dengesidir. Fakat Cinsiyetler Sava§! 
(Tab lo 1 . 1 1 )  oyununda iki Nash dengesi olmasma ragmen baskm strateji dengesi 
yoktur. 

�imdi basil omekler tizerinden bir ka� ilgi �ekici durumdan bahsedelim. br­
negin, bazi oyunculann zay1f mahkum stratej ileri Nash dengesi olabilir. Tablo 
I .25'de verilen omek bunu gosteriyor. Burada her iki oyuncunun /j stratej ileri zay1f 
baskmd!T. Fakat bu aym zamanda Nash dengesidir. 

a (3 
Q: 0,0 1 ,0 
/j 0, 1 3,3 

Tablo 1.25 Zay1f mahkum stratejiler Nash dengesi olabilir 

Diger yandan, her Nash dengesi profili makul stratej idir fakat tersi dogru de­
gildir. Makulluk ile Nash dengesi arasmdaki ortak unsur oyunculann digerleri 
hakkmdaki inan�lan veri almd1gmda oyunculann rasyonel davranmalar1d1T. Nash 
dengesinde bu inan�lar ttim oyuncular i�in tutarh olmay1 gerektirirken makulluk 
kavrammda boyle bir varsay1m yoktur. A§ag1da Tablo l .26'da verilen omege ba­
kahm. 

T 
M 
B 

L c 
3, 0  0, 2 

2, 0 1, 1 

0 , 3 0, 2 

Tablo 1.26 

R 
0, 3 

2, 0 

3, 0 

Bu oyunda ttim stratejiler makul stratejidir. bmegin I .  oyuncu T hareke­
tini se�ebilir �iinkti 2. oyuncunun L hareketini se�ecegini dti§tinebilir. l .oyuncu 
neden boyle dti§tindtigtinti kendisine a�1klarken, §Oyle bir mant1k yiirtitiir: �tinkti 
2.oyuncu benim B'yi  oynayacag1m1 dti§tiniiyor. Boyle bir dti§tinceye sahip olmak 
diger oyuncunun hi� bir zaman en iyi tepki olmayacak bir hareketi oynamayacag1 
dii§tincesine dayamr. Yani eger 2.oyuncu L hareketini oynamay1 dti§tiniiyorsa bunu 
ancak l .oyuncunun·B hareketi oynayacag1m dti§iindtigtinden dolay1dIT. 

Bu durumda 1 .oyuncu T hareketini oynar �iinkii 2.oyuncunun kendisinden B 
hareketini bekledigini dti§tidftr. Fakat 2.oyuncu da eger l .oyuncunun kendisin­
den L hareketi bekledigini dti§tintirse, l .oyuncunun T hareketini oynayacagm1 
bildiginden R hareketini oynar. Dolay1s1yla aralanndan biri yamhr. <;iinkti inan�lan 
tutarh degildir. Bu muhakeme Nash dengesini cazip k1lan taraft1r. Bu durumu 
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gostermek i9in Nash dengesinin (M, C) strateji profili oldugunu dii�iinelim. I .  o­
yuncu M'yi oynar 9iinkii 2.oyuncunun C'yi oynayacagma inamr ve bunu kendi­
sine a91klarken �oyle dii�iiniir: 2.oyuncu I .  oyuncunun M'yi oynayacagma inamr. 
2.oyuncu da bu durumda C'yi oynar 9iinkii l .oyuncunun M'yi oynacag1m dii�iiniir. 
Denge (M, C)'de olu�ur bu aym zamanda makul stratejidir. Dolay1s1yla Nash den­
gesi inan9lann tutarh oldugu bir makul stratejidir. 

1.5 En iyi Tepki Fonksiyonu 

Nash dengesini bulurken ozellikle kesikli stratejiler (s1mrh say1da stratejiler) yer­
ine siirekli stratej iler ile kar�ila�irsak yani eger oyuncularm belli bir arahkta iste­
dikleri degeri se9melerine imkan verilirse matris gosterimini kullanmak miimkiin 
olmayacaktir. Bunun yerine oyuncular fayda fonksiyonlanm maksimize edecek 
se9im degi�kenlerini (stratejilerini) cebirsel yontemleri kullanarak se9eceklerdir. 
Yani ama9lan yine faydalanm maksimize etmektir fakat faydalanm maksimize 
edecek stratejileri bulmanm yontemi farkh olacaktir. Stratejilerin siirekli oldugu 
durumlarda Nash dengesini bulmak i9in oyuncularm en iyi tepki fonksiyonlanm 
bulmam1z gerekir. Ger9i en iyi tepki fonksiyonu tamm geregi tiim strateji kategori­
leri (kesikli ve siirekli) i9in ge9erli olsa da siirekli degi�kenlerin oldugu durumlarda 
optimal veya en iyi hareketi bulmam1za olduk9a yard1mc1 olacaktn2. 

Herhangi bir i oyuncusunu dii�iiniin. Amac1m1z bu oyuncu i9in kendi stratejisi 
kiimesi i9inde en yiiksek fayday1 saglayan stratejisini bulmaktir. Diger oyuncu­
lann s _i stratejileri veriyken, i oyuncusunun en iyi strateji kiimesini Bi ( s_i) ile 
gosterelim. Daha formel olarak gosterirsek: 

Bi (s_i )  = { si E Si : ui (s� ,  s_i ) :::: ui (si , s'_i) ,  '<:/ 8i E Si } ( 1 .6) 

Bi (s_i) kiimesinde i oyuncusunun herhangi bir stratejisi, omegin s; , diger 
oyunculann 8-i stratejileri veri ahnd1gmda, en az diger tiim strateji leri kadar iyidir, 
yani ui (s; , s_;) :::: ui(s; , s_i) '<:/ si E Si. K1saca biz buna i oyuncusunun en 
iyi tepki fonksiyonu diyoruz. Burada Bi (s-;) kiimesinin her elemam i oyun­
cusunun s_i stratejisine en iyi tepkisidir: Eger diger oyuncular s_i stratej ilerine 
bagh hareket ederlerse i oyuncusu Bi (s_i) kiimesi d1�mdaki herhangi bir hareketi 
se9erek daha iyisini yapamaz. Bi (s_;)  fonksiyonu kiime-degerli bir fonksiyondur. 
Yani diger oyunculann hareketlerine kar�1hk i oyuncusunun hareket kiimesini verir. 
Bu yiizden birden fazla stratej iyi i9erebilir. 

Nash dengesi daha once de tammland1g1 gibi herhangi bir oyuncunun diger 
oyunculann hareketleri veri almd1gmda hareketini degi�tirerek daha iyisini yapa­
mayacag1 durumdur. Bunu da �oyle de ifade etmek miimkiindiir: Nash dengesi her 

2Smirh say1da deger alan degi�kenlere kesikli degi�ken denir. Omegin bir kesikli degi�ken 
{ l ,  2. 3, 4, 5} degerlerini alabilir. Fakat 1 .  7 dcgcrini alamaz. Vey a zar lizerindeki say1lar kesikli 
degerlerdir. Smirs1z say1da deger alabilen degi�kenlere ise slirekli degi�ken denir. Bir say1 arahg1, 
omegin [O, 1 ], arahgmdaki tlim degerleri alabilir. Dolay1s1yla slirekli bir degi�kendir. Herhangi bir 
degeri alabildikleri i�in omegin insan boyu ya da zaman slirekl i  bir degi�kendir. 
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oyuncunun diger oyunculann hareketlerine kar§I en iyi tepkisidir. Eger her oyuncu­
nun stratejisi diger oyunculann stratejilerine en iyi tepki ise, s* strateji profili Nash 
dengesidir, yani 

s; E B; (s":_;) ,  Vi E N. 

Eger her i oyuncusu diger oyunculann s_; stratejilerine tek bir tepki 
fonksiyonuna sahipse, yukandaki ili§kileri denklemler olarak yazabiliriz. Bu du­
rumda her i oyuncusu ve diger oyuncularm s_; hareketleri i9in Bi (s-; ) 'nin tek 
bir tepki fonksiyonunu b; ( .L;) diye belirtelim. 0 zaman yukandaki ili§ki §Oyle 
tammlanabilir: 

s: = b; (s":_; ) ,  Vi E N. 

Bu durumda n-say1da oyuncu oldugunda n-say1da tepki fonksiyonu olacaktir. Eger 
sadece iki oyuncu varsa bu denklemler §Oyle ifade edilir: 

sj = b1 (s2) ,  

s2  = b2 (si ) .  

Ozetle iki oyunculu bir oyunda her oyuncunun diger oyuncunun hareketine 
verdigi (sj , s2) tepkisi bir Nash dengesidir. <;:iinkii l .oyuncunun si stratejisi, 
2. oyuncunun s2 stratejisine en iyi tepkisidir ve 2. oyuncunun s2 stratejisi ise 
1. oyuncunun sj stratejisine en iyi tepkisidir. 

Stratejik-bi9imli bir oyunun eger strateji degi§keni reel say1lar kiimesinin bir 
ais:1k arahgmda tammhysa Nash dengesini bulmamn basit bir yolu vard1r: En iyi 
tepki fonksiyonlan, fayda fonksiyonlanmn, u; (s1 , . . . .  , s�) .  V i  = I ,  . . .  , n, eger 
strateji uzaylan ais:1k bir arahkta tammhysa birinci derece ko§ullanndan, yani her 
oyuncunun fayda fonksiyonunu kendi strateji degi§kenine gore tiirevini ahp s1fira 
e§itlenmesi ile bulunur: 

8u; (s1 , . . . .  , Sn ) . 
0 = 0, z = l , 2  . . . , n  

S; ( 1 .7) 

Her oyuncu ( 1 .7) denkleminin 9oziimiinden kendi en iyi tepki fonksiyonunu 
diger oyunculann stratejileri cinsinden elde eder: 

sT = b; (s_; ) ,  i = 1 ,  2, . . .  , n. 

Boyle n tane en iyi tepki fonksiyonu ortaya 91kar ve bu denklemler aym anda 
9oziildiigiinde ortaya Nash dengesi 91kar. Dolay1s1yla herkesin en iyi strateji degerle­
ri, (sj , . . . .  , s�) ,  eldi edilir. Burada unutmadan §Unu soylemekte fayda var. Oyun­
cular faydalanm maksimize etmeye 9ah§tiklanndan dolay1 bu bir maksimizasyon 
problemdir. Her oyuncunun fayda fonksiyonunun birinci dereceden tiirevinin s1fira 
e§itlenmesi gerekli ko§uldurtf'akat yeterli ko§ul degildir. Maksimizasyon i9in yeterli 
ko§ul, fayda fonksiyonunun, u; ( · ) ,  ikinci dereceden tiirevinin s1firdan kii9iik veya 
ona e§it olmas1dir, 82u;f os; :=::; 0. En iyi tepki fonksiyonlanyla Nash dengesini 
nas1l bulacag1mm daha iyi anlamak i9in bir omek verelim. 
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Ornek 1.5 

iki bireyin sinerjik bir ili�ki i'<inde olduklanm dti�tinelim. Yani her iki birey 
de bu ili�kiye daha fazla emek verdiklerinde her ikisi de daha iyi duruma gelmek­
tedirler (bu duruma stratejik tamamlay1c1hk da denir). bmegin j bireyinin veri 
a1 \abas1 i\in, i bireyi \abastm, a; , artird1gmda faydas1 ( u; ) artmaktadir. Fakat 
belli bir degerden sonra da ise dti�mektedir. Daha spesifik olarak ifade edersek i 
bireyinin tercihlerini yans1tan fayda fonksiyonu a�ag1daki gibi olsun: 

u; = a; (c + a1 - a; ) ,  i = 1 ,  2 ,  ( 1 .8) 

burada a; , i oyuncusunun \abas1, a1 de j oyuncusunun \abastdtr ve c > 0 bir sabit­
tir. Her oyuncunun strateji kiimesi her birinin negatif olmayan \aba dtizeyleridir ve 
her oyuncunun tercihleri de yukandaki fonksiyonda gosterildigi gibidir. 

Her oyuncu sonsuz say1da strateji veya hareket imkanma sahip oldugundan 
dolay1 daha onceki oyunlarda oldugu gibi stratejilerini bir tabloda gostennek art1k 
miimktim degildir. Bu oyunun Nash dengesini bulmak i\in her �eyden once oyun­
culann en iyi tepki fonksiyonlanm bulmam1z gerekiyor. Bu oyun simetrik fayda 
fonksiyonlanna sahip oldugunda i oyuncusunun herhangi bir a1 hareketine en iyi 
tepki fonksiyonu a�ag1daki gibidir (yukandaki ( 1 .8) tercih fonksiyonunun a; 'ye 
gore birinci dereceden ko�ulundan bulundu): 

1 
b; (aj )  = 2 (c + aj ) · 

En iyi tepki fonksiyonlan Sekil 1 .2 gosterilmekt�dir. I .  oyuncunun hareketleri 
yatay eksende gosterilirken 2.oyuncunun hareketleri dikey eksende gosterilmektedir. 
l .oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu 2.oyuncunun Iler hareketine kar�thk olarak 
kendisinin verdigi en iyi tepki dtizeyi olan \abay1 gostermektedir. Grafikte dikey 
eksende herhangi bir noktaya kar�1hk 1 .oyuncunun tepkisi en iyi tepki 
fonksiyonunda ona kar�1hk gelen yatay tepkidir, yani yatay eksendeki noktaya 
b1 ( a2 ) tizerinden ula�tlan noktadir. 2.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu ise l .oyun­
cunun her tepkisine kar�1hk verdigi di key tepkidir, yani b2 (a 1 ) . K1saca yatay ek­
sende bir a1 noktast aim, bunun b2 fonksiyonundaki dikey degerine bakm veya 
dikey eksende herhangi bir a2 degeri aim, bunun b 1  fonksiyonunda yatay degerine 
bakm. 

Her iki tepki fonksiyonunun, a1 = b1 ( a2) ve a2 = b2 (a 1 ) , kesi�tigi nokta her 
iki oyuncunun birbirine en iyi tepki verdigi noktadir. Dolay1s1yla Nash dengesidir. 
Bu oyunda en iyi tepki fonksiyonlan sadece bir tek noktada kesi�mektedir. En 
iyi tepki fonksiyonlanmn kesi�tigi noktay1 bulmak a�ag1da verilen her iki tepki 
fonkisyonunun aym anda \OZii!mesini gerektirir: 

Bu iki denklemi aym anda \OZersek ai = c ve a2 = c sonucunu elde edebiliriz. 
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Dolay1s1yla tek bir Nash dengesi vard1r, o da (aj , a2) = (c, c) 'dir. 

a, 

(1/2)c c 

�kil 1.1 Birinci ve ikinci oyuncunun en iyi tepki fonksiyonlan 

Bu omekte her oyuncunun tek bir tepki fonksiyonu vard1r ve tepki 
fonksiyonlan dogrusal fonksiyonlar §eklindedir. Fakat eger bir oyuncu birden 
fazla tepki fonksiyonuna sahipse birden fazla Nash dengesi olabilir. Aym §ekilde 
dogrusal olmayan tepki fonksiyonlan da birden fazla Nash dengesinin var olmasma 
yol a�abilir. Bunu ileride daha detayh tart1§acag1z. 

1.6 Nash Dengesi Uygulamalar1 

1.6.1 Ortak Miilkiyet Trajedisi 

Bir bOlgede ya§ayan n-say1da �ift�imiz olsun, N = { 1, 2, . . . , n} ve bu �ift�iler 1 
koyun beslemek veya koyun beslememek (0 koyun) gibi iki stratejiye sahip olsun­
lar, yani her bir �ift�inin strateji ktimesi Si = S2 = . . .  = Sn = {O, 1 }  §eklindedir. 
Koyun beslemenin faydas1 1 birimken iken bunun �evreye zaran 5 birimdir (negatif 
d1�sall1k). Bu zarar ttim �ift�iler tarafindan e§it olarak payla§1lmaktad1r. Dolay1s1yla 
herhangi bir i ( = 1, 2 ,  . . .  n) �ift�isi i�in fayda fonksiyonu §6yledir: 

5 n 
n - 5  5 n 

Ui (s1 , . . . .  , Sn) = Si - - L Sj = ( -- )si - - L .'lj . 
n n n j=l #i 

Bu fayda fonksiyonunda� �ift�ilerin optimal hareketleri, yani koyun besleyip 
beslemeyeceklei;j, �ift�i say1sma bagh oldugu gortilmektedir. o� farkh durum soz 
konusu olabi lir: 

(i) Eger n < 5 ise; Li E s_i veri ahnd1gmda, i oyuncusunun koyun besleyip 
beslememe durumuna gore fayda fonksiyonu �oyledir: 

n - 5 5 " 
ui ( l , s_i) = (-) - - L ""1 n n jf-i 
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n < 5 oldugundan dolay1, ( ";:;-5 ) < 0 olur, dolay1s1yla u;(O, s_;) > u; ( l ,  s_;) 
Vs_; E S_; .  Bu da �unu gerektirir: 

B; (.L;) = {O} , Vi E N. 

Dolay1s1yla her �ift�inin koyun beslemedigi, (0, 0, . . .  , 0), durumu Nash dengesidir. 
Sonu� olarak �ift�i say1s1 5'den kti�tikse negatif d1�salhgm ytikti daha az �ift�i 
arasmda payla�1ld1gmdan �ift�ilerin koyun beslemek gibi bir motivasyonu yoktur. 

(ii) Eger n = 5 ise, s_; E S_; veri ahnd1gmda, benzer olarak i �ift�isinin fayda 
fonksiyonu �oyledir: 

dolay1s1yla 
u; (O, s_; )  = u; ( l ,  s_; ) ,  Vs_; E S_i 

Bu da �u anlama gelir 

B; (s_;) = {O, 1 } ,  Vs_; E S_; .  

Goriilebilecegi gibi burada ttim strateji profilleri Nash dengesidir. Sonu� olarak 
�ift�iler koyun beslemekle beslememek arasmda kay1ts1z kahrlar. 

(iii) Eger n > 5, s_; E S_; veri almd1gmda, benzer olarak i �ift�isinin fayda 
fonksiyou: 

n - 5  5 � 5 � 
u; ( l ,  s_;) = ( -- ) - - � Sj ve Ui (O, S·-i ) = - - � Sj , n n jf-i n Ji-i 

dolay1s1yla 
u;(O, s_;) > u; ( l ,  s_ ; ) ,  Vs_;  E S-i · 

Bu da �u demek 
B; (s-;) = { 1 } , Vi E N. 

Bu ytizden ( 1 ,  . . . . .  , 1 )  Nash dengesidir. Eger n > 5 ise ttim �ift�ilerin koyun 
beslemesi optimaldir. <;unkti maliyet (koyun beslemekten dogan negatif d1�salhk) 
daha fazla �ift�i arasmda payla�1lmaktadtr. 

Diger yandan eger devlet her koyun i�in 5 birimlik bir "�evreye zarar vergisi" 
koyarsa, bu durumda �ift�ilerin fayda fonksiyonu �u �ekilde olur: 

5 
n 

5 5 11 

u; (s 1 ,  . . . .  , sn) = s; - 5s; - - L Sj = -4s; - -s; - - '°""' Sj , n n n � j=l jf-i 
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dolay1s1yla 

5 n 5 5 n 
ui(O, S-i ) = -- '""" Sj ve ui ( l ,  s_i ) = -4 - - - - L Sj · n �  n n 

Sonu� 

jii jii 

Bi (s-i ) = {O} , Vi E N  

Bu da (0, . . . .  , 0) durumunun Nash dengesi oldugu anlamma gelir. Dolay1s1yla vergi 
sonras1 �ift�ilerin koyun beslememesi kendileri i�in daha optimaldir. 

1.6.2 Rant Arama Davram�1 

Sabit bir pastamn payla§Ilmas1 problemini andiran bir problemle kar§I kar§1yay1z. 
Belirli ve sabit miktarda bir rantm, R, payla§Ilmak istendigini dii§iiniiyoruz. Bu 
ranli elde etmek i�in iki finna, i ve j finnas1, rekabet i�indeler. Bu yiizden de rant1 
el de etmek i�in harcama yapmak zorundalar, Xi ve x j E [O, oo) . Yapt1klari harcama 
ranttan alacaklari pay1 art1nnasma ragmen kendileri i�in bir maliyettir. 

Herhangi bir i finnasmm ranttan ald1g1 pay1, si , §Dyle tammhyoruz: 

Xi Si = 
--­Xi + Xj 

A�1k�a goriilebilecegi gibi herhangi bir finnanm ranttan ald1g1 pay kendi harcamas1 
ile dogru, diger finnanm harcamas1 ile tercih oranl!hdir. 

Bu durumda i finnasmm el de ettigi kfir, ranttan ald1g1 top lam miktar eksi yapt1g1 
harcamadir: 

Xi 7ri = siR - Xi = ( )R  - Xi· Xi + Xj 
Boylece i finnasmm en iyi tepki fonksiyonunu bulmak i�in yukarida ifade 

edilen kfir fonksiyonunun Xi harcama diizeyine gore tiirevini ahp s1fira e§itleriz: 

01ri = ( (xi + Xj ) - Xi ) R _ 1 = O. OXi (xi + Xj )2 

Dolay1s1yla i finnasmm en iyi tepki fonksiyonu: 

• 2 � (xi + Xj) = XjR => Xi = y XjR - Xj .  
Benzer §e�lde j finnasmm en  iyi tepki fonksiyonu da elde edilir (her iki oyun­

cunun da en iyi tepki fonksiyonlari �ekil l .2'de gosterilmektedir). Oyuncular 
simetrik oldugundan harcama diizeyleri dengede birbirine e§it olacaktlf: 

x = .;;;R, - x => x* = !!:. 
4 · 
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R/4 

�ekil 1.2 Birinci ve ikinci oyuncunun lineer olmayan en iyi tepki fonksiyonlan 

Dolay1s1yla dengede mevcut ranll, R, elde etmek i�in her firma Rf 4 kadar har­
cama yapmak zorundad1r. Boylece rant1 elde etmek i�in etkin olmayan bir §ekilde 
toplamda R/2(= R/4 + R/4) kadar harcama yap1lmaktad1T. Bu aslmda bir tiir 
sosyal kay1p olarak ifade edilebilir. Rekabet sosyal anlamda etkin olmayan bir 
sonu� yaratmaktadIT. 

Bu analizi n lane firmanm oldugu daha gene! bir durum i�in yapahm. Her 
firmanm ranttan alacag1 pay (si ) §6yle tammlamrd1: 

Si = Ln . 
x ·  

j=l J 

Denge harcama diizeyinin aym metodu izleyerek a§ag1daki gibi oldugunu kolayca 
bulabiliriz: 

* _ n - I
R x - 2 . 

n 

Buradan da goriildiigii gibi eger firma say1s1 artllk�a firma ba§ma dii§en rant azal­
maktad1r, ox•jon < 0. Toplam sosyal kay1p, nx* = n(:;- 'l R, ise firma say1s1 
artt1k�a artar, o(nx*)/on > 0. Firma say1s1 artt1k�a her bir firmanm kan dii§mek­
tedir, fhrif on < 0. Yani rekabet bu anlamda sosyal a�1dan etkin olmayan bir sonu� 
yaratmaktadIT. 

1.6.3 Cournot Rekabet Modeli 

Belirli say1da firmanm kendi aralanndaki rekabet bi�imine yani stratejik etkile­
§imine oligopol dendigini biliyoruz. Ger�i bu tammda firma say1s1 �ok onemli ol­
masa da stratejik etkile§im anahtar kelimedir. Oligopol yap1lann incelenmesi, gene! 
stratejik bir oyun i�in Nash dengesi kavrammm formel olarak ifade edilmesinden 
�ok daha once ger�ekle§mi§tir. ilk olarak Coumot ( 1 838) firmalar aras1 etkile§im 
il i§kisine bakmt§tIT. iki firma arasmdaki rekabetten dogan iiretim dengesinin var­
hgma i§aret etmi§tir. Fakat bu dengenin Nash dengesi oldugu dii§iincesi aslmda 
�ok eski olmad1g1 gibi Nash' in kendisi de Coumot'dan haberli degildir. Leonard 
( 1 944) tarafindan yaptlan bir �ah§ma bu baglanlly1 kurar ve ondan sonra da Coumot 
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modeli iktisadi analizin aynlmaz bir par�as1 haline gelir. 
Bir endtistrideki finnalann kendi aralanndaki rekabeti genelde miktar, tiyat 

veya maim niteligi tizerinden ger�ekle�ir. Coumot modeli miktar rekabetini esas 
alan bir modeldir. Bu modelde homojen bir mal n say1da tinna tarafmdan tiretil­
mektedir. Herhangi bir i finnas1 i�in q; kadar mal tiretmenin maliyeti C; (q; ) ile 
ifade ediliyor, burada C; monoton artan bir fonksiyondur (daha fazla �1kt1, daha 
fazla maliyetle tiretilmektedir). Sat1lan ttim �1kt1 tek bir fiyattan satlimaktad1r ve 
bu fiyat mala olan talep ve firmanm tiretim miktan ile belirlenmektedir. Spesi­
fik olarak, eger finnalarm toplam �1kt1 dtizeyi Q ise piyasa fiyat1 p(Q) 'd1r, bu­
rada p( · ) ters talep fonksiyonudur. Ters talep fonksiyonunun, p( · ) , pozitif degerler 
alan monoton azalan bir fonksiyon oldugunu kabul ediyoruz, dolay1s1yla finnalann 
toplam �1ktt dtizeyi artarsa, fiyat azalmaktadlf. Piyasadaki toplam �1ktt dtizeyi ttim 
finnalann tiretim miktarlanmn toplam1 oldugundan, yani Q = q1 + . . . .  + <Jn, fiyat 
dtizeyi p(q1 + . . . . + qn)  �eklinde yaz1labilir. Boylece herhangi bir i finnasmm 
geliri q;p(q1 + . . . .  + q11 ) 'dir. Yani i finnasmm kan, geliri eksi maliyetine e�ittir: 

7r; (q1 ,  . . . , <Jn) = q;p(q1 + · · · ·  + qn )  - C; (q; ) .  ( 1 .9) 

K1saca bu oyunda, oyuncular finnalardlf, her firmanm se�im degi�keni yani 
hareket ktimesi olas1 �1kt1lardan olu�an bir ktimedir ve her finnamn tercihleri ( 1 .9) 'de 
ifade edilen kar tarafmdan temsil edilir. Bu oyun yap1s1 Coumot oligopol oyunu 
olarak bilinir. 

Basitlik olsun diye piyasada iki finna oldugunu, finnalann maliyetlerinin sabit 
ve ters talep fonksiyonunun ise lineer oldugunu varsayahm. Her finnanm maliyet 
fonksiyonu simetriktir ve C; (q; ) = cq; ve c 2: 0 �eklindedir (marjinal maliyet sabit, 
yani c'dir). 

Ters talep fonksiyonu a�ag1daki gibi tammlanmaktad1r : 

(Q) = 
{ o: - Q, eger Q :::; o: P 0, eger Q > o 

burada n > 0 sabit bir parametredir ve yandaki e�itsizlik il i�kileri fiyat dtizeyini 
{p) pozitif tutabilmek ir;in verilmi�tir. 

Bu modelde Nash dengesini bulmak ir;in yine finnalann en iyi tepki fonksiy­
onlanm bulmam1z gerekir. Bunun ir;in de ilk once firmalann karlanm bulmahy1z. 
Fakat bundan once bir noktay1 daha belirtmekte fayda var. A�1kr;a gori.ilebilecegi 
gibi, eger finnalarm �1kt1 dtizeylerinin toplam1, n parametresinden ktir;tikse, yani 
q1 + q2 :::; n ise, piyasawat1 p(q1 + q2 ) = n - q1 - q2 olur fakat eger q1 + q2 > o 

ise fiyat p = 0 olur. 
K1saca I .finnamn kiln �udur: 

• 

7r1 (q1 , q2 ) = <J1 (p(q1 + q2) - c) 
=
{ qi (n - q1 - q2 - c) , eger qi + q2 :::; n 

- C<Jt, eger q1 + q2 > n 
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ilk once 2.firmanm veri q2 degeri i�in kendi qi ilretim degerini belirleyecek en 
iyi tepki fonksiyonunu bulmahyiz. 1 .firmanm en iyi  tepki fonksiyonunu kendi kar 
fonksiyonunun qi ' e gore birinci derece ko§ulundan buluruz: 

bi (  2) = { � (o: - c - q2) , eger q2 ::::; o: - c q 
0, eger q2 > o: - c 

Dikkat edilirse I .firmanm en iyi tepki fonksiyonu 2.firmanm q2 degerlerine 
baghdir. Burada ornegin q2 = 0 iken 1 .firrnanm en iyi tepkisi bI (0) = � (o: - c)'dir. 
2.firmanm �iktt di.izeyi artttk�a I .firmamn km azalmaktadir. <;i.inkil 2.firrnanm 
daha fazla �1kt1 di.izeyi daha dil�ilk fiyata kar�thk gelmektedir. 

2.firrnamn problerni I .firrnamn problemi ile simetrik oldugundan (benzer maliyet 
ve talep fonksiyonuna sahipler, dolayis1yla simetrik oyun), 2.firrnamn b2 (qi ) en iyi 
tepki fonksiyonu l .firrnanmki ile aymd1r, dolay1s1yla 

b2 ( i ) = 
{ � ( o: - c - QI ) , eg

w
er QI :S o: - C 

q 
0, eger Qi > o: - c 

2.firrnanm en iyi tepki fonksiyonu da 1 .firrnanm veri i.iretim degerine verdigi en 
iyi tepkiyi  belirtir. Bu durum �ekil l .3 'de de gosterildigi gibi b1 fonksiyonu dikey 
eksendeki her noktay1 yatay eksendeki diger noktalarla i l i�kilendirir, b2 ise yatay 
eksendeki her noktay1 dikey ekseni ile i li�kilendirir. 

b, (qi) 

a-c 
2 

a-c 
3 

a-c a-c 
3 2 

b:z(q, )  

a-c q1 

�ekil 1.3 Coumot modelinde oyunculann en iyi tepki fonksiyonlan 

� imdi de Cournot-Nash dengesini bulahm. Nash dengesi tan1m geregi �unu 
soyler: l .firrnanm qi iiretim diizeyi, 2.firrnanm qi iiretim diizeyine verilen en iyi 
tepkidir ve qi rniktan da qi tepkisine verilen en tepkidir: 
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Bu noktalar tepki fonksiyonlarmm kesi§tikleri noktalardir. Yani yukanda ifade 
edilen b1 ( q2) ve b2 ( q1 )  tepki fonksiyonlannm birlikte i;oztimtinden el de edilen nok­
talardir (bu omekte tek bir nokta vardir). Tepki fonksiyonlan daha ai;1k bir §ekilde 
a§ag1da ifade edilmektedir: 

1 
qi = 2 (a - c - q2) , 

1 
q2 = - (a - c - qi ) 2 . 

Bu iki denklemi aym anda i;ozdtigtimtizde §Unu buluruz: 

* * 
1 ( ) qI = q2 = 3 a - c . 

Boylece tek bir Coumot-Nash dengesinin oldugunu gori.iri.iz. Bu dengede toplam 
tiretim ve piyasa fiyat dtizeyi stras1yla §i:iyledir: 

Q* = � (a - c) , 

p*(Q* ) = � (a +  2c) . 

Burada §Unu gormek mtimktin a artt1ki;a yani ttiketiciler bu mah almaya daha is­
tekli olduklannda hem toplam Q* denge tiretim miktan hem de p* piyasa denge 
fiyall artmaktadir. Diger yandan eger marjinal maliyet artarsa her firmanm tiretim 
miktan dti§erken (dolay1s1yla toplam tiretim de dti§er), piyasa fiyat1 artar. 

Yukanda verdigimiz maliyet fonksiyonunun hem l ineer hem de her firma ii;in 
aym marjinal maliyete sahip oldugunu varsayd1k. Fakat maliyet fonksiyonlanm 
farkh marj inal maliyetlerle, c1 > c2 gibi, veya l ineer olmayan, ornegin Ci (qi ) = q[ 
§eklinde de tammlayabilirdik veya maliyet fonksiyonu sabit maliyetli tammlanabilirdi, 
ornegin Ci(qi ) = f + cqi gibi , burada f sabit maliyeti gostermektedir. Bu durumda 
dogal olarak denge degerleri maliyet fonksiyonlanna bagh olarak degi§irdi. 

Diger yandan, bu iki firma kartel gibi (yani tekel gibi) hareket etselerdi fiyatm 
marjinal maliyete e§it oldugu noktada, MR = MC, tiretimde bulunacaklard1, bu­
rada MR = a - Q ve MC = c'dir. Dolay1s1yla bu tekel yap1da denge miktar ve 
fiyat dtizeyi §i:iyledir: 

Q* 
_ (a - c) 

* 
_ a +  c 

m - 2 ve pm - 2 . 

Fakat eger bu firmalar tam rekabeti;i gibi davransalard1 p = MC = c noktasmda 
tiretim yap!'"lard1. Dolay1s�la 

Q* * c = a - c ve Pc = c. 

Dikkat edilirse, Cournot tiretim ve fiyat dtizeyi, Q* ve p* , tekel ve tam rekabeti;i 
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iirelim diizeyleri arasmda bir iirelim diizeyine sahiplir, Q;, > Q* > Qm ve 

p� < p* < Pm · �imdi de firma say1sm1 art1rmam1z durumunda Cournol modelinde 
neyin degi§ligine bakahm. 

n-Oyunculu Cournot Modeli 
iki farkh endiislri yap1s1 ii;:inde n ::'.'. 1 lane firma oldugunu varsayahm: (i) 

n lane homojen firmanm oldugu, yani hepsinin aym maliyet fonksiyonuna sahip 
oldugu bir endiislri ve (ii) n lane heterojen firmanm oldugu, yani her firmanm farkh 
maliyet fonksiyonuna sahip oldugu bir endiistri. Farkh maliyet yap1lanna sahip 
firmalar durumunda n lane birinci-dereceden ko§ula ihtiyar;: (yani n tane en iyi 
tepki fonksiyonu olacagmdan) olacagmdan, r;:oziimii daha kolay olan (i) durumuna 
yani aym iiretim teknolojisine sahip endiistri ile ba§layahm. 

(i) Homojenfirmalar 
Her i = 1 , 2, . . . .  , n firmas1 ii;:in ci = c olsun. Her firmamn ters talep fonksiy­

onunu yine lineer kabul edelim, p(Q) = a - bQ, burada Q = L��1 qi . Tiim fir­
malar aym maliyet yap1sma sahip oldugundan dolay1, sadece bir fimanm problem­
ine odaklanabiliriz ve buradan harekelle de diger firmalann denge miktar diizeylerini 
simetrik yap1dan dolay1 tiiretebiliriz. Bunun ir;:in I .firmay1 ser;:elim. 

I .firma q1 'i ser;:mekle kanm maksimize etmeye r;:ah§ir: 

Birinci dereceden ko§ul a§ag1daki gibidir: 

,::i n I 
u7l'1 '""" a = a - 2bq1 - b L..,, qi - c = 0. 

qi i=2 ' 

Buradan hareketle l .firmamn en iyi tepki fonksiyonunu diger firmalann r;:1kt1 dii­
zeylerinin, q2 , q3 , . . . . , qn , bir fonksiyonu olarak §6yle yazabiliriz: 

( 1 . 1 0) 

Tum firmalar aym oldugundan, her firmanm Coumot dengesinde aym r;:1kt1 
diizeyinde iiretimde bulunacagm1 soyleyebiliriz, yani qi = q2 = . . . .  = q� . Her­
hangi bir i firmas1 da aym diizeyde iiretim yapar, yani q* = qi . Sonra bu degeri 
daha once tiirettigimiz en iyi tepki fonksiyonlanna koyanz (dikkat edin bu degeri en 
iyi-tepki fonksiyonlannda yerine koymuyoruz aksi takdirde bu her firmanm diger 
firmalann r;:1kt1 diizeyini kontrol ettigi anlamma gelir). Burada simetri mant1gm1 
kullanmak, sadece teknik olarak n bilinmeyenli n tane denklemi r;:ozmeyi kolay­
la§tmr. Boylece ( l . I O) 'den hareketle, q = aibc - � (n - l )q ili§kisini elde ederiz. 
Dolay1s1yla, 

a - c  a - c n q* = (n + l)b 
ve Q* = ( -b-) ( n + 1 

) . 
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Her firmanm denge fiyat ve kar dtizeyi ise basitc;:e �oyledir: 

* _ a +  nc • _ (a - c)2 _ b( * )2 p - ve 7r, -
( )2b 

- q . 
n + l n + l 

( l . 1 2) 

Simdi de �oyle bir soru sorahm: Firma say1smda bir degi�im oldugunda neler 
degi§ir? Yani acaba n degi�tiginde bu durum fiyata, her firmanm c;:1kt1sma ve karma 
nas1l etkide bulunur? Bunun ic;:in de ilk once n = 1 kabul edelim. Bunu ( I . I  I )  ve 
( l . 1 2)'de yerine koyahm. Bu bize tekel c;:oztimti verecektir. Eger n = 2 ise bu du­
rumda daha once yukanda buldugumuz iki firmah Cournot degerlerini verecektir. 

Simdi firma say1sm1 artirahm. Eger n firma say1s1 sonsuza giderse a�ag1daki 
denge degerlerini buluruz: 

1 . • 1 . Q* 1. 
( a - c ) (  n ) a - c im q = O ve 1m = im -b-

-- = -b-. n-400 n-400 n-400 n + 1 

Gortinen o ki Coumot dengesinde firma say1s1 sonsuza gittikc;:e, her firmamn 
tiretim dtizeyi s1fira yakla§ir. Fakat endtistrinin toplam c;:1kt1 dtizeyi daha once ver­
ilen rekabetc;:i c;:1kt1 dtizeyine e§it olur. Aynca firma say1s1 artt1kc;:a birim tiretim 
maliyeti olan rekabetc;:i piyasa fiyatma yakmsar: 

1. * 1. a nc m1 p = im  -- + -- = c = Pc · n-400 n-400 n + 1 n + 1 

K1saca piyasa yap1s1 Coumot da olsa piyasadaki firma say1s1 artt1kc;:a denge 
piyasa tiretim ve fiyat dtizeyi rekabetc;:i denge degerlerine yakmsar. 

(ii) Heterojen Firmalar 
Firmalann farkh maliyet fonksiyonlarma sahip oldugu bir endtistriye bakahm. 

Bu endtistride tiretim dengesini bulmak daha zor c;:tinkti yukandaki simetrik yapmm 
saglad1g1 kolayhk art1k yok. Dolay1s1yla n lane birinci dereceden ko§ul bulma 
metoduna ba§vuramay1z. Bu ytizden farkh bir yontem izliyoruz. 

Firma say1s1 n olan bir Coumot piyasasmda, marjinal maliyeti Ci 2: 0, 
i = 1 ,  2, . . . , n,  olan her i firmas1 a§ag1daki amac;: fonksiyonunu c;:ozen qi dtizeyini 
sec;: er: 

Ttim i'ler ic;:in qf > 0 oldugunu varsayd1g1m1zda, birinci dereceden ko�ul §Udur: 

( l . 1 3) 

• 

Simdi her n tane c;:1ktI dtizeyi ic;in n tane birinci dereceden ko§ul tammlamak yerine, 
toplam tiretim dtizeyini dti§tinerek, yani L,j1#i qj = Qc - qf tammmdan hareketle 
problemi c;ozelim. Bu ytizden ( l . 1 3) birinci dereceden ko§ulunu yeniden yazarsak 

45 



�unu elde ederiz: 

a - bqf - bQC = Ci, .  ( 1 . 1 4) 

Ve ( 1 . 14) ifadesini tiim q/ler iizerinden toplarsak, i 
elde ederiz: 

1 ,  .. , n, a�ag1daki ifadeyi 

n 

na - bQc - bnQc = L Ci· 
i=l 

Buradan hareketle Coumot denge piyasa iiretim ve fiyat diizeyi §Oyle olur: 

Q* _
_ na L�=I Ci * a L�1 Ci --- - ve p = -- - . (n + l )b (n + l )b  n + l n + l  

Sonu� olarak §Unu soyleyebiliriz. Finnalann farkh sabit birim maliyetlere sahip 
oldugu bir endiistride, Coumot dengesinde tiim finnalar pozitif iiretimde bulunursa, 
Coumot endiistri iiretim ve fiyat diizeyi finnalann birim maliyetlerinin finnalar 
arasmdaki dag1hmmdan ziyade sadece birim maliyetlerinin toplamma baghd1r. 

1.6.4 Bertrand Rekabet Modeli 

Coumot oyununda her finna stratejik bir ortamda \:tkt1 diizeyini belirlemektedir. 
Piyasadaki fiyat toplam talebin toplam iiretimle ili§kisine bagh olarak edilgen olarak 
belirlenir. Fakat dt§ diinyada daha \:Ok finnalann kendi fiyatlanm se\:tiklerini ve 
daha sonra olu§an talebin finnalann satt§ gelirlerini belirledigini gozlemleriz. Al­
tematif bir duopol modelinde Bertnard ( 1 883), Coumot modelinden farkh olarak 
rekabetin miktar iizerinden degil de fiyat iizerinden oldugu bir model tammlar. Fir­
malann se�tikleri fiyata gore talebi kar§tlad1klanm ifade eder. Fakat Bertrand' m  
fiyatt strateji degi§keni olarak kulland1g1 model, yap1 olarak Coumot modeline ben­
zemektedir. 

Bu boliimde ilk once Bertrand modelinin gene! yap1s1m ve bunun daha spesifik 
hali olan iki tane finnamn oldugu piyasay1 tamtacag1z. Aynca finnalann homojen 
mal yerine farkhla§tmlm1§ mal iiretmeleri durumunu ve en son olarak da Bertrand 
firmalannm kapasite k1s1t1 altmda nastl davrand1klanm inceleyecegiz. 

Genet Bertrand Modeli 
Tek bir mal n say1da firma tarafmdan iiretilmektedir. Her finna Ci(  qi ) maliyet 

fonksiyonuna sahiptir. Firmalann farkh fiyatlar belirlemesi durumunda, tiim tiike­
ticiler bu talebi kar§tlayacak en dii§iik fiyatt teklif  eden finnadan alacaktIT. Eger 
birden fazla firrna en dii§iik fiyat1 belirlerse, bu firrnalar tiim piyasay1 e§it §ekilde 
payla§acaktIT. Firma iiretim degerini, stratejik olarak se�miyor basit bir §ekilde 
veri fiyatlarda kar§tla§ttg1 tiim talebi kar§thyor. Bu durumda ters talep fonksiyonu 
yerine dogrudan talep fonksiyonunu tammlamak daha uygun olacakttr. Yani eger p 
fiyatmda mal varsa, toplam talep edilen miktar Q (p) 'dir. 

K1saca oyuncularm firmalar, her firrnanm hareket kiimesinin olas1 tiim fiyatlar 
kiimesi oldugu (negatif olmamak ko§uluyla) ve her firmanm tercihlerinin a§ag1daki 
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kar fonksiyonu i le ifade edildigi bir oyuna sahibiz: 

'Tri =  PiQ(pi)/m - C(Q(pi) /m) .  

Eger i firmas1 en dil�ilk fiyau uygulayan m tane firmadan biriyse piyasadaki 
karm 1/m kadanm ahr; eger m = 1 ise yani i firmasmm Pi fiyat1 diger tilm fir­
malardan daha dil�ilkse kann tamamm1 ahr; fakat eger baz1 firmalann fiyatl Pi 'den 
dil�ilkse, bu durumda 'Tri = 0 olur. 

Yukanda n firma i9in verilen ve gene! olarak tammlanan Bertrand modelinin 
iki-firmah, lineer talepli ve sabit marjinal maliyetli bir yap1da nasil i�ledigine bakahm. 
iki firmamn sabit marjinal maliyetinin, c, oldugunu varsayahm, yani toplam maliyet, 
i = 1, 2 i9in, Ci (qi )  = cqi �eklindedir. Talep fonksiyonu, p :::; a i9in Q(p) = a - p  
ve p > a i9in Q(p) = O'dir. 

Her birim miktann ilretim maliyeti sabit oldugundan, c, herhangi bir i fir­
mas1 satt1g1 her birim i9in Pi - c kadar kar eder. Dolay1s1yla firmamn kan �oyle 
tammlamr: { (Pi - c) (a - Pi ) ,  eger Pi < Pj 

1ri (P1 , p2 ) = ! (Pi - c) (a - Pi) ,  eger pi = Pj 
0, eger Pi > Pj 

burada j diger firmadir (j = 2 eger i = 1 ve j = 1 eger i = 2 ise) . 
Daha once oldugu gibi, bu oyununun Nash dengesini bulmak i9in firmalann en 

iyi tepkilerini bulmam1z gerekiyor. Eger j firmas1 Pj fiyatm1 uygularsa, i firmasmm 
uygulayacag1 en iyi fiyat nedir? Eger i firmas1 Pj fiyaum uygularsa, j firmas1 ile 
piyasay1 payla�ir; fakat eger biraz daha da dil�ilk bir fiyat uygularsa, tilm piyasamn 
talebini kar�Iiar. Yani Pj . c'yi a�arsa i firmas1 p/nin altmda fiyat uygulayarak 
pozitif kar elde eder ve bu durum Pj fiyatm1 uygulamas1 durumunda alacag1 piyasa 
kannm yansmdan daha iyi bir sonu9 verir. Eger Pj fiyat1 9ok yilksekse i firmas1 
fiyatm1 Pj 'nin altma az da olsa indirerek daha iyisini yapabilir. <;ilnkil daha dil�ilk 
fiyat uygulamakla elde edilen talep art1�1 fiyattaki dil�meyi telafi etmektedir. Son 
olarak, eger Pj , c'den dil�ilkse i firmas1 bu fiyatta veya bunun altmda bir fiyatta 
negatif kar elde eder. Halbuki eger Pj 'den daha yilksek bir fiyat uygularsa bu kar 
s1fir olacaktir. 

Yukanda ifade ettiklerimizi, yani i firmasmm karmm j firmasmm Pj fiyatmm 
bir fonksiyonu olmasm1 daha formel olarak ifl-de edelim. Burada i firmasmm 
kanm, ((Pi - c) (a - Pi )), maksimize eden fiyat1 Pm ile ifade edelim. Bu fiyat 
aslmda bir tekelin uygulayacag1 fiyattir. 

Simdi i firmasmm fayda fonksiyonunu farkh Pj degerleri i9in dort durumda 
degerlendirelim: 

i .  Pj < c durumunda, eger Pi :::; Pj ise, i firmasmm kan negatiftir veya eger 
Pi > Pj ise kar1 s1firdir. Dolay1s1yla Pj 'den bilyilk her fiyat Pj 'ye en iyi tepkidir. 
Kisaca i finrtasmm tepki fonksiyonu bi (Pj ) = {Pi : Pi > Pj } .  

i i .  Pj = c durumunda, benzer olarak Pj fiyatma e�it veya daha yilksek bir fiyat 
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uygulamak en iyi tepkidir, yani bi (pj ) = {Pi : Pi � Pj } . 
ii i .  c < Pj :S Pm durumunda, 'i firmasmm kan, Pi fiyatmm, p1 'ye dogru yukan 

�ekilmesi ile artar. Kar dtizeyi Pi = Pi oldugunda hemen s1firlamr. Bu ytizden 
eger 'i firmas1, Pi 'den daha az fakat ona yakm bir fiyat se�erse, kanm daha ytiksek 
dtizeye getirir. Fakat Pj 'den daha dti§tik herhangi bir fiyat i�in yine her zaman 
Pi 'den daha dti§tik ama ona daha yakm bir fiyat vard1r. Bu ytizden bir en iyi tepki 
fiyat1 tammlamak zordur. Bu ytizden bi (Pi ) = 0 kiimedir (a�tk ktime sendromu). 

iv. Pj > Pm durumunda, Pm fiyat1 i finnasmm tek en iyi tepkisidir. <;tinkti Pm 
aym zamanda kanm maksimize eden fiyatt1r. 

K1saca i finnasmm en iyi tepki fonksiyonunu ozetlersek: { {Pi : Pi > P1 } , eger Pj < c 

b · ( · ) _ {Pi : Pi ?:  P1 } , eger pj = c 
z P1 - w 0 ,  eger c < Pj :S Pm 

{Pm} , eger Pj > Pm 

Gortildiigii gibi Bertrand duopol oyununda en iyi tepki fonksiyonu Coumot du­
rumundan daha farkhd1r. Rakibin baz1 hareketleri i�in en iyi tepki yokken baz1lan 
i�in de �ok say1da en iyi tepki degeri vard1r. 

�ekil l .4(a) ve (b) panelleri s1ras1yla I .  ve 2. finnamn en iyi tepki fonksiy­
onlanm gostermektedir. Sol taraftaki panelde tarah alan c'den daha dti§tik bir P2 
fiyat1 i�in en iyi tepkinin p2 'den daha yiiksek bir fiyat oldugunu gostermektedir. 
Yukanya dogru egilimli k1smm siyah bir dogruya sahip olmamas1 sadece p2 ' den 
daha yiiksek (e§it degil) fiyatlann dahil edilmesinden kaynaklanmaktadtr. Dstteki 
yatay siyah dogru ise p2 = c i�in c'ye e§it veya daha1ytiksek herhangi bir fiyatm 
en iyi tepki oldugunu gostennektedir. Dolu nokta dahtl edilen noktay1, bo§luk ise 
dahil edilmeyen noktay1 gostermektedir. 2. firmamn en iyi tepki fonksiyonu da 
benzer §ekilde (b) panelinde gosterilmektedir. 

Pi! P2! 
I pm • pm 

b2(P1 ) ,1 b1 (P2) I c•  
I 

i l 0 c pm P1 0 c pm P1 
(a) (b) 

�ekil 1.4 Bertrand modelinde en iyi tepki fonksiyonlan 

�imdi bu oyunun Nash dengesinin ne olduguna bakahm. Eger Nash dengesi 

(pi ,  JJ2 ) fiyat i;:ifti ise bu �u anlama gelir: 1 .firmamn Pi fiyat1, 2.finnanm JJ2 fiyatma 
en iyi tepkidir, ve JJ2 fiyat1 da JJi fiyatma en iyi tepkidir. Bu iki tepki fonksiyonunun 
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kesi�tikleri tek bir nokta vardir: (pr , p2 ) = (c, c). Yani tek bir Nash dengesi var. 
Bu da her firrnamn c fiyatm1 uygulad1g1 durumdur. 

Bertrand oyununda sonu9 olarak (i) (p1 ,p2 )  = (c, c) noktas1 Bertrand-Nash 
dengesidir. Eger bir firma c fiyatm1 uygularsa diger firrna c fiyatmdan ba�ka bir 
fiyattan daha iyisini yapamaz. <;unkti fiyatm1 ytikseltirse hi9 bir mat satamaz ve 
dti�tirtirse zarar eder (ii) ikinci olarak, diger herhangi bir (P1, P2 ) fiyat 9iftinin Nash 
dengesi olmad1gm1 gosterelim. 

a. Eger her oyuncu i = 1 veya i = 2 i9in, p; < c ise, fiyat1 en dti�tik olan 
firmamn kiin negatiftir ve bu firma fiyatm1 ytikselterek c'ye 9ekebilir ve kiinm 
art1rabilir. 

b. Eger p; = c ve Pj > c ise, i firmas1 fiyatm1 biraz ytikselterek kanm s1firdan 
daha farkh yani pozitif yapabilir. 

c. Eger p; > c ve Pj > c ise, p; :::=: Pj durumunda i firmas1 p; fiyatm1 Pj 'nin 
altma 9ekerek kanm ytikseltebilir. 

�u ana kadar elde ettiklerimizden 91karacag1m1z onemli sonu9lardan biri benzer 
yap1daki (aym maliye ve talep fonksiyonlanna sahip olma) firrnalann bile Coumot 
ve Bertrand Nash dengelerinin birbirinden farkh oldugudur. Bertrand duopol mod­
elinde denge fiyat1 sabit birim maliyete, p = c, e§itken, Coumot modelinde bu 
deger p = j (a + 2c) 'd1r. Bertrand denge fiyat1 firrnamn zarar etmedigi en dti�tik 
fiyat dtizeyidir. Fakat Coumot denge fiyat1 daha ytiksektir. Coumot oyununda, 
firma say1smm artmas1 ile birlikte fiyatm dti§ttigtinti ve marjinal maliyete, c, yak­
la�t1gm1 gordtik. Fakat Bertrand modelinde bunu sadece iki firma saglar. 

Bu fark1 yaratan �ey her iki oyunda strateji  degi§kenlerinin farkhhg1d1r. Coumot 
modelinde strateji degi�keni miktarken, Bertrand modelinde fiyatt1r. Farkh strateji 
degi§kenleri farkh muhakemeler demektir. Coumot'da omegin bir firma eger kanm 
art1rrnak istiyorsa, diger firrnanm aym dtizeyde tiretime devam ettigini dti�tinerek, 
tiretim miktanm artmr. Fiyat da bu tiretim dtizeyine uyarlamr. Bertrand'da ise 
firrna kar etmek istiyorsa, diger firmamn fiyatmm degi§medigini dti�tintip, fiyatm1 
a§ag1 9ekmek ister. Miktar bu fiyata gore ayarlamr, boylece piyasa dengesi saglamr. 
Omegin tanmsal tiri.inlerin toptan fiyatlarmm Coumot modelinde tammland1g1 gibi 
hareket ettigi soylenebilir, ilk once hasat belirlenir ve sonra fiyatlar ortaya 91kar, 
fakat perakende yiyecek piyasasmdaki fiyatlann Bertrand modeline daha benzer 
hareket ettigi soylenebilir 9tinkti belirlenen fiyata gore talep kar�ilamr. 

Mal fark!tla�·tirmas1 altinda Bertrand mode Ii 
Dikkat edilirse yukanda verilen Bertrand modelinde tiretilen mat homojendir. 

Mallar homojenken tek bir Nash dengesi vardir �e her firma aym fiyat1 uygula­
maktad1r. Bu fiyat dtizeyi sadece iki firma ile ger9ekle§tirilen rekabet9i fiyat den­
gesidir, buna Bertrand paradoksu da denir . Bu paradokstan kurtulmanm bir yolu 
firmalara stirekli etkile§im imkam vermek yani oyunun tekrarh oynanan bir oyun 
halinde dti�tinmektir. <;tinkti bu stire9 finnalar arasmda i�birligine yol a9abilir, 
dolay1s1yla denge fiyat1 rekabet9i dengenin tizerinde ger9ekle�ebilir. ikinci bir yol 
mal farkhla�t1Pmasma imkan vennek. Birinci yo!, daha sonra gorecegimiz tekrarh 
oyunlar baglammda analiz edilmesi gereken bir konudur, fakat ikinci yolu burada 
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goslerebiliriz. 
Basil Bertrand modelinden farkh olarak bu modelde finnalar arasmda a§m bir 

bag1mhhk ili§kisi lammlanmamaklad1r (basil modelde homojen ma! ilrelildiginde 
iki finnanm kararlan birbirini <;ok elkiler). Birbirine benzer fakal farkh mallar 
ilrelen iki finnam1z olsun. I .  ve 2. finnanm talep fonksiyonlanm a§ag1daki gibi 
lammlayabiliriz: 

Q1 = a - PI + bp2 , 
Q2 = a - P2 + bp1 · 

Burada b paramelresi iki mahn birbirine gore ikame veya lamamlay1c1 olup 
olmad1gm1 belirtmekledir. Eger b > 0 ise ikame, b < 0 ise lamamlay1c1 maldir. 
Daha once varsayd1g1rrnz gibi finnalar c gibi sabil bir marj inal maliyele sahiplir ve 
sabil maliyel yoklur. 

Finnalann en iyi tepki fonksiyonlanm bulmak i<;in ilk once kiir fonksiyonlanm 
lammlamam1z gerekir. I .finnamn kiiri §Oyledir: 

71'"1 = P1 Q1 - cq1 . 

I .finnanm en iyi lepki fonksiyonu kiir fonksiyonunun PI degerine gore birinci 
dereceden ko§ulundan lilrelelim3 : 

01T1 � = a - 2pi + bp2 + c = 0. 
up1 

Dolay1s1yla en iyi lepki fonksiyonu 

a + c + bp2 pi =  2 

Benzer olarak 2.finnanm en iyi lepki fonksiyonunu bulahm. Birinci dereceden 
ko§ulundan, 

01T2 � = a - 2p2 + bpi + c = 0 
up2 

ve dolay1s1yla 2.finnamn en iyi lepki fonksiyonu 

a +  c + bpi 
P2 = 2 

iki tepki fonksiyonu da �ekil l .5 'de goslerilmektedir. 
Her firmanm da tepki fonksiyonlar1 yukar1 egilimlidir. Bu da iki firmanm fiyat­

lanmn stratejik tamamlay1c1 olduklan anlamma gelir. Finnalardan birinin fiyatm1 
yi.ikseltmesi digerinin de fiyatm1 yi.ikseltmesine neden olmaktad1r. Bu da her iki 
firma i<;in iyi bir sonu<; olu§lurmaktadir. Bu durum Coumot modelinde farkh i§ler. 
Bir Coumol firmas1 i.irelimini artmrsa (denge di§mdaki bir noktada), rakibi tersini 

3 a27r1 / ap? < o ol<lugun<lan dolay1 7r1 ( . )  fonksiyonunun bir maksimum degeri var<l1r. 
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a+c 
2-b 

1 /2(a+c 

0 1/2(a+c) +c 
2-b 

�ekil LS Mal farkhla�llrmas1 altmda Bertrand modelinde en iyi tepki fonksiyonlan 

yapar yani tiretimini k1sar. <;tinkti tiretimini artiran firma rakibinin kendi strate­
j isini art1rmas1 durumunda alacagt marj inal faydayt azalttr dolay1s1yla rakip firma 
tiretimini k1sar. Bu duruma strateji ikame denir. Bu durumda tepki fonksiyonlan 
a�ag1 egimlidir (Cournot oyununda oldugu gibi, �ekil l .3 'e  bakm). 

�imdi de oyunun dengesini bulaltm, bunun i9in her iki firmanm da en iyi tepki 
fonksiyonlanm aym anda 9ozmemiz gerekir. Bu bize Bertrand-Nash dengesini 
verir. Her iki tepki fonksiyonunu aym anda 9ozdtigiimtizde, her firmanm denge 
fiyat dtizeyini buluruz: 

* * a +  c 
P1 = P2 = 

2 
_ b · 

Bu denge sonucu da Cournot-Nash dengesinde oldugu gibi Pareto etkin degildir. 
<;unkti her iki firma i§birligi ile daha ytiksek fiyat belirleyebilir. Pareto baskm 
sonu9lar, Bertrand modelinde �ekil l .5 'de gosterilen e§-deger kar fonksiyonlannm 
arasmda kalan alan, yani lens-§ekli i9indeki alan olarak gosterilebilir (Fakat bu 
Pareto baskm sonu9lar arasmdan birini ba§armak yine zordur 9tinkti en azmdan 
biri bu sonu9tan sapma egiliminde olacakttr ve dolay1s1yla bu sonucu stirdtirmek 
zordur). 

Kapasite k1S1t1 altmda Bertrand modeli 
Dikkat edilirse klasik Bertrand modeli 9of da ger9ek9i olmayan bir §ekilde 

firmalann herhangi bir kapasite k1s1t1 olmadan tiretim yapt1gm1 varsaymaktadtr. 
�imdi bu varsay1m1 biraz degi§tirelim. Burada tamtacag1m1z model Bierman ve 
Fernandez ( 1998)'den adapte edilmi§tir. 

iki firmanm da belirli bir malt gilnde 0.5 ton kadar, sabit bir marjinal maliyetle 
ilretme kapasitisine sabit oldugunu varsayahm. Ger9i firmalann kapasite se9imi de 
stratejik bir kirar olabilir. Fakat biz bu durumu burada incelemeyecegiz. K.Jsaca 
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firmalarm belirli bir kapasitesi var ve bu kapasiteyi a§amad1 klafm1 varsay1yoruz. 

Her iki firmanm, i = 1 ,  2. maliyet yap1s1 a�ag1daki gibidir: 

C; = { 0.25r.7; , eger 0 :S: q; � 0.5 
oo .  eger q; > O.o 

Eger firmalar aym fiyat1 uygulamak zorunda kalsayd1lar piyasa talebi a§ag1daki 
gibi olurdu (ters talep fonksiyonu): 

P = { 2 - (

.

q1 + q2) , eger q1 + q2 :S: 2 
0. eger Q1 + Q2 > 2 ( 1 . 1 5 )  

Kapasite k1s1t1 oldugunda, i lk  once talep fazlas1 durumunda tiiketicilerin 
taleplerinin nastl kar§1lanacag1 tammlanmahdir. Bunun ii;in i;ok say1da metot ta­
mmlanabilir fakat biz burada mala en yiiksek fiyat1 verenin mah alacagm1 varsayahm. 
bmegin 2.firma 1 .20 lira fiyat uygulasm ve I .firma ise 1 .30 lira fiyat uygulasm. 
Tiiketiciler ilk olarak 2.firmadan 0.8 birim talepte bulunacaklardir (( 1 . 1 5) denklemin­
den goriilebilir). Fakat l .firma bu talebin sadece 0.5 kadarhk k1smm1 kar§ilayabilir 
(i;iinkii kapasite k1s1t1 0.5 tondur). Yani a§m talep vardir. �ekil l .6'da goriilebilecegi 
gibi kalan tiiketiciler en az 1 .50 lira kadar odeme yapmak isterler. Fakat baz1lan 
1 .20 lira ile bu mallan ahrken, kalan tiiketiciler l .firmadan 1 .30 liraya mah daha 
yiiksek bir fiyattan almak zorunda olacaklard1r. 

2 1 .firmadan tldemek 

� istedikleri fiyat 

u::: 
1 .5 2.firmanin en dui;;Ok 

- - - - - _fqta1J 
1 .0 /i I 

1 .firmanin 1 
0.5 kapasite k1s1t11 

I 
I 

0.5 2 
2.firmanm Oretimi 

�ekil 1.6 Talep fazlas1 durumunda ortaya �1kan durum 

�imdi I .firmanm bakI§ ai;1sma bakahm. I .firmamn fiyatmm 2.firmanm fiyatm­
dan daha yiiksek oldugu varsay1mm1 koruyahm. Yani §ansh olan tiiketicilerin mah 
2.firmadan ald1klan, kalanlann ise mecburen I .firmaya yoneldikleri anlamma gelir. 
I .firmanm ters talep fonksiyonu: 
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_ { 1 .5 - qi , eger Q1 :S 1 .5 P1 - 0 � 1 "  , eger Q1 > .v 

1 .firma fiyatm l .5 ' ten daha fazla oldugu durumda sat1� yapamaz. Omegin 
I .firma 1 .30 fiyatmda 0.2 birim satl§ yapmay1 beklemektedir. Eger I .firma 2.fir­
madan daha dti§tik bir fiyat uygularsa, I .firma en ytiksek i::idemeyi yapmak isteyen 
ttiketicilerin talebini kar§ilayacak 2.firma da art1k talebi kar�ilayacaktir. Art1k talebi, 
Q't , §i::iyle tammlayabiliriz: { 1 .5 - PI , eger P2 < PI :::; 1 .5 q't = 0, eger P2 < PI > 1 .5 
�imdi de I .firmanm sat1� fonksiyonunu her iki firmanm uygulad1g1 fiyatlar cinsin­
den tammlayahm: 

min{ l .5 - p1 , 0.5 } , eger p2 < PI :S 1 .5 
! min{2 - PI , 0.5 } , eger P2 = PI :S 2 
min{2 - P1 , 0 .5} , eger p1 < P2 ve p1 :S 2 
0, aksi takdirde 

( 1 . 1 6) 

Yukandaki matematiksel ifade �u anlama gelir: l .firma fiyatm1 2.firmamn fi­
yatmdan daha ytiksek belirlerse sati§lan art1k talep ve kapasite k1s1t1 arasmdan 
en dti�tik olam tarafmdan belirlenir (birinci saur). Eger iki firma da aym fiyat1 
se<;:erse, sau�Iar se<;:ilen fiyatta olu§an piyasa talebinin ( 1 . 1 5) denkleminde belir­
tilen talep) yans1 ve kapasite k1s1t1 arasmdan en dti§tik olan tarafmdan belirlenir 
(ikinci satu). Eger l .firma 2.firmanm fiyatmm altmda fiyat uygularsa, sati§lan 
piyasa talebi ve kapasite k1s1t1 arasmda en dti�tik olan tarafmdan belirlenir (ti<;:tincti 
sat1r). Bu durumlar d1§mdaki herhangi bir durumda tiretim dtizeyi s1fir olacaktu 
( di::irdtincti satlr). 

Denklem ( l . 1 6) ' i  daha iyi anlamak i<;:in, i::imegin l .sat1r i<;:in bir i::imek verelim. 
bmegin PI = 1 .4 ve pz = 1 .3 olsun. En dti�tik fiyat 2.firmamn oldugu i<;:in ( 1 . 1 5) 
denkleminde verilen toplam talep fonksiyonundan 2.firma toplam talep miktan olan 
0.7 ' nin (0.7 = QI + qz) 0.5' ini kar§ilar. Art1k talebin q't = 1 .5 - PI birimlik 
k.Jsmm1 da 1 .firma kar�1lar, yani 0. 1 kadarhk k1sm1m kar§ilar. Bu deger yani 0. 1 
miktan l .firmanm tiretim degeridir. U<;:tincti satuda ise I .firma daha dti§tik bir fiyat 
uygulad1g1 i<;:in piyasa talebini kar§!lar, se<;:tigi fiyat dtizeyi k1s1tm altmda veya ona 
e§it tiretimde bulunmasm1 saglayacakt1r. Eger �atm1 1 .8 se<;:erse piyasa talebinin 
0.2' ini kar§!lar fakat daha dti§tik bir fiyat uygularsa, i::imegin 1 .2 gibi, bu durumda 
kapasitesi kadar tiretim yapar . 

• 
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1 .firmamn kiir fonksiyonunu �oyle yazabi l iriz : 

( ) - � (p 1 - 0.25) min{2 - p1 , 0.5 } , eger p2 = P1 :::; 2 
{ (p i - 0.25) min { l .5 - p1 , 0 .5 } ,  eger p2 < p1 ::::; 1 .5 

1l'i Pi , P2 - (p1 - 0.25) min{2 - p1 , 0.5 } , eger p1 < p2 ve p1 :::; 2 
0, aksi takdirde 

( 1 . 1 7) 
Bu kiir fonksiyonu direkt ( 1 . 1 6) denkleminden gelmektedir (9iinkii kiir 

fonksiyonu fiyat eksi marjinal maliyet 9arp1 sat1� miktand1r). ilk once mahkum 
stratejilere (hi9 bir zaman oynanmas1 rasyonel olmayan stratej iler) bakahm. iki 
strateji kiimesinin mahkum stratejilerden olu�tugunu goriiriiz: marjinal maliyetin 
altmda fiyat uygulamak (zarara neden olur) ve en yiiksek Odemede bulunacak 
tiiketicinin verebileceginden daha yiiksek bir fiyat uygulamak (sat1� olmayacakl!r). 
Bu yiizden mahkum olmayan stratejiler [0.25, 2] arahgmda fiyatlar uygulamakt1r. 
Dolay1s1yla kendimizi bu arahktaki fiyatlara odaklayacag1z. 

i lk once I .firmamn tepki fonksiyonunu tiiretelim. l .firmanm tepki fonksiy­
onunu tiiretirken 2.firmanm ii9 farkh fiyat arahgmda hareket edebilecegini biliriz: 
(i) 0.25 ::::; P2 ::::; 1 (ii) 1 < P2 ::::; 1 .5 ve (iii) 1 .5 < P2 · �imdi her bir durumda 
I .firmanm en iyi tepkisinin ne olduguna bakahm. 

(i) Eger l .firma, 2.firmamn [0.25, l ] kapah arahgmda bir fiyat se9tigini 
dii§iiniirse, en iyi tepkisi ne olur? Bu arahkta en az 1 birim talep edilir, ki bu 
iki firmamn toplam kapasitesine e§it veya ondan daha biiyiiktiir. Sonu9 olarak 
eger I .firma bu arahkta bir fiyat se9erse ve bu fiyat 2.firmanm fiyatmdan daha 
dii�iik veya ona e§itse kapasite miktan kadar sat1� yapar. Boylece bu arahkta 1 
fiyatm1 uygulamak kanm maksimize eden fiyatt1r. Eger1l fiyatmm iistiinde bir fiyat 
uygularsa ancak art1k talebi kar§Ilar. Birim ba§ma kan artsa da daha az mal satar. 
Sat!§lardaki dii§ii� kar marjmdaki art1�1 bastmr ve topfam kiir dii�er. Bu yiizden 
I .firmanm I fiyat1 uygulamas1, 2.firmanm bu fiyat arahgmdaki fiyatlarma verilen 
en iyi tepkidir. 

(ii) Fakat eger I .firma, 2.firmamn ( 1 ,  1 .5] arahgmda bir fiyat se9tigini dii�iiniirse 
en iyi tepkisinin ne olduguna bakahm. l .firmanm optimal stratejisi 2.firmanm 
fiyatmm altmda bir fiyat uygulamakur, p2 - E, burada E > 0 yeterince kii9iik bir 
say1d1r, ve boylece kapasite kadar satmaktir. Bunun sebebi olduk9a a91k: Eger 
I .firma P2 fiyatm1 uygularsa her iki firma da piyasay1 payla§Irlar ve sat1�lan � (2 -

P2) diizeyine dii�er. Bu l .firmanm 0.5 olan kapasitesinden daha dii�iiktiir 9iinkii 
P2 > 1 .  Eger 1 .firma 2.firmanm fiyatmdan biraz daha yiiksek bir fiyat uygularsa, 
yani P2 + E, sat1�lan daha fazla dii§er, 9iinkii satI�lan 1 .5 - (p2 + E) diizeyine dii§er, 
bu da yine 0.5 diizeyinden daha dii§iiktiir. 

(iii) Son olarak eger 1 .firma, 2.firmanm 1 .5 birimin iistiinde bir fiyat uygu­
lad1g1m dii�iiniirse (p2 > 1 .5) en iyi tepkisine bakahm. Bu fiyatta, eger 2.firmanm 
fiyat1 1 .firmanm fiyatmdan daha dii§iikse, 2.firma tiim piyasay1 ahr ve I .firmanm 
sati§lan s1fir olur. Bu yiizden I .firmanm kiir maksimize eden stratejisi 1 .50 fiyatm1 
uygulamakt1r, bOylece tiim piyasay1 ele ge9irmek miimkiin olur. Boylece kapasitesi 
kadar sat1� yapacaktir. Dolay1s1yla 2.firmamn bu fiyat arahgma en iyi tepk.isi 1 .50 
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fiyatmt uygulamakttr. 
Tiim tepki fonksiyonlan a§agtdaki tabloda gosterilmektedir: 

2.firmamn fiyatt 
0.25 :::; P2 $ 1 
1 < P2 :::; 1 .5 
1 .5  < P2 

l .firmamn en iyi tepkisi 

Pl = 1 
Pl = P2 - E 

Pi = 1 .5 
Benzer olarak 2.firmamn da en iyi tepki fonksiyonu elde edilir. Her iki fir­

manm tepki fonksiyonlanmn kesi§tigi tek bir fiyat vardtr, o da I 'dir. Bu fiyat diizeyi 
Nash dengesidir. Bu fiyatta firmalar kapasiteleri kadar satt§ yaparlar ve pozitif kar 
ederler. Ktsaca kapasite k1s1t1 altmda klasik Bertrand modelinin aksine firmalar 
kar ederler. Aynca ilgirn;: bir �ekilde eger firmalar yine kapasite k1s1t1 altmda olup 
Cournot gibi rekabet etselerdi, Bertrand modeli ile aym denge sonucunu elde eder­
lerdi. 

1.6.5 Hotelling Fiyatland1rma Modeli 

Bir maim fiyatlandmlmasmda mala ula§ma mesafesinin (firmanm lokasyonu) 
onemli oldugu modellere Hotelling modelleri denir. Altc1 i�in A bakkalmdaki 
peynirle, B bakkalmdaki peynir arasmdaki tek fark, eger fiyatlar aym ise, hangi 
bakkala gitmenin daha az maliyetli oldugudur. Tiiketiciler bu yiizden nerede ya­
�adtklanna baglt olarak farkh bakkallan se�erler ve ancak fiyatlar arasmdaki fark 
yeterince biiyiikse bir bakkaldan digerine kayarlar. 

Lokasyon modelleri literatiirde onemli bir yer tutar. Bu bOliimde Hotelling'in 
1 929 y1lmdaki klasik makalesinde ifade ettigi fiyatland1rma modelini tamtacagtz. 
Hotelling fiyatlandtrma modelinde, firmalar veri lokasyonlar i�in fiyat se�erler. 

Modelde a ve b gibi iki firma vardtr. Bu firmalar Sekil I .7'de gosterildigi gibi 
.Ta ve Xb noktalannda bulunmaktadirlar, burada Xa < Xb. Her iki firma da fiyat­
lanm, Pa ve Pb ,  aym anda se�mektedir. Tiiketcilerin lokasyonu x E [O, 1] arahgmda 
homojen (uniform) dagllmakta ve her tiiketicinin bir sat1c1y1 se�tigi varsay1lmaktad1r4 . 

�ekil 1.7 Hotelling lokasyonu 

Her tiiketicinin bir birim mal ald1gm1 dii§iiniiyoruz. Ba�ka bir ifadeyle tiiketici 
talebinin, [O, 1] arahgmda homojen dag1ld1g1m varsay1yoruz. Basitlik olsun diye 

4Siirekli homojen dag1hm (uniform dag1hm) simetrik olas1hk dag1hmlanndan biridir. Bu 
dag1hmda aym uzunluga sahip tiim arahklann olas1khklan e�ittir. Tamm arahg1 iki parametre olan 
minimum ve maximum degcrleri olan a ve b ile tammlamr, [a, b]. Olas1hk yogunluk fonksiyonu 
�oyle ifade edilir: 

• (r) _ { b�u , a S x S b  f · -
0, x < a veya b > x 
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finnalarm tiretim maliyetlerinin 0 oldugunu kabul edelim. Her ttiketicinin amac1 
odedigi fiyat art1 ula�1m maliyetini minimize etmektir: 

'llx noktasrndaki ahc1 = F - rnin{pa + c lxa - x i , Pb + C lxb - xi } ,  ( 1 . 1 8) 

Burada F maim tiiketiminden elde edilen fayday1 ve c mesafe ba�ma katlamlan 
maliyeti gostennektedir. 

Bir ahcmm faydas1 odedigi fiyata ve gitmek zorunda oldugu mesafeye baghdir. 
Fiyatlar bir tarafa b1fakild1gmda, x = 0 noktasmdaki ahc1 i�in iki sat1c1 arasmda 
en �ekici olan finna, a finnas1dlf fakat x = 1 noktasmdaki ahc1 i�in en �ekici olan 
finna b finnas1dir. 

x = 0 noktasmdaki ahc1 mah a finnasmdan ahr eger 

(bu ko�ulun, x = 0 durumunu ( 1 . 1 8) fonksiyonunda yerine koydugumuzda ahcmm 
a veya b finnasmdan ah�veri� yapma maliyetleri kar�1la�tmlarak elde edildigine 
dikkat edin) dolay1s1yla 

Pa - Pb < c(xb - Xa) , ( 1 . 1 9) 

Benzer olarak x = 1 noktasmdaki ahc1 mah b finnasmdan ahr eger 

F - [pa + c( l - Xa)] < F - [pb + c( l  - Xb) ] , 

dolay1S1yla 
( 1 .20) 

�imdi amac1m1z iki piyasamn smmnda olan x* no�tasmdaki ahcmm (yani iki 
finna arasmda kay1ts1z kalan ahc1) lokasyonunu bulahm. Dikkat ederseniz, eger 
a finnas1 Xb noktasmdaki ahc1y1 �ekmek isterse, aym zamanda x > xb nokta­
lanndaki ttim ahcilan da �eker �tinkti Xb noktasmdan daha otedeki ahc1lann her 
sat1c1dan uzakhklan aym oranda artar. Dolay1S1yla burada bilmek istedigimiz �ey 
Xa ve :i:b arasmda kay1ts1z bir ahcmm olup olmad1g1dlf. Bunu �oyle bulabiliriz, 
( 1 . 1 8) denkleminden hareketle kay1ts1z ahc1y1 bulabiliriz: 

F - lPa + c(x* - Xa)] = F - [pb + c(xb - x* ) ] . 

Buradan a�ag1daki e�itligi elde ederiz, 

Pb - Pa = c(2x* - Xa - Xb) · 
Sonu� olarak kay1ts1z kalan tiiketicinin Iokasyonunu, x* , �oyle ifade ederiz: 

Buradan hareketle �unu soyleyebiliriz, a finnas1, 0 ve x* arasmdaki ttim 
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ti.iketcilere toplamda daha di.i�i.ik bir maliyetle (tiyat art1 mesafe) hizmet ettiginden, 
( 1 .2 1 )  denklemi a tirmasmm talebini gosterir. Bu yi.izden b tirmasmm talebi de 
( 1 - :r* )  olur. Eger Pb = Pa ise ( 1 .2 1 )  denkleminden .r* = "" �"b olur ve dikkat 
ederseniz beklenildigi gibi bu deger c parametresinden bag1ms1zdir �i.inki.i tiyatlar 
aym oldugunda her iki tirmaya da e�it mesafede olan ti.iketici, kay1ts1z tiiketicidir, 
yani mesafeden kaynaklanan maliyeti dikkate almayacaktir. 

Firmalann talep fonksiyonlanm bulduk, dolay1s1yla her firmamn kar fonksiy­
onunu elde edebiliriz. I .firmamn kar fonksiyonu Pax• ve 2.firmanm kar fonksiyonu 
ise Pb( l - x*) 'dir, burada :r:* degeri ( 1 .2 1  ) 'da tammland1g1 gibidir. S1ras1yla a ve b 
firmalanmn kar fonksiyonlanm a�ag1da oldugu gibi daha a�1k bir §ekilde yazahm, 

1 
11'a = Pa 2c ( (Pb - Pa ) + c(:r:a + Xb) ) , 

1 
11'b = JJ1i [l - - ( (Pb - Pa) + c(:i;a + Xb) ) ] . 2c 

Bu kar fonksiyonlanndan hareketle firmalann en iyi tepki fonksiyonlanm bu­
labiliriz. Bunu da her firmamn kar fonksiyonunu kendi se�im degi§kenine yani 
fiyatma gore ti.irevini ahp s1fira e§itleyerek elde edebiliriz: 

d11'a 
= 0 ve d7rb = 0. dpa dpb 

Bu iki birinci dereceden ko�ulun aym anda �ozi.imi.inden Nash dengesi tiyat degerleri 
bulunur. Bu denge fiyat degerleri §Unlard1r (siz de kontrol edin): 

(2 + :r:,, + Xb)c (4 - Xa - :r:1i)c Pa = 3 ve Pb = 3 ( 1 .22) 

Yukandaki ilk denklemden gori.ilebilecegi gibi, bi.iyi.ik Xa degeri firmaya daha 
fazla ti.iketici saglayacagmdan ve daha bi.iyi.ik xb degeri ise daha fazla rekabet ede­
bilecegi ahcmm var olmasma yol a�acagmdan, a firmas1 daha yi.iksek fiyat uygular. 
En basit durumda, yani Xa = 0 ve Xb = 1 oldugunda her iki firma c degerine e�it bir 
fiyat uygular. Sonu� olarak dengede karlar pozitiftir ve ula§Im maliyeti ile birlikte 
artar. 

1.7 Yerel Noktalar 
� Daha once gordi.igi.imi.iz gibi bir oyunun hi� bir Nash dengesi olmayabilecegi gibi 

(E§le§en Paralar), �ok say1da Nash dengesi de olabilir (Cinsiyetler Sava�1). <;ok 
say1da Nash dengesi oldugunda, hangisinin ger�ekle�ecegini ongormek zordur. Bu 
oyun teorisinin, dengenin ne olacagma dair beklenti olu§turmada kar§1la�t1g1 ciddi 
bir sorundur. 

<;oklu Nash dengesinden kurtulmamn yani dengeyi rafine etmenin bir yolu 
yerel nokta (focal point) yakla§1m1dlf. Ekonomistler baz1 oyunlann baz1 Nash den­
gelerinin yerel Marak bilinmesinden dolay1 daha fazla oynanabilecegini belirtirler. 
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Schelling 1 960 y1hnda yazd1g1 "The Strategy of Conflict" adh kitabmda yerel nok­
tay1 �oyle tammlar: "her bireyin beklentisi digerinin ondan yapmas1m bekledigi 
§eyi beklemektir" (s.57). Bu duruma bu yiizden Schelling noktas1 da denir.

Schelling bu kavram1 daha iyi ifade edebilmek ir;in New York Oyunu (daha 
sonra bu isimle yaygmhk kazand1) denen bir oyun i:irnegi verir. Bu oyunda yann 
biri ile New York'ta bulu§acaksm1zd1r. Fakat sorun nerede ve ne zaman bulu�acag1-
nm bilmemenizdir (bunun sebebi bir haberle§me problemi olabilir). Bu ashnda bir 
§ehrin herhangi bir zaman ve yerinde bulu§maya dair bir koordinasyon oyunudur.
Schelling bu soruyu r;ok say1da i:igrenciye sorar, ald1g1 cevap "i:igle vakti Grand 
Central Terminali" (New York'ta merkezi bir yolcu terminali) . Aslmda mesele 
nerede bulu§ulmasmdan r;ok (bu bir bar veya kiitiiphane de olabilir), i:inemli olan 
§ey bulu§ma yerlerinin s1khg1, genel kabul gi:irmesi ya da gelenek
haline gelmesidir. 

Tablo l .27'de verilen bu oyunun iki Nash dengesi oldugu gi:iriiliir. Fakat bu 
dengelerden biri olan her ikisinin Grand Central Terminalinde (G) bulu§malan daha 
i:ine r;1kar. Farkh yerlere gitmeleri durumunda faydalan her ikisi ir;in s1fir iken, G'de 
bulu§malan diger yerde (Empire State Binas1- E) bulu§malanndan daha fazla fayda 
saglad1gmdan pareto baskm dengeye yi:inelmeleri beklenir. Yani dikkat edilirse G 
her ikisinin de haberli oldugu bir yer, bulu�mak ir;in en uygun yer di ye dii§iindiikleri 
bir yer, yani bu anlamda yerel noktad1r. 

Ornek 1.6 

G E 
G 100, 100 0, 0 
E 0, 0 50. 50 

Tablo 1.27 New York oyunu 

iki ki§i yolda bulduklan l 00 liray1 kendi aralannda nasil bi:ilii§eceklerini dii­
§iinmektedirler. Sonunda §i:iyle bir yi:intem izlediklerini varsayahm; Her biri aym
anda 100 TL'nin ne kadarm1 payla�acaklanm ilan etsinler. Eger toplam talep 100 
TL'den yiiksek olursa, her ikisi de bir §ey elde edemiyecek, aksi takdirde birbirine 
i:inerdiklerini alacaklard1r. iki oyuncunun hareket kiimesi bu degerlerin ser;ildigi 
arahkt1r, yani Ai = [O, 100] . Dolay1s1yla elde edecekleri faydalan §i:iyle ifade ede­
biliriz: 

· ( · ) _ { xi , eger x1 + x2 :::; 100 
Ui X J ' X2 - 0 k . d d , a s1 urum a 

burada Xi, i = 1 ,  2 oyuncusunun i:inerdigi degerdir.
Bu oyunda r;ok say1da Nash dengesi vard1r ve bunlar a§ag1da verilen e§itligi 

saglayan her (x1 , x2) kombinasyonundan olu§ur, 
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K1saca 1 00  liranm herhangi bir payla�1m1 Nash dengesidir. Yani omegin diger 
oyuncu 40 se9tiginde benim 60, veya digeri 70 se9tiginde benim 30 se9mem en 
iyi tepkidir ve bu diger oyuncu i9in de ge9erlidir. Fakat bu oyun 9ok say1da oy­
nand1gmda, 9ogu durumda dengenin (50,50) oldugu gortilmektedir. Dolay1s1yla 50-
50 payla�1m1 yerel nokta gozi.ikmektedir. Bu sonu9 belki de e�itlik kayg1lanndan 
kaynaklanan bir �ekilde ger9ekle�mektedir. Fakat bu denge formel analizle ifade 
edilen bir sonu9tan 9ok ger9ek hayattaki gozlemlerle desteklenen bir durumdur. 

Yerel nokta kavram1 9ok saglam teorik temelleri olan bir kavram degildir. Daha 
9ok deneysel oyun teorisinin i.izerinde durdugu bir konudur. Temel kalk1� nok­
tas1 9ok say1da Nash dengesinin oldugu oyunlarda gori.ilen duragan durumlarla 
uyumlu davram�lann varhg1d1r. Baz1 oyunlarda baz1 dengelerin ger9ekle�mesi 
daha olas1d1r. Boyle oyunlarda hareketlerin isimleri, dogas1 veya ekstradan sahip 
olunan bilgi oyunculan onceden dengeye yonlendirebilir. 

1.8 Piir Stratejilerde Nash Dengesinin Varhg1 

E�le§en Para oyununda oldugu gibi her stratej ik-bi9imli oyun bir Nash dengesine 
sahip olmayabilir. Fakat bir oyunda karma stratej iler cinsinden en azmdan bir 
Nash dengesinin var oldugunu biliyoruz. Bunun ispat1m bundan sonraki boli.imde 
gosterecegiz. �imdi burada sadece si.irekli pi.ir strateji lerde Nash dengesinin var 
olma ko�ullanm tart1�acag1z. Bir oyun grubunun dengesinin (veya dengelerinin) 
var oldugunu ispatlamak bu dengelerin incelenmesi i9in de bir kolayhk sunar. <;i.inki.i 
her oyun i9in a91k9a denge olup olmad1g1m ara�t1rmaktan ve bo§ bir ki.ime ile 
kar�ila�maktan kurtuluruz. Bir oyunda Nash dengesinin olmamasmm dort tane 
sebebi olabilir: 

1 .  S1mrs1z strateji uzay1 
bmegin hisse senedi borsasmda, Ha�im ald1g1 kredi ile istedigi kadar hisse 

senedi, J; , alabilir. Bu yi.izden stratej i ki.imesi, alabilecegi hisse miktandir, [O, oo ) , 
bu smirs1z bir ki.imedir dolay1s1yla kompakt degildir. Eger Ha�im bugi.inki.i hisse 
fiyatmm yanndan daha dii�ilk oldugunu dii�ilnilyorsa, fayda fonksiyonu 7r(x) = x 
oldugundan smirs1z say1da hisse senedi alacaktir fakat a91k9a bu denge ahm1 ola­
maz. Eger ald1g1 miktar ornegin I 000 ve altmda bir degerle smirlandmlsayd1, 
yani stratej i uzay1 [O, 1000] olsayd1, denge ahm1 :i; = 1000 olurdu. Fakat bazen 
strateji uzay1 sonsuz da olsa, Coumot oyununda oldugu gibi, s1mrs1zhk sorun yarat­
maz 9ilnki.i oyunun optimum degeri bir i9 9ozilm �eklindedir. Diger oyunlarda ise 
sm1rhhk ashnda doganm koydugu bir k1s1ttir (feman, kaynaklar gibi) . Bu denge 
9oziimlerinin varhgm1 kolayla�llran bir durumdur. 

2. Apk strateji kiimesi 
�imdi de Tarkan'm stratejisinin x E [O, 100) oldugunu dii�ilnelim ve fayda 

fonksiyonu 7r(x) = x olsun. Tarkan'm strateji uzay1, [O, 100) , smirhd1r fakat kapah 
bir kiime degildir, yani a91k bir kilmedir. Tarkan IOO'den az herhangi bir pozitif 
bir say1y1 se9ebilir fakat I OO'i.i se9emez. Bu da dengenin olmad1g1 anlamma gelir. 
<;i.inkil eger �9.9 degerini se9se, bundan daha iyi bir se9im her zaman olacaktir 
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(a\:lk ktime sendromu). Bu teknik bir problemdir eger strateji uzay1m [O, 100] diye 
yazarsak, denge ortaya \:Ikar, x = 100 . 

3. Kesikli strateji uzay1 
Herhangi bir oyunda i�\:inin az \:ah�makla hi\: \:ah�mamak arasmda bir se\:enegi 

yoksa i�\:inin en iyi tepkisini olu�tururken herhangi bir \:ah�ma dtizeyine ula�mas1 
mtimki.in olmayacagmdan denge si:iz konusu olmayabilir. Yani strateji ktimelerinin 
konveks olmamasmdan dolay1 strateji uzaylannda istedikleri bir noktaya varama­
zlar' . Bu dengenin olmasm1 engelleyebilir. Bu  problem sadece kesikli strateji uza­
ylarma sahip 2 x 2 btiytikli.igtindeki oyunlarla sm1rh degildir. Daha ziyade stratej i 
uzaymdaki bo�luklardan kaynaklamr. Omegin, bir oyuncu { [O, 10] , [90, 100] } ara­
hgmda se\:imde bulunsun. Bu arahk stirekli, kapah ve sm1rh bir ktimedir. Fakat 
bu ki.ime konveks degildir \:i.inkti ki.imede bo�luklar vard1r. Dolay1s1yla optimal 
hareket bu ki.imenin elemam olmayan bir deger olabileceginden, oyunun dengesi 
olmayabilir. 

4. Konkav o/mayan veya siirek/i olmayan fayda fonksiyonlarzndan tiiretilen 
siirekli olmayan tepki fonksiyonlarmm varltg1 

Stratej i uzaylan kapah, sm1rh ve konveks olsa da dengenin varhg1 hala garanti 
degildir. Nash dengesinin var olmas1 i9in tepki fonksiyonlannm birbirini kesmesi 
gerekir. Eger en iyi tepki fonksiyonlan stirekli degilse, birbirlerini kesmeyebilirler. 
�ekil 1 .8 iki oyunculu bir oyunda her oyuncunun 0 ve I arahgmda bir degeri stratej i 
olarak se9tigi durumu gi:istermektedir. l .oyuncunun, b1 (82 ) en iyi tepki fonksiyonu 
her olas1 -�2 degeri i9in bir veya daha fazla 81 degeri se9er. 2.oyuncunun b2 ( s 1 )  
tepki fonksiyonu, her olas1 8 t  degeri i\:in bir veya daha fazla s2 degeri se9er. �ekil 
I .8 ' in sol tarafindaki (a) panelinde E noktasmda bir Nash dengesi vardtr 9tinki.i iki 

I 
tepki fonksiyonu burada kesi�irler. 

�ekil l .8 ' in sag tarafindaki (b) panelinde ise Nash dengesi yoktur. Burada prob­
lem 2.firmanm b2 (8 i ) tepki fonksiyonun s1 = 0.6 noktasmda si.irekli olmamas1d1r. 
<;tinki.i bu noktada fonksiyon 0.7'den 0.3'e z1plar, yani kti9i.ik bir degi�iklik fonksiy­
onunu b2 (0.6) = O.Tden b2 (0.6001) = 0.3 noktasma atar. Sonu9 olarak tepki 
fonksiyon egrileri asla kesi�mez ve dolay1s1yla bir dengeden bahsedilemez. 

En iyi tepki fonksiyonlan iki sebepten dolay1 si.irekli olmayabilirler. Birinci 
sebep, tepki fonksiyonun ttiretildigi fayda fonksiyonunun kendi veya diger oyun­
culann stratej ilerine gore stirekli olmamasmdan kaynaklanabi lir. Klasik Bertrand 
modeli buna i:imek verilebil ir. ikinci sebep ise l .oyuncunun fayda fonksiyonunun 
konkav olmamas1 durumunda ortaya 91kabilir. Eger fayda fonksiyonu konkav de­
gilse, bu fonksiyonun lokal maksimum degerleri olabilir, fakat global maksimum 
degeri yoktur. Bu yi.izden parametreler degi�tik9e fayda fonksiyonunu maksimum 
yapan degerler de di.izgi.in bir �ekilde degil de bir noktadan digerine h1zh bir �ekilde 
degi�ir. 

5Bir { x} ki.imcsinin konvcks olmas1 �u an lama gelir: eger x 1 vc x2 ki.imedeki iki nokla ise, 
hcrhangi () E [O, 1]  iryin Ox1 + (1 - IJ)x2 noktas1 da bu ki.imenin iryindedir. Yani iryinden iki nokta 
seryilen bir ki.ime, bu iki nok1ay1 birle�tiren dogrunun i.izerindeki ti.im noktalan da iryeriyorsa konveks 
ki.imedir. 



s, 51 0 6  
(e) Denge verd1r (b) Denge yoktur 

!)ekil 1.8 Siirekli ve siireksiz tepki fonksiyonlan 

Nash dengesi kavrammm yoktugunu veya i;oktugunu Coumot oyunu iizerinden 
tart1�ahm. Daha once Coumot oyunu ii;in verdigimiz omekter daha i;ok talep 
fonksiyonunun tineer oldugu ve marjinal maliyetin sabit oldugu omeklerdi. �imdi 
bunu daha genelle�tirelim ve bu durumda ortaya i;1kan dengeleri tartt§ahm. Yine 
iki firmah bir piyasa olsun ve firmalarm sei;tikteri iiretim degerteri de q1 ve q2 ol­
sun. Matiyet fonksiyontar1 c(qi ) ve c(q2 ) ,  ve tatep fonksiyonu ise p(q) �ektinde 
ifade edilir, burada q = q1 + q2 . Firmatar homojen mat iirettiklerinden her mat ii;in 
piyasada aym fiyat gei;erlidir. 

t .firmamn bakt§ ai;1sm1 ele alahm. Cournot-Nash dengesinde, I .firma veri q2 
degeri ii; in q1 iiretim miktanm sei;er. Dotay1s1yla q1 degeri q2 ' nin bir fonksiy­
onudur, q2 burada veri yani ekzojen degi§kendir. I .firma sei;tigi hareketin, yani 
uretim miktanmn, fiyat iizerindeki etkisini tatep fonksiyonu iizerinden, p = p( q) ,  
burada q = q1 + <J2 , goztemter: 

ap dp aq 

8q1 dq 8q1
. 

Bu arada I .firmanm kar fonksiyonu ise §Oyte ifade editir, 

( 1 .23) 

I .firma kendi tepki fonksiyonunu, ( 1 .23) denkteminde ifade edit en kar fonksiy­
onunu kendi strateji parametresine gore tiirevini ahp s1fira e�itleyerek elde eder: 

Bu da §U anlama gelir: 

d7r1 dp de 
- = p + -q1 - - = 0. 
dq1 d� dq1 

c' - p  
(]1 = � , ( 1 .24) 

burada c' = dc/dq1 ve p' = dp/dq. Eger p(q) ve c(q) fonksiyonlannm fonksiyonet 
formlanm ai;1k §ekilde bitseydik, ( 1 .24) denkteminden q1 diizeyini, Q2 degerinin bir 
fonksiy"11.u olarak i;ozelebilirdik. 
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Daha gene! olarak, 2.firmanm i.iretimindeki bir degi�imin l .firmamn i.iretiminde 
yaratt1g1 etkiyi bulmak ic;in l .firmanm tepki fonksiyonundaki degi�ime bakmak 
gerekir (yani ( l .24)'de ifade edilen fonksiyonun q2 'e gore ti.irevi ahmr): 

(p - c') (p" + p11� ) r11i:!n - p' - p'� 
------,,----dq�2- + dq2 dq2 

(p')2  p' 
( 1 .25) 

Yukandaki ( 1 .25) denkleminden, �d 1 'i c;ekerek tepki fonksiyonun egimini bulmu§ q2 
oluruz 

dq1 (p - c')p" - (p')2 
dq2 

- 2(p')2 - c''p' - (p - c')p" . 
( 1 .26) 

Eger hem talep hem de maliyet fonksiyonu lineer kabul edilirse, yani p" = 0 ve 
c" = 0 ise, ( l .26)'de verilen denklem a�ag1daki gibi ifade edilir: 

dq1 (p' )2 1 
dq2 

- 2(p')2  2 

Fakat daha gene! tammlanm1§ bir modelde basil bir l ineer model in sonuc;Ianndan 
daha farkh durumlar soz konusu olabilir. Talep ve maliyet fonksiyonlanmn, fonksiy­
onel yapilanndaki ozelliklere bagh olarak Nash dengesi olmayabi lir veya c;ok say1da 
olabilir. Eger talep fonksiyonu konkav ve maliyet fonksiyonu konveks ise, yani 
s1ras1yla p" < 0 ve c" > 0 §eklindeyse, fiyat marjinal maliyetten daha fazla 
oldugu ic;in (p > c' ) , yukandaki ( 1 .26) denklemi tepki fonksiyonlannm negatif 
egimli oldugunu soyler 9i.inki.i 2(p')2 - c11p1 - (p - c')p" > 0 ve (p - c')p" -
(p')2 < O'dlf. Eger tepki fonksiyonlan negatif egilimliyse, kesi�irler ve dolay1s1yla 
denge olu�ur. Mali yet fonksiyonlanm genelde azalan getir.iden (veya sabit getiriden 
dolay1) dolay1 konveks kabul ederiz. Fakat talep fonksiyonu konkav veya konveks 
olabilir. Eger talep egrisi lineer degilse, ( l  .26)'de ifade edilen denklem bize 9ok 
say1da Nash dengesinin olabilecegini gosterir (�ekil 1 .9). 

Eger talep konveks veya maliyetler konkav ise, p11 > 0 ve c" < 0, tepki 
fonksiyonlan pozitif egilimlidir. Bu durumda tepki fonksiyonlan kesi�meyebilir ve 
dolay1s1yla denge olu§mayabilir. Bu problem aym zamanda l .firmanm ( l .23)'da 
ifade edilen kiir fonksiyonundan da gori.ilebilir. Eger p(q) konkav ise, kiir fonksiy­
onu konkav olmayacaktlf bu da kar§1m1zda bir kiir maksimizasyon problemi ol­
mad1g1 anlamma gelir 9iinkii kiir maksimizasyonu i9in kiir fonksiyonunun konkav 
olmas1 gerekir, yani D2n / Dq2 :::; 0. 

Nash Dengesinin ispatz 
�imdi Nash dengesinin varhg1m garanti altma alacak durumu daha teknik bir 

dille ifade edelim. Dengenin varhg1m gosteren en basit ispatlardan birini sunacag1z 
(burada kullamlan matematiksel dil kitabm geneline gore daha geli�kin olabilir, 
ilgili matematiksel kavramlar i9in kendiniz daha detayh inceleme yapabilirsiniz). 

Bir oyunun Nash dengesi oldugunu gostermek i9in sj E Bi (s�J. Vi E N 
durumunu saglayacak bir strateji profilinin oldugunu gostermek yeterlidir (( l .6)'e 
bak). 
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q 1 
�ekil 1.9 Tepki fonksiyonlarmm fonksiyel yapilanna bagh olarak fi=Ok say1da Nash 

dengesi olabilir 

Kiime-degerli bir B : S --+ S fonksiyonunu, §Dyle tammlayahm B(s) = 
x iENBi (s_i ) ·  Boylece ( 1 .6) basit�e vektor formatmda, s* E B(s* ) ,  yaz1labilir. 
Sabit nokta teoremleri, B iizerinde s* E B(s*) durumunu saglayan bir s* degeri 
oldugunu garanti eden ko§ullan tammlar. <;ok say1da sabit nokta teoremi vardir. 
Biz burada bunlardan Kakutani ( 194 1)  sabit nokta teoremini kullanacag1z. 

Kakutani Sabit Nokta Teoremi: X kiimesi, nn 'nin kompakt ve konveks bir 
alt ktimesi, yani X C nn OlSUil Ve f : X --+ X a§ag1daki kO§Ullan saglayan 
kiime-degerli bir fonksiyondur: 

• Tiim x E X i�in, f ( x) bo§ olmayan ve konveks bir kiimedir. 

• f grafigi kapahdir (yani {xn} ve {Yn } oyle ki tiim n'ler i�in Yn E f(xn ) ,  
Xn --+ x ve y11 --+ y ,  dolay1s1yla y E f(x) 'dir). Bu  yiizden x*  E f(x*) 
durumunu saglayacak bir x* E X degeri vardu6. 

Eger her s* E S i�in { si E S; :  (s:'._; , si) ti s* } kiimesi konveks ise, ve S; 
iizerinde tammlanan konkav-benzeri bir titercih ili§kisi varsa, a§ag1daki onermede 
bulunabiliriz: 

Onerme 1 .3 Bir G = { N, (Si), , (t ) }  strate1'_k oyununda eger her i E N oyun­
cusunun Si stratejiler kiimesi, Oklidyen uzayin bo�-olmayan kompakt, konveks bir 

6Matematiksel olarak grafigi §i:iyle tammlayabiliriz: Bir f : X -t Y fonksiyonun (daha genel 
olarak bir ili§kinin) grafigi, { (x, y) I y E /(x) } kiimesidir. Eger f reel-degerli bir fonksiyonsa, 
grafik basit'<e bunun haritas1dlf. Kapah grafik ise, fonksiyonun (ili§kinin) grafiginin kapah kiime 
olmas1 demektir. Daha fonnel olarak ifade edersek, grafik iizerindeki herhangi bir nokta iizerinde 
tammlanan bir dizinin, { (xn , Yn) } , n -t oo iken Xn -t x" ve Yn -t y' olmas1 ve yakmsayan y' 
degerinin grafik iizerinde olmas1dlf yani, y' E /(x' ) olmas1dlf . 

• 
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alt kiimesi ve � tercih s1ralamas1 siirekli ve S; kiimesi iizerinde konkav-benzeri ise 
stratejik oyunun bir Nash dengesi vard1r. 

ispat. B : S ---+ S fonksiyonunu, B(s) = x iENB; (.L;)  §eklinde tammlayahm 
(burada ll; . i oyuncusunun ( l .6)'de tammlanan en iyi tepki fonksiyonudur). Her 
i E N i<;in, B; (L;) kiimesi bo§-olmayan bir kiimedir <;iinkii �; siirekli ve S; 
kompakttir. B; (L;) kiimesi aym zamanda konvekstir <;iinkii �;tercih ili§kisi S; 'de 
konkav benzeridir. Son olarak B kapah bir grafige sahiptir <;iinkii her �; ili§kisi 
siireklidir. Yani Kakutani teoremi ile B fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir. 
Dolay1s1yla bu sabit nokta oyunun Nash dengesidir. • 

Bu sonu<; belirli ko§ullan saglayan stratejik-bi<;imli bir oyunun en azmdan bir 
Nash dengesi oldugunu belirtir. Daha once gordiigiimiiz gibi bir oyunun birden 
fazla dengesi olabilir. Aynca dikkat ederseniz yukanda verilen onerme bir oyun­
cunun sm1rh stratej iye sahip oldugu oyunlarda ge<;erli degildir <;iinkii boyle bir du­
rumda her oyuncunun strateji kiimesi konveks olmayacakt1r. 

1.9 Nash Dengesi Uzerine Yapdan Degerlendirmeler 

Nash dengesi iizerine yap1lan degerlendirmeleri iki ba§hk altmda toplayacag1z. 
Bunlardan birincisi Nash dengesi ile ilgili baz1 teknik problemler ve ikincisi ise 
Nash dengesi iizerine yap1lan tartJ§malar ve ele§tiri lerdir. 

1.9.1 Nash dengesi ile ilgili baz1 teknik problemler 

Nash dengesi ile ilgili iki onemli nokta vard1r. Burllardan biri dengenin rafine 
edilmesi digeri dengenin se<;imidir. Dengenin rafine e�ilmesi demek, herhangi bir 
oyunu makul oynamanm gerekli ko§ullanm belirlemek veya "kendisini-empoze et­
menin" gerekli ve yeterli ko§ullanm tammlamakttr. Denge se<;imi ise <;ok say1da 
denge arasmda baz1lanm eleyerek tahmin de bulunmay1 kolayla§tlrmakt1r. Yani 
birinci nokta baz1 denge noktalarmm varhgmdaki problemlerle ilgilenirken ikinci 
nokta denge noktalanndaki <;oklugu bir problem olarak algilar. 

Nash dengesi ekonomik uygulamalarda en fazla kar§1la§1lan denge kavram1 
oldugu i<;in bunun ne demek oldugunu ve smirlanm gormek onemlidir. Bunun 
i<;inde ilk once Nash dengesinin kar§1la§llg1 baz1 temel problemleri ifade edelim. 

a. Nash dengesi baz1 oyuncularm zay1f baskm stratejilerinden olu�abilir. 
Daha once ifade ettigimiz bir durumdan bahsedelim. Tablo l .28'de verilen 

oyunda ( o:, o: ) Nash dengesidir. Bu denge zay1f mahkum stratejilerden olu§maktadir. 
�imdi bu dengenin makul olup olmad1gma bakahm. Eger I .oyuncu, 2.oyuncu­
nun o: stratejisini oynayacag1 konusunda kesin bir kanaate sahipse, ( o: ,  o:) sonucu 
makuldur. Fakat eger oyunculardan herhangi birinin kafasmda rakibinin /J'y1 oy­
nayacagma dair bir olas1hk belirirse, beklenen fayday1 maksimize eden rasyonel 
davrant§ fj hareketini oynamakttr. Oyuncularm rakiplerinin davrant§lan hakkmda 
"kesin" kanaatlere sahip olmalan nadir kar§Ila§1lan bir durum oldugundan, zay1f 
mahkum Nash dengesi makul goziikmemektedir. 
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a /3 
O'. 0,0 1 ,0 
fJ 0, 1 3,3 

Tablo 1.28 

b. Nash dengesi tek degildir. 
Dengenin �oklugu tahminde bulunmay1 zorla�t1ran bir faktordtir. Bu problemi 

gidermek i�in �ok say1da yontem uygulanabilir. Bunun i�in modeli kuran ki�i 
oyunun kurallanna daha fazla detay ekleyebilir veya temel denge kavramma ilave 
ko�ullar ekleyerek tek bir denge strateji profilinin ortaya �1kmas1m saglayabilir. 
Modeli kuran ki�i Nash dengesini rafine edebilmek i�in birden fazla metot kul­
lanabilir. brnegin �ok say1da Nash dengesi arasmdan pareto baskm Nash dengesi 
se�ilebilir veya oyun-oncesi anla�malar (ger�i bunlar her zaman tizerinde anla�1lan 
dengeleri dayatmazlar) baz1 oyunlar i�in tek bir dengeyi empoze edebilirler veya 
daha once bahsettigimiz yerel nokta yakla�tmmda belirtilen yerel bilginin insan­
lann davram§lanm yonlendirdigini ve dolay1s1yla gtinltik hayatta dengeye varmay1 
kolayla�tird1gm1 goriirtiz. 

c. Nash dengesi koalisyonlardan muaf degildir. 
Tabla l .29'da verilen oyuna bakahm. Bu oyunda dikkat edilirse, oyunculann 

kendi aralanndaki bir on diyalogla pareto mahkum olan, ( 1 ,  1 )  Nash dengesini 
oynamamalan mtimktindtir. Yani eger oyuncular oyun-oncesi bir diyalogla koal­
isyon olu§turarak, ( 1 ,  1 )  Nash dengesini oynamay1p, her ikisi i�in daha iyi sonu�lar 
doguran, pareto etkin bir denge olan (r, r) = (3, 3) strateji profilini takip edebilir­
ler. Bu anlamda Nash dengesi koalisyonlara diren�li degildir. 

r 

1 ,  1 0, 0 

r 0, 0 3, 3 

Tablo 1 .29 

Bu konuyu biraz formel tart1�ahm. G gibi stratejik-bi�imli bir oyunun pareto 
optimal Nash dengesi a* = (ai , . . . .  , a;, ) olsun, bu durumda a§ag1daki ko§ulu sag­
layan b" = (bi , . . . .  , b;. ) E N ( G) gibi ba§ka bir strateji profili yok demektir (burada 
N( G), G oyunun Nash denge ktimesini gostermektedir), 

ui (a*) < u; (b* ) ,  Vi E N. 
1f 

G oyunun ttim pareto optimal Nash dengeleri ktimesini ise Np( G) ile gosterelim. 
iki ki§ilik bir oyunda pareto optimal Nash dengesi sonucu ozellikle ilgi �ekicidir 
(on diyaloga mtisaade edildiginde). <;tinkti boyle bir sonu� bir §ekilde ger�ekle§­
tiginde oyuncular ne tek tarafh sapma motivasyonuna sahip olacaktir (Nash den­
gesinin istedigi gibi) ne de birlikte sapma motivasyonuna sahip olacaklardir (pareto 

• 
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optimalitenin isledigi gibi). Beklenilecegi gibi Tabla 1 .29'da verilen G oyunun 
pareto Nash dengesi ktimesi, Np(G) = { r, r } 'dir. Fakat omegin herhangi bir 
Cinsiyet Sava�1 oyununda (Tablo 1 . 1 1 'e bakm) pareto optimallik kavram1 bize kesin 
bir sonu9 vermez 9tinkti NP ( · ) = N( · ) .  Dolay1s1yla Cinsiyetler Sava�1 oyununda 
her iki Nash dengesi pareto optimaldir. 

Pareto optimal Nash dengesinin, Nash dengesini rafine etmesi ancak Nash den­
gesi koalisyonlara kaT§I muafsa mtimktindtir. Bunun nedeni ise Nash dengesi ile 
saglanan duraganhktan tek tarafh sapmamn rasyonel olmamas1d1r. Yani Nash den­
gesi, oyuncularm herhangi bir koalisyona dogru sapmalanndan dolay1 daha ytiksek 
bir fayda elde etmelerine imkan vermemelidir. Pareto optimal Nash dengesi bu 
durumu dtizeltir. B ireylerin tek tarafh sapmalanmn rasyonel olmamasmm yanmda 
oyunculann tamammdan olu§an bir koalisyondan sapmanm da rasyonel olmamas1 
saglamr. Fakat dengeyi rafine etme 9abas1 problemi tamamen 9ozmez. A§ag1da 
pareto optimal Nash dengesinin, koalisyonlan dikkate ald1g1m1zda tatminkar bir 
§ekilde daha rafine bir dengenin olu§masm1 saglamad1g1m gosteren bir omek veril­
mektedir. 

Tablo I .30'da verilen ti<;:-ki�ilik oyuna bakahm. I .oyuncu sat1r, 2.oyuncu stitun 
ve 3.oyuncu da l ve r matrislerini se9sin. 

L R L R 
u 2, 1 ,  1 1 , 0, 0  u 1 , 0, 0  1 , 2 , 2  
D 0, 0, 0  1 ,  1 ,  -5 D 0, 0, 0 0, 1 , 1 

l matrisi r matrisi 

Tablo 1.30 

Bu G oyununda pareto optimal Nash dengeleri aym.zamanda Nash dengeleridir, 
Np(G) = { ( U, L, l ) ,  (U, R, r)}  = N(G).  Fakat koalisyonlann varhg1, yani oyun­
culann birlikte hareket etmeleri, (U, L, l) pareto optimal Nash dengesinin duragan 
olmad1gm1 gosterir. Oyunda 2. ve 3.oyuncular bir koalisyon kurarak, yani R ve r 
hareketlerini oynayarak, (U, L, l )  dengesinden sapabilirler. 

Koalisyonlara kar§I muaf olan Nash dengesine kesin Nash dengesi denir. Yani 
oyunculara on diyalog veya ileti§im imkam verildiginde de aym Nash dengesi ko­
runuyorsa Nash dengesi kesin Nash dengesidir7 . Kesin Nash dengesi, Ns(G) op­
timal Nash dengelerinin bir alt ktimesidir, Ns(G) c Np(G) c N(G) , 9tinkti baz1 
pareto optimal Nash dengeleri koalisyonlara kar§I diren9li degildir. Yukandaki 
omekte oldugu gibi: { ( U, R, r) ) } = Ns(G) c Np(G) = { (U, L, l ) ,  (U, R, r) } . 

d. Her Nash dengesi diren(:li degildir. 
Nash dengesinin diren9li olmas1 oyunculann fayda fonksiyonlarmm 9ok az 

degi§tirilmesi durumunda dahi oyun dengesinin degi§memesi demektir. Maalasef 
her Nash dengesi diren9li degildir. Omegin Tab lo 1 .3 1  'de verilen oyunda ( U,L) 
diren9li bir Nash dengesidir. Halbuki (D,R) diren9li bir Nash dengesi degildir. 
\:tinkti l .oyuncunun (U,R) strateji profilindeki faydas1 biraz artsa, yani u1 (U, R) = 

7 Kesin Nash dengesi kavram1 ilk defa Robert Aumann ( 1 976) tarafrndan geli�tirilmi�tir. 
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E olsa (E yeterince ki.ic;:i.ik pozitif bir say1dtr), ( D,R) profil i  Nash dengesi olmaktan 
c;:1kar. 

L R 
u 1 , 1 0, 0 
D 0, 0 0, 2 

Tablo 1.31 

1.9.2 Nash dengesine yapdan ele!jtiriler 

Oyun teorisinin zamanla daha formel ve bi.iti.inltikc;:i.i bir teori olarak ortaya c;:1kma­
s1yla birlikte ileri si.iri.ilen teorilerin gerc;:ekliginin smanmas1 bir zorunluluk haline 
geldi. Bunun ic;:in reel akt6rlerle laboratuar ortammda deneyler yap1ld1. Bu deney­
lerin sonuc;:lan bazen ileri si.iri.ilen teorileri destekler nitelikte iken bazen de tam 
tersine onlan tezatlar yonde olmu�tur. 

Eger Nash dengesi ile gozlemlenen davram�lar arasmda bir ayn�ma varsa bu 
daha once belirttigimiz rasyonel davram�lar ve beklentilerin dogrulugu varsay1m­
lannm smanmasm1 gerektirir. Baz1 oyunlarda bu varsay1mlann c;:ah�t1g1 baz1lannda 
ise c;:ah�mad1g1 gozlemlenmektedir. Bu da teorinin daha da iyile�tirilmesi ve daha 
saglam bir zemine oturtulmas1 gerektigini ima eder. 

Nash dengesini deneysel olarak test etmek ic;:in her oyuncunun tercihlerinin 
gerc;:ek oyunculann tercihleri ile uyumlu olmas1 gerekir. bmegin alman parasal 
miktarlarm fayda fonksiyonu ile uyumlu oldugunu di.i�i.indi.igi.imi.izde, yani insan­
lann sadece ald1klan para artt1kc;:a bundan memnun olduklanm di.i�i.inmek bir c;:ok 
ki.ilti.irdeki aktorler ic;:in dogru olabilir, fakat bunun her zaman dogru oldugunu 
soylemek dogru olmayabilir. Hatta bu baz1 ki.ilti.irlerde bencillik olarak alg1lamr. 
Dolay1s1yla aktorlerin bencil olup olmad1gm1 kontrol etmedikc;:e ashnda iki �eyi 
aym anda test ediyor oluruz: ilki insanlar bencildir hipotezini, digeri insanlarm 
davram�lanm Nash dengesi kavramma gore belirlendigi hipotezini. Baz1 durum­
larda her iki hipotezi de test etmek isteyebiliriz. Fakat sadece Nash dengesi teorisini 
test etmek istiyorsak, bireylerin tercihlerinin bununla uyumlu olup olmad1klanndan 
emin olmahy1z. 

Stratejik bir oyunda hangi hareketler oyuncular tarafindan sec;:ilir? Rasyonel 
karar-verme teorisine gore her oyuncu mevcut hareket ki.imesi ic;:inde kendisine en 
yi.iksek fayda veren hareketi sec;:er. Bir oyunda, herhangi bir oyuncu ic;:in en iyi 
hareket genelde diger oyunculann hareketlerine baghdir. Yani bir oyuncu hareket 
ettiginde diger oyunculann da davraw�lanm aklmda tutacaktir. Dolay1s1yla her­
hangi bir oyuncu diger oyunculann davram�lan hakkmda bir inane;: olu�turmak 
zorundadtr. Her oyuncunun oyun hakkmda bir tecri.ibeye sahip oldugunu varsaysak 
bile her oyuncu oyunu her seferinde ayn bir �ekilde oynar. Yani bir oyuncu sadece 
belirli spesifik oyunculann davram�lanna a�ina olmad1g1 gibi, davram�1m da her 
kar�Ila�t1g1 spesifik oyuncuya gore de di.izenlemez . 

• 
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Oyundaki herhangi bir oyuncu 9ok say1da oyuncudan olu§an bir toplulugun 
sadece baz1 iiyeleri ile kar�Ila§tr. Her oyun her seferinde rassal se9ilmi§ oyuncularla 
oynamr. Yani her oyuncu oyunda siirekli degi§en 9ok say1da oyuncu ile oynama 
imkam bulur. Yani oyuncunun tecriibesi onu tipik spesifik oyuncular hakkmda degil 
gene) olarak oyuncular hakkmda inan9lar olu§turmasma imkan verir. 

Nash dengesi kavram1 duragan durumlarla uyumlu bir kavramdtr. Bu yiizden 
bu kavramm iddia ettigi §eyi deneysel olarak incelerken oyunculann herhangi bir 
oyunu oynarken kazand1klan tecriibe ile olu§an davram§lan hakkmda gozlemlerimiz 
onemlidir. Hep aym oyuncu ile kar�tla§mt� olsalard1 boyle bir tecriibeye ihtiya9 
duymayacaklardt. Zaten Nash dengesi kavramt da oyunun her seferde farkh ki§ilerle 
oynand1gm1 varsayar. Her oyuncu ya oyunu hep farkh ki§ilerle oynay1p tecriibe 
kazand1g1m ve diger oyunculann da ortalama nas1l oynayacag1 hakkmda g6rti§ 
edindigini ya da oyunculann zaten tecriibeleri oldugunu varsayar. Bir omek vermek 
gerekirse, ahctlar ve sat1ctlar arasmdaki etkile§ime bakahm. Ahc1lar ve sat1ctlar 
siirekli bir etkile§im i9indeler fakat siirekli etkile§imin 9ogu e§le§melerin rassal 
olarak ger9ekle�tigi bir etkile�imdir. c;ogu durumda, bir ahc1 veri sat1c1 ile sadece 
bir kez i§lem yapar veya si.irekli fakat kar�mdakini tammadan gen;ekle§en bir i�lem 
ger9ekle§mektedir (omegin biiyiik bir ah§veri§ merkezindeki bir magazadaki sat1c1 
gibi). 

bzetle, 9ah§t1g1m1z Nash dengesinin iki onemli unsuru vardtr. ilk olarak, oyuncu 
her kar�t oyuncu hakkmda olu§turdugu inan9la rasyonel se9im modeline uygun 
olarak hareketini se9er. ikinci olarak her oyuncunun diger oyunculann hareketleri 
hakkmdaki inanr;Ian birbiri ile tutarhd1r. Yani Nash dengesinde oyuncular diger 
oyuncularm oyunu nas1l oynad1klanna dair ac,:1k dti§tinceleri vard1r ve dti§tinceler 
kendisini ger9ekle§tiren niteliktedir. 

/ 

Burada diger onemli bir sorun oyunculann birbiri hiikkmdaki inanc,:lanmn kay­
nagmm ne oldugudur, yani bu dti§tinceler veya inanc,:lar nereden gelmektedir. Bunu 
ac,:1klamaya c,:ah§an belirli g6rti§ler vardir: 

i. Oyun re�·etesi: Buna g6re oyunun d1§mda baz1lan oyunun nastl oynan­
mas1 gerektigi konusunda bir rec,:ete onermektedir. Bu rec,:ete duragan bir nitelik 
gostermektedir. Yani her hangi bir oyuncu eger diger oyunculann da bu rec,:eteyi 
takip edecegine inamrsa bu rec,:eteden sapmaz. i�te bu Nash dengesidir. 

bmegin, bir dam§man c,:ok say1da oyuncuya strateji tavsiyelerinde bulunmak­
tadir. Eger baz1 oyuncular dam§manm tavsiye ettigi stratej ilerin d1§mda strate­
jiler izlemeleri durumunda daha iyi sonuc,:lar ahyorsa, bu tavsiyeler Nash den­
gesini veren nitelikte degil demektir. Fakat eger dam§man Nash dengesini olu§turan 
stratejileri tavsiye etseydi, ti.im oyuncular bu i§ten mutlu olacaklardtr. c;unkii bu 
stratej ilerden sapma gostermeyeceklerdir. Dolay1s1yla mant1kh, rasyonel ve iyi bir 
dam�man Nash dengelerini tavsiye edecektir. 

ii. Rasyonel ireddniikliik: Buna gore Nash dengesi bir oyunu oynamamn makul 
bir yolu olabilir. c;unki.i diger oyunculann ne yapacaklanna dair inanc,:lan onlann 
rasyonel olmalan ile tutarhdir. Bu ozellikle tek bir Nash dengesinin oldugu oyunlar 
ic,:in iyi bir ac,:1klamadtr. Fakat c,:oklu Nash dengeleri ic,:in daha az ikna edici bir 
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a�1klamad1r. 
iii. Oyun-ijncesi diyalog: Buna gore oyunculann diyalog kurabilecegi bir oyun 

oncesi safha vard1r. Oyuncular bu safhada na'>II oynamalan gerektigi konusunda 
anla§abilirler. Bu anla§malar kendisini empoze eden anl�malar olu§turabilir. Nash 
dengesi oyuncular arasmda a�1k veya ortiik bir anl�ma gibi de algilanabilir. Bu 
anla§maya bir kez vanld1 rm, herhangi bir di§sal helirleyici giice ihtiya� kalmaz. 
\:iinkii her oyuncunun kendi �1kan eger digerleri de bunu takip eder bu anl�maya 
uymaktlf. i§birlik�i-olmayan oyunlarda Na'ih dengesini i�eren anl�malar ayakta 
kalan anla§malardlf. 

Aumann ( 1 976) Nash dengesinin onemli bir varsay1m1 olan inan�Iann tutarhhg1 
varsay1m1m bir omek iizerinden §6yle savunur. Varsayahm siz yagmurun yann 
yagma ola'i1hgmm 3/4 olduguna inan1yorsunuz, hen ise bu olas1hgm 1 /4 olduguna 
inamyorum. Bu beklentiler iizerinden bir iddiaya girelim, yani eger yagmur yag­
mazsa bana I lira vereceksiniz fakat eger yagmur yagarsa hen size I lira Odeyecegim. 
Toplamda net kazan� s1fird1r (s1fir toplamh bir oyun gibi), �iinkii sizin kazanc1mz 
henim kayb1md1r. Fakat beklenen fayda diizeyleri ooyle degildir. Her birimizin 
beklenen faydas1: 3/4 olas1hkla I lira, 1 /4 ola'i1hkla -1 'dir. Ortalamada her birimiz 
50 kuru§ ( 1  x � - 1  x t = 0.5) kazanmay1 hekleriz. DolayISiyla heklentilerimiz bir­
birleri ile uyumlu degildir. Eger ikimiz de ra<;yonel bireyler isek ancak farkh bilgi 
kiimelerine veya farkh kamtlara sahipsek anl�mamam1z soz konusu olmahd1r. 
Fakat eger sahip oldugumuz bilgileri birbirimiz ile payl�mam1z soz konusu ol­
sayd1, ya da birbirirnizi ikna etmek i�in sahip oldugumuz bilgileri birbirirnize sun­
sayd1k, heklentilerimiz birbirine yakml�1rd1. Yani heklentilerirnizi revize etme 
egilimi gosterirdik. ikimiz ara'imdaki anl�mazhk bilgi payl�1m1 artt1k�a azahr, 
heklentilerimiz birbirine yakla§lf. Beklentilerin birbirine tam anlarmyla yakl�t1g1 
noktada ise art1k bahis anlamh olmaktan �1kar. Yani Aumann'a gore rasyonel olan 
ve aym diizeyde bilgiye sahip bireyler anla§mamak iizerine anla§mazlar. 

Fakat Aumann'nm yapllg1 gibi inan�lann kar§1hkl1 tutarhhgm1 bu §ekilde savun­
mak iyi bir kalkI§ noktas1 olmayabilir. \:iinkii bu savunma oyunculann ger�ek 
zaman iizerindeki diyaloguna dayah olarak geli§tirilen bir argiimandlf. Aumann 
bu diyalogun nerede ve nas1l yap1ld1gm1 helirtmez. Boyle bir stir� olmadan da 
anla§ma soz konusu olamaz. Aumann' m  bu iddias1 ozellikle tek seferlik oyunlar 
i�in ciddi bir problem olarak kar§1m1za �1ksa bile etkile§irnin birden fazla oldugu 
oyunlarda daha makul bir a�1klamaya donii§iir. Yani omegin oyunu bir kez oy­
nadm1z baktm1z oyun sonunda (ex-post) birbirinizden farkh heklentilere sahip ol­
dugunuzu gordiiniiz, bir sonraki oyunda heklentileri revize etme yoluna gitmeniz 
daha olas1 hale gelir. Oyunu tekrarlama say1s1 artt1k�a heklentiler birbirine daha 
fazla yakla§lf. 

Bu arada aym bilginin aym ilklentilere yol a�t1g1 dii§iincesi de tarll§mah bir 
konudur. \:iinkii subjektif beklentilerin farkhhg1 sadece bilgi farkl1hgna dayah ol­
mayabilir. Omegin bir at yan§mda kazanan ata dair farkh heklentiler bahis�ilerin 
sadece atlann performanslanna dair bilgi farkhhgmdan degil aym zamanda atlara 
dair kendi farkh subjektif inan�lanna da dayan1r . 
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iv. Evrim: Buna gore Nash dengesi oyunculann davram�lanm diger oyuncu­
lara gore stirekli adapte ettikleri dinamik uyarlanma stirecinde ortaya <;tkan olas1 
duragan noktalard1r. Bu tamm Nash dengesine evrimci bir bakt§ a<;1sm1 yans1ttr ve 
biyolojik evrimi tammlamak i<;in kullamhr. Yani Nash dengesi bir oyun stirekli oy­
nand1gmda ortaya <;tkan sonu<;tur. Dolay1s1yla Nash dengesi insanlann stirdtirmekten 
mutlu oldugu istikrarh sosyal gelenekler gibidir. 

Evrimci yakla�1ma gore oyuncular belirli stratej ileri oynamaya programlan­
mi§lardtr, omegin ortalamaya gore hareket etmek gibi. Diger oyunculann fayda 
dtizeylerini bilmedikleri gibi strateji lerini de bilmemektedirler. Sosyal ogrenme 
yoluyla kendi stratejilerinin toplumdaki oyunculann ortalamasmdan daha iyi mi 
yoksa daha koti.i mil olduklanm gozlemlerler. bmegin arabalanm diger insanlarm 
(kom�ulan ile omegin) arabalan ile kar§tla§tlran insanlar oldugunu dti§iinelim. Eger 
kom§ulanmn arabalanmn kendilerininkinden daha iyi oldugunu dti§tintirlerse kendi­
lerinin iyi stratejilere sahip olmad1gm1 ve kom§ulannm stratejilerini taklit etmeleri 
gerektigini dti§tineceklerdir. <;:tinkti kom§usu daha iyi bir strateji izlemi§ ki daha iyi 
bir arabaya sahip olmu§ diye dti§iinecektir. Bu biyolojide ortama uyum saglayan 
tiirlerin daha <;ok yavru vermesi gibidir. Fakat bu evrimci yakla§tmm onemli bir 
zaafi vardir, o da oyunculann rasyonelligini olduk<;a torpiiler ve onlan dii§tinsel 
anlamda <;ok edilgen tammlar. 

v. Ogrenme: Buna gore denge teorisi <;ogu oyunun ilk a§amalannda oyunu 
a<;1klamada zorlamrken, oyunun ilerleyen a§amalanndaki dengeyi a<;tklamada daha 
ba§anhd1r. Bu denge-dt§t durumdan denge durumuna kayt§t, insanlann kendi ar­
alarmdaki ili§kilerden ogrendigi bilgilerle a<;tklamak miimktindtir. Oyuncular aym 
oyunu zaman i<;inde <;ok say1da oynad1klanndan dolay1 hangi stratej ileri oyna­
malar1 gerektigi konusunda daha fazla bilgiye sahip oh.friar. 

Oyuncular diger oyunculann bir kara kutu oldugun.u dti§iiniirler buna gore ya 
belirli bir stratejiyi oynad1klarm1 veya belirli bir olas1hk dag1hmma uygun olarak 
stratejilerini rassalla§t1rd1klanm dii§iiniirler. Oyuncular daha fazla bilgi toplad1k<;a 
kara kutunun i<;inde nelerin dondiigiinti daha iyi anlamaya <;ah§trlar ve diger oyun­
culann strateji lerini de daha iyi tahmin edebi lir hale gelirler. Olu§turduklan inanca 
uygun olarak en iyi tepki fonksiyonlanm olu§tururlar. 

Ogrenme modelleri bireyin rasyonel oldugu varsay1mmda bulunur fakat 
rasyonelligin ortak bilgi oldugu varsay1mm da bulunmaz. Ger<;ekte oyuncunun 
diger oyuncunun ne olduguna dair bilgisinin olmamas1 stratejik etkile§imi ortadan 
kaldmr. Bu da bireyin ge<;mi§te edindigi bilgiyi kullanmad1g1 anlamma gelir. 
Dolay1s1yla kar§I oyuncunun stratejiler iizerinde bir makina gibi rassalla§tlrma yap­
t1gm1 dti§tinebilir. <;:tinkti kar�1 tarafin ne oldugunu, yani rasyonel olup olmad1gm1 
bilmemektedir. 

Bu noktada onemli bir tart1§ma yapmak istiyoruz o da dengenin ortaya <;tkma 
siirecini tammlamak. Oyunu oynarken tecrtibe kazanan oyuncular hakkmda bilgi 
toplamanm �oyle bir zorlugu vardir: Oyunun dengeye yakmsad1gm1 nereden biliy­
oruz? <;:iinkii Nash dengesi sadece denge ile ilgilenmektedir. Dengeye giderken 
oyunculann se<;imlerinin izledigi patika hakkmda r;:ok §ey soylememektedir. Fakat 
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omegin Coumot oyunu oztinde bir ogrenme stireci i�erir. bgrenme sonucunda 
denge ger�ekle§ir. �imdi Coumot firmalarmm miktar rekabeti yapt1g1 piyasada 
dengenin nastl olu�tuguna bakaltm. Ba§ka bir degi§le Coumot uyarlanma mekaniz­
masma bakahm. Ger�i Coumot modelinde btiytik bir ntifus yok fakat her firmanm 
rolunu tistlenen bir akt6r vardtr. 

iki firmah bir Coumot oyununda, i = 1 ,  2, her firmamn stratejisi homojen
bir maim tiretim miktanm, q; E [O, oo ) , se�mektedir. Her iki oyuncunun se�tigi
vektor uzaytm da q ile gosterelim. i oyuncusunun en iyi tepki fonksiyonunun 
b1 ( q2) = arg maxq1 u 1 (Qt , Q2 ) ve b2 ( q1 )  = arg maxq2 u2 ( q1 , q2) oldugunu biliy­
oruz. Coumot uyarlanma stirecinde, zaman periyotlan kesiklidir, dolay1s1yla t =

1, 2 . . . .  §eklinde ifade edilir. Oyunun q0 = (q� , q� ) gibi herhangi bir strateji profil­
inde ba§lad1gm1 varsayaltm. Uyarlanma stirecinde her oyuncu her periyotta rakib­
inin bir onceki se�tigi degere gore en iyi tepkiyi vermektedir, omegin t periyodunda 
i oyuncusu qf = b; ( q�i 1 ) ptir stratejisini se�mektedir. Daha sonraki t + 1 periyo­
dundaki tepki ise q�+ I = b; (q�; ) §eklindedir. Coumot stireci boyle devam eder. Bu
stirecin duragan durumu, strateji parametresi olan iiretimin bir daha degi§meyecek 
bir §ekilde geldigi noktad1r, q* = f(q*) yani q = q* bir kez bu noktaya geldikten 
sonra sonsuza kadar orada kalacakttr. Bu her oyuncu i�in ge�erlidir. Hi� bir oyuncu 
stratejisini degi§tirmeyecektir, dolay1s1yla Nash dengesidir, yani qj = b; (q:_; ) .  

Bunu �ekil I .  I O'dan takip edersek n e  soylemek istedigimiz daha iyi anla§thr. 

q, 

l . finnanm en iyi tepki fonksiyonu 

2. tinnanm en iyi tepki fonksiyonu 

0 q, 

1)ekil 1.10 Coumot uyarlanma stireci 

En iyi tepki fonksiyonlannf �izdikten sonra siirecin nastl dengeye, (qr ,  q:i) ,
geldigine bakahm. Firmalar denge-dt§mdaki her periyotta iiretimlerini degi§tirirler. 
Her firma diger firmanm bir onceki periyottaki tiretim miktanm sabit dii§iinerek 
buna gore tiretim diizeyini belirler: I .firma, 2.firmamn q� diizeyinde iiretim yapt1g1m
dti§tindiigiinde en iyi tepkisi, en iyi tepki fonksiyonu iizerindeki iiretim miktandtr, 
yani q� 'dir. Daha sonra 2.firma, l .firmanm bu verdigi en iyi tepkiye kendi en
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iyi tepkisini verir. Yani kendi en iyi tepki fonksiyonu tizerindeki degeri olan <J� 
dtizeyindc iiretir. Daha sonra bu sefer I .finna buna en iyi tepkisini, qr, verir. Stire'r 
bu §ekilde iki tepki fonksiyonun ke§i§tigi iiretim dtizeylerine ula§ana kadar de­
vam eder, yani qi ve q:i . Bu durum hangi ba§lang1'r noktasmdan ba§larsa ba§lasm 
degi§mez, dengeye yakmsar. Bu da Nash dengesinin global istikrarh oldugu an­
lamma gelir. Fakat 'rok say1da Nash dengesi olsayd1 vanlacak denge ba§lang•'r 
noktasmdan bag1ms1z olmayacakt1, bu ytizden de global istikrarh olmayacakt1. 

Dikkat ederseniz bu stir� kronolojik zaman anlammda ger'rekle§mez, yani 
stir� " l .oyuncu, 2.oyuncunun tiretim diizeyini gozlemler ve bunu degi§tinneye­
cegini dti§tintir ve daha sonra en iyi tepkisini verir. 2.finna da benzer §ekilde 
dti§tinerek iiretimini s�er ve stire'r ooyle devam eder" ctimlesindeki gibi ger'rek­
le§mez. Diger ifade ile bu fiiliyatta ger�ekle§Cn bir stire� olmaktan ziyade (yani her 
�amada finnalar iiretim kararlanm fiziksel olarak ger�ektinnezler), bir dti§tinme 
siirecidir. Dolay1s1yla stir� zihinsel zaman tizerinden ger�ekle§ir. Kronolojik za­
man tizerinden ger�ekle§mez. Yani finnalar o bunu yaparsa ben bunu yapanm 
§eklinde dii§iintir ve bu dii§iinme stireci onlan dengeye ta§ir. 

Dengeye bir kez vanldtktan sonra herhangi bir di§sal §Oktan dolay1 dengeden 
uzakla§ma soz konusu olabilir. Zaman i�inde mevcut dengeye geri donmek zorunlu 
olmad1g1 gibi doniilmesi durumunda da bunun zaman almast miimkiindiir. Fakat 
eger sonunda Lekrar aym dengeye gelinirse buna dengenin dinamik istikrarl1 olmas1 
denir. �imdi bu noktada Coumot dengesinin dinamik istikrarh olmasmm analitik 
ko§ullanm tantmlayahm. 

Herhangi bir oyuncunun, omegin I .oyuncunun u1 ( q1 , Q2) fayda fonksiyonun­
dan en iyi tepki fonksiyonunu, 8u1 (Q1 , Q2) /8Q1 = 0 j:>rtiik fonksiyonel fonndan 
Qt ' in 'rekilmesi ile elde edebiliriz, yani k1saca l .oyuncunun Qi = b1 ( Q2) §eklinde 
tepki fonksiyonunu buluruz8 . Daha sonra ortiik fonksiyon teoremini bu fonksiyonel 
fonnda kullanarak tepki fonksiyonunun egimini buluruz: 

EJ2ui f82Q1 
82ui/8Q10Q2 . 

( 1 .27) 

( 1 .27) denklemindeki ifadeyi dogrudan Qt = b1 {Q2) tepki fonksiyonunun egimi 
§eklinde de yazabiliriz: 

Benzer olarak 2.oyuncunun tepki fonksiyonunun egimi §U §ekilde ifade edilir, 

dq2 82u2/Dq2DQ1 dQ2 d�(Q1 ) 
- = - veya - = 
dql D2u2/ 82Q2 dql dQ1 

Dinamik istikrar i�in gerekli ko§ul, tepki fonksiyonlanmn egimlerinin birbirine 

8Siirekli tiirevlenebilir F(x, y) = 0 gibi oniik bir fonksiyondan, eger y = f (x) gibi bir fonksiyon 

tammlanabiliyor.;a, oniik fonksiyon teorcmi lusaca /'(x) = ;g = - f'- �klinde ifade edilir . 
• 
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oranlannm a�ag1daki �ekilde belirtildigi gibi 1 'den kii\:iik olmas1dir: 

veya 
cPu1 rPu2 a2u1 82112 

--- --- < -- --

8q18r12 Dq1 8q2 82q1 D2q2 . 

Yani k1saca iki en iyi tepki fonksiyonunun egimleri arasmdaki ili�ki Coumot den­
gesinin istikrarh olup olmad1gm1 belirleyecektir . 
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Sorular 

1 .  A§ag1daki ifadenin dogru mu yanh§ m1 oldugunu belirtin ve cevabmm an­
Iatan bir omek verin: "Statik bir oyunda bir oyuncunun baskm bir stratejisi 
varsa, oyun sonunda mutlaka mumkun olan en iyi neticeyi ahr." 

2. A§ag1daki s1fir toplamh olmayan oyunlarda pur stratejilerdeki tum Nash den­
gelerini bulun. Bu dengeleri bulurken att1g1mz ad1mlan betimleyiniz. 

a) 

sol sag 
yuk an 2,4 1 ,0 
a§ag1 6,5 4,2 

b) 

sol merkez sag 
yuk an 0, 1 9,0 2,3 
orta 5,9 7,3 1 ,7 
a§ag1 7,5 10, 10  3,5 

c) 

sol merkez sag 
kuzey 2,3 8,2 101) 
yukar1 3,0 4,5 6,4 
a§ag1 5,4 6, 1 2,5 
guney 4,5 2,3 5,2 

3. A§ag1da veri l i  oyunlar i�in: 

p R p R s 
M I ,  7 0, 0 M 3, 3 I ,  0 6, I 
N 1 ,  0 2, I N 0, I 0, 0 4, 2 

0 I ,  6 2, 4 5, 5 

a) Kesin-bask1lananlann elenmesi (iterative elimination of strictly dominated 
strategies) yontemiyle elenemeyen tiim pur stratejileri bulun. 

b) Zay1f-baskllanmayan tum pur stratejileri bulun. 

c) Tum Nash dengelerini bulun. 

d) Herhangi bir zay1f-baskllanan strateji i�ermeyen Nash dengelerini bulun. 
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4. A�ag1daki oyunun sadece baskmhk kavram1 kullamlarak 9i:iziiliip 9i:iziileme­
yecegini kontrol edin ve bir Nash dengesi bulun. 

sol merkez sag 
yuk an 4,3 2,7 0,4 
a�ag1 5,5 5,- 1 -4,-2 

5. Tavuk oyunu, Cinsiyetler Sava�1 ve Geyik Av1 oyunlanna birer i:imek vererek 
bu oyunlann ardmdaki temel mant1g1 a91klaym1z. 

6. A§ag1daki tabloda iki oyuncunun faydalan verilen tam bilgili statik bir oyunda 

a l  a2 a3 
s l  2,2 3,0 4,0 
s2 3,3 2,0 1 ,0 
s3 1 ,3 5,5 0,2 
s4 1 , 1  I ,  I 2,3 

a) Tiim mahkum stratejileri eleyiniz. Bu elemenin ardmdaki varsay1mlar 
nelerdir? 

b) Bu oyunda makul (rasyonalize edilebilir) stratejiler nelerdir? 

c) Piir strateji Nash dengesi (veya dengeleri) nedir? 

7. Yild1z Teknik Oniversitesi iktisat bi:iliimiinde oyun teorisi dersi alan bir grup 
i:igrenci birlikte bir lokantaya gidiyorlar. Her i:igrenci yiyecegi yemegi aym 
anda se9iyor. Fakat faturay1 payla§1yorlar. Herkes e�it oranda katkida (i:i­
demede) bulunuyor. Eger yemegin fiyat1 p ve katk1 pay1 (i:ideme) x ise her 
birinin fayda fonksiyonu a§ag1daki gibidir 

ui = ,;p;, - x 

Oyunun Nash dengesini bulun, yani i:igrenciler hangi fiyattan yemek yemeyi 
tercih ederler? 

8. iki firmali bir piyasa oldugunu varsayahm. Bu piyasada, marginal maliyet 
sabit ve I .  ve 2.firma i9in mayla c1 = 12 ve c2 = lO'dur. Toplam talep 
miktan Q = qa + q�dir. Talep fonkisyou ise 

p = 120 - Q . 
.,, 

a) Eger firmalar Coumot gibi davramrlarsa her firma i9in olu�an Nash miktar 
dengesi nedir? Kar diizeyi nedir? 

b) Bertrand gibi davramrlarsa her firma i9in olu�an Nash fiyat dengesi nedir? 
Kar diizeyi nedir? 
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c) Tekel (kartel) gibi davramrlarsa her firma ic,:in olu§an miktar dengesi nedir? 
Kar diizeyi nedir? 

d) Yukandaki iic,: farkh piyasa yap1smda ortaya c,:1kan sonuc,:lan kar§ila§tmmz. 
Miktar ve fiyat farkhhklanmn gerekc,:esini ac,:1klaym1z. 

9. A�ag1daki sorulan ac,:1klaym1z. 

a) Her baskm strateji dengesinin bir Nash dengesi fakat her Nash dengesinin 
bir baskm stratej i olmad1gm1 omeklerle gosterin. 

b) Her baskm strateji dengesi bir mahkumlar c,:1kmaz1 m1d1r? Omeklerle 
gosteriniz. 

I 0. Ya�h bir kadm caddenin kar§isma ge9mek i9in yard1m istemektedir. Ona 
yard1m edecek sadece bir ki§iye ihtiya9 var; daha fazla ki§i de yard1mc1 ola­
bilir ama bunun kadma fazladan bir katk1s1 olmayacakt1r. Etrafta yard1m 
edebilecek iki ki§i var; aym anda yard1m edip etmeme konusunda karar 
vermeleri gerekiyor. Her biri ya�h hammm kar�1dan kar§iya ge9mesinden 
(kimin yard1m ettiginden bag1ms1z olarak) 3 birim degerinde keyif alacaktir. 
Yard1mda bulunmamn maliyeti ise herkes ic,:in harcanacak zamanm degeri 
olan l 'e e§it. Bu hikayeye uygun bir oyun kurun. Bu oyunun stratejik 
gosterimini (matris) ve tiim piir strateji Nash dengelerini bulunuz. 

1 1 . Zeynep ve Zeycan 'm I litre meyve suyunu payla§mas1 gerekiyor. Her birinin 
c E [O, 1] litre meyve suyu tiiketimiyle elde ettigi (von Neumann-Morgestem) 
fayda u( c) = JC olarak veriliyor. iki ki�inin de kerldi pay1 i9in bir oneri yap­
mas1 gerektigini varsaym; Zeynep i9in x E [O, 1] v� Zeycan i9in y E [O, l] . 
Teklifler aym anda ve birbirinden bag1ms1z olarak yap1hyor. iki teklif x+y � 
1 §artm1 saglarsa herkes onerdigi miktan ahyor. Aksi durumda kimse bir §ey 
alm1yor. Bu durumu stratejik bir oyun olarak tammlaym ve piir-strateji Nash 
dengelerini bulun. 

12 .  1 00 ki�iden, oyunu kazanana verilmek iizere masaya hirer TL koymas1 is­
teniyor. Herkese 0 ile I 00 aras1bir numara se9mesi soyleniyor. Se9tigi nu­
mara tiim se9ilmi§ numaralann ortalamasmm 3'te 2'sine en yakm olan ki§iye 
odiil veriliyor. Hangi numaray1 se9erdiniz ve neden? 

1 3 . Sefikcan ve Erdem iki farkh odada bulunuyorlar. Oynayacaklan oyunun 
kurallan ikisine de a91klamyor. Her biri §U alt1 harften birini se9meleri is­
teniyor: G, K, L, M, R, V. Eger ikisi de aym harfi se9erse a§ag1daki odiilleri 
alacaklar: 

Harf G K L M R v 
Sefikcan 3 2 6 3 4 5 
Erdem 6 5 4 3 2 l 
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Eger her biri farkh harf se9erse ikisi de 0 alacakttr. iki oyuncu da bu r;izelgeyi 
biliyor ve birbirlerinin bunu bildiklerini de biliyorlar. Bu oyunun tablosunu 
9izin ve tiim pilr strateji Nash dengelerini bulun. 

14. iki oyuncu x1 + x2 degerindeki bir kamu mahm sunmak i9in efor dtizeylerini 
aym anda se9iyorlar; x1 , x2 E [O, l ] .  Bu se9imlerin sonucu olarak elde ede­
cekleri fayda dtizeyleri �u �eklide veril iyor: 

n2 (:r) = (x 1 + :r2 ) Jl - x2 
Bu duruma tekabtil eden normal-bi9imli ptir strateji oyununu, G = (N, S, u), 
belirtin. iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlanm ve oyundaki pi.ir­
strateji Nash dengeleri ktimesini bulun. Buldugunuz ki.imeyi yatay eksenin­
nde x 1  ' in ve dikey ekseninde x2 ' nin oldugu bir grafik i.izerinde gosterin. 

1 5 .  Bir sermayedar ve bir i�9i birlikte bir i �  yapmak istemektedirler.Sermayedar, 
K kadar sermaye saglamakta i§9i ise emegini L sunmaktadtr. Birlikte yap­
t1klan i.iretimde f(K, L) = VJ<L fonsiyonu ile ifade edilmektedir. Her iki 
taraf da girdilerini K ve L' lerini aym anda sunmaktadirlar. Sermayenin 
birim maliyeti r > 1 /4 ve emegin birim maliyeti ise w > 1/4 kadard!f. 
i�9i L gibi bir miktardan daha fazlasm1 sunamamaktadtr. Sermayedar ve i�9i 
91kt1y1 e§it oranda e�it oranda payla�maktad1r. Bu durumda makul stratejileri 
bulun. 

1 6. 30 lirahk odtiltin oldugu bir oyun dti�tinelim. 3 tane yan�mac1 var; A, B ve C. 
Her birinin 3 se9enegi var: 15 lirahk bilet almak, 30 lirahk bilet almak veya 
hi9 bilet almamak. Bu se9imi aym anda ve birbirlerinden bag1ms1z olarak 
yap1yorlar. Bunu takiben verilen kararlara gore oyunun organizatorti odtilti 
veriyor. Hi9 bilet ahnmami§Sa dogal olarak Odil! de verilmemektedir. Aksi 
durumda yani bilet ahnd1gmda Odtil en pahah bileti alana, eger sadece bir 
ki§iyse fakat eger en pahah bileti alan birden 9ok ki�i ise bu duurmda odtil 
bunlar arasmda payla�tmhyor. Bu oyunu strakejik bi9imde gosterin ve tiim 
ptir strateji Nash dengelerini bulun. 

1 7. Ttiketiciler tekdtize §ekilde ah§veri§ caddesinde I km boyunca dag1lm1§llr. 

• 

Dondurma fiyatlan regtile edilmi§ ve tiiketiciler ytirilmeyi sevmediklerinden 
kendilerine en yakm dondurmac1dan ah§veri§ yapmaktad!flar. Dondurmac1lar 
caddedeki dtikkanlanmn yerlerini e§anh olarak se9mektedir. Eger aym nok­
tay1 se9erlerse aym l'itktarda satt§ yapacaklard!f. 

a) 2 tane dondurmac1 oldugunu varsay1mz. Oyunun ttim ptir-strateji Nash 
dengelerini bulunuz. Oyunculann hareket ktimesi (yo! tizerinde ala-
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caklan poziyonlar) s; = [O, 1 ]  §eklindedir ve kazanr; fonksiyonlan ise 
a§ag1daki gibidir: 

Si+Sj ..., 
2 , eger s; < s j 
� ,  eger s; = 8j 

s · + s  1 - � , eger s; > Sj 

b) 3 tane dondurmac1 oldugunda hit;bir ptir-stratej i dengesi olmad1gm1 gosteriniz. 

1 8. Bir koydeki r;iftr;ilerin say1sm1 I olarak alahm. Bu r;iftr;ilerin her birinin 
koytin ortak arazisinde inek otlatma hakk1 vard1r. Bir inegin tiretecegi silt 
miktan r;aytrda otlayan toplam inek say1s1 olan N'e baghd1r. Belli bir say1da 
inegi olan (n;) ) bir r;iftr;inin elde edecegi toplam stittin miktan §oye ifade 
edilir: n;v(N). Aynca eger inek miktan kritik e§igi ger;erse verim stfira 
dti§er: N > N' ir;in v(N) = 0. Burada v fonksiyonunun ttirevleri §oyledir: 
v' < 0 ve v" :::; 0. Her bir inegin maliyeti c ve inek say1s1 kusursuz bir §ekilde 
boltinebil ir olsun ve v(O) > c oldugunu varsayahm. <;iftr;iler e§ zamanh 
olarak kar; tane inek satm alacaklanna karar verecekler ve satm ahnan inekler 
r;aytrda otlat1lacakt1r. 

a) Bu oyunu stratej ik bir;imli olarak yazm 

b) Oyunun dengesini bulun ve sosyal olarak en uygun durum (social opti­
mum) ile kar§tla§tmn. 

i 
1 9. Kitapta gordtigtintiz hotelling modelinin degi§tirilmi§ bir versiyonunu dti§tintin. 

Bu sefer x noktasmda bulunan bir mti§terinin fa)(da dtizeyi dondurmasm1 
A'dan alirsa v - PA - k(x - XA)2 ve B 'den ahrsa v - PB - k(x - XB)2 
olarak veriliyor, mti§teriler ikinci dondurmadan negatif fayda elde ediyorlar. 
Dondurmac1lar tiretici §irkete dondurma ba§ma c < 1 lira Odtiyor. 

a) Sat1c1lar yerlerini aym anda ser;iyor. Bu etkile§imi stratejik bir oyun 
olarak tammlaym ve Nash dengeleri ktimesini bulun. Denge sonu9lanm 
ttiketici faydalan ve sat1c1 karlan bak1m1dan degerlendirin. 

b) Bu sefer dondurma fiyat1 dtizenlemeye tabi ve belirli bir p > c degeri 
olarak belirleniyor. p + k < v olarak kabul edin. Bu durumda yerleri 
[O, 1] arahgmda homojen dag1lan mti§terilerden her birinin sat1c1larm 
yerleri ne olursa olsun bir dondurma alacagm1 dogrulaym. Sat1c1lann 
yerlerini toplumsal refah1 ( ttiketici faydalar1 ve sat1c1 karlanmn toplam1) 
maksimize edecek §ekilde belirleyin (toplumsal olarak optimal nokta­
lan bulun). 

20. l .oyuncu H ve L kartlanndan birini e§it olas1hkla almaktad1r. 2.oyuncu kart1 
goremez. l .oyuncu kartmm L oldugunu a91klar. Bu durumda 2.oyuncuya I 
TL Odeme yapmak zorundadtr. Ya da I .oyuncu kartmm H oldugunu a91klar, 
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bu durumda 2.oyuncu l .oyuncunun dogru soyledigini kabul eder ya da kartJ 
gormekte 1srarc1 olur. 2.oyuncu l .oyuncunun dogru soyledigini kabul ederse, 
I TL odemek zorundadtr. Eger kart1 gormek isterse ve kart L ise l .oyuncu 
2.oyuncuya 4 TL oder, kart H ise 2.oyuncu l .oyuncuya 4 TL Oder. Her oyun­
cunun strateji kiimelerini tammlaym1z ve bu oyunun Nash dengesini bulunuz. 

2 1 .  Deterjan piyasasmda 2 firma vard1r. Her iki firma da yeni iiriin geli�tirmek 
ic,:in Ar-Ge yatmmt yapabilmektedir. Bu yatmmm maliyeti I milyon TL'dir. 
Her 2 firmada iiriinlerine kutu ba�ma 2 TL' den satmaktad1r. Deterjanlara olan 
toplam talep 4 milyon TL'dir. Oretim maliyeti kutu ba§ma I TL'dir. Eger 
sadece tek firma Ar-Ge yatmm1yaparsa pazarm %70'ini ahr, aksi durumda 
Pazar paym1 payla§Irlar. 

a) Kazanc,: matrisini olu§turunuz. Nash dengesini bulunuz. Oyunda baskm 
stratejiye sahip midir? Pareto optimal sonuc,:lar nedir? 

b) Bir firma piyasaya yeni formiillii bir deterjan siirerse, toplam talebin 5 
milyon kutuya yiikselecegini varsaym. Kazanc,: matrisini olu�turunuz. 
Nash dengesini bulunuz. Oyunda oyunda baskm stratejiye sahip midir? 
Pareto optimal sonuc,:lar nedir? 

22. Bir maim piyasa talebi a�ag1daki gibidir: 

P( ) = { 140 - q, eger q < 140 q 0, diger durumlarda 

a) Firmalann tepki fonksiyonlanm tammlaym1z. 

b) Coumot dengesini bulunuz. 

c) Coumot dengesinin sonuc,:larm1, tam rekabet piyasas1 ve tekel sonuc,:lan 
ile kar�1la�tmmz. 

d) Firmalar ic,:in bir diger sec,:enek ise tekel c,:1kt1 miktarmm yans1m iiretmektir. 
Bu sec,:enek firmalar ic,:in daha iyi midir? Bunun neden Coumot dengesi 
olmad1g1m ac,:1klay1mz? 

23. De,: oyunculu bir oyunda, I .oyuncu satm, 2.oyuncu siitunu, 3.oyuncu ise mat­
risi sec,:mektedir. Bu oyunun Nash dengesi nedir? 

ve 
L R L 

T (6, 3, 2) (4, 8, 6) T (7, 2 , 2) 
B (2 , 3, 9).. (4, 2 , 2) B (9, 4 , 8) 

24. Bir maim piyasa talebi a§ag1daki gibidir: 

• 
P(q) = { 100 - q, eger q < 100 

0, diger durumlarda 
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Piyasada 2 finna oldugunu varsaym1z, ve ortalama degi�ken maliyet c = 50 
TL'dir. Firmalar fiyat iizerinde rekabet etmektedir. 

a) Finnalann tepki fonksiyonlanm tammlaym1z. 

b) Bertrand dengesini bulunuz. 

c) Eger finna say1s1 3 olsayd1 cevab1mz degi§ir miydi? Neden? 

25. Ters talep foksiyonun P(q) = a  - q oldugu bir Coumot duopol piyasasmda 
finnalann asimetrik marj inal maliyetleri I .finna i9in c1 ve 2.firma i9in de 
c2 §eklindedir. Eger her finna i9in 0 < c; < a/2 ko§ulu saglamrsa Nash 
dengesi nedir? Eger c1 < c2 < a ise Nash dengesi ne olur? 

26. A§ag1daki tabloda iki oyuncu arasmda oynanan statik bir oyunun fayda ma­
trisi verilmektedir. Fakat baz1 degerler konusunda belirsizlik soz konusudur. 
Bu belirsizlik x ile gosterilmektedir. 

L c R 
T 2, 0 1 -x, I 4, 2 
M 3 ,4 I ,2-2x 2, 3 
B 1+2x, 3 0, 2 3, 0 

a) Oyunda B hareketinin kesin mahkum olmasm1 saglayan J; arahgm1 belir­
tiniz. 

b) Mahkum stratejilerin siirekli eleminasyonu SO'}ucunda I .  oyuncunun (T, 
M) ve 2. oyuncunun (L,R) stratejilerine siihip olmas1 i9in x ne ol­
mahdir? 

27. Eger bir oyun kesin mahkum stratejilerin tekrarh olarak elenmesiyle 9oztilti­
yorsa, bu oyunun sadece bir tane Nash dengesi oldugunu kamtlay1mz. 

28. n tane 9ift9inin her biri maliyetsiz §ekilde istedikleri kadar bugday iiretebil­
mektedirler. Buna gore toplam iiretim q = q1 + q2 + . . .  + <Jn olmaktadir. 
Bugday p fiyatmdan sat1ld1gmda toplam talep ise p = e-q olmaktadir. 

a) I birim bugday tiretmenin tiim kar-maksimizasyonu yapan 9ift9ilerin strate­
jilerini domine ettigini gosteriniz. Bu stratejinin 9ift9iye en kadar kar 
getirdigini gosteriniz. 

b) Her 9ift9inin l /n kadar bugday iiretmesinin 9ift9iler arasmda olabilecek 
en iyi an I a§ ma oldugunu anlaumz. Bu durumda 9ift9i ba�ma kann 1 /en 
oldugunu gosteriniz. 

c) :rc-.r ' in x = 1 durumunda en btiytik oldugunu gosteriniz. <;ift9ilerin 
l /n kadar bugday iiretme anla�masma sad1k kald1klarmda daha fazla 
kar edecegini gosteriniz. 
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d) Bu durumun kamusal miilkiyet trajedisine omek olup olmad1gm1 tart1�1-
mz. Bu ttir n-oyunculu oyunlar neden mahkumlar <r1kmaz1 oyununa 
ornektir? 

29. Talep egrisinin Q = D(p), D(p) 'nin negatif egimli oldugu ve en dti§tik 
fiyatm p oldugu 2 firmadan olu§an bir piyasa oldugunu varsaym1z. En dti§tik 
fiyat1 veren firma ttim talebi alacakt1r. Fiyatlar e§it ise toplam talebi payla§a­
caklard1r. Firmalarm tiretim maliyetleri yoktur. 

a) Rakip firmamn monopol Pm fiyatmdan daha ytiksek fiyatland1rma yapt1-
gmda, diger firma i<;:in en iyi cevabm monopol fiyatmdan sall§ yapmas1 
oldugunu gosteriniz. 

b) Rakip firmamn p > 1 fiyatmdan ya da monopol Pm fiyatmdan daha dti§tik 
fiyatland1rma yapt1gmda, diger firma i<;:in en iyi cevabm p fiyatmdan 
daha dti§tik fiyatta sall§ yapmas1 oldugunu gosteriniz. 

c) Tek Nash dengesinin her iki firmamn da p = 1 fiyatland1rmas1 yapmas1 
oldugunu gosteriniz. 

d) Piyasa da 3 firma olursa Nash dengesi olu§ur mu? n firma oldugu durum 
da Nash dengesi olu§ur mu? 

30. Gtizel bir §ehirde iki g1da firmas1 bulunmaktadir; ekmek tireten l .  tirma ve 
peynir tireten 2. firma. Bir somun ekmegin maliyeti I lira iken bir kilo 
peynirin maliyeti 2 liradir. l .frimamn ekmek ba§ma tiyat1 P1 ve 2.tirmamn 
bir kilo peynir i<rin fiyat1 P2 ise s1ras1yla haftahk sati§lan Q1 bin ekmek ve 
Q2 bin kilo peynir a§ag1daki denklemlere gore belirleniyor: 

a) Bu iki firmamn en iyi tepki fonksiyonlanm bulun, en iyi tepki egrilerini 
<;:izin ve oyundaki Nash dengesi fiyatlanm bulun. 

b) iki firmanm ortak hareket ettgini ve mti§terek kan maksimize etmek i<;:in 
fiyatlan beraber belirledigini varsayahm. Mti§terek kan maksimize 
eden fiyatlan bulun. 

c) Nash dengesi fiyatlanyla toplam kan maksimize eden fiyatlar arasmdaki 
farkm mant1ksal bir a<;:1lamasm1 yapm. Mti§terek kar maksimizasyonu 
neden bir Nash dengesi degildir? 

d) Bu soruda ekmek ve peynir iki tamamlay1c1 maldir. Eger elimizde ikame 
mallar ols�d1 en iyi tepki fonksiyonlan ve mti§terek kan maksimize 
eden fiyatlar nas1I degi§irdi? 
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BOLOM 2 

Karma Stratejiler 

2.1 Giri1} 

�u ana kadar piir strateji dedigimiz anla�ilmas1 daha kolay ve ger9ek hayatta da 
s1k9a kar�1la�ilan stratejilerle analiz yapt1k. Fakat eger oyunculann piir stratejiler 
iizerinde belirli bir olas1hkla oynamalarma imkan verirsek, kanna strateji dedigimiz 
yeni bir kavramla kar�ila�mz. Kanna stratejide bir oyuncu sonu9ta kendi piir strate­
jilerinden herhangi birini se9er, fakat hangisinin oynanacag1 belirli bir olas1hkla 
belirlenir. Piir strateji oyuncuya hangi hareketi se9ecegini belirten bir kural iken, 
kanna strateji ona bir hareketi hangi olas1hkla se9mesi 'gerektigini soyleyen bir ku­
raldir. 

Daha once gordiigiimilz E�le�en Paralar oyununu hatirlayahm. Bu oyunun bir 
pilr strateji Nash dengesi olmad1g1m gonnii�tiik. Fakat sezgisel olarak yaz1 ve tura 
arasmda bir tiir rassalla�t1nnanm da iyi bir strateji olabilecegi dii�iiniilebilir. Bu da 
tam anlam1yla bir kanna stratejidir. Dolay1s1yla dengenin varhg1 problemi ashnda 
kendimizi pilr stratejilerle s1mrland1rd1g1m1zdan dolay1 ortaya 91kan bir durumdur. 
Kanna stratejinin kullamlmas1 dengeyi garanti altma ahr. Olu�an •yeni dengeye 
kanna strateji Nash dengesi denir. 

Kanna stratejilerin ger9ekte tam olarak ne oldugu, ni9in kullamld1g1 ve nas1I 
yorumlanmas1 gerektigi olduk9a tart1�mah bir konudur. En fazla kabul goren yak­
la�1ma gore, bir oyuncunun piir stratejilerini rassalla�t1nnasmdaki temel mant1k, 
kendi stratejileri hakkmda diger oyunculann kafalarmda belirsizlik yaratmakt1r. 
Yani bir oyunda bir oyuncu bazen sag bazen sol oynayarak diger oyuncunun kendi 
davram�1m ongormesini engellemeye 9ah§Ir, dolay1S1yla belirsizlik yaratir. Kendisi 
hangi hareketi oynayacagm1 bilir fakat rakibi a91smdan bir belirsizlik soz konusudur. 
Oyuncu bu belirsizlikten fayda saglayabilir. Havayolu §irketlerinin ne kadar bo§ 
koltuga sahip olduklanm soylemede isteksiz olmalanmn temel sebebi, hem diizenli 
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yolculann bo§ koltuk say1sma gore hareket etmelerini engellemek hem de son anda 
yolculuga karar veren yolculart te§vik etmek istemeleri de yine benzer bir mant1kla 
anla�tlabilir. 

Bu bollimde karma stratejileri tamtmadan once belirsizlik altmda bireylerin 
nas1l karar verdiklerini ve beklenen fayda kavramm1 inceledik. Karma stratejil­
erde kesin baskmhk ve Nash dengesi kavramlanm s1ras1yla inceledikten sonra be­
Iirli oyun kategorilerinde ve oyunculann si.irekli se�im degi�kenlerine sahip olduk­
larmda olu�an karma strateji dengesini inceledik. Daha sonra karma stratejilerde 
dengenin varhgm1 gbsterdik. Son olarak karma stratejilerde kullamlan kavram­
lara ihtiya� duydugumuz i�in karma stratejiler bbli.imi.ine koymay1 tercih ettigimiz 
bagda§tk dengeyi inceledik. 

2.2 Beklenen Fayda Kavram1 

Simdiye kadar gbrdi.igi.imi.iz oyunlar deterministik oyunlardt. Bu gibi oyunlarda 
oyuncular strateji profillerini kesin olarak bilirler. Bu yi.izden bireylerin tercihlerini 
deterministik fayda fonksiyonu, u, ile gbsterebiliriz ve bunu bireyin kendi tercihleri 
i.izerinde stralama yapmast i�in kullanabiliriz. Omegin hareket ki.imesindeki a ve b 
gibi iki hareket arasmda bireyin tercihi a§agtdaki gibiyse, 

u(a) > u(b) , 
birey a hareketini b hareketine tercih ediyor demektir, yani a '.:::: b. 

Fakat �ogu durumda burada varsay1Id1gmm tersine oyun sonunda elde edecegi­
miz faydayt bilemeyebiliriz. Hayatm her alamnda hareket ettikten sonra sonucunu 
tam olarak bilemediginiz �ok say1da durum sbz konusu olabilir. Belirsizligin, be­
lirliligin tersine olduk�a yaygm bir durum olmasmdan dolay1 kitabm bu bbli.imi.inde 
ve ilerleyen bbli.imlerinde stk�a kullanacag1m1z belirsizlik kavrammt ve buradan 
ti.ireyen bir davrant§ varsay1m1 olan beklenen fayda hipotezini tamtacagtz. Bu  
hipotez bize belirsizligin oldugu oyunlarda dengenin nastl bulunacag1 konusunda 
olduk�a yard1mc1 olacakttr. 

Bazen hareketlerin kendileri belirli sonu�lann elde edilmesi i�in yeterli degildir. 
<;i.inki.i bazt §eyler insanlann kontrolleri dt§mdadtr. Zamanm herhangi bir amnda 
olas1 �ok saytda durum sbz konusu olabilir ve bunlardan sadece biri ger�ekle§ir. Bu  
yi.izden insanlar §imdi aldtklan bir kararm sonu�lanm yann kestiremezler. Yarm 
hangi durumun ger�ekle§ecegini Doga'mn (Doga, oyun teorisinde bir oyuncu gibi 
di.i§i.ini.ili.ir) belirledigini ve bildigini varsaytyoruz. insanlar ise hangi durumun 
ger�ekle§ecegini bilmeseler de onlann olast ti.im durumlarm rassal bir §ekilde be­
lirli bir olasthk dag1hmma gore ger�ekle�tigini bildiklerini varsay1yoruz. 

Eger A olast harelatler ki.imesi, D olast durumlar ki.imesi ve C olast sonu�lar 
ki.imesi ise, herhangi bir a E A hareketi ve herhangi bir d E D durumundan olu§an 
kombinasyon belirli bir c E C sonucu i.iretir: 

(d, a) --t c = f(d, a) . 
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Eger bir durumu tam anlam1yla ongorebiliyorsak bu durum kesinlik i9erir fakat 
eger tam anlam1yla ongoremiyorsak belirsizlik soz konusudur. Bu durumda olas1 
tiim durumlara dair bir kanaat olu�turmam1z gerekir. Yani D ki.imesinin her elemam 
i9in bir olas1hk tammlamam1z gerekir. Oyuncular beklentilerini durumlar i.izerine 
tammlanm1� olas1hk dag1hmlanna gore belirleyecektir. 

Bir birey sonu9lanm tam olarak ong0remedigi bir durumla kar�Ila�t1gmda nasil 
karar verir? John von Neumann ve Oskar Morgenstern I 944 yilmda yazd1klan 
"Theory of Games and Economic Behavior" adh kitapta bunun cevabm1 verdiler: 
Bireyler beklenen faydalanm maksimize edecek �ekilde davramrlar. Bu varsay1ma 
beklenenfayda hipotezi denir. 

Rassal durumlarda nas1l karar verildigine ge9meden once, lotari kavram1m 
lamlahm. Gene! anlamda lotari bir �ans oyunu olarak bilinir, i.izerinde belirli say1lar 
yaz1lan ve se9ilen bir saymm elinizdeki ile aym olmas1 durumunda kazand1g1mz bir 
�ans oyunu. Fakat lolari aslmda belirli durumlan ifade etmek ir;in kullamlan onemli 
bir kavramd1r r;i.inki.i herhangi bir rastgele se9imle ger9ekle�en olaylan lammlamak 
ir;in kullamlabilir. brnegin herhangi bir mecburi hizmetin i.ilkenin neresinde yapila­
cagm1 belirleyen kura r;ekimleri, konser biletleri talihlilerini belirlemek ir;in yap1lan 
r;ekili�ler gibi r;ok say1da alana uzat1labilecek bir mant1ga sahiptir. K1saca herhangi 
bir belirsizlik durumunu bir ti.ir lotari olarak di.i�iinebiliriz. Bu yiizden rasyonel bir 
bireyin farkh kesin-olmayan sonu9lan nasil s1ralad1gm1 anlamak ir;in farkh lotari­
leri nas1l s1ralad1gm1 anlamak gerekir. 

Olas1 N tane sonucun oldugu bir durumu lammlayan sonur;lar kiimesi 
C = { C1 ,  . . . .  , CN } verildiginde, C iizerine tammlanan bir basit lotariyi L ile 
gosleriyoruz. Basil lotari C sonur;lar kiimesindeki elemanlann s1ras1yla {p1 , . . . .  , PN} 
olas1hklan ile belirlendigi rassal bir ser;imi tammlar. Btirada omegin Pi olas1hg1 C; 
sonucunun gerr;ekle�me olas1hg1m goslerir. Bu olas1hklar negalif olmayan degerler 
ahrlar ve loplamlan bire e�ittir, yani Pi ;::: 0 ve 2::�1 Pi = 1. Basit lotari �oyle de 
gosterilir: L = (C1 :  JJ1 . C2 :  p2 , . . . .  , CN : PN ) ·  

bmegin size �oyle bir basil lolari oneri lsin: zar atmay1 kabul ederseniz 2 lira 
kesin Odeyeceksiniz fakat zan att1ktan sonra iizerindeki her nokla i9in bir lira ala­
caks1mz. Zan att1mz ve 5 geldi: yani 3 lira kazan9hs1mz fakal eger I gelirse I lira 
kayb1mz var demektir. Bu durumda sonu9 kiimesi, C = {-L 0, 1 ,  2, 3, 4} . Eger 
zar adilse her olaym ger9ekle�me olas1hg1 1/6 olacagmdan, lotariyi �oyle yazabil­
iriz: L = (-1  : t •  0 :  t ;  1 : f, ,  2 :  f, ,  3 :  f, ,  4 :  t ) .  Benzer olarak, kesin bir durumu 
bile lolari ile ifade edebiliriz, omegin 1 0  lirahk ald1g1mz bir hediye i«;in: ( 10  : 1 ) . 

�imdi basit lotariyi fonnel olarak tammlayahm. 

Tamm 2.1 Herhangi bir basit lotari, L, bir olas1hk listesi olarak tammlamr; yani 
L = (pi , . . , PN ) , Pi ;::: 0, i = 1 , . . .  , N ve 2:�1 Pi = 1 , burada Pi , i sonucunun 
gerreklqme olas1lig1d1r. 

Diger yandan bile�ik lotari diye nitelendirdigimiz diger bir lotari tiirii vard1r. 
Bile�ik lotaride sonu9lann baz1lanmn kendisi basit lotaridir. B ile�ik lotari iki a­
�amahd1r. ilk a�amada bir lolari 9ekilir, 91kan sonu9lardan baz1lan da basit bir 
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lolari olabilir, yani bu lolari ic;:inde de sonuc;:lar belirli bir olas1hga bagh olarak 
gerc;:ekle�ebilir. Lolari ic;:inde lolari soz konusudur. bmegin bile§ik lolariyi, birinin 
bir Odiilti kazanmak ic;:in once yan§maya kal1lacaklar arasma sec;:ilmesi ve son­
rasmda da lekrardan basil bir lolari ile kazanma imkamm lammlamak ic;:in kul­
lanabiliriz. 

Bile§ik lotarinin ilk a§amas1 hangi lolarinin, { £1 , . . .  , LK } ,  oynanacagm1 be­
lirlemektir. Eger bile�ik lolarinin ilk a§amasmda sec;:ilen lolari basit bir lolari ise, 
ikinci a§amasmda sonuc;: belirlenir ve lolari sona erer. Fakal eger ikinci a�amada 
sec;:ilen lolari de bile§ik ise, ikinci a§ama tic;:tincti lolarinin sec;:imi ile sonuc;:lamr. 
Oc;:tincti lotari de tic;:tincti a�amada oynamr ve boy le devam eder gider. 

Bile�ik lolariler ic;:indeki k = 1 , , ,  K lane lolarinin her birinin belirli bir 
sec;:ilme olas1hg1 olsun, bunu da Ok ile goslerelim. Bi le�ik lolarideki her basil 
lotarinin ic;:indeki sonuc;:lann sec;:ilme olas1hg1 ise, (PT , . . .  , p'fv ) , k = 1 ,  .. . , K , §ek­
linde goslerilsin. Boylece bile§ik lolarinin formel lammm1 verebiliriz: 

Tamm 2.2 K tane bas it lotari olsun ve Lk = (p}, . . . , p'fv ) herhangi bir k lotarisini 
gijstersin. k basit fotarisinin Se{-'ifme ofas1ftg1, Ok > 0, Verifdiginde, 
(L1 , . . .  , LK;  0:1 , . . .  , OK ) bile�ik lotarisi tiim basit lotarileri ireren bir lotaridir. 

Herhangi bir bile§ik lotarinin, (£1 ,  . .  . ,  LK ; n 1 ,  . . .  , OJ() ,  ona kar§ihk gelen in­
dirgenmi� lotari diyebilecegimiz bir basil lotarisini, L = (p1 , . . • .  , Pn) hesaplaya-
biliriz, yani basil lotarideki olas1hklann ayms1m ttiretebiliriz: Pi = o1p} + . . . . . . + 

O:KPf ,  i = 1 , . . .  , N. Herhangi bir bile§ik lolarinin indirgenmi� lolarisi L = o1 £1 + 

. . .  + OK LK vektor toplam1 ile de bulunabilir. Basit ve bile§ik lotari ili§kisini anla­
may1 kolayla§tlrmak ic;:in daha somut bir omek verelim. 

Ornek 2.1 

L = (x, y, p) gibi basit bir lotarimiz olsun, burada x sonucu p olas1hkla, y 

sonucu da 1 -p olas1hkla gerc;:ekle§sin. �imdi de bile§ik bir lotari lammlayahm. Bu 
sefer x sonucunun gerc;:ekle§me olas1hg1 yine p olsun fakal y dogrudan bir sonuc;: 
olmaktan c;:ok basit bir lolari olsun. Bu lotarinin sonuc;:lan da s1ras1yla y1 ve y2 
§eklindedir, Y1 'in gerc;:ekle§me olas1hg1 T ve Y2 'nin gerc;:ekle§me olas1hg1 ise 1 - T 

§eklindedir, yani L = (x, (y1 , y2 , r) , p) .  Bu omekte indirgenmi§ lotari ise L = 

(p, ( 1  - p)r, ( 1  - p) ( l  - r))  olarak ifade edilir. �ekil 2. l (a) ve (b) s1ras1yla basit 
ve bile§ik lotarileri gostermekledir. 

Bir karar ahc1 nihai sonuc;:lar tizerine tammlanmt§ indirgenm§ lotariye gore 
karar vereceginden biz de sadece basit lotarilerle (indirgenmi§ lotari de bir basil 
lotaridir c;:iinkii) ilgi lenecegiz. 

Sonuc;:lar iizerine tammlanan altemalif lotariler ktimesi, C, yani sonuc;:lar ktimesi 
iizerine tammlanm1§ tiim basil lotariler ktimesini alahm. Rasyonel bir bireyin C 
iizerine tam ve geri�li tercihlere sahip oldugunu dti§tinelim. Bu bize herhangi iki 
lotariyi kar§ila§ltrma imkam verir. Tercihlerin s1ralamas1 tamdtr: Eger sonuc;:lar 
kiimesindeki C, ve C2 gibi iki sonuc;: arasmda C1 sonucu C2 sonucuna (C1 >- C2) 

85 



<:x 
y 

(a) 

�<x ' Y, �� 
1 -t Y2 

(b) 

1)ekil 2.1 (a) Basil lotari (b) Bile�ik lotari 

veya C2 sonucu C1 sonucuna tercih edilebilir (C2 >- C1 )  veya C1 ve C2 sonm;lan 
arastnda kay1ts1z olabilir ( C 1 ,...., C2) .  Yani birey sonuc;lar iizerindeki tercihini net 
olarak ifade etmelidir. Tercih siralamas1 gec;i�lidir: Eger C1 , C2 'e ve C2 , CJ 'e 
tercih ediliyorsa dolay1s1yla C1 , C:1 'e tercih edilir yani C1 >- C2 ve C2 >- C3 
ise C1 ;- CJ. Bu ozellik bireyin tercihlerini izlenebilir k1lar, tercihlerinde bir tu­
tars1zhgm soz konusu olmamasm1 garanti eder. 

Tercihlerin bu iki ozelligi bize beklenen fayda hipotezi ic;in gerekl i  ilk aksiyomu 
verir, bu tutarltltk aksiyomudur. 

Birinci Aksiyom (Tutarltltk). Smtrlt sonur,:lar kiimesi, C, ic;in tammlanan [, 
lotariler kiimesinin elemanlan iizerinden yap1lan tam ve geri�li tercih siralamas1 
tutarl1d1r. 

Tutarhhk aksiyomu C sonuc;lar kiimesinin sonuc;lanm en kotiiden en iyiye 
s1ralama imkam verir. Yani aslmda lotariler iizerine yaJ¥lan tercih, sonuc;lar iizerine 
tercih yapild1g1m ima eder: C1 sonucunun C2 sonucuna tercih edilmesi demek Lc1 
lotarisinin Lc2 lotarisine tercih edilmesi demektir. Eger lotariler iizerindeki tercih 
s1ralamas1 tam ve gec;i�li ise, C'deki sonuc;lann benzer ozelliklere sahip oldugunu 
gorebiliriz. C sonuc; kiimesi smirh oldugundan dolay1, C kiimesinin her zaman en 
iyi ve en kotii degerleri vardir. Bunlan mas1yla Cy ve Ck ile gosterelim. Omegin 
C = { 1 .5 ,  1 ,  -4 , -7} sonuc; kiimesinde en kotii deger Ck = -7 iken en iyi deger 
Cy = l .5'dir. 

�imdi sadece en iyi ve en kotii sonuc;lardan olu�an ozel bir lotari tammlayahm: 
L(p) = (Cy : p, Ck : 1 - p ) . Eger p olas1hg1m O'dan 1 'e !lrtirarsak Cy sonucu 
daha muhtemel hale gelir ve tersine Ck daha az muhtemel hale gelir. Sonuc; olarak, 
p art1kc;a L(p) lotarisi daha istenilir hale gelir. Bu da beklenen deger hipotezinin 
ikinci aksiyomunu verir, monotonluk. 

ikinci Aksiyom (Monotonluk). Eger p > q ise, L(p) lotarisi L(q) lotarisine 
tercih edilir. 

Beklenen fayda teoremi ic;in ihtiyac; duydugumuz diger aksiyom ise siireklilik 
aksiyomudur. 

Uruncii Aksiyom (Siireklilik). Eger herhangi bir L, L' , L" E [, ic;in a�ag1daki 
durum soz konusu ise basil lotariler kiimesi, £, iizerine yaptlan � tercih stralamast 
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siireklidir: 

{n: c [O, l ] : nL + ( 1  - n)L' � L"} c [O, l ] ,  

{n: c [O. 1 ] : L" � oL + ( 1  - a)L' } c [O. l ] .  

Bu aksiyoma gore olas11tklardaki kti\:tik degi�iklikler iki lotari arasmdaki s1-
ralamay1 \:Ok etkilemeyecektir. brnegin araba ile seyahat evde oturmaya tercih 
ediliyorsa, yeterince kti\:tik bir oliim kazasmm varltg1 dahil edildiginde bile hala 
araba ile seyahat, evde oturmaya tercih edilir. 

Dordtinci.i aksiyom bag1ms1zlik aksiyomudur. Basit\:e iki lotari arasmdaki ter­
cih i li�kisini ti\:tinci.i bir lotarinin varhgmm etkilemedigini ifade eden aksiyomdur. 

Diirdiincii Aksiyom ( Bag1ms1zl1k). Eger tiim L, L', L" E C i{-·in ve o C ( 0, 1 )  
i\:in a�ag1daki durum soz konusu ise basit lotariler kiimesi, £ ,  iizerine yap1lan � 
tercih s1ralamas1 bag1ms1zd1r, 

L � L' ise oL + ( 1 - n)L" � nL' + ( 1  - n)L" . 

K1saca eger iki lotariyi ti\:tinci.i bir lotari ile karmala�tmrsak tercihler degi�mez. 
Si.ireklilik aksiyomu � tercih yap1s1m yans1tan bir fayda fonksiyonunun varhg1m 

ima eder: U : C --+ IR, yani eger U ( L) 2:': U ( L') ise, L � L' oldugunu ima 
eder. Bag1ms1zltk aksiyomu ise U( · ) fayda fonksiyonu i.izerine daha fazla yap1 
empoze etmemize imkan verir. Bu da belirsizlik altmda karar vermenin temelini 
olu�turur. Bag1ms1zhk aksiyomu bize tercihlerin bir fayda fonksiyonu formunda 
tammlanmasma imkan verir. �imdi beklenenfayda tammm1 verelim. 

Tamm 2.3 Eger N tane sonucun her birine atfedilen u = ( u 1 ,  • . . •  , 1lN )  gibifayda 
degerleri varsa ve bu her sonur irin olasi/1k atfeden L = (p1 , . . .  , PN ) E C gibi bir 
basit lotari soz konusu ise, U : C -+ !Rfaydafonksiyonu, beklenen faydaformuna 
(von Neumann-Morgenstern beklenen fayda fimksiyonu, k1saca vNM fonksiyonu) 
sahiptir denir ve §Oyle ifade edilir: 

N 
U(L) = p1u1  + . . . . . .  + PN1lN = L· p;u; . (2. l )  l.= l  

Yukanda (2. 1 )  'de ifade edilen U ( L )  fonksiyonu beklenen fayda fonksiyonudur. 
Her olas1 durumda elde edilen faydalann, u; , ona kar�1hk gelen olas1hklan, p; , 
i = 1 . . . . , N, i le 9arp1lmas1 ve sonra hepsinin toplanmas1 ile bulunur. Bekle­
nen fayda fonksiyonunu U(L) = E(u) olarak da gosterebiliriz, burada E bekle­
nen operatOrildtir. brnegin havaya at1lan bir paranm yaz1 gelmesi durumunda 2 
lira kazand1gm1Z1 , tura gelmesi durumunda ise I lira kaybettiginizi dti�tinelim, bu 
oyunda beklenen fayda fonksiyonunuz U( · )  = E(u) = �u(2) - �u( l ) olarak ifade 
edilir. 

Beklenen fayda fonksiyonu iki yararh ozellige sahiptir. Bunlardan biri lineerlik 
(dogrusalhk) diye adland1rd1g1m1z ozellik digeri de kardinallik ozelligidir. Fayda 
fonksiyonun lineerligi a�ag1daki gibi tammlanmaktad1r. 
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Tamm 2.4 Bir faydafonksiyonu, U : .C ---+ �, �u ozelligi saglarsa lineerdir: 

u(�·-.K nkLd = "'K cxkU(Lk ) ,  L.....,k= l  L.....,k= l  
bu ko�ul herhangi K lotarisi irin gei;erlidir, burada Lk E .C ,  k = 1 ,  . . . , K ve 

K (cx1 ,  . . . . , O'.K) � 0, L::k= I O'.k = 1 .  
Lineerlik k1saca bir bile§ik lotarinin faydas1 basil lotarilerin beklenen degeri 

olarak ifade edilebilir demektir. Diger yandan, eger beklenen fayda formu, mono­
ton artan lineer doni.i§i.imlerle korunursa buna kardinallik diyoruz. 

Tamm 2.5 U : L ---+ � fonksiyonu, L iizerine tammlanan � tercih ili�kisini 
gosteren bir vNM beklenen fayda fonksiyonu olsun. Bu durumda eger her L E L 
i{-·in V(L) = (JU(L) + / durumunu saglayacak f3 > 0 ve / parametreleri varsa, 
V : L ---+ � fonksiyonu � tercih ili�kisi irin tammlanan diger bir vNM beklenen 
fa yd a fonksiyonudur. 

Basit\:e yukandaki tamm §U anlama gelir: Her beklenen fayda fonksiyonunun 
pozitif l ineer doni.i§i.imi.i de aym tercih yap1s1m i\:eren bir beklenen fayda 
fonksiyonudur. Yani eger U(· )  bir vNM fayda fonksiyonu ise, V( - ) = (JV ( · ) + /  
fayda fonksiyonu da vNM ozelligini koruyan ve U( - )  i le aym tercih Siralamasm1 
gosteren bir fonksiyondur. Fakat lineer olmayan transfromasyonlarda bu ozellik 
korunamayabilir. Diger bir §ek.ilde ifade edersek daha gene) olarak ti.im monoton 
doni.i§i.imler bir fayda fonksiyonu verir, fakat bu durumda beklenen fayda formu 
korunmayabilir. / 

�imdi ti.im bunlardan hareketle vard1g1m1z temel iddiay1, beklenen fayda teo­
remini a\:1klayahm. 

Teorem 2.1 Basil lotariler kiimesi, L, iizerine yap1lan � tercih s1ralamasmm tu­
tarli/1k, siireklilik ve bag1ms1zl1k ko�ullarm1 saglad1g1m varsayal1m. Her sonuca 
ui (i = 1 ,  . . .  , N) gibi bir fayda degeri atfettigimizde, L = (p1 , . . . , pN ) ve L' 
(p� , . . . .  , v'tv ) gibi herhangi iki lotari irin �u sonuca sahip oluruz: 

I "' N  "' N  I L � L eger L.....,i=l u;p; � L.....,i= l u;p; .  

Yani kelimelerle ifade edersek, eger bir karar ahcmm lotariler i.izerinde tercih­
leri tutarhhk, si.ireklilik ve bag1ms1zhk ko§ullarm1 saghyorsa, karar ahcmm tercih­
leri beklenen fayda formu ile ifade edilen bir fayda fonksiyonu ile gosterilebilir. 

Yukanda verdigimiz aksiyomlar saglansa bile vNM fayda fonksiyonu direkt 
gozlemlenemedigi i\:in beklenen fayda hipotezini test etmek zordur. Gozlemlenen 
§ey sadece bireyin iki \:ift lotari arasmdaki yapt1g1 tercihtir. Fakat beklenen fayda 
teoremi i\:in gerekli ko§ullann test edilmesi bu teoremin test edilmesi §eklinde 
yorumlanabil ir. 

Belirsizlik konusu soz konusu oldugunda bireylerin riske kar§I tutumlannm 
farkhhg1 hakkmda da yararh bir ka\: kavram1 tamtmak faydah olacakt1r. Bireyleri 
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gene! anlamda risk-notr, riskten-ka\:man ve risk-seven diye ii\: kategoriye 
ay1rabiliriz. 

Lotari sonu\:lannm para ile 61\:iildiigiinii varsayahm ve bireyin tercihleri her 
sonucun para ile Ol\:iildiigii bir beklenen fayda fonksiyonu ile temsil edilsin. Eger 
bir birey kesin sonu\:IU bir lotarinin sonucu ile aym beklenen degeri veren ba�ka 
bir lotari arasmda kay1ts1zsa bu birey risk-nmr bireydir. Yani boyle bireyler kesin 
:r liray1 alrnakla ortalamada :r liray1 almak arasmda kay1ts1zd1rlar. Bu bireylerin 
fayda fonksiyonlan lineerdir, u(:r) = c:r + b, burada x bireyin elde edecegi sonucu 
gosterir, vc c > 0 ve b sabit parametrelerdir. 

Eger insanlar sigortalanmay1 dii�iiniiyorlarsa tercihleri riskten-kapnan bir 
bireyin tcrcihidir. Yani boyle bireyler kesin :r liray1 ortalamada x liraya tercih 
ederler. Boyle bireylerin fayda fonksiyonlan, konkavd1r, yani u = f(:r) fayda 
fonksiyonun ikinci dereceden tiirevi negatiftir, J"(x) < 0. brnegin u = ay'x + b, 
a > 0, fonksiyonu riskten-ka\:man bir bireyin tercihini temsilen kullamlabilir. 

Diger yandan, eger bir birey ortalamada :1: lira almay1 kesin x almaya tercih 
cdiyorsa risk-seven bireydir. brnegin ortalamada kendilerine \:Ok daha az bir gelir 
saglayan bir piyango bileti alan insanlar risk-seven insanlar olarak dii�iinebilir. Bu 
bireylerin fayda fonksiyonlan ise konvekstir, yani ikinci dereceden tiirevi pozitiftir, 
J"(x) > 0. bmegin y = a:r2 + b, a > 0, risk-seven bir bireyin fayda fonksiyonu 
olarak kullamlabilir. 

Somut bir 6mek iizerinden ifade edersek bir bireyin ba�lang1\: geliri w0 olsun. 
iki lotari arasmda tercih yapan bir birey olsun. Birinci lotaride, L 1 ,  eger yaz1 gelirse 
100 lira kazanacak fakat eger tura gelirse 100 lira kaybedecektir. Diger bir lotaride, 
L2, ise, bireyin birinci lotariye kat1lmadan kesin olarak w0 degerine sahip olmas1 
soz konusudur. Eger birey bu iki lotari arasmda farks1zsa, yani U(L i )  = U(L2) 
(0.5 x u(wo + 100) + 0.5 x u(wo - 100) = u(wo ) )  ise, birey risk notr-bireydir. 
Fakat eger birey iki lotari arasmda kay1ts1z degilse, L1 lotarisine katilmama karan 
veriyorsa, yani U(Li ) < U(L2) ,  (0.5 x u(wo+ 100) +0.5 x u(w0 - 100) < u( w0) ) . 
Bu karan veren birey riskten-ka\:man bireydir. Diger yandan eger birey birinci 
lotariyi se\:erse, U(L1 ) > U(L2 ) ,  (0.5 x u(wo+ l00)+0.5 x u(w0 - 100) > u(w0) ) .  
B u  karan veren birey ise risk seven birey olarak nitelendirilir. 

2.3 Karma Stratejiler Tammi 

�imdi yukanda verilen kavramlann yard1m1yla s1k\:a kullanacag1m1z bir kavram 
olan karma stratejiyi tammlayabiliriz. Herhangi bir i oyuncusunun karma strate­
jisi i oyuncusunun piir strateji se\:imleri olan Si iizerinde bir olas1hk dag1hm1d1r, 
bunu ai E �(Si )  �eklinde ifade ediyoruz. Eger i oyuncusu a; karma stratejisini 
oynuyorsa ve eger Si piir stratejilerden biriyse, yani Si E Si , bu durumda piir strate­
jiyi se�me olas1hg1 ai (8i )  ile gosterilir. Bu yiizden karma strateji, ai , i oyuncusu­
nun piir strateji uzaymdan, Si , [O, l] arahgma tammlanm1� bir fonksiyon olarak 
gorebiliriz, yani ai : Si ---+ [O, l ] .  Bu arada i oyuncusunun karma strateji uzay1 ise 
Li = �(Si) ile gosterilir. 
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Karma bir strateji her s; E S; i�in [O, l] arahgmda bir deger belirler. Her 
oyuncu bir sefer oynanan bir oyunda sadece bir strateji se�er, 8i E S;. Bu yi.izden 
herhangi bir karma strateji a; E �(S; )  oyle olmalt ki pi.ir stratejilerle ilgili olas1-
ltklann toplam1 1 olmaltdir, yani L.,iES; a; (!i;) = 1 .  Bu ozel lik a; karma strate­
jisinin, S; iizerinde tammlanan bir olas1hk dag1hm1 olmasmdan kaynaklanmaktadir. 

Oyunculann karma bir strateji profili n-say1daki oyuncunun karma stratej i­
lerinden olu�ur, yani a = (a1 . . . .  , a,, ) ,  a; E Li • burada Li herhangi bir i E N 
oyuncusunun kanna stratejileri uzay1dir. Herhangi bir oyunun karma stratej i pro­
filleri uzay1, L· bireylerin karma strateji ler uzaymm kartezyen �arp1m1dir, L = 

xiEl Li• yani tiim strateji  profillerinin kiimesidir, L = L1  x L2 x ... x Ln· 
Bu arada i oyuncusunun d1�mdaki karma strateji uzay1 ise L-i = xjEI\{i} Lj 
�eklinde ifade edilir. 

B ir karma stratejinin, ai E Li , her piir stratejiye pozitif olas1hk atfettigi strate­
jilerden olu�an kiimeye support (k1saca supp) denir, bunu daha formel olarak ifade 
edersek, 

supp(ai) = {si E S; :  ai (si ) > O} . 

K1saca a; karma stratejinin support'u i oyuncusunun oynayabilecegi tiim piir strate­
jileri banndmr: tiim a; E L; i�in , supp (a; ) C S; . 

�unu da unutmadan belirtelim aslmda her piir strateji se�imi, bu stratejinin 
se�ilme olas1hgmm I oldugu bir karma strateji se�imine kar�1hk gelir. Dolay1s1yla 
her piir strateji bir karma strateji gibi de dii�iiniilebilir. 

Oyuncular kendi piir stratejilerini, .'I E S, se�tiklerinde, i oyuncusunun fay­
das1 u; ( s) olarak ifade edildigini daha once belirtmi.$tik. Oyuncular s piir strate­
jisini oynad1klan zaman hareketlerini rassalla�t1rmad1klanndan dolay1 sonu�lanan 
fayda vektorii kesindir, yani deterministiktir. �imdi aym soruyu sorahm: Oyuncu­
lar karma stratejilerini, a E L• oynad1klan zaman, faydalan nedir ve nas1l ifade 
edilir? 

Bu durumda ortaya �1kan fayda diizeyleri art1k olas1hklara bagh olacagmdan 
deterministik fayda fonksiyonundan bahsedemeyiz. Bunun yerine beklenen fayda 
fonksiyonu yani vNM fayda fonksiyonu ile bireylerin tercihlerini ifade etmemiz 
ge�ekecektir. Basitlik olsun diye i oyuncusunun a E L karma stratej iden beklenen 
faydas1m, U( · )  veya En; (a) ile gosterebiliriz, burada U( ·) vcya Eu; : L ---+ 
R �eklinde ifade edilir (bu kitabm ilerleyen boliimlerinde bir notasyon kolayhg1 
oldugu i�in bazen beklenen fayday1, U( - )  ve Eu; notasyonlan yerine dogrudan u; 
ile ifade etmeyi tercih edecegiz). 

Oyunculann rassalla�tirmalar1 birbirinden bag1ms1z oldugundan dolay1, 
s = (s 1 , . . . . .  , sn ) strateji profilinin ger�ekle�me olas1hg1 her i oyuncusunun s; 
stratejilerinin oynanma olas1hklannm �arp1mma e�ittir. Karma stratejiye, a, uy­
gun olarak i oyuncusunun s; E S; piir stratejisini oynama olas1hg1 a; ( s; ) ' dir. Bu 
yiizden s strateji profilinin Pr(s) oynanma olas1hg1 oyuncular a karma stratejisine 
gore hareket ettiklerinde her oyuncunun piir stratejilerinin oynanma olas1hklanmn 
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Pr(s ) = Pr((s 1 , . . . , sn) )  = Pr(l .oyunru s 1 )  . . . . .  Pr(n .oyunru sn) n 
= a1 (s1 ) . . . . . . .  a,, (s,, ) = IT  '7i (s; ) .  

i=l  

Oyunda 17 = (171 , . . . , a,, ) karma strateji profili oynand1gmda i oyuncusunun 
beklenen faydasm1 bulmak ic;in her olas1 s E S piir stratejisine gidip bakmahy1z. 
Her piir stratej i  profili ic;in i oyuncusunun beklenen faydasm1 buluruz. Tiim olas1 
piir stratej i profillerinin olas1hklarla agirhklandmlm1§ degerlerinin toplam1 ise bize 
bu oyuncunun beklenen faydas1m verir. Yani oyuncular a karma strateji profiline 
gore hareket ettiklerinde, i oyuncusunun n-oyunculu bir oyunda beklenen faydas1 
a§ag1daki gibi bulunur: 

Karma strateji profili, a, oyunculann karma stratej iler l istesidir. Her bir oyuncu 
ic;in bir tane karma strateji vard1r, 17 = {171 , a2 , . . .  , an} .  Herhangi bir i oyun­
cusunun karma stratejisi, ai , piir strateji lerine kar§Ihk gelen olas1hklann l istesidir. 
Bir sonucun gerc;ekle�me olas1hg1m bulmak ic;in bu sonucu iireten piir strateji­
lerin sec; ilme olas1hklanm hesaplamak gerekir. Yani eger piir strateji profili, s E 
S, belirli bir sonucu iiretiyorsa bu sonucun olas1hg1 bu profildeki her oyuncu­
nun sec;tigi piir stratejinin sec;ilme olas1hklarmm c;arp1mma e§ittir (bag1ms1zhktan 
dolay1). Yukanda daha soyut bir diizlemde tammlanan karma strateji kavram1m bir 
ornekle somutla�t1rahm. 

Omek 2.2 

iki oyunculu bir oyun dii§iinelim. Her oyuncunun karma stratejisi Tablo 2. 1 'de 
parantez ic;inde gosterilen degerlerdir. I .oyuncu iki piir stratejiye sahipken, 2.oyuncu 
tic; tane piir stratej iye sahiptir. Bu durumda oyunun stratej i uzay1 §6yle ifade edile­
bilir: 

S = S1 x S2 = { (U, L) , (U, M) , (U, R) , (D,  L) , (D, M) , (D ,  R) } . 

L (p) M ( q) R ( 1 - p - q) 
u (t )  2, 8 7, 7 0, 3  

t---��r---��-+-�����-< 
D (l - t) 1 , 5 7, 4 9, 6 
>---������������ 

Tablo 2.1 
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l .oyuncunun karma stratejisi (t , 1 - t )  �eklinde strait bir ikilidir: t olas1hkla U. 
1 - t olas1hkla da D stratejisini oynamaktadtr, yani a1 (t , 1 - t ) .  Altematif olarak 
�oyle de yazabiliriz, Pr(U) = a1 (U) = t, Pr(D) = a1 (D)  = 1 - t. Dolay1s1yla, 
l .oyuncunun karma strateji uzay1, yani olas1 tiim karma stratej iler ktimesi a�ag1daki 
gibi ifade edilir, 

L 1 = { (t , 1 - t ) : t E [O, l] } . 

Diger yandan 2.oyuncu ti� tane ptir stratejiye sahip oldugundan, karma strate­
jisi, a2 (p, q, 1 - p - q) ,  yani Pr(L) = a2(L) = p, Pr(M) = a2(l\1) = q ve 
P(R) = a2(R) = 1 - p - q §eklindedir. 2.oyuncunun karma strateji uzay1 da �6yle 
ifade edilir, 

L2 = { (p, q, 1 - p - q :  p, q ::::: O , p + q ::::: 1 } . 

�imdi her ptir strateji profili i�in olas1hklar katsay1 matrisini bulahm. Tablo 
2.2'nin kutucuklannda bu olasthk katsay1lan hesaplanmt� olarak verilmektedir. 

L (p) M (q) R ( l - p - q) 
U (t )  tp tq t ( l - p - q) 

D ( ( l - t) ( 1 - t)p ( 1 - t)q ( 1 - t) ( l - p - q) 
��������������� 

Tablo 2.2 

Bu olas1hk katsay1Iar matrisi l .oyuncunun sattr olas1hg1 ile 2.oyuncunun stitun 
olas1hgmm �arp1m1 ile bulunur. Orne gin ( D, L) strateji  profiline kar�t hk gel en 
olasthk katsay1s1 basit�e ( 1  - t)p'dir. Strateji profili  s = (D, L) oldugunda yap­
t1g1m1z ashnda iki oyuncunun bu stratejilerine kar�1hk gelen olas1hklan, a1 (D) ve 
a2 ( L) ,  birbiri ile �arpmakttr veya ba�ka bir ifade ile: 

l .oyuncunun karma strateji profilinden beklenen faydasm1 hesaplamak i�in 
Tablo 2.2'deki her fayda dtizeyini ona kar�1hk gelen olasthk katsay1s1 ile �arp1p, 
sonra ttim kutucuklan toplanz. bmegin a = ( a1 , a2) karma stratejisini 
dti§Undtigtimtizde, ki burada l .oyuncunun U ve D ptir stratejilerini a1 = ( 1 /6, 5/6) 
karma stratejisine gore rassalla§t1rarak oynad1g1m ve 2.oyuncunun da L, M ve R 
stratejilerini a2 = (9 /10 ,  0, 1 /10)  karma stratejisine gore rassalla�llrarak oynad1g1m 
varsayahm. Boylece I .  ve 2. oyuncunun bu karma strateji protili i�in beklenen fay­
das1m (2.2)'de tammland1g1 gibi hesaplayabiliriz. 

l .oyuncunun beklenen faydasm1 (2.2) 'den yararlanarak �oylc buluruz, 

Eu1 (a) = [tp(2) + tq(7) + t ( l  - p - q) (O)] 

+ [(1 - t)p( l )  + ( I - t)q(7) + (1 - t ) ( l  - p - q) (9)] 

= t [p(2) + q(7) + (1 - Ji  - q)(O) ]+ 

(1 - t ) [p( l )  + q(7) + (1 - fJ - q)(9)] . 
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Bu da �oyle ifadc edilebilir: 

1 5 = 5Eu 1 (U) + 6Eu1 (D) 

1 9 1 5 9 1 18 = - ( -2 + 0.7 + -0) + - ( - 1 + 0. 7 + -9) = - .  

6 10 10 6 10 10  10  

Burada Eu1 ( U) ,  l .oyuncunun U stratejisini kesin oynamas1 durumunda elde ede­
cegi beklenen faydas1 iken, Eu1 (D) l .oyuncunun D stratejisini oynad1gmda bek­
lenen faydas1d1r. 

2.oyuncunun beklenen faydas1 da �oyle bulunur, 

9 1 
E112 = 

10
E112 (L) + OEu2 (M) + 

10
Eu2 (R) 

9 1  5 1 5 1 1  5 5 = -(-8 + -5) + 0. ( -7 + - 4) + - ( -3 +  -6) = - .  

10 6 6 6 6 10 6 6 4 
Benzer olarak Eu2(L) ,  Eu2 (M) ve Eu2 (R) , 2.oyuncunun s1ras1yla L, M ve R 
strateji lerini kesin oynamas1 durumunda beklenen faydalanm gosterir. 

Karma stratejilerde tercihlerin vNW fonksiyonu ile tammlanmas1 (yani bekle­
nen degerler iizerinden tammlanmas1) piir strateji lerle kar�1la�tmld1gmda bir tak1m 
farkhhklara neden olmaktad!f. Bunlardan biri karma stratejilerdeki dengenin ozelligi 
dengenin sadece ordinal degerlere gore degil fayda diizeylerinin kardinal degerlerine 
(say1sal biiyiikliikleri) de bag1mh olmas1d1r. Ordinal malamalar karma stratejil­
erde dengenin varhg1 ile ili�kili iken kardinal degerler karma stratejilerin olas1hk 
degerlerini bulmak i�in gereklidir. Yani fayda diizeylerini biraz degi�tirdigimizde 
bu dengeyi etkilemezken, karma strateji olas1hklan degi�ir1 • Bu durumlan ifade 
edebilecegimiz bir omek verelim. 

Ornek 2.3 

• Tablo 2.3 'de verilen oyunda �efik ( I  .oyuncu) ve �ahgiil (2.oyuncu) birlikte oy­
namaktad1r. Tablo 2.3 'de ordinal tercihlerle ifade edilen iki oyun yap1 olarak bir­
birinin aym olan iki oyundur. Her iki oyun da Mahkumlar <;1kmaz1 oyunudur. iki 

1 Ordinal fayda hcrhangi bir serrim ktimesindcki elemanlan en rrok lercih cdilenden en az tercih 
cdilene gore siralar. Sci;:im ktimcsindeki clcmanlardan (mallar ornegin) clde edilen faydanm say1sal 
dcgcri, yani kardinal faydas1, ancak s1ralama yapmak irrin kullamhr. Bu yiizden say1sal biiyiikliikler 
onemli degildir. Ornegin, kardinal fayda dondurmadan alman faydanm �ekerden ahnan faydanm 
iki kali oldugunu sliyleyebil irken, ordinal fayda bunu soylemez, sadece dondurma �ckcre tercih 
edilir der ve ne kadar �iddetle tercih cdildigi oncmli degildir. Tercihin nedcn bliyle oldugu yani 
neden dondunnanm sei;:ildigi ekonominin konusu degildir. Bu yiizden tercihler veri ahmr sliztinii 
kullamnz. Ekonomide kulland1g1m1z fayda fonksiyonlan ise daha r;ok lercihleri siralamak ii;:in yani 
ordinal amai;:lar ii;: in kullamhr ( u( a) > u( b) � a >- b). Bu yiizden herhangi bir f ayda fonksiyonunun 
herhangi bir pozitif monolon transformasyonu bu yap1y1 yani s1ralama yap1sm1 korur. Diger yandan 
ordinallik sadecc bireylerin kcndi tcrcihleri ii;:in yap1hr. Kardinalligin yapt1g1 gibi bircyler arasmda 
fayda kar�Jla�urmas1 yapmaz. 
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oyunda da her oyuncu iirin en iyi tepki kendisinin D, diger oyuncunun C'yi seirtigi 
durumdur, bundan sonraki en iyi sonuirlar s1ras1yla (C,C), (D,D) ve (C, D)'dir. 

c D 
c 2, 2 0, 3 
D 3, 0 1 , 1 

c D 
c 3, 3 0, 4 
D 4, 0 L 1 

Tablo 2.3 

Fakat yukanda verilen tablolar vNM tercihleri ile ifade edildiginde iki farkh 
oyundur. Ornegin sol taraftaki tabloda Sefik' in (C,C) deterministik sonucundan 
elde ettigi fayda, (D,C) sonucunun 1 /2 olas1hkla ve (D,D) sonucunun da 1/2 
olas1hkla gerirekle�tigi bir lotari i le  aynid1r, 2 = ( 1 /2) .3 + ( 1/2) . 1 . Halbuki sag 
taraftaki tabloda Sefik' in (C,C) deterministik sonucunda elde ettigi fayda onun bu 
lotariden elde ettigi beklenen faydadan daha biiyiiktiir, 3 > ( 1 /2) .4 + ( 1 /2) . 1 .  Yani 
sol taraftaki tablo Sefik' in (C,C) deterministik durum ile lotari arasmda kay1ts1z 
oldugu durumu gosterirken, sag taraftaki tabloda, bu oyuncunun (C, C) determinis­
tik durumunu lotariye tercih ettigini gostermektedir. 

K1saca bu iki tablo �unu gostermektedir. Bu oyunlar ordinal tercihler anlammda 
aym stratejik oyun iken, vNM tercihleri ai;:1smdan farkh stratejik oyunlardir. Bu 
yiizden fayda diizeylerini gosteren tablodaki say1lann yorumlanmas1 i;:ok ai;:1k ol­
mayabilir. Bu durumlarda Nash dengesini yorumlamak ii;:in, makul bir varsay1m 
yapilabilir: Eger oyunculann hareketlerini rassal olarak sei;:melerine imkan ver­
ilmezse, fayda tablosundaki sayilar oyunculann ordinal tercihlerini gosterir. Fakat 
eger oyunculara hareketlerini rassalla�t1rma imkam \ll!rilirse, fayda tablosundaki 
say1lann beklenen degerleri oyuncularm sonui;:lar iizerine olu�turulan lotarilere 
doniik tercihlerini gosteren fayda diizeyleridir. 

' 

2.4 Karma Stratejiler ve Kesin Baskmhk 

Daha once gordiigiimiiz baskmhk kavramm1 karma stratej ilere genelle�tirebiliriz. 
Piir bir stratejinin mahkum olup olmad1gm1 anlamamn yolu diger oyunculann tiim 
piir stratejilerine her zaman daha iyi bir tepki olacak bir karma stratejinin olup 
olmad1gma bakmaktir. 

Tamm 2.6 G( · ) gibi stratejik bir oyunda eger a�ag1daki ko�ul gererliyse ai E l::i 
karma stratejisi, si piir stratejisine kesin baskmd1r, 

(2.3) 

Bu tammda eger e�itsizlik e�itlik halini alirsa ve qitsizlik en azmdan bir s; irin 
gererli olursa Si stratejisi zay1f-baskm olur. 

Suna dikkat edin, i oyuncusunun bir .'ii piir stratejisinin ai gibi bir karma strate­
j iye mahkum olmasm1 diger oyunculann Li piir stratejilerine gore dii�iiniiyoruz. 
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<;iinkii veri bir :;; stratejisi ic;in, a; stratejisi ((2.3) ko�ulunu sagltyor) diger oyun­
culann piir stratejileri ic;in gec;erliyse, i oyuncusunun karma stratejisi diger oyun­
culann karma stratejileri, a _ ; ,  ic;in de gec;erl idir. <;iinkii diger oyuncular a_; karma 
stratejilerini oynarken, i oyuncusunun elde ettigi fayda, diger oyunculann piir strate­
jilerini oynad1klan zaman elde ettikleri faydalann bir konveks kombinasyonudur 
(aglfhklandmlm1� ortalamas1dlf). Yani i oyuncusunun a; karma stratejisinin diger 
oyunculann s _ ;  piir stratejilerine baskm olmas1 bu oyunculann a_; karma strateji­
lerine de baskm oldugu anlamma gelir. 

Kesin piir mahkum bir strateji diger oyunculann karma stratejilerine en iyi tepki 
olamaz. Ornegin i oyuncusunun s: hareketi a; karma strateji tarafindan mahkum 
edilsin. Herhangi bir i oyuncusu a; karma stratejisini ve diger oyuncular da a -i  

karma stratejisini uygulad1gmda i oyuncusunun beklenen faydas1 u; (a; , a_; ) olur, 
bu fayda diizeylerinin aglfhklandmlm1� ortalamas1dir. Diger oyuncular da her 
hareketlerine atad1klan olas1hklann (a_; ) sonucuna gore beklenen faydalanm 
hesaplarlar. Eger ·< hareketi a; tarafindan mahkum ediliyorsa bu �u anlama gelir: 
diger oyunculann s_; stratejileri ic;in, u; (a; , s _ ; ) > u; (:;: , s_; ) demektir. Bu 
yiizden i oyuncusu a; karma stratejisini kulland1g1 zaman, i oyuncusunun beklenen 
faydas1, diger oyunculann karma stratejileri, a -i , veri almd1gmda s; hareketini oy­
namasmdan beklenen faydasmdan daha fazla olacakt1r. Yani k1saca kesin mahkum 
bir hareket herhangi bir karma stratejide kullamlmaz, yani pozitif olas1hkla agir­
landmlmaz. Karma strateji leri bulmak ic;in ilk once kesin mahkum stratejilerin sil­
inmesi gerekir. Kesin mahkum bir stratejiye pozitif olas1hk veren bir karma strate­
jinin kendisi de mahkumdur (mahkum stratejiye daha az olas1hk veren bir ba�ka 
mahkum stratej iye gore). 

�imdi de a�ag1da karma strateji ve baskmhk ili�kisine dair diger bir tak1m 
ozellikleri ornekler iizerinden tart1�ahm. 

1. Zay1f mahkum olmayan piir stratejilere pozitif olas1hk verilse bile karma 
bir stratej i kesin mahkum edilebilir. Tablo 2.4'de verilen oyuna bakahm. Oyunu 
Birsen ( 1 .oyuncu) ve Veli (2.oyuncu) birlikte oynamaktadlf. Birsen'in U ve M 
stratejilerinin her birini 1 /2 olas1hkla oynamas1, Veli 'nin ne oynad1gmdan bag1ms1z 

_,Jarak, ona - 1  /2 gibi bir beklenen fayda saglar (bunu kola yea hesaplayabilirsiniz). 
Bu karma strateji, ona her zaman 0 fayda saglayan D piir stratejisi tarafindan kesin 
mahkum edilir. Dikkat ederseniz ne U ne de M stratej isi zay1f mahkum olma­
malanna ragmen bu durum gec;erlidir. 

u 
M 
D 

L R 
1 , 3 -2, 0 

-2, 0 1 ,  3 
0, 1 0, 1 

Tablo 2.4 

2. Diger herhangi bir piir strateji  tarafindan kesin mahkum edilemeyen bir 
strateji, karma bir strateji ile kesin mahkum edilebilir. Tablo 2.5'de bu durumu 
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a'<1klayacak bir omek verebiliriz. 1 .oyuncu i'rin U stratejisi ne M ne de D stratejisi 
tarafmdan kesin olarak mahkum edilebilir. 

u 
M 
D 

L 
1 ,  3 
4 , 0 
0, 1 

R 
1 ,  0 
0 , 3 
3, 1 

M 
D 

L R R 
,_4_,_o-+--o.,....._3-1 ----* M � ----* 

0, 1 3, 1 D ITI.J 
Tablo 2.5 

R 
D ITI.J 

2. oyunucunun ne oynad1gmdan bag1ms1z olarak l .oyuncunun U stratejisini 
oynamast ona her zaman I kazandmr. Fakat eger l .oyuncu �oyle bir karma strateji 
olu�turursa: M ve D stratejilerini 1 /2 olasthkla oynarsa, 2.oyuncu L hareketini 
sec,:tiginde 2, R hareketini sec,:tiginde 3/2 kadar kazamr. Bu karma strateji 2. oyun­
cunun ne oynad1gmdan bag1ms1z olarak, U stratej isini her zaman mahkum eder, 
c,:iinkii 2 > 1 ve 3/2 > 1 .  

B u  oyunda c,:ok say1da karma strateji tammlanabilecegini unutmamak gerekir. 
brnegin l .oyuncu, 2.oyuncunun L stratejisine U stratejisinden daha iyi bir strateji 
olu�turmak 1c,:m M stratej tsmt 1 /4 olasthgmm iistiinde oynamah 
0"1 ( 1\1) > 1/4.  Benzer olarak R stratejisine kar�1 yine U stratejisinden daha iyi bir 
strateji olu�turmak ic,:in D stratej isini 1/3 olas1hgmm iistiinde oynamahdtr, 0"1 (D) > 

1 /3. Dolay1s1yla M stratej isinin 2/3 olas1hgmm altmda oynanmas1 gerekir, 
a1 (M) < 2/3. Bu iki durumu da dikkate ald1g1m1zda, �u sonucu elde ederiz: 
a1 (AI) E ( 1 /4, 2/3) olmahdtr (bu olasthklarm dogrulugunu siz de kontrol edin). 
Yani bu arahk ic,:indeki degerleri saglayan tiim karma 'tratejiler U stratej isine her 
zaman kesin baskmd1r. Tiim yapmam1z gereken amac1m1za uygun karma strateji 
olas1hklanm belirlemektir. 

Bu arada oyunda U stratejisinden daha yiiksek bir fayda saglayacak M ve D 
stratejilerinden olu�an uygun bir karma stratejisinin belirlenmesi ile U stratejisi 
silinir. Bu silinme sonras1 devam eden oyunda 2.oyuncunun da L stratejisini silmesi 
ile denge (D,R)'de olu�ur. 

2.5 Karma Strateji Nash Dengesi 

Siirekli eleminasyon yoluyla bulunan denge sezgisel olarak giic,:lii temellere otursa 
bile bu tiir dengelere sahip oyunlar c,:ok degildir. Bu yiizden de karma stratejilerde 
Nash dengesi kavramma bakmamtz gerekir. 

Tamm 2.7 G = { N, (S; ) , ( u; ) }  gibi stratejik birimli bir oyunda, her i oyuncusu 
irin a; stratejisi O"":_; stratejisine en iyi tepkiyse, (a; , a":_;) karma strateji Nash 
dengesidir; yani 
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Burada i oyuncusu dt§mdaki diger tiim oyunculann kanna strateji profilinin, 
a_; E L-i •  oynand1gm1 veri altrsak, i oyuncusunun en iyi karma stratejisi nedir? 
Bunun cevab1 i oyuncusunun en iyi tepki fonksiyonundan gelir, B; : L-i --+ Li• 
ki  bu fonksiyon, diger oyunculann karma-strateji profil uzaymt L-i '  i oyuncusu­
nun L; karma stratejileri ile ili§kilendirir. Formel olarak ifade cdersek i oyuncusu­
nun problemi, her a - i E L-i karma strateji profili ii;in, i oyuncusunun kanna 
stratejilerinden olu§an B; (a - i ) C Li ktimesini bulmakttr: 

B; (a_;) = arg max ui (a; , a- ; ) ,  
(1; 

burada B; (a-; ) ' nin bo� bir ktime olmamast, yani en iyi tepki olan bir kanna strate­
jinin var olmast ii;in, Si ptir stratejiler ktimesinin bo� olmayan ve stmrh bir ktime ol­
mast gerekir (karma stratejilerde Nash dengesinin varhgtm daha sonra tarli�acag1z). 
Karma stratejilerde en iyi tepki fonksiyonlanm daha somutla�ttrmak ii;in a§agtdaki 
ornege bakahm. 

Ornek 2.4 

iki oyunculu ve her bir oyuncunun iki harekete sahip oldugu bir oyun dti§iinelim, 
1. oyuncunun hareketleri T ve B iken, 2.oyuncunun hareketleri L ve R �eklindedir 
ve i (=  1 ,  2) oyuncusunun fayda fonksiyonu u; 'dir. l .oyuncunun a1 (T) kanna 
stratejisi T hareketine atfedilen olas1hg1 gosterirken, a1 ( B) ise B hareketine atfedilen 
olas1ltg1 gosterir (unutmadan a1 (T) + a1 (B)  = 1 ) . Daha uygun bir gosterim ii;in 
p = a1 (T) ve 1 - p = a1 (B)  olsun. Benzer olarak, 2.oyuncunun karma strate­
jisinin L hareketine atfettigi olas1hk q = a2 ( L) ve R hareketine atfettigi olasthk ise 
1 - q = a2 (R) 'dir (a2(L) + a2 (R) = 1 ) .  

Oyuncularm amact a 1  ve a2 karma stratejilerini sei;mektir. Herhangi bir ( s 1 ,  s2 ) 
strateji  i;iftinin gelme olas1hg1, I .  oyuncunun s 1 stratejisine atfettigi olas1hgm 
2.oyuncunun s2 'ye atfettigi olas1ltgm 9arp1mma e§ittir. Tablo 2.6'da dort olas1 
sonui; ii;in kanna strateji profili ( a1 , a2) verilmektedir. (T, L) sonucu pq olas1hkla, 
(T, R) sonucu p(l - q) olas1ltkla, (B, L) sonucu ( 1  - p)q olas1ltkla ve (B, R) 
s�cu da ( 1  - p) ( l  - q) olas1hkla geri;ekle§ir. 

T(p) 
B ( I  - p) 

L(q) 
pq 

( 1  - p)q 

Tablo 2.6 

R(l - q) 
p(l - q) 

(1 - p) ( l  - q) 

Bu olas1hk dag1hmmdan hareketle I .oyuncunun ( a1 , a2 ) kanna strateji i;iftinden 
beklenen fayda fonksiyonunu yazahm, 

Eu1 ( · ) = pqu1 (T, L)+p( l -q)u1  (T, R) + ( l -p)qu 1 (B, L )+ ( l-p) ( l-q)u1 (B, R) 
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veya bunu §6yle de yazmak milmkilndilr, 

Eu1 ( · ) = p [qu i (T, L) + (1 - q)u1 (T, R)]+( l -p) [qui (B,  L) + ( 1  - q)u1  (B ,  R)] . 
(2.4) 

Yukanda (2.4)'de ifade edilen ilk kare parentez ic;indeki deger I .oyuncunun T 
pilr stratejisini (yani T stratejisini I olas1hkla oynuyor) oynad1gmda ve 2.oyuncu­
nun a2 karma stratejisini oynad1gmda beklenen faydasm1 gosterirken, ikinci kare 
parantez ise I .oyuncunun B pilr stratejisini oynad1gmda ve 2.oyuncunun da yine 
a2 karma stratejisini oynad1gmda beklenen faydasm1 gostermektedir. Bu her iki 
beklenen fayday1 mas1yla E1 (T, a2 ) ve E1 (B, a2 ) ile gosterelim. Bu durumda 
1 .oyuncunun ( a1 , a2) karma strateji c;iftinden beklenen faydas1 §6yledir, 

Dolay1s1yla l .oyuncunun ( a1 , a2) karma strateji profilinden beklenen faydas1 
2. oyuncunun a2 karma stratejisini oynad1gmda T ve B stratejilerinden beklenen 
faydalann ag1rhklandmlm1§ ortalamas1d1T. Diger bir nokta 2.oyuncunun karma 
stratejisi veri almd1gmda, l .oyuncunun beklenen faydas1 p'nin lineer bir fonksiy­
onudur. �ekil 2.2'de gorilldilgti gibi bu fonksiyon bir lineer dogru §eklindedir ve 
E1 (T, a2) > E1 (B,  a2 ) durumunu gostermektedir. 

E, (.) 

pE,(T,a ) +  
(1·p)E,(B,n2I 

p p 
�ekil 2.2 Birinci oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu 

l .oyuncunun faydasmm p'nin lineer bir fonksiyonu olmas1 dolay1s1yla, 2.oyun­
cunun karma stratejisine verdigi en iyi tepkinin tic; olas1 durumu vard1r: 

i .  Eger E1 (T, a2) > E1 (B, a2) ise, I .oyuncunun en iyi tepkisi T ptir strateji­
sidir (�ekil 2.2'deki gibi) . 

i i .  Eger E1 ( B, a2) > E1 (T, a2) ise, l .oyuncunun en iyi tepkisi B ptir strate­
jisidir ( l .oyuncunun, p'nin bir fonksiyonu olan beklenen faydas1 yukar1da verilen 
�ekil 2.2' nin tersine negatif egimli bir dogrudur) 

i i i .  Eger E1 (T, a2 ) = E1 ( B ,  a2) ise, l .oyuncunun ttim karma stratejileri aym 
beklenen fayday1 verir. Bu ytizden tiim tepkiler en iyi tepkidir (bu durumda �ekil 
2.2 yatay eksenli bir dogru olur). Benzer §ekilde 2. oyuncu ic;in de en iyi tepki 
fonksiyonu ttiretilebilir. 
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Bu boli.imde son olarak, bir oyunun makul stratejilerini bulurken karma strate­
j ileri de kullanabilecegimizi belirtelim. �imdi bu durumu bir omek i.izerinden 
gosterelim. 

Ornek 2.5 

Tablo 2.7 'de dikkat edilirse l .oyuncunun, 2.oyuncu hakkmda sahip oldugu hi\: 
bir inan\: (yani hi\: bir bir olas1hk dag1hm1), B hareketini en iyi tepki yapmaz. 

T 
M 
B 

L 
3,0 
0,0 
1 , 1  

R 
0, 1 
3, I 
0,0 

L R R 
T 1-3_,_o-+--o_, 1--4 � T @I] � 
M 0,0 3, 1 M DlJ 

Tablo 2.7 

R 
M DlJ 

Bunu a\:1klamaya \:ah�ahm. Herhangi a( · )  E [O, 1] i\:in, 2. oyuncu sahip 
oldugu stratejileri (L veya R) hangi olas1hk karmas1 ile oynarsa oynasm T strate­
jisi, B hareketine gore her zaman daha iyidir. Ornegin 2. oyuncunun L hareketini 
a(L)  olas1hkla oynamas1 durumunda l .  oyuncunun T hareketini oynamasmdan 
elde edecegi fayda B hareketini oynamasmdan daha iyidir, u 1  (T, a(L) )  = 3a > 
u 1 (B, a(L) )  = a. Dolay1s1yla B hareketini oynamak rasyonel degildir. Bu 
yiizden 1 .oyuncunun B hareketi elenir. Daha sonra tablodan takip edilebilecegi 
gibi si.irekli eleminasyon yoluyla kalan tek bir strateji profi li vard1r: (M,R). Bu 
denge stratejisidir. Hem baskm strateji dengesi, hem makul strateji ve hem de Nash 
dengesidir. 

Burada dikkat ederseniz, 2. oyuncu, eger I .  oyuncunun B hareketini oynay­
acagm1 di.i§iinse, L oynamay1 tercih edebilir. Fakat B hareketinin oynanacagm1 
makul gosteren bir inan\: yoktur. Dolay1s1yla 2. oyuncu 1. oyuncunun B hareketini 
oynayacagma inanmayacakt1r. Bu da 1 .  oyuncunun, 2. oyuncunun L hareketini 
oynamayacagm1 di.i§i.inmesine neden olur, yani I .  oyuncunun inan\:lan R hareke­
tinin pozitif olas1hkla oynayacag1 �eklindedir. 1 .  oyuncunun bu rasyonelligi veri 
almd1gmda, kendisi sonu\:ta M hareketini oynayacakttr. 

�imdi de oyun teorisinin baz1 klasik oyunlarmda karma strateji Nash dengelerini 
bulmaya \:ah�ahm. 

2.5.1 E�le�en Paralar 

Herhangi bir oyunun karma strateji  Nash dengesini bulmak i\:in, basit\:e her oyun­
cunun sahip oldugu hareketleri gene! olas1hk parametreleri ile ifade etmekle ba§lanz. 
Bunu E§le§en Paralar oyunu i\:in de yapahm. Bu oyunda her oyuncunun iki opsiy­
onu vard1r: tura (T) ve yaz1 (Y). l .oyuncunun turay1 p olas1hkla ve 2.oyuncunun 
da turay1 q olas1hkla se\:tigini dii§iinelim. Olas1hklann toplam1 ise l oldugundan 1 .  
ve 2.oyuncunun yaz1y1 se\:me olas1hklan s1ras1yla 1 - p ve 1 - q olacakt1r. E§le§en 
Paralar oyunu Tablo 2.8'de gosterilmektedir. 
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T (q) Y ( l - q) 
T (p) 1 , -1 - 1 , 1 

f-----+------j Y ( l - p) - 1 , 1 1 . - 1 �--�---� 
Tablo 2.8 : E�le�en Para oyununda karma strateji dengesi 

Veri stratej iler i<;in l .oyuncunun beklenen faydasm1 yazahm. I .oyuncu p 
olas1hkla turay1 se<;tiginde, eger 2.oyuncu q olas1hkla turay1 se<;erse 1 lira kazamr 
fakat 2.oyuncu eger yaz1y1 se<;erse 1 lira kaybeder (bu da 1-q olas1hkla ger<;ekle�ir). 
Benzer olarak, l .oyuncu 1 -p olas1hkla yaz1y1 se<;tiginde, eger 2.oyuncu q olas1hkla 
turay1 se<;erse 1 lira kaybeder fakat eger 2.oyuncu yaz1y1 se<;erse 1 lira kazamr. 

Boylece I .oyuncunun beklenen faydas1 �oyledir, 

E(u1 ) = p [q( l ) + ( 1  - q) (- 1) ] + ( 1 - p) [q(- 1 ) + ( 1  - q) ( l ) ] (2.5) 

= p(2q - 1) + ( 1  - p) ( l  - 2q) . 

Benzer olarak 2.oyuncunun beklenen faydas1 ise a�ag1daki gibidir, 

E(u2 ) = q �J(- 1 ) + ( 1 - p) ( l ) ] + ( 1  - q) [p(l ) + ( 1 - p) (-1 )] (2.6) 

= q(l - 2p) + ( 1  - q) (2p - 1 ) .  

�imdi karma strateji Nash dengesini olu�turacak p ve q degerlerini bulahm. 
Bunu da (2.5) ve (2.6)'de belirtilen beklenen fayda fonksiyonlanm maksimize eden 
p ve q olas1hklanm bularak yapanz. l .oyuncunun (2.5)'de belirtilen fayda fonksiy­
onunu maksimize eden deger, bir ko�e <;ozi.im olabilirf yani p = 0 ve p = 1 .  Bunlar 
l .oyuncunun pi.ir stratej ileridir, yani p = 1 iken l .oyuncu her zaman turay1 oy­
nar ve p = 0 iken ise I .oyuncu her zaman yaz1y1 se<;er. Diger bir durum p'nin 
bir i<; <;ozi.imi.ini.in olmas1d1r, yani beklenen fayda fonksiyonunu maksimize eden p 
degerinin 0 < p < 1 arasmda bir deger almas1 demektir. Bu durumda E (u 1 ) ' nin 
p'ye gore ti.irevi s1fira e�itlenir, 

8E(u 1 ) 1 
up 

= 2q - 1 - ( 1 - 2q) = o =} q = 2 .  

Bu bize q = 1/2 iken, p'nin herhangi bir i<; degerinin maksimum aday1 oldu­
gunu soylemektedir. Matematiksel olarak bu anlamhdir <;i.inki.i eger q = 1 /2 ise 
l .oyuncunun beklenen faydas1 her zaman s1fir olacakt1r (bu durumda 1 .oyuncunun 
faydas1 p'nin degerinden bag1ms1zd1r): 

E(u1 ) = p(2q - 1 ) + ( 1  - p) ( l - 2q) = p(O) + ( 1 - p) (O) = 0. 

Sezgisel olarak bunun ne anlama geldigine bakahm. 2.oyuncu tura ve yaz1 
arasmda rassal bir se<;imde bulundugunda, l .oyuncu i<;in her strateji en iyi tepkidir. 
Yani eger her zaman turay1 se<;erseniz, beklenen faydamz s1fird1r; eger her zaman 
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yaz1y1 se9erseniz de beklenen faydamz s1fird1r veya isterseniz 1/2 olas1hkla tura 
se9seniz de beklenen faydamz s1firdJr. 

Kisaca I .oyuncunun stratejisi hakkmda elde ettigimiz sonu9 §Udur: 
Eger 2.oyuncu q = 1/2 olas1hkla stratejilerini rassalla§tmrsa herhangi bir p degeri 
l .oyuncu i9in en iyi tepkidir. Fakat eger 2.oyuncunun stratejisi q -=J 1 /2 ise, 1 .oyun­
cunun en iyi tepkisi bir ptir stratej idir yani eger q > 1/2 ise l .oyuncunun en iyi 
tepkisi her zaman turay1 oynamaktlf fakat eger q < 1 /2 ise bu durumda ise I .oyun­
cunun en iyi tepkisi her zaman yaz1y1 oynamaktlf. Ozetle l .oyuncunun en iyi tepki 
fonksiyonu §Oyledir: { { 0} , eger q < f. 

B 1 ( q) = {p : 0 :S p :S 1 } ,  eger q = I 
{ 1 } ,  eger q > 2 

�imdi de aym yakla§1m1 2.oyuncunun stratejilerini bulmak i9in kullanahm. 
Yine 2.oyuncunun beklenen faydasm1 maksimize eden deger ya bir ko§e 9oztimdtir 
(q = 1 veya q = 0) ya da bir i9 9oztimdtir, 0 < q < 1. Eger bir i9 9oztim ise, 
benzer §ekilde 2.oyuncunun en iyi tepkisini §Oyle buluruz, 

8E(u2) 1 
-

8
-
q 

- = 1 - 2p - ( 2p - 1 )  = 0 ::::} p = 2" .  

Boylece l .oyuncu p = 1 /2 olas1hgm1 se9erse, 2.oyuncunun herhangi bir q 
se9imi en iyi tepki olacakt1r. Fakat l .oyuncu p -=J 1 /2 olas1hgm1 se9erse, 2.oyun­
cunun en iyi tepki fonksiyonu ptir stratejidir; eger l .oyuncu p > 1/2 stratejisini 
se9erse, 2.oyuncunun en iyi tepkisi her zaman yaz1y1 oynamaktJr fakat p < 1/2 
stratejisini se9erse, 2.oyuncunun en iy i  tepkisi her zaman turay1 oynamakt1r. Ozetle 
2.oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu ise a§ag1daki gibi ifade edilir, { { 1 }  eger p < f. 

B2 (p) = { q : 0 :S q :S 1 }  eger p = f 
{O}  eger p > 2 

Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlanm �ekil 2.3 'deki gibi gosterebiliriz. 
�imdi de buldugumuz sonu9lann hepsini bir araya getirip karma-strateji Nash 

dengesini bulmaya 9ah§ahm. Eger l .oyuncunun p se9imi 2.oyuncunun q se9imine 
en iyi tepki ise, stratej isi p = 1, p = 0 veya 0 < p < 1 olabilir. Eger 2.oyuncunun 
q se9imi 1 .oyuncunun p se9imine en iyi tepki ise, stratejisi q = 1, q = 0 veya 
0 < q < 1 olabilir. Sonu9 olarak l .oyuncunun U9 se9imi ve 2.oyuncunun U9 se9imi 
bize 9 tane Nash dengesi aday1 verir. Bunlar: 

i .  Dort ptir strateji adayi: (p = 1 ,  q = 1 ) , (p = 1 ,  q = 0) , (p = 0, q = 1 ) , 
(p = 0, q = 0) 

i i .  Bir karma stratej i aday1: (0 < p < 1, 0 < q < 1) 
ii i .  Dort ptir/karma strateji kombinasyonu: (p = 1, 0 < q < 1 ) ,  (p = 0, 0 < 

q < 1 ) , (0 < p  < l , q  = 1 ) , (0 < p < l , q = 0) 
Kolayca gortilebilecegi gibi dort ptir stratej i aday1 kar§1hkh en iyi tepkiler 
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q 

0 p 

�ekil 2.3 E�le�en Paralar oyununda en iyi tepki fonksiyonlan 

degildir, yani piir Nash dengesi yoktur. Yine gorebilecegimiz gibi dort piir/karma 
stratej i kombinasyonu da en iyi tepkiler degildir. Omegin (p = 0, 0 < q < 1 ) Nash 
dengesi degildir \iinkii eger l .oyuncu p = 1 olas1hgma kayarsa, 2.oyuncunun en 
iyi tepkisi art1k 0 < q < 1 olmayacaktir, bunun yerine en iyi tepkisi q = 0'1 se\mek 
olacaktir. 

Fakat karma strateji aday1 Nash dengesidir: I .oyuncunun 0 < p < 1 arasmda 
bir deger se\imi q = 1 /2 iken en iyi se\imdir. 2.oyuncunun 0 < q < 1 arasmda 
bir deger se\imi, p = 1 /2 iken en iyi se\imidir. Boylece oyunculann stratej ileri 
kar§thkh en tepkiler olan p = q = 1 /2 olacaktir. Yani bu oyunun dengesi karma 
strateji Nash dengesidir. Bu da �ekil 2.3 'de her iki oyoncunun en tepki fonksiyon­
lanmn kesi§tigi noktad1r. 

2.5.2 Cinsiyetler Sava�1 

iki oyunculu vNM tercihli bir oyunu dii§iinelim ve bu oyunda oyunculann hareket 
profilleri iizerindeki tercihleri Cinsiyetler Sava§t'ndaki ile aym olsun. Oyuncularm 
tercihleri Tablo 2.9'da gosterilmektedir. 

B (p) 
s ( 1 - p) 

B (q) 

I �:� I 
S ( l - q) 

0, 0 
1 , 2  

Tablo 2.9 Cinsiyetler Sava�mda karma stratcji dengcsi 

Bu oyunun karma strateji dengesini bulahm. Bunun i\in ilk once l .oyuncu­
nun en iyi tepki fonksiyonunu bulahm. 2.oyuncu B stratejisini q olas1hkla oy­
nasm. Bu durumda I .oyuncunun B hareketini oynamasmdan beklenen faydas1 
2q + 0. ( 1 - q) = 2q iken, S hareketini oynamasmdan beklenen faydas1 O.q + 
1 . ( 1 - q) = 1 - q'd1r. Yani eger 2q > 1 - q veya q > 1 /3 ise, l .oyuncunun B 
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piir stratej isini oynamas1 gerekir. Eger q < 1 /3 ise bu durumda da S piir stratejisini 
oynamast daha rasyoneldir. Fakat eger q = 1 /3 ise hem B hem de S yani l .oyuncu­
nun tiim karma stratej ileri aym beklenen fayday1 verir. Boylece her karma stratej i 
en iyi tepkidir. Ozetle, l .oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu 

B1 (q) = {p : O :::; p :::; l } . eger q = l /3 
{ {O} , eger q < 1/3 

{ 1 } , eger q > 1 /3 

Benzer olarak 2.oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonunu bulabiliriz: 

B2(p) = {q : O :::; q :::; l } , eger p = 2/3 
{ {O} , eger p < 2/3 

{ l } , eger p > 2/3 

Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlan a§ag1daki �ekilde gosterilmektedir. 

q 

.1 t---------+-----' 3 81 

0 2 3 p 

�ekil 2.4 Cinsiyetler Sava§mda en iyi tepki fonksiyonlan 

Bu oyunun ii9 Nash dengesi vardtr: (p, q) = (0, 0) , ( � 1 � )  ve ( 1 , 1 ) .  B irinci 
ve ii9iincii dengeler oyuncularm piir stratejilerinin rassalla�tlrmalanna imkan ver­
i lmedigi durumdaki standard piir Nash dengeleridir. ikinci denge ise yeni dengedir. 
Karma strateji kavrarm ile ortaya 91kan dengedir. Denge, her oyuncunun B ve S 
hareketlerinin pozitif olas1hkla oynand1g1 dengeyi gosterir, yani ( B,B ), ( B,S), ( S,B) 
ve (S,S) sonu9lan pozitif olas1hkla ger9ekle�ir, dolay1s1yla her bir sonucun dengede 
ger9ekle�mesi miimkiindiir. 

2.5.3 Refah Oyunu 

Refah oyunu, devletin fakir birine i� anyorsa yard1m etmek istedigi, ama i� 
aram1yorsa yard1m etmek istemedigi ve fakir ki�inin de ancak devlet yard1mma 
bag1mh olmamast durumunda i� arayacag1 bir durumu modellemek i9in kullamlan 
klasik bir oyundur. 
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Tablo 2. 1 0  her olast durum i\:in bu oyunun fayda diizeylerini gostermektedir. 
Bireyin r,:alz,\mak stratejisi \:ah§mak istedigini ve dolay1s1yla i� arad1gm1 gosteriyor, 
ral1�mamak stratejisi ise \:ah§mak istemedigini ve dolay1s1yla i� aramad1gma kar�thk 
gelmektedir. Devlet i� arayan ki§iye yardtm etmeyi istemektedir. Fakat i� ara­
mayana yard1m etmeyecektir. Dolay1s1yla devletin stratejileri yard1m ve yard1m 
yok �eklindedir. Bu yiizden hi\: bir oyuncu baskm strateji dengesine sahip degildir. 

yard1m 3, 2 
rali�·mamak 

- 1 , 3  
0, 0 yard1m yok - 1 ,  1 

'---���-'--����� 

Tablo 2.10 Refah oyunu 

Her strateji profiline Nash dengesinin olup olmad1gma bakarak karar verelim. 
l .  (yard1m, ralt�mak) stratej i profili bir Nash dengesi degildir \:iinkii eger devlet 

yard1m ederse, i�siz ki§i i§ aramayacakt1r, yani \:ah�mak istemeyecektir. 
2. (yard1m, ("alt�mamak) Nash dengesi degildir \:iinkii eger i§siz ki§i \:ah§mak 

istemiyorsa devlet yard1m etmemeyi se\:ecektir. 
3. (yard1m yok, rali�mamak) da Nash dengesi degildir, \:iinkii i§siz \:ah§maya 

kayacaktir. 
4. (yard1m yok, rali�mak) Nash dengesi degil \:iinkii devlet yard1ma kayacaktir. 
Buradan \:tkan sonu\:. oyunun bir piir strateji Nash dengesinin olmad1g1dir. 

Fakat Refah Oyunu bir karma strateji Nash dengesine sahiptir. Oyunculann fayda 
diizeyleri Tablo 2. I O'daki fayda diizeylerinin beklenen degerleridir. Eger devlet 
yard1m hareketini p olas1hkla oynarsa ve i�siz ki�i de q10Ias1hkla \:ah§trsa, devletin 
beklenen faydas1 

Ucf = p [3q + ( - 1 ) ( 1  - q)] + ( 1  - p) [- 1 . q  + 0. ( 1  - q)] 
= p(5q - 1) - q. 

Eger sadece piir stratej ilerin olduguna imkan verirsek, p olas1hg1 0 veya 1 'e 
e§it olur. Fakat oyunda karma strateji izlendiginde devletin p hareketi s1firdan 
bire uzanan bir arahga sahip olur, dolay1s1yla piir stratejiler bunun U\: noktalandir. 
Eger bunun bir maksimizasyon problemi olduguna imkan verirsek, devletin bek­
lenen fayda fonksiyonunun se\:im degi§kenine gore tiirevini ahp birinci derece 
ko§ulundan optimal olas1hk degerini buluruz: 

aud op = 5q - 1 = o => q = 0.2 .  

Eide ettigimiz bu sonu\:. karma strateji dengesinde, i§siz ki§i zamamn %20'sini i§ 
arayarak ge\:irecegini gostermektedir. Bu olduk\:a ilgin\: bir sonu\: aslmda, \:iinkii 
devletin problemine bakarken i§sizin optimal stratej i parametresini bulduk. Boyle 
bir sonu\: bulduk \:iinkii standard §ekilde maksimizasyon metodunu kullanmad1k. 
Problem i§sizin stratej isine bagh olarak ii\: stratejiden birinin devletin faydas1m 
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maksimize edebilmesidir: (i) eger i�siz yeterince c,:ah�ma isteginde degilse, yard1m 
yok (p = 0), (ii) eger ki�i c;ah�may1 yeterince yi.iksek olas1hkla isterse, yard1m 
et (p = 1 )  (iii) eger i§sizin c,:ah�ma olas1hg1 q = 0.2 smmndaysa, herhangi bir 
olas1hkla yard1m et, c;i.inki.i devlet kay1ts1zdir. 

Oc;i.inci.i durum karma bir stratejinin varhgma i�aret eder. Bunu gormek ic,:in, 
a�ag1daki ad1mlara bakahm: 

I .  Devlet ic,:in optimal bir karma stratej i vardir 
2. Eger ki§i zamammn %20'sinden fazlasmda i� ararsa devlet yard1m etmeyi 

sec;ecektir. Fakat eger ki�i zamammn %20'sinden daha azmda i§ aramay1 sec;erse 
devlet asla yard1m etmeyecektir. 

3. Eger karma strateji devlet ic;in optimal ise, ki§i c,:ah�may1 %20 olas1hkla 
sec;melidir 

Bu arada devletin yard1m yapma olas1hg1m bulmak ic,:in i�sizin fayda fonksiy­
onuna (ui ) bakmahy1z. i�sizin fayda fonksiyonu a�ag1da belirtildigi gibidir, 

Ui = p [2q + 3 ( 1  - q)j + ( 1  - p) l .q + 0. ( 1 - q) = -q(2p - 1 )  + 3p. (2.7) 

(2.7)'deki fayda fonksiyonunun birinci dereceden ko�ulundan i�sizin en iyi tepki 
fonksiyonunu buluruz, 

OUi oq = -(2p - 1 )  = 0 =} p = 0.5. 

Eger i�siz c;ah§may1 0.20 olas1hkla sec;erse, devlet %100, %0 veya bunun 
arasmda bir olas1hkla yard1m etme arasmda kay1ts1zd1r. Eger stratej iler Nash den­
gesi ise devlet yard1m etme olas1hg1m p = 0.5 olas1hkla sec;melidir. Boylece 
karma strateji Nash dengesinde devlet yard1m1 0.5 olas1hkla ve i§siz i§ aramay1 0.2 
olas1hkla sec;melidir. Denge sonucu, fayda matrisindeki dort kutudan biri olabilir. 
En yi.iksek gerc,:ekle§me olas1hg1 olanlar ise (yard1m yok, r;ali�mamak) ve (yard1m, 
r;ali�mamak) her birinin aym anda gerc,:ekle�me olas1hg1 0.4( = 0.5( 1 - 0.2)) 'dir. 

Bu omek i.izerinden karma stratej ilerin tam anlam1yla ne oldugunu biraz 
tart1�ahm. <;i.inki.i karma stratej i ashnda oldukc;a tart1�mah bir kavramdir. Genet 
olarak karma stratej i  oyunculann pi.ir stratej ilerini rassalla§tmnas1dir. Fakat genel 
kabul goren g6ri.i§, karma strateji oyuncunun strateji lerini rassalla�tmnas1 diger 
oyunculann nezdinde kendisinin ne yapacag1 konusunda belirsizlik yaratmas1 olarak 
tammlamr. Bu tamm nispeten daha tatminkar gozi.ikmektedir. 

Karma stratej iler pi.ir strateji ler kadar sezgisel anlamaya doniik kavramlar 
degildir. Bu yi.izden bir c,:ok oyun teorisyeni model kurarken kendisini piir strateji 
dengeleriyle smirlandmr. Karma stratejilerin kullammma kar§I c,:1kan bir argiimana 
gore, gerc;ek hayatta insanlar rassal harekette bulunmazlar. Fakat bu giic;lii bir iti­
raz degildir c;iinkii karma strateji lerin oldugu bir oyunda, rassalhk herhangi bir 
oyuncu ac,:1smdan degil de oyundaki diger oyuncular ac,:1smdan soz konusudur. Yani 
birey hangi harekette bulunacagm1 bilir fakat belirsizlik digerleri ac,:1smdan mev­
cuttur. Ac,:1kc,:a rassalhk c,:ok gene! olmasa bile baz1 alanlarda miimkiindiir, omegin 
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vergi miifetti�leri rassal denetim yaparlar veya telefon �irketleri rassal olarak op­
eratorlerinin nazik olup olmad1klanm kontrol ederler. 

Daha sorunlu olan durum ise, karma stratejiyi se9en bir oyuncunun her za­
man iki piir stratej i arasmda kay1ts1z olma durumudur. Refah oyununda, i§siz, 
devletin karma stratej ini veri ald1gmda, iki piir strateji ve tiim karma stratej iler 
arasmda kay1ts1zdir. Eger i�siz belirli bir karma stratej i izlemese, yani q = 0.2 
stratejisini izlemese, denge olmayacaktlf 9iinkii devlet buna tepki olarak stratej isini 
degi§tirecektir. i�siz ki�i tarafindan se9ilen olas1hktaki kii9iik bir sapmada bile den­
genin olu§masm1 engelleyecektir 9iinkii devlet tepki verecektir. Bu anlamda karma 
Nash dengesi zay1f bir dengedir. 

Refah Oyununu yorumlamamn diger bir yolu da tek bir i�sizin oldugunu dii­
�iinmek yerine 9ok say1da benzer fayda ve tercihlere sahip i§sizler oldugunu dii­
�iinmektir. Devlet her bir i�size aym �ekilde davranmaktadir. Karma stratej i  den­
gesinde her bir i�siz 9ah�may1 0.2 olas1hkla se9er, bir ki�ilik oyunda oldugu gibi . 
Fakat 9ok oyunculu bir oyun bir piir strateji dengesine sahiptir: i�sizlerin yiizde 
20'si rah�mak piir stratej isini, kalan yiizde 80' ni ise rah�mamak piir stratej isini 
se9er. Fakat buradaki problem bir i�sizin nas1l olup ta bir stratejiyi veya digerini 
se9tigidir. Fakat model d1�mdaki bireysel karakterlerin bu tiir davram�lan be­
lirledigini varsayabiliriz. Tabi burada oyuncu say1s1 onemlidir 9iinkii bir birey 
varken oyunculann yiizde �u kadar1 diyemeyiz. Bunun i9in de oyuncularm say1sm1 
siirekli bir degi�ken olarak dii�iinmek miimkiin ve kolayla�tmc1 bir varsay1m olarak 
kullanabiliriz. 

Karma stratej ileri i9in yap1lan ba§ka bir yorum da �oyle olabilir (bu yorum tek 
bir i�sizin oldugu bir yap1da da ge9erlidir): i�siz ki�i. pir i�sizler popiilasyonundan 
se9ilsin ve devlet bu i�sizin nasil biri oldugunu bilmesin. Devletin bildigi tek �ey 
(0.2, 0.8) oranlannda iki tip i�siz oldugudur: 9ah�mayi- se9enler eger devlet p = 0.5 
olas1hkla yard1m etmeyi se9erse ve 9ah�may1 se9meyenler aksi durumda. 

2.6 Belirli Grup Oyunlarda Karma Strateji Nash Dengesi 

Karma strateji mant1gmm onemli oranda kullamld1g1 ii9 oyun kategorisi vardir. Bu 
oyun kategorilerini Tablo 2 . 1 1 iizerinden tammlayahm: 

m, w n,x 
p,y r,z 

Tablo 2.1 1  

Koordinasyonsuzluk oyunlan: Bu tiir oyunlar tek bir dengeye sahiptirler, o 
da karma stratej ilerle ifade edilir. Fayda diizeyleri �oyledir: (i) m > p, r > n, 
x > w, y > z veya (ii) p > m, n > r, w > x ve z > y dir. Refah Oyunu bir 
koordinasyonsuzluk oyunudur. 

Koordinasyon oyunlan: Bu tiir oyunlar ii9 dengeye sahiptirler: iki simetrik piir 
stratej i  dengesi ve bir tane de simetrik karma strateji dengesidir. Fayda diizeyleri 
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�oyledir: rn > p, r > n, w > x, ve z > y. Cinsiyetler Sava�1 koordinasyon 
oyunlanna ornek olarak verilebilir. 

Katk1 oyunlari i.i\: dengeye sahiptir. iki simetrik olmayan (asimetrik) pi.ir strateji 
dengesi ve bir simetrik karma strateji dengesi. Fayda di.izeyleri �oyledir: 
p > m, n > r, x > w, ve y > z. Fakat p < n ve y > x durumunda da bu 
ge\:erlidir. Rasmusen (2005) bu oyunlan katk1 oyunlan olarak nitelendirmekte­
dir. Bunun gerek\:esini de �oyle a\:1klamaktadir. iki oyunculu bir oyunda her bir 
oyuncu kamu malmm arzma katk1da bulunma se\:eneginin olmasma ragmen her 
oyuncu digerinin maliyeti ta�1masm1 ister. Bu oyunun Mahkumlar <;1kmaz1 oyu­
nundan fark1, bir katk1 oyununda her oyuncu ancak gerekliyse tek ba�ma katk1da 
bulunmay1 ister. Diger yandan katk1 oyunlan Cinsiyetler Sava�1 oyunundan farkh 
bir oyun gibi gozi.ikse de ozi.inde aym oyunlardir. Her iki oyun da iki oyuncuya 
gore ters sirah iki pi.ir strateji dengesine sahiptir. 

Simdi de belirli grup oyunlarda karma strateji Nash dengesinin gene! 
parametrelerle nas1l ifade edilecegine bakahm. Tablo 2. 1 2 'de gene! parametrelerle 
ifade edilen fayda matrisi verilmektedir. 

L (o:) R (l - o:) 
u ((3) 
D (1 - (3) I ;:; I n,x 

r.z 

Tablo 2.12 

Oyunun karma strateji dengesini bulmak i\:in, pi.ir stratejilerden gelen beklenen 
faydalan e�itleriz: 

u1 (U) = am + ( 1  - a)n, 
u1 (D) = ap + ( 1 - a)r. 

(2.8) 

(2.9) 

Yukandaki iki denklemi, (2.8) ve (2.9), e�itlersek, denge o:* (a parametresi 2.oyun­
cunun L hareketini oynama olas1hg1d1r) degerini buluruz: 

r - n  a* = ...,...-------
(r - n) + (m - p) "  (2. 1 0) 

Beklenen faydalan e�itlemek, kay1ts1z kald1g1 karma stratej iyi bulmaya yarar. 
Bu yontem ozti itibariyle Se\:im degi�kenine gore beklenen fayda fonksiyonunun 
ti.irevini ahp s1fira e§itlemekle aymd1r, dolay1syla aym sonucu verir. 

Benzer olarak, 2.oyuncu i\:in ptir strateji lerden beklenen faydalanm e�itler, 

u2 (sol) = /3w + ( 1 - /3)y = u2(sag) = /3x + ( 1  - /3)z . 
Buradan hareketle denge /3* (/3 parametresi l .oyuncunun U hareketini oynama 
olas1hg1dir) degerini buluruz, 

/3* = 
z - y 

(z - y) + (w - x) 
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�imdi (2. 1 0) ve (2. 1 1 )  ile ifade edilen denge karma stratejilerine ait bir taktm 
ozellikleri ifade edelim: 

Birincisi, karma strateji mevcut olmasa bile, karma bir strateji bulmak ii;in 
faydalan-e�itleyen metodu izleyebiliriz. Omegin D hareketinin l .oyuncu ii;in kesin 
baskm oldugunu varsayd1g1m1zda, yani p > m ve r > n, l .oyuncu karma stratej i 
izlemeyi istemeyecektir boylece denge karma strateji cinsinden ifade edilemez. Bu 
durumda (2. 10) yamlt1c1 olarak o* > 1 sonucunu verecektir. 

ikinci olarak, karma strateji dengesi sadece faydalann ordinal degerlerine degil 
aym zamanda kardinal degerlerine de baghdir (bunu daha once ifade etmi�tik). Or­
dinal s1ralamalar, bir dengenin karma strateji lerle i fade edilip edilmeyecegini be­
lirtmek ii;in gerekli bilgi iken, kardinal degerler karma stratejilerin degerlerini bul­
mak ii;in gereklidir. bmegin Mahkumlar <;tkmazmda (Tablo 1 . 1 )  (itiraf, itiraf) pro­
filindeki fayda di.izeyinde ki.i9i.ik bir degi�iklik dengeyi etkilemezken, yukandaki 
tablodaki (D, R) strateji profilinde olu�an z degeri biraz degi�tirilirse 2.oyuncunun 
(2. 1 l ) 'de ifade edilen denge karma olas1hg1, f3* , degi�ir. 

Oi;iinci.isi.i, kardinal degerler onemli olmasma ragmen, oyunun yap1sm1 i;ok 
degi�tirmeden fayda di.izeyleri lineer doni.i�ti.irme ile degi�tirilebilir (monoton ve 
lineer olmayan doni.i�ti.irmeler oyunun yap1sm1 etkileyebilir), yani yukandaki tablo­
daki her 7r fayda degeri eger a + b7r degeri olarak lineer doni.i�ti.iri.ili.irse (2. 1 1 ) 
denklemi �oyle olur: 

* (a + bz) - (a + by) 
' = ( (a + bz) - (a + bz) ) + ((a + bw) - (a + bx)) 

z - y = (J* . (z - y) + (w - x) 

Fakat gordi.igi.imi.iz gibi denge olasthk degeri degi�meai. Ktsaca fayda degerleri 
lineer doni.i�ti.iri.ildi.igi.inde karma strateji dengesi ve karma stratej i denge degerleri 
degi�miyor. 

Dordi.inci.isi.i, Refah Oyununda da ifade edildigi gibi her oyuncunun karma strate­
jisi sadece diger oyuncunun fayda parametrelerine baghdir. brnegin (2. 1 1  )'de 
ifade edilen I .  oyuncunun denge karma stratejisi, sadece 2.oyuncunun w, x, y ve 
z parametrelerine baghd1r, bu ifadede kendi parametreleri yoktur. Bu 2.oyuncu 
ii;in de gei;erlidir. �imdi bu gene! formatta verilen oyunun daha ozel bir hali olan 
denetim oyunua bakahm. 

Ornek 2.6 Denetim Oyunu 

Oyun teorisinin standart oyunlanndan biri de Denetim Oyunudur. Denetim 
Oyunu bir tek karma strateji dengesine sahip bir koordinasyonsuzluk problemidir. 
Bu oyun, aym zamanda karma stratejiler ile rassal hareketler arasmdaki aynlmas1 
zor fakat onemli olan bir fark1 gostermek ii;in de kullamhr. 

Vergi miifetti�leri vergi mi.ikellefterinin verdikleri beyanlann dogru olup ol­
mad1gm1 belirlemek ii;in tefti�te bulunurlar. Miifetti�lerin amact minimum maliyetle 
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hileyi (yanh� beyam) engellemeye r;:ah�maktir. Miikellefter eger yakalanmazlarsa 
hi le yapmay1 istemektedirler. Hileyi engellemenin faydasmm 5 oldugunu, denetleme 
yapmanm maliyetinin m < 5 oldugunu, miikelleflerin kanuna itaat etmelerinin 
maliyetinin 1 oldugunu ve hi le yaparken yakalanmamn cezasmm ise c > 1 oldugunu 
varsayahm. Tab lo 2. 1 3  'de vergi miifetti§i sat1r oyuncusu ( l .oyuncu) ve vergi 
miikellefi siitun oyuncusu (2.oyuncu) olarak gosterilmektedir. 

denetim ( (3) 
giiven ( 1 - (3) 

hile (n) 
5 - rn, -c 

0, 0 

itaat ( 1  - o: ) 
5 - m, - 1  

5 ,  - 1  

Tablo 2.13 Denetim oyunu 

Faydalan-e§itleme yontemini veya birinci dereceden ko�ulu kulland1g1m1zda 
karma strateji dengesini elde ederiz ((2. 1 0) ve (2. 1 1 ) 'de ifade edildigi gibi ) :  

P (h .l ) • 5 - (5 - m) r z e = n = --,----------..,--------. 
(5 - (5 - m) ) + ((5 - m) - O) 

- 1 - 0  
Pr(denetim) = (3* = 

( ) ( ) - 1 - 0  + -c - 1  

m 
(2. 12) 

1 
(2. 1 3) 

c 

Buradan hareketle (2. 1 2) ve (2. I 3)'deki denge karma stratejileri kullamrsak bekle­
nen faydalar a§ag1daki gibi olur: 

11 1 = n* (O) + (1 - o:*) (5) = 5 - m, 

112 = {J* ( -c) + ( 1 - /3* ) (0) = - 1 .  

�imdi bu Denetim Oyununu biraz degi§tirelim. Miifetti�in her §iipheli ir;:in 
denetim politikas1 yerine rassal bir omeklemi denetledigini varsayahm. Bu yeni 
yontem karma strateji olmak zorunda degildir. Denetim Oyunun ilk versiyonunda, 
(2. I 3)'da ifade edildigi gibi karma strateji dengesi tiim �iiphelilerin 1 / c olas1hkla 
denetlenmesi sonucuna varm1�t1k. Bu durum, §iiphelilerin l /c kadarmm rassal 
r;:ekilerek denetleneceginin ilan edilmesi durumundan farkhd1r. 

Bu oyun ir;:in once miifetti� hareket eder ve hareketi vergi gelirlerinin ne kadanmn 
denetlenecegini ser;:mek olsun, µ. Miifetti§ §iiphelilerin yanh� bilgi vermemelerini 
saglamak istemektedir. Bunun ii;in a�ag1daki durumu saglayan µ degerini sei;er: 

u1 (itaat) 2 7r1 (hile )  =? - 1  2 /L(-c) + ( 1  - JL) (O) =? /L 2 l /c. (2. 14) 

Dengede bu yiizden miifetti� /L = 1 / c olas1hg1m sei;er ( daha yiiksek bir denetim 
olas1hgm1 siirdiirmek rasyonel olmad1gmdan, denetim olas1hg1, l /c'e e�itlenir). 
Vergi miikellefteri kurala itaat ederler. Bu durumda denetr;:inin faydas1 u1 = 5-µm 
olur, ki bu fayda diizeyi birinci oyundaki 5 - m degerinden daha iyidir. Miikellefin 
faydas1 ise her iki durumda da aymdir, 112 = - 1  (fayda diizeylerinin boyle oldugunu 
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fayda matrisinden 11 olas1ltgm1 da kul lanarak teyil edin). 
Bu oyunda mtifetti�in hareketi rassal olsa da, oyunun dengesi ptir stratejiler­

den olu�ur. Bu durum oyununun birinci versiyonundan farkhdtr 9Unkti mtikellef 
itaat hareketini se9se bile mtifetti� maliyetli denetimi yapmak zorundad1r. Bu oyu­
nun ilk versiyondan diger bir farklthg1, hareket ktimesinin stirekli olmas1d1r. Bir­
inci oyunda karma stratej ilere imkan verilse bile yani strateji ktimesi, f3 E [O, 1 J 
araltgmdan gelse bile, hareket ktimesi { denetim,giiven } �eklinde kesiklidir. Fakat 
ikinci oyunda hareket ktimesi stireklidir, JL E [O, l ] 'd1r. 

Karma stratej ili oyunlar si.irekli stratejili oyunlar gibidir. <;tinkti bu oyunlarda 
strateji degi�keni olan olas1hk 0 ile 1 stirekli arahgmdan se9ilir. ikinci oyunda 
da ashnda strateji 0 ve I arahgmdan se9ilir fakat bu omegin ytizde 70 denetim 
olas1hgm1 se9mek �eklinde bir karma strateji degildir. Bu oyundaki karma strateji 
muhtemelen �oyle bir se9im olurdu, omegin 0.5 olas1hkla denetim olas1hgmm %60 
ve 0.5 olas1hkla da denetim olas1hgmm %80 se9ildigi bir karma stratej i  gibidir. 
Denetim olas1hgmm %70 oldugu bir pilr strateji ile bir karma strateji (%70 denetim 
ve 30% denetim yok gibi bir karma strateji) arasmda onemli bir fark vardtr. Ptir 
strateji se9imi geri donil�il olan bir se9im degildir, oyuncu pilr stratejileri arasmda 
kay1ts1z oldugu durumlarda bile pilr strateji se9imini stirdtirtir. Fakat karma strateji 
dengede oyuncunun ne yapmas1 konusunda kay1ts1z oldugunda yapt1g1 bir tercihtir. 

A�ag1daki boltimde karma stratejilerle silrekli stratejiler arasmdaki fark1 daha 
net gostermeye 9ah�acag1z. 

2. 7 Stirekli Degi�kenlerle Karma Strateji Dengesi 

�u ana kadar bakt1g1m1z oyunlar bir ar;1dan basitti. <;tinkil hareket kilmesindeki 
hareketlerin kardinalligi (say1s1) s1mrhyd1. Oysa biliyoruz ki hareketleri silrekli 
bir arahkta tammlayabiliriz. Bir oyuncu omegin 1 0  ile 20 arasmda sonsuz say1da 
fiyattan herhangi bir fiyau ser;ebilir veya her oyuncunun negatif olmayan bir mik­
tar dtizeyi ser;me imkanma sahip oldugu Coumot oyununda oldugu gibi oyuncular 
sonsuz hareketler kilmesine sahip olabilir. 

Bu tilr oyunlann karma stratejilerini bulma yontemi ,  kullamlan teknikler farkh 
olsa da, her oyuncunun sm1rh say1da harekete sahip oldugu oyunlarda karma strateji 
bulma prensibi ile aymd1r. Sm1rs1z hareket ktimesine sahip bir oyuncunun karma 
stratej isi, hareket ktimelerine atfedilen olas1hklarla belirlenir, yani ktimedeki tek 
bir harekete atfedilen olas1hklarla belirlenmez. <;tinkil bu durumda tilm olas1hklar 
s1fir olurdu (sonsuz eleman ir;eren bir arahktan bir noktamn gel me olas1hg1 s1fird1r). 
Boyle oyunlar daha r;ok tek boyutlu arahklarla (reel say1lar kilmesinde) ifade edilen 
hareketler kilmesidir. Bu ttir durumlarda karma strateji dengesinin nas1J bulundugunu 
anlamak ir;in omekler verel im. 

Omek 2.7 

6megin iki oyunculu bir oyun dti�ilnelim. Her bir oyuncunun hareket kilmesi 
[a; , b;] , i = 1 ,  2, arahgmda tammh olsun. Her oyuncunun karma stratejisi bu 
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arahktaki dag1hm fonksiyonu ile ifadc edileccktir. Yani her bir i oyuncusunun 
karma stratejisi, her bir s; stratej isi i�in tammlanan 0 � F; (s; )  � 1 bir olas1hk 
fonksiyonudur, burada F; ( s; ) bize i oyuncusunun en fazla s; stratej isini (veya 
hareketini) se�me olas1hgm1 verir. 

Boyle oyunlarda karma strateji Nash dengesinin bi<;:imi <;:ok kompleks olabilir. 
Fakat bu oyunlarda bazen basil dengelere de sahip olabiliriz. Buna uygun bir omek 
verelim. Her i = l .  2 oyuncusu i<;:in a§ag1daki ko�ullan saglayan ( F1 , F2) kanna 
stratej i <;:iftini dii�iinelim: 

(i) Herhangi bir i oyuncusunun F; karma stratej isi, [x; , y;] arahgmm d1§mdaki 
arahklara �u olas1hklan atfediyor: 111 < x; i<;:in F; ( w) = 0 ve w 2: y; i<;:in F( w) = 
l .  

(ii) i oyuncusu s; stratejisini se<;:tiginde ve diger j oyuncusu F1 karma strate­
j isini se�tiginde, i oyuncusunun beklenen faydas1 a§ag1daki gibidir: 

'It; = { z; , x; � a; < Yi 
� z; , a; < x; ve a; > Yi 

burada zi sabit bir parametredir. Oyunculann beklenen faydalan �ekil 2.5'de gos­
terilmektedir. 

Z2 - - - - - - - - - - -·�---� 

(a) (b) 

1)ekil 2.5 (a) Birinci oyuncunun beklenen faydas1 (b) ikinci oyuncunun beklenen faydas1 

�ekil 2.5(a)'da l .oyuncunun karma stratej isi, F1 , sadece [x 1 ,  y1 ] arahgmdaki 
hareketlere pozitif olas1hk atfeder, 2.oyuncu da benzer olarak �ekil 2.5(b)'de [x2 ,  y2] 
arahgmdaki hareketlere pozitif olas1hk atfeder. 2.oyuncunun F2 kanna stratejisi 
verildiginde, l .oyuncunun beklenen faydas1 sol taraftaki §ekilde ifade edilir ve 
l .oyuncunun F1 karma stratejisi verildiginde 2.oyuncunun beklenen faydas1 sag 
tarafta gosterildigi gibidir, boylece (F1 ,  F2) karma strateji dengesidir. 

Ornek 2.8 

Burada verecegimiz oyun ornegi Osborne (2003)'den derlenmi§tir. Bu oyun bir 
ihale omegi olmasma ragmen (ihale oyunlanm daha sonra ayn bir boliimde detayh 
inceleyecegiz), i<;:inde banndird1g1 mant1k a<;:1smdan daha gene! ama<;:lar i<;:in de 
kullamlabilir. Boyle bir oyunun karma stratej isinin nas1l bulunduguna bakahm. 
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iki ki�i M degerindeki bir obje i�in kapah bir zarf i�inde teklifte bulunuyorlar. 
Her birinin teklifi M degerine kadar negatif olmayan bir say1 olabilir. Kazanan 
ki�i en yi.iksek tekli fte bulunan ki§idir. Tekliflerin aym olmas1 durumunda her biri 
objenin yans1m almaktadtr, bu da NJ /2'dir. Bu durum stratej ik bir oyun olarak 
modellenebilir. ihale oyunu olarak di.i§i.ini.ilen bu oyun aym zamanda her �tkar 
grubunun hi.iki.imeti ikna etmek i�in para harcad1g1 ve en fazla para harcayanm 
kazand1g1 bir lobicilik faaliyeti olarak da di.i�i.inebilir. 

Her i oyuncusunun tercihleri a�ag1da verilen fayda fonksiyonunun beklenen 
degeridir: { -a; eger a; < <Lj 

u; ( a 1 , a2) = AJ /2 - a; , eger a; = <Lj 
M - a; eger a; > <Lj 

burada j diger oyuncudur. 
Bu oyunun pi.ir strateji Nash dengesi yoktur. <;i.inki.i: 
i. Eger x < M ise, hi� bir hareket �ifti (x, x), Nash dengesi degildir �i.inki.i her 

bir oyuncu teklifini art1rarak faydasm1 art1rabilir. 
i i .  (M, M) Nash dengesi degildir �i.inki.i oyuncular tekliflerini s1fira �ekerek 

faydalanm da - M /2 di.izeyinden 0 di.izeyine �1kartabilirler. 
iii . Eger a 1  i= a2 ise hi� bir (a1 , a2) hareket �ifti Nash dengesi degildir 9i.inki.i 

teklifi daha yi.iksek olan oyuncu teklifini azaltarak faydasm1 art1rabilir (ve teklifi 
daha di.i§i.ik olan oyuncu, eger teklifi pozitif ise, teklifini O'a r;ekerek faydasm1 
art1rabilir). 

Oyunun bir kanna stratej i  Nash dengesine sahip oJ,dugunu di.i§i.inelim. Bunun 
ii;in F; , i oyuncusunun kanna stratej isini gostersin (olas1 teklif arahklan i.izerine 
tammlanan dag1hm fonksiyonu). Tek bir teklifin olas1hgmm s1fir olacagm1 biliy­
oruz zaten. Boylece F; (a; ) ,  i oyuncusunun en fazla a; teklifinde bulunma olas1hgm1 
gostennektedir. Dahas1 bir onceki ornekte oldugu gibi, strateji r;iftlerinin, (F1 , F2) ,  
her iki oyuncunun da sadece :i:; ve Yi arahgmdaki degerlere pozitif olas1hk at­
fettigini di.i§i.ini.iyoruz. 

Boyle bir dengenin varhg1m ara§ttnnak ir;in, ilk once 2. oyuncunun kanna 
stratejisi veri ahnd1gmda, l .oyuncunun a 1  hareketini oynad1gmda beklenen fay­
dasm1 bulahm: 

i .  Eger <L t  < :1:2 ise a1 degeri 2.oyuncunun teklifinden kesin (bir olas1hkla) 
daha azdir, bu durumda l .oyuncunun faydas1 -a1 'dir 

ii . Eger a1 > y2 ise a1 degeri 2.oyuncunun teklifini kesin a§ar, bu durumda 
l .oyuncunun faydas1 ise AI - a1 'dir 

iii . Eger x2 ::; <L t < Y2 ise I .oyuncunun beklenen faydas1 §oyle hesaplamr. 2. 
oyuncunun teklifinin a1 'den az olma olas1hg1 F2(a1 ) 'dir. Bu durumda I .oyuncunun 
faydas1 M - a t ; 2.oyuncun a1 degerini a§ma olas1hg1 l - F2(a1  ) 'dir ve bu durumda 
l .oyuncunun faydas1 ise -a1 'dir. 2.oyuncunun teklifinin at degerine e�it olmas1 
s1firdtr (tek bir nokta oldugu ii;in). Yani k1saca I .  oyuncunun beklenen faydas1 
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�oyledir: 

�imdi x2 ve y2 degerlerini ve F2 stratej isini bulmam1z gerekir ki bu degerler 
l .oyuncunun beklenen faydas1 �ekil 2.5 ' in (a) panelinde gosterilen ko�ulu sagla­
yacak �ekilde olmahd1r: Fayda fonksiyonu J: 1 ve y1 arahgmda sabit bir deger ahr 
ve a1 < x 1  ve a1 > y1 arahgmda bu sabit degerden daha az bir deger ahr. Fay­
dasmm x1 S a1 S y1 arahgmda sabil kalmas1 i\:in, bu arahkta M F2 (ai ) - a1 = c1 
(herhangi bir c1 sabili i\:in) ko�ulu saglanmahdtr. Aym zamanda F2(:r2 ) = 0, 

F2 (Y2) = 1 ve F2'nin azalmayan bir fonksiyon (kiimiilatif (birikimli) dag1hm 
fonksiyonu) olmas1 gerekir. Aym ko�ullar J:2 , Y2 ve F1 i\:in de saglanmahdtr. 

Eger x 1  = :r2 = 0, YI = Y2 = M ve 0 S z S M arahgmdaki tiim z ' ler i\:in 
F1 (z) = F2(z) = z/M (homojen dag1hmdan dolay1) ise liim ko�ullar saglamr. 
Her oyuncunun beklenen faydas1 sabittir ve tiim a 1  hareketleri i\:in s1fira e�ittir. 

K1saca her oyuncu hareketlerini homojen bir �ekilde rassalla�ttrd1gmda oyun 
karma Nash dengesine sahip olur. Dengede her oyuncunun beklenen faydas1 O'dtr. 
Ortalamada bir oyuncunun harcad1g1 miktar maim degerine e�ittir. 

Omek 2.9 Patent Yan�t 

Birbirine benzer ii\: firmam1z olsun, A, B ve C firmalan. Her firma ara�l1rma­
geli�lirme (AR-GE) faaliyellerine aym anda J:; � 0 , i = a, b, c, kadar harcama 
yap1yor. Firmalar risk nolrdiir (yani fayda fonksiyonlan l ineerdir) ve iskonlo oram 
s1firdir (yani yannm onemi yok). inovasyon (teknolojik yenilik) t (x; ) zamamnda 
ger\:ekle�mektedir. Eger AR-GE harcamalan artarsa bu daha k1sa siirede inovasyon 
yap1lacag1 anlamma gelir, yani t'(x; )  < 0. Patenlin parasal degeri M (patenti alan 
firmaya saglad1g1 katk1) kadard1r. Eger birden fazla say1da firma aym anda yenilik 
yaparsa patentin degeri e�it �ekilde payla�tlmaktadtr. A�ag1da i oyuncusunun fayda 
yap1s1 verilmektedir: 

M - x; c{1cr t(x;) < t (;r:j ) ,  't/j f= i , 
-1::L - x eq� er t (J· · ) - t(J· ) n >_ 1 l +n . , ,  ·. , ·z - , ·k ' 
-x; ,  cgcr t(x; ) > t( :r1 ) ,  :3j 

burada n aym anda inovasyon yapan firma say1sm1 gostermektedir. 

(2. 15)  

Yukanda (2 .  I 5)'de belirtilen birinci sattr, i firmas1 diger firmalardan daha erken 
bir inovasyon yaparsa, elde edecegi fayda patentin degeri eksi yapt1g1 harcama 
kadar, M - x; ,  oldugunu ifade eder. Fakat eger diger herhangi bir firma ile aym za­
manda inovasyon yaparsa (ikinci sal1r), bu firmalarla palentin degerini payla�acaktir, 
M/( 1  + n ) , dolay1s1yla faydas1 l\!/( 1  + n) - :z:; olur. U\:iincii sat1r ise �unu ifade 
eder: Eger i firmas1 inovasyonu daha ge\: yaparsa bu durumda bu yan�1 kaybedecek 
ve kayb1 da yapt1g1 harcama kadar olacaktir, -x; .  

Bu oyunun bir piir strateji Nash dengesi yoktur \:iinkii fayda fonksiyonlan sii­
reksizdir. Bir firmamn harcamasmdaki kii\:iik bir degi�im denge fayda diizeylerinde 
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1)ekil 2.6 Patent oyunu 

biiytik farkhhklar yaratacaktlf (bu durum a firmas1 i�in Xb ve Xe' nin sabit degerleri 
i�in �ekil 2.6'da goriilebilir). �ekildeki harcama diizeyleri denge degerleri degildir. 
Eger a firmast herhangi bir ara§ttrma harcamast olan Xa dtizeyini se�erse ki bu 
deger M'den daha azdlf, b firmast Xa +E ile cevap verecek patenti kazanacakt1r. 
Eger a firmast, Xa = !v! harcama dtizeyini se�erse bu durumda b ve c firmalan 
Xb = 0 ve Xe = 0 ile tepki verecektir, bu da A firmasmm Xa = c'a kaymasma 
neden olcaktlf. 

Fakat bu oyunda simetrik bir karma strateji dengesi vardlf, yani tiim oyuncular 
i�in aym karma strateji soz konusudur. Burada i firmasmm x'e e§it veya ondan daha 
az bir harcama diizeyi se�mesinin olas1hgm1 F; (x) ;1e gosterelim. Bu fonksiyon 
firmanm karma stratejisini tammlar. Karma strateji dengesinde bir oyuncu rassal­
la§t1rd1g1 ptir stratej iler arasmda kay1ts1zdlf. Ptir strateji ler olan Xa = 0 ve Xa = M 
harcama diizeyleri stfir fayda saglad1gmdan dolay1, a firmas1 [O, M] arahgmda 
rassalla§ttrma yapttgmda her karma strateji i�in beklenen faydast stfira e§it ol­
mak zorundadtr. Ptir stratejisi olan Xa 'dan beklenen faydas1, "kazanmamn degeri 
eksi ara�t1rma maliyetinin beklenen degeri" dir: 

burada x rassal-olmayan degi§kenleri ve X ise rassal degi§kenleri temsil ediyor. 
Bu §tiyle de yaz1labilir (olas1hklann bag1ms1zhgmdan dolay1) : 

veya 
(2. 1 6) 

(2. 1 6) denklemini tekrar dtizenledigimizde a§ag1daki yeni denklemi el de ederiz: 
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Ttim bu tic;: firma da simetrik yap1dan dolay1 aym karma dag1hm1 F(x)'i sec;:er: 

( x ) 1 /2 F(x) = M , O :S x :S M. 

bzetle bu oyunda ortaya c;:1kan karma strateji Nash dengesi §Unu gostennektedir: 
firmalar inovasyon ic;:in a§m harcamalarda bulunurlar. Dolay1s1yla ttim bu tic;: oyun­
cunun beklenen faydas1 s1fird1r. <;:tinkti patentin ttim degeri patent yan§I s1rasmda 
harcanmaktad1r. Toplum ac;:1smdan, patent ic;:in ko§turmak tekel bir firma ic;:in daha 
erken stirede inovasyonun gerc;:ekle§mesine neden olmakta, fakat bu durum yap1\an 
maliyete degmemektedir. 

2.8 Karma Stratejilerde Nash Dengesinin Varhg1 

Kitabm daha onceki boltimtinde stirekli strateji degi§kenlerde Nash dengesinin var­
hk ko§ullanm Kakutani sabit nokta teoremi ile gostermi§tik. Fakat oyuncularm 
stratej ileri kesikli degi§ken o\dugunda Nash dengesinin olamayabilecegini 
biliyoruz. �imdi herhangi bir oyunda ptir stratejiler kesikli de olsa rassalla§tmlarak 
oynanmalan durumunda, yani ptir stratejiler karma stratej iler §eklinde oynand1kla­
nnda, her zaman bir Nash dengesinin var oldugunu gosterecegiz. 

Daha once ifade edildigi gibi Kakutani ( l  941 ) '  e gore a§ag1daki ko§ullar sag­
land1gmda, f(:r) : X -+ X, x E X C Rn fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir, 
yani J: E f(x) : 

(i) X ktimesi Rn uzaymm kompakt, konveks ve bO§-olmayan bir ktimesidir. (i i) 
f ( x) , ttim x' ler ic;:in bo�-olmayan bir ktimedir. (iii) f ( x) , ttim x'ler ic;:in konveks 
bir ktimedir. (iv) f kapah bir ktimedir. 

�imdi karma stratejilerde Nash dengesinin varhgmm ispatm1 gostermek ic;:in 
bu ko�ullan en iyi tepki fonksiyonu olan B( · ) tizerinden tammlayahm, yani f(x) 
fonksiyonu yerine B( a) en iyi tepki fonksiyonunu yazahm, burada a E [O, l] 
karma strateji olas1hk degerini gostermektedir. 

Kakutani sabit nokta teoremi, B : [O, l] -+ [O, l] fonksiyonunun (ya da ili§kisini) 
yukandaki ttim ko§ullan saglad1gmda sabit bir noktas1 oldugunu ispatlar. 

Kakutani 'deki birinci ko§ul yani, a E [O, l ] ktimesinin kompakt, konveks ve 
bo�-olmayan bir ktime olmasmm neden onemli olduguna bakahm. bmegin a = 
(0, 1 )  gibi kompakt olmayan bir tamm arahgmda (ac;:1k bir ktime olmas1 dolay1s1yla 
kompakt degil) B(a) = a2 fonksiyonunun kolayca gortilebilecegi gibi sabit bir 
noktas1 yoktur. Eger a bo§ bir ktime olsayd1 ac;:1kc;:a yine sabit bir nokta olmaya­
cakt1. Eger konveks olmasayd1 da sabit bir noktas1 olmayacakt1, omegin [O, 1 /3] U 
[2/3, l] tamm arahg1 konveks degildir (c;:iinkti arada bo§luk var), bu konveks ol­
mayan arahk iizerinden a§ag1daki gibi bir fonksiyon tammlayahm. Ac;:1kc;:a bu 
fonksiyonun sabit noktas1 yoktur c;:iinkti ortasmda bo§luk vard1r (�ekil 2.7). 

ikinci ko§ul olan B(a) ili§kisinin bo§ olmamas1 gerekir. bmegin a§ag1daki 
gibi B : [O, l] -+ [O, l] gibi bir i l i§ki tammland1gmda ac;:1kc;:a B(a) ili�kisi sabit bir 

1 1 5 



3/4 

{3/4 eger cr E (0, 1 /3] 
B (cr ) = 

1/4 eger cr E (2/3, 1 ] 114 

1/3 213 

1)ekil 2.7 Konveks olmayan a tamm arahg1 

noktaya sahip degildir c;tinkti ir;inde bir bo§luk vardlf. { � eger a E [O, � ] 
B(a) = � e�er a E [� , 1J 

4 eger a E [ J , l ] 

1 cr 

Oc;tincti ko§ul saglanmazsa yani eger B( a) konveks degilse, grafigin sabit noktas1 
yoktur. �ekil 2.8 'de verilen i:imek bi:iyle bir durumu gi:isterrnektedir. 

B 

2/3 1 1 eger cr < 1 /2 
B (cr ) =  (0, 1 /3) U (2/3,1) ,  eger cr =1/2 

0 eger cr> l /2 113 

1)ekil 2.8 B (a) konveks degi I 
1/2 cr 

Eger son ko§ul saglanmazsa, yani B(a) kapah bir grafik degilse, 
fonksiyon yine sabit bir noktaya sahip olmayacakt1r. bmegin �ekil 2.9'da gos­
terildigi gibi B(l/2) = [ 1/4, 1 /2) konveks bir ktime olmasma ragmen, bu ktime 
kapah degildir. Dolay1s1yla sabit noktas1 yoktur. 

�imdi 2 x 2 (iki ki§ili ve iki stratejili) btiytikltigtinde bir oyunun karma Nash 
dengesinin varhgm1 ispatlayahm (bu ispat daha genel yap1daki oyunlara, yani c;ok 
say1da oyunculu ve stratej ili oyunlara da geni§letilebilir). Aslmda yapmak istedigi­
miz §ey, en iyi tepki fonksiyonlannm bir sabit noktas1 olup olmad1gm1 gosterrnektir. 
1 .oyuncunun stratejilerini U ve D ile, 2.oyuncunun stratejilerini ise L ve R ile 
gosterelim.  
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{ 1/2 eger cr < 1 /2 
B(cr)= [1/4, 1 /2) eger cr =1/2 

1 /4 eger cr >1/2 

B 

1/2 

�ekil 2.9 B (a) kapah bir grafik degil 

cr 

Yukanda ifade edilen birinci ko§ul saglamr: En iyi tepki fonksiyonu B :  [O, 1 ] x 
[O, 1] --+ [O, 1] x [O, l ] 'dir. Burada a =  [O, l] x [O, 1] karesi konveks ve kompakttlT 
(<;tinkti smirh ve kapahdir). 

ikinci ko§ul i<;in B( a) ktimesinin bo§ olmad1g1m kontrol edelim. Eger B1 ( a2) 
ve B2(ai ) bo§ degilse, B(a) bo§ degildir. Bunu B1 (a2 ) i<;in gosterelim (benzer 
olarak B2 ( a1 )  i<;in de gosterilebilir). l .oyuncu o: stratejisini ve 2.oyuncu f3 strate­
jisini oynad1gmda beklenen faydas1, u 1 (a), §fiyle ifade edilebilir: 

u1 (o:) = o:f3u1 (U, L) + o:( l - f3)u1 ( U, R) + ( 1  - o:)fJu1 (D, L)  

+ ( 1  - o:) ( l  - {3)u1 (D,  R) .  

Fayda fonksiyonu, u1 (a) ,  o:'e gore stirekli bir fonksiyondur. a degerinin [O, l ] 
kapah arahkta tammh oldugunu biliyoruz. Bu ytizden u1 (a) fonksiyonu bu arahkta 
bir maksimuma sahiptir2. Bu ytizden l .oyuncunun u1 ( o:) fayda fonksiyonunu mak­
simize eden bir en iyi tepki degeri, o:*, vardir. 

U<;tincti ko§ul ise §fiyle kontrol edilir. Eger l .oyuncunun, 2.oyuncunun (J strate­
j isine en iyi iki tepkisi varsa yani o:i ve a2 degerleri mevcutsa, I .oyuncunun her­
hangi bir >. E (0, 1 )  i<;in U hareketini >.ai + ( 1  - >.)a2 olas1hkla oynamas1 da en 
iyi tepkidir. Hem ai hem de a2 en iyi tepki olduklanndan l .oyuncuya aym fayday1 
saglarlar. Bu da §U anlama gelir I .oyuncu o:i stratejisini >. olas1hkla, a2 stratejisini 
de ( 1 - >.) olas1hkla oynamas1 durumunda da el de edecegi fayda aym olacaktlT. 
Dolay1s1yla l .oyuncunun en iyi tepki fonksiyonu, B(a) , konvekstir. 

Dordtincti ko§ul en iyi tepki fonksiyonunun, B(a), grafiginin kapah olmasm1 
ifade eder. B(a) grafigi tizerinde alman bir noktanm etrafinda tammlanan bir 
dizinin yakmsayan degerlerinin de bu grafik tizerinde oldugunun gosterilmesi ile 
grafigin kapah oldugu da gortiltir ( ispat1 <;ok daha teknik oldugu i<;in burada ver­
medik). 

Boylece yukanda verilen dort ko§ul ger<;ekle§tiginde en iyi tepki fonksiyonu 
2Reel analizden kapah arahkta tammh siirekli bir fonksiyonun maksimum ve minimum degerlere 

sahip oldugunu biliyoruz. 
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bir sabit noktaya sahip olur. Dolay1s1yla karma stratejilerde Nash dengesinin varhg1 
boylece ispatlannu� olur. 

2.9 Bagda!jik Denge 

Nash dengesi dikkat edilirse oyuncularm birbiri ile bagda�1k olmayan bir �ekilde 
yani bag1ms1z hareket ettikleri durumda ortaya \:Ikan dengeleri nitelendirmek i\:in 
kulland1g1m1z bir denge kavram1dir. Eger oyunculara oyun oncesi birbirleri ile 
diyaloga girme imkam verilseydi ve sonra birbiri ile temas kuramayacaklan bir 
�ekilde farkh odalara gonderilseydiler ve bu ayn fiziksel mekanlara aralannda ko­
ordinasyon saglay1c1 sinyaller yollamak miimkiin olsayd1, her iki oyuncu da daha 
kazan\:h \:Ikabilirdi. Aumann ( 1 974) e� anh oynanan oyunlar i\:in geli�tirdigi 
bagda�1k denge (correlated equilibrium) kavram1 bu tiir sinyallerle nelerin ba§a­
nlabilecegine bakar. Bu boliimde k1saca oyunculann e§ anh hareket ettikleri ve 
stratej ilerinin birbiri ile ili§kili olmas1 durumunda ortaya \:Ikan denge durumlanna 
bakacag1z. Tablo 2. 14'de verilen bir oyuna bakahm. 

M N 
x 5, 1 0, 0 
y 4, 4 1 , 5  

Tablo 2.14 

Bu oyun, iki Nash dengesi olan Cinsiyetler Sava�t oyununa benzemektedir. 
Bunlardan biri, (X, M), I .oyuncunun tercih ettigi d1mgedir; diger Nash denge ise 
(Y, N) 'dir, bu da 2.oyuncunun tercih ettigi dengedir. Bu dengelere ilaveten, her 
oyuncunun hareketlerini e�it olas1hkla ( 1 /2 olas1hkla,, oynadtklan karma stratejil­
erde de bir Nash dengesi vardir. Bu da her iki oyuncuya 5/2 fayda saglar. Fakat bu 
fayda diizeyi etkin bir deger degildir \:iinkii (Y, M) profili  her oyuncu i\:in \:Ok daha 
yiiksek olan 4 birimlik fayda saglar. Bu etkinsizligin nedeni oyuncularm karma 
stratejilerini belirlerlerken birbirinden bag1ms1z rassalla§ttrma yapmalanndan kay­
naklamr. <;iinkii bur tiir rassalla§tlrma ka\:tmlmaz olarak en kotii strateji profili olan 
(X, N)'e pozitif olas1hk atfetmeyi zorunlu k1lar. Aslmda oyuncular daha uygun bir 
koordinasyon mekanizmas1 ile, bu stokastik bir mekanizma olabilir, oyunda daha 
etkin bir denge elde edebilirler. 

Oyunculann, omegin §i:iyle bir koordinasyon mekanizmas1 i le hareket ettik­
Ierini dii§iinelim: Adil bir paray1 havaya atsmlar ve eger tura gelirse, (X, M) 
strateji profilini oynasmlar fakat eger yaz1 gelirse, (Y, N) strateji profilini oynasmlar. 
Her iki altematif strateji de Nash dengesi oldugundan dolay1 bi::iyle bir rassalla§tlrma 
aym zamanda bir dengedir. Yani eger oyuncular bu koordinasyon mekanizmasm1 
kullanmak i\:in anla§salar, oyunculardan hi\: biri bundan sapma egilimi gostermeye­
cektir. Dahas1 bu stratejiden her oyuncunun beklenen faydas1 3'tiir. Yani bu 
koordinasyon mekanizmast ile olu§an denge, birbirinden bag1ms1z rassalla§ttrma 
ile olu§an karma stratejiden olu§an denge degerinde, 5/2, daha yiiksektir. Daha 
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gene! olarak ifade edersek, ortak gi:izlemlenen rassal bir degi�keni kullanarak (bu­
rada paramn havaya atilmas1), Nash dengcsi olan fayda di.izeylerinin ti.im konveks 
bile�imlerini elde edebiliriz. 

Bu mekanizmaya ragmen, elde edilen sonu9 hala oyundaki (Y. !II )  strateji pro­
filine gore daha az etkindir (3 < 4 ) .  Maalasef (Y. !II) stratej i profili bir denge 
degildir. Bu yi.izden elde edilmesi de 9ok zor gi:izi.ikmektedir. 0 zaman soruyu 
�i:iyle sorahm: Oyuncular acaba bu strateji profiline yakm bir fayda elde edebilirler 
mi? ilk bak1�ta cevabm negatif olacag1m bekleyebiliriz <;i.inki.i bir stratej i  profili 
Nash dengesi degilse, hi<; bir §ey hareketlerini bag1ms1z bir �ekilde se9en oyuncu­
lann bu strateji profilini oynamaya zorlayamaz. Fakat kullamlan kullamlabilecek 
bir koordinasyon mekanizmas1 ile oyunculara gi:inderilen sinyaller herkes9e ortak 
gi:izlemlenebiliyorsa (atilan para i:irneginde oldugu gibi yaz1-tura sinyalleri herkes9e 
gi:izlemleniyor), bu iddia sezgisel olarak dogru olabilir. Dolay1s1yla sorunun cevab1 
evet olabilir. 

K1saca her bir oyuncuya farkh fakat bagda§Ik yani birbiri ile ili�kili sinyaller 
gi:inderen bir sinyalleme mekanizmas1 veya koordinasyon mekanizmas1 di.izenlenirse 
oyuncular daha iyisini yapabilirler (baglay1c1 bir si:izle�me olmad1gma dikkat edin). 
brnegin Tablo 2. 14'de verilen oyun i9in bi:iyle bir mekanizma di.i§i.inelim. Bu oyun 
e§it olas1hkh i.i<; duruma sahip olsun: A, B ve C. Eger A ger9ekle§irse, l .oyuncu 
mi.ikemmel bilgilidir (yani nerede oldugunu tam olarak bilir). Fakat eger durum B 
veya C ise, 1 .oyuncu hangisinin ge9erli oldugunu bilmemektedir. 2.oyuncu tersine, 
eger durum C ise mi.ikemmel bilgiye sahiptir. Fakat A ile B arasmda bir aynm 
yapamamaktadir. Bu di:ini.i§ti.iri.ilmi.i� oyunda Nash dengesi: kendisine durumun A 
oldugu si:iylendiginde I .oyuncu X hareketini oynar, (B,C) oldugu si:iylendiginde 
Y hareketini oynar; 2.oyuncu ise, durumun C oldugu si:iylendiginde N ve (A, B) 
si:iylendiginde M hareketini oynar. �imdi de bunu kontrol edelim yani 1 .oyuncu­
nun sapma gi:istermeyecegini gi:isterelim. l .oyuncu A durumunu gi:izlemlediginde, 
2.oyuncunun (A, B) durumunu gi:izlemledigini biliyor dolay1s1yla 2.oyuncunun M 
hareketini oynayacagm1 biliyor. Bu durumda kendisinin en iyi tepkisi X olacakt1r. 
Eger l .oyuncu (B,C) durumunu gi:izlemlerse, bu bilgiye bagh olarak 2.oyuncu­
dan e�it olas1hkla bekledigi hareket M ve N'dir. Bu durumda l .oyuncu kendi 
se9imlerinden bekledigi ortalama fayda di.izeyi 2.5 'dir ve dolay1s1yla Y hareketini 
oynar. Bu yi.izden l .oyuncu en iyi hareketini se9er, aym durum 2.oyuncu i9in 
de ge9erlidir. Yani oyuncularm stratej ilerinin birbiri ile bagda�1k oldugu durumda 
yeni bir denge olu§turduk. Sonu9larm, (X,M), (Y,M) ve (Y,N), her biri I /3 olas1hkla 
se9ilir ve (X,N) ki:itti sonucu asla ger9ekle§mez. Bu yeni dengede beklenen fayda 
1 0/3, ki bu sinyal veya koordinasyon mekanizmasmm olmad1g1 asil oyundaki denge 
fayda dtizeylerinin konveks bile§iminin d1§mdad1r. Yani sinyal mekanizmas1 (yani 
bagda§Ik stratejilerin varhg1) eski dengeleri ortadan kald1rm1yor <;tinkti eger oyun­
cular sinyalleri ihmal ederlerse sinyal mekanizmas1 fayda dtizeylerini etkilemez. 
Bagda§ik denge i9in bir i:irnek daha verelim. 
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Ornek 2.10 

Tablo 2. 1 S 'de verilen oyuna bakahm. Oyunda I .oyuncu sat1rlan, 2.oyuncu 
siitunlan ve 3 .oyuncu ise matrisleri sei;mektedir. 

L R L R L R 
T 0, 0, 3 0, 0, 0 T 2, 2 , 2  0, 0, 0 T 0, 0, 0 0, 0, 0 
D 1 , 0, 0  0, 0, 0 D 0, 0, 0 2 , 2, 2 D 0, 1 ,  0 0, 0, 3 

a b c 

Tablo 2.15 

Bu oyunda dort tane piir Nash dengesi vard1r: (D,L,a), (T,R,a), (T,R,c) ve 
(D,L,c). Aynca i;ok say1da karma strateji soz konusudur. Fakat bu sonui;Iarm hii; 
birinde oyuncularm fayda diizeyleri I birimi a§mamaktad1r. 

Bir koordinasyon mekanizmasmm ya da bir bir anl�manm §Unu tavsiye ettigini 
varsayahm: 3.oyuncu a matrisini oynasm ve 1 .  ve 2.oyuncular adil bir paradan 
gelen sonuca gore davransmlar: eger tura gelirse, (T,L) profilini ve eger yaz1 gelirse 
(D,R) profilini oynasmlar. Bu anla§ma goriilecegi gibi (2,2,2) sonucunu verir. Bu 
dengede tek tarafh hii; bir sapma rasyonel degildir. Burada dikkat edilmesi gereken 
§ey, 3.oyuncunun paranm sonucunu bilmiyor olmas1d1r. Aksi takdirde kendisinin
bu dengeden sapmas1 rasyonel olurdu. 

�imdi yukanda verdigimiz ilk omegi daha fonnel tammlayahm ve buradan da 
bagda§tk dengenin fonnel tamrnma gei;elirn. Spesifik olarak ifade edersek, ko­
ordinasyon mekanizmasmm belirli bir durum kiimesirijlen, n = {w1 , w2 , w3 } ,  iii; 
durumun her birini e§it olas1hkla iirettigini varsayahm (burada w1 ,  w2 , w3 s1ras1yla 
A, B ve C durumlanna ka�1hk geliyor). Fakat belirli bir durum geri;ekle§tiginde, 
mekanizma art1k aym sinyali her iki oyuncuya da iletrnez: 

• Eger w1 geri;ekle§irse, 2.oyuncuya U = (w1 , w2) olaymm, yani w1 veya
w2 dururnunun geri;ekle§tigi haber verilir, halbuki l .oyuncu tam olarak w1
durumunun geri;ekle§tigini ogrenir.

• Egerw2 geri;ekle§irse, l .oyuncu V = (w2 , w;i) olaymm geri;ekle§tigini ogrenir,
fakat 2.oyuncu U = (w1 , w2) olaymm geri;ekle§tigi bilgisini almaya devarn
eder.

• Son olarak, eger w3 durumu ortaya i;1karsa, l .oyuncu V = (w2 , w3) olaymm
geri;ekle§tigini ogrenir fakat 2.oyuncu tam olarak W3 durumunun geri;ekJe§tigini
ogrenir.

Daha kesin §ekilde ifade edersek, bu tiir bir asimetrik sinyal venne durumu her 
oyuncuya tahsis edilen bilgi b61mesi (H;) ile a§ag1daki gibi tammlanabilir: 

H1 = {wi , V} ,

H2 = { U, w3 } .  
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�imdi de mekanizmamn her oyuncu tarafindan ahnan sinyallere gore a�ag1daki 
tepkileri tavsiye ettigini varsayahm: 

• l .oyuncu eger w1 ise X, eger V ise Y oynamahdir. 

• 2.oyuncu eger U ise AI, eger w:3 ise N oynamahdir. 

Eger oyuncular bu tavsiyeleri takip ederlerse, her oyuncunun beklenen faydas1 
10/3 olur. Bu deger de a91k9a iki Nash dengesi arasmda rassalla�tmlan iki ptir 
Nash dengesinin sonucunda elde edilen fayda olan 3 dtizeyinden daha ytiksektir. 

Formel olarak bir koordinasyon arac1m ya da mekanizmasm1 { n, {Hi } ,  p} olarak 
tammlanz. Burada n mekanizmamn sonur,:larma kar�1hk gelen durum ktimesini, p 
durum ktimesi tizerine tammh olas1hk ktimesini ve Hi ise i oyuncusunun hangi 
w E n durumun gerr,:ekle�tigine dair bilgi ktimesini gosterir. Eger gerr,:ek durum w 
ise i oyuncusuna durumun h; (w) bilgi ktimesinde oldugu soylenir. 

Herhangi bir i oyuncusunun H; bilgi bolmesi, her w durumuna h; (w) bilgi 
ktimesini tahsis eder, yani w E h; (w) .  Burada h; (w) bilgi ktimesi, gerr,:ek durum w 
iken, i oyuncusunun olas1 diye dti�tindtigti durumlan verir. Pozitif onsel olas1hkh 
ttim h; ir;in, i oyuncusunun n hakkmdaki olas1hklan Bayes kural ile belirlenir: 
w E h; ii,:in p(w I h; ) = p(w)/p(h; )  ve w ¢ h; ir,:in p(w I hi ) = 0. 

Sinyalleme veya koordinasyon mekanizmasmm ger,:erli oldugu bir oyunda i 
oyuncusunun ald1g1 ttim olas1 sinyalleri, hi c H; , ptir strateji lerle, s; E S; , ili�ki­
lendiren fonksiyonu, /; ile tammlayahm. Dikkat ederseniz eger w' E h; ( w) ise, /i 
fonksiyonu w ve w' durumlarmda aym hareketleri tammlar. Bu �ekilde bilgi 
ktimelerinden S; 'nin elemanlarma stratejiler tammlamak yerine, daha uygun fakat 
buna denk bir tammlama kullanmak daha iyi olabilir. Bu yeni tammlamada ptir 
stratej ileri, /; fonksiyonu ile n durum ktimesinden S; ptir stratej i ktimesine tamm­
lamr. Fakat fazladan bir ozelligin dahil edilmesi ile bu yap1hr. Bu ozellik �oyle 
tammlamr eger w' E h; (w) ise /; (w) = /; (w') oldugu kabul edilir. Buna stratej i­
lerin bilgi yap1sma adapte edilmesi denir. �imdi bagda�1k dengeyi tammlayahm. 

Tamm 2.8 Eger { n, { H; } ,  p} bilgi yaplSlna .mhip bir oyunda her i oyuncusu irin 
adapte edilen her ::Y stratejisi irin a�ag1daki durum s(jz konusu ise / = ( /1 , . . . . , /n ) 
strateji profili bagda�1k dengedir: 

(2. 1 7) 
wEn wEn 

Eger n durum ktimesi tizerine tammlanan p dag1hm1 herkes ir,:in aym ise or­
taya 91kan dengeye objektif bagda�1k denge denir, fakat eger oyunculara farkh 
olas1hklara (inanr;lara) sahip olma imkam verildiginde ortaya 91kan dengeye sub­
jektif bagda�1k denge denir. 

Bu tamma gore /i stratej isi, i oyuncusunun beklenen faydasm1, yani h; bilgi 
ktimesinde hangi durumun gerr,:ekle§tigini bilmeden elde edilecek olas1 faydas1m 
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maksimize eder, ba§ka bir deyi�le, /i stratejisi her i oyuncusunun pozitif onset 
olas1hk atfettigi her hi i�in tammlanan ko§ullu beklenen faydas1m maksimize eder. 

(2. l 7)'de verilen tam ma denk bir tamm da §Dyle i fade edilebilir. Her i oyuncusu 
i�in hi bilgi kiimeleri, p(h;) > 0 ve tiim s; i�in a�ag1daki ko§ul sagland1gmda da 
bagda§1k denge soz konusudur: 

Yukanda verilen tamm, (2. l 7)'de ifade edilen ilk tammm p(hi ) 'e  boliinmesi ile 
bulunduguna dikkatt ediniz (bolmenin, p( · ) olas1hg1m ko§ullu olas1hga donii§tiir­
di.igi.ine dikkat edin). 

Fakat bu tamm her §eye ragmen �ok i§levsel olmayabilir 9iinkii bu tammm ken­
disi bilgi yap1sma �ok baghdir. Ger9ekte smirs1z say1da olas1 durum kiimesi (0) 
ve her bir durum kiimesi i9in de 9ok say1da bilgi yapilan mi.imkiin olabilir. Bu 
da bagda§lk dengenin yukanda verilen kavramlar ile ifade edilmesini zorla§tmr. 
Bu yiizden bagda§Ik denge i�in daha uygun bir tamm kullanacag1z. Bu alter­
natif tamm belirli bir koordinasyon mekanizmas1 i9in bagda§ik dengeyi saglayan 
hareketler iizerine tammh bir ortak olas1hk dag1hmm1 ve her oyuncunun nas1l oyna­
mas1 gerektigini belirleyen bir koordinasyon mekanizmasm1 ifade eder. Yani Tablo 
2. l 5 'de verilen omekte, l .oyuncuya, durumun (B,C) oldugunu soylemek yerine D 
hareketini oynamas1 soylenir; eger l .oyuncuya D hareketi oynamas1 soylendiginde, 
2.oyuncunun R hareketini oynamasmm ko§ullu olas1hg1 112 ise, I .  oyuncu bu 
tavsiyeye uyar. I 

Tamm 2.9 Bagda�1k denge, S 1 x S2 x . . .  x Sn piir strat�jiler profili iizerine tanimla­
nan herhangi bir olas1hk, p( · ) , dag1lim1d1r. Bu olas1hk dag1hm1 her i oyuncusunun 
u; : S1 x S2 x . . .  x Sn -t Rfaydafonksiyonu irin ve S; 'den S; 'e ili�ki kuran her 
d; ( · ) fonksiyonu irin a�agzdaki ko�ulu saglar: 

L p(s; , s_i)ui(si , Li)  ;::: L p(si , s_i)u; (d; (si ) , s_; ) .  (2. 1 8) 
s; ES; 

ilk tammda oldugu gibi bu ikinci tamma da denk bir tamm yapabiliriz. Buna 
gore eger her i oyuncusunun her Si stratejisi i9in p( si ) > 0 ve her s; E Si altematif 
stratej isi i9in a§ag1daki ko§ul saglamrsa, her p( · ) tavsiyesi iizerinden tammlanan 
maksimizasyon bagda§ik dengedir: 

L p(s-i I si )ui (si , s_i) ;::: L p(s-i I si)ui (s; , s_i ) , \is; E Si . 
s_;ES-i  B-; ES-; 

Dikkat edilirse bu tamm, (2. l 8)'de verilen ifadedeki e§itsizligin her iki tarafim 
da p( si ) ile boli.inmesi ile elde edilir. Bu yeni tammda e§itsizligin sol tarafi i 
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oyuncusu eger 8; stratej isini sec;:erse beklenen faydas1dlf, sag taraf ise 8; slrate­
j isini sec;:erse beklenen faydasm1 gosterir. Bu tamm �unu ima eder: Eger diger 
oyuncu bu tavsiyeye uyarsa, i oyuncusu 8; stratej isini oynama tavsiyesine uymad1g1 
takdirde daha avantajh hale gelmemelidir. Burada p olas1hg1m i.ic;:i.inci.i bir ki�i 
tarafindan oyunculara yap1lan bir tavsiye gibi yorumluyoruz. Diger ti.im oyuncu­
lann bu tavsiyeyi takip ettigini orti.ik olarak varsayd1g1m1zda, bu tavsiyeye uymak 
bizim ic;:in de en iyi tepki ise bagda�1k denge gerc;:ekle�ir. 

Eger p( · ) dag1hm1 0 veya I degerleri alacak �ekilde tammlamrsa, pi.ir Nash 
dengesi bir bagda�1k denge say1hr. Ve eger p( · ) , denge stratej ilerin talep ettigi ortak 
dag1hm olarak tammlamrsa, bu anlamda karma stratej i  Nash dengesi de bagda�1k 
dengedir. Fakat her oyuncuya yapilan tavsiyeler rakiplerin oyunlan hakkmda bilgi 
sunmaz, yani her oyuncu bag1ms1z davranm1� gibi olur. 

Bagda�1k dengeler ki.imesi konveks bir ki.imedir, dolay1s1yla bagda�1k dengeler 
ki.imesi en az Nash dengelerinin konveks bile�imi kadar bi.iyi.ikti.ir. Bu konveks 
bile�imi sadece herkesc;:e bi linen koordinasyon mekanizmalan ile saglamr. Herkesc;:e 
bilinmeyen (mi.ikemmel olmayan) koordinasyon mekanizmalan Nash ki.imesinin 
konveks bile�imin d1�mda dengelere neden olabilir. 

Sm1rh stratej inin oldugu oyunlarda kanna Nash dengesi var oldugundan dolay1, 
bagda�1k denge de vardlf. Gerc;:ekte bagda�1k dengenin varhg1 Nash dengesinin 
varhgmdan daha kolay saglamr c;:i.inki.i bagda�1k denge ki.imesi lineer e�itsizlikler 
ile tammlamr, yani konvekstir. Dolay1s1yla lineer metotlarla (sabit nokta teoremleri 
yerine) gosterilebilir. 

1 23 



Sorular 

I .  A�ag1da verilen oyunun karma stratej i Nash dengelerini bulunuz. 

L c R 
u 3,3 1 ,2 2,0 
D 2, 1 2,2 1 ,3 

2. { 1 , . . .  , K} kilmesinden n ki�i hirer say1 se<;mektedir. I lira degerinde bir 
odtil, se<;ilen saytlann ortalamasmm 2/3 'tine en yakm se<;im yapanlar arasmda 
payla§ttnlmaktadtr. Bu oyunun sadece bir karma strateji dengesi oldugunu 
ve burada oyuncularm pilr strateji se<;tigini gosterin. 

3 .  iki yatmmc1 sonunda 1 lira degerinde odtil olan bir yan§maya giriyorlar. Bu 
yan�mada her bir oyuncu [O, 1 ]  arahgmda herhangi bir miktarda harcama 
yapabilirler. En <;ok harcamay1 yapan yatmmc1 yan§may1 kazamyor ve be­
raberlik durumunda her bir yatmmc1 0.5 lira kazamyor. Bu yan�may1 strate­
j ik bir oyun olarak formtile edin ve oyunun karma strateji Nash dengesini 
bulun. 

4. Zeynep, Kemal'e §U oyunu oynamay1 Leklif ediyor: " Aym anda birbirim­
ize bozuk paranm bir yilzilnil gosterelim. ikimiz de tura gosLerirsek sana 
3 lira verecegim. ikimiz de yaz1 gosterirsek sana I lira verecegim. Aym 
yilzil gostermezsek sen bana 2 lira vereceksin". Kemal §U akil yilriltmeyi 
yap1yor: " iki tura olas1g1h 1 /4 ve bu durumda 3 �ira ahyorum. iki yaz1 
olas1g1h da 1 /4 ve bu durumda I lira ahyorum. Farkh ytizlerin olas1hg1 ise 
1 /2 ve bu durumda 2 lira veriyorum. Oyleyse bu adil bir oyun." Kemal dogru 
mu dti�iinilyor? Dil§ilnmilyorsa bu aktl yilriltme neden yanh§? Zeynep'in bu 
oyundaki beklenen faydas1 nedir? 

5. i�veren i�<;inin kaytanp kaytarmad1gm1 denetlemektedir. i§veren denetimini 
q olas1hkla yaparken (yani zamanm q oranmda denetim yapmakta), i§<;i de 
r olas1hkla (yani zamanm r oranmda kaytarma yapmaktadtr). Kaytarmak 
i§<;i i<;in <;ah§maya gore daha iyidir. i§veren i<;in de denetim maliyetlidir; 
maliyet c E (0, 100) kadardtr. Bu manllk ilzerine kurulmu� oyunda oyuncu­
lann fayda dtizeyleri a§ag1daki tabloda verildigi gibidir: 

denetle denetleme 
<;ah� 60, 100 - c 60, 100 
kaytar 0, - c  100, - 100 

a) Her iki oyuncunun da en iyi tepki fonksiyonlanm bulunuz ve <;iziniz. 
b) Oyunun karma strateji Nash dengesini bulunuz. 

6. { 1, . . .  , K }  kilmesinden 2 ki§i hirer say1 se<;iyor. Se<;ilen say1 aym olursa 2. 
oyuncu 1 .  oyuncuya 1 lira odtiyor; aksi halde herhangi bir odeme yok. Her 
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oyuncunun beklenen parasal faydas1m maksimize etmeye i,:ah�t1g1 bu tam 
rekabeti,:i oyunun karma strateji Nash dengesini bulun. 

7. A ordusunun verili 3 hedeften birine saldirmak ii,:in kullanabilecegi I adet 
ui,:ag1 vardir. B ordusunun ise bu 3 hedeften birine yerle�tirecegi I adet 
ui,:aksavar silah1 vard1r. A ordusu bir hedefi ancak savunmas1zsa ve ordu o 
hedefe saldmrsa ele gei,:irebilmektedir. Hedefterin degeri v1 > v2 > v;:i > 0 
olarak veriliyor. A ordusu zarann beklenen degerini maksimize etmek is­
terken, B ordusu bunu minimize etmek istemektedir. Bu miicadeleyi tam 
rekabeti,:i stratejik bir oyun olarak kurgulaym ve oyunun karma stratej i Nash 
dengelerini bulun. 

8. Bir futbol tak1mmda oldugunuzu varsay1mz. Penalt1 kullanmak iizeresiniz, 
ve topu sag ya da sol ko�eye atmaya karar vereceksiniz. Rakip kaleci ise sag 
ya da sol ko�eye atlayacakt1r. Kaleci ile aym ko�e tercihinde bulunursamz, 
kaleci I olas1hkla topu kurtaracaktir. Ters ko�e tercihinzde bulunursamz I 
olas1hkla gol olacaktir. 

(a) Bu durumu normal bii,:imli oyun olarak gosteriniz. 

(b) Oyundaki tiim piir ve karma Nash dengelerini bulunuz. 

(c) Siz sag ko�eyi sei,:tiginizde kaleci de saga atlay1� yapt1gmda gol olma 
olas1hgmm 2/3 ve siz sol ko�eyi sei,:tiginizde kaleci de sola atlay1� 
yapt1gmda gol olma olas1hgmm 1/3 oldugunu varsay1mz. Bu durumda 
tiim Nash dengelerini bulunuz. 

9. N oyuncunun oynad1g1 bir oyunda her bir oyuncu X ve Y sei,:eneklerinden 
birini sei,:iyor. Oyun sonunda X ve Y sei,:en toplam oyuncu say1s1 siras1yla 
rnx ve my olsun (mx + my = N). Buna gore X sei;:en oyuncularm elde 
ettigi fayda Ux = 2rnx - rn;, + 3 ve Y sei;:enlerin faydas1 Uy = 4 - my olarak 
veril iyor. 

a) N = 2 olarak veriliyor. Bu oyunu normal-bii;:imde gosterin ve eger varsa 
piir-strateji Nash dengelerini bulun 

b) Bu sefer N = 3 olsun. Bu yeni oyunun kai;: tane piir-strateji Nash dengesi 
vardir? 

c) N = 3 varsay1m1yla devam edelim. Bu oyunda her oyuncunun X sei;:ene­
gine p olas1hgm1 atad1g1 simetrik bir karma-stratej i Nash dengesi olup 
olmad1gm1 bulun. 

I 0. A ordusu 3 olas1 hedeften birini vurabilen bir ui;:aga sahiptir. B ordusu tek 
bir hedefe kitlenebilen ui;:aksavara sahiptir. K hedefinin degeri Vk ve v1 > 
v2 > v:i �eklindedir. A ordusu hedef savunmas1z ise o hedefe saldmr ve 
yok eder. A ordusu hedefteri yok etmeyi maksimize etmeyi istemektedir. 
B Ordusu ise bunu minimize etmek istemektedir. Bu oyunu stratej ik form 
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bi�iminde gosteriniz. Oyunda ptir-strateji Nash dengesi var m1d1r? v3 --+ O'e 
yakla�t1k�a ve v2 ve v3 sabit kahrsa denge stratej ileri nas1l degi�ir? 

1 1 .  A�ag1da verilen oyunda karma-strateji Nash dengesinin her zaman var oldu­
gunu gosteriniz. (Matris i�inde verilen harfter rasgele se�ilmi� reel sayilan 
temsil ediyor.) 

B 1 B2 
Ai U, a 1, m 
A2 W, X y, z 

1 2. iki oyunculu bir oyunda �u bilgiler veriliyor: 

S1 = {A, B, C} , S2 = {X, Y, Z} 

u1 (A, X) = 6, u1 (A, Y) = 0, u1 (A, Z) = 0 

Bunlara ek olarak oyunun bir karrna-strateji Nash dengesinin oldugunu; bu 
dengede iki oyuncunun da tum stratejileri pozitif olas1hklarla oynad1gm1 ve 
oyunculann dengede beklenen faydalannm s1ras1yla 4 ve 6 oldugu biliyoruz. 
Bu bilgiler 1�1gmda 2. oyuncunun X se�enegine atad1g1 olas1hg1 hesaplamak 
mtimktin mti? Eger mtimktinse bu olas1hk ne olur? 

1 3 . l .oyuncu A ve B oyunlan arasmda karar vermektedir. Bu karardan sonra 
oyun e�anh olarak oynanmaktad1r. l .oyuncu hangi oyunun oynand1g1m bil­
mekte, fakat 2.oyuncu bu bilgiye sahip degildir. 

A B 

L R L R 
u 1 ,  0 0, 1 u 4, 3 -3 , 2 
D - 1 , 2  2 , 0 D 1 ,  0 0, 0 

Oyunda her ptir-strateji pozitif olas1hkla oynand1gmda, tesadiifi karma strateji 
\lash dengesini bulunuz? 

14. A�ag1daki oyunda I .  oyuncu iki sat1rdan birini, 2. oyuncu iki stitundan birini 
ve 3.  oyuncu da ti� matristen birini se�iyor. 

L R L R L R 
T 0,0,3 0,0,0 T 2,2,2 0,0,0 T 0,0,0 0,0,0 
B 1 ,0,0 0,0,0 B 0,0,0 2,2,2 B 0, 1 ,0 0,0,3 

A B c 

a) Ptir-strateji denge faydalanmn ( 1 ,  0, 0) ,  (0, 1 ,  0) ve (0, 0, 0) oldugunu 
gosterin 

b) 3. oyuncu B'yi se�erken I .  ve 2. oyunculann e�it olas1hklarla (T, L )  ve 
(B, R) oynad1klan bir bagda�1k dengesinin oldugunu gosterin. 
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BOLOM 3 

Tam Bilgili Dinamik Oyunlar 

3.1 Giri� 

�u ana kadar her oyuncunun e§ anh hareket ettigi (diger oyuncularm birbirinin 
hareketlerini gtizlemleyemedigi durum) oyunlarla ilgilendik. Bu oyunlarda oyun­
cular aym anda hareketlerini se9erler ve oyun sonunda olu§an hareket profili ile 
de her bir oyuncunun elde ettigi fayda dilzeyi belirlenir. Fakat oyunlann hep­
sinde stratejik etkile§im aym anda ger9ekle§mez. <;ok say1da oyunda oyunculann 
hareketlerinde bir ard1salhk, yani hareketlerin s1rayla ger9ekle§tigi durumlar stiz 
konusu olabilir. Ard1salhgm oldugu bu tilr oyunlarda bir oyuncu hareket ettiginde 
diger oyuncu oyunda ne oldugu bilgisine sahip olur. Tilm bu zamanlama ve bil­
giye dair konular geni�leyen-birimli gosterim veya agar oyunu diyebilecegimiz 
gtisterimlerle analiz edilir. Bellli bir ard1salhk i9eren tilm oyunlan dinamik oyunlar 
diye nitelendiriyoruz. 

Bu btililmde ilk once dinamik oyunlann unsurlanm tamtacag1z. Dinamik oyun­
larda hareketler ard1sal oldugundan oyunculann hareket etmeden once neleri bildik­
leri onemlidir, dolay1s1yla bu durumu tammlayan bilgi kavram1 onemli hale gelir. 
Bu yilzden bilgi konusuna detayh olarak bakacag1z. Bunun ardmdan geni§leyen­
bi9imli oyunlarda pilr ve kanna stratejilerin yanmda diger bir strateji kategorisi 
olan davram§ stratej i kavramm1 inceleyecegiz. Dinamik bir oyun i9in gerekli tilm 
kavramlan tamtt1ktan sonra bu tilr oyunlarda kullamlan temel denge yak.la§1mlar1 
olan geriye dogru 91karsama ve altoyun milkemmel Nash dengesini inceleyecegiz. 
Daha sonra her a§amada statik oynanan a§amah oyunlan tamtt1ktan sonra, son 
olarak i leriye dogru 91karsama kavramm1 inceleyecegiz. 
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3.2 Dinamik Oyun Tammi 

Dinamik oyunlar ard1sal hareketlerin oldugu oyunlardtr. Oyunda oyunculardan biri 
digerinin hareketini gozlemler ve buna gore hareket eder. Bu ttir oyunlar agai; 
bii;iminde ifade edilirler. Statik oyunlardaki matris gosterimi dinamik oyunlar ii;in 
pek elveri�li bir gosterim degildir. Bu yiizden ilk once agai; gosterimini tamtahm. 

Bir agai; oyunu bir ba�lang19 noktas1 ile ba�lar. Dallar halinde geni�leyerek 
i lerler. Bu yiizden bu oyunlara geni�leyen-birimli oyunlar da denir. Oyunculann 
oyun stralan geldiginde, karar vermeleri gereken noktalara varm1�lardtr. Bu nokta­
lardan dallar 91kar. Her dal bir hareketi temsil eder. Bir karar noktasmdan digerine 
tek bir patika vard1r. Sonui;ta agacm en son dahna veya dalm ucuna geldigimizde 
agai; oyunu biter. Agai; oyunlarmda dongiiler yoktur. Yani herhangi bir noktadan 
ba�layan oyun yine o noktaya donemez, geni�leyen bir yap1 gosterir. Ba�ka bir 
degi�le karar noktalan belirli bir zaman diliminde vard1g1mz istasyonlar gibidir. 
Buralarda nereye gideceginize karar verirsiniz, dolay1s1yla kararlanmz yoniiniizii 
belirler. Ve en son vard1gm1z terminalde inersiniz ve oyun biter. 

Bu soylediklerimizi a�ag1da verilen �ekil i.izerinden izleyelim. �ekil 3. l ,  o 
ba�lang19 noktas1 ile ba�lar ve burada I .oyuncu ilk hareket eden oyuncudur (aksi 
soylenmediki;e ilk hareket eden oyuncu her zaman I .oyuncudur). Bu oyunun 
ba�lad1g1 noktad1r ve aym zamanda bir karar noktas1d1r. <;i.inki.i I .oyuncu burada 
hangi hareketi sei;ecegini belirler. 

L 
a karar noktasmdaki 
hareketler 

1 o Ba�langu< 
noktas1 

g s 

1)ekil 3.1 Geni§leyen-bii;:imli bir oyunun temel unsurlan 

Bir oyuncu ii;in oyunun ba�lang1c1 Doga tarafmdan belirlenebilir. Yani ilk 
hareket eden Doga olabilir. Bu yi.izden I .oyuncu ii;in i;ok say1da ba�lang19 karar 
noktas1 olabilir. �ekil 3. 1 'de verilen oyuna devam edelim. Ba�lang19 karar nok­
tasmda 1 .  oyuncunun iki hareketi soz konusudur, bunlar L ve R 'dir. Yani o 
karar noktasmda, hareket ki.imesi A( o) = { L, R} 'dir. l .oyuncu kendi hareket 
ki.imesinden bir hareketi sei;tikten sonra hareket s1ras1 2.oyuncuya gei;er. Yani 
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bir agai; dahndan 2.oyuncunun karar noktasma indik. Eger l .oyuncu L hareketini 
sei;erse 2.oyuncu kendini n karar noktasmda bulur, fakat eger R hareketini sei;erse 
2.oyuncu kendini (3 karar noktasmda bulur. Yani o karar noktasmdan 91kan iki dal 
2.oyuncunun nerede oldugunu belirler. 2.oyuncu hem o: hem de f3 karar noktasmda 
aym iki harekete sahiptir. Bunlar g ve s hareketleridir, yani A(o:) = A(,B) = {g . s } .  

2.oyuncunun kendisine hareket s1ras1 geldiginde bildigi §ey, onun bilgi kiimesini 
olu�turur. Dolay1s1yla I .oyuncu o: ve f3 ile gosterilen iki bilgi kiimesine sahiptir. 
Dolay1s1yla o bilgi kiimesinde 2.oyuncu, l .oyuncunun L hareketini oynad1g1m ve 
(3 bilgi kiimesinde I .oyuncunun R hareketini oynad1gm1 bilir. Bilgi kiimelerinin 
her biri bu yiizden bir karar noktasma sahiptir. 

Daha gene) ifade edersek, her oyuncu her bilgi kiimesinde ne yapacagm1 sei;er. 
Herhangi bir i oyuncusunun bir hareketi onun bilgi kiimesinden sei;ecegi bir hareket­
tir, bu sei;imi a; ile gosterelim. Bir bilgi kiimesindeki se<rim altematifterini ise 
A; ile gosterelim. Dogal olarak hareketler kiimesi bilgi kiimelerine bagh olarak 
degi§ebilir. 

Her karar noktas1 x; E X; §eklinde ifade edilir, burada X;, i oyuncusunun 
karar noktalan kiimesini gostermektedir. Bu durumda A; (x; ) ,  i oyuncusunun :r 

karar noktasmdaki hareketler kiimesini gosterir ve vanlan her karar noktast bir bilgi 
kiimesinin elemamdtr, x E h, burada h bilgi kiimesini gosterir. 

�ekil 3 . 1 'de goriildiigii gibi 2. oyuncu da hareket ettikten sonra s1ra tekrardan 
I .oyuncuya gelir. Eger 2.oyuncu o: karar noktasmda g hareketini se<rerse I .oyuncu 
kendisini bu sefer 8 karar noktasmda bulunur. Bu noktada da iki hareketi vardtr, 
U ve D.  Fakat 2.oyuncu bu karar noktasmda s hareketinde bulunursa, oyun biter. 
Benzer olarak 2.oyuncu (3 karar noktasmda hareket ettiginde 1 .oyuncuya tekrar 
oyun s1ras1 gelmeden oyun biter. 

Dikkat ederseniz her x E X karar noktasm1 sadece bir oyuncuya tahsis ediy­
oruz, yani her karar noktas1 bir oyuncuya aittir. Bunu daha gene! ifade edebiliriz. 
n-oyunculu ve Doga'nm da oldugu bir oyunda, i E NU{O} , (burada 0, Doga oyun­
cusunu gosteriyor), her karar noktasma bir oyuncu tahsis etmeyi oyuncu fonksiy­
onu dedigimiz bir fonksiyonla ifade edebiliriz: L : X ---+ (N U {O} ) ,  burada her 
� E X karar noktast i<rin, L( x) fonksiyonu bir oyuncu tammlar. bmegimizde belirli 
karar noktalan i<rin oyuncu fonksiyonu L( 8) = 1 ,  L(/3) = 2 §eklindedir. Burada i E 
N U { 0} oyuncusuna tahsis edilen karar noktalan kiimesi ise 
X; = {:r E X : L(x) : i} ile gosterilir. Boylece X = {Xo , X1 , . . . , X11 } ,  tiim 
oyunculann karar noktalan kiimesinin kiimesidir. Ktsaca bir karar noktast spesifik 
belirli bir oyuncuya aittir veya bir oyuncu spesifik belirli bir noktamn sahibidir de­
riz. �ekil 3 . 1  oyunda her bir oyuncunun karar noktalan kiimesi, X 1 = { o, 8} ve 
X2 = {a, /3} §eklindedir (bu oyunda Doga yok). 

Diger yandan, �ekil 3 . 1 'e bak1ld1gmda oyun agacmm son noktalannda arttk 
bir dal uzanmamaktad1r. Bu oyunun bittigi noktalard1r. Bunlara terminal noktalar 
denir. Terminal noktalan kiimesini Z ile gosteriyoruz. �ekil 3 . 1  'deki oyunda 5 tane 
terminal nokta vardtr, Z = { z1 , z2 , z3 , Z4 , z5 } .  Karar ve terminal noktalan oyunun 
toplam noktalanm verir, dolay1s1yla XU Z ifadesi oyunun toplam noktalanm verir. 
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Oyun terminal noktalanndan birine vard1gmda biter. Terminal noktalara oyunun 
sonw;lan diyoruz. 

Oyundaki her z E Z terminal noktas1 bir sonuca kar�1hk gelir. Sonw;lar oyun­
culann tercihlerini yans1t1r. Her oyuncunun vNM tercihleri oldugunu dii�iiniiyoruz. 
Bu da daha once ifade edildigi gibi beklenen fayda formunda olan ui : Z --+ R 
fayda fonksiyonu ile gosterilir. Her oyuncu bu fayda fonksiyonunu maksimize et­
meye �ah�1r. 

Seki! 3 . 1  'de verilen oyun, daha somut ve oyuncu s1rasm1 da belirten bir yap1 
i�inde terminal noktalarmda elde edilen fayda diizeyleri ile birlikte Seki! 3.2'de 
gosterilmektedir. S1ras1yla her terminal tarih i�in (yani sonu� degerine uzanan 
patika i�in) fayda degerleri: (u1 , u2) = ( 1 , 2 ) , (u1 , u2 ) = ( - 1 , 0) ,  (u1 , u2 ) = 
(0, 1 ) ,  (u1 , u2 ) = ( 1 ,  2) ve (u1 , u2 ) = (2 , 3) �eklindedir. 

u 

(1, 2) (-1,0) 

R 

2 

g J3 s 

(1,2) (3,2) 

�ekil 3.2 Miikemmel bilgili geni�leyen-bi\:imli bir oyun 

Bu arada geni�leyen-bi�imli bir oyunda veya bir aga� oyununda, oyunun nas1l 
oynand1gma dair bir tak1m belirsizliklerden ka�mmak i�in burada dort temel basil 
kurah tammlamakta fayda vardlf. 

Kura/ 1 :  Her karar noktas1 en fazla bir karar noktas1 tarafindan oncelenebilir. 
Sekil 3 .3(a)'daki aga� oyunu Kural l 'i ihlal eder. 2. oyuncu iki karar nok­

tasma ve bu karar noktalarmdan aym terminal noktasma giden dallara sahiptir. Bu 
1. oyuncunun sonu�lar iizerinde etkili olmad1g1 anlamma gelir. Eger I .  oyuncu­
nun etkisi olsayd1, agaca l .oyuncunun her hareketi i�in iki terminal noktas1 eklen­
meliydi (Seki! 3.3(b)'de oldugu gibi). Kura! 1 ,  k1saca bir karar noktasmm digerinin 
ardmdan geldigini ve iki karar noktas1 arasmda sadece bir patika oldugunu soyler. 
Yani eger 2.oyuncunun oynad1g1 nokta, l .oyuncunun oynad1g1 noktay1 takip ediy­
orsa, l .oyuncunun karar noktas1 ,  2.oyuncunun karar noktasmm onceleyicisidir. 
Dolay1s1yla da bir terminal noktalanmn sonraki noktalan olmad1g1 gibi, ba�lang1� 
noktalarmm da onceleyici noktalan yoktur. 

Kura! 2: Oyun agacmdaki hi� bir patika bir karar noktas1m kendisine baglamaz. 
Seki! 3 .4(a)'da goriildiigii gibi eger 1 .  oyuncu D hareketini oynarsa 2.oyuncuya 

s1ra gelir, fakat 2.oyuncu L hareketini oynad1gmda oyun s1fas1 tekrar l .oyuncuya 
ge�er, yani bir dongii soz konusudur. Bu tiir belirsizlerden ka�mmak i�in aga� 

1 30 



2 2 R • R u u 

• 

D 
R D 

• 
2 2 R 

(a) (b) 

�ekil 3.3 

oyunlanmn dongtisel halkalar olu�tunnamas1 gerektigini �art ko�uyoruz. 
�ekil 3.4(b)'de gosterildigi gibi bu problem �oyle r;:oztiltir: 1 .oyuncu iki kere 

hareket eder: bir 2.oyuncudan onceden, iki 2.oyuncudan sonra . 

• 

u �· 
D 

L -------- · 2 R • 2 R 

(a) (b) 

�ekil 3.4 

Kural 3: Her karar noktas1 tek bir ba�Jang19 noktasmdan sonra gelir. 
�ekil 3.5 Kural 1 ve 2 ' i  saglar fakat oyunun bir ba�lang19 noktas1 yoktur. Bu 

ytizden Kural 3 'e  ihtiyar;: duyanz. 

• • • 

�ekil 3.5 

Kura! 4: Her agar;: oyunu tam olarak bir ba�lang19 noktasma sahiptir. 
Kura) 1 ,  2 ve 3 her karar noktasmm tam olarak bir ba�lang19 noktasmm son­

rasmdan gelen noktalar oldugunu ima eder fakat agacm ttimti birden fazla karar 
noktasma sahip olabilir. Bu oldugunda karar noktalan geldigi ba�lang19 nokta­
lanna gore farkh aynk ktimelere aynlabilir. Bu da bir agar;: ir;:inde farkh oyunlar 
oldugu anlamma gelir. Kura) 4 bu problemi giderir. 

Diger yandan, geni�leyen-bir;:imli bir oyunda eger smirh say1da karar noktas1 
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soz konusu ise bu oyuna smirh oyun, aksi takdirde sm1rs1z oyun denir. S1mrhhk �u 
tis; ko�ulu gerektirir: (i) s1mrh say1da oyuncunun olmas1 (ii) s1mrh say1da hareket 
olmas1 ve (iii) sm1rh say1da tarihin olmas1. 

Eger geni�leyen-bis;imli bir oyunda bu tis; ko�uldan biri saglanmazsa, bu sonsuz 
say1da karar noktasmm olacag1 anlamma gelir. brnegin, s1mrs1z say1da oyuncunun 
oldugu bir oyunda her oyuncunun karar noktalan dti�tintildtigtinde bu sonsuz karar 
noktas1 demektir; oyunda s1mrh say1da oyuncu olabilir fakat bu oyunculann s1mrs1z 
say1da hareketleri soz konusu olabilir; veya bir oyun sonsuza kadar oynanabilir yani 
oyun agac1 stirekli btiytiyen bir oyuna donil�ilr, bu durumda oyunun tarihi sonsuza 
gider, dolay1s1yla sm1rs1z karar noktas1 soz konusudur. 

Bu kitapta kar�lla�acag1m1z belirli baz1 sm1rs1z oyun gruplan vard!f. Bu oyun 
gruplanndan biri, ozellikle oyunculann hareket veya stratej i ktimelerinin reel 
say1larm bir alt kilmesinden geldigi oyunlard!f. bmegin bir oyuncunun oyunda 
[O, l] arahgmda herhangi bir hareketi ses;me imkamna sahip olmas1 bu oyunu sm!fs1z 
yapar. Diger bir s1mrs1z oyun grubu, kitabm ilerleyen boltimlerinde gorecegimiz 
tekrarh oyunlardir. Bu tilr oyunlar da sm1rs1zd1r s;ilnkil oyun sonsuza kadar oy­
namr, dolay1s1yla tarih sonsuzdur. 

Yukandaki tart1�madan geni�leyen- bis;imli oyunlarm gene! yap1s1m ve temel 
kavramlanm verdik. Fakat dikkat edilirse bu yapmm en onemli ayaklanndan birinin 
bilgi oldugu as;1ks;a gorilltir. Bu yilzden bu konuyu a�ag1da daha detayh tart1�acag1z. 

3.3 Bilgi 

3.3.1 Bilgi Kiimesi 

Eger stratejik dil�tinmenin yans1 diger oyunculann ne yapacagm1 tahmin etmekse, 
diger yar1s1 diger oyunculann ne bildigini dti�ilnmektir. Hatlflayacag1m1z gibi 
statik oyunlardaki hareketler e� anh oldugundan dolay1, oyuncular bilgilerini bir­
birlerini gozlemleyerek elde etme imkanma sahip degillerdir. Fakat eger oyuncular 
oyunu ard1sal oynuyorlarsa neyi bildikleri anahtar bir oneme sahip olur. E� anh 
hareketli oyunlar ve ard1sal hareketli oyunlar arasmdaki temel fark, ard1sal oyun­
larda, ikinci oyuncunun, kendi hareketinden once, kendisinden once hareket eden 
l .oyuncunun nasll hareket ettigini gozlemleyerek elde ettigi bilgidir. 

Herhangi bir oyun ir;in kimin neyi ne zaman bildigi onemli bir konudur. Bu da 
bilgi kiimesi kavram1 ile ifade edilir. Herhangi bir i oyuncusunun bilgi ktimesi farkh
patikalar ilzerinde bir oyuncuya ait karar noktalan ktimesidir. Bu i oyuncusunun
s1ras1 geldiginde bildigi noktalard!f. Yani i oyuncusu hangi oyuncunun hareket
masma sahip oldugunu bilir, fakat oyunun vard1g1 agar; dahm bilmeyebilir. K1saca 
bir bilgi kilmesi h E X bir karar noktalan kilmesidir fakat bu karar noktalanmn
hangisinde oldugu bilinmeyebilir. 

Bir oyun agacmda bilgiyi anlamak is;in noktalarla tarih arasmdaki baglant1y1 
anlamak gerekir. Oyunun herhangi bir noktasmdaki tarih, kimin neyi ne zaman 
yapt1g1m gosteren kay1tt1r. Agar; oyunlannda ba�lang1� noktasmdan herhangi bir 
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noktaya giden tek bir patika vardir. Bu yiizden eger vard1gm1z noktay1 biliyorsamz, 
oraya van§ tarihini de biliyorsunuz demektir. 

Geni�leyen-bi�imli oyunlan bu anlamda iki sm1fa ay1rabiliriz: (i) miikemmel 
bilgili oyunlar. Bu oyunlarda oyun s1ras1 size geldiginde agacm neresinde oldugunu 
bilirsiniz. Bu da oyunun tarihini tamamen biliyorsunuz demektir ve (ii) miikemmel­
olmayan bilgili oyunlar. Bu oyunlarda oyun s1ras1 sizde oldugunda oyunun tarihi 
hakkmda belirsizsiniz demektir. Oyunun tarihi hakkmdaki belirsizlik hangi nok­
tada oldugunuza dair belirsizlige kar�1hk gelir. 

Bu belirsizligi ifade etmek i�in bilgi kiimesi kavramm1 kullanabiliriz. Oyunu 
oynarken, diger oyunculann hareketleri karar noktalanmzdan birine vanlmasma 
neden olur. Bu ger�ekle§tiginde, hangi karar noktalanndan birine vanld1g1m kesin 
olarak bilmeyebilirsiniz. Bu belirsizlik belirli bir bilgi kiimesine vanld1gm1 be­
lirterek ifade edilir. Tiim bildiginiz §ey bilgi kiimesindeki bir karar noktasma 
vard1g1mzd1r fakat hangisi oldugunu bilmiyorsunuz. Bunu bilgi kiimenize vanld1gm1 
belirten bir mesaj gibi de dti§iinebiliriz. 

Aym durumu daha genel olarak dii§iinelim. Bir oyunu bir a§amalar dizisi gibi 
dti§tinmek miimkiindiir. Her a§amada tiim oyuncular kendi se�im kiimelerinden, 
yani kendilerini bulduklan tarihlerde, Ai (h) hareketlerini se�erler. Eger se�im hi� 
bir §ey yapmamak ise bu durumda oyuncunun hareket kiimesi bo§tur, h = 0. Bu­
rada h0 oyunun ba§lang1cmdaki tarihtir ve a0 = (a�, . . . . alj., ), h0 tarihini takip eden 
hareket profilidir. Sonra h 1 , a0 ile tammlamr ve Ai ( h 1 ) , i oyuncusu oradayken 
oniinde olan hareketler kiimesini gosterir. Bu §ekilde devam edersek son a§ama 
olan K'ya vannz ve buradaki tarih onceki a§amalardaki hareketlerden olu§an bir 
dizi §eklinde yaz1labilir, 

I K+ I ( 0 I K) i = a , a , . . . . , a  , 

burada K + 1 oyundaki toplam a§ama say1sm1 gostennektedir. Baz1 oyunlarda bu 
sonsuz olabilir, yani K = oo. Bu durumda oyunun sonucu sonsuz tarihtir ve h00 
§eklinde ifade edilir. 

Diger yandan, olas1 tiim tarihleri H = { hk} ile gosterelim. Her hK +1 tarihi 
tamm geregi oyunun ba§mdan sonuna kadarki hareketler dizisini tammlad1gmdan, 
buna ter;hinal tarih denir. Tiim terminal kiimesi oyunda ortaya �1kan sonu�lar 
kiimesidir, Z = { hK +I } c H. 

Bilgi kiimelerini anlamh k1lmak i�in bu kiimelerin iizerine belirli sm1rlamalar 
getirrnek gerekir. Bu sm1rlamalardan birincisi, her karar noktasmm tam olarak tek 
bir bilgi kiimesine ait olmas1d1r. Eger birden fazla bilgi kiimesine ait bir karar 
noktas1 olsayd1, bu karar noktasma vanld1gma dair hangi mesaj1 ald1gm1z iyi tamm­
lanmam1§ olacakt1. Bu yiizden tiim bilgi kiimelerinin kiimesi, H, karar noktalannm 
bir biilmesini (partition) olU§turur: x = uhE/Ih ve Vh, h' E H, h n h' = 0. 1 

B61me kavram1 burada onemli bir kavramd1r. Bunu biraz a�1klayahm. Bilgi 

1 A kiimesinin bir bOlmesi, A kiimesinin alt  kiimelerinin bir kiimesidir. 6rnegin { X, Y, Z} 
kiimesinin be� tane bOlmesi vardir: 

{ { X } , { Y } ,  {Z}  } ,  { { X, Y } ,  {Z}  } ,  { {X, Z} ,  {Y}  } ,  { { X } ,  {Y, Z } }  ve { {X, Y, Z} } . 
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ktimeleri karar noktalanm bolmelere aymr. Boylece her karar noktas1 tek bir bilgi 
ktimesine ail olur. Bu !?ekilde bilgi ktimeleri tarihlerle ili§kilendirilir. Yani bilgi 
bOlmesi, oyunun herhangi bir a!?amasmda oyuncunun birbirinden ay1rabilecegini 
bildigi farkh pozisyonlan gosterir ve tiim olas1 noktalan bilgi kiimeleri denilen alt 
kiimelere bOler. Dolay1s1yla herhangi bir oyundaki i oyuncusunun bilgi bolmesi bu 
oyuncunun bilgi kiimelerinin kiimesidir. 

ikinci smlflama, bir bilgi kiimesindeki tiim karar noktalanmn aym oyuncuya 
ait olmas1dlf, yani "ih E H, "ix, x' E h, i(x) = i(x' ) . Aksi takdirde, iki veya daha 
fazla oyuncu s1ralarmm kendilerinde oldugunu dii§iinebilirlerdi. Her h E H bilgi 
kiimesinin sahibi bir oyuncu vardlf, i E N U  {O} ,  ve bu bilgi kiimesi tamamen i 
oyuncusunun karar noktalan kiimesi i9indedir, yani h c xi dir. 

Bilgi kiimelerinin kiimesi olan H kiimesini her oyuncuya ait bilgi kiimelerinin 
ktimesine ay1rabiliriz, yani bilgi bOlmeleri olu§turabiliriz: Her i E N u  {O}  oyun­
cusu i9in, Hi = { h  E H : "ix E h, i(x) = i } kiimesi i oyuncusunun bilgi 
kiimelerini i9erir. Bu yiizden tiim i E I U {0 } '  ler i9in UhEH; h = X;'dir. 

U9iincii ve son s1mrlama, bir bilgi ktimesindeki her noktamn, mevcut hareketler­
den olu§an aym ktimeye sahip olmas1d1r. Aksi takdirde oyuncu kendi oniinde hangi 
hareketin olduguna emin olmayacaktlf, yani "ih E H, "ix, x' E h, A(x) = A(x' ) . 

Bir bilgi kiimesi tekil olabilir, yani sadece tek bir nokta i9erebilir. Eger her 
oyuncunun her bilgi kiimesi tekilse, oyun miikemmel bilgili bir oyundur, yani 
h E H, #(h) = 1 veya altematif olarak §Oyle de ifade edilebilir, Vi E N U  {O} ,  
"ih E Hi , #(h) = 1 .  Eger herhangi bir bilgi ktimesi birden fazla karar noktasma 
sahipse, yani baz1 oyuncular i9in, :Ji E N U  {O} ,  :Jh E Hi. #(h) > 1 ise, bu oyun 
miikemmel-olmayan bilgili bir oyundur. 6megin �ekil 3.2'deki oyun miikemmel 
bilgili oyundur, dolay1s1yla 

/ 

H1 = { {o} , { 8} } , H2 = { {a} , {tJ} } .  

�imdi �ekil 3.2'de i fade oyunun bilgi yap1sm1 biraz degi§tirelim: 2.oyuncu ken­
disine hareket mas1 geldiginde l .oyuncunun ilk hareketini gozlemleyememektedir, 
dolay1s1yla iki karar noktasmdan hangisinde oldugunu bilemez. Bu miikemmel­
olmayan bilgi yap1s1, �ekil 3 .6'da iki karar noktas1 9izgili bir dogru ile birle§tirilerek 
gosteri lmi§tir. 

Bu oyunda ii9 tane bilgi kiimesi vard1r. l .oyuncuya ait iki tane bilgi ktimesi 
ve 2.oyuncuya ait bir bilgi kiimesi vardlf. Dikkat ederseniz 2.oyuncu kendi bilgi 
kiimesinin her iki karar noktasmda iki harekete sahiptir: A( a) = A(tJ) = {g, s} . 
Bu oyundaki her oyuncunun bilgi kiimelerinin kiimesini, yani bilgi bolmeleri ise 
§Oyledir, 

H1 = { { o} , {8} } , H2 = { {o:, /3 } } . 

Diger yandan �ekil 3.2'de verilen oyunun daha farklI bir bilgi yap1s1 ile ta­
mmlanan ba§ka bir versiyonu �ekil 3 .6(b)'de gosterilmektedir. Bu oyunda bilgi 
ktimeleri iizerine konan sm1rlamalarm iki defa ihlal edildigini goriiriiz. Bunlardan 
biri, bir bilgi ktimesi farkh oyunculara ait karar noktalanm i9ennektedir, yani h = 
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g 

U 0 D u 

(a) (b) 

�ekil 3.6 (a) Miikemmel olmayan bilgi (b) Makul olmayan bilgi 

{a,  /3} bilgi kiimesini dii�iinelim, burada i( a) = 2 fakat i(/3) = 3. Diger ihlal ise, 
l .oyuncunun ikinci bilgi kiimesinde farkh karar noktalannda bu oyuncuya ait farkh 
hareketler vardtr. Yani h' = { 6, / }  bilgi kiimesini dii�iinelim, burada ise A( 6) = 
{ U, D} ve A( I) = { L, C, R} . Bilgi kiimesi kavramm1 daha da somutla�tmnak ir;in 
a�ag1daki omek iizerinden tartt�maya devam edelim. 

Ornek 3.1 

�ekil 3.7'de verilen oyunda l .oyuncu o karar noktasmda hareket ederken, 
2.oyuncu a1 , a2 , 03 ve a4 karar noktalannda hareket etmektedir. l .oyuncu kendi 
hareketini bilir, fakat 2.oyuncu sadece �unu soyleyebilir: I .oyuncunun hareketleri 
a1 ,  a2 veya "digeri" ne yol ar;t1. Digerinden kas1t, 2.oyuncu 0:3 veya a4 nokta­
lanndan birinde karar verecektir fakat hangisinde oldugunu bilmemektedir. <;iinkii 
2.oyuncu a3 ve a4 arasmda bir aynm yapamamaktadtr. Eger l .oyuncu a3'e ne­
den olan hareketi ser;erse onun bilgi kiimesi basitr;e { a3} olacakttr fakat 2.oyuncu­
nun bilgi kiimesi { a3 , a4 } 'dtr. �ekil 3.7 noktah-r;izgi a3 ve a4 karar noktalannm 
2.oyuncu ir;in aym bilgi kiimesinde oldugunu gostermektedir. 

R 

�ekil 3.7 Bilgi kiimeleri ve bilgi bolmeleri 

Bir karar noktas1 bir oyuncunun iki ayn bilgi kiimesine ait olamaz. Eger a3 
karar noktas1 hem { a2 , 0:3 } ve hem de { 0:3 , 0:4} bilgi kiimesine aitse, bu durumda 
oyun o:3 noktasma varrm�sa, 2.oyuncu { 0:2 ,  0::1 } 'deki karar noktasmda mt yoksa 
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{ n3, n4 } 'deki karar noktasmda mt oldugunu bilemeyecektir. Bu da ger9ekte her 
ikisinin aym bilgi kiimesi oldugu anlamma gelir. 

Eger 2.oyuncunun bilgi kiimelerinden birindeki karar noktalan hareket ettigin­
deki karar noktalan ise, hareket kiimesi her karar noktasmda aym olacaktir 9iinkii 
oyuncu kendi hareket kiimesini bilir. 2.oyuncu o:3 ve o:1 'de aym karar noktalarma 
sahiptir 9iinkii 0:3 farkh harekete sahip olsayd1 orada oldugunu bilecek ve bilgi 
kiimesi sadece { a:i } 'e indirgenecekti. 2.oyuncu, kendi hareket kiimesinde ii9 veya 
dort hareket olup olmad1g1m bilmek zorundad!f. Aym sebepten dolay1, o:1 ve o:2 
karar noktalan aym bilgi kiimesinde yer alamaz. 

I .  oyuncu i9in { o} bir bilgi bolmesidir. 2.oyuncunun sahip oldugu bilgi bolmesi 
ise ( {a i } ,  { <>:3 } , { a:i , n4 } ) 'dir. Dikkat ederseniz 2.oyuncunun bilgi kiimelerinden 
biri, { o:3 , a4} 'dir. Bilgi kiimeleri daha fazla eleman i9erdiklerinde oyuncunun 
nerede olduguna dair belirsizlik artar. Eger bir bolmedeki bilgi kiimelerinin say1s1m 
azaltlf ve bunlardaki karar nokta saytlanm artmrsak, buna kabala�t1rma (coarsen­
ing) denir. Eger bir bolmedeki bir veya daha fazla bilgi kiimelerini aymrsak ki 
bu bilgi kiime say1sm1 artmr ve bilgi kiimelerindeki elemanlan azallirsak buna da 
inceltme denir. inceltilmi§ bilgi bolmesi "daha iyi bilgi" i9in kullamlan fonnel bir 
tammdir. Tiim bilgi b61meleri birbirinin rafine edi lmi§ hali degildir. Dolay1s1yla 
tiim bilgi bolmeleri sahip olduklan bilgi niteliklerine gore s1ralanmayabilir. bzellikle 
bir bilgi bolmesinin daha fazla bilgi kiimelerini i9ennesi bunun diger bir bilgi 
bolmesinin rafinesi oldugu anlamma gelmez. 

2. oyuncunun l.b6lme di ye nitelendirdigimiz { { n 1 } , { 0:3 } , { a3, 0:4 } }  bolmesi­
nin yamnda §U bilgi bolmelerinin oldugunu varsayahm: Her vanlan karar nok­
tasmdaki bilgi kiimesi { n1 , 0:2, 0:3 , a4 } ise yani bilgi b<jlmesi { a1 ,  u2 , a3 , 0:4 }  olur 
(buna 11 .bOlme diyelim) ve eger 0:1 , 0:2 ve 0:3 karar noktalannda bilgi kiimesi 
{ o: 1 o:2 ,  0:3 } iken, 0:4 karar noktasmda bilgi kiimesi { 0:4 } ise, bu da bize { { 0:1 ,  0:2 , 0:3 } , 
{ o:4 } }  bilgi bolmesini verir (buna da IIl .bolme diyelim). I. bolme ile III. bolmeyi 
kar§tla§lirahm. I. bolme karar noktalanm ii9 bilgi kiimesine aymrken, III. bolme 
iki bilgi kiimesine aymr. Fakat III. b6lme, I. bolmenin kabala§tmlmI§ hali degildir. 
<;iinkii I. bolmedeki bilgi kiimelerini birle§tirerek III. bolmeye vanlamaz. Bu yiizden 
III. bolmeye sahip oyuncu daha kotii bilgiye sahiptir. Eger vanlan karar nokts1 o:1  
ise, I .  b6lme bize daha fazla bilgi verir. Fakat vanlan nokta a4  ise, III. bolme bize 
daha fazla bilgi verir. Diger yandan 11.bolmede oyuncu herhangi bir karar noktas1m 
ay1rt edemediginden nihai hantalla§ttnna soz konusudur. 

3.3.2 Zaman Dogrusu 

Zaman dogrusu oyunda olaylann s1ras1m gostennek i9in kullamhr. Ozellikle siirekli 
stratej ilerin oldugu ve bilginin dt§sal olarak geldigi oyunlar i9in yararh bir 
kavramdir. Zaman dogrusunu, ge9en zamam gostennekten ziyade hareketlerin 
ve olaylann s1ras1m gostennek i9in kullamhr. Baz1 olaylar anhk ger9ekle§irken, 
baztlan ise bir arahk boyunca ger9ekle§ir. Bu yiizden bazen kararlann almd1g1 
"an" onemliyken, bazen de verilen karar sonras1 ge9en reel zaman onemlidir. En 
biiyiik fark ise oyunculann reel zamanda, daha once alacaklan parasal odemelerden 
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dolay1 bir zaman tercihine sahip olmalannm bnem kazanmas1dtr. 

firma projenin firma hisse hisse senedi 
degerini ogreniyor senedi �1kanyor satin allniyor 

�ekil 3.8 Zaman dogrusu 

Zaman dogrusu ile yap1lan modellerde goriilen genel bir yanh�hk olaylann 
tarihsel s1ralamasm1 reel zamandaki olaylarla s1mrlandmlmas1d1r. Yani ornegin 
bir firma projenin degerini ogrenir ogrenmez hisse senedi c;1karmaya karar versin. 
Modeli kuran ki�i bunu zaman dogrusu iizerinde aym tarihteki iki olay gibi tamm­
layabilir. Bu da modeli inceleyen ki�inin iki olay1 da aym anda mt ya da hangisinin 
daha once olduguna dair bir kan�1khk ya�amasma imkan verebilir. �ekil 3 .8' in 
gosterdigi gibi aslmda once projenin degeri ogrenilir sonra hisse senedi c;1kart1hr. 
Zaman dogrusu bu zamanlamay1 gostermesi ac;1smdan onemlidir. 

3.3.3 Milkemmel Hatarlama 

Geni§leyen-bic;imli oyunlarda genelde oyunculann miikemmel hat1rlama (perfect 
recall) ozelligine sahip olduklan varsay1hr. Yani oyuncular daha once bildiklerini 
unutmad1klar1 gibi, her oyuncu daha once sec;tigi hareketleri hat1rlar ve buna gore 
davramr. Bunu daha formel �oyle tammlayabiliriz: 

(i) Eger iki karar noktas1 aym bilgi kiimesindeyse, hie; biri digerinin onceki 
noktas1 degildir 

(ii) Eger x' ve x" karar noktalan aym bilgi kiimesindeyse ve bunlardan biri 
x 'den once gelen bir nokta ise bu durumda x ile aym bilgi kiimesinde olan diger 
karar noktas1, x gibi bir onceki noktaya sahiptir (muhtemelen x' in kendisidir) ve 
x noktasmda yap1lan hareketin x' noktasma yo! ac;mas1 x'de yaptlan hareketin x" 
noktasma yol ac;mas1 ile aymd1r. 

�ekil 3.9 bu ko�ullara uymayan durumlan yani miikemmel-olmayan hattrlamah 
durumlar1 gostermektedir. �ekil 3 .9(a), (ii) ko§uluna uymayan bir bzellik goster­
mektedir. <;unkii l .oyuncunun ikinci bilgi kiimesinde x noktas1 hem x' ve hem de 
x" noktasmdan onceki noktadtr. Yani x'den c;1kan hareketler farkhdtr. �ekil 3 .9(b) 
ise (i) ko§�una uymamaktadtr. <;iinkii x ve x' aym bilgi kiimesinde yer almaktad1r 
fakat x noktas1 x' noktasmdan once gelmektedir. Son olarak �ekil 3 .9(c) yine (ii) 
ko�uluna uymamaktadtr. <;iinkii x' ve x" aym bilgi kiimesinde yer almaktadtr ve x 
noktas1 x' noktasmdan once ve i: noktas1 x" noktasmdan once gelmesine ragmen, 
x ve x noktalarmm kendileri aym bilgi kiimesinde degildir. 

Geni�leyen-bic;imli oyunlar genelde miikemmel hatirlamah oyunlardtr. Yani 
ne zaman bir oyuncu hareket etse, kendi gec;mi� hareketleri dahil oyunun daha 
oncesinde olu�an her§eyi biliyor demektir. Miikemmel hatirlamah bir oyun mii­
kemmel bilgili ya da miikemmel-olmayan bilgili bir oyun olabilir. Fakat miikemmel­
olmayan hatirlamah bir oyun her zaman miikemmel-olmayan bilgili bir oyundur. 

1 37 



x' _ _ _ _  1 _ _ _ _  x" 

(a) 
1 1 

/\_1_;\ 
x' x" 

(c) 

(b) 

�ekil 3.9 Baz1 miikemmel olmayan hatirlama durumlan 

<;:unkii miikemmel-olmayan hatirlamah bir oyunda oyuncular her durumda oyunun 
neresinde oldugunu bilmeyeceklerdir. Bu kitapta yapt1g1m1z temel varsay1mlardan 
biri oyunculann miikemmel hat1rlama ozelligine sahip olduklar1d1r. 

3.3.4 Miikemmel, Kesin, Asimetrik ve Tam Bilgi 

Bir oyunun bilgi yap1s1m dort farkh §ekilde s1mfland1rabiliriz: miikemmel, tam, 
kesin ve simetrik bilgi . 

i. Miikemmel bilgili oyun, her bilgi kiimesi tek-elemanh (tekil) oyundur. Aksi 
takdirde, mtikemmel-olmayan bilgili oyundur. Mukemmel bilgili oyunda bilgiye 
dair gti�lii bir varsay1mda bulunulur: Her oyuncu her zaman oyun agacmm neresinde 
oldugunu bilir. Hi� bir hareket e§ anh degildir ve tiim oyuncular Doga'nm hareket­
lerini gozlemler. 6megin Mahkumlar <;:1kmaz1 oyunu miikemmel-olmayan bil­
gili bir oyun iken (ttim statik oyunlar mtikemmel-olmayan bilgili oyunlardir) daha 
sonra gosterecegimiz standart Giri§ Oyunu miikemmel bilgili bir oyundur. Bu 
oyunda piyasadaki mevcut firma piyasaya girmek isteyen firmamn girip girmedigini 
goriir. Dolay1s1yla nerde oldugunu bilir. 

ii. Kesin bilgili oyun, herhangi bir oyuncu hareket ettikten sonra Doga'nm 
hareket etmedigi oyundur. Dolay1s1yla oyun ba§lad1ktan sonra oyunun herhangi 
bir a§amasmda §ans diye nitelendirebilecegimiz Doga'mn hareketlerinin olmad1g1 
oyunlar kesin bilgili oyunlardtr. Aksi takdirde oyun belirsizlik oyunudur. Kesin 
bilgili oyunlarda Doga'mn ilk hareket eden oyuncu olmasma miisaade edilir. Fakat 
oyuncular hareket ettikten sonra Doga yine devreye giriyorsa bu belirsizlik oyunudur, 
girmiyorsa kesin bilgili oyundur. Bu anlamda oyunculann tiplerinin oyunun ba§tnda 
belirlendigi eksik bilgil i  oyunlar da bir belirsizlik oyunu olarak dii§iiniilmeyebilir. 
Kesin olmayan bilgi , oyunda gelecekte elde edilecek fayda dtizeylerinin belirsi­
zligine neden olur. Oyuncular davram§lanm bu anlamda beklenen fayda tizerinden 
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belirler. Kesin bilgili bir oyunda eger hi<;bir e� anh hareket yoksa bu oyun aym 
zamanda mtikemmel bilgili bir oyundur. bmegin Mahkumlar <;1kmaz1 kesin ve 
mtikemmel-olmayan bilgili bir oyundur veya oyuna kimin once ba�layacag1m belir­
lemek i<;in zar atilan bir satran<; oyunu yine kesin bilgili bir oyundur (aym zamanda 
mtikemmel bilgili bir oyundur), <;tinkti oyunun ilerleyen a§amalannda Doga'nm 
hareketleri (ya da §ans) yoktur. Fakat tavla oyunu her a§amasmda Doga'nm de­
vrede oldugu bir oyundur, bu ytizden kesin bilgili olmayan bir oyundur, aym za­
manda mtikemmel bilgili bir oyundur. 

1 1 1 .  Simetrik bilgili oyun, bir oyuncunun hareket ettigi bir noktada bilgi 
ktimesinin diger her oyuncunun bilgi ktimeleri ile aym oldugu oyundur. Aksi 
durumda oyun asimetrik bilgili bir oyundur. Asimetrik bilgili bir oyunda, bilgi 
ktimeleri birbirinden farkhhk gosterdiginden, oyuncular aym zamanda mtikemmel­
olmayan bilgiye sahiptirler <;tinkti bilgi farkhhgm1 gosteren bilgi ktimeleri tek­
elemanh degildir. Asimetrik bilgide baz1 oyuncular ozel bilgiye sahiptir, yani farkh 
ve digerinden daha kotti olmayan bir bilgi bolmesine sahiptir. S imetrik bilgili bir 
oyunda Doga'mn hareketleri olabilir veya e§ anh hareketler olabilir fakat bu du­
rumlar herhangi bir oyuncuya bilgi avantaj1 saglamayacaktir. bmegin Mahkumlar 
<;1kmaz1 kesin, mtikemmel-olmayan ve simetrik bilgili bir oyundur. 

iv. Eksik bilgili oyun, ilk olarak Doga'nm hareket ettigi ve bu hareketin en 
azmdan bir oyuncu tarafindan gozlemlenemedigi oyundur. Aksi takdirde tam bil­
gili oyundur. Eksik bilgili oyun aym zamanda mtikemmel-olmayan bilgil i  oyundur. 
<;tinkti bir oyuncunun bilgi ktimesi birden fazla eleman i<;erir. E� anh hareketlerin 
oldugu oyunlar tam fakat mtikemmel-olmayan bilgili oyunlardir. Herhangi bir ek­
sik veya asimetrik bilgili oyun aym zamanda mtikemmel-olmayan bilgil i bir oyun­
dur. 

Diger yandan, <;ok say1da eksik bilgili oyun asimetrik bilgili oyundur. Fakat iki 
kavram aym degildir. Eger Doga'mn bir ilk hareketi yoksa, ve 2.oyuncu, l .oyun­
cunun yapt1g1 bir hareketi gozlemleyemiyorsa ve 1 .oyuncu sonra tekrar hareket 
ediyorsa, oyun asimetrik fakat tam bilgili bir oyundur. Bir oyun hem eksik hem de 
simetrik bilgili olabilir, omegin gen<; ya§ta <;ah�maya ba�layan birinin yeteneklerini 
ne kendisi ne de i§veren bilmektedir, fakat zamanla yeteneklerini hem kendisi hem 
de i�veren ogrenmeye ba�hyor. 

Tam bilgi, oyun teorisi literattirtinde iki farkh anlamda kullamhr. B irincisi, 
yukanda verdigimiz tammlamadir. Fakat tam bilgi, diger ikinci bir tammlamada 
ise (ki"°bu eski tammlamadir), ttim oyunculann oyunun kurallanm bilme durumu 
olarak tammlamr, aksi takdirde eksik bilgi soz konusudur. Fakat bu tammlama 
kullamld1gmda, oyunculann bilgi ktimelerinin ne oldugunu tam olarak ifade et­
mek sorunlu hale gelmektedir. l 960'h y11lann sonuna kadar, oyun teorisyenleri 
bu tammdan hareketle eksik bilgili oyunlann analiz edilemeyecegini belirtiyor­
lard1. Fakat Harsanyi ( 1 967) ikinci tammlamadan hareketle, eksik bilgili bir oyu­
nun temel unsurlanm degi§tirmeden mtikemmel olmayan bilgili bir oyuna donti�­
ttirebilecegini belirtir. Buna Harsanyi donti�timti denir. Bunu Doga'nm ilk once 
hareket edip farkh oyunlar arasmda se<;im yapt1g1 bir oyuna donti�ttirerek yapar. 
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Yeni doni.i�ti.iri.ilen oyunda, ti.im oyuncular art1k yeni kurallan bilirler. Boylece 
Harsanyi 'nin bu onerisi, eksik bilgili oyun tammm1 s1radanla�t1rm1�tir ve insan­
lar bu terimi yeni doni.i�tiiri.ilen oyun i�in kullanmaya ba�lad1lar. Yani eski tamm 
altmda, eksik bilgili bir oyun tam bilgili bir oyuna doni.i�mi.i� oldu. Yeni tammlamaya 
gore yeni donii�ti.iri.ilen oyun eksik bilgili oyundur. 

Harsanyi donii�i.imi.ine bir omek verelim. Bu aym zamanda eksik bilgiden neyi 
kastettigimizi daha iyi anlamam1za yard1mc1 olacaktir. 

Ornek 3.2 

�imdi de oyundaki 2. oyuncu olan Alim 'in oyunun fayda diizeylerini tam olarak 
bilmedigini varsayahm. Fakat oyundaki fayda di.izeylerinin ne olacagma dair belirli 
bir inanc1 vardir ve bu inan�lanm subjektif olas1hkla ifade etmektedir. Omegin 
%60 olas1hk.la �ekil 3 . 1 O'da gosterilen x oyunun oynanacagma ve 340 olas1hkla 
da y oyunun oynanacagma inanmaktadir. 

s L s L 

2 2 2 2 

s L s L s L s 
L 

(1 , 1 )  (-1 ,-1 ) (-1 ,-1 )  (2,2) (2 ,2) (4,0) (0,2) (5, 1 ) 
x oyunu 1 y oyunu 

!)ekil 3.10 

Fakat Ethem l .oyuncu olarak oyunun fayda diizeylerini bilmektedir. Sorun 
Alim'in bunu bilmemesidir (yani soz konusu olan eksik bilgili bir oyundur). Bu 
oyun aym zamanda asimetrik ve kesinlik i�eren bir oyundur (Doga oyuncular hareket 
etmeye ba�lad1ktan sonra hareket etmezler). 

Oyun �ekil 3. l O'da gosterildigi bi�imde analiz edilemez. Boyle bir oyunu 
analiz eder hale getirmek i�in Harsanyi donii§iimiinii kullanmahy1z. Oyunu bu 
yiizden �ekil 3 . 1 1  'deki gibi yeniden modelleyebiliriz. Bu dogrultuda Doga ilk 
harekette bulunarak Alim' in subjektif olas1hklan ile uyumlu bir §ekilde x ve y 
oyunlanmn fayda diizeylerini belirledigini dii§iiniiyoruz. �ekil 3 . 1 1  'deki oyun, 
�ekil 3. l O'daki oyunun aymsm1 gostermektedir. Fakat �imdi analiz edilebilir hale 
gelmi§tir. Art1k hem Ethem hem de Alim oyunun kurallanm biliyor, §imdiki tek 
fark, Ethem Doga'nm hareketini gozlemlerken A/im bunu yapam1yor. BuradaA/im'in 
subjektif olas1hklanmn ortak bilgi oldugunu unutmayahm. 
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s 

(2,3) (-1,-1 ) 

y 

(0,2) (5, 1 )  

N 

s 

( 1 , 1 )  (-1 ,-1 ) 

�ekil 3.1 1  Harsanyi donii�iimii 

�imdi a§ag1da verecegimiz iki omekle hem bilgi ki.imesi kavramm1 (kimin neyi 
ne zaman bildigi) hem de bunun aga9 gosterimini anlamay1 daha da somutla§llrahm. 

Ornek 3.3 E�le�en Para oyunun �e�itli versiyonlart 

iki oyuncunun her biri sahip olduklan bozuk paray1 havaya at1p ve sonra 
paralan birbirleri ile kar§Ila§tmyorlar. Eger paralar e�le§irse (yani paranm aym 
taraftan gelirse), l .oyuncu 2. oyuncuya I lira Oder. Eger e§lemezse (farkh 
taraflan gelirse), 2. oyuncu I .  oyuncuya I lira oder. 

Bu omekte sorulmas1 gereken soru §Udur: Oyuncular oynamaya ba§lad1klannda 
neyi biliyorlar? Biraz di.i§i.indi.ikten sonra, oyunculann hareket edebilecegi be§ 
farkh olas1 durumun soz konusu oldugunu gorebiliriz: (i) l .oyuncu once hareket 
eder ve 2. oyuncu hareket etmeden once onun hareketini gozlemler (ii) 2.oyuncu 
once hareket eder ve l .oyuncu kendisi hareket etmeden once onun hareketini goz­
lemler (iii) l .oyuncu once hareket eder fakat 2.oyuncu hareket etmeden once onun 
hareketini gozlemleyemez (iv) 2.oyuncu once hareket eder fakat I .oyuncu hareket 
etmeden once onun hareketini gozlemleyemez (v) oyunculann her ikisi de aym 
anda hareket eder. 

Her oy�cu, (i) ve (ii) durumlannda kendi s1ras1 geldiginde diger oyuncunun 
ne yapt1g1m bildiginden bu oyunlar mi.ikemmel bilgili oyunlard1r. Fakat diger i.i9 
durumda hi9 bir oyuncu diger oyuncunun ne yapt1gm1 bilmediginden bu oyunlar 
mi.ikemmel olmayan bilgil i  oyunlard1r. Daha a91k9as1 son i.i9 durum her oyuncu 
a91smdan aymd1r. Dolay1s1yla ne l .oyuncu ne de 2.oyuncu kendi kararlanm verirken 
digerinin hareketini bilir. Eger digerinin hareketini gozlemleyemiyorlarsa ne zaman 
hareket ettikleri onemli degildir. Yani I .oyuncu a\:ISmdan, 2. oyuncunun onceden 
yapmI§ oldugu fakat goremedigi hareketi veya onunla aym anda se9imde bulunmas1 
veya onun hareketini gozlemlemeden gelecekte yapacag1 se9imi onemli degildir. 

Boylece durumu nasil tammlad1g1m1za bagh olarak oyunun i.i9 farkh gosterimine 
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sahibiz. �ekil 3. 1 2  geni§leyen-bi<;imli bu durumlan gostennektedir. Miikemmel ol­
mayan bilgili durumun iki versiyonunun birbirine e§it olduguna dikkat edin. 

Oyunculann birbirinin faydalanm bildiklerini varsayd1g1m1zdan burada 
verilen E§le§en Paralar oyunu tam bilgili bir oyundur. �ekildeki (a) ve (b) durumlan 
miikemmel bilgili oyunlar1 gosterirken, (c) ve (d) miikemmel-olmayan bilgili du­
rumlan gostennektedir. Burada (c) ve (d) durumlannm denk gosterimler oldugunu 
gonnek ii;in oyuncularm bilgi kiimelerine bakmak yeterlidir (yani hareket edecek­
leri zaman ne biliyorlar). Aym zamanda, (c) ve (d) durumlarmda ilk hareket eden 
oyuncu olmamasma ragmen oyunda ba�lang1i; noktas1 oldugunu gorebilirsiniz. 

(·1,1) (1,·1) 
(a) 

(1 , ·1) (·1,1) (1,-1 ) (-1 , 1 )  
(b) 
2 

(-1 , 1 )  (1,-1 ) 

A (·1 , 1 )  (1 ,-1) 
(c) 

(1,-1 ) (-1 , 1 )  ( 1 , - 1 )  (-1 , 1 )  ( - 1 , 1 )  (1 , -1)  
(d) 

!)ekil 3.12 E§le§en Para oyununda olas1 durumlar 

E§le§en Para oyunun ba�ka bir versiyonunu dii§iinelim. Paranm havaya atild1g1 
bir oyunun sonucunu sadece l .oyuncunun gozlemledigini varsayahm. Eger sonui; 
yaz1ysa (Y), E§le§en Paralar oyunu oynamr. Fakat sonui; turaysa (T), 2.oyuncu T 
veya Y hareketini sei;er. Yani 2.oyuncu, l .oyuncunun mu yoksa Doga'mn mt tura 
oynad1g1m bilmemektedir (�ekil 3 . 1 3). 

N 

y T 
0.5 0.5 

y T 

2 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

y T 

(-1 , 1 )  (1 ,-1 ) 

y T 

( 1 .-1)  (-1 , 1 )  

!)ekil 3.13 

y T 

( 1 ,- 1 )  (-1 , 1 )  

Bu oyunda 2.oyuncu, l .oyuncunun ger�ekte oynay1p oynamad1g1 konusunda 
belirsizdir ve oynamas1 durumunda da neyi oynad1g1 hakkmda da kesin bir fikre 
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sahip degildir. 2.oyuncunun bilgi kiimesi, bu yiizden, ii� karar noktasmm tiimiinii 
dahil eder. l .oyuncu Doga'mn se\:imini gozlemlediginden dolay1 sadece bir tek 
bilgi kiimesine sahiptir ve bu tekildir. 

� imdi de §Oyle bir durum soz konusu olsun: E§le§en Paralar oyununu oyna­
madan once, oyunculardan kimin once oynayacagm1 belirlemek i\:in zar at1ld1gm1 
varsayahm. Eger gelen say1 ii\:ten az ise l .oyuncu ilk oynayan ki§i olsun aksi 
takdirde 2.oyuncu ilk oynayan oyuncu olsun (�ekil 3 . 1 4). 

N 

113 213 
2 

y T y T 
2 2 

y T y T y T y T 

(·1 , 1 )  (1 ,·1 )  ( 1 ,·1 )  (·1 , 1 )  (-1 , 1 )  ( 1 ,-1 )  (1 .-1 )  (-1 , 1 )  

�ekil 3.14 

Bu oyun kesin bilgili bir oyundur. <;iinkii Doga oyunun ba�mda hareket etse de 
oyun ba§lad1ktan sonra hareket etmez. Oyun aym zamanda miikemmel bilgili bir 
oyundur \:iinkii l .oyuncu 2.oyuncunun hareketini gozlemler. 

E�le�en Para oyunun ba§ka bir versiyonunda ise, E§le§en Paralar oyununu oy­
namadan once, oyuncular birbirlerine I lira m1 yoksa 2 lira m1 odeyeceklerini be­
lirlemek i\:in zar atarlar. Eger zar 3'den az ise l .oyuncu 2 lira oder, diger durumda 
l lira oder. l .oyuncu zann sonucunu gozlemler fakat 2.oyuncu gozlemleyemez 
ve oyuncular aym anda hareket ederler (�ekil 3 . 1 5). Bu oyun miikemmel bilgili 
olmayan bir oyundur \:iinkii 2.oyuncu l .oyuncunun 2 mi yoksa 1 mi odeyecegini 
bilemez. Dahas1 her iki oyuncu da E§le§en para oynamaya ba§lad1klannda bir­
birinin hareketlerini gozlemleyemezler. 

N 

1/3 213 
1 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

y T y T 

2 2 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

y T 

(-2,2) (1 ,- 1 )  

y T y T 

( 1 ,-1 ) (-2.2) (-1 ,1 ) ( 1 ,-1 ) 

�ekil 3.15 

y T 

( 1 ,- 1 )  (-1 , 1 ) 

Ba§ka bir durumda, 2.oyuncu zann sonucunu gozlemler fakat l .oyuncu bunu 
gozlemleyemez ve oyuncular aym anda hareket ederler (�ekil 3 . 1 6). 
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(·2.2) (1.-1) 

Ornek 3.4 iki maim bolii�iimii 

(1.-1) (-2.2) (-1.1 )  (1 .-1)  

!)ekil 3.16 

(1.-1) (·1 . 1 )  

iki ki§i boltinemez iki objeyi payla�mak ir,:in �oyle bir prosediir takip etsinler: 
Oyunculardan biri mallann nastl payla§tlacagmt onersin, diger oyuncu bu teklifi 
kabul veya ret etsin. Ret durumunda hir,: kimse objelerden herhangi birini alamad1g1 
gibi herkes sadece kendi ald1g1 obje say1s1 ile ilgilenmektedir. �ekil 3 . 1 7  bu durumu 
gostermektedir. 

1 
-� 1 (1 , 1 ) --�2� 

;\ A (2,0) (0,0) ( 1 , 1 )  (0,0) (0,2) (0,0) 
!)ekil 3.17 Mtikemmel bilgili iki-malh bit bolti�tim oyunu 

Bu oyunun ba§ka bir versiyonunda, 2.oyuncu onerinin ne oldugunu bilmeksizin 
kabul etmek veya ret etmek durumunda olsun (�ekil 3 . 1 8). Dolay1s1yla daha oncek.i 
oyunu miikemmel olmayan bilgili bir oyuna donii§tiirmii§ olduk. 

1 ��)//�)---� A ·/\ ·· A (2,0) (0,0) ( 1 , 1) (0,0) (0,2) (0,0) 
!)ekil 3.18 Mtikemmel bilgili iki-malh bir bolti�tim oyunu 

Yukanda verdigimiz tammlan da kullanrak �imdi geni§leyen-bir,:imli bir oyu­
nun formel tammm1 verebiliriz. 

Tamm 3.1 Simril ve miikemmel hatirlamamn oldugu geni�leyen bi(·imli bir oyun, 
r = { N, (X, � ) ,  L(x), A( · ) ,  H, u( · ) } , a�ag1daki unsurlan irerir: 
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(i) Oyuncular ki.imesi N ile gosterilirken, herhangi bir oyuncu i ile gosterilir, 
i E N, N = {O, 1 ,  2, . . . .  } , burada 0 Doga'y1 gostermektedir. 

(ii) Bir aga\ oyunu, (X, )-) , stntrh say1da :r E X karar noktas1 ve bir oncelik 
ili�kisi, )- , i\erir, burada :r )- x', x karar noktast x' karar noktasmdan daha once 
gelir anlammdadtr. Bu ili�ki ge\i�li ve asimetriktir yani k1smi s1ralama i\erir2. 
Bu, oyunun x noktasmdan :r:' noktasma ve :r:' noktasmdan da :r: noktasma gitmesi 
gibi dongi.ilerin olu§mas1nt engeller. Buna ek olarak her x karar noktasm1 hemen 
onceleyen tek bir karar noktas1 olmahdir yani bir karar noktas1 :i: )- x' ise, x" )- x 
ve x" =/:- :i:' durumu §U anlama gelir, x' )- x" veya :i:" )- x'. Dolay1s1yla eger :r:' ve 
:i:" karar noktalan x' in iki onceleyici noktas1 ise bu ya x' noktas1, x" noktasmdan 
once gelir ya da x" noktas1 , x' noktasmdan once gelir demektir. 

(iii) Herhangi bir karar noktasmm onceleyicisi olmayan ti.im noktalan i\eren 
terminal noktalar ki.imesi ise z E Z ile gosterilir. Her z, aga\ boyunca patikay1 be­
lirler, yani oyunun sonucunu temsil eder. Sonu\lann fayda kar§Ihklan, 
n; : Z --+  R fayda fonksiyonu ile temsil edilir ve u = (u1 ( . ) , u2 ( . ) , . . .  , uN ( . ) )  
ise her bir oyuncunun fayda fonksiyonlan ki.imesidir. 

(iv) Oyuncu fonksiyonu 1, : X --+ N ile tantmlantr, yani i,( :i:) fonksiyonu x 
karar noktasmda hangi oyuncunun hareket ettigini belirtir. A(x) ise x noktasmdaki 
olas1 hareketler ki.imesini gosterir. 

(v) Oyun agacmm karar noktalannt bO!melere ay1ran bilgi ki.imeleri vardir, h E 
H. Ve h(x), h bilgi ki.imesinde x noktasmm oldugunu gosterir. Eger x' E h(x) ise 
bu durumda A(x') = A(x) 'dir. Aynca A(h) ,  h bilgi ki.imesindeki olas1 hareketler 
ki.imesini temsil eder. 

(vi) Ti.im §ans noktalan i\in (Doga'nm hareketi), yani olas1 ti.im alternatif du­
rumlar i\in bir olasthk dag1hm1 tantmlantr. 

3.4 Geni�leyen-Bi-;;imli Oyunlarda Pilr Stratejiler 

Strateji kavramt geni�leyen bi\imli-oyunlarda anahtar bir role sahiptir. Herhangi 
bir i oyuncusunun stratejisi ona her bilgi ki.imesinde hangi hareketi se\ecegini 
soyleyen bir hareket plantdir. Yani bir strateji oyuncuya s1ras1 geldiginde veri bil­
gide ne zaman ne yapacagm1 soyler; her olas1 durum i\in bir hareket tantmlar. 
Geni�leyen-bi\imli bir oyunda strateji bi.iti.inci.il ve ko�ullu bir hareket plant ol­
dugundan dolay1 her olas1 bilgi ki.imesi i\in bir hareket plant belirler. Bu biraz 
sezgi d1w,gori.ilebilir \i.inki.i stratejinin her bilgi ki.imesindeki ti.im hareketlerin belir­
tilmesi demek, oyuncunun daha onceki bilgi ki.imelerindeki hareketlerinden dolayt 
asla ula§tlmas1 mi.imki.in olmayan hareketlerin de dahil edilmesi demektir. Fakat 
stratejinin bu tantm1 Nash dengesinin geni§leyen-bi\imli oyunlara geni§letilmesine 
imkan vermektedir. Bunu somut ornekler i.izerinde gordi.igi.imi.izde daha anla§Ihr 
oldugunu gorecegiz. 

2Tam s1ralama dcgildir lj'.iinkii iki karar noktas1 kar�1la�tmlamayabilir. Aym bilgi kiimesinde 
olduklannda bir karar noktas1 digcrini oncelemez. 

1 45 



Tamm 3.2 Geni#eyen-birimli f oyununda, i oyuncusunun piir stratejisi, bilgi 
kiimesinden hareketler kiimesine tammlanan bir fonksiyondur, yani s; : H --t A, 
burada s; (h) E A; (h) , V h E H . 

Omek 3.S 

Daha once verdigimiz iki maim payla§Im omegine bakahm (�ekil 3 . 1 7). 
l .oyuncu sadece ilk tarihten (0) sonra hareket etmektedir ve stratej isi ii� olas1 
hareketi i�erir, S1 = { (2 , 0), ( 1 ,  1 ) ,  (0, 2) } . Diger yandan 2.oyuncu ii� farkh tari­
hten sonra hareket etmektedir ve bu oyuncunun stratejisi bu tarihlerin her birinden 
sonra neyi oynamas1 gerektigini belirler. Yani 2.oyuncunun stratej isi her elemamnm 
belirli bir tarihten sonra ne yapmas1 gerektigini belirten ii� elemanh bir kiimedir. 
2.oyuncunun stratej isini gostermek i�in ( abc) ii�liisiinii kullanabiliriz, a hareketi 
(2 , O) 'dan sonra alman hareketi, b hareketi ( 1 ,  l )'den sonra, ve c hareketi (0, 2) ' 
den sonra alman hareketi gostersin. Omegin (yyn) (y kabul anlammda, n ise 
ret anlammda kullamlm1§tir), (2.0) ve ( 1 ,  1) teklifterini kabul etmeyi ve (0, 2) 
hareketini ret etmeyi belirten bir stratej idir. Strateji biitiinciil bir ko�ullu hareket 
plam oldugundan, toplamda 2.oyuncu 8 stratejiye sahiptir (her olas1 durum i�in 2 
harekete sahip oldugundan, toplamda 23 = 8 strateji vardir): 

S2 = { (yyy) ,  (yyn) ,  (ynn) , (yny) ,  (nyy) ,  (nyn) ,  (nny) , (mm) } . 

Stratejinin ko�ullu bir hareket plam oldugunu tekrardan hatirlayahm. Omegin 
(nny) stratej isi �oyle okunur: eger 1 .oyuncu (2 , 0) teklif ederse ret et, eger ( 1 ,  1 )  
teklif ederse ret et ve eger (0, 2) teklif ederse ka9ut et. Strateji aym zamanda 
biitiinciil bir hareket plam oldugundan, 2.oyuncuriun stratejisi I .oyuncunun her 
olas1 hareketi i�in kendisinin ne yapmas1 gerektigini -belirtmek zorundadir. 

Omek 3.6 

Burada 2.oyuncunun hareket etmeden once ve hareket ettikten sonra I .oyuncu­
nun hareketini gosteren basit bir oyun omegi verelim. �ekil 3. I 9'da verien oyunda 
iki oyuncu var, i E { 1 ,  2} . Oyun yedi tarihe sahiptir: 

{ (0) ,  (A) ,  (B) , (B, c) , (B, d), (B, d, E), (B, d, F) } . 
H; 'nin i oyuncusunun bilgi bolmesini ve  A; (h) 'nin ise tiim h E H; i�in h bilgi 

kiimesindeki olas1 hareketler kiimesini gosterdigini hat1rlarsak, bu oyunda I .  oyun­
cunun 0 bilgi kiimesinde iki harekete sahip oldugunu �oyle ifade 
ederiz: A 1 (0) = {A, B} ; (B, d) bilgi kiimesinde de iki olas1 harekete sahiptir, 
A 1 ( B, d) = { F, E} ; 2.oyuncu ise B bilgi kiimesine geldiginde, orada mevcut iki 
hareketi vardir, A2 (B) = { c, d}. Oyunda dart terminal tarih vardir: 

Z = {A, (B, c) , (B, d, E) , (B, d, F) } . 
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1 B 2 d 1 E Al cl Fl (3,2) 

( 1 , 1 )  (-1 , 1 ) (4,0) 

�ekil 3.19 

Strateji biitiinctil bir ko§ullu hareket plam oldugundan dolay1, her bilgi kii­
mesindeki hareketleri belirtmek zorundad1r. l .oyuncu oyunda iki bilgi kiimesine 
sahiptir ve bu yi.izden stratejisi iki unsurdan olu�ur: birinci bilgi kiimesindeki ah­
nacak bir hareket ve ikinci bilgi kiimesinde almacak bir hareket. Her iki durumda 
da iki olas1 hareketi vard1r. Bu yi.izden toplamda dort stratejiye sahiptir: 

S1 = { (AE) , (AF) ,  (BE) , (BF) } . 

2.oyuncu ise sadece iki hareket i�eren bir bilgi ki.imesine sahip oldugundan iki olas1 
stratejiye sahiptir: 

S2 = {c, d} . 
Strateji bir oyuncunun hareketi s1rasmda her bilgi kiimesinden se�tigi hareketi 

karakterize ettiginden, buna stratejinin takip edilmesi durumunda vanlamayacak 
olan bilgi ki.imeleri de dahildir. Yani yukandaki oyunda (Seki! 3 . 1 9), ilk iki strateji, 
yani (AE) ve (AF) stratejileri, (B, d) tarihinden sonraki hareketleri tammlar. 
Halbuki bu stratejiler ba�lang1� noktasmdaki A hareketini tammlar, yani A hareketi 
se�ildiginde ( B, d) tarihi as la ger�ekle�mez ve ikinci bilgi ki.imesine as la vanlamaz. 
Fakat stratejinin tamm1 geregi bu hareket profilleri stratejiler i�inde yer ahr. 

Ornek 3.7 

Seki! 3 .20'de gosterilen oyunun stratejilerini tammlayahm. Oyunda ii� oyuncu 
vard1r. l .oyuncu 0 tarihini takip eden bir bilgi ki.imesine sahiptir ve bu bilgi 
ki.imesinde iki harekete sahiptir: A 1 (0)  = {U, D} .  2.oyuncu iki bilgi ki.imesine 
sahiptir, biri U tarihini takip eden, digeri D tarihini takip eden bilgi ki.imesidir. 
Her bilgi ki.imesinde iki hareketi vardir: A2 (U) = {A ,  B }  ve A2(D) = {C, E} .  
3.oyun6'f da iki bilgi kiimesine sahiptir: birincisi (U, A) tarihini takip eden, digeri 
ise (U, B) ve (D,  C) tarihlerini takip eden. 3. oyuncu da her bilgi ki.imesinde iki 
harekete sahiptir: A3 (U, A) = { R, T} ve A3 (U, B) = AJ (D, C) = { P, Q} .  

Stratejiler k1saca �oyledir: 

S, = {U, D} , S2 = { AC, AE, BC, BE} , 

S3 = {RP, RQ, TP, TQ} . 
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Ornek 3.8 

u 
2 

A B 
3 

R T p 
3 

Q 

D 

c 

p Q 

2 
E 

�ekil 3.20 o� oyunculu geni�leyen-bi�imli bir oyun 

Necati ( l .oyuncu) ve Tuncer'in (2.oyuncu) Seki! 3.2 1 'de ifade edilen oyunu 
oynad1klanm dti�tinelim. Bu oyunda Necati iki bilgi ktimesine sahiptir. Bunlardan 
biri 0 tarihini takip eden tarih, digeri ise A tarihini takip eden tarihtir. Birinci 
bilgi ktimesinde, Necati ti\: harekete sahiptir, A 1 (0)  = {A, B, C} 'dir. ikinci bilgi 
ktimesinde Necati iki harekete sahiptir, A1 (A) = {W, Z} . 

A c 

w z x 
- - -� - - - -

�-- x y 

�ekil 3.21 

Diger yandan Tuncer B tarihini takip eden veya C tarihini takip eden sadece 
bir tek bilgi ktimesine sahiptir. Bu bilgi ktimesinde mevcut iki harekete sahiptir, 
A2(B) = A2 (C) = {X, Y} . Bu ytizden k1saca bu oyunda stratejiler �i:iyledir: 

S1 = {AW, AZ, BW, BZ, CW, CZ} 
S2 = {X, Y } . 

Yukanda verdigimiz i:irneklerde oyunlarm smirh oldugunu varsayd1k. Simdi de 
smirs1z bir oyun i:irnegi verelim. 

Ornek 3.9 

l .  oyuncunun, 2. oyuncuya ?T btiyiikliigiinde sonsuz bi:iliinebilir bir pastay1 
payla�ma i:inerisinde bulundugu bir oyun dti�tinelim. Yani bi:ilii�iim i:inerisi �u 
�ekilde, (x ,  ?T - x) , burada x E [O, ?T] l .oyuncunun pay1m, ?T - x ise 2. oyun­
cunun pay1m gi:istennektedir. 
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;r;, n-;r; a.a 

�ekil 3.22 Bir pastanm sonsuz ooliimlii payl�1m1 

2.oyuncu yap1lan bu oneriyi gozlemler ve karan kabul veya ret §eklindedir. 
Kabul ettiginde pasta bOliinecek ve ret ettiginde ise her iki oyuncu da pastadan 
hii; bir §ey alamadan oyun bitecektir. Bu oyunda l .oyuncu sonsuz say1da teklifte 
bulunma imkamna sahiptir ve 2.oyuncu da kabul ve ret ser;imlerinden olu§an sonsuz 
say1da bilgi kiimesine sahiptir. Ar;1kr;a bu durumda strateji say1sm1 hesaplamak 
miimkiin degildir. 

�ekil 3.22 bu durumu gosteren geni§leyen-bir;imli bir oyunu gostennektedir. 
I .oyuncunun kendi bilgi kiimesinde sonsuz say1da hareketi oldugunu gostennek 
ii;in, minimumu 0 ve maksimumu 7r olan oneriler, bu iki deger arasmda i;izilebilecek 
dallann yay1 §eklinde dii§iiniilebilir. 2.oyuncu her olas1 teklif sonunda sonsuz say1da 
bilgi kiimesine sahip oldugundan dolay1 x ile gosterilen herhangi bir dah ve 2.oyun­
cunun bu oneriyi takip eden bilgi kiimesi gosterilmektedir. 2.oyuncu, I .oyuncunun 
her onerisi sonucunda ret ve kabul gibi iki se�enegi oldugunda tepkisi bu oneriye 
bagh olarak degi§ebilir. 2.oyuncunun tepkisini oyunun tarihinin bir fonksiyonu gibi 
yazmak ir;in, tiim bilgi kiimelerini kapsayan bir karar kurah belirtmeliyiz. Omegin 
bir karar kurah §6yle olabilir: " l .oyuncunun ne teklif ettiginden bag1ms1z tiim 
onerileri kabul et". B ir digeri " 1 .oyuncunun ne teklif ettiginden bag1ms1z olarak 
tiim teklifteri ret et". Daha sofistike bir kural: "en az y kadar verdiginde kabul 
et digerlerini ret et". Yani k1saca bOyle dii§iinebilecegimiz sonsuz say1da strateji 
olabilir. 

3.5 Geni§leyen-Bi�im ve Stratejik-Bi�im ili§kisi 

Geni§leyen-bii;imli bir oyunu, r, stratejik-bi�imli bir oyuna, G, donii§tiinnek (ya 
da tersi bir donii§tiinne) analiz yapmada bir tak1m kolayhklar sunar. Bu algoritmik 
bir §ekilde yap1hr. ilk once, oyuncular i�in tiim piir stratejiler bulunur. Sonra tiim 
strateji �rofilleri i�in beklenen sonu�lar bulunur. Son olarak beklenen sonu�larla 
ifade edilen fayda fonksiyonlar tammlanIT. 

Bu donii§tiinneyi daha fonnel bir dille ifade edebiliriz. Donii§tiinnede oyun­
cular kiimesi aym kahr. Herhangi bir i E N oyuncusu ii;in normal bi�imdeki Si 
stratejiler kiimesi geni§leyen bi�imdeki strateji ler kiimesi ile aym olsun. Herhangi 
bir s E S strateji profili i�in ve r agacmdaki herhangi bir karar noktas1 i�in, p(x I s) 
ba§lang1r; noktasmdan ba§layarak veri stratejide oyunun x karar noktasmdan ger;me 
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olas1hg1m gosterir. Terminal bir karar noktasmda z E Z, herhangi bir i oyuncusu­
nun elde euigi fayda u; (z) olsun. Bu oyuncunun herhangi bir s E S strateji profili 
i�in beklenen faydas1, U; (s) , §Oyle tammlamr: 

U; (s) = L P(z l s)u; (z) . 
zEZ 

Yani eger tum oyuncular s strateji profiline gore stratejilerini uygularlarsa, i 
oyuncusunun beklenen faydas1, U; (8) olur. Eger G oyunu, r oyunundan bu §ekilde 
tiiretilirse buna r'nin stratej ik-bi�imli gosterimi (ya da normal gosterimi) denir. Bu 
soyut ifadeleri orneklerle daha da somutla§lirahm. 

Omek 3.10 

Seki! 3.23 'de verilen geni§leyen-bi�imli iki oyunun stratej ik-bi�imli gi:isterimini 
bulahm. 

u D u D 

2 2 2 - - - - · · - - - - - -

L R A L R L R 

(2.2) (4,0) (1 ,0) (3, 1 )  (2,2) (4,0) (1 ,0) (3, 1 )  

(a) MOkemmel olmayan bilgi (b) MOkemmel bilgi 

�ekil 3.23 

Sekil 3 .23(a)'da verilen miikemmel olmayan bilgili oyunda, I .  ve 2.oyunculann 
her biri iki stratejiye sahiptir: 51 = {U, D} ve 52 = {L, R}. Dolay1s1yla dort 
strateji profili olu§ur: 

S = S1 x S2 = { (U, L) ,  (D, L) , (U, R) , (D, R) } . 

Sans hareketleri olmad1gmda (Doga'mn bir hareketi yok), fayda fonksiyon­
lanm donii§tiirmeye gerek kalmaz. Bu oyunun stratejik gosterimi Tablo 3. 1 'de 
gosterilmektedir. 

L R 
u 2, 2 4, 0 
D 1 , 0  3, 1 

Tablo 3.1 

Sekil 3.23(b)'de gosterilen oyun ise biraz farkhd1r. I .oyuncunun hala iki strate­
jisi, S1 = {U, D} ,  olmasma ragmen, 2.oyuncu se�imini I .oyuncunun karanna gore 
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belirler. Burada 2.oyuncunun iki bilgi ktimesi vardir ve stratejisi iki hareket belir­
lemek zorundadir. l .oyuncu U ve D hareketlerini se�tikten sonra s1ras1yla hareket 
ktimeleri A2(U) = {L, R} ve A2(D) = { l , r } �eklindedir. Dolay1s1yla 2.oyuncu­
nun strateji ktimesi di:irt ptir stratejiden olu�ur: S2 = { ( L, l ) , ( L, r) , ( R, l ) , ( R, r) } . 
Yani oyunda sekiz strateji profili vard1r: 

S = Si x 52 = { (U, .. (L, l) ) , (U, (L, r) ) ,  (U, (R, l) ) ,  (U, (R, r) ) ,  } 
(D. (L, l) ) ,  (D, (L, r) ) , (D, (R, l ) ) ,  (D, (R, r) ) 

. 

Bu oyunda belirsizlik olmad1gmdan dolay1, fayda fonksiyonlanm di:inti�ttirmeye de 
gerek yoktur. Bu ytizden stratejik-bi�im Tablo 3.2'deki gibidir, 

(L, l ) (L, r) (R, l ) (R, r) 
u 2, 2 2, 2 4 ,  0 4 ,  0 
D 1 , 0 3 , 1 1 , 0 3 , 1 

Tablo 3.2 

Dikkat edilirse geni�leyen-bi�imli bir oyunun bilgi yap1smda ufak bir farkhhk 
birbirinden tamamen farkh stratejik-bi�imli gi:isterimlere neden olabilmektedir. 

Tekrardan �ekil 3. I 7'deki geni�leyen-bi�imli oyuna di:inelim. Bu oyunu oyun­
culannm buna denk gelen ptir stratejilerini ve faydalarm1 tammlayarak stratejik­
bi�imli oyuna di:inti�ttirebiliriz. Oyunculann stratejilerini zaten biliyoruz: 

S1 = { (2, 0) , ( 1 ,  1 ) , (0, 2 ) } ve 

S2 = { (yyy) , (yyn) , (ynn) , (yny) , (nyy) , (nyn) , (nny) , (nnn) } . 
Bu bize 3 x 8 strateji profili verir. Belirsizlik olmad1g1 i�in, fayda fonksiyonlanm 
yeniden tammlamam1za gerek yok. Sonu� olarak Tablo 3 .3 'deki stratejik-bi�im 
gi:isterimini elde ederiz: 

(2, 0) 
( 1 ,  1 ) 
(0, 2) 

.._ 
Ornek 3.1 1  

(yyy) (yyn) (ynn) (yny) (nyy) (nyn) (nny) (nnn) 
2 , 0 2, 0 2, 0 2, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 
1 ,  1 1 ,  1 0 , 0 0, 0 1 ,  1 1 ,  1 0, 0 0, 0 
0, 2 0, 0 0, 0 0, 2 0, 2 0, 0 0, 2 0, 0 

Tablo 3.3 

�imdi de Myerson kart oyunu denen oyuna bakahm. Bu oyunda belirsizlikler 
oldugu i�in elde edilecek fayda dtizeyleri beklenen fayda degerleri olarak ifade 
edilmelidir. Oyunda ilk once Doga hareket etmektedir. Doga'nm iki olas1 hareketi 
vard1r: kirmm ve siyah. Kartm rengini gi:iren I .oyuncu apklamak ve saklamak 
arasmda bir tercih yapar. 1 .  oyuncu, farkh renklerde farkh davranma imkamna 
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sahiptir. Yani kart siyahken bir karara, kmnm iken diger bir karara varabilir. Fakat 
her iki durumda da hareketleri, yiikseltmek ve rekilmek §eklindedir. 

Eger l .oyuncu R hareketini se�erse, hareket s1ras1 2.oyuncuya ge�er. 2.oyuncu 
da iki harekete sahiptir: goriir veya pas ge�er, bu hareketler s1ras1yla m ve p ile 
gosterilir. �ekil 3.24 bu oyunu aga� formunda gostermektedir. 

F 

(-1 , 1 )  

siyah 

(-2,2) 

N 

2 - - - - - - - - - - · -

k1rm1z1 

(1 ,-1 ) (2,-2) (1 ,-1 } 

�kil 3.24 Myerson Kart oyunu 

( 1 .-1 ) 

2.oyuncu hareket s1ras1 kendisine geldiginde, l .oyuncunun k1rm1z1 nu yoksa
siyah karta m1 sahip olup olmad1gm1 bilmiyor. Dolay1s1yla 2.oyuncunun bilgi 
ktimesi hem ( siyah, R) hem de ( kirmizi, r) tarihlerini i�erir. <;tinkti bu tarihlerin
her biri 2.oyuncu i�in farkh bir karar noktasmda buloomasma neden olur. Bunlan 
§ekilde �izgili dogru ile gosterdik.

l .oyuncu kendisine hangi kartm gelecegini bilmediginden, stratejisini kartm 
rengine gore belirler. \:iinkti ytikselt veya �ekil hareketlerini se�meden once kartm 
rengini goriir. Bu ytizden dort farkh stratejiye sahiptir, 81 = { Rr, Rf, Fr, F !} . 

Diger yandan 2.oyuncu l .oyuncu sadece ytikselt oynarsa kendisine hareket s1ras1 
geleceginden, 2.oyuncunun ptir stratej ileri 82 = { m, p} 'dir. Dolay1s1yla oyundaki
strateji profili ise §Oyledir: 

8 = 81 x 82 = { (Rr, m) ,  (Rr, p) , (Rf, m) , (Rf, p) , } 
(Fr, m) , (Fr, p) ,  (Ff, m) ,  (Ff, p)

�imdi de oyuncular i�in beklenen fayda fonksiyonlarm1 tammlamahy1z. Sonu� 
kartm rengine bagh oldugu i�in ger�ek sonucu tahmin edemeyiz. Omegin varsayahm 
ki l .oyuncu Fr stratejisini s�ti ve 2.oyuncu ise m stratejisini se�ti, boylece strateji 
profili (Fr, m) olur. Yani l .oyuncu eger kart siyahsa �ekil oynar, kart kirmm 
ise ytikselt oynar ve 2.oyuncu da bunu goriir ( l .oyuncunun strateji profilindeki 
ilk hareket siyah sonras1 hareketini, ikinci hareketi ise k1rm1Z1 sonras1 hareketini 
gostermektedir). Bu durumda l .oyuncunun fayda dtizeyi, eger kart siyahsa - 1  
fakat eger kart kmmz1 ise 2 olur.

Oyleyse l .oyuncunun (Fr, m) profilinden beklenen faydas1 nedir? Fr strate-
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jisini se�mek 2.oyuncunun m'yi se�tigi veri almd1gmda bir lotari se�imine benzer. 
Bu lotaride I .oyuncu 0.5 olas1hkla - 1  alacak, 0.5  olas1hkla 2 alacakt1r. Bu du­
rumda I .  oyuncunun beklenen faydas1 §6yle hesaplamr: 

u i (Fr, m) = 1 /2 x u1 (wiyah, F) + 1/2 x u1 (siyah, r, rn) 
= 1 /2 x (- 1 ) + 1 /2 x (2) = 0.5. 

Benzer §ekilde 2.oyuncunun beklenen faydas1 ise 

u1 (Fr, rn) = 1/2 x u2(siyah, F) + 1 /2 x u2 (siyah, r, m) 
= 1 /2 x ( 1 ) + 1/2 x (-2) = -0.5 .  

Bu §ekilde devam edersek, tiim strateji profilleri iizerinden beklenen faydalan 
buluruz. Boylece belirsizligin oldugu bu oyunun stratejik-bi�imli gosterimine olu§­
turabiliriz. Tablo 3.4'de bu oyunun stratej ik-bic;imli gosterimi verilmektedir. 

Rr 
Rf 
Fr 
Ff 

m, r 
0, 0 1 ,  - 1  

-0.5 , 0 .5 1 , - 1 
0.5, -0.5 0 , 0 

0, 0 0, 0 

Tablo 3.4 

3.6 Geni�leyen-Bi�imli Oyunlarda Denge 

3.6.1 Geriye Dogru <;1karsama 

Geni§leyen-bi�imli oyunlann onemli bir k1smmda oyuncular kendilerine oyun stras1 
geldiginde daha once yapilm1§ hareketler hakkmda tam bilgiye sahiptirler, yani 
tiim karar noktalan tekildir, h(x) = {x} . Bu oyunlara daha once belirtildigi gibi 
miikemmel bilgili oyunlar denir. 

Bu oyunlardan biri de oyun teorisinde ad1 s1kc;a gec;en Giri§ oyunudur. Bu 
oyunda tek bir piyasada rekabet eden iki firma vardtr. Bunlardan biri piyasada §U 
an iiretim yapan mevcut firma, digeri ise heniiz iiretim yapmayan fakat piyasaya 
girme� dii§iinen, yeni firmadtr. Yeni firma piyasaya girmek veya d1§anda kalmak 
gibi iki karardan birini vermek zorundadtr. Eger d1§anda kahrsa, eski durumu 
devam edecek ve oyun sona erecektir. Fakat eger girerse, mevcut firma, fiyat1 
dii§iirerek bu firma ile miicadele edecek veya duruma raz1 olup bir §ey yapmay­
acakttr. Eger yeni firma d1§anda kahrsa mevcut firmamn faydas1 2 iken yeni fir­
manm O'dtr. Eger yeni firma girerse, ve mevcut firma sava§1rsa her iki firmanm 
faydas1 -1 ,  fakat eger mevcut firma duruma raz1 olursa her iki firmanm faydas1 1 
olmaktadtr. Bu oyun �ekil 3.25 'de gosterilmektedir. 

1 53 



yeni firma 

d1�anda 
kal 

gir 

mevcut firma 

(0,2) 
mOcadele 

et 
sessiz 

kal 

(-1 ,-1 ) ( 1 , 1 ) 

1)ekil 3.25 Giri� oyunu 

Mevcut firma i\:in en iyisi yeni firmay1 d1§anda b1rak1p tekel kan olan 2 degerini 
almaktir. Fakat soru yeni firma d1§anda kalacak m1? Bu a\:Ik\:a mevcut firmanm 
tepkisine baghdir. Eger mevcut firma sava§arak tepki verirse, yeni firmanm faydas1 
- 1  olacaktir ve bu yiizden yeni firmanm d1§anda kalmas1 daha iyidir. Diger yan­
dan, eger mevcut firma girmeye nza gosterirse, yeni firma girmelidir. Yani oyunun 
sonucu mevcut firmamn giri§e nasJI tepki verecegine indirgenebi lir. 

�imdi yeni firmamn girdigini varsayahm. Acaba mevcut firma i\:in en iyi 
hareket nedir? A\:Ik\:a giri§e nza gostermektir, yani - 1  yerine 1 almay1 tercih etmek­
tir. Sonu\: olarak yeni firma a\:1smdan, oyun �ekil 3 .26'de verilen oyuna indirgenir. 
Burada mevcut firmanm optimal karar1 sonucunda kalan fayda dilzeylerini yerinde 
birakarak oyunu tekrardan \:izdik. A\:Ik\:a yeni firma girmeyi se\:ecektir \:link.ii bu 
ona 1 kazandiracaktir, altematif olan di§anda kalmak dolay1s1yla 0 almaktir. Dikkat 
edilirse buradaki dti§iinme bi\:imi oyunun son a§ama�ma gidip oradan geriye dogru 
dti§tinerek optimal hareketin se\:ilmesi §eklindedir. Bu durumdaki denge strateji­
leri aday firmamn girmesi, mevcut firmanm ise bu giri§e nza gostermesidir. Bu bir 
Nash dengesidir. Miikemmel bilgili oyunlarda Nash dengesini bu §ekilde bulma 
yontemine geriye dogru pkarsama yakla§lmI denir. 

Giren firma 

Du;arida 
kal 

(0,2) 

Gir 

1)ekil 3.26 

(1 . 1 )  

Herhangi bir miikemmel bilgili geni§leyen-bi\:imli oyunda ortaya \:Ikan Nash 
dengeleri kiimesi bu oyunun stratejik-bi\:imindeki Nash dengeleri kiimesidir. Giri§ 
Oyununda yeni firmamn iki stratejisi vard1 :  sessiz kal ve miicadele et. Oyunun 
stratejik-bi\:imi Tablo 3.S'de gosterilmektedir. Buradan iki Nash dengesi oldugu 
anla§ilmaktadir: (gir, sessiz kal) ve (d1§anda kal, miicadele et) gibi. ilk denge 
geriye dogru \:Ikarsama yontemi ile zaten ortaya \:Ikmaktadir. Fakat ikinci dengede 
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yeni finna hep di§artda kal stratejisini sei;mektedir. Bu stratej i, ancak giri§ du­
rumunda mevcut finnanm sava§acag1 dii§iintildiigiinde optimaldir. Dahas1 mev­
cut finnanm stratej isi miicadele et ise yeni firmamn di§artda kalmas1 optimaldir, 
boylece mevcut firmamn sessiz kal veya miicadele et stratejisini sei;mesi arasmda 
bir fark yoktur, faydas1m etkilemez. Yani hii; bir oyuncu diger oyuncunun stratejisi 
veriyken farkh bir strateji izleyerek faydasm1 art1ramaz. 

gir 
dt�anda kal 

sessiz kal, 
( 1 ,  1 ) 
(0, 2) 

Tablo 3.5 

miicadele et 
(- 1 , - 1 )  
(0, 2) 

Herhangi bir stratejik-bii;imli oyunda Nash dengesinin arkasmdaki mant1k §Unu 
soyler: Diger oyunculann stratej ileri veri ahnd1gmda her oyuncunun stratejisi 
duragan durumda optimaldir ve her oyuncunun oyun tecrtibesi diger oyuncularm 
hareketleri konusunda dogru tahminde bulunmasma imkan verir. Fakat bu mant1k 
geni§leyen-bii;imli Giri§ Oyununa uygulanamaz i;iinkii d1�anda kal hareketini sei;en 
yeni finna asla mevcut finnanm gir tarihinden sonra hareketini gozlemleyemez, 
i;iinkii mevcut finna bu durumda hareket etmez zaten. 

Diger yandan bu oyunda mevcut finnamn eger finna girerse miicadele etmeyi 
kafasma koymad1gm1 varsay1yoruz. Sessiz de kalabilir miicadele de edebilir. Eger 
mevcut finna giri§ durumunda sava§maya soz verseydi, buradaki analiz tamamen 
farkh olacakt1. Boyle bir si:iz venne yeni finnay1 d1§anda b1rak1rd1, ki bu mevcut fir­
mamn istedigi bir§eydir. Boyle bir soz vermenin olmad1g1 durumda, mevcut finna 
yeni finnanm ginnesi durumunda miicadele edecegini ilan edebilirdi. Fakat boyle 
bir tehdit inandmc1 degildir i;iinkii yeni firma girdikten sonra mevcut firma ii;in en 
iyi olan sessiz kalmaktir. Yani inandmc1 tehdit, uygulama firSat1 geldiginde uygu­
lamas1 oyuncunun kendi 91kanna olan tehdittir. inandmc1 olmayan tehditler rasy­
onel oyuncular tarafmdan ihmal edilir. �imdi geriye dogru 91karsama yakla§1mm1 
nispeten daha kompJeks bir omek iizerinden tartI§ahm. 

Ornek 3.12 

�ekil 3 .27'de veri len oyunun dengesini bulahm. Bunun ii;in de terminal nok­
talanndan bir onceki karar noktalarmdan ba§layahm. Bu durumda olan iki karar 
noktas1 var, bunlar x ve y'dir. Her ikisi de l .oyuncuya aittir. I .oyuncu x karar nok­
tasmda r' hareketini sei;erek en iyisini yapar ve y karar noktasmda ise en iyi sei;imi 
l" h!feketidir. 

Sonui; olarak �ekil 3.27'deki oyun, �ekil 3.28(a)'daki oyuna indirgenir, ki bu­
rada x ve y karar noktalan fayda vektorti ile yer degi§tirir. Bunu yeni indirgenmi§ 
oyun iizerinden tekrar edelim. 

Burada hem w hem de z terminal noktalar oncesi karar noktalan olur. Bunlar 
2.oyuncuya ait karar noktaland1r. Eger w karar noktasma vanhrsa, 2.oyuncu ii;in 
en iyi hareket r hareketini sei;mektir ve eger z karar noktasma vanhrsa 2.oyuncu 
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L R 
2 

w ,. z r' 

x r' (0,0) y ,. (-1 ,2) , .. r " 

(0,4) (1 ,0) (4,-1 ) (3,3) 

�ekil 3.27 

L R 
1 

2 2 

A z 
' w ,. r r 

( 1 ,0) (-1 ,2) (0,0) (4,-1 )  (-1 ,2) (0,0) 

(a) (b) 

�ekil 3.28 

I 
i9in en iyi hareket l' olacaktir. Bu sonu9lan da kullanarak elde ettigimiz yeni oyun 
�ekil 3 .28(b)'de verilen oyundur. indirgenmi� bu yeni oyunda ise a9tk9a l .oyuncu 
R hareketini se9er. 

Sonu9 olarak oyuncular optimal strateji lerini takip ettiklerinde ortaya 91kan 
sonu9, dengede her bir oyuncunun stfir fayda almas1d1r, (0, 0) . Fakat her oyun­
cunun s1fir fayda almast biraz ilgin9 goziikebilir 9iinkii her bir oyuncunun 3 almast 
miimkiinken 0 almaktadtrlar. Bunun sebebi ise oyuncularm her a�amada rasyonel 
davranmalandir: z karar noktasma vanld1gmda 2.oyuncunun r' hareketini yapmas1 
hata olurdu 9iinkii I .oyuncu rasyonel olarak y karar noktasmda, r" hareketini degil 
l" hareketini se9er, 9iinkii l" hareketi I .oyuncuya daha yiiksek bir fayda saglar. 
2.oyuncu, bunu dogru bir �ekilde tahmin ettigi i9in, z noktasmda l' hareketini oy­
nar. Bu hareket 2.oyuncuya 0 kazandmr, aksi takdirde - 1 ahrdt. 

Yukanda verdigimiz her iki omek i9in tammlad1g1m1z prosediir smirh mii­
kemmel bilgil i  tiim oyunlar i9in ge9erlidir. Bu prosediirde elde edilen optimal 
stratejilere geriye dogru pkarsama stratejileri denir. Oyunun sonundan ba�layarak 
geriye dogru gelerek optimal hareketi bulma metodu ise daha once ifade ettigimizi 
gibi geriye dogru pkarsama olarak nitelendiri lir. Bu �ekilde oyun ba�mdan itibaren 
optimal bir strateji izlenir. Yani diger oyunculann stratejileri veri ahnd1gmda, 
eger plammz oyunun ba�mda optimalsa ve bu stratejiye bagh kahrsamz, oyun 
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ba�lad1ktan sonra da karannlZI asla degi�tirmeyeceksinizdir (diger oyunculann kendi 
stratejilerine sad1k kald1klan mi.iddeti;:e). Dikkat edilirse geriye dogru i;:1karsama al­
goritmasmda temel fikir, oyunda daha once alman hareketler i leride harekette bulu­
nacak oyunculann optimal davram�lanm dikkate alarak �imdiden optimal davram�ta 
bulunmaktir. Bu ashnda dinamik programlama prensibinin birden fazla ki�inin 
oldugu bir durum ii;:in yap1lan yorumundan ba�ka bir �ey degildir. 

Diger yandan eger :-; stratejisi mi.ikemmel bilgili ve s1mrh geni�leyen- bii;:imli 
bir oyunun geriye dogru i;:1karsama stratejisi ise s stratejisi aym zamanda bu oyunun 
Nash dengesidir. Ozetle her geriye dogru i;:1karsama ile elde edilen strateji profili 
Nash dengesidir. <;i.inki.i geriye dogru i;:1karsama algoritmas1, mi.ikemmel bilgili ve 
s1mrh oyunlarda her zaman sonlamr. Fakat tersi dogru degildir. Yani her Nash 
dengesi geriye dogru i;:1karsama stratejisi degildir. �ekil 3 .25 'de verilen Giri� oyu­
nunda geriye dogru i;:1karsama stratejisi yeni firmanm girmesi ve mevcut firmamn 
bu giri�e raz1 olmas1dir. Bu aym zamanda Nash dengesidir. Fakat oyunda ba�ka bir 
Nash dengesi daha vardtr: Yeni firma d1�anda kahr ve mevcut firma mi.icadele eder. 
Dikkat ederseniz, diger oyuncunun stratejisi veri ahnd1gmda, hii;: bir oyuncu strate­
jisini degi�tirerek faydas1m art1ramaz bu yi.izden bu stratejiler bir Nash dengesidir. 

Fakat bu Nash dengesi anlamh gozi.ikmemektedir i;:i.inki.i mevcut firmanm 
sava�ma tehdidi inandmc1 degildir. Tehdit inandmc1 degil i;:i.inki.i kendisine bu 
tehdidi geri;:ekle§tirme imkam verildiginde geri;:ekle§tirmek rasyonel degildir. Yeni 
firma bunu gordi.igi.i ii;:in piyasaya girer. Yeni firmanm ileriyi di.i�i.inmesi kendisini 
geriye dogru i;:1karsama stratejilerinde gosterir. Bu yi.izden i;:ok say1da Nash dengesi 
oldugunda, bunlardan baz1lan makul veya inandmc1 olmama yi.izi.inden elemine 
edilir. 

3.6.2 Altoyun Miikemmel Denge 

Geri ye dogru i;:1karsama teknigi mi.ikemmel bilgili oyunlara olduki;:a iyi bir �ekilde 
uygulanabilmektedir. Fakat bu teknik diger oyunlara hemen geni�letilemez. Omegin 
�ekil 3.29'de gosterilen oyuna bakm. Bu oyunda l .oyuncu, 2.oyuncu ile koordi­
nasyon oyunu oynama opsiyonuna sahiptir. �imdi buna geriye dogru i;:1karsama 
teknigini uygulayahm. 

Daha once oldugu gibi ilk ad1m ti.im bilgi ki.imelerinin yerini belirlemek ve 
bilgi ki.imelerindeki hangi hareketin sei;:ilecegini saptamaklir. Bu bilgi ki.imelerinde 
hangi hareket sei;:ilirse sei;:ilsin sonui;:ta oyun biter. Oyun s1ras1 2.oyuncuya geldik­
ten sonra ve kendisi l veya r hareketini oynad1ktan sonra oyun biter. Geriye dogru 
i;:1karsama algoritmasma gore, s1ras1 gelen 2.oyuncu orada optimal hareketini sei;:er. 
Bu �u anlama gelir 2.oyuncunun en iyi hareketi l .oyuncunun hareketine baghdir: 
l .oyuncu L hareketini sei;:erse, 2.oyuncu l hareketini fakat eger l .oyuncu R hareke­
tini sei;:seydi 2.oyuncu r hareketini sei;:erdi. Fakat buradaki problem, bilgi kiimesinin 
tamm1 geregi 2.oyuncu, l .oyuncunun hangi harekette bulunacag1m bilmemesidir. 

Geriye dogru i;:1karsamanm mant1gmda oyunun ba�mdan itibaren nasil ilerle­
yecegi sonraki a�amalarda nas1l oynanacag1 ile ili�kilidir. Fakat bu omekte tersi de 
dogrudur. Yani oyunun sonradan optimal olarak nas1l oynanacagm1 (2.oyuncunun 
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Gir 

L R 

- - - - - - � - - - - -

r r 

(1 ,3) (0,0) (0,0) (3, 1 )  

�ekil 3.29 

bilgi ktimesinde) belirlemek ir;in, ilkin oyunun ba�larmda nas1l ilerledigini (yani 
l .oyuncu L mi yoksa R hareketini mi ser;ti?) anlamak zorunday1z. Dolay1s1yla 
bu oyunda, gene) olarak da mtikemmel-olmayan bilgili oyunlarda, oyunun belirli 
noktalannm hem i:incesinde hem de sonrasmda optimal hareketleri e� anh olarak 
belirlememiz gerekiyor. 

Bu oyunda oyunun son bilgi ktimesinde nas1l oynanacagmdan hareket etmemiz 
gerekmesine ragmen, bunu b1rak1p bir ad1m geriye giderek I .oyuncunun karar nok­
tasma hareket edelim. Bu noktadan itibaren oyunun nasII ilerleyecegini bakahm. 
Bunu yapmak, oyunun "belirli bir bi:iltimtinden" itibaren yani bir altoyunda oyu­
nun nasII oynanacagma bakmak demektir. Dolay1s1yla oyuncular sadece diger 
oyunculann stratejilerine en iyi tepkiyi degil, oyunuri her a�amasmda (gelecekteki 
her karar noktasmda) kendi optimal stratejileri dti§tintirler. Ancak bi:iyle rasyonel 
davranm1� olurlar. 

Nash dengesi kavram1 geni�leyen-bir;imli bir oyundaki ard1sal yap1y1 ihmal 
eder. Stratejilere oyun ba�lamadan bir kez yap1lan ser;imler gibi bakmaktad1r. Bu 
ytizden bu ttir oyunlarda kullamlmas1 gereken denge kavram1 §Unu verrnelidir: her 
oyuncunun stratejisi diger oyunculann stratejileri veri iken sadece oyunun 
ba�lang1cmda degil fakat oyunun her olas1 tarihinde optimal olmahd1r. 

�imdi geni§leyen-bir;imli oyunlarda denge kavramm1 tamtmadan once altoyun 
kavramm1 tamtmahy1z. 

Tamm 3.3 Geni�leyen-birimli bir oyunda eger x karar noktasm1 zay1f-takip eden 
y gibi ba�ka bir karar noktast varsa ve z nokta.H da y karar nokta.Hm ireren bilgi 
kiimesinde ise z aym zamanda x karar noktas1m zay1f-takip eder. Dolaymyla x 
karar noktas1 bir altoyun tammlar. 

K1saca her oyuncu s1ras1 geldiginde x noktasma vanld1gm1 biliyorsa, x karar 
noktas1 bir altoyun tammlar. Dikkat ederseniz yukandaki tammda zay1f-takip eder 
derken y = x durumuna da imkan vererek, x'in bir altoyunu tammlamasmm ancak 
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x tekil bir bilgi kiimesi ise miimkiin olacag1m belirtmek istedik, yani h(x) = { x} . 
�ekil 3 .30(a) bir altoyunu tammlayan :r karar noktasm1 gosterirken, �ekil 3 .30(b) 
altoyun olmayan x karar noktas1m gosterir. �ekil 3.30(a)'da I .oyuncunun tekil­
olmayan bilgi kiimesindeki her karar noktas1, x karar noktasm1 takip etmektedir. 
�ekil 3 .30(b)'de tersine hem y ve hem de z karar noktalan , 3.oyuncunun bilgi 
kiimesindedir fakat sadece y noktas1 x karar noktas1m takip eder. 

(a) 

(b) 

\ 
(2, 1 )  (0,0) 

1 

��,,,:��'�, 
x 

x 

(O.O) ( 1 ,2) 

(3, 1 ,3) (0,0,0) (0,0,0) ( 1 ,3 ,1 ) (4.4.4) (3,1 .3) 

�ekil 3.30 

Altoyunu basit9e §6yle de tammlamak miimkiindiir: i. tek bir karar nok­
tasmdan ba§lar ii. bu karar noktasm1 takip eden tiim karar ve terminal faydalanm 
dahil eder ve iii. as1l oyunun herhangi bir bilgi kiimesini kesmez. Yani k1saca bir 
altoyun her oyuncunun bilgi bolmesindeki tek bir karar noktasmdan ba§lay1p tiim 
takip eden terminal noktalanm da dahil eden karar noktalanm i9eren oyuna denir. 

Altoyun, r asil oyunun, x noktasmdan itibaren tammlanan, r x gibi daha kii9iik 
bir oyunudur; r x, x karar noktasm1 takip eden tiim noktalan i9erir ve bilgi yap1s1m 
ve fayda diizeylerini r olan asil oyundan devrahr. Geni§leyen-bi9imli bir oyunun, 
r, herhangi bir terminal-olmayan h tarihi i9in, h tarihini takip eden bir oyun vard!f. 
Dolay1s1yla her terminal-olmayan tarihin bir altoyunu vardir ve altoyunlann say1s1 
terminal-olmayan tarihlerin say1sma e§ittir. ilk tarihle (0) ba§layan altoyun oyunun 
kendisidir. Oyunun kendisinin d1§mdaki her altoyuna oz (proper) altoyun denir. 

Altoyun kavram1 "bugiin hayatmlZln kalan k1smmm ilk giiniidiir" durumunu 
anlamak i9in kulland1g1m1z bir kavramdir. Altoyun, as1l oyun i9inde daha kii9iik 
bir oyundur. As1l oyunda bu altoyunla kar§Ila§1ld1gmda da oyun aym bilgi ko§ullan 
altmda oynanacakt1r. Yani daha biiyiik bir oyunda daha kii9iik olan bir altoyun ile 
kar§1la�Ilsayd1, oyunun kalanmda bu altoyunda oynanmaya devam edilecekti. 

Oyunun belirli bir boliimiinden itibaren nas1l oynanacag1 fikri ilk defa Selten 
( 1 965, 1 975) tarafindan geli�tirildi. Yani altoyunu kendi i9inde bir oyun olarak 
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dti�tindti ve her altoyunda oyun nas1l oynamr bunu inceledi. 
� imdi �ekil 3.29'de gosterilen oyunda altoyun kavramm1 da kullanarak Nash 

denge \Oztim kavrammm nas1l uygulanacagma bakahm. l .oyuncunun gir 
hareketinden itibaren oynanmaya ba�lanan altoyunu �ekil 3 .3 1 'da gosterilmektedir. 
Bu altoyunun iki ptir Nash dengesi vardtr: (L,  l) ve (R, r ) .  Ast! oyunun altoyununa 
vanld1gmda, bu Nash dengelerinden birinin oynanacag1m varsayahm, bu (L,  l )  
dengesi olsun. Bu durumda ortaya \tkan fayda diizeyi ( 1 ,  3) olur. 

L R 

(1 ,3) (0,0) (0,0) (3,1 ) 

�ekil 3.31 Altoyun 

Bu altoyunda dengenin (L,  l) strateji profili kabul edildikten sonra oyunun 
tamamma doniip geriye dogru \tkarsama algoritmasm1 uygularsak, yani ttim 
altoyunu denge strateji profilinde elde edilen fayda vektorii ile ifade edersek §Unu 
goriiriiz, l .oyuncu ilk karar noktasmda d1�anda kal stratejisini se\er. <;tinkti al­
toyundaki davram� profili bilindiginden, l .oyuncunun d1�anda kal hareketi ona 
daha fazla fayda kazandmr ( 2 birim), halbuki gir hareketi ona sadece I birim fayda 

.. I 
saglar. Ozetlemek gerekirse I .  ve 2.oyuncunun stratej ileri §6yledir: l .oyuncu bir-
inci karar noktasmda d1�anda kal hareketini oynar. ve ikinci karar noktasmda ise 
L hareketini oynar, 2.oyuncu ise kendi bilgi kiimesinde l hareketini oynar (�ekil 
3.32). 

(1 ,3) 

Gir 

L 

1 Oi§arida kal (2,2) 

R 

- - - - - _2
_ 

- - - - -

(0,0) (0,0) (3,1 ) 

(a) 

1 Ot§arida /<al r- (2,2) 
Glr 1 

(1 ,3) 

(b) 

�ekil 3.32 (a) Altoyunda davrant§ (b) Altoyundaki davrant§ veri almdtgmda indirgenmi§ 
oyun 
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Bu oyunun mi.ikemmel bilgili oyunla bir tak1m benzerlikleri vard1r. Birin­
cisi bu stratejiler l .oyuncunun, ilk karar noktasmdaki hareketinin oyunun sonraki 
a�amalannda da Nash dengesinin oynayacagma dayah olmas1 a\:1smdan ileriye 
doni.ik di.i§i.indi.igi.ini.i gosterir. Bu yi.izden sadece ileriye doni.ik bakmaz aym za­
manda oyunun ilerleyen boli.imlerinde de, yani takip eden bir altoyunda da oynanan 
oyunun, Nash dengesini verecek �ekilde rasyonel oynanacag1m di.i§i.ini.ir. ikinci 
olarak bu stratej iler, ba�langt\:la verilen astl oyunun Nash dengesini olu�turur. 

Altoyun kavram1 ile buldugumuz denge stratejilerine altoyun miikemmel denge 
stratejileri denir. Seki! 3 .29'da verilen altoyunda hat1rlarsamz iki Nash dengesi 
vard1 ve biz bunlardan rastgele sadece birini se\:mi�tik. Eger digeri se\:ilseydi bu 
durumda sonu\:lanan stratejiler farkh olacakt1 . Fakat dikkat ederseniz bu stratejiler 
de altoyun miikemmel stratejilerdir. 

Tamm 3.4 Eger s piir stratejisi geni#eyen-bir,:imli oyunun, r, her altoyununda 
Nash dengesini olu�turuyor.rn bu bir piir strateji altoyun miikemmel dengedir. 

Herhangi bir geni�leyen-bi\:imli oyunda, r, oyunun ti.imi.i aym zamanda bir 
altoyun oldugundan dolay1, r oyununun pi.ir strateji altoyun mi.ikemmel dengesi 
aym zamanda bu oyunun pi.ir strateji Nash dengesidir. Sonu\: olarak, altoyun mi.i­
kemmel denge kavram1 Nash dengesi kavrammm rafine edilmi§ halidir. Fakat her 
Nash dengesi altoyun mi.ikemmel degildir. Buna bir omek verelim. 

Omek 3.13 

R1fat ( l .oyuncu) ve Kezban (2.oyuncu) Sekil 3.33 'de verilen oyunu oynamak­
tad1rlar. Seki! 3.33(a)'da oklarla gosterilen strateji profili, (d1�anda kal, R, r), 
bir Nash dengesi profilidir \:i.inki.i hi\: bir oyuncu diger oyuncunun stratejisi veri 
almd1gmda stratej isini degi§tirerek daha yi.iksek bir fayda elde edemez. Fakat bu, 
dengelerin altoyun miikemmel denge olduklan anlamma gelmez. Bunu gormek 
i\:in, Kezban'm karar noktasmda ba§layan altoyunda izlenen strajejilerin bu altoyu­
nun bir Nash dengesi olmad1gma dikkat edin.  Bu durum Sekil 3.33(b)'de ayn 
olarak \:izilen altoyunda goriilmektedir. Eger Kezban R1fat'm r oynad1gm1 bilse, 
'1. oynamaya devam etmez, L stratejisine sapar \:iinkii daha fazla fayda elde eder, 
dolay1s1yla 0 yerine I ahr. 

A§ag1daki teorem altoyun miikemmelligin tiim geni�leyen-bi\:imli oyunlara uygu· 
lanabilecegini gostermektedir. Dolay1s1yla altoyun miikemmellik dengesinin, sadece 
miikemmel bilgil i  oyunlara uygulanan geriye dogru \:Ikarsama yakla�1mmm 
genelle�tirilmi� bir hali oldugunu ifade eder. 

Teorem 3.1 Altoyun miikemmel denge, geriye dogru pkarsama yak/a�1mmm genel 
halidir. Miikemmel bilgili her smirlt geni#eyen-birimli oyun irin geriye dogru 
pkarsama stratejileri kiimesi piir altoyun miikemmel denge kiimesi ile onii�iir. 

ispat. ilk once her geriye dogru <r1karsama stratej isinin altoyun miikemmel oldugunu 
ispatlayahm. Geriye dogru <r1karsama stratejisini s ile gosterelim. Miikemmel 
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1 Dl§Brtda kal 
r-------- ( 1 ,2) 

Gir 1 

2 2 

L R L R 

- - - - - -1 - - - - - _1_ - - - - -

(0,0) (3, 1 )  (-1,3) (0,0) (0,0) (3, 1 )  (-1 ,3) (0,0) 

(a) (b) 

�ekil 3.33 (a) Nash dengesi fakat altoyun miikemmel degil (b) ikinci oyuncunun 
altoyundaki en iyi tepkisi 

bilgili bir oyunda her nokta bir altoyunu tammlad1gmdan dolay1 s stratejisi x ile 
tammlanan her altoyunda bir Nash dengesini oynamay1 te�vik eder. Fakat her x i9in 
tammlanan r x altoyunu miikemmel bilgili bir oyun oldugundan, s a9tk9a altoyun 
i9in geriye dogru 91karsama stratejisidir. Sonu9 olarak s stratejisi, r x altoyunun 
Nash dengesini olu�turur. 

�imdi de her piir stratej i altoyun miikemmel dengenin, geriye dogru 91karsama 
stratej isi olup olmad1g1m ispatlayahm. Bu sefer altoyun miikemmel stratejisini s 
ile gosterelim. Bunun i9in basit9e sondan bir onceki karar noktasm1 dii�iinelim. Bu 
nokta bir ki�ilik bir altoyunu tammlar ve s altoyun miikemmel stratejisi oldugundan 
s1ra kendisine geldiginde faydasm1 maksimize eden se�imi yapacaktir (aksi takdirde 
tek-ki�ilk altoyunun Nash dengesi olamazd1). Sonu9 olarak orada s ile tammlanan 
hareket geriye dogru 91karsama algoritmas1 ile tutarh.olacakt1r. �imdi de x karar 
noktas1m di.i�iinelim. Bu karar noktasm1 takip eden son karar noktalan vard1r (yani 
terminal noktalanndan onceki karar noktalan). Bu yiizden x karar noktas1 onu 
takip eden noktalan i9eren bir altoyunu tammlar, s stratej isi ise bir geriye dogru 
91karsama algoritmas1 belirler. Bu altoyunda s stratej isi bir Nash dengesini te�vik 
ettiginden, bu strateji x karar noktasmda l( x) oyuncusu i9in en iyi se9imi onerir. 
Sonu9 olarak x gibi herhangi bir karar noktasmda belirlenen hareket aym zamanda 
geriye dogru 91karsama metodu ile uyumludur. Yani oyun agacmdan bu �ekilde 
geriye dogru ilerlemek bize oyunun rasyonel se9imini verir. • 

Altoyunlar biiyiik agacm i9inde yerle�mi� yapilardir. Daha ki.i9iik altoyunlar 
da daha biiyiik altoyunlar i9ine yerle�mi� gibidirler. Bizim istedigimiz ti.im bu 
yap1 i9inde tiim altoyunlarda ge9erli olabilecek bir dengenin varhg1d1r. En kii9iik 
altoyunlar, ba�lang19tan uzakla�t1k9a ve daha fazla bir altoyun olmad1g1 durumda 
elde ettigimiz altoyunlard1r. Dengeyi kontrol etmenin en kolay yolu sondan, en 
kii9iik altoyundan ba�lanmas1d1r. Yani dengenin varhgm1 bu altoyunlardan hareke­
tle kontrol etmeye ba�lanz. Oyunda yukan dogru 91kanz, altoyunu biiyiitiiri.iz 
ve ti.im oyunda dengenin ge9erli olup olmad1gma bakanz. bmegin Mahkumlar 
<;:1kmaz1 probleminde, ve diger e� anh oyunlarda oldugu gibi, tek bir altoyun Nash 
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dengesi vard1r bu da tiim oyunun Nash dengesidir. Fakat smm1z oyunlarda son bir 
altoyun olmad1g1 ii;:in bu yontemi uygulamak miimkiin degildir. 

Diger yandan baz1 stratejik-bii;:imli oyunlarda pilr strateji Nash dengeleri ol­
mayabileceginden, pilr stratej i altoyun mi.ikemmel dengeler de her zaman olmaya­
bilir. Buna bir omek verelim. 

Ornek 3.14 

�ekil 3 .34'de verilen oyuna bakm. Bu oyunda oyunun kendisi sadece bir al­
toyun oldugu ii;:in, pi.ir strateji altoyun mi.ikemmel dengeler ki.imesi bu oyunun pilr 
stratej i Nash dengeler ki.imesi ile orti.i�i.ir. Fakat bu oyunda Nash dengesi olmad1g1 
gori.ilmektedir. Bu yi.izden altoyun mi.ikemmel dengeyi garanti altma almak ii;:in 
oyunculann hareketlerini rassalla§tmnalanna imkan vermek gerekir. Geni§leyen­
bii;:imli oyunlarda rassalla�t1rma stratejilerini yani karma ve davram§ stratej ilerini 
ilerleyen altboli.imde tart1§acag1z. 

L R 

2 

r r 

(1 ,-1 ) (-1 , 1 )  (-1 ,  1 )  ( 1 ,-1 ) 

�ekil 3.34 Plir stratej i altoyun mlikemmel dengenin olmad1g1 bir oyun 

Altoyun mi.ikemmellik, hareketlerin s1ras1 ve denge patikas1 ile denge arasmdaki 
aynma dayanan bir denge kavram1d1C. Denge patikas1 oyun agacmm dengede 
takip edilen patikas1d1r. Fakat dengenin kendisi bir strateji kombinasyonudur, ki 
bu strateji kombinasyonu oyuncularm diger oyunculann denge patikasmdan sap­
malanna tepkil�ni de dahil eder. Denge-dI§I tepkiler denge patikas1 i.izerindeki 
kararlar ii;:in de son derece onemlidir. Omegin bir oyuncu, eger diger bir oyuncu 
denge hareketlerinden saparsa belli bir harekette bulunacagma dair bir tehditte bu­
lunabilir. Bu  tehdit hi9 kullamlmazsa bile bir etkiye sahip olacakt1r. Mi.ikemmellik 
(ba§taki altoyun kelimesini bazen kullanmayacagtz) kavramm1 yine bir omek 
i.izerinden inceleyelim. 

�ekil 3 .35 'de verilen oyuna bakahm. Bu oyunu s1ras1yla I .  ve 2. oyuncu olan 
Aygi.il ve Birgi.il birlikte oynamaktad1Clar. Oyuncular disk bi.iyi.iklilgi.ini.i se9mekte­
dirler. Eger her ikisi de aym bi.iyilkli.ikte disk se9erlerse elde edecekleri fayda daha 
bilyilk olmaktadlf (bir koordinasyon oyunu yani) ve eger her ikisi de bi.iyilk diski, A, 
se9erse en bilyilk fayda elde edeceklerdir (her ikisinin kil9ilk diski, B,  se9mesinden 
daha fazla). Aygill once hareket eder, bu yilzden strateji kilmesi {A,B} §eklindedir. 
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Birgi.il'iin stratej isi ise daha farkhd1r 9iinkii her bilgi kiimesi i9in bir hareket 
belirler. Birgiil 'iin Bilgi kiimesi Aygi.il'iin se9tigine baghd1r ve strateji kilmesi 
Aygiil 'iin stratejilerine tepkilerini yans1ttr. Dolay1s1yla Birgiil 'iin stratej ileri tek 
hareketlerden olu�maz. Tablo 3.6'da gosterildigi gibi dort farkh tepki verir (sat1r 
oyuncusu Aygi.il, siltun oyuncusu Birgill'dilr): 

A 0 B 

2 2 
a 13 B A B A 

(2, 2) (-1, - 1) (-1, - 1) (1, 1) 

!)ekil 3.35 

(A,A) (A,B) (B,A) (B,B) 
A 1 2, 2 I 2, 2 I =�: =� I - 1 , - 1 
B , - 1 , - 1 1 , 1 1 ,  1 

Tablo 3.6 

Tablo 3.6'da verilen Birgill'Un herhangi bir strateji profilindeki ilk hareketi, 
Aygi.il'Un A 'y1 se9tiginde, ikinci hareketi ise Aygi.il 'Un B 'yi se9tiginde verdigi tep­
kiyi gostermektedir. Omegin (A,A) strateji profili �u 'anlama gelir. Aygi.il A'y1 
se9tiginde, Birgill A hareketini oynamaktad1r, Aygi.il B hareketini se9tiginde Birgi.il 
yine A hareketini oynamaktad1r. 

Stratej ik gosterimden U9 Nash dengesinin oldugunu gortirtiz: E1 = {A , (A, A) } ,  
E2 = {A, (A, 13 ) }  ve E3 = {13 , (13, B) } .  Burada E1 dengesinde her ikisi de 
bilyilk se9er. E2 dengesinde her ikisi de bilyilk se9er ve Ea dengesinde her ikisi 
de kil9Uk se9er. E1 dengesinde, Birgi.il, Aygill 'iln ne se9tiginden bag1ms1z A strate­
jisi ile tepki verecektir boylece Aygi.il istekli bir �ekilde A stratejisini se9er. E2 

dengesinde, Birgi.il, Aygi.il ne se9erse onu se9er. E:3 dengesinde ise Aygi.il B se9er 
9Unkil kendisi ne yaparsa yapsm Birgill 'Un B stratejisi ile tepki verecegini bilir. 
Birgi.il, B ile tepki vermeyi isteyecektir 9Unkil dengede Aygill B se9er. 

Birgill'Un E3 dengesindeki ( B,B) stratejisini dil�Uniln. Eger Aygi.il, A se9erek 
dengeden sapma gosterseydi, Birgill'Un B tepkisine yap1�mas1 makul olmayacaktlf. 
Bunun yerine o da A se9melidir. Eger Aygill A tepkisini bekleseydi, ilk a�amada 
A se9erdi ve E3 dengesi makul bir denge olmayacakt1 . Benzer bir argilman da, 
Birgill 'iln (A,A) stratej isinin rasyonel bir tercih olmayacag1m gosterir, yani E1 de 
makul bir denge degildir. Dolay1s1yla sadece E2 dengesi makul gozilkmektedir. 
\:ilnkil oyundaki hareket s1ras1 oyunculann kararlan i9in onemlidir. Stratejik-bi9im 
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gosteriminde ortaya �1kan temel problem basit Nash dengesinde kar�Ila§Ilan prob­
lemle aymdir: kimin ilk once hareket ettiginin ihmal edilmesi. Aygiil once hareket 
ediyor, ve bu Birgiil'e, Aygiil hareket ettikten sonra tekrar dii�iinme imkam ver­
mektedir. 

K1saca E1 ve E3 dengeleri Nash dengesidir. Fakat "miikemmel" Nash den­
gesi degillerdir. Eger bir strateji profili sadece denge patikasmda degil diger tiim 
olas1 patikalarda - farkh altoyunlarda da- denge olarak kalmaya devarn ediyorsa bu 
stratej i kombinasyonu miikemmel dengedir. 

Oyundaki miikemmel dengeyi altoyun kavram1 ile gosterelim. �ekil 3.35'de 
ii� altoyun oldugu goriilmektedir: (i) tiim oyun (ii) <l'. karar noktasmdan b�layan 
altoyun ve (ii i) f3 karar noktasmda b�layan altoyun. Burada E1 dengesi altoyun 
miikemmel degildir �iinkii sadece (i) ve (iii) altoyunlannda Nash dengesidir, (ii) 
altoyunu da Nash dengesi degildir �iinkii Aygiil kii�iik oynad1ktan sonra B irgiil 'iin 
biiyiik oynamas1 rasyonel degildir. E:i strateji profili  de altoyun miikemmel degildir 
�iinkii sadece (i) ve (ii) altoyunlarmda Nash dengesidir, (iii) altoyununda Nash den­
gesi degildir. E2 strateji profili  tiim altoyunlarda Nash dengesi oldugundan altoyun 
miikemmel Nash dengesidir. 

3. 7 Karma ve Davram� Stratejileri 

Daha onceki boliimlerde belirtildigi gibi piir strateji lerin varhg1 Nash dengesinin 
varhgm1 garanti altma almaz. Bu geni�leyen-bi�imli oyunlar i�in de dogrudur. 
Nitekim yukanda altoyun miikemmel piir Nash denge stratejisi olmayan bir oyun 
gordiik (�ekil 3 .34). Dolay1s1yla statik oyunlara benzer bir �ekilde dinamik oyun­
larda da stratejiler rassalla§tmlabilir. Dolay1s1yla altoyun miikemmel Nash den­
gesinin varhgm1 garanti altma almak i�in, tiim oyunculann strateji lerini rassalla§­
t1rmalanna imkan vermek gerekir. 

Geni�leyen-bi�imli bir oyunda rassalla�t1rma yapmak i�in iki yol izlenebilir. 
Bunlardan biri, aynen stratejik-bi�imli oyunlarda oldugu gibi oyun ba�lamadan her 
piir stratej iye bir olas1hk atfedilir. Bu yolla oyunun ba�mda bir kez ve tiim oyun 
i�in bir rassalla�t1rma yap1hr. Oyunun ilerleyen boliimlerinde rassalla§t1rma yani 
piir stratejilerin s�ilme olas1hklan oyunun ak1�ma gore degi�tirilmez. Bu karma 
stratejidir. 

ikinci yol ise oyunda s1ra ne zaman size gelirse ayn bir rassalla§t1rma yap­
mamzdir. Karma stratejilerde oldugu gibi tiim oyun i�in ve tiim piir stratejilerin 
iizerine bir kereye mahsus rassalla�llrma yapmak yerine, her oyun sirasmda mev­
cut stratejiler iizerinden rassalla�t1rma yap1hr. Omegin oyunda size iki kere s1ra 
gelirse, bu iki farkh rassalla§llrma yapabileceginiz anlamma gelir ve her biri o an 
elinizdeki strateji ler iizerine yap1hr. Bu rassall�tmnalar birbirinden bag1ms1zdir. 
Bu strateji bi�imine de davram� stratejisi denir. 

Karma ve davram� stratejileri arasmdaki fark1 daha iyi belirtmek i�in Luce ve 
Raiffa ( 1 957) §Oyle bir kar§Ila§llrma yaparlar: "Piir strateji her sayfasmda belirli 
bir bilgi kiimesinde nas1I oynanacagm1 belirten belirli bir talimatname i�eren bir ki-
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tapt1r. Pilr stratejiler uzay1 bir kiltilphaneyi olu�turan kitaplardir. Karma strateji ki­
taplar ilzerine bir olas1hk dag1hm1d1r (yani hangi kitaplann se9ilecegini belirleyen 
olas1hk dag1hm1) .  Davram� strateji ise tek bir kitaptir her sayfasmda rassal bir 
davram� tammlar". 

Her i oyuncusunun karma stratejisi, ai , daha once tammland1g1 gibi i oyun­
cusunun pilr stratejiler kilmesi S; ilzerindeki bir olas1hk dag1hm1dir. Dolay1s1yla 
o-; (s; ) , her s; E S; pilr stratej inin se9ilme olas1hg1m gosterir, burada o-; (si ) E [O, 1 ] 
ve Ls;ES, o-; (s; ) = 1 .  Diger yandan, b; davram§ stratej isi her i oyuncusunun 
bilgi kilmelerinin her biri i9in orada mevcut olan hareketler ilzerindeki bir olas1hk 
dag1hmm1 tammlar. 

Omegin �ekil 3 .36'da l .oyuncu ilk bilgi kilmesinde L ve R hareketlerinin her 
birini 1 /2 olas1hkla se9er ve ikinci bilgi kilmesinde ise L ve R hareketini s1ras1yla 
2/3 ve 1 /3 olas1hkla se9tigi bir davram§ stratej isi soz konusudur. 

L R 

1 /2 1 /2 

L 

2 

�ekil 3.36 Davram� stratejisi / 

Yukanda soylediklerimizi daha formel olarak tammlayahm. Davram� stratejisi, 
i oyuncusunun her h E H bilgi kilmesinde mevcut her a E A(h) hareketi i9in bir 
olas1hk tammlar. Bu olas1hg1 b; (a I h) gosterelim. A (h) hareketler kilmesi ilzerine 
tammlanan olas1hklar kilmesini ise .6.(A(h)) §eklinde gosterelim. Bu yilzden her 
h E H; i9in b; ( · I h) E .6.(A(h)) 'dir. Dolay1s1yla her i E N oyuncusu i9in ve her 
h E H; bilgi kilmesi i9in: 

L b; (a I h) = 1 ,  
aEA(h) 

yani i oyuncusunun bi davram§ stratejisi, s1mrh H; kilmesindeki her bilgi kilmesi 
i9in yukandaki ko§ulu saglayacak §ekilde bir olas1hk dag1hm1 tammlar. Bu yilzden 
i oyuncusunun B; davram§ stratejileri uzay1, olas1 davram§ stratejilerinin Kartezyen 
9arp1m1 olarak §tiyle tammlamr: 

B; = X .6.(A(h) ) .  hEH; (3. 1 )  

Davram§ stratejisi ile ili§kili terminal noktalan ilzerine olu§an olas1hk dag1hm1m 
hesaplamak i9in her bir patikadan ilerleme olas1hg1m hesaplamak gerekir. Belirli 
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bir z terminal noktas1 i<;:in, ba�lang1<;: noktasmdan bu noktaya kadar ge<;:en patikay1 
izliyoruz. Bu patika boyunca her karar noktasmda belirli bir hareket se<;:ilir. Bu 
hareketin bulundugu bilgi ktimesinde ger<;:ekle�me olas1hgma bakanz. Her farkh 
bilgi ktimesinde farkh bir rassalla�tlfma takip edildigi i<;:in bu rassalla�t1rmalar bir­
birinden bag1ms1zd1r. ilgili patikamn ba�lang1<;: noktasmdan sonuna kadar ge<;:en 
karar noktalannda ge<;:menin olas1hg1 bu patika boyunca ttim karar noktalanndaki 
olas1hklann <;:arp1mma e�ittir. Sonu<;:lar tizerine ortaya <;:1kan olas1hk dag1hm1 o­
nemlidir. <;:unkti bu oyunculann beklenen faydalanm belirler. 

Herhangi bir z terminal noktasm1 dti�tinelim. Ba�lang1<;: noktasmdan z 'ye kadar 
giden patikada, X ( z) ile gosterilen terminal olmayan noktalar ktimesi ile kar�ila�a­
caktir. Patika boyunca her terminal olmayan nokta, x E X(z) , belirli bir z(x) E N 
oyuncusuna aittir ve belirli bir bilgi ktimesine aittir, hx = h (x) E H,(x) · Her 
:r E X ( z) karar noktas1 da belirli bir a E A(hx ) hareketini z terminal noktasma gi­
den patika tizerinde tutacak �eklinde olmahdlf, bu hareketi de a(:r, z) E A(hx) ile 
gosterelim. Bu arada z( ;z:) oyuncusunun a(x, z) hareketini, x'in hx bilgi ktimesine 
varmas1 durumundaki olas1hg1 b,(x) (a(x , z) I hx) 'dir. Boylece b = (b1 , . . .  , bn) 
davram� strateji profili oynand1g1 zaman, z terminal noktasma vanlma olas1hg1 
�udur: 

Pr (z I b) = IT b,(x) (a(x , z) I hx) ·  
xEX(z) 

ilk bak1�ta davram� ve karma stratejiler birbirinden tamamen farkh gortinen 
rassalla�t1rmalar gibidir. Yani omegin bir oyuncu bir karma strateji uygulad1gmda, 
rulet tekerini bir kez <;:eviriyor gibi dti�tinebiliriz. Bu <;:evrimin sonucunda hangi ptir 
stratejilerin (her bilgi ktimesindeki deterministik se<;:imler ktimesi yani) oynanacag1 
belirlenir. Fakat bir davram� stratejisi izlediginde, ashnda bir birinden bag1ms1z 
olarak rulet tekerini her yeni bilgi ktimesine gelindiginde yeniden <;:evrilmesi de­
mektir. 

Herhangi bir i oyuncusunun B; davram� stratejileri uzay1, yukanda (3. 1 )  
ifadesinde verilmektedir ve i oyuncusunun karma stratejiler uzaymm da L; = 
�(S; ) olarak ifade edildigini biliyoruz. A�ag1da gosterildigi gibi karma stratejileri 
her bilgi ktimesinde�mevcut hareketler cinsinden de yazabilir, bu gosterim karma 
stratejilerin B; ile ili�kisini gormek a<;:1smdan yararh olabilir: 

B; = x �(A(h) ) ,  L· = �( x A(h) ) . 
hEH; i hEH; 

Mtikemmel hat1rlamah oyunlarda bu iki ayn rassalla�t1rmanm birbirine denk 
oldugu ispatlanm1�tir. Yani veri bir davram� stratejisi i<;:in ona denk bir karma 
strateji ya da veri bir karma stratejisi i<;:in de ona denk bir davram� stratejisi bu­
labiliriz. Dolay1s1yla her iki strateji de terminal noktalar tizerinde aym olas1hklan 
verir. Fakat karma stratejiler daha <;:ok stratejik-bi<;:imli oyunlarda yararh bir uygu­
Iama iken davram� stratejisi geni�Ieyen-bi<;:imli oyunlarda bir yararh bir uygulama 
bi<;:imidir. 
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Omegin I .oyuncu i�in ii� piir strateji tammlayahm, bunlar LL, RL, ve RR'dir. 
Bu piir stratejiler iizerine tammlanan karma stratejiler olarak da s1ras1yla 1 /2, 1 /:J 
ve 1 /6 olas1hklanm belirleyelim. Buna denk gelen davram§ stratejisi nedir? Bunu 
bulmak i�in van Ian her noktanm bilgi kiimesindeki hareketin olas1hgm1 belirlemek 
gerekir. Omegin, l .oyuncunun ilk bilgi kiimesine vanld1gmda orada L'nin ve 
R'nin se�ilme olas1hg1 1/2 olsun. I .oyuncunun ikinci bilgi kiimesine ise ancak 
RL ve RR ile vanhr. Sonu� olarak bu piir stratejiler s�ildikten sonra J .oyuncunun 
ikinci bilgi kiimesinde L'nin se�ilme olas1hg1 2/3'tiir ve R'nin se�ilme olas1hg1 ise 
l/3'tiir. Bunlan bir araya getirirsek �ekil 3.36'da verilen davram§ stratejisine denk 
bir durum ortaya �tkar. 

�imdi altoyun miikemmel dengenin varhg1 hakkmda §Unu soyleme imkanma 
sahibiz: 

Teorem 3.2 Her miik.emmel hattrlamali ve s1mrl1 geni�leyen-birimli oyun altoyun 
miik.emmel dengeye sahiptir. 

ispat. ispat i�in oyunun sonundan ba§layarak geriye dogru oyunun ba§ma dogru il­
erleyerek her a§amada istenilen davram§ stratejisini in§a etmeye �ah§acag1z. Bunun 
i�in kendisi dt§mda altoyun i�ermeyen bir altoyun se�elim. Bu her zaman miim­
kiindiir. <::Unkii oyun smirh bir oyundur. Daha once belirtildigi gibi her smirh 
stratejik-bi�imli oyunda en azmdan bir Nash dengesi soz konusudur. Dolay1s1yla 
bu altoyunda da karma stratejilerle ifade edilebilecek bir Nash dengesi vardtr. Astl 
oyun miikemmel hatirlamaya sahip oldugundan dolay1, altoyun da bu ozellige sahip­
tir. Bu yiizden bu altoyundaki karma strateji kendisine denk bir davrant§ stratejisine 

I 
sahiptir. Bu denklikten dolay1 bu davram§ stratejisi de altoyunda bir Nash dengesi 
olu§turur. �imdi de altoyun yerine bu altoyundaki denge strateji ile belirlenen fayda 
vektoriinii koyahm. Boylece oyunu kii�tiltmii§ olduk ve altoyundaki tiim davram§ 
stratejisini belirlemi§ olduk. Bu siireci indirgenmi§ oyun i�in de tekrarlayabili­
riz ve bOyle yapmaya devam ederiz. As1I oyun i�in biitiin bir davram§sal strateji 
elde edene kadar bu devam eder. Bu algortima bir yerde biter �iinkii oyun smirh 
bir oyundur. Boylece belirlenen davram§ stratejisinin altoyun miikemmel denge 
olmast, daha once soylenen geriye dogru �tkarsama stratejilerinin Nash dengesi ol­
mas1 ile paralel bir mant1kla bulunur. Yani oyunun ba§mdaki optimal hareketler 
oyunun ilerleyen a§amalanndaki optimal davram§lara gore belirlenir. • 

3.8 Altoyun Miikemmel Nash Dengesi Uygulamalar1 

Bu bOliimde verecegimiz farkh oyun omeklerinde altoyun miikemmel Nash 
dengesinin nastl bulunacagm1 ve bunun her oyun i�in ne anlama geldigine bakacag1z. 
Bu da altoyun miikemmel denge kavram1m daha somut hale getirecektir. 
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3.8.1 Ultimatom Oyunu 

iki ki�inin w gibi bir paray1 payla�mak i�in §6yle bir prosediiri.i kulland1gm1 dii�ii­
nelim. I .ki§i, 2.ki�iye [O, w] arahgmda bir oneride bulunsun. Eger 2.ki§i, I .ki§inin 
teklifini kabul ederse, l .ki�i geriye kalan ktsm1 almaktadlf. Eger 2. ki§i teklifi red 
ederse, ikisi de hi� bir §ey alamayacaktlf. Herkes ald1g1 para miktan ile ilgilenir ve 
herkes daha fazla para almay1 tercih eder. I .  ki§inin teklif ettigi miktar herhangi bir 
say1 olabilir (tam say1 olmak zorunda degil). 

Vltimatom Oyunu da denilen bu oyunu §6yle modelleyebiliriz: iki oyuncu var, 
ve terminal tarihler (x. Z) diziler kiimesinden olu§Ur, burada :r degeri I .oyuncunun 
teklif ettigi miktardlf ve 0 :<:::: :i: :<:::: w arahgmdad1r, Z ise K (kabul) veya R (ret) 
�eklindedir; oyuncu fonksiyonu ise tiim x degerleri i9in 1, (0) = 1 ve 1, (x) = 2 
�eklindedir; tercihler ise her bir oyuncunun ald1g1 paray1 gosteren fayda diizeyleri 
tarafindan gosterilir, omegin (x, K) terminal tarihi i9in, l .ki§i w - x miktanm 
ahrken 2.ki§i x miktanm ahr ve (x, R) terminal tarihi i9in herkes 0 ahr. 

Bu oyun smirh ve miikemmel bilgili bir oyundur. Dolay1s1yla altoyun mii­
kemmel dengeyi bulmak i�in geriye dogru 91karsama metodunu kullanabiliriz. ilk 
olarak I birim uzunlugunda altoyunlar dii§iiniin, ki burada 2.ki�i. I .ki§iden gelen 
teklifi ya kabul eder ya da ret eder. I .ki§inin her olas1 teklifi i9in, boyle bir al­
toyun vardlf. l .ki�inin teklifinin x > 0 olmas1 durumunda takip eden bir altoyunda, 
2.ki�inin optimal karan kabul etmektir (eger ret ederse, hi� bir §ey alamaz). Tek­
lifin x = 0 olmas1 durumunu takip eden altoyunda, 2.ki§i kabul etmek ve ret etmek 
arasmda kay1ts1zdir. Yani bir altoyun miikemmel dengede 2.ki§inin stratejisi ya tiim 
teklifleri (0 dahil) kabul etmektir ya da x = 0 teklifini ret etmektir. 

�imdi oyunun tiimiinii dii�iinelim. 2.oyuncunun her olas1 altoyun miikemmel 
denge stratejisi i9in 1 .oyuncunun optimal stratejisini bulmam1z gerekir. 

i. Eger 2.ki§i tiim teklifleri kabul ederse (0 dahil), I .ki§inin optimal teklifi O'dir 
(bu ona w faydas1m saglar). 

ii. Eger 2.ki§i 0 hari9 tiim teklifleri kabul ederse, ilgin9 bir §ekilde 1 .ki§inin hi9 
bir davram§I optimal degildir. Yani hi� bir x > 0 teklifi optimal degildir �iinkii her 
tekliften daha iyi bir teklif miimkiindiir. 0 teklifi optimal degildir �iinkii 2.ki§i bunu 
ret eder. Bi:iylece I f§inin faydas1 0 olur. Bu yiizden w'den daha az ve pozitif bir 
teklif daha iyi bir sonu� verir. 

Bu arada bu oyunda 2.oyuncunun sahip oldugu opsiyonlan degi§tirerek oyun 
yap1sm1 daha farkh bir hale getirebiliriz. Omegin 2.oyuncuya, teklifi ret ettikten 
sonra kar§I hareket yapma imkam verebiliriz. Bu durumda oyun daha �ok bir 
pazarhk problemine di:iner. 2.oyuncuya ret etme gibi bir opsiyon verilmeseydi oyun 
diktator oyunu olarak nitelendirilir. Bu yiizden 2.oyuncunun oyunda stratejik bir 
rolu olmayacaktir. 

Ultimatom oyunu ile ilgili yapilan deneysel 9ah§malann sonu�lan, altoyun 
miikemmel dengenin iddia ettigi sonu�larla uyumlu olmad1g1m gostermektedir. 
Deneysel sonu9lar bireylerin kendi ald1klannm yamnda e§itlik kayg1lanndan dolay1 
digerlerinin de ne ald1klanna dikkat ettigini gostermektedir. Bu yiizden pozitif tek­
lifleri bazen ret ettikleri de gi:izlemlenmektedir. Deneysel sonu9lar §6yle de yo-

1 69 



rumlanabilir: l .oyuncu 2.oyuncunun tekliflerini ret edebilecegi korkusuna sahip 
olabilir. Bu korku rasyoneldir 9tinkti kti9tik teklifler ret edilcbilir. Peki neden 
2.oyuncu bu �ekilde davramr? <;tinkti ashnda gtinltik hayatta insanlar bir seferlik bir 
ili�kiden 9ok kendilerini tekrarlanan i l i�kiler i9inde bulurlar. Bu ytizden dti�tik bir 
teklifi kabul etmek yerine, bunu bugtin ret ederek kar�1 oyuncuyu cezaland1rmak 
ama9lamr. Boylece bir "tin" olu�turarak, ama9 l .oyuncunun ba�ka zamanlarda 
daha fazla teklifte bulunmasm1 saglamaktadir. Deneysel sonu9lan a91klamak i9in 
kullamlan diger bir yorum da oyunculann oyun teorisinin bekledigi kadar rasyonel 
davranmad1klan, "ortalama" hareket ettikleri �eklindedir. 

3.8.2 Cinsiyetler Sava�1 

Bu oyunda l .oyuncu evde kahp kitap okumak m1 yoksa bir konsere gitmek mi 
konusunda karar verecektir. Eger kitap okursa oyun biter. Fakat eger konsere 
giderse, Cinsiyetler Sava�1 oyununda oldugu gibi , kendisi ve arkada�1 birbirinden 
habersiz olarak karar verirler (biri digerinin se9imini bilmeden). Onlerindeki se9enek 
Mozart (M) veya Puccini (P) konserine gitmektir. Her iki oyuncu da sevdikleri 
bestecinin konserine arkada�1 ile gitmeyi evde oturup kitap okumaya tercih eder; 
evde kalma tercihi, her ikisinin de arkada�1 ile sevmedigi besteciyi dinlemeye ter­
cih edilmektedir; en kotti tercih ise konserlere ayn ayn gitmektir. 

Bu durumu daha formel olarak gosterirsek: N = { 1 ,  2 } ,  terminal tarihler: (ki­
tap, (konser; (M,M)), (konser;(M,P)), (konser; (P,M)), (konser; (P,P)) �eklindedir; 
oyuncu fonksiyonu i (0) = 1 ve i(konser) = { 1 ,  2} �eklindedir; ilk tarihte l .oyun­
cunun hareketler ktimesi A1 (0) = {konser, kitap} ve konser tarihi sonrasmdaki 
l .oyuncunun hareketler ktimesi, A1 (konser) = {M, P} ,  konser tarihi sonrasmda 
2.oyuncunun hareketler ktimesi ise A2(konser) = {M, P} 'dir; oyuncularm ter­
cihleri ise �oyledir. l .oyuncu i9in: 

(konser, (M, M)) r kitap r (konser, (P, P)) r 
(konser, (M, P)) '""' (konser, (P, M)) 

2.oyuncu i9in: 

( konser, ( P, P) r kitap r ( konsr, ( M, M)) r 
(konser, (M, P)) '""' (konser, (P, M)) . 

Bu oyun �ekil 3 .37'de gosterilmektedir. 
l .oyuncunun stratej isi, oyunun ba�mda ve konser tarihi sonrasmdaki hareket­

lerini tammlar; 2.oyuncunun stratejisi ise konser tarihinden sonra hareketini tarumlar. 
Dolay1s1yla l .oyuncu (konser, M), (konser,P), (kitap,M), ve (kitap,P) gibi dort tane 
stratej iye sahipken, 2.oyuncu M ve P gibi iki tane stratejiye sahiptir. Hat1rlarsamz 
bir oyuncunun stratej isi bir hareket planmdan daha fazla bir �eydir. Strateji oyuncu 
hareket ettikten sonra her tarih i9in bir hareket tammlar, yani denge-d1�1 hareketler 
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Kitap Konser 

2,2 M p 

M 3, 1 0,0 

p 0,0 1 ,3 

�ekil 3.37 

i9in de hareket tammlamr. Omegin l .oyuncunun stratejisi, oyunun ba�mda kitap 
hareketini se9tikten sonra bile konser tarihinden sonra ne yapacag1m belirtir. Oysa 
kitap hareketi sonras1 konser hareketine zaten vanlamayacaktlf. 

Bu oyunun stratejik-bi9imli gosterimi Tablo 3.7'de verilmektedir. Buradan da 
goriilecegi gibi ii9 tane Nash dengesi vardJr: ((konser,M),M), ((kitap,M),P) ve ((ki­
tap,P),P). 

(konser,M) 
(konser,P) 
(kitap,M) 
(kitap,P) 

M p 
3, 1 0 , 0 
0, 0 1 ,  3 
2 , 2 2 , 2 
2 , 2 2 , 2 

Tablo 3.7 

�ekil 3 .37'de goriildiigii gibi oyunda iki altoyun vard1r: Tiim oyun ve l .oyun­
cunun konser hareketini se9tikten sonra oyunculann oynad1g1 altoyun. ikinci al­
toyunda, terminal tarihler (M,M), (M,P), (P,M) ve (P,P) �eklindedir. Bu altoyunda 
geriye dogru 91karsama �oyle i�ler: 

i. konser tarihini takip eden altoyunda, iki tane Nash dengesi var, basit9e (P,P) 
ve (M,M). 

ii. konser t4'-ihini takip eden altoyundaki sonu9 ( P,P) ise, oyunun ba�mda 
l .oyuncunun optimal se9imi kitap'tir. 

i i i .  konser tarihini takip eden altoyundaki sonu9 (M,M) ise, oyunun ba�mda 
l .oyuncunun optimal se9imi konser'dir. 

Bu durumda �unu soyleyebiliriz: oyun iki altoyun miikemmel dengeye sahiptir: 
((kitap,P),P) ve ((konser,M), M). 

3.8.3 Stackelberg Rekabet Oyunu 

Daha once verdigimiz duopol oyun modellerinde (Bertrand ve Coumot gibi) her 
firma hareketini se9erken digerinin hareketlerini gozlemleyemedigini varsaynu�t1k. 
�imdi firmalann birbirlerinin hareketlerini gozlemleyebildiklerini varsayahm. Yani 
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bir firma hareket ettiginde digeri bu finnanm neyi se<;:tigini gozlemledigini varsayahm 
ve bu durumun sonucu nas1I etkiledigine bir bakahm. Dolay1s1yla, aym anda hareket 
etmek mi? ilk once hareket etmek mi? Yoksa sonra hareket etmek mi daha iyi 
sonu<;:lar tiretir? sorulanm cevapland1nnam1z gerekir. 

Yine iki firmamn oldugu bir piyasa dti§tinelim, her iki firma da aym mah tiretsin. 
Herhangi bir i finnasmm Qi mahm tiretme maliyeti Ci (Qi ) 'dir; piyasadaki toplam 
tiretim miktan Q iken fiyat p( Q) §eklinde belirlenir. Her finnamn stratej ik degi�keni, 
Cournot'da oldugu gibi, i firmasmm negatif olmayan tiretim dtizeyidir, Qi � 0. 
Fakat firmalar Cournot'dakinden farkh olarak tiretim kararlanm ard1sal vermekte­
dirler. Yani bir firma tiretim karanm verir, sonra diger firma bunu gozlemler ve 
tiretim karanm verir. Firmalann tercihlerini kar fonksiyonlan ile tammlamr: 

1ri = QiP(Q1 + Q2 ) - C; (Q; ) ,  i = 1 ,  2 

I .firma oyunun ba§lang1cmda ilk hareket eden firmad1r, stratejisi basit<;:e Qi <;:1kt1 
dtizeyidir. 2.firma, I .firmamn <;:1kt1 dtizeyini se<;:tigi her tarihten sonra hareketini, 
yani Q2 tiretim dtizeyini belirler. Yani 2.firmamn stratejisi I .firmamn her olas1 <;:1kt1 
dtizeyine kendi tiretim dtizeyi ile kar§ihk veren bir fonksiyondur. Bu durum gene! 
hatlanyla �ekil 3.38'da gosterilmektedir. 

1 .firma 

• 

�ekil 3.38 Stackelberg oyunu 

Oyun mtikemmel bilgili ve sm1rh bir u fka sahiptir. Bu ytizden altoyun mtikemmel 
dengeyi bulmak i<;:in geriye dogru <;:1karsama metodunu kullanabiliriz: 

i .  ilk olarak, l .firmamn herhangi bir <;:1kt1 dtizeyi i<;:in, 2.firmanm kanm mak­
simize eden <;:1kt1 dtizeylerini buluruz. Bunun i<;:in de I .  firmanm her Qi i;1kt1 dtizeyi 
ii;in, 2. firmanm buna kar§thk gelen bir i;1kt1 dtizeyi olsun, yani 2.firmanm en iyi 
tepki fonksiyonuna sahip, b2 (Qt ) ,  oldugunu varsay1yoruz. Dolay1s1yla herhangi bir 
altoyun mtikemmel dengede, 2. firmamn stratejisi b2 ( · ) 'dir. 

i i .  Daha sonra, 2. firmanm veri stratejisi ii;in, 1. firmamn kanm maksimize 
edecek i;1kt1 dtizeyini buluruz. I .  firma, Qi dtizeyini sei;tigi zaman, 2. firma 
b2 ( Q1 ) i;1kt1sm1 sei;er, bu da top lam i;1kt1 dtizeyini belirler, Q = Q1 + b2 (QI ) .  
Boylece piyasada p(Q1 + b2 (Qi ) )  fiyatt olu§ur. Dolay1s1yla I .  firmanm altoyun 
mtikemmel denge dtizeyindeki i;1kt1 dtizeyi a§agtdaki kar fonksiyonunu maksimize 
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eden diizeydir: 
7r1 = q1p(q1 + b'2 (qt ) ) - C1 (qi ) . 

Bu kiln maksimize eden tek bir c;1kt1 diizeyinin, qi , oldugunu kabul edelim. 
Eger 2. firma, I .  firmamn her q1 c;1kt1 diizeyine kar�1hk tek bir en iyi tepki fonksiy­
onuna sahipse, b2 (q1 ) , ve I .  firma da tek bir en iyi tepkiye sahipse, qj ,  oyunun 
altoyun miikemmel dengesi (qi , b2 ) 'dir. Yani I .  firmamn denge stratejisi qi ve 
2. firmamn denge stratejisi ise b2 ( - ) fonksiyonudur. 2. firma tarafmdan sec,:ilen 
c,:1kt1 diizeyi, I .  firmanm denge c,:1kt1s1 veriyken, b2 (qi ) , yani q::i'dir. I .  firma q1 
diizeyini sec,:tigi zaman denge c,:1kt1 c;ifti, 2. firmanm denge stratej isini kulland1g1 
veri almd1gmda, ( q1 , b2 (Qi ) )  olur. Yani I .firma c,:1kt1 diizeyini degi�tirdiginde, sonuc,: 
2. firmanm b2 tepki fonksiyonuna g6re degi�ir. Dolay1s1yla (qi , q2 ) altoyun miikemmel 
denge sonucunu, 2. firmamn en iyi tepki fonksiyonu iistiinde I .  oyuncunun kiinm 
maksimize eden bir nokta olarak karakterize edebiliriz. 

Bu gene! formda verilen oyunu daha spesifik olarak ifade edelim. Ornegin 
sabit marjinal maliyetli bir iiretim fonksiyonu ve lineer bir ters talep fonksiyonu 
oldugunu dii�iinelim. Her i = 1 ,  2 ic;in maliyet fonksiyonu C; (q; ) = CQ; ve ters 
talep fonksiyonu ise p( Q) = n - Q olsun, burada c > 0 ve c < n. Bu varsay1mlar 
altmda 2.firmanm, I .firmanm sec,:tigi her Qi c,:1kt1 diizeyine verdigi en iyi tepki 
fonksiyonunu, 2. firmamn kiir fonksiyonunun birinci dereceden ko�ulundan tiiretiriz. 
2.firmanm kiir fonksiyonu a�ag1daki gibidir: 

11"2 = Q2 (n - C - QI - Q2 ) , 

dolay1s1yla 2. firmanm en iyi tepki fonksiyonu �udur: 

1 
b2 (q1 )  = 2 (n - c - q1 ) .  

Boylece Stackelberg oyunun altoyun miikemmel dengesinde 2 .  firmamn stratejisi, 
yani b2 tepki fonksiyonu I .  firmanm kiir fonksiyonunda yerine konur. Boylece I .  
firmanm optimal qi c,:1kt1 diizeyi ise a�ag1da verilen I .  firmanm kiir fonksiyonunu 
maksimize eden degerdir: 

1 1 
1T[ =-o1 (0: - c - (Q1 + - (o: - c - <Ji ) ) = -q1 (0: - c - q1 ) . ?"' 2 2 

Birinci dereceden ko�uldan hareketle �unu elde ederiz: 

01T[ 1 - = - (o: - c) - Qi = 0. 
DQ1 2 

Boylece 1 .  firmamn en iyi tepki diizeyi qi = � (o: - c) bulunur. 
Bu durumda I .firmamn stratejisinin qi c,:1kt1 diizeyi oldugu ve 2.firmanm strate­

jisinin ise b2 oldugu tek bir altoyun miikemmel denge vard1r. 2.firmanm denge 
iiretim diizeyi ise qi degerinin 2.firmamn tepki fonksiyonunda yerine konulmas1 
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ile bulunur: q2 = b2 (qr ) = i (n - c) . I .  ve 2.firmamn karlan s1ras1yla �oyledir: 

7r1 = qi (p(qi + q2 ) - c) = � (o: - c)2 

7r2 = q2 (P(<Ji + q2 ) - c) = _!_(o - c)
2 

16 
Fakat hatirlamrsa aym varsaytmlar altmda Coumot oyununda her firmamn �1kt1 

di.izeyi 1 (n - c) ve kfir di.izeyi ise ! (a - c)2 'di . Dolay1s1yla ortaya �tkan sonu�, 
Stackelberg oyununda ilk once hareket eden yani lider firma olan I .firma, altoyun 
mi.ikemmel dengede Coumot dengesine gore daha fazla i.iretim yapar ve daha fazla 
kar elde eder. 2.firma da daha az i.iretim yapar ve daha az kar elde eder. K1saca 
bu oyunda ilk hareket eden daha avantajh  pozisyondadtr. Stackelberg oyununda ilk 
once hareket eden firmanm, I .firmanm, altoyun mi.ikemmel dengede Coumot den­
gesine g6re daha fazla i.iretim ve daha fazla kar yapmas1 veri herhangi bir maliyet 
ve ters talep fonksiyonu i�in de ge�erlidir. 

Yukanda buldugumuz sonu�lan toparlarsak, 
(i) Stackelberg oyununda, ilk hareket eden firma altoyun mi.ikemmel dengede, 

Coumot Nash dengesinden daha iyi durumdadtr. Bunu anlamamn en basit yolu 
�oyle di.i§i.inmektir: Stackelberg oyununda I .firmamn opsiyonlanndan biri Cournot 
Nash dengesindeki �1kt1 di.izeyini se�mektir. Eger bu i.iretim di.izeyini se�erse, 2.fir­
manm en iyi tepkisi aym Nash dengesindeki i.iretim di.izeyini se�mektir. Yani 
boyle bir �1kl1 di.izeyi se�erek, I .firma Coumot Nash dengesindeki di.izeyle aym 
kar di.izeyini elde edecektir. Fakat daha farkh bir �1kt1 di.izeyi se�erse muhtemelen 
daha yi.iksek bir kar di.izeyi elde edebilir. 

(ii) Yine yukandaki omekte gordi.igi.imi.iz gibi , I .firma Stackelberg oyunun 
altoyun mi.ikemmel dengesinde, Coumot Nash dengesinden daha fazla i.iretim ya­
par, oysa 2.firma da daha az i.iretim yapar. Bu sonu� 2.firmamn en iyi tepki fonksiy­
onunun azalan bir fonksiyon oldugu (yani I .firma i�in daha fazla i.iretim 2.firma 
i�in daha az i.iretim demek oldugunda) her durumda ge�erlidir. Fakat §Una dikkat 
edilmeli, maliyet ve talep fonksiyonlar1 degi§tik�e, Stackelberg oyunun altoyun 
mi.ikemmel dengesindeki �1kt1 di.izeyi de degi§ir. 

Diger yandan, Stackelberg oyununda I .firmanm altoyun mi.ikemmel dengesin­
deki �1kt1 di.izeyi genel olarak 2.firmanm �tktt di.izeyine en iyi tepki fonksiyonu 
degildir: Eger l .firma, 2.firma �1kt1 di.izeyini se�tikten sonra uyarlama yapabiliy­
orsa, bunu yapmak isterdi. Fakat eger I .firma bu imkana sahip olsaydt ve 2.firma 
onun bu imkana sahip oldugunu bilseydi, 2.firma farkh bir �1kt1 di.izeyinde 
i.iretimde bulunurdu. Ger�ekte, eger bu oyuna l .firmanm bir �1kt1 di.izeyi se�tigi 
i.i�i.inci.i bir a§ama ekleseydik, ilk a§ama anlams1zla§trd1 ve 2.firma ilk hareket eden 
firma olurdu. Boylece altoyun mi.ikemmel dengede l .firma e§ anlt oynanan oyun­
daki Nash dengesinden daha koti.i bir durumda olurdu. Ozetle, l .firma, 2.firma �1kt1 
di.izeyini se�tikten sonra �1kt1 di.izeyini degi§tirerek kfirmt arttrabilse bile, bu imkana 
sahip oldugu oyunda l .firrna, 2.firrnadan once �1kt1 di.izeyini se�mek zorunda oldugu 
ve bunu degi�tiremedigi durumdan daha koti.i durumda olacaktir. Yani I .firma 
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tikrini degi�tirmeyecegine dair soz vermeyi tercih edecektir. 

3.8.4 Giri� Oyunu 

Daha once verdigimiz Giri� Oyunun ba�ka bir versiyonuna bakahm. Belirli bir 
piyasa mevcut tek bir firma tarafindan tekelle�tiri lmi� durumdadir. Diger bir ikinci 
firma bu piyasaya girmeyi dii�iinmektedir. Eger piyasaya girmez d1�anda kahrsa 
mevcut tirma tekel konumunu siirdiirecektir fakat eger piyasaya girerse her iki firma 
da Coumot oyunundaki gibi hareket edeceklerdir CSekil 3.39). 

Giri� iiretim maliyetinin yanmda, f gibi sabit bir maliyeti gerektirir. Eger firma 
piyasanm d1�mda kahrsa kiin s1firdir, fakat eger piyasaya girerse firmalar aym anda 
iiretim diizeylerini se<;erler (Cournot oyununda oldugu gibi). Burada i firmasmm 
q; miktanm iiretmesinden kaynaklanan maliyeti C; (q; ) 'd1r. Eger firmalarm toplam 
iiretim diizeyi Q ise piyasa fiyat1 p( Q) �eklinde belirlenir. Bu oyunun terminal 
tarihleri �oyledir: (qi , <J2) �1kt1 <;iftleri i<;in ( gir, ( <J 1 ,  q2) )  ve herhangi bir q1 diizeyi 
i�in ( d1�anda kal, qi ) �eklindedir. Her firmamn tercihleri kiirlar1 tarafindan temsil 
edilir: (gir, (<J1 , <12 )) terminal tarihi i�in mevcut firmamn kiin 71"1 = q1p(q1 + <12) -
C1 (<J1 ) ve giren firmanm kiin 71"2 = q2p(q1 + <12) - C2 (<J2) - f iken, (dt�anda 
kal, <Ji ) terminal tarihi i�in mevcut firmanm kiin 71"1 = q1P(q1 ) - C1 (q1 ) ve giren 
firmamn kiin s1firdir. 

Giren firma 

Gir 

Coumot duopol 
oyunu 

�ekil 3.39 

Mevcut firma 
(tekel} 

Bu gene) formda tasarlanan oyunu daha somut bir omek iizerinden tart1�ahm. 
Tiim q; iiretim diizeyi i<;in birim maliyetin, c, sabit oldugu C; (q; )  = cq; gibi bir 
maliyet fonksiyon!iJla ve p( Q) = o: - Q gibi bir ters talep fonksiyonuna sahip 
oldugumuzu varsayahm. Altoyun miikemmel dengeleri bulmak i<;in ilk once gir 
tarihini takip eden altoyuna bakahm. Bu altoyunun stratejik bi<;imi Coumot duopol 
omegi ile aymdir (f sabit maliyeti istisna) ve tek bir Nash dengesine sahiptir, bu da 
her bir firmamn � ( o: - c) diizeyinde iiretimde bulundugu denge iiretim diizeyidir. 
Dengede mevcut firmamn kiin � (o: - c)2 ve yeni firmanm kiin ise i (o: - c)2 - f 
�eklindedir. 

Simdi d1�ar1da kal tarihini takip eden altoyuna bakahm. Bu altoyunda mevcut 
firma �1kt1 diizeyini se�er. Mevcut firmamn kiin, q1 <;1kt1 diizeyinde �oyledir: 
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Bu kar fonksiyonunu maksimum yapan deger ise q1 = ! (a - c) 'dir (yeni firma 
d1�anda kald1g1 i<rin oyun tek bir firmanm optimizasyon problemine doner, 
dolay1s1yla bu optimal q1 di.izeyi 87ri /8q1 = 0 denklemini saglayan degerdir). 
Buradan dt�anda kal tarihini takiben olu§an altoyunda mevcut firmanm altoyun 
mi.ikemmel dengesinin q1 = ! (a - c) oldugu ortaya <fikar. 

Son olarak, oyunun ba§lang1cmda piyasaya girmek isteyen firmamn hareketini 
di.i�i.inelim. Eger d1�anda kahrsa kan s1firdir halbuki piyasaya girerse sonu<rlanan 
altoyunda veri hareketler i<rin, kan � (o: - c)2 - f olur. Yani herhangi bir altoyun 
mi.ikemmel dengede mevcut firma eger � (o: - c)2 > f ise piyasaya girer ve � (a -
c)2 < f ise d1�anda kahr. Fakat � ( o: - c)2 = f ise oyunda iki altoyun mi.ikemmel 
denge vardtr, bu durumda birinde firma girer, digerinde di§anda kahr. 

bzetlemek gerekirse, altoyun mi.ikemmel dengelerin ki.imesi f'nin alacag1 de­
gerlere baghdtr. Ti.im dengelerde eger firma girerse mevcut firmanm stratejisi 
1 (a - c) miktanm i.iretmektir, aksi takdirde ! (a - c) miktarm1 i.iretmektir. Giren 
firmanm stratejisi ise, eger girerse, 1 ( o: - c) di.izeyinde i.iretimde bulunmaktir. 

i. Eger � ( o: - c)2 > f ise yeni firmanm girdigi tek bir tek altoyun mi.ikemmel 
denge vardir. Sonu<r yeni firma girer ve her firma 1 (a - c) di.izeyinde i.iretir. 

ii. Eger � (o: - c)2 < f ise, yeni firmanm d1�anda kald1g1 tek bir altoyun 
mi.ikemmel denge vard1r. Sonu<f, yeni firmanm d1�anda kald1g1 ve mevcut firmanm 
ise1 (a - c) i.irettigi dengedir 

iii. Eger � (o: - c)2 = f ise oyunun iki altoyun mi.ikemmel dengesi vardir. Bu 
dengelerden biri � (o: - c)2 < f durumu i<rin, digeri de � (ex - c)2 > f durumu 
i<rindir. 

Mevcut firmanm, yeni firmamn piyasaya girmesjnden sonra onunla mi.icadele 
etmesi altoyun mi.ikemmel denge degildir. <;i.inki.i yeni firmanm piyasaya girmesi 
sonucunda olu�an tarihte bu hareketi (mi.icadele etmesi) mevcut firmanm altoyun­
daki Nash dengesi degildir. Altoyunda bir tek Nash dengesi vardtr, o da her 
firmamn � (o: - c) kadar i.irettigi durumdur. Ba�ka bir ifade ile mevcut firmamn 
mi.icadele tehdidi yeni firmanm piyasaya girmesinden sonra inandmc1 degildir. 

3.8.5 i!j�i, i!jveren ve Merkez Bankasi ili!jkisine Dair Bir Model 

Bu bbli.imde i�(fi, i�veren ve merkez bankasmm ald1klan kararlarm birbirini 
etkiledigi bir diger dinamik oyun modeline bakahm. U<r periyot halinde oynan oyu­
nun birinci periyodunda i§<riler parasal i.icretlerini, w, se<rerler fakat ikinci periyotta 
en ft as yon oranmm, 7f ,  ne oldugunu bilmeden bu kararlanm vermek durumundalar. 
ikinci periyodun ba§mda, merkez bankas1 enftasyon oramm, 7f ,  se<rer. Daha sonra 
i.i<ri.inci.i periyotta i�verenler istihdam di.izeyini, l, belirlerler (modelde kullamlan 
ti.im degi�kenler logaritmik olarak tammlanm1�tir). Bu oyun �ekil 3 .40'de gosteril­
mektedir. 

Merkez bankas1 enftasyon oramm, 7f, indirekt olarak kontrol edebilmektedir, 
yani para arzm1, m, kontrol etmekle enftasyon oramm yonlendirmektedir, 
7f = f(m), burada !( · )  artan bir fonksiyondur. 
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Nominal Ocret (w) 

Merkez Bankasi 

< Enflasyon orani (n) 

Qirmalar ] T , ...... '" 

�ekil 3.40 Geni�leyen-bi.;imli bir oyunda i�.;i-merkez bankas1-i�veren ili�kisi 

i�i;ilerin amac1, i�verenlerin istihdam dtizeyi, l, ile kendilerinin arz ettikleri 
emek arz1, zs , arasmdaki fark1 mimimize etmektir. i§t;iler emek arzlanm reel ticrete 
gore belirlemektedirler. Basitlik olsun diye emek arz fonksiyonunu lineer tammla­
yahm, l'" = ll'.(w - 7r) .  Boylece i�i;ilerin fayda fonksiyonu, uw , a§ag1daki gibidir: 

uw(w, l, 7r) = - (l - l5 )2 = -(l - a (w - 7r))2 . (3.2) 

Merkez bankasmm amac1 ise basit: Enftasyon politikas1 ile hedeftedigi istih­
dam ve enftasyon degerlerini, S1Tas1yla l ve 7f, geri;ekle§tirmek. Merkez bankasmm 
amac1 bu anlamda a§ag1da ifade edilen fayda fonksiyonunu maksimize etmektir: 

- 2 2 Ufl.,t (W ,  l ,  7r) = - (l - l )  - µ(7r - 1f) , (3.3) 

burada JL merkez bankasmm enftasyon ve istihdama verdigi onemi gosteren sabit 
bir parametredir. Daha ytiksek 11 degeri enftasyona daha fazla ag1Thk verildigini 
dolay1s1yla da istihdama daha az ag1Thk verildigi anlamma gelir. Dikkat edilirse 
(3.3)'de ifade edilen amai; fonksiyonunda, merkez bankasmm amac1, istihdam, 
l, ve enftasyon, 7r, oranlannm, duragan optimal degerlerinden, s1Tas1yla [ ve 7f, 
sapmalann karesinin topjllm1m minimum da tutmaktlf. Yani enftasyon ve istihdam 
hedef degerlerinden uzakla§t1k9a marjinal kay1plar artmaktad1T, amac1 bunu asgari 
dtizeyde tutmakt1r. 

Diger yandan, i§verenlerin amac1 ise kendilerinin mevcut istihdam dtizeyi ile 
karlanm maksimize eden istihdam dtizeyi arasmdaki fark1 minimize etmektir: 

uE(w, l, 7r) = -(l - 0(7r - w) )2 , (3 .4) 

burada (}( 7r - w) terimi firmanm optimizasyonundan gelen emek talebini goster­
mektedir. 
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Bu oyun dinamik ve miikemmel bilgili bir oyundur. Bu yiizden bu oyunun 
altoyun miikemmel dengesini geriye dogru \:Ikarsama yakla�1m1 ile bulabiliriz. i§­
verenler en son hareket ettiklerinden dolay1, i�\:ilerin se\:tigi parasal iicret ve merkez 
bankast tarafindan se\:ilen enflasyon oramm veri alarak, faydalanm, up;(l ,  w, 7r) ,  
maksimize edecek l* istihdam diizeyini se\:erler. Bunu da (3.4) 'deki ama\: fonksiy­
onunu maksimize eden degeri bularak yaparlar, yani 3.4'de verilen ama\: fonksiy­
onun l istihdam di.izeyine gore birinci dereceden ko§ulundan en iyi tepki fonksiy­
onunu bulurlar: 

(3.5) 

ikinci olarak hareket eden oyuncu ise merkez bankastdtT. Merkez bankasmm 
amac1 ise en son hareket eden i�verenlerin tepkisini, l* (w2 , 7r2) ,  de dikkate alarak 
enflasyon oramm belirlemektir: 

max u M ( w, l ( w, 7r) , 7r ) .  (3.6) 
7T 

Yani sosyal kay1p fonksiyonunu minimize eden 7r2 degerini bulmay1 ama\:lar: 

min (O(w - 7r) - f)2 + µ(7r - rr)2 , (3.7) 
7T 

Merkez bankast buradan yani (3 .7)' nin 7r'e gore birinci dereceden ko§ulundan en 
iyi tepki fonksiyonunu bulur: 

- 2 
* ( ) -

µft + (}[ + (} 'W 
7r 'W - ()2 µ + 

I 

(3.8) 

i§\:iler bu oyunda ilk hareket eden oyunculardtr. Bu yiizden talep ettikleri 
parasal iicret se\:imi onlarm istihdam ve enflasyon beklentisine bagh olacakttT. i�­
\:ilerin rasyonel oldugunu dii�iiniiyoruz ve dolay1s1yla i§\:iler ileriye bakarak yani 
merkez bankasmm se\:ecegi enflasyon oramm, 7r, dii�iinerek, §imdiden nas1l bir 
iicret talebinden bulunacaklanm belirleyeceklerdir. Bu da §U anlama gelir: 

(3.9) 

i�\:inin (3.2)'de ifade edilen fayda fonksiyonuna i§verenlerin ve merkez banka­
smm (3.5) ve (3.8) en iyi tepki fonksiyonlanm koydugumuzda �unu elde ederiz: 

uw (w, l* , 7r* ) = Uw (w, l* (w, 7r* (w) ) ,  7r* (w)) 

= - [l* (w, 7r* (w)) - O'(w - 7r* (w)) J2 

= - [0(7r* (w) - w) - a(w - 7r* (w))J2 

= - ({} + a)2 (7r* (w) - w)2 . 

Bu ifadeyi maksimize eden deger w* = 7r* ( w) 'dir (birinci dereceden ko§uluna 
bakm). Bu degeri (3.8)'de yerine koyarsak, denge i.icret degerini buluruz: 
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• (} l* 11! = 'if +  - . JL 
(3. 1 0) 

Boylece 7r* ( w* ) = w* oldugundan dolay1, reel i.icret di.izeyi s1fir olur, yani 
(w* - 7r* ) = 0 (ti.im degi§kenlerin logaritmik ifade edildigini unutmaym). Opti­
mal emek di.izeyi ise (3.5)'den bulunur, yani l* ( · ) = 0 olur (bu deger logaritmik 
oldugunda emek di.izeyi I demektir). Buradan 91kan sonu9, merkez bankas1 be­
lirledigi enflasyon ve istihdam hedeflerine ancak l* ( · ) = 0 ise ula§abilir. 

3.9 Hareketlerin Gozlemlendigi <;ok-A�amah Oyunlar 

Dinamik oyunlar i9inde onemli bir oyun grubu da gozlemlenen hareketlerin oldugu 
9ok-a�amah oyunlardtr. Bu oyunlar gene! olarak oyuncularm onceki periyotlarda 
yap1lanlan bildikleri fakat bulunduklan periyotta e§ anh davrand1klan durumlan 
tammlar. Daha formel tamm1 ise a§ag1da verilmektedir. 

Tamm 3.5 Gijz/emlenen hareketlerin oldugu a�amah bir oyunda: (i) tum oyun­
cular k a�amasmda hareketlerini se<,,·erken (jnceki periyotlarda, 0, 1 ,  2 . . .  . ,  k - 1 ,  
serilen hareketleri bilirler ve (ii) tum oyuncular her k a�amasmda e� anh hareket 
ederler. Yani hi<,," bir oyuncu k a�amasmda diger oyuncularm neyi sertigini giizlem­
leyemez. 

Stackelberg oyunu iki a§amah bir oyundur. Birinci a§amada lider firma bir 
91kt1 di.izeyi se9er, ikinci a§amada ikinci firma (takip9i firma) liderin 91kt1 di.izeyini 
ogrenir ve kendisinin optimal 91kt1 dilzeyini se9er ve oyun biter. Miikemmel bil­
gili oyunlar, gozlemlenen hareketlerin oldugu 9ok-a§amah oyunlann ozel bir duru­
mudur. Her a§ama bir tek oyuncunun hareketini i9erir. Diger yandan, Bertrand ve 
Cournot oyunlan da tek a§amah oyunlar gibi dil§i.iniilebilir. 

<;ok-a§amah oyunlar sm1rs1z bir ufka sahip olabilirler bu yi.izden onlan aga9larla 
formel olarak gosteremeyiz. Fakat sm1rh-uzunlukta gozlemlenen hareketlerin 
oldugu 9ok-a§amah oyunlar s1mrh geni§leyen-bi9imli oyunlann ozel bir durumudur. 
�ekil 3 .41 iki defa tekrarh 2 x 2 biiyi.ikliigiinde (2 oyunculu 2 statejili bir oyun) e§ 
anh bir oyunu gosterir. Oyunun ilk oynam§mm sonunda, her oyuncu tarafindan 
yapilan se9imler ortak bilgiye doni.i§i.ir. 2'e 2' Ii aga9lann be§ kokil oyunun tar­
ihlerini verir. ilk kok henilz bir §eyin olmad1g1 tarihi gosterir. Ondan soma sol­
dan saga dort tarih soz konusudur, Ll, Lr, Rl ve Rr, yani ilk a§amamn dort olas1 
oynam§ma kar§ihk gelfll!' i lk a§ama sadece bir tek oyuna sahiptir. ikinci a§amada 
ise, dort olast oyun vardtr, her biri ilk a§amah oynam§m dort olast tarihine kar§thk 
gelir. 

Bu yap1y1 gosteren bir oyun agacmt kullanmak olduk9a zor olabilir. brnegin 5 
kere tekrarlanan Cinsiyetler Sava§t oyunu i9in ka9 tane terminal nokta gereklidir? 
Bunu di.i§i.iniln. 

�imdi bu tilr oyunlan tammlamak i9in daha cebirsel bir yontem izleyecegiz. 
Smtrh saytda oyuncunun, i E N, oldugu s1mrh a§amah bir oyun di.i§i.inelim. Her 
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�ekil 3.41 Gi:izlemlenen hareketlerin oldugu iki a�amah bir oyunun soyut gi:isterimi 

a§amadaki oyunlar e§ anh oynamr. Burada h0 = 0 ilk tarihi gosterir ve O.a§amada 
tiim oyuncular i E N A; (h0) kiimesinden hareketler sei;:erler. Her a§amanm 
sonunda oyuncular ilgili a§amanm hareket profilini sei;:er. Burada 0.a§amada sei;:ilen 
hareket profili, a0 = (a?, . . . . .  , a°tv ) 'dir. l .a§amada, oyuncular h 1 tarihini ogrenirler, 
h 1 = a0 . Geri;:ekte i oyuncusunun birinci a§amada sahip oldugu hareketler, daha 
once ne oldugu ile ili§kilidir, boylece A; (h1 ) ,  tarih h1 iken olast ikinci-a§ama 
hareketlerini gosterir. Boyle siirekli devam edilirse, hk+ 1 tarihi k a§ama sonun­
daki tarihi yani daha onceki periyotlardaki hareketler dizisini verir: 

Diger yandan A; ( hk+ 1 ) bize i oyuncusunun, tarih1hk+ 1 iken k+ 1 a§amasmdaki 
olast hareketlerini gosterir. Oyunda K + 1 say1da &§ama vardtr. Eger K = oo 
ise oyunda sonsuz saytda a§ama oldugu anlamma gelir. Bu durumda oyun sonsuz 
tarihe sahiptir, dolay1s1yla h00 §eklinde ifade edilir. Her hK + 1 , tamm geregi oyunun 
ba§mdan itibaren tiim hareketler dizisini tammlad1gmdan, tiim terminal tarihlerin 
kiimesi, HK+ 1 , oyunun tiim olast sonui;:lar kiimesi ile aymdtr. 

Bu yap1 ii;:inde, i oyuncusunun piir stratejisi, basiti;:e her olast hk tarihi ii;:in 
her k a§amasmda oyunun nastl oynanacagmm plamm verir. Eger Hk, bize k­
a§amasmdaki tarihlerin kiimesini veriyorsa ve bu a§amadaki hareketler kiimesi 

ise, i oyuncusunun piir stratej isi, { s� } :=o gibi bir fonksiyonlar dizisidir, burada 
her s� , Hk tarihinden i oyuncusunun olast hareketlerine bir ili§ki tammlar, yani 
Ai(Hk) (ba§ka bir deyi§le her hk ii;:in s�(hk) E Ai (hk) durumunu saglar). Bu tiir 
strateji profili ile tiiretilen hareketler dizisi :  0 .a§amadaki hareketler a0 = s0 (h0) ,  
birinci a§amadaki hareketler a 1 s1 ( a0) ,  ikinci a§amadaki hareketler 
a2 = s2 (a0 ,  a1 ) ve boyle devam eder. Buna strateji profili patikas1 denir. Terminal 
tarihler oyunun tiim a§amalanm gosterdiklerinden, her i oyuncunun faydasm1 bir 
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fonksiyon olarak ifade edebiliriz, 

<;ogu uygulamalarda fayda degerleri a§ama a§ama toplamr, yani her oyuncunun 
tum faydas1 tek-a§amah faydalanmn, ui (ak ) , k 0, . . . .  , K, bir �e§it 
ag1rhklandmlm1§ ortalamas1d1r. 

Her strateji profiline HK+ 1 sonucunu atfettigimizde ve her sonucu da fayda
vektortine atad1g1m1zda, her strateji profilinin faydasm1 hesaplayabiliriz. 
Bu baglamda ptir-strateji Nash dengesi basit�e hi� bir oyuncunun refahm1 daha 
iyi hale getirecek bir stratej iye sahip olmad1g1 durumdur. Bu da ttim s� stratejileri 
i�in ui (si , s_i ) 2: ui (·'< · s_i ) demektir.

Bu ttir oyunlardaki ard1salhg1 gormek i�in her a§amasmda e§ anh oynanan iki 
a§amah bir oyunun nas1I oynand1gma bakahm. Yani bu oyunda ilk ll§amada oyun­
cular e§ anh hareket ederler, dolay1s1yla mtikemmel olmayan bilgi soz konusudur. 
Fakat bu a§amada �1kan sonucu gordtikten sonra ikinci a§amaya ge�erler ve orada 
da bir kez daha e§ anh hareket ederler. Bu oyunu daha a�1k bir §ekilde ifade eder­
sek: 

i. I .  ve 2. oyuncu e§ anh olarak a1 E A1 ve a2 E A2 hareketlerini se�erler.
ii . 3. ve 4. oyuncu ilk a§amadaki (a 1 ,  a2) sonucunu gozlemler ve sonra yine e§ 

anh a:i ve a1 hareketlerini se�erler. 
i i i . Oyuncularm fayda fonksiyonlan ise §6yledir: ui (a1 , a2 , a3 , a4 ) , i = 1 ,  2 ,  3, 4 .
Bu oyunun a§ama say1s1 ve oyuncu say1s1 artmlabilir. bmegin oyuncu saylSl, 

3. ve 4.oyunculann, ikinci a§amadaki 1 .  ve 2. oyuncular oldugu dti§tintilerek
azalt1labilir. 

Bu ttir oyunlarm denge �oztimlerini bulmak i�in geriye dogru �1karsama algo­
ritmasm1 kullanabiliriz. Oyunun sonundan ba§layarak, yani 2.a§amadan ba§layarak 
3. ve 4.oyuncunun I .  a§amadaki sonucu veri alarak nas1I �ozdtiklerine bakanz.
Oyunu basitle§tirmek i�in, birinci a§amada se�ilen her olas1 (a1 , a2) �oztimti i�in 
ikinci a§amada tek bir Nash dengesi oldugunu varsay1yoruz, bu da 
( aj (  a1 , a2 ) , a4 ( a1 , a2) )  i le gosterilir. 

Optimal (a3 (a1 , a2 ) , a4 (a1 , a2) )  hareketleri bulmak i�in ui ( · ) fayda fonksiy­
onunun birinci dereceden ko§ullanndan faydalanmz: 

-* 
I .  ve 2. oyuncular, 2. a§amadaki oyunculann yani 3. ve 4.oyuncunun tepki fonksiy-
onlarm1, ( a3 (  a 1 ,  a2 ) , a4 (a 1 ,  a2 )) , e§ anh hareket ettikleri l .a§amada dikkate ahrlar. 
I .  ve 2. oyuncu arasmdaki e§ anh oynanan oyun §6yle tan1mlanlf: 

i. I .  ve 2.oyuncular aym anda a1 E A1 ve a2 E A2 hareketlerini se�erler
ii . Fayda fonksiyonlan ise ui (a 1 ,  a2 ,  aj (a1 , a2 ) , a4 (a1 , a2) ) . i = 1 ,  2, §eklindedir.
Bu durumda ortaya �1kan Nash dengesinin ( ai , a2) oldugunu varsayahm. 

Boylece ui (ai , a2 , a3 (a 1 ,  a2) , a4 (a1 , a2 ) )  bu iki ll§amah oyunun altoyun mtikemmel 
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Nash dengesidir. 
Burada §Unu da ifade etmeden ge<;:meyelim: optimal ai ve a::; degerleri a§ag1daki 

denklemleri <;:ozen degerlerdir. 

du1 Du1 au1 8a:i Du1 ua4 
- = - + - - + - - = 0 
da1 Da1 8a:i 8a1 8a.1 Dai · 

du2 Du2 OU2 aa:i OU2 Oa4 
- = - + - - + - - = 0. 
da2 8a2 8a:i 8a2 oa4 Da2 

Bu her iki denklemde ifade edilen 2. ve 3.terimler ikinci a§amadaki 3. ve 4. 
oyuncularm I .  ve 2.oyunculann hareketleri i.izerindeki dolayh etkilerinin dikkate 
ahnd1g1m gosterirken, her iki denklemdeki l .terimler ise her iki oyuncunun kendi 
hareketlerinin direkt etkileridir. 

Diger yandan oyun 2.a§amaya geldiginde eger 3. ve 4.oyuncu tarafindan Nash 
dengesi olmayan bir tak1m tehditler yap1hrsa, bu a§amaya geldikten sonra bu 
tehditler ge<;:erliligini yitirir. Yani tehditleri ger<;:ekle�tirmek rasyonel olmayacakt1r. 

3.9.1 Banka Hiicumu 

iki mudinin her biri bir bankaya M kadar mevduat yatmr. Bankanm da bu paray1 
uzun donemli bir yatmm projesine yat1rd1g1m dti§ilnelim. Eger mudi, proje 
bitmeden once parasm1 <;:ekmek zorunda kahrsa, 2x kadanm geri alabilir, burada 
A1 > x > AI /2. Fakat eger yatmmm zamanmda bitmesine milsaade ederse, 
toplamda 2X kadar alacakt1r, burada X > A1. 

Mudilerin paralanm <;:ekmeleri i<;:in iki tarihin oJdugunu varsay1yoruz: l .tarih, 
bankanm yapt1g1 yatmmmm vadesinin dolmad1g1 tarih, 2.tarih ise bu vadeden son­
raki tarihtir. Eger her iki mudi paralanm l .tarihte <;:€kerlerse, her biri x kadar ahr 
ve oyun biter. Eger sadece bir mudi l .tarihte parasm1 <;:ekerse tilm Ji,f mevduatm1 
alabilir ve diger mudi ise 2x - AI kadar alabilir ve oyun biter. Son olarak, eger 
hi<;: bir mudi l .tarihte paras1m <;:ekmezse, projenin vadesinde bitmesine imkan ver­
ildigi iryin mudiler paralanm 2.tarihte <;:ekebilirler. Eger her iki mudi de 2.tarihte 
paralar1m ryekerse her biri X alacaktIT ve oyun bitecektir. Eger sadece bir mudi 
2.tarihte parasm1 ryekerse 2X - M ahr, diger mudi ise M ahr ve oyun biter. Son 
olarak, eger hi<;: bir mudi 2.tarihte parasm1 <;:ekmezse banka her mudiye X kadar 
Odemede bulunur. Bu a§amah oyun Tabla 3.8'de gosterilmektedir. 

rek rekme rek rekme 
rek x, x M, 2x - M rek X, X 2X - M, M 

rekme 2x - M, M diger a�ama rekme M, 2X - M x, x 
l .tarih 2.tarih 

Tablo 3.8 

Bu oyunu analiz etmek iryin, geriye dogru 91karsama metodunu kullanabili­
nz. Bu yilzden 2.tarihteki stratejik-bi<;:imli oyuna bakahm. Basitrye X > M (ve 
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dolay1s1yla 2X - f1.l > X) oldugundan dolay1 paray1 crekmek crekmemeye kesin 
baskm oldugundan dolay1, oyunda tek bir Nash dengesi vardir: her iki mudi de 
paralanm creker ve elde ettikleri getiri (X, X ) 'd1r. iskonto olmad1gmdan dolay1 
basitcre bu getiriyi l .tarihdeki tabloda yerine koyabiliriz. Buradaki diger a�ama 
yerine Tablo 3.9'da oldugu gibi (X. X )  diye yazanz. 

r;ek r;ekme 
r;ek x, :r !II. 2x - !II 

r;ekme 2x - M, M  X, X 

Tablo 3.9 

.1: < M (dolay1s1yla 2:r - M < x) oldugundan dolay1, bu yeni oyunun iki 
lane piir altoyun miikemmel Nash dengesi vard1r. Bunlardan biri, her iki mudinin 
paras1m crektigi dengedir, bu durumda fayda diizeyi (:1; , x) 'd1r. ikinci denge ise, her 
iki mudinin de bekleyip 2.tarihte paralanm crektigi dengedir, (X, X )  (yani 1 .tarihte 
paralanm crekmeyip, 2.tarihte crektikleri denge) .  

Bu dengelerin birincisi banka hiicumu olarak nitelendirilir. Eger mudilerden 
biri digerinin l .tarihte paras1m crekecegini dii�iiniirse, bu mudinin de en iyi tep­
kisi parasm1 crekmektir. Fakat bekleyip 2.tarihte paralanm crekerlerse daha yiiksek 
fayda elde edeceklerdir. Bu durum Mahkumlar <;1kmaz1 probleminden bir acr1dan 
farkhdir. Her iki oyun da sosyal acr1dan daha dii�iik bir dengenin olu�masma ragmen 
Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda bu denge tektir. Halbuki bu oyunda daha etkin olan 
ikinci bir denge de soz konusudur. Yani bu model banka hiicumlanmn ne zaman 
gen;:ekle�ecegini tahmin edemez, sadece dengelerden birinin bu oldugunu soyler. 

3.9.2 Kii�illen Bir Piyasadan <;1k1� 

Burada gosterilen model Osborne (2003)'den adapte edilmi�tir. Modelde belirli bir 
piyasada iki firma oldugu varsay1lmaktad1r. Bunlardan biri biiyiik bir iiretim kap­
asitesine sahipken, digerinin kapasitesi kiitriiktiir. Firmalann mallarma olan talep 
her gecren giin dii�mektedir. Soru firmalann ne zaman piyasay1 terk edecekleri ve 
hangi firmanm ilkin bu piyasadan cr1kacag1d1r. �imdi bu duruma bakahm. 

Zamam kesikli bir degi�ken gibi dii�iinelim. Piyasada t periyodunda fiyat Pt ( Q) 
ile gosterilmektedir. Fiyatm zamanla dii�liigiinii varsay1yoruz, yani her Q degeri 
icrin ve t ?: 1 icrin, Pt+1 (Q) < p1 (Q) durumu soz konusudur. Biz burada fir­
malann piyasada kald1k!jp miiddetcre ne kadar iireuiklerinden ziyade onlann 91k1� 
kararlan ile ilgiliyiz. Bu yiizden i firmasmm tek karan sabit bir 91kt1 diizeyini, k; , 
iiretmek veya iiretmemektir, (k; , i firmasmm kapasitesi olarak dii�iiniilebilir). Bir 
firma iiretimi durdurdugunda, tekrardan iiretime ge9emez. 2.firmamn kapasitesinin 
l .firmadan daha kii9iik oldugunu, kz < k1 , ve her firmanm q iiretim diizeyini 
iiretmekten dolay1 katland1klan maliyetin ise cq oldugunu varsayahm. 

Bu oyun zaman iizerinden ilerlerken her iki firma her periyotta e� anh piyasada 
kahp kalmama karan vermek zorundad1r. Firmalann hareketleri piyasada kal ve 
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piyasadan �1k §eklindedir. 
Oyuncu fonksiyonunu §6yle tammlayabiliriz: Hi� bir firmanm piyasay1 terk 

etmedigi h tarihinden sonra T( h) = { 1 ,  2 } ;  sadece 2.firmanm terk ettigi h tarihin­
den sonra T(h) = l; veya sadece l .firmamn terk ettigi h tarihinden sonra T(h) = 2 
§eklindedir. 

Her firmanm tercihi, her terminal tarihi elde ettigi getiri ile ili§kilendiren bir kar 
fonksiyonudur. Herhangi bir i (  = 1 ,  2) firmasmm t periyodundaki kan eger diger 
firma piyasadan �1karsa, (Pt (ki ) - c)ki olurken, diger firmanm kalmas1 durumunda 
kan (Pt (k1 + k2) - c)ki olur. 

Eger Pt (ki ) < c durumu soz konusu ise, herhangi bir periyotta, i firmas1 zarar 
eder, kalan tek firma olsa bile zarar eder �iinkii piyasa fiyat1 birim maliyetten daha 
azdlf. Eger piyasadaki tek firma i firmas1 ise karh oldugu son periyodu t; ile 
gosterelim. Yani ti periyodu Pt (ki ) ::'.": c durumunu saglayan en biiyiik t degeridir 
(yani karh kald1g1 en uzun siire). Ve k1 > k2 oldugundan dolay1 t1 S:: t2 'dir. Bunun 
anlam1 ise, biiyiik firmamn piyasada yalmz kald1g1 durumda kar etmedigi periyot 
kii�iik finnanm yalmz kald1g1 durumda kar etmedigi periyottan daha uzun degildir. 

Oyun sonsuz zaman ufkuna sahip bir oyundur. Fakat t; periyodundan sonra 
piyasada kalan tek bir firma olsa da i firmasmm kan negatiftir. Dolay1s1yla eger 
i firmas1 t periyodundan sonra herhangi bir periyotta piyasada ise, her altoyun 
miikemmel dengede bu periyotta �1kmay1 se�er. Ozellikle her iki firma da t2 periyo­
dundan sonraki her periyotta piyasadan �1kmay1 tercih eder. Firmalann daha onceki 
periyotlardaki altoyun miikemmel dengelerini bulmak i�in t2 periyodundan itibaren 
geriye dogru �1karsama metodunu kullanabiliriz. 

Eger l .firma (daha biiyiik olan) t 1 periyodundan ,1;onraki herhangi bir periyotta 
piyasada kahrsa, bu firma, 2.firma piyasada bulunsun ya da bulunmasm, piyasadan 
�1kmahdtr. Sonu� olarak eger 2.firma t 1 + 1 ile t2 aras1 bir periyotta hala piyasada 
iiretim yap1yorsa, bu durumda piyasada kalmahdtr. I .firma boyle bir periyotta 
piyasadan �1kmahdlf ve onun yoklugunda 2.firmanm kan pozitiftir. 

�imdiye kadar §U sonucu elde ettik: Her altoyun miikemmel dengede 
I .finnanm stratejisi t i + 1 periyodundan itibaren her periyotta piyasay1 terk etmek­
tir ve 2.firmanm stratejisi ise t2 + 1 periyodundan itibaren her periyotta piyasadan 
�1kmakttr. 

�imdi t 1 periyodunu dii§iinelim, yani 2.firmanm olmad1g1 l .firmamn kanmn 
pozitif oldugu son periyodu dii§iinelim. Eger 2.firma piyasadan �1karsa, bu periy­
ottan itibaren kan s1fird1r. Eger piya'iada kahrsa ve l .firma �1karsa bu durumda 
t1 periyodundan, aynld1g1 t2 periyoduna kadar ge�en siirede kar eder. Eger her 
iki firma da kahrsa, 2.firma t 1 periyodunda bir kay1pla kar§Ila§lf fakat t2 periyo­
duna kadarki periyotlarda kar elde edebilir �iinkii her altoyun miikemmel dengede 
I .firm t 1  + 1 periyodunda piyasadan �1kar. Yani eger 2.firmanm t1 periyodunda 
bir donemlik kayb1, I .finnamn bu periyotta piyasada faaliyet gosterdigi periyotta, 
t1 + 1 periyodundan itibaren tiim karlanndan daha azsa, l .firmanm t 1 periyo­
dunda bulunup bulunmamasmdan bag1ms1z olarak, 2.firma her altoyun miikemmel 
dengede piyasada kahr. t 1 + 1  periyodunda, 1 .firma piyasada yokken, fiyat nispeten 
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yiiksektir, bu yiizden 2.firmanm bir periyotluk kaybmm sonraki periyotlarda elde 
ettigi kardan daha az oldugu varsay1m1 geni� bir parametreler ailesi i9in ge9erlidir. 
Bu yiizden bundan sonra bu varsay1mm ge9erli olacagm1 dii§iinebiliriz. 

Ozetle her altoyun mtikemmel dengede 2.firma t1 periyodunda piyasada kahr, 
boylece I .finna optimal karar verip piyasadan 91kar (sonraki periyotta piyasadan 
91kmahd1r, eger t 1 periyodunda piyasada kahrsa zarar eder 9Unkti 2.firma hala 
piyasadad1r) 

�imdi geriye dogru dii§iinmeye devam edelim. Eger 2.firma t 1 - 1 periyodunda 
piyasada kahrsa t1 'den t2 periyoduna kadarki periyotta kar eder. ytinkti I .firma 
t 1 'deki her altoyun mtikemmel dengede piyasadan 91kar. Bu t1 - 1 periyodunda 
bir kayba neden olabilir (eger I .finna bu periyotta piyasada kahrsa), fakat bu kay1p 
I .firmamn piyasada oldugu t 1 periyodundaki kaytptan daha azd1r. Yani l .finnamn 
t 1 - 1 periyodundaki hareketinden bag1ms1z olarak, 2.firmamn en iyi hareketi bu 
periyotta piyasada kalmakt1r. Eger f2 < t 1 - 1 ise I .finna t 1 - 1 periyodunda 2.fir­
mamn da oldugu bu periyotta zarar eder ve bu yiizden piyasadan 91kmas1 gerekir. 

Aym mant1kla firmalann karh bir �ekilde bir arada bulunamayacaklan ilk periyot 
i9in de dti�Untilebilir. Boyle bir durumdaki her periyotta, her altoyun mtikemmel 
dengede I .firrna eger 9oktan 91kmam1�sa piyasadan 91kar. Her firmamn karh bir 
�ekilde piyasada birlikte oldugu son periyodu tu ile gosterirsek, bu durumda tu. 
Pt (k1 + k2 ) 2: c ko§ulunu saglayan en btiytik t degeridir. 

Eger 2.firrnamn t 1 periyodundaki kayb1, ki bu periyotta her iki firma da aktif 
durumda, t 1  periyodundan yalmz tek kald1g1 t2 periyoduna kadar ki stirede elde 
ettigi kardan daha azsa bu oyunun tek bir altoyun mtikemmel dengesi vard1r. Bu 
dengede btiytik firrna to + 1 periyodunda piyasadan 91kar (yani her iki firmanm 
da birlikte kar edemedigi ilk periyot) ve 2.firrna (kti9Uk olan) t2 periyoduna kadar 
piyasada kalmaya devam eder. 

3.9.3 Giimriik Politikas1 

iki ayn Ulkenin gtimrtik politikalanm ve aralanndaki uluslararas1 rekabeti oyun 
teorik olarak modelleyelim. Olkeleri i ve j indisleri i le tammlayahm. Her Ulke 
(i ve j) gtimrtik tarifesini belirleyen bir htiktimete, hem ulusal ekonomiye hem de 
d1� piyasaya Uretim yapan bir firmaya ve aym zamanda hem yerli finnadan hem de 
yabanc1 firrnadan mal alan ttiketicilere sahiptir. Eger i Ulkesindeki piyasada toplam 
mal miktan Qi ise, piyasa fiyat1 Pi (Qi) = o - Qi 'dir. Burada i Ulkesindeki firma 
(bundan sonra i firrnas1 diye nitelendirilecektir) yerli ttiketim i9in d; ve ihracat i9in 
Ci kadar Uretimde bulunu�yani Qi = di + Cj . Firmalar sabit marjinal maliyetin, 
c,oldugu fakat sabit maliyetlerin olmad1g1 bir Uretim yap1sma sahipler. Dolay1s1yla 
i firrnasmm toplam maliyeti Ci (di , ei ) = c(d; + ei ) §eklindedir. Firrnalar aym 
zamanda ihracat yapt1klanndan gtimrtik vergisi maliyetleri ile kar§ilawlar. Eger i 
firrnas1 j Ulkesine Ci kadar ihracat yaparsa j Ulkesinin uygulad1g1 tj gtimrtik tar­
i fesinden dolay1, t1ei kadar gtimrtik vergisini j htiktimetine odemek zorundad1r. 

Oyunda olaylann ak1�1 �oyle geli§ir. ilk olarak, htiktimetler aym anda gtimrtik 
tarifelerini, f; ve t1 , se9erler. ikinci olarak, firrnalar gtimrtik tarifelerini gozlemlerler 
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ve aym anda hem yerli hem de ihracat i�in i.iretimlerini belirlerler, yani s1ras1yla 
(di , ei) ve (d1 , c1 ) degerlerini belirlerler. O�i.inci.i olarak, fayda di.izeyleri, i fir­
masmm kiin, 1ri , ve i i.ilkesinin toplam refah1, ui, a�ag1daki gibi belirlenir: 

1ri ( t; , tj ,  d; , Ci ,  dj ,  e1 ) = [a - (d; + c1 )] d; + [o: - (ci + d1 ) ] e; - c(di + e; ) - t1e; , 
(3. 1 1 )  

ve 

(3 . 1 2) 

Yukandaki (3. 1 2) denklemi i i.ilkesinin toplam refah1m verir. Bu da i.i9 unsur­
dan olu�ur: ti.iketici art1g1 (ters talep fonksiyonu p; (Qi) = o: - Qi verildiginde 
eger piyasada sat1lan miktar Q; ise toplam ti.iketici art1g1, ( 1 /2)Qr 'e e�ittir), i fir­
masmm kan ve i hi.iki.imetinin diger i.ilkenin j firmasmdan ald1g1 gi.imri.ik gelirinin 
toplammdan olu�ur. 

�imdi hi.iki.imetlerin ti ve t1 gi.imri.ik tarifelerini se9mi� olduklanm varsayahm. 
Eger (di , ei , dj , ej )  di.izeyi, iki firma arasmda her iki piyasadaki Nash dengesi ise, 
her iki firma i9in (di ,  e; ) degerleri a�ag1daki problemi 96zen degerler olmahd1r: 

Burada 1ri (ti ,  t1 , di , e; , dj , ej )  kar di.izeyi, i firmasmm hem i piyasasmdaki kan 
(sadece d; ve cj degerlerinin bir fonksiyonudur) ve hem de j piyasasmdaki kandlf 
(bu da sadece e; ,  dj ve t1 degerlerinin bir fonksiyonudur). Aslmda i firmasmm 
iki-piyasah optimizasyon problemi basit9e her biri b(r piyasa i�in basit bir 9ift op­
timizasyon problemidir, yani di a�ag1daki problemi 9ozen degerdir, 

max d; [a - (d; + cj )  - c] , h; �O 

ve e; de a�ag1daki problemi 96zen degerdir, 

max e ·  [o - (e · + d* ) - c] - t · e ·  i i J J i ·  Ci ,2:0 

Buna gore optimal yerli ti.iketim miktan, dj , �udur: 

• 1 
( 

• 

) d1 = 2 a - e1 - c . 

Optimal ihracat miktan, ei , ise �udur: 

• 1 ( • 
) e · = - a - d - - c - t · i 2 J J . 

(3. I 3) 

(3. 1 4) 

Boylece (3. 1 3) ve (3. 1 4) fonksiyonlan her iki firma i9in de ge9erli olan en iyi 
tepki fonksiyonlandlf. Yani dort bilinmeyeni olan, ( dj , ej , dj , ej ) , dort denkleme 
sahibiz. Fakat bu denklemleri iki bilinmeyenli iki denkleme indirgeyebiliriz: 
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d
•
. = a - c + t; • a - c - 2tj 

ve c ·  = ----' 3 l 3 
(3 . 1 5)  

Dikkat edilirse, i piyasasmda, i finnasmm marjinal maliyeti c iken, j finnasmm 
maliyeti c + t; kadardtr. Bu durumda j firmasmm maliyeti daha yi.iksek oldugu i\:in 
bu piyasa i\:in daha az i.iretir. Fakat eger j finnas1 daha az i.iretecekse, bu denge 
fiyatmm daha yi.iksek olacag1 anlamma gelir, boylece i finnas1 daha fazla i.iretmeyi 
isteyecektir. Dolay1s1yla dengede, (3 . I 5)'de gori.ildi.igi.i gibi, di degeri ti ile artan 
bir ili�kiye sahipken, ej degeri ti i le azalan bir ili�kiye sahiptir. 

iki firma arasmdaki ikinci-a�ama oyunun \:Ozi.imi.inden sonra, �imdi geriye dogru 
gelerek birinci a�amada iki hi.iki.imet arasmda e� anh oynanan oyunda gi.imri.ik tarife 
oranlannm nas1l bulunacagma bakahm. Hi.iki.imetler ti ve tj tarife oranlanm e� anh 
belirliyorlar. Hi.iki.imetlerin fayda fonksiyonlan ui (ti , tj , di , ei , dj , ej ) �eklindedir, 
burada di ve ei degerleri (3 . I 5)'de de gori.ildi.igi.i gibi t; ve t1 'nin bir fonksiyonudur. 
�imdi hi.iki.imetler arasmda oynanan bu oyunun Nash dengesini bulahm. 

Eger (ti , tj ) hi.iki.imetler aras1 oyunun Nash dengesi ise, her i i\:in, ti a�ag1daki 
problemi \:Ozen degerdir: 

burada 

(2(o: - c) - t;))2 (ct - c + t;))2 (o: - c - 2tj )2 ti (o: - c - 2ti ))2 
u; ( · ) = 18  + 9 + 9 + 9 
(ikinci a�amada bulunan degerler ((3. I 2)'de yerine kondu). 

Boylece her i firmas1 i\:in, tj degerinden bag1ms1z olarak, denge ti di.izeyi 
�udur: 

t* =
a - c 

t 3 . 

Ba�ka bir deyi�le bu modelde her hi.iki.imet i\:in baskm stratej i , gi.imri.ik oramm 
(a - c)/3 di.izeyinde se\:mektir. 

Eger ti = tj = (ct - c)/3 degerlerini (3. I 5)'de yerine koyarsak, 

d = 4(0'. - c) ve e* = O'. - c . l 9 z 9 
ikinci a�amadaki firma i.iretim di.izeylerini de elde ederiz. Yani gi.imri.ik tarifesi 
oyununun altoyun mi.ikemmel dengesi �oyledir: 

� 
ti = tj = (O'. - c)/3, di = dj = 4(0'. - c)/9, ei = ej = (a - c)/9. 
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3.10 Geriye Dogru «;1karsama ve Altoyun Miikemmel Denge 
Kavramlarma Getirilen Ele!jtiriler 

Bazt oyunlarda geriye dogru 9tkarsama algoritmasmm buldugu dengeler sezgisel 
olarak 9ok gi.i9li.i olmayabilir. Bu oyunlardan biri Kirkayak oyunudur. �eklinden 
dolay1 Kirkayak oyunu denen bu oyuna bakahm (�ekil 3 .42). Oyunda oyuncular 
strayla hareket etmektedirler. Her hareket s1rast gelen oyuncu ya oyunu durdu­
racak (S) veya oyuna devam edecektir (C). Oyunun herhangi bir hareket anmda, 
eger diger oyuncu (2.oyuncu) bundan sonraki a�amada oyunu durduracaksa, oyun­
cumuzun ( l .oyuncu) oyuna devam etmektense durdunnast daha iyidir. Fakat eger 
diger oyuncu oyunu durdunnak yerine devam ederse oyuncumuz daha iyi bir du­
ruma gelecektir. Bu durum T periyotluk oyunun her a�amasmda ge9erli olan bir 
manttgt gostennektedir. 

1 c 2 c 1 c 2 c 1 c 2 c 
�- f SI 

- . 

r-1 
--- 8,6 

s l s 

2,0 1 ,3 4,2 3,5 6,4 5,7 

�ekil 3.42 Kirkayak oyunu 

Bu oyun smirh ve mi.ikemmel bilgili bir oyun oldugundan dengeyi geriye dogru 
9tkarsama metodu ile bulabiliriz. Yukanda ifade ettigimiz gibi her hareket sonras1, 

I 
bunu takip eden oyuncunun oyunu durdunnast devarrt ettirmesinden daha iyidir. 
Oyuncunun bu hareketi veri ahndtgmda, ondan once hareket eden oyuncu oyuna 
devam etmektense oyunu durdunnay1 tercih eder. Bu �ekilde geriye dogru 
ilerledik9e, oyunun tek bir dengesi oldugu gori.ili.ir. Bu da her oyuncunun strate­
jisinin kendisine sira geldiginde oyunu durdunnastdtr. Yani sonu9 l .oyuncunun 
oyunu hemen durdunnastdir. 

1 .  oyuncunun oyunu hemen durdunnasmdaki mant1k anla�tlabilir. Fakat bu 
davram� bi9imi, ozellikle T periyodu 9ok uzunsa, sezgisel olarak 9ok manttkh 
gozi.ikmemektedir. I .  oyuncunun oyunu durdurmasmdaki temel manttk, eger oyunu 
devam ettirmesi durumunda 2. oyuncunun 2. periyotta oyunu durduracagma inan­
masmdan kaynaklanmaktadtr. Dahast 2. oyuncunun 2.periyotta oyunu durdurma 
karan, oyuna devam etmesi durumunda I .  oyuncunun 3.periyotta oyunu durdu­
racagma inanmasmdan kaynaklamr. Oyunu durduran her karar benzer di.i�i.incelere 
dayamr. I 00 periyotluk bir oyunun 2 1 .  periyodunda karar veren bir oyuncu di.i�i.i­
nelim. Tabi 2 1 .  a�amaya ilk 20 periyottan sonra geldiler. Acaba 2 1 .  periyotta karar 
verilirken ilk 20 karar dikkate almacak mtdtr yani bunlann kar�t tarafm hatastyla 
devam ettigini di.i�i.ini.ip oyunu durduracak mt yoksa gelecek periyotta diger oyun­
cuya daha fazla gi.ivenip oyunu durdunnayacagmt mt di.i�i.inecek? Bu sorulann ko­
lay cevaplan yoktur. Bu ti.ir sorular yaptlan deneysel 9ah�malarla gozlemlenmeye 
9ah�tlmt�tir. Arna bu ti.ir deneylerde gozlenen �ey, geriye dogru 91karsama yakla-

1 88 



�1mmm iddia ettigi gibi oyunun hemen durmad1g1 �eklinde yani 5- 1 0  periyot oy­
nand1gm1 gostermektedir. 

Geriye dogru �1karsama bize sadece bir algoritma sunar. insanlann denge­
den sapmalan durumunda olu�acak duruma kar�1 ilgisiz olduklanm veya bunu 
dii�iinebilecek bir kapasiteye sahip olmad1klanm varsaymaktad!f. Bu yakla�1m 
insanlan oynad1klan oyunlarda dar bir algoritmaya hapseder. Dolay1s1yla insan­
lann daha biiyiik bir pencereden bakabileceklerini ihmal eder. 

Altoyun miikemmellik kavram1 geriye dogru �1karsamamn bir uzant1s1 oldu­
gundan, geriye dogru �1karsamaya yoneltilen ele�tirilerle benzer ele�tirilere muhat­
aptlf. Dahas1 altoyun miikemmellik dengesi, tiim oyunculann bir altoyunda oy­
nad1klan konusunda anla�malanm ima eder, fakat bu altoyunda oynamay1 geriye 
dogru �1karsama argiimanlan tahmin edemezse bile bu iddia siirdiiriiliir. Bu prob­
lemi one �1karan oyun teorisyenleri vardlf. Bu yiizden oyuncularm denge d1�1 
patikadaki bir altoyunda hangi Nash dengesinin oynanacag1 konusunda daha zay1f 
denge kavramlan onerirler, yani bu durumda oyunculann oynanacak Nash den­
geleri hakkmda anla�mazhk i�inde olmalanna imkan verirler. 

Bu durumu gormek i�in �ekil 3 .43'de verilen ii9 oyunculu bir oyuna bakahm. 
Birinci a�amada, l .oyuncu L hareketini oynar ve oyun biter, (6,0,6) getirileri elde 
edilir; veya R hareketini oynar, bu da oyun s1rasmm 2.oyuncuya ge9mesine ne­
den olur. 2.oyuncu da burada ya R hareketini oynar, oyun biter elde ettikleri ge­
tiriler (8,6,8) olur; ya da L hareketini oynar bu durumda ise I .  ve 3.oyuncular 
(2.oyuncu degil) e� anh hareketli olan koordinasyon oyununu oynarlar, ki burada 
her bir oyuncu F veya G hareketini se9er. Eger farkh hareketler se9erlerse, her biri 
7, ikinci oyuncu ise I 0 ahr; eger aym hareketleri se9erlerse ii� oyunucu da 0 ahr. 

L R 

2 __ R __ (8,6,8) 
(6,0,6) 

F G 

L 
3 

F G 

1 - - - - - - - - - - -

F 

(0,0,0) (7,1 0,7) (7, 10,7) 

!)ekil 3.43 ..._ 

G 

(0,0,0) 

U9iincii a�amada I .  ve 3. oyuncular arasmda oynanan koordinasyon oyununda 
ii9 Nash dengesi vardlf: ikisi piir strateji dengesi (her ikisinde de getiriler (7, 10, 7) 
olur) ve karma strateji, (bu durumda ise getiriler (7 /2, 5, 7 /2) olur). Eger 1 .  ve 
3.oyuncunun koordineli hareket etmeleri sonucu denge olu�mu�sa, 2. oyuncu L'yi 
oynar ve boylece I .  oyuncu R hareketini oynar, bekledigi fayda 7 olur. Eger ii9iincii 

1 89 



a�amada etkin olmayan karma strateji dengesi olursa, 2. oyuncu R'yi oynar ve 
tekrardan I .  oyuncu da R'yi oynar, bu sefer bekledigi getiri 8 olur. Dolay1s1yla Him 
altoyun mi.ikemmel dengelerde, I .oyuncu R'yi oynar. 

Fakat yine de I .oyuncunun L hareketini oynamas1 makul olabilir. Eger kendisi 
i.ir;i.inci.i a�amada 3.oyuncu ile bir koordinasyonunun olacag1m olas1 gormi.iyorsa, 
L hareketini oynamas1 mi.imki.indi.ir. <;:i.inki.i koordinasyon oyunu sonucunda bek­
ledigi getiri 7/2'dir, bu da L oynamas1 durumunda elde edecegi getiriden, G, daha 
di.i�i.ikti.ir. Fakat l .oyuncu, 2.oyuncunun i.ir;i.inci.i a�amada etkin bir denge i.izerinde 
koordine olunabilecegini di.i�i.inmesinden de r;ekinmektedir. 

K1saca soylemek istedigimiz �ey, altoyun mi.ikemmellik kavram1 sadece oyun­
culann ti.im altoyunlarda Nash dengesini oynad1g1m varsaymaz. Aym zamanda ti.im 
oyunculann aym dengeyi beklediklerini varsayar. Bunun makul olup olmamas1 ise 
her�eyden once bir dengenin olu�ma sebebi hakkmdaki di.i�i.inceye baghd1r. 

Diger yandan inceledigimiz bazi durumlar bir altoyun mi.ikemmel dengenin 
duragan durum oldugu yorumuna uymamaktadir. Baz1 durumlarda alternatif bir 
yorum daha ar;1klay1c1 olabilir: Her oyuncu optimal stratejisini diger oyunculann 
tercihlerini biliyorken, en iyi hareketlerinden ti.iretir. Gerr;ekte bu yorum da prob­
lemlidir. Simdi bu yorumda ortaya r;1kan problemi tart1�ahm. 

Sek.ii 3 .44'de verilen oyuna bir bakahm. Bu oyunda l .oyuncu, 2.oyuncudan 
hem daha once hem de daha soma hareket etmektedir. Oyunda l .oyuncunun (B, 
F) ve 2.oyuncunun C hareketini oynad1g1 bir tek altoyun mi.ikemmel denge vard1r. 
2.oyuncunun oyunu nasil analiz ettigine bir bakahm. Eger oyunun ba�lang1cmda 
l .oyuncunun tek bir rasyonel hareketinin B oldugunu di.i�i.ini.iyorsa, ve soma l .oyun­
cunun A hareketini ser;tigini goriirse bundan ne r;1kar91ahdir? Bir �eylerin yanh� 
gittigini di.i�i.inmi.i� olmahd1r. Belki 1 .oyuncu bir hata yapt1 veya l .oyuncunun ter­
cihlerini yanh� anlad1 veya l .oyuncu rasyonel degil. Eger l .oyuncunun basit bir 
�ekilde hata yapt1gma ikna olursa oyunun kalamm yorumlama bir;imi degi�meye­
cektir. Fakat eger l .oyuncunun motivasyonunun kendisinin di.i�i.indi.igi.inden farkh 
oldugunu di.i�i.ini.irse, oyunun kalamm tamamen yeniden di.i�i.inecektir. 

A B 
2 

c D 2,1  

1 

E F 3,1  

0,0 1 ,2 

�ekil 3.44 
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Sekil 3.44'de A ve E'nin aym hareketlere kar§ihk geldigini varsayahm. Omegin 
her ikisi de I .oyuncunun solu oynad1gm1 temsil etsin. B ve F ise sag tarafi gostersin. 
Oyunun ba§lang1cmda I .oyuncunun A hareketi 2.oyuncuya §Unu di.i§i.indi.irtebilir, 
acaba l .oyuncu solu ve sag1 kan§tird1 m1? Bu yi.izden de (A, C) tarihinden sonra E 
hareketini se9ebilir. Eger oyleyse, 1 .oyuncu A hareketini se9tikten sonra, 2.oyuncu 
C'den ziyade D hareketini se9ecektir. Bu da (di.i§i.ince degi§ikligi sonras1) oyunun 
ba§lang1cmda l .oyuncuya B'den ziyade A hareketini se9me motivasyonu verir. 

3.1 1  ileriye Dogru �1karsama 

bnceki bOli.imlerde geriye dogru 91karsama yontemini ve ilgili kavramlan gordi.ik. 
Eger bu yontemin ne demek oldugunu anlamt§sak, §U soruyu sorabiliriz: Kendisini 
ger9ekle§tiren degerlendirmeler ki.imesini daha da daraltacak yani rafine edecek 
ba§ka bir yontem soz konusu olabilir mi? 

Seki! 3 .45'de hem geni§leyen-bi9imde hem de stratejik-bi9imde verilen oyuna 
bakahm. Oyunda Saizer ( l .oyuncu) ve Alper (2.oyuncu) birlikte oynamaktad1rlar. 
Bu oyunda her karar noktas1, bir altoyunun bir koki.i olarak di.i§i.ini.ilebilir. Bu 
yiizden geriye dogru 91karsamanm altoyun miikemmellikten ote bir anlam1 yok­
tur. <;iinkii (2, 5) sonucu (yani Saizer' in T hareketini oynad1g1 ve altoyunda (D, 
R)'nin oynand1g1 denge durumu) altoyun miikemmel olmasmdan dolay1, geriye 
dogru 91karsama bu dengeyi d1§layamaz. 

B 

u D 

2 

L R L 

4,1 0,0 0,0 

T 

R 

1 ,4 

�ekil 3.45 

2,5 T 

BU 

BO 

L R 

2,5 2,5 

4,1  0,0 

0,0 1 ,4 

Fakat bu sonu9 oyunun kendisini ger9ekle§tiren bir degerlendirmesi ile elde 
edilen bir sonu9 degildir. Btwnu a<;:1klayahm. Alper, Saizer'in B hareketini oy­
nad1ktan sonra, bunu takip eden hareketin D degil U olacag1m dii§iinecektir (9iinkii 
rasyonel olan Saizer ilkin B hareketini sonra da D hareketini oynamay1 planlamay­
acaktir. Boyle yaparsa en fazla 1 kazamr halbuk.i T hareketini oynamak ona kesin 
2 kazand1racaktir). Dolay1s1yla Saizer' in ikinci hareketi U olmak zorundad1r ve 
buna gore de Alper' in hareketi L olur. Bu da tiim oyunun dengesinin (4, 1 )  olacag1 
anlamma gelir. 
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6zetlersek oyunun kendisini gen;ekle�tiren bir degerlendirmeye sahip olmast 
i9in, rakiplerinin gelecekteki rasyonel davram�lanndan 91kanlan 91karsamalarla tu­
tarh olmasmm yanmda (geriye dogru 91karsama), rakiplerinin ge9mi�teki rasyonel 
davram�lanndan 91kan 91karsamalanyla da, yani ileriye dogru pkarsama mant1g1 
ile de tutarlt olmast gerekir. ileriye dogru 91karsama kavram1, bir oyuncunun onceki 
hareketlerinden gelecekte nastl oynayacagma dair diger oyunculann 91karsamalarda 
bulunmas1d1r. Bu yakla�tm ilk defa Kohlberg ve Mertens ( 1986) tarafinda ileri 
si.irtildi.i. i leriye dogru 91karsama i9in bir ornek daha verelim. 

Ornek 3.15 

Bu omek de daha once Seki! 3.37'de verdigimiz Cinsiyetler Sava§t oyunudur. 
Bu oyunun stratejik-bi9imi Tabla 3. I O'da verilmektedir. 

kitap 
M 
p 

M p 
2 , 2 2 , 2 
3, 1 0, 0 
0, 0 1 ,  3 

Tablo 3.10 

Stratejik bi9imde de gori.ilebilecegi gibi, l .oyuncunun P stratejisi, kitap hareke­
tine kesin mahkumdur. Eger l .oyuncunun P hareketi elenirse, bu durumda 2.oyun­
cunun P hareketi de zay1f mahkum oldugundan elenir. Sonu9ta l .oyuncunun kitap 
hareketi, M tarafindan mahkum edilir. Dolay1s1yla denge (M, M)'de olu�ur. 

J 
Geni§leyen-bi9imli bu oyunda elemeler dizisi §U sonucu elde etmemize imkan 

verir. 2.oyuncu eger l .oyuncunun kitap hareketini se9medigini bilirse bu ancak 
onun ileride M'yi oynamay1 di.i�i.indi.igi.ini.i di.i�i.inmesine neden olacakttr. Dolay1s1yla 
2.oyuncu da M hareketini se9melidir. Bu da ileriye dogru 91karsama mant1g1dtr. 

i leriye dogru 91karsama yakla§1m1 ile geriye dogru 91karsama yakla§tmlanm 
kar�tla§ttraltm. Bunu bir omek i.izerinden tartt�ahm. 

Ornek 3.16 

Sekil 3 .46'de verilen oyunda l .oyuncu ilk once hareket etmektedir. Eger A l  
hareketini se9erse oyun biter fakat A2 hareketini se9erse oyun devam eder. Daha 
sonra yine 1 .oyuncu hareket eder (A3 veya A4 hareketlerini se9iyor) ve 2.oyuncu 
kendi hareketini, I .oyuncunun A3 veya A4 hareketinden hangisini se9tigini bilme­
den se9er. Yani 2.oyuncu l .oyuncunun A2 hareketini se9tigini gori.iyor fakat A3 
veya A4 hareketinden hangisini se9tigini gorememektedir. 

Oyunun stratejik-gosteriminden gori.ilebilecegi gibi iki tane Nash dengesi vardtr: 
(A l ,  B l )  ve (A2, A4, B2). ilk denge, yani (Al ,  B l ), geni§leyen-bi�imli gosterim 
i.izerinden bak1ld1gmda geriye dogru �tkarsama testinden ge�er, bu yi.izden bu oyu­
nun Nash dengesidir. 
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(8,8) A 1  

A 2  

A3 A4 
2 

- - - - -

81 82 81 82 

(2, 1 )  (0,0) (0,0) (10, 1 )  

�ekil 3.46 

A1  
A2. A3 
A2, A4 

81 82 
8,8 8,8 

2,1 0,0 
0,0 1 0, 1 

�imdi neden ilk dengenin, (A I ,  B I ), geriye dogru \:lkarsama ile elde edildigine 
bakahm. Bunun i\:in oyunun en sonundan yani 2.oyuncunun kendisine hareket 
s1ras1 geldiginde daha once ne oldugundan bag1ms1z ne se\:tigine bakmam1z gerekir. 
Bu noktada 2.oyuncunun se\:imi (ge\:mi�teki hareketlere dair herhangi bir bilgi ol­
madan) olan B I  ve B2 hareketleri 2.oyuncu i\:in e�it �ekilde makul gozi.iken strate­
jilerdir \:i.inki.i 2.oyuncu mahkum stratejiye sahip degildir. Eger 2.oyuncu bilgi 
ki.imesinin sol tarafinda ise B 1 hareketini oynamay1 tercih eder. Fakat eger kendi 
bilgi ki.imesinin sag tarafinda ise B2 hareketini oynar. 

Fakat acaba bu bilgi ki.imesinde l .oyuncunun fayda di.izeyleri 2.oyuncuya 
l .oyuncunun bu bilgi ki.imesinde hangi hareketi oynayacag1 hakkmda bir bilgi sunar 
m1? Cevap hay1r. <;i.inki.i l .oyuncu da mahkum bir stratejiye sahip degildir. Eger 
I .oyuncu 2.oyuncunun B I  hareketini oynayacagm1 di.i�i.inse, o da A3 hareketini oy­
nar; eger B2 hareketini oynayacag1m di.i�i.inse o da A4 hareketini oynar. Bu yi.izden 
her iki oyuncu da sag veya sol karar noktalarmm hangisinde olduguna dair bir bil­
giye sahip degillerdir. Yani herhangi bir karar noktasmda olma ihtimali aymdtr. 
Bu yi.izden 2.oyuncu karma strateji izleyebilir. Yani B 1 ve B2 hareketlerini 1 /2 
olas1hkla rassalla�tmr. 

Dengede l .oyuncu bu davram�1 tahmin eder ve �oyle di.i�i.ini.ir "eger ben A 1 
hareketini oynarsam, garanti bir �ekilde 8 almm aksi takdirde, (A2, A3) strateji 
profili ortalamada bana 1 ( = � x 2 + � x 0) kazandmrken, (A2, A4) kombinasyonu 
ortalamada bana 5 (= � x 0 + � x 10) birim fayda kazandmr. Bu durumda A l  
hareketini se\:erim". Bu denge oyunun geriye dogru \:Ikarsama ile ortaya \:Ikan tek 
Nash dengesidir. 'f 

Aym oyun i\:in ileriye dogru \:Ikarsama metodunu kullanahm. Burada geriye 
dogru \:lkarsama kavrammm dikkate almad1g1 bir soru sorarak ba�layahm: Eger 
l .oyuncu A2 hareketini oynad1ysa sonraki karar noktasmda neden A3 oynamay1 
di.i�i.instin? 

1 .  oyuncunun A3 hareketini oynamaktan dolay1 elde edecegi en ytiksek kazan\: 
2 birimdir, dolay1s1yla rasyonel bir oyuncu olan 1 .  oyuncu A l  yerine A3 hereke­
tini hi\: bir zaman tercih etmez. Bu yi.izden 1 .oyuncunun A l  hareketini oynamak 

1 93 



yerine A2 hareketini oynamasmm temel mant1g1 ileride A4 oynayarak A I 'den daha 
yi.iksek fayda elde etmektir. Bu fayda di.izeyi I O'dur. Bu durumda 2.oyuncu l .oyun­
cunun A2 hareketini oynamasm1 l .oyuncunun A4 hareketini oynamak istedigi �ek­
linde di.i�i.ini.ir ve dolay1s1yla kendisinin en iyi tepkisi B2 olur. 

Bu �ekilde ileriye dogru r;1karsama, geriye dogru r;1karsamamn iddia ettigi den­
genin tersine dengenin (A2, A4, B2) oldugunu iddia eder. Bu farkhhk her iki 
yakla�1mm ardmdaki mant1k farkhhgmdan kaynaklamr. Geriye dogru r;1karsamamn 
ardmdaki temel mant1kta oyunun son bilgi ki.imesindeki fayda di.izeylerinden hareke­
tle ne olacagma bakarak geriye dogru gidilerek karar verrnek soz konusu iken, 
ileriye dogru r;1karsama mant1gmda daha onceki bilgi ki.imelerindeki fayda di.izey­
lerini dikkate alarak gelecekteki hareketleri tahmin etmek vardir. 
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Sorular 

I .  A�ag1daki sorulan ceaplandmmz: 

a) Mahkumlar i;:1kmaz1 probleminde birinci mahkum once hareket etseydi 
(yani karanm 2. oyuncudan once ai;:1klasayd1), sonui;: deg;i§ir miydi? 

b) "Dinamik bir oyunda ilk hareket eden oyuncu mutlaka kazamr." Bu onenne 
dogru mudur? Cevabm1Z1 omek bir oyunla destekleyin. 

2. A§ag1da verilen geni§leyen bii;:imli oyunu di.i§i.inelim. 

2 ,___c _______ c __ (2,2) 

s s 

(k,5) ( 1 ,3) 

a) k = 1 oldugunu varsayd1g1m1zda, Nash dengelerini ve altoyun mi.ikemmel 
Nash dengeleri bulunuz. 

b) S hareketinin altoyun mi.ikemmel Nash dengesi olmas1 ii;:in k parametresi 
hangi arahkta olmahdir? 

c) (C,c) tek Nash dengesi olmas1 ii;:in k hangi arahkta olmahd1r? 

3. Ahmet ve Ban§ s1rayla say1 sei;:iyorlar. i lk Ahmet' in sei;:tigi bu oyunda s1ras1 
gelen oyuncu I i le 1 0  arasmdaki sayliardan birini soyleyebil iyor. Oyun 
boyunca sei;:ilen rakamlar toplamyor ve bu toplam 99' u  gei;:ince oyun sona 
eriyor. A§ag1da oyunun iki versyionu veriliyor. Sorulan bu ilk versiyon 
ii;:in de yamtlaym. (i) Toplam1 tam olarak I OO'e e�it hale getiren oyuncu 
kazamr ve (ii) Soyledigi say1yla toplamm 99'u a§masma neden olan oyuncu 
kaybeder. 

a) Oyunu kim kazamr? 

b) iki oyuncu ii;:in de dt>timal stratejileri belirtin 

4. iki ordu ( I .  ve 2. ordu) birbiri ile sava§maktadir. 2. ordunun bir mi.ifrezesi 
tarafmdan tutulan bir ada ii;:in sava§tyorlar. I .  ordunun K adet, 2.ordunun 
ise L adet mi.ifrezesi var. Adanm bir ordunun kontroli.inde oldugu her se­
ferde diger ordu saldirabiliyor. Saldm sonucunda gene! kural olarak; adadaki 
mi.ifreze ve sald1ran ordunun bir mi.ifrezesi yok oluyor, sald1ran taraf aday1 
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ahyor ve eger kald1ysa adayt bir mtifrezeyle kontrolil altma ahyor. Her 
iki ordunun kumandam da elllerinde kalan mtifreze say1s1yla ilgileniyor ve 
adayt elde tutmaya da bir mtifrezeden fazla ikiden az deger bi�iyor. Bir 
saldm sonucu iki ordu da mtifrezesiz kahrsa iki kumandanm da fayda dtizeyi 
0 oluyor. Bu durumu geni�leyen-bi�imli bir oyun olarak inceleyin ve al­
toyun mtikemmel denge kavrammdan yararlanarak, kazanam K ve L'nin bir 
fonksiyonu olarak belirleyin.  

5 .  A�ag1daki gibi 2 oyunculu statik bir oyun vard1r: 

A B c D 
A 3 , 1  0,0 0,0 5 ,0 
B 0,0 1 ,3 0,0 0,0 
c 0,0 0,0 2,2 0,0 
D 0,0 0,5 0,0 4,4 

a) Oyundaki ttim ptir-strateji Nash dengelerini bulunuz. 

b) Oyunun 2 kere oynand1gm1 varsay1mz. ilk a�amada (D,d) oynamrsa 
ptir-strateji altoyun dengesi nasil olu�ur? 

6. B ir oy venne oyununda ti� oyuncu (A, B ve C) ti� altematif ( I ,  2 ve 3) 
arasmda se�im yap1yor. B se�enegi stattikoya tekabill ediyor, A ve C ise 
kar�1 alternatiflerdir. ilk a�amada oyuncular B'nin kar�1smda A ve C'den 
hangisinin alternatif olarak sunulacagma karar v�riyor. ilk se�imi kazanan 
altematifle B altematifi arasmdaki se�im ikinci turda yapthyor. Her iki turda 
da oy venne i�lemi aym anda yap1hyor. Oyuncular i�in onemli olan sadece 
en sonda hangi se�enegin kazand1g1, oraya varmcaya kadar hangi oy dizisinin 
ger�ekle�tigiyle ilgilenmiyorlar. Oyundaki fayda dtizeyleri 

u, (A) = u2(B) = u:� (C) = 2 

�eklinde veriliyor. 

a) Oyuncular her a�amada oyun sonunda kazanmasmt istedikleri altematif 
i�in oy kullamrsa sonu� ne olur? 

b) Zaytf baskmhk ile hi�bir stratejinin elenemeyecegi �artt eklendiginde al­
toyun kusursuz dengenin sonucunu bulun. Domine edilen stratejilere 
izin veri lirse neyin degi�tigini belirtin. 
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7. iki tilkenin, A ve B, oldugu bir durumda sadece B tilkesinde ttiketilen bir 
iirtin dii§iinelim. iki tilkedeki firmalann toplam iiretim miktan Q ve ters 
talep fonksiyonu p = p( Q) olsun. Burada c sabit marjinal maliyeti ve </m ise 
tekel �1kt1 diizeyini gostersin. 

a) Urtiniin sadece A tilkesinde iiretildigini varsayahm. Bu iilkede n (> 1 )  
say1da firma Coumot larz1 rekabet halinde. A iilkesindeki hiikiimelin 
amacmm iilkesindeki firmalann karlan ile kendi gelirinin toplamm1 
maksimize etmek oldugunu hesaba katarak, bu hiikiimet i�in birim ba§ma 
ihracal vergisini 

-p' (qm) (n - l )qm 
n 

olarak belirlemeyi optimal politika haline getiren §artlan bulun. Sonucu 
dt§salhk iizerinden yorumlaym. 

b) �imdi her iilkede hirer iiretici oldugunu dii§iinelim. Oyun iki periyolludur. 
ilk periyotta A iilkesinin hiikiimeti birim ba§ma bir ihracat vergisi/te§vigi 
belirliyor ve ikinci periyotta hiikiimetin se�imini gozlemleyen firmalar 
aym anda iiretecekleri miktarlara karar veriyorlar. Coumot tepki egrile­
rinin a§ag1 egimli olduklanm ve A iilkesindeki firmamn tepki egrisinin 
daha dik oldugu tek bir noktada (qa ,  qb) kesi§tiklerini kabul edelim. 
Buna gore optimal olanm ihracat te§vigi oldugunu gosterin. 

8. Boeing firmas1 yeni bir ticari jet u�ag1 geli§tirme siirecinde onde bulunuyor. 
Airbus ise bu alanda Boeing' le rekabete girip girmemeyi degerlendiriyor. 
Airbus bu ozel piyasaya girmezse Boeing tekel olacak ve l mllyar dolar 
kar elde edecek. Eger Airbus rakip bir u�ak iiretirse Boeing firmas1 bunu 
sakince kabullenmekle bir fiyat sava§I ba§latmak arasmda kahyor. Bam§�I 
rekabet durumunda iki tarafin da kan 300 milyon dolar olurken fiyat sava§I 
iki firmanm da I 00' er mil yon dolar zarar etmesine sebep oluyor; u�ak fiyat1 o 
kadar dii§iiyor ki iki firma da geli§lirme maliyetini kar§Ilayamaz hale geliyor. 
Bu oyunun geni§leyen bi�imini �izin. Geriye dogru �1karsama dengesini bu­
lun ve firmalann denge slratejilerini belirtin. 

9. Statik ve iki ki§ilik G oyununda S1 ve S2 piir strateji kiimelerini, u1 ve u2 
ise fayda fonksiyonlanm veriyor. G oyununun tek bir Nash dengesinin (81) 
oldugunu ve s' profilinin bu dengede mutlak (strict) oldugunu varsayahm. 
G' oyununu ise G oyununun birinci oyuncunun daha once hareket ettgi bir 
dinamik versiyonu olarak4U§iinelim. G' a§ag1daki ad1mlardan olu§uyor: 
(i) I .  oyunucu S1 i�inde s1 'i se�iyor. (i i) 2. oyuncu bu se�imi gortiyor. 
(iii) 2. oyunucu S2 i�inde s2 'yi se�iyor. (iv) Fayda diizeyleri u1 (8 1 ,  s2)  ve 
u2(8 1 ,  s2 ) §eklinde ger�ekle§iyor. 

a) G' oyununun geriye dogru �1karsama yontemiyle tek bir �oziimii, 811, 
oldugu varsay1m1yla a§ag1daki §ekilde bir "ilk hareket eden avantaj1"nm 
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var oldugunu gosterin. 

b) bnceki ks1mlara ek olarak G oyununda si.irekli en iyi tepki fonksiyon­
lan oldugunu kabul edersek, mutlak "ilk hareket eden avantaj1" ii;in 
gereken §artlan bulun. 

1 0. Tam bilgili dinamik bir G oyununda s'nin bir strateji profili oldugunu di.i§i.i­
nelim; burada P(h) = i , si (h) = a, a

' E A(h) ve a
' =/:- a olsun. G oyu­

nundan bazi hareket dizileri (h') ii;in (h, a'
, h') bii;imdeki ti.im tarihlerin silin­

mesiyle olu§an G' oyununu di.i§i.inelim ve G' oyununda s tarafindan tetikle­
nen profile de s' diyelim. Eger s profili G'nin altoyun mi.ikemmel dengesiyse 
sf profilinin de G' oyununun altoyun mi.ikemmel dengesi oldugunu gosterin. 

1 1 . Bir piyasada tekel olan I .  firma ile potansiyel giri§imci 2. firma arasmda bir 
oyun di.i§i.ini.in. 2. firmanm piyasaya girmek ii;in geri doni.i§si.iz bir §ekilde 
katlanmas1 gereken bir F > 0 maliyeti bulunuyor. Piyasa talebi p(q1 , q2 ) = 

16- (q1 +q2) §eklinde veriliyor. Oyunda karar si.irecei §oyle i§liyor: Ba§lang19ta 
1 .  firma i.iretecegi miktan, q1 , sei;iyor. 2. firma bu sei;imi gozlemledikten 
sonra piyasaya girip girmemeye karar veriyor. Eger girmeyi sei;erse de­
vammda i.iretecegi miktar1, q2, belirliyor. Eger d1§anda kalmay1 sei;erse q2 = 
0 oluyor ve oyun sona eriyor. l .  oyunucu ii;iJJ kar toplam gelire e§it, 2. 
oyuncu ii;in eger girmeyi sei;erse buna ek olarak sabit maliyet olarak F var. 

a) Hesaplama yapmaksmn oyunun sonucunun nasll belirlendigini sozel olarak 
ai;1klay1mz. 

b) Oretilen miktarlar bak1mmdan F = 1 /2, F = 5 ve F = 20 degerlerine 
gore i.i9 farkh i;ozi.im olu§acagm1 gosteriniz. 

c) Oyunun degi§ik bir versiyonunu di.i§i.inelim: Bu sefer oncelikle 2. firma 
piyasaya girip girmemeye karar veriyor ve l .  firma bunu gozlemliyor. 
Daha sonra iki firma i.iretecekleri miktan aym anda sei;iyor. Bu yeni 
versiyonda i;ozi.imi.in nas1l olu§acagm1 yine sozel olarak ai;1klay1mz ve 
b §Ikkmda verdiginiz cevabm nas1l degi§ecegini belirtiniz. 

1 2. X projesini geri;ekle§tirmek ii;in iki ortak tarafmdan i;aba (emek) seviyelerini 
belirlemeye dayah bir oyun oynand1gm1 di.i§i.inelim. I .  ve 2. ortak i;aba 
seviyesini e§ anh olarak sei;mektedir. X projesinin toplam kazanc1 a§ag1daki 
gibidir, 
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Ki�ilerin gosterdikleri i;abalann maliyeti ise 

1 2 . c( e; )  = '2 <:; , t = 1 ,  2 

I .  ve 2. ortak i;aba dtizeylerini belirledikten sonra kazanc1 nas1l payla�acak­
lanna karar vermek istiyorlar. Bunun ii;in yaz1-tura at1yorlar. Tura gelirse I .  
ortak payla�1mm nas1l olacagma dair teklif veriyor. 2. ortak kabul ederse I .  
ortagm belirledigi gibi payla�1hyor, reddederse iki ortak s1fir kazamyor. Yaz1 
gelirse, 2. ortak payla�1ma dair teklif veriyor, birinci ortak kabul ederse 2. 
ortagm istedigi gibi payla�1hyor. Kabul etmezse iki ortak s1fir kazamyor. Bu 
oyundaki ttim alt oyun Nash dengelerini hesaplaym1z. 

1 3 .  Bir firma i;evreyi kirletme ya da temiz tutma karanm verecektir. Kirletme 
sei;eneginin ekstra g > 0 kadar kazanc1 vardir. Kamusal i;evre denetleme 
kurumu ise kontrol etme ya da kontrol etmeme karanm verecektir. Bu dene­
timin maliyeti c > 0 kadard1r. Eger firma i;evreyi kirletir ve yakalamrsa 
p > g kadar ceza Odemek zorundadir. <;evre biriminin kazanc1ise 8 - c < 0 
kadardir. 

a) <;evre biriminin denetim kararm1 vermeden once firmamn i;evreyi kir­
letip kirletmedigini gozlemledigini varsaym1z. Bu oyunun agacm1 i;iziniz. 
Denge nas1l olu�ur? 

b) <;evre birimi denetimden once firmanm i;evreyi kirletip kirletmedigini 
gozlemleyemedigini varsay1mz. Oyun agac1m i;iziniz. Bu oyunda ptir­
strateji dengesi var m1dir? Ceza denge durumunu nas1l etkiler? 

14. A�ag1daki gibi bir kazani; matrisine sahip bir oyun vard1r: 

L R 
T 2,2 3, I 
B 1 ,3 4,4 

a) Ttim Nash dengelerini bulunuz. 

b) Karma strateji Nash dengesinde beklenen kazani;lar nedir? 

c) l .  Oyuncunun ilk, 2.oyuncunun daha sonra hareket etmesi �eklinde 
ard1sal (dinamik) oyunu i;iziniz. 

d) c �1kkmdaki ard1saiiioyunu normal formda gosteriniz ve c �1kkmdaki 
oyunun ptir-strateji dengelerini bulunuz. 

e) d �1kkmda buldugunuz dengelerden hangisi miikemmel dengedir? 

1 5. Bir oyunda 2 oyuncu ve I oyun uzmam vard1r. Uzman bozuk paray1 atar ve 
sonucunu l .oyuncuya gosterir. Para hilelidir ve 80% ihtimalle tura gelmek­
tedir. Bu bilgiyi her iki oyuncu da bilmektedir. l .oyuncu sonucu gordtikten 
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sonra 2.oyuncuya soyler . I .  oyuncu sadece yazt ya da tura der, ba�ka bir �ey 
soyleme hakkt yoktur. 2. oyuncu sonucu gormeden paranm yaz1ya da tura 
geldigini tahmin etmeye \:ah�tr, ve ardmdan oyun sonlamr. 2.oyuncu dogru 
tahmin yapmt�sa I puan kazamr, aksi durumda kazanct 0 olur. I .oyuncu ,
paramn ne geldiginden bag1ms1z olarak, 2.oyuncu tura demi§se 2 puan, yaz1 
demi§se 0 puan kazamr. Buna ek olarak, I .  oyuncu , 2. oyuncuya dogru
sonucu soylemi§Se I puan daha kazamr. Oyun agacmt \:iziniz. Nash den­
gesini bulunuz. 

1 6. A§ag1daki statik oyun iki defa oynamyor ve birinci oyunun sonucu ikinci 
oyun ba§lamadan gozlemleniyor. iskontonun olmad1g1 bu oyunda birinci 
a§amada (B, R)'nin se\:ildigi bir altoyun mtikemmel dengenin bulundugunu
gosterin. 

L c R 
T 3, I 0,0 5,0 
M 2, 1 1 ,2 3, 1 
B 1 ,2 0, 1 4,4 

I 7. D\: firmanm oldugu bir piyasada ters talep fonksiyonu p( Q) = a - Q §ek­
lindedir, burada Q = q1 + q2 + q3 'dir. Herhangi bir i firmasmm tiretim
dtizeyini qi ile gosterelim. Her firma c gibi sabit br marj inal maliyete sahiptir. 
Firmalann tiretim kararlan §U §ekildedir: (i) l .firma q1 karanm veriyor (ii) 
2. ve 3 .  firmalar q1 ' i  gozlemliyorlar ve aym anda q2 ve q3 tiretim dtizeylerini
se\:iyorlar. Bu oyunun altoyun mtikemmel Nash�dengesini bulunuz. 

1 8. Dort firmanm oldugu bir Coumot oyunu dti§tinelim. Her firmamn miktart qi 
dtizeyinde tiretim yapmaktadtr, burada i = 1 ,  2,  3, 4. Piyasanm talep fonksiy­
onu §6yledir: 

P(Q) = a  - Q, burada Q = <J1 + q2 + q:i + q4 

Her firma c gibi sabit bir marjinal maliyete sahiptir. Yani  herhangi bir i 
firmasmm maliyeti Ci (qi )  = cq; 'dir. Oyunun zamanlamas1: (i) I .  ve 2.
firma aym anda ne kadar tireteceklerine karar veryorlar (ii) 3 .  ve 4. firma 
bu q1 ve q2 tiretim dtizeylerini gordtikten sonra q3 ve q4 tiretim dtizeylerini 
se\:mektedirler. Bu durumda altoyun mtikemmel Nash dengesini bulunuz. 
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BOLOM 4 

Eksik Bilgili Statik Oyunlar 

4.1 Giri§ 

Bu bolUmde Bayesyen oyunlar diye nitelendirilen eksik bilgili oyunlan inceleye­
cegiz. Nash dengesi kavrammm ardmdaki temel varsay1m, her oyuncunun diger 
oyuncularm hareketleri konusunda dogru inarn;lara sahip olmas1d1r. Bunun ic;:in 
de gerekli ko�ul oyunculann oyun hakkmda tam bilgiye sahip olmas1d1r. Fakat 
oyuncular rakiplerinin tipleri ve fayda fonksiyonlan konusunda tam bilgi sahibi 
olmayabi lirler. Eksik bilgili bu tiir oyunlarda en az bir oyuncu, diger bir oyun­
cunun fayda fonksiyonu konusunda kesin bilgiye sahip degildir. bmegin firmalar 
birbirlerinin maliyet ve teknoloji yap1lanm bilmeyebilirler; ihaleye kat1lanlar bir­
birlerinin ihaleye konu olan mallara verdikleri degerleri bilmeyebilirler; pazarhga 
tutu�an insanlar birbirlerinin kafalanndaki degerleri bilmeyebilirler. Baz1 durum­
larda da bir oyuncu diger oyunculann tipi hakkmda iyi di.izeyde bilgi sahibiyken, 
diger oyunculann kendisi hakkmda sahip olduklan bilgiyi iyi derecede bilmeye­
bilir. Bu boli.imde stratejik oyun kavramm1 oyuncularm birbirleri hakkmda eksik 
bilgiye sahip oldugu Bayesyen oyunlara genelle�tirecegiz. 

Once Bayesyen oyunlan tamtacag1z ve bu oyunlann stratejik gosterimini formel 
olarak i fade edecegiz. Daha sonra bu ti.ir eksik bilgili statik oyunlarda kullamlan 
denge kavram1 olan Bayesyen Nash dengesini inceleyecegiz. ilerleyen alt boli.im­
lerde ise Bayesyen oyun uygulamalanm verecegiz. 

4.2 Bayesyen Oyunlarm Tammi 

Bayesyen oyunlan ve bu oyunlarda kullamlan denge kavram1 olan Bayesyen Nash 
dengesini fonnel oiarak tamtmadan once, statik bir Bayesyen oyunun stratejik gos­
terimini ve boyle bir oyunda Bayesyen Nash dengesinden ne kastettigimizi gene! 
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olarak i fade edelim. Bunu da daha somut bir ornek iizerinden yapahm. 
Bunun i�in de Giri� Oyununun, farkh bir versiyonuna bakahm. Bu oyunda bir 

firma, i�inde tek bir finnanm oldugu bir piyasaya ginnek istemektedir. Piyasaya 
ginnek isteyen firmanm oniinde iki hareket vardtr: gir (g1 ) ve ginne (g2 ) .  Mevcut 
finnanm oniinde de iki hareket opsiyonu vardtr: geni#e (G1 ) ve geni#eme (G2), 
yani mevcut finna ya iiretim Ol�egini biiyiitecektir, ya da aym diizeyde tutacakttr. 
Finnalar aym anda karar veriyorlar, dolay1s1yla statik bir oyunla kar�1 kar�1yay1z. 
Firmamn giri� karar1 mevcut finnamn geni�leyip geni�lememesine ve mevcut fir­
manm geni�leme karan da maliyetlerinin dii�iik ve yiiksek olmasma baghdtr. Fakat 
piyasaya ginnek isteyen finna mevcut finnanm maliyet yap1sm1 bilmemektedir. 
Yani eksik bilgi soz konusudur. Dolay1s1yla bu oyun eksik bilgili (maliyetler bilin­
miyor) statik (aym anda oynanan) bir oyundur. Farkh maliyetlere gore finnalann 
faydalan Tablo 4. 1 'de gosterilmektedir. 

dii�iik maliyet yiiksek maliyet 
G1 G2 G1 G2 

.91 - 1 ,  2 1 , 1 91 1 - l , - l I �: � I 92 0, 4  0, 3 92 0, 0 

Tablo 4.1 Giri§ oyununun ba§ka bir versiyonu 

Piyasaya ginnek isteyen firrnanm karar verrnek i�in, mevcut finnamn maliyetine 
bagh olarak nas1l oynayacagma dair inan�lan olmahdtr. Bu da piyasaya girrnek 
isteyen finna a�1smdan belirsizlik altmda karar venne durumuna kar�1hk gelir. Be­
lirsizlik altmda karar verrne Bayesyen oyunlarm anahtar kavramdIT. Burada iki 
durumlu bir diinya soz konusudur, CL veya cH (s1ras1yla dti�tik maliyet ve ytiksek 
maliyet). Ginnek isteyen firrna p olas1hkla mevcut fim'lanm dti�tik maliyetli, ci , 
ve 1 - p olas1hkla ytiksek maliyetli, cH , olduguna inanmaktadIT. Yani firrna, 
p olas1hkla Tablo 4. 1 ' in solundaki tabloda belirtilen oyunu, 1 - p olas1hkla da 
sagmdaki tabloda belirtilen oyunu oynad1g1m dti�tinmektedir. 

Bu durumu modellemenin bir yolu, oyunu ti� oyunculu bir oyun gibi dti�tinmektir. 
Girrnek isteyen firrna ve mevcut firrnamn yanmda oyuna Doga dedigimiz ti9tincti 
bir oyuncuyu katanz. Mevcut finnanm tipini yani maliyet dtizeyini Doga'nm be­
lirledigini ve bunu sadece mevcut firrnaya bildirdigini varsay1yoruz. Mevcut finna 
kendi tipini gozlemler fakat girmek isteyen finna bu nu gozlemleyememesine ragmen 
mevcut firrnanm iki tipe sahip oldugunu ve hangi tipte olabilecegi olas1hklanm 
bilir. Bu olas1hklara onset olaszlik diyoruz; bu piyasaya girmek isteyen finnamn 
hentiz kendisine hi9bir bilgi ula�madan i�in ba�mda olu�turdugu olas1hkttr. Yeni 
bilgi geldiginde bu olas1hklan gtinceller, buna ko�ullu olaszl1k diyoruz. Bu olas1hg1 
da Bayes kurali ile buldugunu varsay1yoruz. Bunu daha detayh olarak ilerleyen 
boltimlerde tart1�acag1z. 

Giren firrna a91smdan, mevcut firrna iki tipe sahiptir. Bunlardan birinde Tabla 
4. 1 ' in solundaki tablodaki tercihler soz konusuyken, digerinde sag tablodaki ter­
cihler soz konusudur. Giren finna, mevcut finnamn tipini bilmediginden karar 
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verirken her lip i�in bir inan� olu§lurmahdir, yani her lipin olma olas1hklarma 
sahip olmahd1r. Buradan da beklenen faydasm1 elde eder. 6rnegin giren finna 
gir harekelini se�tiginde, eger mevcut finna p = 2/3 olas1hkla di.i§i.ik maliyet 
tipli ve geni�'ie (Gi )  hareketini se�erse elde edecegi fayda - 1 ;  fakal eger mev­
cul firma p = 1/3 olas1hkla yi.iksek maliyel lipli ve geni#e (Gt ) harekelini se�erse 
elde edecegi fayda - 1  olacakl1r. Bu durumda giren firmanm beklenen faydas1, 
(2/3) ( - 1 )  + ( 1 /3) ( - 1 )  = - 1  olur. Her durum i�in firmalann hesaplanan fay­
dalan Tablo 4.2'de gosterilmekledir. 

91 - 1 . (2, - 1 )  
92 0 ,  (4, 0) 

- 1/3, (2. 1 )  
0 ,  (4, 3) 

Tablo 4.2 

1 /3 ,  ( 1 ,  - 1 )  
0 ,  (3, 0) 

1, ( 1 ,  1 )  
0 ,  (3, 3) 

Mevcul firmanm strateji profillerinde ilk hareket, mevcut finnanm di.i�i.ik 
maliyetliyken se�imini, ikinci harekel ise yi.iksek maliyelliyken se�imini gosterir. 
6rnegin, (G l .G2) straleji profili mevcul finna di.i§i.ik maliyetliyken geni�le hareke­
tini (Gt )  ve yi.iksek maliyetliyken de geni�leme (G2 ) harekelini oynad1g1m goster­
mektedir. Tablo 4.2'de verilen (91 ,  (G1 , G2) )  = ( - 1 /3, (2, 1 ) )  slraleji profiline 
bakahm: Piyasaya giren finna g1 stratejisini se�tiginde, mevcut firmanm di.i§i.ik 
maliyelli tipte bir firma olmas1 durumunda geni�le stratejisini ( G 1 )  izlediginde 
ald1g1 fayda 2 birim, fakat eger yi.iksek maliyetli lipte bir finna ise izledigi strate­
jinin geni�leme (G2) olmas1 durumunda ald1g1 fayda 1 birimdir. Giren finnamn 
beklenen faydas1 ise - 1/3 (= (2/3) ( - 1 )  + ( 1 /3) ( 1 ) )  birimdir. K1saca finnalarm 
faydalan (-1/3, (2, 1 ) )  §eklinde ifade edilir. 

Acaba farkh tiplerdeki mevcut finnanm en iyi tepkisi nedir? Gori.inen o ki, 
yi.iksek maliyetli tipteki firma geni�leme baskm stratejisine ve di.i§i.ik maliyetli tipteki 
finna da geni#e baskm stratejisine sahiptir. Bu yi.izden eger ginnek isteyen finna 
gir tercihinde bulunursa, bekledigi fayda - 1  /3 olacakttr. Eger dt§anda kahrsa, 
bekledigi fayda O'dir. Dolay1S1yla dengede mevcut finna veri tiple baskm strate­
jisini se�erken aday finna dt§anda kalmay1 se�er. Boylece Nash dengesi (girme, 
(geni#e. geni#eme))= (92 , (G1 , G2) )  §eklindedir. 

Nash dengesinin daha once verdigimiz lammm1 kullanarak da aym dengeyi 
bulabiliriz. Hi�bir firma bu strateji profilinden sapmayacakt1r: Mevcut finnanm 
(G1 , G2) stratej isi veri almd1gmda, giren finnamn optimal hareketi g2 'dir ve giren 
finnanm hareketinin 92 oldugu veri ahnd1gmda, di.i§i.ik maliyel tipli finna G1 hareke­
tini, yi.iksek maliyelli finna ise G2 harekelini oynayacaktlr. Bir omek daha verelim. 

Ornek 4.1 

Cinsiyetler Sava§I oyununun farkh bir versiyonuna bakahm. Bu oyunda l .oyuncu, 
2.oyuncunun kendisiyle d1§ar1 �1kmak isteyip istemedigini bilmemektedir. Fakat 2. 
oyuncu, 1 .  oyuncunun kendisiyle d1§an �1kmak istedigini bilmektedir. 
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Bu oyunda 2. oyuncu kendi durumunu bilir yani I .  oyuncuyla <;1kmak isteyip 
istemedigini kendisi bilmektedir. Fakat I .oyuncu bunu bi lmediginden her duruma 
olas1hk atfeder. I .  oyuncu a<;1smdan, 2. oyuncu iki tipe sahiptir. Bunlardan birinde 
Tablo 4.3 'iin solundaki tabloda belirtilen tercihler soz konusu iken, digerinde sa­
gmdaki tabloda belirtilen tercihler soz konusudur. l .  oyuncu, 2. oyuncunun tipini 
bilmediginden her ti pin olas1hklanna sahip olmahdir. 

B s 
B 2, 1 0, 0 
s 0, 0 1 , 2 

B s 
B 2, 0 0, 2 
s 0, 1 1 ,  () 

Tablo 4.3 

l .oyuncu buradan beklenen faydasm1 tiiretir. Tiim strateji profillerini gosteren 
Tablo 4.4'e bakahm. Omegin (B, (B, S)) = ( 1 ,  ( 1 ,  2 ) )  strateji profili �u anlama 
gelmektedir: l .  oyuncu B hareketini oynad1gmda, 2. oyuncunun d1�an <;1kma 
tipinde olmas1 durumunda tercihi B iken ald1g1 fayda l ,  <;1kmama tipinde olmas1 
durumundaki tercihi S iken ald1g1 fayda ise 2'dir. Yani 2. oyuncunun (B,S) profil­
inde birinci hareketi <;1kma istegindeki hareketi, ikinci hareketi ise <;1kma isteginde 
olmad1gmdaki hareketidir. Bu durumda l .  oyuncunun her iki tipe atfettigi olas1hk 
e�itse beklenen faydas1 ise l 'dir, ( 1  = ( 1 /2) (2) + ( 1 /2)(0) ) .  

(B,B) 
B 2 , ( 1 , 0) 
s 0, (0, 1 )  

(B,S) 
1 ,  ( 1 ,  2) 

1 /2 ,  (0, 0) 

(S,B) 
1 ,  (0, 0) 

1/2, (2, 1) 

Tablo 4.4 

(S,S) 
0, (0, 2) 
1 , (2, 0) 

Burada piir Nash dengesi ii<;lii bir hareket kombinasyonunu i<;erir; biri l .  oyuncu 
i<;in ve her biri 2. oyuncu tipi i<;in olmak tizere iki hareket soz konusudur. Bu 
hareketlerin ozelligi : i. 2. oyuncunun iki tipinin hareketleri ve I .  oyuncunun bu 
tipler hakkmdaki inanc1 veri ahnd1gmda, l .  oyuncunun hareketi optimal olmahdir 
ii. l. oyuncunun hareketi veri almd1gmda, 2. oyuncunun her tipinin hareketi opti­
mal olmahdir. 

Diger bir deyi�le, 2. oyuncunun iki tipini ayn oyuncular olarak dti�tintiyoruz. 
2.oyuncunun her tipinin elde ettigi fayda diger tipin hareketlerinden bag1ms1z ve 
l .  oyuncunun hareketine baghd1r. Nash dengesinde, l .  oyuncunun hareketi 2. 
oyuncunun iki tipine de en iyi tepkidir. Burada sorulmas1 gereken soru: I .  oyuncu 
ile <;1kmak istedigini veya <;1kmak istemedigini bilen 2. oyuncu her iki durumda 
da ne yapacag1m neden dii�iinstin? Zaten bunu dii�tinmeyecektir. Bunu dti�iinen 
I .  oyuncudur fakat sadece her iki durumda da 1 .  oyuncunun nas1l hareket ettigini 
gormek istiyoruz. 

Bu oyunda Nash dengesi (B, (B, S))  strateji profilidir. 2. oyuncunun (B ,  S) 
hareketleri veri ahnd1gmda, I .  oyuncunun optimal hareketi B'dir. I .  oyuncunun 
hareketinin B oldugu veri ahnd1gmda, <;1kmak isteyen tipli 2. oyuncu B hareke-
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tini, 91kmak istemeyen tipli 2. oyuncu ise S hareketini oynayacaktir (Tablo 4.4'e 
bakm1z). 

Yukanda verilen omeklerde oyuncularm farkh tiplerde olmalanm miikemmel­
olmayan bilgi baglammda ve bu miikemmel-olmayan bilgiyi de olas1hklar kiimesinde 
tammlanan inani;larla i fade ettigimizi gordiik. Bunu a§ag1da daha detayh olarak 
gosterecegiz. 

4.3 Bayesyen Oyunlarm Stratejik-Bi�imli Gosterimi 

Tam bilgili n-oyunculu bir oyunun stratejik-bii;imli gosteriminin §U �ekilde ifade 
edildigini hat1rlayahm: G = {S1 , . . . .  , Sn ; u1 , . . . .  , un } , burada Si , i oyuncusu­
nun stratej i uzay1 ve ui (s 1 , . . . . .  , sn) ise i oyuncusunun, oyuncular (s1 , . . . . .  , sn) 
stratej ilerini sei;tiginde elde ettigi faydadu. Yine daha once ifade ettigimiz gibi 
e� anh (statik) hareketli tam bilgili bir oyunda bir oyuncunun stratej isi basiti;e onun 
hareketiydi; bu yiizden de �u �ekilde ifade edilir, G = { A 1 , . • . .  , An ;  u1 , • • . . •  , un } , 
burada A;, i oyuncusunun hareket uzay1du, ui(a 1 , • • • • •  , an) ise i oyuncusunun, 
oyuncular (a 1, . . . . .  , an) hareketlerini sei;tiginde elde ettigi faydadu. Eksik bil­
gili statik bir oyundaki zamanlama ile tam bilgili statik bir oyundaki zamanlama 
aymdu. c;unkii hareketler e§ anhdu. 

Statik Bayesyen olarak nitelendirilen eksik bilgili statik oyunlann stratej ik­
bii;imli gosterimini tamtahm. Bunun ii;in de ilk ad1m, her oyuncunun kendi fayda 
fonksiyonunu bildigi fakat diger oyuncularm fayda fonksiyonlan hakkmda eksik 
bilgiye sahip oldugu yani belirsiz oldugu durumu gostermektir. Herhangi bir i 
oyuncusunun olas1 fayda fonksiyonu u; ( a1 , . . . . .  , an ; t; ) ile gosterilir, burada t;, i 
oyuncusunun tipi olarak nitelendirilir ve bu tip i oyuncusunun olas1 tipler kiimesine 
aittir, t; E T; . Dolay1s1yla u; (a1 , . . . . .  , an ;  t ; ) ,  her ti tipi i\:in i oyuncusunun sahip 
olabilecegi farkh bir faydaya kar�1hk gelir. 

bmegin i oyuncusunun iki tipe sahip oldugunu dii§iinelim, t; 1 ve t;2 , boylece 
i oyuncusunun tip uzay1 T; = { t;1 , t;2 }  ve i oyuncusunun fayda fonksiyonlan 
u; (a1 , • . . .  , an ; t; i )  ve u; (a1 , . . . .  , an ; ti2 ) olur. Her farkh tip i\:in farkh fayda 
diizeylerinin varhg1, aym zamanda her farkh tipin farkh hareketlere sahip ola­
bilecegini ima eder. bmegin i oyuncusunun q olas1hkla (bu aym zamanda oyuncu­
nun I .  tipte olma olas1hg1dir) olas1 hareketleri {a, b} ve ( 1  - q) olas1hkla (2. tipte 
olma olas1hg1dir) {a, b, c} olabilir. Fakat daha gene! bir gosterim i\:in yani I .tipteki 
i oyuncusunun oniindeki hareketlerin de {a ,  b, c} oldugunu gostermek istiyorsak 
yani her iki tipin oniindeki hareketleri aym hareket kiimesi ile gosterrnek istiyor­
sak, bu durumda 1 .  tipteki oyuncunun c hareketine kar§ihk gelen fayda diizeyinin 
eksi sonsuz oldugunu soyleyerek bunu yapabiliriz. <;iinkii bu durumda fiili olarak 
c hareketinin se\:ilmeyecegini garanti altma alabiliriz. 

Herha�i bir i oyuncusu kendi faydasm1 bilir. Bu durum oyuncu kendi tip­
ini bilir demekle e§degerdir. Yine benzer olarak i oyuncusunun diger oyuncu­
lann fayda diizeyleri hakkmda kesin bilgiye sahip olmamas1 i oyuncusunun diger 
oyunculann tipleri hakkmda kesin bilgiye sahip olmamas1 anlamma gelir. Diger 
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oyunculann tipleri ise L; = ( t 1 , . . . .  , t;_ 1 ,  t;+ 1 ,  . . . tn ) ile gosterilir. Ti.im olas1 
L; tipler ki.imesini T_; ile ve herhangi bir 'i oyuncusunun kendi t; tipini bildigi 
kabul edildiginde, diger oyunculann L; tipleri hakkmda olu§turdugu inan9lan ise 
p; (L; I t; ) olas1hg1 ile gosteriyoruz. 

Diger yandan oyunculann tiplerinin birbirinden bag1ms1z oldugunu 
varsay1yoruz. Yani p; (L; I t ;) olas1hg1 i oyuncusunun tipine, t ; .  bagh degildir. 
Boylece i oyuncusunun inanc1m basit9e p; (L;) diye yazabiliriz. Fakat baz1 du­
rumlarda oyunculann tipleri birbirine bagh olabilir; buna imkan verebilmek i9in de 
p; ( L; I t ; )  �eklinde yazmaya devam edecegiz. Ti.im bunlan yani tip Jeri ve inan9lan 
tam bilgili statik bir oyunun stratej ik-bi9imli gosteriminin temel unsurlanyla birle�­
tirdigimizde statik Bayesyen oyun gosterimini elde ederiz. 

Tamm 4.1 Herhangi bir n-oyunculu statik Bayesyen oyunun stratejik-bi�imli giJs­
terimi, oyuncularm hareket uzaylan, A 1 , • . . .  , A,,, oyunculann tip uzaylan, 
Ti , . . . .  , Tn. oyunculann inanrlan, PI ,  . . .  , Pn , ve fayda fonksiyonlan, 
u1 , . . . . .  , un , ile birlikte tammlamr. Herhangi bir i oyuncusu kendi t; tipini ijzel 
olarak bilir ve bu tip olast tip/er kumesinin bir elemamdtr (t; E T; ). BiJylece i 
oyuncusununfaydafonksiyonu u; (a1 , . . . .  , an ; t;) �eklinde ifade edilir. Bu i oyun­
cusunun p; (L; I t ;) inanct, kendi t; tipi veri almd1gmda diger n - 1 oyuncu­
nun L; E T_; olast tipleri hakkmdaki belirsizligini yanstflr. K1saca bu oyunu 
G = { A1 ,  . . . . , A,. ; Ti ,  . . . .  , Tn;  PI , . . .  ·Pn ; u 1 , , , . ,  un } �eklinde yazanz. 

Harsanyi ( 1 967) statik bir oyunun zamanlamasm1 �oyle tammlar: ( 1 )  Doga i 
oyuncusu i9in T; olas1 tipler ki.imesinden bir t; tipi 9eker (2) Bu tip sadece i oyun-

' 
cusuna gosterilir diger oyuncular bu bilgiye sahip degildir (3) Oyuncular aym anda 
hareketlerini se9erler, yani her i oyuncusu olast A; ki.imesinden a; hareketini se9er 
ve sonra ( 4) Fayda di.izeyleri, u; (a 1 ,  . . . . .  an ; t; ) ,  belirlenir. ( I ) . ve (2). ad1mlardaki 
hareketlerin Doga'nm yapt1g1 hayali hareketler oldugunu di.i�i.ini.irsek eksik bilgili 
oyun mi.ikemmel-olmayan bilgili oyuna doni.i�ti.iri.ili.ir. Mi.ikemmel-olmayan bilgili 
oyunla kastedilenin de oyundaki herhangi bir harekette, s1ras1 gelen oyuncunun 
o ana kadark.i oyunun tarihini bilmemesi oldugunu hattrlayahm. Burada, Doga i 
oyuncusunun tipini i oyuncusuna if�a ederken bunu j bilmemektedir (2. ad1mda), 
bu yi.izden j oyuncusu (3). ad1mdak.i hareketlerin se9ildigi s1rada oyunun tam tari­
hini bilmemektedir. 

Statik Bayesyen oyunlann stratejik-bi9imli gosterimi tart1�masm1 tamamlamak 
i9in iki teknik noktanm daha belirtilmesi gerekir. Bu noktalardan birincisi, i oyun­
cusunun sadece kendi fayda di.izeyi hakkmda degil diger oyuncunun fayda di.izeyi 
hakkmda da ozel bilgiye sahip oldugu oyunlann varhg1d1r. brnegin Cournot mod­
elinde firmalann maliyetleri simetrik ve ortak bilgiye tabidir, fakat bir firma 
piyasadaki talep di.izeyini bilirken digerinin bunu bilmemesi soz konusu olabilir. 
Talep di.izeyi her iki oyuncunun da fayda diizeylerini etkiliyorsa, bunu bilen fir­
manm ti pi bunu bilmeyen firmanm fayda fonksiyonuna girer. n-oyunculu bir oyunda 
bu durumu ifade etmek i9in, i oyuncusunun faydasmm sadece (a 1 , . . .  , an ) hareket­
lerine bagh olmasma aym zamanda tiim tiplere (ti , . . . . .  , tn) bagh olduguna imkan 
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vererek gosteririz. Boylece fayda fonksiyonu ui(a1 , • • • . . , an;  ti , . . . .  , tn)  §eklinde 
ifade edilir. 

ikinci nokta ise oyunculann p; (L; I ti) inan�lan ile ilgilidir. Statik Bayesyen 
oyunun zamanlamasmdaki birinci ad1mda Doga'nm bir t = ( t 1 , . . . . . .  , tn) tip vekto-
riini.i se�tigini soylemi§tik. Bunun bir onset olas1hkla belirlendigini varsay1yoruz, 
p(t ) .  Fakat Doga t; tipini i oyuncusuna if§a ettigi zaman, i oyuncusu p; (L; I t ; )  
inancm1 Bayes kurahyla hesaplayarak gi.inceller. 

Bunun i�in de Bayes kurahmn veya Bayesyen giincellemenin ne oldugunu 
k1saca a�1klayahm. Bayesyen gi.incelleme, insanlarm bir oyunu oynarken si.irekli 
bir ogrenme i�inde olmalar1dlf. insanlar genellikle zamanla ortaya �1kan olay­
lann yard1m1yla baz1 olaylann daha �ok veya daha az olas1hkla ger�ekle§tigini 
di.i§i.ini.irler. Bu olas1hktaki degi§imi Bayes kurahyla ifade ederiz. 

Sezgisel olarak, Bayes kurah birinin A olaymm ger�ekle§mesine dair 
inarn;:lanmn B'yi gozlemledikten sonra gi.incellenmesini ifade eder. Daha formel 
olarak ifade edersek, Bayes kurah A ve B gibi iki olaym ko§ullu ve marj inal 
olas1hklanm birbiri ile ili§kilendirir: 

(A I B) = p(B I A)p(A) 
P 

p(B) 
(4. 1 )  

Bayes kuralmda her terimin geleneksel bir ad1 vard1r. Yani p(A), A olaymm 
onsel veya marjinal olas1hg1dlf. bnseldir �iinkii B hakkmdaki herhangi bir on 
bilgiyi dikkate almaz; p(A I B) ,  B veri iken (yani B olaymm ger�ekle§tigini 
ogrendikten sonra) A olaymm ko§ullu olas1hg1d1r. Ko§ullu olas1hk, posteriori 
olas1lik olarak da bilinir �iinkii B'nin spesifik degerlerine bagh olarak bulunur; 
ve p(B I A) da A veri iken B'nin ko§ullu olas1hg1d1r; p(B) ise B'nin onsel veya 
marjinal olas1hg1dJr. 

(4. 1 ) 'de ifade edilen Bayes kurahm ko§ullu olas1hk tammmdan hareketle ispat­
layabiliriz. B olay1 veriyken A'nm ger�ekle§me olas1hg1 §Oyledir: 

p(A I B) = p(A n B)
. 

p(B) 

A olay1 veriyken B'nin ger�ekle§me olas1hg1 a§ag1daki gibidir: 

(B I A) = p(A n B) 
p 

p(A) 
. 

Bu iki denklemdeki p(AnB) ortak terimden hareketle a§ag1daki e§itligi elde ederiz, 

p(A I B)p(B) = p(A n B) = p(B I A)p(A) .  

Her iki tarafi p(B)'ye bO!ersek: 

(A  1 B) = 
p(A n B) = p(B I A)p(A) 

p 
p(B) p(B) 

. 
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Sonu� olarak (4. 1 )'de verilen Bayes kurahm tiiretmi� oluruz. 
Diger yandan Bayes kurahm altematif bir �ekilde de ifade edebiliriz. Toplam 

olas1hk kuralmdan hareketle B olaymm onsel olas1hg1m, p(B) ,  �oyledir: 

p(B) = p(A n B) + p(A" n B) = p(B I A)p(A) + p(B I A")p(A") ,  

burada Ac, A'mn tamamlay1c1 olay1d1r. Boylece Bayes kurah tekrar a�agtdaki gibi 
ifade edilir: 

(A I B) -
p(B I A)p(A) 

p - p(B I A)p(A) + p(B J N)p(Ac) 
Bu tammt daha genel ifade edebiliriz, 

(4.2) 

burada {Ai }  olay uzaymm bolmeleridir ve herhangi bir A; i�in ge�erlidir. Dikkat 
edilirse ( 4.2) ifadesi, ( 4. 1 )  ifadesinin aymstdtr. 

�imdi yukanda tipler iizerinde yapt1g1m1z tartt�maya tekrar donelim. Bayes 
kurahm bunun i�in kulland1g1m1zda �unu elde ederiz, 

· ( . I · ) - Pi ( Li , ti ) - Pi (t_i ,  t ; )  
Pi t_, t, -

( ) 
- '°' 

( ) 
. 

Pi ti L.. Pi Li , ti 
L , ET_,  

(4.3) 

Bu matematiksel ifadenin bize soyledigi temel dii�iince i oyuncusunun, tipine 
bagh olarak diger oyunculann tipleri hakkmda sahip oldugu inan�lan (diger oyun­
culann hangi tipte olduklan olas1hgma dair inan�laO, Pi ( L; I ti ) ,  bulabilecegimiz­
dir. Bu durumda diger oyuncular, i oyuncusunun kendileri hakkmdaki inan�lanm 
bilirler. Burada �unu unutmamak gerekir daha once de ifade edildigi gibi oyun­
culann tipleri genelde birbirinden bag1ms1zdirlar, yani Pi (t_i ) inanct (olas1hg1) i 
oyuncusunun ti tipine bagh degildir. Dolay1s1yla p; (L; I t ; )  = Pi (t_i ) diye yaz­
abiliriz. 

4.4 Bayesyen Nash Dengesi 

Daha once tammlad1g1m1z gibi bir oyuncunun stratejisi tam bir hareket plamdtr. 
Bu plan oyuncunun hareket s1ras1 geldiginde her olast durumdaki hareket irnkamm 
tammlar. Statik Bayesyen bir oyun, Doga'nm oyuncularm tiplerini belirlemesiyle 
ba�lar ve i oyuncusunun piir stratejisi i oyuncusunun olast tiim tiplerin her biri i�in 
belirli bir hareket belirler. 

Herhangi bir i oyuncusunun olas1 tiplerinin her biri ii;in olas1 belirli bir hareketin 
tammlanmast gereksiz goziikebilir. Doga bir kez belirli bir tip belirlediginde ve 
bunu bu oyuncuya if�a ettiginde oyuncunun, Doga'mn diger bir tipi se�mesi du­
rumunda hangi hareketi se�ecegiyle ilgilenmesine gerek yoktur. Diger yandan, i 
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oyuncusu diger oyunculann ne yapacag1 ile ilgilenir ve diger oyuncularm ne ya­
pacag1 i oyuncusunun ne yapacagm1 di.i�tinmelerine bagh olacagmdan bu durumla
da ilgilenir. Yani bir tip i;ekildiginde ne yapacagma karar vermek ii;in i oyuncusu­
nun T; tip uzaymdaki diger tiplerin i;ekilmesi durumunda ne yapacagm1 di.i�i.inmesi 
gerekir. 

Daha gene[ olarak ifade edersek, eger bir oyuncunun diger tiplerde de nas1! 
davranacagm1 belirlemesine imkan vermeseydik, Nash dengesi kavram1m Bayesyen 
oyunlara uygulayamazd1k. Bu argi.iman daha once verdigimiz tammla uyumludur: 
Dinamik tam bilgili bir oyunda i oyuncusu ii;in her olas1 durum ii;in olas1 bir hareket
belirleyen bir stratej iyi tammlamak gereksiz gori.ilebilirdi fakat eger bir oyuncunun 
stratejisinin baz1 durumlardaki hareketleri belirlemesine imkan vermeseydik, di­
namik oyunlara Nash dengesini uygulayamazd1k. 

Bayesyen bir oyunda stratejinin tamm1 verildiginde, Bayesyen Nash tammma 
gei;ebiliriz. Tammm notasyon karma�1khgma ragmen, merkezi di.i�i.ince hem basit 
hem de tamd1ktir: Her oyuncunun stratej isi diger oyunculann stratejilerine en iyi 
tepkidir. Yani Bayesyen Nash dengesi basil bir �ekilde Bayesyen oyunda Nash 
dengesidir. 

Tamm 4.2 G {A1 , . . . .  , An ; T1 , . . . .  , Tn : p 1 ,  . . . .  pn ; u 1 , , , , , 1l11} gibi statik 
Bayesyen bir oyunda eger her i oyuncusunun her ti E Ti tipi irin a�ag1daki prob­
lemi <,:iizen bir hareket profili, a* = ( ai , . . . , a� ), varsa bu (piir strateji) Bayesyen
Nash dengesidir: 

Smirh statik Bayesyen bir oyunda, (yani n say1da smirh oyuncunun oldugu 
ve (A 1 , • • • •  , A11 ) ve (T1 , . . . . . , Tn ) ki.imelerinin smtrh oldugu bir oyun) Nash den­
gesini gostermek mi.imki.indi.ir. Denge muhtemelen karma stratejiler �eklinde ola­
caktir. Bunun ispat1 tam bilgili s1mrh oyunlardaki karma stratej i dengesinin is­
patma benzerdir. <;i.inki.i tam bilgili bir oyundaki karma strateji Nash dengesi bir 
a91dan eksik bilgili bir oyundaki pi.ir stratej i Bayesyen Nash dengesi olarak yo­
rumlanabilir. Karma stratej inin temel ozelligi j oyuncusunun stratejilerini rassal 
se�mesi degil, i oyuncusunun j 'nin se�imi hakkmda belirsiz olmas1dir. Bu belirsi­
zlik rassalla�llrmadan veya daha makul olarak (burada oldugu gibi) eksik bilgiden 
kaynaklanabilir. 

4.5 Bayesyen Oyun Uygulamalara 

4.5.1 Asimetrik Bilgi Altmda Cournot Rekabeti 

Coumot miktar rekabetinin oldugu iki firmah bir piyasa di.i§i.inelim. Bu piyasanm 
ters Itlep fonksiyonu p( Q) = a - Q �eklindedir, burada Q = q1 + q2 ,  iki firmanm 
piyasadaki toplam i.iretim di.izeyidir (q1 ve q2 s1ras1yla I .  ve 2. firmanm i.iretim 
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dtizeyleridir). I .  ti.rmanm maliyet fonksiyonu C1 ( q) = cq1 'dir. I .  ti.rma kendi 
maliyet fonksiyonunu bilir. Fakat 2. firmanm maliyet fonksiyonunu tam olarak 
bilmemektedir. Yani 2. firmamn maliyet fonksiyonu () olas1hkla ytiksek maliyetli 
C2 (<J2 ) = Cff<J2 , 1 - (} olas1hkla da C2 (q2 ) = qq2 dti§tik maliyetlidir, burada 
c1, < c11 . Bu oyunda bilgi asimetriktir: 1 .firma sadece kendi maliyet yap1s1m 
bilirken, 2.firma kendisinin ve 1 .firmanm maliyet yap1sm1 bilmektedir. 6zetle 2. 
firmamn tip uzay1 T2 = {er, ,  cH } iken, 1 .firmamn tip uzay1 T1 = { c} §eklindedir. 

I .  firmanm, 2. firmamn maliyet yap1sm1 bilmemesinin gerekc,:esi, 2. firmanm 
piyasaya yeni giren bir firma olmas1 veya yeni bir tiretim teknolojisi geli§tirmesi 
ile ili§kili olabilir. Ttim bu bilgiler ise ortak bilgidir: I .  firma 2. firmamn daha iyi 
bir bilgi diizeyine sahip oldugunu bilir ve 2. firma da bunun 1 .  firma tarafindan 
bilindigini bilir, bu ortak bilgi bu §ekilde ilerler. 

Firmalann hareketleri sec,:tikleri QI ve q2 iiretim miktarlandir. iki tipe sahip 
oldugu ic,:in 2. firmanm iki olas1 maliyet fonksiyonu, yani iki olas1 kar fonksiyonu 
vard1r: 

7r2(q1 ,  Q2 ; cL ) = [(a - Q1 - q2 ) - cL] q2 ,  
7r2 (q1 , Q2 ; CH ) = [(a - QI - q2 ) - en ] Q2 . 

1 .  firma ise sadece tek bir kar fonksiyonuna sahiptir: 

Beklenilecegi gibi 2. firma marjinal maliyetine bagh olarak iiretim diizeyini 
sec,:er. Eger marjinal maliyeti yiiksekse daha dii�iik bir iiretim diizeyinde (dii§iik 
marj inal maliyete gore) iiretimde bulunur. Bu yiizden I .  firma da 2. firmamn mar­
jinal maliyetine bagh olarak iiretim diizeyini belirleyecegini dii§iiniir. 2. firmanm 
iiretim maliyetlerine gore iiretim tercihlerini q2 ( cn )  ve q2 ( ci )  olarak gosterelim ve 
qi ise I .  firmamn iiretim diizeyi olsun. Eger 2. firmamn iiretim maliyeti yiiksekse, 
a§ag1daki optimizasyon probleminin c,:oziimiinden, q2 (CH ) degerini buluruz: 

max [(a - qi - q2) - cH] Q2 · (4.4) 
q2 

Yine benzer olarak 2.firmanm iiretim maliyeti dii§iikse, q2 ( cL) optimal iiretim degeri 
a§ag1daki problemin c,:oziimiinden elde edilir, 

(4.5) 

Diger yandan 1 .  firma ise daha once belirtildigi gibi 2. firmamn () olas1hkla 
iiretiminin q2 (cH) olacag1m, 1 - () olas1hkla da q2 (ci) olacag1m beklemektedir. 
Yani 1 .  firmanm optimal iiretim diizeyi, qi , a§ag1daki problemi c,:ozen degerdir: 

max ()  [(a - QI - q2 (cH ) )  - c] QI + ( 1  - ()) [(a - QI - q2 (ci) )  - c] qI . (4.6) 
q1 
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I .  ve 2. firmanm optimizayon problemlerinin, (4.4), (4.5) ve (4.6), birinci 
dereceden ko�ullan s1ras1yla �oyledir: 

• () [(a - q2 (cH)) - c] + ( 1  - B) [ (a - q2 (cL) )  - c] qi =  2 
. 

Bu iii; birinci dereceden ko�ul aym anda i;oziildilgilnde a§ag1daki ilretim dil­
zeylerini buluruz (denge ii;in gerekli ko�ullann oldugunu varsay1yoruz, yani ilretim 
maliyetleri pozitif ilretimi saglayacak dilzeydedir): 

• a - 2cH + c 1 - () q2 (cH )  = 3 + -6- (cH - cL ) , 

• a - 2cL + c () q2 (C£ ) = 
3 

- 5 (cH - cL ) ,  

• a - 2c  + BcH + ( 1  - B)cL 
Q1 = 3 

. 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Boylece eksik bilgili Coumot oyunun i;ozilmil qi , q2 (cL )  ve q2 (cH )  �eklindedir. 
Strateji tamm1 geregi, 2. firmanm stratejisi ( q2 ( cL), q2 ( Cfi ) )  iken, 1 .  firmamn 
stratejisi qi 'dtr. 2. firmanm maliyetine bagh olarak farkh ilretim dilzeylerini se­
i;ecegini dil§ilnmek kolaydtr. Fakat I .  firmanm tek bir miktar dilzeyinde ilretim 
yapmas1, 2. firmanm ilretim miktanmn maliyetine bagh oldugunu dikkate almasmt 
gerektirir. Yani eger denge kavram1m1z I .  firmamn 2. firmanm stratej isine en iyi 
tepkisini gerektiriyorsa, bu durumda 2. firmanm stratejisi her bir maliyet tipine 
bagh bir i;ift ilretim dilzeyi �eklinde olmahdtr; aksi takdirde I .  firma kendi strate­
jisinin 2. firmamn stratejisine en iyi tepki oldugunu hesaplayamaz. 

�imdi bu sonui;lan tam bilgi altmdaki, yani her iki firmamn birbirlerinin mar­
jinal maliyetlerini bildigi durumdaki Coumot ilretim degerleri ile kar�Ila§ltrahm. 
I .  ve 2 .  firmamn marjinal maliyetlerinin s1ras1yla c1 ve c2 oldugunu ve bunun 
her iki firmanm pozitif ilretim yapmasma imkan verdigini dil§ilnelim. Bu durumda 
i firmasmm ilretim dilzeyi qi = (a - 2c.; + Cj ) /3 olur. Fakat eksik bilgi altmda, 
bunun tersine, q2 (cH )  dilzeyi ((4.7)'de verilen deger) (a - 2cH + c)/3'den daha 
bilyilk ve q:2 (cL) dilzeyi (4.8'de verilen deger) (a - 2cL + c)/3'ten daha dil§ilktilr 
(burada I .  firmanm marjinal maliyetinin c, 2. firmanm marjinal maliyetinin de 
CL ve CH olduguna dikkat ediniz). Bunun boyle olmasmm temel sebebi, 2. fir­
manm sadece marjinal maliyetine gore ilretim yapmas1 ve l .firmamn buna tepki 
veremeyecek olmasmdan istifade etmesidir. <;ilnkil omegin 2. firmamn maliyeti 
yilksekse bu daha az ilretecegi anlamma gelir fakat I .  firmamn bunu tam olarak 
bilmediginden, I .  firma beklenen kanm maksimize eden miktan sei;er. Bu da I .  
firmanm, 2. firmanm yilksek maliyette ilretim yapt1g1m bilmesi durumundan daha 
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az i.iretimde bulunacag1 anlamma gelir. Bu yi.izden 2. firma, yi.iksek maliyetine 
ragmen daha fazla i.iretme imkamna sahip olur. Yani 2. firma, 1 .  firmanm kendisi 
hakkmdaki eksik bilgi di.izeyini kullanm1� olmaktadir. 

4.5.2 Cinsiyetler Sava§• 

Cinsiyetler Sava�1' nda hatirlarsak, iki Nash dengesi, (opera, opera), (boks, boks) ve 
bir karma strateji Nash dengesi vard1. Omegin Tablo 4.5'te verilen oyunda erkegin 
2/3 olas1hkla boksu, kadmm da 2/3 olas1hkla operay1 se\:tigi karma strateji dengesi 
vardir. 

opera boks 
opera 2, 1 0, 0 
boks 0, 0 1 ,  2 

Tablo 4.S 

Bu oyunda I .  oyuncu olan Seher ve 2. oyuncu olan Adem birbirini bir mi.iddet 
tamsalar da birbirlerinin fayda fonksiyonlan hakkmda tam bir bilgiye sahip degil­
lerdir. Bu durumu �oyle ifade edebiliriz. Eger her ikisi de operaya giderse Seher' in 
fayda di.izeyi 2 + hs olsun, burada hs degeri Seher tarafindan ozel olarak bilinen 
bir degerdir (Adem bilmiyor). Fakat eger her ikisi de boksa giderse Adem' in 
fayda di.izeyi 2 + ha olsun, burada ha degeri ise Adem tarafmdan ozel olarak bili­
nen bir degerdir (Seher bilmiyor). Bu arada hs ve ha degerlerinin basitlik olsun 
diye birbirinden bag1ms1z ve [O, ll] arahgmda homojen bir dag1hmdan geldigini 
varsay1yoruz. Bu oyunda hs ve ha degerlerini kuJ(anmam1zdaki temel gerek\:e. 
oyunun fayda di.izeylerinin asli oyundaki fayda dtizeylerinden az da olsa bir degi�iklik 
gosterdigini belirtmek i\:indir. Tablo 4.6'da gosterildigi gibi diger fayda dtizeylerinde 
bir degi�iklik yoktur. 

opera boks 
opera 1--2_+�h_s_, l--+�-O_,_O�-
boks 0, 0 l , 2 + ha 

Tablo 4.6 

Bu Bayesyen oyunda, G = {A8 , Aa; T8 , Ta; p8 , pa ; U8 , Ua } ,  hareket uzaylan 
As = Aa = {  opera,boks } ,  tip uzaylan T.. = Ta = [O, £1] ve inan\:lan ttim h8 ve ha 
i\:in Ps (ha) = Pa (hs) = l/ll �eklinde ifade edilir. 

Cinsiyetler Sava�t oyununun bu eksik bilgi l i  versiyonununda ptir strateji Ba­
yesyen Nash dengesini bulahm. Bu oyunda Seher, eger hs belirli bir kritik degeri 
yani s degerini a�arsa operay1 oynayacaktJT ve benzer �ekilde Adem, eger ha belirli 
kritk deger olan a degerini a�arsa boksu oynayacakt1r. Bizim buradaki amac1m1z 
veri £1 degeri i\:in, Bayesyen Nash degerleri olan s ve a degerlerini belirlemektir. 

2 1 2  



Adem'in stratejisi veri ahnd1gmda, Seher' in s1ras1yla opera ve bokstan bekle­
nen faydalan a§ag1daki gibidir: 

ve a a a 
o·o + ( 1  - 0) . 1  = ( 1 - 9 ) · 

Dikkat edilirse a/O degeri homojen dag1hmdan dolay1 a degerinin altmda olma 
olas1hgm1 verirken, ( 1  - a/O) de bunun i.istiinde olma olas1hg1m verir. 

K1saca Seher' in operay1 oynamas1 ancak a§ag1daki ko§ul ge�erliyse optimaldir: 

0 
t .• ;:::: - - 3 = s.  

a 
(4. 1 0) 

Benzer olarak Seher' in stratejisi veri ahnd1gmda, Adem'in s1ra•ayla bokstan ve 
operadan beklenen faydas1 ise §Oyledir: 

ve 
s s [1 - 9J . l  + 0.0 = [1 - 9l ·  

Yani boksu oynamak ancak a§ag1daki ko§ul ge�erli ise optimaldir: 

0 
ta :2'. - - 3 = a. 

s 
( 4. 1 1 ) 

Eger (4. 10) ve (4. 1 1 )  denklemlerini aym anda �ozersek bu bize a = s ve a2 + 
3a - 0 = 0 denklemini verir. Karesel fonksiyonu �ozdi.igi.imi.izde Seher'in operay1 
oynama olas1hgmm (0 - s)/O ve Adem'in boksu oynama olas1hgmm (0 - a)/O 
oldugunu gori.iri.iz. Yani her ik.i olas1hk da §Una e§ittir: 

-3 + Jg +  40 
1 -

2() 
. (4. 1 2) 

Yukanda (4. 1 2) ifadesinde 0, 0 degerine yakla§t1gmda, bu ifade 2/3 degerine 
yakla§lf ( ( 4. 1 2) ifadesinin, 0 s1fira giderken limitine bakm, bunun i�in de L' Hospital 
kuralm1 kullanm1z). Eksik bilgi ortadan kalkt1k�a. oyunculann pi.ir-strateji Bayesyen 
dengesindeki davrani§lannm tam bilgili orijinal oyundaki karma stratejiye yakla§­
t1gm1 gori.iri.iz. 

4.5.3 Yatmm-Gi� Oyunu 

Bu oyun daha once verdigimiz Giri§ Oyununun ba§ka bir versiyonudur. Yine iki 
firmamn oldugu tek bir piyasanm oldugunu di.i§i.inelim. I .  firma piyasaya girl§ 
ya da d1§anda kalma karan veren firrnadlf. 2. firma ise bu piyasada iiretim ya-
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pan mevcut finnadir. 2. firma bir yatmm karanyla ytiz ytizedir: tiretim teknolo­
jisini yenilemek (modernize etmek) i9in maliyetli bir yatmm m1 yapmah yoksa 
eski teknoloji ile tiretime devam m1 etmelidir? Eger 2. finna tiretim teknolojisini 
modernize ederse, 1 .  firma i9in rekabet etmek zorla�acaktir ve girmemesi daha iyi 
bir karar olacaktir. Fakat eger 2. firma yatmmdan ka91mrsa -yani eski teknoloj iyi 
muhafaza ederse- 1 .  firma i9in girmek daha karh olabilir. Bu durumda 2. firma 
ile daha kolay rekabet edebilir. Basitlik olsun diye 2. finnanm yatmm maliyetinin 
sadece di.i§i.ik veya yi.iksek di.izeylerde oldugunu varsayahm. Fakat I .  firma bunu 
bilmemektedir. Sadece buna dair inan9lan vardir: p olas1hkla 2. finnamn yi.iksek 
maliyetli, 1 - p olas1hkla da di.i§i.ik maliyetli olduguna inanmaktadir. Oyunculann 
fayda di.izeyleri ve olas1hklar Tablo 4.7'de gosterilmektedir. Tablo 4.7'de I .  fir­
manm gir ve d1�anda kal hareketleri s1ras1yla G ve D ile gosterilirken, 2. finnanm 
modern ve eski hareketleri s1ras1yla M ve E ile gosterilmektedir. 

Tablo 4.7'nin sagmdaki tablo 2.firmamn p olas1hkla yi.iksek maliyetli olmas1 
durumunda firmalann kar di.izeylerini gosterirken, soldaki tablo 1 - p olas1hkla da 
di.i�i.ik maliyetli olmas1 durumundaki kar di.izeylerini gostennektedir. 

M E 

g if----�-:�---�-: :----< M E 
G -2 , 3 2 , 4  

t------+----< 
D 0, 7 0, 6 

Tablo 4.7 

Boyle bir oyunda 1 .  firma ozel bilgiye sahip degiklir. Bu yi.izden tip ki.imesi T1 
tekil bilgi ki.imesidir. 2. finna maliyeti konusunda ozel bilgiye sahiptir, dolay1s1yla 
tip ki.imesi di.i§i.ik maliyet (�) ve yi.iksek maliyetten (c) olu�an iki elemana sahip­
tir, T2 = fo, c} . I .  finnanm stratejisi iki tipin her biri i9in bir hareket tammlar, 
yani A2 = {Modern, Eski} = { M, E} ,  burada c E T2 = {�, c} 'dir. I .  fir­
manm stratejisi ise sadece bir harekettir, yani a1 E A1 = {Cir, Di�arida K al} = 

{G, D} .  
�unu hemen soyleyebiliriz: Yi.iksek maliyetli finna kesin baskm bir harekete 

sahiptir, yani E hareketini oynamak her zaman daha iyi sonu9 verir. Fakat di.i§i.ik 
maliyetli 2. finnanm en iyi tepki fonksiyonu I .finnanm stratejisine baghdir. Eger 
I .  finna girerse, 2. finna E hareketini tercih eder; eger 1 .finna dt�anda kalmay1 
tercih ederse M hareketini se9er. Bu arada, I .  finnanm piyasaya ginne olas1hgm1 
y ile gosteriyoruz. Di.i§i.ik maliyetli 2. finnanm Modern (M) ve Eski (E) oyna­
masma bagh olarak olu�an beklenen faydas1 I .  finnamn karma stratejisinin, y, bir 
fonksiyonudur: 

u2(M; y, �) = 3y + 7( 1  - y) = 7 - 4y 

u2(E; y, �) = 4y + 6 ( 1 - y) = 6 - 2y. 

Eger y � 1 /2 ise dti�i.ik maliyetli firma zay1f bas km olan M hareketini tercih eder. 
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Dii�iik maliyetli 2. firmamn fl/ hareketini tercih etme olas1hgm1 .r ile gosterelim. 
Bu durumda dii�iik maliyetli 2. firmanm karma strateji en iyi-tepki fonksiyonunu, 
:J:* (y) .  �oyle yazabiliriz: { { 1 } ,  eger y < � 

:r* (y) = [O, l ] ,  eger y = l 
{O } ,  eger y > 2 

�imdi de I .  finnamn en iyi tepki-fonksiyonunu bulahm. I .  firma p olas1hkla 
yiiksek maliyet tipli 2. firma ile kar�1la�1r. Bu durumda 2. finna kesinlikle E 
hareketini se\:er ve eger piyasaya girerse I .  firmaya 2 kazandmr. Diger yandan, 
l .  firma 1 - p olas1hkla dii�iik-maliyet tipli 2. finna ile kar�ila�t1gmda, 2. firma :I: 

olas1hkla f\J hareketini se\:er. Eger 1 .  finna piyasaya ginneye karar verirse bekle­
nen faydas1 �oyle ifade edilir: 

u1 (gir ; :r) = 2p + ( 1  - p)[-2x + 2( 1 - x)] = 2 - 4 ( 1 - p)x. 

Eger I .  firma d1�anda kal karanm verirse u1 (d1�anda kal) = 0 faydasm1 elde 
eder. Bu durumda eger 2 - 4 ( 1  - p)x > 0, yani x � 2( ,1_r) = x ise 1 .firma 
zay1f baskm hareket olan gir hareketini se\:er. Burada p E [O, l] i\:in x E [ � , oo) 
olduguna dikkat edin. 1 .  finnanm karma strateji en iyi-tepki fonksiyonu ise �oyle 
yaz1Iabilir: { { 1 } ,  eger x < x 

y* (:r) = [O, l ] ,  eger x = x 
{O } ,  eger x > x 

Dii�iik maliyetli 2. firmanm en iyi-tepki fonksiyonunun, x• ,  tersine, 1 .  firmamn 
en iyi tepki fonksiyonu, y• , p'e baghdlf. Bu da y* 'nin x'e bag1mhhg1 iizerinden 
ger\:ekle�ir. 

�imdi oyunculann karma-strateji en iyi-tepki fonksiyon grafiklerinin kesi�imini 
bularak, yiiksek-maliyetli olma olas1hg1, p, ile belirlenen oyunun Bayesyen Nash 
dengelerini kolayca bulabiliriz. �ekil 4. 1 ii\: durum i\:in x• ve y• grafiklerini gos­
termektedir: (a) durumu soz konusu eger p E [O, � ) ,  (b) durumu soz konusu eger 
p = � ve son olarak ( c) durumu soz konusu eger p E ( � ,  l ] .  Bayesyen Nash 
dengeleri * i�areti ile gosteri lmektedir. 

Bayesyen Nash dengelerini a�ag1daki ii\:lii yap1da gosterebiliriz: 

(y.G + ( 1  - y) .D; E; x .M + ( 1  - x) .E) ,  

burada birinci terim I .  firmamn karma stratejisidir, noktah virgiilden sonraki ikinci 
terim yiiksek maliyetli 2. firmamn baskm stratejisi E'dir ve ii\:iincii terim dii�iik 
maliyetli 2. firmamn karma stratej isidir 

2. finna muhtemelen dii�iik yatmm maliyetli oldugunda, yani p < 1 /2 ise, den­
genin karakteri Tablo 4.7' nin sag tarafmdaki dii�iik yatmm maliyetli oyun tarafmdan 
belirlenir. Bu durumda iki piir-Nash dengesi vardlf: (D; E, M) ve (G; E, E) .  B ir-
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�kil 4.1 ikinci finnanm maliyetinin yiiksek olma olas1hgmm farkh ii� degeri i�in birinci 
ve ikinci finnanm en iyi tepki fonksiyonlan 

inci dengede dii§iik maliyetli 2. finnamn modemizasyon stratejisini izlemesi ve 
I .  finnanm d1§anda kalmas1, ve ikinci dengede ise 2. finnanm dii§iik-maliyetli 
eski teknolojiye devam etmesi ve I .  finnanm ginnesi durumu soz konusudur. Aym 
zamanda dii§iik-maliyetli I .  finnanm 1 12 olas1hkla modemizasyon yapt1g1 ve I .  
finnanm x olas1hkla piyasaya girdigi bir karma strateji vardir. 

2. finnanm e§it ola<>1hkla yiiksek ve dii§iik yatmm maliyetli olmas1 durumunda, 
yani p = 1 /2 oldugu zaman, her iki tipteki 2. finnanm da eski teknolojiye, E, de­
vam ettigi ve I .  finnanm piyasaya girdigi, G, bir piir-strateji dengesi vardir. Kalan 
piir-strateji ve kanna-strateji dengeleri birle§erek bir dengeler kiimesine (�ok say1da 
denge) donii§iir: Dii§iik-maliyetli 2. finna modemizasyon yapar, ki bu durum l .  
finnay1 ginne kanusunda kay1ts1z yapar. I .  finna yiiksek bir alas1hkla ginnedigi 
miiddet�e. dii§iik-maliyetli 2. finna kesin bir §ekilde modemizasyanu se�er. 

� 
Eger 2. finnanm yiiksek maliyetli alma ihtimali daha yiiksekse, yani p > 1/2 

aldugu zaman, Bayesyen oyun Tabla 4.7'nin salundaki yiiksek-maliyetli durumla 
belirlenir. Bu da tek bir piir-strateji dengesine sahiptir. Burada 2. finnanm her iki 
tipi eski teknolajide kahr, ve I .  finna piya<>aya girer. 

4.5.4 Bayesyen Bertrand Oyunu 

ila tarafh eksik bilgi altmda iki finnanm Bertrand rekabeti gosterdigi bir model 
kurahm. Bu ayunda her iki finna da birbirinin maliyetleri kanusunda tam bilgiye 
sahip degildir. Dalay1s1yla yukanda verilen Caumat modelindeki tek tarafh eksik 
bilgi yerine, iki tarafh eksik bilgi soz kanusudur. 

Finnalan F1 ve F2 diye gosterelim. Her bir finna farkhla§tmlm1§ mallann 
iireticileri kanumundalar. Finnalar aym anda p1 2 0 ve 'P2 2 0 fiyatlanm se�iyorlar. 
Dagrudan talep fonksiyanunun lineer aldugunu varsayahm: 

burada Qi 2 0, F; finna<>1 tarafmdan iiretilen miktan gostennektedir, a > 0 talep 
parametresidir, b E [O, 2) ise Fi finna<>mm iirettigi maim, Fi finnas1 tarafindan 
iiretilen mal tarafindan ne kadar ikame edildigini gostennektedir, i, j = { 1 ,  2 } ,  i =1-
j. Her iki finnanm da farkh iiretim teknalajilerine sahip aldugunu 
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varsay1yoruz. Farkh i.iretim teknolojileri farkh birim maliyetler demektir. 2. firma, 
I .  finnanm birim iiretim maliyetinin ¢ olas1hkla q .  1 - </> olas1hkla da en 
oldugunu di.i§i.inmektedir; I .  firma da 2. finnamn birim iiretim maliyetinin 0 
olas1hkla CH , 1 - () olas1hkla da CL oldugunu dti�iinmektedir. A�ag1da birim iiretim
maliyetlerinin olas1hk dag1hmlan verilmektedir: 

('J 
= 
{ cA, </> olas1hkla- CB , 1 - </> olas1hla 

{ CH , () olas1hkla 
ve c2 = CL , 1 - (j olas1hla

Aynca burada §Unu varsay1yoruz: CA > en , cH > C£ ve CA , ca , CfI , ci < a.
Boylece F; finnasmm kar fonksiyonu §Oyledir:

burada c; , F; finnasmm birim maliyetidir, i , j = { l ,  2} , i -/- j.
F; finnas1 birim maliyetine bagh olarak bir  fiyat belirleyecektir, bu Pi ( cA) fiyat1

veya Pi (en) fiyat1 olacaktlf; F1 finnas1 da benzer olarak birim iiretim maliyetine
bagh olarak P2 (CH ) fiyaum veya v2 ( ci) fiyatm1 belirleyecektir. Bu fiyatlan belir­
lemek i�in, Bayesyen Nash dengesi kavramm1 kullanacag1z. 

Eger F1 finnasmm birim maliyeti yiiksekse, Pi (cA) a§ag1daki gibi belirlenir,

arg max {B(a - Pl + bp2 (cH ) (p1 - CA ) + ( 1  - B) (a - Pt + bp2 (cL ) (p1 - cA ) } , 
P1:::>:0 

(4. 1 4) 
ve eger iiretim maliyeti di.i§i.ikse, pj (ca ) ise a§ag1daki §ekilde belirlenir:

arg rnax {B(a - P1 + bp2(cH ) (P1 - en) + ( 1  - B)(a - P1 + bp2 (ci) (p1 - cB) } . 
P1 :::>:0 

(4. 1 5) 
Benzer olarak F2 firmasmm birim maliyeti yi.iksekse, P2 (cH ) degerini a§ag1daki
optimizasyondan elde eder: 

arg max {¢(a - P2 + bpi (cA ) (p2 - CH) + ( 1  - ¢) (a - P2 + bpi (cB) (p1 - CH ) } . 
P2:::>:0 

(4. 1 6) 
Fakat birim maliyeti dii§iikse, pj (cL) a§ag1daki optimizasyondan elde edilir,

arg max {¢(a - P2 + bpi (cA ) (P2 - cL ) + ( 1  - </>) (a - P2 + bpi (cB ) (P1 - C£ ) } .
P2:::>:0 

(4. 1 7) 
Boylece (4. 1 4), (4. 1 5), (4. 1 6), ve (4. 17)'den elde edilen birinci derece ko§ul­

larmdan elde edilen tepki fonksiyonlanndan (4 bilinmeyenli dort denklem) olu§an 
denklemleri aym anda �ozersek a§ag1daki degerleri buluruz: 
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* ( ) 
_ 2a(2 + b) + (4 - b2)cB + b2E(c1 ) + 21>E(c2) 

P1 CB - 2( 4 - b'2) ' 

* ( . ) = 
2a(2 + b) + (4 - b2)cH + b2E(c2 )  + 2bE(c1 ) 

P2 CJl 2(4 - !J2 ) 
, 

2 2 
* ( ) _ 2a(2 + b) + (4 - b )cL + b E(c2 )  + 2bE(c1 ) 

P2 CL - 2(4 _ !J2) 

burada E(c1 ) = ¢cA + ( 1 - ¢  )ca ve E(c2 )  = OcH + ( I  - O)cL . Finnalann beklenen 
fiyatlan ise dogrudan lalep fonksiyonundan elde edilebilir: 

E( 
* ) _ a(2 + b) + 2E(c1 ) + bE(c2) 

E( * ) _ a(2 + b) + 2E(c2 )  + bE(ci ) 
P1 - 2(4 - b2 ) 

ve P2 - 2(4 - b2 ) 

Finnalann beklenen kar dilzeyleri ise fiyal ve miklar degerlerinin (4. 1 3) denklemi 
ile ifade edilen finna kar fonksiyonlannda yerine konulmas1yla basil bir �ekilde 
elde edilebilir. 

4.5.5 Kamu Mah Sunumu 

Herhangi bir grup insana sunulmas1 gereken bir kamu mahmn maliyelinin kimler 
larafindan kar�1lanacag1 sorusunu basil bir model ilzerinden lart1�ahm. Bu model 
Osborne (2003)'den derlenmi�lir. 

En az bir ki�inin maim maliyelini odeyerek mah gruba sunmay1 islemesi du­
rumunda, herkes bu kamu mahndan faydalanmakl�dlf. Fakal insanlann bu mala 
verdikleri deger herkese gore farkhhk goslennekledir ve herkes sadece kendi degerini 
bilmekledir. Bu durumda kimin maim sunum maliyeline kal1lacag1 sorusu ortaya 
�tkmakladir. 

Bu gruplaki insan say1s1 n kadardir; maim maliyeli c > 0, ve i bireyinin fay­
das1 ise Vi ile ifade edilsin. Eger ma! sunulmazsa bu durumda herkesin faydas1 
s1fir olmaklad1r. Her i bireyi mala verdigi degeri (vi ) , sadece kendisi bilmekle­
dir ve sadece kendisinin degerini bilmekledir. Fakal bildigi bir �ey daha vardir, o 
da oyuncularm sahip oldugu lilm degerlerin arahgtdlf. Bu degerlerin en az 1!. en 
�ok da v degerleri arasmda oldugunu bilmekledir. Kalthm maliyeli poziliflir ve en 
yilksek ve en dil�ilk deger arasmda yer almaklad1r, 0 :::; 1!. < c < v. Diger yan­
dan, i bireyi diger herhangi bir bireyin en fazla v degerine sahip olma olas1hgmm 
F( v) olduguna inanmaklad1r, burada F silrekli artan dag1hm fonksiyonudur. Bu 
inan� diger oyuncularm inan�lanndan bag1ms1zdir. Burada F fonksiyonu artan bir 
fonksiyondur �ilnkil v artt1k�a bunun altmda kalan degerlerin gelme olas1hg1 da 
artmakladir ve yine F fonksiyonu silreklidir �ilnkil bu arahklaki tek bir v degerinin 
gelme olas1hg1 s1firdir. 

Tilm n bireyleri aym anda kat1hm degerlerini zarf i�inde sunmaktad1rlar, yani 
e� anh harekel etmektedirler. Herkesin sundugu deger ya pozitif bir c degeri ya 
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da hic;:bir §ey yani 0 olabilir. Eger tiim bireyler 0 kat1hm teklifini sunarsa, mal 
sunulmayacak ve her bireyin faydas1 0 olacaktir. Eger en azmdan bir birey c kadar 
teklifte bulunursa, mal sunulmaktadir. Bu durumda bu teklifi yapan bireyin faydas1 
v; - c, fakat 0 teklifinde bulunan her i bireyin faydas1 ise v; olmaktadir. 

Durumu ozetlersek n say1da oyuncunun oldugu oyunda, tiim degerlerin pro­
fit kilmesi ( v 1 , • • • • •  , vn) §eklindedir, burada tilm i' ler ic;:in degerler 0 :S Vi :S v 
arahgmdadir ve her oyuncunun hareket kilmesi { Cl , c} §eklindedir. Herhangi bir i 
oyuncusunun her tipi, her diger j oyuncusunun en fazla Vj degerine sahip olma 
olas1hgmm F( v1 ) F(v2 )  . . . F( Vi- I )F( vi+! ) . . .  F( vn) olduguna inanmaktad1r. 

K1saca i oyuncusunun ( v1 , . • . . •  , vn) durumunda faydas1 :  { 0, eger hie;: kimse katkida bulunmazsa 
u; = v; , eger i katk1da bulunmazken baz1lar1 katk1da bulunursa 

Vi - c, eger i katk1da bulunursa 

Bu oyunun Bayesyen dengesini bulmak ic;:in i§e once i oyuncusunun nasil 
davrand1gm1 dii�ilnerek ba�layahm. Her oyuncunun mala verdigi degerin ancak en 
az v* ise katk1da bulunacagm1 varsayahm. Bu durumda oyunculardan en az birinin 
katk1da bulunma olas1hg1 yani en az birinin en az v• kadar degere sahip olma 
olas1hg1 1 - ( F(v* ) )"- 1 'dir (dikkat edilirse F( v• )  )"- 1 olas1hg1 tilm diger oyuncu­
lann en fazla v• degerine sahip olma olas1hg1dir). Dolay1s1yla eger i oyuncusunun 
degeri v; ise, katk1da bulunmamas1 durumunda beklenen faydas1 
( 1 - (F( v*)  )n- I  )v; kadard1r. Katk1da bulunmas1 durumunda faydas1 v; - c  olur. Bu 
yilzden i oyuncusunun v; < v• durumunda katk1da bulunmama ko�ulu 
( 1  - (F(v* ) )n- 1 )v; 2: v; - c iken, i oyuncusunun Vi > v* durumunda katkida 
bulunma ko�ulu ( 1  - (F(v* ) ) 11-1  )vi :S vi - c'dir. Bu ko�ullar1 daha derli toplu 
yazarsak: 

Eger Vi < v* ise (F(v* ) )"-1  )v; :S c  ve Eger vi 2: v• ise (F(v* ) ) 11-1 )v; 2: c .  
(4. 1 8) 

Bu e§itsizlikler saglamrsa �u sonucu elde ederiz: 

(F(v* ) )n- l )v* = c. (4. 19) 
� 

Eger v* degeri (4. 1 9) denklemini c;:ozen degerse, bu (4. 1 8) 'deki iki e�itsizligin 
de sagland1g1 anlamma gelir. Bu da oyunda her oyuncunun en az v• degerinde 
katk1da bulundugu bir Bayesyen Nash dengesi var demektir. 

Eger v 2: fi ve v > c ise olashk fonksiyonu F( v) = 1 oldugundan, v* > c olur. 
Yani her oyuncunun e�ik katk1 degeri kamu malmm maliyetini a�ar. En azmdan bir 
oyuncunun degeri c'yi a§t1g1 zaman, tiim oyunculann refah1 daha iyi hale gelir. 
Kamu mah sunulursa en yiiksek degere sahip olan birey de maim sunulmamas1 
durumundan c;:ok daha iyi durumda olacaktir. Fakat dengede maim arz edilmesi an­
cak en azmdan bir oyuncunun degerinin v* degerini a�mas1, bunun da c maliyetini 
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a�mas1 durumunda soz konusudur. 
�imdi de bireylerin say1s1 artttk'ra bu maim dengede daha yiiksek veya dii�iik bir 

olas1hkla m1 sagland1gma bakahm. Mahn saglanma olas1hg1 en azmdan bir oyun­
cunun degerinin en az v• olma olas1hg1dir, ki bu da 1 - (F(v* ) ) '"dir. (4. 19) 'dan 
bu olas1hgm 1 - cF( v*) /v* oldugu gortiliir. Buna gore v• birey say1sma gore nas1l 
degi�ir? Veri herhangi bir v• degeri i'rin, n arttik'ra (F(v* ) )n- I  olas1hg1 azahr 
ve dolay1s1yla v* (F(v*) )"- 1 ' nin degeri azahr. Yani (4. 1 9) e�itligini siirdiirmek 
i'rin, v* degeri n artt1k'ra artmak zorundadir. Sonu'r olarak, n artarken bu da v* 'yi 
artmrken, maim sunulma olas1hgmdaki degi�im, F( v•)  /v* 'deki degi�ime baghdir: 
Eger F(v*)/v* fonksiyonu v• degerinin azalan bir fonksiyonu ise, olas1hk artar 
fakat eger F(v*)/v* fonksiyonu v* degerinin artan bir fonksiyonu ise olas1hk 
azahr. Eger F homojen dag1hm gosteriyorsa ve 1!. > 0 ise, F(v* ) /v*, v* ' nin 
azalan bir fonksiyonudur boylece maim sunulma olas1hg1 niifus artt1k'ra artar. 
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Sorular 

I .  Bir kamu mah sunumu oyunundaki iki oyuncu aym anda maliyeti c E (0, 1 )  
olan bir kamu mahm sunup sunmamaya karar veriyorlar. Her oyuncu ic;:in 
O; degi�keni [O. l ]  arahgmda homojen dag1hyor ve kamu malmm faydas1 Br 
olarak veriliyor. Bu oyunun Bayesyen dengesini bulun. 

2. Zamamn O'dan l 'e kadar stirekli oldugu bir y1pratma sava�mda iki taraf var. 
Oyun herhangi bir oyuncu teslim olunca bitiyor. iki oyuncu da gtic;:IU ( I .  
oyuncu ic;:in p ve 2. oyuncu ic;:in q olas1hklanyla) veya zay1f olabilirler. Gtic;:IU 
bir oyuncu sava�maktan zevk ahyor ve asla teslim olmuyor. Zay1f bir oyuncu 
ise sava�t1g1 bir birimlik zaman ic;:in I kaybederken, rakibinin teslim oldugu 
bir birimlik zaman ic;:in I .  oyuncu a > 0 ve 2. oyuncu b > 0 kazamyor. Buna 
g6re zay1f olan bir I .  oyuncunun t zamanmda sava§t kazamrsa elde edecegi 
fayda a( l - t) - t olurken, yine t zamamnda teslim olursa -t elde ediyor. 
Oyunda iskonto yoktur. 

a) o+ zamamndan itibaren her oyuncunun digerine dair sahip oldugu p1 ve 
Qt inanc;:larmm q = p1'1" egrisi Uzerinde olacag1m gosterin. 

b) Zay1f ttirlerden birinin pozitif olas1hkla tam olarak 0 zamamnda c;:ekildigini 
(yani oyunculann c;:ekilme zamammn ktimtilatif (birikimli) olas1hk da­
g1hmmm t = 0 zamamnda pozitif oldugunu) gosterin .  Zay1f ttirlerin 
faydas1 a, b, p ve q degi�kenlerinden nastl etkilenir? 

3. iki rakip ordu bir aday1 ele gec;:irmek ic;:in konumlamyor. Her iki ordunun 
kumandam da saldmp sald1rmama karanm veriyor. Buna ek olarak ordular 
e§it olas1hklarla ve birbirlerinden bag1ms1z olarak gtic;:IU veya zay1f olabiliyor 
ve bir ordunun ttirti sadece o ordunun kumandam tarafindan biliniyor. Adaya 
eger tek bir ordu saldmrsa ada onun oluyor; ikisi birden saldmrsa gtic;:IU olan 
zay1fi yeniyor ve saldtran iki ordunun ttirti aymysa aday1 kimse alam1yor. 
Adaya saldtrmamn kendi ba�ma bir maliyeti yok ama sava§mamn gtic;:IU bir 
orduya maliyeti g, zay1f olana maliyeti z olarak veriliyor (z > g). Bu oyunun 
ttim ptir-strateji Bayesyen dengelerini bulun. 

4. Kitabm bu bolU::ilinde gordtigtintiz Cournot modelini dti�Untin. Bu sefer 
iki firmamn da birim ba�ma ilretim maliyetinin (} olas1hg1ylala c i  ve 1 - (} 
olas1hg1yla cH oldugunu kabul edin (cD < CH). Bayesyen Nash dengesini 
bulun. 

5. Kitabm bu boltimtinde gordtigtintiz Cinsiyetler Sava§! oyununun farkh bir 
versiyonunda Seher ( l .oyuncu) ve Adem (2.oyuncu) bulu�mak istiyorlar ama 
nerede bulu�acaklanm kararla�t1rmak ic;:in ileti�im kuram1yorlar. Park ve 
Kafe sec;:enekleri arasmda karar vermeleri gereken ikili ic;:in fayda tablosu 
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�u �ekilde veriliyor. 

Park Kafe 
Park l - Os, 1 - (}A 0,0 
Kafe 0,0 l + Bs , l + llA 

ikilinin birbiriyle bulu�mak istemelerinin yanmda bulu�ma yerleriyle ilgili 
ki�isel tercihleri de vard1r. Bu tablodaki Bs ve (;l A degerleri T > 0 [-T, T]
arahgmda homojen dagllan bag1ms1z degi�kenler. Buradaki 6; degi�kenlerinin
kiimiilatif (birikimli) olas1k fonksiyonu [-T, T] arahg1 ii;:in 1\1:/ olarak ver­
iliyor. Oyun ba�lamadan once Seher sadece lls 'yi ve Adem sadece BA 'y1 
biliyor ve aym anda bulu�ma yerine karar veriyorlar. 

a) T < 1 durumunda 3 farkh Bayesyen denge bulun.
b) T > 1 durumunda bu oyunun tek bir Bayesyen dengesinin olacagm1

kamtlaym. 
c) Eger iki taraf da Bs ve BA degerlerini gozlemleyebilseydi, b ve c �1klannda

verdiginiz cevaplar nas1l degi�irdi? 

6. Cinsiyetler Sava�1 oyunun ba�ka bir versiyonunu dii�iinelim. Murat Ozlem' i
seviyor. Farkh i �  yerlerinde, i ltei�im imkamndan mahrum haldeyken bir fut­
bol mai;:ma (F) veya bir tiyatro oyununa (T) gitmek arasmda karar veriyorlar.
Arna Murat Ozlem'i pek tammad1gmdan onun kendisiyle zaman gei;:irmeyi
isteyip istemediginden emin degil. Eger Ozlem dt! Murat'dan ho�lamyorsa
sol tablodaki oyunu ve eger Ozlem Murat'tan pek hazzetmiyorsa oynuyorlar
(Ozlem siitun oyuncusu)

F T F T 
F 3, 1 0,0 F 3, 0 0, 1 
T 0,0 1 ,  3 T 0,3 1 ,  0 

Murat Ozlem'in kendisinden ho�lanma olas1hgmm /L = 1/3 oldugunu dii�ii­
niiyor. 

a) Bu stratejik karar durumunu normal-bii;:imli bir Bayesyen oyun olarak
formiile edin ve Bayesyen oyunun geni�leyen-bii;:imli halini i;:iziniz. 

b) iki oyuncu ii;:in de (piir strateji Bayesyen) en iyi tepki fonksiyonunu bu­
lunuz ve oyunun tiim piir strateji Bayesyen dengelerini bulun. 

7. Bir enerji �irketi p = 1 /2 olas1hg1yla verimli bir petrol rezervi ii;:eren bir sa­
haya yatmm yapabilir. �irketin test sondaj1 yaparak daha fazla bilgiye sahip
olma imkam vard1r. Sondaj ba�anh sonui;: verirse sahada petrol rezervi bu­
lunmas1 muhtemel hale gelirken ba�ans1z olursa degersiz kayalar bulunma
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olas1hg1 artmaktadir. Fakat test sondaj1 �irkete kesin sonu�lar venniyor; sa­
hada petrol varsa sondajm ba�an olas1hg1 0.6 iken degersiz kayalarla dolu 
bir sahada dahi sondajm 0.2 ba�an olas1hg1 bulunuyor. 

a) Sondaj ba�anh olursa sahanm petrol rezervi i�erme olas1hg1 ne olur? 

b) Sondaj ba�ans1z olursa sahanm petrol rezervi i�erme olas1hg1 ne olur? 

8. Farkhla�tmlm1� Uri.in ve eksik bilgi i�eren bir Bertrand dilopoli.i oldugunu 
varsaym1z. i firmas1 i�in talep q; (p; , PJ ) = 10 - p; - b;pj �eklindedir. Fir­
malann ilretim maliyeti yoktur. 2.finnanm fiyat1 I .finnaya olan talebi yi.iksek 
ya da di.i�i.ik �ekilde etkileyebilir. Yani b; 213 ihtimal ile 0, 1 /3 ihtimal ile I 
degerini ahr. Her 2 firmada kendi b; 'sini bilmektedir. Buna ek olarak I .firma 
li2 'yi bilmektedir, fakat 2.firmanm li1 hakkmda bilgisi yoktur. 

a) Her bir firma i�in stratejiler ne olur? 

b) Bayesyen dengeyi bulunuz. 

9. iki di.i�man ordu bir aday1 ele ge�irmek i\:in pozisyon almI§lardir. Ordulann 
komutanlan "saldir" ya da "saldirma" se\:eneklerine sahiptir. Her iki ordu 
e�it olas1hkla "gil\:li.i" ya da "zay1f' t1r ve bu bilgiyi sadece her komutan 
kendi ordusu i�in bilmektedir. Ada eger ele ge\:irilirse M = 1 2  degerindedir. 
Ada bir ordu saldird1gmda diger ordu sald1rmazsa ele ge\:irilmektedir ya da 
her iki ordu saldird1gmda gi.i\:li.i olan ordu tarafindan ele ge\:irilmektedir. Her 
iki ordu e�it gilce sahipse, ada iki ordu tarafindan da ele ge\:irilemez. Her iki 
ordu i\:in de sava§ se\:eneginin bir maliyeti vard1r. Bu maliyet eger ordu gil\:li.i 
ise s = 8 ,  zay1f ise w = 10 ' dir. Bir ordu saldmrken diger ordu sald1rmazsa, 
bu durumda maliyet soz konusu degildir. Bu oyunu Bayesyen oyun olarak 
modelleyiniz ve ti.im pilr-strateji Bayesyen Nash dengelerini belirleyiniz. 

10. iki firma, i.iriln farkhla§llrmasmm oldugu bir oyunda Bertrand rekabeti i\:in­
deler. iki firma da C(q; )  = cq; , c > 0 §eklinde verilen aym maliyet fonksiy­
onunna sahip. Firmalann kar§Ila§acag1 talep fonksiyonu a�ag1daki gibi ver­
iliyor: 

i , j = 1 , 2, j = 3 - i .  

Burada v > 0 herkes\:e bilinirken K iki farkh deger alabliyor: q olas1hg1yla 
Ka ve 1 - q olas1hg1yla Kb. K degi§keninin ald1g1 degeri sadece I .  oyuncu 
gozlemliyor. Bu durumu Bayesyen bir oyun olarak modelleyin. Bayesyen 
Nash dengesini bulun ve dengenin q olas1hgma baghhgm1 tartI§In. 

1 1 . iki oyuncu sonlu { x 1 ,  x2, . . . , Xn} kilmesinden bir adet bi let almaktad!f, aynca 
x1 < x2 < . . . < Xn . Bi let ilzerindeki say1 o oyuncunun alacag1 Odillil 
gostermektedir. Her iki odi.ilde F dag1hm fonksiyonu ile birbirinden bag1ms1z 
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ve ozde§ §ekilde dag1lmt§lir. Oyuncular sadece kendi biletindeki say1y1 bilmek­
tedirler. Daha sonra her iki oyuncuda e§anh ve birbirinden bag1ms1z olarak 
birbirlerine odiilleri takas edip edemeyeceklerini sorarlar. Eger her iki oyuncu 
da takas1 kabul ederse, takas ger9ekle§ir ve birbirlerinin odiiliinii ahrlar. Oyun­
cular hedefi beklenen kazan9lanm maksimize etmektir. Bu oyunu Bayesyen 
oyun olarak modelleyiniz. Ve herhangi bir Bayesyen Nash dengesinde en 
yiiksek odiiliin herhangi bir oyuncunun olabilecek en kii9iik J' 1 odiiliinii takas 
etmek istemesi oldugunu gosteriniz. 

1 2. iki firma piyasaya girip girmeyecegine karar veriyorlar. ikisi birlikte piyasaya 
girerse duopol olu§acak, elde edecekleri kazan9 azalacak ya da negatif karlar 
elde edeceklerdir. Ancak iki firmadan sadece biri piyasaya girerse monopolcii 
olacak ve a§m kar elde edecektir. iki firma da piyasaya girme konusunda 
ba§ans1z olursa s1fir alacaklardir. Ancak piyasaya giri§in maliyeti ozel bir 
bilgidir. c, satir oyuncusunun piyasaya giri§ maliyeti iken Ck siitun oyun­
cusunun piyasaya giri§ maliyetidir. 

Gir Girme 
Gir 1 - C8 , 1 - Ck 2 - Cs . 0 
Girme 0, 2 - Ck 0, 0 

Firmamn piyasaya giri§ maliyetinin ozel bilgi oldugu ba§ka bir deyi§le sadece 
kendisinin bildigi durum soz konusudur. Firma p olas1hkla yiiksek maliyete 
sahiptir, maliyeti 1 ,5 birimdir. 1 -p olas1hkla dii§iik maliyete sahiptir, maliyeti 
I birimdir. Bu oyundaki Bayesyen Nash dengelerini bulunuz 

13 .  Eksik bilgi altmda oynanan bir mahkumlar 91kmaz1 oyununda 2. oyuncunun 
bencil ve iyi niyetli olmak iizere iki tipi var. 1 .  oyuncu hangi tiple kar§I 
kar§iya oldugunu bilmiyor. 

c D c D 
c 4,4 0,6 c 6,6 2,4 
D 6, 0 2, 2 D 4, 0 0, 2 

a) Bencil bir 2. oyuncu her zaman D oynarken iyi niyetli tipin hem C hem 
D oynayabilmesinin sebebi nedir? 

b) I .  oyuncunun bencil bir 2. oyuncu ile kar§Ila§ma olas1hg1 p olsun. Bu 
eksik bilgili oyunun geni§leyen-bi9imli versiyonunu 9izin. 

c) I .  oyuncunun D oynamas101 bekleyen iyi niyetli bir 2. oyuncunun en iyi 
tepkisi ne olur? 

d) p olas1hgmm hangi degerleri i9in (eger varsa) Bayesyen Nash dengesinde 
2. oyuncunun her iki tipinin de D oynamasma 1 .  oyuncunun tepkisi D 
oynamak olur? 
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1 4. A�ag1daki tabloda eksik bilgili statik bir oyun verilmektedir. 

M N M N 
A l , l  0,0 A 0,0 0,0 
B 0,0 0,0 B 0,0 2,2 

I. oyun 2.oyun 

a) Doga oyunun hangi tabloda oynand1gm1 e�it olas1hkla oynand1g1m be­
lirledigini varsayd1g1m1z durumda piir stratej i Bayesyen Nash dengesini 
bulunuz. 

b) I .oyuncunun oyunun birinci veya ikinci tabloda oldugunu biliyorken 2.o­
yuncunun bunun bilmedigi durumda piir strateji Bayesyen Nash den­
gesini bulunuz. 

1 5 .  v kalitesinde bir iirtinii satan sat1c1, [a, b] arahgmda tekdiize dag1hma sahip
olan bu iiriiniin kalitesini bilmektedir. Sat1cmm iiretim maliyeti yoktur. Mii�­
teriler heterojendir, ve iirtine odemeye goniillii olduklan fiyatlar farkhdIT, ve 
bu goniilltiliik () ile gosterilmektedir. () E [O, 1] arahgmda tekdiize dag1lama
sahiptir. () tipindeki bir mii�terinin v kalitesindeki bir iirtinii p fiyatmdan
ald1gmda olu�an faydas1 i�e �oyle tammlanm1�t1r: 

U((), v) = ()v - p 

Mii�teriler iirtinii almak istemezse faydas1 0 olacaktIT. Aynca k iirtiniin serti­
fikalandmlma bedelidir. Sertifikah bir iirtiniin v degerinin artt1g1 bilinmekte­
dir. 

a) Tam bilgi altmda v kalitesindeki bir iirtinii p fiyatmdan sat1ld1gmda
olu�an toplam talebi hesaplay1mz.

b) Tam bilgi altmda v kalitesindeki bir iirtiniin sat1c1s1 i\:in kar fonksiy­
onunu hesaplay1mz.

c) Sertifikalandirma ile ilgili Bayesyen oyundaki Nash dengesini bulunuz.(
iirtiniin v kalitesi hakkmda eksik bilgi vardir). Bu durumda eger v tipli
iirtin sertifik'hh ise herhangi bir v' > v de sertifikahdIT; eger v tipli iirtin
sertifikas1z ise herhangi bir v' < v 'de sertifikas1zd1r.

16. A§ag1daki tabloda Cinsiyetler Sava§! oyunun ba§ka bir versiyonu verilmekte­
dir. Eksik bilgili staik bir oyunu �eklinde tasarlanm1�t1r. Bu oyunda Yusuf ile
Feride aym anda operaya gitmek veya evde kalmak gibi iki harekete sahiptir.
Fakat oyunun nas1l geli�tigi Feride'nin morali ile de ilgilidir. <;iinkii Feride
kendini iyi hissediyorsa (moralli) ba§ka bir oyun (tablo 1 'de gosterilen) fakat
eger moralsiz ise ba§ka bir oyun oynanacaktlf (tablo 2). Feride kendisinin
moralli veya moralsiz oldugunu bilirken Yusuf bunu bilmemektedir. Yusuf, p
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olas1hkla Feride'nin moral li, 1 -p olas1hkla da moralsiz oldugunu dti�tinmektedir. 
Bu durumda sizden istenen (Opera, (Opera eger moralliyse, evde kal eger 
moralsizse)) Bayesyen Nash dengesinin olmas1m saglayacak olas1hk arahgm1 
bulunuz (sattr oyuncusu Yusuf, stitun oyuncusu Feride'dir). 

opera evde kal opera evde kal 
opera 2, 1 0,0 opera 2,0 0,2 
evde kal 0,0 1 ,2 evde kal 0, 1 1 ,0 

I .  durum (moralh) 2.durum (moralsiz) 

17 . Emre ile Ban� bir tart1�maya giriyorlar. Emre, Ban�'m zay1f m1 gii<rlii mii
oldugunu bilmemektedir. Fakat p olas1hkla gii<rlii. 1 - p olas1hkla da zay1f
oldugunu dii�iinmektedir. Emre ise kendi durumunu bilmektedir. Her ikisi
de ya uzla�acaklar ya da kavga edeceklerdir. Oyunun faydalan a§ag1da her
iki durum i<rin ayn ayn verilmektedir (sattr oyuncusu Emre, sutiin oyuncusu
Banfdtr).

kavga uzla§ma kavga uzla§ma 
kavga - l ,  1 1 ,0 kavga 1 ,- 1  1 ,0 
uzla§ma 0, 1 0,0 uzla§ma O, l 0,0 

I . durum (gii�lti) 2.durum (zay11) 

a) Eger p < 1 /2 ise tek bir piir miikemmel Bayes yen Nash dengesi oldugunu
gosteriniz. 

b) Eger p > 1/2 ise tek bir piir miikemmel Baye»yen Nash dengesi oldugunu
gosteriniz. 

c) Eger p = 1/2 olursa ne olur?

1 8. iki dii�man ordu bir aday1 ele ge<rinnek i<rin pozisyon almt§lardtr. Ordulann 
komutanlan "saldtr" ya da "saldtnna" se<reneklerine sahiptir. Her iki ordu 
e§it olas1hkla "gii<rlii" ya da "zay1f' ttr ve bu bilgiyi sadece her komutan 
kendi ordusu i<rin bilmektedir. Ada eger ele ge<ririlirse M = 10 degerindedir. 
Ada bir ordu saldird1gmda diger ordu sald1nnazsa ele ge<ririlmektedir ya da 
her iki ordu saldird1gmda gii<rlii olan ordu tarafmdan ele ge<ririlmektedir. Her 
iki ordu e§it giice sahipse, ada iki ordu tarafmdan da ele ge<ririlemez. Her iki 
ordu i<rin de sava§ se<reneginin bir maliyeti vardtr, bu maliyet eger ordu gii<rlii 
ise s = 6 ,  zay1f ise w = 8 'dir. Bir ordu saldmrken diger ordu sald1nnazsa, 
bu durumda maliyet soz konusu degildir. Bu oyunu Bayesyen oyun olarak 
modelleyiniz ve tiim piir-strateji Bayesyen Nash dengelerini belirleyiniz. 

1 9. iki finna aym anda yeni bir piyasaya girip ginnemeye karar veriyor. Tek bir 
firma girerse tekel kan, 7rm, elde edilecektir. iki finna birden girerse duopol 
olu§acak ve iki finna da 7rd miktannda kar elde edecek (7rm > 7rd > 0). 
Piyasaya giri§ maliyeti, (Ji, iki finna i<rin de [O, Bmax] arasmdaki homojen 
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dag1hmdan bag1ms1z olarak �ekiliyor ve maliyetler firmalann ozel bilgisi 
olarak kahyor. Bu oyunun normal-bi�imli temsilini yazm ve piir stratej ileri 
gosterin. Bayesyen Nash dengesini bulun 

20. Farkh mallar iireten ve Bertrand rekabetinde bulunan iki firmah bir piyasa 
dii§iinelim. i firmasmm tale bi qi (Pi , Pi ) = a - Pi - b; ·Pj �eklindedir. Her 
iki firma i�in de iiretim maliyetinin olmad1gm1 varsayahm. i firmasmm j 
firmasmm fiyatma verdigi tepki ikame derecesine bagh olarak dii§iik veya 
yiiksek olabilir. Yani b; 'nin diizeyini bH (yiiksek tepki )  veya bl (dti§tik 
tepki) ile ifade edelim, burada bH > bl > 0 §eklndedir. Her finna i�in a 
olas1hkla b; = bH iken, 1 - a olas1hkla b; = bl §eklindedir. Her firma kendi 
bi diizeyini bilirken diger firmanmkini bilmemektedir. Bu durum herkesin 
ortak bilgisidir. Oyunculann hareketlerini, tiplerini, inan�larm1 ve fayda 
fonksiyonlarm1 tammlay1mz. Bu oyunun Bayesyen Nash dengesini bulunuz. 
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BOLOM 5 

Eksik Bilgili Dinamik Oyunlar 

5.1 Giri� 

Daha once gordi.igi.imiiz tiim oyunlarda, oyuncular karar verirken bir anlamda 
miikemmel bilgiye sahip degillerdi. Ornegin stratejik-bi�imli bir oyunda, bir oyuncu 
hareket ederken diger oyunculann hangi hareketi se�tigini bilmez; miikemmel bil­
gili geni�leyen-bi�imli bir oyunda bir oyuncu, diger oyunculann gelecekte plan­
lad1g1 hareketleri bilmez; Bayesyen bir oyunda bir oyuncu diger oyunculann ne 
ozel bilgisini ne de yapacag1 hareketleri bilir. 

I 
Eksik bilgili dinamik oyunlarda da benzer bir durum soz konusudur. Bu oyun-

larda oyuncular diger oyunculann (tamammm veya baztlanmn) daha once se�mi� 
olduklan hareketleri tam olarak bilmedikleri gibi ozel bilgilerini de bilmezler. Bu 
yiizden bu tiir oyunlarda, daha once gordi.igiimiiz gibi, oyuncular hareketlerini 
se�erken bilinmeyen parametreler hakkmda beklentiler olu�tururlar. Fakat bu oyun­
lardaki beklenti olu�turma bi�imi daha once gordiiklerimizden biraz farkhdtr. 
Stratejik-bi�imli oyunlardakinden farkh olarak, beklentiler sadece oyunculann 
denge strateji lerinden tiiretilmez, �iinkii oyuncular bazen denge davram�1 ile tu­
tarh olmayan durumlarla da kar�1la�abilirler. Yani Bayesyen oyunlardakinin ter­
sine beklentiler sadece denge davram�1 ve �ans hareketleri (Doga'mn hareketleri) 
hakkmdaki bilgiden tiiretilmez. Bu oyunlarda miikemmel bilgili geni�leyen-bi�imli 
oyunlanndakinin tersine, beklentiler sadece gelecekteki davram�lar iizerine kurul­
maz aym zamanda ge�mi� olaylarla da ili�kilendirilir. 

Eksik bilgili dinamik oyunlardaki mant1gm en iyi goriildiigii oyunlar sinyalleme 
oyunlandtr. Bu oyunlarda lider-takip�i ili�kisi i�inde, lider ozel bilgiye sahip ve ilk 
hareket eden ki�idir. Takip�i hareketini se�meden once liderin hareketini gozlemler 
fakat hangi tipte oldugunu bilemez. brnegin Spence ( l  974)'iin i� piyasas1 mod­
elinde oldugu gibi, lider i��idir ve kendi verimliligini bilir ve egitim karanm ver-
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mek zorundad!f; takip\:i oyuncu ise finnad!f ve i§\:inin egitim diizeyini gozlemler 
fakat verimliligini gozlemleyemez. Bu durumda ne kadar iicret teklifinde bulun­
mas1 gerektigi konusunda karanm vennek zorundadir. Dolay1s1yla i§\:i egitim dii­
zeyini belirledikten sonra, tinnanm onerecegi ticret, i§\:inin verimliligi hakkmdaki 
inan\:lanna, o da gozlemledigi egitim diizeyine gore belirlenecektir. 

Bu boliimde ilk once bu tiir oyunlar i\:in geli§tirilen bir denge kavram1 olan 
mtikemmel Bayesyen dengeyi tamtacag1z. Boylece daha once gordiigtimtiz denge 
kavramlanmn -yani tam bilgili statik oyunlardaki Nash dengesi, tam bilgili dinamik 
oyunlardaki altoyun mtikemmel Nash dengesi ve eksik bilgili statik oyunlardaki 
Bayesyen Nash dengesi- yanma, yeni bir denge kavramt olan mtikemmel Bayesyen 
dengeyi ekleyecegiz. Bu denge kavramlan ayn oyun kategorileri i\:in geli§tirilmi§ 
olsa da birbiriyle yakmdan il i§kilidir. Oyun yap1lan daha kompleks hale geldik\:e 
makul olmayan dengeleri elemine etmek i\:in daha gti\:lti denge kavramlanna ihtiya\: 
duyulur. Fakat daha gti\:lti denge kavram1 daha basil oyunlar i\:in de ge\:erlidir. 
Yani omegin mtikemmel Bayesyen denge, statik eksik bilgili oyunlardaki Bayesyen 
Nash dengesine, tam bilgili dinamik oyunlardaki altoyun mtikemmel Nash denge­
sine ve tam bilgili statik oyunlardaki Nash dengesine denk bir denge kavram1d1r. 

Mtikemmel Bayesyen denge, Bayesyen Nash dengesini rafine etmek i�in 
(yani dengenin gerekli ko§ullanm gti�lendirmek i�in) geli§tirildi. Bu durum 
altoyun mtikemmel Nash dengesinin, Nash dengesini rafine etmesindeki manttkla 
aymdlf. Yani Nash dengesi tehditlerin ve soz vennelerin inandmc1hgm1 dikkate al­
mad1gmdan dinamik oyunlarda altoyun mtikemmellik kavram1 geli§tirildi. Benzer 
bir problem Bayesyen Nash dengesi i�in de ge�erlidir. Eger oyunculann strate­
j ileri altoyun mtikemmel Nash dengesi ise bu onlarm sadece Nash dengesi degil 
aym zamanda her altoyunda Nash dengesi olmas1 gerektigini zorunlu kllar. Fakat 
burada altoyun kavramt yerine siirek oyunu (continuation game) kavram1m kul­
lamyoruz. Stirek oyunu herhangi bir oyuncunun bilgi ktimesidir ve bundan son­
raki bilgi ktimeleri, hareketler ve fayda fonksiyonlanndan o!U§Ur. Benzerlik ku­
rarsak, eger oyuncular mtikemmel Bayesyen denge stratejilerini takip ediyorlarsa, 
bu stratejiler sadece ttim oyun i�in Bayesyen Nash olmakla kalmayacak aym za­
manda her stirek oyunda da Bayesyen Nash dengesi olacaktlf. 

Mtikemmel Bayesyen Nash dengesini tamtttktan sonra, bu denge kavrammm en 
fazla uyguland1g1 oyunlar o'n sinyalleme oyunlanna bakacag1z. Daha sonra Kreps 
ve Wilson ( 1 982) tarafindan geli§tirilen ard1sal denge kavrammt inceleyecegiz. 
Ard1sal denge kavram1 mtikemmel Bayes yen denge kavram1 ile benzer bir kavramdir 
fakat oyunculann inan�lar1 konusunda daha fazla k1s1tlama koyar. Bu da denge 
konusunda daha k1s1tlay1c1 bir tammlama demektir. 

Daha sonra Sellen ( l  975)'nin geli§tirdigi titreyen-el mtikemmel denge ve 
Myerson ( 1 978)' in geli§tirdigi iiz denge (proper equilibrium) kavramlanna baka­
cag1z. Daha �ok statik oyunlann rafine edilmesi baglammda dti§tintilen bu denge 
kavramlan, daha makul bir denge elde edebilmek adma oyunculann kti�tik bir 
olas1hkla da olsa hata yapt1klanm dikkate ahrlar. 
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5.2 Mtikemmel Bayesyen Nash Dengesi 

Mi.ikemmel Bayesyen Nash dengesinin ne oldugunu ilk once somut bir ornek 
i.izerinden tart1�ahm. �ekil 5 . 1 'te verilen mi.ikemmel olmayan bilgili oyunu di.i§i.ine­
lim. ilk olarak I .  oyuncu A, B ve C hareketleri arasmda bir se\:im yapsm. Eger I .  
oyuncu C hareketini se\:erse 2. oyuncuya hareket s1ras1 gelmeden oyun biter. Fakat 
eger I .  oyuncu A veya B hareketini se\:erse, 2. oyuncu C hareketinin se\:ilmedigini 
di.i§i.inecek (fakat A veya B'den hangisinin se\:ildigini bilemeyecek) ve sonra A' 
veya C' hareketini se\:ecektir. Bundan sonra da oyun biter ve her oyuncunun olu�an 
strateji profiline gore fayda di.izeyi belirlenir. 

c (1 ,3) 
B A' c' 

A 
2 

2,1  0,0 
- - - - - - - · - - - B 0,2 0, 1 

c' A' c' c 1 ,3 1 ,3 

(2, 1 ) (0,0) (0,2) (0, 1 ) 

�ekil 5.1 

Bu oyunun �ekil 5 . 1  'deki tabloda verilen stratejik-bi\:imli gosteriminde, iki 
Nash dengesinin oldugunu gori.iri.iz: (A, A') ve (C, C') .  Bu Nash dengelerinin 
altoyun mi.ikemmel oldugunu gostermek ve oyunun altoyunlanm tammlamak i\:in 
geni�leyen-bi\:imli gosterimini kullanmahy1z. Dikkat edilecegi gibi, oyunun ken­
disi d1�mda tek bir altoyun yoktur. Eger bir oyun kendisi d1§mda bir altoyuna sahip 
degilse, altoyun-mi.ikemmeligin gerektigi ko�ul (yani oyunculann stratejilerinin 
her altoyunda Nash dengesi olmas1) basit\:e bi.iti.in oyun i\:in saglamr. Dolay1s1yla 
altoyunu olmayan oyunlarda altoyun mi.ikemmel Nash dengesi, Nash dengesinin 
tammma denk bir tammdir. Bu durumda (A, A') ve ( C, C') Nash dengeleri aym 
zamanda altoyun mi.ikemmel Nash dengeleridir. Fakat a\:lk\:a ( C, C') inandmc1 
olmayan bir tehdide baghdir: 2. oyuncu kendisine hareket s1ras1 geldiginde, A' 
hareketini oynamamn C' hareketine baskm oldugunu gorecektir. Boylece I .  oyuncu, 
2. oyuncunun kendisini C' hareketini oynamakla tehdit etmesine inamp C hareke­
tini oynamaya yonlendirilemeyecektir. 

Dolay1s1yla denge kavram1m gi.i\:lendirmemiz gerekir, yani oynanmas1 makul 
gozi.ikmeyen altoyun mi.ikemmel Nash dengesi olan ( C, C') strateji profilini devre 
d1�1 birakacak ko§ullar tammlamahy1z. A§ag1daki iki ko§ulu empoze etmekle buna 
ba§layabiliriz: 

I. Ko�ul. Her bilgi ki.imesinde, hareket s1ras1 gelen oyuncu vanlan bilgi 
ki.imesinde hangi noktada olduguna dair bir inan\: olu§turmak zorundadir. Tekil 
olmayan bilgi ki.imesi i\:in olu§turulan inan\:, bu bilgi ki.imesindeki noktalar i\:in 
tammlanan bir olas1hk dag1hm1dir. Tekil bilgi ki.imesi i\:inde tek bir karar noktas1 
oldugundan oyuncunun bu noktada olma olas1hg1 birdir, dolay1s1yla oyuncu kesin 
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olarak hangi noktada oldugunu bilir. 
Daha formel ifade edersek, herhangi bir s strateji profi li ic;in, her i E N oyun­

cusunun her hi E Hi bilgi kiimesinde, i oyuncusu h; bilgi kiimesine vard1g1m 
ogrendiginde bu bilgi kiimesi ic;indeki karar noktalan ic;in inanc;lar olu�turur; bun­
lan Pi (hi )  E 6.(h; ) §eklinde ifade ederiz. Burada olu�turulan Pi (h; )  E 6.(h;)  
inanc;Ian bilgi kiimesindeki karar noktalan iizerine tammlanan olas1hk dag1hm1d!f. 
Her oyuncunun inanc;lanndan olu�an inane; profili ise p = (p1 . . . . .  , Pn )  §eklinde 
i fade edilir. 

2. Ko�u/. Oyunculann inanc;lan verildiginde, oyunculann stratejileri ard1sal 
rasyonel olmahd!f, yani hareket s1ras1 gelen oyuncunun her bilgi kiimesindeki 
hareketi (ve takip eden stratejisi) bu bilgi kiimesinde oyuncunun inanc;lan ve diger 
oyunculann takip eden stratejileri verildiginde optimal olmahdir, yani Nash denge 
stratejisi izlenmelidir. 

Herhangi bir i oyuncusunun, h; E H; bilgi kiimesi ile tammlanan siirek oyu­
nunu dii�iinelim ve bu bilgi kiimesinde inanc;lann Pi (h; ) oldugunu varsayahm. Bu 
siirek oyununda oynanan (s , p) strateji-inanc; profili Nash dengesi olmahdir. 

Siirek oyununun ne oldugunu burada biraz daha ac;ahm. Daha once bir 
altoyunun tekil bir bilgi kiimesi ile olu§tugunu ve bundan sonraki tum karar nok­
talanm ic;erdigini belirtmi�tik. Yani altoyunun bilgi kiimeleri, hareketleri ve fayda 
diizeyleri ba�lang19ta verilen oyunun bir tiir kiic;iiltiilmesiyle olu�ur. �imdi altoyun 
kavramm1 genelle�tirip, siirek oyun kavram1m kullanabiliriz. Siirek oyunu herhangi 
bir oyunun bilgi kiimesidir ve bu bilgi kiimesi yine bir tiir smirlamayla bundan son­
raki bilgi kiimeleri, hareketleri ve fayda fonksiyonlanndan olu�ur. Eger ilk bilgi 
kiimesi tekil degilse, bu siirek oyun altoyun degildir c;iinkii ilk karar noktas1 ol­
mad1gmdan bu siirek oyunu kendi ic;inde bir oyun olarak oynanamaz. Bu yiizden 
siirek oyununu tarif ederken, ilk bilgi kiimesindeki karar noktalan iizerine olas1hk 
tammlamahy1z. 

�ekil 5 . 1  'de 1. ko�ul §Unu ima eder: Eger oyunda 2. oyuncu tekil olmayan bilgi 
kiimesine vard1ysa (yani bu bilgi kiimesi ile tammlanan siirek oyununda isek; bu 
�ekil 5.2'de gosteri lmektedir), 2.oyuncu hangi karar noktasma vanld1g1 hakkmda 
bir inane; olu§turacaktlf, yani I .  oyuncunun A veya B hareketini mi oynad1g1 
konusunda bir inane; ol�turacakt1r. bmegin 2. oyuncu siirek oyununda sol karar 
noktasmda olma olas1h�nm p ve sag karar noktasmda olma olas1hgmm ise 1 - p 
olduguna inansm. 

. . A-�.- - - ?  _ _ _ _  :!'\: 
1 \ I \ 

(2, 1 )  (0,0) (0,2) (0, 1 ) 

A '  c '  j 2p. 2-pja. 1 -p I 

�ekil 5.2 ikinci oyuncu ii;in siirek oyunu 

�ekil 5.2'de gosterilen siirek oyununda A' tek Nash dengedir c;iinkii C' hareketi 
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2. ko�uldan hareketle mahkum strateji olmasmdan dolay1 elenir. Bunu biraz a\'.ahm. 
2. oyuncunun (p, 1 - p) inanc1 veri ahnd1gmda, C' hareketini oynamaktan dolay1 
beklenen faydas1 p.0 + ( 1 - p) . 1  = 1 - p iken, A' hareketini oynamaktan dolay1 
beklenen faydas1 ise p. l + ( 1  - p) .2 = 2 - p'dir. Herhangi bir p degeri i\'.in 
2 - p > 1 - p oldugundan, 2. ko�ul 2. oyuncunun C' hareketini oynamamas1 
gerektigini soyler. Bu yiizden basil bir §ekilde oyundaki her oyuncunun bir inanca 
sahip oldugu ve bu inan\'. veri almd1gmda optimal hareket ettigi dii§iiniildiigiinde, 
(C, C') dengesinin mahkum strateji profili oldugu i\'.in elenmesi gerekir (�ekil 
5 .2'deki stratejik-bi\'.imli gosterime bakm). 

Burada unutulmamas1 gereken onemli noktalardan biri �udur: I .  ve 2. ko§ullar 
oyunculann inan\'.lara sahip oldugunu ve veri inan\'.lanna uygun olarak optimal 
hareket ettiklerini belirtir. inan\'.lann makulliigii ile ilgilenmez. 

Bu arada oyunculann inan\'.lan iizerinde daha fazla ko§ul empoze etmek i\'.in 
denge patikas1 iizerindeki bilgi kiimeleri ve denge patikas1 d1§mdaki bilgi kiimeleri 
aynmm1 yapmaffilz gerekir. 

Tamm 5.1 Oyunun denge stratejilerine gore oynanmas1 durumunda pozitif 
olas1ltkla bir bilgi kiimesine vanltyorsa, bu bilgi kiimesi denge patikasmdadir denir. 
Fakat denge stratejilerinin takip edilmesi durumunda bir bilgi kiimesine kesinlikle 
vanlamayacaksa, bu bilgi kiimesine de denge-d1�1 patikadadir denir. 

�imdi miikemmel Bayesyen dengenin daha da gii\'.lendirilmesi i\'.in gerekli diger 
bir ko§ulu daha empoze edebiliriz. 

3. Ko�ul. Denge patikasmdaki bilgi kiimelerinde, inan\'.lar Bayes kurah ve 
I 

oyunculann denge stratejileri tarafmdan belirlenir. 
�ekil 5 . 1  'deki (A, A') altoyun miikemmel Nash dengesinde 2.oyuncunun inanc1 

p = 1 olmak zorunda oldugunu gosterdik. Yani l .oyuncunun denge stratejisi veri 
almd1gmda (yani A), 2.oyuncu bilgi kiimesindeki hangi noktaya vanld1gm1 bilir. 

Diger yandan, 2. oyuncunun 1 .  oyuncu hakkmda farkh bir inan\'. olu§turdugunu 
da dii§iinebiliriz. Omegin 2. oyuncu, 1 .  oyuncunun q1 olas1hkla A hareketini, q2 
olas1hkla B hareketini ve 1 - q1 - q2 olas1hkla da C hareketini oynad1g1 bir karma 
stratejiyi takip ettigini dii§iinebilir. 3 .Ko§ul (yani inan\'.lann Bayes kurah ve buna 
uygun denge stratejilerin takip edilmesine gore) 2. oyuncunun, 1 .  oyuncunun A 
hareketini oynama olas1hgma dair inancmm p = qi f  (q1 + q2) olmasm1 gerektirir. 
Bu olas1hk 1 .  oyuncunun C'yi oynamarnas1 veriyken A'y1 oynama olas1hgmm 
Bayes kurah (4. l )'den tiiretilmesiyle elde edilen inan\'.llr. 

1 -3 kO§Ullan, miikemmel Bayesyen dengenin oziinii ifade eder. Bu kO§Ullarla, 
denge tammlamrken inan\'.lar stratej iler diizeyine yiikseltilir. Bir denge art1k sadece 
her oyuncunun bir stratejiye sahip olmas1m degil, bunun yanmda oyuncunun her 
hareketi s1rasmda bilgi kiimesindeki inan\'.lanm da i\'.erir. Oyunculann inan\'.lanm 
bu §ekilde a\'.tk\'.a i fade etmenin avantaj1, oyunculann daha once de soylendigi gibi, 
inandmc1 stratejilerini se\'.tiklerini ifade etmektir. 

Diger yandan, oyuncular 3. ko§ulda belirtildigi gibi sadece denge patikasmda 

232 



degil, aym zamanda denge-dJ§I patikada da makul inan�lara sahip olmahd1r. Denge­
dt§I patikadaki makul inan�lann varhgm1 a§ag1daki 4. Ko§ulla ifade edelim. 

4. Ko�ul. Denge-dt§I patikalardaki bilgi ktimelerinde, mtimktin oldugu yer­
lerde, inan�lar Bayes kurah ve oyunculann denge stratejileri ile belirlenir. 

4.ko§uldan tam olarak ne anlad1g1mm belirtelim ve aynca bu ko§uldaki 
"mtimktin oldugu yerlerde" soziiniin ne oldugunu a�1khga kavu§turahm. Bunun 
i�in ilk once a§ag1da verilen oyun orneklerine bakahm. 

�ekil 5 .3 'te verilen oyun, bir altoyuna sahiptir. Bu altoyun 2. oyuncunun tekil 
bilgi kiimesinde ba§lar (yani 1 .  oyuncu D hareketini oynad1ktan sonra ba§layan 
altoyun). Burada oyun 2. ve 3. oyuncu arasmda oynamr ve tek bir Nash dengesi 
vard1r, o da (L,  R') strateji profilidir. Boylece tiim oyunun tek altoyun miikemmel 
Nash dengesi (D, L, R') olur. 3. oyuncunun stratejileri ve p = 1 inanc1 1 -3 
ko§ullanm saglar (siz de kontrol ediniz). Bunlar aym zamanda 4. ko§ulu da saglar. 
<";iinkii bu denge patikasmm di§mda bir bilgi kiimesi olmad1g1 i�in 4. ko§ul direkt 
saglamr. 

[p] 

L' 

( 1 ,2 , 1 )  

2 

L 

A 
o----- (2,0,0) 

D 

R 
3 (1-p) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

R' L' R' 

(3,3,3) (0, 1 ,2) (0,1 ,  1 )  

�ekil 5.3 

�imdi de 3. oyuncunun inancmm p = 0 oldugu durumda, (A, L, L') strateji 
profiline bakahm. Bu strateji profili Nash dengesidir, dolay1s1yla hii;:bir oyuncu 
tek tarafh bir sapma gostenneyecektir. Bu strateji profili ve inani;: aym zamanda 
1 -3 ko§ullanm s�lar. 3. oyuncu bu inani;: dogrultusunda optimal davramr ve 
1 .  ve 2. oyunculaf diger oyunculann takip eden stratejileri veri almd1gmda optimal 
davramrlar. Fakat bu Nash dengesi altoyun miikemmel degildir, i;:iinkii oyundaki 
tek altoyunun tek Nash dengesi (L, R') 'dir. Dolay1s1yla 1 -3 ko§ullar1 oyuncunun 
stratejilerinin bir altoyun miikemmel Nash dengesi olmasm1 garanti etmez. Bu­
rada problem, 3. oyuncunun inancmm (p = 0),  2. oyuncunun L stratejisi ile 
tutars1z olmas1d1r. Fakat 1 -3 ko�ullan 3. oyuncunun inanc1 konusunda herhangi bir 
k1s1tlama empoze etmez i;:iinkii eger oyun belirlenen stratejilere gore oynansayd1 
3.oyuncunun bilgi kiimesine vanlamazd1. Fakat 4. ko�ul, 3. oyuncunun inancmm, 
2. oyuncunun stratejisi tarafindan belirlenmesini empoze eder: Eger 2. oyuncunun 
stratejisi L ise 3 .  oyuncunun inanc1 p = 1 olmak zorundad1r; eger 2. oyuncunun 
stratejisi R ise 3 .oyuncunun inanc1 p = 0 olmak zorundad1r. Fakat eger 3 .  oyun-
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cunun inanc1 p = 1 ise bu durumda 2. ko�ul (s1ras1 geldiginde optimal davranma 
ko�ulu) 3. oyuncunun stratejisinin R' olmas1m gerektirir, boylece (A, L, L') stratej i
profili ve p = 0 inanc1 1 -4 ko�ullanm saglamaz. 

4. ko§ulu anlamak i�in kullanacag1m1z diger bir omek de �ekil 5 .4'te gosteril­
mektedir. Bu omekte 2. oyuncu oyunun bitmesine neden olan A' gibi ii�iincii bir 
olas1 harekete sahip olsun. Basit olmas1 i�in oyundaki fayda diizeylerini ihmal ede­
lim. Daha once oldugu gibi, eger 1 .  oyuncunun denge stratejisi A ise, 3. oyuncu­
nun bilgi kiimesi denge-d1�1 patikadadtr. Dolay1s1yla §imdi 4. ko§ul 2. oyuncunun 
stratej isinden 3. oyuncunun inancm1 belirleyemeyebilir. Eger 2. oyuncunun strate­
j isi A' ise, 4.ko§ul 3. oyuncunun inan�lan konusunda bir sm1rlama koyamaz. Fakat 
eger 2. oyuncunun stratejisi L hareketini q1 olas1hkla, R hareketini q2 olas1hkla ve
A' hareketini 1 - q 1 - q2 olas1hkla oynamak §eklinde olursa, 4.ko§ul 3 .  oyuncunun
inancmm p = qi f  (q1 + q2) olmas1 gerektigini zorunlu k1lar. Yani 3. oyuncu­
nun bilgi kiimesinde ba§layan siirek oyunun sol karar noktasmda olma olas1hg1, 
yani 3 .  oyuncunun inanc1, 2. oyuncunun A' hareketini oynamamas1 veriyken L 
hareketini oynama olas1hg1, p = qi f (q1 + q2 ) oldugu §eklindedir.

[p] 

L ' 

A 

D 
2 A' 

L R 
3 

R ' L ' 

�ekil 5.4 

[ 1-p] 
I 
R ' 

Bu dort ko§uldan hareketle art1k miikemmel Bayesyen dengeyi tammlayabiliriz. 

Tamm 5.2 Miikemmel Bayesyen denge 1-4 ko�ullanm saglayan stratejiler ve
inanrlardan olu�ur. 

Miikemmel Bayesyen denge kavram1 basitr;e bir stratejiler ve inanr;lar kiimesidir; 
buna strateji-inanr profili de denir. Buna gore oyunun herhangi bir a§amasmda 
stratejiler inanr;lara gore optimaldir ve inanr;lar da denge stratej ilerinden ve Bayes 
kurahndan tiiretilir. 

Miikemmel Bayesyen dengeyi diger denge kavramlanyla i li§kilendirirsek §Unu 
soyleyebiliriz: B ir Nash dengesinde, her oyuncunun stratejisi diger oyunculann 
stratejilerine en iyi tepki olmak zorundadtr; boylece hir;bir oyuncu baskm mahkum 
bir stratejiyi ser;mez. Miikemmel Bayesyen dengede, I .  ve 2. ko§ullar herhangi bir 
bilgi kiimesinde hir;bir oyuncunun stratejisinin kesin mahkum strateji 
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olamayacag1m ifade eder. Nash ve Bayesyen Nash dengeleri denge-dl§l patikadaki 
bilgi ktimelerinde bu bzelligi ta§1maz. Dahas1 altoyun mtikemmel Nash dengesi 
bile denge-dl§l patikada bu bzelligi ta§imaz. Mtikemmel Bayesyen denge bu ttir 
bo§luklan kapat1r. K1saca oyuncular denge-d1§1 patikadaki herhangi bir bilgi kti­
mesindeki kesin mahkum stratejileri oynamakla tehdit edilemez. 

Mtikemmel Bayesyen denge kavrammm bnemli bzelliklerinden biri, oyuncu­
lann inarn;:lanm a�1k hale getirmesidir. Boylece sadece 3. ve 4. ko§ullan em­
poze etmekle kalmaz, denge-di§I patikadaki ko§ullan da empoze eder. Mtikemmel 
Bayesyen denge, i oyuncusunun denge-d1§1 bilgi ktimesindeki kesin mahkum bir 
stratejiyi oynamas1m engellediginden, j oyuncusunun, i oyuncusunun boyle bir 
stratejiyi oynayacagma inanmas1 makul degildir. Simdi bu dbrt ko§ul tizerinden 
miikemmel Bayesyen dengesini bulabilecegimiz bir bmege bakahm. 

Ornek 5.1 

Seki! 5 .5(a)'da verilen geni§leyen-bi�imli oyunda, belirli bir p E [O, l ] i�in 
strateji-inan� profilinin s = ( U, a, d; l; p) oldugunu dti§iinelim. 

a 

(2,3) 

U D 

(0, 1 )  (0, 1 )  

(a) 

(3,4) 
�,, ';0·'' 

(2,3) (0, 1 )  (0, 1 ) (3,4) 

(b) 
�ekil 5.5 (a) Geni�leyen bi�imli bir oyun ve (b) ikinci oyuncunun bu oyunda kar�ila�t1g1 

siirek oyunu 

2. oyuncunun bilgi ktimesinde ba§layan stirek oyununu dii§tinelim (Seki! 5.5(b)). 
2. oyuncunun bilgi ktimesinde ba§layan siirek oyununa gore, s strateji profilinin 2. 
ko§ul testini ge�ip ge�medigine bakahm. Bunun i�in siirek oyun i�in stratejik­
bi�im olu§turabilitiz. Omegin, (a, c; l) s1mrlandmlm1§ strateji profiline gore bek­
lenen fayda vektorii p.(2 , 3) + ( 1  - p) . (O, 1 )  = (2p, 2p + 1 )  §eklindedir. Benzer 
hesaplamalar diger tiim strateji profilleri i�in de yap1labilir. Bunlar Tablo 5 . 1  'de 
gosterilmektedir. 

Bu siirek oyununda s strateji profilinin 2. ko§ulu ge�mesi i�in, (a, d; l; p) 
strateji profilinin Bayesyen Nash dengesi olmas1 gerekir. Bu da 2. oyuncunun 
(a, d) strateji profilinin I .  oyuncunun l stratejisine en iyi tepkisi olmasm1 gerek­
tirir, yani 

3 - p > max{2p, 0, 3 - 3p} .  
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(a ,  c) 
(a, d) 
(b, c) 
(b, d) 

2p, 1 + 2p 
3 - p, 4 - p 

0, 1 
3 - 3p, 4 - 3p 

Tablo 5.1 

r 

1 ,  6 - 4p 
1 ,  6 - 4p 
1 ,  6 - 4p 
1 ,  6 - 4p 

Bu her p E [O, 1] i9in dogrudur. 2.oyuncunun (a, d) stratejisine en iyi tepkisinin l 
olmas1 i9in de §U ko§ul saglanmahdir: 

4 - p > 6 - 4p. 

Bu da anca.k. p E [2/3, 1] ise ge9erlidir. Bu ytizden, (a, d; l; p) eger p E [2/3, 1] ise 
bu stirek oyunun Bayesyen Nash dengesidir. 

Acaba 2. oyuncunun bilgi ktimesinde ba§layan stirek oyununda l kesin mahkum 
strateji midir? Bu durum ancak a§ag1daki durum saglamrsa mtimktindtir: 

6 - 4p > max{ l + 2p, 4 - p, 1 , 4  - 3p} = 4 - p, dolay1s1yla p < 2/3. 

Fakat dikkat edilirse, I .  ve 2. ko§ullar Nash dengesini dahi elde etmek i9in 
gti9lti ko§ullar degillerdir. �ekil 5 .6'da verilen oyuna bakahm. Bu oyunda omegin 
(U, r; p = 0) stratej i-inan9 profili, l .ve 2.ko§ullan saglasalar bile oyunun Nash 
dengesi degildir. Bunun i9in de 3.kO§UI devreye girer. Yani dengede oyunculann 
inan9lanmn dogrulugunu garanti altma alan ko§ula ihriyac1m1z vardir. 

(p] 

(2,1 )  

U D 
2 - - - - - - - - - - - -

(0,0) (0,0) 

[1 -p) 
r 

(0,1 )  

I r 
u l2.1TO.Ol 
D� 

�ekil 5.6 1 -2 Ko�ullan Nash dengesini bile garanti altma almaz 

Bu ko§ul Nash dengesi olmayan (U, r; p = 0) strateji profilini devre d1§1 b1rak1r. 
1 .  oyuncunun U stratej isini se9tigini veri ald1g1m1zda, 2. oyuncunun kendi bilgi 
ktimesindeki inanc1, U stratejisi iizerinde yogunla§mas1m (tiim agirhg1m bu strate­
jiye vermesini) gerektirir, yani p = 0 yerine p = 1 olmahdtr. 

Fakat 3. ko§ul da, geriye kalan stratej i-inan9 profillerinin altoyun mtikemmel 
olmasm1 saglayamaz. �ekil 5.7'deki oyunu dii§tinelim. 2. oyuncunun tekil bilgi 
ktimesinde ba§layan altoyunu dii§tintin. Bu altoyun tek bir Nash dengesine, (U, r) ,  
sahiptir. Bu ytizden tiim oyunun tek bir altoyun miikemmel dengesi vardtr, o da 
(B,  U, r) 'dir. Her bilgi ktimesi patika tizerindedir ve Bayes kurah p = 1 olmas1m 
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ima eder. Boylece ( I3, U, r : p = 1 )  strateji-inan� profili 1 -3 ko§ullanm saglar. 

A 
(2,0,0) 

B 
2 

u D 

[p) 3 [1 -p] - - - - - - - - - - - -
r r 

( 1 ,2 , 1 )  (3,3,3) (0, 1 ,2) (0, 1 ,  1 )  

�ekil 5.7 1 -3 Ko�ullan oyunalt1 miikemmel ligi garanti altma almaz 

�imdi de (A, U, l: p = 0) stratej i-inan� profilini dii§iinelim. Bu strateji-inan� 
profili Nash dengesidir ve 1 -3 ko§ullanm saglar. Dikkat edilirse, 3. oyuncunun 
bilgisi patika-d1§1d!f ve bu yiizden 3. ko�ul p olas1hg1 iizerine herhangi bir kis1t 
koymaz. Fakat bu profil altoyun miikemmel degildir �iinkii daha once altoyun 
miikemmelligin 2. ve 3. oyunculann (U, r) stratejisini oynamalanm gerektirdigini 
gormii§tiik. 3 .  oyuncunun bilgi kiimesine varmanm tek yolu I .  oyuncunun B 
hareketini se9mesidir. Bu durumda, strateji profiline gore, 2. oyuncu U hareketini 
se9erdi. Bu yiizden 3.  oyuncu, kendi bilgi kiimesine varma ko§uluna bagh olarak, 
kendisinin soldaki karar noktasmda olacagm1 91karsamah ve bu yiizden p = O'dan 
ziyade p = 1 olduguna inanmahdlf. Bu yiizden 4. ko§ul altoyun miikemmel ol­
mayan dengeleri elemine eder (hatirlanacak olursa, 4. ko§ul, herhangi bir denge­
d1§1 patikadaki inan9lann, miimkiin oldugu yerde Bayes kurahna gore ortaya 91kan 
strateji profili tarafindan belirlenmesiydi). 

Diger yandan, bazen miikemmel Bayesyen dengenin buldugu sonu9lara da 
itiraz edilebilir 9iinkii bu dengeler §tipheli patika-d1§1 inan9lara dayanabilir. Buna 
bir omek verelim. 

Ornek 5.2 

�ekil 5 .8'dAerilen oyunu dii§iinelim. Bu oyunda Alper ( I .  oyuncu ) ve Dilek 
(2. oyuncu) birlikte oynamaktad!f. Oyunun iki piir strateji miikemmel Bayesyen 
dengesi oldugu goriilmektedir: (U, l: p = 1 )  ve { (A, r; p) ; p E [O, 1 /2] } .  

Bu dengelerden ikincisinde, Dilek'in bilgi kiimesi patika-dt§Id!f. Bu bilgi kii­
mesine vanld1g1 veri ahnd1gmda, bu bilgi kiimesine Alper' in D hareketi yoluyla 
vanlma olas1hg1 pozitiftir. Fakat stratejik-bi9imli gosterime bakihrsa, D hareke­
tinin, Alper' in A hareketi ile mahkum edildigi goriiliir. Diger yandan, U mahkum 
edilemez. Eger Dilek, beklenilenin tersine Alper' in A hareketini se9medigini goz­
lemlerse Dilek, Alper' in ger9ek se9iminin ne olduguna inanmah? Alper acaba U 
hareketini mi yoksa D hareketini mi sei;:ti? 

237 



A - - (2,2) 
D I u AWl2,2 j 

IPI 2 (1 -pJ 

I u 2.1_ � 0,0 
r 0 1�0.1 . i  

(3, 1 )  (0,0) (1 ,0) (0, 1 )  

1)ekil 5.8 Miikemmel Bayesyen denge rafine edilebilir 

Alper A baskm stratejisi yerine D hareketini oynayarak asla daha karh bir 
davram�ta bulunmu� olmazdi. Fakat Alper eger Dilek' in l hareketini oynayacagm1 
di.i�i.inseydi U hareketini oynayabilirdi, bu da Alper'e 2 yerine 3 birimlik fayda 
saglardi. Bu yi.izden Alper' in U yerine D hareketini oynamasma s1fir agirhk 
verilmelidir. Yani Dilek' in bilgi ki.imesi patika d1§1d1r, dolay1s1yla, p = 1 olmahd1r. 
K1saca her oyuncu diger bir oyuncunun belirli bir bilgi ki.imesindeki kesin mahkum 
bir stratejiyi oynamas1yla vanlan karar noktalanna s1fir ag1rhk vermelidir_ 

5.3 Sinyalleme Oyunlar1 

Mi.ikemmel Bayesyen denge kavram1, sinyalleme oyunlan diye adlandmlan oyun­
larda �ok s1k kullamhr. �imdi bu oyunlann ne olduguna bir bakahm. 

Bayesyen oyunlarda genellikle bilginin oyuncular arasmda e§it dag1ld1g1 
varsay1m1 yap1hr. Buna gore oyunun bilinmeyen parametreleri i.izerindeki olas1hk 
dag1hmmm herkes�e bilindigi varsay1hr. Fakat ger�ek hayatta s1khkla kar§1la�t1g1m1z 
gibi oyuncular oyunun bilinmeyen parametreleri hakk11i.da farkh (asimetrik) bilgiye 
sahiptirler. 

Bu ti.ir asimetrik bilgili oyunlarda genelde bir oyuncu bilinmeyen bir parametre 
hakkmda tam bilgiye sahipken, diger oyuncular sadece bunu belirli bir olas1hkla 
tahmin edebilmektedir. bmegin, i§e ba§vuran biri yeteneklerinin yi.iksek veya 
di.i§i.ik oldugunu sadece kendisi bilirken i§veren firma bunu bilmeyebilir veya bir 
araba sat1c1s1 satt1g1 arabalann kalitesini bilirken, ahcliar bunu bilmeyebilir. Bu 
gibi durumlarda bilgi tek taraft1d1r. 

Tek-taraft1 bilgi asimetrisinin oldugu oyunlarda, bilgisi olmayan ya da az bilgisi 
olan oyuncunun oyuna kat1lmas1 beklenmeyebilir. Fakat tam tersi, hayatta boyle 
pek �ok durum soz konusudur ve az bilgili oyuncular bu ti.ir oyunlara kat1hrlar ya da 
katlimak zorunda kalabilirler. Genelde bu ti.ir oyunlara kat1hm i�in bilgisi olan taraf 
daha az bilgisi olan tarafm karar vermesi adma sinyal yollar (omegin i§e ba§vuran 
ki§i i.iniversite diplomasm1 gosterir, araba sat1c1s1 arabalanmn kalitesine dair serti­
fikalar gosterir). Bu sinyaller, bilgili oyuncunun hareketi olarak di.i§i.ini.ilebilir ve 
daha az bilgili oyuncu hareketini bu ti.ir sinyallere dayandmr. Bu, sinyalleme oyun­
lanmn temelidir. 

Daha fazla bilgisi olan oyuncu, sinyalini yollad1ktan sonra bile, daha az bil-
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gisi olan oyuncu bu sinyallerin inandmc1hg1 konusunda �iiphelere sahip olabilir. 
Gen;:ekte tiim sinyalleme oyunlan hangi sinyallerin gonderilmesi gerektigi ve gon­
derilen sinyallere nasII tepki veri lecegiyle ilgilenir. Bu yiizden de yanh� sinyallerin 
gonderilmesi soz konusu olabilir. 

Bir sinyalleme oyununda, ozel bilgiye sahip oyuncuya Gijnderici denir, <;:iinkii 
ti pi hakkmda mesaj yollar. Daha az bilgisi olan ve mesaj1 alan oyuncuya Alict denir. 
Gonderici tarafmdan se<;:ilen stratej i (yani mesaj) ahcmm gonderici hakkmdaki i­
nan<;:lanm giincellemesine imkan verir. Lider-takip<;:i oyunlar baglammda da dii�ii­
nebilecek bu tiir oyunlarda lider ozel bilgisiyle gondericidir, ahc1 ise takip<;:i oyuncu 
olarak kendi hareketinden once liderin mesaj1m (hareketini) gozlemler fakat gon­
dericinin tipini gozlemleyemez. 

Ekonomide sinyalleme oyunlan ilk olarak Spence ( 1 974) tarafindan emek 
piyasas1 i<;:in kullamlm1§t1r. Bu modelde gonderici (lider) i§<;:i, ahc1 (takip<;:i) ise 
i §verendir. Sinyalleme oyun uygulamalan ekonominin bir<;:ok alamnda kullamhr; 
makroekonomi, finans, endiistriyel ekonomi gibi. Biz burada, bu boliimde, tek­
a�amah sinyalleme oyunlarma (oyuncularm sadece bir kez oynad1klan sinyalleme 
oyunlanna) bakacag1z. Fakat literatiirde <;:ok yaygm olmasa da <;:ok-a�amah, tekrarh 
ve stokastik sinyalleme oyunlan kullamlmaktadir. 

Sinyalleme oyunlannda daha-fazla bilgiye sahip olan oyuncu daha-az bilgiye 
sahip oyuncudan daha once hareket eder, yani sinyal yollar. Fakat bazen daha-az 
bilgili oyuncunun daha-fazla bilgili oyuncudan once hareket ettigi durumlar soz 
konusu olabilir. Bu da daha <;:ok, daha-az bilgili olanlann daha-fazla bilgili olan­
lara bir kontrat sunduklan ve kendisine kontrat sunulan daha-fazla bilgili tarafin da 
buna gore tepki verdigi durumlan tammlar. bmegin, i�veren (i§<;:inin yetenekleri 
konusunda daha-az bilgili taraf) ilk once iicret teklifinde bulunabilir, daha sonra i§<;:i 
(kendi yetenekleri konusunda daha-fazla bilgili) bu tekliflere gore egitim diizeyini 
veya yeteneklerini geli§tirme konusunda karar verebilir. Bu tiir oyunlara, tarama 
oyunlan (screening games) denir. i§veren, i§<;:inin yeteneklerine gore yapt1g1 iicret 
teklifleri ile i�<;:iyi smar, taramadan ge<;:irir, bu tekliflere uygun olmayalar ya elenir 
ya da ona gore egitim almaya karar verirler. Bu boliimde tarama oyunlanndan 
ziyade sinyalleme oyunlar1m inceleyecegiz. 

5.3.1 Piir St_7tejilerde Dengenin Gosterimi 

Bir sinyalleme oyununda iki oyuncumuz olsun: Gonderici (G) ve Ahc1 (R). Oyunun 
zamanlamas1 a§ag1daki gibidir: 

I .  Doga T = {t 1 , . . .  , tn } tipler kiimesinden, p(ti ) gibi bir olasthk dag1hmma 
gore Gonderici i<;:in bir tip <;:eker, burada her i i<;:in p( ti) > 0 ve p( t1 ) + . . .  + p( tn )  = 
l 'dir. 

2. Gonderici ti tipini gozlemler ve M = {m1 , . . . .  , mn} olast mesajlar kii­
mesinden bir mj mesaj t  se<;:er. Yani gondericinin stratejisi, tip kiimesinden mesaj 
kiimesine tammlanan bir fonksiyondur: 
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m :  T -+  AI, 
t; -+ m (t; ) . 

3. Ahc1 m1 mesajm1 gozlemler (t; tipini degil) ve A =  {a1 , . . . .  , aK } ' olas1 
hareketler kiirnesinden ak gibi bir hareket ser;er. Yani ahcmm stratejisi, mesaj 
kiimesinden hareket kiirnesine tammlanan bir fonksiyondur: 

a :  M -+  A, 
m1 -+ a (mj ) · 

4. Oyunculann fayda diizeyleri ise uG (t; , mj , ak ) ve un (t; , 1n1 , ak ) �eklinde 
ifade edilir. 

Birr;ok uygulamada, T, M ve A kiimeleri reel sayilar kiimesinde tamrnhdir ve 
s1mrh kiirnelerden olu�ur. Burada olas1 mesajlar kiimesi Doga'nm ser;tigi tiplere 
baghdir, m(ti ) , ve olas1 hareketler kiirnesi Gondericinin ser;tigi mesajlara baghdir, 
a (m1 ) . 

Simdi bu kavramlar1 sornutla�llrrnak ii;in basil bir omek verelim. Sekil 5.9 
boyle bir oyunun, bir sinyalleme oyunun geni�leyen-bii;imli gosterimini vermek­
tedir: T = { t 1 , t2 } , M = {m1 , m2 } , A = {a1 , a2 } ve Pr{t i }  = p. Oyun 
agacmm ilk karar noktasmdan ak1p alt terminal noktalanna uzanmad1gma dikkat 
ediniz. Fakat oyun daha r;ok agacm ortasmdan bir hareketle saga ve soldaki termi­
nal noktalanna giden bir yap1 gosterir. 

Stratejinin tammm1 tekrar hat1rlarsak: Strateji biitiinciil bir hareket plamdir 
yani strateji, oyuncuya hareket siras1 geldiginde her olas1 durum ii;in bir hareket 

I 
tammlayan bir plandir. Bu yiizden sinyalleme oyununda, Gondericinin piir strate-
j isi, Doga'nm (N ile gosterilmektedir) ser;tigi herhangi bir tip ii;in hangi mesajm 
sei;ilecegini belirler, Ahcmm piir stratejisi ise Gondericinin ser;tigi her rnesaj1 ii;in 
bir hareket belirleyen bir fonksiyondur, a(m1 ) . 

Boyle bir oyunda Gondericinin ve Ahcmm her ikisinin de dort stratejisi vardir 
Gonderici ir;in: 
1 .strateji :  Doga t 1 r;ekerse, m1 'i oyna ve Doga t2 ser;erse m1 'i oyna. 
2.strateji :  Doga t1 r;ekerse m1 ' i  oyna ve Doga t2 scr;erse m2 'i oyna. 
3 .strateji :  Doga t 1 r;ekerse m2' i oyna ve Dog a t2 ser;erse m 1 'i oyna. 
4.strateji :  Doga t1 r;ekerse m2 ' i  oyna ve Doga t2 ser;erse m2 ' i  oyna. 
Ahc1 ii;in: 
I .  strateji :  Gonderici m1 ser;erse, a1 'i oyna ve Gonderici m2 ser;erse a1 'i oyna. 
2. strateji :  Gonderici m1 ser;erse a1 ' i  oyna ve Gonderici m2 ser;erse a2 ' i  oyna. 
3. strateji :  Gi:inderici m1 ser;erse a2 ' i  oyna ve Gi:inderici m2 ser;erse a1 ' i  oyna. 
4. strateji :  Gi:inderici m 1 ser;erse a2' i oyna ve Gonderici m2 ser;erse a2 ' i oyna. 
Gi:indericinin birinci ve di:irdiincii strateji lerine birle�tirici (pooling) stratejiler 

denir r;iinkii her tip aym mesaj1 verir. ikinci ve iir;iincii stratejilerine ise ayn�tmc1 
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� G6nderici a1m1 t1 m2 � . p 82 a2 
Alic1 F· Al,CI 

:?- � z 12 m2 
G6nderici 

�ekil 5.9 Sinyalleme oyunu 

(separating) stratejiler denir rriinkii her tip farkh bir mesaj gonderir. Diger yan­
dan, bu omekte oldugu gibi iki-tip oyunculu bir oyunda benzer karma stratejiler de 
olabilir; buna karma veya hibrid stratejiler denir, yani omegin t i  tipi m1 mesajmt 
oynar fakat t2 tipi m1 ve m2 arasmda rassal serrimde bulunur. iki tipten daha fa­
zla tipin oldugu oyunlarda, k1smi birle�tirici (veya k1smi-ayn�tmc1) stratejiler soz 
konusu olabilir, burada veri tipler kiimesindeki tiim tipler aym mesaj1 yollar fakat 
farkh tipler kiimesi farkh mesajlar yollar. 

�imdi bir sinyalleme oyununda miikemmel Bayesyen dengeyi ifade etmeye 
rrah�ahm. Bunun irrin de daha once verdigimiz 1 -3 ko�ullanmn tammlanm, 
sinyalleme oyunlannda pilr strateji miikemmel Bayesyen dengesinin tammma 
ta�1yahm (dikkat edilirse, 4. ko�ul sinyalleme oyununda anlamh degildir rrunkii 
sinyalleme oyunlannda tiim mesajlar patika iizerindedir). 

Gonderici bir mesaj serrtiginde oyunun tiim tarihini bildiginden dolay1, bu serrim 
tekil bir bilgi kiimesinde gerrrekle�ir. Yani l .ko�ul Gondericiye uyguland1gmda 
sadece tek bir karar noktas1 verir. Fakat tersine Ahct, Gondericinin mesajm1 goz­
lemledikten sonra Gondericinin tipini bilmeden bir hareket serrer. Bu yiizden Ahc1-
nm serrimi tekil olmayan bir bilgi kiimesidir. Ahc1ya l .ko�ulu uygularsak a�ag1daki 
durumu elde ederiz: 

1. Sinyalleme Ko�·ulu. Ahc1, M mesaj kiimesinden bir m1 mesajm1 gozlem­
ledikten sonra, hangi tiplerin m1 mesajm1 gonderdigine ait bir inanca sahip olmak 
zorundadtr. Bu 1nanc1 JL ( t; I m1 ) olas1hg1 ile gosteriyoruz, burada her t; E T; irrin,
JL( t; I Tll.j ) � o'Ve L,11 ET µ( t; I m1) = 1 olmahdtr.

Gondericinin mesaj 1  ve Ahcmm inanc1 veri almd1gmda, Ahcmm optimal hareke­
tini ifade edebiliriz. Miikemmel Bayesyen denge irrin tammlad1g1m1z 2. ko�ulu 
Ahc1ya uygularsak �unu elde ederiz: 

2. Sinyalleme Ko�ulu-2A. Her rn1 E M mesaj1 irrin, Ahct a* (rn1 ) hareketini
ti pier hakkmdaki µ( t; J m1 ) inanrrlan dogrultusunda beklenen faydasm1 maksimize
edecek �ekilde serrer. Dolay1s1yla a* ( mj )  a�ag1daki problemi rrozen degerdir: 
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2. ko�ul Gondericiye de uygulamr fakat Gonderici tam bilgiye sahip oldugun­
dan inancmm ifade edilmesi r;ok da onemli degildir. Gonderici oyunun ba�mda 
hareket ettiginden dolay1 2. ko�ul aym zamanda basitr;e Ahcmm stratejisi ver­
ildiginde, Gondericinin izledigi stratejinin optimal olmasm1 ifade eder. 

2.Sinyalleme Ko�·ulu-28. Tip uzaymdaki her t; E T tipi ir;in Gonderici m* (t;) 
mesaj1m, Ahcmm a* ( Tnj ) stratejisi verildiginde, faydas1m maksimize edecek �ekilde 
ser;er. Dolay1s1yla m* (t; ) a§ag1daki problemi r;ozen degerdir: 

Gondericinin m* (t;) stratejisi verildiginde, Tj kiimesi mj mesajmm gonderil­
digi tipler kiimesini gostersin. Yani eger m* (t;) = rnj ise, t; tipi Tj kiimesinin 
bir elemamd!f. Eger Tj bo§ kiime degilse, mj rnesajma kar§Ihk gelen bilgi kiirnesi 
denge patikas1 iizerindedir demektir, aksi takdirde mj herhangi bir tip tarafmdan 
gonderilmez ve bu yiizden buna kar�1hk gelen bilgi kiirnesi denge-d1§1 patika ii­
zerindedir. Denge patikasmdaki mesajlar ii;in, Miikernrnel Bayesyen denge ir;in 
tamrnlad1g1m1z 3.ko§ulu Ahcmm inanr;larma uygularsak a§ag1daki ko§ulu elde ed­
enz: 

3. Sinyalleme Ko�ulu. Her m; E M rnesaj1 ir;in, m* (t;) = mj dururnunu 
saglayacak bir t; E T tipinin olmas1 dururnunda mj mesajma kar§ihk gelen bilgi 
kiirnesinde Ahcmm inanc1, Gondericinin rnesaj1 ve Bayes kuralmdan tiiretilmelidir: 

(t · I · ) 
- p(t; , mj ) µ i m1 - ( ) p Tnj 

p(t; )p(mj I t; )  
(5. l a) 

L: p(t;)p(rnj I t;) ' 
t;ET; 1 

Burada p(mj I t; ) ,  Gondericinin tipi t; iken rnesajmin Tnj olrna olas1hgm1 goster­
rnektedir. 

Bu oyunu zihnirnizde iyice somutla§tmnak ii;in �ekil 5. l O'da verilen gosterirn 
de oldukr;a aydmlat1c1 olabilir. Burada da tiplerine gore gonderilen rnesajlar, rnesaj­
lara bagh hareketlerin ser;imi ve olu§turulan inanr;lar daha net olarak gosterilrnek­
tedir. �ekil 5. l O'da verilen 11( t; lmj )  ifadesi genel anlarnda Ahcmm mj rnesajm1 
ald1gmda Gondericinin t; tipinde olma olas1hgma dair inancm1 gostermektedir. 
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m, 

Al1c1 

� Ahc1 

�ekil 5.10 Sinyalleme oyununun diger bir gosterimi 

Tamm 5.3 Bir sinyalleme oyununda piir strateji miikemmel Bayesyen dengesi, 
(m* (t; ) , a*(m1 ) )  gibi bir strateji �iftinden ve ( 1 ) ,  (2A) , (28) vc (3) sinyalleme 
ko�ullanm saglayan µ( t; J mj ) gibi bir inan�tan olu�ur. 

�imdi a�ag1da verdigimiz sinyalleme oyun omeklerinde piir-strateji miikemmel 
Bayesyen dengelerini hesaplayahm. 

Ornek 5.3 

�ekil 5. 1 1  'de verilen iki-tipli bir Gondericinin oldugu bir oyun dii�iinelim (Gib­
bons ( 1 992)). Her tip, Doga tarafmdan e�it olas1hkla belirlenmektedir. Ahcmm iki 
bilgi kiimesindeki inan\:lanm gostermek i\:in (p, 1 - p) ve (q, 1 - q) olas1hklanm 
kullanahm. 

1 ,3 �. Gtinderici v 2•1 �) L t1 __ R ___ [� 
> 4,0 D : ts : D 0,0 

: Ahco · , N Al1c1 : 

' ' �-� l -..-t:-·s ___ R
--

[
-
1-

«-
q] 

0,1 � Gonderici 

�ekil 5.1 1  

1 ,0 

D 1 ,2 

Bu iki tipli, iki mesajh oyunda dart olas1 piir-strateji miikemmel Bayesyen 
denge vardir: (i) L iizerine birle�tirici stratej i ;  (ii) R iizerine birle�tirici strateji ;  
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(iii) ayn�tmc1 strateji :  t 1  tipi L stratejisini, t2 tipi ise R stratejisini oynar ve (iv) 
ayn�tmc1 strateji :  t 1 ti pi R stratejisini, t2 ti pi ise L stratejisini oynar. Bu durum­
lann her birine ayn ayn bakahm. 

1 . L iizerine birle,vtirici strateji: Gondericinin stratejisinin (L,  L) oldugu bir
denge oldugunu varsayahm, burada (rn', m" ) , t1 tipinin m' stratejisini seirtigini ve 
t2 tipinin ise rn" stratejisini seirtigi anlamma gelmektedir. Gondericinin L hareke­
tine kar�1hk gelen bilgi ktimesi denge patikasmdad1r. Boylece bu bilgi ktimesinde 
Ahcmm (p, 1 - p) inanc1, Bayes kurah ve Gondericinin stratejisi ile belirlenir.
bnsel olas1hk p = 0.5 �eklindedir (iki tipten herhangi birinin olma olas1hg1). 
Bu inan<; veri ahnd1gmda, L sonras1 Altcmm en iyi tepkisi U stratejisini oyna­
maktir. Bu durumda t1 ve t2 tipleri mas1yla 1 ve 2 birim getiri elde ederler. Her 
iki tip Gondericinin de L hareketini seirmek isteyip istemediklerini belirlemek i<;in, 
Ahcmm R hareketine nasil tepki verdigini belirlememiz gerekir. Eger Ahcmm R 
hareketine tepkisi U ise, t 1  tipinin R hareketini oynamasmdan dolay1 elde ettigi ge­
tiri 2'dir, ki bu deger t 1 ' in L'yi oynamas1 durumunda elde edecegi I degerinden 
daha fazlad1r. Fakat eger Ahcmm R hareketine tepkisi D ise, bu durumda t 1  
ve t/nin kazanc1 s1ras1yla 0 ve 1 olur. Halbuki L oynasaydt kazanc1 s1ras1yla 1 
ve 2 olurdu. Yani eger Gondericinin stratejisinin ( L, L)  oldugu bir denge varsa, 
Ahcmm R'ye tepkisi D olmak zorundad1r. Dolay1s1yla Ahcmm stratejisi (U, D)
olur. Ahcmm q :=:; 2/3 oldugunda D hareketini oynamas1 optimal oldugundan,
[ (L,  L) ,  (U, D), JJ = 0.5, q] birle�tirici mlikemmel Bayesyen dengedir.

2. R iizerinde birle�tirici strateji: Simdi de Gondericinin ( R, R) stratej isini
izledigini varsayahm. Oyleyse q = 0.5'dir. Ahcmm R'ye en iyi tepkisi D'dir, 
bu hareket t 1 ti pi i<;in 0, t2 iirin de 1 getiri saglar. Fakat t 1 ,  L' yi oynayarak 1 I 
kazanabilir <;UnkU herhangi bir p degeri i<;in Ahcmm L'ye en iyi tepkisi U �eklindedir.
Bu ytizden Gondericinin (R, R) stratej i profilini oynadtg1 bir denge yoktur. 

3. Ayn�tmc1 strateji, t 1 'nin L hareketini oynamas1: Eger Gonderici (L ,  R)
ayn�tmc1 stratejisini oynarsa, Ahcmm bilgi ktimelerinin her ikisi de denge patikas1 
Uzerindedir; boylece inan<;lann her ikisi de Bayes kurah tarafindan belirlenir ve 
Gondericinin stratejisi p = 1 ve q = 0 �eklindedir. Ahcmm bu inan<;lara en iyi tep­
kileri s1ras1yla U ve D'dir, boylece her iki Gonderici tipi 1 birimlik getiri kazamr.
Ahcmm (U, D) stratejisi veri ahnd1gmda, Gondericinin stratejisinin optimal olup
olmad1g1m kontrol etmemiz gerekir. Fakat optimal olmad1gm1 gorlirliz. Eger t2 
tipi L'yi oynayarak sapma gosterirse, Ahc1 D yerine U ile tepki verecektir, bu da
t2 tipine 2 birim getiri kazandmr; dolay1s1yla t2 tipinin R oynamast durumunda 
elde edecegi 1 degerinden daha fazlad1r. 

4. Ayn�t1nc1 strateji, t1 'nin R hareketini oynamas1: Eger Gonderici (R, L)
ayn§tmc1 stratejisini oynarsa, Ahcmm inan<;lan p = 0 ve q = 1 olmak zorun­
dad1r; boylece Ahcmm en iyi tepkisi ise (U, U) olur ve her iki tip 2 birimlik getiri
elde eder. Eger t 1 ,  L oynayarak sapma gosterseydi, Ahc1 U ile tepki gosterecekti,
t 1 ' nin bu durumda elde edecegi getiri I birim olacakt1, dolay1s1yla t1 ' nin R'yi oy­
namaktan caymasmm bir motivasyonu olmayacakt1. Buna benzer olarak, eger t2 ,  
R'yi oynayarak sapma gosterseydi, Ahc1 U ile tepki verecekti, t2 'nin bu durumda

244 



elde edecegi getiri I birim olacakt1 ; dolay1s1yla t2 'nin L hareketini oynamaktan 
vazge<;:mesi i<;:in herhangi bir motivasyon olmayacakt1r. 
Yani [ ( R, L) , ( u, u) , p = 0, q = l] ayn§tmc1 miikemmel Bayes yen dengedir. 

Ornek 5.4 

i§ piyasasmda i§ ba§vurusu yapan biri ve bu i§ ba§vurusunun yap1ld1g1 bir 
i§veren olsun. i§ ba§vurusu yapan i§<;:i iki se<;:enege sahiptir: egitim almak veya 
egitim almamak. Bu se<;:im, i§<;:inin gtinderdigi mesajlardtr. i§veren bu mesaj1 
gtizlemleyecek ve buna gore onu i§e ahp almayacagma karar verecektir. Yani 
i§<;:inin (Gonderici) mesaj uzay1 M = { egitimli, egitimsiz} = { E1 , E2 } ve 
i§verenin (Ahcmm) hareket uzay1, A = { kabul, red} = { K, R} §eklindedir. 

i§<;:inin ozel bilgisi kendisinin yetenekli olup olmad1g1dtr, yani i§<;:inin tip uzay1, 
T = {yetcnekli, ycteneksiz} = { Yi ,  Y2 } 'dir. i§verenin, i§<;:inin tipi hakkmdaki 
onsel inan<;:lanm, r E [O, l ]  ile ifade edelim. Yani i§veren i§<;:inin r olas1hkla 
yetenekli, 1 - r olas1hkla da yetenekli olmad1gm1 dii§iinmektedir. Bunu §6yle 
de ifade edebiliriz: i§verenin onset inan<;:lan, p(Y1 )  = r ve p(Y2)  = 1 - r §eklinde 
tammlamr. i§<;:i, iki tipine kar§ihk gelen iki bilgi kiimesine sahipken, i§veren de iki 
bilgi kiimesine sahiptir fakat bunlar i§<;:inin iki olas1 tipine degil iki olas1 mesajma 
kar§thk gelir (egitim almak ve egitim almamak). Sekil 5 . 1 2'de sol taraf i§verenin 
bilgi kiimesi onun egitim-almamak bilgi kiimesi iken, sag taraf bilgi kiimesi ise 
onun egitim-almak bilgi kiimesidir. 

(4,-1 ) K yetenekli 

[a] [y] 

(1 ,0) 
0.5 

Ahc1 N 

(4,-2) 0.5 

E2 [1 -y] 
(1 ,0) R yeteneksiz 

�ekil 5.12 

Ahc1 

E1 [1 -J3] 

K (2,2) 

R 
(-1 ,0) 

K (2, 1 )  

R 
(-1 ,0) 

Sekil 5. l 2'de her tip/mesaj/hareket profilleri i<;:in gosterilen strait ikililer 
s1ras1yla i§<;:i ve i§verenin fayda diizeyleridir. Fayda diizeylerine dikkatlice bakthrsa 
i§<;:inin egitim-almamay1, egitim-almaya tercih ettigini fakat <;:ah§may1 da <;:ah§ma­
maya tercih ettigini; i§verenin ise egitim almt§ i§<;:inin her iki tipini istihdam etmeyi ,  
istihdam etmemeye tercih ettigini goriiriiz. 

Geni§leyen-bi<;:imli gosterimde i§verenin inan<;:lanm daha net olarak gostere­
biliriz. Sekil 5 . 1 2'de i§verenin her karar noktasmdaki inanirlan parantez iirindeki 
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olas1hklarla gosterilmektedir. 6rnegin, eger i§veren i§\inin egitim almad1gm1 goz­
lemlerse, i§\inin o olas1hkla yetenekli oldugunu dii§iinmektedir. Eger i§veren i§\i­
nin egitim ald1g1m gozlemlerse, i§\inin f3 olas1hkla yetenekli oldugunu dii§iinmek­
tedir. 

Oyundaki stratej i profilini ( :r:. y: z, w: a, /J) s1rah-alt1hs1 ile gosterebiliriz; bu­
rada x = i§\inin hareketi eger yetenekli ise, y = i§\inin hareketi eger yetenekli 
degilse, z =i§verenin hareketi eger i�\inin egitim-almad1g1 gozlemlenmi�se, w = 
i�verenin hareketi eger i§\inin egitim-ald1g1 gozlemlenmi§se, a = i§\inin egitim 
almad1g1 gozlemlendiginde yetenekli olma olas1hg1 {i§verenin inanc1), f) = i�\inin
egitim-ald1g1 gozlemlendiginde yetenekli olma olas1hg1dir (i§verenin inanct). 

�imdi omegin (E1 , E1 : R, K:* , 1) strateji profiline bakahm. Bu strateji pro­
fi lini �ekil 5. 1 2  iizerinden takip ediniz. Dikkat edilirse bu strateji profiline gore, 
egitim-almamak mesajt hi\bir i§\i tipi tarafindan yollanmam1§, bu yiizden patika­
d1�1dir. Dolay1s1yla bu strateji profilinin Bayesyen denge olup olmad1gm1 deger­
lendirmek i\in bu bilgi kiimesinde i§verenin ko§ullu olasthklanm belirtmeye gerek 
yoktur, bu yiizden bu durum * i§areti ile gosterildi. 

Bu strateji profilinin, oyunun Bayesyen dengesi oldugunu dii§iinelim. Bunu 
kontrol etmek i\in, ilk once, i§verenin kabul hareketinde (i§e almak) bulundugunu 
veri ald1g1m1zda herhangi bir i§\i tipinin egitim-almak yerine egitim-almamak 
hareketini se\mesinin daha iyi olup olmad1gma bakahm. Her i§\i tipi egitim­
almak hareketi kar�thgmda 2 elde eder, fakat eger egitim-almamak hareketinde 
bulunsayd1 daha dii§iik bir getiri olan 1 alacakt1. Bu yiizden hi\bir i�\i tipi kendi 
hareketinden bir sapma gostermeyecektir. 

i§verenin, i§\inin tipi verildiginde, i§e almaktan fyani kabul hareketinden) 
vazge\ip ge\meyecegini kontrol edelim. Bunu gormenin en kolay yolu, kabul 
hareketinin egitim-almak bilgi kiimesinde optimal olnp olmad1gma bakmaktir. 
Bunun i\in de i§verenin kabul hareketinin her tip i\in red hareketinden (i§e alma­
mak) daha iyi olduguna dikkat ediniz. Bu yiizden, i§verenin f3 inancmdan bag1ms1z 
olarak, kabul hareketinden elde edilen getirilerin konveks bile§imi (agirhklandmlm1§ 
degeri) red hareketinden alacag1 getiri olan O'dan daha fazla olacakt1r. Daha formel 
ifade edersek, egitim-almak hareketi gozlemlediginde i§\inin yetenekli olmasma 
dair herhangi bir 1 E [O, l ]  inanc1 i\in i§verenin egitim-almak bilgi kiimesinde 
kabul hareketinden beklenen faydas1 21 + ( 1  - 1) > 0 olur. Bu yiizden, herhangi 
bir 1 E [O, l] i\in tammlanan strateji profili bir Bayesyen dengedir. 

Egitim-almak bilgi kiimesinde ko§ullu inan\lann f3 = I olmas1 �u anlama 
gelir: i§9inin mesaj1 gozlemlendikten sonra bile, i§verenin i§9inin tipi hakkmdaki 
inan9lan onset inan9lanndan farkhhk gostermez, yani onsel inan9Ian degi�mez. 
Dolay1s1yla inan9Ianm giincellememesi durumunda olu§an denge, birle�tirici strateji 
profilidir, yani i�9inin tiim tipleri aym mesaj1 yollar. Bunun, f3 = I inancmm, 
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Bayes kurahyla da uyumlu oldugunu gosterebiliriz: 

Diger bir strateji profiline bakahm: (E2 , E2 : R R; 1. * ) .  Bu strateji profil­
ini �ekil 5 . 1 2  iizerinden takip ediniz. i�verenin kabul hareketi veri ahnd1gmda, 
her i�9i tipinin optimal mesaj1 egitim-almamaktir (E2 ) .  <;::iinkii her i�9i tipi hangi 
mesaj1 yollarsa yollasm reddedileceginden ( R) ,  her i�9i tipinin en 9ok ho�una gide­
cek hareket egitim-almamaktir ( E2) .  i�verenin izleyecegi politikanm optimalligini 
kontrol etmek i9in patika bilgi kiimesi iizerindeki egitim-almamak noktas101 kon­
trol etmek yeterlidir. i�veren a91smdan, egitimsiz i�9iler 9ah�tmlmay1 hak etmedik­
leri i9in bu bilgi kiimesinde red karan (R) i�veren i9in optimaldir. Diger yan­
dan, benzer �ekilde bu strateji profilinde n = I inancmm Bayes kurahyla uyumlu 
oldugunu gosterilebilir. 

Bu strateji profilinde i�9i i9in tammlanan hareketin neden i�verenin istihdam 
politikasma en iyi tepki olduguna dikkat ediniz: Her i�9i tipi egitim-almak 
hareketinden ka9mir 9iinkii i�veren egitimli i�9i ba�vurulanm reddetmeyi planla­
maktadir. i�9inin tipinden bag1ms1z olarak, i�veren egitimli i�9i leri reddetmek yer­
ine, kabul etmekle daha yiiksek fayda elde edecektir. Patika-d1�1 ko�ullu inan9, 
f3 E [O, 1 ] ,  nasil belirtilirse belirtilsin, i�veren a91smdan i�e almak, egitim-almak 
bilgi kiimesindeki tek en iyi tepkidir. Bu denge istenilmeyen bir dengedir \'.iinkii bu 
i�verenin patika-d1�1 inandmc1 olmayan davram�ma dayamr. 

�ekil 5. l 2'de stratej i  profilinin, o E [O, 1] inancmdan bag1ms1z, miikemmel 
Bayesyen denge olamayacag1 goriiliir 9iinkii daha once gordiigiimiiz gibi, herhangi 
bir inan9 i\'.in egitim-almak bilgi kiimesinde i�veren a91smdan reddetmek yerine i�e 
almak en iyi tepkidir. 

5.3.2 Karma Stratejilerde Dengenin Gosterimi 

Sinyalleme oyunlanm karma stratejileri de dahil ederek daha gene! bir yap1da ta­
mmlayahm. �ekil 5. 1 3  bir-a�amah bir sinyalleme oyununu gostermektedir. 

I .  Nyuncu kendi tipi , t E T. hakkmda ozel bilgiye sahiptir ve m E J\J strate­
j isini yani mesajm1 se9mektedir. 2. oyuncu m'yi gozlemler ve a E A hareketini 
se9er. Oyun ba�lamadan, 2. oyuncunun, I .  oyuncunun ti pi hakkmdaki p( ·) onsel 
inanc1 ortak bilgidir. I .  oyuncunun m stratejisini gozlemledikten sonra, 2. oyuncu 
t hakkmdaki inan9lanm Bayes kuralma gore giinceller ve hareketini T iizerine 
tammh IL( ·  I m) ko�ullu olas1hgma gore se9er. I .  oyuncunun stratej isi her t ti pi 
i9in m hareketleri iizerine tammh a1 ( · I t) gibi bir olas1hk dag1hm1 bulmaktlf. 2. 
oyuncunun stratej isi ise her m hareketi i9in a hareketleri iizerine tammh a2 ( · ) gibi 
bir olas1hk dag1hm1 bulmaktlf. Yani 2. oyuncunun a2 ( ·  I m) stratej isini oynamas1 
durumunda, t tipli ve a1 ( · I t) stratej ili l .  oyuncunun beklenen faydas1 �oyle ifade 
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edilir: 

N 

ln 

�ekil 5.13 Tek 3.§amah bir sinyal oyunun genel gosterimi 

s a 
l .  oyuncunun m stratejisi veri almd1gmda, 2. oyuncunun a2 ( · I t) stratejisini takip 
etmesi ve µ(· I m) inancma sahip olmas1 durumunda beklenen faydas1 ise §6yle 
ifade edilir: 

u2(m, a2 , µ) = L µ(t I m)u2 (m, a2 ( · I m) , t) 
t 

= L L µ(t I m)a2(a I rr�)u2(m, a, t ) .  
t a 

Tamm 5.4 Altoyun miikemmellik kavram1, Bayesyen Nash dengesi ve Bayes kurali 
ile birle�tiginde, miikemmel Bayes yen denge strateji profili, a* = ( ai , a2 ) ,  ortaya 
pkar : 

ve 

'v't, ai E arg max u1 (a1 , a2 , t) ,  
<71 

µ(t I m) = p(t)ai(m I t) 
. L p(t)ai (m I t) 

tET 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

Yukandaki tammlamada (5.3) denklemi 2. oyuncunun a2 stratejisinin altoyun­
larda Bayesyen Nash dengesi olmasm1 garanti eder; (5.2) denklemi ise a* strate­
jisinin I .  oyuncunun her tipi ir;in olu§an altoyunlarda Nash dengesi olmasm1 garanti 
eder; (5.4) denklemi ise inanr;lann nas1l olu§tugunu gosterir. 
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5.4 Sinyalleme Oyun Uygulamalari 

5.4.1 Firma Yatmm1 ve Sermaye Yap1s1 

Bir firma bir proje ic,:in di� finansmana ihliyac,: duymaklad1r. Firma kendi kar duzeyini 
bilse bile finansmam saglayacak finansal yatmmc1 (banka olabilir), firmanm karhhg1 
hakkmda tam bir bilgiye sahip degildir. Firma gerekli finansman kar�1hgmda yat1-
nmc1ya firmada hisse vermeyi teklif elmektir. Soru �udur: Hangi ko�ullar altmda 
yeni projeye girilmelidir ve hisse pay1 ne olmahd1r? 

Bu durumu bir sinyalleme oyunu olarak du�unebiliriz. Firmanm kanmn dii�iik 
veya yuksek olabilecegini varsay1yoruz: 7r L veya 7r H ,  burada 7r H > 7r L > 0. Yeni 
proje ic,:in gerekli yatmmm, I oldugunu varsayahm. Bu projeden gelen kazanc,: R 
ve yatmmcmm allemalif getiri oram (parasm1 ba�ka bir alana yat1rsayd1) ise r 'dir. 
Aym zamanda R > ( l +r)/ oldugunu varsayahm, yani yaunmc1 ac,:1smdan firmaya 
finansman saglamak daha iyi bir tercihtir. Oyunun zamanlamas1 ve kar diizeyleri 
�oyledir: 

i .  Doga mevcut firmamn kanm belirliyor. Firmamn kan p olas1hkla 7f£ , 1 - p 
olas1hkla da 7r H �eklindedir. 

i i .  Firma kilnm, 7r, ogrenir ve sonra yatmmc1ya belirli bir hisse oram, s, onerir, 
0 :::; s :::; 1 .  

m .  Yatmmc1 s'yi gozlemler (fakat 7r' i  gozlemleyemiyor) ve onerilen hisse 
pay1 teklifini, s, kabul etmek ve reddetmek gibi iki harekete sahiptir. 

iv. Eger yatmmc1 teklifi ret ederse yatmmcmm getirisi ( 1  + r)I ve firmamn 
kan ise 7r kadard1r. Eger yatmmc1 teklifi kabul ederse, yatmmcmm getirisi 8( 7r+ R) 
ve firmanm kan ise ( 1  - s)(7r + R) 'dir. 

Yatmmc1 s teklifini ald1ktan sonra, kann 7r L olma olas1hgmm q olduguna inan­
maktad!f. Boylece yatmmc1 s teklifini ald1gmda eger a�ag1daki ko�ul gec,:erliyse bu 
teklifi kabul eder: 

s [q7r1, + ( 1  - q)7rH + R] ?:: ( 1  + r)I. (5.5) 

Firmanm kanmn 7r oldugunu varsayahm. Firma s hisse pay1 gibi bir maliyetle 
projeyi finanse etmek veya projeden vazgec,:mek gibi iki sec,:enege sahiptir. Projeyi 
s maliyetle iistlenmek, ancak a�ag1daki ko�ulda gec,:erlidir: 

8(7r + R) :::; R. (5.6) 

Birle�tirici mukemmel Bayesyen dengede (yani farkh kar duzeylerine sahip 
firma tiplerinin aym s teklifinde bulunmas1), denge teklifini ald1ktan sonra yau­
nmcmm inanc1 q = p olmak zorundad!f. Yukandaki (5.6) kat1hm lus1tmm, 7rH 'yi 
saglamas1 7rL 'yi saglamasmdan daha zor oldugundan, (5.5) ve (5.6) k1s1tlanm bir­
likte dii�undugumiizde, birle�trici strateji dengesi ancak a�ag1daki durum gec,:erliyse 
mumkundur: 

( l + r)/  R �������� < . 
JJ7rL + ( 1  - p)7rH + R - 7rH + R 
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Eger p s1fira yeterince yakmsa, R > ( 1  + r )I  olur ve (5.7) ko§ulu ge�erlidir. 
Fakat p bire yeterince yakm oldugunda (5.7) 'de tammlanan durum ancak a§ag1daki 
ko§ul ge�erli ise saglamr (5.7 denkleminde p = 1 e§itligini kullanarak cebirsel 
i§lemi siirdiiriln a§ag1daki ifadeyi elde edeceksiniz): 

l( l  + r) 7rH 
R - (l + r)I ?. 

R - 7r1, . (5.8) 

Sezgisel olarak, birle§tirici stratejide kar§lla§llan zorluk yiiksek-kar tipli fir­
manm dii�iik-kar tipli finnay1 siibvanse etmesidir: (5.5) denkleminde q = p inanc1 
dikkate altnd1gmda, s ?. ( 1  + r)I  / [p7rL + ( 1  - p)7rH + R] durumu ortaya �1kar. 
Halbuki eger yatmmc1 7rJl kesin bilgisine sahip olsayd1 (yani q = 0), daha kii9iik 
bir hisse almay1 kabul ederdi, s > I ( l  + r)/(7rH + R) ,  �iinkii 
7rH + R > [p7rL + ( 1  - p)7rH + R] 'dir. Birle§tirici strateji dengesinde daha biiyiik 
bir hisse pay1 yiiksek karlt finna i9in pahahdir. Analizimiz birle§tirici stratej i den­
gesinin iki durumda miimkiin olacag1m gosterir: Eger p s1fira yakmsa siibvansiyonun 
maliyeti kii9iiktiir ve eger (5.8) ko§ulu ge9erliyse; 9iinkii bu durumda yeni projeden 
gelen kar siibvansiyon maliyetini a§ar. 

Eger (5.7) ko§ulu saglanmazsa birle§tirici denge olmayacakllr. Fakat ayn§tmc1 
denge her zaman mevcuttur. Dii§iik-kar tipli firma s = I ( 1 + r) / ( 7r L + R) teklifinde 
bulunur ve bunu yatmmc1 kabul eder. Yiiksek-kar tipli firma 
s < I ( l  + r)/ (7rH + R) teklifinde bulunur fakat yatmmc1 bunu reddeder. Boyle 
bir dengede, yatmm etkinsiz bir §ekilde dii§iik diizeydedir 9iinkii yeni proje kesin 
bir §ekilde karlt olmasma ragmen yiiksek-kar tipli finna yatmmdan vazge9er. Bu 
denge durumu gondericinin (finnanm) sinyaller kiimesinin etkili olmamasmdan 
kaynaklamr. Bundan kastettigimiz §ey yiiksek-kar tipli finnanm kendisini ayn§tirmak 
i9in kullanacag1 bir yonteminin olmamas1d1r. Yiiksek-'kar tipli finna i9in 9ekici olan 
finansman ko§ullan dii§iik-kar tipli finnaya daha fazla 9ekici gelir. 

5.4.2 Emek Piyasasmda Sinyalleme 

Burada tamtacag1m1z model Spence ( 1973) 9ah§masma dayamr; daha once egitimle 
ilgili verdigimiz omegm ba�ka bir versiyonudur ve biiyiik oranda 
Aliprantis ve Chakrabarti (2000)'den derlenmi�tir. 

Bu oyunda, Doga i§9iye yiiksek, H, veya dii§iik yetenekli, L, oldugunu bildirir. 
Finna ( I .  oyuncu), F, i§9inin (2. oyuncu) yetenegini gozlemleyememektedir, 
gozlemledigi tek §ey i§9inin egitim diizeyidir. Bu durumda i§9iye ne kadar iicret 
teklifinde bulunacagma karar verir. Yani finna, i§9inin egitim diizeyinden hareke­
tle verecegi iicreti se9mek gibi bir durumla kar§I kar§iyadir. 2. oyuncu olarak i§9i 
ise egitim diizeyini, e, se9mekte ve emek piyasasma ginnektedir. Aynca emek 
piyasasmdaki i§9ilerin yansmm H -tipli yansmm da L-tipli oldugu, herkesin or­
tak bilgisidir. K1saca bu sinyalleme oyununda, i§9i gonderici, finna ise ahc1 duru­
mundadir. 

Bu analizde kendimizi lineer iicret kontratlar1yla sm1rland1rahm. Yani finnamn 
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ticret teklifinin w( c ) = 0. 1 + /Jc �eklinde belirlendigini varsayahm; burada fJ 
negatif-olmayan reel bir say1dir, 0 . 1  ise i�i;inin egitim dtizeyi s1firken ald1g1 ticrettir. 
K1saca firma ticreti i�i;inin egitim dtizeyine gore bu lineer yap1ya gore belirlemek­
tedir. 

Herhangi bir egitim dtizeyi, e ,  ii;in H-tipli oyuncunun, L-tipli oyuncudan daha 
verimli oldugunu varsay1yoruz. Daha spesifik olarak, ytiksek-yetenekli i�i;inin fir­
maya katk1s1 2c ve dti§tik-yetenekli i�i;inin katk1s1 ise e kadard1r. Firmanm kiln ise 
eger i�i;i ytiksek-yetenekli ise 2e - w(c) ,  fakat eger dti�tik-yetenekli ise e - w(c) 
�eklindedir. 

i�i;inin fayda fonksiyonu hem ald1g1 ticrete hem de ald1g1 egitimin maliyetine 
baghdir. Ytiksek-yetenekli i§i;inin, e egitim dtizeyinde fayda fonksiyonu §Oyledir: 

1 2 1LH (e)  = w(e) - 2c . 

Dti�tik-yetenekli i�i;inin c egitim dtizeyinde fayda fonksiyonu ise �oyledir: 

Bu fayda fonksiyonlan ai;1k9a �unu gostermektedir: Dti�tik-yetenekli i§i;i egitimi 
daha ytiksek maliyetle elde etmektedir. 

Bu eksik bilgili dinamik oyunun zamanlamas1 §Oyledir: 
i. Firma, 1 .  oyuncu olarak, w ( · ) ticret teklifinde bulunmaktadir. Ocret teklifi, 

egitimin bir fonksiyonudur. Yukanda da ifade ettigimiz gibi, ticret fonksiyonu, 
w(e) = 0. 1 + (Je §eklindedir. 

i i .  Doga i§i;inin tipini (ytiksek veya dti§tik yetenekli oldugunu) i§i;iye ai;1klar, 
dolay1s1yla tipini sadece i§i;inin kendisi bilir. 

iii . i�i;i (2. oyuncu), kendi tipi hakkmda sei;tigi egitim dtizeyini, e, sinyal 
olarak yol lar. Bu sinyal i§i;inin geri;ek tipini yans1tabilir de yans1tmayabilir de (yani 
ytiksek egitim dtizeyi ytiksek yetenekli oldugu anlamma gelmeyebilir) 

iv. Firma i�i;iye w ( c) ticret teklifinde bulunur. 
iv. i§i;i bu teklifi kabul edilebilir veya reddedebilir. Boylece oyunun sonunda 

fayda dtizeyleri belirlenir. 
�ekil 5. 14 hem oyundaki fayda dtizeylerini hem de oyunun a§amalanm gos­

termektedir. �ekil 5 . 1 4'te de gortilebilecegi gibi, (3 ii;in sonsuz say1da deger ala­
�ilir, (fl ::::: 0) ,  yani Doga'y1 temsil eden N noktas1 ii;in sonsuz say1da imkan soz 
konusudur. Doga'mn f3 ticret parametresini belirledigini dti§tintiyoruz. Doga'mn 
varacag1 noktalar AB dogrusu tizerindedir. Fakat N noktasma bir kez vanld1 m1 
Doga i�i;iye tipini ai;1klamaktadir; yani i§i;i m ve n noktasma vanp varmad1g1m 
ogrenir. m veya n noktasma vard1ktan sonra, i�i;i egitim dtizeyini, e, sei;erek 
sinyalini yollar, yani p veya r noktasma vanr. Burada c sonsuz say1da olabilecegi 
ii;in (c ::::: 0) , p ve r ii;in sonsuz say1da nokta vard1r. Ai;1k9a {p, r } i§i;inin bilgi 
ktimesidir. Bu bilgi ktimesinde l .oyuncu olarak firma w ( e) ticret teklifinde bu­
lunur. Bu da oyunu :r veya y karar noktasma getirir. Buradan itibaren de, i§i;i son 

25 1 



(2e - w(e),w(e)- e2/ 2) 

(0,0) 

(e - w(e), w(e)-3e2t 4 ) 

(0,0) 

�ekil 5.14 

karan olan kabul (K) veya red (R) ile oyunu bitirir. 
�imdi oyunculann stratejilerini ve fayda dtizeylerini daha net olarak tammla­

yahm. A\:lk\:a, I .oyuncunun stratejisi, w( · ) fonksiyonudur ve tamamen f3 say1s1 
ile belirlenir. Dolay1s1yla firmanm stratejisi basit\:e bir reel say1d1r, f3 ?: 0. i�\:inin 
stratejisi ise basit\:e ( {e1, , eH }, x) �eklindedir, burada X = {K, R} . 

i.x, siras1yla i�\:inin K ve R se\:imlerini belirleyen fonksiyondur. 
ii. eH egitim dtizeyi, m'deki karar noktasmdan X karar noktasma tammlanan 

bir fonksiyondur. m karar noktas1 tamamen N karar noktas1 (yani f3 say1s1) tarafindan 
belirlendigi i\:in, e H egitim dtizeyi reel-degerli bir fonksiyondur, e H = e H ((3) veya 
eH : [O, oo) --+ [O, oo).  

iii. Benzer olarak eL de n karar noktasmdan, r karar noktasma tammlanan bir 
fonksiyondur, eL = eL(f3) veya eL : [O, oo) --+ [O, oo) . · 

Bu notasyonlarla finnanm fayda fonksiyonu �oyle i fade edilir: 

u 1 = 

1 [2eH (f3) - f3eH(f3) - 0.1 ]  + 1 [2L (f3) - f3cL (f3) - 0 . 1 ] ,  
eger x(x) = x(y) = K 

1 [2cH (f3) - f3eH (f3) - 0. 1 ] ,  eger x(x ) = K, x (y) = R 

1 [2L (f3) - f3eL (f3) - 0. 1 ] ,  eger x(x) = R, x(y) = K 

0, eger x(x) = R, x(y) = R 
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ve i§i;;inin iki farkh tipine gore fayda fonksiyonu ise §byle ifade edilir: 

1 { j3eL - �cL (,{3)2 + 0. 1 ,  eger s(y) = K 
ui(/3, ( {eL , elf } , s) = 

( ) 0, eger s y = R 

H ( ({ } ) 
{ {3eu - �eu (/3)2 + 0. 1 ,  eger s(y) = K 

U
2 

/), e L ,  CH , s = 
( ) 0, eger s y = R 

Daha once ifade edildigi gibi, oyun firrnanm w(e) = 0. 1 + j)e i.icret 
fonksiyonunu (veya i.icret sozle�mesini) onermesiyle ba§lar. i�i;;i ise faydasmt mak­
simize edecek egitim di.izeyini sei;;er. Eger i§i;;i yi.iksek-yetenekli ise, a§ag1daki 
fayda fonksiyonunu maksimize edecek egitim di.izeyini (c) sei;;er: 

1 c2 
uH(e) = w(e) - 2

c2 = j)e - 2 + 0 . 1 .  

Bu fayda fonksiyonunun, e degi§kenine gore birinci derece ko§ulundan u� ( e) = 

/3 - e = 0 sonucunu elde ederiz. Bu da bize yi.iksek-yetenekli i�i;;inin optimal 
stratejisini verir: 

. 2 
l§i;;inin faydasmt maksimize ettigi noktada fayda di.izeyi uH (/3) = � +0. 1  > 0 

§eklindedir. Bu yi.izden i§i;;inin x noktasmdaki x* optimal stratejisi, K olmahdtr; 
yani x* (x) = K. i§i;;inin di.i§i.ik-yetenekli olmast durumunda maksimize etmeye 
9ah�t1g1 fayda fonksiyonu a§agtdaki gibidir: 

3 
2 

3 
2 uL (e) = w(e) - 4e = ,{3e - 4c + 0. 1 .  

Yine birinci dereceden ko§ul, u�, (e) = ,{3 - �e  = 0 ,  i§i;;inin di.i§i.ik-yetenekli olmast 
durumundaki optimal stratejisinin, 

olmast gerektigini soyler. Bu noktadaki fayda di.izeyi u1, ( �/3) = �2 + 0. 1 > 0 
§eklindedir. Bu da i§i;;inin y noktasmdaki optimal stratej isinin K olmast gerektigini 
belirtir; yani x* (y) = K. 

Diger yandan firrna kendi fayda fonksiyonunu olu�turrnak ii;;in i�i;;inin egitim 
di.izeyi hakkmda inani;; olu�turrnahdtr. Firrna, i�i;;inin tipi hakkmda belirsiz ol­
dugundan beklenen faydasmt maksimize edecek j) di.izeyini sei;;ecektir. i�i;;ilerin 
yar1s1, H-tipinde, diger yanst da L-tipinde oldugundan, firrna 1/2 olasthkla p nok­
tasmda, 1 /2 olas1hkla da r noktasmda olduguna inanmaktadtr. Yani {p, r} bilgi 
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ki.imesinde firmanm beklenen faydas1 �byledir: 

Firma farkh yeteneklerdeki i�c,:ilerin tepki fonksiyonlanm bildiginden, e'ff (/J) = f3 
ve e[, (/]) = � /], beklenen faydas1 §by le yazilabilir: 

1 2 1 2 2 2 E((J) = 2 (2(3 - (3 - 0. 1 )  + 2 ( 3/) - "3(3 - 0. 1 )  (5.9) 

1 8 5 2 = 2 ( 3/J - 3f3 - 0·2) · 

Ac,:1kc,:a bu fonksiyon, birinci dereceden ko�uldan elde edilen E' (/])  = � - �? /3 = 0 
denklemini saglayan noktada maksimize edilir, dolay1s1yla /)* = t, = 0.8 olur. 

Oyunun c,:ozi.imi.i bbylece ((3* , ( { e[, ((3) , e'ff (/]) } ,  x* ) ) �eklinde ifade edilir, 
burada /)* = 0.8, e[, ((3) = � (3 , e'ff (/]) = f) ve 

* (x) = { K, eger w (c) - te.2 � 0 ve * ( ) = 
{ K, eger w (e) - jc2 � O 

X R, eger w (c) - 2c2 < 0 X y R, eger w (c ) - 4e2 < 0 

Bu strateji profili �u an lama gelir: Firma w( e) = 0.8c + 0 . 1 i.icret fonksiyonunu 
teklif eder ve i�c,:i teklifi kabul eder; eger H -tipindeyse e H = 0.8 egitim di.izeyini 
sec,:er, ve eger L-tipindeyse P£ = � x 0.8 = \6 = 0.533 egitim di.izeyini sec,:er. 
Dahas1, 

I .  Firmamn beklenen faydasm1 (5.9)'dan bulabyiriz: E(0.8) = 0.433 ve 2. 
i�c,:inin faydas1 eger tipi H ise uH(0.8) = 0.42 fakat eger tipi L ise uL (  136 ) 

= 

0.313 olur. 
Ac,:1kc,:a ((3* , ( { e[, ((3) , e'ff (/]) } ,  s* ) )  strateji profili  bir mi.ikemmel Bayes yen Nash 

dengesidir. Bu bmekte dikkat edilirse iki ayn tipteki i�c,:i farkh egitim di.izeylerini 
sec,:mektedir, yani PL = 0.533 < eH = 0.8. Yani i�c,:i farkh tiplerde farkh sinyaller 
yollar bu yi.izden de bu oyundaki denge ayn�tmc1 dengedir. 

5.5 Ard1sal Denge 

Daha once altoyun mi.ikemmellik kavramm1 eksik bilgili dinamik oyunlara geni�­
letirken kulland1g1m1z denge kavramlanndan biri olan mi.ikemmel Bayesyen denge 
kavram1m incelemi�tik. �imdi yine aym ti.ir oyunlara uygulanan daha rafine bir 
denge kavram1 olan Kreps ve Wilson ( 1 982)' nin geli§tirdigi ard1sal denge kavramma 
bakahm. Hatirlayacak olursak, mi.ikemmel Bayesyen denge altoyun mi.ikemmelligi, 
Bayesyen denge ve Bayes kurah kavramlanmn birle�iminden elde ediliyordu. Strate­
jiler her si.irek oyununda Bayesyen dengeyi saglar ve oyunculann inanc,:Ian mi.imki.in 
oldugu durumlarda Bayes kurah ile gi.incellenir. Ard1sal denge kavram1 da buna 
benzer bir denge kavram1d1r. Fakat oyuncularm inanc,:lanm gi.incelleme bic,:imlerine 
daha fazla sm1rlama getirir. Olas1hg1 s1fir olan olaylan takiben olu�an inanc,:lar 
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i.izerinc daha zay1f s1mrlamalar koyar. Fakat daha kompleks oyunlarda inanr;lar 
i.izerine konan k1s1tlamalar mi.ikemmel Bayesyen denge kavrammm belirttigi den­
gelerden daha makul dengelerin olu�masma imkan verir. 

Ekonomistler eksik bilgili dinamik oyunlann r;ogunda ard1sal denge kavrami 
yerine daha zay1f bir denge kavram1 olan mi.ikemmel Bayesyen denge kavramm1 
kullamrlar. Osborne ve Rubinstein ( 1 994) bunun gereki;esini �oyle ai;1klar: "mi.i­
kemmel Bayesyen denge kavram1 ile i;ah�mak ard1sal denge kavram1 ile i;ah�maktan 
daha kolayd1r. <;:i.inki.i ard1sal denge kavram1 mi.ikemmel Bayesyen denge kav­
rammdaki optimal olma ko�uluna inanr;lar i.izerine tutarhhk ko�ulunu da ekler". 
Bunu a�ag1da daha detayh tart1�acag1z. 

Eksik bilgi, mi.ikemmel bilginin bir r;e�idi olarak modellendiginden (Harsanyi 
doni.i�i.imi.i) bilginin tam fakat mi.ikemmel olmad1g1 oyunlarda da denge-d1§1 inanr;lar 
hakkmda benzer problemlerin ortaya 91kmas1 si.ipriz degildir. Burada onemli olan 
oyunculann hareketlerinin diger oyunculara bilgi ta�1mas1dir; bu bilgi bir oyuncu­
nun gozlemledigi digerlerinin gozlemleyemedigi herhangi bir §CY olabilir. Buna bir 
oyuncunun kendi gei;mi� hareketleri de dahildir. 

Ornek 5.5 

�ekil 5 . 1 5 ' te verilen oyunda, 1 .  oyuncu i.ir; harekete sahiptir: L, M ve R. Eger 
1 .oyuncu L'yi oynarsa oyun sona erer. Bu durumda oyunculann fayda di.izeyleri 
(2, 2) olur. Eger M veya R'yi oynarsa, 2. oyuncu A ile B arasmda ser;im yap­
mak zorundadir. Fakat 2. oyuncu bu ser;imi yaparken, I .  oyuncunun M veya 
R'yi ser;tigini bilmemektedir. Eger I .  oyuncu M hareketini ser;erse ve 2. oyuncu 
A hareketini ser;erse, oyunculann fayda di.izeyleri (0, 0) �eklinde geri;ekle�ir; ve 
oyunculann (M, B) ,  (R, A) ve (R, B) stratej ilerine kar�1hk gelen fayda di.izeyleri 
s1ras1yla (0, 1 ) ,  (0, 1 )  ve (3, 1 )  �eklindedir. 

L R 
- - - - _2_ - - - - -

(2,2) A B A B 

(0,0) (0, 1 )  ( 1 ,0) (3, 1 )  

�ekil 5.15 

Bu oyunun iki pi.ir-strateji Nash dengesi vardir: (L, A) ve (R, B) (bunu gonnek 
ir;in oyunun stratej ik-bii;imli gosterimini di.i§i.ini.iniiz). Bunlann her ikisi de altoyun 
miikemmeldir. Burada (L, A) altoyun miikemmeldir r;iinkii 2. oyuncu A ve B 
hareketlerini ser;erken I .  oyuncunun hareketini bilmediginden dolay1, A hareke­
tini oynamanm Nash dengesinin bir par9as1 olup olmad1g1m test edemeyiz. Dikkat 
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edilirse, I .  oyuncu sapma gosterdiginde ve L hareketini oynamad1gmda 2. oyun­
cunun, M ve R hareketlerinin oynama olas1hklan Uzerine sahip oldugu inan�lan 
B hareketini oynamas1m optimal k1labilir. Bu yUzden bu oyunda A hareketini 
oynamak, i��inin verimliligi hakkmda olu�an herhangi bir inan� i�in makul ol­
mayan Ucret teklifinde bulunmaya benzer. Ard1sal denge (L, A) sonucunu devre 
d1�1 b1rak1r. Yani (L,  A) sonucu altoyun mUkemmel olsa da makul bir sonu� ol­
mayabilir, �Unkti 2. oyuncunun, 1 .  oyuncunun !vl ve R'den hangisini oynayacag1 
hakkmdaki inan�lan ne olursa olsun kendisine hareket s1ras1 geldiginde B hareke­
tini oynamas1 rasyoneldir. 

�imdi de ba�ka bir ornek tizerinden ard1sal dengeyi tart1�maya devam edelim. 
�ekil 5. 1 6'da gosterilen oyunda �ok say1da Nash dengesi vard1r. Oyunun kendisi bir 
altoyun oldugundan, oyundaki Nash dengelerinin her biri altoyun mtikemmeldir. 
Fakat bu altoyun mtikemmel dengelerin her biri makul mtidtir? 

L M R 

a _ _ _ _  2 _ _ _ _ _  
b 

(0,5) 
x y z x z 

y 

(4,0) (- 1 ,  1 )  (0,4) (0,4) (-1 , 1 )  (4,0) 

�ekil 5.16 Tiim altoyun miikemmel dengeler makul denge degildir 

I 
I .  oyuncunun L hareketini, 2. oyuncunun ise y hareketini se�mesi durumunda 

ortaya i;1kan ptir strateji altoyun mtikemmel dengesini dti�tinelim. Ai;1kca bu bir 
Nash dengesidir (yani dolay1s1yla altoyun-mtikemmel) i;iinkti hii;bir oyuncu strate­
j isini tek tarafh degi�tirerek faydasm1 art1ramaz. bzellikle l .oyuncu M veya R'yi 
oynamaz i;iinkti bu dengeye gore, 2. oyuncu y hareketini oynayarak tepki verir ve 
bu da I .  oyuncuya - I  saglar (oysa L'yi oynasayd1, 0 ahrd1). Yani 2. oyuncunun y 
hareketini oynayacag1 tehdidi, I .  oyuncuyu L'yi oynamaya ikna etmeyi ama�lar. 
Fakat 2. oyuncunun tehdidi inandmc1 m1d1r? Yani eger 2. oyuncuya oynama firsall 
gelirse, I .  oyuncu y hareketini oynayacagma inamr m1? �imdi bu sorunun cevabma 
bakahm. 

Oynama s1ras1 2. oyuncunun olsun. Bu durumda 2. oyuncu hangi karan verir? 
Burada onemli olan, 2. oyuncunun en iyi hareketinin 1 .  oyuncu tarafindan se�ilen 
harekete bagh olmas1d1r. Eger I .  oyuncu M hareketini sei;erse, 2. oyuncunun en 
iyi hareketi z olmahd1r. Fakat I .  oyuncu R hareketini sei;erse, en iyi hareketi x'dir. 

2. oyuncu, 1 .  oyuncunun hareketi konusunda bilgiye sahip olmad1gmdan, 
I .oyuncunun hangi hareketi sei;ecegine dair inani;lanm olu�turmak zorundad1r. 2. 
oyuncunun x ve y karar noktalan tizerinde tammlad1g1 olas1hklar p(a) ve p(b) 'dir. 
2. oyuncunun, inani;lan veri almd1gmda, x, y ve z hareketlerini sei;mesi duru­
munda beklenen faydalanm tammlayahm; s1ras1yla beklenen faydalar, x :  O.p(a) + 
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4p(b) = 4p(b); y : p(a) . 1  + p(b) . l = 1 (<;i.inki.i p(a) + p(b) = 1 ) ;  ve z 
: 4.p( a) + O.p( /J) = 4p( a) 'd1r. Tabii �unu unutmadan belirtelim, 2.oyuncu bek­
lenen faydas1m maksimize etmeyi ama<;lamaktadir. 

Bu a§amada 2. oyuncunun inan<;lanm bilmedigimizden yapacag1 se<;imi bile­
meyiz. Fakat y hareketini asla se<;meyecegini soyleyebiliriz. Bunu gormek i<;in 
basit<;e, :r ve z hareketlerinin her birinin 1 /2 olas1hkla se<;ilmesi durumunda olu�an 
karma stratej inin beklenen faydasma bakmak yeterl idir: 

1 1 1 1 
p(a) ( 2 (0) + 2 (4) ) + p(b) ( 2 (4) + 2 (0)) = 2(p(a) + p(b) ) = 2, 

burada p(a) + p(b) = 1 .  Dikkat edilirse bu karma stratej inin beklenen faydas1 y 
hareketinden gelecek I degerinden her zaman daha fazladir. Yani 2. oyuncunun 
sahip oldugu inan<;lardan bag1ms1z :r veya z hareketlerini oynamak 2. oyuncuya 
her zaman y hareketinden daha fazla fayda saglar. 

Sonu<; olarak, verilen altoyun mi.ikemmel dengenin tersine 2. oyuncu bu nok­
taya vard1gmda y hareketini oynamayacaktir. Bu yi.izden altoyun mi.ikemmel denge 
makul bir denge degildir. Bu dengenin makul olmamas1 altoyun mi.ikemmelligin 
2. oyuncunun vanlmayan bilgi ki.imesindeki davram§mI disipline edememesinden 
kaynaklamr. Altoyun mi.ikemmelligi kavram1 2. oyuncunun davram�1m disipline 
edemez <;i.inki.i vanlmayan bilgi ki.imesi tekil degildir ve bu yi.izden de bir altoyun 
degildir. Fakat gordi.igi.imi.iz gibi, 2. oyuncunun vanlan bilgi ki.imesindeki nok­
talar i.izerindeki inan<;lar1m devreye soktugumuzda, oradaki davram§Im makul bir 
§ekilde disipline edebiliyoruz. Bu durum denge sonu<;lan i.izerinde onemli bir etki 
yaratir. 

5.5.1 inan� ve Strateji ili�kisi 

Yukanda yap1lan tartI§manm devam1 olarak ilk once oyunculann karar noktalan 
i.izerindeki inan<;lanmn altoyun miikemmel denge kiimelerinin rafine edilmesin­
deki etkisini daha formel tammlayacag1z. Daha sonra omekler i.izerinden inan<; 
ve strateji ili�kisini daha aynnt1h tart1§acag1z. 

Geni§leyen-bic;imli bir oyunda x karar noktas1 verildiginde, i(J:) oyuncusunun 
(i(x) ' in x karar noktasmda hareket s1ras1 gelen oyuncuyu tammlayan fonksiyon 
oldugunu unutmaym1z) vard1g1 H (x) bilgi ktimesine bagh olarak x noktasma 
atfedilen olas1hg1 µ(x) 'dir. Yani her karar noktas1 y ic;in 'ExEH(y) P(x) = l 'dir. 
Burada 1i, (x) fonksiyonuna inanc;Iar sistemi diyoruz c;iinkii oyunculann bu noktaya 
kadarki tarihiyle ilgili her bilgi ki.imesindeki inanc;lanm temsil eder. inane; sistemini 
ozetle §6yle tammlayabiliriz: 

(i) Herhangi bir i oyuncusunun µ inanc;Iar sistemi bu oyuncunun bilgi 
kiimelerindeki karar noktalarma olas1hk atfeden bir fonksiyondur. Yani omegin i 
oyuncusunun bilgi kiimesi H = { x1 , . . .  , xk} ise µH : H --+ [O, l] olas1hk fonksiy­
onudur (yani "E�=l µ1 (xi ) = 1 ) .  Burada µH(xi ) ,  oyuncunun Xi karar noktasma 
vanld1gmdaki inanc1 olarak yorumlamr. 
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(i i) n-oyunculu mtikcmmel bilgili olmayan ard1sal bir oyunun inani;: sislemi 
ise 11 = (tl 1  . . . . , /L11 ) 'dir. Burada /l; , i oyuncusunun inani;:lar sislemidir. 

(i i i) Daha onceki boltimlerde anlatt1g1m1z davram� stralej isini burada biraz ha­
tirlamakla yarar var. Herhangi bir i oyuncusunun davram§ stratejisi b, bu oyuncu­
nun vard1g1 her karar noklasmdaki dallara (harekellere) atfettigi bir olas1hk dag1hm 
fonksiyonudur. Yani eger H = { :r 1 , . . .  , xk } ,  i oyuncusunun bilgi ktimesi ise ve her 
x; E H karar noktasmdaki hareketler ktimesi A ise, bu durumda davram§ stratej isi 
b A : A --+ [O. 1] olas1hk fonksiyonudur. n-oyunculu bir oyundaki davram� strateji 
profili ise, b = ( b1 , . . .  , b11 ) ile gosterilir, burada bi stratej isi i oyuncusunun davram� 
stratejisidir. Eger her karar noktasmdaki her harekete pozitif olas1hkla vanhrsa 
buna da daha once belirttigimiz gibi davram� stratej isinin tamamen karma olmas1 
denir. 

Bir oyuncunun, oyunun tarihi hakkmdaki inani;:lan �u anki davram§J i.izerinde 
onemli bir etkiye sahip oldugundan, bu inani;:lann makul §ekilde olu§turulmas1 
olduk�a onemlidir. Bu ytizden bizi burada ilgi lendiren soru �udur: Veri herhangi 
bir b davram� stratej isi ii;:in, hangi inani;:lar sistemi, µ, makuldur? inani;:lar (11) ve 
davram� stratej isinden (b) olu§an (µ, b) i;:iftine degerlendirme diyoruz. Boyle bir 
sirah ikili, (11, b), verildiginde, burada 11 parametresi oyuncularm b davram� strate­
j isini oynad1klar1 veri almd1gmda sahip olduklan inani;:lar olarak yorumlamr. �imdi 
sorumuzu �oyle degi�tirebiliriz: Hangi degerlendirmeler makuldi.ir? 

�ekil 5 . 1 7'de verilen oyunu dti�tinelim. Bu oyunda I .  oyuncunun davram� 
stratejisi ve 2. oyuncunun inani;:lan verilmektedir (bunlar q, w ve z'dir). l .oyun­
cunun stralejisi verildiginde, 2. oyuncu her vanlan karar noklasmm olas1hgm1 
Bayes kurah ile hesaplar. Bu oyunda Bayes kural�mn nas1l uyguland1gm1 daha 
somutla�tmnak i�in �oyle dti�tintilebiliriz: Bu oyunun I 200 kere oynand1g1m varsa­
yahm. Ortalama olarak en soldaki iki hareket siras1yla, 300 ve I 00, yani toplamda 
400 kere oynamr. Diger iii;: hareket ise yine soldan itibaren 200, I 00 ve 500 kere, 
yani toplamda 800 kere oynamr. Bu ytizden 2. oyuncunun bilgi ktimesine 800 
kere ula�1hr. Bu bala� ai;:1s1yla, 2. oyuncunun bilgi ktimesine vanlmasm1 veri 
ald1g1m1zda, en soldakinin oynanma olas1hg1, q = 200/800 = 1/4, ortadaki nok­
tamn oynanma olas1hg1, w = 100/800 = 1/8 ve sagdakinin oynanma olas1hg1 ise 
z = 500/800 = 5/8 olur (�ekil 5 . 1 7'de inani;:lar sistemi her ilgili noktanm yanmda 
ve kare parantezleri ii;:inde, her bilgi ktimesinin her karar noktasma atfedilen olas1hg1 
olarak gosterilmektedir). 

(µ, b) degerlendirmesinin makul olabilmesi ii;:in µ inani;:lar sistemi, b davram� 
stratejisinden hareketle Bayes kurahm kullanarak, mtimki.in oldugu yerde, i;:1kar­
sanmahdlf. Burada "mi.imki.in oldugunda" sozi.i daha once soylendigi gibi her­
hangi bir davram� stratejisine bagh olu�an pozitif olas1hkh "ti.im bilgi ki.imeleri" 
anlammda kullamlmaktadir. <;i.inki.i Bayes kurahm her bilgi ki.imesinde uygula­
mak her zaman mi.imki.in olmayabilir. bmegin �ekil 5 . 1 8'de l. ve 2. oyuncu­
lann davram� stratejileri veri almd1gmda, 3. oyuncunun bilgi ki.imesine vanlamaz 
(yani s1fir olas1hkla vanhr). Bu �artlar altmda 3. oyuncunun inani;:lanm olu�turmak 
ii;:in Bayes kurahm kullanamay1z. Fakat buna ragmen 2. oyuncunun stratejisi ver-
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�ekil 5.17 inan�lann elde edilmesinde Bayes kurahnm kullamlmas1 

ildiginde, 3. oyuncu i9in tek bir makul inan9 vard!f, o da (} = 1 /4'ttir. 
Bu inancm, tek makul inan9 olma gerek9esi, 2. oyuncunun davram� strate­

j isinin �u anlama gelmesinden kaynaklamr: I .  oyuncu solu l olas1hkla oynamak 
zorunda oynamasma ragmen, 2. oyuncu, eger I .  oyuncu sag1 oynarsa, solu 1j4 
olas1hkla oynayacaktlf. Yani 2. oyuncunun karma stratejisi zaten I .  oyuncunun 
2. oyuncuyu devreye sokacak stratejiden sapma gosterecegini dikkate ahr. Sonu9 
olarak, 3. oyuncuya vanld1gmda, onun tek inanc1 2. oyuncunun 1 /4 olas1hkla solu 
oynayacag1 �eklindedir. 

L R 
(1 ) (0) 

2 
L R 
(1/4) (314) 

[0] - - - - - - - - - - �- - - - · · - - - - [1 -0] 

L R L R 

�ekil 5.18 Bayes kurah d1�mdaki inan�lar i.izerine getirilen k1s1Llama 

Diger yandan davram� stratejisi verildiginde, inan9lar iizerinde empoze edilebile­
cek ba�ka k1s1tlar da vard!f. �ekil 5. I 9'de verilen oyunu dii�iinelim burada her iki 
oyunda da I .  ve 2. oyuncular i9in davram� strateji leri tammlamr. Oyunda, 0 ve 1 
degerleri arasmda se9ilen herhangi bir (} ve ¢ degeri, Bayes kurah ile uyumlu bir 
degerlendirme elde etmek i9in yeterlidir. 

Bu oyunda (} = ¢ e�itliginin ge9erli oldugunu iddia edelim. Ger9ekte bu e�itlik 
iki i lave kis1ttan kaynaklamr: 

(i) Bag1ms1zhk: inan9lar, stratej i lerinin bag1ms1z se9ildigini yans1tmak zorun­
dad!f. 

(ii) Ortak inam,:lar: Aym bilgiye sahip oyuncular aym inan9lara sahiptir. 
Bu prensiplerin nas1l (} = ¢ e�itligine yo! a9t1gma bakahm. �ekil 5. I 9'deki 
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oyuna bakahm. 2. oyuncunun bilgi ktimesine vanld1g1 zaman, () degeri 2. oyun­
cunun, 1 .  oyuncunun L hareketini oynamasma atfettigi olas1hktlf. ,Sckilde goste­
rilmemesine ragmen, ortak inam;lar prensibi 3. oyuncunun da I .  oyuncunun L'yi 
sei;me olas1hgma () degerini atfettigini ima eder (yani 2. oyuncu ile aym bilgiye 
sahiptir). Fakat oyunculann inan-;lanmn bag1ms1zhg1 prensibi ile 2. oyuncunun 
strateji sei;imini bulmak 3. oyuncuya I .  oyuncunun sei;tigi strateji hakkmda hii;bir 
bilgi saglamaz. Sonu-; olarak, 3. oyuncunun l .oyuncu hakkmdaki inani;lan aym 
kalmak zorundad!f (yani 1 .  oyuncunun L hareketini oynama olas1hg1 () 'e e§ittir) , 
bu olas1hk 2. oyuncunun L hareketini sei;tigini gordiikten sonra bile aymdlf ve 
¢ = () anlamma gelir. 

A 
(1 )  (0) L R (0) 

(0) 2 [1 -0) - - - - - - - - - - - - - -
r (1 ) r (1 ) 

(0) I (0) I 

[<I> 3 - - - - - - - - 11-4>1 
I' r' ( r' 

�ekil 5.19 Ortak inam;lar ve inam;lann bag1ms1zhg1 varsay1mlan 

Boylece Bayes kurah, bag1ms1zhk ve ortak inan-;lar kavramlan, inan-;lar 
iizerine konan olas1 tiim k1s1tlan tammlayan kavra!'nlard!f. Bir degerlendirmenin 
tutarll olmas1 ancak bu ko§ullar gei;erli ise miimkiindiir. Dolay1s1yla bu ko§ullardan 
biri ihlal edilirse degerlendirme tutarh olmaktan 91kar. Tutarhhk kavramm1 daha 
iyi tammlamak ii;in tamamen karma dedigimiz bir kavram1 tammlamam1z gerekir. 
S1mrh geni§leyen-bii;imli bir oyunda bir davram§ stratejisi eger her bilgi kiimesindeki 
her harekete pozitif olasthk atfederse, bu davram§ stratejisine tamamen karma denir. 
Tutarhhk kavram1 Bayes kuralmdan daha k1s1tlay1c1d!f, hatta her altoyundaki Bayes 
kuralmdan daha k1s1tlay1c1dlf. ,Simdi tutarhhk kavrammm formel tammm1 verelim. 

Tamm 5.5 Smzrlt geni�'feyen-bi�imli bir oyunda eger b" gibi tamamen karma bir 
davram§ stratejiler dizisi, b davranz§ stratejisine yakmszyorsa ve µn inanr 
sistemleri dizisi de Bayes kuralz ile JL degerine yakznszyorsa (11, b) degerlendirmesine 
tutarlzdtr denir. 

Tutarhhk kavram1m daha iyi anlamak ii;in yukanda verilen tamm1 daha once 
verdigimiz omeklere uygulayahm. ,Seki! 5. l 7'de verilen omekte, b, davram§ strate­
jisini temsil etsin (burada 2. oyuncunun davram� stratejisi ile ilgili bir durum soz 
konusu degildir) ve µ = (q, w, z) de inan-;lar sistemini gostermektedir. Degerlen­
dirmenin, (µ, b) ,  tutarh olmas1 ii;in, (µn , b" ) -t (p., b) §eklinde bir 
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degerlendirmeler dizisi olmak zorundad1r. Burada her n i�in bn tamamen kanna, 
pn de Bayes kurah kullamlarak b"'den tiiretilmi§tir. Bu §U anlama gelir: Davrant§ 
stratejiler diziyle birlikte I .  oyuncunun sag taraftaki ii� �imine varma olasthklan 
siras1yla 2/12, 1/12 ve 5/1 2'e yakmsar. Bu yiizden inan�lar dizisi Bayes kurah ile 
tiiretilir, q"/wn ---+ 2, wn;zn ---+ 1 /5 ve zn/qn ---+ 5/2, ooylece q" ---+ 1/4, w" ---+ 
1/8 ve z" ---+ 5/8. Dolay1s1yla daha once ifade ettigimiz gibi, degerlendirmenin 
tutarhhg1 §Unu gerektirir: 11 = (q, w, z) = (1/4 ,  1 /8, 5/8) .  

�ekil 5. 1 8'de tan1mlanan davram§ stratejisi veri ahnd1gmda, tutarhhk (} = 1/4 
inancmm olma<>tm gerektirir. <;iinkii tamamen karma stratejilerinin herhangi bir 
dizisi §ekildeki degerlere yakmsar. Yani I .  oyuncunun sag1 �me olas1hg1 ve 2. 
oyuncunun solu s�me ola'i1hg1, I .  oyuncunun sag1 ve 2. oyuncunun solu s�me 
olas1hgmm limitte ii� kat1 kadard1r. Bu sonu�, inan\lann Bayes kurahm kullanarak 
elde edilen dizilerin limit degerinden tiiretilir. 

�ekil 5.20'de verilen oyuna bakahm. Bu oyunda tamamen karma davrant§ 
strateji profili (b) §oyle tammlan1r: 

i. I .  oyuncu R hareketini 0.1  olas1hkla, L hareketini ise 0.9 olas1hkla oynar. 
ii. 2. oyuncu kendi bilgi kiimesinde §U s�imleri yapar: B hareketini 0.1 

olas1hkla ve A hareketini de 0.9 olas1hkla oynar. 
iii. I .  oyuncu bilgi kiimesine vard1ktan sonra l ve l' hareketlerini 0.1 olas1hkla, 

r ve r' hareketlerini de 0.9 ola<>thkla oynar. 

L 0 
R 

2 

A B A B 
Y2 YJ 1 � - - - - - - - - - - - -

I' ,. ' r r r 

(4,3) (3,5) (2,4) (3,0) (2,6) (1 ,7) (0,3) (4,2) 

�kil 5.20 

Yukanda verdigimiz olas1hk yap1s1 bir davrant§ strateji profilidir. Rasyonel 
oyuncular kendi bilgi kiimelerine vard1klannda hangi karar noktalannda olduk­
lanna dair inan\lar olu§tururlar. A�tk\a, 2. oyuncu, kendi bilgi kiimesinde x2 
noktasmda alma olas1hgmm 0. 1 olduguna inanmaktad1r. Fakat 2.oyuncu oynad1ktan 
sonra I .  oyuncunun inanc1 ne olmahd1r? Yani daha spesifik soylersek, I .  oyuncu­
nun h1 = {yJ ,  y4 } ve h2 = {y1 , Y2 } bilgi kiimelerindeki inan\lan ne olmahd1r? 

Eger I .  oyuncu h1 bilgi kiimesine vard1ysa, kendisi daha once R hareketini 
s�ti demektir. Dolay1s1yla I .  oyuncu h1 bilgi kiimesinde sahip oldugu bilgiyi 
hangi karar noktalanna vanld1gma dair inan�lanm olu§turmak i\in kullanmahdrr. 
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Bunu yapmanm bir yolu Bayes kurahm kullanmakt1r. 
Bu yiizden, eger b(y.1 ) ,  oyun agacmdaki kok noktasmdan ba�layarak y4 karar 

noktasma vanlma olas1hg1m gosteriyorsa, b(:l/4 I h1 )  bize h1 bilgi kiimesine 
vanld1gmda y4 karar noktasmda olma olas1hgm1 verir. Bu olas1hg1 Bayes kurah 
ile bulahm: 

b(E) + b(y3 ) . 

Bu durumda, 

1 x 0.01 
b(y4 I hi ) = 

1 x 0.01 + 1  x 0.09 = Cl . 1 .  

B u  sonu<; �u anlama gelir: I .  oyuncu L davram§ stratejisiyle vanlan bilgi 
kiimesindeki inan<;lanm giincelledikten sonra, y4 karar noktasmda olma olas1hg1m 
0.1  oldugunu goriir. Halbuki oyunun ba§mda h 1 bilgi kiimesinde y4 karar noktasma 
varma olas1hg1 0.01 'di. bzetle I .  oyuncu oyunda olan biten hakkmda elde ettigi 
bilgiyi kullanarak olas1hgm1 revize etti. Buna I .  oyuncunun inan<;lanm ard1sal 
rasyonel olarak giincellemek diyoruz. Eger I .  oyuncu bunu her karar noktas1 i<;in 
yapsayd1, bu durumda inan<;lan §6yle olurdu: 

b(y4 I hi ) = 0 . 1 , b(y3 I h1 ) = o. 9 
b(y2 I h2 )  = 0.1  ve b(y1 I h2 )  = 0. 1 .  

A<;1k<;a bu inan<;lar, b davram§ strateji profiliyle uyumlu inan<;lard1r. Dolay1s1yla b 
� 

davram� stratej i profil i  verildiginde makul olan tek inall<;lar sistemidir. 
Daha once ifade ettigimiz gibi bir inan<;lar sisteminin limit degerinin olmas1 

onu tutarh yapar. Bu ornekte tamamen karma davram� stratej isinin ard1sal bir 
§ekilde degi§tirildigini varsayahm; omegin 0. 1 olas1hg1 git gide kii<;iiltiilsiin. 
Dolay1s1yla 0.9 olas1hkla yap1lan hareketler de daha biiyiik olas1hkla oynamr hale 
gelir, yani olas1hk l 'e yakla�1r. Tamamen karma strateji profillerinden olu§turdu­
gumuz bu inan<;lar dizisi de her ad1mda aym zamanda degi§ecektir. Peki o zaman 
sorumuz, limitte bu inan<;lara ne olur? 

Bu oyunda her oyuncu i\:in bu inan<; sisteminin limitte bir degeri oldugunu 
gorebil iriz: 

i. I .  oyuncunun bilgi kiimesinde: b(y4 I h 1 )  = b(y2 I h2 ) = 0 ve µ(y3 I h1 ) = 
11 (y1 I h2 ) = 1 

ii. 2. oyuncunun bilgi kiimesinde b(x2) = 0 ve b(x 1 )  = 1 .  
B u  inan<;lar sistemi bize o --+ x 1  --+ y 1  --+ ( 4,  3 )  patikasm1 verir; bu da 

( { L, l' } ,  A) stratej i profilidir. inan<;lar sistemini ve strateji profilini tutarh yapan 
§ey Bayesyen-tutarh inan\:lar sisteminin ve stratej i profiller dizisinin bir limiti ol­
mas1d1r. Bunu daha iyi anlamak i<;in bir omek daha verelim. 
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Ornek 5.6 

�ekil 5.2 1 'de verilen oyuna bakahm: Burada iki Nash dengesi vard1r: ( l ,  R) 
ve ( m , L). Soru, bu dengelerden hangisinin makul oldugudur. A�tk�a, bir dengeyi 
veya digerini silmek i�in altoyun mUkemmelligi kullanamay1z �UnkU oyun tek ba�ma 
bir altoyuna sahip degildir. Bu durumda §U beklenebi lir: I .  oyuncu ilk hareket eden 
oyuncu oldugu i�in oyunu yonlendirebilir ve dolay1s1yla kendisinin daha yUksek 
fayda saglayacagt bir dengenin olu§masma imkan verebilir. 

(2,4 ) -----:;JOLJ.,. 
m r 

a 2 

L R L R 

(6,2) ( 1 , 1 )  (3,2) (1 ,0) 

�ekil 5.21 

Burada (l, R) Nash dengesini silmenin daha makul gerek�esi �u olabilir: Eger 
2.oyuncunun bilgi kUmesine bir kez vanldt mt, 2.oyuncunun R'yi se�mesinin bir 
mant1g1 yoktur. Onun i�in en iyi hareket L'dir. Dahas1, (m ,  L) strateji profilinin JL 
inan� sistemiyle tutarh oldugunu da kontrol ederek bu karara varmak mUmkUndUr. 
Dolay1s1yla µ((3) = 0 ve µ(a) = 1 inan�lan tutarltdtr. 

Diger yandan, ( l ,  R) Nash dengesi i�in de herhangi bir inan� sisteminin, ( l ,  R) 
strateji profiliyle tutarlt olup olmad1gm1 kontrol edebiliriz. 2. oyuncu {a,  (3} bilgi 
kUmesinde hangi inan�lara sahip olursa olsun, eger bu bilgi kUmesine vanlmt§Sa 
kendisinin hi�bir zaman R hareketini se�memesi gerekir. <;UnkU L hareketini 
se�mek her zaman daha yUksek fayda saglar; bu durum hangi karar noktasma 
vanld1gmdan bag1ms1z olarak ge�erlidir. Dolay1s1yla bu Nash dengesinin makul 
bir denge oldugunu savunmak zordur. Sonu� olarak oyunun tek makul dengesi 
(m , L) 'dir. 

Bu ornek bize §Unu gostermektedir: (i) Tutarh inan�lar sistemi bir ardtsal 
oyunun makul dengelerini bulmak i�in ilk ad1md1r ve (ii) Nash dengesi strateji  
profili her bilgi kUmesinde optimal hareketi se�meyi saglamaz. Dolay1s1yla {a,  (3} 
bilgi kUmesinde R se�imi �tk�a optimal degildir. 

5.5.2 Ard1sal Rasyonellik 

�u ana kadar inan�lar ve strateji ler arasmdaki ili�kiye bakttk. �imdi tekrar gene! 
olarak geni§leyen-bi�imli bir oyun i�in geriye dogru �tkarsama yakla§tmmm daha 
makul bir kar§thg1m geli§tirmeye �ah§ahm. 
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Miikemmel bilgili oyunlar i�in geriye dogru �1karsama, temelde ttim oyun­
cularm kendilerine sITa geldiginde faydalarmt maksimize edecek §ekilde davran­
malanna k�thk gelir. Altoyun miikemmelligi bu dii§iinceyi miikemmel bilgili 
oyunlann otesine ta§tmay1 arna�lar. Fakat daha once gordiigiimiiz �ekil 5. I 6'da 
oldugu gibi, altoyun miikemmelligi her bilgi kiimesindeki optimal olmayan 
davram§lart dt§artda bITakacak kadar giii;lii olmayabilir. 

Her oyuncu oyun s1rast geldiginde oyunun tarihi hakkmda inan�lara sahip­
tir. Bu inan�lara bagh olarak her oyuncunun bilgi kiimesindeki se�imleri ilgili 
karar noktasmda optimal olmahdtr. Bu bir kez yaptldt mt, geriye dogru �1karsama 
kavrarn1m daha genel olarak tiim geni§leyen-bi�imli oyunlara geni§letebiliriz. 

SmITh geni§leyen-bi�imli bir oyun dii§iinelim. Bu oyunda i oyuncusuna ait 
bilgi kiimesi H ile gosterilsin. i oyuncusunun b; davrant§ stratejisinin, H bilgi 
kiimesine bir kez vanldlktan sonra, optimal olup olmadtgmt kontrol etmek i�in, 
bu oyuncunun H bilgi kiimesine bir kez vanldt mt herhangi bir stratejisinden elde 
edecegi faydayt hesaplarnarrnz gerekir. 

�imdi i oyuncusunun, H bilgi kiimesine vanldtgmda, (µ, b) degerlendirmesine 
gore fayda<>mt hesaplayaltm. Her x E H karar noktas1 i�in i oyuncusunun x karar 
noktasmdan ba§layan faydastm b davrant§ stratejisini kullanarak hesaplayabiliriz. 
Bunu yapmak i�in de basit�e x'e bir altoyunmu§ gibi davranahm. Boylece her x 
i�in u;(b I x) fayda diizeyini verir. Yani U;(b I x), i oyuncusunun x E H  nokta<>ma 
vanld1gmda elde etligi faydadtr. Burada tabii ki, i oyuncusu, H bilgi kiimesinde 
hangi noktaya vard1gm1 bilmemektedir. Fakat µ inani;lar sistemi, i oyuncusunun 
H bilgi kiimesindeki hangi noktaya vanld1gma dair olasthklardan olu§ur. Sonu� 
olarak, i oyuncusunun (µ, b) degerlendirmesine gore lf bilgi kiimesinde beklenen 
faydasm1, vi (µ, b I H), §oyle ifade edebiliriz: 

v; (µ, b I H) = L µ(x)U; (b I x) .  (5. 10) 
xEI 

K1saca (5. 10) denkleminden hareketle geni§leyen-bi�imli bir oyundaki herhangi 
bir i oyuncusunun beklenen faydast hesaplanabilir. Burada yapmak istedigimiz §ey, 
herhangi bir bilgi kiimesine vanldtgmda i oyuncusunun stratejisini degi§tirdiginde 
faydasmm nastl degi§tigini yani daha iyi sonu� verecek bir strateji olup olmad1gm1 
incelemektir. Bu da bizi ard1sal rasyonalite kavrarnma gotiiriir. 

Tamm 5.6 S1mr/1 geni#eyen-birimli bir oyunda her i oyuncusuna ait her H bilgi 
kiimesi irin ve i oyuncusunun her diger b� davram� stratejisi irin a�agulaki lw�ul 
gererliyse, (µ, b) deger/endirmesine ard1sal rasyone/ denir: 

vi (µ, b I /) 2: v;(p, (b� ,  b_i) I /) .  

Buradan hareketle ardtsal rasyonellikten ne anlad1g1m1Z1 daha a�1k bir 
§ekilde ifade edelim. Eger hi�bir oyuncu, oyunun herhangi bir a§amasmda, strate­
jisini degi§tirecek bir motivasyona sahip degilse, degerlendinne ard1sal rasyoneldir. 
Oyunun herhangi bir �arnas1 demekle kaslettigimiz §ey, b davrant§ stratejisiyle 

264 



sadece pozitif olas1hkla vanlan noktalan i�eren Him bilgi ki.imeleridir. Bu aynmm 
onemi �ekil 5 . 1 6'dan da a�1k bir �ekilde gori.ilebilir. Hat1rlayacag1m1z gibi, I .  
oyuncunun L hareketini ve 2. oyuncunun da m hareketini oynad1g1 altoyun mi.i­
kemmel denge makul degildi �i.inki.i 2. oyuncu eger ger�ekten kendi bilgi ki.imesine 
varsayd1 m hareketini oynamaktan vazge�ecekti. Eger ti.im bilgi ki.imelerindeki 
optimal davram�m ne oldugunu kontrol etmede 1srarc1 olmasayd1k, bu makul ol­
mayan denge elemine edilemeyecekti. Yani sadece verilen stratejilere gore pozitif 
olas1hkla vanlan bilgi ki.imelerini kontrol etseydik, makul olmayan bu dengeyi el­
emine edemeyecektik. Fakat oyunculann davram�lannm vanlan ya da vanlmayan 
her bilgi ki.imesinde optimal olmas1 gerektigini zorunlu tutarsak makul olmayan 
altoyun mi.ikemmel denge elemine edilir. 

K1sacas1 ard1sal rasyonalite kavramm1 daha once tamtt1g1m1z stratej ileriyle 
inan�lan birbirine baglayan i.i� prensibi - Bayes kurah, bag1ms1zhk ve ortak inan�lar­
birle�tirdigimizde onemli bir denge kavram1 olan ard1sal dengeyi elde ederiz. 

Tamm 5.7 Eger smtrlt geni#eyen-bi<,:imli bir oyundaki (µ, b) degerlendirmesi hem 
tutarlt hem de ardtsal rasyonalse, bu degerlendirme ardtsal dengedir. 

Her s1mrh ve mi.ikemmel haurlamah geni�leyen-biirimli oyunda en az bir ard1sal 
denge vard1r. Bu denge kavram1m daha iyi anlamak iirin bir omek verelim. 

Ornek 5.7 

�ekil 5 .20'de verilen milkemmel-olmayan bilgili ard1sal oyuna tekrar donelim. 
Bu oyunda dikkat edilirse pi.ir Nash dengesi yoktur. Bu yi.izden bulacag1m1z karma 
strateji  Nash dengesinin, aym zamanda ard1sal denge de oldugunu gosterecegiz. 

Oyunun davrant§ strateji profili, b = ( b1 , b2 ) ,  §U §ekilde verilmektedir: 
b1 (L) = l , b1 (R) = O, b1 (r) = l , b1 (l) = O, b1 (r1) = l /6, b1 (l1) = 5/6 ve 
b2 (B) = b2 (A) = 1 /2. 

Burada §Unu iddia ediyoruz; b strateji profiliyle tutarh µ inanir sistemi §U §ekildedir: 

{x1 , x2 } bilgi ki.imesinde µ2 (J:2 ) = 0, µ2 (x1 ) = 1 ,  
{y1 , Y2 } bilgi kilmesinde /L 1 (Y2 ) = 1 /2, 112 (yi ) = 1 /2, 
{y3 , y4 } bilgi ki.imesinde µ1 (y4 ) = 1 /2, µ2 (y3) = 1 /2. 

Bu durumun dogrulugunu kontrol edelim. Tamamen-karma davrant§ strateji pro­
filler dizisi, { bn} = { (b'i' , b: D } ,  �oyle tammlanmaktadtr: 

• 
b! (L) = 1 - _!__ , b! (R) = _!__ , b!(r') = � .  b! (l' ) = � 2n 2n 6 6 
b! (r) = 1 - 2� , Vi1 (l) = 2� , b'2(B) = � - 2� ve b2(A) = � + 2� . 

Dikkat edilirse bu diziler b = (b1 , b2) strateji  profiline yakmsar. Dahas1 dogrudan 
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hesaplarsak, {µb" } inan9larmm bn davram� stratejisiyle tutarh oldugunu gori.iri.iz:

b 1 b 1 112" (:r1 ) = 1 - -, µ2" (x2 ) = -, 2n 2n 
b 1 1 b 1 1 

JL i" (Y2 ) = 2 - 2n ' µi" (yi ) = 2 + 
2n '

b 1 1 b 1 1 µ{ (Y4) = 2 - 2n 
ve µi" (YJ ) = 2 + 

2n
· 

Yukandaki ilk satm Bayes kurahm kullanarak elde edebiliriz (digerleri de benzer 
§ekilde hesaplanabilir) :

µ�" (xi ) = 
b2 (xi ) = 1 _ 2-.b2 (xi )  + b2 (x2 ) 2n 

Simdi de (b, 11) degerlendinnesinin oyunun ard1sal dengesi oldugunu gosterelim.
Bunu da 11 inan9 sistemi verildiginde, her bilgi ktimesinde oyuncularm beklenen 
faydalanm maksimize eden davrant§ stratej i lerini kontrol ederek yapanz. 

Birinci adtm: H = {Y1 , Y2 } bilgi ktimesini dti§tinelim. A91k9a bu ktime I .
oyuncuya aittir. Bu oyuncu 11 1 (y2) = µ2 (Y1 ) = 1/2 inan9lanna sahiptir. Bu
bilgi ktimesinde herhangi bir davrant§ stratejisi §U bi9imde olsun, b(r') = p ve
b(l') = 1 - p. Bu davram§ stratejisi i9in l .oyuncunun beklenen faydas1 a�ag1daki
�ekilde tammlamr: 

1 1 
v1 (p, H) = - [3p + 2( 1 - p)] + - [3p + 4( 1 - p)] = 3.

2 2 I 

Dikkat edilirse sonu9 p'den bag1ms1zdir. Bu da §U demektir: I .  oyuncunun b1 ( r') = 
1/6 ve b2 (l') = 5/6 davrant§ stratej isinden ba§ka bir 

'
stratej iyi oynamasmda her­

hangi bir kazanc1 yoktur. 
ikinci adtm: H1 = {y4 , y3 } bilgi kiimesini dti§iinelim. Bu bilgi kiimesinde,

µ 1 (y4) = 112 (y3) = 1/2 inan9lanna sahibiz. Bu ytizden l .oyuncunun herhangi bir
davram§ stratej isini, b(r) = p ve b(l) = 1 - p, se9mesi sonucu beklenen faydas1 
§Oyledir:

1 1 3 
v1 (p, H1 )  = "2 [4p + 0 x ( 1  - p)] + "2 [p + 2 ( 1  - p)] = 1 + "2p ::::; 2 .5 .

Buradan hareketle, 1 .  oyuncunun beklenen faydasm1 maksimize eden davrant§ 
stratej isinin, r hareketini 1 olas1hkla, l hareketini de 0 olas1hkla oynayan strateji
oldugunu gori.iriiz. Bu da bize en yiiksek fayda olan 2 .5 degerini verir. 

Oruncii adtm: H2 = {Xi ,  x2 } bilgi ktimesini dii§iinelim. Burada H2 , 2. oyun­
cunun bilgi ktimesidir. µ2 (xi )  = 1 oldugundan, 2. oyuncunun beklenen faydas1
oyunun x1 karar noktasmdan ba§layarak nas1l oynand1g1yla belirlenir. 2. oyuncu­
nun Xi karar noktasmda herhangi bir davrant§ stratej isi, b(B) = p ve b(A) = 1 - p
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olsun . Dolay1s1yla 2. oyuncunun H2 karar noktasmda beklenen faydas1 §Oyledir: 

I 1 5 1 5 5 v2 (p, H2) = - [p  x - x 0 + p x - x 4 + ( 1  - p) - x 5 + ( 1  - p) - x 3] = - .  
2 6 6 6 6 3 

Yine beklenen faydamn p'den bag1ms1z oldugu goriiliir. Bu da 2. oyuncunun 
b2 (B) = b2 (A) = 1/2 stratejisinden sapmasmm daha yiiksek fayda saglamad1g1 
anlamma gelir. 

Difrdiincii ad1m: Oyunun o ba�langt\: noktasmdan ba�layarak bilgi kiimesini 
dii§iinelim. Bu durumda eger l .oyuncu R hareketini p olas1hkla, L hareketini de 
1 - p olas1hkla oynarsa beklenen faydas1 �oyledir: 

5 p v1 (p, o) = 2p +  3( 1 - p) = 3 - 2 · (5 . 1 1 )  

A\:Ik\:a (5. 1 1 ) denklemi p = 0 iken maksimum bir degere sahiptir. Yani l .oyuncu 
oyunun ba�mda R hareketini s1fir olas1hkla, L hareketini de 1 olas1hkla oyna­
mahdLT. 

Sonu\: olarak herhangi bir bilgi kiimesinde b davram§ stratej ilerinden sapma 
gostermeleri durumunda hi\:bir oyuncu daha kazan\:h hale gelemez. Bu yiizden 
(b, µ) \:ifti ard1sal dengedir. 

Ornek 5.8 

Seki! 5 .22'de verilen oyuna bakahm. Dikkat edilirse, bu oyunda a karar nok­
tas1yla ba§layan tek bir altoyun vardlf. Bu oyunun iki tane altoyun miikemmel 
dengesi vardlf: ( { t} , { B, e } ) ve ( {a} , { B, t} ) . 

2 A 
0 (0,0) 

B 
a (2,2) a 

c 

P, 2 'Y 
- - - - - - -

d e d e 

( 1 ,0) (3,2) ( 1 ,  1 )  (6,2) 

t �ekil 5.22 

S1ras1yla �unlan iddia edelim: 
i. ( { t } ,  { B, e } ) altoyun miikemmel dengesi a�ag1daki b = ( b 1 , b2 ) strateji pro­

fil i  y le uyumludur: 
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ve 

b2 (B) = 1 ,  bi (A) = 0, b2 (d) = 0 ve b2 (c) = 1 .  

Aynca { /:l, "/ }  bilgi ki.imesinde JL = (µ1 , Jt2 ) inan\: sistemi ise §6yledir: µ 1  (/:1) = 0 
ve Jt2 ("!) = 1 .  Bu inan\: sistemi b strateji profili ile uyumludur ve ( b, JL) ard1sal 
dengedir. 

ii. Altoyun mi.ikemmel denge olan ( {a} ,  {T, R} ) strateji profili ard1sal denge 
degildir. 

Bu iddialan tek tek kontrol edelim. ilk once yukanda tammlanan (b, µ) \:iftinin 
ard1sal denge oldugunu gosterelim. Tamamen karma bir strateji profiller dizisini 
di.i§i.inelim, {bn = (bf, b:! ) } ,  ve bu diziyi §6yle tammlayahm: 

ve 

bf (t) = 1 - _!_ ve bf (a) = b'i' (c) = _.!._ 
n 2n 

b'2(B) = 1 - _!_,  b'2(A) = _!_,  b'2(d) = _!_ ve b'2 (e) = 1 - _!_ 
n n n n 

A\:Ik\:a gori.ildi.igi.i gibi bn -+ b. 
Burada bn ile Bayesyen tutarh µbn = (Jt�" , µ�n ) inan\:lar sistemini dogrudan 

hesaplarsak, {,B,  "/} bilgi ki.imesinde §Una sahip oluruz: 

ve 

l /2n 

I 
-+ () = Jt2 (,8) 

1 - 1  2n 

I 
1 - 1 /n 
1 - l /2n 

� l = JL2 ("!) . 

Ti.im bunlar µ inan\: sisteminin b strateji profil i  ile tutarh oldugunu gostermektedir. 
�imdi de (b, µ) \:iftinin en yi.iksek beklenen fayday1 saglay1p saglamad1gma bakahm. 

Eger 2. oyuncu d hareketini p olas1hkla ve e hareketini de 1 - p olas1hkla 
oynarsa {,B, "/} bilgi ki.imesinde beklenen faydas1 §Udur: 

v2 (,B, "!) = p x 1 + ( 1  - p) x 2 = 2 - p. (5. 1 2) 

(5. 1 2) denklemi p = 0 iken maksimum degerine ula§Ir. Yani 2. oyuncu {,B,  "/} bilgi 
ki.imesindeki b2 stratejisinden sapma gostererek daha fazla kazan\: saglayamaz. 

�imdi de o: karar noktasmda I .  oyuncunun c hareketini p1 olas1hkla, t hareke­
tini de p2 olas1hkla ve a hareketini de 1 -p1 -p2 olas1hkla se\:tigini varsayahm. Bu 
durumda o: karar noktasmdan ba§layan l .oyuncunun beklenen faydas1 §6yle ifade 
edilir: 

v1 (a) = Pl x 3 + P2 x 6 + ( 1  - P1 - P2) x 2 = 2 + P1 + 4p2 . (5 . 1 3) 

Burada Pl 2 0, P2 2 0 ve Pl + P2 :'S: 1 durumlanm dikkate ahrsak, (5. 1 3) denklemi 
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p1 = 0 ve p2 = 1 noktalannda maksimum degerini ahr. Yani I .  oyuncu n karar 
noktasmdaki davram� stratejisini degi�tirerek bir kazan� elde edemez. 

2. oyuncu, o karar noktasmda, B hareketini q olas1hkla ve A hareketini de 1 - q 
olas1hkla oynasm. Bu durumda o karar noktasmda ba�layan oyunda beklenen fayda 
�oyledir: 

v2 (0) = q x 1 + 1 x 2 = 2q. (5. 1 4) 

A�1k�a (5. 14), q = 1 oldugunda beklenen fayda maksimum degerini ahr. Yani 
2.oyuncunun o karar noktasmda stratejisini degi�tirmesi rasyonel degildir. 
Dolay1s1yla ( { t } ,  { B, e } )  dengesinin ard1sal dengedir. 

�imdi de ( {a} ,  { B, d} )  altoyun mtikemmel dengesinin ard1sal denge olmad1gm1 
gosterelim. Bunun i�in de I .  oyuncunun {,B ,  "(} bilgi ktimesi tizerine tammlanm1� 
rastgele bir olas1hk dag1hm1 oldugunu varsayahm: fj karar noktasmda olma ola­
s1hgmm s , I karar noktasmda olma olas1hgmm ise 1 - s olsun. Aym zamanda 
2. oyuncunun d hareketini p olas1hkla e hareketini de 1 - p olas1hkla oynad1gm1 
varsayahm. Bu durumda {JJ, /} bilgi ktimesinde 2. oyuncunun beklenen faydas1 
�oyle ifade edilir: 

v2 (,B, 1) = s[p x 0 + (1 - p) x 2] + (1 - s) �J x 1 + ( 1  - p)2] = 2 - ( 1  - s)p 

Kola yea goriilebilecegi gibi v2 ({3, /) degeri, p = 0 iken maksimumdur. Dolay1s1yla 
2.oyuncu (b2 (d) = 1 ve b2 (e) = 0) stratejisinden saparak faydas1m art1rabilir. Bu 
da ( {a} , { B, d} )  stratej i profilinin ard1sal denge olmad1gm1 gosterir. 

5.6 Titreyen-EI Milkemmel Denge 

Altoyun mi.ikemmel denge ve ard1sal denge kavramlan, ard1sal rasyonell ige oyun­
culann stratej ik muhakemesinin bir unsuru olarak bakar. Bu kavramlar, oyuncu­
lann sadece denge patikasmdaki hareketlerini se�erken rasyonel olduklanm degil, 
dengede ger�ekle�meyecek hareketler konusunda da diger oyunculann planlan 
hakkmda inan�lar olu�turduklanm belirtirler. Fakat �imdi tamtmay1 ama�lad1g1m1z 
titreyen-el miikemmel denge kavram1 farkh bir yakla�1m gosterir. Bu denge �ozi.imti 
oyuncularm rasyonelligine farkh bakar. Buna gore oyuncular denge-d1�1 olaylan da 
dikkate ahrlar �tinkti diger oyunculann birbirinden bag1ms1z hatalar yapabilecek­
lerini (elleri titreyebilir) dti�tintirler. Yani buradaki temel fikir, her oyuncu hareke­
tini sadece denge inan�lanna gore optimal olarak se�mez, hata yapma olas1hgm1 
dikkate alarak da se�im de bulunur. Bu hatalar oyunun bir par�as1 olarak model­
lenmezler. Daha ziyade,'feger bir stratej i profili hatalann ger�ekle�me olas1hgm1 
dikkate alan baz1 inan�larla birlikte ard1sal rasyonaliteyi saghyorsa, bu strateji pro­
fili istikrarh diye tammlamr. 

Kisacas1 titreyen el yakla�1mma gore, bir oyuncunun stratejisinin optimal 
olmas1 demek, sadece diger oyunculann denge stratejilerine kar�1 optimal olmas1 
degil, aym zamanda bu stratejilerde olabilecek di.izensizligi ya da sahmm1 da dikkate 
almas1 yani hatalara kar�1 da optimal olmas1 demektir. Burada hatadan kastettigimiz 
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�ey, unutkanhk, �a�irma vc ki.ic;i.ik mant1ksal hatalardir. Bu hatalara 
literati.irde el titremeleri denir. Boyle ki.ic;tik hatalann yapilmasma imkan verilen 
oyunlara salm1m oyunlan (perturbed games) denir. Sonuc; olarak titreyen-el dcn­
gesi ktic;tik hata olas1hklanna ya da sahmmlara imkan verilen durumlarda olu�an 
Nash dengesidir. Bu aslmda mahkum strateji ler dahil, ti.im stratej ilerin pozitif bir 
olas1hkla oynanabilecegini kabul eden bir yakla�1mdir. 

Gerc;ek dtinyadaki oyunculann yapt1klan hatalan yaz1m hatalanna benzetebili­
riz. Bireyler her zaman rasyonel davranmay1 amac;Iarlar. Fakat kontrolti d1�mdaki 
�ans faktorleri devreye girer. brnegin basmay1 amac;Iad1klan tu� yerine, "elleri 
titrer" yanh� tu�a basarlar. Eger bir olayda istemeden yapt1g1m1z hata yapma olas1hg1 
( E) c;ok ktic;tikse, bu oyunun c;ok say1da tekrarh oynanmas1 durumunda yap1lan 
hatamn ihmal edilebilir (yani hata yapma olas1hg1 s1fira yakla�1r, E -+ 0) oldugunu 
soyleyebiliriz. 

Tamm 5.8 Titreyen-el miikemmel denge, salm1m oyunlannda hara yapma 
olas1hgmm, E > 0, s1fira yakla�·11g1 durumda (yani E -+ 0) Nash dengelerinden
olu�an dizinin limit degeridir. 

Titreyen-el mtikemmel dengenin en onemli i�levi, zay1f mahkum stratejileri 
d1�anda b1rakmas1dir. <;:tinkti altoyun mtikemmel dengeler zay1f mahkum strateji­
leri ic;erebilir. Pozitif bir hata yapma (el titreme) imkam eklendiginde oyuncularm 
hic;bir zaman oynamayacag1 zay1f mahkum stratej iler devreden c;1kar. 

Tab lo 5 .2'de verilen stratejik-bic;imli oyunda iki Nash dengesi vardir: ( U, L) ve 
(D,  R). Fakat sadece (U, L) titreyen-el mtikemmeldir. Yarsayahm ki, l .  oyuncu 
( 1 - f, f ) kanna stratej isini oynasm. 2. oyuncunun bu durumda L' yi oynamasmdan 
dolay1 beklenen faydas1 basitc;e 1 . ( 1  - E) + 2.E = 1 +. f iken, R stratej isini oyna­
masmdan dolay1 bekledigi fayda 0 . ( 1  - E) + 2.E = 2E'dir. 

L R 
u l , l 2, 0 
D 0, 2 2, 2 

Tablo 5.2 

Burada dikkat edilirse f degerinin ki.ic;i.ik degerleri ic;in, 2. oyuncu R i.izerine 
minimum ag1rhk vererek beklenen faydas1m maksimize edebilir. S imetrik bir �ekilde, 
eger 2. oyuncu ( 1  - E, E) kanna stratej isini oynarsa l .oyuncu D hareketine mini­
mum agirhk vennelidir. Bu ytizden ( U, L) titreyen-el mi.ikemmeldir. 

Fakat benzer bir analiz (D, R) strateji profili ic;in gec;erli degildir. I .  oyuncu­
nun (E, 1 - E) kanna stratejisini oynad1gm1 varsayahm. 2. oyuncunun L hareketini 
oynamaktan dolay1 beklenen faydast LE + 2 . ( 1  - E) = 2 - f. iken, R hareketini 
oynamaktan dolay1 elde ettigi fayda ise O . (E) + 2 . ( 1  - E) = 2 - 2E'dir. Ti.im pozitif 
E degerleri ic;in, 2. oyuncu R i.izerine minimum bir ag1rhk vererek beklenen fay­
dasm1 maksimize eder. Bu yi.izden (D,  R) titreyen-el mi.ikemmel degildir c;tinki.i 
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2. oyuncu ( I .  oyuncunun simetrigi) ki.i�i.ik bir hata yapma olas1hgmda saparak 
beklcnen faydas1m maksimize eder. 

K1saca her Nash dengesi titreyen-el mi.ikemmel denge degildir. Fakat her titreyen­
el mi.ikemmel denge Nash dengesidir. Bunu Tablo 5 .3 'de verilen oyunda da gormek 
mi.imki.indi.ir. Tablo 5.3 bize ti.im Nash dengelerinin titreyen-el mi.ikemmel olmad1gm1 
gosterir. Oyunda (B, B) strateji profili oyunun tek titreyen-el mi.ikemmel denge­
sidir. Fakat (A, A) ve (C, C) Nash dengeleri titreyen-el mi.ikemmel degildir (bunu 
siz de kontrol ediniz). 

A 
B 
c 

A B 
0, 0 0, 0 
0, 0 1 ,  1 
0, 0 0, 2 

Tablo 5.3 

c 
0, 0 
2, 0 
2, 2 

Daha once stratejik bir oyunda zay1f mahkum hareket kavram1m tammlam1�t1k. 
Bir oyuncunun boy le bir hareketi (zay1f mahkum) oynamas1 i�in bir sebebi yoktur. 
Fakat ger�ekte kullanmamas1 i�in de bir sebep yoktur. Nash dengesi kavram1 boy le 
hareketleri devre d1§1 b1rakmaz (Tabla 5 .3'te verilen oyunda l .oyuncunun A ve C 
hareketleri gibi). Fakat titreyen-el mi.ikemmel denge kavram1 bunu dikkate ahr, 
yani bu hareketleri devre d1�1 b1rakir �tinki.i zay1f mahkum stratej i, tamamen karma 
stratejiler profiline en iyi tepki olamaz. 

Ornek 5.9 

Tablo 5 .4'te verilen oyuna bakahm. Bu oyunda iki ptir stratej i Nash dengesi 
vardir: (A 1 ,  B2) ve (A2, B 1 ) . Burada B3 stratejisi denge stratej isi olamaz �tinkti 
B2 tarafmdan mahkum edilir. Yani B3 elendikten sonra l .  oyuncu i�in A2 ve A I 
aym fayda dtizeylerini saglar. Bu ytizden I .  oyuncunun tam olarak hangi stratejiyi 
izleyecegini ongonnek zorla�lf. 

B l  B2 B3 
Al 50, 0 5 , 5 1, 1 
A2 50, 50 5 , 0 0, -1  

Tablo 5.4 Titreyen-el dengesi 

I .  oyuncunun yerindt olan �ogu insan 2. oyuncunun bir hata sonucu B3 
hareketini oyanayabilecegini dti�tinecegi ir;in A I oynamay1 ser;er. <;:tinkti A 1 
hareketi, B 1 ve B2 hareketlerine kar§I oynand1gmda aym fayda dtizeylerini saglasa 
da insanlann hata yapabilecegi dti§tintildtigtinde yani 2. oyuncunun B3 hareketini 
bir ha ta sonucu oynamas1 durumunu da dikkate ald1gmda, A 1 hareketini oynamak 
her �eye ragmen rasyoneldir. Bu hata ne kadar ktir;tik olursa olsun, A l  hareke­
tini oynamak her zaman daha rasyoneldir. Bu ytizden diger bir strateji olan A2 
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silinebilir. Boylece hangi hareketlerin Nash dengesi olacag1 konusundaki belirsiz­
lik ortadan kalkar, yani daha rafine bir Nash dengesi ortaya 91kar. 

Ba�ka bir degi�le, 2. oyuncunun hata yapma olas1hg1 s1firdan farkh yeterince 
ki.iiyi.ik bir degerde (i: > 0) ise 1 .  oyuncu iiyin A l  her zaman daha iyi bir stratej idir.
Eger 2. oyuncu bunu biliyorsa en iyi hareketi B2'dir. Boylece (A I ,  B2) dengesi 
hata yapma olas1hg1m dikkate alan tek Nash dengesi olacaktir. 

Tablo 5 .4'te verilen oyuna tekrar donelim. Bu oyunda da gordi.igi.imi.iz gibi, hata 
yapma olas1hg1 s1fira yakla�sa bile pi.ir Nash dengelerinden yalmz biri daha rafine 
bir dengedir. Bunu gormek iiyin 2. oyuncunun B 1 ve B2' hareketlerini amaiyh 
bir �ekilde seiyme olas1hklanmn s1ras1yla p ve q oldugunu varsayahm, dolay1s1yla 
B3 hareketini seiyme olas1hg1 1 - p - q olacaktir. Burada "ama<;:h seiyer" ifade­
siyle kastettigimiz �ey, hareketlerini bu olas1hklarla seiymeyi amaiylasa bile her 
�eye ragmen hata yap1labilecegini ifade etmektir. Herhangi bir hata olmamas1 
durumunda, I .  oyuncunun A I ve A2 hareketlerinden beklenen faydas1 s1ras1yla 
�oyledir: 

'U I (A 1 )  = 50p + 5q + ( 1 - p - <J) 1 ,  

u 1  ( A2) = 50p + 5q. 

Eger A l  hareketinin oynanmasmdan beklenen faydadan, A2 hareketinin oynan­
masmdan beklenen fayday1 91kanrsak iki hareket arasmdaki beklenen fayda farkm1 
bulabiliriz: 

d = n1 (Al ) - n1 (A2) = 1 - p - q. 

�imdi oyunculann ama9lad1klan hareketleri ger9ek1e�tirirken hata yapt1klanm 
varsayahm. Bu durumu iki a�amada di.i§i.inebi l iriz. Birinci a§amada oyuncu karma 
stratejisini seiysin. Bu yolla stratejilerinden herhangi' birini oynamay1 ama<;:lar.
brnegin 2. oyuncu (B I ,  B2, B3) stratej ileri i.izerine (p, q, 1 - p - q) karma strate­
jisini seiysin. Bu rassalla§tmna sonunda diyelim ki B I  hareketi 91kt1. Yani 2. 
oyuncu BI hareketini oynamaya karar verdi diyelim. ikinci a§amada oyuncu bu 
seiyimi geriyekle§tirir. Fakat ikinci a§amada yani karanm geriyekle�tirirken hata 
yapabilir. 2. oyuncu B I  hareketini seiymeyi amaiylar fakat kazara B2 hareke­
tini (i: olas1hkla) oynayabilir veya B3 hareketini (yine f olas1hkla) oynayabilir. 
Bu durumda rasyonel olarak seiymeyi di.i§i.indi.igi.i B I  pi.ir stratej isinin geriyekle�me 
olas1hg1 1 - 2f olacaktir. 

Bu durum herhangi bir diger hareket iiyin de geiyerlidir. bmegin B I  hareketini 
geriyekte oynama olas1hg1 §Udur: (a) B irinci a§amada 2. oyuncu B I  hareketini 
amaiyh bir §ekilde p olas1hkla seiyer ve aym zamanda B I  hareketini hata yapmadan 
oynama olas1hg1 1 - 2i: oldugundan B I  hareketini oynama olas1hg1 bu iki olas1hgm 
9arp1m1d1r, yani p ( l  - 2f) 'dir (b) Birinci a§amada B2 hareketini seiyme ve ikinci 
a�amada yanh§hkla B 1 hareketini seiyme olas1hg1 qf'dir (c) Birinci a§amada B3 
hareketini seiyme ve ikinci a§amada yanh§hkla B I  hareketini seiyme olas1hg1 ise 
(1 - p - <J)f 'dir. Dolay1s1yla toplamda B I  hareketini oynama olas1hg1 §Dyle ifade 
edilir: 
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Pr(Bl )  = p( l - 2f) + qE + ( 1  - p - q)f = p + f( l - 3p) . 

Benzer olarak B2'nin oynanma olas1hg1 §Udur 

Pr(B2) = pE + q ( l  - 2f) + ( 1  - p - q)E = q + E( l  - 3q) .  

ve B3' in oynanma olas1hg1 ise §Udur: 

Pr(B2) = ]Jf + qE + ( 1  - p - q) ( l  - 2E) = ( 1  - p - q) + E(3(p + q) - 2) .  

Burada Pr( · )  olas1hg1 gostennektedir. Tiim bu olasthk degerleri �ekil 5 .23 'de 
gosterilmektedir. 

gen;:ek 
hareket olas1hk 

1 -2£ 
81 p( l -2E) 

B l  82 PE 

p 
E 83 pt: 

81 QE 
amai;:lanan 

q l -2E 82 82 q( l -E) hareket 
83 QE 

1 -p-q E 
81 (1 -p-q)E 

c 
82 (1 -p-q)c 83 

1 -2& 83 (1 -p-q)( l -2c) 

�ekil 5.23 

l .oyuncu beklenen faydasmt hesaplarken olas1 hatalan dikkate alacaktir. l .oyun­
cunun, 2.oyuncunun hata yapmasm1 dikkate aldtgmda Al ve A2 hareketlerinden 
beklenen faydas1 §6yledir: 

u 1 (Al )  = 50[p + E( l  - 3p)] + 5 [q + f( l  - 3q)]+ 

1 [( 1  - p - q) + E (3(p + q) - 2)] , 

UJ (A2) = 50[p + f( l  - 3p)] + 5 [q + E( l  - 3q) ] .  
,,, 

Eger d = u 1 (Al )  - u1 (A2) > 0 ise I .  oyuncu A l  hareketini ser;ecektir. iki 
hareket arasmdaki beklenen fayda fark1, yani d ise §Udur: 

d = ( 1  - p - q) + € [3 (p + q) - 2] . (5. 1 5) 

Burada d > 0 olmast ir;in hata yapma olas1hgmm ne kadar kiir;iik oldugundan 
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bag1ms1z bir §ekilde pozitif olmas1 yeterlidir: (a) 2. oyuncu 1 - p - q = 0 e§itligini 
saglayacak �ekilde hareket eder (�i.inki.i amac1 mahkum strateji olan B3' i  oynama­
makt1r) ve (b) I .  oyuncu rasyonelligin ortak bilgi olmas1 varsay1m1 altmda bunu 
bilir ve bu degeri, yani ( 1  - p - q) = 0 durumunu, yukandaki (5. 1 5) denkleminde 
yerine koyar. Eger d = f [3(p + q) - 2] = E > 0 ise A l  hareketini oynar. Boylece 
eger I .  oyuncu pozitif olas1hkla bir hata, E > 0, beklerse A I oynamay1 A2'ye 
tercih eder. Son olarak, hata olas1hg1 s1fira yakla§IrSa (E -+ 0), (A I ,  82) dengesi 
oyunun titreyen-el mi.ikemmel Nash dengesi olur. 

Burada onemli olan nokta, titreyen-el mi.ikemmel denge kavrammm, zay1f 
mahkum stratejiyle olu§an Nash dengesinin (A2, B I )  elenmesini saglay1p daha 
saglam bir dengenin olu§masma imkan vermesidir. 

Buradan hareketle iki oyunculu bir oyunda daha gi.i�li.i bir sonucu a§ag1daki gibi 
ifade edebiliriz. 

Onerme 5.1 iki oyunculu s1mrli bir oyunda eger bir strateji profili karma strateji 
Nash dengesi ise ve hi� bir oyuncunun stratejisi zayif mahkum degilse bu strateji 
profili titreyen-el miikemmel dengedir. 

ispat. Bunun i�in her oyuncunun hareketinin zay1f mahkum olmad1g1 bir karma 
stratej i Nash dengesinin titreyen-el mi.ikemmel oldugunu gostermek yeterlidir. Hi� 
bir oyuncunun a; stratejisinin zay1f mahkum olmad1g1 a* gibi bir karma strateji 
Nash dengesi olsun. Bu durumda her i oyuncusunun a; stratejisi j oyuncusunun 
(j =f. i) tamamen karma stratejisine, aj , verilen en iyi tepkidir. Herhangi bir E > 0 
i�in, aj (E) = ( 1  - E )aj + mj olsun, bu strateji tamamen karmad1r ve aj degerine 
yakmsar; dahas1 a; stratej isi aj stratejisine en iy( tepkidir. Yani a* titreyen-el 
mi.ikemmel dengedir. • 

Fakat bu durum ikiden fazla oyuncu i�in ge�erli degildir. Tablo 5.5 'de ver­
ilen i.i�-ki§ilik bir oyunda (B,  L, l) strateji profili makhum olmamasma ragmen, 
titreyen-el mi.ikemmel denge olmad1g1 gori.ili.ir. <;tinki.i 2. ve 3. oyuncular s1ras1yla 
R ve r'ye yeterince ki.i�i.ik olas1hklar atfettiginde l .oyuncunun T hareketini oyna­
mas1 durumunda elde ettigi fayda, B hareketini oynamasmdan elde ettigi faydadan 
daha fazladlf. 

L R L R 
T 1 ,  1 , 1 1 ,  0, 1 T 1 , 1 , 0  0, 0, 0 
B 1 ,  1 ,  1 0, 0, 1 B 0, 1 ,  0 1 , 0, 0  

l r 

Tablo 5.5 

Onerme 5.2 Her smir/1 stratejik oyun bir titreyen-el miikemmel dengeye sahiptir. 

ispat. Herhangi bir i oyuncusunun hareketler ktimesini, bu oyuncunun her a hareke­
tine atfettigi olas1hgm, E; (a) > 0, bu oyuncunun karma stratejiler ki.imesi oldugu 
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bir "sahmm" oyunu (hata yapma ihtimalinin oldugu oyunlar) olarak tammlayahm. 
Her stratejik oyunun bir karma strateji Nash dengesine sahip oldugunu zaten biliy­
oruz. Bu ytizden sahmm oyunlan da bir Nash dengesine sahiptir. Omegin, her 
i oyuncusunun her a hareketi i�in, fi (a) --+ 0 oldugu durumda sahmm oyunlar 
dizisini dti�tinelim (yani her oyuncuyu, her olas1 hareketini minimum olas1hkla 
se�mekle sm1rland1rahm). Strateji profilleri ktimesinin kompakt ktime olmasmdan 
dolay1 Nash dengeleri ktimelerinden se�ilmi� baz1 dengelerin dizisi, a * dengesine 
yakmsar. K1sacas1 a • titreyen-el mtikemmel dengedir. • 

Geni#eyen-birimli oyunlarda titreyen-el miikemmel denge 
�imdi de titreyen-el mtikemmellik kavramm1 geni�leyen-bi�imli oyunlara 

geni§letelim. �ekil 5.24 daha once verdigimiz tammlamamn yeterince tatminkar 
olmayan bir ozelligi oldugunu gostermektedir. Bu oyun tek bir altoyun mtikemmel 
dengeye sahiptir: ( (B,  b) , R) . Fakat burada ( (A ,  a) , L) strateji profili, stratejik­
bi�imli oyunun titreyen-el mtikemmel dengesidir �tinkti 2. oyuncu L hareketini bire 
yakm olas1hkla oynad1gmda l .oyuncunun en iyi tepkisi (A, a) stratejisidir ve 2. 
oyuncunun L stratejisi de, I .  oyuncunun (A, a) stratejisini bire yakm olas1hkla oy­
nad1g1 ve (B, a) ' i  oynama olas1hgmm da (B, b) ' i  oynama olas1hg1 ile 
k1yasland1gmda yeterince ytiksek oldugu durumda en iyi tepkidir. Burada temel 
nokta, 1 .  oyuncunun stratejisini uygularken bir hata yapma olas1hg1m dikkate alma­
mas1d!f. Eger hata yapabilecegini dti§tintirse, oyunun ba§mda A yerine B hareketini 
se�ebilir, dolay1s1yla ikinci bilgi ktimesinde a hareketini se�mek optimal olmaya­
caktlf. 

A B 

2 

(1 , 1 ) L R 

(0,2) a b 

(2,0) (3,3) 

�ekil 5.24 

Aa 

Ab 
Ba 

Bb 

L R 

1 ,  1 1 , 1 
- --

1 ,  1 1 ,  1 
0,2 2,0 
0,2 3,3 

Bu ttir dti�tinceleri dikkate almak, titreyen-el mtikemmel dengenin stratejik 
bi�imden ziyade, aktor-stratejik birimde incelemesini gerektirir. Bu yeni oyun 
bi�iminde, geni§leyelbi�imli oyundaki her bilgi ktimesi i\:in bir oyuncu vardlf: 
geni§Ieyen-bi\:imdek1 oyunda her oyuncu her bilgi ktimesi i\:in \:Ok say1da aktOre 
aynhr. B ilgi ktimelerinin her biri i\:in bir aktor, aym oyuncunun ttim aktorleri aym 
faydalara sahip §eklinde tammlamr. Aslmda bu, davram§ stratejisine kar§Ihk ge­
Ien bir tammlamad!f. Her oyuncu vard1g1 bilgi ktimesinde karma strateji uygular. 
Buradan §U tammt yapabiliriz. 
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Tamm 5.9 Stmrlt geni�leyen-bir,:imli bir oyunun titreyen-el miikemmel dengesi, 
oyunun aktOr-stratejik bir,:iminin titreyen-el miikemmel dengesine kar�tltk gelen 
bir davram� strateji profilidir. 

Seki! 5 .24'te gosterilen geni�leyen-bi�imli oyunda ( (A ,  a) , L) davram� strateji 
profili titreyen-el miikemmel dengesi degildir, �iinkii I .  oyuncunun birinci aktOriiniin 
ve ikinci oyuncunun tamamen-karma stratejileri i�in I .  oyuncunun ikinci aktoriiniin 
en iyi tepkisi b piir stratej isidir. 

Onerme 5.3 Miikemmel-hat1rlamal1 ve s1mrlt bir oyunun her b titreyen-el miikemmel 
dengesi irin, oyunda (b, µ) ard1sal dengesini saglayacak bir µ inanr sistemi vard1r. 

ispat. b dengesi ile ili�kili oyunun aktor-stratejik bi�iminde karma strateji profil­
leri dizisine kar�1hk gelen tamamen-karma bir davram� strateji profilleri dizisi (bk) 
olsun. Oyundaki her i oyuncusunun H; bilgi kiimesindeki tt (H; )  inancm1, Bayes 
kurah kullamlarak elde edilen bk dizisindeki inan�larm limiti olarak tammlayahm; 
dolay1s1yla ( b, µ) tutarh bir degerlendirrnedir. Her aktoriin bilgi kiimesine pozitif 
olas1hkla var1ld1gmda ve her aktOriin stratejisi ll dizisine en iyi tepki oldugundan, 
( b, µ) ard1sal dengedir. • 

Bu sonucun tersi ge�erli degildir. <;iinkii e� anh hareketlerin oldugu bir oyunda 
her Nash dengesi bir ard1sal dengenin strateji profilidir. Fakat hi�bir oyuncunun 
stratej isinin zay1f mahkum olmad1g1 Nash dengeleri titreyen-el miikemmel olabilir. 
bmegin Tablo 5 .6'da verilen e� anh hareketlerin oldugu oyunda (A, A) ve (C, C) 
ard1sal denge strateji profilleriyken, titreyen-el miikemmel degillerdir. Fakat tersi 
hemen hemen dogrudur: Hemen hemen her oyunun arg1sal strateji profili titreyen­
el miikemmel dengedir. 

5.7 Oz Denge 

A 
B 
c 

A B 
0, 0 0, 0 
0, 0 1 ,  1 
0, 0 0, 2 

Tablo S.6 

c 
0, 0 
2, 0 
2, 2 

Oz denge (proper equilibrium), Roger Myerson ( l 978)'in Selten 'in titreyen-el denge 
kavramm1 rafine etmek i�in ileri siirdiigii bir denge kavram1dir. Buna gore, maliyeti 
yiiksek hatalann yap1lma olas1hgmm, maliyeti dii�iik hatalarm yap1lma olas1hgmdan 
daha dii�iik oldugu varsay1hr. 

Tamm 5.10 Herhangi bir stratejik-bir,:imli bir oyun ve f > 0 olaszl1g1 verildiginde 
eger §U ko§ul gererliyse, oyunun tamamen karma strateji profiline oz denge denir: 
Bir oyuncunun s ve s' gibi iki piir stratejisi irin, eger s stratejisini oynamaktan 
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beklenen fayda.\'l s' stratejisini oynamaktan beklenen faydasmdan kurukse ( diger 
oyuncularm karma stratejilerine kar�1), s stratejisine atfedilen olas1ltk en fazla t: 

rarp1 .'11 stratejisine atfedilen olastl1k kadard1r. 

Ba§ka bir degi§le t: s1fira yakla§Irken tamamen karma strateji profilleri dizisinin 
bir limit noktas1 varsa, bu oyunun strateji profiline oz denge denir. Oz denge oyun­
culann daha iyi stratejilerine, daha kotii stratejilerine nispeten daha fazla olas1hk 
verdikleri durumda olu§an dengedir. Altoyun miikemmellik ve ard1sal denge baz1 
tiir belirsizlikleri gidermeye yard1mc1 olabilir. Fakat bu tiir rafine denge yak.la§imlan 
Nash denge kiimesini daraltmak miimkiin i�in olmayabilir. A§ag1daki 
omege bakahm. 

�ekil 5.25'te verilen oyunun stratejik-bi�imli gosterimi iki Nash dengesi 
oldugunu gostermektedir: (A I ,  B 1 )  ve (A2, B2). Her iki denge de ard1sal dengedir. 
Bunu gosterelim. 2. oyuncu kendisine oynama s1ras1 geldiginde I .  oyuncunun 
A2 hareketini oynama olas1hgmm p, A3 hareketini oynama olas1hgmm ise 1 - p 
oldugunu dii§iinsiin. Bu bilgi kiimesinde, 2. oyuncunun B 1 ve B2 hareketlerinden 
beklenen faydalan siras1yla §fiyledir: 

u2(Bl)  = 0 x p + 1 x (1 - p) = 1 - p 

u2(B2) = 1 x p + 0 x ( 1  - p) = p 

A�1k�a goriildiigii gibi, eger p > 1/2 ise, u2 (B2) > u2(Bl) 'dir. Dolay1s1yla 
ard1sal denge §fiyle bulunur: I .  oyuncu kendisine oynama srras1 geldiginde 2. 
oyuncu B2 hareketini se�er ve dolay1s1yla l .oyuncu da A2 hareketini oynar. Yani 
p > 1/2 oldugu miiddet�e. (A2, B2) oyunun ard1sal dengesidir, dolay1sla fayda 
diizeyi (3, 1 )  §eklindedir. Diger yandan, eger p < 1 /2 ise, farkh bir ard1sal deng­
eye sahibiz. Yani I .  oyuncu, 2. oyuncunun B I  hareketini oynayacag1m bekler, 
bu dii§iinceye en iyi tepki de A l  hareketini oynarnakt1r. Sonu� olarak bu oyunda 
ard1sal denge, denge say1sm1 azalttp rafine edememektedir. 

A1 
(2,2) 

B1 82 A3 A1 2,2 2,2 

2 A2 0,0 3,1 

A3 1 ,  1 0,0 
81 82 

(O,� (3,1 ) ( 1 ,  1 )  (0,0) 
�kil S.25 

Burada problem ard1sal denge kavrammm, 2. oyuncunun siibjektif inanc1 olan 
p olas1hgmm kaynag1 konusunda bir §ey soyleyememesidir. Fakat eger iki Nash 
dengesinden, (Al ,  B l )  ve (A2, B2), hangisinin daha makul bir strateji dengesi 
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oldugunu soylemek istiyorsak, p degerinin ne olduguna dair bir a�1klama yap­
mam1z gerekir. Fakat ard1sal denge kavram1, denge-d1�1 inan�lan �ok dikkale al­
maz; dolay1s1yla 2. oyuncunun, I .  oyuncu �ok az bir ihtimalle de olsa A I '  den 
ziyade A3 hareketini oynayabilir �eklinde bir dti�tincesi yoktur. 

�imdi denge-d1�1 inan�lar konusuna bakahm, yani oyunculann yapabilecegi 
hatalann tipleri konusunda birtaktm durumlan dikkate alahm. brnegin, I .  oyuncu 
daha az ihtimalle A I 'den ziyade A3 hareketini oynar �tinkti A3 hareketi A I tarafmdan 
mahkum edilir (�ekil 5 .25 'deki matrise bakm). Tersine A2 ise A1  ve A3 tarafmdan 
kesin olarak mahkum edilmezler. Yani 2. oyuncu p > 1/2 olabilecegini bekleye­
bilir. Bu durumda, (A2, B2) dengesi (A 1 ,  B I )  dengesine gore daha makul bir denge 
olarak ortaya i;1kar. Dolay1s1yla A3 hareketine dontik bir hatamn olma ihtimali 
A2'ye gore daha dti§tikttir. 

Fakat hatalann ger�ekle§me olas1hklanmn nasJI belirlendigi onemli bir konuya 
donti§tir. Myerson ( 1978), hatalann maliyetinin onlann ger�ekle§me olas1hklanm 
belirledigini iddia eder. Yani insanlar maliyeti ytiksek hatalan yapmamak konusunda 
daha dikkatli davramrlar. Bu da bu ttir hatalann maliyeti daha dti§tik olan diger 
hatalara gore daha dti�tik olas1hkla ger�ekle§meleri anlamma gelir. 

Bu ornekte daha once ifade edildigi gibi iki denge vardtr. Fakat I .  oyuncu­
nun bir dengeye gore oynarken yapacag1 hatamn maliyeti digerine gore oynarken 
yapacag1 hatamn maliyetinden daha fazladir. Bu ytizden (A2, B2) dengesi diger 
dengeden daha ytiksek ihtimalle geri;ekle�ir. Bunu gormek ii;in �ekil 5 .26'ya 
bakahm. 

1 .oyuncunun 
beklentisi 

B1 

B2 

1 .oyuncunun 
en lyl tepkisi 

A1 

A2. 

�ekil 5.26 

1 .oyuncunun A3 mahkum 
stratejisini oynamasmdan 
dolay1 kayljl 

2-1 =1  

3-0=0 

l .  oyuncu, 2. oyuncunun B I  hareketini oynayacagm1 beklerse (eger kendisine 
oynama firsat1 gelirse) en iyi tepkisi A l  'dir. Eger kazara I .  oyuncu A3 hareketini 
sei;erse bu nun fayda kayb1 1 birim olur (2- 1 = 1  ). Fakat eger 2. oyuncunun B2 oy­
nayacag1m beklerse, bu durumda en iyi tepkisi A2'dir. Fakat kazara A3 hareketini 
oynasaydt kaybt 3 birim (3-0=0) olurdu. Burada soylenmek istenen §ey §Udur: 1 .  
oyuncu ii;in 2. oyuncunun B2 hareketini oynayacag1m beklerken olu§acak hatanm 
maliyeti, B 1 hareketini beklemekten dolay1 yap1lacak hatadan dogacak maliyetten 
daha btiytikttir. Bu yiizden B2 hareketini beklerken yap1lacak hatanm geri;ekle§me 
olas1hg1 da daha dii§iik olacakt1r. Diger bir degi§le, (A2, 82) dengesinden sap­
mamn olas1hg1 (A 1 ,  B 1 )  dengesinden daha ktii;tikttir. Bu durumda olu§an (A2, B2) 
dengesi Myerson'm deyimi ile oz dengedir. 
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Sorular 

I .  1 birimlik bir pasta ilzerinden oynanan illtimatom oyununda 1 .  oyuncu 2.oyun­
cuya pastadan bir pay, y ,  oneriyor. 2. oyuncu teklifi kabul ederse pastay1 
:r: = 1 - y ve y olarak payla�1yorlar, redederse ikisi de pastadan pay alam1yor. 
Oyunculann fayda fonksiyonlan u1 = xP ve u2 = yP - sx" olarak veriliyor 
(p E (0. 1 ) , ;; E [O. l j }

a) Verili bir s degeri ic;in 2 .  oyuncunun optimal stratej isi nedir?

b) Oyunun altoyun milkemmel dengesi ne olur?

Simdi s parametresinin 2. oyuncunun ozel bilgisi oldugunu kabul edelim. I .  
oyuncunun bildigi kadanyla ;;'nin kilmillatif (bilrikimli) olas1hk fonksiyonu 
F(s) = ;;2 , s E [O, 1]

c) y � 1/2 �eklinde pozitif bir teklifin kabul edilme olas1hg1 nedir? Eger
teklif edilen miktar y ;:;:: 1 /2 olursa kabul edilme olas1hg1 ne olur? 

d) y < 1/2  olarak kabul edin. I .  oyuncunun boyle bir teklife gore beklenen
faydasm1 bulun. 

e) I .  oyuncunun y ;:;:: 1/2 teklifine gore beklenen faydas1m bulun. Bu eksik
bilgili oyununun altoyun milkemmel dengesi ne olur? 

f) Dengede 2. oyuncunun teklifi reddetme olas1hg1 nedir?

2. Sattc1 ic;in degersiz olan bir maim ahc1 ic;in degeri v > 0 olarak veriliyor. Bu
degerleme ahcmm ozel bilgisi ama v'nin olas1hk dag1hm1 herkes tarafindan
biliniyor. 2 periyotlu bu oyunda her periyotta sat1c1 ahc1ya kabul ya da red­
decegi bir fiyat teklif ediyor. iki oyuncu da 2. periyottaki faydalanm /j ile
iskonto ediyor. Oyun boyunca ahcmm kay1ts1z kald1g1 durumda teklifi kabul
ettigini varsaym.

a) v'nin alabilecegi degerler VH > VL > 0, Pr(v = VH ) = >. olarak
verilirse oyunun pilr-stratejilerde zay1f milkemmel Bayesyen dengeleri 
nelerdir? 

b) Aym soruyu v'nin [vmi n ,  Vmax ] arahgmda homojen dagild1g1 durum ic;in

4:.cevaplaym.

3. bnemli bir ara�t1rma ilzerinde c;ah�makta olan bir �irkete yatmm yapma
firsat1mz var. Yatmm yaparsamz I milyon lira koymamz gerekiyor. Proje
ba�anh olursa 5 milyon dolarhk net bir kazanc1mz olacakken ba�ans1zhk du­
rumunda ba�ta yatird1g1mz I milyon liray1 kaybedeceksiniz. Projenin ba�anh
olma olas1hg1 l /5'dir.

a) Oyunun geni�leyen-bic;imli versiyonunu c;izin.
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b) Eger yatnm yaparsamz elde edeceginiz beklenen faydayt hesaplaym. Riske 
kay1ts1z oldugunuzu varsayarak projeye yatmm yapar msmtz? 

c) X degi§keninin yatmmdan elde edeceginiz net kazanc1 gosterdigi fayda 
fonksiyonunuzun a§agtdaki gibi verildigi durum ii;:in b §tkktm yeniden 
cevaplaym. 

U(X) = Jx - 1 , 000, 000 

Bu durumda yatmm yapar m1sm1z? 

4. A§ag1daki dinamik oyunun stratejik gosterimini belirtiniz. Ve oyunun al­
toyun miikemmel dengesini bulunuz. 

A 

A' B' 

(2,3) (- 1 ,2) 

0-1 ___ c ___ (1 ,2) 

B 

2 
A' 

( 1 , 1 ) (-2, 1 )  

5 .  Eksik bilgili, 2 oyunculu ve 3 periyotlu bir oyun dii§iiniin. I .  oyuncunun 3 
sei;:enegi var: Geyik avlamak (G), tav§an avlamak(T) ve evde kalmak (E). 
2.oyuncunun ise sadece G ve T sei;:enkleri var. I .  oyuncunun 3 e§it olas1hk11 
tipi var: g, t ve e.  Herhangi bir periyotta g tipli bi! I .  oyuncu iki oyuncu 
beraber G sei;:erse I ,  aksi halde 0 ahyor. Aym §ekilde t tipli bir l .  oyuncu 
iki oyuncu beraber T sei;:erse l ,  aksi halde 0 ahyor. Son olarak e tipli bir 
l .  oyuncu 2. oyuncu ne yaparsa yapsm kendisi E sei;:erse l ,  aksi halde 0 
ahyor. 2. oyuncunun herhangi bir ozel bilgisi yok. Herhangi bir periyotta iki 
oyuncu da beraber G veya T oynarsa l ,  aksi halde 0 ahyor. Bu oyunda; I .  
periotta I .  oyuncunun E oynad1g1, 2 .  periyotta iki oyuncunun da G oynad1g1 
ve 3. periyotta 2. oyuncunun T oynad1g1 bir ardtsal denge var mtdtr? 

6. Bir i§veren i§i;:i almak istemektedir. i§i;:inin iiretkenligi Q E { Q1., Q1 } , Q1i > 
Q1 > 0 §eklinde tammlanmt§ttr. i§i;:inin yiiksek i.iretkenlikte (Q1i) olma 
olas1hg1 7r kadardtr, i§i;:inin dii§iik iiretkenlikte (Q1 ) olma olas1hg1 ise 1 - 7r 

kadardtr. i§i;:i kendi iiretkenlik tipini bilmektedir, fakat i§veren bu bilgiye 
sahip degildir. i§i;:inin firsat maliyeti �Q kadardtr. i§veren i§i;:iye w kadar 
ffilla§ Odeyecek, ve i§verenin kazanc1 Q - w kadar olacakttr. i§i;:inin kazanc1 
ise w - �Q kadar olacaktu. Sinyalleme oyununa gore, doga ilk olarak 
hareket edecek ve i§i;:inin iiretkenlik tipini Q sei;:ecektir. Daha sonra i§i;:i 
bunu gozlemleyecek i;:ah§maytp �Q kazanacak ya da i;:ah§maya karar verip 
w kazanacakttr. i§i;:i i;:ah§maya karar verirse i§veren i§i;:iyi i§e ahp-almama 
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7. 

8. 

karanm verecektir. Eger i�\:iyi i�e ahrsa, i�veren Q - w kadar kazanacak, 
i�\:iyi i�e almazsa kazanc1 0 olacakt1r. 

a) Oyun agacm1 \:iziniz.

b) Oyunda ayn�lmc1 miikemmel Bayesyen denge var mtdtr?

c) Oyunda birle�tirici miikemmel Bayesyen denge var m1dtr?

A�ag1daki sinyalleme oyunundaki ayn�tmc1 ve birle�tirici miikemmel Bayesyen 
Nash dengesini bulunuz. 

( 1 . 1 )  Gonderici 81 11 L R 

(2,0) 
a2 : 0.5 

Al1c1 : N 

(O.O) a1 : 0.5 

L 12 R 
82 

Gonderici (0, 1 )  

A�ag1da verilen geni�leyen-bi\:imli oyunu dii�iiniin. 

(3, 1 )  

.. 

L 

L 
(0,3) 

R 
2 

L R 

R L 
(2,0) (0,0) 

a) Oyunun ka\: tane altoyunu vardtr?

b) Oyunun piir-slrateji nonnal-bi\:imli halini yazm.

c) Piir-strateji Nash dengeleri kiimesini bulun.

d) Alloyun miikemmel dengeler kiimesini bulun.

e) Ard1sal dengeler kiimesini bulun.
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: 82

:A1ic1 

: 81 

82 

R 
(5,2) 

(2,2) 

(O.O) 

(1 ,0) 

(1 , 1 )  



9. iki a�amah bir oyunda, 2 oyuncu 1 00 tane alllm payla§acaklardlf. I .  Oyun­
cunun strateji kiimesi S1 = {O ,  1 ,  . . .  , 100 }  §eklindedir, yani 2.oyuncuya bu 
arahkta bir say1, .T , kadar altm1 kendisinin almak istedigini soyler. 2.oyuncu 
ise bu teklifi kabul eder ya da reddeder. Eger iki oyuncu anla§1rsa kazanc;lan 
(x, 100 - J:) olur, anla§amazlarsa kazanc;lan(0,0) olur. 

a) Oyunu geni§leyen-bic;imli olarak gosteriniz. 

b) Oyunu normal bic;imde gosteriniz. 
c) Geni§leyen bic;imli oyunda altoyun miikemmel Nash dengesini bulunuz. 

d) Normal bic;imli oyunda titreyen-el piir-strateji miikemmel dengesini bu­
lunuz. 

I 0. iki oyuncunun beraberce bir kamu mah iiretmesi gereken bir oyunda ikisinin 
de ortaya belli bir emek (1Ji E [O, l ] )  koymas1 gerekiyor. ikinci oyuncunun 
verimliligi bilinirken I .  oyuncunun verimliligi kendi ozel bilgisidir. 2. oyun­
cunun perspektifinden l .oyuncunun verimlilik diizeyi p olas1hg1yla yiiksek, 
1 -p olas1hg1yla dii§iik olacaktlf. iki oyuncu da kamu mah ic;in ne kadar emek 
sarfedeceklerine karar veriyor. Kararlar verildikten sonra iiretim fonksiyonu 
y(r11 ,  r72 ) §6yledir: eger I .  oyuncu yiiksek verimlilge sahipse J2r11 + 7]2 
iken, aksi halde Jr11 + 112 'dir. Her iki oyuncunun da fayda fonksiyonu 
( 1  - 1Ji )y2 olduguna gore: 

a) Bu durumu Bayesyen bir oyun olarak kurgulaym 

b) Bayesyen Nash dengesini tammlaym ve hesaplt'l.ym. 

c) p olas1hgmdaki degi§imin dengedeki emek katk1lan iizerindeki etkisini 
belirleyin. 

1 1 . A§ag1daki geni§leyen-bic;imli oyunu goz oniinde bulundurunuz. 

m 

2 
(2.4) 

z z 

(1 ,3) (1 ,2) (4,0) (4,0) (0,2) (3,3) 

a) Oyunu normal-bic;imli olarak gosteriniz ve biitiin Nash dengelerini bu­
lunuz. 
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b) Bi.iti.in mi.ikemmel Bayesyen dengeleri bulunuz. Sadece pi.ir-stratejilerilerdeki 
dengeleri goz oni.inde bulundurunuz. 

1 2. A firmas1 yerel bilgisayar piyasasmda tekeldir. Piyasa dogal tekeldir ve 
yalmzca bir firma piyasa da kalabilir. A finnasmm operasyonel maliyeti 
0.75 olas1hkla 20 TL, 0.25 olas1hkla 30 TL'dir. A finnas1 kendi maliyet­
lerini bilmektedir, fakat piyasaya ginnek isteyen B firmas1 bu bilgiye sahip 
degildir. A firmas1 di.i§i.ik fiyat belirlerse karmdan 40 TL kaybedecektir, 
yi.iksek fiyat belirlerse kayb1 olmayacaktlf. B finnas1 piyasaya girip-girmeme 
karanm vermeden once A finnas1m belirledigi fiyau gozlemleyecektir. B fir­
mas1 piyasaya I 00 TL sabit maliyet, ve 25 TL operasyon maliyetiyle girebile­
cektir. Yi.iksek operasyonel maliyete sahip olan finna piyasadan silinecektir 
ve diger finna 150 tekel karma sahip olacaktlf. 

a) Bu oyunda neden ayn�tmc1 denge yoktur afi'.1klay1mz? 

b) Oyundaki tane birle§tirici dengeleri gosteriniz. 

1 3 . Bir tekel ( l  .oyuncu) ile piyasaya yeni girmek isteyen bir finna arasmdaki 
sinyalleme oyununda, tekel yi.iksek (H) veya di.i�i.ik (L) maliyetlere sahip 
olabilir. Bu durum tekelin ozel bilgisidir ve buna bagh olarak tekel yi.iksek 
(H) veya di.i�i.ik (L) fiyat belirliyor. Tekelin fiyat1 piyasaya girip veya d1�anda 
kalma karan vermesi gereken finna tarafindan gozlemleniyor. Bu finnamn 
onsel inanc1 tekelin maliyetlerinin di.i�i.ik olma olas1hgmm 0.2 oldugunu di.i�i.ini.iyor. 
Oyunda fayda di.izeyleri �u �eklide veriliyor: 

(0,1 ) 

1 <il ( 1 , 1 )  
H L 

' 

0.2 ' °'.is. L I C$1r(Z 
(3,0) Ql.f;;i; 

N 2 :  

H 0.8 (0,0) 
' �\I 

( 1 ,0) 

(3, 1 )  

L H 
°'.is. ;;i,..Q! (2, 1 )  Ql.f;;i; 

a) Eger oyun tam bilgili olsayd1, yani giri�imci tekelin maliyetini bilyor ol­
sayd1, denge nastl olu�urdu? 

b) Bu oyunda ayn�t1nc1 mtikemmel Bayesyen denge bulunmad1gm1 gosterin. 

c) Ttim birle�tirici mtikemmel Bayesyen dengeleri bulun. 
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14. A§ag1daki oyunda (U, L) 'nin titreyen el dengesi oldugunu gt.isteriniz. 

L M 
u I ,  I 0,0 
M 0,0 0,0 

15. Evli bir \:ift sinemaya gitmek iizere sozle§mi�ken kocamn eve ge\: gelmesi 
yiiziinden filmi ka\:tnTit§ durumda. Kadm bunun sebebini soruyor. Bu du­
rumda iki muhtemel sebebin oldugunu dii§iiniin: y (adamm i� arkada�lanyla 
onemli bir ak�ma yemegi vard1) veya f (arkada§lanyla d1§anda bir futbol 
ma\:tnt izledi). Sebebin ger\:ekten y olmasmm onsel olas1hgm p oldugunu 
ve bunun iki taraf\:a da bilindigini varsaym. Evde kadm soruyu sordugunda 
ise ger\:ek cevabt sadece adam biliyor. Soro kar�1smda adamm iki se\:enegi 
var. Y (ger\:ek ne olursa olsun onemli bir yemekte oldugunu soylemek) veya 
F (ma\:• izledigini soylemek). Adam eger Y se\:erse kadmm iki se\:enegi 
var: T (tartt�mak) ve H (ho§g6rii gostemek). Kadm T se\:erse adamm i� 
arkada�lanndan birini arayacak ve ger\:egi ogrenecek. Ger\:ek y ise ( -2, 2) 
fayda \:iftini-ilk say1 kadmm faydas1- elde edecekler, ger\:ek f \:tkarsa elde 
edecekleri faydalar ( -2, 2) olacak. Kadm T se\:erse ( - 1 ,  1 )  faydalanm ala­
caklar. Adam ba�taki soruya kar§thk F se\:erse oyun ( 1 ,  - 1 )  faydalanyla 
sona erecek. 

a) Bu durumu geni§leyen-bi\:imli bir oyun olarak \:izin. 

b) Oyunun (piir-strateji) nonnal bi\:imini yazm. / 

c) p = 1/2 kabul edin.Oyunda kesin olarak baskilanan bir piir stratej i var 
mt? Tiim ard1sal dengeleri bulun. Bu dengel�rdeki beklenen faydalan 
hesaplaym. 

d) Ard1sal dengelerde adamm beklenen faydalanm p olasthgma bagh olarak 
hesaplaym. 
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BOLOM 6 

Tekrarh Oyunlar 

6.1 Giri§ 

Dinamik oyunlar i9inde diger bir onemli oyun grubu tekrarh oyunlard1r. Bu oyun­
larda hareketler, zaman i9inde oyunculann kar§1hkh olarak oyunu tekrar tekrar oy­
namalanyla ger9eke§ir. Oyunun kurallan genelde her a§amada muhafaza edilir ve 
tek degi§en §ey, zaman ilerledik9e artan tarihtir. Yani tekrarh oyunlar bir seferlik 
oyunun tekrarlanndan (buna a§ama oyunu da denir) olu�an bir dizi §eklindedir. 

Ger9ek hayatta oynad1g1m1z oyunlann 9ogu bir kez oynanan oyunlar degildir. 
Aym oyun tekrar tekrar oynanabilir. Fakat bir oyunun 9ok say1da oynanmas1, art 
arda oynanan oyunun birbirinden kopuk oyunlar dizisi oldugu anlamma gelmez. 
Ger9ek hayat oztinde, bir oyuncunun ba§lang19ta yapt1g1 bir hareketin zaman i9inde 
de tekrarlanarak digerlerinin ve kendisinin se9imini etkiledigini bildigimiz daha 
btiytik bir oyundur. Tekrarh oyunlar bu anlamda statik oyunlann dikkate almad1g1 
bu durumu -oyunun te�arh oynand1g1 durumunu- dikkate ahr. Bu oyunlar aym za­
manda sosyal hayattaki i�birlik9i davram§lann nas1l zamanla rasyonel davram§lann 
bir sonucu olarak da ortaya 91kt1g1m a91klamaktadir. 

Bu boltimde once, tekrarh oyunlann geni§leyen-bi9imli gosteriminin hantalhg1 
dolay1s1yla bu oyunlarda kullamlan matematiksel notasyonu tamtacag1z. Bu bize il­
erleyen boltimleri takip etmede yard1mc1 olacakt1r. Sonraki boltimlerde 
tekrarh oyunlarda onemli bir aynm olan, smirh ve smirs1z tekrarh oyunlan tamtaca­
g1z. Ozellikle s1mrs1z tekrarh oyunlar i9in verdigimiz omekler konunun anla§1lmas1 
a91smdan olduk9a onemlidir. Tekrarh oyunlarda cezaland1rmamn limitlerini gormek 
i9in minmax ve maxmin fayda kavramlanm inceledikten sonra tekrarh oyunlar i9in 
onemli bir teorem olan Folk teoremini a91klayacag1z. 

285 



6.2 Tekrarh Oyunlarm Gosterimi 

bnceliklc tekrarh oyunlan formel olarak analiz etmek ii;in bu ttir oyunlarda kul­
lanacag1m1z notasyonlan tamtahm. Tekrarh oyunlan, tek-seferlik oyunlann, yani 
a§ama oyunlanmn tekran olarak di.i�i.inmek bu formel dili anlamada kolayhk sunar. 
Tekrarh oyun strateji leri, tarih-bag1mh a�ama-oyun stratej ilerinin bir dizisi olarak 
tammlamr. Eide edilen faydalar da her a�ama oyununda elde edilen faydalarm 
toplam1d1r. 

ilk once bir G oyunu di.i�iinelim. Oyuncu kiimesi N = { 1 . . . . .  , n} olsun. 
Her oyuncunun piir-hareket uzay1 A; ile gosterilirken, oyundaki hareket profil ler 
uzay1 ise A = XiEN A; �eklinde ifade edilir. Her oyuncu ii;in G oyunun sonui;lan 
iizerinde bir vNM fayda fonksiyonu tammlamr: .<Ji : A -+ R . Burada g; herhangi 
bir i oyuncusunun her a�ama oyununda ortaya i;1kan fayda fonksiyonudur. Bi.iii.in 
bir tekrarh oyunun faydas1m gostermek ii;in u; notasyonunu kullanacag1z. 

Eger G a§ama oyunu i;ok say1da (sonsuz kez de olabilir) oynamrsa, her oyun­
cunun faydas1 G oyununu oynamaktan dolay1 her periyotta elde ettigi faydalann 
(indirgenmi� degerlerinin) toplam1d1r. Bu a�ama-oyun dizisine tekrarli oyun veya 
siiperoyun (supergame) denir. 

Tekrarh oyunlann ortam1 duragandir veya ba�ka bir ifadeyle zaman ve 
tarihten bag1ms1zd1r. Yani oyunculann onlerindeki hareketler her periyotta aymdir 
(fakat hangisini sei;imleri her periyotta farkh olabilir) veya fayda fonksiyonlan her 
periyotta aymdir. Fakat duraganhk varsay1mlan ekonomik ai;1dan onemli baz1 du­
rumlan devre dJ§I b1rakmaktad1r. bmegin yatmmm veya zaman ii;inde ogrenmenin 
olabilecegini dikkate almaz. Bu durumlan modellemrk daha gene! bir dinamik 
oyun i;at1s1 kurmay1 gerektirir. 

Diger yandan tekrarh oyunlarda a�ama-oyunun her tekranndaki sonui; sonraki 
a�amadan once herkesi;e gozlemlenir hale gelmektedir. Bu yiizden a§ama-oyunu 
miikemmel olmayan bilgili bir oyun olsa da (her e§ anh hareketli oyun gibi)- yani 
a§ama boyunca hii;bir oyuncu digerinin ne yapt1g1m bilmez- her oyuncu digerinin 
hareketini diger a�ama oyunu ba§lamadan ogrenir. Bu da oyunculann sonraki 
sei;imlerini gei;mi§ davram§lanna dayand1rmasma imkan verir. 

Tekrarh bir oyunun, ba§ka bir degi�le her periyotta e§ anh oynanan bir oyunun, 
geni§leyen-bii;imli gosterimi olduki;a karma§Jk ve hantaldir. Bu yi.izden tekrarh 
bir oyunun her periyotta e§ anh oynand1gm1 fakat bir zaman boyutunun da oldugu 
unutulmadan ifade edilmelidir. Bunun ii;in cebirsel notasyonun kullamlmas1 daha 
i�levseldir. 

Tekrarh oyunlarda ilk periyot gene) olarak t = 0 ile belirtilir. Yani oyun 
O.periyottan itibaren ba§lar. Eger oyunun son periyodu varsa, bu T'dir boylece 
toplam T + 1 periyot vardir; bu oyunlara sonlu tekrarh oyunlar denir. Fakat eger 
oyun sonsuz tekrarh oynamrsa, T = oo , bu oyunlara da sonsuz tekrar/1 oyunlar 
denir. 

G a§ama-oyununda i oyuncusunun t periyodunda yapt1g1 hareket a� i le ifade 
edilir; t periyodunda oynanan hareket profili ise n oyuncunun a§ama-oyun hareket-
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lcrinden olu§ur: 
at = (aL . . . . . .  , a� ) . 

Oyunculann sonraki periyotlarda yapacaklan a§ama-oyun hareket se\!imlerini, 
oyunculann daha once ahnmt§ kararlanna dayand1rmak istiyoruz. Bunu yapmak 
icrin tarih kavramma ihtiyac1m1z var. Bu baglamda tarih k1saca, bir onceki periyoda 
kadar ahnan ti.im hareketler olarak tammlamr. bmegin t periyodundaki tarih §Oyle 
ifade edilir: 

h' = (ao . a 1 . . . . . .  , at- 1 ) .  

Diger bir deyi§le, t periyodundaki tarih, her onceki periyotta oynanan tum 
a§ama-oyun hareket profillerini (yani oyunculann a§ama-oyun hareketlerinin kom­
binasyonunu) verir. ht tum onceki tarihler olarak tammlamr: h0, h 1 • h2 , . . .  , 1it- 1 • 
bmegin, h1 tarihi, h1- 1 tarihi ve a1- 1 hareket profili ile birlikte ifade edilebilir, 
yani h1 = (h1- 1 ; at- 1 ) .  Tum oyunun tarihi ise JiT+ t = (a0 , a1 , . . .  , aT)  §eklinde 
ifade edilir. Bu arada t periyodunda ti.im olas1 ht tarihler kumesini ise §6yle ifade 
edebiliriz: 

t- 1 
At = X A - . 

j=O J 

Bu ifade k1saca A a§ama-oyunu hareket profiller uzaymm t-kath Kartezyen 
crarp1m1d1r. 

Strateji lerimizi ge\!mi§ hareketlere dayand1rmak onlan tarihin bir fonksiyonu 
yapmaktir. Boylece i oyuncusunun t periyodundaki a§ama-oyunu stratejisini s! 
fonksiyonu olarak yazabiliriz. Bunu a� = sHfit) §eklinde ifade ederiz: Eger onceki 
oyun ht tarihini takip etseydi ,  i oyuncusunun t periyodunda oynad1g1 a� a§ama­
oyun hareketini gosterecektir. Bir oyuncunun herhangi bir periyottaki a§ama-oyun 
hareketi, bu periyot i\!in hareket uzaymdan \!ekilmelidir. Fakat oyun duragan kabul 
edildiginden, oyuncunun A; a§ama-oyun hareket uzay1 zamanla degi§mez ve bunu 
§6yle yazabiliriz: 

Yeya altematif bir §ekilde a§ama-oyun hareket uzaym1 §Oyle yazabiliriz: (Vi E 
N) ,  (Vt ) ,  s� : At --* A;. Bu arada t -periyot a§ama-oyun strateji profili, st ,§oyle 
ifade edilir: 

(6. 1 )  

Bu profil de altematif bir §ekilde §oyle tammlanabilir: 

Tekrar/1 Oyunlarda Stratejiler 
�imdiye kadar belirli bir periyot i\!in a§ama-oyun stratej ilerini ifade ettik. �imdi 

ard arda gelen bu a§ama oyun bloklanm kullanarak tekrarh bir oyundaki herhangi 
bir oyuncunun stratejisini yazabiliriz. Tekrarh bir oyun i\!in i oyuncusunun strate-
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jisi �oyledir: 
s; = (s? , sf , . . . .  sf) . (6.2) 

Bu strateji profili, i oyuncusunun (T + 1 ) -kath a�ama-oyun tarihine bagh olan 
stratejilerinden olu�ur. Her s� strateji fonksiyonunun degi�keni ht E At tarihidir. 
Herhangi bir i oyuncusunun tekrarh-oyun stratejilerinin uzay1, S; . i oyuncusunun 
ti.im (T + 1 )-kath a�ama oyun stratej ilerinin ki.imesidir, dolay1s1yla sl : At --+ A; . 

Tekrarh bir oyunun s strateji profilini iki �ekilde yazabiliriz. Bunlardan biri 
s strateji profilini oyunculann tekrarh-oyun stratej ilerinin n-kath profili �eklinde 
yazmakt1r ((6.2) ifadesinde tammland1g1 gibi) . Dolay1s1yla a�ag1daki gibi yazabili­
nz: 

s = (s1 , . . .  , 8n) · (6.3) 

Altematif olarak s tekrarh-oyun strateji profilini her periyot ir;in bir tane ol­
mak i.izere a�ama-oyun stratej i profillerinin bir koleksiyonu �eklinde yazabiliriz 
((6. 1 )'de tammland1g1 gibi): 

, _ ( 0 1 T ) s - s ' s  . . .  , s . 

Bu iki tamm da �ekil 6. 1 'deki �emada gosterilmektedir. 

.... 
co '3 
(,) 
c: 
::J 
>. 0 

Zaman 

0 s1 ' s� (h 1) , 
0 s2 ,  s� (h1) ,  

t periyodu a�ama-oyun 
strateji profili i oyuncusunun tekrarh 

/ oyun stratejisi 
i - - - - - - -- -

. . .  , :  s11 (h � : ST (hT) 1 1 
• • •  t s; (h � .  s� �h1) 

' 
!- - -;�.- -�; ('7-1,- � - - - --� : -. : -�iili-�-.r- � :.- -. - - -;f iii�- - - -, 
1 - - - -L - - - - � - - - - - - - - - - - - - � - - � - - - - - - � - - - - - - - - - -� - - - - - - - - : ' . ' 

, I I\ ' 
" '  I :  s (h / t : ' n ' 

�ekil 6.1 Tekrarh-oyun strateji profili, oyunculann tekrarh oyun stratejileri olarak 
gori.ilebilecegi gibi, a�ama-oyun strateji profillerinin bir dizisi olarak da 
gori.ilebilir. 

Tekrarlt Oyunu Oynamak 

(6.4) 

Yukanda verilen (6.3 ve 6.4) ifadelerinde tekrarh-oyun strateji profilini, tarih­
lerin fonksiyonlannm bir ki.imesi olarak yazd1k. �una dikkat ediniz: Tekrarh-oyun 
stratej i profilinin kendisi bir tarihler fonksiyonu degildir. <;i.inki.i her bir oyuncu­
nun tekrarh-oyun strateji leri, s; ,bir kez tammland1 rm (veya altematif olarak her 
periyodun tarihe bag1mh a�ama-oyun stratej ileri, s

t
, bir kez tammland1 m1) 

hareketler zinciri ve dolay1s1yla ti.im oyunun tarihi belirlenir. Bu durum a�ag1da 
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oyunun nas1l oynand1gm1 gordi.igi.imi.izde daha a�1k hale gelecektir. 
,Simdi tekrarh bir oyunun, her oyuncu kendi tekrarh-oyun stratejisini belirledik­

ten sonra nasII oynand1gma bakahm. Bu noktada bu tekrarh oyun strateji profilinin 
(6.4) ifadesinde tammland1g1 gibi gormek daha uygundur, yani T + 1 tarih-bag1mh
a�ama-oyun strateji profillerinin bir dizisi olarak gormek. Oyun ba�lad1gmda, 
ge�mi� bir oyun olmad1g1 i�in h0 tarihinin onemli bir niteligi yoktur. Her oyuncu 
(6.2)'deki a\> = s? a�ama-oyun stratejisini oynar. Bu 0. periyot oyunu h 1 = ( a0)
tarihini olu�turur, ki burada a0 = (a? . . . . .  , a� ) 'dir. Bu tarih daha sonra oyuncu­
lara sunulur; boylece oyuncular kendi I .  periyot oyununu 0. periyot oyununa 
dayandmr. Sonra her oyuncu kendi t = 1 a�ama-oyun stratejisini, 8} ( h 1 ) , se�er.
Sonu� olarak, t = 1 periyodundaki a�ama-oyununda, a�ama-oyun strateji profili 
ise a1 = 8 1 (ht) = (s l (h1 ) ,  . . . .  , 8�(h1 ) ) 'dir. 

Gi.incelle�tirilmi� tarihi olu�turmak i�in, bu a�ama-oyun strateji profili onceki 
tarihle birle�tirilir: h2 = (a0 , a 1 ) . Bu yeni tarih ti.im oyunculara a�1klamr ve her
biri kendi 2. periyot a�ama-oyunu stratejisini, s7 (h2 ) ,  se�er ve bu boyle devam 
eder gider. Bu siire� ,Seki! 6.2'deki �emada gosterilmektedir. Burada fiT+ I tarihi, s
tekrarh oyun strateji profilinin meydana getirdigi patika olarak nitelendiri lir. 

Zaman 

t j � 1 -· Ci s� 
. 

h, __ 

so 
I 

so 
n 

s� (h1) �(112) 
s; (h1) � (112)

h2 - h3 ----. . . .  hr-+ 
s; (h1) �(112) 

s� (h1) � (112) 

�ekil 6.2 Tekrarh bir oynunun a�amalar halinde gosterimi 

-
Tekrarlt Oyunda Fayda Fonksiyonu 

s; (hT) 

s; (hT) 

s�W) 

s� (hT) 

Tekrarh bir oyunun formel tamm1m tamamlamak i�in, bu tekrarh oyunun fayda 
fonksiyonlanm tammlamam1z gerekir. Bunun i�in belirli bir tekrarh oyun strateji 
profilini, s, ve belirli bir zaman periyodunu, t, di.i�i.inelim. Oyun bu tekrarh oyun 
strateji profiline gore oynand1gmda, bu periyoda kadar ki hareketlerin tarihi (ht) 
ortaya �1kar. Bu periyotta oynanan tarih-bag1mh a�ama-oyun strateji profili ise 
st (ht) 'dir. 

Herhangi bir i oyuncusu s(ht) a�ama-oyun strateji profilinde kendi stratej isini 
belirlediginde, t periyodundaki a�ama-oyununda elde ettigi fayda belirlenir. Bu da 
g; (st(ht)) ile gosterilir. Bu tekrarh oyunda i oyuncusunun toplam faydas1, tekrarh­
oyun strateji profili (s) oynand1gmda �oyle tammlamr: 

T 
u; (s) = L Jtg; (st (ht ) ) ,  

t=O 
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burada 6 ortak iskonto oramd1r. Dikkat edilirse, g; i.izerinde t zaman indisi yoktur 
r;i.inkti oyun duragan bir oyundur. Yani oyunculann a�ama-oyunu fayda fonksiyon­
lan zamanla degi�memektedir. 

iskonto oram, tekrarh oyunlar ii;in onemli bir kavramd1r. Bu ytizden bu kavram1 
biraz daha tamtmak laz1m. Ard1sal bir oyunda, eger bir oyuncu pastadan alacag1 
pay1 �imdi degil de sonra almay1 tercih ederse, yani beklemeyi tercih ederse, bunun 
bir maliyeti vardtr. Bu durum pozitif zaman tercihiyle ifade edilir. Zaman ter­
cihi oram bir bireyin gelecek periyotta ti.iketmek yerine bugtin vazger;mek zorunda 
oldugu ti.iketimdir. Yani eger zaman tercihi r (bu faiz oram olabilir) ise birey bugtin 
x bi rim ti.iketmekle yann ( 1 +r ):r bi rim ti.iketmek arasmda kay1ts1zdtr. Ya da benzer 
olarak yann :i: birim ti.iketmekle bugtin i!r x ti.iketmek arasmda kay1ts1zdlf. Genel 
olarak 6 = i!r degerini iskonto oram olarak ifade ediyoruz ve 0 < 6 < 1 'dir. 
iskonto oramnm 6 s1fira yakmla�mas1, bireyin bugi.ini.i onemsedigini yani sabtrstz 
birey oldugunu gosterirken, iskonto orammn I 'ye yakmla�mas1 bugi.in ile yann 
arasmda aynm yapmayan, sablfh bir bireyin zaman tercihini gosterir. K1saca, 
iskonto oram oyunculann tekrarh oyunlarda ortaya r;1kan sonur;lar dizisi i.izerinde 
tercihte bulunmasma yard1mc1 olan bir kavramdtr. 

Tekrarli Oyunlarda Denge 
Tekrarh oyunlarda strateji ve fayda fonksiyonunun ne oldugunu biliyoruz. Bu­

radan hareketle tekrarh bir oyunda dengenin nas1l tammlanacag1yla ilgilenelim. 
Yukanda (6.3)'te tammland1g1 gibi tekrarh oyun strateji profilinin oyunculann 
tekrarh oyun stratej ilerinin bir koleksiyonu oldugu di.i�i.incesini kullanacag1z. 
Tekrarh bir oyunda her oyuncunun .ii strateji profilindeki .ii; stratej isi ( ( 6.2)'de ifade 
edildigi gibi) diger oyunculann bu stratej i profilinde�i stratej ilerine verdigi en iyi 
tepkiyse s strateji profili Nash dengesidir. Daha fonriel olarak ifade edersek, eger 
her i oyuncusu ii;in a�ag1daki ko�ul saglamrsa tekrarh·oyun strateji profili ,  s, Nash 
dengesidir: 

s; E arg rnax ui (s; , 8-; ) .  s,ESi 

Tekrarh oyunun s strateji profili ile olu�an tarihi /i,T+l  ile gosterelim, yani /i,T+l  
tarihi s ile ilgili patikadtr. Eger s Nash dengesi strateji profili ise, /iT+l de ilgili 
denge patikastdlf. 

Diger yandan, eger s stratej i profili her altoyunda Nash dengesi ise, altoyun 
mtikemmel denge strateji profilidir. Fakat tekrarh oyunlarda altoyundan neyi kas­
tettigimizi burada ar;1klamam1z gerekir. Daha once de tammlad1g1m1z gibi, oyunun 
herhangi bir noktasma var1ld1ktan sonra herkes bilir ki, oynanmay1 bekleyen daha 
ki.ir;i.ik bir oyun vardlf, bu da altoyundlf. Ar;1k9a bu tammdan hareketle tekrarh 
bir oyunda altoyun, herhangi bir periyoda varddtktan sonra bu periyottan sonraki 
daha ki.ir;i.ik oyunu belirtir demek gerekir. Fakat r;ekici gozi.iken bu tammlama 
tekrarh oyunlardaki altoyun kavramtm net olarak tammlamaz. Tekrarh oyunlarda 
altoyun, bir ba�lang19 periyodu art1 bu periyoda kadar ki hareketlerin tarihi ile bir­
likte tammlamr. Dolay1s1yla nonnal altoyun tammma fazladan bir de tarihin dahil 
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edilmesi gerekir. �i.inki.i belirli bir altoyunu belirlemek i�in hareketlerin tarihini 
bilmek zorunday1z. Diger bir deyi�le, bir altoyuna vanld1gmda, oyuncular oyunun 
tarihini bilirler. Bu yi.izden kar§Ila§t1g1 altoyunda, ba�lang1�ta verilen oyundaki ti.im 
bilgiye sahip olurlar. 

Tekrarh oyunlarda, omegin k periyoduyla ba§layan bir altoyun ile 
ilgileniyoruz diyemiyoruz. �i.inki.i k periyoduyla ba�layan tekrarh oyuna kar�1hk 
gelen �ok say1da altoyun vardlf. 0 zaman belirli tekrarh-oyun strateji profilinin s 
altoyun mi.ikemmel denge olduguna nas1l karar verecegiz. ilkin �unu yapmahy1z: 
Tekrarh oyunu altoyunlara aymna silrecini ba�latarak periyot periyot ilerlemeliyiz. 
Sonra her t periyodu i�in, her olas1 tarihi, h1 , dii�i.inmeliyiz �i.inki.i bu tarihe ail tek 
bir altoyun vard1r. Boylece t periyodu ile ba�layan ht tarihli bir altoyun tammlam1� 
oluruz. �imdi sormam1z gereken §ey, tekrarh-oyun strateji profili olan s strateji 
profilinin bu altoyunda bir Nash dengesi olu�turup olu�turmad1g1du. 

Bu arada tekrarh-oyun stratejilerini basit bir sm1flandirmayla ay1rmak yararh 
olacaklir. Bir oyuncunun stratejisi ht tarihine bagh oldugu zaman, buna kapah 
dijngii (closed-loop) stratejileri denir. Fakat her t i�in sadece t periyodundaki 
a�ama-oyun stratejisine bagh ise yani daha once almm1§ kararlara bagh degilse, 
bu stratejiye ar,:ik dongii (open-loop) stratejisi denir. Yani eger a§ag1daki durum 
ge�erli ise, i oyuncusu i�in .'il : A1 -+ Ai tekrarh-oyun stratej isi a�1k dongi.i strate­
j isidir: 

(Vt ) ,  (:Jal E A; ) ,  (Vh1 E A1 ) ,  8l (/i1 ) = al . 

Bu durumda i oyuncusunun tekrarh-oyun stratejisini, (T + 1 )-kath a§ama­
oyun hareketleri olarak yazabiliriz, s; = (a? , a} , . . .  , af). Eger i oyuncusu bir a�1k 
dongi.i stratejisi oynuyorsa, j 'nin hi�bir hareketi i oyuncusunun sonraki hareketleri 
i.izerinde etkili olmayacaktir. Bu stratejiler tarih-bag1ms1z a§ama oyunlar1 olarak da 
nitelendirilebilir, yani periyot periyot di.i§ilni.ilen stratejilerdir. Bu yi.izden de tar­
ihten bag1ms1z (yani a�1k dongi.ili.i) a§ama-oyununun Nash denge strateji profiller 
dizisi bir altoyun mi.ikemmel dengedir. Dolay1s1yla her a§ama-oyununda belirli bir 
hareket Nash dengesi ise bu tilm tekrarh oyunun Nash dengelerini olu§turur; bu da 
zaten altoyun milkemmel Nash dtttgesidir. 

6.3 Smirh Tekrarh Oyunlar 

Tekrarh oyunlann temel mant1g1 ashnda k1sa ve uzun donem faydalann kar§1la§tI­
nlmasma dayamr. K1sa donemli bir avantajdan vazger;menin ko�ulu, bu davram�m 
size uzun donemde daha fazla fayda saglayacagm1 beklemek olabilir. 

Daha once ifade ettigimiz gibi, tekrarh bir oyunun sonucu bir stratejik oyunun 
sonu�larmdan olu�an bir dizidir. Dolay1s1yla tekrarh bir oyundaki her stratejik oyu­
nun (a�ama-oyunu) sonucunu bir fayda di.izeyiyle ili§kilendirmek ve her sonu�lar 
dizisinde elde edilen faydalan iskonto ederek (bugi.ine indirgeyerek) degerlendirmek 
gerekir. Daha a�1k bir ifadeyle, her i oyuncusu bir stratejik a§ama oyununun u; gibi 
bir fayda fonksiyonuna sahiptir ve iskonto oram da J E [O, l ] 'dir. Boylece a�ama-
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oyunuun sonu\:lanm veren hareket kiimelerinin (a 1 , a2 . . . .  , a  T) fayda degerlerini 
bugiine indirgeyerek bulmaya \:ah§mz: 

T u; (a 1 )  + 6u; (a2 ) + 82u; (a� ) + . . . . . .  + 5T- 1 u; (aT) = L 5T-1u; (at ) ,  t=I 
burada at , t periyodundaki hareket profilini vennektedir, 5t ise t-periyodunda elde 
edilen 1 birimlik faydanm bugiinkii degerini vennektedir. Toplam periyot T < x 
oldugunda, oyun s1mrh bir zaman ufkunu i\:erir demektir. 

Tekrarh oyunlar oyunculara rakiplerinin ge\:mi§ periyotlarda nas1I oynad1klanna 
bagh olarak hareketlerini belirleme imkam verir. Bu durumu daha iyi anlamak 
i\:in bu tiir oyunlann en fazla bilineni olan tekrarh Mahkumlar <;1kmaz1 bmegi ile 
ba§layahm. Tablo 6. 1 'de verilen G( · ) a§ama oyununu dii§iinelim. 

C D 
c 2, 2 0, 3 
D 3, 0  1 , 1 

Tablo 6.1 Bir Mahkumlar �1kmaz1 ornegi 

Bu oyun tek seferlik oynand1gmda bildigimiz gibi tek bir Nash dengesi vardir: 
(D, D) . Fakat burada ilgilendigimiz konu, G( · )  oyunun \:Ok say1da oynanmas1 du­
rumunda dengenin degi§ip degi§medigidir. 

Bu oyun smirh bir ufka sahip oldugu i\:in geriye dogru \:Ikarsama metodunu 
kullanmak miimkiindiir. Geriye dogru \:Ikarsama metoduyla, oyunun son a§amasmda, 
yani T periyodunda, her iki oyuncu da oyunun ge\:mi§ tarihinden, h T, bag1ms1z 
olarak (sapmanm her zaman baskm bir strateji oldugunu unutmay1mz) sapma ha­
reketinde bulunacaklardir. Yine son a§amadan bnceki periyotta, T - 1 ,  her iki 
oyuncu, yine ge\:mi§te oyunun nas1I oynand1gmdan bag1ms1z bir §ekilde sapma 
stratejisini takip edecektir (\:iinkii bu durumda da baskm stratej i olan sapmay1 oy­
namak rasyoneldir). Bu durum geriye dogru izlendiginde her a§ama i\:in dengenin 
(D, D) oldugu gbriiliir. Yani her a§amada her oyuncu sapma stratejisini izleye­
cektir. Bu sonucun ardmdaki temel mant1k ilk periyottaki davram§tn ikinci periy­
otta bdiillendirilmemesidir. <;iinkti oyuncularm i§birligi stratejisine bagh kalmalan 
rasyonel degildir. Bu tek bir Nash dengesinin oldugu her s1mrh tekrarh oyun ic;in 
gec;erlidir. Ozetle, oyunun her periyodundaki sonuc; (D, D) olacaktir; her oyuncu­
nun her periyotta alacag1 fayda ise 1 olur. Yani s1mrh tekrarh bir bic;imde oynanan 
Mahkumlar <;1kmaz1 oyunu c;ok say1da Nash dengesine sahip degildir. Her oyun­
cunun sapma stratejisini izledigi bir tek altoyun miikemmel Nash dengesi vardir. 

Diger yandan benzer bir sonucu iki finnanm sm1rh bir periyotta birbiriyle 
Coumot rekabeti ic;inde olduklan bir oyunda da gbrebiliriz. Geriye dogru c;1karsama 
metodunu kullanarak sonucun ne olabilecegine bakahm; yine son periyottan ba§la­
yahm. Son periyotta, T, i§birlikc;i sonuc;tan sapmamn bir cezas1 olmayacat1r c;iinkii 
oyun bitmi§ olacaktir. Bu ytizden bu periyottaki inandmc1 tek sonuc; Coumot-Nash 
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dengesidir. �imdi de sondan bir onceki doneme, T - 1 ,  bakahm. Burada her 
iki finna da Coumot-Nash dengesinin etkili bir cezalandtnnanm olmad1g1 sonraki 
periyotta (son periyot) oynanacag1m bilirler. Bu ytizden sondan bir onceki periyotta 
da Coumot-Nash dengesi oynanacakttr. Bu oyunun ba§lang1cma dogru stirekli bir 
ard1salltkla geriye geldik�e, ttim periyotlar i�in Coumot-Nash dengesinin ge�erli 
oldugu ortaya �tkar. Yani bu smtrlt tekrarh oyun i�in tek altoyun mtikemmel Nash 
dengesi her periyotta Coumot-Nash dengesinin oynanmas1d1r. Geriye dogru 
�1karsama mant1g1, bu omekte oldugu gibi finnalar arasmda i§birlik�i bir sonuca 
imkan vennemektedir. 

Smtrh tekrarlt oyunlara verilen bir diger omek de Zincir-magaza Oyunudur. 
Giri§ Oyunun 20 kere oynand1gm1 varsayahm. Yani 20 farkh yerde magazas1 
olan bir firmamn (yani zincir-magaza) bu pazarlara giri§i engellemeye �ah§ttgmt 
varsayaltm. Daha once bir seferlik oyunda giri§in engellenemeyecegini gonnti§ttik. 
Fakat bu sefer durum biraz farkh �tinkti zincir-magaza ilk giren finna ile sava§abilir 
�tinkti sonraki 19 giri§i etkilemek isteyebilir. 

Piyasaya yeni girecek finnanm hareketi ginnek veya dt§anda kalmak ve zincir­
magazamn stratejisi ise mticadele etmek veya sessiz kalmak §eklindedir. Fakat bu 
stratej i stmrh tekrarlt oyun yaptsmda daha kompleks bir hale donti§tir �tinkti oyun­
cular tek-seferlik oyundan farkh olarak oyuncularm ge�mi§te her periyotta nas1l 
hareket ettiklerini dikkate alacakttr. Benzer olarak piyasaya giren finna da geriye 
dogru �1karsama ile nastl hareket edecegini belirlemeye �ah§acakttr. Bu ytizden de 
�ok-periyotlu oyunun sonundan ba§layarak nastl hareket etmesi gerektigini dti§tintir. 

Bu oyunda 20. piyasaya, 1 9  piyasada nas1l davramld1gmdan bag1ms1z olarak 
geldigimizde, iki oyuncu da kendisini tek-seferlik oyunladaki durumla kar§t kar§tya 
bulacakttr. Boylece oyunun ge�mi§ tarihinden bag1ms1z olarak yeni firrna 
piyasaya girecektir ve zincir-magaza sessiz kaltp i§birliginde bulunacakttr. �imdi 
bir onceki piyasay1 (yani 1 9. piyasay1) dti§tinelim. Zincir-magaza sertlik konusunda 
yayd1g1 linden bir §ey elde edemez �tinkti son giren finnayla her nas1lsa anla§mak 
zorundadtr. Bu ytizden 1 9. piyasada da i§birligi yapacakttr. Bu 1 8.inci piyasa i�in 
de ge�erlidir. Boyle deva�edersek her piyasa i�in birinci piyasa dahil aym strate­
jiler ge�erli olacakttr. Yani ktsaca s1mrlt tekrarlt oyun, oyuncular arasmda i§birlik�i 
hareketi te§vik etmeyecektir. Bu sonuca zincir-mngaza paradoksu da denir. 

Bu oyunda geriye dogru �1karsama yakla§1m1 strateji profilinin altoyun mtikemmel 
denge oldugunu garanti eder. Diger Nash dengeleri soz konusu olsa da, omegin (her 
zaman, mticadele et, asla girme) gibi, bunlar mtikemmel denge degillerdir. 

Fakat bazen baz1 oyunlarda, oyun sm1rh say1da da oynansa i§birligi soz konusu 
olabilir. Bunun sebepleri gene) olarak �oklu Nash dengelerinin varhgt veya 
belirsizlik olabilir: 

i. <;oklu Nash Dengeleri
Bir G oyunun birden fazla Nash dengesi olsaydt ne olurdu? A§ag1da bu duruma 

uygun bir omek verilmektedir. Periyot uzunlugu T olan stmrh bir tekrarh oyun, 
G(T) , verilsin. A�1k�a G oyununun T periyot boyunca ortaya �1kan Nash dengeleri 
dizisi G(T) oyununun altoyun- mtikemmel dengesidir. Acaba G(T) 'nin altoyun 
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miikemmel dengesinde Nash dengesi olmayan hareketleri destekleycbilir miyiz? 
Tablo 6.2'de verilen oyuna bakahm. 

Y2 
1 .  1 5, 0 0. 0 
0, 5 4 , 4 0 , 0 
0, 0 0, 0 3, 3 

Tablo 6.2 

G oyunu iki piir strateji dengesine sahiptir: (:r: 1 , x2) ve (z 1 ,  z2 ) .  Fakat her iki 
dengeye de pareto-baskm olan (y1 , Y2 ) strateji profili bir Nash dengesi degildir. 
Eger oyun iki kere oynamrsa (G(2)) I .  oyuncu, 2. oyuncunun (y1 , Y2 ) den­
gesini oynamamas1 durumunda (x1 •  x2) 'e  sapacagm1 bel irterek ( 4. 4) sonucunun 
gen;:ekle�mesine imkan vercbilir. Bu durumu daha formel ifade edelim: 

.I _ , .  ' ' ( J 1 ) - { z; , eger h1 
= (y1 , y2 )  

-�; - y, ve s ;  /, -
k · kd. d :r:; , a s1 ta 1r e 

Bu oneriyle olu�an denge bir altoyun miikemmel dengedir �iinkii her iki oyun­
cunun sapma durumunda elde edecekleri (5 + 1 )/2 fayda diizeyi, anla�malan du­
rumundaki ( 4 + :l) /2 denge fayda diizeyinden daha kotiidiir. 

ii. Oyunun ne zaman bitecegine dair belirsizlik 
Diger yandan s1mrh tekrarh bir oyunda geriye dogru �1karsamamn vard1g1 sonu­

cun (yani her periyotta sapma hareketinin) ger�ekle�meyebilecegini gostermenin 
diger bir yolu da, oyunun ne zaman biteceginin beJin.iz oldugu bir durum tasar­
lamaktir. <;iinkii eger oyunun ne zaman bitecegi bil,inmiyorsa o zaman geriye 
dogru �1karsama metodu da kullamlamaz. Bu durumda omegin, s1mrh tekrarh 
Coumot oyununda, firmalar inandmc1 bir �ekilde gelecekte i�birliginden sapma 
olursa birbirlerini cezaland1rma ile tehdit edebilirler. Oyunun her an bitebilecegi 
dii�iiniildiigii i�in cezalandirmanm uygulanmayacag1 ve dolay1s1yla cezaland1rma 
tehdidinin s1mrs1z oyundaki gibi daha gii�lii bir etkide bulunmayacag1 dii�iiniilcbilir. 
Fakat oyunun ne zaman bitecegi belirsizse bu durumda firmalar gelecekteki getir­
ilerini de a�m bir �ekilde iskonto etmeyeceklerdir. Dolay1s1yla i�birlik�i sonu� 
siirdiiriilebilir hale gelebilir. Diger yandan, benzer bir mant1k dahilinde baz1 diger 
belirsizlikler de (omegin firmalann maliyet fonksiyonlanm veya daha genel olarak 
ama� fonksiyonlanm bilmemek gibi) aym sonucu verebilir, yani oyuncular arasmda 
i�birligini siirdiirme olas1hgm1 art1rabilir. 

6.4 S1mrs1z Tekrarh Oyunlar 

Sm1rs1z tekrarh oyunlar, zaman ufkunun smirs1z oldugu, T = oc, ve dolay1s1yla 
oyunculann a�ama oyununu sonsuz kez oynad1klan oyunlardir. S1mrs1z tekrarh 
oyunlann denge kiimesi, bu oyunlara kar�1hk gelen s1mrh tekrarh oyunlardan 
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olduk9a farkhdlf. Bunun nedeni ise bu tiir oyunlar s1mrh bir zaman ufkuna sahip ol­
mad1klanndan dolay1, s1mrs1z zamamn odiillendirme ve cezalandmna politikalanna 
imkan vermesidir. bmegin tekrarh bir Mahkumlar C::1kmaz1 oyunu eger siirekli oy­
nanacak §ekilde modellenirse, bu oyunculann cezalandirma stratejisinin oyunda 
i�birligini saglayacak ve siirdiirecek bir tehdit olarak kullamlmasma imkan verir. 

Smirh tekrarh oyunlarda strateji, T periyodun her birinde neyi yapacag1m ta­
mmlarken, s1mrs1z tekrarh oyunlann stratejilerini belirlemek daha gii9tiir 9iinkii 
tiim olas1 tarihler sonras1 hareketleri belirlemek zorundadlf. Fakat bu hareketlerden 
sonsuz tane vardlf. Bunlardan baz1lanm a§ag1da verelim: 

i .  Her zaman sapma gijsferme stratejisi. Bu strateji her tarihten sonra diger 
oyuncunun ne yapt1gmdan bag1ms1z olarak sapma hareketinde bulunmay1 tavsiye 
eder. Dolay1s1yla tiim t = 0, 1 ,  . . .  i9in s� = D olur. Her iki oyuncunun da her 
periyotta sapma gostermesi, yani (her periyot D, her periyot D), Nash dengesidir 
9iinkii her periyotta D hareketine kar§l en iyi hareket D hareketidir. 

ii. Her zaman i�birliginde bulunma stratejisi. Bu strateji her tarih sonrasmda 
diger oyuncunun ne yapt1gmdan bag1ms1z olarak i§birliginde bulunmay1 tavsiye 
eder. Dolay1s1yla tiim t = 0, 1 ,  . . . i9in s� = C olur. Fakat her iki oyuncunun (her 
periyot C, her periyot C) strateji profili Nash dengesi degildir. C::iinkii diger oyuncu 
her periyot i§birligi stratejisinde kald1gmda sapma gostermek daha rasyoneldir. 

iii. Na if Yavuz st rate Ji. Bu strateji, diger oyuncu i§birliginde bulunurken i§birligini 
fakat diger oyuncu bir kez sapma gosterdi mi bundan sonra hep sapmay1 tavsiye 
eder: { C, eger t = 0 

s; (ht ) = C, eger aj = C, j "I i , T = 0, 1 ,  . . . , t - 1 
D, aksi takdirde 

Bu strateji i9inde affetmeyi bannd1rmayan bir stratejidir, tek bir sapmay1 bile 
sonsuza kadar cezalandmr. Fakat sadece diger oyuncunun sapmalanm cezalandmr. 

iv. Yavuz strateji. Bu strateji ilk periyotta i§birligini ve sonraki her periyotta her 
iki oyuncu da onceki periyotta i�birliginde bulundugu miiddet9e i§birligine devam 
etmeyi tavsiye eder: -{ C, eger t = 0 

s; (ht ) = C, eger aj = (C, C),  j -I i ,  T = 0, 1 ,  . . .  , t - 1  
D, aksi takdirde 

Yukar1daki naif yavuz stratejinin tersine, bu strateji oyuncuyu sadece diger oyun­
cunun sapmalanndan dolay1 degil, kendi sapmalanndan dolay1 da cezalandmr. 

Yavuz stratejiye, Tablo 6. 1 'de verilen Mahkumlar 91krnaz1 oyunu iizerinden 
daha detayh bakahm. 1 .  oyuncunun yavuz stratejiyi oynamay1 ama9lad1gm1 var­
sayahm. Eger 2. oyuncu da boy le oynarsa, sonu9 her periyotta ( C, C) dengesi 
ger9ekle�ir ve (2, 2, . . . ) fayda ak1m1 elde edilir. Oyun sonundaki indirgenmi� fay-
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das1 a§ag1daki gibi olacakttr: 

2 � I  2 2 + 28 + 28 + . . . .  = L.., 8 2 = 
1 - 8 . t=O 

(6.5) 

Eger 2. oyuncu herhangi bir periyotta D hareketini oynarsa bu durumda takip 
eden tiim periyotlarda I .  oyuncu da D hareketini oynar (r;tinkti yavuz strateji I .  
oyuncunun, 2. oyuncunun D ser;imini sert cezalandmnasm1 tetikler) boylece 2. 
oyuncu ir;in de sapmay1 takip eden her periyotta en iyi hareket D' i  oynamakttr. 
Dahas1 eger birinci periyotta D hareketine saparak faydas1m art1rmay1 amar;hyorsa 
bunu da yapabilir. Eger bunu yaparsa, oyun ( ( D, C) , ( D, D) ,  ( D, D) ,  . . .  ) §eklinde 
oynarur ve dolay1s1yla I .  oyuncu (3, 1 ,  1 ,  . . .  ) fayda ak1mm1 elde eder. Yani bir­
inci periyotta 1 birim fazladan kazamr fakat sonraki periyotlarda ise hep 1 birim 
kaybetmeye devam eder. Boyle oynand1gmda oyun sonundaki toplam faydamn 
indirgenmi§ degeri §6yle ifade edilir: 

2 (X) t 8 3( 1 - 8) + 8 3 + 18  + 18 + . . . .  = 3 + E 8 = 3 + 
1 _ 8 = 

1 _ 8 . (6.6) 
l=l 

Dolay1s1yla 1 .  oyuncu ancak a§ag1daki ko§ul ger;erli ise yani i§birliginin faydas1 
sapmanm faydasmdan fazla ise sapma hareketinde bulunmayacakt1r (yani (6.5) ve 
(6.6)'da ifade edilen faydalar kar§Ila§tmhr): 

2 � 3(1 - 8) + 8 

veya 8 � 1 /2 ise yavuz strateji Nash dengesi olacakttr. 
Bu omege devam edelim; 1 .  oyuncu ilk periyotta degil de herhangi bir periyotta 

sapma gosterirse, yani herhangi r E {O, 1 ,  2 . .  } periyodu ir;in ne olduguna bakahm. 
2. oyuncu yavuz stratejiyi izledigi ir;in r + 1 periyodundan i tibaren D hareketinde 
bulunur. Bu ytizden, 1 .  oyuncunun en iyi tepkisi bundan sonra sapma gostermektir, 
yani bundan sonraki her periyotta D hareketini oynamakttr: 

(C, C) , (C, C) , . . .  (C, C) , (D, C) , (D, D), (D, D) ,  (D, D) . . .  

Dolay1s1yla I .  oyuncunun fayda akim1 2, 2 ,  . .  , 2, 3 ,  1 ,  1 . .  . .  §eklindedir. 
Bu durumda 1 .  oyuncunun elde edecegi indirgenmi§ fayda degeri §6yledir: 

2 + 28 + 282 + .. + 28r- l + 31F + 38r+ 1 + . . . 

T- 1  <Xl 
= L 8t .2 + 3.8T + L 8t . 1  

t=O t=r+l 
1 - 8T 8r+ 1 2 + 8T - 2£5T+ l  

= 2. � + 3.8T + 1 .  
1 - 8 = 

1 - 8 

(6.7) 

i§birligini stirdtirecek iskonto oramm bulahm. Bunun ir;in de (6.5) ve (6.7)'de ifade 
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edilen faydalar kar§ila§tmhr: 

Ba§ka bir degi§le iskonto oranm 8 2'. 1 /2 degerleri i�in sapma karh degildir. Bu §U
anlama gelir: Eger oyuncular yeterince sab1rhysa (yani eger 8 2'. 1 /2 ise), her iki
oyuncu i�in (yavuz, yavuz) stratej i  profili Nash dengesidir, dolay1s1yla sonu� Him 
periyotlarda i§birligi yapmaktir. 

v. Simril Cezaland1rma. Bu strateji bag1§lay1c1 strateji olarak da bilinir. Bu
strateji , birinci periyotta i§birligini ve herhangi bir oyuncunun sapmasma kar§ihk 
k periyot kadar sapmay1 (yani k periyot kadar cezaland1rma) fakat daha sonra 
i§birligine donii§ii tavsiye eder; cezalandmna periyodu siiresince ne oldugu ile il­
gilenmez. Eger k = x ise bu yavuz stratej idir fakat eger, omegin k = 3 ise, sm1rh 
cezalandmna soz konudur. Bu oyunu basit bir §ekilde a§amalar halinde de ifade 
edebiliriz: 

I .  a§ama: i§birligi yap ve 2. a§amaya ge� 
2. a§ama: Eger onceki periyotta sapma olmad1ysa, i§birligine devam et ; eger

sapma olursa 3. a§amaya ge� ve periyodu T = 0 'a ayarla. 
3. a§ama: Eger T ::::; k ise, sapma goster, aksi takdirde l .  a§amaya geri don.
K1saca bu misilleme stratej isi, diger oyuncunun davram§tndan bag1ms1z olarak 

cezaland1rma periyodunu sabitler, dolay1s1yla bu periyodun uzunlugunu veri ahyoruz 
(ger�ekte periyodun uzunlugu diger oyuncunun davram§ma da bagh olabilir fakat 
bunu dikkate alm1yoruz). 

Bu durumda dengenin nas1I olu§tuguna yine aym omek iizerinden bakahm. Bu­
rada D hareketini se9en oyuncunun k kadar periyotla cezalandmld1g1 yani s1mrh 
bir §ekilde cezalandmld1g1 bir durum soz konusudur. Eger bir oyuncu bu stratej iyi 
adapte ederse, digerinin de benzer bir stratejiyi adapte etmesi rasyonel midir? 

1 .  oyuncunun smirh cezaland1rma stratejisini takip ettigini varsayahm. Yavuz 
stratejide oldugu gibi, eger 2. oyuncu saparak faydas1m art1rmak istiyorsa bunu ilk 
periyotta sap'\(ak yapabilir. Boylece birinci periyotta D hareketini se9tigini farz 
edelim. Daha sonra I .  oyuncu gelecek k periyodun her birinde, bu periyot boyunca 
2. oyuncunun ne yapt1gmdan bag1ms1z olarak D hareketini se�er. Bu durumda 2.
oyuncu da her periyotta D hareketini oynar. Sapma sonras1 (k + 1 ) .  periyotta l .  
oyuncu tekrar C hareketine kayar ve 2. oyuncu oyunun ba§mdaki durumla tamamen 
aym durumla kar§Ila§ir. 

Eger 2. oyuncu stratejisine bagh kahrsa (yani C oynamaya devam ederse) 
indirgenmi§ faydas1 a§ag1daki gibidir: 

Halbuki yukanda tammland1g1 gibi saparsa, bu periyot boyunca indirgenmi§ fay-
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das1 ise �oyledir: 

k 3 ( 1 - 0) + 0( 1 - ok) 3 + o + 02 + . . .  + ok = 3 + L 01 = 
1 _ 0 

. (6.9) 
t= I 

Eger a§ag1daki ko§ul ge<;erliyse 2. oyuncu faydas1m sapma hareketiyle art1ramaz 
((6.8) ve (6.9)'de ifade edilen fayda diizeyleri kar�1la§tmhr): 

2( 1  - ok+1 ) ;::: 3( 1 - o) + 0( 1 - ok ) .  
Ba§ka bir ifade ile ok+1 - 2o + 1 � 0 durumunda 2 .  oyuncu ir,:in sapma hareketi 
rasyonel degildir. Eger k = 1 ise, o ' nm I 'den kiii,:iik hi<; bir degeri bu e�itsizligi 
saglayamaz. Bu yiizden oyuncular ne kadar sabirs1z olurlarsa olsunlar bir-seferlik 
cezaland1rma sapmay1 vazger,:irecek kadar �iddetli degil demektir. Eger k = 2 
ise e�itsizlik o ;::: 0.62 i<;in saglamr. Eger k = 3 ise, e§itsizlik o = 0.55 i<;in 
saglamr. Dikkat edilecegi gibi , k artt1k9a, o iizerindeki alt smir azalmaktadir ve 
0.5'e yakla�maktadir, yani yavuz stratej ideki duruma yakmla�maktadir. 

Boylece §Unu soyleyebiliriz. Her oyuncunun diger oyuncuyu k periyot kadar 
cezaland1rd1g1 bir strateji <;ifti, iskonto oranmm (o) yeterince yiiksek oldugu ve k ;::: 
2 kadar periyodun oldugu smirs1z tekrarh bir oyunun bir Nash dengesi vardir. Daha 
uzun k periyodu iskonto oram iizerinde daha kiii,:iik bir alt smir saglar. Kisacas1, 
klsa donemli cezaland1rmalar eger oyuncular r,:ok sabirhysa, kar§1hkh istenilir sonu<; 
olan ( C, C) dengesini saglamada etkilidir. 

v. K1sasa k1sas (tit-for-tat). Bu strateji , birinci periyotta i§birligini ve daha sonra 
diger oyuncunun bir onceki periyotta yapt1g1m aynen1yapmay1 tavsiye eder, yani 
sapma hareketinde bulun eger digeri saparsa, i§birligi yap eger digeri i§birliginde 
bulunursa. Bunu da �oyle ifade ederiz: { C, eger t = 0 

si(ht ) = C, eger a�- l = C, j =I- i 
D, aksi takdirde 

Bu strateji en bag1§lay1c1 stratejidir i,:iinkii sapma hareketini sadece bir sapma hareketi 
ile cezalandmr ve diger oyuncu i�birligine dondiigiinde hemen i§birligine geri doner. 

K1sasa klsas (K K) stratejisini kullanan bir oyuncunun altoyundaki davram§I 
altoyunu onceleyen tarihteki son duruma baghdir. Yani her iki oyuncunun da K K 
stratej isini kulland1g1 strateji r,:iftinin bir altoyun miikemmel dengesi oldugunu in­
celemek ii,:in, son sonucun ( C, C), ( C, D), (D,  C), ve (D, D) oldugu tarihleri takip 
eden dort altoyun durumunu dii�iinmemizi gerektirir. 

ilk once ( C, D) sonucu ile olu§an tarihi takip eden altoyunu dii§ilnelim. 2. 
oyuncunun K K stratejisine bagh kald1gm1 varsayahm. Eger I .  oyuncu da bu 
stratejiye bagh kahrsa, sonur,: (D, C) ve ( C, D) arasmda gidip gelir ve fayda ak1m1 
(3, 0, 3, 0, . . .  ) §eklindedir. Dolay1s1yla I .  oyuncunun bu altoyundaki indirgenmi§ 
faydas1 §6yle ifade edilir: 
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3 
3 + 382 + . . . . = 

( 1 - 8) ( 1 + 8) 
(6. 1 0) 

Fakat eger I .  oyuncu altoyunun birinci periyodunda D yerine C hareketini 
se\:seydi ve bundan sonra K K stratejisine bagh kalsayd1, bu durumda altoyunun 
her periyodunda sonu\: ( C, C) olurdu. Boylece I .  oyuncunun indirgenmi§ faydas1 
§6yledir: 

- 2 
2 + 2() + . . . . = 

( 1 - 8) " 
(6. 1 1 ) 

Boyle bir altoyunda K K stratejisinin optimal olmas1 i\:in gerekli ko§ul �u §ekilde 
ifade edilir ((6. 1 0) ve (6. 1 1  )'de ifade edilen fayda dtizeyleri kar§Ila§tmhr): 

Diger yandan, (D, C) sonucu ile biten tarihi takip eden altoyunda, eger her iki 
oyuncu da K K stratejisine sad1k kahrsa so nu\: ( C, D) ve ( D, C) arasmda degi§erek 
ilerler. Bu I .  oyuncuya 3/( 1 - 8) ( 1 + 8) indirgenmi§ fayda dtizeyini saglar (onceki 
durumdaki (D, C) yerine ilk sonucun ( C, D) olduguna dikkat ediniz). Eger I .  
oyuncu altoyunun birinci periyodunda D hareketine saparsa ve bundan sonra K K 
stratejisine sad1k kahrsa, bu durumda her periyottaki sonu\: (D, D) olur; bu da I .  
oyuncuya 1 / ( 1 - 8) indirgenmi� fayday1 saglar. Yani K K stratejisinin I .  oyuncu 
i\:in optimal olmas1 i\:in ihtiya\: duydugumuz ko�ul �oyledir: 

38 
(l + 8) 

� 1 veya 8 � 1 /2. 

Son olarak, (D, D) sonucuyla biten tarihi takiben altoyunda, eger oyuncular 
K K stratejisini takip ederlerse sonu\: (D, D) olur; bu I .  oyuncuya 1 / ( 1  - 8) 
indirgenmi§ fayday1 saglar. Eger 1 .  oyuncu altoyunun birinci periyodunda C 
hl!Vketine kayarsa ve sonra K K stratejisine devam ederse, sonu\: ( C, D) ve (D, C) 
arasmda stirekli degi�ir; bu da I .  oyuncuya 38 / ( 1 - 8) ( 1 + 8) indirgenmi� fay­
day1 saglar. 1 .  oyuncu i\:in K K stratej isinin optimal olmas1 ancak 8 � 1 /2 ise 
mtimktindtir. Ozetlersek �unu soyleyebiliriz: S1mrs1z oynanan Mahkumlar <;1kmaz1 
oyununda ( K K, K K) strateji \:ifti ancak 8 = 1 /2 ise bir altoyun mtikemmel 
dengedir. Fakat herhangi bir iskonto oranmda, (K K, K K) strateji \:iftinin altoyun 
mtikemmel denge olmas1 oyunculann fayda dtizeylerine baghdlf. 

6.5 S1mrs1z Tekrarh Oyun Uygulamalan 

6.5.1 Tekrarh Cournot Oyunu 

Daha once ii\: klasik oligopol modeline bakrm�t1k (Coumot, Bertrand ve 
Stackelberg). Her modelin tahmin edilen sonucu ya Nash dengesi ya da altoyun 
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mtikemmel Nash dengesidir. Bu ti� modelde de dengc pareto etkin degildir. Oysa 
firmalar arasmda etkin bir i�birligiyle ttim firmalar daha fazla kar edebilirler. Fakat 
problem, her firma i�in bu i�birligini stirdtirecek inandmc1 ve baglay1c1 anla§malan 
bulmanm gti� olmas1dtr. <;tinkti en azmdan i�birligi i�indeki firmalann bir altktimesi 
bu i§birliginden sapma motivasyonuna sahip olacakttr. Bu ytizden oligopol yap1Iarm 
analizini yaparken stirekli etkile§im i�inde olan firmalann birlikte hareket etme 
yani i§birligi yapma olas1hgma bakmak gerekir. Bunun i�in de oligopol piyasalann 
tekrarh oyunlar olarak dti§tintilmesine ihtiya<; vardtr. 

Daha once de ifade ettigimiz gibi, smtrs1z tekrarh oyunlarda firmalar diger 
firmalan belirli hareketlere yonlendirmek i<;in cezaland1rma stratejileri uygulaya­
bilirler. <;unkti tekrarh oyunlarda firmalar, eger a�1k veya orttilii bir anla§may1 ihlal 
ederlerse, birbirlerini cezaland1rabilirler. brnegin eger bir firma �1kt1 dtizeyini 
artmrsa, diger firmalar da missilemeye giderek, yani kendi �1kt1 dtizeylerini artlfarak, 
ttim firmalarm daha kotti bir duruma dti§melerine neden olabilirler. Firmalarm 
izleyecegi bu cezaland1rma stratejisi yeterince sertse, firmalar gontillti olarak an­
la§may1 stirdtireceklerdir. 

Firmalann cezaland1rma stratejilerinden biri, daha once gordtigtimtiz yavuz 
stratejidir. Hat1rlarsamz yavuz strateji herhangi bir oyuncunun belirli bir hareketi 
sonras1, oyundaki diger ttim oyunculann hareketlerini tamamen degi§tirmelerine 
neden olmasm1 tammlayan bir stratejidir. Yani yavuz strateji ile birlikte bir oyuncu 
eger anla§ilan sonu�tan saparsa, sonsuz bir cezaland1rma ile kar§I kar§iya kala­
cakttr. Dolay1s1yla i§birligi ancak firmalar stirekli etkile§im i<;indeyseler ve yavuz 
strateji izlerlerse stirdtirtilebilir. 

Yavuz stratejinin firmalan i§birligine nasil yonlendirdigini anlamak i�in Coumot 
I 

modeline spesifik bir yavuz stratejisi uygulayahm. Her firmanm en ytiksek kan 
her firmamn birlikte tekel gibi davranmalanyla ortaya <;1kar. Bu aym zamanda 
pareto etkin durumdur. Her firmanm aralannda monopol kan payla§mak tizere 
anla§t1klarm1 varsayahm. Eger firmalar karlanm maksimize edecek bir �1kt1 kom­
binasyonu tizerinde anla§may1 istiyorlarsa, a§ag1daki yavuz stratejiyi uygulayacak­
lard1r: 

Birinci periyottaki tekel pkt1 diizeyinde iiretim yap ve eger diger firma da 
germi�te bu �ekilde iiretmeye devam ederse bijy[e iiretmeye devam et. Aksi takdirde 
Cournot-Nash r1kll diizeyinde iiretim yap. 

Yani firmalar tekel dtizeyinde tiretim yapacaklar fakat buna uyulmamas1 duru­
munda, tehdit olarak bundan sonra stirekli her periyotta Coumot-Nash dtizeyinde 
tiretimlerini stirdtireceklerdir. Bu i§birligi sonucunun altoyun mtikemmel Nash 
dengesi olabilmesi i<;in hem soz vermenin hem de cezaland1rmanm inandmc1 
olmas1 gerekir. Tehdit olarak sunulan cezaland1rmanm inandmc1 olmas1 i<;in sap­
madan sonra oyuncunun Nash dengesinde tiretim yapmasmm rasyonel olmas1 
gerekir. Soztin inandmc1 olmas1 i<;in de i§birligini stirdtirme durumunda elde edilen 
kann §imdiki degeri, ondan sapilmas1 durumunda elde edilen kann §imdiki 
degerinden daha fazla olmahdir. 

Eger firmalar i§birligine devam ediyorlarsa her firmanm kan, her periyotta 
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tekel kannm yans1d1r, 7rm /2. Firmanm si.irekli i�birligi yapmas1 durumunda kannm 
§imdiki degeri �oyle ifade edilir: 

oo m l m vm = L:: Jt 7r
2 

= 
i - c5 

7r
2 . 

1=0 

Fakat eger bir finna i§birlik<ri sonuirtan sapma gosterirse, ilk periyottaki (0 
periyodu) kan 7rd di.izeyine e�it olacaktir. Sonraki periyotlarda ise kazanc1 Coumot­
Nash kar di.izeyi, 7r'" , olacaktir. Bu ytizden sapma sonras1 indirgenmi� toplam kar 
di.izeyi, birinci periyotta sapmadan dolay1 elde ettigi kiir, 7rd, ve bundan sonra sap­
madan dolay1 cezalandmlmas1 ile her periyotta olu§an Coumot-Nash kiir di.izeyle­
rinin, 7rc, �imdiki degerlerinin toplammdan olu�ur: 

Yavuz stratej isinin Nash dengesi olmas1 iirin V"' > vd kO§Ulunun gerirekle§mesi 
gerekir. Yani i§birligini si.irdi.innek iirin bu gerekli ko§ulu daha air1k bir §ekilde 
yazahm: 

l 7rm d J c -- - > 7r + --Jr .  
1 - J 2 - 1 - J  

Ba§ka bir degi§le iskonto oram a�ag1daki ko�ulu saglarsa i§birligini si.irdi.irmek 
rasyoneldir: 

(6. 1 2) 

Bu e§itsizlik 0 ile 1 arasmdadir, <ri.inki.i 7rd > .,..:; > 7rc. Sonuir olarak eger iskonto 
oram ( J) , ( 6. 1 2)' deki ifadenin sagmdaki degerden daha bi.iyi.ikse i§birliginde bulun­
mak yani tekel gibi davranmak rasyoneldir, dolay1s1yla yavuz strateji Nash denge­
sidir. 

Bu omegi daha somut bir piyasa yap1s1 i.izerinden tart1§ahm. 6megin, ters talep 
fonksiyonu p = a- ( q1 +q2) ve marj inal maliyet c = 0 §eklinde olsun. Bu durumda 
basitire tekel i.iretim dtizeyinin qr = q2' = a/4, tekel fiyat dilzeyinin pm = a/2 , 
ve her firmamn tekel kiir dilzeylerinin 7rr = 7r!J' = a2 /8 oldugunu gorebiliriz. 

� imdi de sapma durumuna bakahm. Bunun iirinde ilk sapma sirasmdaki kar 
diizeyi ile Coumot-Nash dengesindeki kar dilzeylerini bulahm. Coumot-Nash den­
gesinde firmalarm ilretim, fiyat ve kar dilzeyleri s1ras1yla §6yledir: q'J. = q2 = 
a/3; pc = a/3 ve 7r] = 7r2 = a2 /9. 

Burada problem, sapma durumunda elde edilen ilk kiir dilzeyinin nasll bulu­
nacag1dir. Bunun iirin I .  firmanm sapmada bulundugu, 2. finnamn ise i§birligine 
devam ettigini varsay1yoruz. Yani I .  finna, 2. finnanm i§birliginde oldugunu 
dil§ilnilp (yani 2. finnamn tekel durumundaki qm = a/4 dilzeyinde ilretim ya­
pacag1m dil§ilnilr ve bunu veri ahr) kanm maksimize eden miktar dilzeyini seirer. 
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Bu durumda 1 .  firmanm kiin �oyledir: 

Kan maksimize eden 91kt1 diizeyi ,  yukandaki kiir fonksiyonunun birinci dereceden 
ko§ulunu saglayan 91kt1 diizeyidir: 

ant 3a d d 3a 
-d = - - 2ql = () =} fJ1 = - . a� 4 s 

Boylece ilk sapma durumunda I .  firmamn kiin, nt = 9a2 /64 olarak bulunur. 
Dolay1s1yla sapma sonras1 indirgenmi� toplam kiir diizeyi §Oyledir: 

d d Loo ;:t c 9a2 a2 0 
v = 7r + (J 7r1 = - + - -- . I l=l 64 9 1 - 0 

Diger yandan her firmanm tekel durumunda her periyotta elde ettigi kiir n! 
n;,n = a2 /8 oldugundan indirgenmi� kiir diizeyi de a§ag1daki gibidir: 

vm = �oo otnm = a2 
_1_ . 

L..,t=O l 8 1 - 6 
Yavuz stratejinin Nash dengesi olabilmesi i9in her firma i9in vm > vd kO§Ulunun 

saglanmas1 gerekir, yani 

Buradan 91kan sonu9 6 > 9 /l 7'dir. Yani yavuz strateji Nash dengesi i9in 
gerekli iskonto orammn diizeyi yakla§tk olarak l /2'den biiyiik olmahdtr. Bu da 
klsaca firmalar arasmdaki i§birliginin ancak iskonto oram yeterince biiyiikse ge9erli 
olacag1 anlamma gelir. Bu ko§ul saglandtgmda, sonu9 kendisini ger9ekle�tiren bir 
sonu9tur. Her firma, diger firmanm yavuz stratejiyi adapte edecegini dii§iineceginden 
i§birlik9i durumu siirdi.irecektir. 

� imdi buradaki tartt§may1 iskonto oram etrafmda siirdiirelim. Eger iskonto 
oram, o, i§birlik9i durumu siirdiirecek durumdan daha kii9iikse iki olas1hk ortaya 
91kmaktadtr: 

(i) Birinci durum, firmalann daha onceki yavuz stratej isindeki cezalandtrmamn 
kar§tltgt olan Cournot-Nash dengesini sonsuza kadar devam ettirmeleridir. Fakat 
firmalarm iskonto oram stfir olmad1g1 mi.iddet9e, Cournot-Nash sonucundan daha 
yiiksek kiirlar verecek siirdiirebilir i�birlik9i sonu9lar her zaman miirnkiindiir. Bu 
olast sonu9lardan birinde, firmalann en yiiksek kiin alacaklan simetrik bir sonu9 
iizerinde anla�malan miirnkiindiir. Fakat eger iskonto oram stfirsa, firmalar sadece 
�imdiki kiirla ilgilenirler ve bu yiizden oyun bir seferlik oyuna donii§iir. Dolay1s1yla 
tek altoyun mi.ikemmel denge her periyotta oynanan Coumot-Nash dengesidir. 

(ii) Diger altematif durum, cezalandtrmanm tehdidini daha da sert hale 
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getinnektir. bnerilen yavuz stratej i ile si.irdi.iri.ilebilir altematif bir i�birlikc,:i c,:1kt1 
i.izerinden anla�mak yerine finnalar, altematif bir yavuz stratej isi onerisinde bu­
lunabilirler. Bu altematif yavuz strateji , istenilen sonucu si.irdi.irmek ic,:in sapmay1 
daha fazla cezaland1rabilir. Bu oneriyle ilgili problem ise bu modelde daha sert ve 
si.irekli cezalandirmay1 kabul eden yavuz stratejinin inandmc1hgmm azalmas1du. 
Yani bir yavuz stratejinin inandmc1 olmas1 ic,:in, dayatlian cezamn cezaland1ran 
firmanm tepki fonksiyonu ic,:inde yer almas1d1r. Fakat diger firma her zaman kendi 
kar di.izeyini maksimize etmeye c,:ah�t1gmdan, ceza aym zamanda bu firmanm da 
tepki fonksiyonunda yer alacakt1r. Diger firmamn yavuz stratejisi veriyken tek 
inandmc1 ceza, a�ama oyununda Nash dengesidir. 

bmegin, bir cezalanduma stratejisi �oyle olabilir: Her firma sapma hareketinde 
bulunan firmalan tammlanan cezalarla cezaland1racaktu. Ti.im finnalar cezalanduma 
stratejisini izlediklerinde, firmalar i�birlikc,:i duruma tekrar donerler. Bu, havuc,:tur. 
Fakat firmalar tammlanan cezalan uygulamad1klannda (bu kuraldan sapma goste­
rirlerse) kendileri de cezalandmlacaklardu. Bu da sopadu. Yani anla�maya uy­
mayan firmay1 cezalandumayan firmalar cezalandmhr. Bu strateji bu yi.izden fir­
malara, diger firmalan daha fazla cezalanduma motivasyonu verir. Sonuc,: olarak 
cezaland1nnanm kendisi art1k Coumot-Nash olmak zorunda degildir. Boylece daha 
kat1 cezalanduma inandmc1 hale gelir c,:i.inki.i ti.im firmalar kendilerinin cezalan­
dmlmamas1 ic,:in cezaland1rma yoluna gideceklerdir. Daha sert bir cezalandumanm 
inandmc1 olmas1 ile istenilen i�birlikc,:i sonuc,: daha ki.ic,:i.ik iskonto faktorleri ic,:in 
dahi si.irdi.iri.ilebilir hale gelir. 

Bu sonuca gore finnalar gelecegi bi.iyi.ik oranda bugi.ine indirgemiyorlarsa (is­
konto etmiyorlarsa) ve uygun cezaland1nna stratejileri adapte ediyorlarsa her za­
man bir altoyun mi.ikemmel Nash dengesi vardu. Bu ozi.i itibariyle Folk teoremidir. 
Bu teoremi a�ag1da daha detayh tart1�acag1z. 

6.5.2 Tekrarh Bertrand Oyunu 

iki finnah smus1z tekrarh bir Bertrand rekabetinde, finnalar pm tekel fiyatmda 
anla�ularsa olu�acak tekel kiirm, 7r

m
, e�it �ekilde payla�Ild1gm1 varsayahm. Bu 

durumda toplam tekel kan a�ag1daki kar fonksiyonunu maksimize eden pm fiyat1 
ile elde edilir: 

7r
m = max(p - c)Q(p) , 

p::=:o 
burada c marjinal maliyet, Q( · ) talep fonksiyonudur. 

Bu oyunda da yavuz strateji :  t = 0 periyondundan itibaren eger hie,: sapma 
olmazsa i�birligine devam, yani pm fiyatm1 uygulamaya devam, fakat bundan bir 
kez sap1ld1 mi sonrasmda herkesin Bertrand rekabetine geri donmesidir. Sapmadan 
sonra her finna fiyatm1 marjinal maliyete e�itler, p = c. 

i�birligine uyulmas1 durumunda her firmamn her periyotta elde edebilecegi kar, 
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7rm /2 olur. Dolay1s1yla indirgenmi§ toplam kar §U §ekildedir: 

Fakat i§birliginden sap1ld1gmda (diger firmanm anla�maya sad1k kald1gm1 
dii§iiniiyoruz), fiyatm1 �ok az indirerek bunu yapabilir, elde edilen kar ise sadece 
sapma periyodundaki toplam kardir, 7rm. Bu durumda yavuz stratejinin i§birligini 
te§vik etmesi i�in §U ko§ul gereklidir: 

Bu da c5 � 1 /2 ise ge�erlidir. 

1 71""' 
7rm < -- - . 

- 1 - 8 2 

Rotemberg ve Saloner ( 1 986) tekrarh Bertrand modelini biraz degi§tirip 
ekonomideki dalgalanmalan da (yiiksek ve dii§iik talep) dahil ettikleri bir model 
geli§tirdiler. Bu modelin kurgusu basit�e a§ag1daki gibidir: 

i. Her periyotta talep yiiksek veya dti§tik olabilir. Firmalar ilk periyotta talebin 
ytiksek veya dti§iik oldugunu bilirlerken sonraki periyotlarda talep dtizeyini 
bilmemektedirler. Bildikleri tek §ey; sonraki her periyotta p olas1hkla ytiksek talep, 
1 

-
p olas1hkla da dti§tik talep olacag1dir. Her iki durumda da kan maksimize eden 

fiyatlar Ptn ve pf: §eklindedir ve buna kar§ihk gelen kar diizeyleri ise 71"1" < 7rh'"dir. 
ii. En iyi denge yine firmalarm birlikte hareket etmeleri, yani her periyotta tekel 

gibi davramp, buna uygun tekel fiyat1 uygulamaland1r. �imdi denge patikasmdaki 
iki tip tarihi kontrol edebiliriz, yani talebin yiiksek oldugu ve talebin dti§tik oldugu 
tarihler. / 

i i i .  Yiiksek-talep bilgi ktimesinde a§ag1daki durum,ge�erli olmak zorundadir: 

(6. 1 3) 

(6. 1 3) ifadesinin sag tarafi i§birligi siirecinde beklenen kan gostermektedir. Burada 
ilk periyotta talebin yiiksek talep oldugu biliniyorken, daha sonraki periyotlann 
ise yiiksek ve dii§tik talepli olduklan bilinmemektedir. Bu durumda sag taraftaki 
ikinci terim (ko§eli parantez i�indeki deger), I .  periyot sonras1 periyot ba§ma dii§en 
beklenen kan gostermektedir. 

Benzer olarak dti�iik-talep bilgi kiimesinde ise a§ag1daki ko§ul ge�erli olmahd1r: 

71"711 < _l_ + -- p--1!... + ( 1  - p) -
l
- . 

71""' 8 [ 7rm 7rm ] 
l - 2 1 - 8  2 2 

(6. 1 4) 

Buradan ilk ko§ulun ((6. 1 3)), ikinci ko§ulu ((6. 14  )) ima ettigini gorebiliriz. 
<;iinkii sapma motivasyonu ve rakip firmamn altmda fiyat uygulamak ytiksek talep 
durumunda daha fazlad!f. Dolay1s1yla sadece (6. 1 3) ko§ulundan e§ik iskonto oramm, 
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8*, bulabiliriz: 
m 8* r�-"' ( 1 ) m] 7r1i = 

1 - O* IY" h + - p 7r1 . 

Cebirsel i§lemler sonucunda �unu elde ederiz: 

o* = 7r/:' 
(6. I 5) 

( 7r/:' + 7r!" )  + p( 7r/:' - 7rj" ) 
Yukanda (6. l 5)'te ifade edilen denklemde e�ik iskonto orammn, 8* > 1 /2 

oldugu gori.iliir (dikkat edilirse 7rh' = 7r[" iken 8* = 1/2 olur, dolay1s1yla 7rh' > 
7r/" iken o* > 1 /2 olur) . Bu e§ik iskonto oranmdan daha biiyiik istonto oranlannda, 
o > o• > 1 /2, i§birligini siirdiirmek rasyoneldir. Ktsaca i§birligini siirdiinnek 
ekonominin geni�leme donemlerinde daha zordur ve ancak 0 > o* > 1 /2 duru­
munda korunabilir. Fakat iskonto orammn ara degerlerinde de, o* > o > 1 /2, eger 
finnalar yiiksek talep durumunda tekel fiyatmm altmda bir fiyat uygulayabilirlerse 
yine de bir tiir i�birligi siirdiiri.ilebilir. Sezgisel olarak, bu durumda yiiksek talebin 
oldugu bir konjonktiirde sapma motivasyonu bir olc;iide azalabilir. 

6.5.3 Etkin Ucret 

Shapiro ve Stiglitz ( 1 984), finnalann c;ah�ttrdtklan i§c;ilerin verimliligini 
art1nnak ic;in onlara yiiksek iicret teklifinde bulunduklan, fakat i�ten kaytannalan 
durumunda da onlan i§ten att1klan dinamik bir model kurdular. Biz de bu modelin 
tekrarh oyun versiyonunu Gibbons ( 1 992)'den derledik. 

G( - )  gibi bir a§ama oyununa sahip oldugumuzu dii§iinelim. Bu G( · ) a�ama 
oyununda, ilk olarak, finna i§c;iye bir iicret teklifinde bulunmaktadtr. Eger i��i 
bu iicret teklifini kabul ederse w kadar iicret almaktadtr, fakat reddderse i�c;inin 
d1§andaki opsiyonu 'JQ kadardtr. Eger i§�i teklifi kabul ederse, ya emegini arz ede­
cek, ki bu bir maliyettir i�c;i ac;1smdan �iinkii e kadar c;aba gostennesi gerekecek, ya 
da i§ten kaytaracakttr (i��i i�in bu, �aba gostennekten daha iyidir). Firma i§c;inin bu 
karanm (�ah�ma ve kaytanna) gozlemleyemiyor fakat iiretim diizeyi hem i��i hem 
de firma tarafmdan gozlemlenebilir. Basit olmast a�1smdan 91kt1 diizeyini yiiksek 
ve dii�iik gibi iki duruma indirelim. Dii�iik �1kt1 diizeyini s1firla normalize ede­
lim ve yiiksek 91kt1 diizeyini ise y > 0 ile ifade edel im. Eger i�c;i c;aba gosterirse, 
�1kt1 diizeyi kesinlikle yiiksek olmaktadtr, fakat eger i§�i kaytanrsa �1kt1 diizeyi p 
olas1hkla yiiksek, 1 - p olas1hkla dii§iik olmaktad1r. Yani bu modelde dii§iik �1kt1 
diizeyi tam olarak kaytanld1g1 anlamma gelmemektedir. 

Finnanm kazanc1, iirettigi �1kt1 diizeyinden yapt1g1 Odemenin yani iicretin �1-
kanlmas1yla elde edilirken, y - w, i§c;inin kazancm1 ise ald1g1 iicretten harcad1g1 
9abay1 91kararak bulabiliriz, w - c. Eger i��i kaytanrsa, bu e = 0 demektir ve 
eger �1kt1 diizeyi dii§iikse bu da y = 0 demektir. Diger yandan, ilave olarak §U 
varsay1mlarda bulunuyoruz: finnanm i§c;iyi �ah§t1nnas1 ve i��inin emek arz etmesi 
etkin bir durum yarattr; ve i§c;inin dt�andaki opsiyonu istihdam edilmesi ve kaytar­
masmdan daha iyidir, ktsaca y - e > 'JQ > py. 
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Bu sonsuz tekrarh oyundaki temel mant1k, i§<riyc di§artdaki iicretten, :!Q, daha 
fazlasm1 vererek <raba gostcrmcsini te§vik etmek ve cgcr <r1kt1 diizeyi dii§iikse i§<riyi 
i§ten atarak kaybedecegi gctiriylc tehdit etmekten ibarettir. Biz de a§ag1da baz1 
parametre degerlcri i<rin, i§<rinin <raba gostermesini saglayacak daha yiiksek bir 
iicret oldugunu (iicret primi) gostermeye <rah�acag1z. 

Smirs1z tekrarh oyunda a§ag1daki stratejileri dii�iinelim. Bunun i<rin de �oyle 
bir senaryo yazabiliriz. i§<rinin d1�andaki opsiyonundan daha yiiksek bir iicret 
belirledigimizi varsayahm, w* > :!Q. Oyunun tarihi yiiksek <r1kt1 oldugu miiddet<re. 
yani bir onceki <r1kt1 diizeyi yiiksek oldugu miiddet<re, w = w* iicret diizeyi teklif 
edilecektir aksi takdirde, yani dii§iik <r1kt1 diizeyi ger<rekle�irse bu durumda w = 0 
(i�ten at1hyor) teklifinde bulunacaktir. i�9inin stratejisi ise : Eger w > '.!!'. ise teklifi 
kabul et (aksi takdirde d1�ar1daki opsiyonu sc9, yani N) ve 9aba goster eger oyunun 
tarihi yiiksek 91kt1 ise, aksi takdirde kaytar. 

Firmamn stratejisi daha once ifade ettigimiz yavuz stratejisine benzemektedir: 
bnceki durum i�birligi ise i§birligine devam edilir fakat eger i�birliginden bir kez 
sap1hrsa bundan sonra i§birliginden tamamen sap1hr. i§9inin de stratejisi yavuz 
stratejisine benzemektedir. Fakat durum burada biraz farkhdir 9iinkii bu ard1sal 
oyunda ikinci olarak hareket eden i�9idir. E�-anh a§ama oyununa dayanan tekrarh 
bir oyunda sapmalar ancak a�amanm sonunda belirlenir. Fakat a§amanm ard1sal 
hareketli oldugu tekrarh bir oyunda, birinci oyuncunun sapmas1 a�ama 
s1rasmda belli olur. Eger tiim onceki tarih i§birlik9i ise, i�9inin stratejisi i�birlik9i 
oynamaktir fakat firmamn sapmasma da optimal olarak tepki verir, yani eger w =J. 
w* fakat w ;:::: N ise, i§9i firmanm teklifini kabul eder fakat kaytar1r. Bu stratejiler 
altmda, §imdi altoyun miikemmel Nash dengesini bul�1m. 

Firmanm birinci periyotta w* teklif ettigini varsayahm. Finnanm bu strate­
jisini veri ald1g1m1zda, i�9i i9in bunu kabul etmek rasyoneldir. Eger i§9i 9aba 
gosterirse, bu durumda kesin olarak �unu biliyoruz: Oretim diizeyi yiiksek ola­
cakttr. Boylece finna tekrar w* teklifinde bulunacak ve gelecek periyotta i§9i yine 
aym emek arz1 problemiyle kar§1la�acakt1r. Yani eger i§9inin emegini arz etmesi 
optimal ise, i§9inin getirisinin �imdiki degeri §Udur: 

veya 

Ve = (w* - e ) + 6Ve 

V: _ (w* - e) 
e - 1 - J ' 

burada Ve deger fonksiyonudur (dinamik programlamadan hatirlaym1z). 
�imdi de i§9inin kaytard1g1 duruma bakahm. i�9i p olas1hkla yiiksek 91kt1 

diizeyini iiretirse, gelecek donern de aym ernek-am problemiyle kar�1la§tr. Fakat 
eger 1 - p olas1hkla dii�iik 91kt1 diizeyinde iiretirn yaparsa, finna bundan sonra hep 
w = 0 teklifinde bulunur. Bu yiizden de i§9i bundan sonra dt§andaki opsiyonunu 
kullamr, yani N ahr. i�9i i9in kaytannak optimal ise, elde edecegi getirinin bekle-
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nen degeri, V" (yani kaytarmas1 durumunda deger fonksiyonu) §Udur:

veya 

v, = w* + 8 
{

pv, + ( 1  - p) 
1 = 8 } 

Vs = [( 1  - 8)w* + 8 ( 1  - p)
1Q] /( 1  - 8p) ( l - 8) .

Eger Ve > V, ise i§9inin 9aba gostermesi optimaldir. Bu ko§ulu daha a91k
§ekilde i fade edelim:

• l - p8 ( 1 - 8 ) 
w 2: 1!!. + 8(1  - p) e = 1!!. + 1 + 

8(1  - p) e
. (6. 1 6) 

Buna gore, (6. 1 6) denkleminden de gori.ilecegi gibi, firma i§9iyi 9aba gostermeye 
te§vik etmek i9in fazladan verecegi miktar (ticret primi) ( 1  - p8)e/8( l - p) 

olmahdlf. Dogal olarak, eger p bire yakm olursa yani i§9inin kaytarmas1 iyi goz­
lemlenemiyorsa, ticret primi son derece ytiksek olacakur. Fakat p = 0 ise bu du­
rumda i§9inin 9aba gostermesi ancak w* 2: 1!!. + ( 1 /8)e ise ge9erli olur.

Eger (6. 1 6) ge9erliyse, i§9inin stratej isi firmamn stratejisine en iyi tepkidir. 
i§9inin bu stratej isi veri almdtgmda, firmamn birinci periyottaki problemi §U iki 
durum arasmda se9im yapmaktlf: (i) w = w* ticretini Odeyerek i§9inin 9ah§masm1
motive etmek ve dti§tik 91kt1 tiretmesi durumunda da i§ten 91kararak 9aba gostermesine 
motivasyon kazandlfmak ve boylece her periyotta y - w* getirisini elde etmek ve
(ii) w = 0 ticretini odemek, boylece i§9iyi dt§andaki opsiyonuna yonlendirmek
ve her periyotta stfir getiri elde etmek. K1saca firmamn stratejisi a§ag1daki ko§ul 
sagland1gmda i§9iye verdigi en iyi-tepkidir: 

y - w* 2: 0. (6. 1 7) 

Hat1rlamrsa y - e > 1!!. oldugunu varsaymi§ttk (yani i§9i i9in istihdam edilmek
ve 9aba gostermek etkin bir durumdur). Eger bu stratejiler altoyun mtikemmel Nash 
dengesi ise daha fazlasma ihtiyac1m1z var; (6. 1 6) ve (6. 17) §U sonucu ima eder: 

1 - 8 
y

- e 2'. 1!!. + 8 ( 1 - p) e.

Eger (6. 1 6) ve (6. 1 7) saglamrsa, tammlanan stratejiler Nash dengesidir. Bu 
stratejilerin altoyun mtikemmel Nash dengesi oldugunu gostermek i9in, bu oyun­
daki altoyunlann ne olduguna bakmahy1z. Hatlflanacag1 gibi, bir a§ama-oyunu 
e§ anh hareketlere sahiptir ve tekrarh oyunun altoyunlan tekrarh oyunun a§amalan 
arasmda ger9ekle§ir. Fakat buradaki ard1sal hareket a§ama oyununu dti§tintirsek, al­
toyunlar sadece a§amalar arasmda ba§lamaz, aym zamanda a§ama i9inde de ba§lar, 
yani i§9i firmamn ticret teklifini gozlemledikten sonra ba§lar. Oyunculann strateji­
leri veri ahnd1gmda, altoyunlan iki smtfa ay1rabiliriz: Ytiksek-ticret, ytiksek-91kt1 
tarihinden sonra ba§layanlar ve diger ttim tarihlerden sonra ba§layanlar. Daha 
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once gosterildigi gibi , oyunculann stratejilerinin ilk tarihi verildiginde (yi.iksek­
i.icret, yi.iksek c;:1kt1 tarihi) Nash dengesinin oldugu gosterildi. Bunun diger tarih 
ic;:in de yapilmas1 gerekir: i�c;:i hie;: c;:aba gostermediginde, firma i�c;:iyi d1�andaki op­
siyonunu kullanmas1 yoni.inde te�vik etmelidir; firma sonraki her a�amada w = 0 
teklif edeceginden, i�c;:i bu a�amada �aba gostermeyecektir ve �u anki teklifi ancak 
w > ill ise kabul etmelidir. 

Bu dengede i��inin d1�andaki opsiyonunu kullanmas1 art1k kahc1d1r: Eger i��i 
kaytanrken yakalamrsa, firma bundan sonra hep w = O teklifinde bulunacaktir. 
Eger firma w = w • teklifinden bir kez saparsa, i��i as la tekrar �aba gostermeyecektir 
ve dolay1s1yla firma i��iyi istihdam etmeyi ba�aramayacaktir. 

6.5.4 Uriin Kalitesi Oyunu 

Bir sat1c1 iki durum arasmda bir se�im yapmak zorundadir: Yi.iksek kaliteli fakat 
yi.iksek maliyetli bir mal i.iretmek veya di.i�i.ik kaliteli fakat di.i�i.ik maliyetli bir 
mal i.iretmek. Tekrarh bir oyun olarak di.i�i.ini.ilen bu oyunda ahc1 ve sat1c1 si.irekli 
etkile�im halindedir. Sat1c1 her periyotta satacag1 maim kalitesini belirler. Eger 
s1mrh bir oyun olsayd1 Zincir-magaza ve Mahkumlar <;1kmaz1 oyunlannda oldugu 
gibi, ahc1 ile her kar�1la�masmda sat1c1 tek seferlik bir oyunda oldugu gibi firmamn 
zay1f baskm stratejisi olan kalitesiz mal i.iretecektir. Yani son periyodun sonucu 
oncekilerden bag1ms1z olacaktir. Boylece firma di.i�i.ik kalitede i.iretmeyi se�ecektir. 
Bu durum ilk periyoda kadar ta�macaktir. 

Eger oyun s1mrs1z bir �ekilde oynansayd1, zincir-magaza paradoksu dedigimiz 
durum uygulanamaz hale gelir ve Folk teorerninin soyledigi gibi dengede geni� bir 
sonu� ki.imesi gozlemlenebilir hale gelirdi. / 

Bu modelde sonsuz say1da potansiyel firma ve ah�1 soz konusudur. Endojen 
say1da n tane firma piyasaya Z sabit maliyetiyle girme karan verir. Girmeye karar 
veren firma ya yi.iksek ya da di.i�i.ik kalitede i.iretim yapar. Fakat bu se�im ahcilar 
tarafmdan gozlemlenemez. Firma yi.iksek kaliteli mal i.iretmeye karar verdiginde, 
bunun marjinal maliyeti sabittir, c, fakat di.i�i.ik kalitede ma! i.irettiginde bunun mar­
j inal maliyeti ise O'dir (normalize ediyoruz, dolay1s1yla fazladan bir ba�ka parame­
tre ile ilgilenmekten kurtuluruz). Son olarak firma i.irettigi mal i�in bir fiyat, p, 

belirler. 
Ti.iketiciler hangi firmadan mah alacaklanna karar verir. Eger ti.iketiciler 

firmalar arasmda kay1ts1zlarsa, firmalar arasmda rassal se�im yaparlar. Burada i 
firmasmdan ahnan miktan q; ile gosteriyoruz. Ti.iketiciler maim kalitesini ancak 
satm ald1klan periyotta gozlemleyebiliyorlar. 

Ti.iketicinin di.i�i.ik kaliteli maldan elde ettigi fayda s1firdir. Ti.iketicilerin yi.iksek 
kaliteli olduguna inand1klan maldan almay1 istedikleri miktar ise q = L:;�=I q; 'dir. 
Talep fonksiyonu azalan bir fonksiyondur, yani dq/dp < 0 �ek.lindedir. Eger bir 
firma piyasa d1�mda kahrsa, kan s1fird1r. Eger i firmas1 piyasaya girerse sabit 
maliyetle kar�la�maktadir, bu da -Z kadardir. Eger di.i�i.ik kaliteli mal i.iretirse 
periyot sonunda firmanm kan q;p, fakat yi.iksek kaliteli mal i.iretirse kan q; (p - c) 
olur. iskonto oram ise 6 2: 0 ile gosterilir. 
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Eger ilgimizi piir stratejilerle sm1rlandmrsak, piyasada iki sonui; soz konusudur: 
Dii§iik kaliteli ve yiiksek kaliteli mal iiretmek. Eger iskonto oram i;ok dii§iikse 
dii§iik kalitede iiretim yapmak her zaman bir denge olabilir (yani sadece bugiin 
6nemliyse). Fakat eger iskonto oram yiiksekse, yiiksek kalitede iiretim yapmak 
da bir denge olabilir. Ast! ilgilendigimiz nokta da bu son noktadIT. �imdi buna 
bakahm. 

Bir firmanm yiiksek kalitede mal iiretmesinin ko§ulu, yiiksek kalitede mal 
iiretmesi durumunda elde edecegi indirgenmi§ kar diizeyinin dii§iik kaliteli mal 
iiretmesi durumunda elde edecegi indirgenmi§ kar diizeyinden fazla olmas1d1r. Dii­
§iik kaliteli mal iiretmesi durumunda firma bir sefere mahsus olarak bir kar elde 
edecek fakat sonraki periyotlarda gelecek tiim karlardan mahrum kalacakt1r (dii§iik 
kaliteli mal iirettigi ii;in kimse art1k kendisinden mal almayacaktIT). Bu durum 
a§ag1daki ili§kide gosterilmektedir: 

8 8QiP S:: l _ 8Qi (P - c) .  (6. 1 8) 

(6. 1 8) denkleminde verilen e§itsizligin sag tarafi yiiksek kaliteli mal iiretil­
mesinden elde edilen kann indirgenmi§ degeri iken, sol tarafi dii§iik kaliteli mal 
iiretilmesinden elde edilen kann indirgenm§ degeridir. Firma, (6. 1 8) e§itsizligini 
kullanarak uygulamas1 gereken fiyatm alt limitini bulur: 

(6. 1 9) 

Burada yani (6. l 9)'de belirtilen ko§ul bir e§itlik haline gelir i;iinkii kalite-garantileyen 
p fiyatmdan daha yiiksek bir fiyat uygulamak, mii§terilerinin tamam1m kaybetme­
sine neden olur. 

ikinci ktstt ise kar)an Stfira yakla§tITan rekabet bask1s1d1r, ooylece finnalar 
piyasaya girmekle dt§anda kalmak arasmda kay1ts1z kahrlar. Bu ko§ul da §6yle 
ifade edilir: 

Qi(P - c)8 ' = z. 
1 - u 

(6.20) 

Daha sonra (6. 1 8) denkleminde elde ettigirniz p degerini (6.20) denkleminde yerine 
koydugumuzda §U sonucu elde ederiz: 

z 
Qi = - . c (6.2 1 )  

Boylece p ve Qi diizeylerini belirlemi§ olduk. �imdi ma endojen olarak 
belirlenen finna say1sm1 (n) bulahm. Bu da basiti;e arz ve talep e§itligi ile belir­
lenir. Modelde her finna, denge fiyat diizeyinde denge miktanndan daha fazlasmt 
satmay1 ister, fakat piyasa i;1kt1 diizeyi talep edilen miktara e§it olmahdtr. Piyasa 
denkligi bu anlamda a§ag1daki gibidir: 

nQi = Q(p) .  (6.22) 
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Yukanda verilen (6. 1 8),(6.2 1 )  ve (6.22) denklemleri birlikte di.i�i.ini.ildi.igi.inde opti­
mal firma say1s1 �udur: 

n* = 
cq(c/b) 

z (6.23) 

Denge fiyat1 sabittir 9i.inki.i sabit maliyet Z ekzojendir ve talep elastiktir. Bu du­
rum firmalann say1s1m belirleyecektir. Eger giri� maliyeti olmasayd1, Z = 0. fakat 
talep hala elastik olsayd1 bu durumda denge fiyat1 hala (6. 1 8) k1s1t1m saglayacak tek 
fi yat olacakt1 . 

Ahcilar p fiyatm1 uygulayan firmalar arasmda rassal se9im yaparlar. Eger bu 
firmalar fiyatlanm ya da kalitelerini degi�tirmezlerse ahc1lar ilk ald1klan firma 
ile ah�veri�e devam ederler. Boyle bir durumda ise yine fiyatm1 veya kalitesini 
degi�tirmeyen diger bir firmaya rassal olarak ge9erler. Boylece dengede n say1da 
firmanm oldugu ve her firmanm yiiksek kalitede iiretim yapt1g1 ve p fiyat diizeyinde 
iiretimde bulundugu bir durum soz konusudur. Bu strateji profili altoyun miikemmel 
dengedir. Her firma yiiksek kalitede iiretim yapar ve fiyat indiriminden ka9m1r. 
Aksi takdirde tiim mii�terilerini kaybederler 9iinkii fiyat indirimi, dii�iik kaliteli 
olma sinyali olarak algilamr. 

6.6 Minmax ve Maxmin Fayda Diizeyleri 

i�birligini te§vik eden stratejileri dii§iindiigiimiizde, maksimum cezaland1rma strate­
j ilerinin ne oldugu giindeme gelir. Minmax stratej i fikri, bu anlamda faydahdlf 
9iinkii minmax stratejisi eger diger oyuncu i§birligine girmiyorsa (sapma hareketinde 
bulunuyorsa) miimkiin olan en aglf cezaland1rmay11 ongoriir. Bunun i�birligi 
yapmayan a91smdan kar�1hg1 ise kendisini cezadan korumakt1r. Bu da maxmin 
stratejidir. Minmax ve maxmin stratej ilerinin onemi direkt olarak oyuncularm en 
iyi tepkilerini tahmin etmekten ziyade, stratejilerin oyunculann fayda diizeylerini 
nas1l etkilediginin sm1rlanm gormektir. 

Mahkumlar <:=1kmazmda, i oyuncusunun bir Nash dengesi ile desteklenen 
minimum fayda diizeyi u;(D, D) 'dir. Bu fayda diizeyinin onemi, j oyuncusunun 
D hareketini se9erek i oyuncusunun faydasmm, u; (D, D) diizeyini a§mamasm1 
garanti etmesidir. Nash dengesi ile desteklenen bu fayda diizeyinden daha kii9iik 
bir fayda diizeyi yoktur. Yani u; (D,  D) fayda diizeyi j oyuncusunun i oyuncusunu 
almaya zorlayabilecegi en dii§iik faydad1r. 

Herhangi bir stratejik oyunda bu minimum fayda dengesini bulabiliriz. Sapma 
hareketinde bulunan i oyuncusu olsun. Diger oyunculann herhangi bir a_i hareketi 
i9in i oyuncusunun en yiiksek fayda diizeyi a§ag1daki problemi 9ozen en iyi tepki 
hareketinden elde ettigi fayda diizeyidir: 

Diger yandan a_; degi§tik9e, maksimum fayda da degi§ir. Eger diger oyun­
cular (-i) ,  i oyuncusunun alacag1 maksimum degeri miimkiin oldugunca daha 
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kii9iiltmeyi ama9hyorlarsa, yam i oyuncusunu cezaland1ran hareketleri, a - i ,  

anyorlarsa, bu durum a§ag1daki gibi ifade edilir: 

min max u; (a ; ,  a _ ; ) . 
a - i EA -i  ai EAi 

Bu problemin 9oziimiinde elde edilen :!.!:; fayda diizeyi, i oyuncusunun, rakip­
lerinin a_; stratejisine en iyi tepkide bulundugu veri ahnd1gmda, rakiplerinin a _ ;  

se9imi ile i oyuncusunun faydasm1 minimumda tuttugunu gosteren fayda diizeyidir. 
Bu fayda diizeyi i oyuncusunun minmax .fayda diizeyi (giivenlik fayda diizeyi de 
denir) olarak bilinir. 

Yani diger oyunculann stratejileri ne olursa olsun, herhangi bir oyuncu her 
periyotta en azmdan minmax fayda diizeyi kadar kazamr ve bu yiizden de indirgenmi� 
fayda diizeyi en az minmax fayda diizeyine e�ittir. Bunu da her periyotta diger 
oyunculann hareketlerine en iyi tepkiyi se9erek elde eder. Daha formel olarak 
ifade edersek, i oyuncusu her periyottaki faydasmm en az kendi minmax fayda 
diizeyinde olacagmt garanti altma almak i9in, her h tarihi sonras1 s_;(h) 'e en iyi 
Lepkisini se9erek ger9ekle�tirir. Yani s1mrs1z tekrarh bir oyunun hi9bir Nash den­
gesinde, i oyuncusunun indirgenmi� ortalama fayda diizeyi, kendi minmax fayda 
diizeyinden daha kii9iik olamaz. 

Diger yandan, herhangi bir G oyununda i oyuncusunun maxmin stratejisi, diger 
oyunculann i oyuncusunun faydas1m miimkiin mertebe dii§iik tutmaya 9alt�t1g1m 
veri ald1g1m1zda, kendisine olas1 en yiiksek fayday1 saglayan harekettir. G a§ama 
oyununda i oyuncusunun maxmin fayda diizeyi, her oyuncunun hareket kiimesi, 
A ; ,  ve fayda fonksiyonu, u; , verildiginde �oyle tammlamr: 

max min u; (a; , a _ ; ) . a,E A, a_ ,  E A _ ,  
Maxmin altmda, I .  oyuncu, 2. oyuncunun d1§anda kendisine zarar vermeyi 

bekledigini dii§i.inmektedir. Minmax altmda ise, 2. oyuncu tamamen kotii niyetlidir 
ve l .oyuncuya maksimum zarar vermek istemektedir. Degi�ken-toplamh oyun­
larda, minmax sadistlerin stratejisiyken, maxmin paranoyaklann stratejisidir. S1fu 
toplamh oyunlarda ise, minmax iyimserlerin, maxmin kotiimserlerin stratejisidir. 

Omek 6.1 

Max min stratejisine gore her oyuncu olas1 en koti.i sonu9larm en iyisini se9melidir. 
Tablo 6.3 'te verilen oyunda eger I .  oyuncu A I hareketini se9erse, kar�Ila§acag1 en 
koti.i sonu9 -2'dir. Bu 2. oyuncunun BJ ' i  se9tiginde ortaya 91kan fayda diizeyidir. 
Eger A2 hareketini se9seydi, bu durumda en kotii sonu9 - 1  olurdu. Bu da 2. oyun­
cunun CI hareketini se9mesi durumunda ortaya 91kar. Son olarak eger I .  oyuncu 
A3 hareketin se9seydi en koti.i sonu9 - 1 5  olurdu. Bu da 2. oyuncunun CJ hareke­
tini se9mesiyle ortaya 91kan durumdur. Bu koti.i sonu9lardan, { -2, - 1 ,  - 15 } ,  en 
iyisi - 1  'dir. Bu sonu9 I .  oyuncu A2 hareketini se9tiginde ortaya 91kar. Bu strateji 
l .  oyuncunun maxmin stratejisidir, yani "minimumu maksimize" eden stratejisidir. 
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2. oyuncu i�in de benzer olarak maxmin stratejisi B/ 'dir, ki bu strateji ona + 1  
fayda dtizeyi saglar. 

A l  
A2 
A3 

Bl B2 
- 2 , 2 1 ,  - 1  
- 1 ,  1 2, -2 
-8, 8 0, 0 

Tablo 6.3 

BJ 
10, - 10 
0, 0 

- 15, 15  

Dikkat edilirse, her iki oyuncunun da  maxmin stratejilerinden elde ettikleri 
fayda dtizeylerinin (siras1yla - I ve I )  toplam1 s1firdir. John von Neumann ( 1 944) bu 
durumun ttim s1fir toplamh oyunlarda ge�erli oldugunu belirtir. Yani iki oyunculu 
s1fir-toplamh bir oyunda maxmin stratejilerinden elde edilen faydalann toplam1 
s1fird1r. Bu omekte, neden iki oyuncu maxmin stratej ilerini se�iyorlar diye sorarsak 
bunun tek bir a�1k.Jamas1 var, o da iki oyuncunun da kottimser oldugudur. Fakat 
s1fir-toplamh oyunlarda kottimserligin kaynag1 korku degil realizmdir. <;:tinkti sizin 
kaybm1z digerinin kazanc1d1r. Yani kotiimserligin kaynag1 yersiz bir korkudan 
�ok rasyonel olmaktan kaynaklamr. Rakibiniz kazanmak i�in sizin kaybetmenizi 
isteyecektir. Bunun farkmda olan oyuncular kendilerini korumak isterler. Bu da 
onlan maxmin strateji oynamaya te§vik eder. 

Bu omekte dikkat edilmesi gereken ba§ka bir nokta iseltmaxmin stratej i 
dengesinin aym zamanda Nash dengesi olu§udur. Bu durum da tum s1fir-toplamh 
oyunlar i�in ge�erlidir. Fakat s1fir-toplamh olmayan oyunlar i�in ge�erli olmaya-
bilir. I 

Omek 6.2 

Tablo 6.4'te verilen oyuna bakahm. Her oyuncunun minmax faydas1 I 'dir. 
Her oyuncu C hareketini SC\erek diger oyuncunun I birim fayda dtizeyinden daha 
fazla almamasm1 saglar. Dikkat edilirse oyunculann aym zamanda diger oyuncu­
nun faydasmm I 'den daha az almasm1 saglayacak bir hareketi de yoktur. 

A 
B 
c 

A B 
4, 4 3, 0 
0, 3 2, 2 
0, 1 0, 1 

Tablo 6.4 

c 
1 ,  0 
1 ,  0 
1 ,  1 

Maxmin stratejileri bir denge kavrammm temeli olarak kullamlabilir. Her 
oyuncu i�in maxmin stratejisinin izlenmesiyle maxmin denge bulunur. Boyle bir 
strateji makul gortilebilir �iinkii her oyuncu kendisini olas1 en kotii durumdan koru­
maya �ah§Ir. Fakat maxmin stratejilerinin s1firh toplamh oyunlar d1§mda rasyonel 
bir oyuncu tarafindan oynanmasmm aslmda �ok da makul bir gerek�esi yoktur. 
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<;:i.inki.i bu ti.ir stratejiler basil bir �ekilde riskten kai;man bireyler ii;in optimal strate­
jiler degildir. Bu oyunculann riskten kai;mma davram�lan zaten fayda fonksiy­
onlannda ifade edilmektedir. Aynca oyunculann maxmin stratej ilerini izlemeleri, 
rasyonel hareket edip �ahsi i;1karlanm korumak yerine direkt rakiplerine duyduklan 
nefretle zarar vermek istemelerinden kaynaklamr. 

Diger yandan minmax ve maxmin stratej ileri her zaman pi.ir stratej ilerden degil 
karma stratej ilerden de olu§abilir. Bunu bir ornek i.izerinden gorelim. 

Tablo 6.S'te verilen oyunda karma stratej ilerde minmax fayda di.izeyini nasil 
hesaplayacag1m1za bakahm. ilk once 1 .  oyuncunun minmax fayda di.izeyini, 2. 
oyuncunun karma strateji lerine gore hesaplayahm. 2. oyuncunun L hareketini 
sei;me olas1hg1 q olsun. Bu durumda 1 .  oyuncunun her hareketinden bekledigi 
fayda di.izeyleri s1ras1yla uu (q) = -3q + l , uM (q) = 3q - 2 ve uo(q) = 0 
�eklindedir. I .  oyuncu D hareketini oynayarak her zaman 0 faydasm1 garanti altma 
alacagmdan, soru, 2. oyuncunun belirli bir karma strateji ile I .  oyuncuyu bu fayda 
di.izeyinde tutup tutamayacag1d1r. Burada D stratejisi q degerine bagh olmad1g1 ii;in 
nu ve 1LM ' nin maksimum degerlerini minimize edecek bir deger bulabiliriz. Bunu 
da her iki degeri de birbirine e�itleyerek yapabiliriz, yani -3q + 1 = 3q - 2 * q = 
1/2 . Boylece uu ( l /2) = uM ( l /2) = - 1/2 oldugundan, 1 .  oyuncunun minmax 
fayda di.izeyi 0 olur. 

u 
M 
D 

L R 
-2, 2 1 ,  -2  
1 , -2 -2,  2 
0, 1 0, 1 

Tablo 6.5 

�imdi 2. oyuncunun minmax fayda dtizeyini bulahm. Bu biraz daha kanna§1kt1r. 
<;:i.inki.i 2. oyuncu daha fazla pi.ir stratejiyi ( I  .oyuncunun sahip oldugu iii; tane pi.ir 
strateji vard1r: U, M, D) dikkate almak zorundadtr. S1ras1yla U ve M strateji lerinin 
oynanma olas1hklan PU ve PM olsun. Boylece 2. oyuncunun her hareketinden 
bekledigi fayda di.izeyleri §Oyledir: 

uL (pu , PM ) = 2pu - 2pM + ( 1 ) ( 1 - PU - PM ) 

ve 

un(pu , PM ) = -2pu + 2p.M + ( 1 ) ( 1 - Pu - PM) · 

2. oyuncunun minmax fayda dtizeyi a§ag1daki problemi i;ozerek elde edilebilir: 

Dikkat edilirse, 2. oyuncunun minmax fayda di.izeyi O'dtr. Bu da 
(pu, Pllf , PD)  = ( 1 /2 ,  1/2,  0) strateji profili ile elde edilir. Yani eger Pu > Pllf ise, 
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L stratej isinden saglanan fayda pozitiftir; Pu < Pl\f ise R stratejisinden saglanan
fayda pozitiftir ve Pu = PAI < 1 /2 ise hem L hem de R stratejisinden saglanan
fayda pozitiftir. 

6. 7 Folk Teoremi

Tekrarh oyunlar i�in Folk teoremleri olarak bilinen birtak1m yararh sonu�lar soz 
konusudur. ilk olarak Fudenberg ve Maskin ( 1986) tarafmdan ileri si.iriilen bu 
teoremler ozi.i itibariyle �unu soylerler: Eger oyuncular yeterince sab1rhysa, her­
hangi bir olast bireysel rasyonel fayda diizeyi bir denge sonucu olabilir. Yani 
iskonto oram (c5) bire yakla§lik�a. tekrarh oyunlar herhangi bir fayda di.izeyinin 
denge sonucu olmasma imkan verir. Bu sonu�lan gostermek i�in birtak1m tammlara 
ihtiyac1m1z var. 

Bunun i�in once yukanda ismi ge�en olas1 fayda ve bireysel rasyonel fayda 
diizeyleri kavramlannm ne oldugunu a�1klayahm. Olas1 fayda kavram1m a�1klamakla 
ba�layahm. Eger her periyottaki sonu� (x ,  y) ise bu durumda herhangi bir x ve y 
i�in indirgenmi� ortalama fayda di.izeyleri ( 'u 1 ( :r, y) , u2 ( :z:, y)) olur. Yani Mahkum­
lar <;1kmaz1 oyununda (Tabla 6. 1 'e bakmtz), (2 ,  2) , (3, 0) , (0, 3) ve ( 1 ,  1) sonu�lannm 
hepsi indirgenmi§ ortalama fayda di.izey �iftleri olarak elde edilebilir. 

�imdi art arda gelen ( C, C) ve ( C, D) sonu�lanna bakahm. Bu patika boyunca, 
1 .  oyuncunun faydast 2 ve 0 arasmda degi§ir, 2. oyuncunun faydast ise 2 ve 3 
arasmda degi§ir. Yani patika boyunca 1 .  ve 2. oyw\:unun siras1yla indirgenmi§ 
ortalama faydalan 1 ve (5/2) 'dir. I .  oyuncu her iki-periyotluk dongi.ini.in ilk periy­
odundaki faydas1 ikinci periyoda gore daha fazla oldugu'i�in (ger�ekte ikinci periy­
otta hi�bir §ey elde edemiyor) iskonto oram ne olursa olsun indirgenmi� ortalama 
faydas1 l' i  a§ar. Fakat eger iskonto oram bire yakmla§Irs� bu durumda indirgenmi§ 
ortalama faydas1 da l 'e yakmlaw: Her iki-periyotluk dongi.ini.in ilk periyodunun 
daha fazla fayda almast eger iskonto faktorii bire yakmla§trsa onemsizle§ir. 
Benzer olarak, 2. oyuncu her iki periyotluk dongi.ini.in ikinci periyodunda fay­
dasmm �ogunu ald1gmdan, iskonto oram ne olursa olsun indirgenmi§ ortalama fay­
das1 5/2 'den daha azdtr. Fakat iskonto faktOrii bire yakla§trken bu deger de 5/2'ye 
yakla§tr. Yani iskonto faktorii bire yakla§trken ( 1 ,  5/2) fayda di.izeyleri yakla§Ik 
indirgenmi§ ortalama fayda di.izeyleridir. 

Bu argi.iman, sonu�lar dizisinin tekrarland1g1 herhangi bir sonu� patikasma uzat1-
labilir. Eger iskonto oram bire yakla�irsa, bir oyuncunun boyle bir patikadaki 
indirgenmi§ ortalama faydas1 dizideki faydaya yakla§tr. Omegin, 
(C. C) , (D, C) , (D, C) dizisini i�eren sonu� patikas1 1 .  oyuncuya ( 1 /3)(2 + 3 + 
3) = 8/3'e yakm bir indirgenmi� ortalama saglarken, 2. oyuncuya da ( 1 /3)(2+0+
0) = 2/3'e yakm bir indirgenmi§ fayda saglar. Yani sonu� olarak iskonto oram bire 
yakla�t1k�a herhangi bir sonu�lar dizisinin faydalannm ortalamas1, yakla�1k olarak 
indirgenmi§ ortalama faydaya yakla§tr. Eger iskonto oram bire yakla§trSa, smirs1z 
tekrarh oyundaki olas1 indirgenmi� ortalama fayda �iftleri yakla§Ik olarak oyuncu­
lann faydalarmm ag1rhklandmlm1� ortalamas1d1r. �imdi olas1 fayda tammm1 vere-
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biliriz. 

Tamm 6.1 Eger G a�·ama oyunundaki u = ( u 1 , u2 , . . .  , u,, ) fayda diizeyleri oyun­
daki piir-strateji faydalarmtn konveks bile�imi ( agirliklandmlm1� ortalamas1) ise 
bu faydalara olas1 faydalar denir. 

Diger bir degi�le, eger fayda di.izeyleri, pi.ir stratej ilerin saglad1g1 fayda di.izey­
lerinin agirhklandmlm1� ortalamas1 (agirhklar negatif degildir ve toplam1 birdir) 
ise bu faydalar olas1dir. Bu tammda "olas1" kelimesi yanh� anla§1lmaya neden 
olabilir r;i.inki.i bundan daha i;ok, oyunda gerr;ekle§mesi olas1 ti.im faydalar anlam1 
i;1kabilir. Fakat burada olas1 fayda, s1mrs1z tekrarh oyunda indirgenmi� ortalama 
fayda (yakla§Ik olarak) anlammda kullamhr. 

Bu kavram1 daha iyi anlamak ii;in olas1 faydalar ki.imesini Mahkumlar <;1kmaz1 
oyunu i.izerinden gosterelim. Bunun ii;in b ve c gibi tam say1lar ser;elim ve c > b 
olsun. Bu oyunun b kere tekrannda ( :1: 1 , :1:2 ) ,  c - b kere tekrannda ise (y1 , y2 ) sonu­
cunun elde edildigini varsayahm ve ti.im bu tekrarlann sonsuza kadar bu §ekilde de­
vam ettigini varsayahm. Bu sonur; patikasmda ortalama fayda i;ifti ( b / c) ( :r 1 , x2) + 
( 1 - b/c)(y1 , y2 )  olur. Burada buldugumuz bu nokta (x1 , x2) ve (y1 , y2 ) nokta­
lanm birle�tiren dogru i.izerindedir. Eger b ve c degerlerini degi�tirirsek bu dogru 
i.izerindeki ti.im noktalan elde edebiliriz (r;i.inki.i agirhkland1rma yap1yoruz ). Bu 
ag1rhkland1rma mant1gm1 Tablo 6. 1 'de verilen Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda uygu­
lad1g1m1zda olas1 fayda di.izeyleri �ekil 6.3'te gosterildigi gibi bir paralelkenan 
olu�turur. Dolay1s1yla farkh agirhklar vererek bu paralelkenar ii;indeki ti.im fayda 
di.izeylerine ula�abiliriz. 

U2 

3 (0,3) 

2 

(3,0) 

�ekil 6.3 Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda olas1 faydalar diizeyi 

Olas1 faydalar kavramm1 daha iyi anlamak ii;in daha farkh bir �ekilde de an­
latabiliriz: Olas1 faydalar ki.imesi, u( · ) fayda profilinin konveks (d1�bi.ikey) zarfidir 
(convex hull). Bir noktalar ki.imesinin konveks zarfi basitr;e, ti.im noktalan ii;eren 
en ki.ir;i.ik konveks ki.imesi anlamma gelir. Omegin Mahkumlar <;1kmaz1 oyununda 
dort tane pi.ir strateji fayda di.izeyi vardir: (2 ,  2 ) ,  (0, 3) , (3, 0) ve ( 1 ,  1 ) .  Ti.im bu 
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faydalar dilzeyi olastdir. Diger olast faydalar ise ( tL 1 ,  1L2 ) <;iftleridir; burada 'll 1 =

o:(O) + ( l  - n)(3) ,  u 1  + u2 = 3 ve n E (0, l ) 'dir. Bu da (0. 3) ve (3, 0) faydalanmn 
ortalamasm1 verir. Pilr-stratej i faydalannm ag1rltklandmlm1§ ortalamasmt elde et­
mek i<;in oyuncular herhangi bir tilr rassalla§ttrma (para atmak gibi) kullanabilirler. 
Ornegin, ( 1 .5 , 1 .5) faydalanm elde etmek i<;in, oyuncular yazt-tura atabilirler ve 
tura gelirse (C, D) ,  yazt gelirse (D,  C) oynayabilirler. 

Olas1 tilm faydalar kilmesini daha iyi tamtabilmek i<;in ba§ka bir ornek verelim. 

Ornek 6.3 

�ekil 6.4'iin sag tarafindaki tabloda verilen G a§ama oyununda ii<; tane pilr­
strateji faydast vardir: (-2, 2) , ( 1 ,  -2) ve (0, 1 ) .  Bu fayda diizeylerinin konveks 
zarfim (konveks bile§imini) dil§ilnmemiz gerekir. Bu da �ekil 6.4'iin sol tarafinda 
gosterilmektedir. Yani il<;gen i\inde gosterilen noktalar olas1 faydalardtr (ii\genin 
kendisi bir konveks zarftir). 

(-2,2) 

(0, 1 )  

(1 ,-2) 

u
w 
D 

L R 

-2,2 1 ,-2 
1 ,-2 -2,2 
0,1 0,1 

�ekil 6.4 G a§ama oyunu ve piir strateji faydalannm konveks bile§imi olan olas1 fayda 
diizeyleri 

Bu a§ama oyununun basit bir §ekilde donil§tiiriilmil§ haline bakahm. Basit\e 
oyuna, diger bir pilr strateji profili ekleyelim. brnegin (2, 3) stratej i profili ekleye­
lim (�ekil 6.4'de verilen matrisin en son hilcresine (0, I )  yerine (2,3) yazdtk). Bu 
faydalann konveks zarfi nedir? �ekil 6.5 ' in sag tarafmdaki grafik a\tk\a tilm nok­
talan i\eren en kil\iik konveks zarftir. Dikkat edilirse, (0, 1 )  noktas1 §imdi kilmenin 
i\indedir. U\gendeki tilm faydalar olas1 faydalard1r. 

Olast faydalar kavram1m tamtttktan sonra §imdi de "bireysel rasyonel 
faydalardan" neyi anlad1g1m1Z1 belirtelim. Bunu yapmak i\in stfir-toplamlt oyunlar 
baglammda minmax faydalan tamtmamtz gerekir. 

Sm1rs1z tekrarh Mahkumlar �1kmaz1 oyununun ardmdaki mant1k, diger her­
hangi bir smtrs1z tekrarh oyuna uygulanabilir: Her oyuncunun faydasmm belirli bir 
minimum degeri a§t1g1 her olas1 fayda profi li, her oyuncunun sapma hareketinde 
bulunam s1mrs1z cezalandtrmas1 ile ortaya \Ikan Nash dengesinin indirgenmi§ or­
talama faydasma yakmdtr (veya daha biiyiik). Dikkat edilirse, bu minmax faydalan 
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"2. 
(2.3) 

(-2.2) u 
M 

(0. 1 )  D 

U1 

(1 ,-2) 

L R 
-2,2 1,-2 
1 .-2 -2,2 
0, 1 2,3 

�ekil 6.5 Donii�tliriilmii� G oyunu ve piir strateji faydalannm konveks bile�imi olan olas1 
fayda diizeyleri 

ile aym tammdir. Bu ytizden minmax faydalan ozel bir oneme sahiptir i;tinkti oyun­
cunun rezervasyon fayda dtizeyini belirler, yani oyunculann herhangi bir dengede 
garanti edebilecekleri minimum faydalan verir. 

�imdiye kadar soylediklerimizi ozetlersek, i oyuncusunun herhangi bir statik 
oyunda ve iskonto oramndan bag1ms1z tekrarh bir oyunun herhangi bir Nash den­
gesinde elde edecegi minimum fayda minmax dtizeyidir, yani ll; · Buradan 
hareketle, minmax faydalanna pareto baskm olan faydalara bireysel rasyonel fay­
dalar diyoruz. G a§ama oyununda (�ekil 6.4 ) minmax faydalan (0, 0) dtizeyidir 
(karma stratejiler kullamld1gmda bu sonucun ortaya 91kt1gma dikkat ediniz). Bu­
rada bireysel rasyonel faydalar u 1 > 0 ve u2 > 0 iken olas1 ttim ( u 1 ,  u2) fayda 
i;iftlerinden olu§ur. Bunu daha fonnel ifade edelim. 

Tamm 6.2 Olas1 kesin bireysel rasyonelfaydalar kiimesi �ijy/e ifade edilir: 

{ u E u I U; > ll; , \Ii} . 

Kesin bireysel rasyonel faydalar ktimesi �ekil 6.4'te gosterildigi gibi (0, 0) ve 
(0. I )  noktalannda k6§eleri olan sagdaki ktii;tik ili;gendir. 

�imdi sm1rs1z tekrarh oyunlarla ilgili olarak iki onemli sonucu ifade edebiliriz. 
Her ikisine de Folk teoremleri denir (Folk denmesinin nedeni, ki folk daha i;ok 
"ahali" anlammda kullamhr, bu teoremlerin herhangi bir oyun teorisyeni tarafindan 
formalize edilmeden once yaygm bir §ekilde (ahalice) bilinmesidir). 

Birinci Folk teoremi §Unu ifade eder: Herhangi bir olas1 gtii;lti bireysel rasyonel 
fayda vektorti, tekrarh oyunun Nash dengesi tarafmdan desteklenebilir. ikinci Folk 
teoremi ise daha zay1f bir sonucu ifade eder. A§ama oyununun herhangi bir statik 
dengesine pareto baskm olan herhangi bir olas1 fayda vektorti, tekrarh oyunun al­
toyun mtikemmel dengesi tarafindan desteklenebilir. 
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Teorem 6.1 (Birinci Folk Teoremi) Belirli hir G(8) a�·ama-oyununda herhangi bir 
o/as1 kesin bireysel rasyonel fayda vektifriinii (u ) , Nash dengesi yapan hir iskonto 
oram 0 < Q < 1 vardtr. 

Bu teoremin ardmdaki mant1k basit9e �udur: Oyuncular sablfh olduklannda, 
herhangi smirh periyotluk bir sapmanm kendilerine saglad1g1 kazan9, gelecckteki 
her periyotta olu�acak 9ok kii9iik bir kay1ptan bile daha az olabilir. Bu teoremin 
ispat1 da sapma gosteren bir oyuncunun bundan sonraki her periyotta minmax fay­
dasm1 almas1 iizerine kurulur. 
ispat. Her i oyuncusunun �oyle bir stratej iyi takip ettigini varsayahm: "O. periyolta 
a; hareketini oynamaya devam et ve eger bir onceki periyotta ger9ekle�en hareket 
profili a ise a; oynamaya devam et, aksi takdirde her j oyuncusu minmax stratejisini 
oynayacaktir." Acaba i oyuncusu bu profilden sapma gosterirse kazan9h 91kar mt? 
Kendisi sapmay1 izledigi periyotta en fazla rnaxa u; (a) kadar kazamr ve rakipleri 
bundan sonra minmax stratejileri oynayacaklan ii;in bundan sonraki ttim periyot­
larda '!£; minmax faydas1m elde eder. Yani eger i oyuncusu t periyodunda sapma 
gosterirse, elde edecegi en fazla fayda �udur: 

1 _ Jt Jl+I 
--, u; + Jt max u; (a) + --,'!£; ·  
1 - o a 1 - o 

Bu sapmay1 kazan9h olmaktan 91kannak i9in, sapma durumunda elde edecegi 
fayday1, stratejisini takip etmesi durumunda elde edecegi faydadan, u; , daha kti9tik 
hale getirecek bir iskonto, J, oram bulmaktir. 1'ani, 

I 
1 - 8t 5t+ I 1 
--, u; + J1 max u; (a) + --,'!£; < --, u; 
1 - u a 1 - u  • 1 - o 

( 1  - 81 )u; + J1 ( 1  - J) max u; (a) + J1+1'!£; < 8tu; 
a 

( 1  - J) max u; (a) + bJJ.; < u; . a 

Yukandaki problemi 9ozerek her i oyuncusu i9in bir e�ik Q; degeri bulabiliriz: 

( 1 - Q;) max u; (a) + Q;'!l.; = u; , 
a 

burada ll; < u; oldugundan, bu denklemin her zaman Q; < 1 degerini saglayacak 
bir 9oztimti vard1r. Eger Q = max; Q; kabul edersek ispat tamamlanm1� olur. Dikkat 
edilirse, i oyuncusu rakibinin aym periyotta sapma hareketinde bulunmasma s1fir 
olas1hk atfediyor. Bu durum Nash dengesi ile uyumludur 9tinkti Nash dengesini 
kontrol ederken tek tarafh sapmalann kazan9h olup olmad1klanna bakmaktay1z. • 

Bu sonu9 olduk9a mant1ksal goztikse de, Nash Folk teoremini kamtlamak i9in 
kullamlan stratej iler altoyun mtikemmel degildir. Dolay1s1yla �imdiki sorun, Folk 
teoreminin mtikemmel dengeye uygulamp uygulanmayacag1dlf. Cevap, evet uygu­
lanabilir. Bu durum i;ok say1da mtikemmel Folk teoremi sonu9lan ile gosteri lmektedir. 
Biz burada sadece Friedman ( 1 97 1 )  tarafindan iddia edilen argtimam k1saca ifade 
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edecegiz. 

Teorem 6.2 (ikinci Folk Teoremi) Bir oyunda fayda diizeyleri c olan n* gibi bir 
statik denge olsun. Herhangi bir u E U fayda diizeyi i{-·in ve her i oyuncusu 
irin u; > e; durumunu saglayan bir iskonto orani, !5_, vard1r. Bu durumda her 6 > 
!i iskonto degeri irin u fayda diizeyi G( 6) a�ama-oyunun bir altoyun miikemmel 
dengesidir. 

ispat. r1 gibi bir strateji profili oldugunu varsayahm ve bu strateji profilindeki fayda 
diizeyi u olsun. �imdi de �u strateji profilini dii§ilnelim: "O. periyotta her i oyun­
cusu rli stratejisini oynar ve eger ge<;mi§ Him strateji profilleri a ise, i oyuncusu a; 
oynamaya devam eder. Fakat eger en azmdan bir oyuncu a profi line gore oyna­
mazsa, her oyuncu, oyunun kalamnda n * stratejisini oynayacaktlf". Bu strateji 
profilinin yeterince biiyiik bir iskonto oram (6) i<;in Nash dengesi olmas1 §U ko§ula 
baghd!f: 

( 1  - 6) max u; (a) + be; < u; 
a 

Bu e�itsizlik 6 = 1 degerinde gii<;lii bir �ekilde ge<;erlidir. Bu da bu e�itsizligin i5 < 

1 arahgmda sagland1g1 anlamma gelir. Yani strateji profili altoyun miikemmeldir 
<;iinkii denge-d1�1 patikadaki her altoyunda oyuncular siirekli n* stratej isini oy­
narlar, ki bu ,herhangi bir statik denge i<;in tekrarh oyunun Nash dengesidir. • 

Ozetle, Folk teoremlerinden <;1kan gene! sonu<;, yeterince sab1rh oyunculann 
yer ald1g1 tekrarh oyunlarda hemen hemen her §eyin olabilecegidir. Fakat oyun 
teorisyenleri hangi dengelerin se<;ilecegi konusunda bir mekanizma sunmakta zor­
lamrlar. Genellikle etkin dengeler iizerinde ve ozellikle bu dengelerin de simetrik 
olanlan iizerinde dururlar. Bu da daha <;ok insanlann etkin dengeler iizerinde 
uzla§acaklan ve i�birliginin tekrarh oyunlarda <;ok daha muhtemel oldugu argii­
manlanna dayanmaktad!f. Fakat bu argiimanlar basit<;e bir gerek<;elendirmedir, 
oyun teorisinin bir unsuru olarak ortaya <;1kmaz. 
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Sorular 

I .  A�ag1daki Cinsiyetler Sava�1 oyunu sonsuza dek tekrar tekrar oynamrsa, oyun­
culann dengede olu�acak olas1 faydalar ki.imesi ne olur? En yi.iksek olas1 
simetrik fayda di.izeyi nedir? 8 = 9/10 kabul edin ve bu s1mrs1z tekrarh 
oyun i�in fayda di.izeyi (3/2, 3/2) olan bir stratej i profili bulun. 

Bach Stravinsky 
Bach 2, I 0, 0 

Stravinsky 0, 0 I ,  2 

2. Oyunculann tercihlerinin iskonto kriteriyle gt:isterildigi sonsuz tekrarh bir 
oyun di.i�i.ini.in, ortak iskonto di.izeyi 8 = 1/2 olarak veriliyor. Her seferinde 
oynanan oyun, G( . ) ,  a�ag1da gt:isteriliyor. ( (A, A) ,  (A, A) , . . .  ) patikasmm bir 
altoyun mi.ikemmel denge patikas1 olmad1gm1 gt:isterin. 

A D 
A 2, 3 I ,  5 
D 0, I 1 , 0 

3. Stratejik G oyununun I .  oyuncu ile sonsuz bir oyuncular serisi (bu seride her 
bir oyuncu sadece bir periyot ya�1yor ve t:inceki periyotlardaki ti.im hareketler­
den haberdar) arasmda oynand1g1 sonsuz ufuklu bir oyun di.i�i.inelim. I .  
oyuncu elde edecegi sonsuz fayda di.izeyi serisini dikkate ahrken kar�1smdaki t 
oyuncular ise sadece ya�ad1klan tek periyotta ula�acaklan fayda di.izeyini 
t:inemsiyor. 

a) Stratejik G oyunu a�ag1da verilen Mahkumlar <;1kmaz1 oyunu olursa al­
toyun mi.ikemmel dengeler ki.imesini bulun. 

c D 
c 3, 3 0, 4 
D 4, 0 l ,  l 

b) Yukandaki oyunda 2. oyuncunun ( C, D) 'den el de edecegi fayda di.izeyi 0 
olarak degi�tirilirse her bir x E [ l ,  3] rasyonel say1s1 i�in l .  oyuncunun 
ortalama fayda di.izeyinin x oldugu bir altoyun mi.ikemmel dengesinin 
varoldugunu gt:isterin. 

4. D� oyunculu, simetrik ve s1mrs1z tekrarh bir oyunda oyunculann tercihleri 
iskonto kriteriyle belirleniyor ve her periyotta oynanan oyun ( { 1 ,  2, 3 } ,  (Ai ) ,  ( ui ) )  , 
i = 1 ,  2, 3 olarak veriliyor. Oyunda Ai ve Ui �u �ekilde veriliyor: 

Ai = [O, l ] , 
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a) Her periyotta oynanan statik oyununun fayda di.izeyleri ki.imesini bulun. 

b) Herhangi bir iskonto faktOri.i lj E (0, 1 )  i�in, herhangi bir oyuncunun, 
s1mrs1z tekrarh oyunun herhangi bir altoyun mi.ikemmel dengesinde 
elde edecegi fayda di.izeyinin en az 1/4 oldugunu gosterin. 

5 .  Her oyuncu i�in iskonto orammn 6 = 0.99 oldugu sonsuz tekrarh bir oyun 
a�ag1daki tabloda verilmektedir. A§ag1daki belirtilen her durum i�in altoyun 
mi.ikemmel Nash dengesinin olup olmad1gm1 kontrol ediniz. 

c D 
c 5,5 0,6 
D 6,0 1 , 1  

a) Her iki oyuncu hep C stratej isini oynuyor. 

b) Her iki oyuncu D stratejisini oynuyor. 

c) 1 .  oyuncu stratejilerini C ve D §eklinde degi§tirerek oynarken, 2.oyuncu 
her zaman C'yi oynuyor. Fakat eger herhangi bir oyuncu bu senaryodan 
saparsa, herkes D'yi oynuyor. 

6. "Eger mahkumlar �1kmaz1 100 kere tekrarlamrsa, oyuncular mutlaka i§birligi 
dengesine ula§irlar." Bu onerme dogru mudur? CevabmlZI a�1klay1p bir ornekle 
destekleyin. 

7. Bir firma degi§ken kaliteli, q E {qL ,  qH } ,  bir mal i.iretiyor. Ti.iketiciler 
mah satm ahrken kalitesini gozlemleyemiyorlar. Ti.iketicilerin birim mal 
ba§ma Odedikleri fiyat p ve yi.iksek kaliteli maim bir biriminin ti.iketiciye 
saglad1g1 fayda UH - p olarak veriliyor. Eger mal di.i§i.ik kaliteli �1karsa 
ti.iketicilerin elde ettigi fayda -p oluyor. Yi.iksek kaliteli mal i.iretmenin 
firmaya maliyeti c iken di.i§i.ik kaliteli mal maliyetsiz olarak i.iretilebiliyor. 
Firma i.iretim a§amasmda yi.iksek �aba sarfederse mal kesinlikle yi.iksek kaliteli 
oluyor. Arna �aba di.i§i.ik olursa maim yi.iksek kaliteli olma olas1hg1 E olarak 
veriliyor. Bunlara ek olarak eger oyun tek seferlik olursa firmamn di.i§i.ik 
kalite mal i.iretecegi ve ti.iketicilerin de satm almayacag1 bilgisine sahibiz. 
Eger oyun sonsuz tekrarh oynamrsa firmanm fiyat yeterince yi.iksek olursa 
yi.iksek kalite mal i.iretecegi ve ti.iketicilerin ge�mi§te di.i§i.ik kaliteli mal i.ire­
tilmedik�e i.iri.ini.i satm almaya devam edecegi bir denge oldugunu gosterin 
ve bu durumda gereken fiyat di.izeyini belirtin. iskonto faktori.i iki taraf i�in 
de e§it ve c5 olarak veriliyor. 
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8. A�ag1da sonsuz say1da tekrarh bir oyun soz konusudur:

M N 
M 0, 0 4, - I  
N - 1 ,  4 3, 3 

Bu oyunda §U yavuz stratejiyi izlenmcktedir: "ilk periyotta her i oyuncusu 
N; 'yi oynayacakt1r fakat eger biri bu stratej iden bir periyot saparsa bundan 
sonra hep AI oynanacakt1r". Bu durumda Nash dengesini saglayacak iskonto
orammn arahg1m bulunuz. 

9. Cournot oligopol piyasasmda n say1da bir firma vard1r. Ters talep fonksiyonu
P = a - Q �eklindedir, burada Q = q1 + . . . . . .  + q11 'dir. Bu oyunu son-
suz tekrarh bir oyun olarak dii§iinelim. Boyle bir oyunda altoyun miikemmel
Nash dengesinde tekel iiretim diizeyini saglayacak yavuz stratej ileri saglayacak
en dii�iik 8 iskonto oram (8) nedir?

I 0. A§ag1da gosteri len oyunda oyuncular ilk olarak soldaki matris i9in aym anda 
se9im yap1yorlar. ilk periyot sonunda bu matriste yapt1klan tercihler ve bu 
tercihlere tekabi.il eden fayda di.izeyleri a91ga 91k1yor. ikinci periyotta 1 .  
oyuncu U2 veya D2'yi se9erken 2. oyuncu da aym anda L2 veya R2'yi 
se9iyor. Sonu9ta sagdaki matriste se9imlerine tekabi.il eden faydalan elde 
ediyorlar. Her iki oyuncunun da amac1 ortalama fayday1 maksimize etmek 

L I  R I  L2t R2 
U I  2, 2 - I ,  3 U2 6, 4 3, 3 
D I  3 ,  - 1  0, 0 02 3, 3 4, 6 

a) Bu oyundaki ti.im altoyun miikemmel dengelerini bulun ve ilgili fayda
diizeylerinin konveks bile§imini hesaplaym. 

b) Bu sefer her iki oyuncunun da y1 degerini ilk periyotta se9im yapmadan
once gozlemledigini varsaym. y1 birim arahkta homojen dag1hma sahip. 
Bu duruma gore altoyun mi.ikemmel dengeler ki.imesini bulun, ilgili 
fayda di.izeylerinin konveks bile�imini hesaplaym ve ve a §Ikkmda bul­
dugunuz sonu9la kar§ila§tmn. 

c) Bu sefer oyuncular ilk periyottan once y1 degerini, ikinci periyottan once
de Y2 degerini gozlemliyor. Y1 ve Y2 birim arahktaki homojen dag1hmdan 
9ekilen iki bag1ms1z deger olsun. Yine altoyun miikemmel dengeler 
kiimesini bulun, ilgili fayda diizeylerinin konveks bile�imini hesaplaym 
ve onceki §Iklarda buldugunuz sonu9larla kar�Ila§tmn. 

1 1 .  Bir yatmm oyununda yatmmc1 once hareket ediyor ve birikmi§ 4 liras1yla 
giivendigi bir simsar arac1hgmda yatmm yap1p yapmama karanm veriyor. 
Karan olumsuz olursa kendisi 4 lira ahrken simsar hi9bir §ey alm1yor. Yatmm 
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gen;ekle�irse para ii9e katlamp 1 2  lira oluyor. Bu durumda ise simsar paranm 
6 liras1m yatmmc1ya geri vennekle hepsini kendine saklamak arasmda bir 
karar veriyor. 

a) Oyun tek bir sefer oynamrsa geriye dogru 91karsama metoduyla dengeyi 
bulun. 

b) Simdi bu oyunun s1mrs1z tekrarh olarak oynand1gm1 kabul edin. iskonto 
faktorii J'nm hangi degerleri ii;in yatmmm yap1hp elde edilen gelirin 
payla�1ld1g1 durum yavuz strateji yontemiyle siirdiiriilebilir bir denge 
olur? 

1 2. A�ag1daki matriste verilen oyun s1mrs1z tekrarh olarak oynamyor. 

A B 
A 0, 0 - I ,  k 
B k, - I -2, -2 

Bu oyunda k < 1 ise oyuncular i§birligi yap1p berbaberce A oynayarak fay­
dalarm1 maksimize ediyorlar. Eger k > 1 ise faydalanm maksimize etmek 
ii;in yine i§birligi yap1p birinin A, digerininin B oynamas1 ve A ser;enegini 
s1rayla (yani biri A oynarken digeri B oynuyor veya tersi) oynamalari gerekiyor. 
Bu iki tiir i�birligi siirdiiriilebilir mi? Eger oyleyse hangi §artlar altmda? 

1 3 . A ve B �irketleri evler ii;in kalorifer yak1t1 iireten iki finnadir. Her iki fir­
manm da TL ba§ma marjinal maliyeti I TL'dir. Her iki firmanm sat!§ fiyat­
laris1ras1yla PA ve PB olsun. Tiiketiciler ise daima ucuz fiyath firmay1 tercih 
etmektedir. Toplam yaklt talebi ise �u §eklidedir. 

Q(p; ) = 200000 - lOOOOOp1 

Pl ise PA ve PB arasmdan dii§iik fiyath olam tammlamaktadir. 

a) Oyun tek seferlik oynand1g1 durumda, firmalarm fiyatlarm1 e§anh olarak 
belirledigini varsaym1z. Hangi fiyatlar kesin mahkum strateji olur, hangi 
fiyatlar zay1f mahkum strateji olur? Bu oyundaki tiim Nash dengelerini 
bulunuz. 

b) Oyun siirekli tekrar eden ve J iskonto oramile oynand1gm1 varsaym1z. 
Altoyun dengesinde firmalarin monopol fiyatm1 siirdiirebilmesi ir;in ge­
rekli olan en dii§iik J iskonto oram nedir? 

c) Yeni talebin Q(p1 ) = a - bpz §eklinde oldugunu varsaym1z. Altoyun 
dengesinde firmalarin monopol fiyatmt siirdiirebilmesi ii;in gerekli olan 
en dii§iik c5 iskonto oranmedir? 
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1 4. A�ag1daki oyunda, hi.iki.imet yi.iksek vergi T ya da di.i�i.ik vergi t almaya karar 
verecektir. Hane halk1 ise yi.iksek tasarruf S ya da di.i�i.ik tasarruf s karanm 
verecektir. 

s 8 
T 6 , 6 3, 3 
t 8, 3 4, 4 

a) Hi.iki.imetin gorev si.iresi 4 yildir ve vergi ve tasarruf kararlan yilda bir kez 
veriliyor i se altoyun mi.ikemmel Nash dengesi ne olur? 

b) Htiki.imet ve hane halkmm sonsuza kadar var oldugunu varsaym1z. Bu du­
rumda (T, S) strateji profilinin altoyun mi.ikemmel Nash dengesi olabilmesi 
i�in en di.i§i.ik iskonto oram ne olmahdir? 

1 5. A§ag1da verilen statik oyun s1mrs1z tekrarh olarak oynamyor. 

L M R 
u 6, 0 - 1 , - 1 00 0, I 
D 2, 2 0, 3 1 ,  1 

Her iki taraf da uzun vadeli oyuncular ise I .  oyuncu i�in en yi.iksek mtikemmel 
denge ne olur? 

1 6. A�ag1daki normal bi�imli oyun verilmektedir 

A B c 
A 5, 5 0, 6 0, 0 
B 6, 0 3, 3 0, 0 
c 0, 0 0, 0 1 , 1 

Bu oyunun ttim altoyun mi.ikemmel dengeleri oyunun T say1da tekrarlan­
masmdan olu§maktad1r. Oyuncularm kazan�lan her tekrar sonras1 olu§an 
kazan�lannm toplam1dir (lskonto yoktur). u(T) bu dengelerin herhangi biri 
i�in l .oyuncunun maksimum ortalama kazanc10lsun, 1£(T) ise minimumu ol­
sun. u(T) ve M(T) 'yi bulunuz 

1 7. n firrnadan olu§an bir Cournot oligopoli.i oldugunu varsaym1z. Ters talep 
fonksiyonu a§ag1daki gibidir: 

P(q; ,  . . . , Qn) = <L - (q; + · · ·  + Qn) 

Dretim maliyeti yoktur ve oyun sonsuz tekrarh oynanmaktadir. Firrnalann 
altoyun dengesinde tekel tiretim seviyelerini devam ettirebilmeleri i�in kul­
lanabilecekleri yavuz stratejileri i�in en dti§tik 6 degeri nedir? Bu cevap n i le 
birlikte degi�ir mi, neden? 
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1 8. Stalik Bertrand duopol modelinde- finnalar (i ve j finnalan) aym anda fiyal­
lanm Pi vc Pj ' i  belirliyorlar. i finnasmm kar§1l�llg1 talep fonksiyonu §fiyledir:

a - Pi eger Pi < Pj 
0 eger Pi > Pj 

(a - Pi)/2 eger Pi = Pj 

S1mrs1z lekrarh oyun §eklinde oynand1g1m dii§iinerek yavuz straleji Nash 
dengesini bulun. (ipucu: finnalann belli bir fiyalta yani p gibi bir fiyalta 
anla§liklanm varsaym. Bunu i§birligi durumu olarak kabul edin). 

1 9. A§ag1daki oyun sonsuz tekrarh bir G( oo ,  8) oyunudur: 

A2 B2 
A 1  4, 4 1 , 6  
B1 6, 1 0, 0 

a) Oyuncu i = 1 ,  2 i�in min-max degerlerini bulunuz.

b) s stratejisi profili §U §ekildedir: (i) t=O zamamnda i oyuncusu Ai oynar,
(ii) herhangi bir t > 0 zarnanmda , i oyuncusu bir onceki �amada
eger (A 1 ,  A2) ya da (B1 , B2) oynand1ysa Ai oynar. (iii) herhangi bir
t > 0 zamanmda , i oyuncusu bir onceki �amada eger (A 1 ,  B2) ya
da (Bi , A2) oynand1ysa Bi oynar. s stratejisinin altoyun miikemmel
dengesi olabilmesi i�in 8 degeri nedir?

20. A§ag1daki G oyunun sonsuz tekrarh oynand1gm1 varsay1mz ve iskonto degeri
8 = � olsun. ( (A, A) , (A, A) , (A, A) , . . .  ) stratejisi profilinin altoyun mii­
kemmel dengesi olamayacagm1 gosteriniz.

A B 
A 2, 3 1 , 5 
B 0, 1 0, 1 

2 1 .  8 = 0.99 iskonto oran1ile �ag1daki oyunun sonsuz kere tekrarland1g1m var­
say1mz. A§ag1da verilen her duunnda strateji profillerinin altoyun miikemmel 
Nash dengesi olup olmad1gm1 belirleyiniz. 

c D 
c 5, 5 0, 6 
D 6, 0 1 , 1 
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a) Herbir oyuncu stirekli C oynar 

b) Herbir oyuncu stirekli D oynar. 

c) l .oyuncu oynar stray la C ve D oynarken, 2.oyuncu siirekl i  C oynar. Herhangi 
bir oyuncu stratejisinden saparsa daha sonra ikisi de D oynamaya ba�lar. 

d) Her oyuncu C oynar, bir oyuncu stratejiden sapt1gmda,kendisi C oynamaya 
devam eder, diger oyuncu D oynamaya ba�lar. 

22. Telekomtinikasyon piyasasmda 2 firrna vardtr ve piyasa talebi �u �ekildedir: 

P(qa + <Jb) = 160 - qa - qb 
Firrnalann maliyetleri ise C(q) = 40q �eklindedir. 

a) Oyun tek sefer oynand1gmda ve firmalar tiretim miktarlanm e�anh olarak 
belirlediklerinde Nash dengesi ne olur? 

b) Oyun sonsuz kere tekrarland1gmda, firmalar gizlice anlawsa altoyun mti­
kemmel Nash dengesi ve iskonto oram ne olur? 

23. A�ag1daki statik oyunu dti�tintin. 

A B c 
A 1 ,  1 0, 0 0, 0 
B 0, 0 3, 3 0, 0 
c 0, 0 0, 0 5, 5 

a) Bu oyunun iskontosuz olarak 2 kere oynand1gm1 varsaym. iki oyuncunun 
da elde ettigi faydamn en az 8 oldugu bir altoyun mtikemmel dengesi 
bulun. 

c) Bu sefer oyun sm1rs1z tekrarh olarak oynamyor. Folk teoremi bu oyun i�in 
size ne soyltiyor. Bunu fayda uzaymda bir grafikle gosterin. iskonto 
degeri o'nm hangi degerleri i�in her oyuncuya stirekli 5, 5, 5 . . . . . . . . .  fayda 
ak1�1 saglayan stratejilerin, sapmalar sonucu her iki oyuncunun da son­
suza kadar A se�enegini oynamaya ba�lamas1yla cezalandmld1g1 strate­
j iden daha iyidir? 

24. 3 oyunculu statik bir oyunda ilk iki oyuncu U ve D arasmda ve H ile T 
arasmda iki�er se�im yaptyor. 3. oyuncu ise sol (L) veya sag (R) se�iyor.ilk 
iki oyuncu ne olursa olsun 0 ahyor. 3 .  oynucu ise kendisi R se�mi�ken 
ilk iki oyuncu U se�erse veya kendisi L se�mi�ken diger ikisi D se�erse 1 
ahyor, aksi halde elde ettigi fayda 0 oluyor. Burada H veya T se�iminin 
faydalan etkilemedigine dikkat edin. Diger ttim se�imler herkes tarafindan 
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gozlenirken ilk iki oyuncunun H veya T sei;tigine dair herkese ai;1k olan bilgi, 
y1 'dir yani sadece bu iki oyuncu tarafmdan yap1lan toplam H sei;imi say1smm 
bilgisidir. 

a) 3. oyuncunun minmax faydasmm 1/4 oldugunu gosterin. 

b) Bu oyunun tekrarh versiyonunu dii�iiniin. ilk iki oyuncunun a�ag1daki 
stratej iyi oynad1g1 bir Nash dengesi kurun:" I .  oyuncu ii;in; her periy­
otta 1 /2 olas1hkla H oyna. y

t- I  = 1 ise ve 2. oyuncu H oynam1�sa D 
oyna. :i/- 1 = 1 ise ve 2. oyuncu T oynam1�sa U oyna. y

t- l = 0 veya 
2 ise 1 /2 olas1hkla U oyna". 2. oyuncu da bu stratej inin simetrigini 
oynasm. Bu durumda 3. oyuncunun denge faydasmm kendi minmax 
degerinden dii�iik oldugunu gosterin ve ai;1klaym. 

25. Uzun -donemli firmalann k1sa-donem firmalanna kar�1 rekabete oldugu tekrarh 
bir Stackelberg diiopoliiniin oldugunu varsaym1z. K1sa-donem firmalan sadece 
tek bir tarihte piyasa da yer alacaklard1r, uzun donem firmalan ise oyun 
boyunca piyasada yer alacaklardir. Her t zamanmda kisa-donem firmas1 
miktarlanm uzun-donemli firmalarm k1sa-donem firmalanna kar�1 rekabete 
oldugu tekrarh bir Stackelberg diiopoliiniin oldugunu varsaym1z. K1sa-donem 
firmalan sadece tek bir tarihte piyasa da yer alacaklard1r, uzun donem fir­
malan ise oyun boyunca piyasada yer alacaklard1r. Her t zamamnda k1sa­
donem firmas1 miktarlanm belirler, daha sonra bu miktan gozlemleyen uzun­
donem firmas1 kendi miktanm Yt belirler. Her firma iiriiniinii 

Pt = 1 - (xt - Yt ) 

fiyatmdan satar ve marj inal maliyetleri yoktur. K1sa-donem firmas1 t zamam 
ii;inde kanm maksimize eder. Uzun-donem firmas1 ise karlannm 8 = 0.99 
iskonto oram ile bugiinkii degerini maksimize eder. 

a) Oyun siiresi t E {O, 1 ,  . . .  , t} sonlu oldugunda altoyun miikemmel dengesi 
ne olur? 

b) Oyun sonsuz kere tekrar edildiginde, ve Xt = 1 /4 ve Yt = 1 /2 oldugunda 
altoyun miikemmel dengesi ne olur? 

c) Her t zamanmda Xt = Yt = 1 /4 oldugunda altoyun miikemmel dengesi 
ne olur? 
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BOLOM 7 

ihaleler 

7.1 Girl§ 

Son y11larda iktisat�tlar ihale teorisiyle daha fazla ilgilenmeye ba§ladtlar. Bu ilgi, 
ihale teorisinin pratikte de uygulama alam bulmas1 ile birlikte daha da artarak de­
vam etmektedir. ihale teorisi art1k iktisadi analizin aynlmaz bir par�a.'>1 haline 
gelmi§tir. 

ihale teorisinin uygulanma imkaru bulmas1 ya da deneysel olarak yaptlan 
ihaleler oyun teorisinin temel varsay1mlanmn test edil)llesine imkan verdigi gibi, 
daha kompleks ticaret ortamlannm anla§1lma.'>m1 kolayla§tITacak onemli kavram­
lann geli§mesine de yard1mc1 olmaktadir. Diger yandan,. son y1llarda oyun teorisyen­
leri ihalelerdeki teklif venne davran1§1m gozlemlemek yerine daha etkin ihaleler 
tasarlamaya b3.§ladtlar. Bu konudaki �ah�malar aym zamanda, sosyal ve iktisadi 
kurumlann daha etkin ve adil bir §ekilde tasarlanmasmm miimkiin oldugunu goster­
mektedir. 

ihale teorisinin, iktisadi analiz ozelindeki bu onemine ragmen, baz1 ara�ttnna­
c1lar ihaleleri hala daha dar kapsamh teknik bir uzmanhk alan1 olarak goriirler. 
Dolay1s1yla da ihale teorisinin, iktisat teorisinden ayn bir alan oldugunu dii§iiniirler. 
Bu gorii§ k1smen, ihale teorisinin yoneylem ara§t1nnactlan tarafindan geli§tirilmesi 
ve ihale ile ilgili yaptlan yah§malann yoneylem ar3.§t1nnalan dergilerinde yay1m­
lanmasmdan kaynaklanmaktad1r. Bu yah§malarda ihaleleri yonlendiren mekaniz­
malar incelenirken iktisadi bir manttktan ziyade, daha �ok teknik matematiksel 
argiimanlar kullamhr. SLandart iktisat teorisi ile ihale teorisi arasmdaki �ok gii�lii 
baglant1 ihmal edilir. Halbuki ihale teorisini iktisat mant1g1 i�inde dii§iinmek, ku­
rumlann geli�imini anlamada ve temel iktisat sorulannm cevaplandmlmasmda 
olduk�a onemlidir. Omegin ihale teorisindeki gelir-denkligi teoremi ihale d1§mdaki 
alanlarda da kullamlmaktadtr; ozellikle hukuk davalannda (kaybedenin kazanana 
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ne kadar odeyeceginin belirlemesinde), tinansal krizlerde (piyasalan daha istikrarh 
hale getinnede), mal veya hizmet kuyruklannda (kuyruklann giderilmesinde). Yine 
ihale teorisini kullanarak ozellikle oligopol ve tekel piyasalannda tiyatland1nna 
mekanizmalanm daha iyi anlamak miimkiindiir. 

ihale oziinde, tiyat rekabeti iizerine kurulmu§ bir mal tahsisi sistemidir. Ahcilar 
ve/veya sat1cilar bir mah almak ve/veya satmak i9in fiyat tekliflerinde bulunurlar. 
ihalelerdeki fiyatlandirma mekanizmasma temel alternatif fiyatlandirma ise al-veya­
b1rak fiyatland1nnas1dir. Bu da daha 9ok etiketlendirilmi� veya fiyat1 belirlenmi§ 
mallar i9in ge9erlidir. 

ihale metodu tarihin en eski donemlerinden giiniimiize bir9ok alanda uygu­
lanml§lir. brnegin eski Babil 'de (M.b. 5 .yiizyil) kadmlann yiiksek fiyat teklifleri 
veren erkeklerin e§leri olarak se9ildigini biliyoruz. Yine Roma imparatorlugunda 
vergi toplama haklan, ele ge9irilmi� mallann dag1tilmas1, toprak veya maden ocak­
lanmn kiralanmas1 gibi konularda ihale yontemine ba§vurulmu§tur. En yiiksek tek­
lifi verenlere bu tiir haklarm veri ldigi bilinmektedir. Eski donemlere ili�kin bu tiir 
ornekler ve tarihsel donemler 9ogalt1labilir. 

Giiniimiizde de ihale tiirii fiyatlandirma mekanizmasmm kullamld1g1 9ok say1da 
alan vard1r. Bir9ok iilkede tiitiin yapraklan, canh hayvan, kullamlm1� arabalar, 
sanat eserleri ve tahviller bu tiir mekanizmalarla fiyatlandmlmaktad1r. brnegin 
Chicago Ticaret Borsas1 ' nm zemininde i�aret ve sozlerle yapilan ihaleler (open 
cry) tiim finansal ve emtia futures ve opsiyon fiyatlandirmalarmm temelidir. Hol­
landa'da lalelerin sat1lmas1 ihalelerle ger9ekle§ir. Bu ihalelerde fiyat a§ag1 dogru 
hareket eder ve ilk en yiiksek fiyat tekliti veren (genelde elektronik ortamda) ihaleyi 
kazamr. Diger yandan, diinyada bir9ok devlet kurumu hizmet veya ma! ahmlanm 
ihalelerle ger9ekle§tirir. Kapah zarf bi9iminde yapilan bu ihalelerde teklifler sat1� 
fiyat1d1r, ah§ fiyatl degildir. Bu yiizden de dii�iik teklifi veren kazamr. 

Aynca giderek yaygmhk kazanan bir �ekilde, internet iizerinden neredeyse her 
tiirlii ma! i9in online-ihaleler yap1lmaktad!f. Bunun i9in kurulmu� online-ihale 
§irketleri vardir; ornegin Sotheby ve Christie Miizayede Evleri. c;ok say1da ahc1
internet iizerinden aym ma! i9in teklifler sunmaktadir. En yiiksek teklifi veren bu 
mah almaktadir. Bu tiir ihalelerde yaplian i�lemlerin milyarlarca dolar biiyiikliikte 
oldugu goriilmektedir. Yine son y11 larda bir9ok iilkede telsiz ileti§im i9in kullamlan 
radyo spektrum haklan ihale ile dag1tilm1�tlf. 

ihaleleri teknik olarak tart1�madan once ihalelerin genel ozelliklerini ve temel 
aynmlanm yapahm. Bunun i9in once ihale kurallan ile ihale ortammm birbirinden 
ayn §eyler oldugunu belirtelim. ihale kurallan, kimlerin teklifte bulunabilecegini, 
hangi tekliflerin kabul edilecegini, tekliflerin nas1l verilecegini, ihale sirasmda ne 
tiir bilginin if�a edilecegini, ihale sona erdiginde kazanamn nasil belirlenecegini 
ve kazananm hangi fiyatl odeyecegini belirler. ihale ortam1 ise potansiyel teklif 
verenlerin niifusu (ihaleye katilanlann say1s1), ihaleye konu olan mala atfedilen 
degerler, risk davram§lan ve her bir kat1hmcmm digerinin ihaleye konu olan objeye 
verdigi degerler hakkmda sahip oldugu bilgiler gibi unsurlardan olu§ur. 

ihalelerde teklifler sozlii (a91k) veya kapah zarf §eklinde yap1hr. Kapalt-zatf 
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........ :�mue ceKlll verenler teklifterini ihaleyi di.izenleyene, diger kat1hmcilann go­
remeyecegi bir �ekilde yaz1h halde verirler. Teklifter ancak ihale bittikten sonra 
a91klamr ve kazanan ilan edilir. Sijz/u ihalelerde ise, teklifter sozli.i ve herkesin 
duyabilecegi §ekilde ihale boyunca a91klamr. Yani sozli.i ve kapah-zarf ihaleler 
arasmdaki en onemli fark teklifterin gori.ini.irli.igi.idi.ir. 

ihalelerde teklifter yukan dogru, a§ag1ya dogru ve e§ anh olarak verilebilir. 
Fiyatm a§ag1 dogru hareket ettigi ihalelerde, ilk en yi.iksek teklifi veren kazamr. 
Hollanda'daki !ale piyasalan boyledir. Teklifterin yukanya dogru oldugu ihalelerde 
fiyatlann yoni.i yukandlf. E� anh ihalelerde ise fiyatlar aym anda verilir, omegin 
Japonya'daki bahk piyasalan boyledir; fiyatlan temsil eden el i§aretleriyle bahklar 
saniyeler i9inde hemen ahmr ve sat1hr. 

ihaleler kazanamn hangi fiyattan odeme yapacag1 a91smdan ikiye aynhr. Eger 
Odenen fiyat kazananm odedigi fiyat ise buna birinci-.fiyat ihalesi denir. Bu ti.ir 
ihaleler en yaygm olamdlf. Fakat eger kazanamn odedigi fiyat ikinci en yi.iksek 
fiyatsa buna da ikinci-.fiyat ihalesi denir. Yani odenen fiyat, kaybeden teklifter 
arasmdaki en yi.iksek tekliftir. ikinci-fiyat ihalelerinin oyun teorisyenleri a91smdan 
bi.iyi.ik bir onemi vardlf. <;i.inki.i bu ti.ir ihalelerin en onemli ozelligi ger9egi soyletme 
ozellikleridir. Buna Vickrey ihaleleri de denir. Vickrey' in geli§tirdigi bu ihale 
bi9imi kendisine 1 996 yilmda Nobel Odi.ili.i'ni.i kazand1rm1§tlf. 

Gene) olarak yukan dogru, birinci-fiyat ve sozli.i olan ihaleler ingiliz ihalesi 
olarak adlandmhrken, a�ag1 dogru, birinci fiyat ve sozli.i olan ihaleler Hollanda 
ihalesi olarak adlandmhr. 

ihaleleri, ihaleye konu olan mala verilen degerle ilgili bilginin niteligine gore 
de ikiye ay1rabiliriz: Bag1ms1z-ozel bilgili ihaleler ve ortak-degerli ihaleler. Birinci 
ihale ti.iri.inde yani bag1ms1z, ozel bilgili ihalelerde, bdg1ms1zdan kastettigimiz �ey 
her ahcmm mala verdigi degerin kendi ozel bilgisi oldugu ve her diger ahcmm ozel 
bilgisinden bag1ms1z oldugudur. Ozel deger'den kastm�1z ise §Udur: Bir ahc1 maim 
degerini kendi bilgisini kullanarak degerlendirdiginde, bu degerlendirme diger her­
hangi bir oyuncunun degerini ogrendikten sonra da degi�meyecektir. Yani her 
ahcmm ozel bilgisi bu degeri belirlemek i9in yeterlidir. 

Ortak-degerli ihalelerde ise teklif verenler arasmdaki temel fark objeye farkl1 
degerler vermeleri degildir, maim degeri hakkmda farkh bilgiye sahip olmalandlf. 
Yani omegin, petrol sahasmm degeri yerin altmda ne kadar petrol olduguna baghd1r. 
Teklif verenler ne kadar petrol olduguna dair farkh bilgilere sahip olabilirler ( <;:i.inki.i 
farkh jeolojik sinyallere sahip olabilirler). Bu durumda eger teklif verenlerden biri 
digerinin sinyalini ogrenirse teklifini degi§tirecektir. Dolay1s1yla digerlerinin bilgi­
lerinden etkilenecektir. Herkesin ozel bilgisi olmasma ragmen teklif verenin teklifi, 
diger oyunculann sinyallerinin yani bilgilerinin toplammm bir fonksiyonudur. Ozel 
bilgili ihalelerde digerlerinin sahip olduklan bilgiyi ogrenmek o mala verdiginiz 
degeri degi§tinnez. Fakat ortak-degerli ihalelerde, omegin bir tablonun sizin i9in 
degeri digerlerinin ona verdigi degere de baghdlf. <;i.inki.i bu tabloya sahip olmanm 
prestiji yeniden sat1§ degerini belirler. 

Diger yandan, ihaleler herkese a91k olabilecegi gibi, sadece belli ki§ilerin davet 
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edildigi ihaleler de olabilir. Bir9ok ihalede rezervasyon tiyat1 vard1r. Eger en 
ytiksek teklif degeri rezervasyon degerinden dti�tikse, bu obje geri 9ekilir ve satilmaz. 
Sat1cmm (ihaleyi dtizenleyenin) rezervasyon tiyatlan koymas1, ahc1lar arasmdaki 
herhangi bir i�birligine kar§I korunma ama9hd1r. 

Son olarak, baz1 ihaleler rok parrali-ihaleler olarak bilinir. Bu ttir ihalelerde 
bir objenin farkh par9alan (birimleri) i9in her ahc1 birden fazla birim i9in teklif 
verebilir. Yani her ahc1 maim her birimi i9in ayn bir teklifte bulunur. Bir hareket 
bir teklifler listesidir; burada ilk teklif maim birinci birimi i9in yap1lan tekliftir, 
ikinci teklif ikinci birimi i9in yapilan tekliftir ve boyle gider. Veri birim i9in en 
ytiksek tekliti veren mah elde eder. 

Bu boltimde ilk once tam bilgi ve ozel bilgi (eksik bilgi) altmda ihalelerdeki 
tiyat davram�lanm inceleyecegiz. Daha sonra farkh ihalelerde, ihaleye konu olan 
maim sat1�mdan elde edilen gelirlerin kar§Ila�tmnalanna bakacag1z. Bunun ardmdan 
9ifte ihale dedigimiz, hem ahc1 hem de sallcmm aym anda leklifle bulundugu 
ihaleleri inceleyecegiz. Son olarak da ortak-deger ihalelerine bakacag1z. 

7 .2 Tam Bilgi Altmda ihaleler 

7.2.1 Kesikli Teklif Degerli ihaleler 

Tam bilgili ihalelerde her ahc1 (leklif veren) diger ttim ahc1larm mala ne kadar 
deger verdigini bil ir. Ya da ba§ka bir deyi§le n say1da oyuncunun oldugu bir ihalede 
deger vektOrii v = ( v1 , . . . .  , vn ) herkes larafmdan bilinir. Bu boltimde bu bilgi 
yap1s1 allmdaki ihalelerde dengenin nas1l olu§luguna bakacag1z. 

<;ok basil formatta bir ihale oyun ornegi dti§tinelim. Bu ornekle, ihaleye ka­
l1lanlann ihaleye konu olan mala verdikleri degerleri bilmeleri durumunda leklif 
verenlerin nas1l davrand1gma bakacag1z. Basil bir kapah zarf ve birinci fiyal ihalesi 
omegi verelim. 

ihaleyi en ytiksek leklifi veren kazamr ve Odemeyi leklif degeri tizerinden 
yapar; leklif degerleri e§il oldugunda kazanan yaz1-lura ile belirlenir. Bu ihale oyu­
nuna kal1lan iki ki§i var: Herdem ve Ay§e. Herdem i9in ihaleye konu olan maim 
degeri 54 lira iken, Ay§e i9in bu deger 34 liradlf. B irinci fiyal ihalesi oldugunu 
di.i§i.indi.igtimi.iz bu ihalede eger Herdem ihaleyi bH leklifi ile kazamrsa, faydas1 
54 - bH olur. Eger kaybederse bu durumda faydas1 s1fird1r. Benzer olarak, eger 
Ay§e ihaleyi kazamrsa, faydas1 34 - b A olur ve kaybederse s1fird1r. Oyunculann 
lekliflerine kar§1hk gelen fayda dtizeyleri Tablo 7. 1 'de goslerilmekledir (Herdem 
stilun oyuncusu, Ay§e sallf oyuncusudur). 

10 
20 
30 

10 20 30 40 50 
( 12 , 22) 0, 34) (0, 24) (0, 14) (0, 4) 
( 14, 0) (7, 1 7) (0, 24) (0, 14) (0, 4) 
(4, 0) (4, 0) (2, 12) (0 , 14) (0, 4) 

Tablo 7.1 Birinci fiyal ihalesinde Nash dengesi 
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Teklif degerlerinin 1 0  arahklanyla ifade edildigini varsayahm (yani teklif de­
gerleri kesikli degi�ken olsun). Dikkat edilirse oyunun Nash dengesi Herdem'in 40, 
Ay�e'nin de 30 teklifinde bulundugu teklif degerler ktimesidir. Dolay1s1yla ihaleyi 
mala en ytiksek degeri veren Herdem kazamr. 

Yine bu omek tizerinden, �imdi de ihalenin kapah-zarf ve ikinci-fiyat ihalesi 
olarak diizenlendigini varsayahm. Bu ihalede, ihaleye konu olan mal en yiiksek 
fiyati verene gider fakat odemeyi en ytiksek ikinci tekliften yapar. Bu durumda 
ortaya i;1kan fayda dtizeylerini gosteren Tabla 7.2'ye bakt1g1m1za i;ok say1da Nash 
dengesi oldugunu gortirtiz: (20, 40) , (20, 50), (30, 40) , (30, 50) . 

10 
20 
30 

10 20 30 40 50 
( 12 , 22) 0, 44) (0, 44) (0, 44) (0, 44) 
(24, 0) (7, 17) (0, 34) (0, 34) (0, 34) 
(24, 0) ( 14 , 0) (2, 1 2) (0, 24) (0, 24) 

Tablo 7.2 ikinci fiyat ihalesinde Nash dengeleri

Tabla 7.2'ye dikkatlice bak1ld1gmda, diirtistltigiin zay1f baskm strateji oldugu 
durumun, yani (30, 50) strateji profilinin Nash dengesi oldugu gortiltir. Bu sonuca
gore Herdem' in, odemeyi Ay�e'nin, yani kaybedenin yapt1g1 teklif iizerinden yap­
mas1 durumunda, kafasmdaki degeri (mala verdigi geri;ek deger) teklif etmesi 
rasyoneldir. Bu dengenin varhg1 bu ttir ihale formatmm onemli bir ozelligini or­
taya i; 1karmaktad1r: Diirtist bir �ekilde teklifte bulunmak, yani teklif verenin mala 
verdigi geri;ek degeri soylemek zay1f baskm bir stratejidir. 

�imdi de ihaleye konu olan objenin Herdem ve Ay�e'ye ingiliz ihalesi 
formatmda sunuldugunu varsayahm. Bu ihalede ihaleyi diizenleyen artan bir �ekilde 
fiyat tekliflerinde bulunmaktad1r. Her yeni fiyat ii;in iki'si de aym anda kabul veya 
gei; (pas gei;mek) �eklinde karar vermektedir. Bu durum normal ingiliz ihalesin­
den biraz farkh i;tinkii normal ingiliz ihalesinde, bir oyuncu bir fiyat1 gei;ip digerini 
kabul edebilir. Buradaki analizi basitle�tirmek ii;in, bir oyuncu bir kez gei; dedi mi 
bir daha teklifte bulunamad1gm1 varsay1yoruz. Yani bir oyuncu gei; derse ve digeri 
kabul ederse, ihale biter, kabul eden ihaleyi kazamr ve o anki (cari) ihale fiyat1m 
oder. Eger her ikisi de kabul ederse, ihale devam eder. Bu durum, biri gei; diyene 
kadar devam eder. 

Bu ihale her yeni fiyat teklifiyle ba§layan yeni altoyunun oldugu bir dinamik 
oyundur. Ptir strateji kabul ve gei; §eklindedir. ihale 1 0  lira fiyat1 ile ba§lar. Her
iki oyuncu da bunu kabul eder, daha sonra 20 lira teklif edilir yine kabul edil ir, 30 
lira da kabul edilir. Fakat 40 liraya gei;ildiginde Ay�e i;ekilir i;iinkti aksi takdirde 
negatif fayda elde edecektir. Boylece denge sonucu, Herdem' in 40 fiyatm1 kabul 
etmesi ve ihaleyi kazanmas1d1T. Bunu Tablo 7 .3 'ten de gormek miimktindiir. 

Son olarak Hollanda ihalesi formatmda bu oyunun nas1I oynand1gma bakahm. 
Hollanda ihalesinde ihaleyi diizenleyen yiiksek bir fiyatla ihaleyi ba§latir. Sonra da 
her periyotta fiyati l O' ar indirerek devam eder. ihaleye katilanlar yine aym anda 
kabul ve gei; hareketlerine sahiplerdir. ilk olarak kabul diyen ihaleyi kazamr ve 
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Carifiyat Herdem 'in stratejisi Ay�e 'nin Stratejisi 
10 kabul kabul 
20 kabul kabul 
30 kabul kabul 
40 kabul ge� 
50 kabul ge�· 
60 ger ger 

Tablo 7.3 ingiliz ihalesinde Nash dengesi 

ihale biter. Her ikisinin de kabul etrnesi dururnunda kazanan yaz1-tura ile belirlenir. 
ihalenin 1 00 fiyat1 ile ba�lad1g1m dti�tinelirn. Fiyat SO'ye geldiginde Herdern 

ge9 diyecek- ki bu fiyat rnala verdigi degerin altmda- 9tinkti fiyatm 40'a dti�rnesini 
beklernektedir. Fiyat 40 oldugunda Herdern kabul diyecektir. Fakat bu fiyat Ay�e 
i9in rnala verdigi degerin tisttinde oldugundan kendisi ge9 diyecektir. Yani boylece 
mah Herdern 40 liraya alacak ve ihale bitecektir. Eger Herdern 40 fiyat1 geldiginde 
ge9 deseydi, 30 fiyatmda her ikisi de kabul diyeceginden ve kazanan yaz1-tura ile 
belirleneceginden beklenen kazanc1 � ( 54 - 30) = 12 olurdu. Bu deger 40 fiyatm1 
kabul etrnesinde elde ettigi kazan9tan, yani (54 - 40) = 14 degerinden daha azdir 
(bu arada bu ihale i9in de bir tablo olu�turabilirsiniz). 

K1saca tarn bilgi altmda dort farkh ihale forrnatmda, ma! ona en fazla degeri 
verene gider ve odenen rniktar da ttirn bu ihalelerde aymd1r. Bu sonu9 ashnda daha 
sonra gorecegirniz gelir denkligi teorernidir. 

�irndi de yine rnala verilen degerlerin ortak bilgi oldugu fakat teklif degerlerinin 
stirekli oldugu ihalelerde dengenin nas1l bulunabilecegine bakahrn. 

7 .2.2 Silrekli Teklif Degerli ihaleler 

i. Kapah-zarf birinci fiyat ihalesi 
Tek ve boliinrnez bir obje i9in yap1lan kapah-zarf ve birinci fiyat ihalesine 

bakahrn. Bu ihalede n say1da ahcmm oldugu, N = { l ,  2 ,  . . . .  n} , ve ahctlann tek­
lifterinin stirekli bir degi�ken oldugu birinci fiyat ihalesinde denge teklif degerlerini 
bulrnaya 9ah�ahrn. Her oyuncunun teklifi b; olup, A; hareket ktirnesinin bir ele­
mamdir, b; E A; C R+ . Bu oyun a91k9a stratejik bir oyundur, 

Herhangi bir i ahc1smm faydas1 �oyle ifade edilebilir: 

· (b) = { v; - b; , eger i = min {j E N : bj E max {b 1 , . . . . .  bn } }  
u, 0, aksi takdirde 

Burada v; , i oyuncusunun degerini gostennektedir ve min operatortinti, ihaleye 
konu olan objenin en ytiksek teklif verenler arasmda en kti9tik indekse sahip olana 
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gittigini gostermek i\:in kullamyoruz. Bu ihalede v1 > v2 > . . . . .  > Vn > 0 
oldugunu varsayahm. Bu yiizden de en yiiksek degere, v 1 , sahip birinci oyuncunun 
bu objeyi alacagm1 gosterelim. Bu da en yiiksek teklifin birinci oyuncu tarafindan 
gelmesi demektir, b 1 E max { b1 , . . . . .  , b,, } . 

Bu ispat1 ihaleyi I .  oyuncu dt�mda bir oyuncunun almasmm soz konusu ola­
mayacag1m gostererek yapabiliriz. Varsayahm ki, ihaleyi birinci oyuncu d1�mda 
bir oyuncu, j =f. 1 ,  kazansm: 

j = min { k E N : bk E max { b 1 , . . . . .  bn } }  . 

a. Eger b1 > 112 ise, b1 > VJ olur, boylece j oyuncusu stfir tek\ifinde bulunur, 
yani ihaleden \:ekilir, aksi takdirde negatif fayda ahr, v1 - b1 < 0. 

b. Eger b1 � v2 ise, b1 < VJ olur, boylece l .  oyuncu b1 teklifinde bulunabilir, 
ihaleyi kazamr ve v1 - b1 > 0 kadar fayda elde eder. 

I .  oyuncunun objeyi aldJgtm gosterdik. B u  durumda b1  teklifinin alacagt 
degerlere bakahm. A\:tk\:a b1 � VJ ve aym zamanda b1 2:: 112 olmak zorundadtr, 
aksi takdirde 2. oyuncu b2 E ( b1 , v2 ) teklifinde bulunabilir ve faydasm1 arurabilir. 
Yani k1saca I .  oyuncunun teklif arahg1 b 1 E [112 , v t ]  olur. 

Sonu\: olarak herhangi j =f. 1 i\:in bj = bJ oldugunu gostermeliyiz. Eger 
bu durum soz konusu degilse, I .  oyuncu teklifini azaltarak faydasmt arttrabilir. 
Dolay1s1yla denge i\:in tek aday (b1 , b2 , . . . .  . ,  b11 ) olur; ki burada b1 E [v2 . v1 ] , tiim 
j ' ler i\:in b1 � b1 ve herhangi j =f. 1 i\:in b1 = b1 . Boylece bu durumdaki tiim 
( bJ , b2 , . . . . .  , b11 ) degerleri Nash dengesidir. 

ii. Kapali Zarf ikinci Fiyat ihalesi 
�imdi de yine tam bilgi altmda tek ve boliinmez bfr obje i\:in yapilan kapah 

zarf ve ikinci fiyat ihalesi omegine bakahm. Bu ihale tiifii daha \:Ok bilinen adt ile 
Vickrey ihalesidir. Yine n saytda ahc1 oldugunu varsay1yoruz, N = { 1 ,  2, . . . .  n} .  
Her bir oyuncu kapah zarf i\:inde teklifterini sunar. Teklif verenlerin bu mala atfet­
tikleri degerler s1ras1yla v1 , v2 , . . .  v11 �eklindedir. Bu arada ihaleye kat1lanlann tek­
l if degerleri ise yine s1rayla b1 , b2 , . . . .  b11 ve teklif vektoriinii b = (bJ , b2 , . . . .  , bn) 
�eklinde ifade ediyoruz; tabii burada i = 1, 2, . . . .  n i\:in Vi , bi E (0, oo ) . Yine 
ihaleye konu olan obje en yiiksek teklifte bulunanm olacakttr. Fakat Odemeyi, en 
yiiksek ikinci tekliften yapar. 

ihaleyi kazanan ahc1ya, mah tahsis eden fonksiyonu formel olarak �oyle ifade 
edebiliriz: 

Xi ( b1 , b2 , . . .  ., b11) = 1 , eger bi > b1 , j = 1, . . . , i - 1, i + 1 ,  . ., n 

Xi (bJ , b2 , . . . .  , b11) = 0, aksi takdirde 

Bu durumda her teklif verenin faydas1 �oyledir: 
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Burada p; ( (bi . b2 . . . . . . b11 ) )  kazanamn odedigi miktan gostennektedir. Bu  
ikinci fiyat ihalesi oldugu i<;:in ihaleyi kazanan en  yiiksek ikinci fiyattan Odeme 
ya par. 

Onerme 7.1 Kapali zarf ikinci-fiyat ihalesinde her alu:mm ma/a verdigi degeri 
teklif etmesi, yani her altcmm diiriistre kafasmdaki degeri teklif etmesi, 
( b1 , b2 , . . . .  , b,, ) = (v J ,  . . . .  , 1111 ) .  bu oyunun zayif bas km strateji dengesidir. 

ispat. Birinci ahc1yJ dii�iinclim. Mala verdigi deger v1 iken teklif degeri b J  'dir. 
Diger ahc1lar ise b2 , . . . .  ., b11 teklifterinde bulunurlar ve mala verdikleri degerler ise 
s1rasJyla v2 , . . . .  , vn 'dir. A�ag1daki durumlara tek tek bakahm: 

Durum 1: 'U J > b_i = rnax(b2 ,  . . . , bn) durumunda a�ag1daki senaryolara 
bakahm: 

i. Eger v1 > b1 � b_i ise, bu �u anlama gelir I .  oyuncu ihaleyi kazanan 
oyuncudur; bu da faydasmm u1 = VJ - b_i � 0 olacag1 anlamma gelir. Bu yiizden 
kafasmdaki ger<;:ek degeri teklif etmesi durumunda da, b1 = v, aym fayday1 elde 
eder. 

i i .  Eger v 1  � b_; > b1 ise, 1 .oyuncunun ihaleyi kazanamad1g1, dolay1s1yla 
faydasmm da u1 = 0 oldugu anlamma gelir. Fakat eger kafasmdaki degeri teklif 
etseydi, b1 = v 1 , ihaleyi kazanabilirdi ve faydas1 pozitif olabilirdi. 

i i i .  Eger b1 > v1 � b_; ise, bu durumda teklifte bulunmak zaten rasyonel 
degildir, <;:iinkii teklifini b1 = v1 diizeyinde tutmas1 durumunda da ihaleyi kazamr. 
K1saca eger b1 = v1 ise b1 = v1 � b_; oldugundan u1 = VJ - b_; � 0 olur. 
Bu yiizden eger b1 = v1 fiyat1 teklif edildiginde u1 faydas1 elde edilen maksimum 
faydadlf. Dolay1s1yla b1 = v1 stratejisi I .  oyuncu i<;:in zay1f baskm bir stratej idir. 
Ba�ka bir degi�le, kafasmdaki degerle aym teklif  teklifte bulunmak en az diger tiim 
stratejiler kadar iyi bir stratejidir. 

Durum 2: V1 < b_; = rnax(b2 ,  . . . , bn) ·  
i .  Eger bi  � b_; > v 1  ise, bu � u  anlama gelir 1 .  oyuncu ihaleyi kazanan 

oyuncudur, fakat elde ettigi fayda negatif olur, u1 = v1 - b_; ::; 0. Bu yiizden 
teklifini kafasmdaki ger<;:ek degere <;:ekmelidir, b1 = v1 , bu durumda faydas1 en 
azmdan s1fir olur, 

i i .  Eger b_i > b1 > v1 ise, I .  oyuncunun ihaleyi kazanamad1g1, dolay1s1yla 
faydasmm da u1 = 0 oldugu anlamma gelir. Fakat kafasmdaki ger<;:ek degeri teklif 
etseydi, /J 1 = v1 , faydas1 yine s1fir olurdu. 

i i i .  Eger b_; > v1 > b1 ise, yine I .  oyuncu ihaleyi kaybedecektir, bu yiizden 
b1 = v1 teklifinde bulunmas1 rasyoneldir. 

Sonu<;: olarak her durumda bi = v 1 leklifi rasyoneldir. Yukandaki analizden 
harekelle �unu elde ederiz: 

U 1 ( V1 , b2 , . . . .  , bn ) � UJ (b1 , . . . . , bn) ,  Vb1 E S1 , Vb2 E S2 , . . . , Vbn E Sn . 

K1saca b1 = v1 slratejisi I .  oyuncu i<;:in zay1fbaskm stratejidir. Aym argiimanlan 
kullanarak b; = v; durumunun diger tiim oyuncular i<;:in de ge<;:erli oldugu goriilebilir. 

335 



Bu ytizden (v1 , • . • . .  , vn) zay1f bask.Jn strateji dengesidir. Yani tam bilgi altmda 
ikinci-fiyat kapah zarf ihalesinde bir oyuncunun mala verdigi degere e�it olan tek­
lifi, diger ttim teklifterine zay1f bask.Jndir. • 

Bu durum, Tabla 7.4'te daha net gori.ilebilir (tablo i<;:indeki degerler i oyun­
cusunun her durum i<;:in fayda diizeyini gostermektedir). Her durumda v; teklifinde 
bulunmak zay1f baskm stratejidir. 

i 'nin teklifi 

i 'nin teklifi 

b; < V; 
b; = V; 

b; < v; 

b; = V; 

Durum I 
b_;  < b; b; < /j_i < V; /j_i > V; 
V; - b_; 0 0 
V; - b_; V; - b_; () 

Durum 2 
b_; � b; V; < b_; < b; b_; > b; 

I v; - b_; I v; - b_;( < 0) I 0 

Tablo 7.4 ikinci fiyat ihalesinin soyut gsterimi 

7 .3 Bag1ms1z Ozel Degerli ihaleler 
I 

Daha onceki boliimde herhangi bir i oyuncusunun kendi degeri ve diger oyuncu-
lann degerleri hakkmda tam bilgiye sahip oldugunu varsaym1�t1k. Ger<;:ekte bilgi 
bi<;:imleri bu kadar miikemmel degildir. <;:iinkii genelde her oyuncunun kendi degeri 
hakkmda digerlerinin bilmedigi, bag1ms1z ozel bir bilgisi soz konusudur. Bag1ms1z 
ozel degerli ihalelerin iki onemli ozelligi vardir: (i) Teklif veren herhangi bir i 
ki�isinin bilgisi (sinyalinden) teklif veren diger herhangi bir j ki�isinin bilgisin­
den (sinyal) bag1ms1zdir ve (ii) Teklif veren herhangi bir i ki�isinin mala verdigi 
deger, teklif veren diger herhangi bir j ki�inin verdigi degerden bag1ms1zd1r. �imdi 
bag1ms1z ozel bilgi altmda farkh ihale formatlanndaki davram�lara bakahm. 

7.3.1 Birinci-Fiyat, Kapah Zarf ihalesinde Fiyat Teklif Verme 
Davram�1 

Bir risk-notr sat1c1 (yani lineer fayda fonksiyonuna sahip) bOliinmez bir mah yine 
kendisi gibi risk-notr olan n say1da ahc1ya ihale yoluyla satmay1 ama<;:lamaktad1r. 
Herhangi bir i ahc1smm mala verdigi v; degeri [O, 1] arahgmda degerler almaktadir. 
Bu degerler, yogunluk fonksiyonu f; ( v; ) olan bir F; ( v; ) dag1hm 
fonksiyonuna sahiptir. Ahc1lann mala verdikleri degerlerin birbirinden bag1ms1z 
oldugunu varsay1yoruz. Yani her ahc1 kendi degerini bilmekte fakat diger oyuncu-
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Jann degerlerini tam olarak bilmemektedir. Sadece Ji , . . . . , f,, yogunluk fonksiyon­
lan, sat1cmm ve ahc1larm ortak bilgisi dahilindedir. Bir ahc1 digerlerinin teklifterini 
kapah zarf i�inde iletmelerinden dolay1 goremez. Bunun yerine optimal teklifini, 
digerlerinin nasil teklifte bulunacagm1 olas1hk dag1hmmdan hareketle belirlemeye 
�ah�lf. Bbylece her oyuncu stratejik bir zeminde hareket etmek zorunda kahr. Yani 
her bir ahcmm tiyat teklifi digerlerinin fiyat teklifterine baghdir ve her ahc1 aym 
anda teklifte bulunmaktad!f. 

�imdi bu durumda herhangi bir i ahc1smm nasil teklifte bulunduguna bakahm. 
Ahcmm ihaleye konu olan mala verdigi deger Vi olsun ve v; veriyken, ahcmm 
verdigi teklif degeri de b; olsun. Teklif degeri gene) olarak i ahc1smm mala verdigi 
degere ( v; ) bagh oldugundan bi ( v; ) di ye ifade edelebiliriz. Herhangi bir i ahc1smm 
v; E [O, l ] c R+ arahgmda degerlere sahip olabilecegini kabul edelim. Dolay1s1yla 
i ahc1smm teklif verme stratejisi bir teklif verme fonksiyonu olarak ifade edilebilir, 
b; : [O, l] -t R+ . Yani ahc1 mala verdigi olas1 her deger i�in negatif-olmayan bir 
teklif vennektedir. 

Oyunculann teklif stratejilerini biraz tamtahm. 6megin, mala yiiksek deger 
vennek teklifin de yiiksek olacag1 anlamma gelir. Bu yiizden ilgimizi kesin mono­
ton artan teklif-venne fonksiyonlanyla, b; ( v; ) , s1mrlandiracag1z. Diger yandan, 
ahcllarm ex-ante simetrik olduklan varsay1ld1gmdan aym degere sahip ahc1lar aym 
teklifte bulunurlar. Bu varsay1mlar, kesin artan teklif-verme fonksiyonlannda simetrik 
Nash dengesi sonucunu bulmam1za imkan verir. 

ihalede teklif veren iki ki�i olsun ve bunlan i = 1 ,  2 ile gosterelim. Teklif veren 
i ki�isi i�in ihaleye konu olan maim degeri v/dir. Eger i oyuncusu mah alirSa ve 
p fiyatm1 Oderse, elde etttigi fayda v; - p'dir. Teklif veren iki ki�inin mala verdik­
leri degerlerin biribirinden bag1ms1z oldugunu ve [O, l] arahgmda homojen dag1hm 
gosterdigini kabul ediyoruz. Teklif degerleri negatif-olmayan degerler ahr. Teklif 
verenler teklifterini zarf i�inde aym anda sunar. Daha yiiksek teklif veren mah ahr 
ve teklif fiyat1m oder. Kaybeden ise ne odemede bulunur ne de herhangi bir �ey 
ahr. E�itlik halinde ise, kazanan yazJ-tura ile belirlenir. Tiim bunlar oyuncularm 
ortak bilgisidir. 

Bu problemi statik Bayesyen bir oyun olarak formiile etmek i�in, oyunculann 
hareket kiimelerini, tip kiimelerini, inan�lanm ve fayda fonksiyonlanm tammlamam1z 
gerekir. Herhangi bir i oyuncusunun hareketi negatif-olmayan teklif degerleridir, 
b; . Bu oyuncunun tipi ise mala verdigi degerdir, v; . Bu ihale oyununda, G = 
{A 1 , A2 ; T1 , T2 ; p1 , p2 ; u 1 , u2 } ,  hareket kiimesi A; = [O, oo] ve tip kiimesi T; = 
[O, 1 ] olarak tammlamr. Mala verilen degerler birbirinden bag1ms1z oldugundan, 
i oyuncusu diger oyuncunun degerinin [O, l ]  arahgmda homojen dag!ld1gma inan­
maktad1r. Son olarak i oyuncusunun fayda fonksiyonu �oyledir: 

Vi - b; , eger b; > b1 
(v; - l>i)/2, eger b; = b1 
0, eger b; < b1 
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Bu oyunun Bayesyen Nash dengesini bulmak i9in ise, oyunculann strateji 
kiimelerini elde etmekle ba§layahm. Statik Bayesyen bir oyunda, daha once be­
lirtildigi gibi bir strateji , tiplerden hareketlere tammlanan bir fonksiyondur. Yani 
i oyuncusunun stratejisi i oyuncusunun her tipine kar§ihk gelen teklif degerini 
tammlayan bir fonksiyondur, b; ( v; ) .  Bayesyen Nash dengesinde, l .oyuncunun 
bi (vi ) stratejisi, 2.oyuncunun b2 ( v2) stratejisine verdigi en iyi tepkiyken, 2.oyun­
cunun b2 ( v2 ) stratejisi, I .oyuncunun bi ( v1 ) stratejisine verdigi en iyi tepkidir. Formel 
olarak ifade edersek ( b( v1 ) ,  b( v2) )  strateji 9ifti Bayes yen dengedir ve her v; degeri 
i9in, b; teklif degeri a§ag1daki problemi 9ozen degerdir: 

1 
max(v; - b; )F; (b; > b1 (v1 ) )  + - (v; - b; )F; (b; = b1 (v1 ) )  + 0.F; (b; < b1 (v1 ) ) .  

� 2 
(7. 1 )  

Bu problemi a91k bir §ekilde 9ozmek i9in, her iki oyuncu i9in de teklif degerleri 
(b; ) ile mala verilen degerler ( v;) arasmdaki i l i§kiyi tammlamam1z gerekir. Kolayhk 
olsun diye bu i li§kinin (yani stratej inin) lineer oldugunu kabul edelim. Varsayahm 
ki, j oyuncusu b1 ( v1 ) = a1 + c1v1 stratejisine sahip. 0 zaman herhangi bir veri 
v; i9in i oyuncusunun en iyi tepkisi a§ag1daki problemi 9ozen degerdir (bu yeni 
problem (7. 1 )  probleminin yeni durumudur): 

max(v; - b; )F; (b; > a1 + cJv1 ) .  
b; (7.2) 

Yukanda (7 .2)'de ifade edilen optimizasyon problemi, (7 . 1  ) 'de verilen ifadede F; (b; = 
b1 ( v1 ) )  = 0 durumunun kullamlmas1yla elde edilmi§tir. <;iinkii b1 ( Vj ) = a1 + 
c1v1 lineer ve v1 homojen dag1hm gosterdiginden dotay1, b1 de homojen dag1hm 
gosterir. Bu yiizden bu e§itligin ger9ekle§me ihtimali siirekli bir dag1hmda s1firdir. 
i oyuncusunun j 'nin minimum teklif degerinin altmda· teklifte bulunmas1 mant1kh 
degildir ve i oyuncusunun j' nin maksimum degeri iistiinde bir teklifte bulunmas1 
yine mant1kh degildir, dolay1s1yla a1 :=:; b; � a1 + c1 . 

Diger yandan homojen dag1hmdan hareketle i ahc1smm verdigi teklifin j 
ahc1smdan biiyiik olma olas1hg1 §Oyle ifade edilir: 

Bu yiizden i oyuncusunun en iyi tepkisi, (7.3)'teki durum da dikkate almarak (7.2)' 
den tiiretilir: 

b; (v; )  = { (v; + a1 )/2, e�er v; 2: <Lj 
aj , eger v; < a1 

Eger 0 < a1 < 1 ise, v; ' nin baz1 degerleri i9in v; < a1 olur. Bu da b; (v; ) ' nin 
lineer olmad1g1 anlamma gelir (ger9ekte once yatay sonra pozitif egimlidir). Lineer 
bir denge arad1g1m1z i9in 0 < a1 < 1 durumunu devre d1§1 birakmz ve sadece 
a1 2: 1 ve a1 � 0 durumlan ile ilgi leniriz. Fakat ilk durum (yani a1 2: 1) dengede 
ger9ekle§emez i;iinkii yiiksek degerli tipin, en az dii§iik degerli tip kadar teklifte 
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bulunmasmm optimal olmas1 ir;in c1 > O olmas1 gerekir. Fakat a1 ;:::: 1 durumu, 
b1 ( l 'J )  ;:::: v; oldugu an I am ma gelir ki, bu optimal degildir (bunu anlamak ir;in a1 :S 
b; :S aj + c1 ko§ulunu hatulay1mz). Dolay1s1yla eger b; (v; ) l ineerse, a1 :S 0 
durumuna sahibiz demektir. Bu durumda b; ( v; ) = ( v; + a J ) /2 olur, dolay1s1yla 
a; = <lj/2 ve CJ = l/2'dir. 

Aym analizi i oyuncusunun b; (v; )  = a; + c;v; l ineer stratejisine sahip oldugunu 
varsayd1g1m1zda, j oyuncusu ir;in de tekrarlayabiliriz. Benzer olarak §U sonur;lan 
elde ederiz: a; :S 0, a1 = a;/2 ve CJ = 1/2. Bu iki sonucu birle§tirdigimizde §Unu 
elde ederiz: a; = aj = 0 ve c; = c1 = 1 /2, yani b; (v; ) = v;/2 . Boylece Bayesyen 
Nash dengesini bulmu� oluruz. 

Bu durumu daha ar;1k ve spesifik bir ornek tizerinden incelemeye devam edelim. 

Ornek 7.1 

Oyunculann ihaleye konu olan objenin degerinin 1!. ;:::: 0 alt limiti ile v tist 
limiti arasmda oldugunu bildiklerini varsayahm. Aym zamanda her ahcmm bo ob­
jeye verdigi degerin ['.!!., v] arahgmda homojen dag1ld1gm1 varsayahm. Yani k1saca i 
ahc1s1, j ahc1smm sahip oldugu v1 gerr;ek degerinin, yogunluk fonksiyonun a§ag1da 
verilen bir rassal degi§ken oldugunu biliyor: 

f(v) = { Ii�!! ' eger 1!. < v < v } 
' 0, aksi takdirde 

Diger bir degi§le, i ahc1s1 v1 degerinin en fazla v kadar olma olas1hgm1 §6yle 
hesaplamaktadu: 

F; (vj :S v) = lvcxo f(t)dt = �=� ' eger 1!_ :S v :S v 
{ 0 eger v < 1!. } 

1 , eger v > v 

Ahcilann teklifterinin a§ag1da verilen optimal ko�ulu saglamas1 gerektigi 
ar;1ktir (her iki ahcmm minimum teklif degerleri maim minimum ve maksimum 
degerleri arasmda olmahdu): 

1!. < b2 (1!.) :S v ve !'. < b1 (1!.) :S v. 
Her iki ahc1 da birbirinin degeri hakkmda simetrik bilgiye sahip oldugundan, op­
timal stratejilerini ser;erken aym mant1g1 kullamrlar. Buna gore ihalede dengenin 
a§ag1daki gibi lineer ve simetrik oldugunu iddia edelim: 

* 1 1 b1 = 21'. + 2v1 , 
* 1 1 b2 = -V + - V2 . 

2- 2 
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�imdi ihaledeki denge tekliflerinin yukanda iddia ettigimiz gibi oldugunu 
gosterelim. Oyun simetrik oldugundan, sadece bir ahcmm problemiyle ilgilen­
mek yeterlidir. Bunun i�in de ilk once I .  ahcmm kazanma olas1hg1m bulmakla 
ba�layahm. 1. ahc1 i�in v2 degeri, [12, v] arahgmda homojen dag1lan rassal bir 
degi�kendir. Bu ytizden I .  ahcmm kazanma olas1hgm1 �oyle ifade ederiz: 

Bu fonksiyonun grafigi �ekil 7. 1 (a)'da gosterilmektedir. 

l'.. .Y + v, 
- --2 2 2 

(a) (b) 

�ekil 7.1 

Diger yandan v2 degeri homojen dag1hma sahip oldugundan her iki ahcmm da 
aym teklifi verme olas1hg1 s1firdir: 

Bu da �unu ima eder: 

Bu fonksiyonunun grafigi ise �ekil 7 . l (b)'de gosterilmektedir. Beklenen fayda 
fonksiyonu, Eu1 (b1 I b2) ,  [12, � (12 + v)) kapah arahgmda maksimum bir deger ahr. 
Bu da fayda fonksiyonun b1 degerine gore birinci deger ko�ulundan bulunur: 
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Simetrik yap1dan dolay1 2.oyuncunun teklif fonksiyonu da benzer yap1dadir, 
b2 = h + !v2 .  Sonu� olarak (bi (v2 ) ,  b2 (v1 ) )  lineer teklif verme �ifti yukanda 
iddia edildigi gibi bu ihalenin Nash dengesidir. 

Birinci-fiyat ihalelerinin Gene[ Modeli 
Yukanda verilen lineer teklif verme stratej ileri yerine daha genel bir teklif 

verme fonksiyonu ile once iki ki§ilik bir ihaleye, sonra da n say1da ahcmm oldugu 
bir ihalede dengenin nastl bulunacagma bakahm. Eide edecegimiz sonucu §imdiden 
bir onerme olarak ifade edelim. 

Onerme 7 .2 Eger n tane altc1 F gibi bir ortak daiJ1ltm fonksiyonundan {:ekilen 
bag1ms1z iizel degerlere sahiplerse, birinci-fiyat kapalt zarf ihalesinde, ihale teklif 
denge fiyall a�ag1daki gibidir: 

ispat. �imdi bu onermeyi ispatlayahm. Once iki ahcmm daha gene! bir teklif 
fonksiyonuna sahip oldugu duruma bakahm. Oyunculann tekliffonksiyonlan, b( . ) , 
siirekli artan ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Veri vi degeri i�in, i oyuncusu­
nun optimal teklifi, bi , a§ag1daki problemi �ozen degerdir: 

(7.4) 

Teklifi bj olan j oyuncusunun mala verdigi degeri b-1 (bj )  §eklinde ifade 
edebiliriz. Yani eger teklif fonksiyonu bj = b( Vj ) ise, ters fonksiyondan hareketle 
bj teklifine kar§1hk gelen degeri, b- 1 (bj )  = Vj §eklinde yazanz. Burada Vj degeri 
[O, 1 ] arahgmda homojen dag1hma sahip oldugundan, i oyuncusunun j oyuncusun­
dan daha yiiksek bir teklif verme olas1hg1 §6yle ifade edilir: 

Dolay1s1yla i oyuncusunun (7.4)'te ifade edilen optimizasyon probleminden §Unu 
elde ederiz: 

d 
-b-1 (b · )  + (v · - b · )-b- 1 (b · )  = 0 i i i dbi i . 

Bu birinci dereceden ko§ul, i oyuncusunun veri Vi degeri i�in j oyuncusunun b( . ) 
stratejisine verdigi en iyi tepki fonksiyonunun ortiik halidir. Eger b( . ) stratejisi 
simetrik Bayesyen Nash dengesi ise birinci dereceden ko§ulun verdigi �oziim b(vi) 
olmahd1r. Yani i oyuncusunun mala verdigi olas1 her deger i�in, i oyuncusu j oyun­
cusunun bu stratejiyi oynad1g1m veri ald1gmda b(.) stratejisinden sapmayacakt1r. 
Bu gerekliligi empoze ettigimizde yani bi = b( vi ) 'yi birinci dereceden ko§ulda 
yerine koydugumuzda, §Unu elde ederiz: 
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Dikkat edilirse, b-1 (b( vi ) )  basitc;:e Vi 'dir. Dahas1 d{ b- 1 (b(u; ) ) }  /db; = l /b' (r; ) 'dir. 
Yani d{b- 1 (bi ) }  /dbi ifadesi bize i oyuncusunun bir birirn teklif art1�mda bulunmak 
ic;:in degerinden ne kadar degi�iklik yapmas1 gerektigini gosterrnektedir. b' (u; ) ise 
verilen teklifin, degerdeki bir birim degi�ime gore nasll degi�tigini gosterir. Yani 
b( . )  degeri a�ag1da verilen birinci dereceden diferansiyel denklemi saglamahdir: 

1 -11 · + (v · - b(v · ) ) -- = 0 l 1 ! b' ( /.'; ) 
. 

Bu denklemi yeniden diizenleyerek ifade edelim: 

b' (v; )v; + b(vi ) = v; . (7.5) 

(7.5) diferansiyel denkleminin sol-tarafi kola yea gori.ilebilecegi gibi d{ b( v; )v; }  / dv; 
ifadesidir. Bu yiizden denklernin her iki tarafinm integralini ahrsak �unu elde 
ederiz: 

1 2 b(v; )v; = '.t"i + C. 

Burada C integral katsay1s1d1r. C degerini elemine etmek ic;:in bir s1mr ko�ulu 
tammlamahy1z. Bunun ic;:in de �unu kul lanabilirz: Hic;:bir oyuncu degerinden daha 
fazla bir teklifte bulunmasm. Yani her Vi ic;:in b( Vi ) ::; Vi olmasm1 istiyoruz ve 
ozellikle b(O) ::; 0 olmasm1 istiyoruz; teklifter negatif olarnayacagmdan, b(O) = 0 
olur. Dolay1s1yla b( vi ) = v;/2 olur. 

�irndi yine gene) bir teklif verrne fonksiyonu ic;:in oyuncu say1smm n oldugu bir 
ihalede ahc1lann davram�lanna bakahrn. Daha once oldugu gibi, i oyuncusunun v; 
degeri ic;:in teklifi bi = bi ( v; ) olsun. Simetrik bir der\gede, her i oyuncusu ic;:in 
bi = b dururnuna sahip oluruz. Yine teklif verrne fonksiyonunun, b( · ) ,  monoton 
artan bir fonksiyon oldugunu varsayahm (daha yiiksek d�gerlere sahip olanlar daha 
yiiksek teklifte bulunurlar). 

Her oyuncu diger oyunculann degerleri hakkmda kesin bi lgiye sahip olmad1gmdan, 
teklif verrne fonksiyonunu ( b( · ) )  bilse bile sunacag1 teklif konusunda belirsizdir. 
Olas1hk fonksiyonu, G(b), veri b ic;:in her oyuncunun tekli finin en fazla b olma 
olas1hg1m gostermektedir. Teklif fonksiyonu b'nin artan bir fonksiyon oldugu 
varsay1m1 altmda, bir oyuncunun verdigi teklifin en fazla b olmas1, bu oyuncunun 
degerinin en fazla 11- 1 ( b) oldugu anlamma gelir. Buna gore G( b) olas1hk fonksiy­
onunu �oyle ifade edebiliriz: 

Teklifi b olan ve v degerine sahip bir oyuncunun beklenen faydas1, diger tum 
oyuncular b( · ) teklif verrne fonksiyonuna gore davrand1klan zaman �oyledir: 

( v - b )F { b en yiiksek teklif} . (7.6) 

Yukanda (7.6)'da ifade edilen F { b en yiiksek teklif} olas1hg1, diger (n- 1 )  ahcmm 
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tiim degerlerinin //den az olma olas1hgma e�ittir, bu da ( G(b) ) n- I demeklir. Dola­
y1s1yla (7.6) ifadesinde belirtilen beklenen fayda �i:iyle yaz1labilir: 

(v - b) (G(b))"- 1 .  (7.7) 

Herhangi bir oyuncunun her tipi ic;:in en iyi tepki fonksiyonunu dii�iinelim. 
Diger Liim oyunculann b( · ) teklif verme fonksiyonu veri ahnd1gmda, degeri v olan 
bir oyuncunun optimal teklifi b* (v) ile gi:isterilsin. Bu teklif de (7.7) ifadesindeki 
beklenen fayday1 maksimize eden degerdir (yani (7.7)'de ifade edilen beklenen fay­
damn //ye gore tiirevinin s1f1r olmas1m saglayan degerdir) : 

-G(b* )" - 1 + (v - b* ) (n - l )G(b* )"-2G'(b* ) = 0. (7.8) 

Bu ihalede (b* , . . . . . .  , b* ) teklif profilinin Nash dengesi olmas1 ic;:in, her oyuncu 
b* ( v) tepki fonksiyonuna gore hareket ettigi zaman, her v degerine sahip bir oyun­
cunun en iyi tepkisi tam anlam1yla b* (v) olmak zorundadlf. 

�imdi G(b) tammmdan hareketle, 

G(b* (v) ) = F(b*- 1 (b* (v)) = F(v) 

il i�kisini tiiretebiliriz ve herhangi bir b ic;:in �unu yazabiliriz: 

Dolay1s1yla G'(b* (v)) = F' (v) /b*' (v) 'dir. Yani (7.8) denkleminden b* denge 
teklif verme fonksiyonunun a�ag1daki denklemi saglamas1 gerektigini elde ederiz: 

-(F(v))"- 1 + (v - b* (v) ) (n - l ) (F(v))"-2 F'(v)/b*' (v) = 0 

veya 

b* (v) (F(v) )" - 1 + (n - l)b* (v) (F(v) )"-2 F' (v) = (n - I )v(F(v) )"-2 F' (v) . 

Bu diferansiyel denklemin sol tarafi, dikkat edilirse b* ( v) ( F( v) )11- 1 ifadesinin 
v'ye gore tiirevidir. Yani her iki tarafin da integralini ahrsak �unu elde ederiz: 

b* (v)(F(v) )"- 1 = l" (n - l )x(F(x)) 11-2 F'(x)dx 

= v(F(v) )n- I -l11
(F(x))"-1dx. (7.9) 

Dikkat edilirse, ikinci satm k1smi integral metodunu kullanarak elde ettik. Dolay1s1yla 
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(7.9) denklemini dtizenlersek �unu elde ederiz: 

* 
.f�' (F(x))"-1dx 

b (v) = v - -
( ( ) )  1 . 
F v n-

Bu ifadeyi de daha derli toplu i fade edersek: 

• 

7 .3.2 Hollanda ihalesinde Teklif Venne Davram§I 

(7. 1 0) 

Hatirlanacag1 gibi Hollanda ihalesi a§ag1 dogru, birinci fiyat ve sozlti bir ihaledir. 
Bu yi.izden Hollanda ihalesinde, her ahcmm verecegi tek bir karar vardir: Mah 
almak i�in hangi fiyatta elimi kaldmnahy1m? En yiiksek fiyatl veren ihaleyi kazamr 
ve bu fiyat1 Oder. Sonu� olarak, teklif verme yerine fiyat1 koyarsak goriiriiz ki bu 
ihale birinci-fiyat ihalesine denk bir ihaledir. Sonu� olarak: 

Onerme 7.3 Eger n say1da alic1 ortak bir F dagil1mfonksiyonundan rekilen bag1ms1z 
ozel degerlere sahipse, Hollanda ihalesindeki denge birinci-fiyat ihalesindeki fiy­
atla aymd1r: 

b* (v) = 
(F(v�)n- 1 lv (F(x) )nl ldx. 

Yani bir ahcmm degeri v ise, bu Hollanda ihalesihin simetrik Nash dengesi 
b* ( v) demektir. Dahas1 bu, tek simetrik Nash dengesidir. Buradan hareketle 
birinci-fiyat ve Hollanda ihaleleri sat1c1 i�in ex-post (yani ger�ekle§en v1 , . . . .  , Vn 
degerleri i�in ) aym geliri saglar. 

7.3.3 ikinci-Fiyat Kapah Zarfh ihalesinde Teklif Venne Davram§• 

�imdi de bag1ms1z ozel degerlerin oldugu bir ihale ortammda ikinci-fiyat teklif­
verme davran1�m1 inceleyelim. Ahcliarm degerleri belirli bir yogunluk fonksiy­
onundan gelmektedir. 

Herhangi Vi degerli bir i ahc1s1 di.i§iinelim. b_i diger ahc1lar tarafindan sunulan 
en yi.iksek teklif degeri olsun. b_i degeri i ahclSI tarafindan bilinmez �i.inki.i 
teklif zarf i�inde sunulmaktadir. Eger i ahc1s1 ihaleyi kazanan ki§i olsayd1, bu onun 
en yi.iksek teklifi verdigi anlamma gelirdi. Dolay1s1yla b_i teklifi de en yi.iksek­
ikinci teklif olurdu. Sonu� olarak i ahc1s1 ihaleye konu olan mat i�in b_i kadar 
Odemede bulunacaktir. Yani aslmda i ahc1smm Odeyebilecegi maksimum fiyat, 
diger ahcilann sundugu maksimum tekliftir, b-i · 

Burada i ahc1smm mala verdigi deger Vi oldugundan, eger bu deger digerlerinin 
en yi.iksek teklifterinden yi.iksek ise ihaleyi kesin kazamr, yani Vi > b_i ; fakat eger 
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v; < b_; ise kesin kaybeder; ve eger v; = b_; ise kazanmakla kaybetmek arasmda 
kaylls1z kahr. Burada sorun, i ahc1smm b_; degerini bilmemesi durumunda, v; > 
b_; oldugunda kazanmay1, v; < b_; oldugunda ise kaybetmeyi garanti altma alacak 
�ekilde teklifte bulunup bulunmayacagtdtr? Bunu da ancak kafasmdaki v; degerini 
teklif etmekle yapabilir. 

Dolay1s1yla eger v; teklifi en yi.iksek teklifse i ahc1s1 kazamr ve elde ettigi fayda 
pozitiftir, v; - b_; > 0. Fakat eger kaybederse, yani v; < b_; ise ,  alacagt fayda stftr 
olur. Sonu9 olarak, diger ahctlann tekliflerinden bag1ms1z olarak kendi degerini 
teklif etmesi ona en yi.iksek fayday1 saglar. <;unkil kendi degerinin altmda tek­
lifte bulunmas, ihaleyi kazanabilecekken kaybetmesine ve kendi degerinin i.isti.inde 
bir teklifte bulunmast ise ihaleyi kazanma riskinin (bu durumda fayda negatif) 
dogmasma neden olacakttr. K1saca �u onermede bulunabiliriz. 

Onerme 7.4 Egern say1da altc1 ortak bir F dag1ltmfonksiyonundan rekilen bag1ms1z 
ozel degerlere sahipse, her altc1mn kendi degerini teklif etmesi, ikinci-fiyat ve kapalt­
zaif ihalesindeki tek zayif baskm strateji dengesidir. 

7 .3.4 ingiliz ihalesinde Teklif Verme Bi�imi 

Daha once gordilgilmilz ihalelerin tersine, ingiliz ihalesinde bir ahcmm verecegi 
9ok say1da karar mevcuttur. Omegin fiyat dti�tik oldugunda, diger ti.im oyuncular 
hentiz ihaleden 9ekilmemi�ken, hangi fiyattan 9ekilmek gerektigine karar vermek 
zorundad1r. Diger bir ahc1 ihaleden 9ekildiginde hangi fiyattan 9ekilecegine karar 
vermek zorundadtr ve bu boyle devam eder gider. Buna ragmen, ingiliz ve ikinci­
fiyat ihaleleri arasmda yakm bir ili�ki vardtr. 

ingiliz ihalesinde, ikinci-fiyat ihalesinde oldugu gibi, bir ahcmm baskm strate­
j isi fiyatm mala verilen deger ile aym olmast durumunda ihaleden 9ekilmesidir. 
Bu durum ihalede kalan diger ahc1 lardan bag1ms1z olarak ortaya 91kar. Bunun 
sebebi a91kt1r: Herhangi bir i ahclSI sahip oldugu v; degeri ile, oyunun tarihi ve 
mevcut fiyatm p < v; oldugu veri ald1gmda, ihalede biraz daha kalmamn yani 
ihale fiyatmm v; degerini yakalamas1m beklemenin 9ekilmekten daha iyi oldugunu 
di.i�tintir. Boyle yapmakla en kotti ihtimalle olacak �ey, fiyat ger9ekten kendi degerine 
ula�t1gmda 9ekilmektir. Bu durumda da faydas1 s1fir olacakttr. Yani i ahc1s1 ihalede 
kalarak daha iyi bir durumda olabilecektir 9tinkti v; degerinden daha dti�tik bir fiy­
atla mah alma imkamna sahip olacak ve pozitif bir fayda elde edecektir. K1saca �u 
onermede bulunabiliriz. 

Onerme 7.5 ingiliz ihalesinde n tane a/1cmm sahip oldugu bag1ms1z iizel degerler, 
F gibi ortak bir dag1/imdan geliyorsa, herhangi bir i altc1smm teklifi, ihale konusu 
olan objeye verdigi deger (v;) ile aym oldugunda al1cmm ihaleden rekilmesi zayif 
baskm teklif verme stratejisidir. 

A91k9a bu tammdan hareketle, mala en ytiksek degeri veren ahc1 ihaleyi kazamr. 
Bu ahcmm i:ideyecegi fiyat ise ihalede en son kalan diger rakibin i:ideyecegi fiyatttr. 
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Kalan son ki�i de mala ikinci en yiiksek degeri veren ahc1d1r. Bu ahc1 da diger tiim 
ahcilar gibi, fiyat maim degerine vard1gmda ihaleden �ekilenlerden biridir. Sonu� 
olarak, ihaleyi mala en yiiksek degeri veren ahc1 kazamr ve odedigi fiyat ise ik­
inci en yiiksek degerdir. Bu yiizden ingiliz ihalesinin sonucu ikinci fiyat ihalesi 
ile aymdlf. Dolay1s1yla ozellikle ingiliz ve ikinci-fiyat ihaleleri bir sat1c1 i�in aym 
geliri kazandmr. 

7 .4 ihalelerde Gelir Kar!}Ila!}tirmalari 

Bu boliimde yukanda verdigimiz ihale tiirlerinde ortaya �1kan sallc1 gelirlerini 
kar�1la§t1rahm. Daha once belirttigimiz gibi ikinci-fiyat ihalesinde sat1c1ya en yiiksek 
ikinci fiyat odendiginden, bu ihalenin sat1c1 i�in birinci-fiyat ihalesine gore daha 
dii�iik bir gelir yaratacag1 beklenebilir. Fakat ger�ekte boyle midir? Buna bir 
bakahm. 

ikinci-fiyat ihalesinde sat1c1 i�in daha dii�iik bir gelir beklentisi aslmda onemli 
bir konunun ihmal edilmesinden kaynaklanmaktad1r: Her iki ihalede ahcilar farkh 
davramr. Birinci-fiyat ihalesinde ahc1 ihaleyi kazanma olas1hg1m artmnak i�in 
fiyatm1 yukan ta§imak ve kazand1gmda ise daha dii�iik bir Odemede bulunmak i�in 
de teklif fiyalim a�ag1 �ekmek gibi bir motivasyona sahiptir. ikinci-fiyat ihalesinde 
ise bu ikinci etki yoktur. <;:iinkii ahc1 ihaleyi kazand1g1 zaman, kendi teklifinden 
bag1ms1z bir odemede bulunur. Boylece ahc1lar ikinci-fiyat ihalelerinde birinci­
fiyat ihalelerine gore daha agresif teklifte bulunurlar. Bu yiizden, ikinci-fiyat ihalesi 
sallc1 i�in, birinci-fiyat ihalesine gore daha fazla kazan� saglama §ansma bile sahip­
tir. Bu yiizden ahc1 teklif verme davram�1mn ihale fdrrnat1yla degi§tigini kabul 
ettigimizde, hangi ihalenin sat1c1ya daha fazla gelir sag!ayacag1 sorusunun cevab1 
a�1k degildir. 

Birinci-fiyat ve Hollanda ihaleleri ve ikinci-fiyat ve ingiliz ihaleleri de aym 
ex-post gelir (ihale sonras1 gelir) saglad1klanndan dolay1, geriye birinci ve ikinci­
fiyat ihalelerinin kar§1la§tmlmas1 kahr. A�1k�a, bu iki ihale tiirii ex-post anlamda 
aym geliri iiretmek zorunda degildirler. bmegin, en yiiksek deger �ok yiiksekse ve 
ikinci-en yiiksek deger de olduk�a dii§iikse, birinci-fiyat ihalesi ikinci fiyat ihalesin­
den daha fazla gelir saglayacaktlf. Diger yandan, birinci ve ikinci en yiiksek degerler 
birbirine yakm olduklannda, ikinci-fiyat ihalesi birinci-fiyat ihalesinden daha fazla 
gelir saglar. 

Tabii buradaki problem sat1cmm, ahc1lann mala verdikleri degerleri 
bilmemesi ve dolay1s1yla kendisine en yiiksek geliri saglayacak ihalenin hangisi 
olacag1m bilememesidir. Fakat ahc1lann teklifterinin mala verdikleri degerlerin 
bir fonksiyonu oldugunu ve ahc1lann degerlerinin dag1hm1m bilmek, sat1cmm her 
ihaleden beklenen geliri hesaplamasma imkan verir. Yani soru hangi ihalenin en 
yiiksek beklenen geliri saglad1g1d1r; birinci veya ikinci-fiyat ihalesi mi? 

Birinci ve ikinci fiyat ihalelerini kar�Ila§lirrnak i�in burada ahc1lann simetrik 
oldugu varsaymunda bulunuyoruz. Daha once ifade ettigimiz gibi, her ahcmm 
ortak yogunluk fonksiyonu J( · )  ve ilgili dag1hm fonksiyonu F( · ) 'dir. ilk once 

346 



birinci-fiyat ihalesinden ortaya <r1kan beklenen geliri R1 ile gosterelim. Bu ihalede 
en yi.iksek teklifi veren ihaleyi kazanacagmdan ve en yi.iksek degere sahip ahc1 en 
yi.iksek teklifi sunacagmdan dolay1, eger v degeri n say1da ahc1 arasmda en yilksek 
deger ise, sat1cmm geliri b( v) olacaktir. Eger en yi.iksek v degeri, g( v) yogunluk 
fonksiyonuna gore dag1hm gosteriyorsa, sat1cmm beklenen geliri �oyle yazilabilir: 

1 
R1 = .I b(1 1 )g(v)du .  

() 

Ahc1 say1smm n oldugu bir ihalede en yi.iksek degerin v olma olas1hg1 F" (v) 'dir. 
Dag1hm fonksiyonunun ti.irevi bize yogunluk fonksiyonunu verdiginden, [ F" ( v) ]' = 

n f F"- 1 'dir. Bu yi.izden yogunluk fonksiyonu f ve dag1hm fonksiyonu F olan 
n tane bag1ms1z rassal degi�kenin maksimum degerlerinin yogunluk fonksiyonu 
g = n f pn- I oldugundan, yukandaki beklenen gelir �oyle yazilabilir: 

l 
R1 = n .I b(v)f(v)F"- 1 (v)dv. 

() 
(7. 1 1 )  

Daha once gordi.igi.imi.iz gibi, ikinci-fiyat ihalesinde, her teklif veren ki�i kafasmdaki 
degeri teklif ettiginden, sat1c1 n say1daki ahc1 arasmda ikinci-en yi.iksek degeri ahr. 
Boylece eger h( v) ikinci-en yi.iksek degerlerin yogunluk fonksiyonu ise sal!cmm 
ikinci-fiyat ihalesinde beklenen geliri, R2 ise �oyle yazilabilir: 

1 
R2 = .I  vh(v) .  

0 
(7. 1 2) 

Burada eger f ( v) yogunluk fonksiyonuna olas1hk gibi davramrsak, belirli bir ahcmm, 
v degerine sahip olma olas1hgm1 f ( v) di ye di.i�i.inebiliriz. Diger yandan, kalan 
diger n-1  ahc1dan sadece birinin degerinin bu degerden, v,  bi.iyi.ik olma olas1hgmm 
(n - l )F"-2 (v) ( l  - F( v) )  olduguna dikkat ediniz. Sonu<r olarak bu belirli degerin 
v olma ve bunun da ikinci en-yi.iksek deger olma olas1hg1 (n - l )f  ( v)F"-2 ( v) ( l  -
F( v))  'dir. Bu arada n tane ahc1 oldugundan ikinci en yi.iksek degerin v olma 
olas1hg1 n (n - l ) f  ( v)F"-2(  v ) ( l  - F( v) )  olur. Bu yi.izden ortak yogunluk fonksiy­
onu f ve dag1hm fonksiyonu F olan n tane bag1ms1z rassal degi�kenin ikinci en 
yi.iksek degerlerinin yogunluk fonksiyonu, h = n(n - l )F"-2 f ( 1 - F) oldugundan 
yukandaki beklenen gelir fonksiyonu (7. 1 2) �oyle yazilabilir: 

I 
R2 = n (n - 1 )  J vF"-2 (v)f(v) ( l  - F(v) )dv. 

0 
(7. 1 3) 

Simdi de bu iki ihaledeki beklenen gelirleri kar�1la�t1rahm. (7 . 1 1 ) ve (7 . 1 3) den-
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klemlerinden hareketle ve (7. I 0) ifadesini de kullanarak, a�ag1daki ili§kileri tiiretiriz: 

R1 = n /1 [ l Iv xdF"- 1 (:r)] f(v)F"- 1 (v)dv Fn- l (v) . 0 0 

= n(n - 1) j [J xF"-2 (:r)f(x)d:r] f(v)dv 
() 0 

1 v 
= n(n - 1 )  J j[xF11-2 (x)f(x)f(v)]dxdv 

0 () 
I 1 

= n(n - 1 ) J j[xF"-2 (x)f(x)f(v) ]dvdx 
0 x 
1 

= n(n - 1 ) J xF11-2(x)f(:r ) ( I - F(x))dx = R2 . 
0 

Burada dordiincii e�itlik integral almada s1ranm degi�tirilmesinden (yani dxdv'den 
dvdx' e yaptlan degi§iklikten) tiiretilmi§tir. Son e§itlik de (7 . 1 3) denkleminden 
tiiretilmi�tir. 

Bu durumu somutla§tmnak i�in her ahcmm degerinin [O, l] arahgmda homo­
jen (uniform) dag1ld1g1, bu yiizden de F(v) = v ve f(v) = 1 oldugu bir durum 
dii§iinelim. Bu durumda birinci-fiyat ihalesinde beklen�n gelir §Udur: 

I 1 
R1 = n J b(v)f(v)F"-1 (v)dv = n J [v - �] vn- I (v)dv 

0 0 
I 

= n(n - 1 ) f v" (v)dv = n - 1 . n + l  
0 

ikinci-fiyat ihalesinde ort;iya �1kan beklenen deger ise §6yle ifade edilir: 

1 
R2 = n(n - 1 ) J vF"-2(v)f(v) ( l  - F(v))dv 

0 
1 

= n(n - 1 ) J v"- 1 ( 1 - v)dv 
0 

= n(n - 1 ) [.!_ - _
l
_
] n - 1 

n n + l  n + l  

348 



Ktsaca gi:irtildi.igi.i gibi, birinci vc ikinci-tiyat ihaleleri aym di.izeyde beklenen 
gelir yarattrlar. Bu durum, ahc1lann mala verdikleri degerlerin ortak dagthmmdan 
bag1ms1zd1r. Yani dagthm ne olursa olsun her iki ihale de aym geliri i.iretir. Sonu9 
olarak: Eger n saytda ahcmm bag1ms1z i:izel degerleri ortak bir dag1hmdan (F) 
9ekilirse, di:irt ihale ti.irti de (birinci-fiyat, ikinci-fiyat, Hollanda ve ingiliz ihaleleri) 
sat1c1 i9in aym di.izeyde beklenen gelir i.iretir. 

7 .5 <;ifte ihale 

�u ana kadar gi:irdi.igi.imi.iz bag1ms1z i:izel degerli ihalelerde sadece ahc1lar birbir­
lerinin degerleri hakkmda eksik bilgiye sahipti. �imdi hem ahcmm hem de sat1cmm 
kendi degerleri hakkmda i:izel bilgiye sahip oldugu bir durumla ilgilenecegiz. 

<;:ifte ihale denen bu ihalede hem ahc1 hem de sat1c1 kar�thkh olarak aym anda 
teklifte bulunurlar. Sat1c1 ve ahct e� anh olarak s1ras1yla Ps ve Pb fiyatlanm sunar. 
Eger ahcmm sundugu fiyat sattcmmkinden yi.iksek ise, Pb 2 p8, ticaret ger9ekle�ir 
ve uygulanan fiyat iki fiyatm ortalamast �eklindedir yani p = (Pb + Ps) /2; eger 
Pb < Ps ise ticaret ger9ekle�mez. 

Ahcmm, sat1cmm mah i9in bi9tigi deger Vb iken sat1cmm kendi malma verdigi 
deger ise Vs 'dir. Vb ve v_. degerleri i:izel bilgidir ve [O, l] arahgmda bag1ms1z ve 
homojen (unifonn) dag1hmlardan geldikleri varsay1Imaktadtr. Eger ahc1 mah p 

fiyatma ahrsa, ahcmm faydas1 vb - p; eger ticaret ger9ekle�mezse ahcmm faydas1 
s1firdtr. Eger sat1c1 mahm p fiyatma satarsa, sat1cmm faydast p - v8 'dir. Fakat 
ticaret ger9ekle�mezse sat1cmm bu durumdaki faydas1 s1fird1r. 

Bu statik Bayesyen oyunda, ahcmm Pb( vb) stratejisi ahcmm mala verdigi her 
deger i9in teklif edecegi fiyat1 belirler. Benzer �ekilde, sattcmm stratejisi p8 (v .• ) ,  
sat1cmm mala verdigi her deger ii;in talep ettigi fiyati belirler. �imdi 
{Pb( Vb ) , p_. (Vs ) } strateji 9iftinin bir Bayes yen Nash dengesi oldugunu gi:isterelim. 

Her vb E [O, l ] i9in Pb( vb) a�ag1daki problemi 9i:izen degerdir: [ Pb + E(p .. (vs) I Pb 2 P .• (vs ) ) ] P { (  > ( ) }  max Vb - 2 r Pb _ Ps v_. , 
Pb 

(7. 1 4) 

burada E(p8 (v_. ) I Pb 2 p. . (v .• ) ) sat1cmm fiyat talebinin ahcmm teklif fiyatmdan 
(pb) daha az olma ko�ulu altmda, sat1cmm talep edecegi beklenen fiyatt gi:isterirken, 
Pr{ (Pb 2 Ps ( vs ) }  ifadesi ise sat1cmm fiyat talebinin ahcmm teklif fiyatmdan (pb) 
daha az olma olas1hgm1 gi:isterir. 

Her v_. E [O, l] i9in p8 (v8) ise a�agtdaki problemi 9i:izen degerdir: 

(7. 1 5) 

burada E(pb( vb) I Pb( vb) 2 p8) ,  ahcmm yapacag1 teklifin sat1cmm talep ettigi 
fiyattan (p8) biiyiik oldugu bilindiginde, ahcmm beklenen fiyat teklifini gosterirken, 
Pr {Pb( vb) 2 Ps }  ifadesi ahcmm yapacag1 teklifin sat1cmm talep ettigi 
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fiyattan (p,) bi.iyi.ik olma olas1hgm1 gosterir. 
Bu oyunun �ok say1da Bayesyen Nash dengesi vardir. Fakat ticaretin tek bir 

fiyatta ger�ekle�tigini (eger ger�ekle�irse) yani ihalenin tek-fiyat dengesinin oldugunu 
di.i§i.inelim. Herhangi :r E [0 . 1] i�in ahcmm stratejisi, eger Vb � :r ise x teklifinde 
bulunmak, aksi takdirde s1fir teklifinde bulunmak olsun. Sat1cmm stratejisi ise eger 
Vs < :r ise :r talep etmek, aksi takdirde 1 talebinde bulunmak olsun. Ahcmm 
stratejisi veri ahnd1gmda, sat1c1mn se�imi x degerinde ticaret yapmay1 tercih et­
mek veya etmemek §eklinde olacaktir. Boylece sat1cmm stratejisi ahc1ya verilmi� 
en iyi tepkidir �i.inki.i x'de ticaret yapmay1 yapmamaya tercih eden sat1cilar boyle 
davramrlar. Benzer olarak ahcmm stratejisi sat1c1ya verilen en iyi tepkidir. Boylece 
bu stratejiler ger�ekten bir Bayesyen Nash dengesidir. 

�imdi de �ifte ihalenin lineer Bayesyen Nash dengesini ti.iretelim. Fakat 
�unu unutmayahm: Lineer Bayesyen Nash dengesinin olmas1 i�in oyunculann 
stratejilerinin lineer olmas1 gerekmez. Lineer dengenin ilgin� baz1 ozelliklerinden 
dolay1 dengenin lineer olmas1 yeterlidir. 

Sat1cmm stratejisi p,. (vs) = a8 + c8v_, olsun ve Ps degeri [a . . ,  a8 + c,.] arahgmda 
homojen dagilsm. Dolay1s1yla (7. 1 4) a�ag1daki gibi olur: [ 1 { a.- + Pb } ] Pb - as 

max Vb - - Pb + --- · 

� 2 2 � 

Bu ifadenin birinci dereceden ko§ulu ise a§ag1daki ili§kiyi verir: 

(7. 1 6) 

Eger sat1c1 lineer bir stratej i  izlerse ahcmm en iyi iepki fonksiyonu da lineer 
olacaktir. Benzer olarak, ahcmm stratejisi P1> ( vb) = ab + cbvb olsun ve Pb degeri de 
[ab. ab + cb] arahgmda homojen dagilsm. Boylece (7. 1 5) §Una doni.i§i.ir: . [ 1  { Ps + a1, + Cb } ] ( ab + cb - Ps

) max - Ps + - Vs . 
p_, 2 2 Cb 

Bu ifadenin de birinci dereceden ko§ulu �u il i§kiyi verir: 

(7. 1 7) 

Dolay1s1yla eger ahc1 lineer bir stratej i  izlerse, sat1cmm de en iyi tepkisi 
lineer olacaktir. Eger oyunculann lineer stratej ileri birbirine en iyi tepkilerse, (7 . 1 6) 
denkleminden gori.ilecegi gibi Cb = 2/3 ve <Lb = a .. /3 , ve (7. I 7) denkleminden 
gori.ilecegi gibi cs = 2/3 ve a8 = (ab + cb)/3'ti.ir. Bu yi.izden lineer denklem 
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stratejileri �oy ledir: 2 1 
Pb(v,,) = 3vb + 1 2 , 2 1 
JJs (l's ) = 30,. + 4 ·  

Bu lineer denklem stratejileri �ekil 7 .2'de gosterilmektedir. 

l 
I 

3/4 

1 /4 

1 /4 3/4 

�ekil 7.2 

(7. 1 8) 

(7. 1 9) 

<;ifte ihalede ticaret ancak Pb :'.:'. Ps durumunda gen;ekle�tiginden dolay1, yu­
kandaki iki lineer denge stratejisini ((7. 1 8) ve (7. 1 9)) kullamrsak, ticaretin lineer 
dengede ancak vb :'.:'. Vs + 1 /4 ise ger9ekle�tigini goriiriiz. 

7.6 Ortak-Deger ihaleleri 

Ortak-deger ihalelerinde: (i) ihaleye konu olan objenin ger9ek degeri tiim oyuncu­
lar i9in aymdir (bu yiizden ortak-deger denir) ve (ii) ahc1lar objenin degerine ait 
bilgiyi sinyaller yoluyla ahrlar. Bu ihalelerde ahc1lar arasmdaki temel fark, ihaleye 
konu olan mala fakh degerler vermeleri degil, maim degeri hakkmda farkh bilgiye 
sahip olmalandir; bir petrol arazisindeki toplam petroliin miktan konusunda farkh 
bilgilere ve tahminlere sahip olunmas1 gibi. 

Bir ortak-deger ihalesinde, teklif verenler belirli bir oranda bilgiye sahiptir. 
Oyuncular diger oyunculann objeye ne kadar deger verdiklerini bilmedikleri gibi 
kendilerinin degerleri konusunda da emin degildirler. Boyle ihalelerde, her ahc1 
(teklif veren) maim ger9ek degeri konusunda "giiriiltiilii" bir sinyal ahr ve bu sinyale 
dayanarak maim degeri hakkmda bir deger olu�turur. Sonu9 olarak, bir ortak-deger 
ihalesinde, i ahc1smm objeye verdigi deger sadece diger ahc1lar a91smdan degil 
aym zamanda kendisi a91smdan da rassal bir degi�kendir. 

Malm rassal degerini v ile ve i ahc1s1 a91smdan alman sinyali ise w; i le gosterelim. 
Malm degeri v, rassal bir sinyal olan w ile ili�kilidir. Bu durum her ahcmm bildigi 
f(v , w) ortak yogunluk fonksiyonuyla ifade edilir. Yani f(v, w) fonksiyonu, v ve 
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w durumlanm aym anda gt>zlemleme olas1hg1d1r. Burada basil bir ornek iizerinden, 
ortak yogunluk fonksiyonunun ne oldugundan bahsedelim. Mala verilen degerin iki 
olas1 diizeyi olsun, v1 ve v2 gibi, ve aym zamanda ahcmm maim degerine ait w 1 ,  w2 
ve w3 gibi olas1 sinyallerinden birini alabildigini dii§iinelim. Tablo 7.5, ( v, w) nok­
talarmdaki ortak yogunluk fonksiyonunun, f (v,  w) ,  degerlerini vennektedir: 

v/w V t v2 
W1 0. 1 0.2 
w2 0.2 0.2 
W3 0.2 0. 1 

Tablo 7.5 Ortak yogunluk fonksiyon degerleri 

Tablo 7.5'te verilen degerler bize her sinyal ve degerin aym anda gen;ekle§me 
olas1hklanm vennektedir. 6rnegin sinyalin w1 ,  degerin ise v1 olma olas1hg1 0 . 1 'dir. 
Ahc1 w2 sinyalini gozlemlerse, maim degeri hakkmda ne gibi bir sonuca vanr? 
Ahc1 gozlemledigi bu bilgiyle maim olas1 degerleri hakkmda bilgisini yenileyecek­
tir. Bu yeni olas1hklar ko�ullu olas1hklir ve a§ag1daki gibi hesaplamr: 

p(v = v1 , w  = w2) 0.2 
p(v1 I w2) = Pr( (v1 I w2) = 

( ) 
= -4 = 0.5, 

p W = W2 0. 

burada p(w = w2) = p(v = v1 , w  = w2) + p(v = v2 , w  = w2) = 0.2 + 0.2 = 0.4. 
Benzer olarak p( v2 I w2) = 0.5 elde edilebilir. Burada11,"w2 sinyalini ald1ktan sonra 
maim beklenen degerini bulabiliriz: 

�imdi ortak-degerli ihaleye geri donelim. Daha once soyledigimiz gibi, her 
ahc1 teklifini maim degeri hakkmda bilgi ktimesine dahil olan sinyali 
gozlemledikten sonra verir. Sinyali (w) gozlemledikten sonra sinyal degerine bagh 
olarak, ahc1 objenin degerini yeniden degerlendirir. Bu revize edilen beklenen 
deger, E( v I w) ko§ullu beklenen deger �eklinde i fade edilir. Eger v s1mrh say1da 
degere sahipse, omegin v1 , . . . . .  , vk gibi, bu durumda beklenen deger �oyle i fade 
edilir: 

k 
E(v I w1 ) = L v;p(v; I Wj ) , 

i=l 
burada 

k 
( . I 

· ) _ p(v = v; , w = w1 ) 
( ) '°' ( ) p v, w1 -

( ) 
ve p w = w1 = � p  v = v; , w = w1 . 

p W = Wj i=l  

Eger v stirekli bir degi�kense bu durumda sigma toplama i§areti integral i�aretiyle 
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yer degi�tirir. 
Boylece omegin i ahc1s1 w; sinyalini aldtgmda ve teklif vekt6ril de (b1 , . . . . , bn ) 

ise, i ahc1smm beklenen faydas1 �oyle ifade edilir: 

E (b b ) = { fr, [E(v I w;) - b;] , eger tiim j f= i ler i<;:in bj :::; b; 
' 1 '  . . . . , 11 O, eger tiim j f= i ler i<;:in bJ > b; 

Burada m, i oyuncusu ile aym teklifte bulunan (kendisi dahil) ahctlarm say1s1m 
gostermektedir 

Herhangi bir i ahc1s1 diger ahc1lann sinyallerini gozlemleyemediginden, tek­
lifini sadece kendi ald1g1 w; sinyaline dayand1racakt1r. Yani genelde, bir oyuncunun 
teklifi gozlemledigi sinyalinin fonksiyonudur, yani b; (w; ) .  

Omek 7.2 

�imdi iki ahcmm oldugu bir durumda ahc1lann teklif verme davrant§larma 
bakahm. Once basitlik olsun di ye basil bir ka<;: varsay1mda bulunahm: 

(i) Teklif verenler, [O, 1 ]  arahgmda homojen (uniform) dag1hm gosteren bir­
birinden bag1ms1z rassal degi§ken olan sinyalleri gozlemler. 

(ii) ihaleye konu olan obje sadece iki deger alabilir: Yiiksek deger v,, ve dii�iik 
deger v1 . 

(iii) Malm rassal degerinin v ve sinyalin w olmast durumunda ortak yogunluk 
fonksiyonunun a§ag1daki gibi oldugu varsayiimaktad1r: 

!( ) _ { w, eger v = v,, 
v , w  - � 1 - w, eger v = v1i 

Sinyaller (w), [O, 1] arahgmda homojen dag1hm gosterdiginden, ahc1lar sinyallerini 
almadan once maim degeri konusunda bir onsel olas1hga sahiplerdir. brnegin, 
sinyal bilgisi olmadan maim yiiksek degerde olma olas1hg1 §Udur: 

I 1 

p(v = v,,) = J f (v , w)dw = J wdw = � -
o 0 

Fakat w = k sinyalini ald1ktan sonra, v = v,, olma olas1hg1 ise §Udur: 

( I k) 
p(v,, , k) 

p v,, = 

p(v,,, k) + p(v1 , k) 
k 

= k 
k + ( l - k) 

. 

Dolay1S1yla ahct w = k sinyalini gozlemledikten sonra maim ko§ullu beklenen 
degeri §6yledir: 

E(v I w = k) = v,,p(vh I k) + v1 ( l  - p(vh I k) )  
= kvh + ( 1  - k)v1 .  
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�imdi her ahcmm optimal stratejisini bulmaya 9ah�ahm. Gene] olarak ahcliann 
teklif fonksiyonlan b1 = b1 (wi ) ve b2 = b2 (w2) 'dir. 2. oyuncunun teklif verme 
fonksiyonunun b2 = b2 (w2 ) oldugunu veri alahm ve I .  oyuncunun amacmm ne 
olduguna bakahm. Eger b1 > b2 ise ihaleyi I .  oyuncu kazamr; eger bi < b2 
ise kaybeder ve eger teklif birbirine e§itse, b 1 = b2 , 1/2 olas1hkla kazanma �ans1 
vardir. I .  oyuncunun kazanma olas1hg1 �oyle ifade edilebilir: 

Bu yiizden, I .  ahc1 w1 sinyalini gozlemlediginde ve 2. ahc1 b2 (w2) teklif verme 
kurahm kulland1gmda, I .  oyuncunun b1 teklifinden dolay1 beklenen faydas1 §Udur: 

Eu1 (b1 I b2 (w2 ) )  = P1 (b1 > b2) [E(v I wi ) - b] + P1 (bi < b2) x 0 
= P1 (b1 2: b2 (w2 ) ) [w1 v1i + ( 1  - w1 )v1 - b1 ] .  

Benzer olarak, 2 .  ahc1 w2 sinyalini gozlemlediginde ve I .  ahc1 b 1  (w1 ) teklif 
verme kurahm kulland1gmda, 2 ahcmm b2 teklifinde bulunmasmdan elde edecegi 
beklenen fayda ise �oyledir: 

Bu ortak-deger ihalesinin (bi ( w1 ) ,  b2 ( w2 ) )  teklif 9ifti eger a§ag1daki ko�ullar 
ge9erliyse Nash dengesidir: 

(i) I .  oyuncunun her b1 (w1 ) teklif verme kurah i9in �u ko�ul ge9erli olmahdir: 
f 

(ii) 2. oyuncunun her b2 (w2) teklif  verme kurah i9in �u ko§ul ge9erli olmahdir: 

�imdi (bi ( w1 ) ,  b2 ( w2) )  teklif 9iftinin Nash dengesi oldugunu gosterelim. Bunun 
i9in de daha once ifade ettigimiz gibi, simetrik yap1dan dolay1 �unu gostermek 
yeterlidir. Herhangi bir teklif kurah b1 (w1 ) i9in, Eu1 (b1 I b2 (w2 ) )  < 

Eu1 (bi I b2(w2) )  olmahdir. Bunun i9in ilk once I .  ahcmm mah satm alma (ihaleyi 
kazanma) olas1hgm1 bulahm: 
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Bu ifadedeki ikinci satlf, w2 rassal degi�kenin [O, 1] arahgmda homojen dag1lmasmdan 
dolay1 elde ettigimiz degerdir. 

Bu yiizden 1. ahcmm beklenen faydas1 �oyle ifade edilir: 

burada a =  w1 vh + (1 - w1 )v1 .  
Birinci oyuncunun beklenen faydas1, ar;1kr;a goriilebilecegi gibi [v1 , ( v1 +vh )  /2] 

arahgmda olacaktir. Beklenen fayda fonksiyonunu (E1 ( · ) )  maksimize edecek teklif 
degerini bulmak ir;in bu fonksiyonun birinci dereceden ko�ulunu saglayan teklif 
degerini bulmak gerekir: 

_D_E_i ('-bi_) _ 2(a - bi - bi +  v1 ) _ 2 [2v1 + (vh - v1)wi - 2bi ] _ 
0 obi - Vh - V[ - Vh - V[ - . 

Buradan da I .  ahcmm en iyi teklif venne fonksiyonunu elde ederiz: 

Benzer olarak 2. ahcmm en iyi teklif verme fonksiyonu �oyledir: 

(7.20) 

(7.2 1 )  

Boylece (7 .20) ve (7 .2 1 )  denklemleri bize ortak-degerli ihalenin simetrik Nash den­
gesini verir. 

Ornek 7.3 

Ortak degerli bir ihalede n say1da ahc1 olsun. Oyunculann alabilecegi sinyal­
lerin tiim profiller kiimesi ( wi , . . . .  , Wn ) iken, her oyuncunun hareket kiimesi negatif-
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olmayan b E [O. x) teklitlerinden olu�ur. Her i oyuncusunun T; sinyal fonksiy­
onu Ti ( w1 . . . . .  , w,, ) = w; �eklinde ifade edilir, yani her oyuncu ken di sinyalini 
gozlemler. Her oyuncunun her tipi, her diger oyuncunun her tipinin sinyalinin diger 
tUm oyunculann sinyallerinden bag1ms1z olduguna inanmaktadir. 

Fayda fonksiyonlarma bakt1g1m1zda ise, eger herhangi bir i oyuncusunun b; 
teklifi ihaledeki en ytiksek teklif degilse, i oyuncusunun faydas1 0 ve eger diger 
hi\bir teklif, i ahc1smm b; teklifinden daha ytiksek degilse faydas1 ( v; (w1 , . . . , w,, ) ­
lL; )/m olur. Burada v; , i oyuncusunun (w1 . . . .  . , wn )  sinyal ktimesi veriyken mala 
verdigi degeri veren fonksiyonu; m, i oyuncusu ile aym teklifte bulunan (ken­
disi dahil) teklifterin say1s1m; ve b_; ise ikinci fiyat ihalesi olmasmdan dolay1 
odemenin yap1ld1g1 en ytiksek ikinci fiyat1 gostennektedir. Yani i oyuncusunun 
faydas1 a§ag1da ozetlendigi gibidir: 

, , (l ( ) ) _ 
{ (v; (w1 , . . . .  , wn ) - b-i )/m , eger bj :S b; 'V j -=J i ll, J, W) , . . . .  , Wn - () " /J  /J '-' ' -1- '  , eger j > ; v J 1 't 

Ortak degerli, kapah zarf ihalelerinde temel fikir §6yle daha iyi anlat1labilir. 
Teklif veren iki ahc1 olsun. Her teklif verenin sinyalinin [O, l] arahgmda homojen 
dag1ld1gm1 varsayahm ve her teklifte bulunan i ahc1smm degeri v; = <l'.W; + /Wj 
olsun (burada j diger oyuncudur ve n ;::: / ;::: 0). Dikkat edilirse n = 1 ve 
/ = 0 durumu, daha once \3h§t1g1m1z oyunculann ozel bilgiye sahip oldugu du­
rumu gostermektedir. Eger n = / ise veri sinyaller i\in her teklif verenin degeri 
aym olur, bu da piir ortak deger durumudur. Omegin, eger w; sinyali bir arazideki 
petrol miktan ise, w; ve Wj sinyallerini bilen i bireyi j\:in petroltin beklenen degeri 
M � ( w; + w1 ) olur, burada M petrol miktarmm paras al kar§1hg1dir. Tabii burada 
temel varsay1m1m1z herhangi bir oyuncunun diger oyunculann sinyalini (yani bil­
gisini) bilmedigi �eklindedir. Fakat ortak-deger ihalelerinde temel nokta, oyun­
culann teklifterinin diger oyuncularm sinyalleri hakkmdaki k1smi bilgisine dayan­
mas1d1r. 

Bu varsay1mlar altmda, bu ortak-degerli ve ikinci-fiyat kapah zarf ihalesinin her 
i oyuncunun her w; tipinin, (a + /  )w; kadar teklifte bulundugu bir Nash dengesine 
sahip oldugunu iddia ediyoruz. 

Bu iddiay1 dogrulamak i\in ihtiya\ duydugumuz baz1 degerleri bulmam1z gerek­
mektedir. Bunun i\in 2. oyuncunun her tipinin bu §ekilde teklifte bulundugunu ve 
I .  oyuncunun w1 tipinin /J 1 teklifinde bulundugunu varsayahm. 1 .  oyuncunun 
w1 tipinin beklenen faydasm1 belirlemek i\in, hem ihaleyi kazanma olas1hgm1 ve 
odeyecegi beklenen fiyat1; hem de eger kazamrsa 2. oyuncunun sinyalinin beklenen 
degerini bilmemiz gerekir. 

l .oyuncunun kazanma olas1/tg1: 2.oyuncunun tekl if fonksiyonu, (a+1)w2 , ver-
ildiginde, 1 .oyuncunun teklifi ancak b 1 > (o + 1)w2 veya eger 
w2 :::; bi / ( a+1) ise kazamr. Eger w2, [O, l ]  arahgmda homojen dag1hm gosteriyorsa, 
en fazla b 1 / (a + 1) degerini alma olas1hg1 bi /(a + 1) 'dir. Yani l .oyuncu b1 teklifi 
ile ihaleyi b i/  ( n + /) olas1hkla kazanabilir. 
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l.oyuncunun kazanmas1 durumunda odemesi beklenen fiyat: I .  oyuncunun 
odeyecegi fiyat 2.oyuncunun teklifine e§ittir. 2. oyuncunun teklifi ise [O, 1 ]  
arahgmda homojen dag1hm gosterdiginden, 2 .  oyuncunun teklifinin beklenen degeri, 
b 1 'den az oldugu bilindiginde, 4b1 olur. 

I. oyuncunun kazanmas1 durumunda 2. oyuncunun beklenen sinyal degeri: w2 
sinyali verildiginde 2. oyuncunun teklifi ( o: + I )w2 'dir. Boylece b1 'den daha az 
teklif veren sinyallerin beklenen degeri 4bif (o: + 1) olur ( w2 dag1hmmm homojen 
dag1hm gostermesinden dolay1). 

l .oyuncunun w1 sinyali veri iken b1 teklifi ile kazanmas1 durumunda bekle­
nen faydas1, bekledigi deger ile Odemeyi bekledigi fiyat arasmdaki farkm kazanma 
olas1hg1 ile i;arp1lmas1 ile elde edilir: 

veya 
0: 

E(u1 (b1 I wi ) = 
( )2

(2(o: + 1)w1 - bi )b1 . 
2 0: + ')' 

(7.22) 

Yukanda (7.22)'de verilen fonksiyon b1 = (o: + 1)w1 degerinde maksimum 
degerini ahr (b1 'e gore birinci derece ko§ulundan tiiretilir). Yani eger 2. oyuncunun 
her w2 tipi, (a + 1)w2 teklifinde bulunursa, I .  oyuncunun herhangi bir w1 tipi, 
optimal olarak (a + / )w1 teklifinde bulunur. Simetrik olarak, eger l .  oyuncunun 
her bir w1 tipi (o: + 1)w1 teklifinde bulunursa, 2. oyuncunun herhangi bir w2 tipi, 
( u + ')' )w2 teklifinde bulunur. Bu yiizden daha once iddia edildigi gibi, oyunda 
her i oyuncusunun her wi tipinde (a + / )wi teklifinde bulundugu bir Nash dengesi 
vardtr. 

Burada bir noktay1 ifade etmek yararhdtr. Dikkat edilirse, I .oyuncu objenin 
beklenen degerini hesaplad1g1 zaman, 2.oyuncunun sinyalinin beklenen degerini 
bulur. Eger I .  oyuncunun teklifi dii§iikse, muhtemelen kazanamayacakttr. Fakat 
eger kazamrsa, 2. oyuncunun sinyali dii§iik olmak zorundadtr ve bu yiizden de ob­
jeye dii§iik bir deger atfetmelidir. Dolay1s1yla teklif degerini ba<>it bir §ekilde kendi 
sinyalinden ve diger oyuncunun sinyalinin beklentisine dayandtrarak tiiretmemelidir. 
Eger boyle yaparsa, kazand1g1 i;ogu durumda, verdigi teklif muhtemelen 
objenin degerini a§ar. Bu §ekilde dogru davranmayan ki§i kazananm laneti 
dedigimiz bir durumdan otiirii zarar goriiyor demektir. 

,Simdi de ba§ka bir omek iizerinden ortak ve bag1ms1z degerli bir ihalede ortaya 
i;1kan teklif degerlerini kar§ila§ttrahm. 

Omek 7.4 

Bir kapah zarf, tek fiyat ve ortak deger ihalesinde maim degeri v = t 1 + t2 
olsun, burada v ortak degerdir ve i ahc1s1 sadece ti sinyalini gtizlemleyebilir. Sinyal­
lerin, ti , [O, 1] arahgmda bag1ms1z ve homojen dag1hm gtisterdigini varsayahm. Bu 
ihale, timegin bir firmanm satm almmas1yla ilgili bir ihale olsun. Her ahc1 ii;in 
firmanm degeri aymdu ve her ahc1 firmanm degeri hakkmda bag1ms1z bir sinyal 
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elde eder. Ahc1lann teklif stratejileri lineer olsun, yani b; (t;) = at; . 2. oyuncunun 
teklifi b2 ( t2 ) = at2 veri iken, I .  oyuncunun beklenen faydas1 �oyledir: 

u1 (b1 , t 1 )  = E[v - b1 lb 1 > b2] Pr(b1 > b2) 
= E(t 1 + t2 - b1 l t2 < bi /a] Pr(b1 > at2 ) 
= E(t 1 + t2 - b1 lt2 < b if a] Pr(t2 < bi /a) 

b1 = (t1 + E[t2 l t2 < bi f a] - bi )-a 

Yukandaki beklenen fayda fonksiyonun b1 'e gore birinci dereceden ko�ulu 
�oyledir: 

Du1 (b1 . t 1 )  = (ti + !!!._ _ bi ) � + b1 ( 2_ _ l )  = o. 8b1 2a a a 2a 
Bu da �unu ima eder: 

2 ( 1 - 2
1
a
) b1 = t l · 

bi = at1 teklif degerinin optimal olmas1 i<;in birinci dereceden ko�uldan gelen 
degere e�it olmahdir, 

2 (1 - 2
1
a
) at1 = t 1 

Buradan a =  1 elde ederiz. Dolay1s1yla b; (t; ) = t; Nasp dengesidir. 
�imdi ihaleyi bag1ms1z degerli bir ihale olarak dti�tinelim. Omegin bag1ms1z 

degerleri v; = t; + 0.5 �eklinde ifade edelim. Yani i ahc1s1 kendi tipini 
gozlemledikten soma mala verdigi deger v; 'dir. Teklifin lineer bir yap1da oldugunu 
dti�tindtigtimtizde, yani teklif degeri b; (t;) = at; + c bi<;iminde oldugunda, optimal 
teklif degerinin ne olduguna bakahm. 2. oyuncunun at2 +c stratejisini kulland1gm1 
veri ald1g1m1zda l .oyuncunun b1 teklifinden dolay1 beklenen faydas1 �udur: 

u1 (b1 , t i )  = E[v - b1 ]  Pr(b1 > b2) 
= E[t 1 + 0.5 - b1] Pr(b1 > at2 + c) 

b1 - c = (t 1 + 0.5 - b1 ) Pr(t2 < -- ) 
b1 - c = (t1 + 0.5 - bi ) -- . a 

a 

Yukar1daki beklenen fayda fonksiyonun b1 'e gore birinci dereceden ko�ulu 
�oyledir: 

Du1 (b1 , t1 )  b1 - c  ( b ) 1 ---- = --- + fi + 0.5 - I - = 0, 8b1 a a 
buradan da b1 = �c + �t1 + 0.25 elde edilir. 
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b1 (t 1 )  = at1 +c teklif degerinin optimal olmas1 i�in birinci dereceden ko�ulundan 
gelen teklif degerine e�it olmahdtr, yani 

Buradan da a = 0.5 ve c = 0.5 olur. Bu ytizden bu ihalenin Bayesyen Nash dengesi 
a�ag1daki gibidir: 

Bu sonu�lardan hareketle �unu elde ederiz: 

t 1  1 
- + - > t 1  2 2 ' 

yani ortak deger ihalesindeki denge teklif degeri, bag1ms1z degerli ihaledeki denge 
teklif degerinden her zaman daha dti�tikttir. 
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Sorular 

1 .  Bir sat1c1 mahm satmak i�in ihaleye �1kanyor. Potansiyel iki ahc1 vardlf. 
Bunlann mala verdikleri degerler, s1ras1yla v1 ve v2 'dir. Ahc1lann dgerleri 
biribirinden bag1ms1z ve [O, 1] homojen dag1lmaktadlf. 

a) Sat1c1 birinci-fiyat kapah zarf ihalesi diizenliyor. Ahc1lann teklif degerleri 
bi (vi )  = aivi , ( i = 1 ,  2) §eklinde l ineer stratejiler §eklindedir. Bu du­
urmda ahcllann denge teklif stratejilerini bulunuz. 

b) Yukandan a§ag1 inen bir ihale format1 (Holanda tam) olsayd1 denge teklif 
stratejileri ne olurdu? 

2. Bir mah almak isteyen (riske kaf§I kay1ts1z) 3 ki§i var. I 'den 3'e dogru nu­
maralandmlan bu ki§ilerin mala bi�tikleri degerler s1ras1yla 1 2, 14 ve 1 6  lira 
olarak veriliyor. Teklifter 5 ile 25 lira arasmda I lirahk art1rmalarla veriliyor. 

a) ingiliz usulii a�1k art.Ima ihalesinde kim kazamr? Odenen fiyat ve kazanamn 
kan ne kadar olur? 

b) Kapah zarf usulii ikinci-fiyat ihalesinde kim kazamr? Odenen fiyat ve 
kazananm kan ne kadar olur? Cevabmm a §Ikkl ile kar§Ila§tmn. Kar 
miktarlan arasmdaki farkm sebebi nedir? 

c) Kapah zarf usulii birinci-fiyat ihalesinde herkes kendi degerlemesinin al­
tmda (en az I lira) teklif veriyor. Bu ihalede muhtemel netice nedir? 
Cevabmm onceki §lklarla kar§Ila§tmn. Sat1cnun bu meknaizmalardan 
birini digerlerine tercih etmek i�in a�1k bir nedeni var m1dir? 

3. Bir ihalede kazanan 1 0  lira ahyor. Kurallar §U fark di§mda ingiliz ihalesiyle 
aym: En yiiksek ikinci teklifi veren de paray1 alma<>a bile verdigi teklif mik­
tanm Odiiyor. 

a) iki oyuncu bagda§Jk olarak k ve k + 8 (burada o'y1 varolan en dii§iik para 
birimi olarak aim) teklifterini yapmaya karar veriyorlar. Herhangi bir k 
degeri i�in bu teklifter bir Nash dengesi olur mu? 

b) Bu oyunun piir-strateji Nash dengesi var m1dlf? 

c) Bu oyunun karma-strateji Nash dengesi var m1dlf? 

4. Bir ogrenci kendisine miras kalan degerli bir sanat koleksiyonunu satmaya 
karar veriyor. Coumot tekeliyle ilgili bir derse kat1ld1ktan sonra koleksiy­
onunu Coumot noktasma tekabiil eden sabit bir fiyattan satmaya karar veriyor. 
Arna N tane potansiyel ahcmm kolleksiyona ne kadar deger bi�tigini bilmiyor. 
Mii§terilerin degerlerinin dag1hm1 F gibi bir kiimiilatif dag1hm fonksiyonun­
dan gelmektedir. Bu ozel talep durumuna bagh olarak sabit satJ§ fiyat1 p'yi 
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beklenen kanm maksimize edecek �ekilde se�iyor. 

Burada 

§eklindedir. 

max O(p )p 
pE [O ,l ]  

N 

O(p) = 1 - IJ F(v; :;::; p) 
l 

a) Salt� olasthgtm veren O(p) 'yi hesaplaym. 

b) Optimal fiyatt, bu fiyata tekabiil eden salt§ olasthgtm ve beklenen kar 
miktanm bulun. 

c) Hem optimal fiyatm hem de beklenen kann, potansiyel ahct saytst N'in 
monoton olarak artan fonksiyonlan oldugunu gosterin. 

5 .  ikinci-fi yat kapah zarf ihalesi nde, teklif verenlerin degerlemeleri [ 6, 1 5] arah­
gmda tekdilze (homojen) olarak dagtlmaktadtr. 

a) Bu ihalede nasil teklif verirdiniz? 

b) Eger 2 lane teklif veren varsa, sattcmm beklenen geliri ne olur? 

c) Eger n lane teklif veren varsa, sattcmm beklenen geliri ne olur? 

6. Erdem evini ikinci-fiyat kapah zarf ihalesi yoluyla satmaya karar verir. Ay�e 
ve Giller isimli 2 adet ahc1 vardtr ve degerlemeleri s1ras1yla I milyon TL ve 
1 .2 milyon TL'dir. 

(a) Her iki oyuncuda kendi degerlemelerini teklif ederse sadece bir denge 
olu�tugunuz gosteriniz. 

(b) Evi almaya kim hak kazamr? 

(c) Ev ka� TL' ye sat1hr? 

7. ikinci el araba pazannda sahibinin fiyat koymay1p teklifleri bekledigi bir 
arabay1 inceliyorsunuz. Fiyat1 tam kestirmeseniz de bin ile 5 bin lira arahgmdaki 
tiim fiyatlann e§it derecede muhtemel oldugunu dti�ilnilyorsunuz, yani orta­
lama deger 3 bin lira. Arabamn sahibi ger�ek degeri biliyor ve ancak tek­
lifiniz bu degeri a�arsa sali�a onay verecek. Siz arabamn ger�ek degerini 
satm aldtktan sonra ogrenebileceksiniz. Ote yandan sizin de ozel tamir be­
ceriniz var ve eger satm ahrsamz arabay1 elden ge�irerek degerini 1 /3 oramnda 
arttrabileceksiniz. 

a) 3000 lira teklif ederseniz beklenen kanmz ne olur? Bu miktarda bir teklif 
sunar m1sm1z? 
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b) Anla�ma sonunda beklenen kanmz1 negatif olmaksmn sunabileceginiz 
en ytiksek teklif nedir? 

8. Ozdemir antikasm1 satmak i9in a91k arttirma dtizenlemektedir. Potansiyel ti9 
ahc1 vardtr. Bunlarm antika i9in degerlemeleri s1ras1yla 2,5, 6 ve 8'dir. Bu 
ti9 ki�i de kendi degerlemelerini bilmekte, fakat digerlerinin degerlemeleri 
hak.kmda bilgileri yoktur. Emrah ise degerlemelerin [O, lO] arasmda tekdtize 
dag1hma sahip oldugunu bilmektedir. 

a) Emrah ingiliz usulti a91k arttmna yolunu kullamrsa geliri ne olur? A91k 
arttmnay1 kim kazamr? 

b) Emrah eger ihale ikinci-fiyat kapahzarf ihalesi yolunu kullamrsa geliri 
ne olur? A91k arttmnay1 kim kazamr? 

c) ilk-fiyat kapahzarf ihalesinde ahc1lann denge stratejileri ne olur? Em­
rah bu usulti kullamrsa geliri ne olur? 

9. Ozel degerlemelerin [O, l] arahgmda homojen olarak dag1ld1g1 ve ik.i potan­
siyel ahcmm oldugu bir ihalede kurallar �u �ekilde veril iyor: (i) sadece !? 
E (0, 1 ) miktanmn tisttindeki teklifter kabul ediliyor (ii) I .  ahc1 teklif yapma 
veya 9ekilme arasmda karar veriyor ve (iii) I .  ahc1 tek.lif yaparsa 2. ahc1 
eger ilgiliyse bu teklifi kar�Ilayarak mah bu fiyattan alabilir ve I .  ahc1 teklif 
sunmam1�sa 2. ahc1 mah en dti�tik fiyattan, J?, alabilir. 

a) !?= 1 /2 olarak verili iken denge stratejilerini bulun. 
b) Bu ihale prosedtirti sat1c1 i9in optimal olur mu'?. 

I 0. Bir ka9 hafta soma I .  sorudaki ogrencimiz bu sefer. ihaleler ile ilgili bir derse 
kat1hyor. Orada dinlediklerinden yola 91karak elindeki koleksiyonu Hollanda 
veya ingiliz ihalesinde satmanm daha iyi olduguna karar veriyor. 

a) N = 1 ,  N = 2 ve N � 3 durumlan i9in ogrencinin vard1g1 sonucun 
dogru olup olmad1g1m kontrol edin. 

b) Bu omek neden ingiliz ve Hollanda ihalelerinin optimal olmad1gm1 gos­
teriyor? 

c) ingiliz ihalesinde, Coumot noktasmdan daha ytiksek bir beklenen kar 
dtizeyi saglamas1 i9in, nas1l bir degi�iklik yapmak gerekiyor? 

1 1 . Vickrey ihalesinin insanlan neden dogru soylemeye te�vik ettigini ispatlay1mz 
ve a91klaym1z. 

1 2. ilk-fiyat kapah zarf ihalesinde Erhan ve Ay�e tekli f  veren k.i�ilerdir, ve deger" 
lemeleri v1 ve v2 [O, 1] arahgmda tekdtize dag1lama sahiptir. Ay�e'nin strate­
jisinin b2 = v�12 oldugunu varsaym1z. Emrah'm bu stratejiye kar�1 opti­
mal cevabmm b1 = 2/3v1 oldugunu gosteriniz. Bu stratejiler Nash dengesi 
midir? 

362 



1 3. n ki§inin kat1ld1g1 bir birinci fiyat kapah zarfh ihalesi ger�ekle§tigini varsa­
yahm. Bu ihalenin degerlemesi bag1ms1z ve homojen olarak [O, 10] arasmda 
dag1lmaktadir. Simerik Bayesyen Nash dengesini tiiretiniz. Ve sat1cmm bek­
lenen kazancm1 bulunuz. 

14. Bir a<;:1k arttmna da v > 0 odiilti i<;:in n > 1 tane teklif veren ki�i vardir. i 
oyuncusunun a<;:1k arttirmadaki nesne i<;:in belirledigi deger Vi §eklindedir ve 
11 1 > v2 > . . . > 1111 > 0 . Teklifler e§anh §ekilde yap1lmaktadir. En yiiksek 
teklifi veren odiilii kazanmaktadir ve verdigi teklif miktan kadar Odeme yap­
maktadir. Teklif verenler kazanamad1g1 takdirde Odeme yapllmamaktadir. 
Bu a<;:1k arttmnay1 strateji kiimeleri ve kazan<;: fonksiyonlanile birlikte oyun 
olarak tammlaym1z. Oyunun tiim piir-strateji Nash dengelerini bulunuz. 

1 5. Dort tane risk-yans1z teklif veren ki�i oldugunu varsaym1z (fayda fonksiyon­
lan lineer). Her birinin degerlemesi ozel bilgi olup [O, 1] arahgmda tekdiize 
(homojen dag1hm) dag1hma sahiptir. ingiliz ihalesine gore beklenen fiyat ne 
olur? ilk-fiyat kapah zarf ihalesinde beklenen fiyat ne olur? 

1 6. Bir ihalede 2 tane teklif verenin oldugu ilk-fiyat kapahzarf ihalesi oldugunu 
varsaym1z. Her iki ki�inin de degerlemesi ozel bilgi olup [O, 1] arahgmda 
tekdiize dag1hma sahiptir. 

a) Her iki ki§i de degerlemelerinin 1 /3 'ii kadar teklif verirse denge olu§­
mayacagm1 gosteriniz. 

b) Her iki ki§i de degerlemelerinin 1 /2 'si kadar teklif verirse denge olu§a­
cag1m gosteriniz? 

c) Birinci oyuncunun degerlemesi 0.8, ikincisinin degerlemesinin 0.2 oldu­
gunu varsaym1z. Sat1cmm beklenen geliri ne olur? 

d) Eger ihale ikinci-fiyat kapahzarf ihalesi yoluyla yaptlsayd1 c §tkkmdaki 
sonu<;: nas1l degi§irdi? 

1 7. ilk-fiyat kapah zarf ihalesinde ozel bilgiye sahip 3 tane teklif veren ki§i 
vard1r. Teklif veren ki§ilerin degerlemeleri [v, :!L] arahgmda birbirinden ba­
g1ms1z ve rassal olarak tekdiize dag1lama sahiptir. Lineer teklif verme ku­
rahmn §U §ekilde olacag1m gosteriniz: 

1 2 
b (v · )  = -v + -v·  t t 3 - 3 t 

1 8. Degerlerin [O, 1 ] arahgmda homojen olarak dag1ld1g1 "simetrik bag1ms1z ozel/gizli 
degerler" modeli �er�evesinde herkesin teklifini Odedigi bir ihale dii§iinelim. 

a) Bu tarz ihalelerde ahc1lann fayda fonksiyonunu bulun. 
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b) A§ag1daki teklif fonksiyonunun bir denge \OZiimii oldugunu gosterin ve 
sat1cmm denge kanm bulunuz. 

n - 1  
b* (v) = -- vn 

n 

1 9. Degerlemelerin [O, 1] arahgmda homojen olarak dagild1g1 simetrik bag1ms1z 
ozel/gizli degerler modeli \er\evesindeki bir ii\iincii-fiyat ihalesini (En yiiksek 
teklif kazamr ve tekli fin sahibi en yiiksek ii\iincii teklif miktanm oder) dii§iiniin. 

a) Bu tarz ihalelerde ahcilann fayda fonksiyonunu bulun. 

b) A�ag1daki teklif fonksiyonunun bir denge \OZiimii oldugunu gosterin. 

n - 1  
b* (v) = --v 

n - 2  

c) Neden tiim ahc1larm kendi degerlemelerinin iistiinde teklifter verdigine 
dair mant1ksal/sezgisel bir a\1klama yapm. Ve sat1cmm denge kanm 
bulunuz. 

20. Bir finna sati§a \lkanhyor. Gizli bir bilgi olan sat1cmm degerlemesi [O, l ] 
arahgmda homojen olarak dagllmaktad1r. S iz  finnayla ilgilenen tek ki§isiniz 
ve iistiin idare yeteneginiz sayesinde firmamn degeri sizin ir;in sat1cmm verdigi 
degerin 1 ,  5 kat1 olacakt1r. Bu bilgiler J§1gmda sat1cmm red veya kabul edecegi 
bir b E [O, l] teklifi sunmamz gerekiyor. 

a) Pozitif bir teklif sunmak yanh§ m1 olur? Eger byleyse, pozitif bir teklife 
degmesi i\in finnaya sizin verdiginiz degerin sat1cmm degerlemesinin 
kar; kat1 olmas1 gerekir? 

b) Finnaya sizin verdiginiz deger sat1cmm degerlemesinin 3 kat1 olursa ve­
receginiz teklif ne olmahdu? 

2 1 .  Bir ar;1k artt1nnada sat1c1 tek bir iiriine sahiptir. Sat1c1 herhangi bir satJ§ 
mekanizmasma kat1hm gosterebilir. Sat1c1 ir;in iiriin degeri s1firdu. iki tane 
potansiyel teklif veren vardir ( i = 1 ,  2) .  Teklif verenler ir;in iiriin degeri 
Vi ile gosterilir. Bu deger birim arahklarla tekdiize dag1hma sahiptir. Bu 
degerlemeler teklif verenler a\1smdan birbirinden bag1ms1zdu. Aynca l .ki§i 
kendi degerlemesini bilmekte, fakat 2.ki§i kendi degerlemesini bilmemekte­
dir. Teklif verenler satJc1ya ti kadar odeme yapar ve kazanr;laniiriinii ahrsa 
v; - ti kadar olur, diger durumda ise -ti kadar olur. Sat1cmm beklenen 
gelirini maksimize eden ki§iye ozgii makul mekanizmay1 bulunuz. Sat1cmm 
gelirini hesaplaym1z. 
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22. A�ag1daki durumlan a<;:1klay1mz. 

a) Hollanda ihalesi ile birinci-fiyat, kapah zarf ihalesi neden slratejik olarak 
e�degerdir? 

b) S imetrik bag1ms1z ozel/gizli degerler modeli <;:er<;:evesinde, ingiliz ihalesi 
ile ikinci-fiyat, kapah zarf ihalesi neden stratejik olarak e§degerdir? 

23. Degerlelemelerin [O. l] arahgmda homojen olarak dag1ld1g1 "simetrik bag1ms1z 
ozel/gizli degerler" modeli <;:er<;:evesinde her zamanki gibi en ytiksek teklif 
verenin kazand1g1 ama sadece kaybedenlerin tekli f  ettikleri miktarlan odedigi 
SJTa dJ§I bir ihale dti§tintin. Teklif stratejileri dengesini bulun ve bu ihaleyi 
onceden gordtigtintiz ihalelerle kar�Ila§tmn. 

24. bzel degerlemelerin [O, l] arahgmda homojen olarak dag1ld1g1 ve iki potan­
siyel ahcmm oldugu bir ihalede kurallar �u §ekilde veriliyor: i. teklif ver­
mek isteyen herkes sabit bir c ticreti Odemek zorunda ve i i .  en ytiksek teklif 
kazamyor ve sadece kaybeden teklif ettigi miktan odtiyor. 

a) Teklif verenlerin beklenen faydalanm bulun. 

b) A�ag1daki strateji bir denge olur mu? 

v ?:  1 /2 ise teklif b*(v) = v� - l/� �eklindedir 
2 1 - v 

aksi halde ahc1 teklif vermiyor 

25. bzel degerlemelerin [O, l] arahgmda homojen olarak daglld1g1 ve iki potan­
siyel ahcmm oldugu bir ihalede kurallar §U �ekilde veriliyor: (i) sadece QE 
(0, 1 )  miktannm tistilndeki teklifter kabul ediliyor. (ii) 1 .  ahc1 teklif yapma 
veya <;:ekilme arasmda karar veriyor. (i i i) 1 .  ahc1 teklif yaparsa 2. ahc1 
eger ilgiliyse bu teklifi kar§ilayarak mah bu fiyattan alabilir. I .  ahc1 teklif 
sunmamt§Sa 2. ahc1 mah en dti�tik fiyattan, Q, alabilir. Eger Q= 1 /2 ise denge 
stratejileri bulun. Bu ihale prosedtirti sat1c1 i<;:in optimal olur mu? 

26. Bir ihalede kazanan 10 lira ahyor. Kurallar §U fark d1§mda ingi liz ihalesiyle 
aym: En ytiksek ikinci teklifi veren de paray1 almasa bile verdigi teklif mik­
tanm odtiyor. 

a) iki oyuncu bagda§Ik olarak k ve k + 8 (burada 8'y1 varolan en dti�tik para 
birimi olarak aim) teklifterini yapmaya karar veriyor. Herhangi bir k 
degeri i<;:in bu teklifter bir Nash dengesi olur mu? 

b) Bu oyunun ptir-strateji Nash dengesi var m1d1T? Ve bu oyunun karma­
strateji Nash dengesi var m1d1r? 
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BOLOM 8 

Pazarl lk Teorisi 

8.1 Giri� 

Daha onceki boliimde ihaleleri tarti§irken, ahc1lann mah almak i9in teklifte 
bulunduklanm ifade etmi§tik. Fakat bazi piyasalarda ihalelerde oldugu gibi bir ma! 
i9in teklif vermek yerine, ahc1lann ve sat1c1lann tekliflerde ve kar§1-tekliflerde bu­
lunduklanm gori.iri.iz, yani ilgili ma! iizerine pazarhk yaparlar. Omegin emlak veya 
otomobil piyasalarmda (bu durum fiyat1 yiiksek olan mallarda daha fazla gozlenen 
bir olgudur) ticaret, ahc1 ve sat1cmm kar§ihkh teklifleri sonucunda olu§an anla§ma 
ile ger9ekle§ir. Dolay1s1yla bu piyasalan analiz etmek ve anlamak i9in daha onceki 
boliimde ihaleler i9in kullamlan yontemden farkh bir yo,ntem kullanmam1z gerekir. 
Pazarhkta daha §ahsi bir ileti§im soz konusuyken ihalelerde bu soz konusu degildir. 

Tabii  pazarhk teorileri sadece ahc1 ve sat1c1lann kar§I teklifterde bulundugu bu 
tiir piyasalan anlamak i9in degil, bir pastanm payla§immdan tutun, bir basket­
bolcunun kontratmm diizenlemesine, iki §irketin birlikte yatmm karan vermesine 
(AR-GE yatmmlan gibi) veya kamu kaynaklannm payla§Imma kadar ba§ka bir9ok 
alanda kullamlabilir. Bu boliimde bu tiir fiyatland1rma davram§1m incelemek i9in 
kullamlan pazarhk teorilerini inceleyecegiz. 

Bu boliimde ilk once pazarhgm aksiyomatik teorilerini tart1§acag1z. Bu teo­
riler pazarhk sonucunun belirli makul sonu9lar1 saglamas1 gerektigi dii§iincesine 
dayamr. Yani omegin baz1 kaynaklann payla§1m1 ya da maliyetlerin dag1t1lmas1 
s1rasmda, dag1t1m mekanizmalanmn e�itlik ve etkinlik kavramlanna uygun olmas1 
gerektigi dii§iiniiliir. Daha sonra ilerleyen altboliimlerde baz1 aksiyomatik pazarhk 
9oziimlerini anlatacag1z. Bunlar siras1yla Nash Pazarhk 9oziimii, pazarhkta 
monotonluk ve Kalai-Smorodinsky 9oziimiidiir. Daha sonra ikiden fazla oyuncu­
nun dahil oldugu pazarhk oyunlanna yani koalisyon oyunlanna bakacag1z. Bu 
boliimde, ozellikle bu tiir pazarhk oyunlanm incelemek i9in geli§tirilen 9ekirdek 
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(core) kavram1m tamtacag1z. Son olarak stratejik unsurlann onemli oldugu ard1sal 
pazarhk oyunlanm inceleyecegiz. 

8.2 Nash Pazarhk <;oziimii 

Herhangi bir pazarhk durumunda pazarhga dahil olanlann tizerinde anla�abilecekleri 
9ok say1da olas1 durum ve dolay1s1yla altematif sonu9lar ktimesi vardtr. Bu ktimeyi 
S ile gosterelim. Her iki taraf da bu ktimenin unsurlan tizerinde anla§mak is­
temektedir. Anla�maya vanld1ktan sonra pazarhk sona erer ve iki tarafin fayda 
dtizeyi belirlenir. Anla�amad1klan durumda mevcut durumlanna devam ederler. iki 
tarafin da pazarhga girmesi ancak bu pazarhgm S ktimesindeki sonu9lannm, her 
iki tarafa da anla§mamalan durumundan daha fazla fayda vennesi i le mtimktindtir. 
Bir pazarhk oyununda (d1 , dz) sirah ikilisindeki degerler s1ras1yla 1. ve 2. oyuncu­
nun mevcut durumunu yani anla§mazhk durumundaki faydalanm gosterir. Pazarhk 
durumunda ise S'deki sonu9lar oyunculara bundan daha ytiksek fayda saglar. Bunu 
daha formel i fade edelim. 

Tamm 8.1 iki oyunculu bir pazarhk oyununda olas1 sonurlar kiimesi S ve her i 
oyuncusu ic,:in bu kiime iizerinden tammlanan fayda fonksiyonu Ui olsun. Boylece, 
(i) Her s E S  if·in, u1 (s) :'.". d1 ve u2 (s) :'.". dz ve (ii) En azmdan bir s E S  irin, 
u1 (s) > d1 ve u2(s) > d2 'dir. 

Dikkat edilirse burada (ii) ko�ulu her iki oyuncuyu da anla§mazhk durumundan 
daha iyi bir duruma getinneyi garanti altma almay1 ama9lar. 

Bir pazarhk oyununu ti9lti bir yap1 §eklinde ifade edebiliriz: 

burada S, u1 ve u2 yukanda verilen tammdaki (i) ve (ii) ko§ullar1m saglamahdir. 
Dikkat edilmesi gereken diger bir nokta da her s E S altematif sonucun 

( u1 (s ) ,  u2 (s) ) fayda 9iftlerine kar§ihk gelmesidir. Bu fayda 9iftlerinefayda dagtl1m1 
denir. Dolay1s1yla her pazarhk oyunu ile ili�kili olarak fayda dag1hm1 kiimesini 
yazabiliriz: 

U = { (u1 (s) , u2 (s) ) : s E S}.  

Herhangi bir oyunda oldugu gibi bir pazarhk oyununda da ama9 yeterince tat­
minkar bir sonu9 elde etmektir. Bir pazarhk oyununun sonucu, her B pazarhk 
oyununa S sonu9lar ktimesinin bir altktimesini, s(B), bulmak i9in belirli bir ku­
ralm tammlanmas1 ile belirlenir (burada s(B) ktimesi B pazarhk oyununun tiim 
kar§ihkh tatmin edici anla§malannm ktimesidir veya daha basit9e pazarhk oyu­
nunun 9oztimleri olarak dii§tinebiliriz). Yeterince iyi sonu9lar verecek boyle bir 
kurah belirlemek de ancak baz1 makul ko§ullann ger9ekle§mesi i le mtimktin ola­
bilir. �imdi bu ko�ullan tamtahm. 

i .  Bu ko§ullardan biri pareto etkinliktir. Eger a§ag1daki durumlan saglayacak 
diger bir s E S sonucu yoksa, s* E S sonucu pareto etkindir: 
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(a) u 1 (s) 2: u 1 (8* ) ve u2 (s) 2: u2 (s* ) ve (b) En az bir i oyuncusu i9in u; (s)  > 
u;(s* ) . 

K1saca bir pazarhk sonucu pareto etkinse diger oyunculann refah1 aym kahrken 
oyunculardan en az birinin faydasm1 kesin bir §ekilde iyile§Lirmenin imkam yok­
tur. Diger bir deyi§le, eger pazarhk sonucu pareto etkinse bir oyuncuya daha fazla 
vermek demek, diger oyuncuya daha az vermek demektir. 

i i .  Pazarhk 9ozi.imi.ini.in sahip olmas1 gereken diger bir ozellik de ilgisiz 
altematif sonu9Jann bag1ms1z olmas1dir. Eger her B = ( S, (u 1 ,  d1 ) ,  ( u2 , d2) )  
pazarhk oyunu i9in, (d1 , d2) E Ur ve s(B) � T durumunu saglayan S'nin her 
altki.imesi i9in 

s(Br) = s(B)  

durumuna sahipsek, s( · )  9ozi.im kurahmn ilgisiz altematiflerden bag1ms1z oldugu 
soylenir. Bu ko§ul, ba§ka bir deyi§le, herhangi bir kabul edilebilir pazarhk 9ozi.im 
kuralmm, oyunculann daha az tercih ettikleri altematiflerin at1Jmas1 durumunda 
dahi kabul edilebilir kalmaya devam etmesini saglar. 

i i i .  Diger bir ozellik de, pazarhk 9ozi.imi.ini.in fayda fonksiyonlannm 619egindeki 
degi§ikliklerden bag1ms1z olmastdir. Ba§ka bir degi§le pazarhk sonucu, lineer 
doni.i§limlerden bag1ms1z olmahdtr. Herhangi bir B = (S, ( u 1 ,  di ) ,  ( u2 , d2) )  pazarhk 
problemi ve v; = a; + b;u; gibi herhangi bir lineer fayda fonksiyonu i9in (bu­
rada b; > 0), eger B* = (S, (v1 , a1 + b1d1 ) , (v2 , a2 + b2d2 ) )  pazarhk oyunu 
s( B* ) = s(B)  durumunu saglarsa, .s ( · ) pazarhk 9ozi.imi.ini.in lineer doni.i§i.imlerden 
bag1ms1z oldugu soylenir. 

Bu ozellik, pazarhk 9ozlim kuralmm fayday1 ol9erken kullamlan birim veya 
619ekten etkilenmedigini garanti altma almak i9in ku(Jamhr. Diger bir degi§le, 
pazarhk oyununun 9ozi.imi.i fayda fonksiyonlanmn lineer doni.i§i.imlerine duyarh 
olmamahdtr. 

�imdi yukanda verilen bi.iti.in bu ozellikleri saglayan bir 9ozi.im kurah tamm­
Jayabiliriz. Bunun i9in her B = ( S, ( u 1, d 1 ) , ( n2 , d2) )  pazarhk oyununa a§ag1da 
verilen f n = S ---t R gibi bir fonksiyonu ili§kilendirerek ba§layahm: 

(8. l )  

Bu fonksiyonu maksimize eden degerlerin ki.imesini a(B) ile gosterelim: 

a(B) = {s E S :  fo(s)  = max fo(:i:) xES 

Herhangi bir B pazarhk oyunu i9in a(B) ki.imesine ait elemanlan (eger varsa) 
B pazarhk oyununun Nash dengeleri olarak tammlanz. Burada a(B)'nin bo§ ki.ime 
olmamas1 i9in U ki.imesinin onemli bir matematiksel ozellige sahip olmas1, yani 
kompakt olmas1 gerekir. Eger fayda dag1hm1 ki.imesi (U) s1mrh ve kapahysa, 
bu ki.imenin kompakt oldugu soylenir. Kompakt varsay1m1, U ki.imesi i.izerinde 
tammlanan si.irekli fonksiyonlann maksimum ve minimum degerler almasm1 garanti 
altma ahr. Dolay1s1yla eger B gibi bir pazarhk oyununun fayda dag1hm ki.imesi, 
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U = {u1 ( 8 ) , u2 (8) : 8 E S } ,  kompakt ise, f : U -+ R siirekli fonksiyonu 
(yani fB( u1 , u2 ) = (u1  - d1 ) (n2 - d2 ))  en azmdan bir maksimum degere sahiptir. 
Boylece f ( 111 , 112 ) :S: f ( ui , uz ) durumunu saglayan baz1 ( uj , u:Z) E U degerleri var 
demektir. Ba�ka bir ifade ile, herhangi s* E a ( B) i\in uj ( s* ) = ui ve u2 ( s * )  = u:Z 
durumuna sahip oluruz. Yani bu a(B)'nin bo� kiime olmad1g1 anlamma gelir. Bu 
yiizden, kompakt fayda dag1hm kiimesine sahip herhangi bir B pazarhk oyununda 
en azmdan bir Nash dengesi vard1r. 

�imdi ilk defa Nash ( l  950b) tarafmdan formalize edilen pazarhk teoremin i lk 
k1smm1 yukanda kullamlan tammlann yard1m1yla ifade edebiliriz. 

Teorem 8.1 Kompakt fayda dag1lim kumeleri uzerinde tanimlanan pazarlik oyun­
larmda, Nash kurali, a ( · ) , pare to etkin, ilgisiz alternatifierden bag1ms1z ve lineer 
dijnii§iimlerden bag1ms1zd1r. 

Nash \6ziim kurahmn yukanda verilen ozelliklerinin yanmda diger baz1 ozellikleri 
de vard1r. Bu ozellikler \6ziim kurahmn simetrik ve konveks olmas1d1r. 

iv. Bir pazarhk \OZiim kurahnm simetrik oldugunu soylemek i\in her �eyden 
once fayda dag1hm kiimesinin konveks ve simetrik olmas1 gerekir. Bir pazarhk 
oyununun fayda dag1hm kiimesi, eger kiime i\inde se\ilen herhangi iki noktay1 
birle�tiren dogru iizerindeki her nokta kiime i\inde kahrsa konvekstir ve eger 
(u1 , u2 ) E U durumu, aym zamanda (u2 , u 1 )  E U anlamma geliyorsa simetriktir. 
Geometrik olarak simetriklik, U kiimesinin kendisini iki-sektore ay1ran 11 1 = 112 
dogrusuna gore simetrik olmas1 anlamma gelir (�ekil 8. 1 ) . 

�ekil 8.1 Fayda dag1hm kiimesi simetrik, kompakt ve konveks bir kiimedir 

<;oziim kurah ile ilgili dordiincii ko§ulu tammlamak i\in §U tamma ihtiyac1m1z 
var: Eger bir B pazarhk oyununun fayda dag1hm kiimesi konveks ve kompakt ise, 
buna konveks pazarhk oyunu denir. Eger d1 = d2 ve fayda dag1hm kiimesi simetrik 
ve kompakt ise bu pazarhk oyununa simetrik pazarhk oyunu denir. 

�imdi dordiincti ko�ulu ifade edebiliriz. Eger B simetrik pazarhk oyununun 
her 8 E 8( B) altematif \6ztimti i\in u1 ( s) = u2 (s)  durumuna sahipsek s ( ·) \6ziim 
kurahna simetrik denir. Yani bir pazarhk \6ztim kurah simetrikse bu her simetrik 
pazarhk oyununda oyunculara e§it davramld1g1 anlamma gelir. E�it davranmak­
taki kas1t, oyuncular aym dtizeyde anla�mazhk faydalan ahyorlarsa, herhangi bir 
anla§ma noktasmda da e�it faydalar almalan demektir. 
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�imdi de Nash pazarhk teoreminin ikinci k1smm1 ifade edebiliriz. 

Teorem 8.2 Eger B konveks bir pazarlik oyunu ise, a�agtdaki durumu saglayacak 
( ui , u'.2 ) gibi bir fayda dag1ltm1 vardtr: 

a(B)  = {s E S :  u1 (s)  = ui ve u2 (s)  = u2 } 

ve eger B aym zamanda simetrik ise bu durumda ui = u'.2 olur. 

bzellikle konveks ve simetrik pazarhk oyunlan tizerindeki a( · ) Nash �oztim 
kurah pareto optimal, ilgisiz altematifterden ve lineer donti�timlerden bag1ms1z ve 
simetriktir. Nash �oztim kuralmm dogas1m anlamak i�in a�ag1da basit bir omegi 
kullanahm. 

Ornek 8.1 

iki bireyin toplam 200 lira gibi bir para miktar1 tizerinde bir pazarhga 
giri�tiklerini varsayahm. Eger paranm nas1I boltindtigti konusunda anla�amazlarsa 
ikisi de herhangi bir para alamayacaktlf. Bu durumda S pazarhk ktimesi, tiim 
(x 1 , x2) negatif-olmayan reel sayllar ktimesinden olu�ur: 

burada x;, i oyuncusunun ald1g1 paray1 gosterir. 
Herhangi bir bireyin elde ettigi fayda ald1g1 para ile ol�tiltir. Bu ytizden, oyun-

culann fayda fonksiyonlan �oyledir: ' 

Eger anla�mazhk varsa, oyuncular d 1 = d2 = 0 el de ederler. Kola yea gortilebilecegi 
gibi, bu pazarhk oyunu konveks ve simetriktir. 

Aym zamanda, bu pazarhk oyunu i�in (8. 1 )'de ifade edilen f B = S --+ R 
fonksiyonu a�ag1daki gibi olur: 

Yukanda verilen Nash pazarhgm ikinci teoreminden hareketle, f 
fonksiyonunun maksimum degerinin, aym zamanda bu pazarhk oyununun tek Nash 
dengesi oldugunu soyleyebiliriz. Bu �oztim pareto etkin, ilgisiz altematiflerden 
bag1ms1z, l ineer donti�timlerden bag1ms1z ve simetriktir. Cebirsel i�lemler sonu­
cunda f fonksiyonunun tek maksimum degerinin xi = x'.2 = 100 oldugu gortiltir. 
Yani pazarhk oyununun Nash �oztimti her oyuncuya 100 lira vennektir. 

Bu teoremin gticti, her simetrik konveks pazarhk oyununun Him istenilir 
ko�ullan saglayan bir �oztime sahip olmas1dlf. Bu yukandaki omekte de a�1k�a 
gortilmektedir. Bu omekte x 1 + x2 = 200 e�itligini saglayan herhangi bir (x1 , x2) 
payla�1m1, pareto etkin, ilgisiz altematiflerden bag1ms1z ve lineer donti�timlere kar�1 
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degi�mezdir. Simetriyi saglayan tek bir �ozlim �ifti vardir: xj = x; = 100. Bu­
rada Nash teoreminin bize verdigi mesaj �udur: Her konveks ve simetrik pazarhk 
oyununun Nash �ozlim kurah tek bir simetrik �ozlim verir. 

Simetri Aksiyomu Ge<,:erli Degil.�e 
Su ana kadar tart1�t1g1m1z Nash pazarhk �ozlimli simetri varsay1m1 altmda 

i§leyen bir �ozlim bi�imidir. Fakat pek �ok pazarhk oyunu aslmda simetrik degildir. 
Bu durum genelde oyunculann kendi aralanndaki riske kar�1 
davram§lanndaki veya fayda dag1hm klimelerindeki asimetriden kaynaklanmak­
tad1r. Bu durumlarda da Nash 9ozlim kurah hala iyi 9ah§an bir yontemdir. 

Yani daha once tammland1g1 gibi herhangi bir B pazarhk oyununun a(B) Nash 
9ozlim klimesi, f n ( s) = ( u 1 ( s) - d 1 )  ( u2 ( s) - d2) fonksiyonunu maksimize eden 
tlim degerleri i9erir: 

a(B) = {s E S :  fo (s) = max fa (x) } .  xES 

Boylece riskten ka9mma dlizeyindeki bir degi§iklik fayda fonksiyonlarmda 
ifade edilir ve buna gore Nash dengesi de degi§ecektir. Benzer olarak anla§mazhk 
fayda dlizeylerindeki bir farkhhk, d; degerini ve dolay1s1yla da fa fonksiyonunu 
degi§tirecektir, bu da Nash 9ozlimlinli etkileyecektir. Ger9ekte, d1 artt1gmda (di§a­
ndaki opsiyondaki iyile�meden dolay1), Nash 9ozlimii I .  oyuncunun ald1g1 miktan 
artmr. Her iki asimetrinin oldugu durumda, Nash 9oziimii makul ve sezgisel 9oziim 
iiretmeye devam etmektedir 9iinkii bu durumlar ya fayda fonksiyonlanm degi§tirir 
ya da anla§mazhk fayda diizeylerini degi§tirir. 

Bu tiir durumlarda simetri aksiyomunun ge9erli olmad1g1 daha gene! bir 
fonksiyonel form §Oyle yaz1labilir: 

(8.2) 

burada () E (0. 1 )  I .  oyuncunun pazarhk giiciinii gosterir. 
Eger oyunculann fayda fonksiyonlanm basit9e di ye u1  (s) = s 1  ve u2 (s) = s2 

diye tammlamrsak: 
fB = [s1 - d1]6 [s2 - d2] l-O , 

burada 8j � dj , j 1 ,  2. Dikkat edilirse, () = 1 /2 oldugu varsay1hrsa, (8. 1 )  
problemine geri doneriz. Limitte eger () --+ 1 ise, pazarhk oyunu l .  oyuncu­
nun s2 � d2 k1s1t1 altmda s1 'nin maksimize edilmesi anlamma gelir veya limitte 
() --+ 0 ise bu durumda da pazarhk oyunu 2. oyuncunun s 1 � d1 k1s1t1 altmda 
s2 ' nin maksimize edilmesi anlamma gelir. 

Simdi (8.2) fonksiyonuna tekrardan geri donelim. Bu fonksiyonun s 'ye gore 
I .dereceden ko§ulu §Udur: 

Basil olmas1 i9in fayda diizeylerini u1 = s ve u2 = 1 - .., §eklinde ifade edelim. 
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Buradan hareketle (8.3) §Unu verir: 

8 = di + 8 ( 1  - di - d2 ) ,  

1 - 8 = d2 + ( 1  - 8) ( 1  - d i  - d2 ) · 

Burada 1 - di - d2, anla§mazhk sonras1 kalan fazlahktir. Yani her oyuncu kendi 
tehdit noktas1 art1 pazarhk giiciiyle orant1h fazlahktan pay ahr. Bu yiizden de Nash 
9oziimii, fazlahg1 payla§mak olarak da nitelendiri lebilir. 

Tabii burada dikkat edilmesi gereken diger bir nokta fayda fonksiyonlanm tek 
degi§kenle ifade etmek gibi bir zorunlulugun olmamas1dlf. 6rnegin, l .  oyuncunun 
i§9i, 2. oyuncunun firma oldugu bir pazarhk oyununda, iicretler ve 9ah§ma saatleri 
iizerinden pazarhk yapt1klanm varsayahm ve oyunculann 
faydalanm u; = u; ( w, h) ile gosterelim, burada w iicreti ve h 9ah§ma saatini 
gostermektedir. Konkavhk varsay1m1 altmda (8.2) Nash probleminin birinci derece­
den ko§ulu §Udur: 

Bu iki denklemin aym anda 9oziimiinden oyundaki denge iicreti (w* ) ve denge 
9ah§ma saatini (h*) buluruz. 

Diger yandan, Nash 9oziimii, pazarhk oyununun fayda dag1hm kiimesinin 
asimetrik oldugu durumlarda yeterince iyi sonu9lar v5rmez. Bu yiizden bu tiir 
pazarhk oyunlan i9in altematif 9oziim metotlan gereklidir. �imdi bunlardan biri 
olan Kalai-Smorodinsky 9oziim kurahna bakahm. 

8.3 Kalai-Smorodinsky <;oziim Korab 

Daha once belirttigimiz gibi, Nash 9oziim kurah hem simetrik pazarhk oyunlan 
i9in hem de riskten ka9mma ve anla§mazhk noktalanndaki asimetrik durumlara 
sahip pazarhk oyunlan i9in iyi bir 9oziim metodudur. Fakat Nash 9oziim kurah, 
fayda dag1hm kiimesinin asimetrik oldugu durumlarda yeterince anlamh 9oziimler 
iiretmekte ba§anh degildir. 6rnegin fayda dag1hm kiimesini asimetrik yapacak 
§ekilde pastanm biiyiidiigii ya da kii9iildiigii durumlarda, Nash 9oziim kurah an­
lamh 9oziimler vermez. Bu duruma verilen klasik omek, iftas durumunda farkh 
miktarlarda bor9 verenlerin geri alacag1 miktardir. Bu gibi durumlarda, herhangi 
bir iftas olmad1g1 miiddet9e, bor9 verenler verdikleri kredilerin biiyiikliigii oramnda 
geri Odeme beklerler. Fakat bor9 alanlar iftas ettiginde Nash 9oziimii, kalan akti­
fterin bor9 verenler arasmda e§it payla§1lmas1m onerir. Eger verilen krediler e§it 
miktarda degilse, bu payla§Im kurah 9ok anlamh degildir. Mant1kh 9oziim, 
aktifterin verilen kredilerle orant1h bir §ekilde payla§1lmas1d1r. 

Bu boliimde simetri ko§ulunun saglanmad1g1 boyle durumlarda Nash 9oziimii 
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yerine, monotonluk ko§ulunu saglayan altematif bir �oziim metodunu tart1§acag1z. 
Monotonluk ko§ulu, pazarhk �oztimiiniin pazarhk altematifter ktimesinin geni§lemesi 
durumunda, bir oyuncuya buna paralel olarak fayda vermeyi saglar. Simdi bunu 
formel olarak tammlayahm. 

Tamm 8.2 Herhangi bir B = (S, (u1 ,  d i ) ,  (u2, d2) )  pazarl1k oyunu ve S' nin 
herhangi bir T altkiimesi ir,:in, B pazarlik oyununun s( B) r,;iiziim kiimesi, Br = 

(T, (u1 , dt ) , (u2 , d2) )  pazarlik oyununun s(Br) r,:iiziim kiimesine baskmsa, s( - )  
r,:iiziim kuralt monotondur. Ba�ka bir degi#e her s E T ir,:in a�ag1daki k<J�ulu 
saglayan bir s' E S '  sonucu varsa bu s( · ) r,:iiziim kuralma monoton denir: 

u1 (s') � u1 (s) ve u2 (s') � u2 (s) .  

Nash �ozum kurah monotonluk ko§ulunu saglamaz. Sekil 8.2'de verilen 
pazarhk oyunlanna bakahm. Sekil 8.2(a)'da pazarhk oyunu simetriktir ve Nash 
�oziimti (2, 2) fayda sonucunu verir. Fakat Sekil 8.2(b)'de oyun simetrik degildir. 
Nash �oziim kurah ( 1 ,4) fayda �iftini �oziim olarak verir. Bu durum, Sekil 8.2(a)' 
daki oyunda verilen Ur fayda dag1hm ktimesinin, Sekil 8.2(b)'deki oyunda verilen 
U fayda dag1hm ktimesinin bir altktimesi olmasma ragmen, l .oyuncunun bu oyun­
daki Nash kurahna gore daha az ald1g1m gosterir. Yani asimetri durumlannda, Seki! 
8.2(b)'de gosterilen tipteki pazarhk oyunlannda oldugu gibi, biraz daha farkh bir 
kritere ihtiyac1m1z var. Fayda dag1hm ktimesinin asimetrik oldugu durumlar i�in 
pazarhk �oztim kurah E. Kalai ve M. Smorodinsky ( 1 975) tarafmdan geli§tirimi§tir. 
Simdi bu �oziim kurahna bakahm. 

6 ' 

(a) 

�ekil 8.2 

' 
-- Nash 

cozomo 

u " \ 

_··--.::L 
6 

(b) 

Herhangi bir pazarhk oyunu, B = (S, (u1 , di ) ,  (u2 , d2) ) ,  verildiginde her oyun­
cunun faydasm1 maksimize eden sonucu bulabiliriz. 

1]1 = max u1 (s) ve 172 = max u2(s) .  
sES sES 
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B pazarhk oyununun fayda dag1hm ki.imesi kompakt ise, r11 ve 172 degerleri bulun­
abi lir. B pazarhk oyununda, Kalai-Smorodinsky dogrusu (KS dogrusu), dedigimiz, 
u 1 u2-di.izleminde orijinden gec;en ve k = !l.! egimine sahip bir dogru vardir. Bu 7/2 
yi.izden KS dogrusunun denklemi 'tt2 = ku1 �eklinde ifade edilir. 

Eger (d1 , d2 )  -I= (0, 0) ise, KS dogrusu u 1 u2-di.izleminde (d1 , d2)  ve (r11 , 112 )  
dog�rulan arasmdan gerer. Bu durumda KS dogrusu k = 'li -d12 egimine sahiptir ve y 172 -< 1 
dolay1s1yla denklemi �oyle yazilabilir: 

Pazarhk oyununun Kalai-Smorodinsky fayda dag!l1m1 (veya k1saca KS fayda 
dag1hm1) U fayda dag1hm ki.imesinde tammlanan KS dogrusu iizerindeki en uzak 
kuzeydogu noktas1d1r (u1 , u2) 'd1r. Bunu fonnel olarak ifade edelim. 
K = {s E S : (u1 (s) ,  ku2 (s) )  E U} kiimesi dii�iini.ildiigi.inde, (u1 , u2)  noktas1 
a�ag1daki degerlerdir: 

Eger K = 0 ise, pazarhk oyunu bir KS fayda dag1hmma sahip degildir. Bir 
pazarhk problemi en fazla bir KS fayda dag1hmma sahip olabilir, yani bir pazarhk 
oyunu ya bir KS fayda dag1hmma sahiptir ya da hii;bir KS fayda dag1hmma sahip 
degildir. Eger bir pazarhk oyunu U gibi kompakt fayda dag1hm kiimesine sahipse, 
( (d1 , d2) E U  veri ahnd1gmda), bu pazarhk oyunu bir KS fayda dag1hmma sahiptir 
demektir. 

� imdi de Kalai-Smorodinsky c;oziim kurahm, k( · ) ,  �ammlayahm: 

Tamm 8.3 Herhangi bir pazarltk oyununun, B = (S; ( u1 , d1 ), (u2 , d2 ) ) , Kalai­
Smorodinsky (-'iiziim kuralt basitre a�ag1daki gibidir: 

k(B) = { s  E S :  u ,  (s) = u1 ve n2 (s) = u2} .  

Eger jJ pazarltk oyunu bir KSfayda dag1ltmma sahip degilse, bu durumda k(B) = 

0 olur. 

Kalai-Smorodinsky c;oziim kuralmm temel ozelliklerini �oyle s1ralayabiliriz: 
i. Kalai-Smorodinsky c;oziim kurah lineer donii�iimlerden bag1ms1zdir fakat 

ilgisiz altematiflerden bag1ms1zhg1 saglayamaz. 
i i .  Her konveks pazarhk oyunu bir KS fayda dag1hmma sahiptir ve Kalai­

Smorodinsky c;oziim kiimesi k( B) bo� olmayan ve pareto etkin pazarhk sonuc;lanm 
dahil eder. 

i i i .  Eger B konveks bir simetrik pazarhk oyunu ise B'nin Kalai-Smorodinsky 
c;oziimii, Nash c;oziimii ile i:irti.i�iir, yani k(B) = a(B) .  

Herhangi bir pazarhk oyununda KS c;ozi.im kurahm daha iyi anlamak ii;in klasik 
bir omek olan i.icret pazarhk oyununa bakahm. 
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Ornek 8.2 Ocret pazarhg1 

Bir sendika ile bir tinnamn s1k s1k ticret tizerine pazarhk yapt1klanm dti�tinelim. 
Bu durumu anlamak icrin basil bir pazarhk oyunu tasarlayahm. Sendikamn tiye 
say1s1 L kadardir. Firma mahm rekabetcri bir ortamda sabit bir fiyatla, p, satmak­
tadir. Finnamn tiretim fonksiyonunu f(L) ile gosterelim. Bu durumda tinnanm 
geliri R = pf(L) olarak ifade edilir. Eger tirma w ticretini oderse, tirmamn kan 
7r = pf(L) - wL = R - wL'dir. Firma bu kardan hissedarlanna belirli bir kar 
pay1, h, dagilmaktadir. 

Finna ( 1 .  oyuncu) ve sendika (2. oyuncu) arasmda w iicreti iizerine yap1lan 
pazarhk anla�mazhkla sonucrlamrsa firmanm kan s1fir ve i�crilerin ald1g1 iicret ise :lQ 
(d1�andaki opsiyon) olmaktad1r, dolay1s1yla d1 = 0 ve d2 = :!Ql. Aksi durumda 
(yani anla�irlarsa) sendikamn geliri wL ve firmamn kan R - wL - h kadardir, yani 

u 1 (w, h) = R - wL - h ve u2 (w) = wL, 

burada :lQ :::; w :::; � ve 0 :::; h :::; R - wL. �ekil 8.3(a)'da pazarhk sonucrlan kiimesi 
S ile gosterilmektedir. �ekil 8.3(b)'de ise bu pazarhk oyununun fayda dag1hm 
kiimesinin konveks ve kompakt oldugu goriilmektedir (tarah iicrgen alan). Fakat 
dikkat edilirse bu pazarhk oyunu konveks olmasma ragmen simetrik degildir. 

h 

R -WL 

w 

h = R - wL 

s 

(a) 

I 

RIL w 

KS dogrusu 

�/ 
R ------

Anla�mazilk 
noktas1 u 

'\ 
'!'\I L  

(b) 
R 

�ekil 8.3 Ocret pazarhk oyununda Kalai- Smorodinsky i;oziimti 

KS dogrusunun egimi acr1k bir �ekilde �oyle ifade edilir: 

k = 
R - :!QL 

= l . 
R - :!QL 

Bu yiizden KS dogrusu, 

tarafindan belirlenir. u2 = R - u1 diye tammlarsak, R - u1 = u1 + :!QL sonucunu 
elde ederiz. Burada u1 degerini 96zerek a�ag1daki fayda diizeylerini buluruz: 

R - wL R + :!QL 
u 1 = 

2 
- ve u2 = 

2 
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u2 = w* L oldugundan dolay1, KS �oziimiinden �1kan ve iizerinde anla�1lan iicret 
diizeyi �udur: 

R + Yl_L 
w* = ---

2 
Sonu� olarak, bu omek iizerinden KS �oziimiiniin, asimetrik fayda dag1hm 

kiimelerinin oldugu pazarhk oyunlannda daha mant1kh sonu�lar verdigini gostermeye 
�ah§tik. 

8.4 Koalisyon Oyunlan 

�imdiye kadar inceledigimiz pazarhk oyunlannda, sadece iki birey arasmdaki 
pazarhk durumlanm dikkate ald1k. Fakat pazarhk problemleri ikiden fazla bireyi 
kapsayabilir. <;ok say1da bireyin oldugu durumlarda gruplann verdigi kararlar 
onemli hale gelir. Genellikle bir grubun iiyeleri birbiriyle �at1§an �1karlara sahiptir. 
Boyle durumlarda grup tiim iiyelerin kabul edecegi onerilerde bulunmak zorun­
dad1r. 

<;ok say1da insamn oldugu bir pazarhk problemindeki mant1k, genel bir pazarhk 
problemindeki manllkla aym olsa da aralannda onemli bir fark vardir. Bu da baz1 
oyunculann birlikte hareket ederek lwalisyon kurmalandir. Burada onemli olan, 
koalisyon iiyelerinin ger�ekle§tirebilecekleri altematif sonu�lar iizerinde anla§malan 
ve bunun, tiim n lane oyuncunun oldugu durumda kurulan biiyiik koalisyondan 
daha fazla fayda saglayabilecegidir. Bu  yiizden biiyiik koalisyon, her iiyesine diger 
bir koalisyonunun saglad1g1 faydadan daha fazlas1m verecek bir oneride bulun­
mahdir, aksi takdirde farkh koalisyonlar ortaya �1kabilit. Sonu� olarak, bir pazarhk 
probleminde herhangi bir makul altematifi tartI§Irken, oyunculann 
herhangi bir koalisyondan alacaklan faydalan tammlamam1z gerekir. 

Bir koalisyon oyununun sonucu, oyunculann olu�turdugu gruplar kiimesinin 
bolmelerinden (farkh iiyelerden olu§an olas1 koalisyonlar kiimesi) olu§ur ve 
bOlmedeki her grubun hareketi ile birlikte tammlamr. Koalisyon bOlmesinde, en u� 
durumda, her grupta kendi ba§ma hareket eden bir birey vardtr. Diger u� durumda 
ise tiim oyunculan i�eren bir tek grup vardir, yani biiyiik koalisyon. Her oyuncu 
sadece ait oldugu bolmenin iiyesi tarafmdan se�ilen hareketleri dikkate ahr. Boyle 
oyunlarda her oyuncunun tercihi basit�e onu dahil eden tiim olas1 gruplann hareket­
lerini s1ralamaya tabi tutmas1 ve en yiiksek fayday1 veren hareketi se�mesidir. Bu­
rada diger bir onemli nokta §Udur: Koalisyon oyunu tammmda, bir koalisyonun 
hareketleri ile koalisyon iiyelerinin hareketleri arasmda bir il i�ki kurulmaz. Koal­
isyonun hareketleri veri ahmr, yani iiyelerinin davram§lanndan tiiretilmez. 

K1saca bir koalisyon oyunu, bir oyuncular kiimesine; her koalisyon i�in bir 
hareket kiimesine ve her oyuncu i�in, iiyesi oldugu tiim olas1 koalisyonlann hareket­
leri iizerinde bir tercih s1ralamasma sahiptir. 

Burada biiyiik koalisyonu (tiim oyuncular kiimesinin olu�turdugu koalisyon) N 
ile, herhangi bir koalisyonu ise C i le gosterecegiz. Boyle bir oyunda herhangi bir 
C koalisyonunun her hareketi, ilgili varhgm (mat veya para olabilir) C'nin iiyeleri 
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arasmda nas1l dag1Id1gm1 tammlar. Biz buna maim C-dag1ltm1 diyelim. 
Her C koalisyonu ii;:in, bu koalisyonla ili�kilendirilen bo� olmayan bir sonui;:lar 

kUmesi, Sc E S. vard1r. Yani n-oyunculu bir pazarhk oyunu verildiginde, her 
C koalisyonunu Sc gibi bir sonui;:Iar kUmesine yollayan bir fonksiyon vard1r. Bu 
sonui;:lar kUmesi, sadece C koalisyonunun Uycleri tarafmdan geri;:ekle�tirilen alter­
natif sonui;:Iar kUmesidir. BUyUk koalisyon (N) . sonui;:lar kUmesindeki (S) her al­
tematif sonucu geri;:ekle�tirebildiginden, ai;:1k9a SN = S 'dir. Bir C koalisyonunun 
olas1 pazarhk sonui;:lar kUmesi, bu koalisyon Uyelerinin Sc kUmesindeki altematif 
sonui;:lardan elde edebilecegi tiim faydalar kUmesi olan v( C) 'yi verir. Gene) olarak, 
v(C) kUmesi tUm (v1 , . . . .  , v,, ) E Rn vektorlerini ii;:erir. Tiim i E C  ii;:in v; = 'tL; (8 ) 
durumunu saglayacak belirli bir 8 E Sc vardir. Dolay1s1yla v( · )  fonskiyonunu 
�oyle tammlanz: 

1 • : Z -+ R" ,  

burada Z kUmesi, N kiimesinin tUm altkUmelerinin (bo� kUme harii;:) kiimesidir. 
Yani her C koalisyonu ii;:in v( C) kiimesi, koalisyonun iiyeleri ii;:in elde ettigi fayda 
dag1hm kUmesini tammlar. Buna koalisyon fonksiyonu denir. Ba�ka bir degi�le 
v ( C) fonksiyonu, C koalisyonu ii;:in kendi iiyelerinin tiim fayda dag1hnum veren 
bir fonksiyondur. A�ag1daki omek bu notasyonlan daha iyi anlamam1za yard1mc1 
olacakt1r. 

Omek 8.3 

Di; enerji firmas1 birbirine yakm mekanlarda bulunmaktad1r. Herbiri yasayla 
belirlenen bolgenin tek enerji dag1t1c1s1 konumundad1r. Fakat Uretim tesislerinin 
lokasyonu, enerji �irketlerine, kendi yasama alanlan ii;:indeki enerji imkanlanm 
birbiriyle anla�arak degi§tirmeleri durumunda, daha ucuza enerj i  arz etme imkam 
vermektedir. 

Bu durumda koalisyon bUyUklUgii 1 (yani koalisyondaki eleman say1s1) iken 
olu�an faydalan �oyle yazabiliriz: 

v( { l } )  = { ( l , :r2, x:i ) : x2, x3 E R} ,  
v ( {2 } )  = { (x1 , l , x3 ) : .1: 1 , x:1 E R} . 
11 ( {3 } )  = { (:1: 1 , x2 , 1 ) : x1 , :r2 E R} .  

Yukandaki ifadede omegin v( { 1 } )  kiimesi birinci �irketin herhangi bir ortakhga 
girmeden onceki kar dUzeyini gostermektedir ( 1 degeri, normalize edilen degerdir). 
Diger iki firmanm karlanm ise koalisyonda olmadtklan ii;:in sadece :1:2 ve x:i diye 
yazdtk. BiiyiikliigU iki olan koalisyonlar ise §i.lyle ifade edilir: 

ve 

v( { l , 2 } )  = { (0.5, 0.5, x3) : :r:i E R} . 
v ( {2 , 3 } )  = { (:r1 , 0 .5, 0 .5) : :r1 E R} 

v( { l , 3 } )  = { (0.6, x2 1 0.4) : :r2 E R} .  
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Bu ifadeler de bize ikili koalisyonlar ve onlann faydalanm verir. Son olarak btiytik 
koalisyonu �oyle ifade ederiz: 

v ( { l , 2 , 3) } = { (0, 9 ,  1 , 0 .6} ) .  

8.4.1 Baglay1c1 Koalisyon Oyunu 

Daha once de ifade ettigimiz gibi, bir koalisyon oyunu, oyuncularm bireysel olarak 
degil grup olarak rasyonel davrand1klan durumlan modellemeye 9ah�1r. Bu 
konudaki teorinin bilyilk bir k1sm1, bir araya gel me motivasyonunun yilksek oldugu 
durumlarla ilgilenir. Dolay1s1yla tilm oyunculan i9eren tek bir koalisyon olu§turmamn 
bir dezavantaj yaratmad1g1 durum Ian inceler. Tilm oyuncularm bir araya geldigi bir 
bilyilk koalisyon soz konusu olabilir. Bu da daha kil9ilk gruplardan olu§an koalisy­
onlann dag1lma ihtimali oldugu anlamma gelir. Boyle durumlarda bilyilk koalisy­
onun ilrettigi sonu.;lar en az altgruplardan olu§an koalisyonlar kadar iyidir. Bu tilr 
oyunlara baglay1c1 koalisyon oyunlan (cohesive coalition games) denir. 

Tamm 8.4 Eger tiim oyuncular kiimesinin her { C1 , . . . .  , Ck } koalisyon bMmesi ve 
her koalisyon biilmesinden olu�an (ac1 , • • • • •  , acJ hareketler kombinasyonu irin, 
bolmedeki her c1 koalisyonunda her i oyuncusunun acJ hareketine e�it veya on­
dan daha fazla fayda saglayan biiyiik koalisyonunun ( N) bir hareketi varsa, bu 
koalisyon oyunu baglay1c1d1r. 

Baglay1c1 koalisyon kavrammt daha iyi anlamak i.;in a§ag1daki omeklere 
bakahm. 

Ornek 8.4 

iki oyunculu bir oyun dil�ilnelim. Bu oyunda iki ki�i bir birim mah ancak bir­
likte hareket ettiklerinde ilretebiliyorlar, yani mah tek ba§lanna ilretmeleri milmktin 
degildir. Oretilen mah da istedikleri �ekilde payla�1yorlar (bu tilr oyunlara ittifak 
oyunu da denir). Oyunculann mah tek ba§lanna ilretmeleri milmkiln degildir. Her 
biri ald1g1 maim miktanm onemser ve .;ogu aza tercih eder. Bu durumu �oyle mod­
elleyebiliriz: (i) iki oyuncu var (ii) hareketler: Her oyuncu bag1ms1z hareket ede­
bilir (yani bir koalisyon yok) fakat bu onlara herhangi bir mal ilretme imkam ver­
mez ve her iki oyuncunun, { 1 ,  2 } ,  olu§turdugu koalisyonunun hareketler kilmesi 
(x 1 , x2 ) , burada x1 ve x2 negatif olmayan reel say1lar kilmesinde tammhd1r ve 
x 1 + x2 = 1 e§itligini saglar, (yani iki birey arasmda bir birimlik maim payla§1m 
kilmesini veren hareketler) (iii) faydalan: Her oyuncunun tercihi elde ettigi mal ile 
ifade edilir. 

Oyuncular kilmesinin olas1 bolmeleri iki tanedir: Her iki oyuncunun tek bir 
koalisyon olarak davranmalan, yani { { 1 ,  2 } } ,  ve her oyuncunun tek ba�ma hareket 
ettigi durum, yani { { 1 } ,  { 2 } } .  ikinci durumda, yani herkesin tek ba�ma davrand1g1 
durumda tek bir hareketler kombinasyonu soz konusudur, o da hi.;bir ma! ilretme­
mektir. Dolay1s1yla bu koalisyon oyununda ilk durum (bilyilk koalisyon) her zaman 
daha iyi bir sonu.; verir. Bu da oyunun baglay1c1 oldugunu gosterir. 
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Oyunculann simetrik olmad1g1 ve mah Uretme f1rsatlannm daha fazla oldugu 
ba§ka bir omege bakahm. 

Ornek 8.5 

Bir toprak sahibinin arazisinde optimal olarak k tane i��i �ah§abilmektedir ve 
urettikleri tah1l miktan kendisi dahil i§�i say1smm bir fonksiyonudur, yani f ( k + 1 )  
kadardtr; burada f uretim fonksiyonudur ve f (0) = O'dtr. Toprak sahibi topragmda 
�ah�t1racag1 i��ileri toplam i§�i say1s1 olan m kumesinden se�mektedir. Toprak 
sahibi ve her i��i sadece kendi ald1g1 malla ilgilenmektedir ve �ogu aza tercih et­
mektedir. Yani k1saca toprak sahibi ve rn tane i��inin oldugu bir koalisyon oyunuyla 
kar�1 kar�1yay1z. Eger sadece i§�i lerden olu�an bir koalisyon soz konusu ise bu 
koalisonun tek bir hareketi vardtr, o da hi�bir uyesinin maldan bir §ey almad1g1 
durumdur (yani toprak sahibi olmad1gmdan yani toprak olmad1gmdan uretim de 
yoktur). Diger yandan toprak sahibinin ve k tane i��inin olu�turacag1 bir koal­
isyonda ise C hareketler kumesi (C koalisyon uyelerinin urettigi f(k + 1 )  degeri) 
koalisyondaki uyelerin tlim C-dagtl1m kumesini verir. Bu oyun da baglay1c1 bir 
oyundur �linkli buylik koaJisyon herhangi bir koaJisyondan daha fazJa �IktJ liretir 
(k i��i duzeyi optimal duzeydir ve diger tum koalisyonlardan daha iyidir). 

<;:ogu pazarhk oyununda, bir bireyin faydas1 basit�e bu bireyin ald1g1 para 
miktandtr. Bu gibi durumlarda, bir koalisyondaki tlim oyunculann faydalanm 
toplayabilir ve bir vektorler kumesinden ziyade, toplam fayday1 v( C) gibi bir say1yla 
ifade edebiliriz. Bu fonksiyon daha once ifade ettigimiz gibi koalisyon fonksiy­
onudur (veya karakteristik fonksiyon). Burada v( C) say1s1 aym zamanda koalisy­
onun degeri olarak da adlandmhr. v ( C) , C koalisyonun uyelerinin faydalannm 
toplamm1 gosteren bir say1 oldugundan, v ( C) degeri koalisyon i�inde istenildigi 
gibi dag1tabilir. Boylece eger u; , i oyuncusunun ald1g1 fayda ise, "°"' .  u; = v( C) L...,,EC 
bize C koalisyonun degerini verir. 

Bir koalisyon uyesinin faydas1 daha az veya daha fazla para verilerek arttrabilir 
ya da azaltdabilir. Yani yan odemeler yap1labilir. Bu yuzden bu pazarhk oyun­
lanna yan-iMeme oyunlan veya transfer-edilebilir fayda oyunlarz da denir. Yan 
odemelere imkan vermeyen oyunlara yan-odemeli olmayan veya 
transfer-edilemeyenfayda oyunlarz denir. 

Ornek 8.6 

iki oyunculu ittifak oyununda, N = { 1 ,  2 } ,  olas1 koalisyon degerleri v ( { 1 } )  = 

v ( { 2 } )  = 0 ve v( { l ,  2 } )  = 1 �eklindedir. Toprak sahibi-i��i omeginde, 
N = { 1 ,  2, .. , m + 1 } ,  burada 1 toprak sahibini, 2, . . .  , m ise i��ileri gostermektedir. 
Oyunun degeri �u �ekilde ifade edilir: 

(S) 
= 
{ 0, eger 1 (toprak sahibi) C'nin bir uyesi degilse 

11 
f(k) , eger C, 1 ve k tane i��iyi i�eriyorsa 
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Bu oyun ar;:1kr;:a, transfer-edilebilir bir fayda oyunudur r;:i.inki.i koalisyon i.iyeleri 
arasmda fayda transferi yapmak mi.imki.indi.ir. A�ag1daki omek ise fayda transfer­
edi lebilir bir oyun degildir. 

Omek 8.7 

Ev tahsisi di ye nitelendirdigimiz bir oyunda n say1da insandan olu�an bir grubun 
her i.iyesi tek bir eve sahiptir. Ev sahiplerinden olu§an herhangi bir altgrupta i.iyeler 
evlerini istedigi �ekilde yeniden biribiri ile degi§tirebilmektedir. insanlar evlerine 
farkh degerler atfetmektedir ve yalmzca kendi evlerinin degeri i le ilgilenmekte­
dirler. Bir altgrubun yani bir koalisyonunun (C) hareketler ki.imesi ba§lang1r;:ta 
koalisyon iiyelerine ait evlerin, koalisyon iiyelerine yap1lan tiim dag1hmlannm kii­
mesidir. Her oyuncu, tahsis edilen eve gore bir sonucu digerine tercih eder. 

Bu oyun baglay1c1 bir oyundur r;:iinkii oyuncular kiimesinin herhangi bir 
altkiimesindeki koalisyonlarla elde edilen ev tahsisleri aym zamanda tiim oyun­
cular kiimesiyle de elde edilebilir. Fakat bu oyunda transfer-edilebilir fayda soz 
konusu degildir. bmegin, I .  ve 2. oyunculardan olu§an koalisyonda sadece iki 
fayda dag1hm1 olabilir: (z 1 , w2) ve ( z2 ,  w, ) , burada z; , i ( = 1, 2) evinin I .  oyun­
cuya saglad1g1 fayda iken, w;, i ( = 1 ,  2) evinin 2.oyuncuya saglad1g1 fayday1 
gostermektedir. Ar;:1kr;:a transfer-edilebilir faydalar miimkiin degildir. 

8.4.2 <;ekirdek 

Biiyiik koalisyonun hangi hareketi yani hangi sonucu ser;:ecegi onemli bir konudur. 
Biiyiik koalisyonda arad1g1m1z hareket, basiv;e stratejik1ve geni§leyen-bir;:imli oyun­
lardaki bireysel oyunculann hareketlerinden ziyade, her koalisyonun imkanlanmn 
bask1s1yla olu§an ve buna uyumlu bir hareket olmahd1r. Bu durumu analiz etmek 
ii;in de ihtiyar;: duydugumuz kavram rekirdek (core) kavram1d1r. 

Tamm 8.5 Bir koalisyon oyunun ('ekirdegi, kendisinden daha iyi bir hareketler 
kiimesi veren bir koalisyonun bulunmad1g1 biiyiik koalisyonun ( N) hareketler kii­
mesidir, aN . 

Eger C gibi herhangi bir koalisyonun tiim iiyelerinin biiyiik koalisyonun <LN 

hareketine tercih edecegi bir hareketi varsa buna C'nin <LN iizerine pareto 
iyilq·tirilebilir oldugu si:iylenir (yani daha iyi bir tercih oldugu). Dolay1s1yla 
r;:ekirdegi altematif olarak �oyle de tammlayabiliriz: <::ekirdek hir; bir koalisyonun 
iyile�tirme yapamayacag1 biiyiik koalisyonunun hareketler kiimesidir. 

<::ekirdek kavram1m, bloklama kavramm1 kullanarak da tammlayabiliriz. Bir 
pazarhk oyununda koalisyonlar iiyelerine biiyiik koalisyondan daha fazla fayda 
saglayan oneriler bulunabilir. Bu gibi durumlarda, iiyelerine daha fazla fayda garanti 
eden bir koalisyon, biiyiik koalisyonun olu�masm1 engelleyebilir. Bunu koalisy­
onun biiyiik koalisyonu bloklad1g1 �eklinde ifade ederiz. Formel olarak, bir " E S 
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sonucunun bir koalisyon tarafmdan bloklanmas1 a�ag1daki durumu saglayan belirli 
(v1 • . . .  , vn ) E v(C) degeri varsa mtimktindtir: 

vi (C) > u; (s) , \:/ i E C. 

Btiytik koalisyondan gelen baz1 oneriler diger bazi koalisyonlar tarafmdan blok­
lanabilir. Dolay1syla btiytik koalisyondan gelen sadece belirli tekliftere hii;: bir 
koalisyonun itiraz1 olamaz. Yani n-ki�ili bir pazarhk oyunun sonucu eger her­
hangi bir koalisyon tarafindan bloklanam1yorsa buna i;:ekirdek sonui;: denir. Ttim 
i;:ekirdek sonui;:lara da rekirdek denir. Ai;:1ki;:a ifade edersek, herhangi n-ki�ili bir 
pazarhk oyunun i;:oztimti i;:ekirdege ait olmahd1r. Aksi takdirde buna belirli bir 
koalisyon itiraz eder. Diger yandan, n-ki�ili bir pazarhk oyun ii;:in ifade edilmesi 
gereken onemli diger bir konu ise oyunun bo� olmayan bir i;:ekirdege sahip ol­
mas1d1r. Ai;:1ki;:a, bo� i;:ekirdekli bir oyunun her bir koalisyonunun kabul edebilecegi 
bir alternatif sunmas1 mtimktin degildir. Bir koalisyon oyununun i;:ekirdegini bul­
mak ii;:in hii;:bir koalisyonun daha iyi sonui;: tiretemeyecegi btiytik koalisyonunun 
ttim hareketler ktimesini bulmam1z gerekir. � imdi baz1 omeklerde i;:ekirdegi bu­
lahm. 

Ornek 8.8 

Daha once gordtigtimtiz bu omekte (ittifak oyununda) i;:ekirdegi tammlayahm. 
Btiytik koalisyonun hareketi (:r 1 ,  :r2 )  i;:iftidir; ki :r 1 + :r2 = 1 ve :r; ;:::: 0, i = 1 ,  2 
ko�ullanm saglar. <;ekirdek iki oyuncu arasmdaki ttim payla�1mlar ktimesidir: 

{ (x 1 , x2 ) : :r 1 + x2 = 1  ve :ri ;:::: O} ,  i = 1 , 2. 

Herhangi bir payla�1m i;:ekirdekte yer ahr i;:tinkti bir tek oyuncu saparsa, hem 
toprak sahibi hem de i�i;:i hii;:bir i;:1kt1 alamayacakt1r (i;:tinkti bag1ms1z hareket ettik­
lerinde tiretim olmayacakt1r) ve eger btiyiik koalisyon farkh bir payla�1m1 sei;:erse 
her oyuncu daha kotti durumda olacakt1r. 

Bu ornekte hii;:bir koalisyon, btiytik koalisyonun hareketi iizerinde herhangi bir 
ktslt empoze eden bir harekete sahip degildir. Fakat diger oyunlarm i;:ogunda koal­
isyonlarm imkanlan btiytik koalisyonun hareketlerini s1mrland1rabilir. 

i ki oyunculu ittifak oyununun bir diger versiyonunu di.i�i.inelim. Bu oyunda I .  
oyuncu tek ba�ma i;:1ktmm p kadanm ve 2. oyuncu tek ba�ma i;:1ktmm q kadanm 
elde edebilsin. I .  oyuncuyu ii;:eren koalisyonun, btiytik koalisyonun (x 1 ,  .r2)  
hareketinden daha iy i  b ir  harekete sahip olmamasmm ko�ulu x1  ;:::: p iken, 2 .  
oyuncuyu ii;:eren koalisyonun, btiytik koalisyonun (x1 , x2 ) hareketinden daha iyi 
bir harekete sahip olmamasmm ko�ulu ise :r2 ;:::: q'dir. Yukandaki orijinal oyunda 
oldugu gibi, her iki oyuncudan olu�an koalisyonunun herhangi bir hareketi, ( x 1 , x2 ) 'den 
daha iyi bir sonui;: tiretemez. Dolay1s1yla i;:ekirdek �oyle tammlanabilir: 
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Daha once gordi.igi.imi.iz toprak sahibi-i�9iler oyununu toprak sahibi ve iki i�9inin 
(k = 2) oldugu bir durumla smlfland1rahm. Bi.iyi.ik koalisyonun hareketini (x1 , x2, :r3 ) 
ile ifade edelim. Yani (x1 , x2 .  :r3 ) i.i9 oyuncu arasmda f(3) 91kt1 di.izeyinin bir 
dag1hm1 
olsun. Pozitif 91kt1 di.izeyi saglayan koalisyonlar: Toprak sahibini ( I .  oyuncu) dahil 
eden koalisyon ki bu durumda 91kt1 di.izeyi f ( l ) 'dir; toprak sahibi ve bir 9ift9iyi 
dahil eden koalisyon, bu durumda 91kt1 di.izeyi f (2) 'dir ve bi.iyi.ik koalisyon, bu 
durumda da 91kt1 di.izeyi ise f(3)'dir. 

Eger a�ag1daki ko§ullar ge9erl iyse, bi.iyi.ik koalisyon, ( x1 , x2 . :r3 ) . 9ekirdektedir: 

x1 ;:::: f ( l ) , :r2 ;:::: O , x:i ;:::: 0, 

X1 + :r2 ;:::: !(2) . :r 1 + X;i ;:::: f(2) , 

:i: 1 + x2 + J::i = f(3) . 

Yukandaki ifadede son ko§ul, (x 1 ,  x2 , x:i ) hareketinin kat1hmcilar arasmda f (3) 
91kt1 di.izeyinin i.i9 oyuncu arasmda tahsis edildigini garantiye ahr. 

Son ko§uldan hareketle, J: 1  = f(3) - x2 - x:i di.izeyini elde ederiz, boylece 
ko�ullan yeniden �oyle yazabiliriz: 

0 :::; x2 :S f(3) - f(2) , 
0 '.S X3 '.S f(3) - f(2) , 

X2 + X;j '.S f(3) - f ( l ) ,  

Xi + J:2 + X 3  = f(3) . 

Dolay1s1yla 9ekirdekteki bir harekette, her 9ift9i en fazla ekstradan f (3) - f (2) 
fayday1 elde eder, ki bu 3 .  oyuncunun i.iretirne katk1s1d1r. Aynca 9ift9iler birlikte en 
fazla ekstradan f(3) - f( l ) 91kt1sm1 ahr, ki bu ikinci ve i.i9i.inci.i oyuncunun i.iretime 
birlikte yapt1klan katk1dlf. 

8.5 Ard1sal Pazarbk 

Daha onceki boli.imlerde, pazarhk oyununu daha 9ok bir payla�1m oyunu olarak 
(pastanm payla�1m1 §eklinde) di.i§i.indi.ik ve bu payla§imda belirli normatif kurallan 
yerine getiren baz1 dag1hm kurallanm (Nash pazarhk 9ozi.imi.i ve KS 9ozi.imi.i gibi) 
inceledik. 

Bu boli.imde pazarhk problemini daha pozitif bir yakla�1mla tart1§acag1z. Yani 
bir pazarhk 9ozi.imi.ini.in hangi ko§ullan saglad1gma doni.ik kaygilanmak yerine, 
pazarhk si.irecinin ard1salhgmdan hareketle sonucun direkt ne olacagm1 tahmin 
etmeye 9ah§acag1z. Pazarhk si.ireci belirli bir ard1salhk i9inde tekli fve kar�1-teklifter 
serisi halinde ilerlediginden, stratejik davram§ onem kazamr. Dolay1s1yla bu ti.ir 
oyunlar stratejik pazarlik oyunlan olarak da bilinir. 

bmegin evini satan biri ile evin ahclSI bir araya geldiklerinde evin fiyat1 i9in 
teklif ve kar�1-teklifterde bulunurlar. Si.ire9 genelde, satlcmm bir fiyat ilan etmesiyle 
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ba�lar. Ahc1 da genelde bu fiyatm altmda bir tiyat teklifinde bulunur. Sat1c1 bunu 
kabul eder veya reddeder. Eger kabul ederse pazarhk biter fakat redderse teklif 
s1ras1 tekrar salic1ya ge9er. Bu sefer ahc1 bunu kabul eder veya reddeder. Pazarhk 
siireci bu �ekilde devam eder. Sonu9ta her iki tarafin anla�lig1 bir fiyat olursa, ticaret 
ger9ekle�ir. Aksi takdirde pazarhk biter ve ticaret ger9ekle�mez. �imdi ard1sal 
pazarhk oyunlannm nasil modellendigini anlamamlZI kolayla�liran ornekler ver­
erek devam edelim. 

iki oyuncu bir pasta iizerinde pazarhk yapsmlar. Oyuncular pastamn payla�1m1 
i9in (s 1 • s2 ) gibi oneri lerde bulunsunlar. iki oyuncunun faydas1 ald1klan pay kadard1r. 
Bu pazarhk oyununun alternatif sonu9lar kiimesi �oyledir: 

Fayda fonksiyonlan da �u �ekilde ifade edilir: 

Bu yiizden de oyunun fayda-dag1hm kiimesi U = { (s 1 ,  82) : (s1 • s2 ) E S} olur. 
Bu oyunun en basit versiyonunda, I .oyuncu pastamn s kadar k1smm1 onerir 

(kendisinde kalacak k1sm1 onerdigini dii�iinelim) ve 2. oyuncu bunu kabul edebi lir 
veya reddedebi lir. Eger kabul ederse, 2.oyuncu 1 - s, ahr ve I .oyuncu ise s ahr. 
Eger redderse, her ikisi de 0 ahr. Bu oyun tek bir altoyun miikemmel dengeye 
sahiptir. Bu dengede 2.oyuncu herhangi bir teklifi kabul eder ve I .oyuncu s = 1 
onerir. A91k9a 2.oyuncu her 8 < 1 teklifini kabul eder. Her s = 1 i9in, 2. oyuncu 
kabul ve red arasmda kay1ts1zd1r. Bu oyuna iiltimatom oyunu denir. Bu oyunda 
sonu9 orant1s1zd1r 9iinkii 2.oyuncunun bu oyunda hi9 bir gticti yoktur. Sahip oldugu 
tek tehdit, reddetmek bunun kar�1hgmda da hi9bir �ey almamakt1r. I .oyuncu bunu 
bilir. 

Fakat �imdi 2. oyuncuya kar�1-teklif sunma imkam verelim. Eger 2. oyuncu 
teklifi redderse, ikinci seferde kendisi teklifte bulunsun ve dolay1s1yla 1 .  oyuncu 
buna tepki veren ki�i olsun. Bu oyunda ard1sal ve miikemmel bilgili bir oyunda 
oldugu gibi geriye dogru 91karsama metodunu kullanabiliriz. Yani oyunun sonun­
dan ba�layarak, 2. oyuncu s2 = 1 onerisinde bulunur ve I .  oyuncu bunu kabul 
eder. �iinkii 2.oyuncu ilk periyotta kendisine yapilan teklifi kabul etmeyecektir 
( I  'den kii9iik tiim teklifteri reddedecektir) ve 2. periyotta 1 teklifinde bulunacakt1r. 
Bu da 2. a�amadaki altoyunun tek Nash dengesidir. Geriye dogru 91karsamayla 
herhangi bir altoyun miikemmel dengede 2. oyuncu 1 alacaktir 9iinkii �imdi I .  
oyuncu gii9siizdiir. Ger9ekte eger bu oyun T kadar s1mrh �ekilde tekrarlamrsa, 1 .  
oyuncu ya  1 ya  da  0 ahr, k i  bu  T'nin tek veya �ift olmasma baghd1r. 

8.5.1 Pozitif Zaman Tercihi Altmda Pazarhk 

Ger�ek hayatta yukandaki oyun omeklerinde dikkate almad1g1m1z bir durum soz 
konusudur. Bu da T say1da oynanan bir pazarhk oyununda son teklifte bulunamn 
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etkisinin, oyunculann pazarhk stiresine verdigi oneme bagh olmas1d1r. brnegin, 
son hareket eden oyuncu son periyoda kadar bekleyebilir ve bu da onun gi.ici.inden 
veya zamana kay1ts1zhgmdan kaynaklanabilir. Fakat daha realist bir model, 
zamanm degerini de modele katar. Yani her oyuncu pazarhg1 ertelemenin bir 
maliyeti oldugunu gorebilir \:ilnkti payla�Ilacak pasta her periyotta kti\:i.iltir. Eger 
bir oyuncu pastadan alacag1 pay1 �imdi degil de sonra almay1 tercih ederse, yani 
beklemeyi tercih ederse bunun bir maliyeti vard1r. Bu durum pozitif zaman tercihi 
ile ifade edilir. Zaman tercihi oram, bir bireyin gelecek periyotta ti.iketmek yer­
ine bugi.in vazge\:mek zorunda oldugu ti.iketimdir. Bu durumu da daha once ifade 
ettigimiz gibi o E (0, 1 )  iskonto oram ile ifade edecegiz. 

Boyle bir yap1da oyuncular, birbirlerine yine pastanm payla�1mma yonelik tek­
lif ve kar�1 teklifterde bulunarak pazarhk oyununu zaman i.izerinden, t = 1 ,  2, . . .  , 
oynarlar. Pastanm i oyuncusu tarafindan t periyodunda almacak k1smm1 8t ,i ile 
gosterelim; bu durumda i oyuncusunun faydas1 u; (81 , 1 , 8 1 ,2) = 8t.i olur. Oyun I .  
oyuncunun t = 1 periyodunda s1 , 1  almay1 teklif etmesiyle ba�Jar. Eger teklif kabul 
edilirse oyun biter ve I .  oyuncu s 1 . 1 ve 2. oyuncu da 8 1 ,2 = 1 - 8 1 . 1  k1sm1m ahr. 
Eger 2.oyuncu teklifi reddederse, oyun ikinci periyoda ge\:er. �imdi teklif mas1 2. 
oyuncunundur. 2. oyuncu, 1 .  oyuncuya pastadan s2, 1  kadar almastm teklif eder ve 
dolay1s1yla 2. oyuncunun ald1g1 pay s2,2 = 1 - s2, 1 olur. �imdi de I . oyuncu bu 
teklifi red veya kabul edebilir. Eger I .  oyuncu kabul ederse, oyun sona erer; aksi 
takdirde oyun 3. periyoda ge\:er. Burada teklif suas1 yine I .  oyuncunundur. Bu 
durum anla§ma saglanana kadar devam eder. 

Eger pazarhk si.iresi t periyot sonra anla�ma ile bitmi§ olsayd1, yani 
(8t, 1 ,  1 - s1 , i ) ile bitseydi, oyuncularm faydalan s1ras1y)a §6yle olurdu: 

U 1 (8t , I , 1 - St, t ) = o\- 1 st,1 Ve n2 (St, l ,  1 - S) , i ) = 8�-l St,2 ,  

burada 8 1  ve 82 s1ras1yla 1 .  ve 2 .  oyuncunun iskonto oranland1r. Bu iskonto 
edilmi§ faydalarla pazarhkta kar�1la§1lan gecikme maliyetini hesaplayabiliriz. Bu 
basit bir §ekild,e gelecek periyoda kadar beklemenin maliyetidir. I .  oyuncunun 
s pay1 i\:in t periyodundan t + 1 periyoduna kadar beklemenin maliyeti basit\:e 
ois - 8\- 1 s  = o\- 1 ( 1  - 81 )8 §eklindedir. Burada dikkat edilirse beklemenin 
maliyeti sabit degildir. Kendisinin alacag1 pasta payma baghdtr. 

Bu oyun mi.ikemmel bilgili ard1sal bir oyun oldugu i\:in kullanacag1m1z denge 
kavram1, altoyun mtikemmel dengedir. Bunun i\:in de ti\: periyotluk bir oyun omegi 
ile ba§layahm. 

Omek 8.9 

�ekil 8.4'te verilen ii\: periyotluk oyunun dengesini bulmak i\:in oyunun sonun­
dan ba§lamahy1z. Mi.ikemmel bilgili bir oyun oldugu i\:in geriye dogru \:tkarsama 
yakla§tmm1 kullanabiliriz. Birinci periyottaki ilk teklif I .  oyuncu tarafmdan geldigi 
i\:in oyunun son periyodun da yani 3. periyodunda yine I .  oyuncu teklifte bulunur. 
Eger il\:tincti periyottaki teklif 0 � 8:� . 1  < 1 ise, 2. oyuncu teklifi kabul eder ve 
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eger s3,1 = 1 ise kay1ts1z kahr (s:u burada I .  oyuncunun 3. periyotta kendisine 
alacag1 k1smm teklifidir). Yani 1. oyuncu, 3. periyodun ba�mda, 2. oyuncunun 
I 'e c;ok yakm s:.1, 1 < 1 degerleri (yakla�1k olarak s:i , l  ;::::: 1 )  kabul edecegini bilir. 
Bu durumda da 2. oyuncu yakla�1k olarak s1fir elde eder. Dolay1s1yla I .  oyuncu 
yakla�1k Jr kadar ahr (c5f , 1 ) .  

I 2 
Kabul I Rel 

(sus1 .2) 

Altoyun 
G1 

Kabul! 
(81S1 ,2 ' � S2,2) 

Rel 

Altoyun 
G2 

· �  :' "· S3 1 . . , 

Altoyun 
G3 

I z 
Kabul! .___R_e_I __ , (O,O) 

(&2,s3, f � S3,2 ) 

· - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - · · · · · · ·  
·- - - - - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - - - - - - - . - - . - - . .  - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - - - - � : � - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - - . - - . - - . - - . - - - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _. 

�ekil 8.4 0\: periyotluk bir pazarhk oyunu 

Bu ytizden 2. oyuncunun 2. periyodun ba�mda sunacag1 s2, 1 teklifi 
J 1 s2, 1  � Jr veya s2, 1 � J1 �eklinde olmak zorundadir, aksi takdirde 1. oyuncu 
ret eder ve 3. periyoda gec;er ki burada 2. oyuncu s1fir fayda elde eder. Yani 
s2 , 1 � Ji k1s1t1 altmda, s2, 1 = J1 degeri, 2. oyuncunun 2. periyotta faydasm1 
(J2s2,2 = J2 ( 1 - s2, i ) ) maksimize eden deger oldugundan, 2. oyuncu 2. periyodun 
ba�mda I .  oyuncuya s2, 1 = J1 teklifinde bulunmak zorundadir. Eger 2. oyuncu 2. 
periyodun ba�mda s2 1 = 81 teklifinde bulunursa ve I .  oyuncu bunu kabul ederse 
Jr ve 2. oyuncu da J2

,
( 1  - 81 ) faydasm1 elde eder. 

�imdi I .  periyoda geldik. I .  periyodun ba�mda 1. oyuncu, eger oyun 2. 
periyoda gec;erse 2. oyuncunun s2 1 = 81 teklifinde bulunacag1m bilir. Bu da 
2. oyunCUTIUTI J .  periyotta alacagt

' 
SJ , l teklifinin, 1 - 8 1 , 1 � J2 ( 1  - 8i ) veya 

s1 , 1 ::=; 1 - 82 ( 1  - Ji ) olmamas1 durumunda reddedecegi anlamma gelir. Bu da 1 .  
oyuncunun faydasm1 maksimize edecek teklif degerinin, 

olmas1 gerektigi anlamma gelir. I .  oyuncu bu teklifi yapt1g1 zaman, kendisinin 
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elde edecegi 1 - 62 ( 1 - 61 ) fayda diizeyini, 2. periyoda kalmas1 durumunda elde 
edecegi faydayla k1yaslar. Bu durumda bekledigi teklif s2 . 1  = 61 'dir. A\1k9a 
1 - 62 ( 1 - 61 ) 2 bf oldugundan, 1. oyuncu optimal olarak sj . 1  = 1 - 62 ( 1 - bi ) 
teklifinde bulunmahdir. 

K1saca ii\ periyotluk pazarhk oyununda elde ettiklerimizi ozetleyelim. Eide 
ettigimiz altoyun miikemmel denge stratej i profili a§ag1daki gibidir: 

i . 1 .  oyuncunun stratejisi: /.  periyot: teklif: sj , 1  = 1 - 82 ( 1  - 6 1 ) ; 2. periyot: 
kabul eger s2 . 1  2 81 aksi takdirde rel eder; 3. periyot: teklif: 83, 1 = 1 (veya s�. 1 
degeri l 'e 9ok yakmdir) 

ii. 2. oyuncunun stratejisi: I .  periyot kabul eder eger sj. 1 ::::; 1 - 82 ( 1  - 81 ) ,  
aksi takdirde reddeder; 2. periyot: kabul eder eger s2,1 = 81 : 3.periyot: kabul eder. 

Sonu9lanan strateji profili sj . 1 = 1 - 82 ( 1 - 8i ) ve s!.2 S:: 82 ( 1 - 81 ) pazarhk 
anla§masm1 veren altoyun miikemmel dengedir. 

8.5.2 Sonsuz Ufuk Altmda Pazarhk 

Yukanda verilen ii9-periyotluk pazarhk oyununu smirh-ufuk oyunu diye 
nitelendirmek 9ok dogru olmayabilir. <;unkii boy le bir nitelendirme pazarhk oyun­
lannm sonsuz ufuklu olabilecegi gibi _bir 9agn§1m yaratir. Oysa hi9bir pazarhk 
oyunu sonsuza kadar siiremez. Bir pazarhk oyununun anla§mayla bitmesine imkan 
vermek i\in sonsuz bir zaman veya ufuk altmda oynand1gm1 varsay1yoruz. Bu 
§ekilde pazarhk probleminin zamanm herhangi bir noktasmda kesilmesi yerine, 
pazarhgm bir 9oziim bulana kadar devam etmesini belirtmek isteriz. Eger pazarhk 
siiresi yeterince uzun olursa, pasta son derece kii9iileceistir. Oyuncular da bu yiizden, 
pasta daha da kii9iilmeden anla§mak i9in daha istekli olacaklard1r. 

Bir sonsuz ufuk oyununu analiz etmek i\in, oyulll.ln terminal periyodundaki 
faydalann siirek faydalar oldugunu dii§iinmek, bu oyundaki dengeyi bulmak i\in 
yararh olacaktir. Siirek fayda, bir oyuncunun oyunun bitmesinden 9ok, devam 
etmesine miisaade edilmesi durumunda elde etmesini bekledigimiz faydadir. Yani 
pazarhgm kesilmesi durumundaki fayda dilzeyi yerine, ki bu (0, O) 'dir, 2. oyun­
cunun 3. periyotta I .  oyuncunun teklifini reddetmesi durumda oyunculann elde 
ettikleri faydadir, yani (8fx, 8§ ( 1  - x) ) , burada x degeri I .  oyuncunun eger oyun 
devam ederse pastadan ald1g1 pay1 gosterir. 

Diger bir degi�le, (x·, 1 - x) fayda diizeyi pazarhgm devam etmesi durumunda 
beklenen anla§mad1r. Yani 1 .  oyuncu §Unu bilir: Eger a§ag1daki durum si:iz konusu 
ise 3. periyodun ba§mda 2. oyuncu s:i, l teklifini kabul eder: 

Bu yiizden I .  oyuncu sj, 1 = x teklifinde bulunur ve 8f x elde eder. Dolay1s1yla 
2. periyodun ba§tnda, 2. oyuncunun teklifi (s2 , i ) §6yle olmahd1r: 
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Aksi takdirde, l .oyuncu reddeder ve oyun 3. periyoda ge\:er. Bu ytizden 2. periyo­
dun ba�mda, 2. oyuncu s2 1 = 81 x teklifinde bulunur. Bu teklif 2. oyuncunun fay­
dasm1, 8� ( 1 - s2. 1 ) , maksi�um yapan degerdir ve sonw;: olarak faydas1 82 ( 1 - 81 x) 
olur (ki bu deger 8� ( 1  - x) degerini a�ar). 

Eger 1 .  oyuncu oyunun bu §ekilde ilerleyecegini beklerse, 1. periyotta yapacag1 
teklif s 1 , 1 a§ag1daki ko§ulu saglayacak �ekilde olmahd1r: 

Yani s! , 1 = 1 - 82 ( 1 - 81x) iken, 2. oyuncunun faydas1 1h ( l  - c51x) olur. Burada 1 .  
oyuncunun faydas1 c5 1  x 'den daha biiyiiktiir. 2. oyuncu ir;:in de 1 - 81 x > 82 ( 1 - c51 x) 
durumu soz konusudur. 

Dikkat edilirse, denge anla�mas1 x fayda diizeyine baghd1r. Burada §U onemli 
soruyu sormam1z gerekir: x ' in en uygun degeri nedir? Ar;:1kr;:a §Unu soyleyebiliriz 
ki, x oyundaki dengeyle uyumlu olacak bir deger almahd1r. Eger boyleyse, x 
degeri aym zamanda 1 .  periyodun ba§mdaki teklif olmahd1r r;:iinkti 3 .  periyodun 
ba§mda yer alan pazarhk siireci 1 .  periyottan ba§layarak geli§en pazarhk siirecinin 
bir tekrar1d1r. Sonur;: olarak, x• denge degeri §U denklemi saglamahdtr: 

veya 
1 - c52 

1 - 8182
. x• = 

Boylece oyunculann r;:ok say1da teklifte bulunduklar1 pazarhk oyununun sonsuz 
ufuklu bir oyun olarak dti§iiniilmesi durumunda §U sonucu elde etmi§ oluruz: 

(8.4) 

Dikkat edilirse, denge pazarhk anla§masmm 81 ve 82 iskonto oranlarma bagh 
oldugu goriiltir. Eger 81 = 82 = 8 ise, 1. oyuncu (ilk teklifi ya pan oyuncu) (8.4 ) ' ten 
de goriilecegi gibi ti-;; faydasm1 elde ederken, 2. oyuncu th faydasm1 elde eder. 
Eger 8 < 1 ise, 1f8 < 1!8 'dir. Yani eger oyuncular tam olarak aym zaman terci­
hine sahipse, 1 .  oyuncu 2. oyucunun pastadan ald1gmdan daha fazlasm1 ahr. Bu 
noktada daha kiir;:iik bir iskonto oram (yani oyuncularm daha sab1rs1z olmas1), 2. 
oyuncunun pastadan daha da az almas1 anlamma gelir. 

iskonto oranlan e�it oldugu zaman bir oyuncunun gecikmeden dolay1 maliyeti, 
pasta pay1yla orant1h olur. Eger I .  oyuncu oldukr;:a e§itsiz bir payla§tm onerirse, 
omegin (0.7, 03), 2. oyuncu gecikmeden dolay1 daha az kaybeder ( 1 .  oyuncu daha 
fazla kaybeder). Bu durumda teklifi rel eder. Bu ytizden de payla§Iffi pastanm e§it 
bir diizeyde olmasma yakm olacakt1r. 

iskonto oranmm birden farkh olmas1 oldukr;:a onemli bir durumdur, aksi takdirde 
r;:ok say1da miikemmel denge soz konusu olacakttr. �iinkii zamanla bir§ey 
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degi�medigi i<rin, oyunculann erkenden anla�malanm gerektirecek bir durum soz 
konusu degildir. 

Daha once gordi.igi.imi.iz Folk teoreminde ifade edildigi gibi, sonsuz tekrarh bir 
oyunda iskonto oramnm yi.iksek olmas1, <rok say1da dengenin soz konusu olmas1 
demektir. Fakat bu yakla�1m pazarhk oyununa uygulanamaz <ri.inki.i pazarhk oyunu 
tekrarh bir oyun degildir. Bir oyuncu teklifi kabul ettiginde oyun biter ve sadece 
kabul edilen teklif fayda di.izeyini belirler; bu fayda di.izeyi daha onceki tekliflerle 
ili§ki li degildir. Dahas1 Folk teoreminin empoze ettigi denge d1�1 cezaland1rma 
mekanizmalan da soz konusu degildir. 

�imdi de aym yap1 i<rinde basit bir degi�iklik yapahm: Eger pazarhkta gecikme 
maliyeti sabit olsayd1 ne olurdu? A�ag1da verilen omek, bOyle bir durumu anlat­
maktad1r. 

Her periyotta pazarhk maliyetlerini yani beklemenin maliyetlerini modelle­
menin iki yolu vard1r: (i) pastamn kalan k1sm1 ile orant1h maliyet (yukanda kul­
lamlan yontem buydu) veya (ii) her periyotta sabit bir pazarhk maliyeti. Fark1 
anlamak i<rin §U omek a<r1klay1c1dir. Bir in�aatm yap1mmda <rah�an i�<rilerle yap1lan 
gori.i�meleri di.i�i.inelim. Eger grev bu in§aat1 geciktirirse, iki farkh kay1p soz 
konusudur. Birincisi yeni in�a edilen binanm kiralanma veya satI§ degerlerindeki 
gecikmeden dogan kay1pt1r, bu projenin bi.iyi.ikli.igi.i ile orant1hdir. Digeri ise kon­
trattaki i§in ge<r bitirilmesinden dogan cezalardir (bu da omegin her haftahk gecikme­
den ahnan sabit bir ceza olabilir). iki <re§it maliyetin pazarhk si.irecindeki etkileri 
de farkh olacaktir. 

Burada sadece ikinci maliyete bakahm. iskonto olmad1gm1 varsayahm. I .  veya 
2. oyuncu bir teklifte bulundugunda s1ras1yla C J  ve c2 9ibi sabit maliyetlere katlan­
maktadirlar. Maliyetlerle ilgili i.i<r durum soz konusudtlr. 

i. Gecikme maliyetleri e§it, c1 = c2 = c. 
Bu durumda her oyuncunun en az c kadar fayda elde ettigi her durum, altoyun 

mi.ikemmel denge tarafindan desteklenir. 
i i .  Gecikme 2. oyuncuya daha fazla zarar verirse, c1 < c2. 
Bu durumda l .  oyuncu (ilk teklifte bulunan) pastanm tamamm1 ahr. 2. oyuncu 

gecikmeden dolay1 I .  oyuncudan daha fazla kayba ugrar ve gecikme oyuncularm 
refahm1 azaltmak d1§mda ba�ka bir §eyi degi§tirmez. Oyun duragan bir oyundur, 
yani zaman ne kadar i lerlerse ilerlesin oyununun yap1s1 aym kalmaya devam eder. 
Eger herhangi bir t periyodunda, 2. oyuncu I .  oyuncuya .'T teklifinde bulunursa, 
(t - 1 )  periyodunda I .  oyuncu 2. oyuncuya ( 1  - :r - c2 ) teklifinde bulunabil ir ve 
(:i: + c2 ) kadanm da kendinde tutard1. (t - 2) periyodunda, 2. oyuncu I .  oyuncuya 
(x + c2 - c1 ) teklifinde bulunurdu, ( 1  - x - c2 + c1 ) k1smm1 da kendine aymrd1, 
boy lece devam edersek, 2. oyuncu ( t - 4) ve ( t - 6) peri yotlarmda ( x + 2c2 - 2c1 ) 
ve (J: + 3c2 - 3cJ )  tekliflerinde bulunurdu. Geriye dogru ilerledik<re I .  oyuncunun 
avantajmm ortaya <r1kt1g1 goriili.ir, yani f3 gibi bir btiytik say1 i<rin I .  oyuncunun 
avantaj1 f-J( c2 - CJ ) degerini ahr. Bunu oyunun ba�mdan itibaren dti§i.indtigtimtizde 
ise 2. oyuncu pazarhg1 b1rakacak ve s1fin kabul edecektir. 

i i i .  Gecikme I .  oyuncuya daha fazla zarar verirse, c1 > c2 . 
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Bu durumda I .  oyuncu r2 kadar ve 2. oyuncu da ( 1 - c2 ) kadar pay ahr. 
Burada c2 maliyeti I .  oyuncunun alacag1 paym alt limitini olu§turur. <;unkii I .  
oyuncu (ilk teklifte bulunan) 2. oyuncunun ikinci periyolta (0, 1 )  arahgmda teklifte 
bulunacag1m bildiginden, I .  oyuncu birinci periyotta (c2 , 1 - c2) teklifinde bulunur 
ve dolay1s1yla 2. oyuncu bunu kabul eder. 

8.5.3 Asimetrik Bilgi Altmda Ard1sal Pazarhk 

Pazarhk oyunlan yukanda tarif ettigimiz basil durumlardan farkh olarak ve daha 
ger�ekr_:i bir §ekilde eksik bilgi altmda gen;:ekle§ebilir. Bilgi diizeyi, pazarhk oyunu 
boyunca degi§ebilir ve pazarhk, dengede bir periyottan daha uzun bir siirede ger­
r_:ekle§ebilir. Bu durum etkin bir durum olmarnasma ragmen oldukr_:a ger�ek�idir. 
Tam bilgili pazarhk oyunlan grevleri, kavgalan, r_:at1§malar1 ve anla§mazhklan ar_:1k­
lamakta giir_:liik r_:eker. Pazarhklarda bilgisi az olan oyuncular ancak zamanla hangi 
teklifterin reddildigini ve kabul edildigini gozlemleyerek bilgili oyunculann tip­
lerini ogrenebilirler. Asimetrik bilgi yap1s1 zaman ir_:inde pazarhgm taraftan arasmda 
anla§mazhklann ve �att§malann ortaya r.;1kmasma neden olabilmektedir. Eksik 
bilgili pazarhk oyunlan literatiirii oldukr_:a geni§ bir literatiirdtir. B irr_:ok alanda 
farkh bilgi diizeyleri altmda pazarhk stire�leri analiz edilmi§tir. Biz bunlardan 
sadece bazilanna bakacag1z. S1ras1yla §U iki durumu tart1§acag1z: Pazarhga kat1lan 
oyuncular (i) birbirlerinin tipleri konusunda eksik bilgiye sahip olabilirler veya (ii) 
iskonto orammn diizeyi konusunda belirsiz olabilirler. 

Oyunculann Tipleri Konusunda Belirsizlik 

Bu boliime pazarhga katilan oyunculann tipleri hakkmda belirsizlik durumlanm 
tammlayan omekler vererek ba§layahm. 

Ornek 8.10 

Bir pazarhk oyununda ahc1 ve sat1c1 olmak iizere iki oyuncu olsun. Ahcmm 
iki tipi vard1r: Mala verdigi deger dii§iik (v1 ) olabilir veya yiiksek (vh ) olabilir. 
Pazarhk oyunu, Doga'nm ahcmm tipini belirlemesiyle ba§lar. Ahcmm mala verdigi 
deger </> olas1hkla v1 = 50, ( 1  - </>) olas1hkla da v,, = 75'dir. Oyunun oynanma 
s1rasma gore, ilk once sat1c1 bir fiyat teklifinde bulunur, p; ahc1 bu fiyat1 kabul eder 
veya reddeder. 

Sat1cmm iki anlamh stratejisi vardir: p = 50 ve p = 75. <;tinkii 50 tek­
lifinin altmdaki fiyatlar p = 50 ile aym satl§ olas1hgma sahip olacakt1r; (50, 75] 
arahgmdaki fiyatlar da p = 75 ile aym sat1§ olas1hgma sahip olacaktir; ve 75'nin 
iistiindeki fiyatlarda ise sat1§ olas1hg1 s1firdir. Sat1c1 eger p = 50 teklifinden daha 
fazla kazanr_: elde edecegini umuyorsa p = 75 teklifinde bulunur: 

u(p = 50) = </>(50) + ( 1  - </>)(50) < <f>(O) + ( 1  - </>) (75) = u(p = 75) .  

Buradan da </> < 1 / 3  sonucunu elde ederiz. 
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Eger ahcilann ii9te biri 50 fiyaum odeyecek tiptelerse, sat1c1 p = 75 fiyatm1 
uygular. Bu teklifi de ancak 75-tipindeki ahc1lar kabul eder. Aksi takdirde p = 

50 teklifinde bulunur. Bu da <I> < 1 /3 durumunda bazen hi9 sat1�m olmayacag1 
anlamma gelir. Bu sonu9 modelin en onemli ozelligidir. Yani modele eksik bilgiyi 
dahil ettigimizde neden pazarhgm kesildigini ve etkin olmayan sonu9lann 91kt1g1m 
gorebiliyoruz. 

Ornek 8.1 1  Sendika-Firma ili�kisi 

Bu oyun biiyiik oranda Gibbons ( I  992)'den faydalamlarak yazilm1§tir. Bir 
firma ile bir sendikanm iicretler iizerine pazarhk yapt1gm1 varsayahm. Basil ol­
mas1 a91smdan, istihdam1 sabit kabul edelim. Sendikamn rezervasyon iicreti (yani 
sendika iiyelerinin 9ah§mad1klan durumda ald1klan iicret) :!Q.'d1r. Firma kanmn 
ger9ek degeri sadece firma tarafindan bilinir. Bu ozel bilgi, omegin, firmamn plan­
lama siirecindeki yeni iiriinler hakkmdaki bilgisini yans1tabilir. Sendika, firma 
karmm 71', [11'£ , 11'H] arahgmda homojen dag1ld1gm1 dii�iinmektedir. Bu pazarhk 
oyununu basitle§tirmek ve normalize etmek i9in ill = 11'£ = 0 oldugunu varsayahm. 

Pazarhk en fazla iki periyot siirmektedir. Birinci periyotta, sendika Wt gibi 
bir iicret teklifinde bulunur. Eger firma bu teklifi kabul ederse, oyun sona erer ve 
boylece sendikanm faydas1 w1 ve firmanm faydas1 ise 71' - Wt olur ( bu faydalar 
kontrat boyunca iicret ve kar ak1mlarmm §imdiki degerlerini gostersin). Eger 
firma bu teklifi ret ederse, oyun ikinci periyoda ilerler. Sendika w2 gibi ikinci 
bir iicret teklifinde bulunur. Eger firma bu teklifi kabul ederse, sendikamn ve fir­
mamn s1ras1yla faydalanmn �imdiki degerleri, bw2 ve 6(11' - w2) (birinci periy­
oda indirgenmi� §imdi degerleri) �eklindedir. Eger finna sendikanm ikinci teklifini 
reddderse oyun biter ve faydalar her iki oyuncu i9in de S!fir olur. 

Dikkat edilirse, bu pazarhk oyunu eksik bilgili ve dinamik bir oyun oldugundan 
dengesi miikemmel Bayesyen olmahd1r. Bunun i9in once oyunculann stratej ilerini 
ve inan9lanm tammlayahm. Basitlik olsun di ye firmanm sadece iki kar diizeyi ( 71' L 
ve 11'H gibi) ve sendikanm da sundugu iki iicret teklifi oldugunu varsay1yoruz (WL 
ve WH ) . 

Bu oyunda sendika ii9 bilgi kiimesinde hareket imkanma sahiptir ve bu 
yiizden sendikamn stratejisi ii9 teklifi i9erir: Birinci-periyot iicret teklifi, Wt , ve iki 
ikinci-periyot iicret teklifteri (bunlardan biri w1 = w 11 iicret teklifi reddedildikten 
sonra, digeri ise Wt = WL reddedildikten sonra). Bu ii9 hareket tekil-olmayan bilgi 
kiimelerinde ger9ekle�ir. Bu bilgi kiimelerinde sendikanm inan9lan mas1yla (p, 1 -
p) , (q, l -q) ve (r, 1 -r) olsun. Oyun boyunca sendikamn stratejisi: Birinci-periyot 
teklifi, w1 , ve ikinci-periyot teklif fonksiyonu w2( w1 )  §eklindedir (w2 ( w1 ) fonksiy­
onu, her olas1 w1 teklifinin reddedilme sonrasmda yap1lan w2 teklifini tammlar). 
Bu hareketlerin her biri tekil olmayan bilgi kiimesinde ger9ekle�ir. Sendikanm 
yapacag1 her farkh birinci-periyot iicret teklifi i9in bir ikinci-periyot bilgi kiimesi 
vard1r. Aynca tek bir birinci-fiyat bilgi kiimesi ve 9ok say1da ikinci-periyot bilgi 
kiimeleri i9inde her olas1 71' degeri i9in bir karar noktas1 mevcuttur (bu da 9ok say1da 
karar noktas1 olacag1 anlamma gelir). Her bilgi kiimesinde, sendikamn inanc1 bu 
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karar noktalan i.izerinde bir olas1hk dag1hm1 tammlar. Ti.im oyunda, sendikanm 
birinci periyot inanc1m /L I ( 11') ile gosterelim (yani sendika kann ne olduguna dair 
bir inane; olu�turur) ve sendikanm ikinci-periyot inancm1 ise (birinci-periyot teklifi 
w1 reddedildikten sonra) µ2 ( 11' I w 1 )  ile gosterelim. 

Firmamn stratejisi alacag1 iki karardan olu§ur: Firma, kan 11' iken birinci-periyot 
teklifini (wi ) kabul eder; bunu K1 (w1 17r) = 1 ile gosteriyoruz aksi takdirde 
K1 (w1 1 7r) = O'dir: firma, kan 11' ve birinci -periyot teklifi w1 iken ikinci-periyot 
teklifini ( w2) kabul eder, bu nu K 2 ( w2 I 11', wi ) = 1 ile gosteriyoruz aksi takdirde 
K2(w2 17r,  wi ) = O'dir. Yani firmamn stratejisi bir c;ift fonksiyondan olu§ur, 
[K1 (w1 1 7r ) ,  K2 (w2 l 7r, w i )] . Firma oyun boyunca tam bilgiye sahip oldugu ic;in 
firmanm inanc;lanm ifade etmeye gerek yoktur. 

Daha once eksik bilgili dinamik oyunlarda belirttigimiz 1 -4 denge ko§ullan 
saglamrsa, [w1 ,  w2 (w1 ) ]  ve [K1 (w1 1 71') ,  K2 (w2 l 7r, wi ) ]  stratejileri ve 
[µ 1 (7r) , 1i2 (7r l  w 1 )] inanc;lan mi.ikemmel Bayesyen denge olur. �imdi oyunda tek 
bir miikemmel Bayesyen denge oldugunu gosterecegiz. Bunun ic;in de once, 2. 
ko§ulu (oyunculann ard1sal stratejileri veri almd1gmda optimal davranmalanm zo­
runlu k1lar) firmamn ikinci-periyot kararma uygulayahm, K2( w2 l 7r, w1 ) . Bu oyu­
nun en son hareketi oldugundan, eger 11' ;::=: w2 ise firmanm optimal karan w2 tek­
lifini kabul etmektir. Firmanm stratej isinin bu k1sm1 verildiginde, §imdi 2. ko§ulu 
sendikamn ikinci-periyot iicret teklif sec;imine uygulayabiliriz. Buna gore w2 iicret 
diizeyi, sendikanm µ2 (11'1 w1 ) inanc1 ve firmanm takip eden stratejisinin K2(w2 I 
11', wi ) oldugu veri ahnd1gmda, sendika beklenen faydas1m maksimize etmelidir. 
Burada zorluk µ2 (11'1 w1 ) inancm1 belirlemektir. 

Bu inanc1 �oyle belirlemeye c;ah�ahm. Basit bir-periyotluk bir pazarhk prob­
lemi dii�iinelim (buradan elde ettigimiz bilgiyi iki-periyotluk bir problemde kul­
lanacag1z). Varsayahm ki sendika, firmanm kannm [O, 71'1 ]  arahgmda homojen 
dag1ld1gma inanmaktadir (�imdilik 71'� nin rastgele belirlendigini varsayahm). 
Sendika w teklifinde bulunursa firmanm en iyi tepkisi ac;1k9a eger 11' ;::=: w ise w 
teklifini kabul etmektir. Dolay1s1yla sendikanm problemi �oyle tammlanabilir: 

max w. Pr{firmanzn w'yu kabul ctmesi}+O. Pr{firmanzn w'yu reddetmesi } .  
w 

(8.5) 
Yukandaki optimizayon probleminden (8.5) (homojen dag1hmdan dolay1) �unu elde 
ederiz: 

. , . (7r1 - w) 
Pr{firmanzn w yu kabul etmesi } = . 

7l'J 
Bu yiizden optimal i.icret teklifi w* (7r1 ) = 7ri /2 olmahd1r. 

(8.6) 

�imdi iki-periyotlu probleme geri donelim. ilk olarak, w1 ve w2 'nin rastgele 
degerleri ic;in, eger sendika w1 teklif ederse ve firmanm ikinci periyotta sendikadan 
bekledigi teklif w2 ise, bu durumda yeterince yiiksek kar diizeyine sahip tiim fir­
malar w1 teklifini kabul ederler digerleri ise reddederler. Firmamn w1 teklifini 
kabul etmesinden sonra olas1 faydalan 11' - w1 iken, w1 teklifini reddedip w2 ' i  
kabul etmesinden dolay1 faydas1 ise 6 (71'  - w2) 'dir. Fakat her iki teklifi de ret ederse 
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firmanm faydas1 s1firdir. Eger 7r - w1 > b(7r - w2)  veya 

(8.7) 

firma w1 'i w2'e tercih eder ve eger 7r - Wt > 0 ise firma Wt ' i  kabul etmeyi 
her iki teklifi de reddetmeye tercih eder. Yani w1 ve w2 'nin rastgele degerleri 
i�in, 7r > max{7r* (w1 , w2) , wi } durumunda olan firmalar Wt ' i  kabul eder ve 
7r < max{ 7r* (w1 , w2) ,  w1 } durumunda olan firmalar ise w1 'i reddeder. 2.Ko§ul tir­
maya, oyunculann ard1sal stratej ileri veri ahnd1gmda, optimal davranmasm1 dikte 
ettiginden dolay1, rastgele w1 degerleri 1�m K1 (w 1 17r) ' i tiiretebiliriz: 
7r > max{7r* (w 1 , 1112 ) , wi } durumundaki firmalar w1 ' i  kabul eder ve 
7r < max { 7r* ( w1 , w2) , w1 } durumunda olan firmalar ise w 1 'i reddederler, burada 
w2 sendikanm ikinci-periyot iicret teklifidir, 1112 ( Wt ) . 

Daha once soyledigimiz gibi 112 (7r lwt ) ' i  yani eger birinci-periyot iicret tek­
l i ti Wt reddedildiginde vanlan bilgi kiimesinde sendikamn ikinci-periyot inancm1 
tiiretelim. 4. ko§ul (miimkiin oldugu yerlerde inan�lann Bayes kurah kullamlarak 
tiiretilmesi), 7r kar diizeyinin [O, 7r(wt )] arahgmda homojen dag1ld1gm1 ima eder, 
burada 7r ( w1 ) firmanm w1 'i kabul etmekle onu reddetmek arasmda farks1z oldugu 
kar diizeyini gosterir. Bu inan� veri ahnd1gmda sendikamn optimal ikinci-periyot 
teklifini, yani w* ( 7r( wi ) )  = 7r( wi ) /2

·
, (bir periyotluk problemde hesapland1g1 

gibi) kabul eder. Bunu gormek i�in 4. ko§ulun sendikamn inancm1 Bayes kurah 
ve firmamn davram§I ile belirlendigini hatirlayahm. Yani firmanm ilk boliimdeki 
K1 (w1 I 7r) stratej isi veri almdtgmda, firmamn inanc1 ikinci periyotta kalan tiplerin 
[O, 7rt ] arahgmda homojen dag1ld1g1 1 §eklindedir, burada 
7r = max{ 7r* (Wt , w2) ,  wi } ve 1112 ( wi ) sendikanm ikinci-periyot teklitidir. Bu 
inan� yap1s1 veri almd1gmda, sendikamn optimal ikinci-periyot teklifi w* ( 7r1 ) = 
7ri/2 olacaktlr, bu da 7fJ i�in birinci periyot iicretinin, Wt , Ortiik bir fonksiyonu 
verir: 

(8.8) 

(8.8 )'de ifade edilen ortiik fonksiyonu �ozmek i�in, w1 2: 7r* ( 111 1 ,  7r /2) oldugunu 
varsayahm. Boylece 7rt = w1 olur. Fakat bu, w1 2: 7r* (111 1 , 7ri /2) durumunu ola­
mayacag1m gosterir. Bu yiizden 111 1 < 7r* (w1 , 7ri /2) olur. Boylece 
7rt = 7r* (w1 , 7r 1 /2) veya (8.7)'dan a§ag1daki sonucu tiiretiriz: 

(8.9) 

Tiim oyunu sendika i�in tek-periyotluk bir optimizasyon problemine indirgemi§ 
olduk: Scndikanm birinci-periyot tepkisi veri almd1gmda, firmamn optimal birinci­
periyot tepkisini, sendikanm ikinci pcriyoda girme inancm1, sendikamn optimal 
ikinci-periyot teklifini ve firmanm optimal ikinci-periyot tcpkisini belirlemi§ olduk. 
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Yani sendikanm birinci-periyot ticret teklifi a�ag1daki problemden ttiretilmeli :  

max w 1 .  Pr{ firmanm w l ' i  kabul etmesi } 
WI 

+ 6w2 (w 1 ) .  Pr{ w l ' i  rcddctmesi fakat 1112 ' i kabul etmesi} 

+ 6.0. Pr{hcm w1 hem de w2 ' i  reddetmesi } .  

(8. 10) 

Dikkat edilirse , Pr{firm<mm w1 ' i  kabul etnwsi } sadece 7r degerinin w1 

degerini a�ma olas1hg1 olmay1p 7r degerinin n1 ( w1 ) degerini a�ma olashg1dtr: 

, n11 - n1 (w1 )  
Pr{ lirmanm w l i kabul etmesi } = . 

7f II 
(8. 1 1 )  

Yukanda (8. 1 O)'de ifade edilen optimizasyon probleminin �oziimii bize miikemmel 
Bayesyen dengesini verir (bunu (8.6), (8.9) ve (8. 10) degerlerini (8. 10) ifadesinde 
yerine koyup w1 'e gore optimizasyon yapt1g1m1zda elde ederiz) : 

Sendikamn birinci-periyot iicret teklifi  �oyledir: 

* (2 - 8)2 
Wt = 2(4 - 38) 7fH . 

Eger firmamn kan ( 7r) a�ag1daki degeri a�arsa 

firma wi teklifini kabul eder, aksi takdirde wj 'i reddeder. 
Sendikamn ikinci-periyot iicret teklifi (wi ' nin reddedilmesi iizerine) de �oyledir: 

* nj 2 - 8 * 
7112 = - = 

( )
1fH < W1 . 2 2 4 - 36 

istonto Oranlarmda Belirsizlik Durumu 

Daha once belirtildigi gibi, stratejik pazarhk durumunda, bireylerin zaman tercih­
leri anla�manm sonucunu belirlemede olduk�a onemlidir. Zaman tercihleri iizerine 
dair bu onemli gozlem, ba�ka bir soruyu one �1karmaktadtr: Oyuncular birbirlerinin 
zaman tercihlerini bilmiyorlarsa ne olacaktir? Bu durumu anlamak i�in basit bir 
omek verelim. 

iki oyunculu bir oyunda, 1 .  oyuncunun iskonto oranmm 61 iken, 2. oyuncunun 
iskonto oram iki degerden birini alabilecegini varsayahm: Ph olas1hkla oh (daha 
sabtrh) ve 1 - Ph olas1hkla da 61 (daha az sabtrh) degerlerini alsm. Aynca 0 < 

61 < 81 < 8,, < 1 oldugunu varsayahm. Yani bu pazarhk oyununu ard1sal ve 
eksik bilgili bir oyun olarak dii�iiniiyoruz. Oyun ii� donemden olu�ur ve 3. donem 
sonunda taraflar arasmda bir anla�ma olmazsa her oyuncu 0 almaktadtr. 

Simdi oyunun dengesini bulmaya �ah�ahm. Daha once oldugu gibi oyununun 

393 



sonundan ba§hyoruz: 3. periyotta 2. oyuncu, h veya l tipinde olabilir, s3, 1 < 1 
teklifini kabul edecektir (hatirlanacak olursa, bu deger I 'e r;:ok yakmdlf yani, s3, 1 = 

1 say1hr) , reddetmesi durumunda faydas1 s1fir olacaktlf. Dolay1s1yla 3. periyotta, I .  
oyuncu yakla§tk olarak I teklifinde bulunur, s3 1 = 1 ,  ve her iki tip de bunu kabul 
eder. Bu durumda, I .  oyuncu J2 ve 2. oyuncu 0 ahr. 

3. periyotta yap1lacak bu teklif veri almd1gmda, 2. periyotta 2. oyuncu (h veya 
l) s2, 1 = J1 teklifinde bulunacakt1r (miikemmel bilgide oldugu gibi) ve 2. oyuncu 
bunu kabul eder; a§ag1daki ko§ullu getirileri saglar: 

• eger 2. oyuncunun ti pi h ise, Jh ( 1 - J 1 )  

• eger 2 .  oyuncunun tipi l ise,J1 ( l  - J1 ) 

Eger l .oyuncu I .periyotta 2.oyuncunun h tipinde oldugunu bilseydi, 
s 1 , 1 = 1 - J1i ( l  - J1 ) teklifinde, aksi takdirde s1 , 1 = 1 - J1 ( l  - 81 ) teklifinde 
bulunurdu. Bu iki durumu ayn ayn inceleyelim. 

Durum 1 :  s1 , 1 = 1 - cli(l - 8i ) 
Bu durumda §Unu iddia ediyoruz: Eger 2. oyuncunun tipi l ise, 2. oyuncu bu 

teklifi kabul eder. 
Eger 2. oyuncu tek.Jifi ret eder ve 2. periyotta s2, 1 = J1 kar§t teklifinde bu­

lunursa, I .  oyuncu bunu kabul eder. Bu durumda 2. oyuncunun elde ettigi fayda 
J1 ( l  - J1 ) olur, ki bu deger I .  periyotta ald1g1 s 1 , 1 teklifi ile aymd1r. Yani eger 
2. oyuncu l tipinde ise, I .  periyotta kendisine yap1lan teklifi reddetmekle bir §ey 
kazanmaz. 

Bir diger iddianuz, eger 2.oyuncu h tipinde ise, 2.oyuncunun teklifi reddedecegidir. 
Gerr;:ekte eger 2.oyuncu tek.Jifi reddederse, daha once oldugu gibi, 2.periyottaki tek­
lif 81 olacakt1r. Boylece 2.oyuncunun elde ettigi fayda ;sh ( 1 - 81 ) > bi ( 1 - Ji ) 
olur, bu da 2.oyuncunun eger tipi h ise teklifi reddetmesinin daha iyi olabilecegi 
anlamma gelir. 

Durum 2: s1 , 1 = 1 - Jh ( l  - Ji ) 
Bu durumda, 

oldugundan dolay1, 2. oyuncu kendi tipinden bag1ms1z olarak bu teklifi kabul eder. 
I .  oyuncu 1 .  periyotta hangi teklifte bulunacagma karar vermek zorundadlf. 

Karari §U argiimanlara dayamr: Her §eyden once Durum 2 'den hareketle eger 
s 1 , 1 = 1 - Jh ( l  - J1 ) teklifinde bulunursa 2. oyuncunun bu teklifi kabul edecegini 
bilir. Aym zamanda Durum J 'den, eger 2. oyuncunun tipinin l olmas1 durumunda 
s 1 , 1 = 1 - J1 ( l  - Ji ) teklifini kabul edecegini fakat tipi h ise bu teklifi reddedecegi 
bilgisine sahiptir. Eger bu tek.Jif reddedilirse, 2 periyotta 2. oyuncudan gelen tek.Jif 
J1 olur. Yani  2. oyuncunun 2. periyotta teklifi reddetmesi durumunda 1 .  oyuncunun 
faydas1 Jr 'dir. Bu I .  oyuncunun s1 , 1 = 1 - J1 ( 1  - J1 ) tek.Jifinde bulunacag1 an-
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lamma gelir. Bu da ancak bu tekli fi yapmasmdan elde edecegi beklenen faydamn, 

s1 , 1  = 1 - Jh ( l  - 81 ) teklifinden elde edecegi fayday1 a�mas1 durumunda soz 
konusudur. 

Eide ettigimiz sonw;lan a�ag1da ozetleyelim: 
i. Eger 

ise l .oyuncu I .  periyotta si , 1  = 1 - Oi ( l  - 61 ) teklifinde bulunur, aksi takdirde 
1 - oh ( I - Ji ) teklifinde bulunur. 2. oyuncu eger h tipinde ise si , 1  teklifini red, 
aksi takdirde kabul eder. 

i i .  ikinci periyotta, 2. oyuncu kendi tipinden bag1ms1z s2, 1 = 61 teklifinde 
bulunur ve I. oyuncu bu teklifi kabul eder. 

i i i .  3. periyotta, eger I .  oyuncu I .  periyottaki si , 1  = 1 - Oi ( l  - 81 ) tek­
lifinin reddedildigini goriirse 2. oyuncunun tipinin h olduguna inamr, aksi takdirde 
inarn;lan I .  periyottan itibaren degi�mez. 
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Sorular 

I .  Bilgisayar �irketi ICARUS ile internet adresi www.icarus.com'un sahibi olan 
bir i� adam1 arasmdaki pazarhg1 dti�tinelim. �irket i§ adammm el indeki 
adresi yeni satm ald1g1 bir arama motoru ii;:in kullanmak istiyordu. iki taraf 
1 998 yaz1 boyunca bu adres ii;:in uzun sure pazarhk ettiler. Bu oyunda i§ 
adam1 "kiii;:iik" oyuncu olsa da o y1hn agustos aymda iki taraf anla�maya 
vard1 ve internet adresi 3.35 milyon dolar bedelle el degi§tirdi . ICARUS 
adresi eyltil aymdan itibaren kullanmaya ba�lad1 ve anla§ma ile ilgili tinansal 
detaylan ai;:1klamad1. Bu bilgiye gore iki tarafm pazarhk anla§masma en iyi 
alternatiflerini -yani bu anla§ma olmasayd1 elde edebilecekleri en iyi sonui;:lan­

' pazarhk giii;:lerini ve goreceli sablf diizeylerini yorumlaym1z. 

2. Ece ve Dery a 1 00 lira tutanndaki bir paray1 payla�mak ii;: in pazarhga giri§iyor­
lar. ilk olarak Ece bir oran teklif ediyor. Derya kabul ederse oyun sona eriyor, 
etmezse para 1 lira azaltilarak 99 liraya dti§iiyor. Sonra ikinci turda Derya 
teklifte bulunuyor. Her turda bu �eklide tekliti veren deg;i§iyor ve anla�ma 
saglanamazsa para I lira eksiliyor. Bu pazarhk d1§mda Ece' nin elde ede­
bilecegi en ytiksek miktar 2.25 lira, Derya' nmki ise 3 .50 lira olarak veriliyor. 
Bu oyunun geriye dogru i;:1karsama dengesi ne olur? 

3. Bir anla§mazhg1 i;:ozmek ii;:in mtizakere eden iki hayali tilke, A ve B, Ocak 
aymdan ba�lamak tizere ayda bir kere gorti�tiyorlar ve s1rayla teklif sunuy­
orlar. Mtizakere edilen degerin I 00 birim oldugunu kabul edin. A hiiktimeti 
Kas1m aymdaki sei;:imde yeniden hiikiimet olmak is�yor. Ekim ayma kadar 
anla§ma saglanamzsa htiktimet sei;:imi kaybedecegi ii;:in mtizakerelerin sonui;:suz 
kalmas1m anla§madan 0 almak kadar kotti goriiyor. B hiikiimeti ise anla§maya 
varmay1 pek umursam1yor, hatta mtizakerelerin sonui;:suz kahp sava§ i;:1kmasm1 
bile gaze ahyor i;:iinkti l OO'den i;:ok daha azma bile razi (Arna yine de anla­
madan olabildigince fazlas1m almak istiyor). Mtizakere sonucu ne olur? ilk 
tekliti sunamn kimligi sonucu nasil etkiler? 

4. 1 0  lirahk bir pastamn iki oyuncu arasmda payla§tmld1g1 bir pazarhk oyu­
nunda I .  oyuncu 2. oyuncuya pastay1 payla§mak ii;:in (kendine 0 ve 10  
aynma durumlan hari\:) I liranin katlar1 cinsinden bir teklif yap1yor. 2. 
oyuncu kabul ederse pastay1 teklifteki gibi bolti�tiyorlar, redderse ikisi de 
hii;:bir §ey alm1yor. Oyunculann fayda fonksiyonlan �u §ekilde veriliyor: 

'll ; = 1Hi - CTflj , 0 � c � 1 .  

a )  Oyunun geni�leyen-bii;:imli versiyonunun bir taslagm1 i;:izin. 

b) c'nin farkh degerleri ii;:in (ornegin 0.2 ,  0.5 ve 0.9) oyunun altoyun mtikemmel 
dengesini bulun 

c) Dengedeki bolti�tim oranlan c'ye gore nas1l degi�iyor? 
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5. S1rayla teklif yaptlan bir pazarhk oyununda l .  oyuncunun ilk s1ra kendisindeyse 
isteyecegi tutar .r, 2. oyuncunun isteyecegi tutar da y olarak veriliyor. iki 
oyuncunun da sabtrstz oldugu oyunda iskonto faktorleri stray la r ve .'i olarak 
veriliyor. Yani 1 .  oyuncu i\in bu donem alacag1 1 lira ire gelecek doem 
alacag1 1 + r liranm degeri aym. Aym durum 2. oyuncu i\in de ge\erlidir. 

a) x = .<i/(r + s) ve y = r/(r + s) �eklinde verilen yakla§ik forrniillere 
gore eger 2. oyuncu 1 .  oyuncunun 2 kat1 sab!fs1z ise aralanndaki 
art1k degerin ii\te ikisini 1 .  oyuncu, ti\te birini 2. oyuncu ahyor. Bu 
sonucunun dogrulugunu kamtlaym. (Bu formiile gore ilk teklifi kimin 
yapt1gmm onemli olmad1gma dikkat edin). 

b) r = 0.01 ve :; = 0.02 olduguna gore x ve y degerlerinin iistteki yakla§Ik 
olarak bulma yontemiyle ve daha kesin so nu\ veren :r: = ( s + rs)/ (:; + 
r + rs) ve y = (r + rs)/(s + r + rs) formiilleriyle hesaplaym ve 
kar§ila§tmn. (kesin sonu\ veren forrniile gore ilk teklifi kimin yapt1g1 
kii\iik de olsa bir fark yarat1yor) 

6. iki turlu bir pazarhk oyununda sat1c1 evini en az 188, 000 liraya satarken ahc1 
en fazla 200, 000 odemeye raz1. Bu iki fiyat herkes\e biliniyor ve pazarhk 
aradaki fark llI = 1 2 ,  000 i\in yap1hyor. Anla§ma saglanamazsa iki tarafin 
da 0 alacag1m kabul edin. ilk turda ahc1 sat1cmm red veya kabul edecegi 
bir teklif yap1yor. Sat1c1 teklifi redderse 2. turda bir kar�1 teklif yap1yor ve 
ahcmm red veya kabul cevab1yla oyun bitiyor. iki oyuncu da gelecekteki 
geliri b = 0.2 katsay1s1yla iskonto ediyor. 

a) Oyunun geriye dogru \tkarsama dengesini bulun. Evin sat1� fiyat1 ne 
kadar olur? Aradaki fark miktan M'den hangi oyuncu daha fazla pay 
ahr? 

b) Sat1cmm iskonto faktorii aym kahrken ahcmmkinin b,, = 0.8 oldugunu 
kabul ederek onceki §Iktaki soruya yeniden cevap verin. 

c) iskonto faktOrlerinin b = 0 .2 oldugu ba�taki duruma donelim. Bu se­
fer oyunda bir zaman smm yok ve ilk teklifi ahc1 yapmak iizere oyun 
siirekli devam ediyor. S1mrs1z say1da turun oldugu durumda ahcmm 
ald1g1 pay1, 2 turlu oyunla kar�1la�tmn (veya 3 turlu oyunla). 

7. Bir sendika bir firmayla tiim i§\i ler, n, i\in giinliik \ah�ma saati, x E [O, 10] 
i\in pazarhk yap1yor. i�\ilerin hepsi u = ( wx ) " ( 10 - :r: ) 1 -a §eklinde verilen 
fayda fonksiyonuna sahip. Firrnanm kan ise 7r = (p - w )nx olarak veriliyor. 
Fiyat ve maa� miktarlan iki tarafin tasarrufu di§tnda sabit olarak veriliyor; 
p > w > 0. Anla�ma saglanamzsa u = 7r = 0. 

a) r1 = 1 /2. w = 1 ,  p = 2 ve n = 1 olsun. Senika ile firrna ilk tek­
lifi firrnanm x 1  E [O, 10] §eklinde sundugu s1rayla teklif yap1lan bir 
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pazarhk oyunu oynuyorlar. iskonto fakWrii iki taraf i9in de aym ol­
sun; Ii E ( 0, 1 ) .  Verilen herhangi bir Ii degeri i9in oyunun altoyun 
milkemmel dengesini bulun. Dengedeki c;:ah�ma silresinin 8 degerine 
baghhg1m tart1�m ve grafigini 9izin. 

b) Bir onceki �1ktaki soruyu a E (0, 1 )  parametresinin belirsiz degerleri i9in 
c;:oziln. Sonucun bu parametreye gore nas1l degi�tigini ekonomik bir 
ak1l yilriitmeyle a91klaym. 

8. Mehmet ve Kadir, 9 liranm bolti�timil ic;:in pazarhk yap1yorlar. Ellerine ge9ecek 
paranm saglayacag1 fayda ikisi i9in �u �ekilde veriliyor. 

Aralannda anla�amazlarsa kimse para alamayacak. 

a) Bu vaziyeti bir pazarhk problemi olarak kurgulaym. Mtimkiln olan fayda 
dag1hm1m 9izin. 

�imdi oyunun 3 tur oynamdg1m ve oyunculann s1rayla teklif sundugunu 
kabul edin. ik teklifi Mecnun yap1yor. iki oyuncu da gelecegi 8 oranmda 
iskonto ediyor 

b) Bu oyunun altoyun milkemmel dengesini bulun, her oyuncunun ald1g1 
paray1 ve elde ettigi fayday1 hesaplaym. 

c) Oyun sonuna bag1mhhg1 (ende game dependence) a91klaym. Pazarhk 
sonzua kadar devam edebilecek olsayd1 altoyun milkemmel denge ve 
oyunculann alacag1 para miktan ne olurdu? 

9. Dcret pazarhg1 oyununun oynand1gm1 varsayahm. i�verenin fayda fonksiy-
1 I 

onu Ue( w) = ( 1 -w) 2 ,  i�9inin fayda fonksiyonu ise U111 ( w) = w 2  �eklindedir. 
Dcret ise 0 :S w :S 1 arahgmda yer almaktadir. Nash pazarhg1 c;:ozilmilnil 
bulunuz. 

1 0. Zeynep, Ay�e ve Elifbir miktar paray1 bolti�mek istiyorlar. ilk olarak Zeynep 
teklif yapar, stras1yla Ay�e ve Elif'e B ve C kadar para teklif eder, kendisine 
ise A kadar para ay1t1r. Her ikisi de teklifi kabul ederse oyun tamamlamr. 
Aksi durumda diger giln teklif stras1 Ay�e'ye ge9er. Ay�e diger ikisine bir 
teklif  yapar, teklif reddedilirse 3 .gilne gec;:ilir ve bu sefer Elif digerlerine tek­
lif yapar. Teklif yine reddedilirse oyun 4.giine ge9er ve siire9 herhangi bir 
teklif  kabul edilene kadar tekrarlamr. 3 .oyuncunun da iskonto degerleri 8 
kadard1r. Bu oyunun altoyun milkemmel dengesini bulunuz. 

1 1 . Ard1sal bir pazarhk oyununda bir ahc1 ve sat1c1 boltinemez bir maim fiyat1 
ilzerinde pazarhk yapmaktad1r. Uriiniln sat1c1 i9in maliyeti s1fird1r, ahct i9in 
ise ilriiniln degeri v kadard1r. Her periyotta teklif verecek ki�i rassal olarak 
se9ilmektedir. q olas1hkla I .oyuncu, 1 - q olas1hkla 2.oyuncu teklif verecek 
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ki�i olarak ser,:ilecektir. Teklif verecek ki�i p tiyat1 iizerinden teklif verir, ve 
diger oyuncu da bu teklifi kabul ederse, kazanr,:lar (p, v - p) olur ve oyun 
tamamlamr, aksi takdirde oyun bir sonraki a�amaya ger,:er. Oyuncular risk­
yans1zdtr ve iskonto degerleri o kadardtr. Oyunun altoyun miikemmel den­
gesini ve oyunculann beklenen denge kazanr,:lanm bulunuz. 

1 2. Ard1sal bir pazarhk oyununda 2 tane ahc1 vardtr. Her periyotta rassal olarak 
bir ahc1 ser,:ilmektedir. Ser,:ilen ki§i (q = 1 /2) teklifini yapar, sat1c1 bu tek­
lifi kabul edebilir ya da reddedebilir. Teklif kabul edilirse oyun tamam­
lamr, aksi takdirde rassal olarak yeniden bir ahc1 sei;ilir ve surer,: tekrarlamr. 
Oyuncular risk-yans1zdtr (fayda fonksiyonlan lineer) ve iskonto degerleri o 
kadardtr. Oyunun altoyun miikemmel dengesini ve oyunculann beklenen 
denge kazan9larm1 bulunuz. o degeri I 'e yakla§tigmda durum ne olur? 

1 3 . 1 00 TL'yi payla�mak ii;in altematif teklifli bir pazarhk oyunu oldugunu var­
say1mz. Ecem ilk teklifi yapar ve ardmdan eger isterse Selin kar§1 teklif 
yapar. Her ikisi ii;in de iskonto oram o §eklindedir. Ecem'in oyunun herhangi 
bir amnda 50 TL'lik 91ki§ opsiyonuna sahip oldugunu varsaym1z. Oyundan 
91kt1gmda elde ettigi deger iskonto edilecektir, eger ilk tur sonunda 91karsa 
50 TL ahcakttr. Ecem 91k1§ opsiyonunu kullamrsa Selin para alamayacakttr. 
Bu durum kazani;lan ve denge stratej ilerini nas1l etkiler? Eger Selin, Ecem, 
Selin ( Ecem'in hala 91k1§ opsiyonu vardtr) §eklinde ard1§1k teklifler olursa 
kazani;lan ve denge stratej ileri nas1l etkilenir? 

1 4. Belli miktarda bir paranm A ve B bireyleri arasmda btilii§iildiigii bir oyunda 
A bireyi x E ( 0, 1 )  oramm oneriyor. B teklifi kabul etmezse iki taraf da 
0 ahyor, kabul ederse paray1 s1rayla 1 - x ve x oranlanyla payla§1yorlar. 
Oyunculann fayda fonksiyonlar1 §U §ekilde veriliyor: 

uA = 1 - x ve us = x - /Jlx - 1 /2 1 ,  

Sozel ifadesiyle A ve B'nin fayda fonsiyonlan paraya gtire dogrusaldtr. Buna 
ek olarak B'nin onemi tJ parametresine bagh olan bir adil payla§tm kayg1s1 
vardtr. 

a) Bu durumu tam bilgili dinamik bir oyun olarak kurgulaym. Strateji uzay­
lanm tammlaym ve altoyun miikemmel dengeleri kiimesini bulun. Dikey 
ekseni x, yatay ekseni tJ olan bir grafik i;izin. 

b) Bu sefer A /:J'nm degerini bilmiyor ve p olas1hg1yla (3 = 1 ve 1 -
p olas1hg1yla (3 = 0 §eklinde oznel bir inanc1 var. Bu eksik bilgili 
oyunu modelleyin ve ard1sal dengeleri bulun. Bu versiyonda p = 1/2 
oldugunda ortaya 91kan dengeyi tam bilgili versiyonda (3 = 1 /2 oldugunda 
ortaya 91kan denge ile kar§ila§tmn ve buldugunuz sonucu ai;1klaym. 

1 5 . Yigit ' in hizmet veren, Mert' in hizmet talep eden oldugu bir pazarhk varsaym1z. 
Mert' in bu hizmet ii;in verebilecegi maksimum rakam 300 TL'dir. Yigit'in 
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hizmet verebilecegi minimum rakam ise 200 TL'dir. Pazarhk �u �ekilde 
ger9ekle�ir: Mcrt Yigit'e bu hizmet i9in bir iicret teklif eder, Yigit bu tek­
lifi kabul eder ya da reddeder. Yigit teklifi kabul ederse soz konusu bedelden 
anla�ma saglamr ve oyun tamamlamr. Yigit teklifi reddederse, Mert yeni bir 
teklif yapar. Yigit yeni teklifi kabul eder ya da reddeder, ve oyun bu �ekilde 
devam eder. Her iki oyuncunun da gelecek gelirleri %50 ile iskonto edilmek­
tedir. Yigit teklifi kabul etmek ile reddetmek arasmda farks1z oldugunda tek­
lifi kabul edecektir. 

a) Oyunun 2 periyot siirdiigiimii varsayahm. Yigit' in 2 .teklifi de red­
dettigini ve her ikisinin de kazancmm 0 oldugunu varsay1mz. Bu oyu­
nun agacm1 9iziniz. 

b) a �1kkmdaki oyunun miikemmel denge stratej i lerini bulunuz. 

c) Oyun sonsuz kere tekrarlamrsa oyunun miikemmel denge stratej ilerini 
bulunuz. 

d) Oyunculann gelecek geliri art1k iskonto edilmedigini varsayahm. Oyunda 
§U §ekilde degi�iklige gidildigini varsaym1z: Her periyotta kimin tek­
lif vereceginin belirlenmesi i9in yazi-tura at1lacakt1r. Eger tura gelirse 
Mert teklif yapacaktlf, Yigit ·bu teklifi kabul eder ya da reddeder. Eger 
yaz1 gelirse Yigit teklif yapacakt1r. Mert bu teklifi kabul eder ya da red­
deder. Pazarhgm 2 periyot siirdiigiinii varsayd1g1mzda oyun agac1 nasil 
olur? 

e) Her 2 oyuncunun kazan9lan i9in fayda fonk�iyonu U(:r) = x112 ise d 
§lkkmdaki oyunun mtikemmel denge stratejilerini bulunuz. 

1 6. Bir birimlik bir mat i9in yap1lan pazarhkta ahcmm degerlemesi sat1cmm 
maliyeti ile tamamen ili�kili. c maliyeti e�it olas1hklarla iki farkh deger 
ahyor: cL (= 0) ve CJi . Ahcmm degerlemesi CL i9in v(q ) = 0 ve ClJ 
i9in v(cH ) = v11 olarak veriliyor (2cu > VH > c11 > 0). Maliyetin 
cari miktanm sat1c1 biliyor ama ahcmm bu maliyetten ve doay1s1yla kendi 
degerlemesinden haberi yok. Bu durum sat1cmm maliyetinin tiriintin kalite­
siyle ilgili oldugu §cklinde yorumlanabilir. Bu durumda oyunculann iskonto 
fakt0rleri aym iken ah§ veri�in ger9ekle§tigi bir denge olup olmad1g1m tart1�m. 
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