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Ali Nesin

1956°da istanbul’da dogdu. Ortaokulu istanbul’da Saint
Joseph Lisesi’nde, liseyi de isvicre’nin Lozan kentinde tamamla-
yan Nesin 1977-1981 yillari arasinda Paris V11 Universitesi'nde
matematik 6grenimi gordi. Daha sonra ABD’de Yale Universi-
tesi’nde matematiksel mantik ve cebir konularinda doktora ve
1985-86 arasinda UC Berkeley’de 6gretim Uyeligi yapti.

Turkiye'ye kisa donem askerlik gorevi icin geldigi sirada
“orduyu isyana tesvik” iddiasiyla tutuklanarak yargilandi. Yar-
gilama sonunda beraat ettigi halde pasaport verilmedigi icin
1,5 yil isine dénemeyen Nesin, 1987 sonunda tekrar yurtdisina
cikabildi. 1987-89 yillari arasinda N6tre Dame Universitesi’nde
yardimci dogent, ardindan 1995’e kadar UC Irvine’da 6nce
yardimci dogent, sonra docgent, sonra da profesdr olarak gérev
yapti. 1995-2009 arasinda Nesin Vakfi yoneticiligini Ustlendi.

1996'dan beri istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boli-
mu Baskamdir.

Yazarin Matematik ve Korku, Matematik ve Sonsuz, Mate-
matik ve Oyun, Matematik ve Do§a, Matematik ve Develerle
Esekler, Onermeler Mantigi, Matematik ve Gergek, Sezgisel Kii-
meler Kurami, Sayma, Matematik Canavari adh kimi populer,
kimi yari akademik matematik kitaplarinin yanisira tniversite
seviyesinde Analiz | ve Analiz IV Kitaplari bulunmaktadir.

Nesin ayrica Matematik Dunyas! adli popiler matematik
dergisinin sorumlu yaziisleri maduard ve Sirince’deki Nesin Ma-
tematik Kéyu’ntin kurucusudur.
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2012 Basimina Onsoz

O nceki basimlarda s6z verdigim matematigin temelleri ki-

taplarindan birkagcim yazma firsatini bulabildim ancak
henliz yayimlayamadim. Son g6zden gecirmeyi tamamlayip bu
yil icinde yayimlamayi umut ediyorum. Universite seviyesinde
olan bu kitaplar Aksiyomatik Kiimeler Kurami | ve Sayilarin
insasi ve Aksiyomatik Kiimeler Kurami Il adlarini tastyacaklar.

Mantigin, matematigin ya da kimeler kuraminin olmasa
da analizin temellerini konu alan ve en az dort cilt olacak olan
bir kitabimin birinci ve dérdiinct ciltleri yayimland. ikinci cil-
din bu yil yayimlanacagini umuyorum. Ama utg¢lncu cildin ta-
mamlanmas! ve yayimlanmasi korkarim 2013’0 bulabilir.

Universite seviyesinde olan bu kitaplarin disinda, liselile-
re yonelik Sezgisel Kiimeler Kurami ve Sayma (kombinatorik
ya da kombinasyon hesaplari) adl iki kitabim yayimlandi. Li-
selilere yonelik kitap yazmaya devam edip en azindan Sayilar
Kurami ve Soyut Cebir konularinda birer kitap yazmaliyim. Bir
de ayrica bu kitaba Yuklem Mantigi ve Matematiksel Mantigin
Temelleri konulu iki bolum ekleyip Temel Matematiksel Man-
tik adi altinda yayimlamaliyim.

Hepimize kolay gelsin!

Ali Nesin, 1 Mart 2012
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Uctinct Basima Onsoz

Bu basimda eski basimlardaki birka¢ yanlisi ve ifade bozuk-
lugunu dizelttim. Bunun disinda kaydadeger bir degisiklik
yapmadim.

Ne yazik ki ilk basimda sézverdigim Temel Matematik
kitaplarini yazamadim. U¢ kez denedim ama sonugtan mem-
nun olmadim. Umudumu yitirmedim, yazacagim.

Istanbul Bilgi Universitesi’ne ve Nesin Vakfi’na bilgisayar
destedi icin tesekklr ederim.

Ali Nesin

istanbul Bilgi Universitesi
Ekim 2001
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ikinci Basima Onsoz

Bu basimda bir iki kicuk yanlisi ve anlatim bozuklugunu
dizelttim. Ayrica s’inci boliumu ve Ek 1’i ekledim. Kime
ve gonderme kavramlarina yabancilik ¢eken okur, diledigi ve
gereksindigi zaman Ek | ’i okuyabilir. Ote yandan bu kavram-
larin bu kitabin konusunu anlamak icin pek de gerekli olma-
diklarini belirteyim. s ’inci bélimde okurun hosgca zaman gegi-
rebilecegi ve konumuzla ilgili bilmeceler var. Dileyen okur he-
men o bélim okuyabilir.

ilk basimin 6nsdzinde de sdyledigim gibi, hemen anlasil-
mayan bolumler atlanabilir. Bu, dzellikle biraz karisik buluna-
bilecek olan 10’uncu boliim icin de gegerlidir. Ustelik o boli-
mun kitabin stiredi icin pek fazla 6nemi yoktur.

Ali Nesin

California Universitesi, Irvine
Matematik Bolumdi

18 Aralik 1994
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Birinci Basima Onsoz

O nermeler mantigi, adi Ustinde, dénermelerden sozeder.
Gunluk dilde, “6nerme”, “2 +2 =4 gibi, “2 +2 =5 gi-
bi dogru ya da yanlis olabilecek tiimce anlamina gelir. Ancak
Onermeler mantigi énermelerin kendilerini degil, dogruluk ve
yanlishk agisindan aralarindaki iliskiyi inceler. Ornegin, eger p
ve q herhangi iki 6nermeyse,
Ya p ya da p degil
EQer p ise 0 zaman p
Eder p ve g ise, 0 zaman p
Eger p ise, 0 zaman ya p ya q
timcelerinin herbiri her zaman dogru 6nermelerdir. Bu 6ner-
meler, p ve q 6nermeleri dogru da olsa yanlis da olsa dogrudur.
Ote yandan “p ve q” 6nermesinin dogrulugu p ve g’nin dog-
ruluklarina gore degisir. Bu son énerme ancak ve ancak hem p
hem q dogruysa dogrudur, eger p ve g 6nermelerinden biri yan-
lissa yanhstir.
Onermeler mantiginin inceledigi konudan birinci boélum-
de uzun uzun sz edecedim. Simdi kitabi ilk kez eline alan biri-
nin sorabilecegi birka¢ sorunun yanitim vermeye calisayim.
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Bu kitabi kim okumalidir? Onermeler mantiyi matema-
tiksel mantigin ilk konusudur. Bu konu bilinmeden matematik-
sel mantikta bir adim atilamaz. Dolayisiyla matematiksel man-
tik 6grenmek isteyen herkes bu kitabin icerigini bilmelidir.

Onermeler manti§i yalnizca matematiksel mantigin degil,
genel olarak mantigin da baslica konularindan biridir. Mantik-
la ilgilenen herkes bu kitabin igerigini bilmelidir.

Onermeler manti§i liselerimizde okutulmaktadir. Lise
ogrencileri bu kitabin en azindan ilk dokuz béliminin icerigi-
ni bilmelidirler. Konu acilmisken, kitabin bir lise 6grencisi ta-
rafindan anlasilir olmasina ¢alistigimi belirteyim.

Bu kitap yalnizca bir mantik kitabi degildir, ayni zaman-
da bir matematik kitabidir da. Dolayisiyla matematige giris
olarak da okunabilir. Ornegin timevarimla kanit yéntemine
6zel bir bolim ayrilmistir (4’Gncu bolim.) Her teorem kanit-
lanmis, kanitsiz olgu birakilmamistir. “Gercek” matematige gi-
ris yapmak isteyen herkesin bu kitaptan yararlanabilecegini sa-
niyorum.

Kitapta islenen konu, bilgisayar ve mihendislik 6grenci-
lerine de gerekebilir, en azindan ilk dokuz béliumu éneririm.

Kitabi kim okumamalidir? Mantik 6grenerek daha man-
tikli olacagini sananlara bu kitabi dnermem. Polisiye roman
okumak bir insani ne denli mantikl kilarsa, mantik kitabi oku-
mak da o denli mantikh kilar.

En azindan ilk dokuz bélumi okumayi géze almayan da
bu kitaba baslamamalidir.

Kitabi bir haftada ve yatakta uzanarak okuyabilecegini
sananlar bosu bosuna sonunu getirmeyecekleri bir ise girisme-
sinler.
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Bu kitap nasil okunmalidir? Yukarida yazdiklarimdan bu
kitapta islenen konunun ¢ok zor oldudu anlami ¢ikiyorsa bu
dogru degildir ve hemen duzeltmek isterim. Bu kitapta anlati-
lanlar atla deve degildir. Zorluklara goégis gerebilen, hemen
yilmayan her ciddi okurun Kitabi anlayacadini santyorum.

Ote yandan, elinizdeki ne de olsa bir matematik kitabidir.
Her matematik kitabi gibi bu kitabin da zorluklari vardir. Bir
matematik okuru her seyden 6nce su gercegi kabullenmelidir:
Bilmedigi bir konuda matematik kitabi okuyan herkes anlaya-
madig yerlerle karsilasir. Bu kaginilmazdir. Anlasilmayan yerler,
elde kalem kagit, tekrar tekrar yilmadan okunmalidir. Gene de
anlasilmayabilir. Bu da olagandir. Deneyimli matematikgilerin
bile basina gelir. Bunun cesitli nedenleri olabilir. Yazar bir yan-
lis yapmis olabilir. Ya da iyi anlatamamistir. Sorun okurdan da
kaynaklanabilir. Hatta ¢ogu zaman sorun okurdan kaynaklanir.
Okur, bir 6nceki sayfada anlatilani iyi kavrayamamis olabilir
(oysa kendisi iyi kavradigindan kusku duymuyordur). Belki de
ardarda fazla yeni kavramla karsilasmistir ve hepsini birden
0zumseyememistir. Belki de okur psikolojik bir engelle karsi kar-
styadir. Ornegin simdiye dek gérmedigi tirden bir akil yritme
ya da kavram karsisina ¢cikmistir. Biraz zamana gereksinebilir.

Efer matematikciler bu glgliklere gogis germeyip he-
men pes etselerdi, diinyada hicbir matematik kitabi okunmaz,
dolayisiyla yazilmazdi da. Bu guglukleri yenmenin birka¢ yolu
vardir. Bir iki sayfa geriye gidilebilir. Ya da tam tersine anlasil-
mayan yer bir an icin atlanabilir; daha sonra geriye donuldi-
gunde ¢cogu zaman daha iyi anlasildigi gorilecektir. Kitap bir
yana birakilip tek basina disiinmek de yeglenebilir. Bu dneri-
lerden herbiri soruna ¢6zim getirebilir. Yeter ki okur kendine
glUvensin, konuyu anlayabileceginden kusku duymasin, ki kus-
ku duymasina da gercekten hic¢ gerek yoktur.
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Alistirmalari yaparak okur kendini sinayabilir. Zor alis-
tirmalar bir yildizla (*) belirtilmistir.

Kitap ve konusu Uzerine birka¢ dusince: Onermeler
mantigi konusunu isleyen ve dilimizde yayimlanmis Kitaplar
konuya daha cok felsefi agidan yaklastiklarindan, bu kitabin
Ulkemizde bir eksikligi giderecegine inaniyorum. Ornegin
10’uncu bélim ve sonrasinda islenen konulari dilimizde yayim-
lanmis bir baska kitabin ele aldigini sanmiyorum.

Matematiksel mantik, dallanip budaklanip gesitli konu-
lara ayrilir. Kiimeler kurami, modeller kurami, aritmetik, “de-
cidability”, kanitlar kurami, “nonstandard” analiz, puslu man-
tik matematiksel mantigin birbirinden ilging birkac dahdir.

Bu kitabin ardindan modeller kurami ve hem sezgisel (in-
gilizce ve Fransizca’siyla “naive”), hem de kuramsal (belitsel,
aksiyomatik) kiimeler kurami Uzerine -giris niteliginde- Kitap-
lar yazmay! tasarliyorum.

Ali Nesin

California Universitesi, Irvine
Matematik Bolumu

2 Agustos 1994
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1. Onermeler Mantig1 Nedir?

* *  nermeler manti§yl, matematigin ve matematiksel man-
tigin ilk konusu sayilabilir. Onermeler mantigi bilin-
meden matematik ya da daha ileri diizeyde matematik-

sel mantik yapilamaz. Dolayisiyla, matematik ya da matema-
tiksel mantik 6grenmek isteyenler ilk 6nce bu kitabin konusu
olan 6nermeler mantigini (en azindan ilk 7 bélumind) 6gren-
melidirler.

Onermeler mantigi felsefi mantikta da onemlidir. Hatta
Onermeler mantidi klasik Aristo mantiginin bir suiregi olarak da
gorulebilir.

Daha basindan hemen belirtelim: Bu kitapta Onermeler
mantigi ne tarihsel ne de felsefi acidan ele alinmistir. Mantigin
bu yonlerine ilgi duyanlara Dogan Ozlem’ini ve Cemal Yildi-
rim’inz kitaplarini éneririz. Bu Kkitapta énermeler mantiginin
matematiksel yoni ¢ok daha agir basacaks.

1 Dogan Ozlem, Mantik, Ara Yayincilik 58, Felsefe Dizisi 24, 1981.

2 Cemal Yildirim, Mantik, Dogru Dustinme Yoéntemi, V Yayinlari, 1987.

3 Onermeler mantiginin tarihiyle ilgili olarak sunlari sdylemekle yetineyim:
Onermeler mantigini ilk ortaya cikaran G. F. Leibniz’dir (1646-1716, Alman
matematikgi ve filozof. Nevvton’dan bagimsiz olarak analizin temellerini atmis-
tir.) Daha sonra George Boole (1815-1864, ingiliz mantikci) konuyu gelistir-
mis ve asag! yukari buginki bigimselligine getirmistir.
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Dedigim gibi bu kitapta 6énermeler mantig: felsefi olarak is-
lenmeyecek. Konuyu matematiksel olarak ele alacagiz. Yani
matematik yapacagiz. Ancak matematige bu boélimde degil, bir
sonraki bolimde baslayacagiz. Bu bolimdeki amacimiz, sonra-
ki bélimlerde matematiksel olarak ele alacagimiz konuya oku-
run yumusak bir giris yapmasini saglamak olacak. Bu bolimu
tam anlayamayan okur telaslanmasin; okumasini stirdirstin ve
daha sonra, gerekirse, bu bélime geri donsun. Daha kolay an-
ladigini gOrecektir.

“Onerme” sdzciigi dogru ya da yanlis olabilecek tiimce an-
lamina gelir. Ornegin,

“2+2=4"ve “3<1”
birer 6nermedirler. Bu dénermelerden birincisi dogru, ikincisiy-
se yanlistir.

Ote yandan

3, I'den kiigik mudur?
sorusu bir 6énerme degildir. Cunkd bir sorudur. Bir sorunun
dogrulugu ya da yanlishigl sézkonusu olamaz. Soru degil, soru-
nun yaniti dogru ya da yanlis olabilir.

“x > 1" timcesi de bir énerme degildir. CUnkU bu timce-
nin dogruluk degeri x’e gore degisir. “x > 1" tUmcesine 6ner-
me semasi diyebiliriz, ¢cinkl verilmis her a sayisi i¢in “x > 1”
timcesi “a > 1” dnermesine yol agar.

Ote yandan o > 17 tiimcesi (yanlis) bir énermedir.

“Cabuk buraya gel” timcesi bir 6nerme degildir. Clinki bu
timcenin dogrulugundan ya da yanhsligindan sézedemeyiz.

“Nasilsin?”, “Amma da attin ha” gibi timceler de 6nerme
degildir.

“Ayse glzeldir” timcesinin énerme olup olmadigi tartisila-
bilir. Glzellik, ¢irkinlik, yakisiklilik, caliskanlik, tembellik, iyi-
lik, kotuluk gibi kavramlar kisiye ve zamana gore degisebilir.
Ornegin, kimi kendisinin olmayan guizele giizel demez!

“Hava ¢ok sicak” timcesi bile bir 6nerme sayilmaz.
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Kimi zaman bir timcenin dogru ya da yanlis oldugunu bi-
lebiliriz ama o timcenin dogru mu yoksa yanlis mi oldugunu
bilemeyebiliriz. Ornegin, “30 AJustos 1994 ginii Tirkiye'de
1467 kuzu dogdu” tiimcesi ya dogrudur ya da yanlis. Ancak bu
timcenin dogrulugunu bilemeyebiliriz. Gene de bu tiimce bir
Onermedir. Bir timcenin 6nerme olabilmesi i¢in, 6nemli olan o
timcenin “dogru” ya da “yanlis” degerlerinden birini aldigidir,
hangi degeri aldigini bilip bilmememiz hi¢ dnemli degildir.

Yukaridaki 6rnege benzer matematiksel bir 6érnek verelim.
Matematikte Goldbach Sanisi diye adlandirilan ve bugtine de-
gin kanitlanamamis bir énerme vardir. Goldbach Sanisi, 4 ve
4’ten buyuk her ¢ift tamsayinin iki asalins toplami oldugunu
soyler. Ornegin,

4 = 2 +2
6 = 3+3
g8 = 3+5
10 = 3+7
12 = 5+7
14 = 3+11

Goldbach Sanisi, adi Ustiinde, bir sanidir. Yani dodru mu
yanlis mi oldugu bugiin bilinmemektedir. Ote yandan, Gold-
bach Sanisi ya dogrudur ya da yanlis. Dolayisiyla, Goldbach
Sanisi bir 6nermedir.

“14 Haziran 1994 gini Ankara’ya yagmur yagdi” timcesi
bir 6nerme olarak kabul edilebilir. Tartisilabilir de. Ankara’nin
neresine, saat kacta yagmur yagdi gibi sorular sorulabilir. Hat-
ta yagmurun anlami Uzerinde durulabilir. GokylUzinden bir
damla suyun dismus olmasi yagmur yagdigr anlamina gelir mi?
EJer o anlama gelirse, o dusen damlanin yagmur sayilabilmesi
icin hacmi ne olmalidir, en az ka¢ su molekultinden olusmali-

4 2,3,5,7,11, 13, 17, 19, gibi I'den ve kendinden baska saylya bélinmeyen
| 'den blyUk dogal sayilara asal adi verilir.
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dir? Eger bir tek damla yagmur olarak kabul edilmiyorsa, yag-
mur ka¢ damladan olusur? Ornegin 14 Haziran 1994 guni An-
kara'ya (Mesrutiyet Caddesine) saygideger boyutlarda en az
ylz damla yagmur yagdigini biliyorum. Goézlerimle goérdim!
Ama daha fazla damla disttgini sdyleyemem. Yiiz damla yag-
mur sayllmali midir?

Goruldugu gibi gunltk dilde yazilan timcelerin énerme ol-
duklarini ileri siirmek her zaman pek kolay degildir. Ote yan-
dan matematiksel timcelerin énerme olup olmadiklarini sdyle-
mek ¢cok daha kolay.

Neyse ki bu kitapta bu gibi sorularla ugrasmayacagiz. Her
seyden 6nce bu kitapta, “6nerme” sézcluguni yukardaki an-
lamda kullanmayacagiz. “Onerme” sézciigini matematiksel
bir terim olarak tanimlayacagiz ve, boylece, neyin énerme olup
neyin olmadigini kolaylikla anlayabilecegiz. Ayrica dnermeler
mantigi, dnermelerin anlamlarini ve iceriklerini degil, dogruluk
ve yanlislik agisindan birbirleriyle olan iliskilerini irdeler. Bir-
kag ornekle bu dedigimi a¢iklamaya calisayim.

Birinci Ornek: ilk olarak su énermeyi ele alalim5:
Gokyuzl mavidir ve Murat gazete okumaktadir.

Bu 6nerme iki kiiglik énermeden (6nermecikten) olusmus-
tur. iki kiigiik dnerme (“Gokyuzii mavidir” ve “Murat gazete
okumaktadir” énermeleri) “ve” baglaciyla birlestirilerek daha
uzun bir 6nerme elde edilmistir.

Onermemizin dogrulugu-yanhshgi tizerine biraz distinelim.
Onermemiz ne zaman dogrudur? E§er énermeyi olusturan

5 Artik bu bélimde neyin 6nerme olup neyin 6nerme olmadigini tartismayaca-
giz. ince eleyip sik dokumayacagiz. Yoksa isin i¢inden ¢ikamayiz. Verdigim or-
nekleri 6nerme olarak kabul edin. Her birinin tartisilabilir oldugunun ayrimin-
dayim. Bu kitapta kullanilacak olan “6nerme” kavraminin matematiksel tani-
mini ilerdeki bélumlerde yapacagiz.
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Gokyuzi mavidir
ve
Murat gazete okumaktadir
“onermecik”leri dogruysa, onermemiz de dogrudur. Bu iki
onermecikten biri yanlissa, 6rnegin Murat gazete okumamak-
taysa, 6nermemiz yanlistir (gokytizi mavi bile olsa.) Onerme-
miz, kendisini olusturan her iki 6nermecigi de ileri sirmektedir,
yalnizca birini degil.
Birinci 6nermecigi, yani “gokytzi mavidir” énermecigini,
p ile simgeleyelim, ikinci 6nermecigi, yani “Murat gazete oku-
maktadir” 6énermecigini, q ile simgeleyelim. O zaman 6rnek
olarak verdigimiz énerme,
pveq
olarak yazilabilir. up ve q” 6nermesi ancak ve ancak hem p
hem g dnermecikleri dogruysa dogrudur, p ve q 6nermecikle-
rinden biri yanlissa, “p ve q” dnermesi de yanlistir. Goraldugu
gibi, irdelememizi p ve g 6nermeciklerinin anlamlari Czerine
degil, dogruluk ve yanhsliklari Gzerinde kurduk.
“Ve” baglacini a olarak simgeleyelim. O zaman “p ve q”
Onermesi kisa olarak
P Ag
olarak yazilir. Yukaridaki tartismadan ve bu tanimdan su orta-
ya ciktli: Eger p ve q 6nermeciklerinin dogruluk degerlerini bi-
liyorsak, p a q 6nermesinin dogruluk degerini bulabiliriz:
p 1 PAJQ
yanlis yanhlis yanhis
yanlis dogru yanhs
dodgru yanhs yanhs
dogru dogru dogru
Yukaridaki cizelge sdyle okunmalidir: Birinci satir, hem p
hem de {//nin yanls oldugunda p /\q 6nermesinin de yanlis ol-
dugunu soyliyor, ikinci satir, p yanlissa ama q dogruysa, p a q
Onermesinin yanlis oldugunu soyliyor.
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Bu gizelgeye p a g 6nermesinin dogruluk ¢izelgesi adi verilir.

Goruldugu gibi, p a g 6nermesi ancak ve ancak p\ eq dner-
meleri dogruysa dogrudur. Yani p a q dnermesinin yanlis ol-
masi icin gerekli ve yeterli kosul p ve g 6nermelerinden en az
birinin yanlis olmasidir.

ikinci Ornek. Simdi de
Gokyuzu mavidir veya Murat gazete okumaktadir
onermesine bakalim. Bu 6nerme ne zaman dogrudur? Ornegin
eger gokyUzl gergekten maviyse ama Murat gazete okumuyorsa,
Onermemiz dogru mudur? Sanirim okur, bu varsayimda 6nerme-
nin dogru oldugunu sdyleyecektir. Haklidir. Gergekten de bu
varsayimda 6nermenin dogru oldugu kabul edilir. Eger
Gokyuzi mavidir
ve
Murat gazete okumaktadir
onermeciklerinden biri dogru 6birt yanlissa, 6nermemiz dog-
rudur. Her iki 6nermecik de yanlissa 6nermemiz yanlistir. Pe-
ki, ya her iki 6nermecik de dogruysa? O zaman da 6nermemi-
zin dogru oldugunu kabul edecegiz.

Yukaridaki 6rnekteki gibi “Gokyuzu mavidir” énermecigi-
ni p’yle, “Murat gazete okuyor” 6nermeciginiyse q'yle simgele-
yelim. O zaman, ikinci 6rnek olarak aldigimiz “Gdékyizi ma-
vidir veya Murat gazete okumaktadir” énermesi

p veyaq
olarak yazilir. “Veya” baglaci yerine v simgesini kullanirsak,
Onermemiz
pvq
olarak yazilir.

Yukarida gérdigumuz gibi p ve g 6nermeciklerinin dogru-
luk degerlerini biliyorsak, “p veya q” anlamina gelen p v q
onermesinin de dogruluk degerini bulabiliriz.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



p W pvq
yanlis yanhs yanhs
yanlis dogru dogru
dogru yanhs dogru
dogru dogru dogru
Goruldugi gibi p v g 6nermesi ancak ve ancak p ve q dner-
melerinden en az biri dogruysa dogrudur, yoksa yanlistir.

Uctincti Ornek. “Gokylizii mavidir” énermesinin olumsuzu
nedir? Bu 6nermenin olumsuzu “Gokyizd kirmizidir” degildir.
Bu 6nermenin olumsuzu

Gokyuzu mavi degildir
dir. Nasil x = 1 énermesinin olumsuzu x =2 6nermesi degilse,
“gokylUzi mavidir” 6nermesinin olumsuzu da “gokytzd kirmi-
z1”dir 6nermesi degildir. x = 1 6nermesinin olumsuzu x * 1 ol-
dugu gibi, “godkylzi mavidir” énermesinin olumsuzu “goékyu-
zU mavi degildir”dir.

Eger, “g6kylzi mavidir” énermesini p ile simgelersek, bu
Onermenin olumsuzu olan “gékylzi mavi degildir” énermesi

olarak simgelenir ve ap degil” veya “degil p” olarak okunur ve
bu 6nermeye “p’nin degillemesi” adi verilir.

—p 6nermesi ne zaman dogru, ne zaman yanhstir? Eger p
dogruysa —p yanhistir, eger p yanlissa —ip dogrudur. Dolayisiy-
la —p 6nermesinin dogruluk cizelgesini kolaylikla ¢ikarabiliriz:

P -P
yanlis  dogru
dogru yanhs

Dordiinct Ornek. Simdi su 6nermeyi ele alalim:
Cantamda iki kalem varsa, Ayse matematikgidir.
Cantamdaki kalem sayisiyla Ayse’nin meslegi arasinda ne-
densel bir iliski bulabilmek kolay degildir. Basta da soyledigim
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gibi 6nermeler mantiginda o6nermelerin anlamlan degildir
onemli olan; 6nemli olan bir énermeyi olusturan dnermecikle-
rin dogruluk degerlerinin 6nermenin dogruluk degerini nasil et-
kiledikleridir.

Onermemizi simgeler yardimiyla yazahm, p, “cantamda iki
kalem var” 6nermecigini, q ise “Ayse matematikg¢idir” énerme-
cigini simgelesin. Demek ki 6nermemiz

p ise q
demektedir. “Ise” sdzclugunu -> olarak simgeleyelim. O zaman
Onermemiz

P <
olarak yazilir. pveq 6nermelerinin dogruluk degerlerindenp -» q
6nermesinin dogruluk degerini ¢cikarmaya calisacagiz. Yani asa-
gidaki cizelgede, soru imlerinin yerine “dogru” ya da “yanhs”
degerlerinden birini -aklimiza en ¢ok yatani- koyacagiz:

P g p">q
yanlis  yanlis ?
yanlis  dogru ?
dogru yanlis ?

2

dogru dogru

Biraz dustnelim. Bu 6nerme, ne demektedir? Bu 6nerme
cantamda iki kalem varsa bir sey sOylemektedir. Yani ancak
cantamda iki kalem varsa bir baska gercekten s6z etmektedir.
Cantamda iki kalem yoksa bu énerme bize yeni bir bilgi vermi-
yor. Bu dnermeden, “cantamda iki kalem yoksa, Ayse matema-
tikgi degildir” onermesi ¢ikmaz. Cantamda iki kalem yoksa,
Ayse matematikci olabilir de olmayabilir de.

Bu 6nerme ne zaman dogrudur? Eger cantamda iki kalem
varsa ve Ayse gercekten matematikciyse, 6nermemiz dogrudur.
Ote yandan, cantamda iki kalem olmasina karsin Ayse mate-
matikci degilse, 6nerme yanlistir. Sanirim okurun sezgisiyle ce-
lismez bu yazdiklarim. Bulduklarimizi yukaridaki cizelgeye
yerlestirelim.
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p g P"NQ
yanlis  yanls }
yanlis  dogru
dogru yanhs yanhs
dogru dogru dogru

ilk okuyusta okurun o6nsezisiyle celisebilecek bir sey style-
yeyim simdi: Eger ¢cantamda iki kalem yoksa (yani p yanlissa)
Onermemizin dogru oldugunu varsayacagiz. Eger cantamda iki
kalem yoksa -Ayse matematikgi olsa da olmasa da- énermemiz
dogrudur! Baska bir deyisle yukaridaki cizelgedeki soru imleri
yerine “dogru” yazmaliyiz. Bu, okuru biraz sasirtabilir. Dola-
yisityla bu noktada okura bir agiklama borcluyum.

Her seyden 6nce sunu sdyleyelim: Eger cantamda iki kalem
yoksa, 6nermenin aldigi dogruluk ya da yanhslik degeri pek o
kadar da onemli degildiré. Onermenin degeri, ancak ¢antamda
iki kalem varsa dnemlidir, ¢iink(i ancak o zaman 6nerme bize
bir bilgi vermektedir. Dolayisiyla ancak o zaman 6nermenin
dogruluk degeri 6nem kazanmali ve cantamda iki kalem olma-
digi durum pek 6nemsenmemelidir. Bu vurgulamadan sonra
konuya geri déneyim.

Cantamda iki kalem olmadigini varsayip, “Cantamda iki
kalem varsa, Ayse matematik¢idir” énermesinin dogruluk/yan-
lishk degerini irdeleyecegiz. Bu énermenin neden dogru oldugu
varsayllmasi gerektigi konusuna aciklik getirmek istiyoruz.
“Cantamda iki kalem vardir” énermecigi yanhs. Ote yandan,
“Ayse matematik¢idir” onermecigi dogru da olabilir yanlis
da... Bu son dnermecigin yanhs oldugunu varsayalim o6nce.
Yanlis bir 6nermecikten nasil yanhs bir dnermecik cikabilir?
Bundan kolay ne var! 0 = 1 6nermeciginden gene 0 = 1 6ner-
mecigi ctkmaz mi? Cikar elbet. Demek ki yanlis bir 6nermecik-
ten bir baska yanlis 6nermecik ¢ikabiliyor... o =1 dnermecigin-

6 Yalan!
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den 0 =2 6nermecigi de cikabilir. Soyle cikar: 0 = 1 6nermeci-
gini altalta iki kez yazalim ve toplayalim! Yani sdyle bir akil
yuritme yapahm:

0=0+0=1+1=2.

Demek ki yukaridaki ¢izelgenin birinci satirinin son sttu-
nuna “dogru” yazilabilir, cink yanhs bir varsayimdan yanlis
bir ¢cikarim elde edebiliriz. Yazilabilir ama yazmali miy1z? Bu
soruyu daha sonraya birakalim.

“Ayse matematikc¢idir” 6nermecigi dogru da olabilir. Yan-
lis bir 6nermeden nasil dogru bir dnerme ¢ikabilir? Gene kolay!
Ornegin 0 = 1 6nermesinden 1 = 1 6nermesi ¢ikar. Soyle ¢ikar:
0 =1ise 1 =0 olur. Bu iki esitligi alt alta yazip toplayalim: is-
te 1 =1 esitligi! Demek ki yanlis bir dnermeden dogru bir 6ner-
me de elde edilebiliyor. Bertrand Russell’in bu konuda bilinen
bir anekdotu vardir:

Bir aksam yemeginde, Bertrand RusselFa yanlis bir 6nerme-
den nasil dogru bir 6nerme c¢ikarilacagdi sorulur.

- Ornegin, der soruyu soran muzip, eger 0 = 1 ise Papa ol-
dugunuzu kanitlayabilir misiniz?

Bertrand Russell omuz silkerek,

- Bundan kolay ne var, der. Eger 0 =1 ise 1 = 2 olur. Clnkd,
1 =1 esitligiyle o = 1 esitligini toplarsak, 1 = 2 esitligini buluruz:

1=1
+0=1
1-2

Demek ki 2, |’e esitmis. Simdi Papa’yla beni bos bir odaya
koyun. Odada kag kisi var?

- iki kisi elbette! diye yanitlar soruyu soran.

- Ama iki bire esit. Demek ki odada bir kisi var. Papa’yla
ben... Yani ben Papa’yim...

Bu aciklamalar aslinda p yanlis oldugunda, p -» q 6nerme-
sinin dogru olmasi gerektigini géstermiyor, yalnizca dogru ola-
bilecegini gosteriyor.
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Konuya aciklik getirecedi kadar akil karistirabilecek bir 6r-

nek vereyim. Asagidaki 6nermeyi ele alalim:
Eyfel Kulesi Londra’daysa,
0 zaman Eyfel Kulesi Afrika’dadir.

Eyfel Kulesi Paris’te oldugundan, “Eyfel Kulesi Londra’da”
Onermesi yanlistir. Dolayisiyla “Eyfel Kulesi Londra’daysa, o
zaman Eyfel Kulesi Afrika’dadir” 6nermesi dogru olmali. Ama
Eyfel Kulesi Londra’da olsaydi, ayni énerme yanlis olur. Yani
bu 6nermenin dogruluk degeri Eyfel Kulesi’nin bulundugu ye-
re gore degisir. Ote yandan,

Eyfel Kulesi Londra’ya tasinsa,

0 zaman Eyfel Kulesi Afrika’da olurdu
onermesi yanlistir. Cunkt Eyfel Kulesi’ni biri gercekten tasiyip
Londra’ya getirse bile, Eyfel Kulesi Afrika’da olmaz.

Yukardaki 6nerme Eyfel Kulesi Paris’te oldugu siirece yan-
listir!

Eger p ve g 6nermelerinin ikisi birden yanlissa, p —q Oner-
mesinin dogru olmasi gerektigini sdyle anlayabiliriz. Biraz dusu-
niince, “p ise q” d6nermesiyle “q degilse p degil”, daha simgesel
yazilimla “-iq ise —p ” 6nermesinin mantiksal olarak esdeger ol-
duklarinin anlasiimasi lazim, bu 6nermelerden biri dogruysa
digeri de dogru olmali Nitekim eder p’nin dogrulugu g’niin
dogrulugunu gerektiriyorsa, o zaman ¢ yanlis oldugunda p
dogru olamaz, yani q yanlis oldugunda p de yanlis olmali. Ve
bunun diger yoni de dogru: g yanlhs oldugunda p de yanlissa,
0 zaman p dogruysa q yanlis olamaz, yani dogru olmali.

Demek kip g 6nermesiyle —q ——p 6nermesi mantiksal
acidan esdegerdir. EGer p ve q yanlissa, —p ve —q dogru olduk-
larindan, daha 6nceki tartismadan ->q ——p 6nermesi dogru ol-
mali, dolayisiyla p — q 6nermesi de dogru olmalil!

6 Bu son iki paragrafta yazilanlari Yusuf Unli'ye borgluyuz. Kendisine tesekkii-
rar borg bilirim.
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p — g 6nermesinin dogruluk cetvelinin bu asamada durumu
soyle:

p g P-*qQ
yanlis  yanlis dogru
yanhs dogru >

dogru yanhs vyanlis
dogru dogru dogru

Sira, p yanhs, q dogru oldugunda p —q 6énermesinin dogru
olmasi gerektigine okuru ikna etmeye geldi...

Bir 6nceki yontemi bu duruma uygulamaya calisirsak bir
kisir dongi elde edecegimizi okur gérmeli: p —» ¢ 6nermesinin
birinci 6nermecigdi (p) yanlis ve ikinci 6nermecigi (q) dogruysa,
bu 6énermeye mantiksal olarak esdeger olan -1g —— 6nerme-
sinin birinci 6nermeci@i (-.q) yanhlis ve ikinci énermecigi (—p)
dogru olur ve basladigimiz noktaya geri déneriz... Baska bir ik-
na yolu bulmaliyiz.

Su yolu deneyelim: Efer q dogruysa, p dnermesi dogru da
olsa, yanlis da olsa p —q 6nermesi dogru olmali, ¢cinkd ne de
olsa sonug (yani q) dogru! Eger sonu¢ dogruysa, sonuca dogru
ya da yanhis bir 6nermeden ulastigimiz kimin umurunda!

Sonug olarak p — q 6nermesinin dogruluk cetveli sdyledir:

P pP™q
yanlis yanhs dogru
yanlis  dogru dogru
dogru yanhs vyanlis
dogru dogru dogru

p — q 6nermesinin dogruluk cetvelinin bdyle olmasi gerek-
tigine okuru ikna etmek icin son olarak su yolu deneyelim. Bi-
raz dustinince, “p ise q” 6nermesinin su anlama geldigi anlasi-
lacaktir: p ya yanhstir ya dogrudur, ama e@er p dogruysa ¢ de
dogrudur. Bu son cimleyi soyle de ifade edebiliriz: Ya p yanhs-
tir ya da g dogru. Eger buna ikna olmussaniz, p yanhs oldugun-
da ya da q dogru oldugunda p -» ¢ 6énermesinin dogru olmasi
gerektigine ikna olmaniz gerekir.
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Bu kadar agiklama yetmeli. Eger aciklamalar okuru doyur-
madiysa, okur kitapta ilerledik¢e bunun bdyle olmasi gerekti-
gine inanacaktir.

Gorualdagi gibi p — q 6nermesi ancak ve ancak p dogru
olup da q yanlis oldugunda yanlistir. Yoksa dogrudur.

p -» g 6nermesinin degillemesi (tersi, zit anlamlisi, karsit
anlamlisi) Uzerine kafa yoralim, p ==q 6nermesinin “p ise q”
anlamina gelmesini istiyoruz, “p ise q” timcesinin tersi nedir?
Bu tiimcenin degillemesi up degilse g’dir” degildir, “p degil,
demek ki g de degdil” de degildir. Gunluk tartismalarda bu
“mantik yanlis1” sik sik yapilir. Bu ylzden bu konuya biraz
egilmek yerinde olur. Ornegimizi ele alalim. Ornegimiz,

Cantamda iki kalem varsa, Ayse matematikcidir
demektedir. Bu timcenin degillemesi

Cantamda iki kalem yoksa, Ayse matematik¢i degildir
degildir.

Ayse matematikci degilse, cantamda iki kalem yoktur
da degildir. Bu timcenin degillemesi

Cantamda iki kalem olmasina karsin,
Ayse matematikci degildir
timcesidir.

Gunluk konusmada ya da yazismada ya da matematik disi
konularda yukardaki mantik gecerli olmayabilir. Ornegin
“Her erkek askere gider” 6nermesi, mantiksal olarak kadinlar
icin bir sey sdylememektedir. Ote yandan hukukta bu boyle de-
gildir. Eger yasada “her erkek askere gider” yaziyorsa, bundan
kadinlarin askere gitmedikleri ¢ikar.

Besinci Ornek. Yukarida, 6nermeleri a , v, — “eklem”leriy-
le birlestirilebilecegimizi ve bir énermenin 6nlne -1 simgesini
koyabilecedimizi gorduk. Bu simgelerin bircogunu ya da hepsi-
ni birden bir 6nermede kullanabiliriz. Ornegin,

pvg
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Onermesinde hem —hem v simgelerini kullandik. Bu 6nerme
—ip veya q
ya da, baska bir deyisle,
ya—pyadaq
demektedir. Gene bir baska deyisle,
ya p deg@il ya da g

demektedir. EGer p ve g 6nermeleri yukaridaki gibi, sirasiyla,
“gOkyuzi mavidir” ve “Murat gazete okumaktadir” énermele-
rini simgeliyorsa, o zaman —p v q 6nermesi

Ya gokyuzU mavi degildir ya da Murat gazete okumaktadir
anlamina gelmektedir.

—p v q 6nermesi ne zaman dogrudur? ikinci érnekte gordii-
gumulz gibi 1p v q 6nermesi ancak ve ancak —p ve q 6énerme-
lerinden en az biri dogruysa dogrudur. Yoksa yanlistir. Bunu
bir cizelgeyle de bulabiliriz. ilk iki siituna p ve q 6nermelerinin
alabilecekleri buitiin degerleri yazalim. Ugtincii siituna —p 6ner-
mesinin degerlerini, dérdiinci situnaysa -ip v q 6nermesinin
degerlerini yazalim:

p g -p "pvq
yanlis yanlis dodru dogru
yanlis dogru dogru dogru
dogru yanhs vyanhs vyanls
dogru dogru yanhs dogru

Birinci situnda p'nin degerleri verilmis. Dolayisiyla tgiincu
sutuna gelebilecek degerler belli. E§er p dogruysa tglncl sttu-
na “yanhs” yazdik. Eger p yanlissa bu sttuna “dogru” yazdik.
Son sutundaki deg@eri bulmak icin ikinci ve tGg¢linct sutunlardan
yararlandik. Eger herhangi bir siranin ikinci ve tglncu deger-
lerinden en az biri “dogru” ise, son deger “dogru” olmali; yok-
sa “yanhs” olmal.

Yukaridaki gizelgeden t¢linct sttunu atarsak —p v q 6ner-
mesinin degerlerini daha kolayca goérebiliriz:
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p g -pvq
yanlis yanhs dogru
yanlis dogru dogru
dogru yanhs vyanhs
dogru dogru dogru

Goruldugu gibi —+p v g 6nermesinin dogruluk degerleriyle
p -» q 6nermesinin dogruluk degerleri ayni. Her iki 6nerme de
ancak p dogru olup da g yanhs oldugunda yanlis; aksi halde
her iki 6nerme de dogru. Bu durumda bu iki 6énermenin esde-
ger olduklarini soyleyecegiz. Esdegerlik kavraminin tanimini
ileride matematiksel olarak verecegiz.

Asagida p a q 6nermesiyle esdeger bir baska énerme bula-
cagiz.

Altinct Ornek. Su énermeyi ele alahm:
-1(-1p v -1q).
Bu 6nermeyi Turkce'ye cevirmek pek kolay degil. Deneyelim:
“Ya p degil ya q degil” degil!
Bir baska deyisle, bu 6nerme
Hem p hem g
ya da
pveq
anlamina gelmektedir. Okur bunu kuskuyla karsilayabilir. Ma-
tematik yaparak okuru inandiracagimi santyorum.

-1(-1p v -1q) 6nermesinin dogruluk cizelgesini ¢izelim. Tlk iki
sutuna pweq 6nermelerinin alabilecekleri tim degerleri yazahm.
Sonraki iki stitunaysa —p ve —g 6nermelerinin degerlerini... Or-
negin —p 6nermesinin degerini bulmak igin p dnermesinin aldigi
degere bakariz. Besinci siituna —p v —q 6nermesini, altinci sttu-
naysa —{—p v —g) 6nermesinin aldigi degerleri yazacagiz.
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0 g P g Vi ->($v-0)
yanlis yanlis dogru dogru dogru yanhs
yanlis dogru dogru yanhs dogru yanlig
dogru yanhs vyanhs dogru dogru yanlis
dogru dogru vyanhs yanlis yanlis dogru

Ucuincii sutun icin birinci siitundan yararlandik. Eger birin-
ci situnda “dogru” yaziyorsa uUgunci stituna “yanlhis” yazdik.
Eger birinci situnda “yanlis” yaziyorsa Uglncl sUtuna “dog-
ru” yazdik.

Dordunct sttun igin ikinci sUtundan yararlandik. Eger
ikinci sttunda “dogru” yaziyorsa doérdincu sttuna “yanlis”
yazdik. Eger ikinci situnda “yanlis” yaziyorsa dordiinci sttu-
na “dogru” yazdik.

Besinci sttun icin tg¢lincl ve dordinct sutunlardan yarar-
landik. Herhangi bir siranin tglinct ve dérdinci sdtunlarinin
en az birinde “dogru” yaziyorsa, son sttuna “dogru” yazdik.
Yoksa *“yanlis” yazdik.

Altinci sttun icin besinci sttundan yararlandik. Altinci suU-
tun besinci sttunun degillemesi oldugundan, besinci situnda
yazili olan degeri ters cevirdik; érnegin besinci situnda “dog-
ru” yaziyorsa altinci sttuna “yanlis” yazdik.

Yukaridaki cizelgenin tg¢incl, dérdinci ve besinci sttunla-
rini atalim:

P —Hbv -<)
yanhs yanlis yanlis
yanlis  dogru yanlis
dogru yanhs yanlis
dogru dogru dogru

Goruldugu gibi -i1(-1p v —q) 6nermesiyle p a g 6nermesinin

dogruluk degerleri ve cizelgeleri tipatip ayni. Dolayisiyla bu iki
onerme birbirine esdegerdir.
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Yedinci Omek. Biraz daha karmasik bir dnerme ele alahm,
Gokyuzi maviyse Murat gazete okumaktadir ve gokyizi ma-
vidir; demek ki Murat gazete okumaktadir.

Onermesini. Bu énermenin mantigiz dogrudur. Eger
gokylzid mavi oldugunda Murat gazete okuyorsa
ve eger
gokyizu gercekten maviyse,
0 zaman
Murat gazete okuyordur.

Dikkat ederseniz burada Murat’in gazete okudugunu soyle-
miyoruz. Ancak ilk iki 6énermecik dogru varsayildiginda Mu-
rat’in gazete okudugunu soyltyoruz. Dogru varsaydigimiz o iki
onermecik,

1) Gokyuzi mavi oldugunda Murat gazete okumaktadir,

2) Gokyuzi mavidir.

Onermecikleridir. Bu iki dnermecik dogruysa, o zaman énerme-
miz Murat’in gercekten gazete okudugunu sdyliyor, p, “gok-
yuzl mavidir” énermesini; g, “Murat gazete okuyor” énerme-
sini simgelesin. O zaman “gokyizi maviyse Murat gazete oku-
yor” énermesini “p —>qn olarak yazabiliriz. Dolayisiyla yuka-
ridaki 6nerme soyle yazilabilir:

Eger p —q ve p ise, q olur.
“Ve” baglaci yerine, yukaridaki gibi, a simgesini kullanalim. O
zaman 6nermemizi,

(P *4)AP) 4

olarak yazabiliriz. Bu 6nermenin dogruluk de@erini, p ve g’niin
dogruluk degerine gore bulabiliriz. Ornegin p’nin yanlis, g’niin
dogru oldugunu varsayalim. O zaman, doérdlnci 6rnekte de
gordugumuz gibi

7 Burada “mantik” sdzcuguniu hepimizin sezinledigi ¢ok genel anlamda kullani-
yoruz.
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Onermesi dogrudur. Ama p 6énermesi yanlis oldugundan
(p->q) ap
Onermesi yanlistir (birinci 6rnek). Bu 6nerme yanlis oldugundan,
{(p-*q) Ap) —=q
onermesi dogrudur (dérdincl 6rnek).
Onermemizin dogruluk cetvelini ¢ikaralim.

P g P>q P>Dap (P D=p) g
yanlis yanlis dogru yanlis dogru
yanlis dogru dogru yanlis dogru
dogru yanhs yanhls yanlis dogru
dogru dogru dogru dogru dogru

Demek ki p ve g 6nermeciklerinin dogruluk degeri ne olur-
sa olsun, ((/=»() a p) —» g 6nermesi dogru, ilerde bu gibi 6ner-
melere hepdodru adini verecegiz.

Sekizinci Omek. Simdi de
Murat, ancak ve ancak gokyuzi maviyse gazete okumaktadir
onermesini ele alalim. Murat’in gazete okumasiyla gokyuzu-
nin maviligi arasinda ¢ok yakin bir iliski oldugu séylenemez.
Bu bizim icin hi¢ 6nemli olmayacak. Dedigimiz gibi énermele-
rin anlamlariyla ilgilenmeyecegiz. Ayni 6énermenin bir esanlam-
lisi (ama aynisi degil) soyledir:

Gokyuzl, ancak ve ancak Murat gazete okuyorsa mavidir.

Bu drnekteki 6nermemizin dogru olabilmesi icin ya her
iki 6nermecigin yanlis ya da her iki 6nermecigin dogru olma-
si gerekiyor.

Onermeciklerimizi p ve q olarak simgeleyelim. O zaman
Onermemiz

p ancak ve ancak q
bicimini alir. “Ancak ve ancak” baglaci <>olarak simgelenir.
Dolayisiyla 6nermemiz
pP~q

olarak yazilir. Bu 6nermenin dogruluk ¢izelgesi séyledir:
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p i pHg
yanlis yanlis  dogru
yanlis dogru  yanhlis
dogru vyanhis  yanhs
dogru dogru dogru

Sonug. Goruldugu gibi 6nermelerin anlamlariyla, icerikle-
riyle pek ilgilenmedik. Bir ya da birka¢ énermenin hangi ek-
lemlerle/baglaclarla birbirleriyle nasil baglandiklariyla ilgilen-
dik daha cok. Kullandigimiz eklemler ve simgeleri sunlardi:

ve a
veya/ya..ya... \%
degildir -1
ise —
ancak ve ancak <»

Dikkat edilmesi gereken bir baska nokta da su: Her gtin kul-
landigimiz Turkgede yazilmis “gokylzi mavidir” ve “Murat ga-
zete okuyor” gibi basit dnermeler yerine p, q gibi simgeler koy-
duk. Boylece 6nermeleri anlamlarindan soyutlamis olduk. Bu ba-
sit 6nermeler yalnizca “dogru” ya da “yanlis” degerlerini alan
simgeler oluverdiler birden. Burada yaptigimiz, cebirde herhangi
bir saylya x ya da y demekten pek farkli degil.

Onermeler manti§i Uzerine tartismayi burada kesiyoruz.
Bundan boéyle konumuz matematik. Dileyen okur s’inci bo-
limdeki bilmecelere hemen simdi gdzatabilir.

Alistirmalar.

1.1. Asagidaki timcelerden hangileri, bu bélimde tanim-
landig§1 anlamda, 6nermedir (ya da biraz hosgoriyle nerme sa-
yilabilir)?

“Kuzey kutbu glineydedir.”
“Belki gelirim.”
“Bu kitabin her satirint okudum.”
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“2+2=3."
“Ozur dilerim.”
“Dun okula gittin mi?”
“Cebimde 2 lira var.”
“Cok ayip ettin.”
“Kisirhk genetiktir.”
“Yalan sOylemek dogru degildir.”
“Dun dunddr, bugin bugun.”
1.2. Bu bdlimde 6grendiginiz simgeleme yontemini kullana-
rak asagidaki 6nermeleri bicimsel olarak yazin:
“Murat gazete okuyorsa gokyuzi mavidir.”
“Tavuk yumurtasini severim ama (ve)
kaz yumurtasini sevmem.”
“Olmak ya da olmamak.”
“Mag, ancak ve ancak hava glizelse oynanacak.”
“Murat gazete okuyorsa gokyuzi mavi degildir.”
“Murat gazete okumuyorsa ve glines batmissa
0 zaman gokyuzu mavi degildir.”
1.3.p veq, sirastyla, 2 +2 =4 ve 2 + 3 =4 6nermelerini sim-
gelesinler. Su 6nermelerden hangileri dogru, hangileri yanlistir:
-ip, -1(-1p), p v -ip, pa q, pv g, (NP v d, ~(P v @), -,(-p v -<?),
-{paa)p @?
1.4. Yukaridaki 6nermelerin dogruluk cizelgelerini ¢ikarin.
1.5. Asagidaki timcelerin degillemelerini bulun:
“Ayse Murat’l, Murat’sa Nilgln’i seviyor.”
“Elektrik, 1945 yilindan 6nce bulunmustur.”
“Adamin yalnizca bir gdzi kordu.
“iki kere iki ya dorttir ya da bes”
“Deliye her gun bayram.”
“Her erkek askere gider.”
1.6 . 6 'ncl bolumun alistirmalarini yapin.
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2. Alfabe ve Sozcukler

2.A. ALFABE

er yazilan dilin alfabesi oldugu gibi, 6nermeler mantigi-

H nin da bir alfabesi vardir. Bir 6nceki bolimde kullandi-
gimiz simgeleri animsayalim. Bir 6énceki bélimde —ve

—diye iki simge kullandik. Bu iki simgeyi alfabemize katalim.
Baska hangi simgeleri kullandik? Ayraclar (parantezler) kullan-
dik: acan ayrac¢ “(” ve kapatan ayrag Bu dort simgeden bas-
ka, v, a, <»simgelerini de kullandik. Ancak- bu ¢ simgeyi alfa-
bemize katmayacagiz, ilerde bunlara gerek olmadigini gérecegiz.

Simdilik alfabemizde dort simge var:

—»

(
)

simgeleri. Bu simgelerle “eski” (yani daha 6nce bulunmus, insa
edilmis) dnermeleri belli kurallara uyarak yanyana koyup yeni
onermeler Uretecegiz. Ornedin p ve q birer 6nermeyse,

(/>><?)
sdzcugunun de bir 6nerme oldugunu sdyleyecegiz. Ama simdi-
lik elimizde hi¢c 6énerme yok. Elimizde hi¢ 6nerme olmadigin-
dan yeni dnermeler Uretemeyiz. Demek ki yeni 6nermeler elde
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etmek icin alfabemizde birkac¢ basit 6nerme olmali. Bu basit
onermelere temel 6nerme adini verecegiz. Kag temel dnerme ol-
mah? Onerme sayisinda sikinti cekmemek igin sonsuz sayida
temel 6nerme alacagiz. Bundan boyle

Pg>Pu P2>p3> —
simgelerini alfabemize katalim.

Tanim. Onermeler mantiginin alfabesi
—) —>i )j pQ Pl, @>P3> ==
simgelerinden olusur. p0, p], p2, ... simgelerine temel 6nerme adi
verilir. —, kosulluk eklemi; —+ise degilleme eklemidir ve
“)” simgelerine sirasiyla acan ve kapatan ayraclar adi verilir.

Bu simgelerin birbirinden ayri simgeler oldugunu kabul et-
tigimizi, 6rnegin “p1 = )” gibi bir esitligin dogru olmadigini,
sdylememe bilmem gerek var mi?

2.B. SOZCUK
Onermeler mantiginin alfabesini tanimladik. Simdi sira
onermeler mantiginin sézctklerini tanimlamaya geldi. Aslinda
her alfabenin sozcikleri ayni bicimde tanimlanir: Alfabenin
sonlu sayida simgesi yanyana geldiginde bir s6zciik olusur. Or-
negin alfabemiz a ve b simgelerinden olussaydi, bir, iki ve Ug¢
simgeli s6zclklerimiz s6yle olurdu:
a, b
aa, ab, ba, bb
aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb
Bizim alfabemiz
—, (, ), POsP\1 PI-, Pil —
simgelerinden olusuyor. Dolayisiyla konumuz olan 6nermeler
mantiginin sézciikleri bu simgelerle yazilir. Ornegin asagidaki-
ler 6nermeler mantiginin sézcukleridir:
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(PI P2)
P\ 22
P23
—P1
( P3
((H

PiPoi

~PlI P2

P\PIP\
Asagidakilerse dnermeler mantiginin sézcukleri degildir,

cunki her birinde alfabemizde olmayan bir harf (ya da simge)
vardir:

P

pP->q

P\ APz

(Pl Ap2)

X 2
(ilerde gorecegimiz Uzere ilk dort satir, dnermeler mantiginda
yazilmis sozciklerin kisaltmalari olacaklar, dolayisiyla sdzcuk
sayilacaklar ama simdilik sdzcuk degiller).

Onermeler mantiginin her sézcudu bir 6nerme degildir. Bir
sonraki boliumde yukaridaki sézcuklerden yalnizca birincisi-
nin, yani “{p\ —» P1V sdzcugunun, bir dnerme oldugunu gore-
cegiz. Ancak okur simdilik bu konuyla ilgilenmemelidir. Su an-
da konumuz 6nermeler degil sézctkler. Bir s6zcik matematik-
sel bir nesnedir: Alfabeyi olusturan simgelerden sonlu tanesi
yanyana gelir ve bir s6zctk olusur. Sézcuklerde anlam aran-
mazl. iki sézcik, ancak ve ancak birbirinin tipatip aynisiysa
birbirine esittir. GUnluk yasamdan bir benzetme yapalim: Turk
alfabesiyle yazilmis “fakat” ve “ama” stézcUkleri birbirine esit
degildir, yalnizca esanlamhidirlar.

1 Burada matematik yapiyoruz. “S6zcik” kavraminin matematiksel taniminda
anlam aranmaz. Elbette Tiirkce ya da ingilizce sozciiklerin anlamlari vardir.
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Tanim. Bir alfabede yazilmis sézclikler, o alfabenin simge-
lerinin sonlu tanesinin yanyana dizilmesinden olusurlar. Oner-
meler mantiginin sézcukleri,

— —+{ ) Pq, P\, P2>P3»
simgelerinden sonlu tanesinin yanyana dizilmesinden olusurlar.

Bir alfabede yazilmis bir sézcliglin uzunlugu2, o sdzcikte
kullanilan simge sayisi olarak tanimlanir. Ornegin eger alfabe-
miz a ve b simgelerini iceriyorsa, aabbbab sézcigunin uzunlu-
gu 7°dir. Her alfabenin uzunlugu 0 olan ortak bir sézctgt var-
dir. Bu sdzcige bossézclk denir ve bossdzcuk, () simgesiyle
gosterilir.

Hi¢ simgesi bulunmayan bir alfabenin bir tek s6zcugu var-
dir: bossozcuk. Obur bitin alfabelerin sonsuz sayida sozcugi
vardir.

Bir alfabede yazilmis iki s6zctigl yanyana koyarak yeni bir
sozcuk elde edebiliriz. Ornegin, alfabemiz aveb simgelerinden
olusuyorsa, aba ve bba sozcuklerini (bu sirayla) yanyana geti-
rerek ababba sozcugunu elde ederiz. EGer p = aba ve q = bba
ise, elde edilen ababba sézctgu pq olarak yazilr:

pg =ababba.
pg’nun her zaman gp’ye esit olmadigina dikkatinizi ¢ekerim
(yukaridaki 6rnekte esit degiller). pq s6zcugine, p ile q"'nlin
carpttnt da denilebilir. Herhangi bir p s6zctguyle bossézctgin
carpimi gene p’dir:

P() =P =P-

pg sdzcugunin uzunlugu elbette p ve g sézcuklerinin uzun-
luklarinin-toplamina esittir. Onermeler mantiginin alfabesinde
yazilmis s6zciiklerin uzunlugu da ayni bicimde tanimlanir. Or-
negin, pl1? p23? p1994 ve sozcuklerinin uzunluklari | ’dir.
“(->Po)” sOzcugunin uzunlugu 4’tdr. sdzclugunin
uzunlugu 5tir.

2 “Uzunluk” kavraminin daha matematiksel bir tanimini ilerde verecegiz.
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Alistirmalar. Asagidaki alistirmalar kitabin 6bur bolumleri-
ni anlamak icin gerekli degildir. Zorlanan okur atlayabilir.

TUmevarim yodntemiyle kanitlamasini bilmeyen okur Kimi
alistirmalari yapmakta guclik c¢ekebilir. Tamevarimla kaniti
ilerde anlatacagiz (Bolim 4). Dileyen okur, o bolimu okuduk-
tan sonra yapamadigi alistirmalara geri donebilir.

2.1. Alfabemiz a ve b simgelerinden olusmus olsun. Orne-
gin aabbbab ve ababab bu alfabede yazilmis birer sézcuktdrler.
Bu alfabede 16 tane uzunlugu 4 olan s6zctk vardir. Bu s6zcUk-
leri siralayin. Genel olarak uzunlugu n olan 2” s6zctik oldugu-
nu kanitlayin.

2.2. Alfabemizde ra tane simge varsa, n uzunlukta mn tane
sdzcuk oldugunu kanitlayin.

2.3. Alfabemiz a ve b simgelerinden olussun, n tane a, ra ta-

ne b kullanarak bu alfabede

frh+mA

{ n)

tane s6zclk yazilabilecegini kanitlayin3.

2.4. Alfabemiz a ve b harflerinden olussun, pa =ap esitligi-
ni saglayan tim p sdzciklerini bulun.

2.5. Bir alfabede yazilmis her p ve q s6zcugu i¢in, pg =qp
esitligi dogrudur. Bu alfabe Uzerine ne diyebilirsiniz?

2.6. Alfabemiz yine a ve b simgelerinden olussun. Bu alfabe-
de yazilmis bir sozciikte her a simgesinden hemen sonra en az iki

b simgesi bulunuyorsa o sézcuge (yalnizca bu alistirmada) anlam-

3 Bu sayilar Sayma adli kitabimizda tanimlanmislardir.
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Il sozcik diyelim. Ornegin b, bb, abb, bbb, abbb, babb, bbbb,
abbbb, babbb, bbabb, bbbbb, abbbbb, babbbb, bbabbb, bbbabb,
abbabb, bbbbbb bu alfabeyle yazilmis anlamli sézctklerdir.
Bossdzcuk de anlamli bir sézctktir.

Simdi bir baska alfabe ele alalim. Yeni alfabemiz bvec sim-
gelerinden olussun, {b, c} alfabesinde yazilmis bir s6zclkte yer
alan her ¢ simgesi yerine abb sdzctugtnu koyarsak, {a, b} alfa-
besinde yazilmis anlamli bir sézclk elde ederiz. Bunun tersi de
dogrudur: {a, b} alfabesinde yazilmis her anlamli s6zctkte bu-
lunan her abb dizisi yerine c'yi koyarsak, {b, c} alfabesinde ya-
zilmis bir s6zcik elde ederiz.

Bunu kullanarak s harfli anlamh sézctk sayisini bulun.

2.7. Alfabemiz Turk alfabesi olsun, Turkcede anlami olabi-
lecek sozcukleri tanimlamaya c¢alisalim. Asagidaki kurallara
uyan sozctklere anlamli diyelim;

a) iki sesli harf anlamh bir sézcikte yanyana gelemez.

b) Dort sessiz harf anlamli bir s6zclkte yanyana gelemez.

C) 4, 1, 0, u harflerinden herhangi biri, e, i, 8, U harflerinden
herhangi biriyle ayni anlamli s6zctikte yer alamaz.

d) Anlamli bir s6zcUk g ya da lile baslayamaz, b, d ve c ile
bitemez.

Bu kurallara yenilerini ekleyerek (ve dilerseniz yukaridaki-
lerini degistirerek) Turkge sozciklere yaklasmaya calisin.

2.8. Alfabemiz {a, b, ¢jtl, b~1} olsun. Anlaml bir s6zctgu
soyle tanimlayalim:

a) a ve a-1 yanyana bulunamazlar.

b) b ve 6_1 yanyana bulunamazlar.

Uzunlugu 0, 1, 2, 3, 4 olan anlamli s6zctkleri bulunuz.

2.9. Alfabemiz yukaridaki gibi. Anlamli s6zclk tanimina
yeni bir kosul daha koyuyoruz:
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c) iki b yanyana bulunamazlar.
Uzunlugu 11 olan kag¢ anlamli s6zcuk vardir?

2.10. Alfabemiz a ve b harflerinden olussun. Bu alfabede
yazilmis her sézcugu bir ve bir tek dogal sayiyla esleyebiliriz,
yani her sdzctige bir say verebiliriz, baska bir deyisle her soz-
cigu kodlayabiliriz. Bunu yapmak igin asal sayilari kullanaca-
giz. Bir drnekle gosterelim, abbaaaba sézcuguni

21325271111131172191

sayisiyla esleyecegiz. Bu saylyi sdyle elde ettik: S6zcugumuzin
birinci simgesi icin birinci asal sayiy! yani 2'yi kullandik. Birin-
ci simge a oldugu ic¢in, 2 'nin birinci Gsstn aliyoruz, ilk simge
b olsaydi, 2 ’nin ikinci Usstni alacaktik, ikinci simge icin ikin-
ci asall, yani 3’0 kullandik, ikinci simge b oldugu i¢in, 3’ln
ikinci Ussunl aldik. Genel olarak n inci simge icin n inci asal
kullanilir. Bu simge a ise, asalin birinci Ussd, b ise ikinci Ussu
alinir. Boylece her stzcik bir baska dogal sayiyla eslenir.

bbb, baba sézctklerinin bu yéntemle kodlarini bulun.

Her dogal say! bir s6zcugiun kodu degildir. Hangi dogal sa-
yilar sézcuklerin sayilaridir?

2.11. Yukaridaki sdzcugu 2°31517011013017119°232, yani
3-5-17-232 olarak kodlayan yontemi agiklayin. Yukaridaki
kodda 232 sayisinin énemini aciklayin.

2.12. Gene ayni sbzcugu, abbaaaba sézcugunu ele alalim.
Yeni yontemde bu s6zciije 283°517011013017019123° sayisini
verecegiz. Bu saylyl bulmak icin gene asallardan yararlandik,
ancak birinci asali s6zctgun uzunlugunu belirtmek icin kullan-
dik. Ondan sonraki asallarla simgeleri belirttik, a simgesi i¢in
sifirinci Ussl, b simgesi icin birinci Usst aldik. Bu sayllama y6n-
temiyle (), a, aa, b, ba ve baa sozcuklerinin sayilarini bulun.
Hangi sayilarin bir sézctigiin sayisi olabilecegini bulun.
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3. Onerme

nermeler mantiginin 6nermelerle, yani dodru ya da
O yanlis olabilecek tiimcelerle ugrastigini birinci bélimde

sdylemistik. Ayrica, dnermeler mantiginda, dnermele-
rin anlamlarinin degil, bir énermeyi olusturan 6nermeciklerin
dogruluk ve yanlislik agisindan birbirleriyle olan iliskilerinin
onemli olduguna da deginmistik. Dolayisiyla énermeler manti-
ginin konusu olan “énermeler” oldukga soyut nesneler olmali.
Bu boélimde, bizi ilgilendiren 6nerme kavraminin matematiksel
tanimini verecegiz.

Bir dnerme her seyden 6nce dnermeler mantiginin alfabe-
sinde yazilmis bir soézcuktir. Ancak énermeler mantiginin alfa-
besiyle yazilmis her sézcik bir énerme degildir. Bir sézcugin
Onerme olabilmesi i¢in birtakim kurallara uymasi, birtakim ko-
sullari yerine getirmesi gerekmektedir.

Temel dnermeleri ikinci b6lumde tamamlamistik.

R>PIf A>Pil —
simgelerinin her biri bir temel dnermedir. Temel 6nermeler
Onermedirler. Temel dnermelerden baska dnermeler de vardir.
Simdi 6nerme kavraminin matematiksel tanimini veriyoruz:
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Tanim, (i) Her temel énerme bir 6nermedir.

(ii) Eger p bir énermeyse, (—p) de bir énermedir.

(iii) EGer p ve q birer 6nermeyse, (p —q) de bir énermedir.

(iv) Her 6nerme, énermeler mantiginin bir sézcugudir ve
o6nermeler mantiginin bir sézcugu ancak yukaridaki kurallar
sonlu defa uygulanarak elde edilmisse bir énermedir.

-1 ve —>simgelerine eklem, (ve ) simgelerine de ayra¢ ya da
parantez adi verilir.

Yukaridaki tanim “tmevarim” yontemiyle yapilmis bir ta-
nimdir, yani 6nerme kavrami basamak basamak tanimlanmis-
tir. Once en basit 6nermeleri tanimladik (temel 6nermeleri),
sonra bu basit 6nermelerden yola ¢ikarak daha karmasik déner-
meler tanimladik (ikinci ve Ucinct kurallarin yardimiyla.) Bu
tanimdaki kavrami daha iyi anlayabilmek icin hemen birkag
ornek verelim.

Pi kural (i)’e gore bir dnermedir.
p2 kural (i)’e gbre bir 6nermedir.
(P P1) kural (iii)’e gore bir dnermedir.
(—p1) kural (ii)’ye gére bir 6nermedir.

((p1 -» p1) -» (—Pr1))  kural (iii)’e gore bir dnermedir.

Bu Ornegin her satirini ayri ayri acgiklayalim.

Birinci ve ikinci satirlar: pi ve p2temel énermedir. Dolayi-
siyla kural (i)’e gbre pxve p2birer 6nermedir.

Uctincii satir: p™ ve p2nin 6nerme olduklarini biliyoruz.
Kural (iii)’e gore, (pt-> p2) de bir 6nermedir.

Dordunci satir: p{in bir dnerme oldugunu biliyoruz. Kural
(ii)'ye gore (-1pX) de bir dnermedir.

2 “Tumevarimla kanit” ydntemini birka¢ sayfa ilerde agiklayacagiz. “Tumeva-
rimla tanim” yonteminin “timevarimla kanit” ydnteminden pek bir farki yok-
tur ama dileyen okur “timevarimla tanim” yénteminin agiklandigi Sayma ad-
Ii kitabimiza basvurabilir.
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Besinci satir: p = (pa->p2) ve q = (-1 p1) olsun. Uglincii ve
dordiinci satirlardan p ve g’ntin birer 6nerme olduklarini bili-
yoruz. Kural (iii)’e gbére (p—»q) de bir 6nermedir. Eger p ve ¢
yerine sirasiyla (pl — p2) ve (-. p{) koyarsak,

(Pl P1) ~ (~>P1))
elde ederiz. Demek ki bu sézcuk bir dnermedir.
Birka¢ 6nerme Ornegi daha verelim.
(-H>0))
H-(-P1)))
(P P1)
((P1 *P1) Po)
PI199S
=P =e)

Ote yandan asagidaki sozciikler 6nerme degildir:
P1P2
(P1)
Pi
PIAPI

Pl PI
(ilerde son Ug s6zcugu 6nerme yerine -kisaltma amaciyla- kul-

lanacagiz.)

Bilesik Onerme, Altonerme. Temel olmayan énermelere bi-
lesik 6nerme adi verilir. Yani uzunlugu | 'den blytk olan 6ner-
meler bilesik 6nermelerdir. Bilesik bir 6nermenin daha basit
onermelerden yararlanilarak yazildigini biliyoruz. Ornegin,

((=Pl) (Pl “*P1))
dnermesi

(-1p1) ve (pt ->mp2)
6nermelerinden yararlanilarak yazilmistir. Bu son iki énerme-
ye altonerme adi verilir. Altdnermenin matematiksel tanimi
soyledir:
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Tanim, p ve q birer 6nerme olsunlar. Eger p = sqt esitligini

saglayan s ve tsbézcikleri varsa, g énermesine p’'nin bir alténer-
mesi denir.

Bu tanimda g’nun bir 6nerme olmasi 6nemlidir, okurun go-
ztnden kagmamalidir.
Ornegin s =t = <) olarak alirsak, her énermenin kendisinin

bir alténermesi oldugunu goéririz. Yukarida 6rnek olarak ver-
digimiz

(~®n (Pl PD)
Onermesinin altdnermelerini siralayalim.

P

Pi

(-PI)

(Pl PI)

(( 'P)  (PI—P1))

Uzunluk. Geg¢en boélimde uzunluk kavraminin tanimini
sezgisel olarak vermistik: Bir 6nermenin uzunlugu, o énermede
kullanilan simge sayisiydi. Simdi ayni kavrami daha matema-
tiksel olarak onermeler icin tanimlayacagiz. Bbylece 6nerme
kavraminin taniminin timevarimsal yoni daha iyi anlasilacak.

Eder p bir énermeyse, u[p] diye simgeleyecedimiz bir sayi
tanimlayacagiz. Bu sayl p’nin uzunlugu olarak anilacak. u\p\
sayisini, yani bir 6nermenin uzunlugunu, 6énce temel 6nermeler
icin tanimlayacagiz. Arkasindan, basit 6nermelerin uzunlugu-
nu bildigimizi varsayarak daha karmasik énermelerin uzunlu-
gunu bulacagdiz. Ornegin, p uzunlugu 23 olan bir 6nermeyse,
(-1p) 6nermesinin uzunlugu 26 olmali, ¢inkl (—p) 6nermesin-
de p 6nermesinden 3 tane daha fazla simge vardir.

Simdi u[pYmn matematiksel tanimini verelim;
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Tanim, a. Eger p bir temel 6nermeyse, u[p] = 1.
b. Eger bir g 6nermesi icin p = (~,q) ise,
ulp] =u[q] +3.
c. Eger g ve r dnermeleri igcin p = (q —»r) ise,
ulp] =ufa] +ufr] +3.

Ayni tanimi séyle de verebilirdik:
ulpn] 1 (Burada pnbir temel 6nerme)
ul(-p)] ufp] +3
«((P g\ = *N\g + t[q] +3

Bu tanimla daha 6nceki uzunluk kavramlarinin cakistigin-
dan okur emin olmahidir.

Kimi okur daha 6nce verilmis uzunluk kavramini anladigi-
ni, dolayisiyla bu karmasik tanima pek gerek olmadigini 6ne
surebilir. Okur bir bakima hakhdir. Burada amacimiz tam an-
lamiyla matematiksel olmak ve ilerde birtakim tanim ve kanit-
lari daha iyi anlasilmasini saglamaktir. Faydasini gorecegiz.

Notlar

1. Onerme kavraminin tanimindaki ikinci kurala bir kez
daha bakalim. Orda “p bir 6nermeyse” denmis. Oysa p simge-
si gercek bir 6nerme degildir, cink( bir temel 6nerme degildir.
Burada aslinda “p bir 6énermeyi simgeliyorsa” demeliydim. Na-
sil, resmi ¢izilen bir pipo gercek bir pipo degilse, yalnizca bir pi-
po resmiyse ve resim pipo gercek pipoyu sadece simgeliyorsa,
“p bir dnermeyse” derken, “p (simgesi) bir dnermeyi simgeli-
yor” denilmek istenmistir. Bu kolayliga daha sonra sik sik bas-
vuracagiz.

2. Onermelerdeki ayrac ¢oklugu okurun dikkatini ¢cekmis-
tir. Ayraclar 6nermelerin okunmasini gugclestirmesine karsin
gereklidir. Ornegin ayra¢ kullanmadan

('(PI-*P2)ve (—P1) P2
Onermeleri arasinda bir ayrim yapamayiz. Oysa bu 6nermelere
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vermek istedigimiz anlamlar degisiktir. Birincisi “p1’in dogrulu-
gundan p~rim dogrulugu ¢ikmaz” anlamina, ikincisiyse “p\ yan-
lissa p2 dogrudur” anlamina gelmektedir. Ornegin pis “2 +2 =57
onermesini ve p2, “3 + 4 = 7” dnermesini simgeliyorsa, (ilerde
gOrecegimiz Uzere) soldaki 6nerme yanlis, sagdakiyse dogrudur.
Ote yandan, (—p1) ve (p\ —>p2) 6nermelerinde ayraclar gerek-
sizdir, ayra¢ kullanmasaydik bir anlam kaymasi olmazdi, ileride
bu gibi sadelestirmeleri yapacagiz ve bu 6nermeler yerine sira-
siyla -1p1 ve p1 — p2 yazacagiz. Hatta —p™ —» p2 sdzcugund,
((—P1)  P1) 6nermesinin bir kisaltilmisi olarak kullanacagiz.

3. Kimi okur ——p1)) 6nermesiyle p™ 6nermesinin ayni “an-
lama” geldiklerini, dolayisiyla ayni 6nerme olduklarini sanabi-
lir. Evet, 6nermelerimize bir anlam vermis olsaydik, gercekten
de bu iki 6nerme ayni anlama gelmis olurdul. Ama bodyle yap-
mis olsaydik bile bu iki énermenin birbirine esit olduklarini
sdyleyemezdik, iki 6nermenin birbirine esit olmadigi apagik or-
tada: birincisini yazmak icin alfabemizden 5 simge kullaniimis,
ikincisindeyse 1!

Bu ayrimi soyle de anlatabiliriz. 2 +2, 2 x 2, 22 ve 4 terimle-
ri aslinda birbirine esit degildirler, degerleri esittir (Gene de, isin
felsefesini fazla 6nemsemeden 2 +2 =2 x2 =22 =4 yazariz).

Bunun gibi 2x ve x + x terimleri birbirine esit degildir.
Yalnizca her x icin aldiklari degerler birbirine esittir

((pi -» p2) -mp3) ve (pl—» (p2 -» p3)) 6nermeleri birbirine
esit olmadiklari gibi, ayni anlama bile gelmezler.

1 Kaldi ki bu iki 6nermenin ayni anlama geldiklerini sorgulayan hatta kabul et-
meyen matematikciler de vardir. “Sezgicilik” (intuitionism) denilen ve Unlu
matematikci Brouvver'in basini ¢ektigi bu akim bugiin matematikte 6nemini
kaybetmis ve yalnizca birka¢ mantik¢inin ilgilendigi (ilging) bir dal haline gel-
mistir. 19’uncu yuzyil sonlarinin ve 20°nci yuzyil baslarinin en blyik iki ma-
tematikcisinden biri olarak kabul edilen Hilbert (6burt Poincare’ydi), sezgici-
lere karsi kiyasiya ve amansiz bir savas agmis ve savasi kazanmistir. Matema-
tikgiler arasindaki bu kavga, matematik tarihinin en 6nemli kavgalarindan bi-
ridir.
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ileride, (-1(-1p1)) ve pi1 o©nermelerinin birbirine esit degil
ama esdeger olduklarini sdyleyecediz ve bunu goéstermek icin
(-1(-1pl)) =px
yazacagiz.

Alistirmalar. Asagidaki alistirmalardan bazilarini yapabil-
mek ic¢in timevarimla kanit yontemini bilmek gerekmektedir.
Bu yontem “Tumevarim” béluminde ac¢iklanmistir. Dileyen
okur, bu alistirmalari yapmadan 6nce o bélimui okuyabilir.

3.1. Asagidaki sozcuklerin hangileri -bu bélimde tanimla-
digimiz anlamda- énermedir?

.(P1)
Pi
{({=Py Py P Pl P
P Pl
Pl >aPI
0 =1
0=0
2, Cift bir sayidir
(Pt P
P1 *Pi
3.2. Asagidaki dnermelerin alténermelerini bulun:
(=P 1)
(=(=P)  (=Pg) (=PI
H-hP1)))

(P P) (PI (—P2)
(Pl *(PI (Pl »(—=P2)))

3.3. Yukaridaki o6nermelerin hangi kurallarla ve hangi
(alt)onermelerden yararlanilarak kuruldugunu gosterin.

3.4. Yukarida “uzunluk” kavraminin taniminda kullanilan
“tUmevarimla tanim” ydntemiyle, bir 6nermedeki acan ayrag,
kapatan ayrag, —» eklemi ve — eklemi sayilarini matematiksel
olarak tanimlayin.
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3.5. Bir 6nermede bulunan agan ve kapatan ayrag sayisinin
birbirine esit olduklarini goésterin. (Timevarimla. Gerekirse
Onsav 4.1’e bakin.)

3.6. Bir 6nermedeki eklem sayisinin (yani kullanilan toplam —
Ve -» saylisinin) agan ayrag sayisina esit oldugunu kanitlayin.

3.7. Uzunluklan 1, 2, 3, 4, 5 olan butin 6nermeleri yazin.
Uzunlugu s olan bir dnermenin olmadigini kanitlayin. Eger n >7
ise uzunlugu n olan bir énermenin varligini kanitlayin.

3.8. Her p 6nermesi i¢in asagidaki a\p\ sayisini tanimlayalim:

4 Pn\ =1

a[=P)] =1 +alp]

4(p -> 9\ =a[p] +alq\
(Yukarida pnbir temel 6nermedir elbet.) a[p], neyin (yani p’nin
nesinin) sayisidir?

3.9. p0yerine p, plyerine p\ p2 yerine P\ p3yerine d]] vb.
yazarsak, 6nermeler mantigi icin,

~ CrPryl
simgeleriyle olusan alfabeyle yetinebiliriz. Bu yeni alfabe sonlu
oldugundan kimi zaman eski alfabeye yeglenebilir. Bu yeni al-
fabede 6nerme nasil tanimlanmalidir? (Once temel 6nermeleri
tanimlayin.)



4. TUmevarim

yontemdir. Bu kitapta da bu ydnteme sik sik basvuraca-
giz. Hatta gecen boélumlerde bazi tanimlari “timevarim
ybntemiyle” yaptik.
Su esitliklere bakalim:

T'L]mevarlmla kanit matematikte ¢ok sik kullanilan bir

1=1=V-

1+3=4=22

1+3+5=9=32

1 +3+5+7=16 =42

esitliklerinden buyulenmisizdir. Sayilar kuraminda her yasa,
her zevke gore byl vardir.

Sonsuz Cikis. Yukaridaki esitlikler rastlantisal degildir: ilk
n tek sayinin toplami her zaman bir karedirl, ilk n tek sayi 1,
3,5, ..., 2n - 1 oldugundan,

1+3 +5 +...+02«-1)=«2

dir. Bu olgu, sayilar kuraminda tiimevarim adi verilen bir yon-
temle kanitlanabilir. Matematikte ve sayilar kuraminda gok sik
kullanilan timevarim yonteminde, kanitlanmak istenen 6ner-
me Once 1 i¢in kanitlanir. Sonra, 6nermenin n icin gegerli oldu-

1 Buyazida “say!I” sézcugund 1 ve |’den biyuk tamsayilar icin, yani 1, 2, 3, 4,
... saytlari icin kullanilmistir.



gu varsayilarak n + 1 icin kanitlanir. Béylece, 6nermenin tim
sayllar i¢in gecerli oldugu anlasilir. Clnku, 6nerme 1 i¢in dog-
rudur, 1 icin dogru oldugundan 2 icin de dogrudur, 2 i¢cin dog-
ru oldugundan 3 icin de dogrudur... Timevarimla kanita érnek
olarak yukaridaki esitligi kanitlayalim. ilk n tek sayinin topla-
mina T(n) adi verelim. Yani,
T(n) =1 +3 +5 +mee + (2n - 1)

olsun. T(n) = n2 esitligini kanitlamak istiyoruz.

Ilkin T(I) = 12 esitliginin dogru olup olmadigina bakalim.
T(1), 1'den | ’e kadar olan tek sayilarin toplamidir, yani

T =1=12

Onermemizin 1 icin dogru oldugunu gorduk.

Simdi, T(n) =n2 esitligini dogru varsayip,

Tn+1) =(n+1)
esitligini kanitlayalim. T(n + 1) sayisi ilk n + 1 tek sayinin topla-
mi, yani | ’den 2n + | ’e kadar olan tek sayilarin toplami. ilk n tek
sayinin toplami T(n) ve varsayimimiza gore n2’ye esit, n + 1 inci
tek sayiysa 2n + 1. Demek Ki,
T(n + 1) = (ilk n tek sayinin toplami) + (n + 1 inci tek say1)
=Tm +@2n+ 1) =n2+@2n+1)=Mn+1)

ve savladigimiz gibi T(n + 1) = (n + 1)2.

Bdylece her n sayisi i¢in T(n) = n2 esitligini kanitlamis olduk.

Ayni yontemle, alistirma olarak, asagidaki teoremi kanitla-
yalim:

Teorem 4.1. | 'den n’ye kadar olan dogal sayilarin kareleri-
nin toplami

n(n +1)@ m+1)



Kanit: Eger n = 1 ise, (1) esitliginin sol tarafinda 12, yani 1

elde ederiz. Sag tarafinda da
I(1+D2+1)6=1
elde ederiz. Demek ki esitlik n = 1 icin gegerli.

Eger n = 2 ise, sol tarafta 12+ 22 =1+ 4 =5 buluruz. Sag
tarafta n =2 alirsak gene 5 buluruz. Okur, n = 3 i¢in de esitli-
gin saglandigindan emin olmak isteyebilir.

(1) esitligini timevarimla kanitlayacagiz. E§er n = 1 ise,
esitligin dogru oldugunu goérdik. Simdi esitligin n icin gecerli
oldugunu varsayip, n + 1 icin kanitlayalim. Teorem, n icin,

12t22+- +n2’\"{n+123{2n+l) @)
diyor. Burada n yerine n + 1 alirsak,
12422+ ...+, +D2=C+1" +62)(2,,+3> 2
elde ederiz. Demek ki (1) esitligini varsayip, (2) esitligini kanit-
layacagiz. Kanitlayalim:
12+22 +eee+ (« + D)2 =|12+224+— +nj +(« +1)2
Ji) »(" +1)(2” +1) , (71, 12
6

- n(n +1)(2n +_l)+ 6(n + 1)2

(n+D{n@2n +1)+6(n +1))
~ 6
{n+DH2wW2 +7« + 6)
6
(N +1)(«+2)(2n +3)
_ 6 ‘

Teoremimizi boylece kanitlamis olduk. O



Goruldagu gibi timevarimla kanitta iki asama vardir:

1) Teorem 0Once 1 sayisi igin kanitlanir.

2) Sonra, teoremin n i¢in dogru oldugu varsayilir (bu varsayi-
ma timevarim varsayimi denir) ve teorem r + 1 igin kanitlanir.

Tumevarimla kanit yéntemini 2’den, 3’ten, 4’ten ve genel
olarak belli bir sayidan biylk sayilar i¢cin dogru olan teorem-
leri kanitlamada da kullanabiliriz. Ornegdin asagidaki teorem,
I 'den buytk sayilar icin dogrudur yalnizca.

Teorem 4.2. En az iki kisinin bulundugu her insan toplulu-
gunda ayni sayida insan taniyan en az iki kisi vardir.

Kanit. Eger toplulukta yalniz iki kisi varsa, bu iki kisi bir-
birlerini ya tanirlar ya tanimazlar. Birbirlerini tanimiyorlarsa,
her ikisinin de tanidiklari insan sayisi Odir. Birbirlerini tani-
yorlarsa, her ikisi de 1 kisi tanirlar. Demek ki iki kisilik toplu-
luklar icin teorem dogru.

Simdi n kisilik topluluklarda, en az iki kisinin ayni sayida
insan tanidiklarini varsayalim. Ayni sonucu n + 1 kisilik toplu-
luklar icin kanitlamak istiyoruz.

n+1 kisiden olusan bir topluluk ele alalim. Eger bu n + 1 ki-
siden biri kimseyi tanimiyorsa, o kisiyi topluluktan g¢ikaralim.
Geriye n kisi kalir. TUmevarim varsayimimiza gore bu n kisiden
en az ikisi ayni sayida insan tanirlar. Kimseyi tanimayan Kisiyi
topluluga yeniden kattigimizda tanis sayisi degismeyeceginden,
bu durumda, teoremimiz kanitlanmistir.

Simdi herkesin en az bir kisi tanidigini varsayalim. Dolayi-
siyla insanlarin tanis sayisi 1 ile n arasinda degisir2, n + 1 Kkisi
var ve her kisinin |’le n arasinda degisen bir tanis sayisi var.
I ’le n arasinda yalnizca n tane sayi oldugundan, n + 1 kisiden
her birinin tanis sayisi degisik olamaz, en az iki kisinin tanis sa-

2 Bir insanin kendisiyle tanis olmadigini varsayacagdiz. Bu varsayim teoremin so-
nucunu degistirmez.



yisi birbirine esit olmali. (Burada Guvercin Yuvasi ilkesini kul-
landik. Matematik ve Sonsuz adli kitabimizda bu ilkenin bas-
ka uygulamalarini da bulabilirsiniz.)

Teoremimiz kanitlanmistir. O

Simdi birakip timevarimla kanit yontemini biraz daha irde-
leyelim ve konumuza uygulayalim.

Gene “tumevarimla kanit” diye adlandirilan ve yukaridaki
yéntemden pek degisik olmayan bir baska kanitlama yontemi
vardir. Bu yontemde de iki asama vardir:

1) Teorem 6nce 1 sayisi i¢cin kanitlanir.

2) Sonra, herhangi bir n > 1 tamsayisi i¢in, teoremin n ve
n’den kigiik dogal sayilar icin dogru oldugu varsayilip, teorem
n + 1 icin kanitlanir.

Bu yonteme 6rnek vermek amaciyla gecen bdlumdeki alis-
tirmalardan birini yapalim.

Onsav 4.3. Bir dnermede acan ayrag sayisi kapali ayrac sa-
yisina esittir.

Kanit: TUmevarimla kanitlayacagiz. Ama ne Uzerine time-
varimla? Onsav bir tamsayidan s6zetmiyor ki! Tamsaylyi biz
uyduracagiz: 6nermenin uzunlugu. Onermenin uzunlugu tzeri-
ne timevarim yapacagiz.

Once uzunlugu 1 olan énermeleri ele alahm. Bu 6nermeler
temel dnermelerdir ve temel 6nermelerde ayra¢ yoktur. Baska
bir deyisle, acan ayrac sayisi 0, kapatan ayrag sayisi gene O'dir.
Dolayisiyla 1 uzunlugundaki énermeler i¢in énsavimiz kanit-
lanmistir.

Simdi, p, uzunlugu |’den biyuk bir 6nerme olsun, p’nin
uzunluguna n + 1 diyelim. Burada n > 1 bir tamsayidir, p’nin
uzunlugu en az 2'dir ve dolayisiyla bir temel 6nerme olamaz.
Eder “Onerme” kavraminin tanimina bakacak olursak, p icin
iki olasilik oldugunu géruriz:



1) Ya bir g 6nermesi icin, p, (—0) biciminde yazilir, yani
P=(i?)
esitligi gecerlidir,

2) Ya da iki g ver 6nermesi icin, p, (g —r) biciminde yazi-
lir, yani p = (qQ —» r) esitligi gecerlidir.

Birinci sikki ele alalim énce, p = (—q) esitliinden dolay,
p’deki acan ayra¢ sayisl, g’daki agan ayrac¢ sayisindan bir fazla-
dir. Ayni sey kapatan ayra¢ sayisi icin de gecerli. Dolayisiyla
p’deki acan ve kapatan ayrac¢ sayilarinin esit olduklarini kanit-
lamak icin g’daki agan ve kapatan ayra¢ sayilarinin birbirine
esit olduklarini kanitlamalyiz. Ama bunu biliyoruz! g, p’den
daha kisa bir énerme; g’niin uzunlugu p’nin uzunlugundan 3
daha az, yani q'nin uzunlugu n - 2’ye esit. TUmevarim varsayi-
mina gore g’deki acan ve kapatan ayrag sayisi birbirine esit. Do-
layisiyla p’deki acan ve kapatan ayrac sayisi da birbirine esit.

ikinci sikki ele alahm simdi, p = {g 1) esitliginden, p’deki
acan ayrag sayisinin, g’niin ve r’nin acan ayra¢ sayilarinin topla-
mindan bir fazla oldugu anlasilir. Ayni sey kapatan ayrac sayisi
icin de gegerli. Ote yandan q ve r, p’den kisa 6nermeler oldugun-
dan, timevarim varsayimina gore, g ve r’nin agan ve kapatan ay-
rac sayilari birbirine esit. Dolayisiyla p’deki acan ve kapatan ay-
ra¢ sayilari da birbirine esit. Onsavm kaniti bitmistir. O

Alistirmalar.
4.1. Eger n bir dogal sayiysa,

}+Q+—+« :n—(rl----i--il'2
2

esitligini kanitlayin.
4.2. Eger n bir dogal sayiysa,

13 +213 +oee + «3 :n—/\ Zt]:)i

esitligini kanitlayin.



4.3. Eger n bir dogal saylysa
[3+ e+ nB= (1 + ==+ «)2
esitligini kanitlayin.

4.4. Her 6nermede en az bir temel 6nerme bulundudunu ti-
mevarimla kanitlayin.

4.5. Alistirma 3.5 ve 3.6’y1 yapin.

4.6*. p ve q iki 6nerme olsunlar. pn herhangi bir temel
Onerme olsun, p’de bulunan bir pnyerine q koyarak elde edilen
p’ sdzcugunin bir dnerme oldugunu kanitlayin (p’nin uzunlu-
gu Uzerine timevarim yapin.)

4.7. Asagida, timevarim yontemini kullanarak yanlis bir
teorem “kanitlayacagiz”. Elbet kanitimizda bir yanlis yapaca-
giz. Okur yanhisi bulmalidir.

“Teorem.” Aralarinda iki kosut dogru bulunmayan sonlu
tane ve ikiden fazla dogru ortak bir noktada kesisirler.

“Kanit.” Teoremimiz, iki dogru igin elbette dogru: Birbiri-
ne kosut olmayan iki dogru bir noktada kesisir.

Simdi teoremimizin n dogru igin gecgerli oldugunu varsayip,
« + 1 dogru i¢in kutlayalim. Dogrularimiza,

¢1,d2 d$ ..., dn dn+l
adlarini verelim.

ilk 6nce son dogruyu atalim. Timevarim varsayimina gore
geriye kalan n dogru, yani dx, d2, d3 ..., dndogrulari bir nokta-
da kesisirler. Bu noktaya P noktasi diyelim.

Simdi birinci dogruyu atalim. Gene timevarim varsayimina
gore, geriye kalan n dogru, yani d2, d$, ..., d,,, dn+l dogrulari
bir noktada kesisirler. Bu noktaya Q noktasi diyelim.

Hem P hem de Q noktasi, hem d2 nin hem de dn'nin Usttn-
de. Yani P ve Q noktalari d2 ve dndogrularinin kesisiminde.
Dolayisiyla P = Q. Bundan da n + 1 dogrunun P noktasinda ke-
sistigi ¢ikar!






5. Gereksiz Ayraclar

Gereksiz ayraglari atarak onermelerin ayra¢ sayisini azaltabiliriz.
Ornegin

Pl P2)
yerine

P1 “>Pi
yazabiliriz ve bu sadelesme bir karisikliga neden olmaz. Bunun
gibi

(P »P1) Pi)

yerine
(Pt P1) Pi
yazabiliriz. Ama bu 6nerme yerine
PI™MPI™N PI

yazamayiz, ¢inkd o zaman mantiksal olarak ayri anlamlara gel-
meleri gereken
(Pt P1)-mP3tePr (Pt P1)

Onermeleri arasinda bir ayrim yapamayiz; yani bu sadelesme ka-
risikliga neden olabilir.

Bundan boéyle bir dnermenin basindaki ve sonundaki pa-
rantezleri -gerekmedikce- atacagiz.

Ayrica (—p) yerine istisnasiz her zaman —ip yazacagiz.
Ornegin ——+—>p 6nermesi p)))) anlamina gelecek.



Ornegin ((-1p1) -> p2) 6nermesi —p™ -» p2olarak yazilacak,
yani -1 eklemi hemen saginda beliren 6nermeye uygulanacak.
Bu kisalmis bicim, —<{(pl —» p2) dnermesiyle karistiriimamalhidir.

Dikkat: a 6nermesi p™ —p206nermesi olsun. Aslinda a dner-
mesi (p1-> p2) 6nermesi ama parantezleri attik. Simdi su éner-
meye bakalim:

a-» p3.
Bu dnermede a yerine P1 — p26nermesini koyarsak, ne anlama
geldigi belli olmayan
P1~P1” PI-
Onermesini elde ederiz. Dolayisiyla a yerine a’nin tanimini yer-
lestirirken, pl —» p2 énermesini degil, kisaltilmamis hali olan
(p1 —p2) 6nermesini koymaliyiz, yoksa 6nermeye benzemeyen
sozcukler elde ederiz.

Alistirmalar.
V.. Ahstirma 3.2°deki 6nermeleri yukaridaki kurallara
uyarak kisaltin.
V.2. Asagidaki sadelestirilmis énermelerin eski, yani sade-
lesmemis halini bulun.
I 'Pl ~* =P
(Pl P P3



6. Degerlendirmeler

6.A. GIRIS
itabin basinda onermelerin anlamlarinin bizi pek ilgi-
Klendirmedigini sOylemistik. Temel dnermelere 6zellikle
“Sokrat slumladar”, “Bugin hava guizel” gibi anlamlar
vermedik. Temel 6nermelerimiz, hi¢cbir anlam icermeyen
Pe>P2> B> —
gibi simgeler. Temel énermeler tzerine simdilik bildigimiz tek
sey sonsuz saylda olduklaridir. Bunun disinda temel énermele-
rin hicbir 6zellikleri yok.

Gene kitabin basinda dedigimiz gibi, 6nerme sézcigundn
Turkgedeki anlami dogru ya da yanlis olabilen timcedir. Bu ki-
tapta sOzettigimiz onermeler de Turkce 6nermeler gibi dogru
ya da yanlis olabilecekler. Ancak, biz 6nermelerimizin ne anla-
ma geldiklerini bilmedigimiz icin, bir dnermenin dogru mu
yanhis mi oldugunu (yani dogruluk degerini) genellikle bileme-
yecegiz. Ornegin pQonermesi dogru mudur yanhs midir? Bile-
meyiz. Bu dnermeye belli bir anlam vermedik ki bilelim!

Temel 6nermelerin dogruluk degerlerini bilmiyoruz ama,
temel dnermelerin dogruluk degerlerini bildigimizi varsayar-
sak, bilesik dnermelerin dogruluk degerlerini bulabilmeliyiz.
Ornegin pl dogru ve p2 yanlissa, p1 — p2 6nermesinin yanlis



olmasi gerektigini daha birinci bélimde gérmustik. Bir baska
ornek: pOyanlissa, —pOdogru olmali. Dolayisiyla temel dner-
melere rastgele bir dogruluk degeri (dogru/yanlis) verdigimiz-
de, 6blr dnermelerin dogruluk degerini bulabilmeliyiz. Bir son-
raki altbélimde iste bunu yapacagiz.

Tlkin her temel 6nermeye “dogru” ya da “yanlis” etiketi
ilistirecegiz. Ornegin, p0’a “yanhs”, pxve p2ye “dogru” etike-
tini ilistirecegiz. Elbet bu etiketlemeyi cesitli bicimlerde yapabi-
liriz. Bir etiketlemeyi 6birine yeglememiz icin herhangi bir ne-
den yok. Ama temel 6nermeleri bir bicimde etiketledikten son-
ra bilesik dnermelerin etiketlerini tanimlayabilmeliyiz.

Temel 6nermeleri etiketlemenin matematiksel anlami ne-
dir? Temel 6nermeleri etiketlemenin matematiksel anlami, te-
mel énermeler kiimesinden {dogru, yanhs} kiimesine giden bir
fonksiyon segmek demektir. (“Fonksiyon” ve “kiime” kavram-
lari Ek2’de ve E ki’de aciklanmistir. Dileyen okur 6nce o b6lu-
mu okuyabilir. Ayni kavramlar ¢ok daha kapsamli olarak Sez-
gisel Kimeler Kurami adli kitabimizda agiklanmistir.) Bu fonk-
siyona d adini verirsek ve bu etikete gore pOyanlissa,

d(Po) =yanhs
yazariz. Eger pi ve p2dogruysa,
¢i(pt) = d(p2) = dogru
yazariz. Yani d(pn), pntemel 6nermesinin etiketini simgeler.

Matematik yapiyoruz. Dolayisiyla simgelerle calisiyoruz.
Bu ylzden “dogru” yerine 1 simgesini, “yanlis” yerine 0 sim-
gesini kullanacagiz.

6.B. DEGERLENDIRME
Tanim. T kumesi, temel 6nermelerden olusan kiimeyi sim-
gelesin. Yani
T ={po, P1, P2, P3> e
olsun. T kiimesinden {0,1} kiimesine giden bir fonksiyona dog-
ruluk fonksiyonu ya da degerlendirme adi verilir. Eger



d:T-+{0, 1}
bir degerlendirmeyse, d(pn) sayisina, pntemel énermesinin dog-
ruluk degeri ya da -kisaca- degeri denir. Eger d(pn) = 1 ise,
p..’ye (d degerlendirmesine gore) dogru; d(pn) = O ise, p,,’ye (d
degerlendirmesine goére) yanlis deriz.

Ornegin, her pntemel 6nermesi icin dg)(p,) - O olarak ta-
nimlanan fonksiyon bir degerlendirmedir. Bu degerlendirmeye
gore elimizdeki butin temel 6nermeler yanhstir. Bunun tersine,
her pnicin, d~pj - 1 olarak tanimlanan degerlendirmeye go-
re, her temel 6nerme dogrudur. Son bir 6rnek daha verelim:

eger n ciftse
()

eger n tekse

bir degerlendirmedir. Bu degerlendirmeye gore p0, p2, P4, ... te-

mel dnermeleri dogru, p1? p3, p5, ... temel dnermeleri yanlistir.

Bir sonraki altbolimde, temel 6nermeler icin verilmis bir d

degerlendirmesini, butiin 6nermeler i¢in tanimlayacagiz. Orne-
gin d{p0) - 1 ise, d{—#0) sayisini O olarak tanimlayacagiz.

6.C. DOGRULUK DEGERI

Herhangi bir degerlendirme ele alalim. Bu degerlendirmeye d
diyelim. Bir onceki altbolimdeki tanima gore, d, T’'den {0, 1}
ktimesine giden bir fonksiyondur. Yani d, her temel énermeye 0
ve 1 sayilarindan birini ilistiriyor. Bu altbélimde, her p 6nerme-
si icin, d(p) simgesiyle gosterecedimiz, ya 0’a ya da | ’e esit ola-
cak bir sayl tanimlayacagiz. Bu sayiya, p’nin ¢/ye gore dogruluk
degeri (ya da degeri) diyecegiz. Simdilik, ancak temel dnermele-
rin d’ye gore degerlerini biliyoruz. Yani, ancak p’nin uzunlugu
birse, d(p) sayisini biliyoruz. Genel bir p énermesi icin d(p) sa-
yisini bilmiyoruz. Genel bir p 6nermesi icin, d{p) sayisinin tani-
mini timevarimla yapacagiz: Bu sayiy! kisa 6nermeler igin bil-
digimizi varsayip, daha uzun dénermeler i¢in tanimlayacagiz.



Tanim, p ve q iki 6nerme olsunlar.
Eger d(p) = 1 ise d(—p) =0,
Eger d(p) =0 ise d(—p) =1
olsun. Eger d(p) = 1 ve d(q) = 0 ise, d(p — q) = 0 olsun. Obiir
durumlarda d(p —q) =1 olsun.

Bu tanimi sdyle de yazabiliriz:

[1 eger d(p) = Oise

[O eger d(p) =1 ise
\l eger d(p) =0ya da d{g) =1 ise
[O eger d(p) - 1 ve d(g) =Qise

Hemen birkag 6rnek vererek tanimin daha iyi anlasiimasini
saglayahim, dip” =0, d(p2) =d(p3) =1 oldugunu varsayalim ve
cesitli onermelerin d’ye gore degerlerini bulalim:

1) dr) =0

2) dtPr BN =
3) dr1 Pi) =
4) d-my =
5) d(=1n)

5) d(-18)

7 dP1 —P1)
8) di-P1t Pr)
9) d(-1p—>-12) =
10 dC-EP—>-1p)
1) dPr  ~"CP1 -f>2)= 1
12) d(E3 —>—4>P—-P2)= 0

Bu drnekleri teker teker agiklayalim:

0
1
1
0
0
1
1
0
0

Birinci drnek igin soyleyecek pek bir sey yok. d(p1Yin 0 oldu-
gunu biliyoruz, ¢inkd d’rim tanimi dyle, yani bu bir varsayim.

ikinci 6rnek: d(p2) = 1 ve d(p]) = 0 oldugundan, tanima go-
re, d{p2 — p1) = 0 olmal.



Uciincu 6rnek: Hem d(p2) hem de d(p3) sayilari | e esit. Do-
layisiyla, tanima gére, goére, d(p2 — ps) =1 olmal.

Dordiunct 6rnek: d(pt) = 1 oldugundan, d(—p{) = 1 olmal..
Tanimimiz 6yle diyor. Besinci ve altinci 6rneklerin de agikla-
masi asagl yukari ¢yle: d(p2) = d(p3) =1 oldugundan, d(->p2) =
¢(-'Ps) = 0.

Yedinci érnek: d(p2) = 1 oldugundan, tanima gore,

dp2 P1)=1
olmali. (Aslinda d(p2) = 0 bile olsa sonug degismez, d{p2 p2)
her zaman | 'dir).

Sekizinci 6rnek: d(p1) = 0 oldugundan, d(-ip1) = 1. Bunun
yani sira d(p2) = 1. Demek ki d(—p\) = d{p2) = 1. Tanima gore
d(—=<A —p2)=1.

Dokuzuncu 6rnek: d'nm tanimina gére d(p”) =0. Dolayisly-
la d(—p1) = 1. Ama d(—2) = 1. Bundan da d(—y——12) = 1
esitligi ¢ikar.

Onuncu érnek: Bir Ustteki ornekte d(-ip\ —=—p2) = 1 esitli-
gini gordik. Dolayisiyla d(-1(-1p1——2)) = 0 esitligi gecerli ol-
mali.

Onbirinci 6rnek: d{p{) = 0 oldugundan, her q 6nermesi igin,
d(p\ -> g) = 1 esitligi gecerlidir. Burada q yerine —(—p\-> -1p2)
alirsak onbirinci érnegi buluruz.

Onikinci 6rnek: d’nin tanimina gore d(p3) = 1. Ote yandan,
onuncu 6rnege gore d(—H—p1 ——p2)) = 0. Dolayisiyla

d(p$ —=~'(—P1->—P1)) =0
esitligi gecerli olmali.

Goruldugi gibi tanimimiz her p 6nermesi icin d(p) sayisini
bulmamizi sagliyor.

d?nin bilesik 6nermeler Gzerinde aldigi degerleri iki cizelge
olarak da gosterebiliriz, bir cizelge igin, bir ¢izelge — icin:

P -p
0 1
1 0



 , O OT
I—‘OHO,Q‘
O P = 2

ikinci cizelgede ilk iki situna pveq 6nermelerinin alabilecek-
leri degerleri koyduk, Gg¢lincl situnaysa p -» q 6nermesinin dege-
rini. Birinci satir, d(p) = d(q) = 0 oldugunda, d(p —» q) = 1 oldu-
gunu soyltyor. Géraldugu gibi, p —q 6nermesinin degeri, ancak
ve ancak p’nin degeri 1 ve g'niin degeri Osa 0. Obir durumlarda
p -» q 6nermesinin degeri 1. Bir baska deyisle, d(p —q) =i esit-
ligi icin yeterli ve gerekli kosul d(p) < d(q) esitsizligidir.

Daha karmasik 6nermelerin alabilecekleri degerler buna
benzer bir cizelgeyle bulunabilir. Ornegin, eger p, g ve r her-
hangi ¢ 6nermeyse, p — -.(-1g —» r) 6nermesinin alabilecegdi
degerleri soyle bir cizelgeyle gosterebiliriz:

p 4 r =7 -19->r -(-<7-»r1) P->-(-'<7->71)
0 o 0 1 0 1 1
0 O 1 1 1 0 1
0 1 O 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 O 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0 0

Yukaridaki ¢izelgenin ilk U¢ sUtununa, p, q ve r énermele-
rinin alabilecekleri degerleri yazdik. Sonraki situnlarda
P->— ->7)
Onermesinin degerini bulmak icin hesaplamamiz gereken de-
gerleri hesapladik. Her sttundaki degerler, daha dnceki sttun-
lardaki degerlere goére kolaylikla hesaplanabilir. Ornegin, be-



sinci sutundaki sayilari hesaplamak ic¢in tc¢lncl ve dérdinci
sutunlardaki sayilar gézonunde tutulmalidir.

Bu cizelgelere deger ya da dogruluk cizelgeleri adi verilir.

Bir dnermenin dogruluk cizelgesini ¢cizmek icin, o 6nerme-
nin hangi altdnermelerden ve nasil olustugunu bilmek gerekir.

Yukaridaki cizelgede, p, q ve r dnermelerinin alabilecekleri
degerler g6zontinde tutularak, p —»— 1 —>r) 6nermesinin ala-
bilecedi degerler gosteriliyor. Ornedin p, q ve r énermelerinin
her biri dogruysa, p —» ) 6nermesinin yanhs oldugu-
nu son satira bakarak anlayabiliriz.

Eger yukaridaki ornekteki p, q ve r birer temel 6nerme de-
gilse, bu G¢ 6nermenin alabilecegi degerler bir baska cizelgeyle
hesaplanmalidir. Ornegin, p 6nermesi —pl—» p2 gibi bir éner-
meye esit olabilir. Eger q 6nermesi de p1 —» p26nermesine esit-
se, 0 zaman, p ve g ayni zamanda O degerini alamazlar, yani
yukaridaki gizelgenin ilk iki satiri gereksizdir, p ve q 6nermele-
rinin degerlerinin ayni zamanda O olamayacaklarini gérmek
pek zor degildir. Bunu gérmek icin p ve g énermelerinin deger-
lerini gOsteren bir cizelge yapalim.

p\ H —ip] P=-t\ -»P1 ¥=pP1 -+PI
0 1 0

» O » O

1
0 1 1 1
1 0 1 0
1 0 1 1

Goruldagu gibi hicbir satirda ne p ne de g dnermesi 0 dege-
rini almistir.

Bu 6rnegi biraz daha isleyelim, p ve q yukaridaki gibi sira-
siyla —p1 -» p2ve p1 —p2 dnermelerine esit olsunlar. Bunun ya-

nisira, r 6nermesinin p, —» —p2 dnermesine esit oldugunu varsa-
yalim. r 6nermesinin dogruluk cizelgesini bulmak pek zor degil:



| r=P\A -P2

ko oS
» O (=Y
O = O H-U-

1
1
1
0

Simdi p, g ve r 6nermelerinin degerlerini, p\ ve p2 énerme-
lerinin deg@erlerine gore biliyoruz. Yukaridaki cizelgelere baka-
rak, p -> -1(-1q —» r) énermesinin pXxve p2 temel 6nermelerine
gore alacaklari degerleri gosteren gizelgeyi gizebiliriz:

PAp p @ I p>-1-qg-»1)
o 0 0 1 1 1
01 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0
11 1 1 0 0

Goruldugu gibi, p ——-Y — —=r) 6nermesinin iki degisik ¢i-
zelgesini ¢cikardik. Birinci gizelge p, gver dnermelerine gore ¢i-
zildi, ikincisiyse p1 ve p2temel 6nermelerine gore. Her iki gizel-
ge duruma gore yararh olabilir. Temel 6nermelere gore cizilen
cizelgelere tam cizelge adini verebiliriz. Bir énermenin tam ci-
zelgesi kimi zaman daha uzundur (bu 6rnekte oldugu gibi), ki-
mi zamansa daha kisa.

Bir 6nerme ne denli uzunsa, o dnermenin tam cizelgesi de o
denli uzundur. Ornegin, px-» p2 énermesinin dogruluk cizelgesi
icin altalta 4 satira gereksiniyoruz. Ote yandan

(P P P3
onermesi icin altalta 8 satir gerekiyor.
(P P1) (P3 Pa
Onermesi icin altalta ka¢ satir gerekiyor? 16 satir gerekiyor.
Eger p\,p2, P3ve p4temel 6nermelerinin alabilecekleri degerle-
ri teker teker siralarsak neden 16 satira gerektigimiz kolaylikla
anlasilir:



0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
o1
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Okur, yukaridaki sayilarin kicikten blyuge dogru yazil-
diklarinin ayrimina varmistir. Ornegin 1011 sayisi (bin on bir)
1100’den (bin ylUzden) daha kiguk oldugundan, daha énce si-
ralanmis. Temel dnermelerin alacaklari de@erleri kiicikten bu-
yuge dogru dizersek, arada unuttugumuz deger kalmaz.

Simdi genel soruyu soralim: Eger bir énermede n tane temel
onerme beliriyorsa, o 6nermenin dogruluk cizelgesi i¢in kag sa-
tira gereksiniriz? Bu sorunun yanitini bulmak oldukga kolay-
dir. Okur yaniti daha 6nceden kendi kendine vermistir buyuk
bir olasilikla. Yanit 2”’dir. Neden 2°dir? Su nedenden: p dner-
mesinin tam c¢izelgesini ¢izmek icin, p’de beliren buatin temel
Onermeleri dikkate almamiz gerekmektedir, p’de n tane temel
onerme var. Her birinin alabilecedi 0 ya da 1 degerlerini g6z6-
nunde tutmaliyiz. Bu n tane temel dnermeye kac¢ turlti 0 ve 1
degerlerini verebiliriz? Yanitin 2noldugunu soéylemistik. Nede-
ni oldukga kolay. Her temel édnerme icin 2 se¢enegimiz var. Bi-
rinci temel 6nerme igin 2 segenek var (0 ve 1). ikincisi icin de



iki secenek var (Ove 1). Dolayisiyla birinci ve ikinci 6nermeler
icin 4 secenegimiz var (00, 01, 10 ve 11). Genel olarak, n éner-
me igin 2” segenedimizin oldugunu varsayarsak (tUmevarim
varsayimi), n + 1 6nerme icin 2nH secenegimiz oldugunu kanit-
lamak oldukga kolaydir. Her n temel énermenin alabilecegi de-
gerlerin sonuna ra+l’inci 6nermenin alacagi 0 ve 1 degerlerini
getirmemiz gerekmektedir. 2 x 2” = 2”4 oldugundan kanitimiz
bitmistir.

Alistirmalar. Alistirma 3 ilerde kullanilacaktir.
6.1. Asagidaki dnermelerin deger gizelgelerini ¢iziniz.
—P1 ~P) Pi
(—(PI 'p3) “>P2)
(Pl P2) ~* '(—(P3 ~—P2))
( 'PI “>P2) ~PB —P4
6.2. Her d degerlendirmesi ve her p, g, r énermesi icin asa-
gidaki esitlikleri ve esitsizlikleri gosterin:
d(p —0q) = d(=g—>—p)
dip —=0q) d(—=p—>—H)

d(p —wP) = 1
dip->( g p) =1
d(p N *die->q)r)

¢(-Hp ->~nQ) -> (-*7->p))) =0
d(-1p -> p) = d(p)
d(—p) = J(p)
6.3. J bir dogruluk degeri olsun.
d(*p) =1 - d(p)
ve
d(p-*q) =1- ¢(p) +d(p)d(a)
esitliklerini kanitlayin.
Bu iki esitligi kullanarak, her énermenin dogruluk degerini
temel 6nermelerin dogruluk degerleri tizerinden cebirsel olarak
yazabiliriz. Ornegin,



d(—p1 -> P1)- 1- d(—pr1) + d(—p1)d(p2)
=1- (1- d(pj) + (1 - d(pM))d(p2)
=1-1+¢(Pj) +d{p2)- d{pnd(p2)
=d(p1) +d(p2) - d{px)d{p2)
Bir baska ornek:
dP\ -> P1) =1 “ ((P1) + ((PIM(P1) = 1-
(Herhangi bir p 6nermesi icin, d(p) ya Oa ya | e esit oldugun-
dan, d(p)2 = d(p) esitligi gecerlidir. d(p)2 = d(p) esitligini ilerde
de sik sik kullanacagiz.)
6.4. Asagidaki onermelerin degerlerini cebirsel olarak ve
olabildigince sadelestirerek yaziniz:

(p™g)-> -p
—P > _, 9
P

(P-*?) -> (r -> ->1)
(p><?) -> (->P)
P 9 >i))
——P~p-') Nf
6.5. (p—>» —r)) > ((p -> g) — (p —7r)) 6nermesinin de-
ger ¢izelgesini ¢iziniz. Ne goriiyorsunuz? Ayni sonucu, 3’Uncu
alistirmada gosterildigi gibi, cebirsel olarak bulun.
6.6. p — g ve —q -» —fi 6nermelerinin deger gizelgelerini ¢i-
zin. Ne gdruyorsunuz? Ayni sonucu, 3’tncu alistirmada goste-
rildigi gibi, cebirsel olarak bulun.






7. Kisaltmalar

er ne denli O6nermelerin yazilimlarinda kisaltmalar
Hyaptlysak da, dnermeler halad daha ¢ok uzun. Bu bd-
limde 6nermelerimizi biraz daha kisaltacagiz. Boylece
onermelerimizin ne demek istedikleri kolay kolay anlasilacak.

Ancak bu bdlimun asil amaci dnermeleri kisaltmak degil.
Asil amag,

pveq

yapyaq

p ancak ve ancak q
anlamina gelen (ya da gelmesini istedigimiz) énermeleri tanim-
lamak.

“p veya q” anlamina gelecek dnermenin —p-+ ¢ olmasi ge-
rektigini goérecegiz ve bu énerme yerine p v q yazacagiz. Dola-
yistyla p v q, —p -» g 6nermesinin kisaltilmisi olacak. Boylece
dilimiz, —ve -1 eklemlerinden baska, yeni bir eklem kazanmis
olacak.

Tikel Evetleme. p ve q herhangi iki dnerme olsun. —4p —(q
onermesinin deg@er cizelgesini ¢ikaralim:



— = O OO0
— OO0
— = =0

1
1
0
0

Bu cizelge, —=p—=q Onermesinin dogru olmasi icin, p ve g
Onermelerinden en az birinin dodru olmasi gerektigini gosteri-
yor. Yani, —p —»<? 6nermesi, ancak ve ancak p ya da g dogruy-
sa dogrudur (ikisi birden de dogru olabilir).

Bundan bdyle —p —q 6nermesini p v q olarak kisaltacagiz
ve “ya p ya q” ya da “p veya q” olarak okuyacagiz. Demek Ki
pvqg=-p q.

Tanimladigimiz bu v simgesine tikel evetleme eklemi denir.
Bu p v g dnermesinin dogruluk cizelgesi soyledir:

pvq

— — OO0

4
0
1
0
1

|—\»—‘|—\o<

Herhangi bir d degerlendirmesi icin, d{p v q) sayisini cebir-
sel olarak bulabiliriz (Alistirma 6.3’e bakin):
dipv q) = d(—Hp->0q) = 1- d(—p) + d{->p)d(q)
=1- (1-d(p) + (1 - d(p)d()
=1-1+d(p) +d(q) - d(p)d(a)
=d(p) +d{q) - d(p)d(a).
Alistirma olarak (pv q) v r ve pv (q v r) énermelerinin
nelerin kisaltmalari olduklarini bulalim:
Pvovr=-(pvd) r=—p->0q) ->r,
pv(@vrn=pv (/-1 =-p —»(-.g —ar).
Bu iki 6nermenin degisik oldugunu gézlemleyin.



Tumel Evetleme. p ve q gene herhangi iki dnerme olsun.
—p -» —g) Oonermesinin dogruluk cizelgesine bakalim:

p 4 79 p—=—H P>
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1

Bu cizelgeden, —{(p — —0) 6nermesinin dogru olmasi icin
hem p’nin hem de g’niin dogru olmasi gerektigini anliyoruz.
Bundan boyle —(p ——q) Onermesi yerine p a g yazacagiz. Ya-
ni tanimimiz geregi,

pag--(p—-10)
olacak, a simgesini timel evetleme eklemi denir ve p a q 6ner-
mesi “p ve q” olarak okunur, p a q énermesinin dogruluk gi-
zelgesi soyledir:

p ¢ PAQ
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Herhangi bir d degerlendirmesi icin, d(p a q) degerini cebir-
sel olarak bulabiliriz.
d(pa ) =d(-Hp-»-q)) =1- d(p ->—q)
=1- (1-d(p) +d(p)d(—q)
=1- 1+d(p) - d(p)d(-,a)
=d(p) - d(p)d(—a) = d(p) - d(p)(1 - d(a))
=d(p) - d(p) +d(p)d(a) = d{p)d(q).
Alistirma olarak (p /\q) —» p 6nermesinin dogruluk cizelge-
sini ¢ikaralim:



p 2 PINg (PAQ-»p
0 O 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Goruldugu gibi (p a g) —p 6nermesi her zaman dogru. Bu-
nun boyle olmasini icten icten diliyorduk zaten: EGer p ve q ise, 0
zaman p’dir. Bu tlr énermelere ilerde hepdogru admi verecegiz.

Karsilikli Kosulluk. (p -* @) a (q -» p) dnermesini ele ala-
lim, yani (a 6nermesinin tanimina gore)

—(P -> q) -> -~ (a->p))
onermesini. Bu énermenin dogruluk cizelgesini gizelim:

p 4 p q a-*p

0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
10 0 1 0
1 1 1 1 1

Bu cizelgenin bize dgrettiklerine bakalim, (p — Q) a 14-+P)
onermesi ancak ve ancak p ve g’nin degerleri birbirine esitse
dogrudur. Yani bu 6nerme dogruysa, o zaman, p dogruysa q de
dogrudur, p yanhssa g de yanhstir,

(p = q) a {g —p) 6nermesini p <» g olarak kisaltacagiz ve
“p ancak ve ancak q” olarak okuyacagiz.

simgesine karsilikli kosulluk eklemi adi verilir, p <» q
onermesinin dogruluk cizelgesi soyledir:

p g P<*q
0 0 1
0 1 0
10 0
1 1 1



Alstirma olarak, p g onermesinin herhangi bir d
deg@erlendirmesi icin alacagi deg@eri cebirsel olarak hesaplaya-
lim. Bunun igin, yukarida kanitladigimiz

d{p-*q) = 1- dip) + d(p)d(@)
ve
d(p a g) =d(p)d(q)
esitliklerini ve her r 6nermesi icin gecerli olan
d(nN2 = d{n
esitligini kullanacagizl:
dp  @)=d(p >d)a (g >p)
=d{p -» q)d(q -» p)
= (1 - d(p) +d(p)d(@)(1 - d(q) +d(a)d(p))
=1- d(p) +d(p)d(a) - d(q) +d(p)d{q)
- d(p)d(a)2 + d(p)d(a) - d(p)2d(q) + d(p)2d(q)2
=1- d(p) - d(a) +2d(p)d(a)

Notlar. Son olarak  ve => simgeleri arasindaki ayrimdan
sOzedelim. Sanirim okur daha dnce => simgesine rastlamistir.
Matematikte ¢ok kullanilan bu simge, bugun kullanilan anla-
miyla, matematiksel bir simge degildir. Yalnizca “vb.” ya da
“bknz.” gibi ginluk dilde anlami olan bir sézcigin bir kisalt-
masidir. Turkcedeki “ise” s6zcugunun kisaltilmis, daha dogru-
su simgelenmis, bigimidir.

Ote yandan, —simgesi Tirkce bir sozcugin kisaltmasi de-
gildir. Her ne denli —» simgesini “ise” olarak okuyorsak da, bu
simge “ise” s6zcugunun bir kisaltmasi degildir. Olsa olsa, “ise”
sdzcUgu -» simgesinin adi olabilir. -» simgesi matematiksel bir
nesnenin kisaltmasidir, Turkge bir s6zcigun degil.

—>ve => arasindaki ayrimi gostermek icin bir 6rnek verelim.
Su timceyi ele alalim:

p = 17 ise p bir asaldir.

1 Gunkd d(r) ya Oa ya | 'e esit.



Bu timceyi,
p =17 =>p bir asaldir
biciminde yazabiliriz2. Ama burda => yerine -» kullanamayiz,
dogru olmaz. —» simgesini -simdilik- yalnizca matematiksel ola-
rak tanimladigimiz énermelerde kullanabiliriz.
f> v eo simgeleri icin de ayni sey gecerlidir. ikinci simge,
Turkge “ancak ve ancak” sozcuklerinin bir kisaltmasidir,
p =2 <>p cift bir asal
orneginde oldugu gibi. Burada <» simgesini kullanmak dogru
olmazdi.
Dileyen okur bu bdélimden sonra Ek 2’nin birinci kismini
okuyabilir.

Alistirmalar.

7.1. Asagidaki énermelerin deger gizelgelerini ¢ikartin.
P->(<TAr) <)
pa (qvr)
(Pag)v (par)
P ~ 'Paq
7.2. d bir degerlendirme olsun. d((p ——)  p) sayisini ce-
birsel olarak hesaplayin.
7.3. d bir degerlendirme olsun. d(p — —p) sayisini cebirsel
olarak hesaplayin.
7.4. Her d degerlendirmesi icin “d(p —q) = 1 <>d(p) <
d{q)” tumcesini kanitlayin. Yani
Eger d(p -» q) = 1 ise d(p) <d(q)
ve
Eder d(p) <d(q) ise d{p -» q) =1
tumcelerini kanitlayin.

2 Matematik yazilirken => gibi simgelerin asiri kullaniimasi giizel degildir. Yazi-
nin anlasiimasini zorlastirir. Dikkat edilirse matematik kitaplarinda bu gibi
simgeler hemen hemen hi¢ kullaniimaz.



8. Bilmeceler

Bu bolim bir ayra¢ olarak kabul edilmelidir. Amacimiz
onermeler mantiginda eglenmekl.

Birinci Bilmece. Yargi¢ karar verecek. Mahkeme tutanakla-
rindan su bilgiler ¢ikiyor:
Eger A sugsuzsa, hem B hem C suglu.
Ya B ya C sugsuz?2.
Ya A sugsuz ya B suglu3.
Kim ya da kimler su¢lu, kim ya da kimler sugsuz?

ikinci Bilmece. Ayse, Emin ve ihsan ayri ayri takimlari tu-
tuyorlar.
Eger ihsan Besiktasliysa, Emin Fenerbahgeli4.
Eger Ihsan Fenerbahgeliyse, Emin Galatasarayll.

1 Bu bolumdeki bilmeceler Kaynak¢a'’da [R] ve [F] ile g0sterilen kitaplardan
alinmistir.

2 Bu dnermeye gore hem B hem C sugsuz olabilir. Bundan sonraki 6nerme icin
de ayni sey gecerli.
Hem A sug¢suz hem B suglu olabilir.
Eger Ihsan Besiktasl degilse, bu 6nerme bize bir sey 6gretmiyor. Ayni sey bun-
dan sonraki 6nermeler icin de gecerli.



Eger Emin Besiktash degilse, Ayse Fenerbahgceli.
Eger Ayse Galatasarayllysa, ihsan Fenerbahceli.
Ayse’nin, Emin’in ve Thsan’m tuttuklari takimlari bulun.

Uclincii Bilmece. Asagidaki timceleri Ates’ten, Bllent’ten
ve Can’dan duydum. Ben onlarin yalancistyim.
Ates, “ya Bllent ya Can yalancidir,” dedi.
Bulent, “Ates yalancidir,” dedi.
Can, “hem Ates hem Biulent yalancidir,” dedi.
Kim ya da kimler yalanci1? (Ek: Yalanci hep yalan séyler!)

Doérdunct Bilmece. Altl cocuktan ikisi bir bahceden elma
asirmis. Ama hangi ikisi? Cocuklar buyuk bir giinah islemisler
gibi sorguya ¢ekilirler.

Hamdi cocuk, “Can’la Goksun caldi,” der.
Jale ¢ocuk, “Dilek’le Tamer ¢ald1,” der.
Dilek ¢ocuk, “Tamer’le Can ¢ald1,” der.
Goksun cocuk, “Hamdi’yle Can cald1,” der.
Can cocuk, “Dilek’le Jale caldi,” der.

Tamer ¢ocuk bulunamamis. (Yoksa bir kdsede elmalart mi
yiyor?) Sorgulanan bes ¢cocuktan dordd yaramazlardan birinin
adini dogru vermis, 6burtindn adini yanhs vermis. Besinci cocuk
her iki adi da yanls vermis. Elma asiran iki yaramazi bulun.

Besinci Bilmece. A, B, C diye adlandirilan (¢ nesnenin
renkleri mavi, kirmizi ve yesil. Asagidaki ti¢ dnermeden salt bi-
ri dogru:

A kirmizi
B kirmizi degil
C mavi degil

Nesneler ayri renklerde olduklarina gore, her nesnenin ren-

gini bulun.



Altina Bilmece. Ayse, Bulent, Cevdet ve Derya aralarinda
satrang turnuvasi yaparlar. Turnuva bittikten sonra,
Ayse, “Cevdet kazandi, Bilent ikinci geldi,” der;
Biulent, “Cevdet ikinci, Derya ug¢unct geldi,” der;
Cevdet, “Derya sonuncuydu, Ayse ikinciydi,” der.
Her Gg Kisinin 6ne strdaga iki 6nermeden salt biri dogru-
dur. Ornedin Ayse’nin 6ne surdigi
Cevdet kazandi
ve
Bulent ikinci geldi
onermelerinden yalnizca biri dogrudur, ikisi birden dogru ola-
maz. Dolayisiyla Ayse’nin yanitindan, ya Cevdet’in birinci ol-
dugunu ya da Bilent’in ikinci geldigini biliyoruz. Bundan bas-
ka, ya Cevdet’in birinci gelmedigini ya da Bulent’in ikinci gel-
medigini biliyoruz.
Turnuva sonucunda esitlik olmadigina gore, turnuvanin si-
ralamasi nasildir?

Birinci Bilmecenin Yaniti: Eger A sugsuzsa, birinci 6nerme-
ye gore hem B hem C sucludur. Ama bu sonug ikinci 6nermey-
le gelisiyor. Demek ki A suglu. A suglu oldugundan, UGglincl
onermeye gore B suclu. B suclu oldugundan, ikinci énermeye
gore C sugsuz.

Sonuc olarak, A ve B suglu, C su¢suzdur.

ikinci Bilmecenin Yaniti: Once mantikta kullanilan “ise”
sdzcugu Uzerine bir iki sdz sdyleyelim.
Turkcede ve baska dillerde,

Pazar giniu hava guzel olursa piknige gidecegiz,
timcesi, pazar gini hava giizel degilse piknige gidilmeyecek an-
lamini da tasir. Her ne denli timce bunu agik acik séylemiyor-
sa da, bu anlam sezilir. Mantik ve matematikteyse, pazar gunu
hava glizel olmazsa piknige gidilip gidilmeyeceg@i bu tiimceden



anlasilmaz. Konumuz matematik ve mantik oldugundan, érne-
gin, ihsan Besiktash degilse, birinci tiimce bize bir bilgi vermez.
Simdi bilmecemize dodnelim.
Once énermelerimizi simgelerle belirtelim. EB, “Emin Be-
siktash” ©nermesini simgelesin. AG, “Ayse Galatasarayll”
onermesini simgelesin... Bildiklerimizi siralayalim:

IB ise EF
iF ise EG
EB degilse AF
AG ise TF

Birinci 6nermeyi, yani “IB ise EF” 6nermesini ele alahm.
Bu 6nerme, bize TB dogruysa, EFnin de dogru oldugunu soy-
liyor. Ama, IB yanlissa yeni bir bilgi vermiyor. Bunun gibi
Uglinct dnerme, EB yanlissa AFnin dogru oldugunu soyliyor;
EB dogruysa Ugtinci 6nerme bize yeni bir bilgi vermiyor.

Eger IB dogruysa, iB = 1 yazalim; yanlissa IB = 0 yazalim.
Bunu her énerme icgin yapalim. Elde ettigimiz yeni 6nermeleri
yazalim:

iB =1 ise EF =1
iF =1 ise EG =1
EB =0 ise AF =1
AG =1 ise iIF =1

Baska ne biliyoruz? Herbirinin ayri ayri takimlari tuttugu-
nu biliyoruz. Demek ki, 6rnegin Emin Fenerbahceliyse, Ayse ve
ihsan Fenerbahgeli olamazlar; yani EF = 1 ise AF - TF = 0 ol-
mali. Bunun tersi de dogrudur: AF = IF =0 ise, EF = | 'dir (bi-
ri Fenerbahceli olmali!) Ayrica, bir Kisi iki takimi birden tuta-
mayacagindan, 6rnegin EF = 1 ise EB = EG =0 olmali. Bunun
da tersi dogrudur: EB =EG =0 ise, EF = 1 olmali (Emin bir ta-
kimi tutmal!)

Sonuclarimizi asagidaki tabloda gosterecegiz.



Yukaridaki tablonun bos karelerine 0 (yanhs) ve 1 (dogru)
koyacagiz. Her stitunda ve her sirada yalnizca bir tane 1 olma-
si gerektigini biliyoruz.

Eger EF - 1 ise, EB = Odir. EB =0 esitliginden ve tglncu
Onermeden AF = 1 ¢ikar. Ama hem EF hem AF dogru olamaz.
Demek ki EF = 0 olmali.

Eger IB = 1 ise, birinci 6nermeden EF = 1 esitligi cikar, ki
bunun dogru olmadigini yukarida gérmiistiik. Demek ki iB = 0.

TF = 1 esitligini varsayalim. ikinci énermeye gore, EG =
I 'dir. EG =1 oldugundan, EB =0 olmali. EB =0 oldugundan,
tiguincli esitlige gére, AF = 1 olmali. Ama hem AF hem IiF dog-
ru olamaz. Demek ki TF = 0.

Eger AG = 1 ise, dérdiincii énermeden, iF = 1 ¢ikar, ki bu-
nun dogru olmadigini gérmustik. Demek ki AG =0.

Bu buldugumuz dort sonucu tablomuzda gésterelim:

B F G
A 0
E 0
1 0 0

Sonug olarak, IB =EF =AG = IF =0 esitliklerini kanitladik.
Simdi, yukaridaki tabloyu -her stituna ve siraya bir 1 gelecek bi-
cimde- bir tirlii tamamlayabiliriz: iIB = IF = 0 esitligini biliyo-
ruz. Demek ki IG = 1 olmal (ihsan bir takim tutmak zorunda!)
EF = iF = 0 olduguna gore, AF = 1 olmali (biri Fenerbahgeyi tut-
mali!) AF = 1 oldugundan, AB =0 olmali. AB = iB =0 oldugun-
dan, EB = 1 olmal (biri Besiktasl olmali!)
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Sonug olarak,
Ayse Fenerbahgeli
Emin Besiktasl
ihsan Galatasarayll
dir.

Uclinci Bilmecenin Yaniti: Ates, Bilent ve Can yerine A, B
ve C simgelerini kullanacagiz. “A yalanci” dnermesini A = 0
olarak, “A yalanci degil” énermesini de A = 1 olarak gdstere-
lim. Ayni seyi B ve C icin de yapalim. $imdi A, B ve C’nin de-
diklerini matematikceye cevirelim.

Once A’nin dedigini ele alalim. A, “ya B ya C yalancidir,”
diyor. Yani “ya B =0 ya C = Odir,” diyor. Demek ki, A yalan-
ci degilse (yani A - i ise), “ya B =0 ya C =0” 6nermesi dog-
rudur. Demek ki, “A=1liseyaB =0 ya C =0 dnermesi dog-
rudur. Ote yandan, A =0 ise, yani A yalanciysa, “ya B =0 ya
C = 0” onermesi dogru olamaz (¢inkd A yalan séyliyordur);
dolayisiyla B = C = 1 esitlikleri dogrudur. Sonug olarak, A’nin
dediklerinden,

A=1lise,yaB=0yaC=0
ve
A=0ise,B=C=1
onermeleri cikar.

Ayni seyi B ve C icin yapacak olursak, bilmecemiz biraz da-
ha matematiksellesir. iste bilmecenin bize verdigi bilgilerin ma-
tematikgesi:



1. A=1 ise yaB=0yaC=0
2. B=1 s A=0

3. C=1 ise A=B=0

4. A=0 ise B=C=1

5. B=0 ise A=1

6. C=0 1ise yaA=1lyaB-=1

A = Oesitligini varsayalim. (4)’egére B=C =1olmali. C=1
oldugundan, (3)’e gére B =0 olmali. B, hem Oa hem | ’e esit ola-
mayacagindan bir celiski elde ederiz. Demek ki A = 1 olmali.

A = 1 oldugundan, (2)’den B’nin 1 olamayacagi ¢ikar. De-
mek ki B = 0.

A =1 oldugundan, (3)'ten C’nin 1 olamayacagi ¢ikar. De-
mek ki C = 0.

Sonug olarak B ve C yalancidir, A yalanci degildir.

Dikkat edilirse birinci ve son iki bilgiyi kullanmadik.

Doérdunct Bilmecenin Yaniti: Cocuklarin adlarini bas harf-
lerine gore C, D, G, H, J, T harfleriyle simgeleyelim. Elmayi C
asirmissa C = 1 yazalim, yoksa C =0 yazalim. Bunu her ¢ocuk
icin yapalim. Cocuklardan ikisinin elma asirdigini biliyoruz.
Demek ki,

C+D+G+H+J+ T=2 (*)
esitligini biliyoruz.

Baska ne biliyoruz? Cocuklardan dérdintn ¢alanlardan bi-
rinin adini dogru, ébdrinin adini yanhlis verdigini ve besinci
cocugun her iki adi da yanhs verdigini biliyoruz. Demek ki, ve-
rilen adlarin degerlerinin toplami 4 olmali, yani

(C+G) +(D+T) +(T+C) +(H+C) +(D+J) =4
olmali. Bu esitlikten,

3C+2T+2D +G +H +J =4 (**)
esitligi ¢ikar. (*) esitligini, (**)’dan c¢ikarirsak,
2C+T+D =2 (***)

esitligini buluruz. C, T ve D’nin degeri 0 ve 1 oldugundan,



(***) esitligi iki sikkin olabilecegini gosterir: Ya C=0ve T =
D =1 esitlikleri dogrudur, yada C=1ve T =D =0 esitlikleri.

Birinci sik, Jale’nin dediginden olanaksizdir. Demek ki ikin-
ci sitktay1z: C=1veT=D =0. Hamdi ve Goksun’un dedikle-
rinden ve C = 1 esitliginden G =0 ve H =0 esitlikleri ¢ikar. Ge-
riye Jale kalir. Demek ki elmalari Jale ve Can asirmis.

Besinci Bilmecenin Yaniti: A kirmiziysa, ikinci 6nerme yan-
lis olmali, yani B de kirmizi olmali. Demek ki A kirmizi ola-
maz. Dolayisiyla birinci 6nerme yanlistir.

B kirmizi degilse -A kirmizi olmadigindan- C kirmizi olmali.
Ama o zaman da ikinci ve Uglnct énermeler dogru olur. Oysa
Onermelerden yalnizca birinin dogru oldugunu biliyoruz. Demek
ki B kirmizi olmali. Dolayisiyla ikinci 6nerme de yanhstir.

Ik iki 6nerme yanhs oldugundan tgiincti énerme dogrudur.
Yani C mavi degildir. Bu bilgilerden kolaylikla A’nin mavi,
B’nin kirmizi ve C’nin yesil oldugu cikar.

Altinci Bilmecenin Yaniti: Ayse’nin dediklerini ele alalim.
ax, “Cevdet kazandi” dnermesinin dogruluk degeri olsun. Ya-
ni, Cevdet turnuvayi gercekten kazanmissa, &* = 1 olsun. Yok-
sa ax=0 olsun. a2, “Bulent ikinci geldi” énermesinin dogruluk
degeri olsun. Ayse’'nin dediklerinden yalnizca biri dogru oldu-
gundan, ya alya a2 birdir. Ama ikisi birden bir olamaz. Yani,

ax+ u2—2cnu2 =1 D)
esitligi gecerlidir. (Bu esitlik, ancak ve ancak axve a2 sayilarin-
dan biri 1 oldugunda dogrudur. Eger her iki sayi birden 1 ya
da biri O'sa yanlistir.)

Ayni bicimde, bx, b2, c1; c2, Bilent ve Cevdet’in sirasiyla
one surdikleri 6nermelerin dogruluk degerlerini simgelesinler.
Yukaridaki gibi akil yuriterek,

b\ + b2- 2blb2 =1 2)
ve



Q\+c2- 2clc2- 1 (3)
esitliklerini buluruz.
Daha baska ne biliyoruz? Cevdet hem birinci hem ikinci
olamayacagindan, ya alya da bu O olmal (ikisi birden de 0
olabilir.) Demek ki,

axbx = 0. 4)
Buna benzer bir nedenden,
blcl =0 (5)

esitligi gecerlidir.
Daha bitmedi. Hem Bullent hem Cevdet ikinci olamayaca-
gindan,

abl =0 (6)
esitligini biliyoruz. Buna benzer nedenlerden,

ac2=0 (7)
ve

bxc2=0 (8)

esitliklerini de biliyoruz.
Bu sekiz esitlikten al5a2, bl, b2, ci5c2 sayilarini bulacagz.
(4)’e bakalim. Bu esitlije gore ya alya da 0 olmali.
Once b{in 0 olmadigini varsayalim. Demek ki b\ = 1. (4)
ve (6)’ya gore ai =a2 =0. Ama bu (1)’le gelisiyor. Demek ki
0 olmal.
bx = 0 esitligini bulduk. Bu esitlikten ve (2)’den b2 = 1 ¢I-
kar. Bu son esitlikten ve (5)'ten ct =0 esitligi ¢cikar. Bu son esit-
likten ve (3)’ten c2 = 1 esitligi ¢ikar. Bu son esitlikten ve (7)’den
a2 =0 esitligi ¢cikar. Bu son esitlikten ve (1)’den & = 1 esitligi-

ni buluruz. Demek ki = b2 =c2 = 1. Dolayisiyla, turnuvanin
siralamasi soyle:
1. Cevdet, 2. Ayse, 3. Derya, 4. Bllent

Sonucu bulmak icin (8) esitligini kullanmadigimiza dikkati-
nizi ¢ekerim.






9. Esdeger Onermeler

Bir ornekle baslayalim, a ve b herhangi iki énerme olsun.
Asagida tanimlanan r ve s dnermelerini ele alalim:
r=a->b
s—ith 2-—a
Simdi su savi ortaya atiyorum: d degerlendirmesi ne olursa
olsun, d(r) = d(s) esitligi gecerlidir. Bu savi kanitlamak igin
ikinci 6nermenin dogruluk cizelgesini ¢ikaralim (birincisininki-
ni biliyoruz.)

a b -4 -l —b-o-4d
00 1 1 1
01 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 0 O 1

Goruldugu gibi, d degerlendirmesi ne olursa olsun, d{r) = d(s)
esitligi gecerlidir. Baska bir deyisle, r ve s dnermelerinden biri
dogruysa 6bird de dogrudur, biri yanhssa 6btria de yanhstir.

r ve s dnermeleri, baska baska dnerme olmalarina karsin,
ayni dogruluk degerlerini aliyorlar. Yani yalnizca dogruluk-
yanhshk goézénine alindiginda r’yle s arasinda higbir ayrim
yok. Bu tlr dnermelere esdeger dnerme diyecegiz.



Tanim. Eger r ve s 6nermeleri, her d de§erlendirmesi icin,
d(r) = d(s)
esitligini saghiyorlarsa, r ve s dnermelerine esdeger dnermeler
denir. Eger r ve s 6nermeleri birbirine esdegerse, bunu
r=s
olarak gosteririz.

Yukarida da gordugumuz tzere a —b =—b -» —a. Daha ko-
lay 6rnekler de verebiliriz. Ornegdin, her p énermesi igin p = -1—p.
Ayrica her p, q, r 6nermeleri igin,
(pa@ar=pa(gar).
Asagidaki esdegerliklerin dogrulugundan da okur emin ol-
mahdir:
(Paga(-p)=pa ip
paqg =Qap
->hP a p)a q=q
Okurun dikkat etmesi gereken nokta sudur: p = g yazdigimiz
zaman, p’nin gye esit oldugunu sdylemiyoruz. Yalnizca p’yle
g'niin esdeger olduklarini séyliyoruz. Sézgelimi, p ve ——ip 6ner-
meleri birbirine esit degillerdir, ikinci 6nerme birincisinden daha
uzundur. Ote yandan, bu iki 6nerme ayni dogruluk degerlerini
alirlar. Yalnizca bu anlamda birbirine benzerler. Bunun gibi
(Pad)arvepa (@ar)
Oonermeleri birbirinin esi degildirler, iki 6nermeyi birbirinden
ayirmak gerekir, yalnizca degerleri gézéniinde tutuldugunda bu
onermeleri esleyebiliriz, ilerde esdeger dnermeleri esitlermis gibi
algilayacagiz ama simdilik bundan kaginmak zorundayiz.
Yukaridakipa (Qa 1) =(pa Q) a r esdegerligine gore, yal-
nizca esdegerlik go6zonune alindiginda, (pAQg)Ar ve pA(gAr)
Onermelerindeki ayraclar gereksiz. Ayraclari nasil koyarsak ko-
yalim, énermenin dogruluk degerleri dedismiyor. Dolayisiyla,
onermelerin yalnizca alacaklar1 degerlerle ilgileniyorsak, bu
onermedeki ayraclari atip her iki 6nermeyi de p a q a I olarak



yazmak igimizden gelebilir. Konuda biraz daha ustalasinca bu-
nu yapacagiz.

Onsav 9.1. = iliskisi 6nermeler Gzerine bir “denklik bagin-
tisidir, yani her p, q, r dnermeleri icin asagidaki tiimcelerl
dogrudur:

Np=p
2) p=qisegq=p dir.
) p=qveq=risep =rdrr

Kanit: Birinci tUmceyi, yani p = p timcesini kanitlayalim, d
herhangi bir dederlendirme olsun. Elbette ki d(p) = d(p) esitligi
gecerlidir. Dolayisiyla p = p timcesi dogrudur.

Simdi ikinci timceyi tanimlayalim, p = q timcesini dogru
varsaylyoruz. g =p timcesini kanitlayacagiz. Yani her d deger-
lendirmesi icin d(q) = d(p) esitligini kanitlayacagiz, d, herhangi
bir degerlendirme olsun, p =g oldugundan, d(p) = d(q) esitligi-
ni biliyoruz. d(p) = d(q) ise, d(q) = d(p) esitligi gecerlidir elbet-
te! ikinci timcenin kaniti bitmistir.

Sira tgtinct tumceye geldi. Bu kez, p =qveq =r tumcelerinin
dogru oldugunu varsayilyoruz, p = r timcesini kanitlayacagiz, d,
herhangi bir degerlendirme olsun. p =q\eq =r oldugundan,

dip) =d(q) ve d(q) = d(r)
esitlikleri gecerlidir. Bu iki esitlikten d(p) = d(r) esitligini elde ede-
riz. Bu da istedigimiz p = r timcesini kanitlar. O

1 Ozellikle “6nerme” yerine “timce” sézcugunii kullaniyoruz. Ginlik dilde ma-
tematik yazildiginda, gunluk dilde kullandigimiz terimlerle matematiksel te-
rimleri birbirine karistirma tehlikesi dogar. Guinluk dilde kullandi§imiz “éner-
me” sd6zcuguyle bu kitapta daha dnce tanimladigimiz “6nerme” sézcigu esan-
lamli degildirler elbet, “p = p” gunluk dildeki anlamiyla bir 6nermedir ve bi-
razdan gorecegimiz Gzere dogru bir 6nermedir. Ancak “p =p” bu kitapta ta-
nimlandigr anlamiyla bir 6nerme degildir. Bu ytuzden burada “tumce” sézcu-
gund “onerme” sdzcuglne yegliyoruz.



Tanim. Eger her d degerlendirmesi igin, d(p) = 1 ise, p 6ner-
mesine hepdogru (totoloji) denir. Eger her d degerlendirmesi
icin, d(p) = Oise, p 6nermesine hepyanlis denir.

Ornegin, —(pa —ip) ve —((p a q) a -<p) 6nermeleri hepdog-
ru dnermelerdir. Eger p hepdogruysa, —p hepyanlistir ve eger p
hepyanlissa —¢ hepdogrudur.

Alistirmalar.

9.1. p+4q, (pvaQ)a (-ip v ->0) 6nermesini simgelesin. Bir
de p a g yerine de p-q yazalim. O ve 1, sirasiyla, herhangi bir
hepyanlisi ve herhangi bir hepdogruyu simgelesinler. Asagida-
ki esdegerlikleri kanitlayin:

p+@+nN=(pP+q)+r

p+p =0

p+0 =0+p=p

p+q =q+p

pig-r) =g x

p-1 =1-p=p

P(q+r) =pqg+pr

P-q =dP

P-P =P

P'AP =0

9.2. Asagidaki esdegerlikleri kanitlayin:

P AN p
—-ip =+
p s -,-,-,-,0
pAD sp
PAqQ =q*P
-1tHp agq)a—(FrAg) =— .pa-if)Aq

—(—(—=p A TJPA-P - ~(qA-p)

p a—i(p a —q) =pag



9.3. Yukaridaki alistirmadaki 6nermelerin herhangi bir d
deg@erlendirmesi icin alacaklari degerleri cebirsel bir ifade ola-
rak bulun.

9.4. Asagidaki tiumceleri kanitlayin:

a) Eger p hepdogruysa, butlin ¢ énermeleri icin, p a q =q.

b) Eger p hepyanlissa, bitin ¢ 6nermeleri igin, p a q hep-
yanlistir.

9.5. Asagidaki 6nermelerin her biri icin, o0 6nermeye esde-
ger ve olabildigince kisa bir 6nerme bulun. (Once dogruluk gi-
zelgelerini ¢izmeniz yararh olabilir.)

-r-(p A -.9)
(=P A~d)) A_ID
-(-m((-#) A(-)))

9.6a.p a q Onermesi bir hepdogruysa, p v e ¢ Onermelerinin
de birer hepdogru olduklarini kanitlayin.

9.6b. EQerp veq Onermeleri birer hepdogruysa, p a q oner-
mesinin de bir hepdogru oldugunu kanitlayin.

9.6c. p bir hepdogruysa, her q énermesi igin, p v ¢ 6nerme-
sinin de bir hepdogru oldugunu kanitlayin.

9.6d. Oyle p ve q 6nermeleri bulunki, ne biri ne de digeri
hep dogru olsun ama p v ¢ dnermesi bir hepdogru olsun.

9.7. Asagidaki 6nermelerin esdeger olduklarini kanitlayin:

pv(qar) ve (pvag) a (pv 1)
pa(qvr) ve Paqv (parn
(p—q) p ve  pa (q-+p)
P-*q >9 ve pwq
q~>(q->p) ve g p

'Pa (p ~0g) ve ->p
P*q)->{p->q ve  "puvp

p o} ve ->pVv(q
pv(gvr) ve (ps/q)vr

9.8. (p -» q) —»r 6nermesiyle p -> (q —r) dnermesi esdeger
midir?



9.9. Asagidaki her 6nermeye olabildigince kisa bir esdeger
6nerme bulun.
(PAQ)V(aAp)
(PAQ)A™D
(p v<?) -> (p-->q)
(pva)->p)->q
(p-><?)->p
(P->(p va)->q
(p -><?)->= (p v Q).
9.10. p = q ve r = s esdegerliklerini varsayarak, pvr=qVs
vepAr = qASs esdegerliklerini kanitlayin.
9.11. p -» q 6nermesi bir hepdogruysa, p v q = ( esdegerli-
ligini kanitlayin.
9.12. Asagidaki 6nermelerinin hepdogru olduklarini kanit-
layin.

p<->p

P ~>P

p~>(pvq)

{paq)-*p

(Pagq)->(p->0q

(p—>9g) »@P-—»>nr)o -((pag)a-r).
(p<>0) > (qo p)

((p <+q) A(<r>r)) -» (p <>r)
(Pvp) ->p

p->(pv4)
(P->4)->nvp->(@vr)
(P>hdvR->1) > (Pp->1)
P-»<->((rv (-<7 -> ») v -'P)
(P->0q) ->((rap) ->(raaq)
(P->Ma@->n)->(pva ->r
(P-><Ya (p-»1)->(p->(qgar)
(fA(p->?))->7



(9->(p->1) ->{p->(q->71))
((p->(p->0) =(P—0)

(pv (2~ 1))->(g->(pv )

(a”(pv n)->(pv (™ 1)
(pv(p”>q)) -> ¢
(P-><a(q->r1)-+(p">r)
(p>>na(@->1)->{pv4)->rn
(p-><9a (r~s) (pat) >(qas)
P o (((Parn—=(q—r)

(Pv ((gaNas)->Wpvada®@vna@vs)
-(pv @) -» (-£a-0g)

(p—0a) ——pa )

(PA>g)™> ((rv ) ->(rv -ip)).

9.13. p <>q 6nermesinin bir hepdogru olmasi icin yeterli ve
gerekli kosulun p = g esdegerligi oldugunu kanitlayin. Yani

p <»q bir hepdogruysa p =
ve
p = ise p <»( bir hepdogrudur
tumcelerini kanitlayin.

9.14. q bir hepdogru ve p herhangi bir 6nermeyse, p —
onermesinin de hepdogru oldugunu kanitlayin.

9.15. Eger p -> g ve g -> r 6dnermeleri birer hepdogruysa, p
—>r dnermesinin de bir hepdogru oldugunu kanitlayin. Bunun
tersi dogru mudur, yani p —r 6nermesi bir hepdogruysa, her
g 6nermesi icin p —» g ve q — r énermeleri birer hepdogru mu-
durlar?

9.16. “p —q bir hepdogrudur ancak ve ancak —*q -» —p
onermesi bir hepdogrudur” timcesini kanitlayin.

9.17. p —r ve q — r 6nermelerinin hepdogru olduklarini
varsayarak, (p v q) —r dnermesinin hepdogru oldugunu kanit-
layin. Bunun tersi dogru mudur, yani (p v q) —r 6nermesi bir
hepdogruysa, p —r ve q —r 6nermeleri birer hepdogru mu-
durlar?



9.18*. p, r ve s birer 6nerme olsun, r = s esdegerligini var-
sayalim. pHbir temel 6nerme olsun, p énermesinde beliren her
p,, nin yerine r dnermesini koyarak p' onermesi elde edelim.
Gene p’de beliren her p,,’nin yerine s’yi koyarak p' énermesini
elde edelim, p' = p" esdegerligini kanitlayin, (p’nin uzunlugu
Uzerine timvarimla.)

9.19*. p, q ve r dnerme olsunlar, p = g esdegerligini varsa-
yalim. pn bir temel énerme olsun, p ve q 6nermelerinde beliren
her p,,’nin yerine r’yi koyarak p' ve g 6nermelerini elde edelim.
p' =q' esdegerligini kanitlayin.



10. Normal Onermeler

p.qver herhangi G¢ 6nerme olsun. Bir énceki béliumden,
(Pa@ar
onermesiyle
Pa(gar
onermelerinin esdeger olduklarini biliyoruz. Bu énermelerdenbi-
rinip a q a rolarak kisaltacagiz. Yanip a q at s6zclgu yukari-
daki iki 6nermeden birinin kisaltilmisi olacak; hangisinin kisaltil-
misi oldugu bizim igin pek 6nemli olmayacak. Okur, illa bu iki
onermeden birini segcmek isterse, 6rnedin (p a q) a r énermesini
secebilir. Yanip AqgArr = (pAq)Ar esitligini,p a q a I s6zcUgU-
nun tanimi olarak alabilir. Bunun gibi, p, g, rve s herhangi dort
onermeyse, p a q a r a s $0zcUguny, ((p a q) a r) a s GNnermesinin
yerine kullanacagiz. Dedigimiz gibi, dilersek bu sdzcugi
(pag)a(ras)yadap a{ga (ras)y
yerine de kullanabiliriz. Bu bélimde yapacaklarimiz igin bu 6ner-
meler arasinda bir ayrim yapmak gerekmeyecek. Gene de bu be-
lirsizlikten rahatsiz olabilecek okurlar igin ve daha bilimsel olmak
icin, matematiksel bir tanim yapalim, g*,...., gndnermelerse,
il A?2A?23 A—AQn
sézcugund,



(((<7" Ag2) a<73) ...)
olarak tanimlayalim.

Ayni kisaltmayi v eklemi icin de yapacagiz. Ornegin, p v g
v r sozcugu, (Pv q) v r 6nermesinin yerine gececek.

Bu anlasmadan sonra bu bolumiin amacina gegelim.

Bir 6nermenin deger cizelgesini bulmasini 6grendik. Bunun
tersini de yapabilir miyiz? Yani, onimuize deger cizelgesine
benzeyen bir ¢izelge konmussa, deg@er ¢izelgesi bu cizelge olan
bir 6nerme bulabilir miyiz? Bulabiliriz. Nasil bulabilece§imizi
bu boélimde gorecegiz. Ancak ayni deger cizelgesini veren bir
degil bircok 6nerme vardir. Ornegin, pherhangi bir dnermey-
se, pa p pv p pv (pa —B, p Y, -|p)t')nermelerinin deger
cizelgeleri p’nin deger cizelgesine esittir, genel olarak, ayni de-
ger cizelgesini veren sonsuz tane degisik 6nerme bulabiliriz.

So6zgelimi,
Pl Pt p
0 0 1
01 1
1 0 1
1 1 0

cizelgesi verilmis olsun, pdnermesi ne olabilir? Hatta, cizelgesi
bu olan bir pdnermesi var midir? Biraz dusununce, p’yi

—P1 v —PI (1)
olarak alabilecegimizi géririz. Ama burada sonucu tahmin et-
tik. Belli bir yontem izlemedik. Her zaman tahminde bulunmak
kolay degildir. Eger cizelge buytkse, deneme yanilma y&nte-
miyle deger cizelgesi o cizelge olan énermeyi bulmayabiliriz. Bu
zorlugun Ustesinden gelebilecek bir ydonteme gereksiniyoruz. Bu
altbélimde béyle bir yontem 6grenecegdiz.

Gene yukaridaki gizelgeyi ele alalim. Ve bir an igin p’yi tah-
min edemedigimizi varsayalim, p’yi bulmaya ¢alisacagiz. Daha
dogrusu p'yi degil de, p’ye esdeger bir 6nerme bulmaya calisa-
cagiz.



p’nin ne zaman dogru olduguna bakalim, p ilk Ug¢ satirda dog-
ru, dérdiincu satirda yanlis.

ilk olarak ilk satiri ele alalim. Yalnizca birinci satirda dogru
olan, 6bur satirlarda yanls olan bir 6nerme bulmak istiyoruz. Ya-
ni, ancak ve ancak pl ve p2 yanlis olduklarinda dogru olan bir
onerme bulmak istiyoruz. Boyle bir énerme bulmak pek o kadar
zor degil. 41 a —.r.Qi§imizi gorar.

Simdi ikinci satira gecelim. Bu kez, yalnizca ikinci satirda dog-
ru olan, 6bur satirlarda yanhs olan bir 6nerme bulmak istiyoruz.
Yani, ancak ve ancak p1 yanls, p2 dogru oldugunda dogru olan
bir 6nerme... —-p\/\p2 6nermesi iste bu 6zellige sahip.

Sira tglinct satirda. Son olarak, ancak ve ancak uguncu satir-
da dogru olan bir 6nerme bulacagiz, yani ancak ve ancak pldog-
ru, p2 yanlhs oldugunda dogru olan bir énerme. p\a —p 2 énerme-
si bu isi gorar.

Ug énerme bulduk. Birincisi yalnizca birinci satirda, ikinci-
si yalnizca ikinci satirda, Gg¢tncisu yalnizca Uclncl satirda
dogru. Bu U¢ 6nermeyi v eklemiyle birlestirecek olursak, yal-
nizca ilk ¢ satirda dogru olan bir énerme buluruz. Demek Ki,

{-P1 A-P1) v H>1 AP1) v {PI A-'P1) (2)
onermesinin dogruluk cizelgesi Ustteki cizelgedir.

Goruldugu gibi, cizelgesi yukaridaki dogruluk cizelgesi gibi
olan iki degisik 6nerme bulduk, (1) ve (2) 6nermeleri. Elbette
(1)’deki 6nerme (2)’dekinden daha kisadir. Ote yandan (2)’yi bul-
mak icin belli bir ydntem izledigimiz okurun dikkatini cekmistir.

Ve elbette (1) ve (2) dnermeleri esdeger dnermeler.

Genel yontem aynen yukardaki gibi olacak. Daha sonraki
bélimlerde buldugumuz 6nermeyi kisaltmanin yollarini arasti-
racagiz.

Gene ayni yontemi kullanarak asagidaki dogruluk cizelge-
sini verecek bir 6nerme bulalim.
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Yukaridaki yontemi uygulayalim ve p’nin dogru oldugu sa-
tirlara bakalim, p, Gglincd, besinci ve altinci satirlarda dogru. Bu
Uc satirin her biri icin, ancak o satirda dogru olan bir énerme bu-
lalim. Bu Ug satiri ve her satirin énermesini altalta yazalim:

Pt P2 Pi
Ugunciisatir 0 1 0 -PiAp2a-,p3

Besinci satir 1 0 0 pra-PIA-P3
Altinct satir 1 0 1 pja~PlAP3

Ornegin tcunci satirt ele alahm. Ugiincli satirin énermesi-
ni nasil bulduk? Bu satirda pj’in ve p3’'tn degerleri 0, dolayisiy-
la —p1'1t ve —p3’l aldik. p2’nin degeri 1. Dolayisiyla p2'yi oldu-
gu gibi aldik. Sonug olarak -1pj Ap2 a —p3 6nermesini bulduk.
Bu 6nermenin dogru olmasi igin, hem —p1’in, hem p2’nin, hem
de —p3’tn dogru olmasi gerekir. Yani pi'in ve p3’'un yanlis,
p2’'nin dogru olmasi gerekir. Dolayisiyla -ip1 a p2a  p3diledi-
gimiz gibi bir 6nermedir.

Simdi bu ¢ 6nermeyi v eklemiyle birlestirelim. Elde edece-
gimiz

(—P1 AP1 A~P2) v (P1 A-'P1 A v (Pt A—<®R2APi) (3)
Onermesinin deger cizelgesi Ustteki deger cizelgesidir. Gergek-
ten de bu 6nermenin dogru olmasi igin, gerekli ve yeterli kosul,



-ip1Ap2A-ip3
PI A S2A 'P3

PI A“'PI AP3
Onermelerinden en az birinin dogru olmasidir. Bu 6nermeler

de, sirasiyla, Gglncd, besinci ve altinci satirlarda dogrular. Do-
layisiyla (3) 6nermesi ancak ve ancak bu satirlarda dogrudur,
yani dogruluk ¢izelgesi yukaridaki cizelgedir.

Yukaridaki (2) ve (3) dnermeleri “Av-normal 6nerme” 6r-
nekleridir. Av-normal 6nerme kavramini bicimsel olarak ta-
nimlayalim. Once “A-asal 6nerme” kavramim tanimlarsak, ta-
nimimizin daha kolay anlasiimasini saglariz.

Tanim, n bir dogal say1 ve heri=1,..., ni¢in, qt, ya bir temel
Onerme ya da bir temel 6nermenin degillemesi olsun. Ayrica ayni
temel dnermenin iki ayri g{ ve qfde belirmedigini varsayalim. O
zaman, gxa g2 a ... a qnonermesine A-asal 6nerme denirl.

Demek ki A-asal 6énermelerde bir temel énerme iki kez beli-
remez. Ornegin,
Pi
Pl A~PI
Pl Ap2 Ap3
P3 APl A~P2
—Pl A—Pl A~Y3
birer A-asal 6nermedir. Ote yandan,

P1 API
P1 A-"PiI
Praplapx
prapla-ip2
Pivp2

onermeleri A-asal 6nerme degildirler.

1 A-asal”, “ve-asal” ya da “timel-asal” olarak okunabilir.



iki A-asal 6nerme ele alahm, q ve r. Bu iki dnermenin sdyle
yazildigini varsayalim:
g=0\a ..a gn
r=rxa ..arm
Buradaki qive ryler ya bir temel 6nerme ya da bir temel 6ner-
menin degillemesi. EGer her gtbir r- ye esitse, yani
N9 =<2 £ {TI ==>*m}
ise, r onermesinin q énermesini icerdigi soylenir. Ornegin,
Pl A~<P2AP3
A-asal Onermesi,
Pi
~\Pi
P3
Pl A—PI
—PI AP3
P3 A—P2
Pl AP3

Pl A—P2AP3
A-asal onermelerini icerir. Ote yandan, pl a —2a p3A-asal

onermesi

P2
-P1
Po

Pl AP3
A-asal 6nermelerini icermez.

Tanim. Higbiri bir digerini icermeyen A-asal dnermelerin v

(tikel evetleme) eklemiyle birlestirilmesine /\v-normal dnerme
denir.

Her A-asal énerme (bir tane A-asal 6nermenin v eklemiyle
birlestirilmesi olarak!) bir AV-normal 6nermedir. Asagidaki
onermeler de AV-normal énermelerdir:



Pl
-P1
Pl A-'Pl
Pl Vp2
Pl V -np2
(PI API) v (-'PI AP2)
(PIAPI A-IP3) v (—PIA“P2AP3) v (Pl A—P3API)-
Asagidaki dnermelerden hicbiri bir AV-normal 6nerme de-
gildir.
Pl API
Pirvp!
(PILAP2 AP3) v (P1 AP))-

(PrA-Tp2 AP3) v HP2 AP i-
simdi bu bélimin amaci olan teoremi kanitlayalim.

Teorem 10.1. Her dnerme av-normal bir énermeye esde-
gerdir.

Kanit: p herhangi bir énerme olsun. Yukarida agiklanan
yontemi uygulayarak, p'nin deger cizelgesiyle ayni cizelgesi
olan ve adina q diyebilecegimiz bir AV-normal énermesi bula-
biliriz. p’yle g’nun deger cizelgeleri ayni oldugundan, p ve Q
birbirine esdegerdir.

Bu teoremi biraz daha bicimsel olarak kanitlayalim.

PI? Pt
temel dnermeleri, p’de beliren temel 6nermeler olsunlar. De-
mek ki p’nin dogruluk cizelgesinde 2” tane sira var. Bu 2nsira
arasindan p’nin dogru oldugu siralara bakalim. Bu siralarin de-
gerlendirmelerine dlI5 ..., dkadini verelim. Ornegin, p birinci si-
rada dogruysa ve d1 birinci siranin degerlendirmesiyse,
¢I(PI) = ¢l(p2) = - =dI(Pn) =0

dir. Simdi, her i=1,2, .., nve her/=1, 2, ..., Kigin g§ 6ner-
melerini soyle tanimlayalim:



dj(pt)=1ise
dj(pj) =0 ise

tij
Son olarak,
(gn a ...a gnl)v ... v (glka ... a qnk)
6nermesinin bir Av-normal 6nerme oldugunu ve dogruluk gi-
zelgesinin p’nin dogruluk cizelgesi oldugunu goézlemleyelim.
Demek ki bu Av-normal 6nerme p’yle esdegerdir. [

iki Av-normal énerme birbirlerine esdeger olabilirler. Orne-
gin, pt v (-1p2a p3) Av-normal 6nermesiyle
P\APIAP) v PAPlA-#3v PIA~HA v PlA-IP2A->23 v (-PI A 724 Py
Av-normal dénermesi esdegerdir.

Bir Av-normal 6nermeyi olusturan A-asal 6nermelerden her
biri ayni temel 6nermeleri iceriyorsa, o Av-normal 6nermeye
dolgun Av-normal 6énerme adi verilir. Ornegin

(plAp2Ap3)V (-pjA-p2APp3)
dolgundur. Ote yandan,
(Pl a p2 Ap3)V (Hp! A —p2)
dolgun degildir. Her énerme bir dolgun Av-normal dnermeye
esdegerdir ve her gizelge dyle bir dnermenin dogruluk cizelgesi-
dir. Dolgun olmayan son dnerme,

(PIAP2 Ap3)V (-lpxA —ip2 Ap3)V (—plA-1p2A -1p3)
dolgun Av-6nermesine esdegerdir. Herhangi bir Av-normal
onermeyi “dolgunlastirmak” oldukg¢a kolaydir. Onermenin
“eksiklerini” tamamlamak yeterlidir bunun igin. Ornegin

(plAp2)V (-.fr Ap3)
onermesinin eksiklerini tamamlarsak,
(PlApP2AP3)V (pjAp2A-1P3)V (~PXAp2Ap3)V (-PXA~p2A p3)
dolgun Av-normal énermesini elde ederiz.



11. Tteorem ve Kkanit

11.A. GIiRIS

Bu boliume gelinceye dek bircok 6nsav ve teorem kanitla-
dik. Demek ki okurun “kanit” ve “teorem” kavramlarini asagi
yukari bildigini varsaydik. Bu bélimde “kanit” ve “teorem”
adi verilen iki yeni kavram tanimlayacagiz. Daha 6nce kullan-
digimiz “kanit” ve “teorem” kavramlariyla birazdan tanimla-
yacagiz “kanit” ve “teorem” kavramlari arasinda énemli ay-
rimlar olacak.

Gecen bélimlerde verdigimiz kanitlar pek bicimsel degiller-
di. Daha ¢ok okurun sagduyusuna ve sezgisine sesleniyorlardi.
Oysa birazdan tanimlayacagimiz “kanit” kavrami tam anla-
miyla bicimsel ve matematiksel olacak. Oylesine bigimsel ola-
cak ki, dileyen okur neyin kanit olup neyin olmadigini anlamak
icin bir bilgisayar yazilimi (programi) yapabilecek. Bu, daha
once kullandigimiz “kanit” kavramiyla birazdan tanimlayaca-
gimiz “kanit” kavrami arasindaki birinci ayrimdir.

ikinci ayrim su: Gegen bélimlerin teorem ve kanitlarini
Turkce yazdik, yani gunluk dili kullandik. Oysa birazdan ta-
nimlayacagimiz “teorem”ler, 3’Uncld bélimde bigcimsel olarak
tanimladigimiz 6nermeler olacaklar, yani dnermeler mantigi-
nin alfabesinde yazilmis sézciikler olacaklar. Ornegin, p her-



hangi bir 6nermeyse, p v —p dnermesinin - birazdan tanimlaya-
cagimiz anlamda - bir teorem oldugunu gérecegiz. Bu bélimde
tanimlayacagimiz “kanit” kavrami da matematiksel bir nesne
olacak: Kaniti bir takim kesin kurallara uyan sonlu bir 6nerme-
ler dizisi olarak tanimlayacagiz.

Gecgen bolumlerde kullandigimiz kavramlarla birazdan ta-
nimlayacagimiz kavramlar arasinda bir ayrim yapmamiz belki
daha dogru olur. Boylece okur daha kitabin basindan beri kul-
lanilan “kanit” ve “teorem” kavramlariyla birazdan tanimla-
nacak olan “kanit” ve “teorem” kavramlarini birbirinden ko-
laylikla ayirabilir. Bu nedenden, birazdan tanimlayacagim “ka-
nit” ve “teorem” kavramlarina “kkanit” ve “tteorem” adini
vermek aklima geldil. Ornegin, soyle bir teorem yazabiliriz:

Teorem 11.1. p herhangi bir 6nermeyse, pv —p bir tteorem-
dir.

Yukarida kullandigimiz ve koyu harfle yazdigimiz birinci “te-
orem” terimi, sezgisel olarak bildigimiz (ya da bildigimizi sandi-
gimiz) “teorem” kavramidir, ikinci “tteorem” terimiyse birazdan
tanimlayacagimiz anlamda kullaniimistir. Her teorem gibi bu te-
oremin de bir kaniti olacak. Bu kanit sdyle baslayacak:

“Kanit: p v —poénermesinin bir tteorem oldugunu kanitla-
mak icin, bu 6nermeyi kkanitlayan bir kkanit bulmalhyiz, iste
p v —p dnermesinin kkaniti: ...”

Yukarida koyu harflerle yazdigimiz birinci “kanit” terimi,
kitabin basindan beri kullandigimiz “kanit” teriminden degisik
degil, ikinci “kkanit” teriminiyse daha hentiz tanimlamadik.

12’nci boliumde de kanitlayacagimiz tzere, tteoremlerimiz
her zaman dogru énermeler, yani hepdogrular olacaklar. Bir

1 “Kkanit” yerine “6nermeler mantiginin kaniti”, “teorem” yerine “6nermeler
mantiginin teoremi” terimlerini de kullanabilirdik, ama bu terimler ¢cok uzun.



sonraki 13’Gncl bdlimde bunun tersinin de dogru oldugunu
kanitlayacagiz (Teorem 13.1. ). Her hepdogru bir tteoremdir2.

Matematik, zorunlu olarak aksiyomatik bir ugras dalidir.
Aksiyom, dogrulugu tartismasiz kabul edilen olgu (daha dogru-
su dnerme ya da timce) anlamina gelir. Matematik¢i aksiyom-
lardan! yola cikarak yeni teoremler elde eder. Nasil yoktan bir
sey var edemezsek, dogrulugunu kabul ettigimiz timceler olma-
dan yeni “dogru” timceler (yani teoremler) elde edemeyiz, yeni
bir teorem elde etmek i¢in mutlaka bazi olgulari dogru kabul et-
meliyiz. Sonug¢: Matematik yapmak icin aksiyomlara ihtiyacimiz
vardir. Aksiyomlar olmadan, yani dayanak noktasi olmadan ye-
ni teoremler elde edemeyiz.

Aksiyomlardan nasil teorem elde edilir (Uretilir)? Her seyden
once -teoremin tanimi geregi- aksiyomlarin kendileri teoremdir-
ler. Matematik¢i bu aksiyomlarin birkagindan, belli kurallara
uyarak, teorem adini verdigi yeni teoremler elde eder. Matema-
tikcinin teorem elde etmek icin kullandigi kurallara ¢ikarim ku-
rallari denir, yaygin matematikte en cok (ve aslinda tek) kullani-
lan ¢ikarim kuralh modus ponens adi verilen su kuraldir:

Egder “p” ve “p ise q” timceleri birer teoremse,
“g ™ timcesi de bir teoremdir.

Asagida da aynen bu ydntemi izleyecegiz, tek farkla ki “te-
orem” yerine “tteorem” terimini kullanacagdiz. Once aksiyom-
larimizi tanitacagiz. Sonra tteorem kavramini tanimlayacagiz.
Tteorem kavraminin taniminin kendisinden ¢ikarim kuralimi-
zin ve kkamt kavramimizin ne olmasi gerektigi anlasilacak.

Bu giristen sonra artik matematige gegebiliriz.

2 Her zaman dogru olan bir 6nermenin kanitlanabilmesini isteriz elbet. Bu iste-
gimiz gerceklesecek.



11.B. TANIMLAR
Sirayla aksiyomlari, tteorem kavramini, kkamt kavramini
tanimlayacagiz.

Aksiyomlar. Once énermeler kuraminin aksiyomlarindan
baslayalim. Her aksiyom bir hepdogru olacak, ancak her hep-
dogru bir aksiyom olmayacak.

Aksiyomlarimizi Gg¢ degisik grupta topluyoruz:

Al. Eger p ve q birer 6nermeyse,
p->(<?->P)

bir aksiyomdur.

A2. Eger p, g ve r birer dnermeyse,

P-—=(i 1) E-—= 2P ")

bir aksiyomdur.

A3. Eger p ve g birer 6nermeyse,

(-<? -> -ip) ->(£-><?)

bir aksiyomdur.

Her aksiyomun bir hepdogru oldugunu okur kolaylikla ka-
nitlayabilir; bunun icin yukaridaki énermelerin her birinin dog-
ruluk cizelgesini ¢ikarmak yeterlidir.

Sonsuz sayida aksiyomumuz olduguna okurun dikkatini ge-
kerim. Ornegin birinci grupta beliren p ve q 6nermeleri yerine
istedigimiz herhangi iki énermeyi koyarsak bir aksiyom elde
ederiz. Dolayisiyla asagidaki énermeler birer aksiyomdur:

PN (Pt PI)
—Pl (Pt PI) —Pi

Tteorem’in Tanimi. Simdi sira tteorem kavramim tanimla-
makta. Tanim gene tumevarimsal olacak. Once “kkanit”i kolay
tteoremleri tanimlayacagiz (AT kurali), MP kural kullanilarak
kkanitlanan tteoremlerin kkanitlari gittikce daha uzun olacak.



AT. Her aksiyom bir tteoremdir.
MP. E§er p ve p —» q 6nermeleri birer tteoremse, q 6nerme-
si de bir tteoremdir.

Yukaridaki “AT”, “aksiyom tteoremdir”in, “MP” ise La-
tince “dogrulama yontemi” anlamina gelen “modus ponens”
sozlerinin kisaltilmisidir.

Hemen bir tteorem 6rnegi verelim.

Onsav 11.1. Eger p ve q birer 6nermeyse,
(p-+a)*(p™p) (Th)
Onermesi de bir tteoremdir.

Kanit: Al’e gére p-* ((7-» p) 6nermesi bir aksiyomdur. Do-
layisiyla -AT kuralina gore- bir tteoremdir de. A2’de r = p alir-
sak,

&->(<1-> P)) > (P ~"a)">{p"> P))
onermesinin de bir aksiyom, dolayisiyla bir tteorem oldugunu
gorurdz. Bu iki tteoreme MP kuralini uygularsak, T1 dnerme-
sinin bir tteorem oldugunu anlariz. O

Yukaridaki kaniti daha kisa bicimde soyle de yazabiliriz:

p->(q”p) Al
(p —(q —wp)) —w(P—=4) (P P)) A2
(p-> )-=>@F#> -»p) MP

Eger MP kuralini hani énermelere uyguladigimizi da gos-
termek istiyorsak, kanitimizi sdyle yazariz:

41 =p-> (q p) Al
i2=P~M<7 P) (P ») P P) A2
=P 4 —swP P) i i2?

Onsav 11.1’deki T1 tteoreminde, p ve g yerine istedigimiz
Onermeyi koyabiliriz. Hatta q 6nermesini p olarak alabiliriz. O
zaman



(P->p) (P-*p)
Onermesinin de bir tteorem oldugunu goruriz. Gene T1 tteore-
minde, g yerine p — p koyarsak,
(p-* tp->p))->{p->p)

Onermesinin bir tteorem oldugunu anlariz.

Yukaridaki qx, g3, q3dizisi bir “kkanit” érnegidir. Her tte-
oremin bir kkaniti vardir ve her kkanit bir tteorem kkanitlar.
Her seyden 6nce, bir kkanit sonlu bir 6énermeler dizisidir.

Kkamt'm Tanimi. Eger gx, g2, ..., gqn birer 6nermeyse ve bu
Onermeler birazdan agiklayacagimiz kosullara uyuyorlarsa,
<
41

*l«

{sonlu) dizisine kkanit adini veririz.

Simdi, yukaridaki dizinin kkanit olabilmesi icin uymasi ge-
reken kosullar aciklayalim:

Her i =1,..., n sayisi i¢in, ya qtonermesi bir aksiyomdur ya
da /’den kuicUk oyle j ve k sayilan vardir ki, g76nermesi g™ — g,
Onermesine esittir.

ikinci kosula biraz daha yakindan bakalim. / ve k sayilari i
sayisindan klgcuk. Dolayisiyla, gj ve g 6nermeleri dizide g?den
Once yer aliyorlar. Diyelim,; de ¢’den kugtk. O zaman kkani-
timiz suna benzer:

4
dj-> 4k

<ik



Yukaridaki Onermesi /’inci sirada ve yukarda szl
edilen g/ye esit. Dikkat edilirse burda modus ponens ¢ikarim
kuralini uyguluyoruz: gj ve Onermelerinden g™ 6nerme-
sini ¢ikariyoruz.

Yeni bir tteorem (ve kkanit) érnegi vermeden 6nce, kkanit
kavrami Uzerine biraz daha dusunelim:

1) Bir kkanitin ilk iki 6nermesi aksiyom olmahidir, ¢inki
MP’yi uygulamak i¢in en az iki 6nermeye ihtiyag¢ vardir.

2) Bir kkanitin her 6nermesi bir tteoremdir. Bir kkanitin en
son Onermesine “o kkanitin kkanitladigi tteorem” denir.

3) Her tteoremin bir kkaniti vardir.

4) iki kkaniti altalta yazarak yeni bir kkanit elde ederiz. En
alta yazdigimiz kkanitla iki kkaniti altalta yazarak elde ettigi-
miz kkanit ayni tteoremi kkanitlarlar.

5) Bir kkaniti bir baska kkanitin arasina sokarsak, yeni bir
kkanit elde ederiz.

6) ki kkaniti, 6nermelerinin sirasini degistirmeden, karisti-
rirsak gene bir kkanit elde ederiz.

7) Her tteoremin sonsuz tane kkaniti vardir. Ornegin kka-
mtta ayni dnerme (gereksiz yere!) birkac kez yinelenebilir ya da
ayni kkanit pespese birka¢ kez ardarda konabilir. (Ama estetik
kaygilardan dolayi tteoremlerin en kisa kkanitlarini bulmali-
yiIz.)

Simdi bir baska tteorem 6rnegi verelim:

Onsav 11.2. Eger p bir 6nermeyse,
P-+P (T2)
Onermesi bir tteoremdir.
Kanit: A l’e gore
P P P
onermesi bir aksiyom, dolayisiyla bir tteoremdir. Ote yandan, T
tteoreminde q yerine p -» p koyarsak,



(P~ (p->p))-> (P ->p)
onermesinin de bir tteorem oldugunu goéririz. Bu iki tteoreme
modus ponens uygularsak, p -» p énermesinin bir tteorem ol-
dugu kanitlanmis olur. O

p —» p tteoreminin kisaltilmis bir kkamti sdyle verilebilir:

il=P-> (P ->P) Al
Q=P P P) (P~"P) TI
q3=p-+p <71, g2, MP

Yukaridaki kisa kkanitin ikinci satiri ne bir aksiyom ne de
podus ponensle elde edilmis. Dolayisiyla gercek bir kkanit de-
gil. Bu kisa kkanitta ikinci satir yerine, o satirdaki tteoremin
kkamtmi koyarsak, p -» p tteoreminin gergek bir kkanitmi el-
de ederiz, iste gercek kkanit:

N~-P (P P) Al
q2=p->((p-» p) -» p) Al
<B= (P-> {iP->P)~>P)) -> ((P ->(#>-> P)) ->(P~>P)) A2
q4=(p—> (p—>p)) -> (p —=p) <5 MP
gs=P~>P <21, T4» MP

Gergek kkanitlar genellikle cok uzun olduklarindan, yukar-
daki U¢ adimh kkanit gibi kisaltilmis kkanitlari yegleyecegiz.
Kisa kkanitlarda yer alan dnermeler, daha dnceden kkanitlan-
mis tteoremler olabilirler. Bu tteoremlerin yerine kkamtlarini
koyarsak kkanitin tanimina uyan gercek bir kkanit elde ederiz.

Bazen bir olguyu belli varsayimlar altinda kanitlamak gere-
kebilir. Yani, “Su, su ve su dogruysa o zaman bu da dogrudur”
gibi teoremler gerekir. Bunu bir sonraki altbdlimde bigimsel-
lestirecegiz.



11.C. VARSAYIMLI KKANIT
Kimi zaman su tar teoremler (tteoremler degil!) kanitlaya-
cagiz: Eger q1, ..., gnonermeleri birer tteoremse, g 6nermesi de
bir tteoremdir.
Hemen bir 6rnek verelim:

Onsav 11.3. Eger —p bir tteorem ve q herhangi bir 6ner-
meyse, p -> q de bir tteoremdir.
Kanit: —p'nin bir tteorem oldugunu varsayiyoruz ve p -»
onermesinin bir tteorem oldugunu goésterecegiz. A l’e gore,
-ip — (g —=—p) @)
bir aksiyomdur. Varsayima goére, —ip bir tteorem. Modus po-
nens’i uygulayarak,

-1q ——p )
onermesinin bir tteorem oldugunu goéririaz. A3’e gore
(-19->—p)—=(p"q) ®)

bir aksiyom, dolayisiyla bir tteoremdir. Bu son iki tteoreme
modus ponensi uygularsak.

P->q (4)
onermesinin bir tteorem oldugunu gorariz. O

Demek ki eger —p’'nin kkaniti elimizin altindaysa, p —» q
onermesinin kkanitim bulabilmeliyiz. Aslinda Onsav 3’Un ka-
niti bunun nasil yapilacagini séyliyor: Kkamtin en basina (1)
onermesini koyalim. Bu Onermenin hemen arkasina -.p’nin
kkanitim yerlestirelim. En son U¢ 6nerme sirasiyla (2,3,4) 6ner-
meleri olsun. Elde ettigimiz dizi p —» q 6nermesinin bir kkani-
tidir. Bu dusuinceyi bicimsel olarak sdyle gosterebiliriz:

qi - —p—> (=g —=—p) Al
gi =—p Varsayim
i3=~"i ~P il i2>mp
14=(>q -—p P i) A3

<$5=P">; i3> ia> M P



Bu tur kanitlara varsayimli kkanit adim verecegiz. Yukarida
-1p Onermesinin bir tteorem oldugunu varsaydik. Kimi zaman,
yalnizca bir énermenin degil, birden fazla 6nermenin tteorem ol-
dugunu varsayip, bir baska 6nermenin tteorem oldugunu kanit-
layacagiz. Ornegin, td5 ..., vn onermelerinin tteorem olduklarini
varsayip bir baska 6nermenin tteorem oldugunu kanitlayabiliriz.
O zaman V\,..., vn énermelerine varsayim adi verilir.

Varsayimli kkanitlarda her dnerme,

1) ya bir aksiyomdur,

2) ya bir varsayimdir,

3) ya da daha onceki iki 6nermeye modus ponens uygula-
narak elde edilmistir.

Eger varsayim olarak v+, vn 6nermelerini kullanip p
onermesinin bir tteorem oldugunu kkanitlamissak, bunu

W\, vn \-p
olarak gosterecegiz ve
fj,..., vnonermeleri birer tteoremse, p 6nermesi de bir tteoremdir
ya da
Vj, ..., vndnermelerinden p ¢ikar
ya da
t»!,..., vnvarsayimlar p’yi kkanitlar

diye okuyacagiz.

Eder p’nin kkanitinda hi¢ varsayim kullanilmamissa, I- p
yazihr.

Son bir Not: Eger —p bir tteorem degilse, Onsav 11.3’un bi-
ze pek bilgi vermedigine dikkatinizi cekeriz.

11.D. CIKARIM TEOREMI
EJer v—p bir tteoremse, o zaman f'yi varsayarak p’yi kka-
nitlayabiliriz. Yani
Eger hv-» pise v I-p olur.
Bunun nedenini anlamak kolay: v—» p bir tteoremse ve V'yl var-
saytyorsak, modus ponensle hemen p’yi elde ederiz. Bunun ter-



si de dogrudur:
Eder v\ p ise, rv-"p olur.

Bunun matematiksel kanitini birazdan verecegiz. Béylece, or-
nedin, —ph p —=g olgusunu Onsav 3’te kkamtladiimizdan,

~p->(p ->0)
Onermesinin de bir tteorem oldugunu anlayacagiz.

Yukarida bir tek varsayimimiz vardir. Varsayim sayisini
birden ikiye ¢ikarabiliriz: vx ve v2 6nermeleri p’yi kkanitliyor-
larsa, o zaman yalniz vx varsayimini kullanarak v2—p 6ner-
mesini kkanitlayabiliriz. Yani

VvNevI™*~P ise V\ I vI P olur.
Bunun da kanitini birazdan goérecegiz.

Daha da genel olarak, eger vx ..., vnénermeleri p’yi kkanit-

hiyorlarsave | <t <nise, vx ..., vt I, VM, ..., vnonermeleri
vt->p

onermesini kkanitlar. Yani ve dnermesini varsayim olmaktan

kurtararak, vt — p 6nermesini kkanitlayabiliriz. iste bu altbo-

limun amaci bu genel teoremi kanitlamak.

Cikarim Teoremi 11.4. Eger V\, ..., vnI- p ise, 0 zaman
Vi, ..., Ve !, Ve, ..., VNnH\E—»p
olur.

Kanit: Vi, ..., vnonermelerinin p’yi kkanitladigmi varsayiyo-
ruz. K bu kkanitlardan biri olsun. K kkaniti vj varsayimini kul-
laniyor. vfyi varsayim olmaktan kurtaracagiz. V{yi varsayim
olmaktan kurtarma islemi, K kkanitini degistirip yeni bir K'
kkaniti elde ederek gerceklesecek. K' kkanitini séyle elde edece-
gizz. K kkanitinda beliren her g dnermesinin yerine,

VX ..., VE_I, VtH, ..., vn
varsayimlariyla vt -» g 6nermesini kkanitlayan bir kkanit ko-
yacagiz. Ornegin, K kkaniti,



<R
<
P
bicimindeyse, K' kkaniti

ve <A

v(-» g2

vi 3

ve->p
biciminde olacak. K" dizisinin en son dnermesinin ve ->p oldu-
guna dikkatinizi cekerim. Bu son kkanitta
> vI-> <N > Bvevt->p

Onermelerinden 6nce gelen noktalar bu 6nermelerin,

W\, VIO\ ve+l ..., vn
varsayllarak yapilan kkamtlarim simgeliyor. Elbette, elde ede-
cegimiz K fdizisinin gercekten bir kkanit oldugundan ve varsa-
yim olarak vednermesini kullanmadigindan emin olmaliyiz.

K kkamtinin 6nermelerini teker teker ele alacagiz. Yukari-
da acikladigimiz islemi énce K’'nin ilk énermesi icin yapacagiz.
Sonra ikinci 6nermesi icin, sonra dg¢inct 6nermesi icin... (Buna
timevarim denir!)

K kkanitindan herhangi bir  dnermesi alalim ve glden 6n-
ce gelen her (1 </ <i-1) 6nermesi igin vg-> gj 6nermesinin
diledigimiz gibi bir kkanitini buldugumuzu varsayalim4. Yani,
1 <; <*-1 esitsizligini saglayan her; igin,

VX, vt u vM , v,,\-ve "> gf
timcesinin dogru oldugunu varsayalim.

4 Eger i =1 ise hicbir varsayimda bulunmuyoruz.



VU ... VLI, V(+L, ..., vnY-vt ">qQi
timcesini kanitlayacagiz.
gtigin dort olasithgimiz var:
1. onermesi vf olabilir.
2. qi bir aksiyom olabilir.
3. £/, v(disinda bir varsayim olabilir. Yani qt 6nermesi

Onermelerinden biri olabilir.

4. gh K dizisinde kendisinden daha 6nce gelen iki 6nermeye
modus ponens uygulanarak elde edilmis olabilir. Yani i’den ki-
cUk / ve k sayilari icin qj = gk—>qi esitligi gecerli olabilir.

Her sik icin, v( -» gtdonermesinin f/yi kullanmayan bir kka-
nitini bulmaliyiz.

Birinci sikta, yani = vfsikkinda, vf -> g-6nermesinin kka-
nitint bulmaliyiz. Ama bu 6nerme ve —» vptnermesine esit ve
bunun bir tteorem oldugunu T2'den biliyoruz. Dolayisiyla bu
sikta q, yerine vt—» v( 6nermesinin bes satirlik kkamtim koya-
biliriz. (Onsav 11.2))

ikinci ve Gguincii siklarm ¢ozuimleri ayni. Bu siklarda, g{yerine,

q, Varsayim ya da aksiyom
qt-> {vi-> qj) Al
vt-> qi M P

dizisini koyalim.
Simdi son sikki ele alalim. / ve k sayilari i’den kigik oldu-
gu icin, ve-> gftve vt -> (¢/i -> qt) 6nermelerini
fi, ..., vi X VM, ..., vn
varsayimlariyla kkanitlamasini biliyoruz (tumvarimi varsayi-
mi1.) gténermesinin yerine,

ve &k 4i)  ((ve »dR (VD) A2
(ve—=gK) — (ve— qU MP
vi->qi MP

dizisini koyalim. Birinci satir bir aksiyom. ikinci satir bir énce-
ki satirdan ve daha 6nce kkanitladigimizi varsaydigimiz



vt (4 k 4 )

énermesinden modus ponensle elde edilmis. Ugtincu satir, ikin-
ci satirdan ve daha 6nce kkanitladigimizi varsaydigimiz ve—» Qqt
Onermesinden elde edilmis. O

Yukaridaki teoremi birkac kez ardarda uygulayabiliriz. Or-
negin gx, g2h p ise, teoreme gére g2 I- g\ -» p dir. Ayni teoremi
bir kez daha uygulayarak, \-2— (qx-> p) olgusunu buluruz.

Bu sonucun hemen bir uygulamasini verelim.

Onsav 11.5. Asagidaki dnerme bir tteoremdir:

-ip -> (p -> Q). (T3)
Kanit. Onsav 3'te —p \ p —» g timcesini kkanitlamistik.
Cikarim Teoremi’ne gore —p -»= (p —» ) bir tteoremdir. |

p —» q Onermesinin —p varsayimli kkaniti, bes timceden
olusmustu. Bu bes timceyi yukaridaki teoremin kanitinda yap-
tigimiz gibi degistirip, —p -> (p -» ) 6nermesinin varsayimsiz
bir kkanitini elde edebiliriz, iste o kkanit:

Gi= 1P -> («? -» -ip) Al
#2=-ip->(-v->-P)) (- fip  ("a-> ip) Al
@= P> (1p > ("4 ~ip)) 91, <2>MP
G4=->p-> {{g > <p)> &) Al
tfs= (ip ->((<? -> -#>) -> —>P))

> ((-P -> @ -P)) -> (-P > -P)) A2
46=(dp (& —P) P -p) 4, <5, MP
AT =4V -> Qg -> -i») Al
18=-'P-*-ip 4«, 47> MP
#- (<P {—p—e”™> -ip)))

> (-»  -ip)  hp -+(-ng->- ip))) A2
NMO=i-l/T -P) = P —-ip)) <, 09, MP

< =-ip >m (-»? -ip) =% i 105 M P



<i2=(—4 —P)-—=mpP 4) A3
M3=i(—a“*—P) (P <)

—>a (—1p —>((—>q-» —1p) —» (p —> <?))) Al
i 14=~P~M(_<T ~-IP) ~»(P " 4)) thiAui MP
i15=(-IP  ((“'i =~P) —MP <)

—>((“>? —m(-'<?-* —>P)) -> (P~ (P ~<?)) A2
Q6= (~P *a9xp))  (>2 (P > <) 214»4155 M P
q\y = —<p-* (p-* q) gn.ql6MP

11.E. BIRKAC TTEOREM
Bu altbdlimde, Teorem 13.1’e hazirlik olarak asagidaki

onermelerin birer tteorem olduklarini kanitlayacagiz.

(T4) 11p ~p
(T5) p—»--Ip
(T6) p->g,g-»r]-p-»r
(T (Pp—>0q) = (1" —>-1p)
(T8) p—»(P—>09)—>9)
(T9) p->(<->-(p-><)
(T1I0) (P -")-»"-»-" -»*))
(TH) (P—>0) = (—p—>9) ->0)
T4. T4’0n bir tteorem oldugunu kkanitlamak icin, —p | p

tumcesini kanitlamak yeterlidir (Cikarim Teoremi 11.4):
G = -1—p— (H4+p — —+p) Al
N2 =—p Varsayim
<T4 = (—l=>—1—'P -> —1p) -> (—*p > —'—1p) A3
A5=—p->m 1 i 3» 142 M P
B=("'P *Lip) -* (—=p *P) A3
g=—2P P <5 ¢6’ MP
d8=P <h, 41>MP

T5. T5’in kkamtinda yukarida kkamtladigimiz T4 tteore-

mini kullanacagiz.



f\=——+p —>—p
D= —P) > (P —+Ip)
i3=p-*—P

T6. Cikarim Teoremi’ne gore, T6 yerine,

tumcesini kanitlamak yeterlidir.

a\=p
q2=P 4
i3=i
HA=# —>r
g5=r

T4
A3
A»i25 MP

Varsayim
Varsayim

<n, <L>MP
Varsayim

a3, g4, MP

T7.p-» # =0 -> -1p timcesini kanitlayacagiz. Daha 6nce
kkanitladigimiz tteoremleri ve kanitladigimiz teoremleri kulla-

nabiliriz elbet.

N=p—q

g2=q"> -<-4

XB=P

M= ——p—p

qs= 1 Ip-> -1-1#

#H=(—P -1-% (>T—-1p)
#7=-1q -» -1p

Varsayim
T5

2>T6
T4

#3, #4, T6
A3

#5, #6, MP

T8. p ve p -» # varsayimlarindan modus ponensle hemen #
onermesini elde ederiz. Dolayisiyla p, p -> q\- g dogrudur. Sim-
di Cikarim Teoremi 11.2'yi iki kez uygularsak, T 8’i buluruz.

T9. p ve -1q varsayimlariyla —{p —>q) 6nermesini kkanitla-

yacagiz.
qa\=p
q2=p -> ((p -> q) —0Q)

Varsayim
T8



4i= (P

4= (P ~> <2)-5<2) ~> (=7 > =>(P . iy

> 4) >4

#H=-1#—=-1(p -» #)
H#H6=-1#
#=-"(P 4)

<> <2> MP

T7
#3, #4, MP

Varsayim
i 5>i & MP

T10. TIO un tteorem oldugunu gostermek icin, —{—p —q)
onermesini, p -> g ve —¢ 6nermelerini varsayarak kkanitlaya-

cagiz.
i T o~ g Varsayim
#2=(P “* (~# *—P) T7
N3=_H_N_Pp #l,#Z,MP
<ra = X7 Varsayim
4s="P #3, <4, MP
o= ((ip > #)-o#) T8
#H=(-P“*#)m>J ish 1 6o b
vs = ((-P-+q)=>q)-> (M -* ~[P-> o)) T7
#9 = -1 > —A—ip —» () Hl, i s>m »
<o- ~(,P o <. x0. MP

TI1l. p->q ve —p—>q varsayimlarindan g 6nermesini kka-

nitlayacagiz.
#1 =P
#2=P
13=—i

#4 =

-> 4) -> (- #-> >(->P -> Q)
#
P 9

—«(—1p -> #)) -> ((-1p —> q)

4s=(-P >#) >4
96=—p-» <2

17=

<5>1 6

T10

Varsayim

il» i 2>MP

q) A3

<B>HA, MP
Varsayim

Varsayim






12. Her Tteorem Bir
Hepdogrudur

mahidirlar. Yoksa “tteorem” adina yakismazlar. Bir bas-

ka deyisle, tteoremlerimin hepdogru olmalarini istiyo-

ruz. Bu boéliimde her tteoremin bir hepdogru oldugunu kanitla-

yacagiz. 13’Unclu bolimde de bunun tersini, yani her hepdog-
runun bir tteorem oldugunu kanitlayacagiz.

Her tteoremin bir hepdogru oldugunu, tteoremin kkaniti-

Tteorem adini verdigimiz dnermeler her zaman dogru ol-

nin uzunlugu uzerine timevarimla yapacagiz. Once “kkanit
uzunlugu” kavramini tanimlayalim: Okurun da tahmin edebi-
lecegi gibi bir kkanitm uzunlugu o kkanittaki énerme sayisidir.
Ornegin Onsav 11.1'deki kkamtin uzunlugu 3’tur, ¢linki o
kkanitta 3 6nerme vardir. Onsav 11.2°deki tteoremin kkaniti-
mn uzunlugu 5°tir. Uzunlugu 1 olan kkanitlar bir tek dnerme-
den olusurlar ve bu dnerme bir aksiyom olmalidir. Eger bir
kkamtin uzunlugu 2’yse, o kkamtin birinci satiri gereksizdir.

Teorem 12.1. Her tteorem bir hepdogrudur.

Kanit. Her tteoremin bir hepdogru oldugunu kanitlamakla
Her kkamtin son 6nermesi bir hepdogrudur
tumcesini kanitlamak arasinda bir ayrim yoktur. Dolayisiyla

bu son timceyi kanitlayacagiz.



Yukarida da soyledigimiz gibi kanitimiz kkamtin uzunlugu
Uzerine timevarimla olacak. Eger kkamtin uzunlugu I ’se, o za-
man kkamtin bir tek 6énermesi vardir ve bu dnerme bir aksiyom
olmak zorundadir. Dolayisiyla aksiyomlarimizin hepdogru ol-
duklarint kanitlamaliyiz. Bunun kaniti olduk¢a kolaydir; Al,
A2 ve A3 grubundaki aksiyomlarin dogruluk cizelgelerini ¢i-
karmak yeterlidir. Ayrintilari okura birakiyoruz.

Uzunlugu 1 olan kkanitlarin en son énermelerinin hepdog-
ru olduklarini gérdik. Simdi n > 1 olsun ve uzunlugu n olan bir
kanit ele alalim. Kanitimizi

41
<2

olarak yazalim. gnénermesinin bir hepdogru oldugunu goster-
mek istiyoruz.

Eger bu kanittan en sondaki birka¢ 6nermeyi atarsak, geri-
ye uzunlugu «’den kisa olan bir kkanit kalir. Dolayisiyla, time-
varim varsayimimiza gore,

42 e=>4«-|
onermelerinin her biri bir hepdogrudur; ¢iinkd kkanitimizin ilk
i dnermesi i uzunlugunda bir kkanit olusturur ve eger i, «’den
kigukse, timevarim varsayimindan g/nin bir hepdogru oldu-
gunu cikaririz.

Demek ki ilk n - 1 dnerme birer hepdogru. Bundan, son
onermenin de bir hepdogru oldugunu c¢ikarmaliyiz.

gn dnermesi kkanitta iki nedenden bulunabilir. Ya bir aksi-
yomdur ya da daha 6nceki 6nermelerden modus ponens ¢ika-
rim kuraliyla elde edilmistir. Eger gn bir aksiyomsa bir sorun
yok, aksiyomlarin hepdogru olduklarini biliyoruz. E§er gnmo-
dus ponens'lc elde edilmisse,



I=< dn
esitligini saglayan ve «’den kigUk i ve j sayilari vardir. gi ve
g7nin birer hepdogru olduklarini biliyoruz. Bundan g,,’nin bir
hepdogru oldugunu ¢ikarmaliyiz. gnyanhs olabilir mi? Bir an
icin </nin bir d degerlendirmesi icin yanlis oldugunu, yani
d(gn) = 0 esitligini varsayalim. gj hepdogru oldugundan, d(qj) =1
esitligi dogrudur. Demek Ki
d(gn) = 0 ve d{qj) = 1.
Ama o zaman,
<%) =d(aj-+qn) =0
esitligi gecerlidir. Ote yandan ¢, bir hepdogru oldugundan
d(qt) =

olmali. Bir geliski elde ettik. Demek ki bir anlik varsayimimiz,
yani g,,’nin bir degerlendirme icin yanhs olabilecedi varsayimi
yanlismis. Demek ki gnde bir hepdogruymus. O






13. Her Hepdogru Bir
Tteoremdir

kanitladik. Bu bélimde her hepdogrunun bir tteorem ol-
dugunu kanitlayacagiz. Boylece aksiyomlarimizin ve
kkanitlama yontemimizin yeterince gicli oldugu anlasilacak.

Bir onceki bélimde her tteoremin bir hepdogru oldugunu

Teorem 13.1 (Eksiksizlik Teoremi). Her hepdogru bir tte-
oremdir.

Teoremi, hepdogrunun uzunlugu Uzerine timevarimla ka-
nitlayanlayiz, ¢iinki bir hepdogruyu olusturan alténermelerin
hepsi hepdogru olmayabilirler. Ama yine de teoremi timeva-
rimla kanitlayacagiz! Ancak bu teoremi degil bir baska teoremi
kanitlayacagiz, timevarim yontemini kullanabilecegimiz bir te-
oremi...

Kanitin cok kolay olmadidini, bu kitapta daha 6nce verilen
kanitlardan daha zorlayici oldugunu bastan belirtelim.

p herhangi bir dnerme olsun, p’nin kullandi§i temel oner-
melerin pi5 ..., pntemel 6nermelerinin arasinda oldugunu var-
sayalim. (p 6nermesi tim p/leri kullanmayabilir.) p’nin dogru-
luk cizelgesinde 2” satir vardir. Bu 2 satirdan ¢inci satiri ele
alalim. Bu satirin degerlendirmesine dj diyelim.



Pl i PP
0

d- 0 0
di di(IPI) wdi(pi) - diPn)
(21 1 1

Her j =1, ..., nicin qijyi soyle tanimlayalim:
\pj 4~) =lise
{"Pj dt(pt) = O ise.

Bir de g 6nermesini tanimlayalim:

fp (ii(p) -1 ise
N lp dt(p) = O ise.

Onsav 13.1. Yukarda yapilan tanimlarla, qil, ..., gtnvar-
sayimlariyla q kkanitlanir. Yani
4i\I| ==4in 4"

Kanit: Bu dnsavi p’nin uzunlugu Uzerine timevarimla ka-
nitlayacagiz. Once p’nin uzunlugunun 1 oldugu duruma, yani
p’nin bir temel 6nerme oldugu duruma bakacagiz. Eger p bir
temel onermeyse, bir k =1, ..., nigin

P =Pk
esitligi gegerlidir. iki olasilik vardir: ya
dt{Pk) = 1 ya da dt(pk) = 0.
Birinci sikta qijl = p&ve g = p = pk, yani qik = g. Dolayisiyla bu

durumda gn, ..., ~,varsayimlarindan g kkanitlanir. ikinci sik-
ta, qik = —pkve g =-.p = —p”, yani gene gik = g. Bu durumda
da gn, ..., ginvarsayimlarindan g kkanitlanir.

Simdi p’nin uzunlugunun 1’den buyuk oldugu durumlara
bakalim. Timevarim varsayimimiza gére, énsavimiz p’den ki-
sa Onermeler i¢in dogru.



p’nin alabilecedi iki bigim vardir: yap =->ryadap =r —»s.
Her iki bicimi ayri ayri irdelememiz gerekir. Onsavimizm r ve s
onermeleri icin dogru oldugunu varsaydigimizi da unutmayalim.
1. Birinci Sik: p = —rise. Bu durumda da iki altsik var: ya
d{p) =1 ya da dip) = 0.
1.1. Birinci Altsik: d{(p) = 1 sikkini ele alalim ilk dénce. Bu
durumda
4ili ==>4in |
timcesini kanitlamamiz gerekir, dp) = 1 ve p = —resitliklerin-
den, dj(r) =0 ¢ikar. Simdi timevarim varsayimimizi r'ye uygu-
layalim:
4ih dinl r
timecesi dogrudur, p = —f oldugundan bu altsikta énsav kanit-
lanmistir.
1.2. ikinci Altsik: Simdi de d™p) = 0 sikkini ele alalim. Bu
durumda, q = —p = —~ oldugundan,
4ili ==4in - 1%
timcesini kanitlamamiz gerekir. dj(p) = 0 ve p = —resitliklerin-
den, dj(r) = 1 ¢ikar. Simdi timevarim varsayimimizi r'ye uygu-
layalim.
< —j 4in
timcesi dogrudur. Ote yandan, T5’e gore r -» ——ir bir tteorem-
dir. Dolayisiyla, modus ponens’i uygulayarak. gn, ..., ginvarsa-
yimlarindan -1-1r 6nermesini kanitlayabiliriz. Bu sikta da 6nsa-
vimiz kanitlanmistir.
2. ikinci Sik: p = r >ms ise. Gene iki sik var: ya dj(p) =0 ya
da dfp) =1.
2.1. Birinci Altsik: Once d”p) = 0 sikkini ele alalim. Bu du-
rumda,
4n> e dinb— ¢ s)
tumcesini kanitlamaliyiz. d”*p) = 0 ve p =r -> s esitliklerinden
dj(r) = 1 ve dj(s) = 0 esitlikleri ¢ikar. TUmevarim varsayimimizi
r ve s dnermelerine uygulayalim:



4il> eee> 4in | *
ve

4ill = 4in IS
timeceleri dogrudur. T9’dan
r—(-is » —Hr —5))
onermesinin bir tteorem oldudunu biliyoruz. Bu (g tteoreme,
modus ponensi iki kez uygularsak, —{r -» s) ¢ikar.
2.2. ikinci Altsik: Simdi de dj(p) = 1 sikkini ele alalim. Bu
durumda,
4il-> > 4in t r S
tumcesini kanitlamaliyiz. dj(p) = 1 ve p =r —s oldugundan, ya
dj{r) = 0 ya da dt(s) = 1. Dolayisiyla, ya
4ili —mwain - r
ya da
#:1» == 4in S
timcesi dogrudur (timevarim varsayimi.) Birinci durumda
T30 kullaninzl, ikinci durumda Al aksiyomunu kullaniriz2.
Onsavimiz kanitlanmistir. O

Bu o6nsavin yardimiyla teoremimizi kanitlayabiliriz, p bir
hepdogru olsun, p’nin dogruluk cizelgesinin her satirinda p, 1
degerini aldigindan, yukaridaki 6nsavda g = p'dir.

Onsavimizi son iki satira uygulayalim, yani i =2”ve i=2"- 1
alalim.

En son satirda p- lerin degerleri 1 oldujundan, #2”/=Pjedt_
ligi gegerlidir. Dolayisiyla, yukaridaki dnsava gore,

P, > Pn I P
timcesi dogrudur. Buna Cikarim Teoremi’'ni (Teorem 13.4)
uygulayacak olursak,
P> —Pn-l ¥Pn P (1)
timcesinin dogrulugunu goéruriz.

1 T3, —r— (r—s) énermesinin bir tteorem oldugunu séyliyor.
2  Ale gores —(r —s) dnermesi bir aksiyomdur.



Sondan bir dnceki satirda, pn disinda her p/nin degeri bir,
p,,’nin degeriyse 0. Dolayisiyla

<2, =P
<i2n-1,n-1 = Pn-1
<i2n,n ~ -1Pn

esitlikleri gecerlidir. Dolayisiyla 6nsava gore

Pli =4 Pn-h ~Pnt P
timcesi dogrudur. Gene Cikarim Teoremi’ni uygulayarak,
Pli «=Pn-1 | ~'Pn P (2)
timcesinin dogrulugunu goéruriz.
Ote yandan T 1’e gore
(Pn P)  ((~'Pn ~~P) ~~P)
bir teoremdir. (1) ve (2)'yi T I1’le birlestirip, iki kez modus po-
nens uygularsak,
Ph —=Pn-1 | P
timcesinin dogrulugunu anlariz.
Varsayim sayimiz «’den w- |’e indi. Daha da azaltacagiz.
Yukarida yaptigimizi son iki satirla degil de sondan t¢tncu
ve dordunci satirla yaparsak
Pli ==Pn-71 'Pn-1I| P
timcesini kanitlariz. Daha 6nce kanitladigimizi da gézéniine
alirsak
Pli —iPn-1}+ P
timcesini kanitlamis oluruz. Sondan 5, 6, 7 ve 8’inci satirlar-
dan, ayni yontemle
Pli '—Pn-31 -'"Pn-I | P
cikar. Dolayisiyla
Pli —1:Pn-3+ P-
Bunu boyle surdirerek varsayim sayimizi azaltiriz ve so-
nunda I- p timcesini elde ederiz. O






EKI
Basit Kimeler Kurami

tir. Bu konuyu ¢ok daha kapsamli bir bicimde Sezgisel
Umeler Kurami adli kitabimizda ele aldik. Daha kapsamli
bilgi arayan okurun o kitaba basvurmasi gerekmektedir.

B:ek, kimelerle arasi pek iyi olmayan okurlar icin yazilmis-

Kime ve Eleman. Kiime nedir? Bizim icin kiime, elemanlar
iceren bir butiin olacak. Her ne denli bu tanim tam matematik-
sel bir tanim degilse de, okur bu sezgisel tanimi kabul etsin. Bu
kitab1 anlamak icin bu sezgisel tanim yeterlidir. Verecegimiz
ornekler kiime kavraminin daha iyi anlasilmasini saglayacak.

Ornegin, yalnizca ve yalnizca 0, 1 ve 2 sayilarini igeren bir
kiime vardir. Bu kiime

{0, 1, 2}

olarak yazilir ve t¢ elemani vardir: 0,1 ve 2 sayilari. Baska ele-
mani yoktur. Dilersek bu kiimeye bir ad verebiliriz. Diyelim A
adini verdik:

A ={0, 1,2}.
istersek,

A ={1,2, 0}
da yazabiliriz. Yukaridaki iki yazilim arasinda matematiksel
olarak bir ayrim yoktur.



A kumesinin cesitli tanimlari yapilabilir. Ornegin A kiime-
si ilk G¢ dogal sayidan olusan kiimelerdir de ayni zamanda. Ya
da A kidmesini,

X(x-D(x-2)=0
esitligini saglayan sayilarin kiimesi olarak da tanimlayabiliriz.
Yani ayni kiime degisik bigimlerde tanimlanabilir. Kimileyin
iki ayri tanimin ayni kiimeyi tanimladigini anlamak pek kolay
olmayabilirl.

Yukarida tanimladigimiz A = {0, 1, 2} kiimesine geri déne-
lim. 1 sayist A’'mn bir elemanidir. Bunu gostermek icin

leA
yazilir. Ote yandan, 3, A’nin bir elemani degildir. 3’Gn A’nin
bir elemani olmadigu,

36A
yazilarak gosterilir. Bunun gibi

2 s A

S€A
timeceleri dogrudur. “x e A” tiimcesi, ancak x, 0’a, |’e ya da
2’ye esitse dogrudur, yoksa yanlistir.

A kiimesinin resmini yapabilir miyiz? Bu soru biraz “mutlulu-
gun resmini yapabilir misiniz” sorusuna benzedi. EIma, armut,

keman, pipo gibi somut nesnelerin resmini yapmak

kolaydir ama, mutlulugun resmi yapilabilir mi?

Mutluluk oldukg¢a soyut bir kavramdir. Sakin bir

dere kenarinda balik avlayan bir insanin mutlulu-
guyla kikir kikir galen bir cocugun mutlulugu, ya da sevdigini ilk
kez 6pen bir gencin mutlulugu arasinda ¢ok fark vardir. Mutlu-
luk kavramini yandaki gibi resimlemeyi dusunebiliriz.

Bu gercekten mutlulugun resmi midir? Degildir elbet. Biz
bunun mutlulugu simgeledigini varsayalim. s varsaymaya ge-

1 Ayni 6geleri olan iki kime birbirine esittirler. Bu tumce, Kimeler Kurami’nin
aksiyomlarindan biridir.



Unce istedigimiz her seyin resmini yapabiliriz. A kiimesinin bi-
le... Nedense kime resimleri hep oldukca dizgin bir patatese
benzer. Yukaridaki kiimenin resmi soyle cizilir genellikle:

Ama ayni kiimeyi,

olarak da cizebiliriz. Bu resimler elbette imgesel resimlerdir;
dogada 0,1 ve 2 sayilarini sinirlayan bir ¢izgi yoktur, hatta bel-
ki O, 1, 2 sayilari bile yoktur.

0, 1 ve 2 sayilarini iceren baska kiimeler de vardir. Ornegin,

B ={0, 1, 2, 3, 4}
kumesi bu U¢ sayiyi icerir. Yukaridaki B kimesiyle bu kime
ayni kimeler degillerdir elbet. B’de olan ama A’da olmayan
ogeler vardir. Ote yandan B kuimesi, A’nin butin 6gelerini ige-
rir. Yani B kiimesi A kiimesini kapsar. Ama B kimesi, bu 6ge-
lerin yani sira (A’'nin icermedigi) 3 ve 4 0gelerini de igerir.
A’nin bitin 6gelerinin B’de oldugunu goéstermek igin, yani
B'nin A’y1 kapsadigini géstermek icin A ¢z B yazariz. A kiime-
sinin bir altkimesidir:. Ornegin {4, 6, 7} kimesi {2, 4, 5, 6, 7}
kUmesinin bir altkiimesidir. Yani, “{4, 6, 7} ¢ {2, 4,5, 6, 7}~
matematiksel tiimcesi gecerlidir. Bunun gibi,
{0}¢ {0, 1}¢{0 1,2}¢={0,1,2,3}

matematiksel timceleri de gegerlidir.

Ve elbette eger X, Y’nin bir altkiimesiyse ve Y, Z'nin bir alt-
kimesiyse, X de Z’nin bir altkimesidir. Yani,



X¢ YveYg Zise, X¢Z.
Yukaridaki A ve B kimelerine geri donelim. A ve B kime-
lerinin resimlerini ayni kagida cizebiliriz:

Ornegin, “{8, 9, 3} ¢ {0, 9, 3, 7, 8}” tumcesi dogrudur,
cinkl soldaki kiimenin her elemani sagdaki kiimenin de bir
elemanidir. Ote yandan {8, 9, 4} kiumesi {0, 8, 9, ll}kimesi-
nin bir altkimesi degildir.

Eger C ={0,1, 2, 4, ti, V2} ise C kiimesi de A kiimesini kap-
sar. Yani A kimesi C kumesinin bir altkimesidir. Ama B ku-
mesi C’nin bir altkiimesi degildir. Cinki B’de 6ge olarak bulu-
nan 4 sayisi C kiimesinde degildir. Yukarida tanimladigimiz A,
B ve C kumeslerinin bir resmini cizelim:

Eder X herhangi bir kiimeyse, X ¢ X timcesi gecerlidir,
cunkid X’in her elemani X’in de bir elemanidir! Yani her kiime
kendisinin bir altkiimesidir. Eger Y ikinci bir kiimeyse ve

X¢ YveYgeg X
timceleri gegerliyse, 0 zaman X =Y esitligi gecerlidir. Yani X,



y’nin bir altkiimesiyse ve Y, X’in bir altkiimesiyse, o zaman X,
Y’ye esittir. Bunun nedeni agik: X¢Yoldugundan, X'in her ele-
mani Y’'nin de bir elemanidir. Ote yandan, Y ¢ X, yani Y’nin de
her elemani X’'te. Demek ki X'in 6geleri Y’'de ve Y’nin 6geleri
X’te. Yani her iki kiime de ayni 6gelere sahipler. Dolayisiyla X
=Y esitligi gecerlidir.

Simdiye degin tanimladigimiz kiimelerin sonlu sayida ele-
mani vardi. Sonsuz sayida elemani olan kiimeler de vardir. Or-
negin, 0, 2, 4, 6 gibi tum pozitif ¢ift tamsayilardan olusan bir
kiime vardir. Bu kiimenin sonsuz sayida elemani oldugundan,
bu kiimeye sonsuz deriz. 216, bu kiimenin bir elemanidir. Ama
217 ve -8 sayilari bu kimenin 6geleri degildirler. Bu kiimeyi
yukaridaki kiimeler gibi 6gelerini teker teker yazarak gostere-
meyiz, ¢inkd bu kiimenin sonsuz sayida elemani var. Sonsuz
saylda 6ge yazacak zamanimiz yok. Ama,

{0,2,4,6,8 ..}

.....

lasildigindan, bu yazilim sik sik kullanthr.

Kesisim. E, 5’e bélunen pozitif tamsayilar kiimesi olsun:
E ={0, 5, 10, 15, 20, 25, ...}
F, 4’e bolunen pozitif tamsayilar kiimesi olsun:
F={0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28,

Simdi hem 4’e hem de 5’e bélunen pozitif tamsayilar kiime-
sini ele alalim. Bu kimeye G adini verelim. Bu sayinin G’de ol-
masi i¢in, o sayinin (her seyden dnce pozitif bir tamsay! olma-
lidir ve) hem 4’e hem de 5’e bolinmelidir, yani sayr hem E hem
de F kiimesinde olmalidir. Hem E’nin hem de P’nin 6gelerini
iceren kiime,

EnF
olarak gosterilir. Demek Ki,
G=EnF
esitligi dogrudur. Okur, G kidmesinin 20°’ye boltnen pozitif tam-



sayilar kiimesi oldugunu anlamakta guglik ¢cekmeyecektir2.

Bir baska ¢6rnek verelim:

{0, 6, 12, 18, 24, 30,...} n {0, 9, 18, 27, 36, ...}
kiimesi
{0, 18, 36, 54, ...}

kimesine esittir3.

Kisaca E n F kimesinin 6geleri hem E 'de hem de Fde olan
ogelerdir. E n F kimesine E’'yle Fnin kesisimi adi verilir. Re-
sim gizecek olursak, E, F ve E n F kiimeleri soyle gosterilir:

Eder X herhangi bir kiimeyse, X n X kimesi nedir? X k-
mesidir elbet. Yani her X kimesi icin,
X n X =X

esitligi gecerlidir. Eger Y de kiimeyse,

XnY=YnX
esitligi ve

XnY¢XveXnYegY

matematiksel tumceleri gecerlidir.

Bilesim. iki kiimenin bilesimi, her iki kiimenin 6gelerinin
tumunden olusur. Ornegin,
{0, 3,7, 8} ve {0, 4, 7,11}

2 CUnku hem 4’e hem de 5’e bolunen sayilar 20’ye bdlunurler ve 20’ye bélinen
her sayl hem 4’e hem de 5’e bolunur.

3 Bir sayl hem 6’ya hem de 9’a bolunlyorsa, o say! 18’e bolunur. Bunun tersi de
dog@rudur, bir say! 18’e bélunuyorsa, o sayl hem 6’ya hem de 9’a bélunar.



kimelerinin bilesimi,
{0, 3,4, 7, 8,11}
kimesidir. Bir baska ornek:
{8, 7, 6} ve {8, 5, 2}
kimelerinin bilesimi
{2, 5, 6,7, 8}
kimesidir. X ve Y kimelerinin bilesimi soyle cizilir:

XuyYy

Eder X herhangi bir kiimeyse X u X = X esitligi gecerlidir
elbette. Y de bir kiimeyse,
XUuY=YuX
Xe¢eXuy
Y¢eXuyY
timceleri dogrudur ve kanitlari oldukg¢a kolaydir. Kanitlanma-
sI biraz daha zor esitlikler de vardir. Ornegin,
XoYYuzZz=Xu2Z)n(Yn 2
(XuY)nZ =(XnZ)u(Y n 2)
esitlikleri. Okur, bu esitliklerin neden gecerli oldugunu, birer
resim cizerek gorebilir.

Fark. X ve Y iki kiime olsunlar. X \Y kimesi, X 'de olan ama
Yde olmayan 6gelerden olusur. Ornegin
X={1,2,3,4,5veY={1,357, 8
ise, X \Y = {2, 4}’dir. X\ Y kimesine “X eksi Y” kimesi diye-
biliriz. X \Y kimesini soyle cizebiliriz:



X \Y kumesi, elbette X’in bir altkiimesidir.

X \X ktUmesinin 6geleri nelerdir? Bu kiimenin hig elemani
yoktur! Yani bu kiime bostur, boskiimedk. Hic elemani olma-
yan bir kiimeye boskiime denir. Kag tane bos kiime vardir? Or-
negin, X ve Y iki kiimeyse, X\ X boskimesi Y\Y boskimesi-
ne esit midir? Sezgimiz bu iki kiimenin esit olduklarini soéylu-
yor. Gercekten de bir tane boskime vardir ve bu boskiime 0
olarak yazilir. Birazdan bir tane boskiime oldugunu kanitlaya-
cagiz. Once bir baska sonug kanitlayalim.

Onsav 1. Bir boskiime her kiimenin altkimesidir.

Kanit: 0 bir boskiime olsun (daha bir tane boskiime oldu-
gunu bilmiyoruz, 0 var olabilecek boskiimelerden biri.) X, her-
hangi bir kiime olsun. “0 ¢ X tumcesini kanitlamak istiyo-
ruz. Yani, 0 'nin her elemaninin X 'te oldugunu kanitlamak is-
tiyoruz. (0 ’de hi¢ 6ge olmadidini unutmayin!)

0 ’'de olup da X 'te olmayan bir 6ge var midir? 0 'de hi¢ 6ge
yoktur ki dyle bir 6ge olabilsin! Yine 0 'de olup da X 'te olma-
yan bir 6ge yoktur. Yani 0 'nin her elemani X 'tedir. Demek Ki
0 ¢ X timcesi dogrudur. Kanitimiz tamamlanmistir. O

Sonug. Bir tane boskiime vardir.

Kanit. Diyelim iki tane boskiime var. Bu bosktimelerden bi-
rine 0 I5 ébuirtine 0 2 adini verelim. Onsav | 'e gore 0 j ¢z0 2 ve
0 2£ O\. Dolayisiyla =02 O



Alistirma. Eger A ve B iki kiimeyse, A AB kiimesini
(Au B)\(An B)

olarak tanimlayalim. Her A, B, C kiimesi icin asagidaki timce-
leri kanitlayin:

a. AAB = (A\B)u(B\A).

b. (AAB)AC=AABAZCQC).

c. AAO0 =A

d AAA=0.

ee AAB =B AA






EK 2
Fonksiyon

u bélumde fonksiyon kavramini tanimlayacagiz. Tanim-
Blarlmlz tam matematiksel olmayacak. Daha ¢ok okurun
sezgisine glvenecegiz. “Fonksiyon” kavramini matema-
tiksel olarak tanimlamak hem ¢ok zaman alir hem de bu Kita-
bi anlamak icin gerekli degildir. Kaldi ki liselerde ve -ne yazik
Ki- cogu Universitede, kiimeler kurami yalnizca sezgisel olarak
okutulur.
X ve Y iki kiime olsun. X’in her 6gesini Y’nin bir ve bir tek
ogesini ilistiren bir kurala ICten Y ye giden bir fonksiyon denir.

Hemen birka¢ 6rnek verelim.

Ornek I.N ={0, 1,2, 3,...} dogal sayilar kiimesi olsun. X =
iNve Y = {0, 1} olsun. X’in 6geleri dogal sayilar. Her dogal sa-
y1 ya tektir ya cifttir. Eger dogal sayi ¢iftse, bu sayiy1 0’a génde-
relim. Eger dogal sayi tekse, bu sayiyi |’e gonderelim. Boéylece
X’in her 6gesini Y’nin bir ve bir tek 6gesine géndermis olduk.
Ornegin X’in 56 6gesi bir ¢ift sayr oldugundan, 0’a gider. X’in
57 6gesiyse | ’e gider. Tanimladigimiz bu kural X 'ten Y’ye giden
bir fonksiyondur. Fonksiyonumuza g adini verirsek,

g[0) =0
g(1)=1



9(2)=0

9(8) =1
9(4) =0
g9(5) =1
yazariz. Kimi zamansa
g 00
g ti»1
g 2 1->0
g 3h>1
g 4 1-»0
g 5 h>1

yazariz, g fonksiyonunun X 'ten Y’ye gittigini gdstermek icinse
g: X ->Y
yazariz.

Ornek 2. Gene X = Nolsun. Z = {0, 1,2} olsun. Fonksiyo-
numuz yukaridaki gibi olsun, yani cift sayilari 0’a, tek sayilari
I ’e gbnderelim. Bu da bir fonksiyondur. Fonksiyonumu N k-
mesinden Z kUmesine giderl

Ornek 3. Gene X = Nolsun. T = {1, 2} olsun. Yukaridaki
kural X’ten T5e giden bir fonksiyon olusturmaz. Ctinku 0 sa-
yisi T kiimesinin bir 6gesi degildir.

Ornek 4. Eger x e Nise, f(x) =x + 1 olarak tanimlayalim,
f, N'den N'ye giden bir fonksiyondur.

1 Her ne denli yukaridaki fonksiyonla bu fonksiyon birbirine cok benziyorsa da,
iki fonksiyon birbirine esit degildir. Cunki Y ve Z kUmeleri birbirinin esi de-
gildir. Bu yalnizca bir ayrintidir ve okur es gegebilir.



Omek 5. Eger x =0 ise h(x) =0 olsun. Eger x, Odan degi-
sik bir dogal sayiysa, h{x), x’i bélen asal sayilarin sayisi olsun.
Ornegin,

6(0) =0
6(1) =0
6(2) =1
h(3) =1
¢(4) =1
h(z) =1
h(6) =
h(7) =
6(8) =
¢(9) =1
6(10)=2
6(11)=1
6(12)=2
6(30) = 3

tar. 6, N’den N’ye giden bir fonksiyondur.

Omek 6. Her x dogal sayisi icin k(x) = 2x olsun. x, N'den
N’ye giden bir fonksiyondur.

Ornek 7. Her x dogal sayisi icin ¢(x) = olsun, ¢, N'den
N’ye giden bir fonksiyon degildir. Clinki c(2), yani V2, N'nin
bir 6desi degildir. Ama c’yi, N'den gercel sayilar kiimesi K’ye
giden bir fonksiyon olarak gorebiliriz.






EK 3
Hangi Sozcikler Onermedir?

u boélumde hangi sozcuklerin 6nerme olduklarini, hi¢ du-
B§Unmeden, otomatik olarak anlamasini 6grenecegiz. Okur,
bu b6lumun yontemini kullanarak, bir 6nermenin tum alténer-
melerini nasil bulunabilecegini de gorebilir. Nasil bir tamsayi
carpanlarina ayrilabiliyorsa, bir 6nerme igin de buna benzer bir
islem yapabiliriz. Ornek olarak asagidaki 6nermeyi ele alalimi:

(H>1) A(-"1)) A (=P A4dr)))-
Bu 6nerme

(H>1) A
ve

HP1 A<n)

Onermelerinden olusmustur. Bu iki 6nerme de baska 6nerme-
lerden olusmustur. Bu 6nermelerin de nasil elde edildiklerini
bulmayi strdirirsek, érnegimizin soyagacini bulmus oluruz.

Elimizdeki 6nerme her zaman ¢ok basit bir 6nerme olmaya-
bilir. O zaman, o 6nermenin soyagacini bulmak gtglesir. Bir
onerme ne denli uzunsa, soyagacini bulmak da o denli zordur.
Hatta, bir sozclk ¢ok uzunsa, o s6zcigin 6nerme olup olma-

1 Bu boélumde 6nermelerimizi kisaltilmis bigimiyle yazmayacagdiz. Bu bdlimde
bir s6zcugiun dnerme olabilmesi icin ilk verdigimiz tanima uymasi gerekir.



digini anlamakta bile guicliik cekebiliriz. Ornek olarak
PN AP API A(((HEPY ARD) AiP1)))A(=1>1)))
s0zcUguna ele alalim. Bu sézcik bir 6nerme midir? Onermeyse
soyagacini bulabilir miyiz? Bu bélimde iste bu sorulara yanit
verecegiz. Oyle bir yéntem bulmahyiz ki, bu yontem sézciige
uygulandiginda, s6zcigin énerme olup olmadigini anlayabile-
lim ve dnermeyse soyagacini bulabilelim. Yontemimizi hi¢ di-
sinmeden, yalnizca verilen komutlara uyan bir robotmusuz gi-
bi uygulayabilmeliyiz. Yani yontemimizi en ilkel bilgisayarda
programlayabilmeliyiz. Bir baska deyisle, bu béliumde bir bilgi-
sayar programi yapacagiz2. Matematik dilinde hi¢ diistinmeden
uygulanan yontemlere algoritma denir.

Bir sézcugun 6nerme olup olmadigini anlayabilecek bir bil-
gisayar programi/algoritma yapacagim. Altonermeleri ve soya-
gacmi bulmayi okura birakiyorum.

Elimizdeki sdzctuge r adini verelim. Bu sézcik onermeler
mantiginin alfabesiyle yazilmis. Bunu biliyoruz. Ama 6nerme
olup olmadigini bilmiyoruz. Bunun igin r’yi bir takim sinavlar-
dan gecirecegiz. Eger r her sinavdan basariyla ¢ikarsa, r bir
Onerme demektir. Sinavlardan birinden ¢akarsa, r bir dnerme
degil demektir.

Eger r s6zcugu asagidaki iki kosuldan birini sagliyorsa, r'ye
ktsmen-6nerme adini verelim:

1) r bir temel 6nermedir.

2) r acan ayracla baslar, kapatan ayracla biter ve ikinci sim-
gesi ya bir -i degilleme eklemi ya bir temel 6nerme ya da bir
acan ayragctir.

Bir baska degisle r s6zctgunin bir kismen-6nerme olmasi
icin, r’nin asagidaki bigimlerden biri gibi yazilmis olmasi gerekir:

2 Bilgisayar programlamasini bilmiyorsaniz, korkmayin, ben de pek bilmiyorum.
Bilgisayarlar tzerine hicbir sey bilmeden de bu bélum anlasilabilir.



pn Burada pn bir temel énermedir
(=)
(pn..) Burada pn bir temel 6nermedir
==
Her 6nerme bir kismen-6nermedir. Ama her kismen-6ner-
me bir 6nerme degildir. Ornegin ((a) bir kismen-6nermedir
ama onerme degildir.
iste birka¢ kismen dnerme 6rnegi:

Pi
P19
(-1P1A)
(PIA)
()
(- iA)
Asagidakiler kismen-6nerme degildirler:

(((C
(Apl)
(PI Ap2
Pl Ap2)
0)

Bir sdzcugin kismen-6nerme olup olmadigini anlamak ol-
dukca kolaydir. So6zcugin uzunlugu bir giglik ¢gikarmaz, séz-
cugun ilk iki ve son simgelerini bilmek yeterlidir. Bir s6zcigun
kismen- dnerme olup olmadigini anlamak i¢in kolaylikla bir
bilgisayar programi yapilabilir.

Sinav. Evet... r sdzcigunin 6nerme olup olmadigini anla-
mak istiyorduk... Once r’yi kismen-6nerme sinavindan gegire-
lim. r bir kismen-6nerme midir? Eger degilse, daha fazla disin-
meye gerek yok, r bir 6nerme degildir. Eger r bir kismen-6ner-
meyse, r'yi baska sinavlardan gecirmeliyiz. Kismen-6nerme ol-
mak i¢in birka¢ kosuldan biri gerekiyordu. Eger r birinci kosu-
lu sagliyorsa, yani temel bir 6nermeyse, o zaman r elbette ki bir



onermedir. Bu durumda sinav bitmistir. EGer r birinci kosulu
degil de, 6blr kosullardan birini sagliyorsa, r acan ayracla bas-
layip kapatan ayracla bitiyor demektir. Ayrica r’nin ikinci sim-
gesi igin ¢ sik vardir:

1) ikinci simge —olabilir, yani r = (—...) tartinden bir esitlik
gecerli olabilir.

2) ikinci simge bir pntemel 6nermesi olabilir, yani r = (pn...)
turinden bir esitlik gecerli olabilir.

3) ikinci simge ( olabilir, yani r = ((...) tirinden bir esitlik
gecerli olabilir.

Bu tc¢ sikkr teker teker ele alalim.

Eder birinci siktaysak, yani ikinci simge -1 degilleme ekle-
miyse, en soldaki iki simgeyi ve en sagdaki simgeyi atalim. Ge-
riye kalan s6zcuk bir 6nermeyse, r de bir 6nermedir, yoksa de-
gildir. Dolayisiyla bu sinavin ta en basina gidip, sinavi kalan
sOzclige uygulayalim.

Simdi ikinci sikta oldugumuzu varsayalim, yani r’nin ikinci
simgesinin bir temel énerme oldugunu varsayalim. Eger bu te-
mel 6nermenin hemen saginda a eklemi yoksa, r bir dnerme de-
gildir ve sinav bitmistir. EGer varsa, en soldaki U¢ simgeyi (ya-
ni “(p, a” simgelerini) ve en sagdaki kapatan ayraci atalim.
Eger geriye kalan sozcUk bir dnermeyse, r bir 6nermedir. Degil-
se, r bir 6nerme degildir. Dolayisiyla bu sinavin ta en basina gi-
dip, ayni sinavi kalan sézctge uygulayalim.

Eger tclncl siktaysak, yani ikinci simge bir acan ayragsa,
en bastaki ve en sondaki ayraglari atalim. Geriye kalan s6zcu-
gun ayraclarini en bastan ve birden baslayarak sayalim. Her
acan ayrag icin 1 ekleyelim, her kapatan ayrag icin 1 ¢ikaralim.
Eger so6zctigln sonuna 0 elde etmeden eristiysek, sézcugimuz
bir 6nerme degildir. Eger bir an 0 elde etmissek, ilk 0 elde etti-
gimiz yerde duralim. Bu yer bir kapatan ayra¢ bulunmadilar
(cunku ilk simgemiz “(” ve dolayisiyla saymaya |’den basla-
dik). Bu ayracin hemen saginda bir a timel evetleme eklemi



yoksa, s6zcigumiz énerme degildir. Varsa, o zaman o eklemi
atarak, sOzcUgimuzli iki parcaya boélelim. Sézcugumizin
Onerme olmasi icin bu iki parcanin da 6énerme olmasi gerek-
mektedir. Bu testin ta en basina giderek, bu testi o iki sdzctge
ayri ayri uygulayalim.

Sinav burada bitmistir. Ancak gérdugtntz gibi sinava gire-
cek sozcuklerin sayisi, sinav sirasinda artmaktadir. Sinavdan
gececek bu sézcuklerle bir dizelge yapalim. Asadida sinavin bir
semasini bulacaksiniz. En Ustten, “dizelge” yazan yerden bas-
layarak, oklari izleyin. Verilen komutlara uyun. Sinavin en ba-
sinda dizelgede bir tek sozcik var, r sézciigid. Sinav ilerledikce
dizelgedeki s6zcuk sayisi degisecektir. Dizelgede s6zciik kalma-
diginda r sinavdan basariyla ¢ikmis demektir.






EK 4
Baska Alfabeler

o6lum 2.A.’da alfabemize -» ve -t simgelerini katmistik. Da-
Bna sonra, 7'nci bolumde, bu simgelerinin yardimiyla v, a,
<» eklemlerini tanimlamistik. Tanimlar séyleydi:

pvq = -£-><?
PAG = —Hp—>»—0)
p+*q = (P »da (@ >0).

Soru 1. Bu bélimde su soruya benzer sorular soracagiz: Al-
fabemiz —ve -1 eklemlerinin yerine baska eklemler icerseydi, di-
limiz ayni zenginlikte olur muydu? Ornegin, diyelim, 2. ve 3. bo-
limlerde, -> ve -1 eklemlerini degil de v ve —eklemlerini kullan-
dik. Yani ilk basta kabul ettigimiz alfabeyi degistirdik. Boylece
Onerme tanimimiz da degismis oldu. Bu yeni alfabeyle yazilmis
bir 6nerme, 6rnegin, pj a p2 6nermesine esdeger olabilir mi? Ya
da pl —»p2,pl <»p2 6nermelerine? Yanit “evet”dir. Yanitin evet
oldugunu anlamak icin, v ve -i eklemleriyle yazilmis ve p ->
Onermesine esdeger bir 6nerme bulmak yeterlidir; ¢ciinkd, elimiz-
de —ve -1 eklemleri olursa, 6bur eklemleri elde edebiliriz. Asa-
gidaki esdegerligi okur kolaylikla dogrulayabilir: p -» g =—p Vv
g. Dolayisiyla, kitabimizin en basinda alfabemize -> yerine v ek-
lemini alsaydik, — eklemini yukaridaki gibi tanimlardik. Bundan
sonra 6bidr eklemleri tanimlamak isten bile degildir.



Soru 2. Alfabemize —ve -1 eklemleri yerine a ve —eklem-
lerini alsaydik, her 6énerme bu yeni alfabeyle yazilmis bir 6ner-
meye esdeger olur muydu? Bunun da yaniti evettir, cinkd, px
-><72 = '(P\ A~p2) esdegerligi gecerlidir.

Soru 3. Sorulari ¢ogaltabiliriz. Yalnizca a eklemini kullana-
rak, —p 1 6nermesine esdeger bir énerme bulabilir miyiz? Bu son
soruyu hemen burada yanitlayabiliriz, p, yalnizca a simgesi kul-
lanilarak yazilmis bir 6nerme olsun, d, her temel 6nermede 1 de-
gerini alan degerlendirme olsun; yani her pnigin, d(pn) = 1 olsun.
d(p) kac olabilir? p, yalnizca a eklemi kullanilarak yazildigindan,
d(p) = 1 olmalidir. Bunu timevarimla kanitlayabiliriz, p’nin
uzunlugu birse, yani p bir temel 6nermeyse, d(p) = 1 esitligi ge-
cerlidir, ¢cinkd d temel 6nermelerde 1 degerini alir. Eger p bile-
sik bir 6nermeyse, o zaman, iki q ve r 6nermesi i¢in,p =qa r
esitligi gecerli olmali. q ve r 6nermeleri p 6nermesinden daha ki-
sa oldugundan, tiimevarim varsayimimiza gére,

d(g) =d(r) =1
esitligi gecerlidir. Dolayisiyla,
d(p) =d(q Ar) =d(q)d(r) = 1.
Yani her p 6nermesi icin d(p) = 1. Ote yandan d{—p{) = 0. De-
mek ki, a eklemiyle yazilmis her p énermesi icin, d(p) =£d(—p1).
Bundan da, p’nin  p”e esdeger olmayacagi cikar.

Ayni bicimde, yalnizca a ve v eklemlerini kullanarak, —p’ye

esdeger bir 6nerme yazilamayacagi kanitlanabilir.

Soru 4. Peki, yalnizca —+eklemini kullanarak, her 6nermeye
esdeger bir 6nerme bulabilir miyiz? Yanit gene hayirdir. Eger
yalnizca —eklemini kullanacak olursak, her 6nermede yalnizca
bir tane temel 6nerme bulunabilir. Dolayisiyla, yalnizca -1 ekle-
mini yazarak, p x a p 2 6nermesine esdeger bir 6nerme bulamayiz.



Soru 5. Yukaridaki son iki paragraftan su ortaya gikiyor: a
ve —teklemlerinin ikisi de gereklidir. Biri olmazsa kurdugumuz
kuram eksik olur. Birini 6buriinden tanimlayanlayiz. O zaman
su soru akla geliyor: illa iki eklem mi olmali alfabemizde? Bir
eklemle butun islerimizi géremez miyiz?

Simdi yeni bir eklem tanimlayacagiz. pSq, —p a q) 6nerme-
sini simgelesin. Bu bir tanimdir, S ekleminin tanimidir. Yalniz-
ca S eklemini kullanarak, batiin 6btr eklemleri tanimlayabilir
miyiz? Yani, p herhangi bir 6nermeyse, p’ye esdeger ve yalniz-
ca S eklemi kullanilarak yazilmis bir 6nerme bulabilir miyiz?

“Yalnizca S eklemi kullanilarak yazilmis bir 6nerme” ne
demektir? Tanimi verelim hemen:

a) Her temel 6nerme, yalnizca S eklemi kullanilarak yazil-
mis bir dnermedir.

b) Eger pveq yalnizca S eklemi kullanilarak yazilmis 6nerme-
lerse, (pSq) yalnizca S eklemi kullanilarak yazilmis bir dnermedir.

Bu paragrafta sordugumuz sorunun yaniti “evet”dir. Bunu
anlamak icin asagidaki esdegerliklerin dogrulugundan emin ol-
mak yeterlidir.

pP/\g=(pSq)S(pSa)
P = pSq

Demek ki a ve -1 eklemlerini S’den tanimlayabiliyoruz.
Obur eklemler a ve  eklemlerinden tanimlandigindan, her ek-
lemin S’den tanimlanabilecegi anlasilir.

Alistirmalar.

1. aTh, b — a 6nermesini simgelesin. Yeni bir alfabe tanim-
layalim. Yeni alfabemiz, temel dnermelerden, T simgesinden ve
acan ve kapatan ayraclardan olussun.

i) 3'Unct bolimde yaptigimiz gibi bu yeni alfabemizde
onermeleri tanimlayin.

ii) aT(aTh) =av b esitligini kanitlayin.



iii) p, bu yeni alfabede yazilmis bir 6nerme olsun, d her te-
mel 6nerme igin 1 degerini alan degerlendirme olsun. d(p) =1
esitligini kanitlayin.

iv) p, bu yeni alfabede yazilmis herhangi bir énerme olsun,
p’nin —p1 dnermesiyle esdeger olmadigini kanitlayin.

2. EGer p ve q iki dnermeyse, —p a - i 6nermesini {(p,q)
olarak yazalim.

a) f (PIP) = —P esdegerligini kanitlayin.

b) f (f (p,p), { (9,q)) =p a # esdegerligini kanitlayin.

c) Her o6nermenin yalnizca f eklemi kullanilarak yazilmis
bir 6nermeye esdeger oldugunu kanitlayin.

3. h eklemini h(p,q) = —p v —q olarak tanimlayalim. Her
onermenin yalnizca h eklemi kullanilarak yazilmis bir 6nerme-
ye esdeger oldugunu kanitlayin.

Baska Aksiyom Sistemleri. “Normal Onermeler” bélimun-
de verdigimiz aksiyomlardan degisik aksiyomlar de secebilir-
dik. Asagidaki iki kosulu saglayan her aksiyom sistemi kabul
edilebilir:

1) Her hepdogru bir tteorem ve her tteorem bir hepdogru
olmali.

2) Aksiyomlar birbirinden bagimsiz olmalilar, yani bir ak-
siyom 6bur aksiyomlarin yardimiyla kamtlanamamalil.

Elliott Mendelson’m Introduction to Mathematical Logic
adh kitabinda aksiyom olarak Al, A2 ve

(-19 =—p) = (g —=>p) —0q)
secilmis.

1 Bizim kullandigimiz aksiyomlarin birbirinden bagimsiz olduklarinin kanitini ver-
medik. Elliott Mendelson’un Introduction to Mathematicial Logic adl kitabinin
1.5’inci bélumuande boyle bir kanitin nasil yapilabilecegine deggin ipuclari bulabi-
lir okur.



Eger alfabemiz -» ve v eklemlerini igerseydi, o zaman, her

p, q, r 6nermesi icgin,

(pvp)->p

p~>(pvq)

{pva)-*(av p)

(@r>n”>{pv "~ (pv )
Onermelerini aksiyom olarak kabul edebilirdik. D. Hilbert ve
W. Ackermann, bu alfabeyi ve aksiyomlari kabul etmisler.

J. B. Rosser’in kitabinda alfabeye eklem olarak a ve —<ek-
lemleri alinmis. Arkasindan p — ¢ sézcudu —<{p a —i) olarak
tanimlanmis ve asagidaki aksiyomlar kabul edilmis:

p->(pap)
(paa) p
{p->0q)-> (~(qar) >-(rap))
Aksiyom grubu sayisi Uce indirmek oldukca kolay. EGer
*7I5 «==4n
aksiyom gruplariysa, bunlarin yerine
gia..aqn
(P Ad)-+p
(paq q
aksiyom gruplarini alabiliriz. Daha iyisi de yapilabilir. Bir tek
aksiyom grubuyla yetinebiliriz. C. A. Meredith2, yalnizca
(P -><?)->e i->F -> -8)) ->71) -> i) -» (t->p) -» (s-» /?)
aksiyom grubunun yeterli oldugunu kanitladi. Bir tek aksiyom
grubunun yeterli oldugunu 1917°de J. G. Nicod da gérmuisti3.

Bu konuda daha fazla bilgi i¢in A. Ghurch’ln Introduction

to Mathematical Logic adli kitabina basvurabilirsiniz.

2 Single axioms for the systems (C,N), (C,0) and (A,N) of the two valued pro-
positional calculus,]. Comp, Syst., 3 (155-164) 1953.

3 Areduction in the number o f primitive propositions o f logic, Proc. Camb. Phil.
Soc. 19 (32-41) 1917.
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