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ONSOZ

(Birinci Basim)

Bu kitap okuyucuyu matematigi 6grenmeye degil, matematiksel diigiinmeyi tartigarak
anlamaya ¢agirmaktadir.

Okuyucunun 6yle bir etkinlige girmesi i¢in orta 6grenim yillarinda 6grendigi mate-
matik yeterlidir. Felsefi nitelikte bir tartigma iligkin oldugu alanin bilgisini gerektirir, kus-
kusuz; ama anlaml bir yasam deneyimiyle birlesen entelektiiel ilgi bu amag i¢in ¢ok daha
6nemlidir.

Matematik teknik goriiniimiiyle pek gok kimseyi tirkiiten bir konudur. Oysa soyut
formiillerin gerisinde daha diizenli ve kesin bigimiyle, aligik oldugumuz giinliik diiiince
vardir. Bagka bir deyisle, matematikte bize yabanci gelen diisiincenin kendisi degil, dii-
stinceyi dile getiren kimi 6zel simgelerdir. Gergi giinliik diigiinme daha ¢ok somut nesne
ve olgulara y6nelik bir etkinliktir. Matematiksel diigiinmenin 6zelligi ise somut olgusal
iligkileri bile soyut terimlerle dile getirebilme, genele agilabilme giiciinde kendini goster-
mektedir. Ne var ki, temelde ikisi de ayn1 mantiga baghdur. Ikisinde de ulagilan sonuglan
elden geldigince saglam ve doyurucu 6nciillere dayama sorumlulugu vardir.

Matematiksel Diisiinme daha 6nce yayimlanan Bilim Felsefesi yapitima kosut bir ¢a-
lismadir; alt1 yillik bir ugrasin iirtiniidiir. Kitabin 6nemli bir boliimiinii 1983-1985 yilla-
rinda misafir 6gretim {iyesi olarak bulundugum California State University, Northrid-
ge’de katildigim bir seminerde isledigim konular olugturmaktadir. Seminer ¢aligmalarim
benimle paylasan, tartigmalarindan genis ol¢iide yararlandigim meslektas ve 6grencileri-
me sitkran borcumu dile getirmek isterim.

Kitabin sonunda yer alan on geviri metin, hem asil metinde yer alan tartiymayi zen-
ginlestirmek, hem de, sorunsal noktalara 191k tutmak amaciyla segilmistir. Yetkili kalem-
lerin iirtinii olan bu metinlerin iiniversitelerimizde felsefe seminer ¢aligmalan i¢in de ara-
nilan bir kaynak olusturacagi umulur.

Matematik felsefesi Bati kiiltiir diinyasinda son yiizyil icinde yogun bigimde islenen
bir diisiin alan1 olmustur. Dilimizde heniiz bu alanda ne telif, ne de geviri bir yayina rast-
lamamaktayiz. Elinizdeki kitap bu boslugu doldurma yolunda bir ilk denemedir; yeni ya-
yinlara yol agarsa, yazar emegini yeterince degerlendirilmis sayacaktir.

Cemal Yildirnm

Ida Tepe, Ak¢ay
Nisan 1988
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ONSOZ
(Ikinci Bastm)

Matematiksel Diisiinme’nin yeni bir basim olanagi bulmasim, digiin alanina ilginin
olumlu bir gostergesi sayiyor, kivan¢ duyuyorum. Yayinevi, bu tiirden bir yapitin ye-
terli sayida okyucu bulamayacag riskini goze alarak, salt diigiin yagamimiza hizmet so-
rumluluguyla, ilk basimu tistlenmisti. Bu kez oyle bir riskin duyulmamas gergekten se-
vindirici bir gelismedir.

Kitabim ikinci basima, kimi diizeltme ve genigletmeler disinda EKLER béliimiine
konan iki yeni geviri metinle girmektedir. Okuyucularin bu ¢aligmalarla kitab: daha do-
yurucu bulacaklarini umuyorum.

Cemal Yildirnm

{da Tepe, Akcay
Ocak, 1996

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



L Béliim:

II. Béliim:

III. Boliim:

IV. Béliim:

V. Béliim:

VL. Béliim:

I¢indekiler

1€ 123 J S 11
Matematik Nedir?.......ccovvuvevvrvincrinncnencsnsensscnninens 11
Matematik ve Bilim ......cococvcvirivcirinincininiiisnincnisisesissenenes 13
MATEMATIGIN KOKENT VE GELISIM! .19
Baslangig Dénemi.....coceveenee. . ..19
Babil ve Misir’da Matematik.........ccocoueeeenes ceresaeneeeaenes 20
Antik Yunan’da Matematik : 21
Thales ve Pythagoras .........ccceceemieiiniiiniensisiinnssensinennsnsnssenessens 23
Euclides’in Elementler’i .........covcvviinnncnincininnsionniniisssissnsnsssins 26
Aksiyomatik Yontem............... . .27
Euclides Sisteminde YetersiziKIer ........ccoveuecmurirerneccceruccscnnescnsennns 29
Yunan Déneminin Sonu...... ....30
MODERN MATEMATIGE GEGIS ..ovcorvereceerreeseen et 32
Hint ve Arap Etkileri. 32
Besinci Postulat Sorunu.......ccceeneciscsceccnnee ...34
Saccheri ve Olmayana Ergi Yontemi... .35
Lambert ve Legendre reseressse st seasesennes 37
Euclides-dis1 GEOMELTIIET ....uuvirvureiriirirenciincnciisissecsesssssenees 38
Euclides-dis1 Geometrilerin Tutarlilik ve Dogruluk Sorunlari......40
MATEMATIKSEL DUSUNME YONTEMI ....coverurerereereceenscrensenses 43
Diigiinmede ki Asama reeeeantesetersaneeaenees .43
OINEKIET ...covevereenceeecrsrenscemescrtseesenssesssensss seessesssssssessesssessssssessesses 44
Indiiktif-Dediiktif Ayirimu....... 47
Empirik Dogrulama ve Matematiksel Ispat........ccoeeueeuveresensisenneen 49
MATEMATIKSEL NESNELER .......cceteteeeeerererseseeensnsasesssnsesnsessssenenes 56
Sorun........eee . .56
Degisik Goriigler: Realizm, Nominalizm, Yapimcilik .......ccooeueuee. 56
Einstein, Frege, Popper eesstenseisee et saseens 59

Saymnin Tanimi
Say1 Kiimeleri.

- MATEMATIKSEL KESINLIK ...uctiriiorecrnenrersernnccscnsessssescssansescsarenes 65
Klasik GOril§ ...c.cueecuervcnrenenes
Mantik¢t Empirizm.......cececeeees e saens 67

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



VII. Boliim:

VIII. Boliim:

IX. Béliim:

X. Boliim:

XI. Béliim:

XII. Béliim:

Analitik-Sentetik Ayirimina Yoneltilen Elegtiriler .........cocovvueununaee 70
Kesinlik Anlayisinda Yumusama

MATEMATIKTE BUNALIMLAR .......ccoeternrerencrrerereenenneennensesesens 75
flk Bunalim: Irrasyonel Sayilar..........ccveerievieirrcnnecs 75
tkinci Bunalim: Sonsuz Kiigiikler Hesabl........cvvvereeneerrusesenseessencns 77
Ugiincii Bunalim: Euclides-digt Geometriler ........cooeecveecerenrerenscns 80

Dérdiincii Bunalim: Paradokslar

MATEMATIGIN TEMELLERINE ILISKIN

FELSEFI GORUSLER ......ccovuniurineencannessnsassssesssssssssssssssssssnssssssassssssses 87
GIIIS ettt sastsasassssessbeneeeassssases 87
MantiKGIIK....ceiiriiinicnniisssesssssssens 88
211310 o 91
FOrmalizm .......cocuiiirininiininninicissssssssssns 93
GOdel DArbEsi .....cvvviuincreniiinsiinssisscsssesssssssanssessseaes 95
SEZZICHIK oottt 97
31115 T PO 100
SOMUG .cuitiriiriinriniiiriiniseeniseistesnsasssssssssessssssssssssssssasssssssssnes 101
AKSIYOMATIK YONTEM ....cucureremrennenensenssesssssessssssssssssessessessenss 102
ISPat KaVIAMIL....cuciiciemenenesienncsenemetssesessessisessssesssssassssesesesens 102
AksiyomatiKleStirme..........ovvecurccnerninniniiniiisessens 103
Aksiyomatik Yontem ve Formellegtirme..........cocveeccmreccncrnccnecnne 105
Formel Bir Sistemin Yapisl.....cocvcvevcernvennenenneseerninesessnssessscssasescnnes 108
Aksiyomlarin Yeterlik OIGUtIEr] ....cueurieeurenreecereseenerensescesessessesenee 110
Ispat Nedir, Ne Degildir?.........cccverurermmeneeseenecrsnnsescsssnnseessnssesenses 113
Yorum ve Model Kavramlar ..........ociicuricrninencincinencnsisncnnennnns 114
Bir Teorinin Formellegtirilmesi ........ccocovvicevencrcrninininnincnnisiscnnenes 116
“KURAMSAL” - “UYGULAMALI” AYIRIMI ........covvvuvururnrnincncnene 121
Ayirima BaKiglar..........coininniiniiiiceeeeenns 121
Kuram-Uygulama IlgKisi ......ceeieremserrersinennissenserseensessessensessessees 122
Tartigma ......ccceeenenee e 125
MATEMATIGIN BILIMDEKI YERI .......ovtirrerrencnreennninnsensesennnns 128
GIII§ oo 128
TarihSel TigKiuuueureerereesreersnsrsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssaserseses 129

Kargit GOPUSIET..........cueeeeeerieeret et ssese s sasensesaens 131
UGUNCH BIE GOIUS..cvueueeceremcenceremrceneesinssnsessisssessesessesesersessesessenses 134
Matematigin Bilimdeki I§levleri.........ccoumurirrerenrerersensesensesesersenens 134
MATEMATIGIN KULTUREL KONUMU, SANATLA ILISKIS ... 140
Karsit Yaklagimlar........ reeetete ettt ennsaets 140
Matematiksel Bulugta Birey ve KUltiir .........ccovcvcerencerecrruncrseruncnnens 143
Kiiltiirel figkilerde Matematigin Yeri.......ccouesuerresersesseesessesensenens 145
Matematik Ve SaNat .......ocuricrceninenienienniencnisniesssseisisssasesns 146

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



XIII. Bokiim:  MATEMATIK EGITIML.....
RT0] 111+ W
Program ve Yéntemde Reform
Matematiksel Yetenek..
“Bulug Sanatt” ...,
Problem GC6zmede Deneyim ve Uslamlama.........oceeeeneressessennanes

EKLER:
GEVIR! METINLER

Ek: 1- KULTUREL BIR BIRIKIM OLARAK

MATEMATIK, W. L. Schaaf ..
Ek: 2 - MATEMATIGIN GELISIML, E. T. Bell...wvcouerrrrrrncerensssensssessessssenens
Ek: 3- MATEMATIKSEL DOGRULUGUN

NITELIGI, Carl G. HEMPeL.......ovcuenrierrvrernrrnsisssesssessssssssssssssssssasssssssens
Ek: 4- GEOMETR! VE EMPIRIK BILIMLER, Carl G. Hempel.......c..covcevvrvecee

Ek: 5— MODERN MATEMATIKSEL DUSUNCE, C. V. Newsom.......c..ccevunnee
Ek: 6 — SANAL NESNELERIN
VARLIK SORUNU, P. J. Davis, R. Hersh........vcceeververernensecnsenesennee

Ek: 7- MODERN DUNYADA MATEMATIK, R. COUTant .....cocoverrerrennrensenens
Ek: 8- FIZIKSEL BILIMLERDE MATEMATIK, F. J. DYSON ..cvcourrrenerereresnnennns
Ek: 9 — MATEMATIKTE YENILIK, P. R. Halmos..........ceecueuuee.
Ek: 10 - MATEMATIKSEL YARATMA, H. POINCAT€.......u.crerrrrreerererensressessenssenes
Ek: 11 — MATEMATIGIN TEMELLERI, M. Klne.....c.covvvereermrenereenrssmnsesesesssnseseens
Ek: 12 - RESIM, SIIR, MATEMATIK, G. H. Hardy.

CEVIR! METIN YAZARLARINA ILISKIN KISA BILGILER.....cccccrsrvrmerererrrnnrenes
ONEMLI TERIMLER SOZLUGU .. cvvirreeeresecrernssesesssssessssssssssssssssmssssssssssssssens

BIBLIYOGRAFYA .....cuvenenrnrnnnrensesessessenensassssssssseses

AD DIZINI

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org

163
169

179
191
201

213
217
224
232
240
246
250

254

256

.. 261

263



Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



I. BOLUM

GIRIS

Matematik Nedir?

Matematigin degerini bilmeyen ya da yadsiyan kisilerin sayis1 higbir dsnemde fazla
olmamugtir. Bilim ve ona dayali teknolojinin giderek artan dlgiilerde etkiledigi, hat-
ta bicimledigi ¢agdas yasamda ise matematigin degeri tartislmaz bir konudur. En
azindan sayma, toplama ve garpma gibi temel hesaplama islemlerini bilmeksizin
kiginin herhangi bir toplumda etkili bir yasam siirdiirmesi diigiiniilebilir mi?

Ne var ki, 6nemi hemen herkesge bilinen matematigin ne oldugu sorusu diin oldu-
gu gibi bugiin de agikliga kavugturulmus bir soru degildir. Antik Yunan’dan giinii-
miize degin diisiiniirleri ugrastiran bir soruya, ¢ogu kez birbirine ters diisen yanit-
lar verilmistir. Ama bunlardan higbirinin tiimiiyle doyurucu oldugu séylenemez.
Matematikgilerin bile bu konuda yeterince agiklik iginde olduklarimi séylemek giig.
Ustelik, “matematik nedir?” sorusu sadece kuramsal diizeyde kalan bir soru da de-
gildir. Giinliik yagam iglevlerinin vazgegilmez araci olan matematik, kuramsal ilgi
yaninda pratik ilgilerimiz agisindan da iizerinde durulmaya deger bir konudur. Ca-
lismamizin amaci, bu soruyu irdeleyerek matematiksel diisiinmeyi tamtmak, bu tiir
diisiinmeyi niteleyen kavram ve yontemleri, gelisme baglamlar ve bilimsel iligkileri
icinde ortaya koymaktir.

Matematik ¢ok yénlii bir konudur; yaklagimimiz temelde mantiksal, ama bir
6lgiide de tarihsel olacaktir. Yeri geldikge matematigin kiiltiirel iliskilerine degine-
cek, hatta kavram ve ilkelerinin olusmasinda yaratic1 imge, sezgi gibi 6znel diisiince
etkinliklerinin roliinii yoklayacagiz. Konu bu yéniiyle, kugkusuz, mantiksal olmak-
tan ¢ok psikolojiktir. Tarih boyunca matematiksel diigiincede yer alan doniigiimle-
re baktigimizda ¢ok yonlii bir aciklama geregini hemen gérmekteyiz. Salt mantik
ya da felsefe cergevesinde kalan ¢oziimlemelerle konuya higbir agamasinda yeterli
51310 tutulabilecegini bekleyemeyiz. Kald: ki, matematik kokleri gegmisin derinlik-
lerine uzanan bir gelismedir: Eski Misir ve Babil’den giiniimiize ulagan, giderek da-
ha soyut ve karmagik nitelik kazanan bir gelisme!

Her donemde ve tiim uygarliklarda yagam biitiinleyen sanat, bilim, endiistri,
tarim ve diger giinliik ge¢im ugraslarinin etkili aracimi saglayan matematigi, aym
zamanda, kendine 6zgii amag, yontem ve sonuglariyla entelektiiel degeri yiiksek bir
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12 MATEMATIKSEL DUSUNME

disiplin olarak algilamaya ¢alisacagiz. Baska bir deyisle, matematige iki degisik ac1-
dan bakilabilir: (1) arag olarak, (2) amag olarak. Bilimi de kapsayan tiim uygulama
alanlarinda matematik bir anlatim ve gikarsama aracidir. Matematik¢inin goéziinde
ise, matematik bir ara¢ degil, bir amagctir; degerini kendi i¢inde tasiyan, katiksiz bil-
me ilgimizin iriini, bir diigiinme ve dogruyu arama ugrasidir.

Caliymamizin §ziinii matematigin anlam, yontem ve gelisim sorunlan olustur-
maktadir. Ote yandan, matematigin ozellikle doga bilimleriyle iligkisine bakarak,
ara¢ kimligini belirtmekten de geri kalmayacagiz. Ancak ayrintilara girmeden once,
konuya toplu bir bakigin yararh olacagim saniyoruz.

Sorumuza donelim: Matematik nedir?

Her seyden once, iistiinkérii de olsa, bu soruyu yanitlamahyiz. Hemen belirtme-
1i ki, siirekli ¢abalara kargin, bu soruya yetkili kafalarin iizerinde birlestigi bir yanit
heniiz verilememigtir. Korlerin dokunarak tanilamaya ¢ahstiklan fil gibi: Matematik,
kimisine gore kurallan belli satrang tiiriinden bir zekd oyunu; kimisine gore say tii-
riinden soyut nesneleri konu alan bir bilim; kimisine gore bilim ve pratik yasam i¢in
yararh bir hesaplama teknigi. Matematikgilerin goziinde ise matematik bizi dogruya,
kesin bilgiye gétiiren biricik diisiinme yéntemi. Matematigi “bilimlerin kralicesi” sa-
yanlar yaninda, hizmetinde gérenler de var. Hatta onu ne oldugu, neyle ugrastig
belli olmayan, salt bir zihinsel ¢ikarim ya da doniistiirme islemi diye niteleyen, ya da
karmagik kavramsal bir labirente benzeten saygin filozoflara rastlamaktayiz.

Goriiliiyor ki, hazir verilmis bir tamimdan yola ¢ikarak matematigi anlamaya
kalkmak, birbiriyle bagdasmaz degisik nitelemelerden birine kapilmaktan ileri geg-
meyecek. Bunun yerine bizi tamim olugturmaya gotiirecek su ii¢ temel soruyu ya-
nitlama daha yararh olabilir:

(1) Matematigin konusu nedir?
(2) Matematiksel diisiinme yontemini nasil niteleyebiliriz?
(3) Matematikte ulasilan sonuglarin 6zelligi nedir?

Caliymamizda nirengi noktalan olarak aldigimiz bu sorulara gimdilik genel ni-
telikte, kisa yamitlar vermekle yetinecegiz; ayrintili irdelemeyi ileriki boliimlere bira-
kiyoruz.

Matematigin konusunu, kisaca soylemek gerekirse, sayi, nokta, kiime gibi so-
yut nesneler ve bu tiir nesneler arasindaki iligkiler olugturmaktadir®). Matematikgi
bu nesnelerin 6zelliklerini ve aralarindaki iligkileri ortaya ¢ikarma, genelleme ve
ulagtif sonuglan ispatlama ¢abas: icindedir. Ornegin tek sayilara iliskin su 6zelligi
alalim:

(1) Unlii 18. yiizyil Encyclopédie Methodique matematigi, “Biiyiikliiklerin saydlabilir veya 6l¢iilebilir
o6zelliklerini konu alan bilim” diye tanimlamigti. Kimi ders kitaplarinda matematigin bugiin bile
nicelik ya da diipediiz say: bilimi diye tammlandigim gormekteyiz. Ancak bu tamm yetersizdir: Sa-
y1 ile iligkisi olmayan, 6l¢me ve koordinatlara dayanmayan projektif ve betimsel geometriler bu ta-
nmun dar ¢ergevesi disinda kalmaktadur.
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GiRis 13

1 = 12

1+3 = 22
1+3+45 = 3
1+3+5+7 = 42

Boyle bir “gozlem” matematikgiyi genel bir iliskinin varlig1 hipotezine gotiiriir.
Nitekim 6rnegimizdeki iliskinin matematikte soyle bir genelleme bigiminde dile ge-
tirildigini gormekteyiz: 1’den baglayarak n sayida tek sayinin toplami n?’ye esittir.

Simdi matematik¢i bu genellemenin dogrulugunu, gozlemledigi iliskiyi daha
fazla tek sayilar iizerinde yoklayarak degil, ispatlayarak, yani genellemeyi dogru sa-
yilan birtakim 6nciillerden ¢ikarsayarak saptamaya ¢ahsir.

Kuskusuz bir tek 6rnege dayanarak genel bir yargida bulunmak cesitli yonler-
den sakincalidir.® Ancak bir ilk niteleme olarak soyle diyebilirizz Matematik, 6rne-
gimizdeki tiirden iliskileri bulma ve ispatlama ¢aligmasidir. Bu nitelemede, kalin
cizgilerle de olsa, matematigin iki asamali yontemini bulmaktayiz: 1k agama, bir
Ozellik ya da iliskiyi bulma, ortaya ¢ikarma gabasins; ikinci asama bulunan, ortaya
konan iliskiyi ispatlama siirecini icermektedir. Bir iligkiyi bulma ya da sezinleme
daha ¢ok yaratic1 imge, sezgi ve deneyim gerektiren psikolojik bir olaydir; ispatla-
ma ise, kural ve olgiitleri belli “mantiksal yargilama” diyebilecegimiz bir akil yiiriit-
medir. Buna gore matematigi, say1, nokta, kiime, fonksiyon tiiriinden soyut nesne-
lere 6zgii Ozellikleri ortaya ¢ikarma, belirleme ve mantiksal olarak kanitlama (ispat-
lama) bilimi diye tanimlayabiliriz.

(Cahismamiz boyunca gozoniinde tutacagimiz bu tanim cesitli yonlerden islen-
meye ve agiklanmaya muhtagtir. Ancak oncelikle doga bilimleriyle bir karsilagtirma
yararh olacaktir.

Matematik ve Bilim
Matematigi de icine alan tiim arastirma alanlarinda elde edilen bulgular, ulasilan

(2) Kuskusuz matematikte “degismez bagintilar” (invariant relations) denilen iliskilere pek ¢ok 6rnek
gosterilebilir. Geometrik sekillere iligskin su ii¢ bagint: ortaokul 6grencilerinin bildigi 6rnekler ara-
sindadur: .
(1) Euler formiilii: Bir seklin koseleri K, yiizeyleri Y, ayritlar1 A ile gosterilirse, bunlar arasinda da-
ima K+Y=A+2 denklemiile dile gelen bir bagint1 vardur.

n(n-3)

(2) Diizlem sekillerde késegen sayist: K = (Denklemde K koésegen sayisiny, n kenar sa-

yisinm gostermektedir.) 2
(3) Diizlem kapal sekillerde i¢ agilarin toplam: : A = (n - 2) 180 (Denklemde A ig agilar toplami-

n1, n kenar sayisin gostermektedir.) .
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14 MATEMATIKSEL DUSUNME

sonuglar 6nermelerde dile getirilir. Bu 6nermeler, aym1 zamanda, iligkin olduklan
alanin konusunu belirler. Ornegin, fizigin konusunu maddesel parcaciklarin kiitle,
devinim ve enerji gibi 6zellikleri, bunlar arasindaki iligkiler; psikolojinin konusunu
insan (kimi zaman tiim canl organizmalarin) davraniglar1 olugturmaktadir. Mate-
matigi tamimlarken sayi, nokta, kiime gibi soyut nesnelerden séz ettik. Goriiliiyor
ki, her bilim alani 6ncelikle inceleme konusuyla kimlik kazanmaktadir. Ancak ko-
nu yoniinden alanlar arasinda gérdiigiimiiz farklarin niteligi degisiktir. Fizik ile psi-
kolojiyi alahm. Biri maddesel pargaciklarn kiitle, devinim, vb. dzelliklerini, 6biirii
insan davranislarini inceleyen, birbirinden tiimiiyle ayr1 iki bilim dali. Ancak ikisini
de matematikten ayiran ortak bir yanlan var: Olgusal igerikli olmalarn. Fizik de,
psikoloji de, konu yoniinden tiim farklarina kargin olgusal bilimlerdir. Oysa mate-
matigi olgusal bilim olarak niteleyemeyiz. Matematigin ugras konusu nesneler ol-
gusal degil, kavramsaldir. Sayilari, 6rnegin, agac, tas, bulut, yildiz gibi dogada bul-
dugumuz nesnelerden sayabilir miyiz? Dogada sayilar degil, olsa olsa sayilabilir nes-
neler vardir. Sayma bu tiir nesneler iizerinde yiiriitiilen bir iglem, bir belirlemedir.
Sayilar dogada gozlemlenen nesne ya da olgularin adi degil, sayma siirecinde zihni-
mizde olugan kavramlardir. Oyleyse, matematigi konusu acisindan empirik (olgu-
sal) bilimlerle degil, tanimsal ya da bigimsel (formel) bir disiplin olan mantikla b1r—
likte stniflamak daha uygun olur.®

Matematik yontem ve sonuglar1 bakimindan da olgusal bilimlere degil, manti-
ga yakindir. Empirik bilimler inceleme konusu olgular1 ve olgusal iligkileri betimle-
me ve agitklama yoluna gider; gozlem, deney ve 6l¢me gibi iglemler olgular: sapta-
ma ve betimleme araglarim olugturmakta; teori ya da hipotezler (agiklayici genelle-
meler) kurup test etme ise olgular agiklama yontemini saglamaktadir.

Her bilim kendi alanindaki olgular1 en doyurucu bigimde agiklama giicii tagi-
yan teori ya da teoriler kurma ve dogrulama ¢abas igindedir. Matematikte durum
oldukea farklidir. Burada gozlemsel olgular agiklama yerine, “algilanan” iligkileri
teorem olarak ispatlama gabasi vardir. Ornegin, diizlem geometride iiggenlerin ig
agllarinin toplamina iligkin teoremi alalim: Tiim iiggenlerde i¢ agilarin toplami iki
dik aginin toplamina (yani, 180%ye) esittir. Kuskusuz baslangigta bu, iiggenler iize-
rindeki 6l¢melere dayanan bir tiir gozlemsel diyebilecegimiz bir genellemeydi. Bir
kez, matematik¢i bu genellemeyi daha ¢ok gesit ve sayida iiggenleri yoklayarak dog-
rulama yoluna gitmez, ya da bu kadanyla yetinmez. Sonra, iiggenlerin i¢ agilarinin
toplaminin neden iki dik aginin toplamina esit oldugu matematikgiyi ugrastirmaz:
Onun aradig: aciklama degildir. O, 6nceden dogru kabul ettigi kimi ilke ya da var-
sayimlara bagvurarak buldugu iligkiyi ispatlama yoluna gider. Algilanan bir iliski-
nin, daha dogrusu o iligkiyi dile getiren genellemenin teorem niteligi kazanmasi
soz konusudur. Bu ise genellemenin ispatini gerektirir. Matematikgi su ya da bu ge-
kilde algiladig: iligkiyi ilging bulursa, onu agiklamayr degil, mantiksal kesinlige ka-

(3) Bu ayirim degisik agilardan gereginden fazla keskin bulan J. S. Mill ve W. V. O. Quine’in goriigle-
rine ilerde deginecegiz. Bkz. VI. BOLUM, s. 72.

(4) Buradaki “algilama” duyumsal olmaktan ¢ok zihinsel diyebilecegimiz bir algilamadir.
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vugturmay amaglar. Bagka bir deyisle, ispatin amaca1 teoremdir, yoksa ispatin 6n-
ciillerini olusturan varsayim (aksiyom ya da postulat)’larin dogrulanmas: degildir.
Opysa, olgusal bilimlerde gozlem konusu bir iliskiyi ispat degil, agiklama s6z konu-
sudur. Bilimsel agiklama 6ncelikle onciillerin (6zellikle kuramsal nitelikteki agikla-
yic1 genellemelerin) dogrulanmasina yoneliktir.

Ulasilan sonuglar agisindan bakildiginda, matematik ile empirik bilimler ara-
sinda gene temel bir fark géze carpmaktadir. 1ki alanda da ulagilan sonuglar éner-
melerde dile getirildiginden, fark matematiksel bir 6nerme ile fizikten alinan bir
onerme karsilastinldiginda ortaya ¢ikacaktir:

Fizikten bir 6nerme: Bir gazin hacmi, sicaklik sabit
tutuldugunda, basinai ile ters
orantihdir.

Matematikten bir 6nerme: 3 +4 =7

Ornek aldigimiz iki énermenin de dogru oldugunu biliyoruz. Ancak bu aym
anlamda bir “dogruluk” degildir. Birinci 6nerme olgusal bir iligkiyi, gazlarin hacmi
ile basina1 arasinda deneysel yoldan belirlenen bir iliskiyi dile getirmektedir. Dog-
rulugu olgusaldir. Bilim adam bu tiir 6nermelerin dogrulugunu gozlem ya da de-
neye bagvurarak belirler.

Ikinci onermeye gelince farkhi bir durumla kargilagmaktayiz. Burada gene bir
iligki, iki say1 grubu arasinda bir egitlik iligkisi dile getirilmektedir. 1lk bakista bu
iliskinin de gozleme dayal bir genelleme oldugu sanilabilir. Gergekten, 3 elma ile 4
elmanin bir arada 7 elma olusturdugunu gérmekteyiz. Elma yerine baska nesneler
(6rnegin, kalem, parmak, bilye, masa, yumurta, vb.) koysak, hep ayni1 sonug ortaya
gikar. Ancak, matematiksel dogrulugun, olgusal dogrulugun tersine, gozlem ya da
deneye bagh olmadigim gosterebiliriz. Ornegin, mikroskop altina énce 3, sonra 4
mikrop koyalim: Saydigimizda birlikte 7 degil 8 mikrop buldugumuzu bir an dii-
stinelim. Simdi beklentimize ters diisen bu gézleme dayanarak 3 + 4 = 7 6nermesi-
ni yanl sayabilir miyiz? Onerme olgusal nitelikte olsaydi, yamitimiz “evet” olacak-
t1. Nitekim herhangi bir gazin hacmi ile basinci arasinda beklentiye ters diisen tek
bir gozlem, o iliskiyi dile getiren genellemeyi yanhslamaya yeter. Oysa gézlem so-
nucu ne olursa olsun, 3 + 4 = 7 dnermesini yanhslama olanag: yoktur; hatta goz-
lemledigimiz nesneler mikrop degil, elma, kalem, yumurta tiiriinden elle tutulur
nesneler olsa, gene de, matematiksel 6nermeyi yanhs sayamayiz: Hatay1 6nermede
degil, sayma islemimizde arariz, ya da bagka tiirlii agiklamaya ¢aligiriz.

Bu farka iligkin ¢esitli goriis ve tartismalarin ayrintilarim simdilik bir yana bi-
rakip temel goriis ayriliklarina kisaca deginelim:

Giiniimiizde oldukea yaygin olan mantiksal empirist goriise gore, matematiksel
onermeler analitik ya da totolojik niteliktedir; dogruluklan a priori (gozlem 6nce-
si)’dir. Bagka bir deyisle, 3 + 4 = 7 6nermesi, ashnda 3 + 4 =3 + 4yada7 = 7 de-
mekten ileri gegmemektedir. Analitik denilen bu tiir bir 6nermeyi higbir gozlem ya
da deney yan11§layamagérgﬁnlﬁwg&gg\zrgw_l%%)&(:iﬁfaa alitik bir 6nerme, “bir sey A
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ise o sey A’dir” gibi higbir olgunun ters diisemeyecegi bigimsel bir dogruyu dile ge-
tirmekle kalmaktadir. Ornegimizdeki 3 + 4 = 7 énermesi, “A, A’dir” bi¢imini alan
tiim 6nermeler (6rnegin, tiim elmalar elmadir, ya da, tiim kocalar evli erkektir) gi-
bi olgusal igerikten yoksun; dogrulugu a priori bilinen bir énermedir. Matematik
6nermelerin kesinligi, tanima dayanan bigimsel bir 6zelliktir.

Onermelerinin analitik niteliine bakarak, matematigin bir bilim olmadig: soy-
lenmigstir. Bu yargi, “bilim”i tanimlamamiza gére dogru da olabilir, yanhs da. “Bi-
lim” deyince empirik diinyaya y6nelik ¢alismalan diigiiniiyorsak, olgularin gozle-
mine dayali olmayan matematigi bilim sayamayiz. Nitekim yiizyiimizda egemen
olan goriigiin bu yonde oldugu soylenebilir. Ama “bilim” terimine tiim entelektiiel
etkinlikleri kapsayan bir genislik taniyorsak, matematigi de fizik, biyoloji ve psiko-
loji gibi bilim saymak gerekir. Hatta bu anlamda felsefe, tarih ve klasik ¢aligmalara
da bilim diyebiliriz. Bu kitapta, matematigi empirik bilimlerle degil, soyut kavram-
sal iligkiler ile zorunlu ¢ikarimlari konu alan mantikla siniflamanin daha dogru ol-
dugu goriigiinii paylagmaktayiz.

Ne var ki, empirik bir bilim olmayan matematigin basta fizik olmak iizere em-
pirik bilimlerle siki bir iligki i¢inde oldugu gézden kagmamalidir. llerde ayrintilar-
na girecegimiz bu iligki, bi¢im-igerik tiiriinden bir iligkiyi andirmaktadir. Matema-
tigin bi¢imi, bilimin icerigi temsil ettigi séylenebilir. Baska bir deyisle, bilim olgusal
iligkileri ortaya ¢ikarmakta, matematik bu bulgularn daha kesin ve agik dile getir-
menin formiil ya da kaliplarini saglamaktadir. Kisacasi, matematigi bu agidan Gali-
leo’nun dedigi gibi, bilimin dili sayabiliriz.

Matematigi tiimiiyle icerikten yoksun salt bicimsel bir disiplin sayan goriigii
giiniimiizde temsil eden taninmis matematikgilerden Kemeny’ye gore, “Matematik,
mantik gibi, salt ¢ikarim bigimleriyle ugrasan, bilginin en genel bir daldir; iistelik
bilimin vazgecilmez dili olan matematik bize yeni hicbir sey 6gretmez. Aksini dii-
siinmek, ona gore, kuramsal matematikle bir tiir bilim olan uygulamali matematigi
kanistirmak olur. Kemeny, goriigiinii su iki temel sava dayamaktadir:

(1) Matematiksel dogruluk olgusal degil, mantiksal niteliktedir.
(2) Mantiksal dogruluk ise analitik niteliktedir; igerige degil, bigime baghdir.

Kemeny, matematiksel kesinligi énermelerinin analitik niteligine baglayarak
soyle demektedir: “Matematiksel énermelerin dogrulugunu degisik yollardan yok-
lamaya kalktigimizda, her defasinda, gézlem sonuglarinin gereksiz oldugunu gorii-
riiz; bu 6nermeleri gézlem sonuglar1 ne olursa olsun hicbir zaman yanlglayama-

(5) “Dogru”, “dogruluk” onermelere 6zgii bir 6zelligi dile getiren terimlerdir. Bir 6nerme olgusal ise
(6rnegin, “Diinya kiireseldir,” “Su belli kosullarda 100°de kaynar,” “Tiim metaller 1sitildiginda
genlesir,” gibi) gozlem sonucuna uygun ya da ters diismesine gore ya dogrudur, ya da yanhs.
Onerme analitik nitelikte ise (6rnegin, “Tiim amcalar erkektir,” “Kirmiz1 olan her sey renkl}dir,”
“Yasayan varhklar canhdir,” gibi), ger¢ek diinyaya iliskin gozlemlerimiz ne olursa olsun, daima
dogrudur. A priori olan bu dogruluk, 6nermenin salt bi¢imine (ya da iginde gegen s6zciiklerin an-
lamina) baghdir. Analitik 6nermeleriyanliglama olanag yoktur. :
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y1z. Matematiksel 6nermeler, mantiksal dogrular gibi, ‘analitik a prior? nitelikte-
dir.

Ancak bu noktada karsimiza s6yle bir soru ¢ikabilir: Matematik énermelerin
(daha da genel tiiriiyle tiim mantiksal dogrularin) gézlem sonuglarina bagh olma-
yan, a priori bilinen dogruluklarini, yalnizca 6nermelerin bigimine bagh gérmek;
daha da 6nemlisi matematigi empirik bilimlerden boylesine kesin bir ¢izgiyle ayir-
mak dogru mudur? Bir kez, mantiksal dogrulugu tamimsal ya da 6nermelerin man-
tiksal bicimiyle agiklamayan kargit goriisler de vardir. Bunlara gore, Kemeny’'nin
“analitik a priori” diye niteledigi mantiksal dogruluk, ya mantigin insan diigiincesi-
nin yapisal ilkelerini igermesiyle, ya da dig diinyanin en genel ve temel &zelliklerini
yansitmasiyla agiklanmalidir. Ozellikle matematikgiler arasinda daha yaygin benim- .
senen goriise gore ise, matematiksel kesinligin kaynag matematigin inceleme ko-
nusu nesnelerin (sayi, nokta, kiime, vb.) niteliginde, bu nesnelere 6zgii iliskilerin
dediiktif gikarsamaya elverisli yapisinda aranmalidir. Sonra, daha 6nce de belirttigi-
miz gibi, matematikle olgusal bilimler arasinda Kemeny gibi mantik¢1 empiristlerin
koktenci ayirimini kesin saymayan ya da agini bulan diigiiniirler de vardir. Ornegin,
¢agdas mantikeilar arasinda segkin bir yer tutan Quine soyle demektedir:

Bilimde gozlemleri dile getiren 6nermelerden, kuantum ya da relativite teorisinin te-
mel 6zelliklerini yansitan genellemelere kadar uzanan bir siireklilik vardir. Kanimca, bu
uzanim bilimin teorik genellemelerini de agarak ontolojik, hatta gézlem diinyasinin da-
ha da uzaginda olan matematik ve mantik 6nermelerini de igine almaktadir. Genis bir
ranj iginde bir ugtan 6biir uca siralanan 6nermeler arasindaki fark, bana kalirsa, bir tiir
farks degil, yalnizca bir derece farkidir. Bilimler tiim degisik goriiniimlerine kargin, bir-
lesik bir yapiya sahiptir; deneylerimizin ters diistiigii sey, hi¢ degilse ilkede, tek tek
6nermeler olmaktan ¢ok, bilimin yapisal biitiinliigiidiir. Carnap gibi mantik¢1 empirist-
lere gore, ontolojik sorunlar gibi, matematiksel ve mantiksal ilkelere iliskin sorunlar da
olgusal igerikten yoksundur. Bu ilkeler olsa olsa bilim i¢in se¢ilmis uygun kavramsal
sistemleri olusturmaktadir. Aym nitelemeyi bilimsel hipotez ya da genellemelere uygu-
lamak koguluyla bu gériisii ben de benimseyebilirim.®

Gene, ¢agdas matematikgi-filozoflardan Karl Menger, matematigin ne oldugu,
ne olmadig iizerindeki goriislere deginerek tepkisini bir dizi soruyla ortaya koy-
maktadir:

Matematiksel onermeler, Mill ile Mach’in soyledigi gibi, empirik kokenli midir?
Yoksa, aritmetik ve geometrik 6nermelerin sentetik a priori yargilar oldugunu ileri sii-
ren Kant’a m1 inanalim? Poincaré, temel aritmetik kurallarin gercekten sentetik a prio-
ri, geometrik onermelerin ise analitik yargilar oldugunu séylediginde, dogruyu mu dile
getiriyordu? Tersine, aritmetigin temel kurallarini analitik, geometrik dogrulan ise sen-
tetik diye niteleyen Frege’ye mi hak verecegiz? Yoksa Russell gibi tiim matematiksel
onermeleri analitik sayanlar1 m1 izleyelim? Matematiksel 6nermelerin dogrulugu dene-
yime bagli midir? Son ¢oziimlemede, matematiksel dogruluk sezgi ve deneyimsel kanit-

(6) W. V.O. Quine, “On Carnap’s View on Ontology,” Philosophical Studies, II, No. 5, 1951.
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lara m1 dayanmaktadir? Ya da, matematigin, giiniimiizde ¢ok kez sdylendigi gibi, toto-
lojik bir sistem olan mantigin bir pargasi olmasi gergegi mi bu dogrulugu saglamakta-
dir? Yoksa, matematigin temeli onun tutarhlik ispatina mi1 dayanmaktadir?

Ben kendi payima, bu sorularin hi¢birinin yanitinin olumlu olabilecegine inanmiyo-
rum. Matematik¢inin yaptig1 sey, aslinda, belli ydntemler araciligiyla birtakim énerme-
leri, daha 6nce segilmis birtakim bagka énermelerden ¢ikarsamadan ileri bir sey degil-
dir. Iste, matematik¢inin ugragina iliskin matematik ve mantigin tiim séyleyebilecegi
sey bu basit belirlemede sakhdir.?”?

Matematiksel kesinlik iizerindeki farkli goriisler arasindaki tartigmaya, ayrinti-
lartyla, ileriki boliimlerde girecegiz. Bundan 6nce matematiksel kavramlarin tarih-
teki olusumuna g6z atarak matematigin iki temel kolu olan aritmetik ile geometri-
nin 6ncelikle insan deneyiminden nasil kaynaklandigini gérmeye ihtiyag vardur.

(7) K. Menger, “Foreword,” Introduction to Mathematical Thinking (F. Waismann), s. VI-VIL
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II. BOLUM

MATEMATIGIN KOKENI VE GELISIMI

Baslangi¢ Dénemi

Matematigin insan deneyiminin bir par¢as1 oldugu, yasamin pratik ihtiyaglarindan
dogdugu kolayca soylenebilir. Oziinde evreni nicel 6zellikleriyle algilama yetenegi-
ne dayanan matematiksel diisiinme, baslangigta giinliik yasam ihtiyaglarina yonelik
basit sayma ve 6l¢me islemlerinde kendini gostermistir. Eski uygarhklardaki gelis-
melere kisa bir bakis bu yargiy1 dogrulamaya yetecektir.

Mezopotamya’da tarimsal yerlesme, onu izleyen kentlesme, yazma ve hesapla-
ma becerilerini gerektiren bir ticaret etkinligine yol agmisti. Ozellikle tapinaklarda
biriken servet bir tiir kayit tutmay: gerektiriyordu. 1.0. 3000 ve daha éncesi dsnem-
lerden kalma tabletlerde birtakim ahs-veris kayitlarinin yani sira basit baz1 hesapla-
malarin da yer aldig1 goriilmektedir. Siimerler’in bilgi ve beceri birikimini daha da
zenginlestiren Babilliler’in bizim “aritmetik” ve “cebir” dedigimiz iki alanda 6nemli
gelismeler sagladiklar1 anlagilmaktadir. Baska tiirlii, ne ileri mithendislik gerektiren
iinlii yapitlarini ortaya koymalarina, ne de sulama, bataklik kurutma, sel baskinlari-
n1 6nleme, topraklarim verimli tarim alanlarina déniistiiriip isleme etkinliklerinde-
ki baganlarina olanak bulamazlardi. Buna bir de kullanigh takvim gelistirme bilgile-
rini eklersek, matematikte erisilen diizey daha iyi anlagilir. Bu tiir projelerin gerek-
tirdigi yonetim, érgiitlenme ve teknik bilgi yaninda oldukga ileri matematik bilgisi-
ne de ihtiya¢ oldugu agiktir. Kuskusuz, benzer ¢ahsmalarin Hindistan ve Cin gibi
iilkelerin biiyiik nehir gevrelerinde de siirdiiriildiigiinii syleyebiliriz.

Mezopotamya’dakine benzer bir gelismeye eski Misir’da da tanik olmaktayiz.
Nil Nehri’nin yillik tagmalar1 sonucu arazi sinirlar1 bozulmakta, ya da, biisbiitiin si-
linmekteydi. Sularin gekilmesiyle simirlarin yeniden belirlenmesine ihtiyag vardi. Bu
ise tarim alanlarinin hemen her yil olciilerek dagitilmas: demekti. Aslinda “yer-
6lciimii” anlamina gelen “geometri” terimi de bu islevi yansitmaktadir. 1.0. 800 s1-
ralarinda Misir’1 dolagan iinlii Yunanh tarih¢i Herodotos’un anlattigina gore, Mi-
sir’da arazi 6l¢iimii, vergilendirmenin de bir geregi idi. Kisilerin vergi yiikiimliiliik-
leri isledikleri topragin yiizél¢iimiine gore belirleniyordu.

flkel sayma becerisini agan matematigin 1.0. 5000 yillarina uzanan bir tarihi ol-
dugu goriilmektedir. Antik Yunan 6ncesi gelismenin tiimi Stimer, Babil, Misir,
Hint ve Cin gibi Dogu kiiltiirlerinin bir iriintidiir. Kuramsal ilgilerin heniiz uyan-
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madig baslangic déneminde aritmetik ile geometri tarim, ticaret ve miihendislik
iglerinin yarattig1 ihtiyaglari karsilamaya yonelik beceriler 6larak ortaya gikmustir.
Kuramsal ilgilerin ortaya ¢ikmasi daha sonra gelen bir gelismedir.- Bunun i¢in, her
seyden once, elde edilen bilgilerin korunmasi ve yeni kusaklarda siirdiiriilmesi yo-
lunda bir 6gretimin baglamas1 gerekiyordu. Matematigin giinliikk kullanimlar 6te-
sinde, giderek daha soyut, kendi i¢inde entelektiiel yonden ilging bir nitelik kazan-
mast 6nemli bir olaydir. Bu gelismeyi ge¢im derdinde olmayan, bog zamanini oku-
maya, dgrenmeye vermis kimi yonetici ve din adamlarinin ilgilerine borgluyuz. In-
san zekasinin yasam ihtiyaglarimin 6tesinde kuramsal konulara yonelmesiyle, pratik
aritmetik islemlerinden daha soyut cebirsel doniistiirmelere, arazi 6lgme ve sinir
belirleme islevlerinden geometrik diigiinmeye gegilmigtir.

Matematige kuramsal bilim niteligi kazandiran Antik Yunanlilarin, biyiik 6l-
ciide, Misir ve Babil uygarliklarina bor¢lu oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, mate-
matigin baslangi¢ gelismelerini bu iki uygarhk ¢evresinde izlemekle yetinecegiz.

Babil ve Misir’da Matematik

Eski Misirlilanin ¢alismalarini tas ve papiriis iizerine gecirdiklerini kayitlardan ogre-
niyoruz. Bunlarin bir béliimii giiniimiize kadar gelmistir. Babilliler ise daha daya-
nikh olan tuglalar kullaniyorlardi. Oysa, Hint ve Cin kiiltiir gevrelerinde kullanilan
agac kabugu ya da bambu o denli dayanikh degildi. Bu yiizden onlarin basarilarina
iligkin bilgilerimiz son derece yetersiz kalmistir.

Antik Yunan 6ncesi matematigin belirgin 6zelligi, stnama-yanilma yéntemine
bagl, empirik bilgi diizeyinde kalan bir ¢aliyjma olmasidir. Bagka tiirlii olmas: da
kolayca beklenemezdi; ¢iinkii, daha énce de belirttigimiz iizere, hem Misir'da hem
de Mezopotamya’da matematik, yasamin pratik ihtiyaglarindan kaynaklanan bir
¢alismaydi. Nitekim iki kiiltiirde de kullanilan alan ve hacim formiilleri, sinama-
yanilma yéntemine dayandigindan, birtakim hatalar iceriyordu. Ornegin, Misirlilar
dairenin alanini, ¢capinin dokuzda sekizini alarak hesapliyorlardi. Bu yanhst, ¢iinkii
kullandiklar1 formiilde “x” sayis1 3.1604... e esdeger alinmigt. Babilliler ise hata pa-
y1 daha yiiksek olan = 3 degerini kullaniyorlardi. Onlarin bir bagka hatali formii-
lii de, kesik bir koninin ya da kare piramidin hacmini, yiikseklikle tabanlarin topla-
minin yarisinin ¢arpimina esit saymalarinda kendini gostermektedir. Bunun gibi,
dortgenlerin alanim bulmak i¢in kullandiklar1 A=(a+c) (b+d)/4 formiilii de (for-
miilde a, b, ¢, d dortgenin kenarlarim simgelemekte), dikdortgenler disindaki dort-
genler icin yanhs sonug veriyordu. Ne var ki, bu yanlis formiile, aradan 3000 yil
gectikten sonra bile 1.0. 51°de 6len XI. Ptolemy (Batlamyus)’nin mezar taginda da
rastlanmistir. Empirik gézlem ile sinama-yanilma yontemine bagh bu tiir bilgilerin,
gercek anlamda, bir bilim olusturdugu séylenemez. Bugiine degin, ne Babillilerin
ne de Misirhlarin ispat kavramina ulagtiklarini gosteren tarihsel bir belge ya da ka-
nita rastlanmamugtir. Ele gegen tiim belgeler, Yunan éncesi donemde, matematigin
empirik diizeyi agmadigini gostermektedir. Ama gene de, ele alinan problemlerin,

ulasilan sonuclarin zenginligi g6zoniinde tutulursa, évgiiye deger bir basariyla kars:
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karsiya oldugumuz yadsinamaz. Sinirh da kalsa, sinama-yanilma yénteminin etkin-
ligini gormezlikten gelemeyiz.

Ozellikle son 60 y1l iginde adi gegen iki kiiltiir ¢evresinde yiiriitiilen aragtirma
ve kazilar biiyiik yogunluk kazanmugtir. Ortaya ¢ikarilan belgeler arasinda Misir’da
bulunan Ahmes Papiriisii ile simdiye dek okunabilen 300 kadar Babil tabletinden
soz edilebilir. )

Ahmes (ya da Rhind) Papiriisii 1.0. 1650 siralarinda yazilmag, elkitabi niteligin-
de bir belgedir. Ingiliz bilgini A. Henry Rhind’in Misir’da satin alarak British Mu-
seum’a tagidig1 bu kitapta 85 problem var. Arastirmacilarin elinde ayrica daha eski
bir doneme ait iginde 25 problemin yer aldig1 “Moscow Papiriisii” diye bilinen bir
kaynak daha bulunmaktadir. 1ki kaynaktaki problemlerin hemen tiimii sayisal nite-
likte basit problemlerden olusmaktadir. Oyle ki, ¢ogunun ¢oziimii dogrusal denk-
lemlerin 6tesine gegmeyi gerektirmemektedir. Ornegin, su denkleme, x+x/5=24,
¢6ziim aradigimiz1 diigiinelim: xX’e uygun goérdiigiimiiz deger 5 olsun; buna gore,
esitligin sag yam 24 yerine 6 gikar: x+x/5=6. Oysa, 24 x1/4=6 oldugundan, x’e 5
degil, 5 x4 degerini vermemiz gerektigini buluruz.

Babil’den kalma belgelere gelince, bunlar iki tiirden olugmaktadir: (1) matema-
tiksel tablolar, (2) matematiksel problemler. Sayisi yaklagik 500.000 olan tabletler-
den ancak 300 kadan bugiine degin okunabilmistir. Geriye kalanlarin iizerindeki
¢alismalar diinyanin gesitli miizelerinde siirmektedir.

Okunan tablolar arasinda, ¢arpim, doniistirme (bolmeyi ¢arpmaya indirge-
me), kare, karekok ve bunlara iligkin denklemleri ¢c6zmede yardima tablolarin yam
sira, bilesik faiz hesaplamasinda kullanilan iissel tablolarin yer aldig1 goriilmektedir.
Problem tagiyan belgelere gelince, bunlarda 6zellikle cebirsel ve bir dlciide geomet-
rik nitelikte cesitli problem 6rnekleri yer almaktadir. Kimi tabletler iizerinde kolay-
dan zora dogru siralanmig 200 kadar sayisal probleme yer verildigi goriilmektedir.
Bu tiir bir diizenlenmenin 6gretime yénelik oldugu tahmin edilebilir. Zor sayilan
problemler arasinda, 6rnegin, 2. dereceden denklemlerin ¢6ziimii hem genel for-
miilii verilerek, hem de kare biitiinleme yontemiyle gosterilmektedir.

Kisaca demek gerekirse, Yunan 6ncesi dénemde matematik daha ok pratik
yasam ihtiyaglarina déniik, sinama-yanilma yontemine bagli, empirik diizeyde bir
ugrasti. Bugiine degin okunan higbir belgede ispat yontemine iligkin bir belirtiye
rastlanmamugtir. Verilen 6rnekler genel nitelikte dediiktif diigiinme yéntemini de-
gil, 6zel nitelikte sayisal ¢6ziimlere iligkin kazanilmig bilgi ve becerileri sergilemek-
tedir.

Antik Yunan’da Matematik

Antik Yunan matematiginin kokeni tam agiklikla heniiz ortaya konmus degildir.
Mevcut belge ve kaynaklar Babil ve Misir'in etkilerini ortaya koymaktadir. Antik
Yunanh yazarlarin kendileri Dogulu kaynaklara olan borglarini belirtmekten geri
kalmamiglardir. Pythagoras gelenegine egemen mistisizmin Dogu’dan keynaldandi-
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Babil' birikiminin belirgin izlerini tagimaktadir. Pers Imparatorlugu déneminde
baglayan, Biiyiik Iskender’in Dogu’ya agilmasiyla yogunluk kazanan iliski ve yakin-
lagma, Yunanh bilginlere Dogu’nun bilgi birikimini yakindan tanima firsat1 sagla-
mugtir. Geometrinin Yunanistan’a Misir’dan gectigi ise artik tartisma konusu ol-
maktan ¢ikmigtir.

Ne var ki, Dogu’ya olan borcun 6liisii ne olursa olsun, Yunanhlarin aldikla-
nyla yetinmedikleri, matematige yeni bir kimlik kazandirdiklar1 da bilinmektedir.
Onlarin elinde matematik dogrulugu deneyime dayanan empirik 6nermeler yigim
olmaktan ¢ikarak, dogrulugu mantiksal yontemle ispatlanan bir sistem niteligi ka-
zanmugtir.

Diigiincede énemli bir devrim demek olan bu déniisiime hangi kosullarin yol
actig bugiin bile yeterince agikhga kavusmus degildir. Bilinen su ki, L.O. 600-400
doéneminde Yunanllarin varlik ve bilgi konularinda son derece canl bir tartigma,
arays icine girdikleri, birtakim kuramsal sorunlan akila yoldan irdeledikleridir. Bi-
lindigi gibi, kuramsal diizeyde tartigma, bir konu ya da sorunu irdeleme, “dogru”
diye bilinen ya da dogruluguna inamilan yargilan elegtirmenin yam sira, ¢ogu kez
kanitlara giderek ispatlama cabasim igerir. Bagka bir deyisle, tartisma 6ziinde bir
akil yiiriitmedir; kisinin dogru saydigs bir yarg: ya da inanci elden geldigince doyu-
rucu kanitlara dayama girisimidir. Bu ise, yetkin bi¢imiyle, “ispatlama” dedigimiz
¢abanin ta kendisidir.

Ispata yonelik tartigma bicimi, felsefe, politika ve ahlak konularinda oldugu gi-
bi, matematikte de kendini gosterir; iistelik, matematiksel ispat, diger alanlarda asla
erisilemeyen mantiksal kesinlige sahiptir. Yunanlilar1 matematikte, empirik gozlem-
lere dayal sinama-yamilma diisiince bigiminden ispat yontemine yonelten bir baska
nedeni, dediiktif ¢ikanimin sergiledigi bicimsel giizellikte bulabiliriz. Giizellik duy-
gusu, duygusal oldugu kadar entelektiiel bir deneyimdir. Dediiktif akil yiiriitmenin
icerdigi diizen, uyum ve tutarhlk klasik Yunan giizellik anlayisim olusturan gele-
rin baghcalanyd.

Yunan matematigi, Euclides geometrisinde ulastin mantiksal bicimiyle, daha
sonraki yiizyillarin hayranlik kaynag olmustur. Euclides’in LO. 300 yillarinda Is-
kenderiye’de yazdig on ii¢ kitaptan olusan “Elementler” adli yapiti, Bati1 diinyasin-
da XIX. yiizyilin sonlarina gelinceye dek geometrinin biricik ders kitabi olarak oku-
tulmustur. Basanisinin tiim parlakhigina karsin Euclides’e, yaratici bir matematikgi
olmaktan ¢ok, kendisinden 6nceki ¢alismalarda ulagilan kesin sonuglar toplu ve
mantiksal diizende sunan 6nemli bir yazar olarak bakmak belki de daha dogru
olur. Euclides’in ince bir beceriyle uyguladigi ispat yontemini, ondan 300 y1l kadar
Once matematikte ilk deneyen diisiiniiriin Thales oldugu unutulmamahdir. Thales’i
izleyen Pythagoras ve daha sonra Eudoxus’un ispat yontemine sistematik bir kim-
lik kazandirdiklan bilinmektedir.

Yunanhlar1 empirik gozlem ve deneyimden kuramsal diigiinceye yonelten bir
bagka 6zelligi klasik Yunan toplumunun yapisinda bulmaktayiz. Bilindigi gibi, top-
lum o ¢agda iki simifa ayrlmigt. Bir yanda filozoflari, matematikgileri, devlet
adamlariny, gair ve heykeltraglar icine alan kiigiik bir “efendi” simfi; 6te yanda, el
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becerisi ve alin terine dayanan iiretim, kazang ve diger pratik isleri yiiklenmis genis
bir “koleler” simifi. Bu durum kugskusuz, kuram-uygulama ayirimina ortam yarati-
yordu. Efendiler yalmizca politika, felsefe, s6z soyleme ve giizel sanatlarla ugragsmay
degerli sayiyor; gozlem, deneyim ve pratik uygulamalan agagilik tiirden isler arasin-
da goriiyorlardi. Bu yiizden olmal ki, klasik ¢agda empirik bilimler doga ve varlik
iizerinde spekiilasyon olmaktan 6te bir gelisme gostermemistir. Gene, geometride
6lgme yerine salt diisiinceye dayanan ispat yonteminin benimsenmis olmasinda
toplumsal yapinin, bu yapidan kaynaklanan degerlerin etkin oldugu yadsinamaz.
Bu noktaya deginen Russell soyle demektedir:

Eski Yunanlilar hipotez yéniinden son derece verimli, gozlem yéniinden tam tersine
son derece kisir bir kiiltiir ortamina sahiptiler. Ornegin, Aristoteles, kadinlarin erkek-
lerden daha az sayida disi oldugunu soyliiyordu; oysa, gézleme gereken saygiyr duysay-
d1 boylesine basit bir yanilgiya diigmezdi.("

Thales ve Pythagoras

Yunan matematiginin baglangic dénemine iligkin bilgilerimiz, Eudemus Ozeti diye
bilinen bir kaynaga dayanmaktadir. 1.S. 5. yiizyilda Proclus’un yazdigs bu kitap,
Aristoteles’in 6grencilerinden Eudemos (L.O. 4. yiizyil)’un daha ayrintii oldugu
.tahmin edilen yapitinin bir 6zetidir. (Eudemos’un yapit1 ne yazik ki, o doneme ait
bircok diger 6zgiin kaynaklar gibi kaybolmustur.)

Proclus’tan kalma 6zete gore, Yunan matematigi 1.O. 6. yiizyihin ilk yanisinda
Miletoslu Thales’le baglar. “Yedi Bilge”den biri olarak iin salan Thales’in bir siire
Misir'da dolastig1, geometriyi oradan iilkesine getirdigi Ozet'te yer alan bilgiler ara-
sinda. Ozer'ten ayrica Thales’in su dnermeleri ispatladigini dgreniyoruz:

(1) Daireyi herhangi bir ¢api iki esit pargaya boler.

(2) Ikizkenar iiggenlerde taban agilan esittir.

(3) Kesisen iki dogrunun olugturdugu karsit agilar birbirine esittir.

(4) Agqilardan ikisi ve kenarlarindan biri birbirine esit olan tiggenler ¢akisir. (Tha-
les’in bu énermeyi kullanarak gemilerin kiyidan uzakligini 6l¢tiigii séylenir.)

(5) Yarim daire igine ¢izilen her a1 dik agidir. (Bu 6nermeyi Babillilerin ok daha
6nce bildigi saptanmugtir.)

Onemli olan nokta, bu tiir 6nermeleri Thales’in bir tiir gozlem olan &lgmeye
bagvurarak degil, mantiksal ¢ikarim yontemiyle ortaya koymus olmasidir. Denebilir
ki, ispat kavramu ilk kez bu 6rneklerde somut igerik kazanmstir. Dediiktif ¢ikari-
min aritmetik ya da cebirde degil, geometride kullamlmis olmasi, matematigin
XIX. yiizyila gelinceye dek gecirdigi gelisimin niteligini belirlemesi bakimindan
6nemli bir olaydir. $6yle ki, aksiyomatik diisiincenin geometriye 6zgii oldugu gibi,
geleneklesmis yanlis bir anlayistan kurtulmak kolay olmamistir.

(1) B. Russell, “The Origin aBQrB‘&EE'ﬁBﬁsﬂfé‘ﬁi%é%?ihr&i‘ﬁs‘?}f?a&e}%‘?&‘m’ Bilim Felsefesi, s. 252.
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Proclus’un verdigi Ozef'te ad1 gecen ikinci kisi Pythagoras’tir. Thales’in yetistigi
Miletos’a yakin Sisam (Samos) adasinda 1.0. 572 siralarinda dogdugu tahmin edi-
len bu biiyitk matematik¢inin kendi adiyla anilan iinlii teoremi ortaya koymakla is-
pat yontemine kazandirdigy gii¢ ve sayginhk yaninda, biiyiik agiklik getirdigi s6yle-
nebilir. Ozet'ten Pythagoras'in da Thales gibi Misir'1 gezdigini, hatta Babil ve cevre-
sinde kimi merkezlere ugradigim 6greniyoruz. Pythagoras gezisinden doniisiinde
lyonya’yr Pers isgali altinda bulunca yurdundan ayrilir, Italya'nin giineyinde bir
Yunan liman kasabasi olan Crotona’ya yerlesir. Burada, felsefe, bilim ve matematik
¢aligmalarina koyulan Pythagoras, birtakim téren ve tapnma bigimlerini iceren
gizlilige bagh iinlii “kardeslik” dernegini kurar.

Pythagoras ekolii, sayiya iligkin mistik bir inanca baghidir. Buna gore, evrensel
diizenin 6zii sayisaldir. Pythagoras’in bu 6gretiyi Dogu kiiltiirlerinden esinlenerek
olusturdugu soylenebilir. Ne var ki, bir tiir din niteligi tasiyan bu bilim dis1 goriise
kargin, Pythagoras ekoliiniin kurulusunu izleyen iki yiizyil boyunca matematige
onemli katkilar yaptig1 bilinmektedir. Ornegin, paralel cizgilerin 6zelliklerine iligkin
¢alismalary, iicgenin i¢ agilarinin toplaminin iki dik aginin toplamina esit oldugu teo-
reminin ispatina yol agar. Yunan geometrik cebirinin gelismesine yaptiklar katkilar
da anilmaya deger: Toplama, gikarma, b6lme, kok alma, hatta genel 2. dereceden
esitlikleri ¢6zme gibi islemlerin geometrik esdegerlerini saptama, oneruli katkilar
arasinda sayilabilir. Dahasi var: Olgiilebilir biiyiikliiklerin kargilagtirilmasi teorisini
gelistiren Pythagorasgilar diizgiin geometrik cisimlerin en azindan iiciinii biliyorlar-
di: Ote yandan, karenin kenar ile kdsegeninin olgiistiirillemeyecegini kesfedenler de
onlar. frrasyonel V2’nin bulunusu, Pythagorascilar icin oldugu kadar matematigin
daha sonraki gelismesi icin de son derece 6nemli bir olaydir. Pythagorascilar, mistik
Ogretilerine ters diigen bu sonucu gizli tutarak isin icinden ¢ikmaya bakarken, mate-
matik ilk bityiik bunalimini yasar. Gergekten, her seyin tam sayiya indirgenebilecegi
Ogretisi agisindan bu sonug tam bir skandaldi. Kaldi ki, durum sagduyu agisindan da
i¢ agic1 degildi: Rasyonel bir sayi ile dile getirilemeyen bir biiyiikliikk nasil olabilirdi?
Karenin kenar ile kosegenini ortak bir birim uzunlukla mukayese edebilme neden
olanak dis1 olsun? Pythagorasgilarin bir tiirlii iclerine sindiremedikleri bu beklenme-
dik sonug, aslinda, onlarin dolayli da olsa, 6nemli katkilar1 arasinda sayilmak gerekir.
Giinkii, V2 gibi irrasyonel sayilarin ortaya ¢ikmastyla baglayan bunalimin giderilmesi
yolundaki ¢alismalar, mantiksal ispat yonteminin belirginlik kazanmasinda baghica
etkenlerden biri olmustur. Nitekim dénemin inlii bilgini Eudoxus’un, ¥2’nin rasyo-
nel bir say1 olamayacagma iligkin verdigi ispattir ki, bunalima son vermistir. Ama
Pythagorascilarin asil biiyiik katkilari, Thales’te ilk 6rneklerini gordiigiimiiz dediiktif
cikarsamayi iceren ispat yontemini ileri bir diizeyde kullanma basanlaridir. Boylece
matematik alaninda dogrulugu varsayilan 6nermeler arasinda mantiksal iligkilerin
kurulabilecegi, se¢ilmis kimi ilkelerden digerlerinin mantiksal olarak cikarsanabilece-
gi disiincesi zihinlerde yayginhk kazanmis oluyordu. Nitekim Proclus’un
Ozet'inden, Euclides’ten 6nce Pythagorascilarin geometriyi aksiyomatik olarak kur-
ma yolunda biiyiik ¢aba gosterdiklerini 6greniyoruz. Pythagoras teoreminin cesitli is-

patlar1 bu ¢abanin tiriinleridir. Gergi, kenarlar 3, 4, 5 yada 5, 12, 13 birim uzunlukta
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olan ii¢genlerin dik agil oldugu daha 6nce hem Misir’da hem de Babil’de bilinmiyor
degildi.’® Ama bu bilgi empirik dlgmelere dayaniyordu. lliskinin tiim &rneklerini
kapsayan genel ispati, heniiz bir olasilik olarak bile, iizerinde durulan bir konu degil-
di. Mantiksal ispat 6yle goriiniiyor ki, diigiince evriminde ancak Antik Yunan déne-
minde erisilen bir agamadir.

Sayu ile biiyiilenen Pythagorasgilarin diigiince tarihinde matematikle sinirh kal-
mayan bir etki genigligi olmustur. Onlarin goziinde nicelik niteligi belirleyen, evre-
nin yapisim olusturan gizemli giigtii; 6yle ki, tiim nesneler sayiya indirgenebilirdi.
Sayilar arasindaki iligki evrenin yetkin, tanrisal uyumunu érneklemekteydi. Unlii fi-
lozof Platon bu etkiyi ¢arpic bir gii¢ ve incelikle yansitmaktadir. Platon’un goziin-
de matematik yetkin bilginin biricik 6rnegidir. Ona gére, matematikle yola ¢ikma-
yan, matematiksel kesinligi amaglamayan bir egitim diigiiniilemezdi. Unlii Akade-
mi’sinin giris kapisinda, “Geometriyi bilmeyen igeri girmesin!” uyansi yazihydi.
Kuskusuz Platon’un soziinii ettigi geometri, eski Misirlilarin geometrisi degildi. Ge-
ometriye yer olgiimii goziiyle bakmayi ilkel bir anlayig sayan Platon, Cumhuriyet
adh yapitinda gériigiinii oyle agiklamaktadar:

Sanirim, geometricilerin gorsel sekiller ¢izip bunlar iizerinde tartigmalari, onlarin
gergekte bunlar diigiindiiklerini gostermedigini biliyorsunuzdur. Geometriciler aslinda’
bu gekilleri degil, onlarin temsil ettigi yetkin nesneleri diigiiniirler. Ornegin, tartiymala-
rinin konusu gizdikleri kare ya da ¢ap degil, karenin kendisi, ¢apin kendisidir. Modeli
¢ikarilan ya da gizilen seyler, ancak diigiincenin goziiyle goriilebilen, kendi bagina var
olan yetkin nesnelerin birer imgesidir, yoksa kendisi degil!

Platon’un dialoglarinin birgogunda yer alan bu goriis giiniimiize degin etkisini
stirdiirmiigtiir. Nitekim pek ¢ok ders kitabinda aymi gériisiin degisik bigimlerde de
olsa dile getirildigini gormekteyiz. Ornegin, su belirlemeler olduk¢a yaygindr:

Nokta ve ¢izgi aslinda birer kavramdir. Kagt iizerinde gordiigiimiiz sekiller yalnizca
o kavramlar: simgeleyen isaretlerdir.

Gene, geometriyi, “diizgiin olmayan sekiller iizerinde diizgiin diisiinme sanat1”
diye niteleyen diigiiniirler az degildir. Bertrand Russell, “Kanimca, duyularimizi
asan ‘idealar’ diinyasina olan inanca oldugu gibi, mutlak ve evrensel dogruluk ara-
yan felsefeye de baglica 6zenti kaynag matematik olmustur” demekle Pythagoras
ve Platon geleneginin giiglii etkisini vurgulamistir.

Felsefede oldugu gibi matematikte de Yunan diisiincesi olgunluk ¢agina 1.O. 4.
yiizyilda ulagir. Thales ile baglayan matematigin, mantiksallasma siireci, Pythago-
rasilarla Eudoxus’un 6nemli katkilarim yiiklenerek sonunda Euclides geometrisin-
de en yetkin 6rnegiyle giiniimiize ulasir.

(2) Babil’de Hamurabi doneminde, dik a¢ih ii¢genlerin kenar kareleri toplamnin hipoteniis iistiinde-
ki kareye esit oldugu biliniyordu; ancak 6nermenin teorem olarak ispat1 1000 yi1l sonra gelen

Pythagoras’qilar1 beklemistir.
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Euclides’in “Elementler”i

Eski Yunanhlar i¢in matematik 6ncelikle geometri demekti. Onlarin matematiksel
diisiinceye katkilar1 en basta geometride kendini gosterir. Euclides sistemi bunun
somut Srnegidir.

Bu noktada akla soyle bir soru gelebilir: Yunanlilarin geometride tanik oldugu-
muz biiyiik basarisi, neden sayisal iligkileri iceren aritmetik ve cebirde kendini gos-
termez? Bu sorunun kesin yanmitim bilmiyoruz. Ancak, Pythagorascilarin irrasyonel
sayilar1 tiim ¢abalarina kargin tamsayi olarak gosterememelerinde nedeni arayanlar
vardir. Onlan tedirginlige iten bu tiir bir giiclik geometride ortaya ¢cikmamugtir.

Daha o6nce de belirttigimiz gibi, Yunan oncesi dénemin o6zelligi sinama-
yanilma yéntemine dayali empirik bilgi diizeyinde kalmig olmasidir. Babilliler gibi
Muisirlilar da daha ¢ok yasamin pratik ihtiyaglarindan kaynaklanan 6l¢me ve hesap-
lama islemlerini gelistirme ve kullanma ¢abasi i¢indeydiler. Yunanllarin her iki
kiiltiir gevresinin birikimlerinden 6nemli ol¢iilerde yararlandiklarimi biliyoruz. Ne
var ki, onlar aldiklariyla yetinmediler. Bir kez Yunanllarin matematikteki ilgisi, fel-
sefede oldugu gibi, pratik olmaktan ¢ok teorik nitelikte idi: Bilgide kesinlik ariyor-
lardy; agiklamak ve anlamak baslica kaygilariydi. Geometriyle ise yaradig: icin degil,
bilme, 6grenme ve anlama tutkularini doyurmak i¢in ugrasiyorlardi. Onlar i¢in ge-
ometri uzaysal iliskilerin bilimiydi — iistelik diger alanlarin elvermedigi sik1 diisiin-
me ve ispatlama yontemini igeren bir bilim! Pythagoras ve ondan esinlenen Pla-
ton’un goziinde geometrinin 6nemi entelektiiel bir disiplin olmasindaydi. Soyut ve
katiksiz niteligiyle matematik, ozellikle ispata dayanan geometri, metafizik diisiince
gibi insan kafasinin, degeri kendi icinde olan diriiniiydii.

Euclides’in “Elementler”i diye bilinen iinlii yapit (1.O. 300) geometride doru-
guna erisen Yunan matematik diisiincesini érneklemededir. Yiizyillar boyunca in-
san diigiincesinin “yetkin” bir iriinii olarak etkisini siirdiiren bu yapitta, daha 6n-
ceki dénemlerin bulus ve birikimlerinin mantiksal bir diizenlemesini bulmaktayz.
“Elementler”, Klasik ve Ortagaglarda oldugu gibi, Yeni ve Yakin Caglarda da (XIX.
yizyihn sonlarina dek) tiim yiiksek Ggrenim kurumlarinda rakipsiz ders kitab:
olarak okutulmustur. Daha da 6nemlisi, Euclides’in geometride ortaya koydugu
aksiyomatik sistemin tiim diger bilimler i¢in 6zenilen bir model olugturmus ol-
masidr.

Bu bagarih modelin mimar1 Euclides’in kendisine iliskin bilgimiz yok denecek
kadar azdir. Bu konuda Proclus’tan sadece sunlar1 6greniyoruz:

Euclides “Elementler” adli yapitini, Eudoxus’un ispatladig1 teoremleri bir araya geti-
rérek olusturmustur. Ashinda onun bagarisi yeni teoremler bulmasinda degil, kendisin-
den 6nce ortaya konmus teoremleri mantiksal iliskileri iginde orgiin bir bigimde sun-
masindadir. Dogum ve 6liim yillar1 kesinlikle bilinmemekle birlikte, yasaminin Ptolemy
I donemine rastladigy soylenebilir. Bu donemden hemen sonra yasayan Archimedes,
Euclides’ten s6z etmektedir. Gene, séylentiye gore, Ptolemy I, iinlii geometriciye zor
buldugu “Elementler”i okumaksizin geometriyi kestirmeden grenmenin yolunu sordu-
gunda, Euclides, geometriye giden bir “Kral Yolu” olmadigini sdyler. Bunlara ve Pla-
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ton’un yazdiklarina bakarak, Euclides’in Aristoteles’ten hemen sonra, ama Eratosthenes
ile Archimedes’ten once yasadig1, “Elementler”i 1.0. 300 siralarinda, yasadigs Iskenderi-
ye'de yazdig1 anlagiimaktadir. Egitimini Atina’da Platon’un Akademisinde tamamlamig
oldugu sanilan Euclides, iinlii Iskenderiye Universitesi'nde matematik 6gretmeniydi.

“Elementler’e her donemde matematik diigiincenin klasik anit1 goziiyle bakil-
mustir. Doga bilimlerinde, hatta felsefede Euclides modelinin giiniimiize dek siiren
etkisi gozoniinde tutuldugunda bu niteme yerindedir. Gergi Euclides’ten 6nce de
benzer kitaplarin yazildig: bilinmektedir. Ama bunlardan higbiri “Elementler”in et-
ki giiciinii gostermedigi i¢in zamanla hepsi unutulmugstur. Aslinda 6zgiin bir ¢ahs-
ma olmadig1 bilinen bu yapitin etki giiciiniin nereden kaynaklandig1 sorulabilir.
Kisaca s6ylemek gerekirse, “Elementler” geometriye, hicbir diisiince alaninda 6rnegi
gosterilemeyen mantiksal bir biitiinliik kazandirmistir. Euclides, daha 6nce degin-
digimiz gibi, kendisinden 6énceki dénemlerde ortaya konan, degisik bigimlerde is-
patlar1 verilen onermeleri aksiyom-teorem iliskisi icinde sunmaktadir. Bagka bir
deyisle, onciil diye sectigi az sayida aksiyom, postulat ve tammlardan, dediiktif ¢i-
karimla, geriye kalan tiim onermelerin ispatim1 vermektedir. Aksiyomatik sistemde
ispatlanan 6nermeler sistemin teoremlerini olusturur. “Elementler’in olaganiistii et-
kisi geometriyi bu bigimde sunma bagarisiyla agiklanabilir.

“Elementler”i olusturan 13 kitapta 465 onerme vardir. Gogu kez sanildiginin
tersine, bu 6nermelerin 6nemli béliimii dogrudan geometriye degil, say: teorisine
ve cebirsel geometriye iliskindir. 1k kitapta, kimi agiklamalarla birlikte, ¢akisma,
paralel cizgiler ve dogrusal sekillere ait teoremler yer almaktadir. Ikinci kitap he-
men tiimiiyle cebirsel geometriye; tigiincii kitap daireye; dordiincii kitap diizgiin
poligonlar olusturmaya ayrilmis, besinci ve altinci kitaplarda ise Eudoxus’un oran-
lar (proportions) teorisi, teorinin geometriye uygulanmasi ele alinmigstir. 102 6ner-
meyi icine alan yedinci, sekizinci ve dokuzuncu kitaplarda basit say1 teorisine;
onuncu kitapta irrasyonel (6rnegin, V2) sayilara yer verildigini gérmekteyiz. Geriye
kalan ii¢ kitap hacimlerle ilgili. Giiniimiizde orta dereceli okullarda okutulan ders
kitaplarina, diizlem ve hacim konular1 bakimindan, Euclides’in I, III, IV, VI, XI ve
XIL kitaplarinin birer zeti goziiyle bakilabilir.

Goriildiigii gibi, “Elementler” icerik yoniinden olduk¢a kapsamli bir kaynak.
Ama bizi burada igerikten ¢ok yontem ilgilendirmektedir. Euclides’in sunug yonte-
mi tizerinde yukarda yaptigimiz deginmeleri biraz daha ayrintili agiklamaya ihtiyag
vardir. “Elementler”e tarihsel etki giiciinii saglayan yontemin baslica 6zellikleri nedir?

Aksiy;omatik Yontem

Aristoteles (1.0. 384-322) kendisinden kisa bir siire sonra Euclides'in geometride
basarili ornegini sergiledigi aksiyomatik yontemi kalin gizgilerle soyle dile getir-
mektedir:

Ispata yonelik her bilim, konusunun ilkelerini olugturan varsayimlarla ise baslar. Bu
varsayimlarin bir boliggfk téigrbitiryalpnlasviicinestatamitglirgedir (Aristoteles bunlara
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‘aksiyom’ adini vermekte); digerleri her alanin kendi konusuna 6zgii ilkelerdir (Aristo-
teles bunlara ‘postulat’ adini vermektedir). Postulatlar, inceleme konusu nesneleri, bun-
lara iliskin ozellik ve iliskileri belirleyen @nermelerdir. Ornegin, geometride ‘nokta’,
‘cizgi’ gibi nesneler varsayllmakta, ‘liggen’, ‘daire’ gibi tanimlanan diger nesneler, varsa-
yilan nesnelere dayanilarak insa edilmektedir. Ornegin, “Tiim dik agilar esittir” postula-
t1, bir kiime nesnenin belli bir 6zelligini dile getirmektedir.

Gergekten ileri bir anlayisin ifadesi olan bu ¢6ziimlemeye karsin, Aristoteles’in,
temel ilkeler saydig1 aksiyom, postulat ve tamimlar iizerinde tam bir agikhik iginde
oldugu soylenemez. Ancak degisik kaynaklar yoklandiginda su ii¢ noktada genel
bir anlayisa ulagildigy goriilmektedir:

(1) Aksiyom tiim alanlar igin gecerli, dogrulugu apagik bir 6nermedir. Ornegin,
“Ayni seye esit olan seyler birbirine esittir.”

(2) Postulat belli bir konu ya da inceleme alanina 6zgii, dogrulugu apagik bir
onermedir: Ornegin, “Bir ¢izgi digindaki herhangi bir noktadan o ¢izgiye bir
ve yalniz bir paralel ¢izgi vardir.”

(3) Aksiyom dogrulugu zorunlu bir 6nermedir; oysa postulat i¢in zorunluluk sz
konusu degildir.

Kisaca soylemek gerekirse, Yunan matematik anlayiginda yetkin bir bilim (6r-
negin, geometri), tiim onermelerini mantiksal -bir diizenleme i¢inde toplayabilen
bir ¢cahigmadur; 6yle ki, birkag temel ilkeden mantiksal ¢ikarimla tiim diger 6nerme-
lerine ulagilabilsin. “Elementler”de temel ilkeleri aksiyom, postulat ve tanimlar olug-
turmaktadir. Tamimlar, 6nemli sayilan terimlerin anlamlarin belirlemeye yonelik-
tir. Gikarimlarin &nciillerini saglayan aksiyom ve postulatlar sistemin dogrulugu
apacik sayilan ilkelerini olugturur. Ispatlanan énermeler ise sistemin “teoremleri”
diye bilinir.

“Elementler’in baslangic boliimiinde temel ilkeleri olusturan 6nermelerin bir
listesini bulmaktayiz. Asagidaki 6rnekler, bir fikir verir diisiincesiyle segilmistir:

Tanimlar:

Nokta: Biiyiikliigii (ya da pargasi) olmayan bir nesne.
Dogru: Genisligi olmayan uzunluk.

Yiizey: Yalmzca eni ve boyu olan nesne.

Diizlem: Uzerindeki dogrularla kosut giden yiizey.

Postulatlar:

1. Bir dogru herhangi bir noktadan baska bir noktaya ¢izilebilir.

2. Bir dogru parcas: dogrusal bir ¢izgi iizerinde siirekli uzatilabilir.
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



MATEMATIGIN KOKENI VE GELi§iMi 29

3. Bir daireyi herhangi bir merkez ve uzaklikla belirleyebiliriz.

4. Tium dik agilar birbirine esittir.

5. ki dogru iizerine diisen bir dogru ¢izgi, aym yandaki i¢ agilan birlikte iki
dik agidan az yapiyorsa, iki dogru ¢izgi, i¢ agilarin bulundugu yanda yeterin-
ce uzatildiginda birlegir.

Genel Dogrular (Aksiyomlar):

Ayni seye esit olan seyler birbirine esittir.

Esit olan seylere esit seyler eklendiginde sonuglar esit olur.
Esit olan geylerden esit seyler cikarildiginda kalanlar esittir.
Birbiriyle ¢akisan seyler birbirine egittir.

Biitiin pargasindan biiyiiktiir.

A

Euclides’in bu belirlemeleri, kendisinden bir kusak 6nce yasams olan Aristote-
les’in ¢oziimlemesine tiimiiyle uygun diigmektedir. Aristoteles ayrica en az sayida
varsayimlara bagvurularak yapilan ispatin yeglenmesi gereginden soz ediyordu.
Euclides’in bu diigiinceye de bagh kaldigimi gérmekteyiz.

Euclides’in verdigi tammlarin tiimii kendisine ait olmamakla birlikte, bir bo-
limii anlam yoniinden yeterince belirgin degildir. Kald: ki, “nokta”, “dogru” gibi
ilkel terimlerin tanimlanmasi en azindan gereksizdir. Postulatlara gelince, bunlar-
dan sonuncusu (5. postulat) daha bastan kuskuyla karsilanmus, yiizyitlar boyu tar-
tisma konusu olmugtur. Onemli sonuglara yol agan bu tartigmalara ilerde ayrinti-
laniyla deginecegiz. Simdilik Euclides’in yontem anlayisim kisaca 6zetlemekle yeti-
necegiz.

Dediiktif bir sistem birtakim varsayimlarin konmasim gerektirir. “Elementler”
de bu kosul 5 postulat ve 5 aksiyom konarak yerine getirilmistir. Postulatlarin geo-
metriye iligkin olmasi nokta, dogru, ii¢gen, dik a¢1, daire gibi terimlerden ileri gel-
mektedir. Euclides bu terimleri ne anlamda kullandigin1 gostermek i¢in tamimlar
vermektedir. Her tammda adi gecen nesne ya da nesnelerin ne oldugunu, nasil
ayirt edildigini 6grenmekteyiz; ancak bir tanim bize sozii gegen nesnenin var olup
olmadiginy, ona iligkin ne tiir bir varsayim yapabilecegimizi bildirmez. Bu tiir iglev-
ler postulatlara birakilmigtir.

Euclides Sisteminde Yetersizlikler

Bati Felsefe Tarihi’'nde Grek matematigine deginen Russell'in §u sozlerinde Eucli-
des’in 6zlii bir degerlendirmesini bulmaktayz:

“Elementler’e, yazilmis en biiyiik kitap goziiyle bakilsa yeridir. Bu kitap gergekten Yu-
nan zekasinin en yetkin anitlarindan biridir. Kitabin kuskusuz Yunanlilara 6zgii eksik-
likleri yok degildir: Dayandig1 yontem salt dediiktif niteliktedir; iistelik onciillerini olus-
turan varsayimlar1 hicbir sekilde yoklama olanagi yoktur, bunlar kusku gétiirmez apa-

¢tk dogrular olarak konmugtur. Oysa, XIX. yiizylda ortaya glkan Euclides-dis1 geomet-
g
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riler bunlarin hig degilse bir bélimiiniin yanhs olabilecegini, bunun da ancak gozleme
bagvurularak belirlenebilecegini gostermistir.’®)

Matematiksel yontemin olusma siirecinde oldugu bir dénemde ortaya konan
“Elementler’in tiimiiyle kusursuz, yetkin bir yapit olmasi beklenemezdi kuskusuz.
Nitekim daha sonraki ¢alismalar sistemde birtakim mantiksal yetersizlikler oldugu-
nu gostermistir.

Bu yetersizliklerden belki de en 6énemlisi, kimi varsayimlarin iistii ortiik olarak
kullanilmis olmasidir. Bu Euclides’e 6zgii bir kusur da degildir. Daha sonra olustu-
rulan sistemlerin pek ¢ogunda ayni kusura rastlamaktayiz. Aksiyomatik bir sistem
“aksiyom” ya da “postulat” ad1 altinda konan tiim varsayimlarin daha bagtan belir-
tik olarak konmasini gerektirir. Ne var ki, sistem kurucusu ¢ogu kez, konusuna
ilisgkin genis bilgisinin etkisinde, farkinda olmaksizin, kimi varsayimlardan yarar-
lanma yoluna gidebilir. Bu durum hem baglangc ilkelerinin yetersizligini gosterir,
hem de, sistemde olasi bazi celigkilerin ortaya cikabilecegi sakincasim tagir. Ustii
ortiik kalan varsayimlarin tutarhhgim denetlemek gogu kez olanaksizdir.

Euclides verdigi ispatlarin bir boliimiinde iistii 6rtiik varsayimlara bagvurduk-
tan bagka, daha 6nce de degindigimiz gibi, birtakim gereksiz tanimlara da yer ver-
mektedir. Bir kez terimlerin tiimiiniin tanimlanmasi, déngiil tanimlamaya diis-
meksizin, olanaksizdir. Sonra aksiyom ya da postulatlarda gecen terimlerin anlam-
lar1 bu 6nermelerin baglaminda az ¢ok agikhik kazanmaktadir; bununla yetinilebili-
nir. Oysa Euclides gereksiz yere ilkel terimleri de tanimlama yoluna gitmistir. Uste-
lik verdigi tamimlarin cogu hem yetersiz kalmakta, hem de bir amaca hizmet etme-
mektedir. “Elementler’de onermelerin postulat ve teorem olarak ayrilmasina kar-
sin, terimler arasinda benzer bir ayrim goze ¢arpmamaktadir. Terimlerin “ilkel”
(tanimlayan) ve “tanimlanan” diye ayrilmasi modern gelismeleri beklemistir.

Yunan Déoneminin Sonu

Euclides’ten sonra, hi¢ degilse Bat1 diinyasinda, matematik uzun siiren bir durgun-
luk doénemine girer. Ancak bu arada klasik ¢agin belki de en biiyiik bilim adami
olan Archimedes’in galiymasina kisaca deginmek gerekir. Archimedes (1.0. 287-
212) egitimini Iskenderiye okulunda tamamlar; Euclides’in yontem ve sistemini tii-
miiyle 6ziimser. Matematige katkisi, matematiksel diigiinme yéntemini geometri ve
mekanik alanlarinda son derece basarih kullanma yeteneginde kendini gosterir.
Archimedes’in ¢alismalari, 6z ve bi¢im yoniinden, cagdas ¢aligmalarda sergilenen
¢oziimleme diizeyinde bir giice sahiptir.

Archimedes, mekanik alandaki bulgularini, Euclides gelenegine uygun olarak,
aksiyomatik bi¢imde sunar. Ornegin, Diizlem Dengeler Uzerine adh ¢aligmasinda
mekanige ait 25 teoremin ii¢ basit postulata bagvurularak ispatlandigimi gérmekte-
yiz. Giinlitk deneyimlere iliskin olan bu basit postulatlar sunlardir:

(3) B. Russell, A History of Western Phllas%hy, s.211-212
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(1) Esit uzakliklarda esit agirhiklar dengede kalir; esit olmayan uzakliklarda esit
agirhiklar dengede kalmaz, denge daha uzak mesafedeki agirlhiga dogru bozulur.

(2) Belli uzakliklarda dengede kalan agirhiklardan birine bir sey eklenirse, denge
agirhgin arttig1 yonde bozulur; dengedeki agirliklarin birinden bir sey ¢ikarilir-
sa, denge agirligin degismedigi yonde bozulur.

(3) Esit ve benzer sekiller birbiri iizerine getirilip ¢akistirldiginda bu sekillerin
agirhk merkezleri de gakisir; benzer, ama esit olmayan sekiller s6z konusu ol-
dugunda agirlik merkezleri de benzer yer gosterirler.

Archimedes bu 6nermelere dayanarak herhangi parabolik bir parcanin agirhk
merkezini ve iki kirig arasinda bulunan bir parabola béliimiinii belirliyordu. Oysa
bu tiir problemlerin ¢éziimii giiniimiizde integral kalkuliis ile yapilmaktadir.

Archimedes, aksiyomatik yontemini, Yiizen Cisimler Uzerine adli iinlii yapitin-
da da kullanir. Bu kitapta, iki temel postulata dayanilarak 19 énermenin ispati ve-
rilmistir. Matematik yéntemin hidrostatige ilk uygulamasini buldugumuz bu ¢ahs-
mada Archimedes’in ulastig1 sonuglar XVI. yiizyila gelinceye dek agilamamuistir.

Archimedes’in Kiire ve Silindir Uzerine adli geometriye iliskin ¢calismasinda yer
alan 5 postulattan birine, “Archimedes Postulat1” diye bilinen ilkeye de kisaca de-
ginmeliyiz. Kimi modern geometri kitaplarinda siireklilik kavramina gegiste kulla-
nildigim gérdiigiimiiz bu ilkeyi soyle dile getirebiliriz: 1ki dogrusal parca alalim;
bunlardan kisasini 6tekinden daha uzun yapan sonlu bir kat: vardur.

Euclides’ten sonra Archimedes’in yam sira bagka gii¢lii matematikgiler de ¢ik-
mustir. Bunlar arasinda Apollonius, Erastothenes, Claudius, Ptolemy, Heron, Dio-
phantus ve Pappus gibi-adlar sayilabilir. Ancak bunlarin matematiksel yéntemin
gelismesinde ¢1g1ir agia rol oynadiklan kolayca sdylenemez. 1.S. 3. yiizyilin sonlarin-
da yasayan Pappus’tan sonra klasik Yunan matematigi 6lii bir durgunluk i¢ine gi-
rer. Roma’nin tam egemenlik kurdugu bu dénemde, Proclus’un gosterdigi caba,
Yunan matematiginin amsim canlandirmayla simirli kalir. Yaratia diigiinme ve
aragtirma tutkusu ge¢miste kalmugtir. Bilim tiimiiyle yok olma siirecine girmis, Is-
kenderiye okulu etkinligini yitirmis, biiyiik kiitiiphane nerdeyse yok olmugtur. 1.S.
641’de Araplarin Iskenderiye’yi ele gecirmesiyle birlikte birgok alanda oldugu gibi,
matematikte de Yunan dénemi kapanir.
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Hint ve Arap Etkileri

Roma Imparatorlugu’nun ¢6kiisii 5. yiizyihn ikinci yarisina rastlar. Bu tarihten 11.
yiizyihn sonlarina kadar uzanan dénem Avrupa’min karanlik ¢agidir. Bilim, sanat,
okul egitimi hemen tiimiiyle ortadan silinmeye yiiz tutmus, Grek ve Latin 6greni-
mi yalmizca Katolik manastirlarinda az sayida kesislerin tekelinde siirdiiriilmiigtiir.
Feodal ve kapali bir toplum diizenine 6zgii siki din baskis: altinda, kisilerin 6zgiir
diisiinme, arastirma, bilgi iiretme ve yayma olanag: yoktu. Toplum yasaminda kiil-
tiirel etkinlikler yerini siddet, yagma, yikip kirma gibi uygarlik dis1 davraniglara bi-
rakmigty.

Romalilarin bilimde oldugu gibi matematikte de ilgileri pratik nitelikteydi. Ma-
tematigi ticaret ve mithendislik ugraslarinda ise yaradig: 6l¢iide kullamyorlardi. Im-
paratorlugun ¢okiisiiyle is yasamindaki zayiflama matematige olan gereksinmeyi
daha da azaltir. Denebilir ki, bin yillik karanhk ¢agda matematigin tek kullamldig:
ugras, Hiristiyan takvimini diizenlemeye iliskin olmustur.

Ne ki, Avrupa'nin karanlik déneminde matematigin gelismesine baska cevre-
lerde, Hint ve Arap diinyasinda tanik olmaktayiz. Ancak Hintli matematik¢iler, Yu-
nanlilarin ispat yontemine yabanci kalmis, ulastiklari sonuglar1 mantiksal olarak
sistemlestirme yolunda géze carpar bir ugras icine girmemiglerdir. Bununla birlikte
onlarin hesaplama ve cebirsel tekniklerde gosterdikleri bagari, konumsal say siste-
minin gelismesindeki katkilar1 son derece 6nemlidir.

Islamiyetin ortaya ¢ikisiyla Arap diinyasi her yénden biiyiik bir atihm igine gi-
rer. Peygamber’in 622°de Mekke’den Medine’ye hicretiyle baslayan bu canlilik, yiiz-
yil i¢cinde, Hindistan'dan Ispanya’ya uzanan bir imparatorlugun kurulmasina yol
acar. Cok ge¢meden, Araplarin eski Yunan ve Hint kaynaklarindan yararlanarak
tip, astronomi ve matematik alanlarinda 6nemli ¢aligmalar ortaya koyduklar gorii-
liir. Bagdat halifeleri, bir yandan imparatorlugu yonetirken, 6te yandan iinlii bil-
ginleri saraylarinda toplayarak, klasik Yunan ve Hint kaynaklarim Arapgaya cevirti-
yorlardi. Boylece birgok degerli yapit ve kaynaklarin kaybi 6nlendikten bagka, Av-
rupa Ronesansiin olugmasinda baslica etkenleri olusturan yapitlarin Latinceye ve
daha sonra kimi ulusal dillere kazandirilmasina giden yol agilmis oluyordu. XI.
yiizyiin sonlarma dogru Toledo kentinin yeniden Hiristiyanlarin eline ge¢mesiyle
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birlikte Arap kiiltiir ve bilimi Batili aragtiricilanin bir tiir “yagmasina” ugrayarak,
Fransa, Italya ve Ingiltere’ye taginir. Bu dénemde Avrupa iilkelerinde biiyiik bir ce-
viri etkinligi goze carpmaktadir. Cremona’ll Gherardo adinda ¢ahskan bir gevir-
men, aralatinda Euclides’in “Elementler’iyle Ptolemy’nin Almagest’i de olan 90 ya-
pit1 Arapgadan Latinceye gevirir. Ote yandan Ortadogu’yla siki ticaret iliskileri siir-
diiren ltalyan tiiccarlarinin, Araplardan &grendikleri cebir, say1 sistemi ve hesapla-
ma tekniklerini Avrupa’ya tasimada 6nemli rol oynadiklar bilinmektedir.

Romalilarla karsilastirildiginda Araplar lehine sdylenecek ¢ok sey vardir. Roma-
lilarin teorik ilgisi dylesine soniiktii ki, “Elementler”in Latinceye ilk gevirisi impara-
torlugun yikilisin1 beklemistir (Bethius'un 480 siralarinda yaptigi soylenen ilk geviri
kaybolmustur.) Oysa, Yunan kaynaklarimin degerini Araplarin daha iyi anladiklar
goriilmektedir. Ornegin, Bizans Imparatoru'nun Halife Harun-el Resid’e armagan
ettigi “Elementler’in bir kopyasi ¢ok ge¢meden Arapgaya gevrilir. Bugiin elde bulu-
nan ilk Latince geviri, dogrudan Yunanca aslindan degil Arapgadan XII. yiizyilda
Bath’li Adelard’in yaptig: ceviridir. Avrupa’da geometri 6gretimi bu geviriden son-
ra canlanmaya baglamstir.

Aymni sekilde, Hint sayi sistemiyle cebirin de Batr'ya gegisi Arap kaynaklar ara-
ciigiyla olmustur. Bu alanda ilk ve en biiyik adimin, Arap matematikgisi El-
Kwarizmi’nin IX. yiizyilda yazdig: bir kitabin 300 yil sonra gene Adelard’in Latin-
ceye cevirisiyle atildigini gormekteyiz. El-Kwarizmi gercekten biiyiik bir matema-
tik¢iydi. Ozellikle cebirin islenip gelistirilmesindeki ¢aligmalar1 Avrupa’da matema-
tigin Ronesans sonrasi gelismesinde etkili olmugstur.

XIL yiizyil, Paris, Oxford, Cambridge, Padua ve Napoli'de iiniversitelerin ku-
ruldugu dénemdir. Bu kuruluslarda toplanan bilgin ve matematikgiler, kendi ilgi
alanlarinda verimli ¢alisma ortami bulurlar. “Elementler’in aslindan ilk gevirisi bu
doneme rastlar. Campanus adli bir matematik¢inin yaptig1 bu ceviri 200 y1l sonra
matbaada basilarak tiim iiniversite ¢evrelerinde ders kitabi olarak okutulur.

Yiiz Y1l Savaglar’'nin siirdiigii XIV. yiizyl matematik yoniinden soniiktiir. Bi-
zans'n 1453’te diismesiyle, Istanbul’daki bilginlerle birlikte eski Yunan kaynaklari
Italya’ya taginir ve Avrupa Ronesansi baslar. Artik Arapgadan yapilms ¢eviriler bir
yana itilerek, ozgiin kaynaklara doniiliir. Bu donemde matbaanin icadi, kitaplarin
daha kolay gogaltilip yayilmasina, dolayisiyla bilginin genis okuyucu kitlelerine da-
ha hizla ulagmasina olanak saglar. Rénesans’in bagladigi XV. yiizyilda basta ltalya
olmak iizere orta Avrupa’nin kimi kentlerinde (6rnegin, Nurenberg, Viyana, Prag)
matematik alaninda biiyiik bir canhlk kendini gosterir. Ozellikle, ticaret, denizci-
lik, astronomi ve harita ¢aligmalarinin gerektirdigi aritmetik, cebir ve trigonometri
gibi matematik dallarinda 6nemli gelismelerin saglandigim gormekteyiz.

XVL yiizyll bu gelismelerin daha goéz doyurucu bir diizeye ulastigi donemdir.
Italyan matematikgileri tigiincii ve doérdiincii dereceden denklemlerin ¢6ziimiinii -
bulurlar. 1572°de Commandino’nun dogrudan Yunancadan yaptigi geviriler, “Ele-
mentler”in daha sonraki baskilarinin temelini olugturur.

XVIL yiizyil, hem bilimde hem de matematikte devrim niteliginde parlak basa-
rilarin donemidir. Daha yiizyillin baslarinda Napier logaritmayi ortaya ¢ikarir. Har-
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riot ile Oughtred cebirsel notasyonu gelistirirler. Galileo modern fizigin temelini
atar. Kepler gezegenlere iliskin ii¢ yasasinm kesfeder. Descartes analitik geometriyi
olusturur. Fermat modern say1 teorisini olusturmada ilk 6nemli adimlari atar.
Huygens’in olasilik teorisiyle diger bazi alanlara 6nemli katkilar1 olur. Nihayet yiiz-
yihn ikinci yarisinda Newton ile Leibniz (birbirinden bagimsiz olarak) matematigin
biiyiik gelismesi olan diferansiyel ve integral kalkuliisii ortaya koyarlar. Modern
matematigin ilk biiyiik agamasini olugturan bu ¢ahigmalarin, ayn1 zamanda, ileriki
atiimlarin y6n ve niteligini de biiyiik ol¢iide belirledigi s6ylenebilir.

Besinci Postulat Sorunu

Modern matematige gegiste Euclides’in “Paralel Postulat” diye bilinen 5. postulati-
nin yol agtig1 tedirginlik ve ¢aligmalara da kisaca deginmemiz gerekir.

Matematik tarihinde belki de hi¢bir 6nerme sonuglar1 bakimindan paralel pos-
tulat1 kadar etkili olmamistir. Bu postulat, hem igerigi, hem de ifade bi¢imi yéniin-
den daha bagtan doyurucu bulunmamuis, pek ¢ok kusku vé tartismaya yol agmustir.
Kimi matematikgilerin géziinde énerme bir postulat niteligi tasgimamaktaydi. Oy-
leyse, ya bir teorem olarak ispat edilmeliydi; ya da, daha temel ve agik gordiikleri
esdeger bir onermeyle degistirilmeliydi. Sistemi yetkinlestirme yoniindeki bu tiir
¢abalar, bir yandan Euclides-disi geometrilerin ortaya ¢ikmasina yol agarken, ote
yandan, matematigin mantiksal temellerini irdeleme ve agikliga kavusturma geregi-
ni duyurmugtur.

Paralel postulatin sorunsal olmasi rastlant1 bir olay degildir. Diger postulatlarla
basit bir karsilagtirma aradaki farki gostermeye yeter. Bir kez ifade yoniinden diger-
leri arasinda aykin diigmektedir: Ik dort postulat son derece agik ve yalin ciimle-
lerle dile getirilmigken, 5. postulat olduk¢a karmagik ve getrefil bir ciimlede dile ge-
tirilmigtir. Sonra, diger postulatlarin apagik goriinen dogrulugunu bu postulatta
bulmamaktayiz. Her iki yénden de 6nerme bir postulat olmaktan ¢ok ispata muh-
ta¢ herhangi bir 6nerme goriiniimiindedir. Ashinda, Euclides de bir bakima durak-
sama igindedir: Sorunsal buldugu postulat;, 1-29 No.lu 6nermenin ispatina gelin-
ceye dek kullanmaz. Proclus, teorem olarak ispat ettigi samisina kapilarak, énerme-
nin postulatlar arasindan ¢ikarilmasi gerektigini savunur. Ona gore, 6nerme, teo-
rem olarak bile sorunsal olmaktan ¢ikmamaktadir; ispati pek ¢ok teorem ve tanima
bagvurmay: gerektirmektedir.

XIX. yiizyila gelinceye dek paralel postulatin “ispat1”, ya da hig degilse daha ba-
sit ve agik baska bir onermeyle degistirilmesi yolunda pek ¢ok girisimlere tanik ol-
maktayiz. Secenek olarak ileri siiriilen dnermeler arasinda en ¢ok tutulam Iskog
matematikeisi John Playfair (1748-1819)’e ait olandir: Modern ders kitaplarinin
hemen hepsinde yer alan bu 6nerme s6yle dile gelmektedir: Bir ¢izgi disindaki her-
hangi bir noktadan o cizgiye bir, yalmizca bir paralel ¢izgi vardir. Gergi bu énerme
eskiden bilinmiyor degildi; Proclus’un ¢alismasinda benzer bir 6nermeye yer veril-
digini gormekteyiz. Ama 6nermenin paralel postulat kimligiyle yayginlik kazanmasi

Playfair’le baslar.
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5. postulata bir baska segenek olarak, iiggenlerin i¢ acilarina iliskin teoremin
onerildigini, hatta kimi kez esdeger bir 6nerme olarak kullanildigini da sdylemeli-
yiz. (Herhangi bir 6nermeyi paralel postulatin esdegeri saymak i¢in iki kosulun ye-
rine getirilmesi gerekir: (1) Paralel postulati da i¢ine alan Euclides postulatlarindan
o onermenin ¢ikarsanabilir oldugunu gostermek; (2) Paralel postulati, esdeger sayi-
lan 6nerme ile birlesen diger postulatlara dayanarak ispatlamak. Ucgenlerin i¢ ag1-
larina iliskin teorem bu iki kosulu da saglamaktadir.)

Paralel postulatin Euclides sisteminde teorem olarak ispati yolunda sayisiz giri-
simler olmustur. Ancak girisimlerin tiimiiniin sonug¢suz kaldigin biliyoruz. Verilen
ispatlar irdelendiginde esdeger bir 6nermenin iistii ortiik ya da agik¢a postulatlara
katildigini gormekteyiz. Proclus’tan 6grendigimize gore, bu ispatlardan ilki Alma-
gest'in yazari Ptolemy’ye aittir. Ptolemy’nin, bir ¢izginin disindaki bir noktadan o
cizgiye yalmzca bir paralel ¢izgi vardir, 6nermesini farkinda olmaksizin varsayimla-
dig1 anlagilmaktadir. (Daha sonra Playfair’in segenek olarak 6nerdigi bu 6nerme,
paralel postulata esdegerdir.)

Bir girisim de Proclus’un kendisinden gelmistir. Ama o da verdigi ispati gene
5. postulati iceren su dnermeye dayamstir: Paralel cizgiler birbirine daima sonlu
uzakliktadir. Bir baska girisim, XIIL. yiizyilda yasayan Iranli astronom ve matema-
tik¢i Nasir-ed-din’e (1201-1274) aittir. Ancak onun ispatinda da esdeger bir 6ner-
meye bagvuruldugu goriilmektedir.

Ronesans'tan sonra Bati Avrupa’da matematigin gelisiminde, 5. postulat iize-
rindeki elestiri ve tartigmalar onemli rol oynamistir. Bu elestiri ve tartigmalarin
ozellikle, Proclus’un yorumunun 1533’te gevrilip yayimlanmasi iizerine yogunluk
kazandigim goérmekteyiz. Ornegin, Oxford Universitesinde &gretim iiyesi olan
John Wallis (1616-1703), Iranh Nasir-ed-din’den esinlenerek yeni bir ispat vermeyi
dener. Ama burada da esdeger bir varsayim ige karigmistir: “Benzer ¢akismayan iic-
genler vardir.”

Goriildugii gibi, 5. postulat: ispat girisimlerinin ortak ozelligi, agik ya da iistii
ortiik esdeger bir varsayimin kullamlmasidir. Bir bakima birbirinin tekrari olan bu
girisimlerin matematik diisiincenin gelismesinde fazla etkili oldugunu séylemek
gii¢. Ancak, XVIIL yiizyila gelinceye dek siiren bu durum, 1733’te Italyan Jesuit pa-
paz1 Girolamo Saccheri (1667-1733)’nin ¢aligmasinin agiklanmasiyla yeni bir done-
me girmistir.

Saccheri ve Olmayana Ergi Yontemi

Olmayana-ergi (reductio-ad-absurdum, kisaca RAA), klasik ¢agdan beri kullani-
lan giigli, hatta kimi durumlarda vazgecilmez bir ispat yontemidir. Yontemin
oziinii s6yle dile getirebiliriz: Ispati istenen énermenin, yanlis sayilmasi halinde,
bir ¢eliskiye yol agip agmadigina bakilir: Celiski varsa, ispata konu 6nermeyi yan-
lis degil, dogru sayma geregi ortaya cikar; celiski yoksa, 6nerme yanhs demektir,
reddedilir.

Euclides’in olmayaverassizi Fiontétanmirkvilldanasakana) sagilarin sonsuz oldugunu
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ispatladigini biliyoruz. Gene, V2’nin rasyonel bir say1 olmadigi da bu yéntemle is-
patlanmugtir.

Olmayana-ergi, mantigin iki temel ilkesine dayanir: Celismezlik ilkesi (ki, “bir
6nerme hem yanls, hem dogru olamaz” der); iigiincii segenegin olanaksizhig ilkesi
(ki, “bir 6nerme ya dogrudur, ya da yanhs” der). Diyelim ki, ispat1 istenen P gibi
bir 6nerme var elimizde. Olmayana-ergi yontemine bagvuruyorsak, P’yi yanls sa-
yar, bu sayiltimin bir geligki dogurup dogurmadigina bakariz. Yanhs saydigimiz P,
gercekte dogru ise, daha once dogrulugu bilinen ya da varsayilan Q gibi bir bagka
Onermeyi yanhs saymamiz gerekecektir. Ne var ki, mantigin celismezlik ilkesi gere-
gi Q'yu hem dogru, hem de yanlis sayamayiz. Q’yu bastan dogru kabul ettigimize
gore, yadsinmasi (Q-degil) yanhs demektir. Dogru bir 6nerme yanlis bir 6nerme
icermeyecegine gore, P’yi yanlis sayamayiz; 6yleyse P dogrudur.

Iste Saccheri bu yontem araciligiyla Euclides’in 5. postulatinin yarattig sikintiy
giderme ¢abasindaydi. Amaci, geometriyi siiriip gelen bir piiriizden kurtarmakti.
Nitekim, 6liimiinden birka¢ ay 6nce yayimlanan kitabi, Tiim Kusurlardan Arindi-
rilms Euclides adim tasiyordu. Saccheri daha 6nceki girisimleri, bu arada Nasir-ed-
din ile Wallis'in ¢alismalarini biliyor, bunlarin ne yénden yetersiz kaldigin1 anliyor-
du. Ise, olmayana-ergi geregi, paralel postulat1 yanls sayarak koyulur, bir ¢eliski el-
de etmeye ¢alisir. Bunun i¢in, taban acilari dik, tabana bitisik kenarlar1 ¢akisan
dortgenleri ele alir. (Bunlara daha sonra “Saccheri Dértgenleri” denmistir.) $imdi,
notr geometride!" tavan agilarinin gakigtigs kolayca ispatlanabilir: AC=AD.

D C

H

A

[~

Olasi ii¢ durumdan soz edilebilir:
Durum 1: Tavan agilar dik agidir.
Durum 2: Tavan agilar genis agidir.
Durum 3: Tavan agilar dar agidur.

Saccheri, Euclides geometrisine gore, dogru olan Durum 1’i ispatlamak ister;
Oteki iki durumun yanls oldugunu goéstermeye ¢aligir. Durum 2’nin eliskiye go-
tirdiigiinii gostermeyi basarir. $oyle ki, tavan agilar1 genig olsaydi, dértgenin agi
toplami 360 dereceden fazla olurdu; bu ise daha 6nce ispatlanmig bir teoremle ce-

(1) “Notr geometri”, paralel postulat1 diglayan, ispatlarinin tiimiinii diger postulatlara dayayan geo-

metri demektir. . ) ] B
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liskiye diismek demekti. Durum 3’e gelince, Saccheri, tiim ¢abasina karsin, bir ge-
liski elde edemez, ¢aresizlik iginde soyle seslenir: “Dar ag1 hipotezinin kesinlikle
yanls oldugunu biliyorum; ¢iinkii béyle bir diisiince dogrusal ¢izginin dogasina
aykinidir.” Saccheri farkinda olmaksizin Euclides-dis1 bir geometriye ulagmists; ama
onun durumu, buldugu pirlantayr cam pargasi sanan birine benziyordu. Matema-
tik diinyasi, 1889’da gene bir Italyan matematikgisi olan Beltrami’nin ele alip tanit-
masina kadar Saccheri’nin ¢ahigmasindan habersiz kalir.

Lambert ve Legendre

Saccheri’nin ¢ahgymasindan 30 yil sonra Alman matematikeisi Heinrich Lambert
(1728-1777)’in paralel postulati ele aldigim gormekteyiz. Lambert, ilkin 5. postula-
tin, Euclides’in diger postulatlarindan, ek bir varsayima gitmeksizin, teorem olarak
¢ikarsanma olanagim yoklar. Sonra, degisik esdeger 6nermelere indirgeme ¢abasina
girer. Saccheri gibi o da dortgenler iizerinde ¢aligir. (Simdi, “Lambert Dértgenleri”
diye bilinen bu sekillerin agilarindan en az ii¢ii dik agiydi). Dar ag1 hipotezinden
pek ¢ok Euclides-dis1 6nerme ¢ikarsayan Lambert, Saccheri’nin tersine, bir ¢eligkiye
ulastigin iddia etmez.

Lambert, derin 6grenme tutkusuyla kendi kendini yetistiren seckin bir mate-
matikeiydi. Paralel postulat iizerindeki ¢alismalar1 disginda matematige 6nemli bazi
katkilartyla da iinlidiir. 7 sayisinin rasyonel olmadigin ilk ispat eden odur. Ayrica,
x, sifir olmayan bir rasyonel say1 olarak alindiginda, tan x’in rasyonel olamayacag-
n1 gosterir (¢linkii, tan n/4=1 olduguna gore, n/4 ya da © rasyonel olamaz). Betim-
leyici geometri, astronomi, topografi gibi degisik alanlardaki katkilar1 diginda, hi-
perbolik fonksiyonlar teorisini de ona bor¢luyuz.

Paralel postulati teorem olarak ispatlama yolundaki ¢alismasiyla dikkati ¢eken
bir bagka kisi de Fransiz matematikgisi A.-M. Legendre (1752-1833) olmugtur. Le-
gendre de olmayana-ergi yontemini kullanarak tiggenin i¢ agilarimin toplamina ilis-
kin ii¢ hipotezi irdeler: (1) I¢ agilarin toplam iki dik aginin toplamina esittir; (2)
I¢ agilarin toplamu iki dik agimin toplamindan biiyiiktiir; (3) I¢ agilarin toplamu iki
dik aginin toplamindan kiiciiktiir. Legendre, bir dogrunun sonsuzlugunu iistii 6r-
titk varsayarak, ikinci hipotezin yanhghgini ortaya koymada giicliik gekmez; ancak
tiim ¢abasina karsin iiciincii hipotezi yanliglamayi bagaramaz. Legendre’in ¢alisma-
s1 iki teoremin ispatiyla sonuglanir. Birincisi, “Bir ii¢genin i¢ acilarinin toplam iki
dik agmn toplamindan fazla olamaz,” demekte; ikincisi, biraz garip goriinen su
onermeyi dile getirmektedir: “I¢ agilarinin toplamu iki dik agiya esit bir tek iiggen
varsa, tiim ticgenlerin i¢ acilarinin toplamu iki dik agya esittir.”

Bu ikinci teorem, Saccheri’nin ulastigi sonuglar arasinda yer almakla birlikte,
“Legendre’in lkinci Teoremi” diye bilinir. Birinci teoreme gelince, bunun ispatinda
yukarda degindigimiz gibi, dogrularin sonsuzlugu varsaylmistir. Aslina bakilirsa,
Legendre, her iki teoremin ispatinda da Archimedes postulatini kullanmistir. Daha
sonra bazi matematikgilerin gosterdigi gibi, birinci teorem igin bu postulatin kulla-

nilmasi kaginilmazdir. . _ .
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Legendre yasadigi dénemde iinlii bir matematikgiydi. A¢ik ve diipediiz anlati-
mi, Eléments de Géométrie (Geometrinin Ogeleri) adli ¢ok okunan ders kitabiyla
uyandirdig: genis ilgi, paralel postulat iizerindeki ¢alismasina da dikkatleri ¢ekmis-
ti. Oysa, Legendre’in bu konuda ulastigi sonug, kendisinden 100 yil dnce gelen
Saccheri’nin ortaya koydugu sonuglar1 pek asmis degildi.

Euclides-dis1 Geometriler

Yukardaki deginmelerimizin de gosterdigi gibi, uzun siiren ¢abalara kargin paralel
postulata iliskin sorun ¢6ziilemez. Sorunsal postulatin ne teorem olarak ispati, ne
de sezgisel olarak daha apagik goriinen esdeger bir 6nermeyle degistirilmesi basarili
olur. Ote yandan postulatin diger postulatlardan bagimsiz olabilecegi diigiincesine
ulagsmak da kolay olmadi. Bunun igin yeni bir muhayyile atihmina, yeni bir bakig
agisina ihtiyag vardi. Ciinkii postulatin bagimsiz olabilecegi diigiincesi, sonunda,
degisik bir geometri demekti. Oysa iki bin yillik bir kosullanmay1 kirmak kolay de-
gildi; Euclides geometrisinin tek dogru geometri oldugu inanci ylesine yerlesmisti
ki, tutarh bir baska geometrinin olabilecegi akla bile gelmiyordu. Hatta bu geomet-
riyi insan akhinin yapisal 6zelligine baglayan filozoflar vardi. Ornegin, Kant’a gore,
uzaya Euclides uzay: niteligi veren aklimizin 6znel yapisidir. Bu goriisiin egemen
oldugu bir ortamda bagka tiirden bir geometri diisiiniilemezdi, elbette. Diisiinen
¢iksa bile, diigiincenin ortaya atilmasi biiyiik cesaret isteyen bir iste. Nitekim, Ga-
uss ¢apinda bir matematikgi bile bu cesareti gdsterememistir.

Paralel postulatin bagimsiz olabilecegi kuskusu ilk kez biiyitk Alman matema-
tikgisi Carl Friedrich Gauss (1777-1855)’ta kendini gosterir. Aym diisiincenin ¢ok
gecmeden Rus matematikgisi N. I. Lobachevsky (1792-1856) ile Macar matematik-
¢isi Janos Bolyai (1802-1860) de ortaya ¢iktigim goriiriiz. Her ii¢ matematikgi de
birbirinden bagimsiz olarak paralel postulat1 Playfair bicimiyle ele almis ve ii¢ ola-
silik tizerinde durmuglardir: Bir noktadan disindaki bir ¢izgiye (1) yalnizca bir pa-
ralel cizilebilir, (2) birden fazla paralel ¢izilebilir, (3) hi¢bir paralel ¢izilemez. Son-
suz bir dogru varsaylldiginda (Legendre’in yaptig1 gibi) iigiincii olasilik silinmekte-
dir. Ikinci olasiigin bir geliskiye yol agmamas: karsisinda ii¢ matematik¢i de bu hi-
potezle tutarh bir geometrinin kurulabilecegi diisiincesine ulasir, bu yolda yogun
bir ¢alismaya koyulur.

Euclides-dis1 geometrinin kurulmasinda ilk adimin Gauss’tan geldigi soylenebi-
lir. Ne var ki, o ulagtig1 sonucu agiklama yoluna gitmez. Calismas: hakkindaki bil-
gimiz, cesitli kimselere yazdigi mektuplar ile, 6liimiinden sonra ele gecen notlarin-
dan kaynaklanmaktadir.

lkinci biiyiik adimi Bolyai atmistir. Bir matematik profesoriiniin oglu olan
Bolyai, Macar ordusunda subaydi. (Babasi, Gauss’un yakin bir dostuydu.) Daha 21
yagindayken paralel postulat iizerinde ¢ahisan Bolyai, babasina yazdig1 bir mektup-
ta, konuya nasil bir tutkuyla sarildigini agik¢a gostermektedir. Mektubunda ilk fir-
satta aldig1 sonucu kaleme alacagini séylemekte ve “Hig¢ yoktan son derece garip,

yeni bir diinya olusturdum” diyerek sevincini agiklamaktadir. Babasi, ¢aligmanin
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hemen yayimlanmasi geregini israrla belirtirse de, Bolyai’nin ¢aliymasina son sekli-
ni vermesi uzun siirer. Sonunda ancak 1831’de 26 sayfalik bir ek olarak babasinin
Tentamen adh kitabinda yayimlanir. Baba Bolyai kitabinin bir kopyasini hemen
Gauss’a gonderir; biiyiik matematik¢inin degerlendirmesini merakla bekler. Ne var
ki, Gauss’un cevab1 hem kendisini hem de oglunu biiyiik bir hayal kirikligina ugra-
tir. Mektupta su satirlar1 okuyoruz:

Boyle bir ¢aligmayr 6vmekten kaginacagimi séylemekle baglarsam sozlerime, bir an
i¢in sagiracaksin elbette, Ama bagka tiirlii yapamam: Oglunun ¢alismasini 6vmek, ken-
dimi 6vmem olacaktir. Ciinkii ¢alismanm tiim igerigi, tutulan yol, ulasilan sonuglar he-
men tiimilyle benim son otuz, otuz bes y1l boyunca kafam isgal eden diisiincelerle ¢a-
kismaktadr. Iste bu yiizden oglunun ¢aligmasi benim igin tam bir siirpriz olmustur.

Niyetim, simdiye dek pek az bir bslimi yayimlanmis olan ¢aligmami, kendi yagam
dénemimde, sakli tutmakti Insanlarin bityiik gogunlugu bizim ulagtigimiz sonuglar
anlama yeteneginden yoksundur. Temas ettigim kimselerin pek azinda bekledigim ilgiyi
bulabildim. Bu tiir seyleri anlamak i¢in kisinin her seyden &nce keskin bir alg: giiciine
sahip olmasi gerekir. Oysa bu noktada ¢ogunluk tam bir yetersizlik i¢indedir. Ote yan-
dan, ulagtigim sonuglari, benimle birlikte yok olmamasi igin, bir an 6nce kagida dok-
meyi de planlamaktaydim.

Simdi bu ¢abadan kurtulduguma memnunum ve beni asil sevindiren sey, beni bu
6nemli ¢aliymada geride birakan kisinin eski arkadagimin oglu olmasidur.

Bu son ciimleye kargin, Gauss’'u bagislamayan Janos Bolyai, derin bir karam-
sarliga gomiiliir; aragtirmasim bir daha yayimlatma yoluna gitmez.

Euclides-dis1 geometri diigiincesine ilk ulagan matematikgilerin Gauss ile Bolyai
oldugu bilinmekle birlikte, bu tiir bir geometriyi ilk gerceklestiren kisinin Loba-
chevsky oldugunu soyleyebiliriz.

Lobachevsky yasamimn énemli bir bolimiinii Kazan Universitesi'nde gegirir:
Once 6grenci, sonra matematik profesorii, daha sonra iiniversitenin rektérii olarak.
Euclides-dis1 geometri iizerindeki ilk ¢alismasi, Bolyainin yaymindan yaklagik iki
yil 6nce, 1829’da ¢ikar. Caligma, Rusya’da pek az ilgi uyandirir; Rus¢a yayinlandig
i¢in de Avrupa’da herhangi bir yanki bulmaz. Lobachevsky genis matematike¢i ¢ev-
relere ulagsmak amaciyla ¢alismasini 6nce Almanya’da (1840), sonra Fransa’da
(1855) yaymlama yoluna gider. Gauss bile 1840’a gelinceye dek Lobachevsky’nin
¢aligmasindan habersiz kalmustir. Bolyai ise ancak 1848’de ogrenir. Lobachevsky,
¢alismasinin ilerde uyandiracag bityiik sarsintiy1 gérmeden oliir.

Lobachevsky’nin olusturdugu yeni geometride Euclides’in 5. postulati yerini su
postulata birakmistir: Bir diizlem iizerinde bulunan m dogrusu disindaki P gibi bir
noktadan m dogrusuyla kesismeyen birden fazla dogru geger. Lobachevsky geomet-
risine 6nce “imgesel geometri” der, daha sonra, “pangeometry” adin verir.®?

Matematik diinyasimin Euclides-dis1 geometriyle ilgilenmesi Gauss'un 1855’te
6liimiinden sonra yazigmalarinin yaymlanmasiyla yogunluk kazanir. Beltrami, Kle-

(2) Gauss, Bolyai ve Lobachevsky’nin olusturdugu Euclides-dis1 geometri literatiirde simdi “hiperbo-
lik geometri” diye gecmeligedisiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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in, Riemann ve Poincaré gibi dénemin en seckin matematikgilerinin konuya egil-
diklerini, konuyu gesitli yénlerden irdeleyerek agikhiga kavusturmanin yani sira, de-
gisik alanlara (6rnegin, karmagik fonksiyon teorisine) uygulama denemelerine gir-
diklerini goriiyoruz. 1868'de ltalyan matematikgisi Beltrami, paralel postulatin is-
pat sorununa kesin bir ¢6ziim getirerek yiizyillarin kusku ve tedirginligini sona er-
dirir. Beltrami, paralel postulatin diger postulatlardan bagimsiz oldugunu, baska
bir deyisle, bu postulatin yalmzca digerlerine dayanilarak ispat edilemeyecegini is-
patlar. O, bu sonuca, Euclides-disi geometrinin Euclides geometrisi kadar tutarh
oldugunu gostererek ulagmisti.

Lobachevsky’den sonra Euclides-disi bagka bir sistemi Alman matematikgisi
Bernhard Riemann (1826-1866) olusturur. “Elliptik” diye bilinen bu sistemde Euc-
lides’in 1., 2. ve 5. postulatlarinin agagidaki onermelere doniistiigiinii gormekteyiz:

(1) 1ki farkli nokta en az bir dogru belirler.

(2’) Bir dogru simrsizdur.

(5’) Bir diizlemdeki herhangi iki dogru kesisir (Bagka bir deyisle, paralel dog-
rular yoktur).

Riemann sistemini niteleyen 6zelliklerden ilging buldugumuz iki tanesini vur-
gulamada yarar vardir: Bunlardan biri, dogrularin sonlu ama simirsiz sayilmasi, di-
geri uzay kavraminin yeni bir igerik kazanmasidir.

Euclides-dis1 Geometrilerin Tutarhihik
ve Dogruluk Sorunlar:

Euclides-dis1 geometrilerin etkisini duyurmasi kolay olmadi. Yapilan isin gergekte
devrimsel nitelikte oldugu Gauss, Bolyai ve Lobachevsky gibi onciilerin 6liimiinden
¢ok sonra anlasildi. Kendi iginde tutarl yeni geometrilerin ortaya ¢ikmas: matema-
tige, ozellikle Euclides geometrisine iligkin birtakim yargilarin gegersizligini goster-
dikten baska, yerlesmis kaliplar disinda yeni diigiincelerin olasihgina da kapilarim
agcmistir.®)

Yeni geometrilerin bastan ciddiye alinmamasi, uzun siire kusku konusu olarak
kalmas: tutarhlik ve dogruluk kaygilarindan kaynaklamyordu. Gergi ne Bolyai ne
de Lobachevsky sistemlerini olustururken bir tutarsizhikla kargilasmamiglardi. Ama
pek ¢ok matematik¢inin goziinde tutarsizlik daima bir olasilikti. Euclides geometri-
sine ters diisen bir sistemin tutarli olmasina olanak var miydi?®

Bu dogrultuda ilk ¢alismayi, daha énce de belirttigimiz gibi, Italyan matema-

(3) Bu yargilardan biri 18. yiizyihn biiyiik filozofu Kant’a aittir, Kant, Euclides geometrisinden baska
bir geometriye olanak tanimak soyle dursun, dyle bir geometrinin tasavvur bile edilemeyecegin-
den soz etmisti.

(4) Euclides-dis1 geometrilerin (elliptik ya da hiperbolik) tutarlihg, Euclides geometrisi 6l¢iit alinarak
gosterilebilir. Bu amagla, tutarhhg yoklanan geometri i¢in Euclides geometrisinde bir model olus-
turmak yeterlidir. (Bkz. M. ]. Greenberg, Euclidean and Non-Euclidean Geometries, s. 177-180.)
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tikgisi Beltrami’ye borgluyuz. Beltrami 1868’de yayinlanan ¢aligmasinda Euclides-
dis1 geometrilerin kendi iglerinde tutarhhigim ispatlayarak bu konudaki kusku ve
tereddiitleri giderir. Yeni geometrilerin tutarhiligi, paralel postulatin diger postulat-
lardan bagimsiz oldugunu géstermis, dolayisiyla digerlerine dayamilarak ispatlana-
mayacagina kesinlik kazandirmistir. Paralel postulat diger postulatlardan ¢ikarsana-
bilir nitelikte olsaydi, Euclides-disi geometrilerin tutarhhgindan so6z edilemezdi.
Ciinkii bu geometrilerde paralel postulat yadsinmakta, digerleri ise oldugu gibi ko-
runmaktadur.

Euclides-dis1 geometrilerin 6nemli bir sonucu, postulat kavraminda yarattigi
degisiklik olmustur. Geleneksel olarak aksiyom ya da postulat dogrulugu apacik ya
da zorunlu 6nermelerdir. Oysa paralel postulat yerine ona ters diisen degisik pos-
tulatlarin konabilecegi olgusu “postulat” denen 6nermenin bir varsayimdan bagka
bir sey olmadigimi géstermistir. Oyleyse, Euclides postulatlari ne akhn degismez,
zorunlu yasalari, ne de uzaysal iligkileri saptayan biricik dogrulardir. Bilimdeki ki-
mi gelismeler, uzaysal iligkilerin degisik boyutlarda farkl 6zellikler tasiyabilecegini,
tek bir geometriyle temsil edilebilecek tek bir uzaydan soz edilemeyecegini ortaya
koymugtur.

Yeni geometrilerin tutarh sistemler olarak ortaya ¢ikmasi yalmz geometride
Euclides tekelini degil, ondan da 6nemlisi, matematigin “mutlak dogruluk” iddias:-
m da yikmistir. Matematiksel dogruluk goreceldir: Bir teoremin dogrulugu dayan-
dig1 aksiyom ya da postulatin dogruluguna baghdur.

Birden fazla geometrinin ortaya ¢tkmastyla, dogal olarak, bunlardan hangisinin
dogru oldugu sorusu sorulmaya baslanmistir. Geometri, kuramsal matematigin bir
dali olarak diisiiniildiigiinde, soru anlamsizdir, denebilir. Salt matematik s6z konu-
su oldugunda dogruluk su demektir: Postulatlar dogru ise teoremler de dogrudur.
Ama geometriye uzaysal iliskiler bilimi olarak baktigimizda soru elbette anlamhdir.
Ne var ki, sorunun gene de kesin ve basit bir yanit1 yoktur. Ayni olgusal alana ilis-
kin birden fazla teoriyle karsilastigimizda, bunlardan agiklayia giicii en yiiksek ola-
ni, en ¢ok 6ndeyiye olanak vereni segeriz. Geometriye empirik bir bilim goziiyle
baktigimizda aym olciitleri kullanmahyiz: Geometrilerden hangisi inceledigimiz
uzaysal iliskileri betimleme ve agiklamada iistiinse, onu “dogru” sayanz. Yasadig-
miz uzay kesiminde Euclides-dis1 geometriler Euclides geometrisi 6l¢iisiinde yeterli
iseler, kesin deneysel bir test olusturuncaya dek, hepsini birer hipotez saymak en
dogru yoldur. Boyle bir test, Gauss’'un denedigi gibi, fiziksel bir ii¢genin i¢ agilarn-
nin toplamina yonelik olabilir. Yakin uzay kesimimizde bugiine degin yapilan tiim
Olgmeler bu toplamin (6lgme hatasi marji iginde) 180 oldugunu gostermistir.(5)
Opysa, Euclides-dis1 geometriler, 6lgiilen iiggenin alamyla orantih olarak, toplamin

(5) Gauss’un, uzayin ne tiir bir geometriyi dogruladigim belirlemek i¢in birbirinden uzak ii¢ dag tepe-
sini tiggen kogesi alarak i¢ agilarimin toplamim 6l¢me yoluyla bulmaya giristigi soylenir. Bu yon-
temle bulunan sonucun kesin olmasi beklenemezdi; ¢iinkii ne denli 6zenle yapilirsa yapilsin her
6l¢mede bir hata pay1 vardir. Bu nedenle uzayin su ya da bu geometriye uygun diistiigii degil, an-

cak uygun diigmedigi ispat edilebilir.
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180°den farkh oldugu savini icermektedir. Ol¢melerin Euclides sistemini dogrulayi-
c1 sonuglar vermesi, belki de, iiggenlerin yeterli biiyiikliikte ainmamis olmasindan-
dur.

Oyleyse, soruyu, “hangisi dogrudur?” diye degil, belki, “hangisi uygulama yo-
niinden daha yararlidir?” diye sormak yoluna gidilebilir. Uygulama agisindan Euc-
lides geometrisinin, hi¢ degilse kendi yakin uzay bolgemizde, daha elverisli oldugu
soz gotirmez. Tiim miihendislik, mimarlik, endiistri ve benzeri islerdeki uygula-
malar bu yargiy1 kamtlayic niteliktedir. Ancak evrensel boyutlar iginde (genel rela-
tivite teorisinde oldugu gibi), Euclides-dig1 geometrilerin daha bagarili sonug vere-
bilecegi diistiniilebilir. Bilindigi gibi, Einstein teorisini kurmada Euclides geometri-
sini degil, Riemann geometrisini kullanmustir.®® Ote yandan psikolojide gorsel uza-
ya iliskin kimi aragtirmalar ise, bu tiir uzayin, en iyi Lobachevsky geometrisiyle be-
timlenebilecegini gostermektedir.

Euclides-dis1 geometrilerin sayginlik kazanmasiyla birlikte matematiksel yakla-
sim “devrimsel” diyebilecegimiz bir degisiklige ugramistir. E. T. Bell bu noktay:
soyle dile getirmektedir:

Matematikgi, karakterlerini, onlarin konusma ve davranig bigimlerini yaratan roman-
c gibi, sistemine temel aldig: ilkeleri olusturmada 6zgiirdiir: Ne doganin yap: ve isleyisi,
ne de aklin yasalari onu buna zorlar. Ger¢i hem roman yazari, hem de matematikgi kul-
landig1 malzemenin segim ve islenmesinde cevrelerince bir bakima sinirhdir; ancak, ne
biri ne de digeri, insaniistii birtakim degismez zorunluklar altinda is gérmez.(”)

Yeni geometrilerin 6nemli bir sonucu da, matematigin temelleri iizerinde felse-
fi tartismalara yol agmig olmasidir. Bu tartismalarn ilerde ele alacagiz.

(6) Eliptik geometrinin igerdigi uzay yorumuna iliskin Einstein’in su sozleri ilgingtir: “Bu yoruma bii-
yiikk dnem veriyorum. Ondan haberim olmasayds, genel relativite teorisini higbir zaman gelistire-
meyecektim.”

(7) L. T. Bell, The Development of Mathematics, 11. Baski, New York, McGraw-Hill, 1945, s. 330
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MATEMATIKSEL DUSUNME YONTEMI

Diisiinmede 1ki Asama

Matematiksel diisiinme, bilimsel ve ona temel olusturan giinliik diigiinme tiiriin-
den farkl midir? Farkh ise, kendine 6zgii yontemin 6zelligi nedir?

Pek ¢ok kimse (bu arada matematikgilerin hemen tiimii) igin bu sorularin ya-
nit1 bellidir: Matematiksel diisiinme yalmz giinliik diisiinmeden degil, bilimsel dii-
sinmeden de farklidir; kendine 6zgii bir yontemi vardir. Onlara gére, matematikte
hi¢bir diigiince alaninda erisilemeyen bir agikhk ve kesinlik bulmaktayiz. Matema-
tiksel ispat yontemiyle ulagilan 6nermelerin dogrulugu s6z gétiirmez, yanhglanmasi
soz konusu edilemez.

[k bakista carpici ve akla yakin gelen bu sav, ashinda gercegi yansitmaktan
uzaktir. Biz burada bilimsel diisiinme gibi matematiksel diisiinmenin de sagduyuya
dayal giinlik diigiinmeden temelde farklh olmadigini, o diisiinmenin belli bir yon-
de gelisen bir bicimi oldugunu gostermeye ¢alisacagiz.

Hangi konuda ya da diizeyde olursa olsun, diigsiinme en belirgin bigimiyle bir
sorun ya da problem ¢6zme etkinligidir. Diigiinme siirecinde iki temel agama ayirt
edilebilir: (1) sorunu agiklayict ya da giderici ¢oziimii bulma veya olusturma; (2)
bulunan ya da olusturulan ¢6ziimiin dogrulugunu yoklama. Birinci agsama genellik-

» o«

le “bulug”, “icat” ya da “yaratma” diye nitelenmekte, ikinci agama ise, “dogrula-
ma”, “kanitlama” ya da “ispatlama” diye bilinmektedir. Kimi kez yiizeysel bir ba-
kisla birinci agamayr “indiiktif”, ikinci asamay1 “dediiktif” diigiinme olarak nitele-
yenler de vardir. Ote yandan birinci asamay niteleyen bulus, icat veya yaratma tii-
riinden siiregleri psikolojinin, ikinci asamay1 niteleyen dogrulama, kanitlama ya da
ispatlama siireglerini mantigin konusu sayma oldukea yaygin bir yaklasimi temsil
etmektedir.

Bu tiir ayinmlara iligkin irdeleme ve tartigmalara ilerde siras1 geldikge yer vere-
cegiz. $imdi kalin gizgilerle degindigimiz iki asamali diisiinme siirecini giinliik ya-
samdan, bilimden ve matematikten alinan orneklerle gostermeye ¢alisacagiz. Bu
yoldan matematiksel diigiinme ile giinliik ve bilimsel diigiinme tiirleri arasinda var
sayllan fark ve benzerlikleri somut bir bicimde ortaya koyabilecegimizi ummakta-

yiz.
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Giinlitk Yasamdan Ornek

Aksam karanhginda eve dondiigiimiizde ilk hareketimiz, elektrik diigmesine uzan-
maktir: Parmagimiz1 basiyoruz, ama ortalik aydinlanmiyor. Beklentimize ters dii-
sen bu durum, kisa bir saskinhk, bocalama ya da tedirginlikten sonra, diisiincemizi
harekete gegirir; ister istemez durumu anlamak, agiklamak yolunu ararniz: Ampul
mii yandr? Baglantilarda bir kopukluk mu var? Sigorta mu atti? Cereyan mi kesik?,
vb. Aklimiza gelen bu tiir sorularin her biri ashnda durumu agiklayici bir hipotezi
icinde tasimaktadir. Sorun ampuliin gevsemis ya da yanmis olmasindan kaynaklan-
mis olabilir. Oyleyse, ampul sikistirldiginda, ya da yenisiyle degistirildiginde ortah-
gin aydinlanmasi gerekir. Sonug¢ bunu dogrulamazsa, ampule iliskin hipotez yanhs-
lanmis demektir. O zaman diger olasiliklan yoklamaya koyuluruz: Sigortaya baka-
r1z; degilse, cereyanin kesik olup olmadigini yoklariz. Bu tiir irdeleme dogru acikla-
mayi buluncaya dek siiriip gider.

Giinlitk yasammimiza dikkatle baktigimizda, hemen her giin 6rnegimizdeki tiir-
den durumlarla karsilastigimizi goriiriiz. Gergek anlamda diisiinme, bir olay: hatir-
lama, hayal kurma ya da 6zlemlerimizi gézoniinde canlandirmaktan ¢ok, bir soru-
nu aydinlatma, bir problemi ¢6zme, ya da beklentimize ters diigen bir gozlemi
aciklama gabasinda kendini gosterir. Bu tiir diisiinmeye, hatirlama, hayal kurma ve
¢agrimsal diigiinme tiirlerinden ayirmak i¢in, “nedenli diisiinme” diyoruz. Bir so-
run ya da problemin olmadig yerde nedenli diisiinme de yoktur.

Verdigimiz 6rnegin, yakindan incelendiginde, diisiinme siirecinde ayirt ettigi-
miz iki asamay1 (bulma ve dogrulama asamalarim) icerdigini gérmekteyiz. Bir gii¢-
lik ya da sorunla baglayan arayis, doyurucu bir agiklama, daha dogrusu gozlemle-
rin dogruladig: bir hipotez ya da kuramla son bulur. Aym siireci, bilim tarihinden
aldigimiz asagidaki 6rnekte daha belirgin gizgileriyle bulmaktayiz.

Bilimden Ornek

Yiizyilar boyunca insanlar bir fi¢1 ya da benzer bir baska kaptan sivi bosaltmak
icin kabn biri altta, digeri iistte en az iki deliginin olmas: gerektigini deneyimleriy-
le biliyorlardi. Orta Caglarda bu tiirden olgular “dolu evren” hipoteziyle agiklani-
yordu. Nitekim bu diisiince kokeni antik ¢aga uzanan “doga bosluktan hoglanmaz”
ilkesinde ifadesini bulmustu. Buna gore, sivinin alt delikten akmasi igin iistte olu-
sacak boslugun bir seyle (6rnegin, hava) dolmasi gerekirdi. XVI. yiizyiln sonlarina
degin tartisilmaz bir dogru olarak kabul edilen “doga bosluktan hoslanmaz” ilkesi-
nin yetersizligini ilk kez Galileo fark eder. Galileo o donemde yaygin olan emme
tulumbalarin, kuyudan suyu ancak belli bir yiikseklige cekebildigini (yaklagik 10
m.), tiipiin tst boliimiindeki bosluga karsin, suyun bu diizeyi asamadigim gozlem-
ler. Ne ki, “resmi” agiklamaya ters diisen bu gézlem onu yeterince ugrastirmaz; so-
runun ¢6ziimi 6grencisi Torricelli’ye kalir.

Torricelli, “doga bogluktan hoslanmaz” ilkesi dogru ise, nasil olur da su belli bir

diizeyi asip boslugu doldurmuyor? diye merak eder. Sorun herkes i¢in olmasa bile
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duyarh bir bilim adami i¢in 6nemlidir. Torricelli koyuldugu arastirma siirecinde
meraki bir benzetmeden yararlanarak gidermeyi basarir. Yasadigi donemde su-
yun, i¢ine daldirlan cisimler iizerinde basing etkisi oldugu bilinmekteydi. Atmosferi
" bir tiir deniz sayan Torricelli, bu analojiye dayanarak, “hava denizi” dedigi hipotezi-
ni olusturur. Buna gore, yerkiireyi saran hava, deniz gibi, icindeki cisimler iizerinde
basing olusturur. Tulumbada su siitunu belli bir diizeyi agmiyorsa, nedeni hava ba-
sincinin daha fazlasi igin yeterli olmamasinda aranmahydi. Bagka bir deyisle, havas
bosaltilmis bir tiipte suyun eristigi diizey iizerindeki hava basinciyla belirleniyordu.

Torricelli, olusturdugu bu agiklamasim deneysel yoldan yoklayarak dogrulama
¢abasina da girer. Bos tiipte suyun yaklagik 10.5 m. yiikseldigini bulur ve soyle dii-
siiniir: Hipotezim dogru ise, sudan yaklagik 14 kez daha agir olan civanin bos tiip-
teki yiiksekligi ancak 76 cm. olmalidir. 1643’te gergeklestirdigi deney hipotezinin
mantiksal sonuglarindan biri olan bu 6ndeyiyi dogrular. Daha sonra o dénemin
iinli matematikgilerinden Blaise Pascal ve baskalarimin siirdiirdiigii deneyler de
“hava denizi” hipotezini dogrulamaktan geri kalmaz.

Giinliik yasamdan aldigimiz ilk 6rnegimizde oldugu gibi, bu 6rnekte de iki
asamal diigiinme siirecini bulmaktayiz. 1lk asamada beklenmedik bir gézlem, bir
giicliik ya da sorunla karsilasan kiside diigiince harekete ge¢cmekte, sorunu giderici
ya da agiklayial bir hipotez arayisi i¢ine girmektedir. 1kinci asgamada, bulunan ya da
olusturulan hipotezden ¢ikarsanan ondeyiler, deney veya gézlem sonuglariyla yok-
lanir; hipotez dogrulanirsa sorun ¢6ziilmiis demektir; dogrulanmazsa alternatif hi-
potezler yoklanir, doyurucu bir ¢6ziim bulununcaya dek arayis ve irdeleme siirer.

Matematikten Ornekler

Yukardaki 6rneklerden de goriildiigii gibi, ne giinliik diisiinmeyi, ne de onun daha
incelmis ve diizenli bir bi¢imi olan bilimsel diisiinmeyi tiimiiyle indiiktif ya da de-
diiktif sayamayiz. Oziinde sinama-yanilma yaklasimina dayanan bu diigsiinme bi-
¢imleri, karsilagilan problemi hipotezler olusturarak agiklama ve bu hipotezleri yeni
gozlemlere giderek test etme siireglerini icermektedir. Oyle ki, ¢agdas bilim felsefe-
cileri bilimsel diigiinmeyi “indiiktif” degil, “hipotetik-dediiktif” diye nitelemeyi uy-
gun bulurlar.

Matematiksel diisiinmeye gelince, kimi énemli farklara karsin, temelde benzer
bir oriintii ile karsilasmaktayiz. Burada da gene “dediiktif” ya da “indiiktif” gibi ba-
sit nitelemeler yeterli degildir. Matematiksel ispat dediiktif ¢ikarsamaya dayandigin-
dan, pek ¢ok kimse matematigi salt dediiktif bir bilim sayar. Oysa, giinliik ya da bi-
limsel diisiinmede oldugu gibi matematikte de “indiiktif” diyebilecegimiz diisiinme
bigimleri vardir.('! Matematik yalnizca teorem ispat1 degildir. Her teorem belli bir
iliskiyi dile getiren bir genellemedir. Matematikg¢inin 6ncelikle ispat edecegi bir ge-

(1) Matematigi “dediiktif bilim” diye niteleyenlere kars: ¢ikan Poincaré, bu nitelemeyi dar ve yetersiz
bulur; dediiktif ¢ikarimla matematigin kesinlik kazandigini, ama asla yeniye, bilinmeyene agilama-
yacagim vurgular. Ona gore tiim bilim dallarinda oldugu gibi matematikte de ilerleme yeni kav-

ramlar olusturma, yenilgeretherrelpre igiapeplsiolasittnsOjsntedidkgiyonun islevi degisiktir. Yeni
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nellemeye ulasmasi gerekir. Ogiit yerindedir: Pisirecegin balig1 énce yakala! Mate-
matikte “yakalama” cabasi degisik nesne veya iliskilere yoneliktir. Ornegin, bir say1
ya da say1 kiimesi (m sayisi, sanal say1 kiimesi gibi), bir sekil, bir formiil, bir iliski,
bir ¢6ziim, bir ispat ya da bir islem olabilir aranan, bulunan sey. Bir iliskiyi gozlem-
leme, ya da gozlemlenen iliskiyi genelleme, bir ¢6ziime ulasma, bir formiil olustur-
ma, hatta bir ispat i¢in “ipucu” yakalama dediiktif nitelikte bir diisiinmeye degil, ol-
sa olsa indiiktif tiirden “heuristik”, ya da kimi filozoflarin “retrodiiktif” dedikleri
diigiinme bi¢imlerine dayanir.) Matematik tarihinden pek ¢ok drnek verilebilir bu-
na. Dikdortgen, tiggen ve daire alanlarina iliskin formiillerin olusturulmasy; 6lgme,
benzetme, sinama, karsilastirma, vb. gibi giinlik diisiinme siiregleri iginde gergek-
lesmistir. Ay sekilde, T ve V2 gibi rasyonel olmayan sayilarin ortaya gikisinda da
ortak olgiisiiz bityiikliiklerin (6rnegin, karenin kenarn ile kdsegenin uzunluklari)
gozlemlenmis olmasina borgluyuz. Nitekim, yakindan bakildiginda, iiggen alan for-
miilii (Taban x Yiikseklik/2)'niin dikdértgen alan formiilii (Taban xYiiksek-
lik)’nden; dairenin alan formiilii (r?2 = 2nr xr/2, formiilde 27tr taban, r ise yiiksek-
lik olarak yorumlanabilir)’'niin ise ii¢genin alan formiiliinden yararlanilarak olustu-
ruldugu goriiliir. Yukardaki sekil bu sonuncu gegisi gorsel olarak vermektedir. Ger-
cekten, daire icine ¢izilen ii¢genler kiigiildiik¢e daireyi daha tam doldurmakta, yiik-

kavram ve genelleme i¢in matematige 6zgii (yani mantiga indirgenmesi olanaksiz) matematiksel in-
diiksiyonaihtiyagvardir. “Matematik ¢alismalarinda mantiga agirhk veren matematikgiler bile,” diyor
Poincaré, “genelleme yontemi indiiksiyona bagvurmaktan kurtulamazlar.” (Bkz. Science and Hypothe-
sis, s. 1-16.)
(2) Buterimlerin anlamlan igin kitabin sonuna konan sozliige bakinmz.
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seklikleri (kirik gizgiler) dairenin yarigapina giderek daha fazla yaklagmakta ve ta-
banlar1 ¢gember iizerine daha yakin yerlesmektedir. Yiiksekligin yarigapa, tabanlarin
cembere yaklagtigim géren antik Yunan matematikgilerinin, iicgenin alan formii-
liinden dairenin alan formiiliine gegmeleri fazla zor olmamgtir herhalde.®

Indiiktif-Dediiktif Ayxnm
Baslangicta empirik gozlem ve Slgmelerden kaynaklanan bu tiir sonuglar: dediiktif
diisiince triinleri saymak yanhstir. Kuskusuz, formiillerin temsil ettigi iligkiler, da-
ha sonra, birtakim postulatlara bagvurularak dediiktif yoldan da elde edilmistir. Ne
var ki bu, bulma asamasini izleyen ispatlama asamasina ait bir cahsmadir. Ustelik
ispat islemine bile ¢ogu kez sinama ve yamlma tiiriinden ¢aligmalarla girildigi s6y-
lenebilir. Ornegin, poligonlara iliskin olas1 bir teorem 6nce tiggenler iizerinde yok-
lanir; tiggenlere uymadig goriiliirse, tiim poligonlar i¢in gegerli oldugu savi diiser,
ispattan vazgecilir. Ama bu tiir yoklamalar savi dogrulayan sonuglar verirse, o za-
man genel ispat ¢aligmasi kaginilmaz olur.

Simdi ele alacagimiz 6rnek, matematiksel diisiinmede iki agamanin iliskisini ve
birbirini tamamlayic islevlerini daha belirgin kilmak iin segilmistir:®

B+22+3+ .. +n¥?=(1+2 +3+ .. +n) (1)

Yukarda verilen denklem baslangicta, empirik yollardan (belki de salt rastlant:
sonucu) bulunan bir iliskiyi, 1’den n’e kadar dogal sayilarin kiiplerinin toplamu ile
o sayilarin toplaminin karesi arasindaki eitligi dile getiren bir genellemedir. Genel-
lemenin bir teorem olarak ispati kuskusuz sonraki bir istir. Genellemeye giden yol-
da ilk adim, olasidir ki, asagidaki tiirden somut bir gozleme,

1+8+27+64=100 (2)
ya da, daha soyut diizeyde su gozleme,
B+23+3+43=102 (3)

dayanmugtir. Su ya da bu sekilde algilanan bu iliskinin daha sonra gelen sayilar igin
de gegerli kalip kalmadig elbette bir merak konusudur. Matematik¢i gézlemlerini
ister istemez genisletecek, ilk dort sayiyr izleyen sayilar1 da yoklayarak sonunda
(1)’deki genellemeye ulagmaktan geri kalmayacaktir. Indiiktif tiirden olan bu dii-
siinme siirecine deginen taninmig matematikgi Polya s6yle demektedir.

Boyle bir genellemeye giderken biz, doga bilimcileri gibi davranmaktayiz. Merak ge-
kici bir bitki ya da garip goriinen jeolojik bir olusumla kargilasan bilim adami nasil in-
celemesini genisletmekten kendini alamazsa, matematikgi de spesifik bir gézlemde se-

(3) Bkz. Mathematics, Time-Life Books, 1969, s. 42
(4) Bu 6rnek G. Polya’dan uyarlanarak alinmgtir. Bkz. G. Polya, How To Solve It, (II. Baski, 1957), s.

114-119.
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zinledigi iliskiyi baska gozlemlerde yoklamaktan, ilerde ispatlanabilecek bir genellemeye
ulagma ¢abasindan kendini alamaz. Ornegin, sayilara iliskin su esitlikleri,

1 + 2 =2 + 1
2 +3 =3 + 2
3 + 4 =4 =3
vb.

gozlemleyen matematikgi er ge¢ gozlemlerinin tiimiinii kapsayan, a + b = b + a, denk-
lemine ulagir. Goriildiigii gibi bu sonuncu denklem hem bir soyutlama, hem de genis
kapsamli bir genellemedir.’®

Simdi bir iliskiyi gozlemleme, sezinleme ya da rastlantiyla bulma psikolojik bir
olaydir; kurah belli mantiksal bir ¢ikarsamaya indirgenemez. Oysa, hem genelleme-
ye gitmek, hem de ulagilan genellemeyi ispatlamak mantigin ilgi alanina giren is-
lemlerdir. Biri indiiktif, digeri dediiktif diisiinme siirecini igerir.

Ashinda iki diisiinme siirecini her zaman bu denli keskin bir ¢izgiyle ayirmak
kolay degildir. Nitekim ilk bakista indiiktif goriinen bir uslama tiiriine matematik-
te bir ispat yontemi olarak bagvuruldugu bilinmektedir. Ornegin, Euclides ikizke-
nar ii¢genlerde taban agilarinin birbirine esit oldugunu bir ikizkenar ti¢gen seklini
ornek alarak ispatlar. O, bu ispat, iki kenarin esitligi varsayilldiginda taban agilari-
nin esit olmasi gerektigini gostererek yapar. Ne var ki, Euclides’in aldig1 6rnek, ali-
nabilecek saysiz rneklerden yalnizca biridir. lkizkenar iiggenler, tepe agisinin bii-
yiikligiine gore kenar uzunluklar: degisen sonsuz gesitte olabilir. Oysa Euclides bir
tek ornek tizerinde ulastig1 sonucu degisik tiim ornekler icin gegerli saymakta, biz
de bu genellemeyi yeterince saglam gérmekteyiz. Burada gordiigiimiiz kesinligin
kaynag nedir? Euclides’in ispat1 neye dayanmaktadir? -

Yakindan bakildiginda ispatin, tepe agisinin biiyiikliigiine gore kenarlarin degi-
sen uzunluklan gibi egreti iliskilere degil, tiim ikizkenar ii¢genlerde ortak olan &zel-
liklere, ya da temel benzerliklere dayandigim goriiriiz.

Agagidaki iligki bu tiir ispata bagka bir 6rnektir:

llk iki tek sayinin toplarm 2’nin karesine (1 + 3 = 4 = 22), ilk ii¢ tek saymnin
toplamu 3’tin karesine (1 + 3 + 5 = 9 = 32), ilk dort tek saymn toplami 4’iin kare-
sine (1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 4?) esittir. Buna bakarak 1’le baslayan bir dizi tek sayi-
nin toplaminin diziyi olusturan terimlerin sayisinin karesine esit oldugu genelleme-
sine gidilebilir. Tek sayilara iligkin bu iliskiyi iceren denklemin,

1+3+5+7+ .. +(2n—-1)=n?
iki yanina 2n + 1 eklenerek iligkinin ispatlandigim goriiyoruz:
n?+ 2n+1)=(n+ 1)?

(5) G. Polya, How To Salvelt,s. 115.
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Buradan i¢in dogru olanin n + 1 icin de dogru oldugu gosterilerek verilen is-
pat, matematiksel indiiksiyona dayanmaktadir.

Simdi benzer, ama evrensel gecerlikten yoksun bagka bir iliskiyi alalim. Bir
zamanlar, herhangi bir tamsayinin kendisiyle ¢arpimina kendisini ve 41 ekledigi-
mizde sonucun asal bir say1 olduguna inamlirdi. Simgesel olarak iliskiyi soyle ya-
zanz:

x2 + x + 41 = asal say1

Degisik tamsayilar tizerinde sinama-yamlma y6ntemiyle dogrulanan bu iliskiyi
iceren genellemenin tiim tamsayilar i¢in gegerli oldugu s6ylenebilir mi? Daha 6nce-
ki 6rnegimize bakarak, “soylenebilir elbette” diyebiliriz. Gergekten, x’e sirasiyla 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10 tamsayilarini verdigimizde elde edilen 43, 47, 53, 61, 71, 83,
97, 113, 131, 151 sonuglarinin asal oldugunu goriiyoruz. lkizkenar iiggen 6érnegine
oranla burada kesin bir genelleme i¢in elimizde daha fazla kamt vardir. Oyle de ol-
sa eldeki kanitin ispat igin yeterli oldugunu séyleyemeyiz. Nitekim, ilk 39 tamsay:
icin dogru olan genelleme, x = 40 oldugunda yanhs olmaktadir. Buna benzer bir
ornegi Fermat'nin pek ¢ok say1 iizerindeki yoklamasiyla dogruluguna inandigy,

2% + 1 = asal say1

formiiliinde bulmaktayiz. Gergekten sonug 4294967297’ye ulasincaya dek iliski ge-
cerligini siirdiirmektedir. (Formiiliin x’e verilecek tiim sayilar i¢in dogru olmadigi-
nm1 Fermat’dan yiizyil sonra Euler gosterir.)

Goriilityor ki, kimi hallerde bir tek 6rnek ispat igin yeterli oldugu halde, kimi
hallerde ise ¢ok sayida 6rnek yetersiz kalmaktadir. Bu fark eldeki kanitin niteligi ile
ilgilidir. Bir durumda kamit, 6rneklerin temel benzerlik ya da 6zdesligine, diger du-
rumda “egreti” diyebilecegimiz benzerliklere dayanmaktadir. lkizkenar ii¢genlerin
tim Orneklerinde temel bir benzerlik vardir. Oysa asal sayilar arasinda, hi¢ degilse
orneklerimizdeki iligkiler bakimindan, temel bir benzerlik yoktur.

Empirik Dogrulama ve Matematiksel Ispat

Bilindigi gibi, genelleme (hangi alanda olursa olsun) inceleme konusu bir ya da da-
ha fazla nesne veya iligkinin gézlemine dayanarak o nesne veya iligkinin dahil oldu-
gu tim sif hakkinda dogruluk savi tasiyan bir yargidir. Indiiktif diisiinmenin
baslica ozelligini temsil eden genelleme, bilimde empirik yasalarin, matematikte
olas1 teorem (konjektiir)lerin kaynagidir. Giinliik ve bilimsel diisiinmede ulagilan
bir genellemenin dogrulugu dayal oldugu olgusal kanitlarin sayy, ¢esit ve giiciine
gore bir olasihik kazanir. Bir genelleme icin elimizdeki kanitlar ne derece doyurucu
goriiniirse goriinsiin, genellemenin dogrulugu daima bir olasihk olarak kalir. Bi-
limsel genellemeler hi¢bir zaman kesinlik kazanmaz. Matematikte durum biraz
farklidir. Matematikgi ne giinliik yasamda, ne de hatta bilimde oldugu gibi ulastig
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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genellemesini yeni gozlemlere giderek pekistirme ¢abasim siirdiirmez, ya da 6yle
bir ¢abayla yetinmez. Ornegin, Goldbach’in olasi teoremi,

Her ¢ift say iki asal sayinin toplami olarak yazlabilir.

genellemesini igermektedir. Son iki yiizyll boyuncu cift sayilar iizerinde yiiriitiilen
yoklamalarin tiimii genellemenin dogru oldugunu gostermektedir. Bugiine degin
genellemeye ters diisen bir ¢ift sayiya rastlanmamugstir. Ancak giinlitk yasam ve bi-
limde yeterli sayilan bu sonu¢ matematik icin yeterli degildir. Matematik, dogruluk
olasihgim artiran kanit toplama yerine genellemeyi ispatlama yolunu arar. (1)’deki
genellememize donelim: Matematik¢i n’ye degisik degerler vererek iliskinin yokla-
nan tim durumlarda stirdiglinii gormistiir. (2)’deki gozlem n = 4 oldugunda ya-
pilmistir. n = 5, n-= 6, n = 7 vb. oldugunda da iliski gecerligini korumaktadir. 1k
bakista bu yoklamalarin belli bir noktadan sonra yeterli kamt sagladig, oyleyse, ge-
nellemenin artik dogru kabul edilmesi gerektigi diisiiniilebilir. Oysa matematikgi
asil gorevinin bu noktada basladig1 inana i¢indedir. O, dogruluguna inandig1 ge-
nellemeye mantiksal kesinlik kazandirmak pesine diiser. Genelleme ispatlanarak te-
orem kimligi kazanmalidir. Matematik¢inin sorunu bu asamada daha karmagik,
daha teknik niteliktedir. Cogu kez sanildigimin tersine ispat, kurallar belli mekanik
bir islem degildir. Oyle olsaydi Goldbach konjektiirii ya da “Fermat’nin Son Teore-
mi”® olarak bilinen konjektiir goktan ispatlanmis olurdu. Gergekte bir iligkiyi algi-
lamak ne denli yaratic1 zeka gerektirirse, bir ispati bulmak da o denli yaratic1 zeka
etkinligi gerektirebilir. “Bulma” eylemi birinci agamada oldugu gibi, ikinci asamada
da s6z konusudur. Matematik¢inin sundugu ispat, pazara siiriilen “bitmig iiriin”
niteligindedir: Belli bir mantiksal diizen icinde tiimiiyle rasyonel diisiince goriinii-
miindedir. Bu goriiniimde, bulma eyleminin igerdigi 6znel etkinlikler yansimaz.
Goriiniime bakip matematigi salt dediiktif mantikla bir tutmanin yanlhshg bir ya-

(6) Fermat'nin Son Teoremi: n>2 bir tamsayi ise, X" + y" = z" denkleminin pozitif sayilarda ¢6ziimii
yoktur.
Fermat bu onermeyi ispatladigim ileri siirmiigtii. Hukukeu, sair olan Pierre de Fermat (1601-
1665) aym zamanda biiyiik bir matematik¢iydi. Otuz alt1 yaginda iken okumakta oldugu bir kita-
bin (Diophantus’un Aritmetik adh kitabinin) bir sayfa kenarina, denklemin ¢éziimsiizligiinii is-
patladig, ancak ispati, sayfa kenarina sigmayacagi nedeniyle yazmadigi notunu diigmiisti. Gergi
Antik Yunan matematikgileri x? + y? = z? denkleminin, kimi degerler igin (6rnegin, x=3, y=4,
z=5, ya da, X=5, y=12, z=13 vb.) dogru oldugunu biliyorlard1. Ne var ki, onlar 2’den biiyiik iis ko-
nusunda sessiz kalmglards. ik kez Fermat denklemin n>2 sayilar i¢in ¢oziimsiiz kaldig1 savini or-
taya siirmekle kalmiyor, ispatladigimi da iddia ediyordu.

Peki, Fermat dedigi gibi “teoremini” gergekten ispatlamis miydr? Yoksa ispat savi tahminden
ileri bir sey degil miydi? Bugiine degin tartistlan bu sorunun yamti bilinmiyor, belki de hi¢bir za-
man bilinmeyecektir. Ancak son 350 yil boyunca yogun arayislara konu olan ispatin giiniimiizde
Ingiliz matematikg¢isi Andrew Wiles (Princeton Universitesi’nde 6gretim iiyesi) tarafindan bulun-
dugunu 6greniyoruz. Haberin en azindan matematikgiler arasinda bir bomba etkisi yarattigim
soylemeye gerek yoktur. Ispatin 200 sayfay: asan uzunlukta oldugu, matematik gevrelerince yok-
lanmasinin aylar alacag bildirilmektedir. Ge¢miste ileri siiriilen pek ¢ok “ispat” sonugsuz kalmigti.
umariz bu kez yine bir hayal kirikhgina diisiilmez!
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na, tehlikesine deginen taninmig matematikgiler vardir. Agagidaki alint1 bu tehlike-
yi ¢arpic1 bir bicimde dile getirmektedir:

Matematigin dediiktif-aksiyomatik 6zelligini vurgulamada tehlikeli bir agirihga dii-
siildiigii séylenebilir. Gergi, yaratic1 eylemi, “sezgisel” dedigimiz kavrayig1 basit mantik-
sal bir kaliba indirgeme olanag: yoktur; ne var ki, bu olgu en soyut alanlarda bile mate-
matiksel basarinin §ziinde yer alir. Matematikte amag, yetkin dediiktif bigime ulagmak-
sa, bu yolda itici giiciin kaynagi yaratic1 sezgidir. Matematigi, istege gore ortaya konan
birtakim postulat ve tamimlara dayal bir teoremler sistemi olmaktan ibaret sanmak
yanlistir. Bu niteleme dogru olsaydi, matematik higbir yetenekli kisinin ilgisini gekme
gliclinii tagiyamaz; amag ve gekicilikten yoksun, salt tanim, kural ve tasimlardan olusan
bir oyun olmaktan ileri gegemezdi.!”

Yiizeyde ispat, ispata konu genellemeyi dogru sayilan kimi 6nciiller (postulat
veya ispat1 verilmis 6nermeler)’in mantiksal ¢ikarim kurallan araciligiyla zorunlu
sonucu olarak gosterme iglemidir. Ancak bu goriiniim biraz aldaticidir. Her sey
mantiksal adimlarla 6nciillerden sonuca gitmekten ibaret degildir. Cogu kez, ispa-
tin daha ilk adiminda, konuya iligkin bilgilerden, benzer durumlardan, bilinen 6r-
nek ve deneyimlerden yararlanma yoluna gidilir. Bu tiir etkinlikler dogrudan man-
tiga indirgenemeyen arayiglardir. Ornegin, (1)’deki genellemenin verilmis bir ispa-
tinda ilk adimin bigim benzerliginden esinlenen kiigiik bir basitlestirmeyle bagsladi-
g1 gérmekteyiz. Gauss’tan beri su denklem bilinmektedir:

1+2+3+ .. +n=n(n+1)/2 (4)

Simdi bu denklemi benzerlik gosterdigi (1)’deki 6rnekten yararlanarak asagidaki
formiile doniistiirebiliriz:

B+22+3+ .. +n¥=[n(n+1)/2]2 (5)

Kuskusuz istersek, formiiliin gecerligini n’ye degisik degerler vererek (indiiktif
yontemle) yoklayabiliriz. Ama daha kesin olmak icin, dediiktif diigiinmenin bir
tirii sayilan “matematiksel indiiksiyon”a bagvurulabilir. Soyle ki, n sayisina dek
dogru oldugu empirik yoklamayla bilinen formiilin n + 1 icin dogru olup olma-
dig1 sorulabilir. (Bu soruyu iceren matematiksel indiiksiyon ilkesi $oyle tanimlana-
bilir: n sayisina ait bir 6zellik n + 1 ve 1 sayilarina da aitse, tiim sayilara ait de-
mektir.)
Simdi bu sorunun 1518inda, (5)’deki formiile paralel olarak sunu yazabiliriz:

(n+1) (n+2) 2

P’+2°+3%+ ... +0’+(n+1)’= >

(6)

(7) R. Courantve H. Robbins, What is Mathematics, s. XVII.
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Bunu dogrulamaya yénelik ilk adim, (6)’dan (5)’i ¢ikarmak olabilir. Kalan su-
dur:
n (n+1)
2

(n+1) (n+2)
2

2

(n+1)’=

7)

Denklemin sag tarafin1 bazi doniistiirmelerle sol tarafina indirgedigimizde, esitligin
dogru oldugunu goéstermis oluruz:

(n+1)’= (n+1)2(n+2) B H(I;“) ]
- “;1 [(n+27-n?]
mz’l ) [(n2+4n+4)—n2]
= (n_+.llz (4n+4)
4
= (n+1)’(n+1)
= (n+1)*

Ne var ki, asil ispat1 gereken (5)’deki formiiliin dogrulugunu heniiz kesinlestir-
mis degiliz. Ama bunun dogru oldugunu biliyorsak, dogrulugu kesinlesen (7)’deki
denklemi ekleyerek (6)’nin dogrulugunu mantiksal olarak cikarsayabiliriz. Bagka
bir deyisle, n’ye 1, 2, 3, 4 degerleri verildiginde genelleme islemsel olarak kanitlan-
mis oldugundan, n = 4 icin dogru olan iliski n + 1, yani 5 icin de dogru ise, mate-
matiksel indiiksiyon geregi, kiimedeki tiim diger sayilar i¢in de dogrudur. Boylece
inceleme konusu iligkiyi igeren genelleme ispatlanmis demektir.

Bu tiir ispat, matematikte ¢ok yaygin olarak basvurulan bir yontemdir. Hatta
bu y6ntemi (matematiksel indiiksiyonu) matematigin ayirici ozelligi sayan segkin
matematikgiler vardir.®

Matematik tarihi, ispat1 daha sonra verilen kimi teoremlerin baglangicta goz-
lem veya deneyimden kaynaklanan ya da salt tahmin veya sezgiye dayanan oner-
meler olarak ortaya atildigini gosteren sayisiz 6rneklerle doludur. Bunun ¢arpici bir
ornegini, XVIIIL. yiizyilda Edward Waring’in, “Her pozitif say1 en ¢ok dokuz kiipiin
toplam olarak yazilabilir,” diye dile getirdigi indiiktif genellemesinin ispatinin ara-
dan 100 yil gegtikten sonra verilmis olmasinda bulmaktayiz.

(8) H. Poincaré, matematigin mantiga indirgenemeyecegi savini, matematiksel indiiksiyonun mantik
ilkelerine indirgenemeyecegi savina dayamaktadur.
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“Empirik” gozlemlere dayali indiiksiyonun her zaman ispata elverisli genelle-
meler vermedigini belirtmeden gecemeyecegiz. Asagidaki 6rnek bunu gostermekte-
dir.

Unlii matematikgi Pierre Fermat, 1640’ta asal sayilari tanilamak amaciyla su
formiilii ortaya atmmstr:

22" + 1 = asal say1

(Formiilde n, 1, 2, 3, ... gibi pozitif tamsayilar1 deger olarak alan bir degisken-
dir.)

Formiiliin uygulamasinda ilk dort say1 (5, 17, 257, 65537) gercekten asal sayi-
lardir:

2'+1=5
2 41=17
22 4 1=257

22 4 1 =65537

Ne var ki, Fermat'dan yaklagik 100 yil sonra gelen Isvigreli matematik¢i Leonhard
Euler, formiiliin, n = 5 alindiginda, asal say1 vermedigini gosterir:

27 + 1= 4294 967 297

.Gergekten bu say1 kendisinden kiigiik iki saymmn (6 700 417 ile 641) ¢arpim olarak
yazilabilir. Boylece, Fermat'nin indiiktif genellemesi ilk dort uygulamasindaki basa-
nsina kargin, yanhglanmaktan kurtulamamgtir. Ashnda, Fermat'min olusturdugu
formiil, girisilen tiim uygulamalarinda (n’ye verilen tiim degerler icin) beklenen
sonucu verseydi bile, ispat1 verilmedigi siirece bir tahmin ya da olas1 teorem (kon-
jektiir) olmaktan ileri gegmezdi.

Ispat baglaminda, matematikte ¢ok sik bagvurulan bir yontem de, “olmayana
ergi”, ya da “dolayh ispat” denen yontemdir.”) Olmayana ergi, matematiksel in-
diiksiyon gibi bir dediiktif ¢ikarsama tiiriidiir. Kisaca soyle agiklayabiliriz: Yadsin-
mast varsaymmmizla agik bir ¢eligki olusturan bir yarginin, yadsinarak dogrulugu-
nu kamtlamak. Gériildigii gibi, boyle bir kanitlama dogrudan degil, dolayh bir yol
izlenerek saglanmaktadir. Bunu soyle de dile getirebiliriz: Diyelim ki, Ali diinyanin
yuvarlak oldugunu, Veli ise diiz oldugunu soyleyerek tartisiyorlar. Ali, “Bak, diyor,
diinyanin yuvarlak oldugunu biliyorum; ama bir an i¢in yuvarlak degil, senin iddia

(9) Teknik baglamlarda, Latince “reductio ad absurdum” adinin kisaltimisi RAA geger.
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ettigin gibi, diiz oldugunu diisiinelim. O zaman gorityorsun ki, ikimizin de bildigi
A, B, C olaylarim yadsimamiz ya da yok saymamiz gerekecek. Bu olaylar: yok saya-
mayacagiumiza gore, diinyanin diiz oldugunu nasil savunabiliriz?”

Matematik tarihinde “dolayl: ispat” yonteminin kullanilis: cok eskilere uzanr.
Yontemin bilinen ilk carpici ve énemli uygulamasini Euclides vermigtir. Euclides,
asal sayilar kiimesinin sonsuz oldugu kanisindaydi. Bagka bir deyisle, en biiyiik asal
say1 diye bir nesneden soz edilemeyecegi goriisiinii ispatlamak istiyordu. Ispatina,
asal sayilary,

2,3,57, .,p

«_

siralayarak “p”nin, inandiginin tam tersine, en biiyiik asal say1 oldugu sayiltisiyla
baglar ve ¢ikarimi soyle siirdiiriir:

Tiim asal sayilarin ¢arpimina 1 ekleyerek q sayisin1 olugturalim:
qQ=(2x3x5x7x ..xp) + 1

Simdi, q ya asal bir sayidir, ya da degildir. Asal bir sayi ise, p'den biiyiitk olduguna
gore, “p en biiyiik asal sayidir,” sayiltisiyla celisen bir sonug ortaya ¢ikmis demek-
tir. Yok, q asal olmayan bir say1 ise, o0 zaman da, 1’den ve kendisinden baska en az
iki asal ¢arpami olmasi gerekir. Ancak en biiyiigii p olan kiime elemanlarindan hig-
biri g’'nun ¢arpam olamaz. Ciinkii q bu elemanlardan hangisine boliinse geriye dai-
ma 1 kalr. Bu ise, 2, 3, 5, 7, ..., p dizisinin tiim asal'sayllarl kapsadigi sayiltisiyla
celisen bir sonugtur. Oyleyse, p’nin en biiyiik asal say1 oldugu sayiltis1 yanlstir; asal
sayilar kiimesi sonsuzdur. ‘

Bu boliimde dediklerimizi 6zetlersek, su iki noktay: 6zellikle belirtmek gere-
kir:

(1) Matematiksel diisiinme temelde giinliik ve bilimsel diisiinmeden farkl degildir.
Her tiirlii diisitnmenin basta gelen amaci, dogruya ulagmaktir. Dogruluk giin-
litkk ve bilimsel diigsiinmede gézlem ya da deney verilerine, matematik ile man-
tikta ise ispata bagimhdir. -

(2) Matematigin tiimiiyle ispata dayandig1 goriiniimiine bakarak onu salt dediiktif
bir bilim saymak yanlistir. Ispat, ispata konu bir iligki, &zellik ya da bunlar: ige-
ren bir genelleme gerektirir. Oyle bir ézellik veya iliskinin bulunmas: ise, man-
tiksal bir ¢ikarim degil, retrodiiktif tiirden bir. diisiinme isidir. Her alanda ol-
dugu gibi, matematikte de bulma arastiricinin yaratici zeka, algilama giicii, sez-
gi, ilgi gibi 6znel yetilerine ve konuya iliskin birikim ve deneyimlerine baghdir.
Matematikte dediiktif diisiinme kadar indiiktif, retrodiiktif diisiinme stire¢leri
de 6nemlidir. Dediiktif mantikla kesinlik kazanan matematik, yeni kavram ve
genellemeler igin yaratict diisiinme siireglerine muhtagtr.
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Yontem konusunda kalin gizgilerle yaptigimiz bu belirleme giris niteligindedir.
Hleriki boliimlerde verdigimiz agiklamalar yontem anlayisimizi igerik y6niinden da-

ha zenginlestirecektir.("")
Matematiksel diisiinmeyi acikhga kavusturma cabasi 6ncelikle ugras konusu
nesneleri tanimayi gerektirmektedir. Bundan sonraki boliimde bu nesneleri ele ala-

cagiz.

(10) Bkz. IX. BOLUM; Ek: 7.



V. BOLUM

MATEMATIKSEL NESNELER

Sorun

Matematigin konusu nedir? Bagka bir deyisle, matematik ne tiir nesnelere iliskin
bir ¢aliymadir?

Russell, diigiin yagaminin bir déneminde, matematigi ugras konusu belli olma-
yan bir ¢alisma olarak nitelemisti. Kuskusuz o 6yle bir nitelemeyi matematigin so-
yut mantiksal yapisim ¢arpia bir dille belirtmek igin yapmisti. Yoksa herkes gibi
Russell da matematigin say, kiime, nokta, dogru gibi birtakim nesneleri, bu nesne-
lere ait 6zellik ve iligkileri konu aldigin biliyordu.

Aslinda sorun matematigin bir ugras konusunun olup olmadiginda, hatta bu
konunun ne oldugunda degildir. Sorun, konuyu olusturan nesnelerin ne tiir nesne-
ler oldugu iizerindeki goriis ayrihiklarinda ortaya ¢ikmaktadir. Gergekten sayi, ya da
say1 kiimeleri ne tiirden nesnelerdir? Sayilan tas, agag, su, yildiz gibi fiziksel nesne-
lerle bir tutabilir miyiz? Tutamazsak, nasil bir ayirima gidebiliriz?

Bir ilk adim olarak belki fiziksel nesneleri somut, matematiksel nesneleri soyut
diye ayirabiliriz. Ama bu ayirim genellikle benimsenmis de olsa, soyut nesnelerin
kokenine iliskin tartismalara doyurucu bir ¢6ziim getirmekten uzaktir. Nitekim ko-
nu iizerindeki goriig ayriliklar: bugiin de siirmektedir. Kaldi ki, “soyut” diye nitele-
nen nesneler matematige 6zgii bir olay da degildir. Fizik dahil hemen tiim bilim
dallarinda bu tiir nesneler s6z konusudur.

Sorunu kisaca soyle koyabilirizz Matematigin ugras konusu soyut nesnelerin
kaynag1 nedir? Matematikg¢i bu nesneleri nasil bulmaktadir?

Degisik Goriisler: Realizm, Nominalizm, Yapimcilik

Sorularimiza yamt ararken bu konuda ileri siiriilmiis gesitli goriisler arasinda gele-
neksel olarak 6n planda tartigilan ii¢ goriise (realizm, nominalizm, yapimcilik) de-
ginebiliriz. Ancak daha 6nce, say1 ile rakam arasindaki farki kisaca belirtmede yarar
vardir. “2” rakamu ile onunla adlandirdigimiz soyut nesne aym sey degildir. Rakam
yalnizca bir sozciik, bir simgedir; simgeledigi nesne ise nicel bir kavramdir. “2” ra-
kamu degisik isaretlerle, 6rnegin 2, II, < vb. gosterilebilir. Oysa iki kavram tiim dil-
lerde ve kiiltiirlerde 6zdegstir. Bir ¢ift kumru, iki el, iki ev, iki yil gibi deyimlerin or-
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tak anlami bu kavrami olusturmaktadir. Asagida degindigimiz goriisler rakama de-
gil, sayya iligkindir.

Realizm, soyut nesneleri somut nesneler gibi nesnel gercekligin bir par¢as sayar.
Platoncu realizmde say tiiriinden soyut nesneler, olgusal diinya ile nedensel iliskisi
olmayan, varlig: diigiincemizden bagimsiz yetkin “form” ya da “idea”lardir. Bunlara
iliskin bilgimiz algidan degil, aklin daha 6nce “idealar diinyas1”nda kazanmis oldugu
deneyimden kaynaklanir. Ornegin, T sayis1 Platonculara gore, “evrensel” bir nesne
olarak siirgit var olmugtur. Matematik¢inin onu bilmesi bir gézlem ya da aragtirma-
nin sonucu degil, bir ¢agrisim, hatirlama ya da i¢-kavrayisin sonucudur. Platoncy-
luktan ayrilan modern realizmde sayy, bir tiir “g6zlem”le dogada buldugumuz, varli-
g1 bizden bagimsiz bir nesnedir. Matematik¢inin onu bulusu yeni bir bocek tiiriinii
kesfeden biyologun yaptig tiirden bir istir.("’ Ornegimizdeki 7 sayisi, dairenin gem-
beri ile ¢ap1 arasinda algilanan degismez iliskiyi belirleyen sayidir; yoksa, salt diisiin-
ce uriinii bir kavram ya da istege gore olusturulmus bir simge degildir.

Matematikte realizmi paylaganlar arasinda G. H. Hardy ve Kurt Godel gibi seg-
kin matematikgiler de vardir. Bunlara goére, matematik ger¢ek diinyadan uzak so-
yut goriiniimiine karsin, temelde doga bilimlerinden farksizdir; onun da algiladigs-
miz nesneleri, nesnel gercekligi vardir.?

Nominalizm, soyut nesneleri gerceklikten yoksun birer isim ya da diipediiz s6z-
citk sayan goriis. Nominalizm, Platoncu ontolojiye bir tepki olarak ortaya ¢ikmis-
tir. Nominalist i¢in evren yalmzca tikel somut nesnelerden olusmustur; soyut ya da
“evrensel” denen nesneler yoktur. Ornegin, 5 diye bir nesne yoktur; 5 parmak, 5
ev, 5 koyun vardir. Oysa realistin goziinde, soziinii ettigimiz tikel somut nesneler
“evrensel” (ya da genel) 5’in gozlemlenen birer 6rnegidir. Somut, soyut ayirimi
gercekte tikel, tiimel ayirimindan bagka bir sey degildir.

Kimi empiristler de soyut nesneleri var saymaktan kacinir, elden geldigince on-
lardan soz etmezler. Bu bakimdan onlar1 realistlerden ¢ok nominalistlere yakin go-

(1) Russell realist dsneminde b u gériisii son derece agik bir dille ortaya koymustur: “Aritmetik, Ko-
lomb’un Amerika’y1 kesfi anlaminda bir kesiftir. O nasil kizilderilileri yaratmadiysa, biz de sayi-
lar1 yaratmig degiliz. ... Bir sey varoldugu i¢in diisiiniilebilir; varolma diigiiniilmiis olmanin so-
nucu degil, 6n-kosuludur.” (B. Russell, “Is Position in Space and Time Absolute or Relative?”,
MindX, 1901).

(2) Hardy, Platon’dan giiniimiize degin pek ¢ok iinlii filozofla paylaghgim soyledigi goriisiinii soyle
belirtmektedir: “Benim i¢in ve kanimca matematikgilerin bityiikk ¢ogunlugu i¢in, ‘matematiksel
realite’ diyebilecegim bir gergeklik vardir. ... Matematikgi olarak islevimizin disimizda varolan
bu gercekligi kesfetmek olduguna inanmiyorum. Ispatladigimiz ve de éviinerek ‘yarattiklarimz’
diye kendimize mal ettigimiz teoremler ashnda gozlemle buldugumuz nesnelerdir.” (G. H.
Hardy, A Mathematician’s Apology, s. 123) Hardy gibi Godel de matematiksel nesnelerin algilan-
dig1 savindadir: “Matematiksel sezgi tiiriinden algilamayi duyusal algilamadan daha az giivenilir
saymak icin hi¢bir neden gérmiiyorum. ... Set-kuramsal paradokslarin matematik igin yarattig
sikintinin duyumsal yamlgilarin fizik igin yarattig: sikintidan daha fazla oldugu soylenemez. Ma-
tematiksel sezgi verilerini, duyu organlarimizla ulastigimz nesnelere iliskin degildir diye,
Kantin ileri siirdiigii gibi, salt 6znel saymak yanlhistir. Tam tersine bu verileri de nesnel diinyanin
bir pargasi sayabiliriz.” (K. Godel, “What is Cantor’s Continuum Problem?”, Philosophy of Ma-
thematics, Benacerraf and Putnam [ed.], 2. Baski, s. 271.)
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rebiliriz. Nominalistler gibi onlar da matematigi igerikten yoksun, salt mantiksal
bir sistem sayma egilimindedirler. Onlara bakilirsa, matematikgi say, kiime, fonk-
siyon tiiriinden nesne ve iliskilerle degil, belli formel kurallar ¢ercevesinde birtakim
simge ve formiillerle ugrasan biridir. Ornegin, giiniimiizde bu gériisii temsil eden
Benacerraf, sayilara nesne goziiyle bakmamaktadir. Ona gore, matematigin gercek-
ten konusu yoktur; bu nedenle de matematigi bilim saymak yanhstir.

Nominalizm, metafizikten kaganlar i¢in tasidigy tiim ¢ekicilige karsin, yetersiz,
dahas yiizeysel bir 6greti olmaktan ileri gegmemistir. Oyle ki, bu gériise uyulursa,
ne matematikte ne de empirik bilimlerde ilerlemeye olanak kalmaz; ¢iinkii mate-
matikte soyut nesnelerden, bilimde ise kuramsal nesnelerden s6z etmeksizin ilerle-
mek sdyle dursun, konusmak bile olanaksizdir.®

Opysa, Platoncu ontolojiye diisme korkusu soyut nesneleri yadsimak i¢in zorla-
yict bir neden olmamalidir. Soyut nesneleri kavram olarak kullanmak, Platoncu
ontolojiye diismeyi gerektirmedigi gibi, empirist yaklasima da aykin degildir.

Yapimcilik, birbirine tiimiiyle ters diisen realizm ile nominalizm arasinda yer
alan goriis. Yapimalhk agisindan soyut nesneler ne realistlerin savunduklar gibi
bizden bagimsiz, dogada (ya da “idealar” diinyasinda) var olan nesnelerdir; ne de
nominalistlerin ileri siirdiikleri gibi yalmzca birer isimden ibarettir. Soyut nesneler
insan zekasinin cevreyle olan siirekli etkilesimi i¢inde olusturdugu betimleyici ya
da agiklayic1 kavramlardir. Tiim kavramlar gibi matematiksel kavramlarin da koke-
ni empirik yasantimizdadir. Ornegin, say1 yasantimiza giren ¢okluk ve biiyiikliikleri
belirleme arac olarak olusturulmugtur. Pozitif tamsayilar1 alahm: Bunlarin en ilkel
islevi sayma siirecinde kendini gostermektedir. Bunlar1 ne dogada gozlemledigimiz
savini dogrulayan bir kamit verilebilmistir, ne de igeriksiz sozciikler saymak icin ge-
tirilen agiklamalar doyurucu olmugtur. Dogada sayilar degil, sayilabilen ¢okluklar
vardir. (Cevremizdeki ¢okluklar1 saymak, bityiikliikleri (6rnegin, agirlik, uzunluk,
alan, vb.) 6l¢mek ihtiyaci insanoglunu nicel kavramlar olusturmaya zorlamustir. Sa-
yilar, sayilabilen nesneler iizerinde yiiriitiilen sayma isleminin bir iriiniidiir.*) Bu

(3) Son yillarda Science Without Numbers yapitiyla dikkatleri iizerine ¢eken Hartry Field, soyut nes-
nelerle kuramsal nesneler arasinda bir ayirim yaparak, kuramsal nesneleri bilim i¢in vazgecilmez
sayarken soyut nesneleri var saymanin ne bilim ne de matematik i¢in gerekli olmadigini savun-
maktadur.

(4) Onceligin sayma siirecinde mi, yoksa say1 kavraminda mi oldugu tartigmali bir konudur. Unlii
psikolog Piaget ¢ocuklarin sayma kavrami heniiz olusmadan sayabildiklerini géstermistir. Ote
yandan sayma bir ¢oklugun (6rnegin kiimesteki tavuklarin) kag tane oldugunu belirlemek ise, o
zaman, sayma say1 kavramim igeriyor demektir. Nitekim kimi matematikgilerin bu goriiste ol-
dugunu goérmekteyiz. Tobias Dantzig, 6rnegin, en ilkel insanlarda bile “say1 duyusu” dedigi bir
yetinin varhgindan s6z etmektedir. Bu duyu, bireyin kendi bilgisi disinda, kiigiik bir ¢okluktan
bir nesnenin alinmasi ya da o ¢okluga bir nesnenin eklenmesi halinde olusan degisikligi fark et-
mesi bi¢iminde kendini agiga vurur. Sayma daha karmagik zihinsel bir siireg igerir ve say1 duyu-
suna dayanir. Dantzig’e gore, sayma insana 6zgii bir islemdir; oysa baz1 hayvanlarda, bu arada
kimi kuslarda say1 duyusunun oldugu soylenebilir. Dantzig savim destekleyen birtakim gozlem-
leri ortaya koymaktadir. Ornegin, yuvasindaki dort yumurtadan biri alindiginda kusun tedirgin-
lik igine dustiigi, ikisi alindiginda yuvasin terk ettigi olay1. Daha ¢arpici ve ilging bir gozlem de
su: Bir giftlik sahibi, ciftliginin gozetleme kulesinde yuva kuran kargay: yakalama pesine diiger.
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agidan bakildiginda matematik bir dil, bir belirleme arac1 goriiniimiindedir; insa-
nin etkilesim iginde oldugu ¢evresini nicel yanlariyla belirlemek ve anlamak i¢in
olusturulmus bir dil!

Einstein, Frege, Popper

Gergekten, matematiksel nesnelerin empirik kokeni, sayma ve 6lgme gibi islemler
diizeyinde daha belirgindir. Cebir, analiz ve analitik geometri gibi aritmetik iistii
galiyma diizeylerinde empirik diinya ile olan iliski giderek gézden kaybolmakta, bu-
nun yerine kendi iginde yeterli, ya da gelisim hizim kendi i¢ gerilim, uyum ve bii-
tiinliik arayiglarindan alan soyut ve genel bir kavramlar ve ilkeler oriintiisii ortaya
cikmaktadir. Ust diizeyde matematigin soyut ve simgesel yapisina bakarak onu, in-
san zekasinin higbir kosula bagh olmaksizin 6zgiirce yarattigy bir dizge sayanlar
vardir. Matematigin olusumunu empirik diinyadan tiimiiyle koparan bu goriisii ilk
kez taninmis matematik¢i Dedekind dile getirmis, daha sonra Einstein ¢arpic bir
bigimde ortaya koymustur. Einstein, Aristoteles’ten giiniimiize degin giderek yay-
ginhk kazanan bir goériise, matematiksel nesneleri dogadan elde edilen soyutlamalar
sayan goriise karsi gikarak soyle demektedir:

Diigiincemizde ve dilsel anlatimlarimizda ortaya ¢ikan kavramlar, mantiksal agidan
bakildiginda, tiimiiyle duyusal yasantimizdan indiiksiyonla ulagilmas: olanaksiz, diisiin-
cenin ozgiirce yarattigl nesnelerdir. ... Bu kavramlarin deneyimlerimizden soyutlama
yoluyla (empirik igeriklerinden arindirilarak) olusturuldugu gibi yanlis bir 6gretinin
yayginlik kazanmas bir talihsizliktir.®)

Einstein’a karsin, Aristoteles’in goriigiinii tiimiiyle dayanaksiz saymak giictiir.
Ornegin, T ve e degismezlerine bakalim: 7 yarigapi 1 olan bir dairenin alany, e ise
dogal logaritmanin tabani olarak alindiginda & ve e’ye, Aristoteles’in ileri siirdiigii
gibi bir soyutlama diyebiliriz. Ote yandan Einstein’1 hakh gosteren 6érnekler de var-
dir. Ornegin e™ icin dogadan bir soyutlama diyebilir miyiz? Ay sekilde, x? + 1= 0

Adamin kuleye her girisinde karga yuvadan ayrilir, karsidaki agagtan adamin uzaklagmasim bek-
ler. Toprak sahibi kargay: aldatmak i¢in kuleye bir arkadagiyla girer, biraz sonra biri digan ¢ikar,
obiirii igerde bekler; ama karga aldanmaz, obiiriiniin de disar1 ¢gtkmasim bekler. Bunun tizerine
ertesi giin kuleye ti¢ kisi girer, ikisi digar1 ¢ikar; karga gene aldanmaz. Adam dort kisilik grupla
da sonug alamayinca, bes kisilik bir grupla denemesini siirdiiriir. Dorde kadar ¢okluklarin sayisi-
n1 algilayan kargamiz, ¢okluk bese ¢ikinca ipin ucunu kagirir; kuleye giren bes kisiden dérdiiniin
ayrilmasiyla yuvaya déner ve yakalamir. (T. Dantzig, Number: The Language of Science, s. 2-4.)

(5) A. Einstein, “Remarks on Bertrand Russell’s Teory of Knowledge,” The Philosophy of Bertrand
Russell, P. A. Schilpp (Ed.), 1951, s. 287. Russell verdigi yanitta, Einstein’in savim dogru da yan-
lis da sayabilecegimizi soyleyerek kendi goriisiinii §oyle belirtmektedir: “Say1 kavramini olustur-
mada deneylerimizin etkisi yadsinamaz. Ondalik sistemle on parmagimizin iligkisi bunun en so-
mut kanitidir. Tiimiiyle bir gaz kitlesi olan giines iizerinde insana benzer zeki yaratiklar yasadigi-
m bir an i¢in diigiinelim; onlarin ne sayilabilir nesne ne de say1 kavrami vardir. Bir tiir matema-
tikleri olsa bile bu aritmetige degil, olsa olsa topolojiye dayanan bir matematik olurdu.” Aym
kaynak, s. 697.
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denklemine ¢6ziim getiren i = V=1 sanal sayisimin dogadan bir soyutlama oldugu
kolayca s6ylenebilir mi?

Ote yandan Dedekind’le aym dénemde yasamig baska iinlii bir matematikgi,
Gottlob Frege, realist bir agidan hem nominalizme, hem de Einstein’in dile getirdi-
gi tirden yapimalga karsi ¢ikmaktadir. Ona gore, igerigi ve anlami olmayan bir
simge siradan bir isarettir ve bu tiir anlamsiz isaretlerle bir aritmetik sistem kurma-
ya olanak yoktur; olsa olsa simgesel bir oyun olugturulabilir. Frege, belirtik bir dille
matematigin tiim diger kavramlar1 gibi sayilarin da kesfedildigini soylemektedir.
Matematikgilerin sayilar1 tanimlamayla olusturdugu diisiincesini reddederek soyle
demektedir:

Nasil ki cografyaci, “simirlarini ¢izgilerle gosterdigim su alana ‘Sari Deniz’ adini veri-
yorum” dediginde bir deniz yaratmiyorsa, matematik¢i de tanimlama becerisiyle her-
hangi bir sey yaratmaz. ... Kagit uistiine ¢izilmis kiigitk gembersel bir sekile, 1’e eklendi-
ginde 1 veren ozelligini tanimlamayla kazandirdigimiz savini, bilimsellik gériiniimii al-
tinda ‘batil inang’ sayryorum. O sekil ‘sifir’ adini almadan 6nce, 6yle bir ozelligi tasiyan
bir, yalnizca bir nesnenin var oldugunu ortaya koymamiz gerekir. Bu nedenle ne sifiry,
ne de herhangi baska bir sayry1 yaratmaya olanak yoktur.®

Buna kars1 akla hemen su soru gelmektedir: Bir saymin bizden bagimsiz varh-
gim nasil saptayabiliriz? “Sifir” dedigimiz nesneyi kendi diggmizda nasil, nerde kes-
fettik? Bilim adamlarimin oksijeni, canh hiicreyi, ya da Neptiin gezegenini nasil bul-
duklarim biliyoruz. Ama hi¢bir matematik tarihi, sifirin ya da m sayisinin benzer
bir yontemle (gozlem ya da deneyle) bulundugunu yazmamaktadir. Bu tiir nesne-
ler insan zekisimn cevreyle iliski ve etkilesimi icinde olusan kavramlardir. Sifir sa-
yist ne gozlemle buldugumuz, ne de Einsteinin dedigi gibi, diisiincenin 6zgiirce
yarattig1 bir nesnedir. Sifir, icinde yer aldigi say1 dizgesinin i¢ zorunlugu altinda
uyum arayan insan zekisin bir iiriiniidiir. Matematik¢i “sifir” denilen nesneysi,
aragtirma siirecinde, daha 6énce olusturulmus sayisal iligkilerin bir geregi olarak or-
taya koymmustur.

Hem nominalizme hem de Frege’nin realizmine karsi ¢ikan bir baska goriise da-
ha tanik olmaktayiz. Buna gore, sayilar ne kagt iistiine yazilan simgelerden ibarettir,
ne de Frege’nin ileri siirdiigii gibi, bizim disimizda kesfedebilecegimiz nesnel varlik-
lardir. Sayilar, kullamm ve uygulamaya soktugumuz simgelerin bu siirecte kazandig
niteliktir. Wittgenstein’dan kaynaklanan bu gériisit Waismann s6yle agiklamaktadir:

n birimden olugan bir say1 sistemi (i), i,, ... i) ile sistemdeki sayilarla hesaplamaya
olanak veren birtakim kurallar olusturdugumuzu diisiinelim. $imdi soralim: Bu sayilar
nesnel olarak var midir, yok mudur?

Frege’nin yanit1 bildigimiz gibi olumsuzdur. Onun géziinde olugturulan bu seylere
“sayr” diyemeyiz. Bunlar olsa olsa ger¢ek nesneleri temsil etmeyen anlamsiz simgeler-
dir. Bu simgelerle kurulan sistem tiimiiyle bir oyun olmaktan ileri gegmez.

Ne var ki, bu sistemin belli problemleri ¢b6zmede yararli ve verimli oldugunu goriir-

(6) F. Frege, Basic Laws o fArithmetic, Vol. 1, s. XIII.
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sek onu olusturan nesneleri gene gergekte yok mu sayacagiz? Higbir matematikgi boyle
davranamaz. Nitekim negatif ve irrasyonel sayilar bu sekilde olusturulmustur. Aym se-
kilde, sanal sayilarin, Hamilton’un ortaya atti1 quaternionlarin, Veronese’nin “aktiiel-
sonsuz kigiikler” dedigi sayilarin ortaya ¢ikmasi boyle olmustur. Bunlarin hepsi biiyiik
yararhiliklar1 gériilmeden 6nce bir oyunun elemanlar1 olmaktan bagka bir sey degildi.
Var olmanin &lgiitii uygulama ve kullaniglihktir. Ornegin, sanal sayilar, x> + 1 = 0
denklemine ¢6ziim getirmekle kendilerini kanitladilar.

Ancak bu demek degildir ki, ¢6ziilmemis herhangi bir problemden kurtulmak igin
istedigimiz her zaman say1 olugturabiliriz. Hayir, buna olanak yoktur. x* + 1 = 0 denk-
leminin ¢6ziimiinde say1 tilkesini genisletmeye olanak vardy oysa, 6rnegin, 1x = 2
problemi boyle bir genisletmeye elvermemistir. Genisleme olanagi matematigin kendi
mantik ya da yasalarina baghdir. Yaratma gelisigiizel, istege bagli olamaz; yaratma ola-
nag1 simrhdir. Genislemeye olanak bulundugunda, baslangigta salt simge olarak goéri-
nen seyler, kullanis ve uygulamalarla anlam kazanir. Frege’nin diisiincesinin tersine, an-
lam kullanis ve uygulamadan bagimsiz degildir.”

Tartisma konusu soruna 151k tutmas: bakimindan Karl Popper’in “Ug Diinya”
kuramina kisaca deginmekte yarar var.®

Popper ii¢ diinya ayirt etmektedir: Birinci Diinya, dogal cevremizi olusturan
nesne ve olgulars; lkinci Diinya, insanin duyma, diisiinme, bilgi edinme, degerlen-
dirme, karar verme gibi 6znel siiregleri; Uciincii Diinya, insanin lkinci Diinya’da
olusturup agiga vurdugu, ama giderek nesnel ve 6zerk kimlik kazanan kiiltiirel ya-
pit ve siiregleri kapsamaktadir. Matematik (bilim, din, dil, sanat, felsefe, vb. ile bir-
likte) Ugiincii Diinya’nin bir pargasidir. Bu diinyanin en énemli ozelligi, Ikinci
Diinya’dan kaynaklanmasina karsin, 6znel yasgamdan bagimsiz, nesnel ve 6zerk ol-
masidir.

Popper’a gore, her alanda ilerleme (hatta dogadaki evrim bile) temel bir prob-
lem ¢6zme siirecidir. Insan problemlerini ¢6zme ¢abasinda biyolojik donatimina ek
olarak “kiiltiire]” dedigimiz araglar, diizenek ve yapitlar olusturmustur.

Popper, tiim kiiltiirel nesne ve siiregler gibi, matematigin, bu arada dogal sayi-
lar dizgesinin insan tarafindan olusturuldugu goriisiinii Brouwer ve diger sezgici-
lerle paylagmaktadir. Ancak, sezgicilerden farkh olarak o, kiiltiirel yapitlari tkinci
Diinya siireglerini etkileyen, dolayisiyla yeni sorunlara ve ¢oziim arayglarina yol
agan nesnel ve ozerk bir yasam devinimi iginde gormektedir. Dogada oldugu gibi
matematikte de kimi kez iistesinden gelemedigimiz giigliikler, kendi bagina egemen
olgular vardir. Ornegin, Goldbach konjektiirii tiiriinden problemlerin varhg, insan
zekasmn iiriinii olan matematigin nesnel ve ézerk varhigim gostermektedir.”) Ma-
tematiksel nesneler ve bu nesnelerin 6zellik ve iliskilerinden kaynaklanan problem-
ler Ugiincit Diinya’nin dgeleridir. Frege ve onu izleyen realistler, matematiksel ilig-

(7) F. Waismann, Introduction to Mathematical Thinking, s. 12-14.

(8) Bkz. K. R. Popper, Objective Knowledge, Oxford, 1972, s. 115-119.

(9) Golbach konjektiirii, “Her ¢ift sayinin iki asal sayinin toplam olarak yazilabilecegi” genellemesi-
ni dile getirmektedir. Bugiine degin tiim yoklamalarin dogruladig1 bu énermenin matematiksel
ispat1 heniiz verilememistir,
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ki, nesne ve problemleri Birinci Diinya’ya ya da ona benzer bagka bir diinyaya (or-
negin, “idealar diinyasi”na); Dedekind ve Einstein gibi diigiinenler ise Ikinci Diin-
ya'’ya maletmektedirler. Popper’in ii¢ diinya kurami bu goriislerin sagduyuya da
aykin1 gelen tek yanli yorumlarina 151k tutmakla kalmamakta, matematiksel nesne-
lerin koken ve kimliklerini dogru anlamamizi da saglamaktadir.'”

Sayinin Tanim
Saymun agik ve yeterli bir tarumim vermek antik Yunan’dan giiniimiize degin dii-
stintirleri ugrastiran bir konudu~. Platon, daha 6nce de degindigimiz gibi, sayilan
“idea” dedigi yetkin formlardan, Aristoteles ise dogaya dayali soyutlamalardan sayi-
yordu.!"? XIX. yiizyilin sonlarindan baslayarak sayilarin kiime kavramina indirge-
nebilecegi tezi yayginlik kazamir. Kiimeler kuraminin ortaya ¢ikmasiyla baglayan bu
girisimin, icerdigi kimi gii¢liiklerden 6tiirii, tiimiiyle basarih oldugu soylenemez.
Russell'n” say1y, “benzer kiimelerin kiimesi” diye tammlamasi ilging olmakla bir-
likte yalin ve agik olmaktan uzaktir. Buna gore, 6rnegin, 2’yi “tiim ciftlerin kiime-
si” diye tammlamak gerekir. Ancak, “ciftler” s6zciigiinden ne anhyoruz? Sozciigiin
kapsaminda yalnizca fiziksel nesneleri mi diisiiniiyoruz? Yoksa, tasavvur edilebile-
cek her tiirden gift nesneler mi stz konusudur? “Ciftler” sozciigiiyle demek istenen
bu sonuncu ise (ki, dyle olmasi akla daha yakindir), o zaman istege gore giftler ala-
bildigine ¢ogaltilabilir, herkesin kendine gore bir 2 kavram olur. Kald: ki, kiime
kavraminin say1 kavramindan daha basit ya da daha agik oldugu kusku gétiiriir.
Nitekim Russell da daha sonra bu kuskuyu dile getirmekten geri kalmarmugtir.('?)
Russell''n verdigi tanimin istenilen agiklig1 sagladigy soylenemezse, say1y1 indirgeye-
bilecegimiz daha basit ya da ilkel terim bulunabilir mi? Soruya heniiz doyurucu bir
yamtin verildigini bilmiyoruz.

Filozoflar1 ugrastiran tamm sorunu, neyse ki, matematikgiler icin 6nemli bir
giiclitk degildir. Taninms bir matematik¢inin bu konuda soyledikleri ilgingtir:

Verilen tanimlarin hi¢biri tiimiiyle doyurucu olmadigina gore, biz matematikgiler,
“Say1 nedir?” sorusuna basit ve dogrudan bir yamit vermeksizin de isimizi goriiriiz.
Belki de sayiy1 kabaca para gibi bir degis-tokus araci sayabiliriz. Pek ¢ok kimse igin
6nemli olan ihtiya¢ duyduklan esya ve hizmetlerdir; para yalnizca bunlari temsil eden
bir simgedir; ancak anlamsiz bir simge degil! Paranin kullamlmadig), mal ya da esya-
nin takas edildigi trampa yonteminin karmagik bir toplum diizeninde sikintilary bir
yana, kullanis olanag bile yoktur. Matematigi, “Benim parmaklarim senin kulaklarin-

(10) llgingtir, “ii¢ diitnya” kuraminin 6niindeki diigiinceyi Popper’dan en az yarim yiizyil 6nce Alman
fizik bilgini Heinrich Hertz’in dile getirdigini goriiyoruz: “Matematiksel formiillerin bagimsiz
bir varliga, kendilerine 6zgii bir anliga sahip oldugu, gérmezlikten gelemeyecegimiz bir duygu-
dur i¢imizde. Oyle ki, koydugumuzdan daha fazlasini bize veren bu nesnelerin bizden, kendileri-
ni olusturan kafalardan, daha akilli oldugunu diisiinmemek elde degildir. (Bkz. M. ]. Greenberg,
Euclidean and Non-Euclidean Geometries, s. 250.)

(11) Aristoteles’e gore, Platon matematiksel nesneleri diipediiz “idea”lar diinyasina degil, o diinya ile
duyu verileri arasi bir yere oturtmustur.

(12) Bkz. B. Russell, Introduction to Mathematical Philosophy, s. 2.
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dan fazladur,” tiiriinden &nermelere indirgeyen bir sistemi tasavvur etmek bile yersiz-
dir. Sayilar birer simgedir, son derece ilging ve vazgeilmez birer simge!(')

Say: Kiimeleri
Saymin empirik kokenine iliskin soylediklerimizi degisik say1 kiimelerinin olusu-
muna da genelleyebiliriz. XIX. yiizyiin son geyreginde taninmis matematikgi Kro-
necker, belleklerden silinmeyen su sozleri soylemisti: “Tanr1 tamsayilan yaratti, ge-
risi insanoglunun eseridir.” Bununla ne demek istemistir Kronecker? Tiim diger sa-
y1 kiimelerinin bildigimiz dogal sayilara indirgenebilecegini (ya da dogal sayilardan
tiiretilebilecegini) mi; yoksa, tamsayilar disinda kalan sayilarin yapay veya istege
bagh olarak olusturuldugunu mu? Aslinda onun bu ciimleyle ne anlatmak istedigi
yeterince acik degildir. Kronecker’in tamsayilarla diger sayilar1 neden boylesine gar-
pic bir dille ayirma yoluna gittigi iizerinde gesitli yorumlar yapilabilir elbet. Ama
o6nemli olan, birtakim pratik ve kuramsal gereksinmelerin baskisi dogrultusunda
say1 sisteminin giderek nasil dallanip acildigim géstermektir. Tamsayilarin bir bolii-
miinii olusturan dogal (ya da pozitif tam) sayilarin sayma siirecinin bir iiriinii ol-
duguna yukarda deginmistik. Peki, tamsayilarin diger béliimiinii olusturan negatif
tamsayilar icin ne diyecegiz? Bunlarin sayma ihtiyacindan dogdugunu séylemek
giic. Ancak is ve ticaret yasaminda alacak ve borg¢ hesaplarinin insanoglunu negatif
say1 kavramina gotiirdiigii soylenebilir. Aymi sekilde, kesirli sayilarin da yagantidan
kaynaklandigy ileri siiriilebilir: Uzunluk, agirlik, alan, vb. bityiikliiklerin 6l¢ciimii ¢o-
gu kez tamsayilarla yeteri dogrulukla belirlenememekte, sayilarin alt boliimlerine
basvurmay: gerektirmektedir. Boylece tamsayilarla kesirli sayilar1 kapsayan daha ge-
ni§ bir say1 kiimesi, rasyonel say1 kiimesi olusur. Ne var ki, rasyonel sayilar ortak
Olgiilit biryikliikleri belirlemeye yetmekte, ancak karenin kenari ile kosegeninin
mukayesesinde drnegini gordiigiimiiz ortak olciisiiz bityiikliikleri belirleme s6z ko-
nusu oldugunda yetersiz kalmaktadir. Ornegin, 7, V2, 3V9 gibi sayilar1 rasyonel sa-
yamayiz; ¢iinkii bu tiir sayilar1 herhangi iki tamsayinin béliimii olarak yazmaya
olanak yoktur. Ayn bir kiime olusturan bu tiir sayilara “irrasyonel sayilar” denmis-
tir. Irrasyonel sayilarin katilmasiyla daha kapsamh bir say1 kiimesi (rasyonel ve ir-
rasyonel sayilari igine alan) gergel (reel) sayilar kiimesine ulagmis oluyoruz. Ancak,
agilma burada kalmamaktadir. Kimi matematiksel problemler, 6rnegin, toplamlari
10, garpimlari 40 olan iki say1y1 bulma veya daha 6énce degindigimiz gibi, x* + 1 =0
denklemine ¢oziim getirme ¢abasi matematikgileri, baslangicta bir tiirli benimse-
yemedikleri, dahasi diipediiz olanaksiz saydiklari, yeni bir say1 kiimesini V=1, V=2,
vb. negatif sayilarin karekokiiyle gosterilen “sanal sayilar” kiimesini olusturmaya it-
mistir.

Say1 sistemlerindeki agilmanin nerede duracag belli degildir. Nitekim gergek
bir say ile salt sanal bir saymnin cebirsel toplami (ki, a + bi bigimini almakta) ger-

(13) E. C. Titchmarsh, Mathematics for the General Reader, s. 18-19.
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cel sayilar kiimesinden daha kapsaml “karmasik sayilar” kiimesinin olusumuna yol
agmigtir.'

Sonug olarak diyebiliriz ki, ¢evre ile etkilesimden ya da sistemin zamanla su
yiiziine vuran kendi i¢ yetersizliginden kaynaklanan her agilma, bir pekistirme do-
neminden sonra yeni bir agilmanin kosullarin: tagir. Her alanda oldugu gibi, mate-
matikte de ilerleme “agilma” ve “pekistirme” diye adlandirdigimz iki evreli bir sii-
re¢ goriiniimiindedir. Matematigin ileri diizeylerinde yeni agilmalarin daha ¢ok sis-
temin i¢ geriliminden kaynaklandig: sdylenebilir. Bu bize, aym zamanda, matema-
tigin neden giderek daha soyut bir kimlik kazandiginin agiklamasini da vermekte-
dir.(%)

(14) a+biifadesinde aile b gergel sayilary, i ise — 1’in kare kékiinii (i =‘f:l) temsil etmektedir.
(15) Matematiksel nesnelere iligkin benzer bir yaklagim i¢in bkz. Ek: 6.



VL. BOLUM

MATEMATIKSEL KESINLIK

Matematikte, doga bilimleri dahil entelektiiel ¢alismalarin hi¢birinde erisilemeyen
bir kesinlik oldugu geleneksel ve yaygin bir kamidir. Giinlitk yagamda bile bir goriis
ya da savin kesin dogrulugunu vurgulamak igin, “Bu iki kere ikinin dort ettigi ka-
dar kesindir,” ifadesinin sik sik kullanmildigim biliyoruz.

Matematige 6zgii sayilan bu soylentisel kesinligin niteligi ve kokeni nedir? Bu
soruyu yanitlamaya yonelik tartigmalarin matematigi dogru yorumlamamiz baki-
mindan 6nemi vardir. Ise bu konudaki gesitli gériisleri gozden gegirmekle baslaya-
cagiz.

Klasik Goriis

Kokeni antik ¢aga ulasan klasik goriise gore, matematiksel kesinlik matematik
onermelerin bir 6zelliginden, “apagikhk” 6zelliginden kaynaklanmaktadir. Ornegin,
2 + 5 = 7 onermesi apagik dogrudur. Bu tiir dogrular: ne olgusal, ne de baska bir
yoldan temellendirme geregi vardir; sezgi ya da salt aklimizla dogrudan kavrariz.

XIX. yiizyila gelinceye dek egemenligini siirdiiren bu goriis, kimi gozlem ve ge-
lismeler karsisinda gegerligini bityiik olciide yitirmistir. Bir kez, matematigin 6ner-
meleri arasinda dogrulugu apagik olmasi soyle dursun, dogru olup olmadigr belli
olmayan pek ¢ok onerme gosterilebilir. Euclides’in 5. postulati, Fermat’nin son te-
oremi ve Goldbach konjektiirii akla hemen gelen 6rneklerdir. Dahasi, ¢ok iyi bili-
nen iiggenlerin i¢ agilarinin toplamina iliskin teoremin dogrulugu icin bile apagik
diyebilir miyiz? Sonra Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikisi, daha once apagik
kabul edilen kimi aksiyom, postulat ve teoremlerin dogru olmadigini gostermistir.
Kald1 ki, sezgimizin her zaman giivenilir olmadigy, bize ilk bakista mutlak dogru
goriinen bazi yarg: ve savlarin aslinda yanhs oldugu deneylerimizle bildigimiz bir
olaydir. Ustelik, apagiklik kisilerin deneyim ve birikimlerine bagil bir 6zglliktit: Bi-
rine apagik dogru gelen bir 6nerme bir bagkasi icin kusku konusu olabilir. Apagik-
ligin herkesi baglayan nesnel 6lgiitleri yoktur.

Oziinde rasyonalist olan klasik goriise ilk tepki Leibniz ve daha sonra Hume’de
dile gelen bir ayinmdan kaynaklanmistir. Buna gore, dogrulugu zorunlu olan 6ner-
meler analitik, dogrulugu gézlem verilerine bagil olan 6nermeler sentetik nitelikte-
dir. Mantik ile matematigin 6nermeleri birinci gruba, empirik bilimlérin 6nermele-

MD5
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ri ikinci gruba girer. Ornegin, bir sey A ise o sey A’dir, ya da 2 + 2 = 4 gibi oner-
melerde buldugumuz kesinlik onlarin bigimine baghdir. Gergekten, 2 + 2 = 4
Onermesi, A A'dir demenin 6tesinde bir sey sdylememektedir. Dogrulugu a priori
bilinen (yani gozlem veya deney oncesi bilenen) bu tiir 6nermeler yanlslanamaz.
Matematiksel onermelerin kesin dogrulugu, ne bu onermelerin metafiziksel bir
gergekligi dile getirmelerinde, ne de, yanilmaz bir sezgi ya da aklin katiksiz iiriinii
olmalarinda aranmalidir. Bu kesinlik o tiir 6nermelerin tanimsal yapisindan kay-
naklanan bir kesinliktir.

Ancak bu ayinim da birbirinden farkh iki tepkiye yol agmaktan geri kalmams-
tir. Bunlardan ilkini ortaya koyan Kant, matematiksel 6nermelerin analitik degil,
zorunlu sentetik oldugunu ileri siirmiis; ikincisini temsil eden J. S. Mill ise mate-
matik onermeleri ne analitik, ne de zorunlu saymstir. Mill’e gore, olgusal igerikli
tiim Onermeler gibi matematigin 6nermeleri de sentetiktir.

Once Kant'in tepkisini gézden gegirelim.

Hume’in analitik-sentetik ayiriminmi mantik ve empirik bilimler icin gegerli sa-
yan Kant, matematik icin gegersiz sayar. Ona gore, analitik dogrularin yetkin or-
nekleri mantiksal 6nermelerdir; bunlar1 anlamak dogruluklarimi kabul etmek igin
yeterlidir. Einpirik bilimleri olugturan sentetik énermelere gelince, bunlarin dogru-
luklar1 zorunlu degil, olguya bagildir. Kant bunlar, “sentetik a posteriori” diye nite-
ler. Oysa agagidaki orneklerden de goriilecegi gibi, hi¢ degilse bazi matematik 6ner-
meler ne analitik, ne de sentetiktir:

— Biitiin tim pargalarinin toplamidir.

—  Paralel dogrular asla birlesmez.

—  Asal sayilar sonsuzdur (ya da, en biiyiik asal say1 yoktur).
— 5+4+7=12

Kant’a gore, dogruluklani zorunlu, ama aym zamanda sentetik olan bu tiir
onerineleri sentetik a priori saymahyiz.

Goriilityor ki, Kant uzlastinia bir yol izleyerek matematigin tiimiiyle ne manti-
ga, nc de deneyimimize indirgenebilecegini soylemektedir. Ancak Kant'in matema-
tiksel Onermeleri sentetik a priori saymasi nasil agiklanabilir? Daha dogrusu,
Kant'm kendisi bu savini nasil temellendirmistir? Nasil oluyor da sentetik (yani, ol-
gusal icerikli) kimi 6nermeler, ayni zamanda, dogrulugu a priori bilinen 6nermeler
olabiliyor?

Kant'in getirdigi agiklama zihinsel yapimiza iliskin 6gretisine dayanmaktadir.
Buna gore, matematiksel onermeler gergek diinyay: oldugu gibi degil, aklimizin ka-
liplarinda algiladigimiz bi¢imde dile getirmektedir. Bagka bir deyisle, matematiksel
zorunluk dis diinyay: belli bir bicimde, uzay sezgimizin belirledigi bicimde, algila-
mamizdan kaynaklanmaktadir. Dig diinyay: algiladigimiz bigimde algilamayi, dii-
zenleyici uzay sezgimize bor¢luyuz. Algi konusu nesne ve iligkiler geometriye uy-
gun diiser, ciinkii geometrinin kendisi uzay sezgimizin bir belirlemesidir. Iste bu
nedenle, geometri sentetik olmasina karsin a priori bir bilimdir. (Kant’in uzay kav-
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rami matematigin kesinligi yoniinden 6nemlidir. Ona gore uzay, deneyimlerden
soyutlama yoluyla ulastigimiz empirik bir kavram degil, tam tersine, empirik diin-
yaya iligkin deneyimlerimizin én koguludur.)

Kant'in bu agiklamasimin (matematiksel kesinligi zihinsel donatimimiza bagla-
yan goriisiin) doyurucu olup olmadig tartijma konusudur. Ancak matematik fel-
sefesindeki biiyiik gelismeler karsisinda sentetik a priori dgretisinin fazla bir agirhik
tasidigini soylemek artik ¢ok giigtiir. Ozellikle Euclides-disi geometrilerin ortaya
¢tkmasit Kant’in matematiksel kesinlige iliskin tezini temelden sarsmistir.

J. S. Mill'in savundugu klasik empirist ya da pozitivist 6gretiden kaynaklanan
ikinci tepki, aslinda hem geleneksel rasyonalizmi hem de Hume’de belirginlik kaza-
nan analitik-sentetik ayirumi (hi¢ degilse matematik yoniinden) reddetmektedir.
Mill’e gore, matematik temelde astronomi,.fizik ve biyoloji gibi empirik igerikli bir
bilimdir. Matematikte buldugumuz kesinlik bir derece sorunudur ve oldugu kada-
riyla insanoglunun uzun ge¢misteki deneyimleriyle iyi temellendirilmis olmasindan
ileri gelir. Ustelik matematikte, hi¢bir diisiince alaninda gérmedigimiz bir genellik
vardir. Sayisiz deneyimlerle yoklanmis bir genelleme, kapsami simrh ve daha az
yoklanmis 6nermelere goére bize daha kesin gelir elbet.

Ne var ki, bu goriisiin getirdigi aciklamay1 da doyurucu bulmak giictiir. Olgu-
sal igerikli tiim onermeler, ne denli kapsamli, ne denli iyi yoklanmis olurlarsa ol-
sunlar, yanhslanma olasihgindan kurtulamazlar. Ornegin, Newton’un yergekimi ya-
sasini alalim. Evrensel kapsamda olan bu 6nerme sayisiz denecek kadar ¢ok testten
geemis, Newton'u izleyen son iki yiizyll boyunca bilim diinyasinda dogru kabul
edilmistir. Ancak, XIX. yiizyillin sonlarina dogru kimi yeni gozlemlerin yasaya ters
diitiigii gorilmiistiir. Oysa, matematikte hangi 6nerme icin boyle bir yanlslanma
olasiligindan s6z edilebilir? Ornegin, 2 + 3 = 5 énermesini yanliglayan bir gozlem
diisiiniilebilir mi? Onermeye ters diisen bir sonug gosterilse bile énermeyi yanls-
lanmig saymak yerine, aykirilig1 bir gézlem hatasi olarak agiklama yoluna gideriz.
Oysa, empirik bilimlerde bir 6nerme ya da genelleme ne denli dogrulanms olursa
olsun daima yeni, beklenmedik bir gozlemle yanhslanma olasilig1 vardir.

Mantik¢1 Empirizm

Matematiksel kesinlik konusunda Kant ve Mill'in tepkilerine karsin, Hume’in ayir1-
mini ¢ikis noktast kabul eden ve yiizyilimizin ilk yarisinda felsefe diinyasinda ege-
menlik kuran mantik¢1 empirist goriisii de ana gizgileriyle tanimaya ihtiyag vardur.
Bilgi edinme ya da dogruya erisme etkinligimiz felsefenin baslangigtan giinii-
miize degin ilgilendigi baslca konulardan biridir. Ozellikle matematiksel “dogru-
lar” iizerinde derin fikir ayriliklar1 ortaya ¢ikmugstir. Yukarda belirttigimiz gibi, em-
piristlere g6re matematik temelde oteki bilimlerden farkli degildir. Matematikteki
kesinlik bir derece sorunudur. Bilimsel 6énermeler gibi matematiksel 6nermeler de
yeni gozlemlerle yanhslanabilir. Mantiksal empiristler bu konuda daha degisik bir
goriigii temsil etmektedirler. Buna gore matematik, gercekten, bilimlerin eriseme-
yecegi bir kesinlik saglamakta, ancak bu ne matematik dogrularin apagiklik niteli-
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ginden, ne de olgusal olarak daha iyi temellendirilmis olmasindan kaynaklanan bir
kesinliktir. Bu diipediiz bizim yiikledigimiz bir kesinliktir. Matematiksel 6nermeler,
bizim sayisal simgelere ya da mantiksal sozciiklere verdigimiz anlamlar1 bir bigim-
den baska bir bigime doniistirme ya da indirgeme araglaridir. Iglevleri olgusal
diinyay1 betimlemek degil, tammsal dogrular dile getirmektir. Kimi farklarla ortaya
konan bu goriisii biraz daha agmahyiz.

Yiizyithmizin baslarinda Bertrand Russell matematigi,

P dogru ise Q dogrudur

bigimindeki 6nermelerden olusan bir ¢aligma olarak nitelemis, matematigin tii-
miiyle mantiga indirgenebilecegi tezini islemisti."

Matematigi mantiga indirgeme, matematiksel kesinligi acikladiktan baska kimi
piiriizlerin giderilmesini de saghyordu. Bir kez matematigin konusunun ne oldugu
sorunu sorun olmaktan ¢ikiyordu. Sonra kuramsal matematikle uygulamali mate-
matigin farki agiklik kazaniyordu. Kesinlik kuramsal matematige 6zgiiydii. Empirik
icerikli tiim bilimlerde oldugu gibi uygulamali matematikte de kesinlikten soz edi-
lemezdi. Einstein bu farki soyle dile getirmisti: “Matematiksel ilkeler ger¢ek diinya-
ya iligkin oldugu 6lgiide kesinlikten uzak, kesin oldugu 6lgiide gercek diinyaya ilis-
kin degildir.” '

Russell''n daha sonralar1 matematiksel bilgiden s6z ederken matematigin man-
tiksal yapisindan gok tanimsal niteligini vurguladigim gérmekteyiz:

Calismamuzin bir sonucu, matematigi Pythagoras ile Platon’dan beri ¢ikarilmig oldu-
gu yice kattan indirmek, dolayistyla empirik bilimlere kars: tepeden bakma tavrina son
vermek olmugtur. Gergi matematiksel bilginin indiiksiyonla deneyimlerden elde edil-
medigini biliyoruz. 2 ile 2’nin birlikte 4 olduguna inanmamuzirt nedeni, tiim goézlemle-

_ rimizin bunu dogrulamas degildir. Bu anlamda matematiksel bilginin empirik igerikli
oldugu sdylenemez. Ama bu bilgi igin diinyaya iliskin a priori bilgi de diyemeyiz. Ash-
na bakilirsa, matematiksel bilgi sézsel bir bilgidir. “3” “2 + 17; “4” “3 + 1” demekse,
“4” “2 + 2”7 demektir. Goriiliiyor ki, matematiksel bilgi 6yle sanildig1 gibi gizemli bir
sey degildir. Nasil ki, 1 metrenin 100-cm. oldugu tammsal bir bilgiyse, 2 + 2’nin de 4
oldugu o tiirden tanimsal bir bilgidir.*)

Russell baska bir baglamda bu denli kesin bir nitelemeden kaginarak soyle de-
mektedir: “Matcmatigin istiin kesinligi bir derece sorunudur, var oldugu kadariyla
matematiksel bilginin sozsel olmasindan kaynaklanir.”

Matematiksel kesinligi ilkin matematigin mantiga indirgenebilecegi tezine bag-
layan Russell'in, daha sonralar1 bu kesinligi sozsel ya da tanimsal sayma yoluna git-

(1} B..Russell, Mysticism and Logic, s. 75.

(2) A. Einstein, “Geometry and Experience”, “Readings in the Philosophy of Science (Feigl and Brod-
beck), s. 189.

(3) B.Russell, A History of Western Philosophy, s. 831-832.

(4)  B.Russell, The Art of Philosophizing, s. 115.
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mesinde, mantik¢1 empiristlerin (bu arada 6zellikle Wittgenstein’in) etkisi goriilebi-
lir. Ama gene de mantik¢1 empiristler, Russellt bu noktada yeterince agik bulma-
maktadirlar,®

Russell tiim matematigin, “P dogru ise Q dogrudur” bigimini alan 6nermeler-
den olustugunu soylerken, matematiksel kesinligi nermeler (ya da 6nerme kalipla-
n) arasindaki mantiksal iliskiye (bir 6nermenin bagka bir 6nermeyi icermesine)
baghyordu. Oysa, Ayer’e gore, mantiksal 6nermeler gibi matematiksel 6nermelerin
de zorunlu, a priori bilinen dogrulugu, mantiksal iliskilerden bagimsiz olarak, dii-
pediiz analitik nitelikte olmalarindan kaynaklanmaktadir. Boylece mantik¢1 empi-
ristler i¢in matematiksel kesinlik, matematigin mantiga indirgenebilecegi tezine
bagvurarak degil, matematik onermelerin kendi baglarina analitik olma o6zelligiyle
aciklanmaktadir.

Simdi, mantik¢1 empiristlerin dedigi gibi, matematiksel onermeler analitik tiir-
den ise, matematik de mantik gibi, salt bicimsel bir ¢aliyjma demektir. Mantike
empiristlerin bu tezine yoneltilen elestirilere gecmeden 6nce, bir 6nermenin anali-
tik olmasindan ne anladigimizi agik bir dille ortaya koymamiz gerekir. Gergekten,
bir 6nermenin analitik olmasi ne demektir?

Su iki 6nermeye bakalim:

(1) Tum gocuklar yaramazdr.
(2) Tum gocuklar gocuktur.

Birinci 6nermenin dogru olup olmadig: olgusal bir sorundur. Gézlemlerimiz
istisnasiz her ¢ocugun yaramaz oldugunu (yaramazhgin gozlemsel bir davranis ol-
dugunu varsayiyoruz) gosteriyorsa, dnermeyi dogru; ama en azindan bir ¢ocugun
uslu oldugunu saptarsak, énermeyi yanlhs sayariz. Olgusal igerikli bu tiir 6nermele-
rin dogrulugu gozlem ya da deney sonucuna baghdir. Oysa, ikinci 6nermenin dog-
ruluk degerini belirleme herhangi bir gozlem sonucuna bagvurmay: gerektirmez.
Onerme bigimi geregi dogrudur. “Tiim ¢ocuklar ¢ocuktur” bigcimi ydniinden “A,
A’dir’, ya da, “Bir sey A ise o sey A’dir” gibi icerikten yoksun (yani, bize, konusma
konusu nesneye iligkin asla bilgi vermeyen) bir 6nermedir. “Analitik” denen bu tiir
onermeler a priori dogrulardir; yadsinmalar celiskiye yol acar. Oysa, “sentetik” de-
nen birinci tiir 6nermeler, dogru da olsalar, geliskiye diisiilmeden yadsinabilirler.

Kuskusuz, matematiksel 6nermeler analitik tiirden 6nermeler ise, 2 + 3 = 5 gi-
bi bir denklemin, A, A’dir bigiminde bir énerme olmasi gerekir. Bu ise, 2 + 3 ile
5'in, yazihg farkina karsin, 6zdes oldugu demektir. Analitik bir 6nermede 6zne ile
yiiklem ya 6zdestir, ya da en azindan yiiklem 6znenin bir béliimiiniin s6z veya an-
lam olarak yinelemesidir. Bu yapida olan bir 6nermeyi, geliskiye diismeksizin, yan-
lislama olanag: yoktur. Gergekten bir sey hem 2 + 3 olsun, hem de 5 olmasin, ola-
naksizdir. Denklemde yer alan sozcitk veya simgelerin anlamlan degismedikee
denklemin igerdigi 6nerme (2 ile 3’iin toplamu 5’e esittir) daima dogrudur. Aym

(5) Bkz. A. J. Ayer, Language, Truth and Logic, s. 81.
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seyin geometrik onermeler i¢in de gegerli oldugunu soyleyebiliriz. Ornegin, “iki
nokta arasindaki en kisa mesafe bir dogrudur” diye ifade edilen teoremin dogrulu-
gu, 6énermenin bi¢imsel yapisina, ya da i¢inde gecen “nokta”, “mesafe”, “dogru” gi-
bi terimlerin anlamina baghdir. “lki nokta arasindaki en kisa mesafe” ile “dogru”
6zdes anlamdadir. Oyle ki, s6z konusu teorem aslinda “A, A’dir” demekten 6te bir
sey soylememektedir.

Analitik 6nerimeleri “olasi tiim-diinyalarda dogru olan énermeler” diye nitele-
yen Leibniz de, matematiksel dogrular1 tanim geregi dogrular olarak yorumlamis-
tir. Leibniz, “17i ilkel terim alarak, 2, 3, 4, 5, ... sayilarina tammlama yoluyla (2 =
1+1,3=2+1,4=3+ 1, gibi) gidilebilecegini gosterir. Ornegin, 3 + 2 = 5 dner-
mesinin analitik dogrulugunu, verdigi tanimlara dayanarak soyle ispatlar:

5=4+1 (51n tanim geregi)

5= (3+ 1) + | (4in tanim geregi)

5=3+ (1 + 1) (toplamanin birlesme ilkesi)
5 =3 + 2 (2’nin tanim geregi)

Ama akla hemen gu soru gelebilir: Tiim matematik onermeleri analitik saymak
dogru mudur? Nitekim mantiksal empiristlerin goriisii de kimi itirazlara ugramak-
tan kurtulamamustir.

Analitik-Sentetik Aynmina Yoneltilen Elestiriler

Bir kez, hemen belirtmeli ki, analitik ve sentetik 6nermeler arasinda kesin bir ay-
rnim yapmak her zaman kolay degildir. Baz1 6nermelerin kullanig amacina gére iki
tiirlii de yorumlanma olanag vardir. Ornegin, yukarda verdigimiz érnekler arasin-
daki geometrik dnermeyi sentetik olarak da yorumlayabiliriz. Onerme analitik yo-
rumunda, “dogru” teriminin “iki nokta arasinda en kisa mesafe” diye tammlanma-
sin1 temsil ediyordu. Oysa aym1 6nermenin sentetik yorumunda, “dogru” yiiklemi,
Ozne (iki nokta arasinda en kisa mesafe)’yi yinelemek yerine, ona igermedigi bir
ozellik vermeye yoneliktir.

Sonra, matematikte, hatta mantikta rastlanan kimi varliksal 6nermeleri analitik
saymak olanaksiz olmasa bile son derece giitiir. Ornegin, “Bos bir kiime vardir,”
ya da, “20 ile 25 arasinda bir, yalmzca bir asal say1 vardir,” tiiriinden 6nermeleri
nasil bir yorumla analitik sayabiliriz? Matematikte bu tiirden pek ¢ok 6nerme gos-
terilebilecegine goére, matematigi mantik¢1 erpiristlerin niteledigi gibi icerikten
yoksun, tiimiiyle sozsel dogrulari iceren bir ¢aliyma saymak yerinde midir? Bos bir
kiimenin varhigmna iliskin 6rnegimizi alalim. Bu 6nermenin dogrulugu “bos kiime”
denen nesnenin var olup olmamasina baghdir. Somut ya da soyut bir nesnenin var
olup olmamas da tanimsal (yani, sozciiklerin kullams bigimine bagh) degil, “emnpi-
rik” bir sorundur. Oyleyse, matematiksel 6nermeleri tiimiiyle analitik saymak dog-
ru olamaz. Kald: ki, mantigin bile tiimiiyle analitik ilkelerden olustugu tartiyma go-
tiriir. Nitekim, bir mantik ilkesi sayilan, “Kendisiyle 6zdes olan bir sey vardir,”
onermesi analitik olmaktan uzaktir. Kimi matematikgi filozoflar, bu arada belki de
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Kant, varliksal 6nermeleri goz 6niinde tutarak matematiksel dogrular: analitik say-
maktan kaginmislardr.

Matematigin mantiga indirgenmesine oldugu kadar analitik sayilmasina da
kars: cikan seckin matematikgi Poincaré soyle demektedir:

Matematigin bir bilim olma olasiig1 bile ¢oziilemez bir ¢eliski gibi gériinmektedir.
Bu bilim sadece goriiniirde dediiktif ise, o zaman hi¢ kimsenin yadsimadig kesinligi
nereden kaynaklanmaktadir? Yok, tam tersine, ortaya koydugu teoremlerin tiimi for-
mel mantk kurallar1 araciligiyla tek tek ¢ikarsanmig 6nermelerden ibaretse, o zaman
neden devasa bir totolojiye indirgenmis degildir? Tasimsal gikarim bize hi¢bir yeni sey
Ogretmez; istelik eger her seyin dzdeslik ilkesinden ¢ikarsanmasi gerekiyorsa, o zaman
her seyin o ilkeye indirgenmesine olanak olmalidir. Peki bu durumda, pek ¢ok kitap
ciltlerini dolduran matematiksel teoremlerin, dolayli da olsa, A, A’dir bigiminde igerik-
ten yoksun dnermelerden baska bir sey olmadigim mu séyleyecegiz?(®)

Poincaré, bunun soylenebilecegini inamlmaz bir olay saymaktadir.(”)

Matematiksel kesinlik, hemen her dénemde rasyonalist filozoflarin gériislerini
temellendirme yolunda bagvurduklar bir 6rnek olmustur. Platon geometriye, “Ide-
alar” teorisinin bir kanit1 goziiyle bakar. Ona gore, geometrik dogrulara iliskin bil-
gilerimizin deneyimden kaynaklanmas: olanaksizdir; ¢iinkii kum ya da kéagt tzeri-
ne ¢izilen nokta, dogru pargasi, diizlem sekil ve bunlara iliskin gozlem veya 6lgme-
lerden matematigin yetkin kavram ve ilkelerine ulagilamaz. Descartes’s izleyen mo-
dern rasyonalistlerin yaklasimi da fazla farkh degildir. Onlar da kéagt iizerine gegi-
rilen nokta, dogru pargasi, diizlem sekillere iliskin Euclides postulat ve teoremlerini
kokeninde deneyimden bagimsiz, a priori dogrular sayiyorlardi. Evrensel gecerlikte
saydiklari matematiksel ilkelerde, empirik genellemelerde asla olmayan bir zorun-
luk ve kesinlik bulmaktaydilar. Ornegin, ii¢genin i¢ agilarimin toplamina iligkin teo-
rem, iiggenler iizerindeki gozlemlerden kaynaklanmis olamazdi. Bir kez ¢izilen iig-
genler yetkin olmaktan uzaktir; ¢izim ve 6l¢melerimiz daima az ¢ok hatalidir. Son-
ra, s6z konusu teoremin dogruluguna iliskin giivenimiz, gesitli ticgenler iizerindeki
inceleme ve 6l¢cmelerimizle ne daha fazla pekismekte, ne de 6lgmeler farkli sonug-
lar verdiginde sarsilmaktadir. Teoremin dogrulugu, ispatta yer alan “apacik dogru”
onciiller nedeniyle kesin ve zorunludur. Ancak, geometrik 6nermeleri, aksiyom ya
da teorem kimliginde olsun, mantik¢1 empiristlerin yaptig1 gibi, analitik saymak
yanhstir. Modern rasyonalistlere gore geometri, Kant’in dedigi gibi, sentetik a prio-
ri 6nermelerden olusmustur; dogrulugu bigimsel olan analitik 6nermelerden kuru-
lu bos bir sistem degildir.

Ne ki, bu goriis ister istemez su soruya yol agmaktadir: Sozii edilen bu sente-
tik, ama zorunlu dogrular, gézlem veya deneyimlerimizden 6grenmedigimize gore,
nasil bilmekteyiz? Rasyonalist filozoflar akil, sezgi ya da ice-dogus gibi 6znel yetiler-
den soz etmektedirler. Platon geometrik ilkeleri “ussal kavrayis” dedigi 6zel bir ye-

(6) H.Poincaré, Science and Hypothesis, s. 1-2.
(7)  Bu goriisc karsi Russell'in tepkisi igin bkz. B. Russell, Philosophical Essays, s. 70-78.
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tiyle bildigimizi ileri siirmiistii. Ona gore, bu yeti, “ruh”un daha 6nceki bir agama-
da, Idealar diinyasinda kazandig bilgileri ¢agristirir bize. Descartes de yetkin saydi-
g1 geometrik bilgilerimizi “ussal kavrayis” yetisine baglamaktadir. Kant'in agiklama-
s1 oldukga farklidir. O da bir tiir sezgi ya da ussal kavraystan s6z etmektedir. An-
cak onun soziinii ettigi yeti, akhmizin dig etki ve olgular1 kendi i¢ yapisindaki uzay-
sal formda algillama giiciidiir. Ona gore, Euclides ilkelerinin evrensel, zorunlu ve
kesin dogrulugu algilarimiz1 bi¢imleyen aklimizin yapisal donatimindan kaynaklan-
maktadir.

Matematiksel 6nermeleri salt analitik saymaya kars1 daha yeni bir tepkinin de,
mantik¢1 empiristlerin yaklagimirli genelde paylasan W. V. O. Quine’dan geldigini
gormekteyiz.®) Quine, analitik-sentetik ayirimina bir tiir fark: degil, bir derece far-
ki goziiyle bakmaktadir. Ona gore, salt empirik goriiniimiindeki onermeleri bir ug-
ta, salt analitik goriiniimiindeki 6nermeleri 6biir ugta olmak iizere tiim onermeleri,
bu arada bilimin kuramsal yasalariyla matematigin varhksal onermelerini, aym
uzanti iizerinde siralayabiliriz. Quine bilimi bir biitiin olarak gérmekte, deneyim-
lerle dogrulananin (ya da yanhslanamin) bilimin tek tek 6nermeleri degil, bilimin
timii oldugunu vurgulamaktadir. Matematik ve mantik onermelerinin kolayca
yadsinamamasin iki nedeni vardir: (1) Matematik ve mantigin tiim kavramsal
diizende tuttugu 6nemli yer onlara bir tiir bagisiklik saglamaktadir. (2) Kurulu
kavramsal diizenin degismesini giiglestiren tutuculugumuz. Quine, matematiksel il-
kelerin kesinligini, tutuculugumuzla matematigin diisiin yagammizda tuttugu yere
bagh bir goriiniim saymaktadir.

Bu agiklama da yeterince doyurucu goriinmemektedir. Quine’n ileri siirdiigii
iki neden, matematik dis1 alanlar icin de gegerli sayllamaz mi? Once, tutuculugu-
muzun matematikle sinirh kaldigi soylenemez; Kuhn’un gosterdigi gibi tutuculuk
tiim bilim dallarinda yaygin bir davramstir.®? Sonra, kimi bilimsel ilkelerin, mate-
matik 6l¢iisiinde diisiincemizde yer tuttugu da gormezlikten gelinmemelidir. Boyle
olmasina karsin bilimler matematigin kesinlik gériiniimiinden uzak kalmaktadir.
Oyleyse, Quine’in yaklagimini da yeterli bulmak gii.

Kesinlik Anlayisinda Yumusama

Matematiksel kesinlige iliskin olarak gozden gegirdigimiz goriislerin hicbirini doyu-
rucu buldugumuzu soyleyemeyiz. Her seyden 6nce, matematiksel 6nermelerin tii-
miinii tek kaliba indirgeyerek “analitik”, “sentetik” ya da “sentetik a priori” diye
tekdiize bir nitelemenin yamlticr oldugunu belirtmek gerekir. Sonra, yukarda de-
gindigimiz gibi, matematikte pek ¢ok 6nerme yoruma agiktir: Hem analitik hem
sentetik olarak diisiiniilebilir. Ornegin, 2 + 3 = 5 denklemi, Hume ve onu izleyen
mantik¢i empiristlerin goziinde analitik bir 6nermedir. Aym1 denklemi, Mill ve onu
izleyen klasik empiristler ise diipediiz sentetik bir 6nerme sayarlar. Soyle ki, iki

(8)  W.V.O. Quine, “Two Dogmas of Empiricism,” From a Logical Point ofView, s. 20-46.
(9) T. Kuhn, The Structure of Scientific Revolutions, s. 10-22.
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nesne ile ii¢ nesne (bu nesneler ne tiirden olurlarsa olsunlar) birlikte daima bes
nesne olusturur. Gergekten, matematik baslangigtaki empirik agamasinda kalsaydi
bu yorum yeterli olacakt;; denklemin sentetik bir genelleme olmak 6tesinde bir
ozelliginden s6z edilmesine gerek duyulmayacakti Ancak, zamanla deneyimden
uzaklasan matematigin soyut ve mantiksal yapisinda sz konusu denklem, sentetik
bir onerme olmaktan ¢ikmug, “analitik” diyebilecegimiz bir nitelik kazanmustir. Bu
noktaya agiklik getirmesi bakimindan su iki 6nermeyi gézden gecirelim:

(1) 2'den biiyiik her gift sayy, iki asal sayinin toplam olarak gosterilebilir.
(2) 2’den biiyiik her gift say1, en gok dort asal sayinin toplami olarak gosterilebilir.

(1)’deki 6nerme, daha once de degindigimiz gibi, “empirik” genelleme niteli-
gindedir. Tiim yoklamalarin dogrulamasina kargin, formel olarak heniiz ispatlan-
madigindan, “konjektiir” kimligini koruyan bu énermenin ne kendi basina analitik
oldugu, ne de, dogru ise, dogrulugunun mantiksal bir baglamda zorunluk kazandi-
g1 soylenebilir.

(2)’deki onermeye gelince, birinci 6nermeyle ¢ok yakin bir benzerlik icinde ol-
makla birlikte, degisik bir kimlik tagimaktadir. Onerme, “empirik” bir genelleme
olmanin 6tesinde, teorem olarak ispatlanmis, dogrulugu, ispatinda bagvurulan 6n-
ciillerin dogruluguna bagil olarak kesinlik kazanmugtir. Ispati olusturan mantiksal
iligki icinde 6nermeyi “sentetik” degil, “analitik” ya da daha uygun bir terimle “to-
tolojik” diye nitelemek yerinde olur. '

Ispatin bir 6nermeye kazandirdigi kesinlik ya da zorunluk (6nerme kendi basi-
na analitik degilse) dayandig 6nciil kiimesiyle olan mantiksal iligkisinden kaynak-
lanir. (Aslinda matematikte, tanimlar diginda, kendi basina analitik 6nermelere or-
nek gostermek giictiir. “Analitik” diye gosterilen 6rnekler bu 6zelliklerini ya yoru-
ma, ya da mantiksal ¢ikarim baglamindaki yerlerine borgludur.) Onciiliin kendisi
ispatlanmig bir teorem bile olsa, kesinligin bagil niteligi degismez, yalmizca bir
adim geri gitmis olur. $imdi, (2)’deki 6nermenin dogru oldugu bilinmektedir. An-
cak bu dogrulugun kesinligi, 6nermenin kendi bagma (yani, 6nciillerden bagimsiz
olarak) analitik olmasindan kaynaklanmamaktadir. Onerme kendi bagina analitik
degildir. Bu, Russell'n, “P ise Q” diye dile getirdigi mantiksal iliskinin sagladig,
onciillere bagil kesinliktir. Poincaré, belki de bu gergegi belirtmek i¢in, matematigi
kumdan zemin iizerine kurulu bir saraya benzetmisti. Taninmis bir bilim adam
da, mantiksal zorunlugu saglayan dediiktif bir sistemi her yam agik, genis ve bos
bir alanda 6zenle simsiki kilitlenmis bir kapiya benzerek soyle demektedir:

Herhangi bir ispat1 kabul etmek, ispatin dayandi1 varsayimlari ispatsiz kabul etmeyi
gerektiriyorsa, ispatlanmadan alman bu varsayimlardan birini reddetmek, ispatlanmig
onermeleri, dolayisiyla tiim matematigi reddetmek anlamina gelir.(*

(10) M. Polanyi, Personal Knowledge, s. 192.
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Kesinlik arayis1 insana 6zgii koklii bir istektir. Yiginlar1 din, ideoloji ve baska
tiir fanatizmlerin kucagma atan bu istegin kimi kisileri de matematige yonelttigini
biliyoruz. Ama ussal diisiinmeye dayanan matematigin, tiim kesin goériiniimiine
karsin, kesinlik arayist icinde ona yonelenleri kimi kez hayal kirikligina ugrattigi da
goriilmektedir. Bunun ¢arpici bir 6rnegini Russel’da bulmaktayiz:

Insanlarin dinsel inangta bulduklar kesinligi ben gengligimde matematikte bulabile-
cegimi sanmistim. Ama ¢ok gegmeden gérdiim ki, 6gretmenlerimin dogru diye dgret-
tikleri pek ¢ok ispat ashinda yanhslarla doluydu. Aradigim kesinligi gretilenlerde degil,
belki de matematigin daha saglam, daha iyi temellendirilmis bagka alanlarinda bulu-
rum umuduyla ¢ahsmaya koyuldum. Aragtirmam ilerledikge, iinlii masaldaki fil ile kap-
lumbagay! diisiinmekten kendimi alamadim. Matematik diinyasin1 iizerine oturtmak
i¢in bir fil inga ettigimde, filin sendeledigini gordiim. Fili bosluga diismekten kurtar-
mak i¢in bir kaplumbaga insa ettigimde, kaplumbaganin daha da dayaniksiz oldugu or-
taya giktr. Ceyrek yiizyll siiren araliksiz, yogun bir ¢alisma sonunda anladim ki, mate-
matigi daha saglam bir temele oturtma yolunda yapabilecegim fazla bir sey yoktur.('")

Matematikle mantigin iligkisi konusunda birbirine siirekli kars1 ¢ikmig iki bii-
yiik digiiniiriin (Poincaré ile Russell''n) matematiksel kesinlik konusunda iyimser-
likten uzak bir yargida birlesmis olmalar1 ilging degil midir?(*)

(11) B. Russcell, Portraits from Memory, s. 53.
(12) Matematiksel dogruluk ve kesinlik konusundadaha fazla agiklama igin bkz. Ek: 3.



VIL. BOLUM

MATEMATIKTE BUNALIMLAR

Matematige ¢ogu kez gelisimini dogru bir ¢izgi iizerinde siirdiiren (ya da adim
adim ilerleyen), problemlerini er ge¢ ¢oziime kavusturan istikrarh bir bilim goziiyle
bakilir. Oysa, matematik tarihine baktigimizda durumun hi¢ de 6yle olmadigim
goriiriiz. Bilimin diger alanlarinda tamk oldugumuz tiirden duraklama, yozlasma
ya da bunalimlara; goriis, yaklasim ve yorum farklarina matematikte de rastlamak-
tayiz. Hatta bu farklarin kimi zaman temele inen felsefe ¢atismalarina yol agtigim
biliyoruz.(")

Bilimde oldugu gibi matematikte de kesinlik arayis1 dogmatizme, dogmatizm
de beklenmedik degisiklik ya da gelismeler karsisinda bunalima yol agar. Ancak her
bunalimi, tiim olumsuz goriiniimiine karsin, yeni bir atilim veya agilmaya giden
yolda baslangi¢c kosulu diye niteleyebiliriz. “Bunalim” dedigimiz bu olaylari, ayrin-
tilarina girmeksizin ele alacagiz. Ancak, bir noktanin hemen belirtilmesinde yarar
vardir: Kisa ya da uzun siirsiin, bu tiir bunalimlarin hi¢biri gegici bir bocalama ol-
maktan ileri gecmemis; kimi kez sanildiginin tersine, matematigi ne gecersiz ne de
islemez kilan bir olay olmustur.

Tarih boyunca matematigin gecirdigi bunahmlar1 dért ana bolimde toplayabi-
liriz:

(1) V2 gibi rasyonel olmayan sayilarin yol agtig), baslangigta “olanaksiz” ya da
“sagma” sayilan negatif (1) ve sanal (-1) sayilarin ortaya ¢ikmasiyla siiren
bunahm;

(2) Baslangigta saglam bir temele oturtulamayan ve kavramsal belirsizlik iginde ka-
lan diferansiyel ve integral hesaplarin yol a¢tig1 bunahm;

(3) Euclides’in 5. postulatina iliskin kusku ve doyumsuzluktan kaynaklanan, Eucli-
des-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla bityiiyen bunalim;

(4) Kiimeler teorisinde baggosteren paradokslarin yarattigi, daha sonra Godel teo-
remleriyle yeni bir boyut kazanan bunalim.

[lk Bunalim: Irrasyonel Sayilar

Matematikte bilinen ilk bunalim antik Yunan déneminde (1.O. 5. yiizyil) ortak &l-

(1) Matematigin temellerine iliskin gériisler VIII. BOLUMde ele ahnmustur.
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giisiiz biyiikliiklerin bulunmasiyla ortaya ¢ikar. ki tamsayimn béliimii olarak be-
lirlenemeyen dogru parcalarinin varligi ne demekti? Ornegin, kenari bir birim olan
karenin kosegeni, rasyonel bir sayi ile belirlenemeyen bu tiirden bir dogru pargasi-
dir. Evreni tamsayilarla diizenli goren Pythagorascilar icin karenin kenari ile kose-
geni gibi aym tiirden geometrik biiyiikliiklerin ortak 6l¢iisiiz olmasi akil almaz bir
skandalds; o yiizden ne pahasina olursa olsun gizli tutulmaliydu.

Bu olayin yam sira Zeno’nun adiyla anilan birtakim paradokslarin ortaya ¢ik-
masiyla matematikteki bunalim yogunluk kazamr.®”) Degisik bicimlerde dile getiri-
len Zeno paradokslarinin ortak 6zelligi s6yle bir varsayima dayanmaktadir: Sonlu
bir siirede sonsuza giden sayida devinime olanak yoktur. Belli bir mesafe geriden
kalkan tavsamn 6niindeki kaplumbagayi, bu varsayima gore, hi¢bir zaman yakala-
yamamasi gerekir. Ciinkii tavsanin aradaki mesafenin 6nce 1/2’sini, ondan da 6nce
1/4inii, ondan da 6nce 1/8’ini, ... ve boyle sonsuza dek béliinebilen araliklari kos-
masi gerekir ki, bunu sonlu bir siirede gergeklestirmesi olanaksizdir. (Zeno para-
doksunun, yakindan bakildiginda, bir ¢ikarim hatasindan kaynaklandigi goriiliir:
Tavsanla kaplumbaga arasindaki mesafenin sonsuz béliinebilir olmasi bu mesafe-
nin sonsuz oldugu demek degildir. Bagka bir deyisle, bir biiyiikligiin sonsuz sayi-
daki boliimlerinin toplamu o bityiikliigii sonsuz yapmaz.)

Matematigin bu ilk bunalimdan ¢ikmasi kolay olmamistir. 1.O. 4. yiizyihn sec-
kin matematikeisi Eudoxus’un biiyiiklitk ve oranti kuramu iizerindeki ¢alimasi, so-
runu bir 6l¢iide agikhga kavusturur. Eudoxus’un ortak 6lciisiiz biiyiikliiklere iligkin
ulagtigy sonug, Euclides’in “Elementler’inin besinci kitabinda yer almistir. Bu so-
nug, ana cizgileriyle, Dedekind’in XIX. yiizyiln ikinci yarisinda irrasyonel sayilar
tizerindeki ¢alismasim andirmaktadir. Daha 6nce de degindigimiz iizere, ilk buna-
limdan kurtulus arayiglar1 bashca iki gelismeye yol agmustir: (1) Ilginin sayisal ku-
ramlardan geometriye kaymasi; (2) geometrinin aksiyomatik bir sistem olarak
olusmasu.

Matematikte ikinci 6nemli bunalim, gegen yiizyihn ilk yarisinda kendini goste-
rir. Ancak bu olayi ele almadan 6nce matematigin Orta Cag sonras: gelisimine ki-
saca deginmeliyiz:

Antik Yunan uygarh@gimin parcalanmasi iizerine, matematik dahil hemen tiim
diisiince alanlarinda giderek yozlasmaya déniisen bir duraklama dénemine girilir.
Bu arada basta Euclides’in Elementler’i, Ptolemy’nin Almagest’i olmak iizere kimi
énemli matematiksel yapitlarin korunmus glmasini iyi bir talih saymak gerekir.®
Yiizyilar boyu higbir ilerleme gostermeyen matematikte yeni bir atihm Orta Cag
Hint ve Islam diinyasinda kendini gésterir. Ozellikle aritmetik ve cebirde ortaya ¢i-
kan bu gelismeyle geometrinin geleneksel egemenligi sarsilir, sayisal iligkiler 6n pla-
na geger. Yunan diisiincesinde uzunluk, alan ve oylum gibi geometrik kavramlar
cercevesinde kalan bityiikliikler, say1 kavramimin 6n plana gegmesiyle yeni bir kim-

(2) Elea’i Zeno (1.0. 490 dogumlu), Pythagoras¢r’lara kars1 hocas: Parmenides’i savunmas yolun-
da, evrende ¢okluk ve devinimi yadsimaya yonelik paradokslariyla tinlidiir.
(3) Almagest’i uygulamali matematik saymak daha dogru olur.
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lik kazanir. Geometride goz kamastirici yetkinlige ulagan ispat yontemi sayisal he-
saplama tekniklerini uzun siire arka planda tutmus, bu alanda goriiniir bir gelis-
meye olanak birakmamugsti. Aritmetik ile cebirin agirhk kazanmasiyla bu durum
kokten degisir.

Ikinci Bunalim: Sonsuz Kiigiikler Hesab1

Modern matematik basladiginda, matematik geleneginde iki diisiince sakhdir. Bun-
lardan biri, Antik Yunan matematiginden kaynaklanan ispata dayal geometri, di-
geri Hint ve Islam matematiginde 6n plana ¢ikan say1 kavrami ve ona dayah cebir.
Bugiin bildigimiz matematigi biiyiik ol¢ciide XVII. yiizyillda gerceklesen iki 6nemli
bulusun yol agtigr gelismelere borgluyuz. Bunlardan ilki, Descartes (1596-1650)"1n,
. 0 zamana dek birbirinden tiimiiyle ayr1 goriinen matematigin iki dalini, geometri
ile cebiri, birlestirme ¢abasimin iiriiniidiir. $imdi “analitik geometri” diye bilinen
bu ¢aliymada, koordinatlar aracihgiyla egrileri denklemlerle, dolayisiyla egrilerin ge-
ometrik 6zelliklerini cebirsel formiillerle belirleme olanagi dogar. Ustelik denklem-
leri de grafikle dile getirmeye olanak saglamakla analitik geometri, cebirin analize
doniismesine, bu arada “degisken”, “fonksiyon” ve “fonksiyonel bagimhhk” gibi
kavramlarin belirginlesmesine, bu kavramlarin geometrik terimlerle ifadesine yol
agar.

Ikinci bityiik gelijme, daha sonra “analiz” denen ¢alismaya yol agan, Newton
ile Leibniz’in birbirinden bagimsiz olarak olusturduklari “sonsuz kiigiikler hesabi”
(infinitesimal calculus)’dur.

XVILI. yiizyilda baslayan buluglarin yol agtig1 ilerlemeler giderek artan hizla bir-
birini izler. Ancak bu arada Antik dénemde tanik oldugumuz siki ispat 6l¢iitlerinin
cogunluk gozardi edildigini goriiyoruz. Matematik, mantiktan ¢ok sezgi, imge ve
deneyime baglh bir ¢alisma goriiniimii alir. Leibniz, Bernoulli ve Euler gibi iinli
matematikgilerin sonsuz kiigiikler, ayrisik (divergent) diziler toplami gibi konular-
da, yanhshg: bugiin bilinen diisiinceler ileri siirmekten geri kalmadiklarint biliyo-
ruz. Deyim yerindeyse, “yasa tammazlik” diyebilecegimiz bu gidis, 6zellikle diferan-
siyel ve integral hesaplarin fizik ve astronomideki bagarih uygulamalarinin yarattig
iyimser ve kamgilayici hava iginde, yayginlik kazamr. Yeni bulus ve yontemlerin
kabina sigmaz bir coskunlukla hemen uygulamaya konmasi gabalar1 XVIII. yiizyi-
Iin sonlarina degin siirer. Ama bu arada kimi iistiinkérii sonuglarin giin 1s13ina ik-
181, elestirel bir yaklagimin giderek kendini duyurmaya bagladig1 goriiliir.

XVIIL. yiizyll biiyiik matematikgileri, ulastiklari parlak basarilarin etkisinde,
elestirel tutumdan uzak kalmus, her seyin. yolunda oldugu gibi bir iyimserlik havasi-
na girmislerdi. Bu yiizden olmali ki, ne analitik geometri, ne de sonsuz kiigiikler
hesabi saglam bir temele oturtulmadan kalmisti.

lkinci bunalima yol a¢an kugsku ve tedirginlikler 6nce diferansiyel hesaplarin
anlam ve dayanaklarina iliskin olarak ortaya gikar. llk elestiriler Berkley, ardindan
Hegel gibi idealist filozoflardan gelir. Ozellikle diferansiyel kesirlerle sonsuz kiigiik-
leri igeren islemler kuskuyla karsilaniyordu. Aslinda, bu islemleri olusturan New-
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ton ile LeibniZ’in bile temeldeki kavramlar iizerinde tam bir agiklik iginde olduklar
kolayca soylenemez. Leibniz, metafizik ogretisi geregi, sonsuz kiigiikleri varsayiyor-
du. Newton, fizik ve astronomi ¢alismalarinda duyumsadig: gereksinmeyle diferan-
siyel islemleri olusturmustu. Daha ¢ok sezgiye yer veren ve bilimsel ihtiyagtan do-
gan bu yontemin kuramsal dayanaklar1 neydi?

Daha XVIII. yiizyilin ilk yarisinda belirsiz kalmig birtakim noktalar yaninda ki-
mi celiskilerin de giderek su yiiziine ¢ikmasi ciddi tereddiitlere yol agar. Berkley,
1737°de yayimlanan The Analyst adl yapitinda kalkiiliis (diferansiyel ve integral he-
saplar)’ii, kavramsal dayanaklarini irdeleyerek olduk¢a ayrintih bir elestiriden gegi-
rir. Daha sonra Legendre ve Lagrange gibi kimi seckin matematikgilerin de durum-
dan yakindiklarim biliyoruz. Lagrange (1736-1813), celiskiler icermesine karsin
matematigin basarisini Tanrr'nin iyilikseverligi altinda hatalarin birbirini gétiirme-
sine bagliyordu. Denebilir ki, matematik o sirada bir bilim olmaktan ¢ok bir sanat
(gerisinde mantiktan ¢ok mistik esinlenmenin yattig1 bir sanat) gorinimiindeydi.
Nitekim kimi elestiriciler daha da ileri gidip bu matematigi diipediiz uydurma ya
da kurgusal bir beceri olarak niteler.*¥ Gergekten o sirada kuramsal irdeleme ve te-
mellendirmeleri gereksiz bulan ¢ogu matematikgilerin tutumunda, matematigin
dogasina ters diigen bir tiir “oportiinizm” egemendi. Oyle ki, kullanilan islemlerin
gecerligi i¢in uygulama sonuglar: yeterli 6lgiit sayiliyordu. Basarili sonuglarla gozle-
ri kamasan matematikgiler, ne elde edilen sonuglari mantiksal yonden temellendir-
me, ne de kullandiklar1 kavram ve yontemlerin gegerliligini irdeleme geregini du-
yuyorlardi. Daha fazla ilerlemenin coskusu i¢inde yeni hedeflere kosanlardan da
beklenemezdi bu zaten.

Ne var ki, Berkley ile baslayan elestiriler giderek yogunluk kazamr. XIX. yiizyi-
Iin ilk yaris1 matematikte hem kusku konusu islem ve sonuglari1 pekistirme, hem de
yeni buluslara acilma ¢abasini yasar. Nitekim bu donemin Gauss (1777-1855) ile
Cauchy (1789-1857) gibi biiyitk matematikgileri bir yandan elestirel bir tutum iz-
lerken, 6biir yandan yeni buluglara yonelik atihimlar sergilemiglerdir. Daha énce
Legendre ve Lagrange’da da ilk belirtilerini gordiigiimiiz elestirel yaklagim, Gauss’ta
tiim etkinligiyle ortaya gikar. Denebilir ki, Gauss ¢aligmasinin énemli bir boliimii-
nii matematigi saglam bir temele oturtma amacina yoneltmisgti. Onun, “cebirin te-
mel teoremi” diye bilinen karmasik sayilar alaninda her cebirsel denklemin bir ko-
kit oldugu savum ispat ugrasi, bu pekistirme cercevesinde 6nemli bir ¢alismadir.
Kald: ki, o giine degin belirsiz ya da bulanik kalan “karmasik sayilar” kavramu bile
Gauss’un ¢alismasinda agiklik kazanir.

Analizi gergel sayilar alamindan karmagik sayilar alanina genisletme isini ise bii-
yiik 6lgiide Cauchy’ye borgluyuz. Karmagik bir degiskene ait karmagik fonksiyonlar
teorisini olusturan Cauchy, sonsuz kiigiikler gibi ne oldugu ac¢ik olmayan kavram-
lar1 matematikten ayiklama ¢abasiyla analizde gergek bir reforma yonelir. (Sonsuz
kiigiikler giderek kaybolma yolunda — yani, sifira yaklasan — nesnel miktarlar ola-

(4) 19. yiizyilda Lubsenile Vaihinger gibi matematikgiler bu tiir nitelemelerde bulunanlarin basinda
gcliyordu.
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rak varsayiliyor, diferansiyel katsay1 ve integrallerin bunlardan olustugu saniliyor-
du. Oysa, aslina bakilirsa, bu kavram tam bir belirsizlik i¢indeydi.) Limit, siireklilik
gibi kavramlar ilk kez onun elinde agik ve belirgin anlamlarini kazanmustir. Ca-
uchy’nin limitler teorisi daha sonra Weierstrass'in ¢aligmasiyla birleserek sonsuz
kiigiikler kavramim gereksiz kilar. Bu gelismeyle ortaya ¢ikan sonsuz sayilar ile sii-
reklilik sorunlarim ise George Cantor ele alir.

Sayisal sonsuzluk Zeno’dan beri tartigilan, ¢6ziim bekleyen bir sorundu. Eucli-
des geometrisinin aksiyomlarindan biri, biitiiniin herhangi bir par¢asindan biiyiik
oldugu savim dile getirir. Oysa, bu yarginin, sonsuzlar s6z konusu oldugunda, dog-
ru olmadig goriilmiistiir. Cantor, sonsuz bir dizi ya da kiimeyi, kardinal sayis1 her-
hangi bir alt-boliimiiniin kardinal sayisina denk olan kiime diye tamimlar. Baska
bir deyisle, sonsuz bir kiimedeki elemanlar ile, o kiimenin bir alt-béliimiine ait ele-
manlar bire-bir eslestirilebilir. Ornegin, sonsuz bir kiime olusturan dogal sayilar:
bir satur iizerine, dogal sayilar kiimesinin bir alt-boliimii olan ¢ift sayilar ikinci sa-
tir iizerine yazalim:

Goriiyoruz ki, ilk satir iizerindeki sayilar ne denli ¢ogaltilirsa ¢ogaltilsin, ikinci
satir iizerindeki sayilar da o denli ¢ogaltilabilir; 6yle ki, ilk satirdaki her elemana
karsilik ikinci satirda daima bir eleman olacaktir. Bu, iki dizinin esdeger oldugunu
gosterir. Oysa, ikinci dizi birincisinin bir alt-bsliimiinden baska bir sey degildir.

Cantor gelistirdigi sonsuz sayilar teorisinde farkh biiyiikliikte sonsuz dizi ya da
kiimelerin oldugunu gésterir. Ornegin, gergel sayilar kiimesi, dogal sayilar kiime-
sinden daha biiyiik bir kiimedir. Tiim ondalik kesirlerin bityiikliik sirasina gore di-
zildigini disiinelim. Dizideki ilk kesirin birinci rakamu ile ikinci kesirin ikinci raka-
munt ahp her rakama bir ekleyerek yeni bir ondalik olusturalim ve bu islemi dizi
boyunca siirdiirelim. Bu sekilde olusturulan ondalk, tam sandigimiz dizideki tiim
ondaliklardan farkhdir. By, gergel sayilar séz konusu oldugunda, sayilabilir bir dizi
olusturmanin olanaksizhigim gostermektedir. Ondalik kesirler sayisinin, dogal sayi-
lar sayisindan daha yiiksek derecede sonsuz oldugu demektir bu.

Analiz bugiin bilinen yetkin kimligine, biiyiik 6lgiide, XIX. yiizyihn ikinci yari-
sinda Karl Weierstrass (1815-1897)'in ¢alismasiyla ulasir. Cauchy’nin, bulamk
“sonsuz kiigiikler” kavrami yerine daha agik ve net limitler kavramini getirmesiyle
baglayan, Weiersstrass’in analizi “aritmetiklestirme”siyle, Cantor’un siireklilik ve
sonsuz sayilar kavramina agiklik getirmesiyle noktalanan ¢alismalar gecen yiizyilda
yasanan bunalimi 6énemli bir yamyla gidermisti. “Her yamyla” diyemiyoruz; ¢iinki,
soz konusu bunalimm kapsaminda Euclides-disi geometrilerin yol agtigi sarsintiy:
da bulmaktayiz.®) ‘

(5) Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikigina iligkin genis bilgi III. BOLUM’de verilmistir; simdi
yalmzca 19. yiizyidaki bunalim bakimindan etkisine deginmekle yetiniyoruz.
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Ugiincii Bunalim: Euclides-dis1 Geometriler

Iki bin yili agkin bir siire boyunca “biricik geometri” kimligini koruyan Euclides
geometrisinden farkh geometrilerin ortaya ¢ikis1 kolayca sindirilebilir bir gelisme
olamazdi. Nitekim baslangicta yari saskinlikla 6nemsenmeyen bu olay, yiizyilin son
geyreginde sarsic1 etkisini duyurmaya baslar. Matematikgilerin icine diistiikleri sas-
kinlik, sonunda, filozoflarin da kolayca tistesinden gelemedikleri bir soruna doniis-
miistii. Her biri kendi iginde tutarl birden fazla geometri ne demekti? Uzun bir
gelenegin sayginligini tasiyan, sayisiz uygulama ve dlgmelerle dogrulugu kanitlanan
bir sistem kusku konuisu olabilir miydi? Olamazsa, mantiksal tutarliik yoniinden
esdeger yetkinlikte olan degisik geometrilerin varlig1 nasil agiklanmalryds?

Kant'a goére, geometrinin konusu uzay, temel ozelliklerini akhmizin yapisina
borgluydu; geometrik 6nermeler bu nedenle zorunlu, a priori dogrulardi. Baska bir
deyisle, bir tek geometriye olanak vardi, o da, Euclides geometrisiydi. Oysa simdi,
ne goriiyoruz? “Biricik” diye bilinen bu geometriye ait 6nermelerden bir ya da bir-
kagini1 yadsimak celiskiye yol agmak s6yle dursun, kendi iginde tutarl yeni geomet-
rilere olanak veriyordu. Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikmasi, yiizyillar boyun-
ca olusan kimi 6nyarg ve kosullanmalar1 kokten sarsmaktaydi. Geometrik 6nerme-
lerin apacik ya da zorunlu sayilan dogruluklar bir yana, dogru olup olmadiklari,
hatta “dogruluk” kavraminin kendisi tartisma konusu olmaya baglamigti. Ote yan-
dan, birbiriyle bagdasmaz geometrilerin kendi iglerinde tutarh olmalari, “tutarhlik”
kavramim 6n plana cgeker; bu ise, matematigin temellerine iliskin sorunlarin ¢6ziim
arayisinda mantiga biiyiik agirhik kazandirir.

Biri analizde, digeri geometride kendini agiga vuran bu iki tedirginlik, XIX.
yiizyith bir bunalim dénemine doniistiirmiistii. Gergi, XVIIL yiizyllda oldugu gibi
bu yuzyilda da matematiksel ¢alismalarin hem kuramsal, hem uygulama yo6niinden
birbirini- izleyen énemli atihimlar i¢inde oldugu séylenebilir.®® Oyle ki, bu iki yiiz-
yillik dénemi matematik i¢in biiyiik cografi kesifler dénemine benzetenler vardur.
Denebilir ki, ilk kez bu dénemde, birtakim belirsizlik, celiski ve iistiinkoriiliiklerle
yiiklii oldugu gozlenen matematigin, aym zamanda, temelde bir biitiin olusturdu-
gu bilinci uyanmistir. Bunalimi agma yolundaki ¢aba ve arayislarin hemen hepsin-
de bu ortak bilincin etkisini bulmaktayiz.

Matematigin pekistirilmesine yonelik bu ¢abada “mantiksal” diyebilecegimiz
bir yaklasimdan daha s6z edebiliriz. Richard Dedekind (1831-1916)’in ¢aligmasinda
kendini gosteren bu yaklasim, Peano, Frege ve Russell gibi mantk¢i-matematikgi-
lerde daha belirgin bir karakter kazanr.

Daha ¢ok gergel sayilara iligkin teorik ¢alismasiyla tamnan Dedekind, diferansi-
yel ve integral hesaplari aritmetik bir temele oturtmaya yo6nelir. Mantiksal ¢6ziim-
lemeyi igeren bu temellendirme, Peano ile 6nemli bir déniim noktasina ulagir.

Mantiksal ¢oziimlemeye verdigi tiim 6neme karsin, matematige iliskin de olsa,

(6)  Grup teorisi, cebirde yeni alanlar, Euclides-dis1 geometriler, kiimeler teorisi, aksiyometik yonte-
min iglenip yetkinlestirilmesi bu yiizyihn 6nemli tiriinleri arasinda bashcalardir.
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mantiksal ya da felsefi sorunlar Dedekind’in 6n planda tuttugu sorunlar degildi. Bu
tiir sorunlar, gene bir matematikgi olan Italyan G. Peano (1858-1932)’da 6nem ka-
zanir. Oyle ki, matematigin temelleri giderek onun baslica ugras konusu olur.

Peano da, Dedekind gibi, kavram ve yontemlerde iistiinkoriiliikten kurtulma,
daha kesin ve belirgin olma ¢abasindaydi. Matematikte sagduyu ile seziye geregin-
den fazla yer verilmesi tutumuna karsiydi. Hem sayi, hem fonksiyon kavramlarina,
sezgisel anlamlari 6tesinde, daha kesin tanimlarla daha belirgin anlamlar verilmeliy-
di. Soyut matematik, sagduyu ve sezgiye dayanan gelisigiizel bir ¢alisma olamazds;
tersine, kendi icinde yeterli, formel ya da mantiksal bir sistem olmahydi. Euclides’in
geometride gergeklestirdigi aksiyomatik kurulusu, Peano aritmetikte ve giderek ana-
lizde gergeklestirmeye koyulmustu. Ancak o, Euclides sisteminde bilinen kusur ve
eksikliklerden sakinma ¢abasindaydi. Ona gore, ne aksiyomlar zorunlu, apagik dog-
rulardir; ne de ilkel terimler anlamlar sezgisel ya da tanimla belirlenebilecek nesne-
lerdir. llkel terimlerle onlara iliskin 6zellikleri dile getiren aksiyomlar bir kez sap-
tandiktan sonra geriye, teoremleri salt mantiksal yoldan ¢ikarsama kalir. Peano bu
amagla siradan dil yerine, kullanishligi nedeniyle hemen benimsenen, simgesel bir
dil 6nerir. Aym sekilde, ¢ikarimlarin énceden konmus kesin mantiksal kurallar ¢er-
¢evesinde tutulmasinda 1srar eder. Béylece onun 6ngordiigii sistem, belli doniistiir-
me (ya da gikarim) kurallariyla simgesel bir dile dayanan soyut bir kurulugtur.”

Peano’nun ¢ahsmasinda belirginlesen bu gelismeyi Gottlob Frege (1848-
1925)'nin kaleminden okuyalim:

Matematik, Euclides’te ¢arpici érnegini buldugumuz siki ispat olgiitlerini bir siire
gozardi ettikten sonra, yeniden bu 6lgiitlere donme, hatta daha ilerisine gegme ¢abasina
girmistir. Bilindigi gibi, aritmetikte (belki de pek ¢ok kavram ve yontemlerinin Hindis-
tan’dan kaynaklanmasi nedeniyle) Yunan geometrisinde ulasilan siki ispata yénelik dii-
stinme gelenegi kurulamamugtir. Bu durum ileri analiz yonteminin bulunmasiyla daha
da agiga qikmus, ¢iinkii yeni gelismelerde siki ispat kaygisindan biisbiitiin uzaklagilmus-
tir. Ne var ki, giiniimiizde tam tersine bir egilim kendini gostermektedir. Artik uygula-
madaki basar1 bir kuram ya da yontem igin yeterli bir ol¢iit sayilmiyor. Apagik gorii-
nen pek ¢ok sey icin bile ispat istenmektedir. ... Ayrica, fonksiyon, siireklilik, sonsuzluk
ve limit gibi kavramlarin daha belirgin tanimlarla agikhiga kavusturulmas: geregi ortaya
¢ikmustir. Matematige ¢oktan yerlesmis olan negatif ve irrasyonel sayilarin da gerceklik
yoklamasindan ge¢mesi gerekmistir. Hangi yana bakilirsa bakilsin, siki ispat, agik ta-
mmlama ve synirlandirma arayist tiim canliigiyla kendini gostermektedir.®)

(7) Peanoile 1900°de Paris Felsefe Kongresi’nde tanisan Russell'in izlenimleri ilgingtir: “Kongre en-
telektiiel yasamimda bir déniim noktas: olusturdu; ¢iinkii orada Peano ile tanigtim. Gergi daha
o6nce adin1 duymus, kimi ¢aligmalarin1 gérmiigtiim; ama notasyonunu 6grenme ¢abasina girme-
mistim. Kongredekikonusmalarda onun 6tekilerden daima daha a¢ik ve kesin oldugunu, girigi-
gi her tartismada belirgin istiinlitk kurdugunu gérdiim. Calismalar ilerledik¢e onun bu basarisi-
n1 matematiksel mantik alanindaki ¢alismasina borglu oldugunu anladim. Kongre biter bitmez
kendisinden aldigim yazilarini incelemeye koyularak, ¢alismalarim i¢in yillardan beri aradigim
yeni ve gii¢lii notasyonu 6grendim. (The Autobiography of Bertrand Russell, s. 144.)

(8)  G. Frege, The Foundation of Arithmetic, Oxford, 1950. Peano’nun aritmetigi aksiyomatik bir diz-
ge olarak kurma ¢aliymasina ilerde deginecegiz. Ayrica, bakimz: Carl G. Hempel, “Matematiksel
Dogrulugun Niteligi”, Ek 3.

MD6
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Bu arayisin iginde, hatta baginda, Frege’nin kendisi vardi. Matematigin mantik-
sal temellerini derinlemesine irdeleyen Frege, aritmetige, geometrinin eristigi diize-
yin de 6tesinde bir “ispat bilimi” kimligi kazandirmay1 ugrasinin baglica amaci say-
mustt. Matematik bir yandan daha siki bir mantiksal nitelik kazanirken, 6te yandan
ona saglam bir temel bulma ¢abalar1 yer almaya baglar. Yiizyilimizin baslarinda bii-
yiik yogunluk kazanan bu ¢abalar, 6nceki yiizyillarda ulasilan sonuglar1 daha belir-
gin, tutarh ve kesin kilmanin yani sira, matematiksel diigiinme y6éntemine de bir
- agiklik getirir. Artik matematige bir yigin formiil, teknik bilgi ve teorem ispat1 ige-
ren soyut bir ¢alisma olmanin Gtesinde bir diisiinme yontemi goziiyle bakilmaya
baglanir. Bu gelisme i¢inde, matematigin saglam bir temele oturtulmas: yolundaki
teknik ¢ahigmalarla birlikte daha ¢ok felsefi nitelikte birtakim ¢6ziimlemelerin de
agirlik kazandig goriiliir.

Matematigin temellerini yoklama ve kurmaya yonelik girisimler 1890’l1 yillarda
Frege, Peano, Poincaré, Russell, Hilbert vb. diisiiniirlerin ¢alismalariyla ortaya ¢i-
kar. Tartigmalar ¢ok ge¢meden, “mantik¢ilik”, “sezgicilik” ve “formalizm” adlariyla
bilinen ti¢ 6greti cevresinde toplamir. Tartigmasi giiniimiize degin siiren bu goriis-
leri ele almadan once, onlara yol agmada 6nemli rol oynayan bir baska bunalima
da kisaca deginmek gerekir.

Dérdiincii Bunalim: Paradokslar ,

Yiizyihmizin baginda patlak veren bu bunalim Cantor’'un genel kiimeler kuramina
iliskin paradokslardan kaynaklanir. Kiimeler kuraminda ortaya ¢ikan paradokslarin
tiim matematigi sarsmasi bir bakima kaginilmazds; ¢iinkii matematigin biiyiik 6l-
¢iide kiime kavramina dayandifi ya da bu kavrama indirgenebildigi s6z konusuy-
du. ’

XIX. yiizyihn sonlarina dogru Cantor’un buldugu bir paradoks, ltalyan mate-
matikgisi Burali-Forti'ye ait daha énce bulunmus benzer bir paradoksu izler.*”
Cantor olusturdugu kiimeler kuraminda herhangi bir sonsuz sayidan daima daha
biiyiik sonsuz bir sayinin oldugunu ispatlamisti. Bu, nasil ki, en biiyiik dogal say1
diye bir say1 gosterilemezse, en biiyiik sonsuz say1 diye bir say1 da gosterilemez de-
mekti. Simdi olasi tiim kiimeleri kapsayan kiimeyi diigiinelim. Agiktir ki, tiim kii-
meleri i¢ine alan bu kiimeden daha fazla eleman: olan bagka bir kiime olamaz. Bu
dogru ise, o zaman bu kiimenin sonsuz olan sayisindan daha biiyiik sonsuz bir sayi
nasil gosterilebilirdi?

Bertrand Russell (1872-1970)"1in 1901°de buldugu, kendi adiyla anilan paradoks
etkisi yoniinden ¢ok daha 6nemli ve sarsici nitelikte idi; ¢iinkii Russell paradoksu
dogrudan kiime kavramindan kaynaklanan bir paradokstu. Russell kiimeleri kendi

(9) Cantor paradoksunu kisaca soyle dile getirebiliriz: Ttiim kiimelerin kiimesini diisiinelim ve buna
T diyelim. T’nin alt kiimelerini i¢ine alan kiimeye ise A dersek, A’nin kardinal sayisinin
T’ninkinden daha biiyiik oldugunu (Cantor teoremi geregi) biliyoruz. Oysa, T, tanim geregi,
tiim kiimeleri kapsamaktadir. A’nin kardinal sayisinin daha biiyiik olmasi, tiim kiimeleri kapsa-
yan kiimeden daha biiyiik bir kiimenin oldugunu gosterir ki, bu agik bir ¢eliski demektir.
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kendisine iiye olup olmamasina gore ikiye ayirarak, paradoksunu olusturur. Bir
yanda tiim kiimelerin kiimesi, tiim soyut kavramlar i¢ine alan kiime gibi kendi
kendisinin iiyesi olan kiimeler vardir. Ote yanda ¢ocuklar kiimesi, iilkeler kiimesi,
yildizlar kiimesi gibi kendi kendisinin iiyesi olmayan kiimeler vardir. Gergekten
tiim ¢ocuklar1 kapsayan kiime bir ¢ocuk degildir; ‘gene tiim iilkeleri igine alan kii-
me de bir iilke degildir. Oysa, tiim kiimelerin kiimesi bir kiimedir; tiim soyut kav-
ramlar igeren kiime de soyut bir kavramdir. Kendi kendilerine iiye olmayan kii-
melere “normal kiimeler”, kendi kendisine tiye olan kiimelere de “anormal kiime-
ler” diyelim. $imdi tiim normal kiimeleri igine alan bir kiime disiiniip buna, N di-
yelim ve sorahm: N normal bir kiime midir? Yanitimiz ister “evet”, ister “hayir”
olsun, celiskiye diismekten kurtulamayiz. N normal ise, anormal; anormal ise, nor-
mal demektir.'?

Russell paradoksu, kiimeler teorisinde matematik igin saglam bir temel bulun-
dugu diisiincesine beklenmeyen bir darbe indirir. Nitekim aritmetigi mantiga in-
dirgeme yoluyla saglam. bir temele oturtma ¢abasim siirdiiren Frege, Russell para-
doksunu 6grenince duydugu hayal kirikhgini, “aritmetik sendeliyor” diyerek soyle
dile getirir:

Bir bilim adami i¢in tamamladig ¢alismasinin dayandig temelin birden ¢okmesi ka-
dar hi¢bir sey daha tatsiz olamaz. Yapitim tam basimevinden ¢ikmak iizereyken Bert-
rand Russell’den aldigim bir mektup benim igin iste boyle bir tatsizlik yaratt1. (')

Bugiin bile doyurucu bir ¢6ziime kavustugu sdylenemeyen bu ve daha sonra
ortaya ¢ikan benzeri paradokslarin, degisik bigimlerde, Antik dénemde de ortaya
atildigini biliyoruz. Bunlardan “yalanci paradoksu” diye bilineni iinlidiir. Kendisi
de Giritli olan Epimenides (1.0. 6. yiizy1l),

Tim Giritliler yalancidir.

(10) Russell paradoksunun popiiler bir 6rnegini Russell kendisi vermistir: Uzak ve sapa bir koyiin
berberi, kendini tirag etmeyen koyliileri ve yalmz onlar1 tirag edermis. Bu berberi kim tirag ede-
cek? Yanit ne olursa olsun, sonug ¢eliskiye yol agar: Berber kendisini tiras ederse tiras etmeyecek,
etmezse tirag edecektir. Peki bu ¢eliskiden kurtulma yolu yok mudur? Yakindan bakildiginda ¢e-
ligkinin yanls bir varsayimdan dogdugu goriiliir: Koyde kendini tirag etmeyen ve yalmz bunlari
tiras eden bir berberin var olabilecegi. Boyle bir berberi var saydigimiz an ¢eliski kagimlmaz
olur. Burada mantik¢ilarin “olmayana ergi” dedikleri yontemin tipik bir 6rnegini bulmaktayiz.
Olmayani var, ya da yanhst dogru saymanin yol agtig1 celiski. Russell'in kiimelere iliskin para-
doksunun kokeninde de aym seyi gérmekteyiz: Celiski, kendi kendisinin iiyesi olmayan kiimele-
rin kiimesini (bos ya da dolu) varsaymaktan kaynaklanmaktadir. Denebilir ki, kiime olugturma
ilkesi (iiyelik kosulu) gézard; edilmedikge ona gore olusan kiimeyi yok sayma yoluna gidemeyiz.
Oyledir, ancak iiyelik kogulu, Russell paradoksunda oldugu gibi, kendine yollamal ise, bu yola
gidebiliriz. Belki de bu nedenle Russell paradoksuna karsin, matematikte kiimelerin ikincil (tali)
arag olarak kullanilmasindan vazgegilmemistir. (Bkz. W. V. Quine, “Paradox” in Mathematics in
the Modern World, Morris Kline, (ed.), s. 200-207).

(11) Frege’nin soziinii ettigiyapit, 1903’te yayimlanan Grundgesetze der Aritmetik (Aritmetigin Temel
Yasalar1) adh kitabidir.
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demis. Ik bakista bir geliski gibi goriinen, yiizyillar boyunca 6yle sayilan bu 6ner-
me aslinda tam bir paradoks igermemektedir. Ger¢i 6nerme dogruysa, yani Giritli-
lerin hepsi gergekten yalanci ise, bir Giritli olan Epimenides’in savi dogru olamaz;
Oyleyse soyledigi yanhstir; yani Giritlilerin hepsi yalanci degildir. Ama bu tiim Gi-
ritlilerin, bu arada Epimenides’in, dogru soyledigi demek degildir. Oysa geliski ige-
ren bir dnerme ya da sav dogru sayildiginda yanlis, yanhs sayildiginda dogru ¢ik-
malidir. Nitekim bu nitelikte bir paradoksu, Epimenides’ten iki yiizyil sonra gelen
Eubulides’in su 6nermesi sergilemektedir:

Bu soyledigim yanbhstir.

Gergekten bu énermeyi dogru ise yanls, yanhs ise dogru saymak gerekir. Epimeni-
des de, “Ben simdi yalan soyliiyorum,” deseydi, syledigi tam bir paradoks olustu-
rurdu.

Yukarda da belirttigimiz gibi, kiimeler kuramina iliskin paradokslar matematik
diinyasinda biiyiik bir rahatsizlik yaratiyordu. Oyle ki, paradokslara bir ¢6ziim bu-
lunmaliyds, yoksa kiiméler kuramindan vazgegmek gerekecekti. Ne ki, matematik-
gilerin kiimeler kuramini bir yana itmeleri s6z konusu olamazdi. Unlii matematik-
¢i Hilbert, “Higbir giigliik bizi Cantor’un yarattig1 cennetten ¢ikaramaz,” diyordu.

Russell, paradokslar karsisinda duydugu zihinsel sikintisim daha sonra soyle di-
le getirmistir:

Cantor “en biiyiik” diyebilecegimiz bir sayinin olmadigini ispatlamisti. Oysa ben ev-
rendeki tiim nesnelerin sayisinin olasi en biiyiik say1 olmas gerektigini saniyordum. Bu
nedenle Cantor’un ispatin1 oldukea yakindan inceleyerek var olan tiim seylerin kiimesi-
ne uyguladim. Bu irdeleme beni kendi kendisinin tiyesi olmayan kiimeleri gbzden ge-
girmeye, bu kiimelerin kiimesinin kendi kendisinin iiyesi olup olmadigini sormaya y6-
neltti. Gordiim ki, yanit ister olumlu, ister olumsuz olsun, iki halde de bir geligkiye yol
agmaktadir. Baslangita bu ¢eliskiden kolayca kurtulabilecegimi sanmistim: Sikintinin
kokeninde basit bir akil yiiriitme hatasi olmaliydi. Ne var ki, giderek bunun hig de béy-
le olmadigim anladim. Benzer bir geliskiyi Burali-Forti daha 6nce ortaya koymustu.
Mantiksal ¢6ziimleme, kiimelere iliskin bu geliskilerin, “yalanc1 paradoksu” diye bilinen
Epimenides paradoksuna benzerligini gosteriyordu. Bu tiirden bir geliskiye soyle bir 6r-
nek olusturulabilir: Size uzatilan bir kagit pargas tizerinde,

“Bu kagidin arka yiiziindeki 6nerme yanhstir.”.
ciimlesini okuyorsunuz. Kigid1 ¢evirdiginizde bu kez,

“Bu kégidin arka yiiziindeki 6nerme dogrudur.”
ciimlesiyle karsilagiyorsunuz.

O sira 6nemsiz saydigim bu tiir seylere takilip kalma, yetiskin bir kimse igin yakigik
almayan bir zaman israfi gibi goriiniilyordu bana. Ancak ne yapabilirdim ki? Bir yerde
bir hata vardy; ¢iinkii siradan dnciillere dayanan bu tiir geligkiler ister istemez karsimiza
cikiyordu. Onemsiz goriinse de ¢oziim bekleyen bir seydi bu! 1901 yilinin ikinci yarisi
boyunca ¢6ziime kolayca ulasabilecegim inanciyla ugrastim. Ancak yil sonuna dogru
anladim ki, problem gergekten ¢ok biiyiiktii.'?

(12) B. Russell, The Autobiography ofBertrand Russell, 1872-1914, s. 147.
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Russell'in aradig1 ¢oziim herhangi bir ¢6ziim degildi kuskusuz. Getirecegi ¢o-
ziimiin tiimiiyle doyurucu olmasi i¢in ii¢ temel kosulu karsilamasi gerektigi tizerin-
de duruyordu. Bunlardan vazgegilmez saydigs ilk kosul, ¢oziimiin ¢eliskiyi giderici
nitelikte olmasi idi. Mantiksal yénde vazgecilmez olmamakla birlikte 6nemli saydi-
g1 ikinci kogul matematigi yipranmaktan korumakti. Ugiincii kogul, mantiksal or-
tak duyuya aykin diismeyen, beklentiye uygun bir ¢6ziim bulmakt1.(!3

Russell, 1903 ve 1904 yillarin1 bu ii¢ 6zelligi tasiyan bir ¢6ziim bulma ¢abasi
icinde gegirir.

Paradokslardan kurtulma yolunda ortaya atilan ¢6ziim 6nerileri i¢inde 6nemli
sayilan iki tanesine deginmekle yetinecegiz. Bunlardan biri, matematikgiler agisin-
dan daha kestirme ve kolay gériiniiyordu: Kiimeler kuramim hi¢bir kusku ya da
elestiriye yer vermeyecek sekilde, iyice sinirlandirilmig aksiyomatik bir sistem ola-
rak kurmak. Bu yonde ilk girisim, 1908’de, Zermelo’dan gelir. Onu Fraenkel, Sko-
lem, von Neumann ve Bernayes gibi arastirmacilar izler. Ne var ki, aksiyomatikles-
tirmenin yeterince etkili bir ¢oziim olmadig, iistelik paradokslarr ¢ézmeye degil,
onlemeye yonelik oldugu ¢ok ge¢meden goriiliir. Kald: ki, aksiyomatiklestirmenin
sagladig1 onlemin yeni bazi paradokslarla karsilasmayacagimizi giivence altina aldi-
g1 da kesin degildi.

Ikinci 6neri, paradokslari hem ‘6nlemeye, hem de agiklamaya yonelik goriin-
mektedir. Poincaré, kiimelere iligkin paradokslarin, déngiil tanimlamadan kaynak-
landig1 goriisiindeydi. Bilindigi gibi, bir kiimeyi elemanlar belirler. Elemanlardan
herhangi birini kiimeye basvurarak belirleme yoluna gittigimizde, dongiil bir ta-
nimlamaya diismiis oluruz. Russell'in berber paradoksunu ele alalim: Koyiin ber-
berini, kendini tiras etmeyenleri ve yalmz onlar1 tiras eden biri olarak belirlemek
dongiil bir tammlamadir. Ciinkii, berber, kendisini de igeren kiimenin bir alt-
kiimesine bagvurularak belirlenmektedir. Poincaré’nin bu gériigiinii paylasan Rus-
sell bu tiir déngiil tammlamanin yol agtifi paradokslara, “dongiil agmaz ilkesi” de-
digi bir yasaklama getirir. Buna gore, bir kiimede, ancak o kiimeye bagvurularak
tanimlanabilen elemana yer yoktur. Soyle ki, yurttaslarla onlardan olusan ulusu bir
tutamayacagimiz gibi, kiimelerle onlardan olusan kiimeler kiimesini bir tutmaktan
da kaginmaliyiz. Boylece, paradokslara yol agan kendi kendilerinin elemani olan
kiimelerden s6z etmekten kaginma geregi bir kural olarak ortaya ¢ikmaktadir.(*
Kuskusuz bu kural kiime kavramini sinirlayicr niteliktedir. Ancak, Cantor’un genel
kiime kavraminin yol a¢tigi paradokslar1 6nlemek icin béyle bir sinirlamay: goze
almak kagimlmaz goériinmektedir. Ne var ki, bu ¢éziim de birtakim itirazlara yol
agmaktan geri kalmamustir. [tiraz sesini yiikseltenler arasinda bagsta, matematikte
doéngiil tammlamay iceren ¢oziimlerden vazge¢meyi goze alamayan matematikgile-
ri gormekteyiz.

Sikintimin kokenini mantikta arayanlar da gikmugtir. Iki degerli standart mantik
yerine ii¢ degerli mantik koyarak, ¢eliskiye yol agic1 “kendine yollamali” 6nermeleri

(13) B. Russell, My Philosophical Development, s. 79-80.
(14) Paradokslar1 6nlemeye yonelik “Tipler Teorisi”ne VIII. BOLUM’de deginecegiz.
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dogruluk degeri yoniinden belirsiz (yani, ne dogru ne de yanhs) saymak yoluna gi-
dilebilir. Ancak, bu ¢ikis yolunu igeren iig-degerli mantigin gereken ilgiyi yeterince
topladig1 s6ylenemez.

Paradokslar sorununa, gesitli ¢aba ve ¢6ziim 6nerilerine karsin, heniiz iizerinde
herkesin birlestigi bir ¢ziim getirilememistir. Su kadar ki, sorunun matematikgi-
lerle filozoflan, sozciikleri kullanmada, 6nermeleri olusturmada daha dikkatli ve ti-
tiz davranmaya itmekle birlikte, dikkatleri matematigin temellerine yoneltmekle de
son derece yararh bir sonucu oldugu yadsinamaz.('>

Matematikle empirik bilimlerin ilerlemesinde benzer ve farkli yanlar vardir. ki
alanda da genellikle her atiim bir bunalimu izler. Ne var ki, bilim, hi¢ degilse ku-
ramsal diizeyde, kiimiilatif degildir. Yeni teori, ¢6ziim getirdigi bunalima yol acan
eski yerlesik teoriyle temelde bagdasmaz niteliktedir. Oysa matematikte ilerleme
biiyiik 6l¢iide kiimiilatif niteliktedir. Irrasyonel sayilar rasyonel sayilarin, sanal sayi-
lar gergel sayilarin yadsinmasini gerektirmemistir. Tam tersine, matematikteki her
atilim, daha 6nce ulasilmis olan birikime dayali bir agilma, ya da genisleme demek
olmustur.!'®)

(15) Paradokslarin yol agtign bunalima Gédel teoremlerinin getirdigi yeni boyuta VIIL. BOLUM’de
. yer verecegiz.
(16) Matematikteki bunalimlar i¢in bkz. EK: 11.



VIIL. BOLUM

MATEMATIGIN TEMELLERINE ILISKIN
FELSEFI GORUSLER

Giris

Filozoflarin matematikle ilgilenmeleri Antik Yunan déneminden beri siiriip gelen
bir olaydir. Platon, geometri bilmeyeni Akademi’sine almiyordu. Modern felsefenin
kurucusu Descartes aym zamanda seckin bir matematikgiydi: Analitik geometriyi
en basta ona borgluyuz. Kalkiiliisi olusturan iki bilginden biri XVII. yiizyilin ta-
ninmus filozofi Leibniz’di (digeri Newton’dur). Sonsuz kiigiikler teorisine yonetilen
ilk ciddi elestirinin bir filozof olan Berkley’den gelmis olmasi da bir rastlant: degil-
dir. Felsefe ile matematigin iliskisi, bu 6rneklerden de goriilecegi gibi, Pragmatist
felsefenin kurucusu C. S. Peirce’in, “Metafizik siirgit matematigin taklit¢isi olmus-
tur,” yargisinin tersine, salt 6zenti olmaktan ileri bir seydir. Kald: ki, matematigin
bunalima girdigi kimi donemlerde matematikgilerin de az ¢ok felsefeye basvurduk-
larimi biliyoruz. Ozellikle, yiizyihimizin baslarinda felsefeye bu yoénelis son derece
yogun bir bigimde ortaya ¢ikmustir.

Daha 6nce de degindigimiz gibi,(") gegen yiizyilhn ikinci yarisinda ortaya gikan
kimi gelismeler, matematigin temellerine iliskin felsefi ilgiyi genis ol¢iide artirir. O -
donemin sonunda matematigin i¢ine diistiigii bunalima yol agan gelismeleri baslica
iki baslik altinda toplayabiliriz:

(1) Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikisi. Bu olay matematigin dogrulugu zo-
runlu ya da apagik aksiyomlara dayandig gériisunii ¢okertir.

(2) Kiimeler teorisinden kaynaklanan paradokslar ve bunlara doyurucu bir ¢6zii-
miin bulunamamas1.‘?) Matematigin tutarliligina iliskin genel bir ispatin yoklu-
guyla birlesen bu olay, matematige duyulan geleneksel giiveni temelinden sar-
sar.

(1) Bkz. VIL. BOLUM: MATEMATIKTE BUNALIMLAR.

(2) Poincaré kiimeler teorisinden kaynaklanan sikintiy1 bir soruyla soyle dile getirmistir: “Kiimeler
teorisinin koyunlari i¢in yaptigimiz agila koyunlarla birlikte bir de kurt mu kapatmis olduk, aca-
ba?”
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Her iki gelisme de, klasik matematik etkinligi disinda yeni bir arayisa, “felsefi
¢oziimleme” diyebilecegimiz bir yaklasima yol agacak nitelikteydi. Nitekim yiizyili-
muzin baslarinda kimi matematikgi filozoflarin, matematigin temellerini yoklama,
matematige daha saglam bir temel olusturma ¢abasina girdiklerini gormekteyiz.
Weirstrass’in, kalkiiliis’ii say1 kavramini irdeleyerek saglam bir temele oturtmus ol-
mast, yeni temellendirme ¢aligmalar i¢in bir tiir model olusturuyordu. XIX. yiizy:-
Iin son yirmi yilinda Frege ve Peano ile baslayan ¢alismalar daha sonra Russell, Po-
incaré, Hilbert ve Boruwer gibi segkin matematikgiler arasinda yogun tartigma ko-
nusu olmaya baglar, sonunda “Mantik¢ilik” (Logicism), “Bi¢imcilik” (Formalism)
ve “Sezgicilik” (Intuitionism) diye olusan ii¢ temel dgretinin ¢atismasina doniigiir.
Tartismas: giiniimiizde de siiren bu 6gretileri gézden gegirmeyi yararh gormekteyiz.

Mantik¢ilik

Matematige saglam bir temel olusturma yolunda en gozaha felsefi girisimin man-
tikgilik oldugu soylenebilir. Gottlob Frege’nin (1848-1925) o6nciiliigiinde belirgin
bir kimlik kazanan mantikgihk, kokeni daha gerilere uzanan bir goriistiir. Daha
XVIL. yiizyillda Leibniz mantik¢ihk tezini andiran diisiinceler ileri siirmiistii. Ona
gore, mantigin kavram ve ilkeleri tiim diger bilimlerin temelinde yer alan diisiince-
leri olusturuyordu. Frege’den hemen 6nce ¢agdasi taninmis matematikgi R. Dede-
kind’in aritmetigi mantiksal bir yontemle ele aldigim biliyoruz. Frege’nin yaklagimi
daha kesindi: Aritmetik mantiga indirgenerek temellendirilmeliydi. Bu yaklasim bir
yandan matematigi empirik bir bilim sayan J. S. Mill’in goriisiine, 6te yandan ma-
tematiksel onermeleri sentetik a priori dogrular sayan Kant'in dgretisine ters diis-
mekteydi. Frege’nin mantik¢ilik diye bilinen bu tezi ¢arpici oldugu kadar 6ziinde
basittir: Matematik temelde mantikla 6zdestir. Frege aritmetigi, Russell ise tiimiiyle
matematigi mantiga indirgeme (ya da mantigin bir uzantisi olarak gésterme) yo-
lundan mantikgilik tezini ispatlamaya koyulurlar. Girisimin ger¢eklik kazanmasi su
iki kogulun yerine getirilmesine bagh gorilmiistiir:

(1) Tum matematiksel kavramlarin (daha dogrusu bu kavramlar: belirleyen terim-
lerin) salt mantiksal terimlerle belirtik tanimlarim1 vermek;

(2) Matematigin tiim aksiyom ve teoremlerini mantigin temel ilkelerinden ¢ikarsa-
mak.

Bir tanimlama sorunu olan ilk kosul, her seyden 6nce, tammlayici olarak kulla-
nilacak mantik terimlerinin belirlenmesini gerektirmekteydi. Bunlar, ornegin,
“mantiksal degismezler” denen “degil”, “ve”, “veya”, “ise”, “tiim”, “baz1” gibi hig-
bir baglamda vazgegilemeyen sozciiklerdir. Frege’den 6nce kimi matematikgiler
matematiksel kavramlar arasindaki iliskilerle ilgilenmis, aritmetigin tiim kavramla-

rinin dogal sayilara (1, 2, 3, ...) indirgenebilecegini gostermislerdir.® Mantik¢iliga

(3) Kronecker’in “Dogal sayilar1 Tanrr’yaborgluyuz; gerlsl insanoglunun iirinidiir,” sézii bu indir-
gemeye yollama olarak yorumlanabilir.
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kalan is dogal sayilar1 mantik terimleriyle dile getirmekti. Frege say1 kavramim kii-
me kavraminin yam sira esdegerlilik iliskisine bagvurarak tanimlama yoluna gider.
Ona gore, elemanlar1 tam bire-bir kargilagim i¢inde olan iki kiime esdegerdir. Or-
negin, bir pardesiideki diigmelerin kiimesiyle iliklerin kiimesi esdeger kiimelerdir.
“Bir kiimenin sayis1”, kendisine esdeger olan tiim kiimelerin kiimesi demektir. Or-
negin, 2 sayisi tiim ¢ift elemanl kiimelerin kiimesi olarak tanimlanir. Cift elemanh
her kiime {6rnegin, bir cift ¢orap, bir ¢ift kumru, vb.) 2 sayisinin somut bir 6rne-
gidir; ama 2 sayisi bu tiirden somut 6rneklerin tiimiinii kapsayan kiimedir. Say: ise
daha genel bir kavram olup, her biri bir kiime olusturan 0, 1, 2, 3, ... gibi tikel sa-
yilarin timiinii i¢ine alan kiimedir. Buna gore, her tikel sayi, saymnin bir 6rnegidir.

Mantikgilarin benimsedigi bu tanimlama, ne var ki, birtakim elestirilere ugra-
maktan geri kalmamustir. Bunlara daha sonra deginecegiz.

Frege’nin yam sira G. Peano’nun (1858-1932) bir yandan aritmetigi aksiyome-
tik bir sistem olarak kurmasi, 6te yandan bu sistemin 6nermelerini (postulat ve te-
oremlerini) son derece islek bir notasyonla dile getirmedeki basarisi mantikgiliga
onemli bir gii¢ saglar. Peano’ya gelinceye dek aritmetik, geometride iki bin yil 6nce
gerceklesmis olan mantiksal diizenlemeye uzak kalmustir. 1k kez Peano tiim arit-
metigi ii¢ ilkel terime (“say1”, “stfir”, “...ni izleyen”) ve bu terimlerin iliskilerini dile
getiren bes postulata (1. Sifir bir sayidir, 2. Herhangi bir sayiy1 izleyen de bir sayi-
dir, 3. Aym sayiy: farkh iki say1 izlemez, 4. Sifir hicbir sayiy1 izlemez, 5. Sifira ait
bir 6zellik, herhangi bir sayiya ait oldugunda onu izleyen sayiya da aitse, tiim sayi-
lara aittir) dayanan bir sistem olarak kurar.” Yakindan bakildiginda Peano postu-
latlarinin birlikte dogal sayilar tiiriinden dizileri tanmimlamakta oldugu goriiliir. Se-
¢ilen dizi bir say1 olan, ama higbir sayiy1 izlemeyen “sifir’la baglamaktadir. Dizide
her sayidan sonra gelen de bir sayidir, ancak farkl iki sayiy1 ayni say1 izlemez. Pos-
tulatlardan sonuncusu dizideki tiim elemanlara ait 6zellikleri saptayan “matematik-
sel indiiksiyon” ilkesini sunmaktadir.

Peano postulatlarinin sagladigs ekonomiye karsin mantiksal yénden tiimiiyle
doyurucu oldugu soylenemezdi. Matematik bunlar gibi baska postulatlar iizerine
de kurulabilirdi. Bu demektir ki, ilkel terim ve postulatlarin se¢iminde Peano belli
bir zorunluga bagh kalmamistir. Nitekim Peano’nun kendisinin postulatlarini ge-
rekgelendirme yolunda herhangi bir ¢aba igine girdigini gormiiyoruz. Gerekgelen-
dirmeyi bir sorun olarak Frege ele almistir.

Frege, Peano postulatlarini (dolayisiyla aritmetigi) mantik ilkelerinden cikar-
sama yoluyla temellendirmeye koyulur. Boyle bir ¢ikarsama hem keyfilik izleni-
mini silmeye, hem de aritmetigin mantiga indirgenebilecegini gostermeye yaraya-
cakti. Bu arada ozellikle sayinin mantik terimleriyle tanimi verilerek say1 kavrami
bulanikliktan kurtarilmis olacaktl. Aritmetigi mantia indirgeme ¢alismasinda
baslica sorunu “sayr”min agikhga kavusturulmas: olarak goren Frege soyle diyor-
du:

(4) Peano’nun kurdugu sistem igin ayrica bakimz: EK 3 “Matematiksel Dogrulugun Niteligi,” Carl
G. Hempel.
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Matematikte sayinin ne oldugu iizerinde bugiine degin bir agikliga ulagilamamus ol-
masi bir skandaldir. Sayinin herkesin kabul ettigi bir tanimmin olmayisi hos kargilana-
bilirdi, yeter ki, sorun iizerinde genel bir anlayis olsaydi. Oysa, saymn bir nesneler kii-
mesi mi, yoksa karatahta iistiinde insan eliyle ¢izilen bir sekil mi; psikolojiden 6gren-
memiz gereken ruhsal bir nesne mi, yoksa mantiksal bir yapit my; gelip gegici bir icat
my, yoksa sonsuza dek siirecek bir varlik mi ... oldugu bile belirlenmis degildir. ... Ma-
tematik kendi 6nermelerinin icerigini olusturan diigiinceyi, daha dogrusu inceleme ko-
nusunu bilmemekte, ugrastig1 nesnelerin dogasim anlamaktan uzak kalmaktadir. Peki,
bu bir skandal degilse nedir?®)

Gergekten, Frege’ye gelinceye dek sayiya iliskin verilmis tanimlarin hemen tii-
mii mantiksal yetersizlik i¢indeydi. Pek ¢ok matematik¢inin goziinde say ile ¢ok-
luk 6zdes kavramlardi. Sayi, 2, 3, 5, ... gibi tikel sayilari, yani elemanlari gokluk
olan kiimeleri igine alan kiimedir. Her tikel say1 kiimesi oldugu ¢okluktan, say1 ise
kiimesi oldugu tikel sayilardan daha iist diizeyde soyut bir kavramdir. Russell, Fre-
ge’ye bor¢lu oldugumuz bu ¢oziimlemeden 6nce sayi ile ¢oklugun karigtirilmasini,
say1 kavramini tam bir belirsizlik i¢inde tutan bir “sagmalama” olarak nitelemigtir.®

Frege'nin sayiya iliskin getirdigi kavramsal ¢oziimleme 15181inda Peano postulat-
lar1 aritmetigin (giderek tiim matematigin) mantiga indirgenmesinde aranan olana-
g1 tasiyor goriiniiyordu. Postulatlar olusturan iig ilkel terimden biri, ...ni izleyen”,
zaten mantiksal bir terimdi. Diger iki terimin, “sifir” ile “say1’”nin mantik terimle-
riyle tammlanmalari sorunu ¢6zmeye yetecekti. Ustelik, “sifir”in bir say1 olarak be-
lirlenmis olmasi, sorunu daha da basitlestirmekte, yalnizca “say1”nin tammuyla ye-
tinmeye olanak vermekteydi. Frege’nin, sayiy1 belli bir kiimeye benzer ya da ona
esdeger tiim kiimelerin kiimesi, “sifir”1 da tiim bos kiimelerin kiimesi diye tanim-
layarak bu isi basardig1 sdylenebilir.”)

Frege ile Peano'nun ¢ahismalari mantikgih@in ilk agamasim olugturur. Ikinci
agama Bertrand Russell (1872-1970) ile baslar. Russell ¢alismasim 6nce 1903’te ya-
yumlanan Principles of Mathematics adh yapitinda, daha sonra A. N. Whitehead
(1861-1947)’le ortak yazar oldugu ve modern mantigin anitsal yapiti sayilan Prin-
cipia Mathematica (lig cilt, 1910-1913)’da ortaya koyar. Russell, matematigin man-
tiga indirgenmesi 6tesinde iki disiplinin 6zdes oldugu tezinin tiim kapsamuyla Prin-
cipia Mathematica’da kanitlandig1 savindadir. Frege’de oldugu gibi Russell’'in ¢ahs-
masinda da hareket noktasini Peano postulatlar1 olusturur. Bu ise 6ncelikle gercel
sayillarin dogal sayilara, dogal sayilarin kiime kavramina indirgenmesi demekti. Ne

(5) G. Frege, Uber die Zahlen des Herrn H. Schubert (Bay Schubert’in Sayilarina lliskin Diigiinceler).

(6) Bkz. B. Russell, History of Western Philosophy, s. 830.

(7)  Bu tanimin birtakim elegtirilere yol agtigina deginmistik. Bir kez sifirdan sonra gelen sayilara ge-
lindiginde, tanimin déngiil oldugu kuskusu iyice gii¢ kazanmaktadir. Ornegin, 2 sayisin ¢ift ele-
manh kiimelerin kiimesi diye tammladigimizda, tistii ortiik de olsa iki kavramina bagvurulma-
makta midir? Nitekim bagta Poincaré olmak iizere kimi matematikgilerin bu noktaya dikkat gek-
tiklerini biliyoruz. Sonra, sayilar kiime kavramina indirgendiginde toplanma o6zelliklerini yitir-
mektedir. Gergekten clemanlarn ¢ift olan kiimelerin kiimesiyle elemanlar: birim olan kiimelerin
kiimesi nasil toplanabilir? (lgingtir, sayilarin toplanamayacagin Platon yaklagik 2400 yil 6nce
soylemisti.)
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var ki, kiimeler teorisinin yol agig1 paradokslar mantik¢ilik igin beklenmedik bir
sorun yaratmisti Russell bu soruna ¢6ziim getiren “Tipler Teorisi’ni olusturur.
Tipler teorisi, kisaca demek gerekirse, kiimeler teorisinin konusu nesnelerin hiye-
rarsik bir diizende islem gérmesini 6ngormektedir. Buna gore ¢okluklari olusturan
asal nesneler 0 (sifir)-tipini, asal elemanlar: igeren kiimeler 1 (bir)-tipini, 1-tipin-
deki nesneleri igeren kiimeler 2-tipini, vb. olusturur. Kiimeler teorisinin uygulama-
sinda tiplerin karistirllmamasi, islem géren kiimenin tiim elemanlarinin ayni tipten
olmasi kuralina bagh kalinmas: geregi vardir. Tartismali kimi yanlarina karsin, tip-
ler teorisinin dongiil tammlara diismeyi, dolayisiyla buna bagh paradokslarin olus-
masun Onledigi séylenebilir. Ancak teorinin kiimeler teorisinde baska tiirden para-
dokslarin ortaya ¢ikmayacagim giivence altina aldig1 kolayca s6ylenemez. Kaldi ki,
kimi yazarlarin belirttigi gibi, tipler teorisi Epimenides paradoksu gibi semantik
tiirden paradokslarin ¢oziimii icin elverigli bir yéntem degildir.®

Mantik¢ihigin yadsinamaz 6nemli bir basarisi, formel mantikla matematigin
iligkisini kanitlamanin yan sira, tiim klasik matematigin tek bir formel sisteme in-
dirgenme olanagimi géstermis olmasidir. Bu sonug, Hilbert gibi mantik¢ilik tezini
benimsemeyen matematikg¢i diistiniirlerin de goziinden kagmamistir. Ciinkii, 6yle
formel bir sistem, her seyden 6nce, matematikte aranan tutarliligi gostermesi baki-
mindan 6nemliydi.

Elestiri

Mantikgiligi degerlendirirken elegtirel nitelikte birka¢ noktaya deginmeden ge¢me-
meliyiz. Bu noktalardan biri matematiksel kesinligin dogasina iliskindir. Mantik-
¢ilar, Kant'in tam tersine, matematigin bir konusu olmadig, yalmzca analitik ni-
telikte kavramsal iliskilerle ugrastig1 sayiltisindan hareket ediyorlardi. Onlara gore
matematiksel dogrulugun kesinligi, matematigin tiimiiyle dediiktif olan mantiksal
temelinden kaynaklanan totolojik bir kesinliktir. Matematiksel kesinligi insan ak-
linin yapisal ozelligine ya da sezgi yetisine baglayan matematik¢i diisiiniirlerin
(6rnegin, Poincaré’nin) 1natematigi totolojik bir dizge sayan mantik¢ilik tezini
benimsemeleri beklenemezdi kuskusuz. Nitekim Poincaré, matematiksel kesinligi,
matematigin dediiktif oldugu saviyla degil, “matematiksel indiiksiyon” ilkesiyle
aciklamaktadir. Onun goziinde bu ilke, “akil” denen zihinsel yetenek ya da sezgi-
nin bir irinidir. Matematige verimli ve yaratici bir ¢alisma kimligi kazandiran
sey mantik degil, akil ya da sezgimizin temel 6zelligini yansitan matematiksel in-
diiksiyon tiiriinden diisiinme bigimleridir. Boyle bir ilkeye basvurmaksizin mate-
matigi mantiga indirgemeye olanak yoktur. Sezgiye yer vermeyen matematikte
yeni buluslara gitme soyle dursun, ispat bile yapilamaz. Bagvuruldugunda ise (ki
mantik¢iigin yaptigi budur) ortaya konan indirgeme déngiil bir ¢ikarim olmak-
tan ileri gegmez.")

(8) S.F.Barker, Philosophy of Mathematics, s. 87.
(9) H. Poincaré, Science and Method, s. 143-150. (Mantik¢ihga bir tiir savag agan Poincaré, mantik-
¢ilig1 yeni buluslara kapi agan bir hareket olarak 6ven Louis Couturat’ kiigiimsemekten kendini
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Mantikgiliga karst ¢ikanlardan biri de, o gelenek icinde yetismis Wittgenste-
in’dir. Mantik, ona gore, matematigi anlamamiz igin yeterli bir ara¢ degildir; yeterli
olsa bile bizim mantik bilgimizin bu is i¢in yeterli oldugu sdylenemez.

Wittgensteint izleyen Waismann’in itirazlar1 daha kesindir:

Kanimca matematigi totolojilerden ibaret gérmek yanlistir. Matematik, mantigin bir
kolu degildir; timiiyle bagimsiz, kendi kurallarina dayanan bir ¢alismadir. Matematigin
mantiga indirgenmesiyle daha saglam bir temel kazanacag inanci, biitiiniiyle bakildigin-
da, sadece bir yanilgidir. Ayrintilara girmeksizin, ... bugiin yeni bir yorumun olanak ka-
zandigimni belirtmekle yetinecegiz. Buna gore matematik, ne empirik énermelerden, ne
de Frege, Russell, Ramsey, Hahn, Carnap vb. diigtiniirlerin ileri stirdiigii gibi analitik
(totolojik) 6nermelerden olusmaktadir. Bize kalirsa, matematik, serbestce secilen birta-
kim varsayimlardan ¢ikarimlar gelistiren bir dizi dediiktif sisternlerden olusur. Mantik o
sistemlerden yalnizca biri olup, onlardan hi¢birinden daha 6nemli degildir. Bu goriis te-
melde aksiyomatik niteliktedir. ... $u kadar1 kesinlikle s6ylenebilir: Bugiin artik matema-
tigin biitiiniiyle Peano postulatlar: tiiriinden birka¢ 6énermenin zorunlu sonucu oldugu;
oyle ki, bu postulatlar dogrulandiginda tiim sistemin dogrulanmis olacag: séylenemez.
Matematigi bir tek degil bir¢ok sistem olusturmaktadir. Bu nedenle, Peano aksiyomlari-
n1 salt mantiksal nermelere indirgeme girisimi degerini bityiik dl¢iide yitirmistir. ... Biz
aritmetigi kurallarini bularak betimleyebiliriz; ama bu kurallar1 temellendiremeyiz. Bu-
lunacak bir temel bagka bir temeli ‘gerektireceginden isin icinden ¢ikamayiz.(\9)

Mantik¢iligin elestirisi giiniimiizde de siirmektedir. Ornegin, Steiner, aritmeti-
gin indirgendigi teoriyi (bu, ister salt mantik olsun, ister kiimeler teorisi gibi salt
mantiksal oldugu kugkulu olan bir teori olsun) aritmetikten daha az kesin saymak-
tadir. Gergekten sayilar1 kiime kavramina indirgemenin matematige daha saglam
bir temel olusturdugu pek ¢ok kimsenin goziinde kusku konusudur. Kald1 ki, her
seden once kiimeler teorisinin, matematigin degil mantigin bir par¢ast oldugu or-
taya konmaliydi. Bu nokta bugiin bile agikliga kavusturulmus degildir.('"" Steiner
i¢in matematigin mantiga (ya da kiimeler teorisine) indirgenmesi gerceklik kazansa
bile bunun istenen giiven ve yarar saglayacagi kusku konusudur. Ciinkii kiimeler
teorisinin kendist ¢esitli yonlerden yetersizlik i¢indedir. Bir kez bu teori, kimi varlik
varsayimlarinin’ yan sira, siireklilik (continuum) hipotezi tiiriinden belirsiz 6ner-
meler igermektedir. Sonra, teorinin yol agtigi, bundan sonra yol agabilecegi para-
dokslara kesin, genel bir ¢6ziimiin bulundugu ileri siiriilemez. Tipler teorisinin is-

alamaz: “Mosy6 Couturat son derece ¢ocukga hayaller i¢indedir. Ona bakilirsa mantik¢ihik aras-
tirmactya yeni ufuklara agilma kanad: saglamistir. Oysa ben, tam tersine, mantik¢ilikta aragtir-
maci icin kostekten baska bir sey gormiiyorum. Ustelik bu 6greti daha kesin olma yéniinde de
bize bir sey saglamamaktadir. I’in bir say1 oldugunu ispatlamak i¢in 27 denklem gerektiren bu
ogretide gergek bir teoremin ispat i¢in ka¢ denklem gerekecektir, acaba?”) Ayni kaynak, s. 177-
178.

(10) F.Waismann, Introduction to Mathematical Thinking, s. 118-122.

(11) Indirgemeyi baska bir agidan savunan Quine, say teorisini kiimeler teorisine indirgeme olanakl
oldugundan, bir yerine iki teoriyi elde tutmay1 en azindan ontolojik israf saymakta, say1 teorisin-
den bu nedenle vazgecebilecegimizi 6nermektedir. (Bkz. W. V. O. Quine, Ontological Relativity,
s. 53-55.)



MATEMATIGIN TEMELLERINE ILISKIN FELSEFi GORUSLER 93

tenen giivenceyi sagladig tartisma konusudur. Kendi tutarlih@: sorunsal olan bir
teorinin aritmetige gorecel de olsa bir tutarlilik sagladig nasil séylenebilir? Steiner’e
gore, say1 kavram kiime kavramindan daha agik ve daha temel bir kavramdir. “Sa-
y’y1 “kiime” terimiyle tamimlama bize gercekte ne kolayhk ne de aradigimiz kesin-
ligi saglar. Russell paradoksu (ki, “tiim kiimeler kiimesi” kavramindan dogmus-
tur), mantik¢iligin 6ngordiigi indirgemenin hi¢ de daha giivenilir bir temel olus-
turmadigim gostermigtir. Nitekim Frege bu paradoksu 6grendiginde biiyiik bir
umutsuzluga diigerek, “Aritmetik sendelemektedir,” demekten kendini alamamisti.

Steiner de Poincaré gibi matematigi, salt “formel” ya da “dediiktif” bir ¢calisma
saymay1 yanlis bulmaktadir.('?

Tiim elestiri ve karsi ¢ikmalara karsin, matematigin temelde mantiktan bagka
bir sey olmadigi ogretisinin etkinligini yitirdigi s6ylenemez. Asagida verdigimiz
alintida Russell, iki disiplinin 6zdes oldugu savini kendine 6zgii acik ve ¢arpia di-
liyle ortaya koymaktadir:

Matematik ve mantik, tarihsel gelisimleri bakimindan tiimiiyle farkh konular ol-
mustur. Matematik bilimle, mantik ise Grekge ile birlikte yiiriimiistiir. Ama ikisinin de
modern ¢aglarda biiytik atilim igine girdigini gérmekteyiz: Mantik daha gok matema-
tiklesmis, matematik mantiksal nitelik kazanmistir. Oyle ki, ikisi arasinda bir ¢izgi ¢iz-
meye artik olanak yoktur. Ciinkii ikisi 6zdestir. Aralarindaki fark gengle yetiskin ara-
sindaki farka benzer: Mantik matematigin gengligini, matematik mantigin olgunluk ¢a-
gin1 temsil etmektedir. Bu goriisit hem mantikgilar hem de matematikgiler tepkiyle
kargilamakta. Mantikgilarin tepkisi, tiim zamanlarimi klasik metinleri incelemeye ver-
mis olmalar1 nedeniyle simgesel terimlerle dile getirilmis herhangi bir ¢ikarsamay: an-
lama yetersizliginden; matematikgilerin tepkisi ise, 6grenmis olduklar: bir teknigin an-
lam ve rasyoneline egilme ¢abasini gze alamamaktan dogmaktadir. Ne ki, tepkiyi gos-
terenler her iki alanda da giderek azalmaktadir. Iki disiplin gesitli yonleriyle &ylesine
kesismektedir ki, aralarindaki siki iliski, konuyu bilen hi¢bir 6grencinin géziinden kag-
mayacak kadar agiktir. Ozdeslik savimizin ispati teknik ayrintilara inmeyi gerektiren
bir sorundur. Mantiga ait oldugu kusku gotirmez onciillerden baglayip, dediiktif ¢ika-
rimla, matematige ait oldugu yadsinamaz sonuglara ulastigimizda, iki alan arasinda
hi¢bir noktada kesin bir ayirim yapilamayacagim kolayca goriiriiz. Ama gene de szii-
nil ettigimiz 6zdesligi icine sindiremeyenler ¢ikarsa, onlari, Principia Mathematica’nin
zincirleme giden tanim ve ¢ikanimlarmin hangi noktasinda mantigin bitip matematigin
bagladigini gostermeye ¢agiririz. Gorilecektir ki, verecekleri yanit keyfi olmaktan ileri
gecmeyecektir.('

Formalizm

Mantikeilik, matematigi kendi disinda bir alana, mantiga giderek temellendirmeyi
ongoriiyordu. Formalizm ise temellendirmeyi matematigin kendi iginde bir yeni-
den diizenleme ya da arindirmayla gerceklestirmeyi 6ngérmiigtiir. David Hilbert
(1862-1943)'in o6nciiliigiinde olusan formalist 6greti bir reform programui niteligin-

(12) M. Steiner, Mathematical Knowledge, s. 71-92.
(13) B. Russell, An Introduction to Mathematical Philosophy, s. 194.
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dedir. Program, kiimeler teorisinden kaynaklanan paradokslar ile sezgicilerin klasik
matematige yonelttikleri elestiriler karsisinda matematigin tutarhhgini giivence alti-
na almay1 amagliyordu. Formalist 6greti agisindan matematik soyut nesne ve iligki-
leri konu alan simgesel bir sistemdir; 6yle ki, sistemi olugturan terimler anlamsiz
birer simge, iliskileri dile getiren tiimceler igerikten yoksun birer 6nerme kalibidir.
Ornegin, Peano aksiyomlarinin say1 dizilerini konu alan birer 6nerme degil, belki
“dizi” denen daha genel ve soyut bir kavrama iligskin birer agik tiimce oldugu soy-
lenebilir. Gergekten her tiir dizide Peano aksiyomlarimi dogru 6nermelere doniis-
tirme Ozelligi vardir. Model olarak alinan dizi ister sayilardan, ister bir dogru iize-
rindeki noktalardan, isterse bir zaman parg¢asinin igerdigi anlardan olussun, sonug
degismez.

Hilbert ve onu izleyenlere gore matematik, mantiga indirgenerek degil, simge-
sel aksiyomatik bir yaprya déniistiiriilerek temellendirilmeliydi. Ancak 6yle bir do-
niistiirmeyle istenen tutarhhiga gerceklesme ve yoklanma olanag saglanabilirdi. On-
larin goziinde klasik matematikte uygulanan tutarhlik ispat yontemi de yetersizdi.
Hilbert’in Euclides geometrisini soyut aksiyomatik bir dizge olarak mantiksal yet-
kinlige ulastirma ¢alismasi ona, matematigin tiimiinde aym yetkinligi gerceklestir-
me umudunu vermisti.'" Hilbert, bu deneyimine dayanarak, tutarlilik ispati igin
matematigin mantiksal bir dizge ya da kurallar1 belli satrang tiiriinden bir oyun
olarak alinmas: goriisiindeydi. 6rnegin, 1 + 1 = 2 tiimcesinde esitligin iki yaninda-
ki sayilara, 1 + 1 ile 2’nin, birbirinin yerine kullanabilecegimiz simgeler olmaktan
bagka bir anlam tagimadiklar1 géziiyle bakilmahydi. Kurdugumuz dizgenin tutarlili-
g1, dizgenin kendi kurallari i¢cinde bizi 2#2 gibi bir sonuca gotiirme olasilig1 tagima-
dig1 gosterilerek saglanmaliydi. Oysa, klasik matematikte tutarlilik yoklamasi, yo-
rum ya da model yontemine dayaniyordu. Buna gore matematiksel bir ¢alismanin
tutarhihigy, tutarhhifi varsayilan baska bir dizge model alinarak yoklaniyordu. Orne-
gin, geometrinin tutarhihigini gostermek icin, aritmetigin, ya da tersine aritmetigin
tutarhligini gostermek i¢in geometrinin model alinmasi gibi. Ne ki, bu yéntemle
belirlenen tutarhilik gorecel olmaktan ileri gecemezdi. Baska bir deyisle, tutarlihk
yoklamasi, sorunu bir alandan bagka bir alana kaydirma bigimini almisti. $6yle ki,
A teorisi tutarli ise onunla bire-bir eslesim gosteren B teorisi de tutarhdir. (Bilindi-
gi gibi, bu yontem bizi ya dongiil ¢ikmaza sokar, ya da sonu gelmez bir geriye gidi-
se iter.) Hilbert, tutarliligin bu sakincalari tasimayan dogrudan bir yéntemle belir-
lenebilecegini gostermek istiyordu. Bir dizgenin tutarli olmasi herhangi bir ¢eliski
icermemesi, yani dizgenin 6nerme kaliplar1 arasinda P ve P-degil gibi birbiriyle ge-
lisen iki timceye yer olmamasi demekti. Hilbert, “ispat teorisi” ya da “meta-
matematik” diye bilinen ¢alismasinmi 6grencisi Bernays ile ortaklasa yazdiklar
Grundlagen der Mathematik (Matematigin Temelleri) adl iki ciltlik yapitinda orta-
ya koyar. Ne var ki, formalizmin Principia Mathematica’s1 sayilan bu ¢alismanin
daha ilk cildi (1934) yayimlanmadan beklenmedik bir gelismeyle karsilasilir: Godel
teoremleri. Hilbert, matematikte tutarhilik ispatini ¢aligmasinin ana sorunu olarak

(14) Bu ¢ahsma, Grundlagen der Geometrie (Geometrinin Temelleri) adiyla 1899’da yayimlanmustur.
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koymustu. Bu program Goédel'in 1931’de yayimlanan ¢alismasiyla umut kirici bir
darbe yer.(®

Godel Darbesi

Hilbert programinin baslica amaglarini,

(1) Matematigin aritmetik, geometri, analiz ve kiimeler teorisi gibi dallarin: (so-
nunda tiim matematigi) aksiyomatiklestirmek;

(2) Her dalda kurulan aksiyomatik dizgenin ¢eliski icermeyen tutarli bir teori ol-
dugunu ispatlamak;

(3) Tutarlilig: ispatlanan teorinin ayni zamanda tam (yani, dizgenin kurallarina go-
re olusturulan P ya da P-degil gibi her tiimcenin, dizgenin 6nciilleri aksiyom-
lardan ¢ikarsanabilir) oldugunu gostermek;

(4) Tutarlihg: ve tamhg ispatlanan teorinin kategorik (yani, teorinin tiim yorum
ya da modellerinin izomorfik) oldugunu belirlemek.

diye dort noktada ozetleyebiliriz. Godel teoremleri, formalist programin can alici
iki amacina (tutarhlik ve tamlk), son derece basit dizgeler disinda, gerceklesme
olanag tammamaktadir. Baska bir deyisle, aritmetik dahil matematigin hi¢bir da-
linda tutarlihgin, o dizgenin elverdigi yontemle, ispatlanamayacag: ortaya konmus-
tur. Oyle bir ispat i¢in dizgenin disinda bagka yontemlerden yararlanmaya ihtiyag
vardir. Sorunu daha yalin bir dille belirtmek i¢in diyelim ki, Peano aksiyomlarim
mantik ilkeleriyle birlestirerek aritmetikte A dizgesini olusturduk. Simdi A’mn tu-
tarlihgim (A gergekten tutarli ise) A’nin terimleriyle dile getirilen bir ispatla ortaya
koyamayiz. Tutarhhiga iliskin bu olumsuz sonug, Godel'in daha temel nitelikteki
ikinci teoremiyle birlestiginde Hilbert program ger¢eklesme olanagim biisbiitiin yi-
tirmektedir. Bu teoreme gore aritmetik olgiisiinde kapsaml her alanda kurulacak
aksiyomatik dizge eksik kalmaktan kurtulamaz. Yani, o ¢apta kurulacak her dizge-
de, dizgenin kendi olanaklar iginde ispati verilemeyen 6nermeler, tanimi verileme-
yen kavram ya da terimler olacaktir. Kisacasi, aritmetik gibi az ¢ok kapsamh higbir
dizgenin tutarliligi ve tamhgi, o dizgenin kendi icinde ispatlanamaz. Bu sonug Hil-
bert programinin ¢6kiisii demekti kuskusuz.

Godel'in galismasi kargisinda Hilbert'in igine diistiigii hayal kirikligi, bir bakima,
Russell paradoksunu 6grendiginde Frege’nin kapildigi umutsuzlugu andirmaktayd.

Unutmamak gerekir ki, formalizm, Gédel’den 6nce de matematikgilerin ko-
layca benimsedikleri bir 6greti degildi. Matematige, tutarliligin ispati ya da baska
nedenle de olsa igeriksiz, formel bir oyun goziiyle bakmak pek ¢ok matematikgi-
nin igine sindiremedigi bir tutumdu.('® Matematik¢i normal ¢alismasinda ugras

(15) Bu gaiyma “Principia Mathematica ve Benzer Sistemlerin Formel Olarak Belirlenemeyen 6ner-
meleri iizerine” baghigini tagimaktadur.

(16) Formalizm’e tepki duyanlardan biri Hilbert'in 6grencisi taninmig matematik¢i Richard Cou-
rant’di. Bkz. R. Courant ve H. Robbins, What is Mathematics,s. XVIL (Bu kitaptan bir alintiya
daha 6nce “Matematiksel Diisiinme Yontemi” béliimiinde yer vermistik.)
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konusu nesne ve iligkileri anlamsiz saymak s6yle dursun, onlara en azindan kav-
ramsal diizeyde bir gergeklik kimligi tamima egilimindedir; ¢aligmasim temellen-
dirme kaygisiyla formalist yaklasgima katilsa bile, bu egiliminden uzaklagmis ola-
maz. Benzetme yerindeyse, matematik¢i de, hafta giinlerinde isledigi giinahi pazar
giinii kilisede ¢ikartan pragmatist isadamu gibi, hafta boyunca Platonist, pazar gii-
nii formalisttir.("”)

Formalizm, matematik tarihi ile matematik felsefesinin iligkisini kesmigtir; ¢iinkd,
formalizme gére, “matematik tarihi” diye bir sey yoktur. ... Ustelik herkesin “mate-
matik” diye bildigi etkinligin 6nemli bir béliimii formalistlerin goziinde matematik
degildir. Matematigin gelisme siirecini goz ard1 eden formalizmin kurdugu egemenli-
ge Kant'in su sozleriyle karsi ¢ikmak istiyoruz: Felsefenin yol géstericiliginden yoksun
matematik tarihi korlesmekten, matematik tarihindeki garpici gelismelere sirt geviren
matematik felsefesi koflagmaktan kurtulamaz. ... Formalizm ucu ¢ok gerilere uzanan
“bagnaz” diyebilecegimiz bir felsefe zincirinin son halkasidir. 1ki bin yili agkin bir sii-
re boyunca bagnazlarla kuskucularin tartismasina tanik olmaktayiz. Bu biiyiik tartis-
mada matematik, bagnazlarin 6viing kalesi olmustur. ... Buna karst ¢tkmanin zamani
gelmistir artik!'®)

Sonug

Hilbert, programinin gerekgesini séyle belirtmisgti:

Teorimin amaci, matematiksel yontemlerin giivenilirligini bir daha tartigglmayacak
bir kesinlikle ortaya koymakti. ... Kanimca bizi paradokslarla karsi karsiya birakan su
siradaki gelismelere gz yumup gecemeyiz. Dogruluk ve kesinligin kalesi bilinen mate-
matikte herkesin dgrendigi, ogrettigi ve kullandig1 taumlarla dediiktif yontemlerin yol
actig1 sagmaliklara bir bakin! Peki, matematiksel diisiinme boylesine kusurluysa, dogru-
luk ve kesinligi nerede bulacagiz?"

Aranan, matematigin salt kendi i¢inde bir kesinlikse, bunu bulamayacagimzi
Godel teoremleri gostermistir. Artik matematigin tutarhiligini ispatlama en azindan
kusku konusudur. Ne var ki, bu durum Hilbert programinin iki temel amacinin
(tutarlilik ve tamlik) erisilemez oldugu demek degildir. Sorunun bir ol¢iide de olsa
baslangicta konan aritmetik ve mantik aksiyomlariyla simirlamadan kaynaklandig:
soylenebilir. Oyle bir simirlamaya gidilmediginde klasik matematigin tutarhhiginin
gosterilebilecegi olanakdis: degildir. Gentzen’in bu yondeki ¢alismasi olduk¢a umut
vericidir. Gentzen, sonsuz indiiksiyonu igeren yontemiyle tiim aritmetigin tutarh
bir dizge olarak kurulabilecegini gostermistir.?” Dahasi, Carnap’in da belirttigi gi-
bi, belki de matematigin tiimii formellestirilebilir. Oyle de olsa, matematik tek ba-

(17) Bu benzetmenin sorumlulugu taninmug bir matematikgiye aittir. (Bkz. R. Hersh, “Some Propo-
sals for the Philosophy of Mathematics,” Advances in Mathematics, 31, 1979).

(18) 1. Lakatos, Proofs and Refutations, s. 1-5.

(19) D. Hilbert, “Onthe Infinite,” Philosophy of Mathematics (Benacerraf ve Putnam).

(20) Bkz. F. Waismann, Introduction to Mathematical Thinking, s. 102-103.

1l
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sina higbir aksiyomatik dizgede tiiketilemez. Bunun igin bir degil, kapsami giderek
daha genisleyen birgok dizgelere ihtiyag vardir. Yine Carnap’in belirttigi iizere ma-
tematigi sayisiz dizgelerin bir biitiinii saymak daha yerinde bir belirleme olur. Ma-
tematigi az sayida aksiyomlardan ¢ikarsanabilen bir yigin teoremden ibaret saymak
yanhstir.2")

Sezgicilik

Matematigi mantiga indirgeyerek temellendirmeye koyulan mantikqilik icin basta
gelen sorun, sayilarin dogasim belirlemekti. Frege bu soruna “sayr”y:1 kiime kavra-
nuyla tammlayarak ¢6ziim getirmisti. Formalizmin asil kaygis1 tutarlilikti. Hilbert
¢6ziimii matematige salt simgesel bir dizge kimligi vermede bulmustu. Bu iki yak-
lagima bir tepki olarak ortaya ¢ikan sezgicilik ise matematiksel nesne ve kurulus
(structures)larin varlik sorununu 6n plana gikarir.

Sezgicilik, kavram ve ¢ikarimlara somut igerik saglayan bir sezgiyi matematigin
tek gegerli yontemi sayan bir goriisii temsil etmektedir. Kisaca demek gerekirse,
sezgicilik sonlu adimda insa yéntemiyle matematigin, sezgisel olarak bildigimiz do-
gal sayilar tizerine kurulabilecegi tezini igermektedir. Bu goriiste kavram ve ¢ika-
rimlarin tam bir belirginlikle ortaya konmasi geregi tizerinde durulur. Oysa, sezgi-
cilere gore, matematik baslica dallarinda (analiz, kiimeler teorisi, hatta sayilar teori-
si, vb.) bu geregi karsilamaktan uzak kalmustir.

Yiizyshimuzin ilk yarisinda felsefi bir goriis olarak etkinlik kazanan sezgiciligin
(kimi kez “ingsaciik” da denmektedir) iki taninmus lideri L. E. J. Brouwer ile A.
Heyting’dir. Brouwer’in 1907°de yayimlanan ¢alismasi bu yolda ilk énemli adim ol-
makla birlikte, sezgici diisiincenin kokenini Kant’a, hatta antik Yunan dénemine
uzatanlar da vardir.(?? Kaldi ki, gegen yiizyilin son ¢eyreginde L. Kronecker'in, sez-
giciligin kimi temel diisiincelerini dile getirdigini biliyoruz. Ona goére, matematigin
en saglam temeli sezgisel olarak olusan dogal sayilarla onlara iligkin islemlerde
aranmaliydi. Matematikte tanim ve ispatlar, ancak sonlu adimda insa edilebilir ni-
telikte ise gecerli sayilmaliydi. Kronecker, matematikte islenen her nesne ya da kav-
ramin dogal sayilardan (ya da dogal sayilara dayanan diger nesnelerden) kalkarak
kurulabilir oldugunun gosterilmesini istiyordu. Kurulabilirlik matematiksel varhk
i¢in vazgecilmez bir kosuldu. Daha agik bir deyisle, matematiksel bir nesnenin (6r-
negin, bir say1 ya da kiimenin) var kabul edilebilmesi i¢in bu nesnenin insa edilebi-
lirligine iliskin gegerli bir kural ya da islemin ortaya konmas: gerekmekteydi. Ge-
cersiz bir isleme 6rnek olarak, Kronecker, “olmayana ergi” yéntemini gostermisti.
Bilindigi gibi, bu yéntem bir nesnenin varlik (ya da bir teoremin dogruluk) ispati-
n1, o nesnenin yok (ya da o teoremin yanls) sayildiginda ortaya ¢ikan geliskiye da-
yamakta, bu ise s6z konusu nesne ya da teoremin insa edilebilirligine bir kanit sag-
lamamaktadir. Gergekten, gecerli her mantiksal ¢ikarimin mutlaka matematiksel

(21) R. Carnap, “The Antinomies and the Incompletness of Mathematics,” Monthly for Mathematics

and Physics, 1934.
(22) Fraenkel ve Bar-Hillel, Foundations o fSet Theory, s. 201.
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bir ispat sagladig1 soylenemez. Nitekim Kronecker, olmayana ergi yontemini mate-
matik agisindan gegersiz saymustir.

Kimi diisiinceleriyle sezgicilige katkida bulunan bir bagka matematik¢i de Po-
incaré’dir. Poincaré, matematiksel her kavramn belirtik bir tanimlamaya elverisli
olmasin: ister. Bu 6l¢iite vuruldugunda, Cantor’un kiimeler teorisinin bazi kavram,
teorem ve yontemleri onun igin gecersizdi. Matematiksel diisiinmenin gergek araci-
n1 matematiksel indiiksiyonda bulan Poincaré, bu yontemin sezgisel olarak daha
basit bir yonteme indirgenebilecegine olanak gérmiiyordu.

Matematik felsefesindeki ii¢ akim arasinda tartisma konusu olan bir bagka
onemli nokta da, sonsuz sayi, kiime ya da koleksiyon kavramiydi. Cauchy ile Wei-
erstrass'n daha 6nce kalkiliisi’ii “sonsuz nicelikler” kavramindan arindirmadaki
basarilar1 Hilbert gibi Brouwer’i de tiim matematigi aym kavramdan arindirmaya
sevketmistir. Hilbert matematikte sonsuza yollamay: anlamsiz buluyordu. Ona go-
re, sonsuz koleksiyon ya da yapimlar var kabul etmemiz i¢in hi¢bir kamt yoktur.
Hilbert fiziksel bilimlerin bile o tiirden karanlik kavramlara artik yer vermedigi sa-
vindaydi.

Sonsuz kiimelere iliskin sezgicilerle formalistlerin paylastigi bu goriise karsi ¢1-
kan Russell, fiziksel varlikla olasi varhk kavramlarinin karigtirilmamasi gerektigini,
matematik i¢in yalmzca olasi varlik kavraminin s6z konusu olabilecegini vurgular.
Nitekim, Principia Mathematica nin ikinci basiminda (1925) sonsuzluk aksiyomu-
nu (ki, konusma evreninde sonsuz ¢oklukta nesnelerin varlik savini dile getiren bir
6nermedir) genel bir varsayim olarak degil, kimi teoremlerin ispatinda onciil islevi
goren bir hipotez olarak kullandigini gérmekteyiz.

Russell ve onu izleyenler sonsuzluk aksiyomunu, hi¢ degilse olasi sonsuz ¢ok-
luklara iliskin olarak, apagik dogru sayarken Hilbert her seyden 6nce aksiyomun
tutarhiliginin ispatlanmas: gerektigi iizerinde 1srar etmigtir. Hilbert'e gore, aksiyo-
mun ispatlanmaksizin tutarh sayilmasi matematikte aranan kesinlik 6l¢iitiini
6nemli dl¢iide zayiflatmakla kalmaz, keyfilige de yol agardi. Onun istedigi sonsuz-
luk varsayimina yer vermeksizin klasik matematigin tutarhligim ispatlamakti.

Sezgicilerin sonsuzluk sorununa yaklagimi benzer goriinse de farklhidir. Onlar
i¢in tanimi belirgin olmayan ¢okluklara iliskin 6nermelerin dogruluk degeri, bu
cokluklar ispatlanmadikga, yoktur. Oyle ki, sonsuz bir ¢oklugu betimleyen énerme-
ler s6z konusu oldugunda ya Hilbert gibi tutarlilik ispat1 isteyecegiz, ya da bu oner-
melerin iyi tanimlanmus, belirgin bir kiime nesneden soz ettiginden kuskulanaca-
g1z. Sezgiciler sonsuz kiimelerin insa edilebilir belirgin tanimlarinin verilemeyecegi
diisiincesiyle, klasik matematikte gegerli sayilan pek ¢ok ispati reddetmislerdir. Or-
negin, sonsuz bir ¢okluga (bu ¢okluk belirgin olarak tanimlanamayacag i¢in) ilis--
kin 6nermelerin ne dogru ne de yanls oldugu soylenebilir. Sezgiciler daha da ileri
giderek say1 kiimelerinin bile iyi tanimlanmamis oldugunu ileri siirerler. tkiz asalla-
rin sonsuz oldugu savini alalim. Klasik matematikgi bu savi ispatlamadigi halde
dogruluk degeri (dogru ya da yanls) olan bir énerme sayar. Oysa, sezgici i¢in boy-
le bir savin, ispat1 verilmedikge, dogruluk degerinden s6z edilemez. Sonsuz bir ¢ok-
luk sonlu adimda insa edilebilir bir nesne degildir. Kuskusuz, belli adimlarla gide-
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rek genisleyen bir kiime ya da ¢oklugu sezgisel olarak kavrayabiliriz. Ancak, “son-
suz” denen bir kiime ya da ¢okluk i¢in buna olanak yoktur. Ornegin, herhangi bir
dogal say1 “sonsuz” denen dogal sayilar kiimesinin bir iiyesi olarak degil, sezgisel
olarak var olan 1, 2, 3, vb. dogal sayilarla sonlu adimda olugturulabilen bir nesne
olarak varlik kimligi tagir. (Oysa, bilindigi gibi, Dedekind, Weierstrass ve Cantor
gibi seckin matematikgiler “sonsuz kiime” kavramini gegerli saymis ve kullanmig-
lardir.) ’

Matematigin ayiric1 6zelligi felsefede siirgit tartisma konusu olmustur. Forma-
lizm bu o6zelligi matematigin tutarh simgesel bir dizge olarak kurulabilirliginde,
mantik¢ihk matematigin mantiga indirgenebilirliginde aramistir. Sezgiciler igin ise
matematigin ayiric1 6zelligi matematigin zihinsel bir etkinlik olusunda, matematik-
sel kavramlarin sezgisel verilerle insa edilebilirlik yonteminde aranmalidir. Buna
gore, sayl, kiime gibi matematiksel nesneler zihinde insa edilebildigi 6lciide varlik
kimligi kazanir. Sezgicilikte soyut bir nesnenin varlig ile insa edilebilirligi esanlam-
lidir. Bir nesnenin varlik ispat1 sonlu adimda insa edilebilirligiyle gegerlik kazanur.
Klasik matematikte ¢ogu varlik ispati bu kosulu kargilamaktan uzak kaldig igin ge-
gersizdir. Varlik, “olmayana ergi” tiiriinden mantiksal ¢ikarimlarla yaratilamaz.

Varlik ispat1 gibi tanimlamanin da etkili bir islem ya da yontemle inga edilebi-
lir olmas: gerekir. Bir tamsayi, onu hesaplamaya olanak veren bir yoéntem varsa, iyi
tanimlanmig demektir. Ornegin, T1 ve Tz diye iki tanim alalim:

T1 : n - 1 asal say1 oldugunda n’nin en biiyiik asal say1 oldugunu varsayalim;
ancak boyle bir say1yoksa n = 1 olsun.

Simdi bu tanim ¢ergevesinde n sayisini 3 olarak hesaplayabiliriz. Ciinkii (3 — 1) =2
asal olan biricik ift sayidir. Oysa asagidaki tanimda (T2) m sayisin1 hesaplamak icin
elimizde higbir yontem yoktur:

T2 : m - 2 asal say1 oldugunda m’nin en biiyiik asal say1 oldugunu varsayalim;
ancak boyle bir say1 yoksa m = 1 olsun. (Nitekim I ve I + 2 gibi ikiz asal
sayilar dizisinin sonlu ya da sonsuz oldugu bilinmemektedir.)

Sezgicilik agisindan birinci tanim (T1) gegerli, ikinci tamim (T2) gegersizdir.
Opysa, klasik matematikte bu iki tamim arasindaki fark yeterince kavranmamistir.
Sezgicilerin goziinde matematiksel insalar, matematigin giivenilirligini temellendir-
mede agik, saglam ve dogrudan kanitlardir. Matematigin ne mantiga indirgenmesi-
ne, ne de tutarlilik i¢in icerikten yoksun simgesel bir dizgeye doniistiiriilmesine ge-
rek vardir. Sezgiciler tutarliliktan ok, sezgisel verileri, zihinsel ingalarin olusturdu-
gu kanitlar1 6nemserler. Bu kanitlara hatta bir anlamda “empirik veriler” géziiyle
bakilabilir. Nitekim sezgiciligi pozitivist bir goriis olarak niteleyenler vardir.

Matematik, Brouwer’e gére, bir teori olmaktan ¢ok insan zekasinin bir etkinli-
gi, yasamin bir parcasi, “dogal” diyebilecegimiz bir olaydir. Matematige bakista for-
malist ve mantik¢ilarin duragan yaklasimlarinin tersine, sezgicilerin dinamik bir
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yaklagim icinde oldugu s6ylenebilir. Bu anlayista pek ¢ok etkinlik gibi matematik
de bir evrim siirecinin iriintidiir; tiim diger bilimler gibi sinama ve yanmlmaya
acik, degisen, biiyiiyen bir ¢alismadir. Simgesel form ya da dizgeyi degil, diisiinme
etkinligini 6nemseyen sezgiciler matematiksel diigiinmenin ne simgeler ne de bagka
bir dille yeterince ifade edilebilecegine inanmamaktadirlar. Formel ya da informel
hi¢bir dil matematiksel etkinligi gercek canlilik ve zenginligiyle verecek yeterlikte
degildir.

Elestiri

Ne var ki, sezgiciligin varlik ispatini inga ydntemine bagl tutmasi matematigi
onemli 6l¢iide sinirlayicidir. Oyle ki, klasik matematikte gegerli sayilan pek ¢ok is-
patin bu 6lgiite uymamasi nedeniyle gegersiz sayilmas: gerekmektedir. Getirilen s1-
nirlamanin sonuglarindan biri, sonsuzlar kiimesi s6z konusu oldugunda “igiincii
sikkin olanaksizhig)” ilkesinin gegerligini yitirmesidir. Sezgicilere gore, iki degerli
mantik (her 6nermenin dogru ya da yanhs oldugu ilkesini iceren mantik) insan di-
linin sonlu kiimeler gergevesindeki evriminin bir iiriiniidiir; sonsuz kiimelere uy-
gulandiginda paradokslarin ortaya gikmasi kagimlmaz olur. Ispati sonlu adimda in-
sa edilemeyen hi¢bir 6nerme igin “dogru” ya da “yanlis” demek yersizdir. O tiir
onermelerin dogruluk degeri belirsizdir. Bu, sezgiciligin degisik bir mantik, “dog-
ru”, “yanls” yanminda “belirsiz” kategorisine de yer veren en azindan ii¢ degerli bir
mantik 6ngormesi demektir. Principia Mathematica’da gelismezlik ilkesiyle iigiincii
secenegin olanaksizlig: ilkesi mantiksal olarak birbirine doniistiiriilebilen 6zdes il-
kelerdir. Oysa, sezgici anlayisa dayanan bir mantikta buna olanak yoktur. Ustelik
bu anlayista mantik, matematigin bir alt-boliimi, iletisime kolayhk saglayan yar-
dima bir ¢alisma olmaktan ileri bir kimlik tasimamaktadir. Heyting, sezgiciligin
mantiga bakigini kisaca soyle dile getirmektedir:

Mantik benim dayandigim zemin degildir. Nasil olabilir ki? Mantik temel alindigin-
da, onun da, ilkeleri matematiksel ilkelerden daha karmagik olan bir temele ihtiyac
olacaktir. Oysa matematiksel bir insa Gylesine dogrudan, dylesine agik olmalidir ki, ona
herhangi bir temel arama geregini duymayalim. Bir ¢ikarimin gegerli olup olmadigini
mantik kullanmaksizin da bilebiliriz; bunun igin agik, bilimsel bir kavrays yeterlidir.?>

Kronecker gibi Heyting i¢in de matematigin temeli dogal sayilardir. Dogal sayi-
lar az ¢ok egitim gormiis herkesin, hatta ¢ocuklarin yadirgamaksizin kolayca anla-
diklar, sayma siirecinde evrensel uygulama bulan kavramlardir. Bu denli agik, ba-
sit ve ahisik oldugumuz nesneleri, daha basit nesnelere indirgeme ¢abasi bosunadir
ona gore.?¥)

Sezgiciligi degerlendirirken sorulmas: gereken baslica soru sudur: Sezgiciligin
koydugu sinirlamalar i¢inde olusan matematik mevcut matematigi tiimiiyle kapsa-

(23) A. Heyting, Intuitionism: An Introduction, s. 6.
(24) Aymiyap,s. 13.
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mayacagina gore, dislanan boliimlerden vazgegilebilir mi? Celiskilerden kurtulma
ve agiklik pahasina, matematiksel birikimin kimi degerli 6gelerini bir yana itmeyi
goze alabilir miyiz?

Bu soru sezgiciligin icinde tasidig: bir sakincayy, bir yetersizligi ortaya koymak-
tadir. Bir bagka yetersizligi, bir ¢6ziimleme yontemi olarak sezgiciligin istenilen say-
damhkta olmayisi, dolayisiyla degisik yorumlara yol agan bir bulanikhik iginde ol-
masidir. Oyle ki, sezgiciligi anlagilmasi zor bir yaklagim sayanlar yaninda metafizik
tirden gizemli bir 6greti gibi gorenler de vardir. Buna kars1 sezgiciler, iistiinkorii
saydiklar1 birtakim yontem ve sonuglar1 geleneksel de olsa dokunulmaz saymanin
yanhs oldugunu soyleyerek tutumlarini savunmakta, matematigin sezgicilik yaklasi-
mu i¢inde yeniden islenmesi gereginde 1srar etmektedirler.

Sonug

Matematigin temellerine iliskin gozden gecirdigimiz goriisler baslangic dénemle-
rindeki canhliklarim artik korumamakla birlikte tartismalar bugiin de siirmektedir.
Sozii daha fazla uzatmamak i¢in sundugumuz tartismalar, ilki bir felsefecinin,
ikincisi bir matematik¢inin kaleminden ¢ikmis iki alintiyla kapatmak istiyoruz. Bu
alintilar giiniimiiziin bakis agisin1 yansitma bakimindan da ilgingtir:

Filozoflar ile mantik¢ilar son elli yil boyunca matematige bir “temel” bulma yolunda
Gylesine yogun bir ¢aba igine girmiglerdir ki, yalnizca birkag¢ ciliz ses matematigin bir
temele gereksinmesi olmadigini sdyleme cesaretini gosterebilmistir. Ben bu ciliz seslere
katilmak istiyorum. Kanimca matematik agiklik gerektiren bir konu degildir; temellen-
dirilmesine iligkin bir bunalimi da yoktur. Dahasi, matematigin temeli olmadig1 gibi,
bir temele ihtiyaci olduguna da inanmiyorum.(?)

Tiim saglamlagtirma ¢abalarina karsin matematigin temelleri sallantih durumundan
¢tkmus degildir. Belki de matematigi ¢okertecek yeni giigliiklerle karsilasacagiz. Ne ki,
bu pek olasi gériilnmiiyor. Matematikgiler kimi mantiksal giigliikler kargisinda matema-
tigin ¢okimesine izin- vermeyeceklerdir. Unutmamak gerekir ki, sezgi her zaman salt
mantig1 bastirmistir. Teoremlerimiz uyum i¢inde kaliyor, bize anlayis ve heyecan sagli-
yorsa, kimse bizden “kili kirk yaran” mantiksal nedenlerle matematikten vazgegmemizi
beklemesin.?%)

(25) H. Putnam, “Mathematics Without Foundations,” Journal o f Philosophy, 64, 1967, s. 5-22.
(26) 1. Stewart, Concepts of Modern Mathematics, s. 297-298.



IX. BOLUM

AKSIYOMATIK YONTEM"

Ispat Kavram

Her bilimsel arastirma alani, ister olgulara y6nelik empirik bir ¢alisma, ister soyut
iligkilere yonelik formel bir ¢alisma olsun, belli bir mantiksal temele dayanir. Bu
mantik gogu kez, 6zellikle bilim dalinin baslangi¢ asamalarinda, belirsiz ya da isti
ortiiktiir; ancak gelisimin daha ileri agamalarinda belirgin bir kimlik kazanabilir.
Bilingli bir ¢abay: gerektiren bu doniigiimiin tarihte ilk 6rnegini geometride bul-
maktayiz.

Geometri, daha 6nce de belirttigimiz gibi, mantiksal kurulus asamasina Antik
Yunan doéneminde ulagir.?) Babil ve Misir uygarliklarinda ortaya gikan geometri
uygulamaya yonelik, gézlem ve 6l¢meye dayanan bir yigin empirik 6nermeden olu-
suyordu. Indiiktif genelleme niteliginde olan bu énermeler arasinda birtakim iligki-
lerin, mantiksal baglarin kurulabilecegi daha ileri bir asamada ancak sezinlenebil-
migtir. Bunun icin 6ncelikle ispat kavraminin olusup etkinlik kazanmasina ihtiyag
vardi.

Genellikle matematige 6zgii bir islem sayilan ispatlama, yaygin anlamiyla bir
yargl, sav ya da sonucun dogrulugunu (ya da yanhshgini) yeterli kanit gostererek
kabul ettirme ¢abasidir. Giinliik yasamda bile bu ¢abanin ¢esitli 6rnekleri gosterile-
bilir. Yargilama baglaminda sanigin sugunu ya da sugsuzlugunu kanitlamaya yone-
lik tartigmalar tipik ispatlama girisimleridir. Ne var ki, diisiinsel etkinligin bir 6zel-
ligi olan ispatlamanin, matematik ve mantikta gérdiigiimiiz bicimiyle, belirginlik
kazanmasi, rasyonel diisiinme giiciinde ileri bir agamayi beklemistir. Klasik Yunan
kiiltirinde 6nemli yer tutan felsefi tartismalar giderek diisiinceleri dayanaklarina
inerek irdeleme, ¢ikarimlarin mantiksal gegerligini yoklama gibi siki bir bigim alir.
Aristoteles’in olusturdugu formel mantik ile ilk 6rnegini Euclides geometrisinde
buldugumuz aksiyomatik kurulus bu gelismenin iiriinleridir.

Euclides’ten giiniimiize degin hemen tiim bilimsel ¢alismalarda 6zenilen aksi-
yomatiklesme en ¢arpici ve basarili 6rneklerini kuskusuz matematik alaminda ver-
mistir. Hatta denebilir ki, pek ¢ok matematikg¢inin goziinde aksiyomatiklesme, ug-

(1) Bu boliim, kimi ekleme ve degisikliklerle, MANTIK: Dogru Diisiinme Yontemi adli kitabimin IX.
BOLUM’iinden alinmigtur.
(2) Bkz. I. BOLUM: Matematigin Kékeni ve Gelisimi.
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raglarinin ayiriar 6zelligini olusturmaktadir. Bu nedenle, matematiksel diigiinmenin
yap1 ve niteligini agikhiga kavusturma ¢abamizda, aksiyomatik yontemi genel ¢izgi-
leriyle tamimay1 6nemli gérmekteyiz. Ancak, 6nce ispat kavramina iligkin agiklama-
muz1 biraz daha genisletmek yararh olacaktir:

Matematigin ispata yonelik bir ¢ahisma oldugu genel bir kanidir. Ama “ispat”
ya da “ispatlama” dedigimiz sey nedir? Neyi, nasil ispatlariz? Daha 6nce de yer ver-
digimiz bu soruyu, yeri gelmisken, bir kez daha ele alma geregini duymaktay:z.

Tim bilimsel ¢alismalarda birtakim sonuglara ulasmak, ulagilan sonuglarin
dogrulugunu kanitlamak ortak amagtir. Empirik bilimlerde ulasilan sonuglar be-
timleyici veya agiklayici genellemeler bi¢iminde onermelerle dile getirilir. Bilim
adami ulastig1 genellemelere hipotez gozilyle bakar; onlar1 yeni gozlem veya deney
verilerine giderek yoklar; buldugu verilerin higbirine ters ditsmeyen hipotezlerini,
ilerde yanlislanma olasihgini da gézoniinde tutarak, dogru sayar. Matematikte ula-
silan sonuglar da gogunlukla genelleme bigiminde 6nermeler ya da “6nerme kalip-
lar1” diyebilecegimiz formiillerle dile getirilir. Ne var ki, matematik¢i bunlari, bilim
.adaminin yaptig1 gibi, gzlem ya da deney verilerine bagvurarak dogrulama yoluna
gitmez; gitse bile, bununla yetinmez. Onun géziinde dogrulugun 6lgiitii olgusal ka-
nitta degil, mantiksal ispatta aranmahdir. Ornegin, matematikgi algiladig1 ya da se-
zinledigi bir iliskiyi genelleyip genellemeyecegini belirlemek igin birtakim somut
ornekler tizerinde yoklayabilir. Bu, bilindigi gibi, baslangig asamasinda basvurulan
bir tiir indiiktif ¢ahsmadir. Matematikgi asil ugraginin bu agamadan sonra geldigi-
ne inanarak somut drneklerin dogruladig: genellemesini ispata koyulur.

Ispat, onermelerin (ya da 6nerme kahiplarinin) iliskisine dayanan mantiksal bir
¢ikarimdir. Eldeki genelleme, dogrulugu 6nceden varsanan ya da bilinen bir veya
daha fazla 6nermenin zorunlu sonucu olarak gosterilebildiginde, ispatlanmig olur.
Bagka bir deyisle, A gibi bir 6nermeyi dogru saydigimizda, B gibi bagka bir 6ner-
meyi de dogru saymak zorunda oldugumuz ortaya kondugunda, B ispatlanmis de-
mektir. Burada goézden kagmamasi gereken onemli nokta sudur: Ispatlanan sey
B’nin kendi basina dogrulugu degil, A’ya gérecel dogrulugudur. A dogru ise, on-
dan ¢ikarsanan B kaginilmaz olarak dogrudur. A’nin dogrulugu bir sayilt: oldugu-
na gore, B'nin dogrulugu da bir sayilti olmaktan ileri gegmez. Ispat, ne A’nin ne de
B’nin dogru oldugunu gostermekte, yalnizca ikisi arasindaki iligkinin zorunlu oldu-
gunu agiga ¢ikarmaktadir.

Aksiyomatiklestirme

“Aksiyomatiklestirme” denilen olusumda iste bu ispat isleminin daha belirtik, dii-
zenli ve kapsaml bir uygulamasini bulmaktayiz. Amaci, bir bilgi alanim birkag te-
mel kavram ve ilke gevresinde toplamak, mantiksal yonden diizenlemek, diisiince
ve islemde ekonomi, agiklik ve kesinlik saglamaktir. Herhangi bir alanda bu ama-
cin gergeklesmesi baslica iki kosula baghdir: (1) O alana 6zgii tiim terimlerin bir-
kagina dayanilarak tanimlanmasy; (2) O alana 6zgii tiim 6nerme veya onerme ka-
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liplarinin birkagina dayanilarak ispatlanmasi. Her iki kosulun yerine getirilmesi ba-
kimindan en vyeterli olanaklar1 “formel bilimler” dedigimiz mantik ile matematikte
bulmaktayz.

Aksiyomatik yontemin yap: ve islevini anlamaya ¢alisirken, tarihsel gelisimine
bir goz atmada yarar vardr.

Aksiyomatik yontemin kiminle, ne zaman basladig1 kesinlikle belirlenmis degil-
dir. Ispat kavraminin matematige Thales’le girdigi tahmini dogru olsa bile, ne
onun ne de onu izleyen Pythagorascilarin aksiyomatik sistem anlayisina ulastiklar
kolayca s6ylenemez. Gergi, Pythagorascilar elinde dediiktif ¢ikarim yonteminin et-
kili bir ispat araci olarak gelistigini biliyoruz. Ne var ki, V2 gibi rasyonel olmayan
sayllarin ortaya gikmasiyla igine diisillen bunalim onlari 6zellikle sayisal matema-
tikte daha sistemli ¢alismadan alikoymustur. Ote yandan aksiyomatik y&ntemin
Euclides’i bekledigi de soylenemez. Ondan en az bir kusak 6nce yasayan Aristote-
les’in Analytica Posteriora adl yapitinda yontemin bazi temel 6zelliklerine degindigi
bilinmektedir.®) Buna bakarak, yéntemin 1.0. 4. yiizyll ortalarinda belirginlik ka-
zandift s6ylenebilir. Nitekim kimi tarihgiler o dénemin biiyiitk matematikgisi Eu-
doxus’un irrasyonel sayilarin yarattigi bunalima bagarili ¢6ziim getirme ¢abasinda
aksiyematik yéntem kavramini olusturdugu diisiincesindedirler.

Aksiyomatiklesme matematikte ortaya ¢ikmakla birlikte, matematige 6zgii bir
olusum degildir. Daha Antik Cagda Stoiklerin, mantik ilkeleriyle kurallarini aksiyo-
matik bir sistemde toplama girisiminden s6z edilebilir. Archimedes’ten giiniimiize
degin pek ¢ok bilim adaminin (hatta bu arada kimi filozoflarin da) kendi alanla-
rinda Euclides’in verdigi 6rnegi denediklerini biliyoruz.™

Aksiyomatiklesmenin aritmetik ve cebirde degil, ilkin geometride kendini gos-
termesi ilgingtir. Ustelik gegen yiizyilin sonlarina gelinceye dek aksiyomatiklesme
nerdeyse tiimiiyle geometriye 6zgii kalmistir. Oysa matematik disindaki bagka alan-
larda bu yonde bazi girisimlere rastlamaktayiz. Bunlara biraz sonra deginecegiz.
Simdi su soruyu kisaca yanmitlamaliy1z: Aksiyomatiklesmenin ilkin geometride orta-
ya ¢ikmasi ve uzun siire deta ona 6zgii kalmasi nasil agiklanabilir? Bunun bir ne-
denine biraz 6nce degindik: Sayisal alanda ortaya ¢ikan bunalim matematiksel et-
kinligin geometride yogunluk kazanmasina yol agar. Gergekten, Zeno’nun ortaya
attig1 tiirden paradokslardan uzak kalma, karenin kosegeniyle kenar1 gibi ortak 6l-
¢iisiiz bityiikliiklerin yol agtigi bunahmdan kurtulma olanagi geometride bulun-
mugtu. Geometride yogunlasan tutarhhk araysi ispatlama, sistemlestirme, diisiin-
cede ekonomiyi saglama istekleriyle birlesince, aksiyomatiklesmeye giden yol acil-
mis oluyordu. Bu yolun agilmasinda bir diger neden de geometrik iligkilerin sekil-
ler araciligryla dile getirilme olanagidir. Simgesel cebirin olanaklarindan yoksun o
donemde, doniistiirme ve ¢ikarimlarin sekiller iizerinde gosterilmesi biiyiik kolay-
ik saghyordu. Nitekim bugiin bile ii¢genlerin i¢ agilarinin toplamina ya da Pytha-

(3) Bkaz. Aristoteles’ten alinty, I1. Boliim, s. 27.
(4) Bu filozotlar arasinda 6zellikle Descartes, Spinoza ve Leibniz gibi 17. yiizyil rasyonalistlerin adla-
ri verilebilir.
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goras iligkisine ait teoremlerin ispatinda ders kitaplarinin sekillerden vazgegmedigi
goriilmektedir.

Aksiyomatik yontemin geometri disinda uygulama girisimleri, matematigin ce-
bir, aritmetik ve sayilar teorisi gibi en ¢ok gelismis dallarinda bile XIX. yiizyih
beklemistir. Oysa, matematikteki bu gecikmeye karsi, felsefe ve fizikte Antik Cag-
dan baslayarak énemli bazi denemelere yer verildigini gérmekteyiz. Bu yolda ilk
atihmin Antik Cagm tnli bilgini Archimedes’ten geldigine daha 6nce deginmis-
tik.””) Benzer bir denemeye Rénesans 6ncesi skolastik felsefede yer verilmistir. Or-
tagag filozoflar1 Aristoteles mantigini kullanarak dogrulugunu “apagik” saydiklar
kimi temel inanglardan dinin tiim diger dogmalarim ispatlama yoluna giderler.
‘Euclides modelinin temsil ettigi kesinlige ulasma arzusunu Descartes, Spinoza ve
Leibniz gibi XVII. yiizyll rasyonalist filozoflarin yazilarinda da bulmaktayiz. Bunlar
icinde Spinoza’nin ¢abasi 6zellikle belirtilmeye deger. Spinoza Ethik adli yapitinda
ahlak o6gretisini aksiyomatik geometri modeline uygun bir diizenlemeyle sunar;
amaci, tim ahlik kural ve ilkelerinin, temel saydig1 birkag¢ genel ilkenin zorunlu
sonuglar1 oldugunu gostermektir. Leibniz ise, gen¢ yasinda, “geometrik yontem”
diye bilinen aksiyomatik yoéntemi kullanarak, siyasal sorunlara ¢oziim getirmeyi
denemistir.

Spinoza’nin “daha fazla geometrilesme” dedigi bu ¢abanin, Archimedes’ten
sonra ilk basarili 6rnegini Newton’un Doga Felsefesinin Matematiksel ilkeleri (1687)
adll iinli yapritinda bulmaktayiz. Newton ¢alismasina “kiitle”, “kuvvet” vb. birkag
terime iliskin sekiz tammla baglar. “Uzay”, “zaman”, “hareket” gibi terimleri ta-
mmlamaksizin kullanir. Sisteminde ¢ekim ilkesi ile hareket yasalar1 aksiyomlari
olusturur; mekanigin diger yasa veya genellemeleri teorem olarak ispatlanir. Galileo
ile Kepler’in bulduklari, gériiniirde birbiriyle iligkisiz yasalarin, Newton’da dediiktif
bir teorinin teoremlerine déniistiigiinii goriiriiz. Yiiz yil sonra gelen Lagrange, sis-
temi daha da isleyerek yetkin bir diizeye ulastirir. Boylece fizik, aksiyomatik yapi-
styla kuramsal bilim kimligi kazanan ilk alan olmustur denebilir.

Basarilarimin tiim goz kamastirici parlaklhigina kargin, ne Euclides’in ne de Ar-
chimedes ile Newton’un aksiyomatik yéntemi tam ve kusursuz kullandiklar1 séyle-
nemez. Bir kez bu ¢aligmalarda tanimlarla aksiyomlarin kimi kez karigtirildigini go-
rityoruz. Gene verilen ispatlarin aksiyom veya postulatlara baglh kalmadig, yer yer
birtakim iistii-6rtiik varsayimlara bagvuruldugu gériilmektedir. Ne var ki, bu tiir
yetersizliklerin ortaya ¢ikmasi XIX. yiizyilin ikinci yarisinda tanik oldugumuz eles-
tiri ve gelismeleri beklemistir.

Aksiyomatik Yontem ve Formellestirme

XIX. yiizyihn ikinci yarisi, aksiyomatik yontemin, Euclides ve Newton’un temsil et-
tigi klasik uygulamalardaki kusurlarindan arindigi, mantik ve matematikteki gelis-
melere paralel olarak formel karakter aldigi dénemdir. Bu gelismeye, bir yandan

(5)  Bkz 11. BOLUM, s 30.
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Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla matematik anlayisinin gecirdigi sar-
sint1 ve Ozelestiri, 6te yandan Ernst Mach’in Newton fiziginin temel kavramlarina
yonelttigi elestiri yol agar.®

Euclides geometrisinin 5. postulat: ile ilgili kuskularin yol agtig1 baz1 ¢alismala-
ra daha énce deginmistik.”) Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla, aksiyom
veya postulat kavramlar: iizerindeki galigmalar daha da bir yogunluk kazanir. Euc-
lides’in temsil ettigi klasik anlaysta “aksiyom” dogrulugu apacik ve zorunlu bir il-
kedir. “Postulat”a da ayni gozle bakildig1 sdylenebilir; su farkla ki, aksiyom genel
nitelikte, postulat ise belli bir alan veya konuya iligkin birer dogrudur. Euclides-dis1
geometrilerin ortaya ¢tkmasi bu anlayisi yikmakla kalmaz, aksiyomla postulat ara-
sindaki farkin gereksizligini de gosterir. Mantik ve matematikte somut higbir konu-
ya iligkin olmayan veya 6yle goriinmeyen formel sistemler olanak kazanmaya bas-
lar. Aksiyomatik bir sistemde mantiksal olarak diizenlenen nesneler olgusal diinya
ile ilgili 6nermeler olabilecegi gibi, olgusal icerikten yoksun birer formiil de olabi-
lir. Boyle olunca bir sistemdeki onciilleri aksiyom ve postulat diye ayirma geregini
yitirir. Unutulmamalidir ki, Newton teorisi gibi Euclides geometrisi de salt formel
bir sistem degil, uygulama alani belli bir bilimdi. Biri fiziksel nesnelerin hareketleri-
ni, digeri uzaysal iligkileri konu almisti. Oysa, formel bir sistemde 6nciil olarak kul-
lanilan formiiller ya olgusal igerikten yoksun birer totoloji, ya da heniiz yorumlan-
mamis (konusu belirsiz) birer kalip kimligini tasir. Boyle bir sistemi, konusu ne
olursa olsun, dediiktif nitelikte herhangi bir teoriye uygulama olanag: vardir. Her
uygulama, sistemin belli bir yorumu demektir. Onemli olan, kugkusuz, sisteme
herhangi bir yorum vermek degil, sistemin formiillerini olgusal yénden dogru
Onermelere doniistiirecek yorum veya yorumlari1 bulmaktir.

XIX. yiizyllda matematigin giderek daha fazla mantiksal, dolayisiyla daha fazla
formel nitelik kazanmasi, klasik aksiyomatik teorilerle formel aksiyomatik sistem-
ler arasindaki farkin belirginlesmesi 6nemli bir gelismedir. Klasik sistemlerin yapi-
sal kusurlarim giderme ¢abasi bir yandan “ideal” ve salt mantiksal sistemlere yol
acarken, 6te yandan aksiyom ve postulat kavramlarinin dayandig: geleneksel anla-
yis1 kokiinden yikmistir. Ne aksiyomlar1 inkar: olanaksiz, analitik dogrular, ne de
postulatlar sezgisel olarak apacik olgusal dogrular sayma zorunlulugu vardir. Ak-
siyomatik bir sistemin onciilleri analitik olabilecegi gibi, olgusal da olabilir. Bir
formiil veya 6nermenin aksiyom veya postulat olarak kabul edilmesi dogrulugu-
nun sezgisel apacikligina degil, sistemdeki yerine ve oynayacag role baghdir. Oy-
sa, Euclides geometrisinde aksiyom diye belirlenen “ortak ilkeler”, hem mantik il-
keleri gibi dogrulugu zorunlu ve apagik, hem de postulatlar gibi uzaysal iliskilere
uygulanabilen, dolayisiyla dogrulugu olgusal olan 6nerme iglemi gormiistiir. Bu
aksiyomlar ya salt mantiksal ilkelerdir, ya da postulatlar gibi geometriye iliskin

(6) Viyanal fizik¢i ve bilim felsefecisi, Mach (1838-1916), Newton’in aksiyomlarla tanimlar: yete-
rince ayirt etmemekle yol agtig1 karisiklig, temel veya ilkel kavramlarin aksiyomlarca iistii ortitk
tamimlandigs, bu nedenle ancak teoremlerle sisteme giren yeni terimlerin tanimlanmas: gerekti-
gini belirterek giderir.

(7) Bkz. II1. BOLUM.
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onermelerdir; ikisi birden olamaz. Aksiyomlar salt mantiksal ilkelerse, veya bu il-
kelerden cikarlabilir nitelikte ise, 0 zaman bunlar1 geometrinin temel 6nciilleri
saymak yanlistir. Degillerse, o zaman onlan postulatlardan ayirmaya gerek yoktur.
Bu nedenledir ki, modern kullamimda iki terim 6zdes anlam tasimakta, dogrulugu
bilinen veya apagik olan degil, dogrulugu varsayilan 6nerme veya formiiller olarak
islem gormektedir.

Klasik aksiyomatik sistemler salt mantik agisindan gesitli yonlerden kusurlu ve-
ya yetersizdi. Teoremlerin ispati aksiyomlari asan baz iistii-6rtiik varsayimlar: ge-
rektirdikten baska, aksiyomlar1 olugturan terimlerin anlamlarindan (hatta Euclides
geometrisinde oldugu iizere birtakim diyagramlardan) da bagimsiz degildi. Mate-
matige daha kesin ve belirtik mantiksal bir temel arayan matematikgiler, aksiyoma-
tiklesmeyi daha soyut bir diizeyde ele almakla birtakim gereksiz piiriizlerden kurtu-
lunabilecegini gosterirler. Ornegin, bu yonde ilk adimi atanlardan Alman matema-
tikcisi Pasch soyle diyordu:

Geometri gercekten dediiktif bir bilim olacaksa, ¢ikarimlarin yanhs bigiminin tii-
miiyle geometrik kavramlarin anlamindan ve de diyagramlardan bagimsiz olmas: esas-
tir. Tek gerekli olan sey, tamm gorevi yapan temel 6nermeleri olusturan bu kavramlar
arasindaki iligkileri diigiinmektir. Cikarim islemi sirasinda kullanilan geometrik kav-
ramlarin anlamim goz 6niinde tutmak kuskusuz yararhdir; fakat bu, hi¢bir yénden ge-
rekli degildir. Tam tersine, bu gerekli oldugunda ¢ikarimda bir kopukluk baglar ve akil
yiriitmeyi degistirmekle eksikligin giderilemedigi zaman, ispat i¢in bagvurulan énerme-
lerin yetersizligini kabul etmek zorunda kaliriz.®

Gergi Pasch’in heniiz her tiirlii olgusal igerikten arinmis tam anlamiyla soyut
formel bir sistemi 6ngordiigii soylenemez. Nitekim o, geometrik kavramlardan,
Onermelerden soz etmekte, bunlarin anlamini teoremlerin ispat1 i¢in gerekli gor-
memekle beraber, yararsiz da saymamaktadir. Fakat sozlerinden formel bir sistemi
belirleyen bazi temel kogullarin ¢iktigini sgyleyebiliriz. Bu kosullar giderek daha be-
lirginleserek su dort noktada toplanmustir:

(1) Sonraki tamimlamalarda kullamlmak iizere secilen ilkel terimlerin belirtik
olarak siralanmasi,

(2) Sonraki gikarim veya ispatlarda bagvurulacak temel 6nerme veya formiille-
rin belirtik olarak siralanmasi,

(3) llkel terimler arasindaki iligkilerin, o terimlere verilecek anlamlardan ba-
gimsiz olarak, salt mantiksal tiirden iliskiler olmasi,

(4) Cikarim veya ispatlarda yalniz bu iligkilerin esas tutulmasi, terimlere veri-
lecek anlamlarla diyagramlara higbir sekilde bagh kalinmamast.

Bu kosullar, herhangi bir sisteme 6zgii terim ve 6nermelerle, sistemin olusu-
munda mantik¢a daha 6nce varsayilan, terim ve énermeleri de ayirt etmemiz gere-

(8) M. Pasch, Vorlesungen iiber neucre Geometrie, 1882, s. 98.
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gini icermektedir. Hangi alanda olursa olsun, ilkel kabul edilen terimlerin yan yana
getirilmesiyle aksiyom veya postulatlar olusmaz; bunun icin mantiksal degismezler
dedigimiz “ve”, “veya”, “ise”, “degil”, “tiim”, “bazi” gibi 6nerme bagla¢ ve niceleyi-
cilerden yararlanma geregi vardir. Aym sekilde ¢ikarim veya ispatlar yalniz aksi-
yomlara dayamlarak yapilamaz; aksiyomlarin igerigindeki iliskileri tek tek belirtik
hale getirecek birtakim gecerli ¢ikarim kurallarindan yararlanmak zorundayiz. Bu
da gosterir ki, herhangi bir alanda aksiyomatik bir sistem kurmak i¢in mantik bil-
gisine, daha dogrusu mantigin bazi kavram ve kurallarina ihtiyag vardr.

Kald: ki, sistem dis1 varsayilan terim veya 6nermeler bununla da kalmayabilir.
Ornegin, geometrik bir sistem i¢in mantikla birlikte aritmetige de bagvurma zorun-
lugu vardir. Gergekten, “iiggen” teriminin tanimi 3 sayisinin kullanilmasim gerekti-
rir. Aym sekilde, bir ii¢genin i¢ agilarinin toplaminin iki dik aginin toplamina esit
oldugunu ispatlamak icin, toplama ile ilgili aritmetik teoremin gecerligini varsay-
mak zorundayiz.

Genellikle istii-ortitk yapilan bu tiir varsayimlar, temelde, formel sistemlerin
ruhuna aykindir. Ciinkii, formel bir sistemin bagta gelen 6zelligi, sistemin dayandi-
g1 her seyin belirtik olmasidir. Ne var ki, bu giigliigiin kesin ve yeterli bir ¢6ziimii-
nii bulmak kolay degildir.

Formel Bir Sistemin Yapisi

Aksiyomatik bir sistemin yapisini, karmagik dediiktif bir ¢ikarim gibi gorebiliriz.
Bu ¢ikarimda, daha dogrusu ¢ikarimlar orgiisiinde, “aksiyom” veya “postulat” de-
nilen temel dnermeler 6nciil, bunlara dayanilarak ispatlanan teoremler, birlikte, so-
nug islevi gormektedir. Boyle bir sistemin kurulmasinda,

(1) Tammlama
(2) Cikarim veya ispatlama

dedigimiz iki temel operasyona, ve

(1) Terimler

(a) Ilkel terimler

(b) tiiretilen terimler
(2) Onermeler veya formiiller

(a) temel 6nerme veya formiiller

(b) ¢ikarilan veya ispatlanan énerme veya formiiller
(3) Kurallar

(a) tam-deyim kurallar

(b) ¢ikarim kurallar1

dedigimiz ii¢ yapisal 6geye ihtiya¢ vardir. Bunlar kisaca agiklayalim:

Tammlama: Tanimlama, terimler arasindaki iligkileri kurma yolunda basvuru-
lan bir operasyondur. llkel terimler disinda sisteme alinan terimler, ilkel terimlere
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dayamilarak tamimlanir. Buna, “belirtik tanimlama” diyoruz. Ayrica, aksiyom veya
postulatlari, ilkel terimlerin anlamlarim belirleyen birer “iistii-ortitk tamm” diye
diisiinebiliriz. Nitekim baz1 matematikgiler (6rnegin, Poincaré) Euclides geometri-
sinin tiim aksiyom ve postulatlarini, o geometrinin ilkel terimlerinin, “maskeli ta-
nimlar”1 saymuslardur.

Cikarim veya ispatlama: Cikarim veya ispatlama, 6nerme veya formiiller arasin-
daki mantiksal iligkileri belirtik hale getirmek, aksiyomlar1 dogru kabul ettigimizde
daha hangi ¢nerme veya formiilleri dogru kabul etmemiz gerektigini gostermek
icin basvurulan bir islemdir.

Terimler: Sistemin vokabiilerini olusturan terimler, ilkel ve tiiretilen olmak
iizere ikiye ayrilir. llkel terimler, sisteme, tanimlanmaksizin kabul edilen terimler-
dir. (Ancak, iginde gegtikleri aksiyomlarin bunlar iistii-ortiik bi¢cimde tamimladik-
lar sdylenebilir.) Tiiretilen terimler ilkel terimlere dayamlarak belirtik bigimde ta-
nimlanan ve ancak 8yle sisteme giren terimlerdir. Ornegin, geometride ilkel sayilan
“nokta”, “dogru”, “arasinda” gibi terimlere dayanilarak “dogru par¢asi” (ki, tiireti-
len bir terimdir) soyle tanimlanir:

Dogru pargasi = ki nokta arasindaki dogru.

Simdi denebilir ki, sistemi olusturan terimlerden bir béliimiinii tanimlamaksi-
zin, bir boliimiinii de tammlayarak alacagimiza, tiimiinii tanimlamak yoluna gitsek
daha iyi olmaz ms? 1k bakista iyi olur gibi. Fakat buna, “déngiil tanimlama” veya
“sonsuz geri gidis” denen tammlama yollarina diismeksizin olanak yoktur. Diyelim
ki, sistemimiz A, B, C, D terimlerinden olusmaktadir. A’y1 tanimlarken B’ye, B’yi
tanimlarken C'ye, C’yi tammlarken D’ye ve D’yi tamimlarken A’ya basvurursak,
dongiil tanimlamaya diismiis oluruz. Cemberi daralttigimizda bu tipki “yasam” te-
rimini “canliik” terimiyle, “canlihk” terimini de “yasam” terimiyle tanimlama gibi
yararsiz olur.

Ote yandan her terimi tanimlama istegi, déngiil tanima diismekten kacindigi-
mizi farzedelim, bizi arkasi gelmeyen bir tanimlama zinciri igine sokar. Ornegin,
A’y1 Bye, Byi Cye, Cyi D’ye, D’yi E'ye... bagvurarak tanimlamak gibi sonu olma-
yan bir ¢tkmaza diigmiis oluruz ki, bunun ¢6ziimiine teorik yonden bile olanak
yoktur.

Iste bu nedenledir ki, aksiyomatik bir sistemde ister istemez baz1 terimleri ta-
nimlamaksizin kabul etme geregi vardir.

Onermeler veya formiiller: Sistemin yapisim olugturan énerme veya formiilleri
de iki 6bekte topluyoruz. Sisteme ispatlanmaksizin alinanlara “aksiyom” veya “pos-
tulat”, ispatlanarak alinanlara da “teorem” diyoruz.®)

Aksiyomatik bir sistemde tiim terimleri tanimlama istegi gibi tiim 6nerme veya

(9)  Bir onerme veya formiiliin aksiyom veya teorem olmast sisteme bagildir. Bir sistemde aksiyom
diye gegen bir 6nerme bagka bir sistemde teorem, tersine teorem diye gegen bir 6nerme baska
bir sistemdc aksiyom olabilir.
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formiilleri ispatlam'a istegi de saghkli bir bigimde karsilanamaz: Dongiil ispat1 veya
sonu gelmez ispatlamaya diismeyi goze almaksizin bazi1 6nerme veya formiilleri il-
kel saymaktan, yani ispatlamaksizin kabul etmekten, kurtulmaya olanak yoktur.

Kurallar: Sistemi olusturan 6nerme veya formiillerin, rastgele terim dizilerin-
den ibaret degil, sentaks yoniinden kurallara uygun tam-deyimler oldugunu belir-
lemek veya denetlemek icin birtakim kurallara ihtiyag vardir. Bunlara, “tam-deyim
kurallart” diyecegiz. Ote yandan, teoremlerin ispatinda bagvurulan, modus ponens,
modus tollens, secenekli tasim, hipotetik tasim gibi mantik kurallarina ¢ikarim ku-
rallar1 diyecegiz. Gegerligi bagimsiz yontemlerle belirlenmis ¢ikarim kurallar1 ol-
maksizin, ne teoremlerin formel ispatini1 vermeye, ne de verilen ispat1 denetlemeye
olanak vardur.

Aksiyomlarin Yeterlik Olciitleri

Bir teori veya konunun aksiyomatiklestirilmesinde basta gelen amag, diisiince ve
ifadede ekonomiyi saglamak, karisik veya karmasik goriinen bir bilgi alanini az sa-
yida kavram ve ilkeler cevresinde diizenlemektir. Basit, kesin ve mantiksal biitiinlii-
gii olan bir sistem, bilimsel aragtirma ve diigiinmenin her alanda ulagma ¢abasinda
" oldugu yiice bir sonugtur. Diigiincede basitlik, kullanilan kavram ve dayanilan var-
sayimlarin en az sayida olmasim gerektirir. Diisiincede kesinlik bu kavramlarin
acik ve belirgin, ¢ikarimlarin dayandigy onciillerin (varsayim, aksiyom veya hipo-
tezlerin) belirtik olmasi, mantiksal biitiinliik ise, sisteme giren tiim énerme veya
formiillerin dediiktif iligkiler iginde bir ispatlar zinciri olusturmasi demektir. Siste-
mimiz, daha ¢ok sayida terimi, daha az sayida terimle tanimlamaya, daha ¢ok sayi-
da 6nermeyi daha az sayida nermeden kalkarak ispatlamaya olanak verdigi 6l¢iide
basitlige, kesinlige ve mantiksal biitiinliige erismis sayilir.

Aslinda, aksiyomatik bir sistemin yeterligini dayandigi aksiyom veya postulatla-
rin mantiksal nitelikleriyle belirleyebiliriz. Hemen séylemeli ki, su ya da bu 6nerme
veya formiiliin aksiyom olarak segiminde hicbir zorunluk yoktur; ama bu, segimin
gelisigiizel olabilecegi anlamina da gelmez.

Unutmamak gerekir ki, aksiyomlarin 6énemi, icerme giiclerine baghdir. Deyim
yerindeyse, dogurganlik, yani ¢ok sayida teorem igerme giicii aksiyomda aranan bir
ozelliktir. Ne var ki, dogurganhgin nesnel bir olgiitii yoktur; iistelik ¢ikarim veya is-
pat, aksiyomlarin icerme giiciine oldugu kadar, bu giiciin sezilmesine ve akil yoluy-
la ortaya ¢ikarilmasina, yani aksiyomu kullananin akil-yiiriitme giiciine de baghdur.

Aksiyomlarin seciminde bir diger 6zellik de, bilimsel 6nemi olan yorumlara el-
verigliliktir. Burada da nesnel bir ol¢iit gosteremeyiz. Igerme giicii gibi yoruma el-
verislilik de, aksiyomlarin yapisal bir niteligi olmaktan ¢ok, aksiyomlar1 kullananin
kafa giiciine bagh bir 6zelliktir.

Her iki ozellik de 6nemli olmakla beraber, aksiyomlarin degerlendirilmesi yo-
niinden yeterince kullamsh degildir. Boyle bir degerlendirme icin daha nesnel 6l-
giitlere bagvurma geregi vardir.
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Segilen aksiyomlarin her seyden 6nce kendi aralarinda tutarl, sisteme yeterli ve
birbirinden bagimsiz olmalar: gerekir. Baska bir deyisle, tutarhlik, tamhik ve bagim-
sizlik bir aksiyom takiminin yeterlik kosullarini olugturan iig temel 6zelliktir.

Ug ozellikten en 6nemlisi ve mantiksal yonden vazgegilmez olani, tutarlihktir.
Kendi aralarinda tutarsiz ya da bagdasmaz olan 6nciillere dayanilarak yapilan ispat-
lar bir deger tasimaz; ¢iinkii, daha 6nce de isaret ettigimiz gibi, gelisik bir veya da-
ha fazla 6nciilden istenilen her sonu¢ mantiksal olarak ¢ikarilabilir. Her seyi ispat-
layan bir sey, hi¢bir sey ispatlamiyor demektir.

Aksiyomlarimizin tutarl olup olmadigini nasil belirleyebiliriz? Sezgiye basvuru-
labilir, fakat bu, ¢ofu kez ne yeter ne de giivenilir bir yoldur.

Tutarhhig1 denetlemenin objektif bir yolu, aksiyomlarimizin herhangi bir celis-
kiye, 6rnegin, P ve ~ P gibi birbirini degilleyen iki 6nermenin ispatina olanak ve-
rip vermedigine bakmaktir. Ne var ki, bu yolun, tutarsizligy yakalamaya elverisli ol-
makla beraber, tutarliligi kesinlikle belirleyebildigi soylenemez. Gergekten, aksi-
yomlarin tiim sonuglari tiiketilmedikge, ‘bir ¢eliski vermeyeceginden nasil emin
olunabilir? Beklenmedik bir anda veya uzak bir gelecekte bir geligki veya paradoks-
la kargilagabiliriz pekala. Nitekim boyle bir olayin ciimleler teorisinde Russell’in
buldugu paradoksla ortaya ¢iktigim daha 6nce gérmiistiik.

Bagka bir yol da, sistemimizi, tutarlilign daha 6énce bilinen bagka bir sistemi
model alarak yorumlamaktir. Ornegin, aritmetigi veya geometriyi tutarliligi yete-
rince belirlenmis model sayabiliriz. Kurdugumuz sistemi bunlardan birine indirge-
yebiliriz, ya da sistemimizle model arasinda bire-bir uyusum saglayabilirsek, bun-
dan sistemimizi tutarh sayabiliriz. Bu yolu Poincaré, Lobachevsky geometrisini
Euclides geometrisine; Hilbert, Euclides geometrisini aritmetige indirgeyerek basa-
riyla denemislerdir.

Gegerligi tartismal bir yol da sudur: Sistemimizi bir olgu grubunu model ala-
rak yorumlamak. Boyle bir model bulundugunda, ona indirgenebilen sistemimizi
tutarh sayabiliriz. Nitekim, Euclides geometrisinin tutarhhgina olan giivenimiz ge-
nis olciide, uzaysal iligkileri dile getiren teoremlerin dogru 6nermeler olmasinda
aranmahdur.

Ne var ki, kisaca belirtmeye ¢ahistigimiz bu yollarin higbiri tutarhiligi dogrudan
ispat niteligi tasimamaktadur. Birinci yol bir tiir “bekle-g6r” yontemine benzetilebi-
lir. Ikinci yol, “A tutarh ise B de tutarhdur,” gibi kosulsal olmaktan ileri gegmemek-
te, iigiincii yol ise, dolayh olarak dogayi tutarh farzetmeyi igermektedir.

Aksiyomlarin tutarhiligi, mantigin gelismezlik ilkesine dayanan bir ozelliktir. Bir
onciiller takimindan hem P, hem de P-degil gibi celisik iki sonu¢ ¢ikaramamaliyiz.
Cikarabiliyorsak, o zaman sistemn tutarsiz, dolayisiyla ise yaramaz demektir. Aksiyo-
matik bir sistem igin tutarhhik gerekli, fakat yeter bir kogsul degildir. Segilen aksi-
yomlarin tam ve bagimsiz olmas: da istenir.

Aksiyomlarin tam olmasi, sistemin kurallarina gore tam-deyim sayilan her
Onermenin, ya da o énermenin degillemesinin, bir teorem olarak ispatlanabilmesi
demektir. Bagka bir deyisle, sistemin terimleriyle ve sentaksina uygun olusturulan
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“P A ~ P” gibi her ¢eliskideki bilesenlerden birinin ve yalmz birinin, (yani, ya
“P’nin ya da “~ P”nin) sistemde ispatlanabilir olmasi, aksiyomlarin yeterliligini
veya tamhigim gosterir. Tutarhilik celismezlik ilkesine, tamlik iigiincii sikkin olanak-
sizligy ilkesine dayanan bir ozelliktir. Tutarh bir sistemde P ve ~ P gibi iki 6nerme
birlikte dogru olamaz; fakat sistemin tam olmasi i¢in bu énermelerden birinin ve
yalniz birinin sistemde dogru olmasi, yani ispatlanabilir olmasi gerekir.

Tamhk 6zelligi boyle siki bir anlamda alindiginda pek az gerceklesme olanag:
tagir. Bu nedenle ¢ogu kez daha gevsek bir tamimla yetinildigini gormekteyiz. Buna
gore, sistemimizde tam-deyim sayilan herhangi bir 6nerme veya formiiliin ispatla-
nabilir oldugu kesinlikle saptanamayabilir. Béyle de olsa, o énerme veya formiil
icin sistemde ispatlanabilme olanag goériiyorsak, sistemi gevsek anlamda tam saya-
biliriz. Bu anlamda bile tamlik kogulunu kargilamak ¢ogu kez olanaksizdur.("

Aksiyomlarin bagimsizlik 6zelligine gelince, bu da tamlik gibi mantiksal bir zo-
runluk degil, sistemin basitlik ve zarafeti yéniinden aranan bir 6zelliktir.

Aksiyomlarin birbirinden bagimsiz olmas: istegi teorem olarak ispatlanabilir
bir 6nermenin aksiyomlar arasinda yer almamas: i¢indir. Bir aksiyomun diger aksi-
yomlardan ¢ikarilabilir olmasi, o aksiyomun bagimh oldugunu, daha dogrusu o
6nermenin aksiyom degil, teorem oldugunu gosterir. O halde, segtigimiz aksiyom-
larin bagimsiz oldugunu soyleyebilmemiz igin, hi¢birinin 6tekilere dayanilarak is-
patlanamamas: gerekir.

Bir aksiyomun bagimsiz olup olmadigini olmayana ergi ispat kuralina bagvura-
rak saptayabiliriz. Buna gore, aksiyomun degillemesini (veya gelisigini) diger aksi-
yomlarla birlestirir, ¢ikan sonuglarin tutarh olup olmadigina bakariz. Sonuglar tu-
tarh ise (yani, herhangi bir gelisiklik gostermiyorsa) s6z konusu aksiyomu digerle-
rinden bagimsiz; sonuglar tutarsizhik icindeyse, o zaman o aksiyomu digerlerine ba-
gimli saymak yoluna gideriz. Bagimh bir aksiyomu aksiyom olarak degil, teorem
olarak ele almak daha dogru olur.

Euclides geometrisinde paralel postulat iizerinde yiizyillar boyunca siirdiiriilen
¢alismalar, bu 6nermenin bir teorem sayilmas: gerektigine yonelikti. Daha énce de
belirttigimiz gibi, sonugta Euclides-dis1 geometrilerin dogusuna yol agan bu ¢ahs-
malar amacina ulasamamus, s6z konusu postulatin bagimsiz olmadigini kamitlaya-
mamustir. Tam tersine, Saccheri, Lobachevsky ve digerlerinin gosterdigi iizere, pos-
tulatin degillemesinin diger aksiyom ve postulatlarla birlestirilmesiyle ulagilan so-

(10) Hilbert gibi tutarlhilig: biricik 6lgiit alan formalist matematik¢i ve mantikgilar, yalniz mantigin
degil matematigin her kolunun da tutarh ve tam aksiyometik bir sistem olarak kurulabilecegi
inancindaydilar. Hatta tiim matematigin boyle tutarli ve tam bir sistem olarak kurulabilecegi
iimidini tagiyorlard.

Bu inang ve iimit 1931’de Godel'in ispatladig iki teoremle yikilir. Buna gore son derece basit sis-
temler disinda higbir tutarli sistemin aym zamanda tam olmasina, hatta bir sistemin tutarh oldu-
gu iddiasinin bile dogru mu, yanlis mi1 oldugunu kesinlikle belirlemeye olanak yoktur.

Godcl'in, aksiyometik yéntemin etkinlik yoniinden simirl oldugu gergegini kamitlamakla, aksi-
yometiklestirme girisimlerine beklenmedik bir darbe indirdigi soylenebilir. (Daha ayrintili bilgi
i¢in bakiniz; E. Nagel ve J. R. Newman, “Godel’s Proof,” The Mathematical Way of Thinking, ].
R. Newman (Ed.), New York: Simon and Schuster, 1956, s. 1668-1695)
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nuglar mantiksal olarak tam bir tutarlilik iginde kalmus, beklenilen tutarsizlik orta-
ya ¢ikmamustir.

Ispat Nedir, Ne Degildir?

Yeterli bir sistem i¢in aksiyomlarin kendi aralarinda tutarls, birlikte tam ve birbi-
rinden bagimsiz olmas: geregi iizerinde durduk. Aksiyomlarin dogruluk degeri ile
ilgili birkag¢ noktayi da agiklamaya ihtiya¢ vardir:

Bilindigi gibi, aksiyomatik bir sistemde teoremler, aksiyomlara dayamlarak is-
patlanmir. Ancak bir teoremin ispati her zaman aym sekilde anlagilmamistir.

Her seyden once, genellikle sanildig1 gibi, gozlem veya deneye basvurarak bir
onermenin dogru oldugunu gostermek ispat degildir. Ornegin, Pythagoras teore-
mine gore, dik acili bir iiggende hipoteniisiin uzunlugunun karesi, ag1y1 olusturan
kenarlarin karelerinin toplamina esittir. $imdi bu teoremin dogru oldugunu son
derece duyarh iletki ve cetvel yardimu ile 6lgerek gosterebiliriz. Hatta, daha inandi-
ric1 olmak icin, diizgiin bir ¢elik levha iizerinde dik agili bir ii¢genin kenarlar iize-
rine kareler ¢izer, sonra bunlar kesip tartar, hipoteniis iizerindeki karenin diger iki
kareye denk oldugunu ortaya koyabiliriz. Ama bu dogrulamalardan ne biri, ne
obiirii bir ispat sayilabilir. Ciinkdi, bir kez bu tiir deneyler tiiketici olmaktan uzak-
tir. Belli bir dik agili tiggen tizerindeki bulgumuzun tiim dik agih ii¢genler icin de
dogru oldugunu nasil bilebiliriz? Ote yandan, bu deneylerimizden bir veya birkagi-
nin teoremi dogrulamadigim diisiinelim. O zaman teoremi yanlis mi1 sayacagiz? Sa-
yamayiz, ¢iinkii ne denli titiz davramirsak davranalm, 6lgme veya tartmamizin ha-
tasiz, kullandigimiz 6l¢me arag ve gereglerinin kusursuz oldugunu séyleyemeyiz.
Opysa mantiksal bir ispat i¢in ne hatasiz bir 6lgmeye, ne de kusursuz Sl¢me araglari-
na ihtiya¢ vardir. Mantiksal ispat, bir 6nermeyi, baska nermelerin zorunlu sonucu
yapan iligkiyi kurmaktir; yoksa ne birinin ne 6tekinin dogru oldugunu gostermek
degildir.

Oyle ise, bir teoremin ispati, o teoremin dogru oldugunu degil, bir veya birkag
aksiyomdan ¢ikarilabilir oldugunu géstermek demektir.(*"

Mantiksal ispatla olgusal dogruluk arasindaki bu ayirim pek ¢ogumuz igin ilk
bakista sagirtic1 olabilir. Gergekten bir 6nermenin ispati o dnermenin bagka 6ner-
melerin zorunlu sonucu oldugunu gostermekten ibaretse, matematikteki dillere
destan kesinlik nerde kalmaktadir? Ispat, dogrulugun ispat1 degilse, neye yarar; is-
patladigimiz teoremlerimiz yanlis olursa, buna ispat denir mi?

Bu tiir sorular gogunluk aksiyomlarin yanhs anlasilmasindan ileri gelmektedir.
Aksiyomlar dogru bilinen veya dogrulugu ispatlanmis 6nermeler degil, dogru sayi-
lan 6nermelerdir. Mantik ve matematik, birtakim 6nermeleri dogru sayarsak, daha
ne gibi 6nermeleri dogru saymamz gerektigini aragtirir. Bilindigi gibi, Euclides ge-

(11) Ashinda her argiimanm amac sonucunun dogrulugunu ispatlamaktir. Ne var ki, bunun gergek-
lesmesi hem gikarimin gegerli, hem de énciillerin dogru oldugunu bilmemizi gerektirir. Ikinci
kosulu yerine getirme mantiga diigmedigine gore, mantikta sonucun dogrulugunun ispat1 kate-
gorik degil, hipotetik niteliktedir.

AiTM QO
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ometrisinde aksiyomlar dogrulugu apacik énermeler sayildig icin, onlardan ¢ikari-
lan teoremler de dogru sayillmistir. Bu nedenle, bir teoremin ispati, o teoremin ak-
siyomlardan ¢ikarilabilir oldugunu gostermekten 6tede, o teoremin dogrulugunu

tam kanitlama anlamina gelmistir. ’

Aksiyomlar1 dogrulugu apagik énermeler diye kabul etmemiz igin 6teden beri
ileri siiriilen nedenler doyurucu olmaktan uzaktir. Sezgisel kesinlik cogu kez aldati-
c1 olmustur. Nitekim, “Biitiin herhangi bir par¢asindan daha biiyiiktiir,” 6nermesi
bize sezgisel olarak apacik dogru goriinmektedir. Oysa, daha baz1 apacik gériinen
onermeler gibi (6rnegin, “Doga bosluktan tiksinir,” “Her yiizeyin iki yam vardir,”
vb.) bunun da dogru olmadig ortaya ¢ikmustir. Kaldi ki, sezgisel apaciklik kisilerin
yetisme kosullarina gore degisir; birine apacik goriinen bir sey, bir bagkasi i¢in pe-
kéla anlagilmaz veya yanls gériinebilir.

Aksiyomlar1 yeterince dogrulanmis olgusal genellemeler saymak da soruna ¢6-
ziim getirmemektedir. Ciinkii, hi¢bir genelleme, ne denli kanitlanmis olursa olsun,
dogrulugu ispatlanmis sayilamaz. En saglam bildigimiz genellemelerin bile (6rne-
gin, su islatir, ates yakar, vb.) bir giin yanlhslanmayacag kesin degildir. Ote yandan
hangi genellemelerin yeterince kanitlanmig, hangilerinin eksik kanitlanmis oldugu-
nu belirlemek de mantigin degil, genellemelerin ait oldugu bilimin isidir. Mantik
veya matematik sadece Q gibi bir 6nermeyi dogru saymamz icin P’yi dogru say-
mamiz yeterli midir? Ya da, P’yi dogru sayarsak, Qyu dogru saymamiz gerekir mi?
diye sorar. Russell'in paradoksal gériinen tammi bu gergegi yansitmaktadir:

Matematik, ne neden soz ettigimizi, ne de sdylediklerimizin dogru olup olmadigini
asla bilmedigimiz bir bilimdir.*?

Aksiyomlar1 dogrulugu s6z gotiirmez onermeler veya yeterince kanitlanmis ge-
nellemeler sayamayacagimiza gore, o halde ne saymaliy1z? Bu sorunun cevabi degi-
sik olabilir: Mantik ve matematikte aksiyomlar, teoremlerin ispati i¢in, yeterli for-
miillerdir. Bunlar istersek dogru sayabiliriz. Olgusal bilimlerde aksiyomlar hipotez
veya varsayin niteliginde 6nermelerdir. Bunlarin mantiksal sonuglar: olan teorem-
ler dogru veya yanlis olabilir. Birer hipotez niteliginde olan aksiyomlar, teoremlerin
dogrulugunu giivence altina almaz. Tam tersine, teoremlerin gozlem veya depey
yolundan dogrulanmalar: hipotezlere dogruluk olasiligi kazandirir. Bagka bir deyis-
le, bilimde aksiyomlara bakarak teoremleri dogru saymak s6yle dursun, teoremlere
bakarak aksiyomlar1 dogru sayma yoluna gideriz.

Ashnda ne matematikte, ne de bilimde aksiyomlar: teoremlerden daha kesin
veya apagik saymak i¢in bir neden yoktur. Boyle sayilmasi eskiden beri siiriip gelen
bir 6nyargidan, ya da psikolojik bir yanilgidan bagka bir sey degildir.

“Yorum” ve “Model” Kavramlan

Mantik ve salt matematik disindaki alanlarda ortaya atilan teoriler ne denli soyut

(12) B. Russel, Mysticism and Logic, s. 75.
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ve dediiktif nitelikte goériiniirlerse goriinsiinler, olgusal diinya ile bir iliskileri var-
dir. Klasik Euclides geometrisi bile uzaysal iliskileri dile getirmekle bu tiir olgusal
icerikli bir teoriydi. Boyle bir teoriyi ¢esitli esdeger bicimlerde aksiyomatiklestirme
olanag: vardir ve teori ortaya konan bu bigimler icin ortak bir yorum veya model
olusturur. Bunun en somut 6rnegini Euclides geometrisine verilen, gesitli aksiyo-
matik esdeger bigimlerde bulmaktayiz. Hilbert'in aksiyomatik sistemi, 6rnegin bu
bicimlerden sadece biridir.(')

Cesitli kahiplara dokiilen bir teori igerigi yoniinden 6nemsendigi siirece, degisik
bigim veya kaliplar fazla 6nemli sayilmayabilir. Ancak aksiyomatiklesme formel bir
karakter kazaninca, yani teoriye verilen bi¢im olgusal igerikten soyutlaninca, bigi-
min 6nemi 6n plana gecer. Ciinkii, béyle bir bicim veya kaliba yeni yorumlar ver-
mek, teorinin ilk iceriginden baska icerikler bulmak olanagim ortaya ¢ikarir. De-
mek oluyor ki, icerik yoniinden belli bir teori degisik kaliplara dokiilebilecegi gibi,
ayni kalip veya formel sistemi igerigi degisik konularda yorumlayabiliriz. Bu yo-
rumlarin her biri aym formel sistemin bir modeli sayilir. Tek bir sistemin degisik
yorumlarim olusturan modellere yapisal yonden 6zdes veya izomorfik modeller de-
nir. Mantik, degisik bilim kollarinda veya degisik konularda ortaya atilmis baz1 so-
mut ve olgusal icerikli teorilerin yapisal yonden izomorfik olduklarin gosterebilir-
se, bu teorileri yalniz belli bir formel sistemin modelleri saymakla kalmayiz, aym
zamanda birbiri icin de model sayabiliriz. Bu ise bu teorilerden herhangi birini
modellerine bakarak daha iyi ve ayrintili anlamamiza yardim eder.

Bir de, gene 6rnegini geometri tarihinde buldugumuz iizere, herhangi bir teo-
riden, bir veya birka¢ aksiyomunu degistirmek yoluyla komsu veya akraba teoriler
tiiretme olanagdir. Euclides-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikmasi boyle olmustur.

Simdi akraba teorilerin her biri degisik formel kaliplara dékiilebileceginden ve

(13) Bkz. David Hilbert, Grundlagen der Geometrie. 1899.

Euclides geometrisini daha belirgin bir sekilde aksiyomatiklestiren Hilbert, geometriyi bes ilkel
terimi igine alan yirmi bir aksiyom iizerine kurar. Geometrinin tiim diger 6nermeleri bu aksi-
yomlara dayanilarak teorem olarak ispatlanir. Ayn isi, daha sonra Veblen iki ilkel terime dayah
on iki aksiyomla basarir.

Hilbert’in ¢alismas ii¢ yonden 6nemli sayilabilir: (1) “nokta”, “dogru”, “diizlem” gibi ilkel te-
rimleri birer kavram adi degil, birer simge veya soyut nesne sayarak aksiyomatiklestirmeye salt
bigimsel bir yaklagim getirmek istemesi, (2) Aksiyomlar: niteliklerine gére bes dbege ayirmas::
Birinci obege giren sekiz aksiyom “nokta”, “dogru”, “diizlem” gibi ilkel terimler arasindaki ilis-
kileri dile getirir. Ornegin: 1ki nokta bir dogruyu belirler; bir dogru iizerinde hig degilse iki nokta
vardir; bir diizlem iizerinde ayni dogru iizerine diismeyen en az ii¢ nokta vardr, vb. Ikinci dbege
giren dért aksiyom “arasinda” terimi ile ilgilidir. Ornegin, A, B ve C bir dogru iizerindeki nokta-
larsa, ve B noktasi A ile C arasinda ise, B noktasi C ile A arasindadir, vb. Ugiincii 6bekte ¢akigir-
lik veya geometrik esitlik ile ilgili alt1 aksiyom yer almgtir. Ornegin: A ve B, a dogrusu iizerinde
noktalarsa, ve A', a’ dogrusu iizerinde bir nokta ise, a'tizerinde ve A’nin belli bir yaninda B’ gibi
bir ve yalmz bir nokta vardir, 6yle ki, A’ B’ dogru pargas1 A B dogru parcasiyla ¢akigir. Dordiincii
6bekte yalmz paraleller aksiyomu vardir. Son 6bekte yer alan iki aksiyom Siireklilik ile ilgilidir.
(3) Son olarak aksiyomlarinin tutarhilik ve bagimsizlik 6zelliklerini saptama yolundaki ¢aligma-
s1. Hilbert'in baslattig: bu ¢aliyma ondan sonra gelen ¢aligmalarin yon ve niteligini belirlemede
son derece etkili olmustur.
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bu kaliplarin her biri ierigi degisik konularda yorumlanabileceginden, bir tek teo-
riden sayisiz aksiyomatik kaliplar ve sayisiz modeller tiiretmek olanag: var demek-
tir. Su kadar ki, karisikhiga yol agmamak yoniinden akraba teoriler, esdeger teoriler
ve izomorfik teoriler ayirimlarini gozden kagirmamak gerekir.

Bir Teorinin Formellestirilmesi

Bir teori veya bilgi alanim aksiyomatiklestirtnenin baslica hedefini su iki noktada
toplayabiliriz:

(1) Cogu kez iistii-ortitk olan iliskileri agiga ¢ikarmak, bu iligkilere dayah
mantiksal biitiinliige ulasmak,

(2) Diisiinmede, tiim varsayim ve kurallar1 belirtik hale getirerek, tam bir
aciklik ve kesinlik saglamak.

Bu hedeflere ulasma, her seyden 6nce, somuttan soyuta, sezgisel igerikten man-
tiksal bicime gegisi gerektirir. Bagka bir deyisle, bir teorinin mantiksal yapisinin
acik ve kesin bigimiyle ortaya ¢ikmasi olgusal igeriginden siyrilip, salt nesnel nitelik-
te birtakim simgelerle dile getirilmesiyle olanak kazanur. Salt bigimsel olarak olustu-
rulan (veya formellestirilen) bir sistemde terimler kendiliklerinden anlami olmayan
birer soyut nesne, aksiyom ve teoremler dogruluk degerleri belirsiz birer formiilden
ibarettir."®) Ne var ki, boyle soyut bir sistem, bir yandan her tiirlii sezgisel anlamin
yol agacag kural dis1 akil-yiiriitmelerden sakinmay: saglamakta, 6te yandan degisik
konu veya alanlarda yorumlanma olanag: tasimaktadir. Genel karakterde olan salt
bigimsel bir sistem araglar1 ve kurallar1 6nceden belirlenmis bir oyun (6rnegin, sat-
rang) gibidir. Boyle bir sistemde herhangi bir karisiklik veya anlagmazlhik sadece ku-
rallara uymamaktan dogabilir. Akil-yiiriitmelerimiz kural ve tanimlara uygun sim-
gelerle dile getirildiginde, hata ihtimali azalir; en ufak hatalar bile saptama olanak
kazamir. Leibniz, “bir diisiinme hesab1” tasarlamisty; salt bi¢imsel bir sistem, diisiin-
meye aritmetiksel bir islemin nesnel ve mekanik kimligini kazandirmakla, Leib-
niz’in rityasin gergeklestirme yolunu agmis goriiniiyor genis dl¢iide.

Aksiyomatik bir teorinin formellestirilmesini gostermek igin asagidaki ornegi
alalim:"»

Aksiyom 1. A ve B bir diizlemde farkli noktalar ise, bu noktalar i¢ine alan
en az bir dogru vardir.

Aksiyom 2. A ve B bir diizlemde farkli noktalar ise, bu noktalari igine alan
birden fazla dogru yoktur.

Aksiyom 3. Bir diizlemde bulunan iki dogru diizlemin en az bir noktasina
ortak sahiptirler.

(14) Ancak bu formiillerin totolojik nitelikte olmas: halinde dogruluk degerleri bellidir. Ne var ki,
formiilleri totolojik nitelikte olan bir sistemin olgusal yorumlar1 da ¢ogu kez “trivial” olmaktan
ileri gegmemektedir.

(15) Bu 6rnek, Cohen ve Nagel, An Introduction to Logic and Scientific Method, s. 134’ten alinmustir.



AKSIYOMATIK YONTEM 17

Aksiyom 4. Bir diizlemde en az bir dogru vardur.

Aksiyom 5. Her dogru, diizlemin en az ii¢ noktasini igine almaktadir.
Aksiyom 6. Diizlem tizerindeki noktalarin tiimii aym dogruya ait degildir.
Aksiyom 7. Higbir dogru diizlemin ii¢ noktasindan daha fazlasini igine

almamaktadir.

Goriildiigii gibi, bu aksiyomlar bir diizlem iizerinde nokta ve dogru iliskilerini
dile getirmektedir. Fakat, “nokta”, “dogru” ve “diizlem” denilen seyler ne tiir nes-
nelerdir? Cogumuz bunlarin ne oldugunu bildigimizi sanir, hatta bir kagit pargasi
iizerinde kalem ve cetvel yardimiyla cizerek gostermek yoluna bile gidebiliriz. Ne
var ki, aksiyomlarda dile getirilen iligkilerle, kagit iizerine ¢izdigimiz geometrik se-
killerin arasindaki iliskilerin aym oldugu iddia edilebilir mi? Bir tutarsizlik ortaya
¢tkarsa, hangisini, aksiyomlar1 m1 yoksa bu sekiller arasindaki gercek iliskileri mi
diizeltme yoluna gidecegiz?

Ashnda salt matematik ve mantik agisindan ortada boyle bir sorun yoktur. Ne
mantik¢t, ne de matematikei aksiyomlarin gergek diinyaya uyup uymadigina bak-
maz, ya da kagt tizerindeki sekillere bakarak aksiyomlar1 diizeltme yoluna gitmez.
Onlarin amaci, olgulara uyan bir sistem kurmak degil, kendi i¢inde tutarh bir sis-
tem olusturmaktir.

Denebilir ki, aksiyomlar yalnmz s6zii gegen nesneler arasindaki iliskileri dile
getirmekle kalmamakta, bu nesneleri iistii-ortitk bi¢imde tamimlamaktadir da. Bu
dogrudur kuskusuz. Ustelik nokta, dogru, diizlem gibi nesneler giinliik yasanti-
muzda sik sik sozii gegen sekillerdir. Sezgisel de olsa, anlamlar1 hakkinda bir fikri-
miz vardir. Ancak aksiyomatiklesme yéniinden bu anlamlarin bir énemi yoktur
veya olmamak gerekir. Aksiyomlar1 dogru saydigimizda daha neleri dogru sayma-
muz gerektigini saptamada ilkel terimlerin anlamlar1 bir rol oynamaz. Bagka bir
deyisle, aksiyomlarla onlara dayanilarak ispatlanan teoremler arasindaki iligki for-
mel nitelikte olup, ne aksiyomlarin ne de onlarda yer alan ilkel terimlerin anla-
mina baghdir. Nokta, dogru, diizlem yerine, aksiyomlarca belirlenen iliskiler di-
sinda hi¢bir anlami olmayan birtakim isaret veya simgeler de kullanilabilir. Uste-
lik boyle bir soyutlama sistemin mantiksal kesinligini artirma yoniinden gerekli-
dir de.

Yukardaki érnegimizde gegen “nokta”, “dogru” ve “diizlem” terimlerinin an-
lamlarindan kurtulmak igin bu terimleri soyut simgelerle temsil edebiliriz. Orne-
gin, “diizlem” yerine S harfini, “nokta” yerine “S’nin elemani” séziinii kullanabili-
riz. Noktaya S’nin elemam dedigimize gore S’ye bir noktalar kiimesi goziiyle baki-
yoruz demektir. Buna gore, dogruyu, elemanlar1 nokta olan S kiimesinin bir alt-
kiimesi sayabilir ve “d-kiimesi” terimiyle temsil edebiliriz.

Simdi bu terimleri kullanarak aksiyomlarimizi yeniden dile getirelim:'®

Aksiyom 1’. A ve B eger S’nin farkh elemanlar ise, A ve Byi igine alan en az
bir d-kiimesi vardir.

(16) Bkz. Cohen ve Nagel, ayn1 yaput, s. 135.
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Aksiyom 2’. A ve B eger S’nin farkli elemanlari ise, bu elemanlar igine alan
birden fazla d-kiimesi yoktur.

Aksiyom 3’. S’nin herhangi iki d-kiimesi, S’nin en az bir elemanina orttak
sahiptirler.

Aksiyom 4’. Sde en az bir d-kiimesi vardir.
Aksiyom 5°. Her d-kiimesi S’nin en az ii¢ elemanin igine almaktadr.
Aksiyom 6’. Snin tiim elemanlar1 aym d-kiimesine ait degildir.

Aksiyom 7°. Higbir d-kiimesi S’nin iigten fazla elemanini igine almamakta-

dir.

Burada dile getirilen iliskilerin konusu belli degildir. Aksiyomlar “kiime”, “alt-
kiime”, “eleman” gibi birtakim soyut ve genel nitelikte nesnelerden s6z etmekte,
fakat bunlarin somut olarak neleri temsil ettigi belirtiimemektedir. Aym sekilde
“eleman: olma”, “i¢cine alma”, “ait olma” gibi iliskiler de mantiga ait genel nitelikte
kavramlardir. Bu nedenle aksiyomlardan higbirine énerme goziiyle bakamayiz. “S”,
“S’nin eleman:t” ve “d-kiimesi” gibi terimler birer degisken olup, bunlari igine alan
aksiyomlar birer 6nerme-fonksiyonu veya énerme-kalibr niteligindedir. Degiskenle-
re verecegimiz anlama gore, aksiyomlar degisik konulara iligkin 6nermeler niteligi
kazanabilir. Ornegin, nokta, dogru ve diizlem terimleriyle olugturulan aksiyomlara
uzaysal iligkileri dile getiren 6nermeler olarak yukardaki 6nerme kaliplarinin 6zel
bir yorumu gozilyle bakabiliriz. Degiskenlere verecegimiz anlamlara gore bu yo-
rumlari istedigimiz sayida artirabiliriz. Su kadar ki, sececegimiz konu, aksiyomlarda
dile getirilen formel iliskileri saglamis olsun.

Aksiyomlar, birtakim soyut degiskenlerin arasindaki iliskileri dile getirmekten
Oteye gecmeyen Onerme-fonksiyonu niteliginde oldugunda, bunlardan mantiksal
olarak ¢ikarilan (ya da bunlara dayamlarak ispatlanan) teoremler de aym sekilde
birtakim soyut iligkileri dile getiren 6nerme-fonksiyonlar1 olmaktan ileri ge¢mez.
Agsagida verilen alti teorem bu tirden 6nerme-fonksiyonu niteliginde ciimleler-
dir:("7

Teorem I. A veB eger S’nin farkh elemanlar ise, A ve B’yi igine alan bir ve
yalmz bir d-kiimesi vardir.
(Bu teorem 1’ ve 2’ nolu aksiyomlardan ¢ikmaktadir.)

Teorem II. Birbirinden farkh herhangi iki d-kiimesi, S’nin’bir ve yalniz bir

elemanina ortak sahiptirler.

Bu teorem 2’ ve 3’ nolu aksiyomlardan ¢ikmaktadir.)

Teorem III. S’nin hepsi ayni d-kiimesinde olmayan ii¢ elemam vardir.
Bu teorem 4’, 5’ ve 6’ nolu aksiyomlardan ¢ikmaktadir.)

Teorem IV. S’deki her d-kiimesi, S’nin sadece ii¢ elemanini icine almaktadir.
Bu teorem 5’ ve 7’nolu aksiyomdan ¢ikmaktadir.)

(17) Bkz. Cohen ve Nagel, ayni yapat, s. 136.
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llk dért teorem, aksiyomlardan dogrudan ¢iktigindan bunlarin ispatim ayrica
tartismaya gerek yoktur. Son iki teoremin ispati ise bu denli agik ve dogrudan de-

gildir.

Teorem V.
Ispat
Teorem VL
Ispat

Ik alt1 aksiyoma bagh herhangi bir S kiimesi en az yedi eleman
i¢ine almaktadir.

A, B, Cyi S’nin aym d-kiimesinde olmayan ii¢ elemam kabul
edelim. Teorem III. buna olanak vermektedir. Buna gore, Teo-
rem L geregince, AB, BC ve CA’y1 igine alan birbirinden farkl
ii¢ d-kiimesi olmak gerekir ve aksiyom 5 geregince, d-kiime-
lerinden her birinin bir iigiincii elemanin daha olmasi ve bu ek
elemanlarin aksiyom 2’ geregince hem birbirinden hem de A, B
ve C’den farkl olmas: gerekir.

Simdi bu ek elemanlar1 D, E ve G ile gosterirsek sozii gecen ii¢
farkll d-kiimesi ABD, BCE, CAG diye belirlenmis olur. Aksi-
yom |’ geregince, sozii edilen d-kiimelerinden ayn olarak AE
ve BG de birer d-kiimesi belirler. Bunlarin da aksiyom 4’ gere-
gince S’nin bir elemanna ortak sahip olmalar1 gerekir ve bu
eleman, aksiyom 2’ geregince zaten belirlenmis olan elemanlar-
dan biri olamaz. Farkh olmasi gereken bu elemana F dersek,
AEF ve BFG’nin de birer d-kiimesi oldugu ortaya cikar.

Boylece herhangi bir S kiimesinde, A, B, C, D, E, F ve G olmak
tizere birbirinden farkl en az yedi elemanin oldugu ispatlannug
oluyor.

Aksiyomlarin yedisine de bagh olan S kiimesi en ¢ok yedi ele-
man i¢ine almaktadir.

Bir an i¢in T gibi sekizinci bir elemanin var oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde, AT ve BFG diye belirlenen d-kiimelerinin
aksiyom 3’ geregince bir ortak elemanlarinin olmas: gerekir.
Fakat bu eleman B olamaz, ¢iinkii AB, elemanlar1 ABD olan d-
kiimesini belirlemektedir; yoksa ABTD elemanlarinin s6z ko-
nusu aym d-kiimesine ait olmas: gerekir ki, bu da aksiyom 7’ye
gore olanaksizdir. Bu eleman F de olamaz, ¢iinkii o zaman AF-
TE elemanlarinin AEF diye belirlenen d-kiimesine ait olmasi
gerekir. Bu eleman G de olamaz, ¢iinkii o zaman AGTC ele-
manlarinin AGC diye belirlenen d-kiimesine ait olmas gerekir.
Tim bu sonuglar, aksiyom 7’ geregince olanaksizdir. Demek
oluyor ki, ya bu sonuglari, ya da 7’ nolu aksiyomu reddedece-
giz. Aksiyom 7’yi kabul ederek ise basladigimizdan, bu kabulii-
miizle celisen tiim sonuglar1 reddetmek zorundayiz: O halde, S
kiimesinde sekizinci bir eleman yoktur.
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Goriildiigii gibi, minik bir 6rnegini verdigimiz formel aksiyomatik bir sistem-
de, tiim ¢ikarimlar veya ispatlar formel iliskilere dayanmakta, agiktan veya iistii or-
titk herhangi bir gozlem veya deney ise karigmamaktadir. Boyle bir sisteme olgusal
diinyada uygun diisen bir seylerin var olup olmadig ayn bir konudur. Aksiyomla-
11, dolayisiyla teoremleri, saglayan herhangi bir olgusal modelin bulunmasi mantik-
¢iya degil, bilim adamna diisen bir istir. Formel bir sistemin her bagarili yorumu
dogrulugu gozlem ve deneye dayanan bir bilimsel teori demektir. Bir teoriden so-
yutlama yoluyla formel bir sisteme gidebilecegimiz gibi, bir formel sistemden yo-
rumlama yoluyla olgusal igerigi degisik bircok teorilere gidebiliriz. Zaten salt mate-
matigin bilimler i¢in énemi daha ¢ok iste boyle olgusal yorumlama yoluyla olgusal
yorumlara elverisli formel sistemler ortaya koyma giiciinden gelmektedir.(*®

(18) Aksiyomatik yonteme iliskin agiklama i¢in bkz. Ek: 5.



X. BOLUM

“KURAMSAL” - “UYGULAMALI” AYIRIMI

Ayirima Bakaslar

Matematikle bilimlerin iligkisi s6z konusu oldugunda geleneksel bir ayirimla karsi-
lagmaktay1z. Kimi matematikgiler, bilim adamlarinin, bu arada 6zellikle mithendis-
lerin, kullandiklar1 matematigi birtakim hazir formiil ve islemlerden olusan, pratik
yarara yo6nelik bir ara¢ saymakta, matematigin bu olmadigim 6zenle vurgulamakta-
dirlar. Onlara gore gergek matematik, uygulama amac giitmeyen, salt dogruyu
bulma ve ispatlamaya y6nelik kuramsal bir ¢aligmadir. Ote yandan pek ¢ok kimse
icin bilim, teknoloji, ticaret, vb. yasam etkinliklerinden soyutlanms, “kuramsal” de-
nilen matematik, matematik degil, olsa olsa satrang tiiriinden bir oyun, ya da an-
lamsiz bir simgeler dizgesidir. Bu goriisii, 6zellikle calismalarinda matematigi bir
ara¢ olarak kullanan miihendis, ekonomist ve bilimde deneye agirlik veren arastir-
macilarda bulmaktayiz(" Ne var ki, aym goriisii paylasan matematikgiler de vardr.
Ornegin, giiniimiiziin tamnmig matematikgilerinden Morris Kline, “Kuramsal ma-
tematik yapryorum,” diye fildisi kulesine ¢ekilen kimi meslektaslarindan yakinmak-
ta, bunlarin matematik adina yaptiklarini, “Cogunlukla yararsiz, kisir ¢ahsmalar,”
olarak nitelemektedir.?)

Gergekten sorulabilir: Goldbach’in ya da Fermatmin konjektiir (olasi teo-
rem)lerini ispatlama neden 6nemli olsun? Her dogal sayiin dort karenin toplam
olarak gosterilebilecegini bilmek ne saglar? Ardisik asal — giftler bizi ni¢in ugrastir-
sin? T sayisinin rasyonel ya da irrasyonel olmasi neden bir sorun olustursun?

Bu tiir sorulara verecegimiz yamit, kuskusuz, matematigi anlayis bigimimize
baghdir. Matematige bir arag goziiyle bakanlarla, ona amaci ve doygunlugu kendi
icinde, katiksiz entelektiiel bir ugras diye sanlanlar arasinda bagdasmasi zor goriis

(1) Matematikgi Titchmarsh’in bir amis, kimi bilim adamlarinda kendini agiga vuran bu dar bakis
agisint sergilemektedir: “Salt kuramsal matematigin ise yaramazhgindan alayh bir dille yakinan
bir fizik¢iyi dinlemistim. Bu fizik¢i konugmasinin sonuna dogru bir teoremden, bulunmasindan
elli y1l sonra relativite teorisinde uygulama alani bulan bir teoremden, s6z ederek hayretini agiga
vurmaktan kendini alamamustr. Olay nerdeyse onun i¢in bir mucize idi. Oysa bu kisi matemati-
gin dogasini tanimis olsayd, olay1 hayretle degil, olagan kargilard1.” (E. C. Titchmarsh, Matema-
tics, s. 196.)

(2) M. Kline, Mathematics: The Loss of Certainty, s. 278-306.
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ayriigr vardir. Birinciler igin matematigin degeri agik, kesin ve etkili bir dil; bir ¢1-
karim, bir problem ¢6zme yontemi olarak sagladigi yararda aranmalidir. Ikinciler
icin matematik amaci kendi iginde bir ¢aligmadir; salt bilme tutkusuyla islenen bir
konu kimliginde 6nemlidir. Yiizyihimizin seckin Ingiliz matematikgisi G. H. Hardy
bu bakigi asir1 bigimiyle soyle dile getirmistir:

tki tiir matematik vardur: Biri “gercek”, digeri “6nemsiz” dedigim matematik. Mate-
matigin cesitli uygulamalarina bakip yararimi vurgulayan kimselerin soziinii ettigi mate-
matik ikinci tiir (benim 6nemsiz saydifim) matematiktir. Oysa gercek matematigin bu
anlamda bir yarani yoktur. Ger¢ek matematigin amaci, yasamu kolaylastirmak degil,
dogruya ulasmaktir. Gergek matematikgiyi aragtirmaya yonelten tek itici gii¢: Bilme,
anlama, 6grenme merakidir; 6tesi onu ilgilendirmez.m

Kuramsal matematigin 6nemini vurgulayan bagka matematikgiler de vardur.
Ornegin, Gauss'in, “Matematik bilimlerin, aritmetik de matematigin kraligesidir.
Matematigin ¢ok kez astronomi ve diger dogal bilimlere hizmet etme al¢akgoniillii-
liigii gosterdigi dogrudur, ancak tiim durumlarda bag kése onun hakkidir,” sozleri
¢ogunluk onun salt kuramsal matematige verdigi onem olarak yorumlanmistir.
Yiizyilimizin taninmis matematikgilerinden Jacques Hadamard (1865-1963)’1n soz-
leri yoruma gerek gostermeyecek kadar agiktir: “Pratik yarar, aranmadiginda elde
edilir. Denebilir ki, uygarligin tiim ilerleme siireci bu ilkeye dayanmaktadur. ... Ma-
tematikte dogrudan pratik yarara yonelik pek az onemli arastirmadan s6z edilebi-
lir. Bilimsel her alanda oldugu gibi, matematikte de 6nemli aragtirmalar “bilme ve
anlama tutkusu” diyebilecegimiz ortak bir entelektiiel duygudan kaynaklanir.*) Da-
ha 1liml bir yaklasimla David Hilbert de, uygulamanin tiim 6nemine karsin, mate-
matikte dnemin bir 6l¢iitii sayilmamasi gerektigini vurgulamaktan kaginmaz. Ote
yandan, Lobachevsky, soruna daha genis bir ¢ercevede bakarak, “Ne denli soyut
olursa olsun, higbir matematiksel ¢alisma yoktur ki, bir giin gercek diinyada olup
bitenlere uygulanma olanagi bulmasin,” demistir. Benzer bir diisiinceyi A. N. Whi-
tehead’in dile getirdigini gériiyoruz: “En kuramsal oldugumuz bir tutumda, pratik
uygulamaya en yakin oldugumuzu séylemek bir paradoks degildir.”

Kuram-Uygulama Iligkisi

Bu tiir alintilar1 daha fazla uzatmadan su soruyu sorabiliriz: Hardy’nin ileri siirdii-
g gibi, gercekten birbiriyle bagdagmaz iki matematik mi, yoksa Lobachevsky’ nin
belirttigi gibi, sonunda birbirine doéniisen ¢aligmalar mi1 vardir? Sonra, Hardy’nin
“gercek matematik”, “6nemsiz matematik” ayiriminda bir istiinliik duygusu, bir
tepeden bakma yok mudur? Kraligelik tahtin1 matematige ayiran Gauss'in tavrinda
da aym1 duygu kendini agiga vurmuyor mu? Bu noktada ister istemez David Hil-
bert’in soruna bakis bi¢imini yansitan olay akla gelmektedir. Kuramsal ve uygula-

(3) G, H. Hardy, A Mathematician’s Apology, s. 139.
(4) ]. Hadamard, The Psychology of Invention in the Mathematical Field, s. 124-125.
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mali matematikgilerin ortak bir toplantisinda, iki grup arasinda biiyiiyen gerginligi
yumusatmak iizere, konusmasi istenen Hilbert, arabuluculuk gérevini su sozlerle
yerine getirir:

Sik stk kuramsal matematikle uygulamali matematigin birbirine diisman oldugunu
duyariz. Bu dogru degildir. Kuramsal ve uygulamali matematikler birbirine diisman de-
gildir; hicbir zaman diiyman olmamuglardir, higbir zaman da diisman olmayacaklardir.
Kuramsal ve uygulamali matematikler birbirine diisman olamaz. Olamaz, ¢iinkii ikisi
arasinda ortak higbir sey yoktur.

Matematikte ve diger bilimlerde, kuramsal ve uygulamali ayirimi Antik Yunan
doénemine kadar uzanir. Ayirnmin kékeninde toplumun “efendi” - “kéle” simflari-
na ayrilmig olmasi olayinin yattigr séylenebilir. Nitekim Platon’un “idealar” ve “g6-
riintiiler” ayirim ile Aristoteles’in “bilim igin bilim” diye dile getirebilecegimiz
yaklasimi, o dénemde egemen efendi — kole ayirimim yansitmaktadir. Diisiinsel
ugraslan yiicelten, elislerini horlayan bu tutumun, degisik gériiniimlerde tiim top-
lumlarda bugiin bile.siirdiigii kolayca yadsinamaz. Oysa hangi alanda olursa olsun,
tarihe baktigimizda, atilim ve ilerlemelerin ¢ogunluk kuramla uygulamamn, hipo-
tezle deneyin birlestigi, etkilesim i¢ine girdigi ortamlarda yer aldigim goriiriiz. Ger-
cekten, Lobachevsky ile Whitehead’i hakh ¢ikaran pek ¢ok 6rnek gosterilebilir. Ki-
mi kez salt pratik yarara ya da uygulamaya yonelik ortaya konan bir kavram, yon-
tem veya islemin kuramsal olciitlere vuruldugunda, kabul edilebilir nitelikte olma-
sa bile, ise yaradigi, hatta giderek kuramsal yetkinlige ulastiga bilinen bir olaydir.
Modern matematigin énemli bir béliimiiniin, uygulamalardaki gereksinme diirtii-
siiyle ortaya ¢ikan, daha sonra kuramci matematikgilerin elinde islenerek kuramsal
nitelik kazanan ¢alismalardan olustugu unutulmamahdir. Akla hemen gelen ilk or-
nek, diferansiyel ve integral hesaplara iliskindir. Fizik ve astronomide belli ihtiyag-
larin yol actigi bu gelisme, daha 6nce de belirttigimiz iizere, Lagrange, Gauss, Ca-
uchy, Weierstrass gibi biiyilk matematikgilerin elinde islenerek agiklik kazanir,
mantiksal bitiinliige ulagir. Yine bunun oldukea yeni bir 6rnegini, Oliver Heavisi-
de’n elektromanyetik salinim (oscillation) ve 1simmina iliskin problemlerin ¢6zii-
miinde son derece yararh olan ¢ahymasinda bulmaktayiz. “Operatér analiz” deni-
len uygulamaya yo6nelik bu ¢alisma, daha sonra kuramsal diizeyde matematigin ye-
ni bir kolu olarak gelisme olanagi bulur. Benzer bir yolu Paul A. M. Dirac’in &
(delta) fonksiyonu da izlemistir. Fizikte belli bir ihtiyaci karsilamak iizere olusturu-
lan bu kavram, matematikgilerin ele almasindan 6nce, kuramsal 6lgiitlere vuruldu-
gunda, oldukg¢a ham, hatta aykin bir gériniim sergiliyordu.

Bazen de tam tersine, salt kuramsal olarak olusturulan birtakim soyut kavram
ve yontemlerin, zamanla, beklenmedik uygulama alanlar1 buldugunu gormekteyiz.
Bunun sayisiz rnekleri arasinda akla hemen koni kesitleri, sanal sayilar, Riemann
geometrisi, matrisler teorisi gibi baslangicta ne ise yaradig: belli olmayan, hatta ¢o-
gu matematikeinin goziinde bile bir fantazi, bir oyun, ya da “sagma sapan” bir ug-
ras olmaktan ileri gegmeyen calismalar gelmektedir.
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Helenist dénemin seckin matematikgilerinden Bergamali Apollonius (1.0. 262-
190), elips, parabola ve hiperbola denen diizlem egriler iizerinde yiiriittiigii ¢ahs-
may1 Koni Kesitleri adh yapitinda ortaya koyar. XVIL yiizyila gelinceye dek koni
kesitlerinin pratik agidan bir ise yaradig: belli degildi. Ik kez Galileo, top mermile-
rinin parabola “cizerek” yol aldigimi; Kepler, gezegenlerin Giines gevresinde elips
yoriingeler “cizerek” ilerledigini ortaya ¢ikarir. Apollonius'un yaklagik iki bin yil
dnce, salt kuramsal bir ilgiyle yaptig1 bir ¢ahsma, hi¢ beklenmedik bir bicimde, sa-
vas teknolojisiyle astronomide 6nemli uygulama alanlar1 bulur.

Baslangicta matematikgilerin “inanilmaz”, “olanaksiz” ya da diipediiz “sagma”
diye niteledikleri V-1 gibi sanal sayilarin uygulama alam matematikte kendini gos-
terir. Bilindigi gibi, x2 + a = 0 tiiriinden denklemlere ¢6ziim arayis1 negatif sayila-
rin karekokiinii alma diigiincesine yol agar. XVL. yiizyil matematikgisi Italyan Ge-
ronimo Cardano (1501-1576), negatif koklerin 6nemini ilk kavrayan olmasina kar-
sin, bunlar1 “uydurma” saymaktan kendini alamaz. Aym yiizyilda onu izleyen
Bombelli, x* + a = 0 (a, pozitif oldugunda) gibi cebirsel bir denklemin ¢6ziimii
i¢in “sanal” dedigi sayilara ihtiya¢ oldugunu kavrar. Ornegin, kendisini, yax? + 1 =0
denklemini anlamsiz saymak, ya da, x'in —1'in karekokii oldugu gibi son derece
sagma bir seyi kabul etmek ikilemi arasinda kalmig bulan Bombelli, ikinci sikki se-
cerek, matematikte yeni bir agilmanin kapisim aralar. Bombelli’nin akil yiiriitmesi
basitti: x2~ 1 = 0 denklemi anlamliysa, x> + 1 = 0 denklemi de anlaml olmaliyds.
Ancak, kuskularin ardi hemen gelmez. Leibniz ve Euler ¢apinda matematikgiler bi-
le bu “olanaksiz” sayilan nesneleri kolayca i¢lerine sindirememiglerdir. Leibniz, sa-
nal sayilan, “Kutsal ruhun giizel ve goz alic1 siginagy; varhkla yokluk arasinda, bir
tiir, hem karada, hem denizde yasayan bir yaratik” diye niteler. Euler ise, —1’in ka-
rekokii gibi bir kavramin matematigin gelismesindeki 6nemini ya yeterince gor-
mez, ya da gormezlikten gelmeyi yegler.

Sanal sayilarin kullanimi matematikte yeni bir say1 sisteminin, a + ib bi¢cimini
alan (a ile b gergel sayilar i ise V-1"i, yani sanal bir sayry1 simgelemektedir) karma-
stk (kompleks) sayilar sisteminin ortaya ¢ikmasina yol agar. Son derece verimli bir
¢aliyma alam olan fonksiyon teorisi ise dogrudan karmagik sayilarin getirdigi bir
gelismedir. Matematigin i¢ yapisindaki 6nemli rolii boylece kamtlanmig olan sanal
sayilarin, “... sonunda, basta fizik olmak iizere, modern bilimin analitik yéntemle-
rinde vazgecilmez bir islevi oldugu da” goriilmiistiir.*¥

Matematikte salt-kuramsal bir ¢aligmanin daha sonra uygulama alani bulma
olayina garpic1 bir bagka 6rnegi Riemann’in eliptik geometrisi vermistir. Bilindigi
gibi, XIX. yiizyilda ortaya ¢ikan Euclides-disi geometriler, klasik geometriyi, 6zel-
likle paralel postulatin yol agtigy tedirginlikten kurtarma, daha saglam bir temele
oturtma ¢abalarindan kayNaklanmigtir. Diger yeni geometriler gibi baglangigta son
derece yadirganan eliptik geometrinin, aradan yaklagik 60 yil gectikten sonra, yiiz-
yihmizda Genel Relativite teorisinde uygulama alam bulmanin 6tesinde, bu teoriyi
olanakh kilmada yasamsal bir islev gérdiigiinii, teorinin kurucusu Einstein’in kendi

(5) R.L.Wilder, Evolution of Mathematical Concepts, s. 117.
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dilinden 6greniyoruz. Teoride ongoriilen boyutlardaki uzay, bildigimiz Euclides
uzay1 degil, Riemann geometrisinin igerdigi, bir yumurta kabugunda oldugu gibi
dolanip kendine dénen, kavisli uzaydir.

Son o6rnegimize gelelim: Gegen vyiizyilda Arthur Cayley, “matris kalkiiliis”
(matrix calculus) ¢alismasini ortaya koydugunda biiyiik bir tepkiyle karsilasmugti.
Ozellikle Kraliyet astronomu George Bidell Airy, hi¢cbir uygulama degeri bulmadig:
bu ¢alismayi sert bir dille yermekten kendini alamaz. Gok mekanigine 6nemli kat-
kilariyla taninan Airy, uygulamaya y6nelik matematigin atesli savunucusuydu. Ona
gore, fizik ve astronomi icin en uygun ve etkili matematiksel araci diferansiyel
denklemler teorisi saglamaktaydi. Cayley’in matrisler geometrisi olsa olsa eglendiri-
ci bir oyun olabilirdi. Oysa zaman, sonucun hi¢ de Airy’nin degerlendirmesine uy-
gun gcikmadigim gosterir. Bir tiir cebir olan matrisler teorisinin yiizylhimiz fizigin-
de, ozellikle kuantum teorisiyle “informasyon” teorisinde son derece 6nemli uygu-
lama alanlan buldugunu goriiyoruz.

Tartisma

Oyleyse matematigi kategorik olarak ‘kuramsal’ ve ‘uygulamaly’ diye ikiye ayirmak;
birini gercek, digerini diizmece, ya da birini yararh digerini yararsiz saymak, mate-
matik tarihi g6zoniine alindiginda, yapay bir ¢abadir. Nitekim, Euclides geometrisi-
ne baktigimizda oyle bir ayirnmin gegersizligi ortaya ¢ikmaktadir. Soralim: Euclides
geometrisini kuramsal mi, yoksa uygulamali m1 saymahyiz? Bu geometride 6rnegi-
ni buldugumuz aksiyomatik yoéntem, kokeninde kuramsal matematigin belirgin
ozelligini olusturur. Bilindigi gibi, bu yontemde teoremlerin ispati, hicbir deney ya
da 6l¢meye bagvurulmaksizin salt mantiksal ¢ikarimla gerceklestirilir. Kaldi ki, Euc-
lides sistemi herhangi bir uygulamaya yonelik degildir; yle bir amagla da olustu-
rulmamistir. Gergi geometrinin, basta miihendislik olmak iizere, gesitli alanlarda
uygulamalar oldugunu biliyoruz. Ne var ki, Euclides, sistemini olustururken her
tiirlii uygulama kaygilarinin 6tesinde, salt kuramsal 6giitlere bagh kalmustir.®® Bu
tutumundan o6tiirii onu elestirme yoluna gitmek de hakli olamaz. Nitekim o d6-
nemde pratik yarar agir bassaydi, ne Elementler bildigimiz bigimiyle yazilabilir, ne
de kimse koni kesitlerini inceleme yoluna giderdi.

Euclides’in pratik yarar aramayan kuramsal yaklagimi giiniimiize degin mate-
matikgiler icin 6zenilen bir 6rnek, etkili bir egitim araci olmustur. Teknoloji ve uy-
gulamanin agir bastig1 cagimizda, pek ¢ok matematik¢inin goziinde matematigin
iistiin degeri igse yaramasinda degil, kendine 6zgii mantiksal kesinlik ve estetik yapi-
sinda bulunuyorsa, bunu biiyiik 6l¢iide Euclides tiiriinden 6nciillere bor¢luyuz. 11-
ging olan sudur: Kokeninde hi¢bir yarar amac giitmeyen matematiksel ¢aligmala-
rin, ¢ogu kez, beklenmedik uygulama alanlar1 bulmasi. Bu olaya yukarda 6rnekler

(6) Euclides’in, Platon gelenegine uygun salt kuramsal tavrini vurgulayan iinlii bir séylentiyi anma-
dan ge¢meyecegiz: Dersini izleyen 6grencilerden biri, “Bu ispatlarimizt 6grenmek bize ne saglar?”
diye sorunca, Euclides kélesini ¢agirir, “Ogrendiklerinin ne ise yaradigini merak eden bu efendi-
ye birkag¢ kurug ver, emeginin bosa gitmedigini gérsiin,” der.
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vererek degindik. Oyleyse, matematikgilerin 6zellikle egitim kurumlarinda, salt ku-
ramsal aragtirma ilgileri yadirganmak soyle dursun, beslenmeli, tesvik gérmelidir.
Hatta salt yarar agisindan bakildiginda bile, baslangicta somut hig¢bir sonug vaat et-
meyen kuramsal ¢alismalarin destek gormesinde cesitli agilardan yarar oldugu séy-
lenebilir. Ote yandan baslangicta pratik yarar vaat eden ¢aligmalarin da her zaman
beklenen sonuglari verdigi sdylenemez. Ornegin, yiizylhmiza giris yillarinda, iistiin
uygulama giicii tagidig1 gerekgesiyle biiyiik umutlar baglanan “Hamilton quaterni-
onlar1” teknigi, cok gegmeden sozii edilmez olmustur.

tkinci Diinya Savagr'ndan bu yana, bilimde oldugu gibi, matematikte de, uygu-
lama egiliminin bityiik agirhk kazanmasi, bir bakima, matematigin gelenegine ters
diisen bir gelismedir. Gene de durum kayg: verici olmaktan uzaktir. Tiim uygula-
ma arayiglarina karsin, akademik cevrelerdeki iist-diizey arastirmalarin ancak kii-
¢iik bir boliimii salt uygulamaya yonelik sayilabilir.”? Aslinda matematik gelenegi
agisindan da beklenen budur. Cantor’un kiimeler teorisi dahil, son yiizyll icinde
olusan matematigin 6nemli bir béliimiiniin, hi¢ degilse baslangic déneminde her-
hangi bir alan i¢in dogrudan uygulama amaa giittiigii soylenemez. 1ki egilimin
asag1 yukari birbirini dengeledigini belirten Bochner sdyle demektedir:

Oyle goriiniiyor ki, giiniimiiz matematiginde, ... kendi i¢ dinamiginden kaynaklanan
“matematik igin matematik” diyebilecegimiz baskin bir egilim vardir. .. Ote yandan,
bu egilime kosut, ama dis kosullardan beslenen, belki de daha gii¢lii bir tutum, mate-
matigin uygulama amagh olmasina yéneliktir. Gergi goriiniirde birbirine ters diisen bu
iki istegi bagdastirmak icin ortada herhangi zorlayic bir ¢aba yoksa da, sonug tiimiiyle
bakildiginda olduk¢a doyurucu goriinmektedir.®

Gergekten, bir yanda Morris Kline’in, 6te yanda G. H. Hardy’nin temsil ettigi
iki asir1 ugtaki goriislerden ne birini, ne de obiiriinil tiimilyle paylasmaya olanak
yoktur. Her seyden 6nce, daha 6nce de belirttigimiz gibi, kuramsal ve uygulamal
ayrimy, samldig kadar kesin olmaktan uzaktir. Ele alinan bir problemin ya da ulagi-
lan bir sonucun hangi asamada uygulamal, hangi agamada salt-kuramsal nitelik ka-
zandig1 ¢ogu kez kolayca belirlenemez. Nitekim doga bilimlerinin herhangi bir da-
linda ortaya ¢ikan bir problemin, baslangictaki uygulamal gériiniimiine karsin, da-
ha sonra salt kuramsal bir ¢cahsmaya déniismesi olagan dis1 degildir. Ornegin, Can-
tor'un baslangigta 1s1mn matematiksel agiklamasinda ortaya ¢ikan kimi sorunlar
¢ozmek i¢in kiimeler kuramim olusturdugunu biliyoruz. Oysa, kiimeler kuraminin
daha sonra yol agtig1, matematikgi filozoflar1 ugrastiran, tutarhk sorunu ile aritmeti-
gi temellendirme sorunu, ne yandan bakilirsa bakilsin, salt kuramsal nitelikte sorun-
lardir. Ayni sekilde, baslangicta salt-kuramsal ilgiye konu kimi problemlerin de so-
nunda diipediiz uygulamal sorunlara doniistiigii de bilinmektedir. Bunun en ¢arpi-
c1 rneklerinden biri, simgesel mantiga 6zgii kimi yéntem ya da islemlerin’ elektrik
devrelerinde ve ¢agdas kompiiter programlarindaki uygulamasinda bulmaktayiz.

(7)  S. Bochner, The Role of Mathematics in the Rise of Science, s. 30.
(8) Aym yapu,s. 32.
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Sonra, Kline’'in salt-kuramsal ¢aligmalar tiimiiyle yararsiz, kisir ¢alismalar ola-
rak elestirmesi ne denli yadirganacak bir yaklagimsa, Hardy’nin de uygulamaya yo6-
nelik ¢aligmalar1 “ger¢cek matematik”ten saymamasi da o denli haksizca bir tutum-
dur. Kugkusuz, “kuramsal” diye yola ¢ikan ¢alismalardan bir bolimiiniin sonunda
yararsiz, uygulamali ya da kuramsal hi¢bir deger tagimayan cabalar olarak kaldig
yadsinamaz. Ama bu, salt-kuramsal ¢ahgmalara 6zgii degil, uygulamal ¢aligmalarda
da karsilagilan bir durumdur. Uygulamali ya da kuramsal olsun, her alanda, gergek
deger ve yaraticilik ¢ok sinirh kalan bir olaydur.

Matematiksel bir ¢alismanin nerede, ne zaman yararh olacagim, hatta yararh
olup olmayacagim bagtan kestirmeye olanak yoktur. Ortaya koyduklar1 kuramsal
sonuglarin beklenmedik uygulamalar: belki de herkesten ¢cok matematikgilerin ken-
dileri igin sagirtici olmaktadir. Daha 45 yil 6nce sayilar teorisi igin hi¢cbir uygulama
alam olmadigim emin bir dille soyleyen Hardy, yasasayd: giiniimiizde soyut sayilar
teorisinin ulusal giivenlik sorunlarina; asal sayilara 6zgii kimi ayriksi 6zelliklerin,
gizli kodlar olusturmada esas tutulan yeni bir plana nasil uygulandigim gérecekti.

Her alanda oldugu gibi, matematikte de tek yanhlik yanilticidir.®

(9) Kuramsal-uygulamali ayirimu igin bkz. Ek: 7.



XI. BOLUM

MATEMATIGIN BILIMDEKI YERI

Girig+

Bir bilim dahyla az ¢ok iliskisi olan herkes, matematigin bilim i¢in “yasamsal” di-
yebilecegimiz 6nemini bilir. Hatta denebilir ki, bir bilim dalinin gelismislik asama-
s, matematigi kullanmada eristigi diizeyle 6l¢iilebilir. Ornegin, en gelismis alan
olarak bilinen teorik fizik (hi¢ degilse goriiniimde) matematikten kolayca ayrimsa-
namayacak ol¢iide matematiklesmistir. Son elli y1l iginde biyolojinin yan: sira psi-
koloji, ekonomi ve sosyoloji gibi azgelismis bilim dallarinin da, elden geldigince,
matematikten yararlanma ¢abasi igine girdiklerini biliyoruz.

Birtakim soyut nesne ve iligkileri konu alan matematigin, olgusal diinyay1 be-
timleme ve agiklamaya yonelik bilimler i¢in 6nemi nasil agiklanabilir? Kuramlarini
genis Olgiide matematikten yararlanarak olusturan Einstein bile bu konudaki hay-
retini gizlememekte,

Deneyimden tiimiiyle bagimsiz, salt diigiincemizin iriinii olan matematigin, nesnel
diinyayla bu denli yetkin bir uyum igine girebilmesi nasil olanak kazanmaktadir?

diye sormaktadir.

Gergekten, doga ile matematik arasinda hayret verici uyuma pek ¢ok 6érnek ve-
rilebilir. Biz ilging buldugumuz bir tanesiyle yetinecegiz.

Asagidaki diyagramda gordiigiimiiz nedir? a) Agag govdesinde bir diigiim mii?

3
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b) Akan suyun bir engeli dolagmas1 m1? Yoksa, c) matematiksel bir denklemin
grafik bi¢iminde ifadesi mi? Hemen soyleyelim, bunlarin hepsi s6ylenebilir. Nite-
kim aga¢ gévdesinde bir diigiimiin kesitini, ya da akan suyun yuvarlak bir cismin
cevresindeki dolagimini gosteren diyagram, ayni1 zamanda, “Laplace Denklemi” di-
ye bilinen bir diferansiyel denklemin grafigidir.

Peki bu beklenmeyen uyumun kaynak ve niteligi nedir? Matematigin dogal
iliskileri soyut formiil veya modellerle temsil giiciinii nasil agiklayabiliriz?

Pek ¢ok diisiiniir igin matematigin sergiledigi bu gii¢, agiklanamaz bir gizem
ya da mutlu bir rastlantidir. Seckin fizik¢i Eugene P. Wigner, 1960’da yazdig “Ma-
tematigin Doga Bilimlerindeki Akilalmaz Etkinligi” bashgim tagtyan incelemesinde
doyurucu hicbir aciklama getirmeyen su sozleri soylemekle kalmaktadir:

Fizik yasalarimi formiile etmede matematiksel dilin sagladig1 gizemsel olanak, ne an-
ladigimizy, ne de hak ettigimizi styleyebilecegimiz sagilasi bir armagandir bize.

Einstein ile Wigner’in yam sira daha pek ¢ok bilim adam ve filozof icin bir gi-
zem niteligi tagiyan bu uyum iizerinde bir agiklamaya girismeden 6nce, matematik
ile bilimin tarih boyunca iliskisine kisaca deginmede yarar vardir.

Tarihsel 1ligki
Matematigin XVII. yiizyilldan bu yana giderek artan olgiilerde bilimde uygulama
alanlar1 buldugunu biliyoruz. Ne var ki, matematigin bilimle iligkisi daha gerilere,
Antik Yunan doénemine dek uzanir. Yunan diisiincesinde matematige astronomi gi-
bi bir dogabilimi goziiyle bakilird;; matematik, evreni betimleme ve anlama ¢abasin-
da giivenilir, etkili ve sistematik bir ¢aligma sayiliyordu. (Bu belirleme Platon felsefe-
si digindaki Yunan diisiincesi i¢in dogrudur!) Ornegin, geometriye, uzaysal iligkileri
konu alan bir bilgi alam géziiyle bakiiyordu. Antik diinyanin en se¢kin matematik-
gileri, aym zamanda, segkin bilginlerdi. Pythagoras, evrenin sayisal oldugu inancin-
daydi. Ona gore evrenin diizeni, bu diizeni olusturan degisik nesne ve olgularin
uyumu sayisal iligkilerden kaynaklaniyordu. Ornegin, ezgiler uyumundan olusan
miizigin dayandigs sayisal iligkiler son derece basitti: Telli ¢algilarda seslerin uyumsal
birlesimiyle tellerin uzunluklar: arasindaki iligkiyi gostermek i¢in “monokord” de-
nen tek tel iizerinde gahgir. Degisik uzunluklarda aldig: teli, belli bir agirhgin gekimi-
ne tutarak telin farkh uzunluklari arasindaki basit sayisal iligkilerle iiretilen cift ses
tonlarinin dogrudan bagintih oldugunu gosterir. Telin uzunluklar1 2:1 oraminda
alindiginda ses tonu bir oktav, 3:2 oraminda alindiginda “beste bir”, 4:3'oraninda
alindiginda “dortte bir’dir. Denebilir ki, Pythagoras’in bu bulusunu (ki, modern fi-
zik dilinde kisaca s6yle dile getirilebilir: Belli bir gerilimde tutulan bir telin frekans,
yani saniyedeki titreme saysi, uzunlugu ile orantilidir,) fiziksel bir iligkinin matema-
tiksel olarak dile getirilisinin ilk 6rnegi ve teorik fizigin baslangici sayabiliriz.

Ne var ki, evrenin 6ziinii tamsayiya indirgeyen Pythagorascilar, mnatematige ol-
gusal diinyay inceleme, gézlem verilerine dayali yorum ve genellemeleri isleme yo-

MD9



.

130 MATEMATIKSEL DUSUNME

lunda kullamlabilecek bir arag olarak degil, evreni agiklamada kendi bagina yeterli
mistik bir gii¢ olarak bakiyorlardi. Tamsayiyla, ya da tamsayilarin bir iliskisiyle dile
getirilemeyen V2 gibi ortak olgiisiiz biiyiikliiklerle karsilagmalari, geometrinin &n
plana gikmasma yol agar. Oyle ki, Euclides ve onu izleyen Archimedes déneminde
matematik artik hemen tiimiiyle geometri demekti.

Pythagoras’t hem bilim, hem matematik tarihinde biiyiik yer tutan Eudoxus ile
Archimedes izler. Geometride cesitli teoremlerin ispatim veren Eudoxus (1.0. 408-
355), gezegenlere iliskin ilk sistemi kuran iinlii bir astronomdur. Archimedes (1.O.
287-212) ise, teorik ve uygulamali alanlarda cesitli bulusglarinin yani sira, mekanikte-
ki oncii ¢ahsmalar1 gozoniine alindiginda, 6zellikle hidrostatigin kurucusu olarak,
klasik donemin en biiyiik bilim adamu sayilir. Biraz 6nce de degindigimiz gibi, o d6-
nemde matematik ile bilim arasinda kesin bir ayirim g¢izgisi s6z konusu degildi.
Euclides geometrisine bile, modern anlamda, salt matematik bir sistem olmaktan
¢ok, uzaysal iliskileri konu alan uygulamali matematik, ya da diipediiz dogaya y6ne-
lik bilimsel bir ¢alisma goziiyle bakilyordu. $u kadar ki, antik Yunanda ne fizik, ne
de bilimin bagka bir dah, Euclides’in ortaya koydugu 6rnege ve de Archimedes’in
olaganiistii ¢abasina karsin, kuramsal bir sistem diizeyine erisememistir. Bunun bir
nedeni belki de, sayisal matematigin bu amag i¢in yetersiz kalmasiydr Nitekim,
agirhk, uzunluk, alan gibi bityiikliiklere iliskin kavramlar ile oran ve orantilara ilis-
kin ¢oziimlemeleri iceren bu matematikte, gercel say1 kavrami olusmamugtir. Ustelik
Yunanllarin hesaplama teknikleri islerlikten uzak, sinirlayici ve donuk nitelikteydi.
Oyle goriiniiyor ki, ortak 6l¢iisiiz bityiikliiklerin kesfiyle ortaya ¢ikan bunalim Yu-
nanh matematikgileri sayisal islemlerden uzaklagtirmis, geometride teorem ispatina,
giderek aksiyomatik diizenlemeye yoneltmistir. Say1 kavramu ile cebirsel doniistiir-
melerden bu uzaklagma, bilimde iki bin yillik 6lii bir dénemin baslangici olmustur.

Saylya dayali modern matematigin, Yunan matematiginden ¢ok Hint ve Arap
matematifinden kaynaklandig: soylenebilir. Yunanhlar sayiya dayanan ¢aligmala-
rinda bile geometriden yararlanma yoluna gitmistir. Oysa, kokeni Babil’e ulagan
Hint-Arap geleneginde sayisal problemleri ele almada gelistirilen simgeler ve islem-
sel kurallar, sayisal problemleri daha etkili, genel ve soyut diizeyde ele almaya ola-
nak veriyordu. Ote yandan bu gelenekte ispatlama, dolaysiyla elde edilen sonuglan
aksiyomatik bir diizende sunma ¢abasinin 6nemli bir yer tutmadigini1 gérmekteyiz.
Euclides’ten gelen aksiyomatik geometrinin tersine, sayr matematigi uzun siire bir
yign islemsel kural ve ilkelerden olusan bir ¢alisma bigiminde kalmustir. Say: teori-
sinin aksiyomatik olarak ele alinmasi, gegen yiizyilin sonlarinda Peano ile baslayan
ve yiizythmizda yogunluk kazanan ¢alismalari beklemistir.

Ronesans sonrasinda bilimde gozlenen devrimsel atihimlarla, matematikte ana-
litik geometri ile diferansiyel ve integral hesaplarin olusturulmas: birlikte yiiriimiis-
tiir. Bilimsel devrimi kamg¢ilayan matematik, Fermat, Descartes, Galileo, Kepler,
Newton, Leibniz, vb. matematikgi-bilginlerle etkinlik kazanir. XVIIIL. yiizyilda Eu-
ler, Lagrange ve daha sonra Gauss ve Laplace elinde yetkinlige erisen bu uygulama-
i matematik 6ziinde sayisaldir. Ger¢i geometri 6nemini yitirmis degildir. Nitekim
Galileo bile, “Bilimin dili-matematiktir,” derken, aritmetikten ¢ok geometriyi dii-
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stinmils olmal ki, 6ntimiizde agik duran doga kitabinin harflerinin ti¢gen, daire gi-
bi sekillerden olustugunu soyler. Oyle de olsa, Euclides’te doruk noktasina ulagsan
mantiksal sistemlestirme gabasi, yerini artik yeni acihm ve denemelere birakmistir.
Bu dénemin matematikgilerinin géziinde klasik ¢agin “kil kirk yaran” mantiksal
kesinlik, tanimlama ve ispata yonelik arayislari onemini yitirmis; sezgisel tahminler,
yart mistik akil-yiiriitmeler, sisnama-deneme tiiriinden yontemler deger kazanms-
tir. Sonug, hicbir dénemde gériilmemis, gz kamastirici bir ilerlemedir. Ileriye dé-
niik atibimlarin XIX. yiizyilda da siirdiigiinii gormekteyiz. Ama bu yiizyil, aym za-
manda, bir pekistirme, kazanilan bir temellendirme dénemidir. Ozellikle yiizyilin
ikinci yarnisinda mantiksal ¢oziimleme ve elestirel yaklasim egemenlik kurmaya yiiz
tutar. Yeni gelismelerin, bu arada 6zellikle diferansiyel ve integral hesaplarin temel-
lerini yoklama; matematigi saglam mantiksal bir temele oturtma ¢ahigmalar agirhik
kazamir. Oyle ki, bir anlamda, yeni atihmlarin yam sira, klasik 6l¢iilere doniildiigii
soylenebilir. Bu egilimin giderek giiglenen egemenligi giiniimiizde de siirmektedir.
Ancak, her alanda oldugu gibi, matematikte de, mantiksal titizligin, siki ispat ve ke-
sinlik arayislarinin gereginden fazla ©nemsenmesi, duraklama, sonunda belki de
yozlagma tehlikesini birlikte tasir. Yeni bulus ve atihmlar, donuk mantiksal kuralla-
n ince beceriyle kullanma ustaligindan degil, tam tersine, kimi kez ol¢iisiizliige ka-
¢an, yanhsa diismekten ¢ekinmeyen, sezgiye genis yer veren arayis ve sinama c¢aba-
larindan kaynaklanir. Unutmamak gerekir ki, matematik bir arastirma alamdir; go-
gu kez samldig gibi bir yigin mantiksal kural, tanim ve gikarim yéntemlerinden
olugan salt bir oyun, ya da duragan bir sistem degildir.

Kargit Goriisler

Tarih boyunca karsihkli etkilesim icinde olan matematikle bilimin iliskisine ¢egitli
yonlerden bakilabilir. Her seyden once ikisi de temelde akilcidir. Ne matematik sa-
yilarda, ya da sayilar arasindaki iliskilerde artik mistik bir 6zellik aramakta, ne de
bilim dogada olup bitenleri doga 6tesi bir giicle aciklama yoluna gitmektedir. Son-
ra, iki alanda da dogruyu bulma ve dile getirme ¢abasi egemendir. Kald: ki, ge¢mi-
se baktigimizda, kimi biiyitk matematikgilerin aym zamanda bilim adami oldukla-
ri, kimi bilyiik bilim adamlarinin da aym zamanda matematikgi olduklarim gor-
mekteyiz. Bilim ile matematigin arasindaki iligki, iistelik, tek y6nli degildir; mate-
matigin bilimin gelismesindeki etkili islevi kargisinda bilimin de matematigin gelis-
mesinde rol oynadigi bir gercektir. Bu noktayi, ¢agdas fizik¢i R. B. Lindsay su soz-
lerle vurgulamaktadir:

Bugiin kullandigimiz matematigin 6énemli bir bolimiinii, 6ncelikle deneyim verileri-
ni bilimsel betimleme ve agiklama ugrasinda olan Newton gibi bilim adamlarina borg-
luyuz. Ote yandan gene, modern matematigin énemli bir béliimii, baslangigta bilim
adamlarinin kendi amaglari igin olusturduklar: kimi yontem ve kuramlarin daha sonra
salt matematikgiler elinde islenerek mantiksal yetkinlige ulasmasiyla ortaya cikmgtir.(

(1) R.B.Lindsay, The Role of Science in Civilization, s. 190-191.
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Ama tim ortak ozelliklerine ve karsihkl etkilesimlerine kargin, matematikle
bilimi bir tutmaya, ya da birini digerine indirgemeye olanak yoktur. Matematik,
ne yonden bakilirsa bakilsin, dogada olup bitenleri anlamaya yonelik bir ¢ahsma
degildir. Ne ugras konusu nesneler, ne de bunlar inceleme yontemi bakimindan
bilimlerle siniflandirilabilir. Bilim, olgusal iligkileri belirleme ve aciklamaya yone-
liktir; matematik, soyut iligkileri dile getiren teoremleri ispatlamayla yetinir. Or-
negin, fizikte suyun donmasi ispatlanmaz; ilk kosullarina gidilerek agiklanir. Oy-
sa, geometride ti¢genlerin i¢ agilarinin toplamimnin iki dik agmin toplammna esit
oldugu ispatlanir; yoksa, esitligin nedenleri arastirilarak agiklanmasi yoluna gidil-
mez. Bu temel farka kargin, matematigin bilimler i¢in yasamsal énemi nereden
kaynaklanmaktadir? Bu soruya bugiine degin iizerinde herkesin birlestigi bir yanit
verilememistir. Ancak ortaya atilan gesitli goriislerden birkagina deginmede yarar
vardur.

Goriislerden ¢ok yaygin olan birine gore, matematigin bilimlerdeki etkinligi,
doganin matematiksel bir diizen icermesine dayanir. Doga yasalarini koyan Tanr,
bu goriisii ileri siirenlerin goziinde yetkin bir matematikgidir.®) Evrende tiim olup
bitenler matematiksel bir diizene baghdir. Bagka bir deyisle, evren kendisini mate-
matiksel bir dille agiga vuracak sekilde kurulmustur. Dogada gozlenen ya da varsa-
nan iliskilerin matematiksel formiil veya denklemlerle dile getirilisi bunun bir kani-
tidir. Ornegin, yercekimi iki kiitle arasindaki uzakhgin karesiyle ters orantihdir; ay-
n1 iligkiyi bir gazin hacmi ile basinci arasinda da bulmaktayiz; serbest diisen cisim-
ler degismez bir ivmeyle (yeryiiziine yakin bolgede) diiserler, gibi... Matematik, ev-
renin “kahtsal” diizeninin bir ifadesidir; olup bitenleri betimleme ve agiklamada bi-
limler igin vazgecilmez degeri buradan kaynaklanmaktadir. Matematik, insanoglu-
nun su ya da bu sekilde olusturdugu bir sistem degil, doganin bize yiikledigi
evrensel bir zorunluktur. Pythagoras’tan kaynaklanan, Platonculukla ¢ok yakin
benzerlik icinde olan bu goriise ters diisen bir goriise de deginmeliyizz Buna gore
matematik, insan zekasiin bir iriiniidiir; dogadan bagimsiz olarak 6zgiirce olus-
turdugumuz simge veya kavramlardan kurulu bir sistemdir. Sistemde yer alan kimi
kavram, model ya da kuramlarin dogaya uygun diismesinde hi¢bir zorunluk yok-
tur. Daha once de degindigimiz gibi, Dedekind, Einstein gibi kimi seckin diisiiniir-
ler, say1 sistemleriyle birlikte tiim matematiksel kavramlarn insam zekdsinin doga-
dan bagimsiz, 6zgiirce olugturdugu iiriinler saymuglardi.® Bu goriisii paylasan To-
bias Dantzig, matematikgiyi, bigip diktigi hazir giysileri kimlerin giyeceginden ha-
bersiz bir terziye benzeterek soyle demektedir:

(2) Bugoriisi 6zellikle modern bilimin biiyiik bir atihm igine girdigi 17 ve 18. yiizyillarin matema-
tik¢ilerinde bulmaktayiz. Euler matematigin, evrenin yapisal diizenini yansitti1 inancindayda.
Ona gore matematigin kesin ve zorunlu dogrulan “Tanr1” dedigimiz yiice varhgin kanitlarin ta-
simaktaydi. Dogay: Tanr elinden ¢ikmus bir sanat yapiti sayan Leibniz de matematikle doga ara-
sindaki uyumu, diisiince ile evren arasindaki éncesiz uyuma baghyordu. Descartes ise, tiim kus-
kucu yaklagimina karsin, matematiksel dogrular1 Tanr’nin dogustan diisiincemize yerlestirdigi
say1 ve sekil kavramlarinin bir sonucu sayryordu.

(3) Bkz. V.BOLUM.
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Bir bilgenin ders verdigi kiirsiisiinti iki katina ¢ikarma problemini ¢dozme girigimi,
koni kesitlerini bulmaya yol agar; bu da sonunda, gezegenlerin giines gevresinde ¢izdik-
leri yoriingelere model olusturur. Cardan ile Bombelli’nin icat ettikleri sanal sayilarin,
beklenmedik bir bicimde, alternatif akimlarin ozelliklerini betimledigi goriiliir. Rie-
mann'm bir fantazi olarak ortaya attigt mutlak diferansiyel hesaby, Relativite teorisi igin
aranan bir anlatim arac1 olur. Cayley ile Sylvester’in yasadigi donemde tiimiiyle gergek
dis1 goriinen matrislerin, ¢ok sonra kuantum teorisinin sergiledigi sasilasi olaylar igin
bigilmis bir kaftan oldugu goriiliir.¥)

Bu orneklerden de gorildiigii gibi, matematikgilerin olusturdugu kavram ve
kuramlar olgusal diinyadan bagimsiz birer modeldir. Nerede, nasil ise yarayacag,
hatta uygun diisecegi nesnel iliskilerin var olup olmadigi 6nceden belirlenemez.
Hazir bir giysinin herhangi bir miisteriye uymasi gibi, matematiksel soyut bir mo-
delin bilimde herhangi olgusal bir iliskiye uymas: da beklenmedik mutlu bir rast-
lant;; dahasi, kimilerinin goziinde agiklanmas: olanaksiz bir gizem, ya da diipediiz
mucize tiiriinden bir olaydr.

Birbirine ters diigen bu iki goriiste de birer gercek pay bulabiliriz; ama ne biri-
ni ne de obiiriinii tiimiiyle dogru sayabiliriz. Matematik teoriler doganin bize yiik-
ledigi dogrular olsaydi, ne yanhshg: ya da yetersizligi sonra ortaya ¢ikan teorilere,
ne de birbiriyle bagdagmaz sistemlerin olusturulmasina olanak bulunabilirdi. Oysa,
matematik tarihine baktigimizda, her iki gériis icin de ¢ok sayida 6rnek bulmakta-
yiz. Her alanda oldugu gibi matematikte de sinama ve yanilmaya, degisik model,
kavram ya da teorileri denemeye yer vardir. Ote yandan, matematigi gercek diinya-
dan bagimsiz, tiimiiyle insan zeka ve imgeleminin diledigi bi¢cimde olusturup doga-
ya yiikledigi, soyut bir sistem saymak da dayaniksiz bir sav olmaktan ileri ge¢cmez.
Her seyden 6nce, aritmetigin de, geometrinin de kaynag: insanoglunun deneyimle-
rindedir. Sonra bu gériis, kimi matematiksel kavram, model ve teorilerin dogadaki
iligkileri dile getirme etkinligini, dayanaktan yoksun bir varsayima, “doganin isteni-
len kaliba dékiilebilecegi” varsayimina, bagvurmaksizin nasil agiklayabilecektir?(®
Doga balmumu gibi istenilen bigimi almaya elverisli midir? Aym olgular1 ya da ol-
gusal iliskileri degisik, hatta birbiriyle bagdasmaz teorilerin agiklayabildigi dogru-

(4) T.Dantzig, Number: The Language of Science, s. 233-4.

(5) Cagimzin seckin fizikgilerinden A. S. Eddington, insan aklinin dogayi bicimlemedeki etkinligini
soyle dile getirmektedir:
Bilimin en ileri gittigi yerlerde insan aklinin dogadan sagladig bilgilerimizin, insan aklinin doga-
ya yiikledigi seyler oldugunu 6grendik. Bilinmeyeni ¢evreleyen kumsalda garip bir ayak izi bul-
duk. Nedenini agiklama yolunda birbirini izleyen kuramlar olusturduk. Sonunda ayak izini bira-
kan yaratig1 g6ziimiizde canlandirmayi bagardik. Heyhat, gordiik ki izi birakan insanin ta kendi-
siymig!
[lk bakista ¢arpic1 gelen bu goériis yeni degildir. Biiyiik Alman filozofu Kant, Eddington’dan yiiz
elli y1l 6nce, dig diinyaya iliskin bilgilerimizin, aklimizin yapisal kaliplarinda bigimlenerek edinil-
digi savim: iglemisti. Kant'in “sezgi” dedigi uzay ve zaman tiim algilarimiz: diizenleyen a priori
kaliplard1. Uzaysal algilarimizin Euclides geometrisinin ilkelerine uygun diigmesi aklimizin yapi-
sal geregiydi; bagka tiirlii olamazd. (Bu goris, bilindigi gibi, Euclides-dis1 geometrilerin ortaya
¢tkmastyla gegerligini biiyiik 6l¢iide yitirmistir.)



134 MATEMATIKSEL DUSUNME

dur. Ama doga, istenilen kaliba dokiilebilir olsaydi, o zaman, teorilerin yeterli-
yetersiz, basarili-bagarisiz, ya da dogru-yanhs diye degerlendirilmesi anlamsiz bir
¢aba olurdu. Dogada oldugu gibi, bilimde ve matematikte de evrim bir ayiklama
diizenegine baghdir. Bir teorinin egemenlik kurmasini salt moda ya da kosullanma
say1p agiklamaya ¢ogu kez olanak yoktur; hele bu egemenlik kalici nitelikte ise.

Uciincii Bir Gériis

Goriilityor ki, kisaca degindigimiz iki goriis de, matematigin olgusal diinyay1 be-
timleme ve agiklamada bilime sagladig: gii¢ ve etkinligi agiklamaktan uzak kalmak-
tadir. Matematigin giicii, ne doganin Tanr eliyle rasyonel diizenlenmis oldugu sa-
viyla, ne de insanin olgusal diinyadan tiimiiyle bagimsiz olarak olusturdugu kalip-
lara doganin dokiilebilir oldugu teziyle aciklanamaz. Kald ki, bu iki tez de metafi-
ziksel niteliktedir. Matematigi, J. S. Mill’e uyarak, iyi temellendirilmis bir tiir empi-
rik bilim saymak da sorunu aydinlatmaktan uzak diismektedir.®

Matematigin anlagilmaz goriinen, dahasi, kimilerince “gizemlerin gizemi” sayi-
lan bilimlerdeki yasamsal roliine agiklama getirmeye gahsirken, iki noktanmin gozo-
niinde tutulmas: gerekir. Bunlardan biri, dogada algiladigimiz ¢okluklarla biyiik-
liikklerin varhgy ikincisi, bu ¢okluk ve biiyiikliiklere iliskin sayma ve 6l¢me dene-
yimlerimizin yol agtig1 ve giderek soyut, genel ve deneyimden bagimsiz bir karakter
kazanan sayi, kiime, fonksiyon gibi temel kavramlara dayal islemlerin, dediiktif ¢1-
karim ve déniistiirmelere elverigli olmasidir. Baska bir anlatimla, matematigin is-
levsel giicii, bir yandan kékeninde doganin nicel betimleme gerektiren (daha dog-
rusu, boyle bir betimlemeye olanak veren) kimi ozellikleri (¢okluk ve biiyiiklik-
ler)ine bagh olmasindan; 6te yandan, ugras konusu nesne ve iligkilerin (sayi, kiime,
fonksiyon, vb.), 6zellikle ileri asamalarda, mantiksal diizenlemelere elverisli bir ni-
telik kazanmasindan kaynaklanmaktadir. Birinci 6zellik matematigin, birtakim em-
pirik iligkileri dile getirmedeki etkinligini, ikincisi matematigin zorunlu, kesin ve
mantiksal 6zyapisim agiklamaktadir. Boylece matematigin bilimlerdeki etkinligini
ne mutlu bir rastlanti, gizemli bir olay ya da mucize saymaya; ne de ona 6zgii zo-
runlu ve kesinligi birtakim tanim veya konvansiyonlara baglayip matematigi tii-
miiyle analitik saymaya gerek kalmaktadir.

Matematigin Bilimdeki Islevleri

Yukardaki belirlemeye agiklik getirmesi bakimindan matematigin bilimlerdeki is-
levlerine deginmeliyiz:

(6) Mill'in gérigiini, degisik bicimlerde de olsa, savunanlara giiniimiizde de rastlamaktayiz. Orne-
gin, Mark Steiner (Mathematical Knowledge, s. 21.) soyle demektedir: (...Matematik yéntemi ba-
kimmdan diger bilimlerden pek az fark gosteren bir bilimdir. Dahasi, Russell'in ¢oktan unutul-
musy bir goriisiinii canlandirarak, matematigin dogal sayilar: zoolojinin bocekleri inceledigi gibi
inceledigini soyleyecegim. Matematik, diger bilimlerden yalmzca konusu yoéniinden farkhdir;
yoksa samldig: gibi konudan yoksun olmasiyla degil!” (Steiner’in Russel’a yollama yaparak de-
gindigi goriis icin bakiniz: B. Russell, Introduction to Mathematical Philosophy, s. 169.)
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Galileo’dan, hatta daha gerilere giderek, Leonardo da Vinci'den, giiniimiize de-
gin, matematigin dogabilimleri igin etkili bir anlatim dili, vazgegilmez bir ¢ikarim
araci ve zengin bir modeller kaynagi oldugu bilinmektedir.””” Ayrica, matematigi,
bir ornegini Kopernik sisteminin ortaya ¢ikisinda buldugumuz bir etkisinden daha
soz edilebilir. Daha uygun bir terim bulunmamasi nedeniyle buna, “estetik etki”
diyebiliriz.®

Matematigin, ozellikle fizik bilimlerinde géze en ¢ok ¢arpan islevi uygun bir
dil, bir anlatim araci olmasidir. Bir dil olarak matematik, etkinligini 6zel simgelere;
doga yasalarim kisa, agik ve kesin dile getiren formiil ve denklemlerine borgludur.
Giinliik dil tiim kelime ve niians zenginligine kargin, bilimde aranan agik, secik ve
yalm anlatimi saglamaktan uzak diismekte; iistelik, sozciiklerin anlam belirsizligi
veya ¢ok anlamliligindan kaynaklanan birtakim iletisim zorluklarina yol agmakta-
dir. Oysa, bir tiir yapma dil sayabilecegimiz matematik, anlamlan ve kullams bi-
cimleri belli ve simirh olan simgeler kullandigindan, giivenilir bir ifade ve iletisim
kolayhig: saglamaktadir. Farki bir 6rnekle gostermek i¢in, Kepler’in gezegenlere ilis-
kin tigiincii yasasini alahm. Matematiksel dilde basit bir denklem (T? = KR?®) ile
dile gelen bu yasann, giinliik (ya da dogal) dilde ifadesi yaklagik olarak s6yledir:

Bir gezegenin yoriingesini tamamlamada gegirdigi siirenin karesi, gezegenin giinese
olan ortalama uzakliginin kiipii ile orantihidir.

Goriildiigii gibi, hem uzun, hem anlagilmasi oldukea gii¢ olan bu ifade, degisik
yorumlara agiktir. Oysa, matematiksel denklemde (T?nin gegen siirenin karesi,
R¥nin giinege ortalama uzakhig, K’nin ise bir degismez oldugu bilindiginde) her-
hangi bir zorluk s6z konusu degildir. Denklem, gezegenlerin yoriingelerinde gegir-

(7)  “Bir bilim matematiksel oldugu ol¢iide yetkindir,” diyen Leonardo da Vinci, matematigin one-
mini modern ¢agda belki de ilk vurgulayan disiiniirdiir. Benzer bir vurgulamayi, Leonardo’dan
yaklagik 300 yil sonra Kant’in yaptigina tanik oluyoruz: “Fizik bilimlerin her dalinda matemati-
in tuttugu yer 6l¢iisiinde ancak ger¢ek anlamda bilim vardir.”

(8) Bilindigi gibi Kopernik giines-merkezli sistemini, Ptolemy’nin yer-merkezli astronomisini mate-

matiksel yonden yeterince agik, basit ve zarif bulmadig i¢in olusturur. Ashina bakilirsa, Ptolemy
sistemi hem sagduyuya, hem de giinliik gozlemlere daha uygun diismektedir. Giinesin diinya
cevresinde degil, diinyanin diger gezegenlerle birlikte, giines ¢evresinde doéndiigii savi deneyim-
lerimizle kolayca bagdagir bir sav degildir. Oyle olmasina kargin, Kopernik’in bu savi igeren bir
sistem kurmayi goze almasi, kilisenin bilinen tiim tepki ve yasaklamalarina karsin, bilim diinya-
sinmn bu sistemi ¢ok ge¢gmeden benimsemesi kolay agiklanabilir tiirden bir olay degildir. Koper-
nik olasi tepkileri gz 6niinde tutarak, sistemini matematiksel bir hipotez olarak sunar; dogruluk
savindan 6zenle kaginir. Ama gene de sistem kendini kabul ettirmede gecikmez. Sistemin estetik
¢ekiciligi, matematiksel uyumu, en basta Galileo ve Kepler ¢apinda iki 6ncii bilim adamuin: biyii-
ler. Onlar, bu denli ‘giizel’ bulduklar: bir diisiinceyi dogru bulmaktan kendilerini alamryorlard:.
QOysa, Galileo’nun agiga vurdugu gibi, Kopernik sistemi siradan gozlemlerimize her yonden ters
diigmekteydi.
Gozlem sonuglarina biiyiik agirhik taniyan Kepler ile Galileo, ilk bakista gozlemlerimize ters de
diigse, matematiksel uyum i¢inde gordiikleri sistemi benimsediklerini agiklamaktan kaginmad:-
lar. Bilindigi gibi, bu agik yiirekliligin faturasim Galileo engizisyon mahkemesi oniine iki kez
(1616 ve 1632 yillarinda) gikarak oder.
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digi zamanla, giinese uzaklig: arasindaki iliskiyi, hicbir yanlis anlamaya yer verme-
yen tam ve yalin bir bigcimde dile getirmektedir. Ustelik bir denklem, ¢esitli mate-
matiksel doniistiirme ve islemlere elverisli bir yapiya sahip oldugundan, dile getir-
digi iligkinin sonuglarim irdeleyip genisletmeye ve icine girecegi yeni iligkileri yok-
lamaya biiyiik kolaylik saglar.

Matematik, bir anlatim araci olma yaninda, bir ¢ikarim teknigi olarak da
6nemlidir. Bunun modern bilim tarihinde belki de ilk ve en ¢arpici 6rnegini New-
ton’un ¢alismasinda bulmaktayiz.

XVIL yiizyiin ikinci yarisinda fizik ve astronomide Newton mekaniginin ege-
men olma yolundaki biiyitk atihmlar1 yam sira, karmagsik hareket ve degismeleri
betimlemede iistiin giice sahip yeni bir matematiksel teknigin (kalkiiliis ya da son-
suz kiigiikler hesabi) ortaya ¢iktigim gérmekteyiz.

Giglii bir ¢6ziimleme arac olan kalkiiliis’iin bu donemde, iistelik Newton’un
elinde olugmasi bir rastlanti olamaz.®

Newton, giines ile bir tek gezegenden olusan basit bir sistemi varsayarak geze-
genin, Kepler'in astronomideki gozlemlere dayanan ii¢ yasas: geregince yoriinge ¢i-
zecegini maternatiksel olarak ¢ikarsar. Bilimsel devrim igin son derece parlak bir
zaferi temsil eden bu basari, kalkiiliis aracihgiyla gerceklesir. Newton, kalkiiliis’ii
kullanarak Galileo ve Kepler’in deney ya da gézlem sonuglarina dayanarak olustur-
duklar yasalar (cisimlerin diismesine, gel-git hareketlerine, sarkaca, gezegenlerin
devinimine, vb. iligkin yasalar1), kurdugu mekanik teorinin temel genellemelerini
olusturan hareket yasalariyla evrensel ¢ekim yasasindan cikarsar. Kald: ki, kalkii-
lis’e dayal: diferansiyel denklemleri kullanmaksizin Newton mekanigini, ne dogru-
lamaya ne de olgularin agiklanma ve 6ndeyisinde yeterince kullanmaya olanak var-
dl.( 10)

Matematigin bilimde oynadig role agiklik getirmeye ¢alisirken, en basta, dife-
ransiyel denklemlerin uygulama giicii géze carpmaktadir. Ozellikle klasik fizikte bu
denklemlerin kullanimiyla ortaya ¢ikan uygulama, gercek anlamda goz kamastirici-
dir. Analizin 6ziinii olusturan bu teknigin, aslinda, uygulama alanina girmeyen hic-
bir ¢alisma alam yoktur, denebilir. Asagida, diferansiyel denklem aracihgiyla ¢6ziim
getirilen problemlere tipik birkag 6rnek vermekle yetinilmistir:

(1) Bir gezegen, uydu, roket ya da merminin hareketini belirlemeye iligkin
problemler;
(2) Bir elektrik devresindeki akim ya da yiikii saptama;

(9) Kalkiilis’in icad1 Newton ile ¢agdasi Alman filozofu Leibniz arasinda, uzun ve iki taraf igin de
son derece tatsiz bir ¢ekismeye yol agar. Cesitli belgelerden kalkiiliis’ii ilk bulanin Newton oldu-
gu anlagiliyor. Ancak ilk yayinlama gerefi Leibniz’e aittir. Ustelik Leibniz’in notasyonu, daha ba-
sit ve agik olmasi nedeniyle tiim diinyada benimsenmistir.

(10) Hartry H. Field, Science Without Number adli kitabinda, say1 gibi matematiksel nesnelerin bilim
i¢in vazge¢ilmez oldugu savina kargi ¢tkmakta, matematigin fiziksel diinyaya bagarili uygulama-
sina bakip ne matematigi dogru, ne de soyut nesneleri var sayinamiz gerektigini sdyler. Field’e
gore, bilimsel teorileri matematik olmaksizin da olusturabiliriz.
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(3) Bir tel ya da zarn titresimini belirleme;

(4) Radyo-aktif bir maddenin ¢6ziimlenme hizini saptama;
(5) Niifus artis hizini (belli bir iilkede ya da diinyada) bulma;
(6) Kimyasal maddelerin reaksiyonlarini inceleme;

(7) Belli geometrik 6zellikler tasiyan egrileri belirleme.

Bu tiir problem veya iliskilerin matematiksel formiilasyonu diferansiyel denk-
lemlere yol agmistir. Ornegimizdeki problemlerin her biri yasal nitelikte bir iligki
icermektedir. Bu iligkileri dile getirdigimizde, kimi biyiikliiklerin diger biiyiikliikle-
re gore qesitli degisme hizlarina iliskin “yasa” dedigimiz genellemelere ulaginiz. Bir
genelleme tiirev iceren matematiksel bir denklem bi¢imini aldiginda diferansiyel bir
denklem olarak ortaya gikar. Kuskusuz bir iliskinin matematiksel formiilasyonun-
da, genellikle basite indirgeyici kimi varsayimlara gidilir; incelemeye konu durum,
dogal karmagikligiyla degil, basitlestirilerek ele alinir. Boylece elde edilen denklem
cogu kez gercek durumu degil, idealize edilmis bir durumu yansitir. Ne var ki, so-
nug¢ bu bicimiyle daha kapsaml 6ndeyi ve agiklamalara elverecek niteliktedir.

Matematigin bilimlere model saglama islevine gelince, Gauss egrisini bir 6rnek
olarak gosterebiliriz.

“Normal Dagilim Egrisi” diye de bilinen bu egri, gézlem ya da 6l¢me sonugla-
rina dayanan pek ¢ok frekans dagilimlarinin yaklagik uyum gosterdigi kuramsal bir
modeldir.!"? Modelin 6zellikle davranis bilimleri (psikoloji, sosyoloji, egitim, eko-
nomi, vb.) alanlarindaki uygulamalarina agiklik getirmek icin matematiksel 6zellik-
lerine deginmede yarar var.

Normal Dagilim Egrisi

(11) Normal dagilim egrisinin dayandig: cebirsel denklem  y = 1,_ e%z’ in matematiksel olarak
nasil ¢ikarsandiginy, teknik gii¢liigii nedeniyle, burada gosteremeyecegiz. (Formiilde y yiiksekli-
gi, z ise gozlenen standart puan simgelemektedir. 7 ile e bilinen matematiksel degismezlerdir.)
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Sekilde, taban cizgisi, inceleme konusu degiskene iliskin (bu degisken kiimeyi
olusturan bireylerin boy, agirlik, 6grenme yetenegi, belli bir ugrastaki basarisi, vb.
olabilir) 6l¢egi; yiikseklik ise odlcekte yer alan puan ya da degerlerin frekansini gos-
terir. Can bigiminde simetrik olan egrinin en yiiksek noktasi dagilimin ortalama
degerinin frekansini verir.

Normal dagilim egrisini kullanmak i¢in bir grup bireyin herhangi bir degiske-
ne iliskin alinan 6l¢iimlerinin yaklagik normal bir dagilim gosterecegi varsayilmali-
dir. Bu demektir ki, herhangi bir degisken, normal ya da normale yakin bir dagi-
lim gosteriyorsa, 6l¢illen gruba ait standard kayma ile ortalama degerleri bilmek
kosuluyla, kimi belirlemelerde bulunabiliriz. Ornegin, z puamm bildigimiz bir bire-
yin grup i¢indeki konumunu hemen saptayabiliriz. Normal dagilimin 6zelliklerine
dayanarak hazirlanmis bir tabloya bakarak bu bireyin, grubun yiizde kaginin iis-
tiinde (ya da altinda) yer aldigini buluruz.

Istatistiksel aragtirmalarda, normal dagilim egrisinin kullamldig1 daha pek ¢ok
yer vardir. Ozellikle 6rnekleme dayanan ¢alismalarda, evrene iligkin parametreleri
hesaplamada normal dagilim egrisi daima bagvurulan bir modeldir.

Normal dagihmin bir model olarak kullanmlmasi, inceleme konusu degisken ya
da degiskenlere iligkin gézlem veya 6lcme sonuglarimin normal dagilima yaklasik
bir dagilim gosterdigi sayiltisinin gegerliligini gerektirir. Bu sayiltinin gegerli olma-
dig1 durumlarda, normal dagilim egrisinin bir model olarak kullanilmas: yamltici
olmaktan ileri gegmez.

Unutmamak gerekir ki, bir modelin kullanishihg, agiklama konusu olay veya
olay kiimesiyle yapisal bir benzerlik gostermesiyle olasidir. Baska bir deyisle, model
ile temsil ettigi nesne veya olay arasinda bire-bir bir karsilasim olmalidir. Degisik
olgu alanlarina ait iki veya daha fazla teori, matematiksel olarak, ayn yapida ise,
biri digeri i¢in model olarak alinabilir. Ornegin, 1s1 teorisiyle elektostatik teorinin
(“potansiyel” yerine “sicakhk”, “pozitif elektrik yiikii” yerine “is1 kaynag1” terimleri
kondugunda) ayn: matematiksel denklemlerle dile getirilebildigi bilinmektedir. Ni-
tekim bu benzerligi ilk fark eden Lord Kelvin, yeni gelistirmekte oldugu elektrosta-
tik alan teorisi i¢in 1s1 akigina ait daha 6nce kurulmus olan teoriyi bir model olarak
kullanmustr.

Soyut Grup Teorisi de matematiksel modele bir 6rnek olarak gosterilebilir.
Cagdas fizikte cekirdek parcaciklarinin dagilim ve etkilesiminde kendini agiga vu-
ran simetrilerin karmagik grubunu, Grup Teorisi'nin beklenmedik bir yetkinlikle
temsil ettigini 6greniyoruz. Bilindigi iizere bu teori ayrica biiytik bir veri yiginina
diizen getirmek, yeni parcaciklarin kesfine yol agmak gibi islevleriyle de soyut bir
sistemin olgular diinyasini betimleme ve agiklamada ne denli 6nemli olabilecegine
parlak bir 6rnek olusturmaktadir.'?

Matematiksel modelin islevi temsil ettigi nesne veya olgu kiimesine ait iligkileri
denklemlerle dile getirme, dolayisiyla agiklayici gikarimlara olanak saglamaktir. Bu
anlamda herhangi bir matematiksel denklem bile uygun diistiigii bir bagka iliski

(12) Bkz. EK 7: R. Courant, “Modern Diinyada Matematik.”
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icin model sayilabilir. Bir ispat ya da fonksiyon i¢in de aym seyi soyleyebiliriz. Mo-
delin uygun distiigi iligki tiirii matematiksel olabilecegi gibi, fiziksel, biyolojik,
sosyal 'veya psikolojik olgu diinyasina ait de olabilir. Model islevinde bir teoriyi
“dogru” ya da “yanhs” diye degil, olsa olsa “giizel” ya da “¢irkin”, “uygun” ya da
“aykir1”, “yararll” ya da “yararsiz” diye nitelemek daha yerinde bir degerlendirme
olur. Bir model kullanis amacina hizmet ettigi 6lgiide gecerlidir.

Sonug¢

Bu bolimii, tamimmus fizikgi W. Heitler’in, bilimle matematigin iligkisine 151k tutan
su sozleriyle kapatabiliriz:

Fizik ilerledik¢e daha soyut bir karakter almakta, dolayisiyla da “ileri” matematige
ihtiya¢ duymaktadir. Atom fiziginde ulagilan soyutluk diizeyinde, atomun uzayda so-
mut olarak betimlenemeyen, ancak matematiksel olarak belirlenebilen soyut varligin-
dan sz cdilebilir. ...

Matematik, bir doga bilimi degildir. Dogada bulamadigimiz matematiksel iligkileri
fiziksel siireglerle bir tutamayiz. llk bakigta matematik, sanat yapitlar1 gibi, insan zekas:-
mn katiksiz bir icadi gériiniimiindedir. Matematigin bircok dali, fizigin heniiz ihtiyag
duymadig: bir sirada, dogay: incelemeyi aklindan bile gegirmeyen, salt kuramsal diizey-
de kalan matematikgilerin elinde olusmustur. Aklimizin bir triinii olan matematigin
dogayla ve onun yasalanyla iligkisi ne olabilir? Boyle bakildiginda, bizden bagimsiz olan
dis diinyanin, salt kendi icadimiz olan matematiksel ilkelere uygun davranir olmasy, ti-
miiyle akil almaz bir mucize sayilmak gerekir.

Ne var ki, zihinsel etkinligimizle dig diinyanin, sanildigy gibi, birbirinden tiimiiyle
bagimsiz oldugu dogru degildir. Unutmamak gerekir ki, insan zekis), organizmanin
evresiyle stirdiirdiigii etkilesimin bir triiniidiir; belli belirsiz, cevrenin yapisal zellikle-
rini igermektedir. Bilimde ve matematikte olusturulan yasalarin, degisik olciilerde de
olsa, dis diinyamin temel karakterleriyle uyumlu olmasi bu nedenle beklenmeyen bir
olay degildir. Aslinda insan ile dis diinya arasinda kesin bir ayirim ¢izgisinden de kolay-
ca soz edilemez. En basit alg! diizeyinde bile bu ayirim belirgin olmaktan uzaktir. Ma-
tematiksel nesne ve iliskilerin istege gore olusturulan, salt zihinsel iirtinler oldugu iddi-
ast dogru olamaz. Kuskusuz bu tiir nesne ve iliskilerin olusumunu zihinsel etkinligimi-
ze borgluyuz; ancak, bu olusturma eyleminde zihin basibos degildir; dig diinyadan ve
konunun kendi i¢ gereklerinden kaynaklanan birtakim zorunluklarla cevrilidir.('®

(13) W. Heitler, Man and Science, s. 50-52. Ayrica bkz. Ek: 7 ve Ek: 8.
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MATEMATIGIN KULTUREL KONUMU,
SANATLA ILISKiSi

Karsit Yaklasimlar

Matematigin kiiltiiriin biitiinliigi igindeki yeri nedir? Miizik, resim, yazin glbl sa-
nat etkinlikleriyle iliskisi var midir?

Bu sorulara kesin, agik ve kisa yanit bulmak giictiir. Matematik, ¢ogumuzun
goziinde yasamdan uzak, soyut, siingesel bir “bilgi” koludur; dar bir gevreye 6zgii
bir etkinliktir. Oyle bir etkinligin kiiltiirle, hele sanatla-iliskisi olabilir mi? Bunu dii-
siinmek bile yersiz degil midir?("

Ik bakista hakh goriinen bu anlayis, dayanaksizdir; matematigin, dahasi kiiltiir
ve sanatin, yiizeysel bir yorumunu yansitmaktadir. Sanatin oldugu gibi, matemati-
gin de kaynag insandir. Kisiligi nasil birbirine kapali boliimlere ayiramazsak, kiil-
tiirti de ayiramayiz. Sosyal antropologlar, dil, sanat, din, felsefe, vb. etkinlikler gibi
bilim ve matematigi de kiiltiiriin bir pargasi, ya da diipediiz kiiltiirel bir iiriin sa-
yarlar. Gergekten bir kiiltiir ortaminin olmadigi yerde sanat gibi matematige de
olanak yoktur, olamaz.

Ote yandan, Platon’dan giiniimiize degin bir¢ok seckin filozof ve matematikgi-
lerin, matematigin kiiltiirleri asan evrensel bir nitelige sahip oldugu diisiincesini
ileri siirdiigiinii goriiyoruz. Onlarin géziinde matematigin konusu evrenin degis-
mez dogrularidir. Say: ve sayisal iliskiler kiiltiire bagil degil, gergekligi tiim kiiltiir-
ler i¢in zorunlu nesnelerdir. Geleneksel diyebilecegimiz bu goriiste matematik o tiir
nesne ve iliskileri konu alan gegerligi evrensel bir ¢alismadir.

Birbirine ters diigsen bu iki goriisten ilki, “bilimsel empirizm”, ikincisi “metafi-
ziksel rasyonalizm” diyebilecegimiz iki yaklagimi yansitmaktadir. Matematigin kiil-
tiirel konumunu tiimiiyle ne birine, ne 6tekine indirgeyebiliriz. Matematigin kay-
nagm kiiltiirde bulan bilimsel empirizm, genel bir ¢er¢evede dogru olmakla birlik-
te, matematiksel etkinligin kiiltiirel konumuna, kiiltiirii olugturan diger etkinlikler-

(1) “Kiiltir” terimi gesitli anlamlarda kullamlmigtir. Topragin islenmesinden bakteri ¢ogaltimina,
toplumsal yasam ve davramg bigimlerinden kisilerin sanat, bilim ve felsefe deneyimlerine, ulas-
tiklar: anlayis ve duyus diizeylerine uzanan pek ¢ok seyi, bu arada 6zellikle belli bir yére veya
meslek gevresinde olusan gorenek, tore, inang, beceri, ara¢ ve ugras bigimlerini kapsamaktadur.
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le iliskisine agiklik getirmekten uzak diismekte; matematigi kiiltiirleri asan evrensel
gerceklikle 6zdeglestiren metafiziksel rasyonalizm ise matematigi kiiltiirel yasamin
disina itmekte, insandan koparmaktadir. Ne var ki, Platoncu yaklasim, ozellikle
modern bilimin ortaya ¢ikmasiyla birlikte, etkisini bityiik ol¢iide yitirmistir. Mate-
matikgi ve felsefeciler arasinda artik pek az kimse o yaklasimi paylasmaktadir. Oy-
sa, “bilimsel empirizm” diye niteledigimiz yaklasim, yalmz sosyal antropologlar
arasinda degil, seckin matematikgiler arasinda da yandas bulmustur. Ornegin, Ma-
tematiksel Deneyim adli ortak yapitlariyla son yillarda dikkatleri ¢eken iki matema-
tik¢inin kaleminden sunlar1 okuyoruz:

Matematik zaman diginda, 6ncesiz var olan ideal bir gergekligin bilimi degildir. Ama
6te yandan onu yapma simge ve formiillerden kurulu satrang tiiriinden bir oyun say-
mak da yanlgtir. ...

Matematigin bir konusu vardir, kuskusuz; 6nermeleri anlamlidir. Ne ki, bu anlam
insan dis1 bir gergeklikten degil, “insan” dedigimiz tiiriin ortak anlayisindan kaynakla-
nir. Matematik bu bakimdan din, ideoloji ya da sanati andirir. Insanlarin olugturdugu
kimi ortak kavramlarla ¢alisan bu bilim, ancak kiiltiirel bir baglamda ele alindiginda
anlagilabilir. Bagka bir deyisle, matematik insan bilimlerinden biridir.(?)

Kiiltiirel yaklagimi yansitan bu goriisii irdelemeye ge¢gmeden biraz agmaya ihti-
yag vardir. Ozellikle “matematiksel gercekligin” kaynag sayilan “tiiriin ortak anla-
yis1” kavraminin agiklik kazanmasi gerekir. Kiiltiirel bellrley1c1llgm onciilerinden L.
A. White’in agiklamasi konuya 151k tutmaktadir:

Matematigin yasalari timiiyle tiiriimiziin olusturdugu kiiltiire dayanur. ... Matema-
tik, dogrular1 ve gercekleriyle insan kiiltiiriiniin bir par¢asi olmaktan bagka bir sey de-
gildir. Matematiksel gergekligin kaynag kiiltiirel gelenektedir. Kiiltiirel kurallardan olu-
san gramer, ahlak, trafik, spor vb. ne tiir bir gergeklik tastyorsa, matematik de o tiirden
bir gergeklik tasiyor. .. Yesil veya sar1 kavrami, ya da, babanin erkek kardesi olma ilis-
kisini simgeleyen “amca” terimi gibi uzay, dogru, diizlem vb. kavramlarin da dis diin-
yanin yapisina borglu oldugumuz zorunlu ve kaginilmaz bir nitelik tasimadig artik iyi-
ce agiklik kazanrmstir.®)

Oyle midir gergekten?

Matematigin ortaya ¢ikisi ve gelisimi elbette bir kiiltiir ortami gerektirir. Ama
matematiksel kavram ve ilkelerde dile gelen iliskilerin dogruca kiiltiirden kaynak-
landig1 savi dogru mudur? Matematiksel kurallari, trafik veya spor kurallan gibi,

» «

birer kiiltiirel konvansiyon sayip gecebilir miyiz? Kuskusuz “yesil”, “sar1”, “amca”
terimleri gibi matematiksel terimler de kiiltiirden kaynaklanan simgelerdir. Ancak,

(2) P.]J. Davisve R. Hersh, The Mathematical Experience, s. 410. Bu kitapta sergilenen agir1 kiiltiirel
yaklagima bagka bir kitapta da rastlamaktayiz: Kline, Mathematics: The Loss o f Certainty. Tanin-
mus bir matematikgi olan Kline, Davis ve Hersh gibi, tiim matematigin salt insan icadi oldugunu
vurgulamakta, doganin matematiksel bir diizen igerdigi gibi bir gériise giiniimiizde yer vermeyi
sagma bulmaktadir.

(3) L. White, “The Locus of Mathematical Reality”, The Science of Culture, Farrar, Straus, 1949.
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“amca” terimiyle belirlenen iliski kiiltiirel midir? Yoksa bu iligki, kiiltiiriin 6tesinde,
dis diilnyanin canli kesiminde yer alan bir sey midir? Oyleyse, kiiltiirel olan, iligki-
nin kendisi degil, iliskinin su ya da bu stzciikle adlandirilmis olmas: degil midir?
“Dis diinya” dedigimiz ve onda gozlemledigimiz nesne ve iligkileri 6znel ya da kiil-
tiirel yagamimizin bir yansimasi olarak gormek, iki arti ikinin dort ettigi genelle-
mesinin dogrulugunu kiiltiire bagil saymak bir tiir kolektif tekbencilik (solipcism)
olmaz mi? Matematiksel iligkiler kokeninde kiiltiirel nitelikte olsayds, iki art1 ikinin
dort ettigi tiim kiiltiirlerde dogru olabilir miydi?

Sosyal antropologlar, matematiksel dogrularin mutlak ya da zorunlu olmadig-
na, birbiriyle bagdasmaz geometrilerin varhgim kanit gosterebilirler. Ne var ki, de-
gisik geometrilerin varligs kiiltiirel ortamlarin farkh kimliklerinden degil, geometrik
diisiincenin kendi i¢ gerilim ve mantigindan kaynaklanmistir. Nitekim, Euclides-
dis1 geometrilerin bagka kiiltiir ortamlarinda degil, Euclides geometrisinin gelistigi,
yiizyillarca egemen oldugu kiiltiir ortaminda ortaya ¢iktigini gorityoruz. Tiim goz-
lemler matematigin temel ilke veya yasalarinin ilkel ya da ileri her kiiltiirde gegerli
oldugunu gostermektedir. Hangi ortamda olursa olsun, iki elmaya iki elma daha
ekledigimizde toplam dort elma olur. Yukarda da belirttigimiz iizere, kiiltiirel fark-
lar matematiksel gergekligin dile getirilisinde kullanilan s6z ya da simgelerde ortaya
¢ikmaktadir. Dis diinyayr 6znel diinyamizin bir yansimasi saymak yerine, 6znel
diinyamizm dis diinyanin nesnel diizen ve dinamigine gore bicimlendigini kabul
etmek sagduyuya daha uygun diigmez mi? Ustelik sagduyuya uygun bu yorum bizi
kiiltiirel gorecelige, daha 6nemlisi, tekbencilige diismekten kurtarir.

L. White'in temsil ettigi koktenci kiiltiirel belirleyicilik degisik derecelerde bas-
ka matematikg¢ilerde de kendini géstermektedir. Ornegin, Kasner ile Newman’in
Mathematics and Imagination adli ortak yapitlarinda su satirlan okuyoruz:

.. Matematiksel dogrularin bizim kendi diisiincemiz diginda bagimsiz var oldugu
goriisiiniin iistesinden gelebildik sonunda. Oyle bir diisiinceye yer verilmis olmas: bile
bize simdi sasilas bir sey gibi gelmektedir.®

Bir bagka matematikgi, R. L. Wilder, White'in kiiltiirel tekbenciligini acik¢a sa-
vunmakta, dogada oldugunu sandigimiz diizen ve iliskilerin aslinda bizim dogaya
yansittigimiz 6znel tiriinler ya da 6zellikler oldugunu ileri siirmektedir.

Gergeklik (realizm) agisindan bakildiginda, tiim bilgi ve kavramlarimizi “6z-
nel” diye nitelerken, kiiltiirel belirleyiciligin énemli bir ayirimi, nesnel varliklarla
bu varliklan dile getirme araglari arasindaki ayirimi gozden kagirdig goriilmekte-
dir. Kiiltiir, bize bizden bagimsiz nesneleri niteleme veya belirleme araglarini saglar;
yoksa bu nesneleri yaratmaz. Ay “kiiresel bir gok cismi” ya da “arzin uydusu” di-
ye nitelememiz elbette kiiltiireldir. Ama, “Ay” dedigimiz cisim, onun kiiresel bi¢i-
mi kiiltiirel degildir.

Bu ayirimi yapmakla kiiltiiriin etki ve 6énemini kiiciiltme yoluna gitmis olmu-

(4) E.Kasnerve]. Newman, Mathematics and Imagination, s. 310-311.
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yoruz. Biliyoruz ki, kiiltiirel ortamin etkisini gézoniine almaksizin matematige ilis-
kin kimi olaylar1 agiklamaya olanak yoktur. Ornegin, yiizyiimizda Macaristan gibi
kiigiik bir iilkede bu denli ¢ok sayida se¢kin matematikg¢inin yetismis olmas: nasil
aciklanabilir? Neden satrang oyununda biiyiik ustalarin 6énemli bir boliimii Rus-
ya'dan ¢ikmaktadir? Ronesans sonrasi donemde sanat, bilim, felsefe ve matematik-
teki goz kamastiricr atilimlar neden Bati diinyasinda yogunlagms, diinyanin diger
kiiltiirlerinde 6nemli bir gelisme olmamustir? Gelenegi dinsel bagnazlik ya da mili-
tarist otoriteye bagh kiiltiirlerde, sanat, bilim, matematik ve felsefe gibi ugraslarin
yeri ve degeri ne olabilir? Oyle bir ortamda bu tiir etkinlikler tiimiiyle kisitlanma-
mus olsa bile 6zgiir deneme, agilma ve yaratma olanagini ne derece bulabilir?

Goriilityor ki, kiiltiirel etkiyi tek belirleyici saymak gibi yok saymak ya da
6nemsememek de yanligtir. Sorun, kiiltiiriin iglevini, abartmaya ya da kiigiimseme-
ye diismeksizin belirlemektir. Sanat ve bilim gibi matematigin olusum ve gelisimini
de kiiltiirel etkenlere basvurmaksizin aciklayamayiz; ne ki, salt kiiltiir de her seyi
aciklamaya yeterli degildir. Nitekim Euclides-dis1 geometrilerin, fonksiyon cebiri-
nin, sayilar teorisindeki arayislarin tiimiiyle kiiltiire bagh gelismeler oldugu kolayca
stiylenemez. Euler’in denklemini alahm.

eM=_|

Euler bu denklemi icinde yasadig: kiiltiirel ortamin hangi diirtiisii ya da geregi al-
tinda yazmisti? Bugiin bile gogumuza yabanci gelen 6yle bir denklemin, ne giinliik
ahgveris ihtiyaclarindan, ne de genel kiiltiir etkilesiminden kaynaklandig séylene-
mez. Benzer birgok denklem, ispat ve teorem gibi bu denklem de matematigin
kendi i¢ diyalektiginden, o diyalektige duyarh bireylerin diisiinme giiciinden kay-
naklanmus olabilir. Euler ortaya koydugu denklemi dogrudan kiiltiirel gereksinme-
ye degil, matematiksel problemlere duyarh kisisel zekasina borgludur.

Matematiksel Bulusta Birey ve Kiiltiir

Bulus, yaratma, yeniye agilma her alanda oldugu gibi matematikte de tartismasi sii-
ren bir konudur. Yeni bir diisiince, kavram ya da kuram, teknik bir icat nasil olus-
makta, nasil ortaya gikmaktadir? Bu sorunun bilinen bir yaniti yoktur. Biz burada
ilk bakista birbirine ters diigen iki goriise deginmekle yetinecegiz.

Goriiglerden birine gore, bulma, yaratma ya da icadin kaynag bireysel dehadur.
Ikinci goriis, sosyal, kiiltiirel ve ekonomik kosullar1 asil kaynak sayar. Pek ¢ok kim-
se icin ikinci goriig, daha bilimsel de olsa, birinci goériigiin cekiciliginden, getirdigi
aciklama kolayhgindan uzaktir. Bireysel dehanin 6nemini vurgulayanlar arasinda
matematikgiler az degildir. Hatta kimi matematikgilerin goziinde matematik he-
men tiimiiyle yaratici bireylerin iiriiniidiir. Cagdas matematikgilerden Alfred Adler,
ornegin, bu goriisii acik¢a savunmaktadir:

Her kusakta ancak bir iki biiyilk matematikgi yetisir. Matematikgilerin geri kalan
bityiik cogunlugu matematigi etkilemez bile. Onlar 6gretmen olarak kuskusuz yararli-
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dir; varsa arastirmalarindan kimse zarar gormez. Ama matematikgi olarak onlarin 6ne-
mi yoktur. Matematikgi ya biiyiiktiir, ya da higbir seydir. ... Ote yandan kimin yaratici,
kimlerin siradan matematik¢i oldugu konusunda duraksamaya yer yoktur: Biyiik olan
bellidir. Digerlerine diisen, onun agtig1 gigir1 izlemektir.()

Adler, iistelik, matematikte yaraticihiga ancak geng yasta olanak gormektedir:

Matematikginin yaratici etkinligi kisa stirelidir. Bu etkinligin yirmi bes, bilemediniz
otuz yagindan sonra siirdiigii pek az rastlanan bir olaydir. O zamana kadar dise gelir
bir sonug ortaya konmamigsa, ondan sonra bir seyin ortaya ¢ikacagi pek beklenmeme-
lidir. Yeni basarilar biiyiik bir galismayt izleyebilir; ancak onlar da uzun siirmez.(®

Adler’e gore, matematiksel yaratma, sanatsal yaratma gibi yogun bir seving
kaynagidir:

Daha 6nce kimsenin diisiinmedigi, anlamadig1 yeni bir sonugta, ne oldugu belli ol-
mayan bir ilk hipotezden kalkarak bir¢ok ispat denemeleri, aylar, yillar siiren arastirma,
yoklama ve tartma ¢abalar1 sonunda ulagilan gercekten yeni bir sonugta, bagka higbir
seyin veremeyecegi bir seving, bir gii¢ ve ering duygusu vardir. Matematikte yaratma
eylemi 6liimsiizligiin solugunu tagtyan kalici bir basaridir.?)

Bulus olaymm kisisel dehaya degil, kiiltiirel ve sosyal kosullara baglayan ikinci
goriise gelince, daha ¢aprasik, dahasi gizemli agiklamalarla karsilagmaktayiz. Hegel,
“Zeitgeist”ten soz etmisti. Benzer deyisler bugiin de eksik degildir: “Kosullarin elve-
rigliligi”, “zamanin olgunlagmasi”, “tavinda olma”, vb. Kimi sosyal bilimcilerle ta-
rihgilerin yani sar1 Marksistler 6nemli tiim gelismelerin gerisinde ekonomik ve tek-
nolojik kosullarin nedenselligini bulurlar. Ozellikle Marksistlere gore, tarihin akisi
kaginilmazdir; bireylerin etkinligi ancak bu akis icinde anlam tagur.

Bilim, matematik ve sanat kiiltiirel etkinliklerdir kuskusuz. Bir kiiltiir baglami-
na dayanmayan, salt bireysel olan ne bilim, ne sanat, ne de matematikten s6z edile-
bilir. Cok sesli miizigin, tiyatro ve balenin gelismesi nasil belli bir kiiltiirel birikimle
olanakliysa, bilim ve matematigin gelismesi de 6yle bir kiiltiirel birikim gerektirir.
Nitekim, matematik tarihinde canh ve 6lii dénemler olmugstur. Ornegin, XVIL
yiizyll son derece canli, Orta Cag (M.S. 400-1100) ise 6lii bir donemdir. Nigin? Bir
donemi canh ya da 6lii yapan yalmzca iistiin zekalarin varhig ya da yoklugu mu-
dur? Oyleyse, o zaman iistiin matematik yeteneklerin Orta Cag boyunca diinyaya
gelmedigini kabul etmemiz gerekir. Dogrusu su ki, iistiin yetenek ya da deha her
alanda ancak kiiltiirel kosullar elverisliyse ortaya cikabilir. Newton, Gauss, Rie-
mann, Poincaré capindaki seckinleri salt kiiltiiriin bir iiriinii saymak dogru degildir
elbet. Ne ki, kiiltiirel kogullarin elvermedigi ortamlarda bu diizeyde iistiin yetenek-
lerin etkinlik kazanmasini da bekleyemeyiz. William James’in dedigi gibi,

(5) A. Adler, “Mathematics and Creativity,” The New Yorker Magazine, February 19, 1972.
(6) Aym kaynak.
(7)  Aynikaynak.
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Bireysel atilim olmaksizin kiiltiir sig bir gole doniisiir; kiiltiirel ilgi ve sempatinin ek-
sik oldugu ortamda bireysel atilim olsa bile etkinlik kazanamaz.

James'in dile getirdigi sey, iki 6genin (kiiltiirel ortam ile bireysel dehann) bir-
birini tamamladig ve ancak birlikte etkinlik kazandig1 gercegidir.

Kiiltiirel Iligkilerde Matematigin Yeri

Kiiltiirle matematigin iliskisinden soz ederken, matematigin kiiltiir tizerindeki etki-
sine de deginmeliyiz. Bu etkinin matematikgilerin goziindeki 6nemini taninmig bir
matematik¢inin kaleminden okuyalim:

.. Matematik tiim modern toplumlarda kiiltiirel yasamin en 6nemli 6gesidir. Mate-
matigin kiiltiirii olusturan diger 6geler tizerindeki etkisi o denli derin ve kapsamhdir ki,
matematiksiz uygar bir yasamin olanaksiz oldugunu rahathkla soyleyebiliriz. Bunun
herkesge bilinen 6rnekleri arasinda elektrik, radyo, televizyon, bilgisayar, uzaya agilma
araglar1 gibi teknik gelismeleri gostermeye gerek yoktur. Basit hesaplama islemlerine
bakmak yeter. Her sey bir yana, arltmengm dort islemini kullanmaksizin giinliik yaga-
mu sirdiirmeye olanak var midir?®

Gergekten, ileri ya da ilkel tiim kiiltiirlerde matematigin temelini olusturan iki
etkinlik, saynia ve 6l¢me vardir. Bagka bir deyisle, matematik her diizeyde kiiltiirel
yasamun asal bir 6gesi olmanin 6tesinde, insanoglunun bir tiir yasamsal islevlerin-
den biridir.

Bir an icin matematikten yoksun bir kiiltiirii varsayahm. Bu, tiimiiyle mistik
ya da diigsel nitelikte olmasa bile, yasam iligkilerinde ancak nitel kavramlarda dii-
siilnme ve konusmaya elveren bir kiiltiir olabilir. Oyle bir kiiltiirde, bir nesnenin
iri ya da ufak, uzun ya da kisa, agir ya da hafif, kat1 ya da yumusak, sicak ya da
soguk; bir kiime veya yiginin ¢ok ya da az oldugu soylenebilecek belki; ama, o
nesne veya kiimenin s6z konusu 6zelligini daha kesin nicel terimlerle belirtmeye
olanak olmayacak, dolayisiyla “sayma” ve “6l¢gme” dedigimiz nicelik belirleme et-
kinlikleriyle bu etkinliklere dayanan toplama, gikarma, vb. temel hesaplama islem-
leri bilinmeyecektir. Gene oyle bir kiiltiirde, bilimsel ve teknolojik gelismeler soyle
dursun, en basit tiretim ve ahgveris islerine bile fazla olanak yoktur. Bu ise, bildigi-
miz ilkel topluluklardaki yasam bigimlerinin gerisinde kalan, belki de, karinca ya
da an topluluklarinda go6zlenen tiirden siirl, donuk ve kapali bir yasam bigimi
demektir.

Matematigin ozellikle kuramsal bir ¢aligma olarak gelismesi belli kiiltiirel ko-
sullarin olusumuna bagh kalmistir. Giinliik yasam ve is-gii¢ iligkilerinde bir hesap-
lama y6ntemi olarak belirmesi bir bakima kaginilmaz olan matematigin kuramsal
bir diigiince niteligi kazanmasi, 6rnegin, Antik Yunan déneminde buldugumuz 6¢-
renme, aragtirma ve tartigma etkinliklerinin agirhk kazandig kiiltiirlerde olasidir.

(8) R. L. Wilder, Evolution of Mathematical Concepts, s. Xi.

MD 10
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Tim entelektiiel ve sanatsal ¢calismalar gibi matematik de, anliksal canlihigin olanak
buldugu, entelektiiel ilgiyi besleyen bir ortamda gelisebilir. Oyle bir ortam olusma-
dik¢a, matematik ne bir ugras olarak sayginlik kazanir, ne de kuramsal bir ¢alisma
diizeyine ulasabilir.

Matematik yalmzca insana ozgii kiiltiirel yasamin bir geregi olmakla kalma-
makta, o yasamin degisiklige, ilerlemeye, yenilige agik olmasinda, kisilerin birey ve
toplum olarak daha akilal ve tutarh davranmasinda etkili bir egitim aracidir da.
Matematigin bilimsel arastirma ve diigiinmeye sagladig: vazgegilmez destek iyi bi-
linmektedir. Sanata katksi ise o denli iyi bilinmez. Oysa, sanat etkinliklerinin yapi-
da, bigimde ve uyumda olusturdugu giizelliklerin kimi 6lgiit ve drneklerini mate-
matikten esinledigi soylenebilir. Matematigin bilimdeki yerini, ilk uygarhklardaki
yerini daha 6nceki bélimlerde ayrintilaniyla gozden gegirmistik. Burada sanatla
iliskisine deginmekle yetinecegiz.

Matematik ve Sanat

Cogu kez samildiginin tersine, matematik salt akil isi, kuru, teknik bir ¢alisma de-
gildir; “akil” ve “akil dis1” diyebilecegimiz tiim ruhsal yetileri icerir. Matematigin
olusumunda teknik bilgiye dayanan islemler yaninda, tutkusal ilgiye, duygusal yo6-
nelim ve kaynasmaya, yaratici imgelem ve zekéya ihtiyag vardir. Matematik hem
mantiksal diigiinmeyi igeren bir bilim, hem duygusal doygunluga yonelik bir sa-
nattir. Bir sanat olarak matematigin degerini hi¢bir sanat ¢alismasindan daha az
bulmayanlar vardir. Ne ki, matematigin uygulama ve 6gretiminde agirhgin siirgit
teknik islem ve kurallara verilmesi onun sanatsal niteligini gézden uzak tutmus,
ona nerdeyse sanata ters diisen bir goriiniim vermistir. Oysa, seckin kimi matema-
tikei filozoflarin belirtmekten geri kalmadiklar gibi, matematigin sanata ters diis-
mesi $6yle dursun, sanatla yakin benzerligi vardi.® Bir kez, bi¢im, uyum ve simet-
ri arayis1 sanatin oldugu kadar matematigin de bir 6zelligidir. Sonra, iki alanda da
yaratma salt duygudan ya da salt akildan kaynaklanan bir etkinlik degildir. Nasil
ki, bilim ve matematigin, mantiksal diisiinmenin yam sira kisisel tutku, imgelem
ve begeni gibi ogeleri icerdigi yadsinamazsa, sanatin da yogun olarak icerdigi bu
Ogelerin yam sira, goze ¢arpmasa da, akil ve mantik olgiitlerine yer verdigi yadsina-
maz. Sanati tiimiiyle akil dis1 bir etkinlik saymak, matematigi tiimiiyle mantiksal
saymak gibi yanligtir. Sanati bilim, matematik ve benzer ¢alismalarla bagdasmaz
gormek eski bir ahgkanhktir. Dahasi, bilim ve matematigin ilerledigi dénemlerde
sanatin geri kaldig1 oldukga yaygin bir goriistiir. Bu goriise karsi ¢ikan Bronowski,

(9) llging buldugumuz birkag alnti:

Weierstrass, “Bir matematik¢i biraz da sair degilse, tam bir matematik¢i degildir.” Poincaré,
“Admna layik bir bilgin, ozellikle bir matematikg¢i, ¢alismasindan bir sanatg gibi etkilenmelidir;
doyumu bir sanat¢inin doyumu ol¢iisiinde derin olmalidir.” Aristoteles, “Matematiksel bilimler
diizen, simetri ve 6l¢ii sergiler. Bu 6zellikler gtizelligin en yiice formlanidir.” G. H. Hardy, “Mate-
matikeinin yarattig1 teori ya da modeller, ressam ya da sairin yapitlar: gibi giizel ise degerlidir.”
P. A. M. Dirac, “Denklemlerimizin giizel olmas: deney sonuglarina uygun diismesinden daha
6nemlidir.”
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uygarhgin hemen her ¢aginda sanatin bilim ve matematikle elele yiiridigi savin-
dadir:

... Antik Yunan uygarliginin en parlak déneminde sanatla bilim tam bir etkilesim
igindeydi. Yunan dramin: yaratan Aeschylus, Pythagoras’ izlemistir. Bu dram en yiice
diizeyinde iken Socrates felsefesini isliyordu. Socrates igin ne diyecegiz: Bilgin mi, sa-
natq1 mi1? Ideal devletinde sairlere yer vermeyen Platon terslik bu ya, diyaloglarini Aris-
tophanes Yunan dramini gémerken yaziyordu. Bu kisilerin sanatta oldugu kadar dii-
siinde de ortaya koyduklari 6rnek yapitlar Rénesans’ta modern diinyanin hayal giiciinii
tutusturmustur. Rénesans insaninin, baslangigta oldugu gibi bugiin de, 6rnek tipi ve
simgesi Leonardo da Vinci hem ressam ve heykeltirast, hem de matematikg¢i ve mii-
hendisti. (Batr'da tanman tek Dogulu sair dmer Hayyam aym zamanda yasadigi déne-
min seckin matematikgisi ve astronomuydu.) Leonardo gibi Hayyam da insan zekasi-
min birligini, evrensel niteligini simgeler.!'®)

Gergekten, kiiltiirel yasamin “organik” diyebilecegimiz bir biitiinligi vardir:
Bilim, matematik ve sanat hi¢bir dénemde birbirine kapah ¢alismalar olmamustir.
Miizigin yapismda matematigin yeri Pythagoras’tan beri bilinmektedir. Resim, hey-
kel gibi gorsel sanatlarda sanatginin sezgisel yoldan da olsa oranlar yasasi, perspek-
tif bilgisi ve geometrik bigimlerden yararlandigi yadsinamaz. Ote yandan, matema-
tik ve bilimde her yeni bulus ya da ¢6ziimiin, akil-yiiriitme giicii yaninda, sezgi gii-
ciine dayandips, ¢ogu kez estetik kaygilar1 yansittigi gormezlikten gelinmemelidir.
Her alanda yaratia giiciin kaynagr akil degil, sezgidir; akil diizenleyicidir, islevi sez-
gisel atihm veya kavrayiga rasyonel bir goriiniim kazandirmaktir.

Yanlishgn bilinse de yerlesik diisiinceleri diizeltmek giigtiir. Daha 6nce degindi-
gimiz gibi, pek ¢ok kimsenin goziinde sanatla matematik birbirine yabana iki et-
kinliktir, Matematik soyut simge ve formiillerden olusan teknik bir konudur; sana-
tn dogrudan yasamla kaynasan sicak, duygusal iceriginden uzaktir. Giizellik arayi-
s1, estetik kayg sanata 6zgii sayilmustir. Oysa, giizellik kavramini ¢6ziimledigimizde
bu sanmimn bir 6nyarg: oldugu goriiliir. Nedir giizellik? “Giizel” dedigimiz seyi gii-

» o«

zel olmayan seyden ayiran nesnel 6Slgiitler var mudir? Giizelligi “diizen”, “uyum?”,
“simetri”, “denge”, “incelik” gibi sozciiklerle tanimlayanlar var. Ama aymi terimler-
le matematikte ulagilan kimi sonuglar1 da niteleyebiliriz. Matematigin siirle degil,
¢ogu kez anlamu belirsiz simgelerle ugrastigi dogrudur. Ama yine de olusturdugu
teorem veya modellerinin bir¢ogu anlayanlarin goziinde siirsel estetigi andiran bir
inceliktedir. Diizen, uyum, simetri gibi giizellik olciitleri temelde matematikseldir.
Sanat iriinlerinin degerlendirilmesinde matematiksel olgiitlerin giderek agirlik ka-
zanmast olayim bagka tiirlii nasil agiklayabiliriz? Gergi sanatsal estetigin dile getiril-
mesi giig, 6znel nitelikte kimi 6l¢iitleri icerdigi soylenebilir. Ornegin, sanat yapitin-
da dogrudan duygulara yonelik, ¢aga, modaya ve salgin heveslere agik bir yan bula-
biliriz. Ne ki, ayni zaaflan tiim agirbagh goriiniimlerine karsin bilimsel ve matema-
tiksel ¢aligmalarda da gorebiliriz.

{10) J. Bronowski, The Common Sense of Science, s. 8.
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Oyle goriiniiyor ki, “sanata 6zgii” diye ayirt edecegimiz her ozelligi, az ¢ok
matematik de paylagmaktadir. Aym seyi, matematige 6zgii samlan 6zellikler icin de
soyleyebiliriz. Matematikle sanat aym uzanim iizerinde, ama konumlar1 degisik iki
etkinliktir. Aralarindaki fark, nitelikte kéktenci olmaktan ¢ok derecede bir farktir.
Kimi 6zellikler sanatta daha yogun ve ¢arpici, kimi 6zellikler de matematikte daha
belirgindir. Bir alam en belirgin 6zelliklerini 6l¢iit alarak tammlamak belki kagimil-
mazdir; ancak gorecel olarak belirsiz kalan 6zellikleri yok saymak dogru olamaz.
Ornegin, matematigin mantiksal yapisi ¢ok vurgulanan bir 6zelligidir. Buna baka-
rak matematigi salt mantiksal ¢ikarim ve ispat teknigiyle sinirli saymak dogru ola-
bilir mi? Gene bir bagka yanliy matematigi ispatlanmig bir 6nermeler yigini, bir
dogrular kiimesi gibi gérmektir. Matematigin mantikla 6zdes oldugu tezinin bii-
yitk onciisii Russell bile matematigin sanatsal niteligini belirtmekten geri kalma-
mugtir:

tyi anlagildiginda matematigin yalmz dogrulugu degil, tistiin bir giizelligi de ierdi-
gi gorilir. Yaratiiggmizdaki zaaflar1 oksamaktan, resim ve miizigin abartih gekiciligin-
den uzak, bir heykel kadar soguk ve yalin, yalnizca biiyiik sanatta buldugumuz yetkin,
katiksiz bir giizelliktir bu. Yiceligin denek tasi olan gergek ruhsal ering ve doygunlu-
$a, insandan daha fazla olma duygusuna, siirde oldugu kadar matematikte de erisebi-
liriz.(")

Russell'in ¢agdas1 Hardy daha ileri giderek, salt-kuramsal matematigi nerdeyse
sanatla bir tutmakta, giizele yonelik bir ¢alisma saymaktadur:

Matematikgi, ressam ve sair gibi “giizel bicim” yapicisidir. Onun iriinii 6tekilerin-
kinden daha kalic1 ise, nedeni yapitimin diigiinsel kavramlarla islenmis olmasidir. Res-
sam yapitini bicim ve renklerle, sair sozciiklerle olusturur. Diistincelerin bigim, renk ve
sozciiklere gore daha kalict olmasi matematikginin uriinlerine, digerlerinde gérmedigi-
miz bir siireklilik kazandirmaktadur. ... Ressamun, sairin triinleri gibi matematikg¢inin
drini de giizel olmalidir. Diigiinceler de renkler ve sozciikler gibi tam uyum kurarak
bir araya gelmelidir. Giizellik basta gelen 6lgtittiir; ¢irkin matematik i¢in diinyamizda
siirekli yer yoktur.('2)

Matematigin sanatsal niteligi daha duygusal sozlerle de dile getirilmistir; oyle
ki, konuyu iginden bilen kimilerinin géziinde matematik, ince iglenmis bir dantel,
¢imen istiinde ya da ¢ocuk yiiziinde 151k ve golge kimiltilarinin olusturdugu canh
bir desendir. Pythagoraseilar, miizikte matematigi bulmuslards; istersek matematik-
te de miizigi bulabiliriz. Uzun ve karmagik bir ispat, bir miizik par¢asinda buldu-
gumuz ritmik devinimi duyurabilir bize. Leibniz, “Miizige sayilarla bilingalt1 ugra-
san bir kafanin gizli bir aritmetik ¢cahsmasi diye bakabiliriz,” demisti. Seckin mate-
matikgilerin ¢ogunda kendini agiga vuran miizik sevgisi bir rastlanti degildir her-
halde. Yontu, resim, grafik sanatlarla mimarhk geometrik form ve iliskileri iceren

(11) B. Russell, Mysticism and Logic, s. 60.
(12) G. H. Hardy, A Mathematician’s Apology, s. 84.
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sanat kollaridir. Bunun iyi bilinen bir 6rnegini, “Altin Kesit” ve tiirevlerinin yarat-
tig1 estetik etkide bulmaktayiz.('®

Seckin bilim tarihgisi George Sarton, matematik tarihini incelemenin baslica
Onemini matematigin “hiimanist” degerine baglar. Ona gore, matematik ile icinde
olustugu kiiltiirel cevrenin iligkisini anlamadik¢a matematigi, matematigin gelisimi-
ni yeterince anlamaya olanak yoktur. Matematikgilerin, matematik 6gretmenlerinin
ugras konularim anlamalar her seyden 6nce matematige hiimanist bir agidan bak-
maya olanak veren bu iligkiyi tammalaryla olasidir.(*9

Bu bizi matematik egitimindeki sorunlara getirmektedir.

(13) x — ax = a denklemine iligkin olan bu kesit, zellikle klasik Yunan mimarhginin “altin dikdért-
gen”inde kullanilmugtir. (Altin dikdortgen, bitisik kenarlar1 (V5 + 1)/2 oraninda olan bir dort-
gendir.) Bu iliski Leonardo da Vinci, Raphael, Michael Angelo ve Albert Diirer gibi biiyiik sanat-
¢tlarin matematige duyduklari derinilgiyi de agiklamaktadr.

(14) Ayrica bkz. Ek: 9; Ek: 10; Ek: 12.



XIIL. BOLUM

MATEMATIK EGITiMI

Sorun

Matematik egitimi matematik kadar eskiye uzanan bir olaydir. Evreni rasyonel sa-
yiya indirgeme savinda birlesen Pythagorascilarin gizli dernegi bir tiir matematik
okuluydu. Platon geometri bilmeyenleri Akademisine sokmuyordu. Euclides’in
yiizyillar boyu Bat1 diinyasinda geometrinin biricik ders kitabi olarak okutulan Ele-
mentleri, dgretim programinin 6ziinii matematigin olusturdugu tnli Iskenderiye
Okulu'nda yazilmigti. Matematik Orta Caglarda da miizik, mantik ve retorik (soz
soyleme sanati) gibi konularin yan sira ders programlarinda 6énemli yerini koru-
mugtur. Tarih boyunca matematige gosterilen ilgide giinliik ve is yasamindaki ge-
reksinmelerin rolii bityiiktiir kuskusuz. Ne var ki, bu ilgide daha agir basan bir
baska diisiincenin pay1 vardir: Matematik bilgisinin insan zekasini bilemedeki egsiz
giicii. Bir 6nyargi da olsa bu diisiince bugiin bile etkisini tiimiiylii yitirmis degildir.
Pek ¢ok kimsenin, dahasi kimi egitimcilerin goziinde matematigin insan kafasin
bigimlemede kendine 6zgii bir etkinligi vardur.

Ancak matematik 6gretimine her ¢agda taninan biiyiik agirhga kargin bu 6gre-
timin siirgit bir sorun oldugunu gormekteyiz. Uykusundan, diigman saldirisinin
baslamasi nedeniyle uyandinldiginda Napolyon’un tedirginligini, “Hay Allahim,
ben de matematik sinavi var sandim!” diye agiga vurdugu séylenir. Unlii komuta-
na yiiklenen bu korku, okul ¢ocuklarinin tiimiiniin olmasa bile biiyiik bir b6limii-
niin korkusu degil midir? Cogu kimsenin, “baginin matematikle hos olmadigini”
sOyledigini biliriz. Ozellikle kiz gocuklarin matematige pek yatkin olmadig genel
bir kan, kiiltiirel bir 6nyargidir. Oysa, anadilini konusan, okuma-yazma becerisini
kazanan herkesin, aritmetik cercevesinde de kalsa, matematigi ogrenecek yetenegi
var demektir; 6grenemiyorsa, ya da istenilen diizeyde gelisme gosteremiyorsa, bu-
nun sucunu ¢ocuga yiiklemek dogru mudur? Bir yanda diger derslerle karsilagtiril-
diginda kavramsal yapisi ve mantiksal kurulusuyla yalinhigin, kesinligin drnegi ma-
tematik var éniimiizde; 6te yandan pek ¢ok 6grencinin korkulu riiyas: matematik!
Matematigi, 6zellikle okul siralarinda kimi 6grenciler igin korku, hatta nefret konu-
su yapan sey nedir? Bu sorunun hemen akla gelen yanit;, “matematigin konu ola-
rak getinligi,” doyurucu olmaktan uzaktir. Sorun biiyiik dlgiide 6gretmenlerin ye-
tersizligi, programlarin yiiklii ve tekdiize tutulmasi, okullarda etkili bir rehberlik
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hizmetinin yoklugu gibi nedenlerden kaynaklanmaktadir. Gergi bu olumsuzlukla-
rin diger dersler icin de gegerli oldugu soylenebilir. Oyle de olsa, 6grencilerde ma-
tematige karsi olusan gekingenlik ve olumsuz tavir neden aym ol¢iide diger dersler-
de kendini g6stermiyor? Matematigin kendisinden gelen bir zorluk yoksa, bu fark
neden? Bu soruya verecegimiz yanit doyurucu olmayabilir. Ama 6yle goriiniiyor ki,
matematigin soyut ve simgesel karakteri degindigimiz 6gretim kosullarindaki yeter-
sizliklerle birlesince olumsuzluk daha keskin bir bicimde ortaya ¢ikmaktadir.

Program ve Yontemde Reform

Matematik 6gretiminde reform ihtiyaci, kokleri ¢ok gerilere uzanmakla birlikte,
Ikinci Diinya Savagi sonrasi dénemde, 6zellikle Sputnik’in uzaya firlatilmasiyla ey-
leme doéniismiistiir. Matematik programlarinin modasi ge¢mis, donuk, tekdiize bir
anlayisa dayandigi, modern gelismeleri igerik ve yontem olarak yansitmadig: gorii-
st kalkinmus iilkelerde agirlik kazanmir. Programlarin yan: sira ders kitaplarinin de-
gistirilmesi, 6gretmenlerin yetistirilmesi yoluna gidilir. Hareket ¢ok ge¢meden dev-
rimsel boyutlara ulagir. Amag, matematigin son yiizyil icindeki gelismelerini egitim
programlarina maletmek, “Yeni Matematik” diye bilinen ¢agdas anlayis1 egemen
kilmakti. Bu 6ncelikle programi 6énemini yitirmis kimi geleneksel konularin (6rne-
gin, uzay geometrisi, logaritma, trigonometri gibi konularin) agirhgindan kurtar-
mak, kiimeler teorisi, esitsizlikler, “soyut cebir”, probabilite gibi daha 6nemli gorii-
len yeni konulara yer agmak, matematigin giderek artan soyut karakterini segilen
konulara yansitma demekti. Yeni ders programlarinin diizenlenmesinde baslca iig
noktanin gozoniinde tutuldugu goriilmektedir:

(1) Matematik olup-bitmis, kesin dogrular iceren donuk bir konu degil, yanilma-
deneme yaklagimina yer veren, yeni arayis ve buluslara acik, canli bir ¢cahsma
alanidir.

(2) Matematik, kiiltiirel yasamda stratejik bir konuma sahiptir: Bilim, teknoloji ve
is yasamindaki vazgegilmez uygulamalarinin yam sira, amaci kendi iginde, en-
telektiiel degeri yiiksek, kisinin 6grenme, bulma ve yaratma ilgilerini besleyen,
gelistiren egitsel bir etkinliktir. ]

(3) Matematik ¢ogu kez sanildig) gibi birbirinden kopuk, degisik konu, islem ve
kurallardan olusmus bir yigin bilgi degil, kimi temel ilke ve kavramlara daya-
nan bir diisiinme y6ntemi, genis anlamda bir problem ¢6zme, bulma ve ispat-
lama etkinljgidir.

Ders konularini se¢cme ve isleme yontemine 151k tutan bu diisiinceleri biraz da-
ha agmada yarar gormekteyiz. Ama hemen belirtmeli ki, 6gretimde herkes i¢in, her
zaman gegerli bir yontem ya da yaklasimdan s6z edilemez. Segilecek yontemi isle-
nen konunun niteligi, 6grencinin ilgi ve yetenek diizeyi, erisilen 6gretim asamasi
gibi etkenler belirlemelidir. Her konuda, herkese, her diizeyde uygulanabilen, ev-
rensel gecerlikte bir yontem yoktur. Okullarimizda matematik derslerinde gozlenen
bagan diigiikliigiinde bu noktanin yeterince anlagilmamis olmasinin pay biiyiiktiir.
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Ama gene de 6grenme siirecinde reformcu anlayisin vurguladigi kimi 6zelliklere
deginmeden gecemeyecegiz:

(a)

(b)

“(c)

(d)

Derste yeni gegen kavram ve iligkiler, 6zellikle ilk yillarda, somut 6rnek ve diit-
zenlemelerden yararlanilarak ¢grencinin deneyimi tizerine kurulmali, onda sez-
gisel anlam olugturulmalidir. Bu asgamada sayma, $lgme, somut nesne ve sekil-
ler iizerinde ¢alisma 6nemlidir. Say1 ve kiime gibi kavramlar, bunlara bagh is-
lemler bile temelde sezgiseldir; ¢ocugun giinliikk deneyimlerinden kalkarak 6g-
retilebilir. Ornegi, kiimelerin esitligi “bire-bir” denen bir eslestirmeyle gosterile-
bilir. Hemen her gocuk, yemek masasina oturacak dért kisi igin dért sandalye
konmasi gerektigini bilir. Daha soyut goriinen bir 6rnek alalm: 3x5 = 5x3
esitligi (ki carpmanin degisme ozelligini gostermektedir) her birinde ti¢ agag
bulunan bes sira ile her birinde bes aga¢ bulunan tig sira gibi somut bir diizen-
lemeyle gosterilebilir. (Bu arada, iliskiyi saglamayan 6rneklerin verilmesi de iyi
olur.)

Ogrenme giderek somut deneyim ve islemlerden soyut diigiinmeye, 6grenileni
simgesel olarak dile getirmeye yonelmeli, deneyim baglaminda 6grenilen kav-
ram ve iligkilerin, o baglamla sinirh kalmadig1 gosterilmeli, genelleme yolu agil-
malidir. Cebir soyut ve simgesel yapisiyla baglangigta yiiksek yetenekli ¢ocuklar
i¢in bile kolay olmayabilir. Say1 yerine harf kullanilmasinin gogu ¢ocuklar igin
konuya gizemli bir gériiniim verdigi dogrudur. x ya da y’nin belli bir say1y1 de-
gil, bir kiimeden herhangi bir sayry1 temsil ettigi herkesin kolayca kavrayabile-
cegi bir diigiince degildir. Ogrenci somut ve belli dogrularla degil, genel dogru-
larla, belki de ilk kez cebir dersinde kargilasmaktadir. Ne ki, matematiksel dii-
stinmeye biyiik giic saglayan bu soyut ve simgesel yapilanma, aym zamanda,
dgrencilerin pek ¢ogu icin 6grenme giigliigiiniin baglica nedenidir. Ustiinkorii
yuriitillen, kural ve tanim ezberine dayanan bir 6gretimle bu giigliik biisbiitiin
agirlasmaktadir. Degisken kavrami gibi sonsuzluk kavrami da stirgit sikint1 kay-
nag1 olmugtur. (Cantor’a gelinceye dek sonsuzluk diisiincesine iligkin Zeno pa-
radoksu matematikte ¢oziimii giig bir sorun olarak kalmugtir. Sonlu kiimeler
i¢in dogru olan kimi varsayimlarin sonsuz kiimeler séz konusu olunca dogru
olmadigini artik biliyoruz. Cantor’un getirdigi agiklama matematigi biiriinmiig
oldugu gizemli bulanikliktan kurtarmugtir.)

Ogrenci sezgisel deneyim diizeyinden soyut simgesel notasyon diizeyine agil-
madik¢a matematikte ilerleyemez, ilk deneyimlerin dar cercevesinde kalir. Or-
negin, x*> ve x> somut diizenlemelerle gézde canlandirilabilir; ama x" veya V-1
gibi ifadelerin 6yle diizenlemelerle gozde canlandirilmasi kolay degildir. Aslin-
da buna gerek de yoktur. Unutmamak gerekir ki, V-1 ifadesi uzun siire Cardan
ve Euler gibi seckin matematikgilerin bile iclerine sindiremedikleri “sagma” bir
sey olmustur.

Matematik dogrulugu s6z gétiirmez, gozii kapali 6grenilmesi gereken birtakim
kural, iglem ve teoremler yumag olarak degil, her noktasi tartiymaya acik, dog-
rular1 irdelenebilen bir ¢alisma olarak islenmeli; 6grenci bilineni irdeleme, yeni
¢oziimler arama, yeni iliskiler bulma etkinligi igine girme firsati bulmalidir.
Ogrenci ancak 6yle bir etkinlik i¢inde matematigi benimser, anlayarak 6grenir.
Ogretimde yaklagim ok énemlidir. Bir koruluktaki agaglar, bakis agisina gore,
diizenli siralar sergileyebilecegi gibi, bagka bir aqidan*tam bir karigikhik iginde
goriinebilir. lyi bir yaklagim, ele alinan her konunun matematigin bitiinliigii
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icindeki yeri gosterilerek, kavram ve ilkelerine agiklik kazandiracak bigimde ig-
lenmesini gerektirir. Ogretim higbir alanda anlatma-dinleme tekdiizeliginde ba-
sartl olamaz; matematikte ise bu biisbiitiin olanaksizdir. Ogrenci aktif olarak
katildig1 derste 6nemli teoremleri tanima, bunlara iligkin ispatlar1 yoklama, is-
patin mantiksal kurulugunu, islevini 6grenme; aksiyomatik anlayisi kazanma
¢abasina girmelidir. Unutmamak gerekir ki, okullarimizda ¢ogunluk ele alindig
gibi, matematik bir kurallar ve tanimlar yigin, bir ispatlar koleksiyonu degildir.
Matematik bir diigiinme, kiiltiirel yagamin hemen her alaninda etkinligi bilinen
bir problem ¢6zme y6ntemidir. Ozellikle iist diizey 6gretimde matematigin uy-
gulamal iglevi yani sira, kuramsal niteligi goz 6ntinde tutulmaldir.

Ne var ki, sorun miifredatin (ona kosut olarak gretim yontemiyle ders kitap-
larinin) yeniden ele ahnmasiyla bitmiyordu. Egitim etkinliginde 6gretmenin konu-
mu ve islevi son derece 6nemlidir. Reformun basarisi her seyden 6nce 6gretmenin
aktif katilhmina, egitsel yaklasim ve matematik anlayisina baghdir.

Reformcu agidan matematik 6gretimindeki siiregen sikintinin kékeninde 6g-
retmenlerin nitel yetersizligi' yatmaktaydi. Yetersizlik 6zellikle su ii¢ bakimdan ken-
dini agiga vuruyordu: (1) Bilgi eksikligi, ya da bilgi birikimindeki duragaiilik ve sig-
lik; (2) Matematigi bir diisiinme y6ntemi olarak kendine 6zgii niteligiyle kavrayis
yetersizligi; (3) Ogretmenlerin tutumunda gozlenen gorecel katilik. (Deneyimler,
Ogretmenlerin mesleki yetersizligini, programh ders kitab, simf-igi televizyon, vi-
deo, bilgisayar tiiriinden teknik araglarla dengeleme veya giderme yolunda alinan
onlemlerin de bekleneni saglamaktan uzak kaldigim gostermistir.) Oyle ki, 6gret-
menleri yeniden yetistirme yogun bir ¢aba konusu olmakla kalmaz, 6ngériilen re-
formun bagslica giivencesi sayilir.

Reform ¢alismalarinda rehberlik hizmetinin 6énemi de gozden kagmamustir. Et-
kili bir 6gretim; 6grencilerin ilgi, yetenek ve gereksinmelerine gore yonlendirilmesi-
ni gerektirir. Bu ise dncelikle 6grencilerin giivenilir yollardan taninmasi demektir.
Ogrencinin ilgisi disinda kalan, ya da yeteneklerinin elvermedigi diizeyde birtakim
konular1 6grenmeye zorlanmasl, bagarisizigina neden olmakla kalmaz, onda kimi
ruhsal bunalimlara da yol agar. Kuskusuz okullarda etkili bir rehberlik hizmeti an-
cak programin 6grenciye segme olanag taniyacak bigimde esnek tutulmasiyla olasi-
dir. Bu nedenle, her seyden 6nce programlan tekdiizelikten, 6gretmenleri yanhs bir
egitim anlayisiyla kosullanms kat1 tutumdan uzaklagtirmak, dahasi matematigi ye-
ni atithmlara agik canli bir diigiinme etkinligi olarak sunan ders materyali olustur-
mak gerekiyordu. Bu ise, iistiinkorii 6nlemlerle kisa yoldan ¢dziimlenecek bir giic-
lik degildi. “Yeni Matematik” 6gretiminin beklenen basariyr vermemis olmasinda
sorunun tiim yanlariyla derinlemesine kavranmamis olmasi nedeni vardir. Ogret-
menlerin istenilen diizeyde yetistirilmesindeki giigliik, geleneksel 6gretime kosul-
lanmis ana-babalarin ¢ocuklarim ev 6devlerinde destekleyecek bilgi ve anlayistan
yoksun olmalar1 bu arada géze ¢arpan en 6nemli eksikliklerdir. Geleneksel 6greti-
min pek ¢ok gocukta yarattig yilginlik, bu kez, o 6gretimi diizeltmeye yonelik “Ye-
ni Matematik”i anlamakta giigliik ceken ana-babalarda kendini gosterir. Ogretmen-
ler gibi ana-babalarin da yeniden egitilmesi sorunu belirmistir.
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Matematiksel Yetenek

Klasik ogretimin basanisiziginda ¢ogu kez gozden kagan bir neden de, programda
ongoriilen matematigin, ilgi ve yetenek farklar1 gozoniinde tutulmaksizin tim 6g-
renciler i¢in zorunlu tutulmasidir. Oysa, giinlitk gézlemler bile ¢ocuklarin 6grenme
yetenegi bakimindan genis bir dagihm iginde oldugunu gostermektedir. Pek ¢ok
¢ocugun uzun siirede giiclitkle kavradig: bilgiler, kimi ¢ocuklar i¢in son derece ko-
laydir. Satrang ya da miizik tutkusu gibi matematik ilgisi de herkeste degil, pek az
kimsede kendini agiga vurmaktadir. Matematik ilgisinin uyandirilmasinda kiiltiirel
cevrenin etkisini gormezlikten gelemeyiz elbet. Ne ki, kiside belli bir yénde ilginin
yogunlasmasi, o yonde iistiin bir yetenegin varhgiyla olasidir. Gergekten, belli bir
diizey iistiinde matematikte ilerlemenin canl bir ilgiyle birlikte o ilgiyi besleyen
Ozel bir yetenek gerektirdigi, matematik tarihine goz gezdiren hi¢ kimsenin kolayca
yadstyamayacag bir olaydir. Birkag 6rnek vermekle yetinecegiz:

Galileo Galilei (1564-1642), hem oncii bilimsel ¢aligmalari, hem de Engizisyon-
la igine diistiigii catismast nedeniyle uygar diinyanin goziinde 6rnek bir insandur.
Yoksul bir matematikgi olan babasi, oglunu daha kazangh bir meslege yoneltmekte
kararlydi. Galileo, 19 yasina gelinceye dek “matematik” denen bir konunun varh-
gindan nerdeyse habersiz biiyiir. Universite 6grenimine tip fakiiltesinde baglamugti.
Ne ki, bir giin bir rastlantiyla kulak misafiri oldugu bir geometri dersi, onu adeta
bityiiler: Galileo, yeni bir diinya kesfetmis olmanin coskusu igindedir artik; her seyi
bir yana iterek matematige sarilir. Sonunda bildigimiz gibi, matematiksel yontemle
deneyi birlestirerek modern fizigi yaratan Galileo ¢ikar ortaya.

Matematikte basarinin dogustan gelen dzel yetenekle iliskisine en ¢arpic1 6r-
nekleri Gauss, Abel, Galois, Ramanujan gibi biiyitk matematikeilerde bulmaktayz.

“Matematigin Prensi” diye anilan Carl F. Gauss (1777-1855), daha ii¢ yasina
basmadan, is¢ilerin iicret bordrosunu hazirlayan babasimin 6énemli bir hesap hatasi-
n1 yakalayarak onu sagsirtir. On yasinda ilkokul siralarinda iken aritmetik dersinde-
ki performans: ise daha sasirticidir: Bir toplant: icin simiftan ayrilmak iizere olan
Ogretmen, ¢ocuklar1 mesgul tutmak amaciyla 1’den 100°e kadar sayilarin toplamim
bulmalarini ister. Ogretmen tam kapidan ¢ikarken Gauss, parmagin kaldirir, sonu-
cun 5050 oldugunu soéyler. Yiiz saymnin 6yle kisa bir siirede art arda yazilip topla-
nabilecegine inanmayan dgretmen, 6grencisinden sonuca nasil ulagtigin sorar. Ga-
uss dizide en alt ve en iist sayilardan baglayarak toplam: 101 olan,

1 + 100 = 101
2 + 99 = 101
3+ 98 = 101

50 + 51 = 101
50 cift say1 oldugunu, dolayisiyla toplamin da
50 x 101 = 5050
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olmas: gerektigini soyler.") (Ogretmeninin aracihgryla Gauss'in iistiin yetenegini
Ogrenen donemin Brunswick Diikii Ferdinand, ¢ocugu 6grenim yasami boyunca
korumasi altina alir, matematik diinyasinin Prensi insanhiga kazandirilmis olur!)

Gauss'in yasam doneminde olaganiistii yetenekleriyle gen¢ yaslarinda adlan
unutulmazlar arasina yazilan iki kisi daha gikar: Abel ve Galois.

Niels Henrik Abel (1802-1829), Norveg’te bir kdy papazimin oglu olarak diin-
yaya gelir. Yoksulluk icinde gegen kisa yagaminda inanilmaz bir tutkuyla matemati-
ge sarilan Abel, 6gretmeninin yiireklendirmesiyle Newton, Euler, Lagrange ve Ga-
uss capinda biiyiik matematikgileri okumaya koyulur. Bu arada babasinin erken
6liimii 7 ¢ocuklu ailenin ge¢im yiikiinii 18 yasindaki Abelin sirtina yiiklemistir.
Ama o, tiim sikintilara karsin matematikten elini ¢ekmez; Cauchy, Gauss gibi do-
nemin inlillerinden bekledigi ilgiyi gormedigi halde ¢alismasini siirdiiriir. Daha
sonra basarisinin gizemi soruldugunda Abel, ¢omezleri degil dogrudan ustalar
okumasini gosterir.

Abel, “usta” dedigi matematikgilerin ¢ahiymalarinda kimi zayif noktalar bul-
makta, iistiinkorii ortaya konan ¢oziim ya da ispatlarni yakalamakta gecikmez. Ne
ki, onu asil yiicelten basarisi, denklemlerin cebirsel ¢6ziimiine iligkin ¢ahsmasi? ile
simdi “Abel Teoremi” diye bilinen 1826’da Paris Bilimler Akademisi’ne sundugu
transcadental fonksiyonlarin genis bir kiimesine ait genel bir 6zellik iizerindeki ¢a-
lismasidir. Legendre, yeni bir analiz dalinin icad1 saydigi bu ¢aligmasiyla Abel’in
oliimsiizlestigini sdylemekten kendini alamaz.

Abel, 26 yasinda yoksulluk ve ihmale kurban gitti; matematik dehasi onunkine
es olan Galois ise daha da erken yagta aptalca goze aldig: bir diiellonun kurbani
olur.

Simdi “Galois Teorisi” diye bilinen denklemlerin genel ¢6ziimiine iliskin 6zgiin
¢alismasinin yam sira, modern matematikte 6nemli yer tutan Grup Teorisi'nin bii-
yiik 6nciisii Evariste Galois (1811-1832), Paris’e yakin bir kdyde bityiidii. 12 yasina
gelinceye dek okula baslamads; evinde annesinin ogrettikleriyle yetindi. Aile ¢evre-
sinde matematikle ilgilenen kimse yoktu.

Galois’in 6grenim yasami tam bir anlayigsizhk ortamu icinde geger. Gittigi okul
onun goziinde bir okul olmaktan ¢ok bir kisla ya da hapishaneydi: Kat1 bir disip-
lin, kapali kapilar, yiiksek duvarlarla cevrili kocaman bir bina. Klasik diller ve lite-
ratiir agirhkl programda matematige taninan yer ¢ok dar ve 6nemsizdi. Galois bel-
ki de bir rastlant1 sonucu eline gegen bir kitapta aradig1 diinyasini bulur. Bu, déne-
min iinli matematikgisi Legendre’in geometri iizerine bir ¢cahismasiydi. Galois bir
okuyusta kavradign geometriyle adeta biiyiilenir. Oysa, okulda okutulan cebiri son
derece sikicy, ders kitabim yavan ve kati buluyordu. Cebiri okulda degil, disarda,

n(n+1)

(1) Gauss’in kullandigy iliski bilindigi gibi formiilityle genellestirilmigtir.
Bkz. IV. BOLUM,s. 51
(2) Abel kendisinden 6nce pek ¢ok matematikgiyi ugrastiran besinci dereceden denklemin

(ax® + bx* +cx3 + dx? +ex + £ = 0) ¢oziimiiniin olanaksizligini ispatlar.
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asil kaynaginda aramasi gerektigini anlayan Galois, ¢ok ge¢meden Lagrange’n ce-
birsel ¢oziimlemelere iliskin ¢alismalarini, analitik fonksiyonlar teorisini inceleme-
ye, matematigin bagyapitlarini okumaya koyulur. 15 yasindaki delikanli, matema-
tikte kendi gergek diinyasini bulmustu artik. Ne ki, okul gevresinin tepkisi kaginil-
mazdr: Ogretmenleri onu soz dinlemez, kendini begenmis bir ukala, 6zgiin goriin-
me tutkusu iginde bir “bilgi¢” diye niteliyor, durumunu umutsuz gériiyorlardi. Si-
nif arkadaslarinin goziinde “kafasini matematikle bozmus”, ¢ekilmez biriydi. Galo-
is, kurulu diizenin beklentilerine, yerlesik deger yargilarina ters diistiigii icin dislan-
mist1. Oyle ki, g6z kamastiric1 zekésina kargin giris stnavinda matematikten yetersiz
goriilerek Ecole Polytechnique’e alinmaz. Dahasi, Cauchy ¢apinda bir matematikgi-
nin bile tiim girisimlerine karsin ilgisini ¢ekemez. Bu olumsuzluklar karsisinda
diinyas1 kararan Galois kendini o sira etkinlik kazanan devrimci eyleme kaptirir;
krala agiktan kars1 ¢iktigy icin iki kez tutuklanur. Bagarisiz sayildigi sinavi 50 yil son-
ra degerlendiren matematikgiler, “siradan zekalarin dehay: katlettigi” yargisinda
birlegirler.

Son 6rnegimiz, yetkili bir kalemin, “Cagimizin en olaganiistii matematik zeka-
s;,” dedigi zavalli bir Hintli delikanliya iliskindir. 31 yasinda tiiberkiilozdan -6len
Srivinasa Ramanujan (1889-1920), 6liimiinden 8 yil 6nce kendini bir mektupla
matematik diinyasina tanitmanmn yolunu aramgti:®®

Saygideger Efendim,

Madras’ta yilda 20 Sterlin ticretle ¢alisan kiigilk bir muhasebe memuruyum. Orta
Ogrenimimden sonra tiniversiteye devam edemedim. Bog zamanlarimi matematik tize-
rinde ¢alisarak dolduruyorum. Caliymam tiniversite programlarinda 6ngoriilen ¢ergeve
diginda, kendi ¢izdigim yepyeni bir yénde ilerlemektedir. Ozellikle “agilan seriler” (di-
vergent series) tizerindeki aragtirma sonuglarimi burada gosterdigim matematikgilerin
“hayret”le kargiladiklarini belirtmek isterim. ...

Sizden dilegim, ilisikte gonderdigim sayfalardaki notlar1 incelemeniz. Eger bunlarda
bir deger bulursaniz, teoremlerimi yayimlama olanag: arayacagim. Ornek olarak gon-
derdigim notlar ulagtigim sonuglarin bir béliimii olup, aragtirmamin kendisini ve ay-
rintth ifade bigimlerini yansitmamaktadir. Yoksul ve deneyimsiz bir kimse olarak siz-
den bana yol gostermenizi rica ediyorum. Verdigim zahmetten dolay: bagislamaniz di-
legimle, derin saygilar sunarim.

S. Ramanujan

Hintli delikanh, arkadaslarinin tesvik ve yardimiyla yazdigi bu mektubu 120 te-
oremle birlikte Cambridge’de segkin kiirsii profesérii G. H. Hardy’ye géndermisti.
Hardy, saskinhigini daha sonra, “Kimsenin tammadig1 Hintli bir memurdan gelen
boyle bir sey karsisinda bir matematikginin ilk tepkisinin ne olacagin siz diigiiniin
artik!” diyerek belirtir.

(3) Bkz. James R. Newman, Science and Sensibility, s. 253.
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Teoremlerden bir béliimii bilinen seylerdi; bir boliimiinii ancak ugrasarak is-
patlayan Hardy, bir boliimiine ise tiimiiyle yabanci oldugunu goriir. Bunlar gercek-
ten apayn derinlik ve diizeyde buluslardi. Siradan bir kafanin, gecici bir hevesin
tiriinleri olamazdu.

Hardy’nin bir amis;, Ramanujan’in sayilarla ne denli i¢ten bir dostluk iliskisi
icinde oldugunu gostermesi bakimindan ilgingtir: “Putney’de hasta yatarken ziyare-
tine gitmistim. Bindigim taksinin pldka numarasi 1729 idi. Bu sayida ilging bir
ozellik bulmadigimu sdyleyince, hemen atildi, ‘Oyle degil, Hardy, ¢ok ilging sayidir
o. Iki kiipiin iki degisik bicimde toplam olarak yazilabilen en kiigiik sayidir,” de-
di.”®

Ramanujan, matematik diinyasina dogmus yeni bir yildizdi, ¢ok ge¢meden
kaybolan bir yildiz!

“Bulugs Sanat1”

Bu tiir olaganiistii 6rneklere bakarak kitle egitimine yonelik okullarimiz i¢in bir so-
nu¢ ¢tkarmak gercek¢i olmaz kuskusuz. Ne var ki, gergekten iistiin yetenekli ¢o-
cuklar1 ortalama zeka diizeyine gore olusturulan bir programa tabi tutmak da son
derece yanlistir. Bir toplumun en degerli varhig: her alanda sayisi birkag1 gegmeyen
iistiin yetenekli ¢ocuklaridir. Onlar1 siradan bir 6gretim ortaminda korletmek, yan-
lisin da 6tesinde bir haksizhik, bir yikimdr.

Cagimizin seckin matematikgilerinden G. Polya bir “bulus sanati”ndan s6z et-
mekte, bu sanatin bir yontem olarak matematik 6gretiminde kullamlabilecegini sa-
vunmaktadir. Ona gore matematik, bir yigin hazir bilgi degil, ¢ocugun arayisina
acik bir problem ¢6zme etkinligidir. Polya’'min “heuristics” dedigi 6gretim stratejisi-
ni olusturan noktalar1 baghca dért adima indirgeyebiliriz:

Birinci adim : Probleme duyarlik kazandirma: Ogrenciyi problem olustur-
ma, verilen bir problemi anlama ¢abasi igine sokmak.

Ikinci adim :  Qoziim arama: Probleme iliskin veri ve bilgileri belirlemek,
iliskiler kurmak; gerekirse problemi ana béliimlerine indir-
geyerek basitlestirmek.

Ugiincii adim ~ :  (oziim getirme: Sezgisel ussal tahminlerde bulunmak, bili-
nen ¢oziimlerden yararlanmak, hipotez kurmak, teori ge-
listirmek.

Dordiincii advm @ Coziimii test etme: Getirilen ¢oziime karsi alternatif ¢o-

ziimler olusturmak, karsit 6rnekler aramak; en giiglii ¢ozii-
mii segmek ve yoklamak.

Polya’nin dilimize de gevrilen kimi kitaplarinda 6nerdigi yaklasimi aslinda de-

(4) Aymyaput,s. 257.
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neyimli dgretmenlerin ¢ogunun yabancisi olmadig: ilkeleri icermektedir.® Ustelik
bu ilkelerin matematik 6gretimi i¢in oldugu kadar tiim diger diisiinsel etkinlikler
icin de gegerli oldugu soylenebilir. Ogrenci bu yaklagimda edilgen olmaktan ¢ik-
makta, 6gretim siirecinde problem olusturma, ¢6ziim arama, getirilen ¢oziim ya da
¢oziimleri elestirme gibi zihinsel etkinliklerle derse aktif olarak katilma firsat1 bul-
maktadir. Bagka bir deyisle, 6grenci bir arastirmaci davranisi igine girmekte, 6gren-
me, aragtirmayla 6zdeglesmektedir.®)

Problem Cézmede Deneyim ve Uslamlama

Yinelemekte yarar var: Matematik egitiminin baghca amac: kisiyi, aritietik, cebir
ve geometrinin temel bilgileriyle donatmanin yani sira, diisiinmeye yoneltmek; us-
lamlamalarinda, ulagtigi sonuglarda tutarli olma duyarhigina ulagtirmaktir. Mate-
matik bilgisiyle matematiksel diisiinmeyi karigtirmamak gerekir. Bilgi, diisiinmek
icin gerekli ama yeterli degildir. Okullarimizda siiriip gelen gretim hemen tiimiiy-
le bilgiyi 6n planda tutmakta, diisiinme aligkanh@ini kurma etkinliginden uzak kal-
maktadir. Sonug, hep bildigimiz gibi, ¢ocuklarin kafalarim yasam etkinliklerinde
belki de hi¢ kullanamayacaklari, dahas: bir siire sonra unutacaklar bilgilerle dol-
durmaktan ¢ogu kez ileri gegmemektedir. Yerlesik olan bu tutumu diizeltmenin te-
mel kosulu matematiksel diisiinme siirecinin yapisin tanimaktur.

Oziinde bir problem ¢6zme etkinligi olan diigiinme karmagik bir olaydir; degi-
sik baglamlarda farkh bigimler sergiler. Ornegin, sanatta imgelem, tarihte animsa-
ma, bilimde agiklama, matematikte ispatlama ya da daha genis deyisle sonug ¢ikar-
ma agirhk tasiyan diisiinme bigimleridir.

Ozellikle matematikte belirginlik kazanan “sonug ¢ikarma” dedigimiz diigiinme
nasil bir siiregtir. Bir sorun ya da problemle karsilastigimizda nasil davraniyoruz,
sonuca nasil ulasiyoruz? Bu soruya yamt ararken, ¢6ziimii yogun diisiinme gerekti-
ren bir iki 6rnege bakmada yarar vardir.

Problem 1: Sekiz litrelik bir ficidaki sarap iki kisi arasinda esit boliistiiriilecektir.
Elimizde biri bes, digeri ii¢ litrelik iki bos kap vardir. Esit boliigme nasil saglanabilir?

Baéyle bir durumda, davranislan diigiinmeden ¢ok pratik aliskanliklara bagh ki-
si dogrudan sinama-yanilma yoluna gider; sarabi bir kaptan 6biiriine bosaltarak
sonug almaya ¢alisir. Bir tiir “el yordami” olan bu yéntem, rastlanti ya da sansla,
aranan sonucu verebilir kugkusuz; ama ¢ogu kez uzun bir bocalama ve zaman kay-
b1 pahasina! Oysa az ¢ok diisiinme aliskanhig: kazanmig bir kisinin yaklagimi 6yle
zaman ve emek srafin1 gerektirmez; kisi, el yordami yerine “diisiinsel deney” diye-
bilecegimiz bir yontemle problemini ¢6zmeye c¢alisir. Bu yontemle ¢6ziim, verilen
bilgileri, bilgiler arasindaki iligkileri belirleme ve kullanma becerisine dayanir. Ne-
dir verilen bilgiler? Sarap dolu 8 litrelik bir fici; 5 ve 3 litrelik bog kaplar. Istenen,

(5) . Polya, How to Solveit, Mathematics and Plausible Reasoning adli yapitlarinda yaklagimn: orta-
ya koymustur. ki ciltten olusan ikinci kitap, Matematikte Endiiksiyon ve Benzetme ad1 altinda
Tiirk Matematik Dernegi Yayinlariarasinda geviri olarak ¢itkmustir (1966).

(6) Matematik egitimine iligkin bakimiz: Ek: 7, Ek: 9, Ek: 10.
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sarabin iki kisi arasinda esit boliisiimiidiir. Bu bilgilerle kisi yine sarabi bir kaptan
6biiriine bosaltarak ise koyulur. Ancak bu kez bosaltma eylemi fiziksel degil, dii-
siinseldir; rasgele degil, ¢oziime elveren iligkiler kurularak yapilir. Ornegin, bos
kaplar arasinda 2 litrelik bir farkin olmas1 6nemli bir ipucu saglayabilir. Bir bagka
ipucy, bosaltma ve doldurmalarin, figida 4 litre sarap kalacak sekilde yapilmas: ge-
reginde bulunabilir. Céziime ipucu veren bu tiirden bir ya da iki iligki bizi aranan
sonuca gotiirebilir. Bagka bir 6rnek alalim.

Problem 2: Boyutlar1 3x3x3 cm. olan tahtadan, kirmiziya boyanmus bir kiip var
elimizde. Bu kiip, boyutlar1 1X1X1 cm. olan kiigiik kiiplere boliinse, kiigiik kiiplerin
toplam kag ytzii boyal olacaktir?

Burada da ise dogrudan fiziksel deneyle baslanabilir. Ornegin belirlenen boyut-
ta tahtadan kiip kesilir, boyamir; sonra bu kiip, kenar uzunlugu 1 cm. olan kiigiitk
kiiplere testereyle kesilerek béliiniir, boyal yiizler sayilir. Ya da, daha basit yoldan,
kiipiin boyal 6 yiiziinde 1 cmlik kareler gizilerek sayilir. Oysa ¢6ziim, bu tiir fizik-
sel hareketlere bagvurmaksizin, salt uslamlamayla da bulunabilir. Bunun i¢in, daha
once de belirttigimiz gibi, probleme iliskin bilgileri belirlemek, ¢6ziime ipucu sagla-
yacak iliskileri kurmak gerekir. Eldeki bilgilerden biri kiigiik kiiplerin sayiss; bir di-
geri kiiciik kiiplerin tiim yiizlerinin boyali olmadigidir. Boyal yiiz sayisimin kiigiik
kiipiin konumuna gore degistigi, ¢6ziime ipucu saglayan énemli iliskidir. Koselerde
yer alan kiiplerin 3, kenarlarda yer alanlarin 2, yiizey ortasinda yer alanlarin ise yal-
nizca bir yiizii boyahdir. Belirlenen bilgiler kisinin ya daha 6nceki deneyimlerinde
vardir, ya da durum tizerindeki yeni gézlemlerle saglanabilir. Boyali yiiz sayisimin
konuma goreligi ise, kisinin imgelem ya da zeka giiciiyle bulmas: gereken iliskidir.

Verdigimiz 6rneklerden de goriildiigii gibi problem ¢6zmede “uslamlama” de-
digimiz diisiinsel etkinlik yeterlidir; yeter ki, bu etkinlik kiside bir deneyim, bir an-
laksal ahskanhk niteligi kazanmis olsun. Bu da, kuskusuz, ilk yillardan baslayan bi-
lingli bir egitim siirecini gerektirir. Cocugun giinliik deneyimlerine dayal,, gergek
anlamda problem ¢6zmeye yo6nelik matematik dgretimi bu egitimde hi¢ kuskusuz
en etkili araclarin baginda gelir.

Matematiksel diisiinme, kurallan belli salt dediiktif ¢cikarimdan ibaret degildir;
her agamada kisinin deneyim, sezgi, yaratici imgelem ve zeka giiciinii gerektirir. Bu-
nu, verdigimiz basit drneklerde oldugu gibi daha karmasik ya da soyut 6rneklerle de
gosterebiliriz. Ornegin, iiggeni alahm. Geometrinin postulatlar1 iiggenin varhgin
mantiksal olarak olanakl kilmaktadir. Ama bu demek degildir ki, “iiggen” dedigimiz
nesne dediiktif ¢ikarsamanin bir iiriiniidiir. Uggen kavraminin mantiksal niteligi
sonraki agamalarda ulasilan bir gelismedir. Baslangicta iiggen ve benzer nesneler (or-
negin, cokgenler, daire, vb.) insanoglunun deneyim ve zekasinin bir iriinii olarak
ortaya konmustur. Cevremizde o tiir kavramlara yol agan pek ¢ok nesnel goriintiiler
vardir. Geometrik sekillerin bir¢ogu bu goriintiilerin anlagimizda olusan soyut ve
daha diizgiin imgeleridir. Geometri bu imgelerden kaynaklanan, giderek uslamlama
yoluyla mantiksal yetkinlige ulagan bir ¢aligmadir. Matematik egitimi, her diizeyde,
matematigin gelisme siirecindeki bu 6zelligi goz 6niinde tuttugu 6lciide basarili olur.
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EK:1
KULTUREL BIR BIRIKIM OLARAK MATEMATIK

William L. Schaaf (1961)

Genellikle biiyiik kiiltiirleri belli 6zelliklerin belirledigi sdylenebilir. Ornegin, eski
Misir ile Babil’de bir tiir mistisizm ve duyumsallik egemendi; antik Yunanhlar igin
diisiinsel ugragslar oncelik tasird;; Romalilar ise daha ¢ok devlet yonetimi, savasma
ve fetih basarilarina agirhk veriyordu. Bati Avrupa’nin 1.S. 600-1100 dénemindeki
kiiltiirii bityiik olciide dinsel nitelikte idi. Rénesans ile XIX. yiizyil arasimi dogaya
acilma, bilimlerin baglama ve gelisme donemi diye niteleyebiliriz. Son iki yiizyillk
donemde insanoglunun dogaya giderek artan ol¢iide egemen olma ¢abasinin dam-
gasin bulmaktayiz. Bunun kanitini yalnizca bilim ve teknolojideki genel basarilar-
da degil, fakat aym zamanda esi goriilmemis endiistri iiretiminde, etkili kitle iletisi-
miyle birlikte gelen otomasyonda gorebiliriz. Cagdas kiiltiiriin yaratici dilini bilim
olusturmaktadir; matematik, bu dilin alfabesidir.

Empirisizm Doneminin Katkilar:

Gegmis donemlerde matematik yalmzca kiiltiiriin gelisimine yol agan 6nemli bir
arag degil, ayn1 zamanda, kiiltiiriin bigimledigi bir gelismeydi. Antik Grek oncesi,
“matematikte emprisizm dénemi” diye nitelenebilir. Babil ve Misir matematiginin
bashca ugras konusu, astronomi ve takvime iliskin sorunlardi. Bu arada tapinak,
gomiit ve diger dinsel yapilarin yam sira arazi 6lgme, harita ¢ikarma, basit mithen-
dislik gibi pratik islerde de matematikten yararlaniiyordu. Ashnda Babillilerin arit-
metik ve 6lgme bilgilerini daha 6nce gelen Siimerlilere borglu olduklarini séyleye-
biliriz. Nitekim, 1.0. 2500 yillarinda Siimerlerin agirlik, uzunluk &l¢iilerini iyi bil-
dikleri, basit ve bilesik faiz hesaplarim iistiin bir beceriyle yaptiklar: bilinmektedir.
Babilliler daha ileri giderek, olduk¢a karmasik diizende, garpma, kare ve karekok
alma tablolan gelistirirler. Hatta sifir1 kullandiklan bile soylenebilir (gergi sifirin
icad1 genellikle Hint kiiltiiriiniin bir katkis1 olarak bilinir). Kisacasi, Babilliler he-
saplama tekniginde c¢ok ileri bir diizeye ulasmiglardu.

Matematikleri aym sekilde empirik nitelikte olan Misirhlarin da hesaplama tek-
niginde ileri gittikleri bilinmektedir. Daha 1.O 3500 gibi erken bir dénemde say sis-
temleri yiizbinleri, milyonlar1 kapsayacak genislikte idi. Enflasyon ve ulusal borglan-
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ma heniiz bilinmedigi i¢in, milyarlardan s6z edilmiyordu. Misirhilarin birim kesirleri
kullanmadaki becerileri goz kamastirici diizeydeydi; denetleme hesaplarinin degerini
bildikleri, negatif sayilar1 kullanmakla genel say1 kavramina ulastiklar1 anlagihyor.

Babil ile Misir matematiginin temelde empirik nitelikte olmasina karsin, bu iki
kiiltiir gesitli yonlerden gelecege damgasin1 vurmaktan geri kalmamstir. Say1 kav-
rami gok katlannmin incelenmesi i¢in oldugu kadar, pazaryerinin algveris islerini
diizenlemek igin olugturulmustur; geometrik sekil diigtincesi, alan 6l¢me, harita ¢i-
karma, miihendislik ve astronomi ¢aliymalarinda ortaya ¢ikmugtir. Dahasi, zayif
kalmakla birlikte, cebirsel simgelesimin o dénemde bagladig ileri siiriilebilir. Bi-
lingli olmasa da, dogal sayilarin gergevesini asip genisleme yoluna girmesi gene bu
kiiltiire bor¢lu oldugumuz bir gelismedir. Olgme deneyimlerinin bir sonucu olarak,
matematiksel sonsuzluk diisiincesine yaklagildig bile soylenebilir.

Yunan Yaklagimmin Etkisi

Antik Yunanllann elinde, L.O. 600’den baglayarak, matematik, yeni bir gelisme
agamasina girer. Sonra gelen 900 y1l boyunca matematigin Yunan kiiltiiriinde aldi-
g1 yer son derece 6nemli olmustur. Oysa, o donemde aritmetikte saglanan gelisme-
nin énemsiz bir iki noktadan ileri ge¢medigini bugiin bilmekteyiz.

Yunan diigiiniirlerinin, siradan sayilara iligkin bilgimizi iki tiire ayirmalan iize-
rinde durulmaya deger bir noktadir: Logistiké dedikleri hesaplama sanati, arithme-
tiké dedikleri soyut say: teorisi. Daha sonra Latince bicimiyle logistica giinliik alig-
veris, ticaret, sanat ve cografya ile astronomiyi de igine alan bilimsel etkinliklerde
kullanilan sayisal hesaplama tekniklerini kapsiyordu. Arithmetica ise, sayilarin ozel-
liklerine iligkin bir ¢aligmayds; kabaca simdi “yiiksek aritmetik” ya da basit “say: te-
orisi” dedigimiz asal sayy, ¢arpanlara ayirma, ¢akigma, vb. konulara iligkin bir ¢ahs-
ma. Yunanllarin goziinde logistica, matematikg¢i ve filozoflarin ilgisine degmeyen
“asagihk” tiirden bir ugrasti. Bu tiir kaba isleri siradan kisilerin ugragi sayan diisii-
niirler icin 6nemli olan arithmetica, geometri ve felsefe idi. Ger¢ekten, modern he-
saplama yontemleriyle kargilagtinldiginda, Yunan logistica’s: son derece kullanigsiz,
kaba ve ilkel bir ¢cahgyma idi. Yunanhlarin sayi sistemi bu yonde daha ileri bir ¢alig-
maya elverigsizdi.

Degisik adlar altinda da olsa iki ¢aligma arasindaki ayirim, matbaanin ortaya
cikigina gelinceye dek siirdiiriiliir. Orta Caglar'da ltalyan yazarlan logistica’ya “pra-
tik aritmetik” demislerdi. Rénesans dénemi Latin yazarlan ars supputandi deyimini
kullanirlar. XVI. yiizyihn ilk yarisindan baglayarak iki ¢calismanin Aritmetik adi al-
tinda toplandigini gérmekteyiz.

Yunanhlarin arithmetiké dedikleri calismaya gelince, kisaca soyle diyebiliriz:
Matematiksel ¢aligmalari Pythagorascilar (1.0. 500) dort dala ayirmiglardi: Mutlak
sayllar, ya da aritmetik, uygulamah sayilar, ya da miizik, duragan biyiiklikler, ya
da geometri, hareket halindeki biiyiikliikler, ya da astronomi. (Orta Caglar’da bu
dort cahisma, quadrivium adiyla anilmistir.) Yunan aritmetiginin zayif yani, daha
baglangicindan itibaren, say1 kavramlarinda Dogu gizemciliginin etkisine girmis ol-
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malarndir. Yiizyillar gectikge bu etkinin giiglendigi, sonunda Yunan matematigi ile
bilimini yozlastirdigy bilinmektedir. Gematria dedikleri say1 biiyiisii ve bu biiyiiniin
etkileri Orta Caglar boyunca siiren diger birtak:m saplantilar nedeniyle Yunan ma-
tematigi, ne cebiri, ne de kalkiiliisii bulacak diizeye erisemeden kalir.

Ne ki, tiim bu eksiklige kargin, Yunanhlarin aritmetige ya da say1 teorisine kat-
kilarinin &nemi gormezlikten gelinemez. Ornegin, (1) Sayilarinin béliinebilirligine
iligkin kimi temel teoremlere ulastiklary; (2) asal sayilarin sonsuz oldugunu ispatla-
diklarg; (3) V2 gibi sayllarin (ve genel olarak, karenin kenar ile kosegeninin ortak
olgiisiiz) irrasyonel oldugunu bulduklan bilinmektedir.

Yunanhlarin matematige katkilarinin en 6nemlisi, ne zaten basit diizeyde kalan
say1 teorisinde, ne de zaten dnemsenmeyen hesaplama tekniginde degildi. Onlarin
en biiyiik katkilar, iki temel kavram ya da yaklasima iliskindi. Bunlardan biri geo-
metriyi bir sistem olarak kurmada kullandiklan dediiktif ¢ikarim yontemi; digeri
fizik diinyasim1 matematiksel betimlemeye elverisli bulmalari, daha dogrusu, sayiyr
bilimin dili saymalariydi. Bu iki katki, aradan gegen iki bin yil boyunca, Bat1 uygar-
ligim derinden etkileyen biiyiik bir mirasi olusturmusgtur.

Corak Dénem

Roma Imparatorlugu’nun diismesinden sonra Bat1 kiiltiirii bin yillik bir duraganlik
ve bocalama dénemi yagar. 1.S. 400-1500 aras: tiim bilgi alanlarinda oldugu gibi
matematikte de tam anlamyla verimsiz, ¢orak bir dénemdir. Matematik var oldu-
gu kadanyla bir avug insanin 6zel ilgisi ¢ercevesinde kalan bir etkinlik olarak siirer.
Bunlardan biri, 1.S. 500 sirasinda yasayan Boethius’tur. Matematik gelenegini siir-
diirenler arasinda iki din adaminin adlarim da anmak gerekir: 775 siralarinda yasa-
yan Alcuin ile 1000 yillarinda yagayan IL Sylvester adiyla Papa olan Fransiz asilli
Gerbert. ltalya ve Ispanya’da genis gezilerde bulunan Gerbert, Arap matematigini,
oOzellikle Hint-Arap rakamlarim 6grenmek firsatimi bulmusgtur.

XII, XIII ve XIV. yiizyillarda derebeylik sisteminin gerilemesiyle Milano, Vene-
dik, Floransa, Pisa ve Cenova gibi ticaretiyle iinlii kent-devletleri ortaya ¢ikar. Bu
sirada matematik gelisen ticaret ve para ekonomisi gibi el sanatlan ve teknolojinin
de etkisini duymaya baglar. Ozellikle mimarlik, askeri miihendislik, denizcilik ve
astronomi alanlarindaki gelismelerin matematik iizerinde biiyiik etkisi olmustur.
Matematigi etkileyen ticaret faaliyetleri arasinda mal takasi, giimriik, senet, tahvil,
faiz, iskonto, tefecilik, kira, sigorta, ortaklik gibi islemler sayilabilir. Bu arada Fibo-
nacci adiyla da bilinen iinlii yazar Pisa’lhi Leonardo’nun, tiim kars1 koymalara kar-
sin, Hint Arap rakam sistemini Bati diinyasinda benimsetme ¢abasi amlmadan ge-
¢ilmemelidir. Leonardo’nun 1202’de yazdig Liber Abaci adli yapitiyla Batr’da mate-
matigin yeni gelisme donemini a¢tif soylenebilir.

Hint-Arap Rakamlan ve Aritmetikte Canlanan Ilgi

Hint-Arap rakamlarimin Batr'ya gegmesini, Avrupalilarin Magriplilerle giristikleri ti-
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caret iligkileriyle, 6grenimlerini Ispanya iiniversitelerinde siirdiiren bilginlere borg-
luyuz. Onceleri ényarg: ve biraz da tembellik nedeniyle kars: ¢ikilan bu gelisme,
ancak XVLI yiizyilda tiim Avrupa’ya yayilarak istenilen basariya ulagir.

1453’te Bizans Imparatorlugu’nun ¢okiisii iizerine, matematiksel ¢aligmalara
karsi, bu arada ozellikle antik déneme ait kaynaklar iizerinde uyanan bityiik ilgi za-
manla Orta ve Bati1 Avrupa’ya yayilir. Bu dénemin en etkili yazarlarindan biri olan,
trigonometrideki ¢alismastyla iinlii Alman matematikgisi Regiomontanus’un mate-
matiksel ¢aligmalara karsi ilginin yogunluk kazanmasinda etkisi bityiik olmustur.
Fibbonacci’yi izleyen iki yiizy1l boyunca ilerleme giderek hizlanir: Matbaanin orta-
ya ¢ikmasi, Hint-Arap rakamlarinin yayginlik kazanmasi, matematige yonelik ilgi-
nin lItalyan kentlerinin sinirlarini agip kuzeybati iilkelerine yayilmasi ilerlemeyi bii-
tiinleyen olaylardir. Regiomontanus™un trigonometrisini, Luca Pacioli'nin 1494’te
ctkan Summade Aritmetica’s1 izler. Bu yaput, aritmetik alaninda yayimlanan kitaplar
icinde en eskisi ve etki alan1 en genis olamdur.

XVL yiizyilda aritmetikteki gelismeyle birlikte matematikte yeni ufuklara agil-
ma da baglar. Matematige yonelen bilginlerin sayis1 giderek artarken, yeni ders ki-
taplar1 yazilir; bilim ve mekanik daha biiyiik ilgi toplamaya baglar; matematik, de-
geri kendi icinde salt entelektiiel ilgiye yonelik bir konu kimligi kazanir.

Bu verimli dénemde, giiniinde son derece popiiler olan Robert Recorde’nin
Sanatlarm Temeli (Londra, 1540); Hollandali yazar Gemma Frisius’un, kuramsal ve
uygulamal1 aritmetigi birlestiren ve ¢ok begenilen ders kitaby; Felemenk yazar Si-
mon Stevin’in ondalik kesirleri benimsetme yolunda 6nemli katk: olusturan ¢alig-
masy; Iskog soylusu John Napier’in logaritmanin icadiyla sonuglanan ¢alismas: bas-
lica gelismeleri olusturmaktadir. Descartes’in analitik geometrisiyle Newton ve Le-
ibniz’in kalkiiliisiiniin olustugu 1650-1850 déneminde ise matematikgiler ¢abalari-
n1 daha ¢ok cebir ile geometrinin yani sira modern analiz iizerinde toplarlar. Basit
aritmetige gelince, bu alandaki ¢alismalarin gorecel olarak zayif kaldig: gériilmekte-
dir. Hint-Arap rakam sisteminin benimsenmesi, ondalik kesirlerin sagladig yararin
fark edilmesiyle birlesen bu gelismeler, matematige 4deta tamamlanmis bir konu
goriiniimii kazandirmistu.

Aritmetigin Ikili Islevi

Aritmetigin 1850’den giiniimiize degin insanhigin kiiltiirel tarihinde ikili bir islev
sergiledigi s6ylenebilir. Herkesce bilinen siradan ilk islevi, sanat, bilim ve ticaret et-
kinliklerinde arag olarak kullanilmasidir. Aritmetigin arag olarak sagladig1 biiyiik
yarar kimi taninmis yazarlarca (6rnegin, L. Hogben, H. G. Wells, H. Mcky, vb.)
¢ok ¢arpic bir dille anlatilmistir. Zaten bu nokta iyi bilindiginden iizerinde daha
fazla durulmaya gerek yoktur.

Aritmetigin daha az bilinen, ancak bir¢c'c yonlerden daha ince ve koklii olan
ikinci islevidir. Son yiizyilda ortaya ¢ikan bu islev, matematigin mantiksal temelle-
rini aragtirma ve bu temel iizerine kurulu yapisini belirleme yolunda aritmetigin
oynadigx katalizér roliinde kendini gostermektedir. XX. yiizyl matematiginin en
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6nemli 6zelligini olusturan bu gelismeyi, her seyden 6nce, aritmetigin daha soyut
ve daha genel bir nitelik kazanmasina, sonra cebir ile analizin koktenci “aritmetik-
lestirilmesi’ne borgluyuz. Bunu birkag kelimeyle agiklamaya ¢alisalim.

Matematiksel Yapinin Belirlenmesi

Pythagoras tiim matematigin, 1, 2, 3, ... gibi bildigimiz sayilardan olustugu inancin-
daydi. XVIIL ve XIX. yiizy1l matematikgileri, ytizeysel bulduklar1 bu gériisle yetine-
mezlerdi elbet. Onlar, say1 kavramini siradan tamsayilarin 6tesinde negatif tamsayi-
lary, sifiry, rasyonel, irrasyonel, gergel ve sanal sayilar1 kapsayacak bicimde genisletti-
ler. Pythagoras’in aklina durgunluk verecek bu agilmanin yam sira, XIX. yiizyiin
ortalarinda devrim niteliginde bir gelisme daha oldu: Matematik daha 6nce goriil-
menmis bir imgelem (muhayyile) 6zgiirliigii kazandi. Devrim, 1830’larda gergeklesen
kimi gelismelerden kaynaklanir. Ornegin, Lobachevsky’nin énciiliigiinde Euclides-
dis1 geometrinin ortaya ¢ikisy; Peacock, Gregory ve De Morgan’in 6nciiliigiiyle ce-
birde soyut yaklagimin gecerlik kazanmasi, bu gelismelerin baslicalaridir. Artik geo-
metri gibi cebir de Euclides’in verdigi modeli izleyerek soyut hipotetik-dediiktif bir
sistern niteligi kazanmaliydi. Daha sonra Hamilton (“a xb’nin b xa’ya esit olmadig:
varsaylldiginda ortaya ne tiir bir cebir ya da aritmetik gikar?” diye sorarak) ¢arpma-
nin degisim yasasini yadsima yoluna gittiginde, kapilar degisiklik arayan yeni ati-
limlara iyice agilmus oldu. Artik matematikgiler daha soyut ve daha genel kavramla-
ra gitme, yeni teoremler olusturma, postulatlarin olasi tiim sonuglarini yoklama 6z-
giirligiine kavusmugslardi. Baslica hedef matematigin asil yapisin belirlemekti.

Cagdas Matematik

Yeni ufuklara agilma hareketi 6niine gecilmez bir gii¢ kazanmigti. Boole, modern
mantiga yol acan ¢alismasiyla (Diisiince Yasalar:, 1854) agilmaya yeni bir boyut ge-
tirir. 1870’lerde Cantor, Dedekind, Weirstrass, vb. gergel sayilar tizerinde derinle-
mesine yiiriittiikleri ¢calismalariyla sahneye ¢ikarlar. 1899°da koktenci bir adim daha
atilir: Hilbert’in geometriyi soyut mantiksal bir sisteme dontistiirme girisimiyle ak-
siyomatiklestirmenin 6n plana ¢ikmasi. Hilbert'in yaklasiminda, geometrik nesne-
lerle sayilar salt soyut simgelere doniigiir; matematiksel aragtirma bu soyut simgeler
arasindaki iliskilerin nitelik ve yapisini belirlemeye y6nelik bir ¢alisma olur. Kald
ki, Hilbert'ten yaklasik on yil 6nce Peano aritmetigi aksiyomatiklestirme yolunda
onemli calimasim ortaya koymustu. Bilindigi gibi, Peano tiim aritmetigi dogal sa-
yilara iliskin ii¢ ilkel terimi igeren bes postulat tizerine kurar. Bu gelismelerde sar-
kacin bir kez daha Pythagoras’a déndiigiiniin isaretini bulmaktayiz.

Peano ve Hilbert’le baslayan aksiyomatiklesme, XX. yiizyil matematigini bi¢im-
leyen en 6nemli gelisme sayilsa yeridir. Cagdas matematik daha 6nceki dénemler-
den iki yonden farklidir: (1) Inceleme konusu nesnelerin igeriginin degil, aralarin-
daki soyut iligkilerin 6n plana gegmesi; (2) Matematigin bir sistem olarak dayandi-
g1 temel kavramlarin israrla irdelenmesi.
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Matematiksel diisiinmenin gegerligi, inceleme konusu nesnelerin niteliginden
degil, diisiinmenin kendi niteliginden kaynaklanmaktadir. Siradan insanlarin, ma-
tematikte gordiigiimiiz iist diizeyde soyut ve genelleyici diigiinme bigimine yabanc
kalmalar1 dogaldir. Matematigin pek ¢ok kimseyi itmesinin bashca nedeni de bu-
dur. Gergekten matematik, kavranmasi kolay bir konu degildir. Profesor C. H.
Judd’un su sézlerini egitimcilerin akillarinda tutmasinda yarar vardur:

-.. ¢ocuklar diinyaya kahtimlarinda bir say1 sistemi tagiyarak gelmezler; say1 kavrami
dogustan degil, sonra kazandigimiz bir kavramdir. Cocuklardan okulda insan akhnin
en yetkin iriini olan say1 simge sistemini 6grenmeleri beklenir. Bu sistemi 6grenme
siirecinde onlar soyut diizeyde diisiinmeyi de 6grenirler. Bir kisinin ya da bir kusagin
kendi bagina asla gelistiremeyecegi son derece karmagik entelektiiel bir araci kullanma-
lar1 s6z konusudur. Icadi ve yetkinlige ulasmas, insanliktan yiizyillar alan kavramsal bir
yoéntemi kullanma becerisini gocuklar gogunluk birkag yillik kisa bir siirede kazanirlar.(!)

Matematik dilsel bir etkinliktir; asil amaci, acik ve kesin iletisimdir. Anadilin-
den sonra, say1 dili, hi¢ kuskusuz, insanin en biiyiik simgesel triiniidiir. Hatta de-
nebilir ki, say1 dili baz1 yonlerden anadilinden de daha etkili bir iletisim aracidir.
Kisacasi, matematik biiyiik bir kiiltiirel kalittir. Gergi baslangic1 heniiz yeterince ay-
dinlanmis degildir; ancak, kiiltiirel bir hazine olarak matematik gelecegin kugsaklar-
na 6viingle birakabilecegimiz bir bagaridir.

[Bu metin, Our Mathematical Heritage
(Ed. M. L.Schaaf)danalinmistir.]

(1) Charle H. Judd, Educational Psychology, New York, Houghton Mifflin 1939, s. 270.
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E. T. Bell (1940)

Tarihin her doneminde tiim uygar insanlar matematigi 6grenme ¢abasi i¢inde ol-
mugtur. Sanat ve dil gibi matematigin de tarih 6ncesine uzanan kokeni belirsizlik
icinde kalmstir. 1k uygarhk dénemlerindeki durumu da ancak giiniimiiz ilkel top-
luluklarin davraniglarina bakarak belirleyebiliyoruz. Kaynagi ne olursa olsun, gelisi-
mini bugiine degin siirdiiren matematigin “say1” ve “sekil” diyebilecegimiz iki ana
ugras konusu vardir. Bunlardan ilkini aritmetik ile cebir, ikincisini geometri temsil
etmektedir. XVIL yiizyilda birlesen bu iki kol giderek genisleyen matematiksel ana-
liz irmagim olugturmustur.

Bes Akint1

Say1 ve sekil ana kollan1 pek ¢ok akintilardan beslenerek bityiimiistiir. Bunlardan
ozellikle iki tanesi, baglangigtan giiniimiize degin ¢ok etkili olmugtur. 1, 2, 3, ... do-
gal sayilar ile sayma iglemi matematikgileri “taneli cokluk” kavramina gétiirmiistiir.
V2, V3, V6 gibi irrasyonel sayilan olusturma, egriler ya da ortak 6lciisiiz dogrularla
cevrili diizlem alanlarn1 (aym sekilde yiizey ve hacimleri) belirleme ¢abas;; bunun
yam sira hareket, bityiime ve benzer siireklilik gosteren degisiklikleri betimleme ih-
tiyac1 “siireklilik” kavramina yol agrmugtir.

Tim matematik tarihi bu iki kavramin ustiinlik kurma savagimi olarak yo-
rumlanabilir. Bu ¢atisma, Grek felsefesinin baglangic doneminde 6n planda yer tu-
tan eski bir savagimn, Tek’in Cok’u altetme savasiminin bir yankis: gibi gériinebi-
lir. Ama “taneli gokluk” kavramu ile “siireklilik” kavraminin, matematigin ilerleme-
sinde birbirine sagladig karsilikl destek gozoniinde tutulursa, ¢atigma imajinin hig
degilse matematikte pek de yerinde oldugunu sdyleyemeyiz.

Bazi matematikgiler siireklilige iliskin problemlere yoneliktirler. Calismalarim
geometri, analiz ve uygulamali matematikte siirdiirenler bu tiirden matematikgiler-
dir. Ote yandan tiim kollariyla say: teorisi, cebir ve matematiksel mantik alanlarin-
da ¢ahsanlar icin taneli ¢okluk kavram agirhk tasir. Ashinda s6z konusu iki egilim
arasinda kesin bir ayirm gosterilemez. Seckin matematikgilerin, ¢ogunluk, iki y6én-
de de basarili oldugunu biliyoruz. '
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Matematik tarihinde sayi, sekil, taneli gokluk ve siireklilik kavramlarinin yam
sira, Ozellikle XVIL vyiizylldan bu yana, agirlik kazanan bir besinci 6zellikten daha
soz edilebilir. Antik Cag’da astronomi ve miihendislikle baslayan, yasadigimiz ¢ag-
da biyoloji, psikoloji ve sosyolojiyle etkinligini siirdiiren bilimler, gelismelerinde gi-
derek daha fazla matematiksel yontemlere dayanmak ihtiyacim duymuslardir. Da-
ha ¢ok bu ihtiyacin zorlamas: sonucu matematik de, 1637’den baslayarak g6z ka-
mastirict bir atihm i¢ine girmistir. Gene, XVIIL. yiizyilin ikinci yaris: ile XIX. yiizy-
lin ilk yanisinda gergeklesen endiistri devrimi de matematigin gelismesini kamgila-
yan 6nemli bir etken olmustur. Gerek bilimsel, gerek endiistriyel ¢alismalarin orta-
ya ¢ikardigi problemlerin ¢6ziimii ¢ogu kez matematigin olanaklarini zorlamis, ye-
ni yontem, model ve tekniklerin icadina yol agmigtir. Bunun bir 6rnegini su sirada
(1940) biiyiikk 6nem tagtyan anaforlu akis olusturmaktadir. Bu ve benzer pek ¢ok
durumlarda goriildiigii tizere salt teknik nitelikte bir giigliigii ¢6zme ¢abasi ¢ogu
kez matematikte yeni bir icat ya da ilerlemeye kap1 agmustir.

Zaman Olgegi

Matematigin bireysel ilerlemelerine bakmadan 6nce, zaman icindeki yayilimim
gozden gegirmekte yarar vardir.

Topluca bakildiginda, matematiksel gelismenin zaman icinde ¢izdigi egri, biyo-
lojik bityiimenin iissel egrisini andirmaktadir. tkisinde de baslangicta yavas ve be-
lirsiz olan ilerleme c¢izgisi, ¢agimiza yaklastik¢a artan bir hizla yiikselmeye baslar.
Gergi egrinin tiimiiyle diizgiin oldugu s6ylenemez; sanat gibi matematigin de dura-
gan donemleri olmustur. Boyle bir dénemi Orta Caglar’da gormekteyiz; Islam uy-
garliginin olumlu etkisine karsin Avrupa matematikte bir tiir “barbarhk” dénemi
yasar. Oysa Archimedes’in yasadigi 1.0. 3. yiizyilla kargilagtirildiginda Islam mate-
matigi bile oldukea geri bir diizeydeydi. Ne var ki, zaman zaman yasanan durakla-
ma ya da gerilemelere karsin, biitiiniiyle bakildiginda, matematik tarihinin bir iler-
lemeyi sergiledigi g6zden kagmamaktadir.

Matematigin gelisme egrisinin, sanat ve miizik gibi diger kiiltiirel etkinliklerin
gelisme egrileriyle tam bir benzerlik iginde oldugunu beklemek yanhghgina diisme-
meliyiz. Heykelcilikte bir bagyapit bir kez parcalandi m1 onu yeniden olusturmak
soyle dursun, hatirlamak bile olanaksizdir. Matematikte ise biiyiik diisiinceler, de-
gisen modalardan etkilenmeksizin, yasamim siirdiiriir, giderek daha zenginlesen
matematiksel mirasta yerini alir. Insanoglunun bugiine degin olugturdugu biricik
evrensel dilde ifadesini bulan matematiksel diisiinceler, edebiyat ve sanatin tersine,
yerel ya da ulusal begeniye bagh degildir. Bugiin birka¢ bilim-adami diginda kim
eski Misirhlarin iki hirsizi konu almig masalina ilgi duymaktadir? Gene kag kisi ii¢
bin y1l 6nce yasamus bir topluluk i¢in ilging olan bu masal yeterince degerlendire-
bilecek 6lgiide hiyeroglif yazisin1 bilmektedir. Oysa, Misirlilarin kesik kare pirami-
din hacmini bulmaya iliskin kullandiklar1 yontem bir miihendise, hatta az ¢ok 6lg-
me bilgisi olan bir okul 6grencisine gosterilse, hi¢cbir sikintrya yol agmadan hemen
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anlagihr. Matematikte elde edilen gegerli sonuglar korunmakla kalmamakta, yeni
bulus ve sonuglara ulasma olanagini da saglamaktadir.

1800°den sonraki gelismeleri az ¢ok bilen matematikgilerin biiyiik ¢ogunlugu,
daha 6nce ge¢mis uzun donemle karsilastirildiginda, gelisme egrisinin son 150 yil-
ik dénemde biiyiik bir yiikselis gosterdigini kabul etmektedir. Matematik tarihini
bu gelisimi i¢inde algilamak i¢in her seyden 6nce acik ve yansiz bir kafa olgunlugu-
na ihtiya¢ vardir. Yagsayan matematigin yakin ge¢miste eristigi ileri ¢alismalar yete-
rince bilmeyen kimselerin, matematikteki altin ¢agin ¢ok gerilerde kaldig: gibi te-
melsiz bir goriise bagh kaldiklarin1 gormekteyiz. Bu goriisii, dogal olarak matema-
tikgiler paylasmamaktadir. XIX. yiizyilla baslayan son donem, matematik ve mate-
matik tarihini biraz bilen herkesin goziinde asil altin ¢ag1 temsil etmektedir.

Dikkatli bir yaklasimla, matematik tarihini degisen uzunlukta baslica ii¢ done-
me aywrabiliriz. Bunlara “uzak”, “orta” ve “yakin” adlarini verelim. Uzak dénem
baslangictan 1637’ye kadar; orta dénem 1638’den 1800°e kadar, yakin dénem ise
1801°den (bazilar1 1801 degil, 1821’i son dénemin baslangic1 sayar) giiniimiize de-
gin siiren zaman dilimlerini kapsamaktadir. Bugiin uzman matematikgilerin bildik-
leri matematik iste bu son dénemde olusan matematiktir.

Bu tarihlerin dayandigi kesin nedenler vardir. Geometri, Descartes’in basyapi-
tiyla analitik niteligini 1637’de kazanir. Yaklagik elli yil sonra, Galileo ile New-
ton’un dinamigiyle birlikte, Newton ile Leibniz’in ortaya koyduklar: kalkiiliis tiim
yaratici matematikgiler i¢in ortak bir miras olusturur. Bu ilerlemenin ¢apini pek az
kimse Leibniz’den daha iyi degerlendirebilirdi. Soylentiye gére Leibniz, Newton’un
sagladig gelismenin daha onceki tarih boyunca saglanan tiim gelismelerden daha
iistiin oldugunu s6ylemistir.

XVIIIL yiizyll matematikgileri, Descartes, Newton ve Leibniz yontemini, o za-
man var olan matematigin her dalinda kullanmaya koyulurlar. Bu yiizyilin belki de
en belirgin 6zellii arastirmanin soyut ve genel bir karakter almasidir. Soyut dii-
siinme yonteminin sagladig giiciin tam anlamiyla kavranmasi XX. yiizyih bekle-
misse de, daha o zaman Lagrange’in cebirsel denklemler iizerindeki galigmasiyla
analitik mekanikte bu gii¢ kendini yansitmaktadir. Lagrange, mekanikte dogrudan,
evrensel bir yontemle fiziksel bilimlerde bugiin bile giiciinii koruyan bir gelismenin
onciistidiir. Ondan 6nce boyle bir caligmaya rastlamamaktayiz.

1801 yilina gelince, bu, Gauss’in bagyapitinin yayimlandigy, birbirini izleyen bir
stirii icatlarla dolu yeni bir dénemin baglama tarihidir. Kimilerinin alternatif olarak
gosterdikleri 1821 yili ise, Cauchy’nin diferansiyel ve integral hesaplar1 aydinlatma
yolunda baslattig1 basarili ¢aliyjmanin ortaya ¢iktig1 yildir.

XIX. yiizyilda giderek hiz kazanan biiyiik atilimlardan birini geometri alaninda
bulmaktayiz. Bu yiizyilda yetisen su bes kisiden her birinin (Lobachevsky, Bolyai,
Pliicker, Riemann, Lie) ortaya koydugu geometri, eski Yunanlilarin en etkin olduk-
lar1 ti¢ yiizyilk siirede olusturduklar1 tiim geometriye denk, hatta belki de daha
fazla olmustur. XIX. yiizyll matematiginin, verim yoniinden, daha 6nceki donemle-
rin birikiminden bes kat daha yiiksek oldugu dayanaktan yoksun bir sav degildir.
Bu yalmzca nicelik y6niinden degil, nitelik yoniinden de gegerlidir. Kuskusuz bu
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basarida, orta dénemde gelistirilmis yontemlerin paym gormezlikten gelmemek
gerekir.

Baslangic dénemi olarak uzak dénemin kendine 6zgii birtakim sikint1 ve zor-
luklar1 vard: elbet. Ne var ki, cogu kez yapildigy gibi, klasik ¢agin basarisim oldu-
gundan fazla biiyiitmekten vazgegmeliyiz. Unutmamak gerekir ki, yakin zamanlar-
da kaydedilen ilerlemeler, yontem ve kuram yéniinden 1800 6ncesi matematiginin
gegerli tiim sonuglarim, 6zel birer hal olarak kapsamaktadir. Kuskusuz matematik-
le ugrasan hi¢ kimse, bizim cagimizla her seyin sonuna ulastigimiz savinda buluna-
maz. Lagrange kendi dénemini 6yle saymist;; ama onu hemen nasil biiyiik bir pat-
lamanin izledigini hepimiz biliyoruz. Ancak bu, bizden énce gelenlerin birtakim
kesin sonuglara ulastig1 ger¢egini degistirmez. Onlarin sinirl kalan yontemleri daha
ileri sonuglara ulasmalarina elvermiyordu. Olasidir ki, bizim daha giiclii olan yon-
temlerimizin de yerini ilerde ¢ok daha giiglii yeni yontemler alacaktir.

Yedi Donem

Daha alisilagelmis bir simflamaya gore, matematik tarihi yedi déneme ayrilir:

(1

) Baslangictan Babil ve Misir’a gelinceye dek gegen dénem;

) Antik Yunan dénemi: 1.O. 600-300;

3) Hint, Cin, Islam, Yahudi uygarhklarin1 kapsayan dénem;
)

Avrupa’da Ronesans ve Reformasyon hareketlerini kapsayan XV. ve XVL
yizyillar;

(5) XVIL ve XVIIL yiizyillar;

(6) XIX. yiizyl;

(7) XX yiizyil

Bu ayinim, kalin gizgilerle Bat1 uygarhginin gelismesiyle, bu gelismenin Yakin-
dogu’ya olan borcunu yansitmaktadir. ...

Gergi iiciincii donemde Dogulularin katkisi cok daha énemlidir, ancak bugiin
bildigimiz matematik biiyiik élciide Bat1 uygarhgimin bir iiriiniidiir. Ornegin, eski
Cin’deki gelismeler ya kendi i¢inde kapal kalmis ya da etkisi ancak ticaret aracili-
giyla bize ulagmstir. Cin’de olusan bashca yontemler, 6yle goriiniiyor ki, Batr’da
yeniden ortaya ¢ikincaya dek gizli tutulmustur. Ornegin, denklemlerin sayisal ¢6-
ziimii i¢in Horner’in olusturdugu yéntem, biiyiik bir olasilikla, ¢ok daha 6nce
Cin’de bilinmekteydi.

Avrupa matematigi, birtakim tilkelerde gordiigiimiiz genel kiiltiire paralel bir
yol izlemistir. Bir kez pratik devlet islerine yonelik Roma uygarhgmnin matematige
bir katkis1 olmamustir. Italya sanatta parlak dénemine girdiginde, cebirde de ileri
gitmistir. Ingiltere’de Elizabeth I dénemi kapanmaya yiiz tuttugunda matematikte
iistiinliik Isvigre ile Fransa’ya gecmistir. Kimi kez, politik gii¢ y6niinden dnemsiz
iilkelerde de bireysel bagarilara rastlanir. Bunun bir 6rnegini XIX. yiizyihn ilk yari-
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sinda Euclides-dis1 geometrideki basarisiyla Macaristan vermistir. Ulusal diizeyde
beklenmedik biiyiik sarsint1 ya da atiimlar da bazen matematigin gelismesini kam-
gillamustir. Bunun 6rneklerini 1789 Devrimi’nden sonra Fransa’da, 1848 Ayaklan-
masr’ndan sonra Almanya’da gormekteyiz. Bunun tersi de soylenebilir. Nitekim,
1914-18 diinya savagindan sonra Avrupa matematigi bir duraklama dénemi yaga-
mistir. Aymi cansizh@ Rusya, Almanya ve Italya’daki totaliter sistemlerde de gor-
mekteyiz. Bu olaylann etkisini uzaktan yasayan Amerika Birlesik Devletleri'nde ise
1890’larda baslayan matematiksel gelisme biiyiik bir atihm igine girerek bu iilkeyi
6n plana cikarir.

Matematigin parlak dénemleriyle kiiltiiriin diger kollarinda yasanan parlak dé-
nemler her zaman kogut gitmemektedir. Bu tutarsizhga birkag 6rnek gosterilebilir.
Bunlardan matematigin gelismesi yoniinden en 6nemlisi Orta Caglar’dadir. XII,
kimine goére XIIL yiizyllda Gothic mimarlik ile Hiristiyan yasam diizeni en iist dii-
zeyde iken, Avrupa matematigi emekleme diizeyinde idi. ...

Yukarda yedi déneme ayirdigimiz matematigin gelisme tarihinde en 6nemli
saydigimiz ii¢ atihma deginmekle yetinecegiz.

Bunlardan etkisi en siirekli olani antik Yunanhlarin ortaya koyduklan dediiktif
diisiinme yontemidir. lkincisi, Ronesans déneminde Italyan ve Fransiz matematik-
gilerinin gelistirdikleri simgesel cebirdir. Gergi Hintlilerin daha énce (1.S. 7. ile 12.
yiizyillar arasinda) nerdeyse simgesel cebire ulastiklar1 soylenebilir; ama Islam ma-
tematikgilerinin tam tersine sozsel cebire dondiiklerini gormekteyiz.

Ugiincii bityiik atihima daha 6énce deginmistik; ama bir kez daha vurgulamada
yarar var. Bu atithm XVIL yiizyilda say, sekil ve siireklilik diye belirlenen ii¢ ana
kolun birlesmesinde ortaya ¢ikan kalkiiliis ve matematiksel analizin yam sira, geo-
metride gerceklesen doniisiim ve bunun yol a¢tii modern uygulamali matematik
icin gerekli yiiksek uzaylarin icadi gibi ¢alismalarda kendini gésterir. Onciileri ara-
sinda Fransiz, Ingiliz ve Almanlani bulmaktayz.

Bu ¢ahgmalarin simgeledigi besinci donem, genellikle modern kuramsal mate-
matigin kaynag sayilir. Modern bilimin baglangici da bu dénemdedir. Galileo ile
Newton’un yaklagimlarinda ¢arpic1 6rneklerini buldugumuz fizik ve astronomideki
matematiksel ¢oziimlemeler tiim bilimsel ¢alismalarda vazgegilmez bir yontem et-
kinligi kazanir. Oyle ki, XIX. yiizyila geldigimizde, matematigin egemenligi diginda
kalan bir bilimden artik s6z edilmez olur. XX. yiizy1l matematigini XIX. yiizy1l ma-
tematiginden ayiran 6nemli bir 6zellik varsa, o da, belirgin olarak artan soyutlasma
ve bunun yol a¢tif1 genellemedir, denebilir. Ayrica, matematiksel teorilerin morfo-
loji ve anatornisi, iizerinde ilginin yogunlastig1 konu olmus; elestirel anlayis derin-
lik kazanirken, klasik dediiktif diisiinmenin yetersizligi su yiiziine gikmugtir. Bu ye-
tersizlik, insanoglunun agik diisiinme yolunda yedi bin yilhk ugrasinin sonug¢suz
kaldigs demek degildir. XX. yiizyilin ilk yarisina 6zgii elestirel degerlendirme 6énceki
donemlerden gelen matematigi bityiik 6l¢iide etkilemekle kalmaz, epistemoloji yo-
niinden de son derece ilging yeni ¢aliymalara yol agar. Bu degerlendirmeler karg:-
sinda matematigin Evrensel Dogrulugu temsil ettigi inancinin da tiimiiyle yikildigi-
n1 gérmekteyiz.
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Matematik tarihinin yedi doneme ayrilmasi, geleneksel bir yaklasima dayan-
makta, ozellikle uygarhk dedigimiz 1511in yanip-sonme siireci gézoniinde tutuldu-
gunda, aydinlatic1 bir belirleme saglamaktadir. Ne var ki, daha 6nce “uzak”, “orta”
ve “yakin” diye yaptigimiz ti¢ dénem ayiriminmn, ahisilmisin diginda bir yaklasim
olmakla birlikte, hem matematigin gelisme evrelerini daha dogru yansittigs, hem de
matematigin kendine 6zgii “kalitsal” canliigim daha ¢arpict bicimde agiga vurdugu
sOylenebilir.

Bazi Genel Ozellikler

Yedi donemin her birinde matematiksel diisiinme, 6nce olgunluga dogru kesin bir
cikis, ardindan bir gerileme sergilemistir. Yaratici yeni diisiincelerle agilanmaksizin
hi¢bir alanda ilerleme olamaz. Antik Yunan déneminde sentetik metrik geometri
bir yontem olarak insan kafasinin o giinkii olanaklarinin elverdigi 6l¢iide ilerlemis-
ti. XVIL yiizyila gelinceye dek siiren duraklama dénemi, analitik geometriyi olustu-
ran yeni diisiincelerle kirilmistir. Geometri, en basta analitik, projektif ve diferansi-
yel geometrilerin olusmasiyla gelisir, yeni bir kimlik kazanir.

Matematikte izlenen bu canlanma ve ilerleme ¢izgisi diger bilimler icin de ge-
cerlidir. Euclides ve Apollonius yontemleriyle yetinen matematikgiler icin cesitli ge-
ometrilerin getirdigi karmasik inceliklerin bilimlerdeki uygulamasini kavramak ola-
naksizdir. Salt kuramsal matematikte ise yiizyllimizda olusan soyut uzaylar ve Rie-
mann-dis1 geometriler XIX. yiizyil geometrisini biiyiik 6l¢iide geride birakmugtir.
Yiizyihmizin ilk kirk yih iginde, daha 6nceki yiizyiin basarilariyla goz kamastiran
geometrik cahiymalar1 6nemli 6lgiide arkaik ve kohne bir goriiniim sergiler. Bu,
ozellikle klasik diferansiyel geometriyle sentetik projektif geometri icin s6z konu-
suydu. Matematikle ilerleme siirecekse, ylizyllimiz geometrilerinin de yerlerini yeni
olusacak geometrilere birakmasi, ya da giderek daha incelen soyutlagmada yerini
almas1 kacinilmazdir. Her alanda oldugu gibi matematikte de kesinlik kazanma bos
bir umuttur; oldugu kadarryla ancak matematigin ¢oraklastigi yerde kendini goste-
rir.

Bu dénem kapanmaya yiiz tuttugunda, onu izleyen donemin 6nemsiz sayip bir
yana ittigi, ya da daha giiglii yontemler kapsamina alarak bir tiir egzersiz olarak ko-
rudugu kimi zor konular iizerinde gereginden fazla durma ve ayrintilara bogulma
egilimi vardir. Ornegin, analitik geometrilerin ilk dénemlerinde biiyiik bir cosku ve
titizlikle incelenen birtakim 6zel egriler daha sonralar1 yalmizca ders kitaplarinda
ahstirma problemleri olarak yer alir. Matematik mezarliklarinda belki de en genis
yeri, sanki Lagrange, Hamilton ve Jacobi hi¢ yasamamis gibi, mekanikte yapay ola-
rak siirdiiriilen birtakim ¢etin sorunlara iligkin ¢aligmalar tutmaktadir.

Gene giiniimiize yaklastikca matematigin yeni gelisme alanlari, yiizeysel kalan
birtakim teknik inceliklerden siyrilarak asil 6zleriyle gelecek kusaklarin aragtirmasi-
na konu olmaktadir. Azalan karsiliklar yasas1 ekonomide oldugu gibi, matematikte
de gecerlidir: Yontemde koktenci yeni gelismeler saglanmadikga, gelirin gideri den-
geleyecegi beklenemez. Bunun goze batan bir 6rnegini gecen yiizyilin bagsta gelen
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basarilarindan birini olusturan cebirsel degismezler (invariants) teorisinde, bir di-
ger Ornegini de gene gecen yiizyil ortaya ¢ikan “gogalan periyodik fonksiyonlar” te-
orisinde bulmaktayiz. Bunlardan ilki, dolayh olarak genel relativite teorisinin kuru-
lusunda etkili olmus; ikincisi ise, analiz ve cebirsel geometri alanlarinda pek ¢ok
¢alismaya yol agmustir.

Gelismeye topluca bakildiginda, son bir olaya daha deginebiliriz: Baglangigta
matematiksel disiplinler arasinda keskin ayirimlar yoktu. Arastirmalarin ilerleme-
siyle birlikte, ana govdeye bagh dallar 6zerk kimlik kazanmaya, bagimsiz birer ¢a-
lisma alanina doniigmeye yiiz tutar. Ancak bunlardan bir boliimi daha sonraki ge-
ligmeler siirecinde ana govdeyle yeniden birlesip kaynagma yoluna girer. Ornegin,
arazi 6lgme, astronomi ve geometriden kaynaklanan trigonometri, 6zerk kimligini,
daha sonra genellestirilmis geometriyi iceren analizle birleserek, yitirir.

Bu ayrilma ve yeniden kaynagma siirecinin pek ¢ok kez yinelenmesi bazi mate-
matikgilerde, tiim ¢alismalar1 kapsayan birlesik bir matematik disiplini olusturma
umudunu yaratmistir. Yiizyithmizin baslangicinda bir siire bu birlesik disiplinin,
matematiksel mantikla gergeklesme yolunda oldugu inanci dogmustur. Ne var ki,
hi¢bir kalipta tutulamayacak kadar atihmli ve yaratict olan matematik, bir kez da-
ha, 6zgiir acilma yoluna girmekte gecikmemistir.

Matematikte Motivasyon

Matematigin gelisme tarihine baktigimizda, ekonomik etkenlerin bir 6l¢iide de olsa
varlig1 gozden kagmamaktadir. Birinci Diinya Savagi sonrasinda kimi gevrelerin bi-
linen siyasal nedenlerle matematikteki, 6zellikle uygulamal kollarinda, tiim énemli
atilimlarin ekonomik motiflerden kaynaklandig tezini islediklerini biliyoruz.

Matematigin gelismesinde entelektiiel ilgi ve tutkuyu bir yana itip salt pratik
yarar motifini vurgulamak, gercegi hi¢ degilse yar yanya ¢arpitmak demektir. Ma-
tematigin gelismesinde ekonomik motiflerin salt entelektiiel ilgilerden daha etkili
olmadigim iyi bir matematik 6grenimi gormiis herkes bilir. Bu, yalmz ekonomik
yonden yararsiz gériilen kuramsal konularda degil, ticaret, sigorta ve teknoloji gibi
uygulamal alanlarda da boyledir. Pek ¢ok 6rnek gosterilebilir, ama biz burada biri
sayilar teorisinden, ikisi geometriden, biri de cebirden olmak iizere dért drnek ver-
mekle yetinecegiz.

Poligonal sayilarin genellestirilerek sigorta ve istatistikte uygulamasina gecilme-
sinden iki bin yil 6nce bu sayilar, ilerde pratik yasam bakimindan biiyiik yarar sag-
layan uygulamalar asla bilmeksizin, matematikgilerin yogun ilgisine konu olmus-
tur. Pythagorasgilar (1.O. VI. yiizyll) ve onlari izleyen diger matematikgiler igin bu
sayllarin gizemli ozellikleri vardi. Onlarin yaklasiminda bir tiir dinsel bir duygu
egemendi. Say1 gizemliliginin, degisik bir bi¢im altinda, Platon’un diyaloglarinda
da siirdiigiinii gérmekteyiz. Platon’un Idealar &gretisi, Pythagorasgilarin oldukea
ham olan sayr kavramim st diizeyde islenmis bicimiyle icermektedir. Bunlardan
ne birinin ne de digerinin bildigimiz sigorta ve istatistikle bir benzerligi yoktur.

Sonra gelen matematikgiler, entelektiiel yonden son derece ilging bulduklar1 bu
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sayilar1 yakindan incelemeye koyulurlar. XVIL. yiizyilda Pascal’la birlikte olasilik te-
orisinin kurucusu olan, dolaysiyla sigortanin babas: sayilan Fermat, yillarca poligo-
nal sayilan salt merak konusu olarak inceler. Baslangicta ne onun ne de Pascal'n
aklhindan olasilik kavramim matematiksel tanimlama ge¢memistir.

Sik sik verilen ikinci 6rnegimiz, koni kesitlerine iligkindir. Bu konu balistik ve
astronomiye, o yoldan da denizcilige uygulanmasindan bin yedi yiiz yil 6nce, Yu-
nanllar tarafindan tiim yanlariyla incelenmisti. Descartes’in analitik geometrisi ile
Newton’un dinamigi bilinseydi, bunlara dayanilarak bu uygulamalar Yunan geo-
metrisi olmaksizin da gergeklestirilebilirdi. Ne var ki, Yunanhlarin koni kesitleri
tizerindeki bulgular: sayesinde dogru yol 6nce bulunmugtu. Burada da itici giiciin
entelektiiel ilgi oldugunu goriiyoruz.

Uciincii érnegimiz ¢ok boyutlu uzaya iliskindir. Analitik geometride, diizlemde
bir egri iki degiskenli bir denklemle, diizlem ise ti¢ degiskenli bir denklemle temsil
edilir. 1843’te Cayley, geometri dilini iicten fazla degiskenli denklemler sistemine
donistiirerek sonlu herhangi bir sayida boyutlar1 konu alan geometriyi olugturur.
Bu geometriye bildigimiz analitik geometrinin formel cebiri yol acar; termodina-
mik, istatistiksel mekanik ve bilimin diger alanlarindaki (uygulamal fiziksel-kimyada
oldugu gibi, hem teorik, hem endiistriyel statikteki) kullanimindan 6nce salt ente-
lektiiel ilgi nedeniyle islenerek kurulur. Sirasi1 gelmisken bir noktaya daha degine-
lim: Istatistiksel mekanikte bir yéntem, bir aritmetik teoriden verilen bir pozitif
tamsayimnin kag sekilde pozitif tamsayilarin toplam: oldugu sorusunu konu alan
“partition” teorisinden yararlanma yoluna gider. XVIIL yiizyilda Euler tarafindan
olusturulan bu teoriye, 150 y1h agkin bir siire boyunca matematikgiler, hi¢bir yara-
ra yonelik olmayan sayilar teorisi alaninda bir oyuncak géziiyle bakarlar.

Dérdiincii 6rnegimiz, 1910’dan bu yana gelisme gosteren soyut cebire iligkin-
dir. Modern cebirle ugrasan herhangi bir matematikgi, ugras konusunun 6ziinde
higbir uygulama degeri olmayan yararsiz bir problemden, Fermat'nin XVIL yiiz-
yilda ortaya koydugu ve “Fermat’nin Son Teoremi” diye bilinen bir problemden
biiyiik 6lciide kaynaklandigim bilir. Bugiine degin ispati verilemeyen bu teoreme
gore, X, v, z gibi sifirdan farkh hi¢bir ti¢ tamsay: icin (n ikiden biyiik oldugunda)
X" + y" = z" denklemi dogru degildir. Soyut cebirin bir boliimiiniiniin, fiziksel bi-
limlerde, 6zellikle ¢agdas kuantum mekaniginde, uygulama alam bulmas1 gii¢ ol-
madi. Oysa, gelistirildiginde bu cebirin bilimsel yénden yarar saglayacagi kimsenin
aklindan ge¢memisti. Nitekim bu cebirin kurucularindan higbiri ne teoriyi bilimde
uygulamaya koyabilecek bilgi ve beceriye sahipti; ne de béyle bir uygulamaya ilerde
olanak tamiyabilecek durumdaydi. 1925 yilina gelinceye dek higbir fizik¢i kuantum
fiziginin 1926 ve daha sonra dayanacag matematiksel yonteme iliskin fazla bir sey
bilmiyordu.

Caglarin Birikimi
Matematigin ya da herhangi bir bilimin gelismesini izlerken unutulmamas: gere-
ken bir nokta vardir: Tarihin karanhginda gémiili kalmis bir ¢alismanin pekala
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canli olabilecegi. Her donemden, simdi bizde sadece antika ilgisi uyandiran bir y1-
g ayrintii ¢alisma kaldigr g sterilebilir. Uzak doneme ait olanlar artik matema-
tik tarihine ozel ilgi gosterenler disinda kimseyi ilgilendirmemektedir. Orta ve ya-
kin (XVIL yiizyihn ilk yarsiyla baglayan) dénemlerde ortaya konan sayisiz teo-
remler ile iist diizeyde olusturulmus kimi teoriler, meslekten uzmanlarin bile el
atmadiklar ¢alismalar arasinda, bilimsel dergilerde ve bilim kurullarimin 6zel tuta-
naklarinda gomiilii yatmaktadir. Dahasi, bunlarin varhigindan bile haberi olanlarin
sayist gok azdir. Binlerce aragtirmacinin emek iiriinii bu tozlu sayfalarda unutul-
mugstur. Peki gecmiste kalan bu ¢aligmalar1 hangi anlamda var ya da yasiyor saya-
cagiz? Onlar yaratanlarin emeginin bosa gitmedigini soylemek ne denli ger¢ege
uygun olur?

Bu umut kirici sorulara verilecek cevaplarin ne oldugu, matematikte ¢alisan
herkes i¢in bellidir. Daginik kalan tiim ayrintilardan sonunda yeni bir kavrama
yonelik genel bir yontem belirmektedir. Bize kalan, yasayan iste bu kavram ya da
yontemdir. Biiyiik emekle ortaya konmus ayrintilar, olusturulan genel yontemle,
diizenli ve kolayca islenebilmektedir. Matematikei i¢in yeni kavramun, karmagik
ayrintilardan daha 6nemli oldugu kimsenin goziinden kagmayacak kadar agiktir.
Ne var ki, insan kafasi ¢cogu kez amaca en kisa yoldan degil, dolagik yollardan ge-
cerek ulasmaya koyulur. Bilimsel arastirmada “en az eylem ilkesi’ne yer yoktur.
Gergekten, matematikte rakiplerinden daha sansh birinin, dolambagli yollar izleme
egilimine kargin, rastlanti sonucu ulastigi hedef, ¢ogu kez tiim ¢abalara karsin,
gozden uzak kalir. Basitlik ve diipediiz olma genellikle en son elde edilebilen de-
gerlerdir.

Bu degindigimiz noktalara 6rnek vermek i¢in bir kez daha cebirsel “invari-
ant”lara bagvurabiliriz. Bu teori, XIX. yiizyilda ilk gelistirildiginde, yiizlerce hevesli
“invariant” ve “covariant”larin ayrintih hesaplarina koyuldular. Bu ¢alismalar tii-
miiyle gegmiste gomiilii kaldi. Ama isin karmagiklign sonra gelen matematikgileri
cebirde basitlige yoneltir: Goriiniirde dagimik olan bir yigin bulgunun kimi basit te-
mel ilkeler isiginda anlam kazandigi goriildii. Ayrintilar iizerinde o yogun hesapla-
malarin yarattif1 ihtiya¢ olmasaydi, bu ilkeleri olusturmak soyle dursun diisiinmek
yoluna gidilebilir miydi, bilinmez. Tarih s6z konusu ilkelerin ortaya ¢ikis kosullari-
nin 6yle oldugunu gostermektedir.

Uzun liste olugturan “covariant” ve “invariant”larin tarihte gémiilii ¢aligmalar
oldugunu soylerken, bunlarin siirgit yararsiz ya da 6lii kalacagini ileri siirdiigiimiiz
sanilmasin. Her sosyal etkinlik gibi matematigin de gelecegini 6ndemeye olanak
yoktur. Ne var ki, sonralar1 bulunan yontem ve ilkelerle gerektiginde aym sonugla-
ra daha kolay ve kestirmeden ulasabiliriz. Kald: ki, o tiirden ¢aligmalarin sayisini
daha fazla kabartmanin zaman ve emek israfindan ileri bir degeri oldugu soylene-
mez.

Tiim o ¢aligmalarin bize kalan bir sonucu “invariant” kavramidir. Gordugii-
miiz kadariyla bu kavram daha bir siire hem salt kuramsal, hem de uygulamali
matematikte aydinlatici islevini siirdiirecektir. ... Onemli olan bir dénemin kendisi
degil, bize ne biraktigidir. Dahasi var: Bir dénem tarihte bize uzak diistitkge, o d6-
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nemi olusturanlarin, umutlari ve korkulariyla, kiskanglik ve birbirlerini ¢ekemezlik-
leriyle ¢aligmalarinin kahici ve nesnel 6gelerini karartmasi olanaksizlasir. Matema-
tikte erisilen biiyitk sonuglarin bir boliimii anonimdir. 1, 2, 3, ... say1 dizisini kimin
ilk tasarladigny, ... ya da, kimin ilk kez “ii¢” kavramiyla ii¢ kegi, ii¢ okiiz, ii¢ tapi-

nak, ii¢ insan, i¢ tann gibi ¢okluklarin ortak 6zelligini belirledigini hi¢bir zaman
bilemeyecegiz.

[Bu metin, The Development of Mat-
hematics (E. T. Bell)’den ahnmigtir.]



EK:3
MATEMATIKSEL DOGRULUGUN NITELIGI

Carl G. Hempel (1945)

Sorun

Bilimsel aragtirmada yeterli kanita dayanmaksizin hicbir 6nerme ve teorinin, dogru
sayllmamasi temel bir ilkedir. Dogal ve sosyal bilimleri kapsayan empirik bilimler-
de, bir teorinin kabuliinii saglayan kanit, teoriye dayanan 6n-deyilerin, deney ya da
sistematik gozlemle elde edilen olgusal verilere uygun diigmesidir. Peki, matematik-
sel dogruluk neye dayanmaktadir? Bu yazida tartiymayi 6nerdigim soru budur.
“Matematik” terimiyle, aritmetik, cebir ve analizi kapsayan, ama geometriyi digin-
da tutan bir ¢ahsmay: kastediyorum. Boyle bir ayimma gitmenin nedeni ileride
aciklik kazanacaktir.

Matematiksel Onermeler Apagik Dogrular midir?

Sorunumuza iliskin cesitli goriislerden birine gore, empirik bilimlerin hipotezleri-
nin tersine, matematiksel 6nermeler ne olgusal kanmit, ne de bagka bir temellendir-
me gerektirir; bunlar, “apagik” dogrulardir. Dogrulugu apagiklik duygusuna indir-
geyen bu goriis, ne var ki, birtakim giicliiklere yol agmaktadir. Her seyden once,
matematikteki teoremlerin birgogu oylesine giictiir ki, apagik olmalan soyle dur-
sun, bunlar bir sekilde temellendirmek ilgili uzmanlar igin bile kolay degildir. Son-
ra, matematikte ulagilan en ilging sonuglardan pek ¢ogunun (6zellikle soyut kiime-
ler teorisiyle topoloji gibi alanlarda) kokleri derinlerde yatan sezgilerimiz ve yerle-
sik apagiklik duygumuzla ters diistiigii iyi bilinen bir olaydir. Kald ki, icerikleri y6-
niinden oldukga basit, ama bugiine degin ispatlanamayan Goldbach ve Fermat teo-
remlerinin de gosterdigi gibi, matematiksel dogruluklarin tiimiine apagik diyeme-
yiz. Son olarak, apaciklik savini matematigin tiim 6nermeleri icin degil, yalmzca bu
onermelerin ¢ikarsandig temel postulatlar icin dogru saysak bile, yargimizin 6znel
olmaktan ileri gecmedigi gergegini gérmek zorundayiz. Gergekten, neyin apacik ol-
dugu, neyin olmadig kisiden kisiye degisen bir degerlendirmedir; 6yleyse, apagikhik
matematiksel 6nermelerin dogrulugunu belirlemede nesnel bir &lgiit olarak alina-
maz.
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Matematik En Genel Empirik Bilim midir?

John S. Mill'in ileri siirdiigii baska bir goriise gore, matematik, diger empirik bi-
limlerden (astronomi, fizik, kimya, vb.) baslica iki yénden farkh empirik nitelikte
bir bilimdir: Matematigin konusu, diger bilimlerle karsilastirldiginda daha genel-
dir; matematigin 6nermeleri, en saglam bir sekilde kanitlanmig astronomi ve fizik
onermelerinden ¢ok daha fazla sinanmis ve dogrulanmistir. Gergekten, bu goriise
gore, matematiksel ilkeler insanlarin ge¢mis deneyimleriyle 6ylesine saglam dogru-
lanmugtir ki, bunlarin bilimin diger dallarina ait iyi dogrulanms hipotezlerden ni-
telik yéniinden farkli oldugu gibi yanhs bir diigiince béyle olusmugtur. Oyle ki, di-
ger teorileri “yiiksek olasihikli” ya da “iyi dogrulanmis” sayarken matematik ilkelere
“kesin dogrular” goziiyle bakmaya baglamigiz.

Ne var ki, bu goriis de ciddi itirazlara ugramistir. Empirik karakterde bir hipo-
tezden (6rnegin, Newton’un ¢ekim yasasindan), belli kogullar altinda birtakim géz-
lenebilir olgularin olusacagim ondiyebilirizz Ondeyilenen olgularin gézlemlenmesi
hipotezi dogrulayici, gézlemlenmemesi yanhgslayici kanit olusturur. Bu, o6zellikle,
empirik hipotezlerin kuramsal olarak yanlslanabilir nitelikte oldugu demektir. Bas-
ka bir deyisle, biz, hipotezin, elde edildiginde ne tiir kanitlarla yanhslanacagin biliriz.
Simdi bu agiklamanin 1uginda aritmetikten basit bir “hipoteze” bakalim: 3 + 2 = 5.
Eger bu gecmis deneyimlerimize dayah bir genelleme ise, 0 zaman, ne tiir kamtla-
rin elde edildiginde hipotezi yanlislayacagimizi syleyebilmemiz gerekir. S6z konu-
su genellemeyi ciiriitiicii bir kamt varsa, o da ancak su tiirden bir gozlem olabilir:
Bir lam iizerine once ii¢, ardindan iki mikrop koyuyoruz; sonra bunlarin birlikte
bes mikrop olup olmadigina bakiyoruz. Diyelim ki, saydigimizda bes degil alt1 mik-
rop cikiyor. Simdi buna bakip genellemenin yanhslandigim séyleyebilir miyiz? El-
bette soyleyemeyiz. Olsa olsa yanls saydigimizi, ya da aradan gegen siire iginde,
mikroplardan birinin béliinerek ikilestigini diigiiniiriiz. Ama hi¢bir kosul altinda,
ornek aldigimiz aritmetik 6nermenin bu tiir bir olguyla yanhslandigim diisiinme-
yiz. Ciinkii s6z konusu 6nerme, mikroplarin davramsina iligkin bir sav ortaya koy-
mamakta, yalmzca 3 + 2 nesneden olugan bir kiimenin, aym zamanda, 5 nesneden
olustugunu dile getirmektedir. Bunun béyle olmasi, “3 + 2” ile “5”in aym sayy1
simgelemelerindendir. Bagka bir deyisle, iki simge aym anlama gelmektedir; ¢iinkii,
“27, “37, “5” ve “ + ” oyle tammlanmis, ya da iistii 6rtitk yorumlanmistir ki, an-
lamlar geregi iki simgenin 6zdes olmasi kagimlmazdir.

Matematiksel Onermelerin Analitik Karakteri

Oyleyse, 3 + 2 = 5 6nermesi, “altmig yaginda olan hi¢ kimse kirk bes yaginda degil-
dir,” tiiriinden bir dogruluktur. Onermelerin ikisi de iglerinde yer alan sozciiklerin
anlami ya da tamm geregi dogrudur. Bu tiir 6nermelerin paylagtiklar1 belli baz
ozellikler vardir. Dogrulanmalar olgusal kamt bulmay: gerektirmez; iclerinde yer
alan sozciiklere verilen anlamlari ¢6ziimlemek bu amag igin yeterlidir. Mantik di-
linde bu tiir 6nermelere analitik ya da a priori dogru 6nermeler denir. Bu, onlarin
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dogruluklarimin her tiirlii gézlemsel ya da deneysel kamitlardan mantik olarak ba-
gimsiz oldugu demektir. Sentetik tiirden olan ve dogruluklar1 ancak a posteriori be-
lirlenebilen empirik bilimlerin 6nermeleri, yeni olgusal kanitlarla yanhslanabilir ol-
maktan kurtulamaz; oysa, analitik bir 6nermenin dogrulugu kesindir, yanhslanma
olanag yoktur. Ne var ki, analitik 6nermelere 6zgii bu “kuramsal kesinlik” yiiksek
bir fiyatla saglamyor: Analitik her 6nerme bostur, olgusal bilgi icerigi yoktur. Orne-
gin, altmighk kisinin kirk bes yasinda olmadig1 6nermesinin herhangi bir olgusal
kamitla ters diismesi olanaksizdir; ¢iinkii, 6yle bir 6nerme olgusal bir sav dile getir-
memekte, dogrulugu bigimsel kalmaktadir. Iste bu nedenle o tiir bir 6nerme, olgu-
sal kamitlara bagvurulmaksizin dogrulanabilir.

Matematiksel 6nermelerin analitik 6zelligine iliskin bu goriisii bir 6rnekle gos-
termek icin, matematikten (daha dogrusu mantiktan) su genellemeyi alalm: a = b
ve b = cise, a = c. “Ozdesligin gegisliligi” denen bu savin dayanag nedir? Genelle-
menin dogrulugu olgusal midir? Oyleyse, genellemeyi en azindan kuramsal olarak
olgusal kanitlarla yanlslama olasilign var demektir. Diyelim ki, a, b, c yesil rengin
degisik tonlarim simgelemekte ve sonug soyle goriinmektedir: a = b ve b = ¢, ama
a # c. Beklentimizle ters diigen boyle bir sonug kimi ger¢ek durumlarda ortaya ¢i-
kan bir olaydir. $Simdi bu sonuca bakip 6zdesligin gecisliligi iligkisini (ya da o ilis-
kiyi dile getiren 6nermeyi) yanhslanmis sayabilir miyiz? Sayamayiz elbette. Ciinkii,
a # cise, amin b’ye ve b'nin C’ye esit olmasi olanaksizdir. a ile b, ya da b ile ¢ ara-
sinda belirleyemeyecegimiz kiiciikliikte de olsa bir fark olmahdir. Ozdesligin, tanim
geregi ve bagl oldugu temel postulatlar altinda gegisli bir iliski olmasi, olgusal ola-
rak yanhslanmaya, ya da olgusal olarak yoklanma geregine olanak vermez. Bu ne-
denle s6z konusu ilke a priori dogrudur.

Aksiyomatik Bir Sistem Olarak Matematik

Buraya kadar verdigimiz aciklamalarda, matematiksel dogrulugun ne apagikhk
ozelligine, ne de olgusal bir temele dayanmadigini, kavramlarin anlamlarim belirle-
yen tammlara bagh oldugunu belirtmeye ¢ahstik. Matematik onermelerin tanim
geregi dogru oldugu savini, yanls anlamlara yol agmamak i¢in daha dikkatli bir
dille ortaya koymak gerekir.

Gergekten, matematiksel bir teori yalmzca tamimlardan kalkarak olugturula-
maz. Tamimlardan da 6nemlisi, ispatlanmaksizin dogru sayilan postulat ya da aksi-
yom denen, teorinin temel 6nermeleridir. Bu 6nermeler gene teori gercevesinde ta-
nmim verilmeyen birtakim ilkel terim ya da kavramlar kullanilarak formiile edilir;
oyle ki, kimi kez postulat ya da aksiyomlarin, ilkel terimlere ait iistii-ortitk tanim-
lar oldugu saw1 bile ileri siiriiliir. Ancak, aksiyom ya da postulatlarin bir tiir tamm
olusturdugu goriisii yaniltiaadir. Gergi postulatlarin bir bakima ilkel terimlerin an-
lamlarini sinirladigy sGylenebilirse de, kendi i¢inde tutarh her aksiyom sisteminin,
ilkel terimlerin birden fazla yorumuna olanak verdigi (bunu biraz ilerde 6rnek ve-
rerek gosterecegiz) gozden kagmamalidir. Oysa, tanimlama iligkin oldugu terimin
anlamin, bagka yorumlara yol aginayacak bir kesinlikle belirlemeyi 6ngériir.
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Bir kez ilkel terimlerle postulatlar saptandiktan sonra, éngoriilen teorinin tiimi
belirlenmis demektir. Postulatlar su anlamda sistemin temelini olugturur: Teorinin
her terimi ilkel terimler aracihgiyla tanimlanir, her 6nermesi mantiksal yoldan pos-
tulatlardan gikarsanir. Tam kesinligi saglamak bakimindan, postulatlara dayanilarak
verilen ispatlarda, yani onermelerin postulatlardan ¢ikariminda bagvurulan mantik
ilkelerinin de belirlenmesi gerekir. Oldukga belirtik bir dille formiile edilen bu ilke-
ler baslica iki grupta toplanabilir: (1) Mantigin ilkel 6nermeleri ya da postulatlar
(6rnegin, p ile q dogru ise, p dogrudur, vb.); (2) Cikarim kurallar1 (6rnegin, modus
ponens kurali ile genel bir 6nerme kalibindan herhangi bir somut 6rnegine gitmeye
elveren, 6rnekleme kurallar1 gibi.). Mantigin yap: ve icerigine iligkin daha ayrintih
bir tartigmaya, bu yazinin gercevesini agmasi nedeniyle burada girmeyecegiz.

Matematigin Temeli Olarak Peano’nun Aksiyom Sistemi

Simdi, dogal sayilar aritmetigini tiimiiyle ¢ikarsayabilecegimiz bir aksiyom sistemi-
ni ele alalim. Bu sistem, Italyan matematikgisi ve mantik¢isi G. Peano (1858-1932)
tarafindan kurulmustur. Sistemin ilkel terimleri “0”, “say1” ve “izleyen” terimlerin-
den olusmaktadir. Kuskusuz bu terimler tanimlanmaksizin teoride yer almaktadir;
ancak “0” simgesinin bildigimiz 0 (sifir) sayisini, “sayr” teriminin ise, dogal sayilari
(1, 2, 3, ...) bilinen anlamlariyla belirledigi soylenebilir. “Izleyen” terimine gelince,
bununla n gibi dogal bir sayiy1 hemen izleyen (kisaca n' olarak gosterilen) sayidan

soz edilmektedir. Peano’nun sisteminde su bes postulat: bulmaktayiz:

P1 : 0bir sayidur.

P2 : Bir sayiy1 izleyen sey de bir sayidur.

P3 :  Aym sayi iki degisik sayinin izleyeni olamaz.

P+ : 0 hi¢bir sayinin izleyeni degildir.

Ps : x gibi bir 6zellik (a) 0’a aitse, (b) n gibi bir say1ya ait oldugundan n’ (yani
n yi izleyen say1) ye de aitse, tiim sayilara aittir.

Sonuncu postulat, matematiksel indiiksiyon ilkesini dile getirmekte, matemati-
gin tanim geregi dogruluguna agik bir 6rnek olusturmaktadur.

Temel aritmetigin bu postulatlar tizerine kurulmasi, gesitli dogal sayilarin tani-
muyla baslamaktadir. 1 sayis1 0 (sifir)’1n izleyeni, 2 sayis1]' 3 sayis1 2'diye tammla-
nir. P2 ye dayanilarak bu tanimlama siireci sonsuza dek uzar; P3 ten (Ps in de kat-
kistyla) dolay: daha 6nce tanimlanmus sayilardan birine, P4 ten dolay: da, 0 (sifir)’a .
donme s6z konusu olamaz.

tkinci adim olarak, toplamanin tamimini verecegiz. Bu tanim, verilen bir sayiya
herhangi bir dogal sayinin eklenmesini 1 in yinelenen eklenmesi olarak gorebilece-
gimiz disiincesini dile getirmektedir. 1 in yinelenen eklenmesi islemi, izleyen iligki-
siyle kolayca ifade edilebilir. Buna gore toplamanin tanimim §oyle gosterebiliriz:

Ti: (@n+0=n;b)n+k'=(n+Kk'
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Tamm olugturan bu iki belirleme herhangi iki tamsaymn toplamim tam olarak
vermeye yeterlidir. Ornegin, 3 + 2 nin toplamim alalim: 2 ve 1 sayilarimin tanimla-
r1 geregince, 3 + 2 =3 + 1'=3 + (0")’ esitliklerini yazabiliriz. T1 (b) ye bagvurarak
3+(0)'=(3+0)"=((3+0) esitliklerini; ancak T, (a) ve 4 ve 5 sayilarinin ta-
nimlar geregince, ((3 + 0))'= (3)'= 4" =5 esitliklerini yazariz. Bu ispat daha 6n-
ce 3 + 2 = 5 dnermesinin dogruluguna iliskin verdigimiz agiklamay: da daha belir-
tik ve kesin kilmaktadir. Ispatin dogrulugu Peano sisteminde sadece ilgili kavram-
larin tammlarindan degil, fakat aym zamanda bu kavramlar iceren postulatlardan
kaynaklanmaktadir. (Verdigimiz 6rnekte P1 ve P2 nin 1, 2, 3, 4, 5 in Peano siste-
minde sayilar oldugunu giivence altina almalan varsayllmgtir. T, in herhangi iki
saymnin toplamini belirledigine iliskin genel ispat da Ps e dayanur.) Bir aksiyomatik
teorinin postulat ve tanimlarins, teorinin kavramlarina konan “belirlemeler” sayar-
sak, dogal sayilar aritmetiginin 6nermeleri icin, kavramlara baslangicta konan bu
belirlemeler nedeniyle, dogrudur diyecegiz. (Goz oniinde tutulmas: gereken bir
nokta: “3 + 2 = 5” formiiliine iligkin verdigimiz ispatta, 6zdesligin gegisliligi ilkesi
kullanilmigtir. Bu ilkeye herhangi bir aritmetik teoremin ispatinda kullamilan bir
mantik kurah diye bakiyoruz. Bu nedenle Peano postulatlar arasinda diger man-
tiksal kurallar gibi buna da yer verilmemistir.)

Dogal sayilarin ¢arpimina gelince, bunu T2 deki belirlemelerle tanimlayabiliriz.
Bu tanim agik ve kesin bir bicimde, iki tamsayin ¢arpimini nk, her biri n ye egit
olan k tane saymnin toplam olarak gorebilecegimiz diisiincesini dile getirmektedir.

T2: (a)n0=0;(b) nk'=nk +n

Simdi, toplama ve ¢arpma islemlerini diizenleyen “degisme”, “birlesme” ve “da-
gilma” diye bilinen genel yasalari (n + k=k +n, nk=km;n+ (k+1)=(n + k) + 1,
n.(k.1) = (n.k).1; n.(k + 1) = [(n.k) + (n.1)]) ispatlayabiliriz. Toplama ve carpma-
ya dayanarak, onlara ters islemler olan ¢ikarma ve bolmenin tanimlar verilebilir.
Ancak bu “her zaman yapilamamaktadir.” $6yle ki, toplam ve ¢arpinun tersine,
kalan ve béliim, verilen her cift say1 icin, tanimlanamiyor. Ornegin, 7 — 10 ile 7+10
tanimlanmadan kalmaktadir. Bu durumun, say: sisteminin negatif ve rasyonel sayi-
larla genisletilmesi zorunluluguna yol actig1 sGylenebilir.

Kimi kez bu genisletmeyi gerceklestirmek i¢in istenilen sayilari, ¢ikarma ve bol-
me islemlerine elverecek ozellikleriyle varsaymamiz, ya da postulat olarak koyma-
miz gereginden s6z edilir. Ne var ki, bu yola gitmek, Bertrand Russellin dedigi gi-
bi, hirsizhgin, alinteriyle kazanmaya gore sagladig avantaji elde etmeye benzer. Ni-
tekim, hem negatif, hem rasyonel sayilari, birtakim yeni varsayim ya da postulatla-
ra gitmeksizin, belirtik tammlar olugturarak, Peano’nun ilkel terimlerinden alinteri
ugrasiyla elde edebiliriz. Her pozitif veya negatif tamsayiyi, dogal sayilarin sirali
giftlerinin bir kiimesi diye tanimlayabiliriz. Ornegin, + 2 tamsayis;, m = n + 2 esit-
ligine dayanilarak, dogal sayilarin (m, n) gibi tiim sirah iftlerinin kiimesi; -2 tam-
sayis, n = m + 2 esitligine dayamilarak, dogal sayilarin (m, n) gibi tiim sirah ciftle-
rinin kiimesi olarak tamimlanabilir. Aym sekilde, rasyonel sayilari, tamsay: sirali
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giftlerinin kiimeleri olarak tanimlayabiliriz. Boylece ortaya ¢ikan yeni say: tiirlerin-
den yararlanarak cesitli aritmetik islemlerinin tanimu verilir; istelik bu islemleri
diizenleyen tiim aritmetik yasalarin gecerliligi, Peano postulatlari ile ¢egitli aritme-
tik kavramlarin tamimlar diginda hicbir seye bagvurmaksizin ispatlanabilir.

Bu sekilde elde edilen daha genis sisteme gene de tam diyemeyiz. S6yle ki, sis-
temdeki her sayimin karekokii olmadig: gibi, daha da genel olarak, katsayisi siste-
min sayilarindan olusan her cebirsel denklemin de sistemde ¢oziimii yoktur. Bu
eksiklik gergel sayilarla sonunda karmagik sayilarin ortaya ¢ikmasina yol agmstir.
Burada da, tek bir yeni postulata basvurmaksizin, yalmzca tanmim yoluyla biiyiik bir
geniglemenin saglandigim gormekteyiz. Olusturulan boyle bir temele dayanilarak
sistemin sayilari icin gesitli aritmetik ve cebirsel islemlerin yam sira, fonksiyon, li-
mit, tiirev ve integral kavramlarinin da tanimlanmas, iistelik bu kavramlara iligkin
bilinen teoremlerin ispat1 olanak kazanmugtir. Boylece, genis kapsamh matematiksel
sistem Peano sisteminin dar temeli iizerine oturtulmus oluyordu; 6yle ki, matema-
tigin her kavrami Peano sisteminin ii¢ ilkel terimi kullanilarak tanimlanabilmekte,
matematigin her 6nermesi o sistemin bes postulatina dayamilarak ispat edilebil-
mektedir. Ispatlarin cogu kez yalmzca formel mantigin ilkeleri aracilig ile verilebil-
digi de ayrica kaydedilmelidir. Ne var ki, gercel sayilara iliskin kimi teoremlerin is-
pati, mantik ilkeleri diginda kalan bir varsayima bagvurmay: gerektirmektedir. Bu,
secis aksiyomu diye bilinen varsayim soyle dile getirilmektedir: Hicbiri bos olma-
yan, birbirini diglayan kiimelerden olusan bir kiime verildiginde, o kiimelerin her
biriyle yalmzca bir ortak elemani olan en az bir kiime vardir. Bu aksiyom ile man-
tik ilkeleri birlikte, tiim matematigin Peano’nun miitevaz sisteminden ¢ikarsanabi-
lir oldugunu gostermeye yetmektedir. Bu sonug, matematigin igerigini sistematize
etme ve temelini agikliga kavusturma yolunda son derece parlak bir basardur.

Peano Ilkel Terimlerini Yorumlama

Ulagilan bu sonuca gore, Peano postulatlarimin dogru olmasi kosuluyla, mantiksal
sistemin tiimiiniin dogrulugunu tammsal bir dogruluk diye niteleyebiliriz. Ancak
bu asamada, Peano postulatlarimin dogru ya da yanhs 6nermeler oldugunu soyleye-
meyiz. Ciinkii, bu postulatlarda yer alan ii¢ ilkel terime belli bir anlam verilmemis-
tir. Simdilik soyleyebilecegimiz su olabilir: Beg postulatin dogrulugunu saglayan il-
kel terimlerin herhangi bir yorumu, postulatlardan ¢ikarsanan tiim teoremlerin de
dogrulugunu saglar. Ne var ki, Peano sistemi i¢in bu isi gorecek birden fazla (hatta
sayisiz diyebilecegimiz kadar ¢ok) yorum vardir. Ornegin, 0 (sifir)’1, bir 151n (yarim
dogru)’in baglangi¢c noktas: olarak, 151n iizerindeki bir noktanin izleyenini, baslan-
gic noktasindan itibaren, o noktanin 1.cm. gerisindeki nokta olarak; sayiy1 da, ya
baslangi¢ olusturan, ya da baglangic noktasindan sonlu sayida adimlarla ulagilan bir
sonraki nokta olarak yorumlayalim. Ger¢i bu yorum, daha 6nce degindigimiz ah-
silmig yorumlardan farklidir; ama gene de, postulatlari ve onlardan elde edilen teo-
remlerin tiimiinii dogru 6nermelere doniistiirecek nitelikte bir yorumdur. Daha
genel bir deyisle, tiirii ne olursa olsun, birbirini izleyerek ilerleyen bir dizi nesne-
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nin, Peano sistemi i¢in, dogru bir yorum ya da uygun bir “model” olusturdugunu
gosterebiliriz. Bu o6rnek bir postulat sisteminin ilkel terimleri igin “dstii-ortiik ta-
nimlar” olusturmayacagina iliskin daha 6nce ileri siirdiigiimiiz savi destekler nite-
liktedir: Belirttigimiz iizere, Peano sistemi degisik pek ¢ok yoruma elvermektedir;
oysa bilimde oldugu gibi giinliik dilde de aritmetik kavramlarin her birine belli bir
anlam veririz. Ornegin, giinliik ve bilimsel dilde 2 kavramina verdigimiz anlam 6y-
le ki, “Odada 6zdes olmayan Bay Brown ile Bay Cope’dan baska kimse yoktur,”
onermesinden, “Odada yalmzca iki kisi vardir,” sonucu gegerli olarak ¢ikarsanabi-
lir. Oysa, Peano sisteminde dogal sayilar, bu arada 2 icin konan tanimlar boyle bir
¢ikarsamaya olanak vermez. Bu tamimlar 2 ya da aritmetigin baska kavramlarinin
bilinen anlamini, kimi kez ileri siiriildiigii gibi, “istii-ortiik” belirlemez. Matema-
tik¢i, matematiksel kavramlarin ahgsik oldugumuz anlamlar beni ilgilendirmez, di-
yerek bu yetersizligi kabullenmek yoluna gidemez. Ciinkii, her pozitif gercel say1-
nin iki karekokii oldugu ispatlandiginda, matematikgi de 2 kavraminmi ahsik oldu-
gumuz anlamiyla kullanmaktadir. Ustelik, 2 kavramina Peano sisteminde belirle-
nen anlamdan daha fazla bir yorum getirmeksizin matematikci®s6z konusu teore-
mini bile ispatlayamaz.

Demek oluyor ki, matematigin, icerdigi kavramlarin 6ngoriilen anlamlariyla
dogru bir teori olusturmas: icin, Peano postulatlarinin gergekten dogru olup olma-
diklarina bakmak gerekir. Bu soru ise, kuskusuz “0”, “dogal say1” ve “izleyen” te-
rimlerinin agiklikla tanimlanmasindan sonra ancak cevaplandirilabilir. Simdi bu isi
ele alacagz.

Aritmetik Kavramlarin Alisilms Anlamlarini
Salt Mantiksal Terimlerle Tanimlama

tlk bakista, aritmetigin diger terimlerine dayanmaksizin bu temel kavramlan ta-
nimlamaya ¢ahymak umutsuz bir ¢aba gibi goriilebilir. Oysa boyle bir tammlama
olanak dis1 degildir ve temel kavramlar aritmetik terimlere bagvurulmaksizin ta-
nimlandiginda Peano postulatlar: dogru 6nerme niteligi kazanmaktadir. Bu 6nemli
sonucu Alman mantikgist G. Frege (1848-1925)’ye ve daha sonra ¢agdas ingiliz
mantikgi ve filozoflan Bertrand Russell ile A. N. Whitehead’in sistematik ve ayrin-
tih ¢aligmalarina borgluyuz. Simdi kisaca bu tanimlara temel olusturan diisiinceleri
gozden gegirelim. Bir dogal say1 (ya da Peano’nun deyisiyle, bir say1) aligilmis anla-
muyla, belli nesneler kiimesinin bir ézelligi olarak diisiiniilebilir. Ornegin, havariler
sinifi 12’yi, Dionne besizleri 5’i, herhangi bir ¢ift 2’yi 6rnekler. Simdi belli bir kii-
menin sayisinin 2 oldugu savimin anlamini agik bir bigimde dile getirelim. Kisa ya-
zilis1 ile n(C) = 2 diye gosterilen bu savda, 2 kavraminin aligilmis anlam igin su ta-
nimlayia terimlerin yeterli oldugunu soyleyebiliriz: x gibi bir nesne ile y gibi bir
nesneyi varsaydigimizda, (1) x€ C (yani, x, C kiimesinin elemamdir), ye C, (2) x #y,
ve (3) z nesnesi de C nin bir elemany, ze C ise, 0 zaman, yaz = x, yadaz =y. (Bu
taima dayanarak, “Odada 6zdes kisiler olmayan Bay Brown ile Bay Cope’dan bags-
ka kimse yoktur,” 6nermesinden, “Odada yalmzca iki kisi vardir,” sonucunun ge-
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cerli olarak nasil ¢iktigini gérmekteyiz.) Aym sekilde, n(C) = 1 dnermesinin anla-
mi, gene x ve y nesnelerini alarak, soyle tanimlanabilir: xe C, ye C ve x = y (yani,
x ile y ozdestir). Gene, n(C) = 0 6nermesinin aligilmig anlamini s6yle verebiliriz:
x€ C saglayan hi¢bir nesne yoktur.

Bu tamimlarin genel bigimi tiim dogal sayilar1 tamimlamaya elverislidir. Bir
noktay1 6zellikle belirtmeliyiz: Bu tiir tanimlarda, aritmetik terimler asla yer alma-
makta; tanimlayici olarak yalnizca 6zdeslik ve farkhilik simgeleriyle birlikte mantik-
sal terimlere bagvurulmaktadir. Buraya kadar yaptigimiz sadece n(C)= 2 gibi ifade-
lerin anlamini belirlemek oldu; ancak bu baglam diginda 0, 1, 2, ... gibi sayilarin ta-
nimu verilmis degildir. Bu tanim, 6rnegin, 2 nin tiim ciftlerin paylastiklar1 ortak
ozellik olarak diisiiniilmesiyle verilebilir. Bu ortak o©zellik, kavramsal olarak, bu
Ozelligi paylagan tiim kiimelerin kiimesi diye temsil edilebilir. $oyle ki, 2 tiim iftle-
rin kiimesi, yani tiim kiimelerin kiimesi C i¢in n(C) = 2. Bu tamim dongiil degil-
dir; ciinkii, ¢ift kavrami 2 ye herhangi bir yollama yapmaksizin daha 6nce tanim-
lanmugtir. Ayni sekilde, 1 tiim birim siniflarin sinify, yani tiim kiimelerin kiimesi C
icin n(C) = 1. Son olarak, 0 tiim bos kiimelerin kiimesi, yani elemani olmayan
tiim kiimelerin kiimesidir. Béyle bir kiime yalmzca bir tane oldugundan, 0 sayist
tek elemam bos kiime olan kiimedir. Goriiliiyor ki, herhangi dogal bir sayinin ali-
silmis anlami bu sekilde tanimlanabilir. Peano ilkel terimlerinin, 6ngériilen yorum-
larini nitelemek i¢in yalmzca 0 sayisimin tanimini vermek yeterlidir. Geriye “izle-
yen” ile “tamsay1”y1 tamimlamak kaliyor.

Belirtik tanimi burada verilmeyecek kadar pek ¢ok incelik gerektiren “izleyen”
teriminin tammi, u drnekte goriildiigii gibi, basit bir diisiincenin dikkatle dile ge-
tirilmesinden ibarettir. 5 sayisini, yani titm besizlerin kiimesini alalim. $imdi besiz-
lerden gelisigiizel birini se¢ip, buna heniiz onun eleman: olmayan bir nesne ekleye-
lim. 5 in izleyeni 5, boyle elde edilen kiimeye uygulanan say1 olarak tanimlanabilir.
Son olarak, dogal say1 kavraminin aligilmig anlamini veren bir tanimi formiile ede-
biliriz. Gene burada veremeyecegimiz bu tanim, dogal sayilar kiimesinin, 0, 0 1n iz-
leyeni, izleyenin izleyeni, ... sayilarindan olustugu diisiincesini dile getirir.

Yukarda verilen tamimlar dikkatli bir dille yaz1ildiginda (simgesel ya da mate-
matiksel mantigin sagladig: ifade teknikleri bu amag igin vazgegilmez degerdedir),
her tanimda bagvurulan tanimlayici terimlerin tiimiiyle salt mantik terimleri oldu-
gu goriiliir. Gergekten, Peano ilkel terimlerinin aligitlmis anlamlariyla bunlara daya-
nilarak tanimlanan tiim diger matematik terimlerinin anlamlarini, “x” ve “C” de-
giskenleriyle birlikte su yedi mantik terimi kullanilarak belirlemek olanaklidir: de-
gil, ve, ise; x degiskenin kapsadig1 tiim nesneler igin ... ; x in kapsaminda en az bir
nesne.var, oyle ki ...; x, C kiimesinin bir elemamdir; x in kapsadig: tiim nesnelerin
kiimesi, 6yle ki, ... Ustelik bu mantiksal kavramlarin sayisim su dort temel kavrama
indirgeyebiliriz: Verdigimiz yedi kavramdan ilk ii¢iinii “ ne - ne de” ile, besincisini
ise dordiincii ile “ne - ne de”yi kullanarak tamimlamak olanag vardir. Bu demektir
ki, matematigin tiim kavramlarini salt mantigin dort terimiyle tanimlayabiliriz. (Ne
ki, boyle bir indirgeme pratik olmaktan uzaktir: Herhangi bir karmagik mtematik
kavraminin sozii gegen dort mantik terimi kullanilarak tanimlanmast yiizlerce, hat-
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ta binlerce sayfa dolduran bir islem gerektirebilir. Oyle de olsa, matematigi manti-
ga indirgeme olanag: kuramsal agidan son derece 6nemli bir noktadir.)

Peano Postulatlarinin
Alisilmis Yorumlarindaki Dogrulugu

Bundan 6nceki béliimde verilen tanimlarin, aritmetik kavramlarin aligilmig anlamla-
rint tam bir agiklikla belirledigi soylenebilir. Ustelik (simdi belirtecegimiz nokta, ma-
tematigin gecerligi bakimindan 6nemlidir) Peano postulatlarinin, ilkel terimlerin s6z
konusu tanimlara uygun anlagilmastyla, dogru 6nermelere doniistiigii gosterilebilir.

Nitekim P1 (0 bir sayidir) dogru bir 6nerme olmaktadir; ¢iinkii, dogal sayilar 0
ve onun izleyenleri olarak tamimlanmistir. P2 (bir saymn izleyeni de bir sayidir)
postulatinin dogruluga da ayni tamma dayanmaktadir. Ps (matematiksel indiiksi-
yon ilkesi) icin de aym seyi soyleyebiliriz. Ancak bu postulatin ispati igin yukardaki
tanim yerine, “tamsayiya” iligkin belirtik tamma bagvurmamz gerekir. P4 (0 her-
hangi bir saymn izleyeni degildir) postulatimn dogruluguna gelince, onu soyle
gosterebiliriz: “Izleyen” teriminin tanimi geregince, bir sayin izleyeni olan bir sa-
y1, en az bir eleman olan kiimelere uygulamr. Oysa, 0 sayisi, tamimi geregi, ancak
ve ancak bos olan bir kiimeye uygulanabilir. Pi, P2, Ps, Ps in dogrulugu, salt man-
tik kurallar araciligiyla bu tanimlardan cikarsanabilirken, P3 (hicbir iki say1 ayni iz-
leyeni paylasmaz)in ispat1 giicliik yaratmaktadir. Daha 6nce de degindigimiz gibi, n
sayisimin izleyeninin tanimi, n sayisinda elemani olan bir kiimeye, o kiimenin he-
niiz kapsamadig1 bir elemani ekleme siirecine dayanir. Simdi, var olan nesneler
hep birlikte siirh sayida ise, bu ekleme siireci sonsuza dek siirmez; dyleyse, P1, P2
ile birlestiginde, tamsayilarin sonsuz bir kiime olugturdugunu iceren P3 yanhs de-
mektir. Bu giicliik, “sonsuzluk aksiyomu” denen 6zel bir aksiyoma bagvurularak gi-
derilebilir. Bu aksiyom, P3 iin ispatini saglayan, “sonsuz sayilar vardir,” savin icer-
mektedir. Sonsuzluk aksiyomu mantigin bilinen yasalan arasinda yer almaz; ama
salt mantik terimleriyle dile getirilme olanag vardir ve modern mantik teorisinin
bir ek postulat: olarak diisiiniilebilir.

Mantigin Bir Kolu Olarak Matematik

Daha once de belirtildigi iizere aritmetik, cebir ve analizin tiim teoremleri Peano
postulatlar: ile Peano sisteminde ilkel olmayan matematik terimlerin tanimlarindan
¢ikarsanabilir. Bu ¢ikarsama igin yalmzca mantik ilkelerine ihtiya¢ vardir. Ancak
kimi durumlarda, bu ilkelerle birlikte segis aksiyomuna da bagvurmak gerekir. Bu
sonugla Peano sistemine iligkin sdylediklerimiz birlestiginde, matematigin yap: ve
niteligi ile ilgili “mantikgilik tezi” diye bilinen su yargi ortaya ¢ikmaktadir:
Matematik, mantigin bir koludur; mantiktan su anlamda gikarsanabilir:

a) Matematigin (yani, aritmetik, cebir ve analizin) tiim kavramlarinm, salt
mantik terimlerini kullanarak tammlayabiliriz.
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b) Matematigin tiim teoremlerini bu tanimlardan, mantik ilkeleri aracihgiyla
(sonsuzluk ve secis aksiyomlarini ekleyerek) ¢ikarsayabiliriz.

Bu anlamda matematiksel 6nermelerin, o 6nermelerde gegen terimlerin tanimi
geregi dogru oldugu, ya da matematiksel kavramlara tamimla yiiklenen 6zellikleri
belirtik hale getirdigi soylenebilir. Demek oluyor ki, matematiksel 6nermelerin s6z
gotiirmez dogrulugu, “Tiim bekérlar evli olmayan kisilerdir,” tiiriinden 6nermelere
Ozgii kesinlikle aynidir. Bu tiir 6nermeler gibi matematiksel 6nermeler de tiimiiyle
olgusal igerikten yoksundur; kesinlikleri de bu bosluktan kaynaklanmaktadir. Ma-
tematiksel onermeler olgusal herhangi bir konuda bilgi saglamaz, olup bitenlere
iliskin bize bir sey bildirmez.

Matematigin Olgusal Diinyaya Uygulanmasi

Bu sonug bildigimiz bir gercekle bagdasmaz gériinmektedir: Matematigin empirik
diinyaya uygulanmasinda sergiledigi goz kamastirict basar! Bilimlerin ilerlemesi,
ulagilan sonuglarin giivenilir bilgi olusturmas: biiytik 6lciide matematiksel yontemi
kullanma ve uygulama giiciine bagh bir gelismedir. Goriiniirdeki bu paradoksu ba-
z1 orneklerle agikhiga kavusturalim:

Diyelim ki, elimizde belli bir sicaklikta hacmi (v) 9 desimetre kiip, basinci (p) 4
atmosfer olan incelemek istedigimiz bir gaz var. Gene diyelim ki, aymi sicaklik altin-
da p = 6 (basinci 6 atmosfer) olan gazin hacmini, Boyle yasasina dayanarak bulmak
istiyoruz. Basit aritmetik kullanarak s6yle diisiinebiliriz: v ile p nin karsilikli degerle-
ri i¢in vp = C; 6yle ki, p = 4 oldugunda, v = 9 dur; o halde, C = 36. Buna gore p = 6
ise v = 6 olur. §imdi, matematige dayanan bu 6ndeyinin deneysel olarak dogrulan-
digin1 diisiinelim. Bu, kullandigimiz aritmetigin kendine 6zgii bir 6ndeyi giicii oldu-
gunu mu, yani aritmetik 6nermelerin olgusal igerikli oldugunu mu gosterir? Elbette
degil. Burada gordiigiimiiz 6ndeyi giicii ile olgusal icerik tiimiiyle verilen ilk kosul-
larla Boyle yasasindan kaynaklanmaktadir. Bilindigi gibi bu yasa olgusal igerikli bir
iliskiyi, vp = C iliskisini dile getirmektedir. Matematigin islevi aragsaldir: p = 6, C =
36 verildiginde, diger degisken v nin 6 oldugunu belirlememizi saglar. Matematik
analitik bir arag olarak belli bir iliskiye bagli verilen ilk kosullardan belli bir sonucu
¢ikarma, ya da onciillerin igerigini agiga vurma olanagini verir, yoksa kendi icinde
bir 6ndeyi giicii tasgimaz. S6yle ki, p = 6 ve C = 36 degerleriyle Boyle yasasindan olu-
san onciilleri dogru saydigimizda, v nin 6 oldugunu kabul etmemiz gerektigini arit-
metik islemler bize gosterir. Mantik gibi-matematik de bir énciiller kiimesinde sakli
olan seyi belirtik kilmaya yarayan kavramsal bir yontemdir. Bu yontemle ulagilan so-
nug, onciillerde zaten iistii-ortiik vardir. Baska bir deyisle, sonug bizim i¢in kuram-
sal hicbir yenilik degil, olsa olsa psikolojik bir yenilik sergiler. S6yle de soyleyebiliriz:
Birtakim varsayim veya onermeleri dogru saydigimizda, daha neyi dogru saymamiz
gerektigini bilemeyebiliriz; mantik veya matematik iste bunu bize gosterir.

Benzer bir ¢oziimleme, uygulamali matematigin tiim diger kullanimlar: i¢in de
gecerlidir. Ornegin, kalkiiliis teknigini gerektiren bir uygulamayi alalim. Belli bir
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elektrik alanda bir cismin 5 m/s? bir ivmeyle hareket ettigini diisiinelim. Bu hipote-
zi test etmek i¢in, hipotezden birbirini izleyen iki integrasyon araciligiyla 6ndeyi ni-
teligindeki su sonucu ¢ikarabiliriz: Cismin, harekete gectikten sonra herhangi bir t
siiresinde aldii mesafe 5/2t* metredir. Simdi bu sonug konuya yabanci bir kimse
i¢in psikolojik yonden bir yenilik tagiyabilir, ancak bu bir kuramsal yenilik degildir;
¢iinkii, sonucun igerigi, cismin sabit ivmeyle hareketine iliskin hipotezde verilmis-
tir. Gergekten, gazin kiigiilen hacminde oldugu gibi, burada da 6ndeyinin deneysel
olarak yanlis ¢ikmasi, mantik ya da matematik yontemin yanhs oldugunu degil,
onciillerd¢n en az birinin (6rnegin, belli bir gaza uygulanmasinda Boyle yasasi) ol-
gusal hata icerdigini gosterir.

“Boylece, empirik bilginin kurulusunda matematigin (aym sekilde mantigin) is-
levi, deyis yerindeyse, 6zsu ¢ikarmadir: Matematiksel (ya da mantiksal) yontemle
¢ikarilan bilgi 6zsuyu 6nciil alinan varsayimin igerigi ile sinirhdir; ancak matematik
yontemle agiga vurulan bu icerik ¢ogu kez ilk bakista samldigindan ¢ok daha zen-
gin olabilir.

Ulastigimiz bu noktada, aritmetikten veya mantiktan kaynaklanmayan kimi
matematiksel disiplinlerin konumlarim kisaca gézden gegirmede yarar vardir. Bu
disiplinler arasinda 6zellikle topoloji ve geometri yaninda grup, “lattice” ve alan te-
orileri gibi soyut cebirin degisik dallar1 gosterilebilir. Bunlardan her biri kendine
o6zgii postulatlara dayanilarak salt dediiktif bir sistem olarak kurulabilir. Verilen bir
teoriye ait postulatlar birlikte P ile gosterirsek, teorinin T ile gosterilen her teoremi
P den formel mantik ilkeleri aracihgiyla ¢ikarsanan bir 6nermedir. Boylece, ispatla-
nan sey, T nin dogrulugu degil, P nin dogru olmas: halinde T nin dogru oldugu-
dur. Ancak, hem P, hem de T teoride gegen heniiz yorumlanmamus ilkel terimleri
tasidigindan, siki bir anlamda, ne T nin, ne de P nin dogrulugundan soz edemeyiz;
olsa olsa s6yle diyebiliriz: T gibi bir 6nerme P den mantiksal olarak ¢ikarsanmissa,
P yi olusturan 6nermeleri dogru yapan her yorum T yi de dogru yapar. Bu nokta-
ya dek ¢oziimlememiz Peano postulatlarina dayanan aritmetikteki ¢oziimlemeyle
tam bir benzerlik i¢indedir. Ne var ki, aritmetik s6z konusu oldugunda bir adim
daha ileri gitmek olanakliydy; yani, ilkel terimleri salt mantiksal terimlerle tanimla-
ma, bu tanimlar geregince aritmetigin postulat ve teoremlerinin kosulsuz dogru ol-
duklarini gostermek yoluna gidilebilirdi. Oysa, aritmetikten kaynaklanmayan disip-
linlere benzer bir islem uygulanamaz. Soyut cebirin degisik dallarina ait ilkel terim-
lere 6zgii “aliplmig anlam” yoktur; ve eger alisilmig yorumunda geometriyi fiziksel
uzayn yapisina iliskin bir teori sayacaksak, bu teorinin ilkel terimlerini birtakim fi-
ziksel nesneleri belirleyen kavramlar olarak diigiinmeliyiz. Bu yorumda geometrik
teorinin dogrulugu sorununa gelince, bu empirik nitelikte bir soruna doniigiir.
Aritmetikten kaynaklanmayan disiplinlerin matematikte ya da empirik bilimlerde
belli bir konuya uygulanmas i¢in 6ncelikle ilkel terimlerine belli anlamlarin veril-
mesi, sonra da bu yorumlamayla postulatlarin dogru énermelere doniigiip doniis-
mediginin belirlenmesi gerekir. Postulatlar dogru 6nermelere déniismiigse, tiim te-
oremlerin de dogru oldugu kesinlik kazanir. Boyle olmasi kaginilmazdir; ¢iinkii te-
oremler yorumlanmig postulatlanin icerigini agiga vurmaktan ileri gegmeyen 6ner-
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melerdir. O halde, s6z konusu matematiksel teorilerin, empirik alana uygulanmasi
durumunda, aritmetikten ve sonunda salt mantiktan kaynaklanan teoriler gibi, da-
yanilan postulatlara bir sey eklenmeksizin, sadece onlarin iceriklerini belirtik kilan
bir islevi vardir, denebilir.

Ger¢i matematigin empirik bilgilerimizi icerik yoniinden zenginlestirici her-
hangi bir katkisindan soz edilemezse de, o tiir bilgilerimizin gegerligini saglama,
hatta dile getirme bakimindan vazgegilmez bir ara¢ oldugu siiphe gotiirmez. Empi-
rik bilimlerde en 6nemli teorilerin gogu (6zellikle genis 6ndeyi ve uygulama ola-
naklar tagiyan teoriler) matematiksel kavramlar yardimiyla dile getirilmis olan teo-
rilerdir. Bu teorilerin formiilasyonunda 6zellikle say1 sistemiyle gesitli metrik degis-
kenler arasindaki fonksiyonel iligkilerden yararlamldigi goriilmektedir. Kald: ki, bu
teorilerin bilimsel olarak yoklanmasi, bu yoldan 6ndeyilerinin dogrulanmas, ayrica
uygulama sonuglarinin irdelenmesi gibi islevlerin hic¢biri, teoriden birtakim goz-
lemsel sonuglar ¢ikarmaksizin yerine getirilemez. Matematigin sagladigi teknik
yontemler olmadik¢a boyle bir gikarsamaya olanak olmadigi gibi, genel teorinin
iliskin oldugu konudaki tstii-ortiik igerigini tiimiiyle bilmeye de olanak yoktur.

Bu ¢alismada kalin gizgileriyle verdigimiz ¢6ziimleme, matematik sistemini, ol-
gusal icerikten yoksun, ama goz kamastirici genislik ve incelikte kavramsal bir yap:
olarak sunmaktadir. Matematik, empirik diinyaya iliskin bir ¢aliyma olmamasina
kargin, bu diinyay bilimsel olarak anlama ve ona egemen olma ¢abasinda son de-
rece giiclii ve vazgecilmez bir aractir.

[Bu metin, The World of Mathematics,
Vol. 111, (Ed. J. R. Newman)’dan alin-
mistir.]



EK: 4
GEOMETRI ve EMPIRIK BILIMLER

Carl G. Hempel (1945)

1. Giris

Matematigi empirik bilimlerden ayiran, ona bilimlerin kralicesi diye iin kazandiran
en belirgin 6zellik hi¢ kuskusuz matematigin kesinligi ve eristigi sonuglarin zorun-
lugudur. Empirik bilimlerin en gelismis olaninda bile bu kesinlik ve zorunluk yok-
tur. Empirik olgulara iliskin bir hipotezin dogrulugu, dayandigi kanitlara gére en
cok yiiksek bir olasiliktir, yoksa bir kesinlik olamaz. Bagka bir deyisle, bilimde bir
hipotez ne denli kanitlanmis olursa olsun, bir giin yeni gozlemler kargisinda yanls-
lanma olasihigindan kurtulamaz. Béylece, tiim bilimsel hipotez ve teoriler, gegici ni-
telikte olup, olgulara ters diigmedikleri siirece dogru sayilirlar. Oysa, matematikte
bir teorem bir kez ispatlaninca kesinlik kazanir; ne denli ters diiserse diigsiin hi¢bir
gozlem kargisinda asla sarsilmaz. Bu yazinin amaci, “matematiksel kesinlik” diye
bilinen bu 6zelligi geometriyi 6rnek alarak tanitlamak, geometrik teorilerin gegerli-
gi sorununu aydinlatmaya calismak ve fiziksel uzayin yapisina iliskin bilgilerimiz
yoniinden bu teorilerin 6nemini belirtmektir.

Matematiksel dogrulugun niteligini, onu saglayan metodu inceleyerek anlaya-
biliriz. Bu konuda s6zii uzatmayacagim: Bu metod, bir 6nermenin bagka bir 6ner-
me ya da 6nermelere bagvurularak mantiksal ¢ikarimla ispatlanmasim icerir. Agik-
tir ki, ispatta, bazi 6nermeleri ispatlamaksizin dogru saymak geregi vardir; yoksa
sonu gelmeyen bir geriye gidisten kurtulunamaz. Tiim matematiksel teorilerde te-
mel varsayimlar1 olusturan bu tiir 6nermelere iliskin olduklar: teorinin aksiyom ve-
ya postulat’lan (bu iki terimi esanlamda kullanacagiz) denir. Matematikte aksiyo-
matik bir sistemin tarihsel ilk 6rnegini geometri vermistir. Ne var ki, Euclides’in
kurdugu sistemde teoremlerini ispatta dayandigi postulatlar, geometrisinin tiim
Onermelerini ispatlamaya yeterli degildi. Bu nedenle Euclides sistemi ¢agimizda bir-
cok kez ele alinarak gozden gegirilmis, daha tam ve yeterli postulatlar konmustur.
Bunlar arasinda Euclides sistemini en yakindan izleyeni belki de Hilbert’'in olustur-
dugu sistemdir.
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2. Euclides Postulatlannin Yetersizligi

Euclides postulatlarinin yetersizligi, modern matematikte aksiyomatik metod yo-
niinden can aha bir noktay: su yiiziine ¢ikarmaktadir. Bir teorinin postulatlar: bir
kez konduktan sonra, onlarin gergevesi disina ¢ikilamaz; teorinin tiim diger oner-
melerinin mantiksal ¢ikarimi ancak bu postulatlara dayanilarak yapilir; fiziksel
uzayda kati cisimlerin davraniglarina iligkin herhangi bir apagikhk duygusuna, ya
da geometrik sekillerin 6zelliklerine bagvurulamaz, yasant: ve deneylerimize yer ve-
rilemez. Gergi bu tiir seyler, bir teoremin ispatim bulmada bize yardima olabilir,
fakat ispatin dayanaklar olarak ileri siriilemez. Bu nokta ozellikle geometride
onemlidir; ¢iinkii, geometrik sekiller ve iligkiler iizerindeki sezgi ve yasantimiz, ne
postulatlar arasinda yer alan ne de onlara dayanilarak ispatlanabilen birtakim iistii-
ortiik varsayimlar kullanmaya bizi itebilir. Su 6rnegi alalim: Bir ticgende, kenarlar:
iki esit pargaya ayiran ii¢ kenar ortay, her birini 1 : 2 oraninda bélen bir noktada
kesisirler. Bu teoremi ispatlamak icin, ilkin ABC diye aldigimiz herhangi bir ii¢gen-
de (sekile bakimiz), AB ve ACnin ortalarimi birlestiren MN dogru pargasinin,
BC’ye paralel oldugunu, bu nedenle onun yarsi kadar uzunlukta oldugunu gésteri-
riz. Sonra, BN ve CM dogrular cizilir; MON ve BOC iiggenlerinin incelenmesi bizi
teoremin ispatina gotiiriir. Bu islemde genellikle BN ve CM dogrularimin B ve N
ile C ve M arasinda yer alan O noktasinda kesistigi kabul edilir. Bu varsayim geo-
metrik sezgiye dayanir, Eculides’in postulatlarindan ¢ikarsanamaz. Sezgiden bagim-
s1z, ispatlanabilir bir 6nerme niteligi alabilmesi i¢in Euclides’in postulatlarina 6zel
bazi postulatlarin eklenmesi gerekmistir. Ornegin, bunlardan biri, “A, B, C bir dog-
ru iizerinde noktalar ise, ve B noktasi A ile C arasinda ise, B noktasi aym zamanda
C ile A arasindadir” iddiasim dile getirmektedir. Ispatta, bu denli 6nemsiz bir var-
sayima bile goz yumulamaz; basta konan postulatlar, tiim onermelerin mantiksal
¢ikarsamasina elverecek sekilde tam olmalidir.

Bagka bir 6rnegi de su 6nermede bulmaktayiz: lki kenar ve bunlarin olustur-
dugu i¢ agida es olan iiggenler birbiriyle cakisir. Euclides geometrisinde bu 6nerme
bir teorem olarak ortaya konmustur. Ne var ki, verilen ispat, sekillerin hareket ve
birbirinin iistiine konmas: diisiincelerinden yararlanmakta, boylece de, kat1 cisim-
lere iliskin deneyimlerimize ve geometrik sezgimize dayanan iistii-ortiik varsayim-

A
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lan icermektedir. Oysa bu varsayimlari Euclides postulatlarindan ¢ikarsamaya ola-
nak yoktur. Bu nedenledir ki, Hilbert sisteminde bu 6nerme (daha dogrusu 6ner-
menin bir boliimii) belirtik olarak postulatlar arasinda yer almustir.

3. Matematiksel Kesinlik

Matematiksel kesinligi saglayan sey iste matematik ispatin bu salt dediiktif niteligi-
dir. Bir teoremin ispati (6rnegin, ii¢genin i¢ agilarinin toplamu ile ilgili 6nermenin
ispat1) o teoremin bir 6nerme olarak dogrulugunu degil, birtakim postulatlardan
¢ikarilabilir oldugunu gosterir; postulatlar dogru ise, teoremin dogrulugu kesinlik
kazamir. Bu nedenle, matematikte her teoremi su bi¢imde yazabiliriz. (Formiilde
P’ler postulatlari, T postulatlarin icerdigi teoremi, — ise kogulsal iliskiyi simgele-
mektedir):

(P1 e P2 P3 % eooreeeeeessesssseeeeeeeeeenene P) > T

Simdi matematiksel ispatin bu kesin ve zorunlu karakterini biraz daha acikla-
yalim:

Mantiksal ¢ikarimlarin belirgin niteligi sudur: Ulagilan sonug, hareket noktasi
postulatlarin icerigini ya tiimiiyle ya da bir boliimii ile dile getirmekten 6teye gece-
mez. Basit bir 6rnekle bunu soyle gosterebiliriz: “Bu sekil dik agili bir ii¢gendir,”
onciiliinden, “Bu sekil bir iiggendir” sonucu mantiksal olarak ¢ikar. Onciil dogru
ise, sonu¢ zorunlu olarak dogrudur. Ancak goriildiigii gibi sonug onciilii hi¢ degil-
se bir boliimii ile yinelemekten 6teye gegmemektedir. Gene, “2 digindaki tiim s
sayilar tek sayidir,” “n, 2’den farkh bir asal sayidir,” 6nciillerinden “n bir tek say1-
dir,” sonucu mantiksal olarak ¢ikar. Fakat zorunlu olan bu sonug da 6nciillerin bir
pargasini dile getirmekle kalmaktadir. Bu, tiim mantiksal ¢ikarimlarin degismez
ozelligidir. Buna bakarak, matematiksel ispatin biricik yontemi olan dediiktif ¢ika-
rim1 bir kavramsal ¢6ziimleme teknigi diye niteleyebilirizz Onciillerde sakli olan
savlar1 agiga cikaran, iistii-ortiik olani belirtik yapan bir teknik. Oyle bir teknik ki,
bir ¢ikarimda 6nciilleri kabul etmekle, daha neyi ya da neleri kabul ettigimizi bize
gostermektedir. Ancak unutmayalm ki, bir teorem (ispatlanan 6nerme) igerik yo-
niinden postulatlara yeni bir sey eklemek soyle dursun, ¢ogu kez onlar eksik bir
yinelemeden oteye gegmez.

Tiim matematiksel ispatlar birtakim postulatlardan mantiksal ¢ikarimlara da-
yandigindan, geometrideki Pythagoras teoremi gibi bir teoremin, dayandigi postu-
latlar bakimindan nesnel ya da kuramsal yeni higbir sey ileri siirmedigi agiktir. Ci-
karimin, postulatlarda farkina varmadigimiz bir iliskiyi ortaya ¢ikarmasi bize yeni
bir seye ulagtigimiz duygusunu verebilir, ancak bu mantiksal degil, salt psikolojik
bir yeniliktir.

Matematige 6zgii kesinligin niteligi simdi agiktir: Bir teoremin kesinligi ¢ikaril-
mis oldugu_postulatlara bagildir; postulatlar dogru ise teoremin dogrulugu zorun-
ludur. Ciinkii teorem, yukarda belirttigimiz iizere, postulatlarda ileri siiriileni tam
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olmasa da yinelemekten ileri gegmez. Boyle kosullu tiirden bir dogrulugun ise ol-
gulara iliskin bir icerigi olmadigi, bu nedenle de empirik hicbir bulgu ile ters diis-
meyecegi aciktir. Oysa empirik bilimlerde hipotez ya da teoriler ne denli kanitlan-
mis olurlarsa olsunlar, yeni bazi olgulara ters diisiip yanhslanma olasiligindan kur-
tulamazlar. Matematiksel dogruluk, salt olgusal ya da empirik icerikten yoksun ol-
dugu icin kaginilmaz ve kesindir. Kosullu bicimde olugturulan herhangi geometrik
bir teorem, mantik deyimiyle analitik niteliktedir; dogrulugu a prioridir. Bagka bir
deyisle, bu teoremin dogrulugunu, empirik verilere bagvurmaksizin salt mantik ku-
rallar1 araciligs ile kanitlayabiliriz.

4. Postulatlar ve Dogruluk

Denebilir ki, geometrik dogruluk iizerindeki bu diisiincelerimiz konunun sadece
yarisim yansitmaktadir. Gergekten de geometrik ispat bir 6nermeyi kosullu olarak
(yani, postulatlar1 dogru sayma kosuluyla) ileri siirmemizi saglyor, ama postulatla-
r1 kendi baslarina dogru sayarsak, onlarin mantiksal sonuglar1 olan teoremleri de
kosulsuz olarak dogru saymamiz dogru olmaz mi? Ornegin, iki noktanin onlari
birlestiren bir ve yalmz bir dogruyu belirledigi 6nermesi, ya da herhangi bir iiggen-
de i¢ agilarin toplamu iki dik aginin toplamina esittir, dnermesi kosulsuz birer savi
dile getirmiyorlar ms? 1lk bakista dyle goriinseler de, aslinda 6yle olmadiklarini ge-
ometrinin aksiyomatik kurulusuna iligkin iki 6nemli noktay: gozden gecirdigimiz-
de anlayacagiz.

llk nokta, Euclides geometrisiyle bagdasmayan birtakim baska geometrilerin
ortaya ¢ikmis olmasina iliskindir. Euclides geometrisinde dogru olan, 6rnegin biraz
once soziinii ettigimiz iki 6nerme, bu yeni sistemlerde yanlistir. Euclidesci olmayan
bu sistemlerin bazi temel 6zelliklerini kisaca belirtmekte yarar vardir. Euclides geo-
metrisinin dayandig: postulatlar arasinda tinlii paralel postulat: (herhangi bir dog-
ru disindaki bir noktadan o dogruya bir ve yalniz bir paralel dogru geger) da var-
dir. Bu postulat, 6tekilerden ¢ok daha az basit ve sezgisel olarak daha az akla yakin
oldugundan, onun bir aksiyom olarak kabul edilmesinin gerekli olmadigin1 goster-
mek icin tarih boyunca pek ¢ok girisimler yapilmistir. Ne var ki, paralel postulat:
bir teorem olarak ispat yolundaki tiim c¢abalar bosa ¢ikmis, sonunda onu Eucli-
des’in diger postulatlarindan (hatta bunlarin daha tam olan modern formiilasyon-
larindan) ¢ikarsamaya olanak olmadig: kesinlikle kanitlanmistir. Oyle ki, paralel
postulatt yerine onunla c¢elisen baska bir postulati (6rnegin, “herhangi bir dogru
disindaki bir noktadan o dogruya hi¢ degilse iki dogru paralel geger,” dnermesini
koydugumuzda mantiksal tutarlig: tam yeni bir geometrik teori elde edebilmekte-
yiz. “Hiperbolik geometri” denen bu ilk Euclidesci olmayan geometriyi son yiizy1-
lin ilk 20 yilinda bir Rus olan N. I Lobachevsky ile bir Macar olan J. Bolyai kur-
mugtur. Daha sonra, “eliptik” denen bir bagka geometrinin ortaya ¢iktigini goriiyo-
ruz. Bir Alman olan Riemann’in kurdugu bu sistemde paralel postulatinin yerini,
“higbir dogrunun paraleli yoktur,” 6nermesi alir. (Ancak, Riemann sisteminin tu-
tarliligini saglamak i¢in bu 6nermenin benimsenmesiyle birlikte diger Euclides pos-
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tulatlarinda da baz1 degisikliklere ihtiya¢ duyulmustur.) Kuskusuz bu yeni geomet-
rilerin pek ¢ok teoremleri Euclides teoremlerinden farkli olacaktir. Ornegin, iki.bo-
yutlu hiperbolik geometride “herhangi bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz
sayida paralel dogru gecer,” 6nermesi bir teoremdir. Bunun gibi, “herhangi bir tig-
genin i¢ agilarimin toplamu iki dik aginin toplamindan azdir,” 6nermesi de bir teo-
remdir. Eliptik geometride ise, tam tersine, ii¢genin i¢ agilarimin toplami daima iki
acidan biiyiiktiir; birbirine paralel iki dogru yoktur. Ayrica, yeni geometrilerde
(Euclides geometrisinde daima oldugu gibi) iki farkl nokta onlar1 baglayan bir
dogruyu belirlerse de, belli baz1 nokta ciftleri var ki, bunlar1 sonsuz sayida degisik
dogrular birbirine baglar. Bunun bir 6rnegini, dogru ¢izgi kavramin biiyiik ¢em-
ber olarak yorumladigimizda kiire yiiziiniin temsil ettigi iki boyutlu egik uzayin ya-
pisinda bulmaktayiz. Boyle bir uzayda, verilen herhangi iki biiyiik ¢cember kesisti-
ginden, paralel dogrular yoktur; kiire ¢capmin ug¢ noktalarini, sonsuz sayida degisik
“dogrular” birbirine baglar; bir ti¢genin i¢ agilarinin toplami da daima iki dik ag1-
dan fazladir. Gene, boyle bir uzayda, bir gemberin uzunlugu ile ¢apinin bolimii
daima2r’den azdir.

Euclidesci olmayan geometriler sadece eliptik ve hiperbolik geometriler degil-
dir; daha baska gesitleri de olusturulmustur. Ilerde, gene Riemann’in kurdugu Euc-
lidesci olmayan ¢ok daha genel bir sisteme deginecegiz.

Modern matematikte farkli geometrilerin ortaya ¢ikmig olmasi, matematikte
postulatlarin dogrulugu ileri siiriilerek ise baslanmadigin1 gosterir. Matematigi ilgi-
lendiren sey sadece sudur: Verilen postulatlarin mantiksal (dediiktif) sonuglarim
¢ikarmak. Teoremlerin zorunlu goériitnen dogruluklari postulatlarin dogruluguna
bagil kalmaktadir. S

Matematigin, dayandigi postulatlarin dogru oldugunu ileri siirmedigini- goste-
ren ikinci bir gozlem de, geometri kavramlarimin statiisii ile ilgilidir. Aksiyomatik
her sistemde, 6nermeler iizerinde yiiriitillen islemle, kavramlar tizerinde yiiriitiilen
islem arasinda yakin bir kosutluk vardir. Daha 6nce de belirttigimiz gibi, dnerme-
ler iki gruba ayrilir: Ispatlanmaksizin alinan postulatlar, postulatlara dayamilarak is-
patlanan teoremler. Aym sekilde, kavramlar da iki gruba ayrilir: Tanimlanmaksizin
alnan ilkel ya da temel kavramlar, ilkel terimlere dayanilarak tanimlanan kavram-
lar. (Birtakim kavramlarin tanimlanmaksizin sisteme alinmasi, sonsuz geri-gidise
diismemek icin gereklidir.) Benzerlik bu kadarla da kalmamaktadir: Nasil ki, bir
tek teori (6rnegin, Euclides geometrisi) igin kuramsal olarak sonsuz ¢oklukta degi-
sik postulat sistemi segmeye olanak varsa, bunun gibi, sonsuz goklukta degisik ilkel
terimlerden se¢me olanag: da vardir. Her zaman degil ama, ¢ogu kez, bir teorinin
degisik aksiyomatiklestirilmesi degisik postulatlar1 gerektirdigi gibi, degisik ilkel te-
rimler de gerektirir. Hilbert'in diizlem geometriyi aksiyomatiklestirmesi alt1 ilkel te-
rim igermistir: Nokta, dogru, (bir noktanin bir dogru iizerine) diismesi, (bir dogru
tizerindeki ii¢ noktanin iligkisi olarak) arasinda olma, dogru pargalarinin ¢akisirligs,
ve agilarin ¢akisirligi. (Hilbert, sisteminde ti¢ boyutlu geometri igin iki ilkel terime
daha ihtiyag vardir: Diizlem, bir noktanin bir diizleme diismesi.) Geometrinin, ag,
ticgen, cember, vb. gibi tiim diger terimleri ilkel terimlere dayamilarak tanimlanan
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terimlerdir. Ancak, ilkel terimler tamimlanmadigina gore, onlara nasil bir anlam ve-
rebiliriz? diye sorulabilir. Bunun yanity, onlara belli herhangi bir anlam vermenin
gereksiz oldugudur. Gergi, “nokta”, “dogru”, vb. terimler, bildigimiz birtakim an-
lamlar tagirlar; ne var ki, bu terimlerin yer aldigi 6nermelerin gegerligi bu anlam-
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lardan tiimiiyle bagimsizdir. Gergekten de, Euclides geometrisinde “nokta”, “dog-
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ru”, “lizerine diisme”, “arasinda olma”, vb. terimler yerine, “I’inci tiir nesne”,
“2nci tiir nesne”, “1 no.’lu iliski”, “2 no.lu iligki”, vb. gibi notr terimler koydugu-
muzu diigiinelim. $imdi ilkel terimlerini degistirdigimiz bu geometriyi ilkel terim-
lerin alisik oldugumuz anlamlarini bilmeyen uzman bir mantik¢1 ya da matematik-
¢iye sunarsak ne olur? Bu uzman kisi i¢in tiim ispatlar gecerligini korur. Nedenini
daha 6nce de agiklamigtik: En siki bigimiyle bir ispat, terimlerin bilinen anlamlari-
na asla bagvurmaksizin, aksiyomlardan dediiktif bir ¢ikarim yapmaktir. Goriiliiyor
ki, aksiyomatik bir teorinin ilkel terimlerine belirli anlam verme geregi yoktur; bu
nedenle, mantiksal olarak kurulan geometrik bir sistemin ilkel terimlerine mantik-
sal degisken goziiyle bakilabilir.

Demek oluyor ki, geometride postulatlarin dogrulugunun ileri siirildugi soy-
lenemez; ¢iinkii postulatlar belirli hi¢cbir anlami olmayan kavramlarla olusturul-
mugtur. Birtakim degiskenleri iceren postulatlar ise ne dogru ne de yanlstir! Mo-
dern mantiga uygun deyisle, postulatlar 6nerme degil, ancak degisken terimlerden
olusturulan 6nerme kaliplar1 (ya da énerme fonksiyonlar1)dir. Bu, sunu da goster-
mektedir ki, geometrinin postulatlarimi “apagik dogrular” saymak da yanlstir.
Ciinkii bir savin olmadig yerde, apacik dogruluktan da soz edilmez.

5. Saf ve Fiziksel Geometri

Geometri bu anlayis icinde salt formel bir disiplindir; buna saf geometri de diyece-
giz. O halde, saf geometri (ister Euclidesci, isterse Euclidesci olmayan tiirden ol-
sun)nin belirli bir konusu yoktur; 6zellikle fiziksel uzaya iliskin bir sav icermemek-
tedir. Tim teoremleri analitiktir; olgusal igerikten yoksun olmalar1 nedeniyle kesin-
likle dogrudurlar. Saf geometrinin anlamini daha iyi belirlemek icin, film yapimac-
larinin bagvurduklari bir séz bigimini kullanabiliriz: kel kavramlarla onlarin geo-
metrik sekillere iliskin alistigimiz anlamlari arasinda herhangi bir benzerlik sadece
rastlantidir; postulatlarimiz ne geometrik sekillerin, ne fiziksel uzayin ozelliklerini,
ne de cisimlerin iliskilerini dile getirmektedir.

Fakat, film yapimcilarimin inkéar gibi, hi¢ degilse Euclides geometrisi igin ileri
stirtilen bu safhik savi da pek inandiric1 goriinmiiyor; en azindan tarihsel olarak ge-
cerli degildir. Kokeninde bu geometri, alan 6l¢meye iligkin ve astronominin gelis-
mesiyle ortaya ¢ikan birtakim empirik buluslarin genellemelerine dayanir. Bu agi-
dan bakilinca, geometri olgusal iceriklidir; fiziksel uzayin yapi teorisi, ya da kisaca
fiziksel geometri adim verebilecegimiz empirik bir bilimdir. Oyle ise, saf geometri
ile fiziksel geometri arasindaki iliski nedir?

Fizikgi, fiziksel cisimlere iligkin 6nermelerinde nokta, dogru gibi kavramlar
kullandiginda, bu terimlere asag1 yukar belirli somut anlamlar verir. Onun kulla-
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niminda, “nokta” terimi igne uglari, kesisen saglar gibi nesnelerin 6rnekledigi nok-
talan adlandirir. Aym sekilde, “dogru” terimi gergin ipliklerin ya da tiirdes bir or-
tamda giines 1sinlarinin 6rnekledigi nesnelerin adidir. Fiziksel geometride tiim di-
ger terimlerin de bdyle somut fiziksel anlamlan vardir. $imdi, buna bakarak, fizik-
sel geometriyi, saf geometrinin (modern mantigin dilini kullanarak) semantik bir
yorumu sayabiliriz. Daha genel bir deyisle diyebiliriz ki, saf matematiksel bir teori-
nin semantik bir yorumu, teorideki her ilkel terime (dolayistyla her tammlanmg
terime) belirli bir anlam vermek demektir. Fiziksel geometri s6z konusu oldugun-
da verilen anlam biraz 6nce de belirttigimiz gibi, fiziksel niteliktedir. Istersek geo-
metriye aritmetik bir yorum da verebiliriz; bunun igin ilkel terimlere aritmetik an-
lam vermek yeter. Geometrinin aritmetik yorumu, sistemin tutarhlik ve diger man-
tiksal Ozelliklerini incelemek yo6niinden son derece onemlidir; ancak bu konuyu
burada ele almayacagz.

Geometrik teorinin baslangigta yorumlanmamug (degisken) ilkel terimlerine da-
ha sonra verilen fiziksel anlamlar, dolayli yoldan, teorinin tiim diger tanimlanmisg
terimlerine geger; boylece bu terimlerle formiile edilmis postulatlarla teoremler de
birer 6nerme kahbi degil, fiziksel anlamlar belli, yanhs ya da dogru olduklar an-
laml olarak sorulabilen birer énermedir. Ornegin, Euclides geometrisinde yorum-
lanmarmis su postulat: ele alalm: x, y gibi 1’inci tiirden her iki nesneye karsihik 2’nci
tiirden I gibi bir nesne vardir, 6yle ki, hem x hem y, lile 1 no.lu iliski i¢cindedir. Bu
postulatta gecen ii¢ degisken terim yorumlanmadik¢a postulatin dogru olup olma-
digint sormanin anlami yoktur. Ama fiziksel bir yorumla postulat sdyle bir 6nerme-
ye doniigiir: x, y gibi herhangi iki fiziksel nokta i¢in I gibi fiziksel bir dogru vardur,
Oyle ki, hem x, hem y, I iizerinde bulunur. Bir fiziksel hipotez niteliginde olan bu
onermenin dogru olup olmadig anlamh olarak sorulabilir. Aym sekilde ii¢genin i¢
agilarinin toplamina iligkin teorem, ii¢ 151k 151 ile gevrili kapah bir seklin (fiziksel
anlamda) i¢ agilarinin toplam iki dik agiya esittir, savina doniistiiriilebilir.

Boylece, herhangi saf geometrik bir teoriyi (Euclidesci olsun veya olmasin) fi-
ziksel yorumlamayla bir fizik hipotezleri sistemine déniistiirebiliriz. Sistemi olustu-
ran hipotezlerin dogru olmas: halinde, fiziksel uzayin yapisina iligkin bir teori orta-
ya ¢ikmis olur. Fakat fiziksel olarak yorumlanmis bir geometrik teorinin olgusal
dogruluk sorunu, salt matematigin degil, empirik bilimin bir sorunudur; sistematik
gozlem ya da deneye bagvurularak ¢oziimlenebilir ancak. Bu konuda matematikei-
nin ileri siirebilecegi tek sav su olabilir: Teorinin fiziksel olarak yorumlanmis tiim
postulatlar1 dogru ise, teoremleri de zorunlu olarak dogrudur, ¢iinkii teoremler on-
larin mantiksal sonuglaridir. Buna bakarak denebilir ki, fiziksel uzaymn yapist yo-
niinden Euclidesci veya Euclidesci olmadigini saptamak i¢in, yapmamiz gereken
tek sey, fiziksel yorumlanmig postulatlar test etmektir. Ne var ki, bunu dogrudan
yapmaya pek olanak yoktur; fizik teorilerinin pek ¢ogunda oldugu gibi, geometride
de bu temel hipotezler deneysel yoldan yoklanmaya elverisli degildir. Ozellikle, Hil-
bert’in Euclides geometri sisteminde bir dogru tizerinde baz: sonsuz nokta kiimele-
rine ilisgkin Cantor’un siireklilik aksiyomu ile paralel aksiyom bu tiirden hipotezler-
dir. Bu nedenle, bilimsel teoriler gibi fiziksel bir geometrinin de empirik olarak
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dogrulanmasi ancak dolayh yoldan olabilir; $6yle ki, teorinin hipotezlerinden, de-
neysel teste elverisli birtakim mantiksal sonuclar ya da ondeyiler ¢ikarilarak, goz-
lem ya da deney sonuglariyla kargilagtirilir. Deney sonuglar1 hipotezden ¢ikarilan
ondeyileri tutarsa, hipotez kanitlanmis olur, ancak bu bir ispat degildir. Tersine,
deney sonuglarinin bir tekinin olumsuz olmas: hipotezi yanhslamaya yeter. Tiim
hipotezleri boyle kanitlanan bir teori, olumsuz bir deney sonucu ¢ikmadigi miid-
detce dogru kabul edilebilir.

Bu dolayli dogrulama baglamindadir ki, matematik ve mantik empirik bilimler
icin paha bigilmez deger kazanir. Mantik ve matematik olgusal diinyaya iliskin
kendiliklerinden herhangi bir sav ileri siirmezlerse de, Newton mekaniginin yasala-
n ya da Euclides geometrisinin fiziksel yorumlanmis postulatlar: gibi soyut teorik
hipotezlerden, dogrudan deneysel teste vurulabilir somut sonuglar ¢ikarmay: sagla-
yan etkin ve vazgecilmez ¢ikarim yontemlerini verirler...

Oyle ki, 6rnegin, Euclides geometrisinin postulatlarindan, icerdikleri temel
kavramlar nasil yorumlanirsa yorumlansin, bir ii¢genin i¢ agilarinin toplamina ilig-
kin teoremin ¢ikarsanabildgini gérmekteyiz. Yani, getirilen yorum ister fiziksel, is-
ter bagka tiirlii olsun ¢ikarsama olanagi kaybolmamaktadir. Sozii gegen teorem, ge-
ometriye fiziksel yorum verildiginde, deneysel yoklanmaya elverisli bir 6nerme ni-
teligindedir. Ucgenin i¢ agilarimin toplaminin iki dik agiya esitligini iceren bir dner-
me, eliptik ve hiperbolik geometrilerin postulatlarina ters diismesi nedeniyle, kesin
bir deneysel test 5rnegi saglar bize. Nitekim Gauss capinda biiyiik bir matematikgi-
nin bu deneysel testi yaptigim biliyoruz. Gauss, optik yontemler kullanarak (dola-
yistyla fiziksel dogru ¢izgileri 11k 1sinlarinin yollar1 diye yorumlayarak) ii¢ dag tepe-
sinin olugturdugu biiyiik bir tiggenin i¢ agilarinin toplamini 6lgerek saptar. Sonu-
cun, 6l¢me hata pay1 iginde iki dik agiya esit oldugu goriilmiistiir.

6. Poincaré’nin Konvansiyonel Gériisii

Ancak, Gauss'n bundan farkl: bir sonug buldugunu diisiinelim. O zaman Euclides
geometrisinin fiziksel yorumunun yanhs oldugunu, ya da bagka bir deyisle, fiziksel
uzayin bu geometriye ters diistiigii gibi bir yargiya mu ulasacaktik? Degil elbette.
Ciinkii, sonucun farkl ¢cikmig olmasini, 151k 1ginlarinin yollarimin bir kuvvetin etki-
sinde saptirildigi, bu nedenle dogrusal olmadig: gibi bir olasilikla agiklama yoluna
gidebilirdik. Aym aciklama yoluna beklentilere aykir1 diisen tiim diger 6l¢melerde
(6rnegin, diizlem sekillere iliskin ¢akisma teoremlerine aykir1 sonug veren deneysel
testlerde) de bagvurulabilir. Bu nokta, sanildigi kadar onemsiz degildir. Biiyiik
Fransiz matematikgisi ve kuramsal fizikcisi Henri Poincaré geometriye iligkin iinli
konvansiyonel goriisiinii bu tiir bir diigiince iistiine kurmustu. Ona gore, sonucu
ne olursa olsun hi¢bir empirik test fiziksel uzaya iligkin Euclides anlayigini kesinlik-
le gecersiz saymamuz igin yeterli kanit olusturmaz. Baska bir deyisle, fizik bilimle-
rinde Euclides geometrisinin gegerligi daima korunabilir. (Gerektiginde bu bilimle-
rin teorilerinde birtakim degisikliklere giderek, ornegin, kimi kuvvetlerin saptirici
etkileri varsayilarak.)
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O halde, fiziksel uzaymn Euclides geometrisinin 6ngérdiigii yapida olup olmadi-
g1 nesnel degil konvansiyonel bir sorundur. Bu geometrinin ne pahasina olursa ol-
sun korunmas: karari, Poincaré’ye gore, oteki geometrilerle karsilagtirnldiginda sag-
ladig: bityiik kolayliga (ya da basitlige) dayanir.

Ne var ki Poincaré’nin goriisii oldukga yiizeysel kalmaktadlr Konvansiyone-
lizm hakli olarak G gibi bir fiziksel geometrinin daima P gibi geometrik nitelikte ol-
mayan (deneysel testte kullanilan gézlem ve 6l¢me araglarina iligkin fiziksel teori de
dahil olmak iizere) birtakim fiziksel hipotezlere dayandigina dikkatimizi ¢ekmekte,
ve Gye iliskin deneysel testin ashinda yalniz G’ye degil, G.P’nin birlikte olusturdugu
sistemin biitiiniine yonelik oldugunu gostermektedir. Simndi, G.P’den elde edilen
ondeyiler deneysel olarak yanhslanirsa, bu kuramsal yapida bir degisikligi gerektirir
elbette. Klasik fizikte, G her zaman fiziksel yorumuyla Euclides geometrisi GE de-
mekti. Bu durumda deneysel kanitlar teoride bir degisiklik gerektirdiginde, degisik-
lige ugrayan GE degil, yalmzca P idi. Oysa Poincaré’nin, bu islemin daima sagladig
bityiik kolaylik nedeniyle ayirt edildigi savi tiimiiyle dogru degildir. Ciinkii, goz6-
minde tutulmas: gereken kolaylik sistemin yalniz G béliimiine ait degil, G.P’nin tii-
miine ait bir kolayliktir. Oyleyse, gerektiginde sadece P’de degisiklik yaparak Eucli-
des geometrisini koruma yerine, baska geometri sistemlerine giderek, empirik ka-
mitlara uygun daha basit bir teori biitiinliigii elde edilebilecegi pek4la diisiiniilebilir.

Gergekten, bu asamaya fizikte genel gorecelik kuramiyla ulagilmistir. Daha 6n-
ce belirttigimiz bigimde geometrinin ilkel terimleri fiziksel olarak yorumlandiginda,
astronomide ulagilan birtakim sonuglarin, G olarak Euclides-dist bir geometriyle
birlesen fiziksel bir teori i¢in iyi kamt olusturdugunu gérmekteyiz. Bu teoriye gore,
fiziksel evren geometrik yapisi son derece karmasik ii¢ boyutlu, kavisli bir uzaydir;
oylumu sonlu, ama her yonde sinirsizdir. Ne var ki, Gauss'un deneyinde oldugu
gibi gorecel olarak kiigiik alanlarda Euclides geometrisinin, uzaym geometrik yapi-
sin1 temsil etmede yeterli oldugu soylenebilir. S6z konusu teoride fiziksel uzay igin
ongoriilen yapr tiirii iki boyutlu bir alanda bir benzetmeyle gosterilebilir. Bunun
icin kiire yiizeyini 6rnek alacagiz. Daha 6nce de belirttigimiz gibi, bu tiir bir yiize-
yin geometrik yapisim betimlemede “dogru” ilkel terimi, “biiyiik gember” diye yo-
rumlanarak eliptik geometriye bagvurulur. Bu anlamda bir kiirenin yiizeyi, Eucli-
des-dis1 iki boyutlu, kavisli bir uzaydir. Oysa bir diizlem iki boyutlu Euclides uzayi-
dir. Diizlem tiim yonlerde sinirsiz ve sonsuz biiyiikliikte oldugu halde, kiiresel yi- -
zey her yonde sinirsiz, ama sonlu biiyiikliiktedir. Iki boyutlu bir fizik¢i diisiinelim;
“dogrular” iizerinde yiiriiyen bu fizik¢i ne denli giderse gitsin bir sinirla karsilas-
mayacak, yalnizca zaman zaman hareket noktasina dondiigiinii gorecektir. Aym
durum evrenin tiimiinde de gegerlidir; yeter ki boyle bir yolculuk igin kisinin 6m-
. rii ve teknik olanaklarn elversin. llging nokta su ki, 6yle bir diinyann fizikgileri, ii¢
boyutlu uzay duygusundan yoksun olsalar bile, gezindikleri iki boyutlu uzayin ka-
visli oldugunu empirik olarak belirleyebilirler. Bunu, dogrular iizerinde yiiriiyerek
Ogrenebilecekleri gibi, bir ii¢cgenin i¢ agilarimin toplamina bakarak da saptayabilir-
ler. Bir bagka yontem de, bu yiizey iizerinde herhangi bir dairenin cevresiyle capi-
nin oranint 6l¢mekle belirlemektir. Goriilecektir ki, bu oran &t sayisindan azdur.
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Gorecelik kuraminin fiziksel uzaya malettigi geometrik yapi, kiiresel yiizeyi
benzeri ii¢ boyutlu bir uzaydir. Ashinda bu uzays, kavisi bir noktadan digerine degi-
sen bir patatesin kapali ve sonlu yiizeyi ile daha iyi temsil edebiliriz. Fiziksel evreni-
mizde, uzayin bir noktadaki kavisi ¢evresindeki kiitlelerin dagiimina baghdir; gii-
nes gibi bityiik kiitlelerin yakininda uzay asir1 derecede kavislidir. Oysa, kiitle yo-
gunlugunun zayif oldugu bélgelerde uzaym yapisi Euclides geomietrisinde 6ngorii-
lene yaklasmaktadir. Kiitle dagilimi ile uzayin kavisi arasindaki iligkiyi igeren hipo-
tez giinesin ¢ekim alanindan gecen isinlar iizerindeki gozlemlerle biiyiik 6lgiide
dogrulanmistir.

Fiziksel evrenin yapisin1 betimlemede kullanilan geometrik teoriyi, eliptik geo-
metrinin bir genellemesi olarak niteleyebiliriz. Bu geometriyi, salt matematiksel bir
teori olarak ilk kez Riemann olusturmustur. Baslangicta herhangi bir uygulama
icin somut bir olanak tagimayan bu geometri genel relativitenin kurulmasinda bu
olanag: bulur. Einsteinin fiziksel uzayin yapisini nitelemede aradigi kavramsal ara-
a1 Riemann’in soyut sistemi saglar. Bu olay 6nemli bir noktaya 151k tutma agisin-
dan da ilgingtir: Siradan insanin géziinde yararsiz olan soyut matematiksel bir ¢a-
lismanin bilimin gelismesi i¢in son derece yararh olabilecegi.

Kuskusuz, fiziksel olarak yorumlanmis geometrik bir teorinin gegerliligi deney-
sel olarak ne denli yoklanirsa yoklansin, matematiksel kesinlikle hi¢bir zaman sap-
tanamaz. Boyle bir teori, tipk: bilimsel bir teori gibi, ancak az ya da ¢ok dogrulan-
mus olabilir. Bu yazidaki aciklamalarimizdan da anlagilabilecegi gibi, empirik konu-
larda matematiksel kesinlik arayis1 yanlistir; sonugsuz kalmaya mahktm bir caba-
dir. Ciinkii, daha once de degindigimiz gibi, matematiksel kesinlige ancak olgusal
icerikten tiimiiyle yoksun, analitik tiirden sistemlerde ulasilabilir. Einstein’in su
sozlerinde bu diisiincenin 6zetini bulmaktayiz: “Matematigin yasalar1 gercek diin-
yaya iliskin olduklar 6l¢iide kesinlikten, kesin olduklar: 6lgiide gercek diinyaya ilis-
kin olmaktan uzaktir.”

[Bu metin, The World of Mathematics,
Vol. 111, (Ed. J. R. Newman)'dan alin-
mustir.]
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Matematigin duragan oldugunu sik sik duyariz. Bundan daha yaniltic1 bir diisiince
olamaz. Kugkusuz matematigin duragan oldugu, yaratici olanaklarmin goéz ardi
edildigi uzun dénemler olmustur. Ancak, iginde bulundugumuz dénem, matema-
tiksel gelisme y6niinden, son derece parlak ve atihmli bir dénemdir. Bunu bir 6l-
¢iide matematigin yapr ve niteligini daha iyi anlamig olmaya borgluyuz.

Matematigin ne oldugu, ya da ne olmadig: biiyiik olciide yaniti istege kalmig
bir sorundur. Bu yiizden matematikgilerin ayni goriisii paylasmadiklarini biliyoruz.
Bertrand Russell matematigi, “p ise q” bi¢imini alan tiim 6nermelerin kiimesi ola-
rak tammlamisti. Biz bu ¢aligmamizda, matematiksel bir sistemi iki ana Ggeden
(aksiyomlarla bir mantik dizgesinden) olusan bir caligma olarak nitelemeyi yerinde
bulmaktayiz. Buna gére, matematik o tiir dizgelerin tiimiinii kapsayan bir disiplin-
dir. Gergi bu niteleme Russell'in tanimina biraz benzerlik gosteriyorsa da, bizim
agimizdan daha uygun oldugu séylenebilir. Soziinii ettigimiz iki ana 6genin birles-
mesini iceren calisma genellikle “matematiksel ¢6ziimleme y6éntemi” diye bilinir.

Her matematiksel dizgenin baglangic1 aksiyomatik diisiinceden kaynaklanir.
Matematiksel dizgenin kurulmasinda, postulat ya da aksiyomlarin 6nemini vurgu-
lamak i¢in aksiyomatik yéntemden s6z edilir. Bu nedenle ise ilk 6geyi olusturan
aksiyomlan ele almakla baglamak yerinde olacaktir. Sirasi gelmisken, modern ma-
tematikte postulat ile aksiyom kavramlarinin 6zdeg oldugunu belirtmeliyiz. “Aksi-
yom”, “postulat”, “varsayum” gibi sozciikler genellikle aym anlamda kullamlan te-
rimlerdir.

Aksiyomlarin niteligi sorununa ciddi bir incelemeyle egilen ilk diisiiniiriin
Aristoteles (1.O. 384-322) oldugunu sdyleyebiliriz. Ne ki, bu konuda onun Pla-
ton’dan biiyiik olgiide etkilenmis oldugu ileri siiriilebilir. Mantikgilar hakh olarak
Aristoteles’e mantik disiplinin babasi goziiyle bakarlar. Aristoteles’in 6zgiin mantik
dizgesini olustururken matematiksel modellerden yararlandig: kesindir; ne var ki,
matematikeiler onun aksiyomlar iizerindeki ¢aligmastyla dediiktif mantik alaninda-
ki katkilarin1 gormezlikten gelme gibi bir tutum iginde olmuslardir.( 1904’te Hei-

(1) Bu yargiya katilmak giigtiir. Aristoteles’in matematiksel modellerden yararlanarak mantig olus-
turdugu, en azindan kugku gotiiren bir savdir. (Ceviren).
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berg, Aristoteles’in matematiksel diisiincelerini i¢inde toplayan ¢ok degerli bir ¢a-
lisma ortaya koymustur. Buna baktigimizda, Aristoteles’in matematiksel bilginin
temel niteligi iizerinde olduk¢a modern diisiinceleri oldugu goriilmektedir.

Hi¢ kuskusuz, en iinlii matematiksel sistemi, Aristoteles’in yasam déneminden
kisa bir siire sonra gelen Euclides ortaya koymustur. Euclides iinlii Iskenderiye Uni-
versitesi’'nde ilk matematik profesoriiydii. Buna bakarak ¢alisma yasaminin yaklagik
1.0. 300 siralarinda oldugu soylenebilir; ama kisi olarak ona iligkin fazla bir sey bil-
digimizi soyleyemeyiz. Biiyiik bir olasilikla Misirh degil, Grek kokenliydi. Matema-
tikte ilk mantiksal diizenlemeyi gerceklestirme basarisinin ona ait olduguna kesin
gozityle bakilabilir. Elementler adini tagtyan anitsal yapitini orta ogretimden gegen
her 6grenci bilir. Giiniimiizde okutulan hemen tiim diizlem ve cisimler geometrisi
ders kitaplarinda yer alan konular Elementler’i olusturan on ii¢ kitaptan 1, 3, 4, 6, 11
ve 12 numarali alt1 kitapta toplanmigti. Yapitin ne 6lgiide Euclides’in 6zgiin ¢ahs-
masina dayandigi heniiz yanitlanmis bir soru degildir. Bilinen su ki, Manisali Theu-
dius’un daha o zaman iinlii olan geometri ders kitabi Euclides’in elinde bir 6rnek
olarak vardi Ote yandan Platon ile Aristoteles’in kimi 6grencilerinin de onu etkile-
mis olmas! biiyiik bir olasiliktir. Ama gergek su ki, Euclides’in geometriyi belirtik ta-
nmim ve aksiyomlariyla mantiksal bir diizende sunmasi matematik diisiince tarihinde
bir doniim noktasidir. Verdigi tanim ve aksiyomlarin, modern olgiitler bakimindan
kimi yetersizliklerine kargin, Euclides’in basarisi ne denli vurgulansa yeridir.

Aksiyomatik yontemin gelisiminde ikinci biiyiik déniim noktasi, XIX. ytizyihin
ilk yarisinda olusur. Bolyai ve Lobachevsky donemi diyebilecegimiz bu donem ger-
¢ekten modern matematiksel diigiinmenin dogusunu getirmistir. Bu iki matematik-
¢inin birbirinden bagimsiz olarak olugturduklar1 Euclides-dis1 geometri klasik geo-
metrinin egemenligini kiran ilk olaydir. Bu yeni gelismenin temellerini atanlarin
baginda Saccheri ile Gauss gelir. Ne ki, daha 21 yagindayken Bolyai’'nin babasina
yazdigi, “Higten yepyeni bir evren yarattim,” ciimlesini bir dénemin kapamg, yeni
bir dénemin baglangic haberi sayabiliriz.

Euclides geometrisiyle Bolyai ve Lobachevsky’nin olusturduklari yeni geometri
arasindaki tek temel fark, paralel postulatinin yerine bagka bir varsayimin konmus
olmasidir. Denebilir ki, baslangigta boyle bir degisikligin ne gibi teoremlere yol
acacagl merakiyla yola koyulan bu iki matematik¢i yaptiklarina belki de bir tiir
oyun goziiyle bakimislardi. Oysa ortaya son derece garip bir geometri ¢ikmugti. Euc-
lides geometrisinde 5. postulattan bagimsiz olan teoremler gegerliklerini yeni geo-
metride de koruyordu. Diger teoremlerin yerini ise inanilmasi gii¢ olan birtakim
yeni onermeler aliyordu. Bunlar arasinda, ornegin, bir diizlemdeki bir dogruya
herhangi bir noktadan bir degil iki paralel dogru gecebilecegi; gene, bu noktadan
ilk iki dogru arasindaki agida birbiriyle asla kesismeyen sonsuz sayida dogru gege-
bilecegi ... gibi 6nermeler vardi.

Sonug bu kadarla da kalmiyordu: 1854’te Gottingen Universitesi'nde Riemann
daha degisik bir geometri ortaya ¢ikarir. Paralel postulatin yerine baska bir varsa-
yimn koyan Riemann’in elde ettigi geometride tiim dogrular sonlu uzunlukta olup
bir tiggenin i¢ agilarinin toplamu iki dik aginin toplamindan biiyiiktiir.



EK: § MODERN MATEMATIKSEL DUSUNCE 203

[k bakista bu tiir sonuglar garip, belki de sagma gériinebilir; oysa matematik-
ciler icin son derece 6nemliydi. Bir matematik sistemin temelini- olusturan postulat
ya da aksiyomlarin “apacik dogrular” oldugu diisiincesi giderek gegerli olmaktan
cikar. Artik postulatlarla onlardan ¢ikarsanan teoremlerin sagduyumuza dogru gel-
mesi geregi kosul olma degerini yitirir. Kimi aksiyomlar dogru, kimi aksiyomlar
yanhs goriinebilir; kimi aksiyomlar da dogrulugu belirsiz 6nermeler olarak kalabi-
lir. Oyle de olsa, olusturulan sistem kendi iginde mantiksal tutarliigi olmak kosu-
luyla, matematikte gegerli bir sistern olarak benimsenebilir. Ger¢ekten, matematikte
anahtar terim dogruluk degil, gegerliliktir. Iy bir aksiyom kiimesini belirleyen bazi
ozellikler vardir kuskusuz; ne ki, “aksiyom” dedigimiz 6nermeler biiyiik 6lgiide se-
¢ime bagil onciillerdir. - '

Aksiyomatik y6ntem, gecen yiizyll boyunca, giderek daha siki dlciitlere baglan-
ma siirecini yagar. Sorunun ilk sistematik ele alinigi, 1889’da Peano ile baslar. Yiiz-
yihmizin baslarinda, Amerika Birlesik Devletleri’nde E. H. Moore ve onu izleyenler
bazi 6nemli katkilarda bulunurlar. Ama en etkili ¢ahsmayi, hi¢ kuskusuz, 1898-
99°da Géttingen Universitesi'nde geometri okutan David Hilbert’e borgluyuz.

Son yillarda yeni matematiksel sistemler olusturma yolunda ¢ok belirgin bir
egilim vardir. Goriindigii kadarnyla yeni bir sistem igin tek gerekli sey, bir aksi-
yomlar kiimesi bulmaktir. Aksiyom olusturma, genis ol¢iide segime bagh olduguna
gore, giiniimiiz matematigindeki gelismelerin niteligini anlamak zor degildir.

Pek ¢ok kimse i¢in garip gelen bu gelismelerin aksiyomlarin niteligi ve islevi iyi
anlagildiginda, agiklik kazanacagim soyleyebiliriz. Matematikgilere cogu kez su tiir-
den sorular yoneltilmektedir: “Bu kadar degisik tiirden uzay nasil olabilir?” Ya da,
“Ugten fazla boyuta olanak var midir?” Unutulmamas: gereken bir noktay: bir kez
daha yineleyelim: Matematikg¢i, bilinen anlamiyla gergek diinyayla ilgilenmez; ko-
nusu bu degildir. Matematikgi sectigi uygun aksiyomlarla diledigi tiirden uzay veya
diledigi sayida boyut iizerinde teori olusturulabilir. Matematik¢inin dikkatini gele-
neksel tiirden sistemler iizerinde toplamakla kalmasi beklenemez elbet. Kaldi ki,
matematigin giiniimiizde gegerli sayilan hicbir tamiminda, matematiksel sistemleri,
gecmiste oldugu gibi say1, dogru, uzay gibi kavramlarla sinirlama geregi yoktur.

Aksiyomlann Niteligi

Aksiyomlarin kimi temel ozelliklerini belirlemede matematigin beklendiginden da-
ha ileri gittigini soyleyebiliriz. Aksiyomlarin diline iliskin bir agiklamada bulunma-
dik heniiz; oysa teknik agidan, bizim yaptigimiz tiirden bir tartigmada, buna 6nce-
lik vermek gerekir. Bu dilin baz1 6geleri matematikgi icin bir sorun yaratmamugstir.
Anlatim ve bi¢imde etkinlik saglamaya yarayan sozciikler bu tiirdendir. Dilin diger
bazi 6geleri birtakim sikintilara yol agmistir. Ozellikle sézciiklerin tamimlanmast
pek ¢ok matematik¢iye uykusunu kagirtan bir konudur. Matematikgi dongiil tani-
ma diismekten sakinir. Sozliikler genellikle A terimini B terimine, B terimini C te-
rimine vagvurarak tammlama yoluna gider; ama ¢ok ge¢gmeden C’nin, ya da onu
izleyen terimin A’ya basvurularak tanimlandigi gériiliir. Boylece sonunda A terimi,
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A’nin kendisiyle tamimlanmig olur. Sozliiklerde bu yontem yararl, hatta kimi kez
kaginilmaz olabilir; ancak matematikte bu tiir dongiil tanimlara yer verilmez. Kald:
ki, matematikte oldugu gibi, diger bilimlerde de kimi temel terimlerin tanimlan-
maksizin kullanilmas: geregi anlagilmistir. Bu bir kusur ya da eksiklik gibi goriine-
bilir; 6yle de olsa, 6nlenemez. Aslinda matematik agisindan bu 6nemli bir sorun da
degildir; ¢iinkii zaten matematiksel sistemler, cogu kez igerdikleri s6zciikler anlam-
larindan soyutlanarak olusturulur. Ancak tanimlanmaksizin alinan terimlerin elden
geldigince en az sayida tutulmas: istenir. Bu yonde olduk¢a yogun ¢alisma yapil-
mustir. Ornegin, Euclides geometrisinde bunlarin sayisinin iige indirilebilecegi gos-
terilmigtir. Baska bir deyisle, sistemin tiim diger terimleri, tanimlanmaksizin alinan
ii¢ terime dayamilarak tanmimlanabilmektedir. Bunlar, “nokta”, “dogru” ve “es” te-
rimleridir. Kuskusuz, az ¢ok degisik bir bagka grup terimle de ayn1 sonug alinabilir.
Ornegin, “nokta”, “arasinda” ve “es” boyle alternatif bir kiimedir. Burada gozden
kagmamasi gereken bir nokta var: Bir sistemde tanimlanmaksizin alinan terimler
varsa, onlar araciligiyla tanimlanan diger terimlerin de anlamlar: belirsiz kalmaktan
kurtulmaz. Bu nedenledir ki, Bertrand Russell'in, “Matematik ne neye iliskin ko-
nustugumuzu bildigimiz, ne de séylediklerimizin dogru olup olmadigini bildigimiz
bir konudur” belirlemesi bizi sasirtmamaktadir.

Yukarda da deginildigi tizere, tanim kavraminin matematikte kendine 6zgii bir
yeri vardir. Sozligii ilkel terimlerin 6tesinde genisletme geregi duyuldugunda, yeni
terimlere el atilir. Ne var ki, sisteme girecek her yeni terimin ilkel terimlere dayani-
larak tanimlanmas: gerekir. Yeni terimlerin ilkel terimlerle tanimlanma isleminde
izlenecek yol ve aralarinda kurulacak iliski timiiyle agiklik kazanmig degildir he-
niiz. Kimi kez daha fazla agilma olanagi vermeyen bir sistemde yeni terimlere bas-
vurmakla bir gelisme saglandig1 izlenimini yaratma ¢abalarina rastlamaktayiz. An-
cak yeni olanaklar tagtyan bir kavrami simgelemeyen hicbir terim, ne denli ise ya-
rar goriiniirse goriinsiin, gercek bir gelismeye yol agamaz.

Aksiyomlarin dili ve tammlamanin iglevi yan sira, ikinci 6nemli nokta, “aksi-
yom” dedigimiz ilkel 6nermenin bi¢imine iliskindir. Genellikle egemen olan goriise
gore, aksiyom (ya da, postulat) 6zne-yiiklem iliskisinde bir dogruluk savidir. Ne
var ki, burada hemen bir giigliikle kargilasmaktayiz. Ornegin, geometride herkesin
bildigi, “iki nokta bir dogruyu belirler,” aksiyomunu alalim. Bu 6nerme, nokta ile
dogru arasinda bir iliskiyi dile getirmektedir. Ancak bu iki terim (nokta ile dogru)
sistemde tanimlanmaksizin yer alan ilkel terimlerdir; anlamlar: belirsizdir. Geomet-
rici kalem ucunun kigitta biraktig kiigiik izi nokta, bir ¢izgiyi ya da cetvel kenarim
dogru olarak diisiinebilir. Boyle diisiindiigiinde aksiyom onun i¢in dogrudur. Oy-
sa, noktayi toplu igne basi, dogruyu ¢amagir ipi olarak yorumlayan bagka bir kimse
aksiyomu sagma bulabilir. Ama birbirine ters de diisse, iki yoruma da olanak var-
dir. Dahas;, ilkel terimler anlam belirsizligi nedeniyle baska yorumlara da elverisli-
dir. Aksiyom bir yoruma gore dogru, bagka bir yoruma goére yanlis olabilir. Ancak
aksiyomun icerdigi ilkel terimler tanimlanmadig: icin ne dogrulugu, ne de yanligh-
g1 kesindir; sadece dogrulugu varsayilir. Bu demektir ki, aksiyom yorumlanmadik-
¢a gercek anlamda bir 6nerme degildir. Ciinkii 6nermeyi belirleyen en 6nemli 6zel-
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ligi dogru ya da yanhs olmasidir. Oyleyse, aksiyom i¢in &nerme biciminde bir
ciimle diyecegiz. Matematige yeni baslamis bir kimse agisindan bu durum pek ig
acia degildir elbet. Matematik¢inin kullandig: terimlerin pek ¢ogunun, tanimlan-
mis olmasa da bizim icin baz1 anlamlar vardir. Degisik yorumlara yol agan bu du-
rum, terimler yerine simgeler kullanmak yolundan &nlenebilir. Ornegin yukarda
sozii gecen aksiyomu, “Iki x bir y'yi belirler,” diye yazabiliriz. $imdi bu yeni ifade
bir 6nerme degil, 6nerme bi¢iminde bir ciimledir. x ve y simgeleri birtakim nesne-
lerle yorumlanmadikga, ciimle ne dogru ne de yanhstir.

Matematici, “x, y’yi belirler,” ciimlesine baktiginda, ister istemez fonksiyon ilis-
kisini diigiiniir. Oldukga yiizeysel bir tammlamayla, x ve y gibi iki degiskenden, y’yi
bagiml, x’i bagimsiz degisken saydigimizda, (yani, x verildiginde y belirleniyorsa)
ikisi arasindaki iligkiyi fonksiyonel sayip y’yi X’in fonksiyonu diye diisiinebiliriz.

Goriilityor ki, simgesel olarak dile getirilen bir aksiyom, bir 6nerme bigiminde
matematiksel bir fonksiyon 6zelligi sergilemektedir. Bu nedenle bir aksiyom igin
“tipik bir énerme fonksiyonu” diyebiliriz. “Onerme fonksiyonu” deyimini Fre-
ge’nin yazilarinda bulmaktayiz; ne var ki, bu diisiincenin gercek anlamda gelistiri-
lip uygulanmasim Bertrand Russell’a borgluyuz. Russell''n bu kavrama iliskin soy-
ledigini gozden gegirme ilging olur. Onerme fonksiyonunu séyle tammlamaktadir
Russell: “Bir énerme fonksiyonu bir ya da daha fazla degiskeni i¢ine alan, degisken
yerine anlam belirli terimler kondugunda 6nermeye déniisen bir ciimledir. Orne-
gin, ‘x bir insandir,’ ya da ‘n bir sayidir, dedigimde bir 6nerme fonksiyonu ortaya
koymus olurum.”

Hemen belirtelim ki, matematiksel bir sistemde 6énerme fonksiyonu olan sade-
ce aksiyomlar degildir. Aksiyomlardan mantiksal olarak cikarsanan teoremler de
aslinda bu tiirden ciimlelerdir.

Matematikgiler 6nerme fonksiyonu kavramina biiyiik 6nem verirler. Kavramin
ancak yiizylhmiz baglarinda etkinlik kazanmasi oldukg¢a sasirtiaidir. Belki de 6ner-
me denilen pek ¢ok aksiyom, dolayisiyla teoremler, ashinda birer 6nerme fonksiyo-
nudur. C. J. Keyse’nin ilging buldugumuz su sozleri bu gercegi dile getirmektedir:
“Matematikgilerin pek ¢ok tartisma ve anlagmazhklarimi bu olaya baglayabiliriz.
Gergekten, icerigi belirsiz ciimleleri, dogrulugu (ya da yanhshg) belirgin 6nermeler
imig gibi ileri siirmekten daha fazla, birtakim sonu gelmez tartigmalara, i¢inden ¢1-
kilmaz anlasmazliklara ne yol acabilir?”

Bir Aksiyom Kiimesinde Aranan Ozellikler

Buraya kadarki tartigmamz tek tek aksiyomlara ve ozelliklerine iliskindi. Matema-
tiksel bir sistem s6z konusu oldugunda aksiyomlarla tek tek degil, kiime olarak ilgi-
lenmek zorundayiz. Bir aksiyom kiimesinde aranan o6zellikleri tutarlilik, bagimsizlik
ve kategorik olma diye ii¢ bashk altinda toplayabiliriz.

Bir aksiyom kiimesinde tutarlilik, soruna yiizeysel baktigimizda, oldukga basit-
tir. Ancak soruna ciddi olarak egildigimizde, son derece soyut ve gii¢ bir kavramla
kars1 kargtya oldugumuzu gérmekte gecikmeyiz. Nitekim, modern matematikgiler
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arasinda en seckin kimi kafalarin giiniimiizde bile bu sorunla ¢ok yakindan ilgilen-
diklerini biliyoruz.

Bir aksiyom kiimesini, herhangi bir celiski icermiyorsa, tutarl diye niteleyebili-
riz. Baska bir deyisle, birbirini tutmayan, celisik teoremler veren bir aksiyom kii-
mesi kendi iginde c¢eligki tagimaktadir; tutarli olamaz. Tutarhlk kavraminin bu
aciklamasinda fazla bir giigliik yoktur. Ancak matematigin bu konuda kullanma
geregini duydugu mantiksal terminoloji kimi sinirlamalar getirmekle giigliige yol
acmaktadir. Matematik¢i bu giicliikle, modern mantiksal paradokslar inceledigin-
de karsilasmaktadr.

Ornek olarak, basitligi ve iyi bilinmesi nedeniyle Russell paradoksunu alabiliriz.
Bu paradoks, mantigin ilkel terimlerinden biri olan “kiime” (ya da “simf”) terimi-
ne dayanmaktadir. Kiime kabaca “koleksiyon” ya da “bir arada diisiiniilen ¢okluk”
anlamina gelir. Russell paradoksu, kiimelerin, “olagan” ve “olaganiistii” diye ikiye
ayrilmasindan kaynaklanir. Kendisini bir eleman olarak icermeyen kiime olagan
kiimedir; 6rnegin, yildizlar kiimesi bir yildiz olmadig1 igin olagandir. Oysa, kav-
ramlar kiimesi bir kavram oldugu icin kendisini igerir, olaganiistii bir kiimedir.
Simdi tiim olagan kiimeleri i¢ine alan bir kiime diisiinelim ve buna K diyelim. So-
ru sudur: K kiimesi olagan muidir, yoksa olaganiistii miidiir? Bu soru bizi bir ¢ik-
maza sokar; 6yle ki, ¢ikmazdan nasil kurtulacagimiz iizerinde ne matematikgiler,
ne de mantik¢ilar anlagmig degillerdir. Problem, matematigin sonsuzluk kavramiyla
iligkilidir; ¢6ziimii belki de bu kavramin ya da kiime kavraminin bir sekilde sinir-
landinlmasini gerektirmektedir. A¢ik olan sudur: Celiski kavrami ilk bakista sandi-
gimiz kadar basit ve agik degildir.

Hilbert ile onu izleyenler yillarca salt kuramsal matematigin tutarliligim ispat-
lamaya ¢ahsirlar. Son derece karmagik simgesel dizgelerle ugrasmay: gerektiren bu
cahgmanin bagarith oldugu kolayca séylenemez. Ustelik Godel'in aksiyomatik sis-
temlere iligkin ortaya koydugu teoremler bu yondeki ¢abalan siirdiiren matematik-
giler icin derin bir hayal kiriklig: yaratmugtir. Godel, 1931’de, kaba bir anlatimla,
matematiksel bir sistemin tutarhh@na iligkin her ispatin kesin bir geligki igerdigini
gosterir. Yani, matematikte tutarhhk ispatina yonelik bir girisim tutarsizhiga yol ac-
maktadir. Bugiine degin Godel'in bu bulusunun gegersizligi ne yazik ki, ortaya ko-
namamistir. Aslinda bu sonug yalniz matematik icin degil, tiim bilim i¢in 6nemli
bir olaydur.

Bir aksiyom kiimesinin tutarliigim belirleyecek tiimiiyle kesin bir denetimin
olmadigr kabul edilse bile, aksiyomatik bir sistem olusturan her matematikgi boyle
bir belirlemenin gerceklesmesini ister. Matematikgilerin en ¢ok bagvurduklar1 yon-
tem, sisteme somut bir model (ya da yorum) bulmak, boylece ilkel terimlerin ige-
rik kazanmasini, aksiyomlarin dogru 6nermelere doniismesini saglamaktir. Mate-
matikgi, aksiyomlarim (dolayisiyla teoremlerini) dogru onermelere doniistiiren ger-
cek ya da tasarlanmug bir konu buldugunda, sisteminin herhangi bir celiski icerme-
digi diisiincesinde kendisini hakl sayabilir. Ciinkii olusturdugu soyut sistemde bir
celigki olsaydi, bunun sisteme somut igerik kazandiran modelde ortaya ¢ikmasi ge-
rekirdi. Bu arada gozden kagmamas: gereken bir nokta var: Herhangi bir soyut sis-
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tem igin uygun somut bir modelin bulunamamasi, sistemin tutarsiz oldugu anla-
mma gelmez. Somut bir model bulmadaki basarisizlik arastirmacinin yetersizligin-
den, ya da sanssizliktan kaynaklanabilir.

Bu soylediklerimize agiklik getirmek bakimindan, basit bir aksiyom kiimesini
ele alip tutarhhigini yoklayalim. Ug aksiyomu igine alan asagidaki kiime basit bir si-
ralamaya iligkindir:

. (1) Eger a ile b, K kiimesinin 6zdes elemanlar1 degilse, o zaman, ya a ele-
mani b’den kiigiiktiir, ya b eleman1 a’dan kiigiiktiir.
(2) Eger a elemam b’den kiigiik ise, 0 zaman, a ile b, K’nin 6zdes elemanla-
r1 degildir.
(3) Eger a, b’den kiigiik ise, b de c’den kiigiik ise, 0 zaman, a elemani c’den
kiigiiktiir.

Bu aksiyomlar kiimesinde birkag ilkel (tamimlanmaksizin alinan) terim vardur.
Bunlar a, b, ¢, K ve “... den kiigiiktiir,” terimleridir. Ozdeslik mantiksal bir terimdir;
matematik¢inin mantik alaniyla temas derecesine gore sezgisel anlamiyla yetinilir.

K’yi, bu sisteme uygun diisen bir model olarak uzun tek sira dizilmis bir grup
insanla temsil edebiliriz. a, b, c gibi kiigiik harflerin her biri gruptaki bir bireyi gos-
terir. “...den kiiciiktiir,” ifadesini, “... nin 6niinde bir yerde durmaktadir,” diye yo-
rumlayabiliriz. Bu modelin, tiim aksiyomlar1 dogru 6nermelere doniistirdiigii ko-
layca saptanabilir. Bu da aksiyom kiimesinin tutarhiligini kabul etmemiz igin yeter-
lidir.

Aksiyomlarin bagimsizlik 6zelligine gelince, bu tutarliiktan daha basit bir so-
rundur. Bir aksiyom kiimesi, aksiyomlardan higbiri digerlerinden mantiksal olarak
¢ikarsanamazsa, bagimsiz demektir. Kimi kez bagimsizlik ozelliginin estetik nitelik-
te bir 6lciit oldugu soylenir. Ciinkii matematik¢i kullandig: aksiyomlarin olasi en
az sayida tutulmasiyla daha zarif ve yalin bir sistem olusturdugu inancindadir. Bir
aksiyon digerlerinden ¢ikarsanabilirse, o zaman, onu aksiyom degil, teorem say-
mak gerekir. Aksi halde, sistem istenilen yetkinlige ulasamaz, giizelligini yitirir. An-
cak, hemen belirtmeli ki, aksiyomlarin bagimsizligi sistem icin vazgecilmez bir
ozellik degildir.

Bagimsizlik i¢in de doyurucu bir denetimi, aksiyomlarin olgusal ya da ideal bir
modelinde bulabiliriz. Ancak burada aranan model, aksiyomlardan biri diginda ge-
riye kalanlara iliskin olacaktir. Oyle bir modelin bulunmasiyla, modelin disinda ka-
lan (yani, dogrulanmayan) aksiyomun digerlerinden ¢ikarsanamadig gosterilir. Bu-
na yine bir érnekle agiklik getirelim: Daha ¢nce basit siralamaya iliskin verdigimiz
aksiyom kiimesinde K baslangictan bugiine degin yasayan tiim insanlar, diye yo-
rumlanur, kiigiik harfler bireyleri simgeler, “... den kiiciiktiir,” ifadesi, “... nin atasi,”
diye yorumlanirsa, aksiyomlardan (2) ile (3)’tin dogru 6nermelere doniistiigii, aksi-
yom (1)’in ise dogru bir 6nermeye doniigmedigi hemen goriiliir. O halde, aksiyom
(1) digerlerinden gikarsanamaz; ¢ikarsanabilseydi diger iki aksiyomun dogrulandig:
tim yorumlarda onun da dogrulanmas: gerekirdi; oysa, hi¢ degilse bir durumda
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dogrulanmadigimi gérdiik. Aym yoldan diger iki aksiyomun da bagimsizligim orta-
ya koymak zor degildir. Kuskusuz, daha karmagik aksiyom kiimeleri s6z konusu
oldugunda, agikladigimiz denetleme y6nteminin uygulanmas: 6yle kolay degildir.
Cogu kez, olgusal diinyaya dayali model olugturamayan arastirmaci, ideal bir mo-
dele bagvurmak zorunda kalir; bu ise yeterince giivenilir bir ¢6ziim degildir.

Kategorik olma 6zelligine gelince, bunun genellikle benimsenen tanimi izomor-
fizm kavramina dayanir. Oyleyse, 6nce izomorfizm kavramina agiklik getirmek ge-
rekir. Bir aksiyom kiimesini dogrulayan herhangi bir olgu grubu (ya da model) bir
evren olarak bilinir. Aym aksiyom kiimesini dogrulayan iki evren varsayalim. Diye-
lim ki, bu iki evrenin elemanlar: arasinda tam bir uyum vardir; 6yle ki, bir evrende
dogrulanan bir 6nerme, diger evrende, birincisindekine kargilik olusturan eleman-
larla yorumlandiginda da dogrulanmaktadir. Gene diyelim ki, bunun tersi de dog-
rudur. Bu denetlenen aksiyom kiimesine gorecel olarak iki evrenin izomorfik oldu-
gu demektir. Ayni aksiyom kiimesine gore izomorfik olan ¢ok sayida evren olabilir
kuskusuz. Bir anlamda bu evrenlere ayni evren goziiyle bakilabilir. Ne var ki, bun-
lardan s6z edilirken kullanilan dil, ilk bakista, farkl goriinebilir.

Simdi bir aksiyom kiimesinin kategorik olmasi, aksiyomlar1 dogrulayan yamizca
bir evrenin olmasi demektir. Iki (ya da daha fazla) evren varsa, bu onlarin izomor-
fik (yani, bire-bir karsilasim i¢inde) olduklar1 demektir. Kategorik olma 6zelligini
daha ayrintih olarak ele almayacagiz burada. Yalnizca 6nemli olan noktay: bir kez
daha vurgulamakla yetinecegiz: Verilen aksiyom kiimesini dogrulayan birden fazla
evrenin varlig1 s6z konusu ise, bunlarin izomorfik oldugunu saptama zorunlugu
ortaya ¢ikar. Bu aksiyomlar1 dogrulama olgusal bir model aracihgiyla gerceklestiri-
lir. Olugsturulan model, aksiyomlar: dogrulamakla kalmamali, verilen herhangi iki
evrenin izomorfizm icinde oldugunu gostermeye de araci olmalidir. Kuskusuz ev-
renler ikiser ikiser alindiginda, bu is umutsuz bir ¢abaya déniisiir. O yiizden evren-
lerin genel olarak ele alindigini gormekteyiz.

Mantigin Islevi

Matematiksel bir sistemi olugturan ikinci 6genin mpantik oldugunu séylemistik. Bu-
rada niyetimiz tarihi ¢ok gerilere uzanan bu ¢aliyma alaninin ayrintili bir betimle-
mesine girmek degildir. Ne var ki, mantigin matematikle ¢ok yakin iligkileri vardur;
kisaca da olsa, baz1 6nemli noktalar1 belirtmeden gecemeyecegiz.

Daha 1.O. 6. yiizyilda Pythagoras, “Akli baginda hi¢ kimsenin kargi ¢ikamaya-
cag ispatin kavramsal olarak anlagilmas..” geregini vurgulamisti. Ondan iki yiizyil
sonra ilk kez Aristoteles mantiksal diisiinmenin yasalarim1 formiile ederek ortaya
koyar. Genellikle dile getirilis bicimleriylebu yasalar1 soyle yazabiliriz:

(1) Bir sey A ise o sey A’dir. (Ozdeslik yasasi)
(2) Her sey ya A’dir, ya da A degildir. (Ugiincii gikkin olanaksizlig1 yasast)
(3) Higbir sey hem A, hem A-degil olamaz. (Celismezlik yasasi)
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Bunlardan ilki basittir; son ikisini anlamakta giicliik ¢ekilebilir. Bir¢ok mate-
matikei ve mantik¢imin bagvurdugu bir yorumlama yoluyla bunlan agikhga kavus-
turabiliriz. Matematikgiler genellikle kimi bireylerin tagidigi bir 6zellik gibi soyut
bir kavram diigiinmek yerine, o ozelligi tagtyan bireylerin olusturdugu kiimeyi dii-
siinmek yoluna giderler. Ornegin, matematik¢i kirmiz1 renkten soz ettiginde biyitk
bir olasihkla “kirmizi” denen soyutlamayi degil, kirmizi nesnelerin kiimesini diigii-
niir. Bunu yaklagik olarak soyle de belirtebilirizz Matematik¢i, mantiksal iligkileri
iclemsel (intensional) anlamuyla degil, kaplamsal (extensional) anlammyla ele alir.
Ustelik mantik¢r gibi matematik¢i de iki kiimenin ¢arpimini, iki kiimeye ait ortak
iiyelerin olusturdugu yeni bir kiime sayar. Gene iki kiimenin toplamim kiimeler-
den birine, 6tekisine veya ikisine dahil elemanlarin olusturdugu yeni bir kiime ola-
rak goriir. Buna gore, Aristoteles’in son iki yasasini kiime kavramina indirgeme yo-
luna giderek soyle yazabiliriz:

2 a+-a
(3) a x -a = 0 (Celismezlik yasas1)

1 (Ugiincii segenegin olanaksizligy)

[Burada eksi () isareti degilleme ya da yadsima, 1 her seyi (tiim nesneleri) kapsa-
yan kiime, 0 simgesi ise bog kiime anlami tagimaktadir.)

Geleneksel mantik hemen tiimiiyle terimler arasindaki iligkileri konu almigti.
Sorun, bu tiir iligkiler bakimindan neyin dogru olabilecegi, ya da olamayacagini be-
lirlemekten ibaretti. Birtakim tasim kurallarimin yam sira yukarda verilen ii¢ temel
yasa cercevesinde tiim tasimsal ¢ikarimlarin gegerlik denetimi yapilabilmekteydi.

Modern mantik ¢alismalarn geleneksel mantigin dar gergevesini bityiik 6lgiide
asmig bulunmaktadir. Yeni sistemin dayandigi temel yasalar “kiime”, “tim”, “ba-
21", “degilleme”, “veya”, “ise” gibi birtakim ilkel kavramlan igeren iligkileri dile ge-
tirmektedir. Bu yasalar da geleneksel mantigin iig yasas1 gibi, uygulamalarinda hig-
bir bilim koluna veya ¢alisma alanina 6zgii olmamakla evrensel niteliktedir.

Matematikte oldugu gibi mantikta da ilkel terimler tammlanmaksizin, temel
yasalar ispatlanmaksizin alinarak aksiyomatik sistemlerin olusturulabildigi goriil-
miistiir. Aksiyomatik bir temele oturtulan mantikla, soyut matematiksel bir sistem
arasinda yapisal yonden 6nemli bir fark yoktur. Nitekim, 6rnegini giderek daha
ok ilgi toplayan Boole cebirinde buldugumuz simgesel bir dille aksiyomatik olarak
olusturulan mantik ¢aligmalari, matematikgilerin anlamakta giigliik ¢ekmedikleri
gelismelerdir. Ashna bakilirsa Boole cebirinin bazi yonleriyle yeni mantiktan gok
Aristoteles gelenegine daha yakin oldugu séylenebilir. Yukarda, kiime kavramina
indirgeyerek simgesel yazdigimiz Aristoteles mantiginin son iki yasast Boole cebiri-
nin tipik ifade bi¢imini yansitmaktadr.

Geleneksel mantigin temelini olusturan bu “yasa” denen ilkelere aksiyom go-
zityle bakildiginda, bunlar1 duruma gére gozden gegirmek ya da biisbiitiin degistir-
mek yoluna gidilebilir. Kullamlacak mantik tiiriiniin, ele ahnan sorunun niteligine
gore belirlenecegi, uzak bir olasihk degildir. Matematik bu agamay1 daha 6nce ge-
¢irmis bulunmaktadir; matematikgiler ellerindeki problemin gereklerine uygun ma-
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tematigin arayis1 icindedirler. Artik mantigin “yasa” denilen geleneksel ilkeleri de
tartisma konusudur: Korzybski, 6rnegin, 6zdeslik yasasina iligkin tedirginligini giz-
lememekte, ilkenin evrensel gegerligini kuskuyla karsilamaktadir. Aym sekilde Bro-
uwer, liciincii sikkin olanaksizlig yasasina evrensel gegerlik tammamaktadir. Ger-
cekten geleneksel mantigin dayali oldugu felsefe anlayisinda evren belirgindir; boy-
le bir 6gretinin gecerliligi elbette kusku konusu olmaktan kurtulamaz. Diipediiz
“evet” ya da diipediiz “hayir” diye kesip atamayacagimz sorunlarin oldugunu bili-
yoruz. Ustelik bu sorunlarin bir¢ogunun ¢6ziimii insan giiciinii agan cetinliktedir.
Bu durumda yaklasimimiz nasil olmalidir? “Sorunlar ¢etin de olsa, ¢6ziimii bulu-
nabilir” mi diyelim? yoksa, evrende belirsizlige yer taniyip buna uygun bir mantik
arayst icine mi girelim?

Hem mantigin dogasim inceleme, hem de geleneksel mantik diginda bagka
mantik tiirlerine olanak olup olmadigim yoklama yolunda ortaya konmus biiyiik
cabayi, Russell ile Whitehead’in yazdig1 Principia Mathematica adli anitsal yapit
temsil etmektedir. Bu ¢aliymada gelistirilen 6nermeler hesab: kesinlikle Aristoteles
mantigindan farklidir. Aym sekilde, mantiksal gerektirme ve 6zdeslik kavramlarina
getirilen teknik yorumlar da bilinen anlamlardan ¢ok farklidir. Ustelik mantiksal
¢tkarsamalarin, yeni sistemde geleneksel yontemlerin sagladigi dlgiide kolgylikla,
gerceklesme olanag buldugunu soyleyebiliriz.

Principia Mathematica’da ortaya konan mantik sistemini, matris yéntemi kulla-
narak gelistirme olanag: vardir. Tablo kullanma aligkanlig: olan biri i¢in bu yonte-
mi uygulamak kolaydir. Verilen iki énermeden her birinin dogru ya da yanls ol-
dugunu biliyorsak, iki 6nerme arasindaki belli bir bagintimin niteligini “matris” de-
nen tabloya bagvurarak belirleyebiliriz. Diger bagintilara gelince, onlarin niteligi bu
yoldan saptanip temel alinan bagintiyla iliskileri gozoéniinde tutularak belirlenir. Bu
yontemi ileri diizeyde uygulayan Lukasiewics, énermelerin dogruluk degerini “dog-
ru” ve “yanlis” diye iki degerle simrlamayan, ¢ok degerli mantik sistemleri kurma
olanagini gostermistir. Tarski’nin ¢alismalariyla bu sistemlerin daha ileri gelismeler
gosterdigini goriiyoruz. Bu gelismeleri degerlendiren C. 1. Lewis, diigiincelerini su
iki noktada toplamstir:

(1) Geleneksel yaklasimda oldugu gibi, evrenin yapisina ya da insan aklinin dogas:-
na dzgii sayabilecegimiz “mantik yasalar” diye bir sey yoktur. Oteden beri
“mantik yasas1” denen ilkeler, aslinda, dogruluk ve yanhshk, degilleme, veya ge-
rektirme, tutarhk gibi temel kavramlarin anlamlarini belirtik kilan analitik tiir-
den 6nermelerdir. “Mantik sistemi” denilen seye gelince, bu da o tir kavram-
larla, o kavramlarin anlam ¢6ziimlemesine dayanan ilkelerin olusturdugu bir
biitiinden bagka bir sey degildir.

(2) Pek ok sayida mantik sistemi gelistirme olanag vardir. Bunlardan her biri
kendi iginde tutarh ve dogru ilkeleriyle dediiktif ¢ikarima 6nciil saglayan bir
kurulustur. Bu kurulug ya da sistemlerin birbirine alternatif olmas: su anlam-
dadir: Her sistemin igerdigi kuram ve ilkeler farklidir; birinde kullanilan kav-
ram ve ilkeler, genellikle bir digerinde kullanilmaz.
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Bu sonuglarin matematik yoniinden degeri biiyiiktiir. Matematigin aksiyoma-
tik Ogesinin degisken oldugu bir siireden beri bilinmekteydi. Simdi mantik dgesi-
nin de degisken oldugu goriilmektedir. Matematikgi artik dayandigi mantigin 6n-
ceden konmus degismez bir nesne olmadigini, ulastig: sonuglarin, kullandig1 man-
tik tiiriiyle aksiyom sisternine gorecel oldugunu bilmektedir.

Bu gelismeler gozoniinde tutuldugunda, matematikle mantigin apayri ¢alisma-
lar oldugu kolayca soylenemez artik. Nitekim soylenmemektedir. Matematikgilerin
giderek daha fazla mantiksal ¢alismalara girdigini gormekteyiz. Kuskusuz yiizyilla-
rin geleneklerini kirip mantikla yakindan iliskiye girmek matematikgiler i¢in kolay
olmamugtir; ama bundan kaginmalarina artik olanak yoktur.

Kuskular ve Belirsizlikler

Matematikle mantigin iligkisi konusunda son soz heniiz séylenmis degildir. XX. yiiz-
yil matematiginin en belirgin 6zelliklerinden birini, konunun temellerine yonelik
elestirel ¢alismalarda bulmaktayiz. Cagimizda matematikgiler birtakim kugskular ve
belirsizlikler iginde goriinmektedir. Pek ¢ok kimsenin, matematigin iki 6geden (ak-
siyomlarla mantik) olustuguna iliskin yukarda ortaya koydugumuz goriise katilma-
yacagini biliyoruz. Onlar i¢in mantik, daha genis bir ¢alisma alani olan matematigin
yalnizca bir boliimiinii olusturur. Buna karsi mantig1 daha genel ve kapsamli sayan-
lar vardir. Bunlara gore, matematigi mantigin bir alt boliimii saymak yerinde olur.

“Matematigin temelleri’ne iliskin baglica ti¢ goriisten soz edilebilir: Formalist,
Mantikeilik ve Sezgicilik diye bilinen bu goriisleri kisaca agiklamada yarar vardir.

Formalistlerin 6nciisii Alman matematik¢isi David Hilbert’tir. Bizim bu yazida
ortaya koydugumuz goriis, formalist goriisii yansitmaktadir. Bu goriis, Oswald
Veblen ile E. V. Huntington’un 6nciiliigiinde ¢ogu Amerikan matematikgilerince
paylagilmaktadir. Kisaca belirtirsek, formalistlerin tezi, matematigin simgelerle ku-
rulan formel bir sistem oldugu savini icermektedir. Onlar i¢cin matematik inceleme
konusu nesnelerin yapisini, bir simgeler sistemi olusturarak belirlemeye yénelik bir
¢alismadir. Buna gore matematik, simgesel sistemlerin, her tiirlii anlamda soyut-
lanmis yapisal ozellikleriyle ugrasir. Bu sistemlerde yer alan bireysel simgelerin, bir-
birleriyle olan formel iligkileri disinda, hicbir anlami yoktur. Bu, kuskusuz, mate-
matigin anlamdan yoksun bir oyun oldugu demek degildir. Tam tersine, bu bakisla
matematigin, ozellikle geometri alaninda, son derece verimli bir ¢aliyma agamasina
girdigi soylenebilir. Ama gene de, formalist goriisiin kimi tartismal giigliklere yol
actig1 yadsinamaz. Ozellikle matematigin gegerliligi bu goriis altinda yeterince be-
lirlenmis degildir. ’

Bertrand Russell ile A. N. Whitehead’in onciiliigiindeki mantik¢iliga gelince,
bu gériis salt kuramsal matematigi mantigin bir dali saymaktadir. Ik belirtilerini
Frege ile Peano’nun ¢aligmalarinda buldugumuz mantikgilik tezi, Russell ile White-
head’in daha 6nce de soziinii ettigimiz Principia Mathematica adl biiyiik ¢aligmala-
rinda tiim ayrintilariyla ortaya konmustur. Modern mantigin bagyapiti olan bu ¢a-
ligmada matematigi tiimiiyle mantiga indirgeme girisimi yer almaktadir. Yazarlarin



212 MATEMATIKSEL DUSUNME

olaganiistii bir ¢abayla matematigin sayi, sifir gibi temel kavramlarim, toplama ve
carpma gibi temel aritmetik iglemlerini, kiime, degilleme, veya, ise gibi ilkel mantik
terimlerine bagvurarak tamimlamay: basardiklarina tanik olmaktayiz. Ne var ki, bu -
goriis de birtakim giigliikklere ugramaktan kurtulamamistir. En basta sonsuz sayilar
konusunda ortaya ¢ikan bu giigliikklerin kimi ¢evrelerde mantik¢ilik tezinin sarsil-
masina, en azindan kuskuyla karsilanmasina yol agtig1 s6ylenebilir.

Hollandali matematik¢i L. E. J. Brouwer’in 6nciiliigiinde (daha sonra Herman
Weyl, A. Heyting, vb. matematikgilerin katilmasiyla) ortaya ¢ikip gii¢lenen iigiincii
goriis sezgiciliktir. Bu goriigiin ana tezi matematigin, sonsuz say1 dizgelerini kur-
maya olanak taniyan temel bir sezgiye dayandigi savidir. Brouwer, matematik diye
ileri siiriilen simgesel 6rgiiniin, aslinda, daha temelde olan bir diisiince yapisim or-
ten bir saldan baska bir sey olmadigini vurgulayarak baslar. Ona gore matematikgi-
lerin temelde yatan diisiinceden ¢ok goriiniirdeki simgesel diizenlemelerle ugras-
malan bir siirii stkintiya yol agmaktadir. Kisaca demek gerekirse, sezgiciler mate-
matiksel dogrular biitiiniine, formalistler ile mantikgilarin baktigi gibi nesnel bir
orgii (ya da yap1) goziiyle bakmamaktadir. Onlara gore matematigin, tiimiiyle sim-
gesel bir yapiya indirgenebilmesine olanak yoktur; matematiksel diisiinme, onu ifa-
de i¢in kullanilan dilden kesinlikle ayridir. Matematiksel bir siirece iliskin bilgi, bu
siirecin sinirsiz ilerlemesine elverecek tiirden olmalidir. Bagka bir deyisle, “kurma”
(inga etme) olanagim icermeyen “varhik”tan sz edilemez.

Max Black’in belirttigi gibi, tartijmaya agik bir belirsizlik siiriip gitmektedir:
“Mantike1 ve formalist goriislerde basariyr golgeleyen 6nemli giiglikkler vardir. Ma-
tematigi mantiga indirgeme programi can aha bir noktada yetersiz kalmakta; ma-
tematigin tutarhhgim ispata yonelik formalist yaklasim ise olanakh gériinmemekte-
dir. Ote yandan sezgicilik ise, matematigin biiyiik bir bélimiiniin yeniden yazilma-
sim gerektirmek, eskiden beri kabul edilmis ispatlar1 reddetmek, salt kuramsal ma-
tematikte ulagilan birgok sonuglari gegersiz saymak, bunlarin yerine pek de i¢ agic1
olmayan birtakim karmagik kavramlar getirmek gibi kendine 6zgii giigliikklere yol
a¢maktadir.”

Kisaca degindigimiz bu ii¢ goriisiin yan sira, matematik, mantik, dil, bilim ve
metafizik kuramlar iceren daha genis bir program Rudolf Carnap’in sundugunu
goriiyoruz. Temelde dillerin ¢6ziimleme ve semantigine dayanan Carnap’in yaklagi-
minin nasil bir sonug verecegini kestirmek i¢in vakit heniiz erkendir.

Modern matematigin kendini i¢inde buldugu bu duruma iliskin yargimiz ne
olacaktir? Simdilik bir iki noktay: belirtmekle yetinebiliriz. llkin, matematikte temel
kavram ve yontemlerin siirekli bir evrim i¢inde oldugunu vurgulamaliyiz. Sonra,
birbiriyle bagdasmaz goriinen goriislerin birbirlerini derinden etkilediklerini s6yle-
meliyiz. Daha sonra, matematikgilerin kimi odiinlerle su ya da bu goriis ¢erceve-
sinde ¢aligmalarini siirdiirebildiklerini belirtmeliyiz. En sonunda, gelecekte bir degil
bir¢ok matematigin olabilecegini gézden kagirmamaliyiz.

[Bu metin, Our Mathematical Heritage,
(Ed. W. Schaaf)’dan alinmistir.)
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SANAL NESNELERIN VARLIK SORUNU

P. J. Davis, R. Hersh (1981)

Matematigin temellerine iliskin geleneksel goriislerin iigiinde de dile getirilmeyen
varsayim, matematigin kusku gotiirmez dogrulugun kaynagi olmasi gerektigidir.()
Opysa, tiim ekollerin, dahasi tiim matematikgilerin deneyimlerinden 6grendikleri
bir gey var: matematiksel dogrulugun, diger dogrular gibi, yanlabilir ve diizeltilebi-
lir tiirden oldugu.

Giinliik deneyimlerimizin yanhsladig formalizm ile matematik¢inin Tanr ver-
gisi Ozel bir sezgiyle ancak kavrayabildigi gizemli bir periler iilkesi varsayan Platon-
culuk arasinda bir se¢im yapmak zorunda miyiz ger¢ekten? Matematiksel felsefenin
islevini daha akla yakin bir yénde diisiinebiliriz: Buna gére sorun, kugku gétiirmez
kesin dogrulugu belirlemek degil, matematiksel bilgiyi, tiim diger bilgilerimiz gibi,
yanhslanabilir, evrime dayal kimligiyle ele almaktir. Daha saglam bir temel arayisi
icinde umutsuz bir ¢aba siirdiirmek yerine, matematigi oldugu gibi, insan bilgisi-
nin bir boliimii olarak gérmek yoluna gidebiliriz. Kullandigimiz, 6grettigimiz, icat
ya da kesfettigimiz matematik iizerinde dogrudan ve agik diisiinmenin geregine
Inantyoruz.

Cantor, matematigin 6zii 6zgiirligiinde aranmaldir, diyor. Bu, insa etme, var-
sayimlar olusturma ozgiirliigiidiir. Matematigin bu 6zelligi aslinda ne sezgicilerin
ne de formalistlerin goziinden ka¢mustir. Oysa Cantor, insan deneyimini asan ma-
tematiksel bir gergekligin varligina inanan bir Platoncuydu. Bu, bizden bagimsiz,
ama kendi diizenini bize yiikleyen sadece bir 6l¢iide bilebilecegimiz gizemli, ama
nesnel bir gerceklikti. Platonculugun gergek bilgi saydig sey iste bu gerceklige ilis-
kin olan bilgimizdi.

Matematigin dogasina iligkin bildigimiz iki sey vardir. Bunlardan ilki matema-
tigin insan icadi oldugu gercegidir. Matematikgiler bu gergegi bilirler, ¢iinkii mate-
matigi olusturan onlardir. Alisgik oldugumuz aritmetik ve geometri siirgit var olan,
Tann vergisi olusumlarmig gibi goriiniir bize. Oysa simdi topolojide kullanilan ce-
bir ve benzeri tekniklerin insan elinden ¢iktig1 bellidir. Ciinkii bunlarin yaraticilar-
m kisi olarak taniyoruz. Kaynaklar ister antik dénemlere uzansin, ister giiniimiize

(1) Sozkonusu ii¢ goriis: Mantikqilik, Formalizm ve Sezgiciliktir. Bkz. VIII. BOLUM. (Ceviren)
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ait olsun matematikteki tiim olusumlar arasindaki aile benzerligi gézden kagmaya-
cak kadar agiktir: Hepsinin insan zekasinin iiriinii oldugu!

Matematigin dogasina iliskin bildigimiz ikinci gergek, bizim olusturup ortaya
koydugumuz matematiksel nesne veya islemlerin (geometrik sekiller, aritmetik
fonksiyonlar ve cebirsel operatorler, vb.) onlar1 olusturan bizler i¢in gizemli olma-
laridir. Bunlar 6yle nesneler ki, kimi 6zelliklerini ancak biiyiik ¢aba ve zeka inceli-
giyle belirleyebilmekte, kimi ozelliklerini ise tiim ¢abalara karsin belirlemekten
uzak kalmaktayiz. Dahasi bu nesnelerin aklimizdan bile gegmeyen 6zellikleri olabi-
lir. Matematikte “problem ¢6zme” diye bilinen tiim etkinlikler bu giiliigii sergile-
mektedir.

Formalizm soziinii ettigimiz ilk gercege dayanir: Matematigin insan zekésinin
bir tiriinii oldugu savini benimser. Bu anlayista matematiksel nesneler sanal nitelik-
tedir.

Platoncular ise ikinci gergege dayanir: Matematigin bizden bagimsiz, uymamiz
gereken kendi nesnel yasalar1 oldugu gériisiinii icerir. Oyle ki, 6rnegin, kenarlar1 a
ve b, hipoteniisii h olan bir dik acili ii¢gen verildiginde, a? + b? = h? iligkisini iste-
sek de istemesek de kabul etmek zorundayiz. Gene, 1375803627 sayisin asal olup
olmadigini bilmiyorum, ama sonucun benim segimime bagli olmadigini biliyorum.
Sayinin kendisi, 6zelligini tasimaktadir.

Sanal nesnelerin birtakim ozellikleri vardir. Bunlarin hi¢ degilse bir boliimii
nesnel olarak belirlenebilir.

Platoncu agidan bakildiginda, bu nesnelerin insan icadi oldugu savi yanlstir.
Bunlar bizden bagimsiz, kendi kurallar i¢inde egemen varliklardir; agiklayamadigi-
muz bir bigimde insan diisiincesi ve olgusal diinya diginda bir gergeklige sahiptirler.

Sezgici (ya da insac1) agidan, Platoncu goriigiin tam tersine, matematiksel nes-
neler insan zek&sin iiriiniidiir. Bu nedenle matematikte insac1 yontemlerle ispat-
lanincaya dek higbir sey dogru ya da var kabul edilemez. Formalistlere gelince, on-
lar isin icinden hemen her seyi yadsiyarak ¢ikmaktadirlar. “Matematiksel nesne”
denen bir sey olmadig icin bunlarin dogasina iligkin bir sorun da.yoktur.

Bu tiir felsefi ekol tartismalarimi bir yana birakirsak, matematik deneyimleri-
mizden 6grendigimiz iki gercegi ¢ikis noktasi kabul edebiliriz:

(1) Matematik bizim yarattigimiz bir seydir; akimizda olusan kavramlara iligkin
bir ¢aligmadir.

(2) Matematik nesnel bir gercekliktir; su anlamda ki, matematiksel nesnelerin be-
lirleyebilecegimiz ya da belirlemekte yetersiz kaldigimiz belli 6zellikleri vardur.

Kendi deneyimlerimize inaniyor, bu iki gercegi kabul ediyorsak, o zaman bu
gergeklere birbiriyle celisen degil, birbiriyle bagdasan iki gercek olarak nasil bakabi-
liriz? diye sormamiz gerekir. Daha dogrusu, bu iki gercegin birbiriyle bagdasir ol-
madig1 goriisiine bizi gotiiren ne gibi bir varsayimin etkisinde oldugumuzu gérme-
ye ¢alismamiz gerekir. Ciinkii, ancak o yoldan daha genis bir goriis agis1 kazanip
deneyimlerimizin ortaya koydugu gergekleri kabul edebiliriz.
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Felsefi baglamda, evreni yalmzca iki tiir tozden olugsmus gibi diisiinmeye yatki-
nmiz: Bunlardan biri, “madde” dedigimiz fizik laboratuvarinda incelenen nesne;
ikincisi, kafamizda sakh “akil” denen nesne. Ne ki, evreni bu iki nesnede titkenmig
sanmak en azindan yetersiz bir belirlemedir. Tipki antik Yunanda fiziksel tiim
maddelerin dort asal nesne diye bilinen toprak, su, hava ve ates nesnelerine indir-
genmesindeki yetersizlik gibi!

Matematik ne fiziksel ne de diipediiz 6znel diyebilecegimiz nesnel bir gercekli-
ge sahiptir. Maddesel olmayan bu gergeklik, maddesel dis diinya gibi kisilerin bilin-
cini agmasi anlaminda nesneldir. Aslinda matematigin kendisi “ideal” diyebilecegi-
miz gercekligin en carpic ve inandina Srnegidir. Onerimiz, matematigin, igine si-
gamayacag dar bir felsefi cerceveye alinp sakatlanmamasy; tersine, matematiksel
deneyimimizi kapsayabilecek genislikte bir felsefenin olusturulmasidir. -

Kar! Popper’in yeni ¢alismalarinda, matematiksel deneyimi ¢arpitmaksizin yan-
sitma giicii tastyan felsefi baglami buldugumuzu soyleyebiliriz. Popper, birbirinden
farkh ii¢ gercekligi belirtmek icin, ¢ diinya (Diinya 1, Diinya 2, Diinya 3) teorisini
olusturmustur. Diinya 1 kiitle, enerji, yildiz, kaya, kan ve kemikleri i¢eren fiziksel
diinyadir. Diinya 2 biyolojik evrimle olusan diisiince, duygu, duyarlik ve biling gibi
oznel siirecleri igeren diinyadir. Bu siireclerin varlig organizmaya bagimh olmakla
birlikte, fizyoloji ve anatomi tiiriinden olusumlardan temelde farklidir; ayn bir dii-
zeyde incelenmek gerekir.

Evrimin ileri bir agamasinda olusan Diinya 3 sanat, din, gelenek, dil, teori, top-
lumsal kurumlar, vb. kiiltiirel varhklar igerir. Bu varhiklarin kaynag kuskusuz in-
san bilincidir; ancak, ortaya ¢tkmalariyla birlikte kaynagindan bagimsiz, nesnel bir
kimlik kazanir. Matematigi de igine alan bu diinya kaynaklandig1 Diinya 2’den ayn
bir diizeyde ele alinmak gerekir.

Matematik zaman digi, 6ncesiz var olan ideal bir gergeklige iliskin bir ¢ahsma
olmadig: gibi, yapay simge ve formiillerden kurulu satrang tiiriinden bir oyun da
degildir. Tersine, nesnel olarak dogrulanabilen sonuclar ortaya koyan bilimsel tiir-
den bir ¢aliymadir matematik. Matematigin bir konu olarak varhig: bir sorun degil,
bilinen bir gergektir. Bu gercegin abartmasiz ve eksiksiz anlami, kavramsal iliskileri
konu alan, “bir kez anlasildiginda kuskuya yer birakmayan” kesinlikte bir diisiinme
veya argiiman olmasidir.

Kim ne derse desin, matematigin konusu vardir, 6nermeleri anlamlidir. $u ka-
dar ki, bu anlami insan 6tesi bir gerceklikte degil, insanlarin ortak anlayisinda bu-
labiliriz. Bu agidan bakildiginda, matematik birer kiiltiirel etkinlik olan ideoloji,
din ya da sanat ¢aligmalarini andirir; onlar gibi ancak bir kiiltiir baglaminda anlam
kazanir. Bagka bir deyisle, matematik hiimanist bir cahsmadr; insan bilimlerinden
biridir.

Matematigi diger insan bilimlerinden ayiran 6zelligi bilimlere 6zgii nesnel dog-
rulanabilirlik niteligidir. Doga bilimleri gibi matematigin sonuglar1 da nesnel dog-
rularin giiciine sahiptir. Bu sonuglar, edebiyat elestirilerinde gordiigiimiiz siirgit
tartiyma geken kisisel fikirlerin 6tesinde bir kesinlik tasimaktadir.

Matematikgi olarak sayi, kiime, vb. sanal nesneleri yarattigimizi, sonra da bu
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nesnelerin iliski ve ozelliklerini bulmaya ¢aligtigimiz1 biliyoruz. Bu bilgiyi icerme-
yen bir felsefe dar bir anlayis icinde kalmig demektir. Felsefecilerin elestirileri karsi-
sinda bir tiir formalizme siginmak zorunda degiliz. Aym sekilde, matematiksel dog-
rulugun nesnelligine olan inancimizin, insan diistincesi disinda, ondan bagimsiz,
ideal bir gergekligin varligim savlayan Platoncu tiirden bir inang oldugunu da ka-
bul edemeyiz. Popper ile Lakatos’un caligmalari modern felsefenin, matematiksel
deneyimin gercekligini belirttigimiz anlamda tamiyabilecegini gostermektedir. Bu,
matematigin gegerligini oldugu gibi kabul etmek; onun yamnilabilir, diizeltilebilir ve
anlagilabilir nitelikte oldugunu gérmek demektir.

[Bu metin, The Mathematical Experi-
ence, (Davis ve Hersh)’den alinmig-
tir.]
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MODERN DUNYADA MATEMATIK

Richard Courant (1964)

Matematigin modern diinyada genisleyen islevini, matematikgilerin artan sayisi
acikca gostermektedir. A.B.D.’de, 1900’den bu yana cesitli matematik kuruluslarin-
daki iiye sayist 30 katina yiikselmistir. Bugiin doktorali matematik¢i sayisi
4800’diir. Son yirmi bés yil icinde iiniversite disindaki isyerlerinde ¢alisan matema-
tikgilerin sayisinda on iki kat artis olmustur. Az ¢ok matematik gerektiren iglerde
calisanlarin sayisi ise on binleri agmaktadir. Universitelerde simdi matematik bé-
limlerine kayith 6grenci sayis1 1956’daki 6grenci sayisindan ii¢ kat daha fazladur.
Matematik artik bir grup seckin akademisyene 6zgii bir ugras degil, her diizeyde
yetenekli gencleri ceken genis bir meslektir. Giiniimiizde, matematiksel aragtirma
ve Ogretim genis bir kapsam kazanmig; matematiksel yontemler, basta fizik olmak
tizere teknolojinin yeni uygulama alanlarinda, biyolojik bilimletde, hatta ekono-
miyle birlikte diger sosyal bilimlerde genis etkinlik kazanmistir. Ote yandan bilgisa-
yar teknolojisinin matematik ve tiim diger matematiksel bilimler i¢in tagidig1 bii-
yiik potansiyel giig, birtakim yeni arastirma olanaklarini simdiden sergilemekle bir-
likte, heniiz yeterince anlagilmig ve degerlendirilmis oldugu séylenemez.

Ne var ki, matematigin ¢agdas islevini, gegmisteki gelisme agsamalariyla karsilag-
tirarak, daha iyi belirleyebiliiz. Cok degil, daha ii¢ yiizyil 6nceye gelinceye dek, ma-
tematiksel diigiincenin ana yapisimi geometri olusturuyordu. Asil kimligini antik
¢agda kazanan geometri, aradan gecen iki bin yil icinde 6nemsiz kimi gelismelerle
etkinligini siirdiirmiistii. XVIL yiizyildan baslayarak matematikte koktenci ve hizh
bir doniisiim kendini gosterir. Geometride 6rnegini buldugumuz kesin, dediiktif
mantiga bagh aksiyomatik diisiinme yerini sezgisel, indiiktif diisiinmeye birakur.
Salt geometrik nosyonlarin yerini say1 ve cebirsel islemleri iceren analitik geometri,
kalkiiliis ve ona dayali mekanik alir. Bilimde o dénemde baglayan ileriye dogru ati-
limlar besleyen ve kamgilayan giicii bu yeni matematigin seckin onciileri saglamus-
tir. Fransiz Devrimi’ne ulagtigimizda, matematiksel bilimlerin ulastii zengin so-
nuglar ile matematigin kanitlanms biiyiik giiciiniin baglangicta dar bir taban iize-
rinde yiikselen bilimi genis cevrelere yayma, ders kitaplar1 yazma, iiniversitelerde
matematik¢i ve bilim adamlan yetistirme, insan bilgisinin genisleyen olanaklar
icinde yeni ¢aligmalara yonelme, gibi gelismelere yol agtigini goriiriiz.
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Simdi “klasik” dedigimiz XVILI. yiizyillda baglayan matematik, bugiine degin gii-
ciinii ve 6nemini korumustur. Ulagilan sonuglar arasinda en verimli olanlari, kal-
kiiliisiin iki temel kavramini (fonksiyon ve limit kavramini) aydinlatma ve geniglet-
me ¢abasindan kaynaklanmistir. Fonksiyon kavramu iki ya da daha fazla degiskenin
karsilikli bagimhihgina, limit kavramu ise, sezgisel bir diisiince olan siireklilik kavra-
mim mantiksal kesinligin denetimine almaya iligkindir. Degisim oranini belirleme-
de vazgecilmez bir ara¢ olan matematiksel ¢oziimleme (analiz) kavrami (ki buna
bir ya da daha fazla degiskene ait diferansiyel denklemler de dahildir) kapsami gok
genislemis olan modern matematigi tiimiiyle etkisi altina almistir. Bu kapsamda ii¢
ana kolu say, cebir ve geometri olusturmaktadir. Bunlara olasilik (probabilite) teo-
risini de katabiliriz. ‘

Fonksiyon ve sayi siirekliligi (number continuum) kavramlariyla serbest kalan
geometri son derece verimli bir biiyiime i¢ine girmistir. Geometrinin iki geng kolu
(topoloji ile diferansiyel geometri) bugiin matematigin en canh ve etkin dallar1 ara-
sinda yer almaktadir. Olasilik teorisine gelince, bu ¢alisma bilim ve teknolojideki
genis uygulamasi nedeniyle 6zel bir ilgiyle ele alinmayi gerektirir. Kald: ki, bu teo-
rinin 1s1¢inda bilim felsefesinin kimi ¢6ziim bekleyen sorunlarin1 matematiksel ola-
rak dile getirme olanag: vardir.

Matematik ayrica XIX. yiizyil baslarinda baslayan bir egilimi, yeni gelisim ve
olusumlar: antik dénemin siki mantik 6lgiilerine uygun olarak pekistirme egilimini
giiniimiizde daha giiglii bir bicimde yansitmaktadir. Bu pekistirme ¢abasi 6zellikle
matematigin temellerine iligkin ¢aligmalara biiyiik yogunluk getirmistir. Pekistirme
stirecinde matematigin kavramsal yapisini belirleme, dahasi matematiksel nesnele-
rin “varhk” sorununa agiklik getirme basta gelen iki hedef olmugtur.

Matematigin genislemesi kagimilmaz olarak uzmanlasma ve boliinme egilimleri-
ni giiclendirmis, matematigin birlik ve biitiinligiinii tehlikeye disiirmiistiir. Degi-
sik dallarda uzmanlasanlarin birbirlerini anlamalarinda baggosteren sikintilarin yam
sira, matematigin diger bilim alanlariyla temas: kaygi verici bicimde zayiflamaya
yiiz tutmugtur. Ne var ki, matematigin 6énemini giderek daha fazla kavrayan toplu-
mun sagladigi destek ve yetenekli genglerin arastirmaya yonelik basaril ¢alismalari
matematikteki ilerlemeleri daha da hizlandirmistir. Giderek basdondiiriicii bir et-
kinlik icine giren matematikte yayin, bilimsel toplant: ve is diinyasiyla etkilesim gii-
niimiizde inanilmaz boyutlara ulagmistir. Bu karmagik ve hizli cahisma temposunda
matematikgiler icin 6ncelikle' matematigin anlam ve niteligi, yonelik oldugu hedef
ve amaglar, degisik ilgi alanlar1 arasindaki ortak noktalar tizerinde diisiinme geregi
dogmustur. Bu geregi karsilamanin en etkili yollarindan biri, matematigin hemen
herkesin anlayabilecegi bir dille genis kitlelere agiklanmasina girismektir herhalde.

“Matematik nedir?” sorusu ne felsefi genellemelerle, ne semantik tamimlarla, ne
de gazete agz1 1af ebeligiyle anlamli olarak yanitlanamaz. Bu tiir nitelemeler miizik
ve resim gibi sanat etkinlikleri i¢in de yetersizdir. Miizik ya da resim olsun, sanati
ritim, uyum ve yapiya, ya da form, renk ve kompozisyona iliskin yeterli deneyim-
den yoksun hi¢ kimse degerlendiremez. Matematigi degerlendirmeye gelince, onun
oziiyle dogrudan temas ¢ok daha gereklidir.
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Olcii icinde kalmak kosuluyla, gene de bazi genel nitelemelere gidebiliriz. Cogu
kez belirtildigi iizere, matematik giderek soyutlagmaya, mantiksal kesinlige dayanan
aksiyomatik cikarima ve daha kapsaml genellemelere yonelik bir ¢alismadir. Bu ni-
teleme gercegi dile getirmektedir kuskusuz; ama gercegin tiimiinii degil. Her sey-
den 6nce tek-yanl kalmaktadir; sonra, gergek durumu oldugu gibi degil, biraz car-
pitarak yansitmaktadir. Bir kez soyuta kagma matematige 6zgii, onun tekelinde bir
ozellik degildir. Kiitle, hiz, kuvvet, voltaj ve akim gibi kavramlarin tiimi fiziksel
diinyaya iliskin soyut kavramlardir. Nokta, uzay, say1 ve fonksiyon gibi matematik-
sel kavramlarin soyutluk derecesi biraz daha carpicidir, o kadar.

Matematiksel kesinligi yansitan aksiyomatik ¢ikarima gelince, bunun uzun siire
en yetkin ve ¢arpic1 érnegini Euclides’in Elementler’i vermistir. Ger¢ekten, matema-
tiksel diisiincenin mantik yapisi belirgin aksiyomatik sistemde bigimlenmesi 6zenil-
mesi gereken bir bagaridir. Aksiyomatiklesme, matematigin yapisini belirginlestir-
menin yan sira, konuyu 6ziine inerek kavramamiza da yardimc olmaktadir. Ne
var ki, bu 6zelligin vurgulanmasi bize matematikte sezginin, yaratici imgenin, kav-
rayis ve benzer zihinsel etkinliklerin vazgecilmez islevini unutturacaksa, yaniltic1 ol-
maktan ileri gecmez. Ger¢i matematik egitiminde belli aksiyomlara dayanan de-
diiktif ¢ikarim, zaman ve enerji israfim1 6nleyen etkili bir 6gretim y6ntemi sayilabi-
lir. Ancak dogmatik nitelik tasiyan bu yaklagimin tersine, sezgi ve indiiksiyona da-
yanan, deneme ve yamlmaya yer veren Sokratik yoéntemin verimli ve yaratia dii-
siincenin olugsmasinda daha etkili oldugu gérmezlikten gelinmemelidir.

Dediiktif diigiinme nasil sezgiyle dengelendiginde daha verimli olmakta ise,
kapsami giderek daha genisleyen genellemeler de, somut ve renkli ayrintilarla den-
gelendiginde anlam kazanmaktadir. Bireysel problemleri, parlak genellemelerin
aciklanmasinda bagvurulan birer 6rnek saymakla yetinmek yanhstir. Ashna bakilir-
sa, genelleme ve teoriler bu tiir bireysel problemlerin incelenmesiyle olusturulur;
dahasi bir genelleme ya da teorinin somut diizeyde kalan iliski ve problemlere 151k
tutmadik¢a anlaml oldugundan s6z edilemez.

Yasayan matematigin 6ziinde soyut genelleme ile somut 6érnegin, dediiktif ¢1-
karimla sezgisel ve indiiktif diisiinmenin, mantikla imgenin isbirligini bulmaktayiz.
Belli bir basarida bu 6gelerden biri ya da digeri agir basabilir. Matematigin gelisim
siirecine tiimiiyle bakildiginda hepsinin pay:1 6nemlidir. Genel olarak denebilir ki,
bu gelisim siireci “somut” temelden baslar, giderek ayrintilar1 atarak soyut genelle-
melerle kuramsal bir diizeye ulasir; sonra, ulagilan kurami pekistirme ve dogrulama
amaayla somut diizeydeki bireysel problemlere doniiliir. Kisacasi, somuttan soyuta
gidis, soyuttan somuta doniis matematiksel diisiinmenin 6ziinii olusturur.

Bu ilkeleri dogrulayan ornekleri matematiksel bilimlerin gelisiminde bulmakta-
yiz. Bilindigi gibi, Johannes Kepler, kendine 6zgii kavrayis giiciiyle, Tycho Bra-
he’nin gozlem birikiminden gezegen yoriingelerinin eliptik bigimde oldugu genelle-
mesini ¢ikarmugts. Isaac Newton, daha ileri bir soyutlamayla, bu tiir modellerden
evrensel ¢ekim yasasina ulasmisti. Mekanigin diferansiyel denklemlerini olusturma-
da da Newton aym yolu izlemistir. Matematigin yiiksek soyut diizeyde sagladig
olanaklar, mekanige genis bir dinamizm giicii kazandirmisti. Somut ve spesifik dii-
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zeydeki problemlerin ¢6ziimiinde de yeni yontemin aym derecede basarili sonuglar
verdigini biliyoruz.

Aym sekilde Michael Faraday, elektro-manyetik konusundaki deneysel bulgula-
riny, son derece ilging bir yorumla birlestirmeyi basarir. Bu bulgulardan, ¢ok ge¢-
meden elektro-manyetizmin birtakim matematiksel nitel yasalarimin ¢ikarildigim
goriiyoruz. Ardindan, James Clerk Maxwell tiim somut bulgulan ve aralarindaki
iligkileri de kapsayan son derece kapsaml nicel yasay1 olusturur. Bu yasa, bir dife-
ransiyel denklemler sisteminde manyetik ve elektrik giicleriyle bunlarin degisim
oranlarim birlestirir. Somut ve spesifik olgulardan soyutlanmis ve kopmus olan bu
denklemlerin baslangicta, uygulama yeteneginden yoksun birer fantazi izlenimi
vermis oldugu s6ylenebilir. Ancak ¢ok gecmeden Maxwell'in soyut diizeye cikisiyla
bir¢ok yonlerde ilerlemeye biiyiik olanaklar acildigi goriiliir. Maxwell denklemleri
elektro-manyetik olgularin dalga niteligini aciklama, radyo dalgalarimin yayilmasina
iligkin Heinrich Hertz deneylerine yol agma, yepyeni bir teknolojik gelismeyi bas-
latma ve bilim adamlarini yeni konularda aragtirmaya yoéneltme gibi 6nemli sonug-
lar vermistir. -

Maxwell denklemlerinin sistematik, dediiktif diisiinmenin iiriinii oldugu soyle-
nemez. Ote yandan onun basarisini salt indiiktif diigiinme siirecine de baglayama-
yiz. Maxwell’i, olsa olsa, goriiniirde birbirinden uzak ve kopuk olgular arasinda
benzerlik ve paralellik kurabilen; agik¢a farkh nesneleri bir sistemde birlestirerek
yeni bir anlayis yaratan egi az zekalardan biri sayarak agiklayabiliriz.

Paralel bir gelisme ¢izgisini (somut bireysel 6rneklerden soyut genellemeler dii-
zeyine ¢ikis; oradan yine somut diizeye doniis) matematigin kendisinde de bul-
maktayiz. Matematikte bir teoriyi anlamli ve 6nemli yapan sey de, somut 6rnekler-
le soyut genellemeler arasindaki bu etkilesimdir. Bu temel gergegi kavramak i¢in
“somut”, “soyut”, “bireysel” ve “genel” gibi kavramlarin matematikte mutlak an-
lamlar tagimadigini, bakis agisina, bilgi diizeyine 've konunun niteligine bagil oldu-
gunu goérmek gerekir. Ornegin, somut dedigimiz sey cogu kez aligilmis olan, yerles-
mis olan kavram, yontem ya da teorilerdir. “Soyutlama” ile “genelleme” terimleri-
nin de ashnda duragan, kesin sonuglan degil, somut ve soyut diizeyler arasinda di-
namik siiregleri dile getirdigi s6ylenebilir.

Matematikte verimli yeni buluglarin kimi kez fazla ¢aba gerektirmeden, ansizin
ortaya giktig1 goriilmektedir. Izlenen yol genellikle somut drneklerden soyutlamayla
bir teoriyi olusturan temel ogeleri belirleme bicimini almaktadir. Herhangi bir
alanda aksiyomatik sistemin olugmasi da aym yolu izler.

Soyutlamanin bu verimli kullanihisimin bir 6rnegini, son zamanlarda, John von
Neumann ile diger bazi matematikgilerin David Hilbert’in “spektral” teorisini ge-
nellemelerinde bulmaktayiz.

Cagdas matematigin odak noktasinda yer alan grup teorisi de benzer bicimde
bir dizi soyutlamalarla olusmustur. Bu teorinin kékeni Orta Caglar’dan beri mate-
matikgilerin merakint geken bir problemde yatmaktadir. Bu problem, ikinci dere-
ceden daha biiyiik cebirsel denklemlerin, cebirsel siireclerle, bagka bir deyisle, top-
lama, ¢ikarma, ¢arpma, bolme ve kok alma iglemleriyle ¢6ziimiinii igeriyordu.
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Ikinci dereceden denklemler (kuadratik denklemler) teorisi Babillilerce biliniyordu.
Ugiincii ve dérdiincii dereceden denklemlerin ¢6ziimiinii Girolamo Cardano ile
Nicolo Tartaglia ortaya koymuslardi. Ne var ki, besinci ve daha yukar1 dereceden
denklemlerin ¢6ziimiine gelince, biiyiik giigliiklerle karsilagilmist.. XIX. yiizyilin
baslarinda bu eski problemler daha enerjik bir tutumla ele alindi. Ozellikle, J. H.
Lagrange, N. H. Abel ve Evariste Galois gibi biiyiilk matematikgilerin bu sorunla
yakindan ilgilendigini biliyoruz. ...

Timiiyle bakildiginda, grup kavramyla, bu kavramin matematigin degisik kol-
larinda sagladigy agiklik ve diizenleme son 150 yillik dénemin bagta gelen bir basa-
ris1 sayilabilir... ,

Soyut grup teorisi, par¢acik fiziginin somut problemlerinde énemli uygulama
alam bulur. Burada gordiigiimiiz uygulama, ¢ekirdek pargaciklarimin karsihkh etki-
lesiminde yer alan agik ve gizli simetrilerin karmagik grubuna iligkindir. Grup teo-
risinin biiyiik olgusal veri yiginina diizen saglamada ve yeni pargaciklarin varhgim
6ndeyide gosterdigi basari, olgularin arastirlmasinda soyutlamanin énemini tiim
acikhgryla ortaya koymaktadir.

"“Sezgi” dedigimiz goériinmez yeti, en soyut diigiinmeyi bile uyarip yonelterek
yaratict matematikte her zaman etkindir. Bu yetinin en ¢ok geometrik sezgi bici-
minde bildigimiz etkinligini, geometride yer alan ya da ondan kaynaklanan pek ¢ok
Onemli matematiksel gelismelerde bulmaktayiz. Ne var ki, bugiin matematikte, sez-
ginin goriinen islevini azaltma, ya da daha dogru bir deyisle, o islevi siki ve kesin
bir akil-yiiriitmeyle destekleme yolunda giiglii bir egilimin varligindan soz edilebilir.

Geometrinin en geng¢ ve giiclii dal olan topoloji, sezgi ile akil-yiiriitme arasin-
daki gerilimin bu verimli isleyisini son derece canl bir bicimde sergilemektedir. Bi-
lindigi gibi topoloji, birka¢ daginik, ama 6nemli bulusla, ciddi bir ¢aliyma alam
olarak XIX. yiizyilda ortaya ¢ikar ve uzun bir siire hemen hemen tiimiiyle geomet-
rik sezgi konusu olarak kalir; baska bir deyisle, yiizeylerin siirekli deformasyon al-
tinda degismeyen Ozelliklerini belirlemek amaciyla yiizeyleri bir tiir makaslama ve
yapistirma yontemiyle ¢ahsan bir goriiniim sergilemekten ileri gegmez. Ancak bu
yeni disiplini daha ik gelijme asamasinda G. F. Bernhard Riemann matematik
diinyasinin ilgi alanina ¢ekmeyi basarir. Kompleks bir degiskenin (V=1 sanal sayisi-
n1 icine alan bir degiskenin) cebirsel fonksiyonlar teorisine iliskin iinlii ¢calismasin-
da Riemann, simdi “Reimann yiizeyleri” denilen seye iliskin topolojik olgularin, s6-
zii gegen fonksiyonlarin gergekten anlagilmasi icin vazgecilmez oldugunu gosterir.

XIX. yiizyll boyunca arastirmacilar, iki, ii¢ ve giderek n sayida boyutlu yiizeyle-
re iliskin cesitli topolojik 6zellikleri bulma yolunda sistematik incelemelerde bulun-
dular. Yiizyihmizin baslarinda, biiyiik matematik¢i Henri Poincaré ve daha bagka-
lar, gene asag yukar sezgisel bir temel iizerinde, son derece goz alic1 topoloji teo-
risini olustururlar. Bu ¢aligyma grup teorisinin gelismesiyle yakindan iligkili olarak
stirdiiriilir ve onun gibi matematigin degisik dallariyla matematiksel bilimlerde
onemli uygulama degeri gosterir. Ornegin, goksel mekanikte, 6zellikle gravitasyon
alanlan etkisiyle egrilen uzayda gezegen yoriingelerinin kurulmasinda yeni teoriden
yararlanilir.
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Topoloji dalinda ¢aligan matematikgilerin, ok gecmeden, yeni teoriye, geomet-
ri gibi matematigin klasik dallarinda gériilen siki mantiksal diizen ve bigimi (sezgi-
sel temelin sagladigi doyurucu giizelligi yitirmeksizin) kazandirma ¢abasina koyul-
duklar goriiliir. Bu isi Hollandali matematikgi L. E. J. Brouwer nerdeyse tek bagina
basariyla yerine getirir. Onun biiyiik ¢abasi sayesinde topoloji bugiin Euclides geo-
metrisi 6lciisiinde mantiksal yontemle islenmeye ve gelismeye elverisli bir ¢calisma
kimligi kazanmistir.

Brouwer’in karsilastig1 giigliiklerin basinda siireklilik kavraminin yarattiga di-
lem yer aliyordu. Siirekliligin ne oldugunu herkes sezgisel olarak bilir; ne var ki,
kalkiiliisii 6grenmeye baglayan 6grenci daha isin baginda siirekliligi kesin matema-
tiksel bir formiilde dile getirme ¢abasina girer girmez tam bir bocalama icinde ken-
dini bulur. Sikint1 kagimlmazdir; ¢iinki, siireklilige iliskin geometrik sezgi ile mate-
matigin mantiksal kavrami tam bir uyum i¢inde degildir...

Yiizyillimizda matematigin hemen tiim dallarinda sinirsiz bir genellige acilma
egilimine tanik olmaktayiz. George Cantor’un gegen yiizyilin son on yil iginde kii- .
meler teorisindeki basarisindan bu yana genellik arayis1 pek ¢ok matematikginin
baslica kaygist olmustur. Basta Poincaré olmak tizere kimi biiyiik matematikgilerin
matematik icin tehlikeli saydiklar1 bu egilime (6zellikle i¢inden ¢ikilmaz paradoks-
lara yol agtig1 gerekeesiyle) var giicleriyle kars1 ¢iktiklarini biliyoruz.

Poincaré’nin militan tutumunun yersiz sinirlama, dahasi bir bakima geriye gi-
dis oldugu soylenebilir; ama 6yle de olsa, spesifik ve somut sorunlara yonelik mate-
matikgileri yiireklendirmekle yararl bir is gordiigii yadsinamaz.

Matematiksel etkinlige yol agan ilgi ve i¢ diirtiiler, kimi kez aym kiside bile ce-
sitli bicimlerde ortaya ¢ikmaktadir. Kuskusuz, matematigin biiyiik bir bolimi
(6zellikle analiz) i¢in bu ilgi ve diirtiilerin kaynagim fiziksel diinyada bulmaktayiz.
Say1 teorisi ve cebir i¢in bu kaynak, insan zekisinda derinden kok salan sayilar
diinyasidir. Fiziksel gerceklikten daha da uzaklastigimizda, matematiksel diisiinme-
nin igerdigi mantiksal siiregler diinyasiyla kargilariz. Ne ki, gercek diinyadan uzak
goriiniimiine karsin, matematiksel mantigin temel diisiinceleri elektronik bilgisa-
yarlar1 anlama, dahasi planlama ¢alismalarinda biiyiik yarar saglamistir.

Kisaca demek gerekirse, matematik somut ve spesifik sorunlarla ise koyulmah,
gene “gercekligin” belli bir diizeyine donmelidir. Soyut diizeye agilma bir kags,
gerceklikten bir kopus bicimini almamali, §yle kalmamalidir. Matematikginin ayag
bir siire yerden kesilse bile sonunda yere basmalidir. Inamlmaz gibi goriinse de,
uygulamadan en uzak salt kuramsal matematigin bile konusu ¢ogu kez somut ger-
ceklige iligkindir. Insan zekasinin katiksiz bir iiriinii olan matematigin, fizik diinya-
sinin betimlenmesinde ve kavranmasinda bu denli etkili olmasi hakl olarak felsefe-
cileri yakindan ilgilendiren ¢arpici bir olaydir.

Ger¢i matematik 6ziinde bolinemez; ne var ki, bir ya da daha fazla aragtirma-
cnin bir probleme yaklasimlarinda belirgin degisikliklerin varlig1 yadsinamaz. Ma-
tematigi uygulamalardan uzak tutmaya yonelik salt kuramci yaklasim yetkinlik ara-
yist igindedir..Bu yaklasimda, bir problemin ¢6ziimit hi¢bir eksiklik ya da piiriize
yer birakmamalidir; aranan sonug kusursuz bir akil-yiiriitme zincirinin son halkasi
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olmalidir. Coziim girisimi iistesinden gelinemez giigliiklerle kargilagirsa, salt ku-
ramci, ya problemi yeniden ortaya koyma, ya da ¢oziime daha elverisli baska bir
problemle degistirme yoluna gider. Hatta, ¢6ziim anlayisim yeniden tanimlayarak
problemine “¢6ziim” getirebilir. Bu yol, gerekte, asil dogru ¢6ziime ulagmada ol-
dukga sik bagvurulan bir yoldur.

Uygulamali aragtirmada durum farkhdir. Bir kez problem 6yle istege gore de-
gistirilemez; aranan akla yakin, olabildigince bize giivenilir gelen ¢6ziimii sagla-
maktir. Bu nedenle gerekirse aragtirmaci kimi teorik ilkeleri gézardi edebilir; akil
yiiriitme siiresinde katiliktan az veya ¢ok uzaklagip tahmine yer verebilir, hatta sa-
yisal kamtlarda kimi belirsiz!iklere g6z yumabilir. Son olarak, uygulamali matema-
tik, kesinlikten uzak, yaklagik sonuclarla yetinmek zorundadir. Bu, 6zellikle fiziksel
siireclerin matematiksel modellerle dile getirilmesi calismalarinda kagimlmaz ol-
maktadir.

Gergek diinyada olup bitenleri matematigin soyut modelleriyle temsil etme ve
bu temsilin dogruluk derecesini belirleme, deneyimle kesinlik kazanan sezgisel duy-
guya ihtiya¢ gosterir. Bu ayni1 zamanda, bilinen yontem veya tekniklerle ¢6ziimii
olanaksiz matematiksel problemlerin olusturulmasinda da ¢nemlidir. Bu durum,
hi¢ degilse, bir yaniyla “entelektiiel” dedigimiz seriivenin dogasim yansitmakta, dig
diinyaya iligkin bilgi ve kontrol giiciimiiziin artmasiyla ortaya ¢ikan “gercek” prob-
lemleri ¢6zmek yolunda miihendis ve bilim adamlariyla isbirligine giren matema-
tik¢inin basarma coskusunu sergilemektedir.

[Bu metin, Mathematics in the Mo-
dern World, (Ed. M. Kline)’den alin-
mugtir. )
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FIZIKSEL BiLIMLERDE MATEMATIK

Freeman J. Dyson (1964)

1910’da matematik¢i Oswald Weblen ile fizik¢i James Jeans, Princeton Universite-
sinde ders programimin reformu iizerinde goriigiiyorlardi. Jeans, “Programdan
grup teorisini ¢ikarabiliriz; bu, fizikte geregi hi¢bir zaman duyulmayacak bir konu-
dur,” der. Weblen’in bu goriise kars ¢ikip ¢ikmadigy, ya da grup teorisini salt ma-
tematik agisindan savunup savunmadigy kayitlarda gériinmemektedir. Bilinen sey,
grup teorisi ogretiminin siirdiiriildigiidiir. Jeans’in onerisinin benimsenmemis ol-
masl Princeton’da bilimin gelisme tarihinde olduk¢a énemli bir olaydir. llging olan
su ki, s6z konusu teori fizikte giderek ¢ok onemli bir yer tutar; giiniimiizde doga-
nin temel pargaciklarimi anlama ¢abasinda olan biz fizikgilerin diisiincesine egemen
olur. 1920°den giiniimiize degin fizikte grup teorisinin 6nciiliigiini tstlenen Her-
mann Weyl ile Eugene P. Wigner ¢apindaki iki bilim adaminin Princeton’da olma-
larint da bir rastlanti saymamaliyiz.

Bu kiiciik hikayeden 6grenecegimiz birkag nokta var. Ik nokta, bilim adamlari-
nin kendi alanlan disinda kalan konularda uluorta birtakim yargilardan kaginmala-
1 geregidir. Tepeden inme yargilarin olumsuz sonuglarina Jeans'in meslek yaga-
minda ¢arpia bir 6rnek bulmaktayiz. Andigimiz goriismeyle baslayan talihsiz gelis-
me, bilim adami olarak sayginligim yitirmesiyle son bulur: Unlii bilim adami baga-
ril popiiler bir yazara, bir radyo konusmacisina doniisiir; sonunda din ve felsefede
yiizeysel kimi ¢ahismalara yonelir; “Sir” unvanini alarak bilimden elini etegini ¢eker.

Ne var ki, Jeans’in izledigi bu diisiis ¢izgisini hafife almamaliyiz. Ayni yola biz
de girebiliriz. Unutmamak gerekir ki, 1910°’da Jeans saygin bir fizik¢i idi. (Gergi
Princeton, sozde Gothik mimarlikta oldugu gibi, akademik unvanlarda da Ingiliz
gelenegine uyarak ona uygulamali matematik profesorliigii unvam vermisti.) Mes-
lektaglarimin hi¢birinden ne daha yeteneksiz, ne de daha bilgisiz sayilabilirdi. O do-
nemde fizikle grup teorisinin birlesmesinden bu 6l¢iide verimli sonug¢ alinabilecegi
pek az kimsenin aklindan gecebilirdi.

Olaydan 6grendigimiz ikinci nokta, bilimin geleceginin 6nceden kestirilemeye-
cegidir. Matematigin fizik bilimlerindeki yeri, tanimsal bir belirlemeyle 6yle kesip .
atilacak bir konu degildir. Matematikle bilim arasindaki iligki bilimin dokusu kadar
zengin ve cesitlidir. ’
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Fizigin uzun ve getrefil giden tarihi boyunca degismeyen bir etken varsa, o da,
matematiksel imgenin tuttugu 6nemli yerdir. Bilimde her yiizyilin ¢abasi degisik
bir konuya yoneliktir. Matematik de kendine 6zgii bir gelisme ¢izgisi izler. Ancak
her dénemde fizik anlayigimizdaki 6némli gelismeler daima empirik gézlemlerle
salt matematiksel sezginin el ele vermesine dayanmugtir. Fizik¢i icin matematik yal-
nizca olgular1 hesaplamada kullandig: bir ara¢ degildir; yeni teorileri olusturmada
bagvurdugu kavram ve ilkelerin baghca kaynagidir da. Yiizyillar boyunca fiziksel ev-
renin davranigin1 yansitmada matematigin sergiledigi giig, fizikciler i¢in hayret kay-
nagidir. Gezegenlerin devinim yasalarim bulan XVIL. ytizyilin biiyiik astronomu Jo-
hannes Kepler hayretini teolojik terimlerle soyle dile getirir: “Goriiliiyor ki, Tan-
r’'nin kendisi eli bos durmayacak kadar iyilikseverligini ortaya koyarak diinyaya
kendi goriintiisiiniin damgasin1 vurmustur. Bu nedenledir ki, tiim doga ile yiice
goklerin geometri sanatinda simgelestigini soyleyebilirim.” XIX. ytizyilda, radyo
dalgalarinin varligimi ortaya cikararak James Clerk Maxwell'in elektro-manyetik
denklemlerini dogrulayan Alman fizik¢isi Heinrich Hertz matematigin “gizemli”
saydig1 giicii kargisinda duydugu hayreti agiga vurmaktan kendini alamamugt::
“Matematiksel formiillerin bagimsiz bir varhga, kendilerine 6zgii bir zekiya sahip
oldugu gibi gormezlikten gelemeyecegimiz bir duygu var icimizde; 6yle ki, bizden,
hatta onlar1 kesfedenlerden daha akilh goriinen bu nesneler, baslangicta aldiklarin-
dan ok daha fazlasim bize geri verecek giictedir.” Nihayet, bizim daha akila1 sandi-
gimiz XX. yiizyilda, modern matematigin gozahc basarilar karsisinda sagkinligim
gizlemeyen Eugene Wigner kendine 6zgii kuru ve yalin deyisiyle, bakin ne diyor:
“Biz eline bir deste anahtar verilen bir kimsenin durumundayiz. Bu kimse, 6niin-
deki bir dizi kapiy1 agmaya koyuldugunda, her kap: 6niinde elini attig1 ilk olmazsa
ikinci anahtar kilide uymaktadir. Anahtarlarla kapilar arasindaki bu beklenmedik
uyum onu ister istemez kugkuya diisiirecektir.”

Simdi, Kepler'in ya da Hertz’in matematigi ile Wigner’in matematigi arasinda
pek az benzerlik vardir. Kepler, Euclides geometrisi ¢ercevesinde daire, kiire ve
diizgiin gok genli nesnelerle ilgileniyordu. Hertz’in kafasinda kismi diferansiyel
denklemler vardi. Wigner ise, kuantum mekaniginde kompleks sayilardan s6z edi-
yor ve kuskusuz (adim anmaksizin) grup teorisini fizigin cesitli dallarina sokmada-
ki kendi basarilarim goézoniinde tutuyordu. Matematigin birer dali olan Euclides
geometrisi, kismi diferansiyel denklemler ve grup teorisi birbirlerinden &ylesine
farkh ki, her birinin degisik bir matematik diinyasina aitmis gibi goriindiigii soyle-
nebilir. Oysa, fiziksel evrenimizi anlamada her iigii de yasamsal degerdedir. Bu ger-
cekten kimsenin tiimiiyle kavrayamadig hayret verici bir olaydir. Bu olaydan gii-
venle yalmizca bir sonug ¢ikarabiliriz: Insan zekdsi heniiz fiziksel diinyayi, ya da
matematiksel diinyay, ya da ikisi arasindaki iliskiyi tam anlamaya yaklasmig degil-
dir.

Bu yazida, matematigin fizige neden bu denli bityiik bir giig sagladiginin ne-
denlerini irdeleme konusunda derin felsefi bir tartiymaya girmeyecegim. Her yiiz-
yilda, gergekten felsefi zorluklar iceren sorunlara ¢o6ziim getirmek icin bilgimizin_
temellerini yoklama yoluna giden fizikgi sayis1 birkag1 gecmez. Yasadigimiz yiizyil-
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da belki de yalmzca Albert Einstein, Hermann Weyl, Niels Bohr, P. W. Bridgman
ve Eugene Wigner'in adlan verilebilir. Is basindaki fizikgilerin geriye kalan biiyiik
cogunlugu (kendim de dahil) temele inen sorunlarla ilgilenmez. Aym gozlem ma-
tematikgiler icin de dogrudur. Fransiz matematikg¢isi Henri Lebesque bunu s6yle
dile getirmektedir: “Kammca, matematik¢inin bu kimligiyle felsefi sorunlarla ilgi-
lenme geregi yoktur; bu goriisii pek ¢ok felsefecinin de paylastigim biliyoruz.”

Biz ¢ogunluga gelince, felsefe yapmay1 Bohr ve Wigner gibi devlere birakarak,
doga iizerindeki yiizeysel ¢ahsmalarimiz1 siirdiirmekle yetinmekteyiz. Bu nedenle,
matematiksel kavramlarin fizikte neden bu denli yasamsal oldugu tartigmasim bir
yana birakiyorum. Yalnizca dogamin matematiksel terimlerle anlasilabilecegi inanci-
n dile getirmekle yetiniyorum. Ele almak istedigim sorun, matematiksel kavramla-
rin fizikteki etkisine iligkin pratik nitelikte bir sorundur. Matematigin fizige yiikle-
digi estetik ve diigiinme Olgiitleri nedir? Fiziksel diinyayr anlama ¢abasinda mate-
matigin hangi dallar1 6nemli gériilmektedir? Sozlerimi grup teorisinin fizikte, 6zel-
likle temel pargaciklar teorisinin olusmasinda oynadig: role deginerek baglayaca-
gim...

Giiniimiiz problemlerinin ayrintilarina girmeden 6nce, tarihten bazi érnekler
getirerek, matematige 6zgii anlayis ve onyargilarin fizikteki etkisini gosterecegim.
Aslinda, teknik nitelikte olan sorunlar1 herkesin anlayabilecegi bicimde agiklamak
icin ge¢mise bakma, daha 6nce olup bitenlerle simdiki gelismeler arasinda benzer-
likler kurma yararh bir yoldur. Ancak okuyucuyu, bu benzerlikleri gereginden fazla
ciddiye almamas: icin uyarmak isterim. Bilim adamlarinin pek az bilim tarihini
yakindan bilir. Kald: ki, hemen hicbir fizikgi, arastirmalarinda tarihin yol gosterici-
ligini arama yoluna gitmez. ... Bilimde gercek basariya ulasmak isteyen kisi 6ncelik-
le William Blake’in su sozlerine kulak vermelidir: “Arabam ve pullugunu éliilerin
kemikleri iizerinde siir.”")

Fizikte matematiksel muhayyilenin basarih uygulamasina en ¢arpict 6rnegi
Einstein’in “Genel Relativite Teorisi” diye bilinen gravitasyon teorisinde bulmakta-
yiz. Einstein teorisini kurmak icin Euclides-dis1 bir geometriye bagvurur. Egmegli
uzay varsayimina dayanan bu geometri, XIX. yiizyilda olusturulmustur. Einstein
bildigimiz fiziksel uzay-zamani egmegli bir uzay olarak yorumlar; oyle ki, fizik ya-
salar1 diizlem geometri disginda degisik bir geometrinin 6nermelerine doniisiir. Bas-
langicta tiim bu degisiklik son derece genel ve estetik nitelikte bir yargiya dayanila-
rak yapilir. Teorinin gozlemsel yoklanmas: daha sonraki bir is olmustur. Gozlem
ya da deneyin teorinin olusturulmasindaki yaratic siirecte bir katkisi yoktur. Ein-
stein matematiksel sezgisine o denli giivenle bagland: ki, teorisinin gézlemsel yok-
lamasina gegildiginde, herhangi bir tereddiide diismemis, sonucun olumlu ¢ikaca-
gindan kusku duymamugtir. Sonucun olumlu ¢tkmasi diger fizikgilerin de kendisine
katilmasin saglar.

(1)  A.N.Whitehead'in ilging buldugumuz bir belirlemesi akla gelmektedir: Kurucularim1 unutmak-
ta duraksayan bir bilim kendini bulamaz. Mantigin ¢orakhigim bu duraksamayla agikliyorum.
(Ceviren) :
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Genel relativite, “karanlikta matematiksel bir sicrama” diyebilecegimiz, fiziksel
bir teorinin bagta gelen 6rnegidir. Einstein’in kendine 6zgii muhayyilesi olmasaydi,
teorinin olusmasi belki de daha bir yiizyil alabilirdi. XX. yiizyiin diger biiyiik icad
olan kuantum teorisi i¢in aym seyi soyleyemeyiz. Kuantum mekanigini, birbirin-
den bagimsiz ve farkh goriislerden hareket eden Werner Heisenberg ile Erwin
Schrédinger olusturur. Temelde teori birgok kimsenin ortak katkisinin bir iiriinii-
diir.

Ne var ki, kuantum mekaniginde bile sonuca giden kesin adim matematiksel
muhayyilenin cesur bir atilim ile atilir. Bu atilimi Schrodinger’in ¢alismasinda ¢ok
acik olarak gormekteyiz. :

Schrédinger’in ¢alismasi 15k 1sinlarn teorisiyle, pargacik yériingeleri teorisi ara-
sinda bulunan formel matematiksel bir benzerlige dayaniyordu. (S6z konusu ben-
zerligi 90 yil 6nce Irlandali matematik¢i W. R. Hamilton bulmustu. Isik 1sinlari te-
orisinin, Hamilton’dan sonra Maxwell ve Hertz’in kurdugu 151k dalgalan teorisinin
6zel bir 6rnegi oldugunu fark eden Schrédinger soyle disiiniir: Isik dalgalarinin
151k 151nlarina olan iliskisine benzer bir iliski pargacik dalgalaniyla parcacik yo6riinge-
leri arasinda nigin olmasin? Salt matematiksel olan bu diisiince onu, simdi kuan-
tum mekanigi dedigimiz pargacik dalgalar teorisini olusturmaya gétiiriir. Teori he-
men, atomlarin davranislarina iliskin deneysel olarak saptanmig olgularla yoklanir;
sonug genel relativitede gordiigiimiiz basaridan daha goz alic bir bagar sergiler. Fi-
zikte ¢cogu kez goriildiigii gibi, kimi deneysel verilerle desteklenen genel matematik-
sel bir akil-yiiriitmeye dayali bu teori, ¢ok sayida, son derece kesin ve dogru onde-
yilere olanak vermektedir.

Genel relativite ile kuantum mekanigi, matematiksel sezgiyi yaratici ve verimli
islevinde agiga vuran iki basarih girisimdir. Ne yazik ki, madalyonun bir de ters yii-
zii vardir. Matematiksel sezgi cogu kez devrimci degil, tutucudur; 6zgiir diisiinceye
yol agmaktan ¢ok bu yolu tikayicidir. Fiziksel bilimlerin tarihinde bu tiirden en ké-
tii engeli Aristoteles ile Ptolemy’nin tiim goksel cisimlerin kiirelerde dairesel devin-
digi 6gretisini iceren yer-merkezli sistem olusturmustur. Aristoteles astronomisi bi-
lime yaklasik 1800 yil siiren (1.O. 250 - 1.S. 1550) tam karanhk bir dénem yasatir.
Kuskusuz uzun siiren bu duraganligin bir¢ok nedeni vardi. Ancak bagsta gelen ne-
den, goksel cisimler igin yalmzca kiire ve daireyi estetik olarak doyurucu bulan
yanlis yolda bir matematiksel sezgiydi.

Ptolemy ay ile gezegenlerin devinimlerini saykil ve episaykillerle acikliyordu.
Bagka bir deyisle, bu sistem, birbiri iizerinde devinen degisik biiyiikliikte daireler
iceriyordu. Sistemin en kotii 6zelligi, olgusal yanlhslanmaya agik olmamasiydi. Teo-
ri ayr1 ayn her gezegenin gézlemlenen devinimine uyacak sekilde 6zel olarak olus-
turuldugundan yanhslanmaya olanak vermiyordu. Ptolemy’nin dénemine gelindi-
ginde (1.S. 150), Yunan matematigi yaratici giiciinii yitirmisti; artik bilimsel mu-
hayyileyi Euclides geometrisinin kiire ve dairelerinin kisitlayiaa baskisindan kurtar-
maya olanak yoktu. Ne yeni gozlemlerle ne de matematigin yeni bir atihmivla rz-
hatsiz olmayan, 1000 yillik karanlik dénem kendini siirdiiriir.

Kepler 1604’te gezegen yoriingelerinin elips biciminde oldugunu kesfedip ez -
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siklik kozmolojiyi yiktiginda, ona bulgusunu giizel gosteren matematiksel bir 6n-
yargist yoktu. Tam tersine kesfine giden yolu tikayan Orta Caglar’dan kalma 6nyar-
gilar1 vardi. Kepler kesfini, yillarca didinerek, kolayca kopamadig: bu tiir 6nyargila-
ra kargin gerceklestirmistir. Fizikte ¢igir agmug biiyiik isimler arasinda matematiksel
tutuculuk istisna degil genel bir kuraldir. Yeni bir donemin kapisimi aralayan kisi
¢ogu kez eskinin egemenliginden tam kurtulmus degildir. Fizik ve astronomideki
biiyiik kesiflerine matematiksel temel olusturan kalkiiliis’iin babasi Isaac Newton
bile diisiincelerini arkaik geometri diliyle agiklamay1 yeglemistir. Bagyapit1 Principia
Mathematica klasik Yunan geometrisinin diliyle yazilmistir. Asistan1 Henry Pem-
berton, Newton’'un Antik Cag’in geometrisine biiyiik bir hayranlik duydugundan,
0 geometriye yeterince uymadig i¢in kendisini sik sik yerdiginden s6z etmektedir.
Newton’un yaymlanmamis notlarim toplayip incelemeyi kendine yasam boyu mesg-
gale yapan Lord Keynes, Newton’a iliski izlenimlerini su sozlerle 6zetler:

“XVIII. yiizyilda ve daha sonra Newton’a modern bilim diinyasinin ilk ve en
biiyiik bilim adami goziiyle bakilmaya baslandi: Bize aklin soguk ve yalin kuralla-
nyla dogaya yaklasmayi Ggreten bilim adami. Ben ona 6yle bakmiyorum. Onun
1696’da Cambridge’den ayrldiktan sonra tuttugu notlar1 gozden gegiren hi¢ kimse-
nin de 6yle bakabilecegini sanmiyorum. Newton, ‘akil ¢agrnin ilk biiyiik bilim
adami degildir. Ona bir bakima biiyiiciilerin sonuncusu, Babillilerin veya Siimerle-
rin sonuncusu diye bakmak daha yerinde olur. Dahasi, onu son 10.000 yilik do-
nemde entelektiiel mirasimizi kurmaya ¢alisanlarin géziiyle dis diinyaya ve diisiin
yasamina bakan son biiyiik diisiin adam saybiliriz. ....”

Newton’un karakteri, simya ve antik vahiylere olan diiskiinliigii son derece il-
ging bir konudur; ancak burada iizerinde duracagimiz sey bu degildir. Bizi ilgilen-
diren yalmzca onun matematiksel yaklasgimi ve bu yaklasimin bilimsel ¢aligmasi
tizerindeki etkisidir. Bu konuda bildigimiz her sey Keynes’in soylediklerine uymak-
tadir. Newton’un da Kepler gibi kesiflerini, kendisini icten saran matematiksel 6n-
yargilarina karsin gerceklestirdigi iizerinde pek az kusku vardir.

Bu ve benzeri tarihsel 6rneklerden ¢ikan sonucu kisaca soyle ozetleyebiliriz:
Matematiksel sezgi, hem iyi hem de kétiidiir; hem fizikte yaraticl ¢alisma icin vaz-
gecilmez bir yontem, hem 6nyargilarimiza bir siginak. Bu iki yanh goriiniimiin ne-
denini matematigin dogasinda aramak gerekir. Fizik bilgini Ernst Mach’in belirttigi
iizere, “Matematigin giicii gereksiz tiim diisiincelerden siyrilabilmesine ve diisiince-
de israfa diismemek yolundaki iistiin becerisine dayanmaktadir.” Fizik¢i, matemati-
gi kullanarak teori olusturur; ¢iinkii, matematik ona bagka tiirlii diisiinemeyecegi
iligkileri kurma olanag saglar. ... Teori olusturma siirecinde matematiksel sezginin
islevi, vazgecilmezdir; s6yle ki, muhayyilenin 6zgiir etkinligi i¢in “gereksiz diisiince-
lerden sakinma” tutumuna ihtiya¢ vardir. Ancak bunun tehlikesini de unutmama-
liy1z: Bilimsel aragtirmada ¢ogu kez “gereksiz” diye diisiinceden sakinmaya degil,
diisiinceye ihtiyag vardur.

Simdi fizikte bugiinkii durumu ele alabiliriz. “Fizik” deyince, temel pargaciklari
konu alan yiiksek enerji fizigini diisiiniiyorum. Boyle dar anlamda aldigim fizik al-
stk olmadigimiz mutlu bir donem gegirmektedir. ... 1910’da atom diinyasi ne denli
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yeni ve garip goriiniiyorduysa, giiniimiizde atom-alti parcaciklar diinyas: o denli
yeni ve garip bir goriiniim sergilemektedir. Edinilen tiim deneysel bilgilere karsin,
bu diinyaya iliskin elimizde heniiz kapsaml bir teori yoktur.

Boyle bir durumda teorik fizik¢iler hedef ve yontemlerini matematiksel anlayis
olgiitlerine gore belirler. Bu asamada onun 6ncelikle yamitlamas: gereken, “acaba teo-
rim ¢alisacak m1?” sorusu degil, “ulastigim sey gercekten bir teori midir?” sorusudur.

Teori olusturma ¢abasinda fizik¢inin bagvurdugu sey cogu kez, daha 6énce 6¢-
rendigi birkag genel ilkenin yam sira bazi matematik yontemlerle hesaplama tek-
nikleridir. Bunlarin ne tiir bir birlesimiyle teorik sonug¢ alinabilecegi matematik an-
layisa kalmig bir sorundur.

Cagdas teorik galiymada basvurulan ii¢ temel yontem vardir. Bunlar, alan teo-
risi, S-matris teorisi ve grup teorisi diye bilinmektedir. Bu teoriler birbiriyle bag-
dasmaz degildir; hi¢ degilse, verdikleri sonuglarin birbiriyle ¢elisir nitelikte oldugu
soylenemez. Su kadar ki, farkh teorileri benimseyenlerin soyledikleri her zaman
birbirini tutmamaktadir. Biiyiik bir olasihkla dogayr anlamada her ii¢ goriisiin de’
verimli katkilarina tanik olacagz.

So6z konusu ti¢ yontem arasindaki fark yalnizca matematlksel icerik yoniinden
degil, bu icerigi isleme bigiminde de kendini gistermektedir. Alan teorisi matema-
tiksel derinlige iliskin bir 6nyargiyla ise koyulmaktadir. Buna gére fizikte koklii an-
lama matematikte derinlesmeyle birlikte gitmelidir. Bu nedenle matematiksel mal-
zeme olarak Hilbert uzayinda operatorler cebiri segilir. Bu cebir baska birtakim
karmasik matematik yontemlerle birleserek gercek diinyanin belirgin o6zelliklerini
temsil edecek yapisal bir biitiinlige kavusturulur. Onemsenen ve vurgulanan, de-
neysel sonuclarla uyum saglamak degil, fizik teoriyi matematiksel olarak kurmaktir.
Sozii edilen iig temel yontem icinde deneye en uzak durani, matematiksel kesinlige
en biiyiik 6nem veren, fizikle iligkisinde belirsiz kalirken, entelektiiel amaclarinda
en yiiksek diizeye yonelik olan alan teorisidir. Bu yontemin tutkunlarindan biri ol-
dugum igin yetersiz kaldig1 noktalan belirtmeye kendimi yetkili, goriiyorum.

S-matris teorisinde ise matematiksel malzemenin elden geldigince basit tutul-
masina ozellikle 6zen gosterilir. Bu yontemi karmagik degiskenlerin standart anali-
tik fonksiyonlar teorisi (ki, kimligini XIX. ytizyilin baslarinda Fransiz matematikgisi
Augustin Cauchy’nin elinden ¢iktig1 gibi korumaktadir) olusturmaktadir. S-matris
teorisinin matematiksel derinlikteki yetersizligini deneysel verilere biiyiik agirhk ta-
nimastyla dengeledigi soylenebilir. Teori bir deney sonucunu, diger deneylerin so-
nuglarim kullanarak, hesaplama ve kestirme yoluna gitmektedir. Bazen ondeyiler,
deney sonuglarindan bagimsiz olarak, “temel ilkeler”e bagvurma yoluyla hesaplanur.
S-matris teorisinin sagladigi kolayliklardan biri, hesaplama siirecinde oyunun ku-
rallarin1 degistirmeye elvermesidir. Yontemin esnek yapisi teori olusturmada kesin
uygulamaya degil, bir tiir stnama-yamilma yoluyla sonug¢ almaya olanak vermekte-
dir. Arastirmanin her asamasinda, deneysel sonuglarla yoklanan hipotezler yanhs
¢iktiginda ayiklanabilmekte, dogrulananlara dayanilarak ilerlenebilmektedir.

Deneyleri yorumlama ve yonlendirmede S-matris teorisinin sagladigi basari
goz alial bir diizeydedir. Benim, alan teorisini yeglemem, tarihsel kanitlara vurul-
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dugunda, giivenilirligi kusku ceken kisisel bir egilime dayanmaktadir. S-matris teo-
risi, bana kalirsa ¢ok basit, derinlikten yoksun, tiimiiyle alindiginda yetersiz goriin-
mektedir. Oyle ki, bu teori her seyi agiklama giiciinde oldugunu ortaya koyacak ol-
sa, dogrusu hayal kirikligina diiser, “Yaratici’’nin bu denli yiizeysel kalmis olmasina
tiziilirim. Ama biliyorum ki, “O”, beklemedigimiz bigimlerde derinlesme inceligi-
ne sahiptir.

Son olarak, teorik fizikte kullanilan matematiksel yontemlerden ii¢iinciistini,
grup teorisini ele alacagim. Daha ¢ok yiizyihmizin ilk ¢eyreginden baslayarak gide-
rek bityiik derinlik ve gii¢ kazanan bu teoriye daha ayrintih bakmak istiyorum. Te-
oride iki temel kavram, “grup” ile “temsil” kavramlaridir. Grup bir kiime islem de-
mektir; dyle ki, bunlardan art arda gergeklestirilen herhangi ikisi birlikte kiimeye
dahil bir iiciincii isleme esdegerdir. Ornegin, ii¢ boyutlu rotasyon grubu O3, sira-
dan ii¢ boyutlu uzaymn sabit bir merkez ¢evresinde tiim rotasyonlar kiimesi olarak
tanimlanir. Buna gore, Ri ile Rz o tiirden iki rotasyon ise, ikisinin birlesimi Rs gibi
bir iiciincii rotasyonla eglestirilebilir.

Bir grubun temsili ise bir kiime say1 ile bu sayilar1 doniistiirecek bir kural de-
mektir; 6yle ki, gruba dahil her iglem, sayilarin diizgiin-tanimlanms bir doniistiir-
mesini saglar. Bir temsildeki doniistiirmeler, dogrusal (linear) olmakla sinirldir;
yani, eger belli bir doniistiirme p yi p'ne q yii g'ne yollarsa, bu ayni zamanda p + q’yii
p'+ g ne yollamasi demektir. O3’iin temsiline bir 6rnek olarak, P gibi herhangi bir
noktanin konumunu belirleyen ii¢ koordinat (x, y, z) gosterilebilir. R gibi bir ro-
tasyon uygulandiginda, P noktast P’ gibi koordinatlar1 x’ y’ ve z olan yeni bir nok-
taya kayar ve bu x, y, z i¢in doniistiirme kuralini belirler. O3’iin bu déniigiimiine
ticlii temsil denir; ¢iinkii bu, ii¢ say1 icine almaktadir.

Grup teorisinin fizikteki biiyiik giicii iki nedene baglanabilir. Birincisi, kuan-
tum mekaniginin yasalar1 geregince, ne zaman fiziksel bir nesnenin simetrisi varsa,
bu simetriyi koruyan diizgiin-tamimlanmis bir grup (G) islem vardir; 6yle ki, bu
nesnenin olast kuantum durumlar1 G'nin temsilleriyle tam bir kargilagim igindedir.
Ikincisi, tiim diizgiin-davranigh gruplarla temsillerinin sayim ve siniflanmasi, grup-
larin uygulanabilecegi fiziksel durumlardan bagimsiz olarak matematikgiler tarafin-
dan kesinlikle yapilmistir. Bu iki nedenden gruplarin soyut niteliklerine ve temsille-
rine dayanan ve tiim mekanik ve dinamik modellerden ka¢inan temel parcaciklarin
simetrilerinin katiksiz soyut bir teorisini olusturma olasilig1 ¢ikmaktadir.

Somut grup teorisinden soyut grup teorisine gegisi drnek vererek, daha kolay
aciklayabiliriz. Yogunlugu son derece zayif bir gaz icinde yiizen bir atomun uzayda
yegledigi hicbir yonii yoktur; bu nedenle siradan rotasyon grup (O3)un simetrisine
sahiptir. O3’iin temsilleri arasinda iiclii temsil de vardir. Bir birim spini olan ato-
mun durumlar: bu temsillere aittir ve ti¢lii durum diye bilinir. Bunlar daima aym
enerjiyle iiglii gruplarda bulunur. $imdi rotasyonal simetriyi bozacak sekilde man-
yetik bir alanin déndiigiinii varsayalim; ii¢ esit enerji azicik pargalanir ve ii¢ durum
spektroskopta spektral ¢izgilerin goriinebilir tiglisii olarak saptanabilir. Atomun
rotasyonal simetrisine gore yapilan boyle bir durum siniflamasi uygulanan somut
grup teorisine standart bir 6rnek olusturur.
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Simdi farkh bir 6rnek verelim: “Pions” denen iig tiir temel tanecik vardir. Bun-
lardan biri art1 yiiklii, biri eksi yiikli, digeri yiiksiiz (nétr) diir. Ugiiniin de kiitlele-
ri ve gekirdek etkilesimleri yaklagik olarak denktir. Simdi bunlarin O3 ile ayn1 soyut
yapiya sahip, ancak siradan uzay rotasyonlariyla ilgisi olmayan, bir O3’ grubunun
iiglii bir temsili oldugunu diisiinelim. Bu durumda O3’ olusturan islemlerin nitelik-
leri hakkinda hicbir sey bilmeksizin, yalnizca soyut grup teorisine dayanarak pion-
larin birgok ozelliklerini kestirebiliriz. Bundan daha ilging olan, Nicholas Kemer’in
1938'de, ilk pion’un kesfinden tam dokuz yil 6nce, soyut grup teorisine dayanan
ondeyilerini yapmis olmasidir. O3’ grubu (kimi hafif degisimlerle) fizikte “izotopik
spin grubu” diye bilinmektedir.

Goriiliiyor ki, teorik fizikte kullanabilecegimiz ti¢ matematiksel yontem ya da
teori vardir: Alan teorisi, S-matris teorisi ve grup teorisi. Bunlardan higbiri gercek
anlamda teori degildir. “Teori” deyince relativite teorisi veya kuantum mekanigi gi-
bi biiyitk bir aciklama sistemi akla gelir. Oysa soziinii ettigimiz yontemler, geregi
kadar ne tam ne de istenilen biitiinliiktedir. Kuskusuz bu benim kisisel degerlen-
dirmem. Uygulama amaglarinda basarili da olsalar, benim bir teorinin yapisinda
aradigim estetik olciilerin gerisinde kalmaktadir. Bu yiizden onlari, “cehalet ucuru-
mu iistiine kurulmusg kardan koprii” diye nitelemek egilimindeyim. Karl Pearson’a
bor¢lu oldugumuz bu parlak niteleme, genellikle benimsemekte giiclitk ¢ektigimiz
teorik diisiincelere uygulanir. Pearson, Gregor Mendel’in kalitim yasalarini bu ya-
kistirmayla yerme yoluna gitmigti.

[Bu metin, Mathematics in the Mo-
dern World, (Ed. M: Kline)’den alin-
muigtir.]



EK:9
MATEMATIKTE YENILIK

Paul R. Halmos (1958)

Herkes son ii¢ yiizyil boyunca bilim ile teknolojinin giderek artan bir hizla gelisti-
gini bilir. Bu gelismede matematigin yagsamsal iglevini bilmeyen pek az kimse var-
dir. Oysa gariptir, pek ¢ok kimsenin goziinde matematik Antik Cag’da kimi “bilge”
kisilerin ortaya koydugu degismez dogrular igeren, bilim adamlanyla miihendisle-
rin islerine geldikge yararlandiklani duragan bir sanattir. Gergege bundan daha
uzak bir diisiince olamaz! Matematik durmadan degisen, gelisen ve biiyiiyen bir
ugrastir. Bu gelisme ve biiyiimeye yalnizca temel bilimlerin ilerlemesi degil, giinliik
yasam kosullarindaki diizelmeler de dayanmaktadur.

Cagimizin seckin bilginlerinden John von Neumann salt kuramsal matematikle
teknolojinin iligkisini belirtirken sevdigi bir 6rnegi vermekten kendini alamazdr:
Yiiz elli yil once endiistri, ticaret ve yonetimin dayandigi uygulamali bilimin en
6nemli sorunlarindan biri deniz kazalarinda yagam kaybimi 6nlemekti. Bu kazalar-
da yasam kaybi gergekten korkutucu boyutlarda idi o zaman. Kazalan énleme yo-
lunda harcanan ¢aba ve para da aym boyutlarda biiyiiktii. Dahasi, kimi zaman gii-
liing bigimlere biiriiniiyordu bu ¢abalar. Ne denli karmagik ya da aykin1 da olsa, ak-
la gelen her 6nlem ve aragtan yararlanma yolu aramyordu. Gemilerin donatimi ar-
tik komik goriintiiler sergiliyordu. Kamu ve endiistri yetkilileri ¢aresizlik icinde 6n-
lerine gikan her deneyden medet umarken, matematikgiler onlarin diisleyemeye-
cekleri etkinlikte bir yontemi sesizce olusturmaktaydilar. Bu yontem daha sonra
“kompleks bir degiskenin fonksiyonlar teorisi” diye bilinen yéntemdi. [Kompleks
degisken, i sanal sayisin1 (eksi 1’in karekokiinii) iceren degiskendir.] Bu salt mate-
matiksel kavramin bir¢ok uygulamalar arasinda en verimlilerden biri radyo iletisi-
minde kendini gostermigtir. Matematik¢i Karl Friederich Gauss’tan mucit Gugliel-
mo Marconi’ye uzanan yol, James Clerk Maxwell ile Heinrich Hertz ¢apinda iki
dahinin birkag adimda kolayca alabilecegi kisaliktadir.

Matematikte yer alan yenilikler siralanacak olsa, sonu gelmez bir listeyle kargi-
laginiz. Ornegin, grup teorisi yaklagik yiizyil énce olusturulmugstu. Bu gelisme bii-
yiik bir olasilikla Gauss’un ¢agdaslar i¢in ise yaramaz, ¢irkin bir seymis gibi gorii-
niirdii. Bugiin her fizik¢inin bilgi dagarciginda 6nemli bir yer tutmaktadir grup te-
orisi. Gene daha 50 yil 6nceye gelinceye dek tiim Amerika Birlesik Devletlerinde
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bir tek istatistik profesorii yoktu. Bugiin kalitim ve deneysel psikoloji gibi bilim
dallarinda istatistiksel yontemler vazgecilmez araglardir. Von Neumann’in 1928’de
yayimlanan, 20 yil sonra yeni bir canlilik gosteren “Oyun Teorisi”nin ekonomi ve
yoneylem arastirma alanlarinda 6nemli uygulama degeri oldugu gériilmektedir. Ni-
hayet, matematiksel diisiincelerin yaraticilarimin elinden, yetkin nesneler olarak ¢ik-
tig1 gibi yanhs bir saniy1 diizeltmek icin sunu hatirlatacagiz: Her dénemde biiyiik
bir hayranhk yaratan Euclides geometrisindeki ispatlarin, 2000 yil sonra birtakim
ciddi kusurlar tagidign gorilmiistiir. Bu kusurlar yiizylinizin baginda biyiik Al-
man matematikgisi David Hilbert’in ¢ahgmasiyla giderilmistir.

Matematikte yeni atilimlarin siiriip gittigini kabul ettikten sonra, bunlarin ne
tiir seyler oldugunu, nasil ortaya ¢iktigim da gormemiz gerekir. Matematiksel bir
katkiyr simflamanin bir yolu su olabilir: Bu katki yeni bir iligkiyi ortaya ¢ikarma
olabilir; ya da bir¢ok iliskileri yeni bir yaklagimla birlikte ele alma olabilir.

Profesyonel matematikgilerin ¢aligmalarinin biiyiik bir bolimii bilinen iliskile-
re yeni ispatlar getirmeye yoneliktir. Bunun bir nedeni, salt kisisel meraki doyurma
istegidir: Bilinen bir konuya iliskin yeni bir yaklasim ya da gériis olusturmada este-
tik bir zevk vardir. Baska bir nedeni de, s6z konusu iligkiyi ilk ortaya ¢ikaran mate-
matikeinin ¢ogu kez kusurlu, hantal ya da iistiinkérii bir yonteme dayanmis oldu-
gunun bilinmesidir. Kald ki, o matematik¢inin buldugu iliskiyle matematigin diger
dallan arasindaki bagintilan yeterince gormiis olmasi da beklenemez. Bununla ilgili
bir ii¢iincii ve oldukga pratik bir neden daha gosterilebilir: Matematigin son iki bin
yil boyunca kaydettigi gelisme Gylesine zengindir ki, siirekli olarak arindirilmasina,
basitlestirilmesine, temel kavram ya da ilkelere indirgenmesine ve agiklik kazanma-
sina ihtiyag vardir. Yoksa, mesaleyi yeni kusaklara ulastirma sorunu iginden ¢ikil-
maz bir girdaba doniisiir. Giiniimiizde yasayan hi¢ kimsenin son on yil i¢inde ya-
yimlanmig matematigin tiimiinii, istiinkoérii de olsa, bilmesine olanak yoktur.
Arastirmacilara ¢ahgmalarinda ilerleyebilmeleri amaciyla gerekli bilgi ve anlayis ka-
zandirmak icin daha basit, daha 6zli ve daha etkili, ama aynm1 zamanda, daha ay-
dinlatic1 ve anlamh y6ntemler bulmak kagimlmaz bir zorunluktur.

Garip gelecek ama, kimi zaman eskisinden daha karmagik bir ispat bulmak ya-
rarlt olabilir. §6yle ki, yeni ispat daha 6nce sezinlenmemis kimi iliskileri de agiga
cikarirsa, ileriki kusaklarin 6grenme ve anlamalarina biiyiik kolayhk saglayan bir
genellemenin olugmasina yol acabilir. René Descartes’in ortaya koydugu “koordi-
nat”, ya da “analitik” geometri buna iyi bir 6rnektir. Descartes’in getirdigi yeniligin
bir sonucu, Euclides geometrisindeki her 6nermeyi cebirsel olarak ispatlama olana-
gidir. Analitik geometrinin pek ¢ok 6nemli 6zellikleri vardir; ne var ki, Euclides is-
patlanyla karsilagtirildiginda analitik ispatlarin, basitlik yoniinden viiniilecek bir
ozelligi yoktur. Cogu durumlarda, Euclides geometrisinin ii¢gen ve daire gibi nes-
nelere iliskin verdigi basit ispatlar, analitik geometride icinden cikilmaz, anlamsiz
uzun hesaplamalara yol agmaktadir.

Analitik geometrinin degeri matematigin tiimiiyle farkl sanilan iki kolu (cebir
ile geometri) arasindaki bagintiy1 agiga cikarmis olmasidir. Ik geometricilerin bag-
lica kaygilarindan biri, koni kesitleriydi. (Koni kesitleri, bir koninin bir diizlemle
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kesilmesiyle olusan egriler demektir.) Bunun sekiller iizerinde salt uzaysal bir dii-
siinme bi¢imi. oldugu agiktir. Koni kesitleri (elips, parabola, hiperbola) karteziyen
koordinatlar iizerine gecirilip cebirsel denklemleri yazildiginda, tiim denklemlerin
x ve y'lerin ancak karelerini icerdigi goriiliir. Iste egrilerin dogas: iizerindeki anlayi-
stmiz1 derinlestiren yeni bir gézlem bu. Ustelik bu bulgu bizi yeni bir soruya yo-
neltmektedir: x ve y yi iceren daha yiiksek dereceden denklemlere iligskin egrilerin
goriiniimleri nasil olacaktir? Bu soru, tek bagina uzaysal sezgiyle ulasamadigimiz
bir dizi geometrik sekille bizi kargilagtirmaktadir. Ustelik, denklemleri geometrik
bi¢imlere doniistiirmekle, bunlarin cebirsel yapilarin1 daha iyi anlama olanagim el-
de ederiz.

Kuskusuz hemen her yeni ispat, hem basitlik hem de anlayisimizi derinlestirme
yoniinden bir kazang saglar. Ornegin, bir merminin izledigi parabolik cizgiyle si-
nirlanmig diizlem pargasinin alanim ve namluyu hedefle birlestiren dogru parcasim
bulma problemini alalim. Bu ilk kez Archimedes’in ¢6zdiigii bir problemdir. Onun
¢oziimii ¢ok iyi bilinen “tiikketme yontemi’ne dayamiyordu. Buna gore, karmagik
alanlar1 bulmak i¢in daha basit alanlar1 toplama yoluna gidilir. Archimedes’in ¢6-
ziimii ince bir zek4 gerektirdigi kadar uzundur da. Ayni problemi siradan bir iini-
versite ogrencisi kalkiiliis’ii kullanarak tek bir satir iizerinde ¢ozebilir. Bu basar1 6g-
renciye degil, kalkiiliis'ti ortaya ¢ikaran ve gelistiren biiyiik matematikgilere aittir
kuskusuz...

Yeni ispatlar icin bu kadar. Yeni bir iliski gozleme ya da bulma icin ne diyece-
giz? Genel bir anlamda, herkes boyle iliskiler gozledigini soyleyebilir. Vergi bildiri-
mi iizerindeki rakamlarin toplamini almak, bu anlamda, bir olguyu saptamadir.
Biiyiik olasilikla buldugumuz toplam, dayandigi rakamlar g6z oniinde tutuldugun-
da, ilk kez saptanan yeni bir olgudur. Matematik bakimindan gergekten yeni ve il-
ging olan bir iliski kapsam ve 6ziinde daha zengindir. Buna bir 6rnek vermek i¢in
200 y1l 6nce Leonhard Euler’in ispatladigi, ama matematik¢i olmayanlar i¢in yeni
goriinen su onermeyi alahm: Her pozitif tamsay1 en ¢ok dort karenin toplami ola-
rak yazilabilir. Kare deyince, 1, 4, 9, 16, 25, vb. sayilan diisiiniiyoruz. Diziye bakil-
diginda kareler arasindaki mesafenin giderek biiyiidiigii goriiliir. Kareleri ikiger
toplarsak (4 + 4 te oldugu gibi, kareleri kendileriyle de toplayabiliriz) elde ettigimiz
dizide mesafeler azalir. Eger ii¢ karenin toplam olan sayilar1 da katarsak, mesafeler
daha da azalir. Euler teoremine gore, dort karenin toplami olan sayilan kattigimiz-
da dizide bos mesafe kalmaz.

Gene yeni olmayan, ama matematikte yeniligin biiyiik 6nemini gosteren bir
baska 6rnek, denklemlerin ¢oziimlenebilirlik teorisidir. Bu teoriyi XIX. yiizyihn
baslarinda gen¢ Fransiz matematikgisi Evaristé Galois kurmustu. Galois’den 6nceki
matematikgiler, dordiincii dereceye kadar denklemlerin ¢oziimii i¢in formiil bul-
muglardi. “Dordiincii dereceye kadar denklem” derken i¢indeki degiskenlerin iisle-
rinin en ¢ok 4 oldugunu soylilyoruz. Lise cebirinde 6grendigimiz “kuadratik for-
miil” ile ¢ozillen denklemler ikinci dereceden denklemlerdir.) Onlar dogal olarak
daha yiiksek dereceden denklemlerin ¢oziimii i¢in de formiil olabilecegini diisiin-
miis, bu yolda uzun siiren biiyiik ¢abalar harcamiglardi.
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Galois, onlarin arayip bir tiirlii bulamadig: genel formiillerin varhgindan kusku
duyma cesaretini gosterir. Soruna tiimiiyle yeni bir agidan yaklasir. Aradigi, sakh
olan formiilii ortaya ¢ikaracak bir diizenleme, bir oyun degildi. Onun aradigi, tam
tersine, denklemlerin ve ¢oziimlerinin daha genel 6zellikleriydi. Caligmasi son dere-
ce 6nemli ve verimli bir kavrama, grup kavramina yol acar. (“Grup” ¢arpima ben-
zer bir islemin tanimlandig1 bir kiime nesne anlaminda bir terimdir.) Bu giizel ve
entelektiiel anlami biiyiik olan kavramin bir sonucu, yaraticisinin kuskusunu pekis-
tirmek oldu: Cebirsel denklemlerin tiimiiniin ¢6ziimii icin genel formiiller yoktur.
Galois'nin ulastig1 bir sonug matematikte yeni dedigimiz bir olguya ornektir.

Ote yandan, Galois'nin ¢aligmasi, “yeni yaklasim” dedigimiz iigiincii tiir yenili-
gi de temsil etmektedir. Grup teorisi, son derece degisik ve cok sayida matematik
problemlerin ele alinmasinda paha bicilmez degerde bir aragtir. Ustelik, Galois’nin
fikirleri cebir ile geometri arasinda beklenmedik bagka bir iligkiyi ortaya cikarur.
Daireyi karelestirme, kiipii iki katina ¢ikarma, agiy1 iige bélme gibi Antik Cag’dan
beri bilinen iinlii problemlerin de genel ¢6ziimiiniin olmadig: anlasilir. Galois'nin
yeni yaklagiminin yarattig1 etkiler, modern cebirde bugiin bile duyulmaktadir.

“Matematiksel yenilik” dedigimiz sey nereden kaynaklanmaktadir? Kimi kez
(ama her zaman degil!) kaynak matematigin digindadir. Matematik nasil miihen-
dislige, fizik, psikoloji, genetik, ekonomi ve diger bilim kollarina 6énemli katkilar
sagliyorsa, bu ¢aligmalar da uyaria sorular sormak, yeni gelisme cizgileri ortaya
koymak, en azindan matematiksel diisiincelerin ifadesi i¢in dilimize yeni olanaklar
kazandirmak bi¢imlerinde matematiksel yaraticilik giiciinii canli tutmada etkili ola-
bilirler. Bazi hallerde, fizikgi belli bir matematik teoriye ihtiya¢ duydugunda, aradi-
g1 seyin hazir, kendini bekledigini goriir. Bir¢ok hallerde de ihtiya¢ duyulan teori
ya da yontemin olusturulmasi uzun yillar alabilir.

Yeni bir gelisme cogu kez salt merak iriiniidiir. Matematikte etkili bir merak
tiirii ancak en seckin meslek mensuplarinda kendini gosteren son derece degerli bir
ozelliktir. Geng bir matematikgi icin en biiyiik sorun, bir problem bulmaktir. lyi so-
rulan bir soru savagin yarisin1 kazanmakla birdir; boyle bir soru olusturmak biiyiik
6lciide ilham gerektirir. Sorunun cevabi ¢ok gii¢ olabilir; ama cogu kez goriildiigi
gibi, yaratma ve kavrays siirecinde duyulan asil heyecan soruda diigiimlenmektedir.

Bir noktay: belirtmede yarar var: Soru ortaya ¢iktiktan sonra matematikgi, ¢o-
gu kez sanildiginin tersine, bilimsel bir Sherlock Holmes gibi ilerlemeye koyulmaz.
Matematikei bir dediiktif ¢ikarim makinesi degil, bir insandir. Yeni bir diigiinceye
salt akil ya da dediiksiyonla degil, alinteri, deneme, indiiksiyon ve (sansh bir kisi
ise) ilhamla ulasabilir. Kuskusuz “deneme” derken arag ve gereclere dayanan labo-
ratuvar denemesinden s6z etmiyoruz. Dedigimiz, belli bir sorunu tiim ayrintilariyla
inceleme, ¢6ziim seceneklerini yoklamadir. (Ornek: 1k 10 kare sayisim yaz; bu ka-
releri ikiser, iiger, dorder alarak toplamlarinin verdigi tiim sayilar belirle.) Bu tiir
denemelere dayanan matematikei, indiiktif akil-yiiriitmeyle genel sonuclara gider.
Bundan sonrasi bu sonuglar ispatlamaya kalmustir ki, cogu kez biiyiik ¢aba ister.
Ispat icin gerekli olan dediiktif akil-yiiriitme, aym zamanda yeni baz iligkileri de
su yiiziine ¢tkarmaya yol agabilir.
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Yeniligin kaynag sorununa donelim. Matematikgilerin bilgilerini oldugu kadar
ilgi ve merak konularim da birbirleriyle paylastiklarini soylemeliyiz. Meslegin esigi-
ne adim ‘atmi§ 6grenci gogu kez Sgretmenlerinin merak konularindan yararlanir.
Biiyiikk matematikgiler de kendilerinden 6nce gelenlerin ¢6zemedigi problemleri ele
alirken benzer bir davranis igindedirler. Galois ele aldig1 problemleri kendisi olug-
turmamustt. Gegmis giinlerden kalan problemler hi¢cbir zaman eksik olmayacaktir.
Bunlardan iinlii iki tanesi (dort-renk harita problemi ile Fermat’in son teoremi)"
bugiin bile canliligin siirdiirmektedir. Yiizyihimiz matematikgileri, ilging problem-
leri kapsayan bir listeyi hazir bulmakla kendilerini sansh sayabilirler. 23 soru igeren
bu liste, David Hilbert tarafindan 1900’de Paris’te toplanan Uluslararasi Matematik
Kongresi'ne sunulmustu. Aradan gegen zaman i¢inde sorulardan birkagina ¢6ziim
bulundu; geriye kalan biiyiik ¢ogunlugu hala ¢oziim beklemektedir.

Pratik uygulama, merak ve ge¢misten gelen birikim, yeniligin ana kaynaklari-
dir. Bunlara iki tane daha ekleyebiliriz: Biri basarisizlik, digeri hatadir. Fermat'nin
konjektiiriinii ispatlama girisimine kalkan herkes basarisiz kalmistir. Ne var ki, ba-
saris1z da kalsa, bu ¢abalar cebir ve sayilar teorisinde son derece verimli kavramlara
yol agmistir. Hataya gelince, kitaplar dolusu parlak ¢aligmalar yamlgilarimiza borg-
luyuz. Bir matematik¢inin géziinden kagan bir nokta, ya da yanhs dile getirdigi bir
diisiince gogu kez diger bir matematik¢inin dogruya ulasmasinda baglica etken ol-
mugtur. Kimi kez kisinin kendi hatasindan yola ¢ikarak dogru sonuca ulastigin bi-
liyoruz.

Matematiksel yaratmamn kaynaklar tizerindeki bu agiklamalardan sonra, ya-
ratma etkinliginin kendisine bakabiliriz. Son yiizyll i¢inde belki de en 6énemli yeni-
ligi Alman matematikg¢isi George Cantor’un ortaya koydugu kiimeler teorisi olug-
turmugtur. Bu gelismede bir¢ok yeni iligkilerin yam sira eskiden bilinen kimi iligki-
lerin de yeni ispatlarim bulmaktayiz. Daha da 6nemlisi, gelismenin dayandig: yeni
yaklagimin, matematigin bastan sona yontem ve ruhuna getirdigi degisikliktir. Kla-
sik cebir ve geometrinin en gaprasik problemlerinden, matematigin temellerine ilis-
kin felsefi sorunlarina dek, her sey kiimeler teorisiyle yeni bir perspektif kazanmug-
tir.

Modern bilimsel teorilerin birgogunun tam tersine, kiimeler teorisi son derece
basit ve kimsenin yabanci olmadigi bir kavrama dayanmaktadir. “Kiime” terimi
giinliik anlaminda oldugu iizere bir yigin somut ya da soyut (say1, nokta, vb.) nes-
ne demektir. Ornegin, bu sayfa iistiindeki harfler bir kiime, tiim tek sayilar bagka
bir kiime olusturur. Ik bakista ¢ok basit goriinen bu kavramdan bir siirii gagirtici
matematiksel sonuglar ¢itkmaktadir.

Cantor’un kiimeler teorisine dayanarak yeni bir ispatim verdigi eski bir olgu
cebirsel ve agkin (transcendental) diye bilinen iki tiir sayimin varhgna iligkindi. ki
tiir arasindaki farki anlamak igin cebirde ele aldigimiz sayilara bakalim. Siradan bir
problemde, 6rnegin, x> — 2x2 + 3 = 0 gibi bir denklemle ise koyulur, x in denklemi

(1) Heniiz ispatlanmamus bir 6nermeye, “teorem” degil, “konjektiir” demek daha dogru olur. (Cevi-
ren)
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dogrulayic1 deger ya da degerlerini arariz. Cebirsel bir say1yr tammlamak icin ise
ters yonde gideriz: Bir say ile baglar, ona uygun denklemi arariz. Daha kesin bir
dille soylersek, cebirsel dedigimiz say1a + bx =0yadaa+ bx+ cx?=0,yada,a +
bx + cx? + dx* = 0, vb. (burada a, b, ¢, d, vb. siradan tamsayilani temsil etmekte-
dir) gibi bir denkleme ¢6ziim getiren bir sayidir. Cebirsel olmayan sayilara ise “as-
kin” sayilar diyoruz.

Imdi, sonsuz degisik ¢oziimleri olan sonsuz sayida denklem vardir. O halde,
sonsuz sayida cebirsel say1 var demektir. Akla hemen §u soru gelmeKtedir: “Agkin”
denilen sayilar var midir? Cantor cevabi biliyordu (cevap, “evet’tir). Ancak onun
ispat1 tiimiiyle 6zgiin bir yol izliyordu. Cantor tamsayilar kiimesi ile tiim cebirsel
sayilar kiimesini gozoniine alarak, bu sonsuz biiyiikliikteki kiimeleri kargilagtirma
yolunu buldu.

Sonlu kiimeleri kargilastirmak i¢in sadece elemanlarim saymak yeterlidir. Or-
negin, Ingiliz alfabesinde sessiz harfler kiimesinin sesli harfler kiimesinden daha
biiyiik oldugunu gostermede bir zorluk yoktur. Cantor sonsuz kiimelere uygulana-
bilen genel bir sayma yontemi bulur. Bu yontemle tiim sayilar kiimesinin, tim ce-
birsel sayilar kiimesinden daha biiyiik oldugunu gostermekte giicliik ¢ekmez. Bu
sonug agkin sayilarin varhigini agikea ortaya koymustur. Cantor’un yontemiyle sayi-
lara ve diger matematiksel nesnelere iliskin pek cok yeni sey 6grenilmistir. Ne var
ki, onun en biiyiik katkis1 simdi tiim matematik diinyasinin benimsedigi yeni yak-
lasgimiydi. Bireysel sayilar, noktalar ya da fonksiyonlar ele alma }Terine Cantor’dan
sonra matematikgiler bu nesnelerin biiyiik kiimeleriyle ugrasmaktadir. Bu kiimele-
rin, bireysel nesnelere ait olmayan, ama gene de onlara agiklik getiren birtakim
ozellikleri vardr. Iki (ya da daha fazla) insan kiimesi el ele yiiriiyebilir; ama tek kisi
boyle yiiriiyemez. Ustelik biz bir kisiyi, arkadas gevresini biliyorsak, daha iyi tani-
yoruz demektir.

Biraz zorlanmug bir 6rnek olacak ama, kendinizi Princeton-Yale futbol magim
seyreden bir Avrupah olarak diisiiniin. Magin ilk yarisindan sonra alana bir bando
yiiriiyerek cikiyor. Elinizdeki ¢ok giiclii diirbiinle miizisyenleri tek tek inceleyebili-
yorsunuz. Ceketlerinin rengi sizin i¢in bir anlam tagimadig i¢in, bandonun hangi
takima ait oldugunu bilmiyorsunuz. Ancak diirbiinii bir yana birakip bando taki-
minin alandan ayrilirken P harfi gibi bi¢imlendigine dikkat ederseniz, biiyiik bir
olasihkla bandonun Princeton takimina ait oldugunu anlarsimz. Kuskusuz bu ya-
niltict olabilir. Ama asil nokta gézden kagmamalidir: Bir kiimenin yapisi bize o kii-
meye dahil iiyeler hakkinda baz1 ipuglan verebilir.

Gegmiste matematikginin ilgisi bireysel problemlere yonelikti. Bir denklemler
sisterniyle karsilastiginda sorusu su olurdu: Bunlara ¢6ziim bulunabilir miydi? Co-
ziim varsa, bu nasil olacaktir? Modern matematikgi de bu tiir sorulara cevap arar;
ancak onun yaklagimi farkhidir. O 6rnegin, soyle sorarak ise koyulabilir: “Verilen
iki ¢oziimiin toplami veya ¢arpimi da bir ¢6ziim miidiir?” Bu soru, olasi tiim ¢6-
ziimler kiimesinin yapisina iligkindir. Cevap, “evet” ise, bilir ki, ugras konusu kii-
me belli bir 6zellik tagimaktadir. (Ornegin, bir grup 6zelligi.) Bu bilgi blreysel ¢O-
ziimleri de daha iyi tanimaya yarar.
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Kimi problemler karmagik ve cetin yeni problemlere yol agar. Belli bir dogru
parcasindan secilen noktalarin olusturdugu birkag¢ kiimeye bakalim. (Bu dogru
pargast bir termometre gibi derecelendirilmis olsun. Sifirla belirlenen bir noktanin
bir yaninda pozitif sayilar, diger yaninda negatif sayilar siralanmustir.) Bir iki basit
kiimeyle baglayalim: Sifirin sagindaki tiim noktalar (yani, pozitif sayilar) kiimesi; 2
ile 7 arasindaki noktalar (“sayilar” da diyebiliriz) kiimesi; ~2’nin solundaki nokta-
lar kiimesi, vb. Bunlar, hepimizin bildigi basit geometrik diyagramlarla hemen
temsil edebilecegimiz tiirden kiimelerdir. $imdi diyelim ki, tamsayilar arasindaki
noktalar1 ondalik olarak diigiiniiyor ve bu noktalar kiimesini, ondalik noktasinin
soluna pozitif tek say: gelecek sekilde olusturuyoruz. Bu bile fazla bir giicliik ver-
mez; biraz kafa yormakla géziimiizde canlandirabilir, diyagramini ¢izebiliriz. Peki,
ondalik temsilinde 6 rakaminin asla yer almadig1 noktalar kiimesi i¢in ne diyece-
giz? Bu pek ¢ok 6zelligini bildigimiz iyi tanimlanmug bir kiimedir. Ornegin, 11/20
(.55) noktas: ile 8/7 (1.142857142857...) noktasinin kiimeye dahil oldugunu, ©
(3. 1459265...) ise dahil olmadigini biliyoruz. Bu kiimeyi gozde canlandirmak her-
halde olasi degildir; 6yle de olsa, matematikgilerin her giin ugrastiklar1 kimi kiime-
ler yaninda son derece basit kaldigim soyleyebiliriz. Daha karmagik bir 6rnek olsun
diye, ondalik temsilinde 6 rakaminin yer aldig1 ya da yer almadig ancak yer ahyor-
sa asla art arda alt1 kez yer almadig bir noktalar kiimesini diisiinelim. Burada da
kiimeye iligkin birtakim seyler biliyoruz. Ornegin, 11/20 ile 8/7’nin kiimeye dahil
oldugunu biliyoruz. Ancak T sayisinin kiimeye dahil olup olmadigini bilen bir tek
kisi diinyada yoktur.

Kugkusuz Cantor’dan ¢ok 6nce de matematikgiler bazi kiime tiirlerini (6rne-
gin, ii¢genler, daireler, dogrular, vb.), bugiinkii yaklasimdan farkl da olsa, inceli-
yorlardi. Kiimeler teorisinin ilk yillarinda pek ¢ok matematikg¢inin yenilik heyecam
icinde olgiiyli kagirdigim biliyoruz. Onlarin géziinde her kiime bir digeri kadar
onemliydi. Matematikte her tiirden anarsi yayginhk kazanmisti. Gegmisin belirgin
ve diizgiin kiimeleri yerine birtakim akil almaz, acayip kiimeler iizerinde ¢alisilma-
ya baglanir. Ancak bu bagibos davranis kimi cevrelerde sayginlik gormez. Biiyiik
Fransiz matematikgisi Henri Poincaré bir aralik, “Ileriki kusaklar kiimeler teorisini
kisinin kendisini korumas: gereken bir hastalik sayacaktir,” diyerek tepkisini dile
getirmisti.

Genglik ¢agimin asin taskinligi dindikten sonra Cantor matematigi, kendine ve
tarihteki roliine iliskin elegtirel bir yaklagim icinde olgunluk ¢agina ulasir. Geng
matematikgiler, meslegin daha esiginde kiime-kuramsal yaklasimi 6grendiklerin-
den, artik yersiz calkanmalara kendilerini kaptirmamakta, olgunluk cagimin odlciileri
icinde aragtirmalarim siirdiirmektedirler. Kiimeler teorisi, matematik tarihinin en
giiclii birlestirici kavramlarini igermektedir. Matematigin birbirine en uzak gorii-
nen kollar1 arasinda umulmadik iliskilerin ortaya ¢ikmasi kiimeler teorisiyle olanak
kazanmustir. Denebilir ki, ¢cagdas matematik biitiinliigiinii bu teoriye borgludur.

Giiniimiiz matematiginde, yarin ¢atigmalara, 6biir giin olgun arastirmalara yol
acacak bir yenilik s6z konusu mudur? Bir sey denemez. Matematiksel bir yeniligi
kendine 6zgii perspektifte gorebilmek on, belki de yiiz yil gibi uzunca bir siirenin
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gecmesini gerektirebilir. Ancak bir nokta kuskuya yer vermeyecek kadar agiktir:
Matematikgilerin yasadig bir diinya var oldukea, yenilesme ¢abas: siirecektir. Yeni
kavram ve yeni yontemler, kimi kez uygulama alam buldugu i¢in, ama her zaman
ilgi ve meraki koriikledigi i¢in aragtirma konusu olmakta devam edecektir.

[Bu metin, Mathematics in the Modern
World, (Ed. M. Kline)’den alinmugs-
tir.]



EK:10
MATEMATIKSEL YARATMA®

Henri Poincaré

EDITOR’UN ONSOZU : Matematik nasil olusur? Matematiksel 6nerme ve
sistemleri kuran beyin ne tiir bir beyindir? Geometrici ya da cebircinin dii-
stince siiregleriyle, sairin, ressamin, miizisyenin, satran¢ oyuncusunun diistin-
ce siiregleri arasinda ne gibi benzerlik ya da fark vardir? Matematiksel yarat-
mada onemli 6geler nelerdir? Sezgi mi? Uzay ve zamana iliskin ince bir du-
yarhk m2? Bir hesap makinesinin dakikligi mi? Giiglii bir bellek mi? Karmagik
mantiksal doniistiirmeler zincirini izleyen iistiin bir beceri mi? Yoksa egsiz bir
konsantrasyon giicii mii?

Yiizyihmizin ilk yillarinda Paris’te Psikoloji Dernegi’ne konferans olarak su-
nulan asagidaki deneme, matematikginin kafasinda ne olup bittigini agikla-
maya yonelik bilinen en 6nemli girisimdir. Yazar1 Henri Poincaré, bu is igin
gercekten bicilmis kaftandir. Gelip gegmis sayih seckin matematikgilerden biri
olan Poincaré, ayn1 zamanda, matematiksel fizikte de saygin bir konuma sa-
hipti. Ustelik bilim felsefesindeki parlak katkilariyla da hem bilim diinyasin-
da, hem genel entelektiiel diizeyde etkisj biiyiik olmugtur.

Matematiksel yaratmamn kokeni en basta psikologlar1 yakindan ilgilendiren bir so-
rundur. Bu yaratma, insan zekésinin ¢evresinden en az yararlanarak gerceklestirdigi
bir etkinliktir; dyle ki, geometrik diisiincenin yontemini inceledigimizde insan ka-
fasinin en temel ozelligini tamma olanagim bulabilecegimizi umabiliriz. ...

Bir ilk belirleme, bu denli ahgik oldugumuz bir sey olmasayds, bizde siirpriz et-
kisi yaratacak niteliktedir: Matematigi anlayamayan kimselerin var oldugu nasil
aciklanabilir? Gergekten, matematik yalnizca herkesin kabul ettigi mantik kuralla-
nyla yiiriimiis olsaydi, ya da bagh oldugu kamitlar tiim normal insanlar icin ortak
olan ilkelere dayansayd, o zaman, bu kadar ¢ok kimsenin matematikten uzak dur-
masi nasil agiklanabilirdi?

Herkesin yaratici olamayacaginda gizem aramaya gerek yoktur. Gene, herkesin
ogrendigi bir ispat1 siirgit aklinda tutabilecegi de beklenemez. Ama agiklanan mate-

(1) Bu deneme, James R. Newman’in 1948’de editor olarak yaptig kimi kisaltma ve ozlestirmeler-
den sonraki metinden ¢evrilmistir. (C. Y.)
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matiksel bir akil-yiiriitmeyi herkesin anlayamamas: disiiniildiigiinde, hayret verici
bir olaydir. Oysa, boyle bir agiklamayi, o da giigliikle anlayabilenlerin sayis1 ¢ok
diisiiktiir. Ortaokul 6gretmenlerinin yakindan bildigi bu durumu kimse kolayca
yadsiyamaz.

Dahasi var: Matematikte hataya diigme olasiligina ne diyecegiz? Saglikh bir kafa
icin mantiksal hataya yer olmamalidir. Ne var ki, giinlik yasamin siradan akil-
yiriitmelerinde hataya diigmeyen akl baginda pek ¢ok kimse biraz daha uzunca
akil-yiiriitme iceren matematiksel ispatlarla karsilastiginda, ya anlamakta giicliik
cekmekte, ya da anladigin1 hataya diismeden yineleyememektedir. Oysa, bu ispatlar
ashinda siradan giinliik akil-yiiriitmelere benzer kiiciik ¢ikarimlarin bir araya gel-
mesiyle olusmaktadir. Matematikgilerin de hatadan kurtulamadiklarim séylemeye
gerek yoktur herhalde.

Bana gelince, itiraf edeyim ki, hatasiz toplama bile yapamam. ... Bellegimden
yakinmiyorum, ama iyi bir satran¢ oyuncusu olmama elverecek kadar iyi oldugunu
sdyleyemem. Ote yandan, pek ¢ok satran¢ oyuncusu i¢in anlagilmaz, gii¢ bir ispat
s6z konusu oldugunda, bellegim neden beni bagarisiz birakmiyor? Nedeni herhalde
bellegin, genel akil-yiiriitme giiciine bagh kalmasidir. Matematiksel ispat birtakim
tasimlarin rastgele bir araya gelmesi demek degildir. Ispat tasimlarin belli bir diizen
icinde birlesmesiyle olusur. Burada diizen, iginde yer alan Ggelerden ¢ok daha
6nemlidir. Eger bu diizene iliskin bende bir duygu ya da sezgi olusmussa, diizende
yer alan su ya da bu 6geyi unutabilecegim korkusuna kapilmama gerek yoktur;
¢iinkii bunlardan her biri kendiliginden diizen igindeki yerini kolayca bulur.

Biliyoruz ki, gizli uyum ve iligkileri yakalamamiza yol acan matematiksel diize-
ne iliskin bu duygu ya da sezgi herkeste yoktur. Baz1 kimseler ya bu tanimi son de-
rece giig, du);gudan yoksun oldugu, ya da bellek ve dikkat giigleri siradan diizeyi
agmadif1 icin yiiksek matematigi anlamakta kendilerini tam bir yetersizlik icinde
bulurlar. Bu tiir insanlar ¢ogunluktadir. Diger bazilar1 da béyle bir duygudan pek
az pay almistir; ne var ki, bunlarin istiin dikkat ve bellek giigleri sayesinde, ayrinti-
lar1 bir bir ezberlediklerini, matematigi anladiklarini, dahasi, uyguladiklarim gérii-
riiz; ancak bunlarin yaratma giicleri yoktur. Nihayet bir baska grup insanda da bu
Ozel sezgiyi az ya da ¢ok bulmaktayiz. Bunlar, matematigi anlamakla kalmamakta,
bellekleri siradan diizeyde de olsa, zaman zaman yaraticihiga erisebilmekte, sezgile-
rinin elverdigi olciide, yeni iliskiler bulmaktadirlar.

Gergekten, “matematiksel yaratma” dedigimiz sey nedir? Herhalde, zaten bili-
nen matematiksel nesnelerin yeni bir kombinezonu olamaz bu sey. Siradan herkes
boyle bir sey yapabilir. Kald: ki, olusturulacak kombinezonlar, biyiik b6limii ise
yaramaz sonsuz sayida olabilir. Oysa, yaratmak yalnizca ise yarayam (ki, bunlarin
sayisi pek azdir) ortaya koymaktur. ...

Simdi biraz daha derine inip matematik¢inin zihninde olup biteni yakalamaya
¢alisalim. Bu amagla yapabilecegim en iyi sey, kendi anilarima basvurmak olacak-
tir. Ancak soyleyecegimi, Fuchs fonksiyonlar: iizerindeki ilk ¢alijmamla sinirh tuta-
cagim. Kullanmak zorunda oldugum kimi teknik terimlerden 6tiirii okuyucudan
oziir dilerim. Aslinda okuyucunun fazla tedirgin olmasina da gerek yoktur. Orne-

MD 16
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gin, bir teoremin ispatim hangi kosullar altinda buldugumdan soz edecegim. Bu te-
orem pek ¢ok kimseye barbarca gelen bir ad tagimaktadir; ama bunun bir 6nemi
yoktur. Onemli olan, teoremin kendisi degil, bagh oldugu kosullardir.

Benim simdi “Fuchs Fonksiyonlar1” dedigim tiirden fonksiyonlarin olamayaca-
g1 ispat etmek icin on bes giin ugrastim durdum. O zaman ¢ok bilgisizdim: Her
giin masamin arkasina geger, birkag saat hi¢bir sonug¢ vermeyen bir siirii kombine-
zonlar denerdim. Bir aksam, aligkanhgim diginda kahvemi siitsiiz i¢tigim i¢in uy-
kum kagti, uyuyamadim. Zihnim diisiincelerle ¢alkanmaya baglad1. Birbiriyle ¢ati-
san birtakim diisiincelerin sonunda, ciftler olusturarak kenetlendigini duyumsa-
dun. Ertesi sabahla birlikte hipergeometrik diziden gelen bir grup Fuchs fonksiyon-
lariin varligim saptamis oldugumu goérdiim. Geriye sadece birka¢ saatimi alan
yazma isi kalmisti.

Sonra, bu fonksiyonlar iki dizinin béliimiiyle temsil etmek istiyordum. Eliptik
fonksiyonlarin sagladig: benzerlikten yararlanarak ulagtigim bu diigiince, tam anla-
muyla bilingle ve bilerek vardigim bir diisiinceydi. Kendime sordugum soru suydu:
Boyle bir diizenin var olmasi igin 6zelliklerinin ne olmasi gerekir? Sonunda fazla
giicliik gekmeden, “teta-Fuchs dizisi” adim verdigim diziyi olusturabildim.

Tam bu sirada, maden fakiiltesinin diizenledigi jeolojik bir aragtirma gezisine
katilmak i¢in o sirada yasadigim Caen kentinden ayrildim. Gezinin getirdigi degi-
siklik matematiksel ¢ahiymami unutturdu bana. Coutances’e ulaginca bir yere git-
mek igin otobiis duraginda siralanmugtik. Otobiisiin ilk basamagina adimimi atti-
gim anda, Fuchs fonksiyonlarini tamimlamada kullandigim déniistiirmelerin, Eucli-
des-dis1 geometriye ait doniitiirmelerle 6zdes oldugu diigiincesi kafamda gakti.
Diigiincemni hemen dogrulamaya koyulamazdim; ¢iinkii, otobiiste yerimi alir almaz
yanimda oturan arkadasimla daha 6nce baglattigimz konusmamzi kaldig yerden
siirdiirmeye bagladik. Ama igimde diisincemin dogruluguna iliskin kesin bir inang
vardi. Caen’e doner donmez ilk isim diisiincemi yoklayip dogrulamak oldu.

Nasil oldu bilmiyorum, dikkatim pek basarili sonug vermeyen birtakim aritme-
tik problemler iizerinde toplandi. Bu problemlerle daha 6nceki ¢alismalarim ara-
sinda herhangi bir iliski olabilecegine dair bir sey de aklimdan ge¢mis degildi. Ba-
sansizhgimin verdigi tiziintiiyle kendimi bagka seylerle meggul etmek icin birkag
giinliigiine deniz kiyisina gittim. Bir sabah kumsalda yiiriirken, gene aym kesinlik
ve beklenmedik ¢arpicilikla kafamda bir diisiincenin dogduguna tanik oldum. Bu
diitince, belirsiz ii¢ degiskenli ikinci dereceden denklem bigimlerine ait aritmetik
doniistiirmelerinin Euclides-dis1 geometri doniistiirmeleriyle 6zdes olduguna ilis-
kindi.

Caen’e dondiigiimde bu sonug iizerinde diisiincemi siirdiirerek icerigini belir-
lemeye cahgtim. Kuadratik bicimler 6rnegi bana, hipergeometrik diziye kargilik
olusturanlar disinda Fuchs gruplarinin oldugunu gosterdi; bunlara teta-Fuchs dizi-
sini uygulayabilecegimi anladim. Boylece, o zaman bildigim hipergeometrik dizisi-
ne ait olanlar diginda Fuchs fonksiyonlarinin var odugu anlagildi. Kugkusuz hemen
bu fonksiyonlar1 olugturma isine koyuldum. Tiim diizenli ve ayrintih ¢abama kar-
sin fonksiyonlardan birine ¢6ziim getiremedim. Ancak bu ¢abam bana hi¢ degilse
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kars1 karstya oldugum giigliigiin ne oldugunu gostermeye yaradi. Bu da azimsana-
cak bir kazang degildi.

Caliymamin bu agamasinda askerlik hizmetim i¢in Mont-Valerien’e gittim;
orada degisik bir ugras beni bekliyordu. Bir giin caddede yiiriirken, daha 6nce basa
¢itkamadigim giigliigiin ¢oziimii birdenbire kafamda belirdi. Sorunu enine boyuna
ele alacak durumda olmadigim icin terhisimi bekledim. Doniisiimde ¢oziime son
bi¢imini vererek sonucu hemen kaleme aldim.

Konusmami daha fazla dagitmamak i¢in bu son 6rnek iizerinde toplayacagim.

Oncelikle gézden kagmamasi gereken sey, uzun ve yorucu bir bocalama déne-
minden sonra ¢oziimiin bilingaltinda olusup bilin¢ diizeyine vurmas: olayidir. Ma-
tematiksel yaratmada bilingalt: siirecin bu islevi bana gore yadsinamaz bir gercek-
tir. Diger alanlarda da belki daha az belirgin olmakla birlikte, bu olayn izlerini go-
rebiliriz. Cogu kez, gii¢ bir sorunla ugrastigimizda, baslangicta dise gelir bir sonug
alamayiz. Boyle bir durumda kisa ya da uzun siiren bir dinlenmeden sonra ise ye-
niden koyulur, gene bir ilk bocalamadan gegerek ¢oziime bizi gétiiren can aha dii-
slincenin ortaya ¢iktigini goriiriiz.

Bu bilingalt: etkinlige iliskin bagka bir noktaya daha deginmeliyim: Bu nokta,
yaratiaa diigiincenin olusumundan 6nce ve sonra yer almasi gereken bilingli cals-
madir. Bu calisma olmaksizin ¢6ziim ne olanak kazanir, ne de ortaya ¢iksa bile ve-
rimli olur. Giinler siiren, basarisiz ve sonu¢suz ¢aba olmadikea, bir ilhamin kendi-
liginden olusacag1 beklenmemelidir. Baslangigta bosa gittigi sanilan 6yle bir ¢aba-
nin ashnda yararsiz olmadigim verdigimiz 6rneklerden gormekteyiz. Bilingalti et-
kinligini bu tiir bilingli bir ¢aba harekete ge¢irmektedir. ...

Bunlar belirledigimiz olaylar; simdi bu olaylarin bize yiikledigi diisiincelere ge-
lelim: Matematiksel yaratmada bilingalti 6nemli rol oynamaktadir. Degindigimiz
olaylar dogrulamaktadir bunu. Ne var ki, ¢ogu kez bilincaltinin otomatik isledigi
sanilir. Oysa, biliyoruz ki, matematiksel ¢alisma mekanik bir is degildir; ne denli
yetkin olursa olsun bir makine ile bu is goriilemez. Matematigi belli kurallara bagh
bir uygulama, degismez yasalar geregince yiiriiyen bir etkinlik sanmak yanlgtir.
Belli kural ya da ilkeler cergevesinde kalinarak olusturulacak ¢6ziim kombinezonla-
n1 bityiik sayilar1 bulur; iistelik bunlar yararsiz olmaktan ileri gegmez. Gergek yarat-
ma, bir siirii yararsiz sonuglar ortaya koymada degil, dogru ve verimli olani olusg-
turmada kendini gosterir. Kuskusuz bu siirecte de bagvurulan kimi kural ya da il-
keler vardir; ancak bunlar 6ylesine esnek, ince ve belirsizdir ki, belirtik tanimlama-
ya degil, olsa olsa sezinlemeye olanak bulabiliriz. Belirtik tanimlamaya olanak ver-
meyen bu tiir bir caligmanin mekanik olmasina olanak var midir?

Simdi bir hipotezle karsilasmaktayiz: Bilingalt: benligimiz hi¢bir sekilde bilin-
giistii benligimizden asag: degildir. O da digeri gibi salt otomatik isleyen bir diize-
nek degildir. Onun’ da 6nemliyi 6nemsizden ayirt etme giicii, inceligi ve becerisi
vardir. Neyi nasil sececegini bilmekte, ileriyi kestirebilmektedir. Dahasi bu bakim-
dan bilingiistii benligimizden iistiin oldugunu bile s6yleyebiliriz. ...

Duygusal duyarligin, salt akil-yiiriitme isi sanilan matematiksel ispat i¢in 6ne-
minden s6z etmek sasirtici gelebilir. Oyleyse, matematiksel giizellik duygusunu, sa-
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y1 ve formlarin armonisini, geometrik inceligi unutuyoruz, demektir. Bu, tiim ger-
¢ek matematikgilerin yakindan bildigi, kuskusuz duygusal duyarliligs gerektiren es-
tetik bir duyumsamadir.

Imdi, bu giizellik ve incelik 6zelliklerini yiikledigimiz, bizde estetik duyguya yol
acan matematiksel nesneler nelerdir? Bunlar elemanlarinin uyumlu bir biitiin olus-
turdugu ve bu 6zelliklerinden 6tiirii aklimizin, ayrintilar1 tanirken tiimiinii kolayca
kavrama olanag: buldugu sayi, form ve benzer soyut nesnelerdir. Bunlarin uyumu
bir yandan estetik duygularimzi doyururken, 6te yandan diigiincemizi beslemekte,
ona yol ¢izmektedir. Ustelik gozlerimiz 6niine iyi diizenlenmis bir biitiinliik serdigi
icin bagh oldugu matematiksel yasay: kestirmemize olanak saglamaktadir. Denebilir
ki, 6nemliyi 6nemsizlerden ayirt etme giiciinii matematikgiye iste bu estetik duyar-
lihk saglamaktadir. Bu duyarhliktan yoksun hig kimse gercek bir yaratici olamaz.

Ancak verdigimiz agiklama her seyi aciklamaktan uzaktir. Bilingiistii benligimiz
son derece sinirhdir. Bilingalti benligimize gelince, sinirlarimin ne oldugunu bilmi-
yoruz. Bu nedenle olmali ki, onun bilingiistii benligimize gore daha biiyiik sayida
kombinezonu ¢ok daha kisa bir siirede olusturabildigini soyleyebiliriz. Ama onun
da yetersizlikleri yok degildir. Ornegin, sayis1 hayalimize sigmayan olasi tiim kom-
binezonlan olusturma giiciinde oldugu diigiiniilebilir mi? Diigiiniilemez elbet. Ama
bagka tiirli de, olusturdugu kombinezonlar az sayida ise ve bunlar gelisigiizel
olusturuyorsa, bunlar arasina, bize ¢6ziim saglayan iyi diye sectigimiz kombinezo-
nun girmis olmasim (ki, ok zayif bir olasiliktir) nasil aciklayabiliriz?

Belki de agiklamayz, bilingalt: etkinlikten 6nce igine girdigimiz ilk bilingli ¢aba
(veya bocalama) agsamasinda aramahyiz. Kaba bir kargilastirmayla baslayacagim:
Herhangi bir ¢6ziim i¢in olusturulacak kombinezonlarin elemanlarim Epicurus’un
cengellenmis atomlar: gibi diisiinebiliriz. Kafamizin tam bir dinlenme i¢inde oldu-
gu durumda bu atomlar ¢engellere takili, hareketsizlik igindedir. ... Oysa, ¢oziim
arayigina yonelik baglangictaki cabamizi izleyen yiizeysel durgunluk asamasinda, bu
atomlardan bir bolimii gengellerden kurtularak harekete koyulur. Tipk: gazlarin
kinematik teorisinde gérdiigiimiiz gaz molekiilleri gibi bulunduklan “kap” iginde
gelisigiizel her yonde kosusup dururlar. Coziim kombinezonlarini iste boyle devi-
nen atomlarin karsihkh etkilesiminin bir iiriini sayabiliriz. .

“Oyleyse, baslangigtaki bilingli ¢6ziim ¢abasinin rolii nedir?” diye sorulursa, ce-
vabimiz su olacaktir: Atomlar uyarip gengellerden kurtarmak, gaz molekiillerini
andiran eylem igine koymaktir. Bilingalt: diizeydeki bu “basibos” eylemin bir so-
nug vermeyecegi duygusu bizi ilk ¢cabamiz sonunda karamsarhga iten neden olma-
l1. Gergekten, yaratic siiregte ilk agama hemen her zaman bir bocalama ve basarisiz
kalma agamasidir. Ancak bu bilingiistii diizeyde bir olaydir. Bilingalt1 diizeyde ha-
rekete gecirilen atomlar, bir sonug alimincaya dek “gilgin danslarim” siirdiiriirler.

Simdi, harekete gegirilen atomlarin segiminde istencimiz gelisigiizel degil, belli
bir amaca yonelik olarak ¢aligmistir. Bu nedenle harekete gecirilen atomlar rastgele
ya da siradan atomlar degildir. Tam tersine, bekledigimiz ¢6ziimi bize saglayacak
atomnlardir bunlar. Coziim eylemi icindeki bu atomlarin karsihikh etkilesimiyle olu-
san kombinezonlarin bir islevi olarak belirecektir.
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Bagvurdugumuz benzetmenin ¢ok kaba kagtigini iiziilerek soylemeliyim; ama
diisiincemi bagka nasil agiklayabilecegimi bilmedigim i¢in bu yola gitmek zorunda
kaldim...

Son bir noktaya daha deginmek istiyorum: Konusmamin baginda yaratmaya
iligkin kisisel deneyimlerime deginirken, calijmadan kendimi alikkoyamadigim uy-
kusuz gegen bir geceden soz etmistim. Bu tiir durumlarla sk sik kargilagiriz; hatta
bunun i¢in (benim yaptigim gibi) siitsiiz kahve tiiriinden uyarici bir sey almaya ¢o-
gu kez ihtiyag da yoktur. Oyle bir durumda kisinin kendi bilingalt: etkinligine belli
belirsiz katildigs, bu etkinligin, bir 6l¢iide, gereginden fazla uyarilmis bilince yansi-
dig1, ancak onu degistirmedigi sdylenebilir. Bu siirete belirsiz de olsa iki benligin
isleyis, ya da daha aqik bir deyisle, calisma yontemleri arasindaki fark: sezinleyebili-
riz. Yaratma konusundaki psikolojik gozlemlerim, ana gizgileriyle, bu goriisii des-
tekler niteliktedir.

Kuskusuz burada ileri siirdiigiim goriis, kisisel deneyimlerime ne denli uygun
diigerse diigsiin, bir hipotez olmaktan ileri gegmez, ve bu niteligiyle olgusal olarak
yoklanip dogrulanmasi gerekir. Sorun benim i¢in o denli ilgingtir ki, diigiincelerimi
bu yetersiz gériiniimiiyle de olsa sizinle paylasmaktan kendimi allkoyamadx'm.

(Bu metin, Mathematics in the Modern
World, (Ed. M. Kline)’den alinmugtir.]



EK:11
MATEMATIGIN TEMELLERI

Morris Kline (1968)

Matematik tarihinin hemen her doneminde matematikgilerin bir bunalimla kars
kargiya geldiklerini gérmekteyiz. Bu bunahmlar ¢ogunluk matematigin kurulma bi-
¢iminden kaynaklanmaktadir.

Giiniimiiz matematiginin yapisi, kabaca, bir gokdelenin yapisina benzetilebilir.
Su kadar ki, baslangicta matematikgiler yapilarimi kurduklarinda saglam derin bir
temel atmaksizin, dogrudan yer iistiinden baslamiglardir ise. Ashnda normal olan
da buydu; ¢iinkii o zaman kimden, sonradan yiikselen gérkemli yapiy1 6ngérmesi
beklenebilirdi? Ustelik kullamlan yapr malzemesinin (say1 ve geometrik sekillere
iligkin bilgilerin) giinliik deneyimlerin saglam temeline dayandig: inanci egemendi.
Matematigin bu tarihsel kokeni, bugiin bile yer 6l¢me anlamina gelen “geometri”
sozciigiinii kullanmamizda kendini agiga vurmaktadir.

Ancak yap1 yiikseldikge dayandig: yerin sallantili oldugu, binanin ¢okme tehli-
kesi gegirecegi fark edilir. Tehlikeyi ilk sezenler, sezmekle kalmayip gerekli pekistir-
me onlemlerine bagvuranlar klasik donem (1.O. 600-300) Yunan matematikgileri
olmugtur. Onlemlerde ilk adim, duvarlarin dayanacag saglam yer pargalarimi belir-
lemekti. Bu yer parcalan “aksiyom” denen dogrulugu apagik dnermelerdi. Ikinci
adim, yapi iskeletini celikle pekistirmekti. Iskelete konan ¢elik, matematikte ulagi-
lan her yeni sonucun dediiktif ispat1 demekti.

Yunan déneminde gelistigi kadariyla biiyiik 6l¢iide Euclides geometrisine daya-
nan matematigin yapisi saglamdi. Ancak, aym zamanda tedirginlige yol acan bir
“kusur” ortaya ¢ikmists; bu da, kenar uzunlugu bir birim olan karenin késegeni tii-
riinden kimi uzunluklarin V2 birim uzunlugunda olmasiydi. Oysa, Yunanllarin
bildigi sayilarin yalnizca siradan tam sayilar olmasi, V2 gibi sayilari tammalarina
olanak vermiyordu. Oyle ki, “irrasyonel” sayilara yasak koyduklan gibi, dogru par-
¢alarini uzunluk olciisiiyle belirleme diisiincesinden de vazgegmislerdi.

Ne var ki, tarihsel gelismeler yasaklarla durdurulamazd. Ilkin 1.S. 600 siralarin-
da Hintliler negatif say1 kavramini olugturdular. Sonra, Yunanhlardan daha az titiz
olan Araplar irrasyonel sayilar1 kabul etmekle kalmadilar, bu sayilarla islem yapma-
ya elveren kurallar gelistirdiler. Yunan, Hint ve Arap birikimine sahip ¢tkan Réne-
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sans Avrupasi yadirgadiklar iki gelismeyi (negatif sayi ile irrasyonel say1 kavramla-
rin1) benimsemekte oldukga giicliik cektiler. Neyse ki, bu dénemde bilim bir atihm
icine girmisti. Yunanhlar gibi Avrupalilar da bilimsel geliimede matematigin 6ne-
mini kavramada gecikmezler. Ozellikle bilimin teknolojik uygulamasi matematige
olan gereksinimi daha da belirginlestirir. Istemeyerek de olsa Avrupalilar negatif ve
irrasyonel sayilan1 kullanmaya baslarlar; cok ge¢gmeden bu sayilara karsi olan olum-
suz tavirlarini terk ederek daha serbest bir tutum igine girerler. Ancak Avrupalilar,
matematigin yapisina aritmetik ve cebirdeki bu gelismeleri katarken, Yunanlilarin
alt katlarda kullandigy celik kirisler yerine, sezgisel ve fiziksel kirigler kullanirlar.
Bununla birlikte giderek yiikselen yapinin bu gelismeleri 6ziimseme siirecine gir-
mesiyle, negatif ve irrasyonel sayilara kars siirdiiriilen olumsuz tutum tiimiiyle yok
olur.

Basarilarinin sarhoslugu iginde matematikgiler hep sezgisel ve fiziksel argiiman-
lara bagvurarak kalkiiliis, diferansiyel denklemler, diferansiyel geometri, variyasyon-
lar kalkiilisti ve analizin diger dallarina gozii kapali atilirlar. Arada kusku belirten-
ler ¢iksa da, hep “Dayan, sonunda basarili olursun!” égiidiiyle susturuluyordu. Ne
var ki, sezgi yiiklendigi yiikii daha fazla tagiyamazdi. Nitekim ¢ok gecmeden yapi-
nin duvarlarinda ¢atlaklar basgosterir. Yapinin yeniden kurulmasi Bernard Bolza-
no, Augustin Louis Cauchy, Karl Weirstrass gibi matematikgilerin ¢aligmalarim
bekler. Bu caligmalar matematik tarihinde “analizin mantiksal saglamliga kavusma
stireci” diye bilinir. )

Yapinin pekistirilmesi siirerken, bu kez, duvarlarin oturdugu zeminin (Yunan-
lilarin sectigi aksiyomlarin) dayaniksizligy ortaya cikar. Euclides-disi geometrilerin
olusmastyla, Euclides geometrisi aksiyomlarinin samildigs gibi hi¢ de saglam bir ze-
min olusturmadig anlasilir. Ne ki, ayn1 yetersizlikler yeni geometrilerin aksiyomla-
1 i¢in de s6z konusuydu. Matematikgilerin, dogrulugu apacik, ussal ilke diye be-
nimsedikleri 6nermelerin aslinda giivenilmez duyu verileri olmaktan ileri bir sey
olmadigini kabul ettiklerini goriiriiz.

Sikint1 burada bitmez: uzayda vektérleri temsil edecek bir cebir arayisi iginde
olan William R. Hamilton “quaternion” denilen yeni bir say1 ortaya koymustu. Bu
say1 ortaya ¢ikmadan 6nce hicbir matematikginin, a ve b gibi iki say1 verildiginde,
ab ¢arpiminin b.a ¢arpimina esitliginde en kiigiik bir kusku yoktu. Oysa bu esitlik,
ne quaternionlar i¢in, ne de on bes yil sonra ortaya konan matrisler icin dogruydu.
Beklenmedik bu gelisim matematikgileri yeni bir kusku i¢ine diigiirdii: siradan sa-
yilarin 6zelliklerini oldugu gibi kabul etmek bir yanilgt miyd: yoksa? Negatif ve ir-
rasyonel sayillarin matematige katilmasinda matematikgilerin mantiksal degil, fizik-
sel ve sezgisel argiimanlara basvurmus olmalarinin gegersizligi yadsinamazdi artik.
Nitekim, tiim matematik (geometri, aritmetik ve onun uzantisi cebir ve analiz)
ciddi bir bunalima siiriiklenmis, gorkemli yapinin bir bataklikta kaybolma tehlikesi
belirmisti.

Ne var ki, matematikgiler yine gerekli 6nlemleri almakta gecikmezler. Matema-
tik i¢in saglam bir temel olmadig1 anlagiiyordu: deyim yerindeyse, giivenilen dagla-
ra kar yagmusti! Care belki de temelleri yeterince derinlestirmek, 6ylece daha giive-
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nilir bir dayanak bulmakti. Bu su demekti: tiim aksiyom ve tamimlara elden geldi-
gince mantiksal kesinlik kazandirmak, ulagilan tiim sonuglari, sagduyuya ne denli
uygun goriiniirse goriinsiin, mutlaka mantiksal ispattan gecirmek. Aranan artik
dogruluk degil, matematikgilerin “tutarlik” dedigi mantiksal bagdasirlikti. Tiim ya-
pinin siki dokunmug bir uyum ve biitiinliik kazanmasi igin teoremlerin birlikte tu-
tarh bir dizge olusturmas: gerekliydi. Matematik de, modern bir gékdelenin riiz-
girda sallanmasina kargin ayakta durdugu gibi, kusku gétiiren temellerine karsin
dimdik ayakta kalabilirdi. $u kadar ki, matematigin giicii artik ulastig1 sonuglarin
dogrulugunda degil, tutarliliginda aranacakti. Bu, matematigin aksiyomatik bir diz-
ge olarak yeniden kurulmasi demekti. Yiizyihmzin baginda bu isin gerceklestigi sa-
nihiyordu, iistelik. Oyle ki, 1900°’de Paris’te toplanan Uluslararasi Matematik Kong-
resinde, donemin 6nde gelen matematikgisi Henri Poincaré’nin, matematigin tii-
miiyle yetkinlige kavustugunu 6viingle agikladigina tamk olmaktayiz. Gegmiste ge-
¢irdigi bunalimlardan 6&tiirii sayginhg: bir olciide yipranmig da olsa, matematik so-
nunda yasamim kurtarmsti.

Poincaré yaniliyordu. Matematikgiler dllde ve diisiincede kesinligi saglamak
icin matematigin temellerini simgesel mantikla kurmaya koyulmusglardi. Ger¢i bu
yaklasimda bir sakinca yoktu. Ama onlar aym zamanda, George Cantor’un
1880’lerde olusturdugu kiimeler teorisini kullaniyorlardi. Bu teoriye, matematigin
aksiyomatiklestirilmesinde en agik ve giivenilir bir temel goziiyle bakiliyordu. Oysa
teorinin beklenmeyen zorluklan vardi. Poincaré’nin, matematigin artik yetkinlige
ulagtigim 6viingle acikladig sirada kiimeler teorisinde kimi geliski ya da mantiksal
tutarsizliklarin ortaya ¢iktigim goériiyoruz. Gergegin sert cehresiyle karsilagmayr go-
ze alamayan matematikgiler, bu celigkileri “paradoks” sozciigiiyle gecistirme yoluna
giderlerse de sorun ortadadir. Cok ge¢meden ¢6ziim arayis1 yeniden baglar.

Matematikgiler arasinda, paradokslari ¢oziimii gereken ana sorun sayan kimi
gruplar, matematigin temellerini yeni bir yaklagimla irdeleme yoluna giderler. 1k
girisim, Cantor’un oldukg¢a sezgisel yoldan olusturdugu kiimeler teorisini aksiyo-
matik bir dizgeye doniistiirmeye yonelikti. E. Zermelo’nun baslattig1 bu girisim yal-
nizca celiskileri gidermeyi degil, kiimeler teorisinin agiga ¢ikan diger sorunlarini da
¢6ziimlemeyi amaghyordu. Bu sorunlardan biri “siireklilik hipotezi” denilen ilkey-
di. Ote yandan, Zermelo’nun kullandig1 “secis aksiyomu” diye bilinen ilkenin de
kimi matematikgilerce benimsenmedigi bilinmektedir.

Bu arada iki soru é6zellikle 6nem kazanir. Bunlardan ilki, kiimeler teorisinin
aksiyomatiklestirilmesi, teorinin tasidigi giicliikklerden arinmasim saglasa bile, sii-
reklilik hipotezini ispata yetip yetmeyecegi idi. Ikinci soru ise segis aksiyomunun
kiimeler teorisinin aksiyomatiklestirilmesi icin vazgecilmez olup olmadig idi.

Kiimeler teorisinde, 6zellikle paradokslarin giderilmesine yonelik ugraslar, tiim
6nemlerine karsin, matematikgileri asil kaygilandiran, “Matematik tutarh midir?”
sorusuna doyurucu yamt saglamaktan uzak kahyordu. Bilinen celiskilerin gideril-
mesi, yenilerinin ortaya ¢ikmayacagina giivence olamazdi. Matematigin temellendi-
rilmesine yonelik ¢aligmalarda artik bir biitiin olarak matematigin degil, baglica
dallarinin tutarhiligim ispatlamak 6n plana alinmaliydi.
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. Ancak bu ¢alismalarin elestirel incelenmesi ister istemez yeni tartigmalara kapi
acar. Sonsuz kiimelerin varlik sorunu, iigiincii secenegin yoklugu ilkesinin sonsuz
kiimelere uygulanmasi, matematigin temeli olarak mantigin islevi, daha da 6nemli-
si, “matematigin temelleri” soziinden ne anlagilmasi gerektigi gibi sorunlar tartigi-
lan baglica konular olur. Bu sorunlara ¢6ziim arayisi degisik yaklagimlara yol aga-
cakti, kuskusuz.

Bir ara, yiizyihmizin biiyiik matematikgilerinden biri olan David Hilbert’in
temsil ettigi yaklasimin tiim sorunlar ¢6ziimleyebilecegi umudu belirmigti. Ama
bu umut, beklenmedik bir bicimde, Kurt Godel'in teoremiyle kokten yikihr. Hil-
bert tiim matematigi formel aksiyomatik bir dizgede toplayabilecegi goriisiindeydi.
Opysa Godel teoremi, kendi icinde tutarh herhangi matematiksel bir dizgenin tiimii-
nii aksiyomatik bir sistemde toplamaya olanak vermiyordu. ... Matematik diinyasi
yeni bir umutsuzluk icine diiser, bir kez daha sarsilir. Yan gaka olarak agizlarda
dolasan, “Umudumuz artik mantiksal olmak degil, mantiksizhga diigmemektir,” bu
umutsuzlugu yansitmaktadir. Bu ortamda matematikgiler i¢in onerilebilecek en ge-
cerli tutum, belki de, Evariste Galois’nin 19 yaginda iken dile getirdigi su ciimlede
sakhdir: “Matematik, bildigiyle yetinmeyip arastiran, bulduguyla kalmayip dogruyu
arayan insan zekasinin iiriinidiir.”

[Bu metin, bazi kisaltmalarla,
Mathematics in the Modern World,
(Ed. M. Kline)’den alinmigtir.]



EK:12
RESIM, $HR, MATEMATIK

G. H. Hardy (1940)

Ressam ya da sair gibi matematikei de yetkin “desen” (pattern) olusturmaya yone-
liktir. Onun olusturdugu desenler digerlerinkinden daha kaliciysa, bunun nedeni
matematigin diisiinsel bir ¢ahyma olmasindadir. Ressam desenlerini bigim ve renk
kullanarak olugturur; sairin malzemesi ise sozciiklerdir. Resmin de bir tiir diigiince
icerdigi soylenebilir, kugskusuz; ama bu diisiince ¢ogu kez siradan ve onemsizdir.
Siirde diigiince daha 6énemli yer tutar; ancak, Housman’in da vurguladigx gibi, bu
6nem genellikle abartildig: olgiide degildir. “Siirsel diisiince diyebilecegimiz bir ge-
yin olduguna kendimi bir tiirlii inandiramiyorum,” diyor Housman. “Siir séylenen
bir sey degil, bir seyi soyleme bi¢imidir.”

Deli eder insam bu diinya
Bu gece, bu yildizlar, bu koku,
Bu tepeden tirnaga ¢igek agmis agag.

Bu dizelerde®" dile gelen seyin diisiinsel ydnden ne énemi vardir; ama sdyleyis bi-
¢imine bakin: bundan daha giizeli olabilir miydi? Diisiince yoksunlugu, sozsel de-
senin giizelligini pek etkilememektedir. Oysa matematikginin diisiince disinda isle-
digi bir malzemesi yoktur; o nedenle ortaya koydugu iiriin daha dayanikhdir. Za-
man diigiinceleri sozciiklerden daha az yipratur.

Matematik¢inin desenleri, ressam ya da sairinkiler gibi giizel olmahdir; renkler
ya da sozciikler gibi diisiinceler de tam bir uyum icinde birlesmelidir. 11k 6l¢iit gii-
zelliktir: diinyada ¢irkin matematige yer yoktur. Simdi giiniimiizde de yayginhgin
az da olsa siirdiiren bir yanls anlamaya deginmeliyim. Bu Whitehead’in “yazin
diinyasimin saplantisi” dedigi, matematikte estetik begeninin, “her kugakta birkag
tuhaf kigiye 6zgii bir diiskiinliik oldugu” inancidir. Neyse ki, aydin kesimde mate-
matigin estetik ¢ekiciligine duyarsiz pek az kisi gosterilebilir artik. Matematiksel gii-

(1) Budizeler Orhan Veli’nin. Yazarin Shakespeare’den aldig iki dizenin,
Not all the water in the rough rude sea
Can wash the balm from an anointed King.
¢evirisini goze alamadim. Okuyucunun anlayis gosterecegini umanim. (C.Y.)
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zelligi tanimlama kolay bir is degildir elbette; ama bu zorluk her tiirden giizellik
icin soz konusudur. “Giizel bir siir” soziiyle ne demek istendigini bilemeyebiliriz;
ama bu bizi o siiri okudugumuzda giizel bulmaktan alikoymaz. Matematikte este-
tik 6genin 6nemini her geye kargin kiiciimsemekte 1srarh Profesor Hogben bile bu
6genin varligim yadsima yoluna gitmemektedir. “Kuskusuz,” diyor Hogben, “ma-
ternatikte soguk da olsa bir ¢ekicilik bulan kisiler vardir. Dahasi, matematigin este-
tik gekiciligi seckin bir azinhk igin ger¢ekten doyurucu olabilir. Ne var ki, bunlarin
sayist her donemde birkag kisiyle sinirhdir.” Ona goére bu kisiler genis agik alanla-
rin taze esintisinden yoksun siinepe tiniversite kasabalarina kapanmis giiliing kim-
selerdir. Hogben’in matematige bu bakisinda, “yazin diinyasinin saplantisi”ni1 bul-
dugumuzu soylemekle yetinecegiz.

Gergek su ki, matematikten daha “popiiler” pek az konu vardir. Insanlarin ¢o-
gu matematigin degerini bilmektedir; pek ¢ok kimsenin giizel bir ezgiden hoslandi-
g1 gibi. Hatta diyebiliriz ki, matematige ilgi duyanlarin sayisi belki de miizik sever-
lerden daha fazladir. Durum tam tersine goriinse de bu savimizi agiklayabiliriz.
Miizigin yiginlar duygusal yonden etkileme giicii s6z gotiirmez; matematigin ise
Oyle bir giicii yoktur. Miizikte yeteneksizlik (kuskusuz, hakl olarak) insan: fazla
kiigiiltiicii bir kusur olarak goériilmez; oysa, “matematik” s6zciigiinden pek ¢ok
kimse oylesine iirker ki, bunlar matematiksel aptalliklarinm abartarak belirtmekten
kaginmazlar.

“Yazin diinyasinin saplantisi”nin sagmahgim ortaya koymak i¢in azicik diigiin-
me yeter. Uygar iilkelerin hemen hepsinde yiginla satrang oyuncusuna rastlamr;
Rusya’da egitilmis niifusun nerdeyse tiimii satrang oynar. Biliyoruz ki, satrangta
her iyi oyuncu giizel bir oyunu ya da ilging bir problemi tamir, takdir eder. Bilme-
digimiz, satrancin diipediiz matematik oldugudur. Oyleyse, satrangta giizel bir oyu-
na alkis tutan herkes ashnda matematige hayranhgini dile getirmektedir. Satrang
problemini matematigin “nabiz atmas1” diye niteleyebiliriz. Bri¢ oyunu ya da giin-
lik gazetelerdeki bulmacalar tiiriinden daha diisiik diizeydeki etkinlikler de genis
halk gevreleri i¢in aym gekilde nitelendirilebilir. Hepsinde ilgi ¢eken gii¢ son derece
basit diizeyde matematiksel diyebilecegimiz giictiir. Kitlelerin istedigi hafif entelek-
tiiele calan bir heyecandir; daha iist diizeyde ise hi¢bir sey matematigin sagladig
coskuyu veremez.

Eklemeden edemeyecegim: kimi iinli kisilerin bile (onlar ki, her firsatta mate-
matigi kiigiiltiicii sozler etmekten geri kalmazlar) diinyada hi¢bir seyde bulamadik-
lar1 doyumu matematikte bulduklarini goriiyoruz. Herbert Spencer’in yirmi yagin-
da iken dairelere iligkin ispatladigs bir teoremi (iki bin yil 6nce Platon’un ispatla-
mis oldugunu bilmeksizin tabii) otobiyografisinde yeniden ele almasi neyi gosterir?
Gene Profesor Soddy’nin birkag yil 6nce verdigi daha g6z alic1 6zgiin ispat da bu-
nun bir bagka 6rnegi degil midir?
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Bir satrang problemi gercek matematiktir, ama “6nemli” matematik degildir. Sat-
rancta bir hareket ne denli zekice ve hesapli, ne denli 6zgiin ve sagirtic1 olursa ol-
sun, temel bir nitelikten yoksundur. Satrang problemleri énemsizdir. lyi matematik,
giizelliginin yam sira ciddidir — istersek buna “6nemlidir” diyelim, ama bu s6zcii-
giin anlam belirsizligini gozoniine alarak, demek istedigimi daha kesin dile getiren
“ciddi” sozciigiinii yegliyorum.

“Ciddi” ya da “6nemli” sozciigiiyle, matematigin pratik yarar saglayan sonugla-
rim kastetmiyorum. Bu noktaya daha sonra deginecegim. Simdi soylemek istedi-
gim sudur: eger bir satrang problemi kaba anlamda “yararsiz”sa, bu en iyi saydig-
miz matematik i¢in de dogrudur. Matematigin yalmzca kiigiik bir boliimiiniin pra-
tik yarar1 vardir ve bu béliim iistelik oldukea can sikicidir. Matematiksel bir teore-
min “ciddiligi’ni ¢ogu kez 6nemsenmeye degmez pratik sonuclarinda degil, birles-
tirdigi matematiksel diigiincelerin 6neminde aramaliyiz. Kabaca demek gerekirse,
matematiksel bir diigiincenin 6nemi, matematigin daha genis ve karmagik diger
diisiinceleriyle dogal ve aydinlatic1 bigimde birlesme giiciiyle 6l¢iilmelidir. Buna gé-
re, ciddi matematiksel teorem 6nemli diisiinceleri birlestiren, matematigin kendi-
sinde ve diger bilimlerde 6nemli ilerlemelere yol acan teoremdir. Satrangta hicbir
problemin bilimsel diigsiincede herhangi bir ilerlemeye yol agtig1 sdylenemez. Oysa
Pythagoras, Newton ve Einstein matematiksel calismalariyla kendi dénemlerinde
bilime tiimiiyle yeni yonler cizmislerdir.

Bir kez daha vurgulayalim: bir teoremin ciddiligi sonuclarinda degildir; sonuc-
lara yalnizca teoremin ciddiligini gosteren birer kamit géziiyle bakilabilir. Ingiliz di-
linin gelismesinde Shakespeare’in etkisi ¢ok biiyiiktiir; gene bir sair olan Otway’in
ise hemen higbir etkisi olmamigstir. Ne var ki, Shakespeare’i daha biiyiik sair say-
mamuzin nedeni dilimiz iizerindeki bu etkisi degildir. O daha giizel siir yazdig1 icin
daha iyi sairdir. Satran¢ problemleri gibi Otway’in siirini de 6nemsiz bulmamiz so-
nuglarindan degil icerik yetersizliginden 6tiiridiir.

Kisaca deginmem gereken bir nokta daha var. “Kisaca” diyorsam bu konuyu
hafife aldigim anlamina gelmesin! Konu ilginctir, ama estetik agidan ciddi bir tar-
tisma i¢in kendimi yeterli gérmedigim kadar da zordur. Matematiksel bir teoremin
giizelligi biiyiik olciide teoremin icerik zenginligine dayammr; tipki siirde bir dizenin
giizelliginin belli bir olgiide dizenin icerdigi diisiincelerin 6nemine bagh olmas: gi-
bi. Yukarda ornek olarak verilen ii¢ dizede salt sozsel desenin giizelligini bulmakta-
yiz. Asagidaki dize ise

Su garip yeryiiziinde anlagilmaz 6mriimiiz...?

(2) Bu dize Ziya Osman Saba’nin “Ciimlemiz” bashkh siirinden ahnmstir. Yazarin aldigs 6rnek ge-
ne Shakespeare’den:
After life’s fitful fever he sleeps well.
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bu giizelligin yan: sira diigiinsel yonden daha zengin ve doyurucu bir igerik de ser-
gilemektedir. Belki de bu nedenle, okuyunca daha derinden duygulanmaktayiz. Si-

irde bile desen giizelliginin olusmasinda diigiincenin rolii vardir; matematikte ise
bu kesin bir zorunluktur.

(Bu metin, G. H. Hardy, A Mathe-
matician’s Apology den alinmistir.]
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ONEMLI TERIMLER SOZLUGU

Abakus: Uzerinde boncuk veya tespih taneleri tagiyan gubuklarla bir gergeveden olusan en eski
sayma ve hesaplama araci.

Absis: Analitik diizlemdeki bir noktanin x-koordinatu.

Aksiyom: Bir matematik dizge ya da ispatta dogrulugu varsayilan 6nciil 6nerme (postulat).

Aksiyomatik sistem: Bir bilgi alanindaki tiim 6nermelerin aksiyom ve teorem olarak mantiksal
iligki i¢inde diizenlenisi (dediiktif sistem).

Algoritma: Bir hesaplama yontemi ya da iglemi; diizenli olarak uygulandiginda daima dogru so-
nug veren standart iglem.

Analitik 6nerme: Dogrulugu bi¢im ya da i¢inde gegen sozciiklerin anlamina bagh 6nerme (kargi-
t1: sentetik onerme).

Analitik geometri: Cebirsel geometri; iki veya ii¢ degiskenli denklemlerin grafikle gosterildigi, ya
da tersine, diizlem veya uzayda geometrik yerleri denklemlerle temsil eden geometri (koordi-
nat geometri).

Analiz: Matematigin bir kolu: diferansiyel ve integral hesaplarin modern geligimi; ¢6ziimleme.

Antinomi: Dogruluklar esit agirlikta 6nciillere dayanan, ama birbiriyle ¢eligen iki 6nerme ya da
ilke (paradoks).

A posteriori: Gozlem veya deney sonras: bilinen; sentetik (olgusal igerikli) onermeler, dogrulugu
a posteriori bilinen 6nermelerdir.

A priori: Gozlem veya deney 6ncesi bilinen; analitik 6nermeler dogrulugu a priori bilinen oner-
melerdir.

Argiiman (argument): Belli 6nciillere dayanarak bir yarg veya sonucun dogrulugunu kanitlama
(¢ikarim).

Aritmetik: Genelde, say1 ve sayisal iglem bilimi; giinliik kullanimda, pozitif ger¢ek sayilarla (kesir-
li ve ondalik sayilar dahil), dért temel iglemi kapsayan hesaplamalar. (Modern aritmetik, dort
temel islem diginda koklii ve islii ifadeleri iceren daha iist diizey islemleri de kapsamakta-
dir.)

Asal sayr: Kendisi ve 1 diginda béleni olmayan tam sayi (6rnegin, 2, 3, 5, 7, 11, vb.).

Asimetrik iligki: Kendisine ters yondeki iligkiyle 6zdes olmayan iligki: aRb # bRa. Bkz. Simetrik
iligki.

Bilgi: Dogrulugu i¢in elde yeterince kamit bulunan sav ya da inang.

Bilgi teorisi: Bilgilerimizin kokenini, niteligini ve dogrulu 6lgiitlerini irdeleyen felsefe dali (episte-
moloji).

Bilim: Belli bir olgu kiimesine iligkin a¢iklayic1 hipotez veya teoriler olusturma ve bunlari olgusal
kamitlarla yoklama etkinligi.

Birim eleman: Toplama isleminde 0, ¢arpma isleminde 1 sonug degistirmeyen etkisiz elemanlar-
dir.

Birlegme ilkesi: Toplamaya iligkin: islemde yer alan terimlerin gruplanma bigiminin toplamu et-
kilemedigi ilkesi: a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ ¢arpmaya iliskin: Islemde yer alan terimlerin
gruplanma bi¢iminin ¢arpimu etkilemedigi ilkesi: a(b x ¢) = (a xb)c.

Bityiikliik: (quantity, magnitude): Nesnelerin olgiilebilen o6zellikleri (6rnegin, agirhk, uzunluk,
alan, vb.).
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Cebir: Sayilarin 6zellik ve iligkilerini harf ve simgelerle en genel bigimde inceleyen matematik dali.

Celisik: Birlikte dogru ya da yanhs olamama.

Celiski: Birbirini yadsiyan iki 6nerme arasindaki mantiksal iligki.

Celismezlik ilkesi: Bir énermenin ayn zamanda hem dogru hem yanliy olmasina olanak tanima-
yan mantik yasast.

GCikarim: Bir ya da daha fazla énciilden sonug ¢ikarma; dediiktif ¢ikarim, ispat, indiiktif ¢ikarim
genelleme y6ntemidir.

Cikarim kurallar:: Dediiktif ¢ikarimda sonucun dogrulugunu 6nciiller kiimesinin dogruluguyla
giivence altina alan mantik kurallar1.

Cokluk (collection): Nesnelerin sayilabilen 6zelligi.

Coziimleme: Bir nesne, problem ya da teoriyi 6gelerine ayirarak inceleme (analiz).

Dagilma ilkesi: Carpmada, ¢arpanin ¢arpilandaki her terime ayr1 uygulanmasini saglayan ozellik:
m(a + b) = ma + mb.

Dediiksiyon: Mantiksal ¢ikarim; dogru 6nciillerden kalktiginda sonucun dogrulugunu giivence
altina alan ¢ikarim.

Degisken (variable): Belli bir kiime degerden herhangi birini alabilen x, y,z gibi bir simge.

Degisme ilkesi: Toplama ve garpma islemleri igin gegerli bir 6zellik: “Islemdeki terimlerin gegis
sirasinin islemi etkilemedigi” belirlemesi. (Ornegin, a + b = b + a toplamanin degisme 6zelli-
gini, ab = ba ¢arpmanin degisme 6zelligini simgelemektedir.)

Diophantine denklemi: Céziimii tamsayilar gerektiren bir denklem tiirii. (Ornegin, 2x?> - 3y? =5
denkleminin ¢6ziimii x = 2, y = 1 tamsayilarin gerektirir.)

Dogal sayilar: 1’le (bazen 0’la) baglatilan pozitif tamsayilar.

Dogru onerme: Gegerligi kanmitlanmig 6nerme. Mantik ve matematikte yadsinmas: geliskiye yol
agan 6nerme: Analitik 6nerme.

Dogruluk: Dogru 6nermenin niteligi.

Dogruluk degeri: Dogru ve yanliy: Dogru, dogru bir énermenin; yanlis, yanhs bir énermenin
dogruluk degeridir.

Déngiil ¢ikarim: Ispatta sonucun belirtik ya da iistii 6rtiik olarak 6énciil kiimesinde yer almas; is-
patlananin varsayilmast.

Déngiil tamim: Tanimlamaya konu terimin tammlayici olarak kullanilmasi.

Empirik: Olgusal olan, deneyime dayanan.

Empirik genelleme: Gozlemsel verilerle dogrulanabilen genelleme; indiiktif genelleme.

Euclides-dig1 geometriler: Klasik geometrinin aksiyomlaryla (6zellikle 5. postulat ile) gelisen ak-
siyomlar iceren geometriler. (Ornegin, hiperbolik, eliptik, vb. geometriler.)

Fermat’nin son teoremi: n>2 ise, x + y" = z" denkleminin pozitif tam sayilarla ¢6ziimiiniin ol-
madig1 savini igeren konjektiir.

Fonksiyon: Genis anlamda: 1ki kiimenin elemanlar1 arasinda belli bir iligki tiirii; dar anlamda:
oyle bir iliskinin hesaplanmasini saglayan formiil; tanim: Sirali ¢ift (x, y)lerin dyle bir kiimesi
ki, X’in her degeri i¢in y’nin en ¢ok bir degeri vardir.

Formalizm: Matematikte tutarliligi vurgulayan, matematigin belli kurallara gére islem goren sim-
ge ve formiillerden olugan soyut bir dizge oldugu tezini iceren felsefi 6greti.

Formel sistem: Aksiyom ve teoremleri birer formiil olan dediiktif sistem; olgusal olarak yorum-
lanmamug aksiyomatik sistem.

Gegerlik: Bir islemin kullanildig1 amaca uygunlugu.
Gegerli gikarim: Ispati saglayan dediiktif ¢ikarim.
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Genelleme: Sinirh sayida gozlemle bulunan bir 6zelligi, incelemeye konu nesnelerin tiimiine ge-
nigletme.

Geometri: Nokta, dogru, diizlem gibi nesnelerin 6zellikleriyle bunlarin olugturdugu sekillerin
Ogeleri arasindaki iligkileri inceleyen matematik dali.

Gergek sayilar: Tiim sonlu ve sonsuz ondahk sayilar; rasyonel ve irrasyonel sayilar1 kapsayan sa-
yilar kiimesi.

Goldbach konjektiirii: Her ¢ift saymin iki asal saymnin toplam olarak yazilabilecegi savim igeren
Onerme.

Godel teoremi: (1) Tutarh bir sistemin eksikligi: Herhangi tutarh bir sistemde, o sistemin ispat1
verilemeyen diizgiin bir formiilii vardir; (2) Herhangi tutarh bir sistemin kendi iginde tutar-
lilik ispat1 verilemez.

llke: Temel bir yasa veya varsayim.

tlkel terim: Aksiyomatik sistemlerde tanimlanmaksizin (veya sezgisel anlamiyla yetinilen) terim.

Indiiksiyon: Sinirh sayida gézleme dayanan gikarim tiirii; onciillerin dogrulugu sonucun dogru-
lugunu giivence altina almayan ¢ikarim.

Indiiktif genelleme: Bir konuda sinirl sayida gézlemden kalkarak o konuda sinirsiz bir genelle-
meye gitmek; dayandig1 kanitlarin dogrulugunu zorunlu kilmadig genelleme.

Irrasyonel sayilar: Gergek sayilar kiimesinin rasyonel olmayan alt-kiimesi. (Ornegin, V2, =,
1.73205... gibi yinelenmeyen sonsuz ondalik dizisi.)

Ispat: Mantik ve matematikte bir konjektiirii belli- aksiyom veya postulatlarin zorunlu sonucu
olarak ¢ikarsama; konjektiirii teoreme doniistiirme.

tzomorfizm: Bire-bir karsilagim icinde olan iki dizge arasindaki iligki.

Kalkiiliis (calculus): Newton ile Leibniz’in (birbirinden bagimsiz olarak) XVII. yiizyihn ikinci ya-
risinda olusturduklar matematiksel ¢6ziimleme yontemi; limit ve fonksiyon kavramlarina da-
yanan kalkiiliis “diferansiyel” ve “integral” diye iki boliimden olusur. Diferansiyel kalkiiliis
tiirevlerle, integral kalkiiliis “belirli integral” denen egri uzunlugu egik cisim hacmi gibi kii-
¢iik miktarlar toplaminin limitiyle ugragir.

Kanit: Bir sav ya da hipotezin dogrulugunu belirleyen gozlem veya belge.

Karmagik sayr: a + bi bi¢imini alan sayi (a ile b gergek iki sayiyy, i ise sanal bir say1 gostermekte-
dir).

Konik kesitler: Bir diizlemin bir dik dairesel koni ile kesismesiyle olugan egri parabola, hiperbola,
elips, vb.)

Konjektiir: Ispat1 heniiz verilmemis hipotez veya tahmin; teorem aday: nerme.

Kiime: “Simif”, “y1gin” ya da “koleksiyon” anlaminda tamimlanmaksizin kullanilan terim.

Kiimeler teorisi: Kiimeler arasindaki iliskileri inceleyen matematiksel teori.

Mantik: Gegerli ¢tkarim kurallarini ve gikarim bigimlerini inceleyen formel disiplin.

Mantiksal dogruluk: Dogrulugu salt bi¢imine bagh onerme tiirii; yadsinmas: geliskiye yol agan
onerme (totoloji).

Mantikgihk: Matematigin mantikla 6zdes oldugu savim igeren felsefi 6greti (Frege ile Russell'in
olusturdugu tez).

Matematik: Sayi, kiime, fonksiyon gibi soyut nesne ve iliskileri inceleyen, belli simgesel bir dil ve
dediiktif ¢ikarim kurallar1 kullanan formel bir disiplin.

Matematiksel indiiksiyon: Dogal sayilar gibi bir dizi nesneye iligkin bir 6nermenin dogrulugunu
ispat yontemi. (Bu yontem geregince, dizide ilk nesne i¢in dogru olan dnermenin, n gibi bir
baska nesne igin dogru oldugunda n + 1 nesnesi iin de dogru oldugu gosterilirse, diziyi
olusturan tiim nesneler i¢in dogru oldugu ispatlanmis olur.)

Matris: Satir ve siitun olarak diizenlenmis bir kiime simge veya nesne.



ONEMLI TERIMLER SOZLUGU 259

Metafizik: Gergekligin dogasina iligkin en temel ilkeleri salt akil ya da sezgiyle kavramaya yonelik
felsefi etkinlik (ontoloji).
Mutlak: Higbir seye gorecel olmayan, kendi iginde yeterli olan (salt, saltik).

Nesnel: Kisisel ya da 6znel egilimlerimize bagli olmayan; bizden bagimsiz gergekligin ozelligi.

Niceleme: Gézlem konusu bir 6zelligi sayisal olarak belirleme.

Niteleme: Bir nesne veya siirece 6zellik verme.

Nominalizm: Tiimel kavramlari tekil nesnelerin ortak adlari sayan, o tiir kavramlara nesnel var-
lik tanimayan bir felsefe 6gretisi (realizm kargit1).

Olmayana ergi (reductio ad absurdum): Dolayl ispat yéntemi: Ispat baglaminda yadsinmasi ge-
liskiye yol agan bir sonucun yadsinarak gegerligini gostermek.
Ordinat: Analitik diizlemdeki bir noktanmn y-koordinats; bkz. Absis: x-koordinat1.

Olgme: Nesnelere ait ozellikleri belli kurallar uyarinca nicelik olarak belirleme.

Onciil: Ispat veya gikarimda sonucu (teoremi) kanitlayan 6nerme; formel sistemlerde aksiyom
veya postulat iglevi gbren dnerme.

Ozdeslik: Tiim &zellikleri aymi olan iki ya da daha fazla nesne arasindaki iligki.

Ozdeglik ilkesi: Mantikta birinci yasa: Bir énerme dogruysa dogrudur.

Paralel postulat: Bir dogru digindaki herhangi bir noktadan o dogruya bir, yalmz bir paralel dog-
ru oldugu savini igeren 6nerme; Euclides’in 5. postulat1.

Platonculuk: Matematigin insandan veya kiiltiirden bagimsiz, varlig 6ncesiz bir gerceklige iligkin
mutlak dogrulara yonelik bir ¢aligma oldugu goriigii.

Postulat: Bakz. Aksiyom.

Rasyonalizm: Bilgi edinmede akil yetisine biiyitk 6nem veren felsefi 6greti.
Realizm: Inceleme konusu dis diinyanin alg1 veya bilgimizden bagimsiz var oldugu savini iceren
felsefi goris.

Problem: Yanit1 istenen bir soru, agiklama gerektiren bir sorun ya da belirsiz, karmagik, gii¢ bir
durum. .

Problem ¢6zme: Bir soru ya da probleme agiklayic1 yanit getirme.

Projektif geometri: Geometrik sekillerin merkezi geometrik projeksiyonla ézelliklerini inceleyen
geometri dalL.

Rasyonel sayilar: ki tam sayinin boliimii olarak yazilabilen says; gergek sayilar kiimesinin bir alt-
kiimesi.

Retrodiiksiyon: Agiklayici kavram, hipotez veya teori olugturmaya yonelik diigiinme tiirii; indiik-
siyona benzer ¢ikarim.

Russell paradoksu: Kendi kendisinin tiyesi olmayan tiim kiimelerin kiimesi kavraminin yol agtig
paradoks: Bu kiime, kapsadig1 kiimeler gibi kendi kendisinin iiyesi degilse kendi iiyesidir,
kendi kendinin iiyesi ise, kendi tiyesi degildir.

Sanal say1: Negatif bir saymin karekokii olarak ifade edilen say1 (6rnegin, V-1).

Sayr: Rakamla simgeledigimiz nicelik kavrams; her say1 bir ¢oklugun kag tane veya bir biiyiiklii-
giin ne kadar oldugunu belirlemenin 6lgiisii olarak nitelenebilir. (Sayi, kiime kavramina in-
dirgenerek benzer kiimelerin kiimesi olarak da tanimlanmgtir.)

Say1 dogrusu: Uzerindeki her noktas: bir say1 ile kargilagim iginde olan sonsuz uzunluktaki bir
dogru.

Secim aksiyomu: “Belli bir grup kiimenin her birinden yalnizca bir eleman alnarak bir kiime
olusturulabilir,” savini igeren 6nerme.
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Semantik anlam: Sozciiklerin simgeledikleri nesne veya 6zelliklere iliskin anlamlari.

Sentaks: Bir dilde tiimcelerin diizgiin kurulusunu gésteren kurallar biitini.

Sentetik a priori: Olgusal i¢erikli, ama dogrulugu a priori bilinen 6nerme tiirii (Kant’a gore ma-
tematiksel 6nermeler sentetik a priori tiirdendir).

Sentetik onerme: Dogrulugu a posteriori bilinen (olgusal igerikli) 6nerme.

Sezgi: Bilgiye gozlem ya da ¢ikarim yoluyla degil, dogrudan ulagma yetisi (ig-kavrayis).

Sezgicilik: Matematigin temellerine iligkin mantik¢ihik ve formalizm 6gretilerini reddeden, mate-
matiksel nesnelerin varligini “yapimc1” bir varlik ispatina bagh tutan, ispat: verilmedik¢e ma-
tematiksel onermeleri dogru saymayan goriis. Sezgicilik klasik matematigin “cift degilleme”,
“ligtincii segenegi olanaksizlig1” ilkeleriyle “olmayana ergi” ispat yontemini gegersiz sayar (ya-
pimcilik).

Simge: Kendi diginda bir geyin yerini tutan, kullanim: uzlagimsal olan isaret, rakam, sézciik, vb.

Soyut nesne: Somut ya da spesifik bir nesne, dzellik veya iligki temsil etmeyen simge, sayi, sozciik
tiirinden bir sey.

Soyutlama: Bir diisiince veya kavramu iligkin oldugu spesifik deneyimlerden uzaklastirip genelle-
me.

Simetrik iligki: ki nesne arasinda bir iligki tiirii, yle ki, birincisi ikinci i¢in ne ise, ikincisi de bi-
rincisi igin odur: aRb= bRa (R iliski simgelemektedir. Ornegin, esitlik bagintisi: a= b ise b = a).

Tamsayilar: Pozitif, negatif tamsayilarla sifir (0)1 igeren kiime.

Tanmim: Bir sozciik ya da terimin anlamini belirleme.

Tasim: tkisi 6nciil, biri sonug ii¢ énermeden kurulu gikarim tiirii.

Teorem: Ispatlanmis (aksiyomlardan dediiktif olarak gikarsanmig) nerme.

Teori: Bilimde: Belli bir olgu kiimesini agiklayici kavramsal sistem. Matematikte: Matematiksel
nesne ve iligkileri mantiksal bir sistem olarak diizenlemede bagvurulan ilke, kavram ve varsa-
yinlar.

Topoloji: Sekillerin germe; bitkme, ¢gekmeyle bozulmayan ozelliklerini inceleyen geometri dali.

Totoloji: Dogrulugu bigimsel olan bilegik bir 6nerme ya da formiil. Bkz. Mantiksal dogruluk.

Tutarhilik: Celigkiye yol agmayan bir kiime 6nerme arasindaki mantiksal iligki.

Ugiincii segenegin olanaksizigi ilkesi: “Bir énerme ya dogrudur ya da yanls,” diyen mantik ya-
sas.

Varsayim: Ispatlanmaksizin dogru sayilan énerme. Bkz. Aksiyom.
Venn diyagramlar:: Ozellikle kiime iligkilerini gostermek, tasimsal gikarimlarin gecerlik deneti-
mini yapmak i¢in kullamlan birbiriyle kesigen iki veya ti¢ daire.

Yapimcilik: Belli ilkel nesneler (6rnegin, dogal sayilar) kullanilarak sonlu adimda insa edilebilen
matematiksel nesneleri yalnizca var veya anlamli sayan 6greti. Bkz. Sezgicilik.

Yorumlama: Anlam verme, bir degiskene belli bir deger yiikleme.

Yorumlanmug sistem: {lkel terimlerine belli bir konunun anlam verilmis formel sistem.

Yontem: Genelde: Belli bir amaca ulagmak igin tutulan yol, kullamlan islem. Matematikte: Kon-
jektiir olugturma ve ispatlama siireglerinde izlenen yol.
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