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Say›lar›n Gizli Yaflam›

1

Say›lar›n da bir yaflam› vard›r. Say›lar, ço¤unu bilmedi¤imiz

ve belki de hiçbir zaman da bilemeyece¤imiz birçok kurala

uyarlar. Genellikle teker teker de¤il, hep birlikte hareket eder-

ler. Hiç kavga etmeden uyum içinde yaflarlar. Sözgelimi

17.654, öbür say›larla kavga edip al›p bafl›n› gitmez. 25,

 Ben 5’e küstüm, bundan böyle onun karesi olmayaca-

¤›m!” demez.

8, 7’nin önüne geçmeye çal›flmaz.

De¤iflmez kurallara uyan ama gene de tuhaf ve gizemli bir

yaflamd›r say›lar›nki.

Say›lar›n o gizemli yaflam›na girebilmeyi çok isterdim.

Herhangi bir do¤al say› al›n. Say› çiftse ikiye bölün, tekse

üçle çarp›p bir ekleyin. Elde etti¤iniz yeni say›ya yine bu ifllemi

uygulay›n.

Diyelim 7’yi seçtik. 7, tek oldu¤undan, 7’yi üçle çarp›p 1

ekleyelim. 22 elde ettik. 22 çift oldu¤undan, 22’yi ikiye bölme-

liyiz, 11 elde ettik. 11 tek. Demek ki 11’i üçle çarp›p 1 ekleye-

ce¤iz. 34 elde ederiz. 34’ü ikiye bölelim. 17 bulduk... Bunu

böylece sürdürelim. ‹flte elde edece¤imiz dizi:

7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

Burda, yani 1’e ulaflt›¤›m›zda dural›m.
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Bir baflka say› alal›m, diyelim 3. ‹flte elde etti¤imiz dizi:

3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

Baflka say›larla da bafllayabiliriz:

9, 28, 14, 7, ... (7’yle bafllayan dizideki gibi 1’e ulafl›r›z)

15, 36, 18, 9, ... (9’la bafllayan dizideki gibi 1’e ulafl›r›z)

19, 58, 29, 88, 44, 22, 11, ... (7’yle bafllayan dizide 11 var)

Deneyin, hangi say›yla bafllarsan›z bafllay›n, bir zaman son-

ra hep 1’e ulaflacaks›n›z.

Nerden biliyorum hep 1’e ulaflaca¤›n›z›? Bilmiyorum. Ama öy-

le san›yorum. Çünkü matematikçiler birçok say›y› denemifller ve

hep 1’e ulaflm›fllar. Her say›y› deneyememifller elbet. Buna zaman-

lar› yok! Ama birçok say›y› denemifller. Ve hep 1’e ulaflm›fllar...

Say›lar›n bu özelli¤i do¤ruysa, yani bu ifllemi tekrar tekrar

uygulad›¤›m›zda bir zaman sonra hep 1’e ulafl›yorsak, bu, tek

tek say›lar›n de¤il, bütün say›lar›n ortak bir özelli¤idir.

2

32768, 5461, 5460, 5456, 909, 908, 151, 5440, 906, 1356, 4376, 848, 141, 140, 23, 832, 138, 136, 22, 768

16384, 2730, 2728, 454, 2720, 453, 678, 2688, 424, 70, 416, 69, 68, 11, 384

8192, 1365, 1364, 227, 1360, 339, 1344, 212, 35, 208, 34, 192

4096, 682, 680, 113, 672, 106, 104, 17, 96

2048, 341, 340, 336, 320, 53, 52, 48

1024, 170, 168, 160, 26, 24

512, 85, 84, 80, 13, 12

256, 42, 40, 6

128, 21, 20, 3

64, 10

32, 5

16
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Say›lar aralar›nda anlaflm›fllar m› ne!

‹lginç de¤il mi?

Her say›ya bu ifllemi uygulad›¤›m›zda, hep 1’e ulaflaca¤›m›-

z› kan›tlayabilir miyiz?

Matematikçiler bugüne de¤in bunu ne kan›tlayabilmifller ne

de 1’e ulaflmayan bir do¤al say› bulabilmifller. U¤rafl›yorlar...

Bunu bilmek ne ifle yarar? Hiç! Ama merak... ‹nsansoyu

merakl›d›r. ‹nsan için, gülen hayvan, düflünen hayvan, sanatç›

hayvan, âfl›k olan hayvan, filozof hayvan derler. Derler de der-

ler. ‹nsan için neler denmemifl ki... Ama insan ayn› zamanda

merakl› hayvand›r da. (Aziz Nesin’in dedi¤i gibi, insan için söy-

lenen bütün bu sözlerin tek ortak noktas› insanlar›n hayvan ol-

duklar›d›r!)

Kimi insan yukarda sözünü etti¤im özelli¤in do¤ru olup ol-

mad›¤›n› neden merak etti¤imi merak edebilir. Galiba, yaflad›¤›m

evreni anlamak için, yani insan oldu¤um için merak ediyorum.

3
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Bu fiekli Çizebilir misiniz?

5

Konuflma vermeye gitti¤im bir lisede ö¤rencilerden biri flu

soruyu sordu: Afla¤›daki flekli, elinizi kâ¤›ttan en fazla iki

kez kald›rarak (yani en fazla üç

çizimde) ve ayn› çizgiden iki kez

geçmeyerek çizebilir misiniz?

Çizebilirseniz nas›l çizersiniz,

çizemezseniz neden çizemezsiniz?

Bu tür sorularla okul y›llar›n-

da s›k s›k karfl›laflm›flt›r okur.

Yan›t, genellikle “hay›r, çizile-

mez”dir, ama ö¤renci bunu ka-

n›tlayamad›¤›ndan, dener de dener.

Yukardaki sorunun yan›t› da olumsuzdur. Yukardaki flekil,

el kâ¤›ttan en fazla iki kez kald›r›larak ve iki kez ayn› çizginin

üstünde geçmeyerek çizilemez. Bunu kan›tlayal›m.

fiekilde 8 tane kesiflim noktas› var. Ve her noktadan üç çiz-

gi geçiyor.

Bir noktadan geçen çizgi say›s›na o ������������	�
�diye-

lim. fieklimizdeki sekiz noktan›n herbirinin derecesi üçtür. Bu-

nu akl›m›zda tutal›m, birazdan gerekecek.
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Çizimin ortas›nda oldu¤umuzu varsayal›m. Bir noktaya

do¤ru ilerliyoruz. O noktaya ulaflt›k. fiimdi o noktadan ç›kma-

m›z gerekiyor. Demek ki, çizimin ortas›nda geçti¤imiz her nok-

taya 2 derece kazand›r›r›z: o noktaya ulaflt›¤›m›zda ve o nokta-

dan uzaklaflt›¤›m›zda.

Çizime bafllad›¤›m›z ve çizimi bitirdi¤imiz noktalara yaln›z-

ca 1 derece kazand›r›r›z.

Özetleyin, çizimin bafl›ndaki ve sonundaki noktalara 1, çizi-

min ortas›nda geçti¤imiz noktalara 2 derece kazand›r›r›z. Demek

ki hiç elimizi kald›rmazsak, elde etti¤imiz çizimin noktalar›ndan

en fazla ikisi d›fl›nda, hepsinin dereceleri çift say› olmak zorunda-

d›r. Örne¤in afla¤›daki flekli hiç elinizi kald›rmadan çizemezsiniz.

Çünkü bu flekilde derecesi çift olmayan dört nokta vard›r.

Demek ki, elimizi en fazla iki kez kald›ra-

rak (yani en fazla üç çizimde) çizebilece¤imiz

flekillerin noktalar›ndan en fazla alt›s›n›n de-

recesi tek olabilir. Oysa, ilk sorumuzdaki fle-

kilde derecesi tek olan tam sekiz nokta var.

Afla¤›daki flekli hemen hemen her ilkokul

ö¤rencisi bilir. Bu flekli elinizi hiç kald›rmadan çizebilirsiniz.

6
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Say›lar Biri Sever!

7

Pozitif bir tamsay› 1’den 9’a kadar olan bir rakamla bafllar,

ya 1’le ya 2’yle ya 3’le .... ya da 9’la...1

Rastgele bir say›n›n 5’le bafllama olas›l›¤›yla 6’yla bafllama

olas›l›¤› ayn›d›r. Her ikisi de 1/9’dur.

Elbet, rastgele bir say›n›n 1’le bafllama olas›l›¤› da 1/9’dur.

Ama bakal›m gerçek böyle mi?

Elimin alt›ndaki gazeteyi açt›m. 5 Mart 1997 borsas›n›n ka-

pan›fl fiyatlar›na bakt›m. Bu say›lar afla¤› yukar› rastgele olma-

l›. Üflenmeden kaç say›n›n 1’le, 2’yle, ..., 9’la bafllad›¤›n› hesap-

lad›m. ‹flte hesab›m›n sonuçlar›:

1’le 76 say› bafllam›fl

2’yle 29 say› bafllam›fl

3’le 36 say› bafllam›fl

4’le 17 say› bafllam›fl

5’le 17 say› bafllam›fl

6’yla 18 say› bafllam›fl

7’yle 10 say› bafllam›fl

8’le 10 say› bafllam›fl

9’la 12 say› bafllam›fl.

1 Bu yaz›da, “say›” sözcü¤ünü, 1, 2, 3, ... gibi “pozitif tamsay›” anlam›na kulla-
naca¤›z.
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Tuhaf... 1’le bafllayan say›lar ço¤unlukta. Oysa bir say›n›n

1’le daha çok bafllamas› için görünürde hiçbir neden yoktur.

Sonra ayn› günün borsas›n›n ifllem hacimlerine (ne demek-

se!) bakt›m:

1’le 66 say› bafllam›fl

2’yle 33 say› bafllam›fl

3’le 32 say› bafllam›fl

4’le 21 say› bafllam›fl

5’le 13 say› bafllam›fl

6’yla 20 say› bafllam›fl

7’yle 17 say› bafllam›fl

8’le 9 say› bafllam›fl

9’la 10 say› bafllam›fl.

Nedense gene 1’le daha çok say›

bafllam›fl. Bir rastlant› m› acaba?

Kitapl›¤›mda 1951 bas›ml› bir

Amerikan atlas› var. Atlasta ülkelerin,

belli bafll› kent ve adalar›n ve Amerikan

eyaletlerinin yüzölçümleri (metrekare

olarak de¤il milkare olarak) ve nüfusla-

r› verilmifl. Bu say›lar da rastgele de¤il-

se, art›k ne rastgeledir bilemiyorum. Önce yüzölçümlerine bakt›m:

1’le 88 say› bafllam›fl

2’yle 52 say› bafllam›fl

3’le 45 say› bafllam›fl

4’le 41 say› bafllam›fl

5’le 36 say› bafllam›fl

6’yla 24 say› bafllam›fl

7’yle 21 say› bafllam›fl

8’le 23 say› bafllam›fl

9’la 25 say› bafllam›fl.

Sonra nüfuslara bakt›m (bu arada, say›lar› bana “sen deli

misin” diyerek güle güle okuyan anneme teflekkür ederim):

8
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1’le 101 say› bafllam›fl

2’yle 67 say› bafllam›fl

3’le 45 say› bafllam›fl

4’le 42 say› bafllam›fl

5’le 31 say› bafllam›fl

6’yla 24 say› bafllam›fl

7’yle 20 say› bafllam›fl

8’le 20 say› bafllam›fl

9’la 8 say› bafllam›fl.

Nedense say›lar 1’le bafllamay› ye¤liyorlar. 2’yi de seviyor-

lar ama en çok 1’i seviyorlar.

Sonra, ayn› atlasta Amerikan eyaletlerinin en yüksek nok-

tas›n›n yüksekli¤ine bakt›m (feet olarak.)

1’le 19 say› bafllam›fl

2’yle 5 say› bafllam›fl

3’le 6 say› bafllam›fl

4’le 8 say› bafllam›fl

5’le 5 say› bafllam›fl

6’yla 3 say› bafllam›fl

7’yle 1 say› bafllam›fl

8’le 3 say› bafllam›fl

9’la 0 say› bafllam›fl.

‹nan›l›r gibi de¤il! Birin nesi var?

Ne yaz›k ki ›rmak uzunluklar›n› içeren bir dizelge bulama-

d›m. Bulursan›z sonuçlar› bana bildirin.

Galiba uygulamada rastgele bir say›n›n 1’le bafllama olas›-

l›¤› 1/9 de¤il, 1/9’dan daha büyük...

Bu yarg›m do¤ru mu ve do¤ruysa neden do¤ru?

Yukardaki say›lar asl›nda rastgele say›lar de¤il. Biz insan-

lar, gerçekten rastgele bir say› seçemeyiz. Ayr›ca, do¤adan da

gerçekten rastgele bir say› seçilmez. Çünkü, ne bizim say›lar›-

m›z ne de do¤an›n say›lar› sonsuzdur. Örne¤in, bir insan›n ba-

fl›ndaki saç say›s›, 0’dan (at›yorum) 2 milyara kadar de¤iflebilir

9
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ancak. Bir insanda daha fazla saç olamaz. Öyle olunca, bir in-

san›n saç say›s› rastgele bir say› olarak kabul edilemez.

Rastgele seçilmifl 2 milyardan küçük bir say›n›n 1’le baflla-

ma olas›l›¤› yüzde elliden fazlad›r! Rastgele seçilmifl 5 milyar-

dan küçük bir say›n›n 1’le bafllama olas›l›¤› 1/5’ten fazlad›r. Bu

olas›l›klar da 1/9’dan büyük!

‹flte bu yüzden yukardaki say›lar daha çok 1’le bafll›yorlar.

Bir ›rma¤›n uzunlu¤u, olsun olsun da 20 bin km. olsun. Bir da-

¤›n yüksekli¤i en fazla, ne bileyim ben, 8000 metre olabilir...

Bir baflka nedeni daha olabilir say›lar›n daha çok 1’le bafl-

lamas›n›n. Diyelim bir ölçüm 1000’lerde seyir ediyor (dolay›-

s›yla 1’le bafll›yor) ve art›yor. Bu ölçümün 2000’e ulaflmas› için

afla¤› yukar› iki kat artmas› gerekir. Oysa 4000’den 5000’e ç›k-

mak için, ayn› ölçümün 1/4 kadar artmas› gerekmektedir (çün-

kü 1000, 4000’in 1/4’üdür.)

Tahmin edilece¤i gibi, iki kat büyümek, 1/4 büyümekten

daha zordur, dolay›s›yla ölçümler 1’le bafllayan say›larda daha

uzun süre kal›rlar.

Bu da ikinci neden olabilir.

10
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Tanju Ertunç’un Sorusu

11

Okurlar›mdan Tanju Ertunç bir mektubunda flu soruyu sor-

mufltu: n  m boyutunda bir dikdörtgen ele alal›m. Bu dik-

dörtgenin köflegeni, dikdörtgenin toplam nm tane olan karesi-

nin kaç›n›n içinden geçer? Köflegenin yaln›zca köflelerine de¤en

kareleri de¤il, gerçekten içinden geçen kareleri sayaca¤›z.

Örne¤in n = 7, m = 4 olsun.

7  4 boyutundaki dikdörtgenin köfle-

geni tam 10 karenin içinden geçiyor (fle-

kilde o karelerin içini boyad›m).

Herkesin anlayabilece¤i bu tür soru-

lara bay›l›r›m. Bu güzel soruyla beni tan›flt›rd›¤› için Tanju Er-

tunç arkadafla teflekkür ederim.

Genel bir formül bulmak ve formülü kan›tlamak, yani for-

mülün neden do¤ru oldu¤unu herkesin anlayabilece¤i bir biçim-

de aç›klamak gerekiyor. Matematiksel kan›t›n özü de budur za-

ten: Bir ak›l yürütmeyi herkesin anlayabilece¤i bir dilde yazmak.

Genellikle amatör matematikçiler böyle bir soru karfl›s›nda

flu yöntemi izlerler: Önce birkaç örnek al›rlar. Yukarda, 7  4

boyutlu dikdörtgen örne¤ini alm›flt›k. Amatör matematikçi bu-

nun gibi birkaç örnek daha al›r. Örneklere bakarak do¤ru for-

mülü tahmin eder. Bu formül flimdilik yaln›zca bir tahmindir,
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yani kan›tlanmam›fl bir savd›r. Bu sav›n kan›tlanmas› gerek-

mektedir. ‹flte bu da ikinci aflamad›r. K›saca söylemek gerekir-

se, amatör matematikçi önce formülü birçok örnek alarak tah-

min eder, sonra formülün do¤ru oldu¤unu kan›tlamaya çal›fl›r.

Profesyonel bir matematikçi böyle yapmaz. Bir tek örnek

al›r, diyelim 7  4 boyutlu dikdörtgeni ele al›r ve bu diktörtge-

nin 7  4 boyutlu oldu¤unu unutup n  m boyutlu oldu¤unu

varsayar. Arkas›ndan formülü bulmaya çal›fl›r. E¤er bulabilirse

ne âlâ, çünkü formülü buldu¤unda - soyut düflündü¤ünden, ya-

ni 7 ve 4 yerine n ve m ald›¤›ndan - formülün do¤rulu¤unu da

kan›tlam›fl olur. Yani, profesyonel matematikçi bir taflla iki kufl

vurur: Ayn› anda hem formülü bulur, hem de formülün do¤ru-

lu¤unu kan›tlar. Kan›tlayabilirse tabii...

Kimi zaman formülü bulmak kolay de¤ildir. O zaman, pro-

fesyonel matematikçi, bir süre soyut düflündükten sonra, ama-

tör matematikçi gibi örneklere baflvurur. Ama profesyonel ma-

tematikçi ilk önce bir taflla iki kufl vurmaya çal›fl›r.

Profesyonel bir matematikçi gibi davranal›m.

Önce, a ve b say›lar›n›n birbirlerine asal

olduklar›n› (yani ortak bölenlerinin 1 oldu¤u-

nu1) varsayabilece¤imizi görelim: E¤er a ve b

say›lar› bir k say›s›na bölünüyorlarsa, a  b

boyutlu dikdörtgeni a/k  b/k boyutlu k2 dik-

dörtgene bölebiliriz, (yandaki flekilde k = 3).

Ve a  b boyutlu bir dikdörtgen için hesap-

lamak istedi¤imiz say›, a/k  b/k boyutlu bir

dikdörtgen için hesaplamak istedi¤imiz sa-

y›n›n k kat› olur. Demek ki hesab› a/k  b/k boyutlu bir dik-

dörtgen için yapmak yeterlidir. k’y› a ve b’nin en büyük ortak

böleni olarak al›rsak, a/k ve b/k say›lar› birbirlerine asal olur-

12

1 Örne¤in 4 ve 7 birbirine asal iki say›d›r. Ama 4 ve 6 birbirine asal de¤ildir; 2,
her ikisini de böler.
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lar. Dolay›s›yla a ve b’nin birbirlerine asal olduklar›n› varsaya-

biliriz. Bir baflka deyiflle, köflegenin dikdörtgenin içindeki bir

tamnoktadan geçmedi¤ini varsayabiliriz.

Köflegenin sol alt köfleden sa¤ üst köfleye do¤ru gitti¤ini dü-

flünelim. Sol alt kareyi saymazsak, köflegen, bir kareye girmek

için, o karenin bir kenar›na dokunmak zorunda. Bu kenar di-

key ya da yatay olabilir.

Köflegenin kesti¤i yataylar› ve dikeyleri hesaplayal›m. Top-

lam, a + 1 tane dikey kenar ve b + 1 tane yatay kenar var.

Köflegen soldan bafllay›p sa¤a do¤ru gidiyor. ‹lk ve son di-

keyleri saymazsak, köflegen a – 1 tane dikey kesmek zorunda.

Köflegen, ayn› zamanda, en afla¤›dan bafllay›p ta en yukar›

kadar ç›k›yor. ‹lk ve son yataylar› saymazsak, köflegen b – 1 ta-

ne yatay kesmek zorunda.

Bu iki say›y› (a – 1’i ve b – 1’i) toplarsak, köflegenin de¤di-

¤i kenar say›s›n› buluruz, yani hemen hemen köflegenin girdi¤i

kare say›s›n›... Buna bir de ilk kareyi (sol alt kareyi) eklersek is-

tedi¤imiz yan›t› buluruz:

(a – 1) + (b – 1) + 1.

Yani a + b – 1. Bu, a ve b say›lar› birbirlerine asal oldukla-

r›nda bulunan yan›t. E¤er a ve b’nin en büyük ortak böleni k ise,

yukardaki formülü a/k ve b/k’ya uygulay›p k’yla çarpar›z. Yani

köflegen tam

k(a/k + b/k – 1) = a + b – k

kenar› keser.

Örne¤in, n = 6 ve m = 9 ise, o zaman k = 3’tür ve formüle

göre, köflegen, n + m – k = 6 + 9 – 3 = 12 kenar› keser, ki ya-

n›t›n do¤ru oldu¤u yukardaki flekilden de belli.

13
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Pastay› ‹kiye Bölmek

15

Önümüzde tuhaf bir pasta var, örne¤in flöyle: Bu pastay› bir

b›çak darbesiyle, yani bir do¤ruy-

la, iki eflit parçaya ay›rabilir misiniz?

(Pastan›n her yerde ayn› kal›nl›kta ol-

du¤unu varsayabilirsiniz isterseniz,

ama bu varsay›m›n pek önemi yok.)

Evet ay›rabiliriz.

B›ça¤›m›za dayanak noktas› ya-

paca¤›m›z herhangi bir nokta seçelim. (Afla¤›daki flekildeki

do¤ru, b›ça¤›m›z› simgeliyor.)

B›ça¤› afla¤›daki flekildeki gibi tutarsak, sol parça küçük, sa¤

parçaysa büyük olur. Bizim istedi¤imiz bu de¤il elbet. Madem

öyle, biz de, P olarak adland›rd›¤›m›z dayanak noktas›n› sabit

tutarak, b›ça¤› yavafl yavafl sa¤a do¤ru döndürelim. O zaman,

soldaki küçük parça büyür ve

sa¤daki büyük parça küçülür.

B›ça¤› çok sa¤a döndürürsek,

bu kez sol parça çok büyük,

sa¤ parça çok küçük olur. Bi-

zim istedi¤imiz de bu de¤il.
P
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B›ça¤› soldan sa¤a do¤ru yavafl yavafl döndürürken, öyle bir

an gelir ki, soldaki küçük parça büyüye büyüye ve sa¤daki bü-

yük parça küçüle küçüle, birbirlerine eflit olurlar. ‹flte pastay›

tam o do¤rultuda kesmek gerekmektedir.

fiimdi bana, “pastay› tam ortadan ikiye ay›r da görelim’’ di-

yenler olacakt›r. Pastan›n nas›l ikiye ayr›laca¤›n› bilmiyorum.

Sorum, “pastay› nas›l ikiye ay›r›rs›n›z’’ de¤ildi, yaln›zca pasta-

n›n iki eflit parçaya ayr›l›p ayr›lmayaca¤›n› sordum!

Ben soyut matematikçiyim, uygulamac› de¤il!

16
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Birkaç Sihirbazl›k

17

irinci Sihirbazl›k: Size diyorum ki:

B 100’den küçük bir do¤al say› tutun, ama say›y› bana söy-

lemeyin.

Tutuyorsunuz 100’den küçük bir say›. Diyelim 68’i tuttu-

nuz. Tuttu¤unuz bu say›y› ben bilmiyorum.

 fiimdi, diyorum, bana tuttu¤unuz say›n›n 3’e, 5’e ve 7’ye

bölündü¤ünde kalanlar›n› s›ras›yla söyleyin.

68’i s›ras›yla 3’e, 5’e ve 7’ye bölüyorsunuz, kalanlar›n› bu-

luyorsunuz: 2, 3 ve 5. Bu say›lar› bana söylüyorsunuz:

 2, 3 ve 5, diyorsunuz.

Ben de size tuttu¤unuz say›y› söylüyorum:

 68’i tutmuflsunuz!

fiafl›r›yorsunuz...

Say›n›z› nas›l buldum? Elimde bir tablo, çizelge, bilgisayar

filan yoktu, birkaç kolay ifllem yapt›m. Ne yapt›m?

‹kinci Sihirbazl›k: Size diyorum ki:

 1000’den küçük bir do¤al say› tutun, ama say›y› bana

söylemeyin.

Tutuyorsunuz 1000’den küçük bir say›. Diyelim 468’i tut-

tunuz.
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 fiimdi, diyorum, bana tuttu¤unuz say›n›n 7’ye, 11’e ve

13’e bölündü¤unde kalanlar›n› s›ras›yla söyleyin.

468’i s›ras›yla 7’ye, 11’e ve 13’e bölüyorsunuz, kalanlar›n›

buluyorsunuz: 6, 6 ve 0. Bu say›lar› bana söylüyorsunuz:

 6, 6 ve 0, diyorsunuz.

Ben de size tuttu¤unuz say›y› söylüyorum:

 468’i tutmuflsunuz!

Say›n›z› nas›l buldum? Elimde bir tablo, çizelge, bilgisayar

filan yoktu, birkaç kolay ifllem yapt›m. Ne yapt›m?

‹lk sorudan bafllayal›m düflünmeye. Önce bu sihirbazl›¤›n

yap›l›p yap›lamayaca¤›na bakal›m. 100’den küçük iki de¤iflik

say›, 3’e, 5’e ve 7’ye bölündü¤ünde ayn› kalanlar› verebilir mi?

E¤er verebilirse o zaman bu sihirbazl›k yap›lamaz; sihirbazl›¤›n

yap›labildi¤ini söyledi¤ime göre, 100’den küçük iki de¤iflik sa-

y›n›n 3’e, 5’e ve 7’ye bölündü¤ünde kalanlar›n›n hepsi birbirine

eflit olamaz. Bunun neden böyle oldu¤unu birazdan görece¤iz.

Yöntemi bir örnekle aç›klayay›m. Diyelim bana 2, 3 ve 4

say›lar›n› verdiniz. Yani tuttu¤unuz say› 3’e bölündü¤ünde 2

kal›yor, 5’e bölündü¤ünde 3 kal›yor ve 7’ye bölündü¤ünde 4

kal›yor. fiu ifllemi yap›yorum:

2 !"70 + 3 !"21 + 4 !"15.

Sonuç 263 ç›k›yor. Tuttu¤unuz say› 263 olamaz elbet, çün-

kü say›n›z 100’den küçük bir say›; ama 263’ten 210 ç›kar›rsam

tuttu¤unuz say›y› bulurum. Yani 53’ü tutmuflsunuzdur.

Bir baflka örnek: Bana 1, 2 ve 1 say›lar›n› verdiniz. Demek

ki say›n›z 3’e ve 7’ye bölündü¤ünde 1, 5’e bölündü¤ünde 2 ka-

l›yormufl. fiu ifllemi yap›yorum:

1 !"70 + 2 !"21 + 1 !"15.

Sonuç 127 ç›k›yor. Bu say›dan 105 ç›kar›rsam, tuttu¤unuz

say›y› bulurum: 22.

Genel yöntem flöyle: Diyelim size a, b ve c kalanlar› verildi

18
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(bu s›rayla.) fiu ifllemi yap›n:

70a + 21b + 15c.

Ç›kan sonuçtan ç›karabildi¤iniz kadar 105 ç›kar›n; bir baflka

deyiflle, ç›kan sonucu 105’e bölün, kalan say› tutulan say›d›r.

Yukarda kulland›¤›m 70, 21 ve 15 say›lar› nerden ç›kt›lar?

Bu say›lara anahtar say›lar› diyelim. Örne¤in 70 anahtar say›s›

nas›l bulundu? Anlatay›m. Öyle bir say› ar›yorum ki,

3’e bölündü¤ünde kalan 1 olsun

5’e bölündü¤ünde kalan 0 olsun

7’ye bölündü¤ünde kalan 0 olsun.

70 say›s› yukardaki özellikleri sa¤lar, hatta 70, bu özellik-

leri sa¤layan pozitif en küçük say›d›r. Anahtar say›m›z›n 5’e ve

7’ye bölünmesi gerekiyor, demek ki 35’e de bölünmesi gereki-

yor, demek ki anahtar say›m›z, 35, 70, 105, 140, 175,... gibi

35’in katlar›ndan biri olmal›. Birinci say› de¤il ama ikinci say›

istedi¤imiz ifllevi görüyor. 70 yerine 175 de alabilirdik.

21 anahtar say›s› da flöyle bulunmufltur: Öyle bir say› ar›-

yorum ki,

3’e bölündü¤ünde kalan 0 olsun

5’e bölündü¤ünde kalan 1 olsun

7’ye bölündü¤ünde kalan 0 olsun.

21 yukardaki özellikleri sa¤l›yor. 15 anahtar say›s›n› flöyle bul-

duk: Öyle bir say› ar›yorum ki,

3’e bölündü¤ünde kalan 0 olsun

5’e bölündü¤ünde kalan 0 olsun

7’ye bölündü¤ünde kalan 1 olsun.

15 yukardaki özellikleri sa¤l›yor.

E¤er a = 0, 1, 2, b = 0, 1, 2, 3, 4 ve c = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ise,

70a + 21b + 15c

say›s› 3’e, 5’e ve 7’ye bölündü¤ünde kalanlar s›ras›yla a, b ve c

say›lar›d›r. Demek ki, e¤er size verilen üç say› a, b ve c ise, tu-

tulan say›yla 70a + 21b + 15c say›s›, 3’e, 5’e ve 7’ye bölündü-

¤ünde ayn› kalanlar› verir. Bundan da, iki say›n›n aras›ndaki

19
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fark›n 3’e, 5’e ve 7’ye, yani 3!5!7 = 105’e bölündü¤ü ç›kar.

‹kinci sihirbazl›¤›n nas›l yap›ld›¤›na bakal›m.

Önce,

7’ye bölündü¤ünde kalan›n 1 oldu¤u

11’e bölündü¤ünde kalan›n 0 oldu¤u

13’e bölündü¤ünde kalan›n 0 oldu¤u

bir say› bulaca¤›m. Böyle bir say› 11’e ve 13’e bölündü¤ünden,

11!13’e, yani 143’e de bölünür. 143’ün katlar›na bakal›m teker

teker. Hangisinin 7’ye bölündü¤ünde kalan› 1 ise, o say›y› birin-

ci anahtar say›m›z olarak alal›m. Biraz denemeyle, 143 ! 5 =

715’in iflimizi gördü¤ü anlafl›l›r. Birinci anahtar say›m›z 715’tir.

‹kinci anahtar say›m›z flu özellikleri sa¤lamal›d›r:

7’ye bölündü¤ünde kalan 0 olmal›

11’e bölündü¤ünde kalan 1 olmal›

13’e bölündü¤ünde kalan 0 olmal›.

Böyle bir say› 7 !"13 = 91’in kat› olmal›. 91 !"4 = 364 iflimizi

görüyor.

Üçüncü anahtar say›m›z flu özellikleri sa¤lamal›:

7’ye bölündü¤ünde kalan 0 olmal›

11’e bölündü¤ünde kalan 0 olmal›

13’e bölündü¤ünde kalan 1 olmal›

Say›m›z 7 !"11 = 77’in kat› olmal›. 77 !"12 = 924 iflimizi görüyor.

fiimdi, e¤er a, b ve c kalanlar› verilmiflse, tutulan say›yla,

715a + 364b + 924c

say›s› aras›ndaki fark 7 !"11 !"13 = 1001’in katlar›d›r. 715a +

364b + 924c say›s›ndan ç›karabildi¤imizce 1001’i ç›karal›m,

tutulan say›y› buluruz.

Bir örnek verelim. Diyelim karfl›m›zdaki 200’ü tuttu. Biz bu

say›y› daha bilmiyoruz, birazdan bulaca¤›z. 200’ü s›ras›yla

7’ye, 11’e ve 13’e bölelim ve kalanlar›na bakal›m: 4, 2, 5. Bu

üç say› veriliyor bize.

20
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fiimdi,

715!4 + 364!2 + 924!5

say›s›n› hesaplayal›m. 8208 buluruz. Bu say›dan 1001’in katla-

r›n› ç›karal›m:

8208 – 8008 = 200.

‹flte say›y› bulduk!

Genel olarak, a1, ..., an say›lar›n›n ikifler ikifler en büyük ortak

bölenleri 1 ise, a1 ! ... ! an’den küçük bir x say›s›n›n a1, ..., an sa-

y›lar›na bölündü¤ünde kalanlar›n› bilmek, x’i bulmak için yeterli-

dir. Aynen yukardaki yöntemi uygular›z. Anahtar say›lar› bulmak

gerekir elbet. Anahtar say›lar›n›n bulunabilmesi için de a1, ..., an

say›lar›n›n ikifler ikifler ortak bölenlerinin olmamas› gerekir.

21
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‹lginç Diziler

27

fiu befl terimlik diziye bir göz at›n: 2, 1, 2, 0, 0.

Birinci say›, yani 2, dizideki 0’lar›n say›s›d›r.

‹kinci say›, yani 1, dizideki 1’lerin say›s›d›r.

Üçüncü say›, yani 2, dizideki 2’lerin say›s›d›r.

Dördüncü say›, yani 0, dizideki 3’lerin say›s›d›r.

Beflinci say›, yani 0, dizideki 4’lerin say›s›d›r.

Gerçekten ilginç bir dizi... Madem öyle, bu tür dizilere il-

ginç dizi diyelim. Yani a0, a1, ..., an dizisinin terimleri,

ai = dizideki i’lerin say›s›

eflitli¤ini sa¤l›yorsa, diziye ilginç dizi diyelim.

Görüldü¤ü gibi, bir ilginç dizinin terimleri, oluflturduklar›

ilginç diziden sözediyorlar! Yani bu dizi kendi kendinden söze-

diyor...

‹flte bütün sonlu ilginç diziler:

(2, 0, 2, 0)

(1, 2, 1, 0)

(2, 1, 2, 0, 0)

(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0)

(4, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 0)

(5, 2, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)
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555055055055500000.

Daha da büyü¤ü:

18  111 ... 1  (138  104071 + 1)480  10636560.

(‹kinci say›da 1031 tane 1 var.)

Tepe tepe kullan›n!

Smith say›lar›n›n hiçbir ifle yaramad›klar›n› söylemifltim.

Peki, Smith say›lar› ilginç midir? Hay›r! Çünkü Smith say›lar›-

n›n özelli¤i say›lar›n onluk tabana göre yaz›lmalar›yla ilgilidir,

yani bir say›n›n Smith say›s› olmas› rastlant›sald›r biraz. Bu, el-

bet benim kiflisel düflüncem. Bence bir say›n›n yaz›ld›¤› taban-

dan ba¤›ms›z özellikleri ilginçtir.

Smith say›lar›yla ilgileniyorsan›z [13, 14]’e bakabilirsiniz.

Ben bakmad›m!

25
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Türkçede Heceleme

31

Ne ilginçtir, insanlar›n binlerce y›lda bulduklar› yaz›y›, ço-

cuklar›m›z 5-6 yafllar›nda ö¤renebiliyorlar. Her düflünü-

flümde çocuklar›n bu ö¤renme yetisine flaflar›m.

Ama bilim dallar›nda da durum böyle de¤il midir? Ondo-

kuzuncu, hatta yirminci yüzy›lda bulunmufl soyut matematik

kavramlar›n›, fizik yasalar›n›, kimya olgular›n› çocuk say›lacak

yafllarda ö¤renmiyor muyuz?

Bir bilimci için hem güzel hem de üzülesi bir fley bu. Güzel,

çünkü büyük çabalarla bulunan olgu genifl bir halk kitlesine ta-

n›t›l›yor. Üzülesi, çünkü büyük çabalarla bulunan olgu o dere-

ce basitmifl ki bir çocu¤a bile ö¤retilebiliyor.

Çocuklu¤umda, ilkokula giden her çocuk hecelemeyi ö¤renir-

di. Çünkü okumay› harf harf, hece hece ö¤renirdik. Ö¤retmen

B’yle A’y› karatahtada yanyana koyup BA yazard›. Ö¤retmen

BA’y› yazar yazmaz, biz çocuklar hep birlikte, “BAAA” diye ba-

¤›r›rd›k. Ö¤retmen BA’n›n arkas›na K koydu¤unda da “BAAAK”

diye ba¤›r›rd›k. Örne¤in BAKKAL sözcü¤ünü okumak için birin-

ci harften bafllard›k okumaya. Birincisinden sonuncusuna dek te-

ker teker harfleri gözden geçirerek okurduk sözcükleri. Okumay›

afla¤› yukar› söktü¤ümüzde de, bir sözcü¤ü hecelere ay›rmas›n›

ö¤renmifl olurduk. S›n›f›mda herkese çok kolay gelirdi bu. Kimse-
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nin hecelemeden zay›f not ald›¤›n› an›msam›yorum. Geç okuma-

ya bafllayanlar vard› ama, geç heceleyenler yoktu. Bilmedi¤imiz,

hatta uydurma sözcükleri bile hecelere ay›rabilirdik. Örne¤in,

KASTURAMIYFATOM uydurma sözcü¤ünü pek zorluk çekme-

den, KAS–TU–RA–MIY–FA–TOM diye hecelere ay›rabilirdik.

Y›llar geçiyor ve y›llar geçtikçe de e¤itim yöntemleri de¤ifli-

yor. Çocuklar›m okumay› benim gibi harf harf, hece hece ö¤-

renmediler; sözcük sözcük, kal›p kal›p ö¤rendiler. Bu okuma

yöntemini bilmeyenler için aç›klayay›m.

Günümüz e¤itimcilerinin birço¤u flöyle düflünüyor: “Bir ye-

tiflkin bir sözcü¤ü okurken harf harf, hece hece okumaz. Örne-

¤in BAKKAL sözcü¤ünü okumak için B’den bafllamaz. BAK-

KAL sözcü¤ünü bir kal›p olarak görür ve sözcü¤ü bir ç›rp›da

okur. Hatta SEN‹ SEV‹YORUM gibi uzunca say›labilecek ama

s›k görülen tümceleri de öyle bir ç›rp›da okuruz. Çocuklar›m›-

za da okumay› harf harf, hece hece de¤il, kal›p kal›p ö¤retme-

liyiz. Çünkü biz de öyle okuyoruz.”

K›z›m›n gitti¤i yuvada bu yöntem kullan›l›yordu. Dersli¤in

duvarlar›nda BAKKAL, K‹TAP, OKUL gibi, kartonlara yaz›l-

m›fl basit sözcükler as›l›yd›. Ö¤retmen, bu sözcükleri arada s›-

rada çocuklara okur, çocuklar›n, bu sözcüklerin kal›plar›n› ay-

r›m›na varmadan ö¤renmelerini isterdi. Onbefl gün sonra du-

varlara yeni sözcükler as›l›rd›.

‹nsanlar genellikle yeniliklere karfl› direnirler. Tutuculu¤un

insan›n do¤as›nda oldu¤una inan›yorum. ‹nsanlar nas›l kulak-

l›, burunlu, kafll›, gözlü do¤arlarsa, ayn› zamanda da tutucu

do¤arlar. Tutuculuk, bir bak›ma, kendini koruma içgüdüsünün

bir d›flavurumudur, yani ölmemek için, yaflamak için gerekli

olan (en az›ndan gerekli oldu¤u san›lan) bir tav›rd›r. Kuflaklar

aras›nda her zaman var olan ve umar›m her zaman var olacak

olan kavga da bundan kaynaklanmaz m› zaten? Ve bir insan›n

(örne¤in bir sanatç›n›n, bir bilimcinin, hatta hatta kar›koca-

dan, anababadan birinin) kendini yenilemesi, de¤iflmesi, kendi-
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ni aflmas› iflte bu tutuculuk yüzünden

zor de¤il midir?

E¤itimdeki bu yenili¤e ben de bafl-

lang›çta karfl› ç›kt›m. Bizlere harf harf,

hece hece okumay› ö¤rettiler de, kötü

mü oldu? Bifleyimiz mi eksik kald›?

Bak, ben nas›l çat›r çat›r, hem de h›zl›

ve anlayarak okuyorum!

K›z›m biriki ay içinde ve birdenbire

ve çok küçük yaflta okumay› söktü,

hem de hiç zorluk çekmeden... O¤lum

da ayn› yöntemle okumay› baflar›nca,

e¤itim diye bir bilim dal›n›n varl›¤›na

bir kez daha inand›m, insan beyninin olanaklar›na bir kez daha

flafl›rd›m. Çocuklar›m›n ve okul arkadafllar›n›n, sanki bir okuma

hap› yutmuflças›na, nas›l birdenbire okumay› söktüklerini bu-

gün bile anlam›fl de¤ilim. Akla ak›l ermiyor, hele çocuk akl›na...

Neyse, konumuz bu de¤il. Konumuz heceleme. Bugün neden-

se ço¤u kimse sözcükleri hecelere ay›rmas›n› bilmiyor. Ya hiç ö¤-

renmemifller ya bildiklerini unutmufllar... “Nerden biliyorsun?”

diye soracak olursan›z... Hem Nesin Vakf› yöneticisi hem de bir

popüler matematik yazar› olarak bana gelen mektuplardan bili-

yorum: Birçok kifli sat›r sonlar›na s›¤mayan sözcükleri, sanki bu

konuda hiç kural yokmufl gibi gelifligüzel ay›r›yor.

Belki de bu yanl›fl gazetelerden kaynaklan›yor. Eskiden ga-

zeteler elle, harf harf dizilirdi. Dizgici, ilkokul e¤itiminden geç-

mifl her Türkiye yurttafl› gibi hecelemeyi bilir ve sat›r sonlar›na

s›¤mayan sözcükleri do¤ru, yani hece sonundan ay›r›rd›. Bugün

her fley bilgisayarla yap›l›yor. Bilgisayarda kullan›lan yaz›l›m-

lar (programlar) yabanc› mal› olduklar›ndan, bu yaz›l›mlar

Türkçe hecelemeyi bilmiyorlar. Sonuç olarak Türkçe gazeteler-

de sat›r sonlar›na s›¤mayan sözcükler ço¤u zaman yanl›fl ayr›-

l›yor. Bu, birkaç y›l öncesine de¤in çok s›k olurdu. Galiba flim-
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di biraz daha dikkat ediliyor, ama gene de heceleme yanl›fllar›

görüyorum gazetelerde. Öyle san›yorum ki gazetelerdeki hece

ay›rma yanl›fllar›n› göre göre, birçok kifli sat›r sonlar›na s›¤ma-

yan sözcüklerin gelifligüzel ayr›labilece¤ini düflünmeye bafllad›.

Oysa Türkçede heceleme çok kolayd›r. Kan›t olarak yukar-

daki KASTURAMIYFATOM sözcü¤ünü verebilirim. Bu uy-

durma sözcük hiç zorluk çekmeden hecelere ayr›labilir. Bizim

kolayl›kla yapabildi¤imizi, bilgisayar da yapabilmeli. Türkçe

heceleme kolayl›kla bilgisayara ö¤retilebilir1.

Bir bilgisayara Türkçe sözcükleri hecelere ay›rmas›n› nas›l

ö¤retebiliriz? Öyle bir kural bulmal› ki, hiç Türkçe bilmeyen,

hatta Türkçeyi do¤ru düzgün okumas›n› bilmeyen bir insan bi-

le, sözcü¤ün yaz›l›fl›na bak›p bu kural› Türkçe sözcüklere uygu-

lad›¤›nda, sözcükleri do¤ru olarak hecelere ay›rabilsin. Arka-

dafl›m Doç. Dr. Eflref Eflkinat ve birkaç arkadafl› böyle bir ku-

ral bulmufllar. Bu kural› görelim.

Türkçe sözcükleri hecelere ay›rabilmek için her harfi bilme-

ye gerek yok. Bu ifl için, sesli harflerle sessiz harfleri birbirinden

ay›rdedebilmek yeterli. Örne¤in her sesli yerine A harfini, her

sessiz yerine B harfini koyarsak, hecelemeyi gene do¤ru yapa-

biliriz. Yukardaki uydurma KASTURAMIYFATOM sözcü¤ü,

o zaman BABBABABABBABAB olur. KASTURAMIYFATOM

sözcü¤üyle BABBABABABBABAB sözcü¤ü ayn› biçimde hece-

lere ayr›l›rlar:

KAS–TU–RA–MIY–FA–TOM

BAB–BA–BA–BAB–BA–BAB

Bu gözlem, Türkçe hecelemeyi otomatiklefltirmenin, bilgisa-

yarlar›n anlayabilece¤i bir biçimde aç›klayabilmenin ilk ad›m›d›r.

Genel kural flöyle: Sözcü¤ü okumaya bafltan de¤il sondan

bafllay›n. En son seslinin solunda bulunan ilk sessizden heceyi
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1 Art›k Türkçe hecelemeyi yapabilen bilgisayar yaz›l›mlar›m›z da var. San›r›m bu
yaz›l›mlar bu yaz›da anlat›lan yöntemi kullan›yorlar.
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ay›r›n. Örne¤in KASTURAMIYFATOM uydurma sözcügünün

son seslisi “O” ve bu seslinin solundaki ilk sessiz “T”. ‹flte

T’den itibaren heceyi ay›r›n: TOM bir hecedir. O heceyi söz-

cükten at›n ve geri kalan sözcü¤e ayn› kural› uygulay›n. TOM

hecesini atarsak, geriye KASTURAMIYFA kal›r. Gene sondan

bafllayaca¤›z. En son seslimiz “A”. A’n›n solundaki ilk sessiz

“F”. F’den itibaren heceyi ay›r›n, FA bir hecedir. Geriye KAS-

TURAMIY kal›r. En son sesli “I” ve bu seslinin solunda “M”

sessiz harfi var. “M” ve M’nin sa¤›ndaki harfler bir hece olufl-

tururlar. Yani MIY bir baflka hecedir. MIY’› da atarsak geriye

KASTURA kal›r. Bunu böyle sürdürerek, KASTURAMIYFA-

TOM sözcü¤ünü hecelere ay›rabiliriz. Türkçe sözcüklerin çok

büyük bir ço¤unlu¤una bu kural› uygulayarak, sözcükleri do¤-

ru biçimde hecelere ay›rabiliriz.

Ama bu kural› BABAANNE, KA‹NAT, TAB‹AT, A‹LE,

TAB‹‹, MAALESEF, SUAT sözcüklerine uygularsak, do¤ru he-

celemeyi elde etmeyiz, flunu elde ederiz:

BA–BAAN–NE

KA‹–NAT

TA–B‹AT

A‹–LE

TA–B‹‹

MAA–LE–SEF

SUAT

Oysa do¤ru heceleme floyledir:

BA–BA–AN–NE

KA–‹–NAT

TA–B‹–AT

A–‹–LE

TA–B‹–‹

MA–A–LE–SEF

SU–AT
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Gecikmifl Bir Teflekkür

45

Afla¤›daki eflitli¤i daha önce Matematik ve Korku adl› kita-

b›m›n Pisagor ve Say›lar adl› yaz›s›nda kan›tlam›flt›m:

1 + 2 + ... + n = n(n + 1)/2

Geometrik olarak bu eflitli¤i bir kez daha “kan›tlayay›m”.

Ama önce eflitli¤i flöyle yazay›m:

1 + 2 + ... + n = n2/2 + n/2

Diyelim n = 5. Afla¤›daki flekle bakal›m.

Kaç kare var bu flekilde? 1 + 2 + 3 + 4 + 5 tane kare var.

n’nin 5 oldu¤unu unutal›m. Yanda-

ki flekilde 1 + 2 + ... + n tane kare

var. Her karenin alan› 1 birim ise,

fleklin alan›, fleklin içindeki kare sa-

y›s›na eflittir, yani

1 + 2 + ... +  n

dir.

Öte yandan, üçgenin alan›

n2/2’dir çünkü kenar› n olan bir kare-

nin alan›n›n yar›s›d›r ve üçgenin hemen üstünün de alan› n/2 (n

tane karenin alan›n›n yar›s›.) Demek ki fleklin alan› n2/2 + n/2’dir.

Yukardaki fleklin alan›n› iki türlü hesaplad›k. ‹lk hesapta,

1 + 2 +... + n
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Sonsuz Toplamlar

53

fla¤›daki sonsuz toplam sonlu mu, sonsuz mu?

A 1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + ...

Sonsuz tane say›y› toplad›¤›m›zda sonuç her zaman sonsuz

olmayabilir. Örne¤in bu sonsuz toplam sonlu bir say›d›r. Han-

gi say› oldu¤unu birazdan söyleyece¤im.

Sonsuz toplam› bulmadan önce sonlu toplamlar› bulal›m.

1/12 = 1

1/12 + 1/22 = 1,25

1/12 + 1/22 + 1/32 = 1,361111...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 = 1,423611...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 = 1,463611...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + 1/62 = 1,491389...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + 1/62 + 1/72 = 1,511797...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + 1/62 + 1/72 + 1/82 = 1,527422...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + 1/62 + 1/72 + 1/82 + 1/92 = 1,539768...

1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + 1/62 + 1/72 + 1/82 + 1/92 + 1/102 = 1,549768...

Toplamlar gittikçe büyüyorlar. Do¤ru. Ama bu, sonsuz

toplam›n sonsuz olaca¤› anlam›na gelmez. Örne¤in, 0,9, 0,99,

0,999, 0,9999, ... say›lar› da durmadan büyürler, ama 1’i hiç-

bir zaman geçemezler1.

1 Bu dizi sonsuzda 1 olur. Bir baflka deyiflle, 9/10 + 9/102 + 9/103 + ... sonsuz
toplam›, yani 0,9999.... say›s› 1’e eflittir.
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O gün ve daha sonraki günler birçok formül bulduk. Sa-

bahtan akflama formül buluyorduk.

O gittikten sonra da formüller bulmaya devam ettim. Ken-

dime bir defter al›p bulduklar›m› yazd›m. Çocukça fleyler bulu-

yordum elbet, ama olsun, çok hofluma gidiyordu.

O delikanl› bana çok fley ö¤retti. Kimbilir nerelerde flimdi,

ne yap›yor? Ad› bile kalmam›fl belle¤imde. Kendisine yüzyüze

teflekkür etmek isterdim.

Sonradan eklenmifl not: Bu delikanl›n›n ad› Murat Aygen’di.

Y›llar sonra tekrar tan›flt›k. Beni unutmufltu. Ben de an›msatma-

d›m kendimi kendisine nedense. Teflekkür edemedim beni bu

güzel dünyayla tan›flt›rd›¤› için. Belki bu yaz›y› okur.
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Yeniflemeyen Zarlar

59

“Ahmet, Belgün’den daha uzun boyluysa, Belgün de Cemal’den

daha uzun boyluysa, Ahmet, Cemal’den daha uzun boyludur,”

önermesi hiç kuflkusuz do¤rudur. Çünkü A > B ve B > C eflit-

sizliklerinden, A > C eflitsizli¤i ç›kar.

fiu önermeyi ele alal›m flimdi: “Ahmet, Belgün’den daha iyi

satranç oynuyorsa ve Belgün de Cemal’den daha iyi satranç oy-

nuyorsa, Ahmet, Cemal’den daha iyi satranç oynuyordur.”

Bu önerme do¤ru mudur? Ahmet gerçekten Cemal’den da-

ha iyi satranç oynuyorsa, önerme do¤rudur elbet. Ama genel

olarak, herhangi üç kifli için do¤ru mudur bu önerme? Bir bafl-

ka deyiflle, A, B ve C herhangi üç kifliyi simgeliyorsa, A, B’den,

B de C’den daha iyi satranç oynuyorsa, A, C’den daha iyi sat-

ranç oynuyor diyebilir miyiz?

Sordu¤um sorunun yan›t›n› bilmiyorum, çünkü soru mate-

matiksel de¤il.

Konuyu biraz olsun deflelim. Soruyu basitlefltirece¤iz, sat-

ranç oynamak yerine zar ataca¤›z.

A ve B diye adland›rd›¤›m›z iki zar›n alt› yüzünde flu say›-

lar yaz›l› olsun:

A: 1 4 5 7 9 12

B: 2 3 6 8 10 11
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Bu iki zar birbiriyle “en yüksek say›y› atma” oyunu oyna-

sa, hangisi daha çok kazan›r, yani hangi zar›n kazanma olas›l›-

¤› daha yüksektir? Bu soruyu yan›tlamak için gelebilecek zarla-

r› bir tabloyla gösterelim.

Örne¤in, A’ya 9, B’ye 6 geldi¤i durumu beflinci sütunla

üçüncü s›ran›n kesiflti¤i yerde (gölgelenmifl karede) gösterdik.

A’n›n B’yi yendi¤i zar at›fllar›na A yazd›k, B’nin A’y› yendi¤i

zar at›fllar›naysa B yazd›k. Say›ld›¤›nda görülece¤i gibi, B, A’y›

19 kez yeniyor. Demek ki B’nin A’y› yenme olas›l›¤› 19/36’d›r.

Ve elbet, A’n›n B’yi yenme olas›l›¤› 17/36’d›r1. Dolay›s›yla iki

zardan birini seçmek gerekirse B zar›n› seçmeliyiz, çünkü B za-

r›yla kazanma olas›l›¤›m›z› art›rm›fl oluruz. Hatta bu oyunu B

zar›yla (A zar›na karfl›) 36 milyon kez oynayacak olsak, afla¤›

yukar› 19 milyonunda kazan›r›z, geriye kalan 17 milyonunda

kaybederiz. Sonuç olarak B zar› A zar›ndan (olas›l›k olarak el-

bet) daha iyidir.

Bu kez üç zar›m›z olsun: A, B ve C zarlar›. Ve zarlar›n üs-

tünde flu say›lar yaz›l› olsun:

A: 1 5 6 10 13 18

B: 2 3 7 11 16 17

C: 4 8 9 12 14 15

Bu zarlarla C, B’yi 20/36 olas›l›kla yener (hesaplar› okura

b›rak›yorum.) B de A’y› 19/36 olas›l›kla yener. Demek ki C za-

r› B zar›ndan ve B zar› A zar›ndan daha iyidir. En iyi zar›n C
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1 Eflitlik (yeniflememek) olmad›¤›ndan, bu iki olas›l›¤›n toplam› 1 olmal›d›r.

1 4 5 7 9 12

2 B A A A A A

3 B A A A A A

6 B B B A A A

8 B B B B A A

10 B B B B B A

11 B B B B B A
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oldu¤u sonucuna varabilir miyiz?

C’yle A’y› birbirleriyle kap›flt›racak olursak, C’nin A’y› ger-

çekten de 21/36 olas›l›kla yendi¤ini görürüz.

Demek C, hem A’y› hem de B’yi yeniyor. Hiç kuflku yok ki

bu örnekte C en iyi zard›r.

Birinci Soru. Öyle

A, B ve C zarlar› var

m›d›r ki, A zar› B zar›-

n› yensin2, B zar› C za-

r›n› yensin ve C zar› A

zar›n› yensin? Ve zarla-

r›n üstünde 18 de¤iflik

say› olsun3?

Birinci Sorunun Yan›t›. Evet vard›r! Bu zarlar› bulaca¤›z.

Hatta öyle zarlar bulaca¤›z ki, A, B ve C birbirlerini hep ayn› so-

nuçla, 19’a 17 yenecek! Ve atacaklar› ortalama zar ayn› olacak!

1’le 18 aras›ndaki say›lar› rastgele bir biçimde A, B ve C’ye

da¤›tal›m. E¤er flansl› bir günümüzdeysek istedi¤imize ulafl›r›z.

fians›m›z› deneyelim. Diyelim A, B ve C’ye flu say›lar› da¤›tt›k:

A: 3 5 8 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 7 10 15 17

Bu zarlar› yar›flt›r›rsak flu sonuçlar› elde ederiz:-

A-B: 19-17

B-C: 19-17

C-A: 18-18

‹lk iki karfl›laflma istedi¤imiz gibi, ama son karfl›laflma iste-

di¤imiz gibi de¤il. C’nin A’y› yenmesini istiyorduk, oysa yeni-
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2 Olas›l›k olarak sözediyoruz burda elbet. Yani A’n›n B’yi yenme olas›l›¤›

1/2’den büyük olsun.

3 E¤er böyle 18 de¤iflik say› varsa, dilersek bu say›lar› 1’den 18’e kadar alabiliriz.
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flemediler. Demek ki C’yi güçlendirip A’y› zay›flatmam›z gere-

kir. A’n›n büyük bir say›s›n› C’nin küçük bir say›s›yla de¤iflti-

rirsek bu dedi¤imiz olur ama, o zaman da ilk iki karfl›laflman›n

sonuçlar›n› de¤ifltirmifl olabiliriz... Bunu engellemeliyiz. Nas›l

engelleyebiliriz? A’n›n hangi büyük say›s›yla C’nin hangi küçük

say›s›n› de¤ifltirelim ki, A-B ve B-C karfl›laflmalar› (yani B’nin

yapt›¤› karfl›laflmalar) bu de¤iflimden etkilenmesinler? A’n›n

8’iyle C’nin 7’sini de¤ifltirirsek, hem C güçlenmifl olur, hem A

zay›flam›fl olur, hem de A-B ve B-C karfl›laflmalar› bu de¤iflim-

den etkilenmezler! Çünkü B’nin bir say›s› 7’den küçükse, 8’den

de küçüktür; 8’den küçükse 7’den de küçüktür... Dedi¤imiz gi-

bi yapal›m ve 7’yle 8’in yerlerini de¤ifltirelim:

A: 3 5 7 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 8 10 15 17

Bu yeni zarlarda A-B, B-C ve C-A karfl›laflmalar› hep ayn›

sonuçla, 19–17 biter. ‹stedi¤imiz gibi A, B, C zar› bulduk.

Okurun karfl› geldi¤ini duyar gibi oluyorum. ‹lk denemem-

deki A, B, C zarlar›n› nas›l elde etti¤imi soruyordur. Bu zarla-

r›, say›lar› rastgele da¤›tarak buldu¤uma inanm›yordur. Okur

inanmamakta hakl›. ‹lk zarlar› nas›l buldu¤umu anlatmaya ça-

l›flay›m.

Zarlardan herhangi ikisinin (7 ve 8 gibi) ard›fl›k say›lar içer-

mesi iflime gelir. Hatta ikifler çift ard›fl›k say› içerseler daha iyi

olur. Gerekirse birini, gerekirse öbürünü güçlendirmek için

kullan›r›m. Böylece yanl›fl› gidermem kolay olur, çünkü iki kar-

fl›laflman›n sonucunu de¤ifltirmeden üçüncü karfl›laflman›n so-

nucunu istedi¤im yönde de¤ifltirebilirim. Bunu biliyorum. Do-

lay›s›yla ilk denememde bunu sa¤lamaya çal›flmal›y›m. Say›lar›

zarlara flöyle da¤›tt›m:
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Yani flöyle:

A: 1 6 8 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 3 5 7 10 15 17

Bu zarlar aralar›nda oynarlarsa her karfl›laflma 18-18 bera-

bere biter... Oysa ben - örne¤in - A’n›n B’yi yenmesini istiyo-

rum. 1’le 2’nin yerlerini de¤ifltirirsem, A’y› güçlendiririm, B’yi

zay›flat›r›m ve C’nin sonuçlar›n› de¤ifltirmem. Bu de¤ifltirmeyi

yapacak olursam A-B karfl›laflmas› istedi¤im gibi biter ve B-C ve

A-C karfl›laflmalar›nda bir de¤ifliklik olmaz. B-C karfl›laflmas›n›

B’ye kazand›rtmak için 4’le 5’in yerlerini de¤ifltireyim. Böylece

B-C karfl›laflmas›n› B kazan›r ve A-B karfl›laflmas›n› hâlâ A ka-

zan›r, hem de ayn› sonuçla. Son olarak, C-A karfl›laflmas›n› C’ye

kazand›rtmak için 7’yle 8’in yerlerini de¤ifltirebilirim. Sonuç

olarak flu zarlar› elde ederim:

A: 2 6 7 12 14 16

B: 1 5 9 11 13 18

C: 3 4 8 10 15 17

Ve flu sonuçlar› elde ederiz:

A-B: 19–17

B-C: 19–17

C-A: 19–17

‹stedi¤imiz de buydu zaten.

Üstelik her üç zar›n ortalama say›s› ayn›: 57/6 = 9,5. Acaba

bu bir rastlant› m›?
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B: 18

C: 15 17

A: 1 12 14 16

B: 2 4 11 13

C: 3 5 7 10

A: 6 8

B: 9
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‹kinci Soru. Ayn› fleyi dört zarla yap›n. Üstlerinde 1’den 24’e

kadar tüm say›lar›n bulundu¤u öyle dört A, B, C, D zar› bulun

ki A-B, B-C, C-D ve D-A karfl›laflmalar›n›n sonucu 19-17 olsun.

Ve ayr›ca A-C ve B-D karfl›laflmalar›n›n sonucu 18-18 olsun!

‹kinci Sorunun Yan›t›. Yukardaki yöntemi deneyelim. Ba-

kal›m olacak m›?

Yani zarlar›m›z flöyle:

A: 1 8 11 16 19 22

B: 2 5 12 15 18 21

C: 3 6 9 14 17 24

D: 4 7 10 13 20 23

Karfl›laflmalar›n sonuçlar›n› da yazal›m:

A-B: 19-17

B-C: 18-18

C-D: 17-19

D-A: 18-18

A-C: 19-17

B-D: 19-17

Tam istedi¤imiz gibi olmad› ama pek uzak say›lmay›z. A-B

karfl›laflmas› tam istedi¤imiz gibi sonuçland›: 19-17. Ama öbür

karfl›laflmalar›n hiçbiri istedi¤imiz gibi sonuçlanmad›. ‹kinci ve

üçüncü karfl›laflmalara bakal›m ilk olarak. ‹kinci karfl›laflma

18-18 bitmifl, oysa biz B’nin 19-17 kazanmas›n› istiyorduk.

Demek ki B’yi C’den 1 say› daha güçlü k›lmal›y›z. Üçüncü kar-
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C: 24

D: 20 23

A: 1 16 19 22

B: 2 5 15 18 21

C: 3 6 9 14 17

D: 4 7 10 13

A: 8 11

B: 12
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fl›laflma 17-19 D’nin lehine bitmifl, oysa biz tam tersini istiyor-

duk. Demek ki C’yi D’den 2 say› daha güçlü k›lmal›y›z. Bu is-

teklerimizi ilk iki sütunla oynayarak yerine getirebiliriz:

A: 1 8 11 16 19 22

B: 4 5 12 15 18 21

C: 3 7 9 14 17 24

D: 2 6 10 13 20 23

Bu yeni zarlarla sonuçlar flöyle:

A-B: 19-17

B-C: 19-17

C-D: 19-17

D-A: 18-18

A-C: 19-17

B-D: 18-18

Dördüncü ve beflinci karfl›laflmalar hâlâ daha istedi¤imiz gi-

bi de¤il. Örne¤in A-C karfl›laflmas›n› bir say› farkla C kazan-

m›fl. Oysa biz bu karfl›laflman›n 18-18 berabere bitmesini isti-

yorduk. Demek ki A’y› C’den 1 güçlendirmeliyiz. 7’yle 8’in yer-

lerini de¤ifltirelim. A-D karfl›laflmas›n› da yoluna koymak için

10’la 11’in yerlerini de¤ifltirelim. ‹flte zarlar:

A: 1 7 10 16 19 22

B: 4 5 12 15 18 21

C: 3 8 9 14 17 24

D: 2 6 11 13 20 23

Bu yeni zarlarla sonuçlar flöyle:

A-B: 19–17

B-C: 19–17

C-D: 19–17

D-A: 19–17

A-C: 18–18

B-D: 18–18

Tam istedi¤imiz gibi...
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Ayr›ca her zar›n ortalamas› 75/6’d›r. Yani averajda da eflit-

lik bozulmaz. Bu da m› rastlant›?

Yaz›n›n bafl›nda sordu¤um satranç sorusunun yan›t›n› hâlâ

daha bilmiyorum. Ama yukardaki bulgular›m bana satrançta

“daha iyi oyuncu” iliflkisinin bir tams›ralama olmad›¤›n› f›s›l-

d›yor. Kimi oyuncu oyun bafl›nda, kimi oyuncu oyun ortas›n-

da, kimi oyuncuysa oyun sonunda iyi olabilir. Kimi oyuncu sa-

vunmada iyidir. Kimisi h›rsl› oyuncuya karfl› daha iyi oynar...

Bir satranç oyununu kazand›ran (ya da kaybettiren) birçok ö¤e

oldu¤undan, “daha iyi satranç oyuncusu” iliflkisinin bir tams›-

ralama oldu¤unu sanm›yorum.
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Tuhaf Bir Buluflma

67

Olas›l›k kuram› ilkokullarda bile okutulabilecek kerte basit

ve zevklidir. ABD’de kimi okullarda 9 yafl›ndaki çocukla-

ra bile okutuluyor olas›l›k kuram›. Basit olas›l›k kuram›n› an-

lamak ve bundan zevk almak için kesirli say›larla dört ifllemi

yapabilmek yeterlidir. Baflka bir fleye gerek yoktur. Ha, birkaç

zar ve biraz bozuk para da gerekebilir. Bu kadarc›k gereçle s›-

n›flarda harikalar yarat›labilir.

Hatta, kesirli say›lar› çocuklara anlatmak için olas›l›k kura-

m› araç olarak da kullan›labilir. Örne¤in s›n›fta ö¤renciler ha-

r›l har›l yaz›-tura atabilirler ve böylece “%50” kavram›n› çok

rahat kavrayabilirler, yani 1/2 say›s›n› kendi kendilerine keflfe-

debilirler. Ya da zar atarlar ve 1/3, 1/6 gibi kesirli say›lara ula-

fl›rlar. Olas›l›k kuram›n› çocuklara anlatmak için ne güzel

oyunlar oynanabilir s›n›fta.

‹lk ve ortaokullarda sonlu olas›l›k kuram› okutulabilir an-

cak. Nedir sonlu olas›l›k kuram›? Sonlu olas›l›k kuram›nda

“olay” say›s› sonludur. Örne¤in bir kez yaz›-tura at›ld›¤›nda

iki olay vard›r: “yaz›” olay› ve “tura” olay›. Bir kez zar at›ld›-

¤›ndaysa alt› olay vard›r. ‹ki kez zar at›ld›¤›nda 21 olay vard›r

(36 de¤il, çünkü, örne¤in, 2-1 ve 1-2 ayn› olaylard›r.) Genellik-

le yaz›-tura ve zar oyunlar› sonlu olas›l›k kuram›na girer, çün-

kü olay say›s› sonludur.
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Üç kez yaz›–tura at›ld›¤›nda tam iki kez yaz› gelme olas›l›-

¤› 3/8’dir örne¤in, çünkü sekiz olay vard›r:

YYT •

YTY •

YTT

TYY •

TYT

TTY

TTT

ve herbirinin gerçekleflme olas›l›¤› ayn›d›r ve bunlardan üçün-

de tam iki tane yaz› (Y) vard›r. Bu, kolayl›kla bir ilkokul çocu-

¤una anlat›labilir.

Bir de sonsuz olas›l›k kuram› vard›r.

Örne¤in, “rastgele bir do¤al say›n›n çift ol-

ma olas›l›¤› kaçt›r?” sorusu sonsuz olas›l›k

kuram›na girer, çünkü bu soruda olay kü-

mesi do¤al say›lard›r ve sonsuz tane do¤al

say› vard›r. Sorunun yan›t› 1/2’dir elbet,

çünkü herkesin bildi¤i gibi do¤al say›lar›n

“yar›s›” çift, “yar›s›” tektir. Her ne denli

bu soru basitse de(!), sonsuz olas›l›k kura-

m›nda çok zor (ama zor oldu¤u kadar da

e¤lenceli) sorular da vard›r. ‹flte o güzel so-

rulardan biri:

‹ki arkadafl Taksim Meydan›’nda buluflmaya

karar verirler. Her ikisi de saat 12’yle 13 aras›nda

herhangi bir anda Taksim Meydan›’na gelecekler,

on befl dakika bekleyip gideceklerdir. Bu on befl da-

kika süresince birbirlerine rastlarlarsa ne âlâ, yok-

sa buluflamayacaklard›r. ‹ki arkadafl, yüzde kaç

olas›l›kla buluflacaklard›r?
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Bu, bir olas›l›k sorusudur elbet, ama sonlu de¤il sonsuz ola-

s›l›k sorusudur, çünkü saat 12’yle 13 aras›nda sonsuz tane an

vard›r (en az›ndan öyle kabul edilir.)

Sorunun yan›t›n› okumadan önce önsezinizi ve sa¤duyunu-

zu bir s›navdan geçirin, bir tahminde bulunun. Hiç hesap yap-

madan, yan›t› afla¤› yukar› bulmaya çal›fl›n. Bakal›m önseziniz

ve sa¤duyunuz ne kerte güçlü. Benimkiler pek güçlü de¤ilmifl,

tahminimde çok yan›lm›fl›m.

‹ki arkadafl saat 12’yle 13 aras› rastgele bir saatte gelecek-

ler. Bu zaman süresini 60 santimetrelik bir do¤ru parças›yla

gösterelim. Her santimetre 1 dakikay› simgeler elbet. Bu do¤-

runun üstünde rastgele iki nokta seçece¤iz. Birinci nokta birin-

ci kiflinin geldi¤i saati gösterecek, ikinci nokta ikinci kiflinin

geldi¤i saati.

E¤er iki nokta aras›ndaki uzakl›k 15’ten küçükse, iki arkadafl

buluflacaklard›r, yoksa buluflamayacaklard›r. Daha matematik-

sel bir deyiflle, x birinci, y ikincinin koordinat›ysa,  x – y ! 15 ol-

du¤unda iki arkadafl buluflabilirler, yoksa buluflamazlar.

60 santimetre uzunlu¤undaki bir do¤ru parças›n›n üstünde

iki nokta seçece¤imize, her kenar› 60 santimetre olan bir kare-

nin içinde bir nokta seçelim. Ayn› fleyi yapm›fl oluruz. Karenin

içinde seçilen noktan›n birinci koordi-

nat› birincinin geldi¤i saati, ikinci koor-

dinat›ysa ikincinin geldi¤i saati belirler.

‹flte karemiz ve bu karenin içinde rast-

gele seçilen bir nokta:

Rastgele seçilen noktan›n koordi-

natlar›na (x, y) dersek, x birincinin, y

ise ikincinin Taksim’e gelme saatidir.

Yukardaki kareden rastgele bir nokta seçmek demek, o ka-

reye rastgele bir tafl at›p tafl›n de¤di¤i noktay› seçmek demektir.
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E¤er “birinci” Taksim’e daha erken gelirse, yani x ! y ise,

ancak y – x ! 15 oldu¤unda iki arkadafl buluflabilirler.

E¤er “ikinci” Taksim’e daha erken gelirse, yani y ! x ise,

ancak x – y ! 15 oldu¤unda iki arkadafl buluflabilirler.

Bir baflka deyiflle, ancak –15 ! x – y ! 15 oldu¤unda iki ar-

kadafl buluflabilirler.

Demek ki, iki arkadafl›n buluflabilmeleri için, rastgele at›lan

tafl›n afla¤›daki gri bölgeye de¤mesi gerekmektedir.

(Yandaki flekildeki iki yamuk

do¤ru parças›, yukardan afla¤›ya do¤-

ru, x – y = "15 ve x – y = 15 denklem-

lerinin graf›n›n karenin içindeki par-

çalar›d›r.)

Karenin içine rastgele at›lan bir ta-

fl›n, gri bölgeye rastgelme olas›l›¤› ne-

dir? O gri bölge alan›n›n›n, karenin

alan›na bölümüdür elbette. Karenin alan›n›n 602, yani 3600 ol-

du¤unu biliyoruz.

Gri bölgenin alan›n› hesaplayaca¤›m›za, geri kalan, yani be-

yaz alan› hesaplayal›m. Beyaz alan iki üçgenden oluflmufltur. Bu

iki üçgenin birleflimi de her kenar› 45 olan bir karedir. Demek ki

beyaz alan 452, yani 2025’tir. Dolay›s›yla gri alan 602 – 452’dir.

Hesaplayal›m: 602 – 452 = 3600 – 2025 = 1575.

Demek ki, rastgele at›lan bir tafl›n beyaz alana rastgelmesi-

nin olas›l›¤› 1575/3600’dür, yani 7/16’d›r, bir baflka deyiflle

yüzde 43,75’tir. Yüzde elliden pek uzak say›lmaz. fiafl›las› bir

sonuç de¤il mi?

‹kinci Soru: Peki ya iki arkadafl 15 dakika yerine 20 dakika

beklemifl olsalard›, yüzde kaç olas›l›kla buluflurlard›? Yukarda

yapt›¤›m›z gibi hesaplarsak,

(602 " 402)/602 = 5/9 = 0.555

buluruz, yani %55’ten fazla.
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Son soru: ‹ki arkadafl›n karfl›laflma olas›l›¤› tam yüzde elli

olmas› için birbirlerini kaç dakika beklemeleri gerekir? Bulmak

istedi¤imiz say›ya x dersek, denklemimizi,

[602 " (60 " x)2]/602 = 1/2

olarak yazar›z. Bu denklemi çözüp kolayl›kla, x = 60 – 60/#2 $
17,75 buluruz. Demek ki iki arkadafl›n birbirlerini bu kadar

dakika (17 dakika 45 saniye afla¤› yukar›) bekleyip buluflmala-

r› yaz›-tura atmaya eflde¤er.
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Bir Tekhücrelinin Soyunu
Sonsuza Dek Sürdürme fians›

73

‹kiye bölünerek üreyen tekhücreliler vard›r. Tekhücreli ve tek-

cinsiyetlidirler galiba. Lisede ö¤renmifltim. Unutmuflum.

Kimseye gereksinmeden ikiye bölünerek üreyen bir yarat›k dü-

flünelim. Örne¤in amip. Akl›mda yanl›fl kalmad›ysa amip ikiye

bölünerek ürer, akl›mda yanl›fl kald›ysa da önemi yok, amibin

ikiye bölünerek üredi¤ini varsayal›m bu yaz›l›k.

Kimi amipler, çeflitli nedenlerden, ikiye bölünemeden, yani

üreyemeden ölürler. Amiplerin p olas›l›kla ikiye bölündüklerini,

1 – p olas›l›kla da üreyemeden öldüklerini varsayal›m. Burda p,

0’la 1 aras›nda bir say›d›r. E¤er p = 0 ise bütün amipler üreyeme-

den ölürler. E¤er p = 1 ise, bütün amipler ürerler, herbiri ikiye

bölünür. E¤er p = 1/2 ise, bir amip üremekle ölmek aras›nda ka-

rar vermek için yaz›-tura atar, örne¤in yaz› gelirse ürer, tura ge-

lirse ölür. E¤er p = 1/6 ise, bir amip üremekle ölmek aras›nda ka-

rar vermek için zar atar, örne¤in flefl gelirse ürer, yoksa ölür.

p’nin de¤eri deneyle bulunur. Önce p’nin deneyle nas›l bu-

lunabilece¤ini görece¤iz. Bu, oldukça kolayd›r.

Ard›ndan, tek bir amibin soyunu sonsuza dek sürdürebilme

flans›n›n s›f›rdan büyük olmas› için p’nin en az kaç olmas› ge-

rekti¤ini bulaca¤›z. E¤er p, 0’a yak›nsa, yani amipler büyük bir

olas›l›kla üreyemeden ölüyorlarsa, tek bir amibin soyunu son-
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suza dek sürdürebilmesi oldukça küçük bir olas›l›k olmal›, s›f›r

bile olabilir bu olas›l›k. Örne¤in p s›f›rsa, amip kaç›n›lmaz ola-

rak ölecektir, soyu bir kuflak bile sürmeyecektir. E¤er p = 0,001

ise, amip binde bir olas›l›kla bir kuflak üreyebilecektir; çok kü-

çük bir olas›l›kla bile olsa soyunu sonsuza dek sürdürme flans›

olabilir; belki de hiç öyle bir flans› yoktur... Hesaps›z kitaps›z

belli mi olur? Öte yandan, p, 1’e yak›nsa, amibin soyunu son-

suza dek sürdürme olas›l›¤› s›f›rdan büyük bir say› olabilir.

Bu sorunun yan›t›n› bulduktan sonra, araflt›rmada ço¤u za-

man oldu¤u gibi, sorular›m›z› ço¤altaca¤›z.

Deneyle p’yi Bulmak1. Bir amibin üremesi ya da ölmesi için

do¤umundan sonra bir saate gereksindi¤ini varsayal›m. Çok

say›da yeni do¤mufl (!) amip, diyelim 1 milyon tane, bir saat

boyunca büyükçe bir kavanozda bekletilir2. Bir saat sonra ka-

vanoz aç›l›r ve kavanozdaki amipler say›l›r. Bu say› 0’la 2 mil-

yon aras›nda de¤iflen bir say› olmal›d›r elbet. E¤er bir saat son-

ra kavanozdan hiç canl› amip ç›kmam›flsa, amipler hep ölüyor,

hiç üremiyorlar demektir, yani p = 0’d›r3. E¤er 2 milyon amip

ç›km›flsa, o zaman hiç amip ölmemifl, hepsi üremifl demektir,

dolay›s›yla p = 1’dir. E¤er kavanozdan gene 1 milyon amip ç›k-

m›flsa, o zaman amiplerin yar›s› (500 bini) ölmüfltür, öbür ya-

r›s› üremifltir, yani p = 1/2’dir.

Matematiksel olarak p’yi nas›l buluruz? 1 milyon amibin bir

saat sonra N tane oldu¤unu varsayal›m. N’yi biliyoruz, p’yi bul-

maya çal›fl›yoruz. Bu 1 milyon (yani 106) amibin p  106 tanesi

üremifltir4, her biri iki amip olmufltur. Geriye kalan (1 – p)  106
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1 At›yorum kafadan... Bu konuda herhangi bir bilgi sahibi de¤ilim. Ama herhal-
de anlataca¤›m gibi yap›lsa gerek.

2 Kavanoz büyük olmal› ki, yer yoklu¤u amiplerin rahat rahat üremelerini engel-
lemesin.

3 Yeryüzünde amip oldu¤undan, deney sonucunda gerçekten p = 0 bulmuflsak
deneyde bir hata yapm›fl›z demektir.

4 Afla¤› yukar› elbet... Kavanoza bafllang›çta ne denli çok amip koyarsak, gerçek
p’ye o denli yaklafl›r›z.
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amip ölmüfltür. Yani kavanozda bir saat sonra 2  p  106 amip

olmal›d›r. Demek ki, N = 2  p  106. Bundan da p = N/(2 106)

eflitli¤ini buluruz.

Genel olarak, kavanoza bafllang›çta M amip koymuflsak ve

bir saat sonra kavanozda N amip bulmuflsak, o zaman p =

N/2M’dir.

Birinci soruyu yan›tlad›k. ‹kinci soruya geçelim. ‹kinci so-

ruyu yan›tlamak biraz daha zor.

Bir Amibin Soyunu Sonsuza Dek Sürdürme Olas›l›¤›. Tek

bir amibin soyunu sonsuza dek sürdürememe olas›l›¤›na x di-

yelim. x’i hesaplamak istiyoruz5.

Evet... Tek bir amibimiz var. Bir saat sonra bu amip 1 – p

olas›l›kla ölecektir. Demek ki x en az›ndan 1 – p olmal›d›r. Amip

p olas›l›kla ikiye bölünüp 2 amip olacakt›r. Bir resim yapal›m.

Amibimiz bafllang›çta, s›f›r›nc› saatte, yandaki fleklin en üst

noktas›. Bir saat sonra, amip 1 – p

olas›l›kla sol oku seçecek ve ölecek,

p olas›l›kla sa¤ oku seçecek ve bir-

ken iki olacak. Sol oku izlerse, soy

daha ilk kuflaktan tükenir. Sa¤ oku

izlerse, ikinci kuflakta iki amip olu-

flur. Bu iki amibin herbiri de bir saat

sonra ya ölecek ya üreyecektir. Her

ikisi birden ölebilir, salt biri ölebilir, her ikisi birden üreyebilir.

Yani birinci amibimizin soyunun kurumas› için, birinci amip,
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1 ! p p

5 Amiplerin birbirlerinden ba¤›ms›z üredi¤ini varsayaca¤›z, örne¤in amiplerin
çok üreyip, yer ve yemek için birbirleriyle kavga etmeyeceklerini varsayaca¤›z.
Ayr›ca flunu da belirtmekte yarar var: E¤er tek bir amibin soyunun sonsuza dek
sürme olas›l›¤› s›f›rsa, sonlu tane amip için de bu olas›l›k s›f›rd›r.
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1) Ya sol oku izleyip ölmeli.

2) Ya da sa¤ oku izlemeli ve oluflan ikinci kuflak amiplerin

her ikisinin de soyu kurumal›.

Dolay›s›yla,

x = Sol oku izleme olas›l›¤› + (sa¤ oku izleme olas›l›¤›)  (iki

amibin soylar›n›n kuruma olas›l›¤›)

denklemi geçerlidir. Sol oku izleme olas›l›¤›n›n 1 – p, sa¤ oku

izleme olas›l›¤›n›n p oldu¤unu biliyoruz. Demek ki,

x = (1–p) + p  (iki amibin soylar›n›n kuruma olas›l›¤›)

eflitli¤ini bulduk.

E¤er tek bir amibin soyunun kuruma olas›l›¤› x ise, her iki

amibin de soyunun kuruma olas›l›¤› x2’dir6. Demek ki, x =

(1–p) + px2 eflitli¤i geçerlidir. Bu, ikinci dereceden bir denklem-

dir. Kolayl›kla çözülür.

E¤er p = 0 ise, x = 1’dir. E¤er p " 0 ise iki çözüm bulunur:

ya x = 1 ya da x = (1!p)/p.

Demek ki, p " 0 ise, x ya 1’e ya da (1 – p)/p’ye eflittir. Her iki-

sine birden eflit olamaz elbet7. Do¤ru yan›t hangisidir? 1 mi yok-

sa (1 – p)/p mi? Belki kimi zaman 1’dir, kimi zaman (1 – p)/p.

Hangi Yan›t Do¤ru? x’in en fazla 1 olabilece¤ini biliyoruz.

Çünkü x bir olas›l›kt›r ve olas›l›klar 0’la 1 aras›nda de¤iflirler.

Dolay›s›yla, e¤er (1 – p)/p say›s› 1’den büyükse, ikinci yan›t do¤-

ru olamaz, birinci yan›t do¤ru olmal›, yani x = 1 olmal›. Kolay

bir hesap, ancak p # 1/2 ise, (1 – p)/p $ 1 oldu¤unu gösterir. De-

mek ki p, 1/2’den küçük oldu¤unda x = 1’dir ve amibin soyu ke-

sinlikle sonlu bir zaman sonra tükenir. Sezgimiz de bunu söyle-

miyor mu zaten? Sezgimiz, p küçükse, amibin soyunu sonsuza

dek sürdürmeme olas›l›¤›n›n büyük oldu¤unu, yani 1’e yak›n ol-

du¤unu söylüyor. Demek ki bu olas›l›k maksimum de¤er olan
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6 Örne¤in bir zar at›ld›¤›nda flefl gelme olas›l›¤› 1/6’d›r. ‹ki zar at›ld›¤›nda, her
ikisinin de flefl gelme olas›l›¤› (1/6)2, yani 36’d›r.

7 Yalan! Yaln›zca p = 1/2 ise her ikisine birden eflit olabilir.
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1’mifl. Dolay›s›yla, p # 1/2 ise, amibin sonsuza dek yaflama ola-

s›l›¤› yoktur.

Peki, 1/2 # p ise, x kaç olmal›? Bu soruyu yan›tlamak biraz

daha zor. Çözümlememizi derinlefltirmemiz gerekiyor. Bundan

böyle 1/2 # p varsay›m›n› yapaca¤›z. O zaman,

(1 ! p)/p ≤ 1 (1)

eflitsizli¤i geçerlidir. Bunu akl›m›zda tutal›m.

En fazla n saat sonra hiç amip kalmama olas›l›¤›na xn diye-

lim. Yani xn, n’inci kuflak amip yetiflmeme olas›l›¤›, amip soyu-

nun birinci, ikinci,... ya da (n!1)’inci kuflakta ölme olas›l›¤›.

Örne¤in,

x1 = 1 – p

x2 = (1 – p) + p(1 – p)2

dir.

Biraz düflününce, x’in xn’lerin limiti oldu¤unu anlar›z (n

sonsuza gitti¤inde.) Çünkü xn, n kuflak amip yetiflmeme olas›-

l›¤›d›r, x de sonsuzda amip kalmama olas›l›¤›d›r. Yani,

limn %&'
xn = x (2)

eflitli¤i geçerlidir. Bunu da akl›m›zda tutal›m.

Do¤ru yan›t› bulmak için üçüncü bir olguya daha gereksi-

niyoruz. O da flu: 1/2 # p ise,

xn ≤ (1 ! p)/p (3)

Bu eflitsizli¤i n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. x1 = 1 – p

oldu¤undan, (3) eflitsizli¤i n = 1 için geçerlidir. fiimdi (3)’ün n

için geçerli oldu¤unu varsay›p (3)’ü bir sonraki say› olan n+1

için kan›tlayal›m. Ancak bunu yapabilmemiz için, xn’yle xn+1

aras›nda cebirsel bir iliflki bulmal›y›z, yoksa xn üzerine bildi¤i-

miz bir bilgiden xn+1 üzerine bir bilgi ç›karamay›z.

Nas›l yukarda x = (1 – p) + px2 eflitli¤ini bulmuflsak, tama-

m›yla ayn› yöntemle,

xn+1 = (1–p) + pxn
2 (4)

eflitli¤i bulunur. Art›k iflimiz ifl... (4)’ü ve tümevar›m varsay›m›

olan (3) eflitsizli¤ini kullanarak,
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xn+1 ≤ (1 ! p)/p

eflitsizli¤ini kan›tlayabiliriz. fiöyle kan›tlar›z:

xn+1 =(4) (1 ! p) + pxn
2 ≤ (1 ! p) + [(1 ! p)/p]2

= (1 ! p) + (1 ! p)2/p = (1 ! p)/p.

(3) eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r.

fiimdi do¤ru yan›t› bulabiliriz: E¤er 1/2 # p ise,

x =(2) limn %&'
xn ≤(3) (1 ! p)/p ≤(1) 1

Demek ki, x # (1 ! p)/p # 1. Bu son eflitsizliklerden, e¤er 1/2

# p ise, x’in (1– p)/p oldu¤u anlafl›l›r.

Sonuç olarak,

sonucunu bulduk. Yani amibin soyunu sonsuza de¤in sürdüre-

bilme olas›l›¤›n›n 0 olmamas› için, p, 1/2’den büyük olmal›d›r.

x, p’ye ba¤l› bir fonksiyondur elbet. ‹flte bu fonksiyonun

grafi¤i:

Yeni Problem. Bu kez yarat›¤›m›z p olas›l›kla üçe bölünsün,

1 – p olas›l›kla ölsün. Üçe bölünen bir yarat›¤›n gerçekten olup

olmamas› beni hiç mi hiç ilgilendirmiyor. Bu yaz›l›k siz de ilgi-

lenmeyin bu dünyasal sorunla.

p olas›l›kla üçe bölünen varsay›msal yarat›¤›n soyunu son-

suza dek sürdürme flans› olmas› için p kaç olmal›d›r? Matema-

tikçi okur, yaz›n›n süre¤ini okumadan önce bu soruyu kendi

kendine yan›tlamaya çal›flmal›d›r.
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Yarat›k bu kez iki yerine üçe bölündü¤ünden, yarat›¤›n son-

suza dek soyunu sürdürebilme olas›l›¤› daha yüksek olmal›d›r.

Az önce çözdü¤ümüz problem gibi çözülür bu problem de.

Ancak hesaplar biraz daha karmafl›kt›r.

Bu kez, x = (1 – p) + px2 denklemi yerine,

x = (1 – p) + px3 (5)

denklemini elde ederiz8.

E¤er p = 0 ise, bir sorun yok: x = 1’dir. Bundan böyle p’nin

0 olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman yukardaki denklem, üçüncü

dereceden bir denklemdir ve çözmesi ikinci dereceden denklem-

den biraz daha zordur. Ancak x = 1 bir çözüm oldu¤undan,

px3 – x + (1 – p) polinomu x – 1 polinomuna bölünür. Bölme

yap›ld›¤›nda,

px3 – x + (1 – p) = p(x ! 1)[x2 + x ! (1!p)/p]

elde edilir. Bundan da (5)’in bütün çözümleri bulunur:

Üçüncü çözüm her p için negatif bir say› verdi¤inden prob-

lemimizin yasal bir çözümü olarak kabul edilemez. Ayr›ca, p <

1/3 oldu¤unda, ikinci çözüm 1’den büyüktür ve dolay›s›yla bu

fl›kta o çözüm de yasal bir çözüm de¤ildir. Demek ki p < 1/3 ol-

du¤unda x = 1’dir. Ama p $ 1/3 oldu¤unda, do¤ru yan›t birin-

ci eflitlik de olabilir ikincisi de. Hangisi?

Bundan böyle p $ 1/3 eflitsizli¤ini varsayal›m. xn ilk prob-

lemde tan›mlanan olas›l›klar olsun. Yukarda da gösterdi¤imiz

gibi, x, xn’lerin sonsuzda limitidir.
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a, ikinci seçenek olsun. Yani

olsun. a # 1 eflitsizli¤ini biliyoruz, bilmiyorsak da kolayl›kla ka-

n›tlayabiliriz. Ayr›ca a2 + a – (1 – p)/p = 0 eflitli¤ini biliyoruz. Bu-

nu ve xn+1 = (1 – p) + pxn
3 eflitli¤i kullan›larak, tümevar›mla xn #

a eflitsizli¤i kolayl›kla kan›tlanabilir. Kan›t› okura b›rak›yorum.

fiimdi, x = limn %&'
xn # a # 1 elde ederiz. Demek ki p $ 1/3

ise, x = a’d›r.

Bir Problem Daha. fiimdi yarat›¤›n p0 olas›l›kla öldü¤ünü,

p1 olas›l›kla ne öldü¤ünü ne de bölündü¤ünü, p2 olas›l›kla iki-

ye bölündü¤ünü ve p3 olas›l›kla üçe bölündü¤ünü varsayal›m.

Bu tuhaf yarat›¤›n bu dört seçenekten baflka seçene¤i olmas›n.

Demek ki,

p0 + p1 + p2 + p3 = 1

eflitli¤i geçerlidir. Yarat›¤›n soyunun sonlu bir zaman sonra ku-

ruma olas›l›¤›n› (x’i) hesaplay›n. Hesaplar biraz daha karmafl›k

olsa da yukardaki yöntem sonucu veriyor. fiu sonuç bulunma-

s› gerekiyor:

E¤er p3 " 0 ise,

E¤er p3 = 0 ise,

Bu konuda daha genifl bilgiyi [8, 9]’da bulabilirsiniz. Her

aç›dan daha ilginç olan erkek ve difli gerektiren üremelerle ilgi-

lenirseniz [10]’a bak›n.
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1/3 Nerde ya da Kaos’a Girifl
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Kaos, matemati¤in oldukça yeni kuramlar›ndan biridir. Ka-

os, kargafla anlam›na gelen Yunanca kökenli bir sözcüktür.

Kaos kuram›n› biraz aç›klamaya çal›flay›m.

fiöyle kuvvetlice öksürün. Atmosferde küçücük bir de¤iflik-

lik yapt›n›z, hafif bir dalgalanma oldu: Hava al›p verdiniz. Bu

küçük atmosfer de¤iflikli¤inin bugün ya da yar›n sonuçlar›n›

göremeyebilirsiniz. Ama bir y›l sonra, o kuvvetli öksürü¤ünüz

Bengladefl’te evleri yerle bir eden bir tayfuna neden olabilir.

Belki... Bilinmez... Ya da bir kelebe¤in flöyle bir kanat ç›rpma-

s›n›n on y›l sonra do¤uraca¤› sonuçlar› bilemeyiz.

Bu yüzden meteoroloji yaln›zca bir haftal›k tahmin yapabi-

lir, bir y›l sonras›n› tahmin edemez.

Birbirine çok yak›n koflullar, çok uzun bir süre sonra birbi-

rine hiç benzemeyen durumlar yaratabilir.

‹flte kaos kuram› bu sorunla ilgilenir.

Matematikte kaos/kargafla var m›d›r? Evet vard›r. Var ki

kuram› bulunmufl.

Matematikten bir kaos örne¤i verece¤im bu yaz›mda.

1/3’ün tam nerede oldu¤unu hiç merak ettiniz mi? 1/3’ün

nerede oldu¤unu bulmaya çal›flaca¤›z.

fiuras› kesin ki, 1/3, s›f›rla bir aras› bir say›d›r, yani [0, 1] ara-

l›¤›ndad›r.



Ama bunu bilmek 1/3’ün tam nerede oldu¤unu bilmek de-

¤ildir. 1/3’ün tam nerede oldu¤unu biraz daha iyi anlayal›m.

[0, 1] aral›¤›n› ortadan ikiye bölersek, 1/3 hangi tarafa dü-

fler? Sa¤a m›, sola m›? Yani 1/3, 1/2’den küçük müdür, büyük

müdür? Elbet 1/3 < 1/2 eflitsizli¤i geçerlidir ve 1/3 soldaki ara-

l›¤a düfler.

Yukarda, [0, 1] aral›¤›n› tam ortadan ikiye bölüp, [0, 1/2]

ve [1/2, 1] aral›klar›n› elde ettik ve gördük ki 1/3 say›s› [0, 1/2]

aral›¤›ndaym›fl, yani, 0  1/3  1/2 eflitsizlikleri geçerliymifl.

fiimdi, 1/3’ün bulundu¤u [0, 1/2] aral›¤›n› tam ortadan iki-

ye bölelim:

[0, 1/4] ve [1/4, 2/4]

aral›klar›n› elde ederiz. 1/3 say›s› bu aral›klardan hangisine dü-

fler? Sola m›, sa¤a m›? 1/4  1/3  2/4 eflitsizlikleri geçerli oldu-

¤undan, 1/3 say›s› ikinci aral›ktad›r, yani [1/4, 2/4] aral›¤›nda-

d›r, yani sa¤a düfler.

fiimdi [1/4, 2/4] aral›¤›n› ikiye bölelim.

[2/8, 3/8] ve [3/8, 4/8]

aral›klar›n› elde ederiz. 2/8 < 1/3 < 3/8 eflitsizlikleri geçerli ol-

du¤undan, 1/3 say›s› birinci aral›¤a, yani sola düfler.
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Ya [2/8, 3/8] aral›¤›n› ikiye bölecek olursak? Ve böyle de-

vam edecek olursak?..

Genel olarak, [0, 1] aral›¤›n› 2n tane eflit uzunlukta aral›¤a

bölecek olursak, 1/3 bu aral›klardan hangisine düfler?

Yan›t› vereyim. 1/3 say›s›, ortadan bölünen aral›klar›n bir

soluna, bir sa¤›na düfler. Yani, 1/2’nin soluna, 1/4’ün sa¤›na,

3/8’in soluna, 6/16’n›n sa¤›na...

Kaos bunun neresinde?

1/3 = 0,333333... eflitli¤ini biliyoruz. 0,333333 say›s› 1/3’e

çok yak›n bir say›d›r ama 1/3 de¤ildir. 0,333333 say›s› da bafl-

lang›çta 1/3 gibi bir sola, bir sa¤a düfler, ama bir zaman sonra

1/3’ün davran›fl›ndan tamam›yla uzaklafl›r, sanki 1/3’le uzak-

tan yak›ndan bir ilgisi yokmufl gibi davran›r. ‹flte bu kaostur.

Birbirine çok yak›n iki say›, bir süre benzer biçimde davran›r-

lar, ama bir süre sonra birinden al›nan bilgi, öbürü hakk›nda

bize hiçbir bilgi vermez.

1/3’ün nerde oldu¤una geri dönelim. Afla¤›daki eflitliklerin

bir k›sm›n› bulduk, bulmad›klar›m›z›n da do¤ru olduklar›n›

kontrol etmek pek zor de¤ildir:

n kaç olursa olsun, öyle bir an tamsay›s› vard›r ki,

an/2n ≤ 1/3 ≤ (an + 1)/2n (1)

eflitsizlikleri geçerlidir. Yukardan da anlafl›laca¤› üzere,

a1 = 0

a2 = 1

a3 = 2
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0/2  1/3  1/2

1/4  1/3  2/4

2/8  1/3  3/8

5/16  1/3  6/16

10/32  1/3  11/32

21/64  1/3  22/64

42/128 1/3  43/128



a4 = 5

a5 = 10

a6 = 21

a7 = 42

eflitlikleri geçerlidir. Bundan sonraki say›lar› bulmak da pek

güç de¤il, dizi flöyledir: 0, 1, 2, 5, 10, 21, 42, 85, 170, 341,

682, ... Bu dizinin sonraki say›lar›n› okur kolayl›kla tahmin

edebilir. Ama elbet, tahmin yaln›zca bir tahmindir. Bu tahmi-

nin kan›tlanmas› gerekmektedir.

fiimdi,

n tekse, an çifttir

n tekse, an tektir.

önermesini kan›tlayaca¤›z.

Her fleyden önce, (1) eflitsizliklerinde eflitli¤in olamayaca¤›-

n› kan›tlamam›z gerekiyor. Gerçekten de, bir a tamsay›s› için,

a/2n = 1/3 ise, 3a = 2n eflitli¤i de geçerlidir ve bundan da 3’ün

2n’yi bölece¤i ç›kar ki, bu do¤ru de¤ildir. Dolay›s›yla (1) eflit-

sizliklerini daha keskin bir biçimde,

an/2n < 1/3 < (an + 1)/2n

olarak yazabiliriz. Bu eflitsizliklerdeki say›lar›n paydalar›n› te-

mizleyelim, yani say›lar› 3 ! 2n ile çarpal›m:

3an < 2n < 3an+ 3

eflitsizliklerini elde ederiz. Dolay›s›yla 2n say›s› 3an’den büyük,

ama 3an+ 3’ten küçük bir say›d›r. 3an’den büyük ve 3an+ 3’ten

küçük iki say› vard›r: 3an+ 1 ve 3an+ 2. Demek ki 2n say›s› bu

iki say›dan birine eflittir:

Ya 2n = 3an + 1 ya da 2n = 3an + 2. (2)

Bunlardan hangisi do¤ru? n’nin tekli¤ine ya da çiftli¤ine gö-

re de¤iflir yan›t. E¤er n çiftse 2n = 3an + 1, tekse 2n = 3an+ 2 eflit-

li¤i geçerlidir. Neden? Nedenini birazdan söyleyece¤im. Önce

biraz önbilgiye gerek var.

Önce flu biline: 2n – 2, 2n – 1 ve 2n say›lar› üç ard›fl›k say›-

d›r. Dolay›s›yla, içlerinde biri, ve yaln›zca biri üçe bölünür. 2n
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say›s› üçe bölünmedi¤inden, 2n – 2 ve 2n – 1 say›lar›ndan biri-

nin, ve yaln›zca birinin üçe bölündü¤ü anlafl›l›r.

Sav. E¤er n çiftse, 2n – 1 üçe bölünür. E¤er n tekse, 2n – 2

üçe bölünür.

Sav›n Kan›t›: Önce n’nin çift oldu¤unu varsayal›m ve n’yi

2m biçiminde yazal›m: n = 2m.

2m – 1, 2m ve 2m + 1 say›lar› üç ard›fl›k say› oldu¤undan, bi-

ri üçe bölünür. Ama 2m üçe bölünmez elbet. Demek ki 2m – 1

ve 2m + 1 say›lar›ndan biri üçe bölünür. Bunu akl›m›zda tuta-

l›m, bir sonraki paragrafta gerekecek.

Sonra flu basit hesab› yapal›m:

2n – 1 = 22m – 1 = (2m)2 – 1 = (2m – 1)(2m + 1).

Bu eflitli¤in sa¤ taraf›ndaki 2m – 1 ve 2m + 1 say›lar›ndan bi-

rinin üçe bölündü¤ünü biraz önce görmüfltük. Demek ki çar-

p›mlar› da, yani 2n – 1 de üçe bölünür. Sav›m›z›n birinci bölü-

münü kan›tlad›k.

fiimdi n’nin bir tek say› oldu¤unu varsayal›m ve n = 2m + 1

yazal›m. Gene hesaplayal›m:

2n – 2 = 22m + 1 – 2 = 2(22m – 1).

Biraz önce 22m – 1’in üçe bölündü¤ünü görmemifl miydik? De-

mek ki yukardaki eflitli¤in say›lar› da üçe bölünürler, yani 2n – 2

de üçe bölünür.

Sav›m›z kan›tland›.

fiimdi (2)’ye geri dönelim.

E¤er 2n = 3an + 1 eflitli¤i geçerliyse, 3an = 2n – 1 eflitli¤i de

geçerlidir, yani 2n – 1 üçe bölünür (dolay›s›yla 2n – 2 üçe bö-

lünmez.) Yukardaki savdan da n’nin çift oldu¤u anlafl›l›r.

E¤er 2n = 3an + 2 eflitli¤i geçerliyse, 3an = 2n – 2 eflitli¤i de

geçerlidir, yani 2n – 2 üçe bölünür (dolay›s›yla 2n – 1 üçe bö-

lünmez.) Yukardaki savdan da n’nin tek oldu¤u ç›kar.

85



Demek ki,

n çiftse, 2n = 3an + 1

n tekse, 2n = 3an + 2

önermesini kan›tlad›k, yani,

n çiftse, an = (2n " 1)/3

n tekse, an = (2n " 2)/3

önermesini kan›tlad›k. Ne güzel!

fiimdi an’nin tekli¤i-çiftli¤i konusuna dönelim.

E¤er n çiftse, yani an = (2n – 1)/3 ise, an ikiye bölünemez,

çünkü 2n – 1 ikiye bölünemez. Dolay›s›yla bu fl›kta an tektir.

E¤er n tekse, yani an = (2n – 2)/3 = 2(2n–1 – 1)/2 ise, elbette

an ikiye bölünür.

Bu da, 1/3 say›s›n›n aral›klar›n bir soluna, bir sa¤›na dü-

fltü¤ünü gösterir.

Son olarak afla¤›daki güzel eflitli¤i kan›tlayay›m:

1/3 = 1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + ... (3)

Bu eflitli¤in sa¤›ndaki toplam sonsuz bir toplamd›r.

Sa¤daki sonsuz toplama x diyelim:

x = 1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + ...

fiimdi x’i ikiyle çarpal›m:

2x = 2(1/2 – 1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + 1/128 – 1/256 + ...)

= 1 – 1/2 + 1/4 –1/8 + 1/16 – 1/32 + 1/64 –1/128 + ...

= 1 – (1/2 –1/4 + 1/8 – 1/16 + 1/32 – 1/64 + 1/128 – ...)

= 1 – x.

Yani 2x = 1 – x. Bundan da kolayl›kla x = 1/3 ç›kar!

(3) eflitli¤i kan›tlanm›flt›r1.

Bu kan›t sizi (3) eflitli¤ine inand›ramad›ysa hesaplay›n:
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1/2 = 0,5

1/2–1/4 = 0,25

1/2–1/4+1/8 = 0,375

1/2–1/4+1/8–1/16 = 0,3125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32 = 0,3475

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64 = 0,328125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128 = 0,3359375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256 = 0,33203125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512 = 0,333984375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024 = 0,3330078125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048 = 0,33349609375

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048–1/4096= 

0,333251953125

1/2–1/4+1/8–1/16+1/32–1/64+1/128–1/256+1/512–1/1024+1/2048–1/4096+1/8192=

0,3333740234375.

Görüldü¤ü gibi, ifllemleri yapt›kça 0,3333... say›s›na, yani

1/3’e yaklafl›yoruz. ‹fllemleri sonsuza dek yapmaya zaman›m›z ol-

sayd›, tam 1/3 bulurduk. ‹fllemleri sonsuza dek yapamasak bile,

yukarda yapt›¤›m›z gibi, sonsuz ifllemin sonucunun 1/3 oldu¤unu

matematikle buluruz.

Yaz›n›n birinci bölümündeki sorunun yan›t›, (3) eflitli¤in-

den de bulunabilir.

Dileyen okur “1/5 nerde?” sorusunu yan›tlayabilir2.
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Hiç K›salmadan K›salan Yol

89

‹ki metrelik bir yol, hiç uzay›p k›salmadan, bir metrelik bir

yola dönüflebilir mi? Bu yaz›da yan›t›n evet oldu¤unu görece-

¤iz. ‹ki metrelik bir yol, hepimizin gözleri önünde, bir santimet-

re bile k›salmadan bir metrelik bir yola dönüflecek.

Her kenar› 1 metre olan afla¤›daki eflkenar üçgene bir göza-

t›n önce.

Bu üçgende A noktas›yla B nok-

tas› aras›ndaki uzakl›k 1 metredir.

E¤er A’dan B’ye gitmek için en k›sa

yol olan AB do¤ru parças›n› seçe-

cek olursak 1 metre gideriz. Ama

A’dan B’ye gitmek için C’den geçe-

cek olursak, yani ACB yolunu izler-

sek, 2 metre yol al›r›z, çünkü AC ve CB do¤ru parçalar› birer

metredir. ACB yolunu hiç k›saltmadan AB do¤ru parças›na dö-

nüfltürece¤im. Herkesin gözü

önünde...

A’dan B’ye gitmek için yanda-

ki zigzag yolu seçersek kaç metre

gideriz?

C

BA

1 1

1

A

C

1/2

B

1/2
1/2 1/2



Dört kez yar›m metre gidece¤imizden, yolumuz gene 2 met-

re olur.

Ya afla¤›daki zigzagzigzag yolu izlersek?

Gene iki metre gideriz, çünkü

sekiz kez 1/4 metre yol katetmek

zorunda kal›r›z.

Sa¤daki yola bakal›m:

Bu yol da 2 metre, çünkü 16

kez 1/8 metre gidiyoruz.

Yollar gittikçe daha çok AB

do¤ru parças›na yaklafl›yor,

ama uzunluklar› sabit (2 metre)

kal›yor...

Görüldü¤ü gibi bu k›r›k yollar›n herbirinin uzunlu¤u 2 metre.

Yukarda yapt›¤›m›z› hiç durmadan (sonsuza dek) sürdüre-

biliriz, yani bu ifllemin limitini alabiliriz. K›r›k yollar “sonsuz-

da” AB do¤ru parças› olur. Matematiksel bir deyiflle k›r›k yol-

lar AB do¤ru parças›na yak›nsar. Ama k›r›k yollar›n uzunlu¤u

hep iki metredir. Herbirinin uzunlu¤u iki metre olan yollar, na-

s›l olur da uzunlu¤u 1 metre olan bir yola yak›nsayabilir? Yok-

sa 1, 2’ye mi eflittir? De¤ilse, ki de¤il, iki metrelik bir yol, nas›l

oldu da hiç k›salmadan bir metrelik bir yola dönüfltü?

Burda neler olup bitti¤ini aç›klayabilir misiniz?

Aç›klanacak bir fley yok!

Uzunlu¤u 2 metre olan yollar, uzunlu¤u 1 metre olan bir

yola bal gibi de yak›nsayabilir! Hepimizin gözleri önünde ya-

k›nsamad› m›?

Yollar›n limitinin uzunlu¤u (örne¤imizde 1), o yollar›n

uzunluklar›n›n limitine (örne¤imizde 2) eflit olmayabilir. Yu-

karda olan da bu zaten.
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K›r›k yollara s›ras›yla,

y1, y2, y3, ...

adlar›n› verelim. A’dan B’ye gi-

den düz yola da y diyelim. Her

yn’nin uzunlu¤u 2 (çünkü yn

yolu, uzunlu¤u 1/2n olan 2n+1

k›r›k yoldan olufluyor), öte

yandan y’n›n uzunlu¤u 1. Bu

yn yollar› sonsuzda y’ye yak›n-

sar, bundan hiç kuflku yok.

Ama yn’lerin uzunluklar› y’n›n

uzunlu¤una yak›nsam›yor.

Bu, her ne denli flafl›lacak bir fleyse de, matematikle çeliflmi-

yor, herhangi bir “mant›ks›zl›k” yok. Yukarda olanbiten çelifl-

se çeliflse sezgiyle çeliflir.

Matematikte kimi zaman iflte böyle flafl›las›, sezgiyle pek an-

lafl›lamayacak fleyler olur. Sezgiyle do¤ru oldu¤unu sand›¤›m›z,

hatta do¤rulu¤undan emin oldu¤umuz olgular›, iflte bu yüzden

matematiksel olarak kan›tlamak zorunlulu¤unu duyumsar›z.

Sezginin yan›ld›¤› olur. Yukarda oldu¤u gibi.

Kimi okur yukarda olanlar›n nedenini flöyle aç›klam›fl ola-

bilir: “yn yollar›, k›r›k, köfleli yollard›r1. O yollar yumuflak vi-

rajl› yollar olsalard›, böyle bir sorun olmazd›, yn yollar›n›n

uzunlu¤u 1’e yak›nsard›.” Bu aç›klama do¤ru de¤ildir. yn yol-

lar›n› biraz onar›mla yumuflak virajl› yollara dönüfltürebiliriz

ve bunu öyle yapabiliriz ki, yumuflak virajl› yeni yollar gene AB

do¤rusuna yak›nsar ama yollar›n hiçbirinin uzunlu¤u de¤ifl-

mez, gene 2 metredirler.

“Kusur” elbette k›r›k yollarda. Ama k›r›k yollar›n k›r›kl›-

¤›nda de¤il kusur. Biraz önce de dedi¤im gibi, k›r›k yollar› yu-

muflak yollar haline getirsek bile sezgimizle çeliflebiliriz (ama
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matematikle çeliflmeyiz.) Bu yollar›n ne “kusuru” var?

Bu, bir popüler matematik yaz›s› oldu¤una göre, yn yollar›-

n›n “kusurunu” herkesin anlayabilece¤i bir dilde aç›klayabil-

mem gerekiyor. Ne yaz›k ki bu pek kolay olmayacak. Hatta

baflaramayaca¤›m› daha bafl›ndan biliyordum. Burda olanbite-

ni tam anlam›yla anlayabilmek için matematik bölümünün en

az ilk iki y›l›n› bitirmek gerekir.

Tam aç›klayamasam bile, sezgi gücümüzün matematikle

yar›flamayaca¤›n› gösteren güzel bir örnek bu bence.

Gene de aç›klamaya çal›flay›m.

Evet... Yollar›n “kusuruna” geleyim. Yollar›n ne “kusuru”

var?

‹ki çeflit k›r›k yolumuz var. Afla¤›daki do¤ru gibi yukar›ya

ç›kanlar:

ve afla¤›daki do¤ru gibi afla¤› inenler:

Birincisi gibi olanlar›n e¤imine 1/√3, ikincisi gibi olanlar›n

e¤imine –1/√3 diyelim (denir!). Dileyen okur, bunlar› tan›m

olarak kabul edebilir. Her yn yolu, e¤imi 1/√3 ve –1/√3 olan

do¤ru parçalar›ndan oluflmufltur. Öte yandan y yatay bir yol-

dur ve e¤imi 0’d›r.

‹lk koordinat› 1/3 olan ve y1’in üstündeki noktaya bakal›m.

Bu nokta e¤imi 1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

(Afla¤›daki flekle bak›n).

‹lk koordinat› 1/3 olan ve

y2’nin üstündeki noktaya ba-

kal›m. Bu nokta e¤imi –1/√3

olan bir do¤ru parças›n›n üs-

tündedir. (Gene yandaki flek-

le bak›n.)
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‹lk koordinat› 1/3 olan ve y3’ün üstündeki noktaya baka-

l›m. Bu nokta e¤imi 1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

‹lk koordinat› 1/3 olan ve y4’ün üstündeki noktaya bakal›m.

Bu nokta e¤imi –1/√3 olan bir do¤ru parças›n›n üstündedir.

Bunu böyle sürdürebiliriz. Bir önceki 1/3 Nerde? bafll›kl›

yaz›m›z› iyi anlayan okur, e¤imlerin durmadan 1/√3 ve –1/√3

olarak de¤iflti¤ini görecektir. Öte yandan y’n›n e¤imi 0’d›r.

‹flte yn’lerin kusuru bu: yn’ler y’ye yak›ns›yor ama yn’lerin

e¤imleri y’nin e¤imine yak›nsam›yor. yn’lerin e¤imleri kâh 1/√3

kâh –1/√3 oluyor, ama y’nin e¤imi 0.

Peki, ya yn’lerin e¤imi, y’nin e¤imine yak›nsayd›? O zaman

ne olurdu? O zaman da böyle bir sorun ç›kabilirdi. Böyle bir

sorun ç›kmamas› için, yani yn’lerin uzunluklar›n›n limitinin

yn’lerin limitinin uzunlu¤u olabilmesi için, yn’lerin e¤iminin

y’nin e¤imine yak›nsamas›ndan baflka, bu yak›nsaman›n düz-

gün bir yak›nsama2 olmas› gerekirdi. “Düzgün yak›nsama” ko-

nusunu, burda, böyle k›sa bir popüler matematik yaz›s›nda

aç›klamaya kalk›flmama yeteneklerim müsaade etmiyor...
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Rastgele Bir Say› Seçme
ya da Olas›l›k Nedir

95

Birçok yaz›mda olas›l›k sorusu sordum. Bu yaz›mda soru

sormayaca¤›m, sadece olas›l›¤›n matematiksel tan›m›n› ve-

rece¤im.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9 say›lar› aras›ndan rastgele bir say›

çekecek olursan›z, her bir say›n›n çekilme olas›l›¤› 1/9’dur.

Çünkü çekebilece¤imiz 9 say› vard›r ve herbirinin çekilme ola-

s›l›¤› ayn›d›r.

Öte yandan, kültürel nedenlerden baz› say›lar insanlar tara-

f›ndan daha çok tutulurlar. ‹sterseniz deneyin. Kalabal›k bir or-

tamda, örne¤in bir s›n›fta, herkesin tek basamakl› bir say› tut-

mas›n› isteyin, en çok 7’nin tutuldu¤unu göreceksiniz.

“Say›lar Biri Sever” bafll›kl› yaz›mda, ülke nüfuslar›n›n, da¤

yüksekliklerinin, nehir uzunluklar›n›n, borsa hissesi fiyatlar›-

n›n rastgele say›lar olmad›¤›ndan sözetmifltim, çünkü (örne¤in)

bu say›lar›n ilk basama¤› büyük bir ço¤unlukla 1 oluyordu.

Ama biz, kültürel ve fiziksel etkenleri silip say›lar›m›z› “ger-

çekten” rastgele çekelim. Örne¤in, bir torbaya bu say›lar› ko-

yal›m, torbay› iyicene kar›flt›ral›m, sonra elimizi torbaya dald›-

r›p say›lardan birini çekelim. ‹flte size rastgele bir say›... Afla¤›

yukar› rastgele...



E¤er 100 say›m›z varsa ve bu say›lardan birini gerçekten

rastgele çekiyorsak, her say›n›n çekilme olas›l›¤› 1/100’dür.

‹lk 100.000 say› aras›ndan rastgele birini çekersek, her sa-

y›n›n çekilme olas›l›¤› 1/100.000’dir. Örne¤in 99999 ile 42671

say›lar› aras›nda çekilme olas›l›¤› bak›m›ndan bir fark yoktur,

her ikisinin de çekilme olas›l›¤› ayn›d›r.

Milli Piyango biletleri aras›nda da bir fark yoktur, her nu-

maran›n çekilme olas›l›¤› ayn›d›r. Bu yüzden baz› numaralar›,

örne¤in 123456789 numaral› bileti, ç›kmaz diye sat›n almak is-

tememenin ne bilimsel ne de matematiksel bir gerekçesi olabilir.

San›r›m buraya kadar her fley aç›k seçiktir.

Asl›nda her fley aç›k seçik de¤il... Olmamas› gerekir. Rast-

gele bir say› seçmek oldukça zor bir ifltir, örne¤in bilgisayara

rastgele bir say› seçtirmek neredeyse bafll› bafl›na bir bilim da-

l›d›r. Belki bir gün bu konudan da söz ederim bir yaz›mda.

Rastgele say›n›n nas›l seçildi¤i önemli de¤il bizim aç›m›zdan...

Biz, rastgele bir say›n›n seçilebildi¤ini varsayaca¤›z.

fiimdi, bütün do¤al say›lar aras›ndan rastgele bir say› seçe-

lim. Yani 0, 1, 2, 3, ... gibi pozitif tamsay›lar aras›ndan... Son-

suz tane do¤al say›y› bir torbaya koyaca¤›z, torbay› iyice (ama

iyice) kar›flt›raca¤›z ve elimizi torbaya dald›r›p, say›lardan biri-

ni rastgele çekece¤iz.

Herhangi bir say›n›n bir baflka say›ya göre ayr›cal›¤› yok,

1’in de, 2’nin de, 4782563903’ün de çekilme olas›l›¤› ayn›...

O zaman, her say›n›n çekilme olas›l›¤› 0’d›r.

Bu son dedi¤imizi kan›tlayal›m. Belli bir say›n›n çekilme

olas›l›¤›na  diyelim1. Bir say›n›n bir baflka say›ya göre çekilme

aç›s›ndan herhangi bir ayr›cal›¤› olmad›¤›n› varsayd›¤›m›zdan,

her say›n›n çekilme olas›l›¤› ayn›d›r, yani  ’dur. ‹lk 1000 say›-

dan birinin çekilme olas›l›¤›ysa 1000 ’dur. ‹lk 100.000 say›dan
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birinin çekilme olas›l›¤› da 100.000 ’dur. ‹lk 1.000.000 say›-

dan birinin çekilme olas›l›¤› 1.000.000 ’dur. Toplam olas›l›k 1

oldu¤undan, tüm bu olas›l›klar en fazla 1 olabilir. Yani n ne

olursa olsun, n en fazla 1 olabilir. Öte yandan,  > 0 olsayd›,

belli bir n say›s› için n say›s› 1’i aflard›. Demek ki  = 0 imifl...

Her say›n›n çekilme olas›l›¤› ayn›ysa, sonsuz say› aras›ndan

herhangi bir say›n›n çekilme olas›l›¤›n›n 0 olmas› gerekti¤ini

kan›tlad›k.

Bu sonuç biraz tuhaf gelebilir. Örne¤in 253’ü çekme olas›-

l›¤› 0, yani 253’ü çekemezsiniz!.. Bana, “Niye çekemeyecekmi-

flim ki, istersem bal gibi de çekebilirim,” diyebilirsiniz. Evet, is-

terseniz çekebilirsiniz. Ama ben size, “‹sterseniz çekemezsiniz”

demedim ki, “Rastgele çekemezsiniz” dedim. ‹flin püf noktas›

“rastgele” sözcü¤ünde.

Elbet, rastgele say› çekti¤inizde bir say› gelecek, ama bu sa-

y›y› önceden bilme olas›l›¤›n›z 0’d›r. Hatta, çekilifl yap›lmadan

önce, 1 de¤il, 1000 tahminde bulunsan›z, bu 1000 say›dan bi-

rinin ç›kma olas›l›¤› da 0’d›r.
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Diyelim bir say› kümemiz var. Bu say› kümesine X ad›n› ve-

relim. E¤er X sonlu bir kümeyse, rastgele çekilmifl bir say›n›n

X’te olma olas›l›¤›n›n 0 oldu¤unu yukarda gördük. Peki ya X

sonsuz bir kümeyse? O zaman olas›l›k kaçt›r, ya da – daha da

temel bir soru – böyle olas›l›ktan söz edebilir miyiz? “Rastgele

çekilen bir say›n›n X kümesinde olma olas›l›¤›” ne demektir?

Bunun matematiksel tan›m› var m›d›r, varsa nedir?

Örne¤in X çift say›lar kümesiyse, rastgele çekilmifl bir say›-

n›n X’te olma, yani çift olma olas›l›¤› 1/2’dir, çünkü herkesin

bildi¤i gibi, say›lar›n “yar›s›” çift, “yar›s›” tektir. Sezgisel ola-

rak do¤ru olan bu önermeyi birazdan matematiksel olarak ka-

n›tlayaca¤›z. Ama önce “X’te olma” olas›l›¤›n›n matematiksel

tan›m›n› verelim.

[0, n) = {0, 1, 2, ...  n–1} olsun. E¤er rastgele çekilifli bu kü-

meden yapacak olursak, rastgele çekilen say›n›n X kümesinde

olma olas›l›¤›, X kümesindeki n’den küçük say› say›s› bölü

n’dir, yani,

dir. Bu say›ya pn(X) diyelim. Demek ki, n’den küçük say›lar

aras›ndan rastgele çekilen bir say›n›n X kümesinde olma olas›-

l›¤› pn(X)’dir.

Rastgele çekilmifl bir say›n›n X’te olma olas›l›¤›n› pn(X) sa-

y›lar›n›n sonsuzda ald›klar› de¤er, yani

limn !"# pn(X)

olarak tan›mlayabiliriz. Bu say›ya p(X) diyelim.

Bu tan›m› kabul edelim: Rastgele çekilen bir do¤al say›n›n X

kümesinde olma olas›l›¤› p(X) = limn !"# pn(X) olarak tan›mlans›n.

Önce, X kümesi sonluysa, rastgele bir say›n›n X’te olma

olas›l›¤›n›n 0 oldu¤unu, yani p(X) = 0 eflitli¤ini kan›tlayal›m. X

say› kümesi sonlu oldu¤undan, X’teki say›lar›n hepsi belli bir

say›dan, diyelim m’den daha küçüktür. O zaman, m’den büyük
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her n say›s› için,

X $ [0, n)

dir ve

p(X) = |X % [0, n)|/n = |X|/n ≤ m/n

dir. m sabit oldu¤undan,

p(X) = limn !"# pn(X) & limn !"# m/n = 0

d›r, yani

p(X) = 0

d›r.

fiimdi X çift say›lar kümesi olsun. Bu kez p(X) = 1/2 eflitli¤i-

ni kan›tlayaca¤›z. X % [0, n) kümesinin eleman say›s›n› bulal›m.

X % [0, n) kümesinde, e¤er n tek say›ysa (n+1)/2 tane, e¤er n çift

say›ysa n/2 tane say› vard›r. Demek ki, pn(X), bir (n + 1)/2n olu-

yor, bir 1/2.

pn(X) dizisi flöyle bafll›yor:

0, 1, 1/2, 2/3, 1/2, 3/5, 1/2, 4/7, 1/2, 5/9, 1/2, 6/11, 1/2, 7/13...

Bu dizinin limitinin 1/2 oldu¤u belli. Demek ki, rastgele çe-

kilen bir do¤al say›n›n çift olma olas›l›¤› gerçekten 1/2’dir.

Dileyen okur, X, 3’e bölünen say›lar kümesi oldu¤unda,

p(X) = 1/3 eflitli¤ini kan›tlayabilir.

Yine bu olas›l›k ölçümüyle, bir say›n›n 4, 9, 25, 49 gibi bir

kareye bölünmeme olas›l›¤› 6/'2’dir... Rastgele iki say›n›n da

birbirine asal olma olas›l›¤› ayn›d›r. Bu sonuçlar Hardy ve

Wright’›n yazd›¤› “An Introduction to the Theory of Num-

bers” kitab›n›n 332 ve 333’uncu teoremleridir. Söz aç›lm›flken,

birinci bas›m› 1938’de yap›lan bu kitaptan 20 küsur y›ld›r bü-

yük bir zevk ald›¤›m› belirtmeliyim, herkese öneririm.

Yukardaki olas›l›k tan›m›, olas› tan›mlardan sadece biridir

ve bir anlamda en do¤al›d›r. Baflka olas›l›k ölçümleri de olabi-

lir. Hatta bu ölçümler de oldukça do¤al bulunabilir. Örne¤in,

küçük say›lar›n seçilme olas›l›¤›n›n daha büyük olmas› gerekti-

¤ini düflünebiliriz. p(n), n say›s›n›n çekilme olas›l›¤›ysa,

p(0) = 1/2
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p(1) = 1/4

p(2) = 1/8

p(3) = 1/16

p(4) = 1/32

p(5) = 1/64

p(6) = 1/128

p(7) = 1/256

...

ve genel olarak,

p(n) = 1/2n+1

olarak düflünebiliriz. O zaman,

olarak tan›mlan›r.

Dikkat edilirse, bu son tan›mla p( ) = 1’dir. (Burada  do-

¤al say›lar kümesini simgeliyor.) Yani bir say› seçme olas›l›¤› 1,

yani yüzde yüz, olmas› gerekti¤i gibi...

Öte yandan, bu olas›l›k tan›m›yla, 0’› seçme olas›l›¤› 1/2,

eskisi gibi 0 de¤il.

Çift say› seçme olas›l›¤›,

dür. Tek say› seçme olas›l›¤› da 1 – 2/3 = 1/3.

Bu olas›l›k ölçümüyle, rastgele seçilen bir say›n›n asal olma

olas›l›¤›:

Bu say› en fazla, 1/3 – 1/4 + 1/8 = 5/24’dür (çünkü çekilen

say›n›n tek say› olma olas›l›¤› 1/3, 1 olma olas›l›¤› 1/4, 2 olma

olas›l›¤› 1/8), ama kesinlikle 1/23 + 1/24 + 1/26 + 1/28 + 1/212

say›s›ndan büyüktür. Bu olas›l›¤›n kaç oldu¤unu tam olarak

bilmiyorum, san›r›m kimse bilmiyor.

Baflka olas›l›k tan›mlar› da olabilir. Örne¤in, olas›l›k,
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olarak tan›mlanabilir.

Bir olas›l›k tan›m›ndan ne isteriz? Matematikte hep oldu¤u

gibi, ne istemek istersek onu isteriz. Genellikle bir olas›l›ktan

flunlar istenir:

1. Olas›l›k 0’la 1 aras›nda de¤iflen bir say› olsun. Matema-

tikçesi: 0 & p(X) & 1.

2. Toplam olas›l›k 1 olsun. Yani olaylardan herhangi biri-

nin gerçekleflme olas›l›¤› 1 olsun. Bu, mutlaka bir olay gerçek-

leflecek anlam›na gelir. Yukardaki örneklerde, mutlaka bir say›

çekilecek demektir bu. Matematikçesi: E¤er A bütün olaylar

kümesiyse (yukarda A =  ), p(A) = 1.

3. E¤er n (  olmak üzere, Xn ayr›k kümeleri simgeliyor-

sa, bir olay›n Xn kümelerinden birinde olma olas›l›¤›, olay›n Xn

kümesinde olma olas›l›klar›n›n toplam›d›r. Matematiksel for-

mülüyle,

Yukarda verdi¤imiz örneklerin hepsi bu sonuncu koflulu sa¤-

lam›yor. Onlar bu anlamda olas›l›k de¤illerdir ama öyleymifl gibi

sözedilir.

Yukardaki üç koflulu sa¤layan bir fonksiyona ��������������	��
denir. Daha önce olas›l›¤›n matematiksel tan›m›n›

bilmiyordunuz, art›k biliyorsunuz. Bundan böyle size bir olay›n

olas›l›¤› soruldu¤unda, “Olas›l›k fonksiyonumuz ne?” diye so-

rabilirsiniz.
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Gerçekten Asal Var m›?

103

Kendinden ve birden baflka say›ya bölünmeyen say›lara asal

denir. Örne¤in, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 asal say›lard›r.

Ama 35 asal de¤ildir, çünkü 5’e bölünür. Teknik nedenlerden

1 asal say›lmaz.

Sonsuz tane asal oldu¤u ta eski Yunanl›lardan beri bilini-

yor. Öklid’in Elemanlar adl› kitab›nda vard›r bunun kan›t›.

Öklid’in aktard›¤› bu kan›t dünyan›n en güzel kan›tlar›ndan bi-

ri olarak kabul edilir. [5]’teki Asal Say›lar bafll›kl› yaz›da bu

güzel kan›t› bulabilirsiniz.

100’den küçük 25 tane asal say› vard›r. ‹flte o asal say›lar:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,

61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Demek ki, yüzden küçük say›-

lar›n yüzde 25’i, yani dörtte biri asald›r.

Bir baflka deyiflle, ilk yüz say› aras›ndan rastgele bir say› se-

çecek olursak, bir asal say› seçme olas›l›¤›m›z 1/4’tür, yani yüz-

de 25’tir, yani 0,25’tir1.

1000’den küçük kaç tane asal vard›r? Hepsini teker teker

bulabiliriz. Bir bilgisayar zaman kazand›r›r. 1000’den küçük

asallar flunlar:

1 Matematikte olas›l›klar 1 üzerinden hesaplan›r.



2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,

61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127,

131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,

193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257,

263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331,

337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401,

409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467,

479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563,

569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631,

641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709,

719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797,

809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877,

881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967,

971, 977, 983, 991, 997.

Tam 168 tane var. Demek ki, 1’le 1000 aras› rastgele bir sa-

y› seçecek olsak, bir asal say› seçme olas›l›¤›m›z 168/1000’dir,

yani 0,168’dir.

Görüldü¤ü gibi ilk yüz say›da asallar daha yo¤un: ‹lk yüz

say›da asal bulma olas›l›¤›, ilk bin

say›da asal bulma olas›l›¤›ndan

daha fazla.

E¤er n bir tamsay›ysa, p(n),

n’den küçük asal say› say›s› olsun.

Örne¤in, p(100) = 25 ve p(1000) =

168.

Asallar›n ne kadar yo¤un oldu¤unu anlamak istiyoruz, ya-

ni p(n)/n say›s›yla ilgileniyoruz. Asal say›lar›n yo¤unlu¤unu öl-

çen bu say›lara y(n) diyelim. Bu say›, n’den küçük rastgele se-

çilmifl bir say›n›n asal olma olas›l›¤›d›r. Yukardaki deneyler-

den,

y(100) = p(100)/100 = 0,25

y(1000) = p(1000)/1000 = 0,168

oldu¤u anlafl›l›yor.
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Bu yo¤unluklar› bilgisayar›mda hesaplatt›rd›m. ‹flte birkaç

sonuç:

y(100) = 25/100 = 0,25

y(200) = 46/200 = 0,23

y(300) = 62/300 = 0,206666...

y(400) = 78/400 = 0,195

y(500) = 95/500 = 0,19

y(600) = 109/600 = 0,181666...

y(700) = 125/700 = 0,17857...

y(800) = 139/800 = 0,17375

y(900) = 154/900 = 0,17111...

y(1000) = 168/1000 = 0,168

y(2000) = 303/2000 = 0,1515

y(3000) = 430/3000 = 0,143333...

y(4000) = 550/4000 = 0,1375

y(5000) = 669/5000 = 0,1338

y(6000) = 783/6000 = 0,1305

y(7000) = 900/7000 = 0,12857...

y(8000) = 1007/8000 = 0,125875

y(9000) = 1117/9000 = 0,1241111...

y(10000) = 1229/10000 = 0,1229

y(20000) = 2262/20000 = 0,1131

y(30000) = 3245/30000 = 0,1081666...

y(40000) = 4203/40000 = 0,105075

y(50000) = 5133/50000 = 0,10266

y(60000) = 6057/60000 = 0,10095

y(70000) = 6935/70000 = 0,0990714...

y(80000) = 7837/80000 = 0,0979625

y(90000) = 8713/90000 = 0,0968111...

y(100000)= 9593/100000 = 0,09593

Yo¤unluklar›n giderek küçüldü¤ünden art›k hiç kuflkumuz

yok say›l›r. Belli ki asallar›n yo¤unlu¤u gitgide azal›yor.
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Bu yo¤unluk nereye dek küçülüyor? Örne¤in 0,08’in ya da

0,09’un alt›na iniyor mu? ‹niyorsa, 0,01’in alt›na iniyor mu?

Ya daha afla¤›lara?

Evet iniyor. Her pozitif say›n›n alt›na iniyor ve sonsuzda 0

oluyor. Bunun kan›t›n› burada veremeyece¤iz ne yaz›k ki.

Bu flu demektir: Tüm do¤al say›lar aras›ndan rastgele seçil-

mifl bir say›n›n asal olma olas›l›¤› 0’d›r. Bir baflka deyiflle, sonsuz

tane asal vard›r, ama asallar›n say›s›, tüm say›larla karfl›laflt›r›l-

d›¤›nda, o kadar da fazla de¤ildir.
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Aristo’nun Çat›flk›s›

107

Yar›çap› r olan bir çemberin çevresinin 2 r, alan›n›n da  r2

oldu¤unu ilkokul ö¤rencileri bile bilirler. Daha do¤rusu

bilmeleri gerekir. Öyle söylenmifltir. Ö¤retmen,

– r yar›çapl› bir çemberin çevresi 2 r, alan› da  r2’dir, de-

mifltir.

Ö¤renciler de,

– Baflüstüne örtmenim! demifllerdir.

Ne iyi ö¤retmen! Ne iyi ö¤renciler!

Ö¤retmen söylüyor, ö¤renci inan›yor.

Nerden belli ö¤retmenin yalan söylemedi¤i? Nerden belli

kitaplar›n yalan yazmad›¤›? Niye ö¤retmenlere ve kitaplara

inan›l›r? Oysa konu matematik olunca öz babana bile güven-

meyeceksin.

Sanki yukardan, “çemberin çevresi 2 r, alan›  r2’dir,” diye

bir vahiy inmifl...

Bilgi, kutsal kitaplarda yaz›l›ym›fl gibi sunulmamal›. Özel-

likle matematik... Matematik, san›ld›¤› gibi bir bilgiler toplam›

de¤ildir. Matematik, neyin neden do¤ru oldu¤unu anlama sa-

nat›d›r. Yani kan›ts›z matematik olmaz.

Sorgulama ve kuflku duyma al›flkanl›klar› afl›lanm›yor ö¤-

renciye. Bu al›flkanl›k matematik dersinde de afl›lanmazsa hiç-



bir derste afl›lanmaz. E¤er ö¤renciler anlayabilecek yaflta ve dü-

zeydeyse, formüllerin neden do¤ru oldu¤u anlat›lmal›, de¤iller-

se, en az›ndan bu formüllerin bir kan›t› oldu¤u, bu kan›t› bü-

yüdükleri zaman anlayabilecekleri söylenmeli. E¤er formüllerin

neden do¤ru oldu¤unu ö¤retmen de bilmiyorsa, bunu ö¤renci-

lere aç›k aç›k söylemeli,

! Kusura bakmay›n çocuklar, demeli örne¤in, bu formüllerin

neden do¤ru oldu¤unu ben de bilmiyorum. Bir bilene sormal›.

Ö¤retmenler her fleyi bilemezler ki.

Bir gün bir ö¤rencim, dersd›fl› sohbet s›ras›nda, derslerimde

en sevdi¤i fleyin, ö¤rencilerin sorular›na kimi zaman hemen yan›t

vermeyip, sanki yan›t› bilmiyormuflum gibi bir süre düflünüyor-

mufl numaras› yapmam oldu¤unu söylemiflti. fiafl›rd›m. Oysa hiç

öyle numaralar yapmam. Baflka numaralar›m vard›r ama bu tür

numaralar›m yoktur. Sorulan sorunun yan›t›n› hemen bilemeye-

bilirim, düflünmem gerekebilir. Sorulan sorunun yan›t›n› hiç bu-

lamad›¤›m da olur. Kaç kez bafl›ma gelmifltir. Hocalar›n her fleyi

bildi¤ini sanan ve bu düflünceye al›flt›r›lan ö¤renciler numara

yapt›¤›m› sanm›fllar. Do¤rusunu anlatt›m ö¤rencime elbet.

Fransa’da matematik ö¤rencisiyken bir ara Sorbonne’un

felsefe bölümüne, üçüncü s›n›fa yaz›ld›m. Hocalar çok kötüy-

dü. Ders boyunca aya¤a kalkmazlar, karatahtay› hiç kullan-

mazlar, kürsüden tekdüze bir sesle notlar›n› okurlard›. Al›fla-

mad›m. Çok s›k›ld›m. Nerde benim ders boyunca oturmayan,

heyecanlar›n› saklayamayan, matemati¤in güzelli¤ini paylafl-

mak için canla baflla çal›flan matematik hocalar›m! Üstelik Sor-

bonne’un hocalar›, felsefe de¤il, felsefe tarihi okutuyorlard›.

Hatta felsefe tarihi bile de¤il, filozoflardan flatafatl› sözlerle sö-

zediyorlar, daha çok edebiyat yap›yorlard›: “Ey karanl›klar›n

düflman›! Ey hiç evlenmemifl bâkir adam! Do¤umu olan 22 Ni-

san 1724’ten ölümü olan 12 fiubat 1804’e dek hiç terketmedi-

¤i Königsberg kasabas›n›n o görkemli gotik katedralinin önün-

den her gün ayn› saatte geçen ve kasabal›lar›n bu sayede saat-
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lerini ayarlamalar›n› sa¤-

layan ey dakik adam! Ey

Immanuel Kant!..” Çok

abartm›yorum... Dersler,

içeri¤i olmayan bofl söz-

lerle geçiyordu. B›rakt›m

dersleri. Sartre’› ve varo-

luflçulu¤u anlatan bir ho-

can›n dersi d›fl›nda... O

hoca çok ünlüydü. T›kl›m t›kl›m dolan koca bir amfide verirdi

derslerini. Yafll› bafll› insanlar da gelirdi derse. Birçok ö¤renci

hocan›n dersini teybe kaydederdi, belli ki hocan›n dediklerin-

den hiçbir fley kaç›rmak istemiyorlard›. Hiç oturmazd› hoca,

hep karatahtan›n önündeydi. Çok da güzel konuflurdu. Bir

gün, derse girer girmez,

! Sorusu olan var m›? diye sordu.

‹lk kez böyle bir soru soruyordu. O gün dersini mi haz›rla-

mam›flt› ne?

Oldukça uzun bir sessizlikten sonra bir delikanl› çekine çe-

kine parmak kald›rd›.

! Mösyö, dedi, Sartre’›n Imaginaire adl› yap›t›n›n bilmem-

kaç›nc› sayfas›nda anlam›n› anlamad›¤›m ve hiçbir sözlükte bu-

lamad›¤›m flöyle bir sözcük var, ne demektir bu sözcük?

Ö¤renci sözcü¤ün geçti¤i tümceyi de okudu.

Hoca soruyu sorana bakt›, bakt›, bakt›... Sonra karatahta

önünde bir afla¤› bir yukar› dolaflmaya bafllad›. S›n›ftan ç›t ç›k-

m›yordu. Yar›m saate yak›n doland› durdu ve sonra,

! Önce, dedi, Imaginaire’in Sartre’›n düflüncesindeki yerini

saptayal›m...

Bafllad› Imaginaire’den sözetmeye... Uzun uzun... Daha ön-

ce ben bu adam›n ne dedi¤ini afla¤› yukar› anlard›m, ne oldu

birdenbire böyle? Dersin bitmesine befl dakika kala,

! Evet, dedi, baflka sorusu olan var m›?
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Kimsenin sorusu yoktu. Ders bitmiflti.

Sorbonne’da tan›d›¤›m hocalardan bir bu hocaya sayg›m

vard›, o hocaya da sayg›m kalmam›flt› art›k. Oysa, “O sözcü¤ü

ne yaz›k ki ben de bilmiyorum,” deseydi, “E¤er bulabilirsem

gelecek ders anlat›r›m,” deseydi, sayg›m bin kat artard›1.

Dedi¤im gibi ö¤retmen bilmedi¤ini aç›k aç›k söyleyebilme-

lidir. Ö¤retmen her fleyi bilemez. Yaln›zca bunu ö¤renmek bir

ö¤renci için büyük bir kazançt›r.

Bir ö¤rencim anlatt›. Lisedeyken üniversite s›navlar›na ha-

z›rlanmak için özel matematik kursuna gidiyormufl. Hocas›

matematikte sözümona yeni bir formül bulmufl. Formülü kara-

tahtaya yazd›ktan sonra, ö¤rencilere dönüp,

! Aman haa, demifl, bu formül bu s›n›ftan d›flar› ç›kmas›n.

Kimselere ç›tlatmay›n, aram›zda kals›n...

Sanki insanl›¤› yokedecek korkunç bir silah bulmufl!

Ö¤rencilerden biri parmak kald›r›p,

! Hocam, demifl, bunun bir kan›t› var m›d›r?

Hoca k›pk›rm›z› kesilmifl, çok k›zm›fl, küplere binmifl.

! Kan›t da ne demek! diye kükremifl. ‹nanmayan ç›ks›n or-

taya formülün yanl›fl oldu¤unu göstersin! Hadi bakal›m, hodri

meydan!

Ö¤rencilerde ç›t yok. Soran sordu¤una bin piflman.

Çok gevezelik yapt›k, çembere geri dönelim. Bir sonraki ya-

z›da, r yar›çapl› bir çemberin çevresinin neden 2 r, alan›n›n ne-

den  r2 oldu¤unu anlataca¤›m. Bu yaz›n›n konusu bu de¤il. Bu

yaz›n›n konusu çemberler üzerine bir çat›flk› (bir paradoks.)

Hem de çok eski bir çat›flk›, taaa Aristo’dan kalma, yani afla¤›

yukar› 2350 y›ll›k.

Afla¤›daki fleklin solundaki daire bir tekerlektir. Bu tekerlek

yere A noktas›ndan de¤mektedir. Tekerle¤imiz sa¤a do¤ru tam
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bir tur atarak ve kaymadan (yani patinaj yapmadan) yuvarlan-

s›n. fiimdi tekerlek sa¤dad›r ve yere B noktas›ndan de¤mekte-

dir. AB do¤ru parças›n›n uzunlu¤u tekerle¤in (çemberin) çevre-

sine eflittir elbette.

Çemberin her noktas› bir zaman sonra AB do¤ru parças›-

n›n bir noktas›na de¤ecektir. Örne¤in çemberin tepe noktas›

olan E noktas›, AB yolunun tam ortas› olan F noktas›na de¤e-

cektir. Bir baflka deyiflle çemberin noktalar›yla AB do¤ru par-

ças›n›n noktalar› aras›nda birebir bir eflleflme vard›r.

Buraya de¤in bir sorun yok.

fiimdi, tekerle¤in içine tebeflirle küçük bir çember çizelim.

Tekerlek yuvarland›kça bu küçük çemberin izleyece¤i yola

bakal›m.

Tekerlek tam bir tur yapt›¤›nda C noktas› D noktas›na ge-

lecektir, çünkü A ve C noktalar›ndan geçen yar›çap, bir tur

sonra B ve D noktalar›ndan geçen yar›çap olacakt›r.

Küçük çemberin her noktas›, tekerlek yuvarland›kça, CD

do¤rusunun bir ve bir tek noktas›na de¤ecektir. Örne¤in

afla¤›daki flekilde görülen H noktas›, CD do¤rusuna H" noktas›n-

dan de¤ecektir, çünkü H ve G noktalar›ndan geçen yar›çap, yol

boyunca bir ara, H" ve G" noktalar›ndan geçen yar›çap olacakt›r.
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Demek ki CD do¤ru parças›n›n uzunlu¤u küçük çemberin

çevresine eflittir, çünkü küçük çemberin her noktas› CD do¤ru

parças›n›n bir ve bir tek noktas›na efl düflmektedir. Ama

CD’nin uzunlu¤u AB’nin uzunlu¤una eflit ve AB’nin uzunlu¤u

büyük çemberin uzunlu¤una eflit. Demek ki küçük çemberin

çevresiyle büyük çemberin çevresi birbirine eflittir!

Bu bir çat›flk›d›r (paradokstur.) Küçük çemberin çevresi bü-

yük çemberin çevresine eflit olmamal›...

Yanl›fl nerede?

Yan›t› vereyim. Yanl›fl flu tümcede: Demek ki CD do¤ru

parças›n›n uzunlu¤u küçük çemberin çevresine eflittir, çünkü

küçük çemberin her noktas› CD do¤ru parças›n›n bir ve bir tek

noktas›na efl düflmektedir.

Çemberle CD do¤rusunun

noktalar›n›n birebir efllenmesi,

ikisinin uzunlu¤unun ayn› olma-

s› anlam›na gelmez. Örne¤in

yanda koyu çizilmifl iki do¤ru

parças›n›n uzunluklar› birbirine

eflit de¤ildir ama noktalar› ara-

s›nda birebir bir eflleflme vard›r. fiekildeki yöntemle k›sa do¤ru

parças›yla büyük do¤ru parças›n›n noktalar› aras›nda bir efllefl-

me oldu¤u görülür.

Yukardaki çemberlerin noktalar› aras›nda da bariz bir

eflleme vard›r. ‹flte o eflleme:
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Ayn› flekilde, yandaki iki çemberin noktalar› aras›nda da bi-

rebir bir eflleflme vard›r, ama uzunluklar› ayr›d›r.

Noktalar›n eflleflmesinin uzunluklar›n›n eflit oldu¤u anlam›-

na gelmedi¤ini ilk dile getiren ve böylece Arflimet paradoksunu

da ilk çözen on dokuzuncu yüzy›l›n ikinci yar›s›nda yaflam›fl

olan Alman matematikçi Cantor’dur2.
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Çemberin Çevresi, Dairenin Alan›,
 ’nin De¤eri
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Bu yaz›da, r yar›çapl› bir çemberin çevresinin neden 2 r, ala-

n›n›n neden  r2 oldu¤unu görece¤iz. ‹lkokuldan beri ezberle-

tilen bu formüllerin kan›tlar›n› merak etmemifl olabilirsiniz. Ne

yaz›k ki okullarda -salt Türkiye’de de¤il, dünyan›n hemen hemen

her yerinde ve özellikle matematik derslerinde- ö¤renciler sorgu-

lamaya teflvik edilmezler. Ö¤retmenin dedi¤i kabul edilir.

Yaz›n›n ortalar›nda 3 <  eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›m. He-

men, “çok kolay” deyip kaleme kâ¤›da sar›lmay›n. 3 <  eflitsiz-

li¤ini kan›tlamak için  ’nin tan›m›n› bilmek gerekir.  ’nin tan›-

m›n› biliyor musunuz? Sanm›yorum. Okullarda pek ö¤retilmez.

Bu eflitsizli¤i kan›tlamak için okullarda ö¤retilen  = 3,14 yada

 = 22/7 gibi (do¤ru olmayan) bilgiler kullan›lmamal›d›r1. Yaz›-

n›n 6’nc› bölümünde  ’nin tan›m›n› verece¤im. O tan›m okun-

duktan sonra 3 <  eflitsizli¤i kan›tlanmal›d›r, daha önce de¤il.

Çok basit matematikten bafllayaca¤›z. Önce ünlü Pisagor ve

Tales teoremlerini kan›tlayaca¤›z. Bu biraz zaman alacak. Bu

1 Okullarda, genellikle  ’nin 3,14’e eflit oldu¤u ö¤retilir. Bu do¤ru de¤ildir.  sa-
y›s› afla¤› yukar› 3,14’tür. Tam 3,14 de¤ildir. Örne¤in  say›s› 3,14159’a daha
yak›nd›r.  say›s›, 3,14159 diye bafllar ama sonsuza dek, hiç yinelenmeden sü-
rer gider. Bunu kan›tlayabilmek için önce  ’nin tan›m›n› bilmek gerekir. Tan›-
m› bilinmeyen bir say›n›n de¤eri de bilinemez elbette. Tan›mland›ktan sonra
bile  ’nin de¤eri üzerine bir fley söylemek kolay de¤ildir.



yüzden, Pisagor ve Tales teoremlerini ve kan›tlar›n› bilen okur,

dilerse, do¤rudan beflinci bölüme gidebilir.

1. Üçgenin Alan›: Yüksekli¤i h, taban› b olan bir üçgenin

alan› bh/2’dir.

Bu formülü bilmeyen lise

fen bölümü ö¤rencileri tan›-

d›m ne yaz›k ki. Öte yandan,

geçenlerde gitti¤im özel bir

ilkokulun beflinci s›n›f ö¤ren-

cileri hem formülü hem de kan›t›n› biliyorlard›. Sevindim el-

bet. Ama e¤itimdeki eflitsizli¤i bir kez daha görüp üzüldüm de.

‹lkokul ö¤rencilerinin anlayabilece¤i bu kan›t bir flekille aç›k-

lanabilir.

Üçgeni yukardaki flekillerdeki gibi “ikiyle çarpal›m.” Böy-

lece, yüksekli¤i h, taban› b olan bir dikdörtgen elde ederiz. Dik-

dörtgenin alan› bh oldu¤undan2, üçgenin alan› bh/2’dir.

2. Pisagor Teoremi. Pisagor

teoremi, Bir diküçgenin dik aç›-

s›n›n kenarlar›n›n uzunluklar›-

n›n karelerinin toplam› üçüncü

kenar›n uzunlu¤unun karesine

eflittir, der. Ayn› teoremi flekille

söylemek gerekebilir diye yukarda bir flekil çizdik.
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Bu teoremi kan›tlayaca¤›z flimdi. Uzunlu¤u c olan kenara

bir kare infla edelim. Yamuk duran karenin bir kenar›n›n uzun-

lu¤u c’dir, demek ki alan› c2’dir.

fiimdi ayn› alan› baflka türlü he-

saplayaca¤›z.

Karede dört üçgen var ve herbi-

rinin alan› ilk üçgenimizin alan›na

eflit, yani her üçgenin alan› ab/2.

Yamuk karenin içinde bu dört üç-

genden baflka, bir de küçük kare

var. Bu küçük karenin her kenar› b

– a oldu¤undan alan› (b – a)2’dir.

Demek ki yamuk karenin alan› ayn› zamanda bu alanlar›n topla-

m›na eflittir:

Dört üçgenin alan› = 4 ! ab/2= 2ab

Küçük karenin alan› = (b – a)2 = b2 – 2ab + a2

Toplam alan = a2 + b2

Dolay›s›yla c2 = a2 + b2 eflitli¤i geçerlidir. Pisagor Teoremi’

ni de kan›tlad›k.

S›ra Tales Teoremi’ni kan›tlamaya geldi. Tales’in Teoremi’ni

iki aflamada kan›tlayaca¤›z.

3. Tales’in Teoremi (1): Yandaki flekil-

de HC/H"C" = AH/AH" eflitli¤i geçerlidir.

AH"C" üçgeninin alan›n› iki türlü he-

saplayaca¤›z.

Bu alan, her fleyden önce, AH"!H"C"/2’ye

eflittir.

Ayn› zamanda AHC üçgeninin, HCTH"

dikdörtgeninin ve CTC" üçgeninin alanlar›-

n›n toplam›na eflittir, yani,

AH!HC/2 + HC!HH" + CT!TC"/2

ye eflittir. Demek ki,
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AH"!H"C"/2 = AH!HC/2 + HC!HH" + CT!C"T/2

eflitli¤i do¤ru. Bu eflitlikte,

HH" yerine AH" – AH,

CT yerine AH" – AH,

C"T yerine H"C" – HC

koyal›m, çarp›p sadelefltirelim, istedi¤imiz eflitli¤i elde ederiz.

4. Tales’in Teoremi (2): Yandaki flekil-

de AC/HC = AC"/H"C" eflitli¤i geçerlidir.

Yukardaki teoremi ve Pisagor Teore-

mi’ni kullanaca¤›z:

AC2 =(Pisagor) AH2 + HC2

=(Tales 1) (AH"2!HC2/H"C"2) + HC2

=(cebir) (HC2/H"C"2)(AH"2 + H"C"2)

=(Pisagor) (HC2/H"C"2) ! AC"2.

fiimdi iki taraf›n da karekökünü ala-

rak diledi¤imiz eflitli¤i kan›tlayabiliriz3.

5. Düzgün Çokgenler. Bir çembere düzgün çokgenlerle ya-

k›nsayabiliriz. Örne¤in, çemberin içine yerlefltirilen bir düzgün

sekizgenin çevresi, çemberin çevresine oldukça yak›nd›r.

E¤er çemberin içine bir düzgün

onalt›gen yerlefltirirsek, çembere da-

ha da yaklaflm›fl oluruz.

Çokgenin kenar say›s›n› ne kadar

çok art›r›rsak, çembere o kadar çok

yak›nsar›z. Çokgenin çevresi, çembe-

rin çevresinden her zaman daha kü-

çüktür, ama aradaki fark kenar say›-

s› artt›kça küçülür, öyle ki “sonsuz-
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da” bu iki çevre birbirlerine eflit olurlar. Bir baflka deyiflle, çem-

ber, bir düzgün sonsuzgendir.

Ayn› fley çemberin içerdi¤i alan için de geçerlidir. Düzgün

çokgenin alan›, kenar say›s› artt›kça, dairenin alan›na yak›nsar

ve “sonsuzda” iki alan birbirine eflit olur.

6.  ’nin Tan›m›. Pek yak›nda r yar›çapl› bir çemberin çev-

resinin 2 r oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bir an için bunu bildi¤i-

mizi varsayarsak, bir çemberin çevresi yar›çap›na bölündü¤ün-

de 2 elde edildi¤ini görürüz. Bu, bütün çemberler için geçerli-

dir. Yani herhangi bir çemberi yar›çap›na bölersek, hep ayn›

say›y›, bir sabiti (2 ’yi) elde ederiz. Bunu kan›tlayal›m. Kan›t-

tan hemen sonra  say›s›n› tan›mlayaca¤›z.

Ayn› merkezli iki çember ele

alal›m. Bu çemberlerin içine düz-

gün çokgenler oturtal›m.

Çokgenlerin kenar say›s›na n

diyelim. Her ne denli n flekilde 8

ise de, biz n’nin çok, ama çok bü-

yük, “sonsuza yak›n” (ne demek-

se!) bir say› oldu¤unu varsayal›m.

Küçük çemberin çevresine #,

büyük çemberin çevresine #" diyelim. Küçük çemberin çap›na r,

büyük çemberin çap›na da r" diyelim. Ve küçük çokgenin çev-

resine #n, büyük çokgenin çevresine #"n diyelim.

Üçgenlerden birini büyültelim:
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Elbette,

r = AB ve r" = AB" (2)

ile

#n = n ! BC ve #n" = n ! B"C"

eflitlikleri geçerlidir. Birazdan #/r = #"/r" eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z.

#, afla¤› yukar› #n’ye, yani n ! BC’ye eflit. n büyüdükçe BC

küçülüyor ve n ! BC say›s› #’ye yak›ns›yor. Demek ki

#$%$#n = n ! BC

ve

#"$%$#"n = n ! B"C" (3)

afla¤›yukar›l›klar› geçerlidir4.

fiimdi (1), (2) ve (3)’ü kullanarak hesaplayal›m:

#/r =(2) #/AB %(3) n ! BC/AB = n ! 2BH/AB

=(Pisagor) n ! 2B"H"/AB"

= n ! B"C"/AB" %(3) #"/AB" =(2) #"/r".

Böylece #/r = #"/r" eflitli¤i kan›tlanm›fl oldu5.

Demek ki, herhangi bir çemberin uzunlu¤unu yar›çap›na

bölersek hep ayn› say›y› buluruz. Yani #/r say›s›, çember ne

olursa olsun de¤iflmez, hep ayn›d›r, bir sabittir. Hiç de¤iflmeyen

bu #/r sabitinin yar›s› da, yani #/2r say›s› da bir sabittir. Bu sa-

bite özel bir ad verelim:  . ‹flte flimdi  ’yi tan›mlad›k:

 = #/2r. (4)

7. “3 <  ” Eflitsizli¤i.  ’yi tan›mlad›k ama de¤erini bilmiyo-

ruz. Yukardaki tan›mdan hareket ederek, 3 <  eflitsizli¤ini ka-

n›tlayal›m.
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4 Bu afla¤›yukar›l›klar matematikte
# = limn &$' #n = limn &$' n ! BC

ve

#" = limn &$' #"n = limn &$' n ! B"C"

olarak yaz›l›r. Örne¤in birinci eflitlik, “n sonsuza gitti¤inde, n ! BC say›s› #’ya
gider” diye okunabilir.

5 % imiyle gösterilen afla¤›yukar›l›klardan rahats›z olan okur, limit kavram›n›
kullanmal›d›r. O zaman yukardaki hesap flöyle olur: #/r = #/AB = limn &$' n !

BC/AB = limn &$'$n ! B"C"/AB" = #"/AB" = #"/r".



Bir dairenin içine düzgün bir alt›gen yerlefltirelim. Dairenin

yar›çap› r olsun. Demek ki dairenin çap› 2r. Tan›ma göre, da-

irenin çevresini 2r’ye bölersek  ’yi

elde ederiz. Bir baflka deyiflle, daire-

nin çevresi 2 r’ye eflittir. Öte yandan

düzgün alt›genin çevresi 6r. Düzgün

alt›genin çevresi dairenin çevresin-

den daha küçük oldu¤undan 6r <

2 r elde ederiz. Sadelefltirirsek, 3 <  

bulunur, ki bu da bizim kan›tlamak

istedi¤imiz eflitsizliktir zaten.

Bu kan›t› biraz daha az sözle flöyle gösterebiliriz:

Dairenin Çevresi = 2 r.

Alt›genin Çevresi = 6r.

Demek ki 6r < 2 r.

Yani 3 <  .

8. Çemberin Çevresi. r yar›çapl› bir çember ele alal›m. Bu

çemberin çevresine # diyelim. Üçüncü bölümdeki tan›ma göre

 = #/2r’dir. Demek ki # = 2 r’dir! Çemberin çevresinin formü-

lünü bulduk6.

9. Dairenin Alan›. fiimdi, r yar›-

çapl› bir dairenin alan›n› bulal›m.

Alan›n  r2’ye eflit oldu¤unu kan›tla-

yaca¤›z. Yukarda yapt›¤›m›z gibi da-

ireye bir çokgen yerlefltirelim, yani

daireyi üçgenlere bölelim.

Üçgen say›m›za n diyelim. Her ne

denli flekilde n, 8’e eflitse de, asl›nda
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çevresini say›sal olarak hesaplayamay›z.



n çok büyük bir say›, sonsuza yak›n! Çokgenin çevresi #n, ala-

n› da An olsun. Çemberin çevresi #, alan› A olsun. n ne kadar

büyükse #n ve An say›lar› # ve A’ya o kadar yak›nd›r. Üçgenle-

rin yüksekli¤ine h, taban›na b diyelim. Her üçgenin alan›

bh/2’dir. n tane üçgen oldu¤undan, çokgenin alan› nbh/2’dir.

Demek ki

An = nbh/2

eflitli¤i geçerlidir.

Ama nb çokgenin çevresine, yani #n’ye eflit. Dolay›s›yla

An = #nh/2.

Öte yandan h afla¤› yukar› r’ye eflittir.7 Demek ki

An % r#n/2

fiimdi n’yi sonsuza götürelim. O zaman An say›s› A’ya, #n

say›s› da #’ye dönüflür ve yukardaki afla¤›yukar›l›k,

A = r#/2

eflitli¤ine dönüflür. Yukarda

# = 2 r

eflitli¤ini kan›tlam›flt›k. A = r#/2 formülündeki # yerine 2 r ko-

yal›m:

A = r(2 r)/2 =  r2

elde ettik. Çemberin alan›n› bulduk.

10.  ’nin De¤eri. Yaz›n›n süre¤inde  say›s›n›n nas›l hesap-

lanaca¤›na iliflkin birkaç ilginç bilgi verece¤im. Verece¤im bu

bilgileri burda kan›tlamama olanak yoktur, bunlar ancak üni-

versite düzeyinde kan›tlanabilir.

Afla¤›daki sonsuz toplama bakal›m:

1/1 –1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + ...

Bu sonsuz toplam sonlu bir say›d›r. Bu sonlu say›, s›k› du-

run,  /4’e eflittir. Yani,

 = 4 ! (1/1 –1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + ...)

eflitli¤i geçerlidir.
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Yavafl yavafl hesaplayal›m bu toplam›.

4 ! 1/1 = 4

4 ! (1/1 – 1/3) = 8/3 = 2,6666...

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 ) = 52/15 = 3,4666...

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7) = 304/105 % 2,895238095

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9) = 1052/315 % 3,33968254

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11) = 10312/3465 % 2,976046176

4 ! (1/1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + 1/13) = 36979/45045 % 3,283738484.

Elde etti¤imiz say›lar (bunlara k›smi toplamlar denir) bir

büyür bir küçülür ve sonsuza ne denli yaklafl›rsak, bu say›lar

 ’ye o denli yak›nsarlar. Bilgisayar›mda biriki hesap yapt›m, ifl-

te sonuçlar›8:

‹lk 1 terimin toplam› = 1

‹lk 2 terimin toplam› %$ 2,666667

‹lk 3 terimin toplam› % 3,466667

‹lk 4 terimin toplam› % 2,895238

‹lk 5 terimin toplam› % 3,339683

‹lk 6 terimin toplam› % 2,976046

‹lk 7 terimin toplam› % 3,283739

‹lk 8 terimin toplam› % 3,017072

‹lk 9 terimin toplam› % 3,252366

‹lk 10 terimin toplam› % 3,04184

‹lk 100 terimin toplam› % 3,13193

‹lk 101 terimin toplam› % 3,151493

‹lk 1000 terimin toplam› % 3,140593

‹lk 1001 terimin toplam› % 3,142592

‹lk 2000 terimin toplam› % 3,14109

‹lk 3000 terimin toplam› % 3,141260

‹lk 4000 terimin toplam› % 3,141345
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‹lk 10000 terimin toplam› % 3,141498

‹lk 20000 terimin toplam› % 3,141547

‹lk 30000 terimin toplam› % 3,141563

‹lk 40000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 50000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 60000 terimin toplam› % 3.141571

‹lk 70000 terimin toplam› % 3.141582

‹lk 80000 terimin toplam› % 3.141583

‹lk 90000 terimin toplam› % 3.141585

‹lk 100000 terimin toplam› % 3.141586

‹lk 120000 terimin toplam› % 3.141588

‹lk 150000 terimin toplam› % 3.141589

‹lk 230000 terimin toplam› % 3.141592

 ’ye yak›nsamak için baflka formüllerden de yararlanabili-

riz. ‹flte bu formüllerden bir baflkas›:

 /4= (2/3!4/3)(4/5!6/5)(6/7!8/7)(8/9!10/9)(10/11!12/11)...

Bu, sonsuz bir çarp›md›r. Bu sonsuz çarp›m flöyle de yaz›la-

bilir:

 /4 = 8/9 ! 24/25 ! 48/49 ! 80/81 ! 120/121...

yani,

 = 4 ! 8/9 ! 24/25 ! 48/49 ! 80/81 ! 120/121...

Bu terimlerin birkaç tanesini elle çarpal›m:

‹lk 1 terimin çarp›m› = 4

‹lk 2 terimin çarp›m› = 32/9 = 3,55555...

‹lk 3 terimin çarp›m› = 256/75 = 5,41333...

‹lk 4 terimin çarp›m› = 4096/1225 % 3,343673469

‹lk 5 terimin çarp›m› = 65536/19845 % 3,30239355

Hep 1’den küçük bir say›yla çarpt›¤›m›zdan say›lar gittikçe

küçülürler. Bu çarp›m› sonsuza dek yapabilirsek, sonsuzda tam

tam›na  say›s›n› buluruz. Bilgisayar›ma hesaplatt›rd›m ve afla-

¤›daki sonuçlar› buldum:

‹lk 10 terimin çarp›m› % 3,20771

‹lk 20 terimin çarp›m› % 3,177493
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‹lk 30 terimin çarp›m› % 3,166232

‹lk 40 terimin çarp›m› % 3,160348

‹lk 100 terimin çarp›m› % 3,149302

‹lk 500 terimin çarp›m› % 3,143157

‹lk 1000 terimin çarp›m› % 3,142376

‹lk 2000 terimin çarp›m› % 3,141989

‹lk 2563 terimin çarp›m› % 3,141854

Bundan sonraki say›lar de¤iflmiyor, çünkü bilgisayar›mda vir-

gülden sonra ancak alt› hane gidebiliyorum. Daha sonraki çar-

p›mlar 0,999999... oldu¤undan bilgisayar›m bu say›y› 1 san›yor.

(Bir komutla virgülden sonra istedi¤im kadar gidebilmeliyim,

ama komutu bilmiyorum.) Bu formüle Wallis formülü denir.

 ’yi flu formülle de hesaplayabiliriz:

 2/8 = 1/12 + 1/32 + 1/52 + 1/72 + 1/92 + ...

Do¤an›n bir garipli¤i...

 ’yi hesaplaman›n bir baflka yolu da afla¤›daki formülü kul-

lanmakt›r:

yani

Bu seri  ’ye yukardakilerden çok daha h›zl› yak›nsar. Örne-

¤in, daha birinci terimde,

4!(6/8 + 2/57 + 1/239) = 43009/13623 % 3,157087279

say›s›n› buluruz, gerçek  ’ye oldukça yak›n. Bunun k›smi top-

lamlar›n› hesaplayal›m:

‹lk 1 terimin toplam› % 3,157087

‹lk 2 terimin toplam› % 3,141448

‹lk 3 terimin toplam› % 3,141594

‹lk 4 terimin toplam› % 3,141593
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Bilgisayar›m bundan sonra hep ayn› say›y› veriyor. Bu son

formül 1962’de Shanks ve Wrench taraf›ndan bulunmufltur9.

 ’nin virgülden sonra, diyelim 216’nc› rakam›n› hesapla-

mak için formüller de vard›r. Ama ne yaparsak yapal›m,  ’yi

hiçbir zaman tam olarak bulamay›z, ama  ’ye (kesirli say›larla)

diledi¤imiz kadar yak›nsayabiliriz.
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Sopayla Sayal›m!
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Bir tahta parças› alal›m. Bu tahta parças› üzerinde eflit ara-

l›kl› ve biri sopan›n bafl›na biri de sonuna gelmek üzere n

tane çentik açal›m. Örne¤in n = 8 ise, tahta parçam›z flöyledir:

Bu n çenti¤in p tanesini boyayaca¤›z. Burada p, n’den kü-

çük ya da n’ye eflit bir say› elbet. Örne¤in n = 8 ve p = 3 ise, so-

pay› flöyle boyayabiliriz:

Boyamak için baflka çentikler de seçebilirdik. Örne¤in yu-

kardaki çentikler yerine dördüncü, beflinci ve alt›nc› çentikleri

boyayabilirdik.

Sekiz çentik aras›ndan boyanacak üç çentik seçece¤iz. Kaç

türlü seçebiliriz? Bu sorunun yan›t›n› liseye giden her ö¤renci-

nin bilmesi gerekir, ancak deneyimim, yan›t› pek az ö¤rencinin

bildi¤inigösteriyor. Do¤ru yan›t, “sekizin üçlüsü”denilen

say›s›d›r, yani 8! 3!/5! dir. Burada,

8! = 1  2  3  4  5  6  7  8

5! = 1 2  3  4  5

3! = 1 2  3



dir. Demek ki, sekiz çentik aras›ndan üçünü,

çeflitli biçimde seçebiliriz.

Genel olarak, n çentik aras›ndan p tanesini

(“n’nin p’lisi”) biçimde seçebiliriz. Bu sonuç lise kitaplar›n-

da bulunmal›d›r. Yoksa, [6]’n›n Pokerin Matemati¤i bafll›kl›

yaz›s›na bakabilirsiniz. O yaz›da formülün do¤rulu¤u ayr›ca

kan›tlanm›flt›r.

Örne¤in n = 5 ve p = 2 olsun ve befl çentikli bir sopa üze-

rinde kaç türlü iki çentik seçebilece¤imizi hesaplayal›m. Yukar-

da dedi¤im gibi,

türlü iki çentik seçebiliriz. ‹flte o on seçim:

Buraya de¤in bir sorun olmamas› gerekir. Ama var!

Sorun flu: sopay› 180 derece çevirdi¤imizde, yani sopan›n

solunu sa¤›na, sa¤›n› soluna getirdi¤imizde, ayr› gibi gözüken

iki boyan›fl türünün asl›nda bir oldu¤unu görürüz. Sopan›n ba-

fl› sonu belli de¤il ki! Örne¤in, yukardaki ikisi boyal› befl çen-

tikli on sopadan,
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sopalar› aras›nda bir ayr›m yapamay›z. Bu sopalar birbirinin si-

metri¤idir (bak›fl›¤›d›r) ve bu simetrik sopalar› bir saymak zo-

runday›z. O zaman, on sopa aras›ndan iki tane olanlar›ndan

birini at›p geriye kalanlara bakal›m:

Soru. Simetrik boyanm›fl sopalar› bir sayarsak, n çentikli

sopan›n p çenti¤ini kaç türlü boyayabiliriz?

E¤er n = 5, p = 2 ise, yan›t›n 6 oldu¤unu yukarda gördük.

Yan›t. Simetrik boyal› sopalar› ayr› ayr› sayarsak yan›t›n

oldu¤unu biliyoruz. Bu,

sopay› içeren kümeye A ad›n› verelim.

Örne¤in, n = 5, p = 2 ise, yukarda da gördü¤ümüz gibi, A

kümesinin ö¤eleri flunlard›r:

A kümesinin ö¤elerini iki s›n›fa ay›ral›m: kendi kendisinin

simetri¤i olanlar ve bir baflka simetri¤i olanlar. Birinci kümeye
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B diyelim, ikinci kümeye C. Örne¤in, n = 5, p = 2 ise, B küme-

si afla¤›daki iki ö¤eden oluflmufltur:

ve C kümesi afla¤›daki 8 ö¤eden oluflmufltur:

E¤er A, B ve C kümelerinin ö¤e say›s›n› !A!, !B! ve !C! ola-

rak gösterirsek, bizim bulmak istedi¤imiz say›,

x = !B! + !C!/2 (1)

say›s›d›r.

Ne biliyoruz?

eflitli¤ini biliyoruz. Bize yeterli de¤il. E¤er !B! say›s›n› bulabilir-

sek, (2) eflitli¤ini kullanarak !C! say›s›n› da bulabiliriz arkas›n-

dan da (1) eflitli¤ini kullanarak arad›¤›m›z x say›s›n› bulabiliriz.

Demek ki B kümesinin ö¤e say›s›n› bulmak kal›yor.

B kümesinin ö¤e say›s›, n ve p say›lar›n›n tekli¤i ve çiftli¤i-

ne göre de¤iflir.�ve �Çift Say›larsa. ‹lk olarak n ve p say›lar›n›n çift olduk-

lar›n› varsayal›m. B kümesinin her ö¤esi simetrik biçimde bo-

yanm›flt›r. Demek ki boyal› p çenti¤in yar›s› sopan›n solunda,

yar›s› sa¤›ndad›r ve bu iki yar› birbirinin simetri¤idir, bir bafl-

ka deyiflle, sol taraf›n nas›l boyand›¤›n› biliyorsak, sa¤ taraf›n

da nas›l boyand›¤›n› biliriz.
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n çift oldu¤undan, sopan›n tam ortas›nda çentik yoktur ve

bu çentiklerin n/2 tanesi soldad›r. Soldaki bu n/2 çentikten p/2

tanesini seçece¤iz ve ayn› seçimin simetri¤ini sa¤ tarafta da ya-

paca¤›z. Soldaki n/2 çentikten kaç türlü p/2 çentik seçebiliriz?

türlü elbette. Demek ki, B kümesinde

tane ö¤e varm›fl. Yani

imifl. Bundan da, (2)’yi kullanarak,

buluruz. fiimdi, (1)’i kullanarak x’i bulabiliriz:�Çift, �Tekse. Bu durumda sopan›n simetri¤i olmaz, yani

!B!"= 0’d›r. Demek ki,

dir.�Tek, �Çiftse. fiimdi n’nin bir tek say› oldu¤unu varsaya-

l›m. O zaman sopan›n tam ortas›nda bir nokta vard›r ve çen-

tiklerin (n–1)/2 tanesi solda, (n–1)/2 tanesi sa¤dad›r. p çift ol-

du¤undan, B kümesinin hiçbir sopas›n›n ortas›ndaki çentik bo-

yal› olamaz (yoksa çentikleri simetrik bir biçimde boyayama-

y›z.) Demek ki B’deki her sopan›n boyal› çentiklerin yar›s›, ya-

ni p/2 tanesi solda, öbür yar›s› sa¤da, solun tam simetri¤inde

131



olmal›d›r. Soldaki (n–1)/2 çentikten boya-

nacak p/2 tanesini seçece¤iz. Kaç türlü se-

çebiliriz?

türde elbet. Demek ki,

dir. Bundan da, (2)’yi kullanarak,

buluruz. fiimdi, (1)’i kullanarak x’i bulabiliriz:

�ve �Tekse. Bu durumda, B kümesinin her sopas›n›n tam

ortas›ndaki çentik boyanmal›d›r. Çünkü p tektir ve tam orta-

daki çentik boyanmazsa, boyal› çentiklerin yar›s› solda, yar›s›

sa¤da olamaz. Demek ki, soldaki (n–1)/2 çentikten (p–1)/2 ta-

nesi boyal›d›r. Soldaki bu (n–1)/2 çentikten kaç türlü boyana-

cak (p–1)/2 çentik seçebiliriz?

tane elbet. Demek ki

!B! = ’dir. Bundan da, (2)’yi kullanarak,

buluruz. fiimdi, (1)’i kullanarak x’i bulabiliriz:
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Sonuç. n ve p say›lar›n›n tekli¤i ve çiftli¤ine göre dört de¤i-

flik sonuç bulduk. Ama sonuçlara biraz dikkatle bakarsak bu

dört de¤iflik sonucu 2’ye indirebiliriz:

Burada [y] simgesi, y say›s›n›n tam k›sm›n› simgelemekte-

dir. Örne¤in [7,5] = 7’dir.
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Barbut
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Oyunlar›mdan s›k›lan okurlardan -e¤er varsa- özür dilerim.

Ne yapal›m ki ben oyun oynamay› çok severim.

Birinci Oyun. ‹ki oyuncu s›rayla zar at›yorlar. fiefl (6) atan

ilk oyuncu oyunu kazan›yor. Ve oyun iki oyuncudan biri flefl

atana dek devam ediyor.

Bu oyunda oyuna bafllayan›n bir avantaj› vard›r. Yani bi-

rinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› 1/2’den daha fazla-

d›r. ‹kinci oyuncunun da kazanma olas›l›¤› 1/2’den azd›r elbet.

Herhangi bir kuflku olmamas› için belirteyim: Oyunda bir

zar var ve her oyuncu s›ras› geldi¤inde bir kez zar at›yor. Ve zar

hilesiz... Ve kimse zar tutmuyor. Bir baflka deyiflle, 1’den 6’ya

kadar herhangi bir say›n›n (örne¤in 5’in) gelme olas›l›¤› 1/6’d›r.

Ve elbette 7 gelme olas›l›¤› s›f›rd›r!

Hiç kimse flefl atamazsa bu oyun sonsuza dek sürebilir, ama

sonsuza dek kimseye flefl gelmeme olas›l›¤› s›f›rd›r. Yani bu

oyun kuramsal olarak bitmezmifl gibi görünse de uygulamada

hep biter. Deneyin, oyunun hep bitti¤ini göreceksiniz, hiçbir

oyun sonsuza dek sürmeyecektir! Örne¤in, oyunun ilk on at›fl-

ta bitmeme olas›l›¤› 0,1615056...’d›r, yani afla¤› yukar› yüzde

16’d›r. ‹lk yirmi at›flta bitmeme olas›l›¤› yüzde 2,6’dan biraz



fazla ve ilk 100 at›flta bitmeme olas›l›¤› milyarda 12 civar›nda-

d›r... Genel olarak, oyunun ilk n at›flta bitmeme olas›l›¤› (5/6)n

dir. Dolay›s›yla oyunun sonsuza dek bitmeme olas›l›¤› s›f›rd›r1.

Bir baflka deyiflle, 1 olas›l›kla (yani yüzde yüz bir kesinlikle)

oyun sonlu bir zaman sonra bitecektir.

Birinci oyuncunun bu flefl atma oyununu kazanma olas›l›¤›

kaçt›r?

Birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤›na a diyelim. Bu a sa-

y›s›n› hesaplamak istiyoruz.

Birinci oyuncu, kazan›rsa, ya ilk at›fl›nda kazanacakt›r ya

da daha sonraki at›fllar›nda. Hesaplamak istedi¤imiz a olas›l›-

¤›, birinci oyuncunun ilk at›fl›nda kazanma olas›l›¤›yla daha

sonra kazanma olas›l›¤›n›n toplam›d›r. Birinci oyuncunun ilk

at›fl›nda kazanma olas›l›¤› 1/6’d›r elbet. Peki ya daha sonra ka-

zanma olas›l›¤› kaçt›r?

Birinci oyuncu, 5/6 olas›l›kla oyunu ilk at›fl›nda kazanamaz

ve s›ra ikinci oyuncuya geçer. ‹kinci oyuncu, flimdi oyunun bi-

rinci oyuncusu olmufltur ve bu andan itibaren oyunu kazanma

olas›l›¤› a’d›r, demek ki bu andan itibaren oyunu kaybetme

olas›l›¤› 1 – a’d›r. Yani birinci oyuncunun oyunu birinci at›fltan

sonra kazanma olas›l›¤›

5/6  (1 – a)

d›r.
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1/6 olas›l›kla flefl atar

ve oyunu kazan›r

Birinci oyuncu

ilk at›fl›nda

5/6 olas›l›kla flefl atamaz ve

s›ra ikinci oyuncuya geçer

1 Matematik ve Oyun adl› kitab›mdaki Yak›nsamak adl› yaz›ya bak›n›z.



Hesaplamak istedi¤imiz a say›s› 1/6’yla 5/6 (1–a) say›lar›-

n›n toplam›d›r:

a = 1/6 + 5/6 (1–a).

Bu denklemi kolayl›kla çözüp a’y› bulabiliriz:

a = 6/11.

Görüldü¤ü gibi, a, 1/2’den biraz fazla.

Soruyu bir baflka yöntemle de çözebiliriz. a, gene birinci

oyuncunun kazanma olas›l›¤› olsun. O zaman ikinci oyuncu-

nun kazanma olas›l›¤› 5a/6’d›r (birinci oyuncu 5/6 olas›l›kla ilk

at›fl›nda flefl atamayacakt›r ve ikinci oyuncu oyuna birinci

oyuncuymufl gibi devam edecektir.) Bu iki olas›l›¤›n toplam› 1

etmelidir (oyunu iki oyuncudan biri kazanmal›d›r.) Yani,

a + 5a/6 = 1

olmal›d›r. Bu denklemi çözerek gene (ve iyi ki!) a = 6/11 buluruz.

Bu sonuç, sonsuz bir toplam hesaplanarak da elde edilebi-

lir. Ama ne gerek var!

‹kinci Oyun. Ya ayn› oyunu üç oyuncu oynarsa? Birinci ve

ikinci oyuncunun kazanma olas›l›klar› kaçt›r? En çok kazanma

flans› olan birinci oyuncudur elbet. ‹kinci oyuncunun kazanma

flans› daha azd›r. Hele üçüncü oyuncunun kazanma flans› daha

da azd›r.

Birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/3’ten fazla, üçüncü

oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/3’ten az olmal› elbet. ‹kinci

oyuncunun kazanma olas›l›¤›n›n 1/3 oldu¤unu düflünüyorsan›z

yan›l›yorsunuz. ‹kinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/3’ten bi-

raz daha az.

Gene birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤›na a diyelim. O

zaman ikinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› (yukardaki gibi)

5a/6’d›r. Birinci ve ikinci oyuncu flefl atamazlarsa – ki (5/6)2

olas›l›kla ilk iki oyuncu flefl atamazlar – s›ra üçüncü oyuncuya

gelecektir. Dolay›s›yla üçüncü oyuncu (5/6)2a olas›l›kla oyunu

kazan›r. Oyunu üç oyuncudan biri kazanaca¤›ndan, bu üç sa-
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y›n›n toplam› 1 etmelidir, yani

a + 5a/6 + (5/6)2a = 1

eflitli¤i geçerli olmal›d›r. Bu denklemden kolayl›kla a’y› bulabi-

liriz:

a = 36/91,

tahmin etti¤imiz gibi 1/3’ten biraz daha fazla. ‹kinci oyuncu-

nun kazanma olas›l›¤› da,

5a/6 = (5/6)  (36/91) = 30/91

d›r, yani 1/3’ten biraz daha az.

Genel Oyun. Ya bu oyunu n kifli oynarsa, her bir oyuncu-

nun oyunu kazanma olas›l›¤› kaçt›r?

Birinci oyuncunun kazanma flans›na a diyelim. O zaman

ikinci oyuncunun kazanma flans› 5a/6’d›r. Üçüncü oyuncunun

kazanma flans› da (5/6)2a’d›r. Dördüncü oyuncunun kazanma

flans›ysa (5/6)3a’d›r... Bu böyle sürer. n’inci oyuncunun kazan-

ma flans› (5/6)n–1a’d›r. Oyunculardan biri oyunu kazanmak zo-

runda oldu¤undan bu n say›n›n toplam› 1 olmal›d›r, yani,

a + (5/6)a + (5/6)2a + ... + (5/6)n–1a = 1

eflitli¤i geçerli olmal›d›r. a’y› d›flar› alal›m:

a(1 + 5/6 + (5/6)2 + ... + (5/6)n–1) = 1.

Sa¤ ayraçtaki uzun toplama

(1 – (5/6)n)/(1 – 5/6)

say›s›na eflittir2. Demek ki,

a = (1 – 5/6)/(1 – (5/6)n)

dir.
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2 Genel olarak, x herhangi bir say›ysa, 1 + x + x2 + ... + xn say›s›, (1 – xn+1)/(1 – x)
say›s›na eflittir. Bunu flöyle kan›tlayabiliriz: A, bulmak istedi¤imiz toplam olsun:

A = 1 + x + x2 + ... + xn.
Bu say›y› x’le çarpal›m:

xA = x + x2 + x3 + ... + xn+1.
fiimdi de, A – xA’y› hesaplayal›m. Birçok terim sadeleflir:

(1 – x)A = A – xA = 1 – xn+1.
Burdan da A bulunur.



Yukardaki sonuca göre, oyuncu say›s› son-

suz oldu¤unda, yani n sonsuza gitti¤inde, a,

1/6 olur, ki bu da beklenen bir sonuçtur:

Oyunda sonsuz oyuncu oldu¤unda, zar s›ras›

bir daha birinci oyuncuya gelmez ve birinci

oyuncu ancak ilk (ve son) at›fl›nda flefl atarsa

oyunu kazanabilir. ‹kinci oyuncunun kazan-

ma olas›l›¤› da 5a/6’d›r. Üçüncü oyuncunun

kazanma olas›l›¤›, bu say›n›n 5/6’yla çarp›m›-

na eflittir. Genel olarak i’inci oyuncunun ka-

zanma olas›l›¤› (5/6)i–1a’d›r.

Üçüncü Oyun. E¤er yaln›zca flefl atan de¤il de, flefl ya da penç

(6 ya da 5) atan kazansayd›, birinci oyuncunun kazanma olas›l›-

¤›n› hesaplamak için,

a + 4a/6 = 1

denklemini çözmemiz gerekirdi (Yukarda yürüttü¤ümüz man-

t›kta 5/6 yerine 4/6 koyal›m.) Çözelim: a = 3/5 buluruz.

Dördüncü Oyun. E¤er cehar, penç ya da flefl (4, 5 ya da 6)

atan kazanacak olsayd›, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤›,

a + 3a/6 = 1

denkleminin çözümü, yani 2/3 olurdu.

Beflinci Oyun. E¤er se (3), cehar (4), penç (5) ya da flefl (6)

atan kazanacak olsayd›, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤›,

a + 2a/6 = 1

denkleminin çözümü, yani 3/4 olurdu.

Alt›nc› Oyun. E¤er dü (2), se (3), cehar (4), penç (5) ya da flefl

(6) atan kazanacak olsayd›, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤›,

a + 1a/6 = 1

denkleminin çözümü, yani 6/7 olurdu.
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Demek ki, bir zarla oynad›¤›m›z bu tür oyunlarda, birinci

oyuncunun kazanma olas›l›klar› 6/11, 3/5, 2/3, 3/4 ve 6/7’dir.

‹kinci oyuncunun bu oyunlar› kazanma olas›l›¤› da (yukarda-

ki say›lar› 1’den ç›kar›n) s›ras›yla 5/11, 2/5, 1/3, 1/4 ve 1/7’dir.

Negatif Oyun. Bu oyunlar›n bir de negatifleri vard›r. Örne-

¤in, flefl atan›n kazand›¤› oyunun negatifi, flefl atan›n kaybetti¤i

oyundur. fiefl atan›n kaybetti¤i oyunda, birinci oyuncunun ka-

zanma olas›l›¤› 5/11’dir.

fiefl ve penç atan›n kaybetti¤i oyunda, birinci oyuncunun

oyunu kazanma olas›l›¤› 2/5’tir... Yukardaki bölümü anlayan

okur bu sonuçlar› kolayl›kla elde edebilir.

Kazanma olas›l›¤› 1/5 olan bir oyun. Öyle bir zar oyunu

bulal›m ki, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/5 olsun.

Soru bu biçimde sorulursa oldukça kolay çözülür: Yek’i

(1’i) yok say›n! Birinci oyuncu zar ats›n. E¤er 6 gelirse kazan-

s›n, e¤er 2, 3, 4, 5 gelirse kaybetsin (yani ikinci oyuncu kazan-

s›n), e¤er 1 gelirse birinci oyuncu gene zar ats›n ve oyun böyle

sürsün. Yüzde yüz olas›l›kla 1 d›fl›nda bir zar gelece¤inden,

sonlu bir zaman sonra ya birinci ya da ikinci oyuncu kazan›r.

Ve oyunu, birinci oyuncu 1/5 olas›l›kla kazan›r.

Ama bu oyunda ikinci oyuncu hiç zar atmaz! Pek o kadar

nefleli bir oyun de¤il!

Her iki oyuncunun da zar ataca¤› bir baflka oyun bulmaya

çal›flal›m.

Bulaca¤›m›z oyunda, bir oyuncunun her zar at›fl›nda (yani

bir hamlede) kazanma olas›l›¤›na x diyelim. Birinci oyuncunun

oyunu kazanma olas›l›¤›na da a diyelim. Biz, a’n›n 1/5 olmas›-

n› istiyoruz.

Birinci oyuncu ilk zarda oyunu kazanamam›flsa, ki 1–x ola-

s›l›kla kazanamaz, s›ra ikinci oyuncuya geçer ve ikinci oyuncu

bu anda birinci oyuncu konumuna geçer. Demek ki ikinci
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oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› (1–x)a’d›r. Oyunu iki

oyuncudan biri kazanaca¤›ndan,

a + (1–x)a = 1

eflitli¤i sa¤lanmal›d›r. Bu denklemden x’i bulal›m:

x = 2 – 1/a

fiimdi, a yerine 1/5 koyacak olursak, x = –3 buluruz! Oysa

x, 0’la 1 aras›nda bir say› olmal›!

Ne yapaca¤›z?

Yoksa böyle bir oyun yok mu?

Var!

Bir an için a yerine 4/5 koyal›m. O zaman, x = 2 – 1/a denk-

lemini çözdü¤ümüzde, x = 3/4 buluruz. Hoflumuza gitti bu,

çünkü 3/4, 0’la 1 aras›nda bir say›. 3/4’ün 27/36’ya eflit oldu-

¤unu görmek daha da hoflumuza gitti. Hele hele, iki zar at›ld›-

¤›nda bu iki zar›n toplam›n›n 4, 5, 6, 7, 8 ya da 9 olma olas›-

l›¤›n›n 27/36 olmas›... A¤z›m›z kulaklar›m›zda!

Oyuncular›m›za flu oyunu oynatal›m: Her iki oyuncu da s›-

rayla iki zar ats›n. At›lan iki zar›n toplam› 4, 5, 6, 7, 8 ya da 9

olursa, o oyuncu oyunu kazans›n; olmazsa s›ra öbür oyuncuya

geçsin. Bu oyunu birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 4/5’tir.

Ya 1/5’e ne oldu?

Yukardaki oyunun negatifini alal›m: ‹ki oyuncu s›rayla zar

ats›n. At›lan iki zar›n toplam› 4, 5, 6, 7, 8 ya da 9 olursa, o zar-

lar› atan oyuncu oyunu kaybetsin! Bu oyunu birinci oyuncu-

nun kazanma olas›l›¤› 1 – 4/5, yani 1/5’tir.
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Triello

143

Düello, herkesin bildi¤i üzere, iki kifli aras›nda yap›l›r. Tri-

elloyu1 herkes bilmeyebilir... Triello üç kifli aras›nda yap›-

l›r, ya da oynan›r... A, B ve C, triello yapacak üç kifli olsun.

Önce A, sonra B, sonra da C s›rayla birer kurflun s›kacaklard›r.

Çok yak›ndan... Yani triellocu kime niflan alm›flsa onu öldüre-

ce¤i kesin... Her oyuncu s›ras› geldi¤inde pas geçebilir, hiçbir

oyuncu kurflun s›kmak zorunda de¤il. Ölenin kurflun s›kmaya

hakk› yok, ölen pas geçmek zorunda! Triello bir ya da birkaç

tur oynanabilir. Bir turluk trielloda herkes en fazla bir kez kur-

flun s›kabilir. ‹ki turluk triellodaysa A-B-C turu tamamland›k-

tan sonra, s›ra tekrar A’ya, sonra B’ye, en son da C’ye (e¤er öl-

memifllerse elbet) gelir.

A, hem B’den hem de C’den nefret etmektedir. Her ikisinin

de ölmesini ister. Ama ikisinden birinden daha çok nefret eder.

Diyelim, A, en çok B’den nefret ediyor. O zaman, A, e¤er B’yle

C’den biri hayatta kalacaksa, C’nin hayatta kalmas›n› tercih

eder. Ancak, A, öldürmekten önce hayatta kalmaya bakar...

Do¤al olarak...

1 Trielloyu, oyunlar kuram›nda birçok araflt›rma ve kitaplar›yla tan›nan Steven
Brams’›n 1997 yaz›nda Antalya’da verdi¤i bir konferanstan ö¤rendim.



Triello sonunda, A, bir tek kendisinin hayatta kalmas›n› is-

ter en çok. E¤er bu iste¤i gerçekleflmeyecekse, A, kendisi d›fl›n-

da bir de C’nin hayatta kalmas›n› ister (A’n›n B’den daha çok

nefret etti¤ini varsay›yoruz.) O da olmazsa, yaln›zca kendisiyle

B’nin hayatta kalmas›n› ister... O da olmazsa hiç kimse ölme-

sin ister (ki bu olamaz, son triellocu birisini mutlaka öldürür.)

Ama, A, e¤er kendi de ölecekse, herkesin ölmesini ister (kimse

kendi kendine atefl etmeyece¤inden, bu da olamaz.) Herkes öl-

meyecekse, kendisiyle birlikte B’nin de ölmesini, yani bir tek

C’nin hayatta kalmas›n› ister. O da olmayacaksa, bir tek B ha-

yatta kals›n ister. En istemedi¤iyse bir tek kendisinin ölmesi,

yani B ve C’nin hayatta kalmas›d›r.

Özetleyin, e¤er A en çok B’den nefret ediyorsa, triellonun

sonucunun s›ras›yla flöyle olmas›n› ister (hayatta kalanlar› gös-

teriyoruz):

A, AC, AB, ABC,  , C, B, BC.

Burada,  , triellonun sonunda canl› kimsenin kalmad›¤›n›

gösteriyor.

E¤er A’ya 4 puan, B’ye –2 puan, C’ye de –1 puan verecek

olursak, yukardaki s›ralaman›n,

4, 3, 2, 1, 0, –1, –2, –3

s›ralamas›na tekabül etti¤i görülür.

E¤er C en çok A’dan nefret ediyorsa, C, oyunun s›ras›yla,

C, BC, AC, ABC,  , B, A, AB

sonucuyla bitmesini ister.
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Bu oyunu çözümleyelim.

Bir turluk triellonun flemas› flöyle:

Bu flemay› aç›klayal›m. En üstten izlemeye bafllayal›m. Ka-

re içindeki A, s›ran›n A’da oldu¤unu gösterir. A’n›n üç seçene-

¤i vard›r: Ya B’yi öldürür, ya C’yi öldürür, ya da pas geçer. Bu

üç seçenek s›rayla soldan sa¤a do¤ru gösterilmifltir. fiemada

A’dan ç›kan en soldaki ok, A’n›n B’yi öldürdü¤ünü ve geriye A

ve C’nin kald›¤›n› gösteriyor. Bundan sonra (B öldü¤ünden),

s›ra C’ye gelecek ve C, A’y› öldürerek, kendisi için en iyi sonu-

cu elde edecektir: Geriye yaln›zca kendisi kalacakt›r. A’dan ç›-

kan ikinci ok, A’n›n C’yi öldürdü¤ünde oyunun alaca¤› duru-

mu gösteriyor. Bu durumda geriye A ve B kalacakt›r ve B, A’y›

öldürerek kendisi için en iyi sonucu elde edecektir. En sa¤daki

sonuncu ok ise A’n›n pas geçti¤inde oyunun alaca¤› durumu

gösterir. S›ra B’ye geçmifltir. Kare içindeki B’den ç›kan üç ok

B’nin üç seçene¤ini gösterir: B, ya A’y› öldürür, ya C’yi öldü-

rür, ya da pas geçer. B, A’y› öldürürse, geriye B ve C kal›r ve

C, s›ra kendisine geldi¤inde, B’yi öldürerek kendisi için en iyi

sonucu elde eder. Bu fl›k, kare içindeki B’den ç›kan en soldaki

okta belirtilmifltir. ‹kinci ok, B’nin C’yi öldürdü¤ünde olacak-

lar› gösterir. Pek bifley olmaz! Geriye A ve B kalm›flt›r ve oyun
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bitmifltir. Kare içindeki B’den ç›kan son ok ise, B pas geçti¤in-

de olacaklar› gösterir: S›ra C’ye gelmifltir ve C’nin her zamanki

gibi üç seçene¤i vard›r: Ya A’y› ya B’yi öldürür, ya da pas ge-

çer. A’y› öldürürse geriye B ve C kal›r, B’yi öldürürse geriye A

ve C kal›r, pas geçerse geriye üç oyuncu kal›r. Her üç olas›l›k-

ta da oyun (bir turlu oldu¤undan) son bulmufltur. Oyun iki tur-

lu olsayd›, s›ra A’ya gelecek ve flema biraz daha uzayacakt›

‹ki turluk triellonun flemas› da flöyle:

Bu fleman›n anlafl›ld›¤›n› san›yorum. En sa¤ alt köflede, oyu-

nun bir turlu trielloya dönüfltü¤ü belirtiliyor.

Diyelim, A en çok B’den, ve B’yle C de en çok A’dan nefret

ediyorlar. Bu oyuna BAA triellosu diyelim. Bakal›m BAA triel-

losunda neler olacak? Triellocular, kendileri için en iyi sonucu

elde etmek için nas›l oynamal›lar?

Yukardaki birinci flemaya bakal›m. Diyelim A ve B pas geç-

tiler ve s›ra C’ye geldi. C’nin üç seçene¤i var: Ya BC, ya AC, ya

da ABC sonuçlar›n› elde edecek. C, en çok A’dan nefret etti¤in-

den, bu üç sonuçtan BC’yi tercih eder. A ve B, bunu biliyorlar
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elbet. Yani A ve B, pas geçerlerse, C’nin A’y› öldürüp BC so-

nucunu elde edece¤ini biliyorlar.

Diyelim A pas geçti ve s›ra B’ye geldi. B’nin önünde üç se-

çene¤i var: Ya A’y› ya B’yi vuracak ya da pas geçecek. A’y› vu-

rursa oyunda yaln›zca C kalacak (çünkü bir sonraki hamlede

C, B’yi vuracak.) E¤er B, C’yi vurursa, oyun burda son bula-

cak ve geriye A ve B kalacak. E¤er B pas geçerse, s›ra C’ye ge-

lecek ve C, bir önceki paragrafta gördü¤ümüz gibi A’y› öldü-

rüp oyunu BC’yle bitirecek. Demek ki, B’nin üç seçene¤i s›ra-

s›yla, C, AB, BC sonuçlar›n› veriyor. B, ilk sonucu istemez,

çünkü ölecektir. B, en çok A’dan nefret etti¤inden, bu üç so-

nuçtan BC sonucunu ye¤ler. Dolay›s›yla, A pas geçerse, B de

pas geçer (Böylece s›ra C’ye gelir ve C, A’y› öldürerek oyunun

BC sonucuyla bitmesini sa¤lar.)

A bunu biliyor elbet. A’n›n üç seçene¤i var: B’yi vurmak

(sonucu C), C’yi vurmak (sonucu B), pas geçmek (sonucu BC.)

Bu üç seçenekten, A, birincisini seçer.

Dolay›s›yla, bir turlu BAA triellosunda, birinci oyuncu olan

A, B’yi öldürür. S›ras› gelen C de A’y› öldürür. Sonuç olarak bu

oyunda bir tek C sa¤ kal›r.

Asl›nda beklenilmesi gereken bir sonuçtu. BAA triellosun-

da, hiç kimse C’den en çok nefret etmedi¤i için, C’nin sa¤ kal-

mas› ola¤an karfl›lanmal›d›r.

Ama bir turluk BAB triellosunda sonuç AB ç›k›yor! Hiç

kimsenin en çok nefret etmedi¤i C ölüveriyor! Ama iki ve daha

çok turlu BAB triellolar›nda bir tek C sa¤ olarak kurtuluyor.

Sekiz tür triello vard›r: BAA, BAB, BCA, BCB, CAA, CAB,

CCA, CCB. Bu triellolar›n herbiri için bir, iki ya da daha fazla

tur oynanabilir. Bütün triello oyunlar›n›n sonucunu bulabilirsi-

niz. Bir turluk BAA triellosunun C sonucuyla bitti¤ini yukarda

gördük. Öbürlerinin yan›tlar›n› vereyim:
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Triello Sonuç

BAA Kaç turlu olursa olsun, hep bir tek C hayatta kal›r.

BAB 1 turlular AB sonucuyla biter.

2 ve daha çok turlular C sonucuyla biter.

BCA 1 turlular AB sonucuyla biter.

Çift say›da turlular C sonucuyla biter.

1’den fazla ve tek say›da turlular A sonucuyla biter.

BCB 1 turlular AB sonucuyla biter.

2 ve daha çok turlular A sonucuyla biter.

CAA Hepsi B sonucuyla biter.

CAB 1 turlular AB sonucuyla biter.

2 ve daha çok turlular B sonucuyla biter.

CCA 1 turlular AB sonucuyla biter.

2 ve daha çok turlular B sonucuyla biter.

CCB 1 turlular AB sonucuyla biter.

2 ve daha çok turlular A sonucuyla biter.

Peki ya triellocunun kendini öldürme hakk› varsa? O za-

man sonuçlar de¤iflik olur mu?
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Düello
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‹ki matematikçi bir teoremde anlaflamay›p tabancayla düello

etmeye karar verirler... Olacak ifl mi! Ama hikâyede oluyor

iflte... Oldukça uzak bir mesafeden yavafl yavafl birbirlerine

do¤ru yaklafl›rlar... ‹kisinin de tabancas›nda birer mermi var-

d›r. Yani teti¤i çektiler mi vurmalar› gerekiyor; biri atefl edip de

tutturamazsa, di¤eri korkusuzca yaklafl›r ve hasm›n›n beynine

tabancay› dayay›p dan diye kurflunu s›kar! Dolay›s›yla çok

uzaktan atefl etmemeli, yoksa tutturamama, dolay›s›yla öldü-

rülme olas›l›¤› artar. Ama atefl etmek için de çok beklememeli,

yoksa has›m çok yaklaflabilir ve k›sa mesafeden vurulma olas›-

l›¤› artar. Demek ki ne çok uzaktan ne de çok yak›ndan teti¤i

çekmeli.

Peki, ya ne zaman çekmeli teti¤i?

Matematikçilerimizin niflanc›l›ktaki ustal›klar› farkl› olabilir.

Ama her ikisinin de çok uzaktan vurma olas›l›¤› düflüktür, hatta

çok çok uzaktan mermi yerine ulaflmayaca¤›ndan bu olas›l›k 0’a

iner. Öte yandan çok yak›ndan vurma olas›l›¤› yüzdeyüze yak›n-

d›r, hatta 0 metreden yüzdeyüz (yani 1) olas›l›kla att›klar›n› vu-

rurlar. Mesafe küçüldükçe vurma olas›l›¤› artar elbet.

Vurma olas›l›¤› mesafeye göre de¤iflti¤ine göre, vurma ola-

s›l›¤›n› mesafenin bir fonksiyonu olarak yazabiliriz. Matema-



tikçilerimize A ve B ad›n› verelim. Diyelim A’n›n x kilometre-

den B’yi vurma olas›l›¤› a(x), B’nin x kilometreden A’y› vurma

olas›l›¤› da b(x). Elbette, a(x) ve b(x) say›lar› 0’la 1 aras›nda de-

¤iflmek zorundalar, ayr›ca,

a(0) = b(0) = 1

dir ve bir tabanca 10 km uza¤a mermi yollayamayaca¤›na göre,

a(10) = b(10) = 0

d›r. Sonra, x artt›kça, a(x) ve b(x) azal›rlar. Örne¤in, 0’la 10

km aras›nda,

a(x) = (10 – x)/10

b(x) = (100 – x2)/100

olabilir.

A ve B birbirlerinin ne derece iyi niflanc› oldu¤unu biliyor-

lar. Yani her ikisi de a ve b fonksiyonlar›n›n fark›nda. Ve elbet-

te birbirlerinin iyi matematikçi oldu¤unu da biliyorlar. A ve B,

birbirlerine ne kadar yaklaflt›klar›nda teti¤i çekmeleri gerekir?

Yan›t›n kolay olmad›¤›n› kabul etmeliyim.

Kan›tlamak istedi¤im önermeyi yazaca¤›m, ama önce bir

iki tan›m.

a(x) + b(x) fonksiyonu 0’da 2 de¤erini al›r, x büyüdükçe

fonksiyonun x’te ald›¤› de¤er gittikçe küçülür ve bir süre sonra

0 olur. Demek ki bu fonksiyon, bir zaman sonra 1 de¤erini al-

mak zorundad›r (2’den 0’a do¤ru azal›rken 1’den geçmek zo-

rundad›r.)
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a(x) + b(x) = 1

denkleminin çözümüne u diyelim. Demek ki,

a(u) + b(u) = 1.

u’nun bir mesafe oldu¤unu unutmayal›m. u’dan büyük me-

safelere uzak diyelim, u’dan yak›n mesafelere de yak›n. Örne-

¤in, “A yak›ndan teti¤i çekti” demek, “A, teti¤i u’dan daha ya-

k›n bir mesafeden çekti” demektir.

fiu önermeyi kan›tlamaya çal›flaca¤›m: Hayatta kalabilmek

için A ve B ne yak›ndan ne de uzaktan teti¤i çekmeliler, her iki-

si de u mesafesinden teti¤i çekmeliler.

Düflünmeye bafll›yoruz1. Dikkat!

Diyelim, A, x mesafesinden, B de y mesafesinden atefl etme-

ye karar verdi. A’n›n ve B’nin hayatta kalma olas›l›klar›n› he-

saplayal›m. Üç olas›l›k var. Ya x < y, ya y = x, ya da y < x. Her

üç olas›l›¤› da ayr› ayr› irdelememiz gerekir.

E¤er x < y ise, yani B, A’dan daha büyük bir mesafeden atefl

etmeye karar vermiflse, bir baflka deyiflle, önce B atefl edecekse,

b(y) olas›l›kla A ölecek ve B yaflayacakt›r. Demek ki, bu du-

rumda, A, 1 – b(y) olas›l›kla yaflayacakt›r.

Bunun gibi, e¤er y < x ise, önce A atefl eder ve A, a(x) ola-

s›l›kla yaflar. B ise, 1 – a(x) olas›l›kla yaflar.

E¤er x = y ise, her ikisi de ayn› anda atefl ederler. Bu durum-

da, A, 1 – b(y) olas›l›kla yaflar ve B, 1 – a(x) olas›l›kla yaflar.

Bu sonuçlar› bir tablo biçimine sokal›m:

A’n›n yaflama olas›l›¤› B’nin yaflama olas›l›¤›

x < y 1 – b(y) b(y)

x = y 1 – b(y) 1 – a(x)

y < x a(x) 1 – a(x)

A, yaflama olas›l›¤›n› art›rmak istiyor. Bu yüzden A, x’i dik-

katli seçmek zorunda. Ama A, y’yi etkileyemez, y’yi B seçiyor.
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lim. Aç›klamalar›m› okuyup anlamaktansa, yeni bafltan düflünmek benim için
daha kolay oluyor. Okura da sal›k veririm. Bir okuyup iki düflünsün.



fiimdi A’y› düflündürte-

lim. A, y’ye hükmedemedi-

¤inden y’yi sabit kabul etmek

zorunda.

A’n›n yaflama olas›l›¤› yu-

kardaki tablonun birinci

sütununda verilmifl: E¤er x,

y’den küçükeflitse, bu olas›l›k

1 – b(y)’ye eflit; e¤er x, y’den

büyükse bu olas›l›k a(x)’e eflit. A, bu de¤erlerin en büyü¤ünü seç-

mek ister, yani A, x’i öyle seçmelidir ki, bu olas›l›k en büyük ol-

sun. a(x) azalan bir fonksiyon oldu¤undan, yukardaki birinci

sütuna bakt›¤›m›zda, A’n›n yaflama olas›l›¤›n› art›ran x’in flu ol-

du¤unu görürüz:

E¤er 1 – b(y) < a(y) ise, x, y’den birazc›k, çok az›c›k büyük

olmal›2; yani A, teti¤i B’den hemen önce çekmeli. Bu durumda

A’n›n hayatta kalma olas›l›¤›, a(y)’den birazc›k fazlad›r. B’nin

hayatta kalma olas›l›¤›ysa 1 – a(y)’den biraz azd›r. Bu iki ola-

s›l›¤› a(y) ve 1 – a(y) olarak alabiliriz.

Öte yandan 1 – b(y)  a(y) ise, x, y’den küçük ya da y’ye eflit

olmal› ki A yaflama flans›n› art›rs›n. Bu durumda x’in kaç oldu-

¤u önemli de¤il, yeter ki y’yi aflmas›n. O zaman A’n›n hayatta

kalma olas›l›¤› 1 – b(y), B’nin hayatta kalma olas›l›¤› b(y)’dir.

Bunlar› A düflünüyor. B de A’n›n bunlar› düflündü¤ünü bi-

liyor. B, A’n›n çözümlemesine (analizine) bakarak, kendi yafla-

ma flans›n›n,

e¤er 1 – b(y) < a(y) ise 1 – a(y)

e¤er 1 – b(y)  a(y) ise b(y)

olaca¤›n› biliyor. Yani,

e¤er 1 < a(y) + b(y) ise 1 – a(y)
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e¤er 1  a(y) + b(y) ise b(y)

olaca¤›n› biliyor. B, y’yi öyle seçmeli ki, yukardaki de¤er en bü-

yük olsun.

Yukarda tan›mlad›¤›m›z u mesafesini an›msayal›m. u

mesafesi, a(x) + b(x) azalan fonksiyonunu 1’e eflitleyen x de¤eri-

dir. Dolay›s›yla, B’nin yaflama olas›l›¤› flöyle de ifade edilebilir:

e¤er y < u ise 1 – a(y)

e¤er u  y ise b(y).

B’nin seçimi ne olmal›? Yukardaki fonksiyonu çizelim. (Bu

arada, 1 – a(y) artan, b(y) de azalan bir fonksiyondur):

fiekilden de görüldü¤ü üzere, 1 – a(y) e¤risiyle b(y) e¤risinin

kesiflti¤i noktada, B’nin yaflama olas›l›¤› en büyüktür, yani B,

u mesafesinde atefl etmelidir.

Peki ya A? O ne zaman atefl etmelidir? Ayn› çözümlemeyi B

yerine A için de yapabiliriz. A, 1 – b(x) e¤risiyle a(x) e¤risinin

kesiflti¤i noktada, yani u mesafesinde atefl etmelidir.

Her iki matematikçi de u mesafesinden atefl etmelidir!

Allah her ikisini de korusun!
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Birkaç Oyun Daha
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Birinci Oyun. ‹ki oyuncu flu oyunu oynuyorlar: Her ikisi de,

birbirinden habersiz, toplam› 9 olan üç do¤al say› seçiyor.

En büyük say›lar, ortanca say›lar ve en küçük say›lar karfl›lafl-

t›r›l›yor. Her karfl›laflt›rmada büyük say›n›n sahibi 1, küçük sa-

y›n›n sahibi 0 puan al›yor. Eflitlik halinde her iki oyuncu da 1/2

puan al›yor.

Örne¤in, ben (4, 3, 2) say›lar›n› seçmiflsem, siz de (5, 4, 0)

say›lar›n› seçmiflseniz, oyunu 2–1 kazan›rs›n›z. Öte yandan,

ben (4, 3, 2), siz (3, 3, 3) seçmiflseniz, berabere kal›r›z.

Bu oyunun en iyi stratejisi nedir? Hangi stratejiyle oynarsak

kazanma olas›l›¤›m›z› art›r›r›z?

Varsay›mlar›m›z flunlar:

1) Her iki oyuncu da ak›ll›. Oyunculardan biri toplam› 9

olan rastgele üç say› seçmiyor, ak›ll› oynuyor. Ve her ikisi de

öbürünün en az kendisi kadar ak›ll› oldu¤unu biliyor.

2) Oyun çok oynan›yor. Dolay›s›yla, bir zaman sonra bir

oyuncu öbür oyuncunun stratejisini anl›yor.

Bu oyunu çözümleyelim.

Her oyuncu flu 12 hamleden birini yapmak zorundad›r:

900, 810, 720, 711, 630, 621, 540, 531, 522, 441, 432, 333.

Afla¤›daki tabloda kal›n puntoyla yaz›lm›fl birinci sütun bi-



zim seçeneklerimizi gösteriyor. Kal›n puntoyla yaz›lm›fl birinci s›-

ra da öbür oyuncunun seçeneklerini... Örne¤in biz 621’i seçmifl-

sek, öbür oyuncu da 540’› seçmiflse, oyunu 2-1 kazan›r›z. Dola-

y›s›yla, 621 s›ras›yla 540 sütununun kesiflti¤i kareye 1 yazd›k.

900 810 720 711 630 621 540 531 522 441 432 333

900 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 –1 –1 –1

810 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 –1 –1 –1

720 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 –1

711 1 0 0 0 1 0 1 0 –1 0 –1 –1

630 0 0 0 –1 0 0 0 0 1 –1 0 0

621 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 –1 –1

540 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 1 1

531 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

522 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 1 0 –1

441 1 1 1 0 1 0 0 0 –1 0 0 1

432 1 1 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 0

333 1 1 1 1 0 1 –1 0 1 –1 0 0

Görüldü¤ü gibi 531 hamlemiz hiç kaybetmiyor. Oysa öbür

seçeneklerimizin hepsinde kaybetme olas›l›¤›m›z var.

Yaln›zca bu gözleme dayanarak, 531’in en iyi strateji oldu¤u-

nu söylemek do¤ru olmaz. Çünkü örne¤in 432’yle, daha fazla,

tam 5 kez kazan›yoruz (öte yandan 1 kez de kaybediyoruz.) Bel-

ki de, daha çok kazanmak için, arada bir 432 oynamak gerekir!

Gene de hep 531’i oynamak en iyi stratejidir, daha do¤ru-

su hep 531’i oynamak en iyi stratejilerden biridir1. Neden?

fiöyle düflünelim:

Hep 531 oynarsak, öbür oyuncu ak›ll› oldu¤undan 900,

810 ve 720 hamlelerini yapmayacakt›r. Dolay›s›yla, hep 531

oynayarak berabere kal›r›z.
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1 Birkaç tane, hatta sonsuz tane “en iyi strateji” olabilir. Bu oyunda sonsuz tane
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oyun okununca (umar›m) anlafl›lacak.



Berabere kalaca¤›m›z bir stratejimizin oldu¤unu biliyoruz:

“hep 531” stratejisi. Dolay›s›yla “hep 531”den daha iyi bir

strateji gerçekten kazand›ran, bizim lehimize pozitif sonuç ve-

ren stratejidir. E¤er böyle bir strateji varsa, öbür oyuncu da (o

da ak›ll› oldu¤undan ve oyun simetrik oldu¤undan) ayn› stra-

tejiyle oynar ve her ikimizde kazan›r›z! Her ikimiz de kazana-

mayaca¤›m›zdan, “hep 531” en iyi stratejilerden biridir.

‹kinci Oyun. Ayn› oyun, ama üç say›n›n toplam› bu kez 10

olacak. Yine en iyi stratejiyi bulmak istiyoruz.

Yukardaki gibi oyunun bir çizelgesini ç›karal›m. S›ralar bi-

zi, sütunlar öbür oyuncuyu gösteriyor (1000 stratejisi, 10–0–0

demek):

10 9 8 8 7 7 6 6 6 5 5 5 4 4

0 1 2 1 3 2 4 3 2 5 4 3 4 3

0 0 0 1 0 1 0 1 2 0 1 2 2 3

1000 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

910 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

820 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 0 –1 –1 –1 –1

811 1 0 0 0 1 0 1 0 –1 1 0 –1 –1 –1

730 0 0 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 –1 0

721 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 –1 –1 –1

640 0 0 0 –1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 1

631 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 –1 0

622 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 1 1 0 0 –1

550 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 0 0 1 1

541 1 1 1 0 1 0 0 0 –1 0 0 0 0 1

532 1 1 1 1 0 1 –1 0 0 0 0 0 0 0

442 1 1 1 1 1 1 0 1 0 –1 0 0 0 0

433 1 1 1 1 0 1 –1 0 1 –1 –1 0 0 0

Bu oyun yukardakinden biraz farkl›. Yukarda, hiç kaybetme-

yen bir strateji vard›, burdaysa öyle bir strateji yok. Ama flöyle
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bir bak›ld›¤›nda, 631, 541, 532 ve 442 stratejilerinin pek fena ol-

mad›¤› anlafl›l›yor. Öte yandan, örne¤in hep 442 oynayamay›z,

çünkü o zaman da öbür oyuncu 550 oynar ve kaybederiz2.

Oyunu önce biraz basitlefltirelim.

Düflünelim. 1000’i seçmektense, 910’u seçmeyi ye¤lemeyiz.

Çünkü öbür oyuncunun seçimi 811 de¤ilse, ha 1000’i seçmifliz,

ha 910’u, aralar›nda bir ayr›m yok; öte yandan öbür oyuncu

811’i seçerse, 910’u 1000’e ye¤lemeliyiz: Kaybedece¤imize hiç

olmazsa berabere kal›r›z. Yani her durumda 910, 1000’den da-

ha iyidir. Dolay›s›yla 1000 s›ras›n› tablomuzdan silebiliriz.

10 9 8 8 7 7 6 6 6 5 5 5 4 4

0 1 2 1 3 2 4 3 2 5 4 3 4 3

0 0 0 1 0 1 0 1 2 0 1 2 2 3

1000 0 0 0 –1 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

910 0 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 0 –1 –1 –1 –1

820 de 910’dan daha iyi. Demek ki 910’u da silebiliriz.

721 de 820’den iyi. Demek ki 820’yi de silebiliriz.

1000, 910 ve 820’yi seçmememiz gerekti¤ini gördük.

Öbür oyuncu da ak›ll›. O da bizim gibi düflünüyor. Demek

ki o da 1000, 910 ve 820 hamlelerini yapmayacak. Dolay›s›y-

la çizelgemizden ilk üç s›ray› ve sütunu silebiliriz. Oyunun yeni

haline bakal›m:
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811 730 721 640 631 622 550 541 532 442 433

811 0 1 0 1 0 –1 1 0 –1 –1 –1

730 –1 0 0 0 0 1 0 –1 0 –1 0

721 0 0 0 1 0 0 1 0 –1 –1 –1

640 –1 0 –1 0 0 0 0 0 1 0 1

631 0 0 0 0 0 0 1 0 0 –1 0

622 1 –1 0 0 0 0 1 1 0 0 –1

550 –1 0 –1 0 –1 –1 0 0 0 1 1

541 0 1 0 0 0 –1 0 0 0 0 1

532 1 0 1 –1 0 0 0 0 0 0 0

442 1 1 1 0 1 0 –1 0 0 0 0

433 1 0 1 –1 0 1 –1 –1 0 0 0

Ne yaz›k ki oyun daha fazla sadeleflmiyor. Geriye, eskisi ka-

dar olmasa bile, oldukça karmafl›k bir oyun kald›.

fiimdi ne yapmal›? Düflünmeli! Daha derin düflünmeli...

Belli ki “hep bilmemkaç” diye bir strateji en iyi strateji ola-

maz, böyle bir strateji bize para kaybettirir. Dolay›s›yla, arada

s›rada 631, arada s›rada 541... oynamal›. Ne kadar “arada s›ra-

da”? Yani hangi hamle hangi s›kl›kta (olas›l›kla) seçilmelidir?

Diyelim öbür oyuncu 811 hamlesini a811, 730 hamlesini

a730 s›kl›kta (olas›l›kla)... seçti3. E¤er 811 oynarsak,

a811 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a730 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a721 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a640 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a631 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a622 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

a550 olas›l›kla 1 kazanaca¤›z,

a541 olas›l›kla 0 kazanaca¤›z,

a532 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,
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a442 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

a433 olas›l›kla –1 kazanaca¤›z,

Dolay›s›yla 811 stratejisinden beklentimiz,

a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433

d›r. Bu beklentiye b811 diyelim:

b811 = a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433.

Öbür hamlelerin de beklentilerini bulabiliriz: ‹flte tam dizelge:

b811 = a730 + a640 – a622 + a550 – a532 – a442 – a433

b730 = – a811 + a622 – a541 – a442

b721 = a640 + a550 – a532 – a442 – a433

b640 = – a811 – a721 + a532 + a433

b631 = a550 – a442

b622 = a811 – a730 + a550 + a541 – a433

b550 = – a811 – a721 – a631 – a622 + a442 + a433

b541 = a730 – a622 + a433

b532 = a811 + a721 – a640

b442 = a811 + a730 + a721 + a631 – a550

b433 = a811 + a721 – a640 + a622 – a550 – a541

Biz, bu beklentiler içinden en büyü¤ünü bulup, o beklentiyi

veren hamleyi yapmal›y›z. Örne¤in, e¤er b442, bu beklentilerin

en büyü¤üyse, o zaman 442 hamlesini yapmal›y›z, ki beklenti-

miz b442 (beklentilerin en büyü¤ü) olsun. Diyesim, yukardaki

11 say›n›n en büyü¤ünü bulmaya çal›flaca¤›z:

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)

say›s›n› bulmal›y›z.

Öbür oyuncu bizim böyle düflünece¤imizi biliyor elbette. O

da hesaplayaca¤›m›z max(b811, ..., b433) beklentisini küçültmek

istiyor. Yani öbür oyuncu, öyle,

a811, a730, a721, a640, a631, a622, a550, a541, a532, a442, a433

say›lar› bulmal› ki, beklentimiz olan

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)

say›s› en küçük olsun. O zaman beklentimiz,
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min(max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442,

b433))

olur4.

E¤er belli a811, ..., a433 say›lar› için, b’lerin hepsi negatifse,

o zaman öbür oyuncu bu olas›l›klarla hamlelerini yapar ve ne

yaparsak yapal›m, a¤z›m›zla kufl tutsak da uzun dönemde kay-

bederiz. Öbür oyuncu bu olas›l›klarla oynar da biz oynayamaz

m›y›z? Biz de oynar›z. Ve o zaman da biz kazan›r›z. Hem kay-

bedip hem kazanamayaca¤›m›za göre... Demek ki a olas›l›klar›

ne olursa olsun, b’lerden biri pozitif olmak zorunda. Dolay›s›y-

la, a olas›l›klar› ne olursa olsun,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433)  0

d›r.

E¤er her a seçene¤i için,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433) > 0

ise, o zaman, öbür oyuncu ne oynarsa oynas›n kaybeder. Ayn›

fley bizim için de geçerlidir elbet! Bu da olamayaca¤›ndan, öyle

a811, ..., a433 say›lar› vard›r ki,

max(b811, b730, b721, b640, b631, b622, b550, b541, b532, b442, b433) = 0

eflitli¤i geçerlidir.

Bütün b’leri birden s›f›ra eflitleyebilir miyiz? Evet. Biraz li-

neer denklem çözece¤iz5. Çözdük! Bütün b’lerin s›f›r olmas›

için a’lar›n flu koflullar› yerine getirmesi gerekir:

a622 = a442 = a730 = a550

a811 = a721 = a640 = a631 = a541 = a532 = a433 = 0.

a’lar›n toplam› da 1 olmas› gerekti¤inden,

a622 = a442 = a730 = a550 = 1/4

a811 = a721 = a640 = a631 = a541 = a532 = a433 = 0

olmal›.
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4 Oyunlar kuram›nda, bu yöntemle en iyi stratejinin belirlenmesine “minimax il-
kesi” denir.

5 Bir de a’lar›n en az s›f›r olduklar›n›, yani negatif olamayacaklar›n› gözönünde
tutmal›y›z.



Ben yukardaki olas›l›klarla oynarsam, siz de o olas›l›klarla

oynamak zorundas›n›z, yoksa uzun dönemde kaybedersiniz.

‹nanmazs›n›z, bir bilgisayar program› yap›p deneyin.

‹kimiz de yukardaki olas›l›klarla (stratejiyle) oynarsak,

oyundan beklentimiz 0 olur.

Oyun simetrik oldu¤undan, beklentimizin 0 olmas› gerekti-

¤ini zaten biliyorduk: E¤er kazanan bir stratejimiz olsayd›, ay-

n› stratejiyi karfl› taraf da uygular ve ikimiz de kazan›rd›k.

Üçüncü Oyun. Üç oyuncu, birbirinden habersiz 0, 1, 2, 3,

4, 5 say›lar›ndan birini seçiyor. ‹kinci büyük say›y› seçen kaza-

n›yor. fiöyle:

(2, 3, 4) seçilmiflse, 3’ü seçen 1 puan al›yor, öbürleri –1/2

puan al›yor.

(2, 2, 3) seçilmiflse, 2’yi seçenler 1/2 puan al›yorlar, 3’ü se-

çen –1 puan al›yor.

(2, 3, 3) seçilmiflse, 2’yi seçen 1 puan al›yor, 3’ü seçenler

–1/2 puan al›yor.

(2, 2, 2) seçilmiflse, herkes –1 puan al›yor6.

Her üç oyuncunun da ak›ll› oldu¤unu varsayarak, bu oyunu

(kazanma olas›l›¤›m›z› art›rmak için elbet) nas›l oynamal›y›z?

Bu oyunu oynamay›z! Neden?

Kimse 5’i seçmez. Çünkü 5 seçildi¤inde kazanma olas›l›¤›

hiç yoktur. 5’i seçen herkes hep kaybedecektir. Üç oyuncu da

ak›ll› oldu¤undan, 5’in seçilmemesi gerekti¤ini üçü de bilir, ya-

ni kimse 5’i seçmez.

5 seçilemeyece¤inden, seçilecek en büyük say› 4’tür. Aynen

yukardaki nedenden, 4’ü de kimse seçmez. 4 seçilmeyece¤in-

den, 3, seçilebilecek en büyük say›d›r. Dolay›s›yla 3 de seçil-

mez... Üç oyuncu da ak›ll›ysa, bu oyun oynanmaz!
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Eflkenar Üçgen Sorusu
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Matematiksel araflt›rma yapmak çok kolayd›r. Çünkü ma-

tematikte araflt›rma yapmak için kendi kendine bir soru

sormak ve bu soru üzerinde düflünmek yeterlidir.

Araflt›rma yapmak, soruya yan›t vermek demek de¤ildir.

Araflt›rma yapmak, soru üzerinde düflünmek, sorunun derinli-

¤ini, zorlu¤unu anlamak, o soruya benzer sorular sormak de-

mektir. Sorulan soruya yan›t verilirse de fena olmaz elbet, ama

ille de yan›t vermek gerekmez.

Afla¤›da soraca¤›m soruyu bir ilkokul ö¤rencisinin kendi

kendine soramamas› için bir neden göremiyorum; soruyu ya-

n›tlayamamas› için bir neden görebiliyorum ama soramamas›

için bir neden göremiyorum.

Ben ilkokuldayken bu tür sorular› sorabilir miydim kendi ken-

dime? Hay›r! Bugün düflünüyorum da, ilkokuldayken bu tür so-

rular› kendi kendime neden soramad›¤›m› bulam›yorum. Neyim

eksikti? Belki de soru sormak ö¤retilmemiflti bana. Oysa soru sor-

mas›n› ö¤renmek e¤itimin en önemli ö¤esidir. Ne yaz›k ki ö¤ren-

ciler okullarda soru sormay› de¤il yan›t vermeyi ö¤reniyorlar.

Çocuklar› bu tür sorular› sorabilecek biçimde e¤itebildi¤i-

miz gün, yeryüzünün tüm ikincil sorunlar›n›n ya çözülece¤ine

ya da ortadan kaybolaca¤›na inan›yorum.



Bir ilkokul ö¤rencisinin bile

kendi kendine sorabilece¤ini dü-

flündü¤üm soru flu: Her üç köflesi-

nin de yandaki sonsuz düzlemin

noktalar›nda olan bir eflkenar üç-

gen var m›d›r?

Varsa hangi üçgendir (köfleleri

hangi noktalar üzerindedir), yoksa

neden yoktur?

Düzlemin sonsuz oldu¤unu unutmayal›m. Yani, “denedim,

olmad›” gibi bir yan›t kabul edilemez. Ayr›ca düfley ve yatay

ard›fl›k iki nokta aras›ndaki uzakl›k hep ayn›d›r.

Düflünelim.

Öyle bir eflkenar üçgenin oldu¤unu varsayal›m. Bir saçmal›k,

bir çeliflki, bir çat›flk›, bir paradoks (ad›n› siz koyun!) elde edece-

¤iz ve böylece istedi¤imiz gibi bir üçgenin olmad›¤› kan›tlanm›fl

olacak. Bu üçgenin noktalar›ndan herhangi birine (0, 0) koordi-

natlar›n› atayal›m. ‹kinci noktam›z›n koordinatlar›na (x, y) diye-

lim, üçüncü nokta da (z, t). (Yanyana ya da altalta olan iki nok-

tan›n aralar›ndaki uzakl›¤› birim uzakl›k olarak al›yoruz.)

Yukardaki x, y, z ve t koordi-

nat say›lar›n›n birer tamsay› ol-

duklar›n› unutmayal›m.

E¤er bu dört say›n›n herbiri çift-

se, o zaman köfle noktalar› (0, 0),

(x/2, y/2) ve (z/2, t/2) noktalar›n-

dan oluflan üçgen koflullar›m›za

uyan bir baflka eflkenar üçgendir.

Gerekti¤inde ikiye bölerek, bu dört

say›n›n herbirinin çift olmad›¤›n›, yani x, y, z ve t say›lar›ndan

en az birinin tek oldu¤unu varsayabiliriz. Bundan böyle bu var-

say›m› yap›yoruz.

Üç kenar›n uzunluklar›n›n karesi flöyledir:
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x2 + y2

z2 + t2

(x – z)2 + (y – t)2

Üçgenimiz eflkenar oldu¤undan,

x2 + y2 = z2 + t2 (1)

ve

x2 + y2 = (x – z)2 + (y – t)2 (2)

eflitlikleri geçerlidir. ‹kinci eflitli¤i aç›p sadelefltirsek,

z2 + t2 = 2xz + 2yt (3)

eflitli¤ini buluruz. (3) eflitli¤inin sa¤ taraf›ndaki say› bir çift sa-

y›d›r, demek ki sol taraf›ndaki de çifttir. Dolay›s›yla z ve t sa-

y›lar› ayn› çiftlikte olmal›, yani biri çiftse öbürü de çift olmal›,

biri tekse öbürü de tek olmal›. (Yoksa sol taraftaki z2 + t2 bir

çift say› olamaz.)

Ayn› fley x ve y say›lar› için de geçerlidir elbet1: Ya her iki-

si birden çifttir ya da her ikisi birden tek.

Bir an için z ve t’nin çift olduklar›n› varsayal›m. O zaman

x ve y tek olmak zorundalar. Demek ki x, y, z ve t say›lar›n›

flöyle yazabiliriz:

x = 2x1+1

y = 2y1+1

z = 2z1

t = 2t1

(Burada x1, y1, z1, t1 tamsay›lard›r.) Bu eflitlikleri (1)’e tafl›ya-

l›m:

(4x1
2 + 4x1 + 1) + (4y1

2 + 4y1 + 1) = 4z1
2 + 4t1

2

eflitli¤ini elde ederiz. Bu son eflitli¤in sol taraf›ndaki say› dörde bö-

lündü¤ünde geriye 2 kal›r, öte yandan sa¤ taraftaki say› dörde bö-

lündü¤ünde geriye 0 kal›r. Bu bir çeliflkidir. Demek ki varsay›m›-

m›z yanl›flm›fl, yani z ve t çift olamazlar, tek olmak zorundalar.
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1 (x, y) ile (z, t) aras›nda bir ayr›m yapmad›k. (z, t) için kan›tlad›¤›m›z her fleyi
(x, y) için de kan›tlayabiliriz.



Aynen z ve t için yapt›¤›m›z gibi, x ve y’nin de tek oldukla-

r›n› kan›tlayabiliriz. Demek ki x, y, z ve t say›lar› tek say›lar. O

zaman, bu dört say›y›,

x = 2x1 + 1

y = 2y1 + 1

z = 2z1 + 1

t = 2t1 + 1

biçiminde yazabiliriz. Bu eflitlikleri (3)’e yerlefltirelim ve hesap-

layal›m:

(4z1
2 + 4z1 + 1) + (4t1

2 + 4t1 + 1) = 2(2x1 + 1)(2z1 + 1) +

2(2y1 + 1)(2t1 + 1).

Eflitli¤in solundaki say› dörde bölündü¤ünde 2 kal›r, ama

sa¤daki say› dörde tam olarak bölünür. Gene bir çeliflki elde et-

tik. Demek ki öyle bir üçgen yokmufl.

fiimdi araflt›rma yapmak istiyorsan›z, bu sorudan esinlene-

rek kendi kendinize sorular sorup yan›tlamaya çal›flabilirsiniz.

Soraca¤›n›z sorular yukarda sordu¤um soru kadar kolay olma-

yabilir, hatta belki de matematikte bugüne dek yan›tlanmam›fl

bir soruyu kendinize sorabilirsiniz ayr›m›na varmadan, daha

iyi! Zor sorularla u¤raflmak, kolay sorularla u¤raflmaktan da-

ha e¤lenceli, yani asl›nda daha kolayd›r!
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Sonlu Bir Geometri

167

Bugün profesyonel bir matematikçinin nas›l kendi kendine

soru sorabilece¤ine örnek verece¤im, yani gerçek matema-

tik yapaca¤›z. Umar›m hoflunuza gider.

Soraca¤›m soruyu geçen yaz ‹spanya’da bir arkadafl›m sor-

mufltu. Güzel bir ‹spanyol kald›r›m kahvesinde flarap içip soh-

bet ediyorduk arkadafllarla. Türkiye’de popüler matematik ya-

z›lar› yazd›¤›m›, bildikleri güzel sorular varsa bana söylemele-

rini istedim. Biri birazdan okurlara soraca¤›m soruyu sordu.

Soruya bay›ld›m, ama yan›t›n› hemen istemedim. Yan›t›n› ken-

dim arayarak bulamad›¤›m bir soruyu okurlar›ma sormam.

Yan›t› bulmak için en az bir saat u¤raflt›¤›m› itiraf etmeliyim.

Salt ben de¤il, soruyu soran d›fl›nda hepimiz düflündük. Demek

istedi¤im, profesyonel matematikçilerin ancak saatlerce düflü-

nüp yan›tlayabildi¤i bir soruyla karfl› karfl›yas›n›z.

Matematikte, s›k s›k, çok iyi bilinen bir nesnenin birkaç

özelli¤i ele al›n›r ve bu özellikleri olan baflka nesneler aran›r.

Böylece yeni ilginç matematiksel nesneler keflfedilir. Bugün,

düzlemin iki özelli¤ini ele alaca¤›z ve bu iki özelli¤i bulunan

baflka nesneler arayaca¤›z.

Bildi¤imiz düzlemin nokta ve do¤rular›n afla¤›daki flu iki

özelli¤i vard›r:



1) Her iki noktadan bir do¤ru geçer.

2) Her do¤runun üstünde en az üç nokta vard›r.

Bu iki özelli¤i herkes bilir.

Bu yaz›n›n konusu, yukardaki iki koflulu sa¤layan ve düzle-

min birtak›m nokta ve do¤rular›ndan oluflan nokta ve do¤ru

kümeleri bulmak.

Bu iki özelli¤i olan bir örnek verdim, o örnekte düzlemin her

noktas›n› ve her do¤rusunu alm›flt›k. Bir baflka örnek daha ve-

reyim. Verece¤im örnek, düzlemin baz› nokta ve do¤rular›ndan

oluflacak. Kordinatlar› tamsay› olan noktalar› ve bu noktalar-

dan geçen tüm do¤rular› ele alal›m. Bu nokta ve do¤rulardan

oluflan kümeye K ad›n› verelim. ‹flte K kümesinin birkaç ö¤esi:

Bir noktan›n K kümesinde olmas›

için, o noktan›n her iki koordinat›n›n

da tamsay› olmas› gerekmektedir. Bir

do¤runun K kümesinde olmas› için de,

o do¤runun K kümesinin en az iki

noktas›ndan geçmesi gerekmektedir.1

Tan›mlam›fl oldu¤um K kümesi-

nin nokta ve do¤rular› da yukardaki

iki özelli¤i sa¤larlar, yani,

1) K’n›n her iki noktas›ndan yine K’da olan bir do¤ru geçer.

2) K’n›n her do¤rusunun üstünde yine K’da bulunan en az

üç nokta vard›r.

Bir baflka örnek daha ele alal›m. K kümesi bir do¤rudan ve

bu do¤ru üstünde bulunan en az üç noktadan oluflsun. Elbette

K kümesinin de yukardaki iki özelli¤i vard›r.
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lemi ax + by + c = 0 olan do¤rulardan oluflur.



Sorumuz flu: K, bildi¤imiz düzlemin birtak›m nokta ve do¤-

rular›ndan oluflan bir kümeyse ve K’de en az iki do¤ru varsa ve

K yukar›daki iki özelli¤i sa¤l›yorsa2, K sonlu olabilir mi? Ola-

bilirse, bir örnek verin; olamazsa neden olamayaca¤›n› aç›kla-

y›n (yani olamayaca¤›n› kan›tlay›n.)

K’n›n nokta ve do¤rular›n›n düzlemde olmas› (düzleme çi-

zilebilmesi) önemlidir. Yoksa 7 noktal› ve 7 “do¤rulu” bir ör-

nek uydurmak pek zor de¤ildir. ‹flte o örnek: Noktalar›m›za A,

B, C, D, E, F, G diyelim. Do¤rular›m›z da afla¤›dak› nokta kü-

meleri olsunlar:

{A, B, C}

{A, G, D}

{A, F, E}

{C, D, E}

{B, G, E}

{C, G, F}

{B, G, E}

Bu örne¤i bir düzlemde çiz-

mek isterseniz, bir tek do¤ru ol-

mas› gerekti¤ini, yani 7 noktan›n

da ayn› do¤ru üstünde olmak zo-

runda kald›¤›n› görürsünüz. E¤er

en az iki do¤ru istiyorsak, do¤ru-

lar›n biri (yandaki çember gibi)

yamuk olmak zorundad›r:

Bildi¤imiz düzlemde yamuk do¤ru olamayaca¤›ndan bu ör-

nek geçerli de¤ildir. Benim istedi¤im, düzleme çizebilece¤imiz

ve do¤rular›n gerçekten do¤ru oldu¤u bir örnektir.

Sorumun yan›t›n› vereyim: Yukardaki iki özelli¤i sa¤layan

sonlu bir K kümesi yoktur. Neden?
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2 Yani K’n›n her iki noktas›ndan geçen do¤ru K’dad›r ve K’daki her do¤runun
üstünde gene K’dan en az üç nokta vard›r.



Bir an için yukardaki iki özelli¤i sa¤layan sonlu bir K kü-

mesinin oldu¤unu varsayal›m. Bu varsay›mdan bir çeliflki elde

edece¤iz. K kümesi düzlemin sonlu say›da nokta ve do¤rular›n-

dan olufluyor, bu önemli, çelifl-

ki bundan gelecek.

Yandaki flekle bakarak oku-

may› sürdürün. K kümesi sonlu

oldu¤undan, K kümesinde bir-

birine en yak›n olan, ama arala-

r›ndaki uzakl›k 0 olmayan bir nokta ve bir do¤ru vard›r. O

noktaya P, do¤ruya da  ad›n› verelim. P noktas›  do¤rusunun

üstünde de¤il. P’den  ’ye bir dik inelim. P’nin  ’deki izdüflümü-

ne R diyelim.  do¤rusunun üstünde K kümesinde olan en az üç

nokta olmal›, diyelim A, B ve C noktalar›. Bu üç noktadan iki-

si R’nin bir yan›nda, biri de öbür yan›nda olmak zorundad›r el-

bet (en kötü olas›l›kla bu üç noktadan biri R olabilir, ama bu-

nun önemi yok.) Bu üç noktan›n yukardaki flekildeki gibi da-

¤›ld›¤›n› varsayal›m: ikisi sa¤›nda, biri solunda. B noktas›yla

CP do¤rusunun K kümesinde oldu¤una dikkatinizi çekerim.

fiimdi, B noktas›n›n CP do¤rusuna olan uzakl›¤› (yani  BD 
uzakl›¤›), P noktas›n›n  do¤rusuna olan uzakl›¤›ndan (yani

 PR ’den) daha küçüktür, çünkü,

 BD <  EB <  PR 
eflitsizlikleri geçerlidir. Ama hani P noktas›n›n  do¤rusuna

olan uzakl›¤› K’deki

noktalar›n yine K’deki

do¤rulara olan uzak-

l›klar›n en küçü¤üy-

dü? Bir çeliflki elde et-

tik. Demek ki öyle bir

K kümesi yokmufl.

(Olsayd› evren tepe-

mize y›k›l›rd›.)
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Biraz Briç
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Briç bilir misiniz? Ortaokulda ö¤renmifltim ben brici. Arka-

dafllarla okuldan kaç›p kahvede briç oynad›¤›m çok olmufl-

tur. Okul öylesine s›k›c›, ö¤retmenler öylesine iticiydi ki... Ge-

ne de yanl›fl yapm›fl›m. Y›llar sonra daha iyi anl›yorum.

Lisede okulu daha çok sevdim, brici arada s›rada oynad›m.

Üniversitede de öyle.

Doktora y›llar›mda yine merak sard›m brice. Önce, benden

iki s›n›f büyük bir arkadafl›ma ö¤rettim. Çok ak›ll› bir gençti,

hemen kavrad› oyunu. Bir hafta sonra evine gitti¤imde, evinin

briç kitaplar›yla dolup taflt›¤›n› gördüm... Her hafta bir turnu-

vaya giderdik. S›k s›k da derece al›rd›k. Derece almak pek zor

de¤ildi do¤rusu, öbür oyuncular genellikle evde tek bafllar›na

s›k›lan ev kad›nlar›yd›. Ne alicengiz oyunlar› oynard›k onlara

karfl›, ne e¤lenirdik... Örne¤in, bir gün, kupa k›z›n› gizleyip eli-

mi yan›mdakine göstermifltim hiç oral› de¤ilmiflim gibi... Za-

vall› kupa k›z›n›n arkadafl›mda oldu¤unu san›p empas atmam›fl

ve batm›flt›!

Onca e¤lenmemize karfl›n, briç masalar›nda geçirdi¤im o

saatlere ac›yorum bugün.

Briç arkadafl›m doktoras›n› al›p bir baflka üniversitede ça-

l›flmaya bafllad›¤›nda, s›n›f›mdan bir ‹talyan arkadafl›ma ö¤ret-



tim oyunu. ‹talyan arkadafl›m da oyu-

na hemen tutuldu. Onunla da turnu-

valara kat›ld›k.

Sonra benim çocuklar›m oldu,

kendimi iflime daha çok kapt›rd›m ve

brici b›rakt›m. fiimdi k›rk y›lda bir oy-

nar›m. ‹yi ki de öyle yapm›fl›m. Hiçbir

ifle yaramayan bir oyundur briç.

Ama benim iki eski briç arkadafl›m

brici b›rakmad›lar. Her hafta en az bir

iki turnuvaya kat›l›rlar. Hatta, briç tur-

nuvalar› için uzak kentlere bile gider-

ler. Bugün ikisi de briçte birer “büyük

usta’’d›r, briçte var›labilecek en üst kademe... Benim gibi bir ace-

miyle ancak eski arkadafllar›y›m diye, yani ay›p olmas›n diye briç

oynarlar!

‹lk briç arkadafl›m matemati¤i briçle birlikte yürütebildi.

Bugün, bu arkadafl›m hem usta bir briç oyuncusu hem de

önemli bir matematikçidir. ‹kinci briç arkadafl›m (‹talyan ola-

n›) hem brici, hem matemati¤i yürütemedi ne yaz›k ki. Mate-

mati¤i b›rakt›. Oysa bizim s›n›f›n en iyi ikinci ö¤rencisiydi (bi-

rincisi bir Hintliydi) ve biz onun önemli bir matematikçi olaca-

¤›n› san›yorduk. Bu yüzden kendimi hep suçlar›m. Bu arkada-

fl›ma briç ö¤retmeseydim, kimbilir ne teoremler kan›tlayacak,

ne ödüller alacakt›.

Tehlikeli bir oyundur briç. ‹talyan arkadafl›m gene de flans-

l›ym›fl, poker, rulet, blackjack gibi kumar oyunlar›na de¤il de,

biraz daha soylu olan brice kapt›rd› kendini.

Briç dört kifliyle ve bildi¤imiz 52 kâ¤›tla oynan›r. Oyuncu-

lara (tahmin etti¤iniz s›rayla) Kuzey, Güney, Do¤u, Bat› ad› ve-

rilir. Kuzey’le Güney ve Do¤u’yla Bat› ortakt›rlar, birlikte oy-

narlar (“partner” denir bunlara.) Yani Kuzey-Güney çifti, Do-

¤u-Bat› çiftine karfl› oynar.
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Briçte 52 kâ¤›t 4 oyuncuya eflit olarak da¤›t›l›r. Demek ki

her oyuncuda oyunun bafl›nda 13 kâ¤›t vard›r. E¤er Kuzey ve

Güney’in ellerinde oyunun bafl›nda toplam 9 kupa varsa, geri-

ye kalan 4 kupan›n ikisinin Do¤u’da, ikisinin Bat›’da olma ola-

s›l›¤› kaçt›r?

Hesaplayal›m.

Do¤u ve Bat›’ya da¤›t›lacak 26 kâ¤›t var. Bu 26 kâ¤›d›n

13’ü Do¤u’ya, 13’ü Bat›’ya da¤›t›lacak. Do¤u’nun elindeki 13

kâ¤›d› saptarsak, Bat›’n›n elindeki 13 kâ¤›t da saptanm›fl ola-

cakt›r. Dolay›s›yla toplam

tane olas› el (da¤›l›m) vard›r. Daha matematiksel bir deyiflle,

toplam olay say›s›

dir.

Bunlardan kaç›nda kupalar 2–2 da¤›lm›flt›r? Bu say›y› bulal›m.

Kupalar› oyundan atal›m. 26 kâ¤›d›n 4’ü gitti¤ine göre ge-

riye 22 kâ¤›t kalm›flt›r. Bu 22 kâ¤›d›n 11’ini Do¤u’ya, 11’ini

Bat›’ya kaç biçimde da¤›tabiliriz? Yukardaki gibi hesaplan›r bu

da: 22 kâ¤›d› eflit olarak

de¤iflik biçimde iki oyuncuya da¤›tabiliriz.

fiimdi kupalar› da¤›taca¤›z. 4 kupan›n 2’si Do¤u’ya, ikisi

Bat›’ya gidecek. 4 kupay›

de¤iflik biçimde kupalar› da¤›tabiliriz.
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Demek ki, kupalar›n 2–2 da¤›ld›¤›

tane el vard›r. Dolay›s›yla kupalar›n 2–2 da¤›lma olas›l›¤›

tür. Bu say›n›n da kolay bir hesapla,

(13 6 3)/(23 25) = 0,4069...

oldu¤u görülür. Yani kupalar›n 2-2 da¤›lma olas›l›¤› afla¤› yu-

kar› %40’t›r.
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Matematik ve Ayd›n

Ço¤u ayd›n›n matemati¤e karfl› tak›nd›klar› tavr› tuhaf bul-

du¤umu söylemeliyim. Bu yaz›y› da bunu söylemek için

yaz›yorum.

Dikkatinizi çekmifltir, matemati¤i bilmemek, matematik-

ten anlamamak neredeyse bir övünç kayna¤›d›r, ayd›nlar ara-

s›nda bile.

Geçenlerde günde üç ö¤ün gazete ve dergilere yaz› yazan bi-

riyle karfl›laflt›m.

 Lisede, dedi, matematik yüzünden ayn› s›n›fta üç kez kal-

d›m...

Sonra da matemati¤inin ne kadar kötü oldu¤unu balland›-

ra balland›ra anlatt›. Belli ki gurur duyuyordu, öylesine ki

içimden, “Sizin bir heykelinizi dikelim matematikten anlamad›-

¤›n›z için,” demek geldi.

Deneyimim, toplumun, matematikçileri çok zeki insanlar

olarak alg›lad›¤›n› gösteriyor. Örne¤in, bir çocuk matematik

dersinde baflar›l›ysa, anababas›,

 Maflallah, der, matematikte s›n›f birincisi, çok zeki bir ço-

cuk amcas›...

Ama çocu¤un matemati¤i iyi de¤ilse, hiçbir anababa,

 Bizim çocuk çok aptal, matemati¤i bir türlü kavrayam›-

yor, demez.



Demek ki bir insan›n matematikte baflar›l› olmas› zekâ gös-

tergesi, ama baflar›s›z olmas› aptall›k göstergesi de¤il!

fiimdi, biraz düflünelim. Ben, Kant’›, Hegel’i, Marx’› hiç

duymam›fl olsam, Cézanne’›, Picasso’yu, Matisse’i sevmesem,

en az›ndan önemlerini kavramam›fl olsam, Bach’›, Mozart’›,

Brahms’› z›r›lt› olarak nitelesem, edebiyattan, örne¤in fliirden

zevk almasam, bana “kültürsüz” yak›flt›rmas› yap›lmaz m›?

Yap›l›r elbet. Hakl› olarak yap›l›r. Ama birinin matemati¤i kö-

tüyse, bir konuya, bir soruna analitik yaklaflam›yorsa, verileri-

ni nicellefltiremiyorsa, soyut düflünemiyorsa, ne somuttan soyu-

ta ne de soyuttan somuta geçebiliyorsa, varsay›mla kan›t ara-

s›ndaki ayr›m› anlayam›yorsa, matemati¤in ve matematiksel

düflüncenin ne demek oldu¤una dair en küçük bir düflüncesi

yoksa, matematikle bakkal hesab›n› ay›rdedemiyorsa, Euler’in,

Gauss’un, Hilbert’in, Gödel’in ad›n› bile duymam›flsa, o kifliye

“kültürsüz” denir mi? Denmez! Nedense denimez.

Matematik genel kültürü olmayan kiflinin, bu eksikli¤ini

anlamas›, gidermesi ve bu eksikli¤inden övünmemesi gerekir.
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Neden?

Aç›klamaya çal›flay›m.

Türkiye’de “Ayd›n” kavram› üzerine tart›fl›l›yor. Ayd›n ki-

me nedir? Ayd›n›n görevleri nelerdir? Ayd›n ne ifle yarar? Bir-

sürü soru... Demek ki “ayd›n”›n ne demek oldu¤u tam bilinmi-

yor; bilinmiyor ki bunca soru soruluyor.

Ayd›n›n ne demek oldu¤u tam bilinmese de, afla¤› yukar›,

önseziyle ve sezgiyle de olsa, özelliklerini biliyoruz. Ayd›n, hiç

de¤ilse, bulundu¤u toplumu, hatta dünyay› olumlu oldu¤una

inand›¤› yönde de¤ifltirmek ister ve bunun için bir çaba harcar.

Kendi ç›karlar›ndan çok, baflkalar›n›n, genifl halk y›¤›nlar›n›n

ç›karlar›n› gözetir. Ayd›n, insanl›¤›n gelece¤ini, kendi

düflünceleri çerçevesinde etkilemek, de¤ifltirmek ister, yar›n›n

bugünden daha güzel olmas›na çabalar.

fiu ifle bak›n ki, yar›n› bugünden daha güzel k›lmas› gereken

ayd›n, bilime gelince çuvall›yor. Bilimin b’sinden bile haberi

yok! Hele “bilimlerin kraliçesi” matematikten ödü kopuyor.

Salt ödü kopmuyor, ö¤renmeyi, okumay› reddediyor ve bun-

dan da, gizli de¤il, apaç›k bir gurur duyuyor.

Sanki matemati¤i kötü olana ayd›n deniyor!
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Baflka Türlü Bir Matematik
E¤itimi Olabilir mi?

179

Dâhi denebilecek kadar zekiler ve özürlü denebilecek kadar

aptallar d›fl›nda, insanlar aras›nda zekâ bak›m›ndan pek

büyük bir ayr›m oldu¤unu sanm›yorum. Hepimiz üç afla¤› befl

yukar› ayn› zekâya sahibiz. Kiminin matemati¤inin iyi, kimi-

ninse kötü olmas›n›n nedeni nedir o zaman?

Çeflitli nedenleri olmal›. Düflünebildi¤im nedenlerden

önemli bulduklar›m› yazay›m:

1) ‹lk ve ortae¤itimde matematikte baflar›s›zl›¤›n baflat nede-

ni, matemati¤in sürekli çal›flma istemesidir. Tarih dersinde bir

konuyu kaç›ran ö¤renci, o konuyu hiç anlamadan da pekâlâ bir

sonraki konuyu anlayabilir ve s›nav› baflarabilir. Oysa matema-

tikte durum böyle de¤ildir. Matematik bir piramide benzer, ta-

ban olmazsa tepe infla edilemez. On küsur y›ll›k ilk ve ortaö¤re-

nim yaflam›nda matematikte bir kez bile geri kalmamak da ol-

dukça zordur. Gerçi okul izlencelerinde s›k s›k geriye dönüfl ya-

p›l›yor ve ö¤rencinin eksiklerini tamamlamas›na izin veriliyor

ama, bir kez matemati¤i anlamad›¤›na inanan ö¤renci psikolo-

jik olarak etkileniyor (hatta çöküntüye u¤ruyor) ve ondan son-

ra kendini toparlamas› ya zor oluyor ya da olanaks›z.

2) E¤itim sistemimiz, ö¤rencinin matemati¤i anlayarak ö¤-

renmesine engeldir. Üniversiteye girifl s›nav› bugünkü gibi oldu-



¤u ve toplumumuzda, baflarmak için bir üniversite bitirmek dü-

flüncesi var oldu¤u sürece, bunun böyle olmas› kaç›n›lmazd›r.

Milli E¤itim Bakanl›¤›’n› en iyi niyetli ve en yetkin bir kadro

eline geçirse bile, topluma egemen olan bu anlay›flla, o kadro,

demokratik bir ortamda e¤itim sistemimizi kökünden de¤ifltire-

mez. Bugünkü anlay›flla, e¤itim sistemimiz ezbercili¤e mah-

kûmdur, daha da ac›s›, en az ezbere dayanmas› gereken mate-

matik bile ezbercilikten kurtulamaz. Ezbere dayanan matema-

tik dersinde de gerçek matematik ö¤renilemez elbet. Bugün, or-

taö¤retimde “matematik” ad› alt›nda okutulan ders asl›nda

matematik de¤ildir.

Olanaklar› k›s›tl›, gerikalm›fl (ya da b›rakt›r›lm›fl, her ney-

se) bir ülkeyiz. Böyle bir ülkede her y›l 1,5 milyon genç üniver-

siteye girmek istiyor. Üniversite say›s› talebe cevap veremiyor,

veremez de. Ö¤renci var ama ne yeterince hoca var ne de üni-

versiteliye ifl.

Asl›nda ö¤renci de yok... ‹lk ve ortaö¤retimde verilen e¤i-

timle, üniversite ö¤rencisi yetiflmez.

1,5 milyon genç aras›ndan üniversiteye gidecek 150 bin se-

çilecek. Bu seçim nas›l yap›lacak? S›navla elbet. S›nav kâ¤›tla-

r›n›n makul zamanda okunabilmesi için s›nav sorular›n›n seç-

meli olmas› gerekir. Yani ezberi cezaland›rmayan, tam tersine

ödüllendiren bir s›nav sistemi... “Yapamad›¤›n soruyu geç, sa-

k›n ha düflüneyim deme” diye ö¤üt verdirten bir sistem...

“Sak›n ha düflüneyim deme...”

“Bilemedi¤ini geç... Üstünde durma...”

‹flte böyle, düflünmemeyi ö¤reten bir sistem.

Sonuç olarak, bugünkü anlay›flla, matemati¤in ezbere da-

yanmas› bir zorunluluktur. Milli E¤itim Bakanl›¤›’n›n bunda bir

suçu yoktur. (Bugün böyle düflünmüyorum. Üniversite girifl s›-

navlar›n›n lise bitirme s›nav›na dönüflmeleri gerekti¤ini ve üni-

versitelerin ö¤renci almakta özgür b›rak›lmalar› gerekti¤ini dü-

flünüyorum. Nisan 2007.)
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3) Matematik, bilimlerin en soyutudur. Soyut düflünebilmek-

se zordur. Soyut düflünebilme becerisinin nas›l kazan›ld›¤›n› bil-

miyorum, san›r›m kimse bilmiyor, ama deneyimlerime göre, mü-

zik, resim, yaz›n (edebiyat), tahrir (kompozisyon) yazma, sözlü

tart›flma soyut düflünmeyi ö¤reten u¤rafllard›r. Bu u¤rafllar›n ya-

n›s›ra, soyut düflünmeye yard›mc› olabilecek oyuncaklar da var-

d›r. Elektrikli oyuncak tren soyut düflündürmeye itelemez çocu-

¤u belki ama, iki üç tahta küp soyut düflünmeye yard›mc› olabi-

lir. Televizyonun soyut düflünmeyi köreltti¤ini düflünüyorum.

4) Matematik, ö¤renmekten ve ezberlemekten çok, anlama-

ya dayan›r. Matematikçi, düflünmeyi, kitaptan okuyarak ö¤-

renmeye ye¤ler. Yani matematikçi kitap okuyarak de¤il, daha

çok çal›flarak, u¤raflarak, emek vererek, diflini t›rna¤›na taka-

rak kendi kendine ö¤renir. Baflkalar›n›n bulduklar›n› birçok

kez kendi kendine bulur.

Bir baflka deyiflle, matematikçi, baflkalar›n›n söyledi¤ine

inanmaz, kendi ikna etmek ister. Oysa, düflünmeden baflkalar›-

n›n söylediklerine inanmak insanlara daha kolay gelir. Fizikte-

ki “en az enerji harcama” yasas›... Do¤al bir e¤ilim...

5) Her konuda oldu¤u gibi matematikte de baflar› kazanmak

için bir konu üzerine yo¤unlaflabilmek gerekmektedir. Televiz-

yon, ne yaz›k ki çocu¤un bir konu üzerine yo¤unlaflabilmesi en-

gelliyor. Çünkü televizyon seyircisi edilgendir, televizyonun sun-

du¤unu oldu¤u gibi, hiçbir çaba göstermeden yutar.

Kitap okumak örne¤in bir çaba gerektirir. “Ayfle güzel bir

k›zd›” ya da “Mehmet yak›fl›kl› bir delikanl›yd›” tümcesini

okuyan kifli kendi estetik de¤erlerine göre o güzel kifliyi kafa-

s›nda canland›r›r. Oysa sinema ve televizyonda, hemen hemen

her zaman, “güzel kifli” seyirciye sunulur. Rengiyle, müzi¤iyle,

konuflmas›yla, arka plan›yla, efektleriyle, kameras›yla, televiz-

yon, imgelem gücümüzü kullanmam›za gerek kalmadan her fle-

yi sunar.

* * *
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Burada, bildi¤im kadar›yla, dünyan›n hiçbir yerinde uygu-

lanmayan bir matematik e¤itimi önerece¤im.

Ancak önerece¤im bu e¤itim sisteminin uygulanabilmesi ve

yararl› olabilmesi için bir iki konuda anlaflmam›z gerek.

Her fleyden önce e¤itimin amac›, en az›ndan ilk ve ortae¤i-

timin amac›, ö¤renciye bilgi aktarmak olmamal›d›r. Bilgi çok-

tur ve her bilgiyi ö¤retmeye zaman yoktur. Bir seçim yapmak

gerekir. Bu seçim de siyasal, yanl› ve yanl›fl olabilir.

E¤itimin amac›, ö¤renciye bilgi aktarmaktan çok, bilgiye

ulaflman›n yollar›n› ve bilimsel yöntemleri ö¤retmek olmal›d›r.

Ö¤renci ortaö¤retimi bitirdi¤inde kendi kendine ö¤renebilmeli,

araflt›rabilmeli, düflünebilmeli, sorunlara çözüm üretebilmelidir.

E¤er bilginin ikinci derecede önemli oldu¤unda anlaflabilirsek,

o zaman bugün okullarda okutulan matemati¤i sorgulayabiliriz.

En az›ndan, matematik sözkonusu oldu¤unda bilgi ikinci

derecede önemlidir.

Örne¤in, ortaö¤retimde matematik derslerinde matris çar-

p›mlar› neden ö¤retilir? Ö¤renci matrisin nereden geldi¤ini an-

layacak düzeyde bile de¤ildir o yafl›nda. Hocalar› bile bilmez.

Ö¤renci, nereden geldi¤ini bilmedi¤i matrislerin bir de nas›l

çarp›ld›klar›n› ö¤renir! Sanki matrislerin neden öyle de¤il de

böyle çarp›ld›klar› kutsal bir kitapta yaz›l›d›r... Oysa her tan›-

m›n bir nedeni vard›r, her tan›m bir gereksinim sonucudur. Bu

gereksinim hissedilmeden ö¤renilen matris çarp›m›, ö¤renciye

nedenini anlayamad›¤› tanr›sal bir buyruk gibi gelir.

Bana kalsa, ilk ve ortaö¤renimde, matemati¤i, birbirinden

olabildi¤ince ba¤›ms›z, bir iki haftada ifllenebilecek k›sa konu-

lar olarak okuturum. En az›ndan ö¤renimin ilk sekiz dokuz y›-

l›nda...

* * *
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Matematik dersleri bilgi ö¤retmeye de¤il, araflt›rmaya, dü-

flünmeye, do¤ru soru sormaya, kendi kendine ö¤renmeye yöne-

lik olmal›d›r. Ve konular bir oyun biçiminde, ö¤rencileri s›k-

madan sunulmal›d›r. Hiçbir konuya bir aydan fazla bir süre ay-

r›lmamal›d›r, ki belli bir konuyu sevmeyen, anlamayan bir ö¤-

renci bir aydan fazla s›k›nt› çekmesin.

Bu yöntemi uygulayacak kitap yazmak kolay de¤ildir. Hem

matemati¤i ve pedagojiyi iyi bilmek, hem de dili ve teknik ola-

naklar› iyi kullanmak gerekir. Ayr›ca bu yöntemi uygulayacak

ö¤retmenleri özellikle e¤itmek gerekir.

Matemati¤in genifl kitlelere sevdirmenin baflka yolunu bil-

miyorum.
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Aziz Nesin’in
Darüflflafaka’ya Girifli

185

Yaz›ma Aziz Nesin’in özyaflamöyküsü Böyle Gelmifl Böyle

Gitmez’den bir al›nt›yla bafllayaca¤›m.

Ailesi Heybeliada’ya tafl›nm›flt›r. Y›l 1926.

Babam›n nerde oldu¤unu bilmiyorduk, ondan hiç

haber alam›yorduk.*

Baba define peflindedir... Anne de veremli.

Annemin en büyük üzüntüsü benim nas›l okuyaca-

¤›md›. Dördüncü s›n›fa geçmifltim. Ama annemin beni

Ada’daki ilkokula gönderecek gücü yoktu. [...] Beni pa-

ras›z yat›l› bir okula vermeyi düflündüler. Ama ilkokulu

bitirmeyen ö¤renciler için böyle bir okul yoktu. Yaln›z

Darüflflafaka vard›. Darüflflafaka, dördüncü s›n›fa yar›fl-

ma s›nav›yla paras›z yat›l› ö¤renci al›yordu. [...] Ama Da-

rüflflafaka’ya yaln›z babas›z çocuklar al›n›yordu. Oysa

benim babam vard›. Vard› ama, nerdeydi? Belki o gün,

belki bikaç ay sonra babam ç›k›p gelecekti biyerlerden...

(*) ‹çerlek al›nt›lar Aziz Nesin’indir.



Heybeliada’n›n imam› ve mahalle muhtar› fievket Efen-

di’den Mehmet Nusret’in1 babas›z oldu¤unu belirten bir belge

rica edilir.

fievket Efendi, ya Salim Beyin çok iyiliklerini gör-

müfl, ya babam› çok seven biri, yada çok merhametli bir

insan olacak ki, o ilmühaberi yazd›, alt›n› mühürledi, im-

zalad›, bana verdi. ‹mam fievket Efendinin mühürleyip

bana verdi¤i ilmühaberde, babam ölmüfl, diye yaz›l› de-

¤ildi, yaln›zca “Mehmet Nusret’in babas› bulunmad›¤›”

yaz›l›yd›. [...] fievket Efendi [...] o kâ¤›d› vermemifl olsay-

d›, ben flimdi bu sat›rlar›n yazar› olamayacakt›m, bugün-

kü kiflili¤imi kazanamayacak, dahas› ilkokulu bitirmek

olana¤›m bile olmayacakt›. [...]

[...] Elime, pullu, mühürlü böyle bir ilmühaberi ver-

di¤i zaman hiç sevinmedim, üstelik yüksündüm, yad›rga-

d›m da... Babas›z olmak, yaflayan babam› bulunmuyor,

bir anlama ölü göstermek, bana çok dokunmufltu. Bunda

ne Salim Bey’i ne de fievket Efendi’yi suçlu buluyordum;

kendimi suçlu göstermekteydim. Çocuk yafl›mda bana

bu, iflledi¤im bir cinayet gibi geldi; yat›l› okula girebil-

mek ç›kar›m u¤runa sanki babam› öldürmüfltüm, öylesi-

ne çok sevdi¤im babam›...

fievket Efendi ilmühaberi bana verip evinin kap›s›n›

kapad›¤› zaman, kendimi tutamay›p a¤lamaya bafllad›m,

hemen yukarda çaml›¤a kofltum. A¤lamak için en iyi yer,

kimsenin göremeyece¤i çaml›kt›r, s›k çamlar›n aras›... [...]

Bu suçluluk duygusu beni uzun zaman etkiledi; o

duygudan kurtulabilmek için çok u¤raflt›m.

Vesikal›k resimler, nüfus kâ¤›d›m, ilmühaber, dilek-

çe, pul... Darüflflafaka’ya girifl belgelerim tamamland›.

[...]
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O günü, kal›n buzlu cam arkas›ndan görüyorum

flimdi, pek sisli, puslu an›lar... Belgelerimi verdik, s›ra nu-

maras› ald›k. Bu numarayla yar›flma s›nav›na kat›laca¤›m.

Yar›flma s›nav›n›n da nas›l oldu¤unu, neler soruldu¤u-

nu flimdi hiç ans›yam›yorum; hepsi kafamdan silinmifl. Yal-

n›z yüzü belle¤imden hiç, ama hiç silinmeyen bir çocuk var.

Yar›flma s›nav›na gelmifl olanlar aras›ndan, yaln›z o çocuk-

la arkadafl olmufltum. Ad›n› bile bilmiyorum flimdi.

S›nav bikaç gün sürmüfltü. Ben her sabah erkenden

He¤beliada’dan gelip s›nava yetifliyordum. O çocuk da

uzak biyerden geliyordu. Onunla arkadafl olmam›z›n ne-

deni, onun da, benim de s›nav için Darüflflafaka’ya yaln›z

bafl›m›za gelmemizdi. Öbür çocuklar›, ya anneleri ya tey-

zeleri, kad›nlar ellerinden tutup getiriyordu. Bizi getire-

cek kimsemiz yoktu. Hasta annem, hergün He¤beli-

ada’dan gelemezdi. Bu kimsesizlik bizi birbirimize yak-

laflt›rm›fl olacak. [...]

Sabahki s›navla ö¤leden sonraki s›nav aras›nda bofl-

tuk, bu arada, sokaklarda geziyorduk onunla. Öbür ço-

cuklar› anneleri al›p götürüyor, yemekten sonra yine ge-

tiriyorlard›.

Ben o ö¤leleri simit al›rd›m. O çocu¤un paras› var-

d›, kendisine her ald›¤›ndan bana ›smarlard›. Çok iyi an-

s›yorum, biraz çukulata alm›fl, yar›s›n› da bana vermiflti.

Bigün de beni bir muhallebeciye götürmüfl, kendisine de,

bana da aflure ›smarlam›flt›. Tuzlu f›st›k, leblebi, kabak

çekirde¤i de ald›¤›n› ans›yorum. Ne alsa benimle yar›ya-

r›ya bölüflürdü. Ben de yemifl almak, ona da vermek is-

terdim. Oncas›na yetecek param da vard›. Ama alamaz-

d›m bitürlü, al›flmam›flt›m para harcamaya. Korkard›m

paras›z kal›p da Ada’ya dönemeyece¤im diye...

Her s›navdan sonra s›nav›n›n iyi geçti¤ini söylerdi.

Bir konuflmam›z› hiç unutam›yorum.
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 Büyüyünce ne olacaks›n? diye sormufltu.

 Eskiden doktor olmay› istiyordum ama, demifltim,

flimdi art›k ressam olmak istiyorum.

 Ne tuhaf... demiflti, ben de doktor olaca¤›m büyü-

yünce... ‹yi iflte, ikimizde doktor oluruz.

Sanki birbirimizden hiç ayr›lmayacakm›fl›z gibiydik;

bütün yaflam›m›z boyunca birlikte olacakt›k. Arkadafll›-

¤›m›z sürüp gidecekti...

 Ama ben ressam olmak istiyorum... demifltim.

 ‹yi ya, demiflti, hem doktor hem de ressam olur-

sun... ‹kisi birden olunabilir.

 Olunur demek?

 Tabii... Doktor olursan, resim de yapars›n...

Ne hayaller kuruyorduk...

S›nav sonuçlar›n›n ilan edilece¤i sabah çok heyecan-

l›yd›k. Galiba s›nava giren üçyüz çocuktan sekseni ka-

zanm›flt› s›nav›. Biz ikimiz kazananlardand›k. Sevinçten

birbirimizin boynuna sar›l›p öpüfltük. O gün daha çok

yemifl alm›flt›. Daha çok hayaller kurmufltuk.

S›nav› kazanan seksen çocuktan ancak otuzu okula

al›nacakt›. Bu seksen çocuk aras›ndan kura çekilecekti.

Kura günü okula geldik. Bahçede, soldaki mermer

basamakl› merdivenin alt›na toplanm›flt›k. Oraya bir ma-

sa koymufllard›. Masan›n üstünde iki torba vard›. Torba-

n›n birinden bir ö¤retmen bize verilen s›ra numaralar›n›

çekiyordu. Numaras› çekilen çocuk, gidip öbür torbadan

kendi eliyle kuras›n› çekiyordu.

 Bofl...

 Bofl...

 Bofl...

Bofl çeken çocuklar ya bafllar› önünde ya a¤layarak

dönüp gidiyorlard›.

Ben gülüyordum, sevinçliydim. fiafl›las› bifley, bofl
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çekece¤im hiç akl›ma gelmiyor, flans›ma güveniyordum;

kesinlikle dolu çekecektim, böyle geliyordu bana...

Arka arkaya ya onyedi ya ondokuz çocuk bofl çekti.

Sonra benim numaram okundu. Büyük bir güvenle tor-

baya elimi dald›rd›m...

 Dolu...

O kurada ilk kazanan bendim.

Arkadafl›m yan›mdayd›, boynuma sar›ld›.

Sonlara do¤ru s›ra ona geldi. Kuray› çekti torbadan:

 Bofl...

Hemen dönüp yürüdü, hiç durmad› orada...

Seslendim, dönüp bakmad›.

Arkas›ndan kofltum. O da h›zland›. Yüksek sesle

ad›n› ba¤›rd›m, yine dönüp bakmad›. Köfleyi dönmüfltü.

Koflmad›m art›k, seslenemedim de... Biliyordum a¤-

lad›¤›n›. Bakmadan, onun gözyafllar›n› görüyordum.

O çocuk ne oldu, okuyabildi mi?

Yaz›n›n etkisinden kurtulup matemati¤e gelelim.

Bir torbada seksen kâ¤›t var. Bunlardan otuzu “dolu”, elli-

si “bofl”. Dolu çeken kazan›yor.

Birinci çekenin kazanma olas›l›¤› 30/80’dir elbet.

Peki, birinci çekmekle, sonuncu çekmek aras›nda bir ayr›m

var m›d›r? Böyle bir torbadan, ilk çekmek mi iyidir, ortalarda

çekmek mi, yoksa sonlarda çekmek mi? ‹lk bafllarda çeken ba-

bam, sonlara do¤ru çeken arkadafl›ndan daha m› flansl›yd›? Ya-

ni babam›n dolu çekme olas›l›¤› daha m› yüksekti?

Örne¤in, ikinci çekenin kazanma olas›l›¤› kaçt›r? Yani,

böyle bir kurada birinci mi, yoksa ikinci mi olmak ye¤lenmeli-

dir?

‹kinci çekenin dolu çekme olas›l›¤›n› hesaplayal›m:
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Birinci, 30/80 olas›l›kla dolu çekecektir ve birinci dolu çekti-

¤inde, ikinci 29/79 olas›l›kla dolu2 çekecektir. Demek ki, hem bi-

rincinin, hem de ikincinin dolu çekme olas›l›¤›,

(30/80) !"(29/79)

dur.

Birinci, 50/80 olas›l›kla bofl çekecektir ve birinci bofl çekti-

¤inde, ikinci 30/79 olas›l›kla dolu çekecektir. Demek ki, birin-

cinin bofl, ikincinin dolu çekme olas›l›¤›,

(50/80) !"(30/79)

dur.

Bu iki olas›l›¤› toplarsak ikincinin dolu çekme olas›l›¤›n›

bulmufl oluruz:

(30/80)!(29/79) + (50/80)!(30/79).

Bu say›y› kolayca hesaplayabiliriz (30’u, 1/80’i ve 1/79’u d›-

flar› al›n.) Yan›t gene 30/80’dir. Yani ha birinci çekilmifl ha

ikinci, hiçbir fley farketmez, dolu çekme olas›l›¤› de¤iflmez!

Genel olarak, kaç›nc› olundu¤u önemli de¤ildir, dolu çek-

me olas›l›¤› hep 30/80’dir. Bunu kan›tlamak için biraz çetrefil-

li (ama sadece biraz çetrefilli) hesap yapmak gerekir.
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Matematik ve Sonsuz
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Gerek konuflma vermeye gitti¤im okullarda, gerek bana ge-

len okur mektuplar›nda, ö¤renci ve ö¤retmenlerin mate-

matikteki sonsuzluk kavram›n› pek iyi bilmediklerini gözlemle-

dim. Örne¤in, birçok kifli,

• Sonsuz eksi sonsuz,

• Sonsuz bölü sonsuz

gibi ifllemlerin yap›labilece¤i san›yor. Kimisi de “sonsuz eksi

1”in bir say› oldu¤unu san›yor, yani sonsuzdan hemen önce bir

say› oldu¤unu san›yor.

Bu yaz›da, matematikte kullan›lan sonsuzluk kavram›na bi-

raz aç›kl›k getirmek istiyorum.

“Sonsuz” dendi¤inde, genellikle, çok uzakta, taa ötede, ula-

fl›lamayacak bir yer düflünülür. Genel olarak, “sonsuz” sözcü-

¤ü bir yer ad›ym›fl gibi kullan›l›r. Bursa gibi, Bal›kesir gibi,

Fransa ya da Amerika gibi... Bursa’yla Sonsuz aras›ndaki tek

ayr›m, Sonsuz’a hiç ulafl›lamamas›d›r.

Kimi zaman da, “sonsuz” dendi¤inde çok büyük bir miktar

akla gelir, say›lamayacak kerte büyük bir miktar... Bu ikinci

anlam, “sonsuz”un matematiksel anlam›na daha yak›nd›r.

Günlük yaflamda kullan›lan anlamda bir “sonsuz”un ger-

çekte (do¤ada, evrende, uzayda...) olup olmad›¤› ayr› bir tart›fl-

ma konusudur. Belki de “sonsuz”, imgelemin bir ürünüdür ve



do¤ada yoktur. Ama bizim konumuz, sonsuzun varl›¤› ya da

yoklu¤u de¤il, tan›m›. Biraz daha açay›m: “Sonsuz”un ne de-

mek oldu¤unu tan›mlamak baflkad›r, “sonsuz”un var olup ol-

mad›¤›n› kan›tlamak baflka. Yani, kavram›n tan›m›yla varl›¤›

bambaflka sorunsallard›r.

Ben, bu yaz›da daha çok “sonsuz”un matematiksel tan›-

m›yla ilgilenece¤im. Konumuz felsefe de¤il. Yaz›n›n sonunda,

matematikte sonsuzun varl›¤› konusuna flöyle bir de¤inece¤im.

Yukarda, “sonsuz” sözcü¤üne günlük yaflamda verdi¤imiz

anlamdan k›saca sözettim. Matematikte “sonsuz”un bambafl-

ka bir anlam› vard›r. Günlük yaflamda kullan›lan “sonsuz”un

tam ne demek oldu¤unu pek iyi bilmiyorsak da, matematikte

“sonsuz” sözcü¤ünün kesin bir anlam› vard›r.

Popüler matematik yaz›lar›m›n birço¤unda, günlük yaflam-

da kullan›lan “sonsuz” kavram›n›n bu belirsizli¤inden yararla-

n›p çat›flk›lar (paradokslar) sundum okura. Bu çat›flk›lar bugün

art›k birer çat›flk› de¤ilse de, pek yak›n bir zamana dek çat›fl-

k›yd›lar. Çünkü matemati¤in “sonsuzluk” kavram› 19’uncu

yüzy›l›n sonuna dek aç›k seçik bilinmiyordu. “Sonsuz” konu-

sunda büyük bir kargafla vard›. Kerli felli adamlar “sonsuz”

kavram› üzerinde birbirleriyle anlaflam›yorlar, bu ayr›l›ktan

dolay› birbirlerine küsüyorlard›. Kümeler kuram›n›n geliflme-

siyle birlikte (Georg Cantor sayesinde), matematikte “son-

suz”un ne anlama gelmesi gerekti¤i anlafl›ld›.

Matematikteki “sonsuz” kavram›na aç›kl›k getirilmesinin

püf noktas› fludur: “Sonlu”nun ne demek oldu¤unu anlarsak,

“sonsuz”un da ne demek oldu¤unu anlar›z, çünkü “sonsuz”,

“sonlu”nun karfl›t›d›r, sonlu olmayana sonsuz deriz1.
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lu olan küme, bir baflka tan›m için de sonludur. Burada, matematikte “sonlu”nun
tan›m›n› vermeyece¤iz. Okurun, bu tan›m› sezgisiyle bildi¤ini varsayaca¤›z.



Matematikte “sonsuz” bir s›fatt›r, bir ad de¤ildir. Nas›l

“sonlu” bir s›fatsa, matematikte kullan›lan “sonsuz” da bir

s›fatt›r. Sonsuz, sonlunun karfl›t›d›r. Matematikte sonlu olma-

yana sonsuz denir.

Ad›na “sonsuz” denilen matematiksel bir nesne yoktur.

Ama sonsuz matematiksel nesneler vard›r.

Nas›l “sar›”, “yeflil”, “uzun”, “s›cak” birer s›fatsa, mate-

matikteki “sonsuz” sözcü¤ü de bir s›fatt›r.

Matematikte, ad› “sonlu” olan bir nesne olmad›¤› gibi,

“sonsuz” diye de bir nesne yoktur.

Yineliyorum: Matematikte, “sonlu” ve “sonsuz” sözcükle-

ri birer s›fatt›r. Örne¤in, “sonlu say›” terimindeki “sonlu” söz-

cü¤ü “say›” sözcü¤ünü niteler. Bunun gibi, “sonsuz say›” teri-

mindeki “sonsuz” sözcü¤ü “say›”y› niteler. (Matematik bölü-

münde okumam›fl bir okurun sonsuz say› kavram›n›, hatta son-

lu say› kavram›n› da, bildi¤ini sanm›yorum.)

Matematikte 5 bir nesnedir. 1 de bir nesnedir. Dolay›s›yla

5’ten 1’i ç›karabiliriz ve 4 nesnesini buluruz.

Ama “sonsuz”, bir nesne olmad›¤›ndan, matematikte  – 1

diye bir nesne yoktur ve  – 1’in yaz›lmamas› gerekir. Bir s›fat-

tan bir nesne ç›karamay›z.

Bu kavram kar›fl›kl›¤›n›n suçlusu ö¤renciler de¤il, elbette...

Ö¤renci hiçbir zaman suçlu olamaz ve her zaman hakl›d›r! Lise

ö¤rencilerine, bugünkü e¤itim sistemimizde, “sonsuz”un tam ma-

tematiksel anlam› anlat›lamaz. Bugünkü e¤itim

sistemimizde, din bilgisi gibi, savunma bilgisi gi-

bi, trafik bilgisi gibi, ticaret gibi çok daha “yarar-

l›” ve s›¤ dersler okutulmaktad›r. Ö¤renciler haf-

tada 4 saat matematik görürlerse ne âlâ!

E¤itim sistemimizin oldu¤u kadar biz mate-

matikçilerin de suçu var bu kavram kar›fl›kl›-

¤›nda. Matematikçiler, “sonsuz”u ço¤u kez bir

ad gibi kullan›rlar. Örne¤in, sanki sonsuz bir
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yer ad›ym›fl gibi, “n sonsuza gitti¤inde” derler. Hatta görmüfl-

sünüzdür, limn!" yazarlar. Bu tümcecikte, “sonsuz” sanki bir

yer ad›ym›fl gibi kullan›lm›fl. Yanl›fl! Matematikte “sonsuz” di-

ye bir yer yoktur.

As›l suçlu  simgesi. Ortaö¤retimde, matematiksel simgeler

genellikle nesneler için kullan›l›r. Boflküme bir nesnedir ve sim-

gesi #’dir örne¤in. Oysa  simgesi, bir nesnenin simgesi de¤ildir.

Bu yüzden “n sonsuza gitti¤inde” dememek gerekir. Onun

yerine, “n durmadan büyüdü¤ünde, yani her tamsay›y› bir sü-

re sonra aflt›¤›nda” demek daha do¤ru olur.

Matematikçiler,

Sonsuz eksi sonsuz,  –  

Sonsuz bölü sonsuz,  / 

demez ve yazmazlar. Yazd›klar›nda da bunun ne demek oldu-

¤unu aç›klamak zorundad›r. Ama kimi zaman, matematikçi,

 + 1 =  

 – 1 =  

 +  =  

 / 2 =  

2 $  =  

yazabilir. Burada, matematikçinin söylemek istedi¤i,

• Sonsuz art› 1, sonsuza eflittir

• Sonsuz eksi 1, sonsuza eflittir

• Sonsuz art› sonsuz, sonsuza eflittir

• Sonsuz bölü 2, sonsuza eflittir

• ‹ki kere sonsuz, sonsuza eflittir

de¤ildir. Matematikçi s›ras›yla flunlar› söylemek istiyordur:

• Durmadan büyüyen bir de¤iflkenden 1 ç›kar›rsak, elde et-

ti¤imiz de¤iflken de durmadan büyür,

• Durmadan büyüyen bir de¤iflkene 1 eklersek, elde etti¤i-

miz de¤iflken de durmadan büyür,

• ‹ki de¤iflken durmadan büyüyorsa, o de¤iflkenlerin topla-

m› da durmadan büyür,
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• Durmadan büyüyen bir de¤iflkeni ikiye bölersek, gene

durmadan büyüyen bir de¤iflken elde ederiz,

• Durmadan büyüyen bir de¤iflkeni ikiyle çarparsak, gene

durmadan büyüyen bir de¤iflken elde ederiz.

Ta eski Yunanl›lardan beri, matematikçiler ve filozoflar

“sonsuz” ve “sonsuzluk” üzerine kafa yormufllard›r. Geçen

yüzy›lda, matemati¤in sonsuzluk kavram›n› Alman matematik-

çi Georg Cantor biçimsellefltirdi. Cantor’a göre sonsuz bir s›fat-

t›r. O gün bu gün, matematikçiler “sonsuz”u ad olarak de¤il,

s›fat olarak kullan›rlar.

Matematikte sonsuz bir nesnenin2 varl›¤› konusuna gelince...3

Matematikte sonsuz bir nesnenin varl›¤› (böyle bir nesnenin

varl›¤›n› kabul eden bir belit/aksiyom olmadan) kan›tlanamaz.

Öte yandan matematikçiler “sonsuz” nesnelerden sözedebil-

mek isterler. Matematikçi sonlu nesnelerle bakt›¤›nda, kimi za-

man sonsuzu görür gibi olur, yani “sonsuz,” sonlunun aras›n-

dan kendini gösterir, kendini belli eder. Dolay›s›yla matematik-

çi sonsuz nesnelerin varl›¤›n› kan›tlayamasa da, sonsuz nesne-

lerden sözedebilmek ister. Bir örnek vereyim:

0, 1, 2, 3, 4 gibi do¤al say›lar sonlu matematiksel nesnelerdir.

Peki, ya bu do¤al say›lardan oluflan nesne? Yani

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,...}

nesnesi? Bu nesnenin sonsuz oldu¤unu (yani sonsuz tane ö¤e

içerdi¤ini) biliyoruz. Biliyoruz ama, matematikte böyle bir nes-

ne var m›d›r? Yani bu nesne, matematikte sözünü edebilece¤i-

miz bir küme midir?4

Bu nesnenin bir küme oldu¤u matemati¤in en basit belitleriyle

(aksiyomlar›yla) kan›tlanamaz.
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olan bir kümeden söz ediyorum.
4 Matematikte küme olmas›n› arzu etti¤imiz her nesneyi küme varsayarsak, ma-

tematikte bir çeliflki elde ederiz. Matematik ve Korku adl› kitab›mdaki Bert-

rand Russell’›n Paradoksu yaz›s› bu konuyu ifllemektedir.



Madem varl›¤›n› kan›tlayam›yoruz ama öyle bir nesnenin

bir küme olmas›n› istiyoruz, biz de matematikte böyle bir kü-

menin oldu¤unu varsayar›z, yani bu nesneyi küme yapacak bir

beliti (aksiyomu) matemati¤e sokar›z... Böylece, matematikte

sonsuz bir küme belirir... Daha önce yoktu, bir belitle var ettik!

Ve bu beliti kullanarak matematikte sonsuz bir nesnenin

varl›¤›n› kan›tlam›fl oluruz.

Do¤ada sonsuz bir nesnenin olup olmad›¤› tart›flmas›n›

okurlara ve filozoflara b›rak›yorum. Ben, bu konudaki düflün-

celerimi, Matematik ve Do¤a adl› kitab›m›n ayn› bafll›kl› yaz›-

s›nda aç›klam›flt›m.
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Aziz Nesin’in Matematik,
Bilim ve Felsefe Üzerine

Düflünceleri
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Babam Aziz Nesin’le 1973’ten ölümüne de¤in, yani 16 yafl›m-

dan beri yo¤un olarak mektuplaflt›k. Mektuplar›nda babam

matematik, bilim ve felsefe konular›nda s›k s›k düflüncelerini ilet-

ti. Babam›n bana çok ilginç gelen bu düflüncelerini sunuyorum:

Istanbul, 23 Ocak 19741

Annene yazd›¤›n mektupta, üniversiteyi ‹sviçre’de yapmak is-

tedi¤ini bildiriyorsun. Elbet sen bilir, sen karar verirsin. Bu ko-

nuda son karar senindir. Ama benim uzaktan bildi¤ime göre,

teknikum ve mimari d›fl›nda, ‹sviçre’de matematik, fizik pek öy-

le kuvvetli olmasa gerek. ‹ster teorik, ister pratik, matematik ve

fizik e¤itiminin güçlü olabilmesi için, o ülkede büyük endüstri ol-

mas› gerekir. Herneyse, önümüzde daha çok zaman var, bunlar›

burda bol bol konuflur, tart›fl›r›z. fiuras› kesin ki, bu konuda son

karar senindir, ben kar›flmam.

1 ‹sviçre’nin Lozan kentinde befl y›l süren lise ö¤reniminin ikinci s›n›f›nday›m, ‹s-
viçre’de ise birinci y›l›m. (Mektuplardaki notlar bana aittir. Ali Nesin)



Çatalca, 13 Aral›k 1974

Benim çooook sevgili Ali o¤lum,

[...]

Ali’ci¤im, Sanat Dergisi’ni sana aras›ra yolluyorum. Daha s›k

istersen daha s›k yollayay›m. Ama abone yaparsam, tatillerde fi-

lan gelen dergiler bofluna gelmifl olur, biz de bofluna para vermifl

oluruz. Yaz tatili ikibuçuk ay, arada da tatiller var... Ben sana

daha s›k gönderirim, hiç merak etme. Ayr›ca flunu da söyleye-

yim, senin memleketinin sanat olaylar›ndan haberdar olman çok

iyi, ama bunun bir s›n›r› olmal›. Sen ne sanatç›s›n, ne yazars›n...

Zaman›n› bunlara verme bu kadar çok. Sanattan, edebiyattan

hiç habersiz h›rt bilim adamlar› vard›r. Elbet onlardan olman› is-

temem. Ama kendi alan›n›n d›fl›nda, sanata fazla zaman ay›rma-

n› da istemem. Ben sana daha s›k gönderece¤im bu dergiyi.

Bak sana baflka bifley söyleyeyim. San›yorum ki, Fransa’da,

Belçika’da, ‹sviçre’de seni çok ilgilendiren Frans›zca çok güzel

Fen dergileri, siyans2 dergileri vard›r. Bunlardan en iyisine abo-

ne ol. Kaç para olursa olsun, abone ol. Bu abone ne kadar pa-

hal› olursa olsun, ifline yarayaca¤› için, ödemeye hemen haz›-

r›m. Ama Sanat Dergisi’ne, senin tatilde olaca¤›n aylar için befl

kurufl fazladan vermek istemem. Bu sözlerim sana, benim ner-

de çok cimri, nerde alabildi¤ine cömert oldu¤umu da anlat›r.

Ama bu sözlerime ra¤men, yine de Sanat Dergisi’ne abone ol-

mak istiyorsan, yaz bana, hemen gider seni abone yapt›r›r›m.

Frans›zca siyans dergilerini, abone olmak için, fizik, kimya

ve matematik hocalar›ndan sorup ö¤renebilirsin.

Istanbul, 4 May›s 1974

Ali o¤lum,

“Ecole Technique Supérieure” hakk›nda benim epiyce bil-

gim var. fiöyleki: Ben askeri liseyi bitirdi¤im y›l, Türkiye’de ilk
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olarak askeri ö¤renciler için Avrupa’da mühendislik ö¤renimi

yar›flma s›nav› aç›lm›flt›. Beni de bu s›nava girmem için çok zor-

lad›lar. Ama ben o zaman ille de komutan (general) olmak is-

tedi¤imden, s›navlardan ço¤una girmemifltim. Benim ondan

çok arkadafl›m bu s›nav› kazand›. Almanya’ya mühendislik ö¤-

renimine gittiler. Ama üç y›l sonra ‹kinci Dünya Savafl› ç›k›nca,

bunlar Almanya’dan (savafla girmemifl ve tarafs›z olan) ‹sviç-

re’ye gelip iflte bu Ecole Technique Superieure’de okudular.

fiimdi hepsi de Türkiye’de mühendistir. Kimisi de emekli oldu.

Hiçbiri önemli bir ifl yapamad›.

Güzel o¤lum, can›m o¤lum, ak›ll› o¤lum, sen kendi yete-

neklerinin ölçüsünü bilmiyorsun. Bu okul sana göre de¤ildir.

Buradan pratik mühendis yetiflir, o kadar... Oysa senin [...] ma-

tematikçi kafan var. Sen daha büyük matematikçi, fizikçi, kim-

yac› olabilirsin. Üniversite kariyeri yapabilirsin, araflt›rma ens-

titülerinde, araflt›rma laboratuarlar›nda çal›flabilirsin, çok ba-

flar›l› olabilirsin, yeni bulufllar ortaya koyabilirsin. Oysa bu

okul, bu türlü yetenekli kifliler için de¤ildir. Buradan herhangi

mühendis yetiflir. Evet, bu okul da dünyaca ünlü, hem de çok

ünlü bir okuldur, bunu biliyorum. Ama pratik mühendis yetifl-

tirmek için bir okuldur. O okula girdin mi, art›k yolun kesin-

leflmifl demektir. Ordan teorik alana geçemezsin ve kendine

çok, ama pekçok yaz›k etmifl olursun.

Sevgili o¤lum, yaflamda iki fley çok önemlidir; biri ifl seçmek,

biri de efl seçmek. Biz çok zaman bu ikisini seçmede yan›l›r›z.

Üstelik bu yan›lmalar da sonradan ne yap›lsa düzeltilemez.

‹flte bu nedenle senin bu okula girmeni istemiyorum. Ama

sen, ille de bu okulda okuyaca¤›m dersen, ona kar›flmam ve se-

simi ç›karmam.

Bana kal›rsa, sen herfleyden önce, flimdi bulundu¤un liseyi bi-

tir. Ondan sonra da, kendi kafa yap›na, üstün yetene¤ine uygun

bir dal seç ve o dal›n üniversitesinde oku. ‹yi yetifl. Çünkü [...] bir

fizikçi, matematikçi yada kimyac› olmak için gereken herfley sen-

199



de var. Kendikendine yaz›k etme. Pratik bir mühendis olmak se-

nin için hiç de önemli de¤ildir. Onu sen nas›l olursa olursun.

Hatta burda da olurdun. ‹stersen kendine nükleer fizik alan›n› da

seçebilirsin. Yeterki, araflt›rmac› ol, bilimci ol, bilgin ol.

Biliyorsun, ben pekçok s›k›nt›lar çekerek okuyabildim.

Yoksa benim de çok büyük bir matematikçi kafam vard›, bil-

gin olmak istiyordum. Ama ne yapay›m ki, benim ülkemde ve

benim ça¤›mda yoksul çocuklar›na bu yollar kapal›yd›. Buyüz-

den ister istemez yazar olmak zorunda kald›m. Hiç piflman de-

¤ilim, iflimden çok memnunum. Ama hiç olmazsa senin yete-

neklerinin ziyan olmas›n› istemiyorum.

Cezaevinde çok ac›l› günlerimden birinde kendikendime “fiu

en büyük kapitalistler çocuklar›n› nas›l en iyi biçimde e¤itiyor

yetifltiriyorlarsa, ben de ne yap›p edip çocuklar›m› öyle yetifltire-

ce¤im” diye söz verdim. Y›llar önce kendikendime verdi¤im bu

sözü flimdi size karfl› tutuyorum. Üç o¤lumu da en iyi biçimde

yetifltirmek için elimden gelen herfleyi yap›yorum. Sizler için

yapt›¤›m bu fedakârl›klardan da mutlu oluyorum. Benim yap-

t›klar›ma karfl›l›k sizlerden gereken karfl›l›¤› alamay›nca da çok

üzülüyorum. Büyüyüp baba oldu¤unuz zaman beni çok daha iyi

anlayacaks›n›z; ama o zaman da ben olmayaca¤›m. [...]

San›r›m ki, bu konuda anlaflt›k. Can›n› difline takarak lise-

yi baflar›yla bitir. Canla baflla çal›fl. Tutkuyla çal›fl. Yar›fl tutku-

suyla çal›fl. Bu zavall› gerikalm›fl yurt insanlar›na olan borcu-

muzu düflünerek, o borcu ödemek için çal›fl. Halk›m›za, yurdu-

muza, bütün dünyaya ve bütün insanlara iyi ve güzel fleyler ya-

ratmak için çal›fl. Hiç korkma, ben arkanday›m. Sizler için pa-

ram da var, herfleyim de var. Çünkü benim bin zorlukla kazan-

d›¤›m paray›, sizin çarçur etmeyece¤inize, ziyan etmeyece¤inize

gerçekten inan›yorum. Üç o¤lum, benden uzayan üç gür çiçek-

li dal gibi zaman içinde yürüyecek ve onlar Nesin Vakf›’n› da

yürütecekler. Nesin Vakf› benim de¤il, bizim soyumuzundur.
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Çatalca, 24 Eylül 1976

Sevgili o¤lum, biliyorsun, ben bir yoksul aile çocu¤uydum.

Bu yüzden istedi¤im, sevdi¤im bir iflin adam› olamad›m. Ben

bir bilgin olmak isterdim. Matematikte ve fizikte ve bütün do-

¤abilimlerde ola¤anüstü bir yetene¤im vard›. Ama ne yapay›m

ki, paras›z okuyabilmek u¤runa asker oldum. Üstelik iyi bir as-

ker oldum. Askerlikten de çok fleyler ö¤rendim. Sonunda yazar

oldum, isteyerek yazar oldum. Ama do¤rusu, baflka bifley ola-

mad›¤›m için yazar olmak zorunda kald›m. Sonuç kötü olma-

d›. Ama hâlâ akl›m fikrim bilimde... ‹flte buyüzden senin bir bi-

limci olman› çoflkuyla karfl›l›yorum. Bir baba bencilli¤idir bu:

Babalar, kendi olmak isteyip de olamad›klar›n›, o¤ullar› olsun

isterler. Üstelik, ben senin bilimci olman için de hiçbir çaba

göstermedim. Sen kendili¤inden bu yolu seçtin, ne iyi!

Bütün bunlar› sana flunun için anlat›yorum. Can›m o¤lum,

matematikçi mi olacaks›n, yoksa fizikçi mi olacaks›n, buna sen

kendin karar ver. ‹flinle bütün yaflam boyu birlikte olacaks›n.

Buyüzden iflini sevmelisin. Sak›n sevmedi¤in ifli yapmaya kalk-

ma. Matematikçi olmak istiyorsan, hemen matematikçi ol. Ma-

tematikçiler aç kal›yor diye bir kural yok dünyada. Matematik-

çi de yaflam›n› kazan›r, hem de çok güzel kazan›r. Üniversitede

kal›rs›n, hoca olursun. Ama Türkiye’deki üniversitelerde yapa-

bilece¤ini hiç sanm›yorum. Çok istersen bunu da denersin.

Ama deneme yaparken, bata¤a saplan›p kalma. Dünyaca ünlü

matematikçiler de var. Fizikçiler gibi, somut bulufllar› olmaz-

m›fl, vars›n olmas›n. ‹lle de gerekli mi? Önemli olan insan›n

mutlulu¤u. Matematik seni mutlu edecekse, elbet matematikçi

olacaks›n. Bütün flakalar›n d›fl›nda, rahat çal›flabilmen için,

dingin bir kafayla iyi bir çal›flma yapabilmen için, ya da dinlen-

men için. Vak›f’ta yerin her zaman var. Yaln›z senin de¤il, ai-

lenin ve çocuklar›n›n da...
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Istanbul, 5 Kas›m 1976

Matemati¤i seçti¤in iyi, bu senin özgürce verdi¤in bir karar.

Yaln›z “Zaten fizikten gittikçe so¤uyorum. Çok somut geliyor,”

demifl olman bana ayk›r› geldi. Ben de t›pk› senin gibi, çok flafl›-

las› fleydir, soyutlamay› daha kolay anl›yordum da, somutlama-

y› anlam›yordum. Ne çok bana benziyorsun, flafl›yorum. Örne-

¤in, dinamoya ak›m tellerinin sar›l›fl›nda, sa¤ avuç parmaklar›

aç›larak yön bulmay›, bu denli kolay ve yal›n bifleyi bitürlü be-

ceremezdim. Daha bunun gibi neler... Ama sendeki ve bendeki

bu soyutlamaya yatk›nl›k, en büyük eksikli¤imizdir. Bunu bil-

meli ve bu önemli eksi¤imizi gidermeye çal›flmal›y›z. Çünkü, bü-

tün soyutlamalar›n amac›, somutlamaya varmak ve somutu da-

ha iyï, daha derin gerçe¤inden anlamak içindir. Yoksa bunun

tersi, soyutlamak için soyutlama olur ki, sonu saçmal›kt›r. Ya-

ni, gerek matematiksel, gerek felsefi bütün soyutlaman›n amac›,

do¤ay›, toplumu ve insan› -yani dünyadaki en gerçek ve en so-

mut olan fleyleri- daha iyi anlamam›zd›r. Daha aç›kças›, en so-

yut matematik ifllemleri bile, sonunda, elektrik lambas›n› yak-

mak, yemek piflirmek, ›s›nmak, toplumu düzene sokmak ve in-

san› mutlu k›lmak gibi somut amaçlar içindir. Ama o soyutlama

olmazsa, somut olan gerçekli¤iyle anlafl›lamaz ve bilinemez. Ne

yapal›m, sen de sevdi¤in soyutlamaya

do¤ru git. Bunun sonu felsefeye dayan›r

diye korkar›m. Soyutlamaya bu denli yat-

k›n olmak ve matemati¤i de bu denli sev-

menin sonu felsefeye dayan›r. Kötü mü

diyeceksin? Niçin, bundan korkuyorsun

diyeceksin. fiimdi mektupta anlatmas› zor

be o¤lum. Asl›nda çok güzel, çok iyi de...

Nas›l anlatay›m bilmem ki... Ben seni çok

iyi anl›yorum ama, yine de somuttan bu

denli uzaklaflmaman›, fizikten büsbütün

kopmaman› içimden istiyorum.
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Istanbul, 27 Ocak 19773

Mektubunda “... senin benim fizikçi olmam› istemene ra¤-

men...” diye yazm›fls›n. Nerden ç›kard›n bunu? Benim, senin

flunu ya da bunu olman› istedi¤im yok. Ne istersen onu ol. Yal-

n›z, ben sana, fizi¤in teorik bölümünün matematik kadar ilginç

ve tatl› oldu¤unu, soyut bulufllara var›labilece¤ini yazd›m. Ör-

nekse Einstein... Sen fizik deyince, yaln›zca somut fizi¤i anl›-

yorsun. Bunlar benim kendi düflüncelerim. Sen uymak zorunda

de¤ilsin. Sana kaç kez yazd›m ki, insan kendi u¤rafl›n› kendi

seçmelidir. Çünkü yaflam boyu u¤rafl›nla birarada olacaks›n.

Oysa, babanla bile yaflam boyu birarada olmayacaks›n. Ben se-

nin matematikçi olaca¤›na gerçekten çok seviniyorum. Yaln›z

flu var. Matemati¤in sonu genellikle felsefeye var›r. Örne¤in

Bertrand Russell matematikçiyken, sonunda felsefeci oldu. Da-

ha örnekler çoktur. Sen de felsefeci olursan ol... Yaln›z, bunun

bir baflka yönü var. Sana mektupta anlatmam zor ama, yine de

anlatmaya çal›flaca¤›m.

Felsefe, bireysel bir u¤rafl›n ürünü de¤ildir. Yani bireysel ça-

bayla birlikte, bir felsefeye gereksinilmesi gerekir. Bir toplum,

felsefeye gereksinmiyorsa, o toplumdan felsefe ç›kmaz. Felsefe

ç›kar ama, onlar felsefeyle u¤raflan felsefe ö¤retmenleri filand›r.

Yani bir felsefe ak›m›n›n yarat›c›lar› ç›kamaz. Bir toplumdan

bir felsefenin do¤mas› için, herfleyden önce, o toplumun o fel-

sefeyi gereksinmesi gerekir. Bir toplumun bir felsefeyi gereksin-

mesi içinse, daha önceden felsefi birikimi, felsefesinin gelene¤i,

zengin felsefe geçmifli olmas› gerekir. ‹flte bunlar, yani bu top-

lumsal koflullar olduktan sonra bireysel çaba ve yetenek de

olursa, o zaman o kifliden iyi bir felsefe yapmas› beklenebilir.

Bizim toplumumuzun, ne yaz›k ki ve ne ac› ki böyle bir zen-

gin felsefe geçmifli, böyle bir birikimi olmad›¤›ndan, yeni bir fel-

sefeye gereksinmesi de yok. Belki bir zaman olacak elbet... Ama
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bugün yok. Yak›n gelecekte de olacak gibi görünmüyor. Bizim-

ki gibi toplumlar, özgün (orijinal) felsefe yaratamazlar, ama ya-

rat›lm›fl felsefe ak›mlar›ndan kimilerini öykünürler (taklit eder-

ler). Türkiye’de iflte bu taklit vard›r. Bugünkü ça¤da, yeni felse-

fe ak›m›, ancak büyük toplumlardan, ileri toplumlardan, do¤a-

bilir ve görüyorsun, öyle de oluyor.

O zaman kal›yor, senin baflka büyük toplumlar›n felsefesi-

ni yapman. O¤lum, sen Türkiye’de do¤up büyüdün, bu ülkenin

insan›s›n, nice u¤rafl›rsan u¤rafl, duygular›n emdi¤in bu toplu-

mun etkisindesindir. Nitekim, ‹sviçre insanlar›n› elefltiren, on-

lar› bizim insanlar›m›za göre daha az duygulu bulan geçen

mektubun da bunu gösteriyor.

Bununla birlikte yine de istiyorsan, felsefeci olmana karfl›

de¤ilim. Yaln›z buna de¤il, çocuklar›m›n gelecekleri konusun-

da hiçbir isteklerine karfl› de¤ilim.

Bilmem felsefe konusunda düflüncelerimi anlatabildim mi?

Belki de hiçbifley anlatamad›m.

Oysa fizik, matematik yada baflka bilim dallar› böyle de¤il-

dir. Bir Türk yada baflka ulustan biri, yetene¤i varsa ve çal›fl›r-

sa, bir Amerikal›, bir Rus, bir Çinli yada ‹ngiliz kadar, onlar-

dan bile üstün fizikçi, matematikçi yada kimyac› vb. olabilir.

Sana gelince, ne istiyorsan onu ol. Benimki, yaln›zca bildi¤im

bifley varsa onu anlatmak ve seninle tart›flarak do¤ru yolu bul-

mana yard›mc› olmak.

Çatalca, 23 Eylül 1977

Mektubunda “Sen ne dersen de, felsefe çok hofluma gidi-

yor.” diye yazm›fls›n. Benim bifley dedi¤im yok ki... Senin felse-

feyle ilgine çok seviniyorum. Ben de çok severdim, yine de se-

verim. Benim söyledi¤im baflka bifley. Felsefeyle her zaman ilgi-

len, çok iyi. Ama yaflam boyu sürecek bir u¤rafl olarak felsefe-

yi seçmezsen bence iyi olur. Ayr›ca seçme de demiyorum, ben-

ce iyi olur, diyorum. Bunun nedenlerini sana uzun uzun anlat-
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t›m. Bir Türk için felsefede çok büyük ç›k›fl yollar› yok. Sen bu

gerçe¤i anlad›¤›n zaman, yafl›n ilerlemifl, ifl iflten geçmifl olur.

Ayr›ca flunu da söyleyeyim ki, yan›lm›fl da olabilirim. Ben ço-

cuklar›n› kendi istedikleri mesleklere yöneltmek için zorlayan

babalardan de¤ilim. Belki de, ben felsefeci olman› istemiyorum

sanarak, bilinçalt›nda bir tepki olarak felsefeye daha çok ilgi

duyuyorsundur. Ben sende büyük yetenekler gördü¤üm için,

bir felsefe hocas›, bir felsefe tarihçisi, bir felsefe bilgini olman›

istemiyorum. Felsefede yeni at›l›mlar yapabilmek için, baflka

toplumlar›n adam› olmak gerekir. Bugün için, ‹ran’dan, Türki-

ye’den, M›s›r’dan, Hindistan’dan, Yunanistan’dan filan filezof,

okul açan, yada ak›m getiren, yada diyelim Marksizme katk›-

da bulunabilecek filezof, yada felsefeci, yada düflünür ç›kamaz.

Ama hep söylüyorum, yan›lm›fl olabilirim. Üstelik her genelin

ayr›cal›klar› da vard›r. Sen nice bat› kültürüyle yetiflirsen yetifl,

nice y›llardanberi Avrupa’da okursan oku, isteristemez Türk-

sün. Baflka türlüsünü olmak senin elinde de¤il. Ama Türk ol-

man›n da kimi avantajlar› oldu¤unu unutma. Kitaplar›m› Al-

mancaya çeviren kad›na k›zm›flt›m da, “Yahu, boktan bir sürü

kitap bas›yorlar da, neden benim kitaplar›m› Almanya’da bas-

m›yorlar?” diye yazm›flt›m. Kad›n›n yan›t› çok çok ilginçtir. S›-

ras› gelince “Böyle Gelmifl”de kullanaca¤›m. Kad›n flöyle yaz-

d›: “Çünkü siz ne yahudisiniz, ne de Amerikal›...” Ben de kad›-

na “‹stemiyorum basmas›nlar kitaplar›m›, ben Türklü¤ümden

memnunum,” diye yazm›flt›m.

Bu ifl baflka ifl o¤lum, anlatmas› da uzun zor. Bigün yine bir

arada olursak, oturur konufluruz uzun uzun bu konuyu.

Felsefede okurken izledi¤in yol, bence en do¤rusu, idealist-

lerden materyalistlere ve sonra tarihsel maddecilere (Materialis-

me historique’cilere) do¤ru: Descartes, Kant... (Kant bana çok

zor gelmiflti otuz y›l önce Harbiye Askerî Cezaevinde okurken),

Hegel, Heidegger, Marx... Sonra yeni Marx’ç›lar var, hemen ço-

¤u da Frans›z. Heidegger’den hiç okuyamad›m, yaln›zca Türkçe
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makalelerdeki kadar biliyorum, genel olarak. Ama Hegel çok,

çok önemli, Marx’› anlamak için. Ben yine de, salt felsefenin de-

rinliklerine dalmaman› sal›k verece¤im sana. Matematikten bir

ç›k›fl yolu bulabilece¤ine, hatta matematikten fizi¤e, ama ku-

ramsal fizi¤e, somut ve pratik fizi¤e de¤il, geçece¤ine inan›yo-

rum. Ve yine inan›yorum ki, matematik ve kuramsal fizikte bü-

yük baflar›lar kazanacak, yenilikler yapacaks›n, bulufllar›n bile

olabilecek... Evet, inan›yorum. Felsefedeyse, felsefeyi çok iyi bi-

len bir insan olabilirsin san›r›m, elbet bu da iyi bifley, büyük bi-

fley... Herhalde, Pascal’›, Hobbes’u, Bacon’u, Marx’tan önce

okuyacaks›n, de¤il mi?

Istanbul, 22 Haziran 1978

Sana eski mektuplar›mda uzun uzun yazd›klar›m› hat›rla.

Seni sürekli olarak fizik bölümüne yöneltmeye çal›flt›m. Salt

matematik, somuta dönmüyorsa, pratik yeri yoksa, “profitab-

le” de¤ilse, “utilitarianizmi” yoksa, fantaziden, spekülasyon-

dan öteye gitmez. O zaman, ha satranç oyunu ha matematik...

Herfley, insanlar›n yarar› için, insanlar›n mutlulu¤u için olma-

l›d›r. Matematik de, insanlar› mutlu edebilmek için, ya do¤abi-

limlerine dönüflür, ya da felsefeye... Sana felsefe konusunda çok

fleyler yazd›¤›m için flimdi tekrarlamayaca¤›m. Ama fizik için

yine yazmak isterim. Senin de benim gibi, prati¤e akl›n ermi-

yor. Ama fizik’in en güzeli, en iyisi bence, kuramsal fiziktir.

Kuramsal fizikten, pratik fizi¤e baflkalar› geçer. Buyüzden de

kuramsal fizikle matematik, birbirinden kesin s›n›rla ayr›la-

maz. Einstein’›n yapt›¤› da budur. Ben senin yavafl yavafl ku-

ramsal fizi¤e ›s›naca¤›n› san›yorum. Ama sen sanki fizi¤e ›s›n-

mamak için direndin gibi bifley...

Matematik hocas›n›n senin için “ayaklar›n›n yere de¤medi-

¤ini” söylemesi, sonra Frans›zca hocas›n›n da senin için “Sür-

realist bir kafa” demesi, bence hiç de olumlu bir övgü de¤il.

Sürrealizmi sevmek, anlamak baflka, sürrealist bir kafa olmak
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baflka. Senin hiçbir zaman sürrealist bir kafa olman› istemem.

Realist bir kafan olmal›. Bizim ülkemize, halk›m›za ve dünya-

m›za gerçekçi kafalar gerekli. Gerçeküstücü kafalar›n da gerek-

siz oldu¤unu söylemiyorum ama Yirminci Yüzy›l›n son çeyre-

¤inde yaflad›¤›m›z› unutmayal›m.

Ne fanteziye, ne gerçeküstüne karfl›y›m, hele sanatta... Hat-

ta, gerçe¤e fanteziden bile ulafl›l›r derim. Ama amac›m›z ger-

çekçi olmak olmal›d›r. Hele ayaklar›m›z›n yere de¤memesi...

Baudelaire ça¤lar› çoktan geçti. Üstelik flair de de¤iliz. Ayakla-

r›m›z yere basmal›, hem de s›k›ca basmal›. Biçok felsefeyle u¤-

raflt›n, sesimi ç›karmad›m hiç, ama biraz da dialektik materya-

lizm okusan, belki ayaklar›n daha sa¤lam yere basar.

Belki de senin için bütün bu söylediklerimin hiçbirisi do¤ru

de¤il. Ben bunlar›, bu sonuçtan sonra kendi otokriti¤ini (öze-

lefltirini) yapars›n diye yaz›yorum. Yanl›fl›n›n nerde oldu¤unu

kendin bul ç›kar. Ben d›flardan bunu bilemem. Biliyorum san-

sam da yanl›fl olur. Ak›ll› insanlar›n en iyi, en amans›z elefltir-

menleri, yine kendileridir.

Çatalca, 17 Haziran 1979

Ötedenberi fizik’ten hep baflar›s›zs›n. Eski okulunda da, se-

ni okuldan ç›karan hocan›n pek de haks›z olmad›¤› anlafl›l›yor.

Elbet bu sonuçtan sen kendine göre dersler ç›karm›fls›nd›r. Ba-

na kal›rsa, fizi¤i sevmen ve fizi¤e çal›flman gerekiyor. Fizik bi-

linmedikçe, matematik havada, bofllukta kal›r, soyut bir bilgi-

den öteye geçemez. Matematik bir ruhsa, fizik o ruhun içine

yerleflti¤i bir bedendir. Fiziksel matematik bir fantastik olay

(hatta olay bile de¤il, bir tasar›m) olmaktan öteye geçemez. Bil-

mem bana hak veriyor musun?

Senin felsefeye e¤ilimin de, fizikten zay›f olmandan ileri ge-

liyor. Her insan, elinde olmadan, eksi¤ini baflka bir yolla gider-

meye çal›fl›r. Örne¤in, deseni güçlü olmayan ressamlar, daha

çok renge önem verir, renk cümbüflüyle desen eksikliklerini gi-
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dermeye çal›fl›rlar. Ufaktefek insan-

lar da afl›r› el kol hareketleriyle, boy-

lar›n› ve boyutlar›n› büyültmeye u¤-

rafl›rlar. Yaflam›n her alan›nda böy-

ledir. Bana öyle geliyor ki, hiç de

elinde olmadan, sen de fizik eksikli-

¤ini felsefeyle örtmeye, gidermeye

çal›fl›yorsun. Bu bilinçli olmuyor.

Seninle korkunç benzerliklerimiz var. Benim de iyi bir ma-

tematikçi kafam vard›. Fizikte de baflar›l›yd›m ama, kendimi

zorlayarak bu baflar›y› elde ederdim. Do¤rusu, fizik’i anlamaz

yada çok zor anlard›m. Kafam, daha çok soyuta ve soyutlama-

ya do¤ru çal›fl›rd›. Daha da benzerli¤imiz, fizikten ancak meka-

nik bana yak›nd›. Ama yanl›fl... Ben, senin flans›na sahip ola-

mad›m. Sen, fizikteki eksi¤ini çal›flarak, olanaklarla kapatabi-

lirsin. Ve bunu kesinlikle yapmal›s›n.

Çatalca 1 Kas›m 1979

‹ki gecedir seni rüyamda görüyorum, kar›fl›k rüyalar... Bu-

nun nedeni, senin mektubunda yazd›klar›n. Yok tarihle, yok

sosyolojiyle, yok felsefeyle falan ilgilenmek isteyiflin. Bu kadar

da de¤il, edebiyat, daha da bilmem neler...

Tarihte, o¤ullar›na yanl›fl yön vermeye çal›flan, çocuklar›n›

istemedikleri mesleklere zorlayan babalar pek çoktur. Bu enayi

babalardan olmak istemiyorum. Ama o babalar da, o enayi ba-

balardan olmak istemiyorlard› elbet. Ne istersen, nas›l istersen

öyle yap... Ama bir yanl›fl yoldas›n bana göre. Bu yanl›fl›n› gös-

termek, bir baba olarak benim görevimdir. Dünyay› görmeye

yarayan göz, nas›l kendini göremezse, çok do¤al olarak sen de,

kendi kendini göremiyorsun: fiu dediklerime dikkat et:

Sen bir tarihçi olsan, iyi bir tarihçi olursun. Bir ekonomist

olsan iyi bir ekonomist olursun. ‹yi bir edebiyatç› da olursun.

Hatta iyi bir ressam da olursun. ‹yi bir sosyolog olursun. Senin
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yetene¤inde ve senin tutkunda bir insan, her ne olmak isterse

onun orta çizgisinin üstünde bir yere ulaflabilir. Ama önemli

olan, olabileceklerinin en iyisi olmakt›r. Kendini bir yönde yo-

¤unlaflt›rmakt›r. Yoksa senin gibi yirmi bilim dal›yla ilgilenen

insanlar, sonunda herfleye parmak dald›rm›fl, derinli¤i olmayan,

s›¤ kifliler olup kal›rlar. Her insan bir potansiyaldir. Diyelim,

bin tonluk ya da onbin tonluk birikmifl sudur. Bu su boflal›nca,

geniiiifl bir alana yay›l›rsa, bu sudan hiçbir yarar sa¤lanmaz.

Topra¤›n derinini ›slatmad›¤› için bitkilere bile yarar› olmaz. Ve

böyle yayg›n bir su, hiçbir iz b›rakmadan bu¤ulafl›r uçar gider.

Bir iz b›rakmak için, suyun derine inmesi, kendine bir yol, bir

kanal, bir vadi açmas› gerekir. Sen dünyadan, hiçbir iz b›rakma-

dan göçüp gitmek mi istiyorsun... Kendine yaz›k edersin. Bir in-

san her gün -ve senin gibi bir insan- iki saat “Le Monde” oku-

yorsa, o insandan bir bok olmaz... Haaa, bir insan Paris’te hiç

“Le Monde” okumuyorsa, ondan da bir bok olmaz...

Mektubunda flöyle yazm›fls›n: “Matematik, Felsefe, Man-

t›k, politika -hele, flu Allah›n belas› politika, isterse bilim olsun-

edebiyat ve yeni yeni tarih ve ekonomi ilgilendi¤im, çok sevdi-

¤im dallar...”

Allah Allah... Çok flafl›las› fley do¤rusu... Bunca bilime ilgi

duyuyorsun da, y›llard›r senin ilgilenmeni istedi¤im fizi¤e hiç

mi hiç ilgi duymuyorsun... Fizikten baflka ilgilenmedi¤in hiçbir

bilim dal› kalmam›fl gibi... Daha çok var: arkeoloji, ekoloji,

antropoloji, jeoloji...

Bana s›k s›k söyledi¤in fleyi mektubunda da yazm›fls›n:

“...metafiziksel bir zorluk ar›yorum. Yani öyle bir zorluk ki,

hem o zorlu¤u yeneyim, hem de zorluk yine de var olsun.” O¤-

lum, dünyadaki pekçok insan gibi, sen de kendikendini kand›r-

maktas›n. Hay›r, sen zorlu¤u, zor olan› aram›yorsun, tersine ko-

lay›, kolay olan› ar›yorsun. Senin kafan için sayd›¤›n o dallar,

ekonomi, tarih, edebiyat, politika -bilim bile olsa i¤renç bir re-

zilliktir- felsefe, mant›k ve daha falan f›rt›k, bunlar›n hepsi se-
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nin için kolay fleylerdir. Sen de, yeralt› sular›n›n yumuflak yerler-

den kendine delik aç›p akmas› gibi, bu kolay yollara sap›p du-

ruyorsun. Ama fizik! Zor geliyor sana ve zor geldi¤i için de y›l-

lardanberi fizikten kaytar›yorsun. Bu çok aç›k bir durumdur.

Ben senin zorluklar›n üstüne üstüne gitti¤ini anlayay›m ki, fizi-

¤i ö¤ren, fizi¤i baflar... Tarihmifl... Ulan, liseyi bitirmifl zeki bir

çocu¤u üç y›l Avrupa’da okutsam o da tarihçi oluyor. Oluyor

da, var da... Hem tarih felsefesi de yaparak... Ama fizik öyle mi?

Metafizik... Nedir metafizik? Fizik ötesi, fizik üstü... Eskile-

rin “mavera” dedikleri bok... Fizik dünya be, dünya... Dünya-

m›z, biz, kendimiz... Sen ötedenberi her nedense, fizi¤i, salt so-

mut bifley olarak anl›yorsun. Fizik, en somuttan kalkarak en so-

yuta varand›r. Yirminci yüzy›l›n hangi fizik buluflu tümden so-

mut... Evet, somuttan kalkar, ama somutta kalmaz. Fizik bilimi,

elektrik teknisyenli¤i, inflaat mühendisli¤i, kalorifer uzmanl›¤›

de¤ildir ki... En baflar›l›, en iyi, hatta en fliirli soyutlama, somut-

tan kalkarak bulunan, var›lan soyutlamalard›r. Bir fizik kural›

bulmak, bir fizik kural› de¤ifltirmek... Atom ölçülmeden, atomu

sezmek, bulmak... Soyutlama bunlar. Yoksa, soyuttan baflka so-

yutlamalara var›lan soyutlama, bir zihinsel spekülasyondur.

Bunlar da yarars›zd›r demiyorum. Ama Türkiye için, halk›m›z

için, bizim için, bir ayd›n lüksüdür, bir fantezidir.

Beni flafl›rtan bifley de matemati¤i art›k küçümsemeye bafl-

lam›fl olman. “S›rf matematik art›k beni doyurmuyor” diye

yazm›fls›n. Hakl›s›n. Sana bunu çok söyledim; salt matematik

de, satranç oyunu gibi bifleydir, bir zihin sporudur. Matematik,

bilimlerin bilimi olan, bütün bilimlerin temeli, esas› olan mate-

matik, salt kendi içinde dönüp kal›rsa, o da bir spekülasyon

olur. Matematik, bir ifle yaramak içindir. Neye yarar? Sosyal

bilimlere de yarar, do¤abilimlerine de... En çok da fizi¤in yar-

d›mc›s›d›r. Hatta, kesin olarak matematiksiz fizik olmaz...

Çok konufltuk bu konuyu seninle... Lütfen fizik, fizik, fizik!

Bak, kimya demiyorum. Sevmedi¤imden de¤il, ama bence senin
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kafan daha çok fizi¤e yatk›n ve matemati¤e en yak›n olan fizik

oldu¤u için, sana fizik çal›fl diyorum. Fizik, tüm dünya demek-

tir. Böyle oldu¤u için de fizi¤in -senin daha iyi bildi¤in gibi-

sonsuz dallar› vard›r. Elbet bu dallar içinde sana çekici gelecek

olan da budur. Ama o dallara girebilmek için önce, sana flimdi

zor gelen fizi¤e girmelisin.

Bu konuyu burda kesmek istiyorum. Ama sana flunu söyle-

yeyim ki, geceleri hep seninle bu konuyu tart›flmaktay›m; saat

dörtte, beflte, uyan›p seninle tart›fl›yorum.

[...]

Elbet Türk edebiyat›n› da okumal›s›n, elbet Yaflar Kemal’i

de okumal›s›n. Ama Paris’te de¤il. Türkiye’ye gelifllerinde, ken-

dini öylesine da¤›taca¤›na, yazl›k evimizde, deniz k›y›s›nda gü-

nefllenerek, denize girerek, tam bir tatil keyfi içinde okumak

yok mu? Git Paris’e ve orda Yaflar Kemal oku... Tam benim ya-

zaca¤›m bir hikaye konusu bu.

[...]

Sana bifley daha: St Joseph’e haz›rl›k s›n›f›na giderken, sana

Frans›zca ne kadar zor geliyordu. Ama flimdi öyle de¤il. Çok

zorlanarak Frans›zcay› ö¤rendin. Matemati¤i de öyle. O sizi çok

s›kan ö¤retmen Matalon olmasayd› ve sen o denli zorlanmasay-

d›n, matemati¤i de flimdi sevmeyecektin. Fizik de öyle iflte... Ön-

ce kendini zorla, gir içine... Sonra seveceksin ve ilgin artacak...

Ankara, 29 Kas›m 1979

Ali’m o¤lum,

Ankara’dan yaz›yorum bu mektubu.

9 Kas›m tarihli ak›ll›ca yaz›lm›fl mektubunu ald›m. Benim

korkum, matematik ve fizikten kopup kendini tümüyle felsefe,

tarih yada politikaya vermendir. Ricam: Fizi¤e çok önem ver ve

hep matematikçi kal.
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‹stanbul, 19 Aral›k 1979

Biri annene yazd›¤›n olmak üzere önümde flimdi üç mektu-

bun var. Hepsine birden yan›t verece¤im. Sana mektubumda

haks›zl›k etmedim. Belki biraz düflüncemi abartt›m. Haks›z da

de¤ilim. Seninle bu felsefe konusunu çok konufltuk, tart›flt›k;

bu konuda çok da yazd›m sana. Ama görüyorum ki, anlatama-

d›m. Çünkü, hâlâ felsefe fakültesine girece¤ini yaz›yorsun. Eh,

art›k sen bilirsin. Sana kalm›fl bifley bu. Ben yapabilece¤imi,

elimden geleni yapt›m. Ötesi sana kalm›fl. Felsefe fakültesine

yaz›lman demek, matematik ve fizikten zaman çal›p bu zama-

n› felsefeye vermen demektir. Kald› ki, felsefe çok çekici oldu-

¤undan, içine girdikçe daha da çok zaman›n› felsefeye vermek

zorunda kalacaks›n. Giderek felsefe bütün zaman›n› ve yaflam›-

n› alacak. Bunun böyle olaca¤›n› önceden bildi¤im için -çünkü

seni biliyorum- tehlikeyi sana da anlatmak istiyorum. Kaç kez

söyledim, yazd›m bunu, sen bir Frans›z, bir ‹ngiliz, yani Bat›l›

bir insan olsayd›n, senin felsefe yapman› isterdim; seni buna

özendirirdim. Oysa sen Türksün. Nice felsefe okursan oku,

herhangi bir felsefe ö¤retmeni olmaktan ileri gidemezsin. Sen-

den önce bu ülkede Mehmet ‹zzet’ler vard›, Mustafa fiekip’ler

vard›. Hilmi Ziya’lar vard›, bugün de bir Nusret H›z›r var.

Bunlar›n hiçbiri kafa bak›m›ndan senden afla¤› de¤ildir. Büyük

bir felsefeci olabilecek bütün yetenekleri vard› bunlar›n, ama

Türk olduklar› için felsefeci olamad›lar, ancak felsefe hocas›

olabildiler. Felsefe hocal›¤› az fley mi? Hay›r, az de¤il. Ama ben

senin matematik ve fizikteki üstün yetene¤ini bildi¤im için, bir

felsefe hocas› olarak kalman› istemiyorum. Baflka yetenekli ki-

fliler de felsefe hocas› olabilirler, ama senin olabilece¤in gibi bir

matematikçi, örne¤in bir quantum fizikçisi olamazlar. Niçin

bir Türk, felsefeci -bir okul kuran ya da kurulmufl okulu ileri-

ye götüren- felsefeci olamaz? Çünkü, bu ifl bir felsefe kültürü

zinciri olmas›n› gerektirir. Bizde bu kültür zinciri yok. Z›rt di-

ye, p›rt diye birden ortaya bir toplumdan bir felsefeci ç›kamaz.
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Bu düflünceme karfl›l›k sen, bat› kültürüyle yetiflti¤ini söylüyor-

sun. Evet ama, sen bat› kültürüyle yetiflen Bir Türksün. Bunu

unutma... Baflka türlü olmak da senin elinde de¤il. ‹yi ki de¤il...

Felsefe fakültesinde felsefe ö¤renimine bafllarsan, felsefenin

çekicili¤inden kendini çekip kurtaramazs›n. Hakl› da olursun...

Ve o zaman, zaman›n› daha çok felsefeye ay›r›rs›n. Unutma;

Ne yaz›k ki bu dünyada, herkes için bir gün yirmidört saattir.

Bu felsefe konusunda bundan sonra sana bifley yazacak de-

¤ilim. Bunlar bu konuda son sözlerimdir. Bu düflüncelerime kar-

fl›n, yine de özgürsün, ne istersen yap... Belki de ben yanl›fl dü-

flünüyorumdur. Bunlar› gerçek duygular›m olarak söylüyorum.

Fizik çal›flmana çok sevindim ve seviniyorum. Fizik bütün

bir dünyad›r. Bu koca dünya içinde, elbet sevece¤in bir fizik da-

l› bulacaks›n... Buna çok inan›yorum. Ama seni, fizikçi olman

için kesinlikle zorlam›yorum. T›pk›, felsefeci olmaman için zor-

lamad›¤›m gibi...

fiubat 1980

Felsefe konusuna gelince...4 Art›k bu konuda konuflmak is-

temedi¤imi yazm›flt›m sana. Soruyorsun, neden art›k bu konu-

da yazmak istemedi¤imi. Çünkü, anlatmam gereken herfleyi bu

konuda sana sözlü ve yaz›l› olarak anlatt›¤›m› san›yorum. Bun-

dan sonras› gereksiz... O¤ullar›n› ille de kendi istekleri do¤rul-

tusunda yetifltirmek isteyen enayi babalar›n durumuna düflmek

istemiyorum. Yan›lm›fl da olabilirim... Ne bileyim ben? Ama

aç›kças› senin felsefeci olman› içimden istemiyorum. Bu yoldan

baflar› flans›n yok gibi geliyor bana... Bunun nedenlerini çok

yazd›m, çok anlatt›m. Sen hâlâ anlamak istemedi¤ine göre, de-

mek yolunu seçmiflsin... Kimbilir, belki de hakl›s›nd›r.

Bu konuda dört madde yazm›fls›n, ben de senin dört madde-
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ne, dört maddeyle yan›t vereyim:

1- Hem do¤u, hem bat› kül-

türüyle yetiflmenin dezavantaj

de¤il avantaj oldu¤unu yaz›yor-

sun. Ben böyle bifley söyleme-

dim. Sen do¤u kültürüyle de¤il,

Türkiye’de (Türkiye ortam›nda,

Türkiye koflullar›nda) yetifltin. ‹kisi ayn› fley de¤il. Bat› dünya-

s› denilen dünya, üst düzeyde bir Türkü kesinlikle kabul etmez.

Bu düflüncem sana çok ters gelir ama, ne yapal›m ki do¤ru...

Bat› dünyas› denilen dünya, bir H›ristiyan dünyas›d›r (Bu söz-

lerime nas›l flaflt›¤›n› görür gibi oluyorum.) Hatta, içlerindeki

dinsizler, hatta komünistler bile, zorunlu olarak bu H›ristiyan

dünyas›n›n içindedirler, hatta ço¤u bunun fark›nda bile olma-

dan... Bu Bat› dünyas›, yada H›ristiyan dünyas›, bilinçli ya da

bilinçsiz, bilerek ya da bilmeyerek, Türke düflmand›r. Sen he-

nüz ö¤renci oldu¤un için bunun fark›nda de¤ilsindir. Ama ön-

de gelen bir bilimci, bir bilgin, bir felsefeci yada büyük bir sa-

natç› olsan, iflte o zaman o bat› dünyas› insanlar›n›n nas›l Tür-

ke düflman olduklar›n› anlars›n. Bu düflmanl›k onlar›n bilin-

çaltlar›na ifllemifltir.

Bat› dünyas›n›n (H›ristiyan dünyas›n›n, istersen buna gelifl-

mifl ülkeler de diyebilirsin) Türke düflman olmalar›n›n üç tarih-

sel nedeni vard›r:

a) ‹slaml›k:

‹slam dininin ilk kurucusu ve ilk müslümanlar› Araplar ol-

du¤u halde, Bat› dünyas› Araplara de¤il de Türklere düflman-

d›r. Çünkü, sonradan müslüman olan Türkler, ‹slaml›¤› yay-

mak için (daha do¤rusu ‹slaml›¤› yaymak bahanesiyle impara-

torluk kurmak için) durmadan savaflm›fllard›r. Bu savafllar ta-

rihe, okul kitaplar›na, an›lara, belleklere, kültüre, geleneklere,

masallara, ninnilere geçmifltir. Böylece, Türk düflmanl›¤› ku-

flaktan kufla¤a geçerek bilinçalt›na ifllemifltir. Bugün dinsiz olan
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bir Avrupal› bile, bilinçalt›nda dinsel düflmanl›¤›n etkisi alt›n-

dad›r (Mektupta anlat›lamayacak denli genifl bir konu.)

b) Haçl› seferleri:

Haçl› seferlerinde Bat›l› kendini hakl› görmektedir. Haçl›

seferleriyle, Bat›n›n Do¤u istilas›na (emperyalizmini) Türkler

önlemifllerdir. Her haçl› dalgas›, Türkler önünde k›r›lm›flt›r. Bu

savafllar, Bat› dünyas›n›n kitaplar›na, an›lar›na, masallar›na,

ninnilerine geçmifltir. Bu da Türk düflmanl›¤› yaratm›flt›r. (Çok

önemli. K›saca anlatmak kolay de¤il.)

c) Osmanl›l›k:

Bir Osmanl› imparoturlu¤umuz vard›. Tarihin en uzun sür-

müfl imparatorlu¤udur. Tam 600 y›l. Bu kadar uzun sürmüfl

hiçbir imparatorluk yok. Bu imparatorlu¤un alt›nda k›rktan

çok millet vard›r. Üç k›taya yay›lm›fl bir imparatorluk. Osman-

l› imparatorlu¤undan, otuzdan çok devlet do¤du. Ne müthifl

bifley bu... Yaln›z Araplara bak: Suriye, Irak, M›s›r, Filistin,

Kuzey Yemen, Güney Yemen, Libya, Lübnan, Tunus, Cezayir,

Fas, Sudan, Habeflistan (Etopia), Suudi Arabistan, Kuveyt,

Emirlikler ve daha çok... Balkanlara bak: Bulgaristan, Yunanis-

tan, Arnavutluk, S›rplar, Karada¤lar, Makedonlar, Romanya,

Boflnaklar (bütün Yugoslavya)... Kafkaslarda: Gürcistan, Azer-

beycan... Akdeniz’deki bütün adalar...

‹flte bütün buralar› ve buralardaki uluslar... Bunlar, Os-

manl›ya elbet düflmand›. Bugünkü Türkler de ister istemez Os-

manl›n›n mirasç›s›d›r. Bu düflmanl›k, onlar›n tarihine, okullar›-

na, geleneklerine, masallar›na, edebiyatlar›na girmifltir. Bugün

dinsiz olanlar bile bu hava içinde yetiflmifllerdir. Bilinçaltlar›n-

da, fark›nda bile olmad›klar› bir Türk düflmanl›¤› vard›r.

Ben bu düflmanl›¤› çok ac› yaflad›m ve hâlâ da yafl›yorum,

bir yazar olarak.

Sen flimdi büyük bir felsefeci olsan, Bat› dünyas› denilen o

dünya, salt Türk oldu¤un için seni kabul etmemeye çal›fl›r, se-

ni reddetmeye, önemsememeye, de¤er vermemeye çal›fl›r. Ama
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