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Onsoz

Her sey soru sormakla baglar.

Insan, eger felsefe yapmiyorsa, giiniin birinde cevaplayama-
yacagl, karsisinda ilelebet caresiz kalacag: sorular sormaz. Soru-
lan sorular anlamlidir ve genellikle yanitlar: cok uzakta degildir.

Egitim sistemimiz ne yazik ki cevaba (ve dogru cevaba),
dolayisiyla basariya ¢ok fazla deger veriyor. Matematigi carpim
tablosundan ve Pisagor teoreminden ibaret sananlar MEB’de
kol geziyorlar. Sadece Tiirkiye’de degil, diinyanin hemen her
yerinde bu boyle.

Hep basarili olmus birinden daha basarisiz biri diisiinemi-
yorum. Ote yandan bin defa bagarisizhiga ugradiktan sonra bir
seyler bagaranin heykeli dikilebilir! Gergek anlamda bagarmak
icin ¢ok basarisizliga ugramak gerekir. Tabii bunun igin de
bagarisizliktan korkmamak gerekir. Bagarisizliktan korkmamak
i¢in de basgarisizligin diinyanin sonu olmamasi gerekir.

Sadece egitim sistemimiz degil, analar babalar da g¢ocukla-
rin1 siirekli bagariya yonlendiriyorlar. Tipik bir gerikalmig iilke
yurttagt korkusu: Oku, adam ol, para kazan, bizim gibi sefil
olma, zorluk ¢ekme, araban olsun, evin olsun, giiclii ol. Cocuk-
larimiz bu korkuyla biiyliyorlar. Daha sonra okul ve cevre de
bu korkularini besliyor.

Bunun sonucu olarak en zeki ve en caligkan genclerimiz
miithendislik ve igletme boliimlerini tercih ediyorlar. Clinki bu
dallarda bagaracaklarini biliyorlar. Gergekten de bu dallarda

1
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bagaramayacak ne olabilir ki?

Boylece miithis bir potansiyeli ziyan ediyoruz. Temel bilim
boltimleri teker teker kapaniyor 6grencisizlikten. Temel bilim ol-
mayinca teknoloji de olmaz, degerli miihendisler de ziyan olur.

Goniil ister ki en azindan bazi okullarda ya da bazi siniflarda
siradan basari bu kadar onplanda olmasin. ogrenciler diisiine-
rek, yaratarak, zorlanarak zamanlarini gecirebilsinler. Bagari-
sizlik hayati degerde olmasin, gencleri korkutmasin, ki gengler
daha cesur olsunlar, ki bagarilamayacak seyler bagarsinlar.

Bu kitapta birgok soru sordum. Kimini yanitladim, kimini
yanitlayamadim. Bazi sorular da zaten biri tarafindan sorulmusg
ve yanitlanmig, kendim yapamamigsam bagkasinin yaptigina
baktim. Ama her biri lizerine diigiindiim ve her birinden ayr
bir zevk aldim.

Liitfen yanitlara hemen bakmaym. Once sorular iizerine bi-
raz zaman harcayin. Diigiinme siiresi bir saat olabilecegi gibi
bir ay da olabilir.

Yapabileceginizi hissettiginiz sorulardan, yani basaridan si-
kilmaya bagladiginiz an arastirmaci olmaya yaklagmigsiniz de-
mektir. Kimsenin yanitini bilmedigi bir soru tizerine diisiinmek
diinyanin en zor ama en keyifli ugraglarindan biridir.

Kitab1 bagtan agagi okuyup diizelten Ali Torlin’e, yazilar
KTEX’e aktaran Cigdem Sahin’e, resimleri gizen, diizelten, renk-
lendiren, kiigiiltiip biiyiiten Asli Can Korkmaz’a ¢ok tegekkiir
ederim.

Bu 6ns6zii bitirirken okura kolaylik dilemiyorum, ¢linkii ba-
sariyla kolayligin yanyana geldigi pek goriilmemistir. Ama asik
yizli de olsa bol keyif diliyorum.

Ali Nesin
NMK, 24 Ekim 2012
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Ulkeler Yaratmak

Diinyamiz temsil eden bir dikdortgen ¢izelim!
Tek bir dogruyla (daha dogrusu dogru parcasiyla) diinya
ikiye boliintir ve boylece iki iilke elde ederiz.

Biristan
Diinya
ikistan

Iki dogruyla elde edilen iilke sayist 3 ya da 4 olabilir. Eger
dogrular birbirini kesmezse 3 {ilke, keserse 4 iilke elde edilir.
Amacimiz en fazla lilke elde etmek oldugundan ikinci diinya
haritasini kabul edelim.

1
/
3
Kabul ettigimiz dort iilkeli harita lizerine simdi {i¢clincii dogruyu

cizelim. Asagidaki sekilden de goriilecegi tizere, ticiincii dogruyu
dort farkli bigimde cizebiliriz.
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Eger ticlincti dogru ilk iki dogruyu kesmezse sadece 5 iilke elde
ederiz. Uciincii dogru ilk iki dogrunun sadece birini keserse iilke
sayimiz 6’ya ¢ikar. U¢ dogru aymi noktadan gecerse iilke sayis
gene 6’dir. Ama tigiincii dogru diger iki dogruyu iki ayri noktada
keserse, yani her dogru her dogruyu ayri1 bir noktadan keserse
o zaman iilke saymmz 7 olur. Ulke sayimizin en fazla olmasim
istedigimizden bu son haritay: kabul edecegiz.

Dogrular nasil gizilirse ¢izilsin, yeter ki her dogru her dog-
ruyu ayri bir noktada kessin, iilke sayis1 degismez.

Bu asamada ilk sorumuzu soralim:

Soru 1. Dért dogru diizlemi en fazla kag ilkeye ayirir?

0 dogruyla 1 iilke
1 dogruyla 2 iilke
2 dogruyla 4 {ilke
3 dogruyla 7 iilke
4 dogruyla 7 iilke

Dogru yanit 11’dir. Dogru yanit:1 bulmak icin her dogruyu her
dogruyla ayr1 bir noktada kesigtirmek yeterlidir. Yani herhangi
iki dogru harita tstiinde kesigmeli ama ti¢c dogru hicbir zaman
aym noktada kesismemeli. Iste boyle bir harita.

3

7
)< 11 ; 6
10 ?
Sagda iilkeleri numaralandirdik. Numaralandirmay1 rastgele

yapmadik. Numaralar takip ederek bir iilkeden digerine gece-
bilir ve boylece tiim {ilkeleri birer defa ziyaret edebilirsiniz.

Soru 2. Bu 11 dlkenin herbirini tam bir defa ziyaret eden bir
tren yolculugu var madwr?

Ulkeden iilkeye gecisler ii¢ iilkenin kesistigi noktalardan ola-
maz, bunu belirtelim.
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Bu ozelligi saglayan birgok yolculuk vardir. Bunlardan iigii-
ni agagida goriintiiledik. Ama yolculuga yanlis baslanirsa, her
iilkeden gecilemeyebilir. Ornegin, yolculuga asagidaki dordiin-
cii sekilde gosterildigi bicimde baslanirsa, boyle bir yolculuk
tamamlanamaz.

Her tilkeye bir tren istasyonu koyalim. Bu tren istasyonlarindan
bazilarini birlegtiren tren yollar: inga edecegiz. Olasi tiim tren
yollarini ¢izelim.

Artik iilkelere ve sinirlara ihtiyacimiz yok, onlar silebiliriz. Ge-
riye sadece, agagidaki gibi, tren istasyonlarini ve olasi tren yol-
larii gosteren sebeke kalsin. (Ulkeleri bir 6nceki sayfadaki gibi
numaralandirdik.)

Sebekeyi biraz diizenleyerek daha estetik bir hale getirebiliriz,
ne de olsa artik 6énemli olan iki nokta (istasyon) arasinda bir
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baglanti (istasyonlarm bulundugu iilkelerin simirdag) olup ol-
madig1.

Bu diizenlemeyi cok degisik bicimlerde yapabiliriz. Ornegin,

(En sagdaki istasyonlarin numaralarim bulabilir misiniz?)
Simdi soru, yukardaki sekilde her noktaya bir kez ugrayan
bir yolun olup olmadigi. Daha 6nce de soyledigimiz gibi

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11

yolu boyle bir yol; bagkalar1 da var.
Simdi bir bagka soru akla geliyor:

Soru 3. Bu 11 dlkenin herbirini tam bir defa ziyaret eden ve
basladigr yerde biten bir tren yolculugu var madir?

Boyle bir yolculuk yoktur. Iste ilkokul 5 ogrencilerinin an-
layabilecegini sandigim bir kanit:

1. Her istasyona bir defa ugrayan ve bagladigi yerde biten
bir yolculukta, tren bir istasyona girmeli ve ¢ikmali. Demek ki
her istasyonun tam iki yolu kullanilmali.

3, 5 ve 10 numarali istasyonlarn sadece iki bagintis var!.
Demek ki bu iki bagintinin her ikisi de yolculuk esnasinda kul-
lanilmali. Bu yollari, agagidaki en soldaki sekildeki gibi, noktal
cizgiden diiz cizgiye cevirelim.

! Clizgeler kurami yapiyoruz ve bu kuramda baglanti yerine baginti denir.
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2. 4 numaral1 istasyona tren ikinci kez gelemeyeceginden, 1-
4 ve 4-7 noktali gizgileri artik gereksiz, onlar silebiliriz. (Bkz.
ikinci gekil.)

3. Yeni haritamizda 1 ve 7 numarali istasyonlarin ikiger
¢izgisi var. Aynen birinci kisimda oldugu gibi bu iki ¢izgi de
kullamilmali. Bunlar1 noktahdan diiz ¢izgiye ¢evirelim. (Bkz.
ticiinei sekil.)

4. 1-2-3-4-5-6-7-8 yolu kapali bir yolculuk oldu. Tren artik
bu doéngiiden ayrilamaz, yoksa ayrildigr yere iki defa ugramig
olur.

Simdi dogal olarak ayni sorular beg dogru icin sorulmali.
Konu ¢ok daha ilging olmaya basliyor.

Oykiimiiziin 0 dogrudan 5 dogruya kadar olan boliimiinii aga-
gida goriiyorsunuz.

2
1 - Q \
4 6
S \
Yukardaki son sekilden de goriilecegi tizere, 5 dogruyla en fazla
16 iilke elde edilir.

n dogrunun diizlemi ka¢ parcaya ayiracagini tahmin etmek
zor degil. Ulke sayilarini bir defa daha gézden gegirelim:

1,2, 4,7, 11, 16.
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Belli bir diizen goziiniize ¢arpiyordur. 1 fazla, 2 fazla, 3 fazla,
4 fazla ve 5 fazla... Dizi s0yle devam eder:

1,2, 4,7, 11, 16, 22, 29, ...
Genel olarak, n > 2 dogru diizlemi
24243+ +(n—1),

yani
n? +n+2
2

parcaya ayirir. Bunu kanitlayalim: En fazla sayida iilke elde
etmek icin, eklenen n’inci dogru daha onceki n — 1 dogruyu
kesmek zorundadir. Boylece n’inci dogru iistiinde n tane yeni
sinir belirir. Bu n sinirin her biri daha 6nce var olan bir iilkeyi
ikiye bolerek yeni bir iilke yaratir. Demek ki n’inci dogru daha
onceki tilke sayisini n artirir...

Her dogrunun ayni sayida parcaya boliindiigiine dikkat ce-
kelim: Eger 6 dogru varsa, her dogru her dogruyu kestiginden,
her dogru 5 dogruyu keser, dolayisiyla eklenen son dogru 6
parcaya boliintir. Bu 6 parga 6 yeni iilke demektir... Buradan
kanita giden bir yol yakalanabilir.

2
3 3

>N

4 3
P
2,2,2,3,3,3,3,3,3, 4,4 2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,5

Her iilkenin sinirdag iilke sayisi iilkenin ortasina yazilabilir. Ul-
kelerin sinirdag tlke sayilarini kiiclikten biiyiige yazarsak bir
say1 dizisi elde edilir.

Soru 4. Her dogrunun her dogruyu kestigi ancak ¢ dogrunun
aynt noktada kesismedigi haritalarda hep aymi sayr dizisi mi
elde edilir?

Yanit olumlu olmali. Ancak bigimsel kamiti bilmedigimizi
itiraf edelim.
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Smurdas iki tilkenin aym renk olmamasi kosuluyla tilkeleri
boyayabiliriz. Bunu en az kac renkle yapabiliriz? Iki! Boylece
asagidaki gibi bir tiir dama tahtas: elde edilir.

X
I

Yolculuk sorusunu 5 dogru, yani 16 tilke i¢in yanitlayalim. Daha
once yaptigimiz gibi her iilkeye bir tren istasyonu kuralim ve
siirdag tilkelerin istasyonlarini birlestirelim.

va
AR

Yukardaki sekli elde ederiz. Bu sekille biraz oynarsak asagidaki
glizelim gekli elde ederiz. Bu sekilde her noktadan tam bir kez
gecen bir yol var midir? Biiyiik olasilikla yoktur. Bu tiir yollara
Hamilton yolu ve Hamilton yolu olan ¢izgelere de Hamilton
¢izgesi denir. Bir ¢izgenin Hamilton yolu olup olmadigini anla-
manin kolay bir yolu yoktur. Iste bu 16 noktah kii¢iik cizge de
bunlardan biri.
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Sudoku

Adinin verdigi izlenimin aksine sudoku Japonya’da dogmus bir
oyun degildir. Ilk sudoku problemi New York’ta yayimlanan bir
dergide number place adiyla 1979’da cikmistir?.

Eger sudoku da ne ola diye soruyorsaniz, merakinizi hemen
gidereyim. Sudoku biitiin diinyay1 bir hastalik gibi saran ve
oldukca basit bir matematik barmdiran bir oyundur. Iste bir
sudoku Ornegi:

Bu 9x9 ebath kareyi, 1’den 9’a kadar olan sayilarla su ii¢ kogulu
saglayacak bicimde tamamlayacaksiniz:

1. Her sirada her say1 tam bir kez belirecek.

2. Her siitunda her say1 tam bir kez belirecek.

3. Koyu sinirlarla ayrilmig 3 x 3 ebatlh 9 kiigiik karenin iginde
her say1 tam bir kez belirecek.

2Bu yazi, MAAnin Focus dergisinde yayimlanan ve sudoku konusunda
kitaplar: bulunan Robin Wilson’in bir yazisindan genis olgiide yararlanila-
rak yazilmigtir.

11
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Ornegin, yukardaki sudoku bilmecesinin ortadaki li¢ siitu-
nuna bakalim. Her siitunda birer kez olmak tizere bu ¢ siitunda
9 sayis1 toplam ti¢ kez belirmeli. 5’inci ve 6’nc1 siitunlarda 9
sayist var. Demek ki 4’iincii sirada bir 9 eksik. Bu 9 ilk iki
kiiciik karede olamayacagindan, son kiiciik karede olmali, yani
4’{incii siitunun en sonunda olmali.

Buna benzer akil ylriitmelerle bir sudoku bilmecesini tek
bir bigimde tamamlayabilirsiniz. (Soylemeye gerek var mi1? Say-
gideger bir Sudoku bilmecelerinin tek bir ¢6ziimii olmali.)

Girigteki sudokunun ¢oziimiinii yazinin son sayfasinda bu-
lacaksiniz.

Bir Japon bilmece sgirketi olan Nikoli, Amerikan dergisinde
gordiikleri Number Place oyunundan esinlenerek, 1984’te gir-
ketin bilmece dergisinde okurlarina bir sudoku sorusu sunmus.
Ama sudoku adiyla degil de, “tek say1” anlamina gelen Japonca
sunji wa dokushin ni kagira adiyla sunmus. (Ben buna pek
inanmadim dogrusu. “Tek say1” kag kelimeyle sOylenebilir ki?
Robin Wilson’in yalancisiyim.)

1997’de, Hong Kong’da yagayan emekli yargitay yargict Ame-
rikali Wayne Gould, sudokuyu Tokyo’da yayimlanan bir bil-
mece dergisinde goérmiis. Oyundan biiyiilenerek, birkag¢ yilim
cesitli zorluklarda sudoku iireten bilgisayar programlar: yaz-
maya caligarak gecirmis. (Ne yargiglar var yeryiiziinde!) Ba-
sardiginda da diinyanin dort bir kosesindeki gazetelere sudoku
bilmeceleri yollamis.

Londra’da c¢ikan The Times gazetesi 2004 Kasim ayindan
itibaren Gould’un bilmecelerini kolay, orta, zor ve seytani olmak
iizere dort seviyede yayimlamaya baglamis.

2005 Mayis’inda sudoku ve varyasyonlari diinyay1 sarmis. O
glin bugiin goriiniirde akilli uslu insanlar zamanlarinin biiyiik
bir bolimiinii Alzheimerr birkag ay geciktirmekten basgka bir
yarari olmayan bu oyuna harcamaya basladilar.

Ik iki kosulu saglayan karelere latin kare denir. 9 x9 boyutlu
latin karelerden tam,

5.524.751.496.156.892.842.531.225.600

tane vardir. Neden bu kadar oldugu bilinmiyor ama bu kadar
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oldugu biliniyor. (Latin kare sayis1 11 x 11 ebata kadar tam
biliniyor. 12 x 12 ebath kag¢ latin kare oldugunun bilindigini
sanmiyorum.

Bu 9 x 9 boyutlu latin karelerden kagi bir sudokunun ¢6zi-
mii olabilir? Felgenhauer ve Jarvis, Haziran 2005’te bu sayimin

6.670.903.752.021.072.936.960

oldugunu buldu. Kugkusuz bilgisayar yardimiyla yapildi bu he-
saplar. Usenmeyip bolmeyi yaparsak (daha neler!) agag1 yukari
her 800.000 latin kareden birinin bir sudokunun ¢6ziimii oldu-
gunu goriiriiz.

Ama - 6rnegin - 1lerle 2’lerin yerlerini degistirmek bir su-
dokuyu 6ziinde pek degistirmez. Bazi stitun ve satirlar da ka-
rabiliriz, bu da esash bir degisim degildir. Birinden digerine bu
doniigiimlerle gegilen sudokular1 bir saymazsak, toplam (ger-
gekten ama gergekten degisik) sudoku sayisi telaffuz edilecek
miktarlara iniyor: 5.472.730.538.

Bu yaz1 Kibris’ta yazilmigtir. Kibris'ta aldigim 14 Mayis
2006 Cyprus Times gazetesinde bir sudoku sorusu vardi. Soru
sOyleydi:

117 3
1 418
34 29
3
712 (4815
6
817 912
215 1
2 815
Gerezsizz

Goriildiigi gibi en alttaki 2 gereksiz yere ipucu olarak verilmig
¢linkii diger 2’ler bu 2’nin yerini belirliyor. Dolayisiyla bu su-
doku sorusu o 2 orada olmadan sorulmaliydi. Bunu farkeder
farketmez bu sudoku sorusunu yapmaktan vazgectim.
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Bir sudoku sorusunun tek bir ¢éziimii olmasi gerektigini soy-
lemistik. 9 x 9 ebath karenin icine en az kag say1 yerlestirerek
tek ¢oztimii olan bir sudoku sorusu elde edebiliriz? Bugiline dek
bulunan en kii¢iik ipucu sayisi 17. Ama, bildigimiz kadariyla
kimse 16 tane ipucunun yeterli oldugu bir sudokunun olup ol-
madigini bilmiyor.

Tek ¢oziimii olan ama bir ipucu silindiginde birden cok
¢ozlim veren sudoku sorularina 1-minimal sudoku sorusu di-
yelim. Estetik duyarliliklar: normal diizeyin tistiinde olanlar 1-
minimal olmayan sudokulardan rahatsizlik duyarlar.

Tabii bir minimal sudoku sorusunda, 6rnegin, iki ipucu sili-
nip yerine bir ipucu yazilarak daha az ipucu olan bir sudoku ya-
ratilabilir. Yani 1-minimal bir sudoku sorusunda verilen ipucu
say1sl minimal olmayabilir.

Asagida elcegizlerimle hazirladigim bir sudoku sorusu bula-
caksiniz. Sorunun 1-minimal olmasina galigtim. Beg giiniimii al-
di ve bitiremedim. Bu gibi hesaplari elle yapmak delilik.

AN 6
2 8 1
417 5
1 913
N 6
2
2
8 9 611
3 1

Bu sudoku sorusuyla ilgili iki sorum var:
1. Yukardaki sudoku 1-minimal midir?

2. Yukardaki sudokuyla aymi ¢oziimii veren (sudokuyu 6n-
ce ¢ozmeniz gerekecek) bir sudoku sorusunda en az kag ipucu
olmali?
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91314]5|7(1]|6(8]|2
7121814|6(3|5(1]|9
115]6]18(2(9]17|3|4
817191154263
6(4(512|13|819|7]1
211(3)16(9(7]14|5]|8
S18(213|4|6|1|9]|7
419111718 |5]13|2|6
3167191 (2]8(4]|5

Yazinin birinci sayfasindaki sudokunun ¢oziimii
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Matematik ve Sanat

Ayiptir séylemesi, Paris’te 6grenciyken arada bir Palais Royal
bahgesine gidip resim yapar, kitap okur, matematik caligir ya
da yagimin geregi neyse onu yapardim. Bahge, eskiden kraliyet
saray1 olan Louvre miizesinin hemen arkasindadir. Pek az kim-
senin ziyaret ettigi sakin ve huzurlu bir bahceydi o zamanlar.

Aradan nerdeyse 30 yil ge¢gmis. Yolum bir nedenle Paris’e
diistince, nostaljik takilip bir defa daha gérmek istedim o hu-
zurlu bahgeyi.

17

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



18

Belki eskisi kadar sakin degil ama hala hog bir bahce. Agaglar
tiraglayarak bahceyi ictima meydanina benzetmeye ¢aligmisglar-
sa da sonbahar1 denetleyememigler.

Bir de modern modern heykeller koymuglar saga sola. Ce-
ligin soguk rengi ta uzaktan dikkati c¢ekiyor. Modern sanata
saygim sonsuz ama gene de hi¢ hoguma gitmedi. Ne de olsa 30
yil Oncesinin parkini bulmak istiyordum. Anlagilir bir tutucu-
luk.

Ama yaklagtikca heykellerde nedenini aciklayamadigim bir
gekicilik hissettim. Sadece ben degil, 7’den 70’e herkesin dik-
katini cekiyorlardi. Hatta ana siitiinden heniiz kesilmis bebe-
ler bile heykellere yaklaginca aglamalarina, mizmizlanmalarina,
sizlanmalarina ara veriyorlar, hipnotize olmusgasina heykellere
odaklaniyorlardi. (Bu satirlarda abarti minimum diizeydedir.)

Beg on saniye kadar afalladim, heykellerin ¢ekiciliginin ne-
denini anlayamadim. Estetik disinda bagka bir sey daha varda.
Bir tuhaflik, olmamasi gereken bir sey, ama ne?
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Anladim en sonunda tabii... Heykeller en temel doga yasasi
olan yercekimine meydan okuyorlardi. Cok heyecanlandim.

Ik carpildigim heykel, yere capraz dayanmis ii¢ ¢elik boru-
dan ve bu 1i¢ gelik borunun tistiinde metrelerce yiikselen onlarca
bagka borudan olusuyordu. Yiikselen borular yercekimine mey-
dan okuyarak havada boglukta duruyorlardi! Birbirlerine gelik
halatlarla bagliydilar ama ne zamandan beri gelik halatlar nes-
neleri ugurma yetenegine sahipler?

Once celik halatlarn esnek olmadiklarim, celik halat sii-
sii verilmis sert bir maddeden yapildiklarini sandim. Eger oyley-
se biiyiik bir diigkirimlig1 yasayacaktim. Bir sanat¢inin boyle-
sine ucuz bir yola bagvurarak izleyicileri kandirmaya galigmasi
yiizkizartici sug sayilmalidir. Dokundum halatlara. Hayir, ger-
¢ekten de esnek celik halatlardan yapilmiglardi.

“Allah Allah...” diye diye heykele daha yakindan, altindan,
ustiinden baktim. Ustiinden fotografini ¢cekemediysem de altin-
dan ¢ektim. Iste o fotograf:
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Biraz ilerde, bunun gibi dikey degil yatay duran ama belli ki
ayni ilkeyle yapilmig ve bir o kadar sasirtici bir baska heykel
daha vardi. O heykelin fotografi da agagida.
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Ayni eserin derinlemesine cekilmis bir bagka fotografi agagida.
Muhtesem bir metal curcunasi.

Had safhada etkileyici bu heykellerin etkisinden uzunca bir
stire kurtulamadim. Neden sonra sadece dort borudan olusmus
bir eser gordiim de igin pif noktasim anladim:
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Dort borudan iigii uglarindan yere dayanmisti ve ¢apraz duru-
yorlardi, ama dordiincli boru havalanmigt, iistelik yere dayali
olanlarin hepsinden daha da yukardaydi. Borular birbirlerine
gene celik halatlarla tutturulmuslardi.

Heykeltirag insafliymig ki bu kiigiik capta eserini sergilemis.
Yoksa problemi tek basima cozebilir miydim bilmiyorum. Za-
ten daha sonra web sitesine girdigimde heykeltiragin kimseden
herhangi bir sey gizlemek gibi bir niyeti olmadigini anladim.
Belli ki birincil amaci gsagirtmak degil.

Bahceye gittigim ilk giin fotograf makinem yanimda degildi.
Seyahat defterime bir resim yaptim:
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Meseleyi daha iyi analiz edebilmek i¢in hangi borunun hangi
ucunun hangi borunun hangi ucuyla baglandigin1 da belirten
bir tablo yaptim.

X1 V1|24 X5\ Y| 25 Aq]Ay
X4 x | x X
Y, X x | x
Z4 X X
X, X x | x X
Y,| x
Z)
Ay
Ay x

Belli ki 6nemli olan havadaki A borusunun baglanig sekliydi.
Havadaki A borusu, iici yukardan, lici de agagidan olmak
iizere alt1 yerinden c¢elik halatlarla yere dayali olan X, Y, Z bo-
rularma baglanmigti. Borunun iist tarafi (As) asagiya dogru
(Xa, Ya, Zy'ye), alt tarafi (A1) ise yukariya dogru (Y2, Z3'ye)
baglanmigti. Bir de ayrica A; agagiya dogru Yi’e baglanmigti.
Celik halatlar ¢ok gergin olduklarindan, bu 6 baglanti A bo-
rusuna 6 degisik yoriingede kuvvet bindiriyordu. Her biri A
borusunu belli bir yone ¢cekmek istiyordu. Bu 6 kuvvete bir de
doganin yercekim giiciinii eklemek gerekir. Iste bu 7 kuvvetin
(vektoryel) toplami 0 ediyor ve A borusu bu sayede havada
kaliyordu.
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Borular bu gergin ¢elik halatlarla o kadar saglam bir bi-
¢imde birbirlerine kenetlenmisglerdi ki, cocuklarin istiine gikip
oyun oynamalarina bana misin demiyorlardi.

Nedense heykeltiragin ismini bahgede goremedim. Olmali,
mutlaka olmali, Fransizlar incelikleriyle taninirlar ama ben go-
remedim. Tirkiye’ye geldigimde internetten arastirdim. Bul-
dum: Kenneth Snelson. Adresi www.kennethsnelson.net. Hey-
kellerinde “tensegrity” adini verdigi bir kavrami kullaniyor.

Gerilimlik ya da gerginlik filan gibi ¢evirmek gerekir herhalde.
Yiin orerken, hasirdan sepet, ipten hamak ya da kagittan ugurt-
ma yaparken kullanilan yontemleri u¢ noktalara gotiirmiis. Pla-
tonik ve Argimet cisimleri de isin igine giriyor. Oldukg¢a mate-
matiksel bir site. 22 sayfalik bir aciklama da var, son derece
ilging. Ayrica lastik bantlarla sihirbazligi gubuk ve lastiklerle
caligma masanizin listlinde yapabilirsiniz.
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Snelson’un, bence tamamiyla soyut olan bu heykellere “uyu-
yan ejderha”, “gokkusagl” gibi somut adlar vermesini, bagka bir
anlam bulamadigimdan, sanat¢inin oyunbazligi ya da ¢ocuksal-
lig1 olarak yorumladim. Iste dragon:

Snelson sanatgi iggiidiisiinii zorlayarak atomu modelleme-
ye kalkigsmis. Rutherford-Bohr’den esinlenerek atomun yapisini
ortaya koymaya cgaligmis.
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Biraz minimalizmi, biraz da kinetizmi andiran ama her tiir-
lii akimdan bagimsiz olan Snelson’un yapitlarindan bazilarim
bu yaziya aldik.

Matematik mi, fizik mi, mimarlik mi, miihendislik mi, yoksa
sanat m1? Herkes kendi karar versin. Her ne ise, eserlerin ¢ok
ilging oldugu, insanm hayretlere diiglirdiigii kesin.
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Tatilde Nasil Kafa
Patlatilir?

Cocuklarin ve biiyiiklerin matematiksel yeteneklerini artirici
birka¢ oyun sunacagim. Amag eglenmek degil (!), oyunu kimin
ve nasil oynarsa kazanacagini bulmak.

Dawson Satranci. 3 x n boyutlu bir tahtada oynanir. Her
iki oyuncunun da oyunun basinda ilk siraya siralanmis n tane
piyonu vardir. Agagida 3 x 8 boyutlu bir oyun gériiyorsunuz.
Her piyon bir hamle ileri gidebilir (eger 6niindeki kare bogsa)
ve gaprazinda bulunan rakip piyonu (eger varsa tabii) alabilir.

A

RRAAR

- 7

///i

23

Son kareye giden piyon artik oynayamaz. Almak zorunlu, yani
rakip piyonu alma sansiniz varsa almak zorundasiniz. Yapacak
hamlesi kalmayan ilk oyuncu oyunu kaybeder. Her iki oyuuncu
da en iyi hamlelerini yaparsa, 3 x 3, 3 x 4, 3 x 5 ve genel olarak
3 x n boyutlu oyunlar: kim kazanir?

Pasta Yeme Oyunu. Asagidaki birinci sekildeki gibi dikey
ve yatay bigak darbeleriyle n x m parcaya boliinmiig bir pasta
var. Oyunculara X ve Y diyelim. Y dikey bir dilimi yok eder.
Boylece pasta en fazla iki pargaya bolinmiig olur. Sonra X,
yekpare parcalardan birinden yatay bir dilimi yok eder. Ve oyun
boyle devam eder. Agagidaki 6rnegin son durumunda sol alt

27
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kosede kalan parcayi her iki oyuncu da yok edebilir. Yiyecek
dilimi (yani hamlesi) kalmayan oyuncu oyunu kaybeder.

Dim Oyunu. Herbiri, iistiiste konmug birkag puldan olusan
birka¢ grup var. Her gruptan, o gruptaki toplam pul sayisini
bolen bir say1 kadar pul kaldirabilirsiniz. Ornegin 6 puldan
olugan bir gruptan 1, 2, 3 ya da 6 pul kaldirabilirsiniz. Asagida
8-5-6 dim oyununun seklini goriiyorsunuz. Son hamleyi yapan,
yani pul birakmayan kazaniyor.

Bu oyunun bir gesitlemesinde, n pullu bir gruptan tiim pul-
lar1 kaldiramazsiniz.

Oyunun bir bagka cesitlemesinde, n pulu olan bir kiimeden
sadece n’ye asal sayida pul kaldirilir.

Grundy Oyunu. Bir kiime pul var. Birinci oyuncu bu kii-
meyi esit sayida pulu olmayan iki kiimeye aywir. Ornegin 4
pul varsa, 2-2’lik iki gruba ayiramaz, 1-3’liikk iki gruba ayirmak
zorundadir. Hamle yapamayan oyuncu oyunu kaybeder.
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=
=—

[ ] T 1 T 1
[ 1 [ T T 1

Demek ki sadece 1 ve 2 pulluk kiimeler kaldiginda oyun biter.

Sise Kirma Oyunu. Yanyana duran belli sayida sise var.

AOUROO0A000AY)

Her hamlede siselerden birini ya da yanyana duran ikisini yok
edebilirsiniz. Hamlesi kalmayan oyuncu oyunu kaybeder.

Nim Oyunu. Herbiri, tstiiste konmus birka¢ puldan olusan
birkag grup var, aynen Dim oyunu gibi. Her hamlede bir grup-
tan istediginiz say1 kadar pul alabilirsiniz. Son hamleyi yapan,
yani pul birakmayan kazaniyor.

Northcott’un Oyunu. 8 x 8 boyutlu satrang tahtasinin iisti-
ne her sirada bir siyah ve bir beyaz olmak tizere iki pul konuyor.
Oyundan tipik bir pozisyon agagida. (Pullar1 oyuncular sirayla
koyabilirler ya da daha 6nce pullar: yerlestirilmig bir tahta {ize-
rinde oynayabilirler.)

[ d ©]
o|®
®] [ d
O ®
ol|®
[ d O
® @]
® @]

Her oyuncu sirasi geldiginde kendi rengindeki bir pulu saga ya
da sola oynatabilir. Ama iki pul tistiiste olamaz ve bir bagka
pulun tstiinden gecilmez. Hamle yapamayan, yani tiim pullar:
sikigmig oyuncu oyunu kaybeder.
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Kiskancglar Yemegi. Yuvarlak bir masa ve masanin etrafinda
sandalyeler var. Iki oyuncu sirayla masaya yanyana ciftler otur-
turlar. Ama ¢ift olmayan bir kadinla erkek yanyana gelmemeli.
Hamle yapamayan kaybeder.

Bu oyunun bir gesitlemesi ii¢ kisilik ailelerle oynanir. Birinci
oyuncu saat yoniine dogru baba-cocuk-anneyi bu sirayla otur-
tur, ikinci oyuncu anne-gocuk-babayi gene saat yoniinde bu
sirayla oturtur. Degisik ailelerden annelerle babalar yanyana
oturamazlar. Hamle yapamayan kaybeder.

Bir Cegitleme: Birinci oyuncu masaya bir erkek cocuk yer-
lestirir, ikinci oyuncu bir kiz ¢cocugu ve hamleler béyle devam
eder. Ama erkek ¢ocuklarla kiz ¢ocuklar: yanyana oturamazlar.
Hamle yapamayan kaybeder.

Alsverig Oyunu. Her iki oyuncunun da oyunun baginda kii-
meler halinde pullar1 vardir. Her oyuncu sirasiyla digerinin pul
kiimelerinden birinden 1, 3, 6, 10, 15, 21 gibi tiggensel sayida
pul alip oyundan atma hakk: vardir.

E =

(1’den belli bir n’ye kadar olan sayilarin toplami olan n(n+1)/2
tirtinden sayilara ti¢gensel says denir.)

Hi¢ pulu kalmayan oyunu kaybeder.

Bu oyunun bir varyantinda 1,4,9,16 gibi kare sayida pul
kaldirilir.
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Tangram ve
Tangramtirak Oyunlar

Tangram oyununu duymugsunuzdur. Kazananin olmadigi ve
tek bagina zevk igin oynanan bir oyundur. Cocukta geomet-
rik sezgiyi ve hayalgiiciinii gelistirir. Her okulda mutlaka bu
oyundan birka¢ adet bulunmali.

Oyun soyle: Bir kare, agagidaki sekildeki gibi (rastgele de-
gil), cok ozel yedi pargaya boliinmiigtiir.

Parcalar yukardaki sekildeki gibi renklendirilmemigtir. Parca-
larin 6nii ve arkasi arasinda da bir ayrim yapilamaz, aynen asa-
gidaki fotograftaki gibi.

31
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p oI
g
R

Ogrenciler bir kil testeresi ve bir tahta parcasiyla kendileri
de yapabilir bu oyunu ve eminim biiylik zevk alirlar.

Bu yedi tahta parcasiyla ve biraz hayalgiiciiyle harikalar
yaratilir. Birkag 6rnek verelim.

- -
558 LE %

Gel de Cezanne’a hak verme!
Asagidaki gibi komiklikler cocuklarin 6zellikle hoguna gider.

L
I N

Ama ben ¢ok daha geometrik tangram sekillerini tercih ederim.
Sadece ben degil, sanirim yediden yetmise herkes bu tiir geo-
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metrik tangram gekillerini tercih eder, estetik duygularimiza
kedi kopek ve tavsandan daha fazla seslenirler.

Ornegin Tangram parcalarindan bir iiggen yapabilir misi-
niz? Evet! Iste Tangram’la elde edilmis bir {icgen:

Tangram’la elde edilen daha bircok geometrik sekil vardir. Bir-
kagimi bu yazida bulacaksiniz.
Tangram ozellikle ¢ocuklar i¢in, hayalgiiciint gelistiren bir

oyundur. U¢ boyutta gorme yetenegini de gelistirir ¢iinkii tang-
ramin parcalarini ters yliz de edebilirsiniz.

2 N

R

k\

Tangram’dan ¢ok daha basit bir oyun diistinebiliriz: Kagittan
bir kare yapin ve ¢ocugun gozleri 6niinde kareyi bir dogru bo-
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yunca rastgele kesip ikiye ayirin. Sonra iki kesik parcay: karig-
tirip ¢ocuga geri verin. Cocuk iki parcay: birlegtirip en bagtaki
kareyi elde etmeye caligacaktir. Eger parcalardan birini ters yiiz
ederseniz, soru daha da zorlagir.

Bu oyun herhalde ancak ¢ok kiigiik cocuklara ilging gelebilir.
Daha biiyiik ¢ocuklar icin, karenin iki degil en az {i¢ parcaya
boliinmesi gerekir. Dort parcayla oyun daha da zorlasiyor. Hele
bes parcayla sizi bile birkac dakika oyalayacak bir oyun haline
geliyor. Bir de baz1 parcalar: ters yiiz ederseniz, o zaman oyun

daha zorlasir.
Bu oyunu zorlagtirmanin bir bagka yolu daha var: Asagidaki
sekildeki gibi ayni uzunlukta birkac kenar yaratmak.

A C
D B
E
F
AB =CD
AE = DF

Nitekim Tangram’ ilging kilan da ayni uzunlukta birkag ke-
narin olmasidir. Tangram’da sadece dort degisik uzunluk var:

1 1
72’\/572

‘ -

1 .
2

5
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Gergekten de,

1 uzunlugunda 2 kenar

1/2 uzunlugunda 6 kenar

1/4/2 uzunlugunda 4 kenar

1/2v/2 uzunlugunda 10 kenar
var.

Tangramtirak oyunlarin arasinda benim en sevdigim, Henry
Dudeney’in 1902’de buldugu ve “Terzi Problemi” olarak ad-
landirilan oyundur.

Henry Dudeney (1857-1930) Ingiliz yazar ve matematikgisi-
dir. Matematiksel bulmacalar ve oyunlar konusunda ¢aginin bir
numarasidir. Biiytikbabas1 John Dudeney ¢obandir; ama mate-
matikcidir de, matematikte kendi kendini egitmistir. Esi Alice
Whiffin ise ¢caginin iinlii ve ¢ok para kazanan yazarlarindandir.
Henry Dudeney, bilardo, bowling, crocket gibi oyunlarda usta
oldugu gibi ayn1 zamanda ¢ok yetenekli bir piyanist ve orgguydu
da. Eski kilise miizigi ve sarkilariyla yakindan ilgilenmistir.
Anglikan mezhebine bagh dindar biriydi. Teolojiyle hasgir negir
olmusg, dinle ilgili yazilar yazmigtir.

Terzi Problemi, bir kareyi dogrularla dort parcaya bélerek
bir egskenar licgen yapma problemidir. Coziimii yukarda ¢izdik.
Dudeney’in ¢éziimiiniin nasil inga edildigini bulmay1 ve bu-
nun gercekten bir ¢oztim oldugunun kanitini okura birakiyoruz.
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Yildizlh Sorular

1. Asagidaki ypldizin distindeki yuvarlaklara 1’den 10’a kadar
her tamsayuyr oyle yerlestirmek istiyorsunuz ki, bes dogru parca-
swnan Ustindeki sayilarin toplama hep ayne olsun. Bunu yapabilir
misiniz? Yapabilirseniz nasil? Yapamazsaniz neden?

Yanit: Sayilarin toplami 1424+ --4-10 = 55 olmali. Her say1 iki
kez beliriyor. Demek ki dogru pargalarinin iistiindeki sayilarin
toplaminin toplami 110 olmali. 5 dogru pargasi oldugundan her
dogru parcasindaki sayilarin toplami 110/5 = 22 olmali. Top-
lam 22 eden tam 18 tane 4lii var. Iste o dértliiler:

14249410, 2+4+6+ 10,
143+8+10, 24+44+7+09,
14447410, 24+5+6+09,
1+4+849, 24+5+7+8,
1+5+64+10, 3+4+5+ 10,
145+7+49, 34+44+6+09,
146+7+8, 3+4+7+8,
24+3+7+10, 3+5+6+8,
24+3+8+9, 4+5+6+7.

37
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Diyelim birinci dortli,
1+24+9+10

sayilar1 dogrulardan birinin iistiine yerlesti. 1, ikinci bir dogru-
nun daha istiinde olmali. Ama iki dogru tek bir sayida kesis-
tiginden, bu ikinci dogru parcgasinda 2, 9, 10 sayilarindan biri
daha olmamali. Dolayisiyla bu ikinci dogrunun tistiinde ancak

1+6+7+8

sayilar: olabilir. i(;inde 1 olan dortliileri silebiliriz, ¢linkd bunlar:
artik kullanamayiz. Icinde 2, 9, 10 ya da 6, 7, 8 sayilarindan
ikisi olan dogrular1 da kullanamayiz. Bunlar1 da atarsak geriye
icinde 2 olan bir bagka dortli daha kalmaz. Demek ki birinci
dortliiyti dogrulardan birine yerlegtiremeyiz. Bu akil yiirtitmeyi
digerleriyle de yaparsak (o kadar uzun siirmiiyor), bunun mim-
kiin olmadigini goriirsiiniiz.

Yapabilecegimiz en iyi gsey (Martin Gardner’in yalancisi-
yim), 7 yerine 12 koyup,

1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12

sayilarini kullanmak. igte bu sayilarla ¢oziim:

Bu tiir sorular ¢ogaltilabilir (6rnegin sekiller ii¢ boyuta ¢ikar-
tilabilir) ve zeka sorular kitaplarinda gok revagtadir. Birkagim
bu yazida bulacaksiniz.
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2. Asaqidaki sekildeki kenarlara 1’den 10’ a kadar her tamsayiyr
oyle ilistirmek istiyorsunuz ki, her késeye degen kenarlara ilisti-
rilen sayilarin toplams hep ayna olsun. Bunu yapabilir misiniz?
Yapabilirseniz nasil? Yapamazsaniz neden?

57

Bu sorunun yukardaki soruyla bir fark: yok! Koseleri kenar ve
kenarlar1 kose yapalim. Eger yukardaki sekilde bir kose bir ke-
narin lstliindeyse, kogenin doniigtiigii kenar, kenarin dontistii-
gl koseyi icersin! Asagidaki sekil bunu gosteriyor:

1 5 12
24 14/\24 45
5 3 13 25
35
4 15 23

Soldaki 12 dogrusu, sagdaki 12 noktasi. Soldaki 1 noktast,
sagdaki 12, 13, 14 ve 15 noktalarindan olusan dogru.

Sorulardan birini ¢ézen digerini de ¢ozer.

3. Tabam kare olan bir piramitin kenarlarin ele alalim. Taban-
daki iki ¢apraz da bir kenar olarak addedelim. (Bkz. asagidaki
sekil.) Béylece toplam 10 kenar elde ederiz. Bu 10 kenara 1’den
10’a kadar her sayun oyle ilistireceksiniz ki, her késeye degen
dogrularn saylarimin toplama hep aym ¢rikacak. Bunu yapabilir
misiniz? Yapabilirseniz nasil? Yapamazsaniz neden?
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Yanit: Bu da birinci soruyla ayni. Kogeler kenar, kenarlar koge
vazifesi gorsiin! Ya da g6yle gorebiliriz: Bu sgekille ikinci sorunun
sekli aslinda ayni sekiller. Piramitin tabanina izdiigiimii, ikinci
sorudaki sekli verir. Asagidaki sekil bunu anlatiyor.

1

4

2, 3, 4 ve 5 noktalar1 piramitin tabanini olugturacak
bi¢imde soldaki sekildeki 1 noktasini yukari kaldirin.

4. Asagqidaki David ypldizina yerlestirilen yuvarlaklara 1’den
12’ye kadar olan sayilary oyle yerlestireceksiniz ki dort say
iceren her kenarin saylarimin toplame hep ayni ¢ikacak.
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Yanit: 1’den 12’ye kadar olan sayilarin toplami

13
12 x — =
X 5 78

olur. Her say1 2 dogrunun {istiinde belirdiginden, dogrularin
ustiindeki sayilarin toplaminin toplami

78 x 2 =156

eder. Toplam 6 dogru oldugundan, sihirli say1

156
- = 26
dir. Iste bir ¢oziim:
(10
4 7 9 6
26
1 11 12 2

Bu ¢6zlimiin tam 12 tane simetrsi vardir (6 yansima, 6 don-
diiril). Bunlarin diginda bagka ¢oztimler de vardir. Ama tiim
¢oziimleri bulan biri var m1 bilmiyorum.
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Korsanlar

Adlar 1,2, 3,4, 5 olan beg akilli korsan 100 altin bulmug. Bu 100
altini korsanlar su yontemle paylasacaklar: En kii¢iik numarali
korsandan baslayarak, her korsan sirasi geldiginde bir payla-
sim onerecek. Obiir korsanlar paylagimi kabul edip etmedikle-
rine dair oy kullanacaklar. Eger paylasim oycokluguyla kabul
edilirse oyun bitecek. Eger paylagim kabul edilmezse paylagimi
oneren korsan denize atilacak ve paylagim 6nerme sirasi bir son-
raki korsana gegecek. Birinci korsan nasil bir paylagim énerme-
lidir?

Yanit: Soruda %50-%50 oylama halinde 6nerinin kabul edilip
edilmeyecegi sdylenmiyor. Iki secenek var. Ya %50-%50 oylama
halinde 6neriyi yapan korsanin 6nerisi kabul edilecektir ya da
o korsan denize atilacaktir.

Eger %50-%50 oylamada Oneri kabul ediliyorsa: Diyelim
geriye sadece 4 ve 5 kaldi (1, 2, 3 denize atildi.) 4 ne onerirse
onersin, 5 oneriyi kabul etmez, 4’11 denize atar ve boylece 100
altin1 cebine indirir. Dolayisiyla 4, merhamete gelecegini uma-
rak, tim parayr 5’e vermesi gerekir. Ama - neme lazim - o
asamaya gelinmese 4 icin daha iyi olur. Bu yiizden, 4, 3’in
onerecegi her tiirlii paylagimi kabul etmek zorundadir. 3 bunu
bildiginden, 6nerme siras1 kendisine geldiginde 100 altin1 kendi
almak ister, 6biir ikisine nanay verir. 5 bunu kabul etmez el-
bet, ama olsun, 4 hayatta kalabilmek i¢in kabul etmek zorunda.
Demek bu agamaya gelindiginde paylagim 0-0-100-0-0 oluyor. 2
bunu bildiginden, 4 ve 5’e birer altin 6nerir, geri kalan 98 altim
kendi almak ister. 3 bu paylasimi kabul etmez elbet ama, 4 ve

43
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5 hi¢ yoktan bir altin kazanacaklarini bildiklerinden kabul et-
mek zorundalar. Bu durumda paylagim 0-98-0-1-1 olur. 1 bunu
bildiginden, 3’e bir altin verir, ya 4’e¢ ya da 5’e iki altin verir
(ikisinden birine) ve geri kalan 97 altini cebine atmak ister. Bu
durumda paylagim 97-0-1-0-2 ya da 97-0-1-2-0 olur. Demek ki 1
bu paylagimi 6nerir ve bu paylagim - korsanlar akilliysa - kabul
edilir.

Eger %50-%50 oylamada oneri kabul edilmiyorsa: Diye-
lim geriye sadece 4 ve 5 kald: (1, 2, 3 denize atild1). 4 ne 6ne-
rirse Onersin, 5 Oneriyi kabul etmez, 4’ denize atar ve boylece
100 altin1 cebine indirir. Dolayisiyla 4, merhamete gelecegini
umarak, tim parayr 5’e vermesi gerekir. Ama - neme lazim -
o asamaya gelinmese 4 icin daha iyi olur. Bu ylizden, 4, 3’in
onerecegi her tiirlii paylagimi kabul etmek zorundadir. Ama 5,3
ne oOnerirse onersin oOnerisini kabul etmezse tiim altinlari ce-
bine indireceginden emindir. 3 bunu bildiginden, 6nerme sirasi
kendisine geldiginde 100 altinin hepsini birden 5’e verir, on-
dan merhamet umarak... Ama 3, bu duruma gelmek istemez. 4
de istemez. 2 bunu bildiginden, 3 ve 4’tin tiim Onerileri kabul
edecegini de bilir. Dolayisiyla tiim altinlari1 kendi alir, obiirle-
rine nanay verir. 5 bu Oneriyi kabul etmese bile 3 ve 4 kabul
ettiklerinden, bu paylagim kabul edilir. Demek bu agsamaya ge-
lindiginde paylagim 0-100-0-0-0 oluyor. 1 bunu bildiginden, 3,4
ve 5’e birer altin onerir, geri kalan 97 altinm1 kendi almak is-
ter. 2 bu oneriyi kabul etmese de 3,4 ve 5 sifir altim1 bir altina
yeglediklerinden 1’in bu onerisini kabul ederler. Demek ki 1 nu-
marali korsan 97-0-1-1-1 paylagimini 6nerir.

Not: Bu ¢oziim korsanlarin bu kadarcik analiz yapacak kadar
akilli olduklarini varsayiyor. Bu kadarcik akli olan korsanlar
benim bildigim 4’e 1 oyla kurallar1 boyle olan bir oyunu oyna-
mazlar.



Sakiz Adali Hipokrat’in
Bir Teoremi

Alani T olan bir dik {iggen ¢izelim. Eger dik {iggenin {i¢ kenarina
birer kare oturtursak, Pisagor Teoremi'nden dolay: biiytik kare-
nin alaninin iki kii¢iik karenin alaninin toplamina esit olacagini
biliyoruz. Kare yerine yarim daire oturtursak da ayni sey olur
elbette, ne de olsa bir kenara oturtulan yarim dairenin alani
kenarin karesinin bir sabitle ¢carpimina esittir.

Yani yukardaki sekildeki gosterimle,
(1) Al + Ay = Az

olur. Simdi biiytlik yarim daireyi ters yliz edip asagidaki alanlara
bakalim:
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Elbette

Air=L1+ 57
Ay = Lo + 59
As3=851+ 5 +T

esitlikleri gegerlidir. (1) ile birlikte bu esitlikler bize
(L1 +S1)+ (La+S2) =S1+ S+ T

verir. Sadelestirirsek
I1+Ly=T

buluruz. Yani hilallerin alaninin toplami tiggenin alanina esittir.
Kaynakga

Roger B. Nelsen, Proofs Without Words II, more exercises in
visual thinking, MAA Classroom Resource Materials, 2000.



Esit Alanlh Dort Uggen

Matematigin bazen sihirbazligi andiran yonleri vardir. Miithis
keyif verirler. Iste bunlardan biri asagida.

Herhangi bir ABC iicgeni cizelim. Ucgenin kenarlarmi riiz-
gar giilii gibi belli bir yone dogru uzatip iki katina gikaralim.

c
>\
B t }
/ C B’
A

Uzattigimiz bu kenarlarin uglarini agagidaki gibi birlegtirelim.

c
v\
A

Elde ettigimiz ABC’, AB'C ve A'BC iiggenlerinin alan1 ABC

icgeninin alanina esittir. Bunu, bir yukardaki sekli kullanarak,
AB'C {iggeni lizerinde gosterelim.
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Yukardaki sekilde de goriildiigii gibi, AB'C ve ABC {i¢genleri-
nin ortak yiksekligi vardir: AH. Bu iki ii¢cgenin tabanlarinin
uzunluklar1 da birbirine esit: |BC| = |CB’|. Aym taban ve
yiikseklige sahip olduklarimdan, AB’C' ve ABC {iggenlerinin
alanlar1 birbirine egittir.

Benzer sekilde diger ticgenlerin alanlarinin da esit oldugu
gosterilebilir.

Bu buldugumuz kendi basina yeterince sasirtici. Daha sa-
sirtic1 bir gey olacak simdi. Sanki sihirbazlik gibi...

Bu dort iiggen geometrik olarak son derece estetik bir bi-
¢imde inga edilebilir: ABC ii¢geninin ii¢ kenarina agagidaki
sekildeki gibi birer kare oturtalim ve karelerin uclarini birlesti-
relim.

Sonra kareleri ortadan kaldirip elde ettigimiz tiggenlere bakalim.
(Bkz. asagidaki sekil.) Bu dort iiggenin de alanlari birbirine
esittir.
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Nitekim kalan {i¢genleri bir kosesi etrafinda déndiiriip ABC
tiggeninin kenarlarina oturtalim. Aynen yukardaki dort tiggeni
elde ederiz.

Burada kanitlanmasi gereken, 6rnegin, bir sonraki sekildeki A,
C ve C' noktalarinin dogrusal olmalaridir ama bu da CBA’
acisimin ABC' acisiin tiimleyeni olmasindan kolaylikla cikar
(resimdeki 5 ve m — (8 agilar).

C%
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Kaynakcga:
Roger B. Nelsen, Proofs Without Words II, more exercises
in visual thinking, MAA Classroom Resource Materials, 2000.



Teklik Ciftlik

Bir toplulukta tek sayida kisiyle tokalagan kisi sayisinin ¢ift ol-
dugu dikkatinizi ¢ekmistir elbette. (Saka...) Bunun sasirtici bir
kanit1 vardir: ¢’inci kiginin tokalagma sayis1 ¢; olsun.

t=ti 44ty

tanimini yapalim. Bir tokalagma icin iki kisi gerektiginden, ¢
sayisi toplam tokalagma sayisinin iki katidir, yani bir ¢ift sayi-
dir. Demek ki

t1 + - - - + t,, bir ¢ift sayrdir.

Toplanan bu ¢;’lerden bazilar: ¢ifttir, bazilar1 tektir. Diyelim
t1,...,tm tek sayi, digerleri ¢ift sayi. m’nin bir ¢ift say1 ol-
dugunu kanitlamaliyiz. Cift sayilar toplamin tekligini ¢iftligini
degistirmeyeceginden, tek olan t;’lerin toplaminin ¢ift olmali,
yani

t1 + -+ - + ty, bir ¢ift say:

olmali. m tane tek say1 toplayip bir ¢ift say1 elde etmenin yegane
yolu m’nin ¢ift say1 olmasidir. Istedigimizi kanitladik.

Bu problemi genellestirebiliriz. Bir iilkenin sehirlerini ve
sehirler arasmdaki yollar1 diisiiniin. Ornegin asagidaki sekildeki
gibi.

51



52

Bir gehirden bir bagka sehre ya da gene kendine giden bir ya da
daha ¢ok yol olabilir.

Bir sehrin derecesi, o sehre gelen yol sayis1 olsun. Ornegin,
yukardaki gekilde A sehrinin derecesi 3, B gehrinin derecesi
6’dir.

Aynen yukardaki yontemle, derecesi bir tek say1 olan sehir
sayisinin ¢ift oldugu kanitlanabilir. Kanit1 okura birakiyoruz.

Teklik ¢iftlikle ilgili bir problem daha: 1, 2,...,n sayilarim
karin. Diyelim

ai, ag,...,0a0n

elde ettiniz. Bir defa daha karin, diyelim bu sefer
bl) b27"'abn
elde ettiniz. Simdi, eger n bir tek sayiysa,

(a1 —b1)(ag = b2) -+ (an — bn)

carpiminin ¢ift olugunu iddia ediyorum, karmalari nasil yapar-
saniz yapin...

Eger n tekse, 1, 2,...,n sayilarinin yarisindan fazlasi tek
olur. Demek ki,

al? a27-~-7an
b1, ba,..., by
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listesinde altalta gelen sayilardan en az ikisi tek sayi olmak
zorundadir, diyelim a; ve b;. Dolayisiyla

a; — bz‘
sayisi cift say1 olmak zorundadir. Bundan da

(a1 —b1)(az —b2) -+ (an — bn)

carpiminin c¢ift olmasi gerektigi cikar.

Bu iki aligtirma mahiyetinde sorudan sonra ¢ok daha sasir-
tic1 bir soruya gegelim. Herhangi bir ABC' iggeni alin. Biiytik
icgen adini verecegimiz bu tiggeni daha kiigiik licgenlere is-
tediginiz gibi boliin, yani ABC iiggenini tiggenleyin, ama bunu
yaparken bir tiggenin bir kosesinin bir bagka iiggenin kenarina
degmemesine 0zen gosterin, bir kose ancak bagka koselere de-
gebilir; yani soyle bir sekil belirmesin:

Ama gbyle bir gekil olabilir:

A
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Simdi AB kenarindaki noktalara rastgele A ya da B adin verin.
Isterseniz hepsine A diyebilirsiniz, isterseniz yarisma A yarisina
B diyebilirsiniz. Paga goénliiniiz nasil isterse... AC kenarindaki
noktalara da A ya da C adimi verin. Ve BC' kenarindaki nok-
talara B ya da C' adim verin. Ve son olarak iiggenin igindeki
noktalar: istediginiz gibi adlandirin.

Simdi iddiay1 ortaya atiyorum: ABC diye adlandirilan kiigiik
ticgen sayist tektir... (Demek ki mutlaka en az bir tane boyle bir
ticgen olmak zorundadir.) Ornegin yukardaki sekilde tam 5 tane
ABC {iggeni belirmig. Asagida bu beg tiggeni griye boyadik.

Iddiamiz1 kamthiyoruz.

Eger kiigiik tiggenlerin bir kenari AA, BB, CC diye ad-
landirilmigsa, o kenara 0 puan verelim. Aksi takdirde, yani
AB, BC ve CA diye adlandirilan kenarlara 1 puan verelim.
Bunlara kenar puanlar1 diyelim.

Kiigiik tiggenlerin ortasina da ii¢ kenar puaninin toplamini
yazalim. Bu puanlandirmaya gore ti¢ cesit kii¢iik tiggenimiz ola-
bilir. igte o u¢ tir lggen:
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Agagidaki sekilde 6rnegimizin numaralanmig halini bulacaksi-
niz.

Simdi bu kiigiik iiggen puanlarini toplayalim. Bu toplama
T diyelim. Bir sonraki paragrafta 7”nin bir tek say1 oldugunu
kanitlayacagiz. Bunu simdilik kanitladigimizi varsayalim, diye-
lim T bir tek sayl. XXY ve XXX tiiriinden iiggenlerin puani
cift (2 ya da 0) oldugundan ve her ABC iiggeninin T’ye kat-
kis1 3 (bir tek say1) oldugundan, ABC iiggen sayisi tek olmak
zorundadir.

Demek ki T’nin tek oldugunu kanitlamaliyiz. T' sayisimi bul-
mak igin kiiciik tiggenlerin puanlarimi topladik, ama kiigiik ti¢g-
genlerin puanlar1 kenar puanlarimin toplami olarak hesaplan-
digindan, T" aym zamanda tiim kenar puanlarinin toplamidir,
ama bazi1 kenar puanlar1 iki defa toplanmigtir. Hangi kenar-
larm puanlar1 iki defa toplanmistir? Ucgenin icinde olan ke-
narlar tam iki ticgenin kenarlar1 oldugundan, bu kenarlarin pu-
anlar1 iki defa toplanmistir. Demek ki biiytlik tiggenin igindeki
kenarlarin T7ye katkis1 bir ¢ift say1 kadardir. Dolayisiyla biiyiik
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iiggenin kenarindaki kenar puanlarimin toplaminin tek oldugu-
nu kamtlamaliyiz. Ug bityiik kenar oldugundan, her bir kenarin
toplama katkisinin tek oldugunu kanitlarsak igimiz biter.

Herhangi bir kenardan baglayalim, diyelim AB kenarimin T
toplamina olan katkisinin tek oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Biiyiik tiggenin A kosesinden baglayip B kogesine dogru gide-
lim. A kosesinden B kosesine gittigimizden, bir zaman sonra
bir B kosesine rastlamaliyiz (katki 1). Devam edelim. Eger bu
B kosesinden sonra kargimiza hep B kosesi ¢ikarsa, sorun yok,
bu kenarin toplam katkisi 1 olur, ve 1 bir tek sayidir. Eger
kargimiza tekrar bir A kosesi c¢ikarsa, bu A’dan sonra mut-
laka bir B kogesi daha ¢ikmali... Toplama katk: 3 oldu. Bu hep
boyle ikiger ikiger devam eder, kargimiza her A kogesi ciktiginda
bir zaman sonra tekrar bir B kosesi ¢ikmali. Demek ki biiytik
iggenin AB kenarimin katkisi bir tek say1 olmali. Bunun gibi tig
kenar oldugundan, istedigimiz kanitlanmis olur.

Kaynakga:
Ross Honsberger, Ingenuity in Mathematics, MAA New Mat-
hematical Library 23, 1970.



Kiimelere Dair Iki Soru

Ug tane A, B, C kiimesi alalim ve bunlar1 olabilecek en genel
bicimde gosterelim:

000

Boylece evreni 8 ayrik parcaya ayiririz. Bu 8 parcayi, yukardaki
sekilde de yaptigimiz gibi

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

olarak kodlayabiliriz. Ornegin, 101 parcast AN B’ NC parcasin
kodlar.
Yukardaki sekil kiimeler kuramiyla ilgili tiim matematik ki-
taplarinda vardir nerdeyse. Venn diyagrami adiyla bilinir.
Peki... Bu sekle dordiincii bir (yekpare) kiime daha ekleyip
diizlemi (ne fazla ne eksik, tam) 16 pargaya ayirabilir miyiz?
Biraz merakli okur mutlaka denemigtir bunu.
Yanit olumludur: Kesigimleri diizlemi 16 yekpare pargaya
bolecek sekilde dort yekpare bolge bulabiliriz. Iste sekil.

o7
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Bu sefer, 4 yekpare bolgeyle diizlemi 16 yekpare bolgeye ayirdik.

Acaba bu sekli bir adim daha ileri gotiirebilir miyiz? Bu
sekle besinci bir yekpare bolge daha ekleyip diizlemi 32 parcaya
aywrabilir miyiz? Yanit gene olumlu:

Sorunun ne oldugu belli: Bunu hep yapabilir miyiz? Her n igin,
diizlemde Gyle n tane kapali ve kesismeyen egri var midir ki, bu
n tane egrinin belirledigi bolgeler diizlemi tam 2™ tane yekpare
bolgeye ayirsin?

Bu birinci sorumuz. Ikinci soru su: Eger birinci sorunun ya-
nit1 olumluysa, elde edilen 2" tane yekpare bolgeyi 1’den 2™’ye
kadar 6yle numaralandirabilir miyiz ki ¢ numarali bolgeyle i+ 1
numarali bolge sinirdag olsunlar?



Cesitli Sorular

1. Sanat Eseri. Esit araliklarla iki paralel sira halinde birkac
civi cakin. Her sirada 10-15 tane ¢civi olsun yeter. Civiler sekil-
deki gibi karsy karswya gelsinler. Her civiyi karsy siradaki tim
civilere bir iple baglayin. Ortaya ¢ok giizel bir sekil ¢ikacak. En
azindan benim hosuma gitti.

Iple civiyle filan ugragmayip kalem kagitla yapm bu isi, hatta
bilgisayarda bir ¢izim programiyla yaparsaniz daha da diizgiin
olur.
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Bunun heykeli de yapilabilir. Stitunlardan birini ya da iki-
sini zevkinize gore cevirebilir ya da yamultabilir ve eger ip-
ler elastik bir materyelden yapilmigsa, kendinizi kinetik sanat
akiminin bir mensubu olarak addedebilirsiniz.

Yanit: Asagidaki sekildeki gibi.

2. Opiisen Kiireler. Her biri aynt boyutta kiureleriniz var.
Iclerinden biri digerlerini ¢ekiyor. Bu cekici kiireyi ayni anda
en fazla kag kire opebilir?

Yanit: Agagidaki sekilde gorildiigi iizere, bir cemberi ayni bo-
yutta 6 cember Oper.
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Dolaysiyla (sar1) kiireye ekvatordan 6 (mavi) kiire dokunur.
Ortadaki kiireyle birlikte toplam 7 kiire etti. Bu 7 kiirenin
tstiine (iki mavi ve ortadaki sar1 kiirenin ortasina) asagidaki
sekildeki gibi tig (kirmizi) kiire daha yerlestirilebilir.

Ug tane de altina yerlestirilir. Boylece toplam en az 12 kiire
yerlestirilebilir.

13’linciistiniin yerlestirilemeyecegini kanitlamak hic de ko-
lay degildir.

3. Ask Ijggeni Degil, Ask Cemberi!: Bir cemberin dstine
esit mesafede olabildigince fazla nokta koyun. (Bkz. asaqidaki
sekil.) Bir A noktaswla tam karsisindaki B noktasi arasindaki
dogruyu ¢izin. Saat yonine dogru ilerleyerek, A’min yanindaki
noktayla B’nin iki yamindaki nokta arasindaki dogruyu ¢izin ve
buna boyle devam edin. Elde ettiginizi seyredin!

o

.
.
.....
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Yanit:

e v
77,

S e
STy

4. Sihirli kare. Asagidaki sekildeki gibi 3 x 3 boyutlu bir dik-
dortgene 1’den 9’a kadar her sayuyr 6yle yerlestireceksiniz ki,
her satirin, her sttunun ve her caprazin toplams ayne olacak.

a. Bu toplam kac olabilir?
b. Ortadaki say kag olabilir?
Yanit: a. 1’den 9’a kadar olan sayilarin toplami

1+2+--+9=45

olur. Toplam 3 sira oldugundan, her siranin toplami

olmalidir.
b. Ortadaki karede bulunan say1 bir dikey, bir yatay ve iki
capraz olmak iizere tam 4 toplamda bulunmali. Toplami 15 olan
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tim tgliileri yazalim:

145409,
146+8,
244409,
2+45+8,
246+7,
3+4+8,
34547,
44546

Sadece 5 sayist dort toplamda bulunuyor. Demek ki orta kare-
deki say1 5 olmali.
Sihirli karenin bir ¢6ziimii agagida.

81116
3157
41912

5. El Kaldirmadan 9 Noktadan. Asagidaki 3 X 3 noktanin
her birinden elinizi kaldvrmadan dort dogru parcaswyla gegebilir
misiniz? Iki kez ayni noktadan gegmemeniz tercihimizdir.

Yanit: Kendinizi rahat birakip cizilen ¢ercevenin digina ¢ikma-
y1 akil edebilirseniz sonucu ¢ok daha kolay bulabilirsiniz.
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Cerceveden cikmayan bir ¢oziim de yoktur. Illa ki gerceveden
cikilacak.

Asagida bu sorunun cicigini gikaracagiz. Boylece son derece
basit bir sorudan hareketle nasil matematikte ilging sorular so-
rulacagini gorecegiz.

6. El Kaldirmadan 16 Noktadan. Yukardaki soru ama bu
sefer 4 x 4 nokta ve altr dogru parcaswyla. Ayns noktadan iki
kez gegmekten cekinmeyin bu sefer.

Rastgele Céziim: Iste uzun siire ugraginca bulunabilecek rast-
gele bir ¢oziim.
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Estetik Coziim:

AXkilli Coziim: Bir onceki sorunun yanitindan yararlanacagiz.
Bir 6nceki soruda 4 dogru parcasi gerekiyordu, bu sefer 6; yani
2 fazla. O 2 fazla dogruyla bir siray1 ve bir siitunu halledelim.
Geriye 3 x 3 tane nokta kalir. Onu da bir 6nceki sorudaki gibi
sonuclandirabiliriz. Iste sekil:
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3x3’lin ¢oziimii kirmiziyla gosterilmistir. Bu ¢oziime iki dogru

pargasi daha ekleyerek 4x4’iin ¢6ztimiinii elde ederiz.
7. El Kaldirmadan Daha Fazla Noktadan. Diyelim n > 3
olmak uzere n X n tane noktamaz var. El kaldirmadan kag¢ dogru
parcasiyla noktalarin hepsinden gegebiliriz?

Yanmit: Eger n = 3 ya da 4 ise ¢oziim yukarida yapildi. O

sorunun akilli yanitin1 anlayan n > 4 icin de ¢ozebilir. Mesela
5 x b noktadan 8 dogru parcasiyla gegmek icin s0yle yapariz:

o—0 o 0 °

4x4’in ¢oziimii kirmiziyla gosterilmistir. Bu ¢oziime iki dogru
pargasi daha ekleyerek 5x5’in ¢oziimuinii elde ederiz.
Bu ¢6ziim gergeveden gikmiyor.
Genel olarak, n > 3 igin, n X n tane noktadan elimizi
kaldirmadan 2n — 2 tane dogru parcasiyla gecebiliriz. Daha iyi-
sinin yapilip yapilmayacagini bilmiyorum.
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Bagka ¢oziimler agagida.

®

e ® o—© ®

5%5’in, 3x3’iin ¢oziimiinden yararlanan bir ¢oziimii

Bu ¢oziim de gerceveden ¢ikmiyor. Cergeveden cikan ¢oziimler
nedense daha estetik.

*. 0 o o

5%5’in bir bagka ¢6ziimii. Kag farkl ¢oziim oldugunu bilmiyorum.
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n = 6 i¢in simetrik bir ¢6ziim:

6x6’nin simetrisi bol bir ¢oziimii. El kaldirmadan cizileceginden emin olun.

8. Bir Oyun. Bu oyun, asagidaki gibi 4 x 4 = 16 tane nok-
tayla bashyor. Iki oyuncu swrayla birer dikey, yatay ya da yamuk
dogru cizerek, ¢izdikler: dogrunun tstundeki noktalar: silsinler.
Bu noktalar oyundan kaybolur. Her hamlede en az bir nokta
silinmeli. Nokta birakmayan, yani son hamleyi yapan oyunu
kazansin. Bu oyunu hangi oyuncu nasi oynarak kazanabilir?

Yanit: 4 x 4 = 16 yerine 2 X 2 = 4 noktayla basglayalim oyuna,
bu daha kolay bir oyun.
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Birinci oyuncunun hamlesi

Ikinci oyuncunun hamlesi

P

Eger birinci oyuncu ilk hamlesinde iki nokta silerse oyunu kay-
beder, ¢iinkii ikinci oyuncu diger iki noktay1 tek bir hamlede si-
lebilir. Demek ki birinci oyuncu oyunu kaybetmek istemiyorsa,
ilk hamlesinde iki nokta birden silmemeli, tek bir nokta silmeli.
Geri kalan ti¢ noktay1 ikinci oyuncu tek bir hamlede silemez;
hangi hamleyi yaparsa yapsin, ya bir nokta ya da iki nokta
silebilir. Geriye kalan nokta ya da noktalarin tiimiinii birinci
oyuncu bir sonraki hamlesinde tek bir dogruyla silebilir.

Demek ki 2 x 2 = 4 noktayla baglanan oyunu birinci oyuncu
dogru oynayarak (tek bir nokta silerek oyuna baglayarak) ka-
zanabilir.

3 x 3 = 9 noktali oyunlarda birinci oyuncunun ilk hamle-
sinde ¢ok daha fazla segenegi var. Bu oldukca basit oyunu analiz
edip hangi oyuncunun - iyi oynarak - kazanacagimi bulmak hig
de kolay degil. Ama zaten amacimiz yanit1 vermek degil, soru
sormak. Bu ve 4 x4 boyutlu oyunun analizini okura birakiyoruz.

Eger ¢izilen dogrularin kesigmeye haklari yoksa, o zaman bi-
rinci oyuncu caprazlardan birini ¢ekerek oyunu kazanir. Bunun
nedeni sayfa 127’deki Teorem 4’te gizli.

9. Hagtan Kare Yapmak (1). Her kenari bir birim olan
asaqudaki Isvigre hagine dort dogrusal makas darbesiyle bes par-
caya ayprp tekrar bir araya getirerek bir kare insa edin.
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Yanit: Soyle:

10. Hactan Kare Yapmak (2). Aym soru, gene dogrusal
makas darbeleriyle, ama bu sefer kareyi, hact bes parcaya degil
dort parcaya ayrrirarak insae edin. Bir ricamiz daha var: Dort
parca da birbirinin esi olsun.

Yanit: Asagidaki gibi.

11. Hacgtan Kare Yapmak (3). Ayni soru, ha¢t gene dort
parcaya ayracaksimiz ama bu sefer sadece iki dogrusal makas
darbesiyle...

Ipucu: Toplamda hag¢ dort parcaya ayrilacak. Birinci makas
darbesinde ii¢ parca olacak, ikincisinde ise dort parca.

Yanit: Agagidaki gibi.
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12. Cilekleri Ayristirmak. Daire seklinde bir pastada asagi-
daki gibi 11 tane cilek var. Cilekler noktasal ve herhangi ti¢t dog-
rusal degil! Bu pastayr en az kag¢ bicak darbesiyle kesmelisiniz
ki her parcada en az bir cilek bulunsun?

Yanit: Matematikte kimi zaman soru tersten ele alinmali. Bu
da bu tiir sorulardan biri. Kendimize su soruyu soralim: Bir
pasta n bicak darbesiyle kesilirse, pasta en fazla kag parcaya
ayrilir? (Boylece her parcaya bir ¢ilek yerlegtirebilirsiniz...)

n = 1 ise yamit 2’dir, yani tek bir bigak darbesiyle pasta 2
parcaya ayrilir.

n = 2 ise yamt 4’tilr, yani iki bigak darbesiyle pasta 4
parcaya ayrilir.

n = 3 ise yanit 7’dir, yani ii¢ bigak darbesiyle pasta en fazla
7 pargaya ayrilir. Asagidaki gekilde goriildiigii gibi.

@

Darbe : 1 Darbe : 2 Darbe : 3
Parca :2 Parca : 4 Parca : 7
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Demek ki ii¢ bigak darbesi 11 ¢ilegi ayirmaya yetmiyor. Bakalim
dordiincii bicak darbesi yetecek mi?

0

Goriildiigt tizere 4 bicak darbesi pastayir 11 pargaya bdliiyor.
Demek ki 4 bigak darbesiyle 11 ¢ilegi muhtemelen ayirabiliriz,
en azindan daha 6nce oldugu gibi ayiramayacagimizi séyleye-
meyiz.

Yanit, olumludur. 4 bicak darbesiyle gekildeki 11 cilegi bir-
birinden ayirabiliriz. O kadar kolay olmuyor ayirmak ama olu-
yor. Iste bir ¢oziim:
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Genel olarak n bigak darbesiyle bir pasta,

n2+n+2
2

degisik parcaya bolebiliriz. Bunun kanit1 tiimevarimla yapilabi-
lir. Bkz. sayfa 8.

13. Vezirin Yolculugu (1). Bos bir satrang tahtas tstine ve-
ziri, yandaki sekildeki gibi, oyun basindaki kendi yerine koyun.
Bu vezir bes hamlede en fazla ka¢ kareden gecebilir ve nasil?
Ama vezirin iki defa aynr kareden gecmesi yasak!

&)

Yanit: Oldukca basit bir soru. Iste yanit:

&
5 hamlede 32 kareden
gecen vezir

14. Vezirin Yolculugu (2). Yukardaki kolay bir soruydu.
Simdi daha zor bir soru: Bos bir satranc tahtasy tistine veziri,
asaqrdaks sekildeki gibi, oyun basindaki kendi yerine koyun. Bu
vezir bes hamlede en fazla ne kadar mesafe gidebilir ve nasil?
Ama vezirin iki defa ayni kareden ge¢mesi yasak! Onceki so-
ruda vezirin en fazla ka¢ kareden gecebilecegini sormustuk. Bu
sefer en uzun mesafeyi soruyoruz. Vezirin noktasal oldugunu ve
yolculugun basladigr ve bittigi karelerde karelerin tam ortasinda
oldugunu varsayabiliriz.
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&)

Yanit: Agagidaki resimdeki en uzun yolculuk gibi goriintiyor.
Eger her karenin kenar1 1 birimse, toplam 17 + 124/2 birim.

\Y

15. Miicevherli Satrang Tahtasi. Asagidaki satrang tah-
tasinan gosterilen 4 karesinde birer micevher vardir. Bu satrang
tahtasini oyle birbirine tipatip es dort parcaya ayracaksiniz ki,
her parcada tek bir miicevher olacak. Karelerin ortasindan kes-
mek ve miicevherlere dokunmak yassah!

X

X

Yanit: Asagidaki sekildeki gibi.
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16. El Kaldirmadan En Fazla Ijggen. Asagida elimi kal-
dirmadan 6 dogru parcaswyla 4 ayrik ticgen ¢izmisim.

Siz daha yisini yapip 7 tggen ¢izebilir misiniz?
Yanit: Asagidaki gibi.

17. El Kaldirmadan En Fazla Bolge. U¢ dogru parcaswla
elinizi kaldirmadan bir ticgen yapip 1 bélge yaratabilirsiniz.
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4

Dort dogru parcaswyla da 1 bélge yaratabilirsiniz:

ama eger dogru par¢alarindan ikisini kesistirirseniz 1 yerine 2

> ¢

Ote yandan basladiginiz noktada bitirmek gibi bir takintiniz
yoksa daha iyisini de yapabilirsiniz: Dort dogru parcaswyla 3

bolge yaratabilirsiniz:

5 dogru parcaswyla en fazla 6 bolge yaratabilirsiniz.

2s

6 dogru parcaswyla en fazla kac bélge yaratabilirsiniz? Bu soru
genellestirilebilir. ..

Yamit: Asagidaki sekildeki gibi 6 dogru parcasiyla 10 bolge
yaratabilirsiniz.

bolge yaratabilirsiniz:
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Yanit,

3 i¢in 1,

4 icin 3,

5 icin 6,

6 icin 10
cikiyor. Anlagilan yanit, n icin

(n—1)(n—2)
2

olmal. Kamtlayalm. Ikinci dogru parcasindan baslayarak, ¢i-
zeceginiz k’inci dogru pargasimin diger k—2 dogru pargasim (bir
bagka kesigim noktasindan degil) ortalardan bir yerden kesme-
sine dikkat edin. Bu yontemi izlerseniz n’inci dogru pargasini
¢izdiginizde
(n—1)(n—2)
2
bolge elde edersiniz.

AN TP 3

1.dogru  2.dogru 3. dogru 4. dogru 5. dogru 6. dogru
0 kesisim 1 kesisim 2 kesigim 3 kesisim 4 kesigim

Bunu n iizerine tiimevarimla kamitlayalim. Ilk n dogru parca-
styla
(n—1)(n—2)
2
bolge elde ettigimizi varsayalim. Bir sonraki n 4 1’inci dogru
pargasi diger n — 1 dogruyu kesecek. Bu n — 1 nokta, iistiinde



78

bulundugu n+1’inci dogruyu n parcaya (ya da araliga) ayiracak
ama son parcay1 (araligl) saymayalim. Ik n—1 araligin her biri
bir bolgeyi ikiye ayirir ve boylece n — 1 tane yeni bolge elde
ederiz ve bolge sayisi

(n—1)(n—2)

5 +(n—-1)

olur. Kolay bir hesapla, bu sayimin

n(n —1)
2

oldugu anlagilir.

18. iki Kefeli Terazi (1). Iki kefeli bir terazide 1 ve 2 kiloluk
agirliklarla 1, 2 ve 3 kiloyu tartabilirsiniz. Ama 1 ve 3 kiloluk
agirliklarla 1, 2 ve 3 kiloluk agwrliklar: tartabildiginiz gibi bir de
ayrica 4 kiloluk bir agirlige tartabilirsiniz. Hangi 3 agirbikla 1
kilodan en fazla kag kiloya kadar tim tamsayr agirliklar tarta-
bilirsiniz?

Yanit: 1, 3 ve 9 kiloluk agirliklarla 13 kiloya kadar tiim agirlik-
lar1 tartabiliriz. Daha fazlasi da olmaz. S6yle diigiinelim: Diye-
lim agirliklarimiz A, B ve C. Agirligi sol kefeye koydugumuzda
+ olarak sayalim, sag kefeye koydugumuzda — olarak. O zaman
her biri 1, —1 ya da 0’a esit olan a, b ve ¢ sayilar igin,

alA+bB + cC

kilolarini tartabiliriz. Bunlardan da tam 3 x 3 x 3 = 27 tane var.
0 kiloyu saymazsak 26 tane kalir. Bu 26 agirligin yarisi pozitif
yarist negatif oldugundan, toplam 26/2 = 13 agirhik tartabiliriz.

19. iki Kefeli Terazi (2). Iki kefeli bir teraziniz var. Bir de 40
kiloluk bir demir kilceniz. Bu demar kilgeyi oyle dort parcaya
aywrmak istiyorsunuz ki, bu dort parcayla 1 kilodan 40 kiloya
kadar olan tim tam kilolar: tartabilin. Nasil yaparsiniz?
Yanit: Aynen yukardaki gibi ama bu sefer 1, 3, 9, 27 kiloluk
agirliklar lazim. Bu agirliklarla 1’den 40’a kadar her kiloyu tar-
tabilecegimizden emin olun.
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20. iki Kefeli Terazi (3). Iki kefeli bir teraziniz var. 1’den
n’ye kadar tum tamsay kilolar: tartabilmek i¢in en az kag¢ agir-
hga ihtiyacinaz vardwr ve bu agurbklar ne olmal?

Yanit: Yaniti tahmin etmissinizdir. 3%, 31, 32,...,3¥=1 kiloluk
agirliklarla 1’den

3k —1

2
kiloya kadar tiim agirliklar: tartabiliriz. Demek ki k’y1

1434324 431 =

om <3k -1

esitligini saglayan en kiiciik dogal say1 olarak se¢gmek gerekir.

21. Bahcgivan Sorusu. 9 agacimz var. Bunlar: bahgenize en
az ¢ agactan olusan on dogru parcasy elde edecek bicimde di-
keceksiniz. Bunu yapabilirsiniz? Asagidaki sekildeki gibi olmaz
clinki sadece 8 dogru parcast var.

Yanit: Asagidaki sekildeki gibi:

22. Ancak Beyi’nin Derdi. Bir derebeyi topraklarint daha
wi korumak icin 10 kale insa etmek istemis. Ancak bu on kale-
yi her biri dort kale barindiran bes dogru parcasi tzerine inga
etmek istemis. Ancak kalelerini bes dogru parcast boyunca sur-
larla birlestirmek istemis, ki olabildigince fazla kale tamamen
surlarla ¢evrili olsun, ki surlarine asamayan disman bu kalelere
dogrudan hiicum edemesin. Asagidaki sol sekildeki plan derebe-
yint mutlu etmez ¢unkd tek bir kale bile disaridan hiicuma ko-
runakly degil. Sagdaki biraz daha iyi, ¢inki en az bir kale tama-
men korunakl. Iki kaleyi tamamen surlarla ¢evirebilir misiniz?
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Yanit: Asagidaki plan iki (beyaz) kaleyi tamamen koruyor.

23. Sancak Beyi’nin Derdi. Sancak Beyi ayni seyi her biri
en az 4 kale barndiran 6 dogru tzerine 11 kale insa ederek
yapmak istemis, ama tabii en az ¢ kalesini koruyarak... Sancak
Beyi’nin akla ihtiyact var...

Yanit: Asagidaki plan ii¢ (beyaz) kaleyi tamamen koruyor.

24. Matematik Koyii Sorusu. Matematik Koyi'nin agast,
kdye, her biri en az 5 agag¢ barindiran 12 dogru parcast tizerine
21 agag¢ dikmek istemis. Oneriniz? Birbirinden farkly oneriler
tercih edilir.

Yanit: Asagida agaya iki ¢bziim Gneriyoruz.









Beklenti

Farkina varmasak da hepimiz stirekli beklenti hesaplar1 yapariz.
()rneé;in para kazanmak ic¢in yollara diiglip ciizdan aramaya
kalkigmayiz, ¢linkii yolda clizdan bulmak imkansiz degilse de
olasiligi ¢ok diigtlik bir olaydir, hele ciizdanda ¢ok para ¢gikmanin
olasiligi daha da azdir. Clizdan bulmaya harcayacagimiz zamani
limonata satmaya calisarak harcamak daha akillica bir plandir.

Ornek 1. Zar Oyunu. Size goyle bir zar oyunu Oneriyorum:
Zar atacaksiniz, ges (6) gelirse size 2 lira verecegim, gelmezse
siz bana 1 lira vereceksiniz.

Bu oyunu oynamak istemezsiniz herhalde. Her ne kadar ka-
zandiginizda kaybedeceginizden iki kat1 para alacaksaniz da,
kazanma olasihiginiz sadece 1/6’dir.

Peki, ges gelirse size 3 lira versem oyunu kabul eder misiniz?
Ya 4 lira versem? 100 lira verecek olsam elbette kabul edersiniz.
Sese en az kag lira verirsem bu oyunu oynamay1 kabul edersiniz?

Bu sorunun yaniti1 beklenti kavraminda gizlidir. Eger oyu-
nun beklentisi negatifse oyunu kabul etmemelisiniz. Oyunun
beklentisi pozitifse oynamalisiniz. Tabii kumarla ilgili etik bir
sorununuz yoksa... Oyunun beklentisi 0 ise, oynasaniz da olur,
oynamasaniz da...

Bir oyunun beklentisi, bir oyuncunun o oyunda ortalama
ne kadar kazanacagin ya da kaybedecegini gosteren bir sayidir.
Kumar oynamaya yeltenen her kisi beklentinin ne demek oldu-
gunu bilmelidir. i@bu yazinin amaci beklentinin matematiksel
tanimini yapip yararlarini gostermektir.

83
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Ornek 2. Piyango. Diyelim cevredeki yoksullara yardim et-
mek icin bir ¢ekilig diizenlemeye yeltendiniz. Toplam 100 bilet
basacaksiniz ve her bileti 10 liradan satacaksiniz. Ve diyelim,

1 bilete 200 lira ¢ikacak,

2 bilete 100 lira gikacak,

4 bilete 50 lira c¢ikacak ve

8 bilete de 10 lira (yani amorti) ¢ikacak.

Aymni bilete iki ya da daha fazla ikramiye ¢ikmasina kural-
larin izin vermedigini varsayalim.

Bu durumda, biletlerin tiimiinii sattiginiz1 varsayarsak, ci-
ronuz,

100 x 10 = 1000

lira olur. Ama elde ettiginiz bu paramn bir kismin ikramiye
olarak sanshi miisterilerinize geri vereceksiniz. Sanslilara 6de-
yeceginiz para,

1 x 200 = 200
2 x 100 = 200
4 x 50 = 200

8 x 10 =80
Toplam = 680

liradir. Demek ki tiim biletler satilirsa,
1000 — 680 = 320 lira

para kazanacaksiniz. 100 bilet sattiginizdan, bilet bagina

320 :
100 = 3,20 lira
kazanacaksiniz, bir bagka deyisle, biletleri satin alan kisilerden
ortalama 3, 20 lira kazanacaksiniz.
Simdi de kendimizi bilet alicisinin yerine koyalim. Biiyiik
ikramiye %1 olasilikla bize gikacak ve 290 lira kazanacagiz,
¢iinkii her ne kadar biiyiik ikramiye 300 lira ise de 10 liramiz
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da bileti almak i¢in harcadik.

%1 olasilikla 190 lira,
%2 olasilikla 90 lira
%4 olasilikla 40 lira
%8 olasilikla 0 lira

ve geri kalan
%85 olasilikla — 10 lira

kazanacagiz. Bu durumda beklentimiz

1 2 4 8 85
1904+ - X 904 —— x40+ —— x 04 —> x (=10
100 < 190+ 1gp ¥ 90+ g X 40+ 15 X 0+ 155 * (=10)

yani

190 + 180 + 160 + 0 — 850 530 — 850

100 ~ 100
—320

=—— =-320
100 ’

olur. Bu da, tam tamina, bilet bagina kazanmay1 diigiindiigiiniiz
miktarin negatifidir.

Ornek 3. Birinci érnege Geri Doniis. Zar atacaksiniz. Jes
gelirse 2 lira alacaksiniz. Ama ges gelmezse 1 lira kaybedecek-
siniz. Bu oyunun beklentisinin negatif oldugu belli de bakalim
ne kadar negatif.

1/6 olasilikla ses gelecek ve 2 lira kazanacaksiniz ama 5/6
olasilikla ges gelmeyecek ve 1 lira kaybedeceksiniz, bir bagka
deyisle —1 lira kazanacaksiniz. Demek ki beklentiniz,

1 5 2-5 -3 -1
6X2+6X(_1)_T_?_7__50kr§'
olur. Bu su demektir: Oynadiginiz oyun bagina 50 kurus kay-
betmeyi goze almalisimiz. Bir iki oyunda sansiniz yaver gider ve
ii¢ beg kurus kazanabilirsiniz ama uzun dénemde oyun bagina
50 kurug kaybetmeye mahktmsunuz. (Her ne kadar sair, in the
long run we are all dead demisse de...)
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Eger enayi bir kumarhaneciye rastlamamigsaniz, kumarha-
nelerde kumarhaneye kargi oynanan her oyunun beklentisi ne-
gatiftir.

Ornek 4. Rulet. Rulet agagidaki gibi bir masanin etrafinda
oynanir.

—
[\O)
W

Wl R R,R g
S Y IS i NG (G (- N

IS%)
(o)

:‘-
=
p—
[\®]
[S—)
z.
=)

c.
—
[\®]
72
o

=]

—
[\®]

Q[ W N[ N = [ [ | g9 &
A=l | N[O || W|O
W W[ DN DN | = [ |

2yel|2yel|2ye 1

Bir de iginde kiigiikk bir top olan carkifelekteki gibi bir teker
vardir. Teker 37 (esit oldugu varsayilan) pargaya bolinmiig-
tlir. Her parcada 0’dan 36’ya kadar sayilar ve topun igine dii-
gebilecegi biiyiikliikte bir yuva vardir. Sayilarin 18’1 kirmizi,
18’1 siyahtir. Sadece 0 sayisi yesildir. Balkon manzaral kizlar
icki servisi yaparken teker dondiiriiliir ve hemen sonra top ters
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istikamete atilir. Bir zaman sonra top yuvalarin birine diiger.
Topun diigtiigii yuvanin sayisi oyunun sonucudur.

Teker dondiirtilmeden 6nce oyuncular iddialarim yaparlar. Bir-
kag degisik iddia vardir:

1. Bir Sayiya Oynama. Paranizi, 0 dahil, belli bir sayinin
istiine koyabilirsiniz. Eger o say1 gelirse, koydugunuzun 36 ka-
ti alirsiniz.

2. 1ki Sayiya Oynama. Paranizi iginde say1 olan iki dikdort-
genin tam ortasina yerlestirebilrisiniz. Eger o sayilardan biri
gelirse, koydugunuzun 18 katini alirsiniz.

3. I“JQ Sayiya Oynama. Paranizi bir siranin soluna koyabilir-
siniz, 6rnegin 10-11-12 sirasiin soluna. O zaman bu {i¢ sayidan
biri gelirse koydugunuz miktarin 12 katini alirsiniz.

4. Dort Sayiya Oynama. Paranmizi dort dikdortgenin birbi-
rine dokundugu noktaya koyarsaniz ve paranizin dokundugu
dikdortgenlerden birinin i¢indeki say1 gelirse, koydugunuzun 9
katini alirsiniz.
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5. Alt1 Sayiya Oynama. Paranizi iki komgu siranin ortasina
koyarsaniz ve o iki siranin icindeki 6 sayidan biri gelirse, koy-
dugunuzun 6 katini alirsiniz.

6. On Iiki Sayiya Oynama. Paranizi masanmn solundaki “Ilk
127, “Ikinci 127, “Son 12”7 kutularindan birine ya da en asag-
daki “2’ye 1” yazan ii¢ kutudan birine koyarsaniz, o siralardaki
yva da o siitundaki 12 sayidan bir gelirse, koydugunuzun 3 katinmi
alirsiniz.

7. On Sekiz Sayiya Oynama. Paranizi masanin en solundaki
1-18, 19-36, Tek, Cift, Siyah ya da Kirmiz1 yazan dikdortgenle-
rinden birine koyarsaniz ve iddia ettiginiz sayilardan biri gelirse,
koydugunuzun 2 katimi alirsiniz.

Ayni anda birkag degisik yere birden paramzi yatirabilirsi-
niz. Beklentinizin degigsmedigini, hep —1/37 kaldigim goriince
sagiracaksiniz.

Diyelim bir sayiya, 6rnegin 17 numaraya 1 lira para yatirdik,
yani birinci stratejiyi izledik. O zaman 1/37 olasilikla 17 gelir
ve 36 — 1 = 35 lira kazaniriz. Ama 36/37 olasilikla 17 gelmez
ve yatirdigimiz 1 liray1 kaybederiz. Bu durumda beklentimiz,

(317> X 35+ (;’g) x(-1)=

olur. Negatif oldugundan pek iyi sayilmaz.

Ikinci stratejiyi deneyelim. 17 ve 18’in arasma 1 lira ko-
yalim. 2/37 olasilikla 17 ya da 18 gelecek ve 18 — 1 = 17 lira
kazanacagiz. Ama (kotii haber!) 35/37 olasilikla 17 ya da 18
gelmeyecek ve 1 lira kaybedecegiz. Bu durumda beklentimiz,

2 35 -1
“ 1 el 1) = —
(37) AT+ (37) (D=5
olur. Gene!

Son stratejiyi deneyelim. Diyelim siyahlara 1 lira koyduk.
18/37 olasikla bir siyah gelir ve 2 — 1 = 1 lira kazaniriz, ama
19/37 olasilikla siyah gelmez (kirmizi ya da 0 gelir) ve 1 lira
kaybederiz. Bu durumda beklentimiz,

<£> x1+<£> x(—l):;—;
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olur. Gene!

Ne yaparsaniz yapin, hangi stratejiyi izlemeye karar verir-
seniz verin, ki birkag stratejiyi birden ayni anda kullanabilir-
siniz, beklentiniz hep —1/37 gikar. Bunun anlami sudur: Eger
biitiin bir gece boyunca rulet masasina 37.000 lira yatirmigsaniz
ve sanslar esitse, yani ne sansh ne de sanssizsaniz, o zaman
bu paranin agag yukari 37’de 1’ini, yani 1000 lira kaybetmeye
mahkimsunuz.

Ustelik ABD’de rulet masalarmda bir de 00 sayis1 vardir ve
beklenti daha da negatif olur.

Ornek 5. Kac Hamlede Yaz1 Gelir? Kendi kendinize soyle
bir oyun oynuyorsunuz. Hilesiz parayla yazi tura atiyorsunuz.
Yazi gelmezse bir daha atiyorsunuz, gene gelmezse bir daha...
Ta ki gelene kadar. Yaz geldiginde oyun bitiyor. (Mutlaka yaz
gelecektir!) Kag atigta yaz geldigini, yani skorunuzu bir kagida
yaziyorsunuz. Bu oyunu 1 milyar defa oynayip skorlariniz top-
luyorsunuz ve bu toplam skoru 1 milyara boliip oyun bagina or-
talama skorunuzu hesapliyorsunuz. Kag bulacaginizi umarsiniz?
Yani ortalama kag atista yazi gelir?

Bu da bir beklenti hesabi, skor beklentisi.

Yazinin devamini okumadan yanit1 tahmin etmeye caligin.

Ik atigta yazi gelme olasihgl 1/2 elbette. Demek ki 1/2
olasilikla skorum 1 olur.

Tkinci atigta yazi gelme olasihgr 1/4, ¢iinkii birinci atig tura
gelmeli, ikinci atig da yazi. Demek ki 1/4 olasilikla skorum 2
olur.

Uciincii atista yaz gelme olasihig 1 /8, ¢unkii ilk iki atig tura
gelmeli (olasihigr 1/4) ve tiglincii atig yaz gelmeli (olasiligi 1/2).
Demek ki 1/8 olasilikla skorum 3 olur. Genel olarak, skorumun
n olma olasiligr 1/2™dir.

Yukarda yaptigimiz gibi skorlarimizla skorlarimizin olasi-
liklarimi carpip toplamaliyiz. Yani n ile 1/2™’yi carpip (sonug
n/2™dir!), tiim bu sayilar1 toplamaliyim. Ortalama skorum,

L2y 3. 2,02,8,
2 122723 T o4 T 95 T 96

olacaktir.
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Bu toplamin 2 oldugu kolaylikla kanitlanmir (bkz. yazinin
sonu). Demek ki ortalama 2 hamlede yaz1 gelir. Herhalde tah-
min ettiginiz sonugtu: Bir atigta yaz beklentisi 1/2 olduguna
gore, yaz1 beklentisinin 1 olmasi igin 2 atig gerekir.

Ornek 6. Bir Zar Oyunu Daha. Tek bagimiza oynuyorsu-
nuz. (Tek bagina oynamak matematik¢i hastahigidir!) Zar ati-
yorsunuz. Gelen zarlari topluyorsunuz. Amag en fazla toplama
ulagmak. Istediginiz zaman durabilirsiniz. Durdugunuzda elde
ettiginiz toplam sizin skorunuz olacak. Ama eger 1 gelirse daha
once attiginiz zarlar siliniyor ve toplaminiz 0 oluyor. Ornegin,
attiginiz zarlar 5, 3, 2, 4 ise, toplaminiz 14’tiir. Eger bu asamada
durursaniz 14 puaniniz olacak. Atmaya devam eder de 1 gelirse,
gbzlinlizlin yagima bakilmayacak ve toplaminiz 0 olacak.

En fazla puana erismek icin ne zaman durmalisiniz?

Eger ilk zarmiz 2 ise muhtemelen bir zar daha atarak top-
laminiz1 artirmay1 diigiinmelisiniz. Ama mesela sansiniz yaver
gitmig ve toplaminiz 100’e ulagmigsa, 100 puani riske atmak
yerine durmay1 yeglemelisiniz. Esik nedir? Toplam neye ulagti-
ginda durmalisiniz?

Bu da bir beklenti problemidir. Bir zar daha atarak toplami
ne kadar artirabileceginizi umabilirsiniz?

Diyelim belli bir agamada ¢ toplamina ulastiniz. Zar atmali
misiniz, yoksa durmali misimiz?

Zar atarsaniz

1/6 olasilikla 2 kazanacaksimiz,

1/6 olasilikla 5 kazanacaksiniz,

1/6 olasilikla 4 kazanacaksimniz,

1/6 olasilikla 3 kazanacaksimiz,

1/6 olasilikla 2 kazanacaksiniz,

1/6 olasilikla —t kazanacaksiniz.

Demek ki zar atarsaniz beklentiniz,

2 3 4 5 6 —t 20—t

67676 666 6
olacak. Eger bu beklenti pozitifse zar atmalisiniz, aksi halde pas
gecmelisiniz. Demek ki toplaminiz 20’den fazlaysa pas gegmeli,
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20’den azsa zar atmalisiniz. Eger toplaminiz 20 ise ne yapar-
saniz yapin farketmez, beklentiniz 0’dar.

Ornek 7. Bir Soru. Soyle bir oyun tasarlamak istiyorsunuz.
Miigteriye zar attiracaksiniz. Miisteri istedigi kadar zar atabilir
ve istedigi zaman durabilir. Durdugunda o zamana kadar elde
ettigi toplam kadar para vereceksiniz. Bir 6nceki oyunda oldugu
gibi miigteri 1 atarsa beg kurusg para alamaz. Bu oyunu oyna-
manin bir bedeli vardir elbette. Bu oyundan para kazanmaniz
igin, her oyunun ticreti en az ne kadar olmahdir?
So6zii Verilmis Hesap. Soz verdigimiz gibi agagidaki sonsuz
toplami hesaplayacagiz:

1 2 3 4 5 6

2+22+23+24+25+26
Eger n/2™ yerine 1/2™'nin kendisiyle n defa toplamini altalta
yazarsak, yukardaki toplam,

1 1 1 1 1 1
It stk t+tmtstaes +

1 1 1 1 1
1 1 1 1

toplamina esit olur. Ilk siranin toplam 1’dir. Ikinei siranin top-
lam1 1/2, iiciincii siranm toplami 1/22, dérdiincii siranim top-
lami1 1/23 olur. Genel olarak n’inci siranimn toplami 1/2"~1 olur.

1 1 1 1 1 1 —

§+272+273+274+275+276+”. 1
1 1 1 1 1 1
272+273+274+275+¥+'” 2
1 1 1 1 1
273+274+275+276+”' 22
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Demek ki genel toplam

1+1+ 12+ 13+ =2
2 2 2 -

olur.



Olasilik Sorulari

1. Yaz1 Tura Atmak (1). Iki oyuncu sirayla yaz-tura atuyor.
Ik kime yazi gelirse o kazanwyor. Birinci oyuncunun kazanma
olasiligr kactir?

Yanit: Birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligina x diyelim.
Birinci oyuncu 1/2 olasilikla birinci hamlede kazanacaktir. Ya
da 1/2 olasilikla her iki oyuncu da ilk atiglarinda tura atacak
ve birinci oyuncu bu agsamadan sonra kazanacaktir, ki bunun
olasiligina x demistik. Demek ki

_1+x
2 4

Bu denklemi ¢ozersek, z = 2/3 buluruz.

2. Yaz1 Tura Atmak (2). Aym soru ama bu sefer ii¢ oyun-
cuyla... Ya sonsuz sayrda oyuncu varsa?
Yanit: Bu sefer x = 1/2 + x/8 esitligini ¢6zmeliyiz. Yanit,

x=4/7

gikar. Eger sonsuz sayida oyuncu varsa, yamt 1/2’dir elbette,
¢linkii sira bir daha birinci oyuncuya gelmez!

Uc kisi arasinda oynanan oyunda ikinci oyuncunun kazanma,
olasiligin1 bulmay1 okura birakiyoruz.

3. Zarda Olay Sayisi. Tek bir zar atildigimda toplam 6 olay
vardir: 1 (yek), 2 (di), 3 (se), 4 (cehar), 5 (peng), 6 (ses).
Ama birbirinden fark: olmayan iki zar atildiginda olay sayist 36
degil 21 olur. Nitekim, ornegin, 5-4 ile 4-5 arasinda bir ayrim
gozetmemek gerekir. Ug zar atildiinda kag olay vardur? Ya 4
zar atildiginda? Genel olarak n zar atildiginda kag¢ olay vardir?
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Yanit: U¢ zar atildiginda 56 degisik olay vardir. Teker teker
sayarak yanit bulunur ama n degisik zar atildiginda kag olayin
oldugu teorik bir bicimde bulunabilir. n adet nokta alalim:

(Sekilde n = 15, yani 15 zar attigimizi varsayiyoruz.) Bu nok-
talar arasia ya da en baga ya da en sona 5 adet ¢ubuk yer-
lestirelim. Iki ya da daha fazla cubuk aym bosluga gelebilir.
Ornegin,

EEE EN|EEEEEE E EEE
Bu yerlestirme,

tane (yek)

1

tane 2 (di)
tane 3
tane 4
tane 5
tane 6

W OO N W

geldi anlamina gelsin. Yani iki ¢cubuk arasindaki nokta sayisi,
bize belli bir sayidan kag adet geldigini sOylesin. Eger ¢ubukla-
rin hepsi en solda olsaydi, “15 tane 6 geldi” anlamina, hepsi en
sagda olsayd1 “15 tane 1 geldi” anlamina gelecekti. Goriildi-
gl gibi, 5 cubugu bogluklara her yerlegtirme, bize ayr1 bir zar
olay1 veriyor. Toplam n tane nokta ve 5 tane ¢ubuk var, yani
n + 5 tane nesne var. Bu n 4+ 5 nesneyi yanyana dizip, icinden
5 tanesini cubuk olarak belirleyelim. Bunu yapmanin,

(")

Degisik yolu vardir. Eger n = 1 ve 2 ise, bildigimiz yanitlari,

)
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yanitlarini buluruz. Eger n = 3 ve 4 ise,

(5o (1) ()

buluruz.

4. Tavla Pulu Sorusu. Iki tavla pulunuz var. Birinin iki
yizi de kirmizi. Digerinin bir ylizii mavi, diger yiizii kirmizi.
Tavla pullarini cebinize koyup bigiizel karigtiriyorsunuz ve sonra
rastgele birini alip masanin tistiine koyuyorsunuz. Eger goriinen
yiz maviyse, diger yiiz hangi renktir? Elbette kirmizidir.

Simdi soruya gecelim. Gortinen yiiz kirmiziysa diger yiiziin
kirmiz1 olma olasihigr kagtir?

Bu sorunun yanitini okura birakiyoruz.

5. Fifty-Fifty Olasiligi. Diyelim hilesiz bir parayla 1000 defa
yazi tura attinez. Tam 500 defa yazi gelme olasilige kagtir?

Yanit: Diyelim 2n defa yaz1 tura attik. (Soruda n = 500.) Tam
n defa yaz1 gelme olasiligini hesaplayalim. 2n atigta tam n defa

yaz1 geldigi tam
2n
n

olay vardir (¢linkii 2n adet atigtan yazi gelecek n atig1 segecek-
siniz) ve herbirinin olasihig

22n
dir. Demek ki 2n atigta tam n defa yazi gelme olasiligi
2
(o)
22n

olur. Eger n = 1 ise 1/2 bulunur. Eger n = 2 ise 0,375 bulu-
nur. Olasilig1 bilgisayara hesaplattim ve n = 500 igin olasiligin
0,0252250182 oldugunu buldum, yani %2,5’ten biraz daha fazla.






Tenis Maceralarim (1)

O giine kadar hayatimda hi¢ tenis oynamamigtim. Tenisi zen-
gin sporu diye bilirdik ¢ocukken. Birakin tenisi, mahalle ar-
kadaglarim arasinda hayatlarinda ping pong masasi goreni bile
yoktur. Biz yaz kig, gece giindiiz demeden top, yani bugiinkii ta-
biriyle futbol oynardik?.

Tenis oynayanlar1 ilk kez Moda’da gormiigtiim. Sehrin go-
beginde, garip bir telorgii kafes icinde, tepeden tirnaga bem-
beyaz spor elbiseleriyle... Garipserdik dogal olarak. Uzayl gibi
gelirlerdi bize. Belli ki bir degil birkag¢ tist simiftandilar. Garip-
sedigimiz belli olmasin diye yan gozle bakip gecerdik.

Otuzumdan sonra bir giin bir arkadagim tenis oynamayi
onerdi.

- Git igine, dedim. Ama istersen serbest ya da grekoromen
tutusabiliriz.

Israr etti. Kiramayip kabul ettim. Zaten ne zamandir spor
yapmamigim. Jortlar1 gegirip tenis kortuna gittik.

Yenildim tabii. Hem de ¢ok fena. Sonraki giinlerde birkag
defa daha oynadik. Giderek iyilesiyordum. Hoguma da gitmeye
baglamist: oyun. Hatta bir seferinde arkadasimi yenmeme ra-
mak kalmistu.

Tenis arkadagim mahallenin tenis kuliibiine liyeydi. Beni de
iye yapmak istedi. Biraz nazlanarak da olsa iiye oldum. Bir
imza ve li¢ beg kurug aidat sinif atlamama yetmisti.

Kuliiblin sampiyonu, arkadagim ve ben bir giin kuliipte lak-

3 Julian Havil’in Nonplussed adli kitabindaki bir yazidan esinlenilmistir.
Princeton Publishing House 2007.

97



98

lak ederken, bana goyle bir 6neri getirdiler.

- Bizimle {i¢ mag¢ yap. Ikisini pespese kazanirsan aksama
sana bir ziyafet gekecegiz.

- Ya pespese iki ma¢ kazanamazsam?

- O zaman sen bize bir ziyafet ¢ekeceksin...

- Yok ya... Bagka?

- Bagka... diye devam etti sampiyon, biz iki mag iistiiste ya-
pamayiz, terleriz, yoruluruz, oramiz buramiz agrir. Arada bize
bir maglik dinlenme pay1 birak... Senin anlayacagin biz iki mag
istiiste yapamayiz. Her magtan sonra rakibin degisecek...

Ben ii¢ mag iistiiste yapacagim ama onlarin biri bir, digeri
iki mac¢ yapacak; tistelik iki mag¢ yapan iki mag arasinda dinle-
nebilecek...

Sampiyona S diyelim. Arkadagimin adi da A olsun. Ya-
pacagim maglar ya ASA ya da SAS sirasiyla olacak. Bu segimi
bana biraktilar. Acaba hangisi benim i¢in daha avantajli? ASA
mi1 yoksa SAS mi? “Her ikisi de benden daha iyi oyuncu ama
S benden ¢ok daha iyi bir oyuncu, dolayisiyla S’yle daha az
oynamaliyim, demek ki ASA benim igin daha avantajli...” diye
diigindim. Emin olmak i¢in aklimdan kiigiik bir hesap yaptim.
Hayret! Az kaldi kiigiik dilimi yutacaktim. Hi¢ ¢aktirmadim
ama. Aklima bir gseytanlik geldi.

- Tamam, dedim. Iddiay1 kabul ediyorum... Yalmz size bir
soru sormama izin verin...

- Neymis o soru? diye atladi Sampiyon.

- Sizce maglarmmi ASA siralamasiyla m1 oynamak, yoksa
SAS siralamasiyla m1 oynamak benim igin daha avantajlidir?
Yani siz ben olsanmz ilk mag1 kimle yaparsiniz?

Arkadagim,

- Siralama ASA olmali tabii dedi. Sampiyon ile ne kadar
az mag yaparsan senin agindan o kadar iyi olur. O benden ¢ok
daha iyi oynuyor.

- Elbette... diye ekledi Sampiyon. Bir matematik¢inin boyle
bir soru sormasi bile abes! Tabii ki AS A siralamasini se¢gmelisin.
Bana karsgi kazanma gansin yok denecek kadar az.

- Ben pek emin degilim, dedim...
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Sampiyon arkadagima doniip,

- Sen bu adamin matematik¢i oldugundan emin misin? diye
sordu.

- Bilmem... Kendi ifadesi... Oyle diyor... Ben de onun ya-
lancisiyim...

Onlar benimle dalga gegtikce keyfim artiyordu. Zokay1 yut-
muslardi bir kez.

- Matematik¢iyim ama matematigim pek iyi degildir. Mate-
matik sorularinin yaniti 6nceden kestirilemez... Tecriibeyle sa-
bit...

- Sunun dedigine bak! Bir matematik¢i nasil béyle konuga-
bilir?

- Peki, dedim, tenis turnuvasini filan bosverin. AS A sirala-
masiyla ve SAS siralamasiyla iki mag iistiiste kazanma olasili-
gim1 hesaplayalim. Eger sizin dediginiz gibi AS A siralamasiyla
istiiste iki ma¢ kazanma olasiligim daha yiiksekse ben size
biitiin bir hafta boyunca her gece ziyafet sunacagim... Aksi
halde siz bana bu gece miikellef bir ziyafet sunacaksiniz...

Birbirlerine bakip gildiiler. Benimle alay ediyorlard.

- Tamam, dediler bir agizdan.

Hesaplara girigtim. Diyelim A’ya karsi kazanma olasiligim
a ve S’ye kars1 kazanma olasihigim s. Elbette,

O<s<axl1

olur. Bu varsayimlarimi kabul ettiler.

Once ASA siralamasiyla iki mag iistiiste kazanma olasihgim
hesapladik. Ya

1. Ik iki mac1 kazamrim, ya da

2. Ilk mac1 kaybedip son iki mag1 kazanirim.

Bu ¢ olay1 asagidaki gibi altalta yazdim. Kazanacagimi
varsaydigim siraya 1, kaybedecegimi varsaydigim siraya 0 yaz-

dim.
A ‘ S ‘ A ‘ olasilik
11 as
0[1]|1](1—-a)sa



100
En saga da her olaym olasiligini yazdim. Bunlar: toplayinca,
p(ASA) =as+ (1 —a)sa = as(2 —a)

cikti.
Sonra SAS siralamasim ele aldik:

S|A|S| olasilik

1)1 sa
0]1|1](1-a)as
Bu sefer,
p(SAS) = sa+ (1 — s)as = as(2 — s)
bulduk.

Bunlardan hangisi daha buytiktir? s < a oldugundan,
2—-s5>2—a
olur ve buradan da
p(SAS) > p(ASA)

gikar elbette. Demek ki SAS siralamasi benim igin daha avan-
tajli. Once sampiyonla oynamaliyim...

Ak§am ziyafette hesabin ardindaki mantig1 anlattim:

- Ikinci mag kilit mactir. Ikinei mac kaybedersem, asla
iki mag iistliste kazanamam. Dolayisiyla ikinci magi en zayif
oyuncuyla yapmaliyim, ki iki mag tstiiste kazanma sansimi

artirayim...
Ben kus siitiinii yudumlarken, arkadagim,

- Bu matematikgiler karin toklugunu diigtintirler, diye dal-

gasina devam etti.



Tenis Maceralarim (2)

Artik iyice aligmigtim tenis kuliibline. Yine kuliibiin en ko-
tli oyuncusuydum ama sanki en iyi oyuncusu olsam ne olacak
diinya sampiyonu olmadiktan sonra... Amag¢ zaman gecirmek,
biraz hareket etmek?.

Bir giin tenis kuliibiinde on kigiydik. Kortun kenarinda otu-
ruyorduk.

Stirekli ne kadar iyi tenisgi olduguyla 6viinen Sampiyon he-
pimizi siraya dizdi. En iyi oyuncu kendisi oldugundan en basa
o gecti. En kotii oyuncu ben oldugumdan en sona beni koydu.
Hepimize 1’den 10’a kadar numaralar verdi. Sampiyon 1 numa-
raydi, ben de 10 numara.

Bana doniip,

- Hadi, dedi, bir turnuva yapalim. Sen kendine iki kisi seg,
ben de kendime... Boylece ticer kisilik iki takim olugacak ve
herkes herkesle oynayacak, lig usulii. Kimin takimi daha fazla
mag kazanirsa, o takimin oyuncular: diger takimin oyuncularma
birer lira verecek.

- Tamam, dedim. Ama sen herkesten daha iyi oyuncu ol-
dugun icin, sen takimina 8 ve 9 numaralar1 al, ben de 2 ve 3
numaralar: alayim. Boylece biraz denge saglanmis olur. Tamam
mi?

Cenesini yumruguna dayayip gozlerini gokytziine dikip bi-
raz diiglindii. Arada bir de bana kugku dolu bakiglar atiyordu.
Aklinca aklindan bazi hesaplar yapti, ya da yapar gibi gériindii.

4Julian Havil’in Nonplussed adli kitabindaki bir yazidan esinlenilmistir.
Princeton Publishing House 2007.
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Sonra,

- Yani benim takimmm 1, 8 ve 9 numaralardan olusacak,
senin takimin da 2, 3 ve 10 numaralardan, 6yle mi? diye sordu.

- Evet, dedim.

Bir onceki giinden agz1 yandig igin kuskuluydu. Biraz daha
gokytiziine bakip,

- Tamam, dedi. Merak edermis gibi yapip “orda ne var?”
gibilerinden gokytiziine bakmam giiltismelere neden oldu.

Turnuvaya basgladik. Herkes herkesle oynadi. Toplam 9 mag
yapildi yani. Tahmin edilecegi iizere iyi oyuncular kot oyun-
cular1 hep yendi. Turnuva sonucu s0yleydi:

|9

2
3
0

S O Ol
O = |00

1
1
0

—_

0, bizim takimin yenildigini gosteriyor, 1 de yendigimizi. Go-
rildiigi tizere 9 macin 5’ini kaybettik, 4’iinii kazandik. Benim
yiiziimden tabii. Biitiin maglar1 kaybettim.

- Tamam, dedim, kaybettik. 1 lira kazandimz. Ama galiba
sansin yaver gitti. Bizim takim ashinda senin takimdan daha
iyi...

- Yaa, dedi giilerek, daha dogrusu alay ederek, 6yle mi?

- Evet oyle dedim. Bak, oynamayan 4, 5, 6 ve 7 numarali
arkadaglardan 6 numarali arkadas: sen al, 7 numarali arkadasi
ben alayim.

- Yani daha iyi oynayani benim takima veriyorsun oyle mi?

- Evet, dedim. 6 numara senin olsun. Ama bu sefer iddiay:
2 liraya cikaralim.

Gene elini genesine gotiiriip o meshur kugkulu bakigin fir-
latti. Birkag saniye sonra,

- Tamam, dedi.

Takimimin oyuncular: pek memnun degildi bu pazarliktan,
takim bagkaldirmak iizereydi ama onlari yatigtirdim.

Herkesin herkesle oynadigi bir turnuva daha yaptik. Gene
tiim oyuncular kendisinden daha kotii olan oyuncular yendi.
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Gene hig siirpriz yasanmad. Iyi oyuncular hep kétii oyunculari
yendi. Sampiyon herkesi yendi, ben herkese yenildim. Bu sefer
sonuglar soyle oldu:

[1]6]8]9
2 [0[1[1]1
3(0[1[1]1
710[0|1]1
10/0[0[0]0

Bu sefer 8 — 8 berabere kaldik. Kimse kimseye para 6demedi.

Sampiyon gsaskindi. Daha 6nceki turnuvada hig stirpriz ol-
mamug ve takimi kazanmigti. Ikinci turnuvada daha iyi oyun-
cuyu takimina almasina ragmen, ve gene siirpriz olmamasina
ragmen, bu sefer berabere kalmigtik.

- Yahu, dedim, sizin takim bayag: zayif kald...

- Anlagilan daha iyi oyuncuyu almakla takimi zayiflattim,
deyip kocaman bir kahkaha atti.

Kahkahas1 zaman kazanma amagliydi. Ne olup bittigini an-
lamaya cahgiyordu. Fazla diigiinmesine firsat tanimadim. He-
men yeni 6nerimi giindeme getirdim:

- Istersen senin takima 4 numaray1 vereyim, biz 5 numarayi
alalim...

Gene daha iyi oyuncuyu ona 6neriyordum. Kafasi iyice ka-
rigt1. Uzunca bir siire sessiz kaldi.

- Ki denge saglansin... diye de devam ettim.

- Tamam, dedi.

Takim arkadaslarim “sen deli misin” diye sOylenmeye bag-
ladilar ama onlar1 duymamay: tercih ettim.

- Ama iddiay1 artiralim, dedim. Bu sefer 3 lira olsun...

- 4 lira olsun mu?

Kendini akilli saniyor!

- Nasl istersen... Istersen 8 lira olsun!

- Tamam! dedi iistline atlayarak.

Goziinii para biiriimiig!..

Oynadik. Gene hig stirpriz olmadi. Gene her oyuncu kendi-
sinden daha kotii oyuncuyu yendi. Anlasilan bugiin sans izin-
liydi.
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Sonuglar géyle oldu:

1141689
21011111
31011111
5 10]0(1|1]1
71010(0]1 )1
10/0(0(0(0]0

13 — 12 yenilmigti!

O glintin net kar1 paradan ziyade yiiziindeki sagkinlik ifade-
siydi. Soyunma odasina giderken,

- Matematigin zor oldugunu biliyordum ama sagmasapan
bir gey oldugunu bilmiyordum, dedi.



Tenis Maceralarim (3)

Bana giderek kil kapmaya basglayan Sampiyon duyduguma gore
matematik ve mantik dersleri almaya baglamis. Ozellikle olasi-
lik konusuna biiyiik 6nem veriyormus®.

Birkag ay sonra herkesin 6niinde su cazip oneriyle kargima
gikti:

- Tkimiz bir setlik mac yapacagiz. Sen kazamrsan ben sana
10.000 lira verecegim, ben kazanirsam sen bana sadece 1 lira
vereceksin...

Teniste skor biraz tuhaftir. Her oyuncunun ilk iki skoru 15’er
puandir; sonrakiler de 10’ar puandir. Yani skorlar 0-0, 15-0, 30-
0, 15-15, 40-0, 30-15, 30-30, 40-15, 40-30 olabilir ancak. 50’yi
ilk tutturan seti kazanir, yalniz seti kazananin diger oyuncuyla
arasinda en az 20 puan fark olmali. Yani set 50-30 bitebilir ama
50-40 bitemez, 60-40 bitebilir ama 60-50 bitemez. Bir zaman-
larin voleybolu gibi.

Ashinda skorun boyle karmagik olmasi gereksiz. Her skorun
1 puan olmasi, oyunun 4’te bitmesi ama oyuncular arasinda en
az 2 puan olma kosulu ayni sonucu verir. Bilinmeyen tarihsel
nedenlerden dolay: teniste skorlar 15-30-40-50 diye gider.

10 bin lira karsihiginda 1 lira... Fena bir 6neri degil sanki...
Ama bugiline kadar kac defa oynadiysak hep o kazandi. Sam-
piyona karsi tek bir skor kaydetme olasihgim bile diigiik, %5
civarinda, yani 100 servisin ortalama 5’ini kazanabiliyorum an-
cak.

®Julian Havil’in Nonplussed adli kitabindaki bir yazidan esinlenilmistir.
Princeton Publishing House 2007.
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Herkes bize bakiyor. Bu kadar kalabalikta yelkenleri suya
indiremem. Efelenerek,

- Demek kendine o kadar giiveniyorsun, dedim.

Sanki sesim biraz titredi bunu soylerken.

- Evet, dedi.

- Bana kargi bir puan kazanma olasiligin kactir sence?

- Yaptigim hesaplara gore %95, dedi. Yardimcimin tuttugu
istatistiklere gore, her yiiz servisten 95’ini kazaniyorum.

- Dogru, dedim, benim hesaplarima gore de %95 kazaniyor-
sun...
Bir sessizlik oldu. Herkes teklifi kabul edip etmeyecegimi
bekliyor. Hayir demek olmaz. Zaman kazanmaliyim.

- Tamam, dedim en sonunda.

Bagka ne yapabilirdim ki? Devam ettim:

- Ama bugiin olmaz. Diin tam beg dakika boyunca tenis
oynadim. Cok yorgunum. Yarin yapalim maci.

- Tamam, yarin aksamiistii saat 4’te. 10.000’e 1!

- Anlagtik!

Biittiin kuliip tiyeleri ertesi giinkii karsilagmay1 duydu. Bi-
yiik bir heyecan sardi kuliibii. Her kogede bir sonraki giinkii kar-
silagsma konuguluyordu. Bir ¢6ziim bulmaliydim. Biitiin gece bir
¢Oziim aradim. Beklenti hesab1 yaptim.

Gecenin bir yarist aklima bir fikir geldi. Bu adam tenisi ben-
den ¢ok daha iyi oynuyor. %95 olasilikla servisleri o kazaniyor.
Ben sadece %5 olasilikla puan aliyorum. Dért servisi ondan
6nce kazanmam ¢ok zor. Iki servis olsa neyse ama dort servis
imkéansiz gibi... Ustelik iki puan fark olacak aramizda.

Bundan da su sonug ¢ikiyor: Onunla ne kadar az oynarsam,
kazanma sansim o kadar artar...

Bir hesap yaptim ve zor da olsa bir kurtulug plan1 buldum.

Ertesi giin ve saat 4 kacinilmaz olarak geldi catty. Tkimiz de
bembeyaz giyinmisiz. Hakem ve mag1 seyretmek isteyen kuliip
iiyeleri tribiinlerde yerlerini almislar.

Tam ilk servisi atmak iizere topu havaya atmist1 ki,

- Bir dakika! diye bagirdim.

Sampiyon durdu. Sagkinlikla,
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- Gene ne var? dedi.

- Yahu, dedim, bana ¢ok biiylik bir avantaj veriyorsun...
Ben o kadar kétii bir oyuncu degilim...

- Olsun, dedi alayl bicimde giilimseyerek, iyiligim istiinde
bugiinlerde...

- Boyle bir avantaji tenis oyunculuguma bir hakaret olarak
telakki ediyorum...

- Estagfurullah...

- Yok, dedim, kaybedeceksem dogru diiriist, mertce kaybe-
deyim. Eger kazanirsam 10.000 degil, sadece 8000 lira isterim...
Daha neler! 10 bin lira kii¢iik bir servet sayilir...

- Bagina giineg gegti senin galibal

- Belki... Ayrica sana 40-30 avantaj veriyorum. Sete 40-30
galip baslayacaksin...

Cok sasirdr. Isin icinde bir bit yenigi oldugunu sezinledi ama
ne olabilir ki?

- Emin misin?

- Kesinlikle!

- Normal tenis magi gibi oynayacagiz ama ben sete 40-30
galip baslayacagim... Oyle mi?

- Evet, aynen Oyle. Bunun diginda tiim tenis kurallar1 gegerli
olacak. Yani oyunu ya 50-30 sen kazanacaksin ya da 60-40, 70-
50, 80-60 gibi bir skorla ikimizden biri kazanacak... Tkinci set
yok. Tek bir set oynayacagiz...

Seyircilere donerek,

- Arkadaglar, dedi, bu arkadasa tenis dersinden bagka bir
de matematik dersi vereyim. Bu tiir kararlar beklenti hesabiyla
yapilir...

- Beklenti mi? O da ne, ilk kez duydum? diye sordum.

- Beklentiyi bilmeyen bir matematik¢i olabilir mi? Anla-
tayim...

Hepimize beklentiyi anlatmaya bagladi. Bayagi iyi 6grenmis.

- Anladim, dedim. O zaman senin énerdigin oyunda bek-
lentimi hesaplayalim. Sonra benim o6nerdigim oyunda beklen-
timi hesaplayalim. Eger benim 6nerimle beklentim daha yiik-
sek, hatta pozitif ¢ikarsa, tenis filan oynamayalim, ben kazan-
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mig olayim. Aksi halde sen kazanmig ol.

Sagkinlikla,

- Tamam, dedi. Bana avantaj vererek beklentinin artacagini
saniyorsan yaniliyorsun...

- Bakalim, dedim. matematik bu. Hesaplamadan bilinmez...

- Akil var, mantik var...

- Akil var, akil var...

Hesaplara girigtik.

k(a,b), benim a puanim, onun ise b puan varken kazanma
olasihim olsun. Ik amacimiz k(0,0) ve k(30,40) olasiliklarin
hesaplamak.

p, benim Sampiyon’a karsi bir servis kazanma olasiligim ol-
sun:

p=0,05=%5.

q da Sampiyon’un bana kargi bir servis kazanma olasiligi
olsun:

g=1—-p=0,95=%95.

Once k(40,40)"1 hesaplayalim. Durum 40-40 iken dort secenek
var:

1. Ya p? olasilikla iki servisi de alip seti kazanacagim.

2. Ya pq olasilikla ilk servisi ben, ikinci servisi o kazanacak ve
50-50’den oyuna devam edecegiz.

3. Ya ¢p olasilikla ilk servisi o kazanacak, ikinci servisi ben
kazanacagim ve 50-50’den oyuna devam edecegiz.

4. Ya ¢? olasilikla iki servisi de o alacak ve seti kazanacak.

Demek ki,
k(40,40) = p® + 2¢k(50, 50).
Ama fizik kondisyonunu yok sayarsak, oyunun skorunun 40-40
yva da 50-50 olmasinda bir fark yok, oyun ha 40-40 olmus ha
50-50. Yani

k(40, 40) = k(50,50) = k(60, 60) = . ..
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Dolayisiyla,
k(40,40) = p* 4 2¢ x k(40,40)

ve

P> 0,052

%(40, 40) = _
( ) 1—2¢p 1-2-0,05-0,95

= 0,00276243 . ..

Simdi £(30,40)"1 hesaplayalim. Durum 30-40 iken iki sege-
nek var:

1. Ya p olasilikla ilk servisi kazanacagim ve durum 40-40 olacak.
2. Ya da q olasilikla ilk servisi ve seti ve iddiay1 Sampiyon ka-
zanacak.

Demek ki,
k(30,40) = p x k(40,40) = 0,0001381215469 . . .

Simdi k£(30, 30)’u hesaplayalim. Ama 30-30 skoruyla 40-40 skoru
arasinda bir fark yok. Demek ki

k(30,30) = k(40,40) = 0,00276243 . ..
k(40,30)’u da hesaplamamiz lazim:
k(40,30) = p + g x k(40,40) = 0,05262430 . . .

Sira k(15,40), k£(40,15) ve diger olasiliklar: hesaplamada.
Hesaplarimizin hepsini birden derli toplu bir bigimde ya-
zalim. Okurun bu hesaplar1 tek basina yapabilecegini saniyoruz.
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= p?/(1 - 2gp) = 0,00276243 . ..

P+ q x k(40,40) = 0,05262430 . ..

p x k(40,40) = 0,0001381215469 . . .

p x k(40,30) + ¢ x k(30,40) = 0,00276243 . ..

p+ ¢ x k(40,30) = 0,0999930939 . . .

p x k(30,40) = 0,0000069060773 .. .

p x k(30,30) + ¢ x k(15,40) = 0,000144682 . ..

p x k(40,15) + ¢ x k(30,30) = 0,00762396408 . . .

p+q x k(40,15) = 0,1449934392 . . .

p x k(15,40) = 0,0000003453038 . . .

p x k(40,0) + ¢ x k(30,15) = 0,0144924378 . ..

p x k(30,15) + ¢ x k(15,30) = 0,0005186464088 . . .

p x k(15,30) + ¢ x k(0,45) = 0,00000756215 . ..

p x k(30,0) + ¢ x k(15,15) = 0,00121733598 . ..
(1
(0
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p x k(15,15) + ¢ x k(0,30) = 0,000033116367 . ..
,15) + ¢ x k(15,0) = 0,000092327348066298 . . .
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= pxk
Her seyden 6nce,

k(30,40) = 0,00013812...
k(0,0) 0,000092327348066298 . . .

esgitliklerini gorelim. Sampiyona avantaj vermekle seti kazanma

olasiligim nerdeyse 1,5 misli artti. Cok olmadi, yiizbinde 9’dan

yizbinde 14’e cikt1 agag1 yukari. Ama beklentim bayag: artti.
Oyuna 0-0 baglarsak (8000’e 1 liradan) beklentim,

8000 x k(0,0) — 1 x (1 — k(0,0)) = —0,261288888122. ..
olur, yani negatif. Ama oyuna 30-40 baglarsak, beklentim,
48000 x k(30,40) — 1 x (1 — £(30,40)) = 0,105110497238. ..

olur. Pozitif yani!
Matematige bir zafer dahal!



m Sayis1 Ne Kadar
Rastgeledir?

Biraz sagduyuya sahip herhangi birine 123456789 ve 259285714
sayilarindan hangisi rastgeledir diye sorulsa, alinacak yanit hig
degismez. Sozgelimi, numaralar1 boyle olan iki piyango bile-
tinden birini se¢gmek zorunda kalan “sagduyulu” kisi, ikinci-
sini seger, daha rastgele oldugundan (ne demekse!), ikramiye-
nin bu bilete ¢ikma olasiliginin nedense daha yiiksek oldugunu
diigtiniir.

Politikacilar sik sik “halkimizin sagduyusuna giiveniyoruz”
derler. Kimse de bundan gocunmaz. Oysa halkin sagduyusuna
giivenmek, halkin aklina giivenmemek demektir. Akli oldugu
diigtiniilen birinin sagduyusuna degil aklina giivenilir.

Matematik bir anlamda sagduyuyu ve sezgiyi kagida doke-
bilme, simgelegtirebilme, bicimsellestirebilme, yani sagduyuyu
akla doniigtiirme (ya da eger sagduyu yaniliyorsa, dontigtiire-
meme) sanatidir.

Sagduyu bazen yanilir: S6zgelimi, sagduyu,

0,999999. ..

(burada sonsuz tane 9 var, hepsini yazamadik!) sayisinin 1’den
kiicik oldugunu soyler. Oysa bu say1 tam 1’e egittir! Burada
sagduyu yanilmaktadir. Elbette boyle bir seyi kanitlayabilmek
i¢in 0,999999 . . . sayisinin ve 1’'in ne demek oldugunu bilmek ge-
rekir, terimlerinin anlami bilinmeyen bir 6nerme kanitlanamaz.

123456789’un rastgele bir say1 olmadigi belli, ardigik ra-
kamlar teker teker siralanmig. Ama ikinci say1 da pek rastgele
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say1llmaz:

1 1
,+§+...+§:W2&5714...

Zaten hangi say1 rastgele olabilir ki? Her say1 yazildigi anda,
rastgele olmaktan cikar, ¢linkii o say1 o anda yazilmis olma
ozelligine sahiptir ve artik rastgele degildir.

Rastgele bir sayinin ne demek oldugunu bilmedigimi ve hig-
bir zaman da bilemeyecegimi kavradigimda koca adamdim. Cok
sasirmigtim.

Eger matematikci olmasaydim rastgele sayinin ne demek ol-
dugunu bildigimi sanacaktim hayatim boyunca. Ve bilmedigim
bir seyi bildigime inanarak yanlig bir diinyada yasayacaktim.
Ama kegke rastgele kavramini daha erken sorgulasaydim! Onca
yilim bu kavrami kabul ederek gecmis.

m’nin ne demek oldugunu bilmedigimi biraz daha erken -
ama gene de ge¢ - farkettim ve o zaman daha da sasgirdim.
Cunkii 7 ne de olsa rastgele sayidan daha sik ve daha ina-
narak kullandigim bir kavramdi. 7 yazdigimda, yazdigimin ne
anlama geldigini bildigimden suncacik kuskum olmazdi. Nasil
da kandirilmigim! Sadece 7 yazmakla kalmaz 7V?2 bile yazardim
guliingliigge varan bir kendine giivenle. Ne oldugunu bilmeden
ve ne oldugunu bilmedigimi de bilmeden, dahasi bildigimi sana-
rak, hayir bildigimi sanarak bile degil, bunun kiyisina kosesine
yaklagacak bir soru bile sormadan!

Nasil bir beyin yikamanin i¢inden ge¢migsem!

Beyni yikanan insan sabit bir diisiincenin dogru olduguna
inanir, ama benimkisi inanc¢ bile degildi. “inamyorum” bile de-
miyordum ki inan¢ olsun! Demek ki beyin yikamanin 6tesinde
bir siirecten gegirilmigim.

Dairenin cevresi 27r, alam da 772, Hep soylendi, o kadar
soylendi ve o kadar erken soylendi ki varligimin bir parcasi
oldu. Neden her iki Ol¢imde de m var? Nerden ¢ikt1?7 Kim
sOyledi? En bagta eli 6piilesi Segim 6gretmen olmak iizere her-
kes aymi seyi soyledi. Bilinen bir gercekti. Bu boyleydi! Allah’in
emri bile degil, doganin geregi bile degil, esyanin tabiat1 da
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degil, bu boyleydi o kadar. Okula 6grenmek igin gitmistik ve
ogreniyorduk!

Bunlar ayrimima vardigim beyin yikamalar. Ya ayrimina
varmadiklarim? Kimbilir ne hasarlar yaratti bende bu egitim
sistemi.

Tkinci kez diinyaya gelecek olsam, daha ilk giinden itibaren
duydugum her seyi sorgularim, ama ikinci kez gelmeyecegim ki.
Gitti gider gegen zaman, buglinkii beni yaratarak...

« rastgele bir say1 degildir elbet. Ne de olsa dairenin gevresi-
nin capina boliimiine esittir. Doganin bize sundugu bir sabittir.
m’den bir tane vardir. Bir tane olan bir say:1 elbette rastgele
olamaz!

7 rastgele degil de ya ne rastgele? [0, 1] kapal araligimdan
“rastgele” nin ne demek oldugunu bilmesek de rastgele bir say1
secelim. Sayinin gercekten rastgele olmasina da 6zellikle dikkat
edelim!

Bu say1 herhalde,

0,101010101010. ..

gibi bir say1 olamaz. Rastgele bir sayida her rakam ayni oranda
yani 1/10 oraninda belirmeli. Hissettigimiz bu olguyu matema-
tiksellestirelim.
a,0’la 1 arasinda secilmig herhangi bir say1 olsun. a’y1 onluk
tabanda,
a=0,a1a20a3...a,...

olarak yazalim ve virgiilden sonraki her rakamin belirme oranini
hesaplayalim. 0, yiizde kac beliriyor, 1 yiizde kag beliriyor?..
Eger a “rastgele”yse, her rakam ylizde on oranda belirmeli,
ne fazla ne eksik, sagduyumuz Oyle soyliiyor. Ama bu belirme
orani baglangicta degil, sonlarda yiizde on olmali, yani ilk birkag
degil, ilk 1 milyar rakamda Ornegin, ve daha sonra da, yani a’y1
yeterince uzun yazdigimizda rakamlarin belirme oranlar: ytizde
ona yakinsamali.
Rastgelenin tanimi sadece bu olsaydi,

0,012345678901234567890123456789 . . .
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diye yazilan 0123456789 sonlu dizisinin tekrarlandigi say1 da
rastgele bir say1 olurdu ki, sagduyumuz bunun rastgele olma-
mas1 gerektigini sOyliiyor. Sagduyumuza giiveniyoruz! Bu asa-
mada bagka caremiz yok. Ama memnun kaldigimiz tanim ver-
dikten sonra sagduyuya ihtiyacimiz kalmayacak.

Demek ki bir a = 0,a1a20a3. .. ay, .. .. sayisinin rastgeleligini
anlamak i¢in sadece beliren rakamlarin yogunluguna bakmak
yeterli degil. Ayrica beliren rakam guruplarinin da yogunluguna
bakmali. Ornegin, 0, (a1az)(azaq)(asag) . . .. yazihmimda, sézge-
limi 91 sayisinin ikilik gruplarda belirme orani ytizde bir olmali.
Aymn gekilde

0,(ayaza3)(asasas)(aragay) . . .

yaziliminda 524 sayisinin ii¢liikk gruplarda belirme orani binde
bir olmall.
Yukardaki, 0,01234567890123456789012 . .. érneginde

0123456789

dizisinin onluk gruplarda belirme orani ytlizde yiiz oldugundan,
bu sayinin rastgele sayilmamasi gerekir. Rastgele bir sayida bu
say1 1/10'° oranda belirmeliydi.

Eger bir saymin yukarda belirtilen o6zelligi varsa, yani k
uzunlugundaki her dizinin, sayimin k’lik gruplarin da belirme
orani 1/10%’ye yakinsiyorsa, o zaman bu sayiya rastgele demek
geciyor i¢imizden.

Ama o zaman da, sayilari 10 tabaninda yazdigimiz igin, 10’a
0zel bir anlam vermig oluruz. Bal gibi de 10 tabaninda bize rast-
gele gelen bir sayi, 3 tabaninda, 0,20112011201120112011...
gibi diizenli bir biciminde yazilabilir. Bu ytlizden yukardaki 6zel-
ligi saglayan bir sayiya 10-normal diyelim.

2/7 gibi kesirli sayilar 10’luk tabanda belli bir zaman sonra
hep yinelendiklerinden, kesirli sayilar 10-normal degildir.

2-normalin ne demek olmasi gerektigi belli: Sayiy:1 ikilik
tabanda yazdigimizda 0 ve 1 rakamlar yiizde 50, yani 1/2
oraninda beliriyorsa, 00, 01, 10 ve 11 dizilerinin herbiri 1/4
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oraninda beliriyorsa, genel olarak, her k uzunlugundaki 0-1 di-
zisi saymm ikilik tabanda aciliminda 1/2% oraninda beliriyorsa
o zaman sayiya 2-normal diyelim.

Bir sayinin b-normal olmasi i¢gin, sayinin b tabaninda agi-
liminda, 0’la b —1 arasindaki rakamlardan olusan her k& uzunlu-
gundaki dizinin belirme orani sonsuza dogru 1/b* olmali, tanim
boyle.

Eger bir say1 her b > 2 dogal sayis1 i¢in b-normalse, bu
saylya normal sayr adini verelim.

Bu kavram, 1909°da rastgele sayilarin tanimini bulmak is-
teyen Fransiz matematik¢isi Emile Borel tarafindan bulunmusg-
tur. Ama rastgele say1 kavramini matematiksellestirmek iste-
yen her sagduyu sahibi ve akli baginda kisi Emile Borel’in
gectigi yoldan gegmek zorundadir. Matematiksel buluslar rast-
lantisal degil, kaginilmazdirlar. Belki her konuda bu boyledir
ama bunun bdyle oldugu matematikte ¢ok belirgindir.

Iyi giizel de normal sayilar var mi? Hem de ¢ok! Bu da
Emile Borel’in bir teoremi. Teoremin ne dediginin anlasilmasi
icin bir iki agiklama gerekiyor. [0, 1] araliginin uzunlugu 1’dir.
Bu araliktan sonlu sayida say1 atarsak uzunluk degismez, gene
1 kalir. Ama [0, 1/2] araliginin uzunlugu 1/2’dir. Fransiz mate-
matikgisi Lebesgue [0, 1] araliginin hemen hemen her altkiimesi-
nin bir uzunlugu oldugunu gosterdi. Bunu yapmak igin de 6nce
uzunluk kavramini tanimladi elbet. (Terimlerinin anlami bilin-
meyen bir énerme kanitlanamaz!) Emile Borel, normal sayilar
kiimesinin uzunlugunun 1 oldugunu, yani bir anlamda sayilarin
pek cogunun normal oldugunu kanitlamigtir.

Madem ki bu kadar ¢ok var, bir normal say1 6rnegi bulabil-
meliyiz... Ne yazik ki bugiine kadar normal bir say1 bulunamadi!

Yakin zamanda, D. Champernowne, Cambridge Universi-
tesi’'nde bir lisans 6grencisiyken,

0,1234567891011121314151617181920. ..

sayisinin 10-normal oldugunu kanitladi. Pek rastgele olmayan
bu sayinin normal olmadigini ummak isterim, ama normalmis
gibi bir his var i¢imde, sagduyum Oyle sOyliiyor!
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Rastgele bir sayimin normal olmasi gerektigi belli. Ama her
normal say1 “rastgele” olmali mi? Ne yazik ki hayir. Normal
bir say1 alalim. Bunu onluk tabanda yazalim. Sonra bu sayinin
1’inci, 4’iincii, 9’uncu, 16’inc1, 25’inci, yani karelere tekabiil
eden rakamlarini silip yerine 0 yazalim. Elde ettigimiz sayinin
rastgele olmamasi gerektigi belli, ¢linkii tamkare sirada yer alan
rakamlarinim hepsi 0. Ote yandan yeni saymimn normal oldugu
kanitlanabilir.

Simdi canalici soruyu soralim: 7 rastgele bir say1 mi1? Daha
dogrusu, 0’la 1 arasinda yer alan m — 37 Rastgele sayinin ne de-
mek oldugunu bilmedigimizden, bu soru iizerine matematiksel
olarak diisiinemeyiz, ama m doganin dogal bir sabiti oldugundan
7 rastgele bir say1 olmamali.

m’nin rastgele bir say1 olmamasi i¢in bir neden daha var:
7’nin n-inci rakami daha 6nceki rakamlar: bilinmeden bile, tek
bir formiille hesaplanabilir. Oysa rastlantisal bir rakamda boyle
bir formiil olmamali. Nitekim n-inci rakami bir formdille verilen
sayilarin sayisi formiil sayis1 kadardir, yani sayilabilir sonsuz-
luktadir, oysa 0’la 1 arasinda sayillamayacak sonsuzlukta say1
vardir. Herkesin anladigini sanmadigim bu son tiimceden sonra
7’nin normal olup olmadig sorusuna gelelim.

m sayist 3,14159 diye baglayan ve hi¢c durmadan ve kendini
tekrarlamadan sonsuza kadar devam eden bir sayidir. 7’nin tiim
rakamlarini bilmiyoruz - nasil bilebiliriz ki? - ama bugiin hizh
formiiller ve bilgisayarlar sayesinde m’nin milyonlarca rakami
hesaplandi. Gériinen o ki m normal bir say.

Rastlantisal say1 tartigmasini noktalayalim. Boyle mutlak
bir kavram bildigim kadariyla yok. Yalniz Joe’nun, Smith’in,
sunun bunun rastlantisallik testleri var. Bu testleri gegen Joe ya
da Smith rastlantisali olarak kabul edilir. Bu testler 6rnegin 7’yi
rastlantisal olarak kabul edip verilen sayiy1 7’yle karsilagtirabi-
lir. Bu ylizden 7n’nin normal olup olmadigi 6nemli bir konu ve
bunun bir kanitin1 bulana dek, 7'nin yiiz milyonlarca rakamini
bulup normallligi yoniinde delil topluyor bazi bilgisayarcilar.
Bunu yaparken bir yandan da bilgisayarlarinin giiciinii ve hizini
siniyorlar.
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7=3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944
5923078164062862089986280348253421170679821480865132823066470938
4460955058223172535940812848111745028410270193852110555964462294
8954930381964428810975665933446128475648233786783165271201909145
6485669234603486104543266482133936072602491412737245870066063155
8817488152092096282925409171536436789259036001133053054882046652
1384146951941511609433057270365759591953092186117381932611793105
1185480744623799627495673518857527248912279381830119491298336733
6244065664308602139494639522473719070217986094370277053921717629
3176752384674818467669405132000568127145263560827785771342757789
6091736371787214684409012249534301465495853710507922796892589235
4201995611212902196086403441815981362977477130996051870721134999
9998372978049951059731732816096318595024459455346908302642522308
2533446850352619311881710100031378387528865875332083814206171776
6914730359825349042875546873115956286388235378759375195778185778
0532171226806613001927876611195909216420198938095257201065485863
2788659361533818279682303019520353018529689957736225994138912497
2177528347913151557485724245415069595082953311686172785588907509
8381754637464939319255060400927701671139009848824012858361603563
7076601047101819429555961989467678374494482553797747268471040475
3464620804668425906949129331367702898915210475216205696602405803
8150193511253382430035587640247496473263914199272604269922796782
3547816360093417216412199245863150302861829745557067498385054945
8858692699569092721079750930295532116534498720275596023648066549
9119881834797753566369807426542527862551818417574672890977772793
8000816470600161452491921732172147723501414419735685481613611573
5255213347574184946843852332390739414333454776241686251898356948
5562099219222184272550254256887671790494601653466804988627232791
7860857843838279679766814541009538837863609506800642251252051173
9298489608412848862694560424196528502221066118630674427862203919
4945047123713786960956364371917287467764657573962413890865832645
9958133904780275900994657640789512694683983525957098258226205224
8940772671947826848260147699090264013639443745530506820349625245
1749399651431429809190659250937221696461515709858387410597885959
7729754989301617539284681382686838689427741559918559252459539594
310499725...






Bir Deste Kagidi Ikiye
Bolme Oyunu

Oldukca basit, hatta biraz fazla basit bir oyunla baglayalim: Iki
oyuncu bir deste kagitla (ya da bir kiime tagla) oyuna bagliyor.
Oyuncular sirayla onlerindeki destelerden birini ikiye boliiyor-
lar. Tek kagithk desteler ikiye boliinemezler elbette. Hamle
yapamayan, yani oniinde birer kagitlik desteler bulan oyuncu
oyunu kaybeder.

Diyelim oyuncular 6 kagitlik bir desteyle oyuna bagladi.
Birinci oyuncu, ilk hamlesinde desteyi 4 4+ 2 diye iki desteye
ayirabilir. Sira ikinci oyuncuda. Ikinci oyuncu bu iki desteden
birini ikiye ayiracak. Diyelim, 4 kagitlik desteyi 14 3 diye ikiye
ayirdi. Simdi birinci oyuncunun 6ntinde 1 4 3 + 2 kagithk fig
deste var. Ilk desteden artik hamle yapilamaz (dolayisiyla diler-
sek bu desteyi oyundan atabiliriz.) Oyun boylece devam eder.
Mesela oyun soyle devam edebilir.

Birinci Oyuncu: 6 — 4+ 2

Tkinci Oyuncu: 4 +2 — (1+3) +2

Birinci Oyuncu: 1+34+2—1+(1+2)+2

Ikinci Oyuncu:  14+14242—=1+1+(24+1)+1
Birinci Oyuncu: 141424141 —-14+14+(1+1)+1+1
Ikinci Oyuncu: 141414141+ 1— hamle yok!

Ikinci oyuncu yapacak hamle bulamadigindan oyunu kaybeder.
Iki soru akla geliyor: 1. Acaba ikinci oyuncu daha iyi oy-
nasaydi bu oyunu kazanabilir miydi? 2. Acaba birinci oyuncu

119
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kot oynasaydi bu oyunu kaybedebilir miydi?

Her iki sorunun da yanit1 olumsuz: 6 kagitlik desteyle bagla-
yan bu oyunu oyuncular nasil oynarlarsa oynasinlar hep birinci
oyuncu kazanir, ¢iinkii oyun hep 5 hamle siirer.

100 kagitlik bir desteyle baglanan bir oyun da 99 hamle
stirer, dolayisiyla -tek sayili hamleleri birinci oyuncu yaptigin-
dan- bu oyunu da birinci oyuncu kazanir.

Genel olarak, n kagitlik bir desteyle baglanan oyun, nasil
oynanirsa oynansin hep n — 1 hamle stirer. Dolayisiyla n ¢iftse
oyunu birinci oyuncu, tekse ikinci oyuncu kazanir:

Teorem 1. n kagithk bir desteyle baslanan oyun, nasil oy-
nanirsa oynansin tam n — 1 hamle strer. Dolayiswyla eger n
¢iftse birinci oyuncu, tekse ikinci oyuncu oyunu kazanar.
Kanit: Teoremi n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

Eger n = 1 ise, yani destede tek bir kagit varsa, o zaman
oyunda hicbir hamle yapilamaz ve oyun 0 hamle siirer. Bu du-
rumda teorem kanitlanmistir.

Simdi n’den az kagitlik desteyle baglanan oyunlarda teo-
remin dogru oldugunu varsayip, teoremi n kagithik desteyle
baglanan oyunlar icin kanitlayalim. Birinci oyuncu ilk hamle-
sini yapsin: n kagitlik desteyi ikiye bolstin, diyelim desteyi a ve
b kagitlik iki desteye boldii. (Bu, oyunun birinci hamlesiydi.)
Elbette a ve b sayilart n’den kiigiiktiir. Ayrica a + b = n olur.

Simdi ikinci oyuncunun 6ntinde biri a kagithik, digeri b ka-
gitlik iki oyun var. @ < n oldugundan, a kagitlik oyun, tiime-
varim varsayimina gore, a — 1 hamlede biter. Ayni nedenden b
kagitlik oyun b — 1 hamlede biter.

Demek ki oyun toplam,

1+ (a—1)+(b-1)
hamle stirer.
1+(a-1)+0b-1)=(a+b) —-1=n-1

esitligi sayesinde teoremimiz kanitlanmistir. O
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Bu sagmasapan oyunun kurallarini degistirerek oyunu il-
ginglestirelim: Bundan boyle bir deste tam ortadan ikiye bolii-
nemesin, 6rnegin 6 kagitlik bir deste 3+3 diye ikiye ayrilamasin.
Tek sayili destelere bu kuralin bir etkisi olamaz. Gene hamle
yapamayan oyuncu oyunu kaybetsin. (Bu yazida ele alacagimiz
tiim oyunlarda hamle yapamayan oyuncu oyunu kaybedecek.
Boyle bir oyunun negatifi hamle yapamayanin kazandigi oyun-
lardir. Okur bu yazida ele alacagimiz oyunun negatifini de ana-
liz etmek isteyebilir.)

Oniinde sadece 1 yva da 2 kagithik desteler bulan oyuncu
oyunu kaybeder elbette, ¢iinkii hamle yapamaz.

Bu oyunlar1 hangi oyuncu nasil oynayarak kazanir? Bu ya-
zida bu oyunlar: analiz edecegiz ve bunu yaparken oyunlar ku-
rami-nin birkag énemli kavramini ve ilkesini kesfedecegiz.

1 ve 2 kagithik destelerle oynanan oyunlar1 birinci oyuncu
kaybeder, yani ikinci oyuncu kazanir.

3 kagitlik bir desteyle oynanan oyunlarini birinci oyuncu ilk
(ve tek) hamlesinden sonra kazanir.

4 kagitlik bir desteyle oynanan bir oyunu ikinci oyuncu ka-
zanir, ¢inkii ilk hamlesinde birinci oyuncu oyunu (mecburen)
1 4+ 3 oyununa doniigtiiriir; ikinci oyuncu da oyunu 1 + 1 4 2
ya da 14 2 + 1 oyununa doniigtiirmek zorundadir ve boylece
oyunu kazanir.

Basit Ilke: Her oyun her hamleden sonra bir baska oyuna
dondigir.

Yukardaki oyunlar pek zevkli degildi ¢iinkii oyuncularin ya-
pabilecekleri tek bir hamle vardi. Oysa 5 kagitlik desteyle oyna-
nan oyunda birinci oyuncunun iki farkli hamlesi vardir: Oyunu
3+ 2 ya da 4 4+ 1 oyununa doniistiirebilir.

1 ve 2 kagitlik destelerle oynanamayacagindan, 1 ya da 2
kagithk desteleri kale almayabiliriz. Ornegin 5 +4+2+2 + 1
oyunuyla 5 + 4 oyunu (ve 4 + 5 oyunu) ashnda ayni oyunlar,
ayni olmasa da egdeger ya da birbirine denk oyunlar. Bundan
boyle 1 ve 2 kagitlik desteleri gostermeyecegiz.

Ne diyorduk? Birinci oyuncu 5 oyununu 4 ya da 3 oyununa
doniigtiirebilir. 3 oyununa doniigtiiriirse kaybedecegi belli. Ote
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yandan 4 oyununa doniigtiiriirse kazanacaktir. Demek ki 5 oyu-
nunu birinci oyuncu iyi oynayarak (oyunu 4 oyununa doéniigtiire-
rek) kazanir.

Tanim: Birinct oyuncunun kazanan stratejisi oldugu oyunlara
A, ikinci oyuncunun kazanan stratejisi oldugu oyunlara B oyu-
nu diyelim.

Yukardaki basit analizlerle 1, 2 ve 4 oyunlarinin B, 3 ve 5
oyunlarimin ise A oyunlar: olduklarini gérdiik. Bulduklarimizi
ozetleyelim:

1— B,
2— B,
3 A,
4+— B,
5 A.

5 oyununu birinci oyuncunun nasil kazandigini animsayalim:
Oyunu 4 oyununa doniigtiiriirse kazaniyor. Bunu ¢ok daha basit
bi¢imde s0yle gorebiliriz: 4 oyunu bir B oyunu oldugundan ve
ikinci oyuncu 4 oyununun birinci oyuncusu olacagindan, ikinci
oyuncu oniine sunulan bu 4 oyununu kaybedecektir, yani 5 oyu-
nunu 4 oyununa dontstiirerek birinci oyuncu kazanacaktir.

Aymi nedenden, 6 oyununu da birinci oyuncu (bir B oyunu
olan) 4 oyununa doniigtiirerek kazanir. Demek ki 6 oyunu da
bir A oyunudur.

Yukaridaki akil yilirtitmenin altinda bir teorem yatiyor. Bu
teoremi giin yiiziine ¢ikaralim:

Teorem 2. Tek bir hamlede bir B oyununa dondstirilen oyun-
lar A oyunlaridir. Hangi hamle yapilirsa yapilsin hep A oyunu-
na donusen oyunlar ise B oyunlarider.

Kanit: Eger birinci oyuncu bir oyunu tek bir hamleyle bir
B oyununa doniigtiirebiliyorsa (bkz. agsagidaki sekil), o zaman
birinci oyuncu bu hamleyi yapsin; kars: tarafa bir B oyunu ka-
lacaktir ve karsi taraf bu oyunun birinci oyuncusu olacagindan
oyunu kaybedecektir.
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A oyunu B oyunu

A A .. ABA .. A A A A .. AAA .. A A

Bir oyunun ilk hamleden sonra yol ac¢tig1  Bir oyunun ilk hamleden sonra yol actig1
oyunf, rdan en az biri B oyunuysa, o oyun oyunlardan her biri bir A oyunuysa, o
bir A oyunudur. Oyunu kazanmak icin oyun bir B oyunudur. Birinci oyuncu
oyunu B oyununa dénligtiiren hamleyi ne yaparsa yapsin, ikinci oyuncu (dogru
(ya da hamlelerden birini) yapmak gerekir. hamleleri oynayarak) oyunu kazanir.

Ote yandan, eger birinci oyuncu hangi hamleyi yaparsa yap-
sin oyun hep bir A oyununa doniisiiyorsa, o zaman kars: taraf
oyunu kazanacaktir, ¢iinkii ne de olsa birinci oyuncu karsi ta-
rafa, birinci oyuncunun kazanan stratejisinin oldugu bir oyun
birakacaktir ve karsi taraf bu oyunun birinci oyuncusu oldu-
gundan oyunu kazanacaktir. O

Yukaridaki teoremden, her oyunun ya bir A oyunu ya da bir
B oyunu oldugu kolaylikla (oyunun stirebilecegi azami hamle
say1s1 iizerine tiimevarimla) kanitlanabilir. Bu da Zermelo adinda
bir Alman mantik¢gi ve matematik¢inin adini tagiyan oyunlar
kuraminin 6énemli bir teoremidir.

6 oyununun bir A oyunu oldugunu gordiik. Bakalim 7 oyunu
nasil bir oyun.

7 oyununa baglayan birinci oyuncu, oyunu su oyunlardan
birine doniistiirebilir:

6,5, 4+ 3.

Bunlardan ilk ikisi bir A oyunu oldugundan, birinci oyuncunun
bu oyunlara yol acan hamleleri yapmasi ancak kamikaze ola-
rak nitelendirilebilir, ¢iinkii ikinci oyuncu bu oyunlarin birinci
oyuncusu olacak ve iyi oynarsa oyunu kazanacaktir. Demek ki,
birinci oyuncu ancak 4 4+ 3 oyununa yol acan hamleyi yaparsa
kazanabilir.
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7 oyunu

6 oyunu 5oyunu 4-3 oyunu
A A ?

Bakalim 4 + 3 oyunu B oyunu mu? Eger 6yleyse birinci oyuncu
bu hamleyi yaparak 7 oyununu kazanir; aksi takdirde hangi
hamleyi yaparsa yapsin oyunu kaybedecektir.

4 4+ 3 oyunu o kadar uzun siiren bir oyun olmadigindan,
analizi pek gii¢ degildir, bir iki sayfada yapilabilir. Ama biz bu
oyunu bambaska, cok daha verimli bir yontemle analiz edecegiz.

443 oyunu, 4 oyunuyla 3 oyununun “toplami”dir. Tki oyun,
birbirinden bagimsiz olarak ayni anda oynaniyorsa, yani oyun-
cularin her biri iki oyundan birini se¢ip o oyunda hamlesini
yapiyorsa, o zaman bu oyuna o tki oyunun toplama adi veri-
lir. Tabii iki yerine daha ¢ok oyunu da toplayabiliriz.

Simdi yazimiz i¢in ¢ok 6nemli bir sonug¢ kanitlayacagiz. Bu
sonug sayesinde birgok oyunun A ya da B oyunu oldugunu ko-
laylikla hi¢ hesap yapmadan anlayabilecegiz.

Teorem 3. Bir A oyunuyla bir B oyununun toplams bir A oyu-
nudur. Iki B oyununun toplams ise gene bir B oyunudur.

Bu teoremi,
A+ B=A,
B+A=A,
B+B=18B

esitlikleriyle de ifade edebiliriz. (B oyunlar1 bir anlamda, oyun-
lar1 toplamanin etkisiz elemanidir.) Tabii toplanan oyun sayi-
sin1 cogaltabiliriz: Icinde tek bir tane A oyunu olan oyunlarin
toplami A oyunlaridir ve her biri B oyunu olan oyunlarin top-
lam1 gene bir B oyunudur.

Kanit: Bir A oyunuyla bir B oyununun toplamina AB oyunu
diyelim. Iki B oyununun toplamina da BB oyunu diyelim. BB



125

oyunu, baslayanin kaybedecegi iki oyunun yanyana gelmesiyle
oluguyor. (Her zamanki gibi yapacak hamle bulamayan oyunu
kaybediyor.) Kamt1 agagidaki sekilde gostermeye caligtik.

| A oyunu || B oyunu |
1

| B oyunu || B oyunu |
2

| A oyunu || B oyunu |

1

A
| B oyunu || B oyunu |
2

A
| B oyunu || A oyunu |
1

| B oyunu || B oyunu |

Diyelim biz birinci oyuncuyuz ve 6niimiize bir AB oyunu
geldi. A oyununu B oyununa doniistiiren hamleyi yapip karsi
tarafa BB oyunu birakalim. Karsi taraf, hangi oyunda ham-
lesini yaparsa yapsin, Teorem 2’ye gore, hamle yaptigi oyunu
mecburen bir A oyununa dontigtiirecek ve bize toplamda gene
bir AB oyunu (ya da BA oyunu, ayn sey) sunacaktir. Biz ayni
stratejiyi devam edip (yani A oyununu B oyununa doniigtiiriip)
kars1 tarafa gene bir BB oyunu birakalim. Bu yontemle oynar-
sak, karsi tarafa her birinde kaybedecegi iki oyun birakiriz ve
kargi taraf once oyunlardan birini, sonra digerini kaybeder.

Farkina varmigsimizdir: Yukarda anlatilanlardan BB oyun-
larimin B oyunlar: olduklar: gikar. 0

Bu arada,

A+ A

toplaminin ne oldugunun bilinemeyecegini soyleyelim, toplanan
oyunlara gore A + A oyunu A oyunu da olabilir B oyunu da.
Ornegin 3 + 3 oyunu B oyunudur, dolayisiyla 3 + 5 oyunu A
oyunudur, ama hem 3 hem de 5 oyunu A oyunudur.
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Oyunlar zevkli kilan AA oyunlarinin degerlerinin sabit ol-
mamasidir.

Béylece 4 + 3 oyununun A oyunu oldugu anlagilir, ¢linkii 4
bir B oyunu, 3 ise bir A oyunu.

Dolayisiyla 7 oyunu bir B oyunudur (¢iinkii yol actigr 6, 5
ve 4 + 3 oyunlarimin {i¢ii de A oyunudur.)

Bundan, 8 ve 9 oyunlarimin A oyunlar1 olduklar1 anlagilir,
¢linkii bu oyunlar tek bir hamlede bir 7 oyununa doniigebilir ve
7 oyunu bir B oyunudur.

Bir kez daha bildiklerimizin listesini ¢ikaralim:

1— B,
2+— B,
3= A,
4— B,
5 A,
61— A,
7T— B,
8 A,
9+ A.

Ya 10 oyunu nasil bir oyundur? 10 oyunu ilk hamlede su
oyunlardan birine doniisiir:

10 Oyununun Analizi:

9— A,
8 A,
7T+3—B+ A=A,
6+4—A+B=A,
10 oyununun yol agtigi doért oyun da A oyunu oldugundan 10
oyunu bir B oyunudur.

Demek ki 11 ve 12 oyunlar1 A oyunlaridir ¢iinkii bir hamlede
bir B oyunu olan 10 oyununa dontigebilirler.
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Sira geldi 13 oyununun analizine. 13 oyunu ilk hamlede
asagidaki oyunlardan birine doniigiir:

13 Oyununun Analizi:

12—~ A,

11— A,
10+43—=B+A=A,
9+4— A+ B=A,
8+b—A+A=7,
7T+6—B+A=A.

Demek ki 13 oyununun analizini bitirmek i¢in 8+5 oyununu
analiz etmemiz gerekiyor. 8 + 5 oyunu agagidaki oyunlardan
birine donfisiir:

845 Oyununun Analizi:

T+5—B+A=A
6+5—A+A=7,
3454+5—A+A+A=A,
8+4— A+ B=A,
8+3—A+A="7.

Demek ki 8 + 5 oyununu analiz etmek icin 6 +5 ve 8 + 3
oyunlarini analiz etmemiz gerekiyor.

6 + 5 oyununu analiz etmek oldukg¢a kolay, ¢iinkii 6 + 5
oyunu tek bir hamlede 5+ 5 oyununa donitigiir ve 5+ 5 simetrik
bir oyundur, yani ayni oyunun kendisiyle toplamidir ve bu tiir
oyunlar her zaman B oyunlaridir. Analize devam etmeden énce
bunu kanitlayalim.

Teorem 4. Simetrik oyunlar B oyunlarider, yani her X oyunu
icin X + X oyunu bir B oyunudur.

Kanit: Hamle yapamayanin kaybettigini unutmayalim. Siz bi-
rinci oyuncu olun (kaybedeceksiniz!) ben de ikinci oyuncu. Iki
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oyundan birinde bir hamle yapip o oyunu diyelim bir ¥ oyu-
nuna cevirdiniz. Diyelim birinci oyundan bir hamle yapip bu
oyunu Y oyununa c¢evirdiniz ve bana Y + X oyunu sundunuz.
Ben de sizin yaptiginiz hamlenin aynisini diger oyunda yapip
X oyununu Y oyununa cevirip size Y + Y oyununu sunacagim.
Sira sizde. Diyelim birinci oyundan bir hamle yapip bana Z+Y
oyunu sundunuz. Ben diger oyunda ayni hamleyi yapip size
Z + Z oyunu sunacagim. Bu boylece devam edecek. Ben size
hep simetrik oyun sunma imkanina sahip olacagim ve 6yle de
yapacagim. Siz hamle yapabildik¢e ben de ayni hamleyi diger
oyunda yapacagim. Dolayisiyla siz kaybetmedikce ben de kay-
betmeyecegim, yani oyunu kazanacagim. O

Demek ki 54 5 oyunu bir B oyunu, dolayisiyla 6 + 5 oyunu
bir A oyunu. (845 oyununun analizinde 6 4+ 5 oyununun yanina
bir A koyun.)

Simdi 8 + 3 oyununu analiz edelim. 8 4+ 3 oyunu asagidaki
oyunlardan birine doniisiir.

843 Oyununun Analizi:

T+3—B+A=A,
6+3—A+A=7,
3+5+3=54+(3+3)—A+B=A4,
8—A+B=A.

Demek ki 6 + 3 oyununu analiz etmemiz gerekiyor. 8 + 3
oyununda birinci oyuncunun tek umudu bu oyunun bir B oyunu
olmasi.

643 Oyununun Analizi:
543 A4+A=17,

44+3—B+ A=A,
50— A.
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Ama 5+ 3 oyunu 3 + 3 oyununa dontigtiiginden ve bu oyun
simetrik bir oyun oldugundan, 5 + 3 oyunu bir A oyunudur,
birinci oyuncu 5+3 oyununu 3+ 3 oyununa donitistiirerek oyunu
kazanir.

Demek ki 6 + 3 oyunu sadece A oyunlarina doéniigiiyor. De-
mek ki 6 + 3 oyunu bir B oyunu.

Bundan 8+3 oyununun A oyunu oldugu ¢ikar: Birinci oyun-
cu oyunu 6 + 3 oyununa dontigtiiriir.

Bundan 8+5 oyununun B oyunu oldugu gikar: Birinci oyun-
cu hangi hamleyi yaparsa yapsin, oyunu bir A oyununa doniig-
tlirmek zorundadir.

Bundan 13 oyununun A oyunu oldugu gikar.

Bulduklarimizin son bir listesini yapalim:

1— B,
2— B,
3 A,
4— B,
5 A,
61— A,
7— B,
8 A,
9— A,
10 — B,
11— A,
12— A,
13— A.

14 oyununun analizini okura birakiyoruz.

Genel olarak, hangi n dogal sayilar1 i¢in n oyunlarmin A
oyunlar1 oldugunu bilmiyorum. Ote yandan, verilen her n dogal
sayisi i¢in, yukardaki gibi bir analizle, n oyunlarinin analizi
yapilabilir.






Diizlemi ﬂ'ggenlerle
Kaplamak

Diizlemi iiggen fayanslarla tamamen kaplamaniz isteniyor. Hig
bog yer kalmayacak sekilde... Ama iki kosul var:

1. Herhangi bir liggenin herhangi bir kosesi bir diger liggenin
ancak bir kosesine degebilir, yani bir kége bir kenara ortadan
degemez.

2. Her iiggenin her noktasina tam 5 iiggen degmelidir, ne
bir fazla ne bir eksik.

Bu kosullarla diizlemi kaplayabilir misiniz? Uggen fayans-
lariizin boyunu ve tipini siz kendiniz segebilirsiniz, bu kadarcik
ozglrliigliniiz var.

Yanit: Yanit olumsuzdur. Kaplayamayiz. Bunu kanitlayalim.
Diyelim diizlemi s6ylendigi gibi kaplayabildik. O zaman her
ticgenin her kogesinde 5 ac1 vardir (bkz. agagidaki sekil) ve bu
beg agidan herhangi dordiiniin toplami 180 dereceden biiyiiktiir,
¢linkii beg aginin herbiri 180 dereceden kiicliktiir. Bu dedigimiz
onemli; bunu aklimizda tutalim; nihai geligski buradan cikacak.
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Simdi herhangi bir T ti¢geni alalim (asagidaki gri tiggen
ornegin). Bu T tiggenine degen {iggenleri ¢izelim, ne de olsa iig
kenara birer licgen oturmali. Boylece ti¢ kosede ticer aci olusur.
Bu agilar1 bege tamamlamak gerekiyor. Demek ki her ii¢ kogeye
ayrica ikiger tiggen daha degmeli. Boylece T iiggeniyle birlikte
toplam

1+3+6=10

iiggen elde ederiz. Bu 10 tiggenin dis1 agsagidaki gekildeki gibi
yamuk da olsa bir altigen olusturur.

B

23

Diisiinmeye devam edelim.

A kosesine simdilik ii¢ iiggen degmis. Demek ki iki ii¢gen
daha degmeli. Bu iki ii¢ggenin ortak bir A;C kenari olmali ve
ayrica AjyBjo birinin, A;B3 digerinin bir kenari olmali. Bu
A1B12C1 ve A1Bi3Cy liggenlerini de gizelim. (Asagidaki sekil-
den takip edin.)

Ayni seyi Ay ve As koseleri igin de yapmak zorundayiz. As
ve As’e degen licgenleri de ¢izelim.
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¥

Bqs, Bog, B3 koselerinde simdilik sadece dorder aci var. Aci
sayisini bege tamamlamak icin C1Cs, CoC3, C3C1 kenarlarim
olusturmaliy1z. Boylece C1C2C35 iiggeni olusur. C) kogesinde
(mesela) olugan dort aginin toplami 180 dereceden kiigiiktiir!

Imkansiz.






Sayillar Kuramindan
Birkac Soru

Bu yazida sayilar kuramiyla ilgili birkag soru {izerine diigiine-
cegiz.
1. Karelerin Toplamimin Carpimi. Iki tamkarenin toplama
olan ikt saynin carpvme gene ki tamkarenin toplamadar. f§te
kanaiti: (a? +b%)(c? + d?) = (ac+bd)? + (ad — be)?. Dért tamka-
renin toplams olan iki saywnin carpimanin gene dort tamkarenin
toplama olarak yazildigine kanitlayin.
Kanit: (a?+b%2+c2+d?) (22 +y? +22+12) = (ax+by+cz+dt)?+
(bx —ay — dz +ct)? + (cx + dy — az — bt)? + (dx — cy + bz — at)?.
Benzer bir esitlik 8 karenin toplami i¢in de vardir ama bagka
say1ida karenin toplami i¢in yoktur ve olmadigr da kanitlanmig-
tir.

2. Oklid’in Sonsuz Asal Kamt1 Uzerine. Oklid’in sonsuz
sayida asal say1 vardir teoreminin kanitini bilmeyen yoktur her-
halde. Biz gene de kanitlayalim: pq, po,...,pr ilk k£ asal say1
olsun. Ornegin pr=2,p2=3,p3 =05, ps =7. Buk tane asal
say1iy1 carpip buldugumuz ¢arpima 1 ekleyelim. Boylece,

N=pip2---pp+1

sayisini elde ederiz. Her say1 gibi bu N sayisi da bir asala
boliintir ama ilk £ asaldan higbirine boliinmez, ¢iinkii N’yi ilk
k asaldan birine boldiigiimiizde (en sonundaki +1 yiiziinden,
daha dogrusu sayesinde) kalan hep 1 ¢ikar. Dolayisiyla N sayisi
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yeni bir asala boliiniir, yani k’dan daha fazla asal vardir. Bu
akil ylirtitmeyi her k i¢in yapabilecegimizden sonsuz sayida asal
oldugunu kanitlamig oluruz.

Bu kanit1 6rnegin k = 4 icin uygulayahm:

N=2x3x5x7+1=211.

Demek ki Oklid’in kanitna gore 21171 bolen (ve zorunlu olarak

7’den biiyiik) bir asal daha vardir. Aslinda bulunan bu asal

211°dir, ¢linkii 211’in kendisi bir asaldir. Oysa biz 7’den bir

sonraki asalin 11 oldugunu biliyoruz. 11, o da olmadi 13, 17 gibi

bir asal say1 bulmak varken 211 gibi kocaman bir asal bulduk.
Oklid’in kamitim soyle degistirelim:

N =pop3---pp +2

olsun. N sayisinin ps, ps3,--- ,pi asallarina boliinmedigi belli
¢iinkii IV sayisini bu asallardan birine bolersek kalan hep 2 olur.
Ote yandan po, ps,--- ,pr asallarinin her biri bir tek sayi, do-
layisiyla carpimlar: da bir tek sayi, dolayisiyla N sayisi da bir
tek say1, dolayisiyla NV sayisi 2’ye yani pi’e de boliinmez. Demek
ki N’yi bolen bir asal say1 biitiin bu py, po, - - - , pr asallarindan
daha biiyiik olmali. Boylece asallarin sonsuzlugunun yeni bir
kanitini elde ettik.
Bu son kanit1 gene k£ = 4 igin uygulayalim:

N =3x5x7+4+2=107

olur. Demek ki yukardaki kanita gére 107’yi bolen (ve zorunlu
olarak 7’den biiyiik) bir asal daha vardir; bu asal da (sansa
bak!) 107’dir. Yukarda buldugumuz 211 sayisiin nerdeyse ya-
risini, 107’yi bulduk. Fena sayilmaz ama bir agama daha giderek
daha iyisini yapmaya caligalim.

Yukardaki kanit1 s0yle degigtirelim:

N =p3ps---pp +6

olsun. N sayisinin ps, p4,...,pr asallarina bolinmedigi belli
¢iinkii NV sayist p3 = H’e boliindiigiinde kalan 1 ve py,...,pk
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asallarina boltindigiinde kalan hep 6 olur, hi¢cbir zaman 0 ol-
maz. psp4 - - - P sayisl 2’ye ve 3’e boliinmediginden ama 6 hem
2’ye hem de 3’e boliindiigiinden, N de ne 2’ye ne de 3’e boltniir.
Yani N sayisi p3, p4, - - -, pr asallarina boliinmedigi gibi p; ve po
sayilarina da boliinmez. Demek ki V’yi bolen bir asal say1 biitiin
bu p1,p2, ..., pr asallarindan daha biiyiik olmali.

Bu kaniti gene k£ = 4 icin uygulayalim:

N=5xT+6=41

olur. Demek ki yukardaki kanita gore 41’1 bolen (ve zorunlu
olarak 7’den biiyiik) bir asal daha vardir. Aslinda bu asal 41’dir,
¢iinkii 41 de - rastlanti bu ya - bir asaldir. Yukarda buldugumuz
107 sayisindan ¢ok daha kiiciik olan 41’1 bulduk. Fena sayilmaz
ama belki daha iyisini yapabiliriz.

Bu yontemi bir asama daha ileri gotiirelim. 2 x 3 x 5 = 30
oldugundan,

N = paps -+ - pi. + 30

tanimini yapalim. Bu say1 p1, ..., p; asallarindan higbirine bo-
liinmez, ama bir asala boliniir. Gene k = 4 alalim:

N =7+30=37
buluruz ve bu da bir asaldir.

N =ps+30=7+30=3T.

Gene bir asal bulduk ve bir 6nceki 41’den daha kiiciik bir asal
bulduk.
Yapilan sey su: Bir ¢ = 0,...,k — 1 segiliyor ve

Ni=piv1-pe +p1- D

sayisina bakiliyor®. Bu sayilarin her biri pj’dan biiyiik bir asala
boliiniir.

SEger i = 0 ise p1---p; carpmminda carpilacak say1 yoktur, yani bu
carpimda hi¢ tane say1 carpilmalidir ve matematikte hig tane sayimin top-
laminin 0 ve ¢arpiminin 1 oldugu kabul edilir, ¢iinkii 6ylesi igimize gelir.
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Eger k =5 ise,
Ny = 2311, Ny = 1157, Ny = 391, N3 = 107, Ny = 221

bulunur. Bunlardan sadece 2311 ve 107 asaldir, digerleri degil-
dir:
1157 =13 x 89, 391 = 17 x 23, 221 = 13 x 17.

3. Boliinebilirlik Sorusu. Her k dogal sayist i¢in

55k+1 +45k+2 +35k

sayrsinan 11°e boliundigini kanstlayin.
Kanit: a ve b tamsayilar i¢in a = b ifadesi “a — b sayis1 11’e
boliiniiyor” anlamina gelsin. 11 tabaninda modiiler aritmetik
yapacagiz, yani bir anlamda 11 sayis1 0’a esitmig gibi davra-
nacagiz.

5Ok 4 45k+2 | g5k —

denkligini kanitlamaliyiz. Modiiler aritmetigin basit ozellikle-
rini kullanarak su iglemleri sirasiyla yapalim:

52 =25 = 3,

51=(5%)2=32=09,

5 =5'x5=9x5=45=1,

5% = (5°)F x5=1F x5 = 5.

42 =16 = 5,

4t = (4*)? =52 =25 =3,

P =4tx4=3x4=12=1,

APRF2 = (45 x 42 = 1F x 42 = 16 =5,
3P =33x32=2Tx9=5x9=45=1,
35k = (35)F = 1k = 1.

Demek ki, 5561 445642 1 35k = 51541 = 11 = 0. Dolaysiyla
5ok+1 1 45k+2 4 358 gavis1 11%e boliiniir.
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4. Hafif Fermat Teoremi! x, y, z ve n > 3 pozitif dogal sayilar
olsun. Eger n > z ise 2™ + y™ = 2™ denkleminin hi¢cbir zaman
dogru olamayacagini kanatlayin.

Kanit: Bu soru meshur Fermat Teoremi'nin 6zel bir halidir.
Unlii Fransiz matematikci Fermat yukardaki denklemin hicbir
zaman ¢oziimi olmadigini, hatta buna dair bir kanit1 oldugunu
ileri stirmiig ama kanitini ¢cok uzun diye kagida gecirmemis, kim-
seye de anlatmamigtir. Denklemin ¢oziimiiniin olmadigi, Fer-
mat’dan 350 yil sonra Andrew Wiles tarafindan kanitlanmigtir.
Eger n > z ise denklemin ¢oziimiiniin olmadiginin kanit1 g¢ok
daha basit:

Diyelim n > z ve 2" + y" = 2". Elbette x ve y sayilan
z’den kiiclik olmak zorundalar. Ayrica x # y olmak zorunda,
aksi halde 2 sayis1 kesirli bir sayinin n’inci kuvveti olurdu ki
bunun bdyle olmadigr nerdeyse 2000 yildir biliniyor. Simetri-
den dolay1 x ile y yer degistirebileceginden, = < y esitsizligini
varsaymanin bir zarari yoktur. Demek ki x < y < z. Kiiciik bir
hesap yapalim:

wnzzn_yn:(Z_y)(znfl_’_yzn72+'_'_‘_yn71)
>1x (xnfl_’_xnfl_i_.___i_xnfl):nxnfl’

yani

z" > na"

yani x > n > z, bir celigki.

5. Asal Say1 Sorusu. 3, 7, 11, 19, 23 gibi, bir n dogal sayist
icin, 4n + 3 biciminde yazilan sayilarin sonsuz tanesinin asal
oldugunu kanstlayin.
Yanit: Once kamt1 kolay bes olgu:

1. 4n + 3 bigiminde yazilan iki sayiy1 carparsak 4n + 1
biciminde yazilan bir say1 buluruz.

2. 4n+ 1 bigiminde yazilan iki sayiy1 ¢arparsak gene 4n+ 1
biciminde yazilan bir say1 buluruz.

3. 4n 4 1 bigiminde yazilan bir sayiyla 4n + 3 biciminde
yazilan bir sayiy1 ¢arparsak, 4n 4+ 3 biciminde yazilan bir say1
buluruz.
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4. Dolayisiyla 4n + 3 bigiminde yazilan bir say1 4n + 3
biciminde yazilan bir asal sayiya boliinmek zorundadir.

5. k tane asal saymin carpimina, bu asallarin higbirine bo-
linmeyen bir say1 eklersek, elde edilen say1 ancak carpilan k
tane asalin hicbirine esit olmayan bir asala boliinebilir.

Asagida bu beg olguyu kullanacagiz.

Diyelim 4n + 3 bigiminde yazilan k tane asal say1 bulduk.
Bu asal sayilara pi,...,pg diyelim. N = p; ...pg olsun.

Eger k ciftse, N sayis1 4k + 1 bigiminde yazilan bir sayidir
(1,2). Dolaywsiyla N + 2 sayist 4n + 3 bigiminde yazilan bir
sayidir ve bu say1 p, . . ., pg sayilarindan higbirine boliinmez (5)
ama, N + 2 sayis1 4n+ 3 biciminde yazilan bir say1 oldugundan,
4n + 3 biciminde yazilan yeni bir asala boliinmek zorundadir
(4,5).

Eger k tekse, N sayis1 4k 4+ 3 bigiminde yazilan bir sayidir
(2,3). Dolaysiyla N +4 de 4n + 3 bigiminde yazilan bir sayidir
ve bu say1 pi, ..., px sayilarindan hicbirine béliinmez (5) ama
N +4 sayis1 4n+3 bigiminde yazilan bir say1 oldugundan, 4n+3
bi¢iminde yazilan yeni bir asala boliinmek zorundadir (4, 5).

6. Euler ¢ Fonksiyonu Uzerine. Eger n bir dogal sayiysa,
©(n), n’den kiigiikesit ve n’yle ortak boleni olmayan dogal sa-
yilarmn sayisim simgeler. Ornegin, 9’dan kiiciikesit ve 9’a asal
sayilar

1,2,4,5,7,8
oldugundan (tam 6 tane), ©(9) = 6 olur. Bagka 6rnekler:

©(10) =4, p(11) = 10, ¢(12) = 4.

Soyle bir sey yapalim: 12'nin boélenlerine bakalim: 1, 2, 3, 4,
6, 12. Bu sayilarin ¢’lerini hesaplayalim:

(1
(2
(3
(4
(
(

€ € €€
Il

I
NN e

6
1

N — —

€ €
H
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Bu sayilar toplarsak tam tamina, hesaplara bagladigimiz say:
olan 12’yi buluruz.

Bu egitlik sadece 12 igin degil, her say1 i¢in gecerlidir. Her-
hangi bir n sayisinin bélenlerinin ¢’lerinin toplami gene n sayi-
sina esittir. Birgok kanit1 bilinen bu teoremi bir ilkokul 6gren-
cisinin bile anlayabilecegi bicimde kanitlayalim:

Kanit: n > 0 bir tamsay1 olsun. Ve su sayilar1 yazalim:
1 2 n
o
Burada tam n tane say1 var. Jimdi bu sayilar1 sadelestirelim:

ap a2 Qn,

b by b
Paydadaki b;’lerin her biri n’yi boler ve n’yi bolen her b sayisi
bu listede bir payda olarak belirir; tistelik paydada beliren her
b’nin payinda b’ye asal bir a sayis1 vardir; dolayisiyla yukaridaki
listede paydasi b olan tam ¢(b) tane kesirli say1 vardir. Top-
lamda n tane say1 oldugundan, n’yi bolen b sayilarinin ¢’lerinin
toplami n’dir. O






Mikemmel Sayilar

Kendisinden kiigiik bolenlerinin toplamina esit olan bir sayiya
miikemmel sayr denir. Ornegin, 6 mitkemmel bir sayidir, ¢iin-
kii 6 sayisinin tam bolenleri 1,2, 3 ve 6 sayilaridir ve

1+2+3=6
esitligi gegerlidir. 28 de miikemmel bir sayidir:
1424447+ 14 =28.

Miikemmel say1 bulmak pek o kadar kolay degildir. Iste 6 ve
28’den sonraki ilk miikemmel sayu:

496 =14+2+4+ 8+ 16 4+ 31 + 62 + 124 + 248.

Bundan sonraki mitkemmel say1 da 8128’dir. MO 300’lerde ya-
samug olan Oklid Elemanlar adli meshur eserinde miitkemmel
sayilardan s6zetmigtir. Ama o, kendisinden 6nce gelenler gibi
miikemmel sayilara mistik anlamlar yiiklememis, konuyu sadece
matematiksel olarak ele almigtir.

Eski Yunanhlar yukardaki 4 miikemmel say1 diginda mii-
kemmel say1 bilmiyorlardi. Ama gene de miikemmel sayilar hak-
kinda bir teorem kanitlamay1 bagarmiglardir:

Teorem 1. (Oklid) Eger 2 — 1 bir asalsa, o zaman
ok=1(gk _ 1)
sayist mikemmeldir.
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Teoremi birazdan kanitlayacagiz, ama once uygulayalim.
Kiiciik & sayilar icin 2% — 1 sayilarini teker teker hesaplayalim.
Bakalim hangileri asal ve bu k sayilar1 hangi 28=1(2% — 1) mii-
kemmel say1iy1 veriyor?

k 2k 1 asal? | 2k-12k-1)
1|1 degil

2 asal 6

3 7 asal 28

4 | 15 degil

5 31 asal 16x31 = 496

6 | 63 degil

7 127 asal 64x127 = 8128

Girigte verdigimiz 4 miikemmel sayiy1 bulduk. Bundan sonraki
k=38,9, 10

degerleri icin 2% — 1 sayis1 asal cikmaz, ¢iinkii:

Onsav. Eger k asal degilse 2¢ — 1 asal olamaz.
Kanit: a > 1veb > 1icin k = ab yazalim. k asal olmadigindan
bu ozellikte a ve b sayilar1 vardir.

x = 2% olsun ve kiigiik bir hesap yapalim:

ok _1=2% _1=029-1=2"-1.
Ama z® — 1 biciminde yazilan sayilar 2 — 1’e béliiniirler:
1= 22 1)

Demek ki 2 — 1,  — 1’e béliiniir ve asal olamaz. Kanitimiz
bitmigtir. O

Dolayisiyla, 2% — 1’in asal olmasi icin k'nin asal olmasi ge-
rekmektedir. Asal bir k sayist icin 2F — 1 biciminde yazilan asal
sayllara Mersenne asallar: denir. Peki, k asalsa,

M, =2F—-1
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olarak tammlanan say1 da asal mudir? Ilk Mersenne sayilarma
yukarda bakmistik:

My =3,
Ms3=17,
M5 =31,
My = 127.

Bunlarin her biri asal. Ama bundan sonraki ilk Mersenne sayisi
olan My, asal degildir:

M11 =23 x &9.

Hangi k asallari i¢in My asaldir? Yanit bilinmiyor. Hatta Mer-
senne asallarinin sonlu mu sonsuz mu oldugu bile bilinmiyor.
Miikemmel sayilarin da sayisi bilinmiyor.

Fuler, 1772’de, birlikte biiytudiikleri arkadasi Daniel Berno-
ulli’ye M3; = 231 — 1 sayisinin asal oldugunu gosterdigini yazar.
Nitekim 6yledir de. Boylece, Teorem 1’e gore yeni bir miikem-
mel say1 daha elde ederiz:

230(231 — 1) = 2.305.843.008.139.952.128.

Euler zamaninda Ms;’ten daha biiyiikk bir Mersenne asalini
kimsenin bulamayacagi sanilirdi. Dogal olarak... Her ne kadar
mekanik hesap makinalar1 baz1 ortamlarda ortalarda dolagsa
da, elektronik aygitlardan ve bu tiir aygitlarin olasiligindan
bihaberdir insanoglu. 1998’de M3 g21.377 sayisinin asal oldugu
anlagilmigtir. O giin bugiin, daha bircok Mersenne asali kegfe-
dilmigtir. Konumuz bu degil ama. Bu konuyu kapatip Teorem
1’i kanitlayalim.

Teorem 1’in Kaniti: N = 2F-1(2¥ — 1) olsun. 2¥ — 1 asal
yerine p yazalim. Demek ki N = 2¥~1p. Bu esitlikten dolay1
N’nin tiim bolenlerini bulmak kolay:

1,2,22 ... 2k2 okl
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ve bunlarin p ile ¢arpimlari:
p, 2p,..., 2" %p, 2" 1p,

N’ye esit olan en sonuncusu diginda N'nin bu bolenlerini top-
layalim:

T+24-+2" T rpyopt.. 4282
=142+ +28 Y pl 2+ 4282
=" =)+ ) =p+p(2tt - 1)
=p2k-t = N.

Kanit bitmigtir. O

Oklid’in teoreminin verdigi miikemmel sayilarin hepsi cift-
tir. Bugiine kadar kimse tek say1 olan bir miikemmel say1 bu-
lamamistir, ki 1039?’e kadar olan tiim tek sayilar teker teker
denenmigtir. Euler bir makalesinde tek bir miitkemmel sayinin
varhgimin (ya da yoklugunun) ¢ok zor bir soru oldugunu soyle-
mistir. Euler bir soru i¢in zor demisse o soru mutlaka cok ¢ok
zordur.

17'nci ylizyilin ortalarina kadar miikemmel asallar hakkin-
da Oklid’in yaptigindan fazlas: bilinmiyordu. Descartes (1596-
1650), 15 Kasim 1638’de Mersenne’e yazdigi bir mektupta her
¢ift mitkemmel sayinin aynen Oklid’in teoreminde soyledigi gibi
oldugunu yazar. Descartes bunu kanitlamig midir, yoksa sadece
bir kanisini m1 dile getirmektedir, herhalde hi¢ bilemeyecegiz.

Descartes’in soyledigi dogruydu ama. Her ¢ift miikemmel
sayl, aynen Oklid’in teoremindeki gibidir. Euler kanitlamigtir
bunu. Birazdan Euler’in kanitin1 verecegiz.

Fuler, konu iizerinde diigiiniirken dost sayilar: tamimla-
migtir. Birinin digerinin kendinden kiiciik bolenlerinin toplami
oldugu sayilara dost sayilar denir. Dost sayilar da oldukca
enderdir. Ilk dost sayilar 220 ve 294’tiir: 220"nin 220’den kiiciik
bolenleri

1, 2,4, 5,10, 11, 20, 22, 44, 55

ve 110’dur ve bunlarin toplami 284 olur. Ote yandan 284’iin
kendinden kiigiik bolenleri, 1, 2, 4, 71, 142’dir ve toplamlar1 220
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olur. Miikemmel sayilar aslinda kendi kendisiyle dost olan sa-
yilardir.

Euler, ayrica o(n) diye bir fonksiyon tamimlamigtir. o(n), n
sayismin tiim bolenlerinin toplamidir. Ornegin,

o(6) =1+2+3+6=12,
o(12) =1+2+34+4+6+12=28
o(81) =1+3+9+427+81 =121

olur. Bir sayiin miikemmel olmasi icin, yeter ve gerek kogul
o(n) =2n

esitligidir. Kolayca goriilecegi iizere, m ve m sayilarimin dost
olmasi icin yeter ve gerek kosul,

o(n) =m+n=o(m)

esitligidir. Bir n sayisimin asal olmasi icin yeter ve gerek kosul
da
on)=1+n
esitligidir.
Eger p bir asalsa,

k f pk+1_1

olur. Ayrica eger n ve m aralarinda asalsa,

a(nm):Zd: Z ef = Ze Zf =o(n)o(m)

dlnm e|n,f|lm eln flm

olur. Boylece, eger bir sayiy1 asallarina ayirabilirsek, o sayinin
o’sii da bulabiliriz. Ornegin,

o(144) =0 (2*-3%) = o (2) 0 (3%)

51 31
:2 ><3 :32><%:416.
2—1 3—-1 2
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Simdi Euler’in teoremine gelelim:

Teorem 2. (Euler) Eger N ¢ift bir mikemmel sayysa, o za-
man, 2% — 1 saypsiin asal oldugu bir k sayist icin

N =2k"1(9k 1)

olur.
Kanit: N ¢ift ve mitkemmel olsun. Tek bir b sayis1 igin N’yi

N = 2F-1p

olarak yazalim. N cift oldugundan k£ > 1 olmalidir. N miikem-
mel oldugundan,

o(N) = 2N = 2(28"1p) = 2%
olur. Ote yandan 28~ ve b aralarmda asal oldugundan,
o(N) = o(2F 1) = 0(28 o (b) = (28 — 1) (b)
olur. Bu ikisini egitlersek
2kp = (2F — 1)o(b)

buluruz. Demek ki 2¥, ¢(b)’yi béler. Bu sayiya ¢ diyelim:

(1) o(b) = 2k
Bundan da

(2) b=c(2F—1)
cikar.

Oniimiizde iki sik var: Ya ¢ =1 ya da ¢ > 1.

Birinci Sik: ¢ > 1 ise.

(2)’den dolay1, 1, ¢, b ve 2% — 1 sayilar1 b'nin bolenleridir.
Ayrica bunlarin birbirinden farkli olduklarimi iddia ediyoruz.
Olas1 tek esitlik ¢ ile 2 — 1 sayilar1 arasinda olabilir. (Digerleri-
nin birbirine esit olamayacaklar1 cok belli.) Diyelim ¢ = 2% — 1.
O zaman,

b=c(2F —1)=¢
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olur ve 1, ¢ ve ¢? sayilar1 b'nin birbirinden degisik bolenleridir.
Demek ki,
o(b) > 1+c+c

Ote yandan,
o) =c2" =c[2" - 1) +1] = c(c+1).

Bu ikisi bir celigki verir. Demek ki 1, ¢, b ve 2 — 1 sayilan
b’nin birbirinden degigik bolenleridir. Dolayisiyla (1) ve (2)’yi
kullanarak,

2"=od)>1+c+b+ (28— 1)
—ct+b+2"=cHc@F—1)+2%
=2k 428 =2k (c+1) > 2k¢

elde ederiz, ki bu da bir celigkidir.

ikinci Sik: ¢ =1 ise.
O zaman, (1) ve (2)’yi

ob) = 2~ (1)
= 281 (2

olarak yazabiliriz. Bu da istedigimizin yarisini verir:
N = 2k=1p = ok=1(2k 1),
Sadece 2F — 1 sayisinm bir asal oldugunu kanitlamak kald:
ob)=2"=(2"-1)+1=0b+1,
yani o(b) = b+ 1, ki bu da b asal demektir, yani,
b=2"-1

asaldir. O

Her ne kadar bugiine kadar tek olan bir miitkemmel say1 bu-
lunamamsgsa da, muhtemel tek mikemmel sayilarm bazi 6zel-
likleri biliniyor. Ornegin:
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Teorem 3. (Sylvester, 1888) Tek say: olan bir mikemmel say:
en az uc¢ degisik asala bolinmelidir.
Kanit: N, tek bir miikemmel say1 olsun. Demek ki

o(N) =2N.

Once N'nin sadece bir tek asal sayiya boliinemeyecegini kanit-
layalim. Aksini varsayalim: Bir p asali icin N = p* olsun. O
zaman,

pk+1 -1
2" = 2N = o(N) :J(pk) =—
p—1
olur. Paydalar: esitleyerek,
2p"(p—1) =p"' —1
buluruz. Sadelestirirsek de,
pr2-p) =1

buluruz. Buradan p¥ = 1 c¢ikar ki bu bir celigkidir.

Simdi de N’nin sadece p ve ¢ asallarina boltindiiginii var-
sayalim. N = p"¢® olsun. p < ¢ varsayimini yapalim. N tek
oldugundan, 3 < p ve 5 < g olmali. Hesaplayalim:

2N =0o(N) =a(p"q®) = a(p")o(q%),
yani,
2N =(1+p+p + - +p)A+a+*+ -+
Her iki tarafi da N’ye bolersek,

1 1 1 1 1 1
2= 1+*+*2+“'+7 1+*+*2+"‘+*8
p p p qa q q
1

1_lr+1 1_17"—1—1

P X < X 1
1 1 = 1 1
1—7; 1—5 1—13 1—5
1 1 1
< 1><71:§><§:—5<2
1—3 1—5 2 4 8

elde ederiz. Celigki. O
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Bugiin bu teoremden ¢ok daha fazlasi biliniyor. Tek olan
bir miikemmel saymmin en az 8 asal boleni olmalidir. Ayrica
boyle bir saymin 105’e boliinemeyecegi ve ikinci en biiyiik asal
carpaninin 1000’den biiyiik olmasi gerektigi biliniyor.

Kaynakcga:
William Dunham, Euler, The Master of Us All, The Mathe-

matical Association of America, Dolciani Mathematical Expositions,
No. 22, 1999.






Genis Halk Yiginlarina
Turev

Hizli giden bir arabada gegen soyle bir konugma hayal edin.

Cocuk sofore soruyor:

- Su anki hizimiz ne kadar Sofér Amca?

- Arabanin hiz gostergeci bozuk ¢ocugum... Ama bir saattir
yoldayiz ve bu bir saatte 60 km yol gittik. Demek ki hizimiz
saatte 60 km.

- Ama bu, son bir saatteki ortalama hizimiz, ben su anki
hizimiz1 soruyorum.

- Son on dakikada 20 km yol gittik evladim. Demek ki
hizimiz saatte 120 km.

- Ama bu, son on dakikadaki ortalama hizimiz, ben su anki
hizimiz1 soruyorum.

- Son beg dakikada 11 km yol gittik yavrum. Demek ki
hizimiz saatte 132 km.

- Ama bu, son bes dakikadaki ortalama hizimiz, ben su anki
hizimiz1 soruyorum.

- Son bir dakikada 2,5 km yol gittik canimin igi. Demek ki
hizimiz saatte 150 km.

- Ama bu, son bir dakikadaki ortalama hizimiz, ben su anki
hizimiz1 soruyorum.

- Son on saniyede 500 m yol gittik bitanem. Demek ki
hizimiz saatte 180 km.

- Ama bu, son on saniyedeki ortalama hizimiz, ben su anki
hizimiz1 soruyorum.

153
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- Son bir saniyede 52 m yol gittik bagimin belasi. Demek ki
hizimiz saatte 52 x 60 x 60 m = 187,2 km.

- Ama bu, son bir saniyedeki ortalama hizimiz, ben gu anki
hizimizi soruyorum.

- Elinin koéril! Kaza yapacagim simdi...

- Su anki hizzimiz ne kadar?

- Seni okula yollayanda kabahat! Digtiniiyorum... Patla-
madin ya!

- Su anki hizzmiz ne kadar?

- Hiz dedigin sey, yol bolii zamandir evlat, yani belirli bir
zaman siiresinde alinan mesafenin o siireye olan oranidir. Sen
bana gu anki hizimizi soruyorsun. “Su an” demekle ne demek
istiyorsun? Su an ne kadar uzundur, kag¢ saniye ya da salise
siirer?

- Ben gu anki hizimizi bilmek istiyorum o kadar... Su anki
hizimiz ne kadar?

- Son 1 saniyedeki ortalama hizimizla yetinemez misin?

- Haywr! Su anki gercek hizimizi bilmek istiyorum. Tam
tamina su anki...

- Yani son 0 saniyedeki ortalama hizmizi bilmek istiyorsun,
Oyle mi?

- Aynen!

- Son 0 saniyede 0 metre yol aldik. Daha hizli gidemedigimiz
i¢in kusura bakma! Son 0 saniyede durduk da diyebilirsin... Do-
layisiyla son 0 saniyedeki ortalama hizimiz 0/0’dir. Ayrintili he-
saplar1 sana birakiyorum... Ne de olsa okula giden sensin, ben
degilim...

Hikayemiz bitti!

Ilkel ve absiird belki ama énemli ve felsefi bir noktaya par-
mak basan bir hikaye.

Son 0 saniyedeki ortalama hiz nasil hesaplanabilir ki? Gidi-
len yol yok ki, hiz olsun!

Inanmasi belki zor ama 0 saniyede gidilen ortalama hiz
hesaplamak miimkiindiir; bu ortalama hiza da o anki hiz denir!
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Bir ornekle anlatmaya caligalim. Diyelim araba ¢’inci sani-
yede t? metrede.
x(t) =t

olsun. Demek ki araba baslangicta, yani ¢t = 0 iken, 0> = 0
metrede. Araba,

1 saniye sonra 12 = 1 metrede,

2 saniye sonra 22 = 4 metrede,

3 saniye sonra 32 = 9 metrede,

10 saniye sonra 102 = 100 metrede,

12, 3 saniye sonra 12,32 = 151, 29 metrede.

Genel olarak, t saniye sonra araba t? metrede olacak.

Goriildiigi tizere araba giderek hizlaniyor. Gecen her saniye
bir 6nceki saniyeden daha fazla yol katediyor. Ik saniyede 1,
ikinci saniyede 3, iigiincii saniyede 5 metre yol katediyor.

Diyelim arabanin 5 saniye sonraki anlik hizini, yani 5’inci
saniyeden sonra (ya da once!) gecen 0 saniye i¢indeki ortalama
hizim1 hesaplamak istiyoruz. Bunu yapmanin zor, hatta galiba
imkansiz oldugunu anladik. Bunun yerine, arabanin 0'inc1 sa-
niye ile 5’inci saniye arasindaki, yani ilk 5 saniyedeki ortalama
hizin1 hesaplayalim: Ik beg saniyede araba 25 metre gittigine
gore, arabanin ilk 5 saniyedeki ortalama hiz

25
— =5m/s
5 /
olur.
Arabanin 5 ila 8’inci saniyeler arasindaki ortalama hizini
da hesaplayabiliriz. 8’inci saniyede araba 82 = 64 metrede.

5’inci saniyede ise 52 = 25 metredeydi. Demek ki 5 ile 8 sa-
niye arasinda gecen 3 saniyede araba,

z(8) —x(5) =82 — 52 =64 —25=39m

yol gitmis. Dolayisiyla arabanin bu 3 saniyedeki ortalama hizi,

39
3= 13 m/s.
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Hesaplar goyle yapiliyor (ilkokul seviyesindeki hesaplardan kork-
mayacagmizl umuyoruz!):

z(8) — x(5) _64-25 39

13.
8—29 3 3 5

5 ila 7’nci saniyeler arasindaki ortalama hizi hesaplayalim:
5 ila 6'nc1 saniyeler arasindaki ortalama hiz:

w(7)—w(5) _49-25 24 _

-
12.
7—5 2 2

5 ila 5, 5’inci saniyeler arasindaki ortalama hiz:

x(6)—x(5)_36—25_£_11
6-5 1 1

5 ila 5, I’inci saniyeler arasindaki ortalama hiz:

x(5,5) —z(5) 30,25 —25 5,25
55-5 0,5  1/2

=10, 5.

5 ila 5,01’inci saniyeler arasindaki ortalama hiz:

x(5,1) —z(5) 26,01 —25 1,01
51-5 0,1  1/10

=10, 1.

Ortalama hizlar sanki giderek 10’a daha fazla

(5,01) —x(5) _ 25,1001 —25 _ 0,1001
501—5 0,00  1/100

= 10, 01.

yaklagiyorlar.
Bir de 4, 99’uncu saniye ile 5’inci saniye arasindaki ortalama
hiz1 hesaplayalim, bakalim 10 m/s’ye yakin bir hiz gikacak mi1?

x(5) — z(4,99) 25 —24,9001 _ 0,0999
5—-4,99 0,01 ~1/100

=9,99.

Cikti! Galiba bir gergek yakaladik!
Tiim gostergeler, arabanin tam 5’inci saniyedeki hizinin 10
m/s oldugunu gosteriyor!
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Bu durumda 0/0, 10’a esit mi oluyor acaba diye sormaktan
kendimizi alamiyoruz herhalde!

Yukardaki iglemleri, 5 ila 5+ h saniyeleri arasinda yapalim.
Arabanin 5 ile 5 + h’inci saniyeler arasindaki ortalama hiz ne-
dir? Iste yanit:

z(5+h)—x(5)  (5+h)*—5>  10h+ h?

_ —10+h.
G+h) —b h h 0+

Yani 5 ila 5 4+ h saniyeleri arasindaki ortalama hiz,
104+ h
olur.

h =3 ise, 10+ 3 = 13,
h=2ise, 1042 =12,
h=1ise, 104+ 1 =11,
h=0,51ise, 10+ 0,5= 10,5,
h=0,1ise, 10+ 0,1 =10,1,

h =0,01 ise, 10 4+ 0,01 = 10,01,
h =—0,01 ise, 10 — 0,01 = 9,99

olur; aynen yukarda buldugumuz gibi...

Amacimiz 5 ila 5 + 0 saniyeleri arasindaki ortalama hizi
hesaplamakti. 5 ila 5 + h saniyeleri arasindaki ortalama hiz

104+ h
olduguna gore 5 ila 5 + 0 saniyeleri arasindaki ortalama hiz
10+ 0,

yani 10 olur!

Daha dogrusu “10 olmali”. Ciinkii daha o6nce 5 ila 5 sa-
niye arasindaki ortalama hizin ne anlama geldigini bilmiyorduk,
daha yeni yeni bunun ne anlama gelmesi gerektigini anlamaya
bagliyoruz.
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Yaptiklarimiza dikkatle bakalim.

Yazinin bagindaki hikayede felsefi bir problem vardi: Belli
bir andaki hizi sormak sagmaydi; belli bir anda hiz olamazda...
Cunki belli bir anda gidilen yol 0 metredir ve belli bir anda
gecen siire 0 saniyedir. Dolayisiyla belli bir andaki hizi bulmak
icin 0’1 0’a bolmek gerekir ve 0 da 0’a boliinemez.

Ama sonra, giderek daha kisa zaman siiresindeki ortalama
hizlar1 bularak, yanitin ne olmasi gerektigini tahmin ettik.

Yaptigimiz hesaplara bir kez daha bakalim:

z(5+h)—x(5)  (5+h)*—5>  10h+ h?

=10 + h.

5+h) -5 h h

Bu hesaplarda A’nin 0 olmadigini varsaydik. Nitekim, ilk g
terimde h yerine 0 koyarsaniz, yazmasi giinah sinifina giren 0/0
ifadesini bulursunuz. Bu hesaplar gercekten de h # 0 degilken
gecerlidir.

Ote yandan son terimde, yani 10+A teriminde bal gibi h = 0
alabiliriz. Ilk ii¢ terimde bunu yapamiyorduk, ama son terim
buna izin veriyor, ciinkii sondaki esitligi elde etmek igin pay
ve paydadaki h’leri sadelegtirdik ve boylece 0/0 belirsizligini
ortadan kaldirdik.

Simdi 5 saniye yerine ¢ alalim, bakalim ne olacak. ¢t + h ile
t saniyeleri arasindaki ortalama hizi,

z(t+h)—az(t) (t+h)?*—t*  2th+h?

h h h

olarak buluruz. Bu ifade, en sagdaki terimden de goriilecegi
iizere, h ne kadar kiiciikse o kadar cok 2t’ye yakindir. Her ne
kadar esitlikler h = 0 iken bir sagmalik veriyorsa da, h’yi 0
yapmadan 0’a ¢ok yaklagtirabiliriz ve sonug 2¢’ye cok yakin bir
say1 gikar.

Bu durumda, arabanin #’inci saniyedeki hizinin 2¢ oldugunu
sOyleriz.

Simdi artik hizin matematiksel tanimin verebiliriz.

=2t+h

Hizin Tanimi. Araba yerine, bir dogru tustiinde yol alan nok-
tasal bir parcgacik ele alalim. Diyelim ¢ saniye sonra bu parcacik
x(t) noktasinda.
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parcacigin 0’mnci saniyedeki yeri

x(0) x(t)
—eo——o—p ¢ >
0 pargacigin £’inci saniyedeki yeri

Parcacigin belli bir ¢t zamanindaki (anhk) hizinin tanimini yap-
maya hazirlanalim.

h,0’dan farkli ¢ok ¢ok kiiciik bir say1 olsun.

t + hinci saniyede parcacik (¢ + h) metrededir.

t’inci saniyede ise pargacik z(t) metredeydi.

Demek ki parcacik, t+ h ile ¢ saniye arasinda gegen h saniye
boyunca

x(t+ h) — x(t)

kadar yol almigtir. Dolayisiyla, t + h ile ¢ saniye arasindaki
ortalama hizi,
x(t+h) —x(t)
h
dir. Bu ifadede h = 0 alamayiz, yoksa daha 6nce oldugu gibi
0/0 sagmaligim buluruz. Ama belki de bu ifadeyle oynayarak,
belki yukardaki gibi bazi1 sadelestirmeler yaparak, ifadeyi oyle
bir hale getirebiliriz ki, en sonda elde ettigimiz ifadede h = 0
almaya hak kazaniriz...
Yukarda yazdigim matematiksel olarak c¢ok dogru olmadi.
Kendimizi biraz daha diizgiin ifade edelim.
Eger
x(t+ h) — x(t)
h
ifadesi, h ¢ok c¢ok kiigiikken, ama 0’dan farkliyken, belli bir v
sayisina ¢ok cok yakin oluyorsa, o zaman v sayisina parcacigin
t’inci saniyesindeki hize adini verelim.
Yukardaki araba érneginde,

z(t+h) —xz(t)

=2t+h
3 +

bulmustuk. Bu ifade, A ne kadar kiigiikse, o kadar ¢ok 2t’ye
yakindir. Demek ki arabanin ¢’inci saniyedeki hiz1 2¢’dir.
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Bir 6rnek daha verelim. Diyelim parcacik, t’inci saniyede,
1
(t)

T 1+t
metrede. Pargacigin ¢ saniye sonraki hizim1 bulalim. Yukarda
sOylenenleri harfiyen yapalim: Ortalama hiz,

(1+8)— (1+t+h)
p(t+h) —o(t) _ Tren T _ (R0

h h
—h
_ O0+t+h) _ -1
h (1+t)(1+t+h)

buluruz. Burada h # 0. Ama simdi h’yi 0’a ¢ok ¢ok ¢ok yakin
alalim. O zaman, en sagdaki ifade,

-1
(141)?
sayisina ¢ok ¢ok yakin olur. (Hesaplarin en sonundaki A’yi -
bagtakileri degil - utamp sikilmadan 0 yapin!) Pargacigin tam ¢

saniye sonraki hiz1 budur. Eger #’inci saniyedeki hizi v(t) olarak
yazarsak,

olur.
Negatif bir hiz bulduk. Bu da pek sasirtici degil ¢iinkii par-
cacik 0’inc1 saniyede

1
O = — =
“0=1375
metrede ama 6rnegin 10 saniye sonra,
1 1
10) = = —
0= T 1

metrede, yani bagladigindan daha da geride. Bir bagka deyisle
parcacik geri geri gidiyor! Dolayisiyla hizi negatif ¢gikmali... Her
sey olmasi gerektigi gibi... Parcacigin hareketi hakkinda biraz
fikir edinmek i¢in parcacigin bazi ¢ zamanlarindaki konumunu
ve hizini belirleyelim:
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t | z(t) | v(t)
01 -1
1)1/2 | —1/4
211/3 | —1/9
301/4 | —1/16
4]1/5 | —1/25

Yukardaki tablodan sunlar anlagiliyor: 0’inci saniyede 1 met-
rede olan parcacik, saniyede —1 metre hizla yola cikiyor, za-
man gegtikge 0 metreye dogru giderek daha fazla yaklagiyor
(bkz. ikinci siitun) ama dikkat ederseniz giderek yavaglayarak
yaklagiyor (bkz. tiglincii siitun), ¢linkii ¢ biiytidiikge pargacigin
hiz1 yavaghyor. “Sonsuz zaman sonra”, yani ¢ “sonsuz oldugun-
da”, parcacik saniyede 0 metre hizla 0 noktasina variyor.

Tiirev. Yukarida yapilanlar
x(t) =t

ve
1

x(t) = T2
fonksiyonlarinin tiirevini almaktan bagka bir sey degildir. Agik-
layalim.

Verdigimiz 6rneklerde mesafe zamanla degisiyordu; biz de
mesafenin zamana gore degisim hizina/oranina baktik. Bazen
de hacim 1siyla degisir, ya da 1s1 basingla degisir, ya da simavda
alinan not calisma saatiyle degisir, ya da dergi ve gazetelerin
satigt magazin haberlerinin ¢okluguyla degisir. Velhasil, bir ni-
celik bir bagka nicelige gore degigebilir. Eger bir niceligini bir
bagka nicelik cinsinden bir fonksiyon olarak yazabilirsek, bu
durumda bazen, aynen arabanin hizinda oldugu gibi, degisen
niceligin hangi hizla degistigi sorusu sorulabilir.

Bir tistteki paragrafi matematiksel olarak geligtirelim.

Gercgel sayilardan gercel sayilara giden bir

f:R—>R
fonksiyonu ele alalhm. f(z), z’e gore degigir. Ornegin f(z) =
ya da z’in bir bagka fonksiyonu olabilir. Eger x € R ise, f(x)
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de bir gergel sayidir. Amacimiz f(z)’in z’e gore degigsim hizim
bulmak.

Bir x € R gergel sayist sabitleyelim. Ayrica, h,0’dan farklh
ama ¢ok kiiciik bir say1 olsun. A’yi, £0,0001 gibi ufacik, hatta
daha da kiiciik degisken bir say:1 olarak diisiinebilirsiniz, yeter
ki 0 olmasin. x sabit, ama h degisecek, giderek 0’a yaklasacak.
f fonksiyonunun, x ile x + h arasindaki degigimi

flz+h) — f(x)

olur.

x x+h

(Yukaridaki sekle bakiniz.) Demek ki f fonksiyonunun z ile x+h
arasindaki ortalama degisim hizi,

flz+h) - f(x)
h

olur. Eger bu oran, h ¢ok ¢ok kiigiikken (ama 0’dan farkliyken
her zaman oldugu gibi) belli bir sayiya ¢ok ¢ok yakinsa, bu
oranin ¢ok yakin oldugu bu say1 f/(z) olarak gosterilir ve bu
saymin adina “f’nin x’teki tdrevi” denir. Biitlin bu soyledikle-
rimiz matematiksel dilde,

Fa) — tim TN T

h—0 h




163
esitligiyle ifade edilir. Bu yazilim,

flz+h) - f(x)
h

oraninin “h, 0 olmadan 0’a giderken limiti” anlamina gelir.

Yukarda iki ornek verdik:

f(z) =22 ise f'(x) =2z

ve
1 —1
) e ) =
(Yukarda f(x) yerine x(t) almigtik ama bu kadar degisiklik ol-
sun.)

Bir bagka 6rnek daha verelim.

f(z) = y/z olsun. Her ne kadar bu fonksiyon R tizerine degil
de sadece negatif olmayan sayilar iizerinde tanimlanmigsa da,
bozuntuya vermeyin, pek bir gey degismeyecek. f’nin belli bir
x > 0 sayisindaki tiirevini hesaplayalim.

flz+h) = f(z)
h

Once

oranini hesaplayalim:
J(e+h)— f@) _ FH VE

h
(TR ) (T )
h (Vz +h+x)

_ (z+h)—(z)
h(Vz+h+ )
h

_h(\/x—i-h—i-\/i)
1
T Vath+
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Bu buldugumuz f’nin x+h ile x arasindaki degigim orani. Jimdi
h’yi cok ¢ok cok kiiciik alirsak, en sondaki ifade

1
2T

sayisina ¢ok yakin olur (hesaplarin en son satirinda h’yi 0 ala-
bilirsiniz, buna hakkimiz olmasa da!) Demek ki, f(x) = /7 ise,

1

fl(x) = ENG:

olur.

Tiirevin Geometrik Yorumu. Diizlemde dikey olmayan her-
hangi bir ¢ dogrusu alalim

A

ve bu dogru iistiinde yukardaki sekildeki gibi dort degisik A, B,
C ve D noktasi secelim. Bu topraklarin yetistirdigi en miistesna
kigilerden biri olan Tales’in yedi diivelin bildigi meghur teore-
minden dolayi,

BU DV

AU  CV
olur. Bu esitlik £ dogrusu tistiinde alinan her A, B, C, D nokta-
lar1 icin gegerli oldugundan, bu oran dogrunun bir degismezidir.
Bu orana dogrunun egimsi adi verilir. Ama dikkat, eger dogru
yukardaki sekildeki gibi yukar1 ¢ikiyorsa, egim pozitif hesapla-
nir, agagl iniyorsa negatif hesaplanir.
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C’ye paralel bir m dogrusu alalim. Bu dogruyu da yukardaki
sekilde gosterdik. Gene Tales Teoremi’ne gore m dogrusunun
egimi ¢ dogrusunun egimine egittir. Demek ki paralel dogrularin
egimleri aynidir ve ayni egimli dogrular birbirine paraleldir.

Dogrunun egimi, yatay olarak bir birim gidildiginde dogru-
nun kag birim yukar ¢iktigr (+) ya da kag birim asagiya (—)
indigidir.

Egimi 1 olan dogrular x ve y eksenleriyle 45 derece ac1 yapan
dogrulardir. Egimi 0 olan dogrular x eksenine paralel dogrular-
dir. Egimi pozitif olan dogrular yukar1 gikarlar, egimi negatif
olan dogrular agag1 inerler. O noktasindan gecen birkag dogru
ve egimleri agagidaki sekilde gosterilmislerdir.

%
Va
2
N
Vi
By, Q
&
A
) B
oAb
12 e
1/3
egim =0 x
1
-12 Gy
S~

Bu 6nbilgiden sonra tiirev konumuza geri dénelim. Yine herhan-
gi bir f fonksiyonu alalim ve f fonksiyonunun grafigi iizerinde

flz+h) - f(x)
h

oranini geometrik olarak yorumlayalim. Fonksiyonun grafiginin
resmedildigi ve asagiya aktardigimiz sekle geri donelim. Ko-
layca gorilecegi tizere yukardaki oran sekildeki AB Kirisinin
egimidir.




166

Ay
Flxsh) 5 y = flx)
Floih)—f(x)
f(x) 7S
x;
x x+h
\/

Unutmayin ki « bir sabit ama h degisiyor, h, 0’a dogru yolcu-
luk yapiyor. Demek ki A noktasi sabit ama B noktasi grafigin
ustiinde h degistikge hareket ediyor. Bu hareketi bir sinema
filmi gibi izleyelim.

Ly
Flosh) - y = [flx)
A
flx)
I U L x
~__ | x . zh g

e ), 0’a yaklastikca, x eksenindeki B” noktast A" noktasina dogru gider.

® B’ noktast A" noktasina dogru gittikce B noktasi grafik tizerinde kalarak
A’ya dogru kayar.

e B, A’ya dogru kaydikca, AB kirisleri giderek daha fazla tegete benzerler.

e “En sonunda”, b, 0’a “sonsuz” yaklastiginda, AB kirigleri fonksiyonun grafigine
A noktasinda teget olurlar.

¢ Dolayisiyla kiriglerin egimi de tegetin egimi olur.

e Demek ki f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi, A noktasindan fonksiyonun
grafigine cekilen tegetin egimidir.

® Yani tiirev denen sey aslinda tegetin egimidir.

Yukaridaki sekilden de gorilecegi tizere, h sayisi 0’a gittikce,
B’nin izdiigiimii olan B’ noktasi A'nin izdiigimi olan A’ nok-
tasina yaklagir. B noktasi da mecburen A noktasina dogru gi-
der, ama fonksiyonun grafiginin istiinden giderek gider. AB
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kirigleri de boylece giderek daha fazla A noktasindan tegete
benzemeye baglarlar ve h ne kadar 0’a yaklagirsa, AB kirisi o
kadar cok tegete benzer. Bu arada oranlara tekabiil eden AB
kiriglerinin egimlerine ne olur? Onlar da dogal olarak giderek
daha fazla tegetin egimine egit olurlar. Sonug¢? Sonug su ki, bir f
fonksiyonunun bir x noktasindaki tiirevi, fonksiyonun grafigine
(z, f(x)) noktasinda ¢ekilen tegetin egimidir.

A noktasindan fonksiyonun
grafiginin tegetinin egimi f’(x)’tir.

y = fl(x)

Ay

Bu sonucun miithig sonuclar1 vardir. Ornegin, fonksiyonun tii-
revi bir aralikta pozitifse, fonksiyon o aralikta artar, ne de olsa
tegetin egimi pozitifse, teget yukariya dogru megillidir; aksi
halde fonksiyon azalir. Fonksiyon yerel maksimum ve minimum
degerlerini fonksiyonun tirevinin 0 oldugu noktalarda alir. Vs.

Y y = flx)

a b ¢ d e g b i x

f fonksiyonunun tiirevi a, ¢, e ve b noktalarinda 0.

b ve g noktalarinda negatif (fonksiyon azaliyor).

d ve i noktalarinda pozitif (fonksiyon artiyor).

¢ ve b noktalarinda fonksiyon yerel minimum deger aliyor.
e noktasinda fonksiyon yerel maksimum deger aliyor.

a noktasinda fonksiyon ne yerel maksimum ne de yerel
minimum olur, ama digbiikeyken icbiikey olur.






Dort Renk Problemi ve
Bilgisayarla Kanit

Oniiniizde herhangi bir siyasi harita olsun, yani daglar, ovalari,
yaylalar1 degil de, iilkeleri ya da sgehirleri gbsteren bir harita.

Diyelim g6yle bir harita:

A
B[F’?

Her parcanim ayri bir iilke oldugunu diisiiniin. Ornegin, 4, B, C
ve D birer iilke. Ayrica, bir iilkeden bir bagka tilkeye ucaga bin-
meden, kara yoluyla gidilebilsin, yani iilkeler tekparca olsunlar.

Diyelim, harita daha anlasilir, daha giizel, daha c¢ekici ol-
sun diye bu ilkeleri boyamaya karar verdiniz. Ama tabii ortak
sinirt olan iki tilkenin ayni renge boyanmasini istemiyorsunuz...
Amaciniz sanat degil iglevsellik.

Her iilkeyi ayr1 bir renge boyayabilirsiniz ama o kadar rengi-
niz olmayabilir ya da maliyeti artirmak istemiyor olabilirsiniz.

Bdyle bir boyama yapabilmek i¢in en az kag renk gerekir?

169
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Sorunun yanit1 haritasina gore degisir elbette. Ornegin eger
iilkeler bir satrang¢ tahtasinda oldugu gibi diizenli bir bigimde
dizilmisglerse, o zaman iki renk yeter.

iki renge boyanabilen bir harita

Iste iki rengin yettigi bir bagka harita daha:

Iki rengin yetmedigi ama ii¢ rengin gerektigi ve yettigi bir
harita agagida:
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Bu haritaya iki renk yetmez ciinkii, yandaki gekilde goriildii-
gl tizere, herhangi ikisi birbirleriyle komsu olan {i¢ iilke var.
Bu iig iilkenin {icli de mecburen degisik renklere boyanmall.

=

Ug rengin yetmedigi, illa dort rengin gerektigi bir harita
var midir? Evet! Iste dort iilkeden olusan ve her bir iilkenin
ayr1 renklere boyanmasi gereken bir harita:

Bu haritada 4 tlke vardir ve her {ilke diger ii¢ tilkeyle kom-
sudur, dolayisiyla iki degigik {ilke ayni renge boyanamaz, her
iilke ayr1 bir renge boyanmali, illa 4 renk gerekiyor.

Canalic1 soruyu sorma zamani geldi.

Soru: Dort rengin yetmedigi, 4'ten fazla renge boyanmast gere-
ken bir harita var maidir? Yani her siyasi harita, komsu tlkeler
ayrr renklere boyanma kosuluyla, 4 renge boyanabilir mi?

Bu problemin haritacilikta énemli oldugunu sanmayin. Ha-
ritalarda genellikle dortten fazla renk kullanildigi gibi, bircok
siyasi harita igin ii¢ renk yeterlidir, siyasi durum o kadar da
karmagik degil! Matematige 6zel bir ilgi duymayan haritacilar
dort renk problemini duymamiglardir bile.

Aligtirma olarak Tirkiye'nin illere gore siyasi haritasini 4
renge boyamaya caligabilirsiniz. Eger bagardiysaniz, 3 renge bo-
yamay1 deneyin.
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Iki iilkenin komsu olmasi i¢in iki tilkenin smirlarmm bir
cizgide kesismesi gerekmektedir, eger iilkelerin sinirlar: sadece
sonlu sayida noktada kesisiyorsa o zaman tlkeler komsu sayil-
mazlar.

1852’de, heniiz 6grenciyken, ileride botanik¢i ve matema-
tikgi olacak olan Giiney Afrikali Francis Guthrie (1831-1899)
soruyu hocasi iinlii matematikci ve mantikci Augustus De Mor-
gan’a (1806-1871) sormustur. Yaniti1 De Morgan da bulamaz.

Soru her nasilsa Giiney Afrika’dan Ingiltere’ye tagimr. 1878
yilinda iinlii matematikgi Arthur Cayley (1821-1895) problemi
Londra Matematik Dernegi’ne sunar ve bu andan itibaren soru
yayilir ve Ingiliz matematikgilerinin yegane pub eglencesi haline
gelir.

Bir yildan kisa bir siire iginde, 1879’da, ayni zamanda ola-
ganiistii bir sesi ve {istiin bir piano yetenegi olan, amator ma-
tematikci, ama aslen hukukcu olan Alfred Bray Kempe (1849-
1922) bu saniy1 kamtladigini diiglintip bir makale yazar.

Ancak 11 yil sonra, 1890’da, kocaman pala biyigi, antik
¢aglar1 andiran giysileri, derslerine képegiyle girmesi gibi tu-
hafliklariyla bilinen matematik¢i Percy John Heawood (1861-
1955) bu kanitta 6nemli bir yanligin oldugunu farkeder; ama hig
olmazsa Kempe'nin diiglincelerinden esinlenerek her haritanin
bes renge boyanabilecegini kanitlar. Kaniti1 da oldukca basittir.
Gelecek kitaplarimizdan birinde bu kaniti veririz belki.

Cizilen her harita 4 renge boyanabiliyordu. Mesela 1922’de
en fazla 25 iilkesi olan haritalarin doért renge boyanacag bili-
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niyordu. Ama her haritanin 4 renge boyanabilecegini matema-
tiksel olarak kamitlanamiyordu. Cok ugrasildi. 4 renk problemi
matematigin en iinli problemlerinden biri oldu.

Bircok yanlig kanit verildi. Yanlig karsiornekler de elbette...

En sonunda bilgisayarlarin da yardimiyla 1976’da problem
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken tarafindan olumlu olarak
¢ozildii: Her harita komsu tilkeler ayni renge boyanmamak ko-
suluyla dort degisik renge boyanabilir, beginciye gerek yok.

Kanitinda bilgisayar kullanilan ilk teoremdi bu. Appel ve
Haken yiizlerce sayfa siiren bir kanitla, 4 renk problemini 1936
adet haritaya indirgediler: Oyle 1936 harita buldular ki, bu 1936
harita 4 renge boyanabilirse tiim haritalar 4 renge boyanabilir...
Bunun kaniti bile son derece karmasgikti. Bugiine kadar bu kanit1
kimsenin tamamiyla okudugunu sanmiyorum sahsen!

Bir bilgisayar programiyla bu 1936 haritanin her birinin 4
renge boyanabilecegi kanitlandi. Bu say1 daha sonra Neil Ro-
bertson, Daniel P. Sanders ve Robin Thomas tarafindan 1936
yilinda 633’e indirildiyse de bu matematikgiler de kanitlarinda
bilgisayar kullanmak zorunda kaldilar.

Bilgisayar kullanimindan dolayr uzun sitire ¢cogu matema-
tikci kanita direndi, kaniti1 kabul etmedi.

Bugiine dek bu teoremi bilgisayar kullanmadan kanitlaya-
bilen ¢ikmadi.

Bu teoremin kamitindan sonra matematikgiler arasinda fel-
sefi bir tartigma bagladi. Bilgisayar yardimiyla yapilan bir kanit,
kanittan sayilmali midir? Bircogu sayilmamali diye diigtindii.
Cunki,

1. Bilgisayarlar hata yapabilir. Sarhog bir elektron bal gibi
programin yanlig sonug vermesine neden olabilir. Bunun olasi-
lig1 milyarda 1 bile olsa pozitiftir, 0 degildir. Oysa matematik
mutlak kesinlik isteyen bir ugrag dahdir. S6z konusu matematik
olunca babasina bile giivenmeyen matematikci, tic bes miihen-
disin iirtini olan bilgisayarlara mi giivenecekler?

2. Bir haritanin dérde boyanip boyanmayacagi kimin umu-
runda ki? Matematikgiler icin 6nemli olan olgu degil, olgunun
kanmitidir. Okuyamayacagi, dogrulugunu zekasiyla kanitlayama-
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yacagl bir kanit1 kim ne yapsin? Matematik saf akil ve saf zekay-
la yiirtitillen bir ugrastir (ya da olmalidir). Sonug haritacilikta
kullanilsa belki ama boyle bir yarar da s6z konusu degil ki...

3. Matematigin hepimizi ¢eken ve kiiglimsenmemesi gere-
ken estetik bir tarafi vardir. Bilgisayarla kanit bu estetigi yok
etmektedir.

Bunlar bog verilecek arglimanlar degil.

Daha sonra bagka teoremlerin kanitinda da bilgisayar kul-
lamldi. Iste bunlardan bir kac::

“Connect Four” Oyunu. Oyun s0yle: Asagidaki gekildeki
gibi yanyana 7, tistiiste 6 pul sigan dikey bir diizenek var. Iki
oyuncu sirayla diizenegin tstiindeki 7 delikten birinden pulla-
rin1 birakiyorlar. Pullar agag: iniyor ve diizenegin en altindaki
engel pullarin diigmesini engelliyor. Daha sonra atilan pullar
iistiiste biniyor. Oyuncularin birinin pullar: sari, digerinin kir-
mizi. Yanyana, tustiiste ya da capraz olarak 4 pulu yerlestirebi-
len oyunu kazaniyor.

ool JOle)
@O00OMO
o] lc] 10

|_ICIO]0le]e.
@O00O00
000000

[ JOX X

[@00000

# #
Eger sira kirmiz1 oyuncudaysa, bu Besinci hamleden sonra sarilarin kaza-
oyuncu pulunu yedinci delikten atarak nacagi iki degisik hamle vardir: Dor-
oyunu kazanir. Eger sira sar1 oyuncu- diincti ve yedinci delikler. Kirmizi her
daysa, once ikinct, sonra besinci, sonra ki hamleyi birden engelleyemez.

dordunci delige atarak oyunu kazanir
(her hamleden sonra kirmizi kaybetme-
mek i¢in zorunlu hamleler yapar).

Oyunun tam bir analizi birbirinden bagimsiz olarak 1 Ekim
1988’de James D. Allen tarafindan, 15 giin sonra da Victor Al-
lis tarafindan yapilmigtir. Her iki kisi de bilgisayar kullanmistir.
Sonuca gore her iki oyuncu da en iyi oyunlarii oynarlarsa birin-
ci oyuncu oyunu her zaman kazanir. Birinci oyuncunun kazan-
masi icin ilk hamlesinde pulunu en ortadaki delikten atmalidir.
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Eger birinci oyuncu ilk pulunu ortadaki deliklere komsu olan
iki delikten birinden atarsa, birinci oyuncu ne yaparsa yapsin,
ikinci oyuncu iyi oynayarak beraberligi elde eder. Ote yandan,
eger birinci oyuncu ilk pulunu en sagdaki ve en soldaki iki de-
likten birine atma gafletinde bulunursa, o zaman ikinci oyuncu
dogru hamleleri yaparsa oyunu kazanir.

Tahmin edilecegi lizere, bu oyunun analizinde bilgisayar kul-
lanilmas1 matematikgileri o kadar da rahatsiz etmemigtir. Ne de
olsa bir oyun.

Bu arada damanin da bilgisayar yardimiyla tam bir anali-
zinin yapildigini belirtelim. Akllimda yanhg kalmadiysa birinci
oyuncu iyi oynayarak - ikinci oyuncu ne oynarsa oynasin - oyunu
kazanir.

Derecesi 10 olan bir izdiisiim diizleminin olmamasi. Bir
izdugtim geometrisi, adina “nokta” ve “dogru” denilen nes-
nelerden olugur. (Soyut takilin, bunlar sizin bildiginiz dogrular
degil.) Her dogruyu bir noktalar kiimesi olarak gormekte bir
sakinca yoktur, Oyle gorelim. Bu nokta ve dogrularin bir izdi-
sim diizlemi olugturmalar: igin su Ozellikleri saglamalari gere-
kir:

1. Birbirinden degisik herhangi iki noktadan tek bir dogru
gecmelidir.

2. Birbirinden degisik herhangi iki dogru tek bir noktada
kesigirler.

3. Herhangi iigii dogrusal olmayan {i¢ nokta vardir.

Iste kiiciik bir izdiigiim diizlemi:

Bu izdiisim diizleminde 7 “nokta” vardir: A, B, C, D, E, F ve G. Diizlemin
“dogru”lari ise, goriilen 6 dogru ve ortadaki cemberdir. (Boylece diizlemde
toplam 7 “dogru” vardir.) Cemberle gosterilen “dogru”nun ii¢ “nokta”s1
vardir: C, G ve F “nokta”lar1. Diger “dogru”larin da ti¢ noktasi vardir.
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Sonlu bir izdiigtim diizleminde her dogruda ayni sayida nokta
oldugunu kanitlamak zor degildir. (Deneyebilirsiniz.) Bir dogru-
nun nokta sayisinin 1 eksigine, diizlemin derecesti adi verilir.
Ornegin yukardaki 6rnekteki diizlemin derecesi 2°dir, ¢iinkii her
dogruda 3 nokta vardir.

Derecesi 3,4,5,7,8,9,11, 13 olan izdiigliim diizlemleri de var-
dir. Derecesi 6 ve 14 olan bir izdiiglim geometrisinin olmadig:
kanit1 ¢cok zor olmayan Bruck-Chowla-Reiser teoreminden ¢ikar.

Bir sonraki olasi derece 10’dur. Uzun yillar derecesi 10 olan
bir izdiigiim diizlemi bulunamadi. 1989’da bilgisayar yardimiyla
derecesi 10 olan bir izdiigiim geometrisinin olmadig kanitlanda.
Ama matematik diinyasindan homurtular ¢ok yiikselmedi.

Hala daha derecesi 12 olan bir diizlemin olup olmadig: bilin-
miyor. Muhtemelen su anda birileri bilgisayarlarini bu amacgla
gece giindiiz ¢aligtiriyorlardir.

Robbins Savi. Robbins adli bir matematikg¢i, 1933’te Boole ce-
biri adiyla bilinen bir teoremin ii¢ aksiyoma indirgenebilecegini
ortaya atti. Kanitlayamadan... Iste Robbins Savi:

Robbins Savi. Herhangi bir kiime tzerine, + ve ' ile simge-
lenen iki islem alalim. -+, ikili islem olsun; ' de birli bir islem.
Eger her x ve y i¢in,

T+y=y+ux,

(x+y)+z=2+ (y+2),

(@ +y)+ @ +y) ==
esitlikleri saglanyorsa,

(@+y) +(@+y)) =2

esitligi de saglanir ma?

Cok tinli matematikgiler de bu savi kanitlayamadilar. 1996
yilinda William McCune savi bilgisayara 8 giinde ve toplam 30
megabaytlik bellek kullanarak kanitlatti!! ABD’de Argonne Na-
tional Laboratory’de geligtirilen teorem kanitlayan EQP (equ-
ational prover) adli bir yazihmi kullandi. Ne olur ne olmaz,
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seytan doldurur diye, daha sonra kanmitin dogrulugunu kontrol
eden bagka programlar da kullanilmigtir. Bkz. http://www. cs.-
unm.edu/~meccune/eqp/

Kepler Savi: Bir Sandiga Elmalar Nasil Yerlestirilmeli?
Planetlerin giinesin etrafinda elips ¢izerek yol aldiklarini ilk or-
taya atan iinlii Alman matematikcisi ve astronomu Johannes
Kepler (1571-1601) bir giin bir sandiga en ¢ok elmay1 nasil
sigdirilabilecegini diiginmiis. Konuyu basitlegtirmek i¢in elma-
larin kiire biciminde ve aynm boyda olduklarini ve sandigin son-
suz oldugunu varsaymig. Eger isterseniz sandigin boyutlarinin
elmanin boyutlarina gore ¢ok biiyiik oldugunu varsayabilirsiniz,
bir sey farketmez.

Her yerlestirmede elmalar uzayin belli bir yiizdesini kap-
lar dogal olarak, buna elma yogunlugu diyelim. En fazla elma
yogunlugunu nasil bir yerlegtirmeyle elde ederiz? Kepler’in sor-
dugu soru bu.

Eger kiiresel elmalar1 sandiga rastgele atarsaniz, deney, asa-
g1 yukar1 %65’lik bir yogunluk elde edeceginizi gosteriyor. Daha
diizgiin bir yerlestirmeyle elma yogunlugu artirilabilir mi?

Kepler, elmalar1 yerlegtirmenin en verimli yonteminin ay-
nen manavlarin yaptigi gibi oldugunu ileri siirmiis: Birinci kata
elmalar1 diizgiin altigenin koselerine ve ortasina yerlestirir gibi
yerlegtirmeli, ikinci kata birinci kattaki birbirine dokunan tig
elmanin ortasina vs. Bir sonraki sayfadaki gekildeki gibi. Bu
yontemle elmalarin yogunlugunun tam tamina

s

V18’

yani ylizde 74’ten birazcik daha fazla olur.
Doganin elma yogunlugu rekoru bu mudur? Bu probleme
Kepler Savi ya da kiire paketleme problemi adi verilir.
Unlii matematikci Gauss, eger diizenli bir yerlestirme ya-
pilacaksa, manavin yonteminin en verimli yontem oldugunu
kanitladi. Demek ki manavdan daha iyi bir dizenleme yapi-
lacaksa, diizenlemenin diizgiin olmamasi gerekir.



178

Birinci katin elmalari Ikinci katin elmalar: Uciincii katin elmalar:

Her yeni kata elmalar iki degisik bi¢imde yerlestirilebilir ¢iinkti iki “komsu”
delikten biri secilmelidir. Bu se¢im yapildi m1 o kata gelecek elmalarin yerleri
belirlenmis olur.

Bu savi1 kanitlamak icin 400 yil ugrasildi. Hilbert, 1900’deki
iinli Paris Konferansi’'nda kiire paketleme problemini 20’'nci
yizyilin en 6nemli 23 probleminden biri olarak diinyaya du-
yurdu.

Bircok yanlig kanit verildi. Yillar siiren “kanitim dogru -
kanitin yanhs” kavgalar: yapildi. Yanhisinda inatla israr eden
tinlii matematikgiler oldu. (Ad vermiyoruz!) Yanlhighikla mate-
matikgilere ¢ok prestijli 6diiller bile verildi (ama geri alinmadi).

1953’te Macar matematikci Laszl6 Fejes Téth, problemi son-
lu ama ¢ok biiyilik sayida yerlestirmeye indirgenebilecegini gos-
terdi ve boylece bilgisayarcilara giin dogdu.

Amerikali matematikci Thomas Hales, Téth’ un 6nerdigi bir
yontemle problemi 150 degiskeni olan bir fonksiyonun minimum
noktasini bulmaya indirgedi. Hales, doktora 6grencisi Samuel
Ferguson’la birlikte, lineer programlama yontemiyle tam 5000
degisik yerlestirme yontemi i¢in bu fonksiyonun alabilecegi en
kiigiik degerleri hesaplamaya girigti. Bunun ic¢in 100.000 dola-
yinda lineer programlama yapmak gerekecekti. Hales 1996’da
bir iki yil icinde kanitin tamamlanacagini duyurdu. Nitekim
1998’in Agustosu’nda kanitin tamamlandigi duyuruldu: Kep-
ler’in sanisi, bir bagka deyisle manavin sezgileri dogruydu!

250 sayfalik kanit ve 3 jigabaytlik bilgisayar programi, verisi
ve sonucu, matematik diinyasinin en ama en prestijli dergisi
olan Annals of Mathematics’te yayimlanmak {izere sunuldu.

Ik kez béyle bir kanit sunuluyordu dergiye. Makalenin der-
gide yayimlanip yayimlanmayacagini matematikcilerin merak
konusuydu.
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Genellikle, bilimsel dergilere sunulan makaleler bir hakeme
yollanirlar. Pek ender olarak hakem sayisi ikiye ¢ikar; mesela
makale ¢cok ¢ok onemliyse, yanls olma ihtimali biiyiik hayalki-
riklig1 yaratacaksa. Bu sefer makale i¢in 12 hakemden olugan bir
heyet olugturuldu! Sadece makalenin éneminden dolay1 degil,
uzunlugundan ve standart matematik kanitlarinin digina tag-
masindan dolay1 da.

Hakemler komitesi kanitin %99 dogru olduguna karar verdi!
Matematige yakigmayan bir yiizde! Bilgisayar sonuclarini ylizde
yiiz kesinlikle kontrol etme olanagi yoktu elbette. Makale kabul
edildi ve Annals of Mathematics dergisinde yayimlandi. Bu,
matematikte bir ilkti ve devrim niteliginde bir degisiklikti.

2003’te Hales, Kepler Sanisimin aligtigimiz kanitlara daha
fazla benzeyen bir kanitin1 verme projesini baglattigini duyur-
du. Gene bilgisayarlarla ama bu sefer teorem kanitlayan prog-
ramlar kullanarak. (Teorem kanitlayan programlarin kanitlari-
nin dogrulugunu kontrol eden bagka programlar vardir!) Hales,
kanitin 20 y1l kadar siirecegini 6ngormiigtiir. 2023’1 iple ceki-
yoruz. Yagayan goriir!

Problemin iki boyutlu versiyonu ¢ok kolay: Diizleme iki bo-
yutlu dairesel elmalardan en fazla koymak i¢in, elmalari diizgiin
altigen kaplamanin kogelerine ve ortalarina koymalisiniz. Dort
ve daha biiylik boyutlarda yanit bilinmiyor.

Kirmuzi kiireye ekvatordan en fazla 6 kiire dokunur. Bunlarin stiine 3,
altina da 3 kiire dokunabilir. Toplam 12.

Opiiciik Sayisi. Bir kiireye aym anda ayni capta en fazla
kag kiire dokunabilir? Bu sayiya kiirenin optictik sayist de-
nir. Kepler Sanisi’yla yakindan ilgili bir soru bu.

Bir kiireyi aym1 anda 12 kiireye optiirmek zor degil: Ekva-
tora yukardaki sekildeki gibi 6 kiire dokundurun. Bu6+1=7
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kiirenin {istiine ii¢ kiire daha koyabiliriz. U¢ de alt tarafa gelir.
Boylece ortadaki kiireye 6 +3 43 = 12 kiire ayn1 anda dokunur.
Simdi bu 12 kiire kutuplardan birine dogru sikigtirilirsa bayag:
bir yerin acildigi goriiliir. Bu agikliga bir kiire daha sigar mi?

Newton kiirenin opiiciik sayisinin 12 olduguna inanir. Ama
cagdasi iskog matematik¢i ve astronom David Gregory (1659-
1708) 13™inci kiirenin sigabilecegini diigliniir. Newton’la Gre-
gory yakin dost olduklarindan, tartigmanin uygarca yapildigini
saniyorum. Bir bagkasi olsa, hirginligiyla tinlii Newton rakibinin
canina okurdu herhalde.

1870’lerde kiirenin oOpiliciik sayisinin 12 olduguna dair g
degigik kanit yayimlanmigsa da, matematikgileri doyuran ilk
kanitlar 1953’te Schiitte ve van der Waerden (ortak galigma) ve
1956’da Leech tarafindan yayimlandi.

Aymni soru bagka boyutlarda da sorulabilir. Bir boyutta (bir
boyutlu kiire bir araliktir) 6piiciik sayis1 2'dir elbette: Bir ara-
liga biri sagdan biri soldan olmak iizere iki aralik dokunabilir
ancak. Iki boyutta 6piiciik sayisim 6 oldugunu gordiik. Dort
boyutta Opliciik sayis1 24’tiir. Sekiz boyutta 240, 24 boyutta
196.560’tir. Diger boyutlarda &piiciik sayisi bilinmiyor. Ama
bazi durumlarda alt ve iistsinirlar bulunmustur:

Boyut | Altsinir Ustsinur Boyut | Altsinir Ustsinur
1 2 2 13 1.154 2.069
2 6 6 14 1.606 3.183
3 12 12 15 2.564 4.866
4 24 24 16 4.320 7.355
5 40 44 17 5.346 11.072
6 72 78 18 7.398 16.572
7 126 134 19 10.688 24.812
8 240 240 20 17.400 36.764
9 306 364 21 27.720 54.584
10 500 554 22 49.896 82.340
11 582 870 23 93.150 | 124.416
12 840 1.357 24 196.560 | 196.560




Kac Atista Yazi Gelir?

Gegenlerde miithig bir oyun kegfettim! Hatta bir degil, iki oyun
birden buldum.

Bunlar tek kisilik oyunlar ve kaybetmek imkansiz! Oynayan
kazanir...

Zar Oyunu. Zar atiyorsunuz. 11k atigta 6 gelirse kazaniyorsu-
nuz. Ik atista 6 gelmezse bir daha atip, gelen zar1 daha énce
gelen zarla topluyorsunuz. Eger iki zarin toplami 6 ya da daha
fazlaysa, oyunu kazaniyorsunuz. Yoksa, bir defa daha zar atiyor-
sunuz. Attiginiz zarlarin toplami 6 ya da daha fazla oldugunda
oyunu kazaniyorsunuz. Eger zarlarin toplami 6’dan kiigiikse bir
defa daha atiyorsunuz. Zarlarin toplami 6 ya da daha fazla
olana dek bunu boylece siirdiirtiyorsunuz. Zarlarin toplami 6
yva da daha fazla oldugunda - sizi candan kutlarim! - oyunu
kazandiniz...

Bu oyunu ortalama ka¢ hamlede kazanirsiniz?

Oyun en az 1 hamle siiriiyor (ilk zar 6 gelirse); en ¢ok da
6 hamle (6 defa tstiiste 1 gelirse). Yani en fazla 6 hamlede
oyunu kazanacagimizdan eminsiniz. Ama ben ortalama hamle
say1sini soruyorum. Diyelim bu oyunu 1 milyar kez oynadiniz ve
her seferinde kaginci hamlede kazandiginiz bir kdgida yazdiniz.
Sonra skorlarinizi toplayip, toplam oyun sayisi olan 1 milyara
boldiniiz. Kag civarinda bir say1 bulmay1 iimit edersiniz?

Onceden bir tahminde bulunmak gerekirse 2-3 arasmda bir
tahmin oldukg¢a makuldiir.

Bulmamiz gereken bu sayiya beklent: denir; “kazanan ham-
le sayisinin beklentisi”.

181
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1/6 olasilikla ilk zar 6 gelir ve oyunu 1 hamlede kazaniriz.

Bu olgu, beklentiye

1
- x1
6

kadar katk: saglar.

1/6 olasilikla ilk zar 5 gelir ve ikinci atigta oyunu kesinkes
kazaniriz; bu durumda oyun 2 hamlede biter. Bu olgu, beklen-
tiye

1

- X2

6
kadar katk: saglar.

Peki ilk zar 4 gelirse ne olur? O zaman ikinci zar 2, 3, 4,
5, 6 gelirse kazaniriz. Bu olayin olasilig: da 1/6 x 5/6’dwr. Bu
durumda oyun gene 2 hamlede kazanilir. Bu olgu, beklentiye

X 2

S| Ot

X

| =

kadar katk: saglar.

Buna benzer hesaplari her tiirlii kombinasyonla yapmak ge-
rekir.

Ornegin 3-2-4 zarlarmin olasihgi 1/6%dir ve bu durumda
oyun 3 hamlede biter. Bu olayimm beklentiye katkisi,

1
@x?)

tiir. Biitiin bu sayilar1 toplarsak oyunun ortalama kag¢ hamlede
bitecegini buluruz. Ben Excel’de hesapladim, oyun ortalama

16807
65

~ 2,16139403292181 . ..

hamlede bitiyor. Yamt, 2’den birazcik daha fazla.

Kendimi tutamayip, oyun bittiginde puan beklentimi he-
sapladim. Her zamanki gibi hesaplamadan 6nce bir tahminde
bulundum. Puan beklentimin 8-9 arasinda olacagini tahmin et-
tim. Hesaplarimi yaptigim zaman yanildigimi anladim.
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Puan beklentisi de yukardaki gibi hesaplanir. Ornegin, 3-2-

4 zarlarnyla 3 4+ 2 + 4 = 9 puan aliyorum, bunun da olasilig
1/63. Demek ki bu olayin puan beklentisine katkisi

1

& x 9
dur. Puan beklentisini bulmak i¢in bunlar: teker teker toplamak
lazim ve toplam 161 olay var! Neyse ki Excel diye bir sey var
yeryiiziinde. Hesapladim, puan beklentim,

352.947
66

A 7,564879115226. ..

gikt1. 6’dan ¢ok fazla degil.

Bu yaptiklarimizda pek estetik bir matematik yok ama en
azindan beklentinin ne anlama geldigini iyi ogretiyor. Matema-
tiksel olarak beklenti, olaylarin olasiliklariyla skorlarinin car-
pimlarinin toplamidir.

Beklenti = Z olasilik x skor

Ornegin, bir oyunda %30 olasilikla 4 lira kaybedeceksek (skor
—4), %70 olasilikla 2 lira kazanacaksak (skor +2), o zaman bu
oyundan beklentimiz,

0,3x (—4)+0,7%x2=0,2

liradir. Yani bu oyunu 1000 defa oynasak, ¢ok ¢ok ¢ok sanssiz
bir glintimuzde degilsek, sonunda, yaklagik,

0,2 x 1000 = 200

lira karla kalkmamiz lazim. Eger 100.000 defa oynarsak, oyun-
dan yaklagik
0,2 x 100.000 = 20.000

lira karla kalkmamiz lazim. Yani bu oyun bizim igin iyi bir
oyundur.

Buna soyle ikna olabilirsiniz. Bu oyunu 1000 defa oynaya-
cak olsaniz ve sanslar soylendigi gibiyse, yiizde 30’unda, yani
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300’tinde 4 lira kaybedersiniz ve skorunuz —4 olur ve 1000 oyu-
nun yiizde 70’inde, yani 700 oyunda 2 lira kazanirsiniz ya da
skorunuz +2 olur. Demek ki bu 1000 oyun sonunda, skorunu-
zun,

300 x (—4) + 700 x 2 = 200

olmasini beklersiniz. Bunu toplam oyun sayisi olan 1000’e boler-

sek,

200
=02
1000

buluruz, yukarda hesapladigimiz beklenti.
Bu oyunu sizinle oynamak isteyen birini goriirseniz, hemen
uyarm! Uyarimiz1 kale almazsa, parasini alabilirsiniz, caizdir!

Yazi-Tura Oyunu. Kegfettigim ikinci oyun matematiksel ola-
rak yukardaki oyundan ¢ok daha ilging. Bir yazi-tura oyunu ve
yazi-tura oyunlarinin en basiti: Yazi-tura atiyorsunuz ve yazi
geldiginde kazamyorsunuz... Bu kadar basit. Ilk atista yaz1 gel-
memigse, liziilmeyin, bir sansiniz daha var. Gene yaz1 gelmezse
gene lizlilmeyin, ¢linkl yazi gelene kadar atmaya devam ediyor-
sunuz...

Tek basiniza oynadiginizdan kimseye karsi kazanmiyorsu-
nuz, ama gene de kazaniyorsunuz!

Keske hayat da boyle olsal..

Diyelim bu oyunu 1 milyar kez oynadiniz ve her defasinda
kaginc1 atigta kazandiginizi (skorunuzu!) bir kenara not etti-
niz. Sonra skorlarinuz toplayip toplam oyun sayisina yani 1
milyara boldiintiz. Boylece ortalama skorunuzu buldunuz. Or-
talama skorunuz agagi yukar1 kac ¢ikmali?

Yani soru su: Ortalama ka¢ atistan sonra bu oyunu kazan-
mayr umarsinaz?

Yanit 1. Tahmininizin 2 olacagini tahmin ediyorum. Ne de
olsa paray1 2 kez attiginizda atiglardan biri yazi, digeri tura
gelmeli... diye dusiintliir...

Bu simdilik sadece bir tahmin. Akla yakin tstelik. Ama
heniiz matematiksel degil.
Yanit1 matematiksel olarak bulalim.
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Yanit 2. Bir atigta kazanma olasihigimiz %50. Ciinkii hilesiz
bir para atiliyor ve yaz gelme olasiligi, tura gelme olasiligi gibi
%50.

Ama birinci atigta kazanmayabilirsiniz de. O zaman ikinci
kez sansinizi deniyorsunuz, bir daha atiyorsunuz parayi.

Tkinci atigta yazi gelirse oyunu ikinci atigta kazaniyorsunuz.
Ikinci atigta da tura gelmisgse paray1 bir daha atiyorsunuz.

Ik iki atigta tura gelmis ve iiclincii atigta yazi gelmigse,
oyunu ii¢ atigta kazaniyorsunuz.

Ama ilk ii¢ atigta da tura gelmigse, paray1 bir daha atiyorsu-
nuz... Pes etmece yok! Ta ki kazanana kadar devam ediyorsunuz.

Birinci oyunla bu oyun arasinda énemli bir ayrim var. Bi-
rinci oyun en fazla 6 hamlede bitiyordu. Oysa bu oyunun bit-
mesi gereken hamle sayisi tistten sirli degil, oyun, cok c¢ok
sanssiz bir glinimiizde 100 hamle de siirebilir. Ama tabii bu-
nun olasiligr ¢ok diisiik.

Oyunu bitiren hamle sayisinin iistsinir1 yok ama oyun gene
de sonlu bir zaman sonra kesinlikle bitecektir. Bir siire sonra
mutlaka yaz gelecek ve oyunu kazanacaksimizdir. Yiizde yiiz
olasilikla... Bunun kanit1 oldukga kolay. Oyunu yiizde yiiz ola-
silikla kazanacaginizi, yani bir zaman sonra mulaka yazi ge-
lecegini kanitlayalim.

Tk atigta tura gelme olasihg 1/2’dir. (Yani %50.)

Ikinci atigta da tura gelme olasihig: 1/4’tiir. (Yani %25.)

Uciincii atista da tura gelme olasihigi 1 /8dir.

Genel olarak ilk n atigin her birinin tura gelme olasiligi
1/2™dir. 1/2™ sayilar1 da n sonsuza gittiginden 0’a yakinsa-
digindan (yani giderek 0’a daha fazla yaklagtigindan), sonsuza
dek tura atma olasiligi 0’dir. (Para hileli bile olsa, eger yaz
gelme olasiligl ¢ok cok kiiciik bile olsa, 6rnegin 0,00001 bile
olsa, sonsuza dek stirekli tura gelme olasilig1 gene 0’dir, yeter
ki yaz1 gelme olasiligi 0 olmasin.)
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Oyunu 1/2 olasilikla 1 atigta kazanirsimz.
Oyunu 1/4 olasilikla 2 atigta kazanirsiniz.

Oyunu 1/8 olasilikla 3 atigta kazanirsiniz.

(Bkz. agagidaki sekil.)

1//\1/2

Bir hamlede kazaniliyor —»Y T
1/4 1/4
Iki hamlede kazaniiyor —— TY T
1/8 1/8
Ug hamlede kazaniliyor ——————» TTY TTT

Oyunun ilk birkag adimdaki seyri

Skorlarla olasiliklar1 carpip toplayalim:

1><1+1><2+1><3+ L X 4+ 1 X 5+

2 4 8 16 32
Yanit, bu sonsuz toplamin sonucudur. Bu toplami soyle de ya-
zabiliriz:

1><11 X 24 1 X 3+ L X 4+ L X 5+

2 22 23 24 25
Ama burada bir say1 elde etmedik. Eger tahminimiz dogruysa
bu toplamin 2 olmasi lazim.

Yanit 3. Bu sonsuz toplami excel’de teker teker, yani soldan
baglayarak toplattim, yani,
1

1 1 1
§X1+272X2+ﬁ><3++27xn
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toplamlarimi teker teker, belli bir n’ye kadar hesaplattim. Iste
buldugum sonugclar:

n =1 1ic¢in, 0,5

n =2 igin, 1

n = 3 igin, 1,375

n =4 igin, 1,625

n =5 igin, 1,78125

n = 6 igin, 1,875

n =7 igin, 1,9296875

n = 8 igin, 1,9609375

n =9 igin, 1,978515625

n = 10 icin, 1,98828125

n = 20 icin, 1,999979019165
n = 30 icin, 1,999999970198

(Bu sayilar belli bir rakamdan sonra excel’de otomatik ola-
rak yuvarlaniyorlar.) Belli ki yanit tahmin ettigimiz gibi 2, yu-
kardaki sonsuz toplamin sonucu 2 olmali. Bunu matematiksel
olarak kanitlayahm. (Sonuctan ¢ok ¢ok ¢ok eminsek de, mate-
matiksel olarak heniiz emin degiliz.)

Sonsuza kadar giden,

1 1 1 1

toplanimin 2 oldugunu kanitlamak istiyoruz.

Yanit 4. Problemi bagka tiirlii ele alalim. Tartismay: asagidaki
sekilden takip edin.

172 1/2

Y T

Bir hamlede kazaniliyor Bu asamadan sonra
b hamlede kazaniliyor
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Bulmak istedigimiz beklentiye b diyelim.
1/2 olasilikla ilk atigta yaz1 gelecek ve oyun 1 hamlede bi-
tecek. Bunun beklentiye olan katkisi

1 x 1

2
olur. Ama 1/2 olasilikla da ilk atig tura gelecek. Bu durumda
oyun en baga dondii; ayni oyunu tekrar oynayacagiz, tek farkla
ki skorumuza 1 ekleyecegiz, ciinkii 1 kez zar atmis olduk. Do-
layisiyla tura geldiginde, oyunun ortalama 1 4 b hamlede bi-
tecegini soyleyebiliriz. (Bu asamada mutlaka tekrar yukardaki
sekle bakin.) Bunun da beklentiye katkis,

%x(l—l—b)

dir. Demek ki beklentimiz,

= (5ea) s (an)

denklemini saglar. Buradan kolaylikla 0’yi tecrit edip b = 2
bulabiliriz.

Bulduk! Tahmin ettigimiz gibi beklenti 2 ¢ikti. Ortalama 2
hamlede yaz1 gelecektir. Ve boylece bir de ayrica,

1 1 1 1 B

egitligini de bulmus olduk. Az zamanda cok ig bagardik!
Yukardaki akil yiiriitmede bir falso var. O da su: Eger b bek-

lentisi gercekten varsa b’nin 2 olmasi gerektigini hesapladik...

Yani,

1 1 1 1
toplami gercekten bir gercel sayiysa, o zaman bu sayinin ancak
2’ve esit olabilecegini kanitladik. Ama ne biliyoruz, belki de
boyle bir toplam yok, yani belki de terimleri

1 1 1 1
§X1+272X2+§X3++27Xn
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olan dizinin bir limiti yok... Olmayan bir limitin 2’ye egit oldu-
gunu kanitlayamayiz herhalde.

Yanit 5. Yukarda yaptigimiz yanligin aynisini bir kez daha
yapalim. Boylece yaptigimizin tam anlamiyla matematiksel ol-
madig1 daha kolay ortaya cikacak.

1 1 1 1
f><1+?><2+—><3+---—|——><n+---

2 23 2n
toplamini hesaplamak istiyoruz. Bu toplama b diyelim:
1 1 1 1

Ve simdi hesap yapalim:
1
b —
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Demek ki b =1+ b/2 ve buradan da b = 2 gikar. Ama burada
da bir hata yaptik. Ayni hatay1 su sonsuz toplamda da yapalim
ki hatanin vahameti apacik ortaya ciksin.

1/1 1 1
:1+(><1+><2+~-+><(n—1)+--->

c=1+24+22 425 4... 42" 4 ...
olsun. O zaman,
c=14+2+4+224+22 4. . 42" 4...
=142 4+2+22 442140
=1+ 2¢c
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gikar ve bundan da, ¢ = —1 bulunur, yani
142422425 4 42" o = 1.

Olacak gey degill Yanls, ¢ diye bir saymin varhigini varsay-
makta. Yok Oyle bir say.

Yukarda b’yi hesaplarken cifte hata yapiyoruz tstelik:

1. Daha once dedigimiz gibi, b diye bir sayinin varligini bil-
meden b’'nin varligini varsayiyoruz.

2. Hesaplarin ikinci satirindan tigiincii satirina gecerken san-
ki sonlu toplamlarla oynuyormusuz gibi, hi¢bir rahatsizlik duy-
madan sonsuz bir toplami ayiklayip en saga gotiirtiyoruz. Oysa
buna hakkimizin olup olmadigini bilmiyoruz. (Vardir ama bunu
bilmiyoruz.)

Yamit 6. Ikinci “hata”y1 (gergekten hata olmadigindan “ha-
ta”y1 tirnak i¢inde yaziyoruz) bir kez daha yapip sonsuz toplami
¢ok daha sik bir bicimde hesaplayalim.

Toplamamiz gereken n/2" sayilarini n tane 1/2" biciminde
yazalim:

N[

Bu sayilari yanyana yazip toplamamiz lazim ama biz “hile”
yapip siitun stitun toplayalim. Birinci stitunun toplami 1, ikinci
siitunun 1/2, iiciincii siitunun 1/22, ... Boylece siitunlarin top-

lami da,
1+l+12+33+14+ =2
2 2 2 2 N

bulunur. Demek ki toplam 2’ymis... Ama gene dogrulugunu
bilmedigimiz bir gey yaptik: Sayilar1 yanyana toplamak yerine
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parcalara ayirip once altalta sonra yanyana toplayabilecegimizi
varsaydik.

Yamit 7. Artik dogru yamti verelim... Daha dogrusu dogru
yanit1 biliyoruz da, dogru kanit1 bilmiyoruz. Terimleri
1 1 1 1
§x1+?x2+ﬁx3+---+2—nxn
olan dizinin yakinsak oldugunu ve limitinin 2 oldugunu kanit-
layacagiz. Eger dizinin limitinin oldugunu kanitlarsak, o zaman
dizinin limitinin 2 oldugunu kanitlamak kolay, yukarda sonsuz
toplamla yaptigimiz “hata”y1 sonlu toplamla yaparsak hata,
hata olmaktan cikar... Iste hesaplar:

n . n .
b=lim 3 = = I L]
=im S = ln Y (545

=1 1=

i S LoLi=1y . L1
(3

i=1 =1 i=1
n n—1 . n n—1
. 1 1 J . 1 1 j
Sml gt g T ety
i=1 7=0 i=1 j=1
n n—1 . n n—1
1 1 1 (
—nIL%o(sz, w)‘&i& AR O
=1 =1 =1 =1

1
=1+ -b.
+2

Sondan iki 6nceki satirdan bir sonraki satira gegmek i¢in limiti
dagittik.

Demek ki dizinin limitinin oldugunu kanitlamamiz lazim.
Dizinin artan bir dizi oldugu belli, her bir terimi elde etmek igin,
bir onceki terime pozitif bir say1 ekliyoruz. Demek ki dizinin
sinirli oldugunu kanitlamak yeterli.

Dizinin her teriminin 3’ten kii¢lik oldugunu kanitlayalim.
Bunu n iizerinden tiimevarimla yapacagiz. Birinci terim 1/2
oldugu icin bir sorun yok. Simdi

i
> 5 <3

=1
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esitsizligini varsayip, ayni egitsizligi bir sonraki terim igin kanit-
layalim. Biraz once yaptigimiz hesaplarin benzerini yapacagiz.

Iste:
L s T = AU =0 I |
=2\t ) =2 sty e
. . —

=1 =1 =

_”Zl1+1”z+:1@—1_”“1 1N j
42t QL 2iml L9l QL))
i=1 i=1 i=1 j=
n+1 n n n

1 1 J 1 1 1
=) 5 ti T mTa g
=1 7j=1 =1 =1

1 5
<l+=-x3==<3

+2 2

Istedigimiz kanitlanmgtir.

Yanit 8. Kanit kolay olmadi! Burada ilging bir sey soyleyece-
gim: Bu sonsuz toplami matematiksel olarak daha kolay hesap-
lamak icin toplami zorlagtirmaliyiz!.. Daha dogrusu genellegtir-
meliyiz. Toplamdaki 1/2 yerine x yazalim ve

ex1+a2x24+ a8 x3 4+ +a"xn+---

toplamini hesaplayalim. Bu daha genel toplami hesapladiktan
sonra x yerine 1/2 alabiliriz. Bu toplama S(z) diyelim:

S(z)=ax+22* +323 +-- +na" +---
Ya da,
5(55):90(1+2$+3x2+-~-+m&”_1+---)

(Hentiz S(z)’in varhgmi bilmiyoruz.) Demek ki, S(x)’i hesap-
lamak yerine, parantez icindeki,

1+22+322 + - dna™ 4.
toplamini hesaplamak yeterli. Bu toplama 7'(z) adim verelim:

T(z)=1+22r+32"+ - +na" '+



193

Simdi sira T'(x)’i hesaplamaya geldi. Buraya kadar kolayca gel-

dik ama bundan sonrasini anlamak icin - artik liselerde de oku-

tulan - tiirev kavramin bilmek gerekli. Bu T'(x) fonksiyonu,
Uz)=ax+2> 423+ 42"+

fonksiyonunun tiirevidir... U fonksiyonu (—1,1) araliginda ol-
dugundan, T ve S fonksiyonlar1 da bu aralikta tanimhdirlar.
Bunu bilmiyorsaniz inanir gibi goriintin, sOyledigimiz makul bir
sey, hatta bundan sonra yapacagimiz her seye inanin:
oldugundan, ikinci esitligi birinciden g¢ikarirsak,

U(z)—zU(x) ==z
buluruz. Buradan da U(x)’i tecrit ederek,

x

U(w)zl—x

bulunur. Simdi geriye gidip teker teker T'(x) ve S(x) fonksiyon-
larini bulalim:

, Z(1—-z)—(1—-2)x 1
T(e) = U'(e) = DT
S(z) = 2T (z) = T

Boylece, 1/2 € (—1,1) oldugundan,

()i

bulunur. Yant gercekten 2’ymis. Bir kez daha kanitladik.

Yukarda, matematiksel dogrulugundan bir lise 6grencisinin
kusku duyabilecegi seyler kullanmig olabiliriz ama hepsi dog-
rudur. Ornegin T(z)’in U(z)’in tiirevi oldugu, érnegin S(z),
T(z), U(z) gibi sonsuz toplamlarin anlami ve varligi, 6rnegin
U(z)’in hesaplaniginin mantiksal yasalligr...

TSN



194

Sorular:

Sorularimizi ¢ogaltabiliriz:

1) Para yerine zar atin ve 6 geldiginde kazanin. Kacincr atigta
kazanmay1 umarsiniz?

2) Gene para atin ama bu sefer {istiiste iki yaz geldiginde ka-
zanin. Kagincl atigta kazanmayr umarsiniz?

3) Ayni soru ama bu sefer pespese yazi-yazi-tura (bu sirayla)
geldiginde kazanacaksiniz.
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