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Ali Nesin
Matematik ve Oyun
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Diinyanin En Zeki Insani
Matematikgilere Karsi

merika Birlesik Devletleri’nde dikkatimi ilk ¢eken her seyin
buyuklugi oldu. Arabalar, binalar, Coca Cola’lar, aligveris
merkezleri, insanlar... Her sey biiyiik... Ulke zaten devasa...

Buyuk, buyuk, buyuk... Gazeteler de buyuk. Giinlik gaze-
telerin sayfa sayis1 yiiziin oldukga iistiinde. 1ki yiiz sayfaya bile
erigtikleri olur. I¢cim erirdi ilk giinler gazete alirken. Onca ka-
git, yazik degil mi diye diisiiniirdiim. Ustelik gazete reklamlar-
la dolu. Ama gazetesiz de yasanmiyor ki! Mecburen aligmak
zorunda kaldim.

Gene de birtiirlii pazar gazetelerine alisamadim. Pazar gaze-
teleri obiir giinlerin gazetelerinin yedi sekiz kati olur. Belki da-
ha da fazla. Herbiri bir agac katili.

Pazarlari gazete almadigimdan Vos Savant’1 ¢cok ge¢ 6gren-
dim. Vos Savant! kimdir? Vos Savant diinyanin en zeki insani-
dirl. Kimi gazetelerin pazar giinleri ek olarak verdigi magazin
havali bir dergide yazar.

1 “Vos”un ne anlama geldigini bilmiyorum. “Savant”, Latince kokenli, Fransiz-
ca ve Ingilizce bir sdzciik. Ingilizcede az kullanilir. Hem Fransizcada, hem In-
gilizcede “bilgin” anlamina gelir. Fransizcada cocuklar icin kullanildiginda
“bilgic, cokbilmis” anlamina da gelir. Ornegin, Moli¢re’in Bilgic Kadinlar ad-
Ii oyununun 6zgiin adi Les Femmes Savantes’dir.



Bu dergiyi birden ¢ok gazete ek olarak verdiginden, milyon-
lar okur Vos Savant’t. Adinin altinda Diinyanin en yiksek
IQ’lu insami diye yazar. IQ dedikleri, zeka sayisi oluyor. Yani
zeka sinavi sonucu. 1Q sayisini hesaplatmak isteyenler bir si-
navdan gegerler. O sinavin sonucunda tutturduklari say1 kadar
zeki olduklar1 anlasilir. Ne bir fazla, ne bir eksik! Vos Savant,
iste o sinavda en ¢ok sayiy1 tutturan insanmis. Unlii Guinness
rekorlar kitabinda adi geciyormus.

Her pazar yazdig sayfanin tepesinde giizel bir fotografi var.
Yillardir yaglanmayan bir fotograf. Soylemedim degil mi? Vos Sa-
vant bir kadin. Sarigin, giizel bir kadin. Ben resminin yalancisiyim.

Okurlar Vos Savant’a soru sorarlar, Vos Savant da yanitlar
sorulari. Fizik, kimya, biyoloji, astronomi, astroloji, bilgisayar,
anatomi, tip... Oniine hangi soru cikarsa ciksin yanitlar Vos
Savant.
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Unlii popiiler matematik yazar1 Martin Gardner bile arada
bir soru yollar Vos Savant’a. Yanitim 6grenmek icin degil elbet.
Vos Savant’i smava ¢ekmek istedigini de sanmiyorum. Martin
Gardner’in amaci okurlari diigindiirmek, matematigin yayilma-
sini, sevilmesini saglamak, Vos Savant yoluyla daha genis bir kit-
leye erisebilmek olmal.

Vos Savant’ ilk okudugumda bitiin kosesini ayni konuya
ayirmusti. Haftalar 6nce, okurlarindan biri bir matematik soru-



su sormus. Vos Savant da - gorevi bu degil mi? - yanitlamig. Ma-
tematik diinyasi ¢alkalanmig, ayaklanmis. Mektup ustiine mek-
tup yagmis Vos Savant’a. Matematikgiler yanitin yanlis oldugu-
nu yazmiglar. Vos Savant diretmis, “hayir,” demis, “benim ya-
nitim dogru, sizinkisi yanlis.” Sen misin boyle yazan! Vos Sa-
vant’a bu kez binlerce mektup yagmus. Iste benim aldigim pazar
gazetesinde matematikgilerin mektuplarindan alintilar ve Vos
Savant’in bu mektuplara yaniti vardi. Mektuplar asagi yukari
soyleydi:

Iste senin gibi cabiller yiiziinden Amerika’da mate-
matik egitimi bu halde...

Her seyi bildigini mi saniyorsun? Bizim bu matema-
tik denen bilime yillarmmizi verdigimizi bilmiyor
musuns..

Bagimi 6niine eg ve haksiz oldugunu kabul et.
Inadin yeri matematik degildir...

Ve daha neler neler! Vos Savant’in yaninda yer alan mate-
matikgiler de vardi, yok degildi, ama azinhktaydilar.

Vos Savant’a sorulan
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yonda bir oyun izlencesine
7 katildiniz. Sunucu size ug
@ kap1 gosterdi. Kapilarin bi-
rinin ardinda ¢ok pahali (ve
kocaman) bir araba var,
obtir iki kapinin ardindaysa
birer havuc var. (Havuglar
da kocaman!) Kapilarin bi-
rini sececeksiniz. Amaciniz
arabanin oldugu kapiyi se¢-
mek elbet. Sunucu arabanin



hangi kapinin ardinda oldugunu bili-
yor. Siz kapiy1 sectikten sonra, ama
daha kapiy1 agmadan once, sunucu,

| geriye kalan iki kapidan ardinda ha-
| vug olanini acip size havucu gosteri-
yor ve,

— Dilerseniz kapinizi degistirebi-
lirsiniz, diyor.

Oyunun kurali bu. Sunucu bu iyi-
ligi salt size degil, herkese yapiyor.

Kapiy1 degistirmeli misiniz, yoksa degistirmemeli misiniz?

Arabayi kazanma olasihigini artirmak i¢in ne yapmali?

Belki de degistirip degistirmeyeceginize yazi-tura atarak karar
vermelisiniz.

Yazinin burasinda yarim saat sessiz kalip okura diisiinme
pay1 vermek isterdim. Yanit sasirtici, ve isin puf noktasi anlagil-
diginda gozyasartici giizellikte.

Kapiyr degistirip degistirmemek konusunda karar vermek
icin yazi-tura atarsaniz, arabayr kazanma olasiigimz 1/2’dir;
ciinkli agilmamus iki kapidan salt birinin ardinda araba var. Ya-
zi-tura atarsaniz arabayi 1/2 olasilikla bulacaksiniz.

Simdi kapiy: degistirmediginizi varsayalim. Buna A varsayimi
diyelim. A varsayiminda arabay1 secme olasiliginiz 1/3’tir, ¢iinkii
¢ kapidan birini sectik, ve salt bir kapinin ardinda araba var, su-
nucu ardinda havug olan bir kapiyr agmig ya da agmamig, umu-
runuzda degil, ilk sectiginiz kapidan sasmayacaksiniz...

1/2, 1/3’ten biiyiik oldugundan, yazi-tura atmayi, kapiyi de-
gistirmemeye yeglemelisiniz.

Simdi de kapiyr degistirdiginizi varsayalim. Bu varsayima B
varsayimi diyelim. B varsayiminda kazanma olasiliginiz kagtir?
Gene 1/3 mudir? Yoksa 1/2 midir?

Ne 1/3 ne de 1/2!

B varsayiminda nasil kazanabilirsiniz? Ancak segtiginiz ilk



kapinin ardinda araba yoksa kazana- [ga
bilirsiniz2.

Sectiginiz ilk kapimin ardinda
araba olmama olasiligiysa 2/3’tur.
Dolayisiyla, B varsayiminda kazan-
ma olasihg 2/3’tir. 2/3, 1/3’ten ve
1/2’den buyiikk oldugundan kapinizi
degistirmelisiniz.

Bu agiklamalarimla kandiramadi-

gim bir okuruma su 6rnegi verdim: Diyelim, ti¢ degil, ytiz kap
var, ve yalniz birinin ardinda araba var. Ilk seciminizden sonra,
sunucu arkasinda havug bulunan 98 kapiyr acip size havuglari
gosteriyor. Kapinizi degistirir misiniz, degistirmez misiniz? Degis-
tirirseniz, arabay1 kazanma olasiliginiz %99’dur. Degistirmezse-
niz % 1’dir.

Eger kap1 degistirmenin en iyi strateji olduguna sizi inandira-
mamigsam, bir arkadaginizla bu oyunu birka¢ kez oynayin. Ar-
kadaginiz ti¢ kapinin (ya da kutunun) ardina bir nesne koysun ve
o nesneyi bulmaya ¢alisin. Once yiiz kez yazi-tura atin, sonra yiiz
kez kap1 degistirmeyin, sonra yiiz kez kap1 degistirin. En ¢ok, ka-
p1 degistirdiginizde nesneyi buldugunuzu goreceksiniz.

Simdi yazimizin en 6nemli sorusuna gelelim: Vos Savant mi
yoksa matematikgiler mi hakliydi? Yazinin baginda Vos Sa-
vant’in dinyanin en zeki insani oldugunu soylemistim. Vos Sa-
vant hakliyd: elbet.

2 Isin piif noktasi burada. Iyice diisiiniin. Eger ilk seciminizde arabay1 bulama-
mugsaniz, ki 2/3 olasilikla bulamazsiniz, kapiy: degistirdiginizde arabayi kesin-
kes bulacaksiniz.



Matematik

Bir sinifta tam kirk cocuk dizili;
Bir karatahta, tistiinde bir tiggen;
Bir koca daire, sagir, cekingen;
Merkezi giim giim eder davul gibi.

Dilsiz, vatansiz harfler, kiime kiime,

Beklesir dururlar, azap icinde.

Bir yamugun yan kenar1 tamtakair,
Bir ses ytikselir yukselir, alcalir,
Azgin bir problem tutar yolunu,

Doner doner isirir kuyrugunu.

Bir aginin ¢eneleri gerilir;
Kurt mudur, képek mi, neyin nesidir?

Ne kadar rakam varsa yerytztinde
Usiismiis, karinca gibi, tahtaya;
Kosarlar bir yuvadan bir yuvaya,
Fal tagina donmiis gozler oniinde.

Jules Supervielle!

Ceviren: Sabahattin Eyuboglu

1 1884-1960 yillar1 arasinda yasamus tinlii bir Fransiz sairi.



“Son Teorem” Teorem Oldu
En Sonunda

11 1637 saniliyor. Vebanin ve savagin Avrupa’y: kasip kavur-

dugu yillar. Yer Toulouse, Fransa’nin giineyinde, Ispanya si-
nirina yakin bir kent. Fransiz hukuk adami, ayni zamanda ama-
tor matematik¢i, ama amator olmasina karsin ¢aginin en biyiik
matematikgisi Pierre de Fermat (1601-1665), okumakta oldugu
Diofantos’un! Aritmetik adli yapitinin sayfa kenarina Latince,
“Hanc marginis exiguitas non caperet,” diye not diigiiyor. Yani,
“sayfa kenarinda kanit igin yeterince yer yok.” Ilk kez degil bu.
Daha o6nce de buna benzer notlar diismustii ayni kitabin sayfala-
rina. Bundan sonra da disecek.

Fermat’nin so6ziint ettigi su teoremin kaniti:

Fermat’nin Son Teoremi. Eger n, 2’den biiyiik bir tamsa-
yrysa, x" + y* = z" denkleminin pozitif tamsayilarda? ¢oziimii
yoktur.

Bu teoremi Fermat gercekten kanitlamig midir? Bilinmiyor.
Biyiik bir olasilikla higbir zaman da bilinemeyecek. Diinyanin en
biiyik beyinleri ti¢ yiiz yili agkin bir siiredir teoremi kanitlamaya
calistilar.

1 Diofantos, IS 3’iincii yiizyilda yagamis Yunanli bir matematikgidir.
2 Yani 1, 2, 3, 4, ... gibi sayilarda.



Bu ¢alismalar sonucu modern cebir dogdu. Teoremi kanitla-
mak icin gelistirilen yontemler ve bulunan kavramlar salt mate-
matikte degil, bagka dallarda da uygulama alani buldular.

En sonunda, gegen hafta (Haziran 1993) teoremin kanitlandi-
g1 duyuruldu. Andrew Wiles adli bir matematikgi kanitlamus.

Matematik diinyasi ¢alkalandi, senlendi. Konusulan tek konu
bu oldu. Herkes sevingliydi. Sanki teoremi bir kisi degil, biitiin ma-
tematikgiler, hep birlikte kanitlamuslardi. Ogrencilerimizden ce-
kinmesek horon tepecektik ortalikta. Calkalanma dar matematik
diinyasim agti. Haber gazetelerin birinci sayfasinda yer aldi. Her
gun gittigim kahvenin garsonu bile Fermat’nin Teoremi’nden so-
zetti. Bana mu Oyle geldi bilmiyorum, ama sanki haberin duyuldu-
gu giin biitiin insanlar aym bayrami kutluyorlards. lk aya gidildi-
ginde, ilk kalp nakli yapildiginda da, animsiyorum, boyle bir hava
sezmistim. Insanlar, insanliklarindan gurur duyuyorlardi. Basari,
bir iki kisinin basarisi degildi, hep birlikte basarmigtik. Timtumu-
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ziin yengisiydi bu. Kimseye karg1 degil. Tek kisilik bir yarigtan bi-
rinci ¢itkmigtik..

Gene de kadehleri tokusturmadan 6nce biraz beklemek ge-
rekiyor. Fermat’nin Son Teoremi’nin kanitlandig: ilk kez du-
yurulmuyor. Daha 6nce bir¢ok iinlii matematikgi teoremi ka-
nitladiklarini sandilarsa da sonradan yanildiklarini anladilar.
Bunlardan en unlileri gecen yiizyilda yasamis olan Cauchy
(1789-1857), Lamé (1795-1870) ve Kummer’dir (1810-1893).
Bundan dort bes yil 6nce de tinlii bir Japon matematikgi teore-
mi kanitladigini diinyaya duyurmustu. Bir aya kalmadi kani-
tin yanlis oldugu anlasildi. Duyduguma gore, say1 kuramcilari
bu kez kanittan umutlularmig3.

Bu teoremle salt profesyonel matematikgiler ugrasmadilar.
Amator ya da profesyonel olsun, bir tek matematikgi bilmem ki
yasaminin bir doneminde teoremi kanitlamaya ¢aligmis olmasin.

Profesyonel matematikgiler de sik sik teoremi kanitladiklarini
one stren amatorlerden mektup alirlar. Kaniti anlamaya ¢alis-
mak, yanligt bulmak az buz bir is degildir. Gene de toplumsal go-
revlerinden biri de bu oldugundan, matematikgiler ellerinden gel-
digince yardimei olmaya caligirlar.

Fermat’nin Son Teoremi ne ise yarar? Matematikte ya da
yasamda uygulama alani var midir? Bu teorem kanitlansa ne
olur, kanitlanmasa ne olur?

Fermat’nin son teoreminin hicbir uygulamasini bilmiyorum.
Ne matematige, ne de ginliik yasama... Yani ne kuramsal olarak,
ne de uygulamada Fermat’nin Son Teoremi bir ise yarar. Boyle dii-

3 Bugiin, 22 Kasim 1993, kanitta bir sorun oldugunu duydum. Kanit: diizelt-
mek igin calisiliyormus. Sorunun yanitlanmasi i¢in asag1 yukar bir yil gerek-
tigi soyleniyor. Simdilik teoremin tam olarak kanitlandigini soyleyemeyiz. Ko-
nudan anlayan matematikgiler son derece umutlular ama.

Ikinci basima ek: Kasim 1994’te, Wiles kanitin1 égrencisi Richard Taylor’in
yardimiyla duizeltti.

Ugiincii basima ek: Ne tuhaf! Kanitin diizeltilmesi icin asag1 yukar: bir yil ge-
reksinildiginin sdylendigini yazmigim ve tam bir yil sonra kanit diizeltilmis!
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stinen salt ben degilim, say1 kuramcist Norbert Schappacher de
boyle yaziyor bir yazisinda®. Fermat'nin Son Teoremi’ni bu yuz-
den ilging bulmayanlar olabilir. Unlii matematik¢i Carl Friedrich
Gauss bu matematikgilerden biriydi.

Her ne denli Fermat’nin Son Teoremi’nin Onermesi
matemetiksel olarak pek ilging degilse de, teoremin kanitlanma-
st matematik icin bir sinav sayilir. Ustelik bu teoremin kanitlan-
mast i¢in gelistirilen yontemler matematikte ¢ok genis uygulama
alanlar1 bulmuslardir. Amag teoremin kendisini kanitlamaktan
cok, matematikgilere bir hedef gostermektir. Nasil aya gitmenin
aya gitmekten de ote bir yarari olmugsa insanliga, Fermat’nin
Son Teoremi’nin de matematige Oyle bir katkisi olmugtur.

Fermat’nin yasadig1 ¢agda herkes matematiksel bir kanitin
nasil olmasi gerektigini bilmiyordu. Ornegin, matematiksel bir
onermeyi 0, 1, 2, 3, 4, § gibi kiiciik dogal sayilar i¢in kanitla-
yip, “tumevarimla her dogal say1 i¢in dogrudur” sonucunu ¢i-
karanlar vardi. Ama Fermat matematiksel bir kanitin nasil ol-
masi gerektigini biliyordu. Hatta 1657°de Wallis adli bir mate-
matik¢inin buna benzer kotii yontemlerini elestirmisti. Yani
Fermat’nin, teoremi kii¢iik sayilar i¢in kanitlayip, “her say1 i¢in
gecerlidir” gibi gecersiz bir ¢cikarim yapmis olmasi olasi degils.

Pierre de Fermat’nin kanitlayamadigi teoremleri ¢ekinmeden
acikladigi da biliniyor. Matematikgi Frénicle de Bessy’ye 1640’ta
yazdigi mektup buna bir delil (geviriyi 6zglirce yapiyorum):

Ama size kesin olarak soyleyeyim ki (ciinkii bildigim-
den fazlasini kendime mal edemeyecegim gibi, bilme-
digimi de acik agik soylerim) 3, 5,17,257, 65537 vb.

4 Les 350 Ans du “Grand Théoréme de Fermat”, Norbert Schappacher, 6nya-
z1 (“preprint”).

5 Kaldi ki, kiigiik 7 tamsayilart igin bile Fermat’nin teoremini kanitlamak kolay de-
gildir. Teoremin giicligiinii kavramak amaciyla, # = 3 i¢in kamtlamaya caligin. »
= 3 igin bile basit bir kanitin bilindigini sanmiyorum. # = 4 i¢in kanit oldukga ko-
lay. “Fermat Ne Biliyordu?” (sayfa 123) adli yazida kanit1 bulabilirsiniz.
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gibi sayilarin bolenleri olmadigimi kamitlayamadim®.
Bu onermenin dogru oldugundan en ufak bir kug-
kum yok. Eger kamiti bulduysamz, bana yollama
zabmetinde bulunun; ciinkii bundan sonra beni bu
konularda hicbir sey durduramaz.

Fermat’nin yalan soylemedigi, dogru ya da dogru oldugunu
sandig1 bir kanit buldugu kesin. Buldugu kanit yanlig da olabi-
lir. Fermat kusursuz bir insan degildi. Yazismalarinda, ender de
olsa, simdi yanls oldugu bilinen 6nermeleri kanitladigini ileri
siirdiigii de oldu. Ornegin, 1659°da, bir mektubunda, biraz 6n-
ce (dipnotta) sozini ettigim 22"+1 sayilarinin asal olduklarini
kanitladigini ileri siirdii. Oysa bu onerme yanlis. Euler,
1732°de 22° + 1’in, yani 4.294.967.297’nin 641°¢ bolindigii-
nii’, dolayisiyla asal olmadigini gosterdi. Yani, Fermat’nin, Son
Teorem i¢in dustindigii kanit yanlis olabilir.

Kaniti uzun zaman bulunamayan 6nermelere sik sik 6dul
konulur. Bu 6dulleri unlii matematikgiler koyabilirler. Prob-
lemle uzun zaman ugrasmiglardir, basariya ulasamamiglardir.
“Teslim oldum” anlamina ve Obiir matematikgileri heveslen-
dirmek amaciyla kiiciik bir 6diil koyarlar. Kimileyin bir bilim
akademisi koyar odili. O zaman 6dul ve odilun onuru daha
buiyiik olur elbet.

Iki kez, 1816 ve 1850°de, Paris Bilimler Akademisi teoremi
kanitlayana bir altin madalya ve 3000 Fransiz Franki verecegi-
ni duyurdu. 1856°da, jiiri tiyesi olan Cauchy, konu uzerine 11
calisma aldiklarini, ancak higbir ¢alismanin teoremi kanitlaya-
madigini bildirdi. Gene de ¢alismalarin konuya katkilarini 6viip

6 Busayilar sirasiyla 21 + 1, 24 + 1, 28 + 1, 216 + 1 sayilarina esittir. 22"+ 1 bicimin-
de yazilan sayilarin asal olduklari, yani 1 ve kendilerinden bagka bir sayiya bolii-
nemedikleri saniliyordu. Fermat bu soruyu sormustur bir dnceki mektubunda. Bu
tiir sayilarin asal olmadiklar: daha sonra anlagildi. Matematik ve Korku adh kita-
bimdaki “Asal Sayilar” adli yazida bu konuda daha fazla bilgi bulabilirsiniz.

7 4.294.967.297 = 641 x 6.700.417. Bugiin,bilgisayarlarla bu bolmeyi bulmak
¢ok kolaydir. O zaman da pek zor degildi. Biraz sabir yeterliydi.
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madalyanin Kummer’e verilmesini ve Akademi’nin 6dulia kal-
dirmasini jiiri adina 6nerdi.

1908’da Alman Paul Wolfskelf vasiyetinde Fermat’nin teore-
mini 13 Eylil 2007’den 6nce kanitlayana 100.000 Alman Mar-
ki gibi bir servet birakti. Matematik¢i Paulo Ribenboim, Fer-
mat’nin Son Teoremi Uzerine 13 Ders adli kitabinda, Wolfskelf
odiiliinden sorumlu Dr. F. Schlichting’ten aldigi mektubu yayim-
ladi. Mektubu sunuyorum:

Gottingen, 23 Mart 1974
Sevgili Bayim,
Mektubunuzu yamtlamakta geciktigim icin liitfen
bagislaym. Ilisikte, simdi 100.000 Mark’t asmis olan
odiiliin kurallarm agiklayan ve édiile katilmak iste-
yenlere yolladigmmiz belgeleri bulacaksiniz.
Simdiye dek kag kisinin ddiile katildigi bilinmiyor.
Ik yil (1907-1908) 621 ¢o6ziim dmerilmis. Su anda
Fermat'min problemiyle ilgili elimizde ii¢c metre
yiiksekliginde yazisma var. Son onyillarda soruna
soyle yaklastik: Akademi’nin sekreterligi yazilari,
(1) sagmasapan yazilar, ki bunlar hemen geri gon-
deriliyor, ve (2) matematigi andiran yazilar olmak
iizere ikiye ayirryor. 1kinci kategorideki yazilar ma-
tematik boliimiine iletiliyor, matematik boliimii de
yazilari okuma, yanlisi bulma ve yazari yamitlama
islerini asistanlara birakiyor - su anda kurban be-
nim. Her ay iki ya da iic mektup yanitlamam gere-
kiyor. Son derece giiliing ve ilging mektuplar elime
geciyor. Ornegin, biri ¢bziimiin yarisim sunwyor,
6biir yarisimi pesin 1000 Mark yollarsak yollayaca-
g soyliiyor. Bir baskasi, kendisine arka cikar-
sam, iinlendiginde, yaymlardan, televizyon ve rad-
yo konusmalarindan elde edecegi kazancin
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% 10°’unu sunuyor, ve yardimi reddedersem, ¢ozii-
miinii bir Rus iiniversitesine yollayarak bizi onur-
dan yoksun edecegini soyleyerek tehdit ediyor.
Arada bir de Gottingen’e gelip 6zel olarak konusg-
mak isteyenler cikiyor.

Hemen hemen biitiin ¢bziimlerin ilkel bir diizeyde
yazilmis olmasina karsin (lise matematigi kavram-
laryla ve belki de sayilar kuranmunda kotii hazme-
dilmis bir iki yazi okunduktan sonra), anlasilmala-
r1 ¢ok gii¢ olabiliyor. Toplumsal olarak, édiile ka-
tilanlar genellikle teknik egitimden gecmis, ama
basaramayip Fermat’min teoremini kamtlayarak
birden iine kavusmak isteyen kisiler. Yazilardan bi-
rini gosterdigim bir doktor, yazarm agir bir sizof-
reni oldugunu soyledi. Wolfskelf’in vasiyetlerinden
biri de Akademi’nin ber yil énde gelen matematik
dergilerinden birinde odiilii duyurmasiydi. Ama
daha birinci yildan sonra dergiler duyuruyu yayim-
lamay: reddettiler, ciinkii dergilere deli mektuplar:
yagiyordu durmadan. Simdilik, 6diiliin matematige
tek katkisi, odiile konan paradan elde edilen faizin
Akademi tarafindan kullamilmas: oldu. Ornegin,
1910°lu yillarda bu parayla Gottingen Universite-
si’nin matematik boliimii baskanlar: (Klein, Hil-
bert, Minkowski) Poincaré’yi Gottingen’e cagirip
alti konusma verdirdiler. 1948°den beri paraya do-
kunulmad: ama.

Umarmm bu bilgiler isinize yarar. Baska sorularmiz
varsa ve yamtlayabilirsem sevinirim.

Saygilarmmla.

F. Schlichting
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Sonlu Oyunlar

u kitapta sik stk oyunlari konu edecegiz. Oyunlari sonlu ve
Bsonsuz oyunlar diye ikiye ayiracagiz. Sonsuz oyunlari da
ilerde ikiye ayiracagiz: Uygulamada sonsuza dek siirebilen ve
stiremeyen oyunlar. Simdilik sonlu oyunlari konu edelim.

Satrang sonlu bir oyundur. Ancak satrancin sonlu olmasi
icin 6zel kurallar konmustur. Ornegin, “bilmemkag¢ hamlede pi-
yonlara dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir kural var-
dir. Bu kural olmasaydi, 6rnegin yalnizca iki sahin kaldigi oyun-
lar sonsuza degin siirerdi.

Pisti, bri¢ gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kagit oyunla-
r1 sonludur. S6ziini ettigimiz oyunlarin sonlu oldugunu kanitla-
mak oldukga kolaydir, kagit sayisi sonludur ve gittikge azalir.

Eger bir oyunun her aninda her oyuncunun yapabilecegi
sonlu tane hamle varsa ve oyunun siirebilecegi hamle sayisi si-
nirliysa, o oyuna sonlu oyun denir.

Kimi oyunun bitip bitmeyecegini 6nceden kestirmek pek ko-
lay degildir. Hatta 6nsezinin bile yetersiz kaldig1 olabilir. Onse-
zi kazanmak ve teoremin dogruluguna kendilerini inandirmak
icin matematikgiler sik sik deneye bagvururlar. Bu yontemi bir
oyun i¢in kullanacagz.

Iki kisi arasinda oynanan su oyunu ele alalm: ki oyuncu



yazi-tura atiyor. Yazi gelirse birinci oyuncu, tura gelirse ikinci
oyuncu kazanacak. Birinci oyuncu oyunun basinda ortaya 1 li-
ra koyuyor. Kaybettikce ortaya koydugu parayi iki kat1 artiri-
yor. Ornegin, ilk atista kaybederse ikinci atista ortaya 2 koyu-
yor. Bu atista da kaybederse tiglincii atista ortaya 4 koyuyor.
Gene kaybederse 8 koyacak. Kazaninca artirmayr durduruyor
ve bir sonraki atista ortaya 1 lira koyuyor. Oyun boyle siiriiyor.
Ikinci oyuncu para alip vermekle yetiniyor. Eger iki oyuncudan
birinde para kalmazsa ya da birinci oyuncu agikladigimiz stra-
tejisini stirdiiremezse oyun bitiyor.

Bu oyun bitmemezlik eder mi? Yani bu son derece yalin
oyun sonlu bir oyun mudur?

Oyunun baginda her iki oyuncunun da dérder lirasi oldugu-
nu varsayalim. Oyunun basinda birinci oyuncu 1 lira ortaya su-
ruyor. Bu duruma (4, 4, 1) durumu diyelim. Buradaki birinci sa-
y1, birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci sayi, ikinci oyuncu-
nun cebindeki para; tiglincii sayiysa ortaya siiriilen para. Bu du-
rumda tura gelirse, yani birinci oyuncu kaybederse (3, 5, 2) du-
rumuna gececegiz; ¢unki birinci oyuncunun 3 lirasi kalacak,
ikinci oyuncunun § lirasi olacak ve ortaya siiriilen para 2 lira
olacak. Bir kez daha tura gelirse, (1, 7, 4) durumuna ulagiriz ve
bu durumda oyun biter; ¢tinkii bu durumda birinci oyuncu 4 li-
ra ortaya koymalidir ve 4 liras1 yoktur.

Ornegin durmadan bir yaz, bir tura gelirse oyun biter mi?
Ilk oyunda birinci oyuncu bir kazanir. Ama bundan sonraki
oyunlarda bir kaybeder, iki kazanir, bir kaybeder, iki kazanir...
Dolayisiyla birinci oyuncu bu varsayimla kazanir.

Yukaridaki 6rnekte oyun bitiyor ama oyunun bitmeyebile-
cegi bagka zar atiglar1 olabilir.

Bu oyun her oynandiginda biter mi ve eger Oyleyse bu oyu-
nun her oynandiginda bittigini kanitlayabilir miyiz? Yoksa ki-
mileyin bitmeyip sonsuza degin siirdiigi olur mu ve bu durum-
da hangi yazi-tura atiglariyla sonsuza degin siirer?

18



Bu sorular1 yamitlamak i¢in oyunun bir semasini ¢ikarabili-
riz. En tepeye (4, 4, 1) yazalim. Bu oyunun birinci durumu. Bu
durumdan asagi dogru sagh sollu iki ok ¢ikaralim: tura oku ve
yazi oku. Soldaki ok tura geldigini, yani birinci oyuncunun kay-
bettigini, sagdaki oksa yazi geldigini, yani birinci oyuncunun
kazandigini gosteriyor. Sol okun ucuna birinci oyuncu kaybetti-
ginde varacagimiz durumu, yani (3, 5, 2), yazalim. Sag okun
ucunaysa birinci oyuncu kazandiginda varilacak durumu yaza-
lim: (5, 3, 1). Birinci oyuncu stratejisini siirdiiremedigi durum-
lardan ok c¢ikmaz, bu durumlarda oyun bitmistir. Iste oyunun
semast:

[174] [442P{621]
T T Y

[2,64] [532P{711]

Gri karelerde oyun bitmistir.

Bu sema sonlu bir oyunun semasidir, ¢unkii oklar izleyerek
bir dongii elde edemeyiz. Oklarin gosterdigi yollari izledigimiz-
de son durumlardan birine erigiriz.

Oyuna her iki oyuncu da dérder lirayla basladiginda oyu-
nun sonlu oldugunu gordik, en fazla dokuz para atisinda oyun
biter (en uzun oyunlar TYTYTYTTY ve TYTYTYTTT atlan
oyunlar). Okur oyunu baska para durumlarindan da baglatabi-
lir. Her seferinde oyunun sonlu oldugunu gorecektir. “Demek
ki,” diye dusiiniir matematikgi bu asamada, “bu oyun bitmeli!”
Arkasindan soruyu genel olarak yanitlar:
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Teorem. Oyuncular oyuna kac¢ parayla baslarlarsa baglasin-
lar yukaridaki oyun biter!.

Kanut: Birinci oyuncu hep kaybederse oyun elbette biter. Bi-
rinci oyuncunun pespese 7 kez kaybettigini ama bir sonraki
(n + 1)inci atista kazandigini varsayahm. Ilk 7 atista, birinci
oyuncu,

1+2+22 4. 42124 201
lira kaybetmis olacaktir. Bu sayiya S,, diyelim:

S,=1+2+22 4+ .+ 212 4211, (1)
S,, sayisini hesaplayalim. (1) esitliginin sagindaki ve solundaki
terimleri 2’yle carpacak olursak,

25, =2 +224+23 4 . +2m1 4 2n (2)
esitligini buluruz. (1) esitligini (2)’den ¢ikaralim. Sol tarafta
28, - S, yani S, buluruz. Sag tarafta ise hemen hemen biitiin te-
rimler sadelegir ve geriye 27— 1 kalir. Dolayisiyla S, = 27 — 1°dir.
Demek ki, birinci oyuncu pespese 7 kez kaybederse, 27 — 1 lira
kaybedecektir. Ama bir sonraki atista, yani (7 + 1)’inci atista
kazandiginda 2%, yani toplam kaybettiklerinin bir fazlasini ka-
zanacaktir. Dolayisiyla, birinci oyuncu her kazamisinda, daha
once kaybettiklerini ¢ikardig gibi, 1 lira da kazanca gegecektir.
Bu ne demektir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikge 1 lira ka-
zanmay surdirecek ve bir zaman sonra ikinci oyuncunun bi-
tiin parasini titecek demektir.

Teoremimiz kanitlanmustir. O

Bu oyunu ve buna benzer oyunlar ilerde de s6z konusu ya-
pacagiz.

Soru: Bu oyunun en fazla kag¢ para atisinda bitecegini bula-
bilir misiniz?

1 Bu giizel kanit i¢in Sinan Sertoz’e tesekkiir ederim.
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Beklenti ve Kumarhane Oyunlari

ir oyunun beklentisi, bir oyuncunun o oyunda ortalama ne

kadar kazanacagini ya da kaybedecegini gosteren bir sayi-
dir. Kumar oynamaya yeltenen her kisi beklentinin ne demek ol-
dugunu bilmelidir.

Simdi kumarhane mudirta olan bir ¢ocukluk arkadagima
rastladim bugiin. Kumarhane mudiirii oldugu i¢in kumarhane-
lerde oynayamadigindan yakindi. Oynasaymuis, rulette diinya-
nin parasini kazanabilirmis...

Sastim kaldim. Kumarhane miuidiiri olan biri ruletin beklen-
tisinin negatif oldugunu bilmiyor... Iyi ki kumar oynamas ida-
re tarafindan yasaklanmusg!

Bir 6rnekle beklentinin nasil hesaplandigini agiklayayim. Di-
yelim bir piyango bileti aldiniz. Piyango bileti 10 lira. Toplam
100 bilet oldugunu varsayalim. Ve diyelim,

1 bilete 500 lira ¢ikacak,

2 bilete 100 lira ¢ikacak ve

5 bilete de 10 lira (yani amorti) ¢ikacak.

Ayni bilete iki ya da daha fazla ikramiye ¢ikmasina kuralla-
rin izin vermedigini varsayalim. Bir piyango biletinden beklenti-
niz nedir? Yiizde 1 olasilikla 500 lira ikramiye kazanacaksiniz ve
net kariniz 490 lira olacak (490 = 500 — 10); yuizde 2 olasilikla



90 lira kazanacaksiniz (90 = 100 — 10); yuzde S olasilikla amor-
ti ¢ctkacak, yani ne kazanacak ne de kaybedeceksiniz; geri kalan
yuzde 92 olasilikla aldiginiz bilete hicbir sey ¢ikmayacak ve bile-
te verdiginiz 10 lira yanacak. Biletinizin beklentisi:

490 x(1/190)+90x(2/100)+0x(5/100)+(—10)x(92/100) = -2,5
dir.

Beklenti negatif oldugundan piyango bileti almamak daha
akalli bir davranustir.

Yiiz biletin ytiztinii de alsaydiniz, bin lira 6deyip, 500 + 200
+ 50 = 750 kazanacak ve 250 lira zarar edecektiniz, yani bilet
bagina 2,5 lira kaybedecektiniz, beklenti kadar...

Bir 6nceki yazida konumuz olan (4, 4, 1) oyununun beklentisi
kagtir? O yazidaki semaya bakip hesaplayalim. 3 lira kaybetme ola-
siligimiz (yani oyundan 1 lirayla kalkma olasihigimiz) 1/2 x 1/2 =
1/4’tur, ¢unku (1, 7, 4) durumuna ancak ilk iki atista tstiiste tura
gelirse erigebiliriz. 2 lira kaybetme olasiligimiz 1/8 + 1/16°dir, ¢lin-
ki (2, 6, 4) durumuna YTT ve TYTT atarak erisebiliriz. Okur bu-
tin olasiliklart hesaplarsa beklentinin,

(—3x1/4)+(—2x3/16)+(—1x9/64)+(—4x27/512)+(4x189/512) = 0
oldugunu bulur. Demek ki bu oyunun beklentisi 0’dir. Oynan-
sa da olur, oynanmasa da...

Kumarhanelerde kumarhaneye kargi oynanan hemen hemen
her oyunun beklentisi negatiftir.

Ornegin, ruletin beklentisi ~1/37’dir (eger rulet masasinda
bir sifir varsa —1/37°dir, iki sifir varsa beklenti daha da koti-
diir.) Yani ruleti ¢ok oynarsaniz, nasil
oynarsaniz oynayin, evet, nasil oynar-
saniz oynayin, masaya yatirdiginiz pa-
ranin 37’de birini kaybedersiniz.

Diyelim rulet masasinda paranizi
5’ yatirdiniz, diyelim 1 lira koydunuz.
Top dondii dondii... Top 5’e diiserse 36
lira alirsiniz, yani 35 lira kazanirsiniz.

24



Top 5’e dusmezse, ortaya koydugunuz 1 lira deve olur. Rulette
(0 dahil olmak tizere) 37 rakam oldugundan, topun 5’e digme
olasiligr 1/37°dir. Demek ki, bu stratejiyle beklentiniz,

(1/37) x 35 + (36/37) x (-1) =-1/37
dirl.

Diyelim kirmizilara 1 lira oynadiniz. Kirmizi olan 18 say1
vardir (0’1n rengi yoktur, obiir renkler siyahtir.) Demek ki kir-
mizi gelme olasihigi 18/37°dir. Ve bu durumda size 2 lira 6denir,
yani 1 lira kazanirsimz. Kirmizi gelmezse, ki 19/37 olasilikla
gelmez, koydugunuz 1 liray1 kaybedersiniz. Bu stratejiyle bek-
lentiniz,

(18/37) x (1) + (19/37) x (-1) =-1/37
dir. Gene ayni beklentiyi bulduk.

Dedigim gibi, rulet oyununda ne yaparsaniz yapin, isterseniz
agzinizla kus tutmaya calisin, ortaya koydugunuz paranin 37°de
birini (uzun donemde) kaybetmeye mahkimsunuz.

Bakara ve kumar makinalarinin da beklentileri negatiftir.

En rezaleti de kumar makinalari... Onlarin beklentileri daha
da negatiftir... Kumarhaneci isine gelmeyen oyunu kumarhane-
sine koymaz ki...

Akilli bir insan para kazanmak amaciyla kumarhanede oy-
namaz.

Eger 271’in (blackjack’in) kurallari oyuncudan yanaysa
(ornegin 21’e 1,5 misli yerine 2 misli para 6diiyorsa) ve oyuncu
kagitlar1 sayiyorsa (ki ¢ogu kumarhanede 21°de kagit saymak
yasaktir, kapir digsar1 ederler, oysa dogru diirtist kagit sayabilen
¢ bes kisi vardir yeryiiziinde ve onlar da ¢ok az kazanabilirler),
o zaman oyuncunun beklentisi ¢ok az da olsa pozitif olabilir.
271’in beklentisini matematiksel kesinlikle hesaplayamayiz, ¢ok
karigik hesaplar yapmak gerekir. Ancak cesitli stratejiler bilgisa-

1 Bazi rulet masalarinda bir de ayrica 00 vardir, o zaman beklenti daha da ne-
gatiftir.
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yara milyonlarca kez oynatilarak deneysel bir sonug elde edilebi-
lir. Bat’da 21 tizerine bir¢ok kitap yazilmigtir. O kitaplari oku-
madan kumarhanede 21 oynamayin.
Eger kumarhane, 21’e yatirilan para-
nin en az iki mislini vermiyorsa kesin-
likle 0 kumarhanede oynamamalisi-
niz, ¢ctinkii 21’in beklentisini miisteri-

ye pozitif yapan kumarhanenin 21’e
iki misli para 6demesidir. Bir¢ok kumarhane 21’e yalnizca bir bu-
cuk misli para veriyor.

Ustiine basa basa soyleyeyim: Profesyonel kumarbazlar bile
21 oyunundan zengin olmamiglardir. Kim aksini iddia ediyorsa,
ki var, hem de ¢ok var, ya yalan soyliiyordur ya da yeterince oy-
namamustir.

Kumarhanelerde oynanan pokere gelince... Poker, kumarha-
nelerde kumarhaneye karsi degil, obiir oyunculara karsi oyna-
nir. Ancak kumarhanenin aldigi ytizde iyi bir poker oyuncusu-
nun bile beklentisini negatif yapar.

Sonug olarak, kumarhanelerde yalnizca 21 oynamanizi 6ne-
ririm. O da iki kosulla:

1) Kumarhanenin kurallari oyuncudan yana olacak (en azin-
dan 21’e iki misli para verecek.)

2) Cok para kazanmak i¢in degil, cok para kaybetmeden
hosca vakit gecirmek igin ve kirk yilin basi oynayacaksiniz.

Milli Piyango, Kaz1 Kazan ve Spor Toto’nun da beklentileri
negatiftir. Oynanmamas gerekir.

6/49 adi verilen loto oyununun beklentisi ¢cogunlukla nega-
tiftir. Ancak, birkag hafta tstiiste 6 bilen ¢ikmamigsa ve ikrami-
ye birike birike olaganiisti boyutlara varmissa, iste o zaman
beklenti belki pozitif olabilir... Ama o zaman da o kadar ¢ok ki-
si oynar ki oyunu, 6’y1 birkag kisi bilir ve buytk ikramiye pay-
lagilir ve beklenti gene negatif olur.
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Tavla Uzerine Bir Soru

onlu Oyunlar yazimizda sonlu oyunlardan s6zetmistik. Bu ya-
SZlda kuramsal olarak sonsuza dek uzayabilecek ve oynandi-
ginda, yani uygulamada, bitip bitmeyeceginden emin olmadigim
bir oyundan sozedecegiz. Hepimizin bildigi bir oyun bu: Tavla.

Tavla sonlu bir oyun mudur? Tavlanin uzun sirdigi olabi-
lir, ama bugiine dek oynadiginiz her tavla oyunu sona ermistir.
Hi¢ yenisemeden giinlerce (bir el) tavla oynayana raslamamigsi-
nizdir. Oysa tavla kuramsal olarak sonsuz bir oyundur. Yani ku-
ramsal olarak sonsuza dek siirebilir. Ornegin, her iki oyuncunun
da birer kirig1 ve birer kapisi olabilir ve her iki oyuncu da (ku-
ramsal olarak) sonsuza dek gele atabilirler. Tek bir kapiya son-
suza dek gele atma olasiligi 0’dir elbet.
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Tavlanin (kuramsal olarak) sonsuza dek siirebilecegi 6rnek-
leri artirabiliriz. Yukaridaki durumu alalim:

Her iki oyuncunun da birer kirigi var ve her ikisi de peng
(5) kapist diginda biitiin kapilart almiglar. Bu durumda her iki
oyuncu da durmadan gele atarsa oyun sonsuza dek siirer. Dur-
madan sonsuza dek gele atmanin, yani hi¢ pen¢ atamamanin
olasilig1 - eger zarlar yiizde yiiz olasilikla peng gelecek sekilde
hileli degilse - sifirdirl. Yani kuramsal olarak sonsuza dek gele
atilabilse bile, uygulamada atilamaz. Kuramsal olarak sonsuz
olabilen tavla oyunu iste bu yluzden uygulamada biter (saniyo-
rum biter, kanitim yok!)

Buna benzer 6rnekleri ¢cogaltabiliriz. Iste bir tane daha:

000000
l; < 4

]

Yukardaki durumda (sira kimde olursa olsun) her iki oyun-
cuya da durmadan diibes (5-5) gelirse oyun sonsuza dek surer.
Bunun olasilig1 da sifirdir elbet.

Tavlanin sonsuza dek siirebilecegi durumlara tgiincti bir
ornek verelim. Bu ornek yukardaki orneklerden degisik ola-
cak: oyuncular isteyerek (ama gene zarin yardimiyla) sonsuza
dek siirdiirecekler oyunu:

1 Bu savimuin dogrulugu Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar adli yazidan ¢ikar.
(Bkz. sayfa 131.)
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Yukardaki oyunda siyahin bir kirig1 var ve zar atma sirasi
onda. Diibes (5-5) geldi. Diyelim, siyah, kirik pulu dort kez 5 oy-
nadi: Beyazin peng hanesindeki pulunu kirip kendi peng hanesi-
ne yatti. Dogru hamle bu degil ama varsayalim ki siyah boyle oy-
nadi. Simdi sira beyazda. Beyaza da diibes gelsin ve beyaz da ki-
rik tagimi dort kez 5 oynasin. Bundan sonra her iki oyuncuya
durmadan diibes gelsin ve yukardaki hamleleri yinelesinler.
Oyun sonsuza dek siirer. Ama hile yapilmadan sonsuza dek dii-
bes gelme olasiligi da sifirdir.

Tavla - en azindan kuramsal ve varsayimsal olarak - cesitli
bi¢imlerde sonsuza dek siirebilir:

1) Yukardaki ilk iki 6rnekte oldugu gibi oyuncularin bir se-
cenegi olmayabilir, oyuncular ne oynarlarsa oynasinlar oyun
sonsuza dek siirebilir.

2) Yukardaki tictincii 6rnekte oldugu gibi oyuncular bilerek
ve isteyerek oyunu sonsuza dek stirdirebilirler.

Bir de su ayrimi yapabiliriz:

a) Yukardaki her ti¢ 6rnekte de oldugu gibi oyunun sonsu-
za dek stirmesi i¢in oyuncular zardan yardim beklerler. Zar is-
tedikleri gibi gelmezse, oyun sonsuza dek siiremez.

b) Zar ne gelirse gelsin, oyun sonsuza dek stirebilir.

Ik iki 6rnek 1a sikkinin, ticiincii 6rnekse 2a sikkinin olabi-
lecegini gostermektedir. a sikkinin olasilig sifirdir, yani zarla-
rin sonsuza dek istedigimiz gibi gelme olasilig: sifirdir. Dolayi-
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styla 1b ve 2b giklar tizerine yogunlagmak yeterlidir.

1b sikkina bir 6rnek vermeye ¢alisgayim (basaramayacagim,
ama deneyecegim.) Iki oyuncu da alti kapiyr almig olsalar ve
her iki oyuncunun da birer kirigi olsa, oyun sonsuza dek siirer.
Ama tavlada (hile yapmadan) bu duruma erisilmez. Neden eri-
silmediginin kanitin1 okura birakiyoruz.

1b ve 2b siklar: tavlada olabilir mi? Bilmiyorum. 1b sikki-
nin olmamasi “gerektigini” deneyimle biliyoruz. Ciinkii oyna-
digimiz her tavla oyunu bitmistir. Tavla genellikle on on beg
dakikada, bilemediniz bir saatte biter. Tavla oyununun sonlu
oldugunu deneyimle biliyoruz. Ancak bunun matematiksel ka-
nitin1 vermedikge tavla oyununun hep bitecegini matematiksel
kesinlikle soyleyemeyiz. Onsezimiz ve deneyimimiz 1b sikkinin
olamayacagini sdyliiyor. Ama 6nsezilerimizden 6teye gitmeli ve
bunun matematiksel bir kanitini vermeliyiz. Onsezi, matemati-
gin vazgecilmez 6gelerindendir ama yeterli degildir.

Genellikle, matematikgi kanitlayacagi teoremden 6nce ken-
di emin olur. Bunun yolu da 6nseziden gecer. Matematikgi sez-
giyle vardigi sonucu daha sonra bigimsellestirmelidir, yani so-
nucun matematiksel bir kanitin1 bulmalidir. Oyle ki, bu bigim-
sel kaniti okuyan hi¢ kimse kanitin dogrulugundan en kugiik
bir kusku duymasin.

2b sikkinin olamayacagini soéylemek pek kolay degil. Bir ar-
kadasinizla anlasin ve oyunu bitirmemeye caligsarak tavla oyna-
yin. Ornegin ikiniz de sik sik agik verin. Kazanmak icin oyna-
mayin. Kaybetmek i¢in de oynamayin. Yalnizca oyunu sonsu-
za dek surdiirmek igin oynayin. Goreceksiniz ki yeterince za-
maniniz olsa nerdeyse basaracaksiniz?.

2 Bu yaziy1 okuyan bir arkadagim, tavlanin bitip bitmeyecegi konusunu babasi-
na a¢mig. Arkadagimin babasi, tavlanin her zaman -her iki oyuncu da kazan-
mak icin oynasa bile- bitemeyecegine inanabilecegini soylemis. Ciinku, bir
giin, ¢ok uzun siiren, hi¢ de bitecege benzemeyen ve yarida birakmak zorun-
da kaldig1 bir tavla oyunu oynamus.
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Matematikci Hilesi

atematik bolumiiniin tam kargisina yeni bir lokanta acil-

mis. Bana kalirsa koti bir yer secilmis. Kag kisi gider ki o
lokantaya? Bizim bolimden bagka bir tek bina yok cevrede. Ya-
kinda batar. Batmadan gidelim dedik ailecek. Gittik de. Her ma-
sanin ustiine bir oyun koymus lokanta sahibi. Herhalde ¢ocuk-
larin oyuna dalip anababalarini rahat birakmalari distincesiyle
konmus olacak. Giizel bir disiince. Nitekim 6yle de oldu. Co-
cuklar lokantaya girer girmez oyuna daldilar.

Ovyuna soyle bir goz attim. Ilging bir
oyun. Kendimi bildim bileli oyuna diig-
kiiniimdiir. “Yemekte oyun oynanma-
digini bilmiyor musunuz?” bahanesiyle
oyuncagi ¢ocuklarin elinden alip esimle
oynamaya basladik. Cocuklar da galiba
o sirada “makarna savas1” yaparak
oyalaniyorlardi.

“Yalnizlarin Oyunu” diye adlandiri-
lan bu oyun, adindan da anlagilacag: gibi, tek kisilik bir oyun.
Tahtadan bir tiggenin tistiine 1 + 2 + 3 + 4 + 5, yani 15 tane de-
lik acilmig. Soyle:



o O O O

O O O O O
Bu deliklere girebilecek buyiikliikte 14 ¢ubuk var. Cubuk-
lar1 deliklere yerlestireceksiniz (deliklerden biri bog kalacak de-
mek ki.) Ornegin soyle (bos kalan deligi beyaz, cubuklu delik-
leri siyah olarak gosteriyorum):

Yapabileceginiz bir tiir yasal hamle var: ¢ubuklardan birini
yanindaki ya da c¢aprazindaki ¢ubugun ustinden asirtip bir
sonraki delige sokabilirsiniz, ama bu hamleyi yapabilmeniz i¢in
cubugun girecegi deligin bos olmasi gerekir. Ve tistiinden agilan
cubuk oyundan cikarilir. Ornegin yukardaki durumda, en alt
siradaki soldan ikinci cubugu, kuzeydogusundaki ¢ubugun ts-
tiinden agirtarak asagidaki durumu elde edebilirsiniz:

®e O o o
e O o o o

Bundan sonra, alttan ikinci siranin en sagindaki ¢cubugu so-
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lundaki ¢ubugun ustiinden asirtabilirsiniz:

® ® O O
®e O o o o

Gitgide ¢ubuk sayisi azalir. Amag olabildigince az ¢ubuk bi-
rakmak. Oyunun arkasinda soyle yaziyor:
o U¢ cubuk birakan — eh! séyle béyle — 10 puan
 [ki cubuk birakan — ortalamann iistiinde — 25
puan
® Bir cubuk birakan — cok zeki — 50 puan
® Bir cubugu oyunun basindaki bos delikte birakan
— ¢ok parlak — 100 puan
® Hicbiri kimildayamayacak bicimde 8 ¢cubuk bira-
kan — dahi — 200 puan
Uzun bir siire “eh! soyle boyle”ydik. Neden sonra “cok zeki”
asamasina gecebildik. Cok ugrasmamiza karsin “cok parlak” ola-
madik. Sikildik. “D3ahi” asamasimi denedik. Baktik “dahilik” de
kolay degil, hileye bagvurduk. Bagvurdugumuz hile, aslinda mate-
matikte stk kullanilan bir yontemdir: kanitlanacak teoreme son-
dan baslanir. Yani kanit sondan basa dogru bulunur. Ornegin, di-
yelim iki pozitif x ve y sayilari igin,

esitsizligini kanitlamamiz gerekiyor. Kanitlamak istedigimiz bu
esitsizligin karesini alirsak,

X+y<x+2/xy+y

buluruz. Sadelestirince de dogrulugunu bildigimiz

33



0<2/xy

esitsizligini elde ederiz. Kanit1 yazmak icin yukarda elde ettigi-
miz ¢ikarimlari ters cevirmek gerekir:

0<fxy
esitsizliginden

0<2/xy

esitsizligini ¢ikaririz. Bu esitsizligin soluna ve sagina x + y ek-
leyerek,

x+y£x+2\/x_y+y

buluruz. Bu son esitsizligin sag tarafindaki terim (Vx + \Vy)2’ye
esit. Demek ki
x +y< (Vx +\y)2,

Simdi iki tarafin da karekokiinii alarak, diledigimiz esitsizligi
kanitlamig oluruz.

Iste bagvurdugumuz hile bu yontemden esinlenmisti.

Oyuna sondan basladik. Once oyunun sonundaki durumlarin
ne olabilecegini bulduk. Sekiz ¢cubugu, hicbiri kimildayamayacak
bicimde nasil yerlestirebilirdik? Kisa bir zaman sonra (simetrileri
saymazsak) iki ¢c6zimun oldugunu kolaylikla anladik:

o O O O o O O O
e 6 o o o e 6 6 o o

Cozuimleri saptadiktan sonra, bu ¢oziimlerden bir 6nceki
hamlelerin ne olabilecegine baktik. Ornegin, yukardaki solda-
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ki duruma gelebilmek igin, en alt siranin soldan ya ikinci ya da
dordiincti cubugu oynanmistir. Demek ki bu durumdan bir 6n-
ceki durum soyle olabilir:

© e O O
e O o o o

Sonra, teker teker daha onceki hamlelerimizin neler olabi-
lecegini saptadik. Yani geriye dogru gittik. Toplam 14 ¢ubuk
var; demek ki 8 cubuk birakmak icin geriye dogru 6 hamle yap-
mamiz gerekiyor. Oyunun tam bir semasini ¢ikardik. Bir son-
raki sayfada bu semay1 bulacaksiniz!. Kimileyin geriye gideme-
dik. Yani oyle bir duruma geldik ki, bir 6nceki hamle olamaz
o durumda. O zaman durduk elbet. Ama, bir 6nceki hamle -ya
da hamleler- oldukga, geriye gitmeyi surdirrdiik. Geriye dogru
alti hamle yapabilmemiz gerekiyordu; yaptik da. Koyu cerceve-
li resimleri asagidan yukariya dogru izleyerek “dahi” unvanim
elde ettik.

“Yalnizlarin Oyunu”nu satiyormus lokantaci. Aldik elbet.
Hem de dort tane birden aldik. Herkese bir tane... Daha sonra
sik sik gittik bu lokantaya. Her seferinde bir bagska oyun vardi.
Hepsinde de zeka ol¢iiliiyordu: “Zehir gibisiniz!”, “Boylesi go-
rulmemis!”, “Askolsun!”, “Evrenin en zeki yaratgi!” “Cok,
ama ¢ok tstun zeka!” Oyunlar da ucuz degil. Ama onca emek-
ten sonra almamak olmuyor. Onceleri haftada bir gidiyorduk
ailecek, sonra ben tek basima kagamaklar yapmaya basladim.

1 Yazinin sonundaki gsemada simetrik durumlar oldugunda, bu durumlardan
yalnizca birini ¢izdim yer kazanmak igin. Iki simetrik durumdan birinin secil-

digi yerlere (*) isareti koydum.
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Bolimiin de tam kargisinda oldugundan gitmesi kolay oluyor.
Ne zaman her giin gitmeye basladigimi tam olarak animsami-
yorum. Birdenbire olmadi ki. Yavas yavas alistim. Bizim bo-
limden hocalar, ogrenciler de orda yiyorlar 6gle yemeklerini.
Hatta aksamlari aileleriyle gelenler de var. Yemek parasindan
bagka, bir de oyuncak parasi 6dityoruz... Gunlerden bir giin,
yine o lokantada “Dahilerin dahisi” olmaya calisirken arka
masadan bir konusma kulagima carpti. Lokantanin sahibi bir
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arkadasiyla konusuyordu. Arkadast,

— Eee? Isler nasil? diye sordu.

— Yuvarlanip gidiyoruz iste... diye yanitlad: lokantaci.

— Biitiin lokanta igletenler topu atti, sen nasil dayaniyorsun
sasiyorum...

— Yemekten pek kazanilmiyor dogrusu...

— Neden kazaniliyor ya?

— Ovyuncaklardan...

— Oyuncaklardan m1?

— Oyuncaklardan ya! Su kargidaki binay1 gorityor musun? Is-
te orast matematik bolumii. Matematikgilere gururlarini oksaya-
cak oyuncaklar sunuyorum. S6ziimona zeka olgen oyuncaklar.
Sen bu matematikgileri bilmezsin. Dayanamazlar bu tiir oyun-
caklara, kazanmaya, ovgiilere, gururlarinin oksanmasina...

Bir daha gitmedim o lokantaya. Iftiraya dayanamam.
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Saymadan Saymak

ir tanimla baslayalim. Eger # bir dogal sayiysa, #! diye yazi-
lan say1 1 x 2 x ... x 7 sayisina esittir. Yani, tanimi geregi,
n=1x2x..x(nl)xn
dir. n!, “n fortoriyel” diye okunur. Ornegin,

11=1
21=2
31=6
4! =24
51=120
6! =720
7! =5040

dir. 0! = 1 olarak tanimlanir. Bu ilk bakista pek dogal gelmeyen
tanimin nedenini yazinin ortalarinda bulabilirsiniz.

Soru: Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harflerden iki de-
gisik harfli (Turkgede ya da baska bir dilde anlami olmasi ge-
rekmez) sozciik tiretmek istiyoruz. Kag sozciik tretebiliriz?

Bu soruyu yanitlamak icin sozciikleri abece sirasina gore si-

ralayalim.
AB, AC, BC, BA, CA, CB.
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Demek 6 sozciik tiretebilirmisiz. Bu sozciiklerin olusumunu
soyle de gosterebiliriz:

Once ilk harfleri koyuyoruz: Sirastyla A, B ve C. Sonra ikin-
ci harfleri: eger ilk harfimiz A ise, ikinci harf icin iki secenegimiz
var, B ve C. Dolayisiyla A budagina iki dal ekliyoruz: B ve C dal-
larini. Her ti¢ dal igin bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam

3 x 2 = 6 tane iki degisik harfli sozciik yazabilecegimizi go-
ruruz.

Simdi bu soruyu genellestirelim.

Birinci Soru. Elimizde n degisik harf var: Ay, A,, ..., A,, barf-
leri. Bu n harften, r degisik harfli sézciikler iiretmek istiyoruz
(ber barfi en cok bir kez kullanabiliriz.) Ka¢ sozciik iiretebiliriz?

Bu birinci soruya yanit verebilmek i¢in yukardaki gibi ters
donmiis bir agag¢ yapalim. Bir sonraki sayfadaki sekilden izleyin.
Agacin en tepedeki ilk budagindan asagiya dogru » dal ¢ikar:

AL Ay LA,
dallari. Bunlar sozciiklerin ilk harfleri. Bu dallarin uclarina #z — 1
dal eklenir (ikinci harfler.) Ornegin A, dalina

Ay u A,

dallar1 eklenir. Bu yeni dallar sirasiyla, iki harfli

AAy, oy AJA,
sozciiklerini olustururlar. A, dalinaysa,

Ay, Asy o A,
dallar1 eklenir ve boylece bu dallarin ucunda
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AyAy, AyAs, ooy ASA,
sozciikleri olusur. Simdilik 7 x (7 — 1) dal elde ettik. Demek ki
iki harfli sozciik sayist 7z x (7 — 1) imis. Agaci surdirelim.

|A1A2| o A4, | [AnA, |4y, ...|A2A,,

AAAY .. |AAA,

Yukarda elde ettigimiz her # x (n — 1) dala simdi #» — 2 dal
daha ekleyebiliriz. Ornegin, A;A, dalina,
As, o A,
dallarini ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin herbirinin ucuna 3 harfli
sozciikler yazilir. Boylece 7 x (n — 1) x (n — 2) tane ti¢ harfli soz-
ciik elde ederiz. Bu yontemi surdurerek, Ay, ..., A, harflerinden
nx(n-—1)x..x(n-(r-1))
tane r degisik harfli sozciik yazacagimizi goriiriiz. Bu say1 da
n!(n—r)!
sayisina esittir (sadelestirince esitlik hemen cikar.) Ilk teoremi-
mizi kanitladik:

Teorem 1. Eger r < n iki dogal sayrysa, Ay, ..., A,, harflerini
en cok bir kez kullanarak n\l(n —r)! tane r barfli sézciik yazilir.

Eger, yukardaki teoremde 7’yi # alirsak, n! buluruz.
Biraz aligtirma yapalim:

1. SELIM sozciigiiniin harfleriyle kag tane ii¢ harfli sozciik

yazabiliriz? Yukardaki teoremi uygulayarak
SUGS—=3)1=5121=5x4x3=60
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sozciik buluruz. Baska bir soru: SELIM sozctigiinitin harfleriyle
kag tane beg harfli sdzctik yazilir? Yine yukardaki teoremi uy-
gulayalim: 5!/(5 = §)! = 5!/0! ve 0! = 1 esitliklerini kullanarak,
5! = 120 tane bes harfli sozciik yazabilecegimizi gortiriz.

2. MELEK sozcuginiin tim harflerini kullanarak kag tane
(bes harfli elbet) sozciik yazabiliriz? Yukardaki teoremi dogru-
dan uygulayamayiz, ¢iinkii iki tane E harfi var. Once iki E’yi
ayiralim ve ME,LE,K “sozctigiintin” tim harflerini kullanarak
kag tane bes harfli sozctuk yazabilecegimizi bulalim. Bu sorunun
yaniti yukardaki gibi 5! = 120°dir. Bu 120 sozctigiin yarisinda
E; harfi E, harfinden 6nce gelir; obiir yarisindaysa E, harfi E;
harfinden 6nce gelir. Demek ki MELEK sozcuguniin harflerin-
den120/2 = 60 sozciik yazabiliriz.

3. Yukardaki alistirmaya benzeyen, ama biraz daha zor olan
bir alistirma daha: KELEBEK sozciiguiniin tim harflerini kullana-
rak kag sozciik yazabiliriz? Yukardaki yontemi kullanalim ve 6n-
ce K E LE,BE;K, sozctiguni ele alalim. Bu sozciikten 7! sozciik
uretebiliriz. Simdi, K; = K, ve E; = E, = E5 yapalim. Birinci esit-
lik i¢in 2’ye boleriz, ikinci esitlik iginse 3! = 6’ya. Demek ki KE-
LEBEK sozctigtintin harflerinin yerini degistirerek 7!/(2 x 6) = 420
sozciik yazabiliriz.

4. Bir maymunun oniinde 7 tane harf var: B, E, E, E, K, K, L
harfleri. Maymun bu harfleri rastgele siraya diziyor. Maymu-
nun KELEBEK sozcuigunii yazma olasihigi kagtir? 1/420°dir, ya-
ni 0,0024’ten biraz daha az!.

1 Biraz konumuzun digina ¢ikalim: Bir maymun daktilonun basina gegse ve rastge-
le tuglara bassa... Ve bunu hi¢ durmamacasina sonsuza degin yapsa... Sonlu bir
zaman sonra Shakespeare’in Hamlet’ini oldugu gibi bastan sona yazma olasilig:
kagtir? 1°dir, yani yiizde yiizdiir! Bu ilging ve beklenmedik sonug, “Shakespeare
Maymun muydu?” baslikli yazimizda kanitlanmustir. (Bkz. sayfa 139.)
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Ayni sonucu bir bagka tiirli de bulabiliriz. B, E, E, E, K, K,
L harfleri arasindan,
e K’y1 segme olasiligimiz 2/7’dir,
e geri kalan 6 harften (B, E, E, E, K, L) E’yi se¢me ola
sihigimiz 3/6°dur,
e geri kalan 5 harften (B, E, E, K, L) Lyi secme olasilig
mz 1/5°tir,
e geri kalan 4 harften (B, E, E, K) E’yi se¢gme olasiligimiz
2/4’tir,
e geri kalan 3 harften (B, E, K) B’yi se¢me olasiligimiz
1/3’tiir,
e geri kalan 2 harften (E, K) E’yi se¢me olasihigimiz
1/2dir,
e geri kalan 1 harften (K) K’yi segme olasiligimiz 1°dir.
Bu sayilari ¢arparsak, yukardaki sonucu 1/420’yi buluruz.
Simdi yeni bir soru soralim.

Ikinci Soru. Elimizde # 6gesi olan bir A kiimesi var:
A={A ..., A}

7 < n, bir dogal say1 olsun. A kiimesinin kag tane r 6geli altkiimesi
vardir?

Bu sayiy1 hesaplayacagiz. Hesaplamak istedigimiz sayiy1

n
g

olarak yazalim. Bu sayiya “»’de r” ya da “n se¢ v ad1 verilir.

Ornek: 72 = 5 ve r = 3 olsun. A = {A;, Ay, A;, Ay, As) kiime-
sinin 3 6geli biittin altkiimelerini bulalim:
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A39 A4a AS}
Toplam 10 tane 3 6geli altkiime var. Demek ki:

i

Birinci soruyla arada su ayrim var: Birinci soruda A{A,A;

imis.

ve A1A3A, sozciiklerini ayri ayri sayiyorduk; oysa bu sorumuzda
sozcuklere degil de harflerden olusan kiimelere bakiyoruz. Hem
A1A3A3, hem de A;A3A, sozciiklerinin harflerinden {A; A, A3} kii-
mesi olusur. Bunun gibi,

AAA,

ALAA,

AyA A,

AAA,

A3A A,

AsAA,
sozciiklerinin herbiri {A{, A,, A3} kiimesini olustururlar.

Ikinci soruyu yanitlamak igin yukardaki érnekten yararla-
nacagiz. Birinci teoremimize gore, r degisik harfli sozciik sayisi
n!/(n — r)! dir. Bu n!/(n — r)! sozcukten bircogu ayni kiimenin
harflerinden olusurlar. Kag¢ tanesinin ayni kiimenin harflerin-
den olustugunu bulalim. Yine birinci teoreme gore r harfle ya-
zilan r! soézciik olduguna gore, n!/(n — r)! sozciikten her 7! tane-
si ayni kiimenin harflerinden olusur. Demek ki, r 6geli altkiime
sayisini bulmak igin #n!/(n — r)! sayisini 7! sayisina bélmeliyiz:

nl(n—r)! n!

7! (m—r)lr!
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Buldugumuz bu sonucu daha sonra kullanacagiz; bir kose-
ye yazalim:

Teorem 2. n 6geli bir kiimenin, r 6geli altkiime sayisi

ny n!
r] )

Bu teoremin kanitinin 7 = 3 ve # = 5 i¢in bir resmini yapa-

dir.

lim:

(A, Ay Ay, Ay Ag) harfleriyle yazilan

7 harfli sézciikler, _'_ tane
AAA AAA AALA Jen 7 hafle
AAA; AAGA, s || ol
A2A1A3 A2A1A4 A4A3A5 yazjlanr
AaLa AZATat | e Abaial sociikler, 7!
AZAA) AZATA) Atalal
AJAA] AAA ALALA, tane

——t
ApAnAy  (ApApAyl e 1A Ay Ash

n
r ogeli kiimeler, ( J tane (bulmak istedigimiz say1)
7
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Pokerin Matematigi

atrangta bir oyuncunun bilip de 6biir oyuncunun bilmedigi

bilgi yoktur. Bu tiir oyunlara acik oyun diyelim, “bilgiler
acik, ortada” anlamina.

Tavlada da bir oyuncunun bildigini 6biir oyuncu bilir. Biri-
nin oburunden gizlisi saklisi yoktur. Yani tavla da ag¢ik bir
oyundur. Ote yandan gelecek zari her iki oyuncu da bilmez.
Demek ki tavla acik bir oyun olmasina karsin her iki oyuncu-
nun da bilmedigi bilgiler icerir. Gelecek zar oyuncularin isten-
cinden (iradesinden) bagimsizdir. Bu yluzden tavla sans etkeni-
ni igerir. Satrangtaysa sans yoktur. Satrang gercekten tam iki
kisilik bir oyundur. Tavlaysa, zar1 da katarsak, iki buguk kisi-
lik bir oyundur.

Satrang ve tavlanin tersine, kagit oyunlarinda genellikle bir
oyuncunun bilip de 6biir oyuncunun bilmedigi bilgiler vardir.
Ornegin, 6biir oyuncunun elindeki kagitlar cogu zaman bilin-
mez. Demek ki kagit oyunlar genellikle acik oyun degildir. Ay-
rica kagit oyunlari - tavla gibi - sansi igerirler. Ornegin yerden
rastgele cekeceginiz bir kagit olabilir. Bu kagidin ne olacagini
onceden ne siz kestirebilirsiniz ne de karginizdaki oyuncu.



Diinya satrang sampiyonu Kasparov’la bir el satrang oyna-
yacak olsaniz, yiizde ylz yenileceginizi 6nceden kestirebilirsi-
niz. Kasparov’a karsi hemen hemen hig sansiniz yoktur. Ctinkii
satrangta sansin bir dirhem etkisi yoktur. En bilgili, en zeki ve
en hazirhikli olan oyuncu kazanir. Kasparov’a karsi satrang oy-
namanin diinya boks sampiyonuna karsi boks yapmaktan pek
bir ayrimi1 yoktur.

Ote yandan diinya bri¢ sampiyonu bir takimla bir el bric
oynayacak olsaniz, yenileceginizden bunca emin olamazsiniz.
Cok degil, biraz sansli bir giintiniizde, dinya bri¢ sampiyonu
takimu yenebilirsiniz. Iste bu yiizden, sans oyunlar1 ¢cogu kimse-
ye daha ¢ekici gelir. Ama bir sans oyununda bile sansin etkisi-
ni bir dereceye kadar azaltabilirsiniz. Ornegin bir kagit oyu-
nunda, daha once ¢ikmig ve o anda gorunen kagitlar gozoniine
alindiginda, hangi kagidin kag olasilikla gelebilecegi daha iyi
bilebilirsiniz. Bir de 6biir oyuncunun stratejisini 6nsezi ve dene-
yiminizle tahmin edebilirseniz, kiigimsenemeyecek bir bilgiye
sahip olabilirsiniz. Bu bilgileri en iyi bicimde kullanana “iyi
oyuncu” denir.

Bu yazida pokeri bahane ederek biraz kombinezon hesabi
yapacagiz. Kombinezon hesaplarina matematikte ve giinliik ya-
samda sik sik gereksiniriz. Ornegin poker oynarken...

Poker, dort oyuncuyla ve yediliden asa 32 iskambil kagidiy-
la oynanir. Her oyuncuya o6nce bes kagit dagitilir, sonra her
oyuncu elindeki bes kagittan istedigi kadarini degistirebilir (is-
terse hic degistirmez.) Bu degistirmeden sonra “en iyi” bes ka-
gid1 olan kazanir. Elbet burda “en iyi” tamlamasinin tanimlan-
mas1, anlam kazandirilmas: gerekir. Ornegin, bes kagidin besi-
nin de ayni renkten (6rnegin maga, 4) oldugu bir el ¢ok iyi sa-
yilir. Bu el, iki papaz, iki as ve bir onlu gibi iki ¢iftten olusan
ellerden daha “iyi” bir eldir. Bunun nedeni bellidir: beg kagidin
ayni renkten olma olasiligi daha dusiiktiir.
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Ayni renkten bes kagitli ellere renk adi verilir. Bu yazidaki
amaclarimizdan biri de pokerde dagitilan ilk bes kagidin renk
olma olasiligin1 hesaplamak. Once ciddi matematik yapacagiz.
(Ne zaman ciddi matematik yapmadik ki!)

Toplam poker eli sayis1. Once toplam poker eli sayisini he-
saplayalim. 32 kagittan ka¢ tane 5 kagitlik el ¢ikar? Yani 32
ogelik bir kiimenin kag tane 5 6gelik altkiimesi vardir? Bir on-
ceki yazidaki Teorem 2’ye gore,

32 32! 32x31x30x29x28
[ 5 ]: ST Sk 076
tane, yani 200 binden fazla poker eli vardir. Ve bu poker elle-

rinden herbirinin gelme olasiligi aynidir, yani 1/201.376’dur.

Renk sayisi. Simdi de kag tane “renk” eli oldugunu hesap-
layalim. Once kag tane maga (a) renkli el oldugunu bulalim.
32 kagittan 8 tanesi maga. Bu 8 magadan 5 tanesini sececegiz.
Bir 6nceki yazidaki Teorem 2’ye gore,

tane salt maca olan el vardir. Toplam dért renk oldugundan
(%, 4, ¥, 4), bu sayiy1 4’le ¢arparsak, toplam renk sayisini bu-
luruz:

56 x4 =224,

Ama bu sayidan, toplam “flush” (ayni renkten ve siirekli
kagitlar) sayisini ¢ikarmaliyiz. Magalardan olusan flush’lar,
as’la (A-7-8-9-10), yediliyle, sekizliyle, dokuzluyla ya da on-
luyla (10-]-Q-K-A) baglayabilir. Demek macadan 5 tane flush
var ve toplam flush sayis1 5 x 4 = 20. Boylece, gergek renk sa-
yisinin,

224 -20 =204
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oldugunu buluruz. Olasilik olarak diisiiniirsek, elden renk gel-
me olasilig1 204/201.376 ~ 0,001013’dir, yani asagi yukar: bin-
de birdir.

Kare sayisi. Elden kare gelme, yani bes kagittan dordiiniin
ayni say1 olma olasihigini bulalim. Once dért as’li el sayisini bu-
lalim. Dort as’in yanina gelebilecek kagit sayisi1 32 — 4 = 28’dir.
Demek 28 tane dort as’li el var. Toplam 8 tiur kagit oldugun-
dan, 28 x 8 = 224 tane kare el vardir.

Bu sayi, renk sayisindan biraz daha fazla oldugundan, renk
kareyi yener diye diistinebilirsiniz. Nitekim, eger pokerde kagit
degistirme olmasaydi, diisindugiiniz gibi olurdu. Ama kagit
degistirme olasiliklar1 da etkiler. Ornegin, ii¢ as1 olan, 6biir iki
kagidini degistirerek, dort as olma olasiligini artirir. Bunun gi-
bi eline dort maca gelen, besinci kagidini degistirerek, renk ola-
siligini artirir. Yani pokerin sonundaki olasiliklar, ilk beg kagi-
din olasiliklarindan degisiktir. Pokerde rengin kareyi yenip
yenmedigini bilmiyorum. Unutmusum! Zaten ne demisler?
“Bir konuyu anlayamiyorsan, o konuda bir yazi yaz. Gene an-
lamadiysan bir kitap yaz. Hala anlayamiyorsan, kitabini oku!”

Elinde dort macasi olan, maca olmayan kagidini degistire-
rek kag olasilikla rengi yakalayabilir? Hesaplayalim. 32 kagi-
din 5’i elimizde. Demek ki toplam 27 kagittan bir kagit segile-
cek (6biir oyuncularin ellerini bilmiyoruz, onlarin elinde kagit
yokmus gibi hesaplayabiliriz.) Bu 27 kagitta 4 tane maca var
(toplam maca sayis1 8, ama bu macalardan 4’ elimizde.) De-
mek ki rengi yakalama olasiligimiz 4/27°dir, yani 1/7’°den biraz
daha fazla. Renge ¢ekmeli miyiz? Eger kagit degistirmek igin
ortaya 1 lira koymamiz gerekiyorsa (bedava kagit degistirilmez
pokerde, sansini artirmanin bedelini 6demek gerekir) ve kaza-
nacagimiz paranin en az 23/4 lira olacagini digtintiyorsak ka-
g1t cekmeliyiz. Yoksa ¢cekmemeliyiz. Ornegin iki oyuncu oyun-
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dan kagmigsa, biyiik bir olasilikla kagit cekmeye degmez. Eger
kagit cekmeye karar verecek son oyuncuysak ve bizden onceki
i¢ oyuncu oyuna girmiglerse, o zaman kagit ¢cekmeliyiz.

Dolgun el sayisi. Eger bir elde bir tiirden 3 tane, bir bagka
tiirden 2 tane kagit varsa, o ele “dolgun” (full house) denir. Or-
negin, 3 as ve 2 papazdan olusan bir el dolgundur. Dolgun el-
ler oldukega iyi ellerdir. Ilk bes kagidi dolgun gérmenin kendi-
ne Ozgii bir zevki vardir. En azindan, hangi kagidi degistirece-
gim turiinden zor sorularla kargilagilmaz.

Elin dolgun olma olasiligin1 bulalim. Once 3 as ve 2 papaz
gelme olasihigini bulalim. Dort astan ti¢lini segecegiz, yani 4
ogelik bir kiimeden 3 6gelik bir altkiime sececegiz. Bir onceki
yazidaki Teorem 2’ye gore,

ie

secenegimiz var aslar icin. Simdi de dort papazdan ikisini sece-
cegiz. Yine Teorem 2’ye gore,

N

secenegimiz var. Demek ki,
4x6=24
tane 3 as ve 2 papazli el var. 3 papaz ve 2 as’li eller de 24 ta-
ne. Yani as ve papazlardan olusan
24 + 24 =48

tane dolgun el vardir. Bu hesaplar salt as ve papazlar icin degil,
tiim iki tiir kagitlar icin de gecerli. Ornegin yedi ve dokuzlular-
dan olusan 48 tane dolgun el vardir. Kag tane iki tir kagit var?
Toplam 8 tur var. Bunlardan 2 tiir segecegiz. Teorem 2’ye gore,
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(o

tane iki tir var. Demek ki toplam dolgun el sayisi,
48 x 28 = 1344
tur.

Ucgen sayist. Bir elde 3 tane ayn1 kagit varsa, o ele “iiggen”
ad1 verelim. Ornegin AAAKD bir iicgendir. Ama kare ve dol-
gunlar iicgen sayilmaz. Uggen sayisin1 hesaplayalim. Once 3 as-
l1 Giggen sayisini bulalim. Teorem 2’ye gore,

-

cesit 3 as segebiliriz. Bu 3 asin yanina iki kagit gelecek, ama
herhangi iki kagit degil: hicbiri as olmayacak ve ayni tiir kagit
olmayacaklar. As diginda 32 — 4 = 28 tane kagit var. Bunlardan
iki tane secelim:

tane secenek var. Ama bu segeneklerden bazilari iki ayni tiir

28 378
5 1=

kagittan olusuyor. Bu sayiy1 bulup 378’den ¢ikaralim. Kag tane

o

tane. As diginda yedi tir kagit var. Demek ki, 378 secenekten

iki papaz secebiliriz?

6 x 7 = 42 tanesi iki ayni tiir kagittan olusuyor. Dolayisiyla, se-
cilen Gi¢ asin yanina,

378 —42 =336
tane iki kagithk el koyabiliriz. Dort cesit ti¢ as secilebildigin-
den, asli tiggen el sayisi,

336 x4 =1344
diir. Bu hesap as digindaki 6bur kagitlar icin de gegerli oldu-
gundan, Ug¢gen el sayisi,
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1344 x 8 = 10.752
dir.

Kalan hesaplar1 okura alistirma olarak birakiyorum. Yanit-
lar1 asagidaki dizelgede bulacaksiniz. Matematiksel seytaniniz
bol olsun.

Fl tiirii El sayist Bin iizerine olasilig (+0,005)
Flush Royal 5 0,025

Flush 20 0,10

Renk 204 1,01

Kare 224 1,11

Dolgun 1.344 6,67

Kent! 5.100 25,33

Ucgen 10.752 53,39

Iki Cift 24.192 120,13

Bir Cift 107.520 533,93

1 Bir elin kagitlar1 pespeseyse, ornegin 7-8-9-10-V ise, ama ayni renkten (Orne-
gin kupa) degilse, o ele “kent” denir (her nedense.)
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Loto

oto ¢cok moda oldu. Herkes loto oynuyor, trilyoner olmanin

distint kuruyor...

Ben loto oynamam. Her seyden once emeksiz kazangta go-
zim yok. Sonra, loto oynamayr matematikgiligime yakistir-
mam, ¢iinkl lotonun beklentisi negatiftir.

Lotonun matematigini yapalim.

Lotoda 1’den 49’a kadar 49 say1 vardir. Oyuncu bu 49 sa-
yidan 6’sin1 seger. Sonra kura cekilir. 6 sayinin 6’sin1 da bilen
buyiik ikramiyeyi alir.

49 sayidan 6 sayi secilecek. Demek ki;

49
<)
tane segenek var. Bu say1 13.983.816’ya esittir, yani asag1 yuka-
r1 14 milyona. Dolayisiyla, lotoda bir kolon oynayarak 6 tuttur-
ma olasiligi 14 milyonda birdir.

Loto muduri televizyona ¢ikti ve bu olasiligin aslinda ¢ok da-
ha kiiciik oldugunu soyledi. Ne demek istedigini anlayamadim.
Bilgisayarlarla olasihgin daha kiigiik oldugunu gostermigler...

Sagirdim. Bu bilgisayarlar biz insanlardan bagka tiirli mu
matematik yapiyorlar acaba?

Sonra, saga sola sora sora anladim igin aslini. Meger, bilgi-
sayara, 1-2-3-4-5-6 gibi belli bir diizen gosteren cekilisleri say-



dirmamiglar! Oysa lotoda her cekilisin olasiligi aynidir. Yani 1-
2-3-4-5-6’yla 2-14-27-35-38-40 ¢ekiliginin olasiligi aymidir. Lo-
to mudiirti hangi akla hizmetle baz1 gekiligleri cekilisten sayma-
mig anlayamiyorum.

Anliyorum elbet... Insanlari kandirmak igin...

Iki (degisik) kolon oynarsaniz, olasiliginizi 14 milyonda iki-
ye, yani 7 milyonda bire ¢ikarirsiniz. On degisik kolon oynarsa-
niz, olasihginiz 1,4 milyonda bire yukselir.

Diyelim 1000 kisi 10 kolon loto oynadi. Bu bin kisiden en
az birinin biiytik ikramiyeyi kazanma olasiligi kagtir?

Bir kisinin kazanma olasiligi 10/13.983.816°dir. Kazanma-
ma olasiligi da 1 — 10/13.983.816’dir elbet.

Iki kisinin kazanmama olasihg: (1 — 10/13.983.816)2’di

r. Ug kisinin kazanmama olasilig1 (1 — 10/13.983.816)3tiir.
Bin kisiden hicbirinin kazanmama olasiligi,

(1 -10/13.983.816)1000
dir. Demek ki, 1000 kisiden en az birinin kazanma olasiligi,
1-(1-10/13.983.816)1000

Bu sayi, 0,000714856’ya esit asagi yukari, 10 binde 7’den
biraz fazla.

Bir milyon kiginin 10’ar kolon loto oynadigini varsayarsak,
bir milyon kisiden en az birine biiyiik ikramiye ¢ikma olasiligy,
1-(1-10/13.983.816)1.000.000

dur, yani yiizde 51°dir asagi yukari.

Herbiri on kolon oynayan bir milyon kisiden yalnizca biri-
ne buytik ikramiye ¢ikma olasili kactir? Hesaplayalim. Oyuncu-
larimizi 1’den 1 milyona kadar siralayalim. Birinci oyuncunun
buyiik ikramiyeyi kazanma olasiligy,

10/13.983.816
dir. Geri kalan 999.999 oyuncudan hicbirinin biiyiik ikramiye-
yi kazanmama olasiligiysa,

(13.983.806/13.983.816)999.999
dur. Dolayisiyla, yalnizca birinci oyuncunun buyiik ikramiye
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kazanma olasiligy,

(10/13.983.816) x (13.983.806/13.983.816)999-999
dur. Bir milyon oyuncu oldugundan, oyunculardan yalnizca bi-
rinin buytk ikramiye kazanma olasihigi, yukardaki sayinin 1
milyonla carpimina, yani asag1 yukari 0,349788183’¢ esittir.
Demek ki hemen hemen yiizde 35 olasilikla, biiytk ikramiye
yalnizca 1 oyuncuya cikacaktir.

=K

&0060
I0000=0"

Ikinci soru: Herbiri on kolon oynayan bir milyon kisiden
yalnizca ikisine biiytik ikramiye ¢ikma olasili kagtir? Birinci ve
ikinci  oyuncuya  buyik ikramiye ¢ikma @ olasiligi
(10/13.983.816)2°dir. Geri kalan 999.998 kisiden higbirine bii-
yuk ikramiye ¢itkmama olasiligi,

(13.983.806/13.983.816)999.998
dir. Dolayisiyla, yalnizca birinci ve ikinci oyuncunun biyik ik-
ramiye kazanma olasilig,
(10/13.983.816)2 x (13.983.806/13.983.816)999-998
dir. Bir milyon oyuncu arasindan

1.000.000
2

tane iki oyuncu segebilecegimizden, yalnizca iki oyuncunun bi-
yuk ikramiyeyi kazanma olasiligl,

1.000.000 ( 10 JZ (13_983'806J999.998
= X
2 13.983.816) ~ (13.983.816
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dir. Bu sayi, asag1 yukar1 0,125068895%, yuzde 12,5’a esittir.

Genel kuram soyle: Eger n oyuncu varsa ve her oyuncunun
oyunu kazanma olasilig1 p ise, oyunu yalnizca 7 oyuncunun ka-
zanma olasiligl,

[Zdjxp’”x(l -

dir.
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Dogumgiinleri

ir bagkasiyla ayni giin dogmus olmamiza sasariz. Bakalim

bu ne kadar sagirtici. Bir toplulukta en az iki kiginin ayni
dogumgiinii olma olasihigini hesaplayalim.

Hesaplarimizi kolaylastirmak igin, 29 subati yok sayarak,
bir yilda 365 giin oldugunu varsayalim. Ornegin, toplulukta
366 kisi varsa, i¢lerinden en az ikisinin dogumgiinii mutlaka
ayni giine rastlayacaktir. 731 kisi varsa, en az ticiiniin dogum-
guini ayni gune rastlayacaktir...

Toplulukta iki kisi varsa, bu iki kiginin ayni gin dogma
olasihgr 1/365°tir. Demek ki ayr1 giinlerde dogma olasiliklari,
364/365tir.

Eger toplulukta ti¢ kisi varsa, tigiiniin de ayr1 ayri dogum-
gunleri olma olasiligi,

(364/365) x (363/365)
dirl. Eger toplulukta dort kisi varsa, dordiniin de ayr1 ayr1 do-
gumgiinleri olma olasiligy,
(364/365) x (363/365) x (362/365)
dir. Eger toplulukta # kisi varsa, hepsinin ayr1 ayr1 dogumgiin-
leri olma olasiligi,

1 lkinci kiginin, birinci kisiyle ayn1 giin dogmamas: igin, 364 secenegi vardir.
Uciincii kisiye simdi 363 secenek kalmustir.



364 363 362 366-n

—— X T—— X T—— X..X

365 365 365 365

dir. En az iki kisinin aym giin dogmus olma olasiligiysa,

364 363 362 366 —n

—— X - X _—_——-X..X
365 365 365 365

Bu sayilarin birkagini bilgisayarima (asag: yukar: elbet) he-

saplattirdim. Iste sayilar:
Kisi Sayisi Olasilik2

2 0,002739727
3 0,008204162
4 0,01635593
5 0,02713561
6 0,04046249
7 0,05623573
8 0,07433534
9 0,09462386
10 0,1169482
15 0,2529014

20 0,4114385
22 0,4756954
23 0,5072973
25 0,5686998
30 0,7063163
35 0,8143833
40 0,8912318
50 0,9703736
60 0,9941227
70 0,9991596
80 0,9999143
90 0,9999939
100 0,9999997
103 0,9999999

2 En az iki kiginin ayn1 dogumgiinii olma olasilig1.
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Gorildug gibi 23 kisilik bir toplulukta (6rnegin ortalama bir
sinifta) en az iki kiginin ayni giin dogmus olmas: ytizde elliden da-
ha buyiik bir olasihktir. Elli kisilik bir siniftaysa, yiizde 97 olasi-
likla iki kiginin dogumgtinti ayni gline rastlar.

Bu olasiliklari, dogum olasiliginin giinden giine degismedi-
gini varsayarak yaptik. Belki de yaz aylarinda daha ¢ok dogum
olur... O zaman hesaplar biraz daha degisik olur.

Simdi de dogum olasiliklar1 ayni olmadiginda, ayni giinde
dogma olasiliginin kag¢ olacagina bakalim.

Savim su: Eger dogumgiinii olasiligi esit dagilmanussa, yani
belli bir giinde dogma olasiligi 1/365’ten degisikse, o zaman 2 ki-
sinin aym giin dogmus olma olasihig, yukarda hesapladigimiz
1/365 ~ 0,002739727 sayisindan daha biiyiiktiir.

Benzer bir sav: Iki zar atalim. Zarlar bilesiz olsun. Bu iki za-
rm aymi sayi olma olasiigr 1/6’dwr. Eger zar bileliyse, o zaman iki
kez iistiiste aymi zar atma olasihig 1/6’dan daba biiyiiktiir.

Ornegin, zar ¢ok hileliyse ve her atista ses geliyorsa, iki zarin
ayni olma olasihig1 1’dir (yani yiizde yuzdiir.) Ya da zarda 1/2
(yuzde 50) olasilikla peng, 1/2 olasilikla ses geliyorsa, o zaman
iki zarin ayni olma olasihg: 1/2°dir, yani yiizde ellidir.

Ikinci savi kanitlayalim.

TR SRR L.
= e i \\ Birinci savin kaniti da aynu.

<pj<-<; N AN
C) = 2B T CpA) B
GS@1. (P R
TEr4e=Emi Ded=20)
=012 1727 A0S

Yek (1) gelme olasihigi-
na pq, di (2) gelme olasili-
gma p,, ..., ses (6) gelme
olasihgina py diyelim. Bu
alt1 olasihgin toplami 1’dir
elbette.

Her iki zarin da yek
gelme olasihig1 p,2’dir. Her
iki zarin da dii gelme olasi-
lig1 p,2’dir... Her iki zarin
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da ses gelme olasihigi ps2°dir. Dolayisiyla, her iki zarin da aym
say1 gelme olasiligi,
P1% + Do + 3% + Pa? + Ps? + Pe?
dir. Savimiz, bu sayinin en kiiciik degeri,
P1=P2=p3=Ds=ps=ps=1/6
da aldigini soyliiyor (o deger de 1/6°dir.) Bir baska deyisle, eger
p’lerden birinin degeri 1/6’dan degisikse, o zaman,
P1% + D2 + P3* + pa? + Ps* + Pg?
sayisinin 1/6’dan daha buyiik oldugunu soyliayor.
Yani

p1+...+ ps

2 2
p1 t...+ps # 6

esitsizligini kanitlamaliy1z.

Teorem 1 (Cauchy). Eger ry, 1, ..., 1, gercel sayilarsa,

DI
=" ) =i

esitsizligi dogrudur.
Kamt: Iki r ve s gergel sayist icin, 72 — 2rs + s2 = (r —5)2 > 0 ol-
dugundan, rs < (r2 + s2)/2 esitsizligi gecerlidir. Bundan da hemen,

n 2 n n er + rkz n. 2
(Zilri) =Z/,k:17/7k = Z/,k:l 2 :"Zizlri

esitsizligini elde ederiz.

Bu da kanitlamak istedigimiz bir esitsizlikti. O
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Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis

ayilar kuraminin matematikte yeri ayridir. Sayilar kurami

her seyden 6nce giizeldir. Ustelik bir ilkokul ¢ocugunun bi-
le anlayabilecegi esitlikler, teoremler, kanitlar, sorular vardir.

Cogumuzun matematikle ilgisi aritmetikle baglamigtir. Kimi-
miz 1 + 2 + 3 + 4 = 10 esitliginden, kimimiz 32 + 42 = 52 esitli-
ginden, kimimiz de,

1 =1 =12
1+3 _4 =22
1+3+35 =9 =32

1+3+5+7 =16 =42
esitliklerinden buylilenmisizdir. Sayilar kuraminda her yasa,
her zevke gore buiyii vardir.

Sonsuz Cikis. Yukardaki esitlikler raslantisal degildir, ilk n
tek saymnin toplami her zaman bir karedirl. 1lk 7 tek say1 1, 3,
5, .y 21— 1 oldugundan,

1+3+5+..+2n-1)=n2
dir. Bu esitlik, sayillar kuraminda tiimevarim adi verilen bir
yontemle kanitlanabilir.

1 Bu yazida “say1” sozctigini 1 ve 1’den biiyiik tamsayilar igin kullanacagiz,
yani 1, 2, 3, 4, ... sayilar1 i¢in.



Matematikte ve sayilar kuraminda c¢ok sik kullanilan bu
yontemde, kanitlanmak istenen 6nerme once 1 sayisi igin kanit-
lanir. Sonra, 6nermenin 7 sayisi icin gegerli oldugu varsayila-
rak, onerme bir sonraki say1 olan n# + 1 sayisi i¢in kanitlanir.
Boylece, 6nermenin tiim sayilar i¢in gecerli oldugu anlasilir.
Cunki, onerme 1 i¢in dogrudur, 1 i¢in dogru oldugundan 2
icin de dogrudur, 2 i¢in dogru oldugundan 3 i¢in de dogru-
dur... Bu yonteme sonsuz ¢tkis da denilebilir.

Tumevarimla kanita 6rnek olarak yukardaki esitligi kanit-
layalim.

Teorem. Her n > 1 dogal sayist icin, ilk n tek sayimn topla-
mi n?’dir.

Kamt: Ilk 7 tek sayinin toplamia T(7) adin1 verelim. Yani,

Tn)=1+3+5+...+2n-1)
olsun. T(n) = n2 esitligini kanitlamak istiyoruz.

Once T(1) = 12 esitliginin dogru olup olmadigina bakalim.
T(1), 1’den 1’e kadar olan tek sayilarin toplamidir, demek ki
T(1) = 1 = 12 esitlikleri gecerlidir. Onermemiz 1 igin dogru.

Simdi, T(n) = n2 esitligini dogru varsayip,

Tn+1)=(n+1)2
esitligini kanitlayalim. T(n + 1) sayis1 ilk 7 + 1 tek saymnin top-
lami, yani 1’den 27 + 1’e kadar olan tek sayilarin toplamu. Ilk
n tek saymin toplami T(n)’dir ve varsayimimiza gore bu T(n)
sayisi n2’ye esittir. Bir sonraki 7 + 1’inci tek sayiysa 27 + 1. De-
mek ki,
T(n + 1) = 1lk 7 + 1 tek saymin toplamu

= (Ilk 7 tek saymin toplami) + (7+1’inci tek say)

=Tn)+2n+1)=n2+2n+1)=(n+1)2
ve T(n+1)=(n+1)=2

Demek ki T(n) = n2 esitligi dogruysa, T(n + 1) = (n + 1)2
esitligi de dogrudur.
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Daha o6nce T(1) = 12 esitliginin de dogru oldugunu kanitlamig-
tik. Boylece her 7 sayisi icin T(n) = 72 esitligi kanitlanmig oldu. []

Tumevarimla kanitin bir zayif yani, kanitlanan 6nermenin
neden dogru oldugunun pek iyi anlagilamamasidir. Onsezi kay-
bolmakta, mekanik bir kanit verilmektedir. Ne demek istedigimi
gene bir ornekle anlatayim. Yukardaki T(n) = n2 esitliginin ne-
den dogru oldugunu bagka tiirli gostereyim. Bir kenar1 n uzun-
lugunda olan bir kare alalim. Bu karenin alan1 #»2’dir. Kareyi 72
tane kiiciik kareye bolelim. Simdi kareleri soyle sayalim. (Asagi-
daki sekle bakin.) Sol alt kosede 1 ka-
re var. Bu kareye 3 kare dokunur: bi-
ri sagindan, biri tepesinden, oburi de
sag list kosesinden (yani caprazin-

dan.) Bu yeni kareye 5 yeni kare do-
kunur: ikisi sagindan, ikisi tepesin-

den, biri de caprazindan. Sonra 7 ye-
ni kare... Resim yandadir.

1,3, 5,7, ... Bunlarin toplam ki-
ciik karelerin sayisina, yani n2’ye esit. Gortildugu gibi ilk 7 tek
sayimin toplami #2’dir. Yukardaki 6nermenin neden dogru ol-
dugu birden giin gibi ortaya ¢ikti. Ama matematiksel degil ka-
nitimiz. Gorme duyusuna dayaniyor.

Daha sonra gereksinecegimiz bir sonucu timevarimla ka-
nitlayalim:

Teorem. n 6geli bir kiimenin altkiime sayist 27 dir.

Kamit: Onermeyi 6nce 7 = 1 icin kanitlayacagiz. Eger X = {x}
bir 6gelik bir kiimeyse, X’in 2 altktimesi vardir: @ (bogkiime) ve
X. Demek ki 7 = 1 oldugunda 6nermemiz dogru.

Simdi 6nermenin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip, 6nerme-
yi bir sonraki say1 olan 7 + 1 i¢in kanitlayalim. # + 1 tane 6ge-
si olan bir kiime alalim. Bu kiimeye X adini verelim.
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X = {xl’ ey Xy xn+1}
olsun.X’in 27 +1 tane altkiimesi oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Y ={xq, ..., x,}
olsun. Y’nin 27 tane altkiimesi oldugunu (n tane 6gesi oldugun-
dan, varsayimimiza gore) biliyoruz.

X’in iki tur altkiimesi vardir: x,,,,’i igerenler ve icermeyenler.
x,,1’1 icermeyenler Y’nin altkiimeleridir ve bunlardan 27 tane ol-
dugunu biliyoruz. x,,,;’i icermeyen 2# kiimeye x,,,,’i de eklersek,
X,,1’1 iceren tiim altkiimeleri buluruz. Demek ki X’in x,,,,’1 icer-
meyen 27 tane ve x,,,; 1 igeren gene 27 tane altkiimesi varmig. Do-
layisiyla X’in altkiime sayisi, 27 + 27 = 2 x 27 = 27+1 dir. Onerme-
miz kanitlanmugtir2, []

Alistirma olarak, okur asagidaki onermeleri timevarimla
kanitlamaya ¢alisabilir:
1.  Eger 0 <x <1 iseven >0 bir dogal sayiysa3,
(1-x)7<1-nx+n(n—1)x2/2.
2. Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
13+2+ .. +m3=(1+2+..+n)?
3. Eger n> 0 bir dogal sayiysa,
12+ 224+ ..+ n2=nn+1)2n + 1)/6.
4. Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
14+ 24+ ..+t = (615 + 15n% + 1013 - n)/6

Bir Cesitleme. Tumevarimla kanitin bir cegitlemesi de soy-
ledir. Kanitlamak istedigimiz 6nerme 6nce 1 igin kanitlanir. Ar-
kasindan onermenin 7’den kiigiik tiim sayilar icin dogru oldu-

"

2 Okur, bu olgudan 2" :ZM(ZI] esitligini ¢ikarabilir “Saymadan Saymak”
baslikli yazida tanimlamigtik sagdaki sayilari, bkz. s. 39.) Soldaki say1, yani
2" 1 6gesi olan bir kiimenin altkiime sayisi. Sagdaki (’Z] sayilari ise, ayni
kiimenin k 6geli altkiimelerinin sayisi.

3 “Yoksulun Kazanabildigi Bir Oyun” yazisinda Onsav 1’de (bkz. sayfa 163)
kanitlanmugtir bu esitsizlik.
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gu varsayilip, onerme 7 i¢in kanitlanir. Bir sonraki yazida bu
tir timevarimsal kanita bir 6rnek verecegiz.

Sonsuz Inis. Pierre de Fermat (1601-1665) sayilar kuraminda
sonsuz inis adin1 verdigi bir baska yontem bulmustur. Sonsuz inis,
sonsuz ¢ikisin (yani tiimevarimin) ters yiiz edilmisidir. Once yon-
temi aciklayalim, sonra bir 6rnek verecegiz.

Diyelim sayilarla ilgili bir 6nerme kanitlamak istiyoruz. Bu
onermeye O(n) adimi verelim. O(n) 6nermesinin bir say1 icin
yanlig oldugunu varsayalim, diyelim a sayisi i¢in yanlig. Demek
ki O(a) 6nermesinin yanls oldugunu varsayiyoruz. Bu varsa-
yimdan bir celiski elde etmeye calisiriz. O(a)’nin yanlighgindan
yararlanarak, dyle bir a; sayist bulmaya caligiriz ki, hem a; < a,
hem de O(a;) 6nermesi yanlstir. Bagardik diyelim. Ayn1 akil yii-
ritmeyi a yerine a; sayisi i¢in yapacak olursak, 6yle bir a, sayi-
st buluruz ki, hem a, < a,’dir, hem de O(a,) 6nermesi yanlstir.
Bunu béyle siirdiirebiliriz. Ote yandan dogal sayilarda sonsuza
dek azala azala inemeyiz. Bir ¢geliski elde ettik: Hem sonsuza dek
inebiliyoruz, hem de inemiyoruz. Demek ki, O(n) 6nermesi bir
a sayisi igin yanls olamaz, yani her sayi i¢in dogrudur.

Bu yontemi sdyle de agiklayabiliriz: Eger O(n) 6nermesi bir sa-
y1i¢in yanligsa, bu 6nermenin yanhs oldugu en kiigiik bir say1 var-

92t — wntfod + wrzfa?

ol t) = A xw-w—

m{&(t‘ Aoy (~um=)}
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dir. Bu sayiya a adim verelim. Simdi de O(a) 6nermesinin yanlis-
ligindan yararlanarak, a’dan kiiciik bir b sayisi i¢in de 6nermenin
yanls oldugunu kanitlamaya calisalim. Basarirsak bir celigki elde
ederiz, ¢linkii, a, 6nermeyi yalanlayan sayilarin en kiictigiyd.

Simdi bir 6rnek vereyim. Sonsuz inis yontemini kullanarak
V3 sayisinin kesirli say1 olmadigini kanitlayacagim#. Diyelim, a
ve b dogal sayilar1 V3 = a/b esitligini saghiyor. V3 = a/b denkle-
minde iki tarafin da karesini alirsak, 3 = 42/b? buluruz, yani
3b2 = 2. Bundan da a2’nin tge boliindugi cikar. a2 tige bolin-
dugiinden, a sayisi da tge boliniir. Dolayisiyla a2 dokuza bo-
liniir ve 362 = 42 denkleminden H2’nin de tice bolindigh anla-
silir. b2 tice bolundugiinden, b de tice bolinir. Hem @’nin, hem
de b’nin tige bolundugiini kanitladik. Eger a = 3a4, b = 3b, ola-
rak yazarsak, V3 = a/b = 3a,/3b, = a,/b, elde ederiz. Yani\3 =
a,/by. Ve ayni zamanda 0 < a; < a. Yukarda a ve b sayilariyla
yaptigimiz kaniti, a; ve by sayilariyla yaparsak, oyle a,, b, sa-
yilar1 buluruz ki, hem 0 < a, < a; < a dir, hem de V3 = a,/b, dur.
Bu boyle sonsuza dek siirebilir. Ote yandan siiremez de! Bir ge-
liski elde ettik. Demek ki V3 kesirli say1 degilmisS.

Okur, alistirma olarak, 6nerecegim su kaniti denesin: a ve
b sayilar1 icin, V3 = a/b esitligini varsayalim. O zaman

V3 = (3b—a)l(a - b)

esitligi gecerlidir ve 0 < 3b — a < a dir. Sonsuz inisle ¢eligki elde
edilir.

4 Bu 6rnek yontemi agiklamasi acisindan iyi bir 6rnekse de, yontemin giiciini
ne yazik ki tam gosteremiyor. Fermat bu yontemle ¢ok daha derin sonuglar el-
de etmistir. Fermat Ne Biliyordu? (II) baglikli yazida (sayfa 123), Fermat’nin
kanitlarindan birini verecegiz ve yontemin giicti daha iyi anlagilacak.

5 Aslinda sonsuz inis yontemini ilk Eski Yunanlilar bulmuslardir. Nitekim ver-
digim kanit Eski Yunanlilara aittir. Ama sanirim Eski Yunanlilar bu yontemi
kullanarak bir tek bu teoremi ve cesitlemelerini kanitlamiglardir. Yontemi ilk
kez sistematik olarak uygulayan Fermat’dir. Fermat, sayilar kuramiyla ilgili
teoremlerinin ¢ogunu ya sonsuz ¢ikisla ya da sonsuz inisle kanitlamigtir, daha
dogrusu kanmitladigini 6ne strmigtir, ¢iinkii Fermat teoremlerinin kanitini
pek yazmazd:.
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Boyle de Oyun Olur mu?

u yazidaki oyun bir kiime bilyeyle ve iki oyuncu arasinda
Boynamyor. Iki oyuncunun 6niine bir kiime bilye konuyor.
Birinci oyuncu bu kiimeyi ikiye ayirmak zorunda. Istedigi gibi
ayirabilir. Boylece oyunda iki bilye kiimesi olur. Simdi sira ikin-
ci oyuncuda. Ikinci oyuncu bu iki bilye kiimesinden birini ikiye
ayirir. Oyun boylece siirer. Tek bilyelik kiimeler ikiye ayrilamaz
elbet. Ayiracak kiimesi kalmayan, yani hamle yapamayan oyun-
cu oyunu kaybeder.

Diyelim oyuna 5 bilyelik bir kiimeyle baglandi. Birinci oyun-
cu bu kiimeyi 2 bilyelik ve 3 bilyelik olarak iki kiimeye ayirabilir.
Bu durumu (2,3) olarak gosterelim. Simdi sira ikinci oyuncuda.
Ikinci oyuncu 2 bilyelik kiimeyi ikiye ayirip oyunu (1, 1, 3) duru-
muna sokabilir. Sira birinci oyuncuda. Birinci oyuncunun pek se-
cenegi yok; ti¢ bilyelik kiimeyi ikiye ayirip oyunu (1, 1, 1, 2) du-
rumuna sokacak. Ikinci oyuncu da 2 bilyelik kiimeyi ikiye ayirip
oyunu (1, 1, 1, 1, 1) durumuna sokacak. Birinci oyuncuya ham-
le kalmadi. Demek ki birinci oyuncu oyunu kaybetti.

Bu oyunu kim ve nasil oynayarak kazanir? 1ki oyuncudan
birini kazandiran iyi bir strateji var m1?

Diyelim a tane bilyemiz var. Oyun en ¢ok ka¢ hamle siire-
bilir? Oyun nasil oynanirsa oynansin, oyunun @ — 1 hamle sii-



recegini savliyorum. Yani oyun, nasil oynanirsa oynansin, top-
lam bilye sayisindan bir eksik hamlede biter. Savimi hemen ka-
nitlayayim.

Birinci Kanit: Savimi tiimevarimla kanitlayacagim; bilye sa-
yis1, yani a iizerine tiimevarimlal... Once 2 = 1 olsun. Yani 1 bil-
yelik bir kiimemizin oldugunu varsayalim. Birinci oyuncu daha
oyuna baglayamadan kaybeder. Demek ki bu oyun 0 hamle, ya-
ni a — 1 hamle strer. Eger a = 1 ise, oyunun a — 1 hamle siirece-
gini kanitladik.

Simdi a > 1 olsun. Tiimevarim varsayimimiza gore, a’dan az
bilyesi olan oyunlar, nasil oynanirlarsa oynansinlar, bilye sayisin-
dan bir eksik hamle siirerler. Birinci oyuncu ilk hamlesini yapti. a
bilyelik kiimeyi iki kiimeye ayirdi. Diyelim birinci kiimede b tane,
ikinci kimede ¢ tane bilye birakti. Demek ki oyun (2) oyunundan
(b,c) oyununa donustii. b + ¢ = a elbet, bilye sayimiz degismedi...
Simdi 6éntimiizde iki oyun var. Biri b bilyelik, obiirt ¢ bilyelik. b
ve ¢ sayilari @’dan kiiciik olduklarindan -timevarim varsayimimi-
za gore- b kuimelik oyun b — 1 hamle, ¢ kiimelik oyunsa ¢ — 1
hamle siirer. Oyunu a oyunundan (b, ¢) oyununa dontstiiren ilk
hamle zaten yapilmisti. Demek ki toplam 1 + (b = 1) + (¢ = 1)
hamlede oyun bitecek. Bu toplami hesaplamak oldukga kolay:

1+b-1)+(c-1)=b+c-1=a-1,
ciinkii & + ¢ = a. Demek ki b ve ¢ ne olurlarsa olsunlar, oyun
a — 1 hamlede bitecek. Bizim de kanitlamak istedigimiz buydu.

Ikinci Kanit: a bilyeyi yanyana dizelim. ikiye ayiracagimiz
yere bir cubuk yerlestirelim. Ikinci oyuncu da éyle yapsin. Cu-
buk konacak a — 1 yer vardir! Kanit bitmistir. O

1 “Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis” yazisinda (sayfa 63) agiklanmistir tiimevarim-
la kanit yontemi.
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Dolayisiyla, a bilyelik oyunu, eger a ¢iftse birinci oyuncu,
tekse ikinci oyuncu kazanir. Oyuncular nasil oynarlarsa oy-
nasinlar... Diginmelerine gerek yok. Ama diisiinmelerine ge-
rek olmadigini bulmak icin diistinmek zorunda kaldik! Bayi-
lirim bu tur oyunlara...

Bu oyuna biraz tuz biber ekleyelim, yeni bir kural getirelim:
Oyuncular bilyeleri tam ortadan ikiye ayiramasinlar. Ornegin
12 bilyelik bir bilye kumesi iki tane altilik kiimeye donustiirtile-
mesin. Bu yeni oyun ¢ok daha ilging. Eger » = 1, 2, 4, 7, 10, 20,
23, 26 ise, ikinci oyuncunun kazanan stratejisini oldugunu ar-
kadaslarimla hesapladik. Eger # < 28 ise ve # yukardaki sayilar-
dan birine esit degilse, birinci oyuncunun kazanan stratejisi var-
dir. Bundan bagka bu oyun iizerine pek bir sey bilmiyorum.
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Boliinebilme

ir tamsayinin tige ya da dokuza tam olarak boluntip boliin-

medigini anlamak icin ¢ok bilinen bir yontem vardir: Sayi-
y1 olusturan rakamlar toplanir. Eger bu toplam tge (dokuza)
boliiniiyorsa, say1 da iice (dokuza) boliiniiyordur. Ornegin,
2571 tge bolundr, ¢iinkii 2 + 5 + 7 + 1, yani 15, tige boluntr.
Ote yandan 2571 dokuza béliinmez, ciinkii 15 dokuza béliin-
mez. Bu yontemle, bir say1 tige ya da dokuza boliinduginde ka-
lan da bulunabilir. Ornegin 1994 iice boliindiigiinde kalan
2’dir, cinkii 1 + 9 + 9 + 4, yani 23, ugce bolindugiinde kalan
2’dir. Ayni yontemle, 1994 dokuza bolundigiinde kalanin 5
oldugu anlagilir.

Onbire bolinebilme yontemi de -yukardaki yontemler ka-
dar olmasa bile- oldukga iyi bilinir. Bir tamsayinin onbire tam
bolintip bolinmedigini anlamak icin, sunlar yapilir: 1) Tamsa-
yinin birinci, tigtinci, besinci... tek sayili basamaklar1 toplanir;
2) Sonra ikinci, dérdiinci, altinct... ¢ift sayih basamaklari top-
lanir; 3) Bu iki toplamdan kugigi buytugiinden ¢ikarilir; 4)
Eger ¢ikarma sonucu bulunan say1 onbire boliiniiyorsa tamsa-
yimiz da onbire boluntyor demektir.

Ornegin, 2.753.087 onbire boliinmez, ciinkii 2 + 5 + 0 + 7
=14, 7 + 3 + 8 = 18 ve aralarindaki fark 4’tiir. Ote yandan,



2678430964 onbire bolinur, ¢iinkii,
2+7+4+0+6=19,
6+8+3+9+4=30
ve aralarindaki fark 11°dir. Bu yontemle kalan da bulunabilir,
yazinin sonunda umarim okur kalanin nasil bulunabilecegini
kendi kendine ¢ikaracaktir.
Iste bu yazinin amaci yukardaki yontemlerin neden basari-
Ii olduklarini okura anlatmaktir.
Ayrica bir sayinin 7’ye ve 13’e boliinmesi icin gerekli ve ye-
terli oldukc¢a basit kurallar1 da verecegiz.
Basliyoruz!

Bundan boyle 7 sifira esit olsun!

“7 sifira esit degil ki,” deyip karsi ¢ikabilirsiniz. Haklisiniz,
7 sifira esit degildir. Daha dogrusu her zaman esit degildir.
Ama kimi zaman 7 sifira esittir. Bir 6rnekle bu savimi savuna-
yim: Diyelim bugiin pazar ve size soyle bir soru soruldu: 145
gln sonra giunlerden ne olacak? Her 7 giin sonra ginler yine-
lendiginden, 140 giin sonra gene pazar olacak, dolayisiyla 145
giin sonraki giin aslinda § giin sonraki giin olacaktir. Yani 145
giin sonra gunlerden cuma olacak.

Bu sorunun yanitin1 bulmak icin 7’yi sifir yaptik (asagidaki
hesapta, ancak 7 sifira esitlendiginde gegerli olan esitlikleri =-
olarak gosterdim):

145=140+5=(7x20) +5=,(0x20)+5=0+5 = 5.

Demek ki giinleri hesaplamak i¢in kullanilan aritmetikte 7
sifira esitlenebiliyor.

Yine de dikkatli olmak gerekiyor. Guinleri hesaplamakta bile
olsa her 7 sifira esit degildir. Bir 6rnekle bu noktaya aciklik geti-
reyim: Diyelim bugiin giinlerden pazar ve 256 giin sonraki giinii
bulmak istiyoruz. 256 = (7 x 36) + 4 oldugundan 256 giin sonra
gunlerden persembe olur. Peki asagidaki hesaba ne dersiniz?

74



256 =28=27+1=,20+1=-72,

Bu kez degisik bir yanit bulduk. Bir yerde bir yanlis yaptik,
ama nerde? Ikinci hesabimiz yanhs. Ciinkii ikinci hesabimizda
tepede bulunan 8, ginleri degil ikileri saymakta kullaniliyor: 28
demekle 2 sayisinin kendisiyle sekiz kez carpilacagi soyleniyor.
Yani buradaki sekizin gorevi bagka. Ama ginleri saymakta
kullanilan 7’leri hi¢ ¢cekinmeden sifirlayabiliriz.

Kimi zaman da 2’yi sifira esitlemek isimize gelebilir. Orne-
gin, masanin Ustiinde duran bir paranin tura ytizii goriiniiyor-
sa ve bu paray1 145 kez ¢evirirsek, uiste yazi yuzu gelir. Neden?
Cunki, her iki kez cevirdigimizde, yine tura goziikecek, sanki
paray1 hi¢ cevirmemisiz gibi...

Kimi zaman 24’1 sifira esitlemekte yarar vardir. Kimi zaman-
sa 12’yi, 60’1... Okur 6rnek bulmakta zorluk ¢ekmeyecektir.

Diyelim, bu paragrafta 6’nin sifir olduguna karar verdik.
Bunun sonuglarini irdelemeye ¢alisalim. Eger 6 = 0 ise,

7=6+1=,0+1=1.
Bunun gibi 8 =4 2 ve 9 =4 3. Peki —4 kactir? Hesaplayalim:
“4=0-4=,6-4=2.
Demek —4, 2’ye esitmis. Simdi de =124’ hesaplayalim:
-124 =-120-4 =—(20x6) -4 =, —-(20x 0) - 4
—0-4=6-4=2.
Kolayca anlasilacag gibi 6 sifira esit olunca, her tamsayu,
{0,1,2,3,4,5)
kiimesinin sayilarindan birine esittir. “Iyi, giizel, ama ne ise ya-
rar?” diyebilirsiniz. Kimi zaman 6’y1 sifirlamak yararlidir gercek-
ten. Ornegin, bir tamsay altiya béliindiigiinde kalani bulmak is-
tiyorsak hi¢ ¢ekinmeden 6’y1 sifirlayabiliriz; ¢iinkii 6 altiya bo-
lindiigiinde kalan sifirdir. Ornegin (17 x 26) + 25 altiya boliin-
dugiinde kalani bulmak istiyorsak, soyle bir hesap yapabiliriz:
(17 x26) + 25 =, (5 x2) + 1 =11 = 5,
ve bu say1 altiya bolindigiinde kalanin § oldugunu anlariz.
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Yukarda yazdiklarimizin kaniti olduk¢a kolaydir. Yavas
yavas kanitlayalim. Once tanimdan baslayalim. # sifir olmayan
bir dogal say1 olsun. Bundan boyle eger a ve b tamsayilarsa, a
=, b terimi, “a — b say1s1 z sayisina tam bolintir” anlamina, ya
da baska bir deyigle, “a ve b sayilar1 #’ye bolindtgiinde kalan-
lar1 esittir” anlamina gelir.

Ornegin, 1 =, 7 =, 13 =, -5.

Birinci tamimimizi kullanarak =, kavrami tizerine birkag ol-
gu kanitlayalim:

Olgul.a=,a
Kanit: a — 4, yani 0, elbette #’ye tam boluniir.

Olgu 2. Eger a =, b ise, b =, a’dr.
Kamit: Eger a — b sayisi n’ye boluntiyorsa, b — a sayisi da
n’ye boluniir.

Olgu 3. Egera =, bve b =, c ise, a =, ¢’dir.
Kamit: Eger a — b ve b — ¢ sayilar1 n’ye boluniiyorsa, a — ¢
sayisi da #’ye boluniir, ¢linkii @ — ¢ = (a = b) + (b - ¢) dir.

Olgu 4. Egera =, x ve b =, yise,a + b =, x + y'dir.
Kanit: Eger a — x ve b — y sayilar1 n’ye boluntyorsa,
(a+b)—(x+1y)
sayist da n’ye bolunur, ¢iinkii
(@+b)—(x+y)=(a-x)+(b-y)
dir.

Olgu 5. Eger a =, x ve b =, y ise, ab =, xy’dir.

Kanit: ab — xy = a(b — y) + y(a — x) oldugundan ve a — x ve
b — y sayilar1 ’ye bolundiigunden, ab — xy sayisi da »’ye boliniir.
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Olgu 6. Eger a =, x ise ve m > 0 bir tamsayrysa a™ =, x™.

Kanmit: Olgu 5°i kullanilarak 7 tizerine timevarimla kanit-
layacagiz. Kanitlayalim.

Eger m = 1 ise sorun yok: Olgumuzun varsayimina gore

a=,x.

Simdi bu olgunun 2 i¢in gecerli oldugunu varsayalim (tii-
mevarim varsayimi) ve 7 + 1 i¢in kanitlayalm. Yani tiimeva-
rim varsayimimiza gore,

am =, xm

esitligini biliyoruz;

gm+1 =, XM+ 1
esitligini kanitlamaya ¢alisacagiz. Simdi a” =, x (timevarim
varsayimi) ve x =, a (olgumuzun varsayimi) esitliklerinden ve
Olgu 5’ten,

am+ 1l =qgmng =, xmx = xm+1

esitligi cikar. Olgumuz kanitlanmigtir.

Bu olgulari kullanarak birkag aligtirma yapalim:

Aligtirma 1. 1725 sekize bolundiginde kag kalir?
Yamt: 1725 =g 125 = 1 oldugundan kalan 1°dir.

Aligstirma 2. 1725 dokuza bolundugiinde kag kalir?
Yanit: 1725 =g (-1)25 = =1 =49 8 oldugundan, yanit 8’dir.

Aligtirma 3. 1725 yediye bolinduginde kag kalir?

Yanit: Bu kez ¢oziim biraz daha zor. Once 17 =, 3 oldugun-
dan, 1725 = 325 esitligini buluruz. Demek 325’1 hesaplamaliy1z.
Simdi de, 33 = 27 =, -1 esitliginden, 36 = (33)2 =5 (-1)2 = 1 esit-
ligi ¢ikar. Demek ki 325 = 3(6x4)+1 = (36)4 x 3 =, 14 x 3 = 3 ve
dolayisiyla yanit 3’tiir.
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Alistirma 4. m herhangi bir dogal say1 olsun. 107 {ige ya da
dokuza bolindugiinde kag kalir?

Yanit: 10 =3 1 ve 10 =9 1 oldugundan, 107 sayis1 tice ya da
dokuza boliindiigiinde 1 kalir.

Uce ve Dokuza Béliinme. Simdi bir saymnin iige ve dokuza
boliinebilme yonteminin neden basarili oldugunu anlayabiliriz.
Herhangi bir say1 alalim. Diyelim 58.246.309. Ve simdilik n, 3
ya da 9 olsun. Dordiincii aligtirmay: gézoniinde bulundurarak
hesaplayabiliriz:

58.246.309 = 5-107 + 8-106 + 2-105 + 410 + 6-103

+3-102 + 0-101 + 9
2917 + 816+ 2:15 + 414 + 6-13 + 3-12
+011+9
=5+8+2+4+6+3+0+9=37.
Gortldugu gibi, 58.246.309 sayisinin tige ya da dokuza bo-

lindtgiinde kalani, 37 sayisinin ayni sayiya bolindigiinde ka-
lanina esit.

Onbire Boliinme. Simdi de onbire boliinebilme kuralina ba-
kalim. 10 =;; =1 oldugundan,

1 n ciftse
10" =
= {—1 n tekse

Dolayisiyla,
58.246.309 = 5-107 + 8-106 + 2-105 + 4-104 + 6-103
+3102 +0-101 + 9
c —-5+8-2+4-6+3-0+9=11
=11 0.
Demek ki 58.246.309 onbire tam boluniir.

Simdi, bir saymin yediye ve oniice boliinebilme kurallarini

bulalim. Once herkesin bildigi ikiye béliinebilme kuralindan
baslayalim. Yavas yavas yediye ve oniige gelecegiz.
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Ikiye Boliinme. Bir sayinin ikiye (tam olarak) béliiniip bo-
linmedigini anlamak ¢ok kolaydir. Eger saymin son rakami
ikiye boliintiyorsa, yani say1 0, 2, 4, 6, 8 rakamlarindan biriy-
le bitiyorsa, o zaman o say1 ikiye boliiniir. Ornegin 121 ikiye
bolinmez, 6te yandan 124 ikiye boliniir.

I[lkokul cocuklarimin bile bildigi bu kurali kanitlayalim.
Herhangi bir x sayisi ele alalim. x’in ikiye boliintip boliinmedi-
gini anlamak istiyoruz. Tek basamakli (yani 10’dan kugiik) oy-
le bir b sayisi vardir ki, belli bir a sayisi igin, x’i 10a + b bigi-
minde yazabiliriz, yani x = 10a + b esitligi gecerlidir. Ornegin,

25 = 2x10+ S (a=2,b=5)
256 = 25x10+6 (a=25,b=6)
2561 =256 x10+1 (a=256,b=1).

x = 10a + b oldugundan ve 10 ikiye bolundugiinden, x’in
ikiye boliinmesi i¢in yeterli ve gerekli kosul b’nin ikiye bolin-
mesidir, yani b’nin 0, 2, 4, 6, 8 sayilarindan biri olmasidir. Ve
b elbette x’in son rakamudir...

Bese Boliinme. Bir sayinin bese boliinmesi icin son rakami-
nin ya 0 ya 5 olmasi gerekir. Bunu da herkes bilir.

Bu kuralin da kaniti yukardaki gibidir: Sayimizi 10a + b
olarak yazalim. Burda b, tek basamakli (yani 10°dan kiiciik)
bir sayidir. 10 bese boliindiigiinden, sayimizin bese bolinmesi
icin b’nin de bese boliinmesi gerekmektedir, yani b ya 0 yada §
olmalidur.

Dorde Boliinme. Bir sayinin dorde boluniip boliinmedigini
anlamak i¢in o saymnin son iki basamagina bakilir. Eger son iki
basamagi olusturan say1 dérde boliiniiyorsa, o zaman sayimiz
da dérde béliiniir. Ornegin 34.527.672 sayis1 dorde béliiniir,
cunkii 72 dorde boluniir.

Neden bu boyledir? Yani neden bu kural gecerlidir? Kanit-
layalim. Tamsayimiza x diyelim. x’in dorde bolinitip boliinme-

79



digini anlamak istiyorum. En fazla iki basamakli (yani 100’den
kuigtik) oyle bir b sayisi vardir ki, belli bir a sayisi i¢in, x = 100a
+ b esitligi gecerlidir. Ornegin,

26=100x 0+26 (a=0,b=26)
548 =100 x 5+48 (a=S5, b =48)
5400 =100 x 54+ 0 (a = 54, b =0)

42543 =100 x 425 +43 (a = 425, b =43)

100 dorde bolindiginden ve x = 100a + b oldugundan,
x’in dorde boliinebilmesi icin gerekli ve yeterli kosul, b’nin dor-
de boliinmesidir. Ve elbette b sayisi, x’in son iki basamaginda-
ki rakamlardan olusur. Yukardaki 6rneklerden yalnizca ikinci-
si ve tiglinctisti (yani 548 ve 5400) dorde boluniir.

Sekize ve Onaltiya Boliinme. Bir sayinin sekize boluniip bo-
linmedigini anlamak i¢in o saymnin son ii¢ rakamina bakilir.
Eger son ti¢ rakamin olusturdugu say1 sekize boliniiyorsa, sayi
da sekize boliiniir. Ornegin 34.527.712 sayis1 sekize boliiniir,
cuinku 712 sekize bolinur.

Bu kuralin neden gecerli oldugunu okur anlamistir sanirim:
1000’in sekize tam olarak bolinmesinden kaynaklanir.

Bir sayinin onaltiya bolintip bolinmedigini anlamak igin o
sayinin son dort rakamina bakilir. Eger son dort rakamin olus-

| BILIMEANE A5
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turdugu say1 onaltiya boliintiyorsa, say1r da onaltiya boluntr.
Ornegin 34.521.632 sayisi onaltiya béliiniir, ciinkii 1632 onal-
tiya bolunir.

Yediye ve Oniice Boliinme. Yediye ve oniige boliinme ku-
rallar1 biraz daha az bilinir. Simdi bu kurallar1 gorecegiz.

Aslinda yediye ve oniige boliinebilme kurallari aynidir. Bir
ornekle aciklayayim. 581.976.024 sayisini ele alalim. Bu say:
yediye/ontige bolinur mu?

Bu soruyu yanitlamak i¢in asagidaki islemi yapalim: 581 —
976 + 024. Eger c¢ikan sonu¢ yediye/oniige boluniiyorsa,
581.976.024 sayis1 da yediye/oniice béliiniir. Islemi yapalim:
581 -976 + 024 = -371. Buldugumuz -371 sayis1 yediye boli-
nur (sonu¢ -53 c¢ikar) ama oniice bolunmez. Demek ki,
581.976.024 sayisi yediye boluniir ama onitice boliinmez.

Yediye ve oniice bolinme kuralinin neden dogru olduklari-
n1 gosterelim.

Nedenin piif noktast 103 + 1 = 7 x 13 x 11 esitligindedir.

Bundan da

103 = 1000 =, -1
103 = 1000 =45 -1
cikar. Demek ki
1037 =5 (1)
1037 =43 (1)~

Artik 581.976.024 sayisinin neden yediye bolundiigiint an-
layabiliriz: (m, 7 ya da 13’e esit olsun.)

581.976.024 = (581 x 10%) + (976 x 1086) + (24 x 103)
=,— 581 +976 — 24 = -371.

Demek ki, 581.976.024’tin yediye/oniice boliinmesi igin,

—-3771in yani 371’in yediye/ontige boliinmesi gerekir.
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Yakinsamak

u yazida, ilerde sik sik kullanacagimiz bir olguyu tanimlaya-
Bcaglz ve matematigin en 6nemli kavramlarindan birine (li-
mit kavramina) deginecegiz.

Aslinda okur anlatacagim kavramu sezgisel olarak biliyor-
dur. Dolayisiyla, bu yaziyr anlamak daha sonraki yazilar1 anla-
mak icin bir 6nkosul degildir.

0’la 1 arasinda herhangi bir say1 alalim. Diyelim 0,9’u aldik.
Bu sayiy1 kendisiyle tekrar tekrar ¢arpalim (hesap makinasi yarar-

l1 olabilir!):

09! =09
0,92 = 0,81
0,93 = 0,729

0,94 = 0,6561

0,95 = 0,59049

0,96 = 0,531441

0,97 = 0,4782969
0,98 = 0,43046721
0,99 = 0,387420489
0,910 = 0,3486784401
0,915 = 0,205891132...
0,920 = 0,121576654...



0,925 = 0,071789798...
0,930 = 0,042391158...
0,935 = 0,025031555...
0,940 = 0,014780882...
0,945 = 0,008727963...
0,950 = 0,005153775...
0,960 = 0,00179701...

0,970 = 0,000626578...
0,980 = 0,000218474...
0,990 = 0,000076177...
0,9100 = 0,000026561...

Gordugumiiz gibi sayilar hep kiiciiliiyorlar.

Acaba 0,9’un giglerini diledigimiz kadar kictltebilir miyiz?

Ornegin, yukarda da goriildiigii iizere 0,001’in altina indik:

0,970 = 0,000626578... < 0,001.
0,0001’in de altina indik:
0,990 = 0,000076177... < 0,0001.

Dilersek 0,00001 ve 0,000001’in de altina inebiliriz:

0,9110 = 0,000009261... < 0,00001
0,9132 = 0,000000912... < 0,000001.

Sifira hi¢ ulasamayiz ama sifira diledigimiz kadar yaklasabi-
liriz. Bu yazida bunu kanitlayacagiz!.

Ote yandan bu diziyle —1’e diledigimiz kadar yaklasamayiz,
ornegin —0,5’in altina inemeyiz, 0’1n altina bile inemeyiz. Kiigii-
len bu sayilar —1’e elbet yaklasirlar, ama diledigimiz kadar yak-
lagsmazlar, —1’le aralarindaki uzaklik 1’den fazladir hep.

Diyelim & ¢ok kiigik pozitif bir sayi, 6rnegin
0,000000000001, hatta daha da kiigiik, ama 0 degil... Oyle bir
n tamsayisi bulabiliriz ki, 0,97 sayis1 £’dan kuguktir...

1 Merakl okur, bu olguyu kendi bagina, yazinin devamini okumadan kanitlama-
ya calismali. Basaramayabilir. Onemli degil! Kanit1 daha kolay anlayacaktir.
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Bu dedigim yalnizca 0,9 sayisi icin degil, 0’la 1 arasindaki
herhangi bir say1 igin gegerlidir:

Teorem 1. 7, 0’la 1 arasinda herhangi bir say: olsun: 0 < r < 1.
g, 0°dan biiyiik hangi say: olursa olsun. Oyle bir n tamsayist
vardwr ki, 1 < ¢ esitsizligi gecerlidir. Hatta 6yle bir N tamsayist
vardir ki n > N ise 1 < ¢ dir.

Yani, 7’yi yeterince buiyiik segersek, 7 sayilarini diledigimiz
kadar kucultebiliriz.

Ornegin r = 0,9 ve £ = 0,00001 ise, yukarda gordiigiimiiz iize-
re, 7’yi 110, hatta 110°dan buiytik herhangi bir tamsay1 alabiliriz.

Teoremin kanitina basgliyorum.
Aradigim » tamsayisini yavas yavas bulacagim. Once bir
onsav:

Onsav. s > -1 herbangi bir sayiysa ve n berhangi bir dogal
sayrysa, (1 + s)"> 1 + ns egitsizligi gecerlidir.

Onsav’in Kamitt: s > -1 herhangi bir say1 olsun.

Onsavi, 7 iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Yani, onsa-
vin once 7z = 0 icin gecerli oldugunu kanitlayacagiz; arkasindan,
onsavin herhangi bir n dogal sayisi icin gegerli oldugunu varsa-
y1p, bir sonraki dogal say1 olan 7 + 1 icin gecerli oldugunu ka-
nitlayacagiz2.

Eger n = 0 ise, 1 + s > 0 oldugundan,

(1+s)=(1+s)0=1=1+0s=1+mns
dir. Dolayisiyla, # = 0 ise 6nsav dogrudur.

2 Tiimevarimla kanit yéntemi, “Sonsuz Inig ve Sonsuz Cikis” adli yazida (sayfa
63) ayrintilariyla agiklanmustir.
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Simdi 6nsavin z dogal sayisi igin gegerli oldugunu varsaya-
lim ve 6nsavi bir sonraki dogal sayi olan 7 + 1 i¢in kanitlayalim.
Yani,

(1+s)=21+mns
esitsizligini dogru varsayip,
(1 +s)*1>1 + (n+1)s
esitsizligini kanitlayalim. Baghyoruz:
(T+s)l=(1+s)1 +s)=>(1 +mns)(1+s)
=l+(n+1)s+ns2>21+ (n+1)s.

Kanitimiz bitmistir. (Ilk esitsizlikte tiimevarim varsayimi

olan (1 +s)»>1 + ns ve 1 + s > 0 esitsizliklerini kullandik.)

Teorem 1’in Kanit: Simdi teoremimizi kanitlayabiliriz.

7, 0’la 1 arasinda bir say1 olsun, yani 0 < 7 < 1 esitsizligi
saglansin.

g, 0’dan buiytik herhangi bir say1 olsun.

™ < ¢ esitsizligini saglayan bir # dogal sayisi bulacagiz.

Birkag say1 tanimlayalim:

e s =(1-r)/r olsun. s pozitif bir sayidir.

e m, 1/s’den buiyiik bir tamsay1 olsun, yani ms > 1 esitsiz-
ligi dogru olsun.

ok, &> 1/kesitsizligini saglayan bir dogal say1 olsun. Boy-
le bir k& dogal sayis1 vardir elbet. Ornegin, £ = 0,0000375 ise,
k’y1 100.000 alabiliriz.

e n=(k-1)molsun.

Simdi bakalim her sey yolunda mu:

L1 1 1 1

(1/r)" TMJ” _(1+1;Tjn (1+5)"

r

N 1 1 1
T (L+ns) (L+(k-1yms) ~ (1+(k-1)) k

86



Evet, her sey yolundaymig3. Diledigimizi kanitladik.

Matematikte bu soyle dile getirilir: # sonsuza gittiginde,
say1 dizisi 0’a yakinsar4. Ve soyle yazilir:
rm = 0.
Yani aslinda asagidaki teoremi kanitladik:

hmn — ©

Teorem 2. Eger 0 < r < 1 ise, lim,, , , 7" = 0.

Bir bagka say1 dizisine bakalim: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... Bu say1
dizisi de 0’a yakinsar. Ornegin, 1.000.001’inci terim
0,0000071’in altina iner. Genel olarak pozitif bir € sayisinin alti-
na inebilir miyiz? Evet! Eger n, 1/¢’dan buytik bir tamsay1ysa (ki
oyle bir tamsay1 vardir elbet), 1/n, ’dan kiigiik olur. Asagidaki
teoremi kanitladik:

Teorem 3. lim,, , ,, 1/n = 0.

1/n dizisi 0’a yakinsadigindan, 1/n#2, 1/n! gibi diziler de 0’a
yakinsarlar ¢iinkii bu sayilar 1/#’den daha kiigtiktiirlers.
1/n2 = lim,, _, , 1/n! = 0.

Teorem 4. lim,, _,

3 Bu esitsizliklerde sayilarin tanimlarini ve bir 6nceki 6nsavi kullandik.

4 Tam matematiksel tanim goyledir: Eger her € > 0 i¢in, |an —tl <e esitsizligi-
nin her 7 > N i¢in saglandig1 bir N sayisi varsa, (a,,),, say1 dizisi £’ye yakinsar
denir.

5 Eger n pozitif bir dogal sayiysa, 7! sayist 1 x 2 x ... x n olarak tanimlanir. Or-
negin, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24’tiir. 0! sayisy, ayrica, 1 olarak tanimlanir.
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Olasilik Hesaplari (I)

lasilik hesaplarina giinlitkk yasgamimizda sik sik gereksini-
Oriz. Ornegin tavla ya da kagit oyunlari oynarken. Iki ka-

piya ustiiste birkag¢ kez gele atmayan tavlaci gérmedim
hi¢. Sanssizlik deriz. Elbet, dort kez gele atan ti¢ kez gele atandan
daha sanssizdir. Bu yazinin amaglarindan biri de “daha sanssiz”
sozciigune matematiksel anlam kazandirmak olacak. Bir sonraki
yazida sonsuz olaylarin olasihgindan s6zedecegiz.

Bos bir zamaninizda, evinizdeki tavlanin zarlarindan birini
6000 kez atin. Gelen zarlar1 bir kdgida yazin. Asag yukar: bin
kez yek (1), bin kez dii (2), bin kez se (3), ... gelmeli, yani her
yuziin gelme olasiligi asagi yukari ayni olmali. Eger yalnizca
500 kez peng (5) gelmisse zariniz hileli demektir. Aslinda her zar
hilelidir. Bir ytizi biraz daha agir, daha egik, daha aginmig ya da
daha kaygan olabilir. Her zarin zaafi oldugu, yakinlik duydugu
bir say1 vardir. Tavlaya oturmadan once zarlarin zaafini iyi bil-
mek gerekir. Ki ona gore oynayasiniz! Tavlanin da deplasmani
vardir!

Tavlamin zarlarindan birini 400 kez attim. Iste elde ettigim
sonuglar:



| 1 2 3 4 5 6

Ik 100 atig 17 16 13 25 13 16
Ik 200 atig 38 31 31 41 28 31
Ik 300 atig 54 59 42 59 39 47
Ik 400 ati 70 76 59 77 58 60

Sanki zarimin cehara (4’e) bir zaafi varmug gibi gortuntyor.
Bu sonuglari 1 tizerine yazalim, yani ortalamalarini alalim.
Ornegin 400 atista 77 kez cehar geldigini belirten yere 77/400,
yani 0,1925 yazalim. Su sonuglari buluruz:
|1 2 3 4 s 6

flk 100 ans | 0,17 0,16 0,13 025 0,13 0,16
Ik 200 atis | 0,19 0,155 0,155 0,205 0,14 0,155
Ik 300 ans | 0,18 0,196 0,14 0,197 0,13 0,157
1k 400 ats | 0,175 0,19 0,1475 0,1925 0,145 0,15

Ortalamanin tstiindeki sonuglar1 siyah puntolu harflerle

yazdim. Ortalamanin kag¢ olmasi gerekiyordu? Zarlar hilesizse
ortalamanin 1/6, yani 0,1666... olmasi gerekir, ¢inki bir zarda
6 yiiz vardir. Ceharlarin ortalamasi hep yuksek ¢ikmis, ama bu
ortalama gittik¢e azaliyor ve beklenen 1/6 ortalamasina yakla-
styor. 6 bin kez zar attigimda, kimbilir, belki de beklenen orta-
lamaya daha ¢ok yaklasacak. Yukardaki sonuglar zarimin tam
zaafin1 gostermeyebilirler. Yeterince zar atmadim. Ama son so-
nuclarin dogru oldugunu varsayacak olursam, 100 atigta orta-
lama 19 kez cehar (4) ve 14 kez peng (5) geldigi sonucunu ¢ika-
rirtm. Ona gore tavla oynamaliyim (ikinci zarla da ayni deneyi
yapmaliyim elbet.)

Elimize bir zar alahm. Alt1 yiizlii ve hilesiz bir zar... Oyle bir
zarm oldugunu varsayalim. Her yiiziin gelme olasiligi aynidir:
yek (1) gelme olasiligy, dii (2) gelme olasiligindan fazla degildir.
Zarin alt1 yizi oldugundan ve her sayinin gelme olasiligi ayni ol-
dugundan, 6rnegin yek gelme olasiligina 1/6 demek en dogrusu-
dur. Egeri =1, ..., 6 ise, 0(i), i sayisinin gelme olasilig1 olsun. Sez-
gilerimize dayanarak yazalim:
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o(1) = 1/6 = 0,16666....
o(2) = 1/6
o(3) = 1/6
o(4) = 1/6
o(5) = 1/6
o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldugundan, o(7) = 0 da yazabilirdik!

Ttm olasiliklarin toplaminin 1 olduguna dikkatinizi ¢ekerim.
Gunlik yagamda olasiliklar 100 tizerine hesaplanir, ama mate-
matikte en biiyliik olasihk 1°dir. Ginlik yasamda kullanilan
%75’in matematikgesi 0,75 ya da 3/4’tiir.

Hilesiz zarlarla cift say1 atma olasiligini bulalim, yani, 2, 4, 6
sayilarindan birinin gelme olasiligini. Her sayimnin gelme olasili-
g1 1/6 oldugundan, cift say1 gelme olasiligi,

o(2) +0(4) +0(6)=1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2
dir. Ve elbet tek say1 gelme olasilig1 da, cift say1 gelme olasihig: gi-
bi, 1/2°dir.

Olasilik kuramcilari, yukardaki soruda karsimiza ¢ikan,

{1,2,3,4,5, 6}
kiimesine olaylar kiimesi derler. Ornegin, “yek” bir olaydir ve
yek olayinin (gerceklesme) olasiligi 1/6°dur.

Simdi igleri biraz zorlastiracagiz ve iki (hilesiz) zar atacagiz.
Ilk 6nce iki zar1 birbirinden ayiralim: Zarlardan birine birinci
zar, Oburiine ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlari iki ayr1 renge
boyayin.) Her iki zarin da altisar ytizii oldugundan, otuz alti
“olay” var:

1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6
2-1 | 2-2 | 2-3 | 24 | 2-5 | 2-6
3-1 3-2 | 3-3 34 | 3-5 | 3-6
4-1 | 42 | 43 | 44 | 45 | 4-6
5-1 5-2 | 5-3 54 | 5-5 | 5-6
6-1 6-2 | 6-3 64 | 6-5 6-6

Dikkat ettiyseniz, 1-2 ve 2-1 zarlarim (olaylarini) ayr1 yaz-
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dim, yani iki ayr1 olay olarak gosterdim. Cuinkii iki zar1 birbi-
rinden ayirtyorum: Birinci zar yeki, ikinci zar diyu gosteriyor-
sa, gelen zara 1-2 diyorum; tam tersiyse 2—1. Zarlar hilesiz ol-
dugundan her olayin olasiligi aynidir. Dolayisiyla, o(i-j) sayisi,
i~ olaymin (zarinin) olasiligiysa,
o(i—j) = 1/36
dir. Ornegin,
o(1-1) = 0o(1-2) = 0(2-1) = 0(3-4) = 1/36.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Zar atacagimiza, yukardaki
tabloya rastgele bir tag atalim. 36 hiicre oldugundan ve bir htic-
renin obiir hiicreye gore bir 6zelligi olmadigindan, tasin, 6rne-
gin 3—4 hiicresine diigme olasihig 1/36’dur.

Ama tavlada zarlar birbirinden ayirt edilmez. Biz de ayirt et-
meyelim. O zaman 1-2 ve 2-1 olaylarin bir olay olarak algila-
yip (1, 2) olarak gosterelim. Olaylari yukardaki gibi siralayalim
(tstteki tabloyu ikiye katlayarak):

(1, 1) | (1,2) ] (1,3) | (1,4) | (1,5)] (1,6)
(2,2) 1 (2,3)] (2,4) | (2,5)] (2,6)

3,3) ] 3,4) ] (3,5) | (3, 6)

4,4)| 4,5 | (4,6)

(5,5)](5,6)

(6, 6)

Toplam 21 olayimiz var. Ama bu kez her olayin olasilig1 ay-

n1 degil. Ornegin (1, 2) olaymnn olasilig
1/36 + 1/36 = 2/36,
cuinkii (1, 2) zar1i¢in ya 1-2 ya da 2-1 gerekli. (1,2) olayinin ola-
silig1 soyle bulunur:
o(1,2) = o(1-2) + 0o(2-1) = 1/36 + 1/36 = 2/36.

Ote yandan, (1, 1) zarinin gelme olasiligr 1/36°dir. Demek ki,
eger i #jise, o(i, j) = 2/36°dir ve o(i, i) = 1/36°dir. (Ozellikle 2/36
yerine 1/18 yazmiyoruz, ilerde kolaylik olacak.)

Alistirma olarak, ¢esitli olasiliklar hesaplayalim.
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iki kaprya gele atma olasiligi. Bu kapilarin 1 ve 2 kapilar1 ol-
dugunu varsayalim. Demek ki (1, 1), (1, 2) ya da (2, 2) atma
olasiligini hesaplayacagiz. Bu da,

o(1,1) +o(1,2) + 0(2,2) = 1/36 + 2/36 + 1/36 = 4/36 = 1/9
dur. 1ki kez iki kapiya gele atma olasihigiysa 1/9 x 1/9 = 1/81°dir.
Yedi kez iki kapiya gele atma olasihigiysa (1/9)7 = 1/97 dir. (Asa-
g1 yukari, piyangoda en buyiik ikramiye ¢ikma olasiligina egit!)

Yek atma olasihigi = o(1, 1) + o(1, 2) + ... + o(1, 6) = 1/36
+ (5 x 2/36) = 11/36. Demek ki, yek atma olasiligi 1/3’ten biraz
daha az.

Cehar atma olasihigi. Yukardaki gibi hesaplanir ve 11/36
bulunur.

Dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasiligi. Dort hane ilerde-
ki bir pulu kirma olasihigini hesaplayacagiz. Dort hane ilerdeki
pulu kirmak icin ya cehar (4) atmak gerekir ya da (1, 1), (1, 3) ve
(2, 2) zarlarindan birini (arada kapi olmadigini varsayiyoruz.)
Demek ki dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasiligy,

o(4) + o(1, 1) + o(1, 3) + 0(2,2)= 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36
=15/36
dir.

Alt1 ve sekiz hane ilerdeki iki puldan en az birini kirma ola-
siligi. Alti hane ilerdeki pulu kirmak igin ya zarlardan biri 6 gel-
meli ya da (1, 5), (2, 2), (2, 4), (3, 3) zarlarindan birini atmal..
Sekiz hane ilerdeki pulu kirmak icinse (2, 2), (2, 6), (3, 5), (4, 4)
zarlarindan birini atmali. Dolayisiyla olasilik

o(6) + o(1,5) + 0(2,2) + 0(2,4) + 0(3,3) + 0(3,5) + 0(4,4)

=11/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36
=20/36 = 5/9
dur, yiizde elliden biraz fazla.
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n hane ilerdeki bir pulu kirma olasihgi. Eger # = 13 ya da 14
ise, bu olasilik sifirdir elbet. Ama 7 = 15 ise pulu diibegle, yani
(5, 5)’le kirabiliriz. Bunun da olasiligi 1/36°dir. Okur bu olasilik-
lar1 simdiye degin 6grendikleriyle hesaplayabilir. Bu olasiliklari
bir tabloda gosterelim:

n = uzaklik Kirma olasilig
1 11/36
2 12/36
3 14/36
4 15/36
5 15/36
6 17/36
7 6/36
8 6/36
9 5136
10 3/36
11 2/36
12 3/36
15 1/36
16 1/36
18 1/36

20 1/36
24 1/36

Ug zara ge¢cmeden 6nce, tavlanin sinirl bir oyun oldugunu
belirteyim. Yazdiklarimdan tavlanin yiiksek diizeyde matematik
bilgisi gerektirdigini sandigim sanilmasin. Ama tavlaciyim diye
gecinen olasilik kuraminin temelini bilmelidir.

Simdi ti¢ zar alalim elimize. Yine ilk once zarlardan herbiri-
ni Obirlerinden ayirt edelim: birinci zar, ikinci zar ve tglinct
zar. 63 = 216 olay var ve her olayin olasiligi ayni oldugundan,
her zarin gelme olasihig1 1/216°dir. Ornegin,

0(1-2-5) = 0(1-5-2) = 0(2-1-5) = 0(2-5-1)

94



= 0(5-1-2) = 0(5-2-1) = 11216

dir. Ancak zarlar birbirinden ayirt etmemek en dogal olani. Biz
de etmeyelim. Olay sayimiz azaldi, ¢iinkii simdi, 6rnegin 1-2-5
ve 5-1-2 olaylari arasinda bir ayrim yapmiyoruz!. Bu zara
(1, 2, 5) adim verelim. Kolayca gorilecegi gibi,
o(1,2, 5) = 0(1-2-5) + 0(1-5-2) + 0(2-1-5) + 0(2-5-1) + 0(5-1-2)
+0(5-2-1) = 6/216 = 1/36.

Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya esittir. Ama

0(2, 2, 5) = 0(2-2-5) + 0(2-5-2) + 0(5-2-2) = 3/216 = 1/72,
ve

0(2,2,2) =0(2-2-2) = 1/216

dir.

Alistirma olarak, ti¢ zarla toplam 10 atma olasiligini hesap-
layalim:
0(1,3,6) + 0(1,4,5) + 0(2,2,6) + 0(2,3,5) + 0(2,4,4) + 0(3,3,4)
=27/216 = 1/8 = 0,125.

1 Ug zarda olay sayimiz 56°dir. Genel olarak, 7 zarda olay sayis1 kactir?
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Olasilik Hesaplar: (II)

ir 6nceki yazidaki 6rneklerde olay sayisi sonluydu. Ornegin,
Biki zarla 21 olay vardi. Simdi olay sayimiz1 sonsuz yapacagiz.

Kolay bir soruyla baglayalim: [0, 1] araliginda rastgele seci-
len bir gercel (reel) sayinin, 1/2’den buiyiik olma olasihigi kagtir?
Yanit 1/2’dir. Cunki, [0, 1] araligindaki sayilarin “yarisi”
1/2’den buyuk, obir “yarisi” ise 1/2’den kiiguktiir.

Kolay bir soru daha: [0, 1] araliginda segilen bir sayinin
1/6’yla 3/7 arasinda olma olasiligr kactir? Yamit 3/7 — 1/6 =
11/42’dir.

Buraya dek sasilasi bir sey yok.

Peki, [0, 1] araliginda secilen bir sayinin 1/2’ye esit olma ola-
siligi kactir? Sifirdir! Onsezi zorlaniyor biraz burda. Ciinkii 1/2
sayisi var ve bana, “bal gibi 1/2’yi segebilirim” diyebilirsiniz.
Ben de size, “madem 6yle, bahse girelim” diyebilirim. Bahse gir-
mek istemezsiniz elbet. Cinkii kazanma olasihiginiz sifirdir!
Olay sayisi sonsuzsa ve her olayin gerceklesme olasiligi ayniysa,
o zaman, tek bir olayin olasilig: sifirdir. Soyle aciklanabilir bu:
Diyelim 1/2’yi se¢me olasiligi 0,0001. O zaman, herhangi bir sa-
y1y1 se¢me olasiligi da 0,0001°dir ve dolayisiyla asagidaki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000
onbin sayidan birini se¢gme olasihigini bulmak i¢in 0,0001’i on



bin kez toplariz ve 1 buluruz, yani %100 olasilik! Olacak sey
degil! Demek ki 1/2 sayisini se¢me olasiligr sifir olmalidir.

Bu dedigimiz, salt 1/2 icin degil, her say1 igin gecerlidir. [0,
1] araliginda, 6nceden belirlenen bir sayiy1 secme olasiligt sifir-
dir. Gergekle catismiyor bu. Eger dilerseniz 1/2’yi segebilirsiniz
elbet. Ama ancak isterseniz!.. Rastgele bir say1 sectiginizde
1/2’y1 secemezseniz.

Kesinlikle bir say1 sececeksiniz. Ondan kusku yok. Ama sec-
tiginiz bu sayiy1 6nceden bilebilme olasiliginiz 0°dir!

Simdi iki say1 segecegiz. Sayilari sirayla sececegiz, yani birin-
ci sayiyla ikinci say1 arasinda ayrim yapacagiz. Soru su: [0, 1]
araliginda rastgele ve sirayla iki say1 secersek, ikinci sayinin, bi-
rinci sayidan biiyiik olma olasiligi kagtir?

Birinci sayiya x diyelim, ikinci sayiya y. Rastgele (ama si-
rayla) iki say1 segmek demek, [0, 1] x [0, 1], yani [0, 1]? kare-
sinde rastgele bir (x, y) noktasi segmek demektir.

- [

/ —> Ay

0 . 1
X

Yukardaki resimde [0, 1]2 karesi ti¢ olay bolgesine ayrilmus:
Ap={(x,y) € [0, 17 : x <y}
A21 = {(xs D’) € [O’ 1]2 X > )’}
bolgeleri ve caprazdaki ¢izgi, yani,
Ayoy = {lx, x): x € [0, 1]}
cizgisi. Resimden de anlasildig1 tizere, [0, 1]2 karesindeki rastge-
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le bir noktanin A, bolgesinde olma olasihig: 1/2°dir. A,; bolge-
sinde olma olasilig: da 1/2°dir. A,_, bélgesinde olma olasihigry-
sa sifirdir.

Daha da zor bir soru soralim. [0, 1] araligindan t¢ say1 se-
celim: x, y, z. Birinci say1 x, ikinci say1 y ve tictincii say1 z. Sim-
di, x < y < z olayinin ger¢eklesme olasihg kactir? Bu ti¢ sayiyi,
[0, 1]3 kiiptinde! bir nokta olarak gorebiliriz. Yukardaki gibi bir
resim cizmeye c¢alsabilirsiniz. Ben denedim beceremedim. Ug
boyutta gorebilmek kolay degil, cizebilmek daha zor. Ama soy-
le akil yurutebiliriz: [0, 1]3 kiipiinii su bolgelere ayiralim:

Az ={x,y,2): x <y <z}
Ay ={lx,y,2):x <z <y}
Ayis={lx, 3,2 y<x <z}
Apyp ={lx, ¥, 2 y<z<x}
Aspp={lx,y,2):z<x <y}

Aspy ={(x, y,2):2<y<x}.

Birinci bolgenin hacmini bulmak istiyoruz. Bu alt1 bolgenin
hacimleri birbirine esittir (hi¢birinin hacminin 6biirtinden bu-
yik olmasi i¢in bir neden yok.) [0, 1]3 kiipiinden geriye kalan
bolgeler, yukardaki bolgelerin “duvarlaridir” ve hacimleri sifir-
dir. Demek ki, bu alt1 bolgenin hacimlerinin toplamu [0, 1]3 kii-
puniin hacmine, yani 1’e esittir. Ve bundan da her bolgenin hac-
minin 1/6 oldugu ¢ikar. Ne bulduk? [0, 1] araligindan rastgele
Ug¢ say1 segersek, ikinci sayinin birinci sayidan ve tiglincti sayinin
ikinci sayidan buyiik olma olayimnin olasiiginin 1/6 oldugunu
bulduk.

Simdi [0, 1] araligindan doért say1 sectigimizde, birinci sayi-
nin ikinci sayidan, ikinci sayinin tiglincti sayidan ve tiglincii sa-
yinin dordinct sayidan kiiciik olma olayinin olasiligini hesap-
layacagiz. Dort boyutta oldugumuzdan, istesek de resim ¢izeme-

1 Geometrik olarak, [0,1]3, her kenar1 1 uzunlugunda olan ti¢ boyutlu kiiptiir.
Bagka bir yazig bi¢imiyle, [0,1]3, {(x, y, 2): 0 < x, y, ¢ < 1} kiimesidir.
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yiz artik. Ama yine de yukardaki gibi dusiinebiliriz.

Aqpz4 = {(x1, x5 X3, x4) € [0, 1]%: x1 < x5 < x3 < x4}
kiimesi olsun. Bunun gibi, 6rnegin,

Aspan = {(215 X2, X3, %4) € [0, 1]%: 203 < 27 < x4 < %))
kiimesini tanimlayalim. Bu kiimelerin hepsinin “hacimleri” ayni2.
Kag tane bu tiir kiime var? Teker teker siralayip 24 tane oldugu-
nu bulabiliriz kolaylikla: A534, A12435 A13245 A1342, ... Geriye ka-
lan kiimeler, bu kiimelerin “duvarlar1” olduklarindan hacimleri
sifirdir. Demek ki bulmak istedigimiz olasilik 1/24°dir.

Simdi en genel soruyu soralim: [0, 1] araligindan 7 tane rast-
gele ve sirayla say1 seciyoruz: x4, x5, ..., x,,. Bu dizinin artan bir
dizi olma olasiligl, yani x; < x, < ... < x,, olayinin olasihigi kag-
tir? Yukardaki gibi akil yurtitecegiz.

Ago = {(xgs x0 cens x) € [0, 1]7 0 20y <) <ol < X}
kiimesinin hacmini ariyoruz.

Bu tiir kiimelerden kag tane oldugunu bulmaliyiz. Bagka bir
deyisle 1,2, ..., 7 sayilarimi kag tiirlii dizebiliriz?

nl=1x2x..x(n-1)xn
turlii dizebiliriz, ¢tinkii bu 7 sayiy1 #! turli yanyana koyabiliriz3.
Bundan da su sonug cikar: [0, 1] araligindan rastgele secilen x;,
.ss X, sayllarinn artan bir dizi olma olasilig: 1/n! dir.

Ornegin n = 2, 3, 4 ise daha 6nce hesapladigimiz 1/2, 1/6,
1/24 olasiliklarini buluruz. 7 = 5 icin, 1/5! = 1/120 = 0,008333...
olasiligini buluruz. # = 6 icinse, 1/6! = 1/720 ~ 0,0014 olasiligi-
ni. Dikkat ederseniz, 7 buiytudikge olasilik azaliyor.

2 Dort boyutta hacim, entegral hesaplariyla bulunur, ama su anda 6nsezi yeter-
li. Kenar uzunlugu birim olan 7 boyutlu bir kiibiin hacminin 1 oldugu bir be-
littir (aksiyomdur.)

3 Bunu tiimevarimla da kanitlayabiliriz. Ilk énce, ilk 7 — 1 sayiy1 dizelim. Tii-
mevarim varsayimina gore, 1, 2, ..., n—1 sayilarin1 (z — 1)! tirla dizebiliriz.
Bu dizilerden herhangi birini alalim. Simdi 7 sayisini, araya bir yere koya-
cagiz. En basa, ortaya bir yere ya da en sona, yani toplam n degisik yere ko-
yabiliriz. Demek ki 1, 2, ..., 7 sayilarini (7 — 1)! x n = ! tiirli dizebiliriz.
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Birinci Soru. [0, 1] araligin-
da rastgele secilen bir sonsuz
say1 dizisinin artan bir dizi ol-
ma olasilig1 kagtir?

n herhangi bir dogal sayiy-
sa, [0, 1] arahiginda rastgele se-
cilen n sayinin artan bir dizi ol-

ma olasihginin 1/7! oldugunu
gordiik. Bu olasiliklar, yani
1/n! sayilari, n arttik¢a kiigtiliyorlar, gittikge sifira yakinsiyor-
lar4. Matematikte buna, “1/n! sayilari, n sonsuza gittiginde si-
fira yakinsar” ya da “1/n! sayilarinin limiti sifirdir” denir. Bi-
cimsel olarak bunu,
lim,, , ., 1/n! = 0

olarak yazariz. Demek ki # ne denli buytikse, [0, 1] araliginda
rastgele ve sirayla secilen n saymnin artan bir dizi olma olasilig
o denli kiigtik, o denli sifira yakindir. 7z sonsuza gittiginde de,
olasilik 0 olur. Dolayisiyla birinci sorunun yanit1 0’dur.

Ikinci Soru. [0, 1] araliginda secilen artan bir dizinin 1’e ya-
kinsama3 olasiligi kagtir?

Soru, bir dizinin artan dizi olmasi ve 1’e yakinsama olasilig
degil, artan dizilerden kagta kacinin bire yakinsadigi. Yani ko-
sullu olasilik... Dizinin artan dizi oldugunu 6nceden biliyoruz.
Olaylar kiimemiz artan diziler kiimesi. Bu artan dizilerden kag-
ta kaginin 1’e yakinsadigini bulmak istiyoruz.

Her artan dizi 1’e yakinsamaz, kimi de 1/2’ye yakinsar. Or-
negin,

0, 1/4, 3/8, 7/16, 15/32, 31/64, ..., (2-1-1)/27, ...

4 “Yakinsamak” baglikli yazida (sayfa 83) “yakinsama”nin ne demek oldugu
anlatilmig ve 1/n! sayilarinin sifira yakinsadigi kanitlanmigti.

5 Yani gittikce daha ¢ok 1’e yaklagsma, “sonsuzda 1 olma” olasiligi. 1/2, 3/4,
5/6, 718, ... boyle bir dizidir. Bu dizi 1’den kigiik her sayiy1 bir siire sonra
asar, ama 1’1 hi¢ asamaz.
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dizisi artan bir dizidir ve 1/2’ye yakinsar. 1’e yakinsayan herhan-
gi bir dizinin her terimini 1/2’yle ¢arparsak 1/2’ye yakinsayan bir
say1 buluruz.

g, sifirdan buyiik, ama kiguk bir gergel say1 olsun. [0, 1]
araliginda (sirayla) segilen # sayinin herbirinin 1 — ¢’dan kiiciik
olma ve artan bir dizi olusturma olasihig yukardaki gibi kolay-
ca hesaplanir:

(1 - e)/n!
dir bu olasilik. Burdaki (1 — ¢)7, n boyutlu ve her kenar1 1 — ¢
uzunlugunda olan kiipiin hacmidir. Sirayla secilen 7 sayinin ar-
tan dizi olma olasiligiysa, yukarda gordugimuz gibi 1/7! dir.
Demek ki, [0, 1] araliginda segilen 7 sayidan olusan artan bir di-
zinin [0, 1 — ¢] araliginda olma olasiligi,

1-g)"/n!

1/n!

dir. Bu olasiliga P, (¢) diyelim: P, (g) = (1 — g)". P (¢) saysi, [0,

=(1-¢)"

1] araliginda artan sonsuz bir dizinin [0, 1 — ¢] araliginda ol-
ma olasiligi olsun. P_(¢) olasihgini bulmak igin P, (g)’daki #’yi
sonsuza yaklastiririz:

P.(g) = lim,, , , P,(g) = lim (1-¢g)=0
ciinkii 1 — ¢ sayis1 0’dan biiyiik ama 1°den kugiiktiiré. Demek ki

n —» 0

artan sonsuz bir dizinin [0, 1 — ¢ araliginda olma olasilig: sifir-
dir. Ve bu her ¢ > 0 i¢in dogru... Bundan da artan sonsuz bir di-
zinin 1’e yakinsama olasihiginin 1 oldugu ¢ikar. Su teoremi ka-

nitladik:

Teorem. [0, 1] araliginda rastgele secilen sonsuz bir artan di-
zi 1 olasilikla (yani 100% olasilikla) 1’e yakinsar.

Uciincii Soru. [0, 1]2 karesinde segilen (x,,, y,,),.n dizisinde
eger x,, < x,,1 ve ¥, <y, ., 1 ise, bu diziye bir kuzeydogu dizisi di-

6 Eger r sayis1 0 <r < 1 esitsizliklerini sagliyorsa, 7 sonsuza gittiginde, 7 sayila-
r1 sifira yakinsarlar. Bunu “Yakinsamak” baglikli yazida (s. 83) kanitlamistik.
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yelim?. Sorumuz su: [0, 1]2 karesinde segilen bir kuzeydogu dizi-
sinin karenin sinirina yakinsama olasihig kactir?

[0, 1]2 karesinde bir (x,, y,),cn kuzeydogu dizisi secmek
demek, [0, 1] araliginda artan iki (x,,),cn Ve (V,),cn dizisi seg-
mek demektir. Bu iki artan dizinin 1’e yakinsama olasilig1 1 ol-
dugundan, yukardaki teoreme gore, (x,, y,,),cn kuzeydogu di-
zisinin (1, 1) noktasina yakinsama olasiligi da 1’dir. Giizel bir
teorem kanitladik:

Teorem. [0, 1]2 karesinde rastgele secilen bir kuzeydogu di-
zisi 1 olasilikla (1, 1) noktasina yakinsars.

7 Yani her segilen nokta, bir 6ncesinin kuzeydogusunda olacak.

8 Bu teoremin daha da genel bir halini Dog. Dr. Nejat Anbarci sordu. Nejat An-
barc’nin genel sorusu suydu: Diizlemde sinirli (yani sonsuza dek gitmeyen)
kapali bir alan alalim. Ornegin bir dikdértgenin, bir iicgenin, bir dairenin, bir
elipsin i¢indeki alanlari... Bu alanda rastgele secilen bir kuzeydogu dizisinin
alanin sinirina yakinsama olasiligi kactir? Yanitin 1 oldugunu Engin Mer-
mut’la birlikte (Dog. Dr. Minik Can Ertem’in de yardimiyla) kanitladik. Bu
teorem o kanitin 6nemli bir parcasidir..
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Bir Tane Rastgele Cizge Var!

ir ¢izge (ya da bir baska adiyla, graf), sezgisel olarak,
Bnoktalardan ve bu noktalari ikiser ikiser birlestiren (dog-

ru ya da egri) cizgilerden olusur. Herhangi iki nokta bir-
lesmek zorunda degildir. Ornegin,

6 1 2
®

)
S 3
yedi noktali bir ¢izgedir. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 adlarim
verdik. Birlestirdigimiz noktalar sunlar:
{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 6}, {3, 5}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}.

Bu iki 6gelik kiimelere bagmmt: ad1 da verilir. Noktalar1 na-
sil bir cizgiyle birlestirdigimiz 6nemli degil. Hatta cizgiler kesi-
sebilir bile (kesistikleri yere ¢izgenin bir noktasini koymayiz o
zaman.) Noktalarin yerleri de 6nemli degil. Okur neyin 6nemli
oldugunu merak edebilir! Onemli olan hangi noktayla hangi
nokta arasinda ¢izgi (ya da bagint1) oldugu. Baska bir sey 6nem-



li degil. Ornegin, yukardaki cizgeyle asagidaki gizgeler ayni ciz-
gelerdir:

Bu yazida ilging oldugu kadar da sasirtic1 bir teorem kanit-

layacagiz. Size sonsuz tane nokta verdim:
1,2,3,4,5,6,7,8, ...

noktalarini. Bu noktalardan bir ¢izge yapmanizi istiyorum. Ciz-
geyi sOyle yapacaksiniz: Her iki nokta igin yazi-tura atacaksiniz.
Yazi gelirse o iki noktayi birlestireceksiniz, tura gelirse birlestir-
meyeceksiniz. Her iki nokta i¢in yazi-tura atmay: bitirdiginizde
(!) noktalarin adlarini silin. Hangi noktanin 1 noktasi, hangi
noktanin 2 noktasi oldugu belli olmasin. Elinizde adsiz nokta-
lar ve noktalar arasinda (yukarda “baginti” diye adlandirdigi-
miz) birtakim cizgiler kalacak. Ben de ayni seyi yapacagim. Si-
zin ¢izgenize bakmadan... Boylece adsiz iki rastgele ¢izge elde
edecegiz. Sizin rastgele ¢izgeniz ve benimkisi... Simdi cizgeleri-
mizi karsilastiralim. Iki ¢izgenin de ayn1 olduklarini gorecegiz...
Tipatip birbirine benziyorlar! Sanki biri 6burinin hik demig
burnundan diismiis. Inanilir gibi degil ama dogru! Ne sihirdir
ne keramet, matematiktir matematik!

Dahasi var. Diyelim, ben noktalari birlestirmek igin yazi-tura
atmadim da zar attim. 6 geldiginde noktalar birlestirdim, gelme-
diginde birlestirmedim. Sizse yazi-tura attiniz. Noktalarin adlari-
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n1 sildigimizde gene ayni cizgeleri elde ederiz!

“Cizge” kavraminin matematiksel tanimiyla baglayalim:

N bir kiime olsun. N’ye noktalar kiimesi diyecegiz. B, N’nin
iki 6gelik altkiimelerinden olusan bir kiime olsun. B kiimesine
bagintilar kiimesi adim verebiliriz!. (N, B) ciftine ¢izge denir.
Yukardaki ornekte, noktalar kiimemiz

N={1,2,3,4,5,6,7}
ve bagintilar kiimemiz

B ={{1,2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 6}, {3, 5}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}
olarak alinmustir.

Rastgele cizgelerden sozetmeden Once az noktali ¢izgeleri
bulalim. Eger N = {1} ise, yani N’de yalnizca bir nokta varsa, B
boskiime olmak zorunda. Dolayisiyla N = {1} tizerine bir tek
cizge kurulabilir. Iste o cizge:

1
[ ]

Simdi de iki noktali ¢izgelere bakalim. N = {1, 2} olsun. Bu
durumda B ya boskiimedir ya da {{1, 2}} kiimesidir. Demek ki
iki noktali iki ¢izge var:

1 2 1 2
L L o——O

Simdi amacimiz ti¢ noktali ¢izgeleri bulmak. Ama bu cizge-
lerden ¢ok oldugundan, arada unuttuklarimiz kalmasin diye 6n-
ce n noktal kag tane ¢izge oldugunu bulalim. # noktal, 27(#-1)/2
tane cizge oldugunu iddia ediyorum ve hemen kanithyorum: N
noktalar kiimesinin 7 tane 6gesi varsa (yani 7 tane noktamiz

4

1 N, “nokta”nin N’si, B ise “bagint1”nin B’si.

varsa), N'nin
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tane, yani n(n — 1)/2 tane iki 6geli altkimesi vardir2. B iki
ogelik altkiimelerden olustugundan, B bagintilar kiimesi icin
2n(n=-1)2 secenegimiz var3. Demek ki n noktali 27(7-1)/2 tane ¢izge
vardir. Eger n = 3 olarak alirsak, bundan 3 noktali 8 tane ¢izge
oldugu anlasilir. Bu 8 cizgeyi teker teker bulalim. N = {1, 2, 3}
olsun. Iste 8 cizge:

Ug nokta arasindaki bagintilari yazi-tura atarak karar vere-
cek olursak, yukardaki ¢izgelerden herbirini elde etme olasilig
1/8dir.

Bu ¢izgelerdeki noktalarin adlarini, yani sayilar silersek, ¢izge
sayimiz azalir. Ornegin, bir bagimntisi olan ii¢ cizgenin noktalarmin
adlari silindiginde bir ¢izge olurlar. Bunun gibi, iki bagintisi olan
ug¢ ¢izgeden de bir adsiz ¢izge elde ederiz. Boylece noktalarin adla-
rint sildigimizde geriye dort ¢izgemiz kalir:

AN LN

2 m sayilarini “Saymadan Saymak” baglikli yazida tanimlamustik (bkz. sayfa 39).

3 “Sonsuz Inig ve Sonsuz Cikis” baslikli yazimizda m 6gesi olan bir kiimenin 2
tane altkiimesi oldugunu kanitlamigtik. Burada . yerine [ﬂ] aliyoruz.
2
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Eger cizgeyi yazi-tura atarak bulmussak, yani her bagintinin ola-
stigr 1/2 ise, bu adsiz ¢izgelerin olasiliklar sirasiyla 1/8, 1/8, 3/8 ve
3/8dir.

Iki ¢izgenin noktalarinin adlarini sildigimizde ayni ¢izgeyi
elde etmek ne demektir? Bunun matematiksel tanimini bilmek
bu yazi igin gerekli degildir, bu yazi icin sezgiler yeterlidir. Bir
ornek daha verelim ki kugkuya yer kalmasin. Asagidaki iki ¢iz-
geye bakalim.

4 3 4 3

1 2 1 2

Bu iki cizge birbirlerine ¢cok benzerler. Tek ayrimlari nokta-
larimin adlaridir. Soldaki ¢izgede 3 ve 4 noktalarinin yerlerini
degistirirsek (bagmntilariyla birlikte) sagdaki cizgeyi buluruz.
Yani noktalarin adlar1 olmasaydi iki ¢izge arasinda bir ayrim ol-
mayacakti. Soldaki ¢izgenin bagintilar: sunlar:

B ={{1, 2}, {2, 4}, {4, 3}, {3, 1}}.

Sagdaki cizgenin bagntilariysa,

B'={{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}}.

Simdi, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 4, f(4) = 3 gondermesini
(fonksiyonunu) ele alalim. Bu gonderme, B bagintilarini B’ ba-
gintilarina gonderiyor. Iste iki ¢izgenin noktalarinin adlari silin-
diginde ayni ¢izge bulunmasi bu demektir4.

4 Bunu matematiksel olarak ifade edelim: (N, B) ve (N', B) iki ¢izge olsunlar.
Eger, f(B) = s’ esitligini saglayan birebir ve orten olan bir f : N — N’ gonder-
mesi varsa, (N, B) ve (N', B') cizgelerine esyapisal cizgeler denir. iki esyapisal
cizgenin birbirinden tek ayrimi noktalarinin adlaridir. Bu ¢izgelerden birinde-
ki noktalarin adlar1 uygun bir bi¢cimde degistirildiginde (x noktasina f(x) de-
nildiginde 6rnegin), 6biir ¢izge bulunur.
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Dort noktali ve adsiz ¢izgeleri bulalim. Bunlar1 bagint1 sayi-
sina gore bulabiliriz: 6nce hi¢ bagintisi olmayanlar, sonra bir
bagintis1 olanlar, sonra iki bagintisi olanlar...

. o | oe—o I—o —o
° ° ° ° o | o—o I o |? *
— 1/64 6/64 12/64 3/64 4/64 —

PN =

Cizgelere iligtirilen 1/64, 6/64, 12/64 gibi sayilar, bagintila-
ra karar vermek i¢in yazi-tura atildiginda cizgenin elde edilme

olasiligidir. Yukarda yaptigimiz hesaplardan, dort noktali ¢izge
sayisinin 24%3/2 = 26 = 64 oldugunu biliyoruz. Dort noktali ve
bir bagintil kag ¢izge vardir? Dort noktadan ikisini secip arala-
rina bir baginti koymamiz gerekiyor. Demek ki

N

tane bir bagintil ¢izge var. Herbirinin olasihg 1/64 oldugun-
dan, bir bagmntili cizge elde etme olasiligimiz 6/64’tiir>.

Simdi sonsuz rastgele ¢izgelere gelelim. N kiimesi, 1, 2, 3,
4,... gibi pozitif dogal sayillardan olusan kiime olsun. Bunlar
noktalarimiz. Tki nokta arasinda baginti olup olmadigina karar
vermek i¢in yazi-tura atacagiz. Boylece bir bagintilar kiimesi el-
de edecegiz. Bu cizgeye R adini verelim (R, “rastgele”nin R’si.)

5 Yukardaki 11 cizge rastgele konulmamugtir. Altalta gelen cizgeler birbirleriyle
ilintilidir. Ust kattan herhangi bir cizgeyi alalim. Bu cizgenin bagmntilari
kaldirip baginti olmayan yerlere baginti koyalim. Boylece alt kattaki ¢izgeyi el-
de ederiz. En sagdaki ¢izge i¢in ayni seyi yapacak olursak gene ayni ¢izgeyi elde
ederiz. Altalta gelen iki ¢izgenin olasiliklari aynidir. Yazi-tura atildiginda ayni-
dir. Eger zar atarak bagntilara karar verecek olursak olasiliklar degisebilir. Or-
negin, zar attigimizda 6 gelirse baginti koymaya, gelmezse baginti koymamaya
karar verecek olursak, cizgenin baginti sayis1 ¢ogaldikca olasiligi azalir.
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R cizgesi hakkinda ne soyleyebiliriz? Rastgele ¢izge oldugundan
hicbir sey bilmemiz olasi degil diye diisiinebilir okur. Ik bakis-
ta Oyle bile goriinse, ikinci bakigta R ¢izgesi tizerine ¢ok sey bil-
digimiz anlagilir.

Basit bir 6rnekle basglayayim. Rastgele ¢izgenin herhangi iki
noktasi arasindaki “uzakhigin” en fazla iki oldugunu, yani bir
noktadan bir baska noktaya t¢lincii bir noktadan gegilerek (ba-
gintilari izleyerek elbet) gidilebilecegini kanitlayayim.

R rastgele ¢izgesinde herhangi iki nokta alalim; diyelim 1 ve
2 noktalarmi aldik. Savim su: Oyle bir iigiincii nokta vardir ki,
bu t¢iincii nokta hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla bagin-
tilidir. Savimi kanitlayayim. 3 noktasini ele alalim. Eger sansh
bir ginimdeysem, 3 noktasi diledigim gibi bir noktadir, yani
hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla bagintilidir. Bunun boy-
le olma olasilig1 1/4. Demek ki 1/4 olasilikla, 3 noktasi varligini
iddia ettigim noktalardan biri olacak. Ote yandan 3/4 olasilikla
3 noktasi istedigim gibi bir nokta olmayacak. Simdi 3 ve 4 nok-
talarini ele alalim. Bu iki noktadan hicbirinin diledigim gibi bir
nokta olmama olasilig1 (3/4)2 dir. Eger n tane nokta alirsak, bu
n noktadan higbirinin diledigim gibi bir nokta olmama olasilig
(3/4)" tiir. Ama n buyudikce (3/4) azaliyor, sifira yakinsiyor®.
Demek ki, 3,4, 5, 6,... noktalarindan higbirinin benim istedigim
gibi bir nokta olmama olasilig
3/4)r = 0,
ve en az birinin benim istedigim gibi bir nokta olma olasilig

lim,_,.(1 - (3/4y") = 1.
Dolayisiyla 1 olasilikla diledigim gibi bir nokta vardir.

lim,,_,o(

Rastgele cizgeler tizerine bir bagka sonug¢ daha kanitlayalim. R,
rastgele cizgeniz olsun. Noktalarin adlarini silin. Sonra herhangi
bir sonlu ¢izge alin, 6rnegin yazinin baginda 6rnek olarak sundu-
gumuz 7 noktali ¢izgeyi. Onun da adlarin silin. Bu adsiz ve sonlu

6 “Yakinsamak” baglikli yaziya bakin.(Bkz. sayfa 83.)
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cizgeye S adim verelim. S sonlu ¢izgesi, rastgele ¢izgenizin bir
altgizgesidir, yani S cizgesini R ¢izgesinin i¢inde bulabilirsiniz.
Neden?

Su nedenden: Rastgele cizgenizin noktalarini yediser yediser
ayirin. Ornegin soyle (noktalarin adlarini silmistik; asagidaki
sayilar noktalarin adlar1 degil; yalnizca birbirinden degisik nok-
talar oldugunu vurgulamak i¢in kullaniyoruz bu sayilari):

Ry={1,2, .., 7)
R, =1{8,9, ..., 14}

Rn = {7n w1, Tne 2y eeey Tn+ 7}

R, altgizgesine bakalim. Bu ¢izgenin S cizgesi olma olasiligi
en az 1/27%6/2 (neden?), olmama olasiligiysa en fazla 1- 1/27%6/2,
Bu son olasiliga o diyelim.

O<a<l1
esitsizliklerine dikkatinizi ¢ekerim. Ry ¢izgesinin S ¢izgesi olma-
ma olasiligr a. Ve Ry ve R, ¢izgelerinden higbirinin S cizgesi ol-
mama olasihig a?. Genel olarak, Ry, ..., R, cizgelerinden higbi-
rinin S ¢izgesi olmama olasiligi o%; en az birinin S olma olasili-
giysa 1 — a”.

o, 1’den kiigiik oldugundan, a” sayilari n arttik¢a kiictilip
0’a yakinsarlar”. Dolayisiyla 1 — o sayilar1 1’e yakinsar. Sonsuz
tane R,, ¢izgesi oldugundan, bunlardan birinin S olma olasilig:
1’dir. Dolayisiyla, R ¢izgesinde S’ye tipatip benzeyen bir altciz-
ge (1 olasilikla, yani ylizde ytiz) vardir.

Son olarak yazinin baginda iddia ettigim savi kanitlayayim.
Sizin elinizde rastgele bir ¢izge var. Bu ¢izgeye R = (N, B) diyelim,
noktalariniz da

ayy dyy A3y Agy -
olsun. Benim ¢izgeye R’ = (N, B’) diyelim. Noktalarim

7 Eger a sayis1 0 < o < 1 esitsizliklerini saglyorsa, 7 sonsuza gittiginde, o’ sayilart
sifira yakinsarlar. Bunu “Yakinsamak” baglikh yazida kanitlamugtik.(Bkz. s. 83.)
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a, &', a3’y a4, ...

olsun. Bu iki ¢izgenin noktalarinin adlarini degistirecegim. a ve a’
noktalarini b ve b’ yapacagim. Ve bu ad degistirmeyi oyle yapa-
cagim ki, noktalarin adlarini sildigimizde iki ¢izgenin birbirinin
aynist oldugu apagik belli olacak. Bagintilara dokunmayacagim.
Yalnizca eski adlari silip yeni adlar koyacagim yerine, daha son-
ra bu yeni adlar da silecegim.

Gelgit yontemi denilen kullanacagim yontem, daha ¢cok ma-
tematiksel mantikta kullanilir.

Birinci Adim. Birinci adimda dise dokunur bir sey yapmaya-
cagiz. R cizgesinden baglayalim ise. a; noktasina b, diyelim
bundan boyle. R’ cizgesinde b,’e benzeyen bir nokta bulabilir
miyiz? Elbette! Herhangi bir nokta b;’e benzer. Ornegin a,'
noktast. Bundan béyle a;" noktasina b,' adini verelim. Cizgele-
rimizin noktalar1 simdilik soyle:

R: b, a a3 a4 as..
R: by a' a a4

!

as ...

Ikinci Adim. Simdi R’ gizgesine gegelim. a,’ noktasina b,’ di-
yelim bundan boyle. Ve {b,', b,'} altcizgesine bakalim. b’ ve b,’
arasinda baginti olabilir ya da olmayabilir. R ¢izgesinde Oyle bir
a,, noktasi bulmak istiyorum ki {by, a,} cizgesiyle {b,', b,'} ¢iz-
gesi -noktalarinin adlar1 diginda- birbirinin ayni olsun. Diyelim
by’ ve by’ arasinda bir bagint1 var. O zaman, R ¢izgesinde Oyle
bir a,, noktasi secmeliyim ki, a4, noktasiyla b; noktasi arasinda
bagint1 olsun. Boyle bir a,, noktasi bulabilir miyim? 1 olasilikla
bulabilecegimi iddia ediyorum. R ¢izgesinin hi¢bir noktasinin b
noktasina bagmntili olmama olasilig sifirdir. Bu soyle anlasilir.
m herhangi bir dogal say1 olsun. a,, a3, ..., a,,,; noktalarindan
higbirinin b, noktasiyla bagintis1 olmamasinin olasihigi 1/2 dir.
Sonsuz tane noktamiz oldugundan, noktalardan hicbirinin dile-
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1/2m = 0’dir. De-
mek ki, 1 olasilikla diledigim gibi bir nokta vardir. Bu nokta a,

digim gibi bir nokta olmama olasihg lim,,_,,
olmayabilir, a3 olmayabilir, belki a4 de olmayabilir, ama bir ta-
nesi by’e bagintili olacak. R ¢izgesinde boyle bir nokta segelim.
Diyelim a4 noktasi by noktasina bagintili. a4 noktasina bundan
boyle b, diyelim. Simdi
{b1, by} ve {by', by'}

altgizgeleri -noktalarinin adlar1 diginda- birbirinin aymidir.

Eger by’ ile b, arasinda bagint1 yoksa, R cizgesinde b, ile ba-
gintisi olmayan bir nokta segilir ve bu noktaya b, ad verilir.

Cizgelerimizin noktalarini yeni adlariyla siralayalim:

R: b b, by a3 a5 a; a;

R: by by by a3 ay ai af

Ugiincii Adim. R gizgesine geri dénelim. a, noktasi, R cizge-
sinin adi degistirilmeyen ilk noktasi. Bu noktay1 b5 yapalim ve
{b1, by, b3} altcizgesine bakalim. Diyelim, b5 ile b; bagintili ama
b, ile bagintili degil. R’ ¢izgesinde dyle bir a,’ noktasi bulacagiz
ki a,/ noktasi b’ ile bagintili olacak ama b,’ ile bagintili olmaya-
cak. Eger oyle bir a, bulabilirsek,

{bla bla b3} ve {bl’, b2’9 an'}

altgizgeleri, noktalarinin adlar1 disinda, ayni ¢izge olacaklar.

Boyle bir a, noktasi bulabilir miyiz? Evet! Biri olmazsa, bir
baskasi olmak zorunda. Cunku a3, a4, ..., 4),,, noktalarindan
hi¢birinin diledigimiz gibi bir nokta olmama olasilig1 (3/4)" dir
ve m sonsuza gittiginde bu olasilik 0’a gider. Demek ki diledigi-
miz gibi bir 4, noktasi bulma olasiligimiz 1°dir. Diyelim a,' nok-
tasi igimizi gortyor. g noktasinin adi bundan boyle b5 olsun.
Cizgelerimizin noktalari simdi soyle:

R: by b, by a3 a5 ag ay
R': by by by a3 ay a5 a;

!
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Dordiincii Adim. Bu kez R’ cizgesinden ige baglayacagiz. Adim
degistirmedigimiz ilk nokta a;'. Bu noktaya b, diyelim bundan
boyle. Simdi R ¢izgesinde 6yle bir a,, noktast bulalim ki,

{bl/a bz', b3'3 b4'} ve {bls bz: b3’ an}
altcizgeleri -noktalarin adlarini dikkate almazsak- aymi ¢izge ol-
sunlar. Oyle bir a, noktasi 1 olasilikla bulunabilir. Nasil bulu-
nur? Yukardaki gibi... Hicbir a,, noktasinin istedigimiz gibi bir
nokta olmamasi olasihig: sifirdir. Demek ki birinin diledigimiz
gibi bir nokta olma olasilig1 birdir.

Boylecene stirdiiriiriz. Tek sayili adimlarda R cizgesinden,
cift sayih adimlarda R’ ¢izgesinden baslariz. Bu yontemle ne be-
nim ¢izgemden ne de sizin ¢izgenizden nokta unutulmaz.

Sonsuza dek siirdiirdigiimiizde, noktalarimiz b ve b’ harfle-
riyle yazilmis olur ve her # igin,

{by ...y b} ve {by'y ..., b))}
altcizgeleri, adlar1 diginda, birbirinin aynisidir. Dolayisiyla,
{by, by, bs,...} ve {by', by, by}
cizgeleri arasinda - noktalarinin adlar1 disinda - hi¢ ama higbir
ayrim yoktur.

Demek ki R ve R’ ¢izgeleri arasinda -noktalarinin adlari di-
sinda bir ayrim yoktur.

Ne kanitladik? Sizin rastgele cizgenizle benim rastgele ¢iz-
gem birbirinin esidir. 1, yani %100 olasilikla!

Hatta sunu da soyleyebilirim: R ¢izgesinden bir noktay1 ve
bu noktanin biitiin bagintilarini silersek, elde ettigimiz ¢izge de
rastgele bir ¢izge olur, yani baslangigtaki cizgeyle -noktalarinin
adlar1 diginda bir ayrim yoktur.

N e

]
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Fermat Ne Biliyordu? (I)

¢¢ C on Teorem” Teorem Oldu En Sonunda baslikli yazida,

S350 yillik bir arayistan sonra ancak daha yeni kanitla-
nan Fermat’nin “Son Teoremi”nden s6z etmistik. 350 yillik bir
arayigtan sonra... Bir iki yil degil, bes on yil da degil, 350 yil...
Bir kusak, iki kusak degil, on kusak... Biraz diisiinmek gereki-
yor. 350 matematik yili ne demektir? 350 yillik bir sabir, 350
yillik bir ugras ne demektir? Bir karinca gibi, hi¢ yilmadan, gi-
dim gidim, adim adim, kiyisindan kégesinden pargalar kopara-
rak... Baslangigta bilinse 350 yil sonra her seyin acikliga kavu-
sacagl! Bilinmiyor ki! Nasil bilinsin? Hi¢ de bulunamayabilirdi
Fermat'nin Son Teoremi’nin kaniti. Ustelik yol gosteren de
yok. Karanlikta yol aliniyor, hangi yolun izlenmesi gerektigi bi-
linmeden. Bikmadan, usanmadan, bezmeden, karamsarliga ka-
pilmadan, inatla, sabirla, hingla, ve her giin, ve her gece, ve uy-
kularinda, ve yemek yerken, ve yiiriirken, ve cocuklariyla oy-
narken, durmadan diisiiniiyor amator ve profesyonel matema-
tikgiler. Gergege erismek kolay degil. Kimbilir kag kilo miirek-
kep, kag¢ ton kagit harcamiglardir, kimbilir kag kalem, kag tir-
nak kemirmislerdir, ka¢ mum eritmis, ka¢ ampul patlatmislar-
dir? Kimbilir kag¢ kez basariya ulastiklarint sanip utku ¢1ghig:
atmiglardir? Kimbilir kag kez yanildiklarini ayrimsayip masala-



rint yumruklamiglardir? Ve kimbilir bu matematikgilerden ka-
¢ini bugiin biliyoruz? Cogu hi¢ taninmamustir bile, buitiin bir
yasam boyu bir adim ilerleyememislerdir kanitta.

Onermeyi animsatayim:

Fermat’nin Son Teoremi. Eger n > 3 bir tamsayysa,
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Her ne kadar bu 6nermeye “Fermat’nin Son Teoremi” de-
niyorsa da, Fermat’nin bu 6nermeyi kanitlayip kanitlamadigi
kugkulu. “Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda baglhkl ya-
zida da soziini ettigimiz gibi, Fermat, 1637°de okudugu bir ki-
tabin sayfa kenarina, bu 6nermenin “harika bir kanitin1” bul-
dugunu yazar. Ancak, “kanit i¢in sayfa kenarinda yeterince yer
yok” diye de ekler. 1993 yazinda Andrew Wiles adinda bir ma-
tematik¢i onermeyi kanitladigini duyurdu diinyaya.

Wiles’in 6nermeyi kanitladigi duyulmadan hemen oOnce,
onermenin 4 milyondan kugiik biitiin 7 sayilari i¢in dogru ol-
dugu biliniyordu. Bu ylizden matematikgilerin buyiik cogunlu-
gu onermenin dogrulugundan kusku duymuyorlardi. Gene de
onerme kanitlanmaliydi. Kanit matematigin 6ztdur, hatta ol-
gudan ¢ok olgunun kaniti 6énemlidir. Gokyuziinden bir ses
onermenin dogrulugunu fisildasa bile, matematikgiler 6nerme-
yi kanitlamak zorundadirlar.

Fermat'nin denkleminin 4 milyondan kiugik sayilarla bir
¢ozumii olmayabilir, ama - ne belli? - daha buyik sayilarla
denklem ¢oziilebilir belki.

Euler (1707-1783),

xt+yt+ gt =4
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimii olmadigini saniyor-
du. 1987’ye degin bu saninin dogrulugu yanlishg: anlagilama-
di. Bilgisayarlarda yapilan her deneme sonugsuz kaldi. 1987°de
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Noam Elkies bu denklemin (birbirlerine orantili olmayan) son-
suz tane ¢oziimii oldugunu gosterdi. En kiiciik ¢6ziim su:
958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814

Goruldugu gibi, Fermat denklemine benzeyen bu denkle-
min kiigiik sayilarda ¢6ziimii yok ama biiyiik sayilarda var. Bu
gibi stirprizlerle karsilasmayacagimizdan emin olabilmemiz
icin, ama her seyden 6nce matematigin ve insan zekasinin onu-
ru i¢in, Fermat’nin teoremi kanitlanmalidirl.

1980’lerde Fermat’nin teoreminde ¢cok 6nemli bir gelisme
oldu. Su teorem kanitlandu:

Teorem. n > 3 sabit bir tamsay: olsun. x" + y" = z* denkle-
minin pozitif tamsayilarda en fazla sonlu tane (sifir tane de ola-
bilir) ¢oziimii vardir?.

Yazinin bundan sonraki bolimiinde Fermat’nin bildiginden
emin oldugumuz bilgileri ac¢iklayacagim.

Once x2 + y2 = 22 denklemini ele alalim. Fermat’nin teore-
mi bu denklemin ¢6ztiminiin olmadigini séylemiyor. Nitekim
denklemin ¢6ziimii var. Ornegin,

91442 + 148332 = 174252,

Nasil buldum bu esitligi? Iste matematigin giicii ve giizelli-
gi burda. Hesaplamaya gerek kalmadan, bu ve bunun gibi bii-
tin esitlikleri elde edebiliriz. x2 + y2 = 22 denklemini saglayan
daha kiiguk sayilar da vardir:

1 1 Nisan 1994’te Noam Elkies’in Fermat'nin denklemini ¢6zdiigii, yani Fermat
teoreminin yanhs oldugu duyuruldu matematik cevresinde. Bunun bir 1 Nisan
sakasi oldugu birkag giin sonra anlagildi! Nisan sakasini en iyi yutanlarin ara-
sinda olmaliyim, ¢tinkii yanlis haberi alir almaz erigebildigim herkese yaydim!

2 Sifir sonlu bir sayidir. Dolayisiyla bu teorem Fermat’nin teoremiyle ¢akismaz.
Bu teorem G. Faltings tarafindan 1987’de kanitlanmigtir. Aslinda Faltings’in
kanitladig teorem ¢ok daha genel bir teoremdir. Yukardaki 6nerme bu genel
teoremin cok 6zel bir durumudur.
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32 42 - 52

+
52+ 122 = 132
72+ 242 = 252
82 4+ 152 = 172

Babilliler bu esitlikleri biliyorlardi. IO 1900-1600 yillart
arasinda kazildig1 anlagilan bir Babil tas tabletinde bunun gibi
on beg esitlik vardir. Babilliler buyiik bir olasilikla

(2pq)% + (p - 422 = (p2 + g2 (1)
esitligini de biliyorlardi3. Bu esitlikte p ve g yerine iki say1 ko-
yarsak, x2 + y2 = 22 denklemini saglayan sayilar buluruz. Orne-
gin, p = 127 ve q = 36 olarak aldigimizda, yukardaki 91442 +
148332 = 174252 esitligini buluruz.

x2 + y2 = 22 esitligini saglayan sayilara Pisagor dicliileri ad:
verilir. Cunki Pisagor’un tinlii teoremine gore, bir dikiiggenin
dikagisini olusturan iki kenarin karelerinin toplamu, tigiincii ke-
narin karesine esittir.

Her Pisagor ti¢liisii, ti¢ kenar1 da tamsayi uzunlugunda olan
bir dikiicgen verir. Bunun tersi de dogrudur: Ug kenar: da tam-
say1 uzunlugunda olan her dikiicgen bir Pisagor tigliisii verir.

x2 + y2 = 22 esitligini saglayan tim sayilar, yani tim Pisa-
gor iicliileri bulunabilir mi? Evet. Eski Yunanlh Oklid IO 300
yilinda asagidaki teoremi kanitlamstir.

3 Babil tas tabletindeki esitliklerden biri de 49612 + 64802 = 81612 dir! (1) esit-
ligi bilinmeden bu esitligin bulunabilmesi oldukga zor. Bu yiizden Babillilerin
(1) esitliginden haberli olduklar: saniliyor. Kaldi ki Babilliler ikinci dereceden
denklemleri ¢ozmesini biliyorlardi. (1) esitligini de bilmeleri gerekir.
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Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirirsek, x2 +
y2 = 22 denkleminin tiim ¢oziimleri soyle elde edilir: 6yle p, q,
d sayilari vardir ki

x = 2dpq
y =d(p* %)
z=d(p?+ g°)

dir*.
Artik, x2 + y2 = 22 esitligini saglayan tim tamsayilari bula-
biliriz. Birkacini bulalim (hep d = 1 alacagiz.)

P | qa |x=2pq| y=p>-q*| z=p>+q x2 + y2= 22

2 |1 4 3 5 4+ 3= 5
3 |2 12 5 13 12+ 5= 13
4 |1 8 15 17 8§+ 15= 17
4 |3 24 7 25 244+ 7= 25
s |2 20 21 29 20+ 21= 29
s |4 40 9 41 40+ 9= 41
6 | 1 12 35 37 12+ 35= 37
6 | S 60 11 61 60 + 11 = 61

Yukarda, ortak bolenleri olmayan ve yalnizca biri ¢ift olan
p ve g sayilarini aldik.

Simdi x* + y* = z% denklemine gelelim. Bu denklemin pozi-
tif dogal sayilarda ¢oziimi olmadigini Fermat kanitlamistir.
Kanit, birinci teoremi ve Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis baslkl
yazida (sayfa 63) sozuni ettigimiz sonsuz inig yontemini kul-
lanmigtir. Aslinda Fermat daha genel bir teorem kanitlamistir:

4 Bu teoremle ilgili iki 6nemli noktaya deginmek istiyorum. 1) Formillerde d =
1 alindiginda (1) esitligi bulunur. 2) Eger x, y ve z sayilarinin ortak béleni ol-
masini istemiyorsak, d = 1 almamiz gerekir. Bu yetmez ama. p ve g sayilari-
nin da ortak bolenlerinin olmamasi gerekir. Bu da yeterli degildir, ayrica p ve
q sayilarindan biri ¢ift, biri tek olmali. Nitekim, p ve g sayilarinin her ikisi bir-
den tek oldugunda, p2 — g2 ve p2 + g2 sayilari cifttir, dolayisiyla x, y ve z sa-
yilar1 da ¢ifttir ve ikiye bolantrler.
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Teorem 2. x* + y* = 22 denkleminin, dolayisiyla x* + y* = z*
denkleminin de, pozitif tamsayilarda ¢6ziimii yoktur.

Ikinci teoremin ilging bir uygulamasi vardir: Fermat’nin teore-
mi salt 4 icin degil, 4’e béliinen tiim sayilar icin dogrudur. Orne-
gin, (a, b, c) sayilari, x8 + y8 = z8 denkleminin bir ¢6ztimii olsay-
d, (a2, b2, c2) sayilar1 x* + y* = z* denkleminin bir ¢6ziimii olur-
du. Oysa Teorem 2 bu son denklemin ¢éziimiiniin olmadigini
soyliyor. Demek ki x8 + y8 = 28 denkleminin de ¢6ztimii yoktur.

Ayni tirden bir akil yiiriitme, Fermat’nin teoremini asal n sa-
yilariS i¢in kanitlamanin yeterli oldugunu gosterir. Ikiden biiyiik
ilk asal say1 3. Fermat, teoremi # = 3 i¢in kamitladigin1 mektup-
larinda sik stk yazmigtir ama, ¢ogu zaman yaptig gibi, kanitini
acitklamamustir. Yillar sonra, Isvicreli matematikci Euler (1707-
1783) n = 3 igin bir kanit buldugunu matematik¢i Goldbach’a
yazmustir; kanitinin, 7 = 4 sikkinin kanitindan ¢ok degisik oldu-
guna dikkati ¢ekip yakin gelecekte genel teoremin kanitlanacagi-
n1 sanmadigini eklemistir. Euler’in 1770’de yayimladigi kanitin-
da aciklamadig, karanlik kalmig yerler vardi. Bu agiklanmayan
yerlerin dogrulugunu biiytik bir matematikgi olan Euler’in bilip
bilmedigi tartigma konusu. Konuyla ilgili okudugum kitaplar-
dan, Euler’in dusiincelerinin dogru oldugu, ancak her nedense,
her tiimcesini agiklamadigi izlenimini edindim. Euler’in kaniti da
sonsuz inis yontemini kullanir. Sonsuz inig yonteminin diginda,

{a + bN3 : a, b tamsayilar)

karmagik sayilar kiimesinde hangi elemanlarin bir kiip oldugu-
nu (tgilincu gii¢) bilmek gerekir. Fermat bu kaniti o ¢cagda bile-
bilir miydi? Bu yontemin Fermat’nin ¢aginin ¢ok ilerisinde ol-
dugu bir gercek. Ama Fermat’nin da ¢aginin ¢ok ilerisinde ol-
dugu bir baska gercek.

5 Kendinden ve 1°den baska sayiya boliinmeyen sayilara asal say1 denir. Orne-
gin, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 sayilar asaldir. 15 asal degildir, 5’e boliniir.
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Fermat Ne Biliyordu? (II)

Bu yazida gegen yazida sozinii ettigim iki teoremi kanitlaya-
cagiz.

Teorem 1. Gerekirse x’le y'nin yerlerini degistirirsek,
x2 +y2=22 (1)
denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimleri soyle elde edilir:
Ovyle p, q, d sayilar: vardir ki,

x = 2dpq,
y = d(p? - q?),
z=dp? + q?)

dir.

Teorem 2. x* + y* = 22 denkleminin, dolayisiyla x* + y* = z*
denkleminin de, pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Bu iki teoremi kanitlayabilmek icin bir 6nsava gereksiniyo-
ruz:

Onsav. Bir tek saymmn karesi 4e boliindiigiinde 1 kalir.
Onsavin Kaniti: Tek sayimiza @ adim verelim. a = 2b + 1 bi-
¢iminde yazalim. Simdi hesaplayalim:



a2=2b+1)2=4b2+4b + 1 =4(b2 + b) + 1.
Demek ki a2 sayis1 4’e boliindigiinde 1 kalirmus.

Teorem 1’in Birinci Kamiti: Eger (a, b, ¢) tglusi, (1) esitligi-
ni saglayan li¢ tamsayiysa ve d herhangi bir tamsayiysa, (ad, bd,
cd) tamsayilar1 da ayn1 denklemi saglar. Ornegin, (8, 15, 17) bir
¢coziimdir, bu ¢oztimii ikiyle ¢arpacak olursak (16, 30, 34) ¢o-
zimuni buluruz. Yani, bir ¢éziimin ¢arpimlarini alarak yeni
cozumler elde edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. Eger (a, b,
c) bir ¢coziimse ve d tamsayisi a, b ve c’yi boluyorsa, (a/d, bld,
c/d) tamsayilar1 da bir ¢6zimdiir. Dolayisiyla, ortak boleni ol-
mayan! ¢oziimleri bulmak, tim ¢oztimleri bulmak igin yeterli-
dir. Bundan boyle, (a, b, ¢) ortak boéleni olmayan bir ¢oztimi
simgeleyecek.

a2 + b2 = ¢2 oldugundan, a, b, ¢ sayilarindan ikisi bir sayi-
ya boluniiyorsa tgtinciisii de ayni sayiya boluniir. Demek ki a,
b ve ¢ sayilarindan ikisi ayni sayiya boliinemezler. Dolayisiyla
bu sayilardan ikisi birden cift olamazlar, yani bu {i¢ sayidan en
az ikisi tek sayidir. Bu sayilardan ikisi tekse tiginciisii ¢ift ol-
mak zorundadir.

Hangi sayi cifttir? ¢ ¢ift olamaz (¢iinki ¢ ciftse, a ve b tek
sayilardir, dolayisiyla yukardaki onsava gore, a2 + b? sayisi
dorde bolundugunde iki kalir, yani a2 + b2 dorde bolinmez;
ote yandan ¢2 dorde bolintir.) Demek ki a ve b sayilarindan bi-
ri ¢ift olmak zorunda. Gerekiyorsa a ve b sayilarinin yerlerini
degistirerek, a sayisinin ¢ift oldugunu varsayabiliriz. Bundan
boyle @’nin ¢ift oldugunu varsayacagiz.

Demek ki b ve c tek sayilar. Dolayisiyla ¢ — b ve ¢ + b gift
sayilar. O halde,

a=2n,c-b=2v,c+b=2w (2)
olarak yazabiliriz. (2) esitliklerinden,

1 Daha dogrusu en biiyiik ortak boleni 1 olan!
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b (C +b)—(c—b) :Zw—ZUZ

w—v 3)
2 2
c:(ﬁb);(c_b):m;z”:ww (4)

esitlikleri ¢iktigindan, v ve w sayilarinin ortak béleni yoktur
(ctinkti hem ¢’yi, hem w’yi bolen bir say1, b ve ¢ sayilarimi da
boler.)

a? + b2 = 2 esitliginden, a2 = ¢2 — b2 = (¢ - b)(c + b) esitligi
cikar. Bu esitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine 2#, ¢ — b yerine
2v, ¢ + b yerine 2w koyarsak, ve 4’leri sadelestirirsek

n2 = vw (5)
esitligini buluruz. Demek ki v bir kare. Ote yandan v ve w say1-
larinin ortak bolenleri yok. Dolayisiyla v ve w de birer kare olmak
zorundalar. v = g2 ve w = p2? olarak yazalim. Isimiz asag: yukari
bitmigtir: (3) ve (4) esitlikleri b = p2 — g2 ve ¢ = p? + g2 verir; (5)
esitligi n = pqg verir; (2) esitligi de a = 2n = 2pq verir.

Teorem 1’in Ikinci Kanit1: Bu kanitta geometrik bir yontem
kullanacagiz.

Kanita baglamadan once, (0, 1) noktasindan gegen ve y ek-
senine kosut olmayan bir dogrunun denkleminin, bir 7 sayisi
igin,

y=mx + 1 (6)
bi¢iminde yazilabilecegini okura animsatirim. » sayisina o
dogrunun egimi adi verilir.

Simdi a, b, ¢ sayilari, x2 + y2 = 22 denklemini saglayan ti¢
pozitif say1 olsunlar. O zaman a/c ve b/c kesirli sayilari,

x2+y2=1 (7)
denklemini saglarlar. (7) denkleminin gercel sayilardaki ¢o-
zimleri, merkezi (0, 0) noktasinda olan 1 yaricapli daire (birim
daire) tzerindedir, dolayisiyla (a/c, b/c) noktasi da bu daire
tzerindedir:
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1)

/ \\(a/c ble
NI

a > 0 oldugundan, (a/c, b/c) noktasiyla (0, 1) noktasi, birim
dairenin iki degisik noktalaridir. Bu iki noktadan gegen dog-

P
N

Bu dogrunun denklemi y = [(b-c)/a]x+1’dir.Yani (6) denk-

ruya bakalim:

lemindeki m sayisi (dogrunun egimi yani)(b-c)/a sayisina esit-
tir, dolayisiyla kesirli bir sayidir. Ortak boleni olmayan iki p
ve g tamsayist igin

- (b-c)la = plq (8)
yazalim. Ayrica, r ve s sayilarini
r=alcves=blc (9)

olarak tanimlayalim. (r, s) noktasi, yani (a/c, b/c) noktasi, hem
birim dairenin, hem de y = mx + 1 denklemli dogrunun istiin-
de. Dolayisiyla 7 ve s sayilar1 (6) ve (7) denklemlerini saglarlar.
Denklemlerimizi yazalim:
r2+s2=1ves=mr+ 1. (10)
Ikinci esitlikten s’yi biliyoruz: s = mr + 1. Bunu birinci esit-
lige yerlestirelim:
1=r2+s2=r2+ (mr+1)2
Sagdaki terimi agalim:
1=(1+m?)r2+2mr+ 1,
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yani,
(1 + m2)r2 + 2mr = 0,
yani,
r[(1 + m2)r + 2m] = 0.
Ote yandan 7 # 0. Demek ki 7’yi sadelestirebiliriz ve
(1 +m2)r +2m=0,
yani,
r = =2ml(1+m?)
buluruz. Bunu ve (10) denklemlerinden ikincisini kullanarak
s’yi de bulabiliriz:
s = mr+1 = 2m2/(1+m2)+1 = (1-m2)/(1+m?2)
Demek ki,
r = =2ml(1+m?)
s = (1=-m2)/(1+m?2)
Simdi (8) ve (9) denklemlerini yukardaki denklemlere tasi-
yip biraz hesap yapacak olursak,

a:%c

P~ +q

) 2 (11)
b_p;q
=2 ¢

P +q

esitliklerini elde ederiz. Ikinci esitlikten p2 + g2 sayisinin
(p2—q2)c’yi boldiigii cikar. Ote yandan p2 — g2 ile p2 + g2 sayi-
sinin ortak boleni ya 1 ya da 2’dir2. Bu ortak bélenin 1 oldu-
gunu varsayalim (ortak bolenin 2 oldugu sikki okura birakiyo-
ruz.) Demek ki p2 + g2, ¢’yi boler. ¢ = d(p? + q?) esitligini sag-
layan bir d sayisi bulalim, ve bunu (11) esitliklerine yerlestire-
lim. Teorem 1 bir kez daha kanitlanmustir.

2 u sayist hem p? + ¢g2’yi, hem de p2—g?’yi boliiyorsa, # bu sayilarin toplamini
ve farkini da boler. Dolayisiyla # hem 2p2’yi, hem de 2¢2’yi béler. p ile g’niin
ortak boleni olmadigindan, # = 1 ya da u = 2°dir.
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Teorem 2’nin Kamiti3: Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis adl ya-
zida so6zuni ettigimiz sonsuz inis yontemini kullanacagiz. Te-
oremin yanhs oldugunu varsayalim, yani

Y ryt=22 (12)
esitliginin pozitif tamsayilarda bir ¢oziimiiniin oldugunu varsa-
yalim. Bir celiski elde edecegiz. (12)’nin ¢oztimleri arasinda
z’nin en kuciik oldugu bir ¢oziim segelim. Bu ¢ozuime (x, vy, z)
diyelim. (12) denklemi sadelestirmeye olanak verdiginden ve z
en kiiciik oldugundan, x, y ve z sayilarinin ortak boleni yoktur.
Bundan da x, y, z sayilarindan herhangi ikisinin ortak boéleni-
nin olmadig: ¢ikar. Demek ki bu ti¢ sayidan yalnizca biri ¢ift
olabilir ve en az ikisi tektir. Sayilardan ikisi tekse, tigtinciisii ¢ift
olmak zorunda. z ¢ift olamaz (¢unki z ¢iftse, x ve y tektir, ve

4 + y* dorde bolinmez, 6te yandan z2 dorde boluniir.) Demek
ki ya x ya y cift. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirerek, x’in
cift oldugunu varsayabiliriz. Simdi (x2, y2, z) sayilarina birinci
teoremimizi uygulayabiliriz: ortak bolenleri olmayan 6yle a ve
b vardir ki,

x2 = 2ab (13)
yz = a2 - b2 (14)
2 =at+b? (15)

dir. Ayrica a ve b sayilarindan yalnizca biri gifttir. a’nin ¢ift ola-
mayacagini iddia ediyorum: Eger a cift olsaydi, b tek olurdu. a
=2ay, b = 2by + 1 yazalim. Bu esitlikleri (14)’e yerlestirelim:
y2 =14 g2 - b2 =(2ay)? - (2b; + 1)?

= 4,2 — 4b2— 4b, 1

=4(a2-b2-by) -1

=4(a;2-b2-b-1)+3
ve yazinin baginda kanitladigimiz énsavla ¢elistik. Iddiami kanit-
ladim: a ¢ift olamaz. Demek ki b cifttir. (14) denklemine gore
b2 + y2 = a2 oldugundan birinci teoremi gene uygulayabiliriz: or-

3 Bu kanit Fermat’nindir.
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tak boleni olmayan Oyle ¢ ve d sayilari vardir ki,

b=2cd (16)
—2-d2 (17)
a=2+d (18)

dir. Simdi x2’yi hesaplayalim:
x2 =(13) 2ab =(16,18) 4¢d(c2 + d2).

Demek, 4cd(c? + d2) tam bir kare. Dolayisiyla cd(c? + d?) de
tam bir kare. Ote yandan ¢, d ve ¢2 + d? sayilarindan herhangi
ikisinin ortak boleni yok. Bundan da ¢, d ve ¢2 + d? sayilarinin
birer tam kare olduklari ¢ikar. Yani oyle e, f, g sayilari vardir ki,

c = e2 (19)
d = f2 (20)
2 +dr=g2 (21)

dir. Kanitin sonuna geldik. Hesaplayalim:
o4 4 f4 219200 2 4 2 (1) g2,

Demek ki (e, f, g) sayilari da (12) denkleminin bir ¢6ziimii.
Son olarak, g sayisinin, z sayisindan kiigiik oldugunu kanitla-
yalim. Bu diledigimiz celiskiyi verecek:

2 =(15) g2 4 b2 =(16,18) (2 4 d2)2 4+ 422
=21) g4 + 4242 > g4 > g.
Ikinci teorem de kanitlanmistir.

kigdk
+eoremidir
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Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar

44 Tavla Uzerine Bir Soru” adli yazida kuramsal olarak

sonsuz bir oyun olan tavlanin gergekte, yani uygulama-
da, sonsuz olup olmadigi sorusunu sorduk. Bu yazida kuram-
sal olarak sonsuz, ancak uygulamada sonlu olan, yani oynan-
diginda her zaman (yiizde yiiz olasilikla) biten bir oyundan s6z
edecegim.

Oyunumuz iki kisi arasinda oynaniyor. Yazi-tura atiliyor.
Yaz1 gelirse birinci oyuncu ikinciden 1 lira aliyor, tura gelirse
ikinci oyuncu birinciden 1 lira aliyor. Oyunculardan birinin
parasi bittiginde oyun da bitiyor.

Eger iki oyuncunun da oyuna baslarken ikiser lirasi varsa
ve stirekli bir yazi bir tura gelirse, oyun sonsuza dek stirer; ¢tin-
ki bu yazi-tura atiglariyla oyunculardan birinin parasi bitmez.

Ote yandan bu oyunu ne zaman oynasaniz oyun biter! Hat-
ta oldukca cabuk biter, iki dakika bile siirmez. Neden? iki da-
kika boyunca bir yazi bir tura gelme olasilig1 ¢ok zayiftir da on-
dan. Bu yazida bunu kanitlayacagiz. Kuramsal olarak sonsuza
dek stirebilen bu oyun, uygulamada sonsuza dek siiremez. Ciin-
kii, bu oyunun sonsuza dek siirebilme olasilig1 oyle kiguk, 6y-
le kuciiktur ki... sifira esittir.



Bu olguyu kanitlamadan once biraz eglenecegiz. Eglence,
matematigin 6nemli 6gelerinden biridir, savsaklamaya gelmez.
Yeterince eglendikten sonra bu olgunun matematiksel kanitini
verecegiz.

Oyunu daha iyi anlamak i¢in oyunun “agacimi” bulalim.
Oyun (2, 2) durumu ile basliyor. Yani baglangigta her iki oyun-
cunun da ikiger liras1 var. Diyelim biz birinci oyuncuyuz ve ya-
z1 gelince kazaniyoruz. Agacin tepesine (2, 2) yazalim. Para
atildi. Iki olasilik var: Ya tura gelecek ve kaybedecegiz ya da
yazi gelecek ve kazanacagiz. Kaybedersek oyunun yeni durumu
(1, 3) olacak, yani bizim 1 liramiz, 6btir oyuncununsa 3 lirasi
olacak. Bu (1, 3) durumunu agacin soluna yazalim. Kazanirsak
(3, 1) durumuna erisecegiz. Bunu da agacin sagina yazalim.
Agag sagh sollu kok salar. Soluna kaybettigimizde, saginaysa
kazandigimizda erisecegimiz durumu yazariz. (3, 1)’den sonra
gene iki durum ortaya ¢ikabilir: (2, 2) ve (4, 0) durumlari. (2,
2)’yi sola, (4, 0)’1 saga yazalim. (4, 0) durumunda oyun biter ve
agag kok salmaz. (2, 2) durumundaysa oyun siirer. Iste oyunun
ilk dort asamasini gosteren agag:

|
4,0]

[
2,2]

1
2,2]

2,2] [2,2]

0,4]

4,0 0,4

Oyun ancak (4, 0) ve (0, 4) durumlarindan birine geldigin-
de biter, obiir durumlarda siirer. Bu yiizden dordiincii asama-
daki (2, 2) durumlarinda agag¢ kok salmayi stirdriir.

132



Bu aga¢ sonsuz bir agactir. Koklerden bazilar bitse bile,
koklerin kokii kurumaz. Aga¢ sonsuzdur ¢linkii oyun sonsuz-
dur. Ornegin, (2, 2), (1, 3), (2, 2), (1, 3), ... diye durmadan son-
suza dek uzayip giden bir kok vardir.

Oyunun sonsuz oldugunu gostermek icin illa sonsuz bir
agac yapmaya gerek yoktu. Sonlu bir semayla da bu sonsuz
oyunun gidisini gosterebiliriz. Bu semay1 ¢izelim. Oyunda bes
durum var:

(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)

durumlari. Bu bes durumu birer kare igine alalim. Bir durum-
dan 6biir duruma nasil gegildigini bir okla gosterelim. Eger bir
durumdan 6biir duruma kazanarak gegebiliyorsak, okun kena-
rina 1 koyalim. Kaybederek gecebiliyorsak 0 koyalim. Orne-
gin, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna kazanarak gegebildi-
gimizden, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna giden oka 1 adi-
n1 veririz. Iste bu oyunun semast:

(0, 4) ve (4, 0) durumlarinda oyun bittiginden, bu iki du-
rumdan ok ¢ikmaz.

Bu semaya bakarak oyunun sonsuz oldugunu nasil anlariz?
Eger bir kisir dongti (yani bir daire) varsa oyun sonsuz demek-
tir. (2, 2) durumundan baslayarak ve oklar1 izleyerek ya (4, 0)
ya da (0, 4) durumlarina gelmek zorunda degilsek oyun bitmez.
Ornegin (2, 2)’yle (1, 3)’e gidip gelen bir kisir déngii vardir.
Bunun gibi (2, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), ... dongii-
sti de doner durur. Demek bu oyun sonsuz bir oyun.
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Ik ¢izdigimiz agaca geri donelim. Agaca alic1 bir gozle bak-
tigimizda oyunun birinci ve tigiincti yazi-tura atiglarindan son-
ra bitmedigi anlasihiyor. Biraz distintiniirsek, oyunun tek sayi-
li yazi-tura atiglarindan sonra bitmeyecegini goririiz (6rnegin
tumevarimla.) Oyun 2, 4, 6 gibi cift sayili atiglardan sonra bi-
tebilir ancak.

Oyunun ikinci yazi-tura atiginda bitme olasiligini bulalim?.
Agacin ikinci kusak koklerine bakalim. Dort dal var. Her biri-
nin olasihgr 1/4’tuir, ¢unki ikinci kusaktaki (0, 4), (2, 2), (2, 2)
ve (4, 0) durumlarina ancak sirasiyla TT (tura tura), TY (tura
yaz1), YT, YY atildiginda erigebiliriz. Bu dort durumdan ikisin-
de oyun bitiyor, ikisinde bitmiyor. Dolayisiyla, ikinci yazi-tura
atisinda oyunun bitme olasihg 1/4+1/4, yani 1/2’dir.

Simdi oyunun en fazla dordinciti yazi-tura atisinda bitme
olasiligini bulalim. Agaca bakarak, oyunun en fazla dort yazi-
tura atiginda nasil bitebileegini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY
atildiginda oyun biter. Bu 6 yazi-tura atisinin (olayin) olasilik-
lar1 sirasiyla soyle:
1/4, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.

Dolayisiyla, oyunun en fazla dort yazi-tura atiginda bitme
olasilig1 bu sayilarin toplanmudir, yani 3/4’tir.

Oyunun en fazla alt1 yazi-tura atisinda bitme olasiligini he-
saplayalim. Yukardaki agaci surdiirecek olursak, altinci asa-
mada 4 tane (0, 4) ve 4 tane (4, 0) oldugunu goriiruz. Oyunu
sona erdirecek bu 8 kokten herbirine ulagma olasihg 1/26, ya-
ni 1/64. Dolayisiyla oyunu bitiren bu 8 kok uglarindan birine
ulagma olasihigimiz 8/64, yani 1/8. Bu olasilig1 bir onceki pa-
ragrafta buldugumuz 3/4 olasiligina ekleyecek olursak oyunun
alt1 ve daha az yazi-tura atiginda bitme olasiligini buluruz. De-

1 Paranin hileli olmadigini varsayiyoruz. Yani yazi gelme olasiligi 1/2, tura gel-
me olasiligt 1/2.
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mek ki, oyunun en fazla alti yazi-tura atiginda bitme olasihig
3/4 + 1/8 = 7/8dir.

Ikinci, dordiincii ve altinci yazi-tura atiglarindan once oyu-

nun sona erme olasiliklarinin sirasiyla

1/2, 3/4, 7/8
oldugunu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz yazi-tura atigin-
da bitme olasihigini hesaplarsa 15/16 bulacaktir.

Bu kadar eglence yeter, artik matematik yapalim.

Bir oyuncuda A lira, 6biir oyuncuda B lira olsun. Oyunun
hangi asamasinda olursak olalim, ustuste A + B kez yazi atilldi-
ginda, oyunculardan birinin parasi biter, hatta daha once de bi-
tebilir. Demek ki, eger 1 olasilikla istiiste A + B kez yazi ata-
cagimizi kanitlarsak, biitin yazi-tura oyunlarinin 1 olasilikla
sonlu bir zamanda bitecegini kanitlamis oluruz. Dolayisiyla su
teoremi kanitlamaliyiz:

Teorem. n > 0 herbangi bir tamsay: olsun. Sonsuz kez yazi-
tura atildiginda iistiiste n kez tura gelme olasiligi 1’dir, yani
ytizde yiizdiir.

Bu teorem, tura gelince kazananin oyunu kazanacag: anla-
mina gelmez. Ustiiste A + B kez tura gelecektir (1 olasilikla.)
Orasi kesin. Ustiiste A + B kez de yaz1 gelecektir. O da kesin.
Ama hangi oyuncu daha 6nce kaybedecektir? Orasi kesin degil.
Sansa bagli2.

Teoremin Kamiti: Ardarda 7 kez yazi-tura atildiginda hep
tura gelme olasihgr 1/2# dir. Dolayisiyla # yazi-tura atiginin
hepsinin birden tura olmama olasiligi 1 — 1/27 dir. Bu sayiya a
diyelim:

2 “Yoksulun Sansi” adli yazida (sayfa 143) hangi oyuncunun kag olasilikla
oyunu kazanacagini bulacagiz.
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o=1-1/2n

0 <a < 1 esitsizlik-
leri birazdan Onem
kazanacak, aklimizin
bir kosesinde tutalim.

Simdi 27 kez yazi-
tura atalim. 2n yazi-
tura atisginda # kez us-
tiiste tura gelme olasi-
higina B, diyelim. B,
sayisint bulmak kolay

olmayabilir, ama bu
saymin 1 — a2’den biiytik oldugunu kanitlayabiliriz. 27 atigta
nasil ustiiste 7 kez tura gelebilir? Cesitli bi¢cimlerde gelebilir.
Ornegin ilk 7 atis salt tura olabilir, ya da son # atis salt tura
olabilir. Ne birinci 7 atisin, ne de ikinci # atisin salt tura olma-
ma olasiligr a2’dir. Demek ki ya birinci 7 ya da ikinci 7 atista
salt tura gelme olasiligi 1 — a?’dir. Dolayisiyla 27 atista n kez
Ustlste tura gelme olasiligi en az 1 — o2’dir. Yani,
l<a2<B,<1

esitsizlikleri gecerlidir.

Yukardaki akil ytiritmeyi 37, 4n ve genel olarak kn atig igin
yapabiliriz. Soyle yapariz: k > 0 bir dogal say1 olsun ve kn kez
yazi-tura atalim. f3,, kn atigta ustiiste en az n kez tura gelme
olasiligi olsun.

l<ak<B,<1 (1)
esitsizliklerini kanitlamak istiyoruz. B, < 1 esitsizligi elbette dog-
ru. Birinci esitsizlige bakalim. Ne ilk 7 atisin, ne ikinci 7 atigin,
... ne de k’inci 7 atigin salt tura olma olasiligi ak’dir. Dolayisiyla
bu kn atigtan birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya da kinci 7 atis-
lardan birinde) salt tura gelme olasihigi 1 — a®’dir. Demek ki kn
atigta iistiiste 7 kez tura gelme olasiligi 1 — a* sayisindan fazladir.
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Yani 1 < ok < By, esitsizligi gegerlidir. (1)’i kanitladik.

0 < a <1 esitsizliklerinden dolayi, k sonsuza gittiginde ok

sayisi sifira yakinsar3 ve 1 — ak sayisi bire yakinsar:
limy, , , (1 —ak)=1.
(1) esitliginde k’yi sonsuza gotiiriirsek,
1= hmk%w(l —Otk) < limkﬁmﬁk <1

elde ederiz ki, bu da, k sonsuza gittiginde, b, sayilarinin 1’e ya-
kinsadigini gosterir. Demek ki atis sayimiz yiikseldik¢e n kez
ardarda tura atma olasiligimiz 1’e yakinsiyor. Teoremimiz ka-
nitlanmustir.

Yukardaki kanitta atilan paranin hilesiz oldugunu pek kul-
lanmadik. Para hileli bile olsa, tura gelme olasilig1 sifir degilse,
her 7 igin, sonsuz yazi-tura atiginda ustiiste # kez tura gelme
olasiligi 1°dir. Bunun kanit1 da aynen yukardaki teoremin ka-
nit1 gibidir.

3 Bu olgu, kitabin “Yakinsamak” adli yazisinda kanitlanmustir. (Bkz. s.83.)

137



Bir Maymun Shakespeare
Olabilir mi?

hakespeare’in kimligi tizerine tartismalar aldi bagini yuri-

dii... Shakespeare’in cahil bir adam oldugu, degil o yapatla-
r1, sevgilisine imla hatasi yapmadan bir agk pusulasi yazacak
kadar bile Ingilizcesi olmadig: ileri siiriilityor. Shakespeare’in
yapitlarini Shakespeare’in degil, bagskasinin, hatta bir¢ok bas-
kasinin yazdigini iddia edenler var. Kimi de aslinda Shakespe-
are’in Shakespeare olmadigini, bir bagkasi oldugunu soyluyor,
ne demek istiyorlarsa!..

Biz, bu savlara bir yenisini eklemek istiyoruz:

Shakespeare bal gibi de bir maymun olabilir.

Daktilonun tuslarina durmadan rastgele basan bir maymun
diigtiniin. Bu maymun bir zaman sonra Shakespeare’in Ham-
let’ini yazacaktir. Noktasiyla, virgiiliiyle, satirbasiyla ve diger
baska herseyiyle...

Evet, yanlis okumadiniz! Cok uzun bir siire sonra belki
ama, bir zaman sonra, ve sonlu bir zaman sonra, kesinlikle ya-
zacaktir. Hatta Shakespeare’in her yapitini yazacaktir. Hatta
hatta bugiine degin yazilmis ve yazilmamuis her yapiti1 yazacak-
tir. Yizde yiiz olasilikla... Hatta ve hatta yazilmis ve yazilma-
mis ve hicbir zaman yazilmayacak her yapiti bir kez degil, son-
suz kez yazacaktir...



Inanilmasi nerdeyse imkansiz olan bu olgu matematikte bir
teoremdir, dolayisiyla dogrudur!

Diyelim Hamlet’i yazmak icin, Shakespeare, noktasi, virgii-
I, buytk ve kiiguik harfleri dahil olmak tzere, toplam 100 ta-
ne daktilo karakteri kullanmis... Daha fazla da kullanmis ola-
bilir... Onemli olan sonlu sayida daktilo karakteri kullandigy...
Diyelim toplam 100 tane daktilo karakteri...

Ve diyelim Hamlet’i yazmak i¢in 1 milyon (yani 106 tane)
daktilo tusuna basmak gerekiyor.

Maymun’un basacagi ilk 1 milyon tusun Shakespeare’in
Hamlet’i olma olasiligi, dogruyu soylemek gerekirse, oldukca
dugtk bir olasilik... Ama 0 degil bu olasilik... Tam tamina

(1/102)1.000.000,

Demek ki Maymun’un basacagi ilk 1 milyon tusun Shakes-

peare’in Hamlet’i olmama olasiligs,

1 — (1/102)1:000.000
dir. 1’e, yani yiizde yuze ¢ok yakin bir olasilik, ama 1 degil...
Bu olasiliga a diyelim. Onemli olan @’nin 0°dan biiyiik, 1°den
kucik olmasidir...

Ik 1 milyon tugun Shakespeare’in Hamlet’i olmama olasi-
lig1 a.. Tkinci 1 milyon tusun da Hamlet olmama olasilig a.. Do-
layisiyla ne birinci, ne de ikinci 1 milyon tusun Hamlet olma-
ma olasiligr a2’dir. Ayni zamanda, ugiincii 1 milyon tusun da
Hamlet olmama olasiligi a3’tiir... Ne birinci, ne ikinci, ..., ne
de 7’inci 1 milyon tusun Hamlet olmama olasihgi a”dir. De-
mek ki, Maymun’un hi¢bir zaman Hamlet’i yazamama olasili-
g1, en fazla

lim ,_, , a”
sayisina esittir, ki bu olasilik da (a sayis1 0’la 1 arasinda oldugun-
dan) 0’dirl... Demek ki Maymun’un bir zaman sonra (sonlu bir
zaman sonra) Shakespeare’in Hamlet’ini yazma olasihig 1°dir...

1 Bu olgu, “Yakinsamak” baslikli yazimizda kanitlanmigtir. (Bkz. s. 83.)
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Ayni kanit besteler i¢in de gegerlidir. Sonlu tane nota oldu-
gundan, her besteyi, oniinde nota yazan bir daktilo olan bir
maymun, tuslara rastgele basarak yazabilir.

Renklerin ve uzayin siirekli oldugunu varsayarsak, resim
icin ayni seyi soyleyemeyiz; bir maymun, fircay: rastgele kulla-
narak Leonardo’nun La Joconde’unu yaratamaz.
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Yoksulun Sansi

Bu yaz1 girise gereksinmiyor. Dogrudan, kanitlayacagimiz
sonuca gecelim:

“Teorem.” Yoksulun zengine karst sansi yoktur.

Bu ¢ok bilinen “teorem”i kanitlayabilmek i¢in her seyden
once onermeyi matematiksellestirmeliyiz.

Zenginin - tanimi geregi - cok parasi var. Yoksulunsa az pa-
rast var. Zenginle yoksul yazi-tura oynayacaklar. Yaz gelirse
yoksul zenginden 1 lira alacak. Tura gelirse yoksul zengine 1 li-
ra verecek. Oyun iki oyuncudan birinin parasi bitene dek siire-
cek. Oyun daha once sona eremez.

Bu kuralla oyun hi¢ bitmeyip sonsuza dek siirebilir. Orne-
gin yazi-tura atiglarini sirayla bir yoksul bir zengin kazanirsa
oyun sonsuza dek stirer.

Bu oyun sonsuza dek stirebilir ama sonsuza dek stirme olasi-
ig1 sifirdir. Bunu “Yizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baglikli ya-
zimizda (bkz. sayfa 131) kamitlamustik. Bu yazida yukardaki ya-
z1-tura oyununu kag olasilikla kimin kazandigini bulacagiz. Once
yazi-tura atilan paranin hilesiz oldugunu varsayacagiz; yazinin so-
nunda hileli parayla oynanan yazi-tura oyunlarini irdeleyecegiz.



Iki oyuncudan birinin kesinlikle (yani 1 olasilikla) kazanaca-
gin1 biliyoruz. Bunu “Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baglik-
li yazimizda kanitlamigtik. Hangi oyuncunun kag olasilikla kaza-
nacagini bulmak istiyoruz. Ornegin birinci oyuncunun 1, ikinci
oyuncunun 100 liras1 varsa, biiyiik bir olasilikla ikinci oyuncu
oyunu kazanir. Birinci oyuncunun kazanma olasihigi azdir, ama
0 degildir. Okurun, “yiizde 1 olasilikla birinci, ytizde 99 olasilik-
la ikinci oyuncu kazanir,” dedigini duyar gibi oluyorum. Dogru
degil. Yanit yanlis ama okuru yanilgiya bilerek siirikledim. Bir
baska ornek ele alalim.

Diyelim birinci oyuncunun 2, ikinci oyuncunun 3 lirasi var.
Birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiigi kagtir? Bu kez
okur 2/5 yanitini verecek ve hakli ¢cikacaktir. Bir 6nceki 6rnek-
te, birinci oyuncunun kazanma olasiligi 1/101°dir, ikinci oyun-
cununkiyse 100/101°dir.

Bu yazida, oyuna birinci oyuncu 7, ikinci oyuncu m lirayla
basladiginda, birinci oyuncunun oyunu 7/(n+m) olasilikla ka-
zanacagini kanitlayacagz.

Teorem 1. Hilesiz parayla oynanan yazi-tura oyununa bi-
rinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu m lirayla baslarsa, birinci
oyuncu oyunu nl(n+m) olasilikla kazanr.

Teoremi bir an icin kanitlanmig varsayip 6nemli bir sonu-
cunu irdeleyelim. Teoreme gore, ikinci oyuncunun ne kadar
cok parasi varsa, birinci oyuncunun kazanma sansi o kadar az-
dir. Cunkii 7z sabit kalir ve m artarsa,n/(n+m)sayisi gittikce kii-
ciilir. Zengin ne denli zenginse ya da yoksul ne denli yoksulsa,
yoksulun kazanma olasiligi o denli azdir. Biraz abartalim, ve
zenginin sonsuz parast oldugunu varsayalim. O zaman, yoksu-
lun oyunun sonlu bir aninda beg parasiz kalma olasiligi 1 ola-
cak. Yani yoksul yizde yuz kaybedecek. Oyuna kag¢ parayla
baslarsa baslasin... Clinkii 72 sonsuza gittiginde n/(n+m) sayisi
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sifira gider. Yoksul milyoner olarak oyuna baglasa bile, zengi-
nin sonsuz parasi varsa kesinlikle kaybeder. Dolayisiyla bu te-
oremden su cikar:

Birinci Teoremin Bir Sonucu. Hilesiz parayla oynanan ya-
zi-tura oyununda, birinci oyuncunun sonlu, ikinci oyuncunun
sonsuz parast varsa, oyunu 1 olasilikla (yani yiizde yiiz) ikinci
oyuncu kazanir.

Simdi teoremimizi kanitlayalim. s = # + m olsun. Yani s, iki
oyuncunun toplam parasi olsun.

p<(n) sayisi, birinci oyuncunun 7, ikinci oyuncunun s — 7 lira-
s1 oldugunda, birinci oyuncunun oyunu kazanma olasilig1 olsun.

Ornegin, p,(0) = 0. Ciinkii birinci oyuncunun hig parasi yok-
sa, zaten oyunu kaybetmistir ve kazanma olasilig1 yoktur.

Ote yandan, p(s) = 1. Ciinkii, birinci oyuncunun s lirasi
varsa, ikinci oyuncunun hi¢ parasi kalmamistir ve oyunu birin-
ci oyuncu kazanmistir.

Teorem 1, p(n) sayisinin 7/s oldugunu soyliiyor.Demek ki,

ps(n) = nls (1)
esitligini kanitlamaliyiz.

ps(n) sayilar1 birbirinden bagimsiz degillerdir. Aralarinda
bir iliski vardir. Bu iligkiyi bulalim.

0 < 7 < s olsun. Birinci oyuncunun 7 liras1 var. Ilk yazi-tu-
ra atisinda oyun iki yoldan birini alabilir: Birinci oyuncu ya ka-
zanacaktir ya kaybedecektir. Kazanirsa # + 1 liras1 olacaktir,
kaybederse de n — 1 liras.
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Her iki durumun da olasiligi 1/2’dir. Demek ki k lirayla
oyuna baslayan birinci oyuncunun cebinde ilk oyundan sonra
yarim olasilikla k& — 1 lirasi, yarim olasilikla da k& + 1 lirasi ola-
caktir. Bu son iki durumda birinci oyuncunun oyunu kazanma
olasiligy, sirasiyla, p (k-1) ve p(k+1)’dir. Yani, 0 < k < s ise,

Dulk) = py(k=1)12 + p(k+1)/2
dir. Bunu soyle de yazabiliriz: 0 < k < s igin,
ps(k+1) = Zps(k) - ps(k_l) (2)

Simdi bir 6nsav kanitlayalim:

Onsav. Eger 0 < k < s ise, p (k) = kp (1).

Onsavin Kaniti: Onsavi k iizerine tiimevarimla kanitlaya-
cagiz!.

Eger k = 1 ise, kanitlanacak esitlik p (1) = p,(1) olur ve bu
durumda 6nsavin dogrulugu apacik.

Simdi esitligi k = 2 icin kanitlayalim. py(2) = 2p (1) esitligi-
ni kanitlamak istiyoruz. (2) esitliginden,

ps(z) =(2) Zps(l) - ps(o)
elde ederiz. Ama p (0) = 0 esitligini biliyoruz. Demek ki, p(2) =
2p(1) ve bu durumda da 6nsavimiz kamitlanmistir.

Simdi k > 3 olsun. Onsavin k — 1 ve k i¢in dogru oldugunu
varsayip k + 1 i¢in kanitlayalim. Bu varsayimlardan ve (2) esit-
liginden,

ps(k+1) =) Zps(k> - ps(k_l)
=varsayim 2 b (1) — (k=1)p((1) = (k + 1)p(1)

cikar. Onsavimiz kanitlanmustir. O

Yukardaki 6nsavda k = s alalim: 1 = p(s) = sp,(1) buluruz,
yani p (1) = 1/s. Onsav1 bir kez daha k = 7 igin uygularsak, bu
esitlikten p (n) = np (1) = n/s ¢cikar. Teoremimiz kanitlanmugtir.

1 Tiimevarimla kanit yontemi “Sonsuz Inis Sonsuz Cikis” yazisinda agiklanmig-
tir. (Bkz. sayfa 63.)
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Hileli Paranin Oykiisii. Yazinin siireginde paranin hileli ol-
dugunu varsayacagiz2.

Yazi gelme olasiligina y diyelim. Birinci oyuncu yazi geldi-
ginde kazansin. Tura gelme olasiligi # olsun. y + t = 1 esitligi ge-
cerli elbet. Toplam paraya gene s diyecegiz. p (), birinci oyun-
cunun (yani yazi geldiginde kazanan oyuncunun) n lirasi var-
ken 6biir oyuncunun biitiin parasini titme olasiligi olsun.

Eger y = 0 ise, yani para hi¢ yazi gelmeyecekgesine hileliy-
se, oyunu ikinci oyuncu kazanir elbet.

Eger y = 1 ise, oyunu birinci oyuncu kazanir.

Ayrica y = 1/2 = ¢ sikkini yukarda irdelemistik.

Demek ki, bundan boyle 0 <y < 1 ve t # y esitsizliklerini
varsayabiliriz. Bu varsayimla oyunun sonsuza degin siirme ola-
sithiginin sifir oldugunu biliyoruz. (Bkz. “Yuzde Yuz Sonlu Son-
suz Oyunlar”, sayfa 131.)

Teorem 2. Yaz: gelme olasiligimin vy, tura gelme olasiliginin
t oldugunu varsayalim (t = 1 — y). Birinci oyuncu yazi geldigin-
de kazansin ve oyuna n lirayla baslasin. Ikinci oyuncunun s — n
lirast olsun. Ve y # t olsun. Birinci oyuncunun yazi-tura oyunu-
nu kazanma olasiligr (ys—ys™t7)/(ys—t5) djy.

(2) formulinun bir benzerini bulalim once. Birinci kanitta-
ki gibi bir akil yirttmeyle,
ps(n) = tps(n - 1) + yps(n + 1)
esitligini buluruz. Bundan da
ps(n+ 1) =Ps(")/y—tps(”—1)/y (3)
cikar. Aynen birinci kanittaki gibi yapacagiz. p(n) sayisim
ps(1)’1 kullanarak bulacagz.

2 Soruyu bu genel bi¢imiyle soran ve yanitlayan Prof. Dr. Nazif Tepedelenliog-
lu'na tegekkiir ederim.
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Onsav. Eger 0 < n < s ise,
yn _ tn
ps(n) (1) ps().

Onsavin Kanit1:3 # iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.
= 1 i¢in bir sorun yok. # = 2 icin kanitlayalim. (3) esitliginde
n =1 alirsak ve p,(0) = 0, y + t = 1 esitliklerini kullanirsak, 6n-
savin 7 = 2 i¢in dogru oldugunu buluruz. Simdi formiilin 7 ve
n — 1 sayilari i¢in dogru oldugunu varsayip formiilii 7 + 1 igin
kanitlamak gerekiyor. Ayrintilari okura birakiyoruz. (Ipucu:
(3) esitligini kullanin.)

Artik ikinci teoremi kanitlayabiliriz. Yukardaki 6énsavda 7 = s
alirsak ve pg(s) = 1 esitligini kullanirsak,

s—1
(y—1)
ps() = %
y —t
buluruz. Bu esitligi 6nsava uygulayarak,

n n s—1
(

y -ty (y-t)
y-n) yt -t

ps(n)=
y
buluruz. Sadelestirerek,

n.n

)ZW (4)

ps(n ys—ts

esitligini buluruz. Ikinci teorem de kanitlanmustir.
Birinci oyuncuda # lira, ikinci oyuncuda sonsuz para varsa,

birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligi nedir? Bu soruyu
yanitlayalim.

3 Bu formilii nasil buldugumuzu okur merak edebilir. Daha onceki 6nsavda
ps(n) = npy(1) esitligini tahmin etmek oldukea kolaydi. Bu 6nsavdaki formii-
li bulabilmek icin biraz lineer cebir bilmek gerekebilir. Ama formil bulun-
duktan sonra kanitlamasi olduke¢a kolaydir.
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Bu sorunun yanitini bulmak i¢in lim, ,, py(#) sayisint bul-
maliyiz, yani (4) esitligindeki s sayisini sonsuza gondermeliyiz.
Bu limitin hesaplanisi y < ¢ ya da # < y olduguna gore degisir,
ama bulunan sonug¢ degismez, her iki gsikta da sifir bulunur:

Ikinci Teoremin Bir Sonucu. Yaz: gelme olasiligr y olsun ve
y < 1 olsun. Birinci oyuncu yazi gelince kazansin ve ikinci
oyuncunun sonsuz parasi olsun. Birinci oyuncu 1 olasilikla (ya-
ni %100 olasilikla) biitiin parasim kaybedecektir.

Ornegin %99 olasilikla yazi bile gelse, eger tura geldiginde
kazananin sonsuz parasi, yazi geldiginde kazananin sonlu pa-
rasi varsa, oyunu 6nunde sonunda sonsuz parasi olan kazanir.

Sonsuz igin dogru olan biiyiik sayilar i¢in de dogrudur asag:
yukari: Para tek yanl olmadikg¢a (yani y < 1 oldukga), zengin cok
zenginse yazi-tura oyununu biiyiik bir olasilikla kazanir.

e KIRASI,
ELEKTRIKve SU PARPSI\
GEVRE VERGIST GAMASIR
MAKINAST TAKSID,
MUTEAK MASRAF/I
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Zugitirt Tesellisi

ir onceki yazida, yazi-tura oyununda yoksulun zengine kars
Bgansmln cok az oldugunu kanmitlamustik. Oyle ki, zengin son-
suz zengin oldugunda oyunu 1 olasilikla (yani yiizde yuz) kaza-
nacaktir. Bu yazida bu olgudan giizel bir esitlik ¢ikaracagiz!:

® 1 2k
X1
(k+1)4% k

Basit bir yazi-tura oyunundan ilgin¢ bir matematiksel esitli-
gin ¢cikmasi ¢ok hogsuma gitti.

Yoksulun cebinde 1 lira oldugunu varsayalim. Zengin de
sonsuz zengin olsun, yani zenginin sonsuz parasi olsun. Dolayi-
styla zenginin parasi bitmez ve zengin oyunu kaybedemez. Yok-
sulun tek sansi sonsuza degin oynayabilmek. Bunun da olasili-
ginin sifir oldugunu “Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar” baglik-
I yazimizdan biliyoruz.

Birinci yazi-tura atildi. Tura gelirse yoksulun cebindeki tek
lira gidecek, bes parasiz kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk
oyunu yoksul kazandi. Simdi cebinde iki lirasi var. Ikinci oyun-
da kaybederse gene 1 liras1 kalacak, kazanirsa 3 lirasi olacak.

1 [',1] sayilarini, “Saymadan Saymak” adli yazida tanimlamustik (sayfa 39-45).
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Oyun boylece, siirebildigince, yani yoksulun parasi oldugu stire-
ce siirecek.

Oyunun alabilecegi biitiin durumlari bir “aga¢”la gosterebi-
liriz. Agacin en tepesine 1 yazalim. Bu 1, yoksulun oyuna basla-
madan Onceki biitiin serveti. 1’den sonra asagiya dogru sagh
sollu iki ok (kok) ¢ikaralim. Bu oklardan soldakinin ucuna 0,
sagdakinin ucuna 2 yazalim. Soldaki ok, yoksulun kaybettigini,
sagdakiyse kazandigini gosteriyor. O ve 2 sayilari da, birinci ya-
zi-tura atiginin sonunda yoksulun cebindeki para: Kaybederse 0,
kazanirsa 2 lirasi olacak. Kaybettiginde oyun bitiyor, dolayisty-
la 0’dan sonra kok buiyiimiiyor. Kazanmigsa, yani 2 lirasi ol-
mugsa oyun suriiyor. 2’den sonra kok buyiiyor, ikiye ayriliyor.
Soldaki kok her zaman yoksulun kaybettigini gosterecek, sagda-
kiyse kazandigini. Oyun sonsuza dek uzayabileceginden, agacin
kokleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz agactan bir boliim sunalim:

Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme olasilig1 1/2 elbet:
Tura gelirse kaybedecek.

Yoksul, ilk turda kaybetmemisse, ikinci turda elenemez,
ciinkii yukardaki agacin ustten tctincii katinda 0 yok. Ama
uctinct turda elenebilir. Eger sirasiyla yazi-tura-tura (YTT) ge-
lirse yoksul tiglincti tur sonunda beg parasiz kalacaktir. Sirasiyla
yazi-tura-tura (yani YTT) gelme olasiligiysa 1/23, yani 1/8dir.
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Demek ki yoksulun ti¢tincii turda elenme olasilig: 1/8.

Birinci turda elenme olasiligi da 1/2’ydi.

Bu olasiliklar1 toplarsak, yoksulun {i¢ tur dayanamama ola-
sithgini buluruz: 1/2 + 1/8 = 5/8.

Yoksul ilk ti¢ tur dayanabilmisse, dordiincii turu oynamaya
hak kazanir. Bu turda elenemez, ctinkii en az 1 liras1 kalacaktir.
Ancak beginci turda elenebilir. Sirasiyla YTYTT ya da YYTTT
gelirse besinci turda elenecektir.

n > 1 herhangi bir dogal say1 olsun. Yukardaki agacin (ist-
ten) 7’inci katinda kag tane 0, kag tane 1, kag tane 2 vardir? Bu
sayilara p,(0), p,(1), p,(2) diyelim. Genel olarak, 0 < k < 7 ise

p.(k) = agacin #’inci katindaki k sayisi
olsun. Ornegin,

p1(0) = 0,p4(1) = 1

p2(0) =1, pr(1) =0, po(2) = 1

p3(0) = 0, p3(1) = 1, p3(2) = 0, p3(3) = 1

P4(0) = 1, p4(1) = 0, p4(2) = 2, p4(3) = 0 py(4) = 1

ps(0) = 0, ps(1) = 2, ps(2) = 0, ps(3) = 3 ps(4) = 0, ps(5) = 1
Bu sayilari nasil bulabiliriz? Ornegin p(4)’t agaca bakma-
dan bulabilir miyiz? p4(4), agacin altinci katindaki 4’lerin say1-
si. Altinc kattaki 4 sayilari bir tst kattaki 3 ve 5 sayilarindan
gelir; dolaysiyla,
Pe(4) =ps(3) +ps(5) =3 +1=4
esitligi gegerlidir. Bunun gibi, her 2 < k < 7 igin
Palk) = Doa(k = 1) + pyak + 1) (1)
esitligi gecerlidir. Ciinki # inci siradaki k’lar ancak 7 — 1’inci si-
radaki k-1 ve k+1’lerden gelebilirler.

p,(0) ve p,(1) sayilari icin formuliimiiz degisik. #’inci sira-
daki 0 sayilari, # — 1’inci siradaki 1 sayilarindan gelebilir an-
cak. Bunun gibi, 7’inci siradaki 1 sayilar1 bir 6nceki siradaki 2
sayilarindan gelebilir2. Dolayisiyla,

2 Bir 6nceki sirada 0 varsa, oyun orada bitmistir.

153



Pn(0) = pya(1) = pra(2) (2)
esitlikleri gecerlidir.

Pnln) =1 (3)
esitligini bulmak da zor degildir. Yukardaki esitlikleri kullana-
rak bir tablo cizelim (Bu tabloda p,(k) sayisim 7’inci sirayla
k’inci kolonun kesistigi yere koyduk):

0(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1

201 1

3 1 1

411 2 1

) 2 3 1

62 5 4 1

7 S 9 5 1

815 14 14 6 1

9 14 28 20 7 1

10|14 42 48 27 8 1

11 42 90 75 35 9 1
12 |42 132 165 110 44 10 1

Oyunun ikinci katta (yani birinci atistan hemen sonra) bit-
me olasiligi 1/2, bunu daha 6nce de gormiistiik.

Oyun tek sayili katlarda bitemez, clinkii tek sayili katlarda
0 yok. Oyun ancak cift sayili katlarda bitebilir.

Dordiincii katta bir tek 0 var. Dolayisiyla oyunun dérdiincii
katta (yani ticlinct atigta) bitme olasihig 1/23.

Altinc katta iki tane O var. Her sifir icin olasilik 1/25, dola-
yisiyla oyunun altinci katta bitme olasiligi 2/25.

Sekizinci katta bes tane 0 var. Her sifir icin olasilik 1/27, do-
layisiyla oyunun sekizinci katta bitme olasihigi 5/27.

Genel olarak oyunun 2#’inci katta bitme olasiligi

pan(0)225-1

dir. Demek ki oyunun 27’inci katta ve daha once bitme olasihigy,
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P2(0)/2, p4(0)/23, ..., p;,(0)/2271

sayilarinin toplami, yani
n 2k-1
Do 02:(0)/2

dir. Dolayisiyla oyunun sonlu bir asamada bitme olasiligini bul-
mak icin yukardaki esitlikte 7z = oo almak gerekiyor (yani n’yi
sonsuza gotiirmek.) Demek ki oyunun sonlu bir agamada bitme
olasilig

D pal0)/2%7!

dir. Biz bu sayinin 1 oldugunu biliyoruz:
Do 0727 =1 (4)

p2(0) sayilari kactir? Bu sayilarin bir formiliinii bulursak ve bu
formiil (4) esitligine yerlestirsek, (4) esitligi ilging bir esitlik olur
mu? Evet olur! p,,(0) sayilarini bulalim.

P2,(0) sayilarini bulmak igin, her 0 < k < # icin, p,,(2k) sa-
yisini bulmaliyiz. Yukardaki tablodaki tek sayili siralari ve ko-
lonlar1 atalim ki dikkatimizi p,,(2k) sayilarina tam olarak vere-
bilelim:

0 2 4 6 8 10 12 14 16

211 1

411 2 1

6| 2 S 4 1
81 5 14 14 6

10 | 14 42 48 27 8 1

12 | 42 132 165 110 44 10 1

14 | 132 429 572 429 208 65 12 1

16 | 429 1430 2002 1638 910 350 90 14 1

Yukardaki tabloya uzun siire, ama olduk¢a uzun bir siire ba-
karsaniz, p,,(2k) sayilarini tahmin edebilirsiniz: Eger 7 > 1 ise,
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_; n-1

1(2n -1
p2x(0) = ( J (5)

ve 1 <k <nise,

n\n—-*k

1( 2
pzn(Zk)z—[ ”j

Bu formiiller sihirbazin sapkasindan ¢ikan tavsanlar gibi su-
nuldu, ama okur bana inanmak zorunda degil, bu formiillerin
dogrulugunu, (1, 2, 3) formullerini kullanarak, 7 Gizerine tiime-
varimla kanitlayabilir.

Yukarda buldugumuz (5) esitligini (4) esitligine yerlegtire-
lim; elde ettigimiz esitlikle biraz oynayacak olursak,

o 1 [2/?_1
k=l 1)4k k)

esitligini buluruz. Olaganiisti bir esitlik!
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Yoksulun Kazanabildigi Bir Oyun

u yazida yoksulu kazandiracagiz. Kiiciik bir olasilikla da
Bolsa, yoksul kazanabilecek.

Oyunu agiklamadan 6nce, Sonlu Oyunlar adli yazimizdaki
(sayfa 17) oyunu animsayalim:

Iki oyuncu yazi-tura oynuyorlar. Ilk yazi-tura atisinda orta-
ya birer lira suruliiyor. Oyunculardan biri, diyelim birinci
oyuncu, kaybettik¢e ortaya koydugu parayi artiriyor, bir 6nce-
ki atigta kaybettiginin iki katini koyuyor. Kazandigindaysa or-
taya 1 lira koyuyor.

Ornegin birinci oyuncu ilk atista kaybederse, ikinci atista
ortaya 2 lira siiriiyor. Ikinci atista da kaybederse, iiciincii atis-
ta ortaya 4 lira surtiyor. Yine kaybederse 8 lira siiruiyor... Ka-
zanana degin bu boyle devam ediyor. Kazandiginda, bir sonra-
ki oyunda gene 1 lira ortaya siiriiyor. Birinci oyuncu bu strate-
jisine devam edebildikce devam ediyor. Devam edemediginde,
yani cebinde yeterli parasi kalmadiginda, oyun bitiyor.

Sonlu Oyunlar yazisinda, iki oyuncunun da sonlu parasi ol-
dugunda bu oyunun hem teoride hem de uygulamada kesinlik-
le bitecegini kanitlamistik.

Ayni oyunu oynayacagiz. Ancak bu kez ikinci oyuncunun
sonsuz parasi oldugunu varsayacagiz (zengin oyuncu.) Birinci



oyuncununsa yalnizca 1 lirasi var (yoksul oyuncu.) Yoksul, bi-
rinci oyuncu ve yukarda acgikladigimiz stratejiyle oynuyor.
Eger stratejisini siirdiiremezse oyun bitiyor; oyun daha o6nce
bitemez.

Zenginin parasi hi¢ bitmediginden, zenginin bu oyunu kay-
betme olasilig1 yoktur. Ama, birazdan gorecegimiz tizere, zen-
ginin oyunu kaybetmemesi, yoksulun bu oyundan kazancgh ¢ik-
mayacagl anlamina gelmez.

Daha ilk yazi-tura atiginda yoksul kaybederse, yoksul ce-
bindeki tek liray1 kaybeder ve oyun hemen biter. Dolayisiyla en
az 1/2 olasilikla yoksul tek lirasini yitirecektir.

Yoksul ilk atigta kazanip ikinci atista kaybederse ne olur?
Oyun gene biter, ama bu kez yoksulun cebinde 1 lirasi vardir.
Yani yoksul “tapi” kalkar. Ciinkii, yoksul, birinci yazi-tura ati-
sinda kazanmustir, dolayisiyla ikinci atigtan hemen 6nce cebin-
de 2 lirast vardir. Ikinci atista kaybettiginde yalnizca 1 lirast
kalmistir. Uciincii atis igin ortaya 2 lira koymas: gerekmektedir
ama 2 lirasi yoktur. Yoksul stratejisine devam edemediginden
oyun biter.

Demek ki en az 1/4 olasilikla yoksul oyundan ne kazanch
ne de zararh kalkar. Yoksulun oyundan ne kazanch ne de za-
rarli kalkma olasiligini bulamadim.

Yoksulun oyundan bes parasiz kalkma olasihigini da bula-
madim. Yazinin sonunda bu olasiligi bulmak i¢in hesaplanma-
s1 gereken bir sonsuz toplami verecegim.

“Yoksulun Sans1” baslikli yazidaki (sayfa 143) oyunun ter-
sine bu oyunda yoksul kazanabilir. Oyle bir an gelebilir ki,
yoksulun cebinde 1 liradan fazla para olmasina karsin, yoksul
stratejisini siirdiiremez (yani oyun biter.) Ornegin, yoksul ilk
dort atista kazanir da sonraki iki atigta kaybederse yoksulun
cebinde 2 lira olmasina kargin oyun biter.

Demek ki en az 1/26 = 1/64 olasilikla yoksul oyundan ka-
zangh ayrilir.
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Yoksulun oyundan k lira kazangl kalkma olasiligini da bil-
miyoruml.

Bu oyun sonsuza dek siirebilir, 6rnegin yoksul hep kazanir-

a... Ama gorecegiz ki oyunun sonsuza dek siirebilme olasihig
0’dir. Bunu kanitlayabildim! Dolayisiyla oyun %100 (yani 1)
olasilikla biter. Demek ki oyun kuramsal olarak sonsuza dek
surebilse bile, uygulamada sonlu sayida yazi-tura atisindan
sonra biter2. Bu yazida iste bu sonucu kanitlayacagz.

Oyunun ilk anlarda alabilecegi durumlari gosteren bir sema
cizecegiz. Once oyunun alabilecegi durumlarini saptayalim.
Oyunun her durumunu iki sayiyla gosterebiliriz. Birinci sayi
yoksulun cebindeki para olsun; ikinci sayiysa bir sonraki atig
icin ortaya surilen (daha dogrusu yoksulun ortaya stirmesi ge-
reken) para olsun. Ikinci say1 hep 2’nin iistleri olmak zorunda,
1,2, 4, 8, 16 gibi.

Oyunun en bagindaki durum (1, 1) durumu. Cunkii, yoksul
oyuna 1 lirayla baghyor ve ilk atista ortaya 1 lira stiriiyor. Bu

1 Bu hesaplayamadigim olasiliklarin yaklagik hesaplanabilmesi i¢in gereken
malzeme bu yazida vardir. Dileyen okur bu sayilari yaklagik hesaplayabilir.
Bu tam olarak hesaplayamadigim olasiliklar heniiz ad verilmemis sayilar da
olabilirler. Sozciik sayimiz sonsuz ama ancak sayilabilir sonsuzlukta. Gergel
(reel) sayilarsa sayilamaz sonsuzlukta. Dolayisiyla her sayiya ad veremeyiz.
Onemli buldugumuz sayilara ad veririz. Ornegin © 6nemli oldugundan n’ye
bir ad verilmistir: ©. ©’nin karesinin ve karekokiintiin de adlar1 vardir: ©2 ve
Vr. Tam olarak hesaplayamadigim bu ii¢ olasiliga daha 6énce bir ad verilmis
midir bilmiyorum. Verilmemisse hi¢bir zaman tam olarak hesaplayamayiz.
Nasil n’nin kag¢ oldugunu hicbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak
adini soyleyerek n’nin kimligini belirtebiliyorsak, bu sayilar1 da hicbir zaman
bilemeyebiliriz, hatta daha 6nceden adi konmus sayilarla arasinda cebirsel bir
bagint1 bile olmayabilir. Ozet olarak demek istedigim, bu sayilarin tam olarak
hesaplanamayabilecekleri. Bu baglamda akla gelen ilk soru su: Hesaplayama-
digim olasiliklar kesirli sayilar midir?

2 Bu oyunun 1 olasilikla bitmesi yoksulun cebindeki paraya bagh degildir. Asa-
gidaki semadan da anlagilacag: tzere, yoksulun cebinde 1 lira oldugunda
oyun 1 olasilikla biterse, yoksulun cebinde kag para olursa olsun oyun gene 1
olasilikla biter.
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durumda yoksul kazanirsa oyun (2, 1) durumuna gegecek, kay-
bederse de (0, 2) durumuna (ve oyun bitecek.)

(2, 1) durumundan sonra oyun ya (1, 2) durumuna ya da (3, 1)
durumuna erigir. Birinci sikta oyun biter, ikinci sikta siirer.

Iste oyunun ilk birkag yazi-tura atiginda alabilecegi durumlar:

(Gri karelerde oyun bitmigtir. Sola giden oklar kaybettigi-
mizi, saga giden oklarsa kazandigimizi gosteriyorlar.)

Yukarda da dedigimiz gibi oyunun sonsuza degin stirme
olasiliginin 0 oldugunu kanitlayacagiz. (1, 2%) durumuna gelme
olasihigina p(n, 2k) diyelim. Ornegin,

p(1,1)=1
p(0,2) =1/2

p(2,1)=1/2

p(1,2) =1/4

p(3,1) = 1/4

p(2,2) =1/8

p(4,1) = 1/8 + 1/16 = 3/16
(0, 4) = 1/16
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p(3,2)=1/16 + 1/32 = 3/32

p(5,1) = 1/16 + 2/32 + 1/64 = 9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi i¢in butin (7, 1) durumlarina
ulagilmalidir. Bu, semadan kolayca anlasiliyor. Demek ki oyu-
nun sonsuza dek siirebilme olasilig1, p(7, 1) dizisinin 7 sonsuza
gittiginde aldig1 degerdir. Dolayisiyla,

lim, _, ., p(n, 1)
sayisint hesaplamamiz gerekiyor. Bu sayimnin 0 oldugunu gore-
cegiz.

Bu limitin sifir oldugunu kanitlamak icin, asagidaki esitligi
bulmak yeterlidir:

lim, ., p(27—1,1) = 0. (*)

Bu son esitligi kanitlamak daha kolay olacak.

p(n, 2k) sayilarini bulacagiz. Bunun i¢in biraz matematik
yapmaliyiz. Okurun, yapacagimiz matematigi daha iyi anlama-
s1 i¢in, sik sik yukardaki semaya bakmasi gerekecektir.

Ik olarak, eger k > 0 ise,

D, 28) = p(na2k-1, 26-1)/2 (1)
esitligine dikkatinizi ¢ekerim. Ciinkii, eger k > 0 ise, 2% > 1 dir,
yani oyuncumuz 1’den buiyiik bir para ortaya stirmektedir; do-
layistyla (7, 2%) durumuna gelmenin bir tek yolu vardir, o da
bir 6nceki oyunda kaybetmis olmak. Bir 6nceki oyunun duru-
mu ne olabilir? (n, 2k) durumunda ortaya 2% koydugumuza go-
re, bir 6nceki oyunda ortaya 2%-! koymusuzdur (ve kaybetmi-
sizdir.) Dolayisiyla (7, 2k) durumuna ancak (n+24-1, 2k-1) du-
rumundan gegilebilir. (1) esitligi iste bu yiizden gecerlidir.

Eger k > 1 ise, (1) esitliginde k yerine k-1 ve 7 yerine

n + 2k-1
koyabiliriz ve
p(n + 281, 2k-1) = p(sr 4 2k-1 4 262 262)12
esitligini elde ederiz. Bu son esitligi (1)’in sag tarafina yerlestirerek,
D(n, 2) = pln + 2k-1 4 262 2k-2)/4
esitligini elde ederiz. Bunu boylece stirdiiriirsek,
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p(r, 2k) = p(m + 2k-1 4 2k2 4 4+ 2 4+ 1, 1)/2k
esitligi elde edilir. Bu esitlikteki 2k-14+ 242 4 . + 2 + 1 sayisi
2k — 1 sayisina esit oldugundan, eger k > 0 ise,
p(n, 2k) = p(n + 2k -1, 1)/2k (2)
esitligi gecerlidir.

(2) esitliginden, p(r, 2k) sayilarimi bulmak igin, p(n, 1) sayi-
larin1 bulmamiz gerektigi anlagiliyor. Bu sayilari bulalim. (, 1)
durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani (n-1, 1), (n-2, 2),
(n—4, 4) gibi durumlardan. Dolayisiyla, p(n, 1) sayisi,

p(n=1, 1)/2, p(n-2, 2)/12, p(n—4, 4)/2,...
sayilarinin toplamidir, yani, bir k igin, p(n-2k, 2k)/2 bi¢iminde
yazilabilen sayilarin toplamidir. (2) esitligi,
p(n=2k, 2k) = p(n=1, 1)/2*

esitligini verdiginden, p(n, 1) sayisinin p(n—1, 1)/2k+1 sayilari-
nin toplami oldugu anlagilir. Ama buradaki k sayilar1 n-2k > 2k
kosulunu, yani 2k+1 < »z kosulunu saglamalidir, ¢iinkii aksi hal-
de (n-2k, 2k) durumunda oyun bitmistir ve bu durumdan (1, 1)
durumuna gegilmez.

k(n), 2k < n esitsizligini saglayan & sayilarinin en buyugi ol-
sun. Demek ki,

_Nkm) kil _ oo k(m) k1
pln )= " bl =1, /28 = pn -1,y 172
1
:Ep(n—l,l)(l—l/Zk(n)).

Bu esitligi 7 — 1 kez kullanarak,
7

pln,1)= 2,11—_1p<1 A T(1-1/249)
i=2
buluruz. Ama p(1, 1) = 1. Demek ki,

p(n,1)= j_lli[(l—l/zk(”).
27 i

Burada n yerine 277 — 1 alirsak,
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271

[Ta-1/2 (4)

2" -2
2 i=

pR" —1,1)=

buluruz. Simdi & herhangi bir dogal say1 olsun. Hangi i sayilar
icin k(i) = k esitliginin dogru oldugunu bulalim. i, k(i) = k esit-
ligini saglayan bir say1 olsun. k sayisi, 2k < i esitsizligini sagla-
yan sayilarin en biyiigii oldugundan, 2k <i < 2k+1 esitsizligi ge-
cerlidir. Ve bunun tersi de dogrudur: Eger 2k < i < 2k+1 ise, k(i)
= k esitligi gegerlidir. Bu esitsizlikleri saglayan kag tane i sayisi
vardir? Biraz diisiinme, 2% tane oldugunu gosterir. (4) esitliginin
sagindaki carpilacak terimler bu 2% tane i sayisi icin birbirlerine
esittirler. Dolayisiyla (4) esitligini,
p2" -1 1)—Lﬁa 172872 (5)
> 22"—2 Py
olarak yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak p(27-1,1) sayilarinin n
sonsuza gittiginde sifira yakinsadiklarini kanitlayacagiz. Bunun
icin konumuzdan biraz uzaklasip iki 6nsav kanitlayacagiz:

Onsav 1. Eger 0 < x < 1 ise ve n > 0 bir dogal sayrysa,
nn-1) »

2 X .
Kanit: Eger n = 1 ise onsav elbette dogru. Simdi 6nsavin 7

1-x)"<1l-nx+

icin dogru oldugunu varsayip 7 + 1 i¢in kanitlayalim. Demek ki,

nn-1 -
B X
esitsizligini biliyoruz, daha dogrusu bildigimizi varsayiyoruz.

(1—x)n+1£1—nx+

Ayni esitligi # yerine n+1 icin, yani

(m+n -
B X
esitsizligini kanitlamaya ¢alisacagiz. Birinci esitsizligin her iki

(—x)" <1+ 1)x+

tarafini da 1 — x ile carpalim; 0 < 1 — x oldugundan,
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n(n-—

(1—x)"" <l —nx + 1)x2)(1—x)

elde ederiz. Ustteki esitligin sag tarafin1 agacak olursak,

nm+1) 5, nn+l) ;3
2 YT Y
buluruz. x > 0 oldugundan, yukardaki son terimi atip,

1—x) T <1—pr+1)x+

nm+1) »
) X
elde ederiz. Demek ki 6nsav 7+1 icin dogru. Tiimevarimla 6nsav

—x)  <1—p+1)x+

her dogal say1 icin dogrudur. Onsavimiz kanitlanmstir.
Onsav 2. k > 1 ise, (1 — 1/26)2% < 1/2.

Kanit: Ustteki onsavda x = 1/2k ve n = 2k alalim.

2%k _q)

k
1—1/28% <1-2kas24)+ (1/2%)

elde ederiz. Esitsizligin sag tarafindaki ilk iki terim sadelegir.
En sagdaki terimi hesaplayalim:

Pt b/ | N L |
— 5 2=

Ikinci 6nsav da kanitlanmigtir3.
Simdi (5)’teki sayilarin sifira yakinsadigini kanitlayabiliriz.
Ikinci 6nsavi ve () esitligini kullanarak,
1
22"+n—3

p2" -1,1)<

buluruz. 7 sonsuza gittiginde sagdaki terimler 0’a yakinsadigin-
dan, p(27-1,1) sayilar1 da sifira yakinsar. Demek ki oyunun son-
suza dek stirme olasiligi 0°dir ve oyun 1 olasilikla biter.

3 Bu onsavin dogrulugu biraz analizle de ¢ikabilir. (1 — 1/2’~’)2k sayilarinin 1/e
sayisindan (dolayisiyla 1/2 sayisindan da) kigik olduklari analiz kullanarak
kolaylikla kanitlanabilir.
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Oyundan yoksulun zararli (yani 0 lirayla) kalkma olasilig1 ne-
dir? Bu olasiligi bulmak i¢in p(0,2%) sayilarini toplamaliyiz.

po =2 p(0,2)

olsun. p, yoksulun oyundan zararl kalkma olasiligidur.
(2) esitliginde 7 = 0 alirsak,

p(0,28)= p(2* 1, 1)1 2*

buluruz. (5) esitligini de kullanarak,
k-1 -
1
2k k=2 H(l -1/2)

1=

p(0,2%) =

elde ederiz. Dolayisiyla,

- 1 k-1
po = 2 oz L 10 12/
=1
dir. Bu sayiy1 hesaplayamadim. Ancak Onsav 2’den bu sayinin
o 1
k=1 2k +2k-3

sayisindan kiiciik oldugu cikar.
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Matematikte Bicim ve
Sezgi Uzerine

ilindigi gibi, ginimiiziin matematigi bicimsellestirilebilir.

Yani oyle bir yazihm (bilgisayar programi) yapilabilir ki,
bir kanitin dogru olup olmadig bilgisayara sorulup 6grenilebi-
lirl. Boyle bir yazilim yapabilmek i¢in bilgisayara sunlari 6gret-
mek gerekir:

® Matematigin yazildigi abece (yani alfabe),

e Hangi harf dizilerinin matematiksel timce olusturduklari,

e Hangi matematiksel timcelerin belit olarak kabul edil-
dikleri,

e Cikarim kurallar:.

Burda bu dort maddeyi ayrintilariyla agiklamayacagim.
Okurun matematik deneyimine ve matematiksel olgunluguna
gluvenip kisa gececegim.

Abece. Ornegin # simgesi matematikte kullanilmaz ve do-
layisiyla matematigin abecesinde boyle bir simge yoktur. Ote
yandan

1 Ote yandan, bilgisayardan bir savi kanitlamasini ya da o savin yanlis oldugu-
nu gostermesini isteyemeyiz. Bu, apayri bir sorundur.



V.3, Vv, A >, 6,C+, 5, % (5 ), @, vq, Vg, Usseee
gibi simgeler matematikte kullanilir ve matematigin abecesinin
harfleri arasindadir.

Her ne denli simge sayimiz sonsuz gibi gortinuyorsa da,
sonlu sayida simgeyle de yetinebiliriz: v; yerine vl, v, yerine vll,
vy yerine vlll yazarak, v, simgeleri yerine v ve | simgelerinden
olusan “sozciikler” kullanabiliriz.

Kolaylik saglayacaksa yeni simgeler de yaratabiliriz. Orne-
gin, formiillerin daha kolay anlagilmasini saglayacaksa, “bos-
luk” anlamina gelen yeni bir simge yaratabiliriz. “Bogluk” an-
lamina gelen yeni bir simge yaratmayacagiz ve boglugu 6zgiir-
ce kullanacagz.

Matematiksel Tiimce. Yukardaki abecenin harfleriyle ma-
tematiksel tiimceler yazilir. Ornegin,

Vvidw (1/1 c )

matematiksel bir tiimcedir. Ote yandan,
V3= (((vg +

matematiksel bir timce degildir. Bilgisayara hangi harf dizile-
rinin matematiksel tiimce olduklar1 kolaylikla 6gretilebilir. Ya-
ni Oyle bir yazilim yapilabilir ki, bilgisayara bir simgeler dizisi
verildiginde, bilgisayar sonlu bir zaman iginde, ya “evet, bu
matematiksel bir tiimcedir,” ya da “hayir, bu matematiksel bir
tiimce degildir,” der ve yaniti dogru olur.

Belitler. Belit, dogrulugu onceden, kanitsiz kabul edilmis
matematiksel tiimce demektir. Bir belitin kabul edilip edilme-
mesi gerektigi felsefi sorunlar yaratabilir. Konumuz felsefe de-
gil ama. Verilen beliti tartisma hakkimiz yok. Olsa olsa, bu be-
litleri kabul eden matematikcinin teoremini 6nemli bulmaz ve
okumayiz. Ornegin,
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Vo,V Uz(vl = UV, = 1/1)
bir belittir. Ote yandan,

Elvl(vlevl)

bir belit degildir. Bilgisayara hangi matematiksel tiimcelerin be-
lit olduklar: belirtilerin listesi verilerek kolaylikla 6gretilir.

Cikarim Kurallari. Matematikte belitlerden yola ¢ikarak
yeni timceler kanitlariz. Bu kanitlanmig timcelere teorem de-
nir. Yeni timce elde etme, yani kanitlama yontemlerine ¢ika-
rim kurallar1 denir.

Ornegin, eger a ve a — b tiimceleri daha 6nce kanitlanmis
teoremlerse, b tiimcesini de teorem olarak kabul ederiz2.

Cikarim kurallar1 olmadan yeni teorem tiretilemez, belitler-
le yetinilmek zorunda kalinir, ki o zaman da matematik olmaz.

Cikarim kurallar1 da bilgisayara kolaylkla ogretilir.

Kanit. Bir kanit sonlu tane matematiksel timceden olusur,
yani bir timce listesidir. Tumceler su iki kurala uymak zorun-
dadir: Her tiimce

1) ya bir belittir

2) ya da kendisinden once yer alan iki timceden modus
ponens yoluyla elde edilmistir, yani eger tumce b ise, b’den
once listede a — b ve a tiimceleri vardir.

Teorem’in Tanimi. Bir kanitin son tiimcesine teorem adi
verilir.

Diyelim yukardaki asamalardan gectik ve kanitlarin dogru
mu yanlis m1 olduguna karar verebilen bir yazilim hazirladik.
Sonra bir teorem kanitladik, daha dogrusu kanitladigimizi sa-

2 Bu gikarim kuralina Modus ponens adi verilir.
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niyoruz. Ciinkii yanls yapip yapmadigimizdan heniiz emin de-
giliz. Teoremi ve kanitini bilgisayara verelim ve bilgisayarin ya-
nitini bekleyelim. Bi-

CRensipeRiv o cimsel olarak kanit,

piiyink adat sonlu bir matematik-
2N . . .
amzézmed\ veh vah. - sel tumceler dizelgesi-

dir; ve bu tiimcelerin
herbiri ya bir belittir
ya da dizelgenin daha
onceki timcelerinden
cikarim kurallar1 kul-
lanilarak yaratilmistir.
Dizelgenin son timce-
siyse kanitladigimiz teoremdir. Boyle bir dizelgeyi bilgisayara
verelim. Bir zaman sonra bilgisayar, “Bu dogru bir kanittir” ya
da “Bu yanlig bir kanittir,” yanitini verir.

Isler bu kadar kolay olsayd: matematikte yanlis yapilmaz-
di. Oysa her matematik¢inin bildigi gibi, matematik¢i dogru
kanittan ¢ok yanlhs kanit verir.

Yukarda s6zini ettigimiz yazilim gercekten yapilabilir.
Zorluk, matematik¢inin kanitini bilgisayarin anlayabilecegi di-
le cevirebilmesindedir. Matematik¢i de bir insandir. Dustintir-
ken giinliik dilde disiiniir, bicimsel matematik dilinde distin-
mez. Ornegin, “A kiimesinin B kiimesinde yogun oldugunu
varsayalim,” der. Bu basit tiimcede A ve B kiimelerinin ve “yo-
gunluk” teriminin tanimlar gizlidir. Matematikc¢i bu tanimla-
rin ne demek oldugunu bilir, ama bilgisayarin anlayabilecegi
bir dilde yazmakta zorlanir. Ciinkii bu tanimlari bilgisayarin
anlayabilecegi bir dile ¢evirmeye kalksa, kullanacag kagit i¢in
Amazon ormanlar1 yetmeyebilir.

Matematikgi bilgisayardan daha mi zekidir? Bir acidan oy-
ledir. Clinkii matematikgi sezgisini kullanir. Oysa bilgisayarmn
sezgi giici yoktur (en azindan kisithdir; yapay zeka denilen
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arastirma alaninin en 6nemli sorunlarindan biri bilimcinin sez-
gisini bilgisayara aktarabilmektir.) Matematikgi bir kanita bas-
lamadan 6nce kanitin hangi yolu izlemesi gerektigini asagi yu-
kari bilir. Sezgi giiciiyle, sagduyuyla bilir. Kanitin1 da kagida
gecirirken bigimsel matematik dilini degil, giinliik dili kullanir3.

Matematikginin ¢alisirken, yani diigtiniirken ve bulduklarini
kagida gecirirken kullandigi bu dili bigimsel dile ¢cevirmek kolay
degildir. Hatta belki de olanaksizdir, insan 6mriine sigmayabilir.
Satran¢ oyunu bu yazdiklarima giizel 6rnek olur. Satrang oyun-
cusu, oyunun bir aninda tim olasiliklari diisginmez. Sezgisi, sag-
duyusu, aligkanliklari, satrang terbiyesi, yiizlerce olasiliktan bir-
kagini se¢gmesini saglar ve bu olasiliklar tizerinde kafasini yorar.
Matematik¢i de bu yonden biraz satran¢ oyuncusunu andirir.

Sezginin giictinden yararlanan matematikgi, sezgiden zarar
da gorebilir: yanhs yapar. Simdi, yanhs oldugu apacik belli
olan bir “teorem” kanitlayacagiz. Sezgimizi kullanarak...

“Teorem.” -1 = 1.

Kanit: Gergel sayilarda* karesi —1’e esit olan bir say1 yok-
tur. Ama karmagik sayilarda karesi —1’e esit olan bir say1 var-
dir, hem de bir tane degil iki tane vardir. Bu sayilara i ve —i ad
verilir. Yani,

i2=-1ve (-)2=-1
dir. Bagka bir deyisle karmasik sayilarda —1’in karekoki var-
dir. Cogu kitapta,

i=v-1

3 Matematigin ve genel olarak bilimlerin, okullarimizda Tiirkge 6gretilmesi salt
Tirkgemiz icin degil, bu yizden de 6nemlidir. Bilimin evrensel oldugu savu-
nulabilir, ama bilimci disiiniirken evrensel degildir. En iyiyi, en dogruyu ana-
dilinde dusgiiniir. Ciinkii sezgisiyle ve sagduyusuyla diigiiniir. Yaratici giigte
sezgi ve sagduyuya yabanci bir dilde erigsmek anadilden daha zordur. Bilim in-
sani riya gordugii dilde bilim yapmalidir.

4 Gergel sayilar, “bildigimiz”, bir dogru tizerinde gosterilen sayilardir.
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yazar. Bu yazilimin ne kadar tehlikeli oldugunu gorecegiz simdi.

i==
1

dir. Yani, 2 = 1. Oysa i2 = -1 idi. Demek ki -1 = 1. Teoremi-
miz kanitlanmigtir.

Bagliyoruz:

Demek ki,

Yanlis var bir yerde ama nerde?

J-1=i

yazmaya hakkimiz yok. Ctinkii —1 sayisinin iki koku vardir: i

Yanlis yazilimda.

ve —i. Bunlardan birinin 6biirtine gore bir Gstinlagu, bir ayri-
caligi yokturS. Her ikisi de aymi oOzellikleri saglarlar. Yazinin
kalan bolimiinde bunu gosterecegim.

Once gergel sayilardan baslayayim. Gergel sayilarda kok-
lerden birini 6btriine yegleyebiliriz. Ctinkii gergel sayilarda
koklerden biri sifirdan buytiktiir, 6biirtiyse kigiiktiir. Yani iki
kokii birbirinden ayirt edebiliriz. Ornegin, x2 = 25 ise, x ya
5’tir ya da =5. Bu iki kokten yalnizca bir tanesi sifirdan biiyiik-
tiir: . Tki kokii birbirinden ayirip V25 = S yazabiliriz. Gergel
sayilarda, eger x > 0 ise, x’in karekokii soyle tanimlaniré:

\/_:y = yZOAyZ =X.
Yukardaki tiimcede y > 0 yerine

Hz(zz =y)

de yazabiliriz, ¢iinkii gergel sayilarda pozitif olmakla bir sayi-

5 Eger bu iki kokten birini (6rnegin i’yi) yapay olarak obiirtine yegleyecek bile
olsak,0 zaman J?: =% esitligi gecerli olmayabilir.
4 b

6 A simgesi “ve” anlamindadir.
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nin karesi olmak esanlamlidir. Dolayisiyla, gergel sayilarda
karekok soyle tanimlanir:

\/_:y<:>Elz(z2=y/\y2:x).

Bu tiimcedeki 22 ve y2 terimlerinin yerine z-z ve y-y kulla-
nirsak, tanimimiz

\/_=y<:>EIz(z~z=y A y-yzx)

olur. Bu son tamimda kullandigimiz tek 6zel simge ¢arpma (-)
simgesidir.

Simdi karmagik sayilara gelelim. Her karmagik sayi,

a+ bi
bi¢iminde yazilir. Burda a ve b sayilar1 gergel sayilardir. Kar-
masik sayilarda toplama ve carpma “dogal”’ olarak yapilir:
0i =0,
(@a+bi)+ (@ +bi)=(a+a)+(b+Db)
(a + bi)(a'+ b'i) = (aa’ = bb') + (ab' + a'b)i.

Karmasik sayilar gercel sayilari igerirler: a + bi karmagik sa-
yisinda b = 0 olarak alirsak, a gercel sayisini buluruz.

Daha once de belirttigim gibi karmagik sayilarda 7’yle —i’yi
birbirinden ayirt edemeyiz. Karmasik sayilarda, gercel sayilarda
oldugu gibi dogal bir siralama yoktur. i sayisi i¢in, —’den kiicuik
ya da buiiyuk diyemeyiz. Dahasi, karmasik sayilarin toplama ve
carpma kullanilarak yazilabilen higbir 6zelligi, 7 sayisiyla —i sayisi
arasinda bir ayrim yapamaz. Nitekim, karmagik sayilarda 7 sayi-
sini, — sayisina yollayan bir 6zyap1 eglemesi” vardir:

fla + bi)=a—bi
eslemesi. Bu esleme su ozellikleri saglar: Her x ve y karmagik
sayilari igin

flxy) = f(x)f(y) ve f(x +y) = f(x) + f(y).

7 Esleme: birebir ve orten bir fonksiyon; bijeksiyon.
Ozyap eslemesi: otomorfizma, yapiyt bozmayan, yapiya “saygi duyan” esleme,
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Okur bu 6zellikleri kolaylikla dogrulayabilir. Ote yandan, f,
i sayisini —i sayisina gonderir, ama toplama ve ¢arpmayi etkile-
mez. Toplama ve carpmayi etkilemedigi gibi, gercel sayilar: da et-
kilemez: Eger a gergel bir sayiysa, {(a) = a dir.

Demek ki karmagik sayilarda, toplama, carpma ve gergel
sayilar kullanarak yazilabilen hi¢bir 6zellik i sayisiyla —i say1-
sin1 birbirinden ayiramaz. Dolayisiyla bu iki sayidan birini
obirtne yegleyemeyiz. Yani

J1=i

formiiliinti yazamayiz, yazarsak da islem yaparken dikkatli ol-

maliyiz, yoksa yukardaki gibi —1 = 1 buluruz. Sonug olarak
J-1=i

yazilimi tehlikelidir, ve son derece dikkatle kullanilmaldir.

J-1=i

yazdik ve yanilgiya diistitk. Onemli mi? Bir yanlisa pabu¢ mu

Sezgi glicuyle,

birakacagiz? Hem sonra kim soyledi matematigin tehlikesiz bir
oyun oldugunu?
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Feza Giirsey

ecen yaz, babamin yillardir biriktirdigi belgelere bakiyor-

duk birlikte. Babasina yazdigi mektuplar, okul karneleri,
okul arkadaslarinin ve 6gretmenlerinin fotograflari, solmus ga-
zete kupiirleri, okul defterleri, subayken hazirladig: raporlar, re-
sim akademisinde yaptig1 resimler, kurdugu fotograf stiidyosu-
nun ve ¢ikardidi gazetelerin antetli kagit ve zarflari, kendisinin de
tam animsayamadigi savcilik ¢agrilari, yillari belirsiz tren, oto-
bus ve ugak biletleri... Neler vardi neler...

Sararmig bir fotograf ¢ikti karsima bir an. Bir portre. Go-
ziim bir yerden 1siriyor, ama nerden? Oysa fotograf cok eski,
Oylesine eski ki fotograftaki kisiyi tanimigs olmam olanaksiz.
Babama kim oldugunu sordum. Fotografa bakar bakmaz,

— Aaa! Canim benim, dedi sevgi dolu bir sesle.

Fotografi elinden birakmadan uzun uzun bakti. Duygulanmug-
t1. Saygiyla sessizligi korudum. Herhalde bir okul arkadasi olmali
diye gecirdim icimden. Iyi anlastig1, sirdast oldugu bir okul arka-
dasi olmali. “Canim benim” sozciiklerini 6ylesine kullandi. Yanil-
mugim. Bir siire sonra gozliklerinin iistinden uzaklara bakarak,

— Resit Bey, dedi, Feza Bey’in babasi...

Resit Bey babamin Kuleli’den 6gretmeniydi. Bunu biliyor-
dum. Cocuklugumda da duymustum adini. Resit Bey’i cok se-



vip saydigini da biliyordum. Caginin
ve cografyasinin ¢ok o6tesinde bir bi-
lim insani oldugunu kimbilir kag¢ kez
duymugtum agzindan. Resit Bey’i ve
oglu Feza Giirsey’i bize ornek olarak
gosterirdi. Butin bunlari biliyordum

ama gene de 6gretmeni olan bir kisiye

“Aaa! Canim benim” diyebilmesine
sasirmistim. Herhalde, babam, ilerlemis yasindan dolayi Resit
Bey’i geng bir insan olarak canlandiriyordu goziinde. Demek in-
sanlar yaslandik¢a 6gretmenlerini cocuklar gibi gorebiliyorlar-
di. Yabancisi oldugum bir duygu diye gecirdim i¢cimden.
Babamin 6gretmeni Resit Bey’in oglu Feza Bey ve ailesiyle
1977’de basladim yazismaya. Liseyi yeni bitirmistim ve Univer-
site 0grenimi i¢in Amerika’ya gitmek istiyordum. Feza Bey Ya-
le Universitesi’nde fizik profesoriiydii. Babam araciligiyla yazis-
maya basladik. Sonradan distincemi degistirip Fransa’ya gittim.
1980°de Feza Bey’in ailesiyle yazigmalarimiz yeniden can-
landi. Universitenin iigiincii yilindaydim. Universite sonrasini
diistinme zamanim gelmisti. Doktora yapmak istedigimi biliyor-
dum ama doktoray1 nerede yapacaktim? ABD’de karar kildim.
1980 yaziydi. Feza Gursey ve ailesi Fransa’ya geldiler. Esi
Suha Hanim’1i ve kendisini ilk o zaman gordim. Oglu Yusuf
Giirsey’le bir yaz once Tirkiye’de tamigmistim. Feza Bey, Fran-
sa’nin ve diinyanin en gozde bilim merkezlerinden biri olan Col-
lege de France’ta ders vermeye gelmisti. Derslerine gittim. Salon
tiklm tiklim doluydu. Ilgi cok yiiksekti. Dinleyicilerin Feza
Bey’in sOylediklerinden tek bir sozcitk kagirmak istemedikleri
belliydi. Dersinden pek bir sey anlayamadim. Nasil anlayabilir-
dim ki, tiniversitenin t¢tinct yilini daha yeni bitirmigtim ve ma-
tematik bolimiindeydim... Ama bir dakika olsun gozimii kirp-
madim. Kirpmak istemedigimden degil, Feza Bey kirpmama izin
vermedi. Son derece akici bir Fransizcayla ve saygi uyandiran
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bir dinginlikle konusuyordu. S6zlerini anlayamadigim ¢ok giizel
bir miizik dinler gibiydim. Varligini ta ¢ocuklugumdan beri sez-
digim ama yabancisi oldugum gizemli bir evreni ¢ok yakindan
taniyordu Feza Bey. Bu hi¢ kuskusuz boyleydi. Doganin, evre-
nin, her seyin gizini kesfetmisti ve bu gizi bizimle paylasiyordu.
Bunu yaparken nasil da algak gontilliydi! Anlattiklarint herke-
sin anladigindan, anlayabileceginden en kugiik bir kusku duy-
muyordu. “Gordugiiniiz gibi pek de zor degilmis” der gibiydi.
Sanki biraz ¢abayla her seyi anlayabilirdim. Sanki bagimin is-
tiinde cilveli bir kus pirpir edip duruyordu da, her nedense o ku-
sa tutunmak i¢in birtiirli kolumu kaldiramiyordum. Oysa ko-
lumu bir kaldirsam o kusa tutunup ¢ok uzaklara gidebilecek,
Feza Bey’in erdigi sirlara ben de erebilecektim.

Dersten sonra birlikteydik. Konugmasinin anladigim bo-
lumlerinden, yani matematikle ilgili bolimlerinden sorular sor-
dum. Sanki bir meslektagiymisim gibi basladi anlatmaya. “Ag-
zindan bal akiyor” denir ya, iste 6yleydi, agzindan gercekten
bal akiyordu. Daha da 6nemlisi beni ciddiye aliyordu. Ciddiye
alimiyordum... Bir bilim adami olarak ciddiye alintyordum...
Feza Bey acaba o giin bana gercekten neler 6grettiginin, neler
verdiginin ayriminda miydi?

Yale Universitesi’ne doktora icin basvurdum. Kabul edil-
dim. Feza Bey sayesinde kabul edildigimi sonradan 6grendim.
ABD’de Tirkiye’deki gibi tiniversiteye giriste sinav yoktur.
Universite notlarina ve 6gretmenlerden gelen mektuplara ba-
karlar. Her yil yuizlerce, belki de binlerce 6grenci bagvurur diin-
yanin dort bir yanindan. Bunlarin arasindan on ti¢ doktora 6g-
rencisi segilecek. Kolay degil onca kiginin arasindan se¢mek.
Matematik boliimii Feza Bey’e sormus:

— Ali nasildir?

Feza Bey nerden bilsin matematikte nasil oldugumu? Gene de,

— Cok iyidir, demis, bence kabul etmelisiniz.

— Ama okul notlari pek iyi degil, demisler.
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— Fransa’da ABD’deki gibi bol not verilmez. Notlar1 Fransa
icin ¢ok iyi. Kabul edin pisman olmayacaksiniz.

Feza Bey kirilir mi? Yale’e kabul edildim. Feza Bey sayesin-
de Yale’e girdigimi 6grendigimde biiyiik bir sorumluluk altin-
da buldum kendimi. Feza Bey’e giivenip beni matematik bolu-
miine kabul etmiglerdi. Feza Bey’i utandirmamaliydim. Nasil
yapacaktim bunu? Cok ¢alismak doktora i¢in yeterli degil ki.
Yeterliymis. Sonradan 6grendim.

Feza Bey uzerine ne anlatayim? Bilimdeki tstiin basarilarini
mi, kazandig1 6dilleri mi? Yoksa yetistirdigi 6grencilerden mi
sozetsem? Inceligine, duyarhiligina, sanat sevgisine ve bilgisine
haksizlik etmis olmam mi? Belki de daha kisisel olmaliyim;
ABD’deki evinin bir Tiirk yurdu haline geldigini, Tiirk 6grenci-
lerinin sorunlarina karikoca nasil ¢6zim bulmak i¢in ugrastik-
larin1 anlatmaliyim. Esimle evlendigimiz gece evlerinde ailecek
duizenledikleri kutlamada Asaf Halet Celebi’nin “Maria” siirini
nasil duyarak okudugunu atlamamaliyim. Gece geg saatlere dek
evinde biz genclerle oturdugunu, yasitlartymisiz gibi sohbet etti-
gini, bizlerle oyunlar oynayip bir cocuk gibi eglendigini soyle-
meliyim. Ya elinde kagit kalem, koltugunda hesaplara daldig:
anlar? Feza Bey essiz bir insandi. Feza Bey sayfalara sigmaz.

Babamla belgelerine baktigimiz giinler ¢coktan geride kald:.
Gegen hafta ¢oluk ¢ocuk, Ankara’da Altinpark’a gittik. Amaci-
miz Feza Girsey Bilim Merkezi’ni ziyaret etmekti. Feza Bey’in
adina yarasir bir yer yapmuslar. Ailecek, buyiik kiigik hepimiz
cok eglendik. Feza Bey’in duvardaki o giizel fotografim cikar-
ken gordiim. Babamin, 6gretmeni Resit Bey’in sararip solmusg
fotografini gordiigiinde sarfettigi sozler cikacakti agzimdan az
kalsin. Son anda toparlandim. Iste 0 zaman babamin s6zlerinin
asil anlamini kavradim. Resit ve Feza Bey’ler butin Tiurki-
ye’nin canlaridir. Hepimiz 6grencileriyiz. Biz 6grencilerinde ya-
sayacaklar. Cok yasasinlar!

1993
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Feza Giirsey’in Bir Konusmasi

eza Giirsey’in 1968 yilinda TUBITAK Bilim Odiilii’nii alir-

ken yaptig1 giizel konugsmanin son iki bolumunii gegiyo-
rum. Konugmanin tam metni Bilim ve Teknik dergisinin
295’inci sayisinda (Haziran 1992) yayimlanmugtir.

III. Partikiil Fiziginin Bilimde ve Toplumda Yeri

Yeni temel fizik kanunlarinin aranmasi yolundaki ba-
z1 gelismeleri, bilhassa simetriler ile ilgili olan neticeleri ki-
saca gozden gecirdik. Diinyanin sayil laboratuarlarinda
yapilan biiytik ¢apta tecriibeler bu temel bilim yarigini ha-
len beslemekte devam ediyor. Uzay yarisim1 gazetelerden
her giin izliyoruz. Yiiksek enerji fizigi yarist da hemen he-
men ayni derecede pahali ve heyecanli oldugu halde basi-
na pek aksetmiyor. Oyleyse, halk efkarini fazla ilgilendir-
meyen, su anda endiistri ile de bir bagi olmayan ¢ok mas-
rafli bir tegsebbiisti milletler neden tegvik ederler? Tiirkiye
bu yarigla neden ilgilensin?

Bu suallere birka¢ yonden cevap vermege calisalim.
[lk 6nce, tatbikat imkanlarini ele alalim. Artik asirlarin
verdigi tecriibe ile biliyoruz ki, fizikte esas kanunlar bu-
lunur bulunmaz uygulamal fizige, ordan da teknolojiye



gecis yolu agiktir. Yiksek enerji fiziginde temel kanunla-
r1 hala aradigimiza gore, onlari yakin bir gelecekte uygu-
lamak bahis konusu olamaz. O halde “partikil fizigi fay-
dasiz” deyip gecelim mi?

Boyle bir acele yargi vermege hakkimiz yok. Cunku
bir ilim dalinin temellik derecesi ile tatbikat zamani ters
orantilidir. Partikdl fiziginin teknolojide yerini ne zaman
alacagini, ne bi¢im tatbikatlara yol agacagini bugiinden
kimse kestiremez. Asrin basinda atom fiziginden lazerle-
rin, ¢ekirdek fiziginden niikleer bomba ve reaktorlerin
dogacagini kim dustunebilirdi? Cekirdek fiziginin babasi
koca Rutherford bile ilk niikleer reaktoriin islemesinden
bes sene evvel, ¢cekirdek fiziginin tahmini mimkiin bir ge-
lecekte herhangi bir pratik tatbikati olmayacagini soyle-
misti. Ilim babinda en kétii falcilar ilim adamlaridir. Ge-
ne de sahsi bir tahminimi ortaya atayim: Antimaddenin
yok olusundan aciga c¢ikan mithis enerjileri kullanacak
yeni tip siiper reaktorler yapmak ilerde miimkiin olabilir.
Her halde siiphemiz olmasin ki bugiinden yiiksek enerji
fiziginde Ustiin olanlar, yarin, hayalimizin dahi almadig:
teknolojik gelismelerle yer yuiztinii degistireceklerdir.

Uzun vadeli teknolojik gelismeler bir yana, boyle te-
mel bir konudan daha kisa vadeli ne gibi faydalar bekle-
nebilir?

Her seyden once partikiil fizigi baska fizik kollarini
etkileyecektir. Bunlarin basinda astronomi ve kozmoloji
geliyor. En kugiikler aleminde buldugumuz neticelerin en
buytikler dleminde enerji kaynaklarini, dengelerini ve yil-
dizlarin, galaksilerin dogus, yasayis ve 6limlerini aydin-
latacagi muhakkaktir. Simdiden kainatta notrinolarin
onemli rol oynadigi biliniyor, antimaddenin de demin
bahsi gegen kuasarlar gibi esrarli olaylarla bir ilgisi ola-
bilecegi tahmin ediliyor.
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Partikil fiziginin etkisi altinda kalacak ikinci konu ce-
kirdek fizigidir. Yakinda, partikiller yardimiyla ¢ekirdek
kuvvetlerinin anlagilip bu konunun saglam bir temel tizeri-
ne oturtulmasina muhakkak nazari ile bakiliyor.

Nihayet bagka 6nemli etki de matematige olabilir.
Nasil mekanigin dogru ve kesin ifadesi Newton’u diffe-
ransiyel hesabi yaratmaga zorladiysa, partikil fiziginin
tam teorisi de matematigin yeni kollarinin gelismesine
hatta dogmasina yol acabilir.

Bir temel bilim konusu, komsu bilim dallarindan bas-
ka ne gesit insan faaliyetlerine yardimeci olabilir? Belki te-
mel bilimin en buiylik rolii, insanin diistince tarzini degis-
tirmesidir. Cagdas fizikte rolativite prensibi, belirsizlik
prensibi, bir teorinin yalniz gozlenebilir buytkliklere da-
yanmasi prensibi gibi genel ve derin tabiat prensipleri fel-
sefeye, hatta giindelik diistince tarzimiza bile girmis bulu-
nuyor. Partikiil fiziginde de, bizi hi¢ alisilmamig dustince
tarzlarina gotiirecek yeni kavramlar dogmaktadir. Onlar-
dan diinya gorustimuizii, hatta mantigimizi etkileyecek ye-
ni derin prensipler ¢ikacagina siiphe etmiyorum. Fiziki,
mantigini tabiata zorlamaga ¢alismaz, disiince tarzini ta-
biattan 6grendigi hakikatlere gore ayarlar; tabiatin hoca-
ligini kabul ederek ondan mantigini sekillendirmesini ve
yontmasini ister.

Biitiin bunlardan baska unutmayalim ki, partikil fizi-
ginin buytk ol¢tide bir sosyal ve kiiltiirel macera tarafi
da var. O da insanlig1, maddenin iki bin senedir aranan
sirrina yaklastiracak tek konu olmasi. Tabiatin bu ¢6ziil-
memis meselesi tirmanilmamig bir dag, ayak basilmamus
bir kutup veya el degmemis bir planet gibi yerinde dur-
dukga, fikir fatihlerini Gistiine cekmege devam edecektir.
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IV. Temel Bilim ve Tiirkiye

Yirminci asrin bu biiyiik tecriibe ve fikir macerasi kar-
sisinda Tirkiye ne yapabilir? Fakir milletimizden dev 14-
boratuvarlarin ingasina katilmasi beklenemez. Fakat top-
lumumuz fikri tecessiise, yaraticiliga, tabiat meselelerinin
coziimiine deger veriyorsa, yeni distince tarzlarina katki-
da bulunmak, yarinin akillar durduracak teknolojisine
bugiinden yatirim yapmak istiyorsa, yiksek enerji fizigi
gibi temel bilim faaliyetlerini tesvike devam etmelidir.
Halen geng¢ kusaktan Ankara’da ve Istanbul’da bu konu
ile ilgili ancak bir diizine kadar fizik¢imiz var. Ikisi tecrii-
beci, kalani teori ile ugrasiyor. Onlarin ve onlarin yetigti-
recegi genglerin sayesinde biiyiik merkezlerde yapilan
tecriibelere giiciimiiziin yettigi kadar katilabilir, yeni ka-
nunlari bulma yarigina parasiz girer, belki de énemli bir
katkida bulunabiliriz. Sade konserve balik ve meyva su-
yu, yahut naylon ve celik tiretimini degil, orijinal fikir ve
saglam bilgi Gretimini de artirabiliriz.

Temel bilim faaliyetleri ile ilgili olarak su anda elimiz-
de tuttugumuz buiyiik imkana dikkatinizi cekmek isterim.
Temel bilim, uygulamali bilimin ve teknolojinin aksine
herkese agiktir. Temel bilimde sir yoktur. Tersine, bu ko-
nuda ¢alisan bilim adamlari arasinda, milletleri, siyasi
inanglari ne olursa olsun tam bir dayanigma vardir.
Genglerimiz bu dayanismadan faydalanarak milleti ya-
rinki teknolojiye hazirhyabilirler. Yiiksek enerji fiziginde
meseld Hindistan’da yapilan bir kesif, telgraf, mektup,
hatta ucagina atlayan haberci fizikgiler vasitasi ile ertesi
gunii Japonya, Rusya, Avrupa veya Amerika’ya ulastiri-
lir. Yardim isteyen her grup dort bir taraftan yardim go-
rir. Uluslararasi kongrelerde seminerlerde geng ilim
adamlar: tamisir, dostane bir rekabet havasi icinde birbir-
leri ile fikir ve netice teati ederler.
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Yarin yiiksek enerji fizigi de niikleer bombalar ve
uzay araclari gibi uygulamali sathaya girince etrafina giz-
lilik perdeleri inecek ve bu konuyu isleyenlere her tirlua
yardim kesilecektir. O zaman istesek de yarisa giremeyiz.
Yeni teknolojiyi memleketimize kii¢itk mikyasta bile sok-
maga kalksak malzeme, alet ve montaj masraflarimizdan
baska, planlama, isletme ve gelistirme i¢in lizumlu bilgi-
yi, belimizi bitkecek meblaglar 6demek pahasina satin al-
mak mecburiyetinde kaliriz. Halbuki temel konular1 bu-
gunden Ogrenirsek, yarin kapali duvarlar i¢inde bile ken-
di uygulamalarimizi kendimiz yuritebiliriz.

Son olarak bir noktayi daha belirtmek istiyorum. Top-
lumun tegvik edecegi birkag¢ temel bilim adaminin basari-
s, onlarin sahsi basarisi degil, bu tecesstisii ve uzak goriis-
luligh duyan toplumun basarisi sayilmalidir. Aya iki g
astronot indigi zaman basari, bu ise emek, para ve irade
yatiran milletlerin olacaktir. Onun i¢indir ki toplum musi-
kiyi, resmi, siiri lizumsuz buldugu anda, o toplumda her
fert dahi bile olsa, sanatkar yetismez. Sade kisa vadeli di-
stinen, dar anlamda itiliter felsefeye sarilan bir toplumda
partikiil fizik¢isine yer yoktur. Fakat 6yle toplumlarin da
yarinin ileri teknolojik diinyasinda, bilim ve fikir tarihle-
rinde yeri olmayacaktir.

Insan, toplumun bir pargasidir. Ama unutmayalim ki,
toplum da tabiat iginde yerini alir. O yluzden temel bilim,
tabiata doniiktiir. Toplum temel bilime doniik oldugu
nispette bilim de insanlara uygulamali meyvelerini bira-
kir. Temel bilimi unutan medeniyetler sonunda teknoloji
kithgindan ve fikir yoksunlugundan kurtulamazlar.

Her turli faydalarini ve 6nemini bir kalemde silsek bi-
le yuksek enerji fizigi gibi bir konunun son bir 6zt kali-
yor geriye: O da giizelligi. Bir taraftan temel bilim derin
bir gercegi aksettirdigi i¢in glizel. Bir taraftan da lojik ya-
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pist ve sadeligi bakimindan giizel. Macera agisindan ba-
kilirsa, siirprizli yollardan beklenmedik netice ve kav-
ramlara siiritkledigi arastiricilara heyecan dolu anlar ya-
sattigl icin giizel. Boyle yaratici ve gercek bir giizelligin ne
zarari olabilir? Bir avug insan, eski dervisler misali, tabi-
atin sirlarint dolagir dururlar. Sair Muhyiddin Abdal’in
dedigi gibi:

Muhyiddinem dervisem

Hak yoluna girmigem

On sekiz bin alemi

Bir zerrede gormisem.
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Matematik Kitaplar1 Uzerine

ecen yaz [1992] Milli Egitim Bakanligi’nin ¢ikardigi mate-
matik kitaplarini aldim. Ilkokul 1°den lise 3’e dek tam on-
bir cilt...

Okul kitab1 yazmak, hele ilkokul kitabi yazmak, oyle ki-
cimsenecek bir is degildir. Bilimsel arastirmadan ¢ok daha faz-
la sorumluluk isteyen bir ugrastir. Matematigin yanisira didak-
tik ve egitbilim (pedagoji) de bilmek gerekir.

Konularin nasil iglenip, hangi sirayla sunulacagi, 6rnekle-
rin, sorularin, sozctiklerin se¢imi, resimle yazi arasindaki oran,
gecmiste bizim ve bagka tlkelerin deneyimleri gibi 6nemli nok-
talarin Ustinde uzun uzun durulmasi, hatta herbirinin birer
aragtirma konusu olmasi gerekir.

Ornegin ilkokul birinci simf dgrencilerine aritmetigi mi, ge-
ometriyi mi, yoksa kiime kavramini m1 6gretmeli ilk? Belki de
“altinda, ustiinde, yaninda, kenarinda” gibi yedi yasindaki bir
cocuga daha “dogal” gelebilecek kavramlara oncelik tanimali.
Yoksa ne ogretildiginden ¢ok, soru sorma aligkanhigini agilamak
mi 6nemlidir? Bu ise yillarini verenlerin bile bu birincil sorularin
yanitlarinda anlastiklarini sanmiyorum.

Kisacasi, bu is 6ylesine karmasik, oylesine zordur ki, kusur-
suz diyebilecegimiz bir okul kitabi yazmak nerdeyse olanaksiz-



dir. Zorlugun bilincindeyim, ve amacim kesinlikle satin aldigim
kitaplari elestirmek degil. Haddime mi? Uzmanlar bile bu ko-
nuda anlagsamazken... Benimkisi salt merak...

Matematik egitiminin nasil yapilmasi konusunda tam bir
uzlagma saglamak gii¢ olabilir. Gene de matematik egitiminde
uzman olsun olmasin herkesin uzlastigi biriki nokta vardir sa-
nirim. Ornegin, matematik egitiminin amacini saptamak pek
zor olmasa gerek.

Nedir matematik egitiminin amaci, ya da amaglari? Mate-
matigin giizelligini, yalinhgini ve giciinu gostermek, diigiinme-
sini, yani bagimsiz ve dogru diisiinmesini 6gretmek, disiinmeyi
bir aligkanlik haline getirmek. Unuttuklarim, okurun eklemek
istedikleri olabilir. Pek 6nemli degil. Ug asag1 bes yukar1 hepimi-
zin matematik egitiminin amacinda birlesecegimize eminim.

Matematik kitaplarindan rastgele birini actim. Gozlerime
inanamadim: Ilk sayfada catik kash bir mehmetcik, goklerde
dalgalanan bir bayrak ve Istiklal Mars1 var. Atatiirk’iin bir
portresi ikinci, Genglige Soylevi ticlincti sayfada... Soylev gunii-
muziin Turkcesine ¢evrilmemis... Muhafaza’li, mudafaa’l, se-
rait’li ve de cebir’li! Neden ¢ocuklarimizin anlayacag: dile ce-
virmemigler? Yoksa matematik kitabina Atatiirk’iin Genglige
Soylevi’ni koyanlarin amaci ¢cocuklara Atatirk’i anlatmak ve
sevdirmek degil mi? Belli ki degil... Bir bagka matematik kita-
bina Tiirkiye haritasi koymuslar. Bir an kuskuya diisiip yanlis-
likla cografya kitabi aldigimi sandim. Hayir, yanilmamigim, ki-
tabin kapaginda Ilkokullar Igin MATEMATIK 1 yaziyor. Her
kitabin sonunda bir de Ogretmen Mars1 var. Ogrenciler igin
yazilmus bir kitapta... Buyrun 6gretmen margina! Bu kadarla da
yetinmemisler. Ilkokul dortlerin matematik kitabinin asag: yu-
kari tam ortasina bir okuma parcas1 koymuslar: Atatiirk¢ii Dii-
siincede Ozellik Tasryan Onemli Yaklasimlar. Otuz sayfa ote-
de Tehdit baslikli bir bagska okuma pargasi var. Tiirkiye’nin je-
opolitik 6nemi diyor ve tahmin ettiginiz gibi diismanlarimiz-
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dan, yani Romanya, Bulgaristan ve Rusya’dan, sozediyor. Ki-
tap 1991°de yazilmus.

Matematigin yukarida siraladigimiz amaclariyla yakindan
uzaktan hicbir ilgisi olmayan bu resim ve yazilari matematik
kitabina koyanlarin amaci ne olabilir? Acaba ¢ocuklara Ata-
tirk’d ve yurdumuzu sevdirmek mi istiyorlar?

Akl baginda kime sorulursa sorulsun, bir matematik kita-
bina Atatirk resminin konulmasini beyin yikama olarak nite-
lendirir. Yoksa Atatiirk’ii sevdirmek ve anlatmak icin, Ata-
tirk’tin degerini kavratmak icin, beyin yitkamaya mi1 gerek var?
Hitler’i, Mussolini’yi, Pinochet’yi, Stalin’i sevdirmek i¢in beyin
yikamaya gerek duyulabilir, Atatiirk’ii sevdirmek i¢in de mi be-
yin yikamali?

Matematik diigtinmeyi 6gretir. Sloganlarin, milliyetciligin,
Istiklal Mars1’nin, bayragin, askerin yeri degildir bir matematik
kitabi. Hele beyin yikamanin hi¢ ama hig yeri yoktur matema-
tik kitaplarinda. Bu kitaplarla matematik okuyan ¢ocuk ne ma-
tematigi, ne de Atatiirk’u sevebilir. Amag¢ bu mu?

Matematik kitabinda yeri olmayan bu resimleri, bu okuma
par¢alarini koymak kimin kafasindan ¢ikmistir, kimin aklina
gelmistir? Kimini tanidigim yazarlarin, yani matematikgi arka-
daglarimin, boyle bir sagmalikta parmaklari oldugunu sanmiyo-
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rum. Hi¢cbir matematik¢i boyle bir yonteme bagvurmaz. Bu sag-
malik, egitim ve matematikle kiyisindan kogesinden en kiiciik
bir ilgisi olmayan kisilerin eseri olmal.

Matematik kitabina resim ve okuma parcasi konulmaz mi?
Konulur. Ornegin diisiindiiren eglenceli oyunlar, bilmeceler
konulabilir. Unlii matematikgilerin resimleri, yasamoykiileri,
oturduklari evin, ¢alistiklari masanin, yazdiklar1 kalemin fo-
tograflar1 konulabilir. Unlii yapitlardan alintilar da yapilabilir.
Cok da iyi olur. Boylece 6grenci hem zorlandigi konular ara-
sinda rahat bir soluk alir, hem de kuramlarini okudugu mate-
matikgilerle i¢li digh olur, onlara yabancilik duymaz, bilimde
yenilik yapanlarin kendisi gibi
insan olduklarimi goriir. Eger
ogrencinin ulkesinden gurur
duymasi isteniyorsa hocamiz
Cahit Arftan sozedilsin. Illa
Atatiirk’ten s6zetmek gerekiyor-
sa, eski Turkce Soylev’i degil,

Atatiirk’iin yasaminin son yilla-
rinda oztirkce bir geometri kitab1 yazdigini, “tiggen, dikey,
ag1” gibi onlarca sozctigii dilimize kazandirdigini anlatan bir
okuma pargasi konulsun.

Milli Egitim Bakanimiz iki aydir Sayin Nahit Mentese’dir!.
Yillarin deneyimi olan bir bakan. Bu sagmaliklarin matematik
kitaplarindan kaldirilmas: gerektigini distindiiginden kugkum
yok. Umarim 6ntimiizdeki yillarda ¢ocuklarimiz ve genglerimiz,
aptalligin tim ¢iplaklhigiyla gozler oniine serilmedigi matematik
kitaplarindan egitim gorirler.

1 Kitabin ilk basimindan bugiine kadar sosyal demokrattan ortanin sagina, or-
tanin sagindan Islamcisina dek siyaset yelpazesinin hemen hemen her derece-
sinden bakan geldi gegti. Ders kitaplarinda hala daha bir degisiklik yok.
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Hypatia

Sivas’ta yakilanlarm anisina

ypatia bugiine yapiti kalmis ilk kadin matematikgidir.
HIS 370-415 yillar1 arasinda yasamis olmasina karsin,

yasami bugiin okullarimizda - ne yazik ki - ders olarak
okutulacak guincellikte!.

Hypatia Iskenderiye’de dogup Iskenderiye’de o6ldiigiinden,
Hypatia’nin bagina gelenlerin nedenlerini anlayabilmek icin o
yillarin Iskenderiye’sini bilmemizde yarar var.

Iskenderiye, Makedonya krali ve Aristo’nun 6grencisi Bii-
yiik Iskender tarafindan IO 332 yilinda Misir’da kurulmus bir
kenttir. Iskender’in 6limiinden (IO 323) sonra, Iskender’in en
guvendigi general olan Ptolemaios ve ailesi tarafindan yonetildi.
Cok buiytk bir tiniversite ve kitaplik kuruldu. Cagin en 6nemli
kiiltiir merkezlerinden biri oldu.

Bu kentte salt Yunanhlar ve Misirlilar degil, Yahudiler de
yasiyordu. Hatta o caglarin en 6énemli Yahudi kentiydi.

Iskenderiyeliler bir siire icin Roma Imparatorlugu’ndan ba-
gimsizliklarini korumayi zar zor basarabildilerse de, IS 80 yilin-
da pes ettiler.

1 Tarih¢i Charles Kingsley, Hypatia’nin yasamindan oylesine etkilenmis ki,
Hypatia’nin yasamini konu eden bir roman bile yazmis (1907).



326 yilinda, 1. Constantin Roma’nin entrikalarindan kurtu-
labilmek amaciyla Roma Imparatorlugu’nun merkezini doguya
kaydirmak istedi ve Konstantinopul’u, yani Istanbul’u, kurdu2.
Hemen sonra da hiristiyanligi kabul etti. Paganlarla Hiristiyan-
larin kavgasi §. yiizyila tasti. Daha sonra da gorecegimiz gibi,
Yahudilerin ve Yunan paganlarinin etkin olduklari Iskenderiye
de bu kavgadan payini fazlasiyla aldi.
Tarihe birazdan geri donmek tizere Hypatia’nin ¢ocuklugun-
dan sézedeyim biraz3. Hypatia’nin babasi Theon, Iskenderiye
Universitesi'nde matematik hocasiydi. Daha sonra iiniversitenin
rektorii oldu. Hypatia, Iskenderiye’deki zengin bilim ortamindan
yararlandi. Daha geng yaslarinda soru sormayi, arastirmayi ve
kusku duymay1 6grendi. Theon, kizini kusursuz bir insan olarak
yetistirmek istiyordu. Kizinin egitimini Gstlendi, hem 6gretmeni,
hem oyun arkadasi oldu. El sanatlari, siir, felsefe, din, astrono-
mi, astroloji, matematik konularinda eksiksiz bilgilenmesi i¢in
elinden ne geliyorsa yapti. Cok iyi bir 6gretmendi. Ogrettigi ko-
nular1 seviyor ve sevgisini kargisindakine aktarabiliyordu. O ¢ag-
da ve diinyanin o yoresinde bilinen biitiin dinleri kizina 6gretti.
Dogma dustincelere ve dinlere saplanmasina izin vermedi.
Biitiin dogmatik dinler yanliglarla doludur ve ken-
dine saygist olan bir kimse tarafindan son gercek
olarak kabul edilmemelidir,

ve

2 Istanbul ve cevresinde daha énce de insanlar yasiyordu elbet. I. Constantin,
Istanbul’u biiyiik bir yerlesim merkezi haline getirmistir. Her yazis1 bende ma-
tematiksel ¢cagrigimlar uyandiran Melih Cevdet Anday 17 Aralik 1993 tarihli
Cumbhuriyet’te soyle yaziyor: “[...] bugiin Fikirtepe denilen yer, ge¢ Kalkolitik
cagda (1.O. 4000-3500) kurulmus Istanbul’un ilk yerlesme yeridir. 1.0. 680
yilinda Yunanistan’dan gelen Megaralilar ise bugtinkii Kadikéy’de Khalkedon
adi ile anilan yerlesmeyi kurdular.”

3 Hypatia’nin yasamiyla ilgili bilgiler Elbert Hubbard’in Little Journeys to the
Homes of Great Teachers ve Lynn M. Osen’in Women in Mathematics adli
yapitlarindan alinmisgtir.
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Diistinme hakku hep kullanmalisin. Ciinkii, yanhs
diisiinmek, hi¢ diisiinmemekten yegdir,
dedi kizina.

Kizinin salt zihinsel degil, bedensel gelismesine de gereken
onemi verdi. Guniuin belli saatleri spora ayrilmisti. Hypatia yuz-
mesini, kiirek ¢ekmesini, ata binmesini, daga tirmanmasini 6g-
rendi. Hitabet, Yunanhlarda hem bir bilim, hem de bir sanatti.
Hypatia guizel ve etkili konugsmasini da 6grendi. Guizel sozciikle-
ri se¢gmeyi, dogru mantigi kullanma-
y1, diistincelerini nasil dile getirirse

etkili olacagini, ne zaman fisilday1p,
ne zaman sesini yiikseltmesi gerekti-
gini ogrendi. Theon kizina aldatici
ve kandirict giizel dillerden sakin-
masi gerektigini soylemeyi de unut-
madi. Gegiciyle kalici arasindaki ay-

rimi, neyin Onemli, neyin Onemsiz
oldugunu anlatti. Kisacasi, Theon, kizinin her anini degerlendir-
di. Bir oya gibi isledi genckizi.
Yillar sonra Hypatia babasindan 6grendiklerine kendi ken-
dine 6grendiklerini de katip soyle yazdi:
Masallar masal diye, efsaneler efsane diye anlatilma-
lidwr. Boginanclar: gercek diye 6gretmekten daha kor-
kung bir sey olamaz. Cocuk akli bunlari kabul eder
ve cocuk yanlis seylere inanir. Bu yanhs inanclardan
armmak cok zor olur, uzun ydlar alir. Insanlar bosi-
nanglara bir gercekmis gibi inanip ugruna doviisiir-
ler. Hatta bosinanglar ugruna daha fazla doviisiirler,
ctinkii bosinang oylesine elle tutulmazdir ki ciiriitiil-
mesi nerdeyse olanaksizdr.
Hypatia biraz buiytidiigiinde - babasinin etkisinden kurtul-
mak i¢in olabilir - diinyay1 dolasmaya ¢ikti. Kimi bir y1l dolas-
t1 diyor, kimi on yil. Roma’ya ve Atina’ya gitti. Atinal filozof,
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yeni-eflatuncu Plitark’tan dersler aldi*. Bu yolculugu sirasinda
matematikci olarak iinlendi. Iskenderiye’ye geri dondiigiinde
universitede matematik ve felsefe okutmasi istendi. Seve seve
kabullendi. Bu gunler icin yetistirilmemis miydi? Hypatia ¢cok
sevilen, iyi bir 6gretmendi. Tarih¢i Sokrat®, Hypatia’nin hem
siifinin, hem de evinin 6grencilerle, ¢cagin bilgin ve dustiniirle-
riyle dolup tastigimi yaziyor. Avrupa’dan, Asya’dan ve Afri-
ka’dan ogrenciler salt Hypatia’nin 6grencisi olmak i¢in akin
akin Iskenderiye’ye geldiler. Diofantos’un iinlii Aritmetik adh
yapitindan® ders verirdi genellikle. Elbet, yapiti oldugu gibi de-
gil, dustincelerini katarak, yorumlarini getirerek, gelistirdigi
yontemleri agiklayarak anlatirdi.

Hypatia matematik iizerine bir¢ok kitap yazmustir. Ne yazik
ki bu kitaplardan giiniimiize ancak pargalar1 kalabilmistir. Co-
gu Iskenderiye yangininda ve Serapis tapinaginin azgin halk ta-
rafindan yakilip yikilmasinda zarar gormiustir. Babasiyla birlik-
te Oklid iizerine en az bir kitap yazdig1 biliniyor. Diofantos un
astronomi Uzerine ¢aligmalarina katkida bulunan bir yapitinin
parcalari 15’inci yuizyilda Vatikan kitaphginda bulunmustur.
Hypatia’nin bir de Apollonius’un Konikleri Uzerine adli bir ki-
tap yazdigi biliniyor. Hypatia’dan sonra 17’nci ytzyilin ikinci

4 Atinali iki Plutark vardir. Birincisi 46-120 yillar1 arasinda yasamugtir, yasa-
moykiiciisii olarak taninir daha ¢ok. Soziinii ettigim Plitark daha az tanin-
mugtir. Bu yazida yeri yok ama, dayanamadim: Birinci Plitark’in bilimsel ya-
pitlarindan birkagiin adi s6yle: Cocuklarin Egitimi Uzerine - Bir Delikanl Si-
iri Nasil Isitmelidir?, Yagciyla Gergek Dost Nasil Ayirdedilir?, Evliye Ogiitler,
Kara Hayvanlari mi Yoksa Deniz Hayvanlari mi1 Daha Zekidir?, Su mu Yok-
sa Ates mi Daha Yararhdir?

5 Atinali filozof Sokrat degil.

6 Cagimizin matematigine biiyiik katkisi ve etkisi olan bu yapit, ancak 1600’Li yil-
larda Latinceye ¢evrilip Bati tarafindan taninmugtir. Fermat, Biiyiik Teoremini is-
te bu gevirinin bir sayfa kenarina yazmigtir. Diofantos da Iskenderiye’de yasamus-
tir. Tahminen 3’iincii yiizyilin ortalarinda. Iskenderiye 3’incii yiizyilin sonlarin-
da bir baska matematik¢i tanimigtir: Pappus. Bugiin hald daha Pappiis’iin ge-
ometriyle ilgili cok onemli bir teoremi matematikte sik sik kullanilir.
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yarisina degin bu konuya dokunulmamistir, ta ki Descartes,
Fermat, Newton, Leibniz gelene dek. Bunun disinda, Ptolema-
ios’un astronomi ve Diofantos’un aritmetik kitaplarina distugu
notlar var elimizde. Hypatia, gokytzu gozlemlerinde, su arit-
mada, denizcilikte kullanilan ¢esitli buluglariyla da Gnladir.

Hypatia ¢ok giizel bir kadindi. Guizelligi, bilgisi ve akli dille-
re destandi. Prensler, filozoflar Hypatia’ya evlenme onerisinde
bulundular. Hicbirini ak-
lina esit bulmamis olacak
ki, “ben gercekle evliyim”
lafebeligine  siginarak
onerileri geri gevirdi. Ote
yandan, sevgiliden yok-
sun olmadig: biliniyor.

Hypatia Oylesine iin-
liydii ki, “Iskenderiyeli fi-
lozof” ya da “Iskenderiye-
li esin perisi” adresli mek-
tuplar dogrudan kendisi-
ne verilirdi.

Hypatia, yeni-eflatun-

cular denilen bir dugtince
okulundan sayard: kendi-
ni. Bu okulun bilimsel diisiinme yontemi Hiristiyanlarin dogma-
tik ve bagnaz distinceleriyle ¢elisiyordu.

IS 412 yilinda, Iskenderiye’nin patrikanesinin bagina Kiril
adinda bir adam atandi. Kiril’in 6ykiimiizde 6nemli yeri var. Bi-
raz Kiril’den s6zedeyim?.

Kiril ¢ollerde orug tutup dua eden sofu bir Hiristiyandi. Ge-
ne de diinya iglerinden elini ayagini cekmemisti (bir arkadaginin

7 Kiril (Cyril) Gizerine bilgiler, Edward Gibbon’in (1737-1794) Decline and Fall
of the Roman Empire adli yapitindan elde edilmistir.
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elestirisi.) Iyi bir konugsmaciydi ve insanlari kullanmasini, etkile-
mesini iyi biliyordu. “Parabolari” denilen bir ¢apulcu ordusu
emrindeydi. Parabolariler baslangigta bugiiniin Kizilay’1 gorevi-
ni goriuyorlardi. Daha sonra amaclarindan sapip, calip ¢irpma-
ya basladilar. Kiril paganlara saldirmaya en zayiflarindan bas-
ladi. Cok yakip yikti, cok sugsuz insan 6ldiirdii. Sonra, Iskende-
riye’nin kurulusundan bu yana 6zel yasalarla korunan ve barig
icinde yasayan Yahudilere yiiklendi. Tapinaklarini, yani havra-
larini yerle bir edip onlar1 kentten stirdu.

Roma’nin atadigi Misir miifettisi, Orestes adinda ¢agina go-
re aydin sayilacak bir insandi. Hypatia’nin da yakin arkadasiy-
di. Kiril’in yaptiklarini hitkiimetine gikayet ettiyse de bir sonug
elde edemedi. Bir giin, Orestes arabasiyla yoldan gecerken 500
kadar rahip Orestes’e saldirip 6ldiirmek ister. Orestes, hiristi-
yan oldugunu srarla sdylese de bir yararini gormez. Tas yagmu-
runa tutulur. Yaralanan Orestes 6liimden son anda halk tarafin-
dan kurtarilir. Orestes, kendini yaralayanin cezasini orada ve o
anda verir: 6lum. Kiril daha sonra Orestes’in oldurttugi kisiyi
buyiik bir torenle katedrale gomdiiriir ve adim1 Thaumasius’a
(“Mitkemmel” demek) degistirir.

Kiril yalniz dinsel giicti degil, siyasi giicii de eline gegirmek
istiyordu. Bu nedenle Orestes ve yandaglar1 yokedilmeliydi, en
azindan Orestes zayiflatilmaliydi. Hypatia, Orestes’in yakin ar-
kadaglarinin en 6nemlisi ve en basta gelenlerindendi. Hem say-
gindi, hem bilgiliydi, hem iyi konusurdu, hem de tnliaydi.
Hypatia ortadan kaldirilmaliydi. Orestes’le Kiril’in dostluklari-
na tek engelin Hypatia oldugu ve Kiril’e kizoglankiz bir adak
gerektigi sOylentileri yayilir kentte. Matematik tarihinin en kor-
kung cinayeti i¢in ortam hazirlanmistir. Kigkirtmacilarin da yar-
dimiyla, ¢apulcular, igsizler, cahiller Hiristiyan olmayan Hypa-
tia’ya karst kizigtirilir. Hypatia, Gniversitesinin oniinde araba-
sindayken bu canavarlarin hiicumuna ugrar. Once soyarlar,
sonra midye kabuklariyla etlerini parcalayip atese atarlar.
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Sorusturma acilir elbet. A¢ilmaz olur mu? Ama riigvet ve giic
gosterisi sayesinde sonuglanmadan kapanir. Kiril, Hypatia’nin
Roma’da oldugunu, lin¢ edilmedigini bildirir halka. Iskenderiye-
lileri kandirmis olabilir ama Tarih’i kandiramamug8.

Besinci yiizyilin baginda Iskenderiye’de yasanan dehsetin bir
benzeri, yirminci yuzyilin sonunda Sivas’ta yasandi. Elimizi saka-
gimiza koyup distnelim.

k.

8 Bu yazi yazildiktan sonra, The American Monthly, cilt 101, say1 3, Mart
1994, sayfa 234-243’te Michael Deakin’in “Hypatia and Her Mathematics”
adli yazisi yayimlandi. Deakin yazisinda Hipatya iizerine yaygin yanhs bilgi-
lerimizi diizeltiyor. Konuyla ilgilenenlerin okumasi gereken bir yazi.
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