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Dünyan›n En Zeki ‹nsan›
Matematikçilere Karfl›

Amerika Birleflik Devletleri’nde dikkatimi ilk çeken her fleyin

büyüklü¤ü oldu. Arabalar, binalar, Coca Cola’lar, al›flverifl

merkezleri, insanlar... Her fley büyük... Ülke zaten devasa...

Büyük, büyük, büyük... Gazeteler de büyük. Günlük gaze-

telerin sayfa say›s› yüzün oldukça üstünde. ‹ki yüz sayfaya bile

erifltikleri olur. ‹çim erirdi ilk günler gazete al›rken. Onca kâ-

¤›t, yaz›k de¤il mi diye düflünürdüm. Üstelik gazete reklamlar-

la dolu. Ama gazetesiz de yaflanm›yor ki! Mecburen al›flmak

zorunda kald›m.

Gene de birtürlü pazar gazetelerine al›flamad›m. Pazar gaze-

teleri öbür günlerin gazetelerinin yedi sekiz kat› olur. Belki da-

ha da fazla. Herbiri bir a¤aç katili.

Pazarlar› gazete almad›¤›mdan Vos Savant’› çok geç ö¤ren-

dim. Vos Savant1 kimdir? Vos Savant dünyan›n en zeki insan›-

d›r1. Kimi gazetelerin pazar günleri ek olarak verdi¤i magazin

haval› bir dergide yazar.

1 “Vos”un ne anlama geldi¤ini bilmiyorum. “Savant”, Latince kökenli, Frans›z-
ca ve ‹ngilizce bir sözcük. ‹ngilizcede az kullan›l›r. Hem Frans›zcada, hem ‹n-
gilizcede “bilgin” anlam›na gelir. Frans›zcada çocuklar için kullan›ld›¤›nda
“bilgiç, çokbilmifl” anlam›na da gelir. Örne¤in, Molière’in Bilgiç Kad›nlar ad-
l› oyununun özgün ad› Les Femmes Savantes’d›r.
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Bu dergiyi birden çok gazete ek olarak verdi¤inden, milyon-

lar okur Vos Savant’›. Ad›n›n alt›nda Dünyan›n en yüksek

IQ’lü insan› diye yazar. IQ dedikleri, zekâ say›s› oluyor. Yani

zekâ s›nav› sonucu. IQ say›s›n› hesaplatmak isteyenler bir s›-

navdan geçerler. O s›nav›n sonucunda tutturduklar› say› kadar

zeki olduklar› anlafl›l›r. Ne bir fazla, ne bir eksik! Vos Savant,

iflte o s›navda en çok say›y› tutturan insanm›fl. Ünlü Guinness

rekorlar kitab›nda ad› geçiyormufl.

Her pazar yazd›¤› sayfan›n tepesinde güzel bir foto¤raf› var.

Y›llard›r yafllanmayan bir foto¤raf. Söylemedim de¤il mi? Vos Sa-

vant bir kad›n. Sar›fl›n, güzel bir kad›n. Ben resminin yalanc›s›y›m.

Okurlar Vos Savant’a soru sorarlar, Vos Savant da yan›tlar

sorular›. Fizik, kimya, biyoloji, astronomi, astroloji, bilgisayar,

anatomi, t›p... Önüne hangi soru ç›karsa ç›ks›n yan›tlar Vos

Savant.

Ünlü popüler matematik yazar› Martin Gardner bile arada

bir soru yollar Vos Savant’a. Yan›t›n› ö¤renmek için de¤il elbet.

Vos Savant’› s›nava çekmek istedi¤ini de sanm›yorum. Martin

Gardner’in amac› okurlar› düflündürmek, matemati¤in yay›lma-

s›n›, sevilmesini sa¤lamak, Vos Savant yoluyla daha genifl bir kit-

leye eriflebilmek olmal›.

Vos Savant’› ilk okudu¤umda bütün köflesini ayn› konuya

ay›rm›flt›. Haftalar önce, okurlar›ndan biri bir matematik soru-
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su sormufl. Vos Savant da - görevi bu de¤il mi? - yan›tlam›fl. Ma-

tematik dünyas› çalkalanm›fl, ayaklanm›fl. Mektup üstüne mek-

tup ya¤m›fl Vos Savant’a. Matematikçiler yan›t›n yanl›fl oldu¤u-

nu yazm›fllar. Vos Savant diretmifl, “hay›r,” demifl, “benim ya-

n›t›m do¤ru, sizinkisi yanl›fl.” Sen misin böyle yazan! Vos Sa-

vant’a bu kez binlerce mektup ya¤m›fl. ‹flte benim ald›¤›m pazar

gazetesinde matematikçilerin mektuplar›ndan al›nt›lar ve Vos

Savant’›n bu mektuplara yan›t› vard›. Mektuplar afla¤› yukar›

flöyleydi:

‹flte senin gibi cahiller yüzünden Amerika’da mate-

matik e¤itimi bu halde...

Her fleyi bildi¤ini mi san›yorsun? Bizim bu matema-

tik denen bilime y›llar›m›z› verdi¤imizi bilmiyor

musun?..

Bafl›n› önüne e¤ ve haks›z oldu¤unu kabul et.

‹nad›n yeri matematik de¤ildir...

Ve daha neler neler! Vos Savant’›n yan›nda yer alan mate-

matikçiler de vard›, yok de¤ildi, ama az›nl›ktayd›lar.

Vos Savant’a sorulan

soru fluydu: Diyelim televiz-

yonda bir oyun izlencesine

kat›ld›n›z. Sunucu size üç

kap› gösterdi. Kap›lar›n bi-

rinin ard›nda çok pahal› (ve

kocaman) bir araba var,

öbür iki kap›n›n ard›ndaysa

birer havuç var. (Havuçlar

da kocaman!) Kap›lar›n bi-

rini seçeceksiniz. Amac›n›z

araban›n oldu¤u kap›y› seç-

mek elbet. Sunucu araban›n
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hangi kap›n›n ard›nda oldu¤unu bili-

yor. Siz kap›y› seçtikten sonra, ama

daha kap›y› açmadan önce, sunucu,

geriye kalan iki kap›dan ard›nda ha-

vuç olan›n› aç›p size havucu gösteri-

yor ve,

– Dilerseniz kap›n›z› de¤ifltirebi-

lirsiniz, diyor.

Oyunun kural› bu. Sunucu bu iyi-

li¤i salt size de¤il, herkese yap›yor.

Kap›y› de¤ifltirmeli misiniz, yoksa de¤ifltirmemeli misiniz?

Arabay› kazanma olas›l›¤›n› art›rmak için ne yapmal›?

Belki de de¤ifltirip de¤ifltirmeyece¤inize yaz›-tura atarak karar

vermelisiniz.

Yaz›n›n buras›nda yar›m saat sessiz kal›p okura düflünme

pay› vermek isterdim. Yan›t flafl›rt›c›, ve iflin püf noktas› anlafl›l-

d›¤›nda gözyaflart›c› güzellikte.

Kap›y› de¤ifltirip de¤ifltirmemek konusunda karar vermek

için yaz›-tura atarsan›z, arabay› kazanma olas›l›¤›n›z 1/2’dir;

çünkü aç›lmam›fl iki kap›dan salt birinin ard›nda araba var. Ya-

z›-tura atarsan›z arabay› 1/2 olas›l›kla bulacaks›n›z.

fiimdi kap›y› de¤ifltirmedi¤inizi varsayal›m. Buna A varsay›m›

diyelim. A varsay›m›nda arabay› seçme olas›l›¤›n›z 1/3’tür, çünkü

üç kap›dan birini seçtik, ve salt bir kap›n›n ard›nda araba var, su-

nucu ard›nda havuç olan bir kap›y› açm›fl ya da açmam›fl, umu-

runuzda de¤il, ilk seçti¤iniz kap›dan flaflmayacaks›n›z...

1/2, 1/3’ten büyük oldu¤undan, yaz›-tura atmay›, kap›y› de-

¤ifltirmemeye ye¤lemelisiniz.

fiimdi de kap›y› de¤ifltirdi¤inizi varsayal›m. Bu varsay›ma B

varsay›m› diyelim. B varsay›m›nda kazanma olas›l›¤›n›z kaçt›r?

Gene 1/3 müdür? Yoksa 1/2 midir?

Ne 1/3 ne de 1/2!

B varsay›m›nda nas›l kazanabilirsiniz? Ancak seçti¤iniz ilk

4
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kap›n›n ard›nda araba yoksa kazana-

bilirsiniz2.

Seçti¤iniz ilk kap›n›n ard›nda

araba olmama olas›l›¤›ysa 2/3’tür.

Dolay›s›yla, B varsay›m›nda kazan-

ma olas›l›¤› 2/3’tür. 2/3, 1/3’ten ve

1/2’den büyük oldu¤undan kap›n›z›

de¤ifltirmelisiniz.

Bu aç›klamalar›mla kand›ramad›-

¤›m bir okuruma flu örne¤i verdim: Diyelim, üç de¤il, yüz kap›

var, ve yaln›z birinin ard›nda araba var. ‹lk seçiminizden sonra,

sunucu arkas›nda havuç bulunan 98 kap›y› aç›p size havuçlar›

gösteriyor. Kap›n›z› de¤ifltirir misiniz, de¤ifltirmez misiniz? De¤ifl-

tirirseniz, arabay› kazanma olas›l›¤›n›z %99’dur. De¤ifltirmezse-

niz %1’dir.

E¤er kap› de¤ifltirmenin en iyi strateji oldu¤una sizi inand›ra-

mam›flsam, bir arkadafl›n›zla bu oyunu birkaç kez oynay›n. Ar-

kadafl›n›z üç kap›n›n (ya da kutunun) ard›na bir nesne koysun ve

o nesneyi bulmaya çal›fl›n. Önce yüz kez yaz›-tura at›n, sonra yüz

kez kap› de¤ifltirmeyin, sonra yüz kez kap› de¤ifltirin. En çok, ka-

p› de¤ifltirdi¤inizde nesneyi buldu¤unuzu göreceksiniz.

fiimdi yaz›m›z›n en önemli sorusuna gelelim: Vos Savant m›

yoksa matematikçiler mi hakl›yd›? Yaz›n›n bafl›nda Vos Sa-

vant’›n dünyan›n en zeki insan› oldu¤unu söylemifltim. Vos Sa-

vant hakl›yd› elbet.

5

2 ‹flin püf noktas› burada. ‹yice düflünün. E¤er ilk seçiminizde arabay› bulama-
m›flsan›z, ki 2/3 olas›l›kla bulamazs›n›z, kap›y› de¤ifltirdi¤inizde arabay› kesin-
kes bulacaks›n›z.
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Matematik

Bir s›n›fta tam k›rk çocuk dizili;

Bir karatahta, üstünde bir üçgen;

Bir koca daire, sa¤›r, çekingen;

Merkezi güm güm eder davul gibi.

Dilsiz, vatans›z harfler, küme küme,

Bekleflir dururlar, azap içinde.

Bir yamu¤un yan kenar› tamtak›r,

Bir ses yükselir yükselir, alçal›r,

Azg›n bir problem tutar yolunu,

Döner döner ›s›r›r kuyru¤unu.

Bir aç›n›n çeneleri gerilir;

Kurt mudur, köpek mi, neyin nesidir?

Ne kadar rakam varsa yeryüzünde

Üflüflmüfl, kar›nca gibi, tahtaya;

Koflarlar bir yuvadan bir yuvaya,

Fal tafl›na dönmüfl gözler önünde.

Jules Supervielle1

Çeviren: Sabahattin Eyübo¤lu

1 1884-1960 y›llar› aras›nda yaflam›fl ünlü bir Frans›z flairi.
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‘‘Son Teorem’’ Teorem Oldu
En Sonunda

Y›l 1637 san›l›yor. Veban›n ve savafl›n Avrupa’y› kas›p kavur-

du¤u y›llar. Yer Toulouse, Fransa’n›n güneyinde, ‹spanya s›-

n›r›na yak›n bir kent. Frans›z hukuk adam›, ayn› zamanda ama-

tör matematikçi, ama amatör olmas›na karfl›n ça¤›n›n en büyük

matematikçisi Pierre de Fermat (1601-1665), okumakta oldu¤u

Diofantos’un1 Aritmetik adl› yap›t›n›n sayfa kenar›na Latince,

“Hanc marginis exiguitas non caperet,” diye not düflüyor. Yani,

“sayfa kenar›nda kan›t için yeterince yer yok.” ‹lk kez de¤il bu.

Daha önce de buna benzer notlar düflmüfltü ayn› kitab›n sayfala-

r›na. Bundan sonra da düflecek.

Fermat’n›n sözünü etti¤i flu teoremin kan›t›:

Fermat’n›n Son Teoremi. E¤er n, 2’den büyük bir tamsa-

y›ysa, xn + yn = zn denkleminin pozitif tamsay›larda2 çözümü

yoktur.

Bu teoremi Fermat gerçekten kan›tlam›fl m›d›r? Bilinmiyor.

Büyük bir olas›l›kla hiçbir zaman da bilinemeyecek. Dünyan›n en

büyük beyinleri üç yüz y›l› aflk›n bir süredir teoremi kan›tlamaya

çal›flt›lar.

1 Diofantos, ‹S 3’üncü yüzy›lda yaflam›fl Yunanl› bir matematikçidir.
2 Yani 1, 2, 3, 4, ... gibi say›larda.

Ücretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Bu çal›flmalar sonucu modern cebir do¤du. Teoremi kan›tla-

mak için gelifltirilen yöntemler ve bulunan kavramlar salt mate-

matikte de¤il, baflka dallarda da uygulama alan› buldular.

En sonunda, geçen hafta (Haziran 1993) teoremin kan›tland›-

¤› duyuruldu. Andrew Wiles adl› bir matematikçi kan›tlam›fl.

Matematik dünyas› çalkaland›, flenlendi. Konuflulan tek konu

bu oldu. Herkes sevinçliydi. Sanki teoremi bir kifli de¤il, bütün ma-

tematikçiler, hep birlikte kan›tlam›fllard›. Ö¤rencilerimizden çe-

kinmesek horon tepecektik ortal›kta. Çalkalanma dar matematik

dünyas›n› aflt›. Haber gazetelerin birinci sayfas›nda yer ald›. Her

gün gitti¤im kahvenin garsonu bile Fermat’n›n Teoremi’nden sö-

zetti. Bana m› öyle geldi bilmiyorum, ama sanki haberin duyuldu-

¤u gün bütün insanlar ayn› bayram› kutluyorlard›. ‹lk aya gidildi-

¤inde, ilk kalp nakli yap›ld›¤›nda da, an›ms›yorum, böyle bir hava

sezmifltim. ‹nsanlar, insanl›klar›ndan gurur duyuyorlard›. Baflar›,

bir iki kiflinin baflar›s› de¤ildi, hep birlikte baflarm›flt›k. Tümümü-
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zün yengisiydi bu. Kimseye karfl› de¤il. Tek kiflilik bir yar›fltan bi-

rinci ç›km›flt›k..

Gene de kadehleri tokuflturmadan önce biraz beklemek ge-

rekiyor. Fermat’n›n Son Teoremi’nin kan›tland›¤› ilk kez du-

yurulmuyor. Daha önce birçok ünlü matematikçi teoremi ka-

n›tlad›klar›n› sand›larsa da sonradan yan›ld›klar›n› anlad›lar.

Bunlardan en ünlüleri geçen yüzy›lda yaflam›fl olan Cauchy

(1789-1857), Lamé (1795-1870) ve Kummer’dir (1810-1893).

Bundan dört befl y›l önce de ünlü bir Japon matematikçi teore-

mi kan›tlad›¤›n› dünyaya duyurmufltu. Bir aya kalmad› kan›-

t›n yanl›fl oldu¤u anlafl›ld›. Duydu¤uma göre, say› kuramc›lar›

bu kez kan›ttan umutlularm›fl3.

Bu teoremle salt profesyonel matematikçiler u¤raflmad›lar.

Amatör ya da profesyonel olsun, bir tek matematikçi bilmem ki

yaflam›n›n bir döneminde teoremi kan›tlamaya çal›flm›fl olmas›n.

Profesyonel matematikçiler de s›k s›k teoremi kan›tlad›klar›n›

öne süren amatörlerden mektup al›rlar. Kan›t› anlamaya çal›fl-

mak, yanl›fl› bulmak az buz bir ifl de¤ildir. Gene de toplumsal gö-

revlerinden biri de bu oldu¤undan, matematikçiler ellerinden gel-

di¤ince yard›mc› olmaya çal›fl›rlar.

Fermat’n›n Son Teoremi ne ifle yarar? Matematikte ya da

yaflamda uygulama alan› var m›d›r? Bu teorem kan›tlansa ne

olur, kan›tlanmasa ne olur?

Fermat’n›n son teoreminin hiçbir uygulamas›n› bilmiyorum.

Ne matemati¤e, ne de günlük yaflama... Yani ne kuramsal olarak,

ne de uygulamada Fermat’n›n Son Teoremi bir ifle yarar. Böyle dü-

11

3 Bugün, 22 Kas›m 1993, kan›tta bir sorun oldu¤unu duydum. Kan›t› düzelt-
mek için çal›fl›l›yormufl. Sorunun yan›tlanmas› için afla¤› yukar› bir y›l gerek-
ti¤i söyleniyor. fiimdilik teoremin tam olarak kan›tland›¤›n› söyleyemeyiz. Ko-
nudan anlayan matematikçiler son derece umutlular ama.
‹kinci bas›ma ek: Kas›m 1994’te, Wiles kan›t›n› ö¤rencisi Richard Taylor’›n
yard›m›yla düzeltti.
Üçüncü bas›ma ek: Ne tuhaf! Kan›t›n düzeltilmesi için afla¤› yukar› bir y›l ge-
reksinildi¤inin söylendi¤ini yazm›fl›m ve tam bir y›l sonra kan›t düzeltilmifl!
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flünen salt ben de¤ilim, say› kuramc›s› Norbert Schappacher de

böyle yaz›yor bir yaz›s›nda4. Fermat’n›n Son Teoremi’ni bu yüz-

den ilginç bulmayanlar olabilir. Ünlü matematikçi Carl Friedrich

Gauss bu matematikçilerden biriydi.

Her ne denli Fermat’n›n Son Teoremi’nin önermesi

matemetiksel olarak pek ilginç de¤ilse de, teoremin kan›tlanma-

s› matematik için bir s›nav say›l›r. Üstelik bu teoremin kan›tlan-

mas› için gelifltirilen yöntemler matematikte çok genifl uygulama

alanlar› bulmufllard›r. Amaç teoremin kendisini kan›tlamaktan

çok, matematikçilere bir hedef göstermektir. Nas›l aya gitmenin

aya gitmekten de öte bir yarar› olmuflsa insanl›¤a, Fermat’n›n

Son Teoremi’nin de matemati¤e öyle bir katk›s› olmufltur.

Fermat’n›n yaflad›¤› ça¤da herkes matematiksel bir kan›t›n

nas›l olmas› gerekti¤ini bilmiyordu. Örne¤in, matematiksel bir

önermeyi 0, 1, 2, 3, 4, 5 gibi küçük do¤al say›lar için kan›tla-

y›p, “tümevar›mla her do¤al say› için do¤rudur” sonucunu ç›-

karanlar vard›. Ama Fermat matematiksel bir kan›t›n nas›l ol-

mas› gerekti¤ini biliyordu. Hatta 1657’de Wallis adl› bir mate-

matikçinin buna benzer kötü yöntemlerini elefltirmiflti. Yani

Fermat’n›n, teoremi küçük say›lar için kan›tlay›p, “her say› için

geçerlidir” gibi geçersiz bir ç›kar›m yapm›fl olmas› olas› de¤il5.

Pierre de Fermat’n›n kan›tlayamad›¤› teoremleri çekinmeden

aç›klad›¤› da biliniyor. Matematikçi Frénicle de Bessy’ye 1640’ta

yazd›¤› mektup buna bir delil (çeviriyi özgürce yap›yorum):

Ama size kesin olarak söyleyeyim ki (çünkü bildi¤im-

den fazlas›n› kendime mal edemeyece¤im gibi, bilme-

di¤imi de aç›k aç›k söylerim) 3, 5, 17, 257, 65537 vb.

12

4 Les 350 Ans du “Grand Thèorème de Fermat”, Norbert Schappacher, önya-
z› (“preprint”).

5 Kald› ki, küçük n tamsay›lar› için bile Fermat’n›n teoremini kan›tlamak kolay de-
¤ildir. Teoremin güçlü¤ünü kavramak amac›yla, n = 3 için kan›tlamaya çal›fl›n. n
= 3 için bile basit bir kan›t›n bilindi¤ini sanm›yorum. n = 4 için kan›t oldukça ko-
lay. “Fermat Ne Biliyordu?” (sayfa 123) adl› yaz›da kan›t› bulabilirsiniz.
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gibi say›lar›n bölenleri olmad›¤›n› kan›tlayamad›m6.

Bu önermenin do¤ru oldu¤undan en ufak bir kufl-

kum yok. E¤er kan›t› bulduysan›z, bana yollama

zahmetinde bulunun; çünkü bundan sonra beni bu

konularda hiçbir fley durduramaz.

Fermat’n›n yalan söylemedi¤i, do¤ru ya da do¤ru oldu¤unu

sand›¤› bir kan›t buldu¤u kesin. Buldu¤u kan›t yanl›fl da olabi-

lir. Fermat kusursuz bir insan de¤ildi. Yaz›flmalar›nda, ender de

olsa, flimdi yanl›fl oldu¤u bilinen önermeleri kan›tlad›¤›n› ileri

sürdü¤ü de oldu. Örne¤in, 1659’da, bir mektubunda, biraz ön-

ce (dipnotta) sözünü etti¤im 22n+1 say›lar›n›n asal olduklar›n›

kan›tlad›¤›n› ileri sürdü. Oysa bu önerme yanl›fl. Euler,

1732’de 225 + 1’in, yani 4.294.967.297’nin 641’e bölündü¤ü-

nü7, dolay›s›yla asal olmad›¤›n› gösterdi. Yani, Fermat’n›n, Son

Teorem için düflündü¤ü kan›t yanl›fl olabilir.

Kan›t› uzun zaman bulunamayan önermelere s›k s›k ödül

konulur. Bu ödülleri ünlü matematikçiler koyabilirler. Prob-

lemle uzun zaman u¤raflm›fllard›r, baflar›ya ulaflamam›fllard›r.

“Teslim oldum” anlam›na ve öbür matematikçileri heveslen-

dirmek amac›yla küçük bir ödül koyarlar. Kimileyin bir bilim

akademisi koyar ödülü. O zaman ödül ve ödülün onuru daha

büyük olur elbet.

‹ki kez, 1816 ve 1850’de, Paris Bilimler Akademisi teoremi

kan›tlayana bir alt›n madalya ve 3000 Frans›z Frank› verece¤i-

ni duyurdu. 1856’da, jüri üyesi olan Cauchy, konu üzerine 11

çal›flma ald›klar›n›, ancak hiçbir çal›flman›n teoremi kan›tlaya-

mad›¤›n› bildirdi. Gene de çal›flmalar›n konuya katk›lar›n› övüp

13

6 Bu say›lar s›ras›yla 21 + 1, 24 + 1, 28 + 1, 216 + 1 say›lar›na eflittir. 22n+ 1 biçimin-
de yaz›lan say›lar›n asal olduklar›, yani 1 ve kendilerinden baflka bir say›ya bölü-
nemedikleri san›l›yordu. Fermat bu soruyu sormufltur bir önceki mektubunda. Bu
tür say›lar›n asal olmad›klar› daha sonra anlafl›ld›. Matematik ve Korku adl› kita-
b›mdaki “Asal Say›lar” adl› yaz›da bu konuda daha fazla bilgi bulabilirsiniz.

7 4.294.967.297 = 641 × 6.700.417. Bugün,bilgisayarlarla bu bölmeyi bulmak
çok kolayd›r. O zaman da pek zor de¤ildi. Biraz sab›r yeterliydi.
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madalyan›n Kummer’e verilmesini ve Akademi’nin ödülü kal-

d›rmas›n› jüri ad›na önerdi.

1908’da Alman Paul Wolfskelf vasiyetinde Fermat’n›n teore-

mini 13 Eylül 2007’den önce kan›tlayana 100.000 Alman Mar-

k› gibi bir servet b›rakt›. Matematikçi Paulo Ribenboim, 
���������	�
��������
����
��13 ����adl› kitab›nda, Wolfskelf

ödülünden sorumlu Dr. F. Schlichting’ten ald›¤› mektubu yay›m-

lad›. Mektubu sunuyorum:

Göttingen, 23 Mart 1974

Sevgili Bay›m,

Mektubunuzu yan›tlamakta gecikti¤im için lütfen

ba¤›fllay›n. ‹liflikte, flimdi 100.000 Mark’› aflm›fl olan

ödülün kurallar›n› aç›klayan ve ödüle kat›lmak iste-

yenlere yollad›¤›m›z belgeleri bulacaks›n›z.

fiimdiye dek kaç kiflinin ödüle kat›ld›¤› bilinmiyor.

‹lk y›l (1907-1908) 621 çözüm önerilmifl. fiu anda

Fermat’n›n problemiyle ilgili elimizde üç metre

yüksekli¤inde yaz›flma var. Son ony›llarda soruna

flöyle yaklaflt›k: Akademi’nin sekreterli¤i yaz›lar›,

(1) saçmasapan yaz›lar, ki bunlar hemen geri gön-

deriliyor, ve (2) matemati¤i and›ran yaz›lar olmak

üzere ikiye ay›r›yor. ‹kinci kategorideki yaz›lar ma-

tematik bölümüne iletiliyor, matematik bölümü de

yaz›lar› okuma, yanl›fl› bulma ve yazar› yan›tlama

ifllerini asistanlara b›rak›yor - flu anda kurban be-

nim. Her ay iki ya da üç mektup yan›tlamam gere-

kiyor. Son derece gülünç ve ilginç mektuplar elime

geçiyor. Örne¤in, biri çözümün yar›s›n› sunuyor,

öbür yar›s›n› peflin 1000 Mark yollarsak yollayaca-

¤›n› söylüyor. Bir baflkas›, kendisine arka ç›kar-

sam, ünlendi¤inde, yay›nlardan, televizyon ve rad-

yo konuflmalar›ndan elde edece¤i kazanc›n

14
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%10’unu sunuyor, ve yard›m› reddedersem, çözü-

münü bir Rus üniversitesine yollayarak bizi onur-

dan yoksun edece¤ini söyleyerek tehdit ediyor.

Arada bir de Göttingen’e gelip özel olarak konufl-

mak isteyenler ç›k›yor.

Hemen hemen bütün çözümlerin ilkel bir düzeyde

yaz›lm›fl olmas›na karfl›n (lise matemati¤i kavram-

lar›yla ve belki de say›lar kuram›nda kötü hazme-

dilmifl bir iki yaz› okunduktan sonra), anlafl›lmala-

r› çok güç olabiliyor. Toplumsal olarak, ödüle ka-

t›lanlar genellikle teknik e¤itimden geçmifl, ama

baflaramay›p Fermat’n›n teoremini kan›tlayarak

birden üne kavuflmak isteyen kifliler. Yaz›lardan bi-

rini gösterdi¤im bir doktor, yazar›n a¤›r bir flizof-

reni oldu¤unu söyledi. Wolfskelf’in vasiyetlerinden

biri de Akademi’nin her y›l önde gelen matematik

dergilerinden birinde ödülü duyurmas›yd›. Ama

daha birinci y›ldan sonra dergiler duyuruyu yay›m-

lamay› reddettiler, çünkü dergilere deli mektuplar›

ya¤›yordu durmadan. fiimdilik, ödülün matemati¤e

tek katk›s›, ödüle konan paradan elde edilen faizin

Akademi taraf›ndan kullan›lmas› oldu. Örne¤in,

1910’lu y›llarda bu parayla Göttingen Üniversite-

si’nin matematik bölümü baflkanlar› (Klein, Hil-

bert, Minkowski) Poincaré’yi Göttingen’e ça¤›r›p

alt› konuflma verdirdiler. 1948’den beri paraya do-

kunulmad› ama.

Umar›m bu bilgiler iflinize yarar. Baflka sorular›n›z

varsa ve yan›tlayabilirsem sevinirim.

Sayg›lar›mla.

F. Schlichting

15
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Sonlu Oyunlar

Bu kitapta s›k s›k oyunlar› konu edece¤iz. Oyunlar› sonlu ve

sonsuz oyunlar diye ikiye ay›raca¤›z. Sonsuz oyunlar› da

ilerde ikiye ay›raca¤›z: Uygulamada sonsuza dek sürebilen ve

süremeyen oyunlar. fiimdilik sonlu oyunlar› konu edelim.

Satranç sonlu bir oyundur. Ancak satranc›n sonlu olmas›

için özel kurallar konmufltur. Örne¤in, “bilmemkaç hamlede pi-

yonlara dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir kural var-

d›r. Bu kural olmasayd›, örne¤in yaln›zca iki flah›n kald›¤› oyun-

lar sonsuza de¤in sürerdi.

Piflti, briç gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kâ¤›t oyunla-

r› sonludur. Sözünü etti¤imiz oyunlar›n sonlu oldu¤unu kan›tla-

mak oldukça kolayd›r, kâ¤›t say›s› sonludur ve gittikçe azal›r.

E¤er bir oyunun her an›nda her oyuncunun yapabilece¤i

sonlu tane hamle varsa ve oyunun sürebilece¤i hamle say›s› s›-

n›rl›ysa, o oyuna sonlu oyun denir.

Kimi oyunun bitip bitmeyece¤ini önceden kestirmek pek ko-

lay de¤ildir. Hatta önsezinin bile yetersiz kald›¤› olabilir. Önse-

zi kazanmak ve teoremin do¤rulu¤una kendilerini inand›rmak

için matematikçiler s›k s›k deneye baflvururlar. Bu yöntemi bir

oyun için kullanaca¤›z.

‹ki kifli aras›nda oynanan flu oyunu ele alal›m: ‹ki oyuncu
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yaz›-tura at›yor. Yaz› gelirse birinci oyuncu, tura gelirse ikinci

oyuncu kazanacak. Birinci oyuncu oyunun bafl›nda ortaya 1 li-

ra koyuyor. Kaybettikçe ortaya koydu¤u paray› iki kat› art›r›-

yor. Örne¤in, ilk at›flta kaybederse ikinci at›flta ortaya 2 koyu-

yor. Bu at›flta da kaybederse üçüncü at›flta ortaya 4 koyuyor.

Gene kaybederse 8 koyacak. Kazan›nca art›rmay› durduruyor

ve bir sonraki at›flta ortaya 1 lira koyuyor. Oyun böyle sürüyor.

‹kinci oyuncu para al›p vermekle yetiniyor. E¤er iki oyuncudan

birinde para kalmazsa ya da birinci oyuncu aç›klad›¤›m›z stra-

tejisini sürdüremezse oyun bitiyor.

Bu oyun bitmemezlik eder mi? Yani bu son derece yal›n

oyun sonlu bir oyun mudur?

Oyunun bafl›nda her iki oyuncunun da dörder liras› oldu¤u-

nu varsayal›m. Oyunun bafl›nda birinci oyuncu 1 lira ortaya sü-

rüyor. Bu duruma (4, 4, 1) durumu diyelim. Buradaki birinci sa-

y›, birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci say›, ikinci oyuncu-

nun cebindeki para; üçüncü say›ysa ortaya sürülen para. Bu du-

rumda tura gelirse, yani birinci oyuncu kaybederse (3, 5, 2) du-

rumuna geçece¤iz; çünkü birinci oyuncunun 3 liras› kalacak,

ikinci oyuncunun 5 liras› olacak ve ortaya sürülen para 2 lira

olacak. Bir kez daha tura gelirse, (1, 7, 4) durumuna ulafl›r›z ve

bu durumda oyun biter; çünkü bu durumda birinci oyuncu 4 li-

ra ortaya koymal›d›r ve 4 liras› yoktur.

Örne¤in durmadan bir yaz›, bir tura gelirse oyun biter mi?

‹lk oyunda birinci oyuncu bir kazan›r. Ama bundan sonraki

oyunlarda bir kaybeder, iki kazan›r, bir kaybeder, iki kazan›r...

Dolay›s›yla birinci oyuncu bu varsay›mla kazan›r.

Yukar›daki örnekte oyun bitiyor ama oyunun bitmeyebile-

ce¤i baflka zar at›fllar› olabilir.

Bu oyun her oynand›¤›nda biter mi ve e¤er öyleyse bu oyu-

nun her oynand›¤›nda bitti¤ini kan›tlayabilir miyiz? Yoksa ki-

mileyin bitmeyip sonsuza de¤in sürdü¤ü olur mu ve bu durum-

da hangi yaz›-tura at›fllar›yla sonsuza de¤in sürer?

18
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Bu sorular› yan›tlamak için oyunun bir flemas›n› ç›karabili-

riz. En tepeye (4, 4, 1) yazal›m. Bu oyunun birinci durumu. Bu

durumdan afla¤› do¤ru sa¤l› sollu iki ok ç›karal›m: tura oku ve

yaz› oku. Soldaki ok tura geldi¤ini, yani birinci oyuncunun kay-

betti¤ini, sa¤daki oksa yaz› geldi¤ini, yani birinci oyuncunun

kazand›¤›n› gösteriyor. Sol okun ucuna birinci oyuncu kaybetti-

¤inde varaca¤›m›z durumu, yani (3, 5, 2), yazal›m. Sa¤ okun

ucunaysa birinci oyuncu kazand›¤›nda var›lacak durumu yaza-

l›m: (5, 3, 1). Birinci oyuncu stratejisini sürdüremedi¤i durum-

lardan ok ç›kmaz, bu durumlarda oyun bitmifltir. ‹flte oyunun

flemas›:

Gri karelerde oyun bitmifltir.

Bu flema sonlu bir oyunun flemas›d›r, çünkü oklar› izleyerek

bir döngü elde edemeyiz. Oklar›n gösterdi¤i yollar› izledi¤imiz-

de son durumlardan birine erifliriz.

Oyuna her iki oyuncu da dörder lirayla bafllad›¤›nda oyu-

nun sonlu oldu¤unu gördük, en fazla dokuz para at›fl›nda oyun

biter (en uzun oyunlar TYTYTYTTY ve TYTYTYTTT at›lan

oyunlar). Okur oyunu baflka para durumlar›ndan da bafllatabi-

lir. Her seferinde oyunun sonlu oldu¤unu görecektir. “Demek

ki,” diye düflünür matematikçi bu aflamada, “bu oyun bitmeli!”

Arkas›ndan soruyu genel olarak yan›tlar:
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4,4,1

3,5,2 5,3,1
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Teorem. Oyuncular oyuna kaç parayla bafllarlarsa bafllas›n-

lar yukar›daki oyun biter1.

Kan›t: Birinci oyuncu hep kaybederse oyun elbette biter. Bi-

rinci oyuncunun peflpefle n kez kaybetti¤ini ama bir sonraki

(n + 1)’inci at›flta kazand›¤›n› varsayal›m. ‹lk n at›flta, birinci

oyuncu,

1 + 2 + 22 + ... + 2n–2 + 2n–1

lira kaybetmifl olacakt›r. Bu say›ya Sn diyelim:

Sn = 1 + 2 + 22 + ... + 2n–2 + 2n–1. (1)

Sn say›s›n› hesaplayal›m. (1) eflitli¤inin sa¤›ndaki ve solundaki

terimleri 2’yle çarpacak olursak,

2Sn = 2 + 22 + 23 + ... + 2n–1 + 2n (2)

eflitli¤ini buluruz. (1) eflitli¤ini (2)’den ç›karal›m. Sol tarafta

2Sn – Sn, yani Sn buluruz. Sa¤ tarafta ise hemen hemen bütün te-

rimler sadeleflir ve geriye 2n – 1 kal›r. Dolay›s›yla Sn = 2n – 1’dir.

Demek ki, birinci oyuncu peflpefle n kez kaybederse, 2n – 1 lira

kaybedecektir. Ama bir sonraki at›flta, yani (n + 1)’inci at›flta

kazand›¤›nda 2n, yani toplam kaybettiklerinin bir fazlas›n› ka-

zanacakt›r. Dolay›s›yla, birinci oyuncu her kazan›fl›nda, daha

önce kaybettiklerini ç›kard›¤› gibi, 1 lira da kazanca geçecektir.

Bu ne demektir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikçe 1 lira ka-

zanmay› sürdürecek ve bir zaman sonra ikinci oyuncunun bü-

tün paras›n› ütecek demektir.

Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■

Bu oyunu ve buna benzer oyunlar› ilerde de söz konusu ya-

paca¤›z.

Soru: Bu oyunun en fazla kaç para at›fl›nda bitece¤ini bula-

bilir misiniz?

20

1 Bu güzel kan›t için Sinan Sertöz’e teflekkür ederim.
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Beklenti ve Kumarhane Oyunlar›

Bir oyunun beklentisi, bir oyuncunun o oyunda ortalama ne

kadar kazanaca¤›n› ya da kaybedece¤ini gösteren bir say›-

d›r. Kumar oynamaya yeltenen her kifli beklentinin ne demek ol-

du¤unu bilmelidir.

fiimdi kumarhane müdürü olan bir çocukluk arkadafl›ma

rastlad›m bugün. Kumarhane müdürü oldu¤u için kumarhane-

lerde oynayamad›¤›ndan yak›nd›. Oynasaym›fl, rulette dünya-

n›n paras›n› kazanabilirmifl...

fiaflt›m kald›m. Kumarhane müdürü olan biri ruletin beklen-

tisinin negatif oldu¤unu bilmiyor... ‹yi ki kumar oynamas› ida-

re taraf›ndan yasaklanm›fl!

Bir örnekle beklentinin nas›l hesapland›¤›n› aç›klayay›m. Di-

yelim bir piyango bileti ald›n›z. Piyango bileti 10 lira. Toplam

100 bilet oldu¤unu varsayal›m. Ve diyelim,

1 bilete 500 lira ç›kacak,

2 bilete 100 lira ç›kacak ve

5 bilete de 10 lira (yani amorti) ç›kacak.

Ayn› bilete iki ya da daha fazla ikramiye ç›kmas›na kuralla-

r›n izin vermedi¤ini varsayal›m. Bir piyango biletinden beklenti-

niz nedir? Yüzde 1 olas›l›kla 500 lira ikramiye kazanacaks›n›z ve

net kâr›n›z 490 lira olacak (490 = 500 – 10); yüzde 2 olas›l›kla
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90 lira kazanacaks›n›z (90 = 100 – 10); yüzde 5 olas›l›kla amor-

ti ç›kacak, yani ne kazanacak ne de kaybedeceksiniz; geri kalan

yüzde 92 olas›l›kla ald›¤›n›z bilete hiçbir fley ç›kmayacak ve bile-

te verdi¤iniz 10 lira yanacak. Biletinizin beklentisi:

490 ×(1/190)+90×(2/100)+0×(5/100)+(!10)×(92/100) = !2,5

dir.

Beklenti negatif oldu¤undan piyango bileti almamak daha

ak›ll› bir davran›flt›r.

Yüz biletin yüzünü de alsayd›n›z, bin lira ödeyip, 500 + 200

+ 50 = 750 kazanacak ve 250 lira zarar edecektiniz, yani bilet

bafl›na 2,5 lira kaybedecektiniz, beklenti kadar...

Bir önceki yaz›da konumuz olan (4, 4, 1) oyununun beklentisi

kaçt›r? O yaz›daki flemaya bak›p hesaplayal›m. 3 lira kaybetme ola-

s›l›¤›m›z (yani oyundan 1 lirayla kalkma olas›l›¤›m›z) 1/2 × 1/2 =

1/4’tür, çünkü (1, 7, 4) durumuna ancak ilk iki at›flta üstüste tura

gelirse eriflebiliriz. 2 lira kaybetme olas›l›¤›m›z 1/8 + 1/16’dir, çün-

kü (2, 6, 4) durumuna YTT ve TYTT atarak eriflebiliriz. Okur bü-

tün olas›l›klar› hesaplarsa beklentinin,

(!3×1/4)+(!2×3/16)+(!1×9/64)+(!4×27/512)+(4×189/512) = 0

oldu¤unu bulur. Demek ki bu oyunun beklentisi 0’d›r. Oynan-

sa da olur, oynanmasa da...

Kumarhanelerde kumarhaneye karfl› oynanan hemen hemen

her oyunun beklentisi negatiftir.

Örne¤in, ruletin beklentisi –1/37’dir (e¤er rulet masas›nda

bir s›f›r varsa –1/37’dir, iki s›f›r varsa beklenti daha da kötü-

dür.) Yani ruleti çok oynarsan›z, nas›l

oynarsan›z oynay›n, evet, nas›l oynar-

san›z oynay›n, masaya yat›rd›¤›n›z pa-

ran›n 37’de birini kaybedersiniz.

Diyelim rulet masas›nda paran›z›

5’e yat›rd›n›z, diyelim 1 lira koydunuz.

Top döndü döndü... Top 5’e düflerse 36

lira al›rs›n›z, yani 35 lira kazan›rs›n›z.
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Top 5’e düflmezse, ortaya koydu¤unuz 1 lira deve olur. Rulette

(0 dahil olmak üzere) 37 rakam oldu¤undan, topun 5’e düflme

olas›l›¤› 1/37’dir. Demek ki, bu stratejiyle beklentiniz,

(1/37) × 35 + (36/37) × (!1) = !1/37

dir1.

Diyelim k›rm›z›lara 1 lira oynad›n›z. K›rm›z› olan 18 say›

vard›r (0’›n rengi yoktur, öbür renkler siyaht›r.) Demek ki k›r-

m›z› gelme olas›l›¤› 18/37’dir. Ve bu durumda size 2 lira ödenir,

yani 1 lira kazan›rs›n›z. K›rm›z› gelmezse, ki 19/37 olas›l›kla

gelmez, koydu¤unuz 1 liray› kaybedersiniz. Bu stratejiyle bek-

lentiniz,

(18/37) × (1) + (19/37) × (!1) = !1/37

dir. Gene ayn› beklentiyi bulduk.

Dedi¤im gibi, rulet oyununda ne yaparsan›z yap›n, isterseniz

a¤z›n›zla kufl tutmaya çal›fl›n, ortaya koydu¤unuz paran›n 37’de

birini (uzun dönemde) kaybetmeye mahkûmsunuz.

Bakara ve kumar makinalar›n›n da beklentileri negatiftir.

En rezaleti de kumar makinalar›... Onlar›n beklentileri daha

da negatiftir... Kumarhaneci ifline gelmeyen oyunu kumarhane-

sine koymaz ki...

Ak›ll› bir insan para kazanmak amac›yla kumarhanede oy-

namaz.

E¤er 21’in (blackjack’›n) kurallar› oyuncudan yanaysa

(örne¤in 21’e 1,5 misli yerine 2 misli para ödüyorsa) ve oyuncu

kâ¤›tlar› say›yorsa (ki ço¤u kumarhanede 21’de kâ¤›t saymak

yasakt›r, kap› d›flar› ederler, oysa do¤ru dürüst kâ¤›t sayabilen

üç befl kifli vard›r yeryüzünde ve onlar da çok az kazanabilirler),

o zaman oyuncunun beklentisi çok az da olsa pozitif olabilir.

21’in beklentisini matematiksel kesinlikle hesaplayamay›z, çok

kar›fl›k hesaplar yapmak gerekir. Ancak çeflitli stratejiler bilgisa-
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1 Baz› rulet masalar›nda bir de ayr›ca 00 vard›r, o zaman beklenti daha da ne-
gatiftir.
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yara milyonlarca kez oynat›larak deneysel bir sonuç elde edilebi-

lir. Bat›’da 21 üzerine birçok kitap yaz›lm›flt›r. O kitaplar› oku-

madan kumarhanede 21 oynamay›n.

E¤er kumarhane, 21’e yat›r›lan para-

n›n en az iki mislini vermiyorsa kesin-

likle o kumarhanede oynamamal›s›-

n›z, çünkü 21’in beklentisini müflteri-

ye pozitif yapan kumarhanenin 21’e

iki misli para ödemesidir. Birçok kumarhane 21’e yaln›zca bir bu-

çuk misli para veriyor.

Üstüne basa basa söyleyeyim: Profesyonel kumarbazlar bile

21 oyunundan zengin olmam›fllard›r. Kim aksini iddia ediyorsa,

ki var, hem de çok var, ya yalan söylüyordur ya da yeterince oy-

namam›flt›r.

Kumarhanelerde oynanan pokere gelince... Poker, kumarha-

nelerde kumarhaneye karfl› de¤il, öbür oyunculara karfl› oyna-

n›r. Ancak kumarhanenin ald›¤› yüzde iyi bir poker oyuncusu-

nun bile beklentisini negatif yapar.

Sonuç olarak, kumarhanelerde yaln›zca 21 oynaman›z› öne-

ririm. O da iki koflulla:

1) Kumarhanenin kurallar› oyuncudan yana olacak (en az›n-

dan 21’e iki misli para verecek.)

2) Çok para kazanmak için de¤il, çok para kaybetmeden

hoflça vakit geçirmek için ve k›rk y›l›n bafl› oynayacaks›n›z.

Milli Piyango, Kaz› Kazan ve Spor Toto’nun da beklentileri

negatiftir. Oynanmamas› gerekir.

6/49 ad› verilen loto oyununun beklentisi ço¤unlukla nega-

tiftir. Ancak, birkaç hafta üstüste 6 bilen ç›kmam›flsa ve ikrami-

ye birike birike ola¤anüstü boyutlara varm›flsa, iflte o zaman

beklenti belki pozitif olabilir... Ama o zaman da o kadar çok ki-

fli oynar ki oyunu, 6’y› birkaç kifli bilir ve büyük ikramiye pay-

lafl›l›r ve beklenti gene negatif olur.
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Tavla Üzerine Bir Soru

Sonlu Oyunlar yaz›m›zda sonlu oyunlardan sözetmifltik. Bu ya-

z›da kuramsal olarak sonsuza dek uzayabilecek ve oynand›-

¤›nda, yani uygulamada, bitip bitmeyece¤inden emin olmad›¤›m

bir oyundan sözedece¤iz. Hepimizin bildi¤i bir oyun bu: Tavla.

Tavla sonlu bir oyun mudur? Tavlan›n uzun sürdü¤ü olabi-

lir, ama bugüne dek oynad›¤›n›z her tavla oyunu sona ermifltir.

Hiç yeniflemeden günlerce (bir el) tavla oynayana raslamam›fls›-

n›zd›r. Oysa tavla kuramsal olarak sonsuz bir oyundur. Yani ku-

ramsal olarak sonsuza dek sürebilir. Örne¤in, her iki oyuncunun

da birer k›r›¤› ve birer kap›s› olabilir ve her iki oyuncu da (ku-

ramsal olarak) sonsuza dek gele atabilirler. Tek bir kap›ya son-

suza dek gele atma olas›l›¤› 0’d›r elbet.
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Tavlan›n (kuramsal olarak) sonsuza dek sürebilece¤i örnek-

leri art›rabiliriz. Yukar›daki durumu alal›m:

Her iki oyuncunun da birer k›r›¤› var ve her ikisi de penç

(5) kap›s› d›fl›nda bütün kap›lar› alm›fllar. Bu durumda her iki

oyuncu da durmadan gele atarsa oyun sonsuza dek sürer. Dur-

madan sonsuza dek gele atman›n, yani hiç penç atamaman›n

olas›l›¤› - e¤er zarlar yüzde yüz olas›l›kla penç gelecek flekilde

hileli de¤ilse - s›f›rd›r1. Yani kuramsal olarak sonsuza dek gele

at›labilse bile, uygulamada at›lamaz. Kuramsal olarak sonsuz

olabilen tavla oyunu iflte bu yüzden uygulamada biter (san›yo-

rum biter, kan›t›m yok!)

Buna benzer örnekleri ço¤altabiliriz. ‹flte bir tane daha:

Yukardaki durumda (s›ra kimde olursa olsun) her iki oyun-

cuya da durmadan dübefl (5–5) gelirse oyun sonsuza dek sürer.

Bunun olas›l›¤› da s›f›rd›r elbet.

Tavlan›n sonsuza dek sürebilece¤i durumlara üçüncü bir

örnek verelim. Bu örnek yukardaki örneklerden de¤iflik ola-

cak: oyuncular isteyerek (ama gene zar›n yard›m›yla) sonsuza

dek sürdürecekler oyunu:

28
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(Bkz. sayfa 131.)
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Yukardaki oyunda siyah›n bir k›r›¤› var ve zar atma s›ras›

onda. Dübefl (5–5) geldi. Diyelim, siyah, k›r›k pulu dört kez 5 oy-

nad›: Beyaz›n penç hanesindeki pulunu k›r›p kendi penç hanesi-

ne yatt›. Do¤ru hamle bu de¤il ama varsayal›m ki siyah böyle oy-

nad›. fiimdi s›ra beyazda. Beyaza da dübefl gelsin ve beyaz da k›-

r›k tafl›n› dört kez 5 oynas›n. Bundan sonra her iki oyuncuya

durmadan dübefl gelsin ve yukardaki hamleleri yinelesinler.

Oyun sonsuza dek sürer. Ama hile yap›lmadan sonsuza dek dü-

befl gelme olas›l›¤› da s›f›rd›r.

Tavla - en az›ndan kuramsal ve varsay›msal olarak - çeflitli

biçimlerde sonsuza dek sürebilir:

1) Yukardaki ilk iki örnekte oldu¤u gibi oyuncular›n bir se-

çene¤i olmayabilir, oyuncular ne oynarlarsa oynas›nlar oyun

sonsuza dek sürebilir.

2) Yukardaki üçüncü örnekte oldu¤u gibi oyuncular bilerek

ve isteyerek oyunu sonsuza dek sürdürebilirler.

Bir de flu ayr›m› yapabiliriz:

a) Yukardaki her üç örnekte de oldu¤u gibi oyunun sonsu-

za dek sürmesi için oyuncular zardan yard›m beklerler. Zar is-

tedikleri gibi gelmezse, oyun sonsuza dek süremez.

b) Zar ne gelirse gelsin, oyun sonsuza dek sürebilir.

‹lk iki örnek 1a fl›kk›n›n, üçüncü örnekse 2a fl›kk›n›n olabi-

lece¤ini göstermektedir. a fl›kk›n›n olas›l›¤› s›f›rd›r, yani zarla-

r›n sonsuza dek istedi¤imiz gibi gelme olas›l›¤› s›f›rd›r. Dolay›-
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s›yla 1b ve 2b fl›klar› üzerine yo¤unlaflmak yeterlidir.

1b fl›kk›na bir örnek vermeye çal›flay›m (baflaramayaca¤›m,

ama deneyece¤im.) ‹ki oyuncu da alt› kap›y› alm›fl olsalar ve

her iki oyuncunun da birer k›r›¤› olsa, oyun sonsuza dek sürer.

Ama tavlada (hile yapmadan) bu duruma eriflilmez. Neden eri-

flilmedi¤inin kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

1b ve 2b fl›klar› tavlada olabilir mi? Bilmiyorum. 1b fl›kk›-

n›n olmamas› “gerekti¤ini” deneyimle biliyoruz. Çünkü oyna-

d›¤›m›z her tavla oyunu bitmifltir. Tavla genellikle on on befl

dakikada, bilemediniz bir saatte biter. Tavla oyununun sonlu

oldu¤unu deneyimle biliyoruz. Ancak bunun matematiksel ka-

n›t›n› vermedikçe tavla oyununun hep bitece¤ini matematiksel

kesinlikle söyleyemeyiz. Önsezimiz ve deneyimimiz 1b fl›kk›n›n

olamayaca¤›n› söylüyor. Ama önsezilerimizden öteye gitmeli ve

bunun matematiksel bir kan›t›n› vermeliyiz. Önsezi, matemati-

¤in vazgeçilmez ö¤elerindendir ama yeterli de¤ildir.

Genellikle, matematikçi kan›tlayaca¤› teoremden önce ken-

di emin olur. Bunun yolu da önseziden geçer. Matematikçi sez-

giyle vard›¤› sonucu daha sonra biçimsellefltirmelidir, yani so-

nucun matematiksel bir kan›t›n› bulmal›d›r. Öyle ki, bu biçim-

sel kan›t› okuyan hiç kimse kan›t›n do¤rulu¤undan en küçük

bir kuflku duymas›n.

2b fl›kk›n›n olamayaca¤›n› söylemek pek kolay de¤il. Bir ar-

kadafl›n›zla anlafl›n ve oyunu bitirmemeye çal›flarak tavla oyna-

y›n. Örne¤in ikiniz de s›k s›k aç›k verin. Kazanmak için oyna-

may›n. Kaybetmek için de oynamay›n. Yaln›zca oyunu sonsu-

za dek sürdürmek için oynay›n. Göreceksiniz ki yeterince za-

man›n›z olsa nerdeyse baflaracaks›n›z2.
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2 Bu yaz›y› okuyan bir arkadafl›m, tavlan›n bitip bitmeyece¤i konusunu babas›-
na açm›fl. Arkadafl›m›n babas›, tavlan›n her zaman -her iki oyuncu da kazan-
mak için oynasa bile- bitemeyece¤ine inanabilece¤ini söylemifl. Çünkü, bir
gün, çok uzun süren, hiç de bitece¤e benzemeyen ve yar›da b›rakmak zorun-
da kald›¤› bir tavla oyunu oynam›fl.
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Matematikçi Hilesi

Matematik bölümünün tam karfl›s›na yeni bir lokanta aç›l-

m›fl. Bana kal›rsa kötü bir yer seçilmifl. Kaç kifli gider ki o

lokantaya? Bizim bölümden baflka bir tek bina yok çevrede. Ya-

k›nda batar. Batmadan gidelim dedik ailecek. Gittik de. Her ma-

san›n üstüne bir oyun koymufl lokanta sahibi. Herhalde çocuk-

lar›n oyuna dal›p anababalar›n› rahat b›rakmalar› düflüncesiyle

konmufl olacak. Güzel bir düflünce. Nitekim öyle de oldu. Ço-

cuklar lokantaya girer girmez oyuna dald›lar.

Oyuna flöyle bir göz att›m. ‹lginç bir

oyun. Kendimi bildim bileli oyuna düfl-

künümdür. “Yemekte oyun oynanma-

d›¤›n› bilmiyor musunuz?” bahanesiyle

oyunca¤› çocuklar›n elinden al›p eflimle

oynamaya bafllad›k. Çocuklar da galiba

o s›rada “makarna savafl›” yaparak

oyalan›yorlard›.

“Yaln›zlar›n Oyunu” diye adland›r›-

lan bu oyun, ad›ndan da anlafl›laca¤› gibi, tek kiflilik bir oyun.

Tahtadan bir üçgenin üstüne 1 + 2 + 3 + 4 + 5, yani 15 tane de-

lik aç›lm›fl. fiöyle:
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Bu deliklere girebilecek büyüklükte 14 çubuk var. Çubuk-

lar› deliklere yerlefltireceksiniz (deliklerden biri bofl kalacak de-

mek ki.) Örne¤in flöyle (bofl kalan deli¤i beyaz, çubuklu delik-

leri siyah olarak gösteriyorum):

Yapabilece¤iniz bir tür yasal hamle var: çubuklardan birini

yan›ndaki ya da çapraz›ndaki çubu¤un üstünden afl›rt›p bir

sonraki deli¤e sokabilirsiniz, ama bu hamleyi yapabilmeniz için

çubu¤un girece¤i deli¤in bofl olmas› gerekir. Ve üstünden afl›lan

çubuk oyundan ç›kar›l›r. Örne¤in yukardaki durumda, en alt

s›radaki soldan ikinci çubu¤u, kuzeydo¤usundaki çubu¤un üs-

tünden afl›rtarak afla¤›daki durumu elde edebilirsiniz:

Bundan sonra, alttan ikinci s›ran›n en sa¤›ndaki çubu¤u so-
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lundaki çubu¤un üstünden afl›rtabilirsiniz:

Gitgide çubuk say›s› azal›r. Amaç olabildi¤ince az çubuk b›-

rakmak. Oyunun arkas›nda flöyle yaz›yor:

• Üç çubuk b›rakan – eh! flöyle böyle – 10 puan

• ‹ki çubuk b›rakan – ortalaman›n üstünde – 25

puan

• Bir çubuk b›rakan – çok zeki – 50 puan

• Bir çubu¤u oyunun bafl›ndaki bofl delikte b›rakan

– çok parlak – 100 puan

• Hiçbiri k›m›ldayamayacak biçimde 8 çubuk b›ra-

kan – dâhi – 200 puan

Uzun bir süre “eh! flöyle böyle”ydik. Neden sonra “çok zeki”

aflamas›na geçebildik. Çok u¤raflmam›za karfl›n “çok parlak” ola-

mad›k. S›k›ld›k. “Dâhi” aflamas›n› denedik. Bakt›k “dâhilik” de

kolay de¤il, hileye baflvurduk. Baflvurdu¤umuz hile, asl›nda mate-

matikte s›k kullan›lan bir yöntemdir: kan›tlanacak teoreme son-

dan bafllan›r. Yani kan›t sondan bafla do¤ru bulunur. Örne¤in, di-

yelim iki pozitif x ve y say›lar› için,

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekiyor. Kan›tlamak istedi¤imiz bu

eflitsizli¤in karesini al›rsak,

buluruz. Sadelefltirince de do¤rulu¤unu bildi¤imiz
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eflitsizli¤ini elde ederiz. Kan›t› yazmak için yukarda elde etti¤i-

miz ç›kar›mlar› ters çevirmek gerekir:

eflitsizli¤inden

eflitsizli¤ini ç›kar›r›z. Bu eflitsizli¤in soluna ve sa¤›na x + y ek-

leyerek,

buluruz. Bu son eflitsizli¤in sa¤ taraf›ndaki terim (√x + √y)2’ye

eflit. Demek ki

x + y ≤ (√x + √y)2.

fiimdi iki taraf›n da karekökünü alarak, diledi¤imiz eflitsizli¤i

kan›tlam›fl oluruz.

‹flte baflvurdu¤umuz hile bu yöntemden esinlenmiflti.

Oyuna sondan bafllad›k. Önce oyunun sonundaki durumlar›n

ne olabilece¤ini bulduk. Sekiz çubu¤u, hiçbiri k›m›ldayamayacak

biçimde nas›l yerlefltirebilirdik? K›sa bir zaman sonra (simetrileri

saymazsak) iki çözümün oldu¤unu kolayl›kla anlad›k:

Çözümleri saptad›ktan sonra, bu çözümlerden bir önceki

hamlelerin ne olabilece¤ine bakt›k. Örne¤in, yukardaki solda-
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ki duruma gelebilmek için, en alt s›ran›n soldan ya ikinci ya da

dördüncü çubu¤u oynanm›flt›r. Demek ki bu durumdan bir ön-

ceki durum flöyle olabilir:

Sonra, teker teker daha önceki hamlelerimizin neler olabi-

lece¤ini saptad›k. Yani geriye do¤ru gittik. Toplam 14 çubuk

var; demek ki 8 çubuk b›rakmak için geriye do¤ru 6 hamle yap-

mam›z gerekiyor. Oyunun tam bir flemas›n› ç›kard›k. Bir son-

raki sayfada bu flemay› bulacaks›n›z1. Kimileyin geriye gideme-

dik. Yani öyle bir duruma geldik ki, bir önceki hamle olamaz

o durumda. O zaman durduk elbet. Ama, bir önceki hamle -ya

da hamleler- oldukça, geriye gitmeyi sürdürdük. Geriye do¤ru

alt› hamle yapabilmemiz gerekiyordu; yapt›k da. Koyu çerçeve-

li resimleri afla¤›dan yukar›ya do¤ru izleyerek “dâhi” unvan›n›

elde ettik.

“Yaln›zlar›n Oyunu”nu sat›yormufl lokantac›. Ald›k elbet.

Hem de dört tane birden ald›k. Herkese bir tane... Daha sonra

s›k s›k gittik bu lokantaya. Her seferinde bir baflka oyun vard›.

Hepsinde de zekâ ölçülüyordu: “Zehir gibisiniz!”, “Böylesi gö-

rülmemifl!”, “Aflkolsun!”, “Evrenin en zeki yarat›¤›!” “Çok,

ama çok üstün zekâ!” Oyunlar da ucuz de¤il. Ama onca emek-

ten sonra almamak olmuyor. Önceleri haftada bir gidiyorduk

ailecek, sonra ben tek bafl›ma kaçamaklar yapmaya bafllad›m.
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1 Yaz›n›n sonundaki flemada simetrik durumlar oldu¤unda, bu durumlardan
yaln›zca birini çizdim yer kazanmak için. ‹ki simetrik durumdan birinin seçil-
di¤i yerlere (*) iflareti koydum.
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Bölümün de tam karfl›s›nda oldu¤undan gitmesi kolay oluyor.

Ne zaman her gün gitmeye bafllad›¤›m› tam olarak an›msam›-

yorum. Birdenbire olmad› ki. Yavafl yavafl al›flt›m. Bizim bö-

lümden hocalar, ögrenciler de orda yiyorlar ö¤le yemeklerini.

Hatta akflamlar› aileleriyle gelenler de var. Yemek paras›ndan

baflka, bir de oyuncak paras› ödüyoruz... Günlerden bir gün,

yine o lokantada “Dâhilerin dâhisi” olmaya çal›fl›rken arka

masadan bir konuflma kula¤›ma çarpt›. Lokantan›n sahibi bir
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arkadafl›yla konufluyordu. Arkadafl›,

– Eee? ‹fller nas›l? diye sordu.

– Yuvarlan›p gidiyoruz iflte... diye yan›tlad› lokantac›.

– Bütün lokanta iflletenler topu att›, sen nas›l dayan›yorsun

flafl›yorum...

– Yemekten pek kazan›lm›yor do¤rusu...

– Neden kazan›l›yor ya?

– Oyuncaklardan...

– Oyuncaklardan m›?

– Oyuncaklardan ya! fiu karfl›daki binay› görüyor musun? ‹fl-

te oras› matematik bölümü. Matematikçilere gururlar›n› okflaya-

cak oyuncaklar sunuyorum. Sözümona zekâ ölçen oyuncaklar.

Sen bu matematikçileri bilmezsin. Dayanamazlar bu tür oyun-

caklara, kazanmaya, övgülere, gururlar›n›n okflanmas›na...

Bir daha gitmedim o lokantaya. ‹ftiraya dayanamam.
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Saymadan Saymak

39

Bir tan›mla bafllayal›m. E¤er n bir do¤al say›ysa, n! diye yaz›-

lan say› 1 × 2 × ... × n say›s›na eflittir. Yani, tan›m› gere¤i,

n! = 1 × 2 × ... × (n-1) × n

dir. n!, “n fortoriyel” diye okunur. Örne¤in,

1! = 1

2! = 2

3! = 6

4! = 24

5! = 120

6! = 720

7! = 5040

dir. 0! = 1 olarak tan›mlan›r. Bu ilk bak›flta pek do¤al gelmeyen

tan›m›n nedenini yaz›n›n ortalar›nda bulabilirsiniz.

Soru: Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harflerden iki de-

¤iflik harfli (Türkçede ya da baflka bir dilde anlam› olmas› ge-

rekmez) sözcük üretmek istiyoruz. Kaç sözcük üretebiliriz?

Bu soruyu yan›tlamak için sözcükleri abece s›ras›na göre s›-

ralayal›m.

AB, AC, BC, BA, CA, CB.
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Demek 6 sözcük üretebilirmifliz. Bu sözcüklerin oluflumunu

flöyle de gösterebiliriz:

Önce ilk harfleri koyuyoruz: S›ras›yla A, B ve C. Sonra ikin-

ci harfleri: e¤er ilk harfimiz A ise, ikinci harf için iki seçene¤imiz

var, B ve C. Dolay›s›yla A buda¤›na iki dal ekliyoruz: B ve C dal-

lar›n›. Her üç dal için bunu yapt›¤›m›zdan, bu 3 harfle toplam

3 × 2 = 6 tane iki de¤iflik harfli sözcük yazabilece¤imizi gö-

rürüz.

fiimdi bu soruyu genellefltirelim.

Birinci Soru. Elimizde n de¤iflik harf var: A1, A2, ..., An harf-

leri. Bu n harften, r de¤iflik harfli sözcükler üretmek istiyoruz

(her harfi en çok bir kez kullanabiliriz.) Kaç sözcük üretebiliriz?

Bu birinci soruya yan›t verebilmek için yukardaki gibi ters

dönmüfl bir a¤aç yapal›m. Bir sonraki sayfadaki flekilden izleyin.

A¤ac›n en tepedeki ilk buda¤›ndan afla¤›ya do¤ru n dal ç›kar:

A1, A2, ..., An

dallar›. Bunlar sözcüklerin ilk harfleri. Bu dallar›n uçlar›na n – 1

dal eklenir (ikinci harfler.) Örne¤in A1 dal›na

A2, ..., An

dallar› eklenir. Bu yeni dallar s›ras›yla, iki harfli

A1A2, ..., A1An

sözcüklerini olufltururlar. A2 dal›naysa,

A1, A3, ..., An

dallar› eklenir ve böylece bu dallar›n ucunda
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A2A1, A2A3, ..., A2An

sözcükleri oluflur. fiimdilik n × (n – 1) dal elde ettik. Demek ki

iki harfli sözcük say›s› n × (n – 1) imifl. A¤ac› sürdürelim.

Yukarda elde etti¤imiz her n × (n – 1) dala flimdi n – 2 dal

daha ekleyebiliriz. Örne¤in, A1A2 dal›na,

A3, ..., An

dallar›n› ekleyebiliriz. Bu yeni dallar›n herbirinin ucuna 3 harfli

sözcükler yaz›l›r. Böylece n × (n – 1) × (n – 2) tane üç harfli söz-

cük elde ederiz. Bu yöntemi sürdürerek, A1, ..., An harflerinden

n × (n – 1) × ... × (n – (r – 1))

tane r de¤iflik harfli sözcük yazaca¤›m›z› görürüz. Bu say› da

n!/(n – r)!

say›s›na eflittir (sadelefltirince eflitlik hemen ç›kar.) ‹lk teoremi-

mizi kan›tlad›k:

Teorem 1. E¤er r " n iki do¤al say›ysa, A1, ..., An harflerini

en çok bir kez kullanarak n!/(n – r)! tane r harfli sözcük yaz›l›r.

E¤er, yukardaki teoremde r’yi n al›rsak, n! buluruz.

Biraz al›flt›rma yapal›m:

1. SEL‹M sözcü¤ünün harfleriyle kaç tane üç harfli sözcük

yazabiliriz? Yukardaki teoremi uygulayarak

5!/(5 – 3)! = 5!/2! = 5 × 4 × 3 = 60
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A1 A2 An

A1A2 A1An A2A1 A2An AnA1 AnAn!1

...

... A2A3 ... ...

A1A2A3 A1A2An...
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sözcük buluruz. Baflka bir soru: SEL‹M sözcü¤ünün harfleriyle

kaç tane befl harfli sözcük yaz›l›r? Yine yukardaki teoremi uy-

gulayal›m: 5!/(5 – 5)! = 5!/0! ve 0! = 1 eflitliklerini kullanarak,

5! = 120 tane befl harfli sözcük yazabilece¤imizi görürüz.

2. MELEK sözcü¤ünün tüm harflerini kullanarak kaç tane

(befl harfli elbet) sözcük yazabiliriz? Yukardaki teoremi do¤ru-

dan uygulayamay›z, çünkü iki tane E harfi var. Önce iki E’yi

ay›ral›m ve ME1LE2K “sözcü¤ünün” tüm harflerini kullanarak

kaç tane befl harfli sözcük yazabilece¤imizi bulal›m. Bu sorunun

yan›t› yukardaki gibi 5! = 120’dir. Bu 120 sözcü¤ün yar›s›nda

E1 harfi E2 harfinden önce gelir; öbür yar›s›ndaysa E2 harfi E1

harfinden önce gelir. Demek ki MELEK sözcü¤ünün harflerin-

den120/2 = 60 sözcük yazabiliriz.

3. Yukardaki al›flt›rmaya benzeyen, ama biraz daha zor olan

bir al›flt›rma daha: KELEBEK sözcü¤ünün tüm harflerini kullana-

rak kaç sözcük yazabiliriz? Yukardaki yöntemi kullanal›m ve ön-

ce K1E1LE2BE3K2 sözcü¤ünü ele alal›m. Bu sözcükten 7! sözcük

üretebiliriz. fiimdi, K1 = K2 ve E1 = E2 = E3 yapal›m. Birinci eflit-

lik için 2’ye böleriz, ikinci eflitlik içinse 3! = 6’ya. Demek ki KE-

LEBEK sözcü¤ünün harflerinin yerini de¤ifltirerek 7!/(2 × 6) = 420

sözcük yazabiliriz.

4. Bir maymunun önünde 7 tane harf var: B, E, E, E, K, K, L

harfleri. Maymun bu harfleri rastgele s›raya diziyor. Maymu-

nun KELEBEK sözcü¤ünü yazma olas›l›¤› kaçt›r? 1/420’dir, ya-

ni 0,0024’ten biraz daha az1.

42

1 Biraz konumuzun d›fl›na ç›kal›m: Bir maymun daktilonun bafl›na geçse ve rastge-
le tufllara bassa... Ve bunu hiç durmamacas›na sonsuza de¤in yapsa... Sonlu bir
zaman sonra Shakespeare’in Hamlet’ini oldu¤u gibi bafltan sona yazma olas›l›¤›
kaçt›r? 1’dir, yani yüzde yüzdür! Bu ilginç ve beklenmedik sonuç, “Shakespeare
Maymun muydu?” bafll›kl› yaz›m›zda kan›tlanm›flt›r. (Bkz. sayfa 139.)
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Ayn› sonucu bir baflka türlü de bulabiliriz. B, E, E, E, K, K,

L harfleri aras›ndan,

� K’y› seçme olas›l›¤›m›z 2/7’dir,

� geri kalan 6 harften (B, E, E, E, K, L) E’yi seçme ola

s›l›¤›m›z 3/6’d›r,

� geri kalan 5 harften (B, E, E, K, L) L’yi seçme olas›l›¤›

m›z 1/5’tir,

� geri kalan 4 harften (B, E, E, K) E’yi seçme olas›l›¤›m›z

2/4’tür,

� geri kalan 3 harften (B, E, K) B’yi seçme olas›l›¤›m›z

1/3’tür,

� geri kalan 2 harften (E, K) E’yi seçme olas›l›¤›m›z

1/2’dir,

� geri kalan 1 harften (K) K’yi seçme olas›l›¤›m›z 1’dir.

Bu say›lar› çarparsak, yukardaki sonucu 1/420’yi buluruz.

fiimdi yeni bir soru soral›m.

‹kinci Soru. Elimizde n ö¤esi olan bir A kümesi var:

A = {A1, ..., An}.

r " n, bir do¤al say› olsun. A kümesinin kaç tane r ö¤eli altkümesi

vard›r?

Bu say›y› hesaplayaca¤›z. Hesaplamak istedi¤imiz say›y›

olarak yazal›m. Bu say›ya “n’de r” ya da “n seç r” ad› verilir.

Örnek: n = 5 ve r = 3 olsun. A = {A1, A2, A3, A4, A5} küme-

sinin 3 ö¤eli bütün altkümelerini bulal›m:

{A1, A2, A3}

{A1, A2, A4}

{A1, A2, A5}

{A1, A3, A4}

{A1, A3, A5}
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{A1, A4, A3}

{A2, A3, A4}

{A2, A3, A5}

{A2, A4, A5}

{A3, A4, A5}

Toplam 10 tane 3 ö¤eli altküme var. Demek ki:

imifl.

Birinci soruyla arada flu ayr›m var: Birinci soruda A1A2A3

ve A1A3A2 sözcüklerini ayr› ayr› say›yorduk; oysa bu sorumuzda

sözcüklere de¤il de harflerden oluflan kümelere bak›yoruz. Hem

A1A2A3, hem de A1A3A2 sözcüklerinin harflerinden {A1,A2,A3} kü-

mesi oluflur. Bunun gibi,

A1A2A3

A1A3A2

A2A1A3

A2A3A1

A3A1A2

A3A2A1

sözcüklerinin herbiri {A1, A2, A3} kümesini olufltururlar.

‹kinci soruyu yan›tlamak için yukardaki örnekten yararla-

naca¤›z. Birinci teoremimize göre, r de¤iflik harfli sözcük say›s›

n!/(n – r)! dir. Bu n!/(n – r)! sözcükten birço¤u ayn› kümenin

harflerinden oluflurlar. Kaç tanesinin ayn› kümenin harflerin-

den olufltu¤unu bulal›m. Yine birinci teoreme göre r harfle ya-

z›lan r! sözcük oldu¤una göre, n!/(n – r)! sözcükten her r! tane-

si ayn› kümenin harflerinden oluflur. Demek ki, r ö¤eli altküme

say›s›n› bulmak için n!/(n – r)! say›s›n› r! say›s›na bölmeliyiz:

44
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Buldu¤umuz bu sonucu daha sonra kullanaca¤›z; bir köfle-

ye yazal›m:

Teorem 2. n ö¤eli bir kümenin, r ö¤eli altküme say›s›

dir.

Bu teoremin kan›t›n›n r = 3 ve n = 5 için bir resmini yapa-

l›m:
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Seçilen r harfle

yaz›lan r harfli

sözcükler, r!

tane

.......................

A1A2A3
A1A3A2
A2A1A3
A2A3A1
A3A1A2
A3A2A1

{A1, A2, A3, A4, A5} harfleriyle yaz›lan

r harfli sözcükler,             tane

{A1, A2, A3} {A1, A2, A4} {A3,A4, A5}.......................

r ö¤eli kümeler,        tane (bulmak istedi¤imiz say›)

14444444444444442444444444444443

A1A2A4
A1A4A2
A2A1A4
A2A4A1
A4A1A2
A4A2A1

A3A4A5
A3A5A4
A4A3A5
A4A5A3
A5A3A4
A5A4A3

1
4

4
4

4
4

2
4

4
4

4
3

n!

6447448 6447448 6447448

(n!r)!

n

r

#

$

%%

&

'

((
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Pokerin Matemati¤i

Satrançta bir oyuncunun bilip de öbür oyuncunun bilmedi¤i

bilgi yoktur. Bu tür oyunlara aç›k oyun diyelim, “bilgiler

aç›k, ortada” anlam›na.

Tavlada da bir oyuncunun bildi¤ini öbür oyuncu bilir. Biri-

nin öbüründen gizlisi sakl›s› yoktur. Yani tavla da aç›k bir

oyundur. Öte yandan gelecek zar› her iki oyuncu da bilmez.

Demek ki tavla aç›k bir oyun olmas›na karfl›n her iki oyuncu-

nun da bilmedi¤i bilgiler içerir. Gelecek zar oyuncular›n isten-

cinden (iradesinden) ba¤›ms›zd›r. Bu yüzden tavla flans etkeni-

ni içerir. Satrançtaysa flans yoktur. Satranç gerçekten tam iki

kiflilik bir oyundur. Tavlaysa, zar› da katarsak, iki buçuk kifli-

lik bir oyundur.

Satranç ve tavlan›n tersine, kâ¤›t oyunlar›nda genellikle bir

oyuncunun bilip de öbür oyuncunun bilmedi¤i bilgiler vard›r.

Örne¤in, öbür oyuncunun elindeki kâ¤›tlar ço¤u zaman bilin-

mez. Demek ki kâ¤›t oyunlar› genellikle aç›k oyun de¤ildir. Ay-

r›ca kâ¤›t oyunlar› - tavla gibi - flans› içerirler. Örne¤in yerden

rastgele çekece¤iniz bir kâ¤›t olabilir. Bu kâ¤›d›n ne olaca¤›n›

önceden ne siz kestirebilirsiniz ne de karfl›n›zdaki oyuncu.

* * *
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Dünya satranç flampiyonu Kasparov’la bir el satranç oyna-

yacak olsan›z, yüzde yüz yenilece¤inizi önceden kestirebilirsi-

niz. Kasparov’a karfl› hemen hemen hiç flans›n›z yoktur. Çünkü

satrançta flans›n bir dirhem etkisi yoktur. En bilgili, en zeki ve

en haz›rl›kl› olan oyuncu kazan›r. Kasparov’a karfl› satranç oy-

naman›n dünya boks flampiyonuna karfl› boks yapmaktan pek

bir ayr›m› yoktur.

Öte yandan dünya briç flampiyonu bir tak›mla bir el briç

oynayacak olsan›z, yenilece¤inizden bunca emin olamazs›n›z.

Çok de¤il, biraz flansl› bir gününüzde, dünya briç flampiyonu

tak›m› yenebilirsiniz. ‹flte bu yüzden, flans oyunlar› ço¤u kimse-

ye daha çekici gelir. Ama bir flans oyununda bile flans›n etkisi-

ni bir dereceye kadar azaltabilirsiniz. Örne¤in bir kâ¤›t oyu-

nunda, daha önce ç›km›fl ve o anda görünen kâ¤›tlar gözönüne

al›nd›¤›nda, hangi kâ¤›d›n kaç olas›l›kla gelebilece¤i daha iyi

bilebilirsiniz. Bir de öbür oyuncunun stratejisini önsezi ve dene-

yiminizle tahmin edebilirseniz, küçümsenemeyecek bir bilgiye

sahip olabilirsiniz. Bu bilgileri en iyi biçimde kullanana “iyi

oyuncu” denir.

Bu yaz›da pokeri bahane ederek biraz kombinezon hesab›

yapaca¤›z. Kombinezon hesaplar›na matematikte ve günlük ya-

flamda s›k s›k gereksiniriz. Örne¤in poker oynarken...

* * *
Poker, dört oyuncuyla ve yediliden asa 32 iskambil kâ¤›d›y-

la oynan›r. Her oyuncuya önce befl kâ¤›t da¤›t›l›r, sonra her

oyuncu elindeki befl kâ¤›ttan istedi¤i kadar›n› de¤ifltirebilir (is-

terse hiç de¤ifltirmez.) Bu de¤ifltirmeden sonra “en iyi” befl kâ-

¤›d› olan kazan›r. Elbet burda “en iyi” tamlamas›n›n tan›mlan-

mas›, anlam kazand›r›lmas› gerekir. Örne¤in, befl kâ¤›d›n befli-

nin de ayn› renkten (örne¤in maça, ♠) oldu¤u bir el çok iyi sa-

y›l›r. Bu el, iki papaz, iki as ve bir onlu gibi iki çiftten oluflan

ellerden daha “iyi” bir eldir. Bunun nedeni bellidir: befl kâ¤›d›n

ayn› renkten olma olas›l›¤› daha düflüktür.

48
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Ayn› renkten befl kâ¤›tl› ellere renk ad› verilir. Bu yaz›daki

amaçlar›m›zdan biri de pokerde da¤›t›lan ilk befl ka¤›d›n renk

olma olas›l›¤›n› hesaplamak. Önce ciddi matematik yapaca¤›z.

(Ne zaman ciddi matematik yapmad›k ki!)

Toplam poker eli say›s›. Önce toplam poker eli say›s›n› he-

saplayal›m. 32 kâ¤›ttan kaç tane 5 kâ¤›tl›k el ç›kar? Yani 32

ö¤elik bir kümenin kaç tane 5 ö¤elik altkümesi vard›r? Bir ön-

ceki yaz›daki Teorem 2’ye göre,

tane, yani 200 binden fazla poker eli vard›r. Ve bu poker elle-

rinden herbirinin gelme olas›l›¤› ayn›d›r, yani 1/201.376’d›r.

Renk say›s›. fiimdi de kaç tane “renk” eli oldu¤unu hesap-

layal›m. Önce kaç tane maça ()) renkli el oldu¤unu bulal›m.

32 kâ¤›ttan 8 tanesi maça. Bu 8 maçadan 5 tanesini seçece¤iz.

Bir önceki yaz›daki Teorem 2’ye göre,

tane salt maça olan el vard›r. Toplam dört renk oldu¤undan

(♣, ♦, ♥, ♠), bu say›y› 4’le çarparsak, toplam renk say›s›n› bu-

luruz:

56 × 4 = 224.

Ama bu say›dan, toplam “flush” (ayn› renkten ve sürekli

kâ¤›tlar) say›s›n› ç›karmal›y›z. Maçalardan oluflan flush’lar,

as’la (A–7–8–9–10), yediliyle, sekizliyle, dokuzluyla ya da on-

luyla (10–J–Q–K–A) bafllayabilir. Demek maçadan 5 tane flush

var ve toplam flush say›s› 5 × 4 = 20. Böylece, gerçek renk sa-

y›s›n›n,

224 – 20 = 204
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oldu¤unu buluruz. Olas›l›k olarak düflünürsek, elden renk gel-

me olas›l›¤› 204/201.376 * 0,001013’d›r, yani afla¤› yukar› bin-

de birdir.

Kare say›s›. Elden kare gelme, yani befl kâ¤›ttan dördünün

ayn› say› olma olas›l›¤›n› bulal›m. Önce dört as’l› el say›s›n› bu-

lal›m. Dört as’›n yan›na gelebilecek kâ¤›t say›s› 32 – 4 = 28’dir.

Demek 28 tane dört as’l› el var. Toplam 8 tür kâ¤›t oldu¤un-

dan, 28 × 8 = 224 tane kare el vard›r.

Bu say›, renk say›s›ndan biraz daha fazla oldu¤undan, renk

kareyi yener diye düflünebilirsiniz. Nitekim, e¤er pokerde kâ¤›t

de¤ifltirme olmasayd›, düflündü¤ünüz gibi olurdu. Ama kâ¤›t

de¤ifltirme olas›l›klar› da etkiler. Örne¤in, üç as› olan, öbür iki

kâ¤›d›n› de¤ifltirerek, dört as olma olas›l›¤›n› art›r›r. Bunun gi-

bi eline dört maça gelen, beflinci kâ¤›d›n› de¤ifltirerek, renk ola-

s›l›¤›n› art›r›r. Yani pokerin sonundaki olas›l›klar, ilk befl kâ¤›-

d›n olas›l›klar›ndan de¤ifliktir. Pokerde rengin kareyi yenip

yenmedi¤ini bilmiyorum. Unutmuflum! Zaten ne demifller?

“Bir konuyu anlayam›yorsan, o konuda bir yaz› yaz. Gene an-

lamad›ysan bir kitap yaz. Hâlâ anlayam›yorsan, kitab›n› oku!”

* * *
Elinde dört maças› olan, maça olmayan kâ¤›d›n› de¤ifltire-

rek kaç olas›l›kla rengi yakalayabilir? Hesaplayal›m. 32 kâ¤›-

d›n 5’i elimizde. Demek ki toplam 27 kâ¤›ttan bir kâ¤›t seçile-

cek (öbür oyuncular›n ellerini bilmiyoruz, onlar›n elinde kâ¤›t

yokmufl gibi hesaplayabiliriz.) Bu 27 kâ¤›tta 4 tane maça var

(toplam maça say›s› 8, ama bu maçalardan 4’ü elimizde.) De-

mek ki rengi yakalama olas›l›¤›m›z 4/27’dir, yani 1/7’den biraz

daha fazla. Renge çekmeli miyiz? E¤er kâ¤›t de¤ifltirmek için

ortaya 1 lira koymam›z gerekiyorsa (bedava kâ¤›t de¤ifltirilmez

pokerde, flans›n› art›rman›n bedelini ödemek gerekir) ve kaza-

naca¤›m›z paran›n en az 23/4 lira olaca¤›n› düflünüyorsak kâ-

¤›t çekmeliyiz. Yoksa çekmemeliyiz. Örne¤in iki oyuncu oyun-
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dan kaçm›flsa, büyük bir olas›l›kla kâ¤›t çekmeye de¤mez. E¤er

kâ¤›t çekmeye karar verecek son oyuncuysak ve bizden önceki

üç oyuncu oyuna girmifllerse, o zaman kâ¤›t çekmeliyiz.

Dolgun el say›s›. E¤er bir elde bir türden 3 tane, bir baflka

türden 2 tane kâ¤›t varsa, o ele “dolgun” (full house) denir. Ör-

ne¤in, 3 as ve 2 papazdan oluflan bir el dolgundur. Dolgun el-

ler oldukça iyi ellerdir. ‹lk befl kâ¤›d› dolgun görmenin kendi-

ne özgü bir zevki vard›r. En az›ndan, hangi kâ¤›d› de¤ifltirece-

¤im türünden zor sorularla karfl›lafl›lmaz.

Elin dolgun olma olas›l›¤›n› bulal›m. Önce 3 as ve 2 papaz

gelme olas›l›¤›n› bulal›m. Dört astan üçünü seçece¤iz, yani 4

ö¤elik bir kümeden 3 ö¤elik bir altküme seçece¤iz. Bir önceki

yaz›daki Teorem 2’ye göre,

seçene¤imiz var aslar için. fiimdi de dört papazdan ikisini seçe-

ce¤iz. Yine Teorem 2’ye göre,

seçene¤imiz var. Demek ki,

4 × 6 = 24

tane 3 as ve 2 papazl› el var. 3 papaz ve 2 as’l› eller de 24 ta-

ne. Yani as ve papazlardan oluflan

24 + 24 = 48

tane dolgun el vard›r. Bu hesaplar salt as ve papazlar için de¤il,

tüm iki tür kâ¤›tlar için de geçerli. Örne¤in yedi ve dokuzlular-

dan oluflan 48 tane dolgun el vard›r. Kaç tane iki tür kâ¤›t var?

Toplam 8 tür var. Bunlardan 2 tür seçece¤iz. Teorem 2’ye göre,
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tane iki tür var. Demek ki toplam dolgun el say›s›,

48 × 28 = 1344

tür.

Üçgen say›s›. Bir elde 3 tane ayn› kâ¤›t varsa, o ele “üçgen”

ad› verelim. Örne¤in AAAKD bir üçgendir. Ama kare ve dol-

gunlar üçgen say›lmaz. Üçgen say›s›n› hesaplayal›m. Önce 3 as-

l› üçgen say›s›n› bulal›m. Teorem 2’ye göre,

çeflit 3 as seçebiliriz. Bu 3 as›n yan›na iki kâ¤›t gelecek, ama

herhangi iki kâ¤›t de¤il: hiçbiri as olmayacak ve ayn› tür kâ¤›t

olmayacaklar. As d›fl›nda 32 – 4 = 28 tane kâ¤›t var. Bunlardan

iki tane seçelim:

tane seçenek var. Ama bu seçeneklerden baz›lar› iki ayn› tür

kâ¤›ttan olufluyor. Bu say›y› bulup 378’den ç›karal›m. Kaç tane

iki papaz seçebiliriz?

tane. As d›fl›nda yedi tür kâ¤›t var. Demek ki, 378 seçenekten

6 × 7 = 42 tanesi iki ayn› tür kâ¤›ttan olufluyor. Dolay›s›yla, se-

çilen üç as›n yan›na,

378 – 42 = 336

tane iki kâ¤›tl›k el koyabiliriz. Dört çeflit üç as seçilebildi¤in-

den, asl› üçgen el say›s›,

336 × 4 = 1344

dür. Bu hesap as d›fl›ndaki öbür kâ¤›tlar için de geçerli oldu-

¤undan, üçgen el say›s›,

52

Ücretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



1344 × 8 = 10.752

dir.

Kalan hesaplar› okura al›flt›rma olarak b›rak›yorum. Yan›t-

lar› afla¤›daki dizelgede bulacaks›n›z. Matematiksel fleytan›n›z

bol olsun.

El türü El say›s› Bin üzerine olas›l›¤› (±0,005)

Flush Royal 5 0,025

Flush 20 0,10

Renk 204 1,01

Kare 224 1,11

Dolgun 1.344 6,67

Kent1 5.100 25,33

Üçgen 10.752 53,39

‹ki Çift 24.192 120,13

Bir Çift 107.520 533,93
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1 Bir elin kâ¤›tlar› peflpefleyse, örne¤in 7-8-9-10-V ise, ama ayn› renkten (örne-
¤in kupa) de¤ilse, o ele “kent” denir (her nedense.)
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Loto

Loto çok moda oldu. Herkes loto oynuyor, trilyoner olman›n

düflünü kuruyor...

Ben loto oynamam. Her fleyden önce emeksiz kazançta gö-

züm yok. Sonra, loto oynamay› matematikçili¤ime yak›flt›r-

mam, çünkü lotonun beklentisi negatiftir.

Lotonun matemati¤ini yapal›m.

Lotoda 1’den 49’a kadar 49 say› vard›r. Oyuncu bu 49 sa-

y›dan 6’s›n› seçer. Sonra kura çekilir. 6 say›n›n 6’s›n› da bilen

büyük ikramiyeyi al›r.

49 say›dan 6 say› seçilecek. Demek ki;

tane seçenek var. Bu say› 13.983.816’ya eflittir, yani afla¤› yuka-

r› 14 milyona. Dolay›s›yla, lotoda bir kolon oynayarak 6 tuttur-

ma olas›l›¤› 14 milyonda birdir.

Loto müdürü televizyona ç›kt› ve bu olas›l›¤›n asl›nda çok da-

ha küçük oldu¤unu söyledi. Ne demek istedi¤ini anlayamad›m.

Bilgisayarlarla olas›l›¤›n daha küçük oldu¤unu göstermifller...

fiafl›rd›m. Bu bilgisayarlar biz insanlardan baflka türlü mü

matematik yap›yorlar acaba?

Sonra, sa¤a sola sora sora anlad›m iflin asl›n›. Me¤er, bilgi-

sayara, 1-2-3-4-5-6 gibi belli bir düzen gösteren çekiliflleri say-
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d›rmam›fllar! Oysa lotoda her çekiliflin olas›l›¤› ayn›d›r. Yani 1-

2-3-4-5-6’yla 2-14-27-35-38-40 çekiliflinin olas›l›¤› ayn›d›r. Lo-

to müdürü hangi akla hizmetle baz› çekiliflleri çekiliflten sayma-

m›fl anlayam›yorum.

Anl›yorum elbet... ‹nsanlar› kand›rmak için...

‹ki (de¤iflik) kolon oynarsan›z, olas›l›¤›n›z› 14 milyonda iki-

ye, yani 7 milyonda bire ç›kar›rs›n›z. On de¤iflik kolon oynarsa-

n›z, olas›l›¤›n›z 1,4 milyonda bire yükselir.

Diyelim 1000 kifli 10 kolon loto oynad›. Bu bin kifliden en

az birinin büyük ikramiyeyi kazanma olas›l›¤› kaçt›r?

Bir kiflinin kazanma olas›l›¤› 10/13.983.816’d›r. Kazanma-

ma olas›l›¤› da 1 – 10/13.983.816’d›r elbet.

‹ki kiflinin kazanmama olas›l›¤› (1 – 10/13.983.816)2’di

r. Üç kiflinin kazanmama olas›l›¤› (1 – 10/13.983.816)3’tür.

Bin kifliden hiçbirinin kazanmama olas›l›¤›,

(1 – 10/13.983.816)1000

dir. Demek ki, 1000 kifliden en az birinin kazanma olas›l›¤›,

1 – (1 – 10/13.983.816)1000

Bu say›, 0,000714856’ya eflit afla¤› yukar›, 10 binde 7’den

biraz fazla.

Bir milyon kiflinin 10’ar kolon loto oynad›¤›n› varsayarsak,

bir milyon kifliden en az birine büyük ikramiye ç›kma olas›l›¤›,

1 – (1 – 10/13.983.816)1.000.000

dur, yani yüzde 51’dir afla¤› yukar›.

Herbiri on kolon oynayan bir milyon kifliden yaln›zca biri-

ne büyük ikramiye ç›kma olas›l› kaçt›r? Hesaplayal›m. Oyuncu-

lar›m›z› 1’den 1 milyona kadar s›ralayal›m. Birinci oyuncunun

büyük ikramiyeyi kazanma olas›l›¤›,

10/13.983.816

d›r. Geri kalan 999.999 oyuncudan hiçbirinin büyük ikramiye-

yi kazanmama olas›l›¤›ysa,

(13.983.806/13.983.816)999.999

dur. Dolay›s›yla, yaln›zca birinci oyuncunun büyük ikramiye
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kazanma olas›l›¤›,

(10/13.983.816) × (13.983.806/13.983.816)999.999

dur. Bir milyon oyuncu oldu¤undan, oyunculardan yaln›zca bi-

rinin büyük ikramiye kazanma olas›l›¤›, yukardaki say›n›n 1

milyonla çarp›m›na, yani afla¤› yukar› 0,349788183’e eflittir.

Demek ki hemen hemen yüzde 35 olas›l›kla, büyük ikramiye

yaln›zca 1 oyuncuya ç›kacakt›r.

‹kinci soru: Herbiri on kolon oynayan bir milyon kifliden

yaln›zca ikisine büyük ikramiye ç›kma olas›l› kaçt›r? Birinci ve

ikinci oyuncuya büyük ikramiye ç›kma olas›l›¤›

(10/13.983.816)2’dir. Geri kalan 999.998 kifliden hiçbirine bü-

yük ikramiye ç›kmama olas›l›¤›,

(13.983.806/13.983.816)999.998

dir. Dolay›s›yla, yaln›zca birinci ve ikinci oyuncunun büyük ik-

ramiye kazanma olas›l›¤›,

(10/13.983.816)2 × (13.983.806/13.983.816)999.998

dir. Bir milyon oyuncu aras›ndan

tane iki oyuncu seçebilece¤imizden, yaln›zca iki oyuncunun bü-

yük ikramiyeyi kazanma olas›l›¤›,
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dir. Bu say›, afla¤› yukar› 0,125068895’e, yüzde 12,5’a eflittir.

Genel kuram flöyle: E¤er n oyuncu varsa ve her oyuncunun

oyunu kazanma olas›l›¤› p ise, oyunu yaln›zca m oyuncunun ka-

zanma olas›l›¤›,

dir.
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Do¤umgünleri

Bir baflkas›yla ayn› gün do¤mufl olmam›za flaflar›z. Bakal›m

bu ne kadar flafl›rt›c›. Bir toplulukta en az iki kiflinin ayn›

do¤umgünü olma olas›l›¤›n› hesaplayal›m.

Hesaplar›m›z› kolaylaflt›rmak için, 29 flubat› yok sayarak,

bir y›lda 365 gün oldu¤unu varsayal›m. Örne¤in, toplulukta

366 kifli varsa, içlerinden en az ikisinin do¤umgünü mutlaka

ayn› güne rastlayacakt›r. 731 kifli varsa, en az üçünün do¤um-

günü ayn› güne rastlayacakt›r...

Toplulukta iki kifli varsa, bu iki kiflinin ayn› gün do¤ma

olas›l›¤› 1/365’tir. Demek ki ayr› günlerde do¤ma olas›l›klar›,

364/365’tir.

E¤er toplulukta üç kifli varsa, üçünün de ayr› ayr› do¤um-

günleri olma olas›l›¤›,

(364/365) × (363/365)

dir1. E¤er toplulukta dört kifli varsa, dördünün de ayr› ayr› do-

¤umgünleri olma olas›l›¤›,

(364/365) × (363/365) × (362/365)

dir. E¤er toplulukta n kifli varsa, hepsinin ayr› ayr› do¤umgün-

leri olma olas›l›¤›,

1 ‹kinci kiflinin, birinci kifliyle ayn› gün do¤mamas› için, 364 seçene¤i vard›r.
Üçüncü kifliye flimdi 363 seçenek kalm›flt›r.



dir. En az iki kiflinin ayn› gün do¤mufl olma olas›l›¤›ysa,

Bu say›lar›n birkaç›n› bilgisayar›ma (afla¤› yukar› elbet) he-

saplatt›rd›m. ‹flte say›lar:
Kifli Say›s› Olas›l›k2

2 0,002739727
3 0,008204162
4 0,01635593
5 0,02713561
6 0,04046249
7 0,05623573
8 0,07433534
9 0,09462386

10 0,1169482
15 0,2529014
20 0,4114385
22 0,4756954
23 0,5072973
25 0,5686998
30 0,7063163
35 0,8143833
40 0,8912318
50 0,9703736
60 0,9941227
70 0,9991596
80 0,9999143
90 0,9999939

100 0,9999997
103 0,9999999
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Görüldü¤ü gibi 23 kiflilik bir toplulukta (örne¤in ortalama bir

s›n›fta) en az iki kiflinin ayn› gün do¤mufl olmas› yüzde elliden da-

ha büyük bir olas›l›kt›r. Elli kiflilik bir s›n›ftaysa, yüzde 97 olas›-

l›kla iki kiflinin do¤umgünü ayn› güne rastlar.

Bu olas›l›klar›, do¤um olas›l›¤›n›n günden güne de¤iflmedi-

¤ini varsayarak yapt›k. Belki de yaz aylar›nda daha çok do¤um

olur... O zaman hesaplar biraz daha de¤iflik olur.

fiimdi de do¤um olas›l›klar› ayn› olmad›¤›nda, ayn› günde

do¤ma olas›l›¤›n›n kaç olaca¤›na bakal›m.

Sav›m flu: E¤er do¤umgünü olas›l›¤› eflit da¤›lmam›flsa, yani

belli bir günde do¤ma olas›l›¤› 1/365’ten de¤iflikse, o zaman 2 ki-

flinin ayn› gün do¤mufl olma olas›l›¤›, yukarda hesaplad›¤›m›z

1/365 * 0,002739727 say›s›ndan daha büyüktür.

Benzer bir sav: ‹ki zar atal›m. Zarlar hilesiz olsun. Bu iki za-

r›n ayn› say› olma olas›l›¤› 1/6’d›r. E¤er zar hileliyse, o zaman iki

kez üstüste ayn› zar atma olas›l›¤› 1/6’dan daha büyüktür.

Örne¤in, zar çok hileliyse ve her at›flta flefl geliyorsa, iki zar›n

ayn› olma olas›l›¤› 1’dir (yani yüzde yüzdür.) Ya da zarda 1/2

(yüzde 50) olas›l›kla penç, 1/2 olas›l›kla flefl geliyorsa, o zaman

iki zar›n ayn› olma olas›l›¤› 1/2’dir, yani yüzde ellidir.

‹kinci sav› kan›tlayal›m.

Birinci sav›n kan›t› da ayn›.

Yek (1) gelme olas›l›¤›-

na p1, dü (2) gelme olas›l›-

¤›na p2, ..., flefl (6) gelme

olas›l›¤›na p6 diyelim. Bu

alt› olas›l›¤›n toplam› 1’dir

elbette.

Her iki zar›n da yek

gelme olas›l›¤› p1
2’dir. Her

iki zar›n da dü gelme olas›-

l›¤› p2
2’dir... Her iki zar›n
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da flefl gelme olas›l›¤› p6
2’dir. Dolay›s›yla, her iki zar›n da ayn›

say› gelme olas›l›¤›,

p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2

dir. Sav›m›z, bu say›n›n en küçük de¤eri,

p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 = 1/6

da ald›¤›n› söylüyor (o de¤er de 1/6’d›r.) Bir baflka deyiflle, e¤er

p’lerden birinin de¤eri 1/6’dan de¤iflikse, o zaman,

p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2

say›s›n›n 1/6’dan daha büyük oldu¤unu söylüyor.

Yani

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z.

Teorem 1 (Cauchy). E¤er r1, r2, …, rn gerçel say›larsa,

eflitsizli¤i do¤rudur.

Kan›t: ‹ki r ve s gerçel say›s› için, r2 ! 2rs + s2 = (r ! s)2 ≥ 0 ol-

du¤undan, rs ≤ (r2 + s2)/2 eflitsizli¤i geçerlidir. Bundan da hemen,

eflitsizli¤ini elde ederiz.

Bu da kan›tlamak istedi¤imiz bir eflitsizlikti. ■
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Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl

Say›lar kuram›n›n matematikte yeri ayr›d›r. Say›lar kuram›

her fleyden önce güzeldir. Üstelik bir ilkokul çocu¤unun bi-

le anlayabilece¤i eflitlikler, teoremler, kan›tlar, sorular vard›r.

Ço¤umuzun matematikle ilgisi aritmetikle bafllam›flt›r. Kimi-

miz 1 + 2 + 3 + 4 = 10 eflitli¤inden, kimimiz 32 + 42 = 52 eflitli-

¤inden, kimimiz de,

1 = 1 = 12

1 + 3 = 4 = 22

1 + 3 + 5 = 9 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42

eflitliklerinden büyülenmiflizdir. Say›lar kuram›nda her yafla,

her zevke göre büyü vard›r.

Sonsuz Ç›k›fl. Yukardaki eflitlikler raslant›sal de¤ildir, ilk n

tek say›n›n toplam› her zaman bir karedir1. ‹lk n tek say› 1, 3,

5, ..., 2n – 1 oldu¤undan,

1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2

dir. Bu eflitlik, say›lar kuram›nda 
���������ad› verilen bir

yöntemle kan›tlanabilir.

1 Bu yaz›da “say›” sözcü¤ünü 1 ve 1’den büyük tamsay›lar için kullanaca¤›z,
yani 1, 2, 3, 4, ... say›lar› için.



Matematikte ve say›lar kuram›nda çok s›k kullan›lan bu

yöntemde, kan›tlanmak istenen önerme önce 1 say›s› için kan›t-

lan›r. Sonra, önermenin n say›s› için geçerli oldu¤u varsay›la-

rak, önerme bir sonraki say› olan n + 1 say›s› için kan›tlan›r.

Böylece, önermenin tüm say›lar için geçerli oldu¤u anlafl›l›r.

Çünkü, önerme 1 için do¤rudur, 1 için do¤ru oldu¤undan 2

için de do¤rudur, 2 için do¤ru oldu¤undan 3 için de do¤ru-

dur... Bu yönteme sonsuz ç›k›fl da denilebilir.

Tümevar›mla kan›ta örnek olarak yukardaki eflitli¤i kan›t-

layal›m.

Teorem. Her n ≥ 1 do¤al say›s› için, ilk n tek say›n›n topla-

m› n2’dir.

Kan›t: ‹lk n tek say›n›n toplam›na T(n) ad›n› verelim. Yani,

T(n) = 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1)

olsun. T(n) = n2 eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz.

Önce T(1) = 12 eflitli¤inin do¤ru olup olmad›¤›na bakal›m.

T(1), 1’den 1’e kadar olan tek say›lar›n toplam›d›r, demek ki

T(1) = 1 = 12 eflitlikleri geçerlidir. Önermemiz 1 için do¤ru.

fiimdi, T(n) = n2 eflitli¤ini do¤ru varsay›p,

T(n + 1) = (n + 1)2

eflitli¤ini kan›tlayal›m. T(n + 1) say›s› ilk n + 1 tek say›n›n top-

lam›, yani 1’den 2n + 1’e kadar olan tek say›lar›n toplam›. ‹lk

n tek say›n›n toplam› T(n)’dir ve varsay›m›m›za göre bu T(n)

say›s› n2’ye eflittir. Bir sonraki n + 1’inci tek say›ysa 2n + 1. De-

mek ki,

T(n + 1) = ‹lk n + 1 tek say›n›n toplam›

= (‹lk n tek say›n›n toplam›) + (n+1’inci tek say›)

= T(n) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1) = (n + 1)2

ve T(n + 1) = (n + 1)2.

Demek ki T(n) = n2 eflitli¤i do¤ruysa, T(n + 1) = (n + 1)2

eflitli¤i de do¤rudur.
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Daha önce T(1) = 12 eflitli¤inin de do¤ru oldu¤unu kan›tlam›fl-

t›k. Böylece her n say›s› için T(n) = n2 eflitli¤i kan›tlanm›fl oldu.■

Tümevar›mla kan›t›n bir zay›f yan›, kan›tlanan önermenin

neden do¤ru oldu¤unun pek iyi anlafl›lamamas›d›r. Önsezi kay-

bolmakta, mekanik bir kan›t verilmektedir. Ne demek istedi¤imi

gene bir örnekle anlatay›m. Yukardaki T(n) = n2 eflitli¤inin ne-

den do¤ru oldu¤unu baflka türlü göstereyim. Bir kenar› n uzun-

lu¤unda olan bir kare alal›m. Bu karenin alan› n2’dir. Kareyi n2

tane küçük kareye bölelim. fiimdi kareleri flöyle sayal›m. (Afla¤›-

daki flekle bak›n.) Sol alt köflede 1 ka-

re var. Bu kareye 3 kare dokunur: bi-

ri sa¤›ndan, biri tepesinden, öbürü de

sa¤ üst köflesinden (yani çapraz›n-

dan.) Bu yeni kareye 5 yeni kare do-

kunur: ikisi sa¤›ndan, ikisi tepesin-

den, biri de çapraz›ndan. Sonra 7 ye-

ni kare... Resim yandad›r.

1, 3, 5, 7, ... Bunlar›n toplam› kü-

çük karelerin say›s›na, yani n2’ye eflit. Görüldü¤ü gibi ilk n tek

say›n›n toplam› n2’dir. Yukardaki önermenin neden do¤ru ol-

du¤u birden gün gibi ortaya ç›kt›. Ama matematiksel de¤il ka-

n›t›m›z. Görme duyusuna dayan›yor.

Daha sonra gereksinece¤imiz bir sonucu tümevar›mla ka-

n›tlayal›m:

Teorem. n ö¤eli bir kümenin altküme say›s› 2n’dir.

Kan›t: Önermeyi önce n = 1 için kan›tlayaca¤›z. E¤er X = {x}

bir ö¤elik bir kümeyse, X’in 2 altkümesi vard›r: + (boflküme) ve

X. Demek ki n = 1 oldu¤unda önermemiz do¤ru.

fiimdi önermenin n için do¤ru oldu¤unu varsay›p, önerme-

yi bir sonraki say› olan n + 1 için kan›tlayal›m. n + 1 tane ö¤e-

si olan bir küme alal›m. Bu kümeye X ad›n› verelim.
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X = {x1, ..., xn, xn+1}

olsun.X’in 2n + 1 tane altkümesi oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

Y = {x1, ..., xn}

olsun. Y’nin 2n tane altkümesi oldu¤unu (n tane ö¤esi oldu¤un-

dan, varsay›m›m›za göre) biliyoruz.

X’in iki tür altkümesi vard›r: xn+1’i içerenler ve içermeyenler.

xn+1’i içermeyenler Y’nin altkümeleridir ve bunlardan 2n tane ol-

du¤unu biliyoruz. xn+1’i içermeyen 2n kümeye xn+1’i de eklersek,

xn+1’i içeren tüm altkümeleri buluruz. Demek ki X’in xn+1’i içer-

meyen 2n tane ve xn+1’i içeren gene 2n tane altkümesi varm›fl. Do-

lay›s›yla X’in altküme say›s›, 2n + 2n = 2 × 2n = 2n+1 dir. Önerme-

miz kan›tlanm›flt›r2. ■

Al›flt›rma olarak, okur afla¤›daki önermeleri tümevar›mla

kan›tlamaya çal›flabilir:

1. E¤er 0 ≤ x ≤ 1 ise ve n > 0 bir do¤al say›ysa3,

(1 ! x)n ≤ 1 ! nx + n(n ! 1)x2/2.

2. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,

13 + 23 + ... + n3 = (1 + 2 + ... + n)2

3. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,

12 + 22 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6.

4. E¤er n > 0 bir do¤al say›ysa,

14 + 24 + ... + n4 = (6n5 + 15n4 + 10n3 – n)/6

Bir Çeflitleme. Tümevar›mla kan›t›n bir çeflitlemesi de flöy-

ledir. Kan›tlamak istedi¤imiz önerme önce 1 için kan›tlan›r. Ar-

kas›ndan önermenin n’den küçük tüm say›lar için do¤ru oldu-
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2 Okur, bu olgudan                   eflitli¤ini ç›karabilir “Saymadan Saymak”
bafll›kl› yaz›da tan›mlam›flt›k sa¤daki say›lar›, bkz. s. 39.) Soldaki say›, yani
2n, n ö¤esi olan bir kümenin altküme say›s›. Sa¤daki      say›lar› ise, ayn›
kümenin k ö¤eli altkümelerinin say›s›.

3 “Yoksulun Kazanabildi¤i Bir Oyun” yaz›s›nda Önsav 1’de (bkz. sayfa 163)
kan›tlanm›flt›r bu eflitsizlik.



¤u varsay›l›p, önerme n için kan›tlan›r. Bir sonraki yaz›da bu

tür tümevar›msal kan›ta bir örnek verece¤iz.

Sonsuz ‹nifl. Pierre de Fermat (1601-1665) say›lar kuram›nda

sonsuz inifl ad›n› verdi¤i bir baflka yöntem bulmufltur. Sonsuz inifl,

sonsuz ç›k›fl›n (yani tümevar›m›n) ters yüz edilmiflidir. Önce yön-

temi aç›klayal›m, sonra bir örnek verece¤iz.

Diyelim say›larla ilgili bir önerme kan›tlamak istiyoruz. Bu

önermeye Ö(n) ad›n› verelim. Ö(n) önermesinin bir say› için

yanl›fl oldu¤unu varsayal›m, diyelim a say›s› için yanl›fl. Demek

ki Ö(a) önermesinin yanl›fl oldu¤unu varsay›yoruz. Bu varsa-

y›mdan bir çeliflki elde etmeye çal›fl›r›z. Ö(a)’n›n yanl›fll›¤›ndan

yararlanarak, öyle bir a1 say›s› bulmaya çal›fl›r›z ki, hem a1 < a,

hem de Ö(a1) önermesi yanl›flt›r. Baflard›k diyelim. Ayn› ak›l yü-

rütmeyi a yerine a1 say›s› için yapacak olursak, öyle bir a2 say›-

s› buluruz ki, hem a2 < a1’dir, hem de Ö(a2) önermesi yanl›flt›r.

Bunu böyle sürdürebiliriz. Öte yandan do¤al say›larda sonsuza

dek azala azala inemeyiz. Bir çeliflki elde ettik: Hem sonsuza dek

inebiliyoruz, hem de inemiyoruz. Demek ki, Ö(n) önermesi bir

a say›s› için yanl›fl olamaz, yani her say› için do¤rudur.

Bu yöntemi flöyle de aç›klayabiliriz: E¤er Ö(n) önermesi bir sa-

y› için yanl›flsa, bu önermenin yanl›fl oldu¤u en küçük bir say› var-
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d›r. Bu say›ya a ad›n› verelim. fiimdi de Ö(a) önermesinin yanl›fl-

l›¤›ndan yararlanarak, a’dan küçük bir b say›s› için de önermenin

yanl›fl oldu¤unu kan›tlamaya çal›flal›m. Baflar›rsak bir çeliflki elde

ederiz, çünkü, a, önermeyi yalanlayan say›lar›n en küçü¤üydü.

fiimdi bir örnek vereyim. Sonsuz inifl yöntemini kullanarak

,3 say›s›n›n kesirli say› olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›m4. Diyelim, a

ve b do¤al say›lar› √3 = a/b eflitli¤ini sa¤l›yor. √3 = a/b denkle-

minde iki taraf›n da karesini al›rsak, 3 = a2/b2 buluruz, yani

3b2 = a2. Bundan da a2’nin üçe bölündü¤ü ç›kar. a2 üçe bölün-

dü¤ünden, a say›s› da üçe bölünür. Dolay›s›yla a2 dokuza bö-

lünür ve 3b2 = a2 denkleminden b2’nin de üçe bölündü¤ü anla-

fl›l›r. b2 üçe bölündü¤ünden, b de üçe bölünür. Hem a’n›n, hem

de b’nin üçe bölündü¤ünü kan›tlad›k. E¤er a = 3a1, b = 3b1 ola-

rak yazarsak, √3 = a/b = 3a1/3b1 = a1/b1 elde ederiz. Yani √3 =

a1/b1. Ve ayn› zamanda 0 < a1 < a. Yukarda a ve b say›lar›yla

yapt›¤›m›z kan›t›, a1 ve b1 say›lar›yla yaparsak, öyle a2, b2 sa-

y›lar› buluruz ki, hem 0 < a2 < a1 < a d›r, hem de √3 = a2/b2 d›r.

Bu böyle sonsuza dek sürebilir. Öte yandan süremez de! Bir çe-

liflki elde ettik. Demek ki ,3 kesirli say› de¤ilmifl5.

Okur, al›flt›rma olarak, önerece¤im flu kan›t› denesin: a ve

b say›lar› için, √3 = a/b eflitli¤ini varsayal›m. O zaman

√3 = (3b ! a)/(a ! b)

eflitli¤i geçerlidir ve 0 < 3b – a < a dir. Sonsuz iniflle çeliflki elde

edilir.
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4 Bu örnek yöntemi aç›klamas› aç›s›ndan iyi bir örnekse de, yöntemin gücünü
ne yaz›k ki tam gösteremiyor. Fermat bu yöntemle çok daha derin sonuçlar el-
de etmifltir. Fermat Ne Biliyordu? (II) bafll›kl› yaz›da (sayfa 123), Fermat’n›n
kan›tlar›ndan birini verece¤iz ve yöntemin gücü daha iyi anlafl›lacak.

5 Asl›nda sonsuz inifl yöntemini ilk Eski Yunanl›lar bulmufllard›r. Nitekim ver-
di¤im kan›t Eski Yunanl›lara aittir. Ama san›r›m Eski Yunanl›lar bu yöntemi
kullanarak bir tek bu teoremi ve çeflitlemelerini kan›tlam›fllard›r. Yöntemi ilk
kez sistematik olarak uygulayan Fermat’d›r. Fermat, say›lar kuram›yla ilgili
teoremlerinin ço¤unu ya sonsuz ç›k›flla ya da sonsuz iniflle kan›tlam›flt›r, daha
do¤rusu kan›tlad›¤›n› öne sürmüfltür, çünkü Fermat teoremlerinin kan›t›n›
pek yazmazd›.



Böyle de Oyun Olur mu?

Bu yaz›daki oyun bir küme bilyeyle ve iki oyuncu aras›nda

oynan›yor. ‹ki oyuncunun önüne bir küme bilye konuyor.

Birinci oyuncu bu kümeyi ikiye ay›rmak zorunda. ‹stedi¤i gibi

ay›rabilir. Böylece oyunda iki bilye kümesi olur. fiimdi s›ra ikin-

ci oyuncuda. ‹kinci oyuncu bu iki bilye kümesinden birini ikiye

ay›r›r. Oyun böylece sürer. Tek bilyelik kümeler ikiye ayr›lamaz

elbet. Ay›racak kümesi kalmayan, yani hamle yapamayan oyun-

cu oyunu kaybeder.

Diyelim oyuna 5 bilyelik bir kümeyle baflland›. Birinci oyun-

cu bu kümeyi 2 bilyelik ve 3 bilyelik olarak iki kümeye ay›rabilir.

Bu durumu (2,3) olarak gösterelim. fiimdi s›ra ikinci oyuncuda.

‹kinci oyuncu 2 bilyelik kümeyi ikiye ay›r›p oyunu (1, 1, 3) duru-

muna sokabilir. S›ra birinci oyuncuda. Birinci oyuncunun pek se-

çene¤i yok; üç bilyelik kümeyi ikiye ay›r›p oyunu (1, 1, 1, 2) du-

rumuna sokacak. ‹kinci oyuncu da 2 bilyelik kümeyi ikiye ay›r›p

oyunu (1, 1, 1, 1, 1) durumuna sokacak. Birinci oyuncuya ham-

le kalmad›. Demek ki birinci oyuncu oyunu kaybetti.

Bu oyunu kim ve nas›l oynayarak kazan›r? ‹ki oyuncudan

birini kazand›ran iyi bir strateji var m›?

Diyelim a tane bilyemiz var. Oyun en çok kaç hamle süre-

bilir? Oyun nas›l oynan›rsa oynans›n, oyunun a – 1 hamle sü-



rece¤ini savl›yorum. Yani oyun, nas›l oynan›rsa oynans›n, top-

lam bilye say›s›ndan bir eksik hamlede biter. Sav›m› hemen ka-

n›tlayay›m.

Birinci Kan›t: Sav›m› tümevar›mla kan›tlayaca¤›m; bilye sa-

y›s›, yani a üzerine tümevar›mla1... Önce a = 1 olsun. Yani 1 bil-

yelik bir kümemizin oldu¤unu varsayal›m. Birinci oyuncu daha

oyuna bafllayamadan kaybeder. Demek ki bu oyun 0 hamle, ya-

ni a – 1 hamle sürer. E¤er a = 1 ise, oyunun a – 1 hamle sürece-

¤ini kan›tlad›k.

fiimdi a > 1 olsun. Tümevar›m varsay›m›m›za göre, a’dan az

bilyesi olan oyunlar, nas›l oynan›rlarsa oynans›nlar, bilye say›s›n-

dan bir eksik hamle sürerler. Birinci oyuncu ilk hamlesini yapt›. a

bilyelik kümeyi iki kümeye ay›rd›. Diyelim birinci kümede b tane,

ikinci kümede c tane bilye b›rakt›. Demek ki oyun (a) oyunundan

(b,c) oyununa dönüfltü. b + c = a elbet, bilye say›m›z de¤iflmedi...

fiimdi önümüzde iki oyun var. Biri b bilyelik, öbürü c bilyelik. b

ve c say›lar› a’dan küçük olduklar›ndan -tümevar›m varsay›m›m›-

za göre- b kümelik oyun b – 1 hamle, c kümelik oyunsa c – 1

hamle sürer. Oyunu a oyunundan (b, c) oyununa dönüfltüren ilk

hamle zaten yap›lm›flt›. Demek ki toplam 1 + (b – 1) + (c – 1)

hamlede oyun bitecek. Bu toplam› hesaplamak oldukça kolay:

1 + (b – 1) + (c – 1) = b + c – 1 = a – 1,

çünkü b + c = a. Demek ki b ve c ne olurlarsa olsunlar, oyun

a – 1 hamlede bitecek. Bizim de kan›tlamak istedi¤imiz buydu.

‹kinci Kan›t: a bilyeyi yanyana dizelim. ‹kiye ay›raca¤›m›z

yere bir çubuk yerlefltirelim. ‹kinci oyuncu da öyle yaps›n. Çu-

buk konacak a – 1 yer vard›r! Kan›t bitmifltir. ■
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Dolay›s›yla, a bilyelik oyunu, e¤er a çiftse birinci oyuncu,

tekse ikinci oyuncu kazan›r. Oyuncular nas›l oynarlarsa oy-

nas›nlar... Düflünmelerine gerek yok. Ama düflünmelerine ge-

rek olmad›¤›n› bulmak için düflünmek zorunda kald›k! Bay›-

l›r›m bu tür oyunlara...

Bu oyuna biraz tuz biber ekleyelim, yeni bir kural getirelim:

Oyuncular bilyeleri tam ortadan ikiye ay›ramas›nlar. Örne¤in

12 bilyelik bir bilye kumesi iki tane alt›l›k kümeye dönüfltürüle-

mesin. Bu yeni oyun çok daha ilginç. E¤er n = 1, 2, 4, 7, 10, 20,

23, 26 ise, ikinci oyuncunun kazanan stratejisini oldu¤unu ar-

kadafllar›mla hesaplad›k. E¤er n < 28 ise ve n yukardaki say›lar-

dan birine eflit de¤ilse, birinci oyuncunun kazanan stratejisi var-

d›r. Bundan baflka bu oyun üzerine pek bir fley bilmiyorum.
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Bölünebilme

Bir tamsay›n›n üçe ya da dokuza tam olarak bölünüp bölün-

medi¤ini anlamak için çok bilinen bir yöntem vard›r: Say›-

y› oluflturan rakamlar toplan›r. E¤er bu toplam üçe (dokuza)

bölünüyorsa, say› da üçe (dokuza) bölünüyordur. Örne¤in,

2571 üçe bölünür, çünkü 2 + 5 + 7 + 1, yani 15, üçe bölünür.

Öte yandan 2571 dokuza bölünmez, çünkü 15 dokuza bölün-

mez. Bu yöntemle, bir say› üçe ya da dokuza bölündü¤ünde ka-

lan da bulunabilir. Örne¤in 1994 üçe bölündü¤ünde kalan

2’dir, çünkü 1 + 9 + 9 + 4, yani 23, üçe bölündü¤ünde kalan

2’dir. Ayn› yöntemle, 1994 dokuza bölündü¤ünde kalan›n 5

oldu¤u anlafl›l›r.

Onbire bölünebilme yöntemi de -yukardaki yöntemler ka-

dar olmasa bile- oldukça iyi bilinir. Bir tamsay›n›n onbire tam

bölünüp bölünmedi¤ini anlamak için, flunlar yap›l›r: 1) Tamsa-

y›n›n birinci, üçüncü, beflinci... tek say›l› basamaklar› toplan›r;

2) Sonra ikinci, dördüncü, alt›nc›... çift say›l› basamaklar› top-

lan›r; 3) Bu iki toplamdan küçü¤ü büyü¤ünden ç›kar›l›r; 4)

E¤er ç›karma sonucu bulunan say› onbire bölünüyorsa tamsa-

y›m›z da onbire bölünüyor demektir.

Örne¤in, 2.753.087 onbire bölünmez, çünkü 2 + 5 + 0 + 7

= 14, 7 + 3 + 8 = 18 ve aralar›ndaki fark 4’tür. Öte yandan,



2678430964 onbire bölünür, çünkü,

2 + 7 + 4 + 0 + 6 = 19,

6 + 8 + 3 + 9 + 4 = 30

ve aralar›ndaki fark 11’dir. Bu yöntemle kalan da bulunabilir,

yaz›n›n sonunda umar›m okur kalan›n nas›l bulunabilece¤ini

kendi kendine ç›karacakt›r.

‹flte bu yaz›n›n amac› yukardaki yöntemlerin neden baflar›-

l› olduklar›n› okura anlatmakt›r.

Ayr›ca bir say›n›n 7’ye ve 13’e bölünmesi için gerekli ve ye-

terli oldukça basit kurallar› da verece¤iz.

Bafll›yoruz!

Bundan böyle 7 s›f›ra eflit olsun!

“7 s›f›ra eflit de¤il ki,” deyip karfl› ç›kabilirsiniz. Hakl›s›n›z,

7 s›f›ra eflit de¤ildir. Daha do¤rusu her zaman eflit de¤ildir.

Ama kimi zaman 7 s›f›ra eflittir. Bir örnekle bu sav›m› savuna-

y›m: Diyelim bugün pazar ve size flöyle bir soru soruldu: 145

gün sonra günlerden ne olacak? Her 7 gün sonra günler yine-

lendi¤inden, 140 gün sonra gene pazar olacak, dolay›s›yla 145

gün sonraki gün asl›nda 5 gün sonraki gün olacakt›r. Yani 145

gün sonra günlerden cuma olacak.

Bu sorunun yan›t›n› bulmak için 7’yi s›f›r yapt›k (afla¤›daki

hesapta, ancak 7 s›f›ra eflitlendi¤inde geçerli olan eflitlikleri =7

olarak gösterdim):

145 = 140 + 5 = (7 × 20) + 5 =7 (0 × 20) + 5 = 0 + 5 = 5.

Demek ki günleri hesaplamak için kullan›lan aritmetikte 7

s›f›ra eflitlenebiliyor.

Yine de dikkatli olmak gerekiyor. Günleri hesaplamakta bile

olsa her 7 s›f›ra eflit de¤ildir. Bir örnekle bu noktaya aç›kl›k geti-

reyim: Diyelim bugün günlerden pazar ve 256 gün sonraki günü

bulmak istiyoruz. 256 = (7 × 36) + 4 oldu¤undan 256 gün sonra

günlerden perflembe olur. Peki afla¤›daki hesaba ne dersiniz?
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256 = 28 = 27 + 1 =7 20 + 1 = 2.

Bu kez de¤iflik bir yan›t bulduk. Bir yerde bir yanl›fl yapt›k,

ama nerde? ‹kinci hesab›m›z yanl›fl. Çünkü ikinci hesab›m›zda

tepede bulunan 8, günleri de¤il ikileri saymakta kullan›l›yor: 28

demekle 2 say›s›n›n kendisiyle sekiz kez çarp›laca¤› söyleniyor.

Yani buradaki sekizin görevi baflka. Ama günleri saymakta

kullan›lan 7’leri hiç çekinmeden s›f›rlayabiliriz.

Kimi zaman da 2’yi s›f›ra eflitlemek iflimize gelebilir. Örne-

¤in, masan›n üstünde duran bir paran›n tura yüzü görünüyor-

sa ve bu paray› 145 kez çevirirsek, üste yaz› yüzü gelir. Neden?

Çünkü, her iki kez çevirdi¤imizde, yine tura gözükecek, sanki

paray› hiç çevirmemifliz gibi...

Kimi zaman 24’ü s›f›ra eflitlemekte yarar vard›r. Kimi zaman-

sa 12’yi, 60’›... Okur örnek bulmakta zorluk çekmeyecektir.

Diyelim, bu paragrafta 6’n›n s›f›r oldu¤una karar verdik.

Bunun sonuçlar›n› irdelemeye çal›flal›m. E¤er 6 =6 0 ise,

7 = 6 + 1 =6 0 + 1 = 1.

Bunun gibi 8 =6 2 ve 9 =6 3. Peki –4 kaçt›r? Hesaplayal›m:

–4 = 0 – 4 =6 6 – 4 = 2.

Demek –4, 2’ye eflitmifl. fiimdi de –124’ü hesaplayal›m:

–124 = –120 – 4 = –(20 × 6) – 4 =6 –(20 × 0) – 4

= 0 – 4 =6 6 – 4 = 2.

Kolayca anlafl›laca¤› gibi 6 s›f›ra eflit olunca, her tamsay›,

{0, 1, 2, 3, 4, 5}

kümesinin say›lar›ndan birine eflittir. “‹yi, güzel, ama ne ifle ya-

rar?” diyebilirsiniz. Kimi zaman 6’y› s›f›rlamak yararl›d›r gerçek-

ten. Örne¤in, bir tamsay› alt›ya bölündü¤ünde kalan› bulmak is-

tiyorsak hiç çekinmeden 6’y› s›f›rlayabiliriz; çünkü 6 alt›ya bö-

lündü¤ünde kalan s›f›rd›r. Örne¤in (17 × 26) + 25 alt›ya bölün-

dü¤ünde kalan› bulmak istiyorsak, flöyle bir hesap yapabiliriz:

(17 × 26) + 25 =6 (5 × 2) + 1 = 11 =6 5,

ve bu say› alt›ya bölündü¤ünde kalan›n 5 oldu¤unu anlar›z.
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Yukarda yazd›klar›m›z›n kan›t› oldukça kolayd›r. Yavafl

yavafl kan›tlayal›m. Önce tan›mdan bafllayal›m. n s›f›r olmayan

bir do¤al say› olsun. Bundan böyle e¤er a ve b tamsay›larsa, a

=n b terimi, “a – b say›s› n say›s›na tam bölünür” anlam›na, ya

da baflka bir deyiflle, “a ve b say›lar› n’ye bölündü¤ünde kalan-

lar› eflittir” anlam›na gelir.

Örne¤in, 1 =6 7 =6 13 =6 –5.

Birinci tan›m›m›z› kullanarak =n kavram› üzerine birkaç ol-

gu kan›tlayal›m:

Olgu 1. a =n a

Kan›t: a – a, yani 0, elbette n’ye tam bölünür.

Olgu 2. E¤er a =n b ise, b =n a’d›r.

Kan›t: E¤er a – b say›s› n’ye bölünüyorsa, b – a say›s› da

n’ye bölünür.

Olgu 3. E¤er a =n b ve b =n c ise, a =n c’dir.

Kan›t: E¤er a – b ve b – c say›lar› n’ye bölünüyorsa, a – c

say›s› da n’ye bölünür, çünkü a – c = (a – b) + (b – c) dir.

Olgu 4. E¤er a =n x ve b =n y ise, a + b =n x + y’dir.

Kan›t: E¤er a – x ve b – y say›lar› n’ye bölünüyorsa,

(a + b) – (x + y)

say›s› da n’ye bölünür, çünkü

(a + b) – (x + y) = (a – x) + (b – y)

dir.

Olgu 5. E¤er a =n x ve b =n y ise, ab =n xy’dir.

Kan›t: ab – xy = a(b – y) + y(a – x) oldu¤undan ve a – x ve

b – y say›lar› n’ye bölündü¤unden, ab – xy say›s› da n’ye bölünür.
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Olgu 6. E¤er a =n x ise ve m > 0 bir tamsay›ysa am =n xm.

Kan›t: Olgu 5’i kullan›larak m üzerine tümevar›mla kan›t-

layaca¤›z. Kan›tlayal›m.

E¤er m = 1 ise sorun yok: Olgumuzun varsay›m›na göre

a =n x.

fiimdi bu olgunun m için geçerli oldu¤unu varsayal›m (tü-

mevar›m varsay›m›) ve m + 1 için kan›tlayal›m. Yani tümeva-

r›m varsay›m›m›za göre,

am =n xm

eflitli¤ini biliyoruz;

am + 1 =n xm + 1

eflitli¤ini kan›tlamaya çal›flaca¤›z. fiimdi am =n xm (tümevar›m

varsay›m›) ve x =n a (olgumuzun varsay›m›) eflitliklerinden ve

Olgu 5’ten,

am + 1 = ama =n xmx = xm+1

eflitli¤i ç›kar. Olgumuz kan›tlanm›flt›r.

Bu olgular› kullanarak birkaç al›flt›rma yapal›m:

Al›flt›rma 1. 1725 sekize bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 1725 =8 125 = 1 oldu¤undan kalan 1’dir.

Al›flt›rma 2. 1725 dokuza bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 1725 =9 (–1)25 = –1 =9 8 oldu¤undan, yan›t 8’dir.

Al›flt›rma 3. 1725 yediye bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: Bu kez çözüm biraz daha zor. Önce 17 =7 3 oldu¤un-

dan, 1725 =7 325 eflitli¤ini buluruz. Demek 325’i hesaplamal›y›z.

fiimdi de, 33 = 27 =7 –1 eflitli¤inden, 36 = (33)2 =7 (–1)2 = 1 eflit-

li¤i ç›kar. Demek ki 325 = 3(6 × 4) + 1 = (36)4 × 3 =4 14 × 3 = 3 ve

dolay›s›yla yan›t 3’tür.
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Al›flt›rma 4. m herhangi bir do¤al say› olsun. 10m üçe ya da

dokuza bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 10 =3 1 ve 10 =9 1 oldu¤undan, 10m say›s› üçe ya da

dokuza bölündü¤ünde 1 kal›r.

Üçe ve Dokuza Bölünme. fiimdi bir say›n›n üçe ve dokuza

bölünebilme yönteminin neden baflar›l› oldu¤unu anlayabiliriz.

Herhangi bir say› alal›m. Diyelim 58.246.309. Ve flimdilik n, 3

ya da 9 olsun. Dördüncü al›flt›rmay› gözönünde bulundurarak

hesaplayabiliriz:

58.246.309 = 5·107 + 8·106 + 2·105 + 4·104 + 6·103

+ 3·102 + 0·101 + 9

=n 5·17 + 8·16 + 2·15 + 4·14 + 6·13 + 3·12

+ 0·11 + 9

= 5 + 8 + 2 + 4 + 6 + 3 + 0 + 9 = 37.

Görüldü¤ü gibi, 58.246.309 say›s›n›n üçe ya da dokuza bö-

lündü¤ünde kalan›, 37 say›s›n›n ayn› say›ya bölündü¤ünde ka-

lan›na eflit.

Onbire Bölünme. fiimdi de onbire bölünebilme kural›na ba-

kal›m. 10 =11 –1 oldu¤undan,

Dolay›s›yla,

58.246.309 = 5·107 + 8·106 + 2·105 + 4·104 + 6·103

+ 3·102 + 0·101 + 9

=11 – 5 + 8 – 2 + 4 – 6 + 3 – 0 + 9 = 11

=11 0.

Demek ki 58.246.309 onbire tam bölünür.

fiimdi, bir say›n›n yediye ve onüçe bölünebilme kurallar›n›

bulal›m. Önce herkesin bildi¤i ikiye bölünebilme kural›ndan

bafllayal›m. Yavafl yavafl yediye ve onüçe gelece¤iz.
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‹kiye Bölünme. Bir say›n›n ikiye (tam olarak) bölünüp bö-

lünmedi¤ini anlamak çok kolayd›r. E¤er say›n›n son rakam›

ikiye bölünüyorsa, yani say› 0, 2, 4, 6, 8 rakamlar›ndan biriy-

le bitiyorsa, o zaman o say› ikiye bölünür. Örne¤in 121 ikiye

bölünmez, öte yandan 124 ikiye bölünür.

‹lkokul çocuklar›n›n bile bildi¤i bu kural› kan›tlayal›m.

Herhangi bir x say›s› ele alal›m. x’in ikiye bölünüp bölünmedi-

¤ini anlamak istiyoruz. Tek basamakl› (yani 10’dan küçük) öy-

le bir b say›s› vard›r ki, belli bir a say›s› için, x’i 10a + b biçi-

minde yazabiliriz, yani x = 10a + b eflitli¤i geçerlidir. Örne¤in,

25 = 2 × 10 + 5 (a = 2, b = 5)

256 = 25 × 10 + 6 (a = 25, b = 6)

2561 = 256 × 10 + 1 (a = 256, b = 1).

x = 10a + b oldu¤undan ve 10 ikiye bölündü¤ünden, x’in

ikiye bölünmesi için yeterli ve gerekli koflul b’nin ikiye bölün-

mesidir, yani b’nin 0, 2, 4, 6, 8 say›lar›ndan biri olmas›d›r. Ve

b elbette x’in son rakam›d›r...

Befle Bölünme. Bir say›n›n befle bölünmesi için son rakam›-

n›n ya 0 ya 5 olmas› gerekir. Bunu da herkes bilir.

Bu kural›n da kan›t› yukardaki gibidir: Say›m›z› 10a + b

olarak yazal›m. Burda b, tek basamakl› (yani 10’dan küçük)

bir say›d›r. 10 befle bölündü¤ünden, say›m›z›n befle bölünmesi

için b’nin de befle bölünmesi gerekmektedir, yani b ya 0 yada 5

olmal›d›r.

Dörde Bölünme. Bir say›n›n dörde bölünüp bölünmedi¤ini

anlamak için o say›n›n son iki basama¤›na bak›l›r. E¤er son iki

basama¤› oluflturan say› dörde bölünüyorsa, o zaman say›m›z

da dörde bölünür. Örne¤in 34.527.672 say›s› dörde bölünür,

çünkü 72 dörde bölünür.

Neden bu böyledir? Yani neden bu kural geçerlidir? Kan›t-

layal›m. Tamsay›m›za x diyelim. x’in dörde bölünüp bölünme-
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di¤ini anlamak istiyorum. En fazla iki basamakl› (yani 100’den

küçük) öyle bir b say›s› vard›r ki, belli bir a say›s› için, x = 100a

+ b eflitli¤i geçerlidir. Örne¤in,

26 = 100 × 0 + 26 (a = 0, b =26)

548 = 100 × 5 + 48 (a = 5, b =48)

5400 = 100 × 54 + 0 (a = 54, b =0)

42543 = 100 × 425 +43 (a = 425, b =43)

100 dörde bölündü¤ünden ve x = 100a + b oldu¤undan,

x’in dörde bölünebilmesi için gerekli ve yeterli koflul, b’nin dör-

de bölünmesidir. Ve elbette b say›s›, x’in son iki basama¤›nda-

ki rakamlardan oluflur. Yukardaki örneklerden yaln›zca ikinci-

si ve üçüncüsü (yani 548 ve 5400) dörde bölünür.

Sekize ve Onalt›ya Bölünme. Bir say›n›n sekize bölünüp bö-

lünmedi¤ini anlamak için o say›n›n son üç rakam›na bak›l›r.

E¤er son üç rakam›n oluflturdu¤u say› sekize bölünüyorsa, say›

da sekize bölünür. Örne¤in 34.527.712 say›s› sekize bölünür,

çünkü 712 sekize bölünür.

Bu kural›n neden geçerli oldu¤unu okur anlam›flt›r san›r›m:

1000’in sekize tam olarak bölünmesinden kaynaklan›r.

Bir say›n›n onalt›ya bölünüp bölünmedi¤ini anlamak için o

say›n›n son dört rakam›na bak›l›r. E¤er son dört rakam›n olufl-
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turdu¤u say› onalt›ya bölünüyorsa, say› da onalt›ya bölünür.

Örne¤in 34.521.632 say›s› onalt›ya bölünür, çünkü 1632 onal-

t›ya bölünür.

Yediye ve Onüçe Bölünme. Yediye ve onüçe bölünme ku-

rallar› biraz daha az bilinir. fiimdi bu kurallar› görece¤iz.

Asl›nda yediye ve onüçe bölünebilme kurallar› ayn›d›r. Bir

örnekle aç›klayay›m. 581.976.024 say›s›n› ele alal›m. Bu say›

yediye/onüçe bölünür mü?

Bu soruyu yan›tlamak için afla¤›daki ifllemi yapal›m: 581 –

976 + 024. E¤er ç›kan sonuç yediye/onüçe bölünüyorsa,

581.976.024 say›s› da yediye/onüçe bölünür. ‹fllemi yapal›m:

581 – 976 + 024 = –371. Buldu¤umuz –371 say›s› yediye bölü-

nür (sonuç –53 ç›kar) ama onüçe bölünmez. Demek ki,

581.976.024 say›s› yediye bölünür ama onüçe bölünmez.

Yediye ve onüçe bölünme kural›n›n neden do¤ru olduklar›-

n› gösterelim.

Nedenin püf noktas› 103 + 1 = 7 × 13 × 11 eflitli¤indedir.

Bundan da

103 = 1000 =7 –1

103 = 1000 =13 –1

ç›kar. Demek ki

103n =7 (–1)n

103n =13 (–1)n

Art›k 581.976.024 say›s›n›n neden yediye bölündü¤ünü an-

layabiliriz: (m, 7 ya da 13’e eflit olsun.)

581.976.024 = (581 × 109) + (976 × 106) + (24 × 103)

=m – 581 + 976 – 24 = –371.

Demek ki, 581.976.024’ün yediye/onüçe bölünmesi için,

–371’in yani 371’in yediye/onüçe bölünmesi gerekir.
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Yak›nsamak

Bu yaz›da, ilerde s›k s›k kullanaca¤›m›z bir olguyu tan›mlaya-

ca¤›z ve matemati¤in en önemli kavramlar›ndan birine (li-

mit kavram›na) de¤inece¤iz.

Asl›nda okur anlataca¤›m kavram› sezgisel olarak biliyor-

dur. Dolay›s›yla, bu yaz›y› anlamak daha sonraki yaz›lar› anla-

mak için bir önkoflul de¤ildir.

0’la 1 aras›nda herhangi bir say› alal›m. Diyelim 0,9’u ald›k.

Bu say›y› kendisiyle tekrar tekrar çarpal›m (hesap makinas› yarar-

l› olabilir!):

0,91 = 0,9

0,92 = 0,81

0,93 = 0,729

0,94 = 0,6561

0,95 = 0,59049

0,96 = 0,531441

0,97 = 0,4782969

0,98 = 0,43046721

0,99 = 0,387420489

0,910 = 0,3486784401

0,915 = 0,205891132...

0,920 = 0,121576654...



0,925 = 0,071789798...

0,930 = 0,042391158...

0,935 = 0,025031555...

0,940 = 0,014780882...

0,945 = 0,008727963...

0,950 = 0,005153775...

0,960 = 0,00179701...

0,970 = 0,000626578...

0,980 = 0,000218474...

0,990 = 0,000076177...

0,9100 = 0,000026561...

Gördü¤ümüz gibi say›lar hep küçülüyorlar.

Acaba 0,9’un güçlerini diledi¤imiz kadar küçültebilir miyiz?

Örne¤in, yukarda da görüldü¤ü üzere 0,001’in alt›na indik:

0,970 = 0,000626578... ≤ 0,001.

0,0001’in de alt›na indik:

0,990 = 0,000076177... ≤ 0,0001.

Dilersek 0,00001 ve 0,000001’in de alt›na inebiliriz:

0,9110 = 0,000009261... ≤ 0,00001

0,9132 = 0,000000912... ≤ 0,000001.

S›f›ra hiç ulaflamay›z ama s›f›ra diledi¤imiz kadar yaklaflabi-

liriz. Bu yaz›da bunu kan›tlayaca¤›z1.

Öte yandan bu diziyle –1’e diledi¤imiz kadar yaklaflamay›z,

örne¤in –0,5’in alt›na inemeyiz, 0’›n alt›na bile inemeyiz. Küçü-

len bu say›lar –1’e elbet yaklafl›rlar, ama diledi¤imiz kadar yak-

laflmazlar, –1’le aralar›ndaki uzakl›k 1’den fazlad›r hep.

Diyelim - çok küçük pozitif bir say›, örne¤in

0,000000000001, hatta daha da küçük, ama 0 de¤il... Öyle bir

n tamsay›s› bulabiliriz ki, 0,9n say›s› -’dan küçüktür…
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Bu dedi¤im yaln›zca 0,9 say›s› için de¤il, 0’la 1 aras›ndaki

herhangi bir say› için geçerlidir:

Teorem 1. r, 0’la 1 aras›nda herhangi bir say› olsun: 0 < r < 1.

-, 0’dan büyük hangi say› olursa olsun. Öyle bir n tamsay›s›

vard›r ki, rn < - eflitsizli¤i geçerlidir. Hatta öyle bir N tamsay›s›

vard›r ki n > N ise rn < - dir.

Yani, n’yi yeterince büyük seçersek, rn say›lar›n› diledi¤imiz

kadar küçültebiliriz.

Örne¤in r = 0,9 ve - = 0,00001 ise, yukarda gördü¤ümüz üze-

re, n’yi 110, hatta 110’dan büyük herhangi bir tamsay› alabiliriz.

Teoremin kan›t›na bafll›yorum.

Arad›¤›m n tamsay›s›n› yavafl yavafl bulaca¤›m. Önce bir

önsav:

Önsav. s > –1 herhangi bir say›ysa ve n herhangi bir do¤al

say›ysa, (1 + s)n ≥ 1 + ns eflitsizli¤i geçerlidir.

Önsav’›n Kan›t›: s > –1 herhangi bir say› olsun.

Önsav›, n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Yani, önsa-

v›n önce n = 0 için geçerli oldu¤unu kan›tlayaca¤›z; arkas›ndan,

önsav›n herhangi bir n do¤al say›s› için geçerli oldu¤unu varsa-

y›p, bir sonraki do¤al say› olan n + 1 için geçerli oldu¤unu ka-

n›tlayaca¤›z2.

E¤er n = 0 ise, 1 + s > 0 oldu¤undan,

(1 + s)n = (1 + s)0 = 1 = 1 + 0s = 1 + ns

dir. Dolay›s›yla, n = 0 ise önsav do¤rudur.
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fiimdi önsav›n n do¤al say›s› için geçerli oldu¤unu varsaya-

l›m ve önsav› bir sonraki do¤al say› olan n + 1 için kan›tlayal›m.

Yani,

(1 + s)n ≥ 1 + ns

eflitsizli¤ini do¤ru varsay›p,

(1 + s)n+1 ≥ 1 + (n+1)s

eflitsizli¤ini kan›tlayal›m. Bafll›yoruz:

(1 + s)n+1 = (1 + s)n(1 + s) ≥ (1 + ns)(1 + s)

= 1+ (n + 1)s + ns2 ≥ 1 + (n + 1)s.

Kan›t›m›z bitmifltir. (‹lk eflitsizlikte tümevar›m varsay›m›

olan (1 + s)n ≥ 1 + ns ve 1 + s > 0 eflitsizliklerini kulland›k.)

Teorem 1’in Kan›t›: fiimdi teoremimizi kan›tlayabiliriz.

r, 0’la 1 aras›nda bir say› olsun, yani 0 < r < 1 eflitsizli¤i

sa¤lans›n.

-, 0’dan büyük herhangi bir say› olsun.

rn < - eflitsizli¤ini sa¤layan bir n do¤al say›s› bulaca¤›z.

Birkaç say› tan›mlayal›m:

� s = (1-r)/r olsun. s pozitif bir say›d›r.

� m, 1/s’den büyük bir tamsay› olsun, yani ms ≥ 1 eflitsiz-

li¤i do¤ru olsun.

� k, - ≥ 1/k eflitsizli¤ini sa¤layan bir do¤al say› olsun. Böy-

le bir k do¤al say›s› vard›r elbet. Örne¤in, - = 0,0000375 ise,

k’y› 100.000 alabiliriz.

� n = (k – 1)m olsun.

fiimdi bakal›m her fley yolunda m›:

86



Evet, her fley yolundaym›fl3. Diledi¤imizi kan›tlad›k.

Matematikte bu flöyle dile getirilir: n sonsuza gitti¤inde, rn

say› dizisi 0’a yak›nsar4. Ve flöyle yaz›l›r:

limn . /
rn = 0.

Yani asl›nda afla¤›daki teoremi kan›tlad›k:

Teorem 2. E¤er 0 < r < 1 ise, limn . /
rn = 0.

Bir baflka say› dizisine bakal›m: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... Bu say›

dizisi de 0’a yak›nsar. Örne¤in, 1.000.001’inci terim

0,000001’in alt›na iner. Genel olarak pozitif bir - say›s›n›n alt›-

na inebilir miyiz? Evet! E¤er n, 1/-’dan büyük bir tamsay›ysa (ki

öyle bir tamsay› vard›r elbet), 1/n, -’dan küçük olur. Afla¤›daki

teoremi kan›tlad›k:

Teorem 3. limn . /
1/n = 0.

1/n dizisi 0’a yak›nsad›¤›ndan, 1/n2, 1/n! gibi diziler de 0’a

yak›nsarlar çünkü bu say›lar 1/n’den daha küçüktürler5.

Teorem 4. limn . /
1/n2 = limn . /

1/n! = 0.
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3 Bu eflitsizliklerde say›lar›n tan›mlar›n› ve bir önceki önsav› kulland›k.
4 Tam matematiksel tan›m flöyledir: E¤er her - > 0 için, 0an ! l0 < - eflitsizli¤i-

nin her n > N için sa¤land›¤› bir N say›s› varsa, (an)n say› dizisi l’ye yak›nsar
denir.

5 E¤er n pozitif bir do¤al say›ysa, n! say›s› 1 × 2 × ... × n olarak tan›mlan›r. Ör-
ne¤in, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24’tür. 0! say›s›, ayr›ca, 1 olarak tan›mlan›r.



Olas›l›k Hesaplar› (I)

O
las›l›k hesaplar›na günlük yaflam›m›zda s›k s›k gereksini-

riz. Örne¤in tavla ya da kâ¤›t oyunlar› oynarken. ‹ki ka-

p›ya üstüste birkaç kez gele atmayan tavlac› görmedim

hiç. fianss›zl›k deriz. Elbet, dört kez gele atan üç kez gele atandan

daha flanss›zd›r. Bu yaz›n›n amaçlar›ndan biri de “daha flanss›z”

sözcü¤üne matematiksel anlam kazand›rmak olacak. Bir sonraki

yaz›da sonsuz olaylar›n olas›l›¤›ndan sözedece¤iz.

Bofl bir zaman›n›zda, evinizdeki tavlan›n zarlar›ndan birini

6000 kez at›n. Gelen zarlar› bir kâ¤›da yaz›n. Afla¤› yukar› bin

kez yek (1), bin kez dü (2), bin kez se (3), ... gelmeli, yani her

yüzün gelme olas›l›¤› afla¤› yukar› ayn› olmal›. E¤er yaln›zca

500 kez penç (5) gelmiflse zar›n›z hileli demektir. Asl›nda her zar

hilelidir. Bir yüzü biraz daha a¤›r, daha e¤ik, daha afl›nm›fl ya da

daha kaygan olabilir. Her zar›n zaaf› oldu¤u, yak›nl›k duydu¤u

bir say› vard›r. Tavlaya oturmadan önce zarlar›n zaaf›n› iyi bil-

mek gerekir. Ki ona göre oynayas›n›z! Tavlan›n da deplasman›

vard›r!

Tavlam›n zarlar›ndan birini 400 kez att›m. ‹flte elde etti¤im

sonuçlar:



1 2 3 4 5 6

‹lk 100 at›fl 17 16 13 25 13 16
‹lk 200 at›fl 38 31 31 41 28 31
‹lk 300 at›fl 54 59 42 59 39 47
‹lk 400 at›fl 70 76 59 77 58 60

Sanki zar›m›n cehara (4’e) bir zaaf› varm›fl gibi görünüyor.

Bu sonuçlar› 1 üzerine yazal›m, yani ortalamalar›n› alal›m.

Örne¤in 400 at›flta 77 kez cehar geldi¤ini belirten yere 77/400,

yani 0,1925 yazal›m. fiu sonuçlar› buluruz:

1 2 3 4 5 6

‹lk 100 at›fl 0,17 0,16 0,13 0,25 0,13 0,16
‹lk 200 at›fl 0,19 0,155 0,155 0,205 0,14 0,155
‹lk 300 at›fl 0,18 0,196 0,14 0,197 0,13 0,157
‹lk 400 at›fl 0,175 0,19 0,1475 0,1925 0,145 0,15

Ortalaman›n üstündeki sonuçlar› siyah puntolu harflerle

yazd›m. Ortalaman›n kaç olmas› gerekiyordu? Zarlar hilesizse

ortalaman›n 1/6, yani 0,1666... olmas› gerekir, çünkü bir zarda

6 yüz vard›r. Ceharlar›n ortalamas› hep yüksek ç›km›fl, ama bu

ortalama gittikçe azal›yor ve beklenen 1/6 ortalamas›na yakla-

fl›yor. 6 bin kez zar att›¤›mda, kimbilir, belki de beklenen orta-

lamaya daha çok yaklaflacak. Yukardaki sonuçlar zar›m›n tam

zaaf›n› göstermeyebilirler. Yeterince zar atmad›m. Ama son so-

nuçlar›n do¤ru oldu¤unu varsayacak olursam, 100 at›flta orta-

lama 19 kez cehar (4) ve 14 kez penç (5) geldi¤i sonucunu ç›ka-

r›r›m. Ona göre tavla oynamal›y›m (ikinci zarla da ayn› deneyi

yapmal›y›m elbet.)

Elimize bir zar alal›m. Alt› yüzlü ve hilesiz bir zar... Öyle bir

zar›n oldu¤unu varsayal›m. Her yüzün gelme olas›l›¤› ayn›d›r:

yek (1) gelme olas›l›¤›, dü (2) gelme olas›l›¤›ndan fazla de¤ildir.

Zar›n alt› yüzü oldu¤undan ve her say›n›n gelme olas›l›¤› ayn› ol-

du¤undan, örne¤in yek gelme olas›l›¤›na 1/6 demek en do¤rusu-

dur. E¤er i = 1, ..., 6 ise, o(i), i say›s›n›n gelme olas›l›¤› olsun. Sez-

gilerimize dayanarak yazal›m:
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o(1) = 1/6 = 0,16666....

o(2) = 1/6

o(3) = 1/6

o(4) = 1/6

o(5) = 1/6

o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldu¤undan, o(7) = 0 da yazabilirdik!

Tüm olas›l›klar›n toplam›n›n 1 oldu¤una dikkatinizi çekerim.

Günlük yaflamda olas›l›klar 100 üzerine hesaplan›r, ama mate-

matikte en büyük olas›l›k 1’dir. Günlük yaflamda kullan›lan

%75’in matematikçesi 0,75 ya da 3/4’tür.

Hilesiz zarlarla çift say› atma olas›l›¤›n› bulal›m, yani, 2, 4, 6

say›lar›ndan birinin gelme olas›l›¤›n›. Her say›n›n gelme olas›l›-

¤› 1/6 oldu¤undan, çift say› gelme olas›l›¤›,

o(2) + o(4) + o(6) = 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2

dir. Ve elbet tek say› gelme olas›l›¤› da, çift say› gelme olas›l›¤› gi-

bi, 1/2’dir.

Olas›l›k kuramc›lar›, yukardaki soruda karfl›m›za ç›kan,

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

kümesine olaylar kümesi derler. Örne¤in, “yek” bir olayd›r ve

yek olay›n›n (gerçekleflme) olas›l›¤› 1/6’d›r.

fiimdi iflleri biraz zorlaflt›raca¤›z ve iki (hilesiz) zar ataca¤›z.

‹lk önce iki zar› birbirinden ay›ral›m: Zarlardan birine birinci

zar, öbürüne ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlar› iki ayr› renge

boyay›n.) Her iki zar›n da alt›flar yüzü oldu¤undan, otuz alt›

“olay” var:

Dikkat ettiyseniz, 1–2 ve 2–1 zarlar›n› (olaylar›n›) ayr› yaz-
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1–1 1–2 1–3 1–4 1–5 1–6

2–1 2–2 2–3 2–4 2–5 2–6

3–1 3–2 3–3 3–4 3–5 3–6

4–1 4–2 4–3 4–4 4–5 4–6

5–1 5–2 5–3 5–4 5–5 5–6

6–1 6–2 6–3 6–4 6–5 6–6



d›m, yani iki ayr› olay olarak gösterdim. Çünkü iki zar› birbi-

rinden ay›r›yorum: Birinci zar yeki, ikinci zar düyü gösteriyor-

sa, gelen zara 1–2 diyorum; tam tersiyse 2–1. Zarlar hilesiz ol-

du¤undan her olay›n olas›l›¤› ayn›d›r. Dolay›s›yla, o(i–j) say›s›,

i–j olay›n›n (zar›n›n) olas›l›¤›ysa,

o(i–j) = 1/36

d›r. Örne¤in,

o(1–1) = o(1–2) = o(2–1) = o(3–4) = 1/36.

Bunu flöyle de gösterebiliriz. Zar ataca¤›m›za, yukardaki

tabloya rastgele bir tafl atal›m. 36 hücre oldu¤undan ve bir hüc-

renin öbür hücreye göre bir özelli¤i olmad›¤›ndan, tafl›n, örne-

¤in 3–4 hücresine düflme olas›l›¤› 1/36’d›r.

Ama tavlada zarlar birbirinden ay›rt edilmez. Biz de ay›rt et-

meyelim. O zaman 1-2 ve 2-1 olaylar›n› bir olay olarak alg›la-

y›p (1, 2) olarak gösterelim. Olaylar› yukardaki gibi s›ralayal›m

(üstteki tabloyu ikiye katlayarak):

Toplam 21 olay›m›z var. Ama bu kez her olay›n olas›l›¤› ay-

n› de¤il. Örne¤in (1, 2) olay›n›n olas›l›¤›

1/36 + 1/36 = 2/36,

çünkü (1, 2) zar› için ya 1-2 ya da 2-1 gerekli. (1,2) olay›n›n ola-

s›l›¤› flöyle bulunur:

o(1, 2) = o(1-2) + o(2-1) = 1/36 + 1/36 = 2/36.

Öte yandan, (1, 1) zar›n›n gelme olas›l›¤› 1/36’d›r. Demek ki,

e¤er i 1 j ise, o(i, j) = 2/36’d›r ve o(i, i) = 1/36’d›r. (Özellikle 2/36

yerine 1/18 yazm›yoruz, ilerde kolayl›k olacak.)

Al›flt›rma olarak, çeflitli olas›l›klar hesaplayal›m.
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(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

(2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 5) (5, 6)

(6, 6)



‹ki kap›ya gele atma olas›l›¤›. Bu kap›lar›n 1 ve 2 kap›lar› ol-

du¤unu varsayal›m. Demek ki (1, 1), (1, 2) ya da (2, 2) atma

olas›l›¤›n› hesaplayaca¤›z. Bu da,

o(1, 1) + o(1, 2) + o(2, 2) = 1/36 + 2/36 + 1/36 = 4/36 = 1/9

dur. ‹ki kez iki kap›ya gele atma olas›l›¤›ysa 1/9 × 1/9 = 1/81’dir.

Yedi kez iki kap›ya gele atma olas›l›¤›ysa (1/9)7 = 1/97 dir. (Afla-

¤› yukar›, piyangoda en büyük ikramiye ç›kma olas›l›¤›na eflit!)

Yek atma olas›l›¤› = o(1, 1) + o(1, 2) + ... + o(1, 6) = 1/36

+ (5 × 2/36) = 11/36. Demek ki, yek atma olas›l›¤› 1/3’ten biraz

daha az.

Cehar atma olas›l›¤›. Yukardaki gibi hesaplan›r ve 11/36

bulunur.

Dört hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›. Dört hane ilerde-

ki bir pulu k›rma olas›l›¤›n› hesaplayaca¤›z. Dört hane ilerdeki

pulu k›rmak için ya cehar (4) atmak gerekir ya da (1, 1), (1, 3) ve

(2, 2) zarlar›ndan birini (arada kap› olmad›¤›n› varsay›yoruz.)

Demek ki dört hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›,

o(4) + o(1, 1) + o(1, 3) + o(2, 2)= 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36

= 15/36

d›r.

Alt› ve sekiz hane ilerdeki iki puldan en az birini k›rma ola-

s›l›¤›. Alt› hane ilerdeki pulu k›rmak için ya zarlardan biri 6 gel-

meli ya da (1, 5), (2, 2), (2, 4), (3, 3) zarlar›ndan birini atmal›.

Sekiz hane ilerdeki pulu k›rmak içinse (2, 2), (2, 6), (3, 5), (4, 4)

zarlar›ndan birini atmal›. Dolay›s›yla olas›l›k

o(6) + o(1,5) + o(2,2) + o(2,4) + o(3,3) + o(3,5) + o(4,4)

= 11/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36

= 20/36 = 5/9

dur, yüzde elliden biraz fazla.
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�hane ilerdeki bir pulu k›rma olas›l›¤›. E¤er n = 13 ya da 14

ise, bu olas›l›k s›f›rd›r elbet. Ama n = 15 ise pulu dübeflle, yani

(5, 5)’le k›rabiliriz. Bunun da olas›l›¤› 1/36’d›r. Okur bu olas›l›k-

lar› flimdiye de¤in ö¤rendikleriyle hesaplayabilir. Bu olas›l›klar›

bir tabloda gösterelim:

Üç zara geçmeden önce, tavlan›n s›n›rl› bir oyun oldu¤unu

belirteyim. Yazd›klar›mdan tavlan›n yüksek düzeyde matematik

bilgisi gerektirdi¤ini sand›¤›m san›lmas›n. Ama tavlac›y›m diye

geçinen olas›l›k kuram›n›n temelini bilmelidir.

fiimdi üç zar alal›m elimize. Yine ilk önce zarlardan herbiri-

ni öbürlerinden ay›rt edelim: birinci zar, ikinci zar ve üçüncü

zar. 63 = 216 olay var ve her olay›n olas›l›¤› ayn› oldu¤undan,

her zar›n gelme olas›l›¤› 1/216’d›r. Örne¤in,

o(1-2-5) = o(1-5-2) = o(2-1-5) = o(2-5-1)
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�= uzakl›k K›rma olas›l›¤›

1 11/36

2 12/36

3 14/36

4 15/36

5 15/36

6 17/36

7 6/36

8 6/36

9 5/36

10 3/36

11 2/36

12 3/36

15 1/36

16 1/36

18 1/36

20 1/36

24 1/36



= o(5-1-2) = o(5-2-1) = 1/216

d›r. Ancak zarlar› birbirinden ay›rt etmemek en do¤al olan›. Biz

de etmeyelim. Olay say›m›z azald›, çünkü flimdi, örne¤in 1-2-5

ve 5-1-2 olaylar› aras›nda bir ayr›m yapm›yoruz1. Bu zara

(1, 2, 5) ad›n› verelim. Kolayca görülece¤i gibi,

o(1, 2, 5) = o(1-2-5) + o(1-5-2) + o(2-1-5) + o(2-5-1) + o(5-1-2)

+ o(5-2-1) = 6/216 = 1/36.

Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya eflittir. Ama

o(2, 2, 5) = o(2-2-5) + o(2-5-2) + o(5-2-2) = 3/216 = 1/72,

ve

o(2, 2, 2) = o(2-2-2) = 1/216

d›r.

Al›flt›rma olarak, üç zarla toplam 10 atma olas›l›¤›n› hesap-

layal›m:

o(1,3,6) + o(1,4,5) + o(2,2,6) + o(2,3,5) + o(2,4,4) + o(3,3,4)

= 27/216 = 1/8 = 0,125.
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1 Üç zarda olay say›m›z 56’d›r. Genel olarak, n zarda olay say›s› kaçt›r?



Olas›l›k Hesaplar› (II)

Bir önceki yaz›daki örneklerde olay say›s› sonluydu. Örne¤in,

iki zarla 21 olay vard›. fiimdi olay say›m›z› sonsuz yapaca¤›z.

Kolay bir soruyla bafllayal›m: [0, 1] aral›¤›nda rastgele seçi-

len bir gerçel (reel) say›n›n, 1/2’den büyük olma olas›l›¤› kaçt›r?

Yan›t 1/2’dir. Çünkü, [0, 1] aral›¤›ndaki say›lar›n “yar›s›”

1/2’den büyük, öbür “yar›s›” ise 1/2’den küçüktür.

Kolay bir soru daha: [0, 1] aral›¤›nda seçilen bir say›n›n

1/6’yla 3/7 aras›nda olma olas›l›¤› kaçt›r? Yan›t 3/7 – 1/6 =

11/42’dir.

Buraya dek flafl›las› bir fley yok.

Peki, [0, 1] aral›¤›nda seçilen bir say›n›n 1/2’ye eflit olma ola-

s›l›¤› kaçt›r? S›f›rd›r! Önsezi zorlan›yor biraz burda. Çünkü 1/2

say›s› var ve bana, “bal gibi 1/2’yi seçebilirim” diyebilirsiniz.

Ben de size, “madem öyle, bahse girelim” diyebilirim. Bahse gir-

mek istemezsiniz elbet. Çünkü kazanma olas›l›¤›n›z s›f›rd›r!

Olay say›s› sonsuzsa ve her olay›n gerçekleflme olas›l›¤› ayn›ysa,

o zaman, tek bir olay›n olas›l›¤› s›f›rd›r. fiöyle aç›klanabilir bu:

Diyelim 1/2’yi seçme olas›l›¤› 0,0001. O zaman, herhangi bir sa-

y›y› seçme olas›l›¤› da 0,0001’dir ve dolay›s›yla afla¤›daki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000

onbin say›dan birini seçme olas›l›¤›n› bulmak için 0,0001’i on



bin kez toplar›z ve 1 buluruz, yani %100 olas›l›k! Olacak fley

de¤il! Demek ki 1/2 say›s›n› seçme olas›l›¤› s›f›r olmal›d›r.

Bu dedi¤imiz, salt 1/2 için de¤il, her say› için geçerlidir. [0,

1] aral›¤›nda, önceden belirlenen bir say›y› seçme olas›l›¤› s›f›r-

d›r. Gerçekle çat›flm›yor bu. E¤er dilerseniz 1/2’yi seçebilirsiniz

elbet. Ama ancak isterseniz!.. Rastgele bir say› seçti¤inizde

1/2’yi seçemezseniz.

Kesinlikle bir say› seçeceksiniz. Ondan kuflku yok. Ama seç-

ti¤iniz bu say›y› önceden bilebilme olas›l›¤›n›z 0’d›r!

fiimdi iki say› seçece¤iz. Say›lar› s›rayla seçece¤iz, yani birin-

ci say›yla ikinci say› aras›nda ayr›m yapaca¤›z. Soru flu: [0, 1]

aral›¤›nda rastgele ve s›rayla iki say› seçersek, ikinci say›n›n, bi-

rinci say›dan büyük olma olas›l›¤› kaçt›r?

Birinci say›ya x diyelim, ikinci say›ya y. Rastgele (ama s›-

rayla) iki say› seçmek demek, [0, 1] × [0, 1], yani [0, 1]2 kare-

sinde rastgele bir (x, y) noktas› seçmek demektir.

Yukardaki resimde [0, 1]2 karesi üç olay bölgesine ayr›lm›fl:

A12 = {(x, y) 2 [0, 1]2 : x < y}

A21 = {(x, y) 2 [0, 1]2 : x > y}

bölgeleri ve çaprazdaki çizgi, yani,

Ax=y = {(x, x): x 2 [0, 1]}

çizgisi. Resimden de anlafl›ld›¤› üzere, [0, 1]2 karesindeki rastge-
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le bir noktan›n A12 bölgesinde olma olas›l›¤› 1/2’dir. A21 bölge-

sinde olma olas›l›¤› da 1/2’dir. Ax=y bölgesinde olma olas›l›¤›y-

sa s›f›rd›r.

Daha da zor bir soru soral›m. [0, 1] aral›¤›ndan üç say› se-

çelim: x, y, z. Birinci say› x, ikinci say› y ve üçüncü say› z. fiim-

di, x < y < z olay›n›n gerçekleflme olas›l›¤› kaçt›r? Bu üç say›y›,

[0, 1]3 küpünde1 bir nokta olarak görebiliriz. Yukardaki gibi bir

resim çizmeye çal›flabilirsiniz. Ben denedim beceremedim. Üç

boyutta görebilmek kolay de¤il, çizebilmek daha zor. Ama flöy-

le ak›l yürütebiliriz: [0, 1]3 küpünü flu bölgelere ay›ral›m:

A123 = {(x, y, z): x < y < z }

A132 = {(x, y, z): x < z < y }

A213 = {(x, y, z): y < x < z }

A231 = {(x, y, z): y < z < x }

A312 = {(x, y, z): z < x < y }

A321 = {(x, y, z): z < y < x }.

Birinci bölgenin hacmini bulmak istiyoruz. Bu alt› bölgenin

hacimleri birbirine eflittir (hiçbirinin hacminin öbüründen bü-

yük olmas› için bir neden yok.) [0, 1]3 küpünden geriye kalan

bölgeler, yukardaki bölgelerin “duvarlar›d›r” ve hacimleri s›f›r-

d›r. Demek ki, bu alt› bölgenin hacimlerinin toplam› [0, 1]3 kü-

pünün hacmine, yani 1’e eflittir. Ve bundan da her bölgenin hac-

minin 1/6 oldu¤u ç›kar. Ne bulduk? [0, 1] aral›¤›ndan rastgele

üç say› seçersek, ikinci say›n›n birinci say›dan ve üçüncü say›n›n

ikinci say›dan büyük olma olay›n›n olas›l›¤›n›n 1/6 oldu¤unu

bulduk.

fiimdi [0, 1] aral›¤›ndan dört say› seçti¤imizde, birinci say›-

n›n ikinci say›dan, ikinci say›n›n üçüncü say›dan ve üçüncü sa-

y›n›n dördüncü say›dan küçük olma olay›n›n olas›l›¤›n› hesap-

layaca¤›z. Dört boyutta oldu¤umuzdan, istesek de resim çizeme-
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1 Geometrik olarak, [0,1]3, her kenar› 1 uzunlu¤unda olan üç boyutlu küptür.
Baflka bir yaz›fl biçimiyle, [0,1]3, {(x, y, z): 0 " x, y, z " 1} kümesidir.



yiz art›k. Ama yine de yukardaki gibi düflünebiliriz.

A1234 = {(x1, x2, x3, x4) 2 [0, 1]4 : x1 < x2 < x3 < x4}

kümesi olsun. Bunun gibi, örne¤in,

A3142 = {(x1, x2, x3, x4) 2 [0, 1]4 : x3 < x1 < x4 < x2}

kümesini tan›mlayal›m. Bu kümelerin hepsinin “hacimleri” ayn›2.

Kaç tane bu tür küme var? Teker teker s›ralay›p 24 tane oldu¤u-

nu bulabiliriz kolayl›kla: A1234, A1243, A1324, A1342, ... Geriye ka-

lan kümeler, bu kümelerin “duvarlar›” olduklar›ndan hacimleri

s›f›rd›r. Demek ki bulmak istedi¤imiz olas›l›k 1/24’dir.

fiimdi en genel soruyu soral›m: [0, 1] aral›¤›ndan n tane rast-

gele ve s›rayla say› seçiyoruz: x1, x2, ..., xn. Bu dizinin artan bir

dizi olma olas›l›¤›, yani x1 < x2 < ... < xn olay›n›n olas›l›¤› kaç-

t›r? Yukardaki gibi ak›l yürütece¤iz.

A1,2,...,n = {(x1, x2, ..., xn) 2 [0, 1]n : x1 < x2 < ... < xn}

kümesinin hacmini ar›yoruz.

Bu tür kümelerden kaç tane oldu¤unu bulmal›y›z. Baflka bir

deyiflle 1,2, ..., n say›lar›n› kaç türlü dizebiliriz?

n! = 1 × 2 × ... × (n–1) × n

türlü dizebiliriz, çünkü bu n say›y› n! türlü yanyana koyabiliriz3.

Bundan da flu sonuç ç›kar: [0, 1] aral›¤›ndan rastgele seçilen x1,

..., xn say›lar›n›n artan bir dizi olma olas›l›¤› 1/n! dir.

Örne¤in n = 2, 3, 4 ise daha önce hesaplad›¤›m›z 1/2, 1/6,

1/24 olas›l›klar›n› buluruz. n = 5 için, 1/5! = 1/120 = 0,008333...

olas›l›¤›n› buluruz. n = 6 içinse, 1/6! = 1/720 * 0,0014 olas›l›¤›-

n›. Dikkat ederseniz, n büyüdükçe olas›l›k azal›yor.
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2 Dört boyutta hacim, entegral hesaplar›yla bulunur, ama flu anda önsezi yeter-
li. Kenar uzunlu¤u birim olan n boyutlu bir kübün hacminin 1 oldu¤u bir be-
littir (aksiyomdur.)

3 Bunu tümevar›mla da kan›tlayabiliriz. ‹lk önce, ilk n – 1 say›y› dizelim. Tü-
mevar›m varsay›m›na göre, 1, 2, ..., n–1 say›lar›n› (n – 1)! türlü dizebiliriz.
Bu dizilerden herhangi birini alal›m. fiimdi n say›s›n›, araya bir yere koya-
ca¤›z. En bafla, ortaya bir yere ya da en sona, yani toplam n de¤iflik yere ko-
yabiliriz. Demek ki 1, 2, ..., n say›lar›n› (n – 1)! × n = n! türlü dizebiliriz.



Birinci Soru. [0, 1] aral›¤›n-

da rastgele seçilen bir sonsuz

say› dizisinin artan bir dizi ol-

ma olas›l›¤› kaçt›r?

n herhangi bir do¤al say›y-

sa, [0, 1] aral›¤›nda rastgele se-

çilen n say›n›n artan bir dizi ol-

ma olas›l›¤›n›n 1/n! oldu¤unu

gördük. Bu olas›l›klar, yani

1/n! say›lar›, n artt›kça küçülüyorlar, gittikçe s›f›ra yak›ns›yor-

lar4. Matematikte buna, “1/n! say›lar›, n sonsuza gitti¤inde s›-

f›ra yak›nsar” ya da “1/n! say›lar›n›n limiti s›f›rd›r” denir. Bi-

çimsel olarak bunu,

limn . /
1/n! = 0

olarak yazar›z. Demek ki n ne denli büyükse, [0, 1] aral›¤›nda

rastgele ve s›rayla seçilen n say›n›n artan bir dizi olma olas›l›¤›

o denli küçük, o denli s›f›ra yak›nd›r. n sonsuza gitti¤inde de,

olas›l›k 0 olur. Dolay›s›yla birinci sorunun yan›t› 0’d›r.

‹kinci Soru. [0, 1] aral›¤›nda seçilen artan bir dizinin 1’e ya-

k›nsama5 olas›l›¤› kaçt›r?

Soru, bir dizinin artan dizi olmas› ve 1’e yak›nsama olas›l›¤›

de¤il, artan dizilerden kaçta kaç›n›n bire yak›nsad›¤›. Yani ko-

flullu olas›l›k... Dizinin artan dizi oldu¤unu önceden biliyoruz.

Olaylar kümemiz artan diziler kümesi. Bu artan dizilerden kaç-

ta kaç›n›n 1’e yak›nsad›¤›n› bulmak istiyoruz.

Her artan dizi 1’e yak›nsamaz, kimi de 1/2’ye yak›nsar. Ör-

ne¤in,

0, 1/4, 3/8, 7/16, 15/32, 31/64, ..., (2n–1–1)/2n, ...
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4 “Yak›nsamak” bafll›kl› yaz›da (sayfa 83) “yak›nsama”n›n ne demek oldu¤u
anlat›lm›fl ve 1/n! say›lar›n›n s›f›ra yak›nsad›¤› kan›tlanm›flt›.

5 Yani gittikçe daha çok 1’e yaklaflma, “sonsuzda 1 olma” olas›l›¤›. 1/2, 3/4,
5/6, 7/8, ... böyle bir dizidir. Bu dizi 1’den küçük her say›y› bir süre sonra
aflar, ama 1’i hiç aflamaz.



dizisi artan bir dizidir ve 1/2’ye yak›nsar. 1’e yak›nsayan herhan-

gi bir dizinin her terimini 1/2’yle çarparsak 1/2’ye yak›nsayan bir

say› buluruz.

-, s›f›rdan büyük, ama küçük bir gerçel say› olsun. [0, 1]

aral›¤›nda (s›rayla) seçilen n say›n›n herbirinin 1 – -’dan küçük

olma ve artan bir dizi oluflturma olas›l›¤› yukardaki gibi kolay-

ca hesaplan›r:

(1 – -)n/n!

d›r bu olas›l›k. Burdaki (1 – -)n, n boyutlu ve her kenar› 1 – -

uzunlu¤unda olan küpün hacmidir. S›rayla seçilen n say›n›n ar-

tan dizi olma olas›l›¤›ysa, yukarda gördü¤ümüz gibi 1/n! dir.

Demek ki, [0, 1] aral›¤›nda seçilen n say›dan oluflan artan bir di-

zinin [0, 1 – -] aral›¤›nda olma olas›l›¤›,

d›r. Bu olas›l›¤a Pn(-) diyelim: Pn(-) = (1 – -)n. P
/
(-) say›s›, [0,

1] aral›¤›nda artan sonsuz bir dizinin [0, 1 – -] aral›¤›nda ol-

ma olas›l›¤› olsun. P
/
(-) olas›l›¤›n› bulmak için Pn(-)’daki n’yi

sonsuza yaklaflt›r›r›z:

P
/
(-) = limn . /

Pn(-) = limn . /
(1 – -)n = 0

çünkü 1 – - say›s› 0’dan büyük ama 1’den küçüktür6. Demek ki

artan sonsuz bir dizinin [0, 1 – -] aral›¤›nda olma olas›l›¤› s›f›r-

d›r. Ve bu her - > 0 için do¤ru... Bundan da artan sonsuz bir di-

zinin 1’e yak›nsama olas›l›¤›n›n 1 oldu¤u ç›kar. fiu teoremi ka-

n›tlad›k:

Teorem. [0, 1] aral›¤›nda rastgele seçilen sonsuz bir artan di-

zi 1 olas›l›kla (yani 100% olas›l›kla) 1’e yak›nsar.

Üçüncü Soru. [0, 1]2 karesinde seçilen (xn, yn)n2N dizisinde

e¤er xn ≤ xn+1 ve yn ≤ yn + 1 ise, bu diziye bir kuzeydo¤u dizisi di-
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6 E¤er r say›s› 0 " r < 1 eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, n sonsuza gitti¤inde, rn say›la-
r› s›f›ra yak›nsarlar. Bunu “Yak›nsamak” bafll›kl› yaz›da (s. 83) kan›tlam›flt›k.



yelim7. Sorumuz flu: [0, 1]2 karesinde seçilen bir kuzeydo¤u dizi-

sinin karenin s›n›r›na yak›nsama olas›l›¤› kaçt›r?

[0, 1]2 karesinde bir (xn, yn)n2N kuzeydo¤u dizisi seçmek

demek, [0, 1] aral›¤›nda artan iki (xn)n2N ve (yn)n2N dizisi seç-

mek demektir. Bu iki artan dizinin 1’e yak›nsama olas›l›¤› 1 ol-

du¤undan, yukardaki teoreme göre, (xn, yn)n2N kuzeydo¤u di-

zisinin (1, 1) noktas›na yak›nsama olas›l›¤› da 1’dir. Güzel bir

teorem kan›tlad›k:

Teorem. [0, 1]2 karesinde rastgele seçilen bir kuzeydo¤u di-

zisi 1 olas›l›kla (1, 1) noktas›na yak›nsar8.
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7 Yani her seçilen nokta, bir öncesinin kuzeydo¤usunda olacak.
8 Bu teoremin daha da genel bir halini Doç. Dr. Nejat Anbarc› sordu. Nejat An-

barc›’n›n genel sorusu fluydu: Düzlemde s›n›rl› (yani sonsuza dek gitmeyen)
kapal› bir alan alal›m. Örne¤in bir dikdörtgenin, bir üçgenin, bir dairenin, bir
elipsin içindeki alanlar›... Bu alanda rastgele seçilen bir kuzeydo¤u dizisinin
alan›n s›n›r›na yak›nsama olas›l›¤› kaçt›r? Yan›t›n 1 oldu¤unu Engin Mer-
mut’la birlikte (Doç. Dr. Minik Can Ertem’in de yard›m›yla) kan›tlad›k. Bu
teorem o kan›t›n önemli bir parças›d›r..



Bir Tane Rastgele Çizge Var!

B
ir �����(ya da bir baflka ad›yla, ����), sezgisel olarak,

noktalardan ve bu noktalar› ikifler ikifler birlefltiren (do¤-

ru ya da e¤ri) çizgilerden oluflur. Herhangi iki nokta bir-

leflmek zorunda de¤ildir. Örne¤in,

yedi noktal› bir çizgedir. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 adlar›n›

verdik. Birlefltirdi¤imiz noktalar flunlar:

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 6}, {3, 5}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}.

Bu iki ö¤elik kümelere ��	
��
ad› da verilir. Noktalar› na-

s›l bir çizgiyle birlefltirdi¤imiz önemli de¤il. Hatta çizgiler kesi-

flebilir bile (kesifltikleri yere çizgenin bir noktas›n› koymay›z o

zaman.) Noktalar›n yerleri de önemli de¤il. Okur neyin önemli

oldu¤unu merak edebilir! Önemli olan hangi noktayla hangi

nokta aras›nda çizgi (ya da ba¤›nt›) oldu¤u. Baflka bir fley önem-

1 2

3

4

5

6

7



li de¤il. Örne¤in, yukardaki çizgeyle afla¤›daki çizgeler ayn› çiz-

gelerdir:

Bu yaz›da ilginç oldu¤u kadar da flafl›rt›c› bir teorem kan›t-

layaca¤›z. Size sonsuz tane nokta verdim:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ...

noktalar›n›. Bu noktalardan bir çizge yapman›z› istiyorum. Çiz-

geyi flöyle yapacaks›n›z: Her iki nokta için yaz›-tura atacaks›n›z.

Yaz› gelirse o iki noktay› birlefltireceksiniz, tura gelirse birlefltir-

meyeceksiniz. Her iki nokta için yaz›-tura atmay› bitirdi¤inizde

(!) noktalar›n adlar›n› silin. Hangi noktan›n 1 noktas›, hangi

noktan›n 2 noktas› oldu¤u belli olmas›n. Elinizde ads›z nokta-

lar ve noktalar aras›nda (yukarda “ba¤›nt›” diye adland›rd›¤›-

m›z) birtak›m çizgiler kalacak. Ben de ayn› fleyi yapaca¤›m. Si-

zin çizgenize bakmadan... Böylece ads›z iki rastgele çizge elde

edece¤iz. Sizin rastgele çizgeniz ve benimkisi... fiimdi çizgeleri-

mizi karfl›laflt›ral›m. ‹ki çizgenin de ayn› olduklar›n› görece¤iz...

T›pat›p birbirine benziyorlar! Sanki biri öbürünün h›k demifl

burnundan düflmüfl. ‹nan›l›r gibi de¤il ama do¤ru! Ne sihirdir

ne keramet, matematiktir matematik!

Dahas› var. Diyelim, ben noktalar› birlefltirmek için yaz›-tura

atmad›m da zar att›m. 6 geldi¤inde noktalar› birlefltirdim, gelme-

di¤inde birlefltirmedim. Sizse yaz›-tura att›n›z. Noktalar›n adlar›-
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n› sildi¤imizde gene ayn› çizgeleri elde ederiz!

“Çizge” kavram›n›n matematiksel tan›m›yla bafllayal›m:

N bir küme olsun. N’ye noktalar kümesi diyece¤iz. B, N’nin

iki ö¤elik altkümelerinden oluflan bir küme olsun. B kümesine

ba¤›nt›lar kümesi ad›n› verebiliriz1. (N, B) çiftine çizge denir.

Yukardaki örnekte, noktalar kümemiz

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

ve ba¤›nt›lar kümemiz

B = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 6}, {3, 5}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}

olarak al›nm›flt›r.

Rastgele çizgelerden sözetmeden önce az noktal› çizgeleri

bulal›m. E¤er N = {1} ise, yani N’de yaln›zca bir nokta varsa, B

boflküme olmak zorunda. Dolay›s›yla N = {1} üzerine bir tek

çizge kurulabilir. ‹flte o çizge:

fiimdi de iki noktal› çizgelere bakal›m. N = {1, 2} olsun. Bu

durumda B ya boflkümedir ya da {{1, 2}} kümesidir. Demek ki

iki noktal› iki çizge var:

fiimdi amac›m›z üç noktal› çizgeleri bulmak. Ama bu çizge-

lerden çok oldu¤undan, arada unuttuklar›m›z kalmas›n diye ön-

ce n noktal› kaç tane çizge oldu¤unu bulal›m. n noktal›, 2n(n–1)/2

tane çizge oldu¤unu iddia ediyorum ve hemen kan›tl›yorum: N

noktalar kümesinin n tane ö¤esi varsa (yani n tane noktam›z

varsa), N’nin
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1 2 1 2

1 N, “nokta”n›n N’si, B ise “ba¤›nt›”n›n B’si.



tane, yani n(n – 1)/2 tane iki ö¤eli altkümesi vard›r2. B iki

ö¤elik altkümelerden olufltu¤undan, B ba¤›nt›lar kümesi için

2n(n–1)/2 seçene¤imiz var3. Demek ki n noktal› 2n(n–1)/2 tane çizge

vard›r. E¤er n = 3 olarak al›rsak, bundan 3 noktal› 8 tane çizge

oldu¤u anlafl›l›r. Bu 8 çizgeyi teker teker bulal›m. N = {1, 2, 3}

olsun. ‹flte 8 çizge:

Üç nokta aras›ndaki ba¤›nt›lar› yaz›-tura atarak karar vere-

cek olursak, yukardaki çizgelerden herbirini elde etme olas›l›¤›

1/8’dir.

Bu çizgelerdeki noktalar›n adlar›n›, yani say›lar› silersek, çizge

say›m›z azal›r. Örne¤in, bir ba¤›nt›s› olan üç çizgenin noktalar›n›n

adlar› silindi¤inde bir çizge olurlar. Bunun gibi, iki ba¤›nt›s› olan

üç çizgeden de bir ads›z çizge elde ederiz. Böylece noktalar›n adla-

r›n› sildi¤imizde geriye dört çizgemiz kal›r:
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2 say›lar›n› “Saymadan Saymak” bafll›kl› yaz›da tan›mlam›flt›k (bkz. sayfa 39).

3 “Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl” bafll›kl› yaz›m›zda m ö¤esi olan bir kümenin 2
tane altkümesi oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Burada m yerine       al›yoruz.
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E¤er çizgeyi yaz›-tura atarak bulmuflsak, yani her ba¤›nt›n›n ola-

s›l›¤› 1/2 ise, bu ads›z çizgelerin olas›l›klar› s›ras›yla 1/8, 1/8, 3/8 ve

3/8’dir.

‹ki çizgenin noktalar›n›n adlar›n› sildi¤imizde ayn› çizgeyi

elde etmek ne demektir? Bunun matematiksel tan›m›n› bilmek

bu yaz› için gerekli de¤ildir, bu yaz› için sezgiler yeterlidir. Bir

örnek daha verelim ki kuflkuya yer kalmas›n. Afla¤›daki iki çiz-

geye bakal›m.

Bu iki çizge birbirlerine çok benzerler. Tek ayr›mlar› nokta-

lar›n›n adlar›d›r. Soldaki çizgede 3 ve 4 noktalar›n›n yerlerini

de¤ifltirirsek (ba¤›nt›lar›yla birlikte) sa¤daki çizgeyi buluruz.

Yani noktalar›n adlar› olmasayd› iki çizge aras›nda bir ayr›m ol-

mayacakt›. Soldaki çizgenin ba¤›nt›lar› flunlar:

B = {{1, 2}, {2, 4}, {4, 3}, {3, 1}}.

Sa¤daki çizgenin ba¤›nt›lar›ysa,

B3 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}}.

fiimdi, ƒ(1) = 1, ƒ(2) = 2, ƒ(3) = 4, ƒ(4) = 3 göndermesini

(fonksiyonunu) ele alal›m. Bu gönderme, B ba¤›nt›lar›n› B3 ba-

¤›nt›lar›na gönderiyor. ‹flte iki çizgenin noktalar›n›n adlar› silin-

di¤inde ayn› çizge bulunmas› bu demektir4.
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4 Bunu matematiksel olarak ifade edelim: (N, B) ve (N3, B3) iki çizge olsunlar.
E¤er, ƒ(B) = s3 eflitli¤ini sa¤layan birebir ve örten olan bir ƒ : N . N3 gönder-
mesi varsa, (N, B) ve (N3, B3) çizgelerine eflyap›sal çizgeler denir. ‹ki eflyap›sal
çizgenin birbirinden tek ayr›m› noktalar›n›n adlar›d›r. Bu çizgelerden birinde-
ki noktalar›n adlar› uygun bir biçimde de¤ifltirildi¤inde (x noktas›na ƒ(x) de-
nildi¤inde örne¤in), öbür çizge bulunur.



Dört noktal› ve ads›z çizgeleri bulal›m. Bunlar› ba¤›nt› say›-

s›na göre bulabiliriz: önce hiç ba¤›nt›s› olmayanlar, sonra bir

ba¤›nt›s› olanlar, sonra iki ba¤›nt›s› olanlar...

Çizgelere ilifltirilen 1/64, 6/64, 12/64 gibi say›lar, ba¤›nt›la-

ra karar vermek için yaz›-tura at›ld›¤›nda çizgenin elde edilme

olas›l›¤›d›r. Yukarda yapt›¤›m›z hesaplardan, dört noktal› çizge

say›s›n›n 24×3/2 = 26 = 64 oldu¤unu biliyoruz. Dört noktal› ve

bir ba¤›nt›l› kaç çizge vard›r? Dört noktadan ikisini seçip arala-

r›na bir ba¤›nt› koymam›z gerekiyor. Demek ki

tane bir ba¤›nt›l› çizge var. Herbirinin olas›l›¤› 1/64 oldu¤un-

dan, bir ba¤›nt›l› çizge elde etme olas›l›¤›m›z 6/64’tür5.

fiimdi sonsuz rastgele çizgelere gelelim. N kümesi, 1, 2, 3,

4,... gibi pozitif do¤al say›lardan oluflan küme olsun. Bunlar

noktalar›m›z. ‹ki nokta aras›nda ba¤›nt› olup olmad›¤›na karar

vermek için yaz›-tura ataca¤›z. Böylece bir ba¤›nt›lar kümesi el-

de edece¤iz. Bu çizgeye R ad›n› verelim (R, “rastgele”nin R’si.)
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5 Yukardaki 11 çizge rastgele konulmam›flt›r. Altalta gelen çizgeler birbirleriyle
ilintilidir. Üst kattan herhangi bir çizgeyi alal›m. Bu çizgenin ba¤›nt›lar›n›
kald›r›p ba¤›nt› olmayan yerlere ba¤›nt› koyal›m. Böylece alt kattaki çizgeyi el-
de ederiz. En sa¤daki çizge için ayn› fleyi yapacak olursak gene ayn› çizgeyi elde
ederiz. Altalta gelen iki çizgenin olas›l›klar› ayn›d›r. Yaz›-tura at›ld›¤›nda ayn›-
d›r. E¤er zar atarak ba¤›nt›lara karar verecek olursak olas›l›klar de¤iflebilir. Ör-
ne¤in, zar att›¤›m›zda 6 gelirse ba¤›nt› koymaya, gelmezse ba¤›nt› koymamaya
karar verecek olursak, çizgenin ba¤›nt› say›s› ço¤ald›kça olas›l›¤› azal›r.



R çizgesi hakk›nda ne söyleyebiliriz? Rastgele çizge oldu¤undan

hiçbir fley bilmemiz olas› de¤il diye düflünebilir okur. ‹lk bak›fl-

ta öyle bile görünse, ikinci bak›flta R çizgesi üzerine çok fley bil-

di¤imiz anlafl›l›r.

Basit bir örnekle bafllayay›m. Rastgele çizgenin herhangi iki

noktas› aras›ndaki “uzakl›¤›n” en fazla iki oldu¤unu, yani bir

noktadan bir baflka noktaya üçüncü bir noktadan geçilerek (ba-

¤›nt›lar› izleyerek elbet) gidilebilece¤ini kan›tlayay›m.

R rastgele çizgesinde herhangi iki nokta alal›m; diyelim 1 ve

2 noktalar›n› ald›k. Sav›m flu: Öyle bir üçüncü nokta vard›r ki,

bu üçüncü nokta hem 1 noktas›yla, hem de 2 noktas›yla ba¤›n-

t›l›d›r. Sav›m› kan›tlayay›m. 3 noktas›n› ele alal›m. E¤er flansl›

bir günümdeysem, 3 noktas› diledi¤im gibi bir noktad›r, yani

hem 1 noktas›yla, hem de 2 noktas›yla ba¤›nt›l›d›r. Bunun böy-

le olma olas›l›¤› 1/4. Demek ki 1/4 olas›l›kla, 3 noktas› varl›¤›n›

iddia etti¤im noktalardan biri olacak. Öte yandan 3/4 olas›l›kla

3 noktas› istedi¤im gibi bir nokta olmayacak. fiimdi 3 ve 4 nok-

talar›n› ele alal›m. Bu iki noktadan hiçbirinin diledi¤im gibi bir

nokta olmama olas›l›¤› (3/4)2 dir. E¤er n tane nokta al›rsak, bu

n noktadan hiçbirinin diledi¤im gibi bir nokta olmama olas›l›¤›

(3/4)n tür. Ama n büyüdükçe (3/4)n azal›yor, s›f›ra yak›ns›yor6.

Demek ki, 3, 4, 5, 6,... noktalar›ndan hiçbirinin benim istedi¤im

gibi bir nokta olmama olas›l›¤›

limn./
(3/4)n = 0,

ve en az birinin benim istedi¤im gibi bir nokta olma olas›l›¤›

limn./
(4 ! (3/4)n) = 1.

Dolay›s›yla 1 olas›l›kla diledi¤im gibi bir nokta vard›r.

Rastgele çizgeler üzerine bir baflka sonuç daha kan›tlayal›m. R,

rastgele çizgeniz olsun. Noktalar›n adlar›n› silin. Sonra herhangi

bir sonlu çizge al›n, örne¤in yaz›n›n bafl›nda örnek olarak sundu-

¤umuz 7 noktal› çizgeyi. Onun da adlar›n› silin. Bu ads›z ve sonlu
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çizgeye S ad›n› verelim. S sonlu çizgesi, rastgele çizgenizin bir

altçizgesidir, yani S çizgesini R çizgesinin içinde bulabilirsiniz.

Neden?

fiu nedenden: Rastgele çizgenizin noktalar›n› yedifler yedifler

ay›r›n. Örne¤in flöyle (noktalar›n adlar›n› silmifltik; afla¤›daki

say›lar noktalar›n adlar› de¤il; yaln›zca birbirinden de¤iflik nok-

talar oldu¤unu vurgulamak için kullan›yoruz bu say›lar›):

R1 = {1, 2, ..., 7}

R2 = {8, 9, ..., 14}

...

Rn = {7n + 1, 7n+ 2, ..., 7n + 7}

R1 altçizgesine bakal›m. Bu çizgenin S çizgesi olma olas›l›¤›

en az 1/27×6/2 (neden?), olmama olas›l›¤›ysa en fazla 1– 1/27×6/2.

Bu son olas›l›¤a 5 diyelim.

0 < 5 < 1

eflitsizliklerine dikkatinizi çekerim. R1 çizgesinin S çizgesi olma-

ma olas›l›¤› 5. Ve R1 ve R2 çizgelerinden hiçbirinin S çizgesi ol-

mama olas›l›¤› 52. Genel olarak, R1, ..., Rn çizgelerinden hiçbi-

rinin S çizgesi olmama olas›l›¤› 5n; en az birinin S olma olas›l›-

¤›ysa 1 – 5n.

5, 1’den küçük oldu¤undan, 5n say›lar› n artt›kça küçülüp

0’a yak›nsarlar7. Dolay›s›yla 1 – 5n say›lar› 1’e yak›nsar. Sonsuz

tane Rn çizgesi oldu¤undan, bunlardan birinin S olma olas›l›¤›

1’dir. Dolay›s›yla, R çizgesinde S’ye t›pat›p benzeyen bir altçiz-

ge (1 olas›l›kla, yani yüzde yüz) vard›r.

Son olarak yaz›n›n bafl›nda iddia etti¤im sav› kan›tlayay›m.

Sizin elinizde rastgele bir çizge var. Bu çizgeye R = (N, B) diyelim,

noktalar›n›z da

a1, a2, a3, a4, ...

olsun. Benim çizgeye R3 = (N3, B3) diyelim. Noktalar›m

112

7 E¤er 5 say›s› 0 " 5 < 1 eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, n sonsuza gitti¤inde, 5n say›lar›
s›f›ra yak›nsarlar. Bunu “Yak›nsamak” bafll›kl› yaz›da kan›tlam›flt›k.(Bkz. s. 83.)



a13, a23, a33, a43, ...

olsun. Bu iki çizgenin noktalar›n›n adlar›n› de¤ifltirece¤im. a ve a3

noktalar›n› b ve b3 yapaca¤›m. Ve bu ad de¤ifltirmeyi öyle yapa-

ca¤›m ki, noktalar›n adlar›n› sildi¤imizde iki çizgenin birbirinin

ayn›s› oldu¤u apaç›k belli olacak. Ba¤›nt›lara dokunmayaca¤›m.

Yaln›zca eski adlar› silip yeni adlar koyaca¤›m yerine, daha son-

ra bu yeni adlar› da silece¤im.

Gelgit yöntemi denilen kullanaca¤›m yöntem, daha çok ma-

tematiksel mant›kta kullan›l›r.

Birinci Ad›m. Birinci ad›mda difle dokunur bir fley yapmaya-

ca¤›z. R çizgesinden bafllayal›m ifle. a1 noktas›na b1 diyelim

bundan böyle. R3 çizgesinde b1’e benzeyen bir nokta bulabilir

miyiz? Elbette! Herhangi bir nokta b1’e benzer. Örne¤in a13

noktas›. Bundan böyle a13 noktas›na b13 ad›n› verelim. Çizgele-

rimizin noktalar› flimdilik flöyle:

R : b1 a2 a3 a4 a5 ...

R3: b13 a23 a33 a43 a53 ...

‹kinci Ad›m. fiimdi R3 çizgesine geçelim. a23 noktas›na b23 di-

yelim bundan böyle. Ve {b13, b23} altçizgesine bakal›m. b13 ve b23

aras›nda ba¤›nt› olabilir ya da olmayabilir. R çizgesinde öyle bir

an noktas› bulmak istiyorum ki {b1, an} çizgesiyle {b13, b23} çiz-

gesi -noktalar›n›n adlar› d›fl›nda- birbirinin ayn› olsun. Diyelim

b13 ve b23 aras›nda bir ba¤›nt› var. O zaman, R çizgesinde öyle

bir an noktas› seçmeliyim ki, an noktas›yla b1 noktas› aras›nda

ba¤›nt› olsun. Böyle bir an noktas› bulabilir miyim? 1 olas›l›kla

bulabilece¤imi iddia ediyorum. R çizgesinin hiçbir noktas›n›n b1

noktas›na ba¤›nt›l› olmama olas›l›¤› s›f›rd›r. Bu flöyle anlafl›l›r.

m herhangi bir do¤al say› olsun. a2, a3, ..., am+1 noktalar›ndan

hiçbirinin b1 noktas›yla ba¤›nt›s› olmamas›n›n olas›l›¤› 1/2m dir.

Sonsuz tane noktam›z oldu¤undan, noktalardan hiçbirinin dile-
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di¤im gibi bir nokta olmama olas›l›¤› limm./
1/2m = 0’d›r. De-

mek ki, 1 olas›l›kla diledi¤im gibi bir nokta vard›r. Bu nokta a2

olmayabilir, a3 olmayabilir, belki a4 de olmayabilir, ama bir ta-

nesi b1’e ba¤›nt›l› olacak. R çizgesinde böyle bir nokta seçelim.

Diyelim a4 noktas› b1 noktas›na ba¤›nt›l›. a4 noktas›na bundan

böyle b2 diyelim. fiimdi

{b1, b2} ve {b13, b23}

altçizgeleri -noktalar›n›n adlar› d›fl›nda- birbirinin ayn›d›r.

E¤er b13 ile b23 aras›nda ba¤›nt› yoksa, R çizgesinde b1 ile ba-

¤›nt›s› olmayan bir nokta seçilir ve bu noktaya b2 ad› verilir.

Çizgelerimizin noktalar›n› yeni adlar›yla s›ralayal›m:

R : b1 b2 b3 a3 a5 a6 a7 ...

R3: b13 b23 b33 a33 a43 a53 a73 ...

Üçüncü Ad›m. R çizgesine geri dönelim. a2 noktas›, R çizge-

sinin ad› de¤ifltirilmeyen ilk noktas›. Bu noktay› b3 yapal›m ve

{b1, b2, b3} altçizgesine bakal›m. Diyelim, b3 ile b1 ba¤›nt›l› ama

b2 ile ba¤›nt›l› de¤il. R3 çizgesinde öyle bir an3 noktas› bulaca¤›z

ki an3 noktas› b13 ile ba¤›nt›l› olacak ama b23 ile ba¤›nt›l› olmaya-

cak. E¤er öyle bir an3 bulabilirsek,

{b1, b2, b3} ve {b13, b23, an3}

altçizgeleri, noktalar›n›n adlar› d›fl›nda, ayn› çizge olacaklar.

Böyle bir an3 noktas› bulabilir miyiz? Evet! Biri olmazsa, bir

baflkas› olmak zorunda. Çünkü a33, a43, ..., a3m+2 noktalar›ndan

hiçbirinin diledi¤imiz gibi bir nokta olmama olas›l›¤› (3/4)m dir

ve m sonsuza gitti¤inde bu olas›l›k 0’a gider. Demek ki diledi¤i-

miz gibi bir an3 noktas› bulma olas›l›¤›m›z 1’dir. Diyelim a63 nok-

tas› iflimizi görüyor. a63 noktas›n›n ad› bundan böyle b33 olsun.

Çizgelerimizin noktalar› flimdi flöyle:

R : b1 b2 b3 a3 a5 a6 a7 ...

R3: b13 b23 b33 a33 a43 a53 a73 ...
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Dördüncü Ad›m. Bu kez R3 çizgesinden ifle bafllayaca¤›z. Ad›n›

de¤ifltirmedi¤imiz ilk nokta a33. Bu noktaya b43 diyelim bundan

böyle. fiimdi R çizgesinde öyle bir an noktas› bulal›m ki,

{b13, b23, b33, b43} ve {b1, b2, b3, an}

altçizgeleri -noktalar›n adlar›n› dikkate almazsak- ayn› çizge ol-

sunlar. Öyle bir an noktas› 1 olas›l›kla bulunabilir. Nas›l bulu-

nur? Yukardaki gibi... Hiçbir an noktas›n›n istedi¤imiz gibi bir

nokta olmamas› olas›l›¤› s›f›rd›r. Demek ki birinin diledi¤imiz

gibi bir nokta olma olas›l›¤› birdir.

Böylecene sürdürürüz. Tek say›l› ad›mlarda R çizgesinden,

çift say›l› ad›mlarda R3 çizgesinden bafllar›z. Bu yöntemle ne be-

nim çizgemden ne de sizin çizgenizden nokta unutulmaz.

Sonsuza dek sürdürdü¤ümüzde, noktalar›m›z b ve b3 harfle-

riyle yaz›lm›fl olur ve her n için,

{b1, ..., bn} ve {b13, ..., bn3}

altçizgeleri, adlar› d›fl›nda, birbirinin ayn›s›d›r. Dolay›s›yla,

{b1, b2, b3,...} ve {b13, b23, b33,...}

çizgeleri aras›nda - noktalar›n›n adlar› d›fl›nda - hiç ama hiçbir

ayr›m yoktur.

Demek ki R ve R3 çizgeleri aras›nda -noktalar›n›n adlar› d›-

fl›nda bir ayr›m yoktur.

Ne kan›tlad›k? Sizin rastgele çizgenizle benim rastgele çiz-

gem birbirinin eflidir. 1, yani %100 olas›l›kla!

Hatta flunu da söyleyebilirim: R çizgesinden bir noktay› ve

bu noktan›n bütün ba¤›nt›lar›n› silersek, elde etti¤imiz çizge de

rastgele bir çizge olur, yani bafllang›çtaki çizgeyle -noktalar›n›n

adlar› d›fl›nda bir ayr›m yoktur.
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Fermat Ne Biliyordu? (I)

“Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda bafll›kl› yaz›da,

350 y›ll›k bir aray›fltan sonra ancak daha yeni kan›tla-

nan Fermat’n›n “Son Teoremi”nden söz etmifltik. 350 y›ll›k bir

aray›fltan sonra... Bir iki y›l de¤il, befl on y›l da de¤il, 350 y›l...

Bir kuflak, iki kuflak de¤il, on kuflak... Biraz düflünmek gereki-

yor. 350 matematik y›l› ne demektir? 350 y›ll›k bir sab›r, 350

y›ll›k bir u¤rafl ne demektir? Bir kar›nca gibi, hiç y›lmadan, g›-

d›m g›d›m, ad›m ad›m, k›y›s›ndan köflesinden parçalar kopara-

rak... Bafllang›çta bilinse 350 y›l sonra her fleyin aç›kl›¤a kavu-

flaca¤›! Bilinmiyor ki! Nas›l bilinsin? Hiç de bulunamayabilirdi

Fermat’n›n Son Teoremi’nin kan›t›. Üstelik yol gösteren de

yok. Karanl›kta yol al›n›yor, hangi yolun izlenmesi gerekti¤i bi-

linmeden. B›kmadan, usanmadan, bezmeden, karamsarl›¤a ka-

p›lmadan, inatla, sab›rla, h›nçla, ve her gün, ve her gece, ve uy-

kular›nda, ve yemek yerken, ve yürürken, ve çocuklar›yla oy-

narken, durmadan düflünüyor amatör ve profesyonel matema-

tikçiler. Gerçe¤e eriflmek kolay de¤il. Kimbilir kaç kilo mürek-

kep, kaç ton kâ¤›t harcam›fllard›r, kimbilir kaç kalem, kaç t›r-

nak kemirmifllerdir, kaç mum eritmifl, kaç ampul patlatm›fllar-

d›r? Kimbilir kaç kez baflar›ya ulaflt›klar›n› san›p utku ç›¤l›¤›

atm›fllard›r? Kimbilir kaç kez yan›ld›klar›n› ayr›msay›p masala-



r›n› yumruklam›fllard›r? Ve kimbilir bu matematikçilerden ka-

ç›n› bugün biliyoruz? Ço¤u hiç tan›nmam›flt›r bile, bütün bir

yaflam boyu bir ad›m ilerleyememifllerdir kan›tta.

Önermeyi an›msatay›m:

Fermat’n›n Son Teoremi. E¤er n ≥ 3 bir tamsay›ysa,

xn + yn = zn

denkleminin pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

Her ne kadar bu önermeye “Fermat’n›n Son Teoremi” de-

niyorsa da, Fermat’n›n bu önermeyi kan›tlay›p kan›tlamad›¤›

kuflkulu. “Son Teorem” Teorem Oldu En Sonunda bafll›kl› ya-

z›da da sözünü etti¤imiz gibi, Fermat, 1637’de okudu¤u bir ki-

tab›n sayfa kenar›na, bu önermenin “harika bir kan›t›n›” bul-

du¤unu yazar. Ancak, “kan›t için sayfa kenar›nda yeterince yer

yok” diye de ekler. 1993 yaz›nda Andrew Wiles ad›nda bir ma-

tematikçi önermeyi kan›tlad›¤›n› duyurdu dünyaya.

Wiles’›n önermeyi kan›tlad›¤› duyulmadan hemen önce,

önermenin 4 milyondan küçük bütün n say›lar› için do¤ru ol-

du¤u biliniyordu. Bu yüzden matematikçilerin büyük ço¤unlu-

¤u önermenin do¤rulu¤undan kuflku duymuyorlard›. Gene de

önerme kan›tlanmal›yd›. Kan›t matemati¤in özüdür, hatta ol-

gudan çok olgunun kan›t› önemlidir. Gökyüzünden bir ses

önermenin do¤rulu¤unu f›s›ldasa bile, matematikçiler önerme-

yi kan›tlamak zorundad›rlar.

Fermat’n›n denkleminin 4 milyondan küçük say›larla bir

çözümü olmayabilir, ama - ne belli? - daha büyük say›larla

denklem çözülebilir belki.

Euler (1707-1783),

x4 + y4 + z4 = t4

denkleminin pozitif tamsay›larda çözümü olmad›¤›n› san›yor-

du. 1987’ye de¤in bu san›n›n do¤rulu¤u yanl›fll›¤› anlafl›lama-

d›. Bilgisayarlarda yap›lan her deneme sonuçsuz kald›. 1987’de
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Noam Elkies bu denklemin (birbirlerine orant›l› olmayan) son-

suz tane çözümü oldu¤unu gösterdi. En küçük çözüm flu:

958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814.

Görüldü¤ü gibi, Fermat denklemine benzeyen bu denkle-

min küçük say›larda çözümü yok ama büyük say›larda var. Bu

gibi sürprizlerle karfl›laflmayaca¤›m›zdan emin olabilmemiz

için, ama her fleyden önce matemati¤in ve insan zekâs›n›n onu-

ru için, Fermat’n›n teoremi kan›tlanmal›d›r1.

1980’lerde Fermat’n›n teoreminde çok önemli bir geliflme

oldu. fiu teorem kan›tland›:

Teorem. n ≥ 3 sabit bir tamsay› olsun. xn + yn = zn denkle-

minin pozitif tamsay›larda en fazla sonlu tane (s›f›r tane de ola-

bilir) çözümü vard›r2.

Yaz›n›n bundan sonraki bölümünde Fermat’n›n bildi¤inden

emin oldu¤umuz bilgileri aç›klayaca¤›m.

Önce x2 + y2 = z2 denklemini ele alal›m. Fermat’n›n teore-

mi bu denklemin çözümünün olmad›¤›n› söylemiyor. Nitekim

denklemin çözümü var. Örne¤in,

91442 + 148332 = 174252.

Nas›l buldum bu eflitli¤i? ‹flte matemati¤in gücü ve güzelli-

¤i burda. Hesaplamaya gerek kalmadan, bu ve bunun gibi bü-

tün eflitlikleri elde edebiliriz. x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan

daha küçük say›lar da vard›r:
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1 1 Nisan 1994’te Noam Elkies’in Fermat’n›n denklemini çözdü¤ü, yani Fermat
teoreminin yanl›fl oldu¤u duyuruldu matematik çevresinde. Bunun bir 1 Nisan
flakas› oldu¤u birkaç gün sonra anlafl›ld›! Nisan flakas›n› en iyi yutanlar›n ara-
s›nda olmal›y›m, çünkü yanl›fl haberi al›r almaz eriflebildi¤im herkese yayd›m!

2 S›f›r sonlu bir say›d›r. Dolay›s›yla bu teorem Fermat’n›n teoremiyle çak›flmaz.
Bu teorem G. Faltings taraf›ndan 1987’de kan›tlanm›flt›r. Asl›nda Faltings’in
kan›tlad›¤› teorem çok daha genel bir teoremdir. Yukardaki önerme bu genel
teoremin çok özel bir durumudur.



32 + 42 = 52

52 + 122 = 132

72 + 242 = 252

82 + 152 = 172

Babilliler bu eflitlikleri biliyorlard›. ‹Ö 1900-1600 y›llar›

aras›nda kaz›ld›¤› anlafl›lan bir Babil tafl tabletinde bunun gibi

on befl eflitlik vard›r. Babilliler büyük bir olas›l›kla

(2pq)2 + (p2 – q2)2 = (p2 + q2)2 (1)

eflitli¤ini de biliyorlard›3. Bu eflitlikte p ve q yerine iki say› ko-

yarsak, x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan say›lar buluruz. Örne-

¤in, p = 127 ve q = 36 olarak ald›¤›m›zda, yukardaki 91442 +

148332 = 174252 eflitli¤ini buluruz.

x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan say›lara 
���������	�	
��ad›

verilir. Çünkü Pisagor’un ünlü teoremine göre, bir diküçgenin

dikaç›s›n› oluflturan iki kenar›n karelerinin toplam›, üçüncü ke-

nar›n karesine eflittir.

Her Pisagor üçlüsü, üç kenar› da tamsay› uzunlu¤unda olan

bir diküçgen verir. Bunun tersi de do¤rudur: Üç kenar› da tam-

say› uzunlu¤unda olan her diküçgen bir Pisagor üçlüsü verir.

x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan tüm say›lar, yani tüm Pisa-

gor üçlüleri bulunabilir mi? Evet. Eski Yunanl› Öklid ‹Ö 300

y›l›nda afla¤›daki teoremi kan›tlam›flt›r.
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y
z

x

x2 + y2 = z2

3 Babil tafl tabletindeki eflitliklerden biri de 49612 + 64802 = 81612 dir! (1) eflit-
li¤i bilinmeden bu eflitli¤in bulunabilmesi oldukça zor. Bu yüzden Babillilerin
(1) eflitli¤inden haberli olduklar› san›l›yor. Kald› ki Babilliler ikinci dereceden
denklemleri çözmesini biliyorlard›. (1) eflitli¤ini de bilmeleri gerekir.



Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirirsek, x2 +

y2 = z2 denkleminin tüm çözümleri flöyle elde edilir: öyle p, q,

d say›lar› vard›r ki

x = 2dpq

y = d(p2 –q2)

z = d(p2 + q2)

dir4.

Art›k, x2 + y2 = z2 eflitli¤ini sa¤layan tüm tamsay›lar› bula-

biliriz. Birkaç›n› bulal›m (hep d = 1 alaca¤›z.)

Yukarda, ortak bölenleri olmayan ve yaln›zca biri çift olan

p ve q say›lar›n› ald›k.

fiimdi x4 + y4 = z4 denklemine gelelim. Bu denklemin pozi-

tif do¤al say›larda çözümü olmad›¤›n› Fermat kan›tlam›flt›r.

Kan›t, birinci teoremi ve Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl bafll›kl›

yaz›da (sayfa 63) sözünü etti¤imiz sonsuz inifl yöntemini kul-

lanm›flt›r. Asl›nda Fermat daha genel bir teorem kan›tlam›flt›r:
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p q x = 2pq y = p2–q2 z = p2+q2 x2 + y2= z2

2 1 4 3 5 4 + 3 = 5

3 2 12 5 13 12 + 5 = 13

4 1 8 15 17 8 + 15 = 17

4 3 24 7 25 24 + 7 = 25

5 2 20 21 29 20 + 21 = 29

5 4 40 9 41 40 + 9 = 41

6 1 12 35 37 12 + 35 = 37

6 5 60 11 61 60 + 11 = 61

4 Bu teoremle ilgili iki önemli noktaya de¤inmek istiyorum. 1) Formüllerde d =
1 al›nd›¤›nda (1) eflitli¤i bulunur. 2) E¤er x, y ve z say›lar›n›n ortak böleni ol-
mas›n› istemiyorsak, d = 1 almam›z gerekir. Bu yetmez ama. p ve q say›lar›-
n›n da ortak bölenlerinin olmamas› gerekir. Bu da yeterli de¤ildir, ayr›ca p ve
q say›lar›ndan biri çift, biri tek olmal›. Nitekim, p ve q say›lar›n›n her ikisi bir-
den tek oldu¤unda, p2 – q2 ve p2 + q2 say›lar› çifttir, dolay›s›yla x, y ve z sa-
y›lar› da çifttir ve ikiye bölünürler.



Teorem 2. x4 + y4 = z2 denkleminin, dolay›s›yla x4 + y4 = z4

denkleminin de, pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

‹kinci teoremin ilginç bir uygulamas› vard›r: Fermat’n›n teore-

mi salt 4 için de¤il, 4’e bölünen tüm say›lar için do¤rudur. Örne-

¤in, (a, b, c) say›lar›, x8 + y8 = z8 denkleminin bir çözümü olsay-

d›, (a2, b2, c2) say›lar› x4 + y4 = z4 denkleminin bir çözümü olur-

du. Oysa Teorem 2 bu son denklemin çözümünün olmad›¤›n›

söylüyor. Demek ki x8 + y8 = z8 denkleminin de çözümü yoktur.

Ayn› türden bir ak›l yürütme, Fermat’n›n teoremini asal n sa-

y›lar›5 için kan›tlaman›n yeterli oldu¤unu gösterir. ‹kiden büyük

ilk asal say› 3. Fermat, teoremi n = 3 için kan›tlad›¤›n› mektup-

lar›nda s›k s›k yazm›flt›r ama, ço¤u zaman yapt›¤› gibi, kan›t›n›

aç›klamam›flt›r. Y›llar sonra, ‹sviçreli matematikçi Euler (1707-

1783) n = 3 için bir kan›t buldu¤unu matematikçi Goldbach’a

yazm›flt›r; kan›t›n›n, n = 4 fl›kk›n›n kan›t›ndan çok de¤iflik oldu-

¤una dikkati çekip yak›n gelecekte genel teoremin kan›tlanaca¤›-

n› sanmad›¤›n› eklemifltir. Euler’in 1770’de yay›mlad›¤› kan›t›n-

da aç›klamad›¤›, karanl›k kalm›fl yerler vard›. Bu aç›klanmayan

yerlerin do¤rulu¤unu büyük bir matematikçi olan Euler’in bilip

bilmedi¤i tart›flma konusu. Konuyla ilgili okudu¤um kitaplar-

dan, Euler’in düflüncelerinin do¤ru oldu¤u, ancak her nedense,

her tümcesini aç›klamad›¤› izlenimini edindim. Euler’in kan›t› da

sonsuz inifl yöntemini kullan›r. Sonsuz inifl yönteminin d›fl›nda,

{a + b√3 : a, b tamsay›lar}

karmafl›k say›lar kümesinde hangi elemanlar›n bir küp oldu¤u-

nu (üçüncü güç) bilmek gerekir. Fermat bu kan›t› o ça¤da bile-

bilir miydi? Bu yöntemin Fermat’n›n ça¤›n›n çok ilerisinde ol-

du¤u bir gerçek. Ama Fermat’n›n da ça¤›n›n çok ilerisinde ol-

du¤u bir baflka gerçek.
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5 Kendinden ve 1’den baflka say›ya bölünmeyen say›lara asal say› denir. Örne-
¤in, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 say›lar› asald›r. 15 asal de¤ildir, 5’e bölünür.



Fermat Ne Biliyordu? (II)

Bu yaz›da geçen yaz›da sözünü etti¤im iki teoremi kan›tlaya-

ca¤›z.

Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirirsek,

x2 + y2 = z2 (1)

denkleminin tamsay›lardaki tüm çözümleri flöyle elde edilir:

Öyle p, q, d say›lar› vard›r ki,

x = 2dpq,

y = d(p2 – q2),

z = d(p2 + q2)

dir.

Teorem 2. x4 + y4 = z2 denkleminin, dolay›s›yla x4 + y4 = z4

denkleminin de, pozitif tamsay›larda çözümü yoktur.

Bu iki teoremi kan›tlayabilmek için bir önsava gereksiniyo-

ruz:

Önsav. Bir tek say›n›n karesi 4’e bölündü¤ünde 1 kal›r.

Önsav›n Kan›t›: Tek say›m›za a ad›n› verelim. a = 2b + 1 bi-

çiminde yazal›m. fiimdi hesaplayal›m:



a2 = (2b + 1)2 = 4b2 + 4b + 1 = 4(b2 + b) + 1.

Demek ki a2 say›s› 4’e bölündü¤ünde 1 kal›rm›fl.

Teorem 1’in Birinci Kan›t›: E¤er (a, b, c) üçlüsü, (1) eflitli¤i-

ni sa¤layan üç tamsay›ysa ve d herhangi bir tamsay›ysa, (ad, bd,

cd) tamsay›lar› da ayn› denklemi sa¤lar. Örne¤in, (8, 15, 17) bir

çözümdür, bu çözümü ikiyle çarpacak olursak (16, 30, 34) çö-

zümünü buluruz. Yani, bir çözümün çarp›mlar›n› alarak yeni

çözümler elde edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. E¤er (a, b,

c) bir çözümse ve d tamsay›s› a, b ve c’yi bölüyorsa, (a/d, b/d,

c/d) tamsay›lar› da bir çözümdür. Dolay›s›yla, ortak böleni ol-

mayan1 çözümleri bulmak, tüm çözümleri bulmak için yeterli-

dir. Bundan böyle, (a, b, c) ortak böleni olmayan bir çözümü

simgeleyecek.

a2 + b2 = c2 oldu¤undan, a, b, c say›lar›ndan ikisi bir say›-

ya bölünüyorsa üçüncüsü de ayn› say›ya bölünür. Demek ki a,

b ve c say›lar›ndan ikisi ayn› say›ya bölünemezler. Dolay›s›yla

bu say›lardan ikisi birden çift olamazlar, yani bu üç say›dan en

az ikisi tek say›d›r. Bu say›lardan ikisi tekse üçüncüsü çift ol-

mak zorundad›r.

Hangi say› çifttir? c çift olamaz (çünkü c çiftse, a ve b tek

say›lard›r, dolay›s›yla yukardaki önsava göre, a2 + b2 say›s›

dörde bölündü¤ünde iki kal›r, yani a2 + b2 dörde bölünmez;

öte yandan c2 dörde bölünür.) Demek ki a ve b say›lar›ndan bi-

ri çift olmak zorunda. Gerekiyorsa a ve b say›lar›n›n yerlerini

de¤ifltirerek, a say›s›n›n çift oldu¤unu varsayabiliriz. Bundan

böyle a’n›n çift oldu¤unu varsayaca¤›z.

Demek ki b ve c tek say›lar. Dolay›s›yla c – b ve c + b çift

say›lar. O halde,

a = 2n, c – b = 2v, c + b = 2w (2)

olarak yazabiliriz. (2) eflitliklerinden,
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1 Daha do¤rusu en büyük ortak böleni 1 olan!



eflitlikleri ç›kt›¤›ndan, v ve w say›lar›n›n ortak böleni yoktur

(çünkü hem v’yi, hem w’yi bölen bir say›, b ve c say›lar›n› da

böler.)

a2 + b2 = c2 eflitli¤inden, a2 = c2 – b2 = (c – b)(c + b) eflitli¤i

ç›kar. Bu eflitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine 2n, c – b yerine

2v, c + b yerine 2w koyarsak, ve 4’leri sadelefltirirsek

n2 = vw (5)

eflitli¤ini buluruz. Demek ki vw bir kare. Öte yandan v ve w say›-

lar›n›n ortak bölenleri yok. Dolay›s›yla v ve w de birer kare olmak

zorundalar. v = q2 ve w = p2 olarak yazal›m. ‹flimiz afla¤› yukar›

bitmifltir: (3) ve (4) eflitlikleri b = p2 – q2 ve c = p2 + q2 verir; (5)

eflitli¤i n = pq verir; (2) eflitli¤i de a = 2n = 2pq verir.

Teorem 1’in ‹kinci Kan›t›: Bu kan›tta geometrik bir yöntem

kullanaca¤›z.

Kan›ta bafllamadan önce, (0, 1) noktas›ndan geçen ve y ek-

senine koflut olmayan bir do¤runun denkleminin, bir m say›s›

için,

y = mx + 1 (6)

biçiminde yaz›labilece¤ini okura an›msat›r›m. m say›s›na o

do¤runun �����ad› verilir.

fiimdi a, b, c say›lar›, x2 + y2 = z2 denklemini sa¤layan üç

pozitif say› olsunlar. O zaman a/c ve b/c kesirli say›lar›,

x2 + y2 = 1 (7)

denklemini sa¤larlar. (7) denkleminin gerçel say›lardaki çö-

zümleri, merkezi (0, 0) noktas›nda olan 1 yar›çapl› daire (birim

daire) üzerindedir, dolay›s›yla (a/c, b/c) noktas› da bu daire

üzerindedir:
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a > 0 oldu¤undan, (a/c, b/c) noktas›yla (0, 1) noktas›, birim

dairenin iki de¤iflik noktalar›d›r. Bu iki noktadan geçen do¤-

ruya bakal›m:

Bu do¤runun denklemi y = [(b-c)/a]x+1’dir.Yani (6) denk-

lemindeki m say›s› (do¤runun e¤imi yani)(b-c)/a say›s›na eflit-

tir, dolay›s›yla kesirli bir say›d›r. Ortak böleni olmayan iki p

ve q tamsay›s› için

m = (b-c)/a = p/q (8)

yazal›m. Ayr›ca, r ve s say›lar›n›

r = a/c ve s = b/c (9)

olarak tan›mlayal›m. (r, s) noktas›, yani (a/c, b/c) noktas›, hem

birim dairenin, hem de y = mx + 1 denklemli do¤runun üstün-

de. Dolay›s›yla r ve s say›lar› (6) ve (7) denklemlerini sa¤larlar.

Denklemlerimizi yazal›m:

r2 + s2 = 1 ve s = mr + 1. (10)

‹kinci eflitlikten s’yi biliyoruz: s = mr + 1. Bunu birinci eflit-

li¤e yerlefltirelim:

1 = r2 + s2 = r2 + (mr + 1)2.

Sa¤daki terimi açal›m:

1 = (1 + m2)r2 + 2mr + 1,
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(a/c, b/c)
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yani,

(1 + m2)r2 + 2mr = 0,

yani,

r[(1 + m2)r + 2m] = 0.

Öte yandan r 1 0. Demek ki r’yi sadelefltirebiliriz ve

(1 + m2)r + 2m = 0,

yani,

r = !2m/(1+m2)

buluruz. Bunu ve (10) denklemlerinden ikincisini kullanarak

s’yi de bulabiliriz:

s = mr+1 = !2m2/(1+m2)+1 = (1!m2)/(1+m2)

Demek ki,

r = !2m/(1+m2)

s = (1!m2)/(1+m2)

fiimdi (8) ve (9) denklemlerini yukardaki denklemlere tafl›-

y›p biraz hesap yapacak olursak,

eflitliklerini elde ederiz. ‹kinci eflitlikten p2 + q2 say›s›n›n

(p2–q2)c’yi böldü¤ü ç›kar. Öte yandan p2 – q2 ile p2 + q2 say›-

s›n›n ortak böleni ya 1 ya da 2’dir2. Bu ortak bölenin 1 oldu-

¤unu varsayal›m (ortak bölenin 2 oldu¤u fl›kk› okura b›rak›yo-

ruz.) Demek ki p2 + q2, c’yi böler. c = d(p2 + q2) eflitli¤ini sa¤-

layan bir d say›s› bulal›m, ve bunu (11) eflitliklerine yerlefltire-

lim. Teorem 1 bir kez daha kan›tlanm›flt›r.
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2 u say›s› hem p2 + q2’yi, hem de p2–q2’yi bölüyorsa, u bu say›lar›n toplam›n›
ve fark›n› da böler. Dolay›s›yla u hem 2p2’yi, hem de 2q2’yi böler. p ile q’nün
ortak böleni olmad›¤›ndan, u = 1 ya da u = 2’dir.



Teorem 2’nin Kan›t›3: Sonsuz ‹nifl ve Sonsuz Ç›k›fl adl› ya-

z›da sözünü etti¤imiz sonsuz inifl yöntemini kullanaca¤›z. Te-

oremin yanl›fl oldu¤unu varsayal›m, yani

x4 + y4 = z2 (12)

eflitli¤inin pozitif tamsay›larda bir çözümünün oldu¤unu varsa-

yal›m. Bir çeliflki elde edece¤iz. (12)’nin çözümleri aras›nda

z’nin en küçük oldu¤u bir çözüm seçelim. Bu çözüme (x, y, z)

diyelim. (12) denklemi sadelefltirmeye olanak verdi¤inden ve z

en küçük oldu¤undan, x, y ve z say›lar›n›n ortak böleni yoktur.

Bundan da x, y, z say›lar›ndan herhangi ikisinin ortak böleni-

nin olmad›¤› ç›kar. Demek ki bu üç say›dan yaln›zca biri çift

olabilir ve en az ikisi tektir. Say›lardan ikisi tekse, üçüncüsü çift

olmak zorunda. z çift olamaz (çünkü z çiftse, x ve y tektir, ve

x4 + y4 dörde bölünmez, öte yandan z2 dörde bölünür.) Demek

ki ya x ya y çift. Gerekirse x’le y’nin yerlerini de¤ifltirerek, x’in

çift oldu¤unu varsayabiliriz. fiimdi (x2, y2, z) say›lar›na birinci

teoremimizi uygulayabiliriz: ortak bölenleri olmayan öyle a ve

b vard›r ki,

x2 = 2ab (13)

y2 = a2 – b2 (14)

z = a2 + b2 (15)

dir. Ayr›ca a ve b say›lar›ndan yaln›zca biri çifttir. a’n›n çift ola-

mayaca¤›n› iddia ediyorum: E¤er a çift olsayd›, b tek olurdu. a

= 2a1, b = 2b1 + 1 yazal›m. Bu eflitlikleri (14)’e yerlefltirelim:

y2 =(14) a2 – b2 = (2a1)2 – (2b1 + 1)2

= 4a1
2 – 4b1

2– 4b1 – 1

= 4(a1
2 – b1

2 – b1) – 1

= 4(a1
2 – b1

2 – b1–1) + 3

ve yaz›n›n bafl›nda kan›tlad›¤›m›z önsavla çelifltik. ‹ddiam› kan›t-

lad›m: a çift olamaz. Demek ki b çifttir. (14) denklemine göre

b2 + y2 = a2 oldu¤undan birinci teoremi gene uygulayabiliriz: or-
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tak böleni olmayan öyle c ve d say›lar› vard›r ki,

b = 2cd (16)

y = c2 – d2 (17)

a = c2 + d2 (18)

dir. fiimdi x2’yi hesaplayal›m:

x2 =(13) 2ab =(16,18) 4cd(c2 + d2).

Demek, 4cd(c2 + d2) tam bir kare. Dolay›s›yla cd(c2 + d2) de

tam bir kare. Öte yandan c, d ve c2 + d2 say›lar›ndan herhangi

ikisinin ortak böleni yok. Bundan da c, d ve c2 + d2 say›lar›n›n

birer tam kare olduklar› ç›kar. Yani öyle e, ƒ, g say›lar› vard›r ki,

c = e2 (19)

d = ƒ2 (20)

c2 + d2 = g2 (21)

dir. Kan›t›n sonuna geldik. Hesaplayal›m:

e4 + ƒ4 =(19,20) c2 + d2 =(21) g2.

Demek ki (e, ƒ, g) say›lar› da (12) denkleminin bir çözümü.

Son olarak, g say›s›n›n, z say›s›ndan küçük oldu¤unu kan›tla-

yal›m. Bu diledi¤imiz çeliflkiyi verecek:

z =(15) a2 + b2 =(16,18) (c2 + d2)2 + 4c2d2

=(21) g4 + 4c2d2 > g4 ≥ g.

‹kinci teorem de kan›tlanm›flt›r.
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Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar

“Tavla Üzerine Bir Soru” adl› yaz›da kuramsal olarak

sonsuz bir oyun olan tavlan›n gerçekte, yani uygulama-

da, sonsuz olup olmad›¤› sorusunu sorduk. Bu yaz›da kuram-

sal olarak sonsuz, ancak uygulamada sonlu olan, yani oynan-

d›¤›nda her zaman (yüzde yüz olas›l›kla) biten bir oyundan söz

edece¤im.

Oyunumuz iki kifli aras›nda oynan›yor. Yaz›-tura at›l›yor.

Yaz› gelirse birinci oyuncu ikinciden 1 lira al›yor, tura gelirse

ikinci oyuncu birinciden 1 lira al›yor. Oyunculardan birinin

paras› bitti¤inde oyun da bitiyor.

E¤er iki oyuncunun da oyuna bafllarken ikifler liras› varsa

ve sürekli bir yaz› bir tura gelirse, oyun sonsuza dek sürer; çün-

kü bu yaz›-tura at›fllar›yla oyunculardan birinin paras› bitmez.

Öte yandan bu oyunu ne zaman oynasan›z oyun biter! Hat-

ta oldukça çabuk biter, iki dakika bile sürmez. Neden? ‹ki da-

kika boyunca bir yaz› bir tura gelme olas›l›¤› çok zay›ft›r da on-

dan. Bu yaz›da bunu kan›tlayaca¤›z. Kuramsal olarak sonsuza

dek sürebilen bu oyun, uygulamada sonsuza dek süremez. Çün-

kü, bu oyunun sonsuza dek sürebilme olas›l›¤› öyle küçük, öy-

le küçüktür ki... s›f›ra eflittir.



Bu olguyu kan›tlamadan önce biraz e¤lenece¤iz. E¤lence,

matemati¤in önemli ö¤elerinden biridir, savsaklamaya gelmez.

Yeterince e¤lendikten sonra bu olgunun matematiksel kan›t›n›

verece¤iz.

Oyunu daha iyi anlamak için oyunun “a¤ac›n›” bulal›m.

Oyun (2, 2) durumu ile bafll›yor. Yani bafllang›çta her iki oyun-

cunun da ikifler liras› var. Diyelim biz birinci oyuncuyuz ve ya-

z› gelince kazan›yoruz. A¤ac›n tepesine (2, 2) yazal›m. Para

at›ld›. ‹ki olas›l›k var: Ya tura gelecek ve kaybedece¤iz ya da

yaz› gelecek ve kazanaca¤›z. Kaybedersek oyunun yeni durumu

(1, 3) olacak, yani bizim 1 liram›z, öbür oyuncununsa 3 liras›

olacak. Bu (1, 3) durumunu a¤ac›n soluna yazal›m. Kazan›rsak

(3, 1) durumuna eriflece¤iz. Bunu da a¤ac›n sa¤›na yazal›m.

A¤aç sa¤l› sollu kök salar. Soluna kaybetti¤imizde, sa¤›naysa

kazand›¤›m›zda eriflece¤imiz durumu yazar›z. (3, 1)’den sonra

gene iki durum ortaya ç›kabilir: (2, 2) ve (4, 0) durumlar›. (2,

2)’yi sola, (4, 0)’› sa¤a yazal›m. (4, 0) durumunda oyun biter ve

a¤aç kök salmaz. (2, 2) durumundaysa oyun sürer. ‹flte oyunun

ilk dört aflamas›n› gösteren a¤aç:

Oyun ancak (4, 0) ve (0, 4) durumlar›ndan birine geldi¤in-

de biter, öbür durumlarda sürer. Bu yüzden dördüncü aflama-

daki (2, 2) durumlar›nda a¤aç kök salmay› sürdürür.

132

1, 3

0, 4 2, 2

1, 3 3, 1

0, 4 2, 2 2, 2 4, 0

3, 1

4, 02, 2

3, 11, 3

4, 02, 22, 20, 4

2, 2



Bu a¤aç sonsuz bir a¤açt›r. Köklerden baz›lar› bitse bile,

köklerin kökü kurumaz. A¤aç sonsuzdur çünkü oyun sonsuz-

dur. Örne¤in, (2, 2), (1, 3), (2, 2), (1, 3), ... diye durmadan son-

suza dek uzay›p giden bir kök vard›r.

Oyunun sonsuz oldu¤unu göstermek için illa sonsuz bir

a¤aç yapmaya gerek yoktu. Sonlu bir flemayla da bu sonsuz

oyunun gidiflini gösterebiliriz. Bu flemay› çizelim. Oyunda befl

durum var:

(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)

durumlar›. Bu befl durumu birer kare içine alal›m. Bir durum-

dan öbür duruma nas›l geçildi¤ini bir okla gösterelim. E¤er bir

durumdan öbür duruma kazanarak geçebiliyorsak, okun kena-

r›na 1 koyal›m. Kaybederek geçebiliyorsak 0 koyal›m. Örne-

¤in, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna kazanarak geçebildi-

¤imizden, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna giden oka 1 ad›-

n› veririz. ‹flte bu oyunun flemas›:

(0, 4) ve (4, 0) durumlar›nda oyun bitti¤inden, bu iki du-

rumdan ok ç›kmaz.

Bu flemaya bakarak oyunun sonsuz oldu¤unu nas›l anlar›z?

E¤er bir k›s›r döngü (yani bir daire) varsa oyun sonsuz demek-

tir. (2, 2) durumundan bafllayarak ve oklar› izleyerek ya (4, 0)

ya da (0, 4) durumlar›na gelmek zorunda de¤ilsek oyun bitmez.

Örne¤in (2, 2)’yle (1, 3)’e gidip gelen bir k›s›r döngü vard›r.

Bunun gibi (2, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), ... döngü-

sü de döner durur. Demek bu oyun sonsuz bir oyun.
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‹lk çizdi¤imiz a¤aca geri dönelim. A¤aca al›c› bir gözle bak-

t›¤›m›zda oyunun birinci ve üçüncü yaz›-tura at›fllar›ndan son-

ra bitmedi¤i anlafl›l›yor. Biraz düflününürsek, oyunun tek say›-

l› yaz›-tura at›fllar›ndan sonra bitmeyece¤ini görürüz (örne¤in

tümevar›mla.) Oyun 2, 4, 6 gibi çift say›l› at›fllardan sonra bi-

tebilir ancak.

Oyunun ikinci yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›n› bulal›m1.

A¤ac›n ikinci kuflak köklerine bakal›m. Dört dal var. Her biri-

nin olas›l›¤› 1/4’tür, çünkü ikinci kuflaktaki (0, 4), (2, 2), (2, 2)

ve (4, 0) durumlar›na ancak s›ras›yla TT (tura tura), TY (tura

yaz›), YT, YY at›ld›¤›nda eriflebiliriz. Bu dört durumdan ikisin-

de oyun bitiyor, ikisinde bitmiyor. Dolay›s›yla, ikinci yaz›-tura

at›fl›nda oyunun bitme olas›l›¤› 1/4+1/4, yani 1/2’dir.

fiimdi oyunun en fazla dördüncü yaz›-tura at›fl›nda bitme

olas›l›¤›n› bulal›m. A¤aca bakarak, oyunun en fazla dört yaz›-

tura at›fl›nda nas›l bitebilee¤ini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY

at›ld›¤›nda oyun biter. Bu 6 yaz›-tura at›fl›n›n (olay›n) olas›l›k-

lar› s›ras›yla flöyle:

1/4, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.

Dolay›s›yla, oyunun en fazla dört yaz›-tura at›fl›nda bitme

olas›l›¤› bu say›lar›n toplam›d›r, yani 3/4’tür.

Oyunun en fazla alt› yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›n› he-

saplayal›m. Yukardaki a¤ac› sürdürecek olursak, alt›nc› afla-

mada 4 tane (0, 4) ve 4 tane (4, 0) oldu¤unu görürüz. Oyunu

sona erdirecek bu 8 kökten herbirine ulaflma olas›l›¤› 1/26, ya-

ni 1/64. Dolay›s›yla oyunu bitiren bu 8 kök uçlar›ndan birine

ulaflma olas›l›¤›m›z 8/64, yani 1/8. Bu olas›l›¤› bir önceki pa-

ragrafta buldu¤umuz 3/4 olas›l›¤›na ekleyecek olursak oyunun

alt› ve daha az yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›n› buluruz. De-
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mek ki, oyunun en fazla alt› yaz›-tura at›fl›nda bitme olas›l›¤›

3/4 + 1/8 = 7/8’dir.

‹kinci, dördüncü ve alt›nc› yaz›-tura at›fllar›ndan önce oyu-

nun sona erme olas›l›klar›n›n s›ras›yla

1/2, 3/4, 7/8

oldu¤unu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz yaz›-tura at›fl›n-

da bitme olas›l›¤›n› hesaplarsa 15/16 bulacakt›r.

Bu kadar e¤lence yeter, art›k matematik yapal›m.

Bir oyuncuda A lira, öbür oyuncuda B lira olsun. Oyunun

hangi aflamas›nda olursak olal›m, üstüste A + B kez yaz› at›ld›-

¤›nda, oyunculardan birinin paras› biter, hatta daha önce de bi-

tebilir. Demek ki, e¤er 1 olas›l›kla üstüste A + B kez yaz› ata-

ca¤›m›z› kan›tlarsak, bütün yaz›-tura oyunlar›n›n 1 olas›l›kla

sonlu bir zamanda bitece¤ini kan›tlam›fl oluruz. Dolay›s›yla flu

teoremi kan›tlamal›y›z:

Teorem. n > 0 herhangi bir tamsay› olsun. Sonsuz kez yaz›-

tura at›ld›¤›nda üstüste n kez tura gelme olas›l›¤› 1’dir, yani

yüzde yüzdür.

Bu teorem, tura gelince kazanan›n oyunu kazanaca¤› anla-

m›na gelmez. Üstüste A + B kez tura gelecektir (1 olas›l›kla.)

Oras› kesin. Üstüste A + B kez de yaz› gelecektir. O da kesin.

Ama hangi oyuncu daha önce kaybedecektir? Oras› kesin de¤il.

fiansa ba¤l›2.

Teoremin Kan›t›: Ardarda n kez yaz›-tura at›ld›¤›nda hep

tura gelme olas›l›¤› 1/2n dir. Dolay›s›yla n yaz›-tura at›fl›n›n

hepsinin birden tura olmama olas›l›¤› 1 – 1/2n dir. Bu say›ya 5

diyelim:
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5 = 1 – 1/2n.

0 " 5 < 1 eflitsizlik-

leri birazdan önem

kazanacak, akl›m›z›n

bir köflesinde tutal›m.

fiimdi 2n kez yaz›-

tura atal›m. 2n yaz›-

tura at›fl›nda n kez üs-

tüste tura gelme olas›-

l›¤›na 62 diyelim. 62

say›s›n› bulmak kolay

olmayabilir, ama bu

say›n›n 1 – 52’den büyük oldu¤unu kan›tlayabiliriz. 2n at›flta

nas›l üstüste n kez tura gelebilir? Çeflitli biçimlerde gelebilir.

Örne¤in ilk n at›fl salt tura olabilir, ya da son n at›fl salt tura

olabilir. Ne birinci n at›fl›n, ne de ikinci n at›fl›n salt tura olma-

ma olas›l›¤› 52’dir. Demek ki ya birinci n ya da ikinci n at›flta

salt tura gelme olas›l›¤› 1 – 52’dir. Dolay›s›yla 2n at›flta n kez

üstüste tura gelme olas›l›¤› en az 1 – 52’dir. Yani,

4 < 52 " 6
2
" 4

eflitsizlikleri geçerlidir.

Yukardaki ak›l yürütmeyi 3n, 4n ve genel olarak kn at›fl için

yapabiliriz. fiöyle yapar›z: k > 0 bir do¤al say› olsun ve kn kez

yaz›-tura atal›m. 6k, kn at›flta üstüste en az n kez tura gelme

olas›l›¤› olsun.

4 < 5k " 6k " 4 (1)

eflitsizliklerini kan›tlamak istiyoruz. 6k " 4 -flitsizli¤i elbette do¤-

ru. Birinci eflitsizli¤e bakal›m. Ne ilk n at›fl›n, ne ikinci n at›fl›n,

... ne de k’inci n at›fl›n salt tura olma olas›l›¤› ak’dir. Dolay›s›yla

bu kn at›fltan birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya da kinci n at›fl-

lardan birinde) salt tura gelme olas›l›¤› 1 – ak’dir. Demek ki kn

at›flta üstüste n kez tura gelme olas›l›¤› 1 – ak say›s›ndan fazlad›r.
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Yani 4 < 5k " 6k eflitsizli¤i geçerlidir. (1)’i kan›tlad›k.

0 < 5 <1 eflitsizliklerinden dolay›, k sonsuza gitti¤inde 5k

say›s› s›f›ra yak›nsar3 ve 1 – 5k say›s› bire yak›nsar:

limk . /
(4 – 5k) = 4.

(1) eflitli¤inde k’yi sonsuza götürürsek,

1 = limk . /
(4 – 5k) " limk . /

6k " 4

elde ederiz ki, bu da, k sonsuza gitti¤inde, bk say›lar›n›n 1’e ya-

k›nsad›¤›n› gösterir. Demek ki at›fl say›m›z yükseldikçe n kez

ardarda tura atma olas›l›¤›m›z 1’e yak›ns›yor. Teoremimiz ka-

n›tlanm›flt›r.

Yukardaki kan›tta at›lan paran›n hilesiz oldu¤unu pek kul-

lanmad›k. Para hileli bile olsa, tura gelme olas›l›¤› s›f›r de¤ilse,

her n için, sonsuz yaz›-tura at›fl›nda üstüste n kez tura gelme

olas›l›¤› 1’dir. Bunun kan›t› da aynen yukardaki teoremin ka-

n›t› gibidir.
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Bir Maymun Shakespeare
Olabilir mi?

Shakespeare’in kimli¤i üzerine tart›flmalar ald› bafl›n› yürü-

dü… Shakespeare’in cahil bir adam oldu¤u, de¤il o yap›tla-

r›, sevgilisine imla hatas› yapmadan bir aflk pusulas› yazacak

kadar bile ‹ngilizcesi olmad›¤› ileri sürülüyor. Shakespeare’in

yap›tlar›n› Shakespeare’in de¤il, baflkas›n›n, hatta birçok bafl-

kas›n›n yazd›¤›n› iddia edenler var. Kimi de asl›nda Shakespe-

are’in Shakespeare olmad›¤›n›, bir baflkas› oldu¤unu söylüyor,

ne demek istiyorlarsa!..

Biz, bu savlara bir yenisini eklemek istiyoruz:

Shakespeare bal gibi de bir maymun olabilir.

Daktilonun tufllar›na durmadan rastgele basan bir maymun

düflünün. Bu maymun bir zaman sonra Shakespeare’in Ham-

let’ini yazacakt›r. Noktas›yla, virgülüyle, sat›rbafl›yla ve di¤er

baflka herfleyiyle…

Evet, yanl›fl okumad›n›z! Çok uzun bir süre sonra belki

ama, bir zaman sonra, ve sonlu bir zaman sonra, kesinlikle ya-

zacakt›r. Hatta Shakespeare’in her yap›t›n› yazacakt›r. Hatta

hatta bugüne de¤in yaz›lm›fl ve yaz›lmam›fl her yap›t› yazacak-

t›r. Yüzde yüz olas›l›kla… Hatta ve hatta yaz›lm›fl ve yaz›lma-

m›fl ve hiçbir zaman yaz›lmayacak her yap›t› bir kez de¤il, son-

suz kez yazacakt›r…



‹nan›lmas› nerdeyse imkâns›z olan bu olgu matematikte bir

teoremdir, dolay›s›yla do¤rudur!

Diyelim Hamlet’i yazmak için, Shakespeare, noktas›, virgü-

lü, büyük ve küçük harfleri dahil olmak üzere, toplam 100 ta-

ne daktilo karakteri kullanm›fl… Daha fazla da kullanm›fl ola-

bilir... Önemli olan sonlu say›da daktilo karakteri kulland›¤›...

Diyelim toplam 100 tane daktilo karakteri…

Ve diyelim Hamlet’i yazmak için 1 milyon (yani 106 tane)

daktilo tufluna basmak gerekiyor.

Maymun’un basaca¤› ilk 1 milyon tuflun Shakespeare’in

Hamlet’i olma olas›l›¤›, do¤ruyu söylemek gerekirse, oldukça

düflük bir olas›l›k… Ama 0 de¤il bu olas›l›k… Tam tam›na

(1/102)1.000.000.

Demek ki Maymun’un basaca¤› ilk 1 milyon tuflun Shakes-

peare’in Hamlet’i olmama olas›l›¤›,

1 ! (1/102)1.000.000

dir. 1’e, yani yüzde yüze çok yak›n bir olas›l›k, ama 1 de¤il…

Bu olas›l›¤a a diyelim. Önemli olan a’n›n 0’dan büyük, 1’den

küçük olmas›d›r…

‹lk 1 milyon tuflun Shakespeare’in Hamlet’i olmama olas›-

l›¤› 5. ‹kinci 1 milyon tuflun da Hamlet olmama olas›l›¤› 5. Do-

lay›s›yla ne birinci, ne de ikinci 1 milyon tuflun Hamlet olma-

ma olas›l›¤› 52’dir. Ayn› zamanda, üçüncü 1 milyon tuflun da

Hamlet olmama olas›l›¤› 53’tür… Ne birinci, ne ikinci, …, ne

de n’inci 1 milyon tuflun Hamlet olmama olas›l›¤› 5n’dir. De-

mek ki, Maymun’un hiçbir zaman Hamlet’i yazamama olas›l›-

¤›, en fazla

lim n. /
5n

say›s›na eflittir, ki bu olas›l›k da (5 say›s› 0’la 1 aras›nda oldu¤un-

dan) 0’d›r1… Demek ki Maymun’un bir zaman sonra (sonlu bir

zaman sonra) Shakespeare’in Hamlet’ini yazma olas›l›¤› 1’dir…
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Ayn› kan›t besteler için de geçerlidir. Sonlu tane nota oldu-

¤undan, her besteyi, önünde nota yazan bir daktilo olan bir

maymun, tufllara rastgele basarak yazabilir.

Renklerin ve uzay›n sürekli oldu¤unu varsayarsak, resim

için ayn› fleyi söyleyemeyiz; bir maymun, f›rçay› rastgele kulla-

narak Leonardo’nun La Joconde’unu yaratamaz.
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Yoksulun fians›

Bu yaz› girifle gereksinmiyor. Do¤rudan, kan›tlayaca¤›m›z

sonuca geçelim:

“Teorem.” Yoksulun zengine karfl› flans› yoktur.

Bu çok bilinen “teorem”i kan›tlayabilmek için her fleyden

önce önermeyi matematiksellefltirmeliyiz.

Zenginin - tan›m› gere¤i - çok paras› var. Yoksulunsa az pa-

ras› var. Zenginle yoksul yaz›-tura oynayacaklar. Yaz› gelirse

yoksul zenginden 1 lira alacak. Tura gelirse yoksul zengine 1 li-

ra verecek. Oyun iki oyuncudan birinin paras› bitene dek süre-

cek. Oyun daha önce sona eremez.

Bu kuralla oyun hiç bitmeyip sonsuza dek sürebilir. Örne-

¤in yaz›-tura at›fllar›n› s›rayla bir yoksul bir zengin kazan›rsa

oyun sonsuza dek sürer.

Bu oyun sonsuza dek sürebilir ama sonsuza dek sürme olas›-

l›¤› s›f›rd›r. Bunu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›kl› ya-

z›m›zda (bkz. sayfa 131) kan›tlam›flt›k. Bu yaz›da yukardaki ya-

z›-tura oyununu kaç olas›l›kla kimin kazand›¤›n› bulaca¤›z. Önce

yaz›-tura at›lan paran›n hilesiz oldu¤unu varsayaca¤›z; yaz›n›n so-

nunda hileli parayla oynanan yaz›-tura oyunlar›n› irdeleyece¤iz.



‹ki oyuncudan birinin kesinlikle (yani 1 olas›l›kla) kazanaca-

¤›n› biliyoruz. Bunu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›k-

l› yaz›m›zda kan›tlam›flt›k. Hangi oyuncunun kaç olas›l›kla kaza-

naca¤›n› bulmak istiyoruz. Örne¤in birinci oyuncunun 1, ikinci

oyuncunun 100 liras› varsa, büyük bir olas›l›kla ikinci oyuncu

oyunu kazan›r. Birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› azd›r, ama

0 de¤ildir. Okurun, “yüzde 1 olas›l›kla birinci, yüzde 99 olas›l›k-

la ikinci oyuncu kazan›r,” dedi¤ini duyar gibi oluyorum. Do¤ru

de¤il. Yan›t yanl›fl ama okuru yan›lg›ya bilerek sürükledim. Bir

baflka örnek ele alal›m.

Diyelim birinci oyuncunun 2, ikinci oyuncunun 3 liras› var.

Birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› kaçt›r? Bu kez

okur 2/5 yan›t›n› verecek ve hakl› ç›kacakt›r. Bir önceki örnek-

te, birinci oyuncunun kazanma olas›l›¤› 1/101’dir, ikinci oyun-

cununkiyse 100/101’dir.

Bu yaz›da, oyuna birinci oyuncu n, ikinci oyuncu m lirayla

bafllad›¤›nda, birinci oyuncunun oyunu n/(n+m) olas›l›kla ka-

zanaca¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Teorem 1. Hilesiz parayla oynanan yaz›-tura oyununa bi-

rinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu m lirayla bafllarsa, birinci

oyuncu oyunu n/(n+m) olas›l›kla kazan›r.

Teoremi bir an için kan›tlanm›fl varsay›p önemli bir sonu-

cunu irdeleyelim. Teoreme göre, ikinci oyuncunun ne kadar

çok paras› varsa, birinci oyuncunun kazanma flans› o kadar az-

d›r. Çünkü n sabit kal›r ve m artarsa,n/(n+m)say›s› gittikçe kü-

çülür. Zengin ne denli zenginse ya da yoksul ne denli yoksulsa,

yoksulun kazanma olas›l›¤› o denli azd›r. Biraz abartal›m, ve

zenginin sonsuz paras› oldu¤unu varsayal›m. O zaman, yoksu-

lun oyunun sonlu bir an›nda befl paras›z kalma olas›l›¤› 1 ola-

cak. Yani yoksul yüzde yüz kaybedecek. Oyuna kaç parayla

bafllarsa bafllas›n... Çünkü m sonsuza gitti¤inde n/(n+m) say›s›
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s›f›ra gider. Yoksul milyoner olarak oyuna bafllasa bile, zengi-

nin sonsuz paras› varsa kesinlikle kaybeder. Dolay›s›yla bu te-

oremden flu ç›kar:

Birinci Teoremin Bir Sonucu. Hilesiz parayla oynanan ya-

z›-tura oyununda, birinci oyuncunun sonlu, ikinci oyuncunun

sonsuz paras› varsa, oyunu 1 olas›l›kla (yani yüzde yüz) ikinci

oyuncu kazan›r.

fiimdi teoremimizi kan›tlayal›m. s = n + m olsun. Yani s, iki

oyuncunun toplam paras› olsun.

ps(n) say›s›, birinci oyuncunun n, ikinci oyuncunun s – n lira-

s› oldu¤unda, birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› olsun.

Örne¤in, ps(0) = 0. Çünkü birinci oyuncunun hiç paras› yok-

sa, zaten oyunu kaybetmifltir ve kazanma olas›l›¤› yoktur.

Öte yandan, ps(s) = 1. Çünkü, birinci oyuncunun s liras›

varsa, ikinci oyuncunun hiç paras› kalmam›flt›r ve oyunu birin-

ci oyuncu kazanm›flt›r.

Teorem 1, ps(n) say›s›n›n n/s oldu¤unu söylüyor.Demek ki,

ps(n) = n/s (1)

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z.

ps(n) say›lar› birbirinden ba¤›ms›z de¤illerdir. Aralar›nda

bir iliflki vard›r. Bu iliflkiyi bulal›m.

0 < n < s olsun. Birinci oyuncunun n liras› var. ‹lk yaz›-tu-

ra at›fl›nda oyun iki yoldan birini alabilir: Birinci oyuncu ya ka-

zanacakt›r ya kaybedecektir. Kazan›rsa n + 1 liras› olacakt›r,

kaybederse de n – 1 liras›.
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Her iki durumun da olas›l›¤› 1/2’dir. Demek ki k lirayla

oyuna bafllayan birinci oyuncunun cebinde ilk oyundan sonra

yar›m olas›l›kla k – 1 liras›, yar›m olas›l›kla da k + 1 liras› ola-

cakt›r. Bu son iki durumda birinci oyuncunun oyunu kazanma

olas›l›¤›, s›ras›yla, ps(k–1) ve ps(k+1)’dir. Yani, 0 < k < s ise,

ps(k) = ps(k–1)/2 + ps(k+1)/2

dir. Bunu flöyle de yazabiliriz: 0 < k < s için,

ps(k+1) = 2ps(k) – ps(k–1) (2)

fiimdi bir önsav kan›tlayal›m:

Önsav. E¤er 0 < k " s ise, ps(k) = kps(1).

Önsav›n Kan›t›: Önsav› k üzerine tümevar›mla kan›tlaya-

ca¤›z1.

E¤er k = 1 ise, kan›tlanacak eflitlik ps(1) = ps(1) olur ve bu

durumda önsav›n do¤rulu¤u apaç›k.

fiimdi eflitli¤i k = 2 için kan›tlayal›m. ps(2) = 2ps(1) eflitli¤i-

ni kan›tlamak istiyoruz. (2) eflitli¤inden,

ps(2) =(2) 2ps(1) – ps(0)

elde ederiz. Ama ps(0) = 0 eflitli¤ini biliyoruz. Demek ki, ps(2) =

2ps(1) ve bu durumda da önsav›m›z kan›tlanm›flt›r.

fiimdi k ≥ 3 olsun. Önsav›n k – 1 ve k için do¤ru oldu¤unu

varsay›p k + 1 için kan›tlayal›m. Bu varsay›mlardan ve (2) eflit-

li¤inden,

ps(k+1) =(2) 2ps(k) – ps(k–1)

=varsay›m 2kps(1) – (k–1)ps(1) = (k + 1)ps(1)

ç›kar. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. ■

Yukardaki önsavda k = s alal›m: 1 = ps(s) = sps(1) buluruz,

yani ps(1) = 1/s. Önsav› bir kez daha k = n için uygularsak, bu

eflitlikten ps(n) = nps(1) = n/s ç›kar. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r.
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t›r. (Bkz. sayfa 63.)



Hileli Paran›n Öyküsü. Yaz›n›n süre¤inde paran›n hileli ol-

du¤unu varsayaca¤›z2.

Yaz› gelme olas›l›¤›na y diyelim. Birinci oyuncu yaz› geldi-

¤inde kazans›n. Tura gelme olas›l›¤› t olsun. y + t = 1 eflitli¤i ge-

çerli elbet. Toplam paraya gene s diyece¤iz. ps(n), birinci oyun-

cunun (yani yaz› geldi¤inde kazanan oyuncunun) n liras› var-

ken öbür oyuncunun bütün paras›n› ütme olas›l›¤› olsun.

E¤er y = 0 ise, yani para hiç yaz› gelmeyecekçesine hileliy-

se, oyunu ikinci oyuncu kazan›r elbet.

E¤er y = 1 ise, oyunu birinci oyuncu kazan›r.

Ayr›ca y = 1/2 = t fl›kk›n› yukarda irdelemifltik.

Demek ki, bundan böyle 0 < y < 1 ve t 1 y eflitsizliklerini

varsayabiliriz. Bu varsay›mla oyunun sonsuza de¤in sürme ola-

s›l›¤›n›n s›f›r oldu¤unu biliyoruz. (Bkz. “Yüzde Yüz Sonlu Son-

suz Oyunlar”, sayfa 131.)

Teorem 2. Yaz› gelme olas›l›¤›n›n y, tura gelme olas›l›¤›n›n

t oldu¤unu varsayal›m (t = 1 – y). Birinci oyuncu yaz› geldi¤in-

de kazans›n ve oyuna n lirayla bafllas›n. ‹kinci oyuncunun s – n

liras› olsun. Ve y 1 t olsun. Birinci oyuncunun yaz›-tura oyunu-

nu kazanma olas›l›¤› (ys!ys-ntn)/(ys!ts) dir.

(2) formülünün bir benzerini bulal›m önce. Birinci kan›tta-

ki gibi bir ak›l yürütmeyle,

ps(n) = tps(n – 1) + yps(n + 1)

eflitli¤ini buluruz. Bundan da

ps(n + 1) = ps(n)/y – tps(n – 1)/y (3)

ç›kar. Aynen birinci kan›ttaki gibi yapaca¤›z. ps(n) say›s›n›

ps(1)’i kullanarak bulaca¤›z.
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Önsav. E¤er 0 < n " s ise,

Önsav›n Kan›t›:3 n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. n

= 1 için bir sorun yok. n = 2 için kan›tlayal›m. (3) eflitli¤inde

n = 1 al›rsak ve ps(0) = 0, y + t = 1 eflitliklerini kullan›rsak, ön-

sav›n n = 2 için do¤ru oldu¤unu buluruz. fiimdi formülün n ve

n – 1 say›lar› için do¤ru oldu¤unu varsay›p formülü n + 1 için

kan›tlamak gerekiyor. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz. (‹pucu:

(3) eflitli¤ini kullan›n.)

Art›k ikinci teoremi kan›tlayabiliriz. Yukardaki önsavda n = s

al›rsak ve ps(s) = 1 eflitli¤ini kullan›rsak,

buluruz. Bu eflitli¤i önsava uygulayarak,

buluruz. Sadelefltirerek,

eflitli¤ini buluruz. ‹kinci teorem de kan›tlanm›flt›r.

Birinci oyuncuda n lira, ikinci oyuncuda sonsuz para varsa,

birinci oyuncunun oyunu kazanma olas›l›¤› nedir? Bu soruyu

yan›tlayal›m.
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3 Bu formülü nas›l buldu¤umuzu okur merak edebilir. Daha önceki önsavda
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lü bulabilmek için biraz lineer cebir bilmek gerekebilir. Ama formül bulun-
duktan sonra kan›tlamas› oldukça kolayd›r.



Bu sorunun yan›t›n› bulmak için lims./
ps(n) say›s›n› bul-

mal›y›z, yani (4) eflitli¤indeki s say›s›n› sonsuza göndermeliyiz.

Bu limitin hesaplan›fl› y < t ya da t < y oldu¤una göre de¤iflir,

ama bulunan sonuç de¤iflmez, her iki fl›kta da s›f›r bulunur:

‹kinci Teoremin Bir Sonucu. Yaz› gelme olas›l›¤› y olsun ve

y < 1 olsun. Birinci oyuncu yaz› gelince kazans›n ve ikinci

oyuncunun sonsuz paras› olsun. Birinci oyuncu 1 olas›l›kla (ya-

ni %100 olas›l›kla) bütün paras›n› kaybedecektir.

Örne¤in %99 olas›l›kla yaz› bile gelse, e¤er tura geldi¤inde

kazanan›n sonsuz paras›, yaz› geldi¤inde kazanan›n sonlu pa-

ras› varsa, oyunu önünde sonunda sonsuz paras› olan kazan›r.

Sonsuz için do¤ru olan büyük say›lar için de do¤rudur afla¤›

yukar›: Para tek yanl› olmad›kça (yani y < 1 oldukça), zengin çok

zenginse yaz›-tura oyununu büyük bir olas›l›kla kazan›r.
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Zü¤ürt Tesellisi

151

Bir önceki yaz›da, yaz›-tura oyununda yoksulun zengine karfl›

flans›n›n çok az oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Öyle ki, zengin son-

suz zengin oldu¤unda oyunu 1 olas›l›kla (yani yüzde yüz) kaza-

nacakt›r. Bu yaz›da bu olgudan güzel bir eflitlik ç›karaca¤›z1:

Basit bir yaz›-tura oyunundan ilginç bir matematiksel eflitli-

¤in ç›kmas› çok hofluma gitti.

Yoksulun cebinde 1 lira oldu¤unu varsayal›m. Zengin de

sonsuz zengin olsun, yani zenginin sonsuz paras› olsun. Dolay›-

s›yla zenginin paras› bitmez ve zengin oyunu kaybedemez. Yok-

sulun tek flans› sonsuza de¤in oynayabilmek. Bunun da olas›l›-

¤›n›n s›f›r oldu¤unu “Yüzde Yüz Sonlu Sonsuz Oyunlar” bafll›k-

l› yaz›m›zdan biliyoruz.

Birinci yaz›-tura at›ld›. Tura gelirse yoksulun cebindeki tek

lira gidecek, befl paras›z kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk

oyunu yoksul kazand›. fiimdi cebinde iki liras› var. ‹kinci oyun-

da kaybederse gene 1 liras› kalacak, kazan›rsa 3 liras› olacak.

1 say›lar›n›, “Saymadan Saymak” adl› yaz›da tan›mlam›flt›k (sayfa 39-45).



Oyun böylece, sürebildi¤ince, yani yoksulun paras› oldu¤u süre-

ce sürecek.

Oyunun alabilece¤i bütün durumlar› bir “a¤aç”la gösterebi-

liriz. A¤ac›n en tepesine 1 yazal›m. Bu 1, yoksulun oyuna baflla-

madan önceki bütün serveti. 1’den sonra afla¤›ya do¤ru sa¤l›

sollu iki ok (kök) ç›karal›m. Bu oklardan soldakinin ucuna 0,

sa¤dakinin ucuna 2 yazal›m. Soldaki ok, yoksulun kaybetti¤ini,

sa¤dakiyse kazand›¤›n› gösteriyor. 0 ve 2 say›lar› da, birinci ya-

z›-tura at›fl›n›n sonunda yoksulun cebindeki para: Kaybederse 0,

kazan›rsa 2 liras› olacak. Kaybetti¤inde oyun bitiyor, dolay›s›y-

la 0’dan sonra kök büyümüyor. Kazanm›flsa, yani 2 liras› ol-

muflsa oyun sürüyor. 2’den sonra kök büyüyor, ikiye ayr›l›yor.

Soldaki kök her zaman yoksulun kaybetti¤ini gösterecek, sa¤da-

kiyse kazand›¤›n›. Oyun sonsuza dek uzayabilece¤inden, a¤ac›n

kökleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz a¤açtan bir bölüm sunal›m:

Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme olas›l›¤› 1/2 elbet:

Tura gelirse kaybedecek.

Yoksul, ilk turda kaybetmemiflse, ikinci turda elenemez,

çünkü yukardaki a¤ac›n üstten üçüncü kat›nda 0 yok. Ama

üçüncü turda elenebilir. E¤er s›ras›yla yaz›-tura-tura (YTT) ge-

lirse yoksul üçüncü tur sonunda befl paras›z kalacakt›r. S›ras›yla

yaz›-tura-tura (yani YTT) gelme olas›l›¤›ysa 1/23, yani 1/8’dir.
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Demek ki yoksulun üçüncü turda elenme olas›l›¤› 1/8.

Birinci turda elenme olas›l›¤› da 1/2’ydi.

Bu olas›l›klar› toplarsak, yoksulun üç tur dayanamama ola-

s›l›¤›n› buluruz: 1/2 + 1/8 = 5/8.

Yoksul ilk üç tur dayanabilmiflse, dördüncü turu oynamaya

hak kazan›r. Bu turda elenemez, çünkü en az 1 liras› kalacakt›r.

Ancak beflinci turda elenebilir. S›ras›yla YTYTT ya da YYTTT

gelirse beflinci turda elenecektir.

n ≥ 1 herhangi bir do¤al say› olsun. Yukardaki a¤ac›n (üst-

ten) n’inci kat›nda kaç tane 0, kaç tane 1, kaç tane 2 vard›r? Bu

say›lara pn(0), pn(1), pn(2) diyelim. Genel olarak, 0 " k " n ise

pn(k) = a¤ac›n n’inci kat›ndaki k say›s›

olsun. Örne¤in,

p1(0) = 0, p1(1) = 1

p2(0) = 1, p2(1) = 0, p2(2) = 1

p3(0) = 0, p3(1) = 1, p3(2) = 0, p3(3) = 1

p4(0) = 1, p4(1) = 0, p4(2) = 2, p4(3) = 0 p4(4) = 1

p5(0) = 0, p5(1) = 2, p5(2) = 0, p5(3) = 3 p5(4) = 0, p5(5) = 1

Bu say›lar› nas›l bulabiliriz? Örne¤in p6(4)’ü a¤aca bakma-

dan bulabilir miyiz? p6(4), a¤ac›n alt›nc› kat›ndaki 4’lerin say›-

s›. Alt›nc› kattaki 4 say›lar› bir üst kattaki 3 ve 5 say›lar›ndan

gelir; dolay›s›yla,

p6(4) = p5(3) + p5(5) = 3 + 1 = 4

eflitli¤i geçerlidir. Bunun gibi, her 2 " k < n için

pn(k) = pn–1(k – 1) + pn+1(k + 1) (1)

eflitli¤i geçerlidir. Çünkü n inci s›radaki k’lar ancak n – 1’inci s›-

radaki k–1 ve k+1’lerden gelebilirler.

pn(0) ve pn(1) say›lar› için formülümüz de¤iflik. n’inci s›ra-

daki 0 say›lar›, n – 1’inci s›radaki 1 say›lar›ndan gelebilir an-

cak. Bunun gibi, n’inci s›radaki 1 say›lar› bir önceki s›radaki 2

say›lar›ndan gelebilir2. Dolay›s›yla,

153

2 Bir önceki s›rada 0 varsa, oyun orada bitmifltir.



pn(0) = pn–1(1) = pn–2(2) (2)

eflitlikleri geçerlidir.

pn(n) = 1 (3)

eflitli¤ini bulmak da zor de¤ildir. Yukardaki eflitlikleri kullana-

rak bir tablo çizelim (Bu tabloda pn(k) say›s›n› n’inci s›rayla

k’inci kolonun kesiflti¤i yere koyduk):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 2 1

5 2 3 1

6 2 5 4 1

7 5 9 5 1

8 5 14 14 6 1

9 14 28 20 7 1

10 14 42 48 27 8 1

11 42 90 75 35 9 1

12 42 132 165 110 44 10 1

Oyunun ikinci katta (yani birinci at›fltan hemen sonra) bit-

me olas›l›¤› 1/2, bunu daha önce de görmüfltük.

Oyun tek say›l› katlarda bitemez, çünkü tek say›l› katlarda

0 yok. Oyun ancak çift say›l› katlarda bitebilir.

Dördüncü katta bir tek 0 var. Dolay›s›yla oyunun dördüncü

katta (yani üçüncü at›flta) bitme olas›l›¤› 1/23.

Alt›nc› katta iki tane 0 var. Her s›f›r için olas›l›k 1/25, dola-

y›s›yla oyunun alt›nc› katta bitme olas›l›¤› 2/25.

Sekizinci katta befl tane 0 var. Her s›f›r için olas›l›k 1/27, do-

lay›s›yla oyunun sekizinci katta bitme olas›l›¤› 5/27.

Genel olarak oyunun 2n’inci katta bitme olas›l›¤›

p2n(0)/22n–1

dir. Demek ki oyunun 2n’inci katta ve daha önce bitme olas›l›¤›,
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p2(0)/2, p4(0)/23, ..., p2n(0)/22n–1

say›lar›n›n toplam›, yani

dir. Dolay›s›yla oyunun sonlu bir aflamada bitme olas›l›¤›n› bul-

mak için yukardaki eflitlikte n = / almak gerekiyor (yani n’yi

sonsuza götürmek.) Demek ki oyunun sonlu bir aflamada bitme

olas›l›¤›

dir. Biz bu say›n›n 1 oldu¤unu biliyoruz:

p2k(0) say›lar› kaçt›r? Bu say›lar›n bir formülünü bulursak ve bu

formülü (4) eflitli¤ine yerlefltirsek, (4) eflitli¤i ilginç bir eflitlik olur

mu? Evet olur! p2k(0) say›lar›n› bulal›m.

p2n(0) say›lar›n› bulmak için, her 0 " k " n için, p2n(2k) sa-

y›s›n› bulmal›y›z. Yukardaki tablodaki tek say›l› s›ralar› ve ko-

lonlar› atal›m ki dikkatimizi p2n(2k) say›lar›na tam olarak vere-

bilelim:

0 2 4 6 8 10 12 14 16

2 1 1

4 1 2 1

6 2 5 4 1

8 5 14 14 6 1

10 14 42 48 27 8 1

12 42 132 165 110 44 10 1

14 132 429 572 429 208 65 12 1

16 429 1430 2002 1638 910 350 90 14 1

Yukardaki tabloya uzun süre, ama oldukça uzun bir süre ba-

karsan›z, p2n(2k) say›lar›n› tahmin edebilirsiniz: E¤er n > 1 ise,
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ve 1 " k " n ise,

Bu formüller sihirbaz›n flapkas›ndan ç›kan tavflanlar gibi su-

nuldu, ama okur bana inanmak zorunda de¤il, bu formüllerin

do¤rulu¤unu, (1, 2, 3) formüllerini kullanarak, n üzerine tüme-

var›mla kan›tlayabilir.

Yukarda buldu¤umuz (5) eflitli¤ini (4) eflitli¤ine yerlefltire-

lim; elde etti¤imiz eflitlikle biraz oynayacak olursak,

eflitli¤ini buluruz. Ola¤anüstü bir eflitlik!
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Yoksulun Kazanabildi¤i Bir Oyun

Bu yaz›da yoksulu kazand›raca¤›z. Küçük bir olas›l›kla da

olsa, yoksul kazanabilecek.

Oyunu aç›klamadan önce, Sonlu Oyunlar adl› yaz›m›zdaki

(sayfa 17) oyunu an›msayal›m:

‹ki oyuncu yaz›-tura oynuyorlar. ‹lk yaz›-tura at›fl›nda orta-

ya birer lira sürülüyor. Oyunculardan biri, diyelim birinci

oyuncu, kaybettikçe ortaya koydu¤u paray› art›r›yor, bir önce-

ki at›flta kaybetti¤inin iki kat›n› koyuyor. Kazand›¤›ndaysa or-

taya 1 lira koyuyor.

Örne¤in birinci oyuncu ilk at›flta kaybederse, ikinci at›flta

ortaya 2 lira sürüyor. ‹kinci at›flta da kaybederse, üçüncü at›fl-

ta ortaya 4 lira sürüyor. Yine kaybederse 8 lira sürüyor… Ka-

zanana de¤in bu böyle devam ediyor. Kazand›¤›nda, bir sonra-

ki oyunda gene 1 lira ortaya sürüyor. Birinci oyuncu bu strate-

jisine devam edebildikçe devam ediyor. Devam edemedi¤inde,

yani cebinde yeterli paras› kalmad›¤›nda, oyun bitiyor.

Sonlu Oyunlar yaz›s›nda, iki oyuncunun da sonlu paras› ol-

du¤unda bu oyunun hem teoride hem de uygulamada kesinlik-

le bitece¤ini kan›tlam›flt›k.

Ayn› oyunu oynayaca¤›z. Ancak bu kez ikinci oyuncunun

sonsuz paras› oldu¤unu varsayaca¤›z (zengin oyuncu.) Birinci



oyuncununsa yaln›zca 1 liras› var (yoksul oyuncu.) Yoksul, bi-

rinci oyuncu ve yukarda aç›klad›¤›m›z stratejiyle oynuyor.

E¤er stratejisini sürdüremezse oyun bitiyor; oyun daha önce

bitemez.

Zenginin paras› hiç bitmedi¤inden, zenginin bu oyunu kay-

betme olas›l›¤› yoktur. Ama, birazdan görece¤imiz üzere, zen-

ginin oyunu kaybetmemesi, yoksulun bu oyundan kazançl› ç›k-

mayaca¤› anlam›na gelmez.

Daha ilk yaz›-tura at›fl›nda yoksul kaybederse, yoksul ce-

bindeki tek liray› kaybeder ve oyun hemen biter. Dolay›s›yla en

az 1/2 olas›l›kla yoksul tek liras›n› yitirecektir.

Yoksul ilk at›flta kazan›p ikinci at›flta kaybederse ne olur?

Oyun gene biter, ama bu kez yoksulun cebinde 1 liras› vard›r.

Yani yoksul “tapi” kalkar. Çünkü, yoksul, birinci yaz›-tura at›-

fl›nda kazanm›flt›r, dolay›s›yla ikinci at›fltan hemen önce cebin-

de 2 liras› vard›r. ‹kinci at›flta kaybetti¤inde yaln›zca 1 liras›

kalm›flt›r. Üçüncü at›fl için ortaya 2 lira koymas› gerekmektedir

ama 2 liras› yoktur. Yoksul stratejisine devam edemedi¤inden

oyun biter.

Demek ki en az 1/4 olas›l›kla yoksul oyundan ne kazançl›

ne de zararl› kalkar. Yoksulun oyundan ne kazançl› ne de za-

rarl› kalkma olas›l›¤›n› bulamad›m.

Yoksulun oyundan befl paras›z kalkma olas›l›¤›n› da bula-

mad›m. Yaz›n›n sonunda bu olas›l›¤› bulmak için hesaplanma-

s› gereken bir sonsuz toplam› verece¤im.

“Yoksulun fians›” bafll›kl› yaz›daki (sayfa 143) oyunun ter-

sine bu oyunda yoksul kazanabilir. Öyle bir an gelebilir ki,

yoksulun cebinde 1 liradan fazla para olmas›na karfl›n, yoksul

stratejisini sürdüremez (yani oyun biter.) Örne¤in, yoksul ilk

dört at›flta kazan›r da sonraki iki at›flta kaybederse yoksulun

cebinde 2 lira olmas›na karfl›n oyun biter.

Demek ki en az 1/26 = 1/64 olas›l›kla yoksul oyundan ka-

zançl› ayr›l›r.
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Yoksulun oyundan k lira kazançl› kalkma olas›l›¤›n› da bil-

miyorum1.

Bu oyun sonsuza dek sürebilir, örne¤in yoksul hep kazan›r-

sa... Ama görece¤iz ki oyunun sonsuza dek sürebilme olas›l›¤›

0’d›r. Bunu kan›tlayabildim! Dolay›s›yla oyun %100 (yani 1)

olas›l›kla biter. Demek ki oyun kuramsal olarak sonsuza dek

sürebilse bile, uygulamada sonlu say›da yaz›-tura at›fl›ndan

sonra biter2. Bu yaz›da iflte bu sonucu kan›tlayaca¤›z.

Oyunun ilk anlarda alabilece¤i durumlar› gösteren bir flema

çizece¤iz. Önce oyunun alabilece¤i durumlar›n› saptayal›m.

Oyunun her durumunu iki say›yla gösterebiliriz. Birinci say›

yoksulun cebindeki para olsun; ikinci say›ysa bir sonraki at›fl

için ortaya sürülen (daha do¤rusu yoksulun ortaya sürmesi ge-

reken) para olsun. ‹kinci say› hep 2’nin üstleri olmak zorunda,

1, 2, 4, 8, 16 gibi.

Oyunun en bafl›ndaki durum (1, 1) durumu. Çunkü, yoksul

oyuna 1 lirayla bafll›yor ve ilk at›flta ortaya 1 lira sürüyor. Bu
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1 Bu hesaplayamad›¤›m olas›l›klar›n yaklafl›k hesaplanabilmesi için gereken
malzeme bu yaz›da vard›r. Dileyen okur bu say›lar› yaklafl›k hesaplayabilir.
Bu tam olarak hesaplayamad›¤›m olas›l›klar henüz ad verilmemifl say›lar da
olabilirler. Sözcük say›m›z sonsuz ama ancak say›labilir sonsuzlukta. Gerçel
(reel) say›larsa say›lamaz sonsuzlukta. Dolay›s›yla her say›ya ad veremeyiz.
Önemli buldu¤umuz say›lara ad veririz. Örne¤in 7 önemli oldu¤undan 7’ye
bir ad verilmifltir: 7. 7’nin karesinin ve karekökünün de adlar› vard›r: 72 ve
,7. Tam olarak hesaplayamad›¤›m bu üç olas›l›¤a daha önce bir ad verilmifl
midir bilmiyorum. Verilmemiflse hiçbir zaman tam olarak hesaplayamay›z.
Nas›l 7’nin kaç oldu¤unu hiçbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak
ad›n› söyleyerek 7’nin kimli¤ini belirtebiliyorsak, bu say›lar› da hiçbir zaman
bilemeyebiliriz, hatta daha önceden ad› konmufl say›larla aras›nda cebirsel bir
ba¤›nt› bile olmayabilir. Özet olarak demek istedi¤im, bu say›lar›n tam olarak
hesaplanamayabilecekleri. Bu ba¤lamda akla gelen ilk soru flu: Hesaplayama-
d›¤›m olas›l›klar kesirli say›lar m›d›r?

2 Bu oyunun 1 olas›l›kla bitmesi yoksulun cebindeki paraya ba¤l› de¤ildir. Afla-
¤›daki flemadan da anlafl›laca¤› üzere, yoksulun cebinde 1 lira oldu¤unda
oyun 1 olas›l›kla biterse, yoksulun cebinde kaç para olursa olsun oyun gene 1
olas›l›kla biter.



durumda yoksul kazan›rsa oyun (2, 1) durumuna geçecek, kay-

bederse de (0, 2) durumuna (ve oyun bitecek.)

(2, 1) durumundan sonra oyun ya (1, 2) durumuna ya da (3, 1)

durumuna eriflir. Birinci fl›kta oyun biter, ikinci fl›kta sürer.

‹flte oyunun ilk birkaç yaz›-tura at›fl›nda alabilece¤i durumlar:

(Gri karelerde oyun bitmifltir. Sola giden oklar kaybetti¤i-

mizi, sa¤a giden oklarsa kazand›¤›m›z› gösteriyorlar.)

Yukarda da dedi¤imiz gibi oyunun sonsuza de¤in sürme

olas›l›¤›n›n 0 oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. (n, 2k) durumuna gelme

olas›l›¤›na p(n, 2k) diyelim. Örne¤in,

p(1, 1) = 1

p(0, 2) = 1/2

p(2, 1) = 1/2

p(1, 2) = 1/4

p(3, 1) = 1/4

p(2, 2) = 1/8

p(4, 1) = 1/8 + 1/16 = 3/16

p(0, 4) = 1/16
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5,40,8



p(3, 2) = 1/16 + 1/32 = 3/32

p(5, 1) = 1/16 + 2/32 + 1/64 = 9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi için bütün (n, 1) durumlar›na

ulafl›lmal›d›r. Bu, flemadan kolayca anlafl›l›yor. Demek ki oyu-

nun sonsuza dek sürebilme olas›l›¤›, p(n, 1) dizisinin n sonsuza

gitti¤inde ald›¤› de¤erdir. Dolay›s›yla,

limn . /
p(n, 1)

say›s›n› hesaplamam›z gerekiyor. Bu say›n›n 0 oldu¤unu göre-

ce¤iz.

Bu limitin s›f›r oldu¤unu kan›tlamak için, afla¤›daki eflitli¤i

bulmak yeterlidir:

limn . /
p(2n – 1, 1) = 0. (*)

Bu son eflitli¤i kan›tlamak daha kolay olacak.

p(n, 2k) say›lar›n› bulaca¤›z. Bunun için biraz matematik

yapmal›y›z. Okurun, yapaca¤›m›z matemati¤i daha iyi anlama-

s› için, s›k s›k yukardaki flemaya bakmas› gerekecektir.

‹lk olarak, e¤er k > 0 ise,

p(n, 2k) = p(n+2k–1, 2k–1)/2 (1)

eflitli¤ine dikkatinizi çekerim. Çünkü, e¤er k > 0 ise, 2k > 1 dir,

yani oyuncumuz 1’den büyük bir para ortaya sürmektedir; do-

lay›s›yla (n, 2k) durumuna gelmenin bir tek yolu vard›r, o da

bir önceki oyunda kaybetmifl olmak. Bir önceki oyunun duru-

mu ne olabilir? (n, 2k) durumunda ortaya 2k koydu¤umuza gö-

re, bir önceki oyunda ortaya 2k–1 koymufluzdur (ve kaybetmi-

flizdir.) Dolay›s›yla (n, 2k) durumuna ancak (n+2k–1, 2k–1) du-

rumundan geçilebilir. (1) eflitli¤i iflte bu yüzden geçerlidir.

E¤er k > 1 ise, (1) eflitli¤inde k yerine k–1 ve n yerine

n + 2k–1

koyabiliriz ve

p(n + 2k–1, 2k–1) = p(n + 2k–1 + 2k–2, 2k–2)/2

eflitli¤ini elde ederiz. Bu son eflitli¤i (1)’in sa¤ taraf›na yerlefltirerek,

p(n, 2k) = p(n + 2k–1 + 2k–2, 2k–2)/4

eflitli¤ini elde ederiz. Bunu böylece sürdürürsek,
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p(n, 2k) = p(n + 2k–1 + 2k–2 + ... + 2 + 1, 1)/2k

eflitli¤i elde edilir. Bu eflitlikteki 2k–1+ 2k–2 + ... + 2 + 1 say›s›

2k – 1 say›s›na eflit oldu¤undan, e¤er k > 0 ise,

p(n, 2k) = p(n + 2k – 1, 1)/2k (2)

eflitli¤i geçerlidir.

(2) eflitli¤inden, p(n, 2k) say›lar›n› bulmak için, p(n, 1) say›-

lar›n› bulmam›z gerekti¤i anlafl›l›yor. Bu say›lar› bulal›m. (n, 1)

durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani (n–1, 1), (n–2, 2),

(n–4, 4) gibi durumlardan. Dolay›s›yla, p(n, 1) say›s›,

p(n–1, 1)/2, p(n–2, 2)/2, p(n–4, 4)/2,...

say›lar›n›n toplam›d›r, yani, bir k için, p(n–2k, 2k)/2 biçiminde

yaz›labilen say›lar›n toplam›d›r. (2) eflitli¤i,

p(n–2k, 2k) = p(n–1, 1)/2k

eflitli¤ini verdi¤inden, p(n, 1) say›s›n›n p(n–1, 1)/2k+1 say›lar›-

n›n toplam› oldu¤u anlafl›l›r. Ama buradaki k say›lar› n–2k ≥ 2k

koflulunu, yani 2k+1 " n koflulunu sa¤lamal›d›r, çünkü aksi hal-

de (n–2k, 2k) durumunda oyun bitmifltir ve bu durumdan (n, 1)

durumuna geçilmez.

k(n), 2k " n eflitsizli¤ini sa¤layan k say›lar›n›n en büyü¤ü ol-

sun. Demek ki,

Bu eflitli¤i n – 1 kez kullanarak,

buluruz. Ama p(1, 1) = 1. Demek ki,

Burada n yerine 2n – 1 al›rsak,
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buluruz. fiimdi k herhangi bir do¤al say› olsun. Hangi i say›lar›

için k(i) = k eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu bulal›m. i, k(i) = k eflit-

li¤ini sa¤layan bir say› olsun. k say›s›, 2k " i eflitsizli¤ini sa¤la-

yan say›lar›n en büyü¤ü oldu¤undan, 2k " i < 2k+1 eflitsizli¤i ge-

çerlidir. Ve bunun tersi de do¤rudur: E¤er 2k " i < 2k+1 ise, k(i)

= k eflitli¤i geçerlidir. Bu eflitsizlikleri sa¤layan kaç tane i say›s›

vard›r? Biraz düflünme, 2k tane oldu¤unu gösterir. (4) eflitli¤inin

sa¤›ndaki çarp›lacak terimler bu 2k tane i say›s› için birbirlerine

eflittirler. Dolay›s›yla (4) eflitli¤ini,

olarak yazabiliriz. Bu eflitli¤i kullanarak p(2n–1,1) say›lar›n›n n

sonsuza gitti¤inde s›f›ra yak›nsad›klar›n› kan›tlayaca¤›z. Bunun

için konumuzdan biraz uzaklafl›p iki önsav kan›tlayaca¤›z:

Önsav 1. E¤er 0 < x < 1 ise ve n > 0 bir do¤al say›ysa,

Kan›t: E¤er n = 1 ise önsav elbette do¤ru. fiimdi önsav›n n

için do¤ru oldu¤unu varsay›p n + 1 için kan›tlayal›m. Demek ki,

eflitsizli¤ini biliyoruz, daha do¤rusu bildi¤imizi varsay›yoruz.

Ayn› eflitli¤i n yerine n+1 için, yani

eflitsizli¤ini kan›tlamaya çal›flaca¤›z. Birinci eflitsizli¤in her iki

taraf›n› da 1 – x ile çarpal›m; 0 < 1 – x oldu¤undan,

163



elde ederiz. Üstteki eflitli¤in sa¤ taraf›n› açacak olursak,

buluruz. x > 0 oldu¤undan, yukardaki son terimi at›p,

elde ederiz. Demek ki önsav n+1 için do¤ru. Tümevar›mla önsav

her do¤al say› için do¤rudur. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r.

Önsav 2. k ≥ 1 ise, (1 – 1/2k)2k < 1/2.

Kan›t: Üstteki önsavda x = 1/2k ve n = 2k alal›m.

elde ederiz. Eflitsizli¤in sa¤ taraf›ndaki ilk iki terim sadeleflir.

En sa¤daki terimi hesaplayal›m:

‹kinci önsav da kan›tlanm›flt›r3.

fiimdi (5)’teki say›lar›n s›f›ra yak›nsad›¤›n› kan›tlayabiliriz.

‹kinci önsav› ve (5) eflitli¤ini kullanarak,

buluruz. n sonsuza gitti¤inde sa¤daki terimler 0’a yak›nsad›¤›n-

dan, p(2n–1,1) say›lar› da s›f›ra yak›nsar. Demek ki oyunun son-

suza dek sürme olas›l›¤› 0’d›r ve oyun 1 olas›l›kla biter.
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say›lar›n›n 1/e

say›s›ndan (dolay›s›yla 1/2 say›s›ndan da) küçük olduklar› analiz kullanarak
kolayl›kla kan›tlanabilir.



Oyundan yoksulun zararl› (yani 0 lirayla) kalkma olas›l›¤› ne-

dir? Bu olas›l›¤› bulmak için p(0,2k) say›lar›n› toplamal›y›z.

olsun. p0, yoksulun oyundan zararl› kalkma olas›l›¤›d›r.

(2) eflitli¤inde n = 0 al›rsak,

buluruz. (5) eflitli¤ini de kullanarak,

elde ederiz. Dolay›s›yla,

dir. Bu say›y› hesaplayamad›m. Ancak Önsav 2’den bu say›n›n

say›s›ndan küçük oldu¤u ç›kar.
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Matematikte Biçim ve
Sezgi Üzerine

Bilindi¤i gibi, günümüzün matemati¤i biçimsellefltirilebilir.

Yani öyle bir yaz›l›m (bilgisayar program›) yap›labilir ki,

bir kan›t›n do¤ru olup olmad›¤› bilgisayara sorulup ö¤renilebi-

lir1. Böyle bir yaz›l›m yapabilmek için bilgisayara flunlar› ö¤ret-

mek gerekir:

• Matemati¤in yaz›ld›¤› abece (yani alfabe),

• Hangi harf dizilerinin matematiksel tümce oluflturduklar›,

• Hangi matematiksel tümcelerin belit olarak kabul edil-

dikleri,

• Ç›kar›m kurallar›.

Burda bu dört maddeyi ayr›nt›lar›yla aç›klamayaca¤›m.

Okurun matematik deneyimine ve matematiksel olgunlu¤una

güvenip k›sa geçece¤im.

Abece. Örne¤in ) simgesi matematikte kullan›lmaz ve do-

lay›s›yla matemati¤in abecesinde böyle bir simge yoktur. Öte

yandan

1 Öte yandan, bilgisayardan bir sav› kan›tlamas›n› ya da o sav›n yanl›fl oldu¤u-
nu göstermesini isteyemeyiz. Bu, apayr› bir sorundur.



∀, 8, 9, :, ., 2, ;, +, =, 1, (, ), +, v1, v2, v3,...

gibi simgeler matematikte kullan›l›r ve matemati¤in abecesinin

harfleri aras›ndad›r.

Her ne denli simge say›m›z sonsuz gibi görünüyorsa da,

sonlu say›da simgeyle de yetinebiliriz: v1 yerine v|, �2 yerine v||,

v3 yerine v||| yazarak, vn simgeleri yerine v ve | simgelerinden

oluflan “sözcükler” kullanabiliriz.

Kolayl›k sa¤layacaksa yeni simgeler de yaratabiliriz. Örne-

¤in, formüllerin daha kolay anlafl›lmas›n› sa¤layacaksa, “bofl-

luk” anlam›na gelen yeni bir simge yaratabiliriz. “Boflluk” an-

lam›na gelen yeni bir simge yaratmayaca¤›z ve bofllu¤u özgür-

ce kullanaca¤›z.

Matematiksel Tümce. Yukardaki abecenin harfleriyle ma-

tematiksel tümceler yaz›l›r. Örne¤in,

matematiksel bir tümcedir. Öte yandan,

matematiksel bir tümce de¤ildir. Bilgisayara hangi harf dizile-

rinin matematiksel tümce olduklar› kolayl›kla ö¤retilebilir. Ya-

ni öyle bir yaz›l›m yap›labilir ki, bilgisayara bir simgeler dizisi

verildi¤inde, bilgisayar sonlu bir zaman içinde, ya “evet, bu

matematiksel bir tümcedir,” ya da “hay›r, bu matematiksel bir

tümce de¤ildir,” der ve yan›t› do¤ru olur.

Belitler. Belit, do¤rulu¤u önceden, kan›ts›z kabul edilmifl

matematiksel tümce demektir. Bir belitin kabul edilip edilme-

mesi gerekti¤i felsefi sorunlar yaratabilir. Konumuz felsefe de-

¤il ama. Verilen beliti tart›flma hakk›m›z yok. Olsa olsa, bu be-

litleri kabul eden matematikçinin teoremini önemli bulmaz ve

okumay›z. Örne¤in,
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bir belittir. Öte yandan,

bir belit de¤ildir. Bilgisayara hangi matematiksel tümcelerin be-

lit olduklar› belirtilerin listesi verilerek kolayl›kla ö¤retilir.

Ç›kar›m Kurallar›. Matematikte belitlerden yola ç›karak

yeni tümceler kan›tlar›z. Bu kan›tlanm›fl tümcelere teorem de-

nir. Yeni tümce elde etme, yani kan›tlama yöntemlerine ç›ka-

r›m kurallar› denir.

Örne¤in, e¤er a ve a . b tümceleri daha önce kan›tlanm›fl

teoremlerse, b tümcesini de teorem olarak kabul ederiz2.

Ç›kar›m kurallar› olmadan yeni teorem üretilemez, belitler-

le yetinilmek zorunda kal›n›r, ki o zaman da matematik olmaz.

Ç›kar›m kurallar› da bilgisayara kolayl›kla ögretilir.

Kan›t. Bir kan›t sonlu tane matematiksel tümceden oluflur,

yani bir tümce listesidir. Tümceler flu iki kurala uymak zorun-

dad›r: Her tümce

1) ya bir belittir

2) ya da kendisinden önce yer alan iki tümceden modus

ponens yoluyla elde edilmifltir, yani e¤er tümce b ise, b’den

önce listede a . b ve a tümceleri vard›r.

Teorem’in Tan›m›. Bir kan›t›n son tümcesine teorem ad›

verilir.

Diyelim yukardaki aflamalardan geçtik ve kan›tlar›n do¤ru

mu yanl›fl m› oldu¤una karar verebilen bir yaz›l›m haz›rlad›k.

Sonra bir teorem kan›tlad›k, daha do¤rusu kan›tlad›¤›m›z› sa-
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n›yoruz. Çünkü yanl›fl yap›p yapmad›¤›m›zdan henüz emin de-

¤iliz. Teoremi ve kan›t›n› bilgisayara verelim ve bilgisayar›n ya-

n›t›n› bekleyelim. Bi-

çimsel olarak kan›t,

sonlu bir matematik-

sel tümceler dizelgesi-

dir; ve bu tümcelerin

herbiri ya bir belittir

ya da dizelgenin daha

önceki tümcelerinden

ç›kar›m kurallar› kul-

lan›larak yarat›lm›flt›r.

Dizelgenin son tümce-

siyse kan›tlad›¤›m›z teoremdir. Böyle bir dizelgeyi bilgisayara

verelim. Bir zaman sonra bilgisayar, “Bu do¤ru bir kan›tt›r” ya

da “Bu yanl›fl bir kan›tt›r,” yan›t›n› verir.

‹fller bu kadar kolay olsayd› matematikte yanl›fl yap›lmaz-

d›. Oysa her matematikçinin bildi¤i gibi, matematikçi do¤ru

kan›ttan çok yanl›fl kan›t verir.

Yukarda sözünü etti¤imiz yaz›l›m gerçekten yap›labilir.

Zorluk, matematikçinin kan›t›n› bilgisayar›n anlayabilece¤i di-

le çevirebilmesindedir. Matematikçi de bir insand›r. Düflünür-

ken günlük dilde düflünür, biçimsel matematik dilinde düflün-

mez. Örne¤in, “A kümesinin B kümesinde yo¤un oldu¤unu

varsayal›m,” der. Bu basit tümcede A ve B kümelerinin ve “yo-

¤unluk” teriminin tan›mlar› gizlidir. Matematikçi bu tan›mla-

r›n ne demek oldu¤unu bilir, ama bilgisayar›n anlayabilece¤i

bir dilde yazmakta zorlan›r. Çünkü bu tan›mlar› bilgisayar›n

anlayabilece¤i bir dile çevirmeye kalksa, kullanaca¤› kâ¤›t için

Amazon ormanlar› yetmeyebilir.

Matematikçi bilgisayardan daha m› zekidir? Bir aç›dan öy-

ledir. Çünkü matematikçi sezgisini kullan›r. Oysa bilgisayar›n

sezgi gücü yoktur (en az›ndan k›s›tl›d›r; yapay zekâ denilen
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araflt›rma alan›n›n en önemli sorunlar›ndan biri bilimcinin sez-

gisini bilgisayara aktarabilmektir.) Matematikçi bir kan›ta bafl-

lamadan önce kan›t›n hangi yolu izlemesi gerekti¤ini afla¤› yu-

kar› bilir. Sezgi gücüyle, sa¤duyuyla bilir. Kan›t›n› da kâ¤›da

geçirirken biçimsel matematik dilini de¤il, günlük dili kullan›r3.

Matematikçinin çal›fl›rken, yani düflünürken ve bulduklar›n›

kâ¤›da geçirirken kulland›¤› bu dili biçimsel dile çevirmek kolay

de¤ildir. Hatta belki de olanaks›zd›r, insan ömrüne s›¤mayabilir.

Satranç oyunu bu yazd›klar›ma güzel örnek olur. Satranç oyun-

cusu, oyunun bir an›nda tüm olas›l›klar› düflünmez. Sezgisi, sa¤-

duyusu, al›flkanl›klar›, satranç terbiyesi, yüzlerce olas›l›ktan bir-

kaç›n› seçmesini sa¤lar ve bu olas›l›klar üzerinde kafas›n› yorar.

Matematikçi de bu yönden biraz satranç oyuncusunu and›r›r.

Sezginin gücünden yararlanan matematikçi, sezgiden zarar

da görebilir: yanl›fl yapar. fiimdi, yanl›fl oldu¤u apaç›k belli

olan bir “teorem” kan›tlayaca¤›z. Sezgimizi kullanarak...

“Teorem.” –1 = 1.

Kan›t: Gerçel say›larda4 karesi –1’e eflit olan bir say› yok-

tur. Ama karmafl›k say›larda karesi –1’e eflit olan bir say› var-

d›r, hem de bir tane de¤il iki tane vard›r. Bu say›lara i ve –i ad›

verilir. Yani,

i2 = –1 ve (–i)2 = –1

dir. Baflka bir deyiflle karmafl›k say›larda –1’in karekökü var-

d›r. Ço¤u kitapta,
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3 Matemati¤in ve genel olarak bilimlerin, okullar›m›zda Türkçe ö¤retilmesi salt
Türkçemiz için de¤il, bu yüzden de önemlidir. Bilimin evrensel oldu¤u savu-
nulabilir, ama bilimci düflünürken evrensel de¤ildir. En iyiyi, en do¤ruyu ana-
dilinde düflünür. Çünkü sezgisiyle ve sa¤duyusuyla düflünür. Yarat›c› güçte
sezgi ve sa¤duyuya yabanc› bir dilde eriflmek anadilden daha zordur. Bilim in-
san› rüya gördü¤ü dilde bilim yapmal›d›r.

4 Gerçel say›lar, “bildi¤imiz”, bir do¤ru üzerinde gösterilen say›lard›r.



yazar. Bu yaz›l›m›n ne kadar tehlikeli oldu¤unu görece¤iz flimdi.

Bafll›yoruz:

Demek ki,

dir. Yani, i2 = 1. Oysa i2 = –1 idi. Demek ki –1 = 1. Teoremi-

miz kan›tlanm›flt›r.

Yanl›fl var bir yerde ama nerde?

Yanl›fl yaz›l›mda.

yazmaya hakk›m›z yok. Çünkü !1 say›s›n›n iki kökü vard›r: i

ve –i. Bunlardan birinin öbürüne göre bir üstünlü¤ü, bir ayr›-

cal›¤› yoktur5. Her ikisi de ayn› özellikleri sa¤larlar. Yaz›n›n

kalan bölümünde bunu gösterece¤im.

Önce gerçel say›lardan bafllayay›m. Gerçel say›larda kök-

lerden birini öbürüne ye¤leyebiliriz. Çünkü gerçel say›larda

köklerden biri s›f›rdan büyüktür, öbürüyse küçüktür. Yani iki

kökü birbirinden ay›rt edebiliriz. Örne¤in, x2 = 25 ise, x ya

5’tir ya da –5. Bu iki kökten yaln›zca bir tanesi s›f›rdan büyük-

tür: 5. ‹ki kökü birbirinden ay›r›p √25 = 5 yazabiliriz. Gerçel

say›larda, e¤er x ≥ 0 ise, x’in karekökü flöyle tan›mlan›r6:

Yukardaki tümcede y ≥ 0 yerine

de yazabiliriz, çünkü gerçel say›larda pozitif olmakla bir say›-
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5 E¤er bu iki kökten birini (örne¤in i’yi) yapay olarak öbürüne ye¤leyecek bile
olsak,o zaman           eflitli¤i geçerli olmayabilir.

6 : simgesi “ve” anlam›ndad›r.

a

b
=

a

b



n›n karesi olmak eflanlaml›d›r. Dolay›s›yla, gerçel say›larda

karekök flöyle tan›mlan›r:

Bu tümcedeki z2 ve y2 terimlerinin yerine z·z ve y·y kulla-

n›rsak, tan›m›m›z

olur. Bu son tan›mda kulland›¤›m›z tek özel simge çarpma (·)

simgesidir.

fiimdi karmafl›k say›lara gelelim. Her karmafl›k say›,

a + bi

biçiminde yaz›l›r. Burda a ve b say›lar› gerçel say›lard›r. Kar-

mafl›k say›larda toplama ve çarpma “do¤al”’ olarak yap›l›r:

0i = 0,

(a + bi) + (a3 + b3i) = (a + a3) + (b + b3)i,

(a + bi)(a3+ b3i) = (aa3 – bb3) + (ab3 + a3b)i.

Karmafl›k say›lar gerçel say›lar› içerirler: a + bi karmafl›k sa-

y›s›nda b = 0 olarak al›rsak, a gerçel say›s›n› buluruz.

Daha önce de belirtti¤im gibi karmafl›k say›larda i’yle !i’yi

birbirinden ay›rt edemeyiz. Karmafl›k say›larda, gerçel say›larda

oldu¤u gibi do¤al bir s›ralama yoktur. i say›s› için, –i’den küçük

ya da büyük diyemeyiz. Dahas›, karmafl›k say›lar›n toplama ve

çarpma kullan›larak yaz›labilen hiçbir özelli¤i, i say›s›yla –i say›s›

aras›nda bir ayr›m yapamaz. Nitekim, karmafl›k say›larda i say›-

s›n›, –i say›s›na yollayan bir özyap› efllemesi7 vard›r:

ƒ(a + bi) = a ! bi

efllemesi. Bu eflleme flu özellikleri sa¤lar: Her x ve y karmafl›k

say›lar› için

ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y) ve ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y).
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Okur bu özellikleri kolayl›kla do¤rulayabilir. Öte yandan, �,

i say›s›n› –i say›s›na gönderir, ama toplama ve çarpmay› etkile-

mez. Toplama ve çarpmay› etkilemedi¤i gibi, gerçel say›lar› da et-

kilemez: E¤er a gerçel bir say›ysa, �(a) = a d›r.

Demek ki karmafl›k say›larda, toplama, çarpma ve gerçel

say›lar kullanarak yaz›labilen hiçbir özellik i say›s›yla –i say›-

s›n› birbirinden ay›ramaz. Dolay›s›yla bu iki say›dan birini

öbürüne ye¤leyemeyiz. Yani

formülünü yazamay›z, yazarsak da ifllem yaparken dikkatli ol-

mal›y›z, yoksa yukardaki gibi –1 = 1 buluruz. Sonuç olarak

yaz›l›m› tehlikelidir, ve son derece dikkatle kullan›lmal›d›r.

Sezgi gücüyle,

yazd›k ve yan›lg›ya düfltük. Önemli mi? Bir yanl›fla pabuç mu

b›rakaca¤›z? Hem sonra kim söyledi matemati¤in tehlikesiz bir

oyun oldu¤unu?
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Feza Gürsey

Geçen yaz, babam›n y›llard›r biriktirdi¤i belgelere bak›yor-

duk birlikte. Babas›na yazd›¤› mektuplar, okul karneleri,

okul arkadafllar›n›n ve ö¤retmenlerinin foto¤raflar›, solmufl ga-

zete kupürleri, okul defterleri, subayken haz›rlad›¤› raporlar, re-

sim akademisinde yapt›¤› resimler, kurdu¤u foto¤raf stüdyosu-

nun ve ç›kard›¤› gazetelerin antetli kâ¤›t ve zarflar›, kendisinin de

tam an›msayamad›¤› savc›l›k ça¤r›lar›, y›llar› belirsiz tren, oto-

büs ve uçak biletleri... Neler vard› neler...

Sararm›fl bir foto¤raf ç›kt› karfl›ma bir an. Bir portre. Gö-

züm bir yerden ›s›r›yor, ama nerden? Oysa foto¤raf çok eski,

öylesine eski ki foto¤raftaki kifliyi tan›m›fl olmam olanaks›z.

Babama kim oldu¤unu sordum. Foto¤rafa bakar bakmaz,

– Aaa! Can›m benim, dedi sevgi dolu bir sesle.

Foto¤raf› elinden b›rakmadan uzun uzun bakt›. Duygulanm›fl-

t›. Sayg›yla sessizli¤i korudum. Herhalde bir okul arkadafl› olmal›

diye geçirdim içimden. ‹yi anlaflt›¤›, s›rdafl› oldu¤u bir okul arka-

dafl› olmal›. “Can›m benim” sozcüklerini öylesine kulland›. Yan›l-

m›fl›m. Bir süre sonra gözlüklerinin üstünden uzaklara bakarak,

– Reflit Bey, dedi, Feza Bey’in babas›...

Reflit Bey babam›n Kuleli’den ö¤retmeniydi. Bunu biliyor-

dum. Çocuklu¤umda da duymufltum ad›n›. Reflit Bey’i çok se-



vip sayd›¤›n› da biliyordum. Ça¤›n›n

ve co¤rafyas›n›n çok ötesinde bir bi-

lim insan› oldu¤unu kimbilir kaç kez

duymufltum a¤z›ndan. Reflit Bey’i ve

o¤lu Feza Gürsey’i bize örnek olarak

gösterirdi. Bütün bunlar› biliyordum

ama gene de ö¤retmeni olan bir kifliye

“Aaa! Can›m benim” diyebilmesine

flafl›rm›flt›m. Herhalde, babam, ilerlemifl yafl›ndan dolay› Reflit

Bey’i genç bir insan olarak canland›r›yordu gözünde. Demek in-

sanlar yaflland›kça ö¤retmenlerini çocuklar› gibi görebiliyorlar-

d›. Yabanc›s› oldu¤um bir duygu diye geçirdim içimden.

Babam›n ö¤retmeni Reflit Bey’in o¤lu Feza Bey ve ailesiyle

1977’de bafllad›m yaz›flmaya. Liseyi yeni bitirmifltim ve üniver-

site ö¤renimi için Amerika’ya gitmek istiyordum. Feza Bey Ya-

le Üniversitesi’nde fizik profesörüydü. Babam arac›l›¤›yla yaz›fl-

maya bafllad›k. Sonradan düflüncemi de¤ifltirip Fransa’ya gittim.

1980’de Feza Bey’in ailesiyle yaz›flmalar›m›z yeniden can-

land›. Üniversitenin üçüncü y›l›ndayd›m. Üniversite sonras›n›

düflünme zaman›m gelmiflti. Doktora yapmak istedi¤imi biliyor-

dum ama doktoray› nerede yapacakt›m? ABD’de karar k›ld›m.

1980 yaz›yd›. Feza Gürsey ve ailesi Fransa’ya geldiler. Efli

Suha Han›m’› ve kendisini ilk o zaman gördüm. O¤lu Yusuf

Gürsey’le bir yaz önce Türkiye’de tan›flm›flt›m. Feza Bey, Fran-

sa’n›n ve dünyan›n en gözde bilim merkezlerinden biri olan Col-

lège de France’ta ders vermeye gelmiflti. Derslerine gittim. Salon

t›kl›m t›kl›m doluydu. ‹lgi çok yüksekti. Dinleyicilerin Feza

Bey’in söylediklerinden tek bir sözcük kaç›rmak istemedikleri

belliydi. Dersinden pek bir fley anlayamad›m. Nas›l anlayabilir-

dim ki, üniversitenin üçüncü y›l›n› daha yeni bitirmifltim ve ma-

tematik bölümündeydim... Ama bir dakika olsun gözümü k›rp-

mad›m. K›rpmak istemedi¤imden de¤il, Feza Bey k›rpmama izin

vermedi. Son derece ak›c› bir Frans›zcayla ve sayg› uyand›ran
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bir dinginlikle konufluyordu. Sözlerini anlayamad›¤›m çok güzel

bir müzik dinler gibiydim. Varl›¤›n› ta çocuklu¤umdan beri sez-

di¤im ama yabanc›s› oldu¤um gizemli bir evreni çok yak›ndan

tan›yordu Feza Bey. Bu hiç kuflkusuz böyleydi. Do¤an›n, evre-

nin, her fleyin gizini keflfetmiflti ve bu gizi bizimle paylafl›yordu.

Bunu yaparken nas›l da alçak gönüllüydü! Anlatt›klar›n› herke-

sin anlad›¤›ndan, anlayabilece¤inden en küçük bir kuflku duy-

muyordu. “Gördü¤ünüz gibi pek de zor de¤ilmifl” der gibiydi.

Sanki biraz çabayla her fleyi anlayabilirdim. Sanki bafl›m›n üs-

tünde cilveli bir kufl p›rp›r edip duruyordu da, her nedense o ku-

fla tutunmak için birtürlü kolumu kald›ram›yordum. Oysa ko-

lumu bir kald›rsam o kufla tutunup çok uzaklara gidebilecek,

Feza Bey’in erdi¤i s›rlara ben de erebilecektim.

Dersten sonra birlikteydik. Konuflmas›n›n anlad›¤›m bö-

lümlerinden, yani matematikle ilgili bölümlerinden sorular sor-

dum. Sanki bir meslektafl›ym›fl›m gibi bafllad› anlatmaya. “A¤-

z›ndan bal ak›yor” denir ya, iflte öyleydi, a¤z›ndan gerçekten

bal ak›yordu. Daha da önemlisi beni ciddiye al›yordu. Ciddiye

al›n›yordum... Bir bilim adam› olarak ciddiye al›n›yordum...

Feza Bey acaba o gün bana gerçekten neler ö¤retti¤inin, neler

verdi¤inin ayr›m›nda m›yd›?

Yale Üniversitesi’ne doktora için baflvurdum. Kabul edil-

dim. Feza Bey sayesinde kabul edildi¤imi sonradan ö¤rendim.

ABD’de Türkiye’deki gibi üniversiteye giriflte s›nav yoktur.

Üniversite notlar›na ve ö¤retmenlerden gelen mektuplara ba-

karlar. Her y›l yüzlerce, belki de binlerce ö¤renci baflvurur dün-

yan›n dört bir yan›ndan. Bunlar›n aras›ndan on üç doktora ö¤-

rencisi seçilecek. Kolay de¤il onca kiflinin aras›ndan seçmek.

Matematik bölümü Feza Bey’e sormufl:

– Ali nas›ld›r?

Feza Bey nerden bilsin matematikte nas›l oldu¤umu? Gene de,

– Çok iyidir, demifl, bence kabul etmelisiniz.

– Ama okul notlar› pek iyi de¤il, demifller.
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– Fransa’da ABD’deki gibi bol not verilmez. Notlar› Fransa

için çok iyi. Kabul edin piflman olmayacaks›n›z.

Feza Bey k›r›l›r m›? Yale’e kabul edildim. Feza Bey sayesin-

de Yale’e girdi¤imi ö¤rendi¤imde büyük bir sorumluluk alt›n-

da buldum kendimi. Feza Bey’e güvenip beni matematik bölü-

müne kabul etmifllerdi. Feza Bey’i utand›rmamal›yd›m. Nas›l

yapacakt›m bunu? Çok çal›flmak doktora için yeterli de¤il ki.

Yeterliymifl. Sonradan ö¤rendim.

Feza Bey üzerine ne anlatay›m? Bilimdeki üstün baflar›lar›n›

m›, kazand›¤› ödülleri mi? Yoksa yetifltirdi¤i ö¤rencilerden mi

sözetsem? ‹nceli¤ine, duyarl›l›¤›na, sanat sevgisine ve bilgisine

haks›zl›k etmifl olmam m›? Belki de daha kiflisel olmal›y›m;

ABD’deki evinin bir Türk yurdu haline geldi¤ini, Türk ö¤renci-

lerinin sorunlar›na kar›koca nas›l çözüm bulmak için u¤raflt›k-

lar›n› anlatmal›y›m. Eflimle evlendi¤imiz gece evlerinde ailecek

düzenledikleri kutlamada Asaf Halet Çelebi’nin “Maria” fliirini

nas›l duyarak okudu¤unu atlamamal›y›m. Gece geç saatlere dek

evinde biz gençlerle oturdu¤unu, yafl›tlar›ym›fl›z gibi sohbet etti-

¤ini, bizlerle oyunlar oynay›p bir çocuk gibi e¤lendi¤ini söyle-

meliyim. Ya elinde kâ¤›t kalem, koltu¤unda hesaplara dald›¤›

anlar? Feza Bey eflsiz bir insand›. Feza Bey sayfalara s›¤maz.

Babamla belgelerine bakt›¤›m›z günler çoktan geride kald›.

Geçen hafta çoluk çocuk, Ankara’da Alt›npark’a gittik. Amac›-

m›z Feza Gürsey Bilim Merkezi’ni ziyaret etmekti. Feza Bey’in

ad›na yarafl›r bir yer yapm›fllar. Ailecek, büyük küçük hepimiz

çok e¤lendik. Feza Bey’in duvardaki o güzel foto¤raf›n› ç›kar-

ken gördüm. Babam›n, ö¤retmeni Reflit Bey’in sarar›p solmufl

foto¤raf›n› gördü¤ünde sarfetti¤i sözler ç›kacakt› a¤z›mdan az

kals›n. Son anda toparland›m. ‹flte o zaman babam›n sözlerinin

as›l anlam›n› kavrad›m. Reflit ve Feza Bey’ler bütün Türki-

ye’nin canlar›d›r. Hepimiz ö¤rencileriyiz. Biz ö¤rencilerinde ya-

flayacaklar. Çok yaflas›nlar!

1993
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Feza Gürsey’in Bir Konuflmas›

Feza Gürsey’in 1968 y›l›nda TÜB‹TAK Bilim Ödülü’nü al›r-

ken yapt›¤› güzel konuflman›n son iki bölümünü geçiyo-

rum. Konuflman›n tam metni Bilim ve Teknik dergisinin

295’inci say›s›nda (Haziran 1992) yay›mlanm›flt›r.

III. Partikül Fizi¤inin Bilimde ve Toplumda Yeri

Yeni temel fizik kanunlar›n›n aranmas› yolundaki ba-

z› geliflmeleri, bilhassa simetriler ile ilgili olan neticeleri k›-

saca gözden geçirdik. Dünyan›n say›l› lâboratuarlar›nda

yap›lan büyük çapta tecrübeler bu temel bilim yar›fl›n› ha-

len beslemekte devam ediyor. Uzay yar›fl›n› gazetelerden

her gün izliyoruz. Yüksek enerji fizi¤i yar›fl› da hemen he-

men ayn› derecede pahal› ve heyecanl› oldu¤u halde bas›-

na pek aksetmiyor. Öyleyse, halk efkâr›n› fazla ilgilendir-

meyen, flu anda endüstri ile de bir ba¤› olmayan çok mas-

rafl› bir teflebbüsü milletler neden teflvik ederler? Türkiye

bu yar›flla neden ilgilensin?

Bu suallere birkaç yönden cevap verme¤e çal›flal›m.

‹lk önce, tatbikat imkânlar›n› ele alal›m. Art›k as›rlar›n

verdi¤i tecrübe ile biliyoruz ki, fizikte esas kanunlar bu-

lunur bulunmaz uygulamal› fizi¤e, ordan da teknolojiye



geçifl yolu aç›kt›r. Yüksek enerji fizi¤inde temel kanunla-

r› hâlâ arad›¤›m›za göre, onlar› yak›n bir gelecekte uygu-

lamak bahis konusu olamaz. O halde “partikül fizi¤i fay-

das›z” deyip geçelim mi?

Böyle bir acele yarg› verme¤e hakk›m›z yok. Çünkü

bir ilim dal›n›n temellik derecesi ile tatbikat zaman› ters

orant›l›d›r. Partikül fizi¤inin teknolojide yerini ne zaman

alaca¤›n›, ne biçim tatbikatlara yol açaca¤›n› bugünden

kimse kestiremez. Asr›n bafl›nda atom fizi¤inden lazerle-

rin, çekirdek fizi¤inden nükleer bomba ve reaktörlerin

do¤aca¤›n› kim düflünebilirdi? Çekirdek fizi¤inin babas›

koca Rutherford bile ilk nükleer reaktörün ifllemesinden

befl sene evvel, çekirdek fizi¤inin tahmini mümkün bir ge-

lecekte herhangi bir pratik tatbikat› olmayaca¤›n› söyle-

miflti. ‹lim bâb›nda en kötü falc›lar ilim adamlar›d›r. Ge-

ne de flahsi bir tahminimi ortaya atay›m: Antimaddenin

yok oluflundan aç›¤a ç›kan müthifl enerjileri kullanacak

yeni tip süper reaktörler yapmak ilerde mümkün olabilir.

Her halde flüphemiz olmas›n ki bugünden yüksek enerji

fizi¤inde üstün olanlar, yar›n, hayalimizin dahi almad›¤›

teknolojik geliflmelerle yer yüzünü de¤ifltireceklerdir.

Uzun vadeli teknolojik geliflmeler bir yana, böyle te-

mel bir konudan daha k›sa vadeli ne gibi faydalar bekle-

nebilir?

Her fleyden önce partikül fizi¤i baflka fizik kollar›n›

etkileyecektir. Bunlar›n bafl›nda astronomi ve kozmoloji

geliyor. En küçükler âleminde buldu¤umuz neticelerin en

büyükler âleminde enerji kaynaklar›n›, dengelerini ve y›l-

d›zlar›n, galaksilerin do¤ufl, yaflay›fl ve ölümlerini ayd›n-

lataca¤› muhakkakt›r. fiimdiden kâinatta nötrinolar›n

önemli rol oynad›¤› biliniyor, antimaddenin de demin

bahsi geçen kuasarlar gibi esrarl› olaylarla bir ilgisi ola-

bilece¤i tahmin ediliyor.
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Partikül fizi¤inin etkisi alt›nda kalacak ikinci konu çe-

kirdek fizi¤idir. Yak›nda, partiküller yard›m›yla çekirdek

kuvvetlerinin anlafl›l›p bu konunun sa¤lam bir temel üzeri-

ne oturtulmas›na muhakkak nazar› ile bak›l›yor.

Nihayet baflka önemli etki de matemati¤e olabilir.

Nas›l mekani¤in do¤ru ve kesin ifadesi Newton’u diffe-

ransiyel hesab› yaratma¤a zorlad›ysa, partikül fizi¤inin

tam teorisi de matemati¤in yeni kollar›n›n geliflmesine

hatta do¤mas›na yol açabilir.

Bir temel bilim konusu, komflu bilim dallar›ndan bafl-

ka ne çeflit insan faaliyetlerine yard›mc› olabilir? Belki te-

mel bilimin en büyük rolü, insan›n düflünce tarz›n› de¤ifl-

tirmesidir. Ça¤dafl fizikte rölativite prensibi, belirsizlik

prensibi, bir teorinin yaln›z gözlenebilir büyüklüklere da-

yanmas› prensibi gibi genel ve derin tabiat prensipleri fel-

sefeye, hatta gündelik düflünce tarz›m›za bile girmifl bulu-

nuyor. Partikül fizi¤inde de, bizi hiç al›fl›lmam›fl düflünce

tarzlar›na götürecek yeni kavramlar do¤maktad›r. Onlar-

dan dünya görüflümüzü, hatta mant›¤›m›z› etkileyecek ye-

ni derin prensipler ç›kaca¤›na flüphe etmiyorum. Fizikçi,

mant›¤›n› tabiata zorlama¤a çal›flmaz, düflünce tarz›n› ta-

biattan ö¤rendi¤i hakikatlere göre ayarlar; tabiat›n hoca-

l›¤›n› kabul ederek ondan mant›¤›n› flekillendirmesini ve

yontmas›n› ister.

Bütün bunlardan baflka unutmayal›m ki, partikül fizi-

¤inin büyük ölçüde bir sosyal ve kültürel macera taraf›

da var. O da insanl›¤›, maddenin iki bin senedir aranan

s›rr›na yaklaflt›racak tek konu olmas›. Tabiat›n bu çözül-

memifl meselesi t›rman›lmam›fl bir da¤, ayak bas›lmam›fl

bir kutup veya el de¤memifl bir planet gibi yerinde dur-

dukça, fikir fâtihlerini üstüne çekme¤e devam edecektir.
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IV. Temel Bilim ve Türkiye

Yirminci asr›n bu büyük tecrübe ve fikir maceras› kar-

fl›s›nda Türkiye ne yapabilir? Fakir milletimizden dev lâ-

boratuvarlar›n inflas›na kat›lmas› beklenemez. Fakat top-

lumumuz fikrî tecessüse, yarat›c›l›¤a, tabiat meselelerinin

çözümüne de¤er veriyorsa, yeni düflünce tarzlar›na katk›-

da bulunmak, yar›n›n ak›llar durduracak teknolojisine

bugünden yat›r›m yapmak istiyorsa, yüksek enerji fizi¤i

gibi temel bilim faaliyetlerini teflvike devam etmelidir.

Halen genç kuflaktan Ankara’da ve ‹stanbul’da bu konu

ile ilgili ancak bir düzine kadar fizikçimiz var. ‹kisi tecrü-

beci, kalan› teori ile u¤rafl›yor. Onlar›n ve onlar›n yetiflti-

rece¤i gençlerin sayesinde büyük merkezlerde yap›lan

tecrübelere gücümüzün yetti¤i kadar kat›labilir, yeni ka-

nunlar› bulma yar›fl›na paras›z girer, belki de önemli bir

katk›da bulunabiliriz. Sade konserve bal›k ve meyva su-

yu, yahut naylon ve çelik üretimini de¤il, orijinal fikir ve

sa¤lam bilgi üretimini de art›rabiliriz.

Temel bilim faaliyetleri ile ilgili olarak flu anda elimiz-

de tuttu¤umuz büyük imkâna dikkatinizi çekmek isterim.

Temel bilim, uygulamal› bilimin ve teknolojinin aksine

herkese aç›kt›r. Temel bilimde s›r yoktur. Tersine, bu ko-

nuda çal›flan bilim adamlar› aras›nda, milletleri, siyasi

inançlar› ne olursa olsun tam bir dayan›flma vard›r.

Gençlerimiz bu dayan›flmadan faydalanarak milleti ya-

r›nki teknolojiye haz›rl›yabilirler. Yüksek enerji fizi¤inde

meselâ Hindistan’da yap›lan bir keflif, telgraf, mektup,

hatta uça¤›na atlayan haberci fizikçiler vas›tas› ile ertesi

günü Japonya, Rusya, Avrupa veya Amerika’ya ulaflt›r›-

l›r. Yard›m isteyen her grup dört bir taraftan yard›m gö-

rür. Uluslararas› kongrelerde seminerlerde genç ilim

adamlar› tan›fl›r, dostane bir rekabet havas› içinde birbir-

leri ile fikir ve netice teati ederler.
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Yar›n yüksek enerji fizi¤i de nükleer bombalar ve

uzay araçlar› gibi uygulamal› safhaya girince etraf›na giz-

lilik perdeleri inecek ve bu konuyu iflleyenlere her türlü

yard›m kesilecektir. O zaman istesek de yar›fla giremeyiz.

Yeni teknolojiyi memleketimize küçük mikyasta bile sok-

ma¤a kalksak malzeme, âlet ve montaj masraflar›m›zdan

baflka, plânlama, iflletme ve gelifltirme için lüzumlu bilgi-

yi, belimizi bükecek mebla¤lar ödemek pahas›na sat›n al-

mak mecburiyetinde kal›r›z. Halbuki temel konular› bu-

günden ö¤renirsek, yar›n kapal› duvarlar içinde bile ken-

di uygulamalar›m›z› kendimiz yürütebiliriz.

Son olarak bir noktay› daha belirtmek istiyorum. Top-

lumun teflvik edece¤i birkaç temel bilim adam›n›n baflar›-

s›, onlar›n flahsi baflar›s› de¤il, bu tecessüsü ve uzak görüfl-

lülü¤ü duyan toplumun baflar›s› say›lmal›d›r. Aya iki üç

astronot indi¤i zaman baflar›, bu ifle emek, para ve irade

yat›ran milletlerin olacakt›r. Onun içindir ki toplum musi-

kiyi, resmi, fliiri lüzumsuz buldu¤u anda, o toplumda her

fert dâhi bile olsa, sanatkâr yetiflmez. Sade k›sa vadeli dü-

flünen, dar anlamda ütiliter felsefeye sar›lan bir toplumda

partikül fizikçisine yer yoktur. Fakat öyle toplumlar›n da

yar›n›n ileri teknolojik dünyas›nda, bilim ve fikir tarihle-

rinde yeri olmayacakt›r.

‹nsan, toplumun bir parças›d›r. Ama unutmayal›m ki,

toplum da tabiat içinde yerini al›r. O yüzden temel bilim,

tabiata dönüktür. Toplum temel bilime dönük oldu¤u

nispette bilim de insanlara uygulamal› meyvelerini b›ra-

k›r. Temel bilimi unutan medeniyetler sonunda teknoloji

k›tl›¤›ndan ve fikir yoksunlu¤undan kurtulamazlar.

Her türlü faydalar›n› ve önemini bir kalemde silsek bi-

le yüksek enerji fizi¤i gibi bir konunun son bir özü kal›-

yor geriye: O da güzelli¤i. Bir taraftan temel bilim derin

bir gerçe¤i aksettirdi¤i için güzel. Bir taraftan da lojik ya-

183



p›s› ve sadeli¤i bak›m›ndan güzel. Macera aç›s›ndan ba-

k›l›rsa, sürprizli yollardan beklenmedik netice ve kav-

ramlara sürükledi¤i araflt›r›c›lara heyecan dolu anlar ya-

flatt›¤› için güzel. Böyle yarat›c› ve gerçek bir güzelli¤in ne

zarar› olabilir? Bir avuç insan, eski dervifller misâli, tabi-

at›n s›rlar›n› dolafl›r dururlar. fiair Muhyiddin Abdal’›n

dedi¤i gibi:

Muhyiddinem derviflem

Hak yoluna girmiflem

On sekiz bin âlemi

Bir zerrede görmiflem.
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Matematik Kitaplar› Üzerine

Geçen yaz [1992] Milli E¤itim Bakanl›¤›’n›n ç›kard›¤› mate-

matik kitaplar›n› ald›m. ‹lkokul 1’den lise 3’e dek tam on-

bir cilt...

Okul kitab› yazmak, hele ilkokul kitab› yazmak, öyle kü-

çümsenecek bir ifl de¤ildir. Bilimsel araflt›rmadan çok daha faz-

la sorumluluk isteyen bir u¤raflt›r. Matemati¤in yan›s›ra didak-

tik ve e¤itbilim (pedagoji) de bilmek gerekir.

Konular›n nas›l ifllenip, hangi s›rayla sunulaca¤›, örnekle-

rin, sorular›n, sözcüklerin seçimi, resimle yaz› aras›ndaki oran,

geçmiflte bizim ve baflka ülkelerin deneyimleri gibi önemli nok-

talar›n üstünde uzun uzun durulmas›, hatta herbirinin birer

araflt›rma konusu olmas› gerekir.

Örne¤in ilkokul birinci s›n›f ö¤rencilerine aritmeti¤i mi, ge-

ometriyi mi, yoksa küme kavram›n› m› ö¤retmeli ilk? Belki de

“alt›nda, üstünde, yan›nda, kenar›nda” gibi yedi yafl›ndaki bir

çocu¤a daha “do¤al” gelebilecek kavramlara öncelik tan›mal›.

Yoksa ne ö¤retildi¤inden çok, soru sorma al›flkanl›¤›n› afl›lamak

m› önemlidir? Bu ifle y›llar›n› verenlerin bile bu birincil sorular›n

yan›tlar›nda anlaflt›klar›n› sanm›yorum.

K›sacas›, bu ifl öylesine karmafl›k, öylesine zordur ki, kusur-

suz diyebilece¤imiz bir okul kitab› yazmak nerdeyse olanaks›z-



d›r. Zorlu¤un bilincindeyim, ve amac›m kesinlikle sat›n ald›¤›m

kitaplar› elefltirmek de¤il. Haddime mi? Uzmanlar bile bu ko-

nuda anlaflamazken... Benimkisi salt merak...

Matematik e¤itiminin nas›l yap›lmas› konusunda tam bir

uzlaflma sa¤lamak güç olabilir. Gene de matematik e¤itiminde

uzman olsun olmas›n herkesin uzlaflt›¤› biriki nokta vard›r sa-

n›r›m. Örne¤in, matematik e¤itiminin amac›n› saptamak pek

zor olmasa gerek.

Nedir matematik e¤itiminin amac›, ya da amaçlar›? Mate-

mati¤in güzelli¤ini, yal›nl›¤›n› ve gücünü göstermek, düflünme-

sini, yani ba¤›ms›z ve do¤ru düflünmesini ö¤retmek, düflünmeyi

bir al›flkanl›k haline getirmek. Unuttuklar›m, okurun eklemek

istedikleri olabilir. Pek önemli de¤il. Üç afla¤› befl yukar› hepimi-

zin matematik e¤itiminin amac›nda birleflece¤imize eminim.

Matematik kitaplar›ndan rastgele birini açt›m. Gözlerime

inanamad›m: ‹lk sayfada çat›k kafll› bir mehmetçik, göklerde

dalgalanan bir bayrak ve ‹stiklal Marfl› var. Atatürk’ün bir

portresi ikinci, Gençli¤e Söylevi üçüncü sayfada... Söylev günü-

müzün Türkçesine çevrilmemifl... Muhafaza’l›, müdafaa’l›, fle-

rait’li ve de cebir’li! Neden çocuklar›m›z›n anlayaca¤› dile çe-

virmemifller? Yoksa matematik kitab›na Atatürk’ün Gençli¤e

Söylevi’ni koyanlar›n amac› çocuklara Atatürk’ü anlatmak ve

sevdirmek de¤il mi? Belli ki de¤il... Bir baflka matematik kita-

b›na Türkiye haritas› koymufllar. Bir an kuflkuya düflüp yanl›fl-

l›kla co¤rafya kitab› ald›¤›m› sand›m. Hay›r, yan›lmam›fl›m, ki-

tab›n kapa¤›nda ‹lkokullar ‹çin MATEMAT‹K I yaz›yor. Her

kitab›n sonunda bir de Ö¤retmen Marfl› var. Ö¤renciler için

yaz›lm›fl bir kitapta... Buyrun ö¤retmen marfl›na! Bu kadarla da

yetinmemifller. ‹lkokul dörtlerin matematik kitab›n›n afla¤› yu-

kar› tam ortas›na bir okuma parças› koymufllar: Atatürkçü Dü-

flüncede Özellik Tafl›yan Önemli Yaklafl›mlar. Otuz sayfa öte-

de Tehdit bafll›kl› bir baflka okuma parças› var. Türkiye’nin je-

opolitik önemi diyor ve tahmin etti¤iniz gibi düflmanlar›m›z-
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dan, yani Romanya, Bulgaristan ve Rusya’dan, sözediyor. Ki-

tap 1991’de yaz›lm›fl.

Matemati¤in yukar›da s›ralad›¤›m›z amaçlar›yla yak›ndan

uzaktan hiçbir ilgisi olmayan bu resim ve yaz›lar› matematik

kitab›na koyanlar›n amac› ne olabilir? Acaba çocuklara Ata-

türk’ü ve yurdumuzu sevdirmek mi istiyorlar?

Akl› bafl›nda kime sorulursa sorulsun, bir matematik kita-

b›na Atatürk resminin konulmas›n› beyin y›kama olarak nite-

lendirir. Yoksa Atatürk’ü sevdirmek ve anlatmak için, Ata-

türk’ün de¤erini kavratmak için, beyin y›kamaya m› gerek var?

Hitler’i, Mussolini’yi, Pinochet’yi, Stalin’i sevdirmek için beyin

y›kamaya gerek duyulabilir, Atatürk’ü sevdirmek için de mi be-

yin y›kamal›?

Matematik düflünmeyi ö¤retir. Sloganlar›n, milliyetçili¤in,

‹stiklal Marfl›’n›n, bayra¤›n, askerin yeri de¤ildir bir matematik

kitab›. Hele beyin y›kaman›n hiç ama hiç yeri yoktur matema-

tik kitaplar›nda. Bu kitaplarla matematik okuyan çocuk ne ma-

temati¤i, ne de Atatürk’ü sevebilir. Amaç bu mu?

Matematik kitab›nda yeri olmayan bu resimleri, bu okuma

parçalar›n› koymak kimin kafas›ndan ç›km›flt›r, kimin akl›na

gelmifltir? Kimini tan›d›¤›m yazarlar›n, yani matematikçi arka-

dafllar›m›n, böyle bir saçmal›kta parmaklar› oldu¤unu sanm›yo-
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rum. Hiçbir matematikçi böyle bir yönteme baflvurmaz. Bu saç-

mal›k, e¤itim ve matematikle k›y›s›ndan köflesinden en küçük

bir ilgisi olmayan kiflilerin eseri olmal›.

Matematik kitab›na resim ve okuma parças› konulmaz m›?

Konulur. Örne¤in düflündüren e¤lenceli oyunlar, bilmeceler

konulabilir. Ünlü matematikçilerin resimleri, yaflamöyküleri,

oturduklar› evin, çal›flt›klar› masan›n, yazd›klar› kalemin fo-

to¤raflar› konulabilir. Ünlü yap›tlardan al›nt›lar da yap›labilir.

Çok da iyi olur. Böylece ö¤renci hem zorland›¤› konular ara-

s›nda rahat bir soluk al›r, hem de kuramlar›n› okudu¤u mate-

matikçilerle içli d›fll› olur, onlara yabanc›l›k duymaz, bilimde

yenilik yapanlar›n kendisi gibi

insan olduklar›n› görür. E¤er

ö¤rencinin ülkesinden gurur

duymas› isteniyorsa hocam›z

Cahit Arf’tan sözedilsin. ‹lla

Atatürk’ten sözetmek gerekiyor-

sa, eski Türkçe Söylev’i de¤il,

Atatürk’ün yaflam›n›n son y›lla-

r›nda öztürkçe bir geometri kitab› yazd›¤›n›, “üçgen, dikey,

aç›” gibi onlarca sözcü¤ü dilimize kazand›rd›¤›n› anlatan bir

okuma parças› konulsun.

Milli E¤itim Bakan›m›z iki ayd›r Say›n Nahit Mentefle’dir1.

Y›llar›n deneyimi olan bir bakan. Bu saçmal›klar›n matematik

kitaplar›ndan kald›r›lmas› gerekti¤ini düflündü¤ünden kuflkum

yok. Umar›m önümüzdeki y›llarda çocuklar›m›z ve gençlerimiz,

aptall›¤›n tüm ç›plakl›¤›yla gözler önüne serilmedi¤i matematik

kitaplar›ndan e¤itim görürler.
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tan›n sa¤›ndan ‹slamc›s›na dek siyaset yelpazesinin hemen hemen her derece-
sinden bakan geldi geçti. Ders kitaplar›nda hâlâ daha bir de¤ifliklik yok.



Hypatia

Sivas’ta yak›lanlar›n an›s›na

H
ypatia bugüne yap›t› kalm›fl ilk kad›n matematikçidir.

‹S 370-415 y›llar› aras›nda yaflam›fl olmas›na karfl›n,

yaflam› bugün okullar›m›zda - ne yaz›k ki - ders olarak

okutulacak güncellikte1.

Hypatia ‹skenderiye’de do¤up ‹skenderiye’de öldü¤ünden,

Hypatia’n›n bafl›na gelenlerin nedenlerini anlayabilmek için o

y›llar›n ‹skenderiye’sini bilmemizde yarar var.

‹skenderiye, Makedonya kral› ve Aristo’nun ö¤rencisi Bü-

yük ‹skender taraf›ndan ‹Ö 332 y›l›nda M›s›r’da kurulmufl bir

kenttir. ‹skender’in ölümünden (‹Ö 323) sonra, ‹skender’in en

güvendi¤i general olan Ptolemaios ve ailesi taraf›ndan yönetildi.

Çok büyük bir üniversite ve kitapl›k kuruldu. Ça¤›n en önemli

kültür merkezlerinden biri oldu.

Bu kentte salt Yunanl›lar ve M›s›rl›lar de¤il, Yahudiler de

yafl›yordu. Hatta o ça¤lar›n en önemli Yahudi kentiydi.

‹skenderiyeliler bir süre için Roma ‹mparatorlu¤u’ndan ba-

¤›ms›zl›klar›n› korumay› zar zor baflarabildilerse de, ‹S 80 y›l›n-

da pes ettiler.

1 Tarihçi Charles Kingsley, Hypatia’n›n yaflam›ndan öylesine etkilenmifl ki,
Hypatia’n›n yaflam›n› konu eden bir roman bile yazm›fl (1907).



326 y›l›nda, 1. Constantin Roma’n›n entrikalar›ndan kurtu-

labilmek amac›yla Roma ‹mparatorlu¤u’nun merkezini do¤uya

kayd›rmak istedi ve Konstantinopul’u, yani ‹stanbul’u, kurdu2.

Hemen sonra da h›ristiyanl›¤› kabul etti. Paganlarla H›ristiyan-

lar›n kavgas› 5. yüzy›la taflt›. Daha sonra da görece¤imiz gibi,

Yahudilerin ve Yunan paganlar›n›n etkin olduklar› ‹skenderiye

de bu kavgadan pay›n› fazlas›yla ald›.

Tarihe birazdan geri dönmek üzere Hypatia’n›n çocuklu¤un-

dan sözedeyim biraz3. Hypatia’n›n babas› Theon, ‹skenderiye

Üniversitesi’nde matematik hocas›yd›. Daha sonra üniversitenin

rektörü oldu. Hypatia, ‹skenderiye’deki zengin bilim ortam›ndan

yararland›. Daha genç yafllar›nda soru sormay›, araflt›rmay› ve

kuflku duymay› ö¤rendi. Theon, k›z›n› kusursuz bir insan olarak

yetifltirmek istiyordu. K›z›n›n e¤itimini üstlendi, hem ö¤retmeni,

hem oyun arkadafl› oldu. El sanatlar›, fliir, felsefe, din, astrono-

mi, astroloji, matematik konular›nda eksiksiz bilgilenmesi için

elinden ne geliyorsa yapt›. Çok iyi bir ö¤retmendi. Ö¤retti¤i ko-

nular› seviyor ve sevgisini karfl›s›ndakine aktarabiliyordu. O ça¤-

da ve dünyan›n o yöresinde bilinen bütün dinleri k›z›na ö¤retti.

Dogma düflüncelere ve dinlere saplanmas›na izin vermedi.

Bütün dogmatik dinler yanl›fllarla doludur ve ken-

dine sayg›s› olan bir kimse taraf›ndan son gerçek

olarak kabul edilmemelidir,

ve
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2 ‹stanbul ve çevresinde daha önce de insanlar yafl›yordu elbet. I. Constantin,
‹stanbul’u büyük bir yerleflim merkezi haline getirmifltir. Her yaz›s› bende ma-
tematiksel ça¤r›fl›mlar uyand›ran Melih Cevdet Anday 17 Aral›k 1993 tarihli
Cumhuriyet’te flöyle yaz›yor: “[...] bugün Fikirtepe denilen yer, geç Kalkolitik
ça¤da (‹.Ö. 4000-3500) kurulmufl ‹stanbul’un ilk yerleflme yeridir. ‹.Ö. 680
y›l›nda Yunanistan’dan gelen Megaral›lar ise bugünkü Kad›köy’de Khalkedon
ad› ile an›lan yerleflmeyi kurdular.”

3 Hypatia’n›n yaflam›yla ilgili bilgiler Elbert Hubbard’›n Little Journeys to the
Homes of Great Teachers ve Lynn M. Osen’in Women in Mathematics adl›
yap›tlar›ndan al›nm›flt›r.



Düflünme hakk›n› hep kullanmal›s›n. Çünkü, yanl›fl

düflünmek, hiç düflünmemekten ye¤dir,

dedi k›z›na.

K›z›n›n salt zihinsel de¤il, bedensel geliflmesine de gereken

önemi verdi. Günün belli saatleri spora ayr›lm›flt›. Hypatia yüz-

mesini, kürek çekmesini, ata binmesini, da¤a t›rmanmas›n› ö¤-

rendi. Hitabet, Yunanl›larda hem bir bilim, hem de bir sanatt›.

Hypatia güzel ve etkili konuflmas›n› da ö¤rendi. Güzel sözcükle-

ri seçmeyi, do¤ru mant›¤› kullanma-

y›, düflüncelerini nas›l dile getirirse

etkili olaca¤›n›, ne zaman f›s›lday›p,

ne zaman sesini yükseltmesi gerekti-

¤ini ö¤rendi. Theon k›z›na aldat›c›

ve kand›r›c› güzel dillerden sak›n-

mas› gerekti¤ini söylemeyi de unut-

mad›. Geçiciyle kal›c› aras›ndaki ay-

r›m›, neyin önemli, neyin önemsiz

oldu¤unu anlatt›. K›sacas›, Theon, k›z›n›n her an›n› de¤erlendir-

di. Bir oya gibi iflledi gençk›z›.

Y›llar sonra Hypatia babas›ndan ö¤rendiklerine kendi ken-

dine ö¤rendiklerini de kat›p flöyle yazd›:

Masallar masal diye, efsaneler efsane diye anlat›lma-

l›d›r. Boflinançlar› gerçek diye ö¤retmekten daha kor-

kunç bir fley olamaz. Çocuk akl› bunlar› kabul eder

ve çocuk yanl›fl fleylere inan›r. Bu yanl›fl inançlardan

ar›nmak çok zor olur, uzun y›llar al›r. ‹nsanlar bofli-

nançlara bir gerçekmifl gibi inan›p u¤runa dövüflür-

ler. Hatta boflinançlar u¤runa daha fazla dövüflürler,

çünkü boflinanç öylesine elle tutulmazd›r ki çürütül-

mesi nerdeyse olanaks›zd›r.

Hypatia biraz büyüdü¤ünde - babas›n›n etkisinden kurtul-

mak için olabilir - dünyay› dolaflmaya ç›kt›. Kimi bir y›l dolafl-

t› diyor, kimi on y›l. Roma’ya ve Atina’ya gitti. Atinal› filozof,
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yeni-eflatuncu Plütark’tan dersler ald›4. Bu yolculu¤u s›ras›nda

matematikçi olarak ünlendi. ‹skenderiye’ye geri döndü¤ünde

üniversitede matematik ve felsefe okutmas› istendi. Seve seve

kabullendi. Bu günler için yetifltirilmemifl miydi? Hypatia çok

sevilen, iyi bir ö¤retmendi. Tarihçi Sokrat5, Hypatia’n›n hem

s›n›f›n›n, hem de evinin ö¤rencilerle, ça¤›n bilgin ve düflünürle-

riyle dolup taflt›¤›n› yaz›yor. Avrupa’dan, Asya’dan ve Afri-

ka’dan ö¤renciler salt Hypatia’n›n ö¤rencisi olmak için ak›n

ak›n ‹skenderiye’ye geldiler. Diofantos’un ünlü Aritmetik adl›

yap›t›ndan6 ders verirdi genellikle. Elbet, yap›t› oldu¤u gibi de-

¤il, düflüncelerini katarak, yorumlar›n› getirerek, gelifltirdi¤i

yöntemleri aç›klayarak anlat›rd›.

Hypatia matematik üzerine birçok kitap yazm›flt›r. Ne yaz›k

ki bu kitaplardan günümüze ancak parçalar› kalabilmifltir. Ço-

¤u ‹skenderiye yang›n›nda ve Serapis tap›na¤›n›n azg›n halk ta-

raf›ndan yak›l›p y›k›lmas›nda zarar görmüfltür. Babas›yla birlik-

te Öklid üzerine en az bir kitap yazd›¤› biliniyor. Diofantos’un

astronomi üzerine çal›flmalar›na katk›da bulunan bir yap›t›n›n

parçalar› 15’inci yüzy›lda Vatikan kitapl›¤›nda bulunmufltur.

Hypatia’n›n bir de Apollonius’un Konikleri Üzerine adl› bir ki-

tap yazd›¤› biliniyor. Hypatia’dan sonra 17’nci yüzy›l›n ikinci
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4 Atinal› iki Plütark vard›r. Birincisi 46-120 y›llar› aras›nda yaflam›flt›r, yafla-
möykücüsü olarak tan›n›r daha çok. Sözünü etti¤im Plütark daha az tan›n-
m›flt›r. Bu yaz›da yeri yok ama, dayanamad›m: Birinci Plütark’›n bilimsel ya-
p›tlar›ndan birkaç›n›n ad› flöyle: Çocuklar›n E¤itimi Üzerine - Bir Delikanl› fii-
iri Nas›l ‹flitmelidir?, Ya¤c›yla Gerçek Dost Nas›l Ay›rdedilir?, Evliye Ö¤ütler,
Kara Hayvanlar› m› Yoksa Deniz Hayvanlar› m› Daha Zekidir?, Su mu Yok-
sa Atefl mi Daha Yararl›d›r?

5 Atinal› filozof Sokrat de¤il.
6 Ça¤›m›z›n matemati¤ine büyük katk›s› ve etkisi olan bu yap›t, ancak 1600’lü y›l-

larda Latinceye çevrilip Bat› taraf›ndan tan›nm›flt›r. Fermat, Büyük Teoremini ifl-
te bu çevirinin bir sayfa kenar›na yazm›flt›r. Diofantos da ‹skenderiye’de yaflam›fl-
t›r. Tahminen 3’üncü yüzy›l›n ortalar›nda. ‹skenderiye 3’üncü yüzy›l›n sonlar›n-
da bir baflka matematikçi tan›m›flt›r: Pappüs. Bugün hâlâ daha Pappüs’ün ge-
ometriyle ilgili çok önemli bir teoremi matematikte s›k s›k kullan›l›r.



yar›s›na de¤in bu konuya dokunulmam›flt›r, ta ki Descartes,

Fermat, Newton, Leibniz gelene dek. Bunun d›fl›nda, Ptolema-

ios’un astronomi ve Diofantos’un aritmetik kitaplar›na düfltü¤ü

notlar› var elimizde. Hypatia, gökyüzü gözlemlerinde, su ar›t-

mada, denizcilikte kullan›lan çeflitli bulufllar›yla da ünlüdür.

Hypatia çok güzel bir kad›nd›. Güzelli¤i, bilgisi ve akl› dille-

re destand›. Prensler, filozoflar Hypatia’ya evlenme önerisinde

bulundular. Hiçbirini ak-

l›na eflit bulmam›fl olacak

ki, “ben gerçekle evliyim”

lafebeli¤ine s›¤›narak

önerileri geri çevirdi. Öte

yandan, sevgiliden yok-

sun olmad›¤› biliniyor.

Hypatia öylesine ün-

lüydü ki, “‹skenderiyeli fi-

lozof” ya da “‹skenderiye-

li esin perisi” adresli mek-

tuplar do¤rudan kendisi-

ne verilirdi.

Hypatia, yeni-eflatun-

cular denilen bir düflünce

okulundan sayard› kendi-

ni. Bu okulun bilimsel düflünme yöntemi H›ristiyanlar›n dogma-

tik ve ba¤naz düflünceleriyle çelifliyordu.

‹S 412 y›l›nda, ‹skenderiye’nin patrikanesinin bafl›na Kiril

ad›nda bir adam atand›. Kiril’in öykümüzde önemli yeri var. Bi-

raz Kiril’den sözedeyim7.

Kiril çöllerde oruç tutup dua eden sofu bir H›ristiyand›. Ge-

ne de dünya ifllerinden elini aya¤›n› çekmemiflti (bir arkadafl›n›n
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of the Roman Empire adl› yap›t›ndan elde edilmifltir.



elefltirisi.) ‹yi bir konuflmac›yd› ve insanlar› kullanmas›n›, etkile-

mesini iyi biliyordu. “Parabolari” denilen bir çapulcu ordusu

emrindeydi. Parabolariler bafllang›çta bugünün K›z›lay’› görevi-

ni görüyorlard›. Daha sonra amaçlar›ndan sap›p, çal›p ç›rpma-

ya bafllad›lar. Kiril paganlara sald›rmaya en zay›flar›ndan bafl-

lad›. Çok yak›p y›kt›, çok suçsuz insan öldürdü. Sonra, ‹skende-

riye’nin kuruluflundan bu yana özel yasalarla korunan ve bar›fl

içinde yaflayan Yahudilere yüklendi. Tap›naklar›n›, yani havra-

lar›n› yerle bir edip onlar› kentten sürdü.

Roma’n›n atad›¤› M›s›r müfettifli, Orestes ad›nda ça¤›na gö-

re ayd›n say›lacak bir insand›. Hypatia’n›n da yak›n arkadafl›y-

d›. Kiril’in yapt›klar›n› hükümetine flikayet ettiyse de bir sonuç

elde edemedi. Bir gün, Orestes arabas›yla yoldan geçerken 500

kadar rahip Orestes’e sald›r›p öldürmek ister. Orestes, h›risti-

yan oldu¤unu ›srarla söylese de bir yarar›n› görmez. Tafl ya¤mu-

runa tutulur. Yaralanan Orestes ölümden son anda halk taraf›n-

dan kurtar›l›r. Orestes, kendini yaralayan›n cezas›n› orada ve o

anda verir: ölüm. Kiril daha sonra Orestes’in öldürttü¤ü kifliyi

büyük bir törenle katedrale gömdürür ve ad›n› Thaumasius’a

(“Mükemmel” demek) de¤ifltirir.

Kiril yaln›z dinsel gücü de¤il, siyasi gücü de eline geçirmek

istiyordu. Bu nedenle Orestes ve yandafllar› yokedilmeliydi, en

az›ndan Orestes zay›flat›lmal›yd›. Hypatia, Orestes’in yak›n ar-

kadafllar›n›n en önemlisi ve en baflta gelenlerindendi. Hem say-

g›nd›, hem bilgiliydi, hem iyi konuflurdu, hem de ünlüydü.

Hypatia ortadan kald›r›lmal›yd›. Orestes’le Kiril’in dostluklar›-

na tek engelin Hypatia oldu¤u ve Kiril’e k›zo¤lank›z bir adak

gerekti¤i söylentileri yay›l›r kentte. Matematik tarihinin en kor-

kunç cinayeti için ortam haz›rlanm›flt›r. K›flk›rtmac›lar›n da yar-

d›m›yla, çapulcular, iflsizler, cahiller H›ristiyan olmayan Hypa-

tia’ya karfl› k›z›flt›r›l›r. Hypatia, üniversitesinin önünde araba-

s›ndayken bu canavarlar›n hücumuna u¤rar. Önce soyarlar,

sonra midye kabuklar›yla etlerini parçalay›p atefle atarlar.

194



Soruflturma aç›l›r elbet. Aç›lmaz olur mu? Ama rüflvet ve güç

gösterisi sayesinde sonuçlanmadan kapan›r. Kiril, Hypatia’n›n

Roma’da oldu¤unu, linç edilmedi¤ini bildirir halka. ‹skenderiye-

lileri kand›rm›fl olabilir ama Tarih’i kand›ramam›fl8.

Beflinci yüzy›l›n bafl›nda ‹skenderiye’de yaflanan dehfletin bir

benzeri, yirminci yüzy›l›n sonunda S›vas’ta yafland›. Elimizi flaka-

¤›m›za koyup düflünelim.
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8 Bu yaz› yaz›ld›ktan sonra, The American Monthly, cilt 101, say› 3, Mart
1994, sayfa 234-243’te Michael Deakin’in “Hypatia and Her Mathematics”
adl› yaz›s› yay›mland›. Deakin yaz›s›nda Hipatya üzerine yayg›n yanl›fl bilgi-
lerimizi düzeltiyor. Konuyla ilgilenenlerin okumas› gereken bir yaz›.


