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Onsoz

Bu kitapta, matematikle gercek, soyutla somut, teoriyle pra-
tik, dogruyla kanitlanabilirlik arasindaki iligkiyi, paradoksal go-
rilnenle paradoksun ayrimini, sonsuzluk kavraminin getirdigi
sorunlari, var olmanin ve gergegin anlamim ve matematigin
smurlarimi irdeleyen, dolayisiyla kaginilmaz olarak felsefi tadi
olan matematiksel yazilar1 bulacaksimz. Matematiksel dizeyi
fazla yiikseltmemek i¢in konunun hakettigi derinlige inmedim.
Matematiksel olarak daha derin ve daha doyurucu yazlar,
Sezgisel Kiimeler Kurami, Sayilarin in§a51 ve Aksiyo-
matik Kiimeler Kuram adh kitaplarimda bulabilirsiniz.

Amag, Istanbul Bilgi Universitesi'nde genig bir 6grenci kit-
lesine verilecek bir matematik dersinin okuma metinlerini olus-
turmakti. (Elinizdeki bu amagla olugturulmug ii¢ kitaptan biri-
dir.) Konuyla ilgili ve birbirinden bagimsiz yazilmis gesitli kitap
ve dergilerde gikan yazilarimi derledim. Yazilarla biraz oynaya-
rak elimden geldigince biitiinliigii saglamaya galigtim. Okur, ilk
okuyusta anlayamadig yazilar1 daha sonra geri donmek tizere
atlayabilir.

Yazilarini buraya almamda sakinca gérmeyen Prof. Dr. Cem
Say’a ve Ihsan Yiicel’e, Lewis Carroll'un bir yazisim Ingiliz-
ceden geviren Ash Nesin’e, kitabin mizanpajina biiylik emek
veren Ash Can Korkmaz’a miitegsekkirim.

Ali Nesin
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Matematik ve Ozgiirliik

Hareketlerimizde ve aldigimiz kararlarda gergekten 6zgiir mii-
yiiz? Yoksa ayrimina varmadigimiz bir giiclin, 6rnegin birtakim
ahgkanhklarin etkisi altinda miy1z? Birkag 6rnek verdikten son-
ra konuya matematiksel (ve biraz da kagimlmaz olarak felsefi)
yonden egilecegim.

Dért Istek. Konuya girmeden once sizden birkag istegim
olacak:

1. Ayaga kalkin ve el bileginizi tutun.

2. El tirnaklariniza bakin.

3. Ayaga kalkip topugunuza bakin.

4. Esinizle, nisanlinizla, s6zliiniizle, kars: cinsten sevdiginiz
biriyle elele tutusup biraz yiiriiyiin.

Simdi size ne yaptiginiz1 sdyleyecegim:

1. Sol bileginizi tuttunuz.

2. Eger erkekseniz, tirnaklarimiza bakmak igin parmaklari-
niz1 aveunuzun igine kivirdimz. Eger kadinsaniz, parmaklariniz
yay1ip elinizin tersine baktiniz.

3. Eger erkekseniz topugunuza bakmak igin 6ne egildiniz.
Eger kadinsamz topugunuzu arkadan kaldirip arkaya dogru egil-
diniz.

4. Eger erkekseniz diger kiginin elini 6nden kavramigsimzdir,
yani elinizin tersi yiiriidiigiiniiz yone bakar. Eger kadinsaniz, av-
cunuz yiirlidiigiiniiz yone bakar ve erkek avcunuzu 6nden kav-
ramigtir.

Tahminlerim muhtemelen dogru gikmigtir. Bu tahminlerim
sizi sagirtmamig olabilir. (")rnegin, insanlar genellikle sagak ol-

3
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4 Matematik ve Ozgarliik

duklarindan, sol bileklerini tuttuklarim anlamigsimzdir. Ama-
cam kimseyi sagirtmak degildi zaten. Amacim, rastgele gelebi-
lecek secimlerin kimileyin bir kurala uyduklarini gostermekti.

Yillar once erkeklerin sigaray:r agizlarinin solunda, kadn-
larinsa saginda tuttuklarini duymustum. Goézlemlerim de bu
yondeydi.

Uygulamada higbir igse yarayacagina inanmadigim bu goz-
lemlerden sonra uygulamaya gegirilebilecek bir 6rnek vereyim.

Tiiketici Psikolojisi. Yillar 6nce Amerika’da tiiketici psi-
kolojisine dair bir makale okumustum. Birbirine hemen hemen
egdeger olan iki tiikketim maddesini ele almig aragtirmacilar.
Ornegin The New York Times ve The Washington Post gibi iki
ciddi gazete, Time ve Newsweek gibi iki haftalik haber dergisi,
Pepsi Cola ve Coca Cola gibi iki gazl icecek, Playboy ve Pent-
house gibi iki aylk “erkek dergisi”... Birbirine ¢ok benzeyen
bu iki {iriinii bir diikkkdnda, ortalik bir yerde sergilemisler. An-
cak iki iirlinden birinden yiizlerce, Gbiiriindense on yirmi tane
kadar, yani az sayida sergilemisler. Uriinler satildikga yerine ye-
nilerini koymuslar. Giin sonunda, ¢ok sayida sergilenen tiriiniin
daha ¢ok satilmig oldugu saptanmis.

Amerika igin gegerli olan bu goézlem bir bagka iilke igin
gegerli olmayabilir. Ornegin, Tiirkiye’de bunun tam tersi olabi-
lir, “kalmayacak” korkusuyla insanlar az sergilenen iiriinii daha
cok alabilirler. Hatta deneyin sonucu, sehirden sehire, yas gru-
bundan yas grubuna gore bile degisebilir. Gene de, bu deney-
den, aym ortamda yetigmis ve aym ortamda yagayan insan-
larin davramglarinin ve kararlarinin birbirine benzedigi ortaya
cikiyor. Zaten boyle benzesme olmasaydi toplumbilim ya da
toplum psikolojisi gibi bilim dallar1 olmazd: herhalde.

En Cok Tutulan Sayilar. Cocuklarin oynadiklar bir oyun
vardr. Tki gocuktan biri, Srnegin, 1’le 100 arasinda bir say1 tu-
tar. Obiir ¢ocuk, “50°den biiyikk mii”, “68’le 83 arasinda m”
gibi sorular sorarak tutulan sayiy1 bulmaya caligir. Sonra rol-
ler degisir, bu kez Obiir ¢cocuk 1’le 100 arasinda bir say: tutar.

Tutulan sayiy1 en cabuk bulan g_o_cuk ogrunu kazanir.
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Matematik ve Ozgirliik 5

Bu oyunun stratejisi oldukga aciktir: sayilar ortadan ikiye
boliiniir. Ornegin ilk soru “50’den biiyiik mii” olabilir. Eger
yanit evetse, ikinci soru “75’ten biiylik mii” olabilir... Bu yon-
temle, tutulan say1 en ¢ok 7 soruda bulunur.

Ama diyelim ki gocuklardan biri 6biir ¢ocugun yiizde 90
olasilikla 40’la 60 arasinda bir say1 tuttugunu biliyor. O za-
man ilk sorusu “40’la 60 arasinda mi1” olursa, oyunu kazanma
olasiig: artar. '

Yillar once, bir dersimde, hangi sayinin yiizde kag olasilikla
tutuldugu bilindiginde bu oyunun en iyi stratejisinin nasil bu-
lundugunu anlatacaktim. Derse biraz tat vermek igin sinifa
bir sapkayla girdim. Ogrencilerden kiigiik bir kagida 1’le 10
arasinda bir say1 yazip sapkaya atmalarini istedim. Anlatacagim
konuyu daha 6nce bilmediklerinden bu istegime bir anlam ve-
remediler ama yerine getirdiler.

Yiiz elli dolayinda 6grenci vard: simifta. Her sayinin segilme
olasiig1 1/10 oldugundan, her say1 agag1 yukan 15 kez segilme-
liydi. Bunu 6grencilerime anlattim. Kimse kars: gitkmadi, herkes
aym digiincedeydi.

— Ama, diye ekledim, gorecegiz ki, en gok 7 segilecek!

Sapkay1 bir masaya bosalttik. Bir 6grenci segilen sayilar te-
ker teker okudu. Ben de bu sayilar karatahtaya yazdim. Tah-
min ettigim gibi 6grencilerin (aklimda yanhg kalmadiysa) agag:
yukarn ylizde otuzu 7’yi segmisti. Yiizde ondan ¢ok daha biiyiik
bir yiizde...

Hangi sayinin hangi siklikta segildigini gézlemledikten sonra
1’le 10 arasinda tutulan bir sayiy1 bulma oyununun en iyi stra-
tejisini bulduk.

Bir bagka iilkede bagka sonug bulunabilir. Ama sanirim aym
ortamda, benzer kosullarda yetigmisg insanlar kimi sayilari 6biir
sayilara yegleyeceklerdir.

Diyelim size benzeyen insanlar arasinda (aym yag grubun-
dan ve cinsiyetten, benzer egitimden gegmig insanlar arasinda)
bir anket yapiliyor. Bu kisilerden 8 ve 9 rakamlarindan birini
segmeleri isteniyor. Diyelim bu insanlarin yiizde 80’i 9u segti.

Bundan sizin de bii %ruk bir olasilikla 9’u se ece%miz ¢ikmaz m1?
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



6 Matematik ve Ozgurlik

Insanlara sorulan soru, “Kendinizi pencereden atacak mi-
simz” olsa, elbet cogunluk “hayir” yamtim verir. Ama insan-
lardan istenen iki sayidan birini segmeleri. Insanlarin bir say1y1
Obiiriine yeglemeleri igin goriiniirde bir neden yok. Ama sayi-
lardan biri Obiiriine yegleniyor. Bu durumda gergekten Ozgiir
oldugumuz sGylenebilir mi?

Newcomb’un Oyunu. 1960’da Amerikah fizik¢i William
Newcomb gu oyunu ortaya atar: Oniiniizde igini géremediginiz
iki kapal kutu duruyor. Birinci kutuda 1 lira var. Ikinci kutu
ya bos ya da iginde 100 lira var. Iki segeneginiz var:

1. Her iki kutuyu birden agabilirsiniz ve kutularda buldu-
gunuz paralar (ya 1 ya da 101 lira) sizin olur.

2. Salt ikinci kutuyu agabilirsiniz. Kutuda para varsa (100
lira) parayi cebinize atarsimz. Kutuda para yoksa hava alirsiniz.

Hangi segenegi se¢melisiniz? Iki kutuyu birden mi, yoksa
salt ikinci kutuyu mu agmalisiniz?

Iki kutuyu birden agmalisiniz elbet. Bunun higbir zarar ol-
madig1 gibi yaran da vardir. Ikinci kutuda para olsa da olmasa
da, her iki kutuyu birden agarak, ikinci kutunun i¢indeki para-
dan bagka, birinci kutudaki 1 liray1 da kazanirsimz. Gegerli bir
neden olmadan 1 liray1 reddetmek dogru olmaz. Bunun pinti-
likle bir ilgisi yok. Mantikla ilgisi var.

Ama Newcomb’un oyunu bu kadarla kalmiyor. Newcomb
bize bir bilgi daha veriyor. Bir giin Once, gelecegi yiizde dok-
san dogrulukta gorebilen olaganiistii yetili bir varlik, hangi se-
genegi sececeginizi ongodriiyor. Salt ikinci kutuyu agacagimzi
ongormiigse ikinci kutuya 100 lira koyuyor. Her iki kutuyu bir-
den acacagimzi 6ngérmiigse, ikinci kutuyu bog birakiyor. Bu
bilgiyle hangi secenegi se¢melisiniz? Her iki kutuyu birden mi
agmalisiniz, yoksa salt ikinci kutuyu mu?

Gelecegi gorebilen olaganiistii varhk Tanr olabilir. Illa mii-
kemmel bir Tanr1 olmas1 da gerekmez, yiizde 10 hata yapabilen
bir Tann da olabilir. Ya da sizi ¢ok iyi tamiyan biri olabilir,
Ornegin, anneniz, babaniz, esiniz, bir psikolog... Bu varlik, sizin
béyle bir oyunda ne segeceginizi ylizde 90, yiizde 60, o da ol-
madi, yiizde §lcreleisihblacimgarebilintps:/rantey.org



Matematik ve Ozgrlik 7

Varlik’in yiizde 90 dogru 6ngordiigiinii varsayalim.

Bir an igin, her iki kutuyu birden actigimizi diigiinelim.
Varlk her iki kutuyu birden agacagimizi 6ngormiigse, yalnizca
100 lira kazaniriz. Ama Varlik 6ngériisiinde yamlmigsa, o zaman
101 lira kazaninz.

Salt ikinci kutuyu agtigimizi varsayalim gimdi de. Varhk salt
ikinci kutuyu agacagimizi 6ngérmiigse 100 lira kazamriz. Varlik
ongoriisiinde yanilmigsa, yani her iki kutuyu birden agacagimizi
sanmigsa, hi¢ para kazanamayiz.

Bunu Varlik’la oynadigimiz bir oyun olarak gorebiliriz. Oyu-
numuz iki hamlelik bir oyun. Ik hamleyi Varlik yapiyor. Ikinci
(ve son) hamleyi de biz. Oyunu bir semayla gosterelim:

Varlik iki kutuyu Varlik yalnmzca ikinci
birden acacagimizi kutuyu agacagimizi
ongoriiyor ongoriiyor

Iki kutuyu birden | 1 TL 101 TL

aglyoruz

Yalmzca ikinci 0 TL 100 TL

kutuyu agiyoruz

Bu oyunu nasil oynarsimiz? Varhk hamlesini yapt1. Sira siz-
de... Iki kutuyu birden mi agmalisiniz, yoksa salt ikinci kutuyu
mu??

Birinci Yamt. “Iki kutuyu birden agarsam, Varlk bunu
biiyik bir olasilikla 6ngormiig olacak, dolayisiyla yalmzca 1
lira kazanacagim. Ama yalnizca ikinci kutuyu agarsam, Varhk
yalmizca ikinci kutuyu agacagimi yilizde doksan olasihikla 6n-
gormilg olacagindan biiyiik bir olasilikla 100 lira kazanacagim.
Demek ki yalmzca ikinci kutuyu agmaliyim.”

Ikinci Yamt. “Varlik ngériisiinii diin yapt1. Bugiin alaca-
gim karar ne bu 6ngoriiyii ne de kutudaki paralar degistirecek.
Dolayisiyla istedigim karar almakta ozgiirim. Her iki kutuyu

'Hangi stratejiyisegecegimizi yazi-tura atarak karar versek ne olur? [Ro-
bert Nozick, Newcomb’s Problem and Two Principles of Choice, Essays in
Honor of Carl G. Hempel’da, editér: Nicholas Rescher, Atlantic High-
lands, New Jersey, Humanities Press, 1970]’'de problemi sunarken, Varlk
yazi-tura atacagjnretsimebiitsieagkiveivkuhitps Hogrbeakagagin soyliiyor.



8 Matematik ve Ozgiirlik

birden agarak, ikinci kutudaki paradan bagka (varsa elbet), bi-
rinci kutudaki 1 liray1 da cebime indiririm. Yukaridaki oyun
semas! da iki kutuyu almanin daha dogru oldugunu soyliiyor
zaten: Birinci siradaki sayilar ikinci siradaki sayilardan daha
biiytiik. Ikinci kutuda para olsa da olmasa da, yani Varhk’in
hamlesi ne olursa olsun, her iki kutuyu birden agarak daha gok
para kazanirim.”

Hangi Yamit Dogru? Filozoflar ve matematikgiler hangi
yanitin dogru oldugu konusunda anlagamiyorlar. Her iki yanit
da savunulabilir.

Beklenti. Birinci yamit “beklenti” ilkesine dayanmyor. Var-
lik’in ylizde doksan dogru 6ngordiigiinii varsayarak, her iki ham-
lemizin de beklentisini hesaplayalim. Once her iki kutuyu da
actigimiz duruma bakalim:

olasilikla Varlik iki kutuyu bir-
den agacagimizi ongoriiyor ve

olasilikla Varlik yalmzca ikinci
kutuyu agacagimiz1 ongoriiyor

%90 1 lira kazamyoruz

%10 101 lira kazaniyoruz

Beklentimiz bu durumda

90 10.

liradir. Simdi yalnizca ikinci kutuyu ag¢tigimiz duruma bakalim:

olasilikla Varlik iki kutuyu bir-
den agacagimzi Ongoriiyor ve
olasilikla Varlik salt ikinci ku-

%90 Y . 100 lira kazamyoruz
tuyu acacagimizi 6ngdriiyor ve

%10 0 lira kazaniyoruz

Beklentimiz bu durumda
10 90
il S 100 =
(100) x 0+ (I ) x 100 = 90

liradir. Ikinci beklenti birincisinden daha fazla oldugundan, hat-

ta arada bayaabisifaroddugardantildneinegenggi segmeliyiz,
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yani salt ikinci kutuyu agmaliyiz. Demek ki birinci yanit dog-
rudur.

Varlikin dogru 6ngérme orani, yliizde 90 gibi yiiksek bir
say1 olacagna yiizde 51 bile olsa, salt ikinci kutuyu agmanin
beklentisi, her iki kutuyu da agma beklentisinden daha ytiksek
gikar. Demek ki, Varlik’in dogru 6ngérme oram yiizde 50’den
biraz yiiksek bile olsa (yiizde 100 x 101/201 ~ 50, 0248756’ dan
biiyiikse), beklenti yontemi salt ikinci kutuyu agmamiz gerek-
tigini s6yliiyor.

Ustiinliik Ilkesi. Ikinci yamt Ustiinliik ilkesine dayamyor:
Oyunun semasina bakalim. Asgagiya bir defa daha aldigimiz
bu semada, birinci siranin sayilarn hemen alttaki sayilardan
daha biiyiik (daha iistiin) oldugundan, her iki kutuyu birden
agmalyiz. Her iki kutuyu agmak, yalmzca ikinci kutuyu ag-
maktan daha iistiin bir stratejidir.

Varlk iki kutuyu Varlik yalnizca ikinci
birden agacagimizi kutuyu agacagimzi
ongoriiyor Ongoriiyor

Iki kutuyu birden | 100 TL 101 TL

aglyoruz

Yalnizca ikinci 0 TL 100 TL

kutuyu agiyoruz

Bu stratejinin dogru oldugu soyle de anlagilabilir: Birinci
kutu saydam olsun ve icindeki 1 liray1 gorelim. Ikinci kutu-
nun sadece arka tarafi saydam olsun. Kutularin arkasina gii-
vendigimiz bir arkadagimizi koyalim. Eger ikinci kutu bogsa,
bu giivendigimiz arkadag birinci kutudaki 1 liray1 kazanmamiz
istediginden, her iki kutuyu birden agmamizi 6nerecektir. Eger
ikinci kutu bog degilse, bu arkadag gene her iki kutuyu bir-
den agmamz isteyecektir, ¢iinkii arkadagimiz bizim iyiligimizi
istediginden 100 yerine 101 lira kazanmamiz isteyecektir.

Hatta hile yapip kutularin igini gérdiigiimiizii varsayalim.
Ikinci kutunun icinde para olsa da olmasa da, daha ¢ok para
kazanmak icin her iki kutuyu birden agmak isteriz. Hile yaparak
iki kutuyu agmak gerektigini anlamigsak, hile yapmadan da iki
kutuyu birdetasmakmerektiginiamagsz/ rantey.org



10 Matematik ve Ozgrlik

Sonug. Dedigim gibi, hangi stratejinin dogru oldugu konu-
sunda matematikgiler ve filozoflar anlagamiyorlar. Kimine gore
beklenti ilkesini uygulayip iki kutuyu birden agmaliyiz, kimine
goreyse tistiinliik ilkesini uygulayip ikinci kutuyu agmahyiz.
Kimi de, bu soruya ne beklenti yonteminin ne de istiinliik il-
kesinin uygulanabilecegini savunuyor.

Genellikle hareketlerinde 6zgiir olduklarina inanan insan-
lar her iki kutuyu birden agmamin en iyi strateji oldugunu
diisiiniiyorlar. Ornegin Jean-Paul Sartre sag olsa ve Sartre’in
yagsam arkadagi Simone de Beauvoire bu oyunu Sartre’a oy-
natsa, O0zglr olduguna inanan ve yapitlarinda bunu durmadan
savunan Sartre, biraz diigiiniince her iki kutuyu birden agmak
isteyecektir. Simone de Beauvoire ise, Sartre’1 iyi tanidigindan,
Sartre’in bu stratejiyi segecegini 6ngorecek ve ikinci kutuyu bog
birakacaktir! Dolayisiyla 6zgiir olduguna inananlar (ve Varlhik’a
‘bunu belli edenler!) Varlik tarafindan cezalandirilacaklardir!

“Oyle bir Varhk olamaz” demek geligkiyi ¢ozmez. Ciinkii,
gelecegi yiizde doksan gorebilen bir Varlik olmasa bile, bizi gok
iyi taniyan ve bu oyunu nasil oynayacagimizi en az yiizde 51
olasilikla 6ngorebilen bir insan vardir elbette.

Ben Ne Diisiinliyorum? Bu oyunu oynayana dek, hangi
stratejiden yana oldugumdan pek emin degildim. Oyunu bir kez
oynadim (bu yaziy1 yazdiktan ve bu kitabin ikinci basimindan
¢ok daha sonra). Ben “Tanr1” oldum ve gok yakin bir arkadagim
secim yapt1. Tahmin ettigim gibi arkadagim her iki kutuyu bir-
den agt1. Her iki kutuyu birden agmasi gerekirdi elbet!

Bu oyunu oynasam, her iki kutuyu birden agarim. Beni
taniyan bir Varlik, her iki kutuyu agacagimi 6ngoriir ve ikinci
kutuyu bog bulurum! Gene de sagim solum belli olmaz, son
anda yalmzca ikinci kutuyu agmaya karar verebilirim. Ve beg
kurug para kazanamam!
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Sayilar Biri Sever!

Pozitif bir tamsay1 1’den 9’a kadar olan bir rakamla basglar, ya
I'le ya 2’yle ya 3'le .... ya da 9’lal. Dolayisiyla, rastgele bir
saymin 5’le baglama olasiligiyla 6’yla baglama olasiligy aynidir.
Her ikisi de 1/9’dur.

Elbet, rastgele bir saymin 1’le baglama olasiig1 da 1/9’dur.

“Rastgele sayinin” anlamim bilmiyorum ama her neyse an-
lami Gyle olmal.

Ama bakalim gergek boyle mi?

Elimin altindaki gazeteyi actim. 5 Mart 1997 borsasinin ka-
panig fiyatlarina baktim. Bu sayilar agag yukar rastgele olmal.
Usenmeden kag saymin 1'le, 2yle, ..., 9la bagladigim hesap-
ladim. Iste hesabimin sonuglar::

1’le 76 say1 baglamig
2’yle 29 say1 baglamig
3’le 36 say1 baglamig
4’le 17 say1 baglamig
5’le 17 say1 baglamig
6’yla 18 say1 baglamig
T’yle 10 say1 baglamig
8’le 10 say1 baglamg
9’la 12 say1 baglamig.

Tuhaf... 1’le baglayan sayilar ¢ogunlukta. Oysa bir sayinin
1’le daha ¢ok baglamasi igin goriniirde higbir neden yok.

1Bu yazida, “say1” sozciigiinii, 1,2, 3, ... gibi “pozitif tamsay” anlamina
kullanacagz.

11
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12 Sayilar Biri Sever!

Sonra aym giiniin borsasinin iglem hacimlerine (her ne de-
mekse!) baktim:

1’le 66 say1 baglamig
2’yle 33 say1 baglamig
3’le 32 say1 baglamig
4’le 21 say1 baglamig
5’le 13 say1 baglamig
6’yla 20 say1 baglamg
T’yle 17 say1 baglamig
8’le 9 say1 baglamig
9’la 10 say1 baglamig.

Nedense gene 1’le daha ¢ok say1 baglamig. Bir rastlanti mi
acaba?

Ayrnica, rakam biiyliditkge, o rakamla baglayan say1 sayisi
azaliyor.

Kitaphgimda 1951 basimh bir Amerikan atlasi var. Atlasta
iilkelerin, belli bagh kent ve adalarin ve Amerikan eyaletlerinin
ylizolgiimleri (metrekare olarak degil milkare olarak) ve niifus-
lan verilmis. Bu sayilar da rastgele degilse, artik ne rastgeledir
bilemiyorum. Once yizolciimlerine baktim:

1’le 88 say1 baglamig
2’yle 52 say1 baglamig
3’le 45 say1 baglamig
4’le 41 say1 baglamig
5’le 36 say1 baglamig
6’yla 24 say1 baglamig
T’yle 21 say1 baglamig
8’le 23 say1 baglamig
9’la 25 say1 baglamus.

Sonra niifuslara baktim:

1’le 101 say1 baglamig
2’yle 67 say1 baglamig
3’le 45 say1 baglamig
4’le 42 say1 baglamig
Ucretsiz Pe Rilapasrsibashapaigrantey.org
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6’yla 24 say1 baglamig
T’yle 20 say1 baglamig
8’le 20 say1 baglamig
9’la 8 say1 baglamis.

Nedense sayilar 1’le baglamay:1 yegliyorlar. 2’yi de seviyorlar
ama en ¢ok 1’i seviyorlar.

Sonra, aym atlasta Amerikan eyaletlerinin en yiiksek nok-
tasinin yliksekligine baktim (feet olarak).

1’le 19 say1 baglamig
2’yle 5 say1 baglamig
3’le 6 say1 baglamig
4’le 8 say1 baglamig
5’le 5 say1 baglamig
6’yla 3 say1 baglamig
T’yle 1 say1 baglamig
8’le 3 say1 baglamig
9’la 0 say: baglams.

Inamilir gibi degil! 1’den nesi var?

Ne yazik ki rmak uzunluklarim igeren bir cetvel bulama-
dim. Bulursaniz sonuglar1 bana bildirin.

Galiba uygulamada rastgele bir sayinin 1’le baglama olasilig:
1/9 degil, 1/9’dan daha biiyiik...

Bu yargi dogru mu ve dogruysa neden dogru?

Yukaridaki sayilar aslinda rastgele sayilar degil. Biz insan-
lar, gergekten rastgele bir say1 secemeyiz. Ayrica, dogadan da
gercekten rastgele bir say1 segilmez. Ciinkii, ne bizim sayilarimiz
ne de doganmn sayilan sonsuzdur. Ornegin, bir insamn bagindaki
sag sayisi, 0’dan (atiyorum) 2 milyara kadar degigebilir ancak.
Bir insanda daha fazla sag olamaz. Oyle olunca, bir insanin sag
sayis1 rastgele bir say1 olarak kabul edilemez.

Rastgele segilmig 2 milyardan kiigiikk bir sayinin 1’le bagla-
ma olasihg ylizde elliden fazladir! Rastgele se¢ilmig 5 milyar-
dan kiigiik bir saymin 1’le baglama olasilig: 1/5’ten fazladir. Bu

olasihklar da Ll«/r%ig%@[gﬂﬁ(h’elﬂ Arsivi - https://rantey.org



14 Sayilar Biri Sever!

Galiba igte bu ylizden yukaridaki sayilar daha ¢ok 1’le bag-
hyorlar galiba. Bir irmagin uzunlugu, olsun olsun da 20 bin km
olsun. Bir dagm yiiksekligi en fazla, ne bileyim ben, 8000 metre
olabilir...

Sayilarin daha ¢ok 1’le baglamasinin bir bagka nedeni daha
olabilir. Diyelim bir 6l¢lim 1000’lerde seyir ediyor (dolayisiyla
1’le baghyor) ve artiyor. Bu dl¢iimiin 2000’e ulagmast i¢in agag
yukar iki kat artmasi gerekir. Oysa 4000’den 5000’e gikmak
i¢in, aym Olglimiin 1/4 kadar artmas: gerekmektedir (glinkii 1000,
4000’in 1/4’idiir.) Tahmin edilecegi gibi, iki kat biiyiimek, 1/4
biiytimekten daha zordur, dolayisiyla 6lgiimler 1’le baglayan sa-
yilarda daha uzun siire kalirlar.

Bu da ikinci neden olabilir.
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“Ahmet, Belgiin’den daha uzun boyluysa, Belgiin de Cemal’den
daha uzun boyluysa, Ahmet, Cemal’den daha uzun boyludur,”
onermesi hi¢ kugkusuz dogrudur. Ciinkii A > Bve B > C
esitsizliklerinden, A > C esitsizligi ¢ikar.

Su Onermeyi ele alalim simdi: “Ahmet, Belgiin’den daha iyi
satrang oynuyorsa ve Belgiin de Cemal’den .daha iyi satrang
oynuyorsa, Ahmet, Cemal’den daha iyi satrang oynuyordur.”

Bu 6nerme dogru mudur? Ahmet gergekten Cemal’den daha
iyi satrang oynuyorsa, énerme dogrudur elbet. Ama genel ola-
rak, herhangi ¢ kisi igin dogru mudur bu 6nerme? Bir bagka
deyisle, A, B ve C herhangi ii¢ kisiyi simgeliyorsa, A, B’den, B
de C’den daha iyi satrang oynuyorsa, A, C’den daha iyi satrang
oynuyor diyebilir miyiz?

Turnuvalar hep bunu varsayar: A, B’yi yenmisgse, B de C’yi
yenmigse, A, C’den daha iyidir. Acaba gergekten Gyle mi?

Satrang, analizi zor bir oyun. Satrang oynamak yerine zar
atalim.

Bir Zar Oyunu. A ve B diye adlandirdigimiz iki zarin alt1
yizlinde su sayilar yazil olsun:

A: 1 45 7 9 12
B: 2 3 6 8 10 11

Bu iki zar birbiriyle “en yiiksek sayiy1 atma” oyunu oynasa,
hangisi daha ¢ok kazanir, yani hangi zarin kazanma olasilig
daha yiiksektir? ‘

Bu soruyu yanmitlamak igin gelebilecek zarlari1 bir tabloyla
gosterelim.

15
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16 Her Sey Siralanamaz

1145|7912
2| B|A|A|A|A|A
3|B|A|A|A|A]| A
6 | B|B| B|A|A| A
8 | B|B|B|B|A| A
10| B|B|B|B|B| A
11|B|B|B|B|B| A

Ornegin, A’ya 9, B’ye 3 geldigi durumu besinci siitunla ikin-
ci siranin kesigtigi yerde (golgelenmis karede) gosterdik. A’nmin
B’yi yendigi zar atiglarim1 A ile, B’nin A’y1 yendigi zar atiglarimi
B ile gosterdik.

Sayildiginda goriilecegi gibi, B, A’y1 19 kez yeniyor. Demek
ki B’nin A’y1 yenme olasihg1 19/36’dir. Ve elbet, A’'nin B’yi
yenme olasihig1 17/36’dur!.

Dolayisiyla iki zardan birini segmek gerekirse B zarim seg-
meliyiz, ¢linkli B zariyla kazanma olasihigimizi artirmig oluruz.
Hatta bu oyunu B zariyla (A zarina karg) 36 milyon kez oy-
nayacak olsak, agag1 yukar: 19 milyonunda kazaniriz, geriye ka-
lan 17 milyonunda kaybederiz. Sonug olarak B zar1 A zarindan
daha iyidir.

Bu kez ii¢ zarimiz olsun: A, B ve C zarlar. Ve zarlarin
iistiinde su sayilar yazili olsun:

A: 1 5 6 10 13 18
B: 2 3 7 11 16 17
C: 4 8 9 12 14 15

Bu zarlarla C, B’yi 20/36 olasilikla yener (hesaplar1 okura
birakiyorum.) B de A’y119/36 olasilikla yener. Demek ki C zar
B zarindan ve B zar A zarindan daha iyidir. En iyi zarin C
oldugu sonucuna varabilir miyiz?

C’yle A’y birbirleriyle kapigtiracak olursak, C’nin A’y1 ger-
cekten de 21/36 olasilikla yendigini goriiriiz.

Demek C, hem A’y1 hem de B’yi yeniyor. Hig kugku yok ki
bu 6rnekte C en iyi zardir.

Egitlik (yenigememek) olmadigindan, bu iki olasihgin toplam 1 ol-
mahdir. Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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Birinci Soru. Oyle A, B ve C zarlan var midir ki, A zarn
B zarimi yensin?, B zan C zarim yensin ama C zar1 da A zarim
yensin?

Birinci Sorunun Yamiti. Boyle zarlarin olmasi miimkiin
degil diye diigiindiigiiniizii saniyorum. Ne de olsa, A, B’den kuv-
vetliyse, B de C’den daha kuvvetliyse, A, C’den daha kuvvetli
olmal...

Dogru degil! Boyle ti¢ zar bulabiliriz.

Ustelik zarlarn istiine 18 degisik say1 koyacagiz3?.

1’le 18 arasindaki sayilar rastgele bir bigimde A, B ve C’ye
dagitalim. Eger sansh bir giiniimiizdeysek istedigimize ulagiriz.
Sansimiz1 deneyelim. Diyelim A, B ve C’ye su sayilar dagittik:

A: 3 5 8 12 14 16
B: 2 4 9 11 13 18
C: 16 7 10 15 17

Bu zarlan yarnstirirsak su sonuglarn elde ederiz:-

A-B :19-17
B-C :19-17
C—-—A :18-18

Ik iki karsilasma istedigimiz gibi, ama son kargilasma is-
tedigimiz gibi degil. C’nin A’y1 yenmesini istiyorduk, oysa ye-
nigemediler. Demek ki C’yi giiglendirip A’y1 zayiflatmamiz ge-
rekir. A’nin biiyiik bir sayisim C’nin kiiglik bir sayisiyla degisti-
rirsek istedigimiz olur ama o zaman da A— B ve B—C sonuglari-
n1 degistirebiliriz... Bunu engellemeliyiz ama nas1? A’nin hangi
biiyiik sayisiyla C’nin hangi kiigiik sayisimi degistirelim ki, A— B
ve B — C kargillagmalan (yani B’nin yaptig1 kargilagmalar) bu
degisimden etkilenmesinler? A’nin 8’iyle C’nin 7’sini degisti-
rirsek, hem C' giiglenmig olur, hem A zayiflamig olur, hem de
A — B ve B — C kargilagmalar bu degisimden etkilenmezler!

2Qlasiik olarak sozediyoruz burada elbet. Yani A’mn B’yi yenme
olasilig1 1/2’den biiyiik olsun.

3Eger boyle 18 degigik say1 varsa, dilersek bu sayilar1 1’den 18’e kadar
alabiliriz. Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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Cinkii B’nin bir says1 7’den kiiglikse, 8’den de kiigiiktiir; 8’den
kiiciikkse 7’den de kiigiiktiir... Dedigimiz gibi yapalim ve 7’yle
8’in yerlerini degistirelim:

A: 3 5 7 12 14 16
B: 2 4 9 11 13 18
C: 16 8 10 15 17

Bu yeni zarlarda A — B, B — C ve C — A kargilagmalarn
hep ayn1 sonugla, 19 — 17 biter. istedigimiz gibi A, B, C zan
bulduk.

Okur herhalde ilk denememdeki A, B, C zarlarini rastgele
bulduguma inanmiyor ve bu zarlar1 nasil elde ettigimi soru-
yordur. Okur inanmamakta hakl. Ik zarlan nasil buldugumu
anlatayim.

Herhangi iki zarin, 5 — 6, 7 — 8 gibi ardigik iki sayiy1 paylas-
malar isime gelir. Hatta bunun bir degil iki ardigik say: ¢ifti i¢in
boyle olmas: daha iyi olur. Gerekirse birini, gerekirse digerini
giiclendirmek i¢in kullanirim. Boylece yanhgi gidermem kolay
olur, ¢linkii boylece diger iki kargilagmanin sonucunu degistir-
meden istedigim kargilagmanin sonucunu istedigim yonde degis-
tirebilirim. Bunu biliyorum. Dolayisiyla ilk denememde bunu
saglamaya ¢aligmaliyim. Sayilar zarlara géyle dagitalim:

B: 18
C: 15 | 17
A |1 12|14 | 16
B: 4 11| 13
C:|13|5(7]10
A: 6|8
B: 9

Yani goyle:
A: 1 6 8 12 14 16
B: 2 4 9 11 13 18

cC: 3 5 7 10 15 17

Bu zarlar aralarinda oynarlarsa her kargilagma 18 — 18 be-
rabere biter. Qysasberbfredin dvnneyiaeayregini istiyorum.
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1’le 2’nin yerlerini degistirirsem, A’y1 giiglendiririm, B’yi
zayiflatirim ve C’nin sonuglarini degigtirmem. Bu degistirmeyi
yapacak olursam A— B kargilagmasi istedigim gibi biter ve B—C
ve A — C karsilagmalarinda bir degisiklik olmaz.

B — C kargilasmasim B’ye kazandirtmak igin 4’le 5’in yer-
lerini degistireyim. Boylece B — C karsilagmasim1 B kazanir ve
A — B kargilagmasim hald A kazanir, hem de aym sonugla.

Son olarak, C — A kargilagmasim C’ye kazandirtmak igin
7’yle 8in yerlerini degistirebilirim. Sonug olarak su zarlan elde

ederim:
A: 2 6 7 12 14 16
1 59

B: 11 13 18
C: 3 48 10 15 17

Ve su sonuglarn elde ederiz:

A-B 19 — 17
B-C 19 -17
C-A 19 - 17

Istedigimiz de buydu zaten. Ustelik her ii¢ zarin ortalama
sayist aynr: 57/6 = 9, 5.

ikinci Soru. Aym seyi dért zarla yapmaya cahsalim. Ust-
lerinde 1’den 24’e kadar tiim sayilarin bulundugu 6yle doért A,
B, C, D zarn bulalm ki A— B, B—C,C — D ve D — A kar-
silagmalarinin sonucu 19 — 17 olsun. Ayrica A — C ve B — D
karsilagmalarinin sonucu 18 — 18 olsun!

Ikinci Sorunun Yamti. Yukandaki yéntemi deneyelim.
Zarlan ilk deneme olarak soyle dagitalim:

C: 24
D: 20 | 23
A: |1 16 | 19 | 22
B:|2]5 15|18 | 21
C: 13|69 |14]|17
D:{4|7]|10( 13
A: 8|11
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Yani zarlarimiz goyle:

A: 1 8 11 16 19 22
B: 2 5 12 15 18 21
C: 3 69 14 17 24
D: 4 7 10 13 20 23

Kargilagmalarin sonuglarim1 da yazalim:

A-B : 19-17

B-C : 18-18
C-D : 17-19
D—-—A : 18-18
A-C 19 — 17

B-D : 19-17

Tam istedigimiz gibi olmadi ama pek uzak sayillmayiz. A—B
kargilagmasi tam istedigimiz gibi sonuglandi: 19—17. Ama Gbiir
kargilagmalarin hicbiri istedigimiz gibi sonuglanmada. Ikinci ve
ligiincii kargilasmalara bakalm ilk olarak. Ikinci karsilasma 18—
18 bitmis, oysa biz B’nin 19—17 kazanmasini istiyorduk. Demek
ki B’yi C’den 1 say1 daha giiglii kilmahyiz. Ugiincii kargilasma
17 — 19 D’nin lehine bitmis, oysa biz tam tersini istiyorduk.
Demek ki C’yi D’den 2 say1 daha giiglii kilmaliyiz. Bu istekle-
rimizi ilk iki siitunla oynayarak yerine getirebiliriz:

A: 1 8 11 16 19 22
B: 4 5 12 15 18 21
C: 379 14 17 24
D: 2 6 10 13 20 23

Bu yeni zarlarla sonuglar goyle:

A-B : 19-17

B-C 19 — 17
C-D 19— 17
D-A 18 -18
A-C : 19-17
Ucretsiz POB Kitdp Ar&wl&t-tpiBrantey org
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Dérdiincii ve beginci kargilagmalar hala daha istedigimiz
gibi degil. Ornegin A — C karsilasmasim iki say: farkla A ka-
zanmig. Oysa biz bu kargilagmanin 18 — 18 berabere bitmesini
istiyorduk. Demek ki C’yi A’dan 1 puan gii¢lendirmeliyiz. Bu-
nun igin 7’yle 8in yerlerini degistirelim. A — D kargilagsmasim
da yoluna koymak i¢in 10’la 11’in yerlerini degistirelim. Iste
zarlar:

A: 1 7 10 16 19 22
B: 4 5 12 15 18 21
C: 389 14 17 24
D: 2 6 11 13 20 23

Bu yeni zarlarla sonuglar goyle:

A-B : 19-17

B-C 19 — 17
C-D 19 — 17
D-A 19-17
A-C : 18-18
B-D : 18-18

Tam istedigimiz gibi... Ayrica her zarin ortalamasi 75/6’dir
ve her oyuncu 19 + 19 + 18 say1 elde eder, yani averajda da
esitlik bozulmaz.

Yazinin baginda sordugum satrang sorusunun yanitim hala
daha bilmiyorum. Ama yukaridaki bulgularim bana satrangta
“daha iyi oyuncu” iligkisinin bir tamsiralama olmadigim fi-
sildiyor. Kimi oyuncu oyun baginda, kimi oyuncu oyun orta-
sinda, kimi oyuncuysa oyun sonunda iyi olabilir. Kimi oyuncu
savunmada iyidir. Kimisi hirsh oyuncuya kars: daha iyi oynar...
Bir satran¢ oyununu kazandiran (ya da kaybettiren) birgok
6ge oldugundan, “daha iyi satrang oyuncusu” iligkisinin bir
tamsiralama oldugunu sanmiyorum.
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Hic¢ Kisalmadan Kisalan
Yol

Iki metrelik bir yol, hi¢ kisalmadan, bir metrelik bir yola d6-
niigebilir mi? Bu yazida yamtin evet oldugunu gorecegiz. Iki
metrelik bir yol, hepimizin gozleri 6niinde, bir santimetre bile
kisalmadan bir metrelik bir yola doniigecek.

Her kenar 1 metre olan agagidaki egkenar tiggene bir gézatin
once.

Bu iiggende A noktasiyla B noktasi arasindaki uzaklk 1
metredir. Eger A’dan B’ye gitmek i¢in en kisa yol olan AB
dogru pargasimi segecek olursak 1 metre gideriz. Ama A’dan
B’ye gitmek igin C’den gegecek olursak, yani AC'B yolunu iz-
lersek, 2 metre yol alinz, ¢inkii AC ve CB dogru. pargalar
birer metredir. ACB yolunu hig¢ kisaltmadan AB dogru parga-
sina dontigtiirecegim. Herkesin go6zii 6niinde...

A’dan B’ye gitmek igin yandaki zigzag yolu segersek kag
metre gideriz?

23
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A B

Dort kez yarim metre gidecegimizden, yolumuz gene 2 metre
olur.
Ya asagidaki zigzagzigzag yolu izlersek?

C

12

A B

Gene iki metre gideriz, ¢linkii sekiz kez 1/4 metre yol kat-
etmek zorunda kaliriz.
Asagidaki yola bakalim:

A B

Bu yol da 2 metre, giinkii 16 kez 1/8 metre gidiyoruz.

Yollar gittikge daha ¢ok AB dogru pargasina yaklasiyor,
ama uzunluklarn sabit (2 metre) kalyor...

Gorildugi gibi bu kirik yollarin herbirinin uzunlugu 2 met-
re.

Yukarida yaptigimizi hi¢ durmadan (sonsuza dek) siirdiire-
biliriz, yani bu iglemin limitini alabiliriz. Kirik yollar “son-

suzda” AB dogmsipaisexinhuisatepatiksel big deyisle kink
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yollar AB dogru pargasina yakinsar. Ama kirik yollarin uzunlu-
gu hep iki metredir. Herbirinin uzunlugu iki metre olan yollar,
nasil olur da uzunlugu 1 metre olan bir yola yakinsayabilir?
Yoksa 1, 2’ye mi esittir? Degilse, ki degil, neyseki degil, iki
metrelik bir yol, nasil oldu da hi¢ kisalmadan bir metrelik bir
yola doniigtii?

Burada neler olup bittigini agiklayabilir misiniz?

Aciklanacak bir gey yok!

Uzunlugu 2 metre olan yollar, uzunlugu 1 metre olan bir
yola bal gibi de yakinsayabilir! Hepimizin gézleri 6niinde ya-
kisamadi m1?

Yollarin limitinin uzunlugu (6rnegimizde 1), o yollarin uzun-
luklarimin limitine (6rnegimizde 2) esit olmayabilir. Yukarida
olan da bu zaten.

Kirik yollara sirasiyla,

Y1, Y2, Y3, - -

adlarim1 verelim. A’dan B’ye giden diiz yola da y diyelim. Her
yn'nin uzunlugu 2 (¢linkii y, yolu, uzunlugu 1/2" olan 2"*!
kirik yoldan oluguyor), 6te yandan y’nin uzunlugu 1. Bu y,
yollan sonsuzda y’ye yakinsar, bundan hi¢ kusku yok. Ama
yn'lerin uzunluklan y’nin uzunluguna yakinsamiyor.

Bu, her ne denli sagilacak bir seyse de, matematikle geligmi-
yor, herhangi bir “mantiksizlik” yok. Yukarida olanbiten celigse
celigse sezgiyle celigir.

Matematikte kimi zaman igte boyle sasilasi, sezgiyle pek an-
lagilamayacak seyler olur. Sezgiyle dogru oldugunu sandigimiz,
hatta dogrulugundan emin oldugumuz olgulari, iste bu yiiz-
den matematiksel olarak kanitlamak zorunlulugunu duyumsa-
riz. Sezginin yamldig: olur. Yukarida oldugu gibi.

Kimi okur yukarida olanlarin nedenini géyle agiklamig olabi-
lir: “y,, yollari, kirik, koseli yollardir!. O yollar yumusak virajh
yollar olsalardi, boyle bir sorun olmazdi, o zaman y, yollarinin
uzunlugu 1’e yakinsardi.” Bu agiklama dogru degildir. y, yol-
larim biraz onarimla yumusak virajh yollara déniistiirebiliriz ve

' Matematikqgsietsizyobariotaghar saktadpsiranteyoltyr.
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bunu &yle yapabiliriz ki, yumusak virajhi yeni yollar gene AB
dogrusuna yakinsar ama yollarin higbirinin uzunlugu degismez,
gene her biri 2 metredir.

“Kusur” elbette kirik yollarda. Ama kirik yollarin sadece ki-
rikhiginda degil kusur. Biraz 6nce de dedigim gibi, kirik yollan
yumusak yollar haline getirsek bile sezgimizle geligebiliriz (ama
matematikle gelismeyiz). Bu yollarin ne “kusuru” var?

Bu, bir popiiler matematik yazisi1 olduguna gore, y, yol-
larinin “kusurunu” herkesin anlayabilecegi bir dilde agiklaya-
bilmem gerekiyor. Ne yazik ki bu pek kolay olmayacak. Hatta
bagaramayacagimi daha bagindan biliyordum. Burada olanbi-
teni tam anlamiyla anlayabilmek igin matematik boliimiiniin
en az ilk iki yilim bitirmek gerekir.

Matematigini tam aciklayamasam bile, sezgi giiciimiiziin
matematikle yarigamayacagim gosteren giizel bir 6rnek bu ben-
ce.

Gene de agiklamaya galigayim.

Evet... Yollarin “kusuru”na geleyim. Yollarin ne “kusuru”
var?

Iki gesit kirk yolumuz var. Asagidaki dogru gibi yukariya
cikanlar:

/

ve agagidaki dogru gibi agag) inenler:
\\

Birincisi gibi olanlarin egimine 1/,/3, ikincisi gibi olanlarin
egimine —1/,/3 diyelim (denir!). Dileyen okur, bunlar1 tanim
olarak kabul edebilir. Her y, yolu, egimi 1/,/3 ve —1/,/3 olan
dogru pargalarindan olugmustur. Ote yandan y yatay bir yoldur
ve egimi 0’dir.

Ik koordinati 1 /3 olan ve y;’in istiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi 1/4/3 olan bir dogru pargasinin istiindedir.

(Asagidaki selslechakpp)k Kitap Arsivi - https://rantey.org
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A 13 c

Ik koordinat: 1 /3 olan ve yo’nin iistiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi —1//3 olan bir dogru pargasinin iistiindedir.
(Gene yukardaki gekle bakin.)

Ik koordinat: 1 /3 olan ve y3’iin tistiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi 1/4/3 olan bir dogru parcasinin iistiindedir.

Ik koordinat: 1/3 olan ve y4’iin iistiindeki noktaya bakalim.
Bu nokta egimi —1/4/3 olan bir dogru pargasinin iistiindedir.

Bunu boyle siirdiirebiliriz. Matematikgi okur, egimlerin dur-
madan 1/,/3 ve —1/+/3 olarak degistigini gorecektir. Ote yan-
dan y’nin egimi 0’dir.

iste yr'lerin kusuru bu: y,’ler y’ye yakinsiyor ama yy’lerin
egimleri y’nin egimine yakinsamiyor. y,’lerin egimleri kah 1/,/3
kah —1/4/3 oluyor, ama y’nin egimi 0.

Peki, ya yp’lerin egimi, y’'nin egimine yakinsasaydi? O za-
man ne olurdu? O zaman da boyle bir sorun gikabilirdi. Boyle
bir sorun gikmamasi igin, yani y,’lerin uzunluklarimin limiti-
nin yp'lerin limitinin uzunlugu olabilmesi i¢in, y,’lerin egiminin
y’nin egimine yakinsamasindan bagka, bu yakinsamanin diizgiin
bir yakinsama? olmas: gerekirdi. “Diizgiin yakinsama” konu-
sunu, burada, boyle kisa bir popiiler matematik yazisinda agik-
lamaya kalkigmama yeteneklerim miisaade etmiyor-...

Bu yazida akilda kalmasi gereken sey su: Kimi zaman sezgi-
lerle matematiksel gergek celigebilir. Sezgi, bilimsel aragtirmada
cok onemlidir, sezgisiz olmaz. Ama son s6zii sezgi degil, mate-
matik soyler.

*Ingilizcesiylgruniformy RABYEARSRA - hitps://rantey.org
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Bir matematikginin bir zamanlar dedigi gibi, saymasim bilenler
ve bilmeyenler olmak iizere ii¢ tiir insan vardir... Bakalim siz
hangi tiirdensiniz. (")rnegin bir odada bulunan toplar sayabilir
misiniz?

Ayse bombog bir odada. Odanin kapisi ve penceresi agik.
Murat odanin hemen diginda, kapimin 6niinde. Murat’in yanin-
da 1, 2, 3, 4, ... diye sayilandirilmig sonsuz tane top var.

Saat 12’ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 sayih toplar1 Ayse’nin
bulundugu odaya atiyor. Ayse hi¢ zaman kaybetmeden 1 sayil
topu pencereden bahgeye atiyor.

Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat 3 ve 4 sayih toplarn
Ayse’ye atiyor. Ayse gene hi¢ zaman kaybetmeden 2 sayil topu
pencereden bahgeye atiyor.

Saat 12’ye 1/3 dakika kala, Murat 5 ve 6 sayili toplar1 odaya
atiyor. Ayse bu sirada 3 sayil topu pencereden bahgeye atiyor.

Saat 12’ye 1/4 dakika kala Murat 7 ve 8 sayih toplar Ayse’
ye atiyor. Ayse de 4 sayih topu pencereden bahgeye atiyor.

Bu béyle hep devam ediyor. Ayse’yle Murat gittikge hizla-
nmiyorlar. Murat’in 6niindeki toplar ikiger ikiger azaliyor, pence-
reden bahgeye atilan toplar da birer birer ¢ogaliyor.

Ayse’nin odasindaki toplar da birer birer gogaliyorlar el-
bet...

Olay: bir liste halinde gosterelim.

29
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12’ye 1/1 var  Murat 1 ve 2'yi Ayse’ye atiyor Ayse 1'i pencereden atiyor

12'ye 1/2 var  Murat 3 ve 4’ii Ayse’ye atiyor Ayse 2'yi pencereden atiyor
12’ye 1/3 var Murat 5 ve 6'y1 Aysge'ye atiyor Ayse 3'ii pencereden atiyor
12’ye 1/4 var  Murat 7 ve 8'i Ayse'ye atiyor Ayse 4'ii pencereden atiyor
12’ye 1/5 var  Murat 9 ve 10'u Ayse’ye atiyor Ayse 5'i pencereden atiyor

12’ye 1/n var  Murat 2n — 1 ve 2n’yi Ayse’ye atiyor Ayse n'yi pencereden atiyor

Soru: Saat tam 12’de odada kag top vardir?

Muratin ve Ayse’nin toplan gittikge artan bir hizla atip
atamayacaklari, ya da sonsuz tane top olur mu gibi sorularla
ilgilenmeyelim. Fiziksel engelleri ortadan kaldirip, soruyu soyut
diizeyde algilayalim.

Birinci Yanit: Saat 12’de odada sonsuz tane top vardir.
Cinki Murat odaya hep iki top atmaktadir ve Ayse odadan
yalmzca bir top digar1 atmaktadir. Dolayisiyla odadaki top sa-
yis1 her hamleden sonra 1 artmaktadir. Bu yilizden, saat 12’de
odada sonsuz tane top vardir.

Ikinci Yamt: Saat 12'de odada hig top yoktur. Ciinkii Ayse
her topu bir zaman sonra pencereden bahgeye atacaktir. Oyle
degil mi? Saat 12’ye 1/n kala, Ayse n sayil topu pencereden
bahgeye firlatacaktir. Dolayisiyla her top bir zaman sonra oda-
dan gikacaktir ve saat 12’de odada hig top kalamaz.

Asil Soru: Yanitlarimiz birbirleriyle celigiyor. Hangi yamt
dogru? Hangi yamt yanhs? Yoksa her iki yamt da m1 yanhs?
Oyleyse dogru yanit nedir? Ve neden?

Asil Sorunun Yamti: Her iki yamt da dogru gibi gozikii-
yor. Ama her ikisi de dogru olamaz elbet. Biraz diiglinelim.

Birinci yanitta, odaya atilan toplara odaklanihiyor. Odada
saat 12’den Once var olan top sayisi dikkate alimyor. Odadaki
top sayis1 hep 1 arttigindan, saat 12’de odadaki top sayisinin
sonsuz olacag one siiriiliiyor.

Ikinci yamttaysa odaya atilan toplara degil, digariya atilan
toplara odaklaniliyor. Her top bir zaman sonra odadan digarn

atilacagindangedagaphic e kudamaasionivesy org
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Dogru yamt ikincisi. Birazdan ikinci yamtin neden dogru
oldugunu agiklayacagim. Bu paragrafta birinci yamtin gerek-
gesinin neden gegerli olmadiginmi anlatmaya ¢aligayim: Odadaki
top sayisinin durmadan arttigl dogru. Bundan hi¢ kuskumuz
yok. Ancak bu olgu tek basina saat 12’de odada sonsuz tane
top oldugunu kamtlamaz! Odadaki top sayist her an artabilir
ve gene de saat 12’de odada hig top kalmayabilir! Zaten burada
olan da bu: Odadaki top sayis: artiyor ve saat 12’de odada hig
top kalmiyor.

Odadaki top sayisinin siirekli artmasiyla saat 12’de odada
sonsuz sayida top bulunmasi arasindaki iligki sanildig1 kadar
glglii degil. Zaten sorunun amaci da ikisi arasindaki iligkinin
zayif oldugunu gostermek.

Ikinci yamtin neden dogru oldugunu daha iyi anlamak igin
her an odada bulunan toplar yazalim:

Saat Odadaki toplar Odadaki top sayis
12'ye 1/1 kaladan hemen sonra 2 1
12'ye 1/2 kaladan hemen sonra 3, 4 2
12’ye 1/3 kaladan hemen sonra 4, 5, 6 3
12'ye 1/4 kaladan hemen sonra 5, 6, 7, 8 4
12'ye 1/5 kaladan hemen sonra 6, 7, 8, 9, 10 5
12'ye 1/6 kaladan hemen sonra 7, 8, 9,10, 11, 12 6

12'ye 1/n kaladan hemen sonra n+1,n+2,...,2n n

Odadaki toplan kiime olarak gosterelim. 12’ye 1/n kaladan
hemen sonra odada bulunan toplarin kiimesine A,, diyelim. De-
mek ki,

A ={2}

Ay = {3’ 4}

A3 ={4,5, 6}

Ay =1{5,6,7 8}

As =1{6,7, 8,9, 10}

As ={7,8 9 10, 11, 12}
UA L n+2 ... nl
crefsiz PD Kltap AI’SIVI https.ﬁrant y.org
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esitlikleri gegerli. Bu kiimeler dizisinin sonsuzda ne oldugunu
bulmak istiyoruz.
A; kiimesi {2, 3, 4, 5, 6, ...} kilmesinin bir altkiimesidir.
A kilmesi {3, 4, 5, 6, 7, ...} kilmesinin bir altkiimesidir.
Aj kiimesi {4, 5, 6, 7, 8, ...} kiimesinin bir altkiimesidir.
Genel olarak A, kiimesi {n+1, n+2, n+3, ...} kiimesinin
bir altkiimesidir.
By, n’den biiyiik tamsayilar kiimesini simgelesin. Yani

B,={n+1,n+2,n+3,...}

olsun. Demek ki,

A C B
Ay C B
A3 € Bs
Ay C By
As C Bs
A, € B,

tiimceleri gegerli. A, kiimelerinin sonsuzda bog oldugunu gos-
termek i¢in, B, kiimelerinin sonsuzda bog oldugunu géstermek
yeterlidir. Ama B, kiimesi n’den biiyiik sayilarn igerdiginden,
her say1 bir zaman sonra By ’lerden birinin diginda kalir. Orne-
gin, 1995, Biggs’te degildir, Biggg’da da degildir; genel olarak,
n > 1995 ise, 1995, B, ’de degildir. Bu dedigimiz yalmz 1995
igin degil, her say1 i¢in gecerli. Demek ki B, kiimeleri sonsuzda
bogkiime olurlar. Dolayisiyla A, kiimeleri de sonsuzda bogkiime
olurlar.

Burada yaptigimiz ikinci yanmitin kanitini agiklamaktan bag-
ka bir gey degil. Ikinci yanitin kamti dogrudur, yani ikinci yanit
dogrudur.

%k %k %

Yukaridakine benzeyen gu bilmeceyi soralim: Murat Ayse’ye
her saniye iki tane (madeni) 1 lira versin. Ayse de bu 2 liray

cebine atsin. Agrashygeininagehisdelikupglsumstecehine her iki lira
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koyusunda, bir lira cebinden yere diigsiin. Sonsuzda Ayse’nin
cebinde kag lira olur?

Ayse’nin cebindeki para her saniye artmaktadir. Clinkii her
saniye Ayse’nin cebine 2 lira girmektedir ve yalnizca 1 lira
diigmektedir. Her saniye Ayse 1 lira daha zenginlegir. Ornegin
10 saniye sonra Ayse’nin cebinde 10 lira olacaktir, 11 saniye
sonra 11 lirasi olacaktir... Bundan, Ayse’nin cebinde sonsuzda
sonsuz lira olacag) gikar m1?

Cikmaz!

Paralarin hangi sirayla yere diigtiikleri énemlidir. Ornegin,
eger paralar Ayse’nin cebinden ilk hikdyemizdeki gibi teker te-
ker sirayla diiserse, Ayse’nin cebinde (sonsuzda) hi¢ para kal-
maz. Ote yandan ilk lira Ayse’nin cebine takih kalirsa ve sonraki
liralar Ayse’nin cebinden sirayla teker teker diigerse, sonsuzda
Ayse’nin bir liras: olur.

Bir bagka 6rnek verelim: Tek sayil liralar Ayse’nin cebine
takili kalirsa ve ¢ift sayih liralar teker teker diigerse, sonsuzda
Ayse’nin sonsuz parasi olur. Hem yerde hem de Ayse’nin ce-
binde sonsuz para olur.

Sonug olarak, Ayse’nin cebinde sonsuzda herhangi tutarda
parasi olabilir. Ayse’nin cebinde kalacak para, liralarin hangi
sirayla diigtiigiine baghdir.

Bu son problemi biraz zorlagtiralim. Ayse’nin cebinden pa-
ralar rastgele disiirelim. Ayse’nin cebine giren ilk iki lira, yere
diismek igin yaz1 tura atsinlar. 1/2 olasilikla birinci lira diigsiin,
1/2 olasilikla ikinci lira. Bir saniye sonra Ayse’nin cebine iki lira
daha girecek ve boylece cebinde 3 lira olacak. Bu iig liradan biri
de 1/3 olasilikla yere diigsiin. Bir saniye sonra Ayse’nin cebine
iki lira daha girecek ve cebinde 4 lira olacak. Bu dort liradan biri
de 1/4 olasilikla yere diigsiin... Sonsuza degin bu boyle siirsiin.
Sonsuzda Ayse’nin kag paras: olur?

Kimi okur, “Sonsuzda Ayse’nin cebinde herhangi tutarda
paras: olabilir, 1 liras1 da olabilir, sonsuz parasi da olabilir,”
yanitim1 verecektir. Gergekten de biraz 6nce bunun béyle oldu-
gunu gérmemis miydik?
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Dogru yamt bu degil. Ayse’nin cebinden paralar rastgele
diigerse, sonsuzda Ayse’nin yiizde yiiz olasilikla sifir liras:
olacaktir. “Rastgele” sozcligiiniin altin 6zellikle ¢izdim.

Paralar yere rastgele diigtiigiinde neden Ayse’nin cebinde
sonsuzda hi¢ para kalmaz?

Ayse’nin cebine konan paralari numaralandiralim. 1 sayih
liray1, yani birinci liray: ele alalim. Bu liranin ytlizdeyiiz ola-
silikla bir zaman sonra Ayse’nin cebinden diigecegini kanitla-
yacagum. Yani, birinci liranin Ayse’nin cebinde sonsuza degin
kalma olasihiginin sifir oldugunu kamtlayacagim.

Bu lira, 1/2 olasilikla daha ilk turda Ayse’nin cebinden
diigsecektir. Ve gene 1/2 olasilikla birinci turda Ayse’nin cebinde
kalacaktir. Demek ki birinci liranin birinci turda diismeme ola-
silig1 1/2dir.

Birinci liranin birinci turda diismedigini varsayalim. Ikinci
turda, Ayse’nin cebinde 3 lira vardir. 1/3 olasilikla birinci lira
diigecektir ve 2/3 olasilikla diigmeyecektir. Demek ki birinci li-
ranin ne birinci ne de ikinci turda diigmeme olasihig,

1 2 1

2373

olur. )

Birinci liranin ikinci turda da diigmedigini varsayalim. Uglin-
cii turda Ayse’nin cebinde 4 lira vardir. Birinci lira 1/4 olasihikla
diisecektir, 3/4 olasilikla diigmeyecektir. Demek ki birinci lira-
nin ne birinci ne ikinci ne de iigiincii turda diigmeme olasihig:

1 2 3 1

=X =X -=-=
2 3 4 4
olur.

Okur hesaplan siirdiirebilir. Birinci liranin ilk 4 turda diig-
meme olasihigl,

1
5

DN | =
X
Wi N
X
W
X
[0

olur.
Genel olarak, birinci liranin ilk n turda (yani saniyede)
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Bu olasiliklar n biiyiidiikkge kiigiiliir. Yani, birinci liranin
diigmeme olasiligy gittikge azalir. Bunu zaten biliyorduk. Ama
simdi yeni bir olgu kegfettik: Bu olasihiklar azalir, azalir ve n
sonsuza yaklagtikga, sifira yaklagirlar. Yani birinci liranin hig
diismeme olasiligy sifirdir. Dolayisiyla, birinci lira 1 olasilikla
(yani %100) sonlu bir zaman sonra diigecektir!

Birinci lirayla yaptigimizi, herhangi bir lirayla da yapabili-
riz. Her lira bir zaman sonra 1 olasilikla diigecektir. Yani son-
suzda Ayse’nin cebinde hig para kalmaz (1 olasilikla!).
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Sonsuz Odali Otel’

Bir oteliniz var. Otelinizin sonsuz sayida odas: var. Her odanin
bir numarasi var: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Boylece sonsuza kadar gi-
diyor.

En sonuncu oda yok...

Sonsuz numaral oda da yok. Her odanin numaras: sonlu.
Sadece oda saysi sonsuz. Asagidaki gibi...

OTEL | 1 2 3 4 5 6 7 8

Birinci Hikaye. Sansh bir giiniiniizdesiniz, bir otobiis do-
lusu miisteri geliyor. Sonsuz tane... Adlan 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

|J OTOBUS 1121 3|4|5|6] 7|8

(@) O O O O (@] Q

Hepsine bir oda veriyorsunuz. 1 numarali miigteri 1 numaral
odaya, 2 numarah miigteri 2 numaral odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire bir miigteri daha
geliyor. Bu miigteriye nasil bir oda bulursunuz?

Bu soruyu sordugumda aldigim yamtlar genellikle soyle olu-
yor:

— En sona... Sonuncu odaya... (Sonuncu oda yok kil..)

— Sondan bir sonrakine... (Sonuncu oda yok ki bir sonraki
olsun!)

!Bu yazidaki matematiksel fikir Georg Cantor’a aittir.
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— 1ki kisiyi aym odada yatiririm... (Yok 6yle numara...)

— Yeni bir oda yaparim... (Yok daha neler, yeni bir otel yap
oldu olacak!)

— Resepsiyonda yatiririm... (Bu da olmaz, illa bir oda ola-
cak...)

— Bagka bir otel bulurum...

— Evimde yatirinim...

Dogru yamt goyle: Yerlesmisg miigterileri bir oda kaydiririm.
1 numaral miigteri 2 numaral odaya, 2 numaral miigteri 3
numaral odaya, 3 numaral miisteri 4 numaralh odaya geger,
herkes birer kayar ve bbylece bosalan 1 numaral odaya yeni
gelen miigteriyi koyarim...

“En son miigteri nereye gidecek?” demeyin, en son miisteri
yok. Nasil en son oda yoksa, en son miigteri de yok.

Ikinci Hikaye. Cok sansh bir giiniiniizdesiniz, bir otobiis
dolusu miigteri geliyor. Sonsuz tane... Adlan a1, asz, a3, a4, as,
ae, - - -
Hepsine bir oda veriyorsunuz. a;’i 1 numarah odaya, as’yi
2 numaral odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire... Birdenbire bir
otobiis dolusu miigteri daha geliyor... Onda da sonsuz tane
miigteri var. Adlar by, bg, bs, by, bs, be, ... Odalarimz dolu. Son-
suz tane yeni miisteri geldi. Bu yeni misterileri nasil yerlesti-
rirsiniz?

Aldigim yamitlar géyle olur genelde:

- Yerlestirmem! (Kahkahalar...)

— Her odaya ikiger kigi koyarim... (Bunun yasak oldugunu
daha 6nce sdylememis miydim?)

— Birer kaydirip 6nce b;’i, sonra birer daha kaydirip b’yi,
sonra birer daha kaydirip b3'ii yerlestiririm ve bunu bdyle son-
suza kadar devam ettiririm... (Herkes yerlestiginde a; nerede
olacak?)

Dogru yamt goyle: Birinci miigterileri ¢ift sayih odalara ko-
yarim: a; i 2’ye, aq’yi 4’e, a3’ii 6’ya, aq’ti 8’e, genel olarak a,’yi
2n numaral odaya koyarim. Boylece tek sayili odalar bosalir,

onlara da ikingjepiobistelthpmitaierHess. rerlegtdririm: b1l e,
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bo’yi 3’e, b3’ b'e, by’li T’ye, genel olarak b,’yi 2n — 1 numarah
odaya yerlegtiririm...

I"Jgiincii Hikaye. Cok, ama ¢ok sansh bir giiniiniizdesi-
niz, sonsuz otobiis dolusu miigteri geliyor. Sonsuz tane otobiis...
Herbirinin numaras: var: 1, 2, 3, 4, 5,6, ...

Ve her otobiiste sonsuz tane miigteri var...

Birinci otobiisiin miisterileri: (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), ...

ikinci otobiisiin miigterileri: (2, 1), (2,2), (2,3), (2,4), ...

Ugiincii otobiisiin miigterileri: (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), ...

Miisterileri odalara nasil yerlestirirsiniz?

Birinci otobiisiin miisterilerini 2, 4, 8, 16, 32, 64 gibi 2’nin
katlar olan odalara yerlestirirsiniz.

Ikinci otobiisiin miigterilerini 3, 9, 27, 81, 243 gibi 3’in kat-
lan olan odalara yerlestirirsiniz.

Ugiincii otobiisiin miisterilerini 5, 25, 125, 625 gibi 5'in (4’'tin
degil!) katlan olan odalara yerlestirirsiniz.

Dordiincii otobiisiin miigterilerini 7’nin katlar olan odalara
yerlestirirsiniz.

Besinci otobiisiin miisterilerini 11’in katlarn olan odalara

. yerlestirirsiniz.

Genel olarak, n’inci otobiislin miigterilerini n’inci asalin kat-
lan olan odalara yerlestirirsiniz.

Bu yo6ntemle her miisteri bir odaya yerlestigi gibi, geriye
sonsuz tane bog oda kalir. Ornegin, 6, 10, 12, 14, 15, 18 numaral
odalar bostur.

Bir Bagka C6ziim. Son problemi bir bagka tiirlii de ¢6zebi-
liriz. (n,m) sayili miigteriyi, yani n’inci otobiisiin m’inci miig-
terisini 2"(2m — 1) numarah odaya yerlegtirelim... Boylelikle
hepsine bir oda diiger. Otobiisleri siralarla, miisterileri siitun-

larla gosterelimekgsigimrids AdiDHRRTASHIEYERALIM:
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R A K T
B 2 | 6 [10] 14 |-
2| 4 |12]20] 28 |-
3] 8 (24|40 56 |-
(4164880112

Sadece ¢ift sayih odalar kullanildigindan, sonsuz tane oda
gene bog kalir.

Eger biitiin odalan kullanmak istiyorsak, (n, m) sayih miig-
teriyi 2"~!(2m — 1) numarali odaya yerlestirelim, yani yukari-
daki oda numaralarim 2’ye bélelim... O zaman miigteriler goyle
yerlegirler:

1 R i N
i 1) 3|5 |7
21216 | 1|14
3|4(12|20 |28
4118|2440 | 56

9 numaral odanin bog kaldigim1 sanmayn.
9=20x9=20x 2x5-1)

oldugundan, (1,5) sayili miisteri 9 numaraya yerlesir. 72 numa-
rali odaya da (4, 5) sayil miigteri yerlegir. Bu y6temle her oda
dolar.

Bir Bagka Co6ziim Daha: Misterileri goyle yerlestirelim:

2 S 8 i e R
1 36 |]10]15] 21
o 2 | 5| 91420
31 4 | 81319
4l 7 | 12 | 18
o 11 | 17
UerBtsiz DE Kitap Arsivi - httﬂ s://rantey.org
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Bu yerlestirmenin bir formiiliinii bulabilir misiniz? Ornegin,
(23,45) sayil miigterinin nereye gidecegini uzun uzun ugras-
madan bulabileceginiz bir formiil yazabilir misiniz?

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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Degistirip Degistirmemek
Bir Sey Degistirir mi

Degistirmez mi?

Ihsan Yiicel

Biri iki kapali zarfla size gelip gOyle diyor:

— Bu kapal zarflarda para var. Hangisinde ne kadar oldu-
gunu bilmiyorum ama birindeki paranin digerindekinin iki kat1
oldugunu biliyorum. Istedigini seg, igindeki para senin...

Zarflardan birini segiyorsunuz. Zarf1 getiren, size, “Istersen
bu zarf1 birak digerini se¢” diye bir se¢enek sunuyor.

Ne yaparsiniz? Zarf1 degistirir misiniz degistirmez misiniz?
Yoksa zarf1 degistirip degistirmemek farketmez mi?

Sanki degistirip degistirmemek farketmezmis gibi geliyor...
Matematikgiler hislerine ¢ok 6nem verseler de -en azindan ig
matematige gelince- asla hislerine teslim olmazlar!

Farketmez! Zarflarin birinde n lira, digerinde 2n lira olsun.
Once zarflan degistirmedigimizi varsayahm. 1/2 olasilikla
n liralik zarf1 se¢migizdir ve n lira kazaninz. 1/2 olasilikla 2n
liralik zarf1 se¢gmisizdir ve 2n lira kazanmirz. Demek ki bu du-
rumda beklentimiz,
1 1 3n

EXTL+§X27L=7

olur.
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Simdi zarflar1 degistirdigimizi varsayalim. Segtigimiz zarfta
1/2 olasiikla n lira vardir ve zarfi degigtirdigimizden 2n lira
kazaninz. Sectigimiz zarfta 1/2 olasilikla 2n lira da olabilir ve
o zaman zarf1 degistirdigimizden n lira kazaniriz. Bu durumda

beklentimiz
1 1 3n
olur.

Her iki stratejide de 3n/2 bulduk. Demek ki degistirsek de
degistirmesek de bir sey farketmez. Tahmin ettigimiz gibi...

Farkeder! Ama bir de goyle diigiinelim: Bir zarf sectik ve diye-
lim zarfta m lira var. Hatta zarfa bakip zarfta m lira oldugunu
gercekten gorebiliriz de. Diger zarfta ya m/2 lira ya da 2m lira
olmal;; tam ne kadar oldugunu bilmiyoruz. 1/2 olasihikla m/2
lira, 1/2 olasilikla 2m lira vardir.

Her iki stratejide de beklentileri hesaplayalim, bakalim han-
gisinde daha ytliksek gikacak.

Zarf1 degistirmezsek m lira kazanacagiz elbette, bundan kug-
kumuz yok.

Eger degistirirsek, diger zarfta 1/2 olasiikla m/2 lira olacak
ve 1/2 olasilikla 2m lira olacak. Demek ki degistirirsek beklen-
timiz,

olacak.

Degigtirmezsek beklentimiz m olacakti. 5m/4, m’den da-
ha biiyiik oldugundan, bu sefer en iyi stratejinin degistirmek
gerektigini bulduk.

Allah Allah! Aym soruyu iki degisik bi¢imde diigiindiik ve
birinde degistirip degistirmemenin farketmedigini bulduk, di-
gerinde ise degistirmenin daha iyi olacagin bulduk...

Matematikte iki ayn yontemle iki ayrn yanit bulmak pek en-
derdir. Olmaz degil, 6zellikle olasilik sorularinda olabilir. Ama
enderdir. Bertrand Paradoksu bu geligik olasilik sorularinin en
iinliilerinden biridir.
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Peki burada neler oluyor? Neden iki degisik yamt buluyo-
ruz? Bir yerde yanhs m1 yaptik? Dogru yamit nedir? Yoksa ma-
tematik geligkili mi?

Kitabin Yazarmin Notlar:: Birinci yamitin dogru oldugu-
nu, yani degistirip degigtirmemek arasinda bir fark olmadigim
bir bilgisayar programi yaparak anladim. Ama bunun mantiksal
bir agiklamasim1 bulamadigim itiraf ederim.

Ikinci Not: Haluk Oral, zarflan degistirmememizin fark et-
meyecegini ¢ok glizel bir mantik yiiriiterek agikladi. Agiklama
gOyle: Diyelim degigtirmekle daha kazangh gikiyoruz. O zaman
zarflan iki kigi arasinda paylagtiralim. Madem zarf1 degistirmek
daha dogru, o zaman her iki kisi de zarfi1 degistirir, zarflar1
degis tokus ederler yani, ve her ikisi de daha fazla para kazanir!
Hatta zarflar hi¢ agmadan siirekli degistirirlerse, her ikisi bek-
lentilerini siirekli artirirlar! Bu miimkiin olmadigindan zarflar
degistirip degistirmemek fark etmemeli.

Ama Haluk Oral'in bu giizel kamti ikinci akil yiiriitmenin
neresinde yanhg oldugunu séylemiyor.

Ugiincii Not: Olasihk Kuram iistatlar paradoksu acik-
ladiklarini iddia ediyorlar. Bir giin zaman ayirip soylediklerini
anlayacagim ve yazacagum.






Siurpriz Sinav
Paradoksu

Adamin biri, her ne sug iglemigse, idama mahkim olmus. Ha-
kim, kalemini kirmadan 6nce goyle agiklamig kararini:

— Oniimiizdeki hafta bir sabah saat 5’te idam edileceksin.
Ama hangi giin idam edilecegini bir gece 6nceden tahmin ede-
meyeceksin...

Idam mahkiimu perigan halde hiicresine déner. Yapacak
bagka seyi olmadigindan hiicresinde mecburen diigiiniir:

Eger ilk alt: sabah idam edilmemigsem, altinci gintin gecesi,
ertesi giun idam edilecegimi bilirim. Cinki ne de olsa bir son-
raki gin haftanin son gini olacaktir. Demek ki yedinci sabah
idam edilemem, ilk alti sabahtan birinde idam edilmeliyim.

Idam mahkimu diigiinmeye devam eder:

Eger ilk bes sabah idam edilmemissem, yedinci sabah idam
edilemeyecegimi biraz once anladigimdan, altinct sabah idam
edilmem gerektigini beginci ginin gecesi anlamig olurum, ki
hdkimin dedigine gore anlamamam gerekir... Demek ki altince
sabah da idam edilemem...

Gerisi dogal olarak kendiliginden gelir:

Demek ki altincr ve yedinci sabah beniidam edemezler. Ama
o zaman da, ik dort sabah idam edilmemigsem, beginci sabah
idam edilecegimi dordinci gunin gecesi anlamis olurum. De-
mek ki beni ilk dort sabah idam etmeleri gerekir...

Boyle diisiine diigiine haftanin birinci sabahi idam edilmesi
gerektigini anlar ki o zaman da ne zaman idam edilecegini daha
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simdiden biliyordur.

“Demek ki beni idam edemezler...” diye sevingle yataga gi-
rer ve rahat bir uyku geker.

Sali sabahi safak s6kmeden gardiyanlar infaz igin hiicreye
girdiklerinde ¢ok sasirir elbet!

Bu paradoksun benzerlerini tiiretmek zor degildir. Iste bun-
lardan biri:

Bir 6gretmen 6grencilerine,

— Oniimiizdeki hafta slirpriz smav olacak, der.

Ogrenciler “siirpriz smav” kavrami iizerine 6gretmenden agik-
lama isterler. Ogretmen, tahmin edilen agiklamay: yapar:

— Yani, 6niimiizdeki hafta sinav olacaksiniz ama hangi giin
smav olacagimizi bir 6nceki gece bilemeyeceksiniz...

(")grenciler yukaridaki idam mahkiimu gibi diigiinerek ogret-
menin o hafta “slirpriz sinav” yapamayacagim bulurlar: Per-
sembe glini smmav yapilmamigsa, persembe gecesi Ogrenciler
cuma gini smav olacagim anlarlar, ¢iinkii cuma giinii haf-
tanin son giiniidiir. Demek ki smnav cuma yapilamaz, illa cu-
madan 6nce yapilmali. Bu akil yiiriitmeyle, sinavin, yapilmasi
miimkiin olan en son giin yapilamayacag c¢ikar. Haftanin en
son giiniinden baglayip geriye dogru giderek, 6grenciler simavin
higbir giin yapilamayacagim anlarlar.

Tahmin edeceginiz lizere, 6gretmen sal giinli smav yapti-
ginda Ogrenciler ¢ok sagirirlar!

Bu bir paradoks. Hem de dislilerinden... Hepimiz deneyimle
biliyoruz ki 6gretmenler siirpriz sinav yaparlar!

Bu deneme yazisinda bu paradoksu ¢éziimlemeye gahsaca-
g1z.

Ik gbzlemimiz su olacak: Burada 6grenciden bir oyun oy-
namasl isteniyor. Ama Ogrenci oyunda tamamyla pasif, karar
agamasinda yer almiyor. Sadece diisiinliyor ve sadece diigiine-
rek oyunu paradoksal hale getiriyor. Oyunu kurallarina gore
oynanabilmesi i¢in 6grencinin diigiinmemesi gerekiyor!

Gazoz Kapagl Oyunu. Yukaridaki paradoksal oyunu bir an
icin goyle degistirelim. Biri, iki gazoz kapagindan birinin altim
kirmiziya boyayip bu gazoz kapaklarim altlarnn goriinmeyecek
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bigimde Oniimiizde siraya dizsin ve bize desin ki,

- Iki saniye arayla bu gazoz kapaklarin sirayla acip altlarina
bak. Kapaklardan birinin altim1 kirmiziya boyadim. Hangi gazoz
kapagimn altimin kirmizi oldugunu kapag: agmadan bir saniye
once tahmin edemeyeceksin...

Hatta kisinin gazoz kapaklarimi siraya dizmesine de gerek
yok, istedigimiz sirayla gazoz kapaklarin agabilelim. Hatta, o
ikinci kisi de bilmesin hangi gazoz kapagnin altinin kirmiziya
boyandigimi. Hatta ikinci kisi de olmasin; biz kendi kendimize
oynayalim bu oyunu. Gazoz kapaklarindan birinin altim bo-
yadiktan sonra kapaklar karigtiralim, hangisinin altinin kirmi-
ziya boyanmig oldugunu kapagin altina bakmadan bilemeyelim.
Ve kurallarimiz goyle olsun:

1. Gazoz kapaklarinin hepsini teker teker ve istedigimiz si-
rayla agip altina bakacagz.

2. Bir gazoz kapagin agtiktan sonra, ikinci gazoz kapagini
agmadan once iki saniye kadar bekleyecegiz.

3. Agacagimiz gazoz kapagmin altinin kirmiziya boyanmig
oldugunu kapag1 agmadan bir saniye 6nce tahmin edemeyecegiz.

ﬁgiincij kural biraz tuhaf. Bizden elimizde olmayan bir gey
isteniyor. Gazoz kapagmin altinin kirmiziya boyanmig oldugunu
onceden tahmin edemeyecekmisgiz... Oysa agtigimiz birinci ga-
zoz kapagmn alt1 kirmiz1 degilse, ikinci gazoz kapaginin altinin
kirmiz1 oldugunu tahmin etmememiz miimkiin degil...

Ote yandan daha hi¢ kapak agilmamsken, bu kural ihlal
edilmis olmaz. Ayrica ilk agilan kapagin alt1 kirmiziysa da bu
kural ihlal edilmisg olmaz. Son kural, sadece ilk segilen kapagin
alt1 kirmiz1 gtkmazsa ihlal edilmig olur.

Bu durumda paradoksu ¢6ziimlemek o kadar zor degil: Yiiz-
de 50 olasilikla ilk sectigim kapagm alt1 kirmizi olmaz ve oyunun
kurali ihlal edilmig olur, yiizde 50 olasilikla ilk segtigim kapagin
alt1 kirmizidir ve kural ihlal edilmez.

Sonug¢: Bu oyun yiizde yiiz olasilikla kurallarina uyularak
oynanamaz, yliizde 50 olasilikla kurallar ihlal etmek zorun-
dayiz.
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6§retmen Zar Atarsa. Gelelim 6gretmenin siirpriz sinavina.
Hikayeyi azicik degistirelim. Cumartesi dahil haftanin 6 gii-
nii okul oldugunu varsayalim. ogretmen her sabah ders bag-
ladiginda simifta 6grencilerinin 6niinde zar atsin. Eger o sabah
zar 6 ya da daha o6nceki sabahlarda gelmis zarlardan biri gelirse
o giin smav olsun. Siirprizlik kurah da hala gegerli olsun.

Ornegin, pazartesi sabahi atilan zar 6’ysa smnav olsun, de-
gilse olmasin. Diyelim pazartesi sabahi zar 5 geldi; o zaman o
giin smav olmaz. Sal sabahi gelen zar 5 ya da 6 olursa, sah
sabahi smav olur, yoksa olmaz. Diyelim sali sabal 4 geldi ve o
giin de smav olmadi. Ertesi giin zar 4, 5 ya da 6 gelirse sinav
olur, yoksa olmaz.

En geg altina giin yani cumartesi giinii sinav olur, ¢iinki ilk
beg giin sinav olmamigsa, yani ilk beg giinde atilan zarlar 1’den
5’e kadar olan bes degisik zarsa, o zaman altinci giin zar ne
gelirse gelsin kesinlikle simav olacak demektir; bu durumda,
ogretmen de Ggrenciler de altinci giin siav olacagim besinci
gunin gecesinden bilirler, ertesi sabah zar atmaya gerek kal-
maz bile...

Dolayisiyla ilk beg giin sinav olmamigsa, oyunun “siirpriz-
lik” kural ihlal edilmig olur. Demek ki

5 4 3 2 1 10
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olasilikla ilk beg giinde 1’den 5’e kadar beg degisik zar gelir ve

“siirprizlik” kurah besginci giiniin aksami ihlal edilmig olur. Geri

kalan 638/648 olasilikta oyunun kurallar ihlal edilmig olmaz.
Dikkat ederseniz “paradoks” ortadan kalkt1. Sadece bu oyu-

nun yuzde yiz olasilikla kurallarina uygun sekilde oynanama-

yacagim anladik.

Siirpriz Sinav Paradoksu. Simdi zar1 ortadan kaldiralim. Zar
yerine smavin hangi giin yapilacagina 6gretmen karar versin...

Biraz onceki oyunda, zar, istenci (iradesi) olmayan bir var-
likt1 ve o oyunda paradoks yoktu. Sadece kurallar1 10/648 olasi-
likla ihlal ediliyordu. Bu sefer, zarin gorevini 6gretmen iistlendi.
Bu sefer kurallan zar degil 6gretmen ihlal edecek.
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Simavin yapilip yapilmayacagina 6gretmen yerine zar karar
verdiginde paradoksun ortadan kalkmas: ¢ok ilging.

Oyuncular, oyunu kurallarini ihlal etmeden oynamak isti-
yorlar, yani bir anlamda, daha 6nce 10/648 olan oyunun kural-
larinin ihlal edilme olasihginmi 0 yapmak istiyorlar. Belli ki bu
miimkiin degil. Bu oyun kurallar ihlal edilmeden oynanamaz.

Ogretmen sall ginii smmav yapsa smmav gergekten siirpriz
olur. Ogrenciler 6gretmene,

— Ama hocam... deyip o giin sinav olamayacagim agiklamaya
caligsalar, o zaman, 6gretmen,

- Siz smav yapamayacagimi sandiniz, ama igte yapiyorum
ve bu sizin igin gergekten bir siirpriz oldu. Séziimde durdum...
der.

Burada su kesin: Ogretmen, oyunun kurallarim ihlal etmek
zorunda, 6grenciler de bunu biliyorlar. Oyunun kurallar1 6gret-
menin oyunun kurallarini ihlal etmek zorunda oldugunu soylii-
yor. Ogretmen oyunun kurallarini ihlal etmese de (yani smav
yapmasa da) oyunun kurallar ihlal edilmig olacak.

Bu oyunda sadece 6gretmen hamle yapabiliyor. Ogrenciler
pasif, onlarin hamle yapma sanslan yok. Ote yandan Ggrenciler
oyunun bir parcasi da: Ogrencilerin 6gretmenin sinav ham-
lesini 6nceden 6ngorememeleri gerekir. Aslinda Ggrenciler bu
oyunda oyuncu degil hakemler, ¢iinkii hamle haklan yok, sa-
dece 6gretmenin yapacagl bir hamlenin yasal olup olmadigina
karar veriyorlar.

Oyundan siirpriz 6gesini atarak oyunu géyle kuralim:

1. Oyun 7 hamle stirer.

2. A hamlesi (sinav) kuraldigidir.

3. A hamlesi (sinav) mutlaka yapilmal.

Bu oyun paradoksal bir oyun, ¢linkii kuraldisi bir hamle
yapilmasi gerektigini sdyliiyor, yani oyunun kurallarina goére oy-
nanamayacagin soyliiyor.

Bu oyunla siirpriz sinav oyunu 6ziinde ayni oyunlardir. Sina-
vin ne zaman yapilacagin onceden bilemeyecegimizi kuraldigi
olduguna karar verdigimiz A hamlesine yedirdik.

Bu oyunu oynayan oyuncu ya kuraldigi A hamlesini yapacak
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ya da iglinci kurah ihlal edecek. Her iki olasilikta da oyunun
kurallan ihlal edilmig olacak.

Buoyunu kaybeden aslinda 6grenciler degil, kurallarina gore
oynayamadigindan 6gretmen... Sinav olarak cezay: ¢ekenin 6g-
renciler olmasi1 oyunu 6gretmenin kaybettigi gercegini degistir-
miyor. C)grenciler sadece kurban ediliyorlar.

Ogretmen 6grencilere,

— Yarn siav olacaksimiz ama yarin smav olacaginizi 6nce-
den bilemeyeceksiniz, de diyebilir ve 6grenciler de ertesi giin
sinav olamayacaklarina hiikmedebilirdi.

Yani yukarndaki paradoksal oyun yedi hamle yerine bir ham-
le siirebilirdi. O zaman siirpriz 6ge ortadan kalkard: tabii. Ku-
raldigi hamlenin ne zaman yapilacagl 6nceden bilinirdi.

Ama aym oyun birden ¢ok hamle oynanirsa, kuraldig1 ham-
lenin ne zaman yapilacagi 6énceden tahmin edilemeyeceginden,
kuraldisi1 hamlenin yapildig1 hamle siirpriz hamle olur.

7 hamlelik oyuna geri donelim. Oyuncunun iiglincii kurah
higbir gekilde ihlal edemeyecegini varsayalim. (Yani smmav ya-
pilmali, notlar idareye teslim edilecek ya da miifettig gelecek,
bir nedenden sinav mutlaka yapilmali.) Demek ki bu durumda
oyuncu kuraldigi olan A hamlesini 7 hamleden birinde yapmak
zorunda. Hangi hamlede A hamlesini yapacagim bilmiyoruz.

Burada siirpriz olan A hamlesinin yapilmig olmas: degildir.
A hamlesi kuraldig1 da olsa kesinlikle yapilacaktir, bu kesin, bu-
rada siirpriz olan A hamlesinin kaginci hamlede yapilacagidir,
yani oyunun kurallarimin kaginci hamlede ihlal edilecegidir.

Smav paradoksuna geri dénecek olursak... Ogrenciler igin
siirpriz olan smavin yapilmas: degildir. Sinavin yapilamayaca-
g1 ama smavin gene de yapilacagim 6grenciler de 6gretmen
de biliyor. Siirpriz olan “6gretmen smmav yapamaz” kuralinin
ne zaman ihlal edilecegi.

Ogrenciler soyle diiglinmeli: Ogretmen sinav yaparak oyu-
nun kurallarim 6niimiizdeki hafta ihlal edecek, bakalim hangi
gin oyunun kuralim ihlal edecek...

Ogretmen oyunun kurallarim ilk giin de son giin de ihlal
edebilir.
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Ogretmen smav yaptiginda silirpriz olan smmavin yapilmasi
degildir. Siirpriz olan, olsa olsa sinavin o giin yapilmig olmasidir.
A hamlesinin yapilmasiyla A hamlesinin ne zaman yapilacag:
apayri seyler, bunlar birbirine karigtirmamak lazim. Yani siirp-
riz olan smavin (kuraldigi hamlenin) yapilacag: glindiir.






Zenon’un Paradokslari

Zenon, MO 5’inci yiizyilda yasamg ve bugiin iizerine pek az
bildigimiz Eski Yunanlh bir filozoftur. Ne yazik ki gliiniimiize
higbir yapit1 kalmamgtir. Zenon iizerine bildiklerimizi daha ¢ok
Eflatun’a (Parmenides adl yapitina) ve Aristo’ya (Fizik adl
yapitina) borgluyuz.

Zenon kolay kolay yutulmayacak bir diiglincenin savunu-
cusu olan Parmenides’in sadik bir 6grencisiydi. Parmenides su
inanilmaz diiglinceyi savunuyordu: Gergek tektir ve degigmez.
Cokluk, degigim ve hareket aslinda yoktur ve duyularimizin bizi
kandirmasindan kaynaklanirlar...

Zenon, belki de hocasinin felsefesiyle alay edenleri sustur-
mak icin dort paradoks gelistirir. Zenon’un giiniimiize kalmasim
saglayan ve agagida agiklamaya cahigacagim (ve ne derece ciddi
olduklarim gostermek amaciyla savunacagim) iste bu dort pa-
radokstur. Bugiin, yani 2500 yil sonra bile, bu doért paradoks
iizerine tartigma dinmemistir ve giin gegtikge filozoflar bu ko-
nuda daha fazla diiglince iliretmektedirler. Bertrand Russell,
Henri Bergson, Alfred North Whitehead, Zenon’un paradoks-
larin1 konu etmis gagdas filozoflardan birkagidir.

Asil’le Kaplumbaga. Zenon, paradokslarinin birinde, yarn-
tanr Asil’le kaplumbagay: yarngtirir. Kaplumbaga Asil’den ¢ok
daha yavag oldugundan, Asil’in 6niinden baglar yariga. Zenon,
Asil’in kaplumbagay: hi¢ yakalayamayacagim savunur. Soyle:
Kaplumbagay1 yakalayabilmesi igin, Asil’in 6nce kaplum-
baganin yariga bagladigy ilk noktaya erigmesi gerekmektedir.
Asil bu noktaya eristigindeyse, kaplumbaga biraz daha ilerde
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olacaktir, ¢linkii kaplumbaga da kogmaktadir. Simdi Asil, kap-
lumbaganin bulundugu bu yeni noktaya erigmelidir. Asil, kap-
lumbaganin bulundugu bu yeni noktaya vardigindaysa, kap-
lumbaga biraz daha ileride olacaktir. Ciinkii kaplumbaga hig
durmamakta, devamlh gitmektedir. Bu boylece stirer gider ve
Asil kaplumbagaya higbir zaman erigemez.

Yagamda boyle olmaz demeyin. Parmenides de, Zenon da,
sizin gibi, yagsamda Asil’in kaplumbagay: yakalayacagim bili-
yorlar. Ancak, gordiigiimiiziin gergek olmadigini, duyularimizin
bizi aldattigim ileri siiriiyorlar.

Bu paradoks iizerine disiinelim. Fikirlerimizi sabitlemek
i¢in, Asil’in yansga kaplumbaganin 100 metre gerisinden bagla-
diginm1 varsayalim. Asil diyelim saniyede 100 metre hizla kogsun.
Kaplumbaga kipirdamasa, Asil 1 saniyede yakalayacak kap-
lumbagay1. Ama kaplumbaga kagiyor... Kaplumbaga da sani-
yede 10 metre hizla kogsun. Varsayalim ki Oyle... Asil’in yariga
bagladig1 noktaya Ay adim verelim. Asil 1 saniye sonra kap-
lumbaganin baglangig noktasi olan A; noktasina erigecektir. Bu
1 saniyede kaplumbaga 10 metre yol alacaktir ve A noktasina
varacaktir. Agil As noktasina 1/10 saniye sonra varacaktir. Bu
1/10 saniyede kaplumbaga 1 metre gitmig olacaktir. Asil bu 1
metreyi, 1/100 saniyede kosacaktur...

Paradoks olur da matematikgiler bog durur mu? Matema-
tikgiler bu paradoksu ¢ézmiigler. S6yle ¢o6zmiigler:

Asil Ap noktasindan  A; noktasina 1 saniyede kosar
Asil A noktasindan A2 noktasina 1/10 saniyede kosar
Asil A2 noktasindan Az noktasina 1/100 saniyede kosar
Asil A3 noktasindan A4 noktasina 1/1000 saniyede  kosar

Demek ki, der matematikgiler, Asil,

T g
10 100 " 1000
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saniyede kaplumbagaya erigir. Basit bir aritmetik bu sonsuz
toplamin 10/9 oldugunu gésterir!. Dolayisiyla Asil kaplumba-
gay1 10/9 saniye sonra, yani 2 saniyeden, hatta 1,2 saniyeden
az bir zamanda yakalar.

Filozoflar bu yamttan pek hosnut kalmazlar. Her seyden
once sonsuz toplamdan rahatsiz olurlar. Filozoflar, matematik-
cilerin matematik yaparken sonsuz tane sayiy1 toplamalarina
sozetmezler, buna géz yumarlar ve bunu sorun etmezler, ama
gercek yasamdan alinmig bir probleme uygulanmasina ve sonra
¢Oziimiin yagama uygulanmasina karsi g¢ikarlar. Matematigin
gercek yasama her zaman uygulanabildigi nereden biliniyor?

Matematik, doga yasalarimi bulmaya g¢aligir. Bunu da olduk-
¢a iyi basarr. Ornegin matematik sayesinde ugaklar, trenler,
binalar yapilir, hatta Aya gidilir. Matematigin bir¢ok uygula-
mas1 vardir. Bu uygulamalar matematigin dogay: anlamamiz
saglayan bagarili bir yéntem oldugunu goésterir. Ama her yere
her zaman matematik uygulanabilir mi? Ornegin, iki elma art1
ii¢ armut bes meyve eder, ¢iinkii 2 + 3 = 5’tir. Ama bu ma-
tematiksel gergegi iki litre suyla iig litre alkole uygularsak, beg
litre sivi elde edecegimiz cikar, ki bu da yanhgtir. Demek ki
matematigi uygularken dikkatli olmaliyiz.

Doga, matematigin tam bir modeli degildir. Doga mate-
matigin ancak yaklagik bir modeli olabilir?.

! Hesaplamak istedigimiz 1+1/1041/100+- - - sonsuz toplamima S adim
verelim :

1 1
S = 1+E+m+
Simdi S’yi 10’la garpalim :
105—10+1+L+L+---—10+S
h 10 ' 100 - ‘

Bu egitlikten de S’nin 10/9 oldugu gikar...

2Bu sbzlerim yaziy1 okuyan birkag dostumun tuhafina gitti. Dogay: kii-
¢k gordiigiim, matematigi gok yiicelttigim sonucunu gikardilar. Amacim
bu degildi elbet. Sanirim yanhs anlama “model” s6zciigiinden kaynaklani-
yor. “Model” s6zciigii matematikte su anlamda kullanilir: Matematiksel bir
kuram aksiyomlardan ve bu aksiyomlar kullanilarak kanitlanan teoremler-
den olugur. Ornegm Oklid geometrisi bir kuramdur, belitleri ve teoremleri
vardir. Bir tane Oklid geometrisi vardir. Oysa Oklid geometrisinin aksiyom-
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Ustelik, yukaridaki hesap, Asil’in kaplumbagay: 10/9 sa-
niyede yakalayacagim gostermiyor. Yukaridaki hesap gosterse
gosterse Asil'in kaplumbagay: eger yakalarsa 10/9 saniyede
yakalayacagim gosteriyor. Asil’in kaplumbagay: yakalayip ya-
kalamadiginm1 kamtlamadik ki, ne zaman yakalayacag sorusunu
sorup yantlayalim... Sorumuz, Asil’in kaplumbagay1 ne zaman
yakalayacag degil, yakalayip yakalayamayacag!

Yanhs anlagilmasin, cagdas felsefecilerin ¢ogu -hepsi degil
ama- Asgil’in kaplumbagay: yakalayacagina inamyorlar. Felsefe-
cilerin derdi bu degil. Felsefecilerin derdi Zenon’un paradoksu...
Zenon’un paradoksunda yanhsg nerede? Eger mantigimiz: kulla-
narak sa¢ma bir sonug kamtlarsak, mantigimizda (yani ya var-
sayinlarimizda ya ¢ikarim kurallarimizda) bir yanhs var de-
mektir. Bu yanhg1 bulmahyz.

Zenon’un bu paradoksunda bir bagka sorun daha var. O da
su: Asil kaplumbagay1 yakalamak igin sonsuz sayida is yapmaly;
once A; noktasina gitmeli, sonra As noktasina gitmeli, sonra A3
noktasina gitmeli... Sonsuz sayida ig yapabilir miyiz? i§te ca-
nalicl soru bu. Matematikgi kendi diigiinsel diinyasinda sonsuz
tane sayiy1 toplayabilir, ama biz, yasamda, sonsuz tane sayiy1
toplayamayiz. Sonsuz sayida ig yapamayiz. En azindan sonsuz
sayida ig yapabilecegimizi hayal etmek oldukga zor.

Yoksa Asil kaplumbagaya erigmek igin sonlu sayida ig mi
yapiyor? Bu soruya ge¢meden 6nce Zenon'un ikinci paradok-
sundan sbzedelim.

Ikiye Boliinme. Zenon, salt Asilin kaplumbagay: yakalaya-
mayacagim soylemekle yetinmiyor. Agil’in bir noktadan bir bag-

larinin, dolayisiyla teoremlerinin de, gegerli oldugu bir¢ok uzay vardir. Bu
uzaylardan herbiri Oklid geometrisinin bir modelidir. Matematikte mo-
del, bir kuramin aksiyomlarinin ve dolayisiyla teoremlerinin de gecerli
oldugu uzaydir/ortamdir/yapidir/diinyadir. Bir kuramin uygulanabildigi
“dlinyaya” o kuramin modeli adi verilir. Biraz matematik bilenler igin
ornekleri gogaltabilirim. Gruplar kurami, halkalar kuram, cisimler kurami
birer kuramdir, aksiyomlardan ve teoremlerden olusurlar. Her grup, her
halka ve her cisim bu kuramlarin bir modelidir. Sonug olarak sunu séylemek
istiyorum: Yukardaki sozlerimle dogay: kiiglimsemeyi, matematigi yiicelt-
meyi amaglamadim; yalnizca kuramsal matematigin aksiyomlarinin dogaya
uygulanamayabilecegini belirtmek istedim.
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ka noktaya gidemeyecegini de soyliiyor. Diyelim Asil A nok-
tasinda ve B noktasina gidecek.

Asil A’dan B’ye gitmek igin 6nce yolun yarisina gitmeli. Yo-
lun yarisina gittikten sonra kalan yolun yarisina gitmeli. Daha
sonra kalan yolun yarisina... Bu béylece sonsuza dek siirer. Di-
yelim A’yla B arasindaki uzaklik 1 metre. Asil once 1/2 metre
gitmeli. Gittigini varsayalim. Geriye 1/2 metre kalir. Simdi Asgil
kalan bu 1/2 metrenin yarisina gitmeli, yani 1/4 metre daha git-
meli. Geriye 1/4 metre daha kalir. Asil bu kalan 1/4 metrenin
yarisia gitmeli, yani 1/8 metre daha gitmeli... Daha sonra 1/16
metre daha gitmeli...

Sonsuz sayida ig yapamayacagindan Asil B’ye varamaz...

Havada ucgan bir oka bakalim. Okun sonsuz sayida ig yap-
tiginl, yani sonsuz tane noktadan gegtigini varsayalim. Bey-
nimiz okun sonsuz sayida noktadan gegigini algihyabilir mi?
Bunu diisiinmek oldukga zor. Olsa olsa beynimiz okun havada
sonlu sayida fotografim gekiyordur ve bu fotograflar bir sinema
geridi gibi gézlimiiziin 6niinden gegiriyordur. Bu konuya biraz-
dan gelecegim. Paradoksa geri donelim. Ama gimdilik, beyni-
mizin digdiinyay: sonlu bigimde algiladigim (bagka tiirlii olamaz
¢linkii) akhimizda tutalim.

Okur belki sonsuz sayida ig yapabilecegimizi diigiiniiyordur:
birinci ig, ikinci ig, iigiincii is... O zaman sonsuz i§ yapmaya
sondan baglayalim! Birinci paradoksa ¢ok benzeyen bu ikinci
paradoksu biraz degistirip, Asil’in, birakin B noktasina gideme-
mesini, yerinden bile kimildayamayacagim da kanitlayabiliriz.
Gergekten de Asil’in A’dan B’ye gidebilmesi i¢in 6nce yar yola
gitmesi gerekir. Yolun yarisina gidebilmesi igin 6énce yolun dort-
te birine gitmesi gerekir. Ama daha Once yolun sekizde birine
gitmesi gerekir... Daha 6nce de on altida birine gitmesi gerekir...
Dolayisiyla Asgil A noktasindan 6teye adimini atamaz bile. Gi-
decegi ilk nokta yoktur ki! Gidecegi her mesafenin 6nce yarisina
gitmesi gerekmektedir.

Yoksa A’yla B arasinda ve A’dan hemen sonra gelen bir
nokta m1 var? Galiba Oyle...
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Paradoksun ikiye boliinmekten kaynaklandig: kesin. Asil’in
gitmesi gereken fiziksel uzaklig: hep ikiye boliiyoruz. Demek ki
fiziksel uzakligi (uzay1) durmadan ikiye bélemeyiz. Demek ki
bir zaman sonra ikiye bolememenmiz gerekir. Ikiye bole bole, bir
zaman sonra Oylesine kiiglik bir uzaklik elde ederiz ki, elde edi-
len bu miniminnacik uzaklik bir kez daha ikiye bolinemez. Bir
bagka deyisle, fiziksel uzay siirekli degildir. Uzay, boliinme-
yen en kiiciik uzay parcaciklarindan olugmustur. Yirminci yiiz-
yilin pargacik kurami da bu yonde diigiinmemiz gerektigini s6y-
lemiyor mu zaten? Bu uzay pargaciklarina uzaybirim diyelim3.

Uzaym uzaybirimlerden olugtugunu kamtladik (!) Her uzak-
lik sonlu sayida uzaybirimden olusur.

ﬁgiincii Paradoks. Zenon’un iigiincii paradoksuna gore, ha-
reket yoktur, hicbir sey hareket edemez. Ugan bir ok ele alalim
ornek olarak. Okun hareket ettigini saniyoruz degil mi? Zenon
yanmldigimizi kanithyor.

Ok her an durmaktadir. Inanmazsamz okun havada bir fo-
tografim gekin. Fotografta okun durdugunu goreceksiniz. De-
mek ki ok her an durmaktadir. Ok her an durduguna goére hep
duruyor demektir. Oyle degil mi? Hareket edebilmesi igin okun
en az bir an hareket etmesi gerekmektedir. Oysa ok her an dur-
maktadir. Her an durmakta olan ok hep durmaktadir!

Uzayn siirekli olamayacagim yukarida gordiik. Uzay kiigiik,
¢ok kiigiik, bolilnemeyen uzaybirimlerden olugsmustur. Okun bir
uzaybirim uzunlugunda oldugunu varsayalim. Uzaybirim uzun-
lugundaki ok, bir uzaybirim iginde hareket edemez, ¢linkii okun
o uzaybiriminde hareket edebilmesi i¢in, okun uzaybirimden
daha kisa olmasi gerekir ki, uzaybirimden daha kisa bir nesne
olamayacagim biliyoruz. Her uzaybirimde hareketsiz duran ok,
hep hareketsizdir.

3Bergson bu paradokslan ve asagida agiklayacagim ok paradoksunu
gOyle ¢6zmeyi Oneriyor: Bir hareketin belirlenmesi igin hareketin basgladig:
ve bittigi noktalarin verilmesi gerekmektedir. Okun hareketini ikiye b6lmek
demek, bir hareket degil, iki hareket oldugunu gostermek demektir. Okun
hareketini ikiye bolmeye hakkimiz yoktur. Okun bir ve bir tek hareketi
vardir. Okun aldig1 yolu ikiye bolebiliriz ama okun hareketini ikiye bole-
meyiz.
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Sinema da Oyle degil midir? Sinema ekraninda yiiriiyen bir
insan aslinda yiliriimeyen binlerce insan resminin goziimiiziin
6niinden hizla gegmesi degil midir? Dogada hareket de aslinda
hareketsizlik degil midir4?

Ucan ok her an durmaktadir. Ama bir sonraki uzaybirimde
varolmaktadir. Bergson’un da dedigi gibi, aynen sinema ek-
raninda yiriyen bir insan 6rnegi gibi ok bize hareket edermig
gibi goriinmektedir. Oysa her an durmaktadir.

Birinci paradoksumuzun bir bagka kaynag da aslinda za-
mann siirekli oldugunu varsaymak... Kaplumbaga siirekli ha-
reket edebilir mi? Cok ¢ok kisa (zamanbirim) siirelerle de olsa
hareketsiz kalyor olamaz m1?

Dordiincii Paradoks. Zenon’un son paradoksunu anlamak
kolay degil. Yukarida da dedigim gibi Zenon’dan yazil bir yapit
yok elimizde. Zenon’un paradokslarim bize aktaran Aristo’dur.
Aristo’'nun aktardigi bigim pek anlagilir gibi degil. Bu yiizden
dordiincii paradoksun gesitli yorumlar var. Verecegim yorum
Aristo’'nun aktardigl yorum degil ama ona ¢ok yakin.

Yukarida, uzaymn stirekli olmadigini, boliinmeyen uzaybi-
rimlerden olustugunu kanitladik, daha dogrusu Zenon kanitla-
du

Simdi su sekle bakalim:

| A|B]

Her kare bir uzaybirimi simgelesin. Sol iist kdgede A nesnesi,
sag alt kogsede B nesnesi var. A ve B aym anda ve aym hizla
“hareket” etsinler. A saga, B sola gitsin. Bir zaman sonra A
sagdaki karede, B de soldaki karede olur.

Simdi paradoksal soruyu soralim: A ve B nerede karsilagti-
lar?

Hig¢ kargilagmadilar! Ciinkii aralarinda karsilagabilecekleri
bir yer yok!

4Bunlarin benim diigiincelerim olmadigini, Zenon’un diisiinceleri ya da
Zenon’un diigiincelerinin yorumu oldugunu animsatirim. Okuru kigkirtmak
amaciyla, kendimi haddim olmayarak Zenon’un yerine koyarak Zenon’un
paradokslarini savunur goériiniiyorum.






Matematik ve Doga

Matematikle doga arasindaki iligkiyi kendimce irdelemek isti-
yorum bu yazimda.

1. Matematik Dogada Var mudir? Matematiksel kavram-
lar dogada var midir? Olmadigimi savunanlar var. Agag yukar
gOyle savunuyorlar:

Dogada matematiksel bir nokta yoktur ornegin. Ciin-
kii matematiksel nokta boyutsuzdur, ne elle tutulabi-
lir ne gozle goriilebilir. Kalemi kdgida dokundurdugu-
muzda elde ettigimiz “nokta” boyutludur, matematiksel
nokta gibi boyutsuz degildir. Elektronun, ii¢ boyutu ve
az da olsa bir agirhg: vardir. “i§te nokta” diye gostere-
bilecegimiz bir nesne yoktur dogada. Dogada matema-
tiksel nokta yoktur, olsa olsa ¢ok kiigilik benekler vardar.
“Nokta” kavrami insanlarin uydurmasi/yaratisidir.

Dogada matematiksel anlamda bir dogru da yoktur.
Kagidin istiine ¢izdigimiz “diiz” ¢izgi hem sonludur,
hem diiz degildir, hem de birden fazla boyutu vardir.
Kalemimiz ne denli ince yazarsa yazsin, ¢izdigimiz her
“diiz” ¢izginin belli bir genigligi ve kalinlig1 vardir. Oysa
matematiksel dogru bir boyutludur, genisligi ve yiiksek-
ligi yoktur.

Dogada “sonsuz” da yoktur. Yasadigimiz evren son-
ludur. Evrendeki molekiil, atom, elektron, foton sayilar
sonludur. Kimse sonsuza kadar sayamaz, kimse sonsuzu
gosteremez, kimse sonsuza gidemez, kimse sonsuzda ol-
dugunu diiginemez. Diglerimiz bile sonluda yer alir.
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Dogada 7 sayis1 da yoktur. Ciinkii 7 sayis1 3,141592-
653589 . . . diye sonsuza uzayip giden (uzayip gitmesi ge-
reken) bir sayidir. Virgiilden sonra gelen sayilar belli
bir diizene gore de yinelenmezler. Bu yiizden, yani son-
suz olmadigindan dogada 7 de yoktur. Kimse 7’yi tam
olarak yazamaz. 7’yi, bir gemberin uzunlugunun ¢apina
boliindiigiinde (ki tam olarak hesaplanamaz bu uzun-
luklar) elde edilen say1 olarak tamimlamak, 7'nin dogada
oldugunu goéstermeye yeterli degildir. Ciinkii bir gemberi
ve ¢apin hesaplayip bolme iglemini yaptigimizda, n’yi
degil, m’ye yaklagik bir sayiy1 buluruz. Kald: ki dogada
matematiksel anlamda bir gember yoktur! Dogada “igte
¢ember” diye gosterebilecegimiz bir nesne yoktur. Cem-
ber matematikgilerin yarattiklarn bir kavramdir!. Zaten
uygulamada hicbir zaman 7 gibi gercel sayilara gerek-
sinmeyiz. 3,14159 = 314159/10000 gibi kesirli sayilar
uygulamada yeterlidir. Bu da, 7’nin dogada olmadig:
savin desteklemez mi?

Dogada 7 olmadig) gibi, 0,9999999. .. sayis1 da yok-
tur?. Ciinkii bu say1y1 yazmak igin virgiilden sonra son-
suz tane 9 koymaliyiz ve ne yazik ki bu ig icin yeterince
zamanmmz yoktur!

Dogada “bir” yoktur. Dogada olsaolsa “bir elma, bir
armut” vardir. Ama dogada “bir” yoktur. Hatta dogada
“bir elma” bile yoktur. Elmayla elmanin bulundugu or-
tam arasindaki siir tam belli degildir ki! Elmayla, el-
manin bulundugu ortam arasinda siirekli molekiil alg-
verigi vardir. Ornegin gliriimeye yiiz tutan bir elmanin
tam ne zaman elmabktan ¢iktigim sGyleyebilir miyiz?

Her sey degistiginden, higbir sey oldugu gibi kalma-
digindan dogada “bir” yoktur. Dogada “bir” olmadig:
gibi bagka say1 da yoktur. Sayilar: insanlar yaratmiglar-

!“Diinya yuvarlak degildir. Bir portakal yuvarlak degildir. Bu porta-
kal dilimlerinin igini agin, gekirdeklerinin say1 ve sekil bakimindan aym
olmadigim goriirsiiniiz.” Renoir [14]

2Bu say1 1’e esittir.
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dir.

Ya sifir? Sifir var midir dogada? Sifir, olmayan nesne
saysidir. Olan nesneleri sayamadigimizi yukarida gor-
diik, olmayan nesneleri saymak daha da zor olsa gerek3!

Matematigin en temel kavramlar1 dogada yoktur.
Matematigin dogada olmadig herhalde ii¢ asag besg yukar

boyle savunulur.

Bu felsefi hatta metafizik diigiinceler hafife ahnmamali. Bir
ornek daha vererek bu diiglincelerin yabana atilmamasi gerek-
tigini gostereyim. Bildigimiz uzayda iki nokta ele alalim. Bu iki
nokta arasindaki uzay parcasinin bir uzunlugu vardir. Diyelim
1 metre. Bu 1 metreyi ikiye bolebiliriz. Elde ettigimiz iki yarim
metrenin her birini de ikiye bdlebiliriz. Elde ettigimiz ceyrek
metreleri de ikiye bolebiliriz. Kuramsal olarak her sayiy: ikiye
bolebilecegimizden, bélme iglemini sonsuza degin yapabiliriz.
Sonsuza degin olmasa bile diledigimizce bélme iglemini siirdiire-
biliriz. Bole bole, bir atomun, bir elektronun, adim1 bilmedigim
birgok parcacigin boyutlarindan daha kiigiik bir say: elde ede-
riz. Oysa fiziksel uzay durmadan ikiye bolinmez. Uzakhig di-
ledigimiz kadar ikiye bdlebiliriz, ama fiziksel uzay: diledigimiz
kadar ikiye bolemeyiz. Bir zaman sonra, fizik yasalari, hatta
fizigin kendisi ya da doga, uzay: ikiye bolmemizi engeller. De-
mek ki iki nokta arasindaki fiziksel uzayla bu iki nokta arasinda-
ki matematiksel uzakhik ayni sey degildir. Uzakhg) bolebiliyoruz
ama uzay1 bélemiyoruz. Dolayisiyla matematikle yagadigimiz fi-
ziksel uzay tam bir uzlagim icinde degildir.*

Matematigin dogada olup olmadig1 sorusu, matematiksel
kavramlarin yarati mi, yoksa kesif mi oldugu sorusuyla igigedir.

Ornegin Amerika kesfedilmistir, yaratilmamstir; Giineg’in
varhg! insanin varhgindan bagimsizdir; yercekimi insandan ve
hatta yeryiiziinden bagimsiz vardir.

Insan olmasayd: yergekimi yasasi bulunamazdi, ama bun-
dan yergekiminin olmadig1 sonucu gikmaz, hatta yergekimi ya-

3Yoksa daha mi kolay? Evimdeki filleri saymak, evimdeki elmalan say-
maktan daha kolay geliyor bana.
4Bu konu, bir 6nceki Zenon'un Paradokslar yazisinda ele alinmgtir.
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sasinin da insansiz varolamayacagl sonucu ¢ikmaz.

Oklid diizlemi, iiggen ve a1 gibi geometrik kavramlar, grup,
halka ve cisim gibi cebirsel yapilar, iki degerli (dogru ve yanhs
degerli) mantik birer kesif midir, yoksa matematikgilerin ya-
ratilar1 midir?

Bir bagka deyigle matematik, Amerika anakaras: gibi, Giineg
gibi, yercekimi gibi, bizim digimizda var midir? Matematiksel
kavramlarin varliklari da insandan bagimsiz midir?

Tartigma bizi zorunlu olarak bu sorulara da siiriikleyecek.

Matematigin dogada olup olmadigl sorusunu yamitlamak
igin, her seyden 6nce dogay: tanimlamaliyiz. Doga ne demektir?
Doga tanmimlanmadikga, matematigin dogada olup olmadig: so-
rusu tam anlami olmayan, ancak sezgiyle kavranabilen bir soru
olarak kalacaktir.

Bu yazida dogay: tanimlamaya kalkismayacagim. Ciinki bu
yazinin amacl dogay: tammlamak degil, “doga” kavramina agik-
lik getirmek. Bu yazida, matematigin dogada bulunmadigim sa-
vunanlarin doga kavramim sorgulayacagim. Bu kavramin daha
genig tutulmas: gerektigini, matematigin dogada olmadigina
inananlarin oldukga basitlestirilmig ve bence eksik bir doga kav-
ramina sahip olduklarim1 ve ne derece soyut olursa olsun, ma-
tematigi matematikginin yaratmadigini ama kegfettigini, yani
matematigin insandan bagimsiz varoldugunu savunacagim.

Her ne denli “doga” s6zcligiinii tanimlamayacaksam da, soz-
ciigii ¢cok genig anlamda kullandigimi belirtmeliyim. “Doga”
sozciigii salt yasadigimiz diinyay: ve yakin gevresini kapsamiyor
bu yazida. Cok daha genig anlamda kullaniyorum sézciigii. Bel-
ki de “doga” yerine “evren” ya da “dig diinya” demem daha
dogru olurdu.

2. Matematigin Kaynag Dogadir. Matematigin dogada
olup olmadig) sorusunu bir yana birakalim 6nce. Matematik
ve matematiksel kavramlar -dogada veya bir bagka yerde- var
midir? Bu soruyu ele alalim.

Hig¢ kusgku yok ki matematiksel kavramlar vardir. Matema-
tikgilerin uydurmas: olarak bile olsa, matematik ve matema-

[P}

tiksel kavramlar vardir. “Bir” kavrami, “gember” kavrami, “m
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kavram vardir. Matematiksel kavramlar -dogada olsunlar veya
olmasinlar, matematikgilerin yaratisi olarak bile olsa, diigiince
olarak bile olsa, soyut diizeyde bile olsa- vardirlar. Matema-
tikgiler bu kavramlar tanimlamiglardir. Bundan kugkumuz yok.
Zaten bu kavramlar olmasaydi matematiksel kavramlarin doga-
da olup olmadiklar: sorusu sorulmazd: bile. Dogrulugu apacik
belli olan bu sozlerde derin bir gergek aramasin okur, herkesin
bildigini yineliyorum.

Bu varolan kavramlar yoktan mi varolmustur? Yoktan hig-
bir gseyin varolmayacagim biliyoruz (!). En soyut diigiinceler
bile somuttan kaynaklanir. Matematiksel kavramlar da yoktan
varolmamugtir. “Saf diigiince iriini” diye bir sey yoktur, ola-
maz. Her disiince iriini bizim digimizdaki gergeklerden kay-
naklanmir. Sanatta olsun, bilimde olsun, felsefede olsun, her so-
yut diiglincenin, her kavramin ana kaynag dogadir, evrendir,
bizim digimizdaki diinyadir. Bunun tersini diigiinmek yoktan
bir geyin varolabilecegini diigiinmek olur.

Her diigiince iiriinii gibi matematigin de kaynag dig diin-
yamizdir. Yani matematik dig diinyadan tamamiyla bagimsiz
degildir. Matematik olmasa bile, en azindan matematigin ana
kaynag matematikginin digindadir.

3. Matematik ve Teknoloji. Giinlimiiziin ileri teknolojisine
matematik sayesinde erigtigimiz g6zoniine alininca, matemati-
gin biisbiitiin dogadan bagimsiz olmadig: da belli oluyer zaten.
Matematigin ¢ok soyut kavramlar bile zamanla uygulama alam
bulabiliyor. Bu da, elbette, matematigin dogay: li¢ asag beg
yukan kavrayabildigini, betimleyebildigini, doganin yasalarim
gercege oldukca sadik kalarak kagida dokebildigini gosterir. De-
mek ki matematik, bir 6lglide bile olsa, dogay1 anlamamiz sag-
hiyor. Dogada “bir” olsun veya olmasin, matematikteki “bir”
kavramiyla tansiklar yaratihyor: Uzaya gidiliyor, gokdelenler
dikiliyor, uydular araciligiyla diinyamn bir kogesiyle ses ve go-
riintli baglantis1 kuruluyor... Matematik doganin yasalarin ve
mantigin1 anlamaya galigan ve bunda da ¢ok bagarihi olan bir
bilim dali ve bir ugragtir.

Bu teknolojik gelismelerin soyut matematikle degil, fizikle,
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kimyayla, miihendislikle ve uygulamali matematikle gercekles-
tigi ileri siiriilebilir. Bu sav hem dogrudur hem yanhs. Bir yan-
dan kuramsal ve soyut matematik en beklenmedik anda uy-
gulama alam bulabilmektedir, 6te yandan gelecekte bile nasil
uygulanacag) bilinmeyen matematiksel aragtirmalar yapilmak-
tadir. Aynmi1 durum kuramsal fizik igin de gegerlidir. Kald: ki,
teknolojiye uygulanan fizik, kimya ve miihendislik de ilk 6nce
kagit lizerinde yapiliyor, uygulamaya sonra gegiliyor.

Simdilik sunu aklimizda tutalim: 1. Uygulanan matematik
vardir, 2. Bugiin uygulama alam bilinmeyen soyut matematik
vardir ve yapilmaktadir, 3. Bugiin uygulama alan bulamayan
matematik gelecekte dogrudan ya da dolayh olarak uygulama
alanm bulabilir (bulamayabilir de.)

4. Matematik Dogay1 Yorumlar. Ikinci boliimde matema-
tigin kaynaginin bizim digimizdaki diinya oldugunu séyledim.
Bu savim yanls anlagilmasin: Beynimizin dig diinyayi, bizim
digimizdaki gergegi yorumlamadigini séylemiyorum. Cézanne’in
elmalar ve manzaralari, Picasso’nun oliidogalar (natiirmortla-
r1) ve giplaklar doganin aynen resmedilisi degildir, bir yorum-
dur. Matematik de resim gibi dogay1 yorumlar.

Ornegin bes metre uzunlugunda bir cetvel iizerinde 7’nin
yerini tam olarak gosteremeyiz. O zaman dogada fiziksel an-
lamda, 7 sayisinin olup olmadigim nereden biliyoruz? # sayisinin
varligina inanmak, aslinda fiziksel uzunluk kavraminin ne oldu-
gunu bildigini sanmak demek degil midir?

Biraz daha ileri gideyim. Dogada, fiziksel anlamda, 0’dan
biiyiik ama 1/2’den, 1/3’ten, 1/4’ten ve genel olarak her n > 0
tamsayisi icin 1/n’den kiigiik bir saymm olmadigim kabul edi-
yoruz. Yani, sonsuz kiiglik sayilarin dogada fiziksel anlamda ol-
madiklarin1 kabul ediyoruz. Neden? Dogada fiziksel anlamda
sonsuz kiigiik sayilarin olmadigi nereden belli? Belki sonsuz
kiigiik sayilar var da biz (sonsuz kiigiik olduklarindan) gézlem-
leyemiyoruz. Boyle bir olasilik vardir. Hi¢ kimse bize dogada
sonsuz kiigiik sayilarin olmadigina giivence veremez®.

SMatematikte sonsuz kiigiik sayilarn bulundugu sayi sistemleri de
vardir.
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Demek istedigim, dogadaki uzunluklarin bildigimiz gergel
sayilarla olgiilebilecegi varsayiminin dogamn bir yorumu oldu-
gudur.

Son bir 6rnek daha vereyim. Matematikte 3 sayis1 {0, 1, 2}
kiimesi olarak, 2 says1 {0, 1} kiimesi olarak, 1 says1 {0} kiimesi
olarak tanimlanir. 0 sayisiysa () olarak, yani bogkiime olarak ta-
nmimlanir. Goriildiigii gibi sayilarin matematiksel tanim bir yo-
rumdur. “U¢”iin bir kiime olarak tammlanmas: ve hele {0, 1, 2}
kiimesi olarak tanimlanmas i¢in goriiniirde bir neden yoktur®.

Demek ki matematik dogay1 yorumlar, tam olarak betimle-
mez. Bu yorum kusursuz bir yorum olmayabilir, ama bir 6nceki
boliimde de savundugum gibi biisbiitiin kusurlu da degildir.

5. Dogay1 Anlamak igin Soyutlamak Zorundayiz. Yuka-
rida matematigin dogay1 yorumladigini séyledim. Simdi daha
ileri gidip dogay: algilayabilmek igin soyutlamak zorunda oldu-
gumuzu, dogay1 oldugu gibi algilayamayacagimizi kamtlayaca-
gium.

Elma Ornegine tekrar geri donelim. Oniiniize bir elma koysa
ve sizden bu 6zel elmay tarif etmenizi istesem, bunda ne kadar
bagarih olabilirsiniz? Sadece sozciikleri degil, her tiirlii gorsel,
bilimsel ve sanatsal olanaklar1 da sunuyorum size.

Ne yaparsanz yapin, sonlu bir zaman iginde ve sonlu sayida
simgeyle elmay: tarif etmek zorundasiniz. Sonlu zamanda ve
sonlu sayida simgeyle elmay: tamamen tarif edemezsiniz. Nite-
kim sunacagimz tarif ne kadar ayrintiya girerse girsin, ne kadar
uzun olursa olsun, aynen tarifinize uyan bagka bir elma daha
vardir ya da bir giin olacaktir. En azindan tarifiniz eksik kala-
caktir, bir seyi yanhg olacaktur.

Bir bagka deyisle, 6zel bir elmay1 tiim elmalardan ayiran
bir tarif bulamazsimz. Ciinkii, a) Elma sonsuz sayida veriden
olugsmustur. b) Siz sadece sonlu sayida veriyi algilayabilirsiniz.

SModern matematikte her gey bir kiimedir. Dolayisiyla “3” de bir kiime
olarak tanimlanmaldir. 3’i, iig 6gesi olan bir kiime olarak tammlamak ilk
akla gelendir elbet. Ug 6geli birgok kiime vardir. 3'ii tammlamak igin bu
iig 6geli kiimelerden hangisini se¢meliyiz? Tiimevarimla 3’ten kiiglik dogal
sayilan tammladigimizi varsayarsak, {0, 1, 2} kiimesi en “dogal” segimdir.
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c) Sadece sonlu sayida simgeyle tarifinizi bana sunabilirsiniz.

Buna bir de elmanin siirekli degistigi olgusunu ekledigimiz
zaman, ugragin ne derece olanaksiz oldugu ¢ok daha iyi ortaya
gikar.

Demek ki higbir elmay1 tam anlamiyla kavrayamayiz.

Ote yandan anladigimizda “elma” diye hepimizin anladig
ortak bir kavram vardir. Sizden bana iki elma getirmenizi rica
etsem, yanhglkla muz ya da armut getirmezsiniz.

Bu “elma” kavrami sadece var olan tiim gergek elmalar
degil, bugiine dek var olmug ve bundan sonra var olacak tiim el-
malar kapsar. Anladigimizdaki bu “elma” kavram fiziksel ola-
rak yoktur elbet, ne de olsa sadece bir kavramdir.

Iste fiziksel diinya 6zel elmalardan olusuyorsa, matematik,
anladigimizdaki bu “elma” kavramidir. “Elma” kavrami olma-
dan, yani soyutlama ve matematik olmadan, diinyay1, dogay,
evreni kavramamiz miimkiin degildir.

Diinyay1, dogay1 ve evreni anlayabilmek igin soyutlamak,
bir bagka deyimle, matematik yapmak zorundayiz.

6. Modern Matematik Bir Zorunluluktur. Nokta, dogru,
cember, 7,1, 2, 3 gibi kavramlarin dogada bulunduguna inanan,
ancak modern matematigin dogada bulunduguna inanmayanlar
olabilir. Bu diisiinceyi de paylagmiyorum. Bu béliimde modern
matematigin bir zorunluluk oldugunu savunacagim.

Modern matematik matematik tarihinden soyutlanarak ele
alinirsa, modern matematigin yapay bir ugrag alan oldugu ka-
nisina varilabilir. Giiniimiiziin soyut matematiginin bir zorun-
luluk oldugunu anlamak igin matematik tarihini incelemeliyiz.
Ciinkli matematigin her kavram daha 6nce tanimlanmig bagka
kavramlardan kaynaklanmir ve bulunan her yeni kavram bagka
kavramlarin bulunmasina neden olur. Matematigin her kav-
raminin bir temeli, bir gegmisi, varolugunun bir gerekgesi vardar.
Higbir matematik¢i durup dururken yeni bir kavram tiretmez.
Matematikgilerin tanimladiklari her kavram bir gereksinim so-
nucudur.

Ornegin, dogru ve gember kavramlarindan egri kavrami, egri
kavramindan stireklilik, limit ve tiirev kavramlari, bu kavram-
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lardan sonsuz kiigiik kavrami, sonsuz kiigiik kavramindan son-
suz biiyiik kavrami dogar. Sayilar kavramindan polinom ve ci-
sim kavramlari, bu kavramlardan grup kavrami dogar. Uzaklik
kavramindan topolojik uzay kavrami, topolojik uzay ve tiirev
kavramlarindan gokkatl (manifold) kavram: dogar.

Bir 6rnek daha vereyim. Diyelim ilkel bir toplum 20’ye degin
saymasini biliyor ve 20’den biiyiik sayilar i¢in “gok” terimini
kullaniyor. Bu ilkel toplumun 21, 22, 23 sayilarin1 zamanla 6g-
reneceginden kugkumuz olmamali. 20’ye dek sayabilmek belli
bir zekanin gostergesidir. 20’ye degin sayabilen bir toplumun
21’1 Ogrenemeyecegini diigiinemeyiz. Bu ilkel toplum gel za-
man git zaman 21’i, 22’yi, 23’li 6grenecek, hatta “art1 17 kav-
ramimna ulagacaktir. Arkas: kendiliginden gelir. “Art1 1”7 kav-
ramina ulagan bir toplum kolaylhkla evrendeki “pargacik” sa-
yisindan daha biiyiik sayilara ulagir. Oysa evrende boyle bir
say1 fiziksel olarak yoktur, ama “art1 1” soyutlamasi bu sayiy:
“yaratir”. Fiziksel olarak evrende bulunmayan bu ¢ok biiyiik
sayllardan “sonsuz” kavramina varmak zor degildir.

Ben gercekten de “sonsuz” ve “art1 17 soyutlamasina eris-
mek igin 20’ye degin sayabilmenin yeterli olduguna inaniyorum.
20’ye degin sayabilen toplumlarin, salt bu kavramlar degil, ne
derece soyut olursa olsun, her matematiksel kavrami bir zaman
sonra bulacagina inaniyorum.

Yukarida, her kavramin bir bagka kavramdan dogdugunu
soyledim. Biraz daha ileri gideyim: Matematikgi tanimlayacagi
kavramlar kargisinda tamimlanmaya hazir bulur. Dahaca ta-
mmlanmamig kavramlar matematikginin kagitlar arasindan si-
ritir. Bu kavrami gérmek matematikgi igin bir zaman sorunu-
dur. Ornegin “asal say1” kavram tamsayilarla ugragan herke-
sin kargisina ¢ikar. Asal say1 kavrami bir matematik¢inin durup
dururken birdenbire buldugu bir kavram degildir. Say1 kavrami
asal say1 kavramini i¢inde tagir. Sayilar1 anlamak isteyen her
akilh yaratik, asal say1 kavramin1 bulmak zorundadir.

Her matematiksel kavram daha 6nce bulunmus matematik-
sel kavramlardan kaginilmaz olarak dogar.

Bunun diginda, matematiksel kavramlar kendilerini mate-
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matigin salt bir dalinda gostermezler. Aym kavram, birbiriyle
ilintisiz gibi goriinen birgok aragtirmada, birgok matematik da-
linda ortaya cikabilir. 7 sayis1 buna giizel bir 6rnektir. 7’nin
rastlanmadig1 matematiksel konu yok gibidir.

Sonug olarak, modern matematigin dogada varoldugunu ka-
nitlamak i¢in, nokta gibi, dogru gibi, 1,2,3 gibi, 0 ve 7 gibi,
sonsuzluk gibi temel matematiksel kavramlarin dogada varol-
duklarim kamitlamam gerekiyor. Matematigin bu basat kavram-
larinin dogada varolduklarim kamtlayabilirsem, bu kavramlarin
zorunlu bir sonucu olan ¢ok soyut matematiksel kavramlarin da
dogada olduklarin1 kamtlamig olacagim.

7. Matematik Dogada Vardir. Dordiincii bolimde, mate-
matigin gozlemledigimiz dogay1 yorumladigini savundum. Sim-
di bu yorumun zorunlu oldugunu, bir se¢enegimizin olmadigin
savunacagum. Matematik s6z konusu oldugunda, dogay: nasil
yorumlamamiz gerektigini doga kendisi bize s6ylemektedir. Ce-
sitli yorumlardan birini segmek s6zkonusu degildir.

Yukaridaki, “dogada bir elma yoktur” diiglincesini ele ala-
hm. “Doga” sbzciigii ¢ok kisith bir anlamda anlagildiginda bu
diigiince dogru olabilir. Dogada bir degil, bir¢gok elma oldugu
ve hatta her elmanin her an degistigi, elmayla ortam arasinda-
ki sinirin tam olarak bilinemeyecegi savunulabilir. Dolayisiyla,
“bir elma” yoktur denilebilir.

Ancak bu doga anlayisim kabul ettigimizde, doga, pargalara
ayrilamayan, durmadan degigen, bir tiirli gozlemlenemeyen ve
kavranamayan, elle tutulmaz, dille anlatilmaz, yaziyla betim-
lenmez bir biitiin olur. Hatta boyle bir doga anlayigindan do-
gada doganin kendisinden bagka hicbir geyin olmadigl sonucu
cikabilir. Eger doga gercekten anlagilamayan bir biitiinse, o za-
man bir sorun yok. Ama doganin hi¢ de anlagilamayan bir gey
oldugunu sanmiyorum. Barajlarla selleri, paratonerlerle yildi-
rimlar1 6nliiyoruz. Yergekimini yeterince anlamig olmaliyiz ki,
ugaklar, jetler, fiizeler yapip yergekimine kargi gelebiliyoruz.

Dolayisiyla bu doga anlayisi pek dogru olmamali. Dogay:
anlamak demek, doganin biitiin sirlarina erigmek demek olma-
mall. Her ne denli doga hala daha gizemliyse de, dogay: bi-
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raz olsun kavrayabiliyoruz. Matematik, dogay: -yaklagik olarak
bile olsa- anlamamiz saghyor. Teknolojik geligmeler bunun bir
kanitidir.

Doga yalnizca gordiiklerimiz, duyduklarimiz, kokladiklari-
miz, duyumsadiklarimiz degildir. Doganin bize sezdirdikleri de
vardir. Ornegin, matematiksel dogru dogada fiziksel olarak bu-
lunmayabilir, ama dogru diigiincesi (kavram) dogada vardir
ve doga bize dogru kavramim sezdirtir. Upuzun bir agag, de-
nizle gokyiiziinii aywran c¢izgi, giines 1gmmlan dogru kavramim
fisildarlar. Bal peteginin hiicreleri matematiksel altigeni, gece
gordigimiiz yildizlar matematiksel noktayi, ay, glines ve geze-
genler matematiksel gemberi ve kiireyi fisildarlar. Gezegenlerin
yoriingesi elipsi ve genel olarak egriyi fisildar. Gegen giinler,
mevsimler ve yillar, bir ormandaki agaclar, bir bitkinin yap-
raklari, 1,2,3 gibi say1 kavramlarim fisildarlar. Bu fisilt1 biz
insanlardan bagimsiz vardir. Bu fisiltiy1 duyabilecek varlik ol-
masa da fisilt1 vardir.

Dogada “Iste!” diye gosterebilecegimiz bir “bir” olmayabi-
lir. Ama doga bize “bir” kavramm fisildar. Avustralya ve Af-
rika’min yerlileri de, Aztekler de, Inkalar da, Bat1 kiiltiiriiyle
tanmigmamig olmalarina kargin, 1’i, 2’yi 3’i bulmusglardir. De-
mek ki doganin bu fisiltisim1 duymak yalmzca bir uygarhiga
ozgi degildir, her uygarlik bu fisiltiy1 duyabilir.

Ar peteginin her hiicresi kusursuz bir altigen olmayabi-
lir. Ama ar1, peteginin hiicresini yaparken hiicrenin altigen ol-
masina ¢ahgir. Sabun kopiigii mitkemmel bir kiire olmayabilir,
ama sabun kopiigii miikemmel bir kiire olmaya ¢algir. Son-
suz kiigiik sayilar fiziksel olarak olsa da olmasa da, bu sayilar
dogada diiglince/fisilt1 olarak vardirlar, 6rnegin durmadan kii-
glilen ama higbir zaman sifir olmayan 1/2,1/3,1/4,1/5. .. dizisi
bize sonsuz kiigiigl anlatir ya da anlatmaya calgir.

8. Sonug. Sonug olarak, en temel matematiksel kavramlarin
acgiklamaya galigstigium anlamda dogada bulunduguna inaniyo-
rum. Ve matematigin en derin, en soyut kavramlarinin doga-
nin bize sundugu en temel kavramlardan bir zorunluluk sonucu
dogduguna inamyorum. Ayrica her kavramin bagrinda bagka
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kavramlar barindirdigina inaniyorum.

Matematik, matematikgilerden ve insanlardan bagimsiz ola-
rak vardir. Pisagor dikii¢ggenleri yaratmamigtir, kesfetmistir. Ga-
lois, gruplar yaratmamuistir, kesfetmistir. Noether, halkalarn ya-
ratmamigtir, kegfetmistir. Hilbert, Hilbert uzaylarin1 yaratma-
mugtir, kegfetmigtir...

Matematigin evrenselligine inamyorum. Kanima gore ma-
tematik, hem insanlardan hem de belli bir kiiltiirden ve uygar-
hktan bagimsizdir.

Yanlhg anlagilmak istemem: Askeri amaglarla yapilan mate-
matiksel aragtirmalar matematigin belli bir dalimin erken ge-
lismesine neden olabilir; Argimet gibi, Gauss gibi, Newton gibi
dehalar kigisel gabalariyla matematigin daha gabuk geligmesini
saglamig olabilirler; hatta, ataerkil bir toplum olmasaydik, gii-
niimiiziin matematigi biraz daha degisik olabilirdi. Bunlar: yad-
simiyorum. Gene de her diigiinen toplumun bugiin bildigimiz
matematigi er ya da geg bulacagina (kesfedecegine) inaniyorum.

Kisacas1 matematigin dogada bulunduguna inaniyorum.

9. Hardy’nin Diisiinceleri. Boylesine 6nemli bir konuda son
s6zii soylemek bana diigmez. Unli matematik¢i G. H. Hardy’nin
konumuzla ilgili yazdiklarim aktararak bitireyim yazim’:

Fiziksel gergekle maddi diinyayi; gecesi gindiizii olan,
depremleri olan, Ay ve Giines tutulmalan olan diinyay;
fiziksel bilimlerin anlatmaya gahstig1 diinyay: kastediyo-
rum. [...] Benim igin ve sanim ¢ogu matematikgi igin
“matematiksel gergek” diye tamimlayacagim bagka bir
gercek vardir. Bu matematiksel gercegin niteligi hakkin-
da gerek matematikgiler gerek felsefeciler arasinda her-
hangi bir uzlagma yoktur. Bazilarina gore “zihinsel”dir
ve onu bir bakima biz yaratiriz; digerleri ise onun bizim
disimizda ve bizden bagimsiz oldugu kamsindadir. Ma-
tematiksel gercegin ne oldugunu, inandiric1 bir gekilde
agiklayabilecek bir kimse metafizigin en zor problemle-
rinin ¢ogunu ¢ézmiig olurdu. [...] Benim inancima gore,

"Bkz. [G. H. Hardy, Bir Matematikginin Savunmasi, Bolim 22,
Ceviren Nermin Arik, TUBITAK Popiiler Bilim Kitaplan Dizisi 3, 1994].
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matematiksel gerceklik bizim digitmizdadir; bizim iglevi-
miz onu bulup gikarmak ya da gozlemektir; ispatladi-
gimiz1 veya tumturakh sozlerle yarattigimizi soyledi-
gimiz teoremler; gozlemlerimizden ¢ikardigimiz sonug-
lardan ibarettir. Bu goriig Platon’dan bu yana bir gok
iinlii filozof tarafindan da benimsenmistir.

Hardy, aym kitabin 24’iincii boliimiinde matematiksel ger-
ceklikle fiziksel gergekligi kargilagtiriyor:

[...] matematiksel objeler [nesneler], cok daha goriindiik-
leri gibidirler. Bir iskemle veya bir yildiz hig¢ de goriin-
diigii gibi degildir; tizerlerinde ne kadar ¢ok diigiiniirsek,
gorintiileri de, duyularimizdan kaynaklanan bir sis igin-
de, o Olgiide netligini kaybeder, bulaniklagir. Buna kar-
siik, “2” veya “317”nin duyularla iligkisi yoktur; yakin-
dan inceledigimiz 6lgiide 6zellikleri daha da berraklasir.
[...] plir matematik, tiim idealizmin c¢arpip battig1 bir
kayadir. 317 bir asaldir; biz 6yle diigiinliyoruz diye, veya
kafa yapimiz su ya da bu gekilde oldugu igin degil; ¢iin-
kii Oyledir, clinkii matematiksel gergegin yapisi bu.






Kanit Nedir?

Higten var etmek insanogluna ozgii bir nitelik degildir. Ornek:
Un, seker ve yag olmadan helva yapilmaz. Yeni bir gey elde
etmek igin var olan bagka geylerden hareket etmek gerekir.

Bir seyi bagka bir seye doniistiirebiliriz belki ama yokluktan
varhk yaratamayz.

Nasil yoktan bir gey var edemezsek, higbir sey bilmeden de
yeni bir gey bilemeyiz. Belli bir temele dayanmadan bir gercege
ulasamayiz. (Burada bilmekten kastim, bagkasimi dogruluguna
ikna edebilecegimiz bilgidir. Ornegin Descartes’in “diigliniiyo-
rum demek ki varim” 6nermesi bilginin burada kullandigim an-
lamindaki kapsam alanina girmez.)

Cok verilen gu 6rnegi ele alalim: Hi¢ Macarca bilmedigimizi
varsayalim, ama tek kelime bile bilmiyoruz... Anlamini bilmek
istedigimiz Macarca bir sozciik var. Ve sadece Macarcadan Ma-
carcaya bir sozllige sahibiz. Bu sozliige bakarak Macarca bir
sozcligiin anlamim 6grenecegiz... Bagka higbir segenegimiz ol-
madigindan Macarca sozliikkte o sozciigi bulup tanimina ba-
kalim. Tamim da Macarca tabii. Ama tek kelime Macarca bilme-
digimizden tanimi anlamiyoruz. Bu sefer tanmimdaki sozciikleri
ariyoruz sozliikte. Bunlarin da tanimlar Macarca... Clinkii s6z-
liilk Macarcadan Macarcaya... Bu sefer bu tanmimlardaki s6zciik-
leri ariyoruz sozlitkte. Bu boyle siirekli siirer gider. S6zlitk sonlu
oldugundan, bir zaman sonra ikinci kez ayni sozciige rastlariz,
yani bir s6zciigiin anlamimm bilmek i¢in o s6zciigliin anlamin
bilmemiz gerektigini anlariz...
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Macarca bir sozciigiin anlamim1 Macarcadan Macarcaya bir
sozliige bakarak anlayabilmemiz igin en azindan birkag Macarca
sozciik bilmeliyiz. Macarcayr bu sozliige bakarak sokebilmek
igin bilmemiz gereken sozciiklere -bir anlamda- Macarcanin ak-
siyomlar1 adms verebiliriz.

Matematik benzer nedenden aksiyomatik bir ugrag dahdir,
bagka tiirlii olamaz. Matematik¢i baz1 s6zciikleri anlamadan ve
baz1 6nermeleri kamtlamadan kabul etmeli, yoksa yeni teorem-
ler elde edemez.

Matematikte dogru kabul edilen -dogru olan demiyorum!-
onermelere matematigin aksiyomlar1 denir.

Herkes aym aksiyomlar1 kabul etmek zorunda degildir el-
bet. Degisik aksiyomlarla degisik matematikler elde edilebilir.
Ancak matematikgilerin gogunlugunun kabul ettigi bir aksiyom
sistemi vardir ve birkag mantikg1 diginda herkes bu aksiyom sis-
teminde gahgir.

Diyelim elimizde bir dizi aksiyom var. Bu aksiyomlardan
yola c¢ikarak matematik yapacagiz, yani teoremler elde edece-
giz... Aksiyomlardan biri, 6rnegin, “x = z” diyebilir. Bunun
gibi sonlu ya da sonsuz sayida aksiyonumuz var. Bu aksiyomlar:
kullanarak bir teorem elde edecegiz...

Nasil yapmal?

Dogru oldugunu kabul ettigimiz (bildigimiz demedim! Bir
kez daha!) 6nermelerden yeni bir 6nerme nasil elde edilir?

Bunun bir kurali olmali. Un, seker ve yagdan helva yapmak
icin bile “unu yagda kavuracaksin” gibi bazi komutlar gereki-
yor...

i§te, eski 6nermelerden yeni 6nerme elde etme yontemlerine
matematikte ¢ikarsm kurallart denir. Hig gckarim kural ol-
madan hicbir yere gidemeyiz, aksiyomlardan Gteye gecemeyiz,
en az bir ¢itkarim kural gerekir.

Cikarim kurallarii biri disinda hepsini aksiyomlara ekleye-
biliriz, ama en az bir ¢itkarim kural elimizde bulunmali, yoksa
sadece aksiyomlarla yetinmek zorunda kaliriz.

Matematikgilerin ¢ogunun kabul ettigi matematik tek bir
cikarim kuralina indirgenebilir. O ¢ikarim kuralina da modus
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ponens denir. Latince “dogrulama kipi” demek olan modus
ponens’e gore eger o ve a — [ Onermelerini biliyorsak (ya da
bu 6nermeler kamtlanmigsa) o zaman (3 6nermesini de biliyoruz
demektir. Daha giinliik bir dille ifade edelim: modus ponens,
“eger a dogruysa ve a dogru oldugunda B dogru oluyorsa, o
zaman [ da dogrudur” der. Ornegin modus ponens sayesinde,

Ayse ¢argambalari okulda olur

ve
bugin Carsamba
onermelerinden
Ayse bugin okulda

onermesini gikarabiliriz.

Ayse carsambalan okulda olsa da olmasa da, bugiin gar-
samba olsa da olmasa da, “Ayge ¢cargambalar: okulda olursa ve
bugiin ¢arsambaysa, Ayse bugin okuldadir” 6nermesi dogrudur.
Modus ponens sayesinde...

Modus ponens, a ve a — 3 dnermelerinden yeni bir 6nerme
(B 6nermesini) gikarmamiz1 saglar. Boylece a ve o — 3 Oner-
melerini igeren bilindikler listesine 5 6nermesini de ekleyebiliriz.

Cikarim kuralim degistirme hakkina sahipiz elbette, ama
o zaman ¢ogunluk matematikginin kabul ettigi matematigin
disinda bir matematik yapmig oluruz. Nitekim baz mantikgilar
degisik ¢ikarim kurallar1 kullanarak matematik yaparlar. Eger
aksiyomlarimz ve gikarim kurallariniz standart degilse, bunu
makalenizin baginda belirtmeniz gerekir ki teoremlerinizi hangi
matematik sisteminde kamitladiginiz daha makalenin baginda
kolayca anlagilsin.

Genel olarak gikarim kurallan goyle ifade edilir: “Eger a;,
..., a Onermeleri teoremse o zaman su 6nerme de bir teorem-
dir.” Modus ponens orneginde k = 2 ve modus ponens aynen
sunu soyler: “Eger a ve a — [ birer teoremse o zaman [ da
bir teoremdir.”
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Diyelim bir aksiyom sistemi ve en az bir ¢ikarim kurah kabul
ettik. Simdi bir teoremin ne demek oldugunu gorelim. Once
kanat’in tamimim yapalim. Bir kamt her seyden 6nce sonlu bir
onermeler listesidir. Diyelim g6yle:

3]
Q3

Qp

Bu listenin bir kamt olmas: igin su kosul gerekir: Listedeki her
a;, ya bir aksiyomdur ya da listede a;’den daha once yer alan
a’lardan bir ¢gikarim kuraliyla elde edilmistir.

Eger ¢ikarim kurali olarak sadece modus ponens’i kabul eder-
sek, o zaman kamttaki her «; 6nermesi ya bir aksiyom olmak
zorundadir ya da j, k < ¢ icin a;; 6nermesi ay — a; olmaldir.

Bir kanitin en son 6nermesi, yani an bir teorem’dir; a;,
as, ..., an listesi de a, Oonermesinin bir kanatadir.

Kamtin ilk onermesi (o) yani) bir aksiyom olmak zorun-
dadir. Modus ponens’i uygulamak i¢in a ve @ — S gibi iki
onerme gerektiginden, gikarim kurali olarak sadece modus po-
nens’i kullanan bir matematik sisteminde, her kanitin ilk iki
Onermesi, a; ve a2 yani, aksiyom olmak zorundadirlar.

Goriildiigii gibi her aksiyom bir teoremdir, tek satirlik bir
teorem hem de. i§te a aksiyomunun tek satirhik kaniti:

o

Eger a ve a — (3 6nermeleri birer aksiyomsa, o zaman § Gner-
mesi bir teoremdir, i¢ satirlhk kamti olan bir teorem:

a
a—f

B

Bir sonraki eglenceli 6ykiide ingiliz mantikgisi ve Unli Alice
Harikalar Diyarinda’nin yazari Lewis Carroll, modus ponens’i
Asil’le kaplumbagaya kamitlattirmaya caligir. Tabii bu, bagka
bir gikarim kurah olmadan imkansizdir. Bu imkansizligin sun-
dugu komikligi somiiriiyor Lewis Carroll.



Kaplumbaga Asil’e
Ne Dedi?

Lewis Carroll!

Asil, Kaplumbaga’ya yetisip sirtina rahatga yerlesgti.

— Yani sen gimdi yarig pistinin sonuna geldin, 6yle mi? diye
sordu kaplumbaga?. Sonsuz sayida araliktan olugmasina rag-
men... Hani ¢ok bilmig biri bunun miimkiin olmadigim kamtla-
migt1, ne oldu?

— Sonuna geliniyor, dedi Asil, iste geldim bile, bagardim!
Yiirtimek yeterliymis meger... Mesafeler siirekli azaliyordu, do-
layisiyla...

— Ama ya mesafeler siirekli artiyor olsaydi? diye boldi Kap-
lumbaga. O zaman halin nice olurdu?

— O zaman m1? O zaman ben burada olmazdim ki... diye
miitevazi bir gsekilde cevap verdi Asil, sen de bu arada bu kap-
lumbaga hizinla diinyay: birkag kez turlamig olurdun herhalde!

— Aman efendim... Beni gimartiyorsunuz... Ikimiz bir miyiz,
siz ne de olsa bir kahramansimz! Ister misin sana simdi gogu in-
sanin iki ii¢ adimda sonuna varacagim diigiindiigli, ama aslinda
sonsuz sayida araliktan olusan, iistiine istliik her biri bir 6nce-
kinden daha uzun araliklardan olugan bir pist tanimlayayim?

— Vallahi ¢ok isterim! diye cevap verdi Yunanh savasggi, aym
anda migferinden kocaman bir not defteri ve kalem gikararak.

! Asli Nesin tarafindan ingilizceden gevrilmigtir. Yazi 1895’te Mind der-
gisinde yayimlanmgtir.
2Zeno’ya ve paradoksuna gonderme. Bkz. sayfa 55-61.
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(Yunanh savaggilarinin o devirde cepleri yoktu pek.) Bagla... Ve
litfen yavag konug! Steno heniiz kesfedilmedi!

— Ah ah... Oklid’in su gilizelim Birinci Onermesi... diye dal-
gn dalgin mirildand1 Kaplumbaga. Oklid’i sever misin?

— Delicesine! Simdilik yani... Yiizyillar sonra yayimlanacak
bir makale ne kadar sevilebilirse o kadar severim!

— Simdi, o Birinci Onerme’deki akil yiiriitmenin sadece bir
boliimiini alalim - sadece iki adimini ve bu iki adimdan ¢ika-
rilan sonucu. Bir zahmet defterine yaz liitfen. Ve daha sonra
kolayca gonderme yapabilmek i¢in bu onermelere A, B ve Z
diyelim:

(A) Aym seye esit olan iki sey birbirlerine egittir.

(B) Bu tggenin iki kenar: ayni geye egit olan iki geydir.

(Z) Bu tiggenin iki kenary birbirlerine egittir.

Oklid okurlar1 Z’nin A ve B’nin mantiksal sonucu oldugunu,
dolayisiyla A ve B’yi dogru kabul edenin Z’yi de dogru kabul
etmek zorunda oldugunu kabul ederler herhalde?

— Kuskusuz... En geng liseli bile -tabii lise diye bir sey 2000
yil sonra icat edilecegi zaman- bunu kabul eder.

- Hatta A ve B’nin dogrulugundan kusku duyan bir okur
bile bu akil yiiriitmeyi gegerli kabul eder, 6yle degil mi?

— Tabii... Boyle bir okur olabilir... “Eger A ve B dogru ol-
saydr Z de dogru olurdu” varsayimsal onermesini kabul eden
ama ne A ne de B’yi kabul eden bir okur olabilir. Béyle biri
Oklid’i birakip futbola yonelse bence iyi eder...

— Peki tam tersi olamaz mi, yani “A’y1 ve B’yi dogru kabul
ediyorum, ama varsayimsal énermeyi kabul etmiyorum” diyen
bir okur ¢tkamaz mi?

— Miimkiindiir... Cikabilir... O da futbola y6nelmeli bence.

— Ve bu okurlarin higbiri mantiksal olarak heniiz Z’yi dogru
kabul etmek zorunda degil, 6yle degil mi?

— Aynen 0Oyle, diye onaylad: Asil.

— Tamam... Simdi beni ikinci tiir bir okur olarak goriip
Z’nin dogru olduguna mantiksal olarak beni ikna et...

— Futbolcu bir kaplumbagaya cattik desene!
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— Biraz absiirt olurdu tabii, diye Asil’in alaym kesti Kap-
lumbaga. Konudan sapma liitfen. Once Z, sonra futbol!

— Seni Z’yi kabul etmeye mecbur etmem gerekiyor 6yle mi?
dedi Asil diigiinceli diigiinceli. Sen simdi A’y1 ve B’yi kabul
ediyorsun ama varsayumsal 6nermeyi...

— C diyelim ona, dedi Kaplumbaga.

Asil kaldig1 yerden devam etti:

- ... ama

(C) A ve B dogruysa o zaman Z de dojrudur

onermesini kabul etmiyorsun.

— Evet, durum aynen bu, dedi Kaplumbaga.

— O zaman senden C’yi kabul etmeni rica ediyorum.

— Deftere not ettigin anda kabul ederim, diye cevap verdi
Kaplumbaga, daha 6nce degil! Defterde daha bagka neler var?

— Birkag am sadece... Kendimi kanitladigim savaglardan kal-
ma... dedi Asil heyecanh bir gekilde sayfalar karigtirarak.

— Ohooo... Bir siirii bog sayfa var! dedi Kaplumbaga negeli
bir tonla. Hepsine ihtiyacimiz olacak!

Asil iirperdi.

— Hepsine mi?

— Evet... Simdi dedigimi yaz:

(A) Aym seye egit olan iki ey birbirlerine egittir.

(B) Bu tiggenin iki kenari ayni seye egit olan iki seydir.

(C) A ve B dogruysa o zaman Z de dogrudur.

(Z) Bu tggenin iki kenar: birbirlerine egittir.

— Ona (Z) degil, (D) demen gerekir aslinda, dedi Agil. Ote-
kilerden hemen sonra geliyor glinkii. A, B ve C’yi kabul edersen
Z’yi kabul etmek zorundasin.

— Niye zorundaymigim Kki...

— Ciinkii bu onlarin mantikli bir sonucu. Eger A, B ve
C dogruysa Z de dogrudur. Bunu da tartigacak halin yok
herhalde...

— “Eger A, B ve C dogruysa Z de dogrudur...” diye diigiince-
li bir gekilde tekrar etti Kaplumbaga. Bak bunu bilmiyordum...
Bu da bagka bir varsayim galiba, 6yle degil mi? Ve eger bunun
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mantigim kavramiyorsam, A, B ve C’yi kabul edip gene de
Z’nin dogrulugunu reddedebilirim, 6yle degil mi?

— Edersin, diye kabullendi saf kahraman... Esi benzeri olma-
yan bir kalin kafalilik g6stermig olursun ama... Tabii boyle bir
sey gene de miimkiin. O zaman senden bir varsayimsal 6nerme
daha kabul etmeni isteyecegim.

— Tabii, yazdigin anda kabul ederim. Ona,

(D) A, B ve C dogruysa, Z mutlaka dogrudur.

diyelim. Defterine girdin mi bunu?

— Girdim! diye bir seving ¢ighg att1 Asil kalemin kapagim
kapatarak. Ve nihayet bu ideal yarig pistinin sonuna geldik! A,
B, C ve D’yi kabul ettigine gore tabii ki Z’yi kabul ediyorsun!

= Oyle mi acaba? diye masum bir sesle sordu Kaplumbaga.
Bunu agikhiga kavugturalim hele bir... Ya ben A, B, C ve D’yi
kabul edip de hala daha Z’yi reddediyorsam?

— O zaman Mantik bogazim sikip zorla kabul ettirir, dedi
Asil bir zafer edasiyla. Mantik sana der ki, “Bagka yolun yok.
Madem A’y1r B’yi, C’yi ve D’yi kabul ettin Z’yi de kabul etmek
zorundasin.” Dolayisiyla bagka ¢aren kalmadi, gérdiin mii?

— Mantik bana bir gey soyleme litfunda bulunuyorsa eger,
o zaman o sey deftere yazilacak kadar degerlidir, dedi Kap-
lumbaga. Dolayisiyla defterine girig yap liitfen. Ona,

(E) A, B, C ve D dogruysa Z de dogrudur.

diyelim. Ben bu 6nermeyi kabul edene kadar, Z’yi kabul etmek
zorunda degilim. Dolayisiyla bayag gerekli bir adimmisg, degil
mi?

— Anhyorum, dedi Asil. Sesinde hafif bir hiiziin vardi.

Burada (bu hikayeyi) anlatan adamin bankada ¢ok acil bir
igi ¢ikt1, ve olay mahaline aylar sonrasina kadar bir daha ug-
ramadi. Aylar sonra oradan gegtiginde ise Asil dayamkh Kap-
lumbaga’nin sirtina oturmus, dolmasina az kalmig olan defte-
rine hala yaziyordu. Kaplumbaga,

— O son adim1 da yazdin m1? Yanlg saymadiysam bin birinci
oldu bu. Ve daha milyonlarcas: var... diyordu.



Matematik ve Sonsuz

Gerek konugma vermeye gittigim okullarda, gerek bana gelen
okur mektuplarinda, 6grenci ve 6gretmenlerin matematikteki
sonsuzluk kavramim pek iyi bilmediklerini gézlemledim. Orne-
gin, birgok kisi,

e Sonsuz eksi sonsuz,

e Sonsuz bolii sonsuz
gibi iglemlerin yapilabilecegi samyor. Kimisi de “sonsuz eksi
1”in bir say1 oldugunu saniyor, yani sonsuzdan hemen 6nce bir
say1 olduguna inaniyor.

Bu yazida, matematikte kullanilan sonsuzluk kavramina bi-
raz agiklik getirmek istiyorum.

“Sonsuz” dendiginde, genellikle, ¢ok uzakta, taa Gtede, ula-
silamayacak bir yer diigliniiliir. Genel olarak, “sonsuz” sozcii-
gli bir yer adiymig gibi kullanilir. Bursa gibi, Balikesir gibi,
Fransa ya da Amerika gibi... Bursa’yla Sonsuz arasindaki tek
ayrim, Sonsuz’a hi¢ ulagilamamasidir.

Kimi zaman da, “sonsuz” dendiginde ¢ok biiyilik bir miktar
akla gelir, sayillamayacak kerte biiyiik bir miktar... Bu ikinci
anlam, “sonsuz”un matematiksel anlamina daha yakindir.

Giinliikk yasamda kullanilan anlamda bir “sonsuz”’un ger-
cekte (dogada, evrende, uzayda...) olup olmadig) ayn bir tar-
tigma konusudur. Belki de “sonsuz”, imgelemin bir iirtiniidiir
ve dogada yoktur. Ama bizim konumuz, sonsuzun varlig ya
da yoklugu degil, tanmimi. Biraz daha agayim: “Sonsuz”un ne
demek oldugunu tamimlamak bagkadir, “sonsuz”un var olup ol-
madigim kanmitlamak bagka. Yani, kavramin tanimiyla varlig
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bambagka sorunsallardir.

Ben, bu yazida daha ¢ok “sonsuz”un matematiksel tani-
miyla ilgilenecegim. Konumuz felsefe degil. Yazinin sonunda,
matematikte sonsuzun varligi konusuna goyle bir deginecegim.

Yukarida, “sonsuz” sozciigiine giinliik yagamda verdigimiz
anlamdan kisaca s6zettim. Matematikte “sonsuz”un bambagka
bir anlami vardir. Giinliik yagsamda kullanilan “sonsuz”un tam
ne demek oldugunu pek iyi bilmiyorsak da, matematikte “son-
suz” sozciigliniin kesin bir anlami vardir.

Popiiler matematik yazilarimin birgogunda, giinliik yasam-
da kullamilan “sonsuz” kavraminin bu belirsizliginden yarar-
lanip paradokslar sundum okura. Bu paradokslar bugiin artik
birer paradoks degilse de, pek yakin bir zamana dek para-
dokstular. Ciinkii matematigin “sonsuzluk” kavrami 19’uncu
yizyillin sonuna dek agik segik bilinmiyordu. “Sonsuz” konu-
sunda biiylik bir kargasa vardi. Kerli felli adamlar ”sonsuz”
kavram iizerinde birbirleriyle anlagamiyorlar, bu ayriliktan do-
lay1 birbirlerine kiisiiyorlardi. Kiimeler kuraminin gelismesiyle
birlikte (Georg Cantor sayesinde), matematikte “sonsuz”un ne
anlama gelmesi gerektigi anlasildi.

Matematikteki “sonsuz” kavramina agiklik getirilmesinin pif
noktas: sudur: “Sonlu”nun ne demek oldugunu anlarsak, “son-
suz”’un da ne demek oldugunu anlariz, giinkii ”sonsuz”, “son-
lu”nun karsitidir, sonlu olmayana sonsuz deriz!.

Matematikte “sonsuz” bir sifattir, bir ad degildir.
Nasil “sonlu” bir sifatsa, matematikte kullamilan “sonsuz” da
bir sifattir. Sonsuz, sonlunun kargitidir. Matematikte sonlu ol-
mayana sonsuz denir.

Adina “sonsuz” denilen matematiksel bir nesne yoktur. Ama
sonsuz matematiksel nesneler vardir.

1Bu tammin “sonsuz”u gergekten tanimlayabilmesi igin, “sonlu”nun ne
demek oldugunu bilmemiz gerekir. Matematikte “sonlu”nun birgok tani-
m1 verilebilir. Biitiin bu tamimlar birbirleriyle egdeger tanmimlardir elbette.
Yani bir tanim igin sonlu olan kiime, bir bagka tanim igin de sonludur. Bu-
rada, matematikte “sonlu”nun tanimini vermeyecegiz. Okurun, bu tanim
sezgisiyle bildigini varsayacagiz.
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Nasil “sar1”, “yesil”, “uzun”, “sicak” birer sifatsa, matema-
tikteki “sonsuz” sozcigi de bir sifattir.

Matematikte, ad1 “sonlu” olan bir nesne olmadig gibi, “son-
suz” diye de bir nesne yoktur.

Yineliyorum: Matematikte, “sonlu” ve “sonsuz” sozciikleri
birer sifattir. Ornegin, “sonlu say1” terimindeki “sonlu” sézcii-
gl “say1” s6zciigiini niteler. Bunun gibi, “sonsuz say1” terimin-
deki “sonsuz” sozcligii “say1”yi niteler. (Matematik boliimiinde
okumamig bir okurun sonsuz say1 kavramini, hatta sonlu say1
kavramini da, bildigini sanmiyorum.)

Matematikte 5 bir nesnedir. 1 de bir nesnedir. Dolayisiyla
5ten 1’i qikarabiliriz ve 4 nesnesini buluruz.

Ama “sonsuz”’, bir nesne olmadigindan, matematikte co —
1 diye bir nesne yoktur ve oo — 1’in yazilmamas: gerekir. Bir
sifattan bir nesne gikaramayiz.

Bu kavram karnigikliginin suglusu ogrenciler degil, elbette...
Ogrenci higbir zaman suglu olamaz ve her zaman hakhdir! Lise
ogrencilerine, bugiinkii egitim sistemimizde, “sonsuz”un tam
matematiksel anlami anlatilamaz. Bugiinkii egitim sistemimiz-
de, din bilgisi gibi, savunma bilgisi gibi, trafik bilgisi gibi, ticaret
gibi ¢ok daha “yararl” ve sig dersler okutulmaktadir. Ogrenci-
ler haftada 4 saat matematik goriirlerse ne ala!

Egitim sistemimizin oldugu kadar biz matematikgilerin de
sugu var bu kavram kangikliginda. Matematikgiler, “sonsuz”u
cogu kez bir ad gibi kullanirlar. Ornegin, sanki sonsuz bir yer
adiyms gibi, “n sonsuza gittiginde” derler. Hatta gormiigsiiniiz-
diir, lim,_,o yazarlar. Bu tiimcecikte, “sonsuz” sanki bir yer
adiymig gibi kullanilmig. Yanhg! Matematikte “sonsuz” diye bir
yer yoktur.

Asil suglu oo simgesi. Ortadgretimde, matematiksel simge-
ler genellikle nesneler i¢in kullanilir. Bogkiime bir nesnedir ve
simgesi @’dir 6rnegin. Oysa oo simgesi, bir nesnenin simgesi
degildir.

Bu yiizden “n sonsuza gittiginde” dememek gerekir. Onun
yerine, “n durmadan biiyiidiigiinde, yani her tamsayiyi bir siire
sonra agtiginda” demek daha dogru olur.



Matematikgiler,

Sonsuz eksi sonsuz, oo — 0o
Sonsuz bélii sonsuz, co/oco

demez ve yazmazlar. Yazdiklarinda da bunun ne demek oldu-
gunu agiklamak zorundadir. Ama kimi zaman, matematikgi,

oo+1 =00
co—1 =00
o0+ 00 =00
00/2 =00
2X00 =00

yazabilir. Burada, matematikginin sdylemek istedigi,

e Sonsuz art1 1, sonsuza esittir

e Sonsuz eksi 1, sonsuza esittir

e Sonsuz art1 sonsuz, sonsuza esittir

e Sonsuz bolii 2, sonsuza esgittir

e Iki kere sonsuz, sonsuza esittir degildir. Matematikgi si-
rasiyla sunlar s6ylemek istiyordur:

e Simirsiz biiyiiyen bir degigskene 1 eklersek, elde ettigimiz
degisken de durmadan biyiir,

e Sinirsiz biiyiiyen bir degiskenden 1 gikarirsak, elde ettigi-
miz degigsken de durmadan biiyiir,

o Iki degigken durmadan biiyiiyorsa, o degiskenlerin toplam
da durmadan biiyiir,

e Sinirsiz biiyiiyen bir degigkeni ikiye bolersek, gene siirsiz
biiyiiyen bir degigsken elde ederiz,

e Sinirsiz biiyiiyen bir degigkeni ikiyle carparsak, gene si-
nirsiz biiyliyen bir degisken elde ederiz.

Ta eski Yunanlilardan beri, matematikgiler ve filozoflar “son-
suz” ve “sonsuzluk” iizerine kafa yormusglardir. Gegen yiizyilda,
matematigin sonsuzluk kavramim Alman matematik¢i Georg
Cantor bicimsellegtirdi. Cantor’a gore sonsuz bir sifattir. O giin
bugiin, matematikgiler “sonsuz’u ad olarak degil, sifat olarak
kullanirlar.
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Matematikte sonsuz bir nesnenin? varlig konusuna gelin-
ce...3

Matematikte sonsuz bir nesnenin varlig (boyle bir nesne-
nin varhgim kabul eden bir aksiyom olmadan) kamtlanamaz.
Ote yandan matematikgiler “sonsuz” nesnelerden sézedebilmek
isterler. Matematikgi sonlu nesnelerle baktiginda, kimi zaman
sonsuzu goriir gibi olur, yani “sonsuz,” sonlunun arasindan ken-
dini gosterir, kendini belli eder. Dolayisiyla matematikgi sonsuz
nesnelerin varligim kanitlayamasa da, sonsuz nesnelerden soze-
debilmek ister. Bir 6rnek vereyim:

0, 1, 2, 3, 4 gibi dogal sayilar sonlu matematiksel nesneler-
dir. Peki, ya bu dogal sayilardan olugan nesne? Yani

{0,1,2,3,4,5,6 ...}

nesnesi? Bu nesnenin sonsuz oldugunu (yani sonsuz tane ele-
man igerdigini) biliyoruz. Biliyoruz ama, matematikte boyle bir
nesne var midir? Yani bu nesne, matematikte soziinii edebi-
lecegimiz bir kiime midir?*

Bu nesnenin bir kiime oldugu matematigin en basit aksi-
yomlariyla kamtlanamaz.

Madem varlhigimi kamtlayamiyoruz ama 6yle bir nesnenin bir
kiime olmasini istiyoruz, biz de matematikte boyle bir kiime-
nin oldugunu varsayariz, yani bu nesneyi kiime yapacak bir ak-
siyomu matematige sokariz... Boylece, matematikte sonsuz bir
kiime belirir... Daha 6nce yoktu, bir aksiyomla var ettik!

Ve bu aksiyomu kullanarak matematikte sonsuz bir nesne-
nin varhgim kantlamig oluruz.

Dogada sonsuz bir nesnenin olup olmadig: tartigmasini okur-
lara ve filozoflara birakiyorum. (Bu konudaki diisiincelerimi,
Matematik ve Doga baghkh yazisinda agiklamigtim.)

2“Kiimenin” demek istiyorum.

3Dikkat: “Sonsuz” adi verilen bir nesneden s6z etmiyorum, eleman sayisi
sonsuz olan bir kiimeden s6z ediyorum.

4Matematikte kiime olmasini arzu ettigimiz her nesneyi kiime varsa-
yarsak, matematikte bir celigki elde ederiz. Matematik ve Korku adl
kitabimdaki Bertrand Russell'n Paradoksu yazisi bu konuyu iglemektedir.






Sonsuzdan éteye
Saymak

Ilk insanlarm sayilar1 bulmasi kolay olmamstir herhalde. Bu-
lunan ilk nicelik kavramlar1 “az” ve “¢ok” olmali. Daha sonra
“iki”yi bulmug olmalilar. “Bir” sayisi, “iki” bulunduktan sonra
bulunabilir ancak. “Iki” bulunmamssa “bir”in gerekliligi kav-
ranamaz. En azindan bana &yle geliyor.

Yazinin daha bulunmadig) eski g¢aglara geri doniip insan-
lik tarihinde sayilarin nasil bulundugunu, say1 saymanin hangi
evrelerden gectigini bilemeyiz. O giinlerden bugiine bir ipucu
kalmasina olanak yoktur. Ama yakin gegmiste gozlenebilen il-
kel kabilelerin say1 kavramlar: incelenebilir. Yani, tarih yerine
etnografi ad1 verilen bilim dalindan yararlanlabilir.

Cocuklari sayabilen, ancak bagka nesneleri sayamayan il-
kel kabilelere rastlanmigtir. Avustralyali bir kabilenin yerlileri
ancak lice kadar sayabilirken, dokuz gocuga kadar “sayabiliyor-
lard1”. Su yontemi kullamyorlardi: Her aile ilk gocuguna hep
aym ad1 veriyordu. Ikinci, iigiincii ¢ocuklarmna da... Bdylece,
aile bireyleri aksam toplandiginda, anababa gocuklarini “say-
madan” hepsinin orada olup olmadigimi anlayabiliyordu.

Bugiin, ¢ogu ¢ocuk say1 kavraminin bilincine varmadan say-
maya baglar. Kiigiikk cocuklar, ona kadar ezbere sayabilirler
ama beg elmay1 saymay1 beceremeyebilirler. Bu, biraz da egitim
sistemimizin ezbere dayali oldugunun bir kanitidir. (Belki de
egitimde ezber gercekten gerekiyor... Kimbilir!)

Paraguay’da yasayan ve kendi dillerinde ancak dorde kadar
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sayabilen bir kabileye, Ispanyol iggalciler Ispanyolca saymasi-
n1 6gretmigler. Ancak kabile liyeleri nesneleri sayarken o denli
yaniliyorlarmig ki saymanin ne demek oldugunu bildikleri pek
sOylenemezmis. Daha da ilginci, bu aym kabilenin tiyeleri, dérde
kadar bile saymay1 beceremezken, siiriilerinden bir hayvan kay-
boldugunda yaygaray: kopariyorlarmis.

Buna benzer ilging 6rnekler ¢oktur. Ornegin, her tiirlii nes-
neyi en az ona kadar sayabilen, ancak bu sayma iglemini saydig:
nesnelere dokunmadan yapamayan kabileler de vardir. Ya sa-
yarken bir yandan da viicudunun gesitli yerlerine dokunmak
zorunlulugunu duyan kabilelere ne denir? Ona kadar saymak
i¢in, genellikle sol elin bag parmagindan baglayarak sag elin
kiiciik parmagna kadar birer birer dokunurlar. Ondan biiyiik
sayilar i¢in ayak parmaklar: kullanilir. Bu kabilelerden daha da
ilkelleri ilk beg sayidan sonra bileklerine, dirseklerine, omuz-
larina dokunurlar. “Cok sayis1” igin saglarini gésteren kabileler
de biliniyor.

Bu orneklerden su gikiyor: Sayilar: nesnelerden soyutlamak
pek kolay olmamgtir. “Bir elma, iki elma” dan, “bir, iki” ye gegis
kiigiimsenmeyecek bir soyutlama giicii gerektirir.

Altidan yukan sayamayan aritmetigi zayif bir bagka kabi-
lenin reisligine en fazla biiyiikbag hayvam olan kisiyi getirir-
lermis. Hayvanlar nasil sayarlard: diye merak ediyor insan. Ki-
min daha fazla hayvam oldugunu bulmak igin saymaya gerek
yoktur kil Hayvanlar kargilagtirmak yeterlidir. iki adaymn hay-
vanlar1 yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar birer
birer gikarilir. Agil ilk bosalan se¢imi kaybeder.

Bir bagka kabilenin insanlari, ancak “bir, iki, ¢ok” diye sa-
yabilirken, tek sayilan ¢ift sayillardan ayirtedebiliyorlarmig. Sa-
bah, coban koyunlarin1 agildan ikiger ikiger gikarirmig. En sona
bir koyun kalirsa tek sayida koyuna, iki koyun kalirsa ¢ift sayida
koyuna sahip oldugunu anlarmig. Aksam koyunlar1 agila gene
ayni yontemle sokarmis. Ornegin sabah ¢ift sayida koyunla ev-
den gikip aksama tek sayida koyunla eve donerse koyunlarinin
kayboldugunu anlarmig. Bu yontemle, siiriiden ¢ift sayida ko-
yunun eksildigi anlagilamaz elbet. Bu ¢obanin siiriisiine her giin
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bir koyun eklesek, ¢oban koyunlarim kayboluyor diye kahrolur
herhalde...

Belli ki insanlik sayilar1 bulana dek az ¢ekmemis... Roma-
hilar bile, sayilarn bilmelerine karsin, rakamlan islemlere Oyle-
sine elverigsizdi ki, matematikte hicbir ilerleme gésteremediler.
Romen rakamlariyla bir toplama yapmaya kalkin, ne demek is-
tedigimi hemen anlarsiniz. Neredeyse toplamin sonucu 6énceden
bilinmeli ki iglem yapilabilsin.

En zor bulunan say1 sifir sayisidir. Olmayan nesneleri say-
mak insanin aklina kolay kolay gelmez. Sifir bulunduktan sonra
bile insanlar sifirn hakkin tam olarak verememiglerdir. Simdi
bizim igin sorun olmayan 108 sayisi, yakin zamana degin in-
sanlik i¢in bir bag agrisiydi. Sifiry, 1 ile 8 sayis1 arasina koymayi
uzun siire akil edemediklerinden sifirin yerini bog birakirlardi.
Dolayisiyla 18, 108 ve 1008 arasindaki farki anlamak zor olurdu.

Bugiin sayilarla 6ylesine hagir nesiriz ki, yeni sayilar imgele-
yebiliriz rahathkla. Birazdan yeni “sayilar” bulacagiz. Bu yeni
sayilar Oylesine rahatlikla bulacagiz ki, tarihte gekilen zorluk-
larla kargilagtirinca, soyutlama ve imgeleme yolunda insanhgin
aldigy yol daha iyi anlagilacak.

Basglayalim saymaya: 0,1,2,3,4,5,... Hi¢ durmadan say-
may siirdiiriirsek sayilarin sonunu getiremeyiz. Sayilarin sonu
yoktur. Sayilarin sonu yoktur ama &yle bir say1 diigiinelim ki
bildigimiz biitiin sayilardan daha biiyiikk olsun (ve bildiginiz
biitiin sayilardan biiyiik sayilarin en kiigiigii olsun). Bu pek
Oyle zor degil. O sayiya bir ad vermek yeterli. w (yani “omega”)
olsun yeni sayimizin adi. w sayis1 bildigimiz biitiin sayilardan
daha biiyiik. 5 binden, 10 binden, 100 binden, milyondan, mil-
yardan, bildigimiz her sayidan daha biiylik bu w sayisi. w, bir
bakima sonsuz bir say1. Bildigimiz sonlu dogal sayilardan daha
biiyiik bir say:.

w saywisimi bulduk, belki de yarattik. w’dan sonra ne gelir?
w ~+ 1 gelir elbet! Daha sonra da w+2, w+ 3, w+4, ... Simdiye
degin buldugumuz sayilar1 yazalm:

0,1,2,34,...,u,w+l,w+2, w+3, w+4,...

Nasil 0, 1, 2, 3, 4, ... sonlu sayillarindan sonra w’ya toslamis-
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sak,
wyw+l,w+2,w+3w+4 ...

sayilarindan sonra da w+w sayisina toslariz. Bu sayiy1 2w olarak
kisaltalim®. 2w sayisindan sonra,

2w+1,2w+ 2, 2w+ 3, 2w+ 4, ...

sayilan gelir. Ya bu sayilardan sonra? 2w + w gelir elbet. Bu
sayly1 da 3w olarak kisaltabiliriz. Bu boyle siirer. Yavasg yavag
4w, 5w da bulunur. Buldugumuz sayilar bir kez daha altalta
yazalim:

0 1 2 3 4
w+l w+2 w+3 w+4
2w 2w+1 2w+2 2w+3 2w+4
3w 3w+1 3w+2 3w+3 3w+4
qw dw+1 dw+2 4w+3 4dw+4

w, 2w, 3w, 4w sayllarindan sonra saymay biliyoruz. Sagina
+1, +2, ... gibi simgeler koymak yetiyor. Bu w'nin “katlarn”
olan

w, 2w, 3w, 4w, ...

sayillarindan sonra, w’nin hangi kati1 gelir? Nasil 1, 2, 3, 4, ...
sayilarindan sonra w geliyorsa, w, 2w, 3w, 4w, ... gibi w’nin ¢ar-
pimlarindan sonra ww gelir. Bu son ww sayismi w? olarak kisal-
talim. w?’den sonra w? + 1 geldigini artik biliyoruz. Daha sonra
da

WCH2 w43 w4, W+,

gelir. Arkasindan w? 4+ w. Sonra
2 2 2
wtw+l,w'tw+ 2, wtw+3, ...

Ta ki w? + 2w’ya gelene dek... Okur siirdiirebilir saymay1. w? +
3w'ya varacaktir ister istemez. Sonra w? + 4w'ya. Saya saya

!Bu say1 matematikte 2w degil, 2w olarak yazilir. Bu yaz: igin boyle bir
ayrim 6nemli olmayacak.
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w?+w?’ye, yani 2w?’ye gelecektir. Bir zaman sonra 3w?, 4w? yo-
lumuzun iistiine gikacaktir. Gide gide ww?'ye variriz. Bu sayiya
w3 diyelim.

w, w?, w3, ... Derken w* gelir. Bir zaman sonra,

@), @), @ @)t

. 2 . .
sayilarina rastlanz. Bunlan (w*)*, yani w*” izler. Kimse dur-
) o . s . 3. 4
durmadigina gore siirdiirelim saymayi. w* , w* sayilarina var-
. w
mamiz1 kimse engelleyemez, dolayisiyla w”" sayisina da variriz.
Sonra

? w

o k!
W, wY

gibi sayilar gelir. Bu boyle siirer ve w’lardan bir kule elde ederiz:

Bu sayiya ¢y adim verelim. w® = ¢q esitligi gegerlidir. Daha da
devam edebiliriz ama her giizel seyin bir sonu olmali! Burada
duralim.

Devam etmek isteyen okurlar, ileride gikacak olan Kiimeler
Kuram adl kitabimizin ordinaller konusunu okusun.
Kaynakga
[B] L. Brunschwicg, Les Etapes de la Philosophie Mathématique, A.
Blanchard, Librairie Scientifique et Technique, Paris, 1972, sayfa 9.

[E] Edward John Eyre, Journals of Expeditions of Discovery into

Central Australia and Overland from Adelaid to King George’s
Sound (1840-1841), 2 cilt, Londra, 1845, sayfa 324.






Russell Paradoksu

I. Giris. Bu yazida, gegen yiizyil baginda matematigi sarsan,
hatta derin bir krize sokan bir paradokstan s6zedecegiz. Ama
once paradokslara genel bir bakig atacagiz. Bilinen paradoksla-
ra bulunan g¢oziimlerden sozedecegiz.

Matematigin temellerinin degigmesine neden olan paradok-
su tinlii Ingiliz filozofu ve matematikgisi Bertrand Russell (1858-
1932) bulmusgtur. Russell paradoksunu paradoks olmaktan kur-
taran kiimeler kuramin1 daha sonraki yazilarda kismen de olsa
agiklayacagiz.

II. Yamyam Paradoksu. Bilinen bilmecedir. Yamyamlar bir
mantikg yakalarlar. Mantikgiya soyle derler:

- Biz her yakaladigimiz yabanciy1 yeriz. Kimini haglayip
kimini kizartip yeriz. Avimiza bir soru sorariz. Avimiz soruyu
dogru yanitlarsa haglariz, yanhs yanitlarsa kizartiriz.

Dedikleri gibi de yaparlar. Mantikgiya bir soru sorarlar.
Mantikg bir siire diigiindiikten sonra soruyu yanitlar. Yanit:
duyan yamyamlar ne yapacaklarim sagirirlar. Yamt Oylesine
akillica bir yamttir ki, yamyamlar mantik¢iy1 ne haglar ne de
kizartabilirler. Yamyamlar mantik¢iya ne sormuslardir, mantik-
¢1 soruyu nasil yanmitlamigtir?

Yamyamlar mantikgiya su soruyu sormuslardir:

— Seni haglayip mi, yoksa kizartip m1 yiyecegiz?

Mantikg soyle yanitlamigtir:

- Kizartacaksiniz!

Bu soru ve yamtla, mantik¢ ne haglanir, ne de kizartilir.

Bir an, mantik¢ginin kizartilacagim varsayalim. O zaman
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mantikginin yamiti dogru olur. Ama yamit dogru oldugundan
-yamyamlarin kendi kurallarina gore- mantikginin haglanmasi
gerekmektedir. Demek mantikg kizartilamaz.

Kizartilacak Yanit dogru

Yanit yanhg Haslanacak

Simdi de mantik¢inin haglanacagim varsayalim. O zaman
mantik¢inin yanit1 yanhg olacak. Yamt yanhs oldugundan da
mantik¢inin kizartilmas: gerekmektedir. Demek mantikg hag-
lanamaz.

Yamyamlar tam bir kisir dongiiye girmiglerdir. Kizartsalar
haglamalar gerekecek, haglasalar kizartmalar!

Sonug olarak mantikg: kurtulur!.

Bu gibi durumlar “paradoksal” olarak nitelendirilir. “Sag-
ma” bir durumdur. Ciinkii mantikg ya kizartilacaktir ya hagla-
nacaktir; bunu 6nceden biliyoruz. Ayrica yamyamlarin sordugu
soruya yamt olarak iki secenek vardir: Sorunun yamti ya dogru
ya yanhs olmalidir, bunu da biliyoruz. Oysa yukaridaki soru-
nun yanit1 ne dogru ne yanhgtir; daha dogrusu yamt dogruysa
yanhs, yanhgsa dogrudur. Yani yanitin dogrulugu ya da yanhs-
hig1 yanitin yanhghg ya da dogruluguna baghdir!

Bu paradoks nasil ¢oziiliir, yani geligki nasil giderilir? Soyle:
Oykiide anlatildig gibi bir boy yoktur. Yani, yakaladiklar1 her
yabanciy1 yiyen ve yukaridaki yontemle yiyen bir boy yoktur.

Bu ¢oziime kimi okur kars: gikabilir. Matematikgileri elin-
deki oyuncag sevmeyip kiran, bilmecesini ¢ozemeyip yirtan
mizikg1 ¢ocuklara benzetebilir. Ama bu, matematikgilere hak-
sizlik olur. Soyle diigiinelim: Bilmecede su su ozelliklere sa-
hip bir boy vardir diyoruz. Oyle bir boyun olabileceginden ilk

!Eger mantikgi, "haslayacaksimiz,” diye yanitlasaydi, yamyamlar man-
tikqiy: istedikleri gibi yiyebilirlerdi, ister haglar, ister kizartirlard:i ve bir
celigki dogmazda.
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bagta kugsku duymayabiliriz, ancak goriiyoruz ki boyle bir bo-
yun varligh bizi geligkiye gotiiriiyor. Dolayisiyla boyle bir boy
olamaz.

III. Berber Paradoksu. Yukaridaki paradoksa benzer para-
doks ¢oktur. Iste bir tane daha:

Koyiin birinde bir berber varmig. Bu berber, o koyde ken-
dini tirag etmeyen herkesi tirag edermis, kendini tirag edenle-
riyse tirag etmezmis. Soru su: bu berber kendini tirag eder mi,
etmez mi? Kendini tirag etmezse, kendini tirag etmeyen herkesi
tirag ettiginden, kendini tirag etmeli. Kendini tirag ederse, ken-
dini tirag edenleri tirag etmediginden, kendini tirag etmemeli.

Cozium yukandaki gibi: Boyle bir berber olamaz.

IV. Kataloglar Paradoksu. Bu yiizyilin baginda matema-
tikgileri derin diisiincelere salan paradoksa ge¢gmeden once, o
paradoksun bir benzerinden s6zedelim.

Matbaanin bulunusundan sonra kitap sayis1 ¢ogaldi dogal
olarak. Ik kez ne zaman kataloglara gereksinildigini bilmiyo-
rum, ama bir gin gereksinildi. Kitaplar ¢ogalinca, kataloglar
da cogaldi. Kataloglar gogalinca kataloglarin da kataloglan ya-
pilmaya baglandi.

Baz kitap kataloglan kendi adlarim dizelgelerine (listeleri-
ne) almazlar, baz kataloglarsa alirlar (katalog da bir kitap degil
midir!) (")rnegin kirmizi kapakh kitaplar katalogunun kapagi
kirmiz: olacaksa katalog kendi adim1 dizelgeye alir, yoksa almaz.
200 sayfadan az kitaplar katalogu 200 sayfadan az olacaksa ka-
talog kendi adim kataloga alir, yoksa almaz?. Bir yayincinin
aklina “kendi adini igermeyen kataloglar katalogu” yapmak ge-
lir. Bir sorun gikar ortaya. Bu hazirlanmakta olan katalog kendi
adim igermeli midir, igermemeli midir? Kendi adim igerse, ka-
talogun tiriinden dolay: (kendi adim igermeyen kataloglar ka-
talogu), adim icermemesi gerekir. Kendi adimi igermese, yine
katalogun tiiriinden dolay: (kendi adim icermeyen kataloglar
katalogu), kendi adin igermesi gerekir.

2Katalog kendi adim aldigindan dolay1 sayfa sayisi artip 200 sayfay:
agarsa ve kendi adim almadig takdirde 200 sayfay:r agmiyorsa ne olacak?!
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Bir paradoks daha! Nasil ¢6zecegiz? Hazirlanmasi bitme-
mig bir katalogun katalog sayillamayacagim 6nermek bir ¢oziim
midir? Degildir (ama ¢bziime yaklagir), ¢iinkii hazirlanmakta
olan katalogun adim1 “kendi adim igermeyen, yayimlanmig ya
da hazirlanmakta olan kataloglar katalogu” diye degistirirsek
paradoks ortadan kalkmig olmaz.

Biz su ¢oziimii 6nerecegiz: Boyle bir katalog yapillamaz. Yu-
karidaki ¢éziimlerde de oldugu gibi tanmimlanan nesnenin ola-
mayacagim one siirdiik3.

Boyle bir sey yapilabilir, ama yapilan bu sey bir katalog
degil, olsa olsa bir matalog olur.

V. Matematikte Celigki. “Matematikte geligki” kavram ta-
rih boyunca degigmistir. Yunanllar, v/2 sayisinin kesirli say:
olmadigim anlayinca, 6nce geligkinin dogada var oldugunu san-
miglar, daha sonra omuz silkip kesirli olmayan sayilarin varligim
kabul etmek zorunda kalmiglardir.

Dinsel ve felsefi inanglarin da matematikgileri geligkide bi-
raktig1 olmugtur. Ornegin, sonsuz kavrami birgok matematikgi-
yi “geligkiye” diiglirmiigtiir. Zenon’un inli paradokslarimin her
biri “sonsuz” kavramimdan kaynaklanmigtir.

Inang ve sezgilerle matematigin celigmesi, giiniimiizde kulla-
nilan anlamiyla, matematikte bir geligki degildir. Bugiinkii an-
lamiyla matematikte geligki, matematiksel bir tiimcenin hem
dogrulugunun hem de yanhghgimin kamtlanmasidir. (")rnegin
bugilin matematikte kabul edilen aksiyom ve kanitlama yontem-
leriyle 2 # 2 tiimcesini kamtlayabilirseniz o zaman bir geligki
elde etmis olursunuz (giinkii “2 = 2” tiimcesi matematikte bi-
linen bir teoremdir!)

Matematikte geligki var midir? Bu soru matematikgileri uzun
yilar (30 kadar yil) zorlamigtir. 1931°de Kurt Gédel matema-
tikte geligkinin olmadigim1 kanitlamamizin olanaksiz oldugunu
kamtlamigtir. Godel’in bu teoreminden matematikte geligki ol-
madig1 sonucu gikmaz. Godel yalmzca matematigin celigkisiz

3“Diinyamin En Giizel Kataloglar1” adinda bir katalog var! ABD’de
cikan bu katalogun varhigini rahmetli Prof. Dr. Nazif Tepedelenlioglu'ndan
Sgrendim.
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oldugunun kamtlanamayacagim kamtlamgtir*. Yazimizin geri
kalan boliimiinde -sonradan giderilen- matematiksel bir geligki-
yi (paradoksu) konu edecegiz.

VI. Russell Paradoksunun Tarihgesi. Yukarida soziinii et-
tigimiz paradokslarin bir benzerini iinlii matematik¢i ve filo-
zof Bertrand Russell 1901’de, daha heniiz 28 yasindayken bul-
mustur [R1, sayfa 101-107]. O giiniin matematiginin geligkiden
yoksun olmadigini gosteren bu paradoks tahmin edilecegi gibi
matematigi ve matematikgileri sarsmig ve onlar1 matematigin
temelleri iizerine daha derin diigiinmeye zorlamigtirS.

Russell paradoksunun ortaya ¢ikigi oldukcga trajiktir. Yaz-
madan edemeyecegim. Modern mantigin kurucularindan sayi-
lan Alman matematikgi ve mantikg Frege 1893’'te Aritmeti-
gin Temelleri adl {inlii yapitinin birinci cildini [Frel] yayim-
lamigtir. Bu yapitinda Frege aritmetigi saglam temellere daya-
nan bir kiimeler kuramma indirgemek istemistir. Ikinci cildin
[Fre2] yazilmas: oldukg¢a zaman alir. Belki de bu gecikmenin
nedeni, matematikgilerin aligik olmadiklar bir dilde yazilan bi-
rinci cildin Frege’nin umdugu ve gormesi gereken ilgiyi gérme-
mesidir. 1902’de yapitin ikinci cildinin yazilmas1 tamamlanmig

4Matematikte geligki nasil giderilir? Matematigi degistirerek! Yani
matematikte kabul edilen aksiyomlari ve gerekirse kanmit yontemlerini
degistirerek.

5 Aslinda matematikte ilk ciddi geligkiyi bulan Bertrand Russell degildi.
1897'de Burali-Forti (1861-1931) adinda bir italyan Russell paradoksu-
nun bir benzerini bulmustu [BF]. Burali-Forti paradoksundan Russell'in
haberi vardi. Hatta 1903’te Russell bu paradoksu ortadan kaldirdigim
sanmgt1 yanhghkla [Bertrand Russell, The Principles of Mathema-
tics, 1. cilt, Cambridge University Press, Cambridge, ingiltere 1903, sayfa
43]. Bu yaymnindan iki yil sonra, Russell, Burali-Forti paradoksunun ko-lay
kolay giderilmeyecek 6nemli bir paradoks oldugunu kavramg ve paradoksu
ortadan kaldirmanin yollarim aramigtir [Bertrand Russell, On some dif-
ficulties in the theory of transfinite numbers and order types,
Proceedings of the London Mathematical Society 4 (1905) 29-53]. Russell
¢oziime tipler kuramin bularak ulagmigtir [Bertrand Russell, Mathema-
tical logic as based on the theory of types, American Journal of
Mathematics 30 (1908) 222-262]. Neden bugiin Burali-Forti paradoksunun
Russell paradoksu kadar taninmig olmadigini bilmiyorum. Belki de Russell
paradoksunun daha kolay anlagilir oldugundandir.
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ve baskiya verilme agamasina gegilmistir, hatta belki baskiya da
verilmigtir. Iste tam bu sirada, 54 yagindaki Frege, 30 yasindaki
Russell’dan “Sevgili Meslektag” diye baglayan 16 Haziran 1902
tarihli bir mektup alir [H, sayfa 124-5]. Bu mektupta Russell,
Aritmetigin Temelleri’nin birinci cildini okudugunu, ¢ok yarar-
landiginy, gok sevdigini belirtir, Frege’yi goklere gikarir, ikinci
cildi dort gozle bekledigini sdyler. Mektubun ortalarinda da
buldugu paradoksu agiklar. Frege mektubu okudugunda ugra-
dig1 diigkirikliginin boyutunu tahmin etmek zor olmasa gerek.
Cok emek verdigi yapit1 ve yagsamin adadigl, temelini kurdugu-
nu sandig bilim birden yokolup gitmistir. Kitapta temel degi-
siklikler yapmasi icin ¢ok gectir. Bir sonsoz yazmakla yetinmek
zorunda kalir. Frege, Russell'n mektubunu 22 Haziran 1902
gini yanitlar, yani Russell’’'n mektubunu yazdig1 giinden tam
alt1giin sonra [H, sayfa 127-8]. Bu ¢ok ilging mektuptan alintilar
sunmak istiyorum:

Sevgili Meslektas,

16 Haziran tarihli ilging mektubunuz igin ¢ok tegekkir ede-
rim. Benimle ¢ogu konuda ayni digincede olmaniza ve ¢aligma-
me ayrintilariyla tartigmak istemenize sevindim. fstejiniz uze-
rine agadida adlarina bulacagvmiz yayinlarim: yolluyorum. |...]

Sizin elinizle yazildiginy sandigim bos bir zarf geldi posta-
dan. Galiba bana bir sey gondermek istemigtiniz ve o sey yan-
liglikla kayboldu. E ger kuskum dogruysa inceliginiz i¢in tesekkir
ederim. Zarfin on yuzini mektubuma ligtiriyorum. |[...]

Buldugunuz celiski beni ¢ok biyik saskinliga -belki biyik
tzuntiye demek daha dogru olur- ugratts, ¢inki aritmetik ku-
ramant dayandirdigim temeli sarsti. Bana oyle geliyor ki |...]
besinci kuralim yanhs (20. bolim, sayfa 36), 31. bolimde sun-
dugum agiklamalar [yeterli degil]. Durum éylesine ciddi ki, 5.
kuralin yanlighgs, salt 6ne sirdiugim temeli sarsmakla kalmayor,
galiba aymi zamanda aritmetigin saglam bir temele dayandiri-
lamayacagim da gésteriyor. |...]

Her durumda bulugunuz ¢ok dnemli ve -gimdilik bir mijde
niteligini tagimasa da- ileride mantikta biyik ilerlemelere ne-
den olabilir. |...]
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Grundgesetze 'nin® ikinci cildi yakinda ¢ikacak. Kitabin so-
nuna buldugunuz ¢celigkiden s6zeden bir ek yazacagim elbet. Keg-
ke dogru bakis agisina sahip olsaydvm”.

Saygularimla,
G. Frege

Frege kitabinin sons6ziiniin baginda soyle yazar:

Bir biliminsanu igin, yapite biter bitmez temellerinin yikal-
masindan daha korkung bigey digiunilemez. Yapit tam baskiya
hazirlanirken Bay Bertrand Russell’dan aldigim bir mektup beni
iste bu duruma soktu.

VII. Russell Paradoksu: Yazinin bundan sonrasinda Rus-
sellln bu paradoksunu agiklamaya calisacagiz®.

Kiime kavrami, Yunanhlardan beri agag yukar biliniyordu.
Daha sonra Alman Matematikgi Georg Cantor (1845-1918) kii-
meler kuramini matematiksel olarak ortaya atti. O zamanlar
bir nesnenin kiime olabilmesi i¢in birtakim kosullarin gerektigi
daha bilinmiyordu. Akla gelebilecek tiim nesnelerin bir kiime
olusturabilecegi saniliyordu. Hele kiime gibi ¢ok “dogal” bir
kavramin giiniin birinde matematigi celigkiye diisiirecegi akilla-
ra hi¢ gelmiyordu. 19’uncu yiizyilin sonuna dek, matematikgiler
gordiikleri, diigtinebildikleri her matematiksel nesne toplulugu-
na kiime adim vermekten ¢ekinmediler. Tam sayilar kiimesi,
¢ift sayilar kiimesi, bir diizlemin noktalar kiimesi, bir diizlemin

5[Frel, Fre2).

"Mektubun ash Almanca. Yukaridaki gevirim [H)'deki ingilizce geviri-
den. Son tiimce ingilizce’ye gOyle cevrilmis: ”If only I had the right point
of view for that!” Tam ne anlama geldiginden emin degilim bu tiimce-
nin. Iki anlama gelebilir: Ya Frege kitabim yazarken Russell paradoksunu
diigiinemedigine hayiflamyor ya da ek olarak ne yazacagim bilmiyor.

8Russell paradoksu, Bertrand Russelldan bagimsiz olarak Zermelo
(1871-1953) tarafindan da asag yukari aym tarihlerde bulunmustur.
1908’de yayimlanan bir yazisina [Z1] Zermelo §byle bir dipnot diigmiigtiir:
”"Bu paradoksu ben de Russell’dan bagimsiz olarak bulmug ve 1903’te
aralarinda Profesor Hilbert’in de bulundugu birka¢ matematikgiye bil-
dirmigtim.”
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egrileri kiimesi, bir diizlemin dikdortgenler kiimesi, bu kiime-
lerin bilegimi, bir kiimenin altkiimeleri kiimesi... Her topluluk
bir kiime olugturabilirdi. Hatta tiim kiimeler toplulugu bile...
Kiime kavrami o zamanlarin matematikgileri igin sezgisel bir
kavramdi. Yillar boyunca matematikgiler bir kiimenin olugmasi
icin kisitlayici kosullara gerek gérmediler. Biz de, simdilik, kii-
meyi bu anlamda alalim: Herhangi bir 6geler topluluguna kiime
ad1 verilir. Bakalim bagimiza neler gelecek.

Eger = bir kiimeyse, z kiimesinin belli bir 6zellige sahip
Ogeleri bir bagka kiime olustururlar. z kiimesinin bir altkiime-
sidir bu yeni kiime. Ornegin, dogal sayilar kiimesi N’'nin “cift
olma” 6zelligini tagiyan 6geleri, 2N olarak simgelenen ¢ift dogal
sayllar kiimesini olugtururlar.

Tim kiimelerin bir kiime olugturdugunu varsayalim. Bu
kiimeye x adim verelim?. z kiimesi “evrendeki” tiim kiime-
leri igeriyor. Yukaridaki N kiimesini de, 2N kiimesini de... Yani
N € z ve 2N € z matematiksel tiimceleri dogru tiimcelerdir.
Daha genel olarak, eger ¢ herhangi bir kiimeyse, “¢ € ” mate-
matiksel tiimcesi dogrudur. x de bir kiime oldugundan, “z € z”
matematiksel tiimcesi de dogrudur. Demek, = kendi kendisi-
nin bir 6gesi. Ote yandan, N kiimesi kendi kendisinin bir 6gesi
degil, glinkii N kiimesinin 6geleri dogal sayillar ve N bir dogal
say1 degil. Demek ki “N € N” matematiksel tiimcesi yanhg ve
“N ¢ N” matematiksel tiimcesi dogru.

Simdi z kiimesinin “kendini igermez” &zelligini tagiyan 6ge-
lerinden olusan altkiimeyi ele alalim. Bu kiimeye y adim ve-
rirsek, y, kendini icermeyen kiimeler kiimesidirl®. Yani y’nin
ogeleri kendini 6ge olarak icermeyen kiimeler. C)rneéin, yukari-
daki paragrafa gore, z ¢ y, ama N € y.

Matematiksel olarak y’nin tanimi goyle verilir:

y={z€zx:2¢z}

9Kataloglar katalogu gibi, z de kiimeler kiimesi.
104 kiimesi, kendi adim igermeyen kataloglar katalogu gibi, kendi kendini
Oge olarak igermeyen kiimeler kiimesi.



Russell Paradoksu 105
Yani her z igin,
zEYSzE€ETVEeZE 2

6nermesi dogrudur. Eger z’nin bir kiime oldugu biliniyorsa,
sagdaki z € x kogulu kaldirabiliriz. Demek ki her z kiimesi
icin,

zeEyezdz
o6nermesi dogrudur. Burada z yerine y alalim, y bir kiime oldu-
gundan buna hakkimiz var:

YEYLSYEyY

onermesini elde ederiz. Bu, bariz bir geligkidir.

Matematik yerine edebiyat tercih edenler igin: Sorumuz su:
y kiimesi, y’nin bir 6gesi midir? Yani y kiimesi kendisinin bir
ogesi midir? Once y'nin kendi kendisinin bir 6gesi oldugunu,
yani “y € y” matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu varsa-
yalim. Eger y, y’nin bir 6gesiyse, o zaman y, y’nin bir 6gesi
olmamaly, ¢iinkii y, bu tiir kiimeleri, yani kendisinin 6gesi olan
kiimeleri igermiyor. Simdi de y’nin kendi kendisinin 6gesi ol-
madigini, yani “y € y” matematiksel tiimcesinin dogru oldugu-
nu varsayalim. O zaman (y kiimesinin tanimina gore) y, y’nin
bir 6gesi olmali. Her iki durumda da bir geligki elde ettik.

Iste Bertrand Russell'n paradoksu.

VIIIL. Celiski Nasil Giderildi? Bu paradoks, kiimeler kura-
minin 6biir paradokslan gibi, bugiin ortadan kalkmigtir. Kiime-
ler kuramim degigtirmek, daha saglam temellere oturtmak ge-
rekmistir bunun icin. Bertrand Russell, paradoksu ortadan kal-
dirmak amaciyla, 1908’de tipler kurami adi verilen bir ku-
ram ortaya atmigti!l. Tipler kurami kiimeleri derecelendirir.
(")rnegin, dordiincii dereceden bir kiimeyi tanimlamak igin an-
cak birinci, ikinci ve iiglincii dereceden kiimeler kullanilabilir.
Boylece yukarida z adim verdigimiz, “tiim kiimeler kiimesi”

1[R3). Tipler kuramina benzer bir kuram [R1]'de de vardir. Ancak Rus-
sell bu konuda diigiincelerini bir siire terkedip, [R2]’de paradoksu ¢6zmenin
(ya da yok etmenin) bagka yollarin1 aramigtir.
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diye bir kiime matematikte yasaklanmig olur ve Russellin pa-
radoksu paradoks olmaktan gikar. Yani Russell akla gelen her
nesnenin kiime olmasim yasaklayarak, matematigi degistirmis,
(simdilik) geligkisiz bir matematik yaratmigtir. Unlii Fransiz
matematikgisi Poincaré’nin de dedigi gibi, kurtlardan korumak
i¢in siiriiniin gevresine bir ¢it ¢ekilmistir, ancak, birazdan da
gorecegimiz gibi, ¢itin i¢cinde kurt olup olmadigini bilmiyoruz.

Russell'in tipler kuraminda galigmak matematikgilere zor
gelmigtir. Ornegin bu kuramda iki kiimenin esit oldugunu kanit-
lamak igin bin dereden su getirmek gerekir. Matematikgiler zor
olan higbir geyi sevmediklerinden, tipler kuramim daha basit
bir kuramla degigtirmiglerdir!?2.

IX. Matematikte Celigki Var midir? Daha 6nce de be-
lirttigimiz gibi bugiinkii matematik sisteminde geligki olmadi-
gim kamtlayamayiz!3. Goédel kamtladi bu olanaksizhigi. Peki,
matematikte bir giin geligki bulunursa ne olur? Celigkisine bagh
elbet... Ama matematikgilerin genel kanisi su: Gelecekte bir giin
matematikte bir geligki bulunursa, bu geligki aksiyomlarda ufak
tefek bir iki degisiklikle giderilebilir; olasi bir geligki Matema-
tik’i yikamayacag) gibi, sarsamaz bile, olsa olsa goyle biraz tit-
retir.

12K {imeler kuramimnin aksiyomlarina kapsama diizenlemesi (comprehen-
sion scheme) adi verilen bir aksiyom eklenerek yapilmigtir bu degisiklik.
Bu aksiyomeagore, eger C bir kiimeyse ve (z) bir formiilse, C’nin ¢
ozelligini tagiyan Ogeleri de bir kiime olustururlar. Burada 6nemli olan
j Ozelligini tagiyan “evrendeki” tiim Ogelerin degil, yalmz C’dekilerin bir
kiime olugturmasidir. Yukaridaki  nesnesi bu aksiyoma gore olugturulma-
digindan, z’in kiime olup olmadigindan hemen emin olamayiz ve bugiiniin
matematigi eger geligkisizse = bir kiime olamaz elbet, yoksa Russell para-
doksuyla bir geligki elde ederdik.

13«Bugiinkii matematik sistemi” demekle giiniimiiz matematikgilerinin
gogunun kabul ettigi kiimeler kurami demek istiyorum. ZFC ad:i verilen
bu kuramin ilk aksiyomlar:1 1908’de Zermelo (ZFC’nin Z’si) tarafindan bu-
lunmusgtur [Z2]. 1920’lerde Fraenkel [Fra] (ZFC’nin F’si), Skolem [S] ve Mi-
rimanov [M] birbirinden bagimsiz, yerlestirme aksiyomu (axiom of replace-
ment) ad: verilen bir aksiyomun eklenmesini 6nermiglerdir. ZFC’nin C’siyse
segim aksiyomu (axiom of choice) ad: verilen ve yiizyilimizin baginda biiyiik
kavgalara neden olan ¢ok 6zel bir aksiyomu simgeler.
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Hilbert’in Programi ve
Godel’in Teoremleri

Biitiin giin dalga gegebilmek herkes gibi matematikginin de en
tath diigiidiir. Matematikgi ne zaman dalga gegmeye hak kaza-
nir? Kanitlanacak teorem, yamtlanmamig soru kalmadiginda,
daha dogrusu tiim matematiksel sorular bilgisayarlar tarafin-
dan yamtlanabildiginde. Iste matematikginin diisii budur. Ma-
tematiksel bir dilde sorulacak bir sorunuz mu var, verin bilgi-
sayara, bekleyin, sonlu bir zaman sonra bilgisayar sorunuzun
yanitini size sunsun... Bu “sonlu zaman” bilgisayarin giicliine
gore degigebilir, ama burada bu sonlu zamanin ne denli sonlu
oldugu bizi ilgilendirmiyor. Ister bes dakika, ister beg yiizyil
olsun, isterse de evrenin yagim agsin. Sonlu zaman olsun da...
Oyle bir yéntem (buna bilgisayar yazilimi da diyebilirsiniz) bul-
mal ki, hi¢ diisiinmeye gerek kalmadan sorulan matematiksel
bir soru bu y6ntemle ¢6ziilsiin. Sor sorunu, uygula yontemini,
al yamitini...

Bu diisg gergeklesebilir mi? i§te bu yazinin konularindan biri
de bu.

“Russsell''ln Paradoksu” baglikli yazida matematikte bulu-
nan bir celigkiden s6zetmistim. Bu celigkiyi Bertrand Russell
ve bagkalar: gidermigtir. Celigki giderilmesine giderilmigtir ama
matematikgilerde bir de kugku yaratmigtir: Matematikte bagka
geligki var midir? Matematikte geligki olmadigindan nasil emin
olabiliriz?
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Bu soruyu matematikgilerin sormalari son derece dogal. Ya-
samlarim adadiklar ugrag alam celigkiliyse beg para etmez. Ma-
tematik, doganin ve dogaya hiikmeden yasalarin anlagilmasini
saglamaldir. Oysa, 6rnegin, “1 = 2” 6nermesinin kanitlanmasi
bu amacin biraz uzaginda oldugumuzu goéstermez mi?

Matematikte geligkinin olup olmadigi-
nin bilinmemesi rahatsiz edici bir durum.
Simdiye dek bagi birazcik kaldirma yii-
rekliligini gosterebilen geligkilerin yokedil-
mesi rahatlamamiz igin yeterli bir neden
degil. Her an kiyida kosede bekleyen bir
bagka celigkiyle kargilagabiliriz. Daha da
kotiisii olabilir, ayrimsamadan bir geligkiyi
bir teoremin kanitinda kullanabiliriz. Ve
geligkinin yardimiyla kanitlanan o teorem,
giiniin birinde -farzi mahal- gok hizl ugak-

David Hilbert larin yapiminda kullamilabilir ve kullani-

lan teorem yanhg oldugundan, ugak yerin-
den kimildamayabilir, hatta belki de ugak kalkar da duramaz.
Demek istedigim, ig ciddi, hafife almaya gelmez.

David Hilbert! (1862-1943) bu sorunu ciddiye alip bir gare
aranmasin isteyen ilk matematikgidir. Hilbert, bugin adiyla
anilan bir program ongoriir. Bu programa gore matematik bi-
¢imsellestirilmelidir. Ornegin aksiyomlar agik secik bir kagida
yazilmahdir ki herkes neyin aksiyom olup neyin olmadigim bi-
lebilsin. Yalmz aksiyomlar degil, kanitlama yontemleri de be-
lirtilmelidir. Yani matematiksel bir kanitin ne oldugu, nasil
yapildig: bilinmelidir. Cikarim kurallar teker teker yazilmalidir
bir kdgida, ki hangi 6nermenin hangi 6énermelerden gikarilabi-
lecegini bilelim, ki her aklina esen “igte bir teorem kanitladim”
diye ortaya c¢ikamasin. Yani, bir bakima, matematik diinyas
disiplin altina alinmalidir.

Bu kolay. Matematik bigimsellestirilebilir. Cikarim kurallar:
kagit iistline dokiilebilir. Bunda bir sorun yok.

'Hilbert’in yagamoykiisii i¢in bkz. [Constance Reid, Hilbert - Co-
urant, Springer-Verlag 1986].
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Hilbert’in bagka istekleri de vardir. Ornegin, hangi teoremin
kanmtlanip kamtlanmadig1 konusunda matematikgiler kavga et-
mesinler ister. Hangi kamitin dogru, hangi kamitin yanlhs oldugu
sorusuna kolaylikla karar verilebilsin.

Bu istek de -kuramsal olarak en azindan- kargilanir. Yeterli
zamanimizin oldugunu varsayarsak, her matematiksel kanit bi-
cimsellestirilebilir, bu bigimsellestirilmig kamt bir bilgisayara
verilebilir, ve bilgisayar sonlu bir zamanda kamtin degru ya
da yanlg oldugunu bize sdyler. Uygulamada zaman sorunumuz
varsa da, kuramsal olarak bir sorun yok.

Hilbert bu isteklerle yetinmez. Asil amac1 matematikgileri
geligki korkusundan kurtarmak degil miydi? Bir iki dilegi daha
vardir. Geligtirilen bu matematik sisteminde matematigin ge-
ligkisiz oldugu kanmitlanmalidair.

Matematigin geligkisiz oldugu kamtlanacak... Emirle, ricay-
la, yalvarip yakarmakla teorem kamtlanmiyor ki. Bu zorlu bir
teorem.

1930’da Kurt Godel bir teorem kanitlar. Hatta iki teerem
kamtlar. Bu teoremler pek Hilbert’in istedigi, umdugu teorem-
ler degildir. Ama matematikte her zaman umulan bulunmuyor.

Godel’in kanitladig) teoremlerden biri su teoremdir:

Teorem 1. Matematigin ¢eliskisiz oldugu kanitlanamaz.

Teorem, “matematigin geligkisiz oldugunu kamtlayamadim,
denedim yapamadim” demiyor. “Kanitlanamaz” diyor. Yani
bosu bogsuna kimse denememeli. Kanitlanamaz! Matematigin
celigkisiz oldugunu anlamak olanaksizdir.

Ote yandan matematigin geligkili oldugu kamtlanabilir. Na-
sil kamitlanir? Bir geligki bulunursa kanitlamir! Simdilik boyle
bir geligki bulunamamigtir. Bulunabilecegini de sanmiyorum.
Celigki bulundugunda diinyanin -ya da matematigin- sonu gel-
mez, matematikte bir iki kiigiik degisiklikle geligki giderilir diye
diigiiniiyorum. Bu kanimda yalniz degilim. Matematikgilerin ¢o-
gu benim gibi diigiiniir.

Hilbert’in isteklerinden biri de, dogal sayilarla ve topla-
mayla ve carpmayla ilgili her o 6nermesi igin, ya a’nin ya
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da —a’nin (yani a’nin yanhighginin) kamtlanabilmesi olabilirdi.
Hilbert g6yle diisiinmiis olabilir: Béyle bir 6nerme dogal sayi-
larda ya dogrudur ya da yanhstir; dogruysa kamtlanmali, yan-
ligsa o 6nermenin olumsuzu kamtlanmali. Ornegin, her dogal
say1 dort tamsaymn Kkarelerinin toplamina egitse, bu énerme
kanitlanmaly; esit degilse, dért tamsayimin karelerinin toplami
olmayan bir dogal saymin varhg: kanitlanmal.

Yukarida Godel’in ikinci bir teorem daha kamtladigim soy-
lemigtim. G6del’in ikinci teoremi Hilbert’in bu olasi istegine de
olumsuz yamt verir. Yani dogal sayilar ve toplama ve garpma
iglemleriyle ilgili her 6nermenin dogrulugu ya da yanhghg: ka-
nitlanabilir mi? Goédel’in yanit1 g6yle: Hayir! Teorem olarak ya-
zacak olursak, Godel sunu kanitlar:

Teorem 2. Dogal sayilarla, toplamayla ve ¢carpmayla ilgili 6yle
bir onerme vardr ki, aritmetik kuramanin kabul edilen aksiyom-
larwyla ne bu onerme ne de bu onermenin olumsuzu kanitlana-

bilir?.

Aritmetik kuramimin aksiyomlar: nelerdir? Bu aksiyomlar
bildigimiz 6nermelerdir. Ornegin, aksiyomlardan biri, her z, y,
z i¢in,

z(y+2) =zy+z=2

der, bir bagkas: her z, y, z igin,
z+(y+z)=(z+y)+z2

der. Bunlar gibi herkesin bildigi 6nermelerdir aritmetik ku-
raminin aksiyomlar13. Godel 6yle bir a 6nermesi bulur ki bu ak-
siyomlardan ne a ne de —a kamtlanabilir. Cok 6nemli bir nok-
taya okurun dikkatini ¢ekmek istiyorum. Ya a ya da —a Oner-
mesi (ikisinden biri ve yalmzca biri) dogal sayilarda dogrudur.

2Godel’in bu teoreminin kamti igin bkz. [Ernest Nagel ve James R.
Newman, Gédel Kanitlamasi, Matematigin Sirlari, Ceviren Biilent
Gozkan, Sarmal Yaymevi 1994].

3Bu aksiyomlarin arasinda tiimevarimla kamti olanakh kilan bir aksi-
yom ailesi vardir. Bu aksiyomlardan sayfa 131’de xxx sozettik.
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Cilinkii, bir 6nerme dogru degilse, o 6nermenin tersi, yani olum-
suzu dogrudur. Ama “dogru olmak”la “kamtlanmak” ayr1 kav-
ramlar. Gédel'in buldugu en 6nemli olgu budur. Bir 6nerme
dogru olabilir ama kamtlanamayabilir. Ciinkii dogru olarak ka-
bul edilen aksiyomlar o 6nermenin kamtlanmasi icin yeterli ol-
mayabilirler, zayif kalabilirler. Sonug:

Teorem 3. Dogal sayilarla, toplamayla ve ¢arpmayla ilgili dog-
ru ama kanitlanamayan bir onerme vardar.

Okurun aklina son derece ilging bir diigiince gelebilir su
anda. Okur g6yle diiglinebilir:

— Madem, diyebilir okur, ne a’y1 ne de ~a’y1 kamtlayabili-
yorum, ikisinden birini (6rnegin dogal sayilarda dogru olanini)
aksiyom olarak kabul edeyim, diyelim, o’y1 eski aksiyomlarimin
arasima sokayim. Boylece daha zengin bir kuram elde ederim.
Bu yeni kuramda ne kendisini ne de olumsuzunu kanitlayabile-
cegim bir bagka 6nerme bulunabilir mi?

Okurun kafasindan gegenler Godel’in de kafasindan gegmig-
tir. Oyle bir 8 6nermesi bulur ki, bu daha zengin kuramda da
ne 3 ne de - kamtlanabilir.

O zaman okur B’y1 da eklemek isteyebilir aksiyomlarina.
Eklesin. Gédel bog durmaz. Bu kez ne kendisinin ne de tersinin
kanitlanabilecegi bir v 6nermesi bulur. Gédel’le okur arasindaki
bu oyun boylece siirer gider.

Bu oyundan sikilan okurun aklina bu kez su diigiince gele-
bilir:

— Dogal sayilarla, toplamayla ve garpmayla ilgilenmiyor mu-
yuz? Ilgileniyoruz. Ve ne istiyoruz? Herhangi bir a 6nermesi
i¢in, ya a’min ya da —~a’nin bir teorem olmasim istiyoruz. Gii-
zel... Dogal sayilardan, toplamadan ve garpmadan s6zeden tiim
o6nermelerden dogal sayilar kiimesinde dogru olanlarini segelim.
Bu 6nermeleri aksiyom olarak kabul edelim. Herhangi bir 6ner-
me ya dogru ya da yanhg oldugundan, her a 6nermesi igin ya «
ya da —a aksiyomdur; dolayisiyla ya o ya da ~a bir teoremdir?.

4Her aksiyom bir teoremdir. Hem de bir satirhk kamt: olan bir teorem!
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Bu olaganiistii giizel diigiince ne yazik ki soruna gare de-
gildir. Aksiyomlarin bir ige yarayabilmesi i¢in hangi 6nermenin
aksiyom, hangi 6nermenin aksiyom olmadigimi bilebilmeliyiz.
Yani elimizde hangi 6nermenin aksiyom olduguna karar verebi-
lecek bir algoritma (ya da bir bilgisayar yazilimi) olmali. Oyle
degil mi? Hangi 6nermenin aksiyom oldugu bilinmeden, hangi
Oonermenin teorem oldugu bilinebilir mi? Aksiyomlar da birer
teorem degil midirler? Godel igte burada da bir kez daha or-
taya cgikar:

Teorem 4. Toplama ve ¢arpmayla ilgili onermelerden hangi-
lerinin dogal sayilarda dogru olduguna karar verebilecek bir bil-
gisayar yazilim: yapilamaz.

Godel bir kez daha, kesin olarak “yapilamaz” diyor. “Dene-
meye kalkigmayin,” diyor “bogu bosuna yorulacaksimz.”

Simdi, yazinin baginda s6zettigim matematik¢i diigline geri
donelim. Matematikgi tembellik yapabilir mi? Teoremlerini bir
bilgisayara kamtlattirabilir mi? Neyin dogru, neyin yanhs oldu-
guna bir bilgisayarla karar verebilir mi? Ugiincii teoreme gore
veremez. Toplama ve ¢garpma gibi en basat ve en basit kavram-
larla ilgili sorular bile yanmtsiz kalabilir.



Godel’in Bir Bagka
Teoremi

Kuramla uygulama uyumlu bir yasam iginde midir? Kuram-
sal olarak kamtlanmig bir 6nerme, uygulamada da gegerli mi-
dir, gergekten dogru mudur? Ornegin, 1,4 < /2 6nermesinin
bir kanit1 varsa (ki var), bu 6nerme gergekten dogru mudur?
Yani evdeki hesap carsiya hep uyar mi? Daha matematiksel
bir deyigle, bir matematik kuraminda kanitlanan bir teorem, o
kuramin modellerinde de gegerli midir?

Yamt pek sagirtici degil, giinkii yamit EVET tir, yani bir
kuramda kamtlanan her teorem o kuramin modellerinde dog-
rudur.

Yukarida, matematiksel bir kuramdan ve bu kuramin mo-
dellerinden s6zettik. Sorumuzun ve yanitinin anlam kazanabil-
meleri i¢in bu iki kavramin agiklanmasi gerekiyor.

Her matematik kuraminin bir aksiyomlar kiimesi vardur.
Ornegin, aksiyomlardan biri, “herhangi bir dogruya herhangi
bir noktadan bir paralel! geger,” olabilir. Bir bagkasi, “En az
dort tane nokta vardir,” olabilir.

Celigkisiz her matematik kuraminin modelleri vardir. Bir
kuramin modeli her gseyden 6nce bir kiimedir. Bu kiimede, ku-
ramda (yani aksiyomlarda) adi gegen nesneler tamimlanir. Ve
o kuramin aksiyomlarinin gegerli olmasi istenir. Yukaridaki iki

'Bu yazida, ortak noktalari olmayan (yani kesigmeyen) iki dogruya
kosut dogrular diyoruz. Ayrica bir dogrunun kendisine kosut oldugunu da
varsaylyoruz.
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aksiyomdan olusan kuramin modellerinde, 6nce nokta ve dogru
kavramlar1 tamimlanir; ve bu tanimlar 6yle yapilir ki her nok-
tadan her dogruya gercekten bir kosut gecer ve gercekten o
modelde en az dort tane nokta vardir. Ornegin, ortaokuldan
bildigimiz iki boyutlu Oklid uzay! bu iki aksiyomdan olugan
kuramin bir modelidir. Bu kuramin bir bagka modelini daha
bulalim. Bu modelde yalmzca 4 tane noktamiz olsun: A, B, C
ve D noktalari. 6 tane dogrumuz olacak. Bu dogrulara AB, CD,
AC, BD, AD ve BC adm verelim. Son olarak, hangi noktanin
hangi dogrunun tstiinde oldugunu soyleyelim: AB dogrusunun
yalnizca iki noktasi vardir, A ve B noktalar;; BC' dogrusunun
yalmizca iki noktasi vardir, B ve C noktalari, vb. Modelimizi
agikladik. Bu modelin agagida bir de resmini gizelim:

N
C D
A B

Bu modelde kuramimizin aksiyomlar: gercekten dogrudur.
Ornegin, C noktasindan AB dogrusuna bir kosut geger: CD
dogrusu. A noktasindan CB dogrusuna bir kosut geger: AD
dogrusu. Her ne kadar, resimde AD dogrusuyla CB dogrusu
kesigiyor gibi goziikiiyorlarsa da, aslinda kesigmezler, ¢iinkii mo-
delimizde yalmzca dort nokta vardir, ve resimde kesistikleri
nokta modelimizde degildir.

Yukaridaki iki aksiyomdan olugan kuramin bagka modelleri
de vardir. Bu kurama beg noktal ve iki dogrulu bir model 6rnegi

daha verelim:

Elbet matematikte 6nemi olan kuramlar ve modeller gok
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daha karmagiktirlar. Burada basit 6rnekler vererek kavramlarin
kolayca anlagilmalarini saglamak istedim.

Gordiigliimiiz gibi bir kuramin bir¢gok modeli olabiliyor.

Bir kuramda g¢aligan matematikgi, aksiyomlar1 dogru olarak
kabul eder ve o aksiyomlardan yola gikarak teoremler kamtlar.
orneéin,

2+2=4
egitligi aritmetik kuramimnin; “Bir tiggenin i¢ agilarinin toplam
180 derecedir,” énermesi bildigimiz Oklid (diizlem) geometrisi-
nin teoremleridir.

Simdi yukarida sordugumuz soruyu bir kez daha soralim.
Bir matematik kuraminda kanitlanmig bir teorem, o kuramin
modellerinde dogru mudur? Yanit:1 daha 6nce vermistik. Evet!
C)rnegin

24+2=4
aritmetik kuraminin bir teoremi oldugundan, aritmetik kura-
minin her modelinde bu esitlik gegerlidir.

Bundan da su c¢ikar: Bir 6nerme, bir kuramin bir modelinde
yanlhgsa, o kuramda o 6nermenin kanit1 olamaz. Ciinkii kaniti
olsaydi, o 6nerme kuramm her modelinde dogru olurdu. Orne-
gin, yukaridaki 5 noktali modelde her iki noktadan bir dogru
gegmiyor. Demek ki, o iki aksiyomdan olugsan kuramda “Her
iki noktadan bir dogru gecger” onermesi bir teorem degildir. Bu
o6nermenin kargiénermesi de, yani, ”Higbir dogrunun istiinden
gecmedigi iki nokta vardir” Onermesi de bir teorem degildir.
Cinki dort noktali modelde bu kargi 6nerme yanligtir.

Simdi yazinin ilging béliimiine geldik. Yukaridaki soruyu
tersyliz edelim. Bir kuramin biitiin modellerinde gecerli olan
matematiksel bir 6nerme, o kuramda kamtlanabilir mi, yani
bir teorem midir? Daha felsefi bir dille, her zaman dogru olan
kamtlanabilir mi? Bu soru gergekten ilging ve 6nemli bir so-
rudur. Kanitlama yontemlerimiz, yani matematik, gerceklerin
kagit istiinde gosterilmesine yeterli midir? Yoksa daha giig-
li bir matematige mi gereksiniyoruz?

Yanit1 vermeden 6nce bu sorunun uygulamada pek igimize
yaramayacag olgusuna parmak basalim. Genellikle bir kuramin
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sonsuz tane modeli vardir. Bu sonsuz tane modelin her birine
teker teker bakamayacagimizdan, bir énermenin her modelde
dogru olup olmadigini anlayamayiz. Uygulama alani1 bulunmasa
bile bu sorunun ve yanitinin kuramsal matematik ve diigiince
ve matematik tarihinde yeri ¢ok 6nemlidir.

Bu ikinci sorunun da yanti evet’tir. Kurt Godel 1930 yillar
civarinda bu soruyu “evet” olarak yanitladiginda yiizyilimizin
en 6nemli teoremlerinden birini kanitladiginin bilincindeydi, her
ne kadar bir 6nceki yazidaki teoremler kadar giiriiltii kopar-
madiysa da. Gédel’in bu teoremi matematiksel mantik de-
nilen konunun en 6nemli teoremlerinden biridir.



Godel’in Eksiklik
Teoremi

Cem Say!

Y1l 1900. Aydinlanma’dan beri bilime, dolayisiyla matematige
olan inang giderek artmaktadir. Insanlik biiyiik bir iyimserlik
icindedir. Fransiz Henri Poincaré’yle birlikte zamaninin en bii-
yik iki matematikgisinden biri olan Alman David Hilbert dogru
olan her seyin kamtlanabilecegi ve ayrica matematigin celigki-
siz oldugu savlarim ortaya atar. Kamit1 yoktur ama 6yle olmal
diye diisiiniir.

Y1l 1931. David Hilbert 70’ine merdiven dayamigtir ve daha
12 yil yagayacaktir. Kurt Godel ise 25 yaginda gencecik bir ma-
tematikcidir. Birinci saninin yanlg oldugunu kanitlar: Dogru
olan her sey kamitlanamaz! Buna Eksiklik Teoremsi ad verilir.

Kanitlanan her 6nerme dogrudur, bunu anlamak kolay. “Her
dogru 6nerme kanitlanir mi1?” sorusu gok ¢ok daha zor.

Godel ayrica matematigin geligkisiz oldugunun kamtlana-
mayacagim da kamtlar! (Matematigin celigkili oldugu -eger ma-
tematik celigkiliyse elbet!- kanitlanabilir; bunun igin Grnegin
1 = 2 esitligini kamtlamak yeterlidir.)

Boylece iyimserlige biiyiik bir (hatta iki!) darbe vurulmusg-
tur. Matematik sanildig1 gibi her seye muktedir degildir...

Eksiklik Teoremi matematik hakkindaki diigiincelerimizi de-
rinden etkilemistir.

! Bogazigi Universitesi Bilgisayar Miihendisligi Bolimi 6gretim iyesi.
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Bu yazida niyetim, Eksiklik Teoremi’ni kendi anladigim ge-
kilde ana hatlanyla, herkesin anlayabilecegini umdugum bir
bigimde anlatmak.

Program. Once azicik programlardan sozetmeliyiz. Kaygilan-
mayin, ¢ogu okurun bilgisayar programlamay1 bilmedigini bi-
liyorum. (Bence matematikle ilgilenen biri i¢in biiyiik eksiklik
ama neyse...) Bu ylizden bu yazidaki tiim programlarn Tiirkce
yazacagim. Ama bunun kargihginda, gerektiginde tiim yazdik-
larimin bigimsel bir programlama diline gevrilebilecegine inan-
maniz1 isteyecegim.

Belli bir igi yapmak i¢in tasarlanmig sonlu bir komut dizisine
program denir. Ornegin,

1. A kagidina “Merhaba” dizisini yaz.
bir programdir.

Dizi, harf, noktalama igareti, rakam, bilumum matematik-
sel simge ve hatta “bogluk” gibi bu kitapta goriilebilen simge-
lerden canmimizin istedigi kadarin1 yanyana yazarak elde edebi-
lecegimiz sonlu bir metin demektir.

Bir programa c¢aligtirmak, programin dediklerini sirayla
yapmak demektir. Yani aslinda “galigan” program degil, onun
dediklerini yapan her kimse o oluyor, ama bu kelime dile yer-
lesmig bir kere.

Sozgelimi, yukaridaki programi ¢algtirdigimizda yapmamiz
gereken, “Merhaba” kelimesini bu ig i¢in 6énceden hazirladig-
miz A adim verdigimiz bir kdgida yazmaktir. Daha karmagik
programlarda birden fazla kagit kullanildigindan, programda
kullanilan kagitlara A, B gibi adlar verilir.

“Bellek yetersiz” gibi uyarilara maruz kalmamak igin bu
kagitlarin sonsuz boyda oldugunu, yani iistlerinde yazil olan
metnin 6ncesine veya sonrasina ne kadar ¢ok yeni sey yazar-
sak yazalim kagitlarin dolmayacaklarim varsayacagiz. Yalmz
yazilan her geyin uzunlugu her an sonlu olacak.

Azicik daha karmagik bir program goérelim:

1. A kdgidina “ _miidiir” dizisini yaz. (Bosgluga dikkat!)
2. A’daki metni B kagidina kopyala.
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3. A’daki metnin ardina iki kez B’deki metni, sonra da
”? dizisini yaz.

Bu yeni programin ilkinden iki farki var. Birinci fark, ilki
gibi tek degil, ardarda ii¢ komuttan olugmasi. Programi galg-
tirdigimizda bu ii¢ komutu bu sirayla ardarda uygulamamiz
gerekli. Ikinci fark da, bu programda iki kagidin kullamlmasa.
Kuskusuz, bu programin yaptig isin aynisimi su daha kisa prog-
ramin ¢ok daha dolambagsiz bir gsekilde yapabilecegini fark et-
migsinizdir:

1. A kagidina “ _miidiir midiir miidiir?” dizisini yaz.
2. B kagidina “ _miidiir” dizisini yaz.

Programlarda bazen bosgluk kullanmak zorunda kalacagz
(hani iki kelime arasina konanlardan). Iyice goriinsiinler diye
kimi zaman bu bogluklar yukarida yaptigimiz gibi _ simgesiyle
gosterecegiz.

Duran ve Durmayan Programlar. Su programa bakalim:
1. A kagidim sil.
2. B kagidin sil.
3. A’daki diziyi B’deki dizinin sagina kopyala.
4. A kagidindaki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir
sonra gelen diziyi yaz.
5. 3 numaral komuta don.
Bu programin ne yaptigini anlayabilmemiz igin dizilerin ken-
di aralarinda nasil siralandiklarim bilmemiz gerekli. Iginde hig-
bir sey yazmayan diziye bogdizi denilir. Bogdizi, dizilerara-
s1 siralamanin ilk elemanidir. Diger dizileri siralayabilmemiz
igin, 6nce kullandigimiz simgeler arasinda bir siralama tanimla-
mamiz gerekir. Ornegi kolaylagtirmak igin dizilerimizde sadece
Tirkge biiyiik harflerin kullamlabildigini varsayalim ve bunla-
rin da alfabe sirasina gore siralandiklarin (yani A’nin ilk, Z’nin
de son simge oldugunu) diigiinelim. Bu durumda farkl iki di-
ziden hangisinin siralamada daha once gelmesi gerektigi, su iki
kural kullanilarak belirlenir:
i. Eger dizilerin boylan (iglerindeki simge sayisi) farklysa,
kisa olan 6nce gelir.
ii. Aksi takdirde, iki diziyi soldan saga dogru simge simge
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kargilagtiririz. Once hangisinde 6biiriindeki simgeden 6nce gelen
bir simge goriirsek énce gelmesi gereken dizi odur.

Yani dizileri 6nce uzunluklarina gore, sonra alfabetik sira-
lamalarima gore sirahyoruz. Ornegin “MUDUR” dizisi “MO-
TORLAR” dizisinden 6nce, ama “MOTOR” dizisinden sonra
gelir.

Simdi programimiz inceleyebiliriz. Baglangicta iki kagidi da
sildigimizden ikisinin de i¢inde bogdizi yazili. Dongiiniin iginde
siirekli B kagidindaki metni uzatiyoruz. Nasil? Her doniiste
sagina siradaki diziyi ekleyerek. Yani B kidgidina (yine sadece
Tiirkge biiyiik harfleri kullandigimizi varsayarak) “ABCCDEF-
GGHIIJKLMNOOPRSSTUUVYZAAABACAG...” diye basla-
yan ve hi¢ bitmeyecek bir metin yazmakla megguliiz. (Sirala-
mamizda Z’den sonra AA gelir, daha sonra da sirayla AB, AC,
ACG, .., AZ,BA, BB, ..., 7ZZ, AAA, ..)

Bu program sonsuza kadar devam eder ve hig durmaz.

I¢inde déngii olan her program ille de sonsuza dek galisacak
diye bir zorunluluk yok. S6zgelimi:

1. A kagidim sil.

2. B kagidim sil.

3. A’daki diziyi B’deki dizinin sagina kopyala.

4. A kagidim sil, yerine siralamada ondan bir sonra gelen
diziyi yaz.

5. A’daki dizide 1’den fazla simge varsa DUR.

6. 3 numarali komuta don.

DUR komutu uygulandiginda program galigmasim oracikta
bitirir. Yani yukaridaki programin galigmasi sonlu sayida adim-
dan sonra duracak ve (yine sadece Tiirkge biiylik harfleri kul-
landigimiz1 varsayarsak) o anda A kagidinda AA, B kagidinda
da ABCCDEFGGHIIJKLMNOOPRSSTUUVYZ metni yazih
olacaktir.

Godel Teoremi. Gordiigiimiz gibi, kimi programlar sonsuza
dek galisiyor, yani hi¢ durmuyor, kimileriyse sonlu sayida adim-
dan sonra duruyor. Béylece programlar kiimesini “duranlar” ve
”durmayanlar” olarak ikiye ayirabiliriz. Ayrica “Falanca prog-
ram sonlu zamanda durur” veya “Filanca program durmaz”



Godel'in Eksiklik Teoremi 123

gibi 6nermeler kurup bunlarin dogrulugunu ya da yanhghgim
kamtlamaya ugragabiliriz. Artik G6del Teoremi’ni yazabilecek
asamaya geldik:

Godel Teoremi. Programlarin durma ya da durmama oézellik-
lerinin kanatlanabildiji ve kanitlanabilen tim énermelerin dog-
ru oldugu her bigimsel sistemde kanitlanamayan dogru onerme-
ler vardsr.

Ustelik, birazdan goérecegimiz iizere, kamtlanamayan (ve te-
oremde varligl sGylenen) bu dogru 6nermelerden birini agikga
yazabiliriz de.

Dogru bir 6nermenin kanitlanamamasi herhalde her duyarh
insan etkiler.

Kamt Kavrami. Burada “bigimsel” s6zciigii 6nemli. Onerme-
lerimizi fazlaca “elastik” olan Tiirkge gibi “dogal” dillerle degil,
her tiimceye tek bir anlam yiiklenebilen bigimsel bir yazim gekli
kullanarak ifade etmeliyiz, 6rnegin

sonsuz sayida asal sayr vardir

demek yerine

Vg3plp > qAVz, y(z,y > 1 — zy # p)]

demek gibi. (Bu formiiliin ne demek oldugunu anlamiyorsaniz,
dert edinmeyin, formiil sadece her ¢ sayisindan daha biiyiik
bir p asali oldugunu, yani sonsuz tane asal saymin oldugunu
bigimsel bir bi¢imde sOyliiyor.) Aym sgekilde kamtlarimiz da
bigimsel olmali. Bigimsel kamit ne demek peki?

Her kamt, aksiyom adim verdigimiz, dogrulugu tartigma-
s1z kabul edilen kimi 6nermelerden baglayip, yine dogrulugu
tartigilmayan kimi basit ¢ikartm kurallar: kullamlarak yeni
onermelerin ardarda yazilmasindan olugur. Sistemimizde kul-
lanmaya karar verdiginiz aksiyomlarin (tabii ki bigimsel yazim-
la) mevcut oldugunu, kanitlarin bir satirindan 6tekine giderken
kullanilabilecek ¢ikarim kurallarinin da en bagtan belirlenip sis-
teme yerlestirildigini varsayiyoruz. Bu durumda

On
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onermesinin bicimsel kanaty derken, her O; énermesinin ya
aksiyomlarimizdan biri oldugu ya da kendisinden 6nceki 6ner-
melere dayanilarak ¢ikarim kurallariyla olusturuldugu

O]: 027"'1 O‘n

seklindeki bir diziyi kastediyoruz. Epeyce ugragmayi goze alr-
sak her diizgiin Tiirkge kanit1 bu bigimsel dile gevirebiliriz.

Verilen herhangi bir bigimsel kanitin hatali olup olmadig,
yani i¢indeki tiim O6nermelerin gercekten de kendilerinden 6n-
ceki 6nermelerden ve aksiyomlardan gikip ¢ikmadigl otomatik
olarak (yani bir bilgisayar programinca) kontrol edilebilir. Igte
bigimsel kamtlarin giizelligi budur. Bildigimiz normal yaz di-
liyle (6rnegin Tiirkge) yapilan kamtlar igin aym igi yapmak gok
ama ¢ok daha zordur.

Godel Teoremi’nin Kaniti: Kanitlanamaz dogru 6nermeler
icerdigini kamtlayacagimiz bicimsel sisteme S diyelim. S’nin
aksiyomlarina ve g¢ikarim kurallarina dayanarak K kagidina
yazdigimiz herhangi bir dizinin S sistemine gore diizgiin bir
kamt olup olmadigim kontrol eden programi yazip bir kenarda
hazir tutalim. Bu programi, asagida yazacagimiz daha biiyiik
bir programin bir pargas: olarak kullanacagiz birazdan.
Simdi S sisteminde bigimsel kamti olmayan bir 6nerme ya-
zacaglz.
Once birinci komutu olmayan su programa bakalim:

2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kopyala.

3. “1. B kagidina _” dizisini, A’nin igerigini ve “ _dizisini
yaz._” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.

4. B’deki metnin 6ncesine ve sonrasina tirnak isaretleri
koy, ardina da “ _programi durmaz” dizisini yaz.

5. K kagidim sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sistemine goére
kamitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta don.
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Yukaridaki programa @ programi diyelim. Simdi, bu Q prog-
raminin bagina

1. B kagidina @ dizisini yaz.

komutunu koyarak yeni bir program elde edelim. Bu programa
P diyelim. @ uzun bir dizi oldugundan, birinci komutta @ dizi-
sini olugturan simgeleri tirnak igine alip yazalim ki bir karigiklik
olmasin. igte P’nin agk hali:
1. B kagidina
“2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kop-
yala.
3. “1. B kagidina _” dizisini, A’nin igerigini ve “ _dizi-
sini yaz.._” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.
4. B’deki metnin Oncesine ve sonrasina tirnak igaretleri
koy, ardina da ” _programi durmaz” dizisini yaz.
5 K kagidim sil.
6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sistemine
gore kanitiysa DUR.
7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.
8. 6 numaral komuta dén.”
dizisini yaz.
2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kopyala.
3. “1. B kagidina _” dizisini, A’nin igerigini ve “ _dizisini
yaz._” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.
4. B’deki metnin 6ncesine ve sonrasina tirnak igaretleri
koy, ardina da “ _programi durmaz” dizisini yaz.
5 K kagidim sil.
6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sistemine gore
kanitiysa DUR.
7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.
8. 6 numarah komuta don.

Kanitlanamayacagim iddia ettigimiz 6nermemiz

P program: durmaz
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olsun. Bu 6nermenin S sisteminde kamtlanamayacagim kanit-
layacagiz. Burada da P derken P’yi olusturan simgelerin tirnak
icine alinmig halini kastediyoruz.

Komutlan sirasiyla ¢algtirip programin davranigim anla-
maya cahsahm. Ilk komut, B kagidina Q dizisini yazmarmzi
sdyliiyor. Bunu yapalim. Iste B kagidinin su anki hali:

2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kopyala.

3. “1. Bkagdma _” dizisini, A’mn igerigini ve “ _dizisini
yaz..” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.

4. B’deki metnin 6ncesine ve sonrasina tirnak igaretleri
koy, ardina da ” _programi durmaz” dizisini yaz.

5. K kagidim sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sistemine gore
kamtiysa DUR.

7. K’'deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta don.

Simdi programimizin ikinci komutunu uyguladigimizda A
kagidina aym dizi tirnak iginde yazilmig olur.
Ugiincii komutu uyguladigimizda B’de olugan dizi P adim
verdigimiz programimizin ta kendisidir:
1. B kagidina
“2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kop-
yala.
3. “1. B kdgidina _” dizisini, A’nin igerigini ve * _dizi-
sini yaz._” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.
4. B’deki metnin 6ncesine ve sonrasina tirnak igaretleri
koy, ardina da “ _programi durmaz” dizisini yaz.
5. K kagidim sil.
6. Eger K’deki metin B’deki Onermenin S sistemine
gore kanitiysa DUR.
7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.
8. 6 numaralh komuta doén.”
dizisini yaz.
2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine alarak kopyala.
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3. “1. B kagidina _” dizisini, A’nin igerigini ve ” _dizisini
yaz._” dizisini bu sirayla B’deki metnin 6ncesine yaz.

4. B’deki metnin Oncesine ve sonrasina tirnak isaretleri
koy, ardina da ” _programi durmaz” dizisini yaz.

5. K kagidin sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sistemine gore
kanitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan bir sonra
gelen diziyi yaz.

8. 6 numaralh komuta don.

Yani programimizin ilk ii¢ komutunun iglevi, programin ken-
disinin bir kopyasim1 B kagidina yazmaktir. Demek ki sadece
canhlar degil, programlar da iireyebilirmig!

Simdi geldik dordiincii komuta. Bu komut uygulandiginda
B’de olusan ciimle tanidik gelmeli... Bu climle S sisteminde

kanit1 olmadigini iddia ettigimiz onermenin ta kendisi. Yani gu
anda B’de

P programi durmaz

yaziyor. Bundan sonra B degismeyeceginden, bundan sonra
B’de hep bu 6nerme yazacak.

Besinci adim pek bir gey yapmiyor. Bu adima ikinci bir kez
gelmeyecegiz. Bu adim, eger K kagidina birileri haberimiz ol-
madan bir geyler karalamigsa, bu karalamalarin temizlenmesini
sagliyor.

Programin geri kalan 6, 7 ve 8’inci adimlarinda, gorildi-
gl gibi bir dongiiye giriyoruz. Bu dongiiniin her doniigiinde K
kagidinda yeni bir dizi bulunacak. Siralamaya dikkat edildigi
icin her tiirden harf, bogluk, noktalama igareti, simge vs. kari-
sim1 eninde sonunda bu dongiiniin bir déniisiinde K’de yazih
olacak ve elbette olabilecek tiim kanitlar er ya da ge¢ K’de be-
lirecekler. Yani eger B’de yazili olan 6nermenin S sisteminde
bir kanit1 varsa, sonlu sayida doniigten sonra o kamt K’de yazih
olacak ve o doniigte kontrol basariyla sonuglandigindan prog-
ram duracak. Yok eger S’de bu 6nermenin bir kamit1 yok ise
o zaman bu dongiliden asla gikamayacagimizdan program hig
durmayacak.
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S6ziin kisasi, bu P programi, sadece ve sadece kendi kendi-
sinin durmayacagini séyleyen

P program: durmaz

onermesi S’de kanmitlanabiliyorsa duracak. Simdi diiglinelim: Aca-
ba programimiz duracak mi durmayacak mi?

Eger P programi durursa, o zaman S sisteminde P prog-
rami durmaz 6nermesi kamtlanabiliyor demektir. Yani sistem
yanlig bir geyi kamithyor. Bu da teoremimizin varsayimina ay-
kin olacaktir. Demek ki programimiz durmayacak; o zaman da
(bu programin durmayacagin soyleyen) 6nermemizin dogru ol-
dugunu ve fakat bunun S’de kamtlanamayacag sonucunu gi-
karmak zorundayiz. Kamt bitmigtir! O

Godel teoreminin giizelligi, ondan “kagig” olmamasindadir.
S, canimizin istedigi herhangi bir aksiyomlar/cgikarimlar sistemi
olabilir. Sézgelimi, ¢agimizdaki matematikgilerin “matematik”
dedikleri gey olabilir. Teoremimiz, eger S (matematikgilerin
umdugu gibi) celigkisizse, o0 zaman S’de kamitlanamayan dogru
bir 6nerme oldugunu gostermektedir.

“Peki ama,” diyebilirsiniz, “S’de kanitlanamayan bu yeni
6nermenin dogru oldugunu artik bildigime gore, onu S’nin aksi-
yomlar arasina eklesem, boylece ‘otomatik olarak’ kanitlanabi-
lir hale getirsem, boylece her dogru 6nermenin kanitlanabildigi
bir sistem elde etmig olmaz miyim?”’ Olmazsimz, ¢inkii aksi-
yomlar degistirdiginizde artik eski S sistemini terkedip yeni
bir sistem kullanmaya baglamig oluyorsunuz. Bu yeni sistemin
adina S diyelim. Agikc¢a goriilebilir ki Gédel teoremindeki tekni-
gin aymsin kullanarak bu sefer de (yine geligkisiz oldugunu var-
saydigimiz) § sisteminde kanmitlanamayacak dogru bir 6nermeyi
yazabiliriz. Bu sonsuza dek boyle gidebilir. Hem ¢eligkisiz, (yani
higbir yanhg onermenin kamtlanamadigl,) hem de her dogru
onermenin kantlanabilecegi bir sistem yoktur, iste o kadar.

Tabii bir de g6yle bir ¢6ziim var: S’nin aksiyomlari, dogru
olan tiim oOnermeler olsun. Bu durumda dogru olan her sey
kanitlanabilir. Ama bu yeni S sisteminin de goyle bir sakincasi
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vardir: Bir dizinin bu yeni S. sisteminde bir kamt olup olma-
digim anlayacak bir program yazamayiz. Gédel’in kanmti igin
geligtirdigimiz P programinin 6 numaral komutunu hatirlayn:
Burada bir dizinin S sisteminde bir kamt olup olmadigim an-
layabilen bir program kullamiyoruz. Eger tiim dogru 6nermeler
aksiyomsa, bu programin igini yapabilmesi i¢in dogru 6nerme-
leri yanhg olanlardan ayirt edebilmesi gerekir. Varsayalim ki
6 numarali komutu yerine getirebiliyoruz, yani S bu yetenege
sahip. Simdi, bu yeni S sistemi i¢in P programi durur mu dur-
maz mi1? Eger “P programi durmaz” Onermesi yanlhgsa, o za-
man bu 6nerme kanitlanamaz, kanmitlanamadigindan da P prog-
rami durmaz, yani onerme dogrudur (kanmitlanan her 6nerme
dogrudur); dogruysa da kamtlanabilir ve kamtlanabildiginden
dolayr P programi durur, yani 6nerme yanhstir, degil mi? Bu
cgeligki bize 6 numarali komutla ilgili varsayimimizin yanlhs ol-
mas gerektigini gosterir.

Sonug 1. Dogru énermeleri yanlis 6nermelerden ayurt edebilen
bir bilgisayar program: yoktur.
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Matematige Girig Dersi

Matematik 101 dersindesiniz, ilk dersiniz, birinci giiniiniiz...
Hi¢ matematik bilmediginizi varsayiyor hocaniz... Kiimelerden
baglayacaksimz matematige... Ilk dersiniz oldugundan daha 6n-
ce hi¢ kiime gérmediginiz varsayiliyor.

Nedir kiime? Tammsiz bir nesnedir... Tamimlayamayiz. Bir
kiimenin Ggeleri (elemanlar:) olabilir, bir tek bunu biliyorsunuz
kiime hakkinda. Bir kiimenin olup olmadigini bile bilmiyorsu-
nuz.

Hocaniz tahtaya hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin oldugunu
yaziyor:

Birinci Aksiyom. Hig¢ 6gesi olmayan bir kime vardsr.

Bundan boyle bu aksiyomu (yani karar) kabul edeceksiniz:
Hig 6gesi olmayan bir kiime vardir!

Basgka kiimelerin olup olmadigim bilmiyorsunuz ama, hig
olmazsa hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin oldugunu (artik) bili-
yorsunuz, hocaniz soyledi!

Hig 6gesi olmayan bir kiime 6rnegi mi istiyorsunuz? Iste:
Smifimizdaki develer bir kiime olugturuyorsa, bu kiimenin bii-
yik olasilikla hig 6gesi yoktur.

Tavuklar kiimesinden de s6z edebilirdik!

Ya da inekler kiimesinden...

Hig 6gesi olmayan birkag kiime birden olabilir... Neden ol-
masmn? Ornegin, simfimzdaki develer kiimesiyle smfimzdaki

131
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esekler kiimesinin 6geleri yoktur. Bu iki kiime birbirine egit mi-
dir? Daha dogrusu esit olmali midir?

Bir 6grenci,

— Bence esit olmamali, diyebilir, ne de olsa biri develer kii-
mesi, 6biirii egekler kiimesi... Ogeleri farkl...

Beriki,

— Evet ama, diyebilir, bu egekler kiimesi egeksiz, develer kii-
mesi de devesiz... Egeksiz esekler kiimesi elbette devesiz develer
kiimesine egit olmal...

— Olmamal...

— Olmal...

- Ne yani bu simftaki her egek bir deve mi? (Kahkahalar.)

Ogrenciler iki gruba aynlabilirler: Hig 6gesi olmayan bir tek
kiimenin var olmasim isteyenler ve hi¢ 6gesi olmayan birgok
degisik kiimenin var olabilecegini savunanlar.

Smifin en akhevveli, belki de hoca, hig 6gesi olmayan bir
tek kiimenin oldugunu kamtlamaya kalkigabilir:

— A ve B hig 6gesi olmayan iki kiime olsun... A’'nin B’ye
esit oldugunu kamtlamak istiyoruz... Nasil yapacagiz?

O anda smiftan biri,

— Ama, diyebilir, biz iki kiimenin ne zaman birbirine esit
oldugunu bilmiyoruz ki...

— Evet, diyebilir bir digeri, A’'nin B’ye esit oldugunu (ya da
olmadigini) kamtlamak igin, her gseyden 6nce A'nin B’ye esit
olmasimnin ne demek oldugunu bilmeliyiz...

— Bu konuda bir karar alinmadi, tahtaya aksiyom yazilma-
du..

— Evet alinmadi...

— Sadece hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin varhgim belirten
bir karar aldik... Esgitlik konusuna hi¢ deginmedik...

— Aym Ogeleri olan kiimeler birbirine egit olsun... diyebilir
icinizden biri, belki de siz atarsimz bu giizel fikri...

Hocaniz bu karan kabul edip tahtaya ikinci karar yazar:

Ikinci Aksiyom. Aym: Ggeleri olan ki kiime birbirine egit-
tir.
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Yani A kiimesinin her 6gesi B kiimesinin bir 6gesiyse ve
B kiimesinin her 6gesi A kiimesinin bir 6gesiyse, o zaman A
kiimesi B kiimesine egit olur. Bu bir karardir. Bundan bdyle
bdyle olacak!

Simdi hocaniz hig 6gesi olmayan bir tek kiimenin oldugunu
kamtlayabilir. S6yle kantlar:

— Animsarsaniz, hi¢ 6gesi olmayan iki kiime almigtim. Bu
iki kiimenin birbirine esgit oldugunu kamtlamak istiyordum...
Kiimelerimize A ve B adlarim vermigtik...

Heyecanla kanmtin devamini bekliyorsunuzdur. Hocaniz s6z-
lerine devam eder:

— Bir anhk gafletle, diyelim ki A kiimesi B kiimesine esit
degil... O zaman ne olur?

— Ne olur? diye sorarsimz merakla.

- Ne olacak, ya A’da olup da B’de olmayan ya da B’de olup
da A’da olmayan bir 6ge vardir... Ikinci karara (aksiyoma) gore
Oyle olmas1 gerekir... Evet... Eger bu iki kiime birbirine esit
degilse, ikisinden birinde Obiiriinde olmayan bir 6ge vardir...

— Eeee?.. diye sorabilir bir 6grenci.

— Eeee’si mi var! Iki kiimenin birinde, 6biiriinde olmayan
bir 6ge olacak... diye yamtlar hoca.

— Eeeee?

— Duymadimz galibal..

— Duydum, duydum... iki kiimenin birinde obiiriinde olma-
yan bir 6ge olacak...

— Boyle sagma sey olur mu?

— Nesi sagma ki bunun?

— Dedik ya... Iki kiimenin birinde bir 6ge olacak...

- Aaaal

— Aaaa ya!.. Bu kiimelerin 6geleri yok... Dolayisiyla, birinde
olup da Gbiiriinde olmayan bir 6ge olamaz...

— Demek ki iki kiime birbirine egit olmak zorunda...

— Evet oyle...

— Yani bu odadaki her egek aslinda bir devedir...

— Evet... Neyse ki odada egek yok!
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Madem hig 6gesi olmayan bir tek kiime var, bu kiimeye bir
ad verelim: Bogkiime!

Bir sonraki derste hocaniz tahtaya bir teorem yazar, bu ikin-
ci teoreminizdir.

Teorem 1. Bogkimenin her égesi v/ 2’ye egittir.!

Herkes giiler.

— Sagma...

— Deli sagmasi... gibi sozlerle 6grenciler kars: gikarlar.

— Nasil dogru olabilir ki, diye sorar biri, bogkiimenin hig
ogesi yok ki v/2'ye esit olsun!

Bir bagkas1 arkadagim destekler:

— Dogru... Bogkiimenin /2’ye esit olacak hi¢ 6gesi yok...

Hoca,

— Dogru s6yliiyorsunuz... der. Bogkiimenin v/2’ye egit olacak
ogesi yok. Ama /2’ye esit olmayacak da hig 6gesi yok...

Hoca so6zlerine devam eder:

— Bir an i¢in diyelim dedigim yanlhs: Varsayalim ki bogkiime-
nin her 6gesi v/2'ye esit degil. O zaman, bogkiimede v/2’ye
esit olmayan bir 6ge olmali... Ama bogklimede hig 6ge yok ki,
boskiimede v/2’ye esit olmayan bir 6ge olsun! Varsayimimdan
bir sagmalik elde ettim. Demek ki bogkiimenin her 6gesi v/2’ye
esit...

— Ben inanmiyorum, diyebilir bir 6grenci, aym akil yiiriit-
meyle bogkiimenin her 6gesinin v/3’e esit oldugunu da kanitla-
yabiliriz. v/2, v/3’e esit olmadigindan, bu kamt dogru olamaz.

O zaman hocaniz géyle yamtlar kugkucu 6grenciyi:

— Evet, bogkiimenin her 6gesi v/3’e de esittir, ama bundan
v/2’nin v/3’€ esit oldugu ¢ikmaz... Ciinkii bogkiimenin hic 6gesi
yok... Eger bogkiimenin bir 6gesi olsaydi, o 6ge hem v/2’ye hem
de V/3’e esit olacagindan, V2 = /3 esitligini elde ederdik...
Neyse ki bogkiimede hig 6ge yok...

“Bogkiime” sozcligiinii yazmasi uzun oldugundan, bogkiime
yazida kisaca 0 olarak gosterilir.

1/2 her ne ise...
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Ogrenciler artik bir kiime odugunu biliyorlar, ama yalmzca
bir tek kiime oldugunu biliyorlar: Bogkiime. Bogkiimeden bagka
kiime var m1? Yoksa yaratmak gerekir...

Hig 6gesi olmayan kiimeden bir tane oldugundan, yarataca-
gimiz yeni kiimelerin 6geleri olmali... Ne olmali bu 6geler? Eli-
mizde hig¢ 6ge yok ki... Yoksa 6nce 6ge mi yaratmaliy1z? Belki
de... Daha iyi bir fikir, gegmiste yarattigimiz kiimeleri 6ge ola-
rak kullanmaktir. Bir kiimenin 6geleri de kiime olsunlar... Eski
kiimeleri 6ge olarak kullanarak yeni kiimeler yaratalim... Eli-
mizde gimdilik bir tek kiime oldugundan, 6ge olarak simdilik
sadece bogkiimeden yararlanabiliriz. Demek ki yaratacagimiz
ikinci kiimenin bir tek G6gesi olabilir: Bogkiime. Tek bir ogesi
olan ve bu tek Ogenin bogkiime oldugu bir kiime yaratalim.
Ama daha 6nce bunu miimkiin kilan bir kural koyalim.

Ugiincii Aksiyom. Ejer = bir kimeyse, 6ge olarak sadece
ve sadece z’i iceren bir kime vardar.

Bu yeni kiime {z} olarak gosterilir. z kiimesi bu kiimenin
bir 6gesidir ve bu kiimenin bagka 6gesi yoktur.

Demek ki, bu kararla alinan kiimelerin en az bir 6gesi var:
x; yani bu kararla elde edilen kiimeler bogkiime olamazlar.

Bu sayede su kiimeler var olur:

0

{0}
{{0}}
{{{0}}}

Boylece birbirinden degisik sonsuz tane yeni kiime elde ede-
biliriz. Ancak, simdilik elde edecegimiz her kiimenin ya sifir ya
da bir 6gesi olabilir. Iki ya da ti¢ 6geli bir kiimenin varhgm
gosteremeyiz.

Ug 6geli kiimeleri elde etmek igin yeni bir kurala ihtiyacimiz
var:

Doérdiincii Aksiyom. Eger x ve y birer kimeyse, dge ola-
rak sadece ve sadece x’in ve y’nin dgelerini iceren bir kiume
vardar.
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Bu kiimeye “z bilesim y” ad verilir ve kisaca z U y olarak
yazilir.
Ornek:

{0} U {{0}} = {0, {0}}
{{03} U {{{{0}}}} = {{0}, {{{0}}}}
{0,{0}} U {{0}, {{{0}}}} = {0, {0}, {{{0}}}}.

Ve boylece iig 6geli kiimeler, hatta dort ogeli kiimeler, hatta
hatta, sonlu olmak kosuluyla, diledigimiz kadar 6gesi olan kii-
meler elde edebiliriz. Ornegin, aym kural pespese dort kez uy-
gulayarak,

{0,{0}, {{0}}, {{{0}}}, {{{{0} }}}}

beg 6geli bir kiime elde edebiliriz?.

Sayilar

Daha 0, 1, 2, 3, 4 gibi sayilarimiz yok. Unutmayin ki Mate-
matik 101 dersindeyiz. Sayilar1 bulmaliyiz.

Gorecegimiz lizere, 0, 1, 2, 3 gibi sayillarin matematiksel
tanimlarinin, giinliik hayattaki tanimlariyla neredeyse higbir il-
gisi olmayacak. Ornegin, 2 + 2 = 4 esitligini kamtlamak igin,
ilkokulda yapildig: gibi, iki elmaya iki elma daha eklemeyecegiz,
matematiksel tanimlardan yola gikacagiz, 2'nin, 4’iin ve topla-
manin tanimindan...

Once sifinn (0) tammlayalim:

(0) 0=0.

Bu tanima gore 0 bir kiimedir (bogkiimedir.)
0’dan sonra gelen sayiy1 {0} kiimesi olarak tanimlayalim ve
bu sayiya 0 ya da 1 adim verelim:

(1) ot =1={0}.

2Bu dort kuralla elde edilen her kiime sonludur. Sonsuz kiimeyi var
etmek igin bagka bir karar almal
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1’den sonra gelen sayiy1 {0,1} kiimesi olarak tanmimlayalim
ve bu sayiya 11 ya da 2 adim verelim:

(2) 1T =2={0,1}.

2’den sonra gelen sayiy1 {0,1, 2} kiimesi olarak tanimlaya-
lim ve bu sayiya 2% ya da 3 adim verelim:

A3) 2t =3=1{0,1,2}.

3’ten sonra gelen sayiy1 {0,1,2,3} kiimesi olarak tanimla-
yalim ve bu sayiya 37 ya da 4 adim verelim:

(4) 3t =4=1{0,1,2,3}.
Simdi gu esitliklere bakalhim:

4 =3t =%{0,1,2,3} ={0,1,2 U {3} =33 U {3}
3 =2t =3{0,1,2} ={0,1}u{2} =%22u {2}

2 =1t =2{0,1}={0}u {1} =t 1U{1}

1 =0t =1{0}=0uU{0}="0u {0}

Boylece, hem tanimladigimiz bu sayilarin birer kiime olduk-
larim kamtlariz, hem de bu sayilarin,

nt =nu{n}

esitligini sagladigim goririiz. Tanimlanmig her n sayisindan
“bir sonraki” sayiya nt diyelim ve bu sayiyi,

(n) nt =nu {n}

olarak tanimlayalim.
Bu sayede, 4’ten sonra gelen sayilar1 da buluruz:

4t ="4u {4} = {0,1,2,3} U {4} = {0,1,2 3,4}.

Bu sayiy1 5 olarak gosterecegiz elbet.
Ve 5’ten sonra gelen say1:

5t =50 {5} =*{0,1,2,3,4} U {5} = {0,1,2,3,4,5}.
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Toplama

Sayilarn tanimladik. Simdi sayilar: toplamasini 6grenelim.
Tanimla baghyorum. n ve m birer say1 olsunlar.

n+0=n (*)
n+mt=(m+m)t (%)

Eger tanimlar yerinde tanimlarsa, iki art1 ikinin dort olmasi,
yani 2+2 = 4 esitliginin bir teorem olmasi gerekir... Hattant =
n+1 esitliginin gegerli olmasi gerekir. Bunu hemen kamtlayalim:

n+l=n+0"=(n+0)* =nt.
Iste kamtladik!
Teorem 2. 2+ 2 =4.
Kamt: Once 2+1 =3 esitligini kanitlayalim:
2+1=2+4+0"=*(2+0)t =*02% =3.
Simdji, bu esitligi kullanarak 242 = 4 esitligini kanitlayabiliriz:
2+2=2+1t="(2+1)*"=3"=4

Teoremimiz kamtlanmigtir.
Yukaridaki tanimlardan yola cikarak, her n igin

O+n=n
esitligini de kamtlayabiliriz. Ornegin
0+5=5
esitligini... Hatta hatta
0 + 1000 = 1000

esitligini...
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Yukaridaki (*) taniminda,
O+n=n
denmiyor,
n+0=n

deniyor. Ve biz,
n+m=m+n

egitligini bilmedigimizden, (*) tanimindan

0+n=n
esitligini gtkaramiyoruz. Bu esitlik i¢in biraz ugragmak gerekir.
Teorem 3. 0 +n =n.

Kanit: Bu esitligi “n ilizerinden tiimevarimla” kamtlayacagiz;
yani esitligi 6nce n = 0 i¢in kamtlayacagiz, daha sonra, esitligin
n igin gegerli oldugunu varsayip, ayni esitligin n’den sonra gelen
ilk say1 olan n*t igin de gecerli oldugunu kamtlayacagiz. Bir
bagka deyisle tiimevarimla kamt iki agamada yapilir:3

Birinci Asama: Once 0 + 0 = 0 eitligini kamtla.

Ikinci Asama: Daha sonra,

0O+n=n
esitligini dogru kabul edip,
0+nt=nt

esitligini kanitla.
Birinci asama, (*) tamminda verilmig zaten. Ikinci asamay:
kanitlayalim:
0+nt =**(0+n)t=nt

3Dogal sayilar kiimesinin tanimim verseydik, tiimevarimla kanitin neden
gegerli oldugunu da kamtlayabilirdik. Daha dogrusu, dogal sayilar kiimesi,
timevarimla kamtin gegerli olabilecegi bigimde tammlanmigtir. Ama ko-
nuyu zorlagtirmamak igin tiimevarimla kanitin neden gecerli oldugunu bu-
rada kanmtlamayacagiz.
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Yukaridaki birinci esitlik (**) tamimindan, ikinci esitlik de
“DO+n=n"
varsayimimizdan ¢ikiyor. Teoremimiz kanitlanmgtir.
Teorem 4. n + m=m + n.

Kanit: Bu teoremi de tiimevarimla kanitlayacagiz. Ister n iize-
rinden, ister m izerinden... Biz, m lizerinden tiimevarim ya-
palim. Yani, teoremi 6nce m = 0 i¢in kamtlayalim (Birinci
Asama). Arkasindan, teoremin m igin dogru oldugunu varsayip,
ayn1 teoremi m™* igin kanitlayalim (ikinci Asama).

Birinci Asama: n + 0 = 0 + n esitligini kamtlamak isti-
yoruz. Birinci terim (*) tanimina gore n’ye esit. Ikinci terim
de yukardaki teoreme gore n’ye esgit. Demek ki bu iki terim
birbirine esit.

Ikinci Asama: n+m = m+n egitligini varsayip, n+m* =
m* + n esitligini kamtlamak istiyoruz. Baglayalim:

ntmt =" (ntm)t = (mAn)t =" mAnt =

Birinci esitlik toplamanin tammindan gikiyor. ikinci esitlik
varsaym. Ugiincii esitlik gene toplamann tanimindan gikiyor.
Devamin getiremedik... Takildik...

Ama daha 6nce m + nt = mt + n egitligini kanitlamig
olsaydik sorun kalmazdi. Demek ki bu teoremden 6nce

m+nt=mt +n
esitligini kanitlamamz gerekiyordu. Kanitlayalim:
Onsav 5. m+nt =m* +n.

Onsavin Kaniti: Kamit1 n lizerine timevarumla yapacagiz.
Once

igin, yani
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esitligini kanitlamahyiz:
m+0t="*m+0)t=m*=m* 40

ve 6nsav n =0 igin kamtlanmig oldu.

Simdi, énsavin n igin gegerli oldugunu varsayip, 6nsavin n*
icin gecerli oldugunu kamtlamahyiz. Yani m + nt = m* +n
esitligini varsayip, m+nt+ = m* +nt egitligini kamtlamahyiz.
Kanmithiyoruz:

m+ntt =t (m+nt)T = (m" +n)" =T m* +nt

Ikinci esitlik tiimevarim varsayimimizdan kaynaklanmaktadur.
Boylece 6nsavimiz kanitlanmig oldu.

Simdi teoremimizi, kaldigimiz yere yukaridaki 6nsavin egit-
ligini yerlegtirerek kamtlayabiliriz:

n+mt=*n+m)* =(m+n)t ="*m+nt =m* +n.

Teorem de kanitlanmigtir.

Carpma
Sira carpmaya geldi. Carpmayi g6yle tanimlayalim:

nx0=0 (o)
nxmt=nxm+n (oo)

Teorem 6. 2 x 2 =4.
Kamt: Once 2 x 1 =2 esitligini kanmtlayalim:
2x1=2x0"="°2x0+4+2="0+4+2=2.

Burada, birinci egitlik 1’in tamimindan ileri gelmektedir. So-
nuncu esitlik de bir 6nceki boliimde kanitlanmigti.
Simdi 2 x 2 = 4 esitligini kamtlayabiliriz:

2x2=2x1"=°2x1+2=2+2=4.
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Burada, birinci esitlik 2’nin ve garpmanin tamimindan ileri
gelmektedir. Sondan bir 6nceki esitlik kanitimizin baginda ka-
mitlanmigtir. Sonuncu esitlik bir 6nceki boliimde kanitlanmigta.

Dileyen okur,

nXm=mXn
n+(m+p)=Mn+m)+p
nXm=mxn
nx(mxp)=(nxm)Xxp,
nx(m+p)=nxm+nxp

gibi bilinen egitlikleri (tiimevarimla) kamtlayabilir.



Gercek Nedir Ne
Degildir?

Gergek nedir, var midir, varsa benden bagimsiz midir ve ona
nasil ulagilir? Dogru nedir? “Anlamak” ne demektir? Bir geyi
nasil anlanz ve anladigimizi nasil anlariz? Disgiinmek ne de-
mektir? Baz verilerden bir bagka sonug mnasil, hangi kurallara
gore gikarilir? Kamit nedir? Bu ve benzeri sorularn siirekli sor-
madan, verilen yamtlar siirekli sorgulamadan tam anlamyla
aydin olunamaz.

Her aydin bu sorularin yamtlarim vermelidir demiyoruz,
¢unkii bunlar yamitsiz sorular da olabilir, biz sadece aydinin
bu konularda siirekli diigiinmesi ve kendi kendine tartigmasi
gerektigini soyliiyoruz.

Aydin, kendi gikarlarimi gézard: ederek ve toplumun gikar-
larin diigiinerek toplumu yonlendirmek ve degistirmek isteyen
kigidir: Bizce... Aydin bu gorevini yazarak, ¢izerek, galip soyle-
yerek, konusarak yerine getirir, dolayisiyla aydin topluma mesaj
iletir. Eger sorumluluk sahibiyse, ki 6yle olmas: gerekir, aydinin
topluma verdigi mesaj hakkinda diigiinmesi gerekir. Bu da ister
istemez yukaridaki sorular: sordurtur.

Ahmet’in ya da Ayse’nin gergegi (ya da dogrusu) degisik
olabilir, Ahmet ve Ayse olaylar degisik yagayabilirler. Gergek,
kigiden kigiye degistigi gibi cografyadan cografyaya da degisir:
Tiirkiye’nin gercegiyle ABD’nin gercegi bir olamaz. Gergek,
kigiye ve cografyaya gore degistigi gibi zamana gore de degisir:
Ortagag’in gergegiyle bugiiniin gergegi bir degildir. Bunlar her-
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kesin bildigi ya da bildigini sandig1, kahvede bile duyabilecegi-
miz beylik sozler. Herhalde bunlardan sézedecegimi sanmiyor-
sunuz!

Gergegin ve dogrunun kisiye, cografyaya ve tarihe gore degi-
secegini sOylerken, soziinii ettigimiz gergegin ya da dogrunun ne
oldugunu biliyor muyuz? Gergek ya da dogru iizerine herhangi
bir s6z edebilmek igin 6nce bu kavramlarin ne olduklarim bil-
meliyiz. Tanimi bilinmeyen bir kavram {izerine ne séyleyebiliriz
ki?

Demokrasi en iyi yonetim bigimidir tiimcesini ele alahim. Bu
tiimce ne kadar dogrudur? Boyle bir ifadenin dogru olmasi igin
her seyden 6nce “demokrasi”’nin tanimlanmasi gerekir. Demok-
rasi tanimlandiktan sonra “yonetim bigimi” tanimlanmali. Ar-
kasindan “en iyi” tamlamasi tanimlanmali. Ve tiim bu tanimlar
yapildiktan sonra ”demokrasi en iyi yonetim bi¢imidir” tiimcesi
kanitlanmall. Iste ancak o zaman ”demokrasi en iyi yonetim
bi¢imidir” tiimcesi dogru olabilir.

Yanls anlagilmasin, tersini soylemiyoruz, hasa, biz sadece
sOyledigimizin ne kadar “dogru” oldugunu tartigiyoruz.

Tabii, bir bagkasi, “Benim ‘demokrasi’, ‘yonetim bigimi’ ve
‘en iyi’ tamimlarim degisik” deyip sizin gercek diye sundugunuz
onermeyi reddedebilir. Ama siz de buna karg, “Bu kavram-
lara benim verdigim tanimlarla 6nerme dogrudur” diyebilirsi-
niz. Eger kanitiniz dogruysa kimse buna kars: gikamaz.

“Demokrasi’nin tanmimi ne olmaldir tartigmasi bagka bir
tartigmadir, “dogru/gercek nedir?” tartigmasina dahil degildir,
ya da ¢ok ucundan, ¢ok dolayh olarak dahildir.

Yukarida tanmimlardan ve kamttan sozettik. Tammlar veril-
dikten sonra, yani tliimcenin (ya da 6nermenin) anlami iyice an-
lagildiktan sonra, tiimcenin kanitlanmasi gerektigini soyledik.
Kanit iizerine daha ¢ok yogunlagmak ic¢in anlami bilinen bir
timceyi ele alalim: Ankara Tirkiye’nin bagkentidir. Bu tiim-
cenin dogru oldugundan kuskumuz yok herhalde. Ankara’nin,
Tiirkiye’'nin ve “bagkent”in tanimlar: belli. Peki nasil kamtlar-
simz dogru oldugunu bildiginiz bu tiimceyi? “Anayasa’da Gyle
yaziyor” demeniz yeterli midir? Eger “bagkent”in tamiminda
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boyle yaziyorsa yeterlidir elbet. Ben de size “Gosterin Ana-
yasa'y1” derim. Diyelim Anayasa’yr buldunuz, dogru sayfay:
agip 6niime koydunuz. “Nereden belli bunun gercek Anayasa
oldugu” diye sorabilirim size. O zaman birlikte Ankara’ya gi-
deriz, TBMM tutanaklarina bakariz. Milletvekillerinin imzalar
orada, hepsi Ankara’y: bagkent ilan etmigler. Bu kez “Nereden
belli bu imzalarin sahte olmadig1?” diye sorarim size... Daha da
ilging olabilirim: Nereden belli buranin Ankara oldugu, Ana-
yasa’nin Ankara’da oldugu, buranin meclis oldugu?..

Bana higbir bigimde Ankara’nin Tiirkiye’nin bagkenti ol-
dugunu kamtlayamazsimz. Tiim Tiirkiye tek agizdan “Ankara
Tirkiye’nin bagkentidir” diye bagirsa, gene de ikna olmaya-
bilirim. Yani, biiyiik bir olasilikla Gyledir, Ankara gercekten
Tirkiye’nin bagkentidir ama yiizde yiiz ikna olmam.

Belki benim tuhaf bir hastaligim vardir, bu 6yle bir has-
taliktir ki, Tirkiye’nin bagkentinin Ankara olmadigim 6grendi-
gim anda 6lecegim... Siz hepiniz bunu biliyorsunuz ama ben bil-
miyorum. Isterseniz paranoya deyin, ama i¢ime Gyle bir kugku
diigiiverdi birden. Olecegimi bildiginizden ve 6lmemi istemedi-
ginizden, bana numara yapiyorsunuz, bana oyun oynuyorsunuz.
Cocuklugumdan beri kandirilmigim... Benim igin 6zel gazeteler
basilmig, 6zel haritalar ¢izilmis... Hala daha kandiriyorsunuz...
Yutmam!

Elinize bir elma alin. Bu elmay1 birakirsamz ne olur? El-
ma diiger. Oyle mi? Nereden biliyorsunuz elmanin diigecegini?
Birakirsiniz elmay), elma gergekten diiger.

— Iste, dersiniz bana, elma diistii.

Gergekten de elma diigtii. Gozlerimle gordiim. Hakliymigsi-
niz.

— Peki... Bir daha biraksanmz ne olur acaba?

— Gene diiger elbet!

— Nereden belli?

— Ciinkii hep diigtii!

— Biliyorum hep diigtiigiinii, ama bundan sonra ne olacak
acaba?

— Gene diigecek...
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— Nereden biliyorsunuz hep diigecegini?

— Bugiine kadar hep diigtii, bundan sonra da hep diigecek...

— Bugiine kadar elmanin hep diigmesi bundan sonra da el-
manin hep diigsecegi anlamina gelmez ki!

- Gelir...

— Neden?

— Clinkii aym kosgullarda tekrarlanan deneyler ayni sonuglar:
Verir...

— Neden?

— Bu bir ilkedir, fizik ilkesi! Bunu da mi bilmiyorsun!

— Biliyorum ya da bilmiyorum... Ama siz nereden biliyorsu-
nuz bu ilkeyi? Bu ilkeye gore ben hi¢ 6lmeyecegim, ¢iinkii bu-
giine dek hi¢ 6lmedim!

Iste burada cuvallarsimz. Aym kogullarda tekrarlanan de-
neylerin aym sonuglan verdigini kanitlayamazsimz. Dolayisiyla
elmanin da hep yere diigecegini kanitlayamazsiniz.

Bir giin bir icki masasinda bu konulardan s6zederken, hatta
O6ntumizdeki sigenin var olup olmadigindan bile emin olama-
yacagimzi sOylerken, bir arkadagim,

— Simdi, dedi, kafana gegiririm bu sigeyi, anlarsin sigenin
gergek olup olmadigini!

Cok komik! Ben dahil hepimiz giildiikk. Konunun derinligine
yakigan ciddiyete gectigimizde soyle yanitladim arkadagimi:

— Kafama bir sey gegirmigsindir ve ben sersemlemigimdir.
Bundan benim kugkum olmayabilir. Ama, bir, kafama gercek-
ten sige mi gecirdin? Iki, kafama gercekten bir sige gegirmis
olsan bile, bunu bagkalarina kanmitlayabilir miyiz? Senin bu ey-
lemini filme alip climle aleme gostersek bile, filmin sahte oldu-
gunu 6ne siiriip inanmayanlar olabilir. Saddam’in yakalandigina
bile inanmayanlar var, sahtesinin yakalanmig olacagin 6ne sii-
riiyorlar! Bagkasim dogruluguna ikna edemedigin bir 6nerme
gercek addedilebilir mi? Gergek, bagkasim ikna edebildigin 6l-
gude gergektir!

Bu son soyledigim gergegin bir tanimi olabilir mi? Eger
bunu tanmim olarak kabul edersen, o zaman geriye sadece mate-
matiksel gergek kalir. Bu anlamda bagka gercek yoktur, olamaz.



Dogal Sayilar Ne
Kadar Dogaldir?

Sayilar1 anlamak istiyoruz. “Sayilar1 anlamak” deyince, sanki
bizim digimizda bir yerde, gok belirgin ve fiziksel bir bigimde sa-
yilar var da biz onlar1 anlamak istiyoruz gibi bir anlam gikabilir.

“Anlamak” tizerine diiglinelim biraz. Anlamak ne demektir?
Neyi, nasil ve ne dereceye kadar anlayabiliriz? Anlama cgesitleri
nelerdir? Bu tiir sorularlailgilenecegiz bu yazida. Derin felsefe...
Daha derini yok! Ya da ben bilmiyorum.

“Sayilar1 anlamak”la “ziirafalar1 anlamak” arasinda bir ay-
rim var m1? Var gibi... Ziirafalar orada. Kargimdalar. Otluyor-
lar, geziniyorlar, kosusuyorlar. Goriiyorum onlar. Ziirafalarin
sindirim sistemini anlamaya ¢aligabilirim 6rnegin. Ciinkii o sin-
dirim sistemi orada. Benden bagimsiz bir bigimde var.

Oysa sayilar ortalikta gériinmiiyorlar. Ben hi¢ beg gérme-
dim hayatimda, bundan sonra da gérmeyecegim. Simdiye kadar
kimse “Cok giizel bir beg gegti kapimin 6niinden” dememistir,
¢iinkli bes gegmez, beg yiiriimez, beg kirilmaz, begs ugmaz, beg
susamaz, acilkmaz, yaglanmaz, 6lmez... Beg higbir sey yapmaz!
Oysa ziirafa bir geyler yapar...

Ziirafa orada. Bu ¢ok belli. Oysa beg'in ne kadar orada
oldugu pek belli degil.

Ziirafay: alir kargima incelerim, ama ya beg’i?

Her ne kadar “beg ziirafa” bir anlam ifade ediyorsa da, tek
bagina “bes”in ne anlama geldigi o kadar belli degil.

“Beg zurafa” bir anlam ifade ediyor mu dedim? Yanildim
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galiba... “Bir ziirafa’min anlami ve hatta fiziksel varhg bile
tartigilabilir, ¢linkii o “bir ziirafa” durmadan degismektedir. O
durmadan degigen ziirafaya sanki hi¢ degismezmis, sanki sabit
bir varlikmig gibi “zlirafa” denmesi tam gergegi yansitmaz. Her
ziirafa bir digerinden degisiktir ve her ziirafa her an degisir. “Bir
ziirafa” degil, durmadan degigen ziirafalar vardir! Hatta daha
dogmamg ziirafalar bile vardir! Dolayisiyla aslinda “ziirafa” da
bir kavramdir. “Zirafa”, “zirafa” adimi verdigimiz durmadan
degisen varliklarin ortak adidir. “Ziirafa” sanildigindan daha
soyut bir geydir.

Peki ziirafa bir kavramsa, “beg ziirafa” ne demektir? Aym
kavramdan beg tane olur mu? Galiba “beg ziirafa”, ” ziirafa kav-
raminn kapsamina giren varliklarin begi” anlamina geliyor...
O varliklar da durmadan degistiklerinden tiimiiyle kavrayama-
yacagimiz, biitiiniiyle algilayamayacagimiz seyler. Birini bile
kavrayamazken biz beginden s6zediyoruz...

Hayvan ziirafa olir, kavram ziirafa 6lmez. Hayvan ziirafa
durmadan degisir, kavram ziirafa hi¢ degismez. Hayvan ziira-
fayla kavram ziirafay: birbirine karigtirmamak lazim. Kavram
ziirafa beg’e ¢ok daha yakin.

Konu gittikge karmagiklagiyor ve iginden gikilmaz bir hal
aliyor.

Neyse nel.. Sonug olarak ziirafa ne de olsa ziirafadir. Ora-
dadir. Yadsinamaz bir bigimde, ya da ¢ok zor yadsmr bir bi-
¢imde... Oysa sayilar bir ziirafa kadar bile orada degiller.

Sayilar1 goremiyoruz diye sayilar yok diyebilir miyiz? Belli
ki sayilar var. Bakin, soziinii ediyorum simdi ve anlagiyoruz.
Sayilar, higbir yerde olmasalar beynimizde varlar. Zihinsel bile
olsalar varlar. Ziirafalarla ayn diizlemde degil belki ama “beg”
de var. Descartes yazsaydi bu satirlar,, “Beg’i diigliniyorum
demek ki beg var.” derdi. Hakh olarak...

Cogu insanin bir elinde bes parmak vardir. Bunu herkes
bilir. Demek ki hepimizin uzlagtig1 bir beg kavram var. Iginde
“bes” gegen bu 6nermeyi hepimiz anliyoruz ve dogru buluyoruz.
Demek ki “beg”e ortak bir anlam verebiliyoruz. Tiim insanlarin
bes’e ortak bir anlam vermeleri, herhalde ancak beg’in bizden
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bagimsiz bir bicimde var olmasiyla olabilir.

Kald: ki, beg kavram birbiriyle hig iligkisi olmamig uygar-
liklar tarafindan birbirinden bagimsiz olarak da bulunmustur.
Demek ki bizim digimizda bir yerde var bu “bes”... Oyle ol-
mali... Var ki biraz diiglinebilen her uygarhk belli bir seviyeye
gelince beg’i kavriyor ve kavram olarak benimsiyor.

Akill uzayllar varsa, onlar da beg kavramin bir siire sonra
yaratirlar/bulurlar. Mutlaka... Oyle saniyorum. Beg kavram sa-
dece diinyamiza 6zgii degil. Tiim modelde, dogada, her yerde
olan bir kavram.

Galiba “beg” salt zihinsel degil... O da orada bir yerde. Tam
nerede bilmiyorum ama oralarda bir yerlerde bir “beg” olmali.
Gormesek de, dokunmasak da o beg bizim besgimizdir. Beg’in
kendisi olmasa (“beg’in kendisi” ne demekse!) bile beg kavram
benim digimda bir yerde var. Sadece diigiince olarak var -bagka
tiirli var olamaz- ama var... (Benden bagimsiz diigiince olabilir
mi dogada? Felsefi sorularin sahi!) Var ki hepimiz anlagiyoruz
bes konusunda.

Belki de doga bana “beg beg besg” diye fisildiyor ve ben bey-
nimi kullanarak o beg kavramim yaratiyorum/buluyorum.

Sayilar1 anlamak gibi son derece masum bir ugrag bizi varhk
ve yokluk gibi ¢ok derin felsefi sorulara gotiirdii...

Sorularima tam yamt veremedim. Birtakim g¢ikarimlarda
bulunup sayilarin orada bir yerde olduklar: sonucunu gikardim
ama bu ¢ikarimlarimdan ben de pek emin degilim, ylizde yiiz
ikna olmadim, ben ikna olsam da sizi ikna edemiyor olabilirim.
Matematik diinyasindan gok giktik...

Yanitini bulamadigimiz sorularla zaman harcamayip devam
edelim...

Dogada var ya da yok, beg’i anlamak istiyorum. Beg’i anla-
mak i¢in 6nce beg’in ne oldugunu bilmeliyim. Yani beg’i tanim-
lamaliyim.

Bir deneme yapalim: Beg’i bir elin parmak sayis1 olarak
tanimlayalim.

Biraz demagoji yapip bu tamima kars: gikabilirim ama ¢ik-
mayacagim. Bir an i¢in bu tamim kabul edip beg’i anlamaya
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galhigalim...

Beg’i tanmimladiktan sonra beg’i anlamak ne demektir sorusu
geliyor akla. Beg’in nesini anlayacagim? Beg’i tek bagina degil,
beg’in 6biir sayilarla olan iligkisini anlamak istiyorum. Ornegin
5 + 3ii bulmak istiyorum. “Ug parmak”1 da tammladigimiz
varsayarak, 5 + 3 sayisim beg parmagin yanina 6biir elin ig
parmag) daha geldiginde elde edilen parmak sayisi olarak ta-
nimlayabiliriz.

Nitekim beg parmaginizin yanina 6bir elinizin ii¢ parmagin
getirseniz sekiz parmak elde edersiniz. Deneyin goreceksiniz.
Tekrar tekrar deneyin, hep aym sonucu, “sekiz parmak” so-
nucunu alacaksimz. Ancak bir sorun var burada. Deneyerek
gordiiginizi kamtlayamazsimiz. Beg elmayla li¢ elmay: yan-
yana koydugunuzda sekiz elma elde edeceginizi hi¢bir zaman
kanitlayamazsimz. Ciinkii 6nermeniz deneye bagh. O deneyin
sonsuza kadar ayni sonucu verecegini kanitlayamazsiniz. Dikka-
tinizi ¢ekerim: Beg elmayla li¢ elmay:1 yanyana koyarsamz sekiz
elma elde etmezsiniz demiyorum, sadece bu 6nermenizi kanit-
layamazsimz diyorum. Fiziksel deneyler matematiksel anlamda
kanitlanamazlar. “Bes elmanin yanma ii¢ elma daha koyarsam
sekiz elma elde ederim” Gnermesi olsa olsa (yapilmig) her bir
deney ic¢in kamtlanir, tiim genelligiyle, gelecekte yapilacak de-
neyler i¢in kamtlanamaz. “Boyle gelmisg boyle gider” gegerli bir
kamt yontemi degildir. En azindan matematikte...

Oysa matematik kamtlar. 5 + 3 = 8 esitligini kamtlamali-
y1z... Kanitlamadan olmaz.

Ayrica “beg”i bir eldeki parmak sayisi olarak tanmimlasam,
cok c¢ok biiyiik sayilar nasil tanimlayacagim? Hatta genel ola-
rak “sayr” kavraminin kendisini nasil tamimlayacagim? Bir, iki,
iig, dort, bes tanimlandi. Altiy1 da tamimladik, yediyi de... Gii-
niin birinde durmam gerekecek, sonsuza kadar say: tanimlaya-
cak degilim ya... Sayilan teker teker tanimlamakla say1 kav-
ramini tanimlamak arasinda da bir ayrim vardir.

Ne yapacagiz?

Once sunu yapacagiz: Giinliik dilde kullandigimiz ve ashinda
ne demek oldugunu bilmedigimiz beg’le daha sonraki yazilarda
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matematiksel bir nesne olarak tamimlayacagimiz beg’i birbi-
rinden aywracagiz. Matematiksel beg’in sizin elinizin parmak
sayisiyla higbir ilgisi olmayacak, ya da ¢ok az ilgisi olacak.

Yepyeni bir beg kavrami tanimlayacagiz. Matematiksel ola-
rak...

Nasil yapacagiz bunu?

Nasil yapacagimiz hig 6nemli degil! Beg’i nasil tanimladig:-
mizin hi¢ mi hi¢ 6nemi olmayacak. Beg’i, ii¢’ii, sekiz’i ve top-
lamay1 6yle tanumlayacagiz ki, 6rnegi, 5 + 3 = 8 esitligi dogru
olacak. Onemli olan, sayilar ve iglemleri nasil tammladigimz
degil, tanimladigimiz say1 ve iglemlerin istedigimiz ozellikleri
saglamalari... i§te bu, matematigi matematik yapan nitelik-
lerin en 6nemlilerinden biridir. Daha dogrusu modern mate-
matigi modern matematik yapan budur. Matematikte kavram-
larin nasil tanimlandiklan degil, kavramlarin hangi 6zellikleri
sagladiklar: 6nemlidir.

Matematigin bu bakig agis1 sadece sayilar i¢in degil, ma-
tematiksel her kavram igin gegerlidir. Noktalarin, dogrularin,
diizlemlerin nasil tanimlandiklarn 6nemli degildir, nasil tanimla-
nirlarsa tammlansinlar, 6nemli olan bu kavramlarin istedigimiz
ozellikleri saglamasidir.






Dogal Sayilardan
Ne Istiyoruz?

Dogal sayilari, yani 0,1,2,3,... gibi sayilann anlamak istiyo-
ruz. Elbette dogal sayillar1 anlamak igin 6nce dogal sayilarin
matematiksel tanmimini vermeliyiz. Ama matematiksel tanimi
vermeden Once de dogal sayilarin nesini anlamak istedigimizi
bilmeliyiz. Ciinki tanimi ona gore yapacagiz.

Herhalde, en azindan bir dogal sayidan sonra hangi dogal
saymin gelecegini (verilen dogal sayimin ardilini) bilmek istiyo-
ruz, yani x verilmigse z+1 sayisim1 bulabilmek ve  — z+1 fonk-
siyonunun o6zelliklerini bilmek istiyoruz. Sonra, sanirim dogal
sayilan toplamay1 ve ¢arpmay: anlamak istiyoruz. Toplamay:
ve ¢arpmayl anlamadan olmaz. Ta ilkokuldan beri bagimizin
eti yendi toplama ve garpma icin... Ornegin,

zx(y+z)=zxy+zT Xz

esitligini kamtlayabilmek istiyoruz. Hatta belki 53 gibi bir sa-
ymn issiinii almay1 da becerebilmeliyiz. Ayrica hangi sayimnn
kiigiik, hangi saymn biiyiikk oldugunu da anlamaliy1z, 6rnegin
z? > z esitsizligini kamtlayabilmeliyiz.

Anlamak istediklerimizi siralayalim: z + 1 iglemi, toplama,
carpma, iis alma iglemleri ve esitsizlik iligkisi. Bagka varsa soyle-
yin.

Esitsizlikten baglayalim. Dogal sayilardaki z < y esitsizligi-
ni toplama cinsinden yazabiliriz:

z < y esitsizligi sadece ve sadece £+ 2z = y esitligini saglayan
bir z dogal sayis1 varsa dogrudur.
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Goriildiigii gibi esitsizligi toplamadan bedava elde ettik. Do-
layisiyla, eger toplamay: anlarsak esitsizligi de anlariz. Boylece
anlamak istediklerimizin listesinden esitsizligi silebiliriz. Artik
sadece x+1 iglemini, toplamay1, carpmayi ve iis almay1 anlamak
istiyoruz.

Simdi s almaya bakalim.

=1

ve
v =¥ x ¢

egitliklerinden, carpmay: ve z+ 1 iglemini biliyorsak gii¢ almay:
da bildigimizi anlariz. Nitekim bu esitliklerden 6rnegin su gikar:

23 =22+1=22x2=21+lx2
=2'x2) x2= (21 x2) x 2
=((22x2) x2) x2=((1x2) x2) x2.

Carpmay biliyorsak, sag taraftaki carpmay: hesaplayabiliriz ve
23 igleminin sonucunu bulabiliriz. Demek ki anlamak istedikle-
rimizin listesinden iis almay1 da silebiliriz. Artik sadece = + 1
iglemini, toplamay1 ve ¢arpmay1 anlamak istiyoruz.

Sira geldi ¢garpmaya... Carpmay1 da toplama cinsinden ya-
zabiliriz:

zx0=0
ve
zxy+1l)=zxy+z.

Nitekim, yukaridaki esitlikleri kullanarak ve toplamay: ve z +1
iglemini bildigimizi varsayarak, 6rnegin 2 x 3 igleminin sonucunu
bulabiliriz:

2x3 =2x(2+1)=2x2+2=2x(1+1)+2
=(2x14+42)+2=2x(0+1)+2)+2
=((2x04+2)+2)+2=((0+2)+2) +2.

Toplamay: biliyorsak, en sagdaki iglemi hesaplayip 2 x 3 igle-
minin sonucunu bulabiliriz. Demek ki ¢arpmay1 da bilmek is-
tediklerimizin listesinden silebiliriz. Artik sadece = + 1 iglemini
ve toplamay: anlamak istiyoruz.
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Simdi de toplamaya bakalim. Eger = + 1 iglemini yapabili-
yorsak, toplamay: da yapabiliriz. Nitekim

z+0=zvez+(y+1)=(x+y) +1
esitlikleri toplama yapmamiz saglar. C)rnegin,

243 =24+2+1)=02+2)+1
2+@1+1)+1
=((2+1)+1)+1.

Eger z verildiginde z + 1 iglemini yapabiliyorsak, o zaman sag-
daki iglemi yapip 2 + 3 igleminin sonucunu bulabiliriz. Demek
ki toplamay1 da bilmek istediklerim listesinden silebiliriz. Artik
sadece = + 1 iglemini anlamak istiyoruz.

Geriye fazla bir sey kalmadi. Toplamayi, carpmayi, iis al-
may]1, esitsizligi anlamak i¢in = + 1 iglemini anlamalyiz. z + 1
igleminin ozellikleri bize toplamanin, ¢arpmanin, is almamn,
esitsizligin tiim 6zelliklerini verecek.

Toplamanin, garpmanin, iis almanin ve esitsizligin 6zellikle-
rini kanitlayabilmek icin  + 1 igleminin hangi 6zelliklerini bil-
meliyim? igte o6nemli soru bu. Ancak bu soruyu yamtladiktan
sonra tamimlara gegebiliriz. £ — z 4 1 igleminin hangi 6zellik-
lerine ihtiyacimiz oldugunu bir sonraki yazida sdyleyecegiz.

Bir nokta okurun dikkatinden kagmis olabilir: 4+ 1 iglemini
anlamak igin 1 diye bir sayiy1 anlamak gerekmiyor. Biz sadece
“art1 bir” igleminden sézediyoruz, 1 sayisindan sézetmiyoruz.
Hatta “art1 bir” degil “artibir” igleminden s6zediyoruz. Bundan
sonra z + 1 yerine S(z) yazahm ve “art1 bir” yerine “bir saymin
ardill” terimini kullanalim. Boylece kafa karigtiran 1’den kur-
tulmus oluruz.






Peano Aksiyomlari

Bir onceki yazida, dogal sayilarda toplamayi, carpmayi, s al-
may1 ve egitsizligi anlayabilmek igin, dogal sayilar kiimesi lize-
rinde

T—zT+1

formiiliiyle tamimlanan “arti bir” ya da “ardill” iglemini an-
lamamizin yeterli oldugunu gordiik. Bu dedigimiz tam dogru
degil, yanhs, ama ¢ok da yanhs degil. Ama simdilik dogruymus
gibi devam edelim. Oniimiize gikan sorunlardan daha sonra
sozedecegiz.

Bu yazida ilk olarak su soruyu sorup yamtlayacagiz: “Ar-
dili” igleminin nesini bilmeliyiz ki dogal sayilarla ilgili anlamak
istedigimiz “her seyi” anlayahm!? Bu soruyu ilk Giuseppe Pe-
ano adh Italyan matematikgi sormug ve yamtlamstir. Peano
Aksiyomlan adi verilen bu 6zellikleri bu yazida agiklayacagiz.

Bundan béyle z + 1 yerine S(z) yazalim?, ki z + 1 igleminin
1’le ilgili bir iglem oldugu gibi aslinda pek de yanls olmayan
ama bizi yanhs yonlendirebilecek bir fikre kapilmayalim. S(z)’e
2’in ardds adin1 verecegiz.

Asagida, dogal sayilar kiimesi N’nin ne oldugunu bildigimizi
varsayip, S fonksiyonunun en temel 6zelliklerini bulacagiz. N
kiimesinin tanimin yazinin en sonunda yapacagiz.

1Gédel her seyi kanitlayamayacagimizi 1931°de kanitlamistir (bkz. sayfa
97 ve 107). Demek ki istedigimiz gergeklesmesi miimkiin olmayan bir istek.

2Buradaki S, “sonraki” anlamma gelen Ingilizce “successor” ve Fran-
sizca “successeur” sozciiklerinin bag harfidir, Tiirkge “sonraki” sozciigiiniin
bag harfi olarak da algilanabilir.
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Ik Ozellikler. Her seyden Once S, dogal sayilar kiimesin-
den gene dogal sayilar kiimesine giden bir fonksiyondur3.

S S S S S S S S S

Ayrica, S birebir bir fonksiyondur, yani eger  ve y dogal
sayllan igin S(z) = S(y) esitligi gegerliyse = = y esitligi de
gecerlidir?. Bir bagka deyigle ardillar esit olan sayilar esittir.

Peki S fonksiyonu 6rten® midir, yani her dogal sayi, bir do-
gal saymin ardih midir? Hayir degildir. 0 sayis1 hicbir dogal
saymn ardih degildir. Ama 0 digindaki her dogal say1 bir bagka
dogal saymin ardihdir. Yani S fonksiyonu neredeyse orten...
Matematiksel deyigle S fonksiyonu N kiimesinden N\ {0} kiime-
sine giden birebir ve orten bir fonksiyondur.

Ikinci Ozellik. S fonksiyonunun bir bagka énemli dzelligi
daha var. O da su: A, dogal sayilar kiimesi N'nin bir altkiimesi
olsun. Eger 0, A’nin bir elemaniysa ve A’daki her z sayis: igin
2’in ardili olan S(z) sayis1 da A’daysa o zaman A = N olur. Bir
bagka deyisle, N’nin, 0’1 igeren ve igerdigi her sayimmn ardilim
da igeren her altkiimesi N’ye egittir. Matematiksel olarak bu
dedigimiz goyle ifade edilir.

S1.0€ A, ve
S2. Her z € A igin, S(z) € A

kosgullan saglaniyorsa o zaman A = N olur. Nitekim, bu iki ko-
sulu saglayan bir A kiimesi alalim. 0'in A’da oldugunu birinci
kosuldan dolay: biliyoruz. Ikinci kogulda z yerine 0 alirsak, 0 €
A oldugundan, 0'1n ardih olan S(0) sayisinin, yani 1’in de A’da

3Daha dogal sayilar kiimesi N’yi tanimlamadik. Simdilik, N diye bir
kiimemiz oldugunu varsayip sezgisel takiliyoruz. Yani diigiiniiyoruz. Ya-
zinin sonunda N’nin ne olmasi gerektigini gorecegiz. N'nin ne olmasi ge-
rektigini gordiikten sonra N’nin varhigim kamtlamahyiz.

‘Eger £ +1 =1y + 1 ise = = y esitligi de dogrudur, bunu herkes bilir!

5f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her y € Y igin f(z) = y esitligini
saglayan bir z € X varsa, f fonksiyonuna orten denir.
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oldugunu anlariz. Ikinci énermede bu kez z yerine 1 alalim;
demek ki 1’in ardih S(1), yani 2 de A’da. Simdi, ikinci kosulda
x yerine 2 alalim, boylece 3’iin de A’da oldugunu goriiriiz. Bunu
boyle siirdiiriirsek her dogal sayinin N’de oldugunu anlanz.

Yukarida verdigimiz bir kamt degildir, sadece okuru ikna
etmeye yonelik bir akil yiiriitmedir. A’nin N’ye egit oldugunun
kamtim veremeyiz ¢liinkii N kiimesini matematiksel olarak he-
niiz tanimlamadik. Matematiksel olarak terimleri tanimlanma-
mig A = N Onermesini de elbette matematiksel olarak kanitla-
yamayiz.

Simdi dogal sayilar kiimesinin genel kabul goren tanimim
verecegiz. Ama once birgok kitapta tekrarlanan yanhg tanimi
verelim.

Dogal sayilar kiimesi sadece bir kiime degildir... Tamimda N
adi verilen bir kiime vardir, ama ayrica 0 ad1 verilen bir 6ge ve S
adi verilen bir fonksiyon da vardir. Yani ashinda “dogal sayilar
kiimesi” N degil, (N, 0, S) dogal sayilar yapis: tanimlanir.

Dogal sayilar yapisi, hemen agagida agiklayacagimiz 6zellik-
leri saglayan bir (N, 0, S) igliisiidiir. Buradaki N bir kiimedir.
0, N'nin bir 6gesidir. S, N’"den N’ye giden bir fonksiyondur. Bu
kiime-eleman-fonksiyon {iglisii Peano aksiyomlar: ad1 veri-
len su iki 6zelligi saglamalidir:

P1. S, N'den N’ye giden birebir bir fonksiyondur ve S(N) =
N\ {0} esitligi gecerlidir.
P2. A, dogal sayilar kimesi N'nin,

S1.0€ A, ve
S2.zc Aise S(z) € A

kosullarina saglayan bir altkimesiyse o zaman A = N olur.

Birgok kitapta, dogal sayilar yapisi1 yukandaki P1 ve P2
ozelliklerini saglayan bir (N, 0, S) igliisii olarak tanimlanir. Ya-
zarlar bu yapidan hareketle toplamay: ve garpmay1 agagidaki
ozellik saglanacak bigimde tanimlarlar:

Til.z+ 0=z,
T2. z+ S(y) = S(z +y)
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ve
Cl.zx0=0,
Ca.zxSy)=zxy+z.

T1 ve T2'nin toplamayn, C1 ve C2’nin de garpmay: tamimladig:
sOylenir. Ornegin, 1 elemanim S(0) olarak tammlarsak,

z+1=1z+S5(0)=S(z+0)=S5(z)

olur, tam istedigimiz gibi. Eger 2 sayisim da S(1) olarak ta-
nmimlarsak z + 2 sayisinin S(S(z)) sayisina esit oldugunu yuka-
ridaki yontemle kolaylikla kanitlayabiliriz. Eger 3 S(2) olarak
tamimlarsak = + 3 sayisinin S(S(S(z))) sayisina esit oldugu da
kolaylkla kamtlanabilir. Ancak T1 ve T2 formiillerinin her z
ve y sayst igin z + y diye bir say1 tamimladigr kanitlanamaz.
Ciinkii T2, eger = + a sayisi tammmlanmigsa, = + S(a) diye
bir saymnin tanimlandigin séyliiyor; tabii bir de 4+ 0 sayisinin
Z’e egit oldugunu soyliiyor. Demek ki, eger y # 0 ise, z +y diye
bir saymin varhgm kamtlamak igin 6nce S(y;1) = y esitligini
saglayan bir y; sayisinin varhigim kamtlayip, = + y; toplami-
nin oldugunu gostermeliyiz ve ancak bu y; sayis1 bulunduktan
sonra z+y = S(z + y1) esitligini yapabiliriz ve z + y toplamin
bulabiliriz. (y; sayis1 y’den bir 6nceki sayidir.) Eger y; # 0 ise,
yani y # 1 ise £ + y; toplaminin oldugunu kanmtlamak igin de
once S(y2) = w1 esitligini saglayan bir yo sayisimin varhgm
kanitlayip, £ + y2 toplammnin oldugunu gostermeliyiz. Sonra
Y3, sonra y4... Bunu boylece devam ettirmek ve en sonunda
0’a ulagtigimizi gostermek gerekir ki bunu gostermek miimkiin
degildir. Eger y = S(S(S5(S(0)))) ise,

y1 =5(

y2 = S(5(0))
y3 =5(

yes =0

bulunur ve mutlu sona (0’a yani!) dért adunda ulagirnz. Ama
her y sayisi i¢in bunu yapabilecegimiz ne malum? Nitekim her
y sayisi i¢in bunu yapabilecegimizi kamtlayamayiz, kanitlaya-
mayacagimiz gibi, kamtlamak istedigimiz “her y sayisimmin bir
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Oncesini alarak sonlu adimda 0’a ulagiriz” 6énermesini 0 ve S ve
matematiksel ve mantiksal simgeler kullanarak yazamayiz bile!
Birakin olguyu kanitlamay, olguyu dile getirmekten bile aciziz.

Yani toplama iglemi yukarida tanimlanan (N, 0, S) yapisin-
da tanimlanamaz.

Toplama tanimlandiktan sonra benzer sorun ¢arpma igin de
yasanir. Yani nasil toplama iglemi yukarida tanimlanan (N, 0, S)
yapisinda tamimlanamazsa ¢arpma iglemi de (N, 0, S, +) yapi-
sinda tanimlanamaz.

Simdi gergek Peano aksiyomlarini verelim.

Dogal sayilar yapisi, hemen agagida agiklayacagimiz 6zellik-
leri saglayan bir (N, 0, S, 4+, X) beslisidir. Buradaki N bir kiime-
dir. 0, N’nin bir 6gesidir. S, N’den N’ye giden bir fonksiyondur
ve son olarak + ve x, N x N’den N’ye giden iki fonksiyondur.
Bu besgli Peano aksiyomlar: ad: verilen su dort 6zelligi sag-
lamalhidir:

P1. S, N'den N'ye giden birebir bir fonksiyondur ve S(N) =
N\ {0} egitligi gecerlidir.
P2. A, dogal sayilar kiimesi N'nin,

S1.0€ A, ve
S2. z€ Aise S(z)e A

kosullarina saglayan bir altkimesiyse o zaman A = N olur.
P3. Her z, y € N igin

T1l. 2+ 0=z,
T2. z+S(y) = S(z+y)

olur.
P4. Her z, y € N i¢cin

Cl. z0=0,
Ca.zxSy)=zxy+z.

olur.
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Bu aksiyomlarda bir diizeltme daha yapmak lazim. Dikkat
ederseniz P1, P3 ve P4 elemanlardan sézederken, P2 altkiime-
lerden bahsediyor. Burada agiklayamayacagim bazi nedenler-
den bu pek hosg karsilanmaz. Miimkinse aksiyomlarin altkiime-
lerden degil, elemanlardan s6zetmesi istenir.

P2’yi goyle degistirelim: ¢(z), iginde = degiskeni olan, 0, S,
+, X, A, V, —, 3, V simgeleri, parantezler ve y, z gibi degigkenler
kullanilarak yazilmig herhangi bir matematiksel 6nerme olsun.
P2, su 6nerme olsun:

P2,. Ejer ¢(0) dogruysa ve her z igin p(x) dogru oldugun-
da ¢©(S(z)) de dogruysa, o zaman her z icin p(z) dogrudur.

Eger P2 dogruysa, P2’deki A kiimesi yerine
{z € N: ¢(z) dogru}

alinarak, P2, 6nermesinin dogru oldugu anlagilir. Demek ki P2
dogruysa her ¢ igin P2, 6nermesinin de dogru oldugu anlagilr.
Ama her ¢ igin P2, 6nermesi dogruysa, P2 6nermesinin dog-
rulugu kamitlanamaz, ¢iinkii N’nin her A altkiimesi bir formiil
tarafindan tamimlanamaz, yani her A altkiimesi igin,

A= {z e N: ¢(z) dogru}

egitligini saglayan bir ¢ formiilii yoktur. (Ciinkii altkiime sayisi
sayillamaz sonsuzlukta, formiil sayisi sayilabilir sonsuzluktadir.)
Demek ki P2, 6nermeler toplulugu P2 6nermesinden daha za-
yiftir, P2’nin tiim giiclinii yansitmaya yetmez.

Artik gergek Peano aksiyomlarini yazabiliriz:

P1. S, N'den N’ye giden birebir bir fonksiyondur ve S(N) =
N\ {0} esitligi gecerlidir.

P2. Yukarida agiklanan dilde yazilan her ¢ 6nermesi igin,
eger ¢(0) dogruysa ve her x i¢in p(x) dogru oldugunda ¢(S(z))
de dogruysa, o zaman her z igin p(z) dogrudur.

P3. Her z,y € N i¢in

T1l. 2+ 0=z,
T2.z+ S(y) =S(z+vy)

olur.
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P4. Her x,y € N i¢in

Cl.zx0=0,
Ca.zxSy)=zxy+z.

olur.

Bu 6zellikler dogal sayilarin tiim 6nemli aritmetiksel 6zellik-
lerini kamitlamak igin yeterlidir diye tahmin ediliyor. Kanitlana-
bilecek her seyin kanitlanabilecegi dogru degil ama; kiimeler ku-
raminin yardimiyla kanitlanan ancak yukaridaki aksiyomlarla
kanitlanamayan 6nermelerin varhgi biliniyor, hatta bu 6nerme-
lerden birkag: agik agik biliniyor, ama gene de sayilar kuramiyla
ilgili klasik tiim sorular1 yanitlamak igin yukaridaki aksiyom-
larin yeterli olduklar saniliyor.

Yukardaki o6zellikleri saglayan bir (N,0,S) yapisinda fak-
toriyel ve iis alma gibi iglemler tanimlanabilir ve bu iglemler
tahmin edilen 6zellikleri saglarlar. Ayrica boyle bir yapida bir
esitsizlik de tamimlayabiliriz. , Cok 6nemli bir soru simdi: Ma-
tematikte yukaridaki P1, P2, P3 ve P4 o6zelliklerini saglayan bir
(N,0,S,+, x) beglisi var midir?

Eger matematigin dogay: anlamaya caligtigi ve bunda ol-
dukca bagarii oldugu g6z ontine alinirsa, yanitin olumlu olmasi
gerekir. Nitekim vardir. Istenirse (ama ancak istenirse) bulunur.
Bunu da bir bagka kitabimizda yapacagiz.

Not: Onemli bir noktaya parmak basmak gerekiyor. Do-
gal sayilar kiimesi, matematiksel olarak sadece ve sadece P1,
P2, P3 ve P4 6zelliklerini saglayan bir (N,0, S, +, x) beslisidir;
dogal sayilarin matematiksel olarak nasil tanimlandiklari hig
ama hi¢ 6nemli degildir. Onemli olan dogal sayilarin ne ol-
duklarn degil, nasil tamimlanirlarsa tanimlansinlar, tanimlanan
dogal sayilarin, toplamanin ve ¢garpmanin tahmin ettigimiz 6zel-
likleri saglamalaridir.

Matematikte 6nemli olan nesneler degil, nesnelerin 6zellik-
leridir. Matematiksel nesnelerin nasil tanimlandiklar1 o kadar
onemli degildir. Onemli olan, tammlarin istenilen &zellikleri
saglamasidir.
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Ornegin Develerle Egekler yazisinda 2’yi {0,1} kiimesi ola-
rak, 4’ ise {0, 1, 2, 3} kiimesi olarak tanimlamgtik. Ayrica top-
lamay1 ve garpmay1 da tamimlamigtik. Sonra da 2 4+ 2 = 4 ve
2 X 2 = 4 esitliklerini kamtlamigtik. O yazidaki tanimlarin ol-
duklan gibi olmasi pek onemli degildir. Onemli olan, kabul
edilen tanmmlarla 2 +2 = 4 ve 2 x 2 = 4 gibi esitliklerin
kanitlanabilmesidir. Yani 2’'nin, 4’{in, toplamanin ve ¢arpmanin
ne olduklari, nasil tanimlandiklar1 matematiksel agidan 6nem-
sizdir. Onemli olan 2+ 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 gibi esitliklerin
dogrulugudur. Biitiin bu esitliklerin 6ziinde de Peano Aksi-
yomlar: yatar. Demek ki matematikte amag, dogal sayilarin
“gercekte” ne olduklarim kegfetmek degil, Peano Aksiyomlari’ni
saglayan bir sistem yaratmaktir.

Bir de tabii yaratilan sistemin olabildigince yalin olmasi is-
tenir ki, hem estetik agidan tatmin olahm hem de 2 + 2 = 4
gibi basit bir esitligi kamtlamak i¢in bin dereden su getirmek
zorunda kalmayalim.



Secim Aksiyomu

Asagida yedi matematiksel olgu bulacaksimiz. Bu olgularin her-
biri bir teoremdir, kamtlanmiglardir. Ancak bu olgular, mate-
matikte gok 6zel bir yeri olan Se¢im aksiyomu kullanilarak ka-
nitlanmigtir. Se¢im Aksiyomu’ndan bir sonraki yazida sézede-
cegiz.

Birinci Soru: Bildigimiz R x R Oklid diizleminin 6yle bir
altkiimesini bulun ki, diizlemin her dogrusunun iistiinde bu
altkiimeden tam iki tane nokta olsun (ne fazla ne eksik...)

Yani, dyle bir X C R? bulacaksimz ki, eger £ C R? bir
dogruysa, £ N X kiimesinde tam iki nokta olacak.

Araym. Cok arayin. Istediginiz kadar arayin. Eger matema-
tikgi degilseniz, baz1 6zel bilgilere sahip degilseniz bulamaya-
caksimiz.
ikinci Soru: Bu soruyu okudugunuzda, soruyu dogru anla-
madiginiz1 sanacaginiza dair iddiaya girebilirim.

Yarigap: 1 olan bir kiire alin. Bu kiireyi, 6yle sonlu sayida
parcaya aywrn ki, o sonlu pargalari gene yarigapi 1 olan iki
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kiire elde edecek bigimde birlegtirebilin... Hem de pargalar egip
bitkmeden, ¢ekip gekistirmeden... Sadece pargalar1 havada don-
diirerek ve oteleyerek...

Matematikte buna Banach-Tarski paradoksu adi verilir.

Normal bir topla bu yapilamaz elbet, yapilabilseydi, ser-
maye olarak tek bir topla bir top fabrikasi kurulabilirdi...

Eger Segim aksiyomunu kabul ederseniz yukaridaki sihir-
bazlik teorik olarak yapilabilir (ama pratikte yapilamaz).

I"Jgiincii Soru:

a. 0, 1, 2, 3, gibi sayilara dogal say: denir. Bog olmayan
her dogal say1 kiimesinden bir eleman (esantiyon) segebiliriz;
ornegin kiimenin en kiigiik elemanini egantiyon olarak sege-
biliriz... S6zgelimi, bu y6ntemle, {1, 5, 8} kiimesinden 1’i, ¢ift
sayilar kiimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi segeriz.

b. -2, -1, 0, 1, 2, 3 gibi sayilara tamsay1 denir. Bog olma-
yan her tamsay: kiimesinden de belli bir yontemle bir eleman
segebiliriz. Ornegin su yontemi deneyelim: Tamsay1 kiimemize
X diyelim; eger X’in en biiylik elemam varsa o en biiyik ele-
mani, yoksa X NN kiimesinin en kiigiik elemanini segelim. (Bu-
rada N, dogal sayilar kiimesini simgeliyor.) Boylece her tamsay1
kiimesinden bir eleman se¢mig olduk.

c. 2/3, -3/4, 6/2 (yani 3), 0/7 (yani 0) gibi sayilara kesirli
sayular denir. Kesirli sayilar kiimesi Q simgesiyle gosterilir:

Q={a/b:a,beZ veb#0}.
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Pozitif kesirli sayilar kiimesi Q2° olarak gosterilir:
Q2%={a/b:a,be N,b#0}.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesinden bir say:
nasil segeriz? Kiimeye X diyelim. Su kiimeyi tamimlayalim:

AX)={a+b:a/be X}

A(X) bog olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan en kiigiik
eleman: vardir. Bu elemana n diyelim. Simdi,

{a/be X :a+b=n}

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, do-
layisiyla bir en kiigiik elemam vardir. Iste X’in bu elemamm
secelim. X’ten bu yontemle segtigimiz elemana f(X) adim ve-
relim.

(")rnegin,

X = {a/b: a asal ve a® + b’ sayis1 4’e ve 5e boliinmez}
ise,

A(X) ={a+b:a asal ve a® + b? says1 4’¢ ve 5’e biliinmez}

={5,6,...)

kiimesidir. A(X) kiimesinin en kiigiikk elemam 5’tir (@ = 3,
b=2yadaa =2, b= 3). Dolayisiyla yukarida agikladigimiz
yontemle X’ten 2/3’ segeriz, yani f(X) = 2/3 olur.

d. Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman
segebiliriz. X C Q bog olmayan bir kiime olsun. Eger X N Q2°
bog degilse, yukaridaki yontemi kullanalim ve f(X N Q29) ele-
manini secelim. Eger X NQ2° bogkiimeyse, (—X)NQ2° kiimesi
bosg degildir, o zaman da X’yen —f ((—X) N Q2%) elemamm
segelim.

e. Gergel sayilar kiimesinin

(a, b, [a,b), (a, b], (a,b),

(—o00,a], (—o0 a,), a, 00), (a,00), (—o0, —00)
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gibi altkiimelerine aralik adi verilir. Gergel sayilarin bog olma-
yan araliklarindan da belli bir yé6ntemle bir eleman segebiliriz.
[a, b], [a,b), (a,b], (a,b) araliklarindan “orta noktay1”, yani (a+
b)/2 noktasini, (—o0, a], (—o0, a) araliklarindan a — 1 noktasini,
[a,0), (a,00) araliklarindan a + 1 noktasim ve (—oo, —00) ara-
ligindan (gene orta noktay:!) 0 noktasini segelim.

f. Yapamayacagimzi iddia ettigim asil sorum su: Bosg olma-
yan gercel say1 kiimelerinin herbirinden belli bir yontemle bir
say1 segebilir misiniz? Se¢im aksiyomunu kullanmadan yapa-
mazsiniz.

Déordiincii Soru: Gergel sayilar kiimesinin 6yle bir X altkii-
mesini bulun ki, her r gergel sayis1 belli bir

Ty Tpn €X

ve
q,---,qn €Q
igin,
qT1 + @22+ -+ GnTn

olarak yazilsin ve r’nin bu tiir bir bagka yazilim (siralama farki
diginda) olmasin.

Besinci Soru: Q'niin asagidaki iki 6zelligi saglayan A altkii-
melerine bakalim:

1. Eger x ve y kesirli sayilar1 A’daysa, z—y sayis1 da A’dadur.

2.1¢ A.

Boyle bir kiime var midir? Evet! Ornegin ¢ift tamsaylar
kiimesi, yani 2Z. Cift tamsayilarin farki gene bir ¢ift sayidir ve
1 ¢ift say1 degildir.

Peki, Q kiimesinin bu tiir altkiimelerinin en biiyiigiinii bu-
labilir miyiz?

Yanit gene evet!

A={2a/b:a €Z,beZ veb bir tek tamsay},

yani pay ¢ift olan kesirli sayilarin kiimesi igte boyle bir kiimedir
(kanit1 kolay) ve bu tiir kiimelerin en biiyiigiidiir (kamti biraz
daha zor).
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Bunlar yapilabilir. Simdi gergel sayilar kiimesine gegelim.
Asagidaki 6zellikleri saglayan bir A bulmaya gahgin:

1. ACR.

2. A gikarma altinda kapali.

3.1¢ A.

4. A, yukandaki 6zellikleri tagiyan kiimelerin en biiyiigii ol-
sun. Yani B kiimesi yukaridaki ii¢ 6zelligi saghyorsa ve A C B
ise, A = B olsun.

Deneyin, eger Se¢im Aksiyomu’nu bilmiyorsamiz ve kullan-
marmigsamz, yukaridaki dort ozelligi saglayan bir A kiimesi bu-
lamayacaksiniz.

Altinci Soru: Bir agag soyle bir seydir:

Kara noktalara budak diyelim. Her budaktan gikan dallara
da dal diyelim... Birbirinin pegisira gelen dal dizilerine de yol
diyelim. Ornegin yukarida kesik izilmis ii¢ dal bir yol olugturur.
Koyu gizgiler de bir bagka yoldur.

Su teoremi kanitlamaya galigin: Eger bir agacin her budagin-
dan sonlu sayida dal gikiyorsa, ama agagta sonsuz sayida budak
varsa, o zaman, agacta sonsuz sayida dalin (ya da budagm) ol-
dugu bir yol vardir.

Bu teorem matematikte Konig Onsaw olarak bilinir.

Matematigin en bilinen yontemleriyle bu teoremi kamtlaya-
mazsiniz.

Yedinci Soru: Eger sonsuz bir kiime

{aﬁs a, az, as, .. *}



170 Segim Aksiyomu

biciminde dogal sayilarla sayillandirihyorsa, bu kiimeye say:la-
bilir sonsuzlukta kiime diyelim. Ornegin, dogal sayilar sayi-
labilir sonsuzluktadir. Cift sayilar da sayilabilir sonsuzluktadir.
Asal sayilar kiimesi de. Asal sayilar kiimesini goyle sayilandira-
biliriz:

a =2

a; = 3

as = 5

az = 7

ag =11

an, =n+ l’inci asal

Genel olarak, dogal sayilar kiimesinin her sonsuz altkiimesi
sayilabilir sonsuzluktadir. Z kiimesi de sayilabilir sonsuzluk-
tadir:

ao
ay =1
as =-1
as =¥
a4 =-2
as =3

ag2n =—n
a1 =n+1

Kesirli sayilar kiimesi Q de sayilabilir sonsuzluktadir.

Ote yandan gergel sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuzlukta
degildir. Degildir ama sayilabilir sonsuzlukta bir altkiime igerir:
dogal sayilar kiimesi N’yi.

Her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesi
olmasi gerekmez mi? Evet diyorsamiz haklisimz, olmasi gere-
kir. Kanitlayin o zaman! Eger se¢im aksiyomunu bilmiyorsamz
bagaramayacaksiniz.

Secim aksiyomunu bilmeyen okurun bu olgulan kamtlaya-
mayacagin sOylemigtim. Bu, bir kam ya da yargi degildir, bir
kesinliktir. Se¢im aksiyomu kullamilmadan bu olgularin kamt-
lanamayacag kanitlanmigtir.



Secim Fonksiyonlar: ve
Secim Aksiyomu

Sonsuz sayida ayakkabi ¢ifti var ve biri sizden her giftten bir
adet getirmenizi istiyor... Her giftten sol ayakkabiy1 segebilirsi-
niz o6rnegin. Ya da hep sag ayakkabiyi... Ya da bir sag bir sol
ayakkabiy... Yani iki ayakkabidan birini segmek igin bir kural
bulabilirsiniz.

Simdi, diyelim sonsuz sayida ayakkab: cifti degil de, sonsuz
sayida gorap ¢ifti var. Her ¢iftten birini segeceksiniz... Corap-
larin sag1 solu belli olmadigindan -bu sefer belli bir kural bula-
mazsiniz. Coraplarin biri sagda biri solda olsa ya da biri iistte
biri altta olsa ya da biri yirtik biri pirtik olsa, o zaman gorap
segme kuralim koymak kolay. Sorun, sonsuz sayida gorap ifti
oldugunda ve ciftleri olusturan goraplardan birini digerinden
ayirt edemedigimizde.

Ayaktakimim bir kenara birakip matematik diinyasina dé-
nelim.

X ={{1,2}, {3, 4}, {5, 6}, ...}

olsun. Yani X bir kiime ve elemanlar bir n dogal sayisi igin,
{2n+1,2n + 2}

bigiminde. X’in her elemam iki elemanh bir kiime. Amacimiz
X’in her elemanindan bir eleman se¢mek. X’in her elemam iki
dogal sayidan olustuguna gore, bu dogal sayilarin en biyugi-
nii segebiliriz: {1, 2}’den 2’yi, {3, 4}’ten 4’i ve genel olarak
{2n + 1, 2n + 2} kiimesinden 2n + 2 elemanim segebiliriz.
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Basgka secim yontemleri de olabilir elbet. Amacimiz segim
yontemlerinden birini bulmakti ve bagardik.
Bir bagka o6rnek: Eger

X ={{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...}

ise, 1, X’in her elemaninda oldugundan, hep 1’i segebiliriz. Boy-
lece X’in her elemanindan bir eleman (1’i) se¢mis olduk.

Birazdan orneklerimizi artiracagiz ve se¢imin her zaman ko-
lay, hatta kimileyin miimkiin bile olmadigini gorecegiz.

Soruyu daha matematiksel olarak goyle ifade edelim. Eli-
nizde bir X kiimesi var. Bu kiimenin elemanlarn da kiime ve
higbiri bog degil. X’in her elemanindan bir eleman (6rnek, nu-
mune, esantiyon) segmek istiyoruz. Eger z € X ise, x’ten segilen
numuneye f(z) adi verelim. f(z)’ten tek istedigimiz z’in bir
elemani olmasi, yani f(z) € z kosulu.

Bir bagka deyisle, kalkig kiimesi X olan 6yle bir f fonksiyonu
bulmak istiyoruz ki, her z € X igin, (z) € z olsun. Boyle bir
fonksiyona X’in se¢im fonksiyonu denir.

Elbette X’in bir segim fonksiyonu olabilmesi igin, X’in 6ge-
lerinin (ki bu 6geler de birer kiime) higbirinin bogkiime olma-
masl gerekir.

Bu yazida soracagimiz soru su: Elemanlar: bos olmayan
kiimeler olan her kimenin bir se¢im fonksiyonu var mider?

Sorunun zorluk derecesini 6rneklerle 6lgecegiz. Bundan son-
raki yazilarda da sorunu derinlemesine tartigacagz.

Kolay Siklar

Eger X, asagidaki sekildeki gibi, elemanlar1 bog olmayan
kiimeler olan sonlu bir kiimeyse, o zaman X’in bir se¢im fonk-
siyonunu bulmak ¢ok basittir: X’in her elemanindan bir eleman
alin, olsun bitsin! Sonlu tane gorap ¢iftinin her birinden bir adet
se¢meyi herkes bilir... Sorun X sonsuz olunca...

X sonlu oldugunda bir se¢im fonksiyonunun oldugu X’in
eleman sayisi iizerine tiimevarimla kolaylikla tanimlanabilir.
Kanit1 okura birakiyoruz.
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Eger X’in elemanlarinin ortak bir elemani varsa, o zaman da
kolay, hep o ortak elemam segelim. Ornegin yukaridaki drnek-
lerden birinde, 1, X’in biitiin elemanlarinin ortak elemaniyd:
ve biz hep 1'i segmigtik.

Eger X’in her elemaninda (ki bu elemanlar da birer kiime,
tekrarliyoruz), a ve b diye adlandiracagimiz iki elemandan biri
varsa, o zaman da se¢im kolay: X’in herhangi bir z elemanim
alalim. Eger a € z ise a’y1 segelim, yani f(z) = a olsun. Eger
a ¢ z ise, o zaman z’ten b’yi segelim, yani bu durumda f(z) = b
olsun.

Yukarida, X kiimesinin x, y, z, ¢, # ve v olmak iizere 6 elemam goriiliiyor. Bu
elemanlar: resimde siyah noktalar olarak gésterdik. x, y, z, ¢, # ve v’nin herbiri
ayrica birer kiime. x, y, z, ¢, # ve v’yi ayrica bir de kiime olarak, “oval patatesler”
olarak gosterdik. Bu alt kiimenin elemanlarin: (biri harig, v) ii beyaz ya da gri
“nokta "larla gosterdik. Omegin @, hem x’in hem de y'nin bir elemant. v’nin z’nin
bir elemani olduguna dikkat edin. X kiimesinin bir se¢im fonksiyonu 6yle olabilir:
f(x) =ﬂEX,f()') =a€y, f(t) =bEt3 f(u) =Ceu,f(l) =IIEZ,f(l/) =d€w.

Bunlar kolay siklar. Simdi igi biraz zora sokalim. Problem-
lerimiz giderek zorlagacak, en sonunda imkansiz hale gelecek.

i§ler Zorlasiyor

p(A)*, A’nin bog olmayan altkiimelerinden olugan kiime
olsun: p (A)* = p (A) \ {0}. Yazinin bundan sonrasinda gesitli
A’lar igin g (A)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu bulmaya
calisacagiz. Eger A’'nin n elemam varsa, p (A)* kiimesinin 2" —1
eleman vardir, ama bizi daha ¢ok A’nin sonsuz oldugu durum-
lar ilgilendiriyor.
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Ornek 1. p(N)* kiimesinin segim fonksiyonu.

Bos olmayan her dogal say1 kiimesinden kolaylikla bir ele-
man segebiliriz; 6rnegin kiimenin en kiigiik elemanim segebiliriz.
Bu yoéntemle, sézgelimi, {1, 5, 8} kiimesinden 1’i, ¢ift sayilar
kiimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi segeriz. Yani, segim
fonksiyonuna f dersek,f ({1, 5, 8}) = 1 olur.

Bu soru da oldukga kolaydi. Simdi biraz daha zor bir soru
soralim:

Ornek 2. P(ZY* kimesinin se¢im fonksiyonu.

Bosg olmayan her tamsay kiimesinden de eleman segme y6n-
temleri vardir. Ornegin su yontemi alalm: @ # = C Z ol-
sun. Eger z’in en biiylik eleman1 varsa o en biiyiikk elemam
segelim. Eger z’in en biiyiik elemani yoksa o zaman NN kiimesi
boskiime olamaz, bu kiimenin en kiigiik elemanini secelim. Boy-
lece bog olmayan her tamsay: kiimesinden bir eleman segmis
olduk.

Bu yontemle {—5, 2, 6} kiimesinden en biiyiik say1 olan 6’y1,
5Z + 3 kiimesinden 3’{i segeriz.

Bunun da istesinden geldik.

©(Z)* kiimesinin bagka se¢im fonksiyonlar da vardir. Biz
bunlardan sadece birini bulduk. Hepsini bulmak gibi bir ama-
cimiz yoktu.

Dikkat ederseniz her seferinde z’ten segilen f(z) elemam
igin bir kural ortaya koyuyoruz. Bu kurala uyan biri soyle-
nen elemam se¢gmek zorundadir, “onu mu segeyim, bunu mu
segeyim” gibi bir ikilemi olamaz.

Ornek 3. p (Q2°)" kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesinden bir say:
nasil segeriz? Birgok secim yontemi vardir. Iste bunlardan biri:
Kiimeye z diyelim. Yani § # z C Q olsun. Simdi su kiimeyi
tanimlayalim:

A(z)={a+b:aeN,be Nvea/be z}.

z bogkiime olmadigindan, A(z) de bos degildir. Bog olma-
yan her dogal say1 kiimesi gibi, A(z)’in en kii¢iik elemani vardr.
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Bu elemana n(z) diyelim. Simdj,
{a/bez:aeN,beNvea+b=n(z)}

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, ayrica
bogkiime degildir, dolayisiyla en kiiglik elemam vardir. igte T
kiimesinden bu elemamn segelim.

Ornegin,

z = {a%/b€ Q20 : a asal, b € N ve a? + b?
sayis1 4’e ve 5’e boliinmez}

ise,

A(z) = {c+d:a?+b? sayisin
4’e ve 5'e boliinmedigi bir a asal
ve bir b € N sayisi igin, c/d = a?/b}

kiimesidir. A(z) kiimesinin en kiigiik elemam 7’dir (a = 2, ¢ =
4, b = d = 3 alin). Dolayisiyla yukarida acikladigimiz yontemle
z’ten 2/3 sayisin segeriz.

Buldugumuz bu segim fonksiyonu asagida gerekecek, ona
bir ad verelim: f. Ornegin, yukandaki érnekte, f(z) = 2/3.

Kiime karmasiklastikca se¢im fonksiyonu bulmanin da zor-
lagtigina dikkatinizi gekerim. Bir zaman sonra imkansiz hale
gelecek... Matematiksel olarak olmasa da fiziksel olarak imkan-
S1Z...

Ornek 4. p(Q)* kiimesinin segim fonksiyonu.

Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman se-
¢ebiliriz. X C Q bog olmayan bir kiime olsun.

Eger X N Q2° boskiime degilse, yukaridaki yontemi kulla-
nalim ve f(X N Q2°) elemanin segelim.

Eger X NQ2° bogkiimeyse, o zaman X NQ<? ve dolaysiyla
—X N Q>0 kiimeleri bos degildir; bu durumda X kiimesinen
—f(=X NQ>%) elemanim segelim.

Genel olarak, eger X sayilabilir bir kiimeyse (yani dogal
sayilar kiimesi N ile aralarinda bir egleme varsa), p(X)* kiime-
sinin bir se¢im fonksiyonunu bulmak oldukga kolaydir. Nitekim,
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f : X — N fonksiyonu X’ten N’ye giden bir egleme olsun. Ve
0 # z C X olsun. Eger n, f(z)’in en kiigiik elemaniysa, z’ten
f~Y(n) elemanin segeriz.

Ornek 5. Araliklar kiimesinin segim fonksiyonu.
Gergel sayilar kiimesi R’nin

[a” b]’ [a" b)’ (a’ b]’ (0’7 b)’

(—00,a], (=00, a), [a, ), (a, 00), (—o0, )

gibi altkiimelerine aralik ad: verilir. Gergel sayilarin bosg olma-
yan araliklarindan da belli bir yontemle bir eleman segebiliriz.
Iste bir yontem:

[a,b],[a,b), (a,b], (a,b)

araliklarindan “orta noktay1”, yani (a + b)/2 sayisim, (—0o0, a]
ve (—00,a) araliklarindan a — 1 sayisin, [a,00) ve (a,00) ara-
liklarindan a + 1 saysim ve son olarak (—oo, —00) arahgindan
0 sayisin (gene orta noktayi!) segelim.

Ornek 6. p(R)* kimesinin segim fonksiyonu.

i§te simdi en civcivli soruya geldik. Yukaridaki orneklerde
kimileyin kolayca kimileyin biraz zorlanarak da olsa, her sefe-
rinde bir segim fonksiyonu bulduk. Ama bu kez bir se¢im fonk-
siyonu bulmak hig kolay degil.

Hemen s6yleyelim: p(R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu
bulamazsimz. Istediginiz kadar deneyin... Sadece siz degil, kim-
se bulamaz!

Bu kiimenin se¢im fonksiyonu yok demiyorum. Yoksa elbet
bulamazsiniz. Var da demiyorum... Ama varsa da bulamazsiniz!

Bu kiimenin bir se¢im fonksiyonunun oldugu ancak su ak-
siyomla kanmitlanabilir:

Secim Aksiyomu (C). Elemanlar: bog olmayan kimeler olan
her kimenin bir se¢im fonksiyonu vardsr.

Bu aksiyom kullamlarak gp(R)* kiimesinin bir segim fonk-
siyonu oldugu kamtlanabilir (elbette!), ama o segim fonksiyo-
nunun kurali bulunamaz! Yani agik agik segim fonksiyonunu
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yazamazsiniz. Bir bagka deyisle, varhigi ancak yukaridaki aksi-
yom kullanilarak kamtlanan bir se¢im fonksiyonunun “kural”
yoktur. Olamaz da.

Okur hakli olarak bdyle bir fonksiyonun neden olamayaca-
g soruyordur; hatta belki de yaziy1 iyi anlayamadigim sani-
yordur.

S6yle bir 6rnek verelim. X, elemanlar kesigmeyen kiimeler-
den olusan sonsuz bir kiime olsun. Daha tane tane s6yleyelim:
X bir kiime, X’in elemanlar da kiime ve X’in herhangi iki ele-
maninin kesigimi bogkiime. Diyelim X, sayilabilir sonsuzlukta.
X’in elemanlarim teker teker sayip numaralandiralim: Bu ele-
manlara

X01X1,X25X37" '7Xny"'

diyelim. Bunlarin her biri bir kiime, higbiri bog degil, ama her-
hangi ikisinin kesigimi bogkiime. Bu bog olmayan her kiimeden
bir eleman se¢gmek istiyoruz.

xo x] .><2 x3 x4

§ |

Xo Xy X, X3 X

Birinci kiime olan Xg’dan ¢ adim verecegimiz bir eleman se-
celim. Xy bog olmadigindan, béyle bir elemanin varhgim bili-
yoruz. Simdi sira X; kiimesinde: Bu kiimeden de rahathkla bir
eleman segebiliriz. Se¢tigimiz elemana z; diyelim. Bunu béylece
hep siirdiirebiliriz. X, kiimesinden segilen elemana z, diyelim.
Simdi f fonksiyonunu

f(Xn) = zn
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olarak tamimlayalim. Her n igin f(X,) € X, oldugundan so-
run yok gibi goriinebilir. Ama var... Sorun f’nin bir fonksiyon
oldugunu kamtlamada. f, bir fonksiyon olmayabilir. Biliyoruz
ki fonksiyonlar da dahil olmak tizere ZFC kiimeler kuraminda
her gey bir kiime olmaldir. f’nin bir fonksiyon olmasi igin de,
sadece bu zy’leri igeren {zg, z1, T2, ...} nesnesinin bir kiime ol-
masi gerekir. Bu nesnenin bir kiime oldugu matematigin en ba-
sit aksiyomlariyla kanitlanamaz; kamtlanamayacag kanitlan-
migtir.

Ornek 7. R/Z kiimesinin segim fonksiyonu.
Her r gergel sayisi igin,

r+Z={r+n:nez}

olsun. Bu ornekte her r + Z kiimesinden bir eleman segmeye
calisacagz.

-2 r-2 -1r-1 0r 1 r+l 2 r+2 3 r+3
r+Z

Elbette r, r 4+ Z kiimesinin bir elemanidir, dolaysiyla r 4+ Z
kiimesinden r’yi segelim diyebilirsiniz. Ama r + Z kiimesi r’yi
belirlemiyor ki... Nitekim, birbirinden degisik r ve s sayilar
igin, 7 + Z = s + Z olabilir. Ornegin,

V24 Z=014+V2)+Z=(-3+V2)+Z

olur.
Yukarida s6zii edilen sorunu iyice anlamak igin sorumuzu
soOyle gorelim:
R/Z={r+Z:r R}

olsun. Amacimiz R/Z’nin her elemanindan bir eleman se¢gmek.
R/Z’den herhangi bir eleman alalim. Bu elemana « diyelim.
Eleman o6zellikle « diye yazdik, r + Z diye r’yi 6nplana gikara-
cak bigimde yazmadik. Her ne kadar o, birgok r icin r + Z’ye
esitse de, tiim bu 7’ler arasindan hangisini se¢meliyiz?
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Aslhinda her bir @ € R/Z igin, a = r + Z esitligini saglayan
bir » € R segebiliriz. Ama bu segimlerde bir diizen olmazsa,
yani secgimleri belli bir kurala bagh kalarak yapmazsak, o za-
man segilen r’lerin bir kiime olugturdugunu durduk yerde soyle-
yemeyiz.

Bu 6rnekte, belli bir kurala bagh kalarak, her o € R/Z igin,

a=r+27Z

egitligini saglayan bir 7 € R segebiliriz. Nitekim, her a € R/Z
igin,
a=r+7Z

esitligi saglayan bir ve bir tek r € [0, 1) vardir. Iste o’dan, [0,1)
arahgindaki bu r sayisim secelim. Bu sefer binlerce (!) r’den
rastgele birini segmedik, [0,1) araliginda bulunan @ = r+ Z
esitligini saglayan tek r’yi segtik.

-2 -1 0 1 2 3
| f o—p|® i
T T I

-2 s-1
r=s-2€[0,1)

Bu yontemle, m + Z kiimesinden 7 — 3 sayisim, V2 + Z
kiimesinden v/2 — 1 sayisi segeriz.

Eger bir o € R/Z verilmigse, @ = 7 + Z esitligini saglayan
r € [0, 1) pratikte nasil bulunur? S6yle bulunur: Once, @ = s+Z
esitligini saglayan herhangi bir s alimir. Byle bir s’nin varhgim
biliyoruz. Simdi, s’ye yeterince 1 ekleyerek ya da s’den yeterince
1 gikararak, a = r + Z esitligini saglayan bir r € [0, 1) sayisina
ulaginz. Ayrica, [0, 1) arah@inda bu esitligi saglayan bagka bir
say1 da yoktur.

Burada s’yi belli bir kurala uymadan segtigimizi belirte-
lim. Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadan buna hakkimiz var m?
Var! Ciinkii [0, 1) arahginda bulunan r sayisi s’nin segiminden
bagimsizdir. @ = s + Z esitligini saglayan hangi s’yi segersek
segelim, aym 7’ye ulaginz. Burada Segim Aksiyomu’na ihti-
yacimiz yok. Aslinda r, s — [s]’dir ve a’dan hangi s segilirse
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segilsin, s — [s] hep aym sonucu verir. Burada Secim Aksiyo-
mu’nu kullanmadik. Her « igin bir s € a segtik ama kamtimizda
bu segimlerin bir kiime olugturmasina ihtiyacimiz olmadi.
Sonug: Yukarida tamimlanan f fonksiyonu R/Z’nin bir se¢im
fonksiyonudur ve Se¢im Aksiyomu’na ihtiya¢ duyulmadan bu-
lunmustur.
[0,1) arahgimin su 6zelligi 6nemli: Her a € R/Z igin,

lan[0,1)] =1
olur.
Ornek 8. R/Q kimesinin se¢im fonksiyonu.
Her r gergel sayisi igin,
r+Q={r+q:qeQ}

olsun. Bu sefer her r + QQ kiimesinden bir eleman segmeye c¢ali-
sacagiz. Yani,

R/Q={r+Q:reR}
ise, R/Q’niin bir se¢im fonksiyonunu bulacagiz. Bu, her a €
R/Q igin, | N X| = 1 esitligini saglayan bir X C R altkiimesi
bulmaya egdegerdir.

0+Q=0Q=12+Q
\

R
0
® 2 r
ol .
12 .
f 4

V2+Q n+Q 7+ Q

r,s € R igin, 7 + Q ve s + Q kiimeleri ya esittir ya da ayriktirlar. (Okura aligtirma.)

Elle bulamayiz. Sadece biz degil kimse bulamaz. Boyle bir
secim fonksiyonunu ancak yukaridan birileri bize verebilir, ama
kuralini séylemeden...

Bu sefer segim fonksiyonunu bulmak igin Se¢im Aksiyo-
mu’nu kullanmak zorundayiz. Se¢im Aksiyomu olmadan béyle
bir fonksiyon bulamayz. Inanmazsamz bulmaya galigin! Basga-
ramayacagimz goreceksiniz.



Secim Aksiyomu
Neden Dogaldir?

Bu yazida okuru Seg¢im Aksiyomu’nun neden dogal bir aksi-
yom olduguna ikna etmeye galigacagiz. Bu yaz da okuru ikna
etmezse hicbir sey etmez!

Cikis noktamiz Bertrand Russellin ¢ok bilinen sonsuz sa-
yida corap gifti 6rnegi. Sonsuz sayida gorap ¢iftimiz var ve her
gorap giftinden bir tane gorap sececegiz. Corap yerine ayak-
kabi ¢ifti olsaydi, 6rnegin hep sol ayakkabiy: segerek kolayca
bir segim yapabilirdik. Ama ¢orap giftlerinin sag: solu belli ol-
madigindan, sonsuz sayidaki gorap ¢iftinin her birinden bir te-
kini se¢mekte zorlaniriz. Sonlu sayida ¢orap cifti olsa, sorun ol-
maz da, sonsuz sayida g¢orap ¢iftinden birini higbir kurala bagh
kalmaksizin segim yapabilmek hi¢ de bariz degildir.

Russell'in 6rnegini aklimizda tutup, bir bagka konuya gege-
lim. Baglantiy1 daha sonra kuracagz.

Sayilabilir sonsuzlukta bir X kiimemiz olsun. Sayilabilir
sonsuzlukta oldugundan, X’in elemanlarini

Zo, T1, T2, I3, T4, ...

olarak siraya dizebiliriz. Zaten sayilabilir demek aynen bu de-
mektir: Elemanlan teker teker dogal sayilarla numaralandirila-
bilen kiimelere sayilabilir denir. Dogal sayilar kiimesi sayilabi-
lirdir mesela. Ama Z ve QQ kiimeleri de sayilabilir kiimelerdir.
Simdi de her z,’nin iki elemanh bir kiime oldugunu varsa-
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yalim. Elemanlari, x,9 ve £,; olsun. Demek ki,

zo = {Zo0,To1},
zy = {10,711},
Ty = {$20,$11},
z3 = {x30, 711},
Tnp = {xnﬂszﬂl}s

Simdi bu z, kiimelerinin bilegimini alalim:

0o
UX = U Tn
n=0
= {3300,.7:01} U {1‘10,2:11} u...J {:L‘no,mnl} U...

= {3300, Zo1, 105 T11y - - -y Tno, Tnl, }

Goriildiigi gibi |J X sayilabilir sonsuzlukta bir kiimedir, ele-
manlarim 0, 1, 2, 3 diye dogal sayilarla sayabiliyoruz. Nitekim,
Yon+i = Tni Olsun:

Yo = Zoo,
Y = Zo1,
Y2 = Z10,
Y3 = T11,
Ya = Z20,
Ys = T21,
Ye = 30,
yr = Z31,
Y2n = Tno,
Y2n+1 = Tni,

Burada bir teorem kanitladik.

Teorem 1. Her eleman: iki elemanls bir kiime olan sayilabilir
sonsuzlukta bir kimenin elemanlarinin bilegimi sayilabilir son-
suzlukta bir kimedir! .

1 «Sayilabilir sonsuzlukta kiime” nin tamm igin Sezgisel Kiimeler Ku-
ramm adh kitabimiza bakabilirsiniz.
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Simdi gorap sorununa geri donelim. Yukaridaki her z, bir
corap ¢iftini simgelesin. Coraplarin teki x,0, digeri z,;. Corap-
lan yukandaki gibi yon4+; = n; yontemiyle numaralandiralim.
Simdi gostergeci ¢ift olan goraplari, yani yo, y2, Y4, ¥s, - - - gorap-
larim segelim...

Hani sonsuz tane gorap ¢iftinin her birinden bir tane sege-
mezdik? Sectik igte!

Yukaridaki kamt biraz yanhg! Yanhgin nerede oldugunu agik-
layalim. z,, iki elemanl bir kiime (bir gorap ifti) olsun. £, nin
iki elemani oldugundan bu iki elemandan birini segip bu ele-
mana ZIng, digerine x,; adim verebiliriz. Ama tim z;’ler igin
bdyle bir se¢im ve kodlama yapmaya hakkimiz yok. (En azindan
hakkimizin olup olmadigim bilmiyoruz.)

Her z, kiimesiyle {0, 1} kiimesi arasinda tam iki egleme
vardir. zp’nin elemanlarindan birine z,g, digerine z, adini
vermek demek, bu iki eglemeden birini segmek demektir. Eger
eglemelere f, ve g, dersek, her {fn, gn} kiimesinden bir ele-
man segtik... Gene sonsuz bir kiimeden yazili bir kurala bagh
kalmaksizin se¢im yapiyoruz... Bu ancak Segim Aksiyomu’yla
miimkiindiir.

Yukaridaki teorem ancak Se¢im Aksiyomu’nun yardimiyla
kanitlanabilir. Teoremin “dogrulugu”na inaniyorsak Segim Ak-
siyomu’nu kabul etmeliyiz.






Bir Oyun, Se¢cim Aksiyomu
ve Sasirtici Bir Sonug

Once kolay oyundan baglayalim. Asil oyun ve sagirtici sonug
sonra gelecek.

Padisah 100 kisiyi idama mahk{im etmis. Ama o kadar da
insafsiz degilmisg; mahktmlara son bir sans daha vermek is-
temis.

— Yarin, sabahin koériinde hepinizi siraya dizecegim, demis.
Hepinizin kafasina siyah ya da beyaz bir sapka giydirecegim.
Herkes 6niindekilerinin sapkasimi goérecek ama arkasindakileri-
nin gapkasin1 goremeyecek. Kimse kendi sapkasim1 da goreme-
yecek elbette. En arkadan, yani herkesi gérenden baglayarak
herkese teker teker sapkasinin rengini soracagim. Dogru tah-
min ederse affedecegim, yanls tahmin ederse idam edecegim.
Herkes arkasindakilerin tahminini duyacak. Bu igin altindan en
az zaiyatla nasil kalkacagimz diigliniin biitiin gece...

Mahkimlar kara kara diigiinmiigler. Biri,

— Padisahimiz hi¢ olmazsa sapkalarin ylizde kag olasilikla
beyaz, yizde kag olasilikla siyah olacagim soyleseydi, demis.
Boylece hepimiz olasilig1 en yiiksek olan rengi sdyler ve biiyiik
olasilikla yarimiz ve belki de daha da fazlamiz kurtulurdu...

— Acaba bizden 6nce tahminde bulunan arkadaglarin akibe-
tini bilebilecek miyiz? diye sormus biri.

— Bilinmez ki demis bir bagkasi... Padigah bu!

Mahkimlar i¢ gekmigler. En akillhlarindan biri géyle bir 6ne-
ride bulunmus:
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— En arkadaki hemen 6niindekinin sapkasinin rengini soyle-
sin. Boylece kendisi kurtulamasa bile onun o6niindeki kurtu-
lur. Ugiincii arkadag da hemen 6niindekinin sapkasmin rengini
soylesin. Boyle devam edelim. Tek siradaki arkadaglar hemen
onlerindeki arkadagin sapkasinin rengini sOylesin. Boylece en
azindan yarimiz kesinlikle kurtulur. Eger sapkalarin siyah ya
da beyaz olma olasilig1 ylzde elliyse, geri kalan 50 kiginin de
yizde ellisi, yani 25’i kurtulur. Boylece asag1 yukar1 75’imiz
kurtulmug olur.

Bir 6ncekinden daha iyi olan bu 6neri sevingle kargilanmig
dogal olarak. O zamana kadar sessiz kalan en akilhlar1 birden
yerinden firlayarak,

— Buldum! diye haykirmig, belki bir kiginin idam edilecegi,
ama geri kalan herkesin kurtulacag: bir strateji buldum.

Digerleri pek inanmamiglar ama ne yapsinlar, umut umut-
tur. En akilli mahkim devam etmis:

— En arkadaki mahkim gordiigii beyaz sapkalan sayar. Eger
tek sayida beyaz sapka goriiyorsa beyaz tahmininde bulunur,
cift sayida beyaz sapka goriiyorsa da siyah tahmininde bulu-
nur...

— Eee? demig digerleri.

— E’si su ki, boylece hepimiz en arkadakinin 6niindeki be-
yaz sapka sayisinin tek ya da ¢ift say1 oldugunu biliriz. Diye-
lim birinci mahkim o6niinde tek sayida sapka saydi ve beyaz
dedi. Ikinci mahkim da 6niindeki sapka sayisim saysin. Eger
¢ift sayida beyaz sapka goriiyorsa, sapkasi beyaz demektir, tek
sayida sapka goriiyorsa, sapkas: siyah demektir...

Bir minlt:1 yiikselmis.

— Ya peki digerleri, diye sormus biri merakla.

— Diyelim ikinci mahkim beyaz dedi ve tabii ki kurtuldu.
Boylece iiglincli mahkiim, kendi sapkas:i dahil, beyaz sapka sa-
yisinin ¢ift oldugunu anlar, glinkii arkasindakinin sapkasi be-
yazmg. Eger ligiincii mahkimun 6niinde tek sayida beyaz sapka
varsa, kafasinda beyaz sapka var demektir, aksi halde siyah
sapka olmali. Boylece o da dogru tahminde bulunarak kurtu-
lur. Bu mantikla devam edersek en arkadaki ilk tahmini yapan
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arkadag diginda herkes kurtulur. En arkadaki ilk tahmini yapan
da sansi varsa kurtulur...

Birinci hikdyemiz burada bitiyor. Bu ¢6ziim bile oldukga
sasirtict ama daha da sagirtici sonuglara hazirlanin.

Bir bagka padigah, ilk hikdyedekinden daha acimasiz bir
padigah, 100 kisiyi degil sonsuz kigiyi idama mahkim etmis.
Her mahkimun da bir numaras:1 varmig: 0, 1, 2, ... Ne kadar
dogal say1 o kadar mahkim...

Padisah,

— Yarin, sabahin koriinde hepinizi siraya dizecegim, demis.
En arkada 0 numara, sonra 1 numara, sonra 2 numara Vs.
Hepinizin kafasina ya siyah ya da beyaz renkli bir sapka giy-
direcegim. Herkes oniindekilerinin sapkasim gorecek ama ar-
kasindakilerinin sapkasim goremeyecek. Kimse kendi gsapkasini
da goremeyecek elbette. En arkadan, yani herkesi gorenden
baglayarak herkese sapkasinin rengini soracagim. Dogru tahmin
ederse affedecegim, yanhs tahmin ederse idam edecegim. Herkes
daha 6nce tahminde bulunmusg kisilerin tahminini duyacak. Bu
isin altindan en az zaiyatla nasil kalkacagimz diigliniin biitiin
gece...

O sirada biri hapsirmig. Padisah bu saygisizhiga kizmis.

— Kimse daha 6nce yapilmig tahminleri duyamayacak...

Mahkiamlar hiicrelerine gekilip diigiinmeye baglamiglar. Du-
rum zor! Hatta imkansiz gibi. Tahmin siras1 kendilerine geldi-
ginde ellerinde higbir ipucu olmayacak.

Uzunca bir slireden sonra biri, ortaya atilip,

— Sonlu sayida arkadag diginda herkesi kurtaracak bir yon-
tem var demis...

Inanmasi giic ama gergek... Sonlu sayida mahkiim diginda
herkesin kurtulacag) bir yontem vardir.

Tabii Se¢im Aksiyomu’na inamiyorsaniz... Ki bu devirde Se-
¢im Aksiyomu’na hemen hemen herkes inanir.

Yontemi agiklamak igin 6nce biraz “oyun” un matematiksel
analizini yapalm.

Once beyaz sapka yerine 1 (bir), siyah sapka yerine 0 (sifir)
diyelim. Bdylece padigahin mahkiimlarin kafalarina gapkalarn



188 Bir Oyun, Segim Aksiyomu ve Sasirtici Bir Sonug

gegcirig bigimini bir 01-dizisiyle gosterebiliriz. Eger padigah her-
kese siyah sapka giydirirse, o zaman

000000000000000 . . .

dizisi elde edilir. Eger padisah 0’1nc1 mahkima beyaz, sonraki-
lere bir siyah, bir beyaz sapka giydirirse, dizi

01010101010101...

dizisi olur. Her mahkim sapkalamasi bir 01-dizisi verir, her
01-dizisi de bir mahkim sapkalamasina tekabiil eder. Bundan
boyle 01-dizisi yerine sadece “dizi” diyecegiz.

Belli bir agsamadan sonras: esit olan dizilere denk diziler
diyelim. Yani sonlu sayidaki ilk birka¢ terim digindaki tiim
terimlerin esit oldugu dizilere denk diyelim. Ornegin,

0011010101010101010101.. ..

dizisiyle

0110110101000101010101 ...
dizisi denktirler, ¢linkii her ikisinde de ayn1 agamada 01 sayis:
sonsuza dek tekrar eder, ya da soyle soyleyelim: Ilk 12 terim
diginda iki dizi birbirine esittir. Ornegin bir zaman sonra (ne
kadar zaman sonra oldugu 6nemli degil) hep 0 olan diziler bir-
birine denktir. Bir bagka 6rnek,

011011011011011011011...
111011011011011011011 ...
001011011011011011011 ...
101011011011011011011....
110011011011011011011...

dizileri birbirlerine denktirler. Ama
0101010101... ve 10101010101010...

dizileri birbirine denk degildir, ¢iinkii her ne kadar birinin ilk te-
rimini sildiginizde diger diziyi elde etsek de bu dizilerin n’inci
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terimleri hep birbirinden degisik. ki dizinin denk olmasi igin
belli bir agsamadan sonra dizilerin n’inci terimleri hep birbirle-
rine esit olmali.

x ve y dizilerinin birbirlerine denk olduklarin

T=y
yazilimiyla gosterelim. Su 6zelliklerin dogru olduklar bariz:

T =z,
r=yisey=uz,
I=yvey=ziser = z.

Bir bagka deyisle, = iligkisi 01-dizileri kiimesi iizerine bir “denk-
[z]={ye D:z =y}

olsun. z’e denk elemanlardan olugan bu kiimeye z’in sinifi adr
verilir.

[z] a

MR,
°n

[

i
/
[x] =yl

D kiimesinin denklik siniflarina pargalanisi. x ile y denk olduklarindan ayni
siniftalar ve siniflari birbirine esit. (2] bir bagka sinif. a da bir sinif; a, ayrica
icinde bulunan her elemanin sinifi. Eger t € a ise, a = [t] olur.

Iki sif ya birbirine esgittir ya da birbirinden ayriktir, yani
her z,y € D igin

ya[z] = [y] yada [z] N [y) = 0
olur, ve birinci sik ancak ve ancak = = y ise olabilir, aksi halde
ikinci g1k dogrudur. (Asagidaki gsekle bakin.) Bu, = iligkisinin
denklik iligkisi olmasimn, yani yukarida siraladigimiz ig 6zelli-
gin dogrudan bir sonucudur ve kanmti gok kolaydir.
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D

‘Ti

| |
x(a)  x(B)

Her siniftan bir temsilci segiliyor.

Idam giinii arifesi, mahkimlar her simftan (iki degil!) bir
temsilci segerler. Mahktimlarin o simfindan segtikleri temsilciye
z(a) diyelim:

z(a) € a.

z(a), tim mahkimlarin hemfikir olduklari, a simifindan secil-
mig herhangi bir dizidir. Elbette,

a = [z(a)]

olur, ne de olsa z(«a) dizisi @ simifindan segilmis.
z(c) dizisinin terimlerini

z(a)o, z(a)1, z(@)2, ()3, - .
olarak gosterelim. Hatta herhangi bir z dizisinin terimlerini,
Zo, 1, T2, T3, - .-

olarak gosterelim. zy’lerin herbiri ya 0’dir ya da 1’dir elbette.

Mahkimlar o simiflarindan segtikleri z(a) dizilerini bir gece
once ezberlesinler.

Ertesi sabah mahktmlar siraya dizilip kafalarina sapka ge-
cirildiginde, her biri 6niindeki mahkimlarin sapkasina bakarak
padisahin sapkalarla belirledigi dizinin simfim anlarlar. Diye-
lim, padisah sapkalama yontemiyle a sinifin1 belirlemis. Mah-
kimlar a simifim bildikleri gibi, bir gece 6nceki ¢aligmalar: saye-
sinde a simifindan segtikleri z(a) dizisini de bilirler. Padigahin
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belirledigi diziyle z(«) dizisi ilk birkag, diyelim 1 milyon terimi
diginda aymdir.

Siranin en sonundaki mahkim (ilk tahminde bulunan yani)
z(a)p tahmininde bulunur. Bir sonraki z(a); tahmininde bulu-
nur. Mahkimlar sirayla

z(a)o, z(a)1, z(a)e, z(a)s, ...

tahmininde bulunurlar ve bdyle sonlu sayida mahkim diginda
herkes kurtulur. (Mahk{imlar kaginci mahkim olduklarim bili-
yorlar.)

Bunun neden boyle oldugu bariz olmali ama gene de agik-
layalim: Padisahin sapkalarin renkleriyle belirledigi diziye z di-
yelim. Demek ki [z] = a.

Animsatalim: z,, n’inci mahkiimun kafasindaki sapkanin
rengi; z(a), ise, n’inci mahkimun tahmini. Eger

Zn = z(a)n

ise n’inci mahkim kurtulacak, aksi halde idam edilecek.
Simdi
2] = = [z(a)],
esitligine dikkatinizi ¢ekeriz. Demek ki z dizisinin terimleriyle
z(a) dizisinin terimleri bir zaman sonra ¢akigacaklar, yani bir
zaman sonra hep,
Tn = z(a@)n

olacak. Bu agamadan itibaren tiim mahktmlar kurtulacaklar...

Oldukca sasirtici degil mi?

Daha da sasirtici olanm gu: Boyle bir yontem oldugunu kanit-
ladik ama bdyle bir yontem bulamayiz, ¢iinkii her simiftan bir
eleman se¢gmek, bu durumda ancak Segim Aksiyomu’yla miim-
kiindiir, bizim durumumuzda Segim Aksiyomu olmadan yapila-
maz. (Yapilamayacagim kanmtlamadik, kamtlayamayiz da, ka-
nitlamak da kolay degildir.) Segim Aksiyomu’nun illa gerekli
oldugu bir segim de elle bulunamaz.

Soru: 100 mahkim olsun. Padisah mahkamlara 1/3 olasi-
likla beyaz, siyah ya da gri sapka giydirsin. En fazla mahkimun
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kurtulmasi igin en iyi strateji nedir? (Bu soru, Sovyet Matema-
tik Olimpiyatlari’nda sorulmus.)

Kapamg Sorusu: Eger padigsahin sapkalarn dizerken elde
edebilecegi 01-dizileri ancak “hesaplanabilir” (yani terimleri bir
formiille ya da bir bilgisayar programyla hesaplanabilen, Ingi-
lizcesiyle recursive) diziler olabilirse (ki insanoglu bagka tiir-
lii dizi bulamaz), o zaman Se¢im Aksiyomu’na bagvurmadan
sonlu sayida mahkiim diginda herkesi kurtarabilir miyiz?

Kaynakga:
http://cornellmath.wordpress.com/2007/09/13/the-axiom-of-choice-is-wrong/



ZFC Kumeler Kurami

Tim matematigi kiimeler kuramina dayandirabiliriz, yani ma-
tematik, en azindan kuramsal olarak, kiimeler kuraminda ifade
edilebilir, kiimeler kurammnm iginde yer alabilir. Ornegin to-
poloji, analiz, cebir, sayilar kurami, diferansiyel denklemler,
kompleks analiz gibi duydugunuz ya da duymadigimiz her ma-
tematik dah kiimeler kuraminin bir altdali olarak goriilebilir.
(Matematikte pek de merkezi olmayan kategori kuramim ka-
ideyi bozmayan istisna olarak kabul edelim. Kategori kuram
kiime olmayan nesnelerle ilgilenir.)

Dolayisiyla kiimeler kurami celigkisizse, o zaman tiim ma-
tematik celigkisiz demektir. Eger 0 = 1 esitsizligi kiimeler ku-
raminda kamtlanamiyorsa, kiimeler kuraminin ¢eligkisiz oldu-
gu soylenir. Celigkili bir kuramda, dogru olsun ya da olmasin,
her 6nerme kanitlanabilir (bkz. agagidaki gri kare).

Ama ne yazk ki kiimeler kuraminin geligkisiz oldugu kamt-
lanamaz. Bu, Gédel’in, ¢aginin en biiyiikk matematikgisi Hilbert
de dahil olmak iizere, birgok kisiyi diigkirikhigina ugratan derin
bir teoremidir.

Ote yandan kiimeler kuramimn geligkili oldugu -eger celis-
kiliyse elbet- kamitlanabilir. Bunun i¢in 0 = 1 esitligini kamt-
lamak yeterlidir. Birazdan agiklayacagimiz kiimeler kuraminda
heniiz boyle bir egitlik kamtlanamamigtir, umariz higbir zaman
da kanitlanamaz.

Bugiin kimse ciddi olarak kiimeler kuraminin geligkili olabi-
lecegine ihtimal vermiyor. Genel kani, “geligkili olsaydi bugiine
kadar bir geligki bulunurdu” seklinde.

193
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Yukarida, birinci paragrafta, “matematik, en azindan ku-
ramsal olarak, kiimeler kuraminda ifade edilebilir” dedik. Bu-
rada “kuramsal olarak” s6zleri hafife alinmamali. Matematigin
her dalim kiimeler kuramina dayandirmaya galigmak her ne ka-
dar miimkiinse de, boyle bir ugragsa girmek akla zarardir ve
bu ¢abanin makul bir siire iginde bagariya ulagmasi mimkiin
degildir. Ustelik bunu bagarmak uygulamada pek bir ige de ya-
ramaz.

20’nci ylzyilin baginda matematikte celigki bulundugunda
(bkz. Russell Paradoksu yazs1), kiimeler kurami ¢ok daha ciddi
bir bigimde ele alindi. Russell Paradoksu’ndan, kiimeyi andiran
her gseyin kiime olamayacag), sezginin yetmedigi, ok daha dik-
katli olunmas:1 gerektigi anlagildi ve yeni kiimeler kuramlan
geligtirildi.

Birbirine agag) yukar egdeger birkag kiimeler kuram vardir.
Bunlardan en yaygin olarak kullamilam ZFC kisaltmasiyla ani-
lan ve biiyiik 6lglide ilk kez Ernst Zermelo tarafindan ifade edi-
len kuramdir.

Bir Russell Anekdotu

Bir soylentiye gore, Bertrand Russell’a ukalalik yapmak
isteyen biri,

— Madem, yanhg bir seyden hareketle her sey kanit-
lanabilir, 0= 1 esitliginden yola g¢ikarak papa oldugunuzu
kanitlayabilir misiniz? diye sorar.

Bertrand Russell da,

— Tabii ki, bundan kolay ne var... deyip devam eder:
Eger 0 = 1 ise, her iki tarafa da 1 ekleyerek 1 = 2 esitligine
erigiriz. Simdi papayla beni bog bir odaya koyun. Odada
kag kigi var?

— 2 kisi... der soruyu sorma gafletinde bulunan kisi, siz
ve papa...

— Ama 2, 1’e esit... Demek ki odada bir kisi var. Do-
layisiyla ben papa olmaliyim...
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Bunun diginda, 6rnegin, Bertrand Russell’in tipler kurami
ve von Neumann, Bernays ve Godel’in kiimeler kurami (NBG)
vardir. Biz burada sadece ZFC’yi agiklamakla yetinecegiz. Za-
ten matematikgilerin gogu ZFC’yi kullanmaktadir.

ZFC kiimeler kuraminin tanimsiz iki terimi vardir: “Kiime”
ve “elemani olmak”.

Kiime. ZFC’de sozii edilen her nesne (elemanlar, fonksi-
yonlar, siralamalar vs) bir kiimedir. Ornegin, “Syle bir z var
ki” diye baglayan bir 6nerme, ashnda “Gyle bir z kiimesi var
ki” olarak okunmalidir.

Eleman: Olmak. Bu, iki kiime arasinda bir iligkidir ve
bu da tanimsiz olarak verilmistir. “z € y” yazihmi, “z, y’nin
bir elemamidir” anlamina gelir demeyecegiz, ¢iinkii tanimsiz
oldugundan “z, y’nin bir elemanidir”in anlami yoktur; ama
“r € y” yazilimi, “z, y’nin bir elemanidir” olarak okunur ve
Oyle de hissedilir.

“r ¢ y” yazihm ise, “z, y’nin bir elemam degildir’ an-
lamima gelir. Artik “z, y’nin bir elemanidir” 6nermesinin an-
lamini bildigimizi varsaydigimizdan, bu varsayimma dayanarak,
“r, y'nin bir elemam degildir’in ne demek oldugunu biliyoruz.

ZFC’de her nesne kiime oldugundan, bir kiimenin eleman-
lar1 da kiimedir. (Ortaokullarda ve liselerde elemanla kiime
apayr geylermis gibi gosterilir, oysa kiimeler kuraminda 6yle
degildir.)

Tanimsiz verilmig bu “kiime” ve “elemani olmak” terimle-
rinin agag1 yukar: ne anlama gelmeleri gerektigini biz sezgileri-
mizle biliriz elbet, ne de olsa hayat tecriibemiz var, ama kuram
bunu bilmez.

Kiimeler kuraminin (ve matematigin) diger tiim tanimlar
bu iki terim kullamlarak yapilir. Ornegin, eger z kiimesinin her
elemani y kiimesinin de bir elemaniysa, z’e y’nin bir altkiimesi
denir. Bunun gibi matematigin dogal sayi, gergel say1, karmagik
say1, fonksiyon, tiirev, siireklilik gibi kavramlar1 kiimeler ku-
ramma indirgendiginde, tamimlanmamig ve higbir zaman da
tamimlanmayacak olan “kiime” ve ”elemam olmak” terimleri
kullanilarak tanimlanirlar.
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ZFC Aksiyom Sistemi

1. Boskiime Aksiyomu. Hig 6esi olmayan bir kime vardar: ().

2. Esitlik Aksiyomu. Ay dgelere sahip iki kiime birbirine egit-
tar.

3. Tanimlanabilir Altkiime Aksiyomu. Eger ¢ bir ozellikse
ve x bir kumeyse, x’in @ dzelligini saglayan 6gelerini 6ge olarak iceren
ve bunlardan bagka 6Je icermeyen bir kiime vardwr: {y € z : p(y)}-

4. Bilesim Aksiyomu. Eger z bir kumeyse, eleman olarak sa-
dece ve sadece x’in Ggelerinin ogelerini iceren bir kime vardir:

Uz =Uyesy = {2: bir y € z igin z € y}.

5. iki Ogeli Kiime Aksiyomu. Eger © ve y birer kiimeyse, Gge
olarak sadece ve sadece T ve y’yi iceren bir kiime vardir: {z,y}.

6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eder = bir kiimeyse, 6je
olarak sadece ve sadece x’in altkimelerini iceren bir kiime vardar:

pl@) ={y:yCa}
= {y : y’nin her elemami z’in de elemanider}.

7. Tiumevarimsal Kiime Aksiyomu. Bogkimey: igeren ve
icerdigi her = kimesi icin z U {z} kimesini de iceren (en kictik)
bir kime varder.

8. Temellendirme Aksiyomu. [Fraenkel] Eger = bog olmayan
bir kiimeyse, o zaman z'in x Ny = 0 esitligini saglayan bir y 6gesi
varder. (Bu aksiyom sadece kiimeler kuraminda kullanilir.)

9. Yerlestirme Aksiyomu. [Fraenkel ve Skolem)] a bir kime
ve @(z,y) bir ozellik olsun. Her = € a icin, @(z,y) ozelligini sajlayan
bir ve bir tane y kiimesi varsa o zaman bir z € a i¢in @(z,y) ozellifini
saglayan y’ler bir kime olustururlar. Yani

{y : 3z(z € a N p(z,9))}
toplulugu bir kiimedir.

10. Segim Aksiyomu (C). Elemanlar bos olmayan kimeler
olan her kumenin bir secim fonksiyonu vardar.
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Bir 6nceki sayfadaki gri kutucukta ZFC’nin aksiyomlarini
bulacaksiniz.

3’lincii ve 9’uncu aksiyomlarda “6zellik” ten s6z ediliyor ama
biz “6zellik”ten tam neyi kastettigimizi soylemedik. Ozellik’in
tam tanimini vermek uzun siirer ve verilen ¢cabaya pek degmez.
Birkag ornekle yetinelim: “Asal say1 olmak”, “5 tane elemani
olmak”, “Belli bir eleman: igermek” birer 6zelliktir.

Aksiyomlarin sayis1 sonlu (10 tane) gibi goziikebilir ama
bu yaniltici: 3’lincii ve 9’uncu aksiyomlar aslinda sonsuz sayida
aksiyomdan olusuyorlar, her biri her ¢ 6zelligi igin ayr bir aksi-
yomu simgeler. Yani 3’iincii ve 9uncu aksiyomlar aslinda birer
aksiyom degil, birer aksiyom gsemasidir, her biri aslinda sonsuz
tane aksiyomdur.

Ik alta aksiyom, son derece dogal aksiyomlar. Bu aksiyom-
larda sasgirtici bir sey yok. Bu aksiyomlar1 her 6grenci, 6rnegin
kiimeleri kesigtirirken ya da bilegimini alirken farkina varmadan
kullanir.

7’nci aksiyom olmasa sonsuz bir kiimenin varligimi kamtla-
yamazdik. Bu aksiyom sonsuz bir kiimenin varhgim soyliiyor.
Nitekim tiimevarimsal her kiime sonsuz sayida elemani olan bir
kiime olmak zorundadir.

ZFC kiimeler kuraminda sonsuz sayida aksiyom vardir.
| Montague 1961°de bu sistemin sonlu sayida aksiyoma in-
| dirgenemeyecegini kanitlamigtir. Godel, Bernays ve von
| Neumannin buldugu aksiyom sistemi (NBG) sonludur
ve her iki sistemde de kiimelerle ilgili aym sonuglarin
kanitlanacag biliniyor. Ancak NBG siteminde kiime olma-
| yan simiflardan da s6z edildiginden, sonlu olmasina kargin,
bir anlamda NBG sistemi ZFC’den daha karmagiktir diye-
biliriz. Bir bagka deyisgle, ZFC sisteminin dili ¥, V, = gibi
standart matematik simgeleri diginda sadece € simgesini
kulanirken, NBG sistemi € simgesi diginda, kiime olmayan
topluluklardan sozedebilmek igin fazladan bir simge daha
kullanmaktadir.
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8’inci aksiyom teknik bir aksiyomdur. Sadece kiimeler ku-
ramiyla ilgilenenlerin igine yarar. O aksiyom olmasayd: da bu-
glinkii matematik pek degisik olmazdi. Bu yiizden eger iste-
nirse bu aksiyom listeden gikarilabilir. Bu aksiyom sayesinde,
bir kiime kendi kendisinin elemam olamaz. Ayrica, gene bu ak-
siyom sayesinde,
TEYveyE

ozelliklerinin her ikisini de saglayan x ve y kiimeleri olamaz. Ve
TEYy,YyY€EZzVRZET

ozelliklerinin tiglinii birden saglayan x, y ve z kiimeleri olamaz.
9’uncu aksiyom az bilinir ama 6nemlidir. Eger bu aksiyom
olmasaydi,

{0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, {{{{O}}}}, {{{{{O}}}}}, -}

diye bir kiimenin varhigin1 kamitlayamazdik mesela.

10’uncu aksiyomun varligi apayr bir konudur. Matematikte
cok tartigmalara neden olmus bir aksiyomdur.

Zermelo, sistemin celigkisiz oldugunu kanitlamaya galigmis-
sa da basaramamigtir. Bagaramamasinin nedeni vardi: Siste-
min ¢eligkisiz oldugunun kamtlanamayacagim bugiin Godel sa-
yesinde biliyoruz.

ZFC’nin F’si ise 1922’de Temellendirme ve Yerlestirme ak-
siyomlarina gereksinildiginin farkina varan Adolf Fraenkel’in
F’sidir. Thoralf Skolem de, Fraenkel’den bagimsiz olarak Yerleg-
tirme Aksiyomu’nu aym yil kegfetmistir. Iki kisinin birden aym
aksiyomu bulmasi manidardir elbet, bu, aksiyomun gergekten
gerektigine ve dogalligina dair bir delildir.

ZFC’nin Z’si yukanida da dedigimiz gibi Zermelo’'nun Z’si-
dir. Bertrand Russell’dan bagimsiz olarak zamaninin kiimeler
kuraminda bir geligki yakalayan Zermelo, geliskiden kurtulmak
igin kiimeler kuramim aksiyomlagtirma ¢abasina girigir. Kiime-
ler kuraminin aksiyomlarinin ¢ogu ona aittir.

Ik dokuz aksiyoma ZF ad1 verilir. Sonuncusu da eklenirse,
sistem ZFC adm alir. C, “se¢im”in Ingilizcesi olan “choice”
sOzcligiiniin bagharfidir.
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Simdi bu son aksiyoma yakindan bakalim.

Segim Aksiyomu. Son aksiyom (Segim Aksiyomu ya da ki-
saca C, bazen AC) diger aksiyomlardan farkhdir, ¢linkii (ikin-
cisi diginda) diger aksiyomlar “yapici” nitelikte aksiyomlardir,
bir ya da birkag kiimeden yeni bir kiime inga etme yontemini
soylerler. Ilk on aksiyomla insa edilen her kiime kullamlan ak-
siyom tarafindan tanmimlanmig ve belirlenmigtir; bu aksiyom-
larla inga edilen o kiimeden sadece bir tane vardir. (7’nci ak-
siyom bu dedigimize bir istisna belki ama olsun... Onemseme-
yin. 7’nci aksiyomun varhigim soyledigi kiimenin biricik olma-
mas1 bu aksiyomun en 6nemli niteligi degildir. Bu aksiyomu
birazcik degistirerek, (en kiigiik) parantezini ekleyerek, tek bir
kiimenin varhgm séyler hale getirebiliriz.) Oysa Segim Aksi-
yomu’nda varlig sdylenen kiimenin (daha dogrusu fonksiyonun,
ama fonksiyonlar da bir kiimedir) nasil bir sey olduguna dair
bir gsey sGylenmemektedir. Segim Aksiyomu sadece bir fonksi-
yonun varhgindan sézetmektedir, fonksiyonun hangi fonksiyon
oldugunu s6ylememektedir. Se¢im Aksiyomu’nda varligi sGyle-
nen fonksiyonlardan birkag tane olabilir, ki genellikle Oyledir,
ve bu fonksiyonlardan birini géstermek imkansizdir.

Varlig1 Segim Aksiyomu’yla kamtlanmak zorunda olan fonk-
siyonlar agik segik tanimlanamazlar. Bu yilizden Segim Aksiyo-
mu uygulamada ige yarar bir bigimde, 6rnegin bilgisayarlarda
ya da teknolojide kullamilamaz. Segim Aksiyomu’nun sadece ku-
ramsal bir 6nemi vardir.

Hilbert’in tegvikiyle kiimeler kuramiyla ilgilenmeye bagla-
yan Zermelo, her kiimenin iyisiralanabilecegini! kanitlayarak
geng yaginda iinlenmis, ancak kanitinda herkes tarafindan ka-
bul gérmeyen Segim Aksiyomu’nu kullanmigtir (1904). Bugiin
Secim Aksiyomu’yla Zermelo’nun bu teoreminin egdeger oldugu
biliniyor, yani Zermelo, teoremini kanitlamak igin Segim Aksi-
yomu’nu kullanmak zorundaydi, bagka tiirlii yapamazdi.

Se¢im Aksiyomu Zermelo’dan 6nce de kullamilmigti, ancak

!Bir kiimenin elemanlari, kiimenin bog olmayan her altkiimesinin en
kiiciik bir elemani olacak bicimde siralanirsa, o zaman bu kiimeye iyisira-
lanabilir denir. Ornegin N iyisiralanabilir ve hatta iyisiral bir kiimedir.
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kiimeler kurami heniiz aksiyomlagmadigindan ve matematikgi-
lerin de boyle bir sorunu da olmadigindan kimse bunun farkina
varmamigti.

Secim Aksiyomu’nun Degillemesi (=C). Elemanlar:
bos olmayan kimeler olduju halde se¢cim fonksiyonu olma-
yan bir kime vardar.

Bagimsizlik. 1935’'te Godel, eger ZF celigkisizse ZFC’nin de
celigkisiz oldugunu kanitlamistir.

1963’te Cohen, eger ZF celigkisizse, ZF’ye C’nin degillemesi
olan —C onermesi (yani C’nin yanlg oldugu) eklendiginde de
elde edilen kuramin celigkisiz oldugunu kanitlamigtur.

Bu teoremleri kanmitlamak hi¢ de kolay degildir. Boyle bir
ugrag bu kitabin amacin kat kat asar.

Olgu (Gddel ve Cohen). Eder ZF celiskisizse, hem (ZF +
C) hem de (ZF + — C) celiskisizdir.

Bundan, C’nin ZF’den bagimsiz oldugu sonucu ¢ikar: Eger
ZF celigkisizse, ZF’ye C’yi de, degillemesi olan - C’yi de eklesek
cgeligkisiz bir kuram elde ederiz.

Bu asamada, C’yi mi yoksa — C’yi mi aksiyom olarak ka-
bul etmeli gibi artik matematigi agsan felsefi bir problemle kars:
karsiyayiz. Ne C’yi ne de C’nin degillemesini kabul edip sadece
ZF’yle yetinmek de bir segenektir elbet.

C’yi Kabul Etmeli mi Etmemeli mi? C’yi kabul edersek
daha ¢ok teorem kamtlanz elbet, ¢iinkii kuramimiz C’nin ka-
buliiyle daha da zenginlesmistir, 6rnegin C’nin kendisi bu te-
oremlerden biridir. C’nin degillemesini kabul edersek de daha
¢ok teorem elde ederiz ama C’yi kabul ederek daha “olumlu”
teoremler elde edilir, ¢linkii C sonug olarak bir fonksiyonun
varhgim sOyliiyor; C’nin degillemesi ise boyle bir fonksiyonun
her zaman olmayabilecegini soyliiyor, istelik ne zaman olma-
yacagidan hig s6zetmeden...

Eger sadece olumlu teorem (varhk teoremleri) elde etmek
bizi ilgilendiriyorsa, o zaman C’yi kabul etmeliyiz.
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Ama C’yi kabul edip etmemek felsefi bir sorun olarak da
goriilebilir (ve hatta goriilmeli). Sonug olarak matematikle ger-
cegi anlamaya ve agiklamaya gahgiyoruz. Gergege uymadigini
diisiindiigiimiiz bir 6nermeyi aksiyom olarak kabul etmemeliyiz.
Yani C’yi kabul edip etmemek gercegi nasil algiladigimizla ve
gergegin ne olduguyla ilgili bir sorundur. Gergek yagsamda (her
ne demekse!) C’nin dogru oldugunu diigiiniiyorsak o zaman C’yi
kabul etmeliyiz, yoksa etmemeliyiz.

En iyisi C’nin sonuglarina bakmak. Eger C’nin sonuglar
kabul edilebilir, beklenen, ¢ok sagirtmayan sonuglarsa o zaman
C’yi kabul etmeliyiz. Ama eger C’nin sonuglan tiiyleri diken
diken eden sonuglarsa, o zaman C’yi kabul etmemeliyiz.

Secim aksiyomundan g¢ok “dogal” sonuglar ¢tkabildigi gibi
hi¢ de dogal goriinmeyen sonuglar gikar. Her ikisinden de birer
ornek verecegiz.

“Dogal” Bir Sonug. X sonsuz bir kiime olsun. X’in sayila-
bilir sonsuzlukta bir altkiimesi var midir? Yani X’ten oyle z,
T1, T2, T3, ... elemanlar bulabilirmiyiz ki,

{1'0’ Iy, T2, I3, .. }

sayilabilir sonsuzlukta, yani N ile aralarinda n — z, gibi bir
egleme olan bir kiime olsun?

Secim Aksiyomu olmadan boyle bir kiimenin varhg: kamt-
lanamaz. Zorluk suradadir:

{2}0, Ty, T2, I3, .. }

diye X’in sayilabilir sonsuzlukta elemanini igeren bir “nesne”
bulabiliriz. Ama bu nesnenin kiime oldugunu kiimeler kurami-
nin ZF aksiyomlariyla kamtlamak gerekiyor, oysa Se¢im Aksi-
yomu olmadan bu kanitlanamaz. Baz1 X kiimeleri igin kanitla-
nabilir, ama her sonsuz kiime igin kanitlanamaz. Kiime olmanin
bazi kosullar1 vardir.

{IO, Iy, T2, I3, -. }

nesnesinin bu kosullan yerine getirdigini kamtlayamayiz.
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“Dogal Olmayan” Bir Sonug. 1 yarigaph (igi dolu) bir kiire
alalim. Simdi ¢ok sasirtic1 bir sey sdyleyecegim. Bu kiireyi 6yle
bes pargaya bolebilirim ki ve bu beg pargayr dondiirerek ve
oteleyerek (yani hacim ve alan degigtirmeyen doniiglimlerden
gecirdikten sonra) Oyle bir araya getirebilirim ki, pargalardan
ikisinden yarigap1 1 olan bir kiime, geri kalan iigiinden gene
yarigapr 1 olan bir kiime elde edebilirim. Bu sa¢masapan go-
riinen teorem Segim Aksiyomu’yla kanitlanabilir ancak. Ma-
tematikte buna Banach-Tarski Paradoksu denir. Ama aslinda
bir paradoks degildir, sadece sagirticidir, paradoksa benzer. Beg
parcanin higbirinin hacmi olamaz elbet, yoksa hacmi biiytite-
mezdik). Se¢im aksiyomunun yardimiyla, R3 uzaymnm hacmi
hesaplanamayan altkiimelerini bulabiliriz.
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Secim Aksiyomu ve Peano

Segim Aksiyomu’ndan tarihte ilk s6-
zeden Peano’dur. Zermelo’dan 14 yil 6n-
ce Se¢im Aksiyomu’nun farkma varmis-
tir. 1890’da yazdigr “Démonstration de
I’integrabilité des équations différentiel-
les” [Math. Ann. 37 (1890) 182-229] ma-
kalesinin 210’uncu sayfasinda sonsuz ta-
ne se¢im yapilamayacagi acikga yaza-
rak Segim Aksiyomu’nu kullanmay1 reddetmistir. Daha da
ilginci, bundan bes y1l 6nce 1985’te, “Sull’integrabilita della
equazioni differenziali di primo ordine” [Atti Acad. Sci. To-
rino 21 (1885/86) 677-685] adli makalesinde higbiri bos ol- |
mayan A(n,7) C R kiimelerinden birer eleman se¢mek zo-
runda kaldiginda, Peano, ¢ok sasirtici bir bigimde, burada
tuhaf bir yéntem uygulamak iizere oldugunu ayrimsamis ve
rastgele bir se¢imin miimkiin olmamas1 gerektigini agik ve
net bir bigimde sdylemigtir:

Rastgele kurallary sonsuz defa kullanarak her swmiftan
[yani kimeden] bir eleman segilemeyeceginden, burada be-
lirlenmis bir kuralla her sumiftan bir eleman segtik.

Nitekim, A(n, i) kiimelerinden her biri kapal ve tistten
siirl oldugundan, Peano bu kiimelerin maksimal elemanini
almigtir ve boylece Segim Aksiyomu’nu kullanmamigtir.
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Dogal sayilarin sayilabilir sonsuzlukta, gercgel sayilarin ise sayi-
lamaz sonsuzlukta oldugunu biliyoruz. 1877’de, 32 yagindayken,
kiimeler kuraminin yaraticisi Alman matematik¢i Georg Can-
tor, R’nin, dogal sayilardan “daha biiyilk” ama gercel say-
lardan “daha kiigiik” bir altkiimesinin olup olmayacag soru-
sunu sordu. Yani R’nin sayillamaz sonsuzlukta olan ama R ile
eglenik olmayan bir altkiimesi var midir? Ya da R’nin her son-
suz altkiimesi ya N ile ya da R ile eglenik olmak zorunda midir?

Cantor yanmitin olumsuz olacagin tahmin etti ama bir tiir-
li kanmtlayamadi Cantor’'un bu tahminine Stireklilik Hipo-
tezi denir:

Siireklilik Hipotezi [SH]. R’nin her sonsuz altkimesi ya N
ile ya da R ile eslenik olmak zorundadsr.

1900’de, Paris’teki meghur konferansinda David Hilbert bu
problemi 20’nci yiizyilin matematikgilerine sordu. Hilbert bu
probleme o kadar 6nem veriyordu ki, sundugu 23 problem ara-
sinda bu problem birinci problemdi. Yanit1 bulmak 63 yil ald:.

Kurt Godel 1938’de, Siireklilik Hipotezi’nin ZFC’yle tutarh
oldugunu kamtladi. Yani eger ZFC geligkisizse (bir bagka deyisle
ZFC’de 0 = 1 esitligi kanitlanamazsa), o zaman ZFC’ye Siirek-
lilik Hipotezi’'ni eklersek de geligkisiz bir kiimeler kurami elde
ederiz.

Godel’in bu sonucundan, ZFC’de, Siireklilik Hipotezi’nin
yanhghginin kamtlanamayacag c¢ikar, ama dogrulugunun ka-
nitlanabilecegi ¢gikmaz.
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Sdreklilik Hipotezi

Godel ve Siireklilik Hipotezi

Sireklilik Hipotezi, ZFC’den bagimsiz oldugu gosterilen
ilk 6nerme degildir. Gédel 1931’de, ZFC’nin geligkisiz oldu-
gunun kiimeler kuraminda bir énermeyle ifade edilebilece-
gini gostermis, ama bu 6nermenin (eger ZFC celigkisizse)
ZFC’den bagimsiz oldugunu kanitlamigtir. 1900’deki kon-
feransinda Hilbert, anlagilir bir iyimserlikle, matematikgi-
lerden matematigin geligkisiz olmadigimi kamtlamalarim is-
temistir (Hilbert’in ikinci sorusu). Godel de, ZFC geligkisiz-
se, ZFC'nin kendisinin geligkisiz oldugunu kanitlayamaya-
cagim gostererek Hilbert’in sorusunu olumsuz yanitlamis-
tir. ZFC celigkisizse, ZFC, kendisinin geligkili oldugunu el-
bette kanitlayamayacagindan, Godel’in buldugu bu 6nerme
ZFC’den bagimsizdir. Ama ne de olsa Godel’in buldugu
bu 6nerme sokaktaki matematikginin ilgilendigi bir 6nerme
degil, 6te yandan Streklilik Hipotezi son derece dogal ve
neredeyse giinliikk yagsama dair bir 6nermedir.

Godel, Sireklilik Hipotezi'nin (SH) yanhs oldugunun
kanitlanamayacagimr gostermesine kargin gene de SH’nin
yanlig oldugunu samyordu. Kanitlanabilmekle dogru ol-
mak iki ayr1 kavramdir. Bir onerme, kiimeler kuramimin bir
modelinde (yani kiimeler kuraminin aksiyomlarinin dogru
oldugu bir modelde) dogru olabilir ama kanitlanamayabilir.

Ama ZFC’nin bir modelinin varhigm ZFC kanitlaya-
maz, yoksa ZFC kendisinin geligkisiz oldugunu kamtlard:
(¢linkd geligkili kuramlarin modelleri olamaz elbette).

Bu durumda Gédel’in SH’nin yanlg olduguna inanmasi
matematiksel olarak bir sey ifade etmez elbette. Godel’in
inanig1 tamamiyla felsefiydi. Godel, Platonist bir goriige
sahip oldugundan, tiim bu kavramlarm bir yerlerde va-
roldugunu ve kiimeler kuraminin bir modelinin bizim algila-
yamadigimiz bir seviyede var olduguna inaniyordu. Gédel’e
gore SH igte o modelde yanhstir/yanhs olmahdur.

Godel’e gore, ZFC’nin SH’yi yanliglayamamasimin ne-
deni, ZFC’nin yasadigimiz diinyayi/modeli eksik betimle-
mesinden kaynaklanmaktadir. Yani ashinda SH’nin yanhsh-
g1 kanitlanmali, ama ne yazik ki ZFC matematigi yeterince
iyi betimlemiyor. Dolayisiyla Gédel’e gore SH’yi ciiriitecek
yeni aksiyomlar bulunmal.
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ZFC’nin Siireklilik Hipotezi’ni kanitlayamayacagin 1963’te
Paul Cohen gostermigtir. Cohen’in kamti, o giine dek bilin-
meyen bir yéntem kullanir: ingilizcesiyle forcing, Tiirkgesi zor
kullanma ya da zorlama olabilir. Cohen, zorlamayla yonte-
miyle ZFC’nin aksiyomlariyla SH'nin yanhs oldugu kiimeler
kuraminin bir modelini (ZFC + — SH’nin bir modelini) inga
etmistir ve bu ingasiyla 1966’da matematigin Nobel’i addedilen
Fields Madalyasi’'m1 kazanmgtir.

Godel’le Cohen’in sonuglarimi bir araya koyarsak, ZFC’nin,
Siireklilik Hipotezi’nin dogrulugu ya da yanhghg konusunda
herhangi bir sey sdyleyemeyecegi gikar. Eger ZFC geligkisiz (ya-
ni tutarl) bir kuramsa, ZFC’ye Siireklilik Hipotezi’ni aksiyom
olarak eklesek, tam tersine, Siireklilik Hipotezi'nin degillemesini
de aksiyom olarak eklesek, her iki durumda da geligkisiz birer
kuram elde ederiz. Mantikgilarin deyimiyle Siireklilik Hipotezi,
ZFC’den bagimsizdir.

Yukaridaki tartigmadan su sonug gikiyor: Matematiksel ola-
rak, Siireklilik Hipotezi’ni kabul etsek de olur, etmesek de. Ya
da bu konuda higbir karar almayabiliriz. Demek ki bu daha gok
gercegi algilamamizla ilgili felsefi bir sorudur.

Matematiksel olarak yapilabilecek en dogal sey, SH’nin ve
degillemesinin sonuclarina bakip, ¢ikan sonuglarin “dogalligina”
ve “yapayhgmna” gore karar vermek. Bu konuda bugiine dek bir
fikir birligine varilamadigindan, ne Siireklilik Hipotezi ne de
degillemesi aksiyomlara eklenmisgtir.

Felsefi olarak diisiiniildiigiinde, en filozof matematikgiler,
SH’nin yanhg olmas: gerektigini diigliniiyorlar.

SH’nin (ya da SH’nin ZFC’den bagimsizhginin) standart
matematikte, daha ¢ok analiz, topoloji ve 6lgiim kuram gibi
konularda 6nemli sonuglar1 vardir. Bu sayede, bu konulardaki
yanitlanmamig birgok sorunun ZFC’den bagimsiz oldugu anla-
silmigtir.

Ote yandan, ZF ve GSH, Segim Aksiyomu’nu kamtlayabili-
yor. Bunu Polonyali matematikgi/kiimeler kuramcisi Sierpinski
kamtlamigtir.
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