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Ali Nesin

1956°da Istanbul’da dogdu. Ilkokuldan sonra ortaokulu Istanbul’da Saint
Joseph Lisesi’nde, liseyi de Isvigre’nin Lozan kentinde tamamlayan Nesin 1977-
1981 yillar: arasinda Paris VII Universitesi’nde matematik 6grenimi gordii. Da-
ha sonra ABD’de Yale Universitesi’'nde matematiksel mantik ve cebir konula-
rinda doktora ve 1985-86 arasinda UC Berkeley’de 6gretim ityeligi yaptt.

Tirkiye’ye kisa dénem askerlik gorevi igin geldigi sirada “orduyu isyana
tegvik” iddiasiyla tutuklanarak, yargilandi. Yargilama sonunda beraat ettigi
halde pasaport verilmedigi i¢in igine dénemeyen Nesin, ancak bir buguk yil
sonra yurtdigma gidebildi. 1987-89 arasinda Notre Dame Universitesi’nde
yardimc: dogent, ardindan 1995’e kadar UC Irvine’da énce dogent, daha son-
ra profesér olarak gorev yapti.

Halen Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii bagkan: ve Nesin
Vakfi y6neticisidir. Yazar ayrica Matematik Diinyasi adli popiiler matematik
dergisinin yazigleri mudiirii ve Sirince’deki Nesin Vakfi’na bagli Nesin Ma-
tematik K6yii’niin kurucusudur.
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Uciincii Basima Onsoz

u kitapta 1994-95 dersyilinda yazdigim ve ¢ogunlugu Bilim
Bve Utopya dergisinde yayimlanan popiiler matematik yazi-
larim bulacaksiniz. Yazlar birbirinden bagimsizdir. Okur dile-
digi yaziy1 diledigi zaman okuyabilir.

Yazilarin lise ogrencilerince anlasilir olmasina 6zel bir
Ozen gosterdim. Diigiinmeyi seven ortaokul 6grencilerinin de ¢o-
gu yaziy1 anlayabilecegine inamyorum. Iyi bir 6gretmenin kimi
yazilarin igerigini ilkokul 6grencilerine anlatabilecegini diigiinii-
yorum. Kamimca, Gizli Kenarlar, U¢ Oyun, Ardisik Sayiarn
Toplami, Kimin Kazandig Bilinen Ama Nasil Kazandig: Bilin-
meyen Bir Oyun, Boyali Noktalar baghkli yazilar ilkokul 6gren-
cilerinin hos zaman gegirecekleri sorulari/oyunlan iceriyor. Bu
sorular bir oyun biciminde 6grencilere sunulursa, ogrenciler ay-
rimina varmadan matematiksel aragtirmaya dalarlar.

Zaman olan okurun yazilar1 okumadan 6nce yazilarda
sorulan sorular iizerinde diigiinmesini 6neririm. Her soru kolay
olmayabilir. Hatta her sorunun kolay olmadigina dair giivence
verebilirim. Dolayisiyla okur yanitlari hemen bulamayabilir. Bir
iki giin i¢inde, bir hafta i¢inde de bulamayabilir. Hangi sorunun
kolay, hangi soiuamin pof oddugsin uhdasolenry sigylemedim, ¢iin-



ki arastirmaci da kendi kendine sordugu sorunun zor mu kolay
mi oldugunu her zaman bilemez. Ancak deneyimli matematik-
ciler bir sorunun zorluk derecesini sezebilirler, o da her zaman
degil ve ancak kendi konularinda. Bu ytizden yaniti hemen bu-
lamayan okur karamsarliga kapilmamalidir. Onemli olan yani-
t1 bulmak degil, inat¢1 olmak, meraklanmak, bir problem tizeri-
ne yogunlagabilmek ve aragtirmadan zevk almasini 6grenmek-
tir. Okur bir hafta boyunca kafasinda bir soruyla dolagsin. Ay-
rimina varmadan disiinecek ve soru kafasinda olgunlasacakur.
Uykusunda bile soruyla ilgilenecektir. Yanitlamaya calisacag:
her soru okura yeni sorular sordurtacakur ve okur iste 0 zaman
matematik¢i olacaktr. En az bir giin, en ¢ok bir hafta sonra
okur yamti okusun. Yaniti kendi kendine bulamamis olsa bile,
verdigim yanit1 daha iyi anlayacaktir.

Yukardaki satirlari yazdiktan bir ay sonra Turkiye’ye gel-
dim ve birkag lise 6grencisiyle konugsma olanagi buldum. Konu-
muz matematikti dogal olarak. Yazilarimi okuyup okumadikla-
rimi sordum. Okumaya calistiklarini, ama anlayamadiklarini
sOylediler. Her yazi anlagilmayabilir elbet; yazi iyi yazilmamus
olabilir, yazinin diizeyi yitksek gelebilir, okurun kafasi o gin
bagka bir konuyla mesgul olabilir, ¢esitli nedenlerle bir iki yazt
anlagilmamig olabilir. Bu dogaldir. Matematikgiler bile her oku-
duklar matematik yazisini anlamazlar. Ancak, goriistigim lise
ogrencileri hicbir yazimi anlamiyorlarmis. En kolay anlasilacagi-
i sandigim yazilar bile anlayamamuglar. Dogrusu sasirdim ve
iiziildiim. Ustelik iclerinden birkagi fen boliimiindeydi ve lise
2’ye gecmislerdi. Diizeyi tutturamadigimi sanip suglu duyumsa-
dim kendimi.

Biraz daha tartiginca asil su¢lunun ben olmadigini anla-
dim. Lise 2 fen bolumiine giden bu 6grenciler “¢ift say1” kavra-

minin tamminigyespeklasdusilangi famsargnin cift, hangi



tamsayinin tek oldugunu biliyorlardi ama, “2’ye boliinen tam-
sayilara ¢ift say1 denir,” diyemiyorlardi. Su “tanimlar1” veriyor-
lardi:

— 2’nin gigleri...

- Kendinden bagka sayiya boliinmeyen sayilar...

En iyileri,

- 2,4, 6, 8 gibi sayilar... diyebiliyorlardi.

Belli ki soyutlama, genelleme, tanimlama gibi matematik
yapmak ve saglikli disiinmek i¢in gerekli niteliklerden yoksun-
dular.

Ne diyecegimi sagirdim. Uziilmek mi yoksa baskaldirmak
mu gerekir bir tiirli karar veremedim. Demek egitim bu hale dii-
suriilmus. Yaziklar olsun!

Genglerden ve diizenden durmadan yakinan yaslilar var-
dir; gengliklerinde her seyin daha iyi oldugunu séyler dururlar
ve bu sozleriyle genglerin baglarinin etini yerler. Aymi duruma
diismek istemem, kaldi ki ben yash da degilim, kirkima daha
basmadim bile! Ama nasil yakinmam! Benim zamanimda ilko-
kul 6grencileri bile ¢ift say1 kavraminin tanimini verebilirlerdi.
Bugiin fen bolimu 6grencileri bu tanimi bilmiyorlar. Yirmi bes
yilda egitimi bu hale nasil getirebildik?

1962°den 1973’e dek Turkiye’de egitim gordiim. Ilkokulu,
hazirhk siniflarim ve ortaokulu Tirkiye’de okudum. Akilli ¢ocuk-
lardik. Egitimin iyi olmadigini goriiyorduk. Gérmemek olas1 miy-
dr? Ne kitaplarda, ne de bir ikisi disinda 6gretmenlerde is vard.
Ama Tiirkiye yoksul bir iilke ve yoksul bir iilkenin egitimi de an-
cak bu kadar olur, diye distiniiyorduk. Yillar gegtikge, Tiirkiye
kalkinsa da kalkinmasa da, egitimin diizeleceginden, diizelmese
bile biraz olsun iyileseceginden hi¢birimizin en kiiciik, suncacik
bir kuskusu yoktu. Buna Gylesine inanmiyorduk ki, bu diisiinceyi

yiksek sesle sé&;&;%Sjglgi{é%%gigqlﬁtggg%@b%%n batar” gibi bir



hepdogru séylemeye benzerdi. Biri, “yillar gectikge egitim kotiile-
secek,” deseydi, giiler gegerdik. Kisacasi Ilerleme’ye inanmustik.

O zamanlar Tiirkiye’de ortaokul 3’te diizlem geometrisi
okutulurdu. Hem de kanitlariyla birlikte... Cok iy1 animsiyo-
rum, benden bir yas biiyitk komsu kiz arkadasgim orta 3’e geg-
misti. Ben daha orta 2’deydim. Matematikte ne okuduklarini
sordum bir giin.

- Ispat yapiyoruz, dedi. (O zamanlar “kanit” denmezdi.)

Sagirdim.

— Ne ispatliyorsunuz? diye sordum.

— Neyi olacak, dedi, teorem ispatliyoruz... Neyin neden
dogru oldugunu anhyoruz...

Iyice sagirdim.

— Mesela? diye sordum.

— Mesela bir iicgenin igagilarinin toplaminin neden 180
derece oldugunu anhyoruz...

Agzim agik kaldi. Neyin neden dogru oldugunu anliyor-
larmus... Matematigi goziimde biyiittim de biiyiittiim. Daha
once hi¢ duymadigim, hig bilmedigim bir diinya benim olacakti
bir y1l sonra. Nerdeyse, bir yil bekleyemeyip, komsu kizin sini-
fina gidecektim, dylesine meraklanmigtim.

Bir yil sonra biz de okuduk o konulari. Matalon adinda
harika bir matematik hocamiz vardi. Yil sonunda, kirk kisilik
stnifimizin hemen hemen tiimii matematiksel bir kanitin ne de-
mek oldugunu anlayabilecek, yarisi da kendi kendine kanit ya-
pabilecek diizeye gelmisti.

Saint Joseph’teydim. Iyi okuldu Saint Joseph. Sinavla 6g-
renci alirdi. Oyle bir okulda egitimin de iyi olmas: gerekir elbet.
Ama bugiin en iyi okullarda bile kanit gorilmiiyor.

1993-94 dersyilim1 Bilkent Matematik Bolumii’nde gegir-

digimden biliy[%rl;&g}.l:%i._llﬁﬁglpt Af;g}viy_i%lﬁggbr aR%%.%% ogrencileri alir.



Ogrenciler de gercekten zeki ve caliskandilar. Amerika’da okut-
tugum Ogrencilerden ¢ok daha bilingli ve olgundular. Ama ka-
mit nedir bilmiyorlards ve matematik bilgileri cok ama ¢ok kitti.
Her ne denli daha 6nceden uyarilmigsam da, diizeyin bunca dii-
sitk olabilecegini dogrusu 6ngorememistim. Iki ii¢ hafta sonra,
bir 6grenci yanima yaklasip soyle dedi:

— Hocam, bazen varsayiyoruz, bazen varsaymiyoruz...
Sagirdik kaldik. Bize ne zaman varsayip ne zaman varsaymaya-
cagimizi ogretir misiniz?..

Anladim ki verdigim kanitlardan higbir sey anlamamuslar.
Biitiin bir y1l boyunca teorem kanitladik durduk. Zeki, caliskan,
inatgl, bilingli ve sorumlu gengler olduklarindan ¢abuk (birkag
ayda) ogrendiler. Bu 6grenci arkadaglarimin birkaginin ¢ok iyi
matematik¢i olacagina inanryorum.

Diyesim su ki, Turkiye’de egitim bir rezalet! Eskiden de
kotiiydii ama higbir zaman bu diizeye diigmemisti, daha dogru-
su diigiiriilmemigti. Yirmi yil 6nce aklimiza gelmeyeni basarmis-
lar. Bir kez daha yaziklar olsun!

Nasil bizler aldigimiz egitimin kotii oldugunun ayrimina
varmugsak, inaniyorum ki bugiinkii gengler de egitimlerinin ko-
til oldugunun ayrimina varmuglardir. Konumuz matematik ol-
dugundan matematigi ele alalim: Bugiin okullarda matematik
okuduklarini sananlar yaniliyorlar. Bugiin okullarda okutulan
matematik degildir. Kanitsiz matematik olmaz. Matematik,
dogru yaniti bulma sanati degildir. Matematik, dogru yanitin
neden dogru yanit oldugunu anlama sanatidir. Ornegin bu ki-
taptaki ¢ogu yazi - tam anlamiyla - matematik yazisidir.

Egitimi bu hale getirenlere - 6rnegin gelmis gecmis Milli
Egitim Bakanhgi sorumlularina - soyleyecek bir soziim yok. On-
lar bu kitabin 6ns6ziinti okumayacaklari gibi, onlarin béyle bir

kitabin ¢iktiginda hngq:rlggpl%irlselvglﬁggg{ﬁr%%}gtlr. Ancak, bu kita-
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b1 okumaya heveslenen genglere bir iki séziim var. Bu kitaptaki
sorular1 yamtlamakta giilitk ¢ekebilirsiniz. Bu dogaldir. Daha
once de soylemistim, yaniti hemen sip diye bulunacak sorular
sormadim. Ama eger verdigim yanitlari, agiklamalart ve kanit-
lar1 anlayamiyorsamz ve bir ikisini degil, higbirini anlamiyorsa-
niz, o zaman bilin ki egitiminizde biiyiik bir eksiklik var demek-
tir. Bunun sucu sizin degildir elbette. Bugiinkii egitim sistemi-
mizden siz sorumlu degilsiniz.

Her ne denli egitim sistemimizin bugtinkii halinden sorum-
lu degilseniz de, hem kendinizin hem de Tiirkiye’nin geleceginden
sorumlusunuz. Bu eksikliginizi gidermeniz kolay degildir. Cevre-
nizde size yardim edebilecek kisiyi bityiik bir olasihkla bulamaya-
caksiniz. Bir bagka deyisle tek baginizasiniz. Sizden bu eksikligini-
zi gidermenizi istemek, ugmamzi istemeye benzer. Olanaksizdir.
Ama iste bu olanaksizi bagarmaya ¢ahgmalisiniz. Eger olanaksizi
basarir da ugmayi Sgrenebilirseniz, sizleri ugsuz bucaksiz ve ze-
kayla bezenmis piril piril bir diinya beklemektedir, distinenlerin,

olguyla yetinmeyip nedenleri arastiranlarin diinyas...

Bunlari yazdiktan gene yaklasik bir ay sonra, 14 yaginda,
iki y1l hazirlik okudugundan orta 1’e gegmis bir geng kiza rasla-
dim ve hayran kaldim. Ciinkii yazilarimi ¢ok severek okuyor-
mus... Onermeler Mantig adli kitabim anlamakta giiglitk gek-
tigini, ama obiir kitaplarimi anladigini ve gok sevdigini soyle-
mek iyiliginde bulundu. Anlamakta giglitk cekrigi kitap, lise,
hatta iiniversite diizeyinde yazilmigti. O kitabi eline almasi, an-
lamaya calismas: bile cok 6nemli. Salt bu gengkizin varligi po-
piler matematik kitaplarim yazmak icin harcanan emege deger.
Demek ki umutsuzluga kapilmamak gerekiyormus.

Ali Nesin
Mayis-Temmuz 1995
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Konken Partisi

ir ¢ocukluk arkadasimin karisi, adi gerekli degil, biz Ayse

Hanim diyelim, konkene ¢ok diiskiindiir. Varsa yoksa kon-
ken... Kocasinin anlattigina gore, gece riiyalarinda bile konken
oynarmus, sik sik “jokere perim”, “rélans”, “siirrélans”, “han-
gi cehenneme gitti bu kupa onlusu” diye sayiklarmis. Yaninda-
kinin eline bakacagim diye yataktan diistiigii bile olmus. Hatta
bir gece, tam siirroélansh bir eli agacakken, kocasinin horlama-
styla uyanmis ve bu yiizden kocasiyla bir hafta konusmamus.
Bir hafta sonra,

— Gelecek sefere bosarim seni, diye tehdit edip kocasinin
oziirlerini kabul ettigini kendine 6zgii bir bigcimde belirtmis.

Iste Ayse Hanim konkene bu derece diigkiindii.

Ayse Hamim konkene yalniz diigkiin degildi, konkeni ciddi-
ye de alirdi. Dogrusu ben Ayse Hamim’a hak veriyorum. Eger
bir insanin konkenden bagka bir eglencesi ve isi yoksa, giiniiniin
en az dortte birini oyun masasinda gegiriyorsa ve geriye kalan
zamaninda konken diigiiniiyorsa, o zaman o kisi konkeni ger-
gekten ciddiye almali, ¢ok ¢ok ciddiye almali, ne bileyim ben,
konken kitaplar1 okumali, yoksa yazmali, kuramsal olarak ko-
nuyla ilgilenmeli, gesithi kagit dagihimi olasiliklar: tizerinde dur-
mali, Konken Oyunculari Dernegi kurmali... Bu dernek oyunun

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



kurallarini belirlemeli, oyun sirasinda ¢ikabilecek anlagmazlik-
lar1 ¢ozmeye calismali, &rnegin sirasi gelmeden kéagit geken
oyuncuya verilecek cezayi kararlagtirmali, konu tizerinde konfe-
ranslar diizenlemeli, hatta aylik bir dergi yayimlamali. Dergide,
konken masasinin ideal boyutlari, oyun sirasinda pasta ve gay
ikraminin nasil yapilmasi gerektigi, oyun salonunun igiklandiril-
masi ve havalandirilmasi, oyuncularin giyim kusami, yemek ve
uyku diizeni, konkenin etigi, felsefesi, konkencinin durusu filan
gibi konular islenmeli... Bu énerilerimi Ayse Hamm’a ilettigim-
de, Ayse Hanim, 6nce bir kahkaha patlatmis, sonra da,

— O kadar da uzun boylu degil Ali Bey, o zaman konken oy-
namaya vakit kalmaz ayol, demisti. Her seyin bir seyi var...

&

Ayse Hanim dertliydi, cok dertliydi. Arkadaslariyla diizen-
ledigi konken partilerinde ister istemez dedikodu yapiliyor,
konkenin -Ayse Hanim’in kendi deyimiyle- “i¢ine ediliyordu”.
Oysa Ayse Hamim konkeni ciddi oynamak istiyordu.

Dert ki ne dert!

Dirdirsiz konken oynayabilmek igin bir siire kumarhaneye
gitmis Ayse Hanim. Tanimadig1 ve birbirini tanimayan insanlar-
la konken oynamig. Bu da ¢ok can sikiciymus. Kimsenin agzin
bicak acmiyormus. Bu kadari da fazlaymis. Konusulsunmus
ama kivaminda konusulsunmus. Dedikodu yapilsinmus, hig ya-
pilmasin degilmis, ama dedikodunun da bir sinir1 varmis...

Séyle bir ¢oziim bulmug. Masaya oturan her ti¢ konkencinin
en az ikisi birbirini tanumaliymus, ki biraz sohbet edilebilsinmis ve
oyun salonu mezarliga déniismesinmis. Ote yandan gok dirdir ol-
mamas! i¢in de her ii¢ kisiden en az ikisi de birbirini tanimama-
liymus.

Yani evine ¢agirdigi konkencilerden herhangi iigiinden en az
ikisi birbirini tanimali, en az ikisi tammamaliymis. Boylece geve-
zelik kivaminda olurmus ve iig kisinin arasinda kapali kalmazmus.
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Iste Ayse Hanim beni bu yiizden evine gagirmusti. Béyle bir
davet nasil yapilabilirdi? Kendisi denemis ama haybeye, basa-
ramamus.

Soyut, yani higbir ise yaramayan matematik yapanlar sevin-
cimi tahmin edebilirler. Oysa ben de herkes gibi yaptigim isin
insanlar1 mutlu etmesini elbet isterim. Iste o sans ayagima ka-
dar gelmis!

- Cok kolay, dedim.

Ayse Hamim’in gozleri ¢anakli konkende ¢anagi kazanmis-
¢asina parildadi.

— Ah! diye tinledi. Bana yardimci olacagimiz1 biliyordum Al
Bey. I¢ime dogmugtu. Vallahi de dogmustu, billahi de dogmus-
tu. Icimden bir ses... Yemin ederim...

— Inaniyorum, dedim, iginizden bir ses...

- Evet! Icimden bir ses... Aynen konkendeki gibi, agacagimu
onceden hissederim... Peki Ali Bey, nedir ¢oziimiiniiz?

~ Bundan kolay ne var, dedim matematik¢i gogsiimii gere
gere. Iki kisi ¢agirirsiniz, boylece oyunda sizinle birlikee ti¢ kisi
olur ve ¢agirdiklarinizin birini kimsenin tanimamasina 6zellik-
le dikkat edersiniz.

Kendimden mutlu bir ifadeyle Ayse Hanim’a baktim. Hani
kitaplarda “kisa bir sessizlik oldu” denir ya, iste dyle kisa bir
sessizlik oldu. Dogrusu ya, bana uzun geldi bu kisa sessizlik.

— Anlatabiliyor muyum? diye sormak zorunda kaldim.

Ayse Hanim’in hi¢ acimasi yoktu:

— Hayir, anlatamiyorsunuz!

Anlagilmayacak ne var ki?

- Oyunda g kisi olsun, dedim. Bu kigilere A, B ve C diye-
lim. A sizsiniz tabii, Ayse Hanim’in A’s1. A’yla B birbirini tani-
sin, ama C kimseyi tanimasin... Bunca basit...

Ayse Hanim’in gozlerinde beliren parilti sénmiis, sanki dort
kupa as1 birden agmigim gibi bana tuhaf tuhaf bakiyordu.
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— Kalem kagit var m1? diye sordum.
Gitti, bir dnceki gecenin konken sonuglarimn yazili oldugu
kagidi getirdi. Soyle bir iiggen ¢izdim kagida:

A@——@B

'C

— Gordiigiiniiz ii¢ nokta oyunculari simgelesin, dedim.

— Tamam, dedi. Bu A benim degil mi?

— Evet, dedim. A sizsiniz. B, Bedia Hanim. C de Cavidan
Hanim...

— Diyelim oyle...

- Evet, diyelim dyle. Birbirini taniyanlar arasina diiz bir ¢iz-
gi ciziyorum, tanimayanlar arasina da kesik bir ¢izgi...

— Yani A’yla B tanisiyorlar, ama C kimseyi tanimiyor, oyle
mi?

Uzun uzun anlatinca sip diye anliyor Ayse Hanim.

- Aynen, dedim. Gordugiiniiz gibi oyunda iig kisi var ve bu iig
kisiden en az ikisi birbirini taniyor (A ile B), en az ikisi birbirini
tanimuyor (A ile Cya da Bile C).

— Iyi hos da, dedi Ayse Hanim, kimsenin tanimadig: birini
eve davet etmek pek kolay olmasa gerek!

— Teknik sorunlarla ilgilenmem ben, diye yamtladim. Isin o
yan1 matematigin dar sinirlarin: asar.

— Askolsun Ali Bey, sokaktan konkenci mi toplayacagiz?
Hem sonra kimseyi tanimayan oyuncu sikilmaz mi?

- O zaman, dedim, birbirini tanimayan tanidiginiz iki kisi-
yi davet edersiniz...

- Ug kisiyle konken oynanmaz ki...

— Peki, dedim, dort kisi oynarsimz. Herkes yanindakini ta-
nir, ama karsisindakini tanimaz. Iste boyle, deyip hizla su res-
mi ¢izdim:
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Ayse Hanim resmi birkag kez evirip gevirdikten sonra tiksin-
mis gibi geri verdi. Sanki kosebagindaki kiraathanenin hamurlas-
mis kagitlarin eline almigti. Ne yalan soyleyeyim, biraz kirildim.
Kirildigimi belli etmemek igin konusmak zorunda kaldim:

- Yani A, Byi tantyor. B, C’yi taniyor. C, C’yi taniyor. C,
A’y1 taniyor. Dolayisiyla bunlarin aralarina diiz bir cizgi ¢ek-
tim. A ile C tamgmiyorlar. B ile C de tanismiyorlar. Bu yiizden
aralarinda noktal bir ¢izgi var...

Ayse Hanim’in yiizii umdugum gibi aydinlanmadi. Inatla
agiklamalarimi stirdiirdiim:

— Bu dort kisiden herhangi ii¢ kisi secin. Hangi ii¢ kisiyi se-
gerseniz segin, en az ikisi birbirini tanir ve en az ikisi birbirini
tanimaz. Ornegin, diye ekledim, 6rnek ¢ kisi olarak A, B ve
C’yi alahm. A, B’yi tanir ama Cyi tamimaz. Bir baska 6rnek:
A, Bve C’yi ele alalim. A, Byi tanir ama B, C’yi tanimaz.

Ayse Hanim hi¢ hosnut degildi. Sesimi biraz yiikselterek,

- Yani, dedim, segeceginiz her tiggende en az bir diiz cizgi
ve en az bir noktali ¢izgi vardir! Bir bagka deyisle...

— Anladim, anladim, diye s6ziimii kesti Ayse Hanim agikla-
malarimdan had safhasinda sikildigini belli ederek. Matema-
tik¢i degilim ama kafam biraz isler.

— Esta...

“Estagfurullah, kimsenin kugkusu yok,” diyecektim ama
sozlerimi agzima tikadi.

— Ama Ali Bey, biz pigpirik degil, konken oynayacagiz. Dort
kisiyle oynanmaz ki bu oyun...

— Peki, buna ne dersiniz? deyip bes kisilik bir oyun ¢izdim:
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— Herkes yanindakini tanisin ve bagka kimseyi tammasin. Bu
durumda segeceginiz her ii¢ kigiden en az ikisi birbirini tanir ve
en az ikisi birbirini tanimaz. Bir bagka deyisle, higbir {icgen ne
tamamyla diiz ne de tamamuyla kesik ¢izgilerden olugur. Her
iicgende en az bir diiz ¢izgi ve en az bir kesik ¢izgi vardur.

— Gorityorum, dedi Ayse Hanim. Peki Ali Bey, siz hi¢ kon-
ken oynadiniz mi1?

— Az oynadim, ama oynadim.

— Pek sik oynamadiginiz belli. Konken en iyi alt: kigi arasin-
da oynanir. Yedi de olabilir...

- Oyle mi?

— Evet 6yle. Yani en az alti noktal bir gekil ¢izmelisiniz. A,
B, C, C, D haricinde bir de E olmali.

Asagidaki sekli ¢izip Ayse Hamim’a verdim.

— Ama, dedi Ayse Hanim resme soyle bir baktiktan sonra,
burda noktali cizgilerden olusan bir iiggen var. A, C ve D bir-
birlerini tanimiyor. Hatta BCE ii¢geni de kesik gizgilerden olu-
suyor.
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- Haklisiniz, dedim, goziimden kagmus.

Bir iki sekil daha denedim, bagaramadim. Cizdigim her alt:
noktali sekilde ya diiz gizgilerden olusan bir iicgen ya da nok-
tali gizgilerden olugan bir iiggen bulunuyordu. Ayse Hamm,

- Ben ¢ok denedim, dedi, olmadi, yapamadim. Ama siz ma-
tematikgisiniz. Sizin elinizden her gey gelir, yapamayacaginiz
yoktur.

— Tesekkiir ederim, ama galiba ben de bulamayacagim, de-
dim.

Dogrusu bu ya, biraz utandim bunlar s6ylerken.

Ayse Hanim’in surat1 eksidi.

— Bulamayacak misiniz? Teessiif ederim...

— Oyle bir sekil olsa bulurum da, yok galiba...

Ayse Hamim kopiurda.

- Nasil olmaz efendim! Siz matematikgi degil misiniz? Aln
noktal: bir gekil ¢izmekten bile acizsiniz...

Bu kadar da fazla! A¢im agzimi yumdum gézimii:

— Efendim, sug benim degil ki! Yoksa yok! Yoksa yarata-
mam ya! Bu diinyay: ben yaratmadim ki! Ben dogmadan &nce
de vardi bu diinya! Biz matematikgilerin gorevi olmayan bir
diinya yaratmak degil, olan diinyay: anlamaya calismak!

Agzimi yumup gozlerimi agtigimda, Ayse Hamim’in tam
tersini yaptigini gordiim:

— Ucuz felsefenin sirasi degil simdi Ali Bey, diye baslad.
Ben matematikgi degilim ve boyle bir sekil bulamadim, diye
sirdiirdii. Siz matematikgisiniz ve siz de bulamiyorsunuz. Yani
ikimizin arasinda hi¢ mi fark yok? diye de bitirdi.

- Var! dedim, ben boyle bir sekil olmadigini kanitlarim, en
azindan kanitlamaya ¢alisirim...

O zamana degin sessizce bizi izleyen gocukluk arkadagim,
yitkselen ses tonumuza dayanamayip bir iki aksirip tiksirdi.
Ortamu biraz yumusatmaya ¢aligtim.
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— Ama daha durun, hemen iiziilmeyin, dedim. Daha 6yle bir
sekil olmadigini kanitlamadik. Hemen yelkenleri suya indirme-
yelim. Belki sorunuzun bir yamt1 vardir.

— Kanitlayacak misiniz, yanitlayacak misimiz, tammlayacak
musiniz, ne yapacaksaniz yapin, ama ben en az alti kigilik ma-
sami isterim!

Ter basti. Istedigini bulamazsam halim duman!

— Alu kisi ele alalim, deyip kdgida alt1 nokta ¢izdim. Hatta
daha fazla da olabilir, 5nemli degil. Nokta sayisini arurabiliriz.
Yeter ki en az alt kisi olsun...

- Olsun bakalim! N’olacaksa olsun aruk.

Duymamazhga geldim.

— Bu noktalardan birine A diyelim.

— Bu A benim, degil mi?

— Siz ya da bir bagkasi, 6nemli degil...

— Ama biraz 6nce A bendim...

— Peki efendim, peki, A siz olun. Onemli degil dedim ya! A
sizsiniz. Sizin disinizda en az bes kisi var.

- Bu A biraz kilolu...

A noktasina estetik yaptum, fisuk gibi oldu!

~ Oldu mu simdi?

— Fena degil.

- Evet, ne diyordum, sizin digimizda en az bes kisi var.

— Evet. Ben olmayan en az bes kisi var!

- Bu siz olmayan kisiler arasindan tamdiklariniz var, tani-
madiklarimiz var. Dogal olarak...

Dudaklarinda alayh bir giilimsemeyle kocasina g6z kirparak,

— Elbette, dedi, ben, ben olmayanlar1 ya taninm ya tani-
mam...

- Bu siz olmayan kisileri iki kiimeye ayiralim: Tamdiklari-
niz ve tammadiklarimz, deyip bir sekil ¢izdim.
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Ayse Hanim sekle sdyle bir gz atip,

- Kag Kisi tantyorum? diye sordu.

- Kag kisi tanidiginmizi bilmiyoruz.

- Bilmiyor muyuz?

- Hayir, bilmiyoruz. Ama bildigimiz bir sey var.

- Neymis o bildigimiz sey?

- Ya en az Ug¢ Kisi taniyorsunuz ya en az ¢ kisi tanimiyor-
sunuz.

- Ben olmayan en az bes Kisi oldugundan, ¢yle olmali el-
bet...

- Elbette... Siz olmayan en az bes kisi oldugundan, iki ka-
meden birinde en az g Kisi olmali.

Derin bir soluk alip surddrdim:

- Bir an igin en az Ug¢ kisi tanidiginizi varsayalim. Yani sol
kiimede en az U¢ nokta oldugunu varsayalim...

- Varsayalim bakalim.

- O zaman sizinle bu U¢ kisi, G¢ nokta da diyebiliriz, ara-
sinda ddz gizgiler vardir.

- Evet, tanidigim icin...

- Aynen! Dolayisiyla tanidiginiz bu d¢ Kisiden ikisi birbirini
taniyamaz. Neden derseniz... E§er tanidiginiz iki Kisi birbirini ta-
nisaydi, bu iki Kisi arasinda da diiz ¢izgi olurdu ve tcuntz diz giz-
gili bir G¢gen olustururdunuz, ki biz 6yle bir ti¢cgen istemiyoruz.

- Demek ki tanidigim o g kisiden ikisi birbirini taniyamaz.
Eee?
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— Eee’si su ki, birbirini tamimayan o iig kisi aralarinda kesik
cizgili bir {icgen olustururlar...

— Eyvahlar olsun!

- Demek ki ii¢ kisi tantyamazsiniz. En fazla iki kisi tamya-
bilirsiniz...

- Oyle zahir.

- Evet 6yle. Demek ki tanimadiginiz en az ig kisi olmali.
Yani sag kiimede en az ii¢ nokta olmal...

— Olmali!

— Ve tammadiginiz bu ii¢ kisi birbirini tanimals...

- Nedenmis o?

- Ciinkii efendim, tammadiginiz bu ig kisiden ikisi birbiri-
ni tanimazsa, o zaman siz ve bu iki kisi kesik cizgili bir iiggen
olusturursunuz, ki biz boyle bir iiggen istemiyoruz.

- Hayir, istemiyoruz.

— Demek ki bu iig kigi birbirini tanimali.

— Ama o zaman...

— Evet o zaman bu ii¢ kisi diiz cizgili bir ticgen olusturur.

- Hap: yuttuk desenize...

- Evet hapi yuttuk. Oyunda en az alu kigi varsa, ya birbiri-
ni taniyan ya da tamimayan en az ig kisi vardir.

Degerli zamanim galdigim igin 6ziir dileyip ayrildigimda
Ayse Hamim pek mutlu degildi. Umarim matematikte bulama-
dig1 mutlulugu konkende bulur.
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Sapkadan Giivercin Cikarmak

edemin ahsap evinin tam kargisinda, kaldirim tag1 biiyiiklii-
D giinde taslarla 6riilmiis, ugsuz bucaksiz uzanan, yerden go-
ge yiikselen fi tarihinden kalma bir duvar vardi. Oylesine uzun
ve yiiksek bir duvardi ki, pencereden bakip duvardan bagka bir
sey gormek i¢in insanin hayatini tehlikeye atmasi gerekirdi. Ne-
yin duvariydi, ardinda ne vardi, nedense hi¢ merak etmedim.

Dedemi her ziyaretimde, o sonsuz duvarin oyuklarinda ba-
rinan giivercinleri seyrederdim pencereden. Higbir anlam yiik-
leyemedigim ugultulu bir guguk sesi yiikselirdi giivercinlerden.
Kanarya sakimasi gibi nege ve cilve dolu degildi bu guguk sesi.
Marnt otigii gibi ciyak ciyak ve arsiz da degildi. Hele karga
gaklamasi gibi tirkiing hi¢ degildi. Dinsel ¢agrisimlar uyandi-
ran, Gregoryen sarkilarini animsatan gizemli bir ugultuydu gii-
vercinlerinkisi.

Giivercin sayisi oyuk sayisindan her zaman daha fazlayds;
oyle ki her oyukta birkag givercin birden bulunurdu. Saymasi-
mt daha yeni 6grendigimden olacak, oyuklan ve giivercinleri
saymaya c¢alisirdim. Oyuklar sayilmak icin uslu uslu beklerler-
di de, giivercinlerle bir tiirli basedemezdim. Aklina esen ugar
gider, kimi durup dururken yer degistirir, nerden bilinmez, bir
giivercin cikagelir, ya da iki giivercin barindirdigini sandigim

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



bir oyuktan bir igiincii, bir dérdiincii, hatta kimileyin bir be-
sinci guvercin gikiverirdi.

Giivercin sayisi oyuk sayisindan her zaman daha fazlayd:
dedigim gibi. Yirmi oyuk varsa, barinmak isteyen otuz giiver-
cin vardi. Zorunlu olarak oyuklardan birinde birden fazla gii-
vercin barinirdu.

Eger giivercin sayis1 oyuk sayisindan daha fazlaysa, en az
bir oyukta birden fazla giivercinin olmas: gerektiginin ¢ok ya-
rarli ve 6nemli bir matematik ilkesi oldugunu yillar sonra 6gre-
necektim. Buna, matematikte, giivercin yuvasi ilkesi denir.

Eger 10 giivercin yuvasi ve en az 11 giivercin varsa, yuvala-
rin birinde en az iki giivercin barinmalidir.

Eger 10 giivercin yuvasi ve en az 21 giivercin varsa, yuvala-
rin birinde en az G¢ giivercin barinmalidir.

Eger 10 giivercin yuvasi ve en az 31 giivercin varsa, yuvala-
rin birinde en az dért givercin barmmalidir.

Giivercin yuvast ilkesine gore, 25 kisiye 1’le 24 arasinda bir
say1 verilecekse, en az iki kisiye ayni say1 dismeli. Bu akil yii-
riitme giivercin yuvasi ilkesiyle soyle agiklanabilir: 24 tane yu-
va olsun ve bu yuvalari 1’den 24’e sayilayalim. 25 kisiyi bu yu-
valara sokacagiz. 1 sayis1 verilenler 1 sayili yuvaya, 2 sayisi ve-
rilenler 2 sayili yuvaya, 3 sayisi verilenler 3 sayili yuvaya, ..., 24
sayisi verilenler 24 sayili yuvaya girecekler. 25 kisi oldugundan
ve yalnizca 24 yuva oldugundan, yuvalardan birine en az iki ki-
si girmeli, yani en az iki kisiye ayni say1 verilmis olmals.

Sag Sayisi. Giivercin yuvasi ilkesini kullanarak su anda Tiir-
kiye’de en az iki kiginin ayni sayida sagt oldugunu kanitlayabi-
liriz. Hem de kimsenin sagini saymadan! Soyle kanitlariz: Tir-
kiye’de su anda 55 milyondan fazla insan yasiyor. Oysa bir in-
sanin sahip olabilecegi sa¢ sayisi, o insan ne kadar sagh olursa
olsun, 55 milyondan ¢ok daha az. Demek ki her yurttasin sag
sayisi1 degisik olamaz ve en az iki kiside ayni sayida sag olmali.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
12



Bir insanin sahip olabile-
cegi sa¢ sayisinin dstsinirini
tam olarak bilmiyorum. Sa-
nirim bir milyondan daha az-
dir. Eger sandigim gibi bir in-
sanda en fazla bir milyon sac
olabiliyorsa, o zaman Turki-
ye'de en az 56 Kkisinin ayni
saylda sa¢i vardir.

Burda, gdvercin yerine
insan, yuva yerine de sa¢ sa-
yisini koyduk. Bir milyon yu-
vamiz var. Bu yuvalari Odan
1 milyona kadar numara-
landiralim. 55 milyondan fazla insani, sa¢ sayilarina gore, bu
bir milyon yuvaya sokaca§iz. Keller, yani sifir sa¢i olanlar, 0
sayili yuvaya girecek. Bir tel sa¢i olanlar 1 sayili yuvaya, iki tel
sacl olanlar 2 sayili yuvaya, ... ve 1 milyon tel saci olanlar 1
milyon sayili yuvaya... 55 milyondan fazla Turk vatandasi
oldugundan en az 56 Kisi ayni yuvaya girmek zorunda, yani en
az 56 kiside ayni sayida sa¢ vardir.

Tanis Sayisi. Guvercin yuvasl ilkesini kullanarak bir teorem
kanitlayalim: Herhangi bir insan toplulugunda, ayni sayida in-
san tantyan {en az) iki kisi vardir. Yani herhangi bir toplulukta,
tanidiklari insan sayisi birbirine esit olan en az iki kisi vardir.

Ornegin dort Kisilik ailemde, ailemin her ferdi tg Kisi tanir.
Dogal olani da budur zaten. Cocuklarimdan biri, ne esimin ne
de benim tanidigim bir arkadasini eve getirdiginde, esimle ben
evdeki bes kisiden dger kisi taniriz. Eger eve gelen konugu ¢o-
cuklarimdan biri ve esim taniyorsa, o zaman esimle o gocugum
evdeki bes kisiden doérder Kisi tanirlar.
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Buna benzer deneyler yaparsaniz, yaptiginiz her deneyde en
az iki kiginin aymi sayida insan tamidigin goreceksiniz. Toplu-
lukta G beg kisi degil, milyonlarca kisi olabilir. O zaman da te-
orem dogrudur, bu milyonlarca kisiden en az ikisi ayni sayida
insan taniyordur. (Yazinn gerisini okumadan teoremi kanitla-
yabilir misiniz?)

Teoremi kamitlamadan 6nce, teoremde kullandigimiz terim-
leri agiklayalim.

1) “Insan toplulugu” terimiyle en az iki kisinin bulundugu
topluluklar: kastediyoruz.

2) Herhangi iki kiginin birbirini ya tanidigini ya da tanima-
digin1 varsayiyoruz. “Sizi géziim bir yerden isiriyor” gibi kug-
kuya yer yok bu teoremde.

3) Eger A, B’yi tamuyorsa, B'nin de A’y1 tanidigini varsayi-
yorum. Ornegin Cumhurbaskanimizla ayni topluluktaysaniz
ve siz Cumhurbagkanimizla bir tarihte tamismissaniz, Cumhur-
baskani da sizi tanimak zorunda, unutmaya hakki yok. Yani,
teoremimizde, “ben sizi tanirim, ama siz beni tamimazsimiz” gi-
bi al¢akgonillilige de yer vermiyoruz.

4) Son bir noktay1 daha aydinlatmam gerekiyor. Bir insanin
kendini tamdigimi varsayacak miyiz? Ister varsayalim ister var-
saymayalim, teoremin dogrulugunu etkilemez bu varsayim. Her
insanin tanig sayisl - yaptigimiz varsayima gore - ya 1 artar ya 1
eksilir, ama en az iki tarnug sayis1 arasindaki esitlik bozulmaz. Biz,
teoremi kanitlarken, bir insanin kendini tanimadigini varsayaca-
g1z. Dolayisiyla, 5 kisilik bir toplulukta, herhangi bir kisinin ta-
nig sayisi 0’la 4 arasinda bir sayidir. Her insanin kendisini tani-
digimi varsaysaydik, tanig sayist 1’le 5 arasinda degisecekti.

Simdi genel kanita gecelim.

Eger toplulukta 7 kisi varsa, her kisinin tanis sayis1 0’la -1
arasinda degisir (0’la # —1 dahil). 0’la #—1 arasinda # say1 var-
dir. Herkese bu # sayidan birini verecegiz. » kisi ve » say1 var...
Herkese ayr1 say1 diigebilirmis gibi gelebilir ilk bakigta.
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Ikinci kez bakalim...

Eger topluluktan biri O kigi taniyorsa (yani kimseyi tanimi-
yorsa), bir bagkasi #» — 1 kigi (yani herkesi) taniyamaz. Bunun
tersi de dogrudur: Eger topluluktan biri #» — 1 kisiyi (yani her-
kesi) taniyorsa, bir bagkas: 0 kisi taniyamaz. Dolayisiyla, top-
luluktaki kisilerin tanig sayilari ya,

1,2,3, ..., n-1
ya da,

0,1,2,...,n-2
arasinda degisir. Her iki gikta da tanig sayisi en fazla n—1 deger
alir.

Bu # kisiye, n — 1 sayiy1 dagitacagiz. Herkese degisik say1 dii-
semez, ¢linkil insan sayisi # ve dagitacagimiz yalnizca # — 1 tane
say1 var. Dolayisiyla bu durumda en az iki kisginin tanig sayisi esit
olmak zorunda. Burda giivercin yuvast ilkesini uyguladik.

Bir Sihirbazlik. Yontemin giictinii daha iyi gostermek igin
bir bagka teorem kanitlayalim. Buram buram sihirbazlik kokan
bir teorem... 1’le 50 arasindan herhangi on say: secin. Simdi
¢ok iddiali bir sey s6yleyecegim: Bu on sayi arasindan, toplam-
lar1 birbirine esit olan iki tane bes sayilik kiime bulabilirsiniz.

Ornegin, diyelim,

12,5, 24, 26, 27, 30, 33, 34, 42, 50}
sayilarin: sectiniz. Asagidaki bes 6geli altkiimelere bakalim:
(2,24, 27, 33, 42} ve {5, 26, 30, 33, 34).

Bu iki kiimenin sayilarinin toplamlar birbirine esittir. Inan-
mazsaniz toplayin.

Isterseniz 1’le 50 arasinda bagka on sayi segin. Biraz dener-
seniz - ne sihirdir ne keramet - sectiginiz on say1 arasindan, top-
lamlari egit olan iki tane beg sayilik kiime bulabilirsiniz.

Bu savi kanitlayalim. A, on sayilik kiimemiz olsun. A’nin
kag tane bes 6geli altkiimesi vardir?
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tane vardir!. Bu sayiy1 aklimizda tutalim, birazdan gerekecek.

Ote yandan, her bes 6gelik altkiimenin sayilarinin toplami
en az

1+2+3+4+5=15,
en ¢ok
46 + 47 + 48 + 49 + 50 = 240.
olabilir. Demek ki toplamlar 15’le 240 arasinda degisiyor.
15’le 240 arasinda
240-15 +1 =226

say1 vardir. Bu say1 da 6nemli olacak, aklimizda tutalim.

Demek ki, 252 tane beg 6gelik altkiimenin sayilarinin top-
lami 15’le 240 arasindaki 226 sayidan biri olmali. 252,
226’dan daha buyuk oldugundan, giivercin yuvas ilkesine go-
re, bu 252 altkiimeden en az ikisi aynmi toplami vermeli. Teore-
mimiz kanitlanmigtir.

Bir Bagka Sihirbazlik. Bir bagka sihirbazlik daha yapalim. #
herhangi bir say1 olsun ve rasgele # tane tamsay1 segin. Bu sa-
yilarin hepsi birbirinden degisik olmayabilir.

Su savi ortaya atiyorum. Bu n sayidan birkagimin toplam
n’ye boliiniir.

Ornegin n = 5 ise ve 2, 4, 9, 9, 17 sayilarin1 segmigsek,

2+9+9
sayis1 5’e boltintir (yada 9 + 9 + 17).
Savi kanitlayalim. Sayilarimiza,
ay, dyy - 5 dy,
adimi verelim. Asagidaki n + 1 sayiy1 ele alalim:

1 Bkz. Matematik ve Oyun adli kitabimdaki Saymadan Saymak” yazisi.
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0

ay

a + ap

a1 +a2 + a3

ay+a) +dz + ... +a,

Bu # + 1 sayimnin herbiri #’ye boliindiigiinde, kalan 0’la # - 1
arasinda bir sayidir. 0’la #» — 1 arasindaysa yalnizca # tane sayi
vardir. n, #n + 1’den kiigiik oldugundan (sansa bak!), giivercin
yuvasi ilkesine gore, yukardaki #n + 1 sayidan ikisi #’ye bélin-
digiinde kalanlari egittir. Bu iki sayidan kugtiginii buyugin-
den cikarirsak, elde ettigimiz say1 #’ye tam olarak boliniir (ve
en basta sectigimiz # sayidan birkaginin, ustelik ardisik olan-
larinin toplamidir.) Kanitimiz bitmigtir.

Sapkadan giivercin ¢ikarmak diye iste ben buna derim.
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Cemal Amca’mn Zarlan

agkomiserlikten emekli alt kat komsumuz Cemal Amca
Btavlaya ¢ok duskiindii. Emekli olmazdan 6nce haftasonla-
rint bahcede tavla oynayarak gegirirdi. Hafta igindeyse haftaso-
nunu iple cekmeye karakoluna giderdi. Emekli oldugunda, haf-
tanin yedi guni, sabahtan geceyarilarina, hi¢ durmamacasina
tavla oynamaya bagladi.

Melek gibi bir karis1 vardi Cemal Amca’nin. Sadiye Hanim,
daha dogrusu Sadiy’anim... Pilot olan buyiik oglu bir ugak kaza-
sinda Oliince, Sadiy’anim evine kapandi, o giinden sonra evden
disart adimini atmadi. Acist Sylesine buyuktu. Butiin giin evinde
oturur, terzilik yapip evin gecimine katkida bulunurdu.

Once Sadiy’anim &ldii, arkasindan Cemal Amca. Toprakla-
r1 bol olsun. Cemal Amca’nin emrindeki polislere dévdiirdigii
bir iki hirsiz diginda, kimseye zararlari dokunmamusti.

Cemal Amca, bagka kimse bulamadiginda tek basina tavla
oynardi. Bir giin Cemal Amca’y1 yine boyle tek bagina bahcede
tavla oynarken gérmiigtiim. Giilecegini sanarak,

- Kim kazamiyor Cemal Amca? diye sormustum.

Gulmemigti. Bagini tavladan kaldirmadan, son derece ciddi,

- Ben! demigti.

Cemal Amca’nin yaniti aklima geldikge hala daha giilerim.
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Bir giin, Cemal Amca’nin hep tavla oynamadigim kesfet-
tim. O giin Cemal Amca, elinde fincan, bahgedeki geleneksel
yerine kurulmusg zar atiyordu ve gelen zarlar1 kagidina not edi-
yordu. Merakla yanma yaklasip,

— Ne oynuyorsun Cemal Amca? diye sordum.

— Zar atmaca oynuyorum, dedi.

Zar attigin gorityordum ama neden zar atugini anlayami-
yordum. Bilmedigim bir oyun mu oynuyordu acaba? Sessizli-
gimden Cemal Amca gaskinligimi anladi. Kafasini tavladan
kaldirmadan (¢iinkii Cemal Amca kafasini hi¢ tavladan kaldir-
mazdi), yakin gozliklerinin tstinden agirtuigs bakiglariyla goz-
lerimin i¢ine i¢ine bakarak,

— Oglum, dedi, zar vardir sesi boldur, zar vardir yeki yok-
tur. Kimi zarin cehari kittir, kiminin penci... Kemige sove sove
durmadan gele atarsin... Oysa kemik ne yapsin, herbirinin ken-
dine 6zgii bir kisiligi, bir yagsantisi vardir. Nasil usta bir udi al-
dig1 udun huyunu suyunu bilmeliyse, tavlaciyim diyen de tavla-
sinin zarlarint yakindan tanimals...

Bu sozlerin giizel sézler oldugunu kavramistim ama derin-
ligine tam girememigtim. Cocukluk iste! Cemal Amca’nin zar-
larini denedigini o yasta nasil bilebilirdim ki? Kisa bir sessizlik-
ten daha sonra Cemal Amca,

— Zarlarimi deniyorum, diye siirdiirdi, bakalim hangi zar
daha ¢ok geliyor diye...

— Oyle soylesene Cemal Amca!

Bir iki dakika Cemal Amca’y: izledim sessizce. Her zar ati-
simi kagidina not ediyordu. Birden, sikildigimi zannettiginden
herhalde,

— Biraz da sen at bakalim, dedi.

Aldim zar1 elime, fincanla ugragsamazdim. Zar Oylesine
asinmust1 ki, nerdeyse yusyuvarlakti. Ve sanki yosun tutmus gi-
bi kaygandi. Alti kez attim. Atugim alti zarin besi ses (yani 6)
geldi. Cemal Amca,
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— Dur bakalim, dedi, biraz fazla ses atmaya basladin. Ista-
tistiklerimi atiist ettin...

Kalem kagidi yeniden eline alip hesaplamaya basladi. Biraz
sonra,

— Ohooo, dedi, seslerin ortalamasini yiizde 18,2’den yiizde
21,0’a ¢ikardin.

Bu sozlerin hemen ardindan Sadiy’anim Cemal Amca’y: ye-
mege ¢agirdi. Cemal Amca bir ¢irpida kagitlarini toplayip evi-
ne girdi. Ama en son kullandig1 kagit masanin iistiinde kalmis-
t1. Ya unutmustu ya da benim attigim zarlan dikkate almama-
ya karar verip ozellikle birakmigti. O kagidi katlayip cebime
koydum.

Yillar sonra, nerdeyse ceyrek yiizyil sonra, tavan arasinda
buldugum tozlanmus, kiflenmis, fare kemirikli bir valizimi karig-
tirirken o kagidi buldum. Ustiinde %18,2 ve %21,0 yaziyordu.

Cemal Amca’nin not ettigi %18,2 ve %21,0 sayilarindan,
Cemal Amca’nin benden 6nce kag zar attugini ve bu zarlarin
kaginin ses oldugunu bulabilecek misiniz?!

Cemal Amca’nin ben gelmeden once attifs zar sayisina x,
ses (yani 6) sayisina da y diyelim. x ve y sayilarin1 bulmaya ca-
lisacagiz. Cemal Amca’min dediklerini matematikgeye cevire-
lim. Cemal Amca’nin dedigine gore, ben zar atmadan 6nce ses-
lerin yuizdesi 18,2’ymis. Demek ki

y/x = 0,182. (1)

Gene Cemal Amca’nin dedigine gore, ben zar attiktan sonra
seslerin yiizdesi 21,0’a yiikselmig. Alt1 zar attigimdan ve bunla-
rin besi ses geldiginden, Cemal Amca’nin verdigi bu bilgiden,

y+5§
T =0210 )

esitligi ¢ikar.

1 Bu yazi Kaynakea [15]'ten esinlenmigtir.
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(1) ve (2) esitliklerini biliyoruz ve x ve y'yi bulmaya calisi-
yoruz.

Oldukca kolay bir problem... Cunkid (1) ve (2) denklemle-
ri, iki bilinmeyenli iki dogrusal (lineer) denklem. Cdzmek zor
olmasa gerek.

(1) denkleminden

y =0,182 x
cikar. (2)'de y yerine 0,182* koyarsak, elde ettigimiz yeni
denklemde y kalmaz ve basit bir hesapla x,i buluruz:
X =133,5714286...
Demek ki Cemal Amca 133,5714286... kez zar atmis! Yani
virgulli bir sayi kez... Olacak is degil! Bir yerde bir yanlhs olmali.
Acaba Cemal Amca ba-
na yanhs bilgi mi verdi?
Bir bakima evet, bir ba-
kima hayir. Belli ki Cemal
Amca yulzdeleri verirken sa-
yilarini en yakin ondaliga
yuvarlamis. Ornegin, sesle-
rin gergek yuzdesi, ben zar
atmadan 6nce 18,1818... ve
ben zar attiktan sonra
21,0144927... olabilirdi.
Hakli olarak gereksiz ince
hesaplaragirmek istemeyen Cemal Amca, bu sayilari 18,2’ye ve
21,0’a yuvarlamig olabilir. Olabilir degil, 6yle olmali!

Demek kiCemal Amca’'nin bize verdigi sayilar asagi yuka-
ri saytlar. Cemal Amca’nin bize verdigi bilgi aslinda soyle:
ve

0,1815 <—~ 0,1825 3)
X

Bu esitsizliklerden x ve y’yi bulmaliyiz.

0,2095 < *-<<0,2195 @
X +6
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Hesaplara baglayalim. (3) esitsizligindeki sayilarin terslerini
ahirsak,

1 SES 1
0,1825  y ~ 0,1815
buluruz. Bundan da,
Y _<x<- Y
0,1825 0,1815
yani ,
Y < 4.1
0,1825 (4.1
ve
xs—2 (4.2)
0,1815

esitsizlikleri ¢ikar.
Ote yandan (4)’teki paydalar: temizleyip gereken basit arit-
metigi yapacak olursak
0,2095x — 3,743 <y <0,2105x - 3,737
esitsizliklerini buluruz. Soldaki x yerine (4.1)’i, sagdaki x yeri-
ne (4.2)’yi koyalim:

0,2095 0,2195

-3,743<y< -3,737 5
0,1825° Y20 18157 T ®)
esitsizliklerini, yani
0,2095 2195

0
~3,743 < <=
0,1825° YVEY=0.1815

esitsizliklerini elde ederiz. Bunlar da sirasiyla
23,38 <y vey<25,30

esitsizliklerini verir. Demek ki, v, 23,38’le 25,30 arasinda bir
tamsay1. Dolayisiyla y ya 24’tiir ya 25.

Once y'nin 24 oldugunu varsayahm. Eger (5)’te y = 24 alirsak,

131,5 <x<132,23

buluruz, ki x bir tamsay: oldugundan, x’in 132 oldugu anlagi-
lir. Demek ki y = 24 oldugunda x = 132 olmal..

y-3,737
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Simdi de y’nin 25 oldugunu varsayalim. Eger (5)’te y = 25
alirsak,
136,98 < x < 137,74
buluruz. Ama x bir tamsayi, dolayisiyla x = 137 olmali.
Buldugumuz sonuglarin verilerle ne derece uyustuguna ba-

kalim:
x |y | yix_ | (y+S)(x +6)
132 24 0,1818181...| 0,210144927...
137 25 0,1824817...| 0,209790209...

Bu sayilari en yakin bindelige yuvarlayacak olursak, 0,182
ve 0,210 buluruz ki, bu sayilar da Cemal Amca’nin bize verdi-
gi sayilardi.

Tek yanith sorulara aligmig olanlar: iizmemisimdir umarim.
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Siikiir Halimize...

umatrali bir matematik 6gretmeni, 6grencilerinin derslerini
Sanlamamalarmdan sikayet¢i olmalar: iizerine, ikisini déve

dove bayiltti, on G¢inii yaralad:.
The London Times (Avustralya), 23 Mart 1981
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Dogru (T?nermeler, Yanlis
Onermeler

Bu yazida 6 manutk sorusu sorup yamitlayacagiz.

Birinci Bilmece. Yargi¢ karar verecek. Mahkeme tutanakla-
rindan su bilgiler ¢ikiyor:

Eger A sugsuzsa, hem B hem C suglu.

Ya B ya C sugsuzl.

Ya A sugsuz ya B suglu.

Kim ya da kimler suclu, kim ya da kimler sugsuz?

Ikinci Bilmece. Ayse, Emin ve Ihsan ayr1 ayr1 takimlar tu-
tuyorlar.

Eger Thsan Besiktagliysa, Emin Fenerbahgeli2.

Eger lhsan Fenerbahgeliyse, Emin Galatasarayl.

Eger Emin Begiktagh degilse, Ayse Fenerbahceli.

Eger Ayse Galatasarayliysa, Thsan Fenerbahgeli.

Ayse’nin, Emin’in ve lhsan’in tuttuklarn takimlar bulun.

1 Bu 6nermeye gore hem B hem C sugsuz olabilir. Bundan sonraki onerme igin
de aym sey gegerli.

2 Eger lhsan Begiktagh degilse, bu dnerme bize bir sey 6gretmiyor. Ayni gey bun-
dan sonraki 6nermeler icin de gegerli.
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Uciincii Bilmece. Asagidaki tiimceleri Ates’ten, Biilent’ten
ve Can’dan duydum. Ben onlarin yalancisiyim.

Ates, “ya Biilent ya Can yalancidir,” dedi.

Biilent, “Ates yalancidir,” dedi.

Can, “hem Ateg hem Biilent yalancidir,” dedi.

Kim ya da kimler yalanci?

Not: Yalanci hep yalan soyler! Yalanci olmayan da hep
dogru soyler.

Dordiincii Bilmece. Altu ¢ocuktan ikisi bir bahgeden elma
asirmis. Ama hangi ikisi? Cocuklar biiyiik bir giinah iglemisler
gibi sorguya ¢ekilirler.

Hamdi ¢ocuk, “Can’la Goksun ¢aldi,” der.
Jale ¢ocuk, “Dilek’le Tamer ¢aldi,” der.
Dilek ¢ocuk, “Tamer’le Can ¢aldi,” der.
Goksun ¢ocuk, “Hamdi’yle Can ¢aldi,” der.
Can ¢ocuk, “Dilek’le Jale ¢aldi,” der.

Tamer ¢ocuk bulunamamus. (Yoksa bir kdsede elmalari mu
yiyor?) Sorgulanan bes ¢ocuktan dordii yaramazlardan birinin
adin1 dogru vermis, 6biiriinin adini yanhs vermis. Besinci ¢ocuk
her iki adi da yanlis vermis. Elma agiran iki yaramazi bulun.

Besinci Bilmece. A, B, C diye adlandirilan ¢ nesnenin
renkleri mavi, kirmizi ve yesil. Asagidaki ii¢ 6nermeden salt bi-
ri dogru:

A kirmizi
B kirmizi degil
C mavi degil

Nesneler ayri renklerde olduklarina gore, her nesnenin ren-

gini bulun.

Altinci Bilmece. Ayse, Biilent, Cevdet ve Derya aralarinda
satrang turnuvasi yaparlar. Turnuva bittikten sonra,
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Ayse, “Cevdet kazandi, Bilent ikinci geldi,” der;

Biilent, “Cevdet ikinci, Derya tiguncii geldi,” der;

Cevdet, “Derya sonuncuydu, Ayse ikinciydi,” der.

Her ii¢ kiginin One siirdiigii iki onermeden yalmizca biri
dogrudur. Ornegin Ayse’nin one siirdiigii

Cevdet kazandt
ve
Biilent ikinci geldi

onermelerinden yalmizca biri dogrudur, ikisi birden dogru ola-
maz. Dolayisiyla Ayse’nin yanitindan, ya Cevdet’in birinci ol-
dugunu ya da Bulent’in ikinci geldigini biliyoruz. Bundan bas-
ka, ya Cevdet’in birinci gelmedigini ya da Biilent’in ikinci gel-
medigini biliyoruz.

Turnuva sonucunda esitlik olmadigina gore, turnuvanin si-
ralamast nasildir?

Birinci Bilmecenin Yaniti: Eger A sugsuzsa, birinci 6nerme-
ye gore hem B hem C sugludur. Ama bu sonug ikinci 6nermey-
le ¢eligiyor. Demek ki A suglu. A suglu oldugundan, tgiinci
onermeye gore B suclu. B suglu oldugundan, ikinci 6nermeye
gore C sugsuz.

Sonug olarak, A ve B suglu, C sugsuzdur.

Ikinci Bilmecenin Yamiti: Once mantikta kullamilan “ise”
sozcugil tizerine bir iki s6z soyleyelim.

Tiirkcede ve baska dillerde, Pazar giinii hava giizel olursa
piknige gidecegiz timcesi, pazar giini hava giizel degilse pikni-
ge gidilmeyecek anlamini da tagir. Her ne denli tiimce bunu
acik agik soylemiyorsa da, bu anlam sezilir. Mantik ve mate-
matikteyse, pazar giinii hava giizel olmazsa piknige gidilip gi-
dilmeyecegi bu timceden anlagilmaz. Konumuz matematik ve
mantik oldugundan, 6rnegin, lhsan Begiktagh degilse, ikinci
tilmce bize hicbir bilgi vermez.
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Simdi bilmecemize donelim.

Once 6nermelerimizi simgelerle belirtelim. EB, “Emin Be-
siktagl” Onermesini simgelesin. AG, “Ayse Galatasarayl”
onermesini simgelesin vs. Bildiklerimizi siralayalim:

IB ise EF
IF ise EG
EB degilse AF
AG ise IF

Birinci 6nermeyi, yani “IB ise EF” onermesini ele alalim.
Bu 6nerme, bize IB dogruysa, EF’nin de dogru oldugunu soy-
liyor. Ama, IB yanligsa yeni bir bilgi vermiyor. Bunun gibi
{icuncii 6nerme, EB yanhgsa AFnin dogru oldugunu soyliyor;
EB dogruysa iiguncii 6nerme bize yeni bir bilgi vermiyor.
Eger IB dogruysa, IB = 1 yazalim; yanligsa IB = 0 yazalim.
Bunu her onerme i¢in yapalim. Elde ettigimiz yeni 6nermeleri
yazalim:
IB =1ise EF =1
IF =1ise EG=1
EB =0ise AF =1
AG=1ise EF =1
Baska ne biliyoruz? Herbirinin ayri ayri takimlar: tuttugu-
nu biliyoruz. Demek ki, 6rnegin Emin Fenerbahgeliyse, Ayse ve
Ihsan Fenerbahgeli olamazlar; yani EF = 1 ise AF = IF = 0 ol-
mali. Bunun tersi de dogrudur: AF = IF = 0 ise, EF = 1’dir (bi-
ri Fenerbahgeli olmali!) Ayrica, bir kisi iki takimi birden tuta-
mayacagindan, 6rnegin EF = 1 ise EB = EG = 0 olmali. Bunun
da tersi dogrudur: EB = EG = 0 ise, EF = 1 olmali (Emin bir ta-
kimi tutmali!)

B F G Sonuglarimizi yandaki tabloda gos-
A terecegiz. Tablonun bos karelerine 0
E (yanhg) ve 1 (dogru) koyacagiz. Her
1 stitunda ve her sirada yalnizca bir tane

1 olmasi gerektigini biliyoruz.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
30



Eger EF = 1 ise, EB = 0’dir (Emin Fenerliyse Besiktagl ola-
maz). EB = 0 esitliginden ve iiguncii 6nermeden AF = 1 ¢ikar.
Ama hem EF hem AF dogru olamaz. Demek ki EF = 0 olmali.

Eger IB = 1 ise, birinci 6nermeden EF = 1 esitligi ¢ikar, ki
bunun dogru olmadigini yukarda gormiigtiik. Demek ki IB = 0.

Eger AG =1 ise, dordiincii 6nermeden, EF = 1 ¢ikar, ki bu-
nun dogru olmadigini gormiistitk. Demek ki AG = 0.

B F C Bu buldugumuz t¢ sonucu tablo-
A 0 muzda yandaki gibi gosterelim.
E 0 IF = 1 esitligini varsayalim. Ikinci
il o onermeye gore, EG = 1’dir. EG = 1 ol-

dugundan, EB = 0 olmali. EB = 0 oldu-
gundan, tiguncii 6nermeye gore, AF = 1 olmali. Ama hem AF
hem IF dogru olamaz. Demek ki IF = 0.

Sonug olarak, IB = EF = AG = IF = 0 egitliklerini kanitla-
dik. Simdi, yukardaki tabloyu - her siituna ve siraya bir 1 gele-
cek bi¢imde - bir tiirlii tamamlayabiliriz: IB = IF = 0 esitligini
¢  Dbiliyoruz. Demek ki IG = 1 olmali (Th-

B F
Al o 1 0 san bir takim tutmak zorunda!) EF =
El 1 0 0 IF = 0 olduguna gore, AF = 1 olmal
T o 0 1 (biri Fenerbahgeyi tutmali!) AF = 1 ol-

dugundan, AB = 0 olmali. AB=1B=0
oldugundan, EB = 1 olmali (biri Besiktagli olmali!)
Sonug olarak,
Ayse Fenerbahgeli
Emin Begiktash
Ihsan Galatasarayli.

Ugiincii Bilmecenin Yaniti: Ates, Biilent ve Can yerine A, B
ve C simgelerini kullanacagiz. “A yalanc1” 6nermesini A = 0
olarak, “A yalanci degil” 6nermesini de A = 1 olarak gostere-
lim. Ayni seyi B ve C i¢in de yapalim. Simdi A, B ve C’nin de-
diklerini matematikgeye cevirelim.
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Once A’mn dedigini ele alahm. A, “ya B ya C yalancidir,” di-
yor. Yani “ya B = 0 ya C = 0°dur,” diyor.

Demek ki, A yalanci degilse (yani A = 1 ise), “ya B=0ya C
= 0” 6nermesi dogrudur. Demek ki, “A =1iseyaB=0ya C=
0” onermesi dogrudur.

Ote yandan, A = 0 ise, yani A yalanciysa, “ya B=0ya C=0”
onermesi dogru olamaz (giinkii A yalan soyliiyordur); dolayisiyla
B = C =1 esitlikleri dogrudur. Sonug olarak, A’nin dediklerinden,

A=1ise,yaB=0yaC=0
ve
A=0ise,B=C=1
onermeleri cikar.

Ayni seyi B ve C igin yapacak olursak, bilmecemiz biraz da-
ha matematiksellesir. Iste bilmecenin bize verdigi bilgilerin ma-
tematikgesi:

A=1liseyaB=0yaC=0
B=1ise A=0
C=1ise A=B=0
A=01seB=C=1
B=0iseA=1
6. C=01seyaA=1yaB=1
A = 0 esitligini varsayalim. (4)’e gore B=C=1olmali. C=1

SNk b=

oldugundan, (3)’e gore B = 0 olmali. B, hem 0’a hem 1’¢ esit ola-
mayacagindan bir geligki elde ederiz. Demek ki A = 1 olmal..

A = 1 oldugundan, (2)’den B’nin 1 olamayacag ¢ikar. De-
mek ki B = 0.

A = 1 oldugundan, (3)’ten C’nin 1 olamayacagy ¢ikar. De-
mek ki C = 0.

Sonug olarak B ve C yalancidir, A yalanci degildir. Dogru
yanit1 buldugumuzdan (yani bilmecenin bir ¢6ziimiin oldugun-
dan) emin olmak icin, bulduklarimizin (1), (5) ve (6)’y1 sagla-
digim1 kontrol etmemiz gerekir. Bunu okura birakiyoruz.

Dikkat edilirse (1), (5) ve (6)’y1 kullanmadik.
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Dérdiincii Bilmecenin Yaniti: Cocuklarin adlarini bas harf-
lerine gore C, D, G, H, ], T harfleriyle simgeleyelim. Elmay1 C
asirmigsa C = 1 yazalim, yoksa C = 0 yazalim. Bunu her ¢ocuk
i¢in yapalim. Cocuklardan ikisi elma agirdigindan,

C+D+G+H+]J+T=2 (*)
esitliginin dogru oldugunu biliyoruz.

Bagka ne biliyoruz? Cocuklardan dordiiniin ¢alanlardan bi-
rinin adim dogru, 6birinin adini yanhs verdigini ve besinci
cocugun her iki adi da yanls verdigini biliyoruz. Demek ki,
ithbar edilen adlarin degerlerinin toplami 4 olmali, yani

(C+G)+ D+ +(T+C)+(H+C)+(D+])=4
olmali. Bu esitlikten,

3C+2T+2D+G+H+J=4 (**)
esitligi ¢ikar. (¥) esitligini, (**)’dan ¢ikarirsak,
2C+ T+ D=2 (*%%)

esitligini buluruz. C, T ve D’nin degeri 0 ve 1 oldugundan,
(***) esitligi iki sikkin olabilecegini gosterir: Ya C=0ve T =
D =1 esitlikleri dogrudur, yada C=1 ve T = D = 0 esitlikleri.

Birinci s1k, Jale’nin dediginden olanaksizdir. Demek ki ikin-
ci siktayiz: C =1 ve T = D = 0. Hamdi ve Goksun’un dedikle-
rinden ve C =1 esitliginden G = 0 ve H = 0 esitlikleri ¢ikar. Ge-
riye Jale kalir. Demek ki elmalari Jale ve Can asirmus.

Besinci Bilmecenin Yamti: A kirmiziysa, ikinci 6nerme yan-
lis olmali, yani B de kirmizi olmali. Demek ki A kirmizi ola-
maz. Dolayisiyla birinci 6nerme yanlstir.

B kirmiz1 degilse - A kirmizi olmadigindan - C kirmizi olma-
li. Ama o zaman da ikinci ve ii¢iinci 6nermeler dogru olur. Oy-
sa onermelerden yalnizca birinin dogru oldugunu biliyoruz. De-
mek ki B kirmizi olmah. Dolayisiyla ikinci 6nerme de yanhstir.

Ilk iki énerme yanlis oldugundan iiguncii 6nerme dogrudur.
Yani C mavi degildir. Bu bilgilerden kolaylikla A’min mavi,
B’nin kirmizi ve C’nin yesil oldugu ¢ikar.
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Altinci Bilmecenin Yaniti: Ayse’nin dediklerini ele alalim.
ax, “Cevdet kazandi1” 6nermesinin dogruluk degeri olsun. Ya-
ni, Cevdet turnuvayi gergekten kazanmissa, ax- 1 olsun. Yok-
sa ax =0 olsun. a2, “Bilent ikinci geldi” 6nermesinin dogruluk
degeri olsun. Ayse’nin dediklerinden yalnizca biri dogru oldu-
gundan, ya ax =1 ya da a2 =1 'dir. Ama ikisi birden bir olamaz.
Yani,

#1 +d2 —2Ujr2=1I 1)
esitligi gecerlidir. (Bu esitlik, ancak ve ancak axve a2 sayilarin-
dan biri 1 oldugunda dogrudur. Eger her iki sayi birden 1 ya
da biri Osa yanhistir.)

Ayni bigimde, bx, b2, clf c2, sirasiyla Bilent ve Cevdet’in
one surdikleri 6nermelerin dogruluk degerlerini simgelesinler.
Yukardaki gibi akil yaruterek,

b1 + b2- 2blb2=1 (2)
ve

G+ 20601 3)
esitliklerini buluruz.

Daha baska ne biliyoruz? Cevdet hem birinci hem ikinci
olamayacagindan, ya =0 ya da b* =0 olmali (ikisi birden de
0 olabilir.) Demek ki,

2~ 1 = 0. “4)
Buna benzer bir nedenden,
b2ci = 0 (%)

esitligi gecerlidir.
Daha bitmedi. Hem Bilent hem Cevdet ikinci olamayacak-
larindan,

a2bl =0 (6)
esitligini biliyoruz. Buna benzer nedenlerden,

ac2= 0 (7
ve

bxc2 =10 (8)

esitliklerini de biliyoruz.
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Bu sekiz esitlikten ay, a5, by, by, ¢y, ¢, sayilarini bulacagz.
(4) esitligini ele alalim. Bu esitlige gére ya a; = 0 ya da by =
0 olmali.
Once by’in 0 olmadigini varsayalim. Demek ki by =1.(4)
ve (6)’ya gore a; = a, = 0. Ama bu (1)’le gelisiyor. Demek ki b,
= 0 olmah.
by = 0 esitligini bulduk. Bu esitlikten ve (2)’den b, = 1 ¢1-
kar. Bu son esitlikten ve (5)’ten ¢; = 0 gikar. Bu son esitlikten
ve (3)’ten ¢; = 1 ¢ikar. Bu son esitlikten ve (7)’den 4, = 0 cikar.
Bu son esitlikten ve (1)’den a; = 1 esitligini buluruz. Demek ki
ay = by = ¢; = 1. Dolayisiyla, turnuvanin siralamasi gyle:
1. Cevdet
2. Ayse
3. Derya
4. Biilent
Sonucu bulmak igin (8) esitligini kullanmadigimiza dikkati-
nizi ¢ekerim.
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Gizli Duvarlar

n az enerji harcama yasasi doganin en bilinen yasalarindan
Ebiridir.

Ornegin, A noktasindan yayilan 1sik B noktasina gitmek
icin sonsuz sayida yol arasindan en az enerji harcayarak gide-
cedi yolu secer, ki bu da ¢cogu zaman en hizli gidecegi yoldur.

Eger A ve B noktalan havadaysa, 1sik AB dogrusunu izler,
¢inkd AB dogrusu 1s1gin hedefine en ¢abuk varacagi, en az
enerji harcayacagi yoldur.

Eger A noktasi havada, B
noktast sudaysa, 15tk A’dan
B’ye gitmek icin kirihr, cln-
ki 151tk havada daha hizh gi-
der, suda yavaslar, dolayisiy-
la 151k olabildigince havada
kalmak ister.

Doganin bu en az enerji
harcama yasasina fizikte sik
sik raslamr.

Estetik bilincimiz dogadan ve do@a yasalarindan kaynakla-
nir (baska nerden kaynaklansin ki!) En az enerji harcama yasa-
si estetikte de gegerlidir. Guzelligi cogu zaman yalinda buluruz.



Edebiyatta olsun, resimde olsun,mimaride olsun, matematikte
olsun, nerdeolursa olsun, gereksiz karmasa hos degildir, yorar.
Yalin, duyularimiza daha hos gelir ve daha etkilidir. Yazinda
ornegin, eger bir timce bir disinceyi, bir duyguyu, bir olayi,
bir durumu anlatmaya yetiyorsa, Ikincisine gerek yoksa, o ge-
reksiz ikinci timce orada olmamali. Gereksiz uzun tumceler-
den kaginilmali. Bir tek sdzcuk, yerinde kullanilmigsa ve iyi se-
cilmisse, koca bir sayfanin islevini gorebilir.

Resimde de odyle. Ge-
reksiz c¢izgiden, gereksiz
renkten kacinmali. Sanatci-
dan duastncesini, gérusund,
duygusunu en az enerjiyle
anlatabilmeli.

Yalina ve guzellige
ulasmak hic de kolay degil-
dir. Kolay olsaydi, herkes
sanat¢t olabilirdi. Picas-
so’nun bir dizi boga tasbas-
kisi vardir. Ardarda, birkag

gun icinde yapilmistir, ilk tasbaskida butun ayrintilariyla ol-
dukca gercgekgi bir boda goruriz, ikinci tasbaskida daha az ay-
rinti vardir. Son tasbaskida ¢ bes ¢izgi kalmistir salt. Bu son
tasbaski dylesine yalindir ki, Evren Pasa gibi, “bunu ben de ya-
parim,” dedirtir insana.

Aslinda ben Evren Pasa’yi ¢cok iyi anliyorum, hatta hak ve-
riyorum ve ¢ocuksu bir saflikla séyledigi bu sézlerde baska hic-
bir séylevinde géremedigim bir gercek goériyorum. Tek kusu-
ru, bu sézleri 60 kasur yaslarinda séylemesidir.

Begendigimiz modern sanat muzelerinden, “bunlari ben de
yapabilirim” duygusuyla ¢itkmaz miyiz? Bilimsel bir kitabi iyi
anlamissak, yazarin dastncesini iyi kavramissak ve yazara hak-
veriyorsak, o buluslari - isteseydik, zamanimiz olsaydi ve dog-



ru cagda yasasaydik - biz de bulabilirmisiz gibi bir duyguya ka-
ptlmaz miyiz?

Matematikci bir arkadasim, bir gun, tim ciddiyetiyle,

- Gecen yuzyil yasasaydim, amma teorem kanitlardim h
demisti.

Freud’un, Darwin’in, Marx’in buluslari bugiintin insanina ya-
lin gelir, “bunlar ben de bulabilirdim” dedirtir. Dogrudur. Ger-
cek yalindir. Ama o yalin gercege ilk ulasmak 6ylesine zordur Kki...

Picasso yillarin deneyimiyle ve kusku goétiirmez dehasiyla
bir iki giin i¢inde yalina ulasabilir. Biz 6limlulerse, yalina ulas-
mak i¢in ¢cok calismaliyiz. “En az enerjiye” ulasmak icin ¢ok
enerji harcamaliyiz. Asagida buna giizel bir érnek bulacaksiniz.

Asagidaki sekle bir gézatin. Bu ABCCD besgenini bir oda
olarak dusuntun. Bes kenarli tuhaf
bir oda... Bu odanin bir 6zeligi A
var. Odanin i¢indeki N noktasin-
dan bakildigi zaman, CC ve CD
duvarlari gérinmuyor, ayrica AD
duvarinin bir boélumia sakh, yal- D
nizca bir bolimi goriiniyor. Ote yandan AB ve BC duvarlari ti-
muyle gorundyor.

Birinci Soru. Oyle bir cokgen oda ¢izin ki ve bu odanin oyle
bir noktasi olsun ki, bu noktadan bakildiginda, odanin hicbir du-
vari tamamiyla gérinmesin. (Kimi duvarlar hi¢ gérinmeyebilir.)

ikinci Soru. Eger buldugunuz c¢okgen odanin altidan fazla
duvari varsa, size bir sorum daha var. Oyle bir altigen oda ¢izin
ki ve bu altigen odanin iginde dyle bir nokta olsun ki, bu nokta-
dan bakildiginda alti duvarin hicbiri tamamiyla gériinmesin.

Birinci Sorunun Yaniti: Herkesin ayri bir yaniti olabilir.
Ben buldugum ilk kosegeni gostereyim. Once, her kenari 6 bi-



rim uzunlugunda bir kare ¢izelim.
Oradan bakildiginda, hig¢bir duva-
rin tam olarak gdrilemeyecedi nokta
o karenin tam merkezi olacak. Odanin
duvarlari hendiz belli degil. Yukardaki
kareyi biraz yontmamiz gerekecek.
Insaata girisiyoruz. Once asagidaki
cizgileri cizelim:

Simdi, bu son ¢izdigimiz gizgilerden kareyi keselim. Asagi-
daki sekli elde ederiz:

iste odamiz. Oniki duvarli, ise basladigimiz karenin merke-
zinden bakildiginda higbir duvar tam olarak gériinmez.

Yukardaki odanin duvar sayisini azaltabilir miyiz? Evet.
Yukardaki odanin 8 duvarini yikip yerine 4 yeni duvar 6rece-
iz, boylece duvar sayimiz 4 azalacak. Once asagidaki soldaki
sekildeki cizgileri cekelim ve sonra bu ¢izdigimiz ¢izgilerden
odamizi keselim, iste yeni odamiz:



Merkezden bakarsak yine hicbir duvari tam olarak géreme-
yiz. Bu kez odamizin sekiz duvar var.
Sira ikinci soruya geldi.

ikinci Sorunun Yaniti: Yukarda kareyle yaptigimizi bir ic-
genle yapacagiz ve sekiz duvarh bir oda yerine alti duvarli bir
oda elde edecegiz.

ilk énce, aclortaylariyla birlikte bir eskenar ticgen gizelim
ve bu Ug¢genin Ustiinde asagidaki gibi 9 nokta belirleyelim.

Odamizin merkezi tg¢genin merkezi olacak. Odanin duvar-
larint hentiz belirlemedik. Bu
Ucgeni biraz yontacagiz.
ikinci olarak, bu nokta-
lardan birkacini yandaki se-
kildeki gibi dogrularla bir-
lestirelim.



Bu son cizdigimiz dogrulardan Gg¢genimizi keselim.

Bu odanin merkezinden bakildigi zaman hicbir duvar tam
olarak gorulmez. Ama odanin dokuz duvari var. Duvar sayisi-
ni azaltabilir miyiz? Evet. 6 duvari silip yerine 3 duvar ¢ikabi-
liriz. Once odaya asagidaki cizgileri ¢ekelim:

Simdi de gereksiz t¢ Uggeni atalim.

Tste odamiz. Alti duvarli ve merkezden bakildiginda hicbir
duvar tam olarak gérunmuyor.



Renkli Noktalar

er noktasi ya maviye ya kirmiziya boyanmug bir diizlem
Hénﬁndeyiz. Bazi noktalar1 maviye, bazi noktalari kirmizi-
ya boyanmuig bir diizlem... Diizlemin sonsuz tane noktasini kim
boyamigsa boyamis, biri boyamig ve 6nimiuze getirmis.
Diizlem nasil boyanmis olursa
olsun, bu diizlemde dort kosesi de
ayni renk olan yatay ya da dikey @ b
bir dikdérigen var mudir? Yani bu | :
dizlemde ya dort kosesi birden

mavi ya da dort kosesi birden kir- 1D, Jepeveergve xitiiii® renge
boyanmis bir dikdortgen

Ke ok

oK

miz1 olan bir dikdortgen bulabilir
miyiz?

Yamt: Evetl!

Yanit1 verdik, simdi yanmitin dogru oldugunu kantlayalim:

Yatay bir dogru iizerinde bulunan 7 nokta ele alalim. Nok-
talar iki renge boyanmis oldugundan, bu 7 noktanin en az dér-

1 Harta bir tane degil, sonsuz tane 6yle dikdortgen bulabiliriz. Dahasi, renk sa-
yimiz iki degil de sonlu herhangi bir say: olsaydi da sonsuz tane 6yle dikdort-
gen bulabilirdik. Bu dedigimin dogrulugu yazidan ¢ikacak.



du ayni renkte olmalidir, diyelim kirmizi. Demek ki ayni yatay
dogru Uzerinde bulunan doért kirmizi noktamiz var. tste o dort
kirmizi nokta:

Bu dogrunun altinda ikinci bir yatay dogru ele alalim. Bu
ikinci yatayin Gstiinde bulunan ve yukarda buldugumuz dort
kirmizi noktanin hemen altinda yeralan dort noktaya bakalim.
Eder bu noktalarin ikisi kirmiziysa, kirmizi kdseli bir dikdort-
gen elde ederiz. Demek ki bu noktalarin en az G¢tntn mavi ol-
dugunu varsayabiliriz. iste noktalarimiz ve renkleri:

K K K

----------- 0o — —>—_ o —

Simdi yukardaki dogrularin altinda tGglnci bir yatay dogru
ele alalim. Yeni dogrumuzun Ustiinde bulunan yukardaki nok-
talarin hemen altindaki noktalara bakalim.

K K K
M M M

— e— 0— 0—
3 5 5

Bu G¢ noktanin ya ikisi kirmizi ya da ikisi mavi olmak zo-
runda. Birinci sikta kirmizi késeli bir dikdoértgen buluruz, ikin-
ci sikta mavi koseli bir dikdortgen.

Goruldiagu gibi ayni renk koseli bir dikddrtgen bulmak igin
sonsuz noktali bir dizleme gereksinmiyoruz. Eger Ug¢ paralel
dogru Gzerinde Ustlste yediser nokta iki renge boyanmissa, her
dort kosesi de ayni renkte olan bir dikdértgen bulabiliriz. Yani
7 x 3 noktali bir dizlemin her noktasl ya maviye ya kirmiziya
boyanmigsa, bu duzlemde iki kenari yatay olan ve dort kosesi
de ayni renge boyanmis bir dikddrtgen bulabiliriz.



Bundan boéyle sonlu sayida noktasi olan dizlemleri ve iki
kenar yatay olan dikdoértgenleri ele alacagiz. Eger n x m nok-
tali bir dizlemi, i¢inde dort kosesi de ayni renk olan yatay bir
dikdodrtgen bulunmayacak bicimde boyayabiliyorsak, bu duzle-
me 2-boyanabilir dizlem diyece@iz. Yukarda da gérdigimiuz
gibi 7 x 3’lukduzlem 2-boyanamaz.

Ote yandan 6x3 noktali diizlem2-boyanabilir:

Yukardaki dizlemi 2-boyanabilir bicimde buyultebilir mi-
yiz? Bir sttun daha ekleyemeyecegimizi biliyoruz, ¢iinkd yu-
karda da goérdigimuz gibi 7 x 3’lik dizlem 2-boyanamiyor.
Peki bir sira daha ekleyebilir miyiz? Evet:

K K K M M M
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Bu duzlemi buydltip bir baska 2-boyanabilir dizlem elde
edemeyiz. Okur bunu kendi kendine dogrulayabilir. Ama bu tek
basina 6 x 5’lik dizlemin 2-boyanabilir olmayacagi anlamina
gelmez. 6 x 5’lik dizlemin 2-boyanamaz oldugu dogrudur. Bu-
nu kanitlamak igin, 5 x 5’lik diizlemin 2-boyanamaz oldugunu
kanitlamak yeterlidir. Bunun kanitini da okura birakiyorum.

Demek ki 6 x 4 boyutundaki diizlem 2-boyanabilir ve daha
buyuk boyutlu 2-boyanabilir dizlem yoktur.

Simdi sira U¢ renge ve 3-boyanabilir dizlemlere geldi. Renk-
lerimiz kirmizi, mavi ve yesil olsun. Eger diizlemde yatay (ya da
dikey) yalnizca 3 dogru varsa, her dogruyu bir baska renge bo-



yayarak, 3-boyanabilir bir dizlem elde edebiliriz. Dolayisiyla, en
az dort yatay ve en az dort dikey
dogru oldugunu varsayacagiz.

Eger dizlemde herbiri en az
34 noktali en az dért paralel dog-
ru varsa, ayni renk koseli bir dik-
dortgen de vardir, yani 34 x 4 bo-
yutlu bir dizlem 3-boyanamaz.

Birazdan ¢ok daha iyi bir so-
nu¢ kanitlayacagiz ama simdilik
bunu kanitlamakla yetinelim.

Birinci dogrunun Gstiinde 34
nokta var ve bu noktalar g ren-
ge boyanmis. Guvercin Yuvasi 11-
kesi’'ne gore bu 34 noktanin en az 12 tanesi ayni renge boyan-
mis olmali, diyelim kirmiziya boyanmislar. ikinci dogruya ait
olan yukardaki 12 kirmizi noktanin altindaki noktalara baka-
lim. Eger bu 12 noktanin ikisi kirmiziysa, kirmizi bir dikdértgen
elde ederiz. Demek ki ikinci dogru Ustinde en fazla bir tane kir-
mizi nokta oldugunu varsayabiliriz. Geriye kalan 11 nokta yesi-
le ve maviye boyanmistir. Bu 11 noktanin en az 6’sI ayni renge
boyanmis olmali, diyelim maviye. Demek ki,

K K K K K K
M M M M M M

seklini elde ettik (noktalari artik géstermiyoruz, yalnizca renk-
leri gosteriyoruz.) Uguincti dogrumuzu alalim ve bu dogru us-
tinde bulunan ve yukardaki alti noktanin hemen altindaki
noktalara bakalim. Eger bu noktalarin ikisi kirmiziysa kirmizi
birdikdértgen elde ederiz; e@erikisimaviyse mavi birdikddrt-
gen eldeederiz. Demek ki Gg¢tinci dogru (zerinde en fazla bir
kirmizi ve bir mavi nokta oldugunu, yani en az dort yesil nok-
ta oldugunu varsayabiliriz. Simdi,
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seklini elde ettik. Son olarak dordiincii dogrumuzu ele alalim.
Yukardaki dort noktanin altindaki noktalara bakalim. Bu dért
noktanin ikisi ayni renkte olmali. Bu renk ne olursa olsun, o
renkte bir dikdértgen elde ederiz.

Demek ki 3-boyanabilir bir duzlemde en az dort paralel
dogru varsa her dogruda 34 nokta olamaz. Peki ya 33 nokta
olabilir mi? Hayir, 33 nokta da olamaz. Ya 32 nokta? 32 nok-
ta da olamaz. 19 nokta bile olamaz. Bunu kanitlayalim.

Eger diizlemde herbiri en az 19 noktali en az dort paralel dog-
ru varsa, aym renk kogeli bir dikdortgen de vardir, yani 19 x 4
boyutlu bir diizlem 3-boyanamaz.

Renklere 0, 1 ve 2 diyelim. 19 stitunumuz var ve her stitun-
da altalta 4 nokta var.

En az iki tane 0’a boyanmug noktasi olan en fazla 6 siitun ola-

bilir:

Yedinci bir siitunda iki tane O rengi olamaz.
Diger iki renk igin de aym sey gegerli. Demek ki 3 x 6 = 18
siitundan fazla olamaz. Ayrica 18 siitunlu boyle bir boyama var-

dir:
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Bir de 12 x 9 boyutlu dizlemi 3 renge boyayabildim:

012012012012
012120201120
012201120201
120012120120
120120012201
120201201012
201012201201
201120120012
201201012120

Bu diuzlemi de renklendirelim:

Nasil buldugumu sormayin, ben de bilmiyorum. Deneye
yamla...



Ardisik Sayilarin Toplanmu

u yazida “say1” sozciiguni, 1, 2, 3, 4, 5 gibi pozitif tamsa-
Byllar i¢in kullanacagiz. Konumuz ardigik sayilarin toplamu.
7 ve 8 gibi, ya da 7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen sayilara ardisik
denir.

Ornegin, 17 iki ardigik saymin toplamudir:

17 =8 +09.

21, u¢ ardigik sayinin toplamdir:

21=6+7+8.

21, aymt zamanda alu ardigik sayinin toplamudir:

21=1+2+3+4+5 +6.

45, iki ya da daha ¢ok ardigik sayinin toplami olarak bes
degisik bicimde yazilir:

45=22 +23
=14 +15 + 16
=7+8+9+10+ 11
=5+6+7+8+9+10
=14+42+3+4+5+6+7+8+9

44, sekiz ardigik sayinin toplamudir:

44=2+3+4+5+6+7+84+9
(ve 44, iki ya da daha ¢ok ardigik saymin toplami olarak bas-
ka turla yazilamaz.) Ama 1, 2 ve 4 sayilan iki ya da daha ¢ok



ardisik saymin toplami degildirler. 7 ve 11 sayilar iki ardigik
sayinin toplamu olarak yazilabilirler ama ii¢ veya daha fazla ar-
disik sayinin toplami olarak yazilamazlar.

Bu yazida hangi sayilarin en az iki ve en az ii¢ ardigik say1-
min toplami oldugunu bulmaya ¢alisacagiz.

Cogu zaman oldugu gibi (ama her zaman degil), burda da,
arastirmaya deneyle baslamak yararl olabilir. Ornegin 1°den
50’ye kadar olan sayilardan hangilerinin en az iki ardigik sayi-
nin toplami oldugunu bulmaya ¢aligirsaniz, hem sorunun yani-
tint tahmin edebilirsiniz, hem de tahmininizin dogru oldugunu
nasil kanitlamaniz gerektigini anlayabilirsiniz.

11k elli sayiya gozatalim. Bu sayilari en az iki ardigik sayinin
toplami olarak yazmaya gahisalim. Asagidaki tabloda en kisa ve
en uzun ardigik toplamlar1 bulacaksiniz:

1 yazilamaz 26 S5+6+7+8

2 yazilamaz 27 134142 +3+4+5+6+7
3 1+2 28 1+42+3+44+5+6+7

4 yazilamaz 29 14 + 15

5 2+3 30 9+10+11;4+5+6+7+8
6 1+2+3 31 20 +21

7 3+4 32 yazilamaz

8 yazilamaz 33 16+17;3+4+5+6+7+8
9 4+5;2+3+4 34 7+8+9+10

10 1+42+3+4 35 17 +18;2+3+4+5+6+7+8
11 5+6 36 11+12+13;1+2+...+8
12 3+44+5 37 13 +14

13 6+7 38 8+9+10+11

14 2+3+4+5 39 19+20;4+5+6+7+8+9
15 7+81+2+3+4+5 40 6+7+8+9+10

16  yazilamaz 41 20+ 21

17 8+9 42 13+14+15;3+4+..+9
18 5+46+7;3+44+54+6 43 21+22

19 9+10 44 2+3+4+45+6+7+8+9
20 2+3+4+5+6 45 22423 1+2+...+9

21 10+11;1+2+3+4+5+6 46 10+ 11 +12+ 13

22 4+45+6+7 47 23+24

23 11+12 48 15+16+17

24 7+8+9 49 24 + 25

25 12+13;3+4+5+6+7 50 8+9+10+11+12

Birinci Soru. Hangi sayiar ardisik iki sayimn toplamadir?
Birinci Sorunun Yamti: Okur yanmit1 okumadan 6nce diisiin-
melidir. Psikolojik olarak yardim edecekse soyleyeyim: Pek o ka-
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dar zor bir soru degil. Birka¢ deneme sorunun yanitini verecektir.
Biz de deneyelim:

1+ 2= 3
2+ 3= 35§
3+ 4=7
4+ 5=09
S5+ 6=11
6+ 7=13
7+ 8=15
8+ 9=17
9+10=19
10+11 =21
11 +12 =23

Geriildagi gibi, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23 sayi-
larini iki ardigik sayinin toplami olarak yazabildik. Bu sayila-
rin hep tek sayi olduklar1 goziinizden kagmamugtir. Dogru
eger iki ardisik sayiyi toplarsak hep tek say1 elde ederiz.

Neden?

Kanitlayalim. Ardigik iki sayidan biri tektir, 6biirii cift; do-
layisiyla bu iki sayiy1 topladigimizda tek say: elde ederiz. De-
mek ki iki ardigik sayinin toplami hep tek sayidir.

Bunun tersi de hemen hemen dogrudur: 1 disinda her tek
sayl, iki ardigik sayinin toplamidir. Ornegin, 125, 62 + 63 ola-
rak; 147, 73 + 74 olarak yazilabilir. 1 disinda her tek sayinin
iki ardigik saymin toplami oldugunu kanitlayabilir miyiz?

Evet.

Kanit1 da bayag: kolay: # # 1 herhangi bir tek say1 olsun. #

b

tek oldugundan, »’yi 2m + 1 olarak yazabiliriz. Simdi ’yi,
m+ (m+1)

olarak, yani iki ardigik sayinin toplami olarak yazabiliriz. (Not:

n > 1 oldugundan, m > 1°dir.)
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Ikinci Soru. Hangi sayilar ii¢ ardisik sayimin toplanmidir?
Ikinci Sorunun Yamti: Yukardaki gibi birka¢ deneme yap-
mak sorunun yanitin verecektir:

1+2+3= 6
2+3+4= 9
3+44+5=12
4+5+6=15
5+6+7=18
6+7+8=21

Hep iige boliinen sayilar elde ediyoruz. Hepsini mi? Hayir!
3 sayisy, ii¢ ardigtk sayinin toplami degildir. Ama 3 diginda lige
boliinen her say1 ii¢ ardigik sayinin toplamidir... gibi goziikii-
yor... Demek ki savimiz su olmali: Ug ardigik saymin toplam
tice boliiniir ve 3 diginda tige boliinen her say: ti¢ ardigik say1-
nin toplamidir. Savimiz1 kanitlayalim.

Ug ardigik sayr alalim. Bu sayilarin ortancasina m diyelim.
Demek ki ti¢ sayimiz 7 — 1, m ve m + 1. Bu iig say1y: toplayalim:
m-1)+m+(m+1)=3m
elde ettik. Bu say: iige boltiniir. Demek ki, her ¢ ardisik sayi-

nin toplami iice boliindr.

Simdi de iice boliinen ama 3 olmayan herhangi bir say: ele
alalim. Bu sayiya n diyelim ve #’nin ti¢ ardigik saymnin toplami
oldugunu kanitlayalim. Onceki paragraftaki hesaplar asag1 yu-
kar1 kanit1 veriyor: Esitligin solundaki ortanca sayi, toplamin
licte biri. 7’yi iige bolelim. Cikan sayty1, bir 6ncekini ve bir son-
rakini toplayahm. #’yi elde ederiz. Ornegin, n = 27 ise, n/3 = 9
olur ve 27 = 8 + 9 + 10 bulunur.

Bigimsel olarak séyle kanitlariz: # tige boliindiigiinden, 7’yi
3m olarak yazabiliriz: 7 = 3m. $imdi asagidaki esitlige bakin:
n=3m=(m-1)+m+ (m+ 1).

Demek ki, 7, ii¢ ardigik sayinin (m — 1’in, #’nin ve m + 1’in)
toplamidir. (Not: # > 3 oldugundan, m — 1 > 1’dir.)

Savimiz kanitlanmugtir.
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Ugiincii Soru. Hangi sayilar bes ardistk saymm toplamidir?
Ugiincii Sorunun Yaniti: 5 ve 10 disinda, bese béliinen her
say1 bes ardigik sayinin toplamidir. Ornegin,
15=1+2+3+4+5
20=2+3+4+5+6
25=3+4+5+6+7
Bu hesaplar da kanit1 agag: yukar veriyor. Esitligin sag ta-
rafinin ortanca sayisi toplamin beste biri. #, bese boliinen ama
5 ya da 10 olmayan bir say1 olsun. # = 5m olarak yazalim. S$im-
di 7 sayisi,
m-2m-1,mm+1,m+2
ardigtk sayilarinin toplamidir. (Not: # > 15 oldugundan, 2 - 2
=n/5-22>1olur.)

Déordiincii Soru. Hangi sayilar yedi ardisik saymn toplami-
dir?

Dordiincii Sorunun Yaniti: Bu sorunun yamiti da ikinci ve
tiglincii sorularin yamiti gibidir. 7, 14 ve 21 disinda yediye bo-
linen her say1 yedi ardigik sayini toplamidir. Bicimsel kaniti
okura birakiyorum.

Besinci Soru. En az iki ardisik sayimn toplam: olan sayila-
rin 1°den biiyiik bir tek sayrya boliindiiklerini, yani 2% bicimin-
de yazilamayacaklarin kanitlaymn.

Besinci Sorunun Yanite: #, en az iki ardigik sayinin toplami
olan bir say1 olsun. Diyelim, # sayisi,

bb+1,b+2,...b+r
(r + 1 tane) ardisik saymin toplamu (r 2 1 elbette.) Yani
n=b+b+1)+b+2)+ -+ (b+r). (1)
Bu toplamda 7 + 1 tane b var. Demek ki, toplam
(r+1)b+[1+2+ - +7]
sayisina esit. 1’den 7’ye kadar olan sayilarin toplami bilindigi
tizere
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rir +1)
2

saysina esittir!. Demek ki

n=(r+1b+

r + 1’i disar1 gikaralim ve esitligi 2’yle carpalim.
2n = (r + 1)(2b + 1) (2)
elde ederiz. Eger 7 + 1 ve 2b + r sayilarindan birinin tek oldugu-
nu kanitlarsak isimiz istir, ¢iinkii bu tek say1 #’yi bolmek zorun-
da. Kanitlayalim: Eger 7 + 1 tekse bir sorun yok. Eger r + 1 cift-
se, r tektir ve dolayisiyla 2b + r de tektir. Kanitimiz bitmistir.
Yukardaki kanitta, (1) esitliginden (2) esitligini elde ettigimiz
okurun goziinden kagmamalidir. Birazdan bu olguyu kullanacagiz.

Alunci Soru. Hangi sayilar iki veya daha ¢cok ardisik say:-
nin toplami olarak yazilabilir?

Altinc1 Sorunun Yaniti: Once bir tahminde bulunmak gere-
kiyor. Simdiye degin bulduklarimizi gézden gegirelim:

Her seyden 6nce beginci soruya gore, 1, 2, 4, 8, 16 gibi 2”
biciminde yazilan sayilar iki ya da daha fazla ardisik saymnin
toplami olamazlar. Obiir sayilara bakalim.

Birinci soruya gore, 1 diginda her tek say1 iki ardisik sayi-
nin toplamudir.

Ucge béliinen sayilara bakalim. Ikinci soruya goére, 6, 9, 12,
15 gibi iige boliinen sayilar ii¢ ardigik saymin toplamidir. 3 tek
oldugundan, 3 de iki ardigik sayinin toplamidir. Demek ki iige
boliinen her say1 en az iki ardigik sayimn toplamidir.

Simdi de bese bolinen sayilara bakalim. Ugiincii soruya gore,
5 ve 10 disinda bege boliinen her sayi bes ardigik sayimmin toplami-
dir. Tek oldugundan, 5 de iki ardigik saymnn toplamudir. Ya 10?2

10=1+2+3+4

1 Bu esitlik ¢cok bilinen bir egitliktir. [11]'in Pisagor ve Saytlar yazisina bakiniz.
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oldugundan, 10 da ardisik sayilarin toplamidir. Sonug olarak
bese boliinen her say1 en az iki ardigik sayinin toplamudir.

Sira yediye boliinen sayilara geldi. Dordiinci soruya gore 7,
14 ve 21 disinda yediye bolunen her sayi yedi ardisik sayinin
toplamudir. 7 ve 21 tektir, dolayisiyla iki ardigik sayinin topla-
mudirlar. 14’4 ardisik sayilarin toplami olarak yazmak biraz
daha zor, ama yaziliyor:

14=2+3+4+5.

Demek ki yediye boliinen her say1 en az iki ardigik sayinin
toplamudir.

Tahminimiz ne olmali? 2% bigiminde yazilamayan her say:
en az iki ardigik sayinin toplami olabilir mi? Galiba, ama pek
emin degiliz.

11’e boliinen sayilara bakalim. Bu sayilarin ¢cogunun 11 ar-
digik sayinin toplami oldugunu artik tahmin edebiliriz. Sayimi-
za n diyelim. »’yi 11%e bolelim. Cikan sayiya m diyelim. Simdi
asagidaki 11 ardigik sayiy1 toplayalim:

m-Sm-4,m-3,m-2,m-1,
mm+1,m+2, m+3, m+4,m+35.
11m, yani » buluruz.

Ama burda m - 5 > 0 olmali, yani #/11 - 5 > 0 olmali, yani
n > 55 olmali. Peki, x = 11, 22, 33, 44, 55 ise ne yapacagiz? Bu
sayilar en az iki ardigik sayinin toplami midir? 11, 33 ve 55 tek
olduklarindan bu sayilar iki ardigik sayinin toplami olarak ya-
zabiliriz. 22 ve 44 de en az iki ardigik tamsayinin toplamudir:

22=4+5+6+7
44=2+3+4+5+6+7+8+09.

Demek ki 11’e bolunen her say1 en az iki ardisik sayinin
toplamudir.

Galiba tahminimiz dogru, galiba 2% biciminde yazilamayan
her say1 (yani 1°den biiyiik bir tek sayiya boliinen her say1) en
az iki ardigik sayinin toplamidir. Artik savimizi yazabiliriz:
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Sav. 2k biciminde yazilamayan her say: en az iki ardisik sa-
yin toplamidir. Ve en az iki ardisik saymin toplami olan hig-
bir say 2" bigciminde yazilamaz.

Savin Kaniti: Savimizin ikinci énermesini beginci soruda ka-
nitlamustik. Birinci onermeyi kanitlayahim. #, 2k biciminde ya-
zilmayan bir say1 olsun. Demek ki #, 1’den bilyiik bir tek sayi-
ya béliiniir. 7’yi bolen tek sayiy1 2u + 1 olarak yazalim ve bol-
me isleminin sonucuna a diyelim. Demek ki,

n=(2u + 1)a. (3)

Simdi @ — u ile @ + u arasindaki 2u + 1 say1y1 toplayahm.

(@a-u)+a-u+1)+-+(@-1)+a+(@+1)+
+{a+u—-1)+(a+u).

Bu toplamda bir siirii terim sadelegir. Ornegin, birinci ve
sonuncu terimlerdeki #’ler sadelesir, ikinci ve sondan ikinci te-
rimlerdeki # — 1’ler sadelesir... @’lar digindaki biitiin terimler
sadelesir. Sonug olarak 2u + 1 tane a’y1 toplariz, yani toplamin
sonucu (2u# + 1)a’dir, yani n’dir. Eger toplamdaki ilk say1, yani
a — u pozitif ise, n’yi bu bigimde 2u + 1 ardigik sayinin toplam
olarak yazabiliriz. 2 — u < 0 ise ne yapacagiz?

Bundan béyle a — u sayisnin pozitif olmadigini varsayalim,
yani

asu

esitsizligini varsayalm. Bu durumda ne yapmaliyz? Once yanit1
vereyim. Yaniti nasil buldugumu sonra agiklayacagim.

b=u-a+1 (4)
ve

r=2a-1 (5)
olsun. b’nin en az 1 olduguna dikkatinizi ¢ekerim. b’den b + r’ye
kadar olan sayilari, yani
bb+1,b+2,...,b+r

sayilarini toplayalim:

b+b+1)+(b+2)+ - +(b+r).
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Toplamin x’e esit oldugunu kanitlayacagim. Besinci soru-
daki gibi hesaplarsak, toplamin

(r +1b + 2D

sayisina esit oldugunu goériiruz. Bu sayty1 (3), (4) ve (5)’teki ta-
mimlari kullanarak hesaplayalm:

v+ Db+ rr+1) ={r+ ]{b + 1) =(r+1) 2b1+r
. 2) 2
3 242”—?_—1 = a2b+2a-1)
=t aQu—-a+1)+2a-1)=au+1)
3

= n.

Sozverdigimiz gibi toplamin # oldugunu bulduk.

Sonug olarak, 2% bigiminde yazilamayan her # sayisinin en
az iki ardigik saymnn toplam: oldugunu bulduk. Hatta topla-
mamiz gereken ardigik sayilar1 da bulduk: Once »’yi (2u + 1)a
olarak yazalim.

* Eger a > u ise, n, a — u’den a + «’ye kadar olan 2u + 1 ar-
disik sayinin toplamidir.

* Eger a < u ise, n,u —a + 1’den u + a’ya kadar olan 24 ar-
distk sayimin toplamudir.

Simdi a < u sikkinda, ardigik sayilari, yani b ve r sayilarins
nasil buldugumu gostereyim.
n=_2u + l)a
esitligini biliyoruz ve »’yi en az iki ardigik saymn toplami ola-
rak yazmak istiyoruz. Ardigtk sayilari bildigimizi varsayalim
bir an. Diyelim bu sayilar b’yle b + r arasindaki sayilar. b’yle
r’yi bulmak istiyoruz. b’yle b + r arasindaki sayilan toplarsak

(2u+l)a=n:(r+1)2b2+r,
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buluruz. Demek ki,

(r+1)b+r(r+1) 2b+r

2

=(r+1)[b+%:‘=(r 1)

yani
2a(2u + 1) = (r + 1)(2b + 7).
Pyi 2a = r + 1 esitligini saglayacak bigimde segelim. Demek ki,
r=2a-1.

Bu (5) esitligini verir. b’yi de

2u+1=2b+r
esitligini saglayacak bigcimde segelim. Demek ki

Qu=2b+r-1=2b+2a-1)-1=2b+2a-2,

yani

bz=u-a+1.
Bu da (4) esitligidir.

Yedinci Soru. Asal bir saymmn ii¢ ya da daha fazla ardisik
sayiun toplami olamayacagini kanitlaym.

Yedinci Sorunun Yaniti: p bir asal say1 olsun. Bir an igin
p’nin en az ii¢ ardigik saymin toplami oldugunu varsayalim.
Diyelim, p asal saysi,

bb+1,b+2,.,b+r
sayilarinin toplami (burada r 2 2 ve b > 0.) Bir geliski elde ede-
cegiz. Aynen besinci sorudaki gibi,
2p = (r+ 1)(2b + 1) (2)
esitligini elde ederiz.

Eger 7 + 1 tekse, (2) esitliginden dolays, r + 1, p’yi boler. p
asal oldugundan, 7 + 1 = p olmali. Bu ve (2)’den 2b + r = 2 gikar.
Ama b > 0 ve r 2 2, dolaysiyla 2b + r = 2 esitligi olanaksiz.

Eger r + 1 giftse, 7 tektir. 7 tek oldugundan, 2b + r de tek-
tir. (2) esitliginden dolay1, 2b + 7, p’yi boler. p asal oldugundan,
2b + r = p olmali. Bundan ve (2)’den, 2 = 7 + 1 gikar. Yanir =1
ve bu bir celiskidir. Onermemiz kamtlanmistir.
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Sekizinci Soru. Hangi sayilar ii¢ veya daba ¢ok ardisik say:-
min toplamudir?

Sekizinci Sorunun Yaniti: Asal olmayan ve 2* biciminde ya-
zilamayan her say: en az ii¢ ardigik saymn toplamidsr.

Sekizinci Sorunun Yanitimin Kamiti: Bu savimizi kanitlamak
igin altinct ve yedinci sorularin yamtlarindan yararlanacagz.

Eger 7 en az li¢ ardigtk saymin toplamiysa, altinci soruya
gore n, 2% biciminde yazilamaz ve yedinci soruya gore n asal
olamaz. $imdi bu 6nermenin tersini kanitlayacagiz: Eger # asal
degilse ve 2* bigciminde yazilmiyorsa, # en az ¢ ardigik sayinin
toplamudir.

n’nin asal olmadigini ve 2% biciminde yazilamayacagini var-
sayalim. Demek ki oyle bir # > 1 ve @ > 2 vardir ki,

n=2u+ 1)a
esitligi gecerlidir.

Eger a > u ise, altinci soruda (* igaretinin oldugu paragrafta)
n'nin 2u + 1 2 3 tane ardigik sayimin toplami oldugunu gordiik.
Demek ki bu durumda bir sorun yok.

Eger a < u ise, gene alunci soruda #’nin 24 tane (yani en az
4 tane) ardisik saymin toplami oldugunu gérdiik. Bu durumda
da bir sorun yok.

Hi¢ sorun kalmadi!
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Sevdigim Birkag Soru

atematikte Oyle sorular vardir ki, yanit1 bulmak 6nce ¢ok
Mzor gibi gelebilir, sonradan - saatler, giinler, aylar, hatta
kimi zaman yillar sonra - yanitin ¢ok basit oldugu anlasilir. Bir
benzetme yaparak, matematigi andiran bir 6rnek vereyim.

Bir tren Istanbul’dan Ankara’ya dogru saatte 100 km’yle gidi-
yor. lkinci bir tren Ankara’dan Istanbul’a dogru saatte 150
km’yle gidiyor. Ikinci tren birinci trenden 1 saat sonra kalktigina
gore, iki tren kargilagtiklarinda hangisi Istanbul’a daha yakindir?

Bu soruyu yanitlamak i¢in hesaba kitaba gerek yok. Iki tren
kargilagtiklarinda, her ikisinin de hem Ankara’ya hem Istan-
bul’a hem de Adana’ya uzakhklari aynidir!

John Von Neumann 20’nci ytizyilin birinci yarisinda yasa-
mis ve matematigin hemen hemen her dalina katkis1 olmus bii-
yuk bir matematikgidir. Elektrikle isleyen bilgisayar: ilk bulan-
lardan biridir. Kiimeler kuramina ve analize ¢ok 6nemli katki-
lar1 olmustur. Ayrica oyunlar kuraminin temellerini atmistir.
Von Neumann’in daha birsiirii katkisi vardir matematige, ca-
lismadig1 dal kalmamigtir nerdeyse.

Von Neumann’a bir dostu su soruyu sormus: Iki tren ayni
ray uizerinde birbirine dogru hareket ederler. Bu iki tren arasin-
da bir sinek vardir. Sinek trenlerden birine dokununca, yon de-



gistirip obiir trene dogru gider. Bir siire sonra 6biir trene gar-
par elbet ve o zaman gene yon degistirip birinci trene dogru gi-
der. Sinek boylece iki tren arasinda yol alir. Iki tren ¢arpisinca
sinek ezilir. Trenlerin arasinda baglangi¢ta 100 km. olduguna
gore ve trenler ayni anda hareket ettiklerine gore ve trenlerden
biri saatte 5 Obiirii saatte 15 km gittigine gore ve sinek saatte
25 km’yle ugtuguna gore, sinek ne zaman ezilir?

Bu sorunun yanitint bulmak i¢in terimleri olduk¢a karma-
sik sonsuz bir dizi toplanabilir, ki ¢ogunluk bu yontemi seger.
Oysa yanit daha kolay bir yontemle bulunabilir. Trenler saatte
5 + 15, yani 20 km’yle birbirlerine yaklagmaktadir. Aralarinda
baslangicta 100 km olduguna gore, iki tren 100/20, yani 5 sa-
at sonra garpigir. Dolayisiyla sinek 5 saat sonra ezilir.

Von Neumann bir iki dakika kadar diigiindiikten sonra,

— § saat sonra, yanitint vermis.

Soruyu soran dostu, Von Neumann’in yamti ¢ok ¢abuk
bulmasindan kugkulanip,

- Sen bu soruyu biliyordun, demis.

Von Neumann sagirmuis.

— Niye 6yle diyorsun, demis, olduk¢a kolay bir soru, sonsuz
diziyi toplamak yeterli...

Bu kadar komiklik yeter! Bu yazida matematikten birkag gii-
zel kanit 6rnegi verecegim.

Birinci Soru. Bir dogal sayiy1 ¢esitli bicimlerde dogal sayila-
rin toplami olarak yazabiliriz. Ornegin, 3:
3
2+1
1+2
1+1+1
olarak yaziabilir. Ya da 4:
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4

3+1

1+3

2+2

2+1+1

1+2+1

1+1+2

1+1+1+1
olarak yazilabilir. Goruldugi gibi 3’ dort degisik bicimde, 4’u
sekiz degisik bicimde yazabiliyoruz.

Herhangi bir # dogal sayisi, dogal sayilarin toplami olarak
kag farkli bicimde yazilabilir?

Birinci Sorunun Yamti: Dogru yamiti bulmak pek zor degil.
Biraz denemeyle # sayisinin 27-1 bicimde dogal sayilarin topla-
mu olarak yazilacag: anlasilir.

Yanitin neden dogru yanit oldugunu agiklamak icin once
bir 6rnek alalim. 6’y1 kag¢ bicimde dogal sayilarin toplami ola-
rak yazabilecegimize bakalim. 6’y1 alt1 tane 1’le, yani

111111

olarak gosterelim. Simdi 6 = 4 + 2 esitligini
1111111

olarak, 6 =3 + 1 + 2 esitligini
11111111

olarak gosterebiliriz. Demek ki 6’y1 dogal sayilarin toplami ola-
rak yazmak demek, alti tane 1 arasina ¢ubuk yerlestirmek de-
mektir. Alti tane 1 arasina kag bi¢imde ¢ubuk yerlestirebiliriz?
Cubuk yerlestirebilecegimiz S yerimiz var. Bu 5 yerin herbirine
cubuk koyabiliriz ya da koymayabiliriz. Demek ki her yer icin
2 olasihigimiz var: ¢ubuk koymak ya da koymamak. Dolayisiy-
la § yer igin 23 = 32 olasiligimiz var. Sonug olarak, 6’y1 32 de-
gisik bicimde dogal sayilarin toplamu olarak yazabiliriz.
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Herhangi bir n dogal sayisi igin yanit yukardaki tartisma-
dan anlagilmigtir. #’yi 27-1 bigimde dogal sayilarin toplamui ola-
rak yazabiliriz. Neden? Yukardaki gibi #’yi n tane 1’le gostere-
lim. Her iki ’in arasina bir ¢ubuk yerlestirecegiz ya da yerles-
tirmeyecegiz. Her yer igin 2 segenegimiz var: Cubuk koymak ya
da koymamak. # - 1 tane yerimiz oldugundan ve her yere ¢u-
buk yerlestirip yerlestirmemekte 6zgiir oldugumuzdan, toplam
271 secenegimiz vardir.

Ikinci Soru. Ardisik 2n pozitif dogal say: arasindan n + 1 ta-
nesi segiliyorl. Secim ne olursa olsun, bu n + 1 sayidan en az
ikisinin ortak boleninin 1 oldugunu kanitlaymn.

Ikinci Sorunun Kaniti: Ardigik 27 sayidan # + 1 tanesi segildi-
ginde, bu # + 1 sayidan en az ikisi ardigik olmak zorundadir, ya-
ni biri a 6biirii @ + 1 olmalidir. Bu iki sayinin ortak boleni, fark-
lar1 olan (a + 1) — a = 1 sayisin1 da bolmelidir, yani 1 olmalidir.

Ugiincii Soru. Eskenar bir iicgenin icindeki her noktanin ii¢
kenara olan uzakliklarimin toplaminin hep aym oldugunu ka-
nitlaymn?.

Ugiincii Sorunun Kanit1: Eskenar iiggenimize ABC diyelim.
Uggenimizin kenarlari a, yiiksekligi de » olsun. Demek ki iicge-
nimizin alani ah/2’dir.

1 8,9, 10 gibi ardarda gelen sayilara ardigik sayilar denir.
2 Bu sonuca Viviani Teoremi denir. Viviani Italyandir ve 1622-1703 yillar ara-
sinda yagamugtir.
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Uggenimizin iginden herhangi bir P noktasi alalim. P’nin
kenarlara olan uzakliklarina x, y, z diyelim. P’yle A, B ve C ko-
seleri arasindaki ti¢ dogruyu ¢izersek, iiggenimizi i¢ kiiguk {iig-
gene bolmis oluruz: APC, CPB ve BPA ii¢genlerine. Bu tiggen-
lerin alanlar sirasiyla ax/2, ay/2, az/2’dir. Demek ki bu g sa-
yinin toplami1 ABC li¢geninin alani, yani ah/2 olmali:

axl2 + ayl2 + azl2 = ab/2.

Sadelestirirsek x + y + z = b buluruz. Demek ki, P noktasi-
nin kenarlara olan uzakhklarinin toplami A’dir. Bu sayinin
P’den bagimsiz oldugunu okurlarin dikkatine sunariz.

Dordiinci Soru. Her dogal sayinin dort dogal sayinin kare-
lerinin toplami oldugu bilinen bir teoremdir. Ornegin,
02+02+02+02
= 12+02+02+02
=12+124+ 02+ 02
=12+124+124+02
=224+02+02+02
22 4124+ 02+ 02
=224+12+12+02
=22+124+12 412
=22 +22 402402
22 422412402

10 = 22 +22 + 12 + 12,

Bunun gibi, 63, 52 + 52 + 32 + 22 olarak yazlabilir. Bu te-
oremi dogru kabul ederek (ki dogru), her pozitif kesirli sayinmn
dort kesirli sayimin karelerinin toplami oldugunu kanitlayn.

0 NN bW O
I

\O
1

Dordiincii Sorunun Kaniti: k pozitif ve kesirli bir say1 olsun.
Iki a ve b dogal sayisi igin, k = a/b eitligi dogrudur. ab bir do-
gal sayidir, dolayisiyla, ab dort dogal sayinun karelerinin topla-
mudir, diyelim x, y, z ve ¢ tamsayilarinin karelerinin toplamu:
ab = x2 +y2 + 22 + 12,

65



Simdi k’nin dort kesirli sayinin karesi oldugunu kanitlaya-
biliriz:
a ab x* +yz+z2 12 X2y T

e PR

2 2 2 2
1URGREGED
b b b b
Besinci Soru. Su sonsuz diziyi ele alalim:

-2,4,-8,16,-32, 64, -128, ...
Bu dizi bir biiyiir, bir kiigiiliir. Eger bu diziden negatif sayi-

lar1 cikarirsak geriye artan bir dizi kalir. Bir bagka deyisle,

4, 16, 64, 256, ...
dizisi ilk dizinin durmadan artan bir altdizisidir.

Simdi, sonsuz herhangi bir
ag, ay, Ay, A3y -

gercel sayilar dizisi alalim. Bu dizinin ya hi¢ azalmayan, ya da
bi¢ artmayan sonsuz bir altdizisi oldugunu kanitlayin. Daha
matematiksel bir deyisle, bu dizide dyle sonsuz tane a,, terimi
oldugunu kanitlayin ki, bu terimler, ya hep

n; < mjise 4, < Ay
kosulunu ya da hep

n; < njise a,, > Ay,
kosulunu saglasin.

Besinci Sorunun Kaniti: Eger dizinin bir terimi kendisinden
sonra gelen her terimden biiyiikesitse, o terime biiyiik terim di-
yelim. Bir bagka deyisle, a,, terimi,

m2nised,,<a,
kosulunu saglyorsa, a,’ye buyiik terim diyelim.

Iki sikkimiz var: Dizide ya sonsuz sayida biiyiik terim var-
dir ya da sonlu tane. Eger sonsuz sayida biiyiik terim varsa,
biiyiik terimler dizisi hi¢ artmayan bir sonsuz dizidir. Eger son-
lu tane biiyiik terim varsa, dizinin en son biiyikk teriminden
sonra gelen terimlere bakalim. Bu terimler buyiik terim ola-
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mazlar. Demek ki bu terimlerin herbirinden sonra daha biiyiik
bir terim bulabiliriz. Ornegin, 4, dizinin en son biiyiik terimi
olsun. a,,; bulacagimiz altdizinin birinci sayis1 olacak. a,,;,
terimi biiyitk terim olmadiinda, 4,,;’den sonra daha biiyiik
bir terim vardir. Bu terim altdizimizin ikinci terimi olacak.
Ikinci terimiz de biiyiik terim olmadigindan, sectigimiz ikinci
terimden sonra daha biiyiik bir terim vardir. Bu terim altdizi-
mizin {igiinci terimi olsun. Segtigimiz {igiincii terimden sonra
da bu terimden daha biyiik bir terim vardir... Bunu boylece
sonsuza degin siirdiirebiliriz ve durmadan artan sonsuz bir di-
zi elde ederiz.

Altinci Soru. n berbangi bir tamsay: olsun.
(21n + 4)/(14n + 3)
kesirli sayisimi ele alalim. n ne olursa olsun, bu kesirli saymn
bu gosteriminin sadelegmeyecegini kanitlayin3.

Altinct Sorunun Kamite: Aslinda, 217 + 4 ve 14n + 3 sayila-
rinin en biiyiik ortak béleninin 1 oldugunu, yani bu iki sayinin
birbirine asal oldugunu kanitlamamz isteniyor. Kanitlayalim...

p, bu iki say1y1 bolen bir dogal say1 olsun. p’nin 1’e esit ol-
dugunu kanitlamaliyiz.

21n + 4 sayis1 p’ye boliiniiyor. Demek ki, bir a4 tamsayisi icin,

2ln +4 =ap
esitligi gegerlidir. 14n + 3 sayis1 da p’ye béliiniiyor. Demek ki,
bir b tamsayisi igin,

14n +3 =bp

esitligi gegerlidir. Bu denklemleri altalta yazalim:
21n+ 4 =ap
14n + 3 = bp.

Simdi birinci denklemi 2’yle, ikinci denklemi 3’le carpalim:

3 Bu soru lise 6grencilerinin katldig 1959 Uluslararasi Matematik Olimpiyatla-
r’nda sorulmugtur.
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421 + 8 = 2ap

421+ 9 = 3bp
denklemlerini elde ederiz. Birinci denklemi ikinciden ¢ikarirsak,
1=3bp-2ap

denklemini elde ederiz. Bu denklemin sagindaki say1 (3b - 2a)p’ye
esit ve dolayisiyla p’ye boliiniir. Demek ki denklemin solundaki
say1 da p’ye bolunmeli. Yani 1, p’ye bolinmeli... Yani p = 1 ol-
mali!

Diledigimizi kanitladik.
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Uc¢ Oyun

irinci Oyun. Oyunumuz en az iki kisi arasinda oynamyor.

Ne iskambil kdgidina ne kalem kagida ne de bir tahtaya
gereksinim var bu oyunu oynamak i¢in. Yolda, otobiiste, va-
purda, sinemada, tiyatroda, tarlada, fabrikada, attlyede, her
yerde de oynayabilirsiniz.

Biz oyunu iki kisi arasinda oynatacagiz ve agiklamas: kolay
olsun diye ¢akil taglar1 kullanacagiz. Ama dedigim gibi, bu
oyunu oynamak i¢in hi¢bir ara¢ gerece gereksinim yok.

Belli bir sayida ¢akil tasi koyun ortaya. Her oyuncu sirasi
geldiginde bu kiimeden 1, 2 ya da 3 ¢akil tag1 alacak. Oynaya-
mayan, yani yapacak hamle bulamayan ilk oyuncu oyunu kay-
beder. Bir bagka deyisle, kimede ¢akil tagt birakmayan oyuncu
oyunu kazanir.

Ornegin, oyunun basginda 4 tas varsa, oyuna baslayan
oyuncu oyunu kaybeder. 1 tas alsa, 6biir oyuncu kalan 3 tag
alir. 2 tas alsa 6biir oyuncu kalan 2 tag1 alir. 3 tas alsa, 6biir
oyuncu kalan tek tag1 alir. Demek ki 4 tagh oyunda, eger ikin-
ci oyuncu 1yl oynarsa, birinci oyuncu oyunu kaybeder.

6 tagh oyunlari - iyl oynarsa elbet - birinci oyuncu kazanir.
Obiir oyuncu nasil oynarsa oynasin, birinci oyuncu hep kaza-
nacak hamleyi bulur. Nasil mi1 kazanir? Ilk hamlesinde 2 tas



alir kiimeden. Geriye 4 tas kalmigtir. Sira ikinci oyuncuda.
Ikinci oyuncu 4 taglik bir oyuna baglayacak ve yukarda gordii-
giimuz gibi oyunu kaybedecek.

Bu yazida su soruyu yanitlayacagiz: Birinci oyuncu kag tas-
li oyunlar: kazanir? Yani oyunda kag tas olmalidir ki, ikinci
oyuncunun hamleleri ne olursa olsun, birinci oyuncu hep kaza-
nacak hamleleri bulabilsin??

Birinci Oyunun Stratejisi. Hemen yaniti vereyim: Eger kii-
medeki tas sayis1 dérde boliinmiiyorsa oyunu birinci oyuncu
(iyi oynarsa elbet) kazanir. Eger kiimedeki tas sayis1 dorde bo-
liiniiyorsa oyunu ikinci oyuncu (iyi oynarsa) kazanir. Ornegin
25, 26, 27 tashk oyunlar1 birinci oyuncu kazanir; 24, 28, 32
taslik oyunlariysa ikinci oyuncu kazanur.

Neden? Ve nasil?

Kiimede 1, 2 ya da 3 tag varsa, oyunu oyuna baglayan
oyuncu kazanir: taglarin hepsini birden alir; ortada tas kalma-
digindan ikinci oyuncu oynayamaz ve oyunu kaybeder.

Eger kiimede 4 tag varsa, oyuna baglayan oyuncu oyunu kay-
bedecektir. Ciinkii birinci oyuncu 6bur oyuncuya ya 1 ya 2 ya da
3 tashk bir oyun sunmak zorundadir. Obiir oyuncu biitiin tagla-
11 toplayip kiimede tas birakmayabilir, yani oyunu kazanabilir.

Eger kiimede 5, 6 ya da 7 tas varsa, oyuna baglayan oyun-
cu oyunu kazanir. Ciinkii bu oyuncu, gerektigi kadar tag alip,
oyunu 4 taghk bir oyuna déniistiirebilir. Obiir oyuncu 4 taghk
bir oyunun birinci oyuncusu olmak zorunda ve yukarda gordii-
gumiiz gibi oyunu kaybeder.

Eger kiimede 8 tag varsa, oyuna baglayan oyuncu oyunu 3,
6 ya da 7 taghk bir oyuna déoniistirmek zorundadir. Obiir
oyuncu bu 5, 6 ya da 7 taglik oyunun birinci oyuncusu olacak

1 Bunun ¢ok benzeri bir oyundan Matematik ve Korku adli kitabimin Matema-
tik ve Korku bashikl bir yazimda sdzetmigtim.
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ve dolayisiyla - iyi oynayarak, yani 4 tas birakarak - kazana-
caktir. Demek ki 8 tagh oyunu birinci oyuncu kaybeder.

Artik oyunu kimin ve nasil kazanacag belli olmustur sani-
rim. Oyunda hep dorde boliinen bir sayida tag birakmaya ¢ali-
salim. Bunu basarabilirsek oyunu kazaniriz. Ornegin 27 tash
bir oyun oynuyorsak ve sira bizdeyse 3 tag almaliyiz. Eger sira
bizde degilse, 6birr oyuncunun hata yapmasim beklemekten
baska ¢aremiz yok. Diyelim sira bizdeydi ve 3 tas aldik. Obiir
oyuncuya 24 tas kaldi. O oyuncu kag tas alirsa alsin, sira bize
geldiginde, oyunu 20 taglik bir oyuna gevirmeliyiz. Bir sonraki
oyunumuzda da oyunu 16 taglik bir oyuna gevirmeliyiz. Boyle
gide gide 6biir oyuncu ya 12, 8, 4 ve 0 taghk oyunlar kalir.

Eger 6niiniize dorde boliinen sayida tag gelmisse, 1 tas alin
ki tag sayisi fazla azalmasin. Boylece o6biir oyuncunun hata
yapma olasiligini artirmis olursunuz.

Biraz Sohbet. Bu oyunu ¢oziimlemek icin, her hamleden
sonra oyunun bir bagka oyuna doniistiigii olgusunu kullandik.
Ornegin 27 tashk bir oyun, bir sonraki hamlede 26, 25 ya da
24 taghk bir oyuna déntisur. Ama 27 taslik oyunun birinci
oyuncusu bir sonraki oyunun ikinci oyuncusu olacaktir.

Eger A oyununu oynuyorsak ve sira bizdeyse, yapabilecegi-
miz hamlelere bakalim. Diyelim yapabilecegimiz bes hamle var.
Her hamlemizden sonra oyun bir baska oyuna déniisecektir.
Bu oyunlara B,, B, B3, B4 ve Bs oyunlar diyelim. Obiir oyun-
cuya bu oyunlardan birini sunacagiz ve 6biir oyuncu kendisine
sunulan bu oyunun birinci oyuncusu olacak. Eger By, B,, Bj,
B4, Bs oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa, A oyu-
nunu kazanmak igin, A oyununu bu oyuna déniistiirecek ham-
leyi yapmaliyiz.

Yukardaki 6rnekte A, 27 tagh oyun. Yapabilecegimiz ii¢
hamle var: 1, 2 ya da 3 tas alabiliriz. By, B,, Bj sirasiyla 26, 25
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ve 24 tash oyunlar simgelesin. B3 oyununda ikinci oyuncu ka-

zandigindan, 3 tag almaliyiz.

Sihirbazlik kitaplarinda yeni yetme sihirbazlara su 6giit ve-

rilir; Bir sihirbazlig: iki kez iistiiste ayn topluluk &niinde yap-

mayin. “Buna ¢ok benzer bir sihirbazlik daha biliyorum,” deyip

bir baska sihirbazlik gosterin. Yoksa foyaniz ortaya gikabilir.

Aym 6giidii ben de verecegim. Bu oyunu birkag kez iistuste

aym1 kisiyle oynarsaniz, 6biir oyuncu bir siire sonra yontemini-

zi anlayabilir. Onun i¢in oyunu degistirin. Ornegin asagidaki

oyunlardan birini 6nerin.

a.

b.

Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2, 3 ya da 4 tag
alabilir.

Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 3 ya da 4 tas ala-
bilir. Bu oyunda 1 tag birakan oyuncu oyunu kazanur,
ciinkii 6biir oyuncunun yasal hamlesi kalmamugtir.
Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 3 ya da 5 tas ala-
bilir.

Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 4 ya da 6 tas ala-
bilir.

. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2 ya da 4 tas ala-

bilir.

Yukardaki oyunlarin “negatif”ini oynaymn. Yani ayni
oyunlar, ama en son tast alan, yani son hamleyi yapan
bu kez kaybediyor...

Bu kez tas ekleyelim. Baslangicta yerde hig tag olmasin.
Her iki oyuncu da, siras: geldiginde yere 1’den 10’a ka-
dar diledigi kadar tas ekleyebilir. Ornegin yerdeki tas sa-
yisint 100 yapan ilk oyuncu oyunu kazansin/kaybetsin...

g. Her oyunun bir de “seytanin azab1” versiyonu vardir: Di-

yelim bir oyunda kazanan stratejiyi buldunuz. Ayni oyu-
nu oynaym ama bu sefer kazanan stratejiyi yasaklayin.
Ornegin f oyununda, 1, 12,23, 34, ..., 89 diyen kazanur.
Yeni oyunlarda bu sayilar1 soylemek yasaklansin.
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Soylemeye gerek var m1? Bu oyunlari kurbanimza énerme-
den 6nce nasil kazanacaginizi bulmalisiniz.

Ikinci Oyun. Yukardaki oyun basit geldiyse, kurallar1 biraz
zorlagtiralim. Oyunu gene iki kisi arasinda ve cakil taglariyla
oynatacagiz. Oyuncular gene ortadaki kiimeden 1, 2 ya da 3
tag cikarabilecekler. Gene yapacak hamle bulamayan ilk oyun-
cu oyunu kaybedecek; yani son hamleyi yapan kazanacak.

Ancak bir kuralimiz daha var bu kez. Oyuncular bir énceki
oyuncunun aldig tas kadar tag alamazlar yerden. Ornegin bir
hamlenizde 2 tag almigsaniz, bir sonraki hamlede 6biir oyuncu 2
tas alamaz, 1 ya da 3 tas alabilir ancak. Oyuna baslayan oyun-
cunun béyle bir kisitlamasi yoktur elbet.

Bir 6nceki oyunda oldugu gibi, biitiin taglar1 aldigimizda
oyunu kazaniriz. Ama, 1 tas alarak kiimede 1 tas biraktigimiz-
da da oyunu kazaniriz. Ciinkii 6biir oyuncu yerdeki o tek tast
alamaz. Oyunun kurallari bu hamleyi engelliyor.

Gene ayni soruyu soruyoruz: Bu yeni oyunu hangi oyuncu
nasil oynayarak kazamir? Yanit oyunun bagindaki tas sayisina
gore degisebilir elbet.

Ikinci Oyunun Stratejisi. Bu oyunun da yamt yukardaki
yanit gibi: Tag sayis1 dérde boliinmiiyorsa oyunu birinci oyun-
cu kazanir, tas sayis1 dérde béliiniiyorsa oyunu ikinci oyuncu
kazanir! Ve sasilacak sey, bu oyunun stratejisi de yukardaki
oyunun stratejisi gibidir, hatta daha da kolaydir!

4 tash oyunu birinci oyuncu kaybeder. 1 tas alsa, ikinci
oyuncu kalan 3 tagi1 alir. 3 tas alsa, ikinci oyuncu kalan tast
alir. 2 tas alsa, ikinci oyuncu 2 tas alamaz ama 1 tas alabilir ve
hatta 1 tas almak zorundadir. Boylece birinci oyuncuya 1 tag
kalir. Ama birinci oyuncu bu tagi alamaz, ciinkii bir 6énceki
hamlesinde ikinci oyuncu 1 tas almust1. Birinci oyuncu oynaya-
madigindan oyunu kaybeder.
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Bu oyunda kazanmak igin yukardaki stratejinin hemen he-
men aynisini uygulamaliyiz.

Diyelim 27 tagh bir oyunda birinci oyuncuyuz. llk oyunda-
ki gibi 3 tas alalim ve 6biir oyuncuya 24 tas birakalim. Eger
obiir oyuncu 1 tas alirsa 3 tag alalim ve oyunu 20 tasa indirge-
yelim. Eger 6biir oyuncu 3 tag alirsa 1 tag alalim ve oyunu ge-
ne 20 tasa indirgeyelim. Peki, ya 6biir oyuncu 2 tag alip oyunu
22 tasa indirgerse ne yapmaliyiz? Yukardaki oyunu oynasay-
dik, biz de 2 tas alip oyunu 20 tasa indirgerdik. Ne yazik ki 2
tas almaya kurallar izin vermiyor. Ya 1 ya 3 tas alacagiz. Ne
yapmaliyiz? 1 tag mu almaliyiz 3 tag mi?

Kag tas alirsak alalim, 6nemli degil. Ciinkii ne oynarsak oy-
nayalim, 6biir oyuncu bize dorde béliinen sayida tag biraka-
maz: Diyelim 1 tag aldik ve geriye 21 tas kald1. Obiir oyuncu 1
tas alamayacagindan oyunu 20 tasa indirgeyemez. Diyelim 3
tag alip oyunu 19 taga indirgedik. Obiir oyuncu 3 tag alamaya-
cagindan oyunu 16 tasa indirgeyemez.

Eger bu yontemi uygularsak, her zaman dérde béliinen sa-
yida tag birakamayabiliriz ama 6biir oyuncunun bize dérde bo-
liinen sayida tas birakmasini engelleriz. Boylece higbir zaman
dorde boliinen sayida tag gelmez oniimiize. Dolayisiyla higbir
zaman O tash bir oyun devralmayiz (0 dorde béliiniir!) ve tag
yoklugundan oyunu kaybedemeyiz.

Peki, bu stratejiyle oynayarak, 6ntimiize tek tag gelip de bu
tast alamadigimizdan oyunu kaybettigimiz olur mu? Olmaz.
Neden olmaz? Ciinkii 6niimiize 1 tag gelmigse ve bu tagi alamui-
yorsak, bir onceki hamlede 6biir oyuncu kiimeden 1 tag almig
demektir. Demek ki bu oyuncuya 2 taslt bir oyun devretmisiz-
dir. Obiir oyuncu bu 2 tag: alabilseydi alirdi. Almadigina gore
bir 6nceki hamlemizde 2 tas almisizdir. Demek ki bir 6nceki
oyunda 6niimiizde 4 tag varmus. Yani, 6niimiize 4 tagli bir oyun
sunulmus bir an! Ama 6niimiize dorde boliinen sayida tag bira-
kilamayacagmi biraz énce kamitlamigtik. Demek ki boyle de
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kaybedemeyiz. Demek ki hicbir tiirlii kaybedemeyiz. Demek ki
bu stratejiyle oyunu kazaniriz.

Sonug olarak hep dorde boliinen sayida tas birakmaliyiz.
Oyunun kurallar1 bunu engelliyorsa, ne yaparsak yapalim
o6nemli degildir.

Bu son dedigim pek dogru degil... Eger 6niimiize gelen oyu-
nun tag sayisit dorde boliintiyorsa, 2 tag almayalim. Ciinkii 2 tag
alirsak, 6biir oyuncunun yanls yapmasina olanak yoktur. Ya 1
ya 3 tas alalim.

Bir 6nceki oyunun yéntemini 6biir oyuncu bir iki kez oyna-
diktan sonra kolayca anlayabilir. Bu oyunun yontemini 6biir
oyuncunun anlamasi daha zordur. Ciinkii oyunun kimi asama-
larinda ister 1 ister 3 tas alabiliriz. Kimileyin 1, kimileyin 3 tas
alarak yontemimizi uzun zaman 6biir oyuncudan gizleyebiliriz.

Dogru Yanit1 Nasil Buldum? Bu yaziy1 az kalsin burda ke-
secektim. Biraz diisiiniince, bu yaziy1 burda kesmenin yalan
soylemek olacagini anladim. Ciinkii dogru stratejiyi nasil bul-
dugumdan, gectigim siireclerden s6zetmedim.

Yukardaki oyunda hangi oyuncunun nasil oynarsa kazana-
cagmni nasil buldum? Okur, anlattigimi hemen buldugumu sa-
niyorsa yaniliyor. Tereyagindan kil geker gibi olmadi. Gegtigim
agsamalar: teker teker yazayim:

1. Once oldukga uzun siiren hesaplar yaparak oyunu kimin
ve hangi stratejiyle oynayarak kazanacagini buldum. Ama bul-
dugum strateji yukardaki gibi yalin degildi. Dogru olmasina
dogruydu ama karmagik bir bigimde ifade edilmisti. Stratejinin
dogru strateji oldugunun kaniti da olduk¢a karmasikt1. Hig de
giizel bir kanit degildi. Hatta 6ylesine girkindi ki, bir ara bu ya-
z1y1 yazmaktan vazgecmistim.

2. Buldugum stratejiyi birkag kez gozden gegirince strateji-
yi daha yalin bir bicimde ifade edebilecegimi gordiim.
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3. Bu yalin ifadeyi gene yalin bir bigimde kanitlamaya ¢alig-
tim. Bu pek zor olmadi ve yukardaki kanit1 buldum.

Yazimin yukardaki béliimiinde 2 ve 3 sayili agamalarin so-
nuglarini okudunuz. Birinci agsamayi sizden gizledim. Yani so-
nucu bulmak icin ¢ektigim giigliikleri gostermedim. Yazinin
bundan sonraki boliimiinde o ilk agsamay1 anlatacagim.

Ancak ilk asamay1 anlatmadan 6nce sunu soylemeliyim: Bi-
rinci asamayi atlayip dogrudan ikinci agamaya gecebilen mate-
matikgiler, hatta ogrenciler vardir. Ama boyle insanlar azinlik-
tadir. Genellikle matematikgilerin ilk ¢6ziimleri olduk¢a kar-
magiktir. Matematikgiler bulduklar ilk ¢6ziimi agiklamazlar.
Nasil bir ressam tablosuyla birlikte tablosunun eskizlerini ser-
gilemezse, bir matematikgi de kanitladig1 teoremle birlikte 6nii-
ne cikan zorluklari sergilemez. Teoremin en kisa, en 6zli, en
yalin ve en glizel kanitini agiklamakla yetinir. Bu kurali bu ya-
zimda bozarak, yazinin siireginde dogru yanit1 bulmak i¢in geg-
tigim evreleri agiklayacagim. Kendimi yinelememek igin, yu-
kardaki oyuna benzer bir oyun ele alacagim. Hep birlikte dog-
ru stratejiyi ve bu stratejinin neden dogru oldugunu bulacagiz.

Uciincii Oyun. Bu oyun da yukardaki oyun gibi, ancak iki
oyuncunun pegpese aldiklari tag sayisinin toplami 4 olamaz.
Yani bir oyuncu 1 tag almigsa sonraki oyuncu 3 tas alamaz, 2
tas almigsa sonraki oyuncu 2 tag alamaz, 3 tas almigsa sonraki
oyuncu 1 tas alamaz. Hamle yapamayan oyunu kaybediyor.
Oyunu hangi oyuncu nasil oynayarak kazanir?

Uciincii Oyunun Stratejisi. Dogru yaniti hemen vermeyece-
gim. Turlt gugliiklerden gegtikten sonra hep birlikte bulacagiz.

Baslangicta 7 tag olan oyunlara A, oyunu diyelim. A,, oyu-
nunu kimin nasil oynayarak kazandigini bulmaya ¢alisiyoruz.

Eger » kiiciik bir sayiysa, yani oyunumuzda az tag varsa,
yanmt1 bulmak zor degil. Ornegin, A4, A,, A3 oyunlarini birinci
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oyuncu biitiin taslari alarak kazanir. A4 oyununu da birinci
oyuncu bir hamlede kazanir, hem de ne oynarsa oynasin kaza-
nir. Ote yandan A oyununu ikinci oyuncu kazanir.

A, oyununa basglayan oyuncuya Biilent diyelim. A, oyunu-
nun ikinci oyuncusuna da Thsan diyelim. (Biilent’in B’si “birin-
ci oyuncu”nun B’si, Thsan’iun I’si “ikinci oyuncu”nun I’si.) De-
mek ki A, A,, Az, A, oyunlarini Biilent kazanir. A oyununuy-
sa Thsan kazanir.

Her oyunun bir degeri olsun. Eger Biilent’in kazanan bir
stratejisi varsa oyunun degeri 1 olsun. Biilent’in kazanan bir
stratejisi yoksa, yani lhsan’in kazanan bir stratejisi varsa2 oyu-
nun degeri 0 olsun. Bu tamima gore, A;, A,, A3 ve A4 oyunla-
rinin degeri 1’dir. Ote yandan A oyununun degeri 0’dir. A,
oyununun degerini a,’yle simgeleyelim. Dolayisiyla,

a; =1
612:1
az=1
a4=1
a5=0

esitlikleri dogrudur. 4,, sayilarini bulacagiz. Bu degerleri buldu-
gumuzda strateji hemen hemen kendiliginden belli olacak.
Yukarda, her oyunun, her hamleden sonra bir baska oyuna
doniistigiinii soylemistik. A, oyunu ilk hamleden sonra hangi
oyuna doniigiir? Diyelim A,; oyununda Biilent 1 tag aldi. Simdi
oyunda 26 tag var. Ama bu yeni oyun A,¢ oyunu degildir. Ciin-
kii A4 oyununun birinci hamlesinde 3 tas alinabilir, oysa A,-’nin
yolactig1 yeni oyunun ilk hamlesinde 3 tas alinamaz. Bu yeni oyu-
na B,4 ; diyelim. By ; oyunu A,4 oyunu gibi, aralarindaki tek ay-
rim B¢ ; oyununda birinci oyuncunun 3 tas alamayacag kural.

2 ki oyuncudan birinin kazanan bir stratejisi oldugu Nim baglikli yazimda ka-
nitlanmigtir. (Bkz. Matematik ve Korku)

77



A, oyununda, Biilent 1 tag alirsa oyunun B,¢; oyununa
doniigtigiini soyledik. Bilent 2 tag aldiginda ortaya ¢ikan ye-
ni oyuna B, , diyelim. Ve Biilent 3 tas aldiginda ortaya ¢ikan
oyuna By, ; diyelim. Goriildiigi gibi, ilk say1 oyundaki tag sa-
yisiny, ikinci sayiysa o oyuna kag tag alinarak gelindigini belir-
tiyor.

Genel olarak, A, oyununda Biilent 1, 2 ve 3 tas alip lhsan’a
sundugu oyunlara sirasiyla,

B, 11, Byapve B, 33
diyelim. B, ; oyunuyla A, oyunu arasindaki tek ayrim, B, ;
oyununda birinci oyuncunun birinci hamlesinde 3 tag almasin
yasaklayan kural.

B,.1 oyununda ilk oyuncu 2 tag alirsa, oyun B,_; ; oyununa
donusiir elbet.

A,, oyununu Biilent nasil kazanabilir? Eger Thsan’a sunacag:

Bn—l,l’ Bn——2,2, Bn—3,3

oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa kazanir, yok-
sa kaybeder. Ornegin B,,_, , oyununu ikinci oyuncu kazaniyor-
sa, Biilent, 2 tas alarak A, oyununu B,_;, oyununa doniistii-
riir. Dolayistyla A,, oyununun degerini (yani a,, sayisini) bul-
mak i¢in B,y 1, B, 5, ve B, 3 3 oyunlarinin degerlerini bulmak
gerekir. Bu degerlere sirasiyla b,,_, 1, b,,_5 5, b,,_3 3 diyelim. Eger
B,._1,1 oyununu birinci oyuncu kazamyorsa, b,_; ; = 1’dir, yok-
sa b, ;1=04dr.

b1, by, ve b, 3 sayilarim kigiik #’ler igin hesaplamak zor
degildir. Ornegin b, , = 0°dur, ¢iinkii ortada 2 tag vardir ve bi-
rinci oyuncu 2 tag alamaz, 1 tag almak zorundadir. Ikinci oyun-
cu kalan tag1 alarak oyunu kazanur.

n =1, 2, 3 i¢cin bu sayilar1 bulalim:

n bn,l bn,Z bn,3 ay
1 1 1 0 1
2 1 0 1 1
3 0 1 1 1
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n > 3 ise bu sayilari nasil bulabiliriz?

B, oyununun B,_; ; ve B,; , oyunlarindan birine doniise-
cegini biliyoruz. (B,_3 3 oyununa doniisemez.) Dolayisiyla bu
iki oyundan birinde birinci oyuncu kaybediyorsa, B, ; oyunu-
nu birinci oyuncu kazamir. Yani b, ;’in 1 olmast igin gerekli ve
yeterli kosul, b, 41 ve b, , sayllarindan birinin 0 olmasidir.
Bunu cebirsel olarak ifade edersek,

bn,l =1- bn—l,lbn—Z,Z
esitligini buluruz. b, 5, b, 3 ve 4, i¢in de buna benzer esitlikler
bulmak pek zor degildir.
bn,l =1- bn—l,lbn—Z.Z
buy =1-by 110,33
bn,3 =1- bn—-2,2bn—3,3
a, = 1- bn—l,lbn—2,2bn—3,3' .
Simdi yukardaki tabloyu # > 3 igin siirdiirebiliriz. Ornegin,
by1=1-b3,b,,=1
esitligini bulabiliriz. Igte tablonun ilk onbes siras::

n bn.l bn,Z bn,3 ay
1 1 1 0 |1 |[™S
2 1| o0 1 [1
3 0| 1 1 |1
4 1 1 1 1
5 0] o 0 |o
6 1 1 0 |1 <
7 1|0 1 |1
8 0| 1 1 |1
9 1 1 1 |1
10|l o] o0 0|0
1nml 1 1 0 |1 <
2] 1] o0 1 [1
13| o 1 1 |1
14| 1 1 1 |1
151 o o 0 ]o |
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Tabloyu daha fazla siirdiirmeye gerek yok, ¢tinkii kolayca
goriilebilecegi gibi ilk bes sirayla ikinci bes ve ligiincii bes sira-
lar birbirlerinin aynisi. Tablo boylece sonsuza degin siirer.

Yukardaki tablodan da kolayca anlagilacag: gibi, eger » be-
se bolinmezse g, = 1, boliiniirse a,, = 0°dir. Yani eger tas sayisi
bese boliinmiiyorsa oyunu Biilent kazanir, béliiniiyorsa Thsan.

Simdi sira stratejiyi bulmaya geldi.

Diyelim 13 tash bir oyunun, yani A;3’iin birinci oyuncusuyuz,
yani Bilent’iz. a;3 = 1 oldugundan, oyunu iyi oynayarak kazana-
bilecegimizi biliyoruz. Nasil oynayarak kazanabiliriz? Bu oyunu
B12,15 B11,2, By 3 oyunlarindan birine déniistiirebiliriz. Hangisine
doniigtiirmeliyiz? Bu ii¢ oyunun degerlerine, yani by, 1, b11 5, b1g 3
sayilarina bakalim. Bu sayilardan hangisi 0°dir? Yalmizca by 5 sa-
yist 0. Dolayisiyla 3 tas alip oyunu B, 3 oyununa donistiirelim.
Sira ikinci oyuncuda, yani Thsan’da. Ikinci oyuncu ne oynarsa oy-
nasin, oyunu kazanabilecegimizi biliyoruz. Diyelim ikinci oyuncu
1 tas alarak oyunu By ; oyununa déniistiirdii. Biz simdi ya 2 ya 3
tag alabiliriz. 2 tas alirsak oyunu B;,’ve, 3 tas alirsak B 3’e do-
nistiirtiriiz. Bu oyunlarin degerleri olan b5, ve by 5 sayilarina ba-
kalim. Bu iki sayidan hangisi 0°dir? Her ikisi de. Demek ki ister 2
tag alabiliriz, ister 3. Her iki durumda da oyunu iyi oynayarak ka-
zanmiriz. Oyunu boyle oynarsak sonunda kazaniriz.

Sanirim strateji belli olmusgtur. Stratejimizi matematiksel
olarak ifade edelim. Bunun i¢in yukardaki tablonun birkac sa-
tirini genellesmis olarak yazalim:

n bn,l bn,Z bn,3 a
5k-2 0 1 1
5k-1
5k
Sk+1
Sk+2
S5k+3
Sk +4

N

1
0
0
1
1
1

= Ol == O =
(YRS Nl I N
== | O = =
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Eger 6nimuzde 5k tash bir oyun varsa ve oynama sirasi biz-
deyse, ne oynarsak oynayalim, 6bir oyuncu iyi oynarsa kaybe-
decegimizi biliyoruz. Bu durumda kazanan bir strateji yoktur.

Diyelim 6nimizde 5k + I’lik bir oyun var. Eger B5"+11
oyunundaysak 1 tas almaliyiz. Eger B5™1 2 oyunundaysak ge-
ne 1 tas almahyiz. Her iki durumda da oyunu 5&’lik bir oyuna
dondsturdik. Eger B5j+1 3 oyunundaysak oyunu 6bir oyuncu
iyi oynayarak kazanabilir. Dolayisiyla bu durumda kazanan
strateji yoktur.

Okur, 5k +2 ve 5k +3’luk oyunlara bakarsa, bu oyunlar-
da da 5k tas birakmasi gerektigini anlayacaktir.

5k +4 tash oyunlarda istedigimizi oynayabiliriz! Ne oynar-
sak oynayalim oyunu kazanabiliriz.

Goruldugu gibi 6bldr oyuncuya hep bese bolliinen sayida tas
birakmaliyiz. Eger bese bélinen sayida tas birakamiyorsak, ne
yaptigimiz énemli degildir pek.

Oniiniize gelen oyunun tas sayisi bese boliiniyorsa, tek
umudunuz 6bir oyuncunun bir yanhs yapmasi. Obiir oyuncu-
nun yanlis yapmasina olanak tanimak icin 1 tas almayin, ¢un-



kii 1 tas alirsaniz, 6biir oyuncunun her hamiesi dogru hamle
olacaktir. Bu durumda ya 2 ya 3 tag alin. Alabilirseniz 2 tag alin
ki oyundaki tas sayis1 cok azalmasin ve 6biir oyuncunun yan-
lis yapma olasilig1 artsin.

Bu asamadan sonra bu stratejinin neden dogru oldugunu ya-
lin bir bi¢cimde agiklamak gerekiyor. Bunu okura birakiyorum.
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Bahc¢e Sorusu:

1. Giris. Daire biciminde bir bahcgeye, merkezden baslay
rak, birer metre araliklarla yatay ve dikey siralanmis fidan dik-
meyi dastndyoruz.

Bahgenin merkezine fidan dikmeyece-
giz. Soru su: Bahcgenin merkezinden bakti-
gimizda bahcgenin disindaki herhangi bir
noktay1 gorebilir miyiz?

Yanit, bahc¢enin baydkligune ve fidan-
larin kalinhdina go6re degisir elbet. Eger
bahce klcikse ve fidanlar inceyse, merkez-
den belli bir yone bakarak bahcenin disin-
daki bir noktayi gdrebiliriz. Ama ilk sekil-
deki gibi bahce buyukse ve fidanlar kalinsa,
fidanlar bahcenin disim gérmemizi engeller.

(@) zaman sorumuzu biraz daha belirle-
yelim. Bahg¢emizin yarigapi 50 metre olsun.

Fidanlarimizin da yarigapi 2 santimetreden biraz biyuk olsun,
diyelim 2,01 santimetre. Bu 0Olculerle, bahcenin merkezinden
bakildiginda bahcgenin disi goralGr ma?

1 Bu yazi, Kaynakca [8]’deki bir yazidan uyarlanmistir. ingilizce bilen okurlara
bu harika populer matematik kitabini dneririm.



Fidanlar her metreye dikileceginden fidanlarin yaricap: ol-
dukea kiigiik sayilir. Bu yliizden bahgenin diginin goriilecegi sa-
nilabilir. Bunun dogru olmadiginmi goérecegiz (fidanlar kiigik
ama bahge biiyiik!)

Bu somut problemin yaniti1 soyut problemlerin yanitini ge-
rektirecek. Geometrik Sayilar
Kurami adi verilen konuda bir
iki teorem kanitlayacagiz. Ge-
ometrik Sayilar Kurami, adin-
dan da anlasilacag: tizere, hem
geometriyl hem de sayilar ilgi-
lendiren ¢ok giizel bir konu-
dur. On dokuzuncu yiizyilda,

Hermann Minkowski (1864-

1909) adli Litvanyali matema- -

tik¢i tarafindan geligtirilmigtir ilk olarak. Yani olduk¢a yeni bir
konu sayilir.

2. Onbilgi. Teoremlerimizi kanitlamak icin okurun pek ya-
banci olmadigini sandigim birkag¢ tamim ve olguya gereksiniyoruz.
2.1. Eksenleri ¢izilmig bir LY
duzlemde herhangi bir (x, y)
noktas: alalim. Bu noktanin ) — PNEXY
merkeze gore simetriginin koor- :

-x x

dinatlari, yandaki sekilden de ; 0 x

anlagilacag tizere (—x, —y)’dir.
Merkezdeki (0, 0) noktasina %~
O noktas: diyecegiz.
2.2. Diizlemde bir bolge alalim. Eger bu bolgenin her iki

noktasi arasindaki dogru pargasi diizlemin igine diigiiyorsa,
bolgeye disbiikey adi verilir. Ornegin yan sayfada soldaki bél-
ge digbiikeydir. Sagdakiyse digbiikey degildir. Cinkii sagdaki
sekilde, sol tist ve sol alttan iki nokta alirsak, bu noktalar ara-
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sindaki dogru parcasi bdlgenin disina tasar.

2.3. Duazlemde iki (*j, y{) ve (x2, y2) noktasi alalim. Bu il
noktanin tam ortasindaki nokta

\
1 +%2 )i +)2

noktasidir:

Eger (x1, 3*) ve (x2, y2) noktalari disbiikey bir bdlgedeyse,

bu iki noktanin ortasindaki
/

noktasi da ayni bdlgededir.

2.4. Gene diuzlemde bir bdlge alalim. Eger, bdlgedeki he
(X, y) noktasi i¢in, (—X, -y) noktasi da bolgedeyse, bdlgeye O’ya
gore simetrik denir. Ornegin asagidaki sekildeki soldaki bolge
O’ya goOre simetriktir, ama sagdaki degildir.

O’ya gore simetrik O*ya gore simetrik degil



2.5. Koordinatlari tam sayi olan noktalara tamnokta adini v
recediz. Ornegin, (0, 0), (3, 5), (-2, 4), (3, 0) noktalari tamnokta-
lardir. (1/2, 7) noktasi bir tamnokta degildir. Birka¢ tamnokta
gosterelim (Tamnoktalar, dogrularin kesisim noktalaridir):

Fidanlarimizi bahcenin tamnoktalarina dikecegimize oku-
run dikkatini cekeriz.

Artik geometrik sayilar kuraminin ilgilendigi sorulara gece-
biliriz.

3. Blichfeldt Onsavi. Diizlemde bir bolge ele alahm. Eg
bolgenin alani Odan blyukse, bu bdélgeyi saga, sola, yukari,
asagi, belli bir yéne dogru ote-
leyerek (dondirme yok, tek ya-
sal hamle 6teleme), boélgeyi ici-
ne bir tamnokta gelebilecek bir
konuma getirebiliriz.

Bu kolaydi. Peki, yine ayni
yontemle, yani oteleyerek, bol-
gemizin igine iki tamnokta so-
kabilir miyiz?

Eder bolgenin alani kiigiikse, nereye otelersek odteleyelim igi-
ne iki tane tamnokta girecek bir konuma getiremeyiz elbet. Or-
negin, eger bolgemiz kiglcuk bir daireyse, diyelim 1/4 yarigap-
i, o zaman bdlgeyi nereye Otelersek 6teleyelim icine iki tane
tamnokta distremeyiz.



Peki, belli bir yéne dogru oteleyerek icine iki tane tamnokta
dustrebilmemiz i¢in bdlgenin
alani en az ka¢ olmahlidir? Eger
bolgenin alani 1’den buyukse
bolgeyi oteleyerek igine iki tam- = feren
nokta sokabiliriz. Birazdan bu- é#¥»-1&1-v = @ m
nu kanitlayacagiz. Bolgenin bi- . o
¢imi ne olursa olsun... Yeter ki
alani 1’den buyuk olsun...

Simdi daha zor bir soru so-
ralim. Bolgenin icine (her zamanki gibi 6teleyerek) ¢ tamnokta
sokabilmemiz igin, bdlgenin alani en az ka¢ olmalidir? Eger alan
2’den biyukse, bolgeyi belli bir yone dogru 6teleyerek, bdlgenin
icine en az U¢ tane tamnokta sokabilecegimizi kanitlayacagiz bi-
razdan. Boélgenin bicimi ne olursa olsun... ister yuvarlak, ister ka-
re, ister upuzun bir dikddrtgen, ister yilan gibi kivir kivir olsun...
Yeter ki alani 2’den buyuk olsun.

Genel olarak, eger bolgemizin alani r?den blyukse, 6teleye-
rek (dondirmeye gerek yok) icine n +1 tane tamnokta girecek
konuma getirebiliriz. Bu, simdilik bir sani. Matematiksel kesin-
likle kanitlayamadidimiz sirece de bir sani olarak kalacak.
Blichfeldt adli bir Amerikan matematik¢i bu saniyr kanitlamis.

Blichfeldt Onsavi: Alani n’den biyidk olan bir bélgeyi, ici-
ne n +1 tane tamnokta girecek bicimde &teleyebiliriz.
Kanit: ilk olarak tamnoktalardan
gecen yatay ve dikey dogrulari gizelim.
Sonra da bdlgemizi boyayalim.
Boya degmis kareleri keselim ve bu
kareleri dondiirmeden Ustuste yigalim.
Kareleri UstlUste yigarken Kareleri -
déndirmemeye 6zellikle dikkat edelim.
Yani kareleri yerlerinden kaldirip Us-



tuste yigarken karelerin yoninu de degistirme-
yelim. Ustiste konmus bir y1gin kare elde ettik.
Her karenin bir bélumu boyanmis, bir bélumi
boyanmamis. Boyanmis bélumlerin toplam ala-
ninin n’den biyuk oldugunu biliyoruz, ¢inki
bbélgemizin alani «’den buyuktd.
Bu kare yiginini yukardan asagiya dogru bir
tigla delelim.
Bu t1§ her kareyi bir nokta-
dan delecek. Tigin herhangi bir kareyi deldigi
nokta boyanmis da olabilir, boyanmamis da.
Ti§ ka¢ boyanmis noktadan gegebilir? Higbir
boyanmis noktadan gecmeyebilir, bir tek bo-
yanmis noktadan gecebilir, iki boyanmis nok-
tadan gecebilir... Tigr soktugumuz yere gore
degisir bu say1.
Bir sav ortaya atiyoruz: Tigi dyle bir yer-
den gecirebiliriz ki, t1§ en az n +1 tane boyali
nokta deler.
Kanitlamamiz gerek bu savimi. Kanitlayalim. Diyelim savi-
miz yanhs. Yani diyelim ki, ti§ nerden gegcirilirse gegcirilsin, en



fazla n tane boyali nokta deler. Bu varsayimdan bir sagmalik,
bir celiski c¢ikaracagiz ve bdylece savimizi kanitlamis olacagiz.
En alttaki kareyi ele alahm. Obir karelerin boyalarinin bu en
alttaki karenin dstiine kat kat sirdlmuis oldugunu varsayalim
bir an. Ornegin, en alttaki karenin bir noktasinin Usttinde 6 ta-
ne boyali nokta varsa, o en alttaki noktanin 6 kat boyanmis ol-
dugunu varsayalim. Bdéylece en alttaki karenin her noktasini ds-
tiine birkag kat boya ¢ekilmis bir nokta olarak gorebiliriz. Us-
tlste en fazla n tane boyali nokta oldugunu varsaydigimizdan,
en alttaki karenin her noktasina en fazla n kat boya ¢ekilmis ol-
dugu anlasilir. En alttaki karenin alani 1 oldugundan ve her
noktaya en fazla n kat boya cekildiginden, toplam strilen boya
alaninin en fazla n oldugu ¢ikar. Oysa boyali alanimiz rCden bi-
yuktd. Bir celiski elde ettik ve savimiz kanitlanmis oldu.

Blichfeldt’in dnsavinin kanitina geri dénelim.

Simdi tigimizi en az n + 1 boyali noktayi delecek bigcimde
gecirelim. Tigimiz her karede bir delik acacak. Bu agilan delik-
lerin en az n +1 tanesi boyali noktalardan olusuyor. Simdi ka-
relerimizi eski yerlerine yerlestirelim. Kareleri dondidrmedigi-
mizden, eski sekli yeniden elde ettik, aradaki tek ayrim, kare-
lerde bulunan delikler:

Bu deliklerin yerlerine dikkat ederseniz, aynen tamnoktalar
gibi yerlestirildiklerini gorursuntz. Simdi bdlgemizi, bu delik-
lerden herhangi birinin herhangi bir tamnokta tzerine gelecek



bicimde Otelersek, bélgemizin igine en az n +1 tane tamnokta
girdigini goruriz.
Boylece Blichfeldt Onsavi’m kanitlamis olduk.

4. Bir Sonug. Aslinda bize gereken yukarda kanitladigimiz
Onsavin yalnizca 6zel bir durumu. Yukardaki ¢énsavda n'yi 1
olarak alirsak, alani |’den buyuk olan bir bolgeyi 6teleyerek
icine iki tamnokta girebilecek konuma getirebilece§imiz anlasi-
lir. Bundan da su sonug gikar:

Onsav. Alani | ’den biiyiik bir bélgenin iginde, koordinatla-
rinin farki da tamsayi olan en az iki nokta vardir. Yani bélge-
nin icinde dyle (jci5y”) ve (x2, y2) noktalari vardir ki, x2- *1 ve
y2 - WY\ birer tamsayidir.

5. Minkowski’'nin Teoremi. Sira Minkovvski’'nin unli te-
oremini kanitlamaya geldi. Goraldiga gibi bahce problemini
¢6zmek pek kolay degil, zaman aliyor.

Minkovvski Teoremi. Alani 4’ten biyik ve (0, 0)’a gére si-
metrik olan disbikey bir bélgede (0, Oydan baska bir tamnok-
ta daha vardir.

Kanit: Bolgemize B adini verelim. B bdlgesini 1/2 dlgutin-
de merkeze dogru kigcultelim. Elde ettigi-
miz bu yeni bdlgeye C adini verelim. Sol-
da B’'yle C’nin temsili resimlerini bula-
caksiniz.

B’yle C’nin alanlari arasinda nasil bir

iliski vardir? Eger B bir dikddrtgen olsay-

di, C, B’nin boyutlarinin yarisi kadar bir

dikddrtgen olurdu, dolayisiyla C’nin alani B’nin alaninin dort-
te biri olurdu. Eger B bir Gg¢gen olsaydi, gene ayni nedenden
C’nin alani B’nin alaninin dortte biri olurdu. Genel olarak,



B’nin sekli ne olursa olsun, C’nin alani B’nin alaninin dortte bi-
ridir. B'nin alaninin 4’ten biytk oldugunu biliyoruz. Demek ki
C’nin alani |’den buyuktir. Dolayisiyla C’ye Blichfeldt’in 6n-
savinin sonucunu uygulayabiliriz: C’de dyle (xI5 y{) ve (x2, y2)
noktalari vardir ki, x2- xxve y2- yx birer tamsayidir.

B bdlgesi O’ya gore simetrik oldugundan, C de O'ya gbre
simetriktir. Dolayisiyla {-x2, -y 2) noktasi da C’dedir.

B disbikey oldugundan C de disbikeydir. Demek ki, C’de
bulundugunu bildigimiz (xI5 yj) ve (—x2, -y 2) noktalarinin tam
ortasi olan

N ~x1 y\-yi
A 2 7
noktast da C’dedir. C’nin bu noktasina B’de (x2 - y2 - yX)

noktasi tekabul eder. x2- xxve y2- yj tamsay! olduklarindan
bu son nokta bir tamnoktadir. Buldugumuz bu tamnokta (0, 0)
noktasindan, yani merkezden farklidir. Sonug olarak B’de mer-
kezden farkh bir tamnokta bulduk: (x2- y2- y™) noktasl.
Minkowski’nin Unli teoremi de bdylece kanitlanmis oldu.
(Tabii, eger B’de merkezden farkli bir tamnokta varsa, B’de
Uclinct bir tamnokta daha vardir.)

6. Bahce Probleminin C6zU-
mu. Simdi artik bahce problemi-
ne saldirabiliriz. Bahg¢emiz 50
metre yaricaph bir daire. Bahge-
nin merkezine O diyelim (Yan-
daki sekle bakin.) Her fidanin
yaricapl 2 santimetreden, yani
1/50 metreden daha buyuk. En
kucuk fidanin ¢capina r diyelim.
Metreyle ifade edersek,

r =1/50
esitsizligini elde ederiz. Ote yandan



r <t
cunkt fidanlarin caplart 1 metreden buyuk olamaz (yoksa fi-
danlar birbirlerine toslarlar.) Simdi p,
1/50 <p <r
esitsizliklerini saglayan herhangi bir sayi1 olsun2. Ozet olarak,
1/50 <p <r <1
esitsizlikleri gecerli. Bu esitsizlikleri aklimizda tutalim, biraz-
dan gerekecekler.

Bahcenin sinirinda herhangi
bir A noktasi alalim. Merkez-
den bakildiginda bu A noktasi-
nin gérinmedigini kanitlayaca-
gim. Boylece problemimizi ¢6z-
mus olacagiz.

B noktasi, OA dogrusuyla
bah¢emizin sinirinin  kesistigi

O0bur nokta olsun. A ve B noktalarindan bahgemize birer teget
¢ikalim. Ve bu tegetlerin dstiinde bu noktalardan p uzaklikta
C, D, £ ve F noktalari alalim.

CDEF dikdértgenine bakalim. Bu dikdértgenin boyu bah-
cenin ¢apma, yani 100’e esit. Eniyse 2p’ye esit. Demek Ki
CDEF dikdortgeninin alani

100 X 2p =200p
dir. Ama p =1/50. Demek ki CDEF dikdortgeninin alani
200 x 1/50
den yani 4’ten daha buytuk. CDEF
dikdortgeni disbikey oldugundan
ve O’ya gore simetrik oldugun-
dan, biraz 6nce kanitladigimiz
Minkowski’'nin teoremine gore,
bu dikdértgenin icinde O’dan bas-
ka bir tamnokta daha vardir. Bu

2 p'yi (r +1/50)/2 olarak alabiliriz dilersek.



tamnoktaya T adini verelim. T’nin O’ya gore simetrigi de bir
tamnoktadir; bu tamnoktaya da T' adini verelim.

T noktasi bahgenin icinde olabilir de olmayabilir de. Once
T’nin bahgenin i¢inde oldugunu varsayalim. T bahcgedeyse, T'
noktasi da bahcededir. Bu iki tamnoktaya birer fidan dikilecek.

CDEFnin eni 2p oldugundan ve her fidanin ¢api p’den daha
blyik oldugundan, yandaki sekilden de anlasilacagi tGzere, T ve
T' noktalarina dikilen fidan A ve B noktalarinin merkezden go-
rinmesini engelleyecektir.

Simdi de T’nin bahcede olmadigini varsayalim. Demek ki
OT uzunlugu bahcgenin yaricapindan, yani 50°’den daha buyik.
Ote yandan T dikdortgenin icinde, dolayisiyla OT uzunlugu
OC’den daha kucuk olmali. OAC dikicgenine bakalim. Pisa-
gor Teoremi’ne gore,

OC2 =0OA2 +AC2 =502 +p2 <2500 +1 =2501.
Sonug¢ olarak,
2500 <OT2 <OC2 <2501

esitsizliklerini elde ettik. T tamnoktasinin koordinatlarina x ve
y diyelim. 1vey birer tamsayi. Dolayisiyla, OT2 - x2 +y2 de
bir tamsayi. Demek ki OT2, 2500’den buytk ve 2501’den ku-
¢cUk bir tamsayi! Boyle bir tamsayr olmadigindan, T noktasi
bahcenin icinde olmali.

Problemimizi ¢6zduk: Bahcgenin disini géremeyiz.
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Blofiin Matematigi

u yazida, basitlegtirilmis birka¢ poker oyunu oynayacagz.

Yaziy1 anlamak i¢in poker bilmeye gerek yoktur. Oyunlari-
muzi1 iki kigi arasinda ve as ve papazdan olusan biiyiik bir des-
teyle oynatacagiz. Ilk oyunumuzda ikinci oyuncu onceden be-
lirlenmig birkag¢ kurala uyan bir makina olacak. Son oyunu-
muzdaysa, her iki oyuncu da 6zgiir secimlerde bulunabilen ki-
siler olacaklar ve birinci oyuncu blof yapabilecek. Boylece
oyunlar kuramina bir gesit girig yapmus olacagiz.

1) Oyunun Kurallan. I¢inde yalniz as ve papaz bulunan bii-
yuk bir deste alalim. Destedeki as (A) sayisi papaz (K) sayisina
esit olsun. Ornegin destede 500 A, 500 K bulunabilir. Oyunu-
muz, iki oyuncu arasinda ve bu oyunculara birer kagit dagitila-
rak oynaniyor. Oyunun baginda, her iki oyuncu da ortaya birer
lira koyarlar. Sonra, her iki oyuncuya birer kagit daginlir. Birin-
ci oyuncu kagidina bakar ve agagidaki iki secenekten birini secer:

1. Pas gecebilir.

2. Iki lira artrabilir.

Eger birinci oyuncu pas gegerse ikinci oyuncu ortadaki para-
yt (2 liray1) alir. Eger birinci oyuncu pas gegmez de 2 lira artirir-
sa ikinci oyuncu da ortaya 2 lira koyar ve oyuncular kdgitlarim



agarlar; en yiiksek kagidi olan ortadaki parayi (6 liray1) alir. Eger
her iki oyuncunun da kagitlar1 ayniysa, ortadaki para paylagilir.
Goriildagu gibi ikinci oyuncunun bu oyunda bir segenegi
yok, oyunun kurallarina pasa pasa uymak zorunda: Birinci
oyuncu pas gegerse ikinci oyuncu ortadaki parayi alacak, pas
geg¢mezse ikinci oyuncu ortaya 2 lira koyup elini agacak. Ikinci
oyuncuyu bir makina, bir bilgisayar ya da kurallara uymak zo-
runda olan bir kumarhane krupiyesi olarak diisiinebiliriz. Do-
layisiyla ikinci oyuncunun nasil oynamasi gerektigi sorusu an-
lamsizdir. Ama birinci oyuncunun segenegi oldugundan, birin-
ci oyuncunun nasil oynamasi gerektigi sorusunu sorabiliriz. So-
ralim: Birinci oyuncu kazancim artirmak icin nasil oynamali-
dir? Yaziya biraz tad vermek igin birinci oyuncu oldugumuzu
ve ikinci oyuncunun bir makina oldugunu varsayacagz.
Okurun, “elimizde A varsa 2 lira arturalim, K varsa pas ge-
celim,” dedigini duyar gibi oluyorum. Gergekten de sezgimiz
bu stratejinin dogru strateji oldugunu soyliiyor. Bu oyuna biraz
yakindan bakip sezgimizin yanilip yanilmadigini anlayalim.

2) Elimizde A varsa. Eger elimizde A varsa, pas gegmedik-
ce para kaybedemeyiz. En kotii olasilikla ortadaki parayr ma-
kinayla paylasiriz, yani ne kazanir ne de kaybederiz. Dolayisiy-
la, elimizde A varsa pas gecmemeliyiz, 2 lira artirmaliyiz. Bu
Makinanin Kagd:  Dasit akal yiiriitmeyi biraz bi-

Elimizde A var A K ¢imsellestirelim. Elimizde A
Pas gectik 1 i oldugunu varsayarak oyunun
Arardik 0 3 alabilecegi ¢esitli durumlan

yandaki semada gosterdik.
Siitunlar makinanin kagidin, siralar iki degisik stratejimizn
sonuglarinii gosteriyor. Sayilarsa kazancimizi (ya da say1 negat-
ifse kaybimiz1) gosteriyorlar. Ornegin pas gecmeyip artirirsak
ve makinanin papazi varsa, 3 lira kazaniriz. Bu yiizden ikinci
siranin ikinci siitununa 3 yazdik. Pas gecersek, makinanin nesi

96



olursa olsun, 1 lira kaybederiz. Bu yiizden birinci siraya — 1
yazdik.

Goriildiigii gibi bu tablonun son sirasindaki sayilar bir st-
teki sayilardan daha buiyik. Bir bagka deyisle, makinanin kag-
di ne olursa olsun, artirirsak kazancaimiz daha fazla olur.
Sonug: Elimizde A varsa, 2 lira artirmaliyiz.

Bu stratejinin dogru strate-
ji oldugunun destedeki A ve K
sayisindan bagimsiz olduguna g T
dikkatinizi ¢ekerim. Destede @ N /2\ //‘/
cok A, az K bile olsa, kigidi- \/ \\/
muz A ise, 2 lira artirmahyiz.

Elimizde A oldugunda ve artirdigimizda, ortalama kazanci-
muz1, yani beklentimizi hesaplayalim!. 1/2 olasilikla 6biir oyun-
cunun elinde A olacak ve 0 lira kazanacagiz. 1/2 olasilikla 6biir
oyuncunun elinde K olacak ve 3 lira kazanacagiz. Demek ki
oyun basina ortalama kazancimiz, yani beklentimiz

(1/2)(0) + (1/2)(3) = 3/2 = 1,5
lira olacak. Bir baska deyisle, elimize 1000 kez A gelse ve her
seferinde 2 lira artirirsak, 1500 lira kazanmaliyiz.

3) Elimizde K varsa. Eger elimizdeki kagit K ise, pas gegsek
de gecmesek de para kazanamayiz. Pas gegersek, oyunun bagin-
da ortaya koydugumuz 1 liray1 kaybederiz. Pas ge¢mezsek, ba-

1 “Beklenti”, ortalama kazang demekur. Ornegin bir oyunda 1/8 olasilikla 100
lira, 1/4 olasilikla 10 lira kazantyorsak ve geriye kalan 5/8 olasilikla 20 lira
kaybediyorsak, bu oyundan beklentimiz (1/8)100 + (1/4)10 + (5/8)(-20) = 20/8
liradir, yani 2,5 liradir. Demek ki bu oyunda, oyun bagina ortalama 2,5 lira ka-
zamniz. Bu oyunu bin kez oynarsak ve ne sanslt ne de sanssizsak, 1000 x 2,5 =
2500 lira kazanmaliyiz. Demek ki bu oyun bizim i¢in avantajli bir oyundur.
Bir bagka oyunda 1/100 olasilikla 100 lira ve geri kalan 99/100 olasihkla 2 li-
ra kaybediyorsak, bu oyunun beklentisi (1/100)100 + (99/100)(-2) = -0,98 li-
radir. Yani bu oyunu bin kez oynasak ve ne sansh ne de sanssizsak, 980 lira
kaybederiz. Bu oyunu oynamak igimize gelmez, oynamamalyiz. Genellikle
Kazi Kazan ve Milli Piyango gibi oyunlarda tiiketicinin beklentisi negatiftir, bu
oyunlari bir matematikginin oynamast caiz degildir.
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sitmiza gelecekler makinanin kigidina gore degisir: Makinanin
as1 varsa 3 lira kaybederiz, makinanin papaz varsa ne kaybe-
deriz ne de kazaniriz. Bu durumda nasil bir strateji izlememiz
gerektigi pek belli degil. Pas gecip de 1 lira kaybetmeyi kabul-
lenmeli miyiz, yoksa sansimizi deneyip 2 lira artirmali miyiz?

Asagidaki hesaplarda, destedeki A ve K sayilarinin birbiri-
ne esit olduklarim varsayiyoruz.

Elimizde K oldugunu varsayalim ve oyunun alabilecegi ce-
sitli durumlar1 asagidaki tabloda gosterelim.

Makinanin Kigidi
Elimizde K var A K
Pas gectik -1 -1
Arturdik -3 0

Bu tablo birinci tablo gibi degil. Birinci tabloda bir siranin sa-
yilar1 6bur siranin sayilarindan daha biiyiktii, dolayisiyla o tab-
loya bakarak dogru stratejiyi bulmak kolaydi. Burda isimiz biraz
daha zor. Higbir siranin sayilari bir bagka siranin sayilarindan
daha biiyiik degil. Dogru stratejiyi bulmak igin bir bagka yontem
bulmaliyiz.

Iki sikkimiz var: ya pas gegecegiz ya ge¢meyecegiz. Her iki
sikkin beklentisini bulalim.

Once pas gectigimizi varsayalim. Makinanin kigidi ne olur-
sa olsun 1 lira kaybedecegiz, bir bagka deyisle -1 lira kazanaca-
g1z. Bu sikta beklentimiz —1’dir. Demek ki pas gegersek oyun ba-
sina ortalama kazancimiz -1 lira olur, yani pas gectigimiz her
oyun bagina ortalama 1 lira kaybederiz. Pek parlak sayilmaz.

Pas ge¢mezsek beklentimiz daha mu iyi olur? Pas ge¢meyip
2 lira artirdigimizi varsayalim. Oyundaki A ve K sayisi birbiri-
ne (agsag yukar) esit oldugundan, 1/2 olasilikla 6biir oyuncu-
nun elinde A vardir; yani 1/2 olasilikla -3 lira kazaniriz. 1/2
olasilikla 6biir oyuncunun elinde K vardir; yani 1/2 olasilikla 0
lira kazaniriz. Bu gikta beklentimiz
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172)( - 3) +(1/72)(0) =-3/2 =-1,5
dir. Demek ki pas ge¢mezsek ortalama kazancimiz -1,5 liradir.
Daha 6nce buldugumuz beklentiden daha az. Yani bu sikta da-
ha ¢ok kaybederiz.
Demek ki elimizde K oldu-
gunda pas gecmeliyiz.
5) Sonug. Sonug olarak, eli-
mizde A varsa 2 lira artirmali-
yiz, K varsa pas ge¢meliyiz.
Bu oyunu oynamali miy1z?
Yani bu oyundan beklentimiz
pozitif midir? Beklentimiz po-
zitifse oynamaliy1z, negatifse
oynamamaliyiz, sifirsa oyna-
sak da olur oynamasak da.
Elbet beklentimiz strateji-
ye goOre degisir. Yukarda bul-
dugumuz stratejiyle oynadigi-
mizi varsayacagiz. (Eline A geldiginde pas gecen, K geldiginde
artiran oyuncunun beklentisi ¢ok negatif olsa gerek!)
Kagitlar dort bicimde dagilabilirler:
1/4 olasilikla ikimize de A gelir; 0 lira kazaniriz.
1/4 olasilikla ikimize de K gelir; -1 lira kazaniriz.
1/4 olasilikla bize A ona K gelir; 3 lira kazaniriz.
1/4 olasilikla bize K ona A gelir; -1 lira kazaniriz.
Dolayisiyla beklentimiz
(174)(0) +(I/4)(—1) +(174)(3) +(1/4)() =1/4
tdr, yani pozitiftir, yani bu oyunu oynamak isimize gelir. Bu
oyunu bin kez oynarsak, 250 lira kazang¢ beklemeliyiz.
Beklentinin pozitif olmasi gerektigini okurlar yazinin ta ba-
sinda tahmin etmis olabilirler. Ne de olsa inisiyatifi bizim
almamiz disinda oyunda esitsizlik yok, sadece stratejiye biz
karar veriyoruz. Makinanin karar alma yetklisi yok.



6) Dagilim Egit Degilse. Yukarda, destedeki A ve K sayisi-
nin birbirine esit oldugunu varsaydik. Ama her oyundan sonra
oynanan kagitlar oyundan ¢ikarilirsa, destede kalan A ve K sa-
yilarim hesaplayip daha akillica oynayabiliriz.

Ornegin, diyelim elimize K geldi. Yukarda buldugumuz
yonteme gore, pas gegip 1 lira kaybetmeye razi olmaliyiz. Ama,
cikan kagitlari aklimizda tutmugsak (destede iki tiir kagit oldu-
gundan kagitlari saymak pek zor degildir) ve destede yalniz pa-
pazlarin kaldigini biliyorsak, makinanin kagidinin K oldugunu
biliyoruzdur. Bu bilgiyle pas gegmek akilli bir se¢im olmaz. 2
lira artiralim; hi¢ para kaybetmeyecegimizden eminiz.

Ya da diyelim, destede 50 K ve 10 A var. Eger elimizde pa-
paz varsa, pas ge¢meli miyiz? Belki de, “makinanin kagidi da
buyiik bir olasilikla papazdir” deyip, 2 lira artirmaliyiz.

Diyelim makinanin kagidi a olasilikla astir2. Demek ki 1 -4
olasilikla makinanin papazi var. Eger a, 1/2’den kiigiikse, des-
tedeki aslarin sayis1 papazlara gore daha azdir ve dolayisiyla
oyunda kazanma gansimiz artar. Nasil oynamaliyiz ki oyun ba-
sina kazang ortalamamiz, yani beklentimiz artsin?

Elimizde A varsa, hi¢ kusku yok ki artirmaliyiz. Peki, ya eli-
mizde K varsa? Nasil oynamaliyiz?

Diyelim elimizde K var ve pas gectik. 1 lira kaybederiz, ya-
ni beklentimiz —1°dir.

Diyelim elimizde K var ve 2 arurdik.

a olasilikla makinada A vardir ve -3 kazaniriz
1 - a olasilikla makinada K vardir ve 0 kazaniriz.
Demek ki 2 artirirsak, beklentiiniz,
a(=3) + (1 —a)(0) =-3a
dir. Beklentimizin negatif bir say:r olmasi okuru gasirtmamustir.
Elimizde K oldugundan, oyunun bizim aleyhimize olmasi gerekir.

2 Burda g, 0’la 1 arasinda bir sayidir. Matematikte olasiliklar 0’la 1 arasinda
degisir. %100’iin matematikgesi 1°dir. %25’in matematikgesi 1/4’tur.
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Hangi beklenti daha iyidir, daha dogrusu daha az kétiidiir?
-1 mi yoksa -3a mu?

Eger —3a > -1 ise 2 artirmaliyiz.

Eger —3a < -1 ise pas ge¢meliyiz.

Eger 3a = -1 ise ne yaparsak yapalim 6nemli degildir.

Sonug olarak,

Makinaya A gelme olasihig pas ge¢meliyiz | Beklentimiz —1’dir.
1/3’ten fazlaysa,

Makinaya A gelme olasihigi, 2 artirmaliyiz Beklentimiz —3a’dir.
a, 1/3’ten azsa,

Makinaya A gelme olasihigi, istedigimizi Beklentimiz —1’dir.
1/3 ise, yapabiliriz

7) Oyunu Biraz Degistirelim. Seceneklerimizi ikiden tige ¢1-
karalim. Istersek pas gecebilelim, istersek 1 artirabilelim, ister-
sek 2 artirabilelim. Makina gene yukardaki kurallara uyacak.
Pas gecersek koydugumuz parayi alacak, 1 lira koyarsak 1 lira
koyacak, 2 lira koyarsak 2 lira koyacak.

Bu oyunu nasil oynamaliyiz? Kigitlar1 saydigimizi da var-
sayalim, yani 6biir oyuncunun eline kag olasilikla A, kag olasi-
likla K oldugunu bildigimizi de varsayalim.

Her seyden 6nce elimizde A varsa, kesinlikle 2 artirmaliyiz.
Cinkii elimizde A varsa kaybedemeyiz, en koti olasilikla para-
y1 paylasiriz. Kazandigimizda daha ¢ok para kazanabilmek igin,
kurallarin izin verdigi en yiiksek paray (2 lira) one siirmeliyiz.

Her zamanki gibi elimizde K oldugunda isler karigsiyor. Eli-
mizde K oldugunu varsayalim. Para kazanamayacagimiz: bili-
yoruz. Dolayisiyla 2 artirmanin anlami yoktur. Eger illd artir-
mak gerekiyorsa 1 arturmali. Clinkii ne kadar ¢ok artirirsak, o
kadar ¢ok kaybederiz ve kazandigimizda 1 lira da artirmus ol-
sak, 2 lira da artirmig olsak O lira kazaniriz. Kumar terimiyle,
“tapi” kalkmak umuduyla artiriyoruz. Bunu matematiksel ola-
rak kanitlayalim.
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Obiir oyuncunun elinde a olasilikla A, 1 — a olasilikla K ol-
sun. Ug secenegimizin beklentilerini teker teker hesaplayalim.
Bakalim hangisi daha biiyuk.

e Pas gecersek beklentimiz —1’dir.

e 1 arurirsak beklentimiz kagtir? Hesaplayalim. a olasi-
likla makinanin as1 olacak ve -2 lira kazanacagiz. 1 - a olasi-
likla makinanin papaz: olacak ve O lira kazanacagiz. Demek ki
1 lira arurdigimizda beklentimiz a(-2) + (1 - )0 = —2a’dur.

e 2 arturirsak beklentimiz kagtir? a olasilikla makinanin
ast olacak ve -3 lira kazanacagiz. 1 — g olasilikla makinanin pa-
pazi olacak ve 0 lira kazanacagiz. Demek ki 1 lira artirdigimiz-
da beklentimiz —34’dur.

Bu u¢ sayidan (-1’den, —2a’dan ve —-3a’dan) hangisi daha
bitytiktar? a en az 0 oldugundan, —24, —3a’dan daha biyiiktur.
Demek ki 2 artirmak yerine 1 artirmaliyiz. Simdi geriye kalan
-1 ve —2a sayilarini karsilagtiralim. Hangisi daha buyuktir?
Eger a < 1/2 ise, —2a daha biuytktur; demek ki bu gikta 1 artir-
maliyiz. Eger a > 1/2 ise, —1 daha biiyiiktiir; demek ki bu sikta
pas gecmeliyiz. Eger a = 1/2 ise, ister pas gegelim ister 1 artira-
lim (yeter ki 2 artirmayalim), beklentimiz —1°dir. Sonug olarak,

Eger a < 1/2 1se 1 artiralim. Beklentimiz ~24’dur.
Eger a > 1/2 ise pas gecelim. Beklentimiz —-1’dir.

8) Blof Yapmali mi1? Yukarda makinaya segenek vermedik.
Bu boliimde makinaya da secenek verecegiz. Bu yiizden artik
ikinci oyuncuya makina demeyecegiz. Ikinci oyuncu kisiligi
olan bizim gibi bir insan olacak.

Bu bolimde ele alacagimiz oyunun kurallar soyle: Her iki
oyuncu da oyunun baginda ortaya birer lira koyar ve her ikisine
de i¢cinde hemen hemen esit sayida A ve K bulunan biiytik bir des-
teden birer kagit dagitilir. Destede A ve K’dan bagka kagit yok.
Gene birinci oyuncuyuz. Ister pas geceriz ister 2 lira artiririz. Pas
gecersek ikinci oyuncu ortadaki 1 liray: alir. Buraya degin oyunu-
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muzun kurallart ilk oyununki gibi. Bundan sonras: degisik ola-
cak. Eger 2 lira artirirsak ikinci oyuncu ya pas gegebilir ya da 2
liramz1 goriip elini agar. Ikinci oyuncunun artirmaya hakki yok.

Bu oyunda bizim ve ikinci oyuncunun en iyi stratejisinin ne
oldugu sorusunu sorabiliriz.

Ovyunu biraz inceleyelim. Elimizde A varsa, her zamanki gi-
bi artirmaliyiz. Bundan, yazinin bu agamasinda kuskumuz ol-
mamali.

Ikinci oyuncunun elinde A varsa ve artirmigsak, ikinci oyun-
cu 2 liramiz1 gérmeli, ¢iinkii A ile kaybedemez. Bundan da kus-
kumuz olmamal.

Ya bizim elimizde K varsa? Elimizde K varsa blof yapabiliriz!
Elimizde K varsa, 2 lira artirarak ikinci oyuncuya elimizde as ol-
duguna inandirabiliriz. Ama, hep blof yaparsak, ikinci oyuncu
hep blof yaptigimizi anlayabilir. Dolayisiyla her zaman degil ara-
da bir bléf yapmaliyiz, diye diigtinebiliriz. Kag oyunda bir elimiz-
de papazla blof yapmaliyiz? Yani kag olasihikla? Ve ikinci oyun-
cu blofiimiizii (elinde papazla) gormeli mi?

Soru zor... Soru zor ama oyunun ¢ézimlemesini (analizini)
yaptigimizda bu zor sorunun kayboldugunu gorecegiz.

Once olasiliklar1 bir yana birakalim ve stratejileri gozden
gecirelim. Her oyun Oncesi olast dort stratejimiz var:

1) Elimizde A da olsa K da olsa artirabiliriz.

2) Elimizde A da olsa K da olsa artirmayabiliriz.

3) Elimizde A oldugunda artirabiliriz.

4) Elimizde K oldugunda artirabiliriz.

Eger artirmazsak, yani pas gegersek, ikinci oyuncunun bir
secenegi yok, 1 lirayi cebine indirir. Artirdigimizdaysa ikinci
oyuncunun da dort stratejisi vardir:

1) Elinde ne olursa olsun gorebilir.

2) Elinde ne olursa olsun gormez.

3) Elinde A oldugunda goriir yalnizca.

4) Elinde K oldugunda goriir yalnizca.
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Demek ki oyunda toplam 4 x 4 = 16 strateji var. Bu strate-
jilerin herbirinin beklentisini kocaman bir tabloyla gosterelim:

Hep kabul et Hig kabul etme A ile kabul et K ile kabul et
Hep AA 0 AA 1 AA 0 AA 1
arur AK 3 AK 1 AK 1 AK 3
KA -3 KA 1 KA -3 KA 1
KK 0 KK 1 KK 1 KK 0
Beklenti 0 Beklenti 1 Beklenti -1/4 Beklenti 5/4
Hi¢ AA -1 AA -1 AA -1 AA -1
artirma AK -1 AK -1 AK -1 AK -1
KA -1 KA -1 KA -1 KA -1
KK -1 KK -1 KK -1 KK -1
Beklenti -1 Beklenti -1 Beklenti -1 Beklenti -1
Alle AA 0 AA 1 AA 0 AA 1
artir AK 3 AK 1 AK 1 AK 3
KA -1 KA -1 KA -1 KA -1
KK -1 KK -1 KK -1 KK -1
Beklenti 1/4 Beklenti 0 Beklenti -1/4 Beklenti 172
K ile AA -1 AA -1 AA -1 AA -1
arur AK -1 AK -1 AK -1 AK -1
KA -3 KA 1 KA -3 KA 1
KK 0 KK 1 KK 1 KK 0
Beklenti -5/4 Beklenti 0 Beklenti -1 Beklenti -1/4

Bu tablonun nasil hesaplandigini anlatalim. Siralar her za-
manki gibi bizim stratejilerimizi gosteriyor. Siitunlar da ikinci
oyuncunun stratejilerini. Her iki oyuncunun da elinde as varsa
AA yazdik. Elimizde A, ikinci oyuncuda K varsa, AK yazdik.
Uguncii siranin dérdiincii siitununu ele alalim. Ugiincii sirada
oldugumuzdan, biz elimizde A oldugunda 2 lira artirtyoruz.
Eger elimizde K varsa pas gegiyoruz. Dordiincii siitunda oldu-
gumuzdan, ikinci oyuncu elinde K oldugunda goriiyor ve A ol-
dugunda pas geciyor. Eger her ikimizin de elinde A varsa, yani
AA sikkindaysak, elimizde A oldugundan 2 artinriz ve ikinci
oyuncu pas gecer. Dolayisiyla 1 kazaniriz. Bu yiizden AA’nin
yanma 1 yazdik. Eger elimizde A, ikinci oyuncuda K varsa, 2
lira artiririz, ikinci oyuncu kabul eder ve 3 lirasini aliriz. Dola-
yistyla AK’nin yanina 3 yazdik. Eger elimizde K varsa, pas ge-
geriz ve 1 lira kaybederiz. Bu yiizden KA ve KK’nin yanma -1
yazdik. En agagiya da beklentiyi yazdik. Ugiincii sirayla dor-
diinci stitunun kesigtigi oyunun beklentisi
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(174)(1) + (1/4)(3) + (1/4)(-1) + (1/4)(-1) = 1/2
dir. (As ve papazlarin esit dagildigini varsaydigimizi unutmayn. )
Tablodaki hesaplar kaldirip yalnizca beklentileri birakalim:
Hep | Hi¢ | Aile | Kile
Hep 0 1| -1/4| 5/4
Hi | -1 | 1] -1] -1
Aile 1/4 0| -1/4 1/2
Kile | =5/4 0 -1 |-1/4

Bu son tablo oyunu ozetliyor. Bize gereken de bu 6zet za-

ten. Siralar, birinci oyuncunun segebilecegi cesitli stratejiler.
Siitunlar, ikinci oyuncunun segebilecegi cesitli stratejiler. Segi-
len sirayla segilen siitunun kesisimindeki sayi, o stratejilerle oy-
nandiginda, oyun bagina birinci oyuncunun kazancim gosteri-
yor. Ornegin, elimizde A ile artirmaya ve K ile pas ge¢meye ka-
rar verdiysek ve ikinci oyuncu yalniz A ile gormeye karar ver-
diyse, tigiincii sirayla iigiincii siitunun kesistigi oyundayiz. Bek-
lentimiz —1/4’tiir. Yani her iki oyuncu bu stratejilerle 1000 kez
oynarlarsa, sanslar esit oldugunda, birinci oyuncu 250 lira kay-
beder, ikinci oyuncu 250 lira kazanir.

Biz birinci oyuncuyuz. Dolayisiyla siralardan birini segece-
giz. Bu secim, stratejimizi belirleyecek. Ikinci oyuncu siitunlar-
dan birini sececek, yani stratejisini belirleyecek. Bu se¢imi bir-
birimizden gizli yapacagiz. lkimiz de segimlerimizi (stratejileri-
mizi) birbirimizden gizli bir kdgida yazacagiz. Sonra segimleri-
mizi agiklayacagiz. Her ikimiz de lgiincii stratejiyi segmigsek,
biz 1/4 lira kaybedecegiz, ¢biir oyuncu 1/4 lira kazanacak.
Oyunu bir kez degil, bircok kez oynayacagiz. Ve her oyunda
secimimizi degistirebiliriz. Yalniz dikkatli olmali, eger 5/4 lira
kazanmak umuduyla hep birinci siray: secersek, ikinci oyuncu
stratejimizi anlayabilir ve tiglincii siitunu seger. Ve boylece 5/4
kazanmayi umarken 1/4 kaybedebiliriz.

Biz, birinci oyuncu olarak, hangi stratejiyi, yani hangi sira-
y1 se¢meliyiz?
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Artik iskambil kidgidi kullanmadan poker oynadigimiza da
dikkatinizi ¢cekerim!

Yazinin siiregini okumadan 6nce bu oyunu bir arkadasiniz-
la yirmi otuz kez oynamanizi 6neririm. Zamanla dogru strate-
jiyi kesfedeceginizden kuskum yok. Boylece asagida yazdiklari-
m1 daha iyi anlayacaksiniz, hatta okumadan kendiniz kesfede-
ceksiniz.

Ikinci sira pek akilli bir se¢cime benzemiyor. Ciinkii ikinci si-
ray1 segersek (yani hep pas gegmeyi segersek), 6biir oyuncunun
se¢imi ne olursa olsun 1 lira kaybedecegiz. Ikinci sira gergekten
de iyi bir se¢im degildir. Ama iyi bir se¢cim olmamasinin daha
matematiksel bir nedeni vardir: ikinci siranin her sayisi bir iist-
teki sayidan daha kigiiktiir. Yani birinci sira bize her zaman
ikinci siradan daha fazla para kazandirir (ya da daha az kay-
bettirir.) Dolayisiyla birinci siray1 segmek ikinci siray1 segmek-
ten daha avantajlidir. Demek ki hi¢bir zaman ikinci sirayi seg-
memeliyiz. Dolayisiyla ikinci siray1 oyundan silebiliriz.

Ugiincii sirayla dordiincii siray1 kargilastirirsak, giincii si-
ranin daha isimize geldigi ortaya ¢ikar. Ugiincii siranin her sa-
yis1 bir alttaki sayidan daha buyiik. Dolayisiyla, dérdiincii sira-
y1 se¢mektense iigiincii sirayr se¢meliyiz. Dordiincti sirayr da
oyundan silebiliriz. Demek ki iki sirali, dort siitunlu bir oyun
kaldi 6niimiizde:

Hep | Hi¢ | Aile | Kile
Hep 0 1| -1/4 | 5/4
Aile | 1/4 0| -1/4 | 112

Simdi ikinci oyuncunun nasil diisindigiine bakalim. Ikinci

oyuncu, akilli bir yaratik oldugumuzu biliyor. (Bilmiyorsa
oyun sonunda 6grenir!) Yani ikinci ve dorduncii siralar segme-
yecegimizi, bu siralari oyundan attigimizi biliyor. Demek ki
ikinci oyuncunun da 6niinde yukardaki iki sirali dort stitunlu
oyun var. (Negatif sayilar, ikinci oyuncunun kazanacagini gos-
teriyor.) Ikinci oyuncu bu tabloyu soyle bir gézden gegirince,
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ticiincii siitunun kendisi igin en avantajli siitun oldugunu anla-
yacaktir. Her seyden 6nce Uglincii siitunu segerse kaybetmesine
olanak yoktur: birinci oyuncu ne segerse segsin ikinci oyuncu
bu siitunu segerse 1/4 lira kazanacaktir. Ama bunun da 6tesin-
de, iiciincii siitunun her sayisi1 bulundugu siranin en kiigiik sa-
yis1. Ornegin iiglincii siitunun her iki sayis1 da bir sonraki sayi-
lardan daha kiiciik. (Kiigiik sayilarin ikinci oyuncunun igine
geldigini unutmayin.) Ikinci oyuncu dogal olarak igiincii

siitunu dordiincii siituna yegler. Ay sey obiir Ale

siitunlar i¢in de dogru. Dolayisiyla ikinci oyuncu Hep | —1/4

birinci, ikinci ve dordiincii stutunlari oyundan [A e | —1/4

atar. Geriye yandaki oyun kalir.

Koca poker oyunu ne hale geldi!

Simdi artik en iyi stratejiler belli olmustur: Birinci oyuncu ya
hep ya da yalniz A ile artirmalidir. Dilerse eline bakmadan hep
artirsin. Dilerse elindeki kagit A ise artirsin. Dilerse bu iki strate-
jiden birini segmek igin yazitura atsin. Bu iki stratejisini degisti-
rerek oynayabilir. Arada bir hep artirir, arada bir yalniz A ile ar-
urir. Sonug olarak birinci oyuncu, elinde as varsa hep artirsin; K
varsa, diledigini yapsin. Ikinci oyuncu blof yapugini anlasa da
anlamasa da onemi yok. Oyunun beklentisi degismez.

Ikinci oyuncu, yalniz elinde A varsa, birinci oyuncunun 2 li-
rasim1 gormelidir, yoksa pas gegmelidir.

Sonug olarak, bu stratejiler her iki oyuncunun en iyi strateji-
leridir. Bu en iyi stratejilerle oynandiginda, birinci oyuncu oyun
basina ortalama 1/4 lira kaybeder, ikinci oyuncu oyun basina 1/4
lira kazanir. Eger birinci oyuncu bagka strateji segerse, bunu ara-
da bir yapsa bile, 1/4 liradan daha fazla kaybeder (sanslar ve as
ve papaz dagilimi esitse.) lkinci oyuncu bagka strateji segerse,
1/4’ten daha az kazanir, hatta kaybedebilir bile.

Gordiigiimiiz gibi, bu oyun ikinci oyuncudan yana. Bunun
boyle olmasi gerektigini poker oyuncular: bilirler: En son ko-
nusan oyuncunun avantaji!
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Matematik ve Ozgiirliik

areketlerimizde ve aldigimiz kararlarda gercekten ozgiir

miyiiz? Yoksa ayrimina varmadigumiz bir giiciin, 6rnegin
birtakim aligkanliklarin etkisi altinda miy1z? Birkag 6rnek ver-
dikten sonra konuya matematiksel (ve biraz da kaginilmaz ola-
rak felsefi) yonden egilecegim.

Dort Istek. Konuya girmeden once sizden birkag istegim
olacak:

1. Ayaga kalkin ve el bileginizi tutun.

2. El urnaklarimiza bakin.

3. Ayaga kalkip topugunuza bakin.

4. Esinizle, nisanhinizla, sozliiniizle, sevgilinizle, kars: cins-
ten sevdiginiz biriyle elele tutusup biraz yiiriyiin.

Simdi size ne yaptiginizi séyleyecegim:

1. Sol bileginizi tuttunuz.

2. Eger erkekseniz, tirnaklariniza bakmak i¢in parmaklari-
niz1 avcunuzun igine kivirdimz. Eger kadinsaniz, parmaklarini-
z1 yayip elinizin sirtina baktiniz.

3. Eger erkekseniz topugunuza bakmak i¢in 6ne egildiniz.
Eger kadinsaniz topugunuzu arkadan kaldirip arkaya dogru
biikiildiiniiz.



4. Eger erkekseniz sevdiginizin elini 6nden kavramigsiniz-
dir, yani elinizin sirt1 yuriidigiiniiz yone bakar. Eger kadinsa-
niz, avcunuz yurudiginiiz yone bakar ve erkek avcunuzu 6n-
den kavramugtir.

Buyiik bir olasilikla tahminlerim dogru ¢ikmistir. Bu tah-
minlerim sizi sasirtmamus olabilir. Ornegin, insanlar genellikle
sagak olduklarindan, sol bileklerini tuttuklarini anlamigsiniz-
dir. Amacim kimseyi sasirtmak degildi zaten. Amacim, rasgele
gibi gelebilecek se¢imlerin kimileyin bir kurala uyduklarim gos-
termekti.

Yillar 6nce erkeklerin sigaray: agizlarinin solunda, kadinla-
rinsa saginda tuttuklarim duymustum. Gozlemlerim de bu yon-
deydi.

Uygulamada hicbir igse yarayacagina inanmadigim bu goz-
lemlerden sonra uygulamaya gegirilebilecek bir 6rnek vereyim.

Tiiketici Psikolojisi. Yillar 6nce Amerika’da tiiketici psiko-
lojisiyle ilgili bir gazete yazist okumugtum. Birbirine hemen he-
men esdeger olan iki tilketim maddesini ele almig aragtirmaci-
lar. Ornegin The New York Times ve The Washington Post gi-
bi iki ciddi gazete, Time ve Newsweek gibi iki haftalik haber
dergisi, Pepsi Cola ve Coca Cola gibi iki gazli i¢it, Playboy ve
Penthouse gibi iki aylik “erkek dergisi”... Birbirine ¢ok benze-
yen bu iki tirtinii bir ditkkkanda, ortalik bir yerde sergilemisler.
Ancak iki Giriinden birinden yiizlerce, 6buriindense on yirmi ta-
ne kadar, yani az sayida sergilemisler. Uriinler satildik¢a yerine
yenilerini koymusglar. Giin sonunda, ¢ok sayida sergilenen trii-
niin daha ¢ok satilmig oldugu saptanmus.

Amerika i¢in gegerli olan bu gozlem bir bagka iilke i¢in ge-
cerli olmayabilir. Ornegin, Tiirkiye’de bunun tam tersi olabilir,
“kalmayacak” korkusuyla insanlar az sergilenen iriinii daha
cok alabilirler. Hatta deneyin sonucu, sehirden sehire, yas gru-
bundan yag grubuna gore bile degisebilir. Gene de, bu deney-
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den, ayni ortamda yetismis ve ayni ortamda yasayan insanlarin
davranislarinin ve kararlarinin birbirine benzedigi ortaya c¢iki-
yor. Zaten boyle benzesme olmasaydi toplumbilim ya da
toplum psikolojisi gibi bilim dallari olmazdi.

En Cok Tutulan Sayilar. Cocuklarin oynadiklari bir oyun
vardir, iki ¢ocuktan biri, 6rnegin, I’le 100 arasinda bir say! tu-
tar. Obir cocuk, “50°den biyik , -

md”, “68’le 83 arasinda mi1” gibi
yaniti evet ya da hayir olabilecek so- v
rular sorarak tutulan sayiyr bulmaya
calisir. Sonra, roller degisir, bu kez

Obur cocuk I’le 100 arasinda bir sa-

yI tutar. Tutulan sayiy: en ¢cabuk bu-

lan ¢cocuk oyunu kazanir.

Bu oyunun stratejisi oldukca
aciktir: sayilar ortadan ikiye bdolu-
nur. Ornegin ilk soru 50°den buyik
mu” olabilir. Eder yanit evetse,
ikinci soru “75’ten biydk ma” ola-
bilir... Bu ydntemle, tutulan sayi en ¢ok 7 soruda bulunur.

Ama diyelim ki ¢ocuklardan biri ébir ¢cocugun yiizde 90
olasilikla 40’la 60 arasinda bir sayi tuttugunu biliyor. O zaman
ilk sorusu “40’la 60 arasinda m1” olursa, oyunu kazanma ola-
sihigr artar.

Yillar 6énce, bir dersimde, hangi sayinin ytzde ka¢ olasilik-
la tutuldugu bilindiginde bu oyunun en iyi stratejisinin nasil
bulundugunu anlatacaktim. Derse biraz tat vermek igin sinifa
bir sapkayla girdim. Ogrencilerden kiiciik bir kagida 1’le 10
arasinda bir sayl yazip sapkaya atmalarini istedim. Anlataca-
gim konuyu daha 6nce bilmediklerinden bu istegime bir anlam
veremediler ama yerine getirdiler. Yz elli dolayinda 6grenci
vardi sinifta. Her sayinin segilme olasihigr 1/10 oldugundan, her



say1 asag1 yukari 15 kez segilmeliydi. Bunu 6grencilerime anlat-
tim. Kimse kars1 ¢tkmadi, herkes ayni diisiincedeydi.

— Ama, diye ekledim, gérecegiz ki, en ¢ok 7 secilecek!

Sapkayi bir masaya bosaltuk. Bir 6grenci secilen sayilari te-
ker teker okudu. Ben de bu sayilari karatahtaya yazdim. Tah-
min ettigim gibi 6grencilerin agag1 yukar yiizde otuzu 7’yi seg-
misti. Yiizde ondan ¢ok daha biiyiik bir yiizde...

Hangi sayinin hangi siklikta segildigini gozlemledikten son-
ra 1’le 10 arasinda tutulan bir sayiyr bulma oyununun en iyi
yani en hizli stratejisini bulduk.

Bir bagka iilkede bagka sonug bulunabilir, ama sanirim ay-
ni ortamda, benzer kosullarda yetismis insanlar kimi sayilar
obur sayilara yegleyeceklerdir.

Diyelim size benzeyen insanlar arasinda (ayni yas grubun-
dan, benzer egitimden ge¢mis, ayni cinsiyetten insanlar arasinda)
bir anket yapiliyor. Bu insanlardan 8 ve 9 rakamlarindan birini
segmeleri isteniyor. Diyelim bu insanlarin yiizde 80°i 9°u secti.
Bundan sizin de biiyiik bir olasilikla 9°u segeceginiz ¢tkmaz mi?

Insanlara sorulan soru, “kendinizi pencereden atacak misi-
niz” olsa, elbet cogunluk “hayir” yanitini verir. Ama insanlar-
dan istenen iki sayidan birini se¢meleri. Insanlarin bir sayiy1
Obiiriine yeglemeleri i¢in goriiniirde bir neden yok. Ama sayi-
lardan biri 6biiriine yegleniyor. Bu durumda ézgiir oldugumuz
sOylenebilir mi?

Newcomb’un Oyunu. 1960’ta Amerikali fizik¢i William
Newcomb su oyunu ortaya atar: Oniiniizde igini géremediginiz
iki kapali kutu duruyor. Birinci kutuda kesin 1 lira var. Ikinci
kutuysa ya bos ya da i¢inde 100 lira var. Iki seceneginiz var:

1) Her iki kutuyu birden acgabilirsiniz ve kutularda buldu-
gunuz paralar (ya 1 ya da 101 lira) sizin olur.

2) Salt ikinci kutuyu agabilirsiniz. Kutuda para varsa (100
lira) parayi cebinize atarsiniz. Yoksa hava alirsiniz.
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Hangi secenedi segmelisiniz? iki kutuyu birden mi, yoksa
salt ikinci kutuyu mu a¢malisiniz?

iki kutuyu birden acmalisiniz elbet. Bunun hicbir zarari ol-
madi§i gibi yarari da vardir. ikinci kutuda para olsa da olma-
sa da, her iki kutuyu birden acarak, ikinci kutunun icindeki pa-
radan baska, birinci kutudaki 1 liraylr da kazanirsiniz. Gegerli
bir neden olmadan 1 lirayi reddetmek dogru olmaz. Bunun pin-
tilikle bir ilgisi yok, mantikla ilgisi var.

Ama Newcomb’un oyunu bu kadarla kalmiyor. Newcomb
bize bir bilgi daha veriyor. Bir giin énce, gelecegi ylzde doksan
dogrulukta gorebilen olaganustu yetili bir varlik, hangi secene-
gi sececeginizi ongorayor. Salt ikinci kutuyu agacaginizi 6ngér-
musse ikinci kutuya 100 lira koyuyor. Her iki kutuyu birden
acacaginizi ongérmiusse (yani acgdzli oldugunuzu duistiniyor-
sa!) ikinci kutuyu bos birakiyor. Bu bilgiyle hangi secenegi sec-
melisiniz? Her iki kutuyu birden mi agmalisiniz, yoksa salt
ikinci kutuyu mu?

Gelecegi gorebilen olaganustii varlik Tanri olabilir. illa mii-
kemmel bir Tanri olmasi da gerekmez, yizde 10 hata yapabi-
len bir Tanri da olabilir. Ya da sizi ¢cok iyi tanityan biri olabilir,
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ornegin, anneniz, babamz, esiniz, psikologunuz... Bu varlik, si-
zin boyle bir oyunda ne sececeginizi yiizde 90, yiizde 60, yiizde
51 olasilikla 6ngorebilir.

Varlik’in yizde 90 dogru 6ngordigiinii varsayalim.

Bir an igin, her iki kutuyu birden a¢tigimiz1 diisiinelim. Var-
lik her iki kutuyu birden agacagimizi 6ngérmiisse, yalnizca 1 li-
ra kazaniriz. Ama Varlik 6ngorisiinde yanilmigsa, sadece ikinci
kutuyu agacagimizi diisiinmusse o zaman 101 lira kazaniriz.

Salt ikinci kutuyu agtigimizi varsayalim simdi de. Varlik
salt ikinci kutuyu agacagimizi 6ngormiigse 100 lira kazaniriz.
Varlik 6ngoriisiinde yanilmigsa, yani her iki kutuyu birden aca-
cagimizi sanmigsa, hi¢ para kazanamayiz.

Bunu Varlik’la oynadigimiz bir oyun olarak gérebiliriz.
Oyunumuz iki hamlelik bir oyun. Ilk hamleyi Varlik yapiyor.
Ikinci (ve son) hamleyi de biz. Oyunu bir semayla gosterelim:

Varlik iki kutuyu [Varlik yalmzca ikinci
birden acacagimizi | kutuyu agacagimiz

ongoruyor Oongoruyor
Iki kutuyu birden agiyoruz 1TL 101 TL
Yalniz ikinci kutuyu agiyoruz 0TL 100 TL

Bu oyunu nasil oynarsiniz? Varlik hamlesini yapti. Sira sizde...
Iki kutuyu birden mi agmalisiniz, yoksa salt ikinci kutuyu mu??

Birinci Yamt. “Iki kutuyu birden agarsam, Varlik bunu bii-
yiik bir olasilikla 6ngormiig olacak, dolayisiyla yalnizca 1 lira
kazanacagim. Ama yalnizca ikinci kutuyu acarsam, Varhk
yalnizca ikinci kutuyu acgacagimi yiizde doksan olasilikla 6n-
gormiis olacagindan biiyiik bir olasilikla 100 lira kazanacagim.
Demek ki yalnizca ikinci kutuyu agmaliyim.”

1 Hangi stratejiyi sececegimizi yazi-tura atarak karar versek ne olur? Kaynakca
[12]°de problemi sunarken, Varlik yazi-tura atacagimizi éngoriirse, ikinci ku-
tuyu bos birakacagini soylityor.
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Ikinci Yamit. “Varlik 6ngérusunt diin yapti. Bugiin alaca-
gim karar ne bu 6ngériiyii ne de kutudaki paralar: degistirecek.
Dolayisiyla istedigim karari almakta 6zgirim. Her iki kutuyu
birden agarak (varsa elbet), ikinci kutudaki paradan bagka, bi-
rinci kutudaki 1 liray1 da cebime indiririm. Yukardaki oyun se-
masi da iki kutuyu almanin daha dogru oldugunu soyliiyor za-
ten: birinci siradaki sayilar ikinci siradaki sayilardan daha bii-
yiik. Ikinci kutuda para olsa da olmasa da, her iki kutuyu bir-
den acarak daha ¢ok para kazanirim.”

Hangi Yanit Dogru? Felsefeci ve matematikgilerin hangi ya-
mitin dogru oldugu konusunda diisiinmeleri gerekir. Her iki ya-
nit da savunulabilir.

Beklenti. Birinci yamit “beklenti” ilkesine dayaniyor. Var-
lik’in yiizde doksan dogru ongordigunt varsayarak, her iki
hamlemizin de beklentisini hesaplayalim. Once her iki kutuyu
da actigimiz duruma bakalim:

%90 olasilikla Varlik iki kutuyu birden

acgacagimizi 6ngoriyor ve 1 lira kazamyoruz
%10 | olasilikla Varlik yalmzca ikinci kutuyu
agacagimizi ongoriiyor ve 101 lira kazamyoruz.

Beklentimiz bu durumda
(90/100) x 1 + (10/100) x 101 = 11
liradir.
Simdi yalmizca ikinci kutuyu a¢tigimiz duruma bakalim:

%10 olasilikla Varlik iki kutuyu birden

agacagimizi ongoriiyor ve 0 lira kazanyoruz
%90 olasilikla Varlik salt ikinci kutuyu

agacagumizi ongoriiyor ve 100 lira kazamyoruz
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Beklentimiz bu durumda
(10/100) x 0 + (90/100) x 100 = 90
liradir. Ikinci beklenti birincisinden daha fazla oldugundan,
ikinci segenegi se¢meliyiz, yani salt ikinci kutuyu agmaliyiz. De-
mek ki birinci yanit dogrudur.

Varlik’in dogru 6ngdrme orani, yiizde 90 gibi yiiksek bir
say1 olacagina yiizde 51 bile olsa, salt ikinci kutuyu agmanin
beklentisi, her iki kutuyu da a¢gma beklentisinden daha yiiksek
cikar. Demek ki, Varlik’in dogru 6ngérme orani yiizde 50’den
biraz yiiksek bile olsa (ytizde 100 x 101/201 = 50,0248756°den
biyiikse), beklenti yontemi salt ikinci kutuyu agmamiz gerekti-
gini soyliyor.

Ustiinliik Tlkesi. Ikinci yanit istiinliik ilkesine dayaniyor:
Oyunun semasina bakalim. Bu semada, birinci siranin sayilari
hemen alttaki sayilardan daha yiiksek (daha iistiin) oldugun-
dan, her iki kutuyu birden agmaliyiz. Her iki kutuyu agmak,
yalnizca ikinci kutuyu agmaktan daha iistiin bir stratejidir.

Sonug. Dedigim gibi, hangi stratejinin dogru oldugu konu-
sunda matematikgiler ve felsefeciler anlagamiyorlar. Kimine
gore ustinlik ilkesini uygulayip iki kutuyu birden agmaliyiz,
kimine goreyse beklenti ilkesini uygulayip sadece ikinci kutuyu
agmaliyiz. Kimi de, bu soruya ne beklenti yonteminin ne de iis-
tinlik ilkesinin uygulanabilecegini savunuyor.

Genellikle hareketlerinde 6zgiir olduklarina inanan insan-
lar her iki kutuyu birden agmanin en iyi strateji oldugunu di-
siiniiyorlar. Ornegin Jean—Paul Sartre sag olsa ve Sartre’n ya-
sam arkadagi Simone de Beauvoire bu oyunu Sartre’a oynatsa,
Ozgir olduguna inanan ve yapitlarinda bunu siirekli savunan
Sartre, biraz disiiniince her iki kutuyu birden agmak isteyecek-
tir. Simone de Beauvoire, Sartre’1 iyi tanidigindan, Sartre’in bu
stratejiyi sececegini ongorecek ve ikinci kutuyu bog birakacak-
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tir! Dolayisiyla 6zgiir olduguna inananlar (ve Varlik’a bunu
belli edenler!) Varlik tarafindan cezalandirilacaklardir!

“Oyle bir Varlik olamaz” demek celiskiyi ¢6zmez. Ciinkii,
gelecegi yiizde 90 dogrulukla 6ngorebilen bir Varlik olmasa bi-
le, bizi ¢ok iyi taniyan ve bu oyunu nasil oynayacagimizi en az
yiizde 51 olasilikla 6ngorebilen bir insan vardir elbette.

Ben Ne Diisiiniiyorum? Bu oyunu oynayana dek, hangi
stratejiden yana oldugumdan pek emin degildim. Oyunu bir
kez oynadim (bu yaziy1 yazdiktan ve bu kitabin ikinci basimin-
dan ¢ok daha sonra.) Ben “Tanri” oldum ve ¢ok yakin bir ar-
kadasim se¢im yapti. Tahmin ettigim gibi arkadasim her iki ku-
tuyu birden agti. Her iki kutuyu birden a¢cmas: gerekirdi elbet!

Bu oyunu oynasam, her iki kutuyu birden agarim. Beni ta-
miyan bir Varlik, her iki kutuyu agacagimi 6ngériir ve ikinci
kutuyu bos bulurum! Gene de sagim solum belli olmaz, son an-
da yalnizca ikinci kutuyu agmaya karar verebilirim. Ve bes ku-
rus para kazanamam!

Kaynakga: Newcomb’un sorusu tizerine daha genis bilgi ve
tartisma [1,2,3,5,6,10,12,13,17])’de bulunabilir.
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Saymak Samildig1 Kadar Kolay
Degildir

ir matematik¢inin bir zamanlar dedigi gibi, saymasi bi-

lenler ve bilmeyenler olmak tizere ti¢ tiir insan vardir... Ba-
kalim siz hangi tiirdensiniz? Ornegin bir odada bulunan topla-
r1 sayabilir misiniz?

Ayse bombos bir odada. Odanin kapisi ve penceresi agik.
Murat odanin hemen diginda, kapinin 6niinde. Murat’in 6niin-
de 1, 2, 3, 4, ... diye sayilandirilmig sonsuz tane top var. Saat
12’ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 sayili toplar1 Ayse’nin bulun-
dugu odaya atiyor. Ayse hi¢ zaman kaybetmeden 1 sayili topu
pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat 3
ve 4 sayili toplar1 Ayse’ye atiyor. Ayse gene hi¢ zaman kaybetme-
den 2 sayili topu pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/3 da-
kika kala, Murat 5 ve 6 sayili toplar1 odaya atiyor. Ayse bu sira-
da 3 sayili topu pencereden bahgeye atiyor. Saat 12°’ye 1/4 daki-
ka kala Murat 7 ve 8 sayili toplar1 Ayse’ye atiyor. Ayse de 4 sa-
yili topu pencereden bahgeye atiyor.

Bu boyle hep devam ediyor. Ayse’yle Murat gittikge hizlani-
yorlar. Murat’in oniindeki toplar ikiger ikiser azahyor, pencere-
den bahgeye atilan toplar birer birer cogaliyor...

Ayse’nin odasindaki toplar da birer birer ¢ogaliyorlar
elbet...



12’ye 1/1 var  Murat 1 ve 2’yi Ayse’ye atiyor Ayse 1’1 pencereden atiyor

12’ye 1/2 var  Murat 3 ve 4’ti Ayse’ye atiyor Ayse 2’yi pencereden atiyor
12’ye 1/3 var  Murat 5 ve 6’y1 Ayse’ye atiyor Ayse 3’i pencereden atiyor
12’ye 1/4 var  Murat 7 ve 8’i Ayse’ye atiyor Ayse 4’1 pencereden atiyor
12’ye 1/5 var  Murat 9 ve 10°u Ayse’ye atiyor Ayse 5’1 pencereden atiyor

12’ye 1/n var Murat 2n-1 ve 2n’yi Ayse’ye atiyor  Ayse »’yi pencereden atiyor

Soru: Saat tam 12°de odada kag top vardir?

Murat’in ve Ayse’nin toplan gittikge artan bir hizla atip
atamayacaklari, ya da sonsuz tane top olur mu gibi sorularla il-
gilenmeyelim. Fiziksel engelleri ortadan kaldirip, soruyu soyut
diizeyde algilayalim.

Birinci Yamit: Saat 12°de odada sonsuz tane top vardir.
Cunkii Murat odaya hep iki top atmaktadir ve Ayse odadan
yalnizca bir top digsar1 atmaktadir. Dolayisiyla odadaki top sa-
yis1 her hamleden sonra 1 artmaktadir. Bu yiizden, saat 12°de
odada sonsuz tane top vardir.

Ikinci Yanit: Saat 12°de odada hig top yoktur. Ciinkii Ayse
her topu bir zaman sonra pencereden bahgeye atacaktir. Oyle
degil mi? Saat 12’ye 1/n kala, Ayse n sayili topu pencereden
bahgeye firlatacaktir. Dolayisiyla her top bir zaman sonra oda-
dan ¢ikacaktir ve saat 12°de odada hig top kalamaz.

Asil Soru: Yanitlarimiz birbirleriyle ¢elisiyor. Hangi yanit
dogru? Hangi yanit yanhs? Yoksa her iki yanit da m1 yanhg?

Opyleyse dogru yanit nedir? Ve neden?

Asil Sorunun Yaniti: Her iki yanit da dogru gibi goziikiiyor.
Ama her ikisi de dogru olamaz elbet. Biraz diigiinelim.
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Birinci yanitta odadaki top sayist gozoniinde bulundurulu-
yor. Odadaki top sayisi hep 1 arttigindan, saat 12°de odadaki
top sayisinin sonsuz olacag one siriiliiyor.

Ikinci yanittaysa toplar teker teker gézoniine aliniyor. Her
top bir zaman sonra odadan disari atilacagindan, odada hig
top kalamaz deniliyor.

Dogru yanit ikincisi. Birazdan ikinci yanitin neden dogru
oldugunu aciklayacagim. Bu paragrafta birinci yanitin gerekge-
sinin neden gegerli olmadigini anlatmaya calisayim: Odadaki
top sayisinin durmadan arttigr dogru. Bundan hi¢ kuskumuz
yok. Ancak bu olgu tek bagina saat 12°de odada sonsuz tane
top oldugunu kanitlamaz! Odadaki top sayist her an artabilir
ve gene de saat 12°de odada hig top kalmayabilir! Zaten burda
olan da bu: Odadaki top sayisi artiyor ve saat 12°de odada hig
top kalmiyor.

Top sayisinin artmasiyla saat 12’de odada sonsuz sayida
top bulunmasi arasindaki iligki sanildug kadar giigli degil,
hatta onsezilerimize ters diigecek kadar zayif!

Ikinci yamitin neden dogru oldugunu daha iyi anlamak igin
her an odada bulunan toplar1 yazalim:

Saat Odadaki toplar Odadaki top sayis
12’ye 1/1 kaladan hemen sonra 2 1
12’ye 1/2 kaladan hemen sonra 3,4 2
12’ye 1/3 kaladan hemen sonra 4, 5, 6 3
12’ye 1/4 kaladan hemen sonra  §5,6,7, 8 4
12’ye 1/5 kaladan hemen sonra 6,7, 8,9, 10 s
12’ye 1/6 kaladan hemen sonra 7, 8,9, 10, 11, 12 6
12’ye 1/n kaladan hemensonra n+1,n+2,..,2n n

Odadaki toplari kiime olarak gosterelim. 12°ye 1/n kaladan

hemen sonra odada bulunan toplarin kiimesine A,, diyelim. De-
mek ki,
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Ay =12}

A, = {3, 4}

A3 =1{4, 5, 6}

Ay=1{5,6,7, 8]}
As=1{6,7,8,9, 10}
Ag=1{7,8,9,10, 11, 12}
A,=n+1,n+2, ... , 21}

esitlikleri gegerli. Bu kiimeler dizisinin sonsuzda ne oldugunu
bulmak istiyoruz.
A, kimesi {2, 3,4, 5, 6, ..
A, kimesi {3, 4, 5,6, 7, ..
Aj; kumesi {4, 5,6, 7, 8, ..
Genel olarak A, kiimesi {n +
bir altkimesidir.

.} kiimesinin bir altkiimesidir.
.} kiimesinin bir altkiimesidir.
.} kiimesinin bir altkiimesidir.
1, n +2,n+ 3, ..} kiimesinin

B, n’den biiyiik tamsayilar kiimesini simgelesin. Yani

B,={n+1,n+2,n+3,..}

olsun. Demek ki,
Ajc By
A, C By
A3 C B;
Ay c By
As c Bs

n S B,

tumceleri gegerli. A,, kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu goster-
mek icin, B, kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu goéstermek ye-
terlidir. Ama B, kiimesi #’den biiytik sayilar icerdiginden, her sa-
y1 bir zaman sonra B, lerden birinin diginda kalir. Ornegin, 1995,
Biggs’te degildir, Byges’da da degildir; genel olarak, 7 > 1995 ise,
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1995, B, de degildir. Bu dedigimiz yalniz 1995 icin degil, her sa-
y1 icin gecerli. Demek ki B,, kiimeleri sonsuzda bogkiime olurlar.
Dolayisiyla A, kiimeleri de sonsuzda bogkiime olurlar.

Burda yaptigimiz ikinci yanitin kanitim agiklamaktan bas-
ka bir sey degil. Ikinci yanitin kaniti dogrudur, yani ikinci ya-
nit dogrudur.

*

Yukardakine benzeyen su bilmeceyi soralim: Murat Ay-
se’ye her saniye iki tane (madeni) 1 lira versin. Ayse de bu 2 li-
ray1 cebine atsin. Ama Ayse’nin cebi delik olsun ve cebine her
iki lira koyusunda, bir lira cebinden yere diigsiin. Sonsuzda Ay-
se’nin cebinde kag lira olur?

Ayse’nin cebindeki para her saniye artmaktadir. Ciinki her
saniye Ayse’nin cebine 2 lira girmektedir ve yalnizca 1 lira dis-
mektedir. Her saniye Ayse 1 lira daha zenginlesir. Ornegin 10
saniye sonra Ayse’nin cebinde 10 lira olacaktir, 11 saniye son-
ra 11 liras1 olacakutir... Bundan, Ayse’nin cebinde sonsuzda son-
suz lira olacag: ¢ikar mi?

Cikmaz!

Paralarin hangi sirayla yere diistiikleri 6nemlidir. Ornegin,
eger paralar Ayse’nin cebinden ilk hikdyemizdeki gibi teker te-
ker sirayla diiserse, Ayse’nin cebinde (sonsuzda) hi¢ para kal-
maz. Ote yandan ilk lira Ayse’nin cebine takili kalirsa ve son-
raki liralar Ayse’nin cebinden sirayla teker teker diiserse, son-
suzda Ayse’nin bir lirasi olur.

Bir bagka ornek verelim: Tek sayili liralar Ayse’nin cebine
takili kalirsa ve ¢ift sayili liralar teker teker diigerse, sonsuzda
Ayse’nin sonsuz parasi olur. Hem yerde hem de Ayse’nin cebin-
de sonsuz para olur.

Sonug olarak, Ayse’nin cebinde sonsuzda herhangi tutarda
parasi olabilir. Ayse’nin cebinde kalacak para, liralarin hangi
sirayla diigtigiine baghdir.
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Bu son problemi biraz zorlastiralim. Ayse’nin cebinden pa-
ralari rastgele diigiirelim. Ayse’nin cebine giren ilk iki lira, yere
diismek i¢in yazi - tura atsinlar. 1/2 olasilikla birinci lira dis-
siin, 1/2 olasilikla ikinci lira. Bir saniye sonra Ayse’nin cebine
iki lira daha girecek ve boylece cebinde 3 lira olacak. Bu ug li-
radan biri de 1/3 olasilikla yere dissiin. Bir saniye sonra Ay-
se’nin cebine iki hra daha girecek ve cebinde 4 lira olacak. Bu
dort liradan biri de 1/4 olasilikla yere diigstin... Sonsuza degin
bu boyle siirsiin. Sonsuzda Ayse’nin kag parasi olur?

Kimi okur, “Sonsuzda Ayse’nin cebinde herhangi tutarda
parasi olabilir, 1 lirasi da olabilir, sonsuz parasi da olabilir,”
yanitini verecektir. Gergekten de biraz 6nce bunun boyle oldu-
gunu gormemis miydik?

Dogru yanit bu degil. Ayse’nin cebinden paralar rastgele
diigerse, sonsuzda Ayse’nin yiizdeyiiz olasilikla sifir lirasi ola-
caktir. “Rastgele” sozciigiiniin altim 6zellikle ¢izdim.

Paralar yere rastgele distugiinde neden Ayse’nin cebinde
sonsuzda hi¢ para kalmaz?

Ayse’nin cebine konan paralari numaralandiralim. 1 sayili
lirayi, yani birinci liray: ele alalim. Bu liranin yiizdeyiiz olasi-
likla bir zaman sonra Ayse’nin cebinden diigsecegini kanitlaya-
cagim. Yani, birinci liranin Ayse’nin cebinde sonsuza degin kal-
ma olasihgimn sifir oldugunu kanitlayacagim.

Bu lira, 1/2 olasilikla daha ilk turda Ayse’nin cebinden dii-
secektir. Ve gene 1/2 olasilikla birinci turda Ayse’nin cebinde
kalacaktir. Demek ki birinci liranin birinci turda diigmeme ola-
siligy 1/2°dir.

Birinci liranin birinci turda dismedigini varsayalim. Ikinci
turda, Ayse’nin cebinde 3 lira vardir. 1/3 olasilikla birinci lira
diigecektir ve 2/3 olasilikla diigmeyecektir. Demek ki birinci li-
ranin ne birinci ne de ikinci turda diigmeme olasilig1,

1/2x2/3=1/3

tur.
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Birinci liranin ikinci turda da ddsmedigini varsayalim.
Uciincii turda Ayse’nin cebinde 4 lira vardir. Birinci lira 1/4
olasilikla dusecektir, 3/4 olasilikla diusmeyecektir. Demek ki bi-
rinci liranin ne birinci ne ikinci ne de Gg¢lncl turda dismeme
olasihgi

1/2 x 2/3 x 3/4 =1/4
tar.

Okur hesaplari strdurebilir. Birinci liranin ilk 4 turda dus-
meme olasihgi,

1/2 x 2/3 x 3/4 x 4/5 =1/5

Genel olarak, birinci liranin ilk n turda (yani saniyede) dus-
meme olasiligr 1/{n + 1) dir.

Bu olasiliklar n buyudukge kucultr. Yani, birinci liranin
dismeme olasihgi gittikge azalir. Bunu zaten biliyorduk. Ama
simdi yeni bir olgu kesfettik: Bu olasiliklar azalir, azalir ve n
sonsuza yaklastik¢a, sifira yaklasirlar. Yani birinci liranin hig
dismeme olasihgr sifirdir. Dolayisiyla, birinci lira 1 olasilikla
(yani % 100) sonlu bir zaman sonra dusecektir!

Birinci lirayla yaptigimizi, herhangi bir lirayla da yapabili-
riz. Her lira bir zaman sonra 1 olasilikla dusecektir. Yani son-
suzda Ayse’nin cebinde hi¢ para kalmaz (1 olasiliklal).






Kimin Kazandig: Bilinen
Ama Nasil Kazandig1 Bilinmeyen
Bir Oyun

yunumuz iki kigi arasinda ve #» x m boyutlu bir dikdort-
O genin icindeki tamnoktalarla oynaniyor. Ornegin, 5 x 3
boyutlu bir oyun, asagidaki seklin en solundan baglar. Oyun-
cular sirayla bir nokta secerler ve sectikleri noktayla o nokta-
nin kuzeyiyle dogusu arasinda kalan noktalar silinir. Ornegin,
5 x 3 boyutlu oyunda, birinci oyuncu (4, 2) noktasini segerse,
oyun bir sonraki duruma doniisiir.

00000 000 000 o0 ®
000006 000 00 o0 o0
00000 00000 0000 0000 o000

Simdi sira ikinci oyuncuda. Ikinci oyuncu en sagdaki (5, 1)
noktasini segerse, o nokta oyundan silinir ve oyun tigiincii duru-
ma doniigur. Sira gene birinci oyuncuda. Birinci oyuncu (3, 2)
noktasini secgerse, oyun dordinci duruma donusiir. Sira ikinel
oyuncuda. lkinci oyuncunun (2, 3) noktasini segtigini varsaya-
lim. O zaman oyun, yukarda gosterilen son duruma donisiir.
Sira birinci oyuncuda...

Oyun béyle siirer. Oyunda hi¢ nokta birakmayan oyuncu,
yani (1, 1) noktasini se¢en oyuncu oyunu kaybeder. Bu yiizden,
kamikaze yapmak istemeyen bir oyuncu (1, 1) noktasint zorun-
lu olmadik¢a se¢mez.



1 x 1’lik oyunu, yani @ oyununu, birinci oyuncu kaybeder.
Giinki ilk hamlesini yapar yapmaz oyunda hi¢ nokta kalmaz.

Eger n > 1 ise, n x ’lik oyunu, yani g@e@ ..- @@ Oyunu-
nu birinci oyuncu kazanur: (2, 1) noktasini seger ve ikinci oyun-
cuya tek noktali bir oyun birakir; ikinci oyuncu son noktayi
secmek zorunda oldugundan oyunu kaybeder.

Eger n > 1 ise, 1 x #’lik oyunu da birinci oyuncu kazanir:
(1, 2) noktasini seger ve ikinci oyuncuya bir noktalik bir oyun
birakir.

. . 00 L

2 x 2’lik oyunu, yani @@ oyununu da birinci oyuncu kaza-
mir. Oyunu kazanmak igin (2, 2) noktasini seger ve oyunu pars
durumuna donistiirir. Bu durumda ikinci oyuncu ne oynarsa
oynasin, birinci oyuncu kazanacak hamleyi bulur. Birinci oyun-
cu (2, 2) noktasindan bagka bir nokta segerse oyunu kaybeder.
Yani, birinci oyuncu 2 x 2 oyunlarini ancak iyi oynarsa kazanur.

Birinci Soru. Eger # > 1 ise, # x »’lik oyunlar: birinci oyun-
cu kazanir. Bu oyunlar1 kazanmak icin birinci oyuncu nasil oy-
@ ® @ @ @ namalidir? Ornegin, 5 x 5’lik oyunu, yani oyunu-
00888 ,; hirinci oyuncu (iyi oynayarak) kazanir. Bu kare
:: : :: oyunlar: birinci oyuncu nasil oynarsa kazanir? Bir
®® ® @ ® baska deyisle, kare oyunlarda birinci oyuncunun
kazanan bir stratejisi vardir, bu stratejiyi bulun.

Birinci Sorunun Yamiti: Birinci oyuncu (2, 2) noktasini secer
kazanmak i¢in. Boylece oyun simetrik bir oyuna déniisiir. Orne-
gin, birinci oyuncu, ilk hamlesinde, yukardaki § x 5’lik oyunu
yandaki oyuna donustiiriir. Nitekim, yandaki sekilde beyaza bo-

° yadigimuiz (1, 1) noktasi kaybeden (ya da yasak)

° hamle oldugundan, o noktay: oyundan atarsak, ge-
) riye, dikey dort noktadan olusan bir oyun ve yatay
. N . S .

0eeee dort noktadan olugan bir oyun kalir; iistelik bu

oyunlar birbirinden bagimsizdir, yani birinde yapi-
lan bir hamle digerini etkilemez. Bir bagka deyisle ikinci oyuncu-
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ya birbirinin tipatip aynist iki oyun kalmgtir. Ikinci oyuncu han-
gi oyunda hangi hamleyi yaparsa, birinci oyuncu diger oyunda
ayni hamleyi yapar ve ikinci oyuncuya gene simetrik bir oyun su-
nar. Boylece ikinci oyuncu hamle yapabildikge birinci oyuncu da
hamle yapabilir. Birinci oyuncu hep ikinci oyuncunun hamleleri-
nin simetrigini oynar. Eger ikinci oyuncu (3, 1) noktasin seger-
se, birinci oyuncu (1, 3) hamlesini seger. Birinci oyuncu bu stra-
tejisini siirdiiriirse oyunu kaybedemez, yani kazanur.

Ikinci Soru. # x 2’lik oyunlar: da birinci oyuncu iyi oynaya-
rak kazanir. Birinci oyuncu bu oyunlar: kazanmak igin nasil
oynamalidir? Ornegin, 8 x 2’lik oyunu, yani

00000000

00000000
oyununu birinci oyuncu (iyi oynarsa) kazanir. Birinci oyuncu
bu ve bunun gibi 7 x 2’lik oyunlar1 kazanmak igin nasil oyna-
malidir?

fkinci Sorunun Yamt:: Birinci oyuncu, kazanmak igin, her
hamlesinden sonra birinci siradaki nokta sayisimn ikinci sira-
daki nokta sayisindan bir fazla olmasini saglamalidir. Ornegin,
yukardaki oyunda birinci oyuncu (8, 2) noktasini segip

0000000

00000000
oyununu ikinci oyuncuya sunmalidir. Tkinci oyuncu ne oynar-
sa oynasin, birinci oyuncu oyunu yukardaki oyuna benzeyen
bir oyuna doniigtiirebilir. Ornegin, ikinci oyuncunun (6, 2)
noktasin sectigini varsayalim. O zaman birinci oyuncuya

oyunu kalir. Birinci oyuncu bu durumda (7, 1) noktasini seg-
melidir, ki ikinci sirada birinci siradan bir fazla nokta kalsin.
Simdi ikinci oyuncuya

00000

000000
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oyunu kalir. Bu durumda ikinci oyuncunun (4, 1) noktasin
sec¢tigini varsayalim. O zaman oyun

00

o000
oyununa doniigiir. Birinci oyuncu bu durumda (3, 2) noktasini
se¢melidir ve ikinci oyuncuya

oyununu birakmalidir. Oyun béylece siirer gider ve birinci
oyuncu oyunu kaybedemez, yani kazanir.

Ugiincii Soru. 1 x 1’lik oyun diginda, her 7 x #lik oyunu
birinci oyuncunun kazandigini kanitlaymn.

Ugiincii Sorunun Yaniti: Dikkat edilirse, birinci oyuncunun
nasil oynayip da kazanacagini sormadim. Bu soruyu sona sak-
ladim. Birinci oyuncunun nasil oynayip da kazanacagini ben de
bilmiyorum. Ancak birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi ol-
dugunu biliyorum. kazanan stratejiyi bilmiyorum ama kazanan
stratejinin varligim biliyorum...

Herhangi bir # x »’lik oyunu ele alalim. Ornegin, # = 6 ve
eo00ee - 4 c.)l.abi‘lir. Yani soldaki oyunu e.le almug olab.i-
000000 liriz. Birinci oyuncuya Ahmet, ikinci oyuncuya Bi-
©00088 | diyclim. Ahmet’in oyunun baginda yapabilece-
060000 gi butin hamleleri ve bu hamlelerden sonra oyu-
nun doniigecegi butin oyunlar: ele alahm. Yani tek bir hamle
sonra bu oyunun dénisebilecegi oyunlari ele alalim. Bu oyun-

lara X-oyunlan diyelim. Ornegin, # = 6, m = 4 ise,

o0 o000 o0 o000

o0 o000 o0 (N N N J

000000 0000 o0 00000

000000 000000 000000 00O0OCGOCTS
oyunlar1 X-oyunlaridir. Ote yandan, asagida oyun bir X-oyu-

nu degildir.
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n x m’lik oyunda Ahmet’in nm tane degisik hamlesi oldu-
gundan, #m tane X-oyunu vardir. Ahmet, Birol’a bu X-oyunla-
rindan birini birakacaktir. Ve Birol 6niine konan bu X-oyunu-
nun birinci oyuncusu olacaktir. Ahmet’se, ikinci oyuncunun
kazandig1 bu X-oyununun ikinci oyuncusu olacaktir.

Eger X-oyunlarindan birini ikinci oyuncu kazaniyorsa, Ah-
met, # x m’lik oyunu bu X-oyununa dénustirerek 7 x m’lik
oyunu kazanir. Ciinkii Ahmet, bu X-oyununun ikinci oyuncu-
su olacaktir, dolayisiyla kazanacaktir.

Ote yandan, eger X-oyunlarinin hepsini birinci oyuncu ka-
zaniyorsa, Ahmet, # x m’lik oyunu kaybeder. Ciinkii Ahmet ne
oynarsa oynasin, Birol’a bir X-oyunu sunacakuir ve Birol bu X-
oyununun birinci oyuncusu olacaktir, dolayisiyla kazanacaktir. '

Simdi, yukardaki # x #’lik oyunu Ahmet’in iyi oynayarak
kazanabilecegini kanitlayabiliriz. Bir an i¢in bunun dogru ol-
madigini varsayalim. Yani, bir an i¢in, Ahmet’in bu oyunu (na-
sil oynarsa oynasin) kaybedecegini varsayalim. Bir geligki elde
edecegiz. Daha agik olalim: Ahmet’in bu oyunu kazandigini ka-
nitlayacagiz! Yani, Ahmet’in # x »’lik oyunu (nasil oynarsa
oynasin) kaybettigini varsayip, bu oyunu kazanacagini kanutla-
yacagiz! Boylece Ahmet’in oyunu kazanacak bigimde oynaya-
bilecegi kamitlanmug olacak.

Varsayimimiza gore n x m’lik oyunu Ahmet kaybediyor.
Demek ki X-oyunlarinin hepsini birinci oyuncu kazanur. Simdi,
00000 Ahmet en iist ve en sagdaki noktay: segsin."Yani
000000 dikdortgenden en kosedeki noktay: silsin. Orne-
:::::: gin n = 6, m = 4 ise, Birol’a soldaki X-oyunu ka-

lir. Simdi sira Birol’da. Bu X-oyununda Birol ne
oynarsa oynasin, Ahmet’e gene bir X-oyunu birakmak zorun-
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dadir! Oyle degil mi? Yukardaki sekle biraz bakinca, Birol’un
her hamlesinin oyunu gene bir bagka X-oyununa déniistiirdii-
gii anlagilir. Demek ki Ahmet’in 6niine bir X-oyunu gelecektir
ve Ahmet, éniine gelen bu yeni X-oyununun birinci oyuncusu
olacaktir, dolayisiyla kazanacaktir! Istedigimizi kamitladik.

Kanitimiz: soyle 6zetleyebiliriz:

1) Celigki elde edilecek varsayim: 7 x #’lik oyunu Ahmet ne
oynarsa oynasin kaybediyor.

2) Demek ki biitiin X-oyunlarim birinci oyuncu kazaniyor.

3) Ahmet, ilk hamlesinde (7, 7) noktasini segsin.

4) Birol, 6niine gelen bu oyunu bir X-oyununa déniistiir-
mek zorundadir.

5) Simdi Ahmet bu X-oyununun birinci oyuncusu olacaktir
ve (2)’ye gore kazanacaktir.

6) Demek ki Ahmet, # x #’lik oyunu kazanir. Varsayimi-
mizla gelistik. Sonug: Varsayim yanlistir ve # x m’lik oyunu
Ahmet kazanir.,

Dérdiincii Soru. Eger nm > 1 ise, n x m’lik oyunlarini birin-
ci oyuncunun kazandigini biliyoruz. Birinci oyuncu bu oyunla-
r1 kazanmak i¢in nasil oynamalidir?

Dérdiincii Sorunun Yaniti: Bilmiyorum.

Ote yandan, belli bir 7 x #’lik oyunun stratejisi bulunabi-
lir. Ornegin, 5 x 7, 8 x 4 gibi oyunlarin stratejisi biraz zaman
alsa da bulunabilir. Ama genel olarak 7 x #’lik oyunlarin stra-
tejisini bilmiyorum. Kimsenin bildigini de sanmiyorum.

Beginci Soru. Oyuna bir 6nceki sayfadaki son sekille baslar-
sak kim kazanir? Bunu da bilmiyorum...
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Ramsey Teoremi

ir odada sonsuz sayida insanin bulundugunu varsayalim. Bu
Bodada bulunan herhangi iki kisi birbirlerini ya tanirlar ya da
tammazlar. Burasi belli. Yamt1 belli olmayan soru su: Bu odadan,
6yle sonsuz sayida insan segebilir miyiz ki, bu segtigimiz insanla-
rin ya hepsi birbirini tanisin ya da kimse kimseyi tanimasin?

Yanut, okurun da tahmin ettigini sandigim gibi, “evet, segebili-
riz”dir. Bu, Ramsey adli bir matematikginin kamtladig ¢ok iinlii
bir teoremin sonucudur. Ramsey Teoremi bugiin dallanip budak-
lanmis, matematikte Ramsey Kurami adinda baghbagina bir dal
olmustur. Bu yazida Ramsey’in bu tinlii teoremini kamtlayacagiz.

Once yukardaki soruyu matematiksellestirelim. Her kisiyi
bir nokta olarak gosterelim. Eger iki kisi birbirini taniyorsa, bu
iki insana esdiisen noktalar1 kirmizi bir ¢izgiyle birlestirelim.
Eger iki kisi birbirini tanimiyorsa, bu iki kisiye esdiisen nokta-
lar1 mavi bir ¢izgiyle birlegtirelim. Her ikisi kirmizi ya da mavi
cizgiyle birlestirilmis sonsuz sayida nokta elde ettik. Bu nokta-
lar arasindan, hep aym renkle (ya hep kirmiziyla ya hep maviy-
le) birlestirilmis sonsuz sayida nokta bulacagiz.

Kanitimiza baghyoruz.

Kamitimizi iki asamada gerceklestirecegiz. Birinci agamada
oyle sonsuz sayida



Agy A1y Ay A3y weey Ajs Bir1y Bjy2s oen
noktasi bulacagiz ki, her g; kendisinden sonra gelen
Aints Bis2> A3y oo
noktalariyla ayn1 renk cizgiyle (ya hep kirmizi, ya hep mavi ciz-
giyle) baglanmig olacak.

Birinci noktay1 (a4’1) segmek kolay. Herhangi bir nokta isi
goriir. ay, a,, as, ... noktalarim biraz daha dikkatli sececegiz.
Bu a4, a,, a3, ... noktalarini 6yle se¢meliyiz ki, a5 noktas: bu
noktalarla hep ayni renk ¢izgiyle baglanmis olsun.

ag noktas, (kisileri simgeleyen) obiir noktalarla ya kirmizi
ya da mavi bir ¢izgiyle baglanmistir. Sonsuz sayida nokta oldu-
gundan ve yalmizca iki renk baglant: oldugundan, g4y’in aym
renk cizgiyle baglandig: sonsuz sayida nokta vardir. ay’in hep
aynt renk ¢izgiyle baglandigi sonsuz bir nokta kiimesi alalim.
Bu kiimeye A, diyelim. Demek ki,

ag, Ag’'m noktalariyla hep ayni renk cizgiyle baglanmistir.

Bunu aklimizda tutalim. a,, a,, a3, ... noktalarini bu A, k-
mesinde segecegiz. Boylece ag noktas istedigimiz kosulu sagla-
muig olacak. '

Simdi Ag’dan herhangi bir a; noktasi alalim. a; noktasi,
Ay’ 6biir noktalarina ya kirmizi ya da mavi bir renkle baglan-
mustir. Ag’da sonsuz sayida nokta oldugundan ve yalnizca iki
rengimiz oldugundan, A, kiimesinde, 4;’in aym renk cizgiyle
baglandigi sonsuz sayida nokta vardir. Yani, ya

{a € Ay: aq noktasi @’yla kirmuz1 bir ¢izgiyle baglanmus)
kumesi, ya da

{a € Aj: aq noktasi a’yla mavi bir ¢izgiyle baglanmis}
kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A; adini ve-
relim. Demek ki,

aq, A{’in noktalartyla hep aym renk ¢izgiyle baglanmustir.
ay, a3, dg, ... noktalarim A,’de sececegiz ve boylece yukardaki
kosul 44 i¢in saglanmig olacak.
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Simdi Alden herhangi bir a2 noktasi alalim. a2 noktasi
Aj’in 6bir noktalariyla ya kirmizi ya da mavi bir gizgiyle bag-
lanmistir. Aj'de sonsuz nokta oldugundan ve yalnizca iki ren-
gimiz oldugundan, Aj’'de, in hep ayni renkle baglandigi son-
suz saylda nokta vardir. Bir baska deyisle, ya

{a e Aj : a2 noktasi a'yla kirmizi bir gizgiyle baglanmis}
kumesi, ya da

{a e Aj : a2 noktasi a'yla mavi bir gizgiyle baglanmis}
kimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A2 adini ve-
relim. Demek ki,

a2, A2'nin noktalariyla hep ayni renk ¢izgiyle baglanmistir.
a3, a4, a5, ... noktalarini A2'de secece§iz ve bdylece yukardaki
kosul a2 i¢in saglanmis olacak.

Simdi A2'den herhangi bir a3 noktasi alalim. Yukarda yap-
tiklarimizi a3 ve A2 igin yapalim. A2’nin iginde, 6yle bir sonsuz
A3 kumesi bulalim ki, <8, A3'iin her noktasiyla hep ayni renk
¢izgiyle baglanmis olsun.



Bunu bdylece sonsuza degin siirdiirebiliriz. Demek ki, oyle
Agy A1y ps A3y A4y wees Bjy Aiy1y Ajy2y -
noktalar1 bulabiliriz ki, her nokta kendisinden sonra gelen nok-
talarla ayni renk cizgiyle baglanmig olsun.

Kanitin birinci agamasini tamamladik. Sira ikinci agamaya
geldi.

Yukarda dikkatle sectigimiz bu ag, a4, a5, a3, ... noktalari-
nin herbirine bir renk verecegiz. Eger bir nokta kendisinden
sonra gelen noktalarla hep kirmizi ¢izgiyle baglanmigsa, o
noktaya kirmizt nokta diyecegiz. Yoksa, o noktaya mavi nok-
ta diyecegiz. Ornegin, eger a, noktasi, kendisinden sonra ge-
len a4, a5, as, ... noktalariyla hep kirmiz1 bir ¢izgiyle baglan-
mugsa, 4y noktasina kirmizi nokta diyecegiz. Eger a5 noktasi
kendisinden sonra gelen a¢, a5, ag, ... noktalariyla hep mavi
cizgiyle baglanmigsa, a5 noktasina mavi nokta diyecegiz.

Sonsuz sayida nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz
oldugundan,

ag, ay, dy, A3, ...
noktalarindan sonsuz tanesi ayni renk noktadir. Bir bagka de-
yisle, ya kirmizi noktalar kiimesi ya da mavi noktalar kiimesi
sonsuzdur. Matematiksel olarak séyleyecek olursak, ya
{a; : a; kirmiz1 bir nokta}
ya da
{a;: a; mavi bir nokta}
kiimesi sonsuzdur. Iki kiime birden de sonsuz olabilir, ama en
azindan birinin sonsuz oldugunu biliyoruz. Iki kiimeden sonsuz
olanini alahm. Obiir noktalar1 atalim. Noktalarimizi yeniden
adlandirarak, her noktanin ayni renk oldugunu varsayabiliriz,
diyelim hepsi kirmizi. Demek ki,
ag, A1y Agy A3y dgy -
noktalarinin herbirinin kirmiz1 oldugunu varsayiyoruz. Bu kii-
meden iki nokta alalim: g; ve 4. Diyelim i, j°den daha kigiik.
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at, kirmizi bir nokta oldugundan, a, noktasi  noktasiyla Kkir-
mizi bir ¢izgiyle baglanmistir. Demek ki yukardaki sonsuz nok-
ta birbirleriyle ayni renk cizgiyle (kirmiziyla) baglanmistir.
Ramsey’in teoremi kanitlanmis oldu.

Elbette iki renkle yaptigimizi Gg¢ renkle, dort renkle, genel
olarak sonlu renkle de yapabilirdik. Ramsey’in asil teoremi de
zaten genel olarak n renk igindir:

Ramsey Teoremi: n tane renk ve sonsuz sayida noktamiz
olsun. Her iki nokta, bu n renkten bir ¢izgiyle birlestirilmis ol-
sun. O zaman, her iki noktasi ayni renk cizgiyle birlestirilmis
sonsuz saylda nokta vardir.

Turkiye'nin sessiz kahramanlarindan
6zverili 6gretmen Osman Karakék’e






Zenon’un Paradokslar:

enon, IO $’inci yiizyilda yagamig ve bugiin iizerine pek az

bildigimiz Eski Yunanh bir filozoftur. Ne yazik ki giini-
miize hi¢bir yapiti kalmamigtir. Zenon iizerine bildiklerimizi
daha ¢ok Eflatun’a (Parmenides adli yapitina) ve Aristo’ya (Fi-
zik adli yapitina) bor¢luyuz.

Zenon kolay kolay yutulmayacak bir diigiincenin savunu-
cusu olan Parmenides’in sadik bir 6grencisiydi. Parmenides su
inanilmaz diigiinceyi savunuyordu: Gergek tektir ve degismez.
Cokluk, degisim ve hareket aslinda yokturlar ve ¢okluk, degi-
sim ve hareket izlenimleri duyularmmizin bizi kandirmasindan
kaynaklamrlar...

Zenon, belki de hocasinin felsefesiyle alay edenlerin agizla-
rinin payini vermek icin dort paradoks gelistirir. Zenon’un gi-
niimiize kalmasini saglayan ve asagida aciklamaya calisacagim
(ve ne derece ciddi olduklarini gostermek amaciyla savunaca-
gim) iste bu dort paradokstur. Bugiin, yani 2500 yil sonra bile,
bu dort paradoks lizerine tartigma dinmemistir ve giin gegtikge
filozoflar bu konuda daha fazla diisiince iiretmektedirler. Bert-
rand Russell, Henri Bergson, Alfred North Whitehead, Ze-
non’un paradokslarini konu etmis ¢agdas filozoflardan birka-
cidir. Sanmirim Hegel de konu etmigtir. Tolstoy, Savag ve Ba-
ng’inda Zenon’un paradokslarindan sézeder.



Asil’le Kaplumbaga. Zenon, paradokslarinin birinde, yari-
tanr1 Asil’le kaplumbagay: yaristirir. Asil Truva savasinin bas-
kahramamdir. MS 1’inci yiizyildan sonraya kadar izi siiriilen
bir s6ylenceye gore annesi Tetis, Asil’i dogumundan hemen
sonra diinyayla cehennem arasindaki sinirda bulunan 6liimsiiz-
liik 1irmag: Styx’e batirmig ama ayak bileginden tutarak batir-
dig1 icin, Asil’in ayak bileginin arkas: islanmamus. Dolayisiyla
Asil sadece ayak bileginin arkasindan 6liimliiymiis. Nitekim
Asil, Paris’in bir okuyla ayak bileginin arkasindan vurularak
olmistiir. Asil tendonu s6zii de buradan gelir.

Kaplumbaga Asil’den ¢ok daha yavas oldugundan, Asil’in
oniinden baslar yarisa. Zenon, Asil’in kaplumbagay: hic yaka-
layamayacagini savunur. $6yle:

Kaplumbagay: yakalayabilmesi igin, Asil’in 6nce kaplumba-
ganin yarisa bagladig ilk noktaya erismesi gerekmektedir. Asil
bu noktaya eristigindeyse, kaplumbaga biraz daha ilerde ola-
cakur, giinkii kaplumbaga da kosmaktadir. Simdi Asil, kaplum-
baganin bulundugu bu yeni noktaya erigmelidir. Asil, kaplum-
baganin bulundugu bu yeni noktaya vardigindaysa, kaplumba-
ga biraz daha ilerde olacaktir. Ciinkii kaplumbaga hi¢ durma-
makta, devamli gitmektedir. Bu bdylece siirer gider ve Asil kap-
lumbagaya hicbir zaman erisemez.

Yasamda boyle olmaz demeyin. Parmenides de, Zenon da,
sizin gibi, yasamda Asil’in kaplumbagay: yakalayacagim bili-
yorlar. Ancak, gérduigiimiiziin gergek olmadigini, duyularimi-
zin bizi aldatugin ileri stiriiyorlar.

Bu paradoks iizerine dusiinelim. Fikirlerimizi sabitlemek
igin, Asil’in yariga kaplumbaganin 100 metre gerisinden bagla-
digint varsayalim. Asil diyelim saniyede 100 metre hizla kos-
sun. Kaplumbaga kipirdamasa, Asil 1 saniyede yakalayacak
kaplumbagayi. Ama kaplumbaga kagiyor... Kaplumbaga da sa-
niyede 10 metre hizla kogsun. Varsayalim ki éyle... Asil’in ya-
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Ag A Ay A4,

| ]
1 T

risa bagladigi noktaya A, adimi verelim. Asil 1 saniye sonra
kaplumbagamn baslangig noktas: olan A; noktasina erigecek-
tir. Bu 1 saniyede kaplumbaga 10 metre yol alacaktir ve A,
noktasina varacaktir. Asil A, noktasina 1/10 saniye sonra va-
racaktir. Bu 1/10 saniyede kaplumbaga 1 metre gitmis olacak-
tir. Asil bu 1 metreyi, 1/100 saniyede kosacaktir...
% % *

Paradoks olur da matematikgiler bos durur mu? Matema-
tikciler bu paradoksu ¢ozmiigler. $6yle ¢ozmiisler:

Asil Ay noktasindan A; noktasina 1 saniyede kosar

Asil A; noktasindan A, noktasina 1/10 saniyede  kosar

Asil A, noktasindan A; noktasina 1/100 saniyede kosar

Asil A; noktasindan A, noktasina 1/1000 saniyede kosar

Demek ki, der matematigiler, Asil,

1+ 1/10 + 1/100 + 1/1000 + ...
saniyede kaplumbagaya erigir. Basit bir aritmetik bu sonsuz
toplamin 10/9 oldugunu gsterir!. Dolayisiyla Asil kaplumba-
gay1 10/9 saniye sonra, yani 2 saniyeden, hatta 1,2 saniyeden
az bir zamanda yakalar.

Filozoflar bu yamittan pek hognut kalmazlar. Her seyden
once sonsuz toplamdan rahatsiz olurlar. Filozoflar, matematik-
cilerin matematik yaparken sonsuz tane sayiy: toplamalarina
karigmazlar, ama gercek yagamdan alinng bir probleme uygu-
lanmasina ve sonra ¢oziimiin yagama uygulanmasina karst ¢1-
karlar. Matematigin gercek yasama her zaman uygulanabildigi
nerden biliniyor? Zaten Zenon’un sorunu da tam bu degil mi?

1 Hesaplamak istedigimiz 1 + 1/10 + 1/100 + ... sonsuz toplamina § adim verelim :
S=1+1/10 + 1/100 + ...
Simdi $’yi 10’la ¢arpahm :
10S=10+1+1/10 + 1/100 + ... = 10 + S.
Yani 10S = 10 + S. Bu esitlikten de $°nin 10/9 oldugu ¢ikar...
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Matematik, doga yasalarini bulmaya calisir. Bunu da ol-
dukga iyi basarir. Ornegin matematik sayesinde ucaklar, tren-
ler, binalar yapilir, hatta aya gidilir. Matematigin bircok uygu-
lamast vardir. Bu uygulamalar matematigin dogay: anlamami-
z1 saglayan basarili bir yéntem oldugunu gésterir. Ama her ye-
re her zaman matematik uygulanabilir mi? Ornegin, iki elma
arti ii¢ armut bes meyve eder, ¢linkii 2 + 3 = 5’tir. Ama bu ma-
tematiksel gergegi iki litre suyla g litre alkole uygularsak, beg
litre siv1 elde edecegimiz ¢ikar, ki bu da yanlistir. (Bu dedigim
yanhs degilse de mutlaka buna benzer bir sey yanlhstir. Kimya-
gerlere sormak lazim.) Demek ki matematigi uygularken dik-
katli olmaliyiz.

Doga, matematigin tam bir modeli degildir. Doga matema-
tigin ancak yaklagik bir modeli olabilir2.

Ustelik, yukardaki hesap, Asil’in kaplumbagayt 10/9 sani-
yede yakalayacagini gostermiyor. Yukardaki hesap gdsterse
gosterse Asil’in kaplumbagay: eger yakalarsa 10/9 saniyede ya-
kalayacagini gosteriyor. Asil’in kaplumbagay: yakalayip yaka-
lamadigim kanitlamadik ki, ne zaman yakalayacag: sorusunu

2 Bu sozlerim yaziyi okuyan birka¢ dostum tuhaf buldu. Dogay: kiigitk gordii-
gum, matematigi ok yiicelttigim sonucunu gikardilar. Amacim bu degildi el-
bet. Sanirim yanhg anlama “model” sézciigiinden kaynaklaniyor.

“Model” sozciigii matematikte su anlamda kullanilir: Matematiksel bir ku-
ram aksiyomlardan ve bu aksiyomlar kullamilarak kanmitlanan teoremlerden
olusur. Ornegin Oklid geometrisi bir kuramdur, aksiyomlari ve teoremleri var-
dir. Bir tane Oklid geometrisi vardir. Oysa Oklid geometrisinin aksiyomlari-
nin, dolayisiyla teoremlerinin de, gegerli oldugu birok uzay vardir. Bu uzay-
lardan herbiri Oklid geometrisinin bir modelidir.

Matematikte model, bir kuramin aksiyomlarinin ve dolayisiyla teoremleri-
nin de gegerli oldugu uzaydir/ortamdir/yapidir/diinyadir. Bir kuramm uygula-
nabildigi “diinyaya” o kuramin modeli adi verilir. Biraz matematik bilenler
igin 6rnekleri gogaltabilirim. Gruplar kuramu, halkalar kuramy, cisimler kura-
my birer kuramdirlar, aksiyomlardan ve teoremlerden olugurlar. Her grup, her
halka ve her cisim bu kuramlarin bir modelidir.

Sonug olarak sunu soylemek istiyorum: Yukardaki sozlerimle dogay: kii-
¢umsemeyi, matematigi yiiceltmeyi amaglamadim; yalnizca kuramsal matema-
tigin aksiyomlarimin dogaya uygulanamayabilecegini belirtmek istedim.
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sorup Yyanitlayalim... Sorumuz,
Asil’in kaplumbagay! ne zaman ya-
kalayacagi degil, yakalayip yakala-
yamayacagi!

Yanhs anlasilmasin, cagdas fel-
sefecilerin ¢cogu - hepsi degil ama -

Asil’in kaplumbagay! yakalayacagi-

na inaniyorlar. Felsefecilerin derdi

bu degil. Felsefecilerin derdi Ze-

non’un paradoksu... Zenon’un pa-

radoksunda yanlis nerde? Eer mantigimizi kullanarak sagma
bir sonu¢ kanitlarsak, mantigimizda (yani ya varsayimlarimiz-
da ya ¢ikarim kurallarimizda) bir yanhs var demektir. Bu yan-
list bulmaliyiz.

Zenon’un bu paradoksunda bir baska sorun daha var. O da
su: Asil kaplumbagayi yakalamak icin sonsuz sayida is yapmali;
once Aj noktasina gitmeli, sonra A2 noktasina gitmeli, sonra A3
noktasina gitmeli... Sonsuz sayida is yapabilir miyiz? iste canalici
soru bu. Matematikg¢i kendi dustinsel diinyasinda sonsuz tane sa-
yiy1 toplayabilir, ama biz, yasamda, sonsuz tane sayiy! toplaya-
nlayiz. Sonsuz sayida is yapamayiz. En azindan sonsuz sayida is
yapabilecegimizi hayal etmek oldukca zor.

Yoksa Asil kaplumbagaya erismek icin sonlu sayida is mi
yapiyor? Bu soruya ge¢meden 6nce Zenon’un ikinci paradok-
sundan sézedelim.

ikiye Bolinme. Zenon, salt Asil’in kaplumbagay yakalaya-
mayacagini sdylemekle yetinmiyor. Asil’in bir noktadan bir
baska noktaya gidemeyecedini de soyliyor. Diyelim Asil A
noktasinda ve B noktasina gidecek.

Asil A’dan B’ye gitmek icin dnce yolun yarisina gitmeli. Yo-
lun yarisina gittikten sonra kalan yolun yarisina gitmeli. Daha
sonra kalan yolun yarisina... Bu bdylecene sonsuza dek strer.



Diyelim A’yla B arasindaki uzaklik 1 metre. Asil 6nce 1/2 met-
re gitmeli. Gittigini varsayalim. Geriye 1/2 metre kalir. Simdi
Asil kalan bu 1/2 metrenin yarisina gitmeli, yani 1/4 metre da-
ha gitmeli. Geriye 1/4 metre daha kalir. Asil bu kalan 1/4 met-
renin yarisina gitmeli, yani 1/8 metre daha gitmeli... Daha son-
ra 1/16 metre daha gitmeli...

Sonsuz sayida is yapamayacagindan Asil B’ye varamaz...

Havada ugan bir oka bakalim. Okun sonsuz sayida is yap-
tigini, yani sonsuz tane noktadan gegtigini varsayalim. Beyni-
miz okun sonsuz sayida noktadan gecisini algiliyabilir mi? Bu-
nu diisinmek olduk¢a zor. Olsa olsa beynimiz okun havada
sonlu sayida fotografini ¢ekiyordur ve bu fotograflari bir sine-
ma seriti gibi goziimiiziin 6niinden gegiriyordur. Bu konuya bi-
razdan gelecegim. Paradoksa geri donelim. Ama simdilik, bey-
nimizin digdiinyay: sonlu bicimde algiladigini (baska tiirlii ola-
maz ¢iinkii) aklimizda tutalim.

Okur belki sonsuz sayida is yapabilecegimizi disiiniiyor-
dur: birinci i, ikinci is, tigiincii is... O zaman sonsuz is yapma-
ya sondan baglayalim! Birinci paradoksa gok benzeyen bu ikin-
ci paradoksu biraz degistirip, Asil’in, birakin B noktasina gide-
memesini, yerinden bile kimildayamayacagim da kanitlayabili-
riz. Gergekten de Asil’'in A’dan B’ye gidebilmesi icin 6nce yari
yola gitmesi gerekir. Yolun yarisina gidebilmesi icin 6nce yolun
dortte birine gitmesi gerekir. Ama daha 6nce yolun sekizde bi-
rine gitmesi gerekir... Daha énce de on altida birine gitmesi ge-
rekir... Dolayisiyla Asil A noktasindan 6teye adimini atamaz
bile. Gidecegi ilk nokta yoktur ki! Gidecegi her mesafenin én-
ce yarisina gitmesi gerekmektedir.

Yoksa A’yla B arasinda ve A’dan hemen sonra gelen bir
nokta mi1 var? Galiba oyle...

Paradoksun ikiye bolinmekten kaynaklandigi kesin. Asil’in
gitmesi gereken fiziksel uzakligi hep ikiye béliiyoruz. Demek ki
fiziksel uzakligi (uzay1) durmadan ikiye bélemeyiz. Ikiye béle bo-
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le, bir zaman sonra 6ylesine kiigiik bir uzaklik elde ederiz ki, el-
de edilen bu miniminnacik uzaklik bir kez daha ikiye boliinemez.
Bir baska deyisle, fiziksel uzay siirekli degildir. Uzay, boliinme-
yen en kiigiik uzay parcaciklarindan olusmustur. Yirminci yuzy1-
lin parcacik kurami da bu yonde disiinmemiz gerektigini s6yle-
miyor mu zaten? Bu uzay parcaciklarina uzaybirim diyelim3.

Uzayin uzaybirimlerden olustugunu kanitladik!. Her uzak-
lik sonlu sayida uzaybirimden olusur.

Uciincii Paradoks. Zenon’un Ugiincii paradoksuna gore,
hareket yoktur, hicbir sey hareket edemez. Ugan bir ok ele ala-
lim 6rnek olarak. Okun hareket ettigini saniyoruz degil mi?
Zenon yanildigimiz soyliiyor.

Ok her an durmaktadir. Inanmazsamiz okun havada bir fo-
tografini cekin. Fotografta okun durdugunu goreceksiniz. De-
mek ki ok her an durmaktadir. Ok her an durduguna gore hep
duruyor demektir. Oyle degil mi? Hareket edebilmesi igin okun
en az bir an hareket etmesi gerekmektedir. Oysa ok her an dur-
maktadir. Her an durmakta olan ok hep durmaktadir!

Uzaymn siirekli olamayacagint yukarda gordik. Uzay kii-
ciik, ¢ok kiigiik, boliinemeyen uzaybirimlerden olusmustur.
Okun bir uzaybirim uzunlugunda oldugunu varsayalim. Uzay-
birim uzunlugundaki ok, bir uzaybiriminin i¢inde hareket ede-
mez, cinkii okun o uzaybiriminde hareket edebilmesi icin,
okun uzaybiriminden daha kisa olmas: gerekir ki, uzaybirim-
den daha kisa bir nesne olamayacagni biliyoruz. Her uzaybiri-
minde hareketsiz duran ok, hep hareketsizdir.

3 Bergson bu paradokslar ve agagida agiklayacagim ok paradoksunu séyle ¢oz-
meyi éneriyor: Bir hareketin belirlenmesi igin hareketin basladigi ve bittigi
noktalarin verilmesi gerekmektedir. Okun hareketini ikiye bélmek demek, bir
hareketin degil, iki hareketin oldugunu géstermek demektir. Okun hareketini
ikiye bolmeye hakkimiz yoktur. Okun bir ve bir tek hareketi vardir. Okun al-
digy yolu ikiye bolebiliriz ama okun hareketini ikiye bolemeyiz. Pek tatmin
edici bir agiklama oldugunu séyleyemem.
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Sinema da 6yle degil midir? Sinema ekraninda yiiriiyen bir
insan aslinda yiirimeyen binlerce insan resminin géziimiiziin
oniinden hizla ge¢mesi degil midir? Dogada hareket de aslinda
hareketsizlik degil midir4?

Ugan ok her an durmaktadir. Ama bir sonraki uzaybirimin-
de varolmaktadir. Bergson’un da dedigi gibi, aynen sinema ek-
raninda yiirityen bir insan 6rnegi, ok bize hareket edermis gibi
goriinmektedir. Oysa her an durmaktadur.

Birinci paradoksumuzun bir bagka kaynag: da aslinda za-
manin siirekli oldugunu varsaymak... Kaplumbaga siirekli ha-
reket edebilir mi? Cok ¢ok kisa (zamanbirim) siirelerle de olsa
hareketsiz kaliyor olamaz m1?

Dordiincii Paradoks. Zenon’un son paradoksunu anlamak
kolay degil. Yukarda da dedigim gibi Zenon’dan yazili bir ya-
pit yok elimizde. Zenon’un paradokslarini bize aktaran Aristo.
Aristo’nun aktardigi bigim pek anlagilir gibi degil. Bu yiizden
dordincii paradoksun gesitli yorumlari var. Verecegim yorum
Aristo’nun aktardigi yorum degil ama ona ¢ok yakin.

Yukarda, uzayin siirekli olmadigini, béliinmeyen uzaybirim-
lerden olustugunu kanitladik, daha dogrusu Zenon kanitlad:.

Simdi su sekle bakalim: B Her kare bir uzaybirimini
simgelesin. Sol ust kogede A nesnesi, sag alt kosede B nesnesi
var. A ve B ayni anda ve ayni hizla “hareket” etsinler. A saga,
B sola gitsin. Bir zaman sonra A sagdaki karede, B de soldaki
karede olur.

Simdi paradoksal soruyu soralim: A ve B nerde kargilastilar?

Hi¢ kargilagmadilar! Cunki aralarinda karsilasabilecekleri
bir yer yok!

4 Bunlarn benim diisiincelerim olmadigini, Zenon’un diigiinceleri ya da Zenon’un
diisiincelerinin yorumu oldugunu animsatirim. Okuru kiskirtmak amaciyla, ken-
dimi haddim olmayarak Zenon’un yerine koyarak Zenon’un paradokslarim sa-
vunur goriiniiyorum.
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Matematik ve Doga

Matematikle doga arasindaki iligkiyi kendimce irdelemek

istiyorum bu yazimda.

1. Matematik Dogada Var midir? Matematiksel kavramlar
dogada var midir? Olmadigini savunanlar var. Asag: yukan
sOyle savunuyorlar:

Dogada matematiksel bir nokta yoktur ornegin.
Ciinkii matematiksel nokta boyutsuzdur, ne elle tu-
tulabilir ne gozle gorulebilir. Kalemi kagida dokun-
durdugumuzda elde ettigimiz “nokta” boyutludur,
matematiksel nokta gibi boyutsuz degildir. Elektro-
nun, ii¢ boyutu ve az da olsa bir agirhg vardir. “Is-
te nokta” diye gosterebilecegimiz bir nesne yoktur
dogada. Dogada matematiksel nokta yoktur, olsa
olsa ¢ok kigitk benekler vardir. “Nokta” kavrami
insanlarin uydurmasi/yaratisidir.

Dogada matematiksel anlamda bir dogru da
yoktur. Kigidin iistiine ¢izdigimiz “diz” ¢izgi hem
sonludur, hem diiz degildir, hem de birden fazla
boyutu vardir. Kalemimiz ne denli ince yazarsa



yazsin, ¢izdigimiz her “diiz” ¢izginin belli bir genis-
ligi ve kalinhig vardir. Oysa matematiksel dogru
bir boyutludur, genisligi ve yiiksekligi yoktur.

Dogada “sonsuz” da yoktur. Yasadigimiz evren
sonludur. Evrendeki molekiil, atom, elektron, foton
sayilar1 sonludur. Kimse sonsuza kadar sayamaz,
kimse sonsuzu gosteremez, kimse sonsuza gidemez,
kimse sonsuzda oldugunu diisiinemez. Diiglerimiz
bile sonluda yer alir.

Dogada = sayis1 da yoktur. Ciinkii n sayisi
3,141592653589... diye sonsuza uzayip giden bir
sayidir. Virgiilden sonra gelen sayilar belli bir dii-
zene gore de yinelenmezler. Bu yiizden, yani sonsuz
olmadigindan dogada n de yoktur. Kimse n’yi tam
olarak yazamaz. 7’yi, bir ¢emberin uzunlugunun
capina bolundiginde (ki tam olarak hesaplanamaz
bu uzunluklar) elde edilen say1 olarak tanimlamak,
n’nin dogada oldugunu gostermeye yeterli degildir.
Ciinkii bir gemberi ve ¢apini hesaplayip bélme isle-
mini yaptigimizda, n’yi degil, n’ye yaklasik bir sa-
yiy1 buluruz. Kald1 ki dogada matematiksel anlam-
da bir ¢ember yoktur! Dogada “iste cember” diye
gosterebilecegimiz bir nesne yoktur. Cember mate-
matikgilerin yarattiklar bir kavramdir!. Zaten uy-
gulamada hi¢bir zaman 7 gibi gercel sayilara gerek-
sinmeyiz. 3,14159 = 314159/10000 gibi kesirli sa-
yilar uygulamada yeterlidir. Bu da, n’nin dogada
olmadig: savini desteklemez mi?

Dogada © olmadig: gibi, 0,9999999... sayisi da

1 “Diinya yuvarlak degildir. Bir portakal yuvarlak degildir. Bu portakal dilimle-
rinin igini agin, gekirdeklerinin say ve gekil bakimindan ayni olmadigim gériir-
siiniiz.” Renoir [14]
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yoktur2. Ciinkii bu sayiyr yazmak igin virgiilden
sonra sonsuz tane 9 koymaliyiz ve ne yazik ki bu is
icin yeterince zamanimiz yoktur!

Dogada “bir” yoktur. Dogada olsa olsa “bir el-
ma, bir armut” vardir. Ama dogada “bir” yoktur.
Hatta dogada “bir elma” bile yoktur. Elmayla el-
manin bulundugu ortam arasindaki sinir tam belli
degildir ki! Elmayla, elmanin bulundugu ortam
arasinda siirekli molekil aligverisi vardir. Ornegin
ciiriimeye yiiz tutan bir elmanin tam ne zaman el-
maliktan ¢iktigini soyleyebilir miyiz?

Her sey degistiginden, hicbir sey oldugu gibi
kalmadigindan dogada “bir” yoktur. Dogada
“bir” olmadig gibi baska say1 da yoktur. Sayilari
insanlar yaratmglardir.

Ya sifir? Sifir var midir dogada? Sifir, olmayan
nesne sayisidir. Olan nesneleri sayamadigimizi yu-
karda gordiik, olmayan nesneleri saymak daha da
zor olsa gerek3!

Matematigin en temel kavramlar dogada yok-
tur.

Matematigin dogada olmadig: herhalde ii¢ agag: bes yuka-

1 boyle savunulur.

Bu felsefl hatta metafizik diisiinceler hafife alinmamali. Bir

ornek daha vererek bu diisiincelerin yabana atilmamasi gerek-
tigini gostereyim. Bildigimiz uzayda iki nokta ele alalim. Bu iki
nokta arasindaki uzay pargasimin bir uzunlugu vardir. Diyelim
1 metre. Bu 1 metreyi ikiye bélebiliriz. Elde ettigimiz iki yarim

2 Bu say: 1’e esittir.

3 Yoksa daha mi kolay? Evimdeki filleri saymak, evimdeki elmalar1 saymaktan

daha kolay geliyor bana.
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metrenin herbirini de ikiye boélebiliriz. Elde ettigimiz ¢eyrek
metreleri de ikiye bolebiliriz. Kuramsal olarak her sayiy: ikiye
bolebilecegimizden, bolme igslemini sonsuza degin yapabiliriz.
Sonsuza degin olmasa bile diledigimizce bolme iglemini siirdii-
rebiliriz. Bole béle, bir ato-
mun, bir elektronun, adin bil-
medigim bir¢cok parcgacigin
boyutlarindan daha kiigtik bir
say1 elde ederiz. Oysa fiziksel
uzay durmadan ikiye bolun-
mez. Zihinsel uzakhg: diledi-
gimiz kadar ikiye bolebiliriz,
ama fiziksel uzay: diledigimiz
kadar ikiye bolemeyiz. Bir za-
man sonra, fizik yasalari,

hatta fizigin kendisi ya da do-
ga, uzay: ikiye bolmemizi en-
geller. Demek ki iki nokta arasindaki fiziksel uzayla bu iki nok-
ta arasindaki matematiksel (ya da zihinsel) uzaklik ayni sey de-
gildir. Uzaklig1 bolebiliyoruz ama uzay: bolemiyoruz. Dolayi-
siyla matematikle yasadigimiz fiziksel uzay tam bir uzlagim
icinde degildir.4

Matematigin dogada olup olmadigi sorusu, matematiksel
kavramlarin yarati mi, yoksa kesif mi oldugu sorusuyla i¢gicedir.

Ornegin Amerika kesfedilmistir, yaratilmamustir; giinesin
varligl insanin varligindan bagimsizdir; yergekimi insandan ve
hatta yeryiiziinden bagimsiz vardur.

Insan olmasayd: yergekimi yasasi bulunamazdi, ama bun-
dan yercekiminin olmadigi sonucu ¢ikmaz, hatta yergekimi ya-
sasinin da insansiz varolamayacagi sonucu ¢ikmaz.

4 Bu konu, bir onceki Zenon’un Paradokslar: yazisinda ele alinmugtir.

150



Oklid diizlemi, iicgen ve ag1 gibi geometrik kavramlar,
grup, halka ve cisim gibi cebirsel yapilar, iki degerli (dogru ve
yanlig degerli) mantik birer kegif midir, yoksa matematikgilerin
yaratilari midir?

Bir bagka deyisle matematik, Amerika anakaras: gibi, giineg
gibi, yercekimi gibi, bizim digimizda var midir? Matematiksel
kavramlarin varliklari da insandan bagimsiz midir?

Tarugma bizi zorunlu olarak bu sorulara da siiriikleyecek.

Matematigin dogada olup olmadigi sorusunu yanitlamak
icin, her gseyden 6nce dogay: tammlamaliyiz. Doga ne demek-
tir? Doga tanimlanmadik¢a, matematigin dogada olup olmadi-
g1 sorusu tam anlami olmayan, ancak sezgiyle kavranabilen bir
soru olarak kalacakur.

Bu yazida dogayi tamimlamaya kalkigmayacagim. Ciinki bu
yazinin amact dogayr tamiumlamak degil, “doga” kavramina
aciklik getirmek. Bu yazida, matematigin dogada bulunmadig-
n1 savunanlarin doga kavramim sorgulayacagim. Bu kavramin
daha genis tutulmasi gerektigini, matematigin dogada olmadig-
na inananlarin oldukg¢a basitlegtirilmig ve bence eksik bir doga
kavramina sahip olduklarini ve ne derece soyut olursa olsun,
matematigi matematik¢inin yaratmadigini ama kegfettigini, ya-
ni matematigin insandan bagimsiz varoldugunu savunacagim.

Her ne denli “doga” sbzciigiinii tanimlamayacaksam da,
sozcuigli cok genis anlamda kullandigimi belirtmeliyim. “Do-
ga” sozcugi salt yasadigimiz diinyay: ve yakin gevresini kapsa-
miyor bu yazida. Cok daha genig anlamda kullaniyorum sézcii-
gu. Belki de “doga” yerine “evren” ya da “disdiinya” demem
daha dogru olurdu.

2. Matematigin Kaynagi Dogadir. Matematigin dogada
olup olmadig1 sorusunu bir yana birakalim 6nce. Matematik ve
matematiksel kavramlar -dogada veya bir bagka yerde- var mi-
dir? Bu soruyu ele alalim.
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Hic¢ kusku yok ki matematiksel kavramlar vardir. Matema-
tikcilerin uydurmasi olarak bile olsa, matematik ve matematik-
sel kavramlar vardir. “Bir” kavrami, “cember” kavrami, “n
kavrami vardir. Matematiksel kavramlar -dogada olsunlar ve-
ya olmasinlar, matematikgilerin yaratisi olarak bile olsa, du-
suince olarak bile olsa, soyut dizeyde bile olsa- vardirlar. Ma-
tematikciler bu kavramlari tanimlamislardir. Bundan kusku-
muz yok. Zaten bu kavramlar olmasaydi matematiksel kav-
ramlarin dogada olup olmadiklari sorusu sorulmazdi bile.
Dogrulugu apacik belli olan bu s6zlerde derin bir gergek ara-
masin okur, herkesin bildigini yineliyorum.

Bu varolan kavramlar yoktan mi varolmustur? Yoktan hig-
bir seyin varolmayacagini biliyoruz (!) En soyut dusiinceler bi-
le somuttan kaynaklanir. Matematiksel kavramlar da yoktan
varolmamistir. “Saf dustince Grind” diye bir sey yoktur, ola-
maz. Her dustince trind bizim disimizdaki gerceklerden kay-



naklamr. Sanatta olsun, bilimde olsun, felsefede olsun, her so-
yut diisiincenin, her kavramin ana kaynag: dogadir, evrendir,
bizim distmizdaki diinyadir. Bunun tersini diginmek yoktan
bir seyin varolabilecegini diisiinmek olur.

Her diisiince iiriinii gibi matematigin de kaynag: dis diinya-
mizdir. Yani matematik dis dinyadan tamamiyla bagimsiz de-
gildir. Matematik olmasa bile, en azindan matematigin ana
kaynagi matematik¢inin digindadur.

3. Matematik ve Teknoloji. Giiniimiiztin ileri teknolojisine
matematik sayesinde erigtigimiz g6zoniine alininca, matemati-
gin biisbiitiin dogadan bagimsiz olmadig: da belli oluyor zaten.
Matematigin cok soyut kavramlari bile zamanla uygulama ala-
n1 bulabiliyor. Bu da, elbette, matematigin dogay: ti¢ asag1 bes
yukar1 kavrayabildigini, betimleyebildigini, doganin yasalarim
gercege oldukca sadik kalarak kagida dokebildigini gosterir.
Demek ki matematik, bir ol¢iide bile olsa, dogayr anlamamizi
sagliyor. Dogada “bir” olsun veya olmasin, matematikteki
“bir” kavramiyla mucizeler yaratiliyor: Uzaya gidiliyor, gokde-
lenler dikiliyor, uydular aracihgiyla diinyanin bir kosesiyle ses
ve goriintii baglantis1 kuruluyor... Matematik doganin yasala-
rin1 ve mantigini anlamaya ¢alisan ve bunda da ¢ok basarili
olan bir bilim dali ve bir ugrastir.

Bu teknolojik gelismelerin soyut matematikle degil, fizikle,
kimyayla, miihendislikle ve uygulamali matematikle gercekles-
tigi ileri siiriilebilir. Bu sav hem dogrudur hem yanli. Bir yan-
dan kuramsal ve soyut matematik en beklenmedik anda uygu-
lama alani bulabilmektedir, 6te yandan gelecekte bile nasil uy-
gulanacag bilinmeyen matematiksel arastirmalar yapilmakta-
dir. Aymi durum kuramsal fizik icin de gegerlidir. Kald ki, tek-
nolojiye uygulanan fizik, kimya ve mithendislik de ilk 6nce ka-
git lizerinde yapiliyor, uygulamaya sonra gegiliyor.
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Simdilik sunu aklimizda tutalim: 1) Uygulanan matematik
vardir, 2) Bugin uygulama alani bilinmeyen soyut matematik
vardir ve yapilmaktadir, 3) Bugin uygulama alani bulamayan
matematik gelecekte dogrudan ya da dolayh olarak uygulama
alani bulabilir (bulamayabilir de.)

4. Matematik Dogay! Yorumlar, ikinci b6limde matema
gin kaynaginin bizim disimizdaki dinya oldugunu séyledim.
Bu savim yanlis anlasiimasin: Beynimizin disdinyay1, bizim di-
simizdaki gercegi yorumlamadigini séylemiyorum. Cezanne’in
elmalari ve manzaralari, Picasso’nun élidogalari (natiirmortla-
r1) ve ¢iplaklari doganin aynen resmedilisi degildir, bir yorum-
dur. Matematik de resim gibi dogay! yorumlar. Ornegin iki
nokta arasindaki uzay parcasi matematikte bir sayiyla (iki nok-
ta arasindaki uzaklikla) ifade edilir. Elbette bir sayi ile bir uzay
parcasi arasinda ayrim vardir. Burda bir yorum sézkonusudur.

Bir baska 6rnek vereyim: bes metre uzunlugunda bir cetvel
Uzerinde Ttnin yerini tam olarak gosteremeyiz. O zaman dogada
fiziksel anlamda n sayisinin olup olmadigini ne'rden biliyoruz? n
sayisinin varhigina inanmak, aslinda fiziksel uzunluk kavraminin
ne oldugunu bildigini sanmak demek degil midir?



Biraz daha ileri gideyim. Dogada, fiziksel anlamda, 0’dan
biiyiik ama 1/2°den, 1/3’ten, 1/4’ten ve genel olarak her z > 0
tamsayis! icin 1/7’den kiigiik bir sayinin olmadigini kabul edi-
yoruz. Yani, sonsuz kiigiik sayilarin dogada fiziksel anlamda
olmadiklarimi kabul ediyoruz. Neden? Dogada fiziksel anlam-
da sonsuz kiigiik sayilarin olmadig nerden belli? Belki sonsuz
kiiciik sayilar var da biz (sonsuz kiigiik olduklarindan) gozlem-
leyemiyoruz. Boyle bir olasilik vardir. Hi¢ kimse bize dogada
sonsuz kiigiik sayilarin olmadigina giivence veremezs.

Demek istedigim, dogadaki uzunluklarin bildigimiz gergel
sayilarla olciilebilecegi varsayiminin doganin bir yorumu oldu-
gudur.

Son bir 6rnek daha vereyim. Matematikte 3 sayis: {0, 1, 2}
kiimesi olarak, 2 sayst {0, 1} kiimesi olarak, 1 sayist {0} kiimesi
olarak tanimlanir. O sayisiysa & olarak, yani bogkiime olarak ta-
mmlanir. Goriildiagh gibi sayilarin matematiksel tanim bir yo-
rumdur. “U¢”iin bir kiime olarak tanimlanmas: ve hele {0, 1, 2}
kiimesi olarak tanimlanmas: i¢in goriintirde bir neden yoktur®.

Demek ki matematik dogay: yorumlar, tam olarak betimle-
mez. Bu yorum kusursuz bir yorum olmayabilir, ama bir énce-
ki boliimde de savundugum gibi biisbiitiin kusurlu da degildir.

5. Modern Matematik Bir Zorunluluktur. Nokta, dogru,
gember, m, 1, 2, 3 gibi kavramlarin dogada bulunduguna ina-
nan, ancak modern matematigin dogada bulunduguna inanma-
yanlar olabilir. Bu diisiinceyi de paylagmiyorum. Bu boliimde
modern matematigin bir zorunluluk oldugunu savunacagim.

5 Matematikte sonsuz kiigiik sayilarin bulundugu say: sistemleri de vardr.

6 Modern matematikte her sey bir kiimedir. Dolaysiyla “3” de bir kiime olarak
tammlanmalidir. 3’1, iig 6gesi olan bir kiime olarak tamimlamak ilk akla gelen-
dir elbet. Ug 6geli birgok kiime vardir. 3’ii tammlamak igin bu ti¢ 6geli kiime-
lerden hangisini segmeliyiz? Tiimevarimla 3’ten kiiciik dogal sayilar tammla-
digimizi varsayarsak, {0, 1, 2} kiimesi en “dogal” segimdir.
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Modern matematik matematik tarihinden soyutlanarak ele
alinirsa, modern matematigin yapay bir ugras alani oldugu kani-
sina varilabilir. Giiniimiiziin soyut matematiginin bir zorunluluk
oldugunu anlamak i¢in matematik tarihini incelemeliyiz. Ciinkii
matematigin her kavrami daha 6nce tanimlanmis bagka kavram-
lardan kaynaklanir ve bulunan her yeni kavram bagka kavram-
larin bulunmasina neden olur. Matematigin her kavrammnin bir
temeli, bir gegmisi, varolugunun bir gerekgesi vardir. Hicbir ma-
tematik¢i durup dururken yeni bir kavram tiretmez. Matematik-
gilerin tammladiklari her kavram bir gereksinim sonucudur.

Ornegin, dogru ve gember kavramlarindan egri kavram, eg-
ri kavramindan sureklilik, limit ve tiirev kavramlari, bu kavram-
lardan sonsuz kiigiik kavram, sonsuz kiigitk kavramindan son-
suz biiyiik kavrami dogar. Sayilar kavramindan polinom ve ci-
sim kavramlari, bu kavramlardan grup kavrami dogar. Uzaklik
kavramindan topolojik uzay kavram, topolojik uzay ve tiirev
kavramlarindan ¢okkatl (manifold) kavrami dogar.

Bir 6rnek daha vereyim. Diyelim ilkel bir toplum 20’ye de-
gin saymasini biliyor ve 20’den biiyiik sayilar icin “cok™ teri-
mini kullaniyor. Bu ilkel toplumun 21, 22, 23 sayilarim zaman-
la 6greneceginden kugkumuz olmamali. 20’ye dek sayabilmek
belli bir zekdnin gostergesidir. 20’ye degin sayabilen bir toplu-
mun 21’i 6grenemeyecegini diisinemeyiz. Bu ilkel toplum gel
zaman git zaman 21’1, 22’yi, 23’u 6grenecek, hatta “art1 17
kavramma ulasacaktr. Arkasi kendiliginden gelir. “Art1 1”
kavramina ulagan bir toplum kolaylikla evrendeki “parcacik”
sayisindan daha buyiik sayilara ulagir. Oysa evrende boyle bir
say1 fiziksel olarak yoktur, ama “art1 1” soyutlamasi bu sayiy1
“yaratir”. Fiziksel olarak evrende bulunmayan bu ¢ok biiyiik
sayillardan “sonsuz” kavramina varmak zor degildir.

Ben gergekten de “sonsuz” ve “art1 1” soyutlamasina erig-
mek icin 20°ye degin sayabilmenin yeterli olduguna inaniyo-
rum. 20’ye degin sayabilen toplumlarin, salt bu kavramlari de-
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gil, ne derece soyut olursa olsun, her matematiksel kavram bir
zaman sonra bulacagina inaniyorum.

Yukarda, her kavramin bir baska kavramdan dogdugunu
soyledim. Biraz daha ileri gideyim: Matematikgi tanimlayacag
kavramlar: karsisinda tanimlanmaya hazir bulur. Dahaca ta-
nimlanmamus kavramlar matematikginin kagitlan arasindan si-
ritir. Bu kavrami gérmek matematikgi igin bir zaman sorunu-
dur. Ornegin “asal say1” kavrami tamsayilarla ugrasan herke-
sin kargisina gikar. Asal say1 kavrami bir matematikginin durup
dururken birdenbire buldugu bir kavram degildir. Say1 kavra-
mu asal sayi kavramini iginde tagir. Sayilari anlamak isteyen her
akalli yarauk, asal say1 kavramini bulmak zorundadir.

Her matematiksel kavram daha 6énce bulunmus matematik-
sel kavramlardan kaginilmaz olarak dogar.

Ayrica, matematiksel kavramlar kendilerini matematigin
salt bir dalinda gostermezler. Aym kavram, birbiriyle ilintisiz
gibi goriinen birgok aragtirmada, birgok matematik dalinda or-
taya cikabilir. © sayist buna giizel bir 6rnektir. n’nin rastlanma-
dig1 matematiksel konu yok gibidir.

Sonug olarak, modern matematigin dogada varoldugunu
kanitlamak icin, nokta gibi, dogru gibi, 1, 2, 3 gibi, 0 ve = gi-
bi, sonsuzluk gibi temel matematiksel kavramlarin dogada va-
rolduklarini kanitlamam gerekiyor. Matematigin bu basat kav-
ramlarinin dogada varolduklarini kanitlayabilirsem, bu kav-
ramlarin zorunlu bir sonucu olan ¢ok soyut matematiksel kav-
ramlarin da dogada olduklarini kanitlamig olacagim.

6. Matematik Dogada Vardir. Dérdiincii boliimde, mate-
matigin gozlemledigimiz dogay: yorumladigini savundum. $im-
di bu yorumun zorunlu oldugunu, bir segenegimizin olmadigi-
ni savunacagim. Matematik séz konusu oldugunda, dogayi na-
sil yorumlamamuz gerektigini doga kendisi bize soylemektedir.
Cesitli yorumlardan birini segmek s6zkonusu degildir.
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Daha o6nce s6zini ettigim “dogada bir elma yoktur” di-
stincesini ele alalim. “Doga” sdzcudi cok kisith bir anlamda
anlasildiginda bu dastince dogru olabilir. Dogada bir degil, bir-
¢ok elmanin oldudu ve hatta her elmanin her an degistigi, el-
mayla ortam arasindaki sinirin bile tam olarak bilinemeyecegi
savunulabilir. Dolayisiyla, “bir elma” yoktur denilebilir.

Ancak bu doga anlayisini kabul ettigimizde, doga, parcala-
ra ayrilamayan, durmadan degisen, bir tirli gézlemlenemeyen
ve kavranamayan, elle tutulmaz, dille anlatilmaz, yaziyla be-
timlenmez bir batin olur. Hatta bdyle bir doga anlayisindan
dogada doganin kendisinden baska higbir seyin olmadigi sonu-
cu cikabilir. Eger doda gercekten anlasilamayan bir bitinse, o
zaman bir sorun yok. Ama doganin hi¢ de anlasilamayan bir
sey oldugunu sanmiyorum. Barajlarla selleri, paratonerlerle yil-
dirimlari 6énliyoruz. Yercgekimini yeterince anlamis olmaliyiz
ki, ucaklar, jetler, fizeler yapip yercekimine karsi gelebiliyoruz.

Dolayisiyla bu doga anlayisi pek dogru olmamali. Dogayi an-
lamak demek, dodanin bdtin sirlarina erismek demek olmamali.
Her ne denli doda hala daha gizemliyse de, dogay! biraz olsun
kavrayabiliyoruz. Matematik, dogayi -yaklasik olarak bile olsa-
anlamamizi saghyor. Teknolojik gelismeler bunun bir kanitidir.



Doga yalmzca gordiiklerimiz, duyduklarimiz, kokladiklar-
miz, duyumsadiklarimiz degildir. Dogamn bize sezdirdikleri de
vardir. Ornegin, matematiksel dogru dogada fiziksel olarak bu-
lunmayabilir, ama dogru diisiincesi (kavrami) dogada vardir ve
doga bize dogru kavramni sezdirtir. Upuzun bir agag, denizle
gokyliziinii ayiran gizgi, giines 1ginlari dogru kavramuni fisildar-
lar. Bal peteginin hiicreleri matematiksel altigeni, gece gordi-
gumiiz yildizlar matematiksel noktayi, ay, glines ve gezegenler
matematiksel cemberi ve kiireyi fisildarlar. Gezegenlerin yo-
riingesi elipsi ve genel olarak egriyi fisildar. Gegen giinler, mev-
simler ve yillar, bir ormandaki agaglar, bir bitkinin yapraklar,
1, 2, 3 gibi say1 kavramlarini fisildarlar. Bu fisilt1 biz insanlar-
dan bagimsiz vardir. Bu fisiltiyr duyabilecek varlik olmasa da
fisilt1 vardur.

Dogada “iste!” diye gosterebilecegimiz bir “bir” olmayabi-
lir. Ama doga bize “bir” kavramim fisildar. Avustralya ve Af-
rika’nin yerlileri de, Aztekler de, Inkalar da, Ban kiiltiirilyle ta-
nismamis olmalarina kargin, 1’i, 2’yi 3"t bulmuglardir. Demek
ki doganin bu fisiltisin1 duymak yalmizca bir uygarliga 6zgii de-
gildir, her uygarlik bu fisiluy: duyabilir.

Ar1 peteginin her hiicresi kusursuz bir altigen olmayabilir.
Ama a1, peteginin hiicresini yaparken hiicrenin altigen olmasi-
na calisir. Sabun képiigii mitkemmel bir kiire olmayabilir, ama
sabun kopiigii mitkemmel bir kiire olmaya galisir. Sonsuz kii-
ciik sayilar fiziksel olarak olsa da olmasa da, bu sayilar doga-
da diigiince/fisilt olarak vardirlar, 6rnegin durmadan kigiilen
ama hicbir zaman sifir olmayan 1/2, 1/3, 1/4, 1/5... dizisi bize
sonsuz kii¢iigii anlatir ya da anlatmaya caligir.

7. Sonug. Sonug olarak, en temel matematiksel kavramlarin
acitklamaya caligtigim anlamda dogada bulunduguna inaniyo-
rum. Ve matematigin en derin, en soyut kavramlarimin doganin
bize sundugu en temel kavramlardan bir zorunluluk sonucu
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dogduguna inaniyorum. Ayrica her kavramin bagrinda bagka
kavramlar barindirdigina inaniyorum.

Matematik, matematikgilerden ve insanlardan bagimsiz
olarak vardir. Pisagor dikii¢genleri yaratmamistir, kesfetmistir.
Galois, gruplar1 yaratmamgtir, kesfetmistir. Noether, halkala-
r1 yaratmamustir, kesfetmistir. Hilbert, Hilbert uzaylarini yarat-
mamustir, kesfetmistir...

Matematigin evrenselligine inantyorum. Kanima gére mate-
matik, hem insanlardan hem de belli bir kiiltiirden ve uygarliktan
bagimsizdir.

Yanlis anlagilmak istemem: Askeri amaglarla yapilan mate-
matiksel aragtirmalar matematigin belli bir dahnin erken gelis-
mesine neden olabilir; Arsimet gibi, Gauss gibi, Newton gibi de-
halar kisisel ¢abalariyla matematigin daha ¢abuk gelismesini
saglamug olabilirler; hatta, ataerkil bir toplum olmasaydik, gii-
niimiiziin matematigi biraz daha degisik olabilirdi. Bunlar: yad-
simiyorum. Gene de her diisiinen toplumun bugiin bildigimiz
matematigi er ya da ge¢ bulacagina (kesfedecegine) inaniyorum.

Kisacas1 matematigin dogada bulunduguna inaniyorum.

8. Hardy’nin Diisiinceleri. Boylesine énemli bir konuda son
s6zli soylemek bana diigmez. Unlii matematikgi G. H. Hardy’nin
konumuzla ilgili yazdiklarini aktararak bitireyim yazimi7:

Fiziksel ger¢ekle maddi diinyayi; gecesi giindiizii
olan, depremleri olan, ay ve giines tutulmalar: olan
diinyays; fiziksel bilimlerin anlatmaya calistig1 din-
yayt kastediyorum. [...] Benim i¢in ve sanirim ¢ogu
matematikgi igin “matematiksel gercek” diye tanim-
layacagim bagka bir gercek vardir. Bu matematiksel
gergegin niteligi hakkinda gerek matematikgiler ge-

7 Bkz. Kaynakga [7].
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rek felsefeciler arasinda herhangi bir uzlasma yoktur.
Bazilarina gore “zihinsel”dir ve onu bir bakima biz
yaratiriz; digerleri ise onun bizim digimizda ve bizden
bagimsiz oldugu kanisindadir. Matematiksel gerge-
gin ne oldugunu, inandiric1 bir sekilde agiklayabile-
cek bir kimse metafizigin en zor problemlerinin ¢ogu-
nu ¢dzmiis olurdu. [...] Benim inancima gore, mate-
matiksel gergeklik bizim distmizdadir; bizim iglevimiz
onu bulup ¢ikarmak ya da gozlemektir; 1spatladigi-
mizi veya tumturakl sdzlerle yarattigimazi soyledigi-
miz teoremler; gdzlemlerimizden ¢ikardiginz sonug-
lardan ibarettir. Bu goriis Platon’dan bu yana bir ¢ok
tinlii filozof tarafindan da benimsenmistir.

Hardy, aym kitabin 24’tincii bolimiinde matematiksel ger-
ceklikle fiziksel gercekligi karsilagtiriyor:

[...] matematiksel objeler [nesneler], cok daha
goriindiikleri gibidirler. Bir iskemle veya bir yildiz
hi¢ de goriindiigii gibi degildir; tizerlerinde ne ka-
dar ¢ok disiiniirsek, goriintileri de, duyularimiz-
dan kaynaklanan bir sis iginde, o ol¢iide netligini
kaybeder, bulaniklagir. Buna karsilik, “2” veya
“317”nin duyularla iligkisi yoktur; yakindan ince-
ledigimiz olciide ozellikleri daha da berraklagir.
[...] piir matematik, tiim idealizmin ¢arpip batug:
bir kayadir. 317 bir asaldir; biz 6yle diisiiniiyoruz
diye, veya kafa yapimiz su ya da bu sekilde oldugu
icin degil; ciinkii dyledir, ¢iinkii matematiksel ger-
cegin yapist bu.
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