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Kesintili de olsa 1986’dan beri, yani 15 yildir popiler ma-
tematik yazilari yaziyorum. Bu kitaplar sayesinde birkac gencin
yasaminin degistigini, bilime, kimileyin de matematige yonel-
digini bilmek beni ¢ok mutlu ediyor. Matematikten aldigim
zevki paylasmanin mutlulugu da cabasi.

Tleri dizeyde matematigi populerlestirmek kolay degil,
hatta belki cogu zaman da olanaksiz. Bunu basarabildigim za-
man mutlulugum daha da artiyor.
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Satranc¢ Tahtasi Sorulari

tahtasi ve askerleri de giizeldir. Ornegin bir at... Ben ati cok

estetik bulurum. Herkes ati begeniyor olmali ki, at satran-
cin simgesi haline gelmistir. Satrancin ati mi yoksa keman mi da-
ha gizeldir? Karar veremem, her ikisine de bayilirm.

Askerlerini bir yana birakirsak, satranc tahtasinin kendisi
de gizeldir. Banyo ve mutfaklarimizi bu guizel bigimle stislemez
miyiz?

Usta zanaatkarlarin yapti§i satranc takimlari ¢ok pahaliya sa-
tilir. O takimlarda satrang oynanmaz ama olsun, gtzelligi yeter.
Ben yine de uluslararasi yarismalarda kullanilan basit satranc ta-
kimlarini yeglerim. Yalinhkta ve guzellikte Gstiine yoktur.

Satrang tahtasinin gizelligi mantija da yansir. Olaganusti
guzel satrang tahtasi problemleri vardir. Bildiklerimden biriki-
sini sunuyorum:

Satran(; glzel bir oyundur. Salt oyun olarak degil, oyunun

Birinci Problem: Bilinen bir problemdir: Bir satrang tahta-
sinin en Ust sag karesiyle en alt sol karesini kesip attiginizda,
satranc¢ tahtasinin geri kalan 62 karesini, herbiri iki kare kap-
layan dominolarla kaplayabilir misiniz?
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domino

Yanit olumsuzdur, yani “kaplayamam”dir.

Yanitin Kaniti; Satrang tahtasinin en Ust sag karesiyle en alt
sol karesi ayni renktedirler. (Siyah karelerdir. Siyah kare daima
sol alt kdsede bulunmalidir. Yoksa usta satran¢ oyunculari
huylanirlar.) Dolayisiyla, dominoyla kaplamamiz gereken tah-
tada artik 32 beyaz kare ve 30 siyah kare kalmistir. Oysa her
domino bir siyah ve bir beyaz kare kaplar, yani dominolarin
kapladigi karelerin yarisi siyah, yarisi beyaz olmalidir. Demek
ki dominolarla 32 beyaz ve 30 siyah kare kaplanamaz.

Bu problem salt 8 x 8 satranc¢ tahtasi i¢in degil, n x n bo-
yutlu her satrang tahtasi icin sorulabilir. Yanit her seferinde
“hayir’dir.

Ote yandan, 8 x 8 boyutlu bir satrang tahtasindan bir si-
yah, bir beyaz kare kesilirse, o satran¢ tahtasi dominolarla kap-
lanabilir. Soyle. Once kesilmis satranc tahtasina asagidaki gibi
iki tarak yerlestirin:
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Bu taraklar satrang tahtasinda bir labirent gibi koridorlar
aclyorlar. Koridorlari takip ederek, bir eksik kareden, ébur ek-
sik kareye iki turlt gidebiliriz. Nasil gidersek gidelim, her iki
yolda da cift sayida kareden geceriz. Kdseler de bir sorun ya-
ratmadigindan, dominolari taraklarin actigi koridorlara yerles-
tirerek, satran¢ tahtasini dominolarla kaplayabiliriz.

ikinci Problem: Bu soruyu Matematik ve Korku adli kita-
bimda da sormustum, yineliyorum. Oniiniize bir satrang tahta-
st alin. En Ustteki sol kareye bir tavla pulu koyun. O pulla su
hamleleri yapabilirsiniz: Pulu bir kare saga, sola, asagi ya da yu-
kari kaydirabilirsiniz. Her kareden gecerek ve her kareden yal-
nizca bir kez gecerek pulu en alt sag kareye goturebilir misiniz?

Gotirebilirseniz nasil gottrirstinidz, gotiiremezseniz neden
gotlremezsiniz?

Dogru yanit... “Hayir gétiremem”dir. Niye mi? Satrang tah-
tasinda 64 kare vardir. Her kareden bir kez gegmemiz gerektigi-
ne gore 63 hamle yapmaliyiz. Yani 63 hamlede en Ust sol kareden
en alt sad kareye gitmeliyiz. Oysa bu iki kare beyaz. Ve tek sayi-
lik hamlede beyaz bir kareden gene beyaz bir kareye gidilemez!

Yanit sasirtict bir yalinhkta. Elimizdeki verilerden yalnizca
isimize yarayani kullantyoruz. Pulun hangi kareden hangi kare-
ye gideceginden ¢ok, beyaz bir kareden gene beyaz bir kareye
gitmesi 6nemli olan. Ve hamle sayisinin 63 olmasindan cok, bir
tek sayl olmasi 6énemli. Cok daha genel ve kaniti cok daha ba-
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sit bir sonu¢ bulduk: Beyaz bir kareden gene beyaz bir kareye
tek sayida hamleyle gidemeyiz.

Bir de ayni soruyu bir dama tahtasi icin degil de, herhangi bir
8 X 8 karelik tahta i¢in sorsaydim, yaniti bulmak daha zor olur-
du. Cunkl 8 x 8’lik tahtayl 6nce dama tahtasi gibi boyamak ge-
rekecekti. Sonra da yukardaki akil yiritmeyi yapacaktik.

Ugtincti Problem: Bu problem bir satrang tahtasi problemi
gibi goziikmese de aslinda 5 x 5’lik bir satran¢ tahtasi problemi.

25 o6grencinin ardarda dizilmis beser kisilik bes sirada otur-
dugu bir sinifta, 6gretmen, 6grencilerin, ayni anda ya bir saga
ya bir sola ya bir 6ne ya da bir arkaya kayarak yer degistirme-
lerini istiyor. Her 6grenci elbette her hareketi yapamaz. Orne-
gin, en ondekiler 6ne kayamazlar. Kdsedekiler sadece iki ham-
le yapabilirler. Ortalarda oturanlarin dért degisik hamle olana-
gl var. Her 6grenci yer degistirmek zorunda ve her 6grenci sa-
dece tek bir hamle yapabilir. Ogrenciler 6gretmenin dedigini
yapabilirler mi?

Yapamazlar.

One ve sola kayan 6grencilere 1 puan verelim. Arkaya ve
saja kayan ogrencilere -1 puan verelim. Ogrencilerin toplam
puani 0 etmek zorunda. (Neden?) Ama 25 tane 1 ve - | ’in top-
lami hicbir zaman 0 etmez, ¢ciinkd 25 tek bir sayidir.
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tki Satran¢ Sorusu Daha

kalan 1/2, kaybeden de 0 puan alir. Diyelim, sizden ¢ok
cok ustlin iki oyuncuya karsl ayni anda satran¢ oynu-
yorsunuz. Oyunlarin birinde beyazsiniz, digerinde siyah.1

iki oyunda toplam 1 puan almayi nasil garanti edebilirsi-
niz? Yani ya iki oyunda da berabere kalacaksiniz ya da en az
bir oyunda yeneceksiniz.

Soyle oynarsiniz bu sonuca ulasirsiniz:

Beyazlarla oynayan rakibinizin ilk hamlesini beklersiniz. Bu
hamlenin aynisini 6bir oyunda siyaha karsi oynarsiniz. Simdi
siyahin hamlesini beklersiniz. Bu hamlenin aynisini beyaza kar-
s1 oynarsiniz. Simdi beyazin hamlesini beklersiniz ve bu hamle-
yi siyaha karsl oynarsiniz... Bunu bdéyle strdirirseniz, iki oyun
da birbirinin esi olur. Aradaki tek fark, birinde siyah, digerin-
de beyaz olmanizdir.

Boylece ya iki oyundan birinde yener, digerinde yenilirsiniz;
ya da her iki oyun da berabere sonuclanir. Her iki sikta da top-
lam 1 puan alirsiniz.

Birinci Soru. Satrang turnuvalarinda kazanan 1, berabere
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ikinci Soru. Oyuncularin dilerlerse pespese iki hamle yapa-
bilecedi bir satran¢ oyununda, birinci oyuncunun en azindan
berabere kalacagi bir strateji oldugunu kanitlayin.

“Stratejiyi bulun” demiyorum, “stratejinin varhgini kanit-
layin” diyorum.

Bu tUr oyunlarda (yani iki kisilik, sonlu ve bitln bilgilerin
ortada oldugu oyunlarda), iki oyuncudan birinin en azindan
beraberlik elde ettigi bir stratejinin varhgini M atematik ve Kor-
ku adl kitabimin NiM adli yazisinin sonunda kanitlamistim.

Diyelim birinci oyuncunun bdyle bir stratejisi yok. O za-
man ikinci oyuncunun, yani siyahlarin boyle bir stratejisi var-
dir. Oyunun basinda sira ilk oyuncuda, yani beyazlarda. Be-
yazlar su hamleyi yapsin: Atlardan birini ¢iksin ve tekrar eski
yerine geri getirsin. Beyazlar pespese iki hamle yaptilar ama
oyunda bir degisiklik olmadi, oyun aynen basladigi gibi... Tek
fark siranin siyahlarda olmasinda... Simdi siyahlar birinci
oyuncu ve beyazlar ikinci oyuncu. Ama ikinci oyuncuyu en
azindan berabere biraktiran bir stratejinin varhigim varsaymis-
tik. Demek ki beyazlarin varmis boyle bir stratejisi. Hani yok-
tu... Celiski...
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Bir Tane Daha: Atm Yolculugu

Natrancta at su hareketleri yapabilir:

At, satrang tahtasinin her karesinden gecerek ve her kare-
den yalnizca bir kez gegerek, satran¢ tahtasini dolasabilir mi?
Evet. C6zUm oldukca kolay bulunuyor. iste bir ¢oziim:
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Baska coztimler de olabilir. Birini bulmak bana yetti!
Satrang tahtasini 8 x 8 yerine baska boyutlarda da alabili-
riz. iste baska boyutlarda at yolculuklari:

3 x4 Boyutlu Satran¢ Tahtasinda At Yolculuklari

3 x4 boyutlu satrang tahtasinda atin yapabilecegi butin yolcu-
luklari bulacagiz. At, her kareden gececek ve yalniz bir kez gececek.

Once, 3x 4 boyutlu bir satrang tahtasinin 12 karesini sayilan-
diralim:
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At, 11 numaral kareden, 2, 4 ve 5 numarali karelere gide-
bilir. Asagidaki sekilde 11 numarali karenin 2, 4 ve 5 numara-
li karelerle baglandigini goreceksiniz.

At, 1 numarali kareden 7 ve 10 numarali karelere gidebilir.
Asagidaki sekilde, 1 numaral karenin 7 ve 10 numaral kare-
lerle baglandigini géreceksiniz...

Simdi sorumuz baska bir bicim aldi. Yukardaki sekildeki
kareleri kasabalar, bagintilari da yol olarak dustnirsek, atin,
yollari izleyerek her kasabadan gececegi ve bir kez gececegi yol-
culuklarini bulmaliyiz.

Simetrik ¢6zUmleri saymayalim, gereksiz. Demek ki, atin,
4, 5, 6 ve 11 numarali kasabalardan birinden yolculuga basla-
digini varsayabiliriz.

Biraz deneyince hemen goreceksiniz ki, at, 6 ve 11 numara-
li kasabalardan yola cikarsa her kasabaya ugrayamaz. Geriye 4
ve 5 numaral kareler kaldi.

Iste atin her kareden gecen ve her kareden bir kez gegen (si-
metrileri saymazsak) tum yolculuklari:
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Tam dort yol var:
4,6,12, 3,5, 11, 2,8, 10, 1, 7,
4,6,12, 3,5, 11, 2,9, 7, 1, 10,
5,3,12,6,4, 11, 2,8, 10, 1, 7,
5,3, 12,6,4, 11,2, 9, 7, 1, 10,

® © o ©O

Bu dort yolun ikisi aslinda birbirine benzer yollar. Sekilden
de anlasilacag Uzere, ikinci ve Gc¢tinct yollar birbirinin simetri-
gi. (Birinde ati ters yone strin.) Demek ki, birbirinden “ger-
cekten” degisik tam Ug yol var:

4,6,12,3,5,11,2, 8,10,1,7,9
4,6,12, 3,5, 11,2,9,7, 1, 10, 8
5 3, 12,6,4, 11,2, 9,7, 1, 10, 8
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Bu yollari satran¢g tahtasinda da gosterelim:
"0 11
g
5
e
20 f A
4,6,12,3,5,11,2, 8,10, 1,7,9

\ |«k 12

1M\ K

12,3,5, 112 9 7 1

5,3,12,6,4,11,2, 9,7,1,10,8

3 x5 Boyutlu Satran¢ Tahtasinda At Yolculugu Yoktur!

Simdi, bu yontemi kullanarak 3 x 5 boyutlu satrang tahta-
sinda, atin her kareden bir kez gececegi bir yolun olmadigini
kanitlayacagiz.

Once 3 x5 boyutlu bir satrang tahtasinin karelerini numa-
ralandiralim:
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BIR. Sekiz beyaz, yedi tane siyah kare var, bunu akhmizda
tutalim.

iKi. Ayrica, toplam 15 kare oldugundan, 14 hamle yapma-
miz gerekmektedir, bunu da aklimizda tutalim..

UC. Atin her hamlesinde renk degistirilir, yani at, siyah ka-
reden beyaz kareye, beyaz kareden siyah kareye gider.

Demek ki at siyah bir hamleden baslayamaz; ¢unki siyah
hamleden baslarsa, 14 hamle sonra sekiz siyah kareden ge¢cme-
si gerekir ki, bunun igin de yeterli sayida siyah karemiz yok.

Dolayisiyla at, yolculuguna beyaz bir kareden, yani tek sa-
yili bir kareden baslamalidir.

Simdi, daha dnce yaptigimiz gibi, atin yapabilecegi hamle-
lerin bir semasini ¢ikaralim.
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6 ve 10 sayil karelere dikkatle bakalim. Siyah olduklarin-
dan, bu karelerden birinden baslayanlayiz ve bu karelerden bi-
rinde bitiremeyiz. Demek ki bu karelerden yolculugun ortasin-
da girip ¢itkmaliyiz. 6’ya 13’ten girip 3’ten cikabiliriz (ya da
tam tersi), ama o zaman da 10’a gidemeyiz. (Aslinda yukarda-
ki cizime pek gerek yok. Bu dedigim, satrang tahtasinda da go-
rulebilir.)

Dolayisiyla, at, 3 x 5’lik bir satran¢ tahtasini her kareden
bir kez gecgerek dolasamaz.
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Son Bir Satran¢ Sorusu Daha

Bir satran¢ tahtasinda her boyuttan kac kare vardir?

Satran¢ tahtasi 8 x g’dir. Bu boyuttaki bir karenin icinde
bulunan karelerin boyutlari 1 x 1, 2 X 2, 8 x 8 olabilir an-
cak. Her boyuttan kag var?

1x1 boyutlu 64 kare var elbet.

Ya 2 x 2 boyutlu? Yatay olarak ilk iki kenari, ikinci iki ke-
nari, dguinct iki kenari, ... son iki kenari segebiliriz. Yani yatay
kenarlan 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 diye numaralandirirsak, yatay ke-
nar olarak 1-2'yi, 2-3'0, 3-4’Q,... , 7-8’i secebiliriz. Demek ki 2
X 2 karenin yatay kenari icin tam 7 secenegimiz var. Dikey ke-
nar icin de 7 segenegimiz var. Demek ki 8 x 8 boyutlu bir ka-
rede 7 x 7 =49 tane 2 x 2 boyutlu kare var.

Simdi 3x 3 boyutlu kareleri hesaplayalim. Yatay kenarlari
1-2-3, 2-3-4, 3-4-5, 4-5-6, 5-6-7 ve 6-7-8 secebiliriz. Yani ya-
tay kenar icin 6 secenegimiz var. Dikey kenar icin de 6 secene-
gimiz var. Demek ki 8 x 8 boyutlu bir karede 6 x 6 = 36 tane
3 x 3 boyutlu kare var.

Boyle devam edecek olursak, 8 x 8 boyutlu bir karede,

82+ 72 +62+52+42 +32 +22+12=64 +49 +36 +25 +16 +9 +4 + 1 =204

tane kare oldugu anlasilir.
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Kolay miydi?

Yaniti kendiniz bulmadan okuduysaniz kolay gelmistir. Ya
kendiniz bulmaya calissaydiniz? Bulurdunuz buytk bir olasi-
likla, ama bulamasaydiniz da blylk zevk alirdiniz.
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Sapka Problemi

yaratmis. Hatta Amerika’nin en saygideger gazetelerin-

den biri olarak kabul edilen The New York Times'ta
uzun bir yaziya konu olmus. Bu yazinin ilk kismi da The New
York Times'ta yayimlanan o yazidan kaynaklanmistir.

Sapka Problemi adiyla bilinen bu problem sdyle.

Bir odaya n kisi girecek. Odada bu kisilerin baslarina, yazi
tura atarak ya beyaz ya da siyah sapka konacak. Yani herkesin
basinda yizde elli olasilikla beyaz sapka olacak, yuzde elli ola-
silikla siyah sapka. Herkes baskasinin basindaki sapkanin ren-
gini gorecek, ama kimse kendi basindaki sapkanin rengini go-
remeyecek... Oyuncular ayni anda ya kafalarindaki sapkanin
rengi konusunda bir tahminde bulunacaklar ya da pas gececek-
ler. Eger higbiri yanilmazsa (pas gecen hi¢ yanilmaz) ve arala-
rindan en az biri dogru yanit verirse her oyuncu 1 milyon do-
lar alacak. Yoksa herbiri hava alacak.

Ornegin biri disinda hepsi pas gegerse ve 0 pas gegmeyen
(camgobegi ya da fistiki gibi herhangi bir tahminde degil!) si-
yah ya da beyaz tahmininde bulunursa, yltzde 50 olasilikla her
oyuncu 1 milyon dolar alacak, yizde elli olasilikla kimse para
kazanamayacak.

Bu ayin konusu olan problem Amerika’da bayagi heyecan
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Eger iki kisi pas gecmeyip
tahminde bulunursa, o zaman
yuzde 25 olasilikla oyuncular
parayl kazanacaklar (1 milyon
dolari cebe indirmek icin tah-
minde bulunan iki kisinin de
dogru tahminde bulunmasi gere-

kiyor.) Demek ki sadece bir kisinin pas gecmeyip tahminde bu-
lundugu strateji iki kisinin tahminde bulundugu stratejiden da-
ha iyi, hatta iki kat daha iyi.

Herkes pas gecerse, kimse dogru tahminde bulunmadigin-
dan, kimse para kazanamayacak...

Bu n kisi odaya girmeden 6nce toplanip en iyi strateji hak-
kinda kafa yoruyorlar. En iyi stratejilerinin (varsa) en az % 50
oldugunu gorduk. Yuzde elliden daha iyi bir strateji var mi?

Amerika’nin bircok Unli matematikgisi, (ki bircogu Ameri-
kali degildir) siz bu yaziy1 okudugunuz sirada belki de, bu ko-
nu Uzerinde kafa yoruyor.

Oyunun kodlar teorisiyle ilgisi var, yani bilgisayarlarla, sif-
relemeyle, bilgi yollamayla, yani cagimizla... Matematik kimi-
leyin de bir ise yarar!

Bircok matematikgi, problemi ilk duydugunda, en iyi stra-
tejinin yukarda acikladigim yizde elli parayi kazandiran stra-
teji oldugunu dustntyormus. Ama daha sonra daha iyi strate-
jilerin varligini kavriyorlarmis.

Problemi ilk kez Kaliforniya Universitesi'nden Dr. Todd
Ebert doktorasini yazarken bulmus. Soruyu 6grencilerine sor-
mus. Bir sabah uyandiginda, internet’te herkesin bu problemle
ugrastigini gérmdas...

Yine Kaliforniya tniversitesinden Prof. Berlekamp n =3 ol-
dugunda, ylzde 75 kazandiran bir stratejinin oldugunu bul-
mus. Biz de bulalim.
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Soyle dustnelim. Ug sapkanin Gguinin de ayni renk olma
olasiligr 1/4'tur, cinklU 1/8 olasilikla ¢ sapka beyaz, 1/8 olasi-
likla Ug sapka siyah olacaktir. Dolayisiyla U¢ sapkanin renk da-
githiminin 2-1 olma olasihgr 3/4'tir. Demek ki, karsisindaki iki
sapkanin ayni renkte oldugunu gdérenler aksi tahminde bulu-
nurlarsa, yani iki siyah sapka goren beyaz, iki beyaz sapka go-
ren siyah derse ve digerleri pas gecerse, 3/4 olasilikla dogru tah-
minde bulunulacaktir.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Oyunculara 1, 2, 3 diyelim ve
bu stratejiyle oynanan oyunun akisina bakalim:

1 2 3 Tahmin Sonug
'Beyaz Beyaz Beyaz Herkes “siyah” der Kaybedilir
Beyaz Beyaz Siyah 3 “siyah” der, digerleri pas geger Kazanilir
Beyaz Siyah Beyaz 2 “siyah” der, digerleri pas geger Kazanilir
Beyaz Siyah Siyah 1 “beyaz” der, digerleri pas geger Kazanilir
Siyah Beyaz Beyaz 1 “siyah” der, digerleri pas gecer Kazanilir
Siyah Beyaz Siyah 2 “beyaz” der, digerleri pas geger Kazanilir
Siyah Siyah Beyaz 3 “siyah” der, digerleri pas geger Kazanilir
Siyah Siyah Siyah Herkes “beyaz™ der Kaybedilir

Eger n = 15 ise, 15/16 olasilikla kazandiran bir strateji bu-
lunmus.

Oyuncu sayisi arttikca, bilinen bir stratejinin kazanma ola-
sihgi artiyor, hatta n sonsuza gittiginde bu bilinen stratejinin
olasiligi |’e yakinsiyormus.

Biz Turkler bu oyunu biraz degistirelim. Oyuncular - hep
birlikte degil de - teker teker tahminde bulunsunlar. Bu oyun-
da en iyi strateji var midir, varsa bu en iyi stratejinin basari san-
sI ylzde kactir?

Yukardaki gibi distnecegiz. Kisi sayisina n diyelim. Herke-
se siyah sapka gelme olasiligi 172"’dir, dolayisiyla en az bir Ki-
siye beyaz sapka gelme olasihigl 1 - 1/2dir. E§er en az bir Ki-
siye beyaz sapka gelirse, oyunun - birazdan aciklayacagim
stratejiyle - kazanilacagini iddia ediyorum.
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Strateji sOyle: Oyuncular siraya dizilsinler: 1, 2, n ve bu
sirayla tahminde bulunsunlar. Her oyuncu, kendisinden sonra
gelen oyunculardan herhangi birinin basinda beyaz sapka gor-
muyorsa (yani (kendisinden sonra gelen bitin oyuncularin
sapkalari siyahsa), “beyaz” tahmininde bulunsun, eger goru-
yorsa pas gegsin. Yani beyaz sapka gortldikee pas gecilecek,
gorulmuiyorsa “beyaz” denilecek... ilk yanit verenden sonraki
oyuncular pas gegsinler...

Ornegin, 1 numarali oyuncu eger hickimsede beyaz sapka
goérmuiyorsa, yani herkeste siyah sapka goriiyorsa “beyaz” der
(daha sonrakiler pas gecer), eder en az bir kiside beyaz sapka
gorlyorsa pas gecer (ve sira ikinci oyuncuya gecer.)

Birinci oyuncu pas gegmisse, 0 zaman en az bir kiside beyaz
sapka var demektir. En sonuncu beyaz sapka sahibi, -daha énce
tahminde bulunulmamissa- kendisinden sonra beyaz sapka gor-
mediginden tahminde bulunacak (daha 6ncekiler pas gecmis ol-
malilar, daha sonrakiler de pas gececekler) ve oyun kazanilacak.

Uc oyuncuyla neler olduguna bakalim. Sapka dagilimlarini
BBB, BBS,... gibi gosterelim. Ornegin BSB, birinci ve ugiinci
oyuncularda beyaz, ikinci oyuncuda siyah sapka oldugunu gos-
teriyor.

1 2 3 Sonug
BBB Pas Pas Beyaz Kazanilir
BBS Pas Beyaz Kazanilr
BSB Pas Pas Beyaz Kazanilir
BSS Beyaz Kazanilr
SBB Pas Pas Beyaz Kazanilr
SBS Pas Beyaz Kazanilr
SSB Pas Pas Beyaz Kazanihr
SSS Beyaz Kaybedilir

Gorulduagu gibi 7/8 olasilikla oyun kazaniliyor.
Genel olarak oyunda n Kisi varsa, oyun 1 - 1/2” olasilikla
kazanilr.
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Daha iyi bir strateji de olamaz, ¢inkd, birinci kisi, tahmin-
de bulundugunda, en az 14" olasilikla oyun kaybedilecektir,
demek ki yukarida aciklamaya calistiqim stratejiden daha iyi
bir stratejide, birinci oyuncu hep pas ge¢cmelidir. Birinci oyun-
cu hep pas gectiginde de bir sonraki oyuncuya hicbir ipucu ver-
meyecektir, dolayisiyla ikinci oyuncuyla birinci oyuncu arasin-
da bir fark kalmayacaktir, ve ikinci oyuncu da pas ge¢mek zo-
runda kalacaktir... Bu boyle devam eder.
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Bir Oyun

yunumuz n siyah ve n beyaz tasla ve tek basina oynanir.
Taslar 2n + 1 yuvali bir tahtanin Gsttne soyle yerlestirilir.
(Asagidaki ornekte n = 2.)

n siyah tas en sola, n beyaz tas en saga... Ortada da bos bir
yuva birakilir.

Oyunun kurallari soyle:

1) Her hamlede tek bir tasa dokunulur.

2) iki tr hamle var: a) bir tas, saga ya da sola bir hane kay-
dirilabilir, b) bir tas, arkasi bos karsit renkli tek bir tasin dstiin-
den atlatilabilir.

3) Amag, yukardaki pozisyonun tam simetrigini, yani asa-
gidaki pozisyonu elde etmektir:
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Pek o kadar zor bir oyun degil, iste n =2 oldugunda ¢6zlm:

- 1#-0 ® CK?

Yukarda da goérulecegi Uzere, n = 2 iken sekiz hamlede oyu-
nu bitirebiliyoruz. Daha az hamlede de bitmez bu oyun.

Genel olarak 2n tasla oynanan oyun en az ka¢ hamlede bi-
ter? Hatta biter mi?
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Her seyden 6nce oyunun n2 + 2n hamleden 6nce bitmeye-
cegini kanitlayalim. Ayni renk taslar birbirinin Ustiinden atla-
yamayacagindan, taslar ancak siralarini koruyarak 6bur yaka-
ya gidebilirler. Ornegin, en soldaki siyah tas, 6bur tarafta gene
en soldaki siyah tas olmali. Dolayisiyla her tas n + 1 uzakliga
gitmeli. Demek ki hi¢ atlama olmazsa, 2n tas toplam 2n(n + 1)
hamle yapmali. Ama atlama olacak. Ne kadar atlama olacak?
Ne kadar siyah-beyaz tas karsilasmasi olursa o kadar atlama
olacak. Her siyah tas her beyaz tasla kesinlikle karsilasacak.
Demek ki her siyah tas n kez beyaz taslarla karsilasacak. Top-
lam n siyah tas oldugundan, karsilasma sayisi n2. Her karsilas-
ma bize bir hamle tasarruf ettiriyor. Demek ki hamle sayimiz
2n(n + 1) - n2sayisindan, yani n2 + 2n sayisindan daha az ola-
maz.

Eger geriye gitmek yasaksa, 0 zaman bu oyun - basariya ula-
sirsa - ancak bu kadar hamlede basariya ulasir. Geriye gitmek de
bu oyunda gereksizdir, hicbir ise yaramaz, yani geriye gitmekle
bir 6nceki hamleyi geri almak ayni seydir. Dolayisiyla bu oyun,
basariya ulasirsa, ancak n2 +2n hamlede basariya ulasir.

Peki, bu oyun basariya ulasir mi? Bunu kanitlamak pek o
kadar kolay degil galiba.

n - 3 iken oyunu oynayin, oyunu basarmanin pek o kadar
da kolay olmadidini géreceksiniz (siyah toplar1 A, beyaz topla-
r1 B gosterdik):

AAA-BBB
AA-ABBB
AABA-BB
AABAB-B
AAB-BAB
A-BABAB
- ABABAB
BA-ABAB
BABA-AB

co~NoOOU R~ wWwN R
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9. BABABA-
10. BABAB-A
11. BAB-BAA
12. B-BABAA
13. BB-ABAA
14. BBBA-AA
15. BBB-AAA

Ornegin yukardaki ikinci hamleden sonraki pozisyon AA-
BA-BB ve o asamada B yerine A’yl oynatmak hatadir, G¢c ham-
le sonra oyun tikanir.

Dort tasla daha zor kazanmak. Yirmi tasla, ¢cok ¢cok zor ol-
mali...

Evet. Bu oyunun basariyla sonuclanabilecegini kanitlamak
gerekiyor, hem de higbir tas geri gitmeden...

Ayrica mumkinse oyunun nasil oynandiginda kazanilaca-
gini, yani kazanma algoritmasini bulmak gerekiyor. Yirmi tas-
la nasil oynamali da kazanmali?

Simdi suna dikkat edelim: Oyunun her aninda beyazlarin
en fazla bir hamlesi vardir. Ayni bicimde siyahlarin da en fazla
bir hamlesi vardir. Her ne kadar hem siyahlarin hem de beyaz-
larin birer hamlesi olabiliyorsa da, oyunun bir aninda ayni ren-
gin iki degisik hamlesi olamaz. Bunu aklimizda tutalim.

Yukardaki n =2 ve n =3 i¢in oyunu nasil oynadigimiza ba-
kalim.

n =2 icin oyun nasil oynanmis? Bir kere siyah, iki kere be-
yaz... Siyah yerine A, beyaz yerine B diyecek olursak, bu oyunu,
1 kere A
2 kere B
3 kere A
3 kere B
3 kere A
2 kere B
1 kere A

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



oynamis. Yani oyun, 1A, 2B, 3A, 3B, 3A, 2B, 1A biciminde ce-
reyan etmis. Bunu 1,2,3,3,3,2,1 olarak da gosterebiliriz.

n = 3 icin oyun nasil oynanmis? Bakalim. Bu oyun 1, 2, 3,
4,4, 4, 3, 2, 1 biciminde oynanmis. Yani bir kere A, iki kere B,
Uc kere A... oynamis.

Genel olarak oyunu kazanma algoritmasi bu olmali. 2n tas-
Il bir oyun,

1, 2,.,N-1,nnnn-1,..,2,1
biciminde oynanirsa basariya ulasir gibi geliyor bana. Yani bir
kere A, iki kere B, U¢ kere A... oynayarak.

Neden boyle? Bilmiyorum, kanitlayamadim.
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Eglencelik...

ep ciddi matematik yapacak degiliz ya! Arada bir de eg-
lenmek gerekir.

1. Dort tane 7 ve bir tane |’le, sadece dort islemi kullana-
rak (toplama, ¢cikarma, ¢arpma, bdlme) 100 yazabilir misiniz?

Su ¢dzUim yanhistir; 177 - 77 = 100. ClnkU burada, “bir ra-
kami bir baska rakamin yanma koymak™ gibi yasal olmayan
bir islem yapihyor.

Ayni nedenden 1(7—#)(7—#) = 100 ¢6zUmuU de kabul edilmez.

Ister inanin ister inanmayin sorunun bir ¢cdzimii var. Hile-
siz, hurdasiz... Ve sadece toplama ve ¢arpmay! kullanarak...

2. Dort 6'yla ve ilkégretimde 6grenilen islemleri kullanarak
64 yazabilir misiniz?

3. iki gcocuk ayni giin, ayni saat, ayni anda, ayni anadan (ve
babadan) dogmuslar. Ama ikiz degiller. Bu nasil oluyor?

4. Bir kopriden dort kisi toplam 17 dakikada gec¢meli.

Kopruyd biri 1, biri 2, biri 5, biri de 10 dakikada gegebiliyor.
Kopru pek saglam degil, ayni anda sadece iki Kisi gecebiliyor.
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Ve gece... Bir cep lambasina ihtiya¢ var ve sadece bir cep lam-
balari var. Yani birinin cep lambasini geri getirmesi gerekiyor.
Toplam 17 dakikada (geri donusleri de sayarak elbet) kdpriyu
nasil gecerler?

5. Bir odadasiniz ve odada 20 cm derinliginde bir delik var.
Delige pingpong topu kagmis. Eliniz delige sigmiyor. Topu na-
sil alirsiniz? Yaninizdan higbir aygit yok.

6 . 81 yuzukten biri digerlerinden hafif. 1ki kefeli bir teraziy-
le ve toplam dort tartida hafif olani nasil bulursunuz?

7. Bir mutfakta, su borusu bir duvardan girip 6bir duvar-
dan ¢ikiyor. Borunun icinden bir yone dogru su akiyor, ama
suyun hangi yone aktigini bilmiyorsunuz. Boruyu kirmadan,
kesip bigmeden suyun hangi yone aktigini nasil bulursunuz?

Cozamler
1. 49'u elde etmek kolay: 7 x 7 =49. Buna 1 eklersek 50
olur. Simdi ikiyle carpabilseydik ne glzel olurdu. 2’yi de elde
edebiliriz:
(7T+717=2
Demek ki,
1000 =[(7+7/7] x (T x 7 +1)
yi guzel de, dort tane degil, bes tane 7 kullandik. Bu bes
7°’yi dorde indirebilir miyiz? Evet!
100 =[(7+D/Mx@xT+D)=F+7)x[(7x7+D/7]
=(7+7)x 7+ /0.
Oldu! Dért 7 ve bir |’le 100 yazdik.

2. Bu soru yukardakinden ¢ok daha kolay (ve daha az guzel):
64 =26 =[(6 +6)6]6
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3. Uguizlerin ikisiymisler de ondan!..

4. Biraz diusuntnce ¢6zim oldukca kolay bulunuyor. Dik-
kat etmemiz gereken noktalar:

a. 5 ve 10 dakikada gecebilenler képriyu ayni anda gegme-
liler. Yoksa 15 dakika kullanmis oluruz ve yeterli zamanimiz
kalmaz.

b. Ne 5 ne de 10 geri donebilir. Cunklu 5 ve 10°u (birlikte)
on dakikada gecirdik; geriye yedi dakika kalir; 5 ya da 10’dan
birinin geri donebilmesi icin ¢ok zaman gerekiyor.

Bu iki bilgiden, birinci yolculugu 1 ve 2’nin yapmasli gerek-
tigi anlasilir. Oyle yapalim: 1 ve 2'yi yollayalim. 1 ve 2 tam iki
dakikada karsiya gectiler. Simdi ikisinden birinin cep lambasi-
ni geri getirmesi gerekiyor. Hangisi getirsin? Hangisi olursa ol-
sun, énemli degil. Diyelim cep lambasini 1 geri getirdi. Ug da-
kika etti simdilik. Simdi 5 ve 10 kopruyU gegsinler. (Bu son
sanslari, simdi gegcmezlerse bir daha hi¢c gecemezler.) Toplam
on Uc¢ dakika etti. 2, lambayi geri getirsin. Toplam on bes da-
kika etti. Simdi 1 ve 2 kopriyu gegsinler. Toplam on yedi da-
kika etti ve herkes kdpruyu gecti.

5. Cisimizin gelmesini bekleriz ve delige iseriz...

6. 81 =34 esitligini kulla-
nacagiz. 81 ylzuga 27 serlik
3 gruba ayiralim. Bu grup-
lardan ikisini karsilastiralim.
Biri hafif cikarsa o grupla ca-
isahm artik. ikisi de ayni ¢lI-
karsa, karsilastirmadigimiz
grubu ele alalim. Bu birinci
tartiydi. Simdi hafif cikan
grubun 27 ylzdgunu 9’ar
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ylzuldik 3 gruba ayiralim ve bu sekilde devam edelim. Dort
tartida (aslinda karsilastirmada) hafif olan ytzuk bulunacaktir.

7. Su borusunu isitalim ve isittigimiz yerin sagini ve solunu
kontrol edelim. Hangisi daha sicaksa, su o tarafa dogru akiyor-
dur, ¢uinkd 1sinan boru suyu isitir, akan sicak su da aktigi yo-
na isitir.
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Kenetlenmis Sekiller

sagidaki sekle bir goz atalim.

M&-

(Dikkat: Bu sekil iki boyutludur, 6rnegin Ucgen, bir besge-
nin Ustiine oturmamistir; tc¢gen, bir dokuzgenin icine gegcmistir.)

Bu sekildeki dikdortgenle besgen, Oblr parcalar rahatsiz
edilmeden (yani 6bur parcalara dokunmadan, 6blr parcalar
kimildatiimadan) cikarilabilir. Ote yandan, elips, daire, ticgen
ve dokuzgen, 6blr parcalara dokunmadan ¢ikarilamaz.
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Hicbir parcasinin, 6blr parcalara dokunmadan cikarilama-
yacagl, yani kenetlenmis bir sekil ¢izebilir miyiz? Elbette. Hem
de iki parcali bir sekil ¢izebiliriz:

Ama birkac¢ kosulum daha var:

1) Pargalarin birbirinin aynisinin olmasini istiyorum.

2) Pargalar yildizimsi olsunlar.

Yildizimsi su demek: Eger kapali bir alanda,”“Q, alanin her-
hangi bir noktasiysa, PQ dogru parcasi da alanin icindedir”
kosulunu saglayan bir P noktasi varsa, o alana yildizimsi denir.

Ornegin, bir tggen, bir dikdortgen, bir daire yildizimsidir.
Duzgun koésegenlerin hepsi yildizimsidir. Ama asagidaki sekil-
ler yildizimsi degil.

Tuhaf yildizimsi sekiller de vardir. Ornegin asagidakiler yil-
dizimsidirlar.
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P diye adlandirdigim noktalar, sekilleri yildizimsi yapan
noktalar.

Ozet olarak, birbirine kenetlenmis ve asagidaki kosullara
uyan parcalar istiyorum:

1) Parcalarin birbirinin aynisi olacak

2) Parcalar yildizimsi olacak.

Ayrica sekil gizel olursa ve parca sayisi az olursa daha hos
olur.

iste dort parcalik bir ¢cozim:

PYA

flk
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Bunu bir de 1zgarasiz cizelim:

Ug parcalik bir ¢oziim de var:

Sekilleri yildizimsi yapan noktalar karenin ve Ucgenin koseleri
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Loto!

Slk sik sorarlar bana: “Siz bilirsiniz, gelecek hafta lotoda
hangi sayilar ¢cikacak?”

Matematik¢i geciniyoruz ya... 49 sayi arasindan cekilecek
alti saylyr matematiksel yéntemlerle bulmam gerekiyor...

Eskiden, cekilecek sayilarin éngorilemeyecegini anlatirdim
uzun uzun. O zaman da,

- Eski cekilislere baksaniz, yine de anlasiimaz mi? diye so-
rarlardi.

- Hayir, derdim.

inanir géruniip inanmazlardi. Birlikte bir define bulmusuz
da, o defineyi kendisiyle paylasmak istemiyormusum gibi suclu
hissederdim kendimi.

- Nerden bileyim ben! Bilsem ben oynarim... diye patlar-
dim sucluluktan kurtulmak igin.

Bunun Uzerine, aslinda c¢ikacak sayilarin dngdorulebilecegdi-
ni, bu konuda Bati’da yuzlerce kitaplar yazildigini, gecmiste
¢citkmis sayilarin 6nemli oldugunu, érnegin, her nedense, ardisik
iki sayinin hemen hemen her hafta ¢ciktigini, tek sayilarin ¢ift
sayllara gore daha sik c¢ekildigini, yildizlarin uzaydaki konum-
lariyla cekilen sayilar arasindaki iliskinin bugtn artik (basdon-
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durict teknolojik ve bilimsel yenilikler 1s1§inda) bilindigini
uzun uzun anlatirlardi... Cehaletimden utanirdim!

Simdi artik,

- Biliyorum ama sdylemem, diyorum gulerek.

Bunu gilmeden sdylemek olmaz, o zaman karsimdakiyle
alay etmis olurum. Glulerim ki, alay etmedigim, sadece saka
yaptigim anlasilsin...

- O zaman sen niye oynamiyorsun? diye sorarlar hakl ola-
rak.

- Kazanacagimdan emin oldugum bir oyunu oynamak pek
zevkli degil, derim.

Bu sagma soruyu soranlardan biri,

- Ama kazanma olasiligimizi artirmak icin nasil oynama-
miz gerektigini bilebilirsiniz! dedi.

Bu guzel ve anlamli bir soruydu. Kag situn ve hangi sttun-
lari oynamaliyiz ki, lotodan beklentimiz artsin?

Bunun yaniti basit. Lotonun beklentisi negatif oldugundan,
hic oynamamak en iyisidir...

Ama bu soru bir baska soruyu cagristiriyor: Lotoda en az 4
tutturacagimizdan emin olmak i¢in en az kag sutun ve hangi
sUtunlari oynamaliyiz?

Butun sdtunlari, ki toplam

"M 49! 44x45x46x47x48x49
e, 6143 IX2Xx3X4XxX5%X6
=44 x46 x47 x49 x3 =13.983.816
tane degdisik sttun vardir, oynarsak, sadece 4 degil, 6 tutturma-
yi da garanti edebiliriz. Onemli olan, 4 tutturmayi garanti ede-
cek en az sutun sayisini bulmak.

Bu sorunun yanitini bilmiyorum. Matematikte buna benzer
sorularla ugrasildigini ve bu ttrde bazi sonuclar bulundugunu
biliyorum sadece. Biz, sorumuzu biraz basitlestirelim.

Diyelim lotomuz 49 sayidan 6 saylyi degil de, 10 sayidan 4
saylyi ¢ekiyor. Bu basitlestirilmis lotoda, en az Ug¢ say! tuttura-
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cagimizdan emin olmak icin (4 sayilik) en az ka¢ sutun ve han-
gi sttunlari oynamaliyiz?
Cekilisin yapilacag! bu on say1 0,1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9 olsun.
Ornegdin en az bir say! tutturmak icin, iki siitun oynamak
yeterli, iste sttunlar:
0123
4567
Bu iki sUtunla en az 1 tutturacagimizdan emin olabiliriz
(Unutmayin ki dort sayi ¢ekiliyor.) Hatta, sundan da emin olabi-
lirizz Ya sutunlardan birinde en az 2 tuttururuz ya da her iki
sutunda da en az 1. Apacik belli ki iki situndan daha az (yani si-
fir ya da bir stitun) oynarsak 1 tutturacagimizdan emin olamayiz.
Ya en az 2 tutturmak icin en az kag stitun oynamalyiz? Ug
sutun yetiyor
0123
4567
0489
Sorumu yineliyorum: 10 sayi arasindan 4 say! ¢ekilen lotoda
en az U¢ say! tutturmak icin en az kag sttun oynamak gerekir?
Yanit: 18 situn yetiyor. Daha azi yeter mi bilmiyorum, ama
18’i yetiyor, iste o 18 sutun:

1. 0123
2. 4567
3. 0489
4, 1589
5. 2689
6. 3789
7. 0145
8. 0167
9. 0246
10. 0257
11. 0347
12. 0356
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13. 1247
14. 1256
15. 1346
16. 1357
17. 2345
18. 2367
Bu sutunlari nasil buldugumu aciklayayim, daha dogrusu
actklamaya calisayim, ¢ciinkt bunun agiklamasi hic de kolay de-
gil. ilk iki sUtun kesismeyen (ayrik) iki tahminden ibaret:
1. 0123
2. 4567
EJer 8 ve 9 sayilari (her ikisi birden) cekilmisse bu iki
sUtunla U¢ say! tutturamayiz. 8 ve 9’un cekilen sayilar arasinda
olabilecedini g6zoénltinde tutup daha sonraki 4 sttunu ekledim:

3. 0489
4. 1589
5. 2689
6. 3789

Boylece 8 ve 9 ¢ekildiginde, en az 3 tutturmayi garantilemis
oldum.

EJer 8 ve 9’dan en az biri ¢ekilmis sayilar arasinda degilse,
ilk iki situnun toplam sekiz sayisI arasinda, cekilen sayilardan
en az Ugl var demektir. Birinci stitunda 2, ikinci sutunda 1 tut-
turmus olabilirim. Ya da birinci situnda 3 tutturmus olabili-
rim. Ya da her iki situnda da 2 tutturmus olabilirim... ilk iki
sttunun sonuglari en kotu olasilikla séyle olabilir:

Birinci sttunda 1, ikinci situnda 2
Birinci sttunda 2, ikinci situnda 1
Birinci sttunda 2, ikinci stitunda 2

Bir baska deyisle, en kotu olasilikla, sttunlardan birinde
tam 2, diferinde 1 ya da 2 tutturmus olabilirim.

Birinci ve ikinci sutunun ikililerini yazalim:
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Birinci situnun ikilileri: 01, 02, 03, 12, 13, 23
ikinci sutunun ikilileri: 45, 46, 47, 56, 57, 67
Bu on iki ¢iftten birinin her iki sayisi da cekilen sayilar ara-
sinda olmali. Birinci sutunun ikilileriyle, ikinci situnun ikilile-
rini karip, bu son sikkimizda (ilk iki situnun birinde 2, dige-
rinde en az 1 tutturduumuz sikta) en az 3 tutturacak sttunlar
yaratacaglz.
Diyelim o ¢ift birinci situnda. O zaman, asagidaki 12
sutunla en az 3 tutturabiliriz:

7. 0145
g. 0167
9. 0246
10. 0257
11. 0347
12. 0356
13. 1247
14. 1256
15. 1346
16. 1357
17. 2345
18. 2367

Ya o ¢ift ikinci sGtundaysa? Yani ya birinci sttunda 1, ikin-
ci situnda 2 tutturmussak... Yukardaki 12 sttun bu sikkin da
Ustesinden geliyor.
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Cok Basit Aritmetik

GUnUn birinde bir ilkokul 6grencisine matematik 6gretiyor-
dum. Once dogal sayilari toplamasini 6grettim:

- 2 elma, 3 elma daha 5 elma eder...

Anladi.

Elmayla armutlarin da toplanacagini gostermek igin,

- 2 elma, 3 armut daha 5 meyve eder, dedim.

“Anladik” diye beni tersledi.

Cikarmay! anlattim:

- 5 elmadan 2’sini yersem geriye 3 elma kalir.

Gene anladi. Cocuk zeki!

- 2 elmadan 5’ini yersem -3 elma kalir...

Bunu anlayamadi. Derece 6rnegini verdim:

- Eger hava 2 dereceyse ve hava 5 derece sogursa, hava -3
derece olur.

Bu sefer anladi. Pekistirdim:

- Eger 2 liram varsa ve 5 lira harcarsam, 3 lira borcum
olur.

Cocuk zehir gibi.

- EQger hava -2 dereceyse ve 5 derece sogursa, -7 derece
olur.

Matematik dogasinda var ¢ocugun.
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- 3 elma agacimin herbirinde 4 elma varsa toplam 12 el-
mam var demektir...

Boylece carpmaya giris yaptim.

- 3 kisinin herbirine 2’ser lira borcum varsa, toplam s lira
borcum vardir, diyerek 3 x -2 =-6 esitligini gésterdim.

Anlattiklarimin hepsini anladi.

Sira negatif sayilarla ¢carpmaya gelmisti. -3 x 2'yi ben bu
cocuga nasil anlatacaktim? ilk o giin anladim -3’le garpmanin
ne demek oldugunu bilmedigimi.

Bir sayinin negatifini almanin ne demek oldugunu biliyo-
rum ve ¢ocuga anlatabilirim: O sayinin Oa gore simetrigini ali-
yoruz. Tanim geregi...

“3 kere”nin anlamini biliyorum. Ama “-3 kere”nin anla-
mini bilmiyorum. - 3’le carpmak ne demek?

Hatta - | ’le carpmak?..

Anlatamadim. Ornek bulamadim. Dogadan érnek bulama-
dim. Bir matematikgi icin ne aci!

-3 x2=-(3 x2)

-3 x2=3x(-2)

-3 X2 =2 x(-3)
esitliklerini kullanamam, ¢tink( soldaki islemin ne anlama gel-
digini bilmiyorum... Negatif bir sayiyla ¢carpmayi dyle tanimla-
yalim derseniz... Olmaz derim... Hayattan, dogadan, diinya-
dan, yeryizunden, buralardan bir 6rnek bulmak gerekiyor.

Bir gocuga - 3 x 2 islemini nasil anlatirsiniz? Bu islem doga-
da neye tekabul eder?

Bu sorunun dostlar arasinda epey gulise ve latifeye neden
oldugunu sdylemeliyim.
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Bilmemek ayip degil ya! -3 ’le carpmanin ne demek oldugu-
nu bilmiyorum! Daha dogrusu “gunlik yasamda” ne demek
oldugunu, ne anlama geldigini bilmiyorum.

Bir okurum, “Bir savasta her bomba atisinda 3 kisi 6ltrse,
iki bomba atisinda 6 kisi 6ltr” érnegini vermis. Ama bu 6rnek,
-3x2 =-6 esitliginin degil, 2 x (-3) = -6 esitliginin drnegi.
Cunku iki kez Ug kisi 6ltyor. Ben, -3 kez 2 kisinin 6lmesini is-
tiyorum!

Bir baska okur, aynen yukardaki 6rnedimi vermis: 2 kez 3
lira borg almisiz... Bu da olmaz.

Bir baska okurum, amuda kalkip islemi yapalim dedi! Ma-
tematik bu kadar zor olmamali!

ODTU Elektrik-Elektronik’ten Hasan Kurukaya ¢ok be-
gendigim bir yanit yollamis.

Hasan Kurukaya’nm Yaniti: “Bir savasta her bomba atildi-
ginda 2 kisi dluyor (yani yasayan -2 kisi). 3 kez bomba atildi-
ginda 3 x (-2) =-6 yasayan Kisi olur (yani 6 Kisi 6ltr.) Soru-
muzu sOyle soralim: 3 bomba atilmasaydi, yasayan kag Kisi
olurdu? (Yani 3 bomba eksik atilsa ya da hi¢ atilmasa!) (-3) x
(-2) =6 yasayan olurdu.

Buna baska bir 6érnek vererek konuyu pekistirelim. Bir elma
agacina her cikista 2 elma koparip iniyorum. Agaca 5 defa ¢ik-
tigimda elde edecegim elma sayisi 5 x 2 = 10 olacaktir. Simdi
sorumuzu soralim: Eger agaca 3 kez eksik ¢iksaydim (ya da 3
kez ¢cikmasaydim) kac elma kaybim olurdu? Yaniti kolay: (-3)
x 2 =-6 elma kaybim olurdu.”

Hasan Kurukaya’nin, 3’ten biyuk bir x igin,

{x- 3) x2=2x +(-3)x2
esitliginden yararlandi§i gbze carpiyor. Sonra da sihirli bir bi-
¢cimde X’i 0 yapiyor.

Hasan Kurukaya'ya tesekkdrler.
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Muzobur Hantal Fil ve Ciftci

Gegenlerde yurtdisinda bir Fransiz lisesinde okuyan bir gen-
cin matematik kitabina bakiyordum. Ne kadar albenili,
guzel ve 6zenle basiimis! icimden yeniden 6grenci olmak gegti...
Kitap gercek bir ekip calismasi. Metni yazanlar, resimleyen-
ler, teknik resimleri cizenler, fotograflari toparlayanlar ve ce-
kenler, sayfa duzenini, renklendirmeyi, tashihi yapanlar, peda-
gojik kurul, bilimsel kurul, sanat yénetmeni... En az elli kisi ¢a-
lismis. Belli ki blyUk paralara ve emeklere malolmus kitap...
Egitimin bir bedeli vardir ve bu bedeli 6demek gerekir.
Kitabin orasina burasina, asil konuyla ilgisi olmayan ¢ok hos
matematiksel sorular yerlestirmis yazarlar, iste bu sorulardan biri:
Ciftcinin biri muz yetistiriyor. Mevsim sonunda 3000 kg
muz elde etmis. Bu muzlari kasabada satacak. Yalniz en yakin
kasaba 1000 km uzakta. Cift¢i kasabaya muzlari hantal ve
obur filine tasittiracak. Ancak hantal ve obur fil kilometre ba-
sina 1 kg muz yiyor ve ayni anda 1000 kg’dan fazla muz tasi-
yamiyor. Cift¢ci kasabaya en fazla ka¢ kilo muz goéturebilir?
Hatta bu yontemle kasabaya hi¢ muz gottrebilir mi? Not: Cift-
¢inin kasabadan koyune filiyle donmesine gerek yok, ciftci,
yash filini de satip, muzlarin satimindan elde ettigi parayla da-
ha gen¢ ve daha az muz yiyen ekonomik bir fil alabilir.
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Ciftcinin isi zor...

Belli ki, kilometre basina 1 kilo muz yiyen ve sadece 1000
kilo muz tasiyabilen filiyle, ciftci 1000 kilometrelik yolu bir de-
fada yapacak olsa, kasabaya gidecek ama tek bir muz bile sa-
tamayacak, dolayisiyla kalan 2000 kg muzunu alabilmek igin
geri bile gelemeyecek... Demek ki bu 1000 kilometrelik yolu
ciftci parca parca gitmeli, bazi yerlere daha sonra kullanmak
Uzere muz depolayarak...

Ciftci 1000 kilo muzu filine yukler ve 200 kilometre ileriye
600 kilo muz birakir. Bu yere “birinci depo” diyelim. Yaninda
kalan 200 kilo muzla baslangi¢ noktasina, yani kdyiine geri ge-
lir ve gene bin kilo muz yukler filine. Birinci depoya gene 600
kilo muz birakip geri doner. Geri kalan 1000 kilo muzu alir.
200 kilometre 6tedeki deposuna geldiginde, tam

600 + 600 + 800 =2000

kilo muzu vardir. Filin yukint bin kiloya cikarip yola koyulur
ve 1000/3 kilometre daha gidip oraya 1000/3 kilo muz birakir.
Buraya “ikinci depo” diyelim. ikinci depo birinci depodan
1000/3 kilometre 6tededir. Yaninda birinci depoya gidecek ye-
terli muz vardir. Birinci depoya gider ve son kalan bin kilo mu-
zu alir. ikinci depoya geldiginde filin sirtinda 1000 - 1000/3 ki-
lo muz vardir. Kéyld, ikinci depodaki muzlari da file yukleye-
rek, filin ydkand 1000 kiloya tamamlar. Kasabaya 1000 -
(200 + 1000/3), yani 1400/3 kilometre kalmistir. Demek ki bu
yontemle kasabaya 1000 - 1400/3, yani 1600/3 kilo muz gotu-
rar. Bu da 533,333... kilo muz demektir.

Bu yontemin en iyi yontem olup olmadigini bilmiyorum,
daha iyisini bulamadim.



Miukemmel Karma

N ’lik iskambil kagidi destesini su yontemle karmak istiyo-
sJ ~ruz: Desteyi tam ortadan (26-26) ikiye ayiralim. Deste-
nin Ust yarisi sol elimizde, alt yarisi sag elimizde olsun... Son-
ra, bilinen fiyakal yontemle, alttan baslamak Uzere, bir kagit
sag desteden, bir kagit sol desteden olmak Uzere sirayla kagit-
lari karalim. Once sag desteden baslayacagiz, bu énemli. Yani
en Ustteki ve en alttaki kagitlar yerinde kalacaklar, Ustten 27.
kagit karmadan sonra Ustten ikinci k&gt olacak, Ustten ikinci
kagit tstten Gglinct kagit olacak, Ustten 28. kagit Gstten dor-
diinct olacak, Ustten Gglnct kagit Ustten besinci kagit olacak...

Bu islemi kac kez tekrarlarsak kagitlar eski yerlerine gelirler?

Bakalim kagitlar birinci karmada ne oluyorlar?

Kagitlara, baslangictaki siralarina gore 1, 2, ... , 52 adlari-
ni verelim. Kagitlar baslangicta su durumda:

1
2

25
26

51
52



Ustteki ilk 26 kagidi sol elimize, son 26 kagidi sag elimize
alalim:

1 27
2 28
25 51
26 52

Simdi kagitlari dedigimiz gibi karalim. Kagitlar su sirayi
alirlar:

27
28
25
51

26
52



Alttaki dizelgenin sol sitununda kagitlarin karmadan énceki
sirasi goruluyor, sag sUtunundaysa karmadan sonraki sirasl.

1 1 27 14
2 27 28 40
3 2 29 15
4 28 30 41
5 3 31 16
6 29 32 42
7 4 33 17
8 30 34 43
9 5 35 18
10 31 36 44
11 6 37 19
12 32 38 45
13 7 39 20
14 33 40 46
15 8 41 21
16 34 42 47
17 9 43 22
18 35 44 48
19 10 45 23
20 36 46 49
21 11 47 24
22 37 48 50
23 12 49 25
24 38 50 51
25 13 51 26
26 39 52 52



Ornegin (en Ustteki) birinci kagit karmadan sonra yine birin-
ci kagit, dolayisiyla soldaki | ’'in yanina yine 1 yazdik. En dipteki
52. kagit da yer degistirmedi. Ornegin 36. kagit 44. kagit oluyor.

Biraz dusundnce, baslangicta 2n + 1 inci siradaki kagidin,
karmadan sonra n + 1 inci siraya, 2 mnci siradaki kadgidinsa 26
+ n inci siraya gittigi gorultyor. Bu formille, her k&gidin birin-
ci karmadan sonra nereye gittigi kolaylikla anlasilir.

Birinci ve sonuncu kagit yer degistirmiyorlar, ikinci kadgida
bakalim. ikinci kagit 27. kagit olmus (yukardaki dizelgeye ba-
kin.) Bir sonraki karmada 27. kagit 14. k&gt olacak. Daha
sonra 14. kagit 33. kagit olacak. Sonra 33. kagit 17. kagit ola-
cak. Daha sonra 17. kagit 9. k&gt olacak. Ardindan 9. kagit 5.
kagit oluyor. Sonra 5. kagit 3. oluyor. Ve nihayet 3. kagit 2.
kagit oluyor, yani ilk geldigi yere, basa dénuyor:

2->27->14-—-533->17->9->5->3->2

Demek ki 2. kagit tam s karmadan sonra yerine déniyor.
ikinci kagidin yolculugunu

(2, 27, 14, 33, 17,9, 5, 3)
olarak gosterelim.

3. k&gidin macerasini da ¢ikaralim:

(3, 2, 27, 14, 33, 17, 9, 5).

14. k&dgidin macerasi:

(14, 33, 17,9, 5, 3, 2, 27).

Macerasini bilmedigimiz bir sonraki kagit 4. sirada bulunu-
yor, O kagidin da macerasi ayni yontemle bulunur:

(4, 28,40, 46, 49, 25, 13, 7).

Demek ki 4. siradaki kagit da sekiz karma sonunda eski ye-
rine geliyor. 28, 40, 46, 49, 25, 13 ve 7. siradaki kagitlar da se-
kiz karma sonra eski yerlerine donerler.

5. kagidin macerasini yukarda bulmustuk. Macerasini bul-
madigimiz ilk kagit 6. kdgit. Bakalim 6. kdgida ne oluyor?

(6, 29, 15, 8, 30, 41, 21, 11).



Obur kagitlarin macerasi soyle:
(10, 31, 16, 34, 43, 22, 37, 19)
(12, 32, 42, 47, 24, 38, 45, 23)
(18, 35)
(20, 36, 44, 48, 50, 51, 26, 39)
(52)

Her k&gidin macerasini béylece bulmus olduk. Her k&git ya
birinci (1 ve 52), ya ikinci (18 ve 35), ya da sekizinci karmadan
sonra eski yerine geliyor. Demek ki en fazla sekiz karmadan
sonra her kagit eski yerine gelecektir.

Kagitlarin bu karmayla maceralarini soyle yazabiliriz:

(1)(2, 27, 14, 33, 17, 9, 5,3)

(4, 28, 40, 46, 49, 25, 13, 7)

(6,29, 15, 8, 30,41,21, 11)

(10, 31, 16, 34, 43, 22, 37, 19)

(12, 32, 42, 47, 24, 38, 45, 23)(18, 35)
(20, 36, 44, 48, 50, 51, 26, 39)(52)

Ya 6nce sol desteden kagit alsaydik, yani ya 27. kagit birin-
ci k&gt olsaydi? O zaman destenin eski haline gelmesi i¢in kag
kez karmaliyiz?

Kagitlari karmadan 6nceki halini biliyoruz:

1
2

25
26
27
28

51
52



Yine yukardaki gibi Gstteki ilk 26 kagidi sol elimize, son 26
kagidi sag elimize alalim:

1 27
2 28
25 51
26 52

Bu kez kagitlar dedigimiz gibi biraz degisik karalim. Kagit-
lar bu kez su sirayi alirlar:
27
1
28
2

51
25
52
26

Bu kez ne oluyor? Eger n < 26 ise, «’inci k&gt 2winci kagit
oluyor. Eger n > 26 ise, «’inci kdgit 2n - 53’lncl kagit oluyor.
Simdi yukardaki gibi hesaplarsak, karmanin kagitlar tzerinde-
ki etkisini hesaplayabiliriz:

(1, 2, 4, 8, 16, 32, 11, 22, 44, 35, 17, 34, 15, 30, 7, 14, 28,
3,6,12, 24,48, 43, 33, 13, 26, 52, 51, 49, 45, 37, 21, 42, 31, 9,
18, 36, 19, 38, 23, 46, 39, 25, 50, 47, 41, 29, 5,10, 20, 40, 27)

Demek ki bu sefer tam 52 karma sonunda ilk basladigimiz
duruma gelecegiz.



Bir Olasilik Sorusu

1, 2, 3, 9 sayilarl arasindan n tane rastgele sayi cekili-
yor. (Ayni sayi birka¢ kez cekilebilir, yani her cekisten sonra
cektigimiz sayyi geri koyuyoruz.) Bu n sayinin carpiminin 10’a
bélinme olasihigi kactir? Eger n = 1 ise, bu olasilik Odir elbet-
te. Ama n > 2 ise kagtir?

Secilen n sayinin carpiminin 10’a boéluinmesi icin, secilen sa-
yilardan en az birinin 2’ye ve en az birinin 5’e bolinmesi gere-
kir. Yani sayilardan en az biri 2, 4, 6 ya da 8 olmali ve en az
biri 5 olmali.

Dort olguya gereksiniyoruz:

A. 9 say! arasindan n sayl sectigimizden, toplam olay sayi-
miz 9” dir.

B. icinde 2, 4, 6, 8 olmayan olaylarin sayisi 5ndir, ¢linki
geriye 1, 3, 5, 7, 9 (bes tane) sayi kalmistir.

C. Buna benzer nedenden, icinde 5 olmayan olay sayisi 8” dir.

D. Yukardaki iki olay kiimesinin kesisimi, icinde 2, 4, 5, 6,
8 olmayan olaylar kiimesidir ve bu kiimede 4” tane olay vardir.



iginde 2’ye béluinen bir sayinin ve

5’in olmadig 5’in oldugu cekilisler, yani
cekiligler, toplam sayilarinin garpiminin 10’a
bolundugu cekilisler (istedigimiz
cekilisler).
2,4,6 ve8’in

olmadigi cekilisler,
toplam 5” tane

2,4,5,6ve8in
olmadigr gekilisler,
toplam.4” tane

Yukardaki sekilde 6zetledigimiz bu dort olgudan, iginde
5’in ve 2, 4, 6 ve 8’den birinin bulundugu olay sayisini hesap-
layacagiz. Yani yukardaki sekildeki “?” ile belirtilen sayinin
degerini hesaplayacagiz.

Toplam 9”7 olaydan, 5”- 4”, sn- 4” ve 4” sayilarini ¢ikarir-
sak, ilgilendigimiz olaylarin sayisini buluruz:

9« _ (5« _4«) _(gn _4«) 4N =9« _5«+4«_8«+4«_ 4«
=9”"- 57 +4” - g«

Her olayin olasiligl ayni oldugundan (1/9”), rastgele secilen
n sayinin ¢arpiminin 10’a bélinmeme olasiligi, bu sayiyla 1/9”
nin ¢arpimi, yani,

(9« _sn+47- 8”)/9”
dir.



Cetvelsiz de Olur!

yapilan cizimler ¢ok ilgilendirirdi. Cunkil Eflatun’a gore,
dogru ve daire, geometrik sekiller arasinda mikemmel

olan tek sekillerdi. “MUkemmel” ne demekse...
Bir 6rnek verelim. ki noktanin tam ortasindaki noktay! cet-
vel ve pergelle bulahm. A ve B noktalari verilmis olsun. Bu iki
noktanin tam ortasindaki P noktasini pergel ve cetvelle bulacagiz.

+A +P +B

Pergel ve cetvelle P noktasini bulma yéntemi soyle (Asagi-
daki sekilden izleyin):

1. AB dogrusunu cetvelle ¢izelim.

2. A merkezli AB yaricapli bir daire cizelim. Bu daireye O
adini verelim.

3. Sonra B merkezli AB yaricaph ikinci bir daire cizelim.
Bu daireye adim verelim.

4. Bu iki dairenin kesistigi noktalara C ve D diyelim.

5. CD dogrusunu cizelim.

6. CD dogrusuyla AB dogrusunun Kkesistigi nokta, bul-
mak istedigimiz P noktasidir.

Eski Yunan matematikgileri cetvel ve pergel yardimiyla



“Benim daha kolay bir yontemim var: Cetvelle A ve B ara-
sindaki mesafeyi Olcerim, yarisini alip P noktasini bulurum,”
derseniz, yanlis olur; ¢inkl cetvelimiz dlgmeye degil, verilmis
iki noktadan gegen dogruyu ¢izmeye yarayan bir cetveldir. Ya-
ni cetvel derecelendirilmemis, Ustiinde hi¢ yazi ya da isaret bu-
lunmayan dumduz bir cetvel...

Eski Yunanlilar pergel ve cetvel kullanarak bir¢ok ¢izim
yapmislardir. Ornegin diizgiin ticgen (yani eskenar ticgen), diiz-
gun dortgen (yani kare), dizgin besgen, diizgin altigen ve diiz-
gun 15-gen c¢izmesini biliyorlardi. Ayrica, eger diizgtin bir «-gen
verilmisse, dizgiin 2«-gen c¢izebiliyorlardi. DUzgin yedigen ve
17-gen yapmay! bilmiyorlardi. Dizgln yedigen cetvel ve pergel-
le cizilemez, bunu Gauss kanitladi. 30 Mart 1796’da 19 yasin-
daki Gauss diizgiin 17-geni pergel ve cetvelle cizmeyi basardi.1

Eski Yunanlilarin yapamadiklari baska ¢izimler de vardi.

1. Bir acly Ug esit parcaya bolemiyorlardi. Bazi acilar
boéltnebilir, 6rnegin 90, 135, 180, 270 derecelik acilar pergel ve
cetvelle tge bolunebilir, ama Yunanlilar her agryi tce bélmesini

1 Gauss su teoremi de kanitlamistir: Duzgln bir n-genin cetvel ve pergelle cizile-
bilmesi icin 2 + 1 biciminde yazilabilen sonlu tane pj, psasal sayisi i¢in ve
bir r tamsayisi i¢in, N =2mpj ... pSesitliginin gegerli olmasi gerekli ve yeterlidir.
Ornegin diizgiin 257 cizilebilir, ciinkii 257 asaldir ve 22i+ | e esittir. 22 +1 bi-
¢iminde yazilan asal sayilara Fermatasallan denir. Hangi k'lar igin 22*+1 sayi-
sinin asal oldugu bugiin hala bilinmiyor. Bu konuda Matematik ve Korku adli
kitabimdaki Asal Sayilar adli yaziya bakabilirsiniz.

tce



bilmiyorlardi. Ornegin 60 derecelik aciyi tice bolemiyorlardi.2

2. Alani verilmis bir dairenin alanina esit bir kare ¢izemi-
yorlardi.3

3. Birim uzunluk verilmisse, V3 uzunlugunu gizemiyorlardi.

Matematikgciler yuzyillar boyunca yukardaki ¢izimleri yap-
maya calistilar. Daireyle dogru mukemmel olduklarina gére,
cetvel ve pergelle her ¢izimin yapilabilecedine inaniyorlardi. Bu
cizimlerin imkénsiz olduklari 18’inci yizyilda anlasildi.4 Anla-
sildi ama, halad daha bu ¢izimleri yapmaya calisan amatorler
vardir. Bosu bosuna... Bu cizimlerin yapilamayacagl matema-
tiksel olarak kanitlanmistir.

Gecen yil Ispanya’da bir konferansta, bir arkadasim, pergel
ve cetvelle elde edilebilecek her noktanin aslinda yalnizca per-
gelle elde edilebilecegini soyledi. Bu bir teoremmis ama kaniti-
ni bilmiyormus. Ben de bilmiyorum.s Ama, Ozlem Beyarslan’la
ugrastik ve yalnizca pergel kullanarak iki noktanin orta nokta-
sini bulmayi basardik.

Buraya, Sahir Karakaya, Dr. Zekeriya GuUney ve Dr. Tanju
Ertunc¢’un ¢dézUmlerini aktaracagim.

A. Once, AB dogrusu ustiinde, JAB | = |BE \esitligini sag-
layan bir E noktasi bulalim:

1) B merkezli, JAB | yaricaph daireyi cizelim. Bu daireye
X] diyelim.

2 Bir aclyr 2, 4, 8... esit parcaya bolmek kolaydir. Bir dogru parcasini da cetvel
ve pergelle istedigimiz kadar esit parcaya bolebiliriz. Eger cetvel derecelendiril-
misse, her ag¢l uge bolunebilir (H.M. Cundy ve A.P. Rollette, Mathematical
Models, Oxford University Press, 1961).

3 Arsimet, cok zekice (ama basarisiz) bir yontemle bdyle bir kare ararken, 3 +
10/71 <p < 3 + 1/7 esitsizliklerini kanitlamistir.

4 Bu imkansizliklari kanitlamak icin biraz modern cebir (daha dogrusu cisimler
kurami) bilmek yeterlidir. Matematik bélimlerinde, ikinci ya da G¢uncu yilda
kanitlanir bu teorem genellikle. Dileyen, lan Stewart’in Galois Theory adli ki-
tabindan kanitlari okuyabilir.

5 Sonradan 6grendigime gore, bu teoremi 1672’de Mohr kanitlamis ve teorem
daha ¢ok Maseheroni (1797) teoremi adiyla bilmiyormus.



2) A merkezli, JAB | yarigapli daireyi gizelim. Bu daireye
X2 diyelim.

3) Bu iki dairenin iki kesisiminden herhangi birine C adi-
ni verelim.

4) C merkezli, |CB | yaricapl daireyi ¢izelim. Bu daireye
X3 diyelim.

5) Xxile X3'Un A olmayan kesisim noktasina D diyelim.

6) D merkezli, |IDB | yaricapl daireyi gizelim. Bu daireye
X4 diyelim.

7) Xj ile X4’in C olmayan kesisim noktasina E diyelim.

Bu E noktasi diledigimiz noktadir. Bunun kanitini okura bi-
rakiyorum.

B. Simdi, AB’nin orta noktasini bulacagiz. Yukardaki sekil-
den yalnizca E’yi aklimizda tutalim. Asagidaki sekilden izleyin:

1) A merkezli, JAB | yaricapl daireyi cizelim. Bu daireye
(yukardaki gibi) X2 diyelim.

2) E merkezli, \EA\ yaricapli daireyi cizelim. Bu daireye
X5 diyelim.

3) X2'yle X5'in kesistigi iki noktaya F ve F diyelim.

4) F ve F' merkezli, 1FA |ve |FA |yaricaph daireleri gize-
lim. Bu dairelere X6 ve X6' diyelim.

5) X 6' ve X6 daireleri iki noktada kesisirler. Bunlardan biri
A noktasidir. Obir noktaya G diyelim.



G noktasi, AB dogru parcasinin orta noktasidir. Bunu ka-
nitlayalim.

AEF ve AFG Uucggenlerine bakalim. Her ikisi de ikizkenar
ucgendir ve ortak acilari vardir (FAB acisi.) Dolayisiyla bu iki
Ucgen benzer tcgenlerdir ve Tales teoremini uygulayabiliriz. Bu
olguya JAB | = JAF ]esitligini katarsak diledigimizi kanitlariz.
Ayrintilari okura birakiyorum. I, i



Cokgenler Uzerine Bir Soru

ayl saymak, 6zel yetenek degilse de, calismak isteyen bir ugras-
St|r. Sanildigi kadar kolay degildir. Bunun bir bilimi vardir.
Bugtin kdsegenlerin cokgenleri en fazla kag¢ parcaya ayirdi-
gini sayacagiz.
Bir dortgenin kosegenleri dortgeni dort pargaya ayirirlar:

Bir besgenin kdsegenleri besgeni ka¢ parcgaya ayirirlar? Ci-
zerek hesaplayalim:



Sayarsak, besgenin 11 parcaya ayrildigini gértriz.
Ya bir altigen kag¢ parcgaya ayrilir? Gene bir sekil ¢izelim:

Ve sayalim. Altigen 25 parcaya ayrilmis. Ancak bu kez dik-
kat etmek gerekiyor, eger kdsegenlerin ¢l ayni noktadan ge-
cerse, parga sayimiz azalir. Ornegin altigenimiz duizgiin altigen-
se bu basimiza gelir ve parca sayisi 25°ten 24’e duser:

Aslinda dortgende de dikkat etmek gerekir. Ornegin eger
dortgenimiz, icbtkey degilse, yani dortgenimiz asagidaki bi-
cimdeyse, kdsegenler kesismezler ve yanitimiz degisik olur.



Dolayisiyla «-genlerimizi icbiilkey almak zorundayiz.

n kenarh icbukey bir cokgenin higbir G¢ késegeni bir nok-
tada kesismiyorsa, koésegenler cokgeni kac¢ parcaya ayirirlar?
Yanit kugik sayilar icin soyle:

n=3igin 1
n=4igin 4
« =5i¢in 11
n =6 igin 25.
Genel yanit nedir?

Bulalim.

Bolgelere ayrilmis cokgenin icindeki kdsegenlerin kesisim
noktalarina ignokta adini verelim. Ornegin, asagidaki sekilde 5
icnokta vardir. Her kdsegen 2 i¢nokta igerir.

Baslangigta bir tek bélgemiz var:



Kosegenleri teker teker ¢izelim. Birinci kdsegenimiz bir bol-
ge daha ekler:

Bu kdsegenin dstiinde simdilik hi¢ ignokta olmadigina dik-
katinizi ¢cekerim. Bir sonraki kdsegen de bélge sayisini bir arti-
racaktir ve bu kdsegenin de tstinde hi¢ icnokta olmayacaktir:

Bu kdseden gikacagimiz her kdsegen, bolge sayisini bir artirir:

Ikinci koseye gelelim ve ikinci koseden ilk kdsegenimizi ¢i-
kalim:



Bu kdsegenin Ustiinde ¢ ighokta var ve bolge sayimizi doért
artiyor.

Bir sonraki kosegenin Ustunde (simdilik) iki icnokta olacak
ve bolge sayimizi ¢ artiracak:

Cekilen her kodsegen, bdlge sayisini, ¢ekildigi anda Ustlinde
bulunan ignokta sayisinin bir fazlasi kadar artiracaktir.

Ayrica, cokgenin her icnoktasi bu yontemle yalnizca bir kez
sayilacaktir.

Demek ki, bolge sayisi,

1 + (igcnokta sayisi) + (kdsegen sayisl)
saylisina esittir.
M

icnokta sayisi 4) e esittir. Cunki, cokgenin disindaki her
dort nokta tam bir tane igcnokta verir.
fn™
Kosegen sayisl \pj N sayisina esittir, ¢inku dogru sayisi

'ye esittir ve bunlardan n tanesi ¢cokgenin kenarlaridir.
2y

rn\

Demek ki bdlge sayimiz,

n
1+ —



sayisina esittir. Eger n = 4 ise,
4> (4

+ +( )
<4, al

1 -4=1+1+6-4=4

bolge buluruz. Eger n = 7 ise,

I\ (7TA
1+ + -7 =1+435+21-7 =50
vdy w2y
bdlge buluruz.

Jn



Bir Sinav Sorusu

ecenlerde derse girerken 6grencilerimi sinifta aralarinda

tartisirken, bensiz matematik ve guraltt yaparken yakala-
dim! Su ifadeyi duydum: ilk yiiz sayidan 51 tanesini segersenl,
bu secilen sayilardan biri segilen sayilardan bir baskasini bol-
mek zorundadir... Se¢cim ne olursa olsun...

ilgimi c¢ekti...

Kanitini bilmiyorlarmis, arityorlarmis. Bir hoca arasinavda
sormus bu soruyu. Higbiri yapamamis!

Tam iki saat boyunca, yedi 6grenci, bir asistan ve bir hoca
(ben!) bu soruyla ugrastik... Altindan girip Ustiinden ¢iktik, sa-
gindan girdik solundan ¢iktik, dyle aldik olmadi, bdyle aldik
olmadi. Yapamadik! Olmadi olmadi olmadi...

Soruyu soran hocaya kizdim ve sdylendim igimden... Benim
bile yapamadigim bir soruyu 6grencilere nasil sorar! Ustelik bi-
rinci sinif 6grencilerine...

Madara oldum!

Aksam, boélumimuze gelen bir konuk konusmacinin onu-
runa evimde bir parti verdim. Konusmacimiz israil’den geliyor
ve konusunun uzmani, diinyaca taninmis bir matematikci. So-
ruyu soran hocamiz da orada. Ogrenciler de...

1 Buyazida “sayI” sdzcuguni 1, 2, 3 gibi sayma sayilari i¢in kullaniyoruz.



Herkesin cakir keyif oldugu bir anda soruyu attim ortaya.
Zaten aklimdan ¢ikmiyordu. Konugumuz attigim soruya takil-
di. ki saat boyunca dusundd... Altindan girip Ustinden ¢ikti,
sagindan girdi solundan c¢ikti, 6yle aldi olmadi, bdyle aldi ol-
madi. Yapamadi! Olmadi olmadi olmadi... O da bulamadi...

Soruyu soran hocamiz da kis kis guliyordu késesinde.

Sorunun yanitini daha sonra biri sdyledi de dyle 6grendim.
Cok basitmis...

Hep oOyle olur... Bir soru yapana kadar zordur, yaptiktan
sonra ¢ok kolaydir.

Her x sayisl, bir u tek sayisi icin

X=2nxu
biciminde yazilir. Ornegin,
48 =24 x 3
64 =26 x 1
29 =20 x 29
99 =2° x 99
100 =22 x 25.

Eder sayimiz (yani x) en fazla 100 ise, u en fazla 99 olabilir,
¢unkl u sayisi 1,3,5, 7,..., 99 tek sayilarindan biri olmahdir. Bu-
rada da 50 tane say! var. Demek ki secilen 51 sayinin en az ikisi-
nin u sayisi ayni olmalidir, yani segilen sayilardan ikisi, ayni u
(tek) sayisi igin, 2nu ve 2mu biciminde yazilir. Dolayisiyla biri
Oburund boler (eger n <m ise, 2nxu sayisl 2mx u sayisini boler.)

Hos bir kanit.

Tabii daha genel sonug su: 1, 2, ..., 2n sayilari arasindan
n + 1 tanesini secersek, bu secilmis sayilardan biri bir digeri-
ni béler. Kanit ayni.

Ayrica n+1, n+2, ..., 2n sayilarindan higbiri bir digerini bol-
mediginden, yukardaki sonu¢ta buldugumuz n + 1 sayisini da-
ha da dustremeyiz.



Zar Sayisl

ek bir zar atildiginda alti sonuctan biri elde edilir: 1, 2,

I 3, 4, 5, 6.Ya iki zar atildiginda kac¢ sonugc elde edilir? 36

degil, ¢cinkd, 6rnegin, 5-3’le 3-5 arasinda bir ayrim ya-
pilmaz, bu zarlar bir sayilir (penctse.) 21 sonug elde edilir:
1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-2, 2-3, 2-4, 2-5, 2-6, 3-3, 3-4,
3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6, 6-6.

Ya Ug¢ zar atildiginda ka¢ sonug elde edilir? Bu birinci soru.
Ama bu soru ¢ok kolay...

Dort zar atildiginda ne olur?

Ya bes zar atildiginda?

Ya n zar atildiginda?

Once yaniti vereyim...

Ama once dusunin. Kendiniz bulmaya calisin. Birkag yanit
bulacaksiniz. Zevk alacaksiniz. Nihai yaniti bulamayabilirsi-
niz. Onemli degil. Bulsaniz ne olacak ki! Sanki n zarli tavla mi
oynayacaksiniz!

Dusunmek ve dustinmekten zevk almak yaniti bulmaktan
¢ok daha 6nemlidir.

Su anda kitabi kapatin. Kitabi okumayin... Kitabinin okun-
masini istemeyen ender yazarlardan biriyim, hartta belki de tek
yazarim!



Yaniti veriyorum. Vazgegtim.... Simdi vermeyecegim. Yazi-
nin sonunda verecegim.

n tane zar atacagiz. Diyelim ax tane 1 geldi, a2 tane 2 gel-
di... a6 tane 6 geldi. Gelen zarlari (ax, a2, a3, a4, a5, a6) bicimin-
de gosterebiliriz. Demek ki,

a2 a4>ab5la6)sal + a2 + a3 +a4 + asS + a6 =
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagiz.

Simdi bir numara yapacagim. Yukardaki 6 yerine k yazaca-
gim ve

{(~1j a2i ak) :a\+ al + e=+ ak = n\
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagim. Daha kolay olacak!
Daha sonra k = 6 alacagim. Bu birinci numara. Ve aslinda en
blylk numara bu, n’yi degistirecegimize, yani zar sayisini de-
gistirecegimize zarin ylz sayisini, yani k'yi degistiriyoruz!

Bu kimeye bir ad verelim: A(k, n). Demek ki,

Ak, n) = {{ax, a2, ... , ak) :al +a2 + ... + ak=n}.

A(k, n) kiimesinin eleman sayisi, k yizlii n zar atildiginda
elde edilen olay sayisidir. Bu sayiya da f(k, n) diyelim. Asil
amacimiz f{6, n) sayisini hesaplamak...

A(k, n) kuimeleriyle A(k + 1, n) kiimeleri arasinda bir iliski
vardir, o da sudur: ikinci kiimede birinci kiimeden bir fazla sa-
yi (k + I’inci yuz) vardir, o da a;+1 sayisidir ve bu sayr Ola n
arasinda degisir! Daha bicimsel bir yazilimla:

Ak + %n) ={(al...,ak,ak+l):al +a2 + ... + ak +ak+l = n)

={Jrmeof{(ai’- 'ak’'r):al +-+ak=n-r}
Esitligin en sagindaki kimeler kesismiyorlar ve herbirinin
eleman sayisi A(k, n - r) kimesinin eleman sayisi kadar. De-
mek ki,

f(k +\ n) = f(k, n-r) = £ "=0/(E, s).

(En sagdaki esitlik igin, s = n - r yapin.) Bunu aklinizda tuta-
lim.)



Ikinci numaraya geldi sira: f(k, n)’ler arasinda sdyle bir ilis-
ki var:
f(k +1,n+1)=Ff(k, n+1)+f{k +1,n).
Kanitlayalim bunu. Biraz dnce kanitladigimiz esitligi (iki
kez) kullanacagiz.
f{k+\n+\) = s)=f(k,n +1)+X "=0f(K s)
=f(k,n + )+f(k+1,n)

Esitligimiz kanitlandi. Simdi bir dénceki esitligi unutalim ve
sadece bunu aklinizda tutalim...
Simdi en son numara... Diyorum ki f(k, n) sayisi
fn+k -r

< fe-1

sayisina, yani (n + k- 1)\In\(k - 1)! sayisina esittir...1

Once k = 1 icin kanitlayalim. Bir yandan /(1, n) sayisi bir
yuzli bir zari « kez attiimizda elde edecegimiz olay sayisidir,
bu da I dir.

Ote yandan,
n+k -f

sayisi (k = 1 iken),

saylsina, yani

«I/«do !l =n\In\ - 1
sayisina esittir... Demek ki dogrulugunu iddia ettigim esitlik k = 1
icin dogru.

1 Bu sayilar, Matematik ve Oyun adh kitabimin Pokerin Matematigi adli ya-
zisinda tanimlanmistir.



Yaniti veriyorum. Vazgectim.... Simdi vermeyecegim. Yazi-
nin sonunda verecegim.

n tane zar atacagiz. Diyelim ax tane 1 geldi, a2 tane 2 gel-
di... a6 tane 6 geldi. Gelen zarlari (alf a2, a4, a5, ab) bicimin-
de gosterebiliriz. Demek ki,

{17!, W2, "3 ™M &) *A+2 N3 ™M S5'm =
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagiz.

Simdi bir numara yapacagim. Yukardaki 6 yerine k yazaca-
gim ve

{(#1, a2, ..., (7 o+ + e= + ak = n)
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagim. Daha kolay olacak!
Daha sonra k = 6 alacagim. Bu birinci numara. Ve aslinda en
bdyldk numara bu, n'yi deg@istirecegimize, yani zar sayisini de-
gistirecegimize zarin ylz sayisini, yani K’y degistiriyoruz!

Bu kiimeye bir ad verelim: A(k, n). Demek ki,

Ak, n) = {(fl}, a2, ... ,ak) :ax+a2 + ... + ak=n).

A{k, n) kiimesinin eleman sayisi, k yizli n zar atildiginda
elde edilen olay sayisidir. Bu sayiya da f(k, n) diyelim. Asil
amacimiz f(6, n) sayisini hesaplamak...

A(k, n) kiimeleriyle A(k + 1, n) kimeleri arasinda bir iliski
vardir, o da sudur: ikinci kiimede birinci kiimeden bir fazla sa-
yl (k + I’inci yUz) vardir, o da d++1 sayisidir ve bu saylr Ola n
arasinda degisir! Daha bicimsel bir yazilimla:

Ak +\ n) ={(ai,...,ak,ak+1): ax+a2 +... + ak +ak+l =n}

=U=0O{(fh>-,«*,r):«1 +-+ak=n-r}
Esitligin en sagindaki kiimeler kesismiyorlar ve herbirinin
eleman sayisi A{k, n - r) kiimesinin eleman sayisi kadar. De-
mek Ki,

f{k+1n) =X "=0/& n-r) =X"=0/(k, s>

(En sagdaki esitlik igin, s = n - r yapin.) Bunu aklinizda tuta-
lim.)



ikinci numaraya geldi sira: f{k, n)’ler arasinda soyle bir ilis-
ki var:
f(k +1,n+1)=Ff(k,n+1)+f(k +1,n).
Kanitlayalim bunu. Biraz 6nce kanitladigimiz esitligi (iki
kez) kullanacagiz.
f(k +\n+\) = s)=f{k,n+1)+£ "=0f(k, 9)

=f(k,n + D)+f(k+1,n)

Esitligimiz kanitlandi. Simdi bir 6nceki esitligi unutahm ve
sadece bunu aklinizda tutalim...
Simdi en son numara... Diyorum ki f(k, n) sayisi

m+k-7\

< fc-1

sayisina, yani (n + k - 1)Mn\{k - 1)! sayisina esittir...1

Once k = 1 igin kanitlayalim. Bir yandan /(1, n) sayisi bir
yUzlU bir zari n kez attigimizda elde edecegimiz olay sayisidir,
bu da I 'dir.

Ote yandan,

fn+k-1N
k-1
sayisi {k = 1 iken),

saylisina, yani

AN\ ! = nVn\ =1
sayisina esittir... Demek ki dogrulugunu iddia ettigim esitlik k = 1
icin dogru.

1 Bu sayilar, Matematik ve Oyun adli kitabimin Pokerin Matematigi adl ya-
zisinda tanimlanmistir.



Simdi n = 1 i¢in kanitlayayim. Bir yandan f(k, 1) sayisi k
yuzli bir zar1 1 kez attigimizda elde edecegimiz olay sayisidir,
ki bu da k’dir.

Ote yandan,

sayisi (n = 1 iken),
] k N\
¢-1+

sayisina, yani £/(& - 1)!'1l = k\V(k - 1)! = K’ye esit... Demek Ki
iddia ettigim esitlik n = 1 i¢cin de dogru.

Dolayisiyla n + k = 1 iken esitlik dogru.

Simdi esitligin n + k sayisi i¢cin dogru oldugunu varsayip,
n + k + 1 sayisi icin kanitlayaca§iz. Daha dogrusu,

n+k-1 n+k-1

fik =

esitliklerini (tumevarim varsayimi) varsayip,

Cn+k'
f(k + X«) =

esitligini kanitlayacagiz. Bu kanit yontemine “n + k Gzerinden
timevarimla kanit” denir.2 Biraz 6nce unutmamaniz gerektigi-
ni sOyledigim esitligi ve timevarim varsayimini kullanarak ka-
nitlayacagim:

2 Bu kanit yontemi, Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz nis, Sonsuz Cikis
adl yazisinda agiklanmistir.



n+k-1 n+k-1
f(k+\n) =f(k, n)+f(k+%n-1) = +

k-1 k
{n+k-1) («+&-D!' k(n+k- Dl+n(n+k - !
nl(k-1! (n-D\KI N\
-(n+k-|)\k+n (n+K\ n+k
M M\K\ k ,

Boylece istedigimiz esitligi
(« + DHM+2)(n +3)(n +4)(» +5)
120

esitligini kanitlamis olduk. Eger k = 6 alirsak, alti yizlu bir za-
ri n defa attigimizda olay sayisinin
(«+1)(n +2){n +3)(n +4)(«-+5)

120
oldugunu goruriz.



Sayilarla Ilgili Bir Soru

esirli sayilari bilirsiniz: ave b tamsayilari i¢in, a/b bigimin-

de yazilan sayilara kesirli sayilar denir. Ornegin, 3/5, -2/3
sayilari kesirli sayilardir. 5 de kesirlidir, ¢ciinkd 5, 5/1 bi¢cimin-
de de yazilabilir.

Bir zamanlar, uzun zaman 6nce, antik Yunan zamaninda,
her sayinin kesirli oldugu sanilirdi. Yanhs! Ornegin V2 kesirli
bir say1 degildir. Bunun kaniti bircok kitapta bulundugundan
ve ben de bu kaniti daha 6nce birkac kez yazdigimdan, burada
yinelemeyecegim. Genel olarak, eger n tam sayisi tam bir kare
degilse, Vn kesirli bir sayl olamaz.

Eger ave b kesirli sayilarsa, ab kesirli olmayabilir mi? Elbette
olmayabilir. Ornegin a =2, b = 1/2 olsun. O zaman, ab = V2'dir
ve kesirli degildir.

Bu kolaydi. Daha zor bir soru: Eger abe. b kesirli degiller-
se, ab kesirli olabilir mi?

Yanit: Evet!

iki sikkimiz var: (V2)~2 ya kesirlidir ya da kesirli degildir.

Birinci Sik: (V2)2 kesirli bir sayiysa. O zaman bir sorun
yok, a =b = W2 olsun. O zaman ab kesirli bir sayidir.



ikinci Sik: (V2)~2 kesirli bir say! degilse. O zaman da bir sorun
yok. a = (V22 olsun, b = V2 olsun. Simdi, ab = ((V2)»2)~2 =
(M2)v2r2 = (V2)2 =2, ve 2 kesirli bir sayidir.

Guzel degil mi? Yanit ya (M2)\2 ya da ((V2)"2)"2. Hangisinin
sorumuzu yanitladigini bilmiyoruz, ama biri yanithyor.



Tuhaf Bir Esitlik

emsiz ama ilging bir esitlikten s6z edecegim bu yazimda.
Oga(jldaki esitliklere gbz atin:

2 +2 =2 X2

I+2+3=1x2x3
Bu esitliklere benzeyen,

a+b+c+d=axbxcxd

esitligini saglayan a, b, c, d tamsayilari var mi? Genel olarak,

ax+..+an= X ..xan (1)

denkleminin tamsayilarda ¢6zimu hakkinda ne sdyleyebiliriz?
Bu tir sorulari pek sevmem dogrusu. Bana biraz fazla “be-

dava” soru gibi gelir, yani soru sormak i¢in soru sormak...
Neyse...

Bu tur esitliklerin hepsini bulabiliriz. Bulacagiz da...
iki 6rnek daha vereyim:

l+1+2+4=IxIx2x4

l+1+1+1+1+3+4=IxIxIxIxIx3x4

Cok daha genel bir 6rnek vereyim. Herhangi iki pozitif do-
gal say1 alalim: a ve b. Simdi a x b ve a + b sayilarini bulahm.
Aradaki farki alalim, diyelim

/=(@axhb) - {a+b.
Simdi, i tane |’i ve a’y1 ve b’yi toplayip ¢arpalim:



1X..XlIxaxb =axb =i+ta+b=1+.+1+a+b
esitligi gecerlidir.

Ornegin, a =2, b =3 ise, (ki 0 zaman i = | ’dir) yukarda ver-
digimiz,

I+2+3=1x2x3
ornegini buluruz.

EJer a =2, b =4 ise,

I+1+2+4=1xIx2x4

ornegini buluruz.

EGer a =2, b =2 ise, (ki o zaman i = Odir) yukarda verdi-
gimiz,

2 +2 =2 X2

ornegini buluruz.

Yukardaki ydontemi a, b ve ¢ tamsayilarina da uygulayabiliriz.

i=(@axbxc)- (a+b+c)

olsun, itane |’i, a’y1, b'yi ve c’yi ¢arpin ve toplayin, ayni sayi-
yI bulursunuz:
Ix... xIxaxbxc =axbxc =i+ta+b+c

=1+..+1+a+b+c
Ayni yontemi herhangi n sayiya uygulayabiliriz.
Butin ¢6zumler yukardaki yéntemle bulunur. Bunu kanit-
layalim.
Diyelim alf ..., a,, sayllari alx ... xa,, = + ... + anesitligi-
ni saghyorlar.
Bu sayilarin kicikten biytige dogru siralandigini varsaya-
biliriz, yani
I<ax<..<an ()
esitsizliklerini varsayalim. (1) ve (2 )yi kullanarak,
alx..xan= +..+an<na,
esitsizligini elde ederiz. En sol ve en sagdaki a,,’leri sadelestirirsek,
axx .. xan.l <n ?3)
esitsizligi ¢ikar. Sol tarafta n - 1 tane sayi var ve herbiri en az 1.



Birinci Sik. Diyelim al* 1. O zaman (3)’Un solundaki sayi-

lar en az 2 oldugundan, (3)’ten

2»-1 <n
esitsizligi gecerli olur. Bu esitsizlikten de n=1yadan =2 ¢I-
kar (Neden?)

Eger n = 1 ise, diyecek lafimiz kalmaz. Bir sayinin kendi
kendisiyle toplami ve carpimi elbette aynidir! EGer n =2 ise, (3)
esitsizligi <2”yani ™ =2 demektedir. Dolayisiyla,

2 +#2 m<A =AL R oA
ve 112 = 2. Bu, verdigimiz ilk drnekti.

Ikinci Sik. Simdi diyelimax=..=a,=1veai+l* 1.0 zaman,
N ese N X ... X g2 = + ... +Un — /7 + + ...+
ve

= (@l X - X«) - (@-H+- +
Boylece bitlin ¢dzimlerin yonetimizle bulunmus oldugunu

kanitladik.



Bir Tavla Sorusu

ir tavla magi 5°te biter. Yani 5 oyun kazanan ilk oyuncu

tavla magini kazanir. Kimi tavlacilar magin 5-4 bitmesi-

ne razi olmazlar, aradaki farkin en az 2 olmasini isterler,
6-4, 7-5, 8-6 gibi... Macin skorunda en az iki fark olmasi kimin
isine gelir? Zayif oyuncunun mu yoksa gucli oyuncunun mu?
ilging bir soru. En azindan ben ilging buldum.

Soyle bir akil yuriutme yapabiliriz. Aradaki farkin en az 2
degil de en az 100 olmasini istedigimizi dustinelim. Elbette o
zaman gucli oyuncunun kazanma sansi artacaktir. Dolayisiyla
aradaki farkin en az 2 olmasi kurali giicli oyuncunun magi ka-
zanma olasihigini artiracaktir.

Bu simdilik yalnizca bir tahmin. Bakalim matematiksel he-
saplar ne sonug verecek?

Tavlacilarimiza A ve B diyelim. A, B’den daha iyi bir tavla-
c1 olsun, érnegin A’nin bir oyunu kazanma olasilhigi 2/3 olsun.
Beraberlik olamayacagindan,1 B’nin bir oyunu kazanma olasi-
hgr da 1/3 elbette.

1 Dogrusunu sdylemek gerekirse, her tavla oyununun sonlu bir zaman iginde yizde
yuz olasilikla biteceginin kanitini bilmiyorum. Sanirim biter. Bu yazida, her tavla
oyununun sonlu bir zaman icinde ytzde yuz olasilikla bitecegini varsayalim.



Soruyu biraz basitlestirelim: Mars olmadigini varsayalim.

Birinci Soru: Beste biten bir tavla magint A’nin (iyi oyuncu-
nun) kazanma olasiligi kacgtir?2

ikinci Soru: “En az iki puan fark” kuraliyla oynanan tavla
magini A’nin kazanma olasihgi kacgtir?3

Birinci Sorunun Yaniti. Oyunun alacagi durumu asagidaki
Izgarada gosterebiliriz.

B

Sol alt kdseden, yani (0, 0) noktasindan baslayarak, A’nin
kazandigi her oyun icin bir saga, B'nin kazandigi her oyun igin
bir yukari gidelim. Sagdaki (dikey) kalin ¢izgiye erisildiginde
magci A kazanir, yukardaki (yatay) cizgiye erisildiginde maci B
kazanir. Saga bir adim gitme olasiligimiz 2/3, yukari bir adim
¢cikma olasihgimizsa 1/3'tir. Sagdaki yatay cizgiye ulasma ola-
siligim hesaplayacagiz.

Mag bir tarlt 5-0 bitebilir: Her oyunu A’nin kazanmasi ge-
rekmektedir, yani hep (tam 5 kez) saga gitmeliyiz. Dolayisiyla
macin 5-0 bitme olasihg (2/3)5 dir.

2 Mars olmadigini varsayalim, yani kazanan hep 1 puan alsin, kaybeden de 0
puan.

3 “En az iki puan fark” kuraliyla oynanan tavla magi ilk bakista sonsuza dek
uzayabilirmis gibi géruinse de siz gérunuse aldanmayin. Bu kuralla oynanan bir
tavla macinin sonsuza dek uzama olasiligi sifirdir.



Magc kag turlt 5-1 bitebilir? B’nin bir tek oyun kazanmasi
gerekiyor. B, bes ayri zamanda oyun kazanabilir. Yani, yukar-
daki sekilde 1 adim yukari, 5 adim saga gitmeliyiz, yukari ati-
lacak adimi bes ayri zamanda yapabiliriz. (Son adim sagda ya-
pilmali.) Bir baska deyisle, (0, 0) noktasindan (5, 1) noktasina
5 degisik bigimde gidebiliriz. Dolayisiyla magin 5-1 bitme ola-
sithgi 5 x (1/3) x (2/3)5 tir.

Mag tarld 5-2 skoruyla bitebilir. Neden? Cunku en son
2y

oyunu A kazanmali ve bu en son oyunu saymazsak, oynanan
5+2, yani yedi oyunun ilk altisindan ikisini B kazanmali. Dola-
yistyla magin 5-2 bitme olasiligi

x(1/3)2 x(2/3)5

dir.

Mag, tarld 5-3 bitebilir, cinkd oynanan 5+3, yani se
Vv3y

kiz oyunun ilk yedisinde B ¢ oyun kazanmali. Dolayisiyla ma-
¢in 5-3 bitme olasiligi

r\
x(1/3)3x(2/3)s
v3,

dir.
Bunun gibi magin 5-4 bitme olasiligi,

x(1/3)4 x(2/3)5
vy

dir.
Simdi artik mac¢i A’nm kazanma olasihdini hesaplayabiliriz.
Bu bes sayiy! toplayalim:



(2/3)5 +5(1/3)(2/3)5 +  1/3)2(2/3)5

v o

, (7330735 + © W/3x@/3)5
X

=(2/73[1+5/3) + (17312 + 3) t w/3)

c 5 15 35 70
CALETS T 57 Taad

:(2/3)5x'5(§—l6 =0,85515419...

ikinci Sorunun Yaniti. Magin 5-0, 5-1, 5-2 ve 5-3 skoruyla
bitme olasiliklarini yukarda hesaplamistik. Simdi, macgin, n > 4
icin, (n+2)-n sonucuyla A’'nin lehine bitme olasiligini hesapla-
yalim. Toplam 2n + 2 oyun oynaniyor ve son iki oyunu A ka-
zaniyor. Geri kalan 2n oyunun n tanesini B kazanmali.
Ornegin eger mag 6-4 bitmisse, son iki oyunu A kazanmis
olmali. Yani mag¢ ancak 4-4 olduktan sonra 6-4 bitebilir. Mag,
degisik bicimde 4-4 skoruna ulasabilir.

vy
Dolayisiyla macgin 6-4 bitme olasiligi
/\
(173)4 (2/3f
vay
dir.

Magin 7-5 bitme olasihgini hesaplayalim. Magin 7-5 bitebil-
mesi i¢in son iki oyunu A almali, yani skor bir ara 5-5 olmal..
Skorun 5-5 olabilmesi icin de skorun daha dnce 4-4 olmasi ge-
rekir. Skor 4-4 olduktan sonra, 5-5 skoruna iki degisik bicimde
ulasihr: Ya ilk oyunu A, ikinci oyunu B kazanir ya da ilk oyunu
B ikinci oyunu A kazanir. Yani macgin 7-5 bitme olasihgi,



x2X(1/ 3) x(2/3)
vay
dir.

Genel olarak magin (n+2)-n skoruyla bitme olasiligini he-
saplayalim. Macin bu skorla bitmesi icin, son iki oyunu A al-
mis olmali, yani skor bir ara n-n olmus olmali. Ama skor daha
once de («-1)-(n-1) olmus olmali... Hatta oyun ilk 6nce 4-4 ol-
mus olmali. Bir esitlikten bir sonraki esitlige 2 degisik bicimde
ulasilir. Yani 4-4’ten n-n skoruna 2”-~4 degisik bigimde ulasilir.
Demek ki macgin (n+2)-n skoruyla bitme olasihgi,

x27“4x(1/3)” x(2/3)" +2
\YAYj
dir.

Bu sayilarn toplarsak, mag¢i A’nin kazanma olasihgini bul-

mus oluruz. Toplayalim. /

(2/3)5 +5(1/3)(2/3)5 +  (1/3)2(2/3)5s + , (I/3)3(2/3)5
vy v3y
sayistyla,
'8
vy
sayisini toplayacagiz.
ikinci sonsuz toplami toplayalim:

ITm i1V ~40/3)@rayee =, A2 AN=127(1/ 3)"(2/ 3)”

ay
[2N(213)22T=4A9)" =",y H2INAHYAXr=0(4/9r

f.@\
= 0,136564548.
4y2 (273) (479) |, ¢



Birinci toplamin 0,7413504039... oldugu kolaylikla bulu-
nur. Demek ki olasilik
0,7413504039... +0,136564548... =0,87791495....
dir. Demek ki *“aradaki farkin en az 2 olma” kurali, guglu
oyuncunun kazanma sansini yiuzde iki kadar artiriyor. Pek o
kadar fazla degil, ilk tahminimden daha az.



ANsagida iki dugim goridyorsunuz:

Bu iki dugim birbirinin ayni gibi gortntyorlar. Oyle mi
gercekten? Dikkatlice bakarsaniz, bu iki digimun birbirinin ti-
patip ayni olmadigini goérarsiiniz.

Dugtmlerden biri, 6blrinin aynadaki géridntisd, ama ay-
nisi degil...

Birinden oburind, kesip bigmeden, yalnizca iple oynayarak
(6rnegin ipi déndirerek) elde edebilir miyiz?

Evet. Yani aslinda bu iki dagim ayni dagumddrler. Uzay-
da iple oynayarak birini 6buru yapabiliriz.



Diagumlerden birini 180 derece dondurirseniz, 6bur diugu-
mi degil, gene ayni diguimi elde edersiniz, demek ki dagim-
lerden birini 180 derece dondurmek yetmiyor.

Asagidaki sekildeki soldaki diugiimden baslayalim (Sekil 1).
Ustteki halkayi saga yatirahm (Sekil 2 ve 3). Sonra soldaki hal-
kayi saga yatiralim (Sekil 4 ve 5). Dugimu, yelkovanin yéniine
dogru 90 derece dondurelim (Sekil 6). Yukardaki ikinci duga-
mu elde ettik.

Dagumler kurami matematigin ¢ok giizel ve heyecanl dalla-
rindan biridir. Dort ve daha ylUksek boyutlarda her diigiim birbi-
rinin esidir; dort ve daha ¢ok boyutlu uzaylarda, dGgimu ¢dzecek
bol bol yerimiz (zamanimiz!) vardir. Oysa ¢ boyutlu uzayda bir-
birinin esi olmayan bir¢cok dugum vardir. Bu dagumlerin siniflan-
dirillmasi matematigin ilging problemlerinden biridir.

Dugimler kurami hakkinda daha fazla bilgi edinmek igin,
Crowell ve Fox’un 1963’te yayimlanmis ve bugtn bir klasik
olarak kabul edilen Introduction to Knot Theory’ye (Ginn and
Company) bakabilirsiniz.



Zekéa Oyunlari Agi

bir ag kuruldu: Zeka Oyunlari Agi. EGer internet’e erisimi-

niz varsa, higbir Gcret 6demeden bu aga tye olabilir, soru-
lan sorulari okuyabilir, tartismalara katilabilir ve kendi sorula-
rinizi baskalarina sorabilirsiniz.

Asagida agda sorulan yuzlerce soru arasindan pek se¢me-
den birka¢ érnek verecegim. Sunu da ekleyeyim ki sorular Us-
tine dustiinmedim. Aralarinda daha 6nceden bildigim bir ikisi
disinda, higbiri hakkinda bir fikrim yok. Bu sorulan vermekte-
ki amacim, okurlara agi tanitmak.

Sorulardan kimi olduk¢a matematiksel, kimi de sadece hinlik
ve cinlik gerektiriyor. Ben buyuk bir zevk alarak sorulari okuyo-
rum. Gorilecegi Uzere son derece sevecen ve arkadasca bir ortam.

Daha fazla bilgi zekaoyunlari-owner@egroups.com e-adre-
sinden elde edilebilir.

iste sorulardan drnekler:

Sadece saatiniz var. Ve glnesin dinyaya uzakhgim biliyor-
sunuz. Gunesin capini yaklasik olarak nasil bulabilirsiniz? (Bu
soru, gergekten denenerek ortaya ¢ikmistir.)

Sayi dizileri dogal olarak revacta, iste agda sorulan birkag
say! dizisi:

I nternet ortaminda bu kitabin okurlarini ilgilendirebilecek


mailto:zekaoyunlari-owner@egroups.com

5 26 11 52 21 P

2 5 g 14 25 P

1 2 12 22 122 ?

2 6 5 6 2 o ?

1 4 10 19 24 31 40 51 64 79 90 ?
6 kullanarak 8 eskenar tcgen elde ediniz.

Selamlar herkese,

Yaklasik 2,5 saattir bu sorunun cevabim bulmaya c¢alisiyorum.
Artik onur meselesi haline getirdim!!! Bilen ya da bulabilen varsa
ve cevabi yollarsa ¢ok sevinirim. Simdiden tesekkurler, Ebru

Bir dizleme oyle yedi nokta yerlestirin ki, bu 7 noktadan
rastgeie 3’Unu secince en az ikisinin arasi bir birim olsun.

iki tane 1 ve istediginiz matematiksel semboli kullanarak 6
elde edin.

imkansiz gibi gériiniiyor ama degil.

[Bir sonraki mesajda soruyu soran acgiklama getiriyor:]

Arkadaslar 2 tane 1’den 6 elde ederken sadece matematik-
sel sembolleri kullanabilirsiniz demistim. Sinlds ve benzerleri
fonksiyondur. Bunlari kullanmak dogru olsaydi x = 1 ikeny =
6 olan bir fonksiyon tanimlardik ve bir tane 1’den 6 elde eder-
dik. Bu soruyu ¢6zen olursa kendisine gercekten en buyuk hay-
ranlik duygularimi sunacagim.

Gecen yulzyila ait bir bilmece, cevabi sorunun iginde gizli,
bakalim mantik hatasini bulabilecek misiniz?

1938 yilinda ingiltere’de bir cenaze térenindeyiz. General,
mezar basinda, 6lenin ardindan bir konusma yapiyor ve séyle
diyor:

- Bugiin aramizdan ayrilan John Miller, Birinci Diinya Sa-
vasi'nda sayisiz kahramanliklarla ingiltere’ye biyik hizmetler



vermisti. Kendisini hep saygiyla anacagiz.
Generalin bu konusmasinda bir mantik hatasi var, bakalim
kacinci okuyusta fark edeceksiniz.

Bilinen bir soru vardir. Bir karenin 4 kenarinda birer kap-
lumbagda var. Herbiri sagindakine dogru yiriyor ve en sonun-
da karenin tam ortasinda karsilasirlar. Bir bécegin aldigi mesa-
fe karenin bir kenari kadardir. Ben burada bir b6cegin aldigi
yolun denklemini soruyorum. (Polar kordinatlarda dustnurse-
niz daha kolay olur sanirim.)

Daha 6nce sorulduysa herkesten 6zur dilerim.

4 tane 7 ve 1 tane 1 kullanarak 100 sayisina nasil ulasabiliriz?

Not: Bilinen bir ¢ozuimi var. Onemli olan ikinci bir ¢oziim
daha bulmak. Herkese sevgiler...

Arkadaslar biraz da matematik sorusu ¢ozmeye c¢alisalim:

rJl-x-x2

Haydi kolay gelsin! Bayag sizi zorlayacak gibi!

Listeye yeni katildim. Ben de size bir soru génderiyorum.
Kolay gelsin.

Bir adam her giin ise ayni saatte gidiyor. Evi bir adada. So-
forda evinden alip limana kadar géturoyor. Limanda adam ara-
basindan inip vapurla karsiya geciyor. isten ¢ikinca vapura bi-
nip karsiya gegiyor. Sofdrii onu orada bekliyor, arabasina bi-
nip evine gidiyor. Adam yillardir hi¢ saat sektirmeden bu sekil-
de ise gidip geliyor. Bir giin isten 1 saat erken ¢ikiyor. Vapura
binip karsiya geciyor. Tabii ki sofér hentiz gelmemis. Evine
dogru ylirimeye basliyor. Yolun bir yerinde arabasiyla karsila-
siyor ve arabasina binip yolun kalanini arabayla tamamliyor.



Evine her zamankinden 20 dakika 6nce gidiyor.
Adam kag¢ dakika yarumustiar?

Merhaba arkadaslar, ben
Nadire. Klube yeni Uye oldum ve
aldigim tim maillerden ¢ok zevk
aldim. Umarim sizler de zevk
alirsiniz:

SORU 1: Bir kiyida bir kegi,
bir lahana, iki kurt ve bir kdpek
var. Kayikcl kayiga ya iki hay-
van veya bir hayvan ve lahana
alabiliyor. Kurt keci veya kdpek-
le, keci kopek veya lahanayla
yalniz birakilamiyor. Bunlari
karsiya nasil gegirirsiniz?

SORU2: (Kvant’dan) “Usta aticilar” klibunde 1ska gecme-
nin cezasi klupten atilmakti. Birinci yarisgl 80 puan aldi. ikin-
ci yarisgl 60 puan yapabildi. Ugiinci yarisgl birinci ve ikincinin
aldigi puanlarin aritmetik ortalamasi, dérdinci yarisci ilk Ug
yaris¢inin aldigi puanlarin aritmetik ortalamasi, besinci yarisci
ilk dort yariscinin aldigi puanlarin aritmetik ortalamasi,... yi-
ziinci yarisgr ilk 99 yariscinin aldigi puanlarin aritmetik orta-
lamasi kadar puan aldi. 100. yaris¢inin puani kagti?

Bir sitcunun elinde 7 ve 11 litrelik iki kap var.. Sttcd bu iki
kabi kullanarak 1, 2, ..., 11 litrelik 6lgimler yapabilir mi? Ce-
vabiniz evet ise, nasil yapar?

Sut¢l sorusu su sekilde genellistinlirse cevabiniz ne olur?

11 ve 7 litrelik kaplar yerine A ve B litrelik kaplar olsun. A
ve B asal say! ve aralarinda su baginti vatt 2B > A > B. Bu du-
rumda 1, 2, 3,..., A litrelik dl¢iimler yapilabilir mi?



Bir soru: Frank Morgan diye bi elemanin, adresi:
http://www.maa.org...

2000 yilr:

2000 =398 +399 + 400 +401 +402
seklinde ardisik tamsayilarin toplami seklinde yazilabilir. 2001
yili ise:
2001 = 1000 + 1001

seklinde yazilabilir. Gergekten de yeni binyilda bir yil harig
2000’den 2999’a kadar her yil, ardisik sayilarin toplami seklinde
yazilabilir. Hangi yil ardisik sayilarin toplami olarak yazilamaz?

Bu soruyu dnce kagit kalem kullanmadan cevabi tahmin et-
meye calisin.

Dunyay1 ekvator gizgisinden gececek bir iple saralim. Ama
ip biraz uzun gelsin, asadi yukari 10 metre artsin ve ipi ekvato-
run etrafinda duzgin sekilde yayalim yani daire bigimini boz-
masin, bu cevrenin ekvatora biraz bol gelecedi agiktir. ipin bi-
tiin dinya cevresince yerden yiksekligi ne olur? Mesela bir si-
nek bu araliktan gecgebilir mi?

Bu soruyu buyik ihtimal duymussunuzdur.

Bir ihtiyar adamin hi¢ ¢ocugu yoktur, 6limiinden az 6nce
develerinin U¢ arkadasina miras olarak dagitilmasini sdyledi.
En iyi arkadasi bitin develerin yarisini, ikinci arkadasi dortte
birini, G¢tinct de beste birini alacakti.

Adamin 8limunden sonra U¢ arkadasi anlasamadilar. Cln-
ki develerin sayisi 19°du. Bir deveyi kesip bigcmeden adil bir se-
kilde develeri dagitabilir misiniz?

Duz bir masa Uzerinde ayni madeni paradan bol miktarda bu-
lunuyor. En az sayida para kullanarak dyle bir yerlestirme yapi-
niz ki, her para tam olarak (¢ paraya degiyor olsun. (Paralar ya-
tay bicimde duracak. Ustiiste koymak, dik tutmak vb. yok.)


http://www.maa.org

Cozim icin Ingilizce bilmeniz gerekmiyor...
January 2
February
March
April
May
June
July
August
September
October
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Soru: a) Herhangi bir dikdértgeni karelere ayirmanizi isti-
yoruz, yalniz karelerin hepsi farkli olacak. Bunu minimum kag¢
kare ile basarabilirsiniz?

b) Ayni soru kareyi farkli karelere ayirmak igin sorulursa
cevap kactir? Not: Bu sorularin cevaplari 20 yil 6ncenin bir Ki-
tabinda 9 ve 24 olarak verilmisti, bunlari c¢izip nete
(http://www.geocities.com/SoHo/Museum/7S62/qts/do-
gal.html) koydum. Ama o kitapta bunun gelistirilebilecegi ya-
zihydr, kanimca da gelistirilmistir. Bu konuda bilgisi olanlar
bana yazabilirlerse sevinirim.

ilgili bir soru da benden: Bir kupun farkli boyutlarda son-
lu sayida kiipe ayrilamayacagini kanitlayabilir misiniz?

Ahmet 13’Uncl sokakta oturmaktadir. Evinin numarasi
13-1300 arasindadir. Mehmet numarayi 6§renmek ister.

Mehmet sorar: “Evinin nhumarasi 500°den kigik mu?”

Ahmet cevap verir ama yalan soyler.

Mehmet sorar: “Evinin numarasi bir tamsayinin karesi mi?”

Ahmet cevap verir ama yalan soyler.


http://www.geocities.com/SoHo/Museum/7S62/qts/do-

Mehmet sorar: “Evinin numarasi bir tamsayinin kiipt ma?”

Ahmet cevap verir ve dogruyu soyler.

Mehmet der ki: “Eger evinin numarasinin ikinci basamagi-
nin 1 olup olmadi§ini sdylersen sana sayiyi sdylerim”

Ahmet cevap verir ve Mehmet sayiyl sdyler ama Mehmet
yaniimistir.

Ahmet’in evinin numarasi kagtir?

lyi sanslar.

Butin tamsayilarin yizde kaginin icinde en azindan bir ke-
re 3 rakami kullaniimaktadir?

52 karthk Standard bir iskambil desteniz var. Bu kartlarla
asistaninizin da yardimiyla seyircilerinize kicuk bir numara ya-
pacaksiniz. Seyircilerden birisi iyice karismis deste icinden rast-
gele bes karti asistaniniza verecek. Asistan da bu bes karttan bi-
rini secerek cebine koyacak ve difer dort karti istedigi sirada
tek tek size gosterecek. Siz de cebindeki son kartin ne oldugu-
nu sip diye soyleyivereceksiniz. Asistan ile aranizda kartlari
gosterecegi sira disinda onceden belirlenmis bir sifre (mimikler,
el hareketleri, vb) olmamali. Bu numarayi yapmak icin nasil bir
yontem izlemelisiniz?



Elinizdeki kiubU bicak darbeleriyle dilimlere ayirmaniz iste-
niyor. Ancak bir sart ile... Kesme islemi her defasinda kibin
tam 3 kdsesinden ge¢cmeli. Ne az ne fazla. Olasi butin kesim-
ler tamamlandiginda kiip kag par¢caya ayrilmis olur?

Her haftasonu otomobiliniz ile sehirdisindaki ailenizin yanina
gidiyorsunuz. Her defasinda ayni saatte yola ¢iktiginiz zaman sa-
atte 100 km hizla surdigiiniizde saat 13,00°te, 1ISO km hizla sir-
digunizde ise 11,00°de variyorsunuz. Tam 12,00°de ailenizin ya-
ninda olmak icin hangi hizla gitmelisiniz. (125 degil!)



Yaziyla Saymak

er harfe dyle bir tamsayl vermek istiyoruz ki, 6rnegin,

HBTR’in harfleri olan B’ye, I'ye ve R’ye verdigimiz sayilarin
toplami 1 olsun. IKT igin de, UC igin de ayni sey dogru olsun...
199’a kadar her sayinin harflerinin sayilarinin toplami o sayi
olsun. Ornegin,
Y+U+Z+D+0 +K+S+A+N+D+0 +K+U +2Z =199
olsun. Hatta, S+ 1 +F +1 +R =0 olsun.

Oldukca basit, ama ¢d6zmesi zor bir problem!

Asagidaki sistemi ¢ozmeliyiz:

S+2l+F+R =0 (0)
B+T+R =1 (D
21 +K =2 @)
U+Cc=3 (3)
D+O+R+T=4 (4)
B+E+S$=5 (5)
A+L+T+1=6 (6)
Y+E+D+1=7 (7
S+E+K+1+Z =38 (8)
D+0+K+U+2Z2=9 9
O +N= 10 (10)

Y +21 +R +M =20 20)



0 +T+U+Z =30 (30)

2K +1 +R =40 (40)
E+2L +1=50 (50)
A+L+T+M+1+$=60 (60)
Y +E+T+M +7T+$=70 (70)
2S +2E + K + N =80 (80)
D+0 +K+S+A+N =90 (90)
Y +0 +Z =100 (100,

Turk alfabesinin 29 harfinin hepsi belirmiyor, C, G, G, H,
J, P ve V harfleri yukardaki denklemlerde yok, ama geri kalan
22 harf var.

22 bilinmeyenli 20 denklemle karsi karsiyayiz.

Sistem ¢ozilmeyebilir, yani bu denklemleri ayni anda sag-
layacak degerler olmayabilir. Ama olabilir de... Bakalim var
mi, yok mu?

K’yle I'nin deg@erlerini bulmak pek zor degil. Bulalim:

ALTMISta ALTI var. 6’nin denklemini 60’a sokarsak,

Bu son denklemi aklimizda tutalim, bir sonraki paragrafta
gerekecek.
30’un denkleminden
0 +U+Z2=30-T
¢tkar. Bunu 9’un denklemine koyarsak,



30- T+D +K =9,
yani
-T +D+K=-21
buluruz. Bir 6nceki paragrafta -T + D =-9 bulmustuk, demek ki
-9 +K=-21,
yani
=- 12.
Bu, buldugumuz ilk deger, cok yararh olacak.

2’nin denkleminde K’y1 -12 yapalim: I'nin 7 oldugunu bu-
luruz. ikinci degerimizi de bulduk.

Buraya kadar oldukca kolaydi. Bundan sonrasi biraz daha
zor, ama atla deve degil.

Gereksiz denklemleri atalim. Ornegin, artik 2’nin denklemi
gereksiz, cunki iKi’nin harflerinin degerlerini biliyoruz. Denk-
lemlerimizde K yerine -12,1 yerine 7 koyalim ve bu iki harften
kurtulalim. Ayrica, daha basit bicimde yazilan denklemleri si-
lelim, bu denklemler yerine basit bicimlerini yazalim:

S+2l +F+R =0 ()
B+R =-6 (D
U+Cc=3 3)
D+O+R+T=4 (4
B+E+S$=5 (5)
A+L+T+1=5 (6)
Y+E+D=0 (7)
S+E+Z =13 (8)
T-D =9 (91
O +N =10 (10)
Y+R+M =6 (20)

1 Bu ve asagidaki 30’un denklemi 9’un denklemini verir.



0 +T+U+Z =30 (30)

| +R =64 (40)
E +2L =43 (50)
M +S =54 (60)2
2S +2E + N =92 (80)
D+S+A=92 (90)
Y +U+2Z =100 (100)

70’in denklemi kayboldu ¢ctunkt yukaridaki T - D =9 ve M
+ S =54 denklemleri ve 7'nin denklemi 70’in denklemini verir.

Toplam 19 bilinmeyenli 18 denklem var. Denklemlerimiz
biraz olsun basitlesti, ama daha yeterince degil.

F harfi yukardaki denklemlerde bir kez beliriyor, o da Oin
denkleminde. F harfini oradan ¢ekelim: F =-S - 21 - R. Demek ki,
S, I ve R’nin degerlerini bildigimizde F’nin degerini de bilecegiz.

C harfi de sadece bir kez beliriyor; 3’Un denkleminde beli-
riyor... C'yi ¢cekelim: C =3 - U. U’niin degerini buldugumuz-
da, C’nin de degerini bulmus olacagiz.

O de bir kez beliriyor, 4’tin denkleminde... O’yu tecrit ede-
lim:0=4-D-R -T.

U da bir tek 30’un denkleminde beliriyor: U=30-0-T -Z .

Bu denklemleri yazalim:

F=-S--21-R
c=3-0
O=4-D-R-T
uUu=300—o“I-2Z2

Geri kalan harfleri bulmaliyiz. Yukardaki 4 denklemi bir
kenara yazip geri kalan denklemlere bakalim:
B+R =-6
B+E+$=5
A+L+T+1=6

2 Bu basit denklem, 6’'nm denklemiyle birlikte 60°in denklemini verir.



Y+E+D=0

S+E+Z =13
T-D=9

0 +N=10

Y +R+M =6
1+R =64

E +2L =43

M + S =54

2S +2E + N =92
D+S+A=92

Y +U +2Z =100
Bulmamiz gereken harflerin sayisi 15’e, denklem sayisi da
14’e indi.
Yukardaki denklemlerde O ve U harfleri birer kez beliriyor.
O, 10’un denkleminde, U de 100’0n denkleminde:

O=10-N
U=100-Y-Z

Bu denklemleri de bir kenara yazarak, geri kalan denklem-
lere bakabiliriz:
B+R =-86
B+E+$=5
A+L+T+1=6
Y+E+D=0
S+E+Z =13
T-D =9
Y+R+M =6
| +R =64
E +2L =43
M +S =054
2S +2E + N =92
D+S+A=92
Bilinmeyen sayisi 13’e, denklem sayisi 12’ye indi.



Bu kez Z bir kez beliriyor, SEZ’de. Ayrica N de bir kez be-
liriyor. Bu iki denklemden Z'yi ve N’yi dbur harfler cinsinden
yazalim;

Z=13-S- E.
N =92 - 2S - 2E

Geri kalan 10 bilinmeyenli 11 denklemi yazalim:
B+R =-6
B+E+$=5
A+L+T+1=6
Y+E+D=0
T-D =9
Y+R+M =5
| +R =64
E +2L =43
M +S =54
D+S+A =92
Simdi de S bir kez beliriyor, o da en son denklemde. S’yi ¢I-
karalim:
$S=92-D-A
Geri kalan 10 denklemi yazalim:
B+R =-6
B+E+$=5
A+L+T+1=6
Y+E+D=0
T-D =9
Y+R+M =5
| +R =64
E+2L =43
M +S =54
Bu kez A yalniz kaldi.
A=6-L-T-1
Geri kalan 8 denklemi yazalim:



B+R =-6

B+E+$=5
Y+E+D=0
T-D =9

Y+R +M =6
I +R =64

E +2L =43

M +§=54

Bu kez de L, T ve | harfleri birer kez beliriyor:

2L =43 -E
T=9+D
1=64-R

Geriye fazla bir sey kalmadt:
B+R =-6
B+E+S=5
Y+E+D=0
Y+R +M =58
M +S=54
D’yi de yalitabiliriz:

D=-Y-E

Kalanlari yazalim:
B+R =-6
B+E+S$=5
Y+R+M =6
M +S =54
Kalanlarda bir tane E var:
E=5-B- &
Geriye
B+R =-6
Y+R+M =6
M +S =54



kaldi. Bunlar arasinda S’den bir tane var:
S=54-M.
Ne kaldi?
B+R =-6

Y +R+M =5
M 'den de bir tane kaldr:

M=6-Y-R

Geriye tek bir denklem kaldi, B + R =-6 denklemi. B ya da
R’yi bilirsek digerini de buluruz. Yani bu iki harften birini pa-
rametre olarak secebiliriz. Diyelim R’yi segtik:

B=-6-R.

Simdi butun bildiklerimizi (sondan baslayarak) yazalim.

B=-6 -R
M=6-Y-R
S=54- M.
E=5-B-S
=-Y-E
2L =43 - E
T=9+D
l=64-R
A=6-L-T-1I
S=92-D- A
Z=13-S-E.
N =92-2S- 2E
O0=10-N
U= 100. Y-Z
F=-S-21-R
c=3-U

O=4-D-R-T
U=30-0-T-2Z



K=-12
=7
Okur, en Ustten baslarsa, R’yi ve Y'yi sabit tutarsak, her
harfin degerinin belirlendigini gorecektir. Her R ve Y degeri
icin, sorunun bir baska ¢6zimu vardir. (Bu tir harflere para-
metre denir.)
Basit olsun diye R =Y =0 alalim, iste harflerin degerleri:

R=0
Y =0
=-6
M =6
S =148
E=-37
D =37
L =40
T =46
| =64
A =-144
S =199
Z =-149
N =- 232
0 =242
U =249
F=-327
C =-246
6 =-79
U=-109
K=-12

=7






Hilal

A§a§1|daki hilali olusturan dairelerin ¢aplari kagtir?

Her lise 6grencisinin yanitlayabilmesi gereken kolay bir soru.
Buyuk dairenin capina R, kug¢uk dairenin capma da r diye-
lim. Sekilden hemen
2R-2r =9



yani,
r=R- 9/2
cikiyor.
Ote yandan asagidaki sekilde ici gri olan dikiiggene Pisagor
Teoremi’ni uygulayalim:
r2=(R- 52+ (r- R+9)2

Simdi bu denklemde r’nin yerine R - 9/2 koyarsak, R =25
yanitini buluruz. Demek ki r = 41/2



Cekirge Ka¢ Sigrar ya da
“Rastgele Yuruyus”

Bir cekirge cok ama ¢ok uzun bir yol Ustunde. Cekirge 6ne
ya da arkaya 1 metre si¢rayabiliyor. Belli bir olasilikla 6ne,
belli bir olasilikla arkaya sigriyor. Ornegin, 6ne ya da arkaya
sigramak icin ¢ekirge yazi tura atabilir, yazi gelirse dne, tura
gelirse arkaya sicrayabilir. Ya da zar atabilir, ses gelirse arka-
ya, gelmezse 6ne sicrayabilir.

Diyelim c¢ekirge p olasilikla 6ne, g olasilikla arkaya si¢radi.
Elbette p + g = I 'dir. Cekirgenin, bir zaman sonra (yani sonlu
bir zaman i¢inde, ama zaman limiti olmaksizin), drnegin, 1000
metre ileri gitme olasiligi kagtir?

Cekirge 6nce arkaya, sonra iki kez 6ne, sonra bes kez gene
arkaya sigrayabilir. Yani ¢ekirgenin 1000 metrelik yolu birden-
bire, dosdogru gitmesi gerekmez. Bir arkaya, iki 6ne giderek de
1000 metre 6ne gidebilir.

En iyisi cekirgeyi bir sayl dogrusu Ustiinde yol alirken gos-
termek:

pbrriierrinrnl

Cekirgenin baslangigta bulundugu noktaya sifir (0) diyelim
(Resimde bu nokta C harfiyle gosterilmis.) Oblir noktalan tam-
sayilarla ahsik oldugumuz Gzere numaralayalim: C’nin sagin-



daki ilk noktaya 1, solundaki ilk noktaya -1 diyelim...

Cekirge p olasilikla 1 metre saga, q olasilikla 1 metre sola
gidiyor. Bir stire sonra ¢ekirgenin 1000 metre sada gitme olasi-
higr kagtir?

Elbette p ne kadar blyukse, ¢cekirgenin 1000 metre sada git-
me olasiligi da o kadar buyuktir.

Ornegin, eger p = 1 ise, yani ¢ekirge hep saga dogru ilerli-
yorsa, o zaman yuzde yuUz olasilikla ¢ekirge 1000 noktasina
ulasir (ve tam 1000 si¢rayista ulasir.)

Ote yandan p = o ise, ¢ekirge hep sola gitmek zorundadir
ve higbir zaman 1000’e varamaz.

Yap = 1U2ise?

Ya da p baska bir sayiysa? O zaman ¢ekirgenin 1000’e
ulasma olasiligl kagtir?

Cekirgenin «’ye ulasma olasiligina xn diyelim. Yukarda
x 1000'i sorduk. Eger n > 0 ise, xn = xyn dir. Cunki c¢ekirgenin n
metre saga'gidebilmesi icin, ¢cekirgenin n kez 1 metre saga git-
mesi gerekmektedir. Dolayisiyla, sorumuzun yanitini bulmak
icin JK'i hesaplamak yeterlidir.

Cekirge p olasilikla daha birinci sigrayista |’e ulasacaktir.
Ote yandan q olasilikla ilk sicrayista - | ’e gelecektir. Bu ikinci
durumda, | ’e gelebilmek i¢in ¢ekirgenin 2 metre saja sicraya-
bilmesi gerekmektedir. Yani, cekirge |’e ulasmak icin

a) Ya ilk sicrayisinda saga sigrayacaktir (p olasilikla),

b) Ya da ilk sigrayisinda sola si¢crayacaktir (g, yani 1 - p
olasilikla) ve bundan sonra iki adim saga sicramasi gerekecek-
tir (x2 olasilikla.)

Demek ki, =p + (1 - p)x2esitligi gecerlidir. Ama x2 = xx2.
Demek ki,

xl=p+(1l-p)x12
esitligi gecerlidir.



Bu, ikinci dereceden bir denklemdir:
(1 - p)xx2-x1+p=0.
Cozelim:
O=(@-p)x2-x1+p =(1-xL(p- @ - p)xd),
yani

yaXi =1yada =p/(l - p).

Hangisi? Eger p > 1/2 ise (yani p > q ise), p/(1 - p) > 1 ol-
dugundan (neden?), bu sikta dogru yanit | 'dir. Demek ki, p >
1/2 ise ¢ekirgenin sonlu (ama belirsiz) bir stire sonra | ’e gelme
olasih@i yizde yizduar, dolayisiyla 1000 e, ya da pozitif herhan-
gi bir sayiya varma olasihgi ylzde yizdar.

Eger p < 1/2 ise, yani p < q ise bu olasilik kagtir? Gene Xj’i
hesaplamak yeter elbette. Yukardakinden daha ayrintili bir ¢6-
zumleme (analiz) yapmaliyiz.

Asagidaki sekle bir gbz atalim.

En alt sol noktadan, yani (0, 0) noktasindan baslayarak, ¢e-
kirge dogru Uzerinde sola sigradiginda yukardaki sekilde bir
adim yukari ¢ikalim (t ), safa sigradiginda yukardaki sekilde
bir adim saga gidelim (—» ).

(1, 0), (2, 1), (3, 2) gibi, sekilde koyu renkle belirtilmis nok-
talara varilirsa, ¢ekirgenin dogru Gzerinde 1 noktasina ulastigi



anlasthir. Ornegin yukardaki sekilde (1, 0) noktasina varilirsa,
cekirge hemen, daha ilk hamleden 1 noktasina sigramis demek-
tir. Eger (2, 1) noktasina varilirsa, ¢ekirge dogru tzerinde dnce
bir adim sola (t ), sonra iki adim sada ( -» ) sigramis demek-
tir. Eger (3, 2) noktasina varilirsa, ¢ekirge dogru Gzerinde ya
sol-sag-sol-sag-sag yapmistir ya da sol-sol-sag-sag-sag. Yani (3,
2) noktasina iki degisik bicimde ulasilabilir. (4, 3) noktasina da
bes degisik bigimde ulasir:
sol-sag-sol-sag-sol-sag-sag = 1-»
sol-sag-sol-sol-sag-sag-sag =17 —» || —»-»—»
sol-sol-sag-sag-sol-sag-sag = 11-
sol-sol-sagd-sol-sag-sag-sag = 1T —
sol-sol-sol-sag-sag-sag-sag = 11T->—=— »

Genel olarak, cekirge (0, 0) noktasindan baslayarak kac ¢e-
sitli yoldan (« + 1, n) noktasina ulasabilir? Bilmiyorum ve
umarsamiyorum ve bilmeyi de arzulamiyorum. Biz gene de bu
bilmedigimiz sayiya f(n) diyelim. Ornegin,

/(0)=1
m) =1
m =2
/(3) =5

(0, 0) noktasindan (n + 1, n) noktasina giden her yolda, ce-
kirge n kez sola (7 ), n+l kez saga ( == ) gitmelidir. Bunun da
olasih@r qnpn+l dir. Demek ki cekirgenin n kez sola, n + 1 kez
saga giderek 1 noktasina ulasma olasihigi, f(n)gnpn+l dir. Dola-
yisiyla, cekirgenin 1 noktasina ulasma olasihgi,

olas(p, q) = IT=0/W4"P”+1
dir. EGer p > q ise, bu sayinin 1 oldugunu biliyoruz. Bunu yu-

karda hesaplamistik. Ya p < q ise?
Toplumsal infiale yol acabilecek su esitlige bakalim:



olasip, q) = J™ ™ f(?1)gnpn+l = ~ £ “=0f(n)gn+lpn

=NZ "=2/(«P”i"+1 = ~oZas(d, p)

Eger p <q ise, g > p oldugundan ve bu durumda olas(g, p) =

1 oldugundan, yukardaki esitlikten, eer p < q ise,
olas(p, q) = (p/g)olas(q, p) = p/q
bulunur.

Demek ki, p < g oldugunda, =p/q imis.

Dolayisiyla x1000 = (p/q)1000 dir, genellikle oldukca kucuk
bir olasiliktir bu da...

Bu tdr soruyu bir dogru Gzerinde degil de bir diizlemde so-
rabilirsiniz, ¢cekirge kuzeye, glineye, doguya, batiya sirayabile-
cegi bir dizlemde... Cok daha zor... Bu tir sorular, matemati-
gin “rastgele yariyts” denen alanina girer.



Esyapi Gondermeleri

Dogal sayllar kiimesi, yani 0, 1, 2, 3 gibi tamsayilari iceren
kime N simgesiyle gosterilir:
N={0123, ..}
f{x) =2x gbndermesi (fonksiyonu, kurali, adini siz koyun),
bir dogal sayiy! bir baska dogal sayiya gonderir (2'yle ¢arpar).
Ornegin,

/(0) =0
/(D =2
/(2) =4
f(5) = 10

dir.
Bu / gondermesinin su o6zelligi vardir: x ve y hangi dogal
say! olurlarsa olsunlar,
f(x +y) =f(x) +f(y)
esitligi dogrudur, ¢inkd,
f(x+y) = 2(x+y) =2x +2y =f(x) +f{y)
esitlikleri gecerlidir.

Birinci Soru: f(x +y) =f(x) +f(y) esitligini saglayan tim
/: N-> N
gbndermelerini bulun.



Bu soru her matematik bélumunde, hatta kimi zaman birin-
ci yilda, yanitlanir. Biz de yanitlayalim.

Teorem: Eger f: N -> N gondermesi, her x ve y i¢in
f(x +y) =f(x) +f{y)
esitligini sagliyorsa, oyle bir a dogal sayisi vardir ki, her x igin,
f(x) = ax esitligi gecerlidir.

Kanit: Her seyden énce /(O) = 0 esitligini kanitlayalim:
/(0) =/(0 +0) =/(0) + /(0)
esitliklerinden, /(O) = Oglkar.

Simdi /(1)’e a diyelim: /(l) = a. Dedik! Herhangi bir x do-
gal sayisi alalim. f(x) = ax esitligini kanitlamak istiyoruz. Ka-
nitlayalim:

Eder x =0 ise, ax =aO =0 = /(0O) = f(x) ve bu durumda f(x)
= ax esitligi dogru.

EJer x = 1ise, ax =al =a =/(1) =f(x) ve bu durumda f(x)
= ax esitligi gene dogru.

Ya x =1 ise? O zaman da dogru:

f(x) =f(2)=/(1+1)=/(1)+/(1) =ata =2a = a2 = ax.

Simdi x = 3 olsun:

f(x) =f(3) =/(2+1) =/(2)+/(l) =a2+a =a3 = ax.

Esitlik gene dogru.

Tumevarimlal, f(x) = ax esitliginin her zaman dogru oldu-
gu kanitlanabilir.

Bir baska “kanit” da soyle yapilabilir, x’i, x tane |’in top-
lami olarak yazalim:

x=1+1+..+1
ve bu esitlige /’yi uygulayalim:
f{x) =/ +! + ... +1)

1 Bu kanit yéntemi, Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz inis, Sonsuz
Cikis adli yazimda agiklanmistir.



Sag taraftaki sayiyl hesaplayabiliriz:
/(1 +1+ ... +1)=/(1)+/(1)+... +/(1)=a+a+.. ta=ax
Diledigimizi kanitladik, demek ki f(x) = ax imis...

ikinci Soru: N* = N \{0} = {1, 2, 3, 4,...} kiimesi olsun. Her
x vey icin, f(xy) =f(x) f(y) esitligini saglayan tim /: N* — N*
gbndermelerini bulun.

Bu sorunun yanitinin da matematik bélimlerinde gérulme-
si gerekmektedir.

Her seyden once, /(1) = /(i 1) = /(1)/(1) esitliliklerinden
dolayi, /(1) = 1 olmahdir.

Simdi /’nin 6bur sayilarda aldigi degerleri bulahm.

f(xy) =f(x)f{y) esitliginden, f(xyz) = f(x)f{y)f(z) esitligi
de cikar. Hatta daha genel olarak,

f(xtx2...*,,) =f(xx)f{x2) ... f(xn)
esitligi dogrudur. Ornegin,
/(30)=/(2x3x5)=/(2)/(3)/(5)
f(60) =/(2x2x3x5) =f(2)f(2)f(3)f(S)
esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla, / géndermesinin asal sayilar-
da aldig! degerleri bilirsek, /’nin her sayida aldigi1 degeri bula-
biliriz, Yani,
/(2),/7(3),/7(5),/7(7),/7(11),/(13), ...
sayilarini bilmemiz gerekiyor.

/ gondermesi asal sayilarda hangi degeri alabilir? Her dege-
ri alabilir. Bu de@erler Gzerine herhangi bir kosul koymaya
hakkimiz yok. Ornegin, / géndermesi, bir asal sayly bir son-
raki saylya yolluyorsa, yani,

m =3
/(3) =4
/(5) =6
/(7) =8

/(i)=12



ise,
/(60) =/(2x2x3x5) =/(2)/(2)/(3)/(5) = 3x3x4x6 =216
dir.

Demek ki, her x ve y igin, f(xy) = f(x)f(y) esitligini sagla-
yan /: N* — N* gondermeleri, f 'nin asallarda aldigi degerler
tarafindan belirleniyor. Bu gondermeler hakkinda baska bir sey
sdyleyemeyiz. Dah& matematiksel bir deyisle, bulmaya calisti-
gimiz gondermeler kiimesiyle, asal sayilardan N* kimesine gi-
den gondermeler arasinda birebir bir eslesme vardir.

Ucglincti Soru: Her x ve y igin, f{xy) = /Z(x)Ay) esitligini sag-
layan tim /: N* — N* gondermelerini bulalim.

Asagidaki esitlige gozatin:
ff(y)fo) = (F{x)fM)f(@) = f(xy)fc) = f((xy)2) = f(xyz) =f(x)fw

Eger, bir x igin f(x) 1 ise, yukardaki esitlikten, her y ve z
iciu,

_ f(yz) = f(y)f(2)
¢ikar. Ikinci soruda bu géndermelerin asal sayilarda aldiklari
degerler tarafindan belirlendigini kanitlamistik. (Ama bu son
timcenin hi¢ mi hi¢ 6énemi yok bizim igin. Devam edelim.)
=f(xn) =f(xx...x) =f(x)f{x) ... f(x) =f(x)n.

Demek ki, f(n) =n.

Sonug olarak, yukardaki kosulu saglayan iki gdnderme vardir:

1) Her nicin f{n) =1 ve

2) Her ni¢in f(n) =n.

Dileyen okur, her x icin f(xx) = f(x)fM kosulunu saglayan
gbndermelere bakabilir, ben bakmadim!



Flavio’nun Sorusu

ecenlerde Portekiz’deydim. Matematik¢i oldugumu 6gre-

nen liseli bir genc, adi Flavio, kolay anlasilan, ¢6zimu igin
pek fazla matematik bilgisi gerekmeyen ilging matematik soru-
lari sordu bana. Tam bu kodsede sorulacak ttrden sorular... Ki-
mi soru i¢in U¢ ay boyunca dustinmus ve sonunda ¢6zimu bul-
mus. Hosuma gitti. Her zaman dedigim gibi, okullarimizda ve-
rilen aliskanhgin tam tersine, 6Gnemli olan yaniti bulmak degil,
dustunmektir. O geng, sorunun yanitini bulamayabilirdi, ama
inatla G¢ ay ayni soru Uzerinde calisabilmek baslibasina bir er-
demdir, hatta bence Universiteye girmekten daha da dnemlidir.

iste 0 gencin sorularindan biri:

Bin 6grencili bir yatili okulda her égrenciye |’den 1000’e
kadar numaralanmis dolaplar verilmis. Ancak cilingirin yapti-
g1 bir hata sonucu, dolaplardan birinin kilidi déndiginde (ya-
ni dolap agildiginda ya da kapandiginda), o dolabin numarasi-
nin kati olan dolaplarin da kilidi dontyormus (yani agiksa ka-
paniyor, kapaliysa agiliyormus.) Ornedin 8 numarali dolap
acildiginda ya da kapandiginda, 16 numarali dolap agiksa ka-
paniyor, kapaliysa aciliyormus. 24, 32, 40, ... numarali dolap-
lar da ayni akibete ugruyormus.



Dolaplarin hepsi baslangigta kapaliymis. Ogrenciler sirayla
okula girmisler ve dolaplarinin kilitlerini birer kez dondtrmus-
ler. Once bir numarali dolabin sahibi égrenci girmis ve dolabi-
ni agmis. Butiin dolaplar agilmis elbet. Sonra iki numarali do-
labin sahibi 6§renci girmis, agik dolabini kapatmis ve bdylece
cift numaral dolaplar kapanmis. Sonra ¢ numarali dolabin
sahibi gelmis, acik dolabini kapatmis ve bdylece kapali olan 6
acilmis, acik olan 9 kapanmis, kapali olan 12 agilmis...

Soru su: 1000 o6grenci de dolaplarinin kilitlerini sirayla
dondurduklerinde, hangi dolaplar agik kalir?

Onemli olan her dolabin kac defa acilip kapandigi. Eger do-
lap tek sayida acilip kapaniyorsa, agik kalacaktir, yoksa kapali
kalacaktir. Bir dolap ka¢ defa acilip kapanir? Kag¢ sayiya bolu-
nuyorsa o kadar agilip kapanir. Ornegin, 20 numarali dolap,

1, 2,4,5, 10, 20
numarali 6grenciler tarafindan acilip kapanir, yani tam alti
kez, demek ki 20 numarali dolap sonunda kapali kalacaktir.
Ote yandan 36 numarah dolap,

1, 2,3,4,6,9, 12, 18, 36
numaralh 6grenciler tarafindan ac¢ilip kapanir, yani tam dokuz
kez, demek ki 36 numarali dolap sonunda agik kalacaktir.

Dolayisiyla herhangi bir « dogal sayisinin ka¢ dogal sayiya
bélindugund bulmalhyiz.

Dogal sayimizi asallarina ayiralim:

n =p-fi p2a2 p3a3 ... prar

Buradaki p”™ p2, ..., prsayilari birbirinden degisik «'yi bo-
len tim asallardir. Simdi «’yi bdlen sayilari bulalim, «’yi bélen
her sayl, 0 <bx<at, 0 <b2<a2, .., 0 <br<aresitsizliklerini
saglayan bif ..., br tamsayilari igin,

pxh p2b2p3b3..pbr
biciminde yazilir. Herbir b{i¢in a, + 1 segimimiz var. Demek ki
«’nin



#1 + 1)(d2 + 1) ... (Gt 1)
tane bdleni var. Bu sayi ¢iftse n saylll dolap kapali kalacaktir,
tekse acgik kalacaktir. Bu sayinin ¢ift olmasi icin yeterli ve ge-
rekli kosul ai + 1 sayilarindan birinin ¢ift olmasidir, yani atsa-
yilarindan birinin tek olmasidir. Ote yandan yakardaki sayinin
tek olmasi igin yeterli ve gerekli kosul, ai + 1 sayilarindan her-
birinin tek olmasi, yani herbir | sayisinin ¢ift olmasidir. Her
afnin ¢ift olmasi da «nin bir tamsayinin karesi olmasi demek-
tir. Neden? Cunku her ai ¢iftse, a, sayisini 2c, olarak yazabili-
riz. O zaman da,
n=Pia\ p-flPf3 ..prar=Pilcl Pz22 p3lc 3P r2Cr
=(PICIPIQPIA ...prcr)2

esitligi gecerlidir. Bunun tersi de dogrudur: Eger n bir tamsayi-
nin karesiyse, ¢z/lerin herbiri ¢ift olmak zorundadir.

Sonug olarak, 1, 4, 9, 16, 25, 36 gibi bir tamkare olan do-
laplar acik kalacak, tamkare olmayanlar kapali kalacaklardir.



Sonsuz Odali Otel.

ir oteliniz var. Otelinizin sonsuz sayida odasi var. Her oda-
an bir numarasi var: 1, 2, 3,4, 5, 6,... Boylece sonsuza ka-
dar gidiyor.

En sonuncu oda yok...

Sonsuz numarali oda da yok. Her odanin numarasi sonlu.
Sadece oda sayisi sonsuz. Asagidaki gibi...

OTEL 1 2 3 4 5 6 7 8

Birinci Hik&ye. Sansli bir ginuntzdesiniz, bir otobls dolu-
su musteri geliyor. Sonsuz tane... Adlari 1, 2, 3, 4,5, 6,...

OTOBUS 1 2 3 4 5 6 7 8
TT 17 T

Hepsine bir oda veriyorsunuz. 1 numarali masteri 1 numa-
rali odaya, 2 numarali musteri 2 numarali odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire bir musteri daha
geliyor. Bu musteriye nasil bir oda bulursunuz?

1 Bu yaziyr susleyen otel ornegini ilk kez Martin Gardner’in bir kitabinda
goérdim. Matematiksel fikir Georg Cantor’a aittir.



Bu soruyu sordugumda aldigim yanitlar genellikle soyle
oluyor:

- En sona.... Sonuncu odaya... (Sonuncu oda yok ki!..)

- Sondan bir sonrakine... (Sonuncu oda yok ki bir sonraki
olsun!)

- Tki kisiyi ayni odada yatiririm... (Yok 6yle numara...)

- Yeni bir oda yaparim... (Yok daha neler, yeni bir otel yap
oldia olacak!)

- Resepsiyonda yatiririm... (Bu da olmaz, illa bir oda ola-
cak...)

- Baska bir otel bulurum...

- Evimde yatirinim...

Dogru yanit soyle: Yerlesmis musterileri bir oda kaydiririm.
1 numarali misteri 2 numarali odaya, 2 numarali musteri 3 nu-
marali odaya, 3 numarali musteri 4 numarali odaya gecer, her-
kes birer kayar ve bdylece bosalan 1 numarali odaya yeni gelen
musteriyi koyarim...

“Ek son musteri nereye gidecek?” demeyin, en son musteri
yok. Nasil en son oda yoksa, en son musteri de yok.

ikinci Hikaye. Cok sansli bir giiniiniizdesiniz, bir otobiis do-
lusu musteri geliyor. Sonsuz tane... Adlari a}, a2, a3, a4, a5, a6, ...

Hepsine bir oda veriyorsunuz, a”i 1 numarali odaya, i
2 numarali odaya...

Her sey yolunda seyrederken, birdenbire... Birdenbire bir oto-
bis dolusu musteri daha geliyor... Onda da sonsuz tane musteri
var. Adlari bx b2, b3, b4, b5, b6, ... Odalariniz dolu. Sonsuz tane
yeni musteri geldi. Bu yeni musterileri nasil yerlestirirsiniz?

Aldigim yanitlar sdyle olur genelde:

- Yerlestirmem! (Kahkahalar...)

- Her odaya ikiser kisi koyarim... (Bunun yasak oldugunu
daha once sdylememis miydim?)



- Birer kaydirip 6nce b {i, sonra birer daha kaydirip b2’yi,
sonra birer daha kaydirip fr3'G yerlestiririm ve bunu bdyle son-
suza kadar devam ettiririm... (Herkes yerlestiginde ax nerede
olacak?)

Dogru yanit séyle: Birinci musterileri ¢ift sayili odalara ko-
yarim: ax'i 2'ye, a2yi 4’e, a3'll 6'ya, a4’l 8’e, genel olarak a,,’yi
2n numarali odaya koyarim. Bdylece tek sayili odalar bosalir,
onlara da ikinci otobusteki musterileri yerlestiririm: b\ i |’e,
b2 yi 3’e, 38’0 5’e, b4’L 7’ye, genel olarak bn'yi 2n - 1 numara-

Il odaya yerlestiririm...

Uclincii Hikaye. Cok, ama ¢ok sansh bir ginuniizdesiniz,
sonsuz otobis dolusu musteri geliyor. Sonsuz tane otobus...
Herbirinin numarasi var: 1, 2, 3,4, 5, 6,...

Ve herbir otobuste sonsuz tane miusteri var...

Birinci otobUsun musterileri: (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), ..

ikinci otobistin musterileri: (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), ...

Uclincii otobiisuin musterileri: (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), ...

Musterileri odalara nasil yerlestirirsiniz?

Birinci otobustuin musterilerini 2, 4, 8, 16, 32, 64 gibi 2’nin
katlari olan odalara yerlestirirsiniz.

ikinci otobiisiin musterilerini 3, 9, 27, 81, 243 gibi 3’Un
katlar1 olan odalara yerlestirirsiniz.

Uclincu otobiisiin miisterilerini 5, 25, 125, 625 gibi 5’in
(4’Gn degil') katlari olan odalara yerlestirirsiniz.

Dorduncu otobldstun mausterilerini 7’nin katlari olan odala-
ra yerlestirirsiniz.

Besinci otobuUsin musterilerini 11’in katlari olan odalara
yerlestirirsiniz.

Genel olarak, «’inci otobisin musterilerini «’inci asalin
katlari olan odalara yerlestirirsiniz.



Bu yontemle her musteri bir odaya yerlestigi gibi, geriye
sonsuz tane bos oda kalir. Ornegin, 6, 10, 12, 14, 15, 18 nu-
marali odalar bostur.

Bir Baska C6zum. Son problemi bir baska turlu de ¢6zebi-
liriz. (n, ra) sayith musteriyi, yani n inci otobUstn ra inci muste-
risini 2n(2m - 1) numarali odaya yerlestirelim... Boylelikle hep-
sine bir oda duser. Otobusleri siralarla, musterileri situnlarla
goOsterelim, kesisime de oda numarasini yazalim:

1 2 3 4
1 2 6 10 14
. 4 12 20 28

3 8 24 40 56
4 16 48 8o 112

Sadece cift sayili odalar kullanildigindan, sonsuz tane oda
gene bos kalir.

Eger batin odalari kullanmak istiyorsak, (n, ra) sayili mas-
teriyi 2n 1(2m - 1) numarali odaya yerlestirelim, yani yukari-
daki oda numaralarini 2’ye bélelim... O zaman musteriler soy-
le yerlesirler:

1 . 2w 3 4

1 3 5 7

mi 1 6 1 14
4 12 20 28

4 8 24 40 56

9 numarali odanin bos kaldigini sanmayin.

9 =2°X9 =2°x(2x5 - 1)
oldugundan, (1, 5) sayili musteri 9 numaraya yerlesir. 72 nu-
marall odaya da (4, 5) sayili musteri yerlesir. Bu y6temle her
oda dolar.



Bir Baska C6ziim Daha: Musterileri soyle yerlestirelim:

1 2 3 4 5 6
1 1 3 6 10 15 21
2 2 5 9 14 20
3 4 8 13 19
4 7 12 18
5 1 17
6 16

Bu yerlestirmenin bir formulind bulabilir misiniz? Orne-
gin, (23, 45) sayili musterinin nereye gidecegini uzun uzun ug-
rasmadan bulabileceginiz bir formdl yazabilir misiniz?



Kesirli Sayilari Saymak

Itidan yukari sayamayan aritmetigi zayif bir kabilenin re-
Aisli@ine en fazla hayvani olan Kisi getirilirmis. Hayvanlari
nasil sayarlardi diye merak ediyor insan. Kimin daha fazla hay-
vani oldugunu bulmak i¢in saymaya gerek yoktur ki! Hayvan-
lari karsilastirmak/eslestirmek yeterlidir. iki reis adayinin hay-
vanlari yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar bi-
rer birer ¢ikarilir. Agih ilk bosalan se¢imi kaybeder.

ilkel bir kabilenin buldugu bu iki kimeyi karsilastirma yon-
temini Bati uygarligi ¢cok ge¢ bulmustur. Bu yéntem 19. yizyi-
lin ikinci yarisinda Alman matematik¢i Georg Cantor tarafin-
dan kesfedilmistir.
Ornegin su soruyu soralim:
N, dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,
N={0, 1,2,3,...}
olsun. S de, Odan buyuk dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,
S={1,2,34,.}
kiimesi olsun. Bu iki kiimeden hangisinde daha fazla sayi vardir?
Okur, buyuk bir olasilikla N kiimesinde daha fazla sayi ol-
dugunu soyleyecektir. Cunkd, diyecektir okur, S kiimesi N k-
mesinin bir altkiimesidir, yani S’nin her 6gesi N kiimesindedir;
ayrica N kiimesinde S kiimesinde olmayan 0 sayisi vardir; de-



mek ki N kiimesinde bir fazla 6ge vardir...

Aristo da béyle dusundrdu. Aristo, “Butin, parcadan daha
bayuktir” derdi. Aristo mantiginda bu boyleydi. Ama artik de-
gil, en azindan matematikte degil. Daha dog@rusu cesitli blyik-
luk kavramlari vardir.

Cantor’un ve ginimuzin matematiginin “6ge sayisi” tani-
mina gore, her iki kiimede de ayni sayida 6ge vardir, ilkel ka-
bilenin eslestirme ydntemirii kullanalim:

N={0,1,2 3, 4,5, 6,...}

$={1,2,3,4,56,7,.}

Demek ki S kiimesinin 6geleriyle N kiimesinin 6geleri ara-
sinda eslesme var: N kiimesinin her 6gesini, N kiimesinin bir ve
bir tek 6gesine es disirebiliyoruz.

Cantor’un tanimina gore, eger iki kiime arasinda bir “esles-
me” varsa, 0 zaman iki kimenin “6ge sayisi esittir.” Dolayisiy-
la N ve S kimelerinin 6ge sayisi birbirine esittir.

Ornegin, Cantor’a gore, cift tamsayilar bitiin tamsayilar
kadardir, ne fazla ne eksik. Yani,

z={...,-3,-2,-1,0, 1,2,3,...}
tamsayilar kiimesiyle

2Z ={...,-6,-4,-2,0,2,4,6,...}
¢ift tamsayilar kiimesinin 6ge sayilari (Cantor’'un tanimina go-
re) birbirine esittir.

Z kumesiyle 2Z kimesinin nasil eslestirildigi bariz: n tam-
sayisini 2n tamsayisiyla eslestirin:

z={...,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,...}
N N N NN N N
22 ={...,-6,-4,-2, 0,2, 4,6,...}

“QOyle degildir, goruldiigi gibi Z kiimesinde 2Z kiimesinden
daha ¢ok 6ge vardir” demeyin. Cantor’un tanimina gore her iki
kiimede de esit sayida 6ge vardir.



“Ama iki kime birbirine esit degil ki...” de demeyin... ClUn-
ki ben iki kiimenin birbirine esit oldugunu séylemedim ki, yal-
nizca “ayni sayida” elemanlari oldugunu sdyledim.

374, 1/2, -56/7 gibi sayilara kesirli say! denir. Kesirli sayi-
lar, iki a ve b * 0 tamsayilari icin a/b biciminde yazilabilen sa-
yilardir. V2 kesirli bir sayi degildir. V2'nin kesirli olmadiginin
kanitini yazilarimda daha once birka¢ vermistim, bir kez daha
vermeyecegim, n sayisi da kesirli degildir. Ama 5 sayisi kesirli-
dir, cinkii 5 =5/1 esitligi gecerlidir. V4 ve 2n/3n sayilari da ke-
sirlidir.

Pozitif kesirli sayilarla dogal sayilar arasinda bir eslesme
vardir.

Birinci Yontem. Ornegin soyle:
0/1 > 0
/1 > 1
1/2 —» 2
2/1 — 3
V3 — 4
3/1-> 5
1/4 -> 6
2/3 > 7
3/2 — 8
4/1 -> 9
/5 -*10
5/1 ->11
1/6 —»12
2/5 ->13
3/4 —14
4/3 —15
5/2 —16
6/1 ->17



iki kimeyi nasil eslestirdigimi anlatayim: alb kesirli sayila-
rint énce a + b sayisinin buyukligine gore diziyoruz, sonra ki-
¢uk a’dan buyuk a’ya gidiyoruz. Tabii aradan daha 6nce sira-
ladigimiz sayilari ¢ikariyoruz. Ornedin, a + b = 8 olan kesirli
alb sayilarini séyle diziyoruz:
1/7, 3/5, 5/3, 7/1.
(2/6, 4/4, 6/2 daha 6nce dizilmisti.) Daha sonra su kesirli sayi-
lan geliyor:
1/8, 2/7, 4/5, 5/4, 1/2, 8/1.
Ardindan
1/9, 3/7, 1/3, 9/1
sayilari geliyor.
Bu ydntemle 52747 kesirli sayisinin hangi dogal sayiyla es-
lestirildigini bulmak pek kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir baska eslestir-

me daha vardir, ilkokulda sik sik yapilan
{alb) + {c/d) = {a + c)/{b + d)
hatasini kullanir bu yontem. 0/1 ve 1/0 “sayi”larindan baslaya-
lim (son “say1”yr umursamayin simdilik):
071, 1/0

Bu iki “say1”nin tam ortasina, “toplam”lari olan (0/1) +

(10) = 1/1 sayisini yazalhim:
0/1, 1/1, 1/0

iki yeni arahgimiz var: [0/1, 1/1] ve [1/1, /0] araliklari. Bu

araliklara uclarin “toplam”larini, yani,
0/1 +1/1 =1/2 ve /1 + 1/0 =2/1
sayilarini yazalim:
0/1, 1/2, 11, 2/1, 1/0

Bu bes say! dért yeni aralik belirliyor. Bu doért araliga, ara-

liklarin uclarinin “toplam”larim yazalim:
0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/0, 1/1, 3/2, 2/1, 3/1, 1/0



Bunu bdylece surdurelim. Bir sonraki asamada
0/1, 174, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 473, 3/2, 5/3,
2/1,5/2, 3/1, 4/1, 1/0
sayilari belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiyi yalniz bir kez ve sade-
lesmis bi¢cimde yazariz... Bunun bildigim kaniti uzun ama ol-
dukca kolaydir. Bu ylizden kanitini vermeyecegim burada.

Simdi kesirli sayilari Farey’in yukardaki acikladigim yoén-
temle, beliris sirasina gore sayin. Yalniz 1/0’1 atlamay1 unutma-
yin, 6yle bir say yoktur!



Ugursuz Gunin Sansi

Nazif Tepedelenlioglu’nun anisina

yin 13’lGne rastlayan cuma ginlerinin ugursuz oldugu her-

kesce bilinen bir gercektir. O gunlerde evlenilmez, nisanla-
nilmaz, cocuk yapilmaz, siinnet olunmaz (yani hichir diigin ya-
pilmaz), handiyse o giin dogulmaz bile.

Hicbir ulusal bayramin ayin 13’Gne rastladigi goéralmemistir.

Ayin 13’lerinde darbe tesebbiisiinde dahi bulunulmaz. Dik-
kat ederseniz darbeler ayin 13’Gnde degil, en kétl ihtimalle
13’e 1 kala yapilir.

Bir bilim insaninin bu ugursuz gtinlerin hangi siklikla karsimi-
za ¢iktigini bilmesi gerekir diye dusintyorum. Dolayisiyla, rast-
gele bir gunin, ayin 13’Une ve Ustlne Ustlik cumaya rastlama
olasiliginin kag¢ oldugu sorusu karsimiza kaginilmaz olarak gikar.

Hesaplayalim.

Gunlerin adi her 7 ginde bir, yani haftada bir tekrarlanir.
Bunu herkes bilir.

Ya gunlerin tarihi kag gunde bir tekrarlanir? Ayda bir de-
gil, cunkd kimi ay 28, kimi ay 29, kimi ay 30, kimi ay 31 ce-
ker. Gunlerin tarihi her dort yilda bir, yani 366 + 365 + 365 +
365 = 1461 gunde bir tekrarlanir.

1461’le 7’nin en kuguk ortak ¢arpani 1461 x 7 = 10227 dir.
Demek ki, hem gunin adi hem de tarihi, 10227 giinde bir, ya-



ni tam tamina her 28 yilda bir tekrarlanir. Bakalim 1 Ocak
2000’den 31 Aralik 2027’ye kadar ka¢ 13 cuma var? Artik her
evde bulunan bir elektronik ajandaya bakip yazalim:
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Goruldagu gibi, her aya dort tane “13 cuma” rasthyor, ya-
ni 10227 gunde toplam 4 x 12 =48 tane.

Demek ki, yirmibirinci yuzyilinin ilk 28 yilinda, rastgele bir
glndn ayin 13’0 ve cuma olma olasihgr 48/10227 = 0,00469...
Yani binde 4,69 gibi bir rakam...



Peki ya genel olarak bu olasilik ne olur? Biraz basit mate-
matik, bu olasiligin hi¢ degismeyecegini gosterir.1l

Sonugc olarak, rastgele bir giinin ayin 13’0 ve cuma olma
olasiligi asag! yukari binde 4,69'dur2.

1 Bu olasiliyi gelecege gore hesapliyoruz, yani gelecekte segilen rastgele bir gunin
ayin 13’0 ve cuma olma olasiligini hesapliyoruz. Ge¢miste, bilindigi gibi, kaybo-
lan, hi¢ yasanmamis gunler vardir. Ayrica her bilmemka¢ yuzyilda bir giin attir-
mak gerekir. Ge¢cmisteki bir giiniin ayin 13’0 ve cuma olma olasiliyi hesaplamak
daha zordur. Ayrica, gegmiste her giin 24 saat de degildi, hatta giin bile yoktu...

2 Bu soruyu bana yillar 6nce Nazif Tepedelenlioglu sormustu. Sevgili Nazif bu-
gun artik yasamiyor, ama yetistirdigi 6grencileriyle ve Kim Korkar Matematik-
ten adl kitabiyla Turkiye’de populer matematik yazarhginin éncaligund ya-
parak hepimizde (ve belki bende herkesten daha ¢ok) yasiyor.



Uckagt!

ki kisi arasinda ve U¢ kagitla oynanan bir oyunu ele alacagiz
Ibu yazimizda.

O kadar guzel bir oyun ki, ortaokullarda ve liselerde hari-
ka bir matematik dersi konusu olur. Cocuklar askla, sevkle
matematik yaparlar...

Oyun soyle:

Oyunculardan biri sizsiniz.

Oyunda Ug¢ iskambil kagidi var.

Birinin her iki yUzU de mavi. Buna MM karti diyelim.

Oburunin her iki yiizi de kirmizi. Buna KK Kkarti diyelim.

Sonuncusunun bir ytzd mavi, bir yizd kirmizi. Buna MK
karti diyelim.

Obir oyuncu kagitlari masanin altinda karistiriyor. Bak-
madan, hile yapmadan... Sonra ¢ kagittan birini rastgele segip
masanin Ustine koyuyor. Kagidin st ytzindn rengini gori-
yorsunuz, alt ylzinidn rengini géremiyorsunuz. Kagidin alt yi-
zundn rengini tahmin etmelisiniz. Tahmin ederseniz kazaniyor-
sunuz, yoksa kaybediyorsunuz.

Diyelim ki Gst yiz mavi. Demek ki kagit KK olamaz. Ya
MM ya da MK olabilir. Dolayisiyla 6ébir yiz ya kirmizi ya da
mavi, yuzde elli olasilikla mavi, yuzde elli olasilikla kirmizi...
Kazanma sansiniz “fifty fifty” yani...



Ote yandan, 2/3 olasilikla MM ya da KK kagidi dusecek
masaya. Dolayisiyla Ustte goriinen rengi sdylerseniz kazanma
sansiniz 2/3 olur. Demek ki st yiiz mavi oldugunda alt yizin
de mavi oldugunu tahmin ederseniz, kazanma sansiniz, 1/2
(yUzde elli) degil, 2/3 olur.

Yukardaki hesaplardan hangisi dogru? Obiiri niye yanhs?

ikinci hesap dogru ve birinci hesap yanlis.

ikinci hesabi baska turlii agiklayalim. O zaman birinci he-
sabin neden yanhs oldugu daha kolay anlasilacak.

Oyunda iki renk ve ¢ kagit var ama bu ¢ kagidin alti ya-
zU var... Kagitlari,

MM, KK, MK
diye adlandiracagimiza,
MtM2, KjK2, M3K3
olarak adlandiralim. Eger gortnen renk maviyse, o0 zaman 0
yiiz M 1? M2 ya da M3 yuzi olabilir. Obir yuz ilk iki sikta ma-
vidir, son siktaysa kirmizi; demek ki 2/3 olasilikla mavi, 1/3
olasilikla kirmizi...

Birinci hesaptaki yanlhs nerede?

Ustteki yiiz maviyse, kagidin MM ya da MK olabilecegi
soyleniyor. Dogru ama, Ust yiizin mavi oldugunu bildigimizde,
o kagidin MM kagidi olma olasihgr (= 2/3), MK kagidi olma
olasihgindan (= 1/3) daha fazla.



Sonsuz Toplamlar

p~ir yazimda, kimbilir hangisinde,

Y1+ 1/2+ 1/3 +1/4 +1/5+ 1/6 + ...
toplaminin sonsuz oldugunu, yani
11
11 + 1/2
1+ 1/2 +1/3
V1l+1/2+ /3 + 1/4
V1+1/2+1/3+1/4+1/5
V1 +1/2 + /3 + 1/4 + U/5 + 1/6

dizisindeki sayilarin her sayiyi belli bir stire sonra astigini ka-
nitlamistim.1 Kaniti oldukc¢a basittir.

Bu tlr sonsuz tane sayinin toplamina matematikte seri de-
nir. Daha dogrusu Batililar seri derler, biz de ayni terminoloji-
yi kabul ederiz.

Yukardaki seriye barmonik seri adi verilir.

Ayni yazimda,

1 Matematik ve Sonsuz adh kitabimin Sonsuz Toplamlar adli yazisinda kanit-
lanmisti bu.



I/12+ 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/52 + ...

serisinin (ben “toplaminin™ diyecegim) sonlu oldugunu, hatta
2/6’'ya esit oldugunu (kanitlamadan, kaniti pek kolay degildir)
soylemistim. Bu esitlik isvicreli buyuk matematikci Euler tara-
findan kanitlamistir.
Bundan da,
/13 + 1/23 + 1/33 + 1/43 + ...
toplaminin #2/6'den daha kuig¢uk bir sayi oldugu anlasihir (¢ciin-
ki 1/k3 < Unl) Bu #2/6°dan kiguk sayinin hangi sayr oldugu
bilinmiyor. Nasil bir sayl oldugu da pek bilinmiyor; tek bildi-
gimiz, bu sayinin kesirli bir say1 olmadigi. Bu da oldukga yeni,
1990’larin basinda kanitlandi.
Ote yandan,
/14 + 1/24 + 1/34 + 1/44 + ...
toplaminin kag¢ oldugu biliniyor. Genel olarak, eger n ¢ift bir
saylysa,
/17 + 1/2” + /3« + 1/« + ...
toplaminin 7A2'yle kesirli bir sayinin ¢arpimi oldugu biliniyor,
ama e@er n > 5 tek bir saylysa, bu toplam {zerine herhangi bir
sey bilindigini sanmiyorum.
Bir baska seri:
I/ (1x3) + 1/(5x7) + 1/ (9xIl) + 1/(13x15) + ... = tt/8
Nasil, glizel degil mi? Boyle bir esitligi ilk kez bulmak insa-
na buyuk bir haz vermeli.
Harmonik serideki gibi her sayinin tersini toplayacagimiza,
sadece asal sayilarin terslerini toplayalim:
V2 +1/3+1/5+ /7 + /11 + 1/13 + 1/17+....
Asal sayilarin tim sayilardaki yogunlugu oldukga az oldugun-
dan2, bu toplamin sonlu bir sayi1 olma olasiligi yiksek, ama ne ya-
zik ki sonlu degil, bu seri de sonsuz. Bu teorem de Euler’in.

2 Asal sayilarin yogunlugu O'dir. Yani, tim sayilar arasindan rastgele bir sayi se-
cecek olursak, bu sayinin asal olma olasiligi yoktur, bu sayi asal olamaz!



Seriler, matematikte basli basina bir arastirma konusudur.
Cok ilgingtir. Cok zordur. Yanitlanmamis soru dolar tasar.

Biz biraz daha kolay bir seriyle ilgilenelim.

Harmonik seriye, yani

V1+1/2+ /3 + 1/4+ 1/5 + 1/6 +...
toplamina geri donelim. Bu toplamin sonsuz oldudunu soyle-
mistim.

Onluk sistemdeki yaziliminda iginde 0 rakami olan sayila-
rin terslerinin toplaminin, yani
/10 + ... + 1/90 + 1/100 + 1/101 + ... +1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplaminin sonsuz oldugunu kanitlamak zor degil. Kanitlayalim:
/10 + ... + 1/90 + 1/100 + 1/101 + ... +1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplamindan, son rakami O olmayanlari atarsak daha kucuk
bir toplam elde ederiz. Dolayisiyla,

1710 + 1/20 + ... + 1/90 + 1/ 100 + 1/110 + ....
toplaminin sonsuz oldugunu kanitlarsak isimiz is. Ama bu sa-
yI, harmonik serinin onda biri, harmonik serinin de sonsuz ol-
dugunu biliyoruz, demek ki
/10 + ... +1/90 + 1/100 + 1/101 + ... + 1/109 + 1/110 + 1/120 + ...
toplami da sonsuzdur.

Peki, onluk sistemdeki yaziminda i¢inde 0 rakami olmayan
sayilari toplarsak ne olur? Yani,

Vi+ ... +1/9+1/11 + ... +1/19 +1/21 + ... + 1/29 + 1/31
+ ..+ 1799 + 1/111 + ... + 1/119 + 1/121 + ... + 1/129 + ...
toplami sonlu mudur, sonsuz mu?

Sonludur. Kanitlayalim.

Yukardaki toplama S diyelim. S’yi bulmak istiyoruz. S son-
lu bir say! da olabilir, sonsuz da...

Once bir tanim yapalim: a = 1/1 + ... + 1/9.

Simdi dizideki 11, 12, ..., 19, 21, ..., 29, ..., 99, 111, 112
gibi en az iki basamakli sayilarin son basamaklarini atip yerine
0 koyalim. Boylece, 11, ... , 19 sayilari 10 olur; 21, ..., 29 sayI-
lari 20 olur; 111, ..., 119 sayilari 110 olur... Bu islemle, ilk se-



rideki 9 degisik sayl ayni sayiya donisir ve elde ettigimiz yeni
dizi eski diziden daha buyuk olur:

S=W/1+ ... +1/9 + (/11 + ... + 1/19) + (/21 + ... + 1/29) +
/31 + ... + 1/99 (/111 + .. + 1/119) + (1/121 + ... + 1/129) + ...
<a + (/10 + ... +1/10) + (/20 + ... + 1/20) + 1/30 + ... + 1/90 +
(17110 + ... + 1/110) + (1/120 + ... + 1/120) + .. =a + 9x1/10 +
9x1/20 + 9x1/30 + ... + 9x1/90 + 9x1/110 + 9x1/120+... = a +
9/10(1/1 + /2 + /3 + ... + /9 + /11 + 1/12 + ...) =a + 9S/10.

Demek ki S <a + 95/10 esitsizligini bulduk. Bundan da S <
10a c¢ikar. Demek ki S sonlu bir sayiymis...

Yukardaki kanit pek dogru degil. Cunku bir Gstteki parag-
rafta S’nin deg@erini bulmak igin, S’nin sonlu oldugunu (soyle-
meden) varsaydik: S’den 95/10’u ¢ikardik. Eger S sonsuzsa
bdyle bir islem yapamayiz elbet.

Ama en azindan, S sonluysa, S’nin en fazla 10a oldugunu
kanitladik. Simdi S’nin sonlu oldugunu kanitlayalim.

Su tanimlari yapalim:

51 =1/1+..+1/9

52 = /1 + ... + 1/99 (paydadaki sayilarda hi¢ sifir yok)

53 = 1/1 + ... + 1/999 (paydadaki sayilarda hig sifir yok)

54 =11 + ... + 1/9999 (paydadaki sayilarda hi¢ sifir yok)

Sonlu oldugunu kanitlamak istedigimiz S sayisi bu sayilarin
limitidir:

S —im,, ®Sn

Biz her S,, sayisinin 10a’dan kiicik oldugunu kanitlayaca-
g1z, Boylece S sayisinin da IOa’dan kicik oldugu anlasiimis
olacak.

Bunu n tzerinden timevarimla kanitlayacagiz. SI5 a’ya esit
oldugundan, I0a’dan kuguktur elbet. Simdi S,,'in I0a’dan ki-
¢tk oldugunu varsayip, S,,+L'in I0a’dan kuigtk oldugunu kanit-
layalim. Yukarda yaptiklarimizi burada da yapacak olursa,



l<a +

buluruz. “Tumevarim varsayimi” olan S,, < 10a esitsizligini de
kullanarak,

9S
SHl<a+—- <a +9a =10a
10

buluruz. Demek ki S < 10a. Bdylece kanitimiz tamamlanmis oldu.
Demek ki bu toplam sonluymus ve I0a’dan kugukmus.
Ka¢ oldugunu bilmiyorum. Acaba bilen var m1? Sanmam...
Beni bu guizel soruyla tanistiran Ozlem Beyarslan’a sonsuz
tesekkdrler.



Yepyeni Bir Oyun

N"Azlem Beyarslan’la asagidaki oyunu kesfettik:

Iki oyuncunun éniinde n tane nesne var. Her iki oyuncu da
nesneleri, kendi zevkine gore, |’den «’ye kadar puanliyor. Bu
nesneler, yiyecek, sanat yapitlari, mistakbel es gibi 6znel bege-
ni gerektiren seyler olabilirler. Sézgelimi, bir oyuncunun 6 pu-
an verdigi nesneye 6bir oyuncu 4 puan verebilir, yani oyuncu-
larin nesneleri degerlendirmesi birbirinden degisik olabilir, Ki
zaten ancak o zaman oyun ilging oluyor.

Her iki oyuncu da birbirlerinin (ve kendilerinin de elbet)
puanlamasini biliyor.

Iki oyuncu teker teker nesneleri oyundan atiyorlar. En son
kalan nesnenin puanlari oyuncularin puanlarint belirliyor.
Amag, en ¢ok puani almak.

Ornegin, diyelim 3 nesnemiz var. Bu nesnelere A, B ve C
adini verelim. Oyuncularin bu nesneleri degerlendirmesi de

sdyle olsun:
Birinci Oyuncu  ikinci Oyuncu
A 1 1
B 2 3

C 3 2



Her iki oyuncu da A’yl pek sevmiyor olacak ki, en dusuk
puani A’ya vermisler. Birinci oyuncu C'yi sevmis en ¢ok, ikin-
ci oyuncu da B'yi...

Sira birinci oyuncuda. Eger birinci oyuncu A’yl oyundan
atarsa, geriye B ve C kalir ve, ikinci oyuncu C’yi oyundan ata-
rak, oyunun B’yle bitmesini saglar. Bu durumda, birinci oyun-
cu 2, ikinci oyuncu 3 puan kazanmistir. ikinci oyuncu icgin da-
ha iyi bir sonu¢ olamazdi. Ama ya birinci oyuncu i¢in?.. Birin-
ci oyuncu ilk hamlesini baska turli yapsaydi 2 yerine 3 puan
alabilir miydi?

Eger birinci oyuncu, ilk hamlesinde B'yi silerse, sonug¢ onun
icin daha iyi olur. O zaman geriye A ve C kalir. ikinci oyuncu
bu iki nesneden C'yi tercih eder, dolayisiyla A’y siler ve geriye
C kalir. Bu durumda, birinci oyuncu 3, ikinci oyuncu 2 puan
kazanmistir.

Demek ki, bu oyunda birinci oyuncu, en ¢ok puani almak
icin, ilk hamlesinde B’yi oyundan atmalidir. Beklenmedik bir
hamle... Cunkd birinci oyuncu en sevmedigini degil, ortalama
sevdigini oyundan atiyor...

Oyunun amaci 6burint yenmek degil, en ¢cok puani topla-
mak. Yani, birinci oyuncu 2-1 yenmek yerine 4-3 yenilmeyi ter-
cih eder, ¢tinkl, sorun yenmek ya da yenilmek olmadigindan,
2 puan yerine 3 puan almak birinci oyuncunun isine gelir.

Eger, her iki oyuncu da ayni nesneye en yiksek puan olan
ti'yi vermisse, o zaman oyunun elbette n-n sonuclanmasi bek-
lenir: Hi¢cbir oyuncu puani n-n olan nesneyi silmez.

Bu oyun sonludur ve sakli bilgisi yoktur (oyuncular birbirle-
rinin puanlamasini biliyorlar.) Bu tlr oyunlarda her zaman her
iki oyuncunun da birer “en iyi stratejisi” vardir. Ornegin, yukar-
daki 6rnekte, birinci oyuncunun en iyi stratejisi B’yi silmekti.

Bu oyunun en iyi stratejisi nedir? Yaniti bilmiyorum.

Sadece bir soru sordum...



Yalancinin Hakkindan Gelmek!

cidir séylemesi, bunca tlke gérdim, bunca insan tanidim,
Aulkemde gordigum kadar ¢ok yalanciyi higbir yerde gor-
medim. Dogu’ya az gittim, ama Bati’da gitmedigim yer kalma-
di desem yeridir.

Niye bu bdyle diye dustinuyor insan.

Acaba haksiz bir genelleme mi yapityorum? Belki, ama pek
sanmiyorum dogrusu.

Yalancilik cocukluktan basliyor. Once anababaya, yakin
akrabalara yalan soyleniyor, sonra 6gretmene ve okul muduri-
ne, arkasindan polise, subaya, vergi memuruna, patrona, mu-
fettise... Korkudan elbet... Cezanin bol oldugu bir toplumda
yalanin da bol olmasindan daha dogal ne olabilir ki?

Yalanla kalkiliyor, yalanla yatiliyor. Zamanla yalana alisi-
liyor. Oylesine ki, gereksiz durumlarda bile yalan soyleniyor.

Ben, yalanlari ikiye ayiririm:

1) Baskalarini korumak icin séylenen yalanlar,

2) Kendini korumak icin sdylenen yalanlar.

Birinci tar yalani anliyorum. Ama, bir insanin kendini kur-
tarmak icin yalan soylemesini birtirlG bagislayamiyorum.
Olum tehlikesi olur da, yalan séylenir, ama 6rnegin, randevu-
suna ge¢ kalan birinin “trafik” diye mazeret uydurmasini anla-



yamiyorum. “Kusura bakmayin uyanamadim” dese ne olur?
Gergekten ne olur?

Ne karikocalar gérdim; bir olup, tek bir agizdan tclnci
sahislara yalan séyluyorlar, birbirlerinden utanmadan... Sonra
da gece koyun koyuna yatiyorlar. Ve kimbilir, birbirlerine bir-
birlerini sevdiklerini bile séylayorlardir...

Benim anlamadigim bir yasam tira.

“Yalandan kim 6lmuas ki...” bir Tark deyimidir (belki de
atas6zi!) Peki ya dogrudan kim dlmus?..

Bence gercgek bir sanat¢l ya da bilimadami yalan sdylemez.
Baskalarina yalan sdyleyen kendine de sdyler. Oysa bilim ve sa-
natta, daha dogrusu yaraticilikta, i¢ctenlik ¢cok 6nemlidir.

Neyse...

Dogrucu-Yalanci sorulari zekéd oyunlarinin vazgecilmezidir.
Bunlarin icinde en sevdigimi sunmak istiyorum.

Oluyorsunuz. Obur dunyaya giriyorsunuz. Araftasiniz.
Yani ne cennette, ne de cehennemde, ikisinin ortasinda bir yer-
de. iki kapi var. Biri cennetin kapisi, digeri cehennemin... Han-
gisinin cennetin, hangisinin cehennemin kapisi oldugunu bilmi-
yorsunuz. Kapilarin énunde birer bekg¢i var. Bekgilerden biri
yalanci, digeri dogrucu. Hangi bekginin yalanci, hangi bekginin
dogrucu oldugunu da bilmiyorsunuz.

Bekcilerden birine, “evet-hayir”’la yanitlanan dyle bir soru
soracaksiniz ki, hangi kapinin cennet kapisi oldugunu anlaya-
caksiniz.

Bu sorunun bir¢cok yaniti var. Benim en sevdigim yanit su-
dur: Bekcilerden herhangi birine,

- Yalanci cehennem kapisinin dntinde mi bekgilik yapiyor?
diye sorarim.

Eger yanit “evet” ise sordugum bekcinin kapisindan gire-
rim, ¢unkd o kapr mutlaka cennet kapisidir. Yanit “hayir” ise,
ObUr kapiya yonelirim.

Bunu gosterelim.



Olasiliklarr gbzontne getirelim:

Al. Yalanci cennet kapisindadir.
A2. Yalanci cehennem kapisindadir.
B1 Yalanciya sormus olabilirim.
B2. Dogrucuya sormus olabilirim.

Bu dort sikkin bir tablosunu yapalim:

Yalanciya sordum Dogrucuya sordum
Yalanci cennette
Yalanci cehennemde

Dort sikki teker teker irdeleyip alacagimiz yanita bakalim.

Birinci Sik: Yalanci cennette ve yalanciya sordum.

Dogru yanit “hayir” olmali, ama yalanciya sordugumuz-
dan, “evet” yanitini alacagiz. Bu durumda o bekginin kapisin-
dan girersek cenneti buluruz.

ikinci Sik: Yalanci cehennemde ve yalanciya sordum.

Dogru yanit “evet” olmali, ama yalanciya sordugumuzdan,
“hayir” yanitini alacagiz. Bu durumda &6bir bekginin kapisin-
dan girersek cenneti buluruz.

Uclinct Sik: Yalanci cennette ve dogrucuya sordum.

Dogru yanit “hayir” olmali ve, dogrucuya sordugumuzdan,
“hayir” yanitini alacagiz. Bu durumda 6bur bekginin kapisin-
dan girersek cenneti buluruz.

Dordinca Sik: Yalanci cehennemde ve dodrucuya sordum.

Dogru yanit “evet” olmali ve dogrucuya sordugumuzdan,
“evet” yanitini alacagiz. Bu durumda o bekg¢inin kapisindan gi-
rersek cenneti buluruz.



Yalanciya sordum Dogrucuya sordum
Yalanci cennette Evet (o kapr) Hayir (6bur kapr)
Yalanci cehennemde  Hayir (6bur kapi) Evet (o kapi)

Dr. Aydin Kiligturgay ayrica su ilging varyasyonu ele almis:
Diyelim bekgiler kapilarin 6ntinde degil. Hatta diyelim bekgiler
bekci degil. Cennetle cehennemin nerede oldugunu bilen, biri
yalanci, biri dogrucu iki kisi. O zaman, kapilardan birini Kisi-
lerden birini gostererek, “EJer yalanciya bu kapi cennete mi
aciliyor diye sorarsam, ‘evet’ der miydi?” sorusunu sorariz. Y a-
nit “evet” ise 6bur kapiya, “hayir” ise o kapiya gideriz.

Ekim Hazar su soruyu sormus: “Bir kayikla denizin orta-
sinda birbirine komsu iki adaya rastladiniz. Adalardan birinde
yalancilar, birindeyse dogrucular yasiyor (Malum!) Ayrica bu
iki ada sakinleri komsu adada rahatca, baris icinde dolasabili-
yorlar. Siz adalardan birine indiniz. Karsiniza g¢ikan ilk insana
yaniti evet ya da hayir olabilen tek bir soru soracaksiniz ve
hangi adada oldugunuzu 6greneceksiniz. Ne sorarsiniz ve yani-
ta gore hangi adada oldugunuzu nasil 6grenirsiniz?”

Orhun Kara’nin bu soruya yanitini okuyalim:

“iki komsu adadan herhangi birinde herhangi birine ‘Sen
bu adada mi oturuyorsun?’ diye sorarim. EgJer ‘evet’ derse o
ada dogrucular adasidir. Eger ‘hayir’ derse o ada yalancilar
adasidir.”

Orhun Kara baska aciklama getirmemis. Bakalim yanit
dogru mu?

Dogrucularin ya da yalancilarin adasinda olabiliriz. Ayrica
dogrucuya ya da yalanciya sorabiliriz. Demek ki dért sikkimiz var:

Dogrucularin adasindayiz ~ Yalancilarin adasindayiz

Dogrucuya sorduk
Yalanciya sorduk

Bu dort sikta verilecek yanitlari yazalim:



Dogrucularin adasindayiz ~ Yalancilarin adasindayiz
Dogrucuya sorduk Evet Hayir
Yalanciya sorduk Evet Hayir

Goraldagi gibi, yanit “evet” oldugunda mutlaka dogrucu-
lar adasindayiz, yanit “hayir” oldugunda mutlaka yalancilar
adasindayiz.

Demek ki Orhun Kara’nin yaniti dogru. Ve son derece ya-
lin ve guzel bir yanit. Kutlanin.

Umit Kaplan, Fidan Seza Yalcgin, Seda Yildirim, Ozgiir Co-
banoglu, Yasar Aydogdu, Akif Senoglu, Umut Serter, Volkan
Yucel de ayni yaniti vermigler.

Huseyin Akbulut, “Karsi adada mi yasiyorsun?” sorusunu
sormus. Ayni kapiya ¢ikar ama yukardaki soru kadar yalin degil.

Volkan Derinbay da, “Bu adada misafir misin?” diye sora-
rim, demis... Bu da dogru soru/yanit.

Bir okurun yaniti séyle: “Herhangi bir adaya gidilir. Karsi-
daki adadakilere sorsam bu adanin A adasi oldugunu bana
soyler mi? Verdigi cevabin karsisindaki ada A adasidir.”

Bu yanit tizerine dustnelim biraz. Once (anladi§im kadariy-
la) yaniti biraz daha acik yazmaya calisayim: “Herhangi bir
adaya gidilir ve rastlanan herhangi birine sorulur: “Karsidaki
adada oturan birine bu adanin dogrucular adasi olup olmadi-
gin1 sorsam, bana ‘evet’ der mi?..”

Diyelim ki dogrucular adasindayim. Karsisi yalancilar ada-
si oldugundan, karsi adada oturan kisi soruma “hayir” yaniti-
ni verecektir. Demek ki dogrucuya sorarsam “hayir” yanitim,
yalanclya sorarsam “evet” yanitini alacagim.

Dogrucularin adasindayiz ~ Yalancilarin adasindayiz
Dogrucuya sorduk Hayir
Yalanciya sorduk Evet

Dolayistyla bu ydéntemle adanin hangi ada oldugunu bula-
mam. Ayrica, bu yéntem, adalarda yasayanlarin hangi adada
yalancilarin, hangi adada dogrucularin yasadigini bildigimizi



varsaylyor, ki bdyle bir varsayim yapmadik. Belki o adalarin
ahalisi bu konu tzerine hi¢ disinmemis, belki dogrucular her-
kesi dogrucu saniyor...

Bu yaniti irdelemeye devam edelim. Diyelim yalancilarin
adasindayim. Karsisi dogrucularin adasi oldugundan, karsi
adada oturan kisi soruma gene “hayir” yaniti verecektir. De-
mek ki dogrucuya sormussam “hayir”, yalanciya sormussam
“evet” yanitini alacagim. Tablomuzu tamamlayalim:

Dogrucularin adasindayiz ~ Yalancilarin adasindayiz
Dogrucuya sorduk Hayir Hayir
Yalanciya sorduk Evet Evet

Dolayisiyla bu ydntemle, hangi adada oldugumuzu degil,
kime sordugumuzu 6grenebiliriz; Yanit “hayir”sa dogrucuya,
“evet”se yalancilya sormusuzdur.



Develerle Esekler

MATEMATIGE GIRIS
atematik 101 dersindesiniz, ilk dersiniz, birinci gunu-
niz... Hi¢c matematik bilmediginizi varsayiyor hocaniz...
Kumelerden baslayacaksiniz matematige... ilk dersiniz oldu-
gundan daha 6nce hi¢ kiime gérmediginiz varsayiliyor.

Nedir kime? Tanimsiz bir nesnedir... Tanimlayanlayiz. Bir
kiimenin 6geleri (elemanlari) olabilir, bir tek bunu biliyorsunuz
kiime hakkinda. Bir kiimenin olup olmadigini bile bilmiyorsunuz.

Hocaniz tahtaya hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin oldugunu
yazlyor:

Birinci Belit (Aksiyom). Hic¢ 6desi olmayan (en az) bir kii-
me vardir.

Bundan bdyle bu karari kabul edeceksiniz: Hi¢ 6gesi olma-
yan bir kiime vardir!

Baska kumelerin olup olmadigini bilmiyorsunuz ama, hig
olmazsa hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin oldugunu (artik) bili-
yorsunuz, hocaniz sdyledi!

Hic 6§esi olmayan bir kiime 6rnegi mi istiyorsunuz? iste:
Siifinizdaki develer bir kiime olusturuyorsa, bu kiimenin bu-
yuk bir olasilikla hi¢ 6gesi yoktur.



Tavuklar kiimesinden de's6z edebilirdik!

Ya da inekler kiimesinden...

Hic 6gesi olmayan birka¢ kiime olabilir... Neden olmasin?
Ornegin, sinifinizdaki develer kiimesiyle sinifinizdaki esekler
kiimesinin 6geleri yoktur. Bu iki kiime birbirine esit midir? Da-
ha dogrusu esit olmali midir?

Bir 6grenci,

- Bence esit olmamali, diyebilir, ne de olsa biri develer ki-
mesi, 6buri esekler kiimesi... Ogeleri farkli...

Beriki,

- Evet ama, diyebilir, bu esekler kiimesi eseksiz, develer k-
mesi de devesiz... Eseksiz esekler kiimesi elbette devesiz develer
kiimesine esit olmali...

- Olmamali...

- Olmali...

- Ne yani bu siniftaki her esek bir deve mi? (Kahkahalar)

Ogrenciler iki gruba ayrilabilirler: Hi¢ 6gesi olmayan bir
tek kiimenin var olmasini isteyenler ve hi¢ 6desi olmayan bir-
cok degisik kiimenin var olabilecegini savunanlar.

Sinifin en aklievveli, belki de hoca, hi¢ 6gesi olmayan bir
tek kiimenin oldugunu kanitlamaya kalkisabilir:

- A ve B hi¢ 6gesi olmayan iki kiime olsun... A’'mn B’ye esit
oldugunu kanitlamak istiyoruz... Nasil yapacagiz?

O anda siniftan biri,

- Ama, diyebilir, biz iki kimenin ne zaman birbirine esit ol-
dugunu bilmiyoruz Ki...

- Evet, diyebilir bir digeri, A’'nin B'ye esit oldugunu (ya da
olmadigini) kanitlamak icin, her seyden énce A’'nin B’ye esit ol-
masinin ne demek oldugunu bilmeliyiz...

- Bu konuda bir karar alinmadi, tahtaya belit yazilmadi...

- Evet alinmadi...

- Sadece hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin varhgini belirten
bir karar aldik... Esitlik konusuna hi¢ deginmedik...



- Ayni 6geleri olan kiimeler birbirine esit olsun... diyebilir
icinizden biri, belki de siz atarsiniz bu guzel fikri...
Hocaniz bu karari kabul edip tahtaya ikinci karari yazar:

ikinci Belit. Ayni 6geleri olan iki kiime birbirine esittir.

Yani A kidmesinin her 6gesi B kimesinin bir 6gesiyse ve B
kiimesinin her 6gesi A kiimesinin bir 6gesiyse, o zaman A k-
mesi B kiimesine esit olur. Bu bir karardir. Boyle olacak!

Simdi hocaniz hig 6gesi olmayan bir tek kiimenin oldugunu
kanitlayabilir. Séyle kanitlar:

- Animsarsaniz, hi¢ 6gesi olmayan iki kiime almistim. Bu
iki kimenin birbirine esit oldugunu kanitlamak istiyordum...
Kumelerimize A ve B adlarini vermistik...

Heyecanla kanitin devamini bekliyorsunuzdur. Hocaniz
sozlerine devam eder:

- Bir anlik gafletle, diyelim ki A kiimesi B kiimesine esit de-
gil... O zaman ne olur?

- Ne olur? diye sorarsiniz merakla.

- Ne olacak, ya A’da olup da B’de olmayan ya da B’de olup
da A’da olmayan bir 6ge vardir... ikinci karara (belite) gore oy-
le olmasi gerekir... Evet... EGer bu iki kiime birbirine esit degil-
se, ikisinden birinde éburinde olmayan bir 6ge vardir...

- Eeee?.. diye sorabilir bir 6grenci.

- Eeee’si mi var! iki kiimenin birinde, éburiinde olmayan
bir 6ge olacak... diye yanitlar hoca.

- Eeeee?

- Duymadiniz galiba!..

- Duydum, duydum... iki kiimenin birinde 6biiriinde olma-
yan bir 6ge olacak...

- Bdyle sagma sey olur mu?

- Nesi sagma ki bunun?

- Dedik ya... iki kiimenin birinde bir 6ge olacak...



- Aaaa!

- Aaaa ya!.. Bu kiimelerin 6geleri yok... Dolayisiyla, birin-
de olup da ébirinde olmayan bir 6ge olamaz...

- Demek ki iki kiime birbirine esit olmak zorunda...

- Evet dyle...

- Yani bu odadaki her esek aslinda bir devedir...

- Evet... Neyse ki odada esek yok!

Madem hi¢ 6gesi olmayan bir tek kiime var, bu kiimeye bir
ad verelim: Boskime!

Ertesi derste hocaniz tahtaya bir teorem yazar, bu ikinci te-
oreminizdir.

Teorem. Boskimenin her 6gesi V2'ye esittir.*

Herkes gler.

- Sagma...

- Deli sagmasi...

gibi sozlerle 6grenciler karsi cikarlar.

- Nasil dogru olabilir ki, diye sorar biri, boskiimenin hig
0gesi yok ki V2'ye esit olsun!

Bir baskasi arkadasini destekler:

- Dogru... Boskiimenin V2'ye esit olacak hi¢ 6gesi yok...

Hoca,

- Dogru sOyluyorsunuz... Boskiimenin V2'ye esit olacak
6gesi yok. Ama V2'ye esit olmayacak da hi¢ 6gesi yok...

Hoca sOzlerine devam eder:

- Bir an igin diyelim dedigim yanlis: Varsayalim ki boskiime-
nin her 6gesi V2'ye esit degil. O zaman, boskiimede V2'ye esit ol-
mayan bir 6ge olmali... Ama boskiimede hi¢ 6de yok ki, boski-

1 V2 her ne ise...



mede V2'ye esit olmayan bir 6ge olsun! Varsayimimdan bir sag-
malik elde ettim. Demek ki boskiimenin her 6gesi V2'ye esit...

- Ben inanmiyorum, diyebilir bir 6grenci, ayni akil yuarat-
meyle boskiimenin her 6gesinin V3’e esit oldugunu da kanitla-
yabiliriz. V2, V3’e esit olmadigindan, bu kanit dogru olamaz.

O zaman hocaniz séyle yanitlar kuskucu 6grenciyi:

- Evet, boskiimenin her 6gesi V3’e de esittir, ama bundan
V2'nin V3'e esit oldugu ¢ikmaz... Clnki boskiimenin higc 6gesi
yok... Eger boskiimenin bir 6§esi olsaydi, o 6ge hem V2'ye hem
de V3'e esit olacagindan, V2 = V3 esitligini elde ederdik... Ney-
se ki boskiimede hi¢ 6ge yok...

“Boskiime” sdzcuguni yazmasi uzun oldugundan, boski-
me yazida kisaca 0 olarak gosterilir.

Ogrenciler artik bir kiime odugunu biliyorlar, ama yalnizca
bir tek kiime oldugunu biliyorlar: Boskiime. Boskiimeden bas-
ka kiime var m1? Yoksa yaratmak gerekir...

Hi¢ 6gesi olmayan kiimeden bir tane oldugundan, yarata-
cagimiz yeni kiimelerin 6geleri olmali... Ne olmali bu 6geler?
Elimizde hi¢ 6§e yok Ki... Yoksa 6nce 6de mi yaratmaliyiz? Bel-
ki de... Daha iyi bir fikir, gegmiste yarattigimiz kiimeleri 6ge
olarak kullanmaktir. Bir kiimenin 6geleri de kiime olsunlar...
Eski kiimeleri 6ge olarak kullanarak yeni kiimeler yaratalim...
Elimizde simdilik bir tek kiime oldugundan, 6ge olarak simdi-
lik sadece boskiimeden yararlanabiliriz. Demek ki yaratacagi-
miz ikinci kimenin bir tek 6gesi olabilir: Boskiime. Tek 6gesi
olan ve bu tek 6genin boskiime oldugu bir kiime yaratalim.
Ama daha 6nce bunu mumkun kilan bir kural koyalim.

Uciincti Belit. Eger x bir kiimeyse, 6ge olarak sadece ve sa-
dece x,i iceren bir kime vardir.



Bu yeni kiime {*} olarak gdsterilir. x kiimesi bu kiimenin
bir 6gesidir ve bu kiimenin baska 6gdesi yoktur.

Demek ki, bu kararla alinan kiimelerin en az bir 6gesi var:
X; yani bu kararla elde edilen kiimeler boskiime olamazlar.

Bu sayede su kumeler var olur:

0
0}
{0y

{{tio

Boylece birbirinden degisik sonsuz tane yeni kiime elde ede-
biliriz. Ancak, simdilik elde edecedimiz her kiimenin ya sifir ya
da bir 6gesi olabilir. iki ya da ¢ 6geli bir kiimenin varhgini
gOsteremeyiz.

Uc 6geli kiimeleri elde etmek i¢in yeni bir kurala ihtiyaci-
miz var:

Dordinca Belit. Eger x vey birer kiimeyse, 6de olarak sa-
dece ve sadece x’in ve y’nin 6@elerini iceren bir kiime vardir.

Bu kiimeye “x bilesim y” adi verilir ve kisaca i u j olarak
yazilir.
Ornek:
orufon={.{0n
{0Bu o} =m , {{{O}NY
{0, {G3 u (G, {33 ={0, {G}, {O3-

Ve boylece g 6geli kimeler, hatta doért 6geli kiimeler, hat-
ta hatta, sonlu olmak kosuluyla, diledigimiz kadar 6gesi olan
kumeler elde edebiliriz. Ornegin, ayni kurali pespese dort kez
uygulayarak,

{0.{0} {03} {{{0 1} {{{{0 11

bes 6geli bir kiime elde edebiliriz.2



Sayilar

Daha O, 1, 2, 3, 4 gibi sayilarimiz yok. Unutmayin ki Ma-
tematik 101 dersindeyiz. Sayilari bulmaliyiz.

Gorecegimiz Uzere, 0, 1, 2, 3 gibi sayilarin matematiksel ta-
nimlarinin, ginlik hayattaki tanimlariyla neredeyse hicbir ilgi-
si olmayacak. Ornegin, 2 + 2 = 4 esitligini kanitlamak icin, il-
kokulda yapildigi gibi, iki elmaya iki elma daha eklemeyecegiz,
matematiksel tanimlardan yola ¢ikacagiz, 2’nin, 4’ln ve topla-
manin tanimindan...

Once sifiri (0) tanimlayalim:

0=0. 0)

Bu tanima gdre 0 bir kimedir (boskimedir.)

0’dan sonra gelen sayiyi {0} kiimesi olarak tanimlayalim ve
bu sayiya O+ya da 1 adim verelim:

0+=1={0} @8]
| 'den sonra gelen sayiyr {0, 1} kiimesi olarak tanimlayalim
ve bu saylya 1+ya da 2 adini verelim:
~n=2 ={0, 1}. (2)
2’den sonra gelen sayiyi {0, 1, 2} kimesi olarak tanimlaya-
lim ve bu saylya 2+ya da 3 adini verelim:
2+=3={0, 1, 2}. (3)
3’ten sonra gelen sayiyi {0, 1, 2, 3} kimesi olarak tanimla-
yalim ve bu saylya 3+ya da 4 adini verelim:
3+=4 ={0, 1, 2, 3}. 4)

Simdi su esitliklere bakalim:

4 =3+=4{0,1,2,3}={0,1,2}u {3} =33 u {3}
3=2+=3{0,1,2}={0, 1} u {2} =22 u {2}
2=1+=2{0, 3 ={CQu 3= 1u
I=6*=i{O) =0u {0} Ou {0}

2 Bu dort kuralla elde edilen her kiime sonludur. Sonsuz kiimeyi var etmek igin
baska bir karar almali.



Boylece, hem tanimladigimiz bu sayilarin birer kiime ol-
duklarini kanitlariz, hem de bu sayilarin,
n+=nu {«}
esitligini sagladigini gortriz. Tanimlanmis her n sayisindan
“bir sonraki” saylya n+diyelim ve bu saylyi,
n+=nu {n} (n)
olarak tanimlayalim.
Bu sayede, 4’ten sonra gelen sayilari da buluruz:
4* =4 u {4} =4 {0, i, 2,3} u {4} ={0, 1, 2, 3, 4}.
Bu sayiyi 5 olarak gosterecegiz elbet.
Ve 5’ten sonra gelen sayi:
5+="5u {5} =4 {0, 1, 2, 3,4} u {5} ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

TOPLAMA

Sayilari tanimladik. Simdi sayilari toplamasini égrenelim.

Tanimla basliyorum, n ve m birer say! olsunlar.

n+0=n @)
n+m+=(n+m)+ (**)

Eger tanimlar yerinde tanimlarsa, iki arti ikinin dért olma-
sI, yani 2 + 2 =4 esitliginin bir teorem olmasi gerekir... Hatta
n+=n + 1 olmasi gerekir. Bunu hemen kanitlayalim:

n+l=n+0+=(n+0)+=n+

iste kanitladik!

Teorem. 2 +2 =4,
Kanit: Once 2 + 1 = 3 esitligini kanitlayalim:
2+1=2+0+=* (2 +0)+=t02+=3.
Simdi, bu esitligi kullanarak 2 +2 =4 esitligini kanitlayabiliriz:
2+2=2+1+=* 2+ 1)+=3+=4.

Yukardaki tanimlardan yola ¢ikarak, her n i¢cin 0 + n =n
esitligini de kanitlayabiliriz. Ornegin 0 + 5 =5 esitligini... Hat-
ta hatta 0 + 1000 = 1000 esitligini...



Yukardaki (+0) taniminda, 0 + n = n denmiyor, n + 0 = n
deniyor. Ve biz, n + m = m + n esitligini bilmedigimizden, (+0)
tanimindan 0 + n = n esitligini ¢cikaramiyoruz. Bu esitlik i¢in bi-
raz ugrasmak gerekir.

Teorem. 0 + n =n.

Kanit: Bu esitligi “« Gzerinden timevarimla” kanitlayaca-
gi1z; yani esitligi 6nce n =0 icin kanitlayacagiz;, daha sonra, esit-
ligin n icin gecerli oldugunu varsayip, ayni esitligin n’den son-
ra gelen ilk say! olan n+i¢in de gegerli oldugunu kanitlayaca-
giz. Bir baska deyisle timevarimla kanit iki asamada yapilir:3

Birinci Asama: Once 0 + 0 = 0 esitligini kanitla,

tkinci Asama: Daha sonra, 0 + n = n esitligini dogru kabul
edip, 0 + ti+ = «+esitligini kanitla.

Birinci asama (*) taniminda verilmis zaten. ikinci asamay!
kanitlayalim:

0 +n+=**(0 +n)+=n+
Yukardaki birinci esitlik (**) tanimindan, ikinci esitlik de
“O+n=«”

varsayimimizdan ¢ikiyor. Teoremimiz kanitlanmistir.

Teorem, n +m =m +n.

Kanit: Bu teoremi de timevarimla kanitlayacagiz, ister n
Uzerinden, ister m Uzerinden... Biz, m Uzerinden timevarim ya-
palim. Yani, teoremi 6nce m = 0 i¢in kanitlayalim (birinci asa-
ma.) Arkasindan, teoremin m i¢in dogru oldugunu varsayip,
ayni teoremi m+igin kanitlayalim (ikinci Asama.)

3 Dogal sayilar kiimesinin tanimini verseydik, timevarimla kanitin neden gecer-
li oldugunu da kanitlayabilirdik. Daha dogrusu, dogal sayilar kumesi,
tumevarimla kanitin gecerli olabilece@i bicimde tanimlanmistir. Ama, konuyu
zorlastirmamak igin timevarimla kanitin neden gecerli oldugunu burada
kanitlamayacagiz.

4 Aslinda, gorulduga gibi n + 0 ve 0 + n terimleri birbirine esit degildir. Sadece
bu terimlerin degerleri birbirine esittir!



Birinci Asama: n + O= O + n esitligini kanitlamak istiyoruz.
Birinci terim (*) tanimina gore «’ye esit. ikinci terim de yukarda-
ki teoreme gore «’ye esit. Demek ki bu iki terim birbirine esit.4

Ikinci Asama: n + m = m + n esitliini varsayip, n + m+ =
m++ n esitligini kanitlamak istiyoruz. Baslayalim:

n+m+=**(n+tr)+=(mM +n)+=**m + n+= ..

Birinci esitlik toplamanin tanimindan c¢ikiyor, ikinci esitlik
varsayim. Uciinci esitlik gene toplamanin tanimindan ¢ikiyor.
Devamini getiremedik... Takildik...

Ama daha 6nce m + n+=m++ n esitligini kanitlamis olsay-
dik sorun kalmazdi. Demek ki bu teoremden &nce

m +n+=m++n
esitligini kanitlamamiz gerekiyordu. Kanitlayalim:

Onsav. m + n+=m++n.

Onsavm Kaniti: Kaniti n tzerine tiimevarimla yapacagiz.
Once n =0 icin, yani m + 0+=m++ 0 esitligini, kanitlamalyz:
m+0+=** (m +0)+=*m+=*m++0

ve Onsav « = 0 i¢in kanitlanmis oldu.

Simdi, dnsavin n ig¢in gegerli oldugunu varsayip, 6nsavi «+
icin gegerli oldugunu kanitlamaliyiz. Yani m + n+=m++ n esit-
ligini varsayip, m + n+ = m+ + n+esitligini kanitlamaliyiz. Ka-
nithyoruz:

m + n+ =+ (M + «H)+= (M++ n)+=+m++ «+

ikinci esitlik timevarim varsayimimizdan kaynaklanmaktadir.

Boylece 6nsavimiz kanitlanmis oldu.

Simdi teoremimizi, kaldigimiz yere yukardaki 6nsavm esit-
ligini yerlestirerek kanitlayabiliriz:

«+m+=+nN+m)+r=(m +n)+=*m +n+=m++n.



CARPMA
Sira carpmaya geldi. Carpmayi sdyle tanimlayalim:
nx0=0
nNXm+=nxm+n

Teorem. 2x2 =4,

Kanit: Once 2 x 1 =2 esitligini kanitlayalim:

2x1=2x0+=°2x0+2=0+2=2.

Burada, birinci esitlik I’in tanimindan ileri gelmektedir. So-
nuncu esitlik de bir Ustteki Toplama béliminde kanitlanmisti.

Simdi 2 x 2 =4 esitligini kanitlayabiliriz:

2X2=2X1+=2x1+2 =2+2=4,

Burada, birinci esitlik 2’nin ve ¢carpmanin tanimindan ileri
gelmektedir. Sondan bir 6nceki esitlik kanitimizin basinda kanit-
lanmistir. Sonuncu esitlik Toplama bdlumunde kanitlanmisti.

Dileyen okur,

nxms=mxXxn

n+(m+p)=(n+m)+p

nxm=mxn

nx (mxp)=(mnxm)xp,

n x (M +p) =nxm + nxp
gibi bilinen esitlikleri kanitlayabilir.



Secim Beliti

sagida yedi matematiksel olgu bulacaksiniz. Bu olgularin

herbiri bir teoremdir, kanitlanmislardir. Ancak bu olgular,
matematikte ¢ok 6zel bir yeri olan Se¢me Beliti kullanilarak ka-
nitlanmistir. Secim Beliti’nden yazinin sonunda sdzedecegim.

Birinci Soru: Bildigimiz 1 x IS Oklid diuizleminin 6yle bir
altkiimesini bulun ki, diizlemin her dogrusunun dsttinde bu alt-
kimeden tam iki nokta olsun (ne fazla ne eksik...)

Yani, dyle bir X ¢ IR2 bulacaksiniz ki, eger i ¢ IR2 bir dog-
ruysa, i n X kiimesinde tam iki nokta olacak.

Arayin. Cok arayin. istediginiz kadar arayin. Eger matema-
tikci degilseniz, bazi 6zel bilgilere sahip degilseniz bulamaya-
caksiniz.



Ikinci Soru: Bu soruyu okudugunuzda, soruyu dogru anla-
madiginizi sanacaginiza dair iddiaya girebilirim,

Yaricapt 1 olan bir ktire alin. Bu kureyi, 6yle sonlu sayida
parcaya ayirin ki, o sonlu parcalari gene yarigapi 1 olan iki ku-
re elde edecek bigimde birlestirebilin... Hem de parcalari egip
bukmeden, cekip c¢ekistirmeden... Sadece pargalari havada
doéndurerek ve oOteleyerek...

Matematikte buna Banach-Tarski paradoksu adi verilir.

Ugiinc Soru:

a) 0, 1, 2, 3, gibi sayilara dogal say! denir. Bos olmayan her
dogal sayl kiimesinden bir eleman (esantiyon) secebiliriz; 6rne-
gin kiimenin en kuguk elemanini esantiyon olarak secebiliriz...
S6zgelimi, bu yontemle, {1, 5, 8} kiimesinden |’i, ¢ift sayilar
kimesinden O1, asal sayilar kiimesinden 2'yi seceriz.

b) -2, -1,0, 1, 2, 3 gibi sayilara tamsay! denir. Bos olma-
yan her tamsay! kiimesinden de belli bir yontemle bir eleman
secebiliriz. Ornegin su yontemi deneyelim: Tamsay! kiimemize
X diyelim; eger X 'in en blylk elemani varsa o en biyik elema-
ni, yoksa X n N kiimesinin en kug¢uk elemanini secelim. (Bura-



da N, dogal sayilar kiimesini simgeliyor.) Boylece her tamsayi
kiimesinden bir eleman se¢mis olduk.

c) 2/3,-3/4, 6/2 (yani 3), 0/7 (yani 0) gibi sayilara kesirli sa-
yilar denir. Kesirli sayilar kimesi Q simgesiyle gosterilir:

Q={ab:a,be Tveb* 0}
Pozitif kesirli sayilar kimesi Q-° olarak gdsterilir:
@0={ab:a be N, bzt 0}

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesinden bir sayi

nasil seceriz? Kimeye X diyelim. $Su kimeyi tanimlayalim:
AX)={a+b:abe X}

A{X) bos olmayan bir dogal say! kiimesi oldugundan en k-

¢cUk elemani vardir. Bu elemana n diyelim. $imdi,

{a/lbe X :a+b=n}
kimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, dola-
yistyla bir en kiigiik elemani vardir. iste X ’in bu elemanini sege-
lim. X’ten bu yéntemle segtigimiz elemana /(X) adini verelim.

Ornegin,

X = {a/b : a asal ve a2 + b2 sayisi 4’e ve 5’e bélinmez}
ise,

A(X)={a + b :aasal ve a2 + b2 sayisi 4’e ve 5’e bolunmez}

={5, 6, ..}
kumesidir. A{X) kimesinin en ktcuk eleman! 5’tir {a =3, b =
2 yadaa=2, b =3) Dolayisiyla yukarda acikladigimiz yon-
temle X’ten 2/3'0 segeriz, yani /(X) = 2/3'tlr.

d) Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman se-
cebiliriz. X ¢ Q bos olmayan bir kiime olsun. E§er X n Q-° bos
degilse, yukardaki yontemi kullanalim ve /(X n Q-°) elemanini
secelim. E§er X n Q-° boskiimeyse, (-X) n Q-° kiimesi bos de-
gildir, o zaman da X'yen -/ ((-X) n Q-°) elemanini secelim.

e) Gercel sayilar kimesinin

[a, b, [a, b), {a b], {a, b),
(-00, @], (-00, @), [&, 00), {&, 00), (-00, -co0)
gibi altkimelerine araltk adi verilir. Gergel sayilarin bos olma-



yan araliklarindan da belli bir yontemle bir eleman segebiliriz.

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b) araliklarindan “orta noktay1”, yani

(a + b)/2 noktasini, (-00, a], (-00, a) araliklarindan a - 1 nokta-
sini, [a, 00), (a, 00) araliklarindan a + 1 noktasini ve (-00, - 00)
araligindan (gene orta noktayi!') 0 noktasini secelim.

f) Yapamayacaginizi iddia ettigim asil sorum su: Bos olma-

yan gercel sayl kiimelerinin herbirinden belli bir yontemle bir
sayl sec¢ebilir misiniz?

Dordunct Soru: Gergel sayilar kiimesinin 6yle bir X altki-
mesini bulun ki, her r gercel sayisi belli bir x1} ..., xne Xveql,
.0, € Q icin, qIxi + #2*2 + e=+ gnxnolarak yazilsin ve r’nin
bu tir bir baska yazilimi (siralama farki disinda) olmasin.

Besinci Soru: Q ’niin asagidaki iki 6zelligi saglayan A altki-
melerine bakalim:
1) Eger x ve y kesirli sayilari A’daysalar, x - y sayisi da
A’dadir.
2) 1e A
Boyle bir kiime var midir? Evet! Ornegin ¢ift tamsayilar ki-
mesi, yani 2Z. Cift tamsayilarin farki gene bir ¢ift sayidir ve 1
cift say degildir.
Peki, Q kiimesinin bu tdr altkiimelerinin en buyuginia bu-
labilir miyiz?
Yanit gene evet!
A =Jla/b :ae Z b e Zve b bir tek tamsay1},
yani payi ¢ift olan kesirli sayilarin kiimesi iste bdyle bir kiime-
dir (kaniti kolay) ve bu tar kiimelerin en bayagudar (kaniti bi-
raz daha zor.)
Bunlar yapilabilir. Simdi gergel sayilar kiimesine gegelim.
Asagidaki Ozellikleri saglayan bir A bulmaya calisin:
1)Ac¢R.
2) A c¢ikarma altinda kapali.



3) 1 EA.
4) A, yukardaki 6zellikleri tasiyan kiimelerin en biyu-
gu olsun. Yani B kimesi yukardaki tg¢ 6zelligi sagliyorsa ve A
¢z B ise, A = B olsun.
Deneyin, eger Se¢im Beliti’'ni bilmiyorsaniz, yukardaki dort
ozelligi saglayan bir A kiimesi bulamayacaksiniz.

Altinci Soru: Bir aga¢ nedir? Sorum bu degil. Bu sorunun
cevabini verecegim. Bir agag soyle bir seydir:

Kara noktalara budak diyelim. Her budaktan ¢ikan dallara
da dal diyelim... Birbirinin pesisira gelen dal dizilerine de yol di-
yelim. Ornegin yukarda kesik ¢izilmis ti¢c dal bir yol olusturur.

Su teoremi kanitlamaya c¢alisin:

EJer bir agacin her budagindan sonlu sayida dal ¢ikiyorsa,
ama agacta sonsuz sayida dal varsa, o zaman, agagta sonsuz sa-
yida dalin (ya da budagin) oldugu bir yol vardir.

Bu teorem matematikte Kénig Onsavi olarak bilinir.

Yedinci soru. Eger sonsuz bir kiime {a0, ax, a2, Z3...} bigi-
minde dogal sayilarla sayilandiriliyorsa, bu kiimeye sayilabilir
sonsuzlukta kime diyelim. Ornegin, dogal sayilar sayilabilir
sonsuzluktadir. Cift sayilar da sayilabilir sonsuzluktadir. Asal
sayilar kimesi de. Asal sayilar kiimesini soyle sayilandirabiliriz:



a0- 2

ax=3
az =5
a$=7
ad=11

an = «+1I’inci asal
Genel olarak, dogal sayilar kiimesinin her sonsuz altkiime-
si sayilabilir sonsuzluktadir.
ILkiimesi de sayilabilir sonsuzluktadir:

a0 0
ax 1
al -1
a3 2

-2
*5 3
a6 -3
a7 4

- -«

02«+Hl= « + 1
Kesirli sayilar kiimesi Q de sayilabilir sonsuzluktadir.

Ote yandan gercel sayilar kiimesi £ sayilabilir sonsuzlukta
degildir. Degildir ama sayilabilir sonsuzlukta bir altkiime ige-
rir: dogal sayilar kimesi N'yi-



Her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuzlukta bir altkimesi
olmasi gerekmez mi? Evet diyorsaniz haklisiniz, olmasi gerekir.
Kanitlayin o zaman! Eger se¢cme belitini bilmiyorsaniz basara-
mayacaksiniz.

Secim belitini bilmeyen okurun bu olgulari kanitlayamaya-
cagim soylemistim. Bu, bir kam ya da yargi degildir, bir kesin-
liktir. Se¢cim beliti kullanilmadan bu olgularin kanitlanamaya-
cagl kanitlanmistir.

Secim beliti nedir?

Cok bilinen bir 6rnekle anlatmaya calisayim. Oniiniizde
sonsuz tane ayakkabi ¢ifti varsa, her ayakkabi ¢iftinden birini
secebilirsiniz, 6rnegin sol ayakkabiyi secebilirsiniz. Oniinuzde
sonsuz tane eldiven ¢ifti varsa da, bdyle bir secim yapabilirsi-
niz. Ama ya 6ntintizde sonsuz tane corap ¢ifti varsa? Her corap
ciftinden birini segmek i¢in bir yontem bulamazsiniz.

iste Secim Beliti, hi¢biri bos kiime olmayan sonsuz tane k-
meden, belirli bir kural olmadan, birer eleman se¢memizi saglar.



Cikarma ve Kare Alma Altinda
Kapali Klimeler

ogal sayilar kimesi N, yani {0, 1, 2, 3, 4, ... } kiimesi, top-
lama ve ¢arpma islemleri altinda kapalidir; bir baska deyis-
le, iki dogal say1yi toplarsak ya da carparsak gene bir dogal sayi
buluruz. Ote yandan dogal sayilar kiimesi cikarma altinda kapa-
li degildir, 6rnegin 3 -5 isleminin sonucu bu kiimede degildir.
Tamsayilar kiimesi 2 ={ ..., -2, -1, 0, 1, 2 ,... } toplama,
carpma ve ¢ikarma altinda kapalidir, ama bélme altinda kapa-
Il degildir. Ornegin 3’0 5’e bélme isleminin sonucu bu kiimede
degildir.
Kesirli sayilar kiimesi Q ve gercel (reel) sayilar kiimesi IR
toplama, ¢carpma, ¢ikarma ve bdlme altinda kapalidirl.
Bu yazida sayi kimelerinin cgesitli islemler altinda kapali
altkimelerini bulacagiz.

I.A ¢ K bir gercel sayilar kiimesi olsun. Eger A kiimesi ¢I-
karma altinda kapaliysa, bir baska deyisle,
her x, y e Aigin, X - y e A ise,
0 zaman A kimesi toplama altinda da kapalidir, yani,
her x, y e Aigin,x +ye A

1 Tek kosulla: Bir sayly1 Oa bolemeyiz.



timcesi dogrudur. Cunk,

Xx+y=x-(x-x) -y
esitligi dogrudur. Bir baska deyisle, toplamayi ¢ikarma cinsin-
den yazabiliriz. Yine bir baska deyisle, sadece ¢ikarma yapma-
sini bilen bir makina, bilgisayar, aygit, alet, hatta insan, topla-
ma yapmasini da biliyordur.

Ote yandan ¢ikarmayi toplama cinsinden yazamayiz. Orne-

gin, dogal sayilar kimesi N, yani,

N={0,1,2, 3,4, 5,...}
kiimesi toplama altinda kapalidir, ama gikarma altinda kapali
degildir.

2. Eger A kumesi ¢gikarma, kare alma ve ikiye bdlme altin-
da kapaliysa, yani,

a) Her x, y e Aicin, x - y e A ise,

b) Her x e A icin, x2 e A ise, ve

c) Her x e A icin, x!2 e A ise,
0 zaman, A kumesi carpma altinda da kapalidir, ¢unkd,

Xy = [(x +y)2- x2~y2]/2

esitligi gegerlidir. (Birinci sorudan A’nin toplama altinda kapa-
Il oldugunu biliyoruz.) Yani sadece ¢ikarma, kare alma ve 2’ye
bdlmeyi bilen bir makina, toplama ve ¢carpmayi1 da biliyordur.

3. Eger A kiimesi ¢ikarma ve kare alma altinda kapaliysa ve
1/2 sayisini igeriyorsa, yani,

a) Her x,y s Aicin, x - y e A ise,

b) Her x e A igin, x2 e A ise, ve

c) 1/2 e A ise,
o zaman, A kumesi carpma altinda da kapahdir, ¢tinkd, 1/4 =
(1/2)2 sayisi A’dadir ve

X2 = (x + 1L/4)2 - x2- (1/4)2

esitliginden, eger x e A ise, x/2'nin de A’'da oldugu anlasilir. Boy-
lece, ikinci sorudan A’nin ¢arpma altinda kapali oldugu anlasilir.



4. Eder A kimesi ¢ikarma ve kare alma altinda kapaliysa,
A kumesi carpma altinda da kapali midir?

Yanit olumsuz. Yani ¢ikarma ve kare alma altinda kapali
olan ama ¢arpma altinda kapali olmayan bir gercel say1 kiime-
si vardir.

Ikinci ve Gictinct sorudan da belli ki, boyle bir gercel sayi
kiimesi ikiye bdlme altinda kapal degildir ve 12’yi iceremez.

Simdi ¢ikarma ve kare alma altinda kapali olan ama carpma
altinda kapali olmayan bir gercel sayi kiimesi kiimesi bulalim.

it, bildigimiz pi sayisi olsun, n, n2, w3, t4, .... sayilarini tam-
sayllarla carpip toplayahm. Yani, a, e ILicin,

ann + az2n2 + az2n2 + ==+ anntt
turuinden yazilan sayilar kiimesine bakalim. Ornegin,
1y
-51t,
217t3
it- 4n2 + 3rc3 + 71t5
bu tur sayilardandir. Bu tur sayilardan olusan kiimeye A diyelim:
A={avyi+an2+..+a,nH:ne N,ate Z}

Bu kiime ¢ikarma ve kare alma altinda kapali ve 1/2'yi icer-
miyor2. Ama A ne yazik ki carpma altinda da kapali. Yani A,
aradigimiz kiime degil.

Simdi A’daki elemanlarin karelerine bakalim:

(«Tt +a2n2 + ... +annn)2=a”n2+la”~n3+ .. + a,2n2n.

Goruldagu gibi, karelerde, 7i3'Gn énidnde bulunan sayi, ya-
ni 1t3’Un katsayisi her zaman ¢ift bir tamsayi. Simdi, A’daki sa-
yilardan 1t3’tin katsayisi ¢ift olanlari bir kimede toplayalim:
B={ 1+a2n2+2a3n3+adnd+ .. +a,nn:ne N,a-e L} =

Ornegin,

2 Bu kUmenin 1/2yi icermemesi, kaniti oldukca zor bir teoremdir. Biraz ilerde
bu teoremden s6zedecegiz.



neB

-5n e B

n2 € B

n4 e B

2tt3 e B

n-4n2+7n5e B

n- 4tc2+2n3+7n5e B
(TIk dort sayida Jt3’tn katsayisi O, ki Ocift bir sayidir.) Ama

n3f£ B

-5n +n3i B

n+7n3€B

n-4i2- 3n3+7ns €B

Kolaylikla gorilecegi Uzere B kimesi ¢cikarma ve kare alma
altinda kapalidir. Ama ¢arpma altinda kapali degildir, 6rnegin
ti ve n2 sayilari B kimesindedir, ama bu iki saymin carpimi
olan ti3 sayisi B kiimesinde degildir.

Yukarda, #3'GUn B’de olmadigini soyledik. Bu dogru mu?
Evet. Ama kaniti hi¢c de kolay degildir. Bunu kanitlamak igin
matematikte gecen yuzyil kanitlanan ve bugtn artik ¢ok bilinen
su teoreme ihtiyac vardir:

Teorem, it sayisi cebirsel degildir, yani eger
aQ+axn +az2n2+ ... +anm=0
ise ve her a, bir tamsaylysa, o zaman her atsifira esittir.

Sonug: Eger ate Z ise ve a3 tekse, axn +a2n2 + ... +a,,nn £B.

Sonucun Kaniti: Sonucun dogru olmadigini varsayip bir ce-
liski elde edecegiz.

Diyelim, sonucun tersini sdyleyen bir 6rnek var: a3 tek bir
tamsay! olsun, ama a0 + a™n + a2n2 + ... + a,,nn sayis| B’de ol-
sun. O zaman bu sayiyi

Mt + b2n2 + 2b3n3 + ... + bmitm



olarak yazabiliriz (> e TO. Demek ki,

a0 + altc +a2n2 + ... +a,nn=™Mc + b2n2 + 2b3n3 + ... + brmm
Gerekirse, sagdaki ya da soldaki terimin sonuna Onk tlriin-

den (sifira esit) sayilar ekleyerek n = m esitligini varsayabiliriz:
dfjit + a2n2 + ... + ¢¢ir* = b™ + b2n2 + 2b3n3 + ... + bknk
Simdi sagdaki sayiy! soldaki sayidan g¢ikaralim:

(&1 - bote + (a2- b2)n2 + (@3- 2b3)n3+ ... + (ak- bk)nk=0.
Yukardaki teoreme gére bu son esitligin butin katsayilari

sifir olmah. Ama a3 - 2b3 sifir olamaz, neden derseniz, a3 tek,

2b3cift... Bir celiski elde ettik ve sonucumuzu kanitladik.

fc yerine, yukardaki teoremi dogrulayan baska sayilar da
alabilirdik. Ornegin, T 1, 2, e (logaritmanin Neper sabiti) gi-
bi. Ama tcyerine V2 alamazdik. Clnk{ V2 cebirsel bir sayidir:
2- (V22=0.

5. Yukardaki B kiumesi kesirli sayilardan olusmuyor, yani

Q sayilar kiimesinin bir altkimesi degil, ¢iink{ tc kesirli bir sa-
yI degildir. Cikarma ve kare alma altinda kapali, ama carpma
altinda kapali olmayan ve kesirli sayilardan olusan bir kime
var midir?

Yoktur!

Cikarma ve kare alma altinda kapali bir kesirli sayilar ki-
mesi ¢arpma altinda da kapalidir. Bunu kanitlayalim.

A cikarma ve kare altinda kapali bir kesirli sayilar kimesi
olsun, u ve v kesirli sayilarinin A’da olduklarini varsayalim,
«z/nin A’da oldugunu kanitlayacagiz.

u =a/b ve v = c/d olarak yazalim. (Burada a, b, c ve d birer
tamsay1), e tamsayisi, ad ve bc tamsayilarinin en biyik ortak
bdleni olsun, yani e = ebob(ad, bc). e, ad'yi bélduginden,

u =a/b = (e/bd)(ad/e) e (e/bd)Z.

Ayni nedenden, yani e, bc’yi béldaginden,

v = c¢/d = (e/bd)(bc/e) e (e/bd)TL.



Demek ki uv e (e2/b2d2)Z. Dolayisiyla, uv'nin A’da oldugu-
nu kanitlamak igin, e2lb2d2 sayisinin A’da oldugunu kanitlamak
yeterli. e2/b2d2 sayisinin A’da oldugunu kanitlamak icin de e/bd
sayisinin A’da oldugunu kanitlamak yeterli. Kanitlayalim.

e = tbob{ad, bc) oldugundan, dyle x ve y tamsayilari vardir
ki, adx + bey = e esitligi dogrudur. Demek ki,

e/bd = (adx + bcy)/bd = (a/b)x + (cld)y e A.

Istedigimizi kanitladik.

6. Bilim askina, bilmek askina, daha dogrusu soru sormak

askina.(bilmek kimin umurunda!) soru sormaya devam edelim.
Yaniti bulmak dnemli, 6nemsiz degil, ama soruyu sormak da
onemli, hatta soruyu sormak yaniti bulmaktan daha da énem-
li. Soru sormadan yanit bulunur mu!? Once soru, sonra yanit!..

Matematik egitimin basat eksikligi budur: Matematik egitimi
yanit bulmaya yo6neliktir, soru sormaya degil. Oysa dogru soru
sorabilmek i¢in daha ¢ok calismak, daha ¢ok dusiinmek gerekir.

Simdi su tur sayilara bakalim:

{a+Db'il :a, be Q}

Burada Q, kesirli sayilar kimesini simgeliyor. Bu kiime ma-
tematikte Q[V2] olarak gosterilir. Q[V2] kiimesi, ¢ikarma, top-
lama, carpma altinda kapalidir. Hatta bdlme altinda da kapa-
lidir. Sadece Oa bdlemeyiz. Bu kiimenin birkag 6gesini yazalim:

3/5- 7V2/4,1 +a/2, V2, 5, -3, W/V2..

Son say! bu kiimede ¢unk,

IN2 = V212 = (12)V2

Q[V2] kumesinin, ¢ikarma ve kare alma islemleri altinda
kapali, ama ¢arpma islemi altinda kapali olmayan bir altkiime-
si var mi? Varsa hangisi, yoksa neden yok?

Bu tiir sorulari ¢ogaltabiliriz elbet. Ornegin ayni soruyu Q[V3]
kiimesi i¢in de sorabiliriz. Soru sormaktan kolay (zor!) ne var!

Yaniti su anda bilmedigimi itiraf ediyorum.



Yaniti Bilinmeyen Bir Soru

nce yanitini diinyada kimsenin bilmedigi bir soru soraca-
le, sonra yanitini diinyada kimsenin bilmedigi bu soru
Uzerine birkag kolay soru yanitlayacagim.

Herhangi bir pozitif dogal sayi alalim, diyelim p. Herde p'yi
asal alacagiz ama simdilik p’nin asalliginin énemi yok.

Once bir tanim: Fp=1{0, 1, 2, ..., p - 1} olsun.

Demek ki p’den kugtk dogal sayilardan olusan ¥p kiimesi-
nin tam p 6gesi var.

Fp kiimesinden iki sayi soyle toplanir (ve ¢arpilir): O iki sa-
yiy! bildigimiz gibi, toplariz (¢arpariz), sonra o toplami (¢carpi-
mi1) p'ye bolup kalanina bakariz. Bu kalan da Fp kiimesindedir.

Ornegin p = 7 ise,

2+3=5
3+4=0
3+5=1
4 +4=1
5+6=4
2x3 =6
3x5 =1

4x6 =3.



Ornegin, 3x5 =1, cunki 15’i 7’ye bolersek geriye 1 kalir.
Bir baska ornek: p = 11 ise,

6+6-= 1
8+9= 6
4 +6 =10
5+6=0
4x6=2
8x9=6
10x10= 1
Son bir 6rnek daha: p = 12 ise,
3x4= 0
2x6=0
4x6=0
Fp kiimesinde ¢ikarma da yapilabilir. Ornegin, p = 13 ise,
-1 =12
.2=11
-3=10
-4=9
-5=8
-6=7
Dolayisiyla,
6-7 =-1=12
3 -9=-6=17
2-12=-10= 3
Soru su:

Oyle bir asal p ve F/Vnin 6yle bir A altkiimesini bulun ki,

1.0 A.

2. A’dan her iki sayinin carpimi yine A’da olsun, yani A
carpma altinda kapali olsun; simgesel deyisle AA ¢ A olsun.

3. Fp’nin 0 olmayan her x sayisi igin, A kiimesinde, x = a -
b esitligini saglayan bir ve bir tek (a, b) ¢ifti olsun. Simgesel de-



yisle, Fp=A - A ve A'nin a, b, ¢, d 6geleria- b =c - d esitli-
gini saghyorsa, a = ¢ ve b =d olsun.
Bu kosullari saglayan ¢ asal sayi biliniyor: p =3, 7 ve 73.

Birinci Ornek: p =3,fp={0, 1, 2} ve A = {1, 2}. O zaman,
1=2-1
2=1- 2.
Sagdaki sayilarin A'da olduklarina dikkatinizi cekerim. Ay-
ni zamanda, A carpma islemi altinda kapali.

ikinci Ornek: p =7, ={0,1,2,,3,4,5 6}, A={1, 2,4}
O zaman,

Sagdaki sayilarin A’da olduklarina ve A’'mn ¢arpma altinda
kapali olduguna yine dikkatinizi ¢cekerim.

Ucgiincii Ornek: p =73r =1{1,2, 3, ..., 72}, A ={1, 2, 4,
8, 16, 32, 64, 55, 37}. O zaman,

5 =37-32
7=8-1
9 =64-55
10 = 1-64

11 = 2-64 vb.

Bu U¢ asaldan baska, yukardaki kosullari saglayan bir
A’nin oldugu bir asal bilinmiyor. Belki de bu kosullari saglayan
bir bagska asal say! yoktur.

Bu soruyu yanitlayabilirseniz dinyaca tUnlu bir matematik-
¢i olursunuz.



Sorunun (projektif) geometriyle ilgisi var.
Her U¢ 6rnekte de, A kiimesi 2 ve 2’nin Uslerinden olusuyor.
Ornegin, p = 73 oldugunda, kolayca hesaplanabilecegdi tizere,
A = {20, 2i, 22, 23, 24, 27, 2*, 27, 2»}
={1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37}.
Eger p, yukardaki kosullari saglayan bir A kiimesinin oldu-
gu bir asalsa, asagidaki savlari kanitlayalim:

BirinciSavip= JAR_ P |+ 1. (Burada JA |, A'nin ele-
man sayisi anlamina gelir.)

Kanit: A2, A’nin {a, b) ciftleri kiimesi olsun. Yani

A2={(@a,b):a, be A

olsun. A2 kiimesinin JA |2 tane elemani vardir.

8(A2) de, A2 kiimesinin “garprazi” olsun. Yani

8(A2) = {(a, a)-.a s A)

olsun. 5(A2) kiimesinin JA | tane elemani vardir.

Dolayisiyla, A2 \8(A2) kimesinin, yani

{@ b) :a,be Avea*b)

kiimesinin JA J2- JA [Jtane elemani vardir.

Fp \{0} kiimesi, IP¥nin 0 olmayan elemanlari olsun. Bu k-
menin p - 1 tane elemani vardir.

Dynin 0 olmayan her x sayisi i¢in, A kiimesinde, x =a- b
esitligini saglayan bir ve bir tek (a, b) ¢ifti olduguna gére,

f(a,b) =a- b

olarak tanimlanan f: A 2\8(A2) — Ip \{0} gondermesi (fonksi-
yonu) birebir ve ortendir, yani bir eslemedir. Dolayisiyla A2\
5(A2) ve Ip \ {Otkimelerinin eleman sayis! birbirine esittir. De-
mek ki JA|2—JA | =p - 1 esitligi gecerlidir. Bu da asagi yu-
kari kanitlamak istedigimiz esitlik.

ikinci Sav: 1 e A.
Kanit: A kiimesinden herhangi bir eleman alalim, bu elema-



na a diyelim. F? kiimesi sonlu oldugundan, Fp kiimesinin

a, a2, a3, a4, ...
elemanlari hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki an = am
esitligini saglayan birbirinden degisik «ve m dogal sayilari var.
Eder n > m ise, bu esitlikten an~m= 1 esitligi ¢cikar. A kiimesi
carpma altinda kapali oldugundan, an- msayisi, yani 1, A ki-
mesindedir.

Ugiincii Sav: Eger x e Fp\{0} ise, Jp \{0} kiimesinde xy = 1
esitligini saglayan bir y elemani vardir.

Kanit: P kiimesi sonlu oldugundan, F* kimesinin

X2 0 B X4

elemanlari hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki xn=xm
esitligini saglayan birbirinden degisik n ve m dogal sayilari var.
Eder n> m ise, bu esitlikten xn~m= 1 esitligi ¢cikar. Simdi, y =
xn- m- listedigimiz esitligi saglar.

Dordunci Sav: 2 e A
Kanit: a, b elemanlari, 1 = a - b esitligini saglayan A’nin
elemanlari olsun. Her iki tarafi da b~l elemaniyla carpalim: b~
l1=a b - 1. Bu son esitlikten, 1 =a b cikar. Demek ki,
l=a-b
1 =ab-1- b-1
Dolayisiyla a = ab~I, yani b = 1. Bundan da a = 2 ¢ikar. De-
mek ki 2 e A.

A kimesi carpma altinda kapali oldugundan, yukardaki
savdan, 2, 4, 8, 16, ... sayilarinin da A’da olduklari anlasilir.

Besinci Sav: 3 i A.

Kamt: Eger 3 e Aise, 0 zaman, 2 =4 - 2 ve2 =3 -1 esit-
liklerinden, 4 = 3 cikar, yani 1 = 0, bu imkansizdir. Demek ki
3eA



Altinci Sav: EGerp 3ise 5 £ A.

Kanit: Diyelim 5 e A. O zaman, 4 =5-1 ve 4 =8 - 4 esit-
liklerinden, 5 = 8 ¢ikar, yani 3 = 0, yani p = 3. Oysa, varsayl-
ma gore p 1t 3. Demek ki 5 g A.

Savlan (ve kanitlar1) cogaltmayi size birakiyorum.
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