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Giris

Matematik hepimizin bilmesi gereken bir seydir. Su herkesi
heyecanlandirmayan okul mifredat bagka, ama matematik ¢ok
daha fazlasini sunar. Bilimsel uygulamalarin sessiz yoldasi olan
matematigin sanatlarla da temel 6nemde iliskileri vardir. Insan
mirasinin bir parc¢asi olarak matematik sapasaglam ayaktadir, strekli
sinirlarini genisletmektedir; émru “Buyuk Sorular’la uzamaktadir.

Matematikteki buyiik sorular ¢ok cesitlidir. Bazilarinin
baslangici, modern teknolojide sarsint1 yaratan degismeler olmustur,
bazilarininsa kokeni antik devirlere uzanir ve 6nemleri bugun de
yankilanir. Bazi sorulara kesin cevaplar verilmistir verilmesine,
ama bunlar yerlerini yeni sorulara birakmis; bazi sorularsa hig
geri cekilmeden, yuzyillar sonra bile 6n siray1 isgal ederek 1srarla
varhiklarinm surdirmuslerdir. Felsefi olanin yamacina yanasan sorular
hicbir zaman sadece su ya da bu bicimde ¢6ziillemez, yine de bu

sorular hayret vermeyi strdarar.

Matematigin izledigi yol iste budur. llging bir gercek de
matematigin yavas yavas ilerliyor olmasidir. Akildan yapilan
aritmetikte, okulda gorilen oyunlu kuguk problemlerde hiza prim
verilse de is gercek matematige geldiginde hizli olmak kesinlikle
avantaj saglamaz. Matematigin ilerliyor oldugu inkar edilemez;
fakat bu ilerleme buyiik bir dahinin “Evreka!” anindan ¢ok bir lav

Irmaginin yavas yavas gelisen kaginilmazhgina benzer.

Matematigin onu bilimden ayiran 6zgiin bir dogas: vardir. Bilimsel
bir kuram inanihrhgin yitirdiginde, tipki nesnelerin neden yandiginin
bir zamanlar siklikla “flojiston”la ya da 1s1g1in aktarimimin “1g1kli
eter”le aciklanmasi 6rneklerinde oldugu gibi, bir kenara birakilir.

Bu gibi kuramlar miatlarin1 doldurmus, antikacilar ilgilensin diye
bilim tarihi kitaplarinda yerlerini almislardir. Matematikteyse isler
bagkadir. Kanitlanimisthirmomn ueansrenhishejduganispattanamaz; bu



GIRIS

yuzden de bir teoremin, kanitlanmis matematiksel bir olgunun émru
sonsuza uzanir. Pisagor'un dik acili ii¢genlerle ilgili kurami her zaman
dogrudur.

Bugun matematikgiler Oklitin MO 300’de kaleme aldig: tirrden
teoremlere katkida bulunacak arastirmalar yazamazlar. Fakat
Oklitinki gibi eserler ilham verici olabilir, bu gibi temel metinlerde
yeni dusinme bicimleri bulunabilir. Denklemler kuramiyla ilgili
olarak Yunan matematik¢i Diophantus’u okuyup ondan hala bir seyler
ogrenebiliriz; ¢iinki Antik Yunan'daki bazi denklem tipleri bugtine

¢ozilmeden ulasmistir.

Butin bunlar, zamanin matematiksel kuram ve teoremler
uzerinde bir etkisi olmadig1 anlamina gelmez. Matematiksel kuram
ve teoremler genellikle modern bir baglama uygun olarak degistirilir,
incelestirilir, sekillendirilir. Matematikte egilim, sonuglarin
genellemelerin igine alinip yutulmasidir; nihayetinde de akibetleri
cop tenekesini boylamak degil daha genel bir kuramin dipnotu
olmak olur.

Buguin matematik acisindan heyecan verici bir devirdeyiz.
Bilgisayar ¢agimin yeni sorulari olmak zorunda. Bunun sebebi sirf
bilgisayarlarin rakam sutunlarini toplamakta verimli olmalar: degil,
matematiksel kanit kavrayisimiza meydan okumalari, matematigin
dogas1 hakkinda sorular giindeme getirmeleridir. Cebirle ugrasabilir,
geometrik sekilleri ve yuizeyleri yararlamlacak sekilde gosterebilirler.

Bu kitapta ele alinan Biytik Sorular buyiik meselelere odaklanip
ele alinmasi gereken temel sorularla ugrasiyor. Bu sorular,
matematigin nereden geldigini, nereden gectigini, nereye dogru yol
aliyor olabilecegini gosteriyor. Hepsi de cevaplar doguruyor. Fakat
bu cevaplarin hicbiri de kesin ve sonuca baglanmis degildir. Buradaki
buyuk sorular, matematikgileri heyecanlandiran problemleri giindeme
getiriyor, matematigin yasadigimiz gercek fiziksel diinya hakkinda
bizi nasil bilgilendirdigini anlatiyorlar. Hepsinden de énemlisi,

matematigin canl, soluk ahR veren bir konu oldugunu gosteriyorlar.
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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Amaclarla ve gelecek
ihtimalleriyle tanisalim

21. yiizyilda matematik engin, cok yonlii bir konudur.

Oyle genis bir etkinlik yelpazesini kapsamaktadir ki biitiin
gorunumlerini tek bir konu bashg altinda toplamak pek
miumkiin goriinmemektedir. Yelpazenin bir ucunda matematiksel
hesaplama, zaman ve paramn glindelik hayatin islemesini
saglayan inceliklerini tanimlar. Diger ucundaysa matematik,
buytik fildisi kulelerdeki zihinlerin devasa karmasiklikta
muammalar tirettikleri, sonra da bunlari ¢cozmeye

yillarint adadiklar1 kapal bir diinyaymis gibi goriinebilir.
Siyasetcilerimiz de bize siirekli daha fazla matematikgiye
ihtiyacimiz oldugunu soyler dururlar. Peki ama biitiin bu
matematik ne i¢indir? Diinyamizin neresine oturur?

Bugiin hayatimizdaki matematigin tohumlar1 MO 3000 yilina kadar
izi surulebilen ilk sayisal kultirde aulmistir. Hig sasirtict degil; bu
baslangig, pratik amaglara hizmet etmeye yonelikti. Pazar yerindeki
sorunlar, vergilerin 6denmesi, arazilerin dl¢talmesi, yildizlarin

ve gezegenlerin anlasilmasl, bir takvim gelistirilmesiyle ilgili
problemlerdi bunlar; hepsi de rakamlari, hesaplama yapmay ve
biraz ilkel geometriyi gerektiren uygulamalardi. Ama bin y1l sonra
Misirhlarla birlikte toplumlar, kendi rakam sistemlerinin belirgin
uygulamalarla ilgisi olmayan 6zelliklerini arastirmaya bagladilar.
Aynca tipki bizlerin, gazetedeki Sudoku sayfasindan zevk aldigimz

gibi onlar da mengkstiilden igip cuiglekivel haedyyduklan icin
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matematik bulmacalar1 yaratmaya basladilar. Matematik kendi icine
bakmaya baslad1. Matematikc¢i dogdu.

MO 500 civarinda gercek bir matematiksel dustince kaltaranin
dogmasiyla birlikte Antik Yunanllar devasa adimlar attilar. Onlarin
ortaya cikardiklar eserler asirlar boyunca etkili oldu; bu eserler
bugiin hala incelenmektedir. Matematik, en iyinin en ytksek
tezahurlerinden biri gorildu ve klasik egitimin ayrilmaz bir parcasin
olusturdu. Pisagor, Platon, Arsimet, Oklit matematigi bastaci eden;
yuzlerce, hatta binlerce yil sonra da etkili olan Yunan filozoflarin

bazilaridir.

Hristiyanhgin ilk yazyillarinda, sarkag geriye dogru salinds;
matematige meyilli olanlarin kendilerini kiltirel danyanin kiyisina
itilmis bir halde bulmalar isten bile degildi. MS 400 civarinda
Hippolu Aziz Augustinus “lyi Hristiyanmin matematikgilere ve bos
kehanetlerde bulunan herkese kars: tetikte olmasi gerektigi™ni
ileri sirda; matematikgileri “ruhu karartip insan1 Cehennem'’in
zincirlerine mahkum etmek icin seytanla anlasma” yapmakla
sugladi. O gunlerde matematikgiler astrologlarin saibeli
faaliyetleriyle baglantih gérulayorlards; kabul géren dogmalara
aykir1 olmasi1 muhtemel al¢ak¢a amaglarla ilgili kuskular uzunca bir
sure boyunca matematigin basinin tzerinde dolanip durdu.

16. yuzyilda filozof Francis Bacon “soyut matematigin
mukemmel kullaniminin” iyi anlagilmadigindan yanip yakiniyordu;
ama Galileo'nun Padua Universitesi’nde matematik profesorii
konumuna gelmesi islerin iyiye gidecegine isaretti. Galileo'nun
kendisinin bazi bulgularini inkar eden Katolik Kilisesi’yle
kars1 karsiya gelmesi, matematige ve onun fizik ile astronomi
alanlarindaki uygulamalarina gosterilen hosgérunun sinirlar
oldugunu gostermisti. Fakat bu gelisme daha sonra, 17. yuzyilda
Isaac Newton ve ¢agdaslariyla birlikte kultiirel giic dengesini
ebediyen degistirecek olan matematiksel ve bilimsel bir devrimin

onuni actLiRepohrispndsnemigsingdae) 8rguzyilin baslarinda
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yasamis romantikler bu yeni dunya goruslerini kinamis olabilir;
William Blake Newton1 ac1 alaylarina konu etmis olabilir; fakat
bilimin dili olarak matematigin gelecegi guvence altindaydi.

19. yiizyilda her yerde uiniversitelerde matematik kursiilerinin
kurulmasina, yeni ve zorlayici islerin sel gibi akmasina tanik olundu.
Matematik higbir yere gitmiyordu.

Kullanigliik ve Soyutluk

Matematik hakkinda popiiler bir tartisma vardir; matematiksel
buluslarin ihtiyactan m1 dogdugu, yoksa yenilik¢i matematigin mi
uygulama firsatlar1 yarattig tartisihir. Tarihsel olarak matematigin
itici giicu pratige iliskin degerlendirmelerdir; fakat konunun igsel
omri ortaya acildiginda “soyut” matematiksel dustuncenin yeni
uygulamalar i¢in alan yaratmasi imkani vardir. lyi matematik olasi
uygulamalardan nadiren uzaklagmistir; fakat bu uygulama aninin
ne zaman gelebilecegi hi¢ bilinemez. Keskin bir kavrayis gelecek
hafta benimsenebilecegi gibi, 50 ya da 500 y1l boyunca uykuda da
kalabilir.

Tarih, soyut matematiksel kuramin uygulamada ortagini buldugu
orneklerle doludur. Antik Yunanlhlar konik kesitlere dair bir kuram
gelistirmislerdi; 17. yuzyilda Johannes Kepler ile Isaac Newton
gezegenlerin elipsler halinde hareket ettigini ileri sirduklerinde bu
kurama ihtiya¢ duyuldugu anlasildi. “Matris cebri”, cok boyutlu
sayllar kurami 1850’lerde matematigin i¢ sorunlariyla ugragsmak igin
gelistirilmisti; 70 y1l sonra, hizla ilerleyen kuantum kuramindaki
“matris mekanigi” i¢in tam da bu kurama ihtiya¢ duyulmustu.
George Boole mantig1 cebire ¢evirmeye yonelik bir sistem kurup
bize “Boole cebri’ni verdiginde bir ytizyil sonraki bilgisayar

programlamanin dilini gelistirdigini bilmiyordu.

Ingiliz matematik¢i G. H. Hardy bundan sadece 50 y1l 6nce,

“fikirleriyle pratik arasinda bir alaka” kurma dustincesiyle
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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sinirlanmaksizin matematigin pesinden gittigini yazmisti. Gergekten
de Hardy, sayilar kuraminin pratik uygulamalardan uzak olmasinin
sefasini sturiyordu. Onun sevdigi tirde saf matematigin bilgisayar
gavenligi acisindan son derece 6nemli oldugu bir dianyada boyle

bir yalitimin sefasini siiremeyebilirdi. (Bakiniz Kinlamaz Bir Sifre
Yarabilir Miyiz? ve Coziilecek Bir Sey Kaldi M1?) Bugun elimizde
bir¢ok boyut kurami bulunuyor; ama 1970’lerde Benoit Mandelbrot
dikkatimizi “fraktallara” ¢ektiginde pek az kisi bunlarin olasi
uygulama alanlarini tahmin edebilirdi. (Bakiniz U¢ Boyut Neden
Yeterli Degildir?)

Fakat matematikgiler ihtiyaglara da cevap verir. 18. yuzyilda
James Watt'in buhar makinesinde bir pistonun cizgisel hareketini
dongiisel harekete ¢evirmek gibi bir problemi olmus; sonugta
Sanayi Devrimi sirasinda geometrik baglantilar kurami dogmustu.
lkinci Dunya Savasg! sirasinda sifre kiricilara ihtiya¢ duyuldugunda
(Kwinlamaz Bir Sifre Yaratabilir Miyiz?) 6zel becerileri nedeniyle
universitelerden matematikgiler ise alindi; sonugta diinyanin ilk

elektronik bilgisayari insa edildi.

Dolayisiyla soyut matematik ile uygulamali matematik simbiyotik
bir iligki i¢cindedirler; hi¢bir zaman, elektronik ¢aginda oldugu
kadar bayle bir iliski icinde olmamislardir. Matematik olmazsa
bilgisayarlar ise yaramaz, dijital fotograflar cekmek imkansiz olur
ve cep telefonlar: susar. Ama profesyonel matematik¢inin “soyut”
arastirmasi da artik bilgisayarlarin bilgi-islem guciiyle artmistr:

“uygulamali” matematik de “soyut” matematigi besler.

Matematigin kendi varhiginin bilincinde, felsefi olarak
dustntmsel bir yan1 da vardir. Bu dustintimin tarihi de Antik
Yunan'da matematikgilerin dnceden var olan hakikatleri su ytziine
cikardig1 yolundaki varsayimdan uzaklasildigini, matematikginin
rolunun yaraticihk ve hayal guciinii de icerecek sekilde, daha
buyuk bir incelikle diisuntilmesine yaklasildigini gosterir. (Bakiniz
Matematik RngsuiMrokurithp Arsivi - https://rantey.org
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Modern matematikte ilerleme yolu, aksiyomlara ve mantiksal
cikarimlara dayanir. Yunanllar aksiyomlarinin gercek oldugunu
varsaymislardir; ama bugiin matematikgiler aksiyomlarinin sadece
tutarh olmasini beklerler. 1930’larda Kurt Godel, bi¢imsel bir
aksiyomatik sistemde, sadece sistemin aksiyomlar1 kullanilarak
kanitlanamayacak ya da yanhslanamayacak bazi matematiksel
ifadeler bulundugunu soyleyen “eksiklik teoremleri”ni kanitlayarak
matematigi sarsmist1. Baska bir deyisle matematik artik o sekilde
kalmasi gereken kanitlanamaz hakikatler icerebilirdi.

Modern matematik ne kadar buyuk bir cesitlilik gosterirse
gostersin, ne kadar engin olursa olsun kokeninde okul
mufredatindaki aritmetik, cebir ve geometri ayrimi yatar. Peki
bunlarin kékeninde ne yatar ve ne ise yararlar?

Sayilar ve Ozellikleri

Saymak icin kullanilan sayilar matematiksel repertuvarin en 6nemli
pargalar1 olmay siirdurmektedir; matematikg¢i bunlarla ise baslar.
Sayilarin evriminin tarihi (Bakiniz Sayilar Nereden Geliyor?) zengin
bir tarihtir, 0’dan 9’a kadar sembollerin kullanildig1 “on tabanl” bir
sisteme gelmis olmamiz kesinlikle kaginilmaz degildir. Bir kere sunu

soyleyelim: Baslangigta sifir yoktu.

Asal sayilarin, yani sadece kendilerine ve bire bolumleri bir bagka
tam say1 veren sayilarin 6zellikleri buyileyicidir. Sasirticidir, bu
sayilar hakkinda bilinmeyen ¢ok sey vardir. Asal sayilarin varligim
2000 y1li agkin bir suiredir bildigimiz i¢in inanmasi zor olabilir, ama
bu sayilarin sayma sayilari arasina nasil dagildigini hala bilmiyoruz.
(Bakiniz Asal Sayilar Neden Matematigin Atomlaridir? ve Coziilecek
Bir Sey Kaldi Mi?) Sayma sayilar1 ve asal sayilar disinda repertuar
yuzyillar i¢inde eksi sayilari, kesirleri, hicbir értintt olmaksizin
sonsuza dogru uzanan ondalik basamaklardan olusan “irrasyonel
sayilar1” da kapsayarak genislemistir. Matematikgiler butin bunlara

“gercek” sayilar deglex; (Bajariz Fr duhafpayigndiangileridir?)

13
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Hepsi bu kadar da degil. “Gercek” sayilarin hepsi de tek
boyutludur. Bir say1 dizisi tizerinde sola (eksi sayilar) ve saga
(arti1 sayilar) yayiliyormus gibi distinilebilirler. Matematikgilerin
“karmasik sayilar” dedikleri seylerle iki boyutta gezinmeye
baglamalari buyik bir atllim olmustu. (Bakiniz Hayali Sayilar
Gergekten Hayali Midir?) Karmasik sayilar matematikgileri
denklemleri ¢ézmekte daha gii¢li kilip onlara yeni analiz kuramlan
sunuyordu. Bugun elektrik ve manyetizma gibi fenomenlerin
incelenmesi acisindan “karmasik” sayilar vazgecilmez 6nemdedir.

O halde bir¢ok say1 tipi oldugunu soyleyebiliriz, ama bunun sonu
nerededir? Cok eski devirlerden beri matematikgilerin sonsuzluk
meselesiyle ugrasmalar1 gerekmistir. Aristoteles’ten bu yana,
“potansiyel sonsuzluk”, asla ulasilamayacak bir sonsuzluk oldugu
varsayiminda bulunulmustur. Fakat 19. yuzyilda Georg Cantor
bagka bir sonsuzluk mefhumu getirmis, boylece bir¢ok sonsuzluktan
bahsetmek mumkiin hale gelmistir. (Bakiniz Sonsuzluk Ne Kadar
Buyuiktiir?)

Geometri, Cebir ve Matematiksel Devrimler

Binlerce y1l boyunca geometri Antik Yunanhlarin kolesi oldu;
onlarin, buguine dek okul ¢ocuklarinin hatmetmek zorunda
olduklar bir¢ok kural koyarak inkar edilemez bir otorite
gosterdikleri bir alanmis gibi gorundi. Ozellikle de Oklit, gelikten
mantigina dayanan bir geometrik bilgi buttinu insa ederek bunu
kanunlara dayali hakikat olarak ortaya koydu. Fakat zaman icinde
OKlit geometrisinde ¢atlaklar goriilmeye baslads; nihayet iki, tg ve
daha fazla boyutlu fenomenlerle ilgili baska gecerli geometrilerin
de bulundugu agikhk kazandi (Bakimz Paralel Dogrular Nerede
Birlesir?); bu da “manifold” kavraminin -farkh yerel ve genel
geometrisi olan bir sekil- gelismesine yol a¢ti. (Bakiniz Evrenin Sekli
Nasildir?) Hatta, fizikgiler i¢in ¢ok zorlayici bir mesele olan “evrenin
geometrisi” olma konusunda, bu geometriler Oklit geometrisinden

daha fazla HakeididiRled KBardegivi - https://rantey.org
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Fizik¢iler maddenin ve evrenin sirlarini ele gecirme cabalarinda
geometriyi benimserlerken, biyologlar ve tip arastirmacilari da
farkl: tipte bir geometriyi, “dagum kurami”n1 benimseyerek DNAy1
cozme ve analiz etme girisiminde bulunurlar; adli tipcilarin DNA
profili ¢itkarmasini saglayan, insanin kimligiyle ilgili meseleler ve
suclarn ¢ozilmesi acisindan 6nemli sonugclari olan bir uygulamadir
bu. Sonucta matematikgiler bilim insanlarina, ellerindeki ise uygun
gorunen malzemeyi secebilecekleri bir aygit ¢antasi olarak farkh

geometriler sunmuslardir.

Bir noktada geometri cebir diline cevrilmistir; 17. yiazyilda
Descartes’a atfedilen bir gelismedir bu. Daha sonra 20. yiizyilda,
simetri geometrisinin de cebre ¢evrildigine tanik olundu.

Baska bircok seyde oldugu gibi, matematige genellikle giizelligi
betimlemek i¢in dahil edilen o ele ge¢mez 6zellik, simetri, artik
matematiksel olarak “grup teorisi”yle aciklanabiliyor. Modern cebrin
merkezinde gruplar yatiyor; gruplar simetrinin de mikroskobik
bir 6l¢cekte incelenmesini saglayacak bir ara¢ sunuyor. (Bakiniz
Simetri Nedir?) Baslangic1 19. ytizyila uzanan devasa bir arastirma
projesi cercevesinde matematikciler nihayet sonlu gruplarin
siniflandirilmasini 1981°de tamamladilar. “Devasa teorem” haline
gelen bu kuram cercevesinde hazirlanan haritaya gore, gruplarin
bilinen ailelerin yani sira 26 tane tekil grup vardir; bu gruplardan
en buyuginun uye sayisi ise yaklasik 8 X 10°*tur (arkasinda 53
tane sifir olan bir 8). Grup kurami bugtin uzayin donastimlerinin
gruplar olusturdugu kuramsal fizikte, simetrilerin devreye girdigi

kimya ve kristalografide 6nemli bir yer isgal eder.

Bir cebir probleminde “x’in degerini bulmak” okul duzeyindeki
her matematikcinin asina oldugu bir seydir. Bu tur “ters” problemler
matematigin mukemellige eristigi, uygulamalarinin genis bir erim
kazandig alanlardir. Bu problemlerde genellikle bir “bilinmeyen”i
bulmamiz gerekir; ama once sadece bilinmeyeni iceren bir iliski ya

da bir denklem bulabiliriz. Ornegin bir karenin kenarlarini ti¢ metre
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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uzatirsak 400 metrekarelik bir alan elde edecegimiz soylenirse ilk
alanda bilinmeyen x uzunlugunu bulmay ters bir problem olarak ele
alabiliriz.

Cebir kullanmamiz ve denklemi (x +3)? = 400 olarak acmamiz
bize x = 17 sonucunu verir. Onceki kusaklardan matematikgcilerin
calismalar bu isleri gerceklestirebilmemiz i¢in bize bir formuller
yelpazesi verdiginde kestirmeden gitmenin zevkini surebiliriz.
(Bakiniz Her Seyin Bir Formiilii Var M1?)

Uzaya bir roket gondermek “diferansiyel” denklemlerle
calismamizi; bu da “Kalkualus” aygitint gerektirir (Bakiniz Evrenin
Matematigi Nedir?); genellikle hiz ve ivmelenme oranlarini 6l¢mek
icin kullanilan bir yontemdir bu. Saglam dayanaklar: olan bir
kuramla desteklenen 6zel diferansiyel denklem tuarleri vardir; ama
kesin ¢oziimu engelleyen bircok “6zel” denklem de vardir. Henri
Poincaré diferansiyel denklemler kuraminin yeni bir dalini, acikca
cozumleri bulmaktan cok ¢oztuimlerin 6zelliklerine odaklanan
“niceliksellik kuram1” olarak yerlestirmistir. Bu ¢alisma “kaos”
kuramini dogurmus (Bakiniz Bir Kelebegin Kanatlan Gercekten
de Firtinaya Yol Acabilir Mi?); yeni topoloji kuramina ayr bir yon
vermistir, bu da sekillere bakma bi¢imimizden radikal bir kopus
olmustur. (Bakiniz Evrenin Sekli Nasildir?)

Yeni ve Bilinmeyen Matematik

Matematik¢i olmayan siradan insamn dili “topoloji” kelimesine
donmeyebilir; ama nispeten sonradan gelistirilen iki terim ¢ok daha
tanidikur: Olasilik ve istatistik.

Matematigin en carpict modern eserlerinden biri olan olasilik
kurami (Bakiniz Matematik Zenginligi Garanti Eder Mi?) belirsizligi
niceliksel bir bicimde ele almamizi saglar. Bu kuramin baslangici
17. yuzyilin eglence matematigine dayanir; kumar problemlerinin
analiziyle baslamis, bugtnse inceltilip gelistirilip kuvvetli bir
hesaplama WliisizPRF i Bisiuraias #gRtanalLinin belkemigidir.
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llgili bir alan olan istatistik (Bakimz Istatikler Yalandan Mz Ibarettir?),
olasilik kuraminin verileri uygun bir bi¢cimde ele almasim saglar;
deneyler ge}ceklestirebilecegi baglami sunar. Istatistigin baslangici
tarimsal deneylere de uzanir; ama artik yontemleri o kadar yaygin
bir bicimde kullamilmaktadir ki siyasetten tibba kadar insan
etkinliklerinde istatistikten bagimsiz bir alan pek yoktur.

Istatistigin ve baska matematiklerin sonuglarim kullanmak dogal
olarak tahminde bulunma, gelecegi bilme arzusuna yol acar. (Bakiniz
Matematik Gelecegi Kestirebilir Mi?) Demograf bes yillik bir stre
zarfinda nufusun ne olacagina dair makul bir tahminde bulunmay1
ister. Borsaci istatistik kanitlara ve ipuclarina dayanarak borsay:
tahmin etmeye calisir. Peki bu nasil yapilacaktir? Bunlar heniiz
cozillemeyen (Bakiniz Coziilecek Bir Sey Kaldi M1?) matematiksel
denklemlere dayanan, zorluklar: “kelebek etkisi”yle katlanan zor
sorulardir. (Bakiniz Bir Kelebegin Kanatlan Gercekten Bir Firtinaya
Yol Acabilir Mi?)

Yani bir eski matematik bir de yeni matematik vardir. Arkamiza
yaslanip islerin hemen hemen bittigini dustunmek yerine, kendimize
¢ozilmemis matematik de oldugunu, hem de ¢ok fazla oldugunu
hatirlatmaliy1z. Boyle olmasaydi matematik dalinda kuruyup giderdi.
Dustuinurleri yillarca ugrastirmis, ¢ozulmemis buyik sorular vardir;
her ikisi de asal sayilarla ilgili olan Goldbach sanisi ve Riemann
varsayim gibi; ayrica gurultila bazi yeni problemler de vardir.
Elbette ki ilerlemeler olmus, bunlarin bazilar1 mansetlere cikmistir.
Matematik Fermat'nin son teoreminin 1994’te ¢c6zulmesiyle birlikte
(Bakiniz Matematik Giizel Midir?) kamuoyunun dikkatini cekmistir.
Ondan 6nce de matematik ve bilgisayarlar “dort renk” teoremini
cozmek i¢in guglerini birlestirmislerdi. (Bakimz Her Seyin Bir
Formiilii Var Mi?) Kisa stre énce de munzevi bir Rus matematikgi
yuz yillik Poincaré samsini kanitlayip 1 milyon sterlinlik odule
tenezzil etmeyerek butin dinyayi sasirtti.

Peki o halde matematik ne i¢indir? Baz1 bakimlardan bu tuhaf
bir sorudur. “MugidkefiziCiRidistpyysdd “Bibebipatayeoigindir?” diye
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sormayiz pek. Bunlarin insanlarin ugrastig etkinlikler, dustiinme
stregleri ve hayalgiicti egzersizleri oldugunu kabul ederiz; her
zaman 0Oyle olmuslardir, olacaklardir, ¢tinkii olmalar: gerekir.
Uygulamalari goérmek istiyorsamz bunlarin her tarafimizda
yayilmakta oldugunu gorebilirsiniz. Matematigin dinyanin, evrenin,
doganin ve insan iliskilerinin bilgisini verme big¢imlerinde ilerleme
kaydetmek istiyorsaniz bunu da yapabilirsiniz. Matematikgilerin
yapabilecekleri ve yapms olduklari tahmin edilemeyecek kadar fazla
sey vardir; boylece hayati degismesine 6nayak olmuslardir. Ama

en dibinde matematigi harekete gegiren sey insanligin o temel,

tamimlayici 6zelligidir: Dindirilemez merak.
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Kemiklerin tizerine atilmis
centiklerden on alt1 tabanh sayilara

Gundelik hayatlarimizda sayilara gomilmiisiizdur. Uyaniriz

ve capakl gozlerimizle saatin ytizeyindeki say1 cemberini ya

da daha biiyiik bir ihtimalle dijital alarmin isiltisin iceriz;

belki okula 134 numaral otobiisle, belki de ise 08.32 treniyle
gidiyoruzdur; 6gle yemegimizi almak icin bozukluklarimizi
sayar, gunlugumiizdeki tarihleri kontrol eder, cep telefonumuzun
ustiindeki tuslara basariz; giiniin sonunda TV kanallarinin

bas dondiirticii numaralari arasinda tembelce geziniriz, sonra
nihayet yataga yollanir; saat neymis diye son bir kez bakar1z.
Sayilar hayatlarimizin derinlerine o kadar islemistir, biz sayilar
diinyasinin derinlerine o kadar gomiulmisizdiir ki soyle bir

geri cekilip gercekten ne kadar hayret verici seyler olduklarina
bakmay1z. Sahi, sayilar nereden geliyor?

Elbette ki karsilastigimiz sayilarin bircogu sadece isaretler,
etiketlerdir. Otobus hatlari, kuramsal olarak sayilardan bagka
bigimlerde de ifade edilebilir. Unlii Heinz “57 Varieties” ya da Jack
Daniels “Old No. 7” burbonu, aralarinda ince farkliliklar bulunan
konserve gida ve viski dizileri oldugunu dusunduriir; ama bunlar
da aslinda etikettir, markadir. Bu markalar bile etkili olabilmek i¢in,
insan toplumlarinin nesneleri duzenleme ve sayma (birinci, ikinci,

uginci vs.) amaciyla sayi sistemleri gelistirme bigimlerine dayanur.

Bugun neredeyse genel olarak insan turi, sayma ve dizenleme

isini yapabilmekjigind, dar Xakadarsadgre pmmegrahplden olusan
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ayn sistemi benimsemistir. Bu sembollerin bilesimleri, galaksiler
arasindaki buyiik mesafelerden tutun, bir atom ¢ekirdeginin ¢apinin
buyuklugune varincaya dek ¢ok seyi ifade edecek ve bu ifadeleri
farkh bicimlerde ortaya koyacak kadar ¢ok yonludir. Matematik
disindan biri Dinya’nin Giines’e uzakliginin 93.000.000 ya da

93 milyon mil oldugunu yazabilir; matematikgiler ya da bilim
insanlar1 muhtemelen 9,3 X 10”nin (yani 10’'un yedinci kuvvetiyle
carpilmis 9,3) zarafetini tercih edeceklerdir. Bir metrenin binde biri
icin elimizde ¢ secenek bulunuyor: 0,001 metre, 1 milimetre ve
1073 metre (yani 10 tssii -3); bir atom ¢ekirdeginin ¢apiysa sik bir
bicimde 10-'* metre olarak ifade edilebilir.

Bu on sembol ne kadar zarif ve ¢ok yonlu olurlarsa olsunlar
hicbir zaman kaginilmaz olmamiglardir; is say1 sistemlerine
geldiginde insanoglunun icatlarimin baslangic1 olmadiklar: gibi sonu
da degillerdir.

ik Sayma Yontemleri

Arastirmacilar ilk rakamlarin “cetele cubuklar1” (nicelikleri belirten
isaretler tagiyan tahta ¢ubuklar) tizerindeki kayitlarina dair 30.000
yil 6ncesine uzanan kanitlar bulmuslardir. Afrika ve Dogu Avrupa’da
sayisal kayitlar tutmak tzere ¢entilmis kemikler de pratikte sayma

islemiyle nasil ugrasildigina dair baska
L AL I DI somr ot e i

USTU GiZILEN GETELE GUBUKLARI SiSTEMi

20

ngiltere’de 13. yuzyilda vergi toplama
amac1yla hala kullamilmaktaydi; sasirticidur,
bu geleneksel sistem kagit kayitlarin hakim oldugu 1820’lere kadar
devam etmistir. Cetele isaretleri, bir oyunda alinan puanlarin sayiya
dokulmesi ya da istatistik arastirma verileri gibi surekli artan bir
niceligin kaydedilmesi amaciyla bugun hala kullanilmaktadr.
Bilinen yontemlerden biri de bese kadar sayarak parmaklhkl bir
kapiyr andiran bir isaret olusturmaktir; goriandugu kadanyla bunun

kokeni ¢ok eskilere uzanmaktadir.
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Duinyanin her yerinde cetele yontemlerine rastlanir. Giiney
Amerika’da gorulen bir 6rnekte de bes ¢izgili bir sistem
benimsenmistir, fakat farkl bir sekil olusturulmaktadir.

Avustralya'nin yerli halk: arasinda, | r l l
ilkel sayma sistemleri kuguk sayilarin

GUNEY AMERIKA’YA 6ZGU BIR GETELE SiSTEMi

otesinde genellestirilmistir. Tazmanya'da
“bir”, “iki” ve “cok” olarak terciime
edilebilecek bir sayma sistemi bulunur; ana karada, Queensland’de
ise “bir”, “iki”, “bir ve iki”, “iki iki” ve “cok” diye kayit dusulmustur.

Babilliler ve Misirhlar

Uygun bir say1 sisteminin ortaya ¢ikmasi, “medeniyetlerin besigi”
Ortadogu’da gerceklesti. Babil medeniyeti Mezopotamya'da,
bugunki Irak’ta Dicle ile Firat nehirleri arasinda kalan bolgede
serpilip gelismisti; bu medeniyetin baskenti Babil bugtunki Bagdat'in
50 mil (yaklasik 80 km) gtuneyinde bulunuyordu. Babilliler

MO tigiinci binyilda 60 saysi etrafinda dénen bir say1 sistemi
kullaniyorlardi. Bu sistemin kalintilar1 buganku kultirimuzde,
ornegin zamani 6l¢memizde (bir dakika 60 saniye, bir saat 60
dakikadir) bulunmaktadir; Babilliler astronomilerinde matematigi
kullandiklarindan bugin tam bir ¢emberi ya da dénusti olusturan
derecelerin sayisi olan 360'ta da bu sistemin kalintlar1 karsimiza
cikar. 60 sayisina dayanan bir sistemin matematiksel bakimdan
yararlar1 vardir; bunlardan biri 60'1n kendisinden kugiik 11 sayiya
béliinebilecek olmasidir, bunun da niceliklerin oranlanmasi

agisindan belirgin yararlar vardir.

1 ve 60 kaymt icin kullanilan kil tabletler tizerine yazmasi
kolay olan iki sembolle belirtilmistir; dik bir ¢izgi ve bir ¢entik.
1 rakaminin sembolu ¢izgidir, 2 ile 59 arasindaki rakamlar da
bu iki semboliin degisik bilesimleriyle belirtilmistir. Babilliler

yazilarini soldan saga dogru okuyorlardy; say1 da sembollerin
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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siradaki konumuyla tanimlaniyordu; baska bir deyisle
I < bugiin bizim kullandigimiz sistemin aynisiydi. 60’a
7 geldiklerinde yeniden basa donuyor ve 60 i¢in de
IKIS':,,B;;LS: v yine 1 icin kullandiklar: dikey ¢izgiyi kullamyorlard;

hangi say1y1 ifade ettiklerini yorumlamanin tek yolu
<< I I I baglama dayanmakt1; 6rnegin acilar ol¢uliiyorsa dikey

¢cizginin 1 derece yerine 60 dereceyi ifade etmesi daha
muhtemeldi. Babillilerin 0’a esdeger bir sembolleri

BABIL SEMSOLLER{YLE
23 savis| yok[u_

Antik Misirhlar, piramitlerin sira dis1 insasinda guglia bir bicimde
ifadesi bulan farkli ve daha incelikli bir sistem gelistirmislerdi;
piramitlerin insasi ti¢ boyutlu geometri ve hayli dogru bir 6l¢im
gerektiren bir isti. Yaklasik olarak MO 2700’de 10 rakamini taban
alan sistem ortaya ¢ikti. Misirlilar 9°a kadar sayilar i¢in dikey
cizgileri kullaniyorlardi, sonrasi i¢in de 10 ve 100 i¢in kullandiklar
iki farkli sembol vardi. Babillilerin tersine Misirlilar sagdan sola
dogru yaziyorlardi. Daha buytik sayilarin sembolleriyse susliuydu:
Ornegin 100.000 says1 bir kusla ifade ediliyordu.

9 ( \ Misirhilarin matematigi esasen pratik meselelere
) bagliyds; ama incelikli bazi matematiksel numaralar1 da
10 ve 100 ici anTik vardl Carpim yontemleri dahiyaneydi. Bizim modern

MISIR SEMBOLLERI
sistemimizde akildan ¢arpma genelde okulda ezberle

H n m ﬂ ﬂ 99 ogretilen ¢carpim tablomuzu bilmeyi
gerektirir. Ama antik Misir'da yasayan
AnTiK MISIR SEMBOLLERIYLE 234 SAYISI cocuklarin sadece ikiler tablosunu bilmesi

yeterliydi; ¢ciinku ¢carpma yaparken

abakusun kullanilmasina dayali bir yontem kullaniyorlardi.
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Vedik Aryanlar

Daha doguda, MO ikinci binyilda Vedik Aryan medeniyeti Orta
Asya’dan Hindistan'in Indus Vadisi'ne yayildi; bu medeniyetin
aritmetik yontemine ait kayitlar yaklasik olarak MO 1000 tarihini
tasir. Bu kiiltirde, Vedalar olarak bilinen antik Hindu metinlerinde
siirler, edebi metinler ve bilgece yazilar arasinda 19 matematiksel
“sutra”, yani s6zli formul de bulunmaktaydi. Sutralar bir dizi
matematiksel problem karsisinda basvurulabilecek kestirme yollar
ya da alternatif coziimler sunuyorlardi. Ornegin “dikey ve capraz”
sutra, tam sayilarin carpimina yardimeci oluyordu; bizim modern
say1 sistemimize gore uzun bir zihinsel hesaplamaydi. Carpma ve
toplamanin bilesimiyle isliyordu. Diyelim ki 13’le 24’a ¢arpmak
istedik; bildigimiz sembolleri kullanalim, 6nce dort kutucuklu bir
karenin icinde 24’tin tizerine 13 yaziyoruz. “Dikey” sayilar ¢arpilir
ve sonra ¢arpim sonuglar1 yan yana getirilerek 212 sayisi elde edilir:
yani (1X2) + (3X4)— 2 ve 12, yani 212. Daha sonra kdsegen, yani
“capraz” terimler carpilip toplanir ve boylece 10'larin sayis1 bulunur:
(1X4)+(3X2)— 4+6 = 10; 10 tane 10, yani 100.

1 3

2 | 4

BiR VEDIK ARYAN SAYI TABLOSU
Sonra da 212 ile 100’tin toplanmasi dogru cevap olan 312’yi
verir. Bu yontem el siirgmesi gibi gorunebilir; fakat gegerliligi iki
saylyl ¢carpmanin, yani ab X cd’nin aslinda (10a + b) X (10c + d)

carpimini gerektirmesi ilkesinde yatar.
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Sifirin icadi

Sifir matematiksel bir sembol olarak sahneye sonradan ¢ikmustir.

1ki temel islevi vardir; bunlann ilki kendisini bir yer tutucu olarak,
27 sayisim 207’den ayirt etmenin bir yolu olarak gostermesidir.
Babillilerin, Misirlilarin, Yunanlarin, Romallarin sifir i¢in bir
sembolleri yoktu; “hi¢bir seyi” ifade edecek bir seyleri yoktu. Sifirin
ikinci islevi gercek bir rakam olmaktir; burada da kokenleri Hint
matematik¢i Brahmagupta’ya kadar uzanir; Brahmagupta MO 600
civarinda sifir1 say1 sistemine dahil etme girisiminde bulunmustur.

Sifinin Latincesi cifra, daha sonra zefro’ya donuismis, Italyancada
zero haline gelmisti. Fransizca chiffre de Ingilizceye cipher olarak
gecti; bu artik rastlanmayan bir kullanimdir. Ingilizcede sifir1 ifade
etmek icin “hicbir sey” (nothing) kelimesinden taremis “nought”u
kullaninz. “Nought” matematiksel olarak gercekten de yanhs
bir isimdir; ¢cinkt 0 rakamini hicbir sey olarak disunmek yanhs
olacakur. Bir sey oldugu kesindir; modern rakam sistemimize buyuk
gicuni veren bir semboldur. Brahmagupta'nin da farkina vardigi
gibi, matematiksel zorluk, araya giren O sayisin1 say1 sisteminin geri

kalaniyla uyusturmakta yatiyordu.

Sayl Tabanlari ve Yirmi Tabanh Miras

Matematikgiler farkh kulturlerin sayma sistemlerinden
bahsederlerken “say1 tabanlan” ifadesini kullanirlar. Say1 tabanlan,
bir sayma sisteminin temel birimleri ya da yapitaslar olarak
anlasilabiliir. Bizim modern tabanimiz ondur; 0’dan 9’a kadar

10 sembolun de yansittig uzere 10 tabanl sistem kullaniyoruz.
Fakat tarihte, kultuirlerin sayilar1 kendi ihtiyaclarina uyarladigina;
2, 3, 4, 5, 12, 20 tabanlarinin ve tabii ki Babillilerin 60 tabaninin
kullamldigina tanik olunmustur. Bu karmasik mirasin izleri
bugunku sistemimizde varhgini sirdurmektedir; rakamlarin dilinde

oldugu gibi. Ornegin Ingilizce’de “eleven” (on bir / Almanca elf)
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ve “twelve” (on iki / Almanca zwolf) ona kadar sayilarla “on”
kelimesinden tureyen “onlu” sayilar arasinda bir kesinti yaratan
dilsel tuhafliklar olarak gorulir. Bunlar 12 tabanl bir sistemin
kalinuilaridir; onluk taban 6ncesinde bir silinde 12 peni bulunmasi
gibi.

Bugunkit Guatemala ve [—

-

guneydogu Meksika’nin “Evrenin yaraticisi

bulundugu bolgede, isgale gizemli bicimde calisir
ugramadan 6nceki Maya .
uygarligy 20 tabanl bir say1 Ama on tabanh bir
sistemi benimsemisti. (1lgingtir, say1 sistemi kullamr
Mayalar sifir kavramina kucak ve yuvarlak sayllan da

acan bir yerlestirme sistemine »
sever

dayal rakamlar formuile eden ilk o
SCOTT ADAMS, KARIKATURIST I

halklar arasindadirlar.) Bu gibi I_
sistemlerin kokenleri genellikle

on el, on ayak parmagimiza kadar uzanir; bir¢ok kultiirde 20
tabanl sistemlerin kalintllar1 bulunmaktadir. Ingilizcede (Fransizca
ve Almancada da) “onlu” sayilar (“teen”li sayilar) “on dokuzda
(nineteen) kesilir ve sonra 6zel bir kelime olan “twenty” (yirmi)

gelir.

Bir nicelik olarak 20 dilimize ve kultariimiize baska bicimlerde
de sizmistir. “Score” kelimesi de aynm anlama gelir; bu kelime
Book of Common Prayers'da (Anglikan Kilisesi'nde vaazlarda
kullanilan dua kitab1) 70 yilhik bir émrun “ug score ve on y1l” olarak
tanimlanmasiyla unutulmaz bir bicimde kullamlmistir. Ingiliz agirhk
olculerinde hundredweight (cwt / yuz libre) de yer alir ve 20 cwt bir
ton yapar. Tabii sterlinin on tabana uyarlandig1 1971 6ncesinde bir
sterlin 20 silin ediyordu. Fransizcada sekseni ifade eden “quatre-

vingt” kelimesinde 20 tabanli sistemin bir kalintisin1 géraruz.
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On Tabanli Sistem

Say1 sistemlerinin bu buytik ¢esitliligine ragmen bugiin dinya on

tabanl sistem etrafinda birlesmistir.

Bircok bakimdan bu dogal bir insani tercihtir: Elimizde
sayacagimiz on parmak bulunur. Antik Romalilar tam sayilarla
saymak i¢in on tabanl bir sistem kullaniyorlardi; ama kesir
sistemleri kolaylik sundugu i¢in 12’yi taban aliyordu; ¢unku 12
2,3,4 ve 6’ya bolunebilir. (Bazi tarihgiler her parmagimizda ug
eklem bulunmasini, boylece bagparmak harig bir elde 12 eklem
bulunmasini 12 tabamini agiklamak i¢in kullanmistir.) Aslinda
Romalilarin matematigin gelismesine katkilar1 pek azdi. Fakat
Latince modern Avrupa dillerinin bircoguna evrildiginden, bize
rakamlar i¢in kullandigimiz kelimeleri vermistir; Romalilarin I,
I1, II1, IV, V... X seklinde ilerleyen rakam sistemi de kullandigimiz
“siradan” basamaklara paralel olarak ozellikle tarihlerin kayit

dusulmesinde varhgini suirdurmustur.

Bugun kullandigimiz rakamlar ilk kez Brahmagupta’nin devrinde
Hint matematikgilerin kullandig), sonra Arap alimlerin benimsedigi
rakamlardir. Bu semboller daha sonra Arap seyyahlar, tiiccarlar ve
fatihlerle bagka yerlere tasinmis; Kuzey Afrika ve Iber Yarimadasi'na
yayllmistir. Arap matematik alimligi de 12. yuzyilda Batr’da
yayillmaya baslamistir: Dokuzuncu yuzyilda yasamis matematikgi
el-Harezmi'nin Hint Rakamlanyla Hesaplama Uzerine adli eserinin
Latince gevirisi yapilmis, Pisali Leonardo (Leonardo Fibonacci
olarak da bilinir) 1202’de yayinlanan Liber Abaci (“Hesaplamalar
Kitab1”) adli kitabinda bu Hindu-Arap sayi sistemini tanitmisti. 13.
yuzyilda Ingiliz filozof, matematikgi ve yerlesik ogreti karsiti kesis
Roger Bacon bu sembolleri kaydetmisti.

113946A8910
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16. yuzyila gelindiginde yaygin olarak kullanilan on sembol, pek
az degisiklikle bugin kullandiklarimiza benziyordu; matbaanin ve

toplu basimin ilerlemesiyle birlikte standartlasma da gelisti.

ki Tabanli Sayilar

On tabanl sistemin kuvvetli ve dayanikh oldugu goérulse de
modern bilgisayar teknolojisi baska tur bir sistemi gerekli kildi. Bir
bilgisayardaki her “devre” ya “acik” ya “kapali”dir; bu ytizden de
bilgisayar teknolojisi sadece bu iki halin taninmasina dayanir. Bu
durum, alfabesi O ve 1 olan iki tabanlh
bir sistem uretmistir. Dogal olarak iki
tabanli sayilarla dusunmedigimizden
on tabanli sayilar iki tabanl sayilara,
iki tabanlilar1 on tabanliya cevirmek
icin bir teknige ihtiyacimiz vard.

On tabanl sistemde 10'un
carpanlariyla dasunuruz; érnegin 312
sayis], 3 tane 100°’den, 1 tane 10’dan
ve 2 tane de 1’den olusur. Iki tabanh
sistem i¢inse 2'nin ¢arpanlariyla

dusunmemiz gerekir: 1, 2, 4, 8, 16, 64,

ON TABANLI SAYILARI IKI TABANLI
128, 256, 512 vs. SAYIYA GEVIRME TABLOSU

Dolayisiyla 312 sayisinin iki tabanli bir sayiya ¢evrilmesi i¢in,
2’'nin 312'nin i¢inde olan en buyuk katiyla, 256’ya boliinmesi sonra
da asagiya dogru inilmesi gerekir. Boylece 312 = 256 + 32 + 16 +
8 sonucunu buluruz. Ama sonra iki tabanl say1y1 elde etmek i¢in,
2'nin bu-ifadede yer verilmeyen kuvvetlerini de dikkate almamiz, var
olan kuvvetlere “1”, olmayanlara “0” vermemiz gerekir. Bu durum

tam olarak soyle bir sonug uretir:

312= (1 X 256) + (0 X 128) + (0 X 64) + (1 X 32) + (1 X 16) +
(1 XBxetsitPDEK)tap AGIX -hitps: ey drg
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Baska bir deyisle 10 tabanli 312 sayis1 iki tabanli 100111000
sayisini ortaya ¢ikarir; ya da tabanlari belirten rakamlar1 kullanarak

yazarsak:
312, = 100111000,

Fakat on tabanli bir say1y1 iki tabanli bir sayiya ¢evirmenin, Antik
Misirhlarin ¢carpimda kullandig ciftlestirme yontemine benzeyen
iki asamal1 duzgiin bir yolu vardir. Oncelikle ¢evirmek istedigimiz
say1y1 bir tablonun en sag kosesine yerlestirir sonra 1’e varincaya
kadar say1y1 2’ye bolerek sola dogru ilerleriz; bolme sonucu kalan
olup olmadigina takilmayiz. Boylece 312 drneginde, bir noktada
39'u ikiye bolmemiz gerekir; cevap olarak 19'u kaydetmeli, kalan
I'i umursamamaliyiz. Bu islem tablonun ilk sirasin1 verir. Daha
sonra tablonun alt sirasinda, ust sirada hangi sayilarin tek ya da cift
oldugunu belirtiriz; butun tek sayilara “1”, butun cift sayilara “0”

veririz. Alt siradaki siralama iki tabanh sayiy1 verir.

IKI TABANLI TAYILAR IGIN BOLME TABLOSU

Sekiz ve Daha Yuksek Tabanl Sistemler

Hig sasirtic1 degil; iki tabanh sayilarla ilgili sorunlardan biri bunlarin
cok uzun sifir ve bir dizileri yaratip bilgisayarin degerli hafizasim
kaplayacak olmalaridir. Kuramda istedigimiz herhangi bir tabani
benimseyebiliriz; bu ytizden iki tabanl sayilar1 kisaltmanin bir yolu
sekiz tabanl aritmetigi kullanarak onlar ¢evirmektir. Bu sekiz tabanl
aritmetikte sekiz sembole ihtiyacimiz vardir: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 7.

Daha buyuk iki tabanli sayilar1 daha kisa ifadeler haline

getirmenin sekiz tabanindan sonraki yolu, on alti tabanin
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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kullanmaktir. Buna uygun sembol kumesi 16 sembolden olusur: 0,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,EA 100a,B 11, C, 12’ye vs.
tekabuil eder. 1ki tabanli bir say1y1 16 tabanl bir sayiya ¢evirmek icin
sagdan baslayarak dortli gruplar haline getiririz, drnegin:

312,,= (0001)(0011)(1000),

Yine on tabanli — iki tabanlh tablomuza basvurarak (bol

miktardaki sifirlar1 gormezden gelerek) su sonuca variriz:
312, =138

Tamuyle harflerden olusan 16 tabanl bir say1 elde etmek de
mumkundur; érnegin 10 tabanh 2748, 16 tabanl olarak su hali

alacakur:
2748,,= 10 X 162 X 11 X 16 X 12 = ABC ,

Hikaye 16 tabanl sayilarla sona ermiyor. Bilgisayarlarin gticu
ilerliyor, artik 32 ve 64 tabanli sistemlere de asina hale geldik.

Sayilarin Uzun Yolculugu

Kemiklerin tizerindeki isaretlerden on alt1 tabanlilara ve 6tesine
sayilarin aldig1 yol ¢ok ¢cok uzun olmustur. Bu yolculuk ilk olarak
insan toplumlarinin gindelik ihtiyaclariyla baglamistir. Fakat
antiklerin ilgisini ¢ceken sadece sayilarin kullanishihg degildir.

MO 500 civarinda Klasik Yunan yurttaslar pazar yeri icin lojistik
dedikleri say1 sistemine sahipken Pisagor ve Platon gibi dusuntrler
coktan aritmetigi, say1 kuramim gelistirmeye baslamislardi.
Matematigin bagimsiz buyuleyiciligi ve guzelligi kendini erken
tarihlerden itibaren hissettirmisti.

2500 yi1l sonra Hindu-Arap on tabanl sistemin, diinyanin
matematiksel, bilimsel ve gundelik ihtiyaglar1 i¢in en kalici,
en yaygin sistem oldugu anlasildi. Fakat sayilarin tarihi, farkh
tarihlerde, farkl yerlerde medeniyetlerin kendilerinin nicelikleri
ve diizeni akilcilddereifiayRDfofERIO B tetineineauoUsarildiklarini
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da ortaya koyar. Matematik dili de dahil olmak tizere matematiksel
mirasimiz ge¢cmise borcumuzun tamgdir; Babillilerin 60 tabanl
sistemi, Romalilarin rakam sistemi, yirmi tabanh sistemlerin mirasi,
hepsi de sayilarla ilgili soz dagarimiza katkida bulunur. Zengin ve
cok yonlu bir mirastir bu.
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NEDEN ASAL SAYILARDIR?

Yapitaslari ve aritmetigin
temel teoremi

Sayma sayilan 1, 2, 3, 4, 5 vs.’nin arasinda miicevheri andiran
asal sayilar bulunur. Asal sayilar biitiin say1 sisteminin
yapitaslaridir; onlari bulma, ele gecmez ozelliklerini kesfetme
ihntimali eski caglardan beri kusaklar boyunca matematikgilerin
hayallerini siislemistir. Asal sayilar biiyiileyicidir; ¢tinkii ¢cok
temeldirler, ama matematigin ¢oziilmemis en zor sorularin
beraberlerinde getirirler.

Peki asal sayilar nelerdir? Oncelikle elimizde kavramsal “say1 dizisi”
boyunca uzanip giden tam sayilar vardir: 1, 2, 3, 4, 5, 6 vs. Bunlar
matematigin sayma sayilaridir, ama aralarinda “elmaslar”, yaygin
deyisle asal sayilar ya da “asallar” bulunur. Asallar 1 ve kendileri
disinda hicbir sayiya tam olarak bolinmeyen tam sayilardir. 5 asal
bir sayidir; ¢iinkii onu 2, 3 ve 4’e bdlmeye kalktigimizda geride hep
bir kalan olur. 6 asal bir say1 degildir, ¢cunki 2'ye tam olarak bolanur.
6 = 2 X 3 ifadesi, 6'min daha kiguik sayilardan olusabilecegi
anlamina gelir; matematikgiler asal olmayan bir say: icin bilesik say1
ifadesini kullanirlar. Bilesikler daha kiicuik “carpanlar”a ayrilabilirler;
ama 5 gibi bir asal say1 daha kiiguik ¢arpanlara ayrilamaz. Bir

zamanlar atomlarin dusunulduga gibi o da bolinemezdir.

1k birkag asal say1 2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29'dur; asal

sayllar sayma sayilar1 arasina duzenli bir bi¢cimde dagilmis degillerdir.

Onlar matemati%j)n harikalaridir ve “rastgelelik” gosteriyormus gibi
cretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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goruniirler; gerci bu matematikgilerin asal sayilar arasinda értntuler

aramalariny, bir tekrarhlik ortaya ¢ikarma cabalarini engellememistir.

llerlemeden 6nce halletmemiz gereken kugiik bir kural var. 1
sayistyla ilgili bu kural. 1 asal bir say1 midir? Kendisinden baska
higbir saylya bolinemedigi igin asal say1 tanimina uydugu kesindir.
Gergekten de buytiik Leonhard Euler de dahil olmak uzere bir¢ok
matematik¢inin 1'i asal bir say1 olarak tamdig1 dogrudur; gerci
buguinku dustinme bi¢imi asal sayilar1 2'yle baslatmaktan yanadir.
(11 asal say1 olarak kabul edecek olursak soyleyeceklerimiz buitiin

asal sayilar i¢in gecerli olmayacaktir.)

2'yi ilk asal say1 olarak kabul edebiliriz; ama onun da 6zel baz1
nitelikleri vardir. Asal say1 olan tek ¢ift sayidir: Butiin ¢ift sayilar 2’ye
bolunebilir, bu ytizden 2’den buytik cift sayilar asal say1 olamazlar. O
yuzden asal sayilara baktigimizda, 2'nin disinda, sadece tek sayilari
degerlendirmeye almamiz gerekir. Ayrica birden fazla basamag olan
hicbir asal say1 0 ya da 5’le bitemez; ¢iinki bu sayilarla biten sayilar
5'e bolunebilir; bu yizden 10’dan buyuk bir asal sayimin mutlaka 1,
3, 7 ya da 9’la bitmesi gerekir. Fakat bu, bu rakamlarla biten butiin
sayilarin asal say1 oldugu anlamina gelmez: 1’'den 100’e kadar 1'le
biten sayilardan 11, 31, 41, 61, 71 asal sayilardir; ama 21, 51, 81 ve
91 asal say1 degildir.

Asal Sayilarin Temel Ozellikleri

Asal sayilar hakkinda bilinen muazzam miktarda sonug vardir.
Matematigin en eski dali “sayilar kuram1” iyice oturmus teoremler
ve gelecekte ¢ozulebilecek zorluklarla doludur; matematiksel
literaturde de her yil yiizlerce yeni teorem belirmektedir. Onemli
sonuglar, buytik fikirler sadelikleri ve derinlikleriyle matematiksel

uzami aydinlatir.

Kritik 6nemdeki temel bilgilerden biri, bir tam sayinin asal

saytlarin carprmyolarakdada sdilehiiserk lnggdir. Ornegin 41.184
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sayisini asallarin ¢arpimi olarak 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X3 X3 X 11

X 13 seklinde ifade edebiliriz; bu ifade “kuvvetler”in ifadesi olarak
su sekilde sikistirilabilir: 41.184 = 25 X 32 X 11! X 13 Dolayisiyla
asal sayilar tam sayilar sisteminin yap1 taslanidir. Bununla ilgili bir
bagka ozellik de bir tam say1y1 bu sekilde yazmanin kesinlikle sadece
bir tek yolu olmasidir: Farkl asal sayilardan olusan bir kiimenin
carpimi ayni tam sayliy1 vermez. Bu benzersizlik, aritmetigin temel

teoremini olusturur.

Temel teoremden yola | “Bizler Samanyolu'nun
cikarak herhangi bir tam dis sarmallarindan birinde
sayinin en azindan bir

asal say1ya bolunebilecegi bulunan, ikili simetrisi

soylenebilir. Tam sayilarin olan, cinsel olarak farkhilik
en az bir tane, ama gosteren, asal sayilar
genellikle daha fazla

asal say1 carpani vardir;

N i NASA DERIN UZAY ARASTIRMALARINA
ornegimiz 41.184 asal EKLENMIS METIN

tamyabilen... iki ayakhlanz”

-

sayilar olan 2, 3, 11 ve 13’e I I

bolinebilir.

Bir Sayi Ne Zaman Asal Sayidir?

Kuguk bir sayinin asal bir say1 olup olmadigini1 bulmak kolaydir.
Ama daha buytik N sayisi verildiginde birka¢ hizli kontrol
yapabiliriz. Bir gozlemde bulunarak biyik ¢aba sarf etmekten

de kurtulmus oluruz. N sayisi bilesik bir say1ysa, yani N = a X b
ise, a ile b ¢arpanlarinin ikisi birden N'in kare kokiinden buyuk
olamaz. lkisi de N'in kare kokinden biyiik olsalardi bu sayilarin
carpimi N'den daha buytuk bir say1 verirdi. Dolayisiyla ¢arpanlardan
birinin (diyelim ki a’nin) N'in kare kokunden kugiik oldugunu
varsayabiliriz. Aritmetigin temel teoreminden, a'nin asal bir

saylya bolunmesi gerektigi P%m de biliyoruz. Bu gozlemleri bir araya
Ucretsiz PDF Kitap ArS|V| https://rantey.org
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getirdigimizde, N'in bilesik bir say1 olup olmadigini gérmek i¢in N'in
kare kokiine esit ya da ondan kuguk olan asal sayilarin N'i bolap
bolmedigini gormemiz gerek. Hicbiri bolmiyorsa o halde N'in asal

bir say1 olmasi gerekir.

Ornegin 211 sayisini incelemek icin oncelikle bu sayimin kare
kokina bulmaliyiz; 211 kare koku yaklasik olarak 14 ,5’tur. Simdi
217in 14’ten kiguk asal sayilara bolunebilirligini kontrol etmemiz
gerekiyor; yani 2, 3, 5, 7, 11 ve 13’in 211’i tam olarak bolup
bolemeyecegini gormemiz lazim. Hesap makinesinde bu islemleri
gerceklestirip geride hep kalan oldugunu gérdugumuzde 211’in asal
say1 olduguna karar veririz.

Acikur ki bu yéntem, binlerce basamag olan sayilar agisindan
pratik degildir; cok buytk bir sayimin bilesik bir say1 m1 yoksa
asal bir say1 mi1 oldugunu kontrol etmek zorlayici bir problemdir;
elimizde basit bir sitnama yapmamizi saglayacak pek az sey vardur.
Fakat 2002'de buyik bir aulim gergeklestirilmistir. U¢ Hintli
matematik¢i; Manindra Agrawal, Neeraj Kayal ve Nitin Saxena bir
sayinin asal bir say1 olup olmadigini sinamaya yarayacak etkili bir
algoritma ya da bir recete bulundugunu kanitlamislardir. (Bakiniz
Geriye Cozulecek Bir Sey Kaldi1 M1?)

Asal Sayilar Nerede Son Bulur?

Asal sayilar simirsizdir. Bir asal sayilar sonsuzlugu oldugunu
soyleyebiliriz; yani bir asal say1 yazildiginda, onun sonrasinda

bir tane daha asal say1 vardir. Bu olguyu gosteren ¢arpici teorem
Oklit'in Elementlerinde (9. Kitap, 20. Onerme) “asal sayilar, asal
sayilara atfedilen ¢okluktan fazladir) seklinde ifade edilmistir. Bunun

kamtindaki temel unsur, bugin “Oklit say1s1” denilen seydir.

Bir OKklit say1si, belli bir asal sayiya (P diyelim bu say1ya)
kadarki butiin asal sayilarin ¢arpilmasi ve sonra da bu ¢arpima 1

eklenmesiylg ¢lde edilin Matematiksel terimlerle soyleyecek olursak,
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bir OKklit sayisi olan N su sekilde ifade edili: N = (2 X 3 X 5 X 7 X
L XP)+1

P = 13 dedigimizde, OKklit sayis1 N'in asal bir say1 degil, bilesik
bir say1 oldugunu géruruz.

N=2X3X5X7X11X13)+1=30.031=59 X 509

Aslina bakacak olursaniz asal Oklit sayilan pek enderdir; bir
bagka asal Oklit sayisinin ortaya ¢ikmast i¢in P = 31 olmasini
beklememiz gerekir; P = 31 olursa N =2.000.560.490.131 olur.
Bundan sonra P = 379 olmasim beklememiz gerekir, bu durumda
asal N sayisinin yaklasik 200 basamagi olacaktr. P = 379'dan
sonraki asal Oklit sayilarini ardisik asallar (“ikiz asallar” denir) P
= 1019 ve P = 1021 verir. Bu devasa OKklit sayilarini yazmak s6z
konusu degildir.

P’NiN KUGUK DEGERLERI iGiN GKLIT SAYILARI

Artik Oklitin asallarin sayisinin sonsuz oldugu yénundeki
iddiasinin dahiyaneligini takdir edebiliriz. Bunun kanit1 soyle ilerler:
Herhangi bir asal P sayis1 secelim. Amacimiz P'nin 6tesinde bir
asal say1 bulundugunu kanitlamaktr. Daha 6nce de gordugumuz
gibi Oklit sayisi N = (2 X 3 X 5X 7 X ... X P) + 1 ya asaldir
ya degildir; belirsiz bir P degeri i¢in N’in asal m1 yoksa bilesik
mi oldugunu bilemeyiz. N asal bir say1ysa P’nin dtesinde bir asal
sayimiz vardir, ¢inki N kesinlikle P’den buyiiktir. Ote yandan

N'in asal say1 olmamas! halinde de kayipta degilizdir. N'i 2, 3, 5, 7
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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... P asal sayilarindan birine bolmemiz halinde de geriye her zaman
1 kalacaktir; yani bu sayilarin hicbiri N'i tam olarak, kalansiz
bolmez. Fakat aritmetigin temel teoremine dayanarak N'in bir asal
saylya bolunmesi gerektigini biliyoruz; bu asal say1 2, 3, 5,7... P
olmadigindan, P’den buyiik olmasi gerekir. Bu say1 Pnin otesinde

varhigim arastirdigimiz asal sayidir.

Boylece herhangi bir asal P sayisinin sonrasinda her zaman baska
bir asal say1 vardir; bu yiizden de asal sayilarin sayisinin sonsuz
olmasi gerekir. Asal sayilarin sayisi sonlu olsaydi elimizde tiimiiyle

farkl, ¢ok zayif bir matematik dah olurdu.

Ozel Asal Sayilar

Sonsuz asal sayilar kumesi i¢inde bazi asal sayilarin belirli bir
bicimi vardir. Asal saylarla ilgili bilgilerin merkezinde 16. yuzyl
matematikcisi Marin Mersenne’in adini tasiyan Mersenne sayilar1 yer

alir.

Mersenne sayilar1 (n=herhangi bir say1 dersek) M_ = 2" — 1
olarak ifade edilir. Her zaman tek sayilardir; ¢unka cift bir say1 olan
2"den (2'nin n kere kendisiyle ¢arpilmasindan) 1'in ¢ikarilmasiyla
elde edilirler. Tek say1 olmalarina ragmen mutlaka asal say1
degillerdir. M ’'nin asal say1 olabilmesi icin 6ncelikle n’in de asal say1
olmasi gerekir; fakat bu M ’'nin asal say1 olmasi igin yeterli kosul
degildir. M, = 3, M, = 7, M, = 31, M, = 127, hepsi asal olsalar da
Mersenne sayis1 M, asal bir say1 degildir; 16. ytuzyilda kesfedildigi

uzere:

M,, = 2" — 1 = 2047 = 23 X 89

Mersenne sayilariyla ilgili genel bir érunti varms gibi
gorinmemektedir. M ;, M., M ; hepsi de asal sayilardir; ama M,
asal bir say1 degildir, cinku:

M'ngressiz@DF Kiapg\s88-GUPs£ranexo[y s 481
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. Aslinda Mersenne sayilarinin ¢ogu asal say1 degillerdir; bugtine
kadar asal say1 olan sadece 47 Mersenne sayis1 bulunmustur.
MllZl3
icin bir gurur kaynag: olmustur. O zamandan bu yana ¢ok daha

"in asal say1 oldugunun bulunmasi 1963'te Illinois Universitesi

buytk asal Mersenne sayilar1 kesfedilmistir; bunlar arasinda

neredeyse 13 milyon basamagi bulunan M, . da vardir!

Geleneksel matematikte asal Mersenne sayilari, mikemmel
sayilar insa etmekte kullanilabilir; mikemmel sayilar ¢carpanlarinin
toplami olan sayilardir. 6 sayi1s1 mikemmel bir sayidir, ¢cinku 6 =
1 + 2 + 3; ondan sonraki mitkkemmel say1 28'dir, ¢ciinki 28 = 1
+ 2 + 4 + 7 + 14'tar. Matematikciler Leonhard Euler ile Oklit'in
calismalarini birlestirerek asal sayilar (p) kullanarak mukemmel
say1lar: tespit edebilecekleri bir formiil olusturmuslardir; M 'nin asal
say1 olmasi kosuluyla 2°! X M, mukemmel bir say1 verir.

Asal Sayilarin Sikhd

Peki, belli bir aralikta asal sayilarin dagilimi nasildir? Tam sayilar
arasinda ilerledikge asal sayilar daha dagimk hale gelir. 1 ile 100
arasindaki sayilarin dortte biri asal sayilardir; ama 1 ile 1000
arasindaki sayilarin sadece % 16’1, 1 ile 10.000 arasindaki sayilarin
sadece % 12’si asaldir. Kisa stire 6nce, n = 102 olmasi halinde 1’den
n’e kadar sayilarin 1.925.320.391.606.803.968.923 tanesinin asal
say1 oldugu dogrulanmistir; bu da bu devasa araliktaki sayilarin

sadece % 1.9’unun asal say1 oldugu anlamina gelir.

19. yuzyl baglarinda buyitk matematikgi Carl Friedrich Gauss,
asal say1 tablolariyla buytlenmis; gesitli say1 araliklarinda kag tane
asal say1 bulundugunu ¢6zme isine koyulmustu. Bu oran, yaygin
deyisle asallarin “yogunlugu” su hesaplamayla ortaya ¢ikarihr:

n’den kiicuk asal sayilann toplam sayisi

nigen ki EES e R P PIAPL SAXAyY org
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Gauss, uzun ve yorucu hesaplamalarina dayanarak bir formul

bi¢iminde kuramsal bir tahmin gelistirmisti.

Sayi (n) n'den kiiguk Geriek Kurumsal
i . - asalsayllarinsayisi  yogunluk ~ tahmin
10 4 % 40.0 % 43.4

100 ; 25 % 25.0 % 21.7

1000 . 168 % 16.8 % 14.5

10,000 1229 % 12.3 % 10.9
100,000 9,592 % 9.6 % 8.7
1,000,000 78,498 % 7.8 % 7.3
10,000,000 664,579 % 6.6 % 6.2
100,000,000 5,761,455 % 5.8 % 5.4
1,000,000,000 50,847,534 % 5.1 % 4.8

AsAL SAYILARIN GERGEK VE KURAMSAL YOGUNLUGU

Gauss’un n'’in logaritmasina dayanan formiili, deneysel kanitlara
dayaniyordu; 19. ytizyil baslarinda bu formiliin matematiksel kaniti
ufukta gérinmuyordu. Yiizyll sonuna gelindiginde, kuramsal tahmin
icin bir kanit ortaya cikt; fakat bazilari bu kanittan tatmin olmads;
cunki bu kanit Diferansiyel ve Integral hesabina dayaniyordu
(Bakiniz Evrenin Matematigi Nasildir?), bu tur tekniklerin soyut
“aritmetik”e sokulmasi yapay bir ¢aba olarak goriluyordu. 50
yil sonra soyut aritmetige dayanan bir kanitin tiretilmesi sonucu
bu elestiri ortadan kalkti; gerci bu kanit da son derece teknik ve

uzundu.

Yerlesiklik kazanmuis, ¢ok iyi bilinen bu teoreme bugiin asal
sayilar teoremi denir. Asal sayilar teoremi, asallarin yogunluguyla
kuramsal tahmin arasindaki farki, n'i yeterince buyiik varsayarak
istedigimiz kadar kugultebilecegimizi soyler. Asal sayilar teoremi
matematikgiler tarafindan alanlarindaki en biiytik teoremlerden biri

olarak gortdvsisiozetlildragenesivbinipk: kaheamanlarindan biri olan



MATEMATIGIN ATOMLARI NEDEN ASAL SAYILARDIR?

Gauss’un adiyla amldig icin. Gauss'un ogrencisi Bernhard Riemann,
1859'da kaleme ald1g1 unlti makalede matematikgilere asal sayilarin
uzun vadeli dagilhiminin “Riemann zeta fonksiyonu”nun davranisina

ve “Riemann varsayimi”na bagh oldugunu gostermistir.

Duzenlilik Arayisi

Oklit sayesinde asal sayilarin sonsuzlugu matematikgilere sinirsiz
bir oyun sahasi agt1. “Asallarin belirisinde bir dizen var midir?” ya
da “Surf asal saylar verecek formiller tretebilir miyiz?” gibi her tar

sorunun dogmasina neden oldu.

18. yuzyilda Leonhard Euler meghur bir formul gelistirdi: n? + n +
41. (Burada n, her zaman oldugu gibi herhangi bir say1y1 ifade eder).
Ozel bir formiildi bu; ¢iinka n = 1, 2, 3,... 39 dedigimizde, cevap her
zaman bir asal say1 olur. Bunu sinamak i¢in n’in 7 oldugunu kabul
edersek sonugta 72 + 7 + 41 = 97’ye variriz ki bu say1 kesinlikle asal
bir sayidir. Aslinda 40’a varincaya kadar bu formul iyi isler; 40'ta cevap
41 X 4Y esit olur, bu da asal bir say1 degildir.

Bircok degiskenin bulundugu ifadelerde daha buiytk basar
saglanmistir; kisa bir stre dnce de biraz karmasik olmasina ragmen
biitiin asal sayilar ifade edecek bir formul bulundugu gosterilmistir.
Mesele sudur ki bu formiiliin on degiskeni vardir, degiskenlere
eklenen baz1 kuvvetler de ¢ok buyiik olabilir (10* derecesinde). Bu

formiil asal olmayan sayilar da verecektir.

Basitge dile getirilen farkl tur ifadelerle bagka tur bir basar elde
edilmistir. Hepsini olmasa da sadece asal sayilar verdigi distniilen
bu tir carpic ifadelerden biri 1947°de William H. Mills tarafindan
kesfedilmistir. Mills, asagidaki 6nermeyi saglayan ve k olarak ifade

edilen bir say1 oldugunu kanitlamistu:

n'in degeri ne olursa olsun k*" hemen altindaki tam say1 her

zaman asal bir sayidir.
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Buradaki tek gugliik, kimsenin k’'nin degeri hakkinda fazla
bir sey bilmemesidir; sadece var oldugu bilinir ve k’'nmin birden
fazla degeri olabilir. Bugiin bu say1ya Mills sabiti denilir. Riemann
varsayimi dogruysa k’'nin olasi en kigtik degerinin yaklasik
1,3063778838 oldugu dusuntulmektedir. Asallarin dagihmyla ilgili
sonuglarin, Riemann varsayiminin gercekligine dayanmasin isteriz.
Gergekten de asal sayilarla ilgili o kadar ¢ok sey ve ¢cok daha fazlas
Riemann varsayimina dayanmaktadir ki bu hipotezin kaniti1 hevesle
beklenmektedir; bu soru matematigin tamami agisindan hala en zor
sorulardan biridir. (Bakiniz Coziilecek Bir Sey Kaldi M1?)

Asallarin Onde Gelirligi

Asal sayilarla ilgili tarismamiz sirasinda sayilar kuraminin sularina
girdik; sayilar kuraminin, matematigin uygulamadan yoksun bir

dah oldugu ileri surilmustur. Bir zamanlar durum boéyle olabilirdi,
ama artik sayilar kurami modern sifreleme ve bilgisayar giivenligi
bilimlerinin merkezinde yer almaktadir. (Bakimiz Kirilamayacak Bir
Sifre Yaratabilir Miyiz?) Bilgisayarlarin guvenligi bu ¢aprasik konuya
dayanmaktadir; Oklit, Mersenne, Euler ve 17. yuzyilda yasamis
avukat Pierre de Fermat'nin ve daha baska bir¢cok kuramcinin bu

konudaki teoremleri yeni bir hayat bulmustur.

Asal sayilar basitce tanimlanmistir; fakat haklarinda ¢ok
sey bilinmesine ragmen insanin kafasin karistiran, onu 6nce
umutlandirip sonra hayal kirikhigina ugratan bicimlerde zorluklar
cikarmay1 surdirmektedirler. Asal sayilar dinyanin en buyuk
matematikcilerinin dikkatini cekmistir; asal sayilarin aritmetigin
yapitaglar oldugu, bir¢cok matematiksel girisimin kalbinde
yattiklar inkar edilemez. Onlara matematigin “atomlar1” demek
abartih olmayacaktir; geride kalan gizemlerinin izlerini siirmek de

matematigin baslica ugraslarindan biri olarak kalacaktir.
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EN TUHAF SAYILAR
HANGILERIDIR?

Reel, irrasyonel ve askin sayilar

Sayma sistemimizin temelini ilk uygarhklar atmistir; hangi
sembol sistemi benimsenirse benimsensin, 1,2,3’le baslayan

tam say1 dizisinin paha bicilemez bir arag oldugu anlasilmistir.
Fakat zamanla bu, matematiksel ihtiyaclarimizi karsilamaya
yetmemistir. Yeni sayilara ihtiya¢ duyulmus; tam sayilardan
kuictik olan sayilar, yani kesirler ve sifirdan kiigiik olan sayilar,
yani negatif (eksi) sayilar kavrayislart dogmustur. Say1 dizisinin
incelenmesi burada da son bulmamus, gercekten de ¢ok gizemli
bazi sayilar ortaya ¢itkmstir.

Kugcik ¢ocuklarin 6grendigi sayma sayilari tam sayilardir (1,2,3
vs.). Matematikgiler bir¢ok arastirmada bunlarin baslangi¢ noktasi
oldugunu kendilerine hatirlatmak i¢in bunlara “dogal” sayilar

deme egilimindedir; bu sayilara “pozitif (arti) integer”ler de derler.
(“Integer” tam say1 anlamina gelir.) '

(Sifira da yer verildiginde bu sisteme 0 1 2 3 5 5

negatifolmayan integerler denir.) SAYI DDGRUSU UZERINDE SIFIR VE POZITIF
PR TAM SAYILAR
Kavramsal acidan matematigin bu yap1

taslarinin bir “say1 dizisi” uzerinde yer aldigim dustunmek yararhdir.

Fakat bu bir¢ok matematiksel hesaplama agisindan tek basina
yetersizdir. Say1 dizisinin, en basta —1, —2, —3, —4, —5 gibi negatif

saylilarla genisletilmesi gerekir.

Negatif sayilarla karsilasmamizin en acik bi¢cimi mali islerimizde

gerceklesir; sikintiyla, banka hesabimizda diyelim ki “—250”
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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ifadesini gordugumuzde borca girdigimizi, bankaya bu meblag:
bor¢lu oldugumuzu anlariz. Negatif sayilar, sifirin altindaki 1silari
ol¢mekte de kullanilir. Negatif say1 ne kadar buytkse, hava o kadar
soguktur; yani -20 derece -10 dereceden daha soguktur. Bu negatif
sayilarin duz bir siralamasidir ve —20 < — 10 seklinde yazilabilir.
Negatif sayilar say1 dizisine alindiklarinda, sayilar buyudukee sagdan
sola dogru ilerlerler. “Pozitif” ve “negatif” tam sayilardan olusan
bilesik bir kiime, matematikgilerin “duiz tam sayilar” dedigi seyi

ortaya cikarir.

-3 -2 -1 0 1 2 3

SAYI Dizisi UZERINDE DUZ TAM SAYILAR (EKSi SAYILAR, SIFIR, ARTI SAYILAR)

Gegmiste varliklarina karsi ¢ikanlar olmugsa da bugiin negatif
sayilarin varligini memnuniyetle kabul ediyoruz. 18. yuzyilda
matematikle amatorce ugrasan Ingiliz diplomat Francis Maseres
negatif sayilar1 anlamsiz buluyordu. Bu sayilarin “butin denklem
ogretilerini kararttigini” ileri surmusti. Fakat bu u¢suz bucaksiz
bir alanda atilmis bir qiglikty; sonraki kusaklar da onun yaniltici
savlarini asarak negatif sayilar1 matematiksel dokuya saglam bir

bi¢cimde oturtabildiler.

Tam Sayilardan Kesirlere

Fakat negatif tam sayilar bir tam sayimnin parcalarinin nasil temsil
edilecegi sorununu ¢o6zemiyordu;
boylece kesirler ortaya ¢ikt1.
Kesirleri genellikle tek bir butuntin

“Tam sayilar matematigin
parcalar olarak dusuniiruz.

kay nagld": Bir dogumgunu partisine 20
HeamaNN Minkowski, kisi katilirsa ve sadece bir
OIOPHANTINE APPROXIMATIONS (1907)
l I tek dogumgunii pastasi varsa
Ucretsiz PDF Ki M TRIOHIRYSY RS biri kuramsal olarak
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pastanin yirmide birinde hak sahibidir. Ustteki sayiya pay, alttaki
saylya payda denir. Kesirler genellikle matematikgiler tarafindan
rasyonel sayilar olarak anilir; ickin olarak sagduyuya hitap
ettiklerinden degil, bir sayinin bir bagka sayiya bélunmesi olarak
ifade edildiklerinden, yani bir “rasyo”yu, oram gosterdiklerinden

boyle anilirlar.

T’in herhangi bir tam sayinin (cebirsel olarak “n” diye
tanmimlayabiliriz) ustiinde belirdigi bu tir kesirlere birim kesirler
denir. Antik Misirhlar bunlarla hesap yapmanin ilging bi¢imlerini
gelistirmis, bugtine kadar ¢6zillemeyen matematiksel muammalar
yaratmislardi. Fakat siradan kesirlerde ust kisimdaki say1 1'le
sinirl degildir. Dogumgiinu partisine gidenler, birbirinin ayni iki
dilimle temsil edilirlerse her biri pastanin % ‘sini alacaktir. Bazen
bu kesirler her iki tarafi da bolunerek sadelestirilebilir; 720- ‘nin iki
tarafi da 2’ye bolunduginde, bir tek konuga sunulan dogumgunu
pastasinin miktar1 1—10 gibi esdeger bir kesirle ortaya ¢ikar. Boyle bir
“sadelestirme” islemi bagvurulabilecek yararl bir arac ve kesirlerle

ugrasma sanatinin bir parcasidur.

Gorsel aygitimiz say1 dizisine donelim; kesirleri say: dizisi
uzerinde de gosterebiliriz; kesirler tam sayilar arasinda uygun
yerlerine yerlestirilebilir: Ornegin % , 0 ile 1 arasinda bir yerde
olacaktir; ust kismi agir basan % gibi bir kesirse 2 ile 3'iin arasinda

yer alacaktir.

Fakat say1 dizisi bir soru dogurur: Diziye kesirler eklemeye

devam edebilir miyiz? Say1 dizisine kag kesir sikistirabiliriz?
Ashinda hep daha fazla yer vardir; 6rnegin % ve 15—7 yi say1 dizisine
yerlestirdiysek 2—74 kesri (iki kesrin paylarini ve paydalarini

toplayarak olusturulmus bir kesirdir) bu ikisinin ortasinda yer

alacaktir. Kesirlerin butun say1 3 s 1
2

8 11
2 T2 12

dizisini doldurdugunu, arada hig M
bosluk kalmadigini dusunmek

-3 -2 -1 0 1 2 3

isteriz. . ) . .
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Kesirler ve Pisagorcular

Yaklasik olarak MO 550 yilinda Pisagor énciiliginde Yunan

alimler sayilar1 doganin anahtar olarak géormeye basladilar.

Onlarin bu bakisi bir a¢idan yar1 mistik bir yaklasimdy; sayilara
insani nitelikler yuklenmisti; ¢ift sayilar disi, tek sayilar eril olarak
goruluyordu. Ama Yunanlilar bunlar ele alirken, kesirlere odaklanan
ol¢iim kuramlarindan belli oldugu tzere, saglam bir yontem

kullamyorlardi.

Pisagorcu 6l¢um cergevesinde olgulecek uzunluk, daha kugik
bir birime béluntr. Bu birim, bir ing, bir milimetre ya da baska
bir sey olabilir; birimin adimn kuramin sonuglari agisindan hicbir
onemi yoktur. Birim, 6nce uzunlugun basina yerlestirilir; sonra
da basindan itibaren uzunlugun bir ucundan digerine yerlestirilir;
bu biraz bir mesafeyi, bir ayag digerinin éntine yerlestirip topugu
parmaklara dayayarak, yani adimlayarak 6l¢meyi andirir. Eger
sansliysaniz uzunlugu olusturan birimlerin sayisi bir tam say1ya,
diyelim ki 14’e esit olacaktir. Ama yerlestirilen son birim ¢ok buyik
ihtimalle, ol¢ulecek uzunlugun bitim noktasina denk gelmeyecektir.
Bu durumda Pisagorcu geometri, birincinin aynisi olan baska bir
uzunluk ekler ve “tam” bir uygunluk saglayincaya kadar 6l¢meye

devam eder.

Fakat bundan sonra uzunluklardan birinin él¢timiinin
alinmasi i¢in bir bolme islemi yapilmasi gerekecektir. Diyelim ki
27 birim, birbirine esit iki uzunlugun sonuna tam denk geldiyse
uzunluklardan birinin ol¢iimiini 22—7, kesri verecektir; bu kesir 13%

birime esittir.

Pisagorcu 6l¢iimun ilgingligi her zaman bir kesir olarak ifade

edilen bir sonug ortaya ¢ikarmasindadir.
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Ortadan Kaybolan Kesir Vakasi

Matematikte Pisagor'un u¢genler
icin ileri surdugu kalici teorem,
kendisini sohrete kavusturan baslica
sey olmustu: Hipotenusun (dik acgili
bir ticgende, dik acinin karsisindaki
kenar) tzerinde duran karenin
alany, diger iki kenarin uzerinde
duran karelerin alaninin toplamina
esittir. Bu 6l¢um pratigi (ve kesirler)
agisindan getirisi olan bir kuramdy;
Antik Yunanhlar salt kendisiyle
carpilan sayilarla degil, kelimenin Dik AGiLI BiR UGGENIN KARELER
tam anlamiyla karelerle, geometriyle

dusunuyorlardi. Dolayisiyla Pisagor'un teoremi gercek geometrik
karelerin kenarlara eklendigi bir semayla temsil ediliyordu. Bu
teorem, t¢genin kenarlarina a, b ve ¢ dendigi,

a’ + b* = ¢?formuluyle bilinir.

Fakat diyelim ki hem a'nin hem
b’nin uzunluklar 1’e esittir; bu
demektir ki 12412 = ¢?, yani ¢* = 2.
Bu durumda hipotenusiin uzunlugu
2'nin kare koki olmahdir (c =V2
olarak yazilir); o da yaklasik olarak

C a

1,4142’ye esittir, cunku 1,4142 X PiSAGOR'UN DIK AGILI (iGGEN TEOREMI
1,4142 = 1,99996164'tur. Bu 2’ye
yakindir, ama tam olarak 2 degildir.

Iste simdi sok geliyor. Pisagorcu 6l¢iim uyarinca, ¢ kenarini
(2'nin kare kokune esit olmasi gerekir), bir ugtan bir uca
yerlestirecegimiz birim olarak a = 1 kenarim kullanarak 6l¢meye
kalktigimizda, ¢ wnsbizgidm Kieyk adsivi eklgméryapgarsgk yapalim,
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hicbir zaman birimlerimiz, 6l¢tilen uzunluga tam denk gelmez. Bu
demektir ki, 2’nin kare koku olarak tamimlanan kenar uzunlugu bir
kesir olamaz. Baskin 6l¢im kuramina gore, butun uzunluklarin bir
kesir olmasi gerekir. Fakat 2'nin kare koku besbelli ki bu kurama

uymamaktadir.

Pisagorcular bu sonuca ayak uyduramadilar. Efsaneye gore
mensuplarindan biri, Hippasus, 2'nin kare kékunun sirrim agikladigi
icin denizde boguldu; tanrilar onu 6dullendirmek yerine bu muhbire
ofkelerini yonelttiler. Fakat Olimpos Dagr’nin sakinleri bile 2’nin
kare kokuyle ilgili tuhaf gercekligi degistiremediler. Aslinda ortada
insa edilebilecek bir uzunluk vards; iki kenari birbirine esit bir
dik acil1 ti¢gen yaratmaktan daha kolay ne olabilir ki? Gelgelelim
uggenin ugunci kenar1 mevcut kuramla él¢ulemiyordu. Pisagor,
1srar etmemiz, kesirli bir sonuca varincaya kadar daha fazla birim
kullanmamiz gerektigini soyleyerek bu uygunsuzluga omuz silkmis
olabilir. Fakat 2'nin kare kokunin bir kesir olmadig, bu yiuzden
de ol¢ulemeyecegi yonunde mantiksal kanitlarin ileri surilmesiyle
kuramu alt ust olmustu. Bu yizden Pisagor'un bu agiklamaya omuz

silkmesi hi¢bir bicimde miimkiin olamazdi.

Daha fazla sikint1 verecek aciklamalar vardi. 2'nin kare kokiintin
bir kesre ¢evrilememesinin ardindan, bir kare koklu sayilar dizisinin
aym gicligi gosterdigi ortaya ¢iktr: V3 V5,V6,V7,V8, V10
vs... Bunlar arasinda sadece 4, 9, 16, 25 gibi tam kare sayilarin
kare kokleri yer almiyordu. Boylece say: dizisinde tam sayilar
ile kesirlerin (rasyonel sayilar) arasina bir de matematikgilerin
irrasyonel say1 dedigi sayilardan sonsuz sayida ekleyebilecegimizi

goruruz; kesirlerin arasinda pirildar bu sayilar.

Rasyonel sayilara irrasyonel sayilarin eklenmesiyle olusan say1
dizisi, matematikgilerin deyisiyle “reel say1 dizisi"ni olusturur.
Herhangi bir say1 bu diziye yerlestirilebilir. Fakat birseyleri negatif

olarak tamimlamak, irrasyonel bir sayinin rasyonel olmayan bir say1

oldugunu sgylemek onpmpiselililerihakkimdafazla bir sey soylemez.
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Richard Dedekind ile George Cantor on dokuzuncu yuzyilin ikinci
yansinda bu meseleyi ele almiglar; her ikisi de matematikte kalic1 bir
yer edinecek yararli tanimlar gelistirmislerdir. Dedekind reel bir say1y1
“Dedekind kesigi” olarak tanimlamistir; boylece say1 ¢izgisinde bir
“kesik” bir reel say1y, say1 ¢izgisini iki kisma ayiran bir say1 olarak
betimler. Cantor ise reel sayilan rasyonel sayilarin limitleri olarak
tamimlamistir; 6rnegin V2 ,1;14:1,41;1414;1,4142... rasyonel
say1 ¢izgisinin limitidir. Matematikgiler, yaptiklari ¢calismalarla reel
sayilarla ilgili meseleleri daha buyiik bir kesinlikle ele alabilirler.

irrasyonelden Askina

Matematikgilerin y2'nin (ve bagka sayilarin kare koklerinin)
irrasyonelligini belirlemek i¢cin gelistirdikleri kamt ¢ok zariftir. Fakat

irrasyonel sayilarin dogasina iliskin pek az sey aciklar.

Rasyonel/irrasyonel terminolojisini kesen baska bir simiflandirma
vardir; cebirsel sayilar simfi. Cebirsel bir say1, x> — 4x + 1 = 0 gibi

x'in kuvvetlerini iceren bir denklemin ¢o6zuimu olabilecek sayidur.

V2,V3,V5,V6,V7,V8 ve V10, gibi irrasyonel sayilar
cebirsel sayilardir; 6rnegin V2, x? — 2 = 0 denkleminin ¢6zimidir
(V3 de x? — 3 = 0 denkleminin ¢oziimine karsihk gelir, digerleri
de boylece devam eder). Cebirsel sayilar simfi rasyonel say1 ve bazi

irrasyonel say1 siniflarini igerir.

Peki biitiin sayilar cebirsel sayilar midir? Cevap “hayir” dir; ¢iinkii
cebirsel sayilarin 6tesinde “vahsi” irrasyonel sayilar uzanir. Bu
sayilar hicbir cebirsel denklemin ¢6ziumu degillerdir; boyle olduklar
icin de on sekizinci yiizyilda Isvicreli dahi Leonhard Euler tarafindan
“agkin” olarak tanimlanmislardir. Gayet basit bir sekilde “cebri
asarlar”. Fakat bir sayimin askin oldugunu, yani x’in kuvvetlerini
iceren herhangi bir denklemin ¢6ziimu olmadigini gostermek ayn
bir gucluktir; cunku olumsuz bir 6zelligi kanitlamak korkung

derecede zordur. Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https:/rantey.org
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Agkin sayilar sinifi, matematigin en taninmis sayilarindan ikisini
icerir. Bunlarin en unliisit Yunan harfi pi () ile gosterilen, bir
cemberin ¢evresinin ¢apina bélumunu ifade eden, 3,141592 degerine

(sonsuz sayidaki ondalik basamaklarin ilk altis1) esit olan “pi”dir.

Agkin sayilar sohret salonunda m'den sonra e sabiti gelir. Sonsuza
uzanan degeri ondahk basamaklarin ilk altisiyla 2,718281 olarak
kabul edilen bu say, kendisini tamitan matematik¢inin ismiyle
“Euler sayis1” olarak bilinir. Nifus artisim belirlemek, finansal
matematikle ugrasmak gibi problemlerde paha bigilemez bir degeri
oldugu gorulmustur; olasihk kurami ve istatistikte de karsimiza
cikar. e’'nin agkin oldugunu kanitlayan on dokuzuncu ytzyilda
Charles Hermite olmustur. Ferdinand von Lindemann Hermite’in
teknigini degistirerek m'nin de agkin oldugunu bulmus, boylece
“asirlardir devam eden muamma”y1 ¢ozmustii. Bu kesifle birlikte
meghur bir ¢itkmaz da onaylanmisti: “Bir daireyi karelestirmek”
imkansizdy; yani sadece gonye ve pergel kullanarak belli bir dairenin

alaniyla ayni alana sahip bir kare insa etmek imkansizdi.

Lindemann’in m'yle ilgili belirleyici arastirmalarim siurdurdugi
siralarda George Cantor, matematiksel anlami olan bir sey uretti.
Matematikgiler kesirlere ve irrasyonel sayilara, e ve  gibi pek
az askin sayiya aginaydi. Cantor neredeyse butiin “reel” sayilarin
-ya rasyonel ya irrasyonel- sayilarin agkin oldugunu kanitlayarak
geleneksel say1 dizisinin yeniden dustntulmesini tesvik etti. Say1
dizisinin sadece kesirlerden ve tam sayilardan, bir de V2,\V3,\V5
,V6,V7,v8,V10 vs. gibi sayilardan olustugunu disuntrsek
bundan daha fazla yaniliyor olamayiz. Ashinda etraflarinda
kumelenmis agkin sayilarla kiyaslandiklarinda bu sayilar pek

nadirdir.

Askin sayilarin, bagka tiir sayilardan ¢ok daha fazla sayida
oldugunun ortaya ¢ikmasiyla birlikte, 7 ve e disinda aslinda

bunlarin bircogunu belirleyemiyor olmamiz meselesi ilgingligini

korumaktadysr&2yuntar papasagistexsekbagyaskin sayilar icat
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edebiliriz; 7 w, w2 + 1, e?, e + 1 gibi, fakat bu ytizeyi kazimaktan
ileri gitmez. Dikkatli olmamiz da gerekir. Agkin sayilar1 keyfi bir
bicimde karisirmaya baslarsak zorluklarla karsilasiriz. Ornegin

e + 1 sayisinin agkin olup olmadig bile bilinmemektedir. m*
askin bir sayidir, fakat ayni seyin e i¢in soylenip soylenemeyecegi
bilinmemektedir.

Yine de ilerlemeler olmustur. 1900’de matematik¢i David Hilbert,
meslektaglarini yeni ytzyihn “23 Problemi” ile yuz ytze getirmisti.
Yedinci Problem, 2 iissii\/2'nin askin oldugunu gostermekti. Bu
problem otuz yil sonra, koca koca agkin say1 aileleri kesfeden
Alesandr Gelfond tarafindan ¢ozuldii.

Ondaliklarin Etkisi

Matematikgiler bazi sayilari ifade ederken e ve  gibi harfler,

kare kok isaretleri kullanmaya meyillidir; fakat pratik amaclarla
ondaliklara ihtiyag vardir. En basit ifadeyle, 1/4, 0,25, ya da % 0,6
olarak ifade edilebilir. Ama ¢ok sayida kesir de bu kadar duzgiin
bir bicimde ondalik olarak ¢evrilemez. Ornegin (%) ondahiga
cevrildiginde sonsuza uzamr: 0,3333..... Gelgelelim, bir kesirin
ondalik genislemesiyle ilgili olarak bir diizenlilik, tekrarlanan

bir érunti gosterdigini soyleyebiliriz. Ornegin %kesri, ondalik
olarak ifade edildiginde 0,285714285714285... haline gelir. 285714

siralamasin1 sonsuza kadar tekrarlar.

Irrasyonel sayilar temsil eden ondalik sayilar da sonsuzdur, ama
oriintileri yoktur; fakat bu farklhilik cebirsel sayilar ile askin sayilar
arasinda bir ayrim olusturmaya yetmez. Cebirsel say1 V/2‘nin de
agkin bir say1 olan 7'nin de ondalik ifadesi éruntusuz bir bicimde

genisler:
V2 =1, 414213562373095...

w = 3,141592653589793...
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org
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DNA Olarak Surekli Kesirler

Sayilarin sirekli kesir genislemelerine bakmanin daha derin bir yénu
vardir. Geometrik bir kuram olarak gorulebilir. 5;—2 ‘tun surekli kesir
genislemesine bakalim. Dikkatimizi % kismina yonelttigimizde kisa

kenar1 29, uzun kenar1 94 olan bir dikdértgen dustinebiliriz.

€ 94 >
fe——29—— 29 —le——29 — T >

9

!

[I=]
N

2

DA

94 =3x29 +7

29 =4x7+1
7=7%x1+0

SAYILARIN SUREKLI KESIR GENISLEMESI

Bu dikdortgenden kenar uzunlugu 29 olan en fazla ig
kare cikarabiliyoruz, geriye kisa kenar1 7, uzun kenari 29 olan
bir dikdortgen kaliyor. Bu islemi geri kalan bolim tizerinde
tekrarladigimizda dort kare ¢ikarinz (canka 29 = 4 X 7 + 1'dir);
son olarak yedi birim kare ¢ikaririz. 5;—2 cikarabilecegimiz kare
sayisiyla belirlenir (3, 4, 7) ve [5; 3, 4, 7] olarak ifade edilir.

Bu surekli kesirler bir sayinin DNAS: gibidirler. Bu mercek altinda
kok 2, duzenli bir surekli kesirle ifade edilir:

V2 =11;2,2,2,2,222.]

Bunun sebebi, her asamada sadece iki kare ¢ikarabiliyor olmamiz
ve bunun sonunun hi¢ gelmiyor olmasidir. Askin e sayis1 da farkh
bir éruntunun isaretlerini veren duzenli bir genislemesi olan stirekli

bir kesir gosterir:
e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1...]
Su meshd¢rstsih XFRMTHIA sy AdRs SGhteepze diizensiz bir
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surekli kesir genislemesi vardir; bu vahsi say1 evcillestirilme belirtisi

gostermemektedir.

w=(3;7,15,1,292,1,1,1,2,1...]

Sayilarin Genigleyen Ufku

Insanlar sirf 6nlerindeki fiziksel varhiklarin (hayvanlarinin,
ekinlerinin, topraklarinin) niceliklerini belirlemek istediklerinde
siradan sayma sayilarinin yeterli olacagini dusunmuslerdi. Fakat
kullamigh bir kavramsal ara¢ olan say1 dizisi yuzyillar icinde buyuk
donustmler gecirdi. Negatif sayilarin ortaya ¢ikmasi sayi dizisinin
soldan saga dogru genislemekle kalmadigini, sagdan sola dogru
sifirn altina indigini de gosteriyordu. V/2'nin Yunan Pisagor okulu
matematikgilerinin kargisina ¢ikardigi soru, rahat bir matematiksel
kesir dustincesini, matematik¢inin rasyonel sayilarim yerle bir etti.
Sayilar danyasi tuhaf ve belirsiz bicimler aldi; bugiin “irrasyonel”
sayilar denen sayilarla, hakkinda bircok kuram olan ama nadiren
tamimlanan askin sayilarla genisledi. Sayma ¢ubuklarindan bu yana

epeyce yol alind1.
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HAYALI SAYILAR GERCEKTEN
DE HAYALI M|?

“Hayali”nin isinden sekizeylere

Insanmin hayal guiciiyle sahsi tecribesini birlestiren Romantik
sair Samuel Taylor Coleridge, matematige gelince temkinliydi;
matematigin “aklin beslendigi, hayal giictiniin a¢ kaldig1” bir
disiplin oldugunu dusiintiyordu. Ama ondan iki yiiz yil énce
filozof Descartes, “hayali” sayilar diye matematiksel bir alandan
bahsetmisti. Basta son derece temkinli bir bicimde ele alinan
“hayali” sayilar nihayet matematiksel dokunun bir parcast
olarak kabul gordii.

Newton ile Leibniz’in degisim oranlarin1 hesaplamak i¢in Kalkulis
cercevesinde gelistirdigi yontemler yeni bir bi¢im kazand: ve
matematikgiler, gucli bir geometri teknigi ve say1 kurami olarak
“karmasik analiz” dedikleri seyi gelistirdiler. “Hayali” olanin
uzantilar olarak kesfedilen yeni cebir sistemleri cebrin niteligiyle
ilgili kavrayislara meydan okuyordu. Herhalde en beklenmeyen
gelisme de “hayali” sayilarin reel uygulamalarda buytik bir yarari

oldugunun gorilmesiydi.

Peki ama bu hayali sayilar nerededir? Bazilar
dusunebilecegimizden ¢ok daha tamdikur. Bu fikri en basit bigimiyle
gostermek icin dogrudan sayma sayilarimi kullanarak temel bir
senaryoya bakabiliriz. Diyelim ki meyve kasesinde 5 elmamiz var,
bunlardan 4'unii alirsak geriye 1 tane kalr. Ama 5’ini de alirsak geriye
0 elma kalir. Ama 6 elma alamay1z, ¢tiinkt kasede 5 elma vardr.

Bankacilik islemlerimizde farkh tipte bir kavramsal sayiya endise

verici derecede asina olup ¢ikiyoruz: Bankaya olan borcumuza.
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Diyelim ki hesabimizda 50 lira var, ama ayni zamanda bankadan
hesabimizda olandan fazlasim1 cekme imkamimiz da var. 70 lira
cekiyoruz, bankaya 20 lira bor¢laniyoruz; bu rakam hesap kesim
belgesinde £20 lira olarak gorulecektir. Eksi miktar1 gercekte
goremeyiz ya da tutamayiz, mevcut degildir; ama borcumuzu nasil
yorumlamamiz gerektigini biliriz, banka da bilir. Bu da hayali

bir £20 lirayla etkili bir bicimde hesap yapabilecegimiz anlamina
gelir; boylece ertesi giin 100 lira yatirdigimizda, banka borcumuzu
kapatmak icin 20 liray: alacak, yeni bilancomuz 80 lira olacakutir.
Matematiksel isaretlerle toplam 100 + (-20) = 80°dir,

bu 100 — 20 = 80 demekle aym seydir.

Bu sekilde bakilinca negatif sayilar “hayali” olarak
degerlendirilebilir; daha 6nce gordugumiiz gibi ilk ortaya
ciktiklarinda da boyle gorulmuslerdir (Bakimz En Tuhaf Sayiar
Hangileridir?). Negatif sayilar artik tarisma konusu degildir;
onlar1 matematige kabul etmekle say1 sistemini isimize yarayacak
sekilde genislettik. Matematik kuraminda eksi sayilar ve yararlarim
denklemler baglaminda kavramsallastirabiliriz. Sirf 0,1,2,3 vs. gibi
art1 sayilarla simirh olsaydik x — 1 = 0 gibi denklemleri ¢ozebilirdik.
Cozam x = 1 olurdu. Ama x + 1 = 0 denklemini ¢6zemezdik. x’in
yerine 0, 1, 2, 3, vs'yi koydugumuzda sifira esit bir sonu¢ alamazdik.
Bir ¢6ztim bulmak i¢in art1 sayilarin disina ¢itkmamiz gerekirdi,
cunku ancak negatif sayilar1 kabul ettigimizde ¢6ziime varabiliriz, o
da x = -I'dir. Bir negatif say1 kavramini hayal ederek matematiksel

bir anlamda bu say1ya varlik kazandirmisizdir.

[{B )]
/

Kuadratik Denklemler ve Hayali

Hayali sayilar “kuadratik denklem” baglaminda bir adim daha ileri
giderler; “kuadratik denklem” bircok yetiskinin okul gunlerinden
kulaklarinda ¢inlayan bir tabir olsa gerek. Antik Misirhilar
arazilerinin alammi eski bir problem tipi olan kuadratik denklemlerle
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hesapliyorlardi. Kuadratik bir denklemin belirleyici niteligi, karesi
alinan bilinmeyen bir say1 icermesidir; bu sayinin karesi x? olarak
temsil edilir; boylece dort kenarh bir kare fikrinden “kuadratik”
tamim1 dogmustur. Kuadratik denklemler, gercek fenomenlere

uygulandiklarinda ¢ok fazla sorun ¢ikarmazlar.

Peki ama x? + 1 = 0 gibi bir kuadratik denklemde ne olur?
Denklemin normal bir bicimde islemesi i¢in x’nin -1 olmasi gerekir
ki 0 sonucunu alahim. Fakat boyle bir sey olamaz, cinku x? asla
eksi bir say1 olamaz. (x = 5'se x* = 25 olacaktir, x = -5'se x? yine 25

olacakur!)

Bu problemin ¢ozulebilmesi i¢in hayalgucinun bir adim

daha sicramasi gerekir. Bu sicrama da x* + 1 = 0 problemine bir
¢ozum icat edip x’e bir isim vermektir, matematikgiler “hayali”yi
(imaginary) “i” ile ifade etmiglerdir. Bunu bir ¢6ztum olarak ilan
ettigimizden i + 1 = 0, bagka bir deyisle i*> = -1 olur. “Hayali”
kelimesi bu matematiksel baglamda ilk kez 17. yuzyilda Descartes
tarafindan kullamlmistur. Descartes biitiin kuadratik denklemlerin
cozimleri olmas: gerektigini dustniiyordu; ama “bir¢ok durumda
insanin hayal ettigine denk dusen nicelikler bulunmadigin1” da

kabul ediyordu.

i hakkinda ileri surdugumiuz tek sey i*nin -1’e esit oldugudur,
bilmemiz gereken tek sey de budur. i’nin niteligiyle ilgili sorulan
cevaplamaya zaman harcamamiz gerekmez. Bu yuzden de bazilarinin
yaptig1 gibi isi bir adim daha ileri goturup i’yi -1'in kare koku
olarak tamimlamak hata olacaktir. Cunku bu say: dizisi Gzerinde
reel bir say1 olarak varoldugu anlamina gelecektir; sanki bir hesap
makinesine -1 yazip kare kok tusuna bastigimizda reel say1 olarak
cevap alabilirmisiz gibi.

Bu sembol, ¢6ztimui gercek degerler vermeyen bir dizi kuadratik
denklem i¢in ¢6zim tiretmemizi saglar. Ornegin (x — 1)? = -4

denklemi, soyle yazilabilir:
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o

Bu da parantez i¢indeki ifadeyi hayali i’yle tanimlamamizi

mumkun kilar, béylece x = 1 + 2i sonucuna ulasiriz. Ashinda bu

denklemin iki ¢cozamu vardir, digeri de x = 1 + (-2)i'dir.

Karmasik Sayilar

Matematikgiler biraz 6nce buldugumuz tipte x = 1 + 2i gibi
cozumlere karmasik sayi der. Genelleyecek olursak a ile b’nin reel

sayilan temsil ettigi a + bi formuli bu anlamda “karmasik” bir

sayidir. Hayali problemlere hizmet etmek tuzere icat edilmis hayali

¢ozimlerin alanina girip girmedigimizin merak edilmesi su asamada

affedilebilir. Karmasik sayilarin geometride somut bir anlamlar

oldugu fark edildiginde karmasik sayilar1 sarmalayan gizem perdesi

de kismen aralanir. Irlandali deha William Rowan Hamilton’in

calismalar1 bu gelisme agisindan énemli olmustur; Hamilton
1830’larda a + bi karmasik sayisim (a, b) ¢ifti olarak ele alip i'yi isin

icinden siyirma fikrini gelistirmisti.

Bu ytuzden matematikgiler karmasik bir say1y1 iki bigcimde

yazarlar. Pazar gunleri karmasik sayilar1 hakh ¢ikarmak

istediklerinde (a, b) diye yazabilirler, ama
is gunleri icinde a + bi diye yazarlar ve bu

sekilde ele alirlar.

Daha once de gordugumuz gibi (Bakiniz
Matematigin Atomlari Neden Asal Sayilardir?)
reel sayilar tek boyutlu say1 dizisi tizerinde
sola (eksi sayilar) ve saga (art1 sayilar) dogru
uzanir. Ama karmasik sayilar iki boyutludur.
Karmasik bir say1 bir duizlemde bir noktayla
temsil edilebilir; bu durumda ortaya ¢ikan

tabloya, 19. yuzyilda onu gelistiren amator

\ir

KARMASIK saY1 1+ 2],
iKi BOYUTLU NOKTA
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Fransiz matematikgi Jean-Robert Argand’in adiyla Argand semasi

denir.

1 + 2i karmasik say1 6rnegini kullanarak bu karmasik sayiy1
grafiksel olarak gosterebiliriz; grafigimizde x koordinatindaki say1
I’e, y koordinatindaki say1 2’ye esit olacaktr. Koordinatlar1 yazma

kurallar1 geregi bu nokta basitge (1,2) olarak bilinecektir.

Fakat i'nin geometrik yarar1 burada son bulmaz, ¢unku baska bir
anlam1 daha vardir. Karmasik bir sayiy1 i ile carparsak, ilk sayiya dik
acida baska bir karmagik say1 elde ederiz. Ornegin 1+2i 6rnegiyle

devam edecek olursak:
iX(1+2)=i+2i2=i—-2=-2+1i

Dolayisiyla sayiy1 i’yle ¢carpmanin

¥ etkisi (1,2) noktasim (-2,1) noktasina
2| a1+ 2i dondurmektir; grafige bakiniz.

_2.?:'. 1} _."' Boylece i semboli iki geometrik anlam
) ~~~~ s s, Yaraur; dizlemde bir nokta ya da dik acih
-2 -1 1 “" bir dénus anlamlarina gelir.

Say1 dizisi uzerindeki sayilar gibi
karmasik sayilar da toplanabilir,
KARMASIK SAYI —2 + | KARMASIK SAYI cikarilabilir, ¢arpilabilir ve bélunebilir.

1 + 2i’NiN BiR ROTASYONUDUR
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Karmasik saylar say1 sistemimizin biraz
daha zenginlesmesi anlamina gelir. Karmasik sayilar dinyasindan
yepyeni bir matematik dah, karmasik analiz dogmustur; oyle
anlasihiyor ki bu da reel sayilara dayanan kiyaslamal teoriden daha
zarif ve genis erimlidir. Karmasik analiz degiskenlerin karmagik
sayilar oldugu bir Kalkulus bi¢imidir (Bakimiz Evrenin Matematigi
Nasildir?); eski Kalkuliis'in fark: degiskenlerin reel sayilar olmasidir.
Bu yeni kuramin geometri de dahil olmak tzere matematigin diger
kisimlariyla bir¢ok bagi vardir; 19. yuzyilda Bernhard Riemann bu

kuram asal sayilarin dagihimiyla ilgili kuramina uygulamstir.
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Ayrica karmasik analizin ¢ok sayida uygulama alani ortaya
citkmistir. Ugak tasarimi bunlardan biridir. z’yi Argand diyagram
uzerinde yaricapt 1 olan bir daire uzerindeki bir nokta olarak
dusunup su degerleri belirlersek Joukowski u¢aginin ana hatlarim

¢ikarabiliriz:

Ztyz

Karmasik analizin en dikkat ¢ekici, en vazgecilmez, gercek
dunyayla en ilgili uygulamasi elektrik ve elektronik mithendislerinin
islerinde bulunur; gerci bu
mihendisler elektrik akimini

temsil ederken kullandiklan

i'yle karigmasin diye

karmagik analizdeki i yerine 04 02 03 04 05 06 07

j'yi kullanirlar.
JOUKOWSKI UGAGININ ARGAND SEMASI

Karmasik Sayilardan Dordeylere

Karmasik sayilar kuramina 6nemli bir katkida bulunan Hamilton
daha sonra bunlar1 ¢ogaltmanin, repertuvar: genisletmenin mumkiun
olup olmadigim merak etti. Matematikgiler say1 kavramini sayma
sayilarindan eksi sayilara dogru, reel sayilardan karmasik sayilara
dogru genisletmislerdi. Daha da ileri gidebilirler miydi?

Hamilton'in gordigu kadariyla dnlerinde uzanan yol, iki boyutlu
karmasik sayilardan tug¢ boyutlu sayilara dogru ge¢cmekti. Yillar
siren dustnce sureci sonunda ortaya bir sey ¢ikmadi; ama 1843'te
Hamilton’a bir ilham geldi. O zamana kadar yanlis yolda ilerlemisti,

ii¢ yerine dort boyutu denemeliydi. Sonug, Hamiltonin “dérdeyleri’

(kuaterniyonlar) oldu.

Bir dordey a + bi + ¢j + dk seklinde ifade edilir ve a + bi

karmasik sayisinin bir benzeridir. i = -1 hayali sayisinda oldugu
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gibi, dordeylerdeki i, j ve k'nin ozellikleri i = -1, j2 = -1, k> = -1
seklindedir.

Dordeylerin ¢arpimina yardimel olmasi agisindan i, j ve k
sembolleri geometrik olarak bir dairenin ¢evresi tizerinde yer alan
noktalar olarak dusuniilebilir; her harfin kendisinden sonra gelenle
carpimi ugincu harfi verir. Fakat, saat yénunun tersine ¢arpim arti
deger verirken, saat yoninde carpim eksi deger verir; boylece (saat
yonunun tersine) i X j = k iken (saat yonunde) j X i= — k olur.

Bir¢ok matematik¢inin kabul etmekte zorlandig1 sey, carpimmn
izledigi stramn 6nemli olmasidir. Siradan aritmetikte 5 ile 7’yi
carptigimizda da 7 ile 5'i carptigimizda da ayn1 sonucu aliriz; ayni
sey iki boyutlu karmasik sayilar i¢in de gegerlidir. Bu durumun
yeniligi Hamilton’in elini kolunu baglamamis, gercekten de qigir
agic1 oldugu anlagilmistir. Dordeylerle birlikte yeni bir cebir

dogmustur.

Dordeylerin, karmasik sayilarin kilit bir 6zelligi olan rotasyonla
nasil bir iligkisi oldugu sorusu hala varhgim sardarayordu.
Dordeyleri hareket ettirmenin bi¢cimsel kurallarinin yaziya
dokilmesinden kisa bir siire sonra Hamilton, bu kurallarin
gercekten de u¢ boyutta bir rotasyonu betimlemekte
kullanilabilecegini buldu; bunu yapmanin yolu da bir dérdeyin
hayali kism bi + ¢j + dk ile birlikte ¢ boyutlu bir nokta (b, c, d)
belirlemekti.

Dordeylerden Sekizeylere

Dordeyler yerlesiklik kazandiginda, baska sistemler kurma ¢abasi
baslad1. Say: dizisi uzerindeki reel sayilar tek boyutlu, karmagsik
sayilar iki boyutlu ve dordeyler dort boyutludur. Bir, iki, dort
seklinde, her seferinde ikiye katlanarak gelisen bu ilerleme bir

sonraki adima dair bir ipucu veriyordu.
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Cambridge’te egitim gérmus geng bir matematikgi, Arthur
Cayley dordeylerin cazibesine kapilmist;; Hamilton’in yaptigi
kesfin ardindan dordeylerin bir rotasyonu tanimlamak i¢in nasil
kullanilabilecegini gostermisti. Cayley sekiz boyutlu sayilarin
cercevesini oturtmaya giristi; bu sayilara sekizey ya da “Cayley
sayilar1” denir.

Sekizeyler (w),w =a + bi + ¢j + dk + ep + fq + gr + hs
seklindedir; hayali sayilarin yedisinin de (i, j, k, p, q, 1, s) karesi -1’e
esittir. Sekizeylerin hayali sayilar1 Fano Diizlemi denilen, yedi dogru
(merkezdeki daire dogru olarak alinir) ve yedi noktadan olusan
sonlu bir geometrinin kurallarina gore ¢arpilir. (Ayrica Bakiniz
Simetri Nedir?)

Bu geometride, icerdeki dairenin cevresi tizerine yerlestirilmis
i, j ve k dordeylerin geometrisini temsil eder ve onlarla ayni
bicimde, oklarin gosterdigi yonler dikkate alinarak carpilir. k X p'yi
hesaplamak istiyorsak k ile p’yi iceren dogruyu arar, yonini bulur
ve uygun yon isareti dogrultusunda ¢arpimnn tugunci hayali say1ya,

s'ye esit olmasini saglariz.

Dordeylerde ¢arpimn sirasi 6nemlidir,

ama sekizey sisteminin devrimci yoni
u¢ sekizeyin birbiriyle carpiminda
ortaya cikar. 11k olarak hangi iki

sekizeyi carptiginiz 6nemlidir!

Daha maceraperest
matematikciler matematigin genel
kurallarindan bu sapmalar kabul
etmislerdir; 1840’lara gelindiginde 9 ]
bir, iki, dort ve sekiz boyulta SEKIZEYLER iGiN FONO DUZLEMi
hayali sistemler bulundugu gorusu
yerlesiklik kazanmst. lkiye katlanma ilkesi uyarinca bu daha
ileriye, 16 boyutlu bir sisteme goturulebilir miydi? Cevap yillar
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sonra geldi: 16 boyutlu bir cebir kurmaya ¢alismanin bir anlam1
yoktur. Reel sayilar, karmasik sayilar, dordeyler ve sekizeyler
toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolmenin mumkun oldugu yegane

sistemlerdir.

O zamandan bu yana doérdeylerin rotasyonlarda kullanilmasi
denizcilikte, robot gelistirme ¢alismalarinda ve bilgisayar
oyunlar: tasariminda, hatta rotasyon hareketine gerek duyulan
bir¢ok teknolojik alanda uygulama alan1 buldu. Fakat dérdeyler
ve sekizeylerin matematikgiler agisindan asil degeri bagka
cebir tiplerinin yer aldig1 daha genis ¢aph bir manzaray
dusundurmelerinde yatmaktadir.

Clifford Cebirleri

Bolme isleminin her zaman yapilmasi gerektigi kuralim bir

kenara birakacak olursak baska olasiliklar dogar. 19. yuzyil Ingiliz
matematik¢isi William K. Clifford karmasik sayilari ve dordeyleri
almis, ama sekizeylere ¢ikan yoldan baska bir yol tutmustur.

Bir Clifford cebiri de kareleri -1'e esit olan “hayali sayilarla”
betimlenebilir. Clifford cebirleri fizik acisindan temel 6nemdedir ve
kuantum kuraminda uygulama alami1 bulmustur. Paul Dirac 1928
tarihli “Flektronun Kuantum Kurami” baslikh makalesinde, unlu
elektron denkleminde, elektron spininin gizemlerini ¢6zmek i¢in bu

hayali sayilar1 kullanmisti.

Hayalden Uygulamaya

Karmasik sayilardan hayali i'ye guvensizlikle baslayan sey,
matematigi 6yle akil almaz bicimde degistirmistir ki, i'nin ortaya
ctkmasi 6ncesinde var olan matematik tek boyutlu ve yoksul
gorunmektedir. Descartes “hayali” lafin1 ¢itkarmis olabilir; ama
sonugta ortaya cikan, karmasik sayilari ve onlarla ilgili genellemeleri

iceren guzel yap1 matematigi donustirmaus, fizik arastirmalari
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uzerinde buyuk bir etki yaratmis, yeni teknolojik alanlar acisindan

vazgecilmez hale gelmistir.

Hayali sayilar matematige kabul edilmeleriyle beraber kendi
baslarina bir 6mur sirmeye baslamislardir. Cebir kavrayislarina,
neye izin verilebilecegiyle ilgili kavrayislara meydan okumuslardir.
19. yuizyilda cebirde meydana gelen baska gelismelerle hayali sayilar
arasinda baglar kurulmustur; altin madeni hala zenginliklerini ifsa
etmeyi sirdurmektedir. Ama ayan beyan “akla yatkin” olani askiya
almaya, adimlarimizi karanlkta atmaya hazirlikh olmamiz gerekiyor.

Gundelik hayatta kullandigimiz sayilan igeren tek boyutlu say
dizisi uzerinde yer almalarini beklersek hayali sayilarin gercek
olmadigini goruruz. Ama iki boyuta izin verirsek hayali ve karmagik
sayilar da digerleri kadar gercektir. Matematikgiler bugun bu sayilar
olmaksizin is géremez. Fizik¢iler bu sayilarda evren kuramlarimin
temel yapitaglarini bulmuglardir. Bu anlamda hayali sayilarin
onemli sonuglar olmustur. Coleridge’in kristal bir kureye bakma
sansl olsaydi hayalgtict beslendigi icin en nihayetinde akhn da

beslenecegini gorebilirdi.
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SONSUZLUK NE KADAR
BUYUKTUR?

Kiime kurami ve sonsuzluk devrimi

Sonsuzlugu kafarmizda oturtmak zordur. Bu kavram engin,
dipsiz, sonucta da sikint1 verici goruniir. Bir seyden nasil
bitimsiz bir miktar olabilir? Her sey nihayetinde sinirlarina
ulasmaz mi? Ama eger sinirlarina ulasiyorsa otesinde ne vardir?
Sonsuzluk asirlar boyunca filozoflarin akillarim kanstirmis;
son donemde de fizikcileri, astronomlari ve kozmologlar

evreni anlama ¢abalarinda biiyiilemistir. Ama matematikgiler
sonsuzluk kavramina yeni bir 151k tutmus; bunun da oétesinde
kiime kuramiyla bir sonsuzluklar dizisi ihtimalini giindeme
getirmislerdir.

“Sonsuzluk” gizem dolu bir kelime. Sonu gelmeyen zaman,
“ebediyet” onun yakin akrabasi; ilk ¢aglardan beri bu zar zor
kavranabilir fikirlerle ugrasiyoruz. Geleneksel olarak, aralarinda
bir¢ok filozofun da bulundugu dinsel zihniyetlere gore, bu
bilinmeyenlerin atfedilebilecegi daha yiksek bir gii¢ olmustur. Bu
anlamda Tanr1 sonsuzluk ve ebediyettir; onun disinda bir zaman ya da

mekan yoktur.

Fakat matematigin kosullar1 farkhidir, bu durumda sonsuzlugu
matematiksel olarak nasil aciklay1p tanimlariz? Kuramsal olarak
sonsuzlugun ebediyetten daha kolay bir kavram olmasi gerekir,

cuinki zaman unsuru devreden ¢ikarilmistir.

Ulasilamaz Sonsuz ve “Sinirsiz Dinyalar”
Kiguk bir ¢cocuga bildigi en bayik sayinin ne oldugunu soracak



SONSUZLUK NE KADAR BUYUKTUR?

olursak 100 diye cevaplayabilir; birka¢ yas daha biyuk, biraz daha
ozguvenliyse bir trilyon diyebilir. Dogru yoldadirlar, ama 101’in,
ya da bir trilyon art1 birin daha buyuk sayilar oldugunu soyleyerek
onlar1 cevaplayabiliriz. Bir siire sonra en buiytk sayinin olmadigina
ikna olup butiin kugkulan giderecek cevap olarak “sonsuz”a
atlayabilirler. Aslinda “sonsuz”un gercek bir say1 oldugunu
duastunmekle hayli devrimci bir yaklasim sergiliyorlardir.

MO tuginci yizyilda yasarms Antik Yunanhlarin ve onlar
izleyen matematikgi lejyonlarinin sonsuzluk kavrayisi bu degildi.
Onlar “potansiyel bir sonsuzluk” dustanuyorlardi. Aristo ve
digerlerine gore sonsuzluk erisilemez bir seydi, bu yiizden de gercek
bir say1 degildi. Geometrici Oklit bir “asal sayilar sonsuzlugu”
oldugunu soylerken “asal sayilarin bilinen asal say1 say1sindan
cok daha fazla” oldugunu séylemis, bitimsiz bir nicelik fikrini

uyandirmist.

Bu potansiyel sonsuzlugu ifade etmek i¢in John Wallis'in
1650’lerde kullanima soktugu co semboliini kullaniriz. Bu sembol
Yunan alfabesinin son harfi omegadan (w) tiretilmis olabilir, ama
asil kokeni bilinmemektedir. co’un bir say1 olmadigim vurgulamak
icin matematikgiler genellikle n = oo diye yazmazlar. Sonsuzluk n
sayisinin daha da genislemesi anlaminda kullanilir; matematikgiler
de n’in sonsuza gittigini sdyleyip n — oo diye yazarlar.

Sonsuzluk her ne kadar erisilemez olsa da matematikg¢ilerin
dunyasinin merkezinde yer almayi sirdtirmistir. Sonsuzlugun
anlamim a¢mak buytk bir fikir olmustur; ama bu ancak baz
devrimci dustnceler sonrasinda gerceklestirilebilmistir.

Baslangi¢ itibariyle, sonsuzlugun isler bir tanimi, matematik
ders kitaplarinda bulabilecegimiz tirden bir tanimdir; sonsuzluk
“sinirsiz bir niceligi ifade eder.” Bu tamim “buyuk, daha da buyuk”
fikrine uyar, ¢unku 1, 2, 3... tam sayilar1 sinirsiz olarak sonsuza

kadar devam eden niceliklerdir.

63



SONSUZLUK NE KADAR BUYUKTUR?

Secilen bir say1 her zaman asilabilir. Ama tam sayilar sonsuzsa, 1

sayisinin kesirlerine ne demeli?

Bu kesirlerin sayisi da kesinlikle tam sayilarin sayis1 kadar midir?
“Sirsiz” degillerdir, ¢cinku hepsinin 1'den kigciik olduklarim

biliyoruz. Ama bu kesirlerin sonsuz sayida oldugu da dogrudur.

Kime Kurami

Sonsuzlugun gizem perdesini kaldirabilmek i¢in “sinirsiz”’dan
daha incelikli sonsuzluk tamimlarina ihtiyacimiz var gercekten de;
kume kuram da burada isin igine girer. Bu matematiksel arastirma
1870’lerde George Cantor tarafindan baglaulmistir. Sezgilerimizle
bir kiimenin bir seyler toplulugu oldugunu séyleyebiliriz. Ornegin
pozitif tam sayilarin tamami bir kiime olusturur. Buna agikhik
getirmek icin parantez isaretleri {} kullanirz ve kiimeye bir isim

veririz; tam sayilar icin bu N'dir; soyle yazanz:
N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, ...}
Boylece kumeyi tek bir olusum olarak dustinebiliriz.

Ayrica N'in alt kimelerinden bahsedebiliriz. Ornegin A = (1, 2,
3, 4, 5) diye bir alt kimemiz olabilir; en buyiik eleman 5’le sinirh
oldugundan buna sonlu kiime deriz. Bu da bize sonsuz bir kumeyi

sonlu olmayan bir kiime olarak tanimlamak gibi bir ¢ikis yolu verir.

Kdmelerin lligkileri

N’in ¢arpicl bir 6zelligi vardir. Naif bir soru sorahm: E = {2, 4, 6, 8,
10, 12, ...} diye ifade edilen cift sayilar alt kiimesinde pozitif tam
sayilar kadar fazla ¢ift say1 var midir? Sezgisel olarak buna hayir
cevabi veririz; cunka ¢ift sayilar tam sayilar butunlugunin sadece
bir kismidir. Peki ama “oldugu kadar” sozuyle ne demek istiyoruz?
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Cunkii surasi kesin ki E ve N kiimelerindeki elemanlar say1p

cevaplan karsilastiramayiz, ikisi de sonsuz kumelerdir!

Birebir eslestirme mefhumu burada ise yarar. Her tam say1ya bir
cift say1 “denk duser”, aym sey tersi icin de gegerlidir. Peki bu nasil
isler? Her tam say1 iki katina karsihik gelir; boylece N kumesindeki 1,
E kumesindeki 2’yle eslesir vs. Boylece her say1 bir sayiyla eslesir.

SHHEEREN

[ ]
8
N vE E KUMELERi ARASINDAKI ESLEME

Ters yonden bakip her cift sayinin, yarisina esit olan bir tam
say1yla eslestigini de soyleyebiliriz. Bu birebir eslesme her iki kume
icin de mevcut oldugundan, matematikgiler bu kiimeleri denksa yisal

olarak adlandirr.

Galileo, G = {1, 4, 9, 16, 25, 36, ...} olarak ifade edilen tam
sayilarin kareleri kiimesiyle ilgili aym tipte bir ¢ikarima gitmisti; zira
G ile N arasinda birebir bir denklik bulunur. Carpici derecede ender
rastlanan bagka bazi kiumeler de N’le denktir. Ornegin tam sayilarin

say1 dizisi uzerinde ilerledikce fazladan 0’lar aldiklar1 T kimesi gibi:

T = {1, 20, 300, 4000, 50.000, 600.000, 7.000.000,
80.000.000, ...}

N’in bu alt kiimesinde sayilar arasindaki mesafe giderek
acilmaktadir; ama N ile T arasinda birebir bir denklik oldugu
apacikur; bu iki kiime de denk kiimelerdir.

Yine de bu érnekler paradoksal niteliklerini korur. Sezgilere ters
dusen ifadeler gibi gorunurler, Antik Yunanhlarin “butin parcadan
daha bayuktir” seklinde anladig) yaygin kavrayisin suratina

carpryormus gibi gelirler.
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Hilbert Oteli’'ne Yerlesmek

Patronu matematik¢i David Hilbert olan “Hilbert Oteli”, sonsuz
kimelerin bu siradis1 davramsim 6rnekleyen bir duisince deneyidir.
Bu kavramsal otelde sinirsiz sayida oda vardir. Bir aksam saat yedide
otelin “doldugunu” varsayariz; yani her n sayisi i¢cin n numarali oda
tutulmustur. Sekizde yeni konuklar gelir. Hilbert ne yapacaktir? Yeni
musteriye “Otelimiz Doludur” tabelasin1 m1 gosterecektir, yoksa
fazladan oda mi bulmaya calisacakur? Patron matematik¢i sapkasin
takar ve mevcut misafirlerinin yerlerine el atar. 1 numarali odadaki
konuguna 2 numarali odaya ge¢mesini, 2 numaraya 3 numaraya
gecmesini, 3 numaraya 4 numaraya gecmesini soyler, boylece
konuklarin her biri odalarim degistirerek yandaki odaya gecer,

yeni konuksa artik bos olan 1 numarali odaya yerlestirilir. Problem

¢ozulmustar!

Gece onda ¢ok daha ciddi bir sey olur. Oda isteyen sinirsiz sayida
insan tasiyan arabalar gelir. Hilbert siitkunetin ta kendisidir. Tekrar
konuklarina déner, bu kez oda numaralarim ikiye katlar. 1 numaral
odadaki konuk 2 numarali odaya, 2 numaradaki 4 numaraya gecer,
boylece devam edip gider. Bu yeni yerlesimin ardindan tek numaral
odalar artik bostur; Hilbert memnuniyetle bunlar1 arabalardan
yeni inen konuklarina tahsis eder. Daha sonra sinirsiz sayida
baska konuklar gelse bile, ayni islemi tekrarlayarak onlar otele
yerlestirebilecektir. Hilbert Oteli'nde odalarin sonu yoktur.

Patron David Hilbert ¢cok duizenli bir insandir ve Hilbert
Oteli’'nde kalan insanlarin listesini ¢ikarmakta buyuk yarar
gormektedir. Boylece oda numarasinin karsisina burada kalan
kisinin ismini yazar. Dogru, bu sonsuz bir liste olacaktir; ama en

azindan odalarin her birinde kimin kaldigini sdyleyebilecektir.
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Bir Liste Yapip iki Kere Kontrol Etmek

Hilbert'in uyandirdig bir liste yapma fikrinin matematikgilerin
sonsuzlugu anlayis1 bakimindan merkezi énemde oldugu anlasild1.
N kumesi 1, 2, 3, 4 vs’den olusan bir kiime olarak gorilebilir. N'in
alt kumelerinin de listesi yapilabilir, ama bir listesi yapilabilecek
daha buyiik kiimeler de var midir acaba? Cevap evettir. Eksi ve arti

tam sayilar1 iceren tam sayilar kuimesi Z:

Z={...-5,-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, ...}

Z'yi nasil liste haline getiririz? Say1 dizisi boyunca Z -eo’dan o’a
uzanir. Z'yi liste haline getirmenin bir yolu 01 baslangig sayis1 olarak
almak, sonra 1'i ikinci say1, -1’i tigiincti say1 yaparak bu sekilde,
bir pozitif bir negatif say1 koyarak devam etmek olabilir; boylece
listemiz soyle olur:

0,1,-1,2,-2,3,-3,4, -4, 5, =5, 6, ...

Daha da etkileyicisi, Q olarak belirtilmis bitin kesirler
kumesini de bir liste haline getirebiliriz. Sayisal bir siras1 olmaz,
ama yine de bir listedir. Tecrubelerimize dayanarak tam sayilar
(paydalan 1'dir) yazabiliriz, bundan sonra paydalan 2, sonra

paydalan 3 olanlari yazar ve boylece devam ederiz:

0,1,-1,2,-2,3 -3,4 4,5 -5,6, ...
1 13 35 57 1

1 _ 2171 12 2
> 22 22 22 3733 3

Bu bir liste midir? Listede hangi sayinin birinci, ikinci, a¢tancu,
dorduncua oldugunu soyleyebiliriz, peki ama % kagincidir? Sorun su
ki kategoriler arasinda “...” seklinde kisaltmalarla atlayamayiz. Ama
her sey elden gitmis degildir. Oncelikle Q'daki kesirleri iki boyutlu
bir dizgeye yerlestirebiliriz. En st sirada tam sayilar yer alacaktur,

sonraki sirada paydasi 2 olan kesirler bulunacaktir (% gibi sayilar
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atlanacakur; % 2'ye esittir ve yukaridaki sirada zaten yer almaktadir).
Ugitincii siraya paydasi 3 olan bittiin kesirleri koyup tekrarlardan

kacinarak ilerleriz.

Simdi, sol uist kosede 0’dan baslayip 1’e dogru ilerleyip sonra%
‘ye dogru diyagonal bir hareket yaparak (grafige bakimz) bir liste
hazirlayabiliriz. “Diyagonal hareket” listemizi su sekilde yazmamizi
saglar:

11 12 3
0: 1»5’ 3 21 1 213; _ia;9 S —;’3’ —.2-, 2 3 2» ——, Za

Her kesir bu listede bir yerdedir; bir kesrin nerede oldugunu her
zaman soyleyebilir, ona denk diisen tam say1y1 belirtebiliriz. Listede

sayisal bir duzen yoktur, ama listedir.

N de Q da sonsuz kumelerdir; liste halinde yazilabildiklerinden
birbirlerine denksayisal kiimelerdir. Dahasl, liste haline getirilebilen

bir sayilar kiimesi N’e denktir.

0 1 -1 2 -2 3
SIRA1 @ —>@ °e—>eo o—)o cee
3 5 5
/‘/2/“ 33 -3
SIRA 2 () [ [ ] [ ] [ ] e e @
1 1 2 2 4
l/i/§/‘§ 3
SIRA 3 [ ] [ ) [ ] [ J [ J o o s
/__ S/
4 4
SIRA 4 o ° ° ° ® ..o
SIRA S ./ [ ) [ ] [ ] e o o

Ixi BOYUTLU BiR YELPAZEDE Q) KESIRLER KUMESI
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Listesiz Bir Kime

Peki matematikgilerin reel sayilar dedikleri, say1 dizisi tizerinde
duzenlenebilen R kumesi hakkinda ne sdylenebilir? R,  sabiti
gibi, baska irrasyonel sayilar gibi sayilar1 icerir; bu kiimeye reel
say1 surekliligi denir, ¢ciinka say1 dizisinde bosluk yoktur. @ kimesi
gibi, R surekliligi de sonsuz bir kiimedir; peki ama R’deki sayilari
liste haline getirebilir miyiz? Getirebilirsek R kimesi Q kumesiyle

denksayisal olur.

Georg Cantor 1870’lerde matematikteki en carpici sonuglardan
birini kesfetti. Ashna bakarsaniz, reel sayilarin bir liste haline
getirilemeyecegini gosterdi. Cantor’'un argiimani soyledir: Her reel
sayinin bir ondalik agilim vardir; bu yuzden érnegin elimizde 34,
8967494... gibi bir say1 olabilir. Bundan daha farkl bir say:1 yaratmak
istersek, 34 tam sayisin1 unutup ondahk virgalinden sonraki ilk
say1y1 1 yapabiliriz; boylece sayimiz 34,1967494... olur. Bu sayinin
34,8967494...ten sadece bir tek ondalik basamakla ayrilmasi onu
farkh bir say1 haline getirmeye yeter. (Ondalik virgtlden sonraki ilk
say1 1 olsaydi, yerine 2 koyabilirdik.)

Simdi elimizde R reel sayilarinin eksiksiz bir listesi oldugunu
dusunelim. Biraz 6nce anlatigimz yontemi kullanarak ilk basamagi
listedeki ilk sayinin ilk basamagindan farkl bir say1, ikinci basamag
listedeki ikinci sayinin ikinci basamagindan farkh bir say: vs.
yapabiliriz; sonucta ortaya ¢ikardigimiz sayi listenin hicbir yerinde

olmayacakur, ¢unka listedeki butiun sayilardan farkhdur.

Kaginilmaz sonug sudur ki R reel sayilarinin eksiksiz bir listesi
olamaz. Kesirleri tam sayilar kiimesi N'e ekleyerek daha genis bir
kume olan Q'yu olusturduk, fakat bu N'yle ayni turde sonsuzlugu
olan bir kiimeydi. Fakat irrasyonel sayilar1 kesirlere eklersek, R
kiimesine daha ust mertebede bir sonsuzluk kazandirmis oluruz.
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Bu devrimci bir dustnceydi. Bir sonsuzluk degil, iki sonsuzluk
vardi; Q'nun sonsuzluk mertebesiyle, R'nin daha st mertebedeki
sonsuzlugu. Cantor’un kurami bazi taninmis matematikgilerin

fikirlerine ters dusuyordu.

Sonsuzluk Dizenleri ve Sureklilik Hipotezi

Farkli sonsuzluk mertebeleriyle kars: karsiya kalan Cantor, bu
mertebeleri birbirinden ayirmak i¢in bir kardinal sayidan yararlanma
fikrini benimsedi. Bir kiimenin kardinal sayisi, kiimenin genisligidir;
ornegin (a, b, ¢, d, e) kumesinin kardinal sayis1 5'tir, ¢tinktl
kimenin 5 eleman vardir. Peki ama sonsuz kiimelerde ne yapacagiz.
Cantor N'in kardinal sayisini lbrani alfabesinin ilk harfi x’le (alef)

X, olarak belirtmisti. x, “alef sifir” olarak okunur ve Cantor’'un
devrinden bu yana hi¢ degismemistir. R kiimesinin kardinal sayisi
“continuum”dan (streklilik) hareketle c ile ifade edilir; N'in
sonsuzlugu R'den daha geri bir sonsuzluk oldugu i¢in x, < c diye

yazabiliriz.

X, ile c arasina kardinal bir say1 sikistirabilir miyiz? Siradan
N N 1_4 . . N
aritmetikte esitsizlikler vardir, 5 < 7, 6rnegine bakarsak bu iki kesir
arasina her zaman bir baska kesir sikistirilabilir. Bunu yapmanin sik

bir yolu paylar ve paydalar: toplayip -;—?-; = g sonucuna varmakur,

“Sonsuzluk korkusu, gercek sonsuz en yiiksek bicimiyle

bizi yaratmis ve ayakta tutuyorsa da, ikincil sonlu
otesi bicimlerinde biitiin cevremizde yer alsa da,
hatta zihinlerimizi isgal etse de onu gorme olasihgim
mahveden bir tiir miyopluktur.”

I GEORG CANTOR GERGEK SONSUZLUK UZERINE DENEME (1886) I
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daha sonra % < % < ; oldugunu gorururiz. 2< 3 gibi tam say1
esitsizliklerini dikkate alirsak araya bagka bir tam say1 sikistiramayiz.

Bir hipoteze, sureklilik hipotezine gore ¥, ile c arasinda baska
bir kardinal say1 yoktur; bagka bir deyisle x 'dan sonraki kardinal
say1 c'dir. Cantor sureklilik hipotezini kanitlamaya ¢ahisti, fakat
yillarca stren ¢abanin ardindan bunu basaramadi. Hipotezin yanhs
olduguna inanan Kurt Goédel de bunu kanitlayamadi; ama daha
sonra o ve Amerikal meslektas1 Paul Cohen, kiime kuraminin
standart cercevesi i¢inde streklilik hipotezini kanitlamanin da
yanlislamanin da mumkuan olmadigini gosterdiler. Bu, sureklilik
hipotezinin kiime kuramini tanimlayan olagan aksiyomlardan
bagimsiz oldugunu soylemek anlamina geliyordu.

Bu bir dénum noktas: oldu. Bir¢ok farkh tipte geometri oldugu
biliniyordu; simdi de kume kuramiyla birlikte, sureklilik hipotezinin
bagimsizligy, farkli kiime kuramlarinin mumkiin olabilecegini su

yuzine ¢ikarmisti.

Bir Sonsuzluklar Dizisi

Cantor sonsuzun niteligiyle ilgili baska kesiflerde de bulundu;
bunlarin en meshuru sonlu étesi kardinal sayilarin yaratilmasidir.
Cantor x,'dan baslayarak daha tist mertebede sonsuz bir kiime
kurdu. N'den baglayarak da N'in butun alt kiimelerini kapsayan

N, kumesini kurdu ve bu kiimenin N’den daha st mertebede
sonsuz oldugunu gosterdi. Bu kiimenin kardinal say1s1 x,

olarak yaziliyordu; dolayisiyla x, < x, Bu inganin N, tizerinde
tekrarlanmasi sonucu N, ortaya ¢ikar, onun kardinal say1s1 da

X, dir; bu islem defalarca tekrarlanip ¢ok daha tst mertebelerde bir

“alefler” dizisi uretilebilir:

o< X, <X <o <X, <.
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Cantor her biri bir sonsuzluk diizenini temsil eden bir
alefler dizisinin nasil inga edilebilecegini gostermekle sonsuz bir
sonsuzluklar dizisinin nasil kurulabilecegini gostermistir. Kardinal
sayilarin toplanip carpilabildigi bir aritmetik plan artik mamkin

olmus; mantik¢ilar ve matematikgilere zengin bir alan agilmistu.

Sonsuzlugun niteligini, ne kadar “buyik” oldugunu merak
ederek baslamistik. “Sonsuzluk” hayal edilemeyecek bir enginligi
kucaklar; ama dustinulemeyecek kigikluk fikrini de kapsar;
bunu bir seyi sonsuz derecede kii¢uk olarak betimlerken dile
getiririz. Matematikte bu, tam sayilarin sonsuza uzanmasi, 6lgegin
obur ucunda 1 sayisinin hep daha kuguk kesirlerini sonsuza dek

yaratabilecek olmamiz bilgisinde yansimasini bulur.

Fakat sonsuzlugu biraz daha inceleyerek tam sayilardan
cok daha kalabalik say1 kiimeleri oldugunu kesfettik. Bunun da
otesinde bir sonsuzluk kavrayisinin ustinde daha yuksek baska
bir sonsuzlugun yer alabilecegini gorduik. Sadece bir sonsuzluk
kavraminin degil, sonsuz sayida sonsuzluk kavrayisinin mumkan

oldugu sonucuna vardik.



PARALEL DOGRULAR NEREDE
BIRLESIR?

Yeni geometrilerin dogusu

“Paralel dogrular nerede birlesir?” sorusuna kisaca “Hicbir
zaman birlesmezler” cevabi verilebilir; ciinkii paralel dogrular
birbirlerini kesmeyen dogrular olarak tanimlamr. Gelmis gecmis
en verimli matematiksel tanimlardan biri olan bu tanimin
ardinda, bunu MO 300°de kaleme almis olan Iskenderiyeli Oklit
vardir. Ama hikaye burada bitmemistir. Paralel dogrularin
niteligini kanitlama yoniindeki girisimler; farkl bir geometriler
dizisine acilmistir. Bu geometriler matematige dair fikrimizi
degistirmis, bize uzayin fizigini arastirmanin araclarin
sunmuslardir.

2000 y1h1 agkin bir sure boyunca, 19. yuzyihin sonuna kadar

OKlit'in Elements adh kitab1 geometriyle aym anlama geliyordu.
Geometri ¢cahsmak istiyorsamiz, Oklit'in geometri degerlendirmesini
cahisiyordunuz; Elements’i hatmettiyseniz geometriyi en yuksek
otoriteden 6grendiginize emin oluyordunuz. Bir tek geometri

vardi ve Oklit de onu “kutsal kitabi”nda anlatmisti. Tipk: Kitab-1
Mukaddes i¢in oldugu gibi, bu kitabin miiritleri de onu bélum

boélam, satir satir alintilayabiliyordu.

Bunun da 6tesinde Elements’in 13 kitaptan olusan yapis1 kati
bir mantik izliyordu; matematigin nasil yapilmasi gerektigine
ornek olusturan bir eser haline gelmisti: Terimlerinizi tammhyor,
varsayimlarinzi ortaya koyuyor, teoremleri kanitlayarak
sistematik bir bigimde bir bilgi butiinu kuruyordunuz. Oklit bagka
matematikgilerin eserlerini de kullanmisti; ama dehas1 bu mantiksal

ve tutarh orgutlenmeyi kurmasinda yatiyordu; bu yapi dahilinde,
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soz gelimi Pisagor’un uggenlerle ilgili teoremi birinci kitabin 47’inci

onermesini ya da basitge 1, 47’yi olusturuyordu.

Paralellik Postulasinin Gizemi

Elements’teki her onerme, bes “postuila”ya dayanarak kuvvetli bir
bicimde kanitlaniyordu; postiilalar Oklit'in bunlara dayanarak
yenilmez argiimanlar kurdugunu diistindugu varsayimlardi. Daha
Ozele inecek olursak, postulalar noktalar, dogrular ve agilarin temel

ozelliklerini, birlikte nasil islediklerini ortaya koyuyordu.

1k dort postila soyleydi:

1) Herhangi bir noktadan herhangi bir noktaya diz bir dogru
cizilebilir.

2) Sonlu bir dogru surekli bir dogru haline getirilebilir.

3) Bir merkez ve yaricapla bir daire kurulabilir.

4) Butun dik acilar birbirine esittir.

Buraya kadar tamam. Fakat Oklit’in biraz incelikli bir bi¢imde
“paralellik postiilas1” denilen besinci postilasi hakkinda bazi

kugkular vardi.

5) ki dogruyu kesen bir dogru, aym tarafta i¢ acilarin iki dik agidan
kuguk olmasina neden oluyorsa, iki dogru tanimsiz bir bicimde
uzatildiklarinda iki dik agidan kugtik olan bu agilarin bulundugu

tarafta birlesir.

)
\

OKklit’in paralel dogrularin ele alinma bicimine dair bir

kavrayisa ihtiyac1 vardy; besinci postulay: da bu

\“ kavrayis olusturuyordu. Peki ama bu postila
\

[}
)
1
[}

OKLIT'iN PARALELLIK POSTULAS)
74

diger dort postulayla kanmtlanabiliyor

% muydu? Eger kanitlanabiliyorsa, hicbir

B kanita ihtiya¢ olmadan kesin oldugunu



PARALEL DOGRULAR NEREDE BIRLESIR?

varsaymamiz gereken seyler arasindan ¢ikarilabilirdi. Bircok kisi
denedi ve basaramadi; ama bu arayis nihayetinde geometriyi
degistirecek, fiziksel diinyaya dair anlayisimiz1 dénistirecekti.

11k dort postilanin kisa ve dogrudan olmasina ragmen besinci
postiila bir makale havasindadir; Oklit burada paralel dogrularin ne
olduklarindan ¢ok ne olmadiklarini sdylemistir. Bunu ¢izerek daha
iyi gosterebiliriz: Noktali ¢izgiyle belirtilmis dogru, duz cizgiyle
belirtilmis iki dogruyu keserek X ve Y agilarim yaratir; bu iki aginin
toplami1 180 dereceden (iki dik agidan) kugiik, bu yuzden de diz
cizgiyle belirtilmis iki dogrunun, bu agilarla ayni tarafta olan bir

noktada (A) nihayet birlesmesi gerekir.

Oklit'in mantiksal semasina neden bu kadar tuhaf bir postiila
yerlestirdigini merak edebiliriz; fakat boyle
yapmis olmasi dehasinin él¢usuni M
verir. Bu postiila Oklit'in geometrik

argimanlar i¢in gerekliydi; ama o bu
postiilay1 ancak koseye sikisip kullanmak
zorunda kaldiginda vermisti. Oklit bu
postiila olmaksizin kanitlayabilecegi
kadarimi kanmitlamisty; besinci postula
ancak 29. 6nermenin kanitlamasinda

OxLit’in 29 GNERMESI
karsimiza ¢ikar:

Paralel dogrulan kesen bir dogru [MN], birbirine esit ic ters
agillar yaratir [X = Y]; dis agi i¢ ve ters agiya esittir

[U = X], aym taraftaki i¢ agilarin toplamu iki dik agiya
esittir [X + V = 180].

Bundan yuzlerce yil sonra Edinburghlu matematikgi John
Playfair 1795'te Elements’in yeni basimin1 hazirlarken “paralellik
postiilasi”nin Oklit'inkine esdeger, ama daha sezgisel bir

formulasyonunu verecekti:
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Verili bir noktadan verili bir dogruya
P noktas paralel bir dogru ¢izilebilir.

....................

aralel dogru '
P g Playfair'in postulasi, sadeligi sayesinde

popilerlik kazandi; Elements’in sonraki

basimlarim yapanlar bu postilay1 Oklit'in

PLAYFAIR’IN POSTULASI

it agir tarzim hafifletmenin bir yolu olarak
gorduler. Fakat ister Oklit'in deyisiyle ister
Playfair'in deyisiyle sdylensin bu postula

hala tatmin edici bir matematiksel kanittan yoksundu.

Bir Kanit Arayisi

Paralellik postiilasi i¢cin kanit arayisi, yillar boyunca birgok buytk
matematik¢iyi ugrastirmistir. Bu ugrasin olasi zorluklarindan biri
bir tir dairesel dusiinceye yenik dismek, postiilay: nihayetinde
kendisine basvurarak kamitlamaya girismek; baska bir deyisle

kanitlanmasi gereken seyi, varsaymakti.

OKlit bir ticgendeki agilarin toplaminin 180 derece olacagim
kanmitlamisty; gergi Pisagor'un sundugu kanit daha seffafti. Oniimuze
bir u¢gen konursa Playfair'in postilasini dogrudan uygulayarak A

A noktasindaki “kose”den (tabanin
karsisindaki nokta) gecen benzersiz
paralel dogruyu kurabiliriz. Oklit'in
ters acilar hakkindaki 29'uncu
onermesini kullanarak sekilde Y ve
Z agilarin isaretleriz; geri kalan ac1

Bir UGGENIN AGILARI = BiR NOKTAYLA iLGiLi AciLAR  da X acis1 olur. Simdi bu agilara iki
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bicimde bakabiliriz. Bir bakis acisi,
bir dogru uzerindeki bir noktayla ilgili agilar1 olusturduklarim
soyler; oyle ki X + Y + Z = 180 derecedir; diger bakis agisiysa
X + Y + Z'nin t¢genin agilarinin toplami oldugunu gosterir.

Kanitlanmistir.
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Bu tersinden ifade de kanitlanabilir: Bir tiggenin agilarinin
toplam 180 dereceyse, tepe noktas1 Adan cizilen bir dogruyla
uggenin kenarlarinda Y ve Z agilan olusturulursa, bu dogru tg¢genin

tabanina paraleldir.

Bir sonug ve onun ters ifadesi kanitlandiginda, bunlar esdeger
ifadelerdir. Bunun énemi sudur: Oklit'in paralellik postulas1 bir
uggenin agilarinin toplaminin 180 derece oldugunu soyleyen
ifadenin esdegeridir. Besinci postiilay1 kanitlamaya girisen birinin,
postilanin esdegerlerinden de haberdar olmasi gerekir; cunku
kanitta bunlardan biri kullanilirsa argtimam dairesel olacak,
gecerliligi kalmayacakur. Postiilanin inceligi esdeger ifadelerin
ortialu olmasindan anlasilabilir; esdeger ifadelerin ustu ortula

gibidir, “paralel” sozcuguni telaffuz bile etmezler:

Herhangi bir dik iicgende, Pisagor’un teoremi dogrudur.
Acilarimin her biri dik aci olan dort kenarh bir sekil vardir.

Paralellik postiilasim kamitlamak otuz yili askin bir siire boyunca
Adrien-Marie Legendre’in takintisi olmustu. Birinci sinif bir dusunur
olan Legendre’in ders kitab1 Eléments de géométrie (1794) bir asir
sonra hala kullamliyordu. Fakat Legendre bir ti¢genin agilarinin
toplaminin 180 derece oldugunu varsayarak dairesellik tuzagina

dasmiustii.

Oklit “Butin Kusurlardan Arinir”

Bu sorunu ¢dzme konusunda 18. yuzyil matematikgisi Giovanni
Saccheri’nin ¢abalar1 6nemli oldu. Saccheri, belli bir noktadan
gecen dogrularin belli bir dogruyla iliskili olarak dusuntlmesinde
mantiksal olarak degerlendirilmesi gereken sadece tic mesele

oldugunu savunuyordu:

1) Belli bir noktadan gecen, belli bir dogruya paralel kesinlikle bir
dogru vardir. (Bu Oklit geometrisidir.)
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2) Belli bir noktadan gegen belli bir dogruya paralel birden fazla
dogru vardir. (Yani paralel dogrular essiz degildir).

3) Belli bir noktadan gecen, belli bir dogruya paralel bir dogru
yoktur. (Yani, paralel dogrular yoktur.)

Oklit’in paralellik postulasinin yerini alan ikinci varsayimla
birlikte Saccheri, aciklayamayacag, daha 6nce hi¢ gormedigi baz
tuhaf teoremlere vardi. Ugiincu varsayimla geliskili bazi sonuglar
ortaya cikardi. Ona gore, bu sapmalardan kurtulmanin tek yolu, ilk
varsayimyi, paralellik postulasini kabul etmekte yatiyordu. Vardig:
sonuglari, kendinden emin Euclid Vindicated from All Defects (1733)
(Oklit Butiin Kusurlardan Arinmistir) bashikl kitabinda yayinlads,
ama soyle celik gibi bir kanit sunamamisti.

Bir Paralel Dogrudan Birgok Paralel
Dogruya

1830’larda geng¢ bir Rus matematikgi, Nicholas Lobachevsky
bir sonuca ulastr: Parallellik postiilasini kanitlamakta en buyuk
matematikg¢iler dahi basarisiz olmustu; peki o zaman neden
paralellik postulasinin yerini bir baska postulanin aldig1 baska

geometriler olmasindr?

Lobachevsky, Saccheri’'nin, paralel dogrularin essiz olmadigim
soyleyen ikinci postiilasini se¢misti. Bu, elimizde belli bir dogru (1)
ve bu dogru uzerinde bulunmayan bir nokta
(A) olmasi halinde, bu noktadan ge¢cmekle
4 birlikte elimizdeki dogruyla értiismeyen

birden fazla dogru oldugu anlamina gelir.

(e g Sagduyumuz geregi bu bize imkansiz gibi

I gorundr. Duz bir kagit tzerine ¢izilecek, bir
LOBACHEVSKY’NIN PARALEL DOGRULARI . .
noktadan gecen birden fazla noktay1 gosteren
herhangi bir grafikte, mevcut, belli bir dogruya paralel birden fazla

dogru kesinlikle gorillemez. Bir asamada, baska dogrularin verili
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dogruyu kesinlikle kesmesi gerekecektir. Aym tarihlerde Macar

Janos Bolyai de Oklit'in meseleyi ele alisindan

bagka yollarin izlenmesiyle dogabilecek sonuglan
yayinlayarak Lobachevsky'nin vardig sonuglarla
hemfikir oldugunu acikladi.

Bu dusiinme bi¢iminin anahtari, bir
duzlemin 6tesinde bukilmus bir yuzey
gorebilmekte yatar. Bu bukulmus

yuzey surekli bir art1 yuvarlakligi ya da
BiR PSEUDOKURE VE BIRGOK PARALEL

biikklumu olan bir kure degil, surekli | jap cy (Losackevsky ceomernisi)

eksi bir buklimu olan bir yuzeydi.

Lobachevsky ile Bolyai, aslinda “pseudo-kure” ya da daha fazla
kabul goren ismiyle soyleyecek olursak hiperbolik geometriyi
yaratmiglardi. Bir pseudo-kire uzerindeki dogrular “jeodezik™tir;
yani iki noktay1 birlestiren en kisa uzunlukta egri dogrulardir.
Eugenio Beltrami sayesinde bu sekil, artik Oklit geometrisi olmayan

bir geometrinin gercek modelini sunuyordu.

Bu yeni geometrinin teoremleri Oklit'in biitiin teoremleriyle
celismiyordu; ¢unkii Lobachevsky ve Bolyai Oklit'in diger dort
postilasini korumuslardi. Paralellik postiillasina basvurmaksizin
kanitlanan teoremler korunmustu (29. 6nermeye kadar). Fakat
etkilenen seylerden biri de ti¢genin i¢ agilarinin toplamiydi. Oklit
geometrisinde, daha dnce gormus oldugumuz tzere bir iggende
i¢ agilarin toplaminin 180 derece olmasi paralellik postiilasina
esdegerdir. Paralellik postulasinin yerine Lobachevsky ve Bolyai'nin
yeni postulas1 gegirildiginde ug¢genin i¢ agilarinin toplami 180

dereceye esit olamaz.

Aslina bakarsaniz biraz sasirtici bir bi¢imde, bu yeni geometride
bir pseudo-kiirenin uzerine ¢izilen bir ti¢genin i¢ agilar toplaminin
180 dereceden az oldugu saglam bir bi¢cimde kanitlanmistir. $u da
vardr Bir ucgenin i¢ a¢ilarinin toplami tiggenin alanina baghyds,
dahas1 daha buyuk bir alan1 kaplayan ucgenlerin i¢ acilarinin
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toplami daha az oluyordu; ayni sey tersi icin de gecerliydi. Bu
iliski Oklit'e tamamen yabanciyd; Oklit'e gore iggenin alanu ile i¢
agilarinin toplami arasinda higbir iliski yoktu. Oklit geometrisinde
boyutlar ne olursa olsun bir ti¢genin i¢ agilarinin toplami 180

derecedir.

Kazan Universitesinde profesor olan Lobachevsky ile
orduda subay olan Bolyai vardiklar1 sonuglar1 1830’larin basinda
yayinladilar. Basarilarinin buyaklagiyle taninacaklarina, bu
calismalar1 gormezden gelindi. Iste tam bu noktada buyuk Carl
Friedrich Gauss, 6lumunden sonra olsa da ikilinin yardimina
kosacakti. Bu alandaki ¢alismalari bilinmeyen Gauss da benzer
sonuglara varmus; fakat Oklit'’e hiirmet edenlerin elestirilerinden
korkmustu. Bu ytizden de vardig) sonuglar: yayinlamamisti. Ama
Gauss 1855'te 6lup de kendisinin OKklit¢i olmayan geometri tizerine
yazismalar1 yayinlandiginda, sayginlig) sayesinde matematikgiler
Lobachevsky ile Bolyai'nin onun ¢alismasiyla baglantil olan

yayinlarini da okudular.

Bir Paralelden Hi¢ Paralele

OKlit'in her seye muktedirligi bir darbe almisti, ama daha kétiisi
gelecekti. 19. yuzyilin sonraki yillarinda Bernhard Riemann
Lobachevsky ile Bolyai'ninkilerden ¢ok daha radikal énermeler ileri
surda. Oklitin “Sonlu bir diiz dogru siirekli bir diiz dogru olarak
uzatilabilir” seklindeki ikinci postalasini “Buttn dogrular sonlu
uzunluktadir, ama sonlar1 yoktur” seklinde degistirdi. Bu ifade gizemli
gorunse de baz1 geometrilerde “dogru” olarak addedilen daire bu
tanima uyar. Uzunlugu, yani gevresi kesinlikle sonludur; ama tabii bir

dairenin, siradan bir dogru parcasininki gibi bir sonu yoktur.

Riemann daha da ileri gitti; ashna bakarsamz Saccheri'nin
sundugu uguncu secenege, “belli bir noktadan gecen, belli bir
dogruya paralel hicbir dogru yoktur”a oynadi. Riemann paralel
dogrularin kaybolmasini nasil saglamisti? Lobachevsky ile Bolyai
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yeni geometrilerine pseudo-kiireyi model alirken, Riemann gercek
bir kureye odaklanmisti.

Kuresel geometri yeni bir fenomen degildi; Antik Yunanllar
kiiresel geometriyi incelemislerdi, ayrica dinyamiz bir kiire
oldugundan kuiresel geometri denizcilikte de 6nemli olmustu.
Riemann'in geometrisinde kurelerin ytizeyindeki N
“buyiik daireler”, merkezleri kurenin merkezi
olan daireler, dogrulardir. Bu geometride boylam
dogrulari, dogrulardir; ama enlem dogrular
dogru degillerdir.

Bu geometride paralellik postiilasinin nasil

yorumlandigini anlamak i¢in ekvatoru (bir -

P I g » %10
buyuk daire”) verili dogrumuz olarak alip KURE: “Wic PARALEL YOK”

dunya tzerinde baska bir noktay1, 6rnegin Paris’i,
bu dogrunun uzerinde yer almayan P noktasi olarak distinelim.

P’den gecen butun dogrular (“buyuk daireler”) N

S

ekvatoru iki noktada keser; bu geometride P’den
gecip de verili dogruyu kesmeyen bir dogru
bulamayiz. Bu geometride paralel dogrular
yoktur.

OKklit'in, ikinci postiilasi ya da besinci
postilasi kullanilmaksizin dogruladig teoremler

S
Riemann’in kiiresel geometrisinde hala gecerli KORES Bl 0COENIH| AGIEARININ
olacakur. Fakat bu geometrinin Oklitci TopLAMI 1B0°'vi AgAR

genel kabullerin karsisina ¢ikaracag baska

surprizler de vardir. Yerkure tizerinde Kuzey Kutbu N noktasi ile
taban dogrusu ekvatorun olusturdugu bir ticgene bakarsak, NAB
ug¢geninin iki taban agisinin dik ag1 oldugunu gorariz. Kuzey
Kutbu'nda da bir a¢1 oldugundan, Riemann’in geometrisinde, bir
uggenin i¢ acilarinin toplami 180 dereceyi asar.

Lobachevsky ve Bolyai'nin geometrisinde oldugu gibi, i¢ acilarin

toplamu bir ti¢genin alanina dayanmaktadir; ama burada daha
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genis bir alani1 kaplayan bir
uggenin i¢ agilarinin toplami

KOVbOy lar bir danay lya da daha fazladir. Grafik iizerinde
th(Iln bir at1 0yl€ bir baglarlar Kuzey Kutbu'ndaki a1 artrilir,
ki hayvan kipirdayamaz; ne boylece ti¢genin acilarinin

hareket edebilir ne diistinebilir.

toplam artirilirsa, tiggenin

alam da acikur ki artacakur.

Buna elini kolunu baglamak

L
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denir, Oklit’'in geometriye
yaptigi da iste budur.”

Aslinda tarihe daha
kapsamli bir bakis attigimizda,

Riemann’in gelistirmekte

E. T. BELt, Haxixat Aravis; (1934) oldugu Oklitci olmayan

_l geometrinin asirlardir insanin
gozuniin 6ninde oldugunu
goririz. Iskenderiyeli Menelaus 10 100 civarinda bu “eliptik”
geometri cercevesinde hesaplamalar yapmisti. Ama insan bazen
duz-dunyalidir; dinyanin yuvarlak oldugunu bilinse de dunya duz

gorunir ve genellikle “daz” olarak deneyimlenir.

Geometri a la carte

Yeni geometrilerin celiskiden azade olmasi, paralellik postilasinin
diger postulalardan bagimsiz oldugu anlamina geliyordu. Hi¢ kimse
bu postulay1 kanitlayamayacakt ve ileri surulen herhangi bir kanit
da yanhs olacakt1. Matematikgiler paralellik postiilasinin yerine
bagka postiulalar se¢cme 6zgurliklerini kullanmuglar, sonugta farkh

tirde geometriler tiretmislerdi.

OKlitci ve Oklit¢i olmayan yeni geometriler ayr ayr1
incelenebilir; ama Alman matematik¢i Felix Klein aralarindaki
iliskileri gostererek bu geometrileri diizenlemenin yararl bir yolunu

bulmustu.

Buginse matematikgilerin lokal olarak Oklit geometrisine uyan,
ama buyik tabloya bakildiginda daha karmasik olan uzamlan
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Geometri Paralel Ucgen
‘ Al e o dogrular _acl toplami
Lobachevsky, ~ Hiperbolik ~ Herhangi 180 dereceden
Bolyai o geometn blrsaylda o
Oklit W e paraIeI 180 dereceye

" Riemann

KLEIN’S SINIFLANDIRMASI

incelemenin bir yolunu bulmaya ihtiyaci var. Riemann 1854’te
“Geometrinin Dayandig1 Hipotez Uzerine” baghkl bir konferans
vermis, bu konferansta “manifold” kavramim kullanmistr;
“manifold” metaforik mikroskopla bakildiginda diz gorunen
karmasik bir uzamdi. (Bakiniz Evrenin Sekli Nasildir?)

Evrenin Geometrisi

Bu yeni “Riemannci geometrinin” ilerlemesi zaman ve uzayin
birbirlerine nasil baglandiklarinin analizinde 6nemli olacakt1. Buyuk
kutlelerin etraflarindaki geometriyi degistirebilmeleri, “manifold”
kavramini gerektiriyordu; egimin butun noktalarda ayni oldugu bir
kurenin tersine “manifold” diizlemde uzunluk, a1 ve egimin él¢imu
bir noktadan digerine farklilik gosterebiliyordu. Albert Einstein'in
Riemann’in kavrayisina ¢ok sey bor¢lu olmasi hi¢ de sasirtict
degildir; kendisi bu kavramlarla tamismamis olsa “Gérelilik kuramini

hi¢ gelistiremezdim,” demistir.

Einstein'dan 6nce iki bin yil agkin bir stire boyunca Oklit'in
Elements’i olaganustu bir basar1 olmus, olaganustu bir kalicilik
kazanmisti. Nihayetinde OKlit'in paralellik postiilasina 6yle
kuvvetle kars: ¢ikild: ki sonunda yeni geometriler dogdu. Fakat
bu geometriler Oklit geometrisini “yanls” kilmaz; her ne kadar
modern bakis agisiyla mantik dile getirilmeyen varsayimlarda
bulunsa da. Pratik bakis agisiyla OKlit’i kullanarak mimari yapilar
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dikmeye, kopruler yapmaya devam edebiliriz. Paralel dogrulara
iliskin giindelik kavrayisimiz “Oklit¢i” olmayi siirdiirar; duz
yuzeylerle kars: karsiya kaldigimizda guvenle bu buyiik geometriciye
bagvururuz. Ne var ki paralellik postiilasinin hikayesi bizi yeni
geometrilere getirmistir. Riemann geometrisi ve “manifold” kavramu,
insanin geometriyi dogru bir bicimde anlama, fiziksel uzayin gercek

niteligini kesfetme girisimleri agisindan hayati 6énemdedir.
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Kalkiiliis mucizesi

18. yuzyil yazarlarindan Alexander Pope, biiyiik bir yurttas
hakkinda ovgiiyle “Birakin Newton olsun! Her sey 151k
olacaktir!” diye yazmisti. Bu évgiiye Alman Gottfried Wilhelm
Leibniz’i de dahil edebilirdi; ciinkii bu iki doga filozofu ve
matematikci Kalkiiliis olarak bilinen, dogru astronomik
hesaplamalar yapmanin ve daha fazlasinin yolunu acan
hesaplama yonteminin onciisti olmuslardi. Yillar icinde
gelistirilip inceltilen Kalkiiliistin biitiin bilimler agisindan paha
bicilmez degerde oldugu goriildii. Kalkiiluistin uygulama alanlan
giderek genislemekte; demografi, ekonomi, tip, istatistik ve
kuantum fizigi gibi cesitli disiplinleri kapsamaktadur:

Kalkulus insanin goge bakip giines sisteminin ve 6tesinin
mekanizmasini anlama arzusu sonucu gelistirildi. Newton

ile Leibniz’in ellerinde gezegenlerin hareketlerini hesaplayip
betimlemekte basariyla kullanildi. Onlarin devrinden beri de kendine
saglam bir yer edindi ve insanoglunun degisimi betimlemeyi, 6l¢meyi

ve anlamay istedigi her yerde bir uygulama alani buldu.

Matematik¢i Newton ayni zamanda bilim insani, deneyci
ve astronom Newton’dir. Newton gengliginde gezegenlerin
hareketinden, gokleri izlemekte kullanilabilecek bilimsel aygitlardan
buyiilenmisti. Daha 30 yasindayken yaptig1 bir yansitici teleskop
tasarimi Londra’da buayuk bir sansasyon yaratmis, Newton Kraliyet

Cemiyeti’ne bu basarisi tizerine segilmisti.

Newton, “merkezcil” kuvvetin, yani bir noktaya ¢ekilen bir
cismin deneyimledigi kuvvetin niteligine dayanarak o buyuk genel
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kutlecekim kuramini ve meshur hareket yasalarini gelistirmisti. Bu
kuramlar ve yasalardan yola ¢ikip Kalkulus'a kullanarak gezegenlerin
gunes etrafinda eliptik yoringelerde hareket ettigi cikariminda
bulunmustu. Johannes Kepler eliptik gezegensel hareket kuramini
deneysel verilere dayanarak postiile etmisti. Newton ise bir adim daha
ileri giderek bunu, matematiksel “degisim” kuramindan ¢ikarsamist.

Newton Kalkulus'te evrenin matematiksel anahtarini bulmustu.

Akiskan Bir Dlnya

Kalkulusiin -genel kabul geregi bu terim hep buytk harfle yazihr-
temelinde etrafimizdaki hayatin akigkan, gayri sabit, hareket halinde
oldugu algisi vardir. Her dakika bir éncekiden farklidir, dunya bir akis
halindedir. IO besinci yuzyilda filozof Herakleitos bunu 6zetlemisti:
“Her sey akar, hicbir sey yerinde saymaz” seklindeki siarina iyi bir
olcu olarak “aym nehirde iki kere yitkanamazsiniz” diye eklemisti.

Bunu biliyoruz. Havaya atilan bir topun yuksekliginden tutun
bir roketin Duinya'dan uzaklastigy mesafeye kadar, bir nufusun
buyuklugunden bir salginin yayilmasina, manyetik bir nesnenin
varliginda gozlenen elektrik akimina kadar hemen hemen her
fenomen uzay ve zamanda degisime tabidir. Kalkulus’un temel fikri
sudur: Degisimini 6l¢tugumuz bir nicelik, degiskenlerin degerine
dayanir. Baska bir deyisle, havaya atilan bir topun yuksekligi,
buyuk o6l¢ude, birakilmasindan sonra gecen zamana dayanur.
(Topun yiuksekliginin, havanin direnci gibi bagka etkenlere de
dayanabilecegi dogrudur, ama pratik degerlendirmeler geregi bazi
etkenler kenara birakilabilir.)

Degisimi degerlendirirken ele aldigimiz bariz degisken zamandir;
ama Kalkulas her durumda her tur degiskeni ele alabilir. Kalkulis
problemleri olarak gorulebilecek problemlerin izleri Antik
Yunan’a kadar surulebilir; ama Aristoteles ile Herakleitos degisimi
matematiksel degil, felsefi terimlerle incelemiglerdi. Galileo ve bazi

ortacag matematikgileri matematiksel yolda ilerlemeye baglamislards,
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ama bu konu aslinda modern dénemin iki aydinlaticisi Newton ve
Leibniz’le baslad1. Newton ile Leibniz, Kalkiilis’a kesfeden “ilk”
matematikgiler olarak anilir; ama aslinda Kalkiiliis'ii birbirlerinden
bagimsiz olarak, ustelik de farkli matematiksel notasyonlarla
tamimlamislardi. Newton'in notasyonu, isin icine hareketin dahil
oldugu problemlerde yararhdir; ama bugiin daha revacta olan

Leibniz notasyonu kadar taninir hale gelmemistir.

Bu iki adamin gelistirdigi Kalkulistin birbirini tamamlayan iki
yonu vardir: “Diferansiyel Kalkulus” ve “Integral Kalkulus”. Aslinda
bunlar bir madalyonun iki ytzuni olusturur; aralarinda ters bir
iliski vardir. Diferansiyel Kalkuliis “ayirmak”la, Integral Kalkulis ise

“birlestirmek”le ilgilidir.

Degisimi Olgmek
Diferansiyel Kalkulusiin baslica amaci degisim oramini, degisimin ne

kadar hizli ya da yavas gergeklestigini 6l¢cmektir; bu orana “tirev”

denir. Turevi bulma sirecine “diferansiyelini alma” denir.

Diferansiyel Kalkilis ayrica belli anlardaki degisim oranlariyla,
yani anlik degisim oranlariyla ilgilenir. Bu ytuzden ortalama
degisimden ¢ok farkhidir. Ornegin A sehri ile B sehri arasindaki
uzaklik 330 km’yse, bir araba bu yolu 11 saatte aliyorsa, arabanin
ortalama yol alma hiz1 330’'un 11’e bolunmesiyle saatte 30 km olarak
bulunur. Ama bu bize yolculugun herhangi bir anindaki hiz1 vermez.
Araba bir an trafik 1siklarinda duruyor olabilir; bir sonraki an

otoyolda saatte 70 km hizla yol aliyor olabilir.

Cebirsel olarak ol¢tugumuz nicelige y diyebiliriz; havaya atilan
top o6rneginde, y topun yerden yuksekligi olacakur. y’nin degisim
orani, Diferansiyel Kalkulusun kilit sorusudur.

Newton anlik hiz, yani belli bir anda mesafedeki degisim orani

hakkinda yazmsty; ayrica daha ust diizey bir kavram olan anlik

ivmelenme, yani hizdaki degisim orani tizerine de disunmusti.
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Anlik degisime odaklanmak i¢in Newton akis baglaminda
dusuntuyordu. Onun diliyle, y zaman i¢inde akiyorsa ona “akiskan”
diyordu. Akiskanin degisme oranina “y ‘nin akis1” diyordu. (Onun
notasyonunda bu deger yile gosteriliyordu.) Bir adim daha atarsak
y’deki degisim y olarak yazilir. Dolayisiyla y mesafeyse, y hiz, y

ivmedir.

Gelgelelim Leibniz'in notasyonu anlik hizi daha iyi anlamamizi
saglar. Havaya atilan top 6rneginde, zamanda iki nokta dusinmemiz
gerekir: Zamanda bir an, bu an hizin ne oldugunu bilmek istedigimiz
andir; bundan bir sure sonrasiysa sonraki bir an. Bu iki an arasindaki
sure Ax olarak gosterilir. (Bu tek bir semboldur; A X X degildir, delta
X diye okunur.) Bu sure zarfinda top Ay (delta y) olarak yazilan bir

mesafe kat edecektir.

Bu stire zarf 1n§a topun ortalama hiz1 -alinan mesafe bolu sarf
olunan zaman —i olarak ifade edilir. Ax’in temsil ettigi siire ne
kadar kisaysa %’ X anindaki anlik hiza o kadar yakin olacaktir.

lvmenin Carpanini Alma

Diferansiyel Kalkulisiin somunlarinin ve vidalarinin nasil birbirine
gectigini anlamak i¢in ateslenmekte olan bir roket 6rnegini
dusunelim. Bu érnek de havaya atilan top érnegine benzer, ama

burada roket itilimini de degerlendirmemiz gerekiyor.

Diyelim ki x dakika sonra roketin anlik hizim 6grenmek
istiyoruz. Hiz sabit olursa, 6rnegin dakikada 10 km olursa tektip
hareket olurdu; bu hiz herhangi bir andaki anlik hiz olurdu. Fakat
bir roketin hareketi boyle degildir. Hi¢cbir seyden baglar, basta
yavasca hareket eder ve ivmelendikce daha fazla hiz kazanir.

Gercekte kat edilen mesafe ile sarf olunan stire arasindaki
iligki, roketle ilgili her tur etkene bagh olacaktir; 6rnegin roketteki
yakitin miktarina, havanin direncine, roket uzaya yukselirken

Diinya'nin ¢ekiminde meydana gelen azalmaya. Gelgelelim, alinan
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kilometreleri y, gecen sureyi x olarak dusunursek y = x* seklinde
bir iligki varsayabiliriz. Bu ¢ok basitlestirilmis bir denklem olabilir,
ama ivmeyi kapsamasi itibariyla roket hareketinin biitin temel
ozelliklerine sahiptir: Roketin 1 dakika sonra 1 km, ama bes dakika

sonra 25 km yol aldig1 anlamina gelecektir.

Roketin havalanmasindan 5 dakika sonraki anlik hizim
hesaplayabllmeAl; icin, oncelikle Leibniz’in yikseklik
sembolleriyle —=-"yi kullanarak kisa A

Ax siresi zarfindaki ortalama hiz et et
hesaplamamiz gerekiyor. Ay *
Ax = 0,01 dakika diyelim (bu bir

saniyeden daha kisa bir suredir); bu
demektir ki zamanda (x) aldigimiz iki
nokta 5 dakika ile 5,01 dakikadir. y = x?

ecrcmn o

P———————

) Kk zaman
varsayimini kullanarak bu sure zarfinda S
X

kat edilen mesafenin 0,1001 km oldugunu

KALKULUSU KULLANARAK ROKET HIZININ

bulabiliriz; bu sonuca 5,01%den 5%yi OLCULMESI

¢ikararak ulasiriz.

‘Bu, bu siire zarfinda, ortalama hizin %, 0,1001 km’nin
0,01 dakikaya bolunmesiyle dakikada 10,01 km olarak
hesaplanabilecegini buluruz. Daha bile kisa zaman araliklarini
dikkate alirsak, yani Kalkilus'un ardindaki temel fikir olan limit
surecini uygularsak, ortalama hiz, roketin havada gecirdigi 5’'inci
dakikadaki anlik hiz1 olan 10 km’ye yaklasacaktir.

? “ifadesi” temelinde, x zamani icin

Ashinda varsayimimiz, y=x
hangi degeri secersek secelim anlik hiz yine x’in iki kat1 olan sayiya
esit olacakur. Leibniz bu sonucu % = 2x seklinde ifade etmistir;
burada % , y=x7nin turevidir. Leibniz bu ifade bi¢iminin, ¢cok
kugik bir dy’nin ¢ok kugiik bir dx’e bolunmesi anlamina geldigini
dusunmusti; fakat bugtinkit matematiksel duisunce tirev @y ’in

dx

sadece bir sembol oldugunda 1srarhdir.
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yikseklik

90

DEGISMEYEN BiR HIZLA ALINAN YOLUN ALAN OLARAK

TEMSILi

Diferansiyel Kalkulus'un kalbinde turevin bulunmasi, yani
diferansiyelin alinmasi yatar. Turev bagska matematiksel ifadelerle de

hesaplanabilir: Ornegin y = x ifadesinin turevi Do olacakur, y

@y

= x3 ifadesinin turevi ise i = 3x? olacakur.

Madalyonun Obiir Yiizii

Roket orneginde roketin aldig1 yolu belirtmek i¢gin bir ifade
benimsemis, Diferansiyel Kalkulusi kullanarak roketin hizim
hesaplamistik. Fakat madalyonun 6bir yiziinde Integral Kalkuliis
bu problemin ters kurulmus bi¢imini ¢6zmemizi saglar: Roketin
hizim bilebiliriz, ama bu kez de belli bir anda almis oldugu mesafeyi
hesaplamak isteriz. Bu hesaplama hizin integralini bulmaya dayanr;

matematikgilerin “integralini alma” dedikleri stregtir.

Bagka bir roketin dakikada 10 km gibi sabit bir hiz1 (v) oldugunu
varsayar, bir zaman ve hiz ¢izelgesi olusturursak bu grafikte, v
= 10’dan gecen, (x zaman1 ekseninde) herhangi bir anda roketin

hizinin bu oldugunu séyleyen duz bir dogru olacakuir.

Peki 5 dakika sonra roketin yuksekligi ne olur? Sabit bir

hizla dakikada 10 km yol aldigindan 5 X 10 = 50 km’dir. Bunu

bir grafikle ifade edecek olursak bu mesafenin alan olarak

yorumlanabilecegini, alanin da 5 X 10'a esit oldugunu gériruz.
Baska bir deyisle ters kurulmus
Integral Kalkiilis problemini
cozerken yuksekligi bulabilmek
icin alam hesaplariz. Tabii ki
ivmelenme yuiziinden roketimiz
yukar1 dogru sabit bir hizla yol
almiyordur. Bu yiizden v hizinin

zaman degismekte oldugunu, herhangi

5 X bir anda, bir saatte alinan km

sayisinin, o ana kadar sarf edilen



EVRENIN MATEMATIGI NASILOIR?

surenin iki kat1 olacagini, yaniv = 2 x  yikseklik

oldugunu varsayalim. Bu x ilerledikge / #
roketin daha hizli hareket ettigi ¢
anlamina gelir. Peki v = 2x’e denk gelen
bir grafik ¢izdigimizde ne olur?

Daha onceki grafikte oldugu gibi

burada da kat edilen mesafeyi alan,
zaman

OAB uggeninin alani verecektir.
Grafigin de gosterdigi gibi bu alan,
OABC dikdortgeninin alaninin yarisina IVMELENMEYLE ALINAN YOLUN ALAN OLARAK
tekabiil etmektedir. Dolayisiyla mesafeyi TemsiL
bulmak i¢in OA X OC yapmamiz gerekir; bu da X x 2x = 2 x¥ye
esittir. U¢genin alaniysa bunun yarisina, yani x*ye esittir. Hizin v=

2x denklemine dayandigini varsayiyorsak roketin aldig1 yol budur.

Bir grafigin altinda kalan alan1 bulmak Integral Kalkulis'an
baslica fikri, Newton ile Leibniz’in baslica saikleridir. Kendi
basina alindiginda bir grafigin altinda kalan alani bulmak, kugik
dikdortgenlerin, vdx alaninin toplanmasidir; bunun icin de tarihsel
olarak “toplam” anlamina gelen “sum” kelimesi kullanilmistir.
Bu kelime tek bir harf, S olarak kisaltilmis, sonra da Leibniz’in
matematiksel notasyonunda uzatilmis S (J) ile [vdx olarak ifade
edilmis ve buna v'nin integrali denmigtir. [2xdx = x? ya da esdeger
bir bicimde (2'ye bolerek) [xdx = XTZ oldugunu bulmustuk.
Turevde oldugu gibi, integrallerle de fx%dx = XTJ ,[x3dx = %
gibi bagka matematiksel ifadeler de hesaplanabilir.

Diferansiyel-integral iliskileri ve “Limit”

Peki Diferansiyel ve Integral Kalkuliis etkili bir bi¢cimde nasil
bir araya gelir? Ornekteki roketimizin yiiksekligi (y) verilirse
Leibnizin 4% formilayle Diferansiyel Kalkulasu kullanarak

Ly
roketin hizini, tersi olursa, hizi (v) verilirse Integral Kalkulusu
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kullanip fvdx’i hesaplayarak yuksekligini bulabiliriz. Matematiksel
terimler kullanilarak 6rneklerimizin birbirleriyle iligkisi Kalkulus

denklemleriyle gosterilebilir:

Diferansiyel Kalkulis (hizi bulmak i¢in): y = x? veriliyse % =

2x oldugunu buluruz.

Integral Kalkulus (kat edilen mesafeyi bulmak igin): v = 2x

veriliyse fvdx = xyi buluruz.

Newton’in da Leibniz'in de fark ettigi uizere diferansiyeli alma ve
integrali alma islemleri birbirlerine ters islemlerdir. (Gercekten de
integral bazen aradaki bu iligkiyi vurgulamak icin ters-tiirev olarak

amlir.)

Elbette ki Kalkuliis, Newtoncu-Leibnizci dogumu sirasinda tam
anlamiyla olusmus degildi. Guglu, fakat hantal bir bi¢imle dunyaya
gelmisti. Temelleri guiclendirmek i¢in baska bir kavrama, limit
kavramina ihtiyag vardi. Nihayet bu kavram, Newton ve Leibniz’'ten
sonra, 6nde gelen bircok matematik¢inin Kalkulisa guglendirme
cabalarinin hasrana ugramasindan sonra ortaya cikti. 19. yuzyilda
Augustin-Louis Cauchy bu dikenli dali kavrayarak mukemmel bir
limit kavrami ortaya koydu ve koskoca Kalkilis kuramini daha

gavenli bir zemine oturttu.

Kalkllls ve Optimizasyon

Kalkilusin paha bicilmez degerde oldugu uygulama alanlarindan
biri, bir niceligin istenen minimum ve maksimum degerini
bulmaktir. Bunu baska bir 6rnek tizerinde, bu kez goklere citkmak

yerine yerde kalarak anlayabiliriz.

Diyelim ki bir c¢ift¢cinin 800 metre ¢iti var ve duz bir nehre bitisik
dikdértgen bir alani ¢itle ¢cevirmek istiyor. Bu sonlu miktardaki ¢iti,
en fazla yarar1 ve kari saglayabilmek icin en genis arazi pargasini

cevirmekte nasil kullanacagini1 gormek istiyor. Nehri, dikdortgenin
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eni yerine uzun kenarlardan biri olarak almanin ¢ift¢inin yararina

olacag acikur. Daha sonra bu bulmacay: cizerek ya da elindeki 800
metre ¢ite uyacak cesitli enleri ve boylar1 deneyerek ¢ozebilir. Ama
Kalkulus ¢ift¢cimizin tahminleri bir kenara birakip dogruca ¢oziime

varmasini saglar.

Ciftci dikdortgen tarlanin
enini x ve boyu olacak tek kenar1 |
olarak tanimlarsa, | uzunlugu 800
— 2x olarak ifade edilebilir.

Tarlanin x X I'e esit olan
alani, y = x X (800 — 2x) olarak
yeniden yazilabilir, buday =

CIiFTGININ NEHIR KENARINDAKI TARLASI

800x — 2x? anlamina gelecektir.
Ornegin ciftci tarlanin eni i¢in x = 100 demeyi tercih ederse y alan
100 X (800 — 200) = 60.000 metrekare olacaktir.

Ama daha iyisini yapip en genis tarlay1 verecek x degerini
bulabilir mi acaba? $imdi bu problemi ¢ift¢inin dunyasindan ¢ikarip
matematik¢inin dunyasina sokalim. Farkli x degerleri i¢in y alaninin
degisen boyutlarini, yukaridaki denklemi bir grafige ¢evirerek
gosterebiliriz. Bu grafikte x genisligi 0’dan yukariya dogru ¢ikarken,
y alan1 da maksimum degerine ulasacak, bu noktadan sonra yeniden

azalmaya baslayacaktir; grafik bize bir egri verir.

%yx- tureviyle roketimizin hizi baglaminda karsilasmistik;
ama turevin bir bagka degerli y

yorumu, bir egrinin egimini Maksimu

vermesidir. Bir egri tzerindeki

bir noktanin dikligi, bu noktadaki

teget dogrusunun egimi olarak

tanimlanir. Bu egim yaklasik olarak
Ay v NRT @ s .
=2 )tir ve kesinlikle 2 ’e esittir. = - 2

( e Dtir v inli T sitti y = 800x — 2x2 grafigi

KALKULUSLE EN GENiS ALANIN BULUNMASI
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Egrinin en yuksek noktasinda, bizim istedigimiz noktada, diklik
sifirdir, canku teget yataydir. Dolayisiyla y’nin tarevini hesaplayip
0’a esitlersek elimizde bilinmeyen x degerini verecek bir denklem

olur.

800 x — 2x%nin turevi 800 — 4x’tir; 800 — 4x = 0 denklemini
cozerek x = 200un optimum deger oldugunu, bize 80.000

metrekarelik bir alan verdigini buluruz.

Doganin Denklemlerinden Matematik
Modellemeye

“Doganin denklemleri” denilen denklemler bazi terimlerin tirev,

yani degisim orani oldugu denklemlerdir; bu yiizden de diferansiyel
denklemler olarak dusunularler. Ornek olarak Do 3 x? dnermesi
alinabilir; burada problem denklemin sag ve sol kisimlarini birbirine

esit kilacak sekilde y’yi bulmakur.

Diferansiyel denklemler ¢ok genis bir ¢alisma alamdr;
matematikgilerin yani sira fizik kuramlariyla ilgilenen fizikgileri,
kimyasal reaksiyonlarin oranlariyla ilgilenen kimyagerleri,
hastaliklarin ne hizla yayildigin1 bulmak isteyen biyologlar1
da kendine ¢ekmektedir. Bu sorular matematiksel modelleme
cercevesinde incelenir; bir stuireci anlamak i¢in sadelestirici
varsayimlara basvurulur. Kalkulisan uygulandig bir¢ok alanda,
uzay ve zaman gibi birden fazla degiskenin bulundugu nicelikler
vardir. Bu degiskenleri bulmak i¢in matematikgiler degiskenlerin
her birinin birbirinden bagimsiz kabul edilmesiyle bulunan kismi
tiirev kavramina bagsvurmuslardir. Bu da bizi kismi diferansiyel
denklemler alanina getirir; bunlar arasinda gercek hayatta uygulamasi
olan bircok klasik ornek vardir. 19. yuzyilda iki kisinin gelistirdigi,
hava durumu tahmininde ve okyanus akintilar1 gibi akiskanlarin
hareketini tahmin etmek ic¢in kullanilan Navier-Stokes denklemleri;

yine 19. yuzyildan elektrik ile manyetik alanlarim birbiriyle
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iliskilendirmekte kullanilan (James Clerk) Maxwell denklemleri ve

Albert Einstein'in genel gorelilik denklemleri vardur.

Kismi diferansiyel denklemler ekonomi alaninda da uygulamr;
borsa fiyatlarini tahmin etmekte kullanilan, ABD’li ekonomistler
Fischer Black ve Myron Scholes’un gelistirdikleri Black-Scholes
denklemi bunlara bir 6rnektir. Isinin dagilimiyla ilgili klasik
denklem uizerine ¢alismalari, yazarlarina 1997 Nobel Ekonomi

Odilu'nt kazandirmustr.

Kalkilis Newton ile Leibniz’in bugiinlere kalan mirasidur.
Bilimin, sosyal bilimlerin, istatistigin ya da herhangi bir muhendislik
dalinin, Kalkulasiin 17. ytuzyildaki muhtesem mucitlerine ve onlarin
gezegenlerin eliptik hareketi hakkindaki dustincelerine bor¢lu

olmayan bir tek kosesi bile yoktur.
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Veriler, kanitlar ve
“lanet yalanlar”

Kamuoyu yoklamalarimin onciisii George Gallup, su meshur
soziinde, Tanri'mn varlhigin istatistikle kanitlayabilece gini
soylemisti. 19. yiizyihn stipheci tarihcisi Thomas Carlyle da insanin
istedigi her seyi kanitlamasim saglamalarindan dolay: istatistikleri
suclamasiyla meshurdur: Bunlar asirtya kacan, ama insanin
dikkatini ceken iddialardir. Ne var ki ister begenin ister begenmeyin
bugun istatistige doymus bir dunyada yasiyoruz; arastirmac
ordular veri toplama ve bunlardan ¢ikarimda bulunma isiyle
ugrastyor. Peki ama hangi matematiksel araclan kullaniyorlar ve
istatistikle bir sey ortaya konabilirse eger o sey nedir?

Istatistik genellikle hakkindaki kotii sozlerin sikintisini ¢eker; bir
meseleyi tartisirken basvurulan yaniltici bir ara¢ olma tohmeti
alunda kalir; ozellikle de “istatistik” teriminin turedigi siyaset
alaninda. Mark Twain’e bakilirsa “yalanlar, lanet yalanlar ve
istatistik” su¢lamasi Benjamin Disraeli'nin agzindan ¢ikmistir;
Victoria dénemi devlet adaminin bu tabiri kullanip kullanmadig1
kuskulu olsa da 0 zamandan bu yana verilerle “desteklenen” saibeli
argumanlar kargisinda duyulan hosnutsuzlugu ifade eden bir soz

olmustur.

Peki ama bu hakl bir sohret mi? Kesinlikle, ama buna ragmen
modern toplum ve ekonomi istatistik olmadan isleyemez; istatistik
hukumetlerin, ulusal ve uluslararas: orgutlerin, orta ve buyuk 6lcekli
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sirketlerin kararlarinin ardinda yatar. Bu ytizden de istatistikgiler
epeyce aranan kisilerdir. Pratik uygulamalara ¢ok fazla bagliymis gibi
gorinen matematiksel uygulamalarda da soyut olmayan, rahatlatici

bir seyler var gibidir.

Pasta Grafikleri ve Lambali Kadin

Istatiksel rakamlar ile bir argiimani ilerletme hedefi arasindaki
iliski, sunumun 6nemli bir rol oynadig1 anlamina gelir. Istatistik bir
grafikler ve semalar yelpazesi yaratarak genellikle insanin goziinu
yildiracak miktarda sayisal veriyi, 6zimsenebilir, ikna edebilen
gorsel malzemeye cevirir. Bu ders ¢ok erken devirlerde alinmistir;
1850'lerde Kirim Savasi’'nda Ingiliz ordusu i¢in bir hastane yoneten
Florence Nightingale de bu dersi alanlardan biriydi. Nightingale
Ingiliz askerlerin hangi zor kosullarda hizmet ettigini gostermek
icin istatistikleri pes pese dizmis, hastalik yuiziinden kaybedilen
askerlerin sayisinin savas ve yaralanma yuzunden 6len asker
sayisindan ¢ok daha fazla oldugunu ileri siirmisti. Olim sebeplerini
etkileyici bir bicimde gostermek i¢in kendisinin “varasa kanad1”

dedigi bir tur pasta grafigi hazirlamist1.
Dogudaki orduda her ay
Nightingale’in her ay yasanan gergeklesen olimlerin
olumleri ortaya koyan grafiklerinde pedenizy
olum sebepleri u¢ ayr renkle
gosterilerek siniflanmistir: 6nlenebilir
hastaliklar, savas yaralar ve diger
sebepler; dilimlerin alanlar1 da
olu sayisiyla dogru oranhdir.

Onlenebilir hastalik grubunun her

ay en genis grubu olusturdugu V Yaralar
acikca gorulmektedir. Bu grafikler ikna ‘ Onlenebilir hastaliklar
etmeyi, “soz gecirmez kulaklardan iceri ‘ Digger nedener

sokamadiklarimizi gozlerle anlatma”y1

. . - FLORENCE NIGHTINGALE'IN “YARASA KANADI” KIRIM
amacliyordu. Bu o6rnekte istatistik EAVARITABLARL
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gercekten de makul bir okuma ortaya koymus, gorsel temsil de bu
okumay: guglu bir bigcimde yakalamistir. Nightingale’in ¢agdasi Dr.
John Snow da kolera vakalarin1 Londra haritas tizerinde gostermek
suretiyle baska bir istatistiki temsil bicimi getirmisti. Belirgin hale
gelen dagihm oéruntileri, Snow’un vardigl sonucu; hastaligin, yaygin
olarak inanildif1 tizere “koti havayla degil halka agik cesmelerden
akan kokusmus sularla yayildig gorusunti destekliyordu. Bu iki
yaklasim da istatistigi ¢cok basit bir bicimde kullanmis olmakla

birlikte meramlarini gayet iyi ortaya koymuslardr.

Ortalamalarla Ilgili

“Kelimenin esas anlamiyla Kanunlar
‘Istatistik’ devlet isleri bilimi

Kirim Savasi’nin ve

demektir: On sekizinci ytizyilin Londra’daki kolera vakalarinin

siyasi aritmetikgisi icin istatistigin
islevi merkezi hiikiimetin gozleri

L
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belgelenmesinde, verilerin
butuniine dagihm ve sebepler
uzerinden bakilmis, sonra

ve kulaklari olmakt1.” da gorulenler grafikler ve

R.A. FISHER, haritalarla gosterilmistir. Ne
ISTATIK —I var ki istatistikte genellikle
sayfalar dolusu veri 6nemli
tek bir dlcite, 6rnegin “ortalama”ya indirgenir. Ama “ortalama” ne
anlama gelir? Bir sirkette ortalama maas 45.000 sterlinse bu herkesin
bu meblag1 kazandig1 anlamina gelebilecegi gibi cogunlugun bundan
daha az kazandig), ama sirket yonetim kurulu baskaninin 200.000
sterlinlik maasinin da hesaba dahil edildigi anlamina gelebilir. Ikinci

soyledigimiz daha muhtemeldir, ama bilinemez.

Cogu kisinin “averaj” olarak dasandugu sey, genellikle
ortalamadir; verilerin toplanip toplam veri sayisina bolinmesiyle
elde edilen rakamdir. Burada sorun, tek basina ¢ok yiksek bir
degerin ya da al¢ak bir degerin teknik olarak dogru olsa bile,
genellikle yanlis bir izlenim birakan bir “averaj” ortaya ¢ikarmasidir.
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Averaj, medyan ise, yani verilerin sayisal degerlerine gore siralanmasi
sonrasinda gorulen “orta deger”se, averaj cok yuksek ve ¢ok al¢ak
degerlere duyarsiz olabilir. Ne var ki averaj tipik deger (mode) ise,
yani verilerde siklikla gorilen degerse bu durumda sirkette ¢ogu
kisinin aldif1 maas: bilebiliriz.

l_ “Hertfordshire’in bu kisminin havasinda -|
ozellikle heyecanlandirici bir sey mi var bilemiyorum;
ama devam eden nisanlarin sayisu, istatistiklerin rehberlik
olsun diye verdikleri uygun ortalamamn hatiri sayilir
miktarda tistiindeymis gibi goriiniiyor bana.”

LADY BRACKNELL, OSCAR WILDE'IN
The Importance of Being Earnest adli kitabinda (1895) I

Averaji uretirken istatistikciler genellikle rakamlarin averajdan
ne 6l¢uide saptigiyla da ilgilenirler. En basit haliyle (6rnegimizi
kullanirsak) ortalama degerden sapma, maaslarda 45.000 sterlinden
itibaren tek tek butun sapmalarin (40.000 sterlinlik bir maas 5000
sterlinlik bir sapma demektir) toplanmasiyla elde edilir. Daha sonra
elde edilen bu toplam rakam, okunan veri sayisina bolinerek sapma
ortalamasi bulunur. Istatistik¢iler daha incelikli bir hesaplamayla,
Yunancada o (sigma) harfiyle gosterilen “standart sapma”yla
ozellikle ilgilidirler. Genellikle gorunurdeki rakamlarin ardindaki
farkh bir hakikati, 6rnegin bir grup insan zenginlesiyor olsa da
aralarindaki esitsizligin artiyor oldugunu ortaya cikarabilecek sey,
sapma istatistigidir.

Orneklem Cikarma

Belli bir fenomen igin, butiin verileri toplamak, 6rnegin nifusun
tamamindan veri almak genellikle pratik olmayan, verimsiz bir
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girisimdir: Bir hitkimetin halki hakkinda bir seyler 6grenmek
istedigi her seferinde bir nufus sayimina gitmesi pek kolay bir is
degildir. Bu ytizden istatistik arastirmalarinin hayati 6énemde bir
yonu, gavenilebilir bir 6rneklem grubu tanimlayip sonuglardan
ctkarimda bulunmakla ilgilidir.

Diyelim ki bir nufusun ortalama boyunu bulmak istiyoruz.
Istatistikciler, herhangi bir egilimden ka¢inmak icin rastgele bir
orneklem grubu olusturmaya dikkat edeceklerdir. Cocuk sayisinin
ortalamanin ustinde oldugu yerlerden 6rneklem ¢ikarmanin
bir anlami olmayacakuir. Istatistik¢iler 1936’daki ABD baskanhk
secimlerinden ¢ok ufuk acici bir ders almislardi; tahminler basa bas
bir yaris olacagini éngoruyordu; ama Franklin D. Roosevelt ezici
cogunlukla secimi kazandi. Bu ornekte telefon rehberlerine, araba
sahibi listelerine bakilarak bir érneklem olusturulmus ve kacginilmaz
olarak da nispeten varlikl bir sosyo-ekonomik gruba meyleden bir

ornekleme varilmistu.

Nufusun ortalama boyunu bulabilmek icin istatistik¢ilerin niifus
ortalamasini (mean) almas gerekir; bu deger Yunan alfabesinde
“mu” olarak okunan p harfiyle gosterilir. Orneklem grubu iyi
olusturulmussa, érneklemdeki insanlarin ortalama boyunun,
istatistikgilerin x (x bar olarak okunur) olarak gosterdikleri deger,
buyuk ihtimalle niifus ortalamasina dair iyi bir tahmin olacakur.

Titiz bir tahminde bulunmak, istatistik¢inin cephaneligindeki
hayati aygitin sahneye c¢iktig1 yerdir: Merkezi limit teoremi tekrar
tekrar 6rneklem alindiginda 6rneklem ortalamalar1 X 1n “normal

dagilim” denilen seye uygun olmasi gerektigini soyler.

Gan Egrisi

Grafik olarak temsil edilen “normal dagilim” su meshur ¢an
seklindeki egridir. Dogru, matematik agisindan ne kadar temel

onemdeyse c¢an egrisinin de istatistik i¢in o kadar 6nemli oldugu
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soylenmistir. Ailesi 16. yiizyillda Londra’dan

Fransa'ya go¢ eden Abraham De Moivre ¢an
egrisinin temel 6zelliklerini kesfetmisti,

ama egri “normal dagilhim” tanimini
baskalarinin eline gectikten sonra 4
ald1. (Bazen Carl Friedrich Gauss'un — 50

60 Tura sayisi
19. yleyllda yaptlgl CallSmalara ATILAN PARALARIN NORMAL DAGILIMI

dayanarak Gausscu dagilim olarak da
bilinir.)

De Moivre geleneksel yazi-tura problemine benzer bir problemi
¢c6zmustil. Bir bozuk paray: belli sayida, 6rnegin n kere havaya
firlatirsak x sayida tura gelmesi olasiligini hesaplayabiliriz. De
Moivre paranin havaya ¢ok kere firlatldigin1 dusunmus, bu
olasiliklar1 ¢ikarmak i¢in kolay bir yol bulmustu; ¢unk olasiliklar

normal dagilim izliyorlard,

“Bazi insanlar istatistigin adindan bile nefret eder,
ama ben istatistigi giizelliklerle dolu ve ilging
buluyorum. Istatistik insanin Bilim’inin pesinde
olanlarin yolunu kesen o kalin zorluklar duvarinda
bir delik acabilecek tek aygittir.”

FRANCIS GALTON,

| Dogal Kalitim (1889) l

Bir paray1 100 kere havaya atarsak tura geldigi durumlarin
ortalama dagilimi 50°dir. Bu pek sasirtic1 degildir; ¢inku tura gelme
olasihigina esittir. De Moivre, bize bu olasilig1 ¢an egrisinin altinda
kalan alan1 hesaplayarak olcebilecegimizi gostermistir. Ornegin, 60
turadan fazla gelmesi olasiligl, ¢can egrisinin altinda 60'1n saginda
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kalan alana denktir. (Ashnda istatistikciler bu gibi amaclarla normal
dagihim tablolarina bagvurabilmektedirler.) 60 ya da daha fazla kere
tura gelmesi olasihginin 0,0228 oldugunu buluruz; paray: tekrar
tekrar, 100%er kere firlatmaya devam edersek bu tekrarlarin yuzde

2sinde 60 turadan fazla gelmesini bekleyebiliriz.

Orneklem uygulamasim normal dagilimla birlestiren sey merkezi
limit teoremidir. Bu teorem, rastgele 6rneklemlerin ortalamalarinin
(mean), yani x larinin ortalama w’yu merkez alan normal bir dagihm
gosterdigini; buyuik bir érneklemin pya iligkin tahminimizde,
kucuk bir 6rnekleme gore bize daha gecerli bir cevap verecegini
soyler. Teoreme gore nufustaki boy varyasyonlar bilinirse, 6rneklem
ortalamalarinin, x larin varyasyonu %, kadar azaltulir; boylece
rastgele orneklem ne kadar biiyik olursa niifus ortalamasi p’ya
dair tahmin de o kadar iyi olacakuir. Bu istatistigin bir bilim olarak

kullanilmasidir.

Istatistik Bilimi

Florence Nightingale’in hazirladig grafik bir mesaj veriyor, bir
meseleyi etkili bir bicimde vurguluyordu; ama istatistik kuramindan
yararlanilarak hazirlanmamisti. Istatistik bilimiyse tersine,
matematiksel kuramin 6rneklemlere dayanarak nifus hakkinda

¢ikarimlarda bulunmak i¢in kullanilmasidir.

Dahasi istatistigin dogasi kurama dayanarak bekledigimiz
seyle bir deneyin sonucu olarak aslhinda elde ettigimiz sey arasinda
niceliksel bir bag kurmakur. Dolayisiyla yazi-tura atma 6rneginde,
100 kerede 50 tura gelmesini bekliyorduk, bu sayidan sapmalar1 da
olgebiliriz. Onde gelen Ingiliz matematikgi R. A. Fisher, Statistical
Method for Research Workers (1925) adh kitabinda bu tiir analizleri
ele almaya yonelik bir yontem betimlemisti; bu kullamish kilavuzda

“anlamlilik testleri”ni tanimhyordu.

Fisher'in anlamlilik testine verdigi meshur 6rnek, ¢cay koyma

sanatiyla ilgiliydi. Cayin fincana konmus stite mi eklenmesi gerekir,
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yoksa fincana dnce ¢ay konur da arkasindan m st eklenir? Fisher’in
bir hanim ahbab1 aradaki farki bilebilecegini iddia ediyordu. Stipheci
davranan Fisher ise hanimefendinin boyle bir becerisi olmadig1
varsayimint kurdu. Sonra da onun bu iddiasini ¢ay tatma deneyiyle
test etti. Hanimefendi sekiz denemenin sekizinde de basaril olursa
Fisher, boyle bir sonug salt sans eseri elde edilemeyecegi icin
sonucun istatistiki olarak anlaml olacagini soyleyecekti. Sonra

da varsayiminin ihtimal dis1 oldugunu soyleyecek, ¢cay yapmanin
kendisinin bilmedigi baska yonleri oldugunu teslim edecekti.

Peki Fisher anlamlilik testlerini yazi-tura problemine nasil
uygulayacakt1? Bir hilenin diizenli olup olmadigina nasil karar
veririz? Para tartilabilir, ama kurcalamayalim diye bdyle bir tetkike
izin verilmiyor diyelim. Fisher deneyi kurmak i¢in, “parada hile
yoktur” varsayimin kuracakti; o buna fizikcilerden alinan bir
terimle “gecersiz varsayim™ sinamak diyordu; fizikgiler hicbir
okuma vermeyen basarili bir deneye “gecersiz” diyorlardi. Gegersiz
varsayim genellikle H; seklinde ifade ediliyordu. Dolayisiyla Fisher
ya H1 kabul edecekti ya da buyuk bir giivenle bunu reddedecekti.

Diyelim ki ug bir sonug elde ettik: Bozuk paray:1 100 kere
firlatuk, her seferinde de tura geldi. Paranin agir ¢ektigi ve hileli
oldugu sonucuna varabilir miyiz? Boyle kesin bir sonuca varamayiz,
cunki sans eseri de 100 kere tura gelmis olabilir. Gelgelelim H 'in
dogru olmas: halinde bu sonug¢ ¢ok ihtimal disi olur. Hilesiz bir
parayla 100 kere tura gelmesi olasilig, aslhinda 0,5’in kendisiyle 100
kere carpimina esittir; sonug ¢ok kugiik bir rakamdir, yaklasik 8 X
10"dir (yani ondalik virgiliunden sonra otuz tane O vardir). Bundan
sonra makul bir bi¢cimde ilerleyerek paranin hilesiz olma ihtimalinin
de bu oranda kiicuk oldugu sonucuna varabiliriz.

Sonugta 60 kere tura gelmesi halinde de ayn1 sonuca varabilir miyiz?
Baska bir deyisle, deney sonucunun bekledigimiz oran olan 50’den
ne kadar sapmasi stiphe dogurur? Paranin hilesiz olmasina dayanarak
tura sayisimn 60 ya da daha fazla olmasi yaklasik yuzde 2'dir; Fisher'a

paranin hilesiz olup olmadigin sorgulatacak kadar dusuktir.
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—

cok onemli bilimin temelidir...
fakat onu tasiyacak bilge bir

“Istatistik onurlu olmasi

Varsayimlari test etmeye yonelik rakip bir yontem 1930’larda
Jerzy Neyman ve Egon Pearson tarafindan gelistirilmisti; bu yontem
nihayetinde Fisher’le bu
—I iki bilim adami arasinda

tatsiz bir uyusmazhga neden

gereken bir biliMdiT; birCOk olmustu. Fisher'in kuraminda

yalnizca bir varsayim vardir,
dikkatimizi bu varsayimin
reddedilmesine yogunlastiririz.
ele gerek vardir” Neyman-Pearson

THOMAS S. CARLYLE kuramindaysa birbirine

I Elestirel ve Cesitli Denemeler (1860) I rakip iki varsayim vardur.
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lkilinin karar verme modeli
alternatif bir hipotez olan H’in
degerlendirilmesine varir. Neyman ve Pearson bizim bozuk para
ornegimizde su varsayimlari ileri surebilirler:
H: para hilesizdir
H : para hilelidir
Ya da deneyin amacina bagl olarak su varsayimlar gelistirebilirler:
H,: para hilelidir
H,: para turaya egilimlidir
Bu yaklasimda bir deney yapilmadan énce bir karar kural verilir.

lhtimal dis1 bir sey buluncaya dek beklemeyiz. Dahas! bir hata
yapma yolunda iki olasilik da kurama dahil edilir:

Para hilesizken (H; dogruyken) paranin hileli oldugu sonucuna

varma (H;'1 reddetme) olasihig

Para hileliyken (H, yanhsken) paranin hilesiz oldugu sonucuna

varma (H;1 kabul etme) olasihig:

Neyman-Pearson kurami agikea olasiliga hitap ettiginden, bir
hata yapma konusundaki bu iki olasilik arasindaki “denge”nin etkili

bir bi¢cimde kullanilmasindan otiri itibar kazandi.



ISTATISTIK YALANDAN M| IBARETTIR?

Fisher'in tilmizleri, Neyman-Pearson yaklasiminin takipgileriyle
bu meseleleri tartismay1 surdurayor. Bir de 18. yuzyil din adami
ve matematikc¢isi Thomas Bayes’in adini tasiyan, “Bayesci” ikna
bi¢iminin yandaglarinin savundugu yéntemler vardir. Bayesciler bir
varsayimin dogru oldugu yonundeki ilk olasiligi korumayi; “paranin
hileli olma olasilig elde ettigimiz degerlere dayanarak su su sudur”
seklindeki ifadelerden cikarilacak sonuglar: sinirlamay: benimserler.
Tartisma siirmektedir.

Istatistikler, Kanit ve Hakikat

Istatistikgilerin bulgularinin guvenilirligini giclendirmek igin
benimsedikleri yontemler ne olursa olsun, vardiklari sonuglar
hayatlarimiza nifuz eder. Hitkimetler politikalarim sug, gog, issizlik
ve daha baska bircok istatistige gore hakl ¢ikarirlar. Deneysel
psikologlar algiy1, hafizay1 ya da dikkat araligini arastirirken
istatistigi kullanirlar. Piyasa arastirmacilar bize sirekli icinde
bulundugumuz kosullar1 ve tercihlerimizi sorarlar, aldiklar: cevaplar
bize Grtn satmay: isteyen ticari sirketlerin biiyitk meblaglar
odemesini gerektirir. Sosyologlar ve demograflar 6rneklem ¢ikararak
genis olcekli deneyler gerceklestirirler; termodinamik ve mekanigin
bazi dallan gibi “agir bilimler” de istatistikle ugrasir. Astronomi
alaninda Gauss gozlemden kaynaklanan hatalarin en aza indirilmesi
icin “en kucuk kareler” tekniginin kullanilmasinda éncti olmustur.
Gauss'un yapug calismalar gozlemlerden elde edilen verileri analiz
etmesini, Giines'in golgesinde kalan kacuk Ceres gezegeninin
yerinin basariyla yeniden tespit edilmesini mimkin kilmistir; fakat
“en kuguk kareler” teknigi modern istatistik kurami agisindan
kucuk bir gezegenin bulunmasindan ¢ok daha buyuk bir deger
tasimaktadir.

Nihayetinde istatistik neyi kanitlayabilir? Her zaman oldugu
gibi, bu, sorulan soruya baghdir; istatiksel yontemlerin givenilir
bir bicimde gosterdigi ve gosterebilecegi ¢cok sey vardir. Fakat
istatistik nedenselligi kanitlayamaz. Daha ziyade bir bagintiy1
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gosterir. Orneklerimize dénecek olursak uzun boylu insanlarin
zengin semtlerde yasadiklar1 anlasilirsa, gelir ile boy arasinda bir
bagint1 gosterilmis olabilir; ama birinin digerinin sebebi oldugunu

savunmak i¢in bir sicrama daha yapmak gerekir.

Gelgelelim bazi durumlarda, ileri istatiksel incelemeler bir
argumani daraltabilir, hatta saglama baglayabilir. Sigara kullanimina
karsi seferberlik sirasinda sigara kullanimi ile kanser arasinda
nedensel bir bag kesin olarak hi¢ kurulamadi; dumanin cigerlere
girmesinin kanser baslangicina yol acan fizyolojik bir neden oldugu
kanitlanmadi. Fakat sigara icen gruplar1 icmeyen kontrol gruplariyla
karsilagtirarak istatistiksel olarak anlamh bir baginti kuruldu. Her
yil akciger kanserinden o6lenlerin, muhafazakar bir tahminle, yuzde
80’inin sigara igtigi gosterildi; bu da yeterli kanit olarak is gordu.

1936'da ABD’deki bagkanlik secimlerinde oldugu gibi bazi
istatiksel cabalar fena halde geri tepebilirse de istatistikg¢iler dikkat
cekici derecede dogru cevaplar da alabilirler. Bugun, sandiklarin
kapanmasi sonrasinda se¢cmen 6rneklem gruplarindan alinan
cevaplarla yapilan secim yoklamalar1 genellikle son derece dogru
sonuglar vermektedir. 2010’da Britanya’da yapilan genel secimlerde,
secim sonrasi yoklamalar: kaba tahminler olduklar varsayilarak
basta siyaset bilimcilerin alaylariyla karsilasmus; fakat sonra se¢im
sonuglarinin istatistikleri hakli ¢ikardigi goralmusti.

Kuru istatistik, hicbir seyi 6niine gecilemez bir kesinlikle
kanitlamaz; istatistikler yanhs ellerde kotaye kullanilabilir. Fakat
insan iliskilerinde kesinlik pek kolay elde edilmez; pratikte ancak,
dogru olma olasiliklarin dikkate alarak bazi sonuglar ¢ikarabiliriz.
lyi tasarlanmus istatistiksel arastirmalarla hayatin belirsizligini
sinirlamay1 umabiliriz. Bu anlamda istatistiksel yontem ahmakgca
olmaktan uzaktir, yalan degildir. Bircok durumda elimizdeki tek

seydir.
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Belirsizlik, sans ve
olasilik teorisi

Insanlar her zaman ihtimalleri daraltmay: istemislerdir. En
genis ve temel anlamiyla bu, cevremizin efendisi olma; riskleri,
hasadin kotii olmasini, dogal felaketleri, kazalar ve giindelik
hayatin talihsizliklerini en aza indirme yoniindeki ebedi cabadr.
Fakat bu ¢cabanin, insanin oyunculugunu, rekabetci ruhunu, para
s0Z konusu oldugunda zenginlik beklentisini yansitan daha hafif
bir yami da vardir. Modern olasilik kurami, matematikgilerin
ihtimalleri daraltma cabas, 17, yiizyil kumarbazlarinin
oynadig1 sans oyunlariyla nispeten gec bir tarihte baslamistir.
Fakat zar ve oyun kagitlari, bugtin riski degerlendirme ve
belirsizlige ayak uydurma bicimimizin kalbinde yatan modern
bir kuramin mahmuzu olmustur.

Kumar bizi zenginlestirebilir. Her hafta ulusal ve uluslararasi
piyango sonuglar1 agiklandiginda bunu géruyoruz, milyonerlerin
sayisi artiyor. Yuksek finans diinyasinda incelikli bahisler servetler
yaratir; arada sirada sans oyunlar1 oynayan birinin at yarisinda

ya da Las Vegas'ta gecirdigi kayitsiz bir haftasonunda sansi yaver
gidebilir. Ama bir kazanana bir kaybeden gerekir. Yaris 6ncesinde
kazanacagina kesin goziiyle bakilan ama sonuncu gelen atlar ne
alemde peki? Borsada ¢okenlere ne demeli? Kumarhaneden aksamin
erken saatlerinde “gomlegini de kaybederek” donen kumarbaz

nerede peki?
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insan Dogjasi Uzerine Bir Deneme

Kumarin ¢esitli bi¢cimleri

“Biitiin bil gi gozﬁlﬂp olasilik farkh giugliukler gikarr.

haline gelir” Piyangoda sansa ihtiyaciniz

vardir; ¢unku gecmis
DAVID HUME ) _
gelecegin rehberi olamaz pek.

_J Fakat bu durum sirketlerin
kayitlarini izleyip duran

borsa simsar igin gegerli degildir. Sporlara para yatiran akilli bir

kumarbazin bu oyunlarin nasil oynandigini, katihmcilarin formda

olup olmadiklarini, bahislerin nasil yigildigini bilmesi gerekir. Las

Vegas'ta tatilini geciren birinin de kazandig: bir damar yakalamisken

oyundan ¢ikacak akillihg1 gostermeyi hatirlamas: gerekir.

Bilgi ve sezginin buyik yardimi olabilir; ama nihayetinde makul
bahisler ileri siirmenin, sansimizdan en iyi bi¢imde yararlanmanin,
bahisler buyiikse olasi bir felaketten kaginmanin bir yolu var
mudir? Bu soruyu cevaplarken atilacak ilk adim tuhafliklarin
nasil hesaplanacagina dair uygun bir anlayis kazanmakur. Bu da

matematik, ozellikle de “olasilik” matematigi anlamina gelir.

Kartlar ve Zarlarla Oynamak

Basit kumar problemlerinin 6rmegi yazi-turadir. Havaya bir bozuk para
atarsak ya tura (T) ya yaz1 (Y) gelecektir. Dogru, para kenar tizerinde
durabilir; ama bu uzak bir olasiliktrr, o atis1 saymaz, paray1 yeniden
atariz. Paranin tura gelme sansimn ikide bir oldugunu ya da teknik
olarak eksiksiz bir tabirle “tura gelme olasiliginin L oldugunu”
makul bir bicimde ileri surebiliriz. Benzer sekilde yaz1 gelmesi olasihig
da —'dir; bu esitlik yazi-turayi, spor musabakalarinin basinda
ekiplerin kurulmasi ya da oyuncularin belirlenmesi konusunda karar

vermenin adil bir yolu haline getirmistir.

Olasilik hesaplarinin ilging bir yonu sezgi ve beklentilere ters

dusebilmeleridir. Bozuk para 6rmegimizden ayrilmadan bunu
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aciklayabiliriz. Paramiz1 havaya kag kere atarsak sonugta iki kez tura
gelmesi daha muhtemeldir; G¢ kez mi atarsak dort kez mi? Sezgisel
olarak ikinci tercihten yana meylederiz, ¢inku kesinlikle bize daha
fazla sans verecektir. Paramiz1 ti¢ kez atarsak 2 X 2 X 2 = 8 olas1
sonug vardir. Uc sonug TTY, TYT, YTT sonuclarinda iki tura elde

ederiz, bu yuzden iki tura elde etme olasihgimiz % “dir.

Simdi paray: dort kez atalim. Bu durumda 2 X 2 X 2 X 2 =
16 olasi sonug olacak; alt1 sonu¢ TTYY, TYTY, TYYT, YTTY, YTYT,
YYTT istedigimiz gibi iki tura veren sonuglar olacaktir. Bu durumda
olasilik 1—66 "dir ve % = % "dir, ipki daha once oldugu gibi!
Paramizi havaya atugimizda daha fazla sonug elde ederiz, ama
olasilik, basarili sonuglarin toplam sonug sayisina oramdir; bu da

neden ayni cevaba vardigimizi aciklar.

17. yuzyilda yasamis amator matematik¢i Antoine Gombaud
kendisini bir zar problemine adamisty; bir zarin dort kere atilmasi
halinde sese (altiya) oynamanin m1 yoksa iki zarin 24 kere atilmasi
halinde diisese oynamanin mi daha iyi bir bahis oldugunu merak
ediyordu. O siralarda genel kabul goren goruse gore, ikinci
bahis, duses gelmesi, zar ¢cok kereler atildigindan daha muhtemel
gorunuyordu. Matematik bu soruyu ¢ozebilir miydi?

Tek bir austa alt1 gelmemesi olasilig1 % ’dir; dolayisiyla dort

atista alt1 gelmemesi olasihig su olur:

x2-(

Manuikl olasiliklar ya hig alt1 atamayacagimiz ya da en az bir kez

X =X

N
[« 315}

3
6

alt atacagimiz yonindedir: Bu sonuglardan birinin gerceklesecegi
kesindir. Olmasi kesin bir seyin olasilig1 1'dir; dolayisiyla alta
atamamamiz olasilig1 ile en azindan bir kere alti atmamiz olasiiginin
toplamimin 1’e esit oldugunu soyleriz. Bu da en azindan bir kere alti

atma olasiliginin 1 eksi alt1 atmama olasilig oldugu anlamina gelir:
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1- (%)4 =0,5177 (ya da yaklasik olarak yuzde % 51)
1ki zan birlikte atarsak her atista 36 olasi sonug olacaktr. Cinku
birinci zardaki bir sonucu, ikinci zardaki herhangi bir sonugla
birlestirebiliriz (alt1 sonug eder), birinci zarda ikinci bir sonucu
ikinci zarda yine herhangi bir sonugla birlestirebiliriz (yine alti
sonug eder); boylece devam ettigimizde toplamda 36 sonug olur. Bu
kombinasyonlardan 35’i diises degildir; dolayisiyla duses

atamama olasihgimiz 33 dir. Buda 24 atista diises atamama

35 24 .
olasihginin (—) oldugu anlamina gelir.

36
Tek zar i¢in yaptigimiz hesaplamay: buraya uygulayacak olursak
en azindan bir kez duses atma olasiligimiz su olur:

35 24
1- (3_6) = 0,4914 (ya da yaklasik olarak % 49)
Baska bir deyisle 24 atista birkez diises atma olasihgimiz biraz

daha duasiiktar; % 51°e karsilik % 49'dur.

Piyango Hummasi

Bir bozuk para ya da bir ¢ift zarla yapilabilecek olasi
permutasyonlarin sayisi, modern ulusal ve uluslararasi piyango
cekilislerindeki sayilarla kurulabilecek permitasyon sayisinin
yaninda sonuk kalir. Bazi insanlar alayc bir tavirla bu tur bir
piyangoda kazanma sansimizin kafamiza bir goktasinin vurmasi
kadar olasi oldugu gozleminde bulunmuslardir; yine de genellikle
kazanan bir sansh, bir anda milyoner oluveren biri vardir ve bu da
kazanma olasiliginin somutlagmasini saglar. Peki ama bunun ihtimali

nedir?

Britanya Ulusal Piyangosu iyi bir 6rnektir, burada oyuncular
I’den 49’a kadar sayilardan altisini secerler; eger bu sayilar
makinenin rastgele sectigi sayilara uyarsa sansh bilet sahibi bahsi

kazanir. Olasilik kuramiyla sayilarin piyangoda ¢ikma olasiligini
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hesaplayabiliriz. 11k I_ _I
say1 icin 49 olasilik “Anladim ki oynasaniz da
vardir. lkinci say1 aynisi oynamasaniz da piyangonun

1 dan, ikinci . 1, . »
olamayacagindan, Ikincl size vurmast ihtimali aynu.

say1 i¢in olasiliklar

48'dir. Boylece ilk iki I

sayinin olasiliklar1 toplam

FRAN LEBOWITZ

-

49x48'dir. Bunu alt1 say1
icin de surdurdugumiizde olasilik sayisi su olur:

49 X 48 X 47 X 46 X 45 X 44

Bu hesaplama, sayilarin se¢ilme biciminde bir siralamay: dikkate
alir, ama piyangoda siralama 6nemli degildir. Alt1 say1 oldugunu
dikkate alirsak bunlar1 diizenlemenin 6 X 5 X 4 X 3 X 2 X 1 yolu

vardir; bunlarin hepsini bir araya getirirsek su sonug ortaya ¢ikar:

49 X 48 X 47 X 46 X 45 X 44 _
6X5X4x3x2x1 13983816

Bu sayi, alt1 sayinin kombinasyonlarinin toplamidir; bunlardan
sadece bir tanesi kazanabili{. Bu da kazanma sansinin ¢ok kiigiik
oldugu anlamina gelir: 13983816 'ya ya da yaklasik olarak
% 0.00000715% esittir!

Kazanmayi garantileyebilmemizin bir yolu vardir. Biitiin olasi
say1 kombinasyonlarin kapsayacak kadar fazla bilet alabiliriz. Bilet
fiyaumn 1 sterlin oldugu dusunuliirse bu 13.983.816 sterline mal
olacakur. Ama burada bile bir risk vardir; ¢cinku herhangi bir say1
kombinasyonunun tek sahibi degilizdir; kazandiklarimiz1 kazanan
siralamay1 elinde bulunduran bir baska kisiyle paylasmak zorunda

kalabiliriz. Bahis dunyasinda “kesin bir sey” yoktur.
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-

Maonty Hall Bulmacasi

Piyango kazanma sansi sasirtici derecede kuguk olsa da olasilik
hesaplamalar1 mantukl gorinuyor. Fakat bazi olasilik bilmeceleri
mantiga aykiridir. Matematikgiler kadar matematik disindan insanlar
icin de sasirtic1 olan bilmecelerden birinin esin kaynag 1960’larda
ABD’de yarigmacilarin bazi kutular secerek odul kazanabildigi Let’s
Make a Deal adli programiyla televizyon ekranlarini vuran Monty
Hall'du.

Yarisma soyleydi. Kapali kutularin her birinde (A, B ve C)
bir parca kagit vardi. Kutulardan ikisinde kagit parcasi bostu;
ucuncusundeki kagit oyuncuya bedava tatil kazandiriyordu.

Yarismacinin sansini deneyip kazanan kutuyu bulmas: gerekiyordu.

Bir kutu seceriz; ama

kutularin i¢cinde ne oldugunu

Neyin dogm Oldugunu bilen Monty hemen agmamiza
belirlemek bizim kudretimiz izin vermez. Onun yerine sansl
dahilinde degilse neyin en kutuyu agmamaya dikkat ederek

olast olduguna gore hareket

L

112

baska bir kutuyu agar ve bizim
nihai bir karara varmamaiza izin

etmemiz gereklx vermez. Yakici soru sudur: 1k
RENE DESCARTES, tercihimize sadik m1 kalmaliyiz,
Digcourse on Method | yoksaaalmams kutuyu mu

tercih etmeliyiz?

Verilebilecek bir tavsiye “degistirmeyin” olacakur. Cunku
Monty icinde bos kagit olan kutulardan birini agmistir; geri kalan
kutulardan birinde tatil 6dilunin bulundugunu artik biliyoruzdur.
Kesinlikle yar1 yariya sansimiz varken tercih degistirmenin ne
anlami olacakur ki? Bir bakima bu saglam bir akil yiratmedir:
Tatil 6dulinun hangi kutuda oldugunu bilemeyiz, bu yizden
de kararimizi ancak hangisinin daha muhtemel olduguna dair

anlayisimiza dayandirabiliriz.



MATEMATIK ZENGINLIGIN GARANTISI MIDIR?

Buradaki paradoks tercihi degistirmemenin, kazanma ihtimalini
azaltmasidir. Mantik soyledir: U¢ kutu da kapaliyken tatil 6duliniin
bulundugu kutuyu se¢cme olasiligi = ’tur; ¢cunku bir kutuyu

digerine tercih etmemizi saglayacak bir gerek¢emiz yoktur.

Diyelim ki tatil 6duli C kutusunda (Monty bunu biliyor
elbette), ama biz A kutusunu secerek basliyoruz. Monty'nin bize
artik B kutusunu gostermesi gerekecek, ¢unku édillu C kutusunu
gosteremez. Artik A kutusuna sadik kalmakla C kutusuna yénelmek
arasinda bir tercih yapmamiz gerekecek. C kutusuna yonelirsek
kazanan sansl biz olacagiz. Basta B kutusunu tercih etmis olmamiz
halinde de ayni argiiman gecerli olacaktir. Bu durumda Monty bize
A kutusunu gosterecektir ve bizim de basta oldugu gibi B kutusunda
diretmek ile C kutusuna yonelmek arasinda bir tercih yapmamiz
gerekecektir; C kutusuna yonelirsek de kazanan sansh olacagiz.
Kutu degistirmemiz halinde kazanma olasihgimiz % + % = % olarak
ifade edilebilir.

1

MONTY HALL BULMACASI

Opysa tersine C kutusunu secerek baglarsak Monty’nin bize A

kutusu ya da B kutusunu gostermesi gerekecektir. Bu durumda, ilk
sectigimiz kutuyu degistirirsek kaybederiz, kazanma olasiligimiz
yine %’tﬂr. Dolayisiyla olasi senaryolari degerlendirip basta -
olan tatil 6dilu kazanma olasihigimizi kutumuzu degistirerek % e
cikaririz. Burada Monty'nin bize bilgi vermis olmasi s6z konusudur;
kutularin sayis ikiye indirildiginde tam bir habersizlikle oynamay:z.
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Poker Oyunculari ve Kart Sayanlar

Bugunun siradan kumarbazinin bir TV programi yarismacisi
olmasi ya da bir kumarhanenin, bahis merkezinin yolunu tutmasi
gerekmiyor. 21. yizyil online pokerin sanal dunyasinin kapilarini
actr. Ciddi kumarbazlarin geleneksel oyunu pokerin tuhaf isimleri
olan bircok versiyonu var; ama Vahsi Bati'da oynanan asil pokerde
bes kart ¢ekilir. Bu oyunda oyuncularin her birine beg kart dagitilir

ve ellerindeki kartlardan ¢ikarip yeni kartlar cekmelerine izin verilir.

Oyuncular ellerini niteligin belirledigi bir hiyerarsiye gore
degerlendirirler. En ustte royal flos vardir; ayni rengin asl, papazi,
kizi, valesi ve onlusu. Onun ardindan flos gelir; ayni renkten sirali
bes kart. Sonra da kare gelir; ayn1 kartin farkl renkleri. Oyuncu, eli
diger oyuncularin ellerinden kaliteliyse kazanir. Hiyerarsinin en alt
basamaginda oyuncu kazanmak i¢in elinde sadece en yuksek kartin

bulunuyor olmasina dayanmak zorundadur.

Uyanik bir poker oyuncusu ya da bu tir bir zorlugu gogiislemeyi
dusunen biri, gesitli kart kombinasyonlarinin matematiksel
olasiliklarim degerlendirmekle akillilik edecektir. 52 kartlik bir
desteden bes kartlik bir el,olas1 kombinasyon sayisinin su olacagi

anlamina gelir:

52 X 51 X 50 X 49 X 48 _
5X4X3X2X1 = 2.598.960

Bir destede sadece dort tane royal flos vardir. Dolayisiyla bir royal
flos cikarma olasilig 4/ 2.598.960 = 1/649.740ir (% 0,00015'tir),
gercekten de ¢ok kucuktir. Kumarbazlar belli bir eli alma sansini
“dstunluk” olarak ifade etmeyi severler; bu durumda 649.739:1
ustanluk olacaktir. Baska bir bicimde soylersek royal flos olmayan
el sayis1 649.739’dur; insanin aklini bagina getiren bir dustunce.
Yelpazenin obir ucunda, hiyerarsiye hi¢c uymayan bes kart cekme
olasiligiysa % 50°dir.
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lyi bir kombinasyon olasiliginin duastk olmasi rakip oyuncularin
elleri icin de gegerlidir; sizin gibi onlarin da elinde hicbir sey
bulunmama olasihig1 yuksektir. Basarih bir poker oyuncusu olmak
icin bagka niteliklere de gerek vardir, ¢inku oyunda blof yapmak
da vardir; nihayetinde agresif bahisler ileri sirmek, rakiplerin
psikolojik ozellikleri kartlarin tizerindeki sayilardan ¢ok daha fazla

ise yarayabilir.

Fakat matematik incelikli bi¢imlerde bu oyuna dahil olur.
Profesyonel kumarbazlar destede kalan kartlar1 tahmin etmek
icin “kart sayma” teknikleri kullanirlar; boylece bahsi ne zaman
yikselteceklerine, kazanma sanslarini ne zaman artiracaklarina
karar verirler. Aslina bakarsaniz sanslarim artirmak icin olasihk
kuramini kullanirlar; bazilar1 bunda o kadar basarili olmustur ki

kumarhanelere girmeleri yasaklanmistir.

Kuramin Gelisi

Onctler isleyen bir olasilik kurami kullanmis olsalar da olasihik
kuraminin temelleri tatmin edici bir bicimde ancak 1930’larda auld:.

Burada karsimiza ¢ikan ¢nemli kisilik Rus matematik¢i Andrei
Kolmogorov'dur. Tipki Antik Yunanlilarinin geometrinin temel
aksiyomlarin ve postilalarini ortaya koymasi gibi, Kolmogorov da
olasilik kuram i¢in saglam temeller att1i. Kolmogorov'un ¢alismasiyla
birlikte kuram soyut bir hal ald: ve sans oyunlarinda yatan tarihinden
uzaklasti. Bu Rus matematikginin katkisiyla olasilik kurami, bagka
matematikgilerin de katkida bulunabilecegi bilesik bir kuram haline
geldi; birbirinden ayr bir fikirler seckisi olmaktan ¢ikti.

Sans oyunlariyla olasiliklar yakalanabilir. Fakat genel olarak
belirtilmis olaylara olasihik atfetmek 6nemli guclukler dogurur.
“Gelecek hafta yagmur yagmasi olasiligi nedir?” sorusunu
naslil cevaplariz? 1ki sonug vardir: Ya yagmur yagacakur ya
da yagmayacaktir; ama yazi-turada oldugunun tersine bunlar
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ayn derecede olas1 degillerdir. Matematikgilerin benimsedigi
yaklasimlardan biri “inan¢ derecesi” olarak 6znel bir olasilik
belirlemek; bunu kanitlara dayanarak yeniden diizenlemektir.

Bu tur guglikler bir yana olasilik kurami daha genis bir
uygulama alan1 bulmustur. Bilim insanlarina gore “kinetik gaz
kuram1” molekullerin hareketini olasilik bakimindan ele alir.
Gundelik hayatta olasilik, modern risk degerlendirme ¢abalarimizda
temel bir aygittir; sirketler sigorta planlarim1 dayandiracaklari
olasiliklan islemek i¢in sigorta uzmanlan tutarlar. Ciddi davalarda
jurilerin DNA uygunlugu olasihigim nasil yorumlayacaklarim
bilmeleri gerekir; sugluluk ya da masumiyet kararlarim sikhkla

“olasilik dengesine” dayanarak ahrlar.

Ebedi lyimserlik

Belirsizlik soz konusu oldugunda, sansimiz1 6l¢mek icin olasihk
kuramina ihtiyacimiz vardir. Olasilig1 kesin bir rakamla belirtmek
her zaman mumkun olmayabilir; fakat olasiliklarin nasil
birlesecekleri bilgisi, edinmeye deger bir bilgidir. Bu anlamda sans
oyunlar1 matematikgileri saglam bir kuram gelistirmeye itmistir.
Elbette ki bu kuramin giiciini ve simirhliklarini da anlamamiz
gerekiyor. Olasilik kuramini ¢ok bilmemiz piyangoda kazanmamzi
ya da voliyi vurmamiz1 saglamaz; ama ihtimalleri biliriz ve bu da
tipki Monty Hall kutuyu a¢tiginda yarismacilarin bilgilenmesinde
oldugu gibi (bunun farkinda olsalar da olmasalar da) bizim de

bilgilenmemizi saglar.

Biraz once de gordugumuz gibi matematiksel olasihiklarin
sezgilere ters diusmesi bir gugliktur; gundelik hayatimizda ¢ogumuz
karar vermemiz gerektiginde onsezilerimize giiveniriz. Kagt
oyuncusunun ve piyango cekiliscisinin aklinda iyimser bir olasilik
hissi varligim surdarir. Matematigin zenginlik garanti edemeyecegini

biliyoruz. Yine de talihimiz yaver gidebilir!



HER SEYIN BIR
FORMULU VAR MI?

Matematiksel receteler ve
bilgi arayist

Herkes kestirmeden gitmeyi sever. Basitce baktigimizda
matematiksel formiiller tam da bu ise yarar; énceki kusaklarin
dusiintip ortaya ¢ikardigi bu kesin receteler sayesinde, x, y veya
Z “degiskenleri”nin kesin degerlerini yerine koymaktan baska
bir sey yapmamiz gerekmez. Fakat mesele bununla kalmaz.
Bir formiil bulma arzusu bilimlerin ve matematigin itici guicii
olmustur: Bilim insani icin bir formiil teoriye itibar kazandir,
bilgiyi diinyaya tasir Matematikgi icinse formil bir soruyu
yanitlar ve matematiksel bir hakikati tesis eder.

Genel olarak bakildiginda “formul” kelimesi belli bir duzen,

hazir bir kombinasyon, az ¢ok tahmin edilebilir bir yol anlamina
gelir. “Formuller” ve “denklemler” terimleri genellikle birbirinin
yerine gegirilerek kullanilir; ama kesinlikle ayn sey degillerdir. Bir
denklemde, denklemin sol tarafini sag tarafina esitleyecek sekilde
bir degiskenin degerini bulmamiz istenir. Formiilse bir degiskenin,
bir ya da birkag degiskenle ifade edilmesidir.

Formuiller her sekilde, her boyuttadirlar. Bazilar gugleriyle
carpicidir; bazilar1 hayret verici, hatta bir araya getirdigi sembollerle
guzeldir; bazilarysa sadece yararhdir. Dinyanin en bilinen formaulg,
Einstein'in E=mc”si enerji ile kutlenin iliskisini 6zl bir bi¢cimde

ifade ettiginden insanda husu uyandirir. Einstein’in formili bu
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-

olmalan gerekir. Degillerse

'-l sahnenin 1s1ltih y1ldizidir, ama
“Formiillerin yararh hayati 6nemde isler yapan baska

formauller de vardr.

sastrtici, zarif, aydinlatic, Sahne Arkasi Ekibi

basit olmahdirlar ya da
. . ) ) Gundelik kullanimda gercekten
baska bir saygin ozellikleri yararh olan formaller hic
olmahdir” dustinmeden kullandigimiz,
UNDERWOOD DUDLEY, otomatik bir bicimde
|_ Mathematics Magazine (1983) _l hesaplamalarimizi yapmamizi
saglayan dolap beygirleridir.
Belimizde boyle bir formuille
“sokup takabiliriz”; bir degiskenin degerini veririz, biraz isleriz,

sonra ihtiyacimiz olan degiskenin degerini elde ederiz.

En yaygin kullanilan 1s1 6l¢u birimleri Fahrenheit (F) ile Celcius
ya da santigrat1 (C) hemen 6rnek gosterebiliriz. Bu birimler 18.
yuzyilda onlar1 bulan Daniel Fahrenheit ile Anders Celcius'un
isimlerini tasir; bilimsel ¢calismalarda Fahrenheit geride kaldiysa da
hava tahminlerinde hala yaygin olarak kullanilmaktadir, bu ytizden
de iki 6l¢u birimini birbirine ¢evirmeye yarayan bir formul yararh

bir aygttir.

Fahrenheit olceginde su 32 derecede donar ve 212 derecede
kaynar, bu iki nokta arasinda 180 1s1 derecesi bulunmaktadir.
Santigrat o6lceginde ise su O derecede donar, 100 derecede kaynar,
yani bu 6lcekte bu iki noktay1 ayiran 100 1s1 derecesi vardur.

Dolayisiyla Santigrat dlceginde her derece Fahrenheit olceginde
180 _ 9
100 5

bulmak istiyorsak Santigrat derecesini

dereceye tekabiil eder; Fahrenheit dlceginde 1s1y1

5 'le carpmamz gerekir.

Fahrenheit ol¢egindeki donma noktas1 F = 32, C=0’a denk
geldiginden, F 32 ile baslar ve bu yuizden de formul soyledir:

F=(xc+3
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Bazi formulleri kurmak daha zordur. Bir kurenin hacminin
yaricapina bagh oldugunu biliriz; yaricap: buyutirsek kirenin hacmi
de buyur. Peki ama bu bagliligin kesin niteligi nedir? Tabaninda
bir daire bulunan bir silindirin hacmini bulmak daha kolaydir.
Tabandaki dairenin alanini (yaricapin karesini m'yle ¢arparak
buluruz bu alani; yani wr?dir) silindirin yiksekligiyle carparak
silindirin hacmini buluruz. Fakat ayn sey kurenin hacmi agisindan

gecerli degildir.

Kurenin hacminin formiili Arsimet tarafindan, tam bir ilham
aninda kesfedilmistir. Arsimet, kirenin hacminin onu cevreleyen
silindirin hacminin ugte ikisine esit oldugunu belirtmisti. Silindirin
yuksekligi capa, yani 2rye esittir; kiirenin hacmi
de bu durumda —2_ X mr? X 2r olacakur;

3
bdylece kurenin hacminin formulu de % 7}

r
olur.

Bu parlak kuguk formul, artik Integral
Kalkuliiste hemen yapilan bir islemdir (Bakiniz '

Evrenin Matematigi Nasildir?).

Uzunluk, alan ve hacim formiillerini

KURENIN HACMI: § mr?

bulmak gibi temel sorular, genellikle matematiksel

ilerlemenin kaynag olmustur. Antik Yunanhlar daire ve elips gibi
egriler konusunda uzmanlards; 17. ytizyilda da Rene Descartes’in
cebiri bize bu egrilerin formullerini vermisti. Bir dairenin alan

ve cevresinin, bir elipsin alaninin formullerini bilsek de bir

elipsin ¢evresinin formultnii bulmak kolay degildir; elipsin
cevresinin ozelliklerini anlama girisimi eliptik integraller ve eliptik

fonksiyonlarla ilgili buytik alanlarin dogmasina yol agmistir.

Bilgisayarlarin gundelik hayatin her yerinde karsimiza ¢ikmasi,
matematigin nesnelerin olas1 kombinasyonlarini hesaplayan
dal “kombinatoriks” baglaminda ¢ok sayida formule ihtiyag

dogurmustur. Ug nesne, diyelim ki a, b ve ¢ nesneleri,
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3 X 2 X 1 = 6 kombinasyon yaratacaktr (abc, acb, bac, bca, cab,
cba); bunun i¢in formiile pek gerek yoktur. Ama 10 nesneyle
calisiyor olsak olas1 kombinasyonlarin sayisi 3.628.800%e ¢ikacaktir;
100 nesne s6z konusu oldugundaysa kombinasyon sayis1 9,33

X 10%7 ile dudak uguklatacaktr. Burada agiktir ki bir formuil

bizi buytik bir zahmetten kurtaracakur. Isko¢ matematikg¢i James
Stirling’in adini tasiyan “Stirling formula” iste tam bu noktada
yardimimiz kosar:

V2mn X n"Xe™"

Burada n nesne sayisini ifade eder. Bu formultn r sabiti
ile Euler’in e sabitini (degeri yaklasik 2,718...dir) de icermesi
sasirticidir. Genellikle daireyle iligkilendirilen 7'nin ve buyumeyle
iliskilendirilen e’nin varliklari, matematigin tzerimize boca ettigi
hayret verici baglantilar1 bize hatirlatir;6zellikle de en basta
problemimiz sadece tam sayilarin ¢arpimiyla ilgili oldugundan boyle
hissederiz. Fakat bu formuil gercek degere yaklasiklig ile dikkat
cekicidir; 100 nesne s6z konusu oldugunda sadece % 0,083'liik bir
sapma gostermektedir.

Bir Sahne Guzeli

7'nin ve e’'nin tersine “hayali” i hesap makinesine yazilip
hesaplanamaz; ¢unku gercek bir say1 degildir (Bakimiz Hayali Sayilar
Gergekten Hayali Midir?). Bu ti¢ sembol sik stk matematik sahnesini
susler; fakat kokenleri dikkate alindiginda birbirleriyle baglantisiz
goranmektedirler. Bunlara O ve I'i de eklersek biitiin meghur
matematiksel sabitler karsimiza ¢ikar: 0, 1, e, m, i. Matematigin bu
sabitlerin hepsinden yararlanilan en “giizel” formila kesinlikle
sudur:

e+ 1=0
Bu formil gunisigina ilk kez 18. yuizyilda ¢ikmig ve Leonhard
Euler ile iliskilendirilmistir. Peki ama nasil ortaya ¢itkmistir? Bunu
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gorebilmek i¢in “kokleri” bulabilme problemine A

geri donmemiz gerekiyor. 1 sayisinin iki

tane kare koku vardir; 1 ve —1; bunlan P
bir dairenin ¢apinin karsit uclarinda

kavramlastiralim. Bu “giizel” daire, bu A‘

guzel formalun anahtarini elinde tutar.

Mesele, iki boyutlu diizlemde
noktalarla temsil edilebilen karmasik

sayllara uzanmaktadir (Bakiniz Hayali
Sayilar Gergekten Hayali Midir?). Yarigapt 6"+ 1 = O FORMOLONIN
1 olan bir daire, merkezdeki O’dan GEOMETRISi

belli bir birim uzakta konumlanmis

butun P karmasik sayilarindan olusuyormus gibi dustntilebilir.
OP dogrusunun yatay eksenle 6 acisini olusturmasi halinde e
‘nin bu karmasik sayilari ifade etmenin uygun bir yolu oldugu

kesfedilmistir.

I'in kare koku —1 daire tizerinde 0 acisinin 180 dereceye
(bu da dairesel ol¢iimde “w radyan’a esittir) esit oldugu bolimde
konumlandigindan —1 = e anlamina gelir. Nihayetinde —1 + 1 = 0
oldugundan, karsimiza o giizel ™ + 1 = 0 formulu ¢ikar.

2ni 4mi
ed +e? +1=0

Aruk bir dizi dikkat ¢ekici formul mumkuandur. Simdiye
kadar 'in kare koklerini degerlendirdik, ama kup koklerini
degerlendirdigimizde 1’in ui¢ kokunin daire tzerinde O derece, 120
derece ve 240 derecedeki agilarda bulundugunu goruruz (sirasiyla

0, ZT“, i1rradyanlam) ve karsimiza su formil ¢ikar:

1'in dordiinci dereceden, besinci dereceden vs. koklerini alarak
benzer formiiller uiretilebilir. Bu da “en guzel” formulimuzin uzun

bir zincirin ilk halkasi oldugu anlamina gelir.

121



122

HER SEYIN BiR FORMULU VAR MI?

Renkli Bir Aktor

Geometride de guizel formiiller vardir, ama bunlar her zaman istenen
cevabi almakta kullanilamaz. Matematigin meshur problemlerinden
biri 1850’lerde su yuiziine ¢ikmistir: Siyasi bir haritay: bitisik
tlkelerin hep farkh renklerde olmasini saglayacak sekilde dort
renkle renklendirmek miamkin mudur? Birbirine bitisik dort
sekille yapilacak bir deney bunu ¢ renkle gerceklestirmenin
imkansiz oldugunu gosterir. Bakilan butun haritalarda dort renk
yeterli gorunmektedir; fakat bu her harita i¢in dogru mudur? Bir
matematikgi i¢in “herhangi” bir harita bilinen herhangi bir harita
degil, bir dizleme yerlestirilmis yapay sekillerle olusturulabilecek
bir harita anlamina gelir. Bu, “dért renkli birlestirme” olarak bilinir.

Hi¢ kimse bunu belirleyici bir bicimde kanitlayamamaist,
ama 1890’larin sonlarinda Ingiliz matematik¢i Percy Heawood,
bununla iliskili bir problemi ¢6zmeyi basardi. Heawood, simit sekli
olarak bilinen “torus” gibi delikli yuzeyleri dusinmustu. Bir simit
seklinin uzerine ¢izilen herhangi bir haritanin dogru bir bi¢imde
renklendirilmesi ka¢ renkle mumkiin olabilirdi? Heawood bir
formul ortaya koyarak dikkat cekici bir basar1 kazand1. Uzerinde
r kadar delik olan bir simit seklinin tizerine ¢izilmis bir haritanin
dogru bicimde, bitisik hicbir seklin aym renkte olmayacag sekilde
renklendirilebilmesi i¢cin ¢ kadar renk gerekiyordu.

¢ ='nin tam kism %(7 + V1 + 48r)

Bu durumda yizey bir deligi olan bir simit sekliyse, yani r =
I’se, c, %(7 + V49 )un tam kismy, yani 7 olacakty; torus tizerindeki
herhangi bir sekil yedi renkle renklendirilebilirdi. Yiizey uzerinde
ug delik varsa, ¢ = 9,6033’tin tam kismi = 9 olacakt; boylece bu
yuzeyin tzerine ¢izilmis herhangi bir haritay1 renklendirmek i¢in

dokuz renk yeterli olacakti.

Heawood’un formuli, yizeyde en az bir delik bulundugunun
kesin olarak kabul edilmesiyle turetilmisti. Baska bir deyisle
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formulde r yerine 0 koymak kabul edilemezdi; gerci bunu yaparsak
sasirtici bir bicimde c¢’nin 4’e esit oldugunu buluruz. Maalesef,
normal, duz bir harita tam da boyledir, r = 0’dir; ayrica kartografi
alaninda bir torus sekilli harita kithg oldugu da kabul edilmelidir.

1976'da duz yuzey tzerine ¢izilen haritalarla ilgili problem
nihayet ¢6ztalmusti. Ama ortada bir formiil yoktu; Heawoodun
bu meselede kullandigina benzer bir formiil bulunup bulunmadig:
yonunde de ciddi sipheler mevcuttu. 1936 kritik harita
bi¢iminin kontrol edilmesiyle herhangi bir haritanin dért renkle
renklendirilebilecegi gosterilmisti. Bu bilgisayar kullanilarak
yapilmisty, dort renk teoreminin kanit1 bir makineye dayanan ilk

matematiksel kanitlardan biri oldu.

Yardimci Oyuncular

Formiiller ile denklemler arasindaki ince ¢izgiyi gostermistik. Ama
bu ikinci bir soru doguruyor: Bir denklemi ¢6zmenin her zaman bir

formult ma vardir?

Cesitli bicimleriyle kuadratik denklemler MO yaklasik 2000’lerde
Babillilerden beri biliniyor. Bu ytizden de kuadratik denklemlerle
ugrasmanin uzun bir tarihi var. x2 — 7x + 10 = 0 gibi kuadratik
bir denklemi ¢ozebilmek i¢in denklemin sag tarafinin O olmasini
saglayacak x degerini bulmaliyiz. Genel olarak denklem ¢6zme
problemi zor olabilir, fakat 6zelde kuadratik denklem kuraminda
¢Oztim i¢in bir formul vardir:

—b = Vb? — 4ac

X= 2a

Buradaki a, b ve c harfleri, ax? + bx + ¢ = 0 seklindeki genel bir
kuadratik denklemde yer alan sayilardir. Bu gayet iyi bilinen formul
sadece temel toplama, ¢ikarma, ¢carpma, bolme ve kare kok alma

islemlerini gerektirir.
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Ronesans donemi matematikgileri dikkatlerini kubik, ilk terimin
x3 oldugu denklemlere ve kuartik, ilk terimin x* oldugu denklemlere
cevirmislerdi. Her iki 6rnek icin de formiiller bulunuyordu. Kuartik
denklemlerde formil uzun ve yorucu olsa da sadece temel islemleri

gerektiriyordu.

x°le baglayan besinci dereceden denklemler, kuantik denklemler
icin bir formul aramaktan daha dogal ne olabilir? Fakat bunu
soylemek yapmaktan kolaydir. 300 y1l boyunca matematikgiler
boyle bir formiil aramig, ama bulamamiglardir. Bu arayis
matematigin ¢6zilmemis en buytk problemlerinden biri haline
gelmistir. Yaklasik ¢oziimler veren yontemler mumkundu; fakat
matematikgiler kesin ¢oziimler veren bir formul bulmak istiyordu.
1820’lerde gen¢ Norvecli Niels Abel besinci dereceden buttan
denklemlere uygulanabilecek bir formiil olmadigini bularak butun
spekiilasyonlara son verdi. Ornegin x> — 2x — 1 = 0 denklemini
cozecek bir formul yoktu. Birkag cesur yturek bu yolda devam etti;
fakat Abel'in vardig), mihenk tasi niteligindeki sonu¢ bu meseleyi

buyuk dl¢ude ¢ozdu.

Isiltili Yildizlar

Denklemleri ¢cozmeye yonelik formiiller soyut matematikgiler
acisindan hayati 6nemdedir; matematik¢i olmayan bir¢oklarina da

okul guinlerini hatirlatir. Fakat formaillerin asil 1siltililarim bulmak

I_ “Herhalde boyle biiyiik bir dogal olgular kitlesini, —I
Newton’in Principia Mathematicasindaki evrensel
kiitlecekim kanunu kadar sade bir bicimde birlestiren
bir doga kanunu daha yoktur.”

E. T. BELL,
Men of Mathematics

L 1
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icin matematikten ¢ikip bilim dinyasinin sularina girmek gerekir.
Matematigin bilime en buyiik katkisi formiillere odaklanmaktan

gelmistir.

Boylece Galileo dikkatini bir tasin neden yere dustiagu
sorusundan, tasin dustigu mesafeyi 6l¢gmeye yarayacak formulin
bulunmasina, bu niceliksel soruya yoneltmistir. Bu mesafe hangi
degiskene ya da degiskenlere dayanir? Galileo’nun dehasi dasen
bir topun hizinin, Aristoteles’in disundigu gibi kutlesine bagh
olmadigini bulmak olmustur. Agir nesneler hafif nesnelerden daha
hizli dugsmezler. Galileo deneylerle, diisiiste x saniye sonra alinan
d mesafesinin d = 16 x? formiiluyle bulunabilecegini kesfetmistir.
(Formulde 16 faktori bulunmaktadir, ¢iinki fiziksel zaman
birimlerinin saniye, mesafenin de ayak olarak 6l¢tilmesi tercih
edilmistir.) Galileo’nun yaptig1 buyik atilim, bir tek formulin
hareketi betimleyip cevaplar verebilmesiydi. Bu formiilu kullanarak

biz de x saniye sonra tasin diiserek aldig1 mesafeyi hesaplayabiliriz.

Butiin formiillerin en buytklerinden biri Isaac Newtonin
kutlecekim kuramidir. Bu kuram olmasaydi Ay’a insan gonderemez,
uzay yolculuklarina baslayamaz, fiziksel dinyay1 anlayamazdik.

Newton kiitleleri m ve m, olan iki nesnenin birbirlerine
m, X m,’nin d”ye béliinmesine oranli bir F kuvvetiyle cekildigini
kuramlastirmisti. Meshur formalu suydu:
mlml

d2

F=G

Bu formiile “evrensel kiitlecekimin ters kare kanunu” denir;
buradaki G kutlegekim sabitidir; degeri segilen 6l¢u birimlerine
baghdir. Newton'in formiilu bir “ters kare kanunu”ydu; ¢unku
d?ye boluyorduk; bu yuzden de iki nesne arasindaki mesafe ne
kadar buyuk olursa aralarinda kuvvet de o kadar zayif oluyordu.
Gezegenler s6z konusu oldugunda m, ve m, ¢ok buyuktir;
birbirlerini ¢cekerken uyguladiklar1 gii¢ de 6nemli bir gu¢ olacakur.
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Galileo ile Newton’in basarilar1 evrenin isleyisinin mekanik bir
saatin isleyisi gibi oldugunu, tam anlamiyla 6nceden belirlendigini
dusundirayordu. Bu giuglu bir fikirdi; gozlem calismalari sonrasinda,
sanslar1 yaver giderse aynen kutlecekim kanunu gibi saygin
bir bilimsel kanun olabilecek bir formil bulmay: isteyen bilim
insanlarin motive eden bir fikirdi. Pierre-Simon Laplace 18. ve 19.
yuzyillarda bu kavrayisin baslica savunucusu olmustu. Gelecegi
bilebilmek i¢cin gereken tek seyin atomlarin, kuvvetlerin butun
hareketlerini, gezegenlerin hareketini, doganin tek bir andaki
butun verilerini bir araya getirebilecek devasa bir zeka oldugunu
soylemisti; daha sonra bu akil diunyanin gelecekteki halini eksiksiz
olarak belirleyecek bir formiile ¢evrilebilecekti. Boylece belirlenimci
bir evrene duyulan inang da her seyin cevabini veren bir formiilin

cazibesine dayaniyordu.

19. yuzyilda Michael Faraday manyetizma ve elektrigin ¢ok
yakindan baglantili oldugunu deneylerle 6grenmisti. Bir miknatis
bir tel bobininin ustunde gegirilirse bobinden bir elektrik akimi
gecer; tam tersi de gecerlidir, bir tel bobininden bir elektrik
akimi gectiginde bobinin i¢cindeki bir demir parcasi da miknatisa
déniisur. Elektrik motorunun temelinde de bu iliski vardir;
ama bu bir formulde toplanabilir miydi? Matematiksel fizik¢i
James Clerk Maxwell’in dehasi da iste bu noktada devreye girdi;
kendisi bu fenomeni betimleyen “Maxwell'in Denklemleri”ni
yazmakla kalmamus, yeni bir matematik de icat etmisti. Elektrik ve
manyetizmanin karismasiyla ilgili formula olusturan doért denklem

son derece onemlidir.

Fiziksel olaylar1 betimleyen formuller bir gazin basinci ve
hacminin birbirine ters orantili oldugunu gésteren Boyle Kanunu
(P = k/V) gibi sasirtic1 derecede kisa olabilirler. Fizigin ikonlasmis
formiily, Einstein’in gorelilik kuraminin bir artinii olan E = mc?
derin 6neminin altimi ¢izen, insanin aklini1 basindan alan bir sadelik

sergilemektedir. Fakat birka¢ degiskene dayanan formiller de vardir;
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mercek yapimcisinin bir mercegin odaksal uzunlugunu 1s181n kirilma
endeksi, bukeylik ve kalinlikla ifade eden formula gibi.

“Gorelilikten sonra fizikg¢iler, koca evreni disaridan
gozleyen bir cinden artik bahsedemez oldu; ama
Einstein'in ileri surdugu gibi hile de yapmayan zar da
atmayan ustiin bir matematikciyi hala dustnebiliyorlar.
Bu matematikgide, dogamn eksiksiz bir tanimini iceren
bir evren formuilii vardir.”

ILYA PRIGDGINE,

| Kaostan Diizen (1984) I

Sihirli Formul

Matematikte ve bilimde her seyi aciklayacak sihirli bir formultin
varlig1 aldaticidir. Matematikte besinci dereceden butun denklemleri
cozecek bir cebir formulii olmadigim biliyoruz érnegin. Aslina
bakarsaniz Kurt Goédel'in 1930’larda ortaya koydugu “eksiklik
teoremleri” formel matematiksel sistemlerde dogru, fakat karar
verilemeyen; teoremler yumurtlayacak bir “makine”yi ya da basit
bir formiilu devre dis1 birakan ifadeler oldugunu gostermistir.

Fakat bu konuda arzular varhgin sirdarmektedir, matematikgiler
de duzen ve formuller aramay1 surdirmektedirler. Bilim insanlari
temel bir semay:1 ortaya koyup koymadigim gormek icin verileri
gozlerler, basarili bir formilun 6nkosulu budur. Bugunun bilim
insanlar1 belirlenimciligin o kadar esiri olmasalar da yeni bir formul
kesfetmeye can atmaktadirlar. Boyle bir formul bilimsel bir kanun
haline gelip kuramlarina bir sahicilik kazandirabilir, onlara basarinin

odilina verebilir: Tarihte kalic1 bir yer.
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Dabha tist boyutlar, canavar
egriler ve fraktallar

Yiizyillardwr sadece ti¢ boyut taniyorduk; bu kadar yeterliydi,
bu boyutlar sorgulanmiyordu. Ama sonra fizik¢iler diinyay:

ve kozmosu geregi gibi anlayabilmek icin boyutlarin sayisimi
artirmamig gerektigini ileri strdiiler. Kisa siire once de
bilgisayarlarin canh grafikler yaratma giicii, bir boyutun bir
tam say1 bile olmasi gerekmedigi bir yeralti duinyasina gotiirdii
bizi. Koskoca “boyut” kavrami tamdik olunandan ele gecmez
olana dogru yol ald1.

I¢cinde yasadigimiz dunyay1 ug¢ boyutlu bir
dunya olarak tanimlamak hala yaygindur.
Nerede olursak olalim bu i¢ boyut
boyunca, ug boyut iistiine ya da disina

s ya da bu t¢uniin bir bilesimi seklinde

saja hareket edebiliriz. Kalturiimuzde tg¢ boyut

kavrami dilimize ve hayalgucimuze ¢ok

A\ yukan

gucli bir bigimde islemistir: t¢ boyutlu

digan sekiller, ui¢ boyutlu haritalar, ii¢ boyutlu

GELENEKSEL UG BOYUT Sinema.

Antik Yunanhlar boyutu hiyerarsik bir
bicimde dustniiyorlard. Bir nokta “sifir boyutlu” oldugu dusunilen
geometrik bir yapi tasiydi. Nokta topluluklar: bir dogruyu
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olusturuyorlards; bu yiizden de dogrular tek boyutluydu. Bir
araya getirilen dogrular duzlemleri (iki boyutlu) olusturuyorlards,
son olarak da bir araya getirilen diizlemler u¢ boyutlu bir uzam
olusturuyorlardi. Bu hiyerarsik bakista
surekli bir hareket gizlidir: noktalar bir
dogru olusturur, dogrular bir duzlemde bir
araya gelir, duzlemler de birleserek bir uzam

olusturur.

Boyut gibi temel bir kavram
matematikgiler ve bilim insanlarinin

kesiflerine hazir bir kavramdir. Aristoteles

Fizik’te uzayin alt1 boyutlu oldugundan

PES PESE DUZLEMLERLE
bahsetmisti: Hareketin zitliklarin1 sunmanin OLUSTURULAN (G BOYUTLU UZAM

gayet dogal oldugunu dustuniyordu; boylece

on, yukan ve disan arka/on, asagy/yukaryi, igeri/disar ikilileri haline
geldi. Fakat Ronesans sirasinda Leonardo da Vinci resim biliminin
u¢ boyutlu geometriyle basladigini ileri surerek alt1 boyutu reddetti.
Yunan geometricilerin izinden giderek noktanin temel oldugunu,
onu dogrunun izledigini, diizlemin t¢uncu sirada geldigini,

onu duzlemlerin “giysisi” uzamun izledigini savundu. Leonardo
geometrisini biliyor, 6grencilerinin de bu geometriyi bilmesinin

uygun oldugunu dasianuyordu.

Bir asr1 agkin bir stire sonra René Descartes geometriyi cebire
cevirerek gometride bir devrim yaratti. Daha sonra “Kartezyen
eksenler” adini alacak olan x, y ve z eksenlerinin kullanilmasiyla
uzaydaki bir nokta ii¢ koordinata (x, y, z) verilen rakamlarla
belirtilebiliyordu. Ornegin (3, 1, 20) 3 birim 6ne giden, 1 birim
yukar ¢ikan, 20 birim disar1 ugrayan bir noktay: temsil eder.
Geometrinin bu sekilde cebire donusmesi geometrik nesnelerin
denklemlerle betimlenip ele alinabilecegi anlamina geliyordu.
Ornegin x + y + z = 0 bir diizlem denklemiydi; x> + y2 + z2 = 1 ise
yaricapl 1 olan bir kureyi ifade eden denklemdi. Bunlar ¢ boyutlu
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uzamdaki geometrik nesnelerdir; ama duzlem ve kiire (bir topun
yuzeyi) aslhinda iki boyutludur. Yuzeylerde yasiyor ve yol ahyor
olsaydiniz iki boyutlu bir uzayda yasadiginmiz1 dustnebilirdiniz.
Cebirin kullanilmasiyla daha buyiik bir kesinlik saglanabiliyordu;
geometri artik geometrik bir figurin ya da seklin “gorilmesi”ne
dayanmiyordu. Matematikgileri geometrinin cebirsel semboller

olmadan fark edemeyecekleri yonlerini kegfettiler.

Daha Ust Boyutlara Yolculuk

Basta olagandisi olarak goriilen daha ust uzay boyutlar
“hipergeometri” olarak niteleniyordu(“hiperduzlem”, “hiperkure”
buradan ¢ikmisti); fakat aslinda daha 1st boyutlar1 denklemlere
aktarmak nispeten kolaydir. Dort boyut i¢in mevcut u¢ degiskene bir
tane daha ekleriz; bes boyut icinse iki degisken daha.

Boylece x + y + z + w = 0 dort boyutlu bir hiperduzlemin
denklemidir; x + y + z + w + u = 0 ise bes boyutlu bir
hiperdizlemin denklemidir. Ayn: sekilde x* + y? + z2 + w? = 1 dort
boyutlu bir hiperkirenin denklemi, x? + y*+ 22 + w? + u* =1

ise bes boyutlu bir hiperkurenin denklemidir (Bakiniz Evrenin Sekli
Nasildir?).

Dustinebilecegimiz boyutlarin bir sinir1 yoktur; Oxfordlu evrim
biyologu Richard Dawkins bir “genetik uzay” mefhumu 6nerirken

cok onceden var olan hayvanlardan gelecekteki enkarnasyonlara

. 1

ayrilmayan bir dugim atabilmek icin tic boyuttan asagis

“... bir duigiim atmak i¢in, kendi tizerine sikilan ve

da yukarisi da kurtarmaz; nihai parcaciklar bunlard;
uzay-zamanda diigimler. Iki boyutta bir diigiim
atamazsiniz, ¢inkii tizeri ya da alt diye bir sey yoktur..”

L JOHN UPDIKE, (1986) _J
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dogru kusaklar arasinda nasil yol alinacagini gosteren bir bilgisayar
modeli kurmustu. Degerlendirdigi hayvanlarin bagimsiz her genine
bir boyut hesabiyla binlerce boyuta ihtiyaci olmustu.

Bazi matematikgiler ilk karsilastiklarinda hiperteorilere bir
hevesle yaklasir. Arthur Cayley 1840'larda n sayida (n herhangi bir
say1anlamina gelir) boyut tizerine makaleler yazmisti; dolayisiyla
105 boyutu, isterse 10.500 boyutu dustinmesinin énunde bir engel
yoktu. Yine de derinlerde matematikgiler olagan uzay mefhumunu
birakmaya gonulsizdir; icinde yasadigimiz fiziksel uzay ¢ boyutlu
kalmis, daha ust boyutlar ancak soyut bir matematiksel uzay i¢in

gecerli olmustur.

Peki ama fiziksel uzay1 u¢ boyutlu olarak gérmekte gercekten
diretebilir miyiz? Einstein dort boyutun dogru say1 oldugunu ileri
sirmustur; zamani bagimsiz bir boyut olarak disinen Newton'in
tersine Einstein zaman ve uzayin birbirini etkiledigi bir uzay-zaman

surekliligi icinde dusunmustuar.

Dizdiyar, Iki Boyutlu Bir Diinya

Dort boyutlu bir dunyay: resmetmekteki zorluklarimizi
degerlendirmek istersek en iyisi Duzdiyar’a, 1880’lerde ogretmen
Edwin A. Abbott'in toplumsal hicvi Flatland: A Romance of Many
Dimensions adl1 eserinde icat ettigi bu kavramsal iilkeye gitmek
olacakur. Abbott bu dunyay1 kurmak i¢in ¢ uzay koordinatin
sadece ikiye indirmistir. Diizdiyar’da insanlar hayatlarini daz

bir yuzey uzerinde yasamaya mahkumdur, ytikseklik yoktur.
Kacamazlar, dahasi diinyalarina tepeden bakamazlar. Duzdiyar'da

“yukaris1” yoktur.

Duzdiyar’daki biittin nesneler ve insanlar iki boyuta
indirgenmistir; hikayenin kurgusal zamaninda hareket edebilirler,
ama sayfadan kacamazlar. Insanlar sekillerle; ticgen, kare, sekizgen
ve baska simetrik sekillerle temsil edilir; sekiller de kat1 bir simifsal
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Bir Gniversite profesori

DuzpivAR’IN iKi BOYUTLU KARAKTERLERI: BiR
PROFESOR VE BiR KADIN
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yapiy1 yansitir. Kenar sayisi az olan sekiller toplumsal hiyerarsinin
alt katinda yer alir; bu hiyerarside yukar ¢iktik¢a sekillerin de kenar
sayis1 artar. Duzdiyar’da herkes bir duzlemde yasadigindan farkh
sekillerin birbirlerinden ayirt edilebilmesi ¢ok gugtir. Duzdiyar
sakinlerinin birbirlerini tanmimak i¢in incelikli yollar gelistirmeleri

gerekir.

Bir universite hocasini 6rnek alalim; eskenar bir u¢gendir.
Duzdiyar sakinlerinin hepsi iki boyutta yasadigindan 6grencileri
ucgenin tepe noktasini goremeyeceklerdir: Gordikleri tek sey AB

dogrusu olacakur; tabii gorusleri 151k ve
'4‘\ A golgeyle bozulmazsa. Kadinlar Duzdiyar'in

toplumsal hiyerarsisinde en alt katta yer

i alir. Duzdiyar'da “diaz dogrular” olarak
temsil edilirler; bir kadinin statiistint

Bir kadin yukseltmesinin bir yolu yoktur, toplumsal
hiyerarside ilerleyip bir ti¢gen haline

gelemez. Ama kadinlarin benzersiz bir
niteligi vardir. Dogru olduklarindan
neredeyse gorunmez hale gelebilirler:
Onlarla yuz yuze gelindiginde gorulebilecek
tek sey tek bir noktadir.

Toplumsal hiciv bir kenara birakildiginda Duzdiyarhlarin
yasadig algisal ve kavramsal zorluklar, birakin daha st boyutlari
dort boyutlu bir dunyay: gozimuiziin 6nune getirmeye ¢alisirken
yasadigimiz zorluklarin aynisidir. Peki bir hiperduzlemi ya da

hiperkiireyi nasil “géraraz™?

Cantor'un Saskinhgi

1870’lerde yasamis geometriciler boyut kavramini anladiklarini
dusunmuslerdiyse sagkinliga ugramak tizereydiler. Boyut sezgisel
olarak kavranmusti, fakat henuz kesin bir tanimi yoktu. Sonra, Halle
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Universitesi'nde ¢alismakta olan George Cantor dudaklar1 uguklatan
bir kesif yapt1. Geleneksel olarak, bir karenin iki boyutlu niteligini,
dogrularin birim uzunluk boyunca birbiri tizerinde birikmesi
fikrinden aldig1 dustinuliyordu. Birim uzunlukta tek boyutlu bir
dogru isaretlenebilecek ¢cok sayida bagimsiz nokta igeriyorsa bu
durumda ¢ok sayida dogrudan olusan bir karenin de i¢inde bircok
nokta oldugu dusanulebilirdi.

Cantor bu kavrayisa karsi ¢ikt1. Birim uzunluktaki bir dogru
uzerindeki noktalar: birim karedeki noktalarla birebir eslestirdi.
Baska bir deyisle dogru tizerindeki butun noktalarin esinin karenin
icinde bulundugunu, karedeki butiin noktalarin eslerinin de

dogrunun uzerinde bulundugunu soéyledi.

Peki Cantor bunu nasil yapt1? Once dogru tizerindeki bir noktay1
ondalik say1 olarak ifade etti: 6rnegin 0,19762543 noktasi. Sonra
da kare icinde (x, y) koordinatlarini, noktay1 olusturan sayinin
basamaklarini x ve y’ye sirayla dagitarak belirledi; burada x =
0,1724... vey = 0,9653... Tersinden gidersek, bize kare icinde bir
nokta (x, y) verilirse x ve y'nin basamaklarini birbirine gegirerek
dogru uzerinde bu koordinatlara denk dusen noktay: veren ondalik
ifadeyi bulabiliriz.

\
|

CANTOR’UN DOGRU VE KAREYi BiREBIR ESLESTIRMESI

Cantor’un yapug sey sezgilere, kendi sezgilerine bile ters
dusayordu. 1877'de Richard Dedekind’e “Goriiyorum, ama
inanmiyorum” diye yazmisti. O zamana kadar geometriciler tek
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boyutlu ve iki boyutlu nesneleri kokten farkl nesneler olarak

ele almislardi. Fakat Cantor'un attuig1 adim, bu birebir eslestirme
yoluyla bu nesnelerin ayn: sayida nokta icerdigini gostermisti.
Cantor, bir dogru ile u¢ boyutlu bir kup arasinda bile bire bir bir
eslestirme yapabiliyordu (ayni yontemi kullaniyor ve her uictincu
degeri aliyordu), hatta ayniislemi daha ust boyutlu kuplerde de
tekrarlayabiliyordu.

Matematikgilere gore Cantor'un gelistirdigi birebir eslestirme
yonteminde eksik olan bir yon vardir. Siireklilik tasiyan bir birebir
eslestirme degildir; Cantor dogru uzerinde se¢ilmis bir noktanin
yakinindaki noktalarin hepsinin birim karede bu kareye denk dusen
noktanin yakinindaki noktalara dontsecegini garanti edemiyordu.
Bundan yirmi bes y1l sonra Hollandal filozof ve matematikgi Luitzen
Brouwer farkh boyuttaki nesneleri sirekli bir birebir donusiim ile

birbirine ¢evirmenin mumkiin olmadigini gosterdi.

Egriler ve “Canavar” Egriler

Bir boyutun ne oldugu ve onlarca boyutu tanimlama problemleriyle
ic ice gecerek varligim sirdarmas bir soru vardir: Egri nedir? Antik
Yunanhlar daireler, elipsler, hiperboller, spiraller ve bagka 6zel
egrilerle ugrasmiglardi. Peki bu klasik cerceveye uymayan egrileri ne
yapacagiz? 1880’lerde Camille Jordan bir egriyi surekli hareket eden

bir nokta olarak tanmimlamisti.

Bu tanimin yarari, kesintisiz “parmak izi” gibi hayli karmasik
goruntilerin egri olarak ele alinabilmesini saglamasidir. Sorun, bu
tamimin ¢ok fazla seyi icine aliyor olmasidir; ona bakarsaniz bu tanima
gore bir kare de bir egri olabilir. Nasil olur da “tek boyutlu” bir egri
“iki boyutlu” bir nesne olabilir? Bu akil alacak sey degildir. Alternatif
tanimlar bulmaya girisen matematikgiler ¢cok tuhaf 6zellikleri olan,
istemeden normalde karsilastigimiz egri simfinin timiyle disinda
kalan “egriler” uretmeye baslamislard1. Bunlara gayet yerinde bir
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tabirle “canavar” egriler dendi. Egrilerle ilgili bu arastirmalar, farkl,

fakat birbirleriyle iliskili boyut kavrayislar da ortaya cikardu.

19. yuizyilin basinda ortaya ¢ikarilan canavar egrilerden biri
Isvecli matematik¢i Helge von Koch’un ismini tasiyan Koch
egrisiydi. Goranumu bakimindan degil, 6zellikleri bakimindan
“canavar” bir egriydi; ¢uinki sik sik ¢ogaltilan kar tanesi egrisiydi.
Bunu ortaya ¢ikarmak i¢in eskenar bir ti¢genle baslarsiniz (buna “0
asamasl” denir), her kenara t¢gen seklinde bir “degisiklik” eklenir,
sonra bu stuirec tekrarlanir, asamalarin sinirin1 veren n asama sonra,
kar tanesi egrisi ortaya ¢ikar. Egri boylece tekrar yoluyla uretilir.
Asil kar tanesi egrisini ¢cizmek mumkun degildir; ama bu egri

asamalarindan biriyle temsil edilebilir.

Degisiklikler eklendikce kar tanesinin sinir1 artar, aslinda nihai
kar tanesi egrisinin uzunlugu sinirsizdir. Cunku sekil her zaman,
sonlu bir alani olan bir daire i¢inde kalir; bu ytizden sonlu bir alam

olan, sinir1 sonsuz olan bir egridir.

Peki ama kar tanesi egrisinin boyutu
nedir? Bu boyutu nasil él¢ebiliriz; bir¢cok
boyut tanimindan hangisini kullanmamiz
gerekir? Alman matematikg¢i Felix
Hausdorff’un fikirleri iste bu noktada
yararl olmustur. Bilindigi sekliyle
“Hausdortf boyutu” normal sekillerin

“olagan” nomenklaturasiyla oértusir;

boylece dogrunun boyutu 1, karenin

KAR TANESI EGRISININ ASAMASI

boyutu 2, kupun boyutu 3'tur. Boyledir,
cunki Hausdortf boyutu (d) uzunluk ve alanin 6l¢ilmesine dayanir.
Bir karenin her kenar1 3 kat buyutulecek olursa ortaya ¢ikan yeni
alan onceki degerin dokuz kat1 buyukligunde olacaktir. 9 = 32
oldugundan, iki boyutlu bir karenin Hausdorff boyutu kuvvettir,
yani d = 2’dir. Bu tabii ki bir kareden bekledigimiz degerdir. Kuvvet,
Hausdorff boyutunun anahtaridur.
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Kar tanesi egrisini dreten unsur bir dogru parcasidir; bu dogruyu
3 kat buyutap degisiklik olarak ekleyecek olursak bastakinden dort
kat uzun bir dogrumuz olur. Bu yiizden 4 = 3¢ oldugunda d’nin
degerinin ne oldugunu bulmamiz gerekir. dnin degerinin 1 ile 2
arasinda olmasi gerekir; cunki 4, 3! ile 32 arasinda yer alir ve ashinda
d=1,29224...

Bu yeni bir seydir. Boyutu tam say1 olmayan, kesirli bir boyutu
olan bir egrimiz var. Aslina bakarsaniz, bundan 50 yil sonra
“fraktaller” olarak bilinen egrileri icerecek olan diinyaya girmis

bulunuyoruz.

Fraktaller ve Mandelbrot Kimesi

Koch egrisine buyiitecle baktigimizda ilging bir sey goruruz. Buytiteg
altinda buyutecsiz gorundugu gibi gorunur. Biraz daha yakindan
baktigimizda da aym seyi goraruz. Koch egrisi tekrarlarla uretilmis
olmasi sonucu kendi kendisine benzeme 6zelligine sahiptir. Olagan
egrilerde, ornegin bir dairede karsimiza ¢ikan bir sey degildir bu.
Dairenin cevresine yakindan bakacak olursak yakinlastigimiz dl¢iide

duzlesen bir egri goruriz; bir¢ok kuguk dairecik gormeyiz.

Modern bilinci fraktal bilimiyle tamstirdig icin “fraktallerin
babas1” matematik¢i Benoit Mandelbrot'ya
tesekkur edebiliriz. Fraktal, kendi

kendine benzemeyi ve boyutlarin
Hausdorff boyutuyla él¢imunt
birlestiren bir tur parcali ya da

kirik egri ya da sekildir. Koch egrisi
olagan boyutu 1 olan duz dogrularla
olusturulmustur; ama Koch egrisinin
Hausdorff boyutu d = 1, 29224..’tar
ve bu boyutun olagan boyutu asmasi
fraktalin tipik bir ozelligidir.

MANDELBROT KUMESI
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En iyi bilinen fraktal Mandelbrot kimesidir. Mandelbrot'nun
bilgi islem laboratuvarinda 1980’de kesfettigi bu kiime Koch
egrisinden de tuhaftir. Mandelbrot kumeyi ilk kez yazicisinda
gordugunde kumenin inceligi karsisinda hayrete kapilmisti. Hig
beklenmedik bir seydi; temel bir durumdan ortaya ¢ikarildigi icin
de butuin fraktallerin sembolu haline geldi. Mandelbrot bu kiimeyi
Koch egrisinde oldugu gibi tekrarla degisiklikler ureterek degil,

temel bir cebir formulinun tekrarlanmasi yoluyla kesfetmisti.

Mandelbrot kiimesi de kendi kendisine benzer; bir kismina
yakindan bakacak olursak milyonlarca minyatiur Mandelbrot kumesi
goruriz. Bunlarin her birine yakindan bakacak olursak milyonlarca
kume daha goriruz. Ama boyutunu él¢tugumuzde baska
surprizlerle de karsilasiriz. Mandelbrot kiimesinin sinir1 bir kareye
hi¢ benzemez, ama Hausdorff boyutu 2'ye esittir; karenin Hausdorff
boyutunun aynisidir; bu da boyutun kendisinin tuhaf niteligine bir
kez daha 1s1k tutar.

Fraktaller yaygin olarak taninir hale geldiklerinde matematiksel
ve bilgisayara dayali modelleme yapmanin sinirlarim genislettiler.
Bulut olusumlarinin modelini, Oklit geometrisinin nesnelerini
kullanarak ¢ikarma girisiminde bulunulamaz. Bulutlar dairelere ya
da elipslere pek benzemezler, ama fraktallere benzerler.

Fraktaller pratik sorunlara, ornegin cografi harita ¢itkarmaya da
yeni bir 151k tutmuslardir. Bir sahil seridinin uzunluk 6l¢imunin
dogrudan, tartismasiz bir sonug vermesini bekleriz. Fakat aldigimz
cevap olcumde kullandiginiz birime baghdir. Sahili kilometre
birimiyle 6lcerseniz aldiginiz cevap, metre birimiyle ol¢tugunuzde
aldiginizdan ¢ok daha kisa olur. Bunun sebebi kii¢uk birimin
sahil seridindeki girintilere, ¢ikintilara daha iyi uyacak olmasidir.
Olgum birimi bir atomun ¢apina esitse, sahil seridinin uzunlugu
gercekten ¢ok uzun ¢ikacakur. Kar tanesi iretiminin her asamasinda

degisiklikler kisalir, ama toplam uzunluk uzar.
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Cok Boyutlu Dinyamiz

Bir, iki ve u¢ boyutu sayan Antik Yunanhlardan yola ¢ikan
matematikgiler cok daha fazla boyutun, hatta kesirli boyutlarin
sahneye cikuigl senaryolar ve kavrayislar ortaya ¢cikarmistir. “Soyut”
matematikgiler artik istedikleri kadar boyuta sahip olabilirler;
uygulamal bilimlerle ugrasan bilim insanlan da kendilerine t¢
boyutu dayatan dunyadan bir kagis ihtiyaci hissetmislerdir. Dahasi
21. yuzyilda diinyanin her yerinde, gesitli universitelerde gorev
yapan kuramsal fizikgiler Einstein'in dért boyutlu uzay-zaman
surekliliginden yola ¢ikarak her seyi kapsayan bir fiziksel kuram
olusturma ¢abasina girismislerdir. Evrenin 11 boyutlu oldugu,
“titresen kuguk sicimlerden” olustugu kavrayisina dayanan bu
arastirmalar kendilerini ¢ok ilging bir sasirticihigi oldugu kadar
kanitlanamaz da olan (en azindan bugiine kadar kanitlanamamis
olan) sicim kuraminda gostermislerdir. Matematikte ve 6tesinde
boyut kavraminin arastirmaci zihin tzerinde buyuk bir etkisi vardur.



BIR KELEBEGIN KANATLARI
GERGEKTEN DE FIRTINAYA YOL
ACABILIR M|?

Kaos kurami, hava durumu
denklemleri ve garip cekiciler

En guizel kelebek tiirlerinden bir kirlangic kuyrugu, Amazon'un
balta girmemis yukar bolgelerinde bir calimin tistiinde duruyor.
Kanatlarim ¢irpiyor ve Brezilya guinesinin tadimi cikarmaya
devam ediyor. Bu minicik hareketin, kilometrelerce otede
kuzeyde bir firtinaya yol acacagin bilmiyor. “Kaos kurami”nin
sunumunda cesur bir kare haline gelmis olan bu canli imge
kamuoyunun imgelemine yerlesmistir. Gorelilik ve kuantum
mekanigiyle birlikte bilim ve matematikte 20. yiizyilin biiyiik
adimlarindan biri olarak bas taci edilen yeni bir arastirma
alanimin yaratilmasina katkida bulunmustur.

Gelin bir deney yapalim. Sabah bir saati 07.00’a ayarlayip ¢alismaya
birakalim, ayni anda baska bir saati de 07.01’e ayarlayalim. Gun
icinde ikinci saat, birinciden bir dakika ileri olacaktir; bunda
sasirtici bir sey yok. Mekanik evreni boyle disiinuriiz, saat gibi
calistigim hayal ederiz. Fakat butun sistemler ayni bicimde islemez.
Ornegin ikizlerin gelisimi o kadar ongorilebilir degildir. Dogumda,
gorunumleri ve davramislarinda pek az farklilik olabilir. Hayatlarinin
ilk birkag y1li benzer bir bicimde gececek; fakat yavas yavas bireysel
kisilikleri dogacak, hayatlarinda izleyecekleri yollar farklilasacaktr.
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lkizler yetigkin olduklarinda birbirinden hayli farkh hayatlar suriiyor

olabilirler.

Zaman icinde sistemlerin evrim gecirdikleri bir yol
izleyeceklerini, baglangi¢ kosullarindaki kucuk degisiklikler ya da
farkliliklar sonucu farklilasacaklarini 6ngéren “kaos kurami™ni
kaba taslak da olsa 6zetlemis bulunuyoruz. Evrim kurami dogada,
kaos kuraminin diinyamizdaki en biiyik anlatisini ileri surer.
Fakat matematiksel olarak konusacak olursak kaos kuraminin
populerlestirilmesi bizim devrimize Darwin’in devrine oldugundan

daha yakindir.

Kahve Molalari ve Kelebekler

Amerikall matematikg¢i ve meteorolog Edward Lorenz 1960’larda,
hava tahminlerinde kullanilan Navier-Stokes denklemleri uzerine
calistyordu. Bu denklemler hava akimlarinin hizim ¢ boyutta x, y,

z koordinatlariyla ifade ediyordu; bu yuzden de bu denklemlerin
¢ozulmesi bu noktalarin izledigi yollarin bulunmasi anlamina
geliyordu. Lorenz’in bilgisayara dayal bir ¢6ztim bulmasi
gerekiyordu; ¢uinku ¢ozumiin kesin bir bicimde ortaya ¢ikmasinin
bagka bir yolu yoktu. Bilgisayar1 sayisal tekniklerin gerektirdigi
milyonlarca hesaplamay1 halledecek sekilde ayarlads; x, y ve z'nin ilk
sayisal degerlerini girdi ve sonra da bir kahve molas1 vermeye gitti.

|-_“Kaos kelimesi elbette bircok yazar tarafindan biraz
muglak bir anlamda kullamlmistir; fakat fizikte kaos,
ozel bir olguyu, cizgisel olmayan bir sistemde sonucun
bastaki kosullarda yapilan kiiciik degisikliklere genellikle
sonsuzca, keyfice duyarh oldugu anlamina gelir”

MURRAY GELL-MANN,

| Fizik Nobel Odiilii Sahibi (1969) l
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Doéndugunde bilgisayarin evrilen bir yol éruntusu ¢ikardigim gordu,
ama bir sorun vard. Bu yol, ayni denklemleri kullanarak yaptig:

benzer bir deneyde elde ettiginden farkh gérunuyordu.

Lorenz meseleye biraz kafa yordu, birden ikinci deneyde ilk x,
y ve z degerlerini yuvarladig1 aklina geldi. Basta x i¢in (diyelim ki)
5,8904533 degerini kullanmisken, kahve molasi vermeden énce
bu degeri yuvarlayip ondalik basamak sayisini azaltmis ve 5,89045
olarak girmisti. Aslina bakilirsa bilgisayar azicik fark gosteren

degerlere dayanarak evrilen iki yol hesaplamisti.

Lorenz'in 1972'de verdigi “Ongoriilebilirlik: Brezilya'da Bir
Kelebegin Kanat Cirpisi Texas'ta Bir Firtina Baslatir m1?” baslikli
konferansinda incelikle isledigi akildan ¢ikmayacak benzetmenin
ardinda bu minicik matematiksel farkhilik vardi. Ifade etmeye
calistign kilit fikir duyarhilikt1. Yukarida bahsettigimiz, 07.00’a ve
07.0Y’e ayarladigimiz mekanik saatler bu duyarhhiga sahip degildir;
cunktl zaman ilerledikce ona ayak uydururlar. (Elbette ki gercek
dunyada mekanik hatanin devreye girmesi gerektigini, bir saatin
oburunden uzun sure dayanip ¢ok daha sonra kurulmasinin
gerekecegini biliyoruz, ama bu meseleleri bir kenara birakabiliriz:
Burada asil mesele saat gibi islemektir, mekanik ilkedir.) Fakat
ikizler 6rneginde belirttigimiz gibi dogumdaki kii¢ik farkhliklar,
zaman ilerledik¢e buyur. Tam terminolojiyi kullanarak soylersek
“bastaki kosullara duyarlilik”, baslangi¢ noktasindaki kugik
farkhliklarin daha sonra buytik farkliliklara yol agabilecegi anlamina
gelir. Lorenz meteoroloji alaninda bazi hava durumu denklemlerinin,
bastaki degerler birbirine ¢cok yakin oldugunda ¢ok farklh hava
tahminleri ortaya ¢ikarabilecegine dikkat ¢cekmistir.

Poincaré ve Kaosun Kokleri

Aslinda “kelebek etkisi” Lorenz'in konferansindan énce de gayet
iyi biliniyordu. Henri Poincaré yaklasik 60 y1l 6nce bunu biliyordu;
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su satirlar1 yazarken de hava tahminlerini dastniyordu: “Ilk
kosullardaki kuguk farkliliklar nihai olgularda ¢ok buytuk farkhiliklar
ortaya ¢ikarabilir... llkinde yapilan kiciik bir hata, ikincisinde
muazzam bir hataya donusecektir.” Bilgisayarlarin hesaplama
becerilerinin yardimini gérmeyen Poincaré’ye gore bu “kuguk
farkhliklar” tahmin becerisini giiclendirmek yerine baltahyordu:

“Tahmin etmek imkansiz hale gelir.”

Poincaré bu gozlemleri u¢ cismin hareketiyle ilgili astronomik
calismalarim surdurdiga sirada yapmusti. 1ki cismin pes pese
hareketini, 6rnegin Ay'in Diinya'nin etrafinda dénmesini
matematiksel olarak betimleme problemi diz bir problemdi.
Poincaré’nin halletmek istedigi sey, aynisini ¢ cisme uygulamaktr,
bu hareket Ay, Dunya ve Gunes’in dinamikleri ya da atom alti
duzeyde cekirdegi ve yorungede donen iki elektronuyla helyum
atomunun dinamikleri olarak 6zetlenebilir.

I'— Poincaré inceledigi
[4

‘Meteorologlar havayl kes-ln dinamiklerde asllnda “kaos”la

. karsilasmisti. Zaman icinde,
olarak tahmin etmekte neden siasmis an e
¢ cismin hareketi 6nceki

boyle zorluk cekmistir?... Bir yollarindan pek az bir farkhlik
noktadaki deger bir derecenin ~ gosteriyordu. Poincaré'nin

onda biri kadar az ya da calismasl yeni bir matematiksel

k olsun. kasirea orada olgu ileri suriyordu; ¢ok
cor o ’ 840 gecmeden digerleri bu olguyu

degil de burada patlak verir ileri tasiyacaklardi. ABD’de
ve felaketini esirgeyecegi George Birkhoff, dinamik
sistemler uizerindeki ¢alismalar:

diyarlarin tizerine salar.”
topolojiye tasidi; noktalarin

I__ HENRI POINCARE _J birbirine baglanma bicimleriyle,
bir yuzeyin bir baskasina
donustap donusemeyecegiyle ilgili saf matematiksel bir geometriydi
bu. (Bakiniz Evrenin Sekli Nasildir?)
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Fakat kaos tumiiyle soyut bir inceleme alani degildir. Poincaré
kaosla astronomik arastirmalar: sirasinda karsilasmis olabilirdi; fakat
kaos, etkilerini pratik konularda da gosteriyordu. Denklemleri model
alan bir elektrik diyodu ilk degerlere bir duyarlilik gosteriyordu.
Boylece yeni bir arastirma alani olarak kaos kurami ortaya cikty;
mekanik, radyo salinimlari, kontrol kurami ve soyut matematik gibi

birbiriyle alakasiz konular arasinda baglar kuran bir aland1 bu.

Garip Cekiciler

Poincaré dinamik bir sistemde farkl hareket fazlarin1 betimlerken
soyut bir noktalar uzayinda yeni bir tur grafik kullanmisti. Ona gore
bu faz-uzay dinamiklerine acilan hayati 6nemde bir pencereydi; bu
yuzden biz de siradan sarkaca bakalim ve nasil isledigini gorelim.

Basit sarkag bir ucundan sabit bir yere baglanms, diger ucunda
bir ¢cekul bulunan kaba bir ¢ubuktur; ileri geri sallanir. Sarkacin
hareketini betimleyen degiskenler dikeyle yapilan aciy1 belirten x
ve ¢ekiliin acisal hizini belirten y'dir. Basta y degeri O olacaktir.
Sarkaci S konumundan baslatir, sallanmaya birakirsak bir siire sonra
yavas yavas enerjisini kaybedip duracaktir; bu ytuizden zaman icinde
x=0 ve y=0 olur. Sarkacin hareketi (x,y) noktalarim birlestiren
iki noktada izlenen yollarla da betimlenebilir. Cekultun baslangi¢
noktasi S ne olursa olsun, sarkag yavaslayip salinimi azaldik¢a
bu yolun yavas yavas (0, 0) noktasina ulasacag: tam anlamiyla

ongorulebilir.
y cekdlin

hizi

Bu 6rnekte
(X, ¥)

“cekici” sarkacin
durdugu noktadir;
iki boyutlu uzayda

yer
degistirme

hareketin sifir,

hizin sifir oldugu

baslanglctaki (0, SABIT SARKAG SABIT SARKACIN iKi BOYUTLU FAZ=UZAYI
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0) noktasidir. Sarkacin herhangi bir baslangi¢ noktas i¢in bu nokta

sarkacin hareketini betimleyen herhangi bir helezonu ceker:

Eski bir duvar saatinin sarkaci biraz farkhdir, ¢inku hig
durmadan ileri geri hareket eder. Bu sarkacin hareketini betimleyen
yol helezonlar ¢izerek baslangica donmek yerine bir daire i¢inde
hareket eder. Sarkacin hareketine bir parca miidahale edilirse,
ornegin saat bir darbe alirsa hareketi betimleyen yol da dairenin

gerisine dogru gekilecektir.

Bu iki tip sarka¢ da matematiksel anlamda “garip”e uymaz. Bu
sifat, ne bir nokta ne de bir daire olan, alanin 6nciilerinden David
Ruelle’nin tabiriyle uzayda hareketlerini dokuyan yollar ¢eken
“tuhaf bir nokta kiimesi” olan cekicileri belirtmek i¢in kullanilir.
Ruelle kasten matematiksel olmayan bir dil kullanarak bazen
“galaksileri ya da havai figsekleri” cagristiran “nokta bulutlar”
betimlemistir. Onun goziinde “garip ¢ekici”, “hakkinda pek az sey
anladigimiz bu sasirtic1 nesnelere gayet guzel uyan” bir terimdir. Bu
tabir tutmus, bilim camiasinin ve kamuoyunun imgelemine hemen

yerlesmistir.

Lorenz'in meteorolojik arastirmalar baglaminda hava tahmini
denklemlerinin belirledigi ¢6ztiim yollar ¢ boyutlu uzayda boyle
bir “tuhaf” noktalar kumesi etrafinda dolaniyordu. Ortaya ¢ikan
gorunti -Lorenz cekicisi- bu yeni kaos biliminin sembolu haline
geldi.

Fakat geriye kalan dikkat cekici bir problem
olmustu: Lorenz cekicisi gercekten var miydi?

Lorenz denklemlerine ickin bir 6zellik olmak

yerine sayisal yontemlerin yarattig1 yapay bir
kurgu muydu? Bu soru Lorenz’in kesfinden otuz
yil sonra yanitland1. Dogrulanmisti: Lorenz'in garip
cekicisi vard ve bir fraktaldi. (Bakimiz U¢ Boyut
Neden Yeterli Degildir?) Bu ortaya kondugunda, sonraki

LoRENZ GEKicisi
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adim ¢ekicinin fraktal boyutlarin1 6l¢mekti; bunun da yaklasik 2,05
oldugu bulundu.

Nifuslar ve Kaos ilkesi

Kaos zaman icindeki gelismelerle ilgilidir. Lorenz’in hava tahmini
denklemlerinde, zaman surekli akar. Fakat kaos kuramina, zamanin
0, 1, 2, 3 vs. gibi ayr1 degerler olarak, 0 yih, 1 yili gibi él¢uldugn
baska denklemlerde de rastlanmisti. Niifus artis1 uzun zamandir
denklemlerle kuramlastiriliyordu; ama o zamana kadar kimse bu
denklemlere kaos perspektifinden bakmamusti.

En dogrudan nufus modeli, belli bir yilin baslangicindaki nufusu,
onceki yilin baglangicindaki nifusun kati olarak verir. Katlanma
ya da artma orani r=2 ise (diyelim ki), bir yihn baslangicindaki
nufus yarim milyon, sonraki yilin baslangicindaki niafus bunun iki
kati, yani bir milyonsa; sonraki yilin baslangicinda nufus iki milyon
olacakur. Bu adim adim ilerleyen mekanizmada zamamn = 0, 1,
2,3 vs. y1l olarak sayariz. Aslinda matematiksel simgelerle, bir
yilki P, nufusunu, 6nceki yilki P, niafusundan hareketle su temel
denklemi adim adim kullanarak buluyoruz:

P,=rXP

Fakat bu tip bir denklem gercek¢i olmayan bir sonug verir. Niifus
oranl olarak artigindan (bu denklem bu yiizden lineer bir denklem
olarak tanimlanir), sonsuza kadar artmaya devam eder. Niifus
sayimlar ve tarih bunun gercek disi oldugunu gostermistir. Daha iyi
bir denkleme ihtiyag vardir.

Daha incelikli bir denklem su olabilir:

P, =(r—sP)XP

n+l

Buradaki yeni biytime orani (r — sP ) nifusun halihazirdaki

buytklugune dayanir ve nufus arttik¢a azalir. Daha 6nce oldugu
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gibi basta nufus yarim milyonsa, r = 2’yse ve s = 0,04 dersek

bu denklemden yola ¢ikarak bir sonraki yilin basinda nafusun
990.000, ondan sonraki yilhin basinda da 1.940.706 olacagini
hesaplayabiliriz. Bu degerlerin temel modeldeki bir milyon ve iki

milyon 6ngoérusunden az oldugunu goruyoruz.

Bu denklemle, denklemin daha incelikli, (meshur) lojistik

bi¢imini gelistirmek mimkundur:

X

v = (1= %)

Burada x_ degiskeni 0’dan 1’e kadar bir 6l¢ekte ol¢ulur; fakat
gerekirse, nifusun gercek buyukliuguni buldugumuz cevaplar
r’nin s'ye oraniyla, burada 2 / 0,04 = 50’yle ¢arparak yeniden
elde edebiliriz. Fakat burada daha ¢ok denklemin kendisiyle

ilgileniyoruz. Bizi kaosun alanina gétirtyor.

x,ve 1 — x’in carpimu denklemi lineer olmaktan ¢ikariyor; bu
denklemle birlikte artik kaos kuramiyla ugrasmaya baglamamizin
sebebi de bu. Matematiksel olarak kaos non-lineer (lineer, ¢izgisel

olmayan) denklemlerin bir ozelligidir.

Daha once oldugu gibi r = 2 dersek, 0 yilinda bastaki deger
neyse, yani x, neyse onu buluruz; nifus degerleri her yil 0,5 olan
tutarh bir uzun dénem degere dogru kayacakur. (Ornegin x, =
0,6’ysa, adim adim alacagimiz cevaplar x, = 0, 480, x, = 0, 499
vs. olacak, bu durum ¢abucak 0,5 degerine yerlesecektir.) Kaos
kuraminin diliyle konusacak olursak benzersiz 0,5 degeri buttin
deger dizilerini kendisine “ceker™; ¢ekicidir.

Lojistik denklemdeki r degerini 3'an biraz 6tesine itersek bir
tane degil, iki tane uzun donem degeri oldugunu goriruz; oyle ki
nufus degerleri her y11 bu ikisi arasinda salimir. Bunun sebebibu r
degerinin (sozde!) sabit noktasinin istikrarsizhgidir. Ornegin
r = 3,2 olursa, iki ¢ekici nokta yaklasik 0,513 ve 0,799 olur; yine
x, = 0,6 dersek lojistik denklem, birbirini izleyen yillarda

146



BiR KELEBEGIN KANATLARI GERGEKTEN DE FIRTINAYA YOL AGABILIR Mi?

0,768;0,570; 0,784; 0,541; 0,795 vs. sonuglarim verecek, bu iki

cekici nokta arasinda salinacakur.

r’nin degerini biraz daha artirirsak ¢ekici noktasinin ikiye
katlandigini goriruz; r’nin degerini daha da artirdigimizda cekici
nokta sayisi da 4, 8, 16, 32 diye artar. Fakat ¢ekici nokta degerleri
bu kadar fazlalastiginda tahminde bulunmak zorlasir. r = 3,57'ye
varip Otesine gectigimizde, 4’e ulastigimizda, artik ayirt edilebilir
bir éruntui yoktur, tahminde bulunmak imkansizdir. r'nin degerini
artirmak, damlatan bir muslugu agcmaya benzer. Basta damlalar
duzenlidir, belirlenebilir; ama musluk biraz daha agildiginda

damlalar secilemez bir akis halini alir.

r’nin degerinin yuksek oldugu hallerde kelebek etkisi gercekten

de varligini gosterir; nafusun 10

bastaki buyuklugine ¢ok - )

yakin degerler zaman 0'8: , '

ilerledikce dikkat cekici 06: N

derecede farklh bicimlerde X 044 "

gelisebilir. r=4 dersek ve 0.2

bunu yakin, fakat birbirinin 1

aymisi olmayan 24 2628 3.0 3.2 34 36 38 4.0
xo — 0,600 ve xo - 0,610 KAOTiK FARKLILASMAY!I GOSTEREN GATALLANMA GRAFi&i

degerlerine uygularsak ilk
birka¢ degerden sonra bile altinci yilda
(x,) bu iki degerin 0,025 ve 0,529’a vardigim goririz.

“Kaotik” farklilasma orintistnun sekli bir “catallanma
grafigi”nde gosterilebilir. Grafik, birbirinden ayn ¢ekici noktalarin r
degerinin artmasiyla birlikte nasil dogdugunu gostermektedir. Dikey
eksende ol¢ulen baslangigtaki x| degeri icin (yine x, = 0,6) grafik
farkh r degerlerinde sabit noktanin neredeyse ikiye ayrilan bir ¢atal
sekli almaya basladigim gosteriyor. Dolayisiyla r'nin 3’e kadar olan
degerleri icin yaklasilabilecek bir tek yer vardir; ama 3’ten sonra
cekicilerin sayisy, ikiye, dorde, sekize ve... kaosa ¢ikar!

147



148

BiR KELEBEGIN KANATLARI GERGEKTEN DE FIRTINAYA YOL AGABILIR Mi?

Bir Kaos Patlamasi

Kaos gun 1s181na ¢ikngindan beri yayinlanmis eser sayisinda
muazzam bir artis oldu; o zamandan bu yana kaos genis erimli,
cesitlilik gosteren bir kuram haline geldi; hala da gelismeyi
surduruyor. Kaos kuramimin matematiksel modellemeye
uygulanmasinda da bir bolluk oldu. Bugun acik denizlerde gemilerin
hareketine hukmeden ¢izgisel olmayan denklemleri izleyen
mithendisler yalpalama ve sarsilma éruntiisunu ¢ikarabiliyor;
gemilerin alabora olmasina kars1 énlemler alabiliyorlar. Kaos kuram
ve cizgisel olmayan denklemler finans piyasalarinin hareketinden
tutun kalbin ritmine varincaya kadar kendilerini gstermis

durumdalar.

Bu uygulamalar ne kadar etkileyici olsa da kaosun hayal gucu
uzerindeki etkisi ne kadar kuvvetli olsa da baz1 sinirlar vardir.
Bastaki kosullarin duyarhhigina dayanan kaos ilkesi bazi fiziksel
streclerin kuramsal bakimdan imkansiz olarak éngoértlmesi
gerektigini ileri sturer. Uzun vadeli hava tahminleri bu gruba girer,
¢inki zamanin bir noktasinda hava kosullarinin kesin olarak
bilinmesine baghdir; bundan da hi¢bir zaman emin olamayiz.

Kaginilmaz hatalar tahminin yanhs ¢ikmast icin yeterli olacaktir.

Baska bir deyisle, kanatlarini ¢irpmak ya da ¢irpmamak tamamen
su Brezilya'daki kirlangi¢c kuyrugun bilecegi istir.



KIRILAMAZ BIR SIFRE
YARATABILIR MIiYIZ?

Sifreler; Enigma makinesi ve
kuantum bilgisayarlar

Sanatci ve girisimci Samuel Morse 1843’te Washington’dan
Baltimore'a ilk sifreli mesajini, “Tann neler yapti!” ciimlesini
gonderdiginde parlak bir sifre icat etmis bulunuyordu. Bu

sifre tum dunyada, telgraf teknolojisinin bulundugu her yerde
kullanilacakti. Bu elbette ki anlasilabilir olmay1 hedefleyen bir
sifreydi; somut, pratik bir mesaj iletme yoluydu. Ama tarihte de
gizli sifrelere ait baska bir dunya olmustur; bu diinya karsisinda
buyiileniriz. Ik savas donamimlarindan 21. yizyihn bilgisayar
sistemlerine, sayilar sifre kurmada ve sifre kirmada hayati bir
rol oynamiglardir.

Insan deneyiminin merkezinde iletisimin yattigini soylemek bilinen
bir gercegi dile getirmek olacaktir; ama bizler sosyal hayvanlar
oldugumuzdan iletisimsiz bir dunya hayal edilemez. Bildigimiz diller
sifrelerdir; kimin o dili anlayacagini kimin anlayamacagim belirleyen
kurallar: olan uylagimlardir. Oysa “sifre” dendiginde genellikle bagka
bir sey aklimiza gelir: Bir amag¢ ugruna, kasten siradan dillerden
ayrilmis; genellikle hedefi daha belirgin, agz1 siki, hatta gizli bir

sey. Bu anlamda sifre belli gruplar ile bireyler arasinda (bilgisayar
cagindaysa makineler arasinda), izleyen gozlerin hos karsilanmadig
bir ortamda iletisimin bir yolu haline gelir.
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Anahtardan Sifreye

Sifre yaratmanin tarihsel olarak popiiler bir yontemi anahtar
kullanmakt1. Bu, bir mesajdaki harflerin belli bir sisteme gore ya da
yerlerine sembollerin gegirilmesi yoluyla degistirilmesi anlamina
gelir. Mesaj, yani “sifresiz metin” (plaintext) sifreli bir metne gevrilir,
daha sonra da alic1 tarafindan sifresi ¢ozilur.

Anahtarin ilk érneklerinden biri Jul Sezar’in kullandig:
“tigli kaydirma sistemi’ydi. Bir mesaj: sifrelemek igin, sifresiz
metindeki her harfin yerine, alfabede o harfin ¢ harf ilerisindeki
harf yazihyordu. Ornegin a harfinin yerine d konuyor, b'nin
yerine e, boylece devam ediyordu. z harfine geldigimizde, alfabe
tukendiginde, alfabe yeniden basliyormus gibi a koyuyorduk.
Ornegin “diusman bir sonraki kasabada” mesajinin sifreli hali
“gxvpdqeluvrqudnlndvdegd” oluyordu. *(Ceviri sirasinda Turkge
karakterler kullanilmamistir.)

UG KAYDIRMALI SIFRE SiSTEMI

Sade bir mantig1 olan “Sezar kaydirmasi” sifresi daha bilinir hale
gelip emniyetsiz bir hal aldik¢a, yeni ve daha incelikli sifreleme
yontemlerinin gelistirilmesi gerekti. Daha guvenli sifrelerde,
harfler alfabeyi kaydirmaktan ¢ok daha dahiyane bicimlerde
yonlendiriliyordu.

Sifreleme, kelimelerin tamami ya da kelime gruplari icin harfler
kullanilmasini 6ngorduginde teknik olarak “sifre’den (kod)
bahsediyor oluruz. Anahtardan farkl olarak sifre (kod), sifre
kelimelerin bir “sozlugu”nu gerektirir, bu sozlik hem gonderende
hem alicida bulunmahdir. Gundelik kullanimda ise sifre, anahtar,
kod sozcukleri arasindaki ayrim bulaniktir.

150



KIRILAMAZ BIR SiFRE YARATABILIR MiYiz?

Sifreler, Anahtarlar ve Yunan Bir Tarihgi

Sifre kurmanin ileri yontemleri yayginlastik¢a, uzmanlasmis sifre
kiricilarin hizmetleri bir gereklilik halini ald1. Tipik bir sifre kiricinin
matematikgi, istatistik¢i, dil bilimci ve bulmaca ¢oziica karisimi

biri olmas1 gerekir. Hayal guicii genis, yontemli, hafizasi kuvvetli

biri olmalidir; ufacik bir ipucunu ¢ikarip bir sifrenin ¢6zilmesinde
kullanabilme becerisine sahip olmalidir. Sifre kiricilarin
sifreleyicilerin hilelerini anlayabilmeleri, sifreleme egilimlerini
yakindan takip ediyor olmalar1 gerekir.

Sifre kiricilar bir sifrenin ige yaramasi icin kurallar gerektigini,
zayifhiginin da burada yattuigin bilirler; kurallar bulunabilirse sifreyi
¢6zme ihtimali vardir. Harflerin yerine rastgele harflerin gecirilmesiyle
bir mesaj sifrelenebilir, ama bu mesajin sifresi alic1 tarafindan
cozillemeyecektir; sonugta bosa zaman harcanmis olacaktir. Genellikle
kurallar bir “anahtar”a cevrilir; anahtar, bir sifrenin isleyisini aciga
cikaran ilke ya da plandir. Tarihsel olarak onemli bagka baz: sifrelere
bakarak anahtarlarin nasil isledigini gérmeye deger.

Birinci Diinya Savas: sirasinda sifre kurucular “Polybus’un 5’e
5 karesi"ne bayilirdi; Yunan tarihgi Polybus, kendiadini tasiyan
bu kareyi harfleri say ciftleriyle sifrelemek icin kullanmisti. Bu
karede her harf, biri siradan biri siitundan bir ¢ift rakama denk
gelir. Ornegin E, l'inci sirada 5'inci
satundadir; bu yiizden de 15’e karsihik
gelir. Polybus karesi kullanildiginda,
“enemy” (diisman) sozcugu
1533153254 seklinde sifrelenecektir.
Acikur ki elinde Polybus karesi buluna
biri bu mesajin sifresini ¢ozebilir; bu
kare aym zamanda sistemin anahtaridir.

1918'de Albay Fritz Nebel, Polybus

karesinin 1, 2, 3, 4, 5 rakamlar yerine
A, D, E G, x harfleriyle yazildig

5’ 5 POLYIBUS KARESI
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bir versiyonunu gelistirdi. Bu harflerin Morse sifresinde sesleri
farkhidir; bu yuzden aktarildiklarinda baska seslerle karistirilmalar
pek mumkiin degildir. Polybus karesinin “guvenligi artirihrken”,

tablodaki alfabe de rastgele duzenlenmisti.

“Enemy in next town” (disman bir sonraki
kasabada) mesaji su sekilde sifrelenebilir:
XDGAXDFXDXDGGAGAXDADFAFADAAFGA. Biraz daha
siislemek i¢in, sifrelenmis mesaji gondermeden 6nce karistiracak
ikinci bir anahtar daha konulabilir. Fakat bu tip anahtarlar1 olan
sifrelerin kendilerine 6zg aciklar vardir ve neredeyse hemen

kirilabilirler.

Makineler ve
Matematikgiler

Bir mesaji Polybus karesi gibi bir grafik
kullanarak elle sifrelemek uzun zaman
alan bir surectir, 6zellikle de savas
kosullarinda gergeklestiriliyorsa hatalar
yapilabilir. Mekanik bir stirectir bu, neden
gercekten de makine kullanilmasin ki?
“Enigma” (Yunanca bilmece anlamina

: * | gelir) bir Alman aygitiyds; giin 1s181na
FRiTz NEBEL'IN GELISTIRDI&I POLYIUS KARESI ilk kez 1923'te ¢ikmig, askeri kullanim
icin degil de ticari olarak hassas bilgileri

aktarmanin bir yolu olarak pazarlanmisti. Daha sonra Ikinci
Duinya Savasi sirasinda Bletchley Park’taki sifre kirma ¢abalarina
konu olacak; nihayetinde sirlar1 kriptograflar tarafindan agiga
¢ikarilacakti.

Enigma makinesi, bir mekanik bilesenler ve elektrik devresi
bilesimi, yani elektro-mekanik bir aygit kullanarak verileri
degistiriyordu. Makine tek bir eksen tizerinde duzenlenmis ug
diske (rotor) dayamyordu; disklerin her birinde alfabenin 26 harfi

bulunuyordu. Her diskin bir kenarindaki elektrik temas: diskin oteki
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kenarindaki temas noktasina iletiliyordu; her diske farkl bir akim
veriliyordu.

Makinede alfabedeki harflerin bulundugu bir klavye ve
1siklandirilabilen harflerin bulundugu bir kiime vardi. A harfine
basildiginda farkh bir harf, diyelim ki P yaniyordu; ilk disk bir adim
donuyordu. 26 tuslamadan sonra ilk disk bir devir yapiyor, ikinci
disk bir adim doéntyordu; 26 tuslamanin ardindan t¢uncu disk
hareket etmeye basliyordu. Ne zaman bir tusa basilsa makinede
farkl bir devre yaratihyordu. Mesaji gonderenin Aya daha sonra bir
daha basmasi gerektiginde, bu kez farkh bir sifreleme gerceklesiyor,
ille de P harfi yanmiyordu. Enigma makinesini karmasiklastiran,
sifre kiricilara karsi kuvvetli kilan da bu “cok alfabeli” yer
degistirmeydi. Hesaplara gore, ana modelde elektrik devreleri
26 X 26 X 26 = 17.576 tuslamadan sonra tekrarlanmaz; sinirh bir
olasiliklar yelpazesidir bu.

Ideal olan, bir sifreleme makinesinin bir sifre kiricinin
yararlanabilecegi ozellikler gostermemesidir. Enigma’nin zayif
dustigii yer de buras: olmustu. Sifrelemenin diskler sayesinde
dongusel bir nitelikte olmasi disinda makinenin iki zaafi daha vardu:

* Bir harf, kendisi olarak sifrelenemiyordu; dolayisiyla Anin sifresi
Adan bagka bir sey olmaliydi.

* Enigma tersine gevrilebiliyordu. A, P olarak sifrelendiyse, P
tusuna basmak (disklerin ayni konumda olmas: halinde) A
sonucunu veriyordu. Bunun aliciya yarari oluyordu, ama sifre
kiriciya da yaran dokunuyordu.

Mesaji gonderen kisi, diskler tizerinde ti¢ harfi en uste getirerek,
ornegin RSM yaparak makineyi en basta ayarlayabiliyordu.

Diyelim ki gonderen “Enemy in next town” (Dusman bir sonraki
kasabada) sifresiz metnini gondermek istiyor, alic1 da karistirilmis
PBNTAMJGLQWDLFZ sifreli metnini aliyor. Alict bu metni
cozebilmek icin kendi Enigma makinesini RSM’ye ayarliyor ve tersten
isliyordu; asil sifresiz metni bulabilmek icin sifreli metni tugluyordu.
Alicinin, gonderenin hangi anahtarla basladigini bilmesi agik¢a hayati
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onemdeydji; alicinin kullanacagi bu anahtar, her giin kullanilacak
anahtarlarin bulundugu bir sifre kitabinda belirtiliyordu.

17.576 baslangic konumunun yeterince gavenli oldugu
dusinilmemis olsaydy, sifre kirmanin karsisindaki giglukler de
kisa surede ciddi bicimde artmazdi. Matematik iste burada devreye
giriyordu. Ug disk sabitlendiginde, baslangi¢c konumlarinin sayisi
artirllmis oluyordu; disklerin eksen uizerinde 6 = 3 X 2 X 1 olas
yerlesimi arasinda bir tercih yapilmasi mimkiindu. Boylece baslangic
konumlarinin sayis artarak 6 X 17.576 = 105.456 oldu. Bes disk
arasindan ucunu se¢me imkani getirildiginde, bir artis daha oldu ve
baslangi¢c konumlarinin sayis1 10 X 105.456= 1.054.560’a ¢ikt1.

Bunlarin hepsi de Enigma makinesinin 6n kismina bir parca
yerlestirilmesi 6ncesindeydi. Bu parca uzerindeki degisim devreleri,
alfabedeki baz1 harflerin ciftler halinde yer degistirmesini sagliyordu.
Her baslangi¢c konumu icin ug¢ ¢ift harfi baglamanin 3.453.450 yolu
vardi, her baslangi¢c konumu icin on ¢ift harfi baglamaninsa 150

milyon farkl yolu vardi!

Bu sifreleme olasiliklarinin ¢ap: dikkate alindiginda, sifre kiricilar
icin bir “yem”, anahtara dair ipucu verebilecek, yanlis denemelerin
bir kenara birakilmasini saglayacak bir baslangi¢ kelimesi
kullanilmas: temel 6nemdeydi. Ornegin bir mesaj “Cok Gizli” ya da
“Heil Hitler” ibareleriyle baslayabilirdi.

Alman ust dizey komuta mensuplari arasindaki iletisimler
Lorenz makinesiyle sifreleniyordu; bu da teleks trafigiyle birlikte
kullanilan bir sifreleme makinesiydi. En az 12 diski vardi. Bu
mesajlar1 ¢ozebilmek icin Ingiliz telekomunikasyon muhendisi
Tommy Flowers dinyanin ilk programlanabilir bilgisayar

Colossus’u yapmustu.

Acik Anahtarh Sifreleme

Mekanik ya da baska tirli bir anahtarin varlig sifreler icin bir
guvenlik zaaf1 yaratiyorsa ¢6zim ne olabilirdi? Cevap, buyuk bir
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saskinlik yaratmisti: Sifreyi duyur! Eh, o kadar da degil, ¢iinku
sadece alicinin bilecegi hayati 6nemde baz bilgiler olacakt.

“Acik anahtarl sifreleme” olarak bilinen bu yontem, secilmis
sayilarin dagitilmasiyla baglar. Bunu bir 6rnekle gosterebiliriz:
Diyelim ki 3 ve 55 sayilarini herkes biliyor. Bunlar bir radyoda
yayinlanmis ya da yerel kuttphanelerde bulunuyor olabilir. Su bizim
meshur gizli mesajimiz “disman bir sonraki kasabada” her yerde
bulunan bir sifre kitabinda “18” olarak sifrelenmis. Haberlesmeyi
dinleyenler mesajin “18” oldugunu biliyorlarsa ¢ozmek icin sifre
kitabina basvurabilirler.

Ne var ki 3 ve 55 sayilarini kullanarak “18” mesajin sifreleyip
gonderebiliriz; boylece “18” dinleyiciden saklanmis olur. Cok eski
baz1 say1 kuramlari, bir zamanlar dunyevi bir uygulamasi olmadigi
dusunulen kuramlar iste burada devreye girer. 3 sayisin1 kullanarak

once su hesabi yapariz:
18> = 18 X 18 X 18 = 5832

Simdi bu say1y1 55’e bolelim ve bolmeden sonra kalan say:
uzerinde ¢alisalim. 5832 = 106 X 55 + 2 oldugundan, kalan say1
2'dir. Simdi bu 2 sayisin1 “18”in sifresi olarak alir, bunu iletiriz; 3 ve
55 sayilarini herkes bildiginden herkesin mesajlar1 ¢6zebilecegini

unutmayiz.

Boylece alic1 mesaj olarak 2’yi okur, bu mesaji ¢cozmesi gerekir.
Alia1 55 hakkinda herkesin bilmedigi bir seyi bilmektedir; bu sayinin
iki asal saymnin p = 5 ile @ = 11'in ¢carpim: oldugunu bilmektedir.
Iste burada Pierre de Fermat'nin kesfettigi bir teorem, Cin kalan
teoremiyle birlikte devreye girmis, saf say1 kurami buyustnin giglia
bir bilesimi yaratilmistir.

Herkesin bildigi diger say1yi, 3" de kullanarak x sayisinin,
3 Xxin(p — 1) X (q — 1)’e bolunmesi halinde kalanin 1 oldugu
bir degere sahip olmasin saglariz. Ahcinin p = 5, q = 11 degerleri
icin (5-1) X (11-1) = 40 olmas halinde bu degeri bulmas: gerekir.
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Boyle bir saymnin var oldugunu biliyoruz; fakat yine de
bulmamiz gerekiyor. Boyle kugiik sayilarin s6z konusu oldugu
bizim 6rnegimizde 3 X 27 = 81 oldugunu, 81'i 40’a boldugiumiizde
kalanin 1 oldugunu goririz; bu demektir ki x'in degeri 27'dir.
Mesajda “2” sayisini aldigimizda sifresini bu sayiyla ¢ozmemiz
gerekir.

Bunu yapabilmek i¢in 2%” = 134.217.778 hesabin yapariz. Bu
say1y1 55’e boldugumuizde sonug 2.440.322 olur, kalan da 18'dir,
cuankii:

134.217.728 = 2.440.322 X 55 + 18

Kalan, artik sifresi ¢ozulmus olan ilk mesajimiz “18”dir.

-

“Dunyamn bitiin kisisel bilgisayarlan, yaklasik 260
milyon bilgisayar C[ok] G[izli] S[ifrelenmis] bir
mesaji ¢ozmek icin ise kosulsaydi tek bir mesaji kirmak
bile tahminen evrenin yasimin 12 milyon katim alirdr.”

WILLIAM CROWELL,
ABD Ulusal Givenlik Ajansinin Midir yardimcisi, 1997'de PGP agik anahtar
aifreleme aistemini anlatiyor

L -

Acik anahtar sifreleme yonteminin guvenligi, ahcinin gizli
bir unsuru bilmesine, bizim érnegimizde 55 = 5 X 11 oldugunu
bilmesine dayanir. 55 gibi kugiik bir say1 s6z konusu oldugunda
asal carpanlarin 5 ve 11 oldugunu bulmak kolaydir. Fakat normalde
uygulandig gibi 1000 basamakl bir say1 s6z konusu oldugunda, asal
carpanlar1 bulmak neredeyse imkansizdir. 1ki asal say1y1 carpmak,
islemi tersten gerceklestirip belli bir sayinin asal ¢carpanlarim
bulmaktan daha kolaydir. Herhangi bir say1 s6z konusu oldugunda
“Bu bir asal say1 m1?” sorusunu etkili bir bilgisayar algoritmasiyla
cevaplamak mumkundur. Fakat asal ¢carpanlar1 bulmak tamiyle
farkl bir problemdir ve bu problemi ¢6zmek i¢in bilinen etkili
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bir bilgisayar algoritmasi yoktur. (Bakiniz Asal Sayilar Neden
Matematigin Atomlaridir?) Bir ev bilgisayar1 20 basamakli bir

sayl1y1 ¢arpanlarina ayirabilir, fakat aym islemi 100 basamakl bir
saylda gerceklestirmeye ¢alismak ciddi gucluklere yol agacakur.
Bilgisayarlar daha etkili hale gelirken a¢ik anahtarh sifreleme mevcut
teknolojinin ¢arpanlara ayirma gacunan disinda kalan daha buyuk
sayllara yonelebilir. Peki ama bunu her zaman yapabilir miyiz?

1978lerde gelistirilen McEliece kripto sisteminde verilen agik
anahtar tek bir say1 ya da say: cifti degil, buyik bir say1 blokuydu.
Kullanimiyla ilgili olarak (‘matriks’ denilen) bu blokun 644 sirasi
1024 sutunu olmasi salik verilmisti. Bu blok mesaj: sifrelemekte
kullanilir; ama alic1 bu bloku ¢ ayr bloka nasil ayiracagini da
bilir; saymmin asal ¢arpanlara ayrilmasina denk diisen bir bilgidir
bu. McEliece sifreleme sistemi pratikte kullanilacak kadar verimli
olmasa da telafi edici bir 6zelligi vardir: Mevcut yontemlerle uzaktan
sifresi kirillamaz.

Kuantum Sifre Kiricilar

Acik anahtarh sifreleme, sifreleme teknikleriyle ilgili olarak yolun
sonu gibi gorunebilir. Ama ne kadar uzaga gidebiliriz? Gizliligi daha
da m1 artirmamiz gerekiyor? Kuantum bilgisayarlari, a¢ik anahtarh
sifrelemede asal say1 yonteminin pabucunu dama atacak bir teknoloji
olabilir. “Klasik” bilgisayarlar ¢ok biiyiik sayilarin asal ¢arpanlarim
bulamiyorlar, ama planlama asamasindaki kuantum bilgisayar1
asallar ortaya ¢ikarabilecek bir verimlilik artis1 sunuyorlar. Bunu
yapabilmeleri ¢ok ciddi bir mesele olacak; ¢unku bu, bugun
e-postalarin guvenligi ve web sayfalarini korumak i¢in kullanilan
sifreleme sistemlerinin kirilabilecegi anlamina gelecek.

Peki, kirllamaz bir sifre yaratabilir miyiz? $imdilik cevabimiz
“evet”, yaratmis da bulunuyoruz: McEliece sifreleme sistemi hala
emniyetli, kuramsal kuantum bilgisayarina kars bile. Fakat “Go6ziin
burada olsun!” denmesi de gerekiyor. Sifre kurucular ve sifre
kiricilar arasindaki savasta bahisler hep yukseliyor.
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Miizik, sanat, altin sayilar ve
Fibonacci dizisi

Matematikte giizellik fikri herhalde ilging bir fikirdir. Bir
Leonardo da Vinci ciziminin ya da bir Mozart bestesinin
guzelligini hemen takdir ederiz; ama birakin sayfalar dolusu
bilinmeyen sembolii bilimsel bir teorinin gizelligi nerededir

ki? Matematik saskinlik verebilir; zorluklar ¢ikarabilir
coztimden dogan bir tatmin sunabilir, bir formuliin 6zlii ifadesini
beraberinde getirebilir. Ama giizellik sunabilir mi? Kesin olan
iki sey var. Birincisi matematikciler saglam bir giizellik hissi
gelistirir; ikincisi sanat tarihi guzellik fikri ile matematiksel
ilkeler arasinda bir dizi baglantiyr ortaya koyar.

“Matematik gizeldir” sozu, carpim tablolar: ve yiizdelerle ugrasan
bir okul cocuguna pek bir sey ifade etmeyecektir. Bir matematikci
matematiksel bir kurgunun ya da teoremin giizelligi karsisinda
kendinden gectiginde, durumu onun algiladig gibi algilamak
genellikle bakis acisinda radikal bir degisim gerektiriyormus gibi
gorunur. Birbiriyle cekisen butiin anlam katmanlanyla “guzel”

kelimesi gercekten de matematige uygulanabilir mi?

Problemler guzelligin tanimlanmasiyla baslar. Bugun bircok
kisi guzelligin 6znel oldugu kanisindadir. Filozof David Hume,
“seylerdeki guzelligin yalnizca onlar1 dustunen zihinde bulundugu”
uyarisinda bulunmustu; Platon’un “guzellik gérenin gozlerindedir”
sozunun farkh bir ifadesidir bu. Fakat estetikgiler ile duisiiniirler her

zaman ayni fikirde olmamiglardir.
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Immanuel Kant’a gore giizellik nesnel bir 6zelliktir ve
evrenseldir; mesele kedi gibi yuruyen modellere ve jonlere
geldiginde kamusal hayatta, Gzerinde uzlasma saglanmis bir “guizel”
sinif1 kesinlikle varmis gibi gorunmektedir. Sekizeyleri ortaya
cikaran 19. yuzyil matematikgilerinden Arthur Cayley (Bakiniz
Hayali Sayilar Gergekten Hayali midir?), Platon’u rehberlik eden bir
fener olarak goruyordu; fakat bu 6zel tarismadan kagimyor, “Her
sey i¢in s6z konusu olan durum matematiksel bir kuram i¢in de

gecerlidir; guzellik algilanabilir ama ac¢iklanamaz,” diyordu.

Aciklamak ne kadar zor olsa da guzellige kars: estetik bir
duyarhihik bilim insanlar1 ve matematikgileri motive eden guglu bir
etken olmustur. 20. yuzyihn en buyik matematiksel fizik¢ilerinden
Paul Dirac “Insanin denklemlerinin guzel olmasi, o denklemlerin
deneylere uymasindan daha énemlidir” diyecek kadar ileri gitmisti.
Belki asiriya kacan bir gorusti, ama Dirac bunu soyleyebilecek
captaydr: Ne de olsa kendisi kuantum mekanigi tarihindeki en

onemli olaylardan biri olan bir denklem bulmustu.

Fakat tamamen bir ol¢iilemezler deryasinin ortasinda
bulunmuyoruz. Muzikten mimariye ve resme, sanatlarin yuzeyini
biraz kazirsak guzellik agisindan genellikle hayati 6nemde gortilen,
esasen matematiksel olan ilkelerle karsilasiyoruz; herhalde bunlarin
hicbiri simetri ve orandan daha matematiksel degildir.

Muzik ve Matematik

Muzik ve matematik genellikle birbiriyle baglantili ugraslar ve
beceriler olarak gorulur; hatta bu alanlardaki beceriler beyinde aymi
alanlara atfedilmistir. Antik Yunan’da Pisagor ekoliinden alimler
sesin ve titresen tellerin temel fizigini biliyorlardi; muzikal élcekler
ile tam sayilarin oranlari arasindaki bagi kurmuslardi. % oraninda
en yuksekten en al¢aga dogru seslerin degeri Do, Re, Mi, Fa, Sol, La,
Si, Do notalarindan olusan bir oktav olusturur; yiiksek Do’nun ses
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dolgunluguy, al¢ak oktavdaki Do’nun ses dolgunlugunun iki kaudir.
tkisinin arasinda Do Major akoru olusturan notalarin — Do, Mi, Sol
— ses dolgunluklar1 Doyla iligkili olarak % ve % oranlarindadir.
Hertzle olcersek, alcak Do’nun ses dolgunlugu 261 hertzse, %
oranindaki Sol'un ses dolgunlugu 391,5 hertzdir.

Oranlarin degistirilmesiyle, muzik uyum ya da uyumsuzluk
yaratabilir; uyum, muzikten aldigimiz zevkin ana yonlerinden
biridir. Muzik bilginleri muzigin yapilanma bi¢ciminde, ahmina
hiitkmeden baska matematiksel ilkeler bulmuslar, simetrinin
-matematiksel bir ilkedir, boyle ilkeler varsa- kuvvetli bir rol
oynadigini gérmﬁs}erdir. Muzigin kuvveti ve ¢ekiciligi genellikle
tekrarlanan bir 6rantude yatar; bir 6runtunan bir kez belirmesi

tekrara nazaran kulaga zayif gelecektir.

llging bir 6rnekte matematikgiler ve besteciler acikea i ice
gecmistir: Kampanolojide, yani ¢an ¢alma konusunda. Burada
canlarin belli bir sirayla calinma bigimleri bestelerin niteligini
belirler. “Degisiklikler”in matematiksel drunttlerinin modern

cebirdeki permiitasyon gruplari kuramiyla bir¢ok ortak noktasi

vardir!
Guzellik ve Sekil
x e 5 Muzigi tartisirken oran ve
Muizikten aldlglmlz zevk simetriye degindik. Bu etkenler
saymaktan, ama bilincinde sekil ve yap1 matematiginin de

Genellikle en basit halleriyle

Miizik bilincinde olunmayan
< 4 cok cekicidirler; siradan bir

aritmetikten baska bir sey dikdortgen ve ozellikleri
degildir” orneginde oldugu gibi.
L GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ En gﬁzel $ekllll dikdc’)rtgen
—' hangisidir? Kare, diyebiliriz;
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buttun kenarlari esit bir dikdortgen. Bu tartisilir; ¢anki kare
simetri gosterir, ayrica kendine has bazi 6zellikleri vardir: Ornegin

kosegenler dogru acilarla kesisir.

Ama bir dikdértgeni incelemenin baska yollan da vardir;
oranlarim degerlendiririz. Dikdortgen bir kagit parcasini yariya
katlayip kat yerinden kesersek elimizde iki dikdértgen parga olur.

Bu dikdortgenin uzun ve kisa kenarlar1
V2 = 1,4142..’ye 1 oranindaysa, kiiciik dikdortgenlerin kenarlari
da kesinlikle ayni oranlarda olacaktir. Britanya'da kagit 6l¢mekte
kullanilan “A” yonteminin temeli budur. A boyutlu bir kagida 2’'nin
kare kokilyle baglantisindan 6tara “v/2 dikdortgeni” denir.

ﬁdikdértgeni icinden “kare c¢ikararak” da incelenebilir.
Kenarlar1 1'e V2= 1,4142.... olan V2 dikdoértgeninden bir kare
cikarirsak geride kisa kenar1 0,4142 uzun kenar: 1 olan bir

dikdortgen kalir.
Bu dikdértgenden €©C—2=14142, ——>
kenarlar1 0,4142... olan iki W

kare ¢ikarabiliriz; geride kisa
kenar1 0,1716..., uzun kenari

0,4142... olan bir dikdortgen
kalir. Bundan iki kare daha
cikarabiliriz; dikdortgenden

kare ¢ikarma islemi sonsuza NV

dek tekrarlanabilir. Bunun Bin ii DikDG .
iR IKI DIKDORTGENDEN KARELER GIKARMAK

matematiksel olarak baska

bir ifadesi soyledir: [1;2,2,2,2,2...] Bu V/2'nin siirekli kesir

genislemesidir. O halde V2 dikdortgeninde tatmin edici bir simetri

vardir; ama bu dikdortgen o kadar da mukemmel degildir.

]

0,4142.
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Altin Dikdortgenler ve Altin Oranlar

Butin dikdortgenler arasinda bas kose “altin dikdortgen”e aittir.
Alun dikdortgende oran V2=1,4142.... degil, ¢'dir (fi). ¢'nin degeri

_1+/5
-2

® =1,618033...

A

¢ Aluin say1 ya da altin oran

F denilen ¢ say1si bitin matematikte

karsimiza qikar.

Alun bir dikdértgenden bir kare
cikarirsak geriye kalan dikdortgen de

] altn bir dikdortgendir. Her asamada

1 bir kare ¢ikardigimizda ¢’nin surekli

kesir genislemesinin biraz 6zel
ALTIN BiR DIKDORTGEN VE KARELERI

oldugunu goruruz: [1:1,1,1,1....]
Alun bir dikdortgende karelerin birlesme noktalarindan gegen

bir egri ¢izdigimizde, zarif bir goriuntu karsimiza ¢ikar. Bu egri

dikdortgenin geometrik 6zelliklerini ortaya ¢ikaran “logaritmik

spiral”i verir ve bash basina bir guzelliktir.

Matematikgilere gore ¢'de

hicbir agiklama, hicbir uygulama
gerektirmeyen ickin bir guzellik
vardir. Kendi basina yeterlidir. Fakat

matematigin otesine gectigimizde altin

V\B / oran ¢'nin Bat1 kaltarinian temelinde

LOGARITHMIK SARMAL ozelligi oldugundan Luca Paciolinin De

oldugunu goéruruz. Bu sayinin bir¢ok

»

divina proportione (1509) adli eserinin ardindan “ilahi oran’
olarak anmilmistir: Pacioli ¢’yi insan bedeninin oranlariyla, 6rnegin
bedenin uzunlugunun bastan ayak parmaklarina kadar uzunluga

oraniyla agikhiyordu.
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Sanatta, Leonardo da Vinci dogada beliren bir oran olarak ¢’ye
cok baghydi. Ondan yuzyillar sonra da Section d’Or sanatgilari,
kubist genel kabulden uzaklasarak ¢'nin mistik niteliklerini, her
zaman simgeledigi diizen duygusunu bastaci ettiler. Bir¢ok sanat¢i
da altin say1 perspektifinden incelenmistir. Surrealist Salvador
Dali’nin ¢ok bilinen Sacrament of the Last Supper adl eseri alun bir
uggenden olusur; Dali bu resimde matematiksel figiirler kullanmistu.
Onde gelen “dikdortgen sanatgist” Piet Mondrian'in bir sekilde ¢’nin
buyustnden ka¢mayi basarmis olmasi, eserlerinde bu oranlara 6zel

bir baglilik gostermemesi bu yuzden ironiktir.

Bazen “altin kesit” ya da “altin orta” da denilen altin oranin
en ileri giden, en kalic1 etkileri Parthenon’un oranlar1 da dahil
olmak uizere mimaride gorulmaustir. 20. yizyilda Isvigreli mimar
Le Corbusier modernist yaklasimiyla matematiksel oranlar agikca
bastaci etmisti; “Moduler” kurami tasarimlarin altin dikdértgen

planlarina dayanmasini 6neriyordu.

Mozaik Dosemeleri ve Geometri

Sanatta matematigin agik bir 6rnegi, mozaik désemeleri denilen
tirde duzenli dekoratif ortintilerde karsimiza ¢ikar: Diiz bir yuzey
uzerinde tam olarak birbirlerine uyarak ilerleyen sekil ya da karo

duzenlemelerinde.

Islam gelenegindeki kultiirel etkenler mozaiklerde etkili
olmustur. Islam gelenegi genellikle Hz. Muhammed ve diger dini
kisiliklerin sanatta ve binalarda resmedilmesine kars1 agirhgim
koymustur. Sonugta canli ve zengin bir geometrik desen gelenegi
ortaya ¢itkmistir. Ispanya’da, Granada'da 14. yuzyildan, Magribi
istilas1 doneminden kalma Elhamra sarayinda etkileyici mozaikler
bulunur. Avrupa sanatinda mozaik dosemenin “ustasi” olan Maurits
C. Escher’in 1920’de Ispanya’y1 ziyareti sirasinda bu érneklerden
etkilendigi dusunulmektedir.
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Bir doseme, drnegin sekizgenlerden olusan bir doseme
kendisini tekrarladiginda buna “periyodik” déseme denir. Bu
tir dosemelerde oteleme simetrisi vardir: Bunlar1 diz bir yuzey
uzerinde kaydirdigimizda onceki gorintinan uzerine tam olarak
otururlar. Periyodik olmayan bir dosemede 6teleme simetrisi yoktur.
Oruntii kendi kendisini tekrarlamaz; gerci bu tir déssemelerde de
“rotasyonel” simetri vardir. (Bakiniz Simetri Nedir?)

Sir Roger Penrose
periyodik olmayan birkag
doseme kesfetmistir;
bunlardan biri sadece iki
sekle dayanmaktadir: bir
ucurtma ve bir mizrak. 1ki

sekil de kenarlar1 birbirine

esit ve paralel olan bir
PERiYODIK OLMAYAN PENROSE DOSEMESINE iNCELIKLI BiR ORNEK eskenar dc")rtgenden elde

= edilmistir. Ucurtma ve mizragin
kenarlarinin altin say1 oraninda olmasi da

sekle ayr1 bir agirlik vermektedir.

Bu periyodik olmayan dosemeler
guzellikleri bir yana, yeni bir bilim
olan “kristalimsiler” alaninda da ciddi

arastirmalara konu olmaktadir.

" Ugurtma

ALTIN ORANLARLA UGURTMA VE 0K Sayllarin Guazelligi

Buraya kadar belli tur oranlara, bu oranlarin guzelligin estetiginde
oynadiklari role, sonucta ortaya ¢ikan nesnelere baktik. Fakat
matematikte guzellik genellikle 6ze dair bir sey olarak algilanir:
Sasirtici bir sorunun, mantiksal bir kanitin, zarif bir formiilun,
tatmin edici bir denklemin guzelligi olarak. Bunlarin en yalinlari

genellikle en cekici olanlardir.
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Pierre de Fermat'nin meshur son teoremi, sadeligiyle bu guzel
sorulardan biridir. 1630’larda formuile edilen bu teorem x" + y* = z*
denkleminde 2'den buyuk bir n sayisi i¢in x, y ve z'nin degerlerinin
tam say1 olamayacagini ileri suriyordu. 6, 8 ve 9 tam sayilar1
x> + y* = 23 denklemini neredeyse dogrular; ¢unku
6> + 83 =216 + 512 = 728dir, 9*de 729a esittir; fakat denklemin
sol tarafini sag tarafina kesinlikle esit kilacak tam sayilar bulamayiz.
Teoremin guzelligi bozulmamus, sasirtici niteliginde de yatar; hicbir
zaman bulunamayacakmis gibi gérunen bir kanittan uzak olmasinda
da yatar. Teoremin dogrulugu ancak 350 yili agkin bir siire sonra,
1990’larda kanitlanmistir.

Sonra bir de sayilar vardir. Matematiksel zihinler sayilarin
kendisinde, cesitliliklerinde, diizenlenme ve dizilimlerinde keskin
bir guzellik algilar. “Fibonacci dizisi” en basit tam say1 dizilerinden
biridir; matematik ilmine 1202’de (Pisali Leonardo olarak da bilinen)
Fibonacci tarafindan katlmistir. Fibonacci dizisinin durumuna
adanmis akademik bir dergi vardir; dizinin yeni 6zellikleri de
kesfedilmeye devam etmektedir. Muzik bestecilerinin bestelerini bu
diziye dayandirdig bile iddia edilmistir.

Standart Fibonacci dizisinin guzelligi matematiginde yatar. Diziyi
yazabilmek i¢in tek hatirlamamiz gereken 1, 1 sayilariyla basladigim
hatirlamakur. Ugtnci terim bunlarin toplamy, yani 1+1=2dir,
boylece dizi 1,1,2 olur. Dorduncu terim énceki iki terimin toplamu,
yani 1 +2=3tar, boylece dizi 1,1,2,3 olur. Her terim onceki iki
terimin toplamidir, boylece Fibonacci dizisini olusturabiliriz:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610...

Fakat bundan fazlasi s6z konusudur. Dizi altin say1 ¢’yle
baglantilidir. Her terimin kendisinden éncekine bolinmesiyle alinan
oranlara baktigimizda, soyle bir dizi elde ederiz:

123581321 34

ondaliklar halinde ifade ettigimizde bu dizi su hale gelir:
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I; 2;1,5; 1,666; 1,600; 1,625; 1,615; 1,619....

Bu ondalik dizide, sayilar altin oran ¢’nin 1,618033..."e esit
olan degerinin bir altina inerek bir iistiine ¢ikarak ilerler; dizideki
terimlerin sayisi arttik¢a oranlarin da ¢’nin degerine daha fazla
yaklastigim goruraz. Boyle bir denklik tam da bir matematik¢inin

takdir edebilecegi tiirden duizenli bir guzelliktir.

lcadin Giizelligi

Buyuk matematikgilerin, kendi kesiflerinden hangilerinin en guzeli
olduguna dair bir fikri vardir; tercihleri de her zaman en agik, en
incelikli olandan yana degildir. MO t¢unci yizyilda yasamis

olan Sirakuzal Arsimet antik devirlerin en incelikli matematikgisi
olarak bilinirdi. Hem soyut hem uygulamali matematige katkida
bulunmustu; fakat en degerli kabul edilen ¢alismalar kure ve
silindirle ilgili kesifleriydi; daha acik bir deyisle, bir silindir

bir kiireyi kapladiginda, onunla aym yukseklikte olup kurenin
kenarlarina dokundugunda kirenin yiizey alaninin da hacminin de

silindirin ytizey alam ve hacminin 3 *tne esit olacagiydi. (Bakiniz

ITMatematik, diizgun bakildiginda, sadece hakikati deg';|
ulvi bir guzelligi barindinir; heykelin giizelligi
gibi soguk ve agirbash, dogamizin zayif yonlerine hi¢
hitap etmeyen, resmin ya da mizigin giizel tuzaklarindan
yoksun, ama ulvi bir saflig1 olan, ancak en biiyiik
sanatin gosterebilecegi keskinlikte bir miikemmellige
kadir bir guzellik.”

BERTRAND RUSSELL,
I The Study of Mathematics (1902) I

166



MATEMATIK GUZEL MIDIR?

Her Seyin Bir Formiili Var mi?) Arsimet’in formiille dokiulmemis bu
kesfi butiin yalinhgiyla onu buyulemisti.

Antik Yunan'da kure ve silindir geometrinin yapitaslari olarak
goruliyordu. Bundan yaklasik 2000 y1l sonra kita Avrupa’sinin
post-empresyonist ressamlari bunu siar olarak benimseyecek,
temsili sanat1 geometrik resimlere donustureceklerdi. Onde gelen
post-empresyonist ressamlardan Paul Cézanne sanatg1 bir dostuna
“dogay silindirle, kureyle, koniyle ele almas1” tavsiyesinde
bulunmustu; Picasso ve Braque gibi kubistler ise bu anlayisi yeni

zirvelere tasimislardi.

Arsimet ve Newton ile birlikte matematik aristokrasisi
arasinda sayilan, 19. yuzyihn 6nde gelen
matematikcilerinden Carl Friedrich Gauss
geometrik kurgularinda birkag fikri
birden birlestirebilmis; zarafetleri ve
kuvvetleriyle matematikgilerin ¢ok sevdigi
kanitlar ortaya koymustu. Gauss, (mesafe
ol¢mek i¢in degil) dogrular ¢izmek icin
bir gonyeden, daire ya da daire parcalarn
cizmek i¢in bir pergelden baska bir sey
kullanilmasina izin verilmeyen insalar ALTIGEN

kurmaya odaklanmisti.

Bu sekilde eskenar bir ui¢gen, bir kare, eskenar bir besgen,
eskenar bir altigen olusturmak ¢ok zor degildir. Ornegin bir altigen
olusturmak i¢in bir r yaricapi belirleriz; pergelin bacaklarin r kadar
ayirarak once bir daire cizeriz. Dairenin cevresine ayni duzende
yaylar1 isaretleriz ve boyle alt1 isaret koyduktan sonra basladigimiz
noktaya geri donmius oluruz. Isaretledigimiz noktalar: birlestiririz ve

alugenimiz ortaya ¢ikmis olur.

OKlit bu sekillerin nasil yapildigini biliyor olsa da eskenar bir

yedigen ¢izememisti. Bu problemi gengliginde inceleyen Gauss

PERGEL VE GONYEYLE GiziLMis BIR
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bunun mumkun olmadigini kanitlamisti. 11 kenarli ya da 13 kenarl
eskenar bir sekil ¢cizmek de mumkiin degildi. Gauss bu sekilleri
cizememis degildi; bu sekillerin ¢izilemeyecegini kamitlamist.

Olumsuz bir sonucu kanitlamisti.

Gauss’un vardigi bu sonucun olumlu bir yénua de vardi.
Matematik¢imiz 17 kenarh eskenar bir sekil ¢izmisti. Dahasim
da yapmisti, ¢ciinkti 17 sayisinin 6zel bir bi¢imi vardi. Su sekilde
yazilabiliyordu:

27 +1

Cunkii n = 2 olmasi halinde, 22 = 2 X 2 = 4'tq, 2* + 1 ise
2 X 2X2X2+ 1= 17ydi Gauss bu bi¢imin bir asal say1
vermesi halinde, o say1 kadar kenar1 olan bir ¢cokkenarlinin
olusturulabilecegini gostermisti. Bu bi¢im sayilar (Fermat sayilari
denir) n = 0, 1, 2, 3, 4 degerleri icin sirasiyla 3, 5, 17, 257, 65.537
olan asal sayilardy; fakat n’in baska degerleri i¢in bir asal say1 s6z
konusu olup olmadigini kimse bilmiyor. Ornegin n = 5 icin Fermat
sayis1 4.294.967.297'dir, fakat bu asal bir say1 degildir; ¢uinki:

4,294,967,297 = 641 X 6,700,417

Guzellik Meselesi

O halde matematigi guzellikle iliskilendirmek i¢in elimizde bircok
sebep vardir. Matematik muzik, sanat ve mimariyi, oran, simetri ve
perspektifle beslemektedir. Matematikgiler bu alanlarda yaraticilik
gosterenlerden ¢cok mu farklidir? Matematik de kendine 6zgu

bir bi¢imde estetik ilkeler tizerine kurulmustur. “Goérenin gozu”
bir tarafa, matematikte guzellik oldugunu inkar edenler budala

supheciler olmaktan 6teye gidemeyeceklerdir.



MATEMATIK GELECEGI
KESTIREBILIR MI?

Matematiksel modeller;
simiilasyonlar ve oyun teorisi

1865'te, Amerika’da I¢ Savas bitmeye yiiz tutmusken Abraham
Lincoln bu parcalanmis tilkenin baskan olarak ikinci kez
baskanlik koltuguna oturmaya hazirlaniyordu. Gorevi alirken
yaptigr konusmada “gelecekten cok umutlu oldugu”nu dile
getirdi; fakat bilgece bir tavirla “gelecege iliskin bir éngoriide
bulunmaya ciiret edilemeyecegi” uyarisinda bulundu. Sonradan
goruldigi tizere, bu konusmanin tizerinden bir ay ge¢cmemisti
ki Lincoln’iin sahsi tarihi bir suikast¢inin mermisiyle karara
bagland; gerci tilkesi refah yolunda adimlar atmaya devam
etti. Matematigin uygulanmasi onun bu akibetten kacinmasini
saglayabilir miydi? Bu soru kulaga sacma geliyor, ama
matematiksel “ongori” yollari, siyasetten tutun hava tahminine,
hisse paylasimina dek cok cesitli alanlarda butiin insan
davramislarina ve girisimlerine uygulanmistir.

Sanki denklemler ve semboller kristal kureler haline gelebilirmis
gibi matematigi kullanarak 6ngorude bulunulabilecegi varsayimim
hemen burun kivirip ¢ope atabiliriz. 2008'de dinyayi sallayan
kuresel mali kriz matematiksel kibir hakkinda utang verici bir
hukum kesmis gibi goruniyordu. Bundan 6nce mali kurumlar,
gelismeleri 6ngorsiinler diye birkag yildir matematikgileri
(“kuvant” deniyordu onlara) ige aliyorlardi. Elestirmenlere gore,
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matematikgilerin olasilig1 ve istatistigi kullanarak gelistirdikleri
biitiin o ezoterik matematiksel modellerinin sonucu daha 6nce hig

gorulmemis bir ¢apta mali bir erime olmustu.

Ama kas yaparken goz ¢cikarmamak gerekir. Kuresel bankacilik
sisteminin son derece buyuk risklerini, koskoca matematiksel
modelleme alaniyla bir tutmak bir hata olacaktir. Modelleme ¢ok
daha gurultisuz bir¢ok bicimde yillardir devam ediyor, cok daha
akla yatkin, gecerli sonuclar veriyordu. Is bir mali danismana
guvenmeye geldi mi bir kez daha dustnebiliriz; ama 21 Agustos
2017'de gerceklesmesi dngorilen giines tutulmasinin dakikasi

dakikasina gerceklesecegine guvenebiliriz.

Hayatin Modelini Cikarma

Matematiksel bir model, gercek hayattaki bir durumun
matematik diliyle, degiskenler ve denklemler lugatine gevrilerek
betimlenmesinin bir bi¢cimidir. Model, neyin 6nemli olduguna
dair varsayimlarda bulunarak, gozard: edilebilecek bazi yonleri
gormezden gelerek bir durumun esas bilesenlerini yakalamayi
amaclar. Bir matematiksel mekanizma kurulur ve sonra bu
mekanizmanin gecerli olup olmadig1, modelin gercek hayattaki

durumu yansitip yansitmadig kontrol edilir.

Matematiksel modellerin
_I geleneksel olarak fizige
uygulandify goralmustir.
zordur; ozellikle de Newton’in, gezegenlerin
gelecekle il giliyse. » hareketinin modeli olabilecek

-

“Tahmin etmek cok

. ) kiutlecekim kurami;
NIELS BOHR VE DIGERLERI
I_ I manyetizma ile elektrik
arasindaki iliskinin modeli olan
Maxwell denklemleri baslica érneklerdir. (Bakiniz Her Seyin Formuiilii
Var Mi?) Fakat bugiin demografi, ekonomi, cografya, psikoloji,

biyoloji, tip, muhendislik vs. bircok alandaki durumlarin modelini
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cikarmak icin ¢cok genis bir yelpazede matematiksel teknikler
kullaniliyor. Ornegin bu yolla, sehirlerin biiytimesi ve nifuslarin
artisi matematik¢inin mikroskobuna yerlestiriliyor. Benzer sekilde
genel niuifustan, hastalarin bedenlerine kadar hastaliklarin yayilmasi

incelenebiliyor. Modellemenin alani hi¢ olmadig: kadar genisliyor.

Modellemenin genis ¢aph tezahurleri dikkate alindiginda, ¢ok
genis bir yelpazede, sasmaz bir bicimde olasilik, istatistik, kime
kurami ve “optimizasyon” teknikleri gibi incelikli matematiksel
kavramlar kullanan gesitli tekniklerin ortaya ¢ikmis olmasi hig

sasirtici degildir.

Gorelilik kuraminin 1s1g1nda Newton'in kiitlecekim kurami
“yaklasik” olarak gorulebilir, fakat bu kuramdan ¢ikarilan model,
tutulmalarin tahmin edilmesinde hala yeterlidir. Mali piyasalarin
modelinin ¢ikarilmasi konusunda hazir, kesin bir kuram yoktur;
herhalde bu da insanlarin davranislarini kestirmenin gezegenlerin
davraniglarini kestirmekten ¢ok daha zor oldugunu gostermektedir.
Fakat sayisal veriler ortadadir; analistler istatistik teknikleri
kullanarak temel egilimleri degerlendirme cabasiyla denklemler

formule edebilirler.

Bilgisayarlarin artan giicuyle birlikte artik biitin alan
genislemistir. Fakat teknolojinin ardinda, bir modelin gercekligi ne

kadar iyi yansitugini belirleyen matematiksel dayanaklar vardr.

Nufuslarin Modelini Cikarmak

Bir modelin ne kadar iyi isledigi sorusu elbette ki hayati 6nemde,
fakat zor bir sorudur: Modelleme sorularinin nihai cevaplari
nitelikleri geregi bir sire boyunca, gercek olaylar onlara yetisinceye
kadar dogrulanabilir olmayabilirler. Fakat niif us arastirmalari, daha
gecerli tahminlerde bulunmak tizere yeni tekniklerin eski modeller

tizerine kuruldugu bir alana iyi bir 6rnektir.
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Muhterem Thomas Malthus 19. yuzyilda Nifus Iikesi Uzerine
Deneme adli eserinde nufus artisina dair meshur matematiksel
modelini formiile etmisti. Malthus bu denemede karamsar bir
sonuca, artan nifusun yeryuzinun yiyecek uretme kapasitesini
asaca@l sonucuna variyor; salgin hastaliklar, veba, cizam nafusun
genis kesimlerini 6ldurmezse “muazzam boyutlarda bir achgin” ayni
sonuca yol acacagini sdyluyordu.

Modelleme agisindan Malthus’un kurami nuafusun her 25 yilda
bir ikiye katlandig varsayiminda bulunuyordu; bu yuzden 6rnegin
N nufusu 25 y1l sonra 2 X N olacakty; 25 y1l daha sonraysa 4 X N.
Nufus artisi ¢arpanlar 25 yillik araliklarla soyle olacakti:

1,2,4,8, 16, 32....

Malthus basta nufusa yetecek kadar yiyecek (Y) oldugunu
varsayarak yiyecek tretimine miisait araziler sinirh oldugundan
yiyecek miktarinin niifus kadar hizl artmasinin dustiniilemez
oldugunu savunuyordu. Dolayisiyla her 25 yil icin Y'yi topluyordu;
boylece 25 yil sonra F + F = 2 X F yiyecek olacakti, 50 y1l sonraysa
yiyecek miktar1 F + F + F = 3 X F olacak, boylece devam edecekti.
Bu kurama gore yiyecek artisi ¢arpanlari soyleydi:

1,2,3,4,5,6...

Niuifus artis1 ¢arpanlari geometrik bir artis gosterirken (her
seferinde 2’ye katlanirken) yiyecek artig1 ¢arpanlar aritmetik bir artig
gosteriyordu (her seferinde 1 artiyordu). Malthus dolayisiyla artan
nufus icin yeterli yiyecek olmayacag sonucuna varmisti.

Malthus’un ¢ikardigi bu model o devirde muazzam derecede
etkili olmustu; fakat geriye donip de bakildiginda bu kuramin
cok yanlis oldugu gérulur. Ornegin Birlesik Krallik’in bugunki
nifusunu tahmin etmek i¢in kullanilmis olsaydi bazi tuhaf
sonuglarla karsilasirdik. Malthus’un yazdig1 donemde, 1800
civarinda Birlesik Krallik nufusu 10 milyondu; onun kuramina
gore 2000 yilina gelindiginde bu nufus yaklasik 256 milyon, yani
bugunki rakamin dért kati olacakt.
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Hakkin yemeyelim; Malthus dogum kontrolu, gog, i¢ goc ve gida
teknolojisi gibi modern gelismeleri dikkate alamazdi. Malthuscu
model bir zaman kayb1 degildir. Daha iyi varsayimlar kurulmasinin,
orijinal modelin gelistirilebilecegi daha incelikli yaklasimlarin 6ninua
acmustir. Artik nufus artarken nufus artis oraninin gerilemesini
saglayabiliyoruz; bununla birlikte nufusun buyukliga igin bir cam
tavan belirlenmis oluyor. (Bakiniz Bir Kelebegin Kanat Cirpmasi
Ger¢ekten Bir Firtinaya Yol Acabilir Mi?)

Tahminler ve Sinirlari

Gunluk hayatin baz1 alanlarinda, gelecekte neler yattigini bilme
istahimizin karsisina arastirdigimiz fenomenlerin dupeduz
kararsizlik gostermesi dikilir. Para hareketleri, hava durumu,
modellemenin gayretle uygulandiginda sinirhliklar gosterdigi

alanlara iyi orneklerdir.

Finans diinyasinda, borsa tahminleri profesyonel bir yatirimcinin
zamaninin buyuk boluminu alir. Buyik merkezlerdeki borsa fiyat
endeksleri -Dow Jones, FTSE 100, Nikkei- hepsi de hisselerden
secilen bir bilesime dayanir, her gun islemler sonrasinda bilesik
bir figtr yayinlanir. Ertesi guntin endeksini tahmin etmek
milyonlar kazanmak ya da kaybetmek anlamina gelebilir. Elbette ki
zorluklardan biri finans piyasalarinin, soyut “given” methumundan,
yani bazen finansla son derece ilgisiz gorunebilen, yine de onu
etkileyebilecek fenomenlere insanlarin verecekleri tepkilerle ilgili

tahminlerden korkung derecede etkilenmeleridir.

Matematiksel modellemede her zaman oldugu gibi burada da
baslangic noktasi tarihsel verilerdir. Burada verilerin ele alinma
bi¢imi, huiktimlerin de devreye girdigi noktadur. Basit bir borsa fiyat
modelinde énceki giintin kapanis rakamlarina bakilabilir. Ornegin
pazartesi, sal1 ve carsamba gunleri endekslerin sirasiyla 3700, 3900
ve 4100 oldugunu bilirsek bu endeksler persembe gtintine dair
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tahmin yurutmenin dayanag) olarak kullanilabilir. Baska yararh
bilgiler yoksa bu okumalarin ortalamasini alip persembe guntine dair
tahminde bulunabiliriz:

3700 + 3900 + 4100_ 11.700
3 -3

= 3900

Bu teknige (basit) hareketli ortalama yéntemi denir. Hareketli
denir, cunku persembe gununun endeksi alindiginda, pazartesinin
verisi birakilir ve sali, carsamba, persembe gunlerinin ortalamalar:
cuma gunune dair tahmini verir. Gelgelelim ytukselen bir piyasada
ortalama yontemi her zaman bir batma noktasi gosterir; baskin
kosullar1 yansitmadigini diistinen borsacilar bu yontemi goz ardi
edebilir. Bu durumu kismen telafi etmek i¢in egilimi daha iyi
yansitmak amaciyla birka¢ gunlik tarih yerine ¢ok yakin tarihe
agirlik verilebilir. Guinlere agirhk vermek bash basina bir yargi
meselesidir; farkli endeksler farkli modeller yansitabilir. Gercek
hayatta tabii ki borsacilar belli bir grup sirket hakkinda genel
tahmini besleyebilecekleri 6zel bazi bilgilere sahiptir. Fakat tabii ki

hicbir tahmin modeli borsanin ¢okecegini tahmin edemez.

Hava tahmini de hila kesinlikten uzak bir bilimdir. (Bakimz Bir
Kelebegin Kanat Cirpisi Bir Firtinaya Yol Acabilir Mi?) Bir dogruluk
derecesi olan tahminler birka¢ gunle sinirlidir; o zaman bile gercek
olaylarin ortaya ¢ikmasiyla birlikte son dakika degisikliklerine
tabidirler. Zorluk sudur ki atmosferdeki ve okyanuslardaki
akimlarin modelini veren, dolayisiyla hava durumuna hitkmeden
Navier-Stokes denklemlerini simdiki zamanda kesin olarak ¢6zmek
imkansizdir. (Bakiniz Geriye Coziilmesi Gereken Bir Sey Kaldi Mi?)
Yaklasik ¢oziimlere dayanmamiz gerekir; ama bunlar da karmasikur

ve cok sayida bilgisayar hesaplamasi yapilmasini gerektirir.

Hava tahmini disinda, bir kuyrugun ne kadar hizh olusacag:
sorusu gibi basit bir giindelik durum bile formiiller anlaminda
kesin ¢ozumlere direnen denklemlere yol acar. Mumkiin olsa bile

bir ¢6ziim, ancak modellemenin baslangicinda yapilmasi gereken
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varsayimlara dayal bir ideal durum agisindan gegerli olabilir. Yine
de matematikgiler bu gibi durumlar: similasyon yontemiyle asmaya

cahismiglardir.

Simiilasyon matematiksel bir modelle deneyler yapip gozlemlerde
bulunmak anlamina gelir. Guniin farkh zamanlarinda islenmesi
gereken stupermarket ¢ikislarinin sayisini nasil tahmin edebiliriz?
Farkli hava kosullarinda ugaklarin bir havaalaninin tstiinde nasil
daireler cizerek ugmasi gerekir? Bunlar simiulasyonla yaklasilan
tipte sorulardir. Matematiksel deneyci modelin parametrelerini
degistirerek -supermarket 6rneginde gun icinde islem yapilan
zamanlary; ucak orneginde hava kosullarinm “degistirerek”- cesitli
durumlarda neler oldugunu “gérebilir”; kesin ¢6ziimler ¢ikmasa
bile. Tamam miikemmel degildir; ama tahmin ve dogaglamaya
nazaran daha iyidir; ne de olsa ucaklar 6rneginde basit tahminler ve

dogaclama feci sonuglar dogurabilir!

Oyunlardan Alinan Dersler

Bazi matematikgiler tahminde bulunma yolu olarak “oyun kurami™m
benimsemislerdir. Bu matematiksel kuramin éncisii 1940’larda John
von Neumann olmustur; Neumann iki kisilik bir “ya kazanirsin

ya kaybedersin” oyununu incelerken bu kurami gelistirmistir. Bu
oyunlar iki oyuncu arasindaki rekabet durumunun modeliydi;
oyuncular bilinen bir kar-zarar tablosuna gore akilc tercihlerde
bulunuyorlardi. Kuram, katihmcilarin kendileri i¢in bireysel

olarak en iyisi neyse ona dayanarak akilci eylemlerde bulunacag:
yolunda bazi psikolojik varsayimlarda bulunur. “Ya kazanirsin ya
kaybedersin” bir oyuncu kazanirsa digerinin mecburen kaybedecegi
anlamina gelir. Bu da demektir ki iki oyuncunun birbiriyle isbirligi

yapmasinin hi¢bir anlam yoktur.

“Ya kazanirsin ya kaybedersin” unsurunun varsayilmadigi

oyunlar da vardir; burada da olas: isbirligi meselesi devreye sokulur.
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Buna iyi bir 6rnek Albert Tucker'in tasarladigi “mahkumun ikilemi”
problemidir. Bu problemde iki kisi, Alan (A) ve Bruce (B) otobanda
bir soyguna karistiklan stiphesiyle polis tarafindan tutuklanir; fakat
polisin ikili aleyhine kanitlar1 yetersizdir. Mahkumlar nasil ifade
verecekleri konusunda fikir alisverisinde bulunmasinlar diye iki ayn
hucreye koyarlar. ki mahkum bir savunma stratejisi kurmak i¢in
iletisim kuramadiklar1 bu durumda hucrelerinde oturup kendileri

icin en iyi olan neyse onun planini yaparlar.

Alan ve Bruce’un “zarar1” hapis cezasidir; fakat bu cezalar da
sadece polis sorgusunda bireysel olarak nasil davrandiklarina
degil, ortak olarak nasil davrandiklarina da baghdir; biri itiraf eder
de digeri etmezse polis itirafciy, onun sug ortagindan daha hafif
cezalandirilmasini isteyerek “odullendirecektir”: On yil yerine bir y1l
hapis cezasi. Ama polise gore de iki mahkumun birden itiraf etmesi

cok uygundur; bu durumda her ikisi i¢in de dért y1l hapis cezasi

istenecek ve dava bu sekilde kapanmis olacakur.

Alan’in ne yapmasi gerekir? Itiraf ederse alacag: en yuksek ceza
Bruce'un da itiraf etmesi halinde dort y1l hapis cezasi olacakur. Itiraf
etmezse, alacag1 en yuksek ceza on yil hapis olacaktir. Alan akilc1 bir
insan oldugundan itiraf etmeyi tercih eder; izledigi strateji en fazla
olasi cezay, en aza indirme stratejisidir; buna “mini-max” stratejisi
denir. Bruce da bu probleme ayni sekilde bakar ve o da itiraf etmeyi
tercih eder; nihayetinde ikisi de dort yil hapis cezasina carptirilir.
Alan ile Bruce ayni hiucreyi paylasiyor olup isbirligi yapabilselerdi,
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sonu¢ muhtemelen farkl olacakti. Aleyhlerinde yeterli kanit
bulunmadigindan her ikisi de “su¢suz” olduklarini iddia edebilir,

ozgurluklerine kavusabilirlerdi.

Oyun Kurami ve Nukleer Tehlikeye Atilma

Bu iki adi su¢lunun kurgusal kaderi bir seydir. Gercek hayatta
Ekim 1962’de Kuba Fuze Krizi dunyay1 bir Soguk Savas niikleer
patlamasinin esigine getirdigindeyse ortadaki bahis ol¢ulemeyecek
kadar yiksekti. Fakat bu mesele de oyun kurami agisindan
incelenmis, karar almanin temel ilkeleriyle ilgili klasik bir 6rnek
olup ¢ikmistir. 1962’de Sovyetler Birligi’'nin Kuba'da, ABD
anakarasini vurabilecek fuzeler atesleyebilecek fiize atesleme
merkezleri kurdugu istihbarat raporlaryla ortaya konmustu. Sovyet
nakliye gemilerinin fuize yikleriyle Kiiba yolunda oldugu gozlemi,

tehdidin duzeyini artirmisti.

Oyun kurami agisindan ABD Baskani John E Kennedy ile
Sovyet lideri Nikita Kruscev’in secenekleri nelerdi? Bu karmasik bir
durumdu, liderlerin ikisi de digerinin ne yapacagini bilmiyordu.
Geri donuap bakildiginda bu meseleyi incelemenin bir yolu
“ya kazanirsin ya kaybedersin oyunu” degilmis gibi “aceleyle”
dusunmektir. ABD’nin Kitba’ya ambargo mu uygulayacagina yoksa
bir hava saldiris1 m1 diizenleyecegine karar vermesi gerekiyordu;
Sovyetler Birligi'ninse Ktiba’dan ¢ekilecegine mi yoksa orada
kalmaya devam mi edecegine karar vermesi gerekiyordu. Peki
ama zararlar ne olacakt1? Karamsar sonuglari sayisal bi¢cime nasil
sokar1z? Bunun bir yolu onlara sayisal degerler vermektir; feci bir
sonucun degeri 1, tatmin etmeyen bir sonucun degeri 5 olacak,
arada da kaybetme dereceleri yer alacakur. Ornegin 5,2lik bir zarar
ABD agisindan tatmin edici olmayacaktir, ama Sovyetler Birligi
agisindan gergekten koti olacaktir; bu anlamda bir “ABD zaferi”
olacakur. Durum ne kadar berbat olursa olsun sayilar diizenlemeye,

bir anlamda da 6l¢meye hizmet eder.
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O gergin ginlerde gercekte oldugu gibi, her iki ulke de esikte
durmay, savas tetikleyecek bir hareketten kaginmayi basarmiglardir.
ABD ambargo uygulamis, Sovyetler Birligi fuzeleri Kiba'dan

cekmeye ve bagka tavizlere raz1 olmus, bir uzlasma saglanmistu.

Sovyetler Birligi
Kiba fuze krizi Geri gekilme Kalma
3 3, 3 21 5
Abluka (uzlagma) (ABD yenilgisi)
ABD 5 2 14
Hava sajdinst .., | (agD zateri) | (nikleer savas)

Oyun kuram artik ikiden fazla oyuncunun bulundugu
durumlara, oyuncular arasinda isbirligine ve grup kurmaya izin
verilen, drnegin iki oyuncunun uginciye karsi ittifak kurabildigi
oyunlara uygulanmaktadir. ABD’li matematikg¢i ve ekonomist John
Nash’in gelistirdigi, kendisine 1994’te Nobel Oduli kazandiran etkili

calismada goruldugu uizere oyun kurami arastirmalari da ilerlemistir.

Tahmin: Bir Saglik Uyarisi

Zamaninda yapilmis dogru tahminlerin felaketleri 6nleyebilecegi
durumlan tahayyul etmek o kadar da zor degildir. Salginlar,
tsunamiler, depremler, volkanik patlamalar bu gruba girer; fakat bu
tehditlerin uistesinden gelebilme becerilerimiz hatir1 sayilir bir farkhlhik
gostermektedir. Bu sismik olaylar basladiginda yayilmalar1 tahmin
edilebilir; fakat baglamadan 6nce ne zaman, nerede, hangi ¢apta
baglayacaklarimi tahmin etmek kutsal kaseyi bulmaya benzer. Sikhkla
tahminlerini olasilikla birlestiren belirsiz bir éngoruye razi olmamiz
gerekir (Bakimiz Matematik Zenginligi Garanti Edebilir mi?): “% 70
firina olacak” ya da “ekonominin % 1 ila % 3 buyumesi olasihg
yaklasik % 40’ur” gibi. Iklim degisikliginin tahmin edilmesi gibi
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dikenli bir konu, tahminlerin ancak genellikle tartismali olasiliklara
dayanarak yapilabilecegi kilit alanlardan biridir. Matematigi ve
istatistigi temel aygitlar olarak kullanip iklim degisikligi modelleri
¢ikaranlar tahminleri konusunda hakl olarak temkinlidirler.

Olgularin tahminlere uyup uymadigim ancak zaman soyleyecektir.

Newton'inki gibi baz1 matematiksel modeller baglamlarinin
niteligi geregi mikemmele yakin sonugclar verseler de baz1 modeller
kararsiz ¢oziimler doguran denklemler igerirler. Bunlar kaos
kuramim iceren tiirden modellerdir. (Bakimiz Bir Kelebegin Kanatlar
Gercekten de Bir Firtinaya Yol Acabilir Mi?) Bu modellerde birbirine
yakin ilk degerlerden tumuyle farkh ¢cozamler ¢ikarilabilir; bu ilk
degerler genellikle belirsiz olduklarindan tahminler de kesinlikten

son derece uzak olur.

Korlerin ulkesinde tek gozliler kral olurmus diyormusuz gibi
gelebilir. Bir ol¢ude bu dogrudur, fakat tek gozlunian gorme gucu
hep gelismektedir. Gelecegi tahmin etme konusunda basaril bir
girisimde bulunmanin anahtar tatmin edici bir bilimsel kurama
dayanan matematiksel bir modeldir. Matematik ve istatistik kendi
baslarina pek ise yaramazlar; ama bilimsel kanitlarla birlestiklerinde

daha guclenirler, daha amaca odakl hale gelirler.

Matematik gelecegi 6ngorebilir mi? Bazen, dogru baglamlarda,
dogru hikamlerle. Unutmamamiz gereken bir yarar vardir.
Nihayetinde kullanilabilir tahminler elde etsek de etmesek de
matematiksel bir model kurmak kendi basina degerli bir egzersizdir.
Degiskenleri belirleyip etkilesme bicimlerini belirleyebilirsek bu
sure¢ bizi problem hakkinda daha derinden dusunebilecegimiz bir
konuma yerlestirir; problemi analiz etmek i¢in daha iyi bir konumda
oluruz. Ozellikle de kullandigimiz varsayimlarin gegerliligine daha
incelikle uyarlanmis oluruz; dogru varsayimlar olmazsa hicbir

tahminin gecerli olmasi beklenemez.
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Topoloji, manifoldlar ve
Poincaré sanisi

Gezginler, uzun yuriyusciiler topografiyle, yurudiikleri
arazilerin ayirt edici 6zellikleriyle, 6rnegin tepelerle ve vadilerle
basa ¢ikmaya alisiktirlar. Kokeninde, Yunanca “yer” anlamina
gelen “topos” sozcugiiniin bulundugu, geleneksel geometriden
farkli olan “topoloji”de matematigin bir dengi karsimiza ¢ikar.
Degerli ve nispeten geng olan topoloji kiime kurami ve cebir
kullamir. Hatir1 sayilir bir basari elde etmis olan topoloji evrenin
sekliyle ugrasma konusunda en biiyiik giicliiklerden biriyle
yuzlesmistir.

Topolojide, matematikgilerin uzunluklari, agilar, alanlar1 ya da
hacimleri 6l¢meleri gerekmez. Onun yerine daha ¢ok tek tek
noktalarin birbirine nasil baglandig, ytuzeylerin uzerinde delikler
olup olmadig), sekillerin baska sekillere donustup dontsemeyecegi
gibi sorularla ilgilenirler. Topoloji nokta kumelerinin, egrilerin,

sekillerin, yuzeylerin ve uzaylarin 6zelliklerine yogunlagir.

Dogru Baglantilarin Kurulmasi

Londra ya da New York ya da Paris metrosunun grafik haritasina
soyle bir baktigimizda hangi istasyonlarin hangileriyle baglantl
oldugunu soyleyebiliriz. Bu bir haritadir; fakat istasyonlarin
konumlandirlmasinin aslinda cograti agidan nerede olduklan

uzerinde ¢ok genel bir etkisi vardir; onlar1 birlestiren hatlarin
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uzunlugunun da mesafelerle bir ilgisi yoktur. Bu harita bize
demiryolu a1 icinde nasil hareket edebilecegimizi gosterir; ne kadar
uzaga gidecegimizi ya da yolculugumuzun ne kadar surecegini

soylemez. Bize sadece bilmemiz gerekeni soyler.

Demiryolu haritasi topolojik grafige bir 6rnektir. Topolojide
bir grafik (yani ag) kose noktalarinin (vertice, noktalar), burada
istasyonlarin, birbirine “kenarlar”la (burada demiryolu hatlariyla)
birlestirildigi bir semadir. Terminolojik bir bagka ayrim yapacak
olursak topolojideki grafikler kareli grafik kagid1 tizerine ¢izilmis,
bir nicelik ile digeri arasindaki farklar1 gosteren geleneksel

grafiklerin aynisi degildir.

Topolojinin baslangici genellikle 1735’e, Leonard Euler’in
“Konigsberg kopri problemi”ni ¢ozdugu a

tarihe goturalur. Dogu Prusya sehri
Konigsberg'i (bugiin Rusya’nin Kaliningrac
sehridir) yedi koprusanun her
birinden sadece bir kere gecerek
dolasmak mumkiin mudir? Cézim
uzerine dustinebiliriz.

Fakat bu yurayust planlamaya baslar
baslamaz gucliiklerle karsilasiriz. Kopriilerin KONIGSBERG KOPRD PROBLEMI
alusini asabiliriz, fakat bunu yaptigimizda
daha o6nce gectigimiz bir kopriuden ge¢meksizin yedinci kdpriiden
gecmemiz mumkun olmaz. Mimkaun olan iki ¢ikarim vardir.

Ya izleyecegimiz yolu iyi planlamiyoruzdur ya da boyle bir sey
yapilamaz. Euler yardimimiza yetismis, bir yol bulunmasinin
imkansiz oldugunu kanitlamistr. Fakat aslinda bundan daha
fazlasini yapmistir. Herhangi bir sehirde, herhangi bir kopru
duzeninde bir yolu izlemenin mimkin olup olmadigini ¢abucak

kontrol etmemizi mumkin kilan élgiitler tretmistir.

Euler’in kanmtinin devrimci yonii grafik kuramin kullanms

olmasidir; cinku gercek Konigsberg haritasinin yerine kenarlar
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(kopruler) ve noktalardan (toprak alanlar) olusan bir grafik
gecirmistir. Yararlandigi kavramlardan biri de bir kosenin
derecesi olmustur, yani bir kdsede “bulusan” kenarlarin
sayist. Ornegin b'nin derecesi 5tir (semaya bakiniz).

Euler’in sonugta vardig teorem, en fazla iki nokta
disinda, butan noktalarin ayni derecede olmasi halinde
bir sehrin butun koprilerinden sadece bir kez gegilerek

sehrin gezilebilecegini soyluyordu.

TopoLoJiK BiR GRAFiK

OLARAK KONIGSBERG '] o
ke 18. yuzyilda yapilan bu baslangicin ardindan grafik

kurami 19. yuzyilda gercekten gelisti; o zamandan beri
de her alana uygulandi. Bugun insanlar (noktalar) arasindaki
milyarlarca baglantinin (kenarlarin) her saniye degisen bir grafik

olusturdugu “world wide web”de ¢alisiyoruz. *

Agaclar ve Kokleri

Topolojide bir agac, 6zel bir grafik turudur; burada metro sisteminin
tersine bir koseden digerine bir tek yol vardir. Geleneksel bir aile
agaci bu simifta yer alir; “kokla” bir agactir ¢iinku bir kok kosesi,
agacin tepesine yerlestirilmis bir baslangi¢c noktasi
vardir. Bu tip koklu agaclar soy kataguyle ilgili
kullanimlarinin yani sira Charles Darwin'in turlerin
evrimini gosteren “hayat agaci” icin segtigi tipte
koklu agaclardir. Koklu agaclar dip ebeveynlerle,
ebeveynlerle, cocuklarla, ayrica birinci dereceden
ve ikinci dereceden kuzenlerle ilgilendigimiz aile
agaclarini betimlemek agisindan yararhdir. Veri

depolamakta kullanilan bilgisayar sistemlerinde

benimsenen klasor/dosya hiyerarsisi sayesinde bu

TopoLouik sir kokLD Agac  afaclarin bir versiyonuna asinayizdir.
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Fakat baz1 agaglar koksuzdur. Tercih edilmis bir kokleri yoktur;
bu ytuzden de bunlar i¢in agik bir hiyerarsi bulunmaz. Belli sayida
noktadan yaratilabilecek kokstiz agaglar1 saymak uzun zamandir
varlhigini siirduren bir problemdir. Alt1 noktayla yaratilabilecek,
mumkun olan toplam alt1 koksiiz agag oldugunu biliyoruz.
(Dogrulan ve noktalar yeniden duzenleyerek farkl gorunen koksuz
agaclar yapmak mumkundur, fakat baglantilar bakimindan sadece
alt1 yap1 mevcuttur.) Nokta sayisi fazla oldugunda agag cesitliligi
de sasirtic1 olur. Ornegin 21 nokta oldugunda 2.144.505 farkh agac

konfigurasyonu s6z konusu olur.

Koksuz agaglar kuraminin
organik kimyada uygulamalar >k

vardir; organik kimyada bu agaclar
molekillerin olusumunu betimler. o o o o oo
Noktalar atomlar, kenarlar da I

atomlar arasinda kurulan iliskileri

ifade eder. Onemli olan sadece >—"_‘_’
bir molekuldeki atomlarin sayisi ALT! NOKTAB! OLAN KEKBUZ ABAGLAR
degildir; atomlarin duizenlenme bicimleri,

topolojik karakterleri de 6nemlidir. Aym turden belli sayida atomu
farkh bicimde duzenlerseniz sonugta

farkl bir kimyasal bilegke elde edersiniz,

yapisal izomeri olarak bilinen olgudur

bu.

Matematikgi Arthur Cayley
1870’lerde, kimyasal formala CSHHOH 21 NokTALI 2.144.505 KONFiGURASYONDAN
olan amil alkollerin atomlarinin, BiRi
o siralarda kimyagerler sadece iki
tanesini biliyor olsa bile, sekiz farkh sekilde duzenlenebilecegini
hesaplamigt1. O tarihten bu yana, kuramsal olarak mimkiin
butun amil alkollerin var oldugu bulundu. Cayley, laboratuarda
deneysel olarak bulunmalarindan ¢ok énce matematigin giacuni
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ESDEGER OLMAYAN
DUGUMLER bir dugtimden farkhdir; bosta kalan bir ucu olmadigindan
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kullanarak bu kimyasal bilesiklerin varhgim kamtlamisti; tipki dostu
J. C. Adams’in Neptiin gezegeninin varligini astronomik olarak
belirlenmesinden 6nce matematiksel olarak ¢ikarsadig gibi. Her iki

kavrayis da matematigin tastyabildigi guct gostermektedir.

Dugumlu Problemler

19. yuzyilin sonuna dogru, kuramcilar dagum problemini
halledip de dugumleri nasil simflandiracaklarin
bulduklarinda topoloji de noktalar ve kenarlarin 6tesinde

bir genisleme gosterdi. Matematiksel bir dugum gercek

cesitli bicimlerde i¢ ice gecmis tek bir dogruya benzer. Matematigin
ilgisi, iki dugumun “esdeger” olup olmadiginda, yani bir dugumiin
kesilip bicilmeksizin bir baska dugume cevrilip ¢cevrilemeyeceginde
yatar. Ornegin birbirinin esdegeri olmayan iki yonca digimi vardr.

19. yuzyilin ortasinda buyuk dagum masalar1 toplanmis, on
kesisme noktasi olan 165 farkh digum oldugu gosterilmistir. Cok
kisa bir stire 6nce dagim kurami1 DNA”nin “dagumlaluga’ne
de uygulandi. Uygulamada DNA karmakarisik dugtimler halinde
bulunur; fakat dugiimler ¢ozuldigunde kopyalama daha verimli
olur; matematik de iste bu noktada katkida bulunmaktadir.

Sabit Noktalar ve Tuyll Toplar

Topolojinin en 6nemli sonuglarinin ardinda diskler yatmaktadir.
“Brouwer sabit nokta teoremi” 20. ytuizyildaki Hollandal mucit
Luitzen E. J. Brouwer'in ismini tasir. Su gozlemle baslariz: Bir disk
bir masanin uzerine yerlestirilir de bir ac1yla dondurulirse diskin bir
noktasi, merkezi hari¢ butiin noktalar1 hareket eder. Bu ¢ok sasirtic
degildir, fakat Brouwer’in sabit nokta teoremi bundan da fazlasini
soyler ve cok genis bir uygulanabilirligi bulunmaktadir.
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Bu teoreme gore diski alir, masa tuzerinde sinirlarini ¢ikarir, sonra
diski ceker, kucultar, istedigimiz gibi katlar, elimizdeki sonucun
belirlenmis sinirlar dahilinde kalmasini saglarsak her zaman ilk
konumunun ustine denk gelen bir nokta olur; bu yuzden de
bu noktaya “sabit nokta” denir. Boyle bircok nokta olabilir; ama
Brouwer boyle en az bir nokta olacagini soylemistir. Teoremin
partilerde eglence olsun diye sunulabilecek ifadesine goreyse bir
parca duz kagit burusturulup masadaki eski yerine konursa, kagidin

burusturulmadan 6nceki halinde ayni yere denk gelen bir nokta olur.

Bu teorem kat1 bir topa, kuiplere, hatta ¢cok boyutlu nesnelere
uygulanabilecek sekilde genellestirilebilir. Cok genis bir alana
yayillmistir. Amerikali matematik¢i John Nash oyun kuramim
aragtirirken (Bakimz Matematik Gelecegi Tahmin Edebilir Mi?) bu
teoremi ikiden fazla oyuncunun s6z konusu oldugu durumlarda
denge stratejilerinin varligini kanitlamak i¢in kullanmistir (“Nash
dengesi”). Sabit nokta teoremi ekonomide, bir piyasa ekonomisinde
bazi fiyatlarin arz1 ve talebi dengelemek gibi bir etkisi oldugunu

gostermekte kullanilmistir.

Brouwer’in teoremi bir varolus teoremine oérnektir. Bir seyin
varhigini iddia eder, ama bundan o6teye gitmez. Bu gibi teoremler
hesaplamalar ve 6lcumlerin kucuk bir rol oynadig: “niceliksel
matematiksel kuram”a katkida bulunur. Bagka bir topolojik érnekse
dikkat cekici “taylua top teoremi”dir. Bu teorem, ustundeki her
noktadan tuyler ¢ikan bir topumuz varsa bu tuyleri strekli bir
hareketle diiz taramanin imkansiz olacagini, en az bir tuyin dik
duracagini (genellikle bir donginun merkezindeki tiy) soyler. Hangi
tiyun dik duracagini bilemeyiz, sadece birinin dik duracagin biliriz.
Bu teorem butun geometrik nesnelere uygulanamaz; ¢iinki bir torus
seklinde butun tayleri bir tanesini bile dik birakmadan asag1 dogru

taramak gayet mumkundur.

Onemsiz gibi gortinen bu teoremin rizgar éruntilerini

incelemesi agisindan bazi sonuglari vardir. Topu Dunya, asag1
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taranmis tuyleri de esen ruzgarin bir él¢uisu olarak dusunebiliriz. Bir
tdydn yonu, o noktada Dinya yuzeyindeki ruzgarin yoni olacaktir;
tdyin uzunlugu da rizgarin kuvvetini verecektiir. Tayla top teoremi
Dunya uzerinde hi¢ ruizgar gérmeyen bir yer olmasi gerektigini

soyler.

Manifold Sekiller ve Mobius Seritleri

Bir “manifold”, lokal yapusi, tek boyutlu bir nesne érneginde
siradan dogru parcasina ya da iki boyut érneginde siradan bir
diske benzeyen geometrik bir nesnedir. Bu 6rnekler n boyutlu bir
manifold haline getirilebilir. Kire iki boyutlu bir manifold 6rnegidir;
fakat bir deligi olan bir torus da baska bir manifolddur ve birden
fazla deligi olan bir¢ok torus olabilir. Manifoldlar butanlukleri
icinde bakildiginda karmasik gibi gorunebilecek geometrik
nesnelerdir; ama bir kisimlarina bakildiginda o kadar da karmagsik
gorinmezler. Mesele kiiresel tablo ile lokal tablo arasindaki farktir;
kure orneginde bu fark, “daz” bir yerde durmakla kuresel Diinya’y1
uzaydan gormek arasindaki fark olarak ele alinabilir. Manifoldlarin

geometrisiyle ugrasan da topolojidir.

Su da var: Kiire ve torus yuzeyleri dénen
manifoldlardir. Kuire tizerinde bir noktaya
diyelim ki disar1y1 gosteren bir ok
takarsak, bu noktay1 yuzeyin etrafinda
hareket ettirirsek ok her zaman disariy1
gosterecektir; ayni sey torus manifoldlari

icin de gecerlidir.

Fakat boyle bir seyin so6z konusu

MOBIUS SERIDIi — HARIKA BiR MANIFOLD

olmadig aykin manifoldlar da vardir.
Meshur Mébius seridi bunlardan biridir; bir kagit seridinin kivrilip
uglarinin birlestirilmesiyle olusturulmus iki boyutlu bir yuzeydir bu.
Tek tarafhdir; tistiine ytzeye 90 derece aciyla disariy1 gosteren bir
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ok yapistirip bu oku serit boyunca ilerletirseniz baslangi¢ noktasina

geldiginizde okun ters yonu isaret ettigini gorursunuz.

Klein sisesi donebilir olmayan manifoldlara bir bagka tinlua
ornektir. Bir Mobius seridinden bile yapilabilir! Tekerlemede dedigi
gibi:

Klein diye bir matematikgi
Diisiindii ki Mébius seridi ilahi
Dedi ki: “Yapistirirsaniz
Kenarlarnindan iki seridi

Tuhaf bir siseniz olur

Benimki gibi

Klein sisesini dogru duzgin gormek icin dort Kiein sisesi
boyut gerekecektir; dolayisiyla en iyi etkiyi
siseyi kesitlerle ti¢ boyutlu olarak dusunerek saglariz.

Bu manifoldlarin hepsi de -farkl ozellikleri olan kiire, torus,
Moébius seridi, Klein sisesi- iki boyutlu yiizeylerdir. Ornegin siradan
kure topun simindir; top u¢ boyutlu olsa da kire topun yuzeyidir, bu

yuzden de iki boyutludur.

Doénmeyen manifoldlari, sonsuz uzunlukta silindirler gibi
manifoldlar: bir kenara birakir da duzgun sekilli manifoldlar: ele
alirsak boyle iki boyutlu bir manifoldun bir kiire ya da r sayida
deligi olan bir torus haline getirilebilecegi gorulir. Bu da iki boyutlu

manifoldlarin bir bicimde siniflandirnlmasini beraberinde getirir.

Ug boyutlu manifoldlarin siniflandirilma hikayesi ¢ok farklidir.
En basit ti¢ boyutlu manifold tu¢ boyutlu kiredir. Siradan
kureye benzer bir bicimde, ti¢ boyutlu kure de dort boyutlu bir
topun yuzeyidir; ya da dort boyutta merkezden esit uzakliktaki
noktalar butunudir. Dért boyutu kolayca gozlerimizin éntine
getiremedigimiz dikkate alinirsa ti¢ boyutlu kureyi distinerek ug
boyutlu manifoldlarin karmasikligini anlamaya baslayabiliriz.
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Bu konuda ilerlemeler kaydedilmis olsa da u¢ boyutlu
manifoldlar simiflandinlmamisuir. Ug boyutlu manifoldlarin
bir¢ok tipinin belirlenmesinin getirisi ¢ok buyik olacakur; ¢unki
gorunirde farkh olan soyut matematik ve uygulamali matematik
alanlar ile bu manifoldlar arasindaki iliskiler belirgin hale
gelecektir. Buyuk 6dulse, boyle bir siniflandirmanin evrenin seklini
aydinlatacak olmasidir. Ug boyutlu manifoldlari simiflandirmaya

yonelik arastirma programi son derece 6nemlidir.

Ug boyutlu manifoldlar tarihsel olarak meshur Poincaré sanisiyla

i¢ ice gecmislerdir.

Basit Baglantilar ve Poincaré
Sanisi

“Basit baglantili” manifoldlar Henri Poincarénin
ileri surdugi meshur sanimin konusudurlar.
v Burada atifta bulundugumuz noktalan soyle
gosterebiliriz: Siradan bir kure tuzerinde bir nokta
(P) dusunelim; bu noktaya bir ilmek ilistirdigimizi
ve ilmegi yiizeyin tzerinde gezdirdigimizi hayal
L"A'e'i‘;‘::t:;;'“ KURg.BASIT edelim. Bunu nasil yaparsak yapahm yuzeyle
baglantimiz1 koruyarak bu ilmegi asagi cekmemizi
engelleyecek bir sey yoktur. Bu, batin noktalar ve
butun ilmekler igin gecerlidir; kurenin “basit baglantil” oldugunu
soylememizi saglayan sey de bu ozelliktir. Oysa tersine torusun
deliginin etrafina yerlestirilmis bir ilmek bu 6zellige sahip degildir;
cunku delik ipin bagh oldugu noktaya
kadar cekilmesini engelleyecektir.

Daha 6nce belirttigimiz uzere duzenli

bir iki boyutlu manifold ya bir kureye ya
ToRUS BASIT BAGLANTILI DEGILDIR da r sayida deligi olan bir torusa denk

oldugundan ve bu sekiller arasinda basit
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baglantlh olan yalnizca kure oldugundan, herhangi bir iki boyutlu,
basit baglantili manifoldun iki boyutlu bir kiireye denk olmasi
gerektigi sonucuna varabiliriz. Buraya kadar her sey tamam. Peki ya

u¢ boyutlu benzeri?

Iste bu Poincaré samsidir: Ug boyutlu bir manifold basit
baglantiliysa ii¢ boyutlu bir kirreye denk mi olmalidir? Ug boyutlu
manifoldlar siniflandirabilseydik bu soruyu cevaplayabilir durumda
olurduk; fakat bu simiflandirma heniiz tamamlanmamstir.

Poincaré’nin 20. ytuzyihn basinda ortaya attig1 bu soru
matematigin buyuk sanilarindan biri haline gelmisti. 1960’larda
bu varsayimin n boyutlu bir versiyonu, n'nin 5’ten buyuk ya da 5’e
esit oldugu orneklerde ¢ozulebildi; bunun ardindan da n=4 olmasi
halinde varsayim kanitlandi. Cézilememis tek érnek ¢ boyutlu
olan, n=3 versiyonuydu. Bunun da ¢ok kisa bir stire 6nce munzevi
Rus matematikgi Grigori Perelman tarafindan ¢ozilmesi buyuk
sansasyon yarattl. Coziimde kullanilan teknikler olagan topoloji
alaninin ¢ok disindaydi; 1s1 yayiliminin matematigine dayaniyordu.
Perelman’in Clay Enstitist’'niin Poincaré samsinin ¢ozilmesi
icin koydugu milyon dolarlik 6dulu kazandig agiklanda, fakat
matematikci simdiye kadar bu édulu kabul etme konusunda bir
girisimde bulunmad1. Oyle goruniyor ki butun istediklerine sahip,
mahremiyete deger veren ve sohretle ilgilenmeyen biri.

Evrenin Sekli

Topoloji 20. yuizyilin basinda 6ne ¢ikty; zengin bir bicimde

genisleyerek kendisinin matematigin yararh bir dah oldugunu
gosterdi. Peki ya o buyuk soru? Topoloji sekillerin, yuizeylerin
ve uzaylarin ickin 6zelliklerinin geometrisiyse evrenin sekli ve

boyutlar1 nasildir?

Insan 6lceginde yaklasildiginda fiziksel evren kesinlikle ¢ok
genistir. Bizim bulundugumuz kuguik kisim, giines sistemimizden
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olusur; Gunes bize 8 151k dakikasi uzakta olan en yakin yildizdir;
151g1n Guneg’ten bize gelmesi 8 dakika surer. Ondan sonraki yakin
yildiz olan kizil ciice Proxima Centauri ise yaklasik 4,24 151k y1h
uzaktadir. Gozledigimiz yildizlarin cogu bizim galaksimiz olan
Samanyolu'ndadir; ama onun 6tesinde aym buyuklitkte milyarlarca
galaksi vardir. Edwin Hubble bu galaksilerin uzaklastigini, ne kadar
uzaklasirlarsa o kadar hizlandiklarim géstermisti. Bu, Aleksandr
Friedmann’in degistirdigi bi¢imiyle Einstein’in genel gorelilik
denklemleriyle uyusur. Evrenin Buyuk Patlama aninda yarauldig
ve hala genisledigi artik genel bir kabul gormektedir. Peki ama sekli
nasildir?

Evrenin sekli meselesi bizi manifold fikrine, yani goriinen evrenin
lokal perspektifine karsilik evrenin tamaminin genis ¢caph perspektifi
meselesine geri goturar. Lokal geometri bukulmeyi gerektirir;
cunki Einsteinin genel gorelilik kuramina goére biyuk kutlelerin
varlig1 uzay-zamani biiker. Bernhard Riemann’in kuramlasturdig),
biktlmenin bir yerden digerine farklilik gosterdigini soyleyen
geometriye (Bakiniz Paralel Dogrular Nerede Birlesir?) basvurmamiz
gerekir. Geride o buyuk soru, evrenin tamaminin seklinin nasil
oldugu sorusu kalir, burada da topolojinin yardimina ihtiya¢ duyarz.

Fizik¢i Ed Witten bu soru tuzerine dustiniirken topolojinin
onemini teslim etmis, “Topoloji bir seyin, hicbir seyi kirmayacak
sekilde o seyi gerdiginizde ya da buktugunuzde degismeyen
ozelligidir,” demisti; Einstein’in genel gorelilik kuraminda uzay-
zamanin yapis1 degisebilir, ama topolojisi degismez. Evrenin tamami
icin dort boyutlu uzay-zaman yapisi, onu betimleyen ti¢ boyutlu

manifoldu belirlemeyi gerektirir.

Baska bir deyisle evrenin seklini anlama ¢abamizda topoloji

kurami asli bir unsur olacaktir.
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Oriintiiler, ikilikler ve
gercekligin temel niteligi

Simetri etrafimizda her yerdedir. Binalardad; ciceklerdedir,
insan govdesindedir. Simetriyi hemen tamriz; ciinkii insan

beyni gozlenen seylerde duizenliligi ayirt etme egilimindedir.
Antik devirlerden beri hep, sasirtict derecede cesitli desenleri
olan kar tanelerindeki gibi, dogadaki simetrinin giizellikle bir
oldugu yolunda genel bir kabul olmustur. Peki simetriyi nasil
tammlanz? Insanin aklina genellikle “denge” ve “oriinti”
geliyor; simetri “ustiin kararhilik” olarak bile tammlanmistir. Bu
tamimlar estetik ve sanatsal duyarhiliklarimiza hitap etseler de
matematik i¢in farkh bir dile ihtiyacimiz var.

Tek bir simetri tanimina varmak gii¢. Hi¢ kuskusuz ¢ogu insanin bu
terimle iligkilendirecegi 6zellikler vardir: Eslesme fikri, bir seklin
tekrarlanmas hissi, tekrarlanan bir oriinti. Simetri matematikte

ve bilimlerde degisik kiliklarda beliren, cesitlilik gosteren bir

kavramdir.

Rotasyonel ve Yansima Simetrisi

Sekillerin simetrisi genellikle rotasyonel ve yansima simetrisi
acisindan tartisilir. Rotasyonel simetride bir rotasyon sonucu
nereden bakilirsa bakilsin nesnenin aym gortnecegi (ya da
matematikgilerin tabiriyle “nesneyi kendi kendisiyle ortiistiren™)
bir eksen saptamakla ilgileniriz. 1ki boyutlu bir diskte ve t¢ boyutlu
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bir kurede boyle bir simetri vardir. Bir diskte de
bir kurede de sonsuz sayida rotasyonel simetri

bulunur.

Sonlu sayida simetrisi olan sekiller, 6rnegin
uzerinde ruzgar gula oruntusi olan iki boyutlu
bir kare daha ilgingtir. Rotasyonel simetrisi

RUzeAR GULU DESENLI BIR KARE  yardir; clinki bu sekli merkezinden gecen bir

v eksen etrafinda saat yonuniin tersine 90
T o derece dondurursek “kendisiyle tekrar
ortusar”; ruzgar guli desenindeki golgeli
. ’/’/ alanlar yeniden ust uste gelir. Bu karenin dért
*’ Lon rotasyonel simetrisi vardir; bu simetrilerin
elde edilmesi i¢in 90 derece, 180 derece, 270
derece ve 360 derece (bu 0 dereceye ya da hi¢
l/?:i dondurilmemeye denk gelir) dondurilmesi

D0z BiR KAREDE BULUNAN SEKiZ SIMETRI gerekir-
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Ruzgar gilu karesinde eksenlerin higbirinde yansima simetrisi
yoktur. Fakat riuzgar gulu desenini olusturan golgeli alanlar: ¢ikarr,
kareyi bos birakirsak yansima simetrisi de olacaktir. Bu durumda
bir matematik¢inin bakis agisina gore dort tane yansima simetrisi
dogrusu vardir: dikey bir dogru, yatay bir dogru, sol st koseden
sag alt koseye inen kdsegen, sag ust koseden sol alt koseye inen
kosegen. Duz karede yansima ve rotasyonel simetriler de dahil

olmak tuzere sekiz simetri vardir.

Sabitlerin Simetrisi

Karemizin alanini élcersek alanin déondurmemiz ya da
yansitmamizdan sonra ayni oldugunu goruruz; germemiz halindeyse
bdyle bir durum s6z konusu olmayacaktir. Alan, kendimizi belli
simetrilerle sinirhi tutmamiz halinde sabit kalacak degerlere

verebilecegimiz bir drnektir.
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Bu da fizikgilerin simetriyi fiziksel sistemlerin uygun simetriler
alunda (bir atf noktasini degistirmek gibi) degismeyen nicelikleri ya

da nitelikleri acisindan gérmesine yol agmstir.

Dolayisiyla fizikgiler simetriyi degismezlikle tanimlarlar. Galileo
bir nesnenin laboratuarda yere birakildiginda da bir gemiden
atildiginda da sabit bir hizla ve dikey olarak duistuguna gozlemistir;
burada simetri vardir. Newton’in hareket kanunlarindaki denklemler
de ayn1 simetriye
uyar. Einstein bir « .
adim ileri giderek Anlamini ne kadar genis, ne kadar
151k hizinin bitiin dar tammlarsamz tammlayin

auf cerceveleri icin simetri caglar boyunca insanin
sabit oldugunu i ivellik ik lisi
soylemis ve tizen, giizellik ve miitkemmelligi

simetriyi 6zel anlamaya ve yaratmaya ¢alisirken

gorelilik kuraminin kullandig bir fikirdir.”
tam merkezine

. .. HERMANN WEYL
yerlestirmistir. I I

Bir fizikgi
degiskenler donustugiinde hareket denklemlerinin sabit oldugunu
soyleyecektir; bu donusum farkh auf cercevelerine tekabul eder.
Boylece Galileocu, Newtoncu ve Einsteinci semalarda fizik kanunlari

simetriktir.

Simetriyi Olcmek

Matematikgiler ve fizikciler simetrinin “6l¢tilmesi” ve ‘
yonlendirilmesi tizerine ¢ahisirlarken grup kurami denilen disiplini
kullanirlar. Grup kuraminin kékeni 19. yuzyihn basinda geng
matematik¢i Evariste Galois'nin denklemler kuram tizerine
calismasina uzanir. Galois 20 yasinda bir duelloda 6lunceye dek
matematigin en giizel kuramlarindan biri (fizigi ve kimyay1 da
etkilemis bir kuram) icin fikirler kaleme almisti. Peki o zaman
matematiksel bir grup nedir?
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Ruzgar gila desenli karemizle bir 6rnek vermistik. Bu drnege
geri donelim ve r ile 90 derecelik bir rotasyonu ifade edelim,
bunu bir kere daha uyguladigimizda 180 derecelik bir rotasyon
gerceklesmis olur. Iki rotasyonun bu sekilde birlesmesini r X r
olarak, kisaca r? diye ifade ederiz. Kareyi 90 derece daha dondirmek
r*islemidir; r* ise karenin 360 derece déndirilmesidir; bu durumda

basladigimiz yere doneriz.

Rotasyonlarin birlestirilmesi “carpma”
X € r re r olarak dusuniilebilir; bu da simetri
rotasyonlarindan bir “carpim tablosu”
¢ ¢ r rfr kurmamizi mumkiin kilar. 6rnegin
; ; P sl e kareyi 6nce 270 derece, sonra 180 derece
dondurmek istersek bunu r* X r? olarak
. 3 e r ifade ederiz. 270° + 180° = 450”lik bu
rotasyon aslinda 450° — 360° = 90%lik bir
sl r e r re rotasyondur; bu durumda r* X r? = r diye
yazmamiz gerekir. Karenin 0° dondugu
BiR KARENIN ROTASYONEL SIMETRIS iGiN ozel simetri e ile gosterilmistir; boylece

CARPIM GRUBU TABLOSU
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r* = e diye de yazabiliriz.

Bir karenin yansima simetrileri -yatay, dikey, sag kosegen ve
sol kosegen- h, v, d ve s olarak gosterilmistir; boylece rotasyonel
simetrilerle birlestirilebilirler. Dikey bir yansimanin izledigi yatay
bir yansima, yani h X v aslinda karenin 180° déndurulmesine

esdegerdir; dolayisiylah X v = r2

Genis “kare grubu”nun sekiz yansima ve rotasyon simetrisinden

olusan eksiksiz ¢arpim tablosu hazirlanabilir.

Gruplar ve Simetri

Genelde bir grup “ogeler"den olusur; 6gelerin ikisi bir araya
getirilip benzer turde bir 6ge olusturulabilir. Simetriler s6z konusu

oldugunda iki simetri birleserek bir baska simetri olusturur. Bir



birlesmenin gecerli
olmasi i¢in bazi
kurallara uymasi
gerekir: Grubun her
Ogesi i¢in 0 6genin
tam tersi olan baska
bir 6ge olmalidur; tg
oge birlestiklerinde
once hangi iki ogeyi
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/—\ ' /—\
H
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B c 1 D D A

birlestirdigimiz énemli degildir.

h X v = r?'NiN YANSIMA VE ROTASYON ESDEGERLIGi

Matematikgi lejyonlar1 bu kosullar cercevesinde kapsaml bir kuram

olusturmuslardir.

Bir grupta sonlu sayida 6ge varsa bu 6gelerin sayisi grubun

mertebesidir; bu ytizden duz karemizin sekiz simetrili bir mertebesi

vardir. Bu grup icin ¢arpim tablosu rotasyonel simetri icin {e, 1, r?,

r’}, yatay ve dikey yansimalar i¢in {e, 2, h, v}, kdsegen yansimalari

icin {e, r 2, d, s} alt gruplarin1 gosterir. Son iki grubun ¢arpim

tablolar1 ayni sonuglan verir; yani farkl harflerle belirtilmis

Xxple}tryreirf h)v| d| s
eleft rjpr|l P}l h| v|d| s
ryrirr{rrleftd|s| h]|v
eyl el rffv|h|s]|d
rryriy el r|r2ffs{d|v]h
hlh|s|v|djel|rr|r|r
viv|d|l h]|sirife]|] r|nr
dyd]|l v| s| h|j r|rt|e|r
slsth)| d|lv|rd|r|r|e

KARENIN DIHEDRAL GRUBU
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olmalarina ragmen carpim tablolar1 birbirinin aymsidir ve bu gruba
da “Klein dortli grubu” denir. Bir Klein dértli grubu ile rotasyon

grubu, dort 6geli bir grup icin mumkiin olan yegane grup tipleridir.

Grup kuraminda problemlerden biri belli bir mertebede kag
tane farkh grup oldugunu bulmakur. Ornegin dizen 4 mertebeli iki
grup vardir. Bir grubun mertebesi asal say1ysa sadece bir tane grup
vardir. Mertebe bilesik bir sayiysa (asal olmayan bir say1ysa) problem
daha da ilging olur. Ornegin 8. mertebede bes farkh grup vardur. Biri
daha 6nce gordiugumuz gibi karenin grubudur; digeriyse dérdey
“hayaliler”den, yani 1, i, j, k, -1, -i, -j, -k’den olusan gruptur. (Bakiniz
Hayali Sayilar Ger¢ekten Hayali Mi?)

Bir seklin simetrisi simetri gruplanyla él¢ular; bu ytizden bizim
duz karemiz 8. mertebedeki tam grubuyla (dihedral grup), Klein
dortli grubuyla ve rotasyon grubuyla “dl¢ulir.”

Ayna Simetrisi

“Oteleme” ve ayna simetrilerini de dahil ederek simetri dagarcigim
genisletebiliriz. Yansima simetrisini dustanurken yatay, dikey ve
kosegen aynalar1 duisunduk; ama simdi bir aynanin karsisinda
olacagiz. Ayna simetrisinde, beklenebilecegi tizere bir nesne
aynadaki gorantusuyle kars: karsiya gelir. Elbette ki ayna simetrisi
genellikle soz konusu nesneye bagh olarak ters ¢evirmeleri
gerektirir. Bir aynaya tutulmus duz bir kurenin ayna imgesinde
belirgin bir farklilhik olmaz; duz bir kurenin ayna simetrisi vardir.
Ama sag elinizi aynamn karsisina getirirseniz sol ele benzeyen bir
goruntuyle karsilasirsiniz. “Aynalar diyari1”nda orijinal hallerinden
bu bicimde farklilasan nesneler “kiral” (ust iiste cakismaz) diye
bilinir. Kimyada kiralite (ust uste ¢cakismazhk) 6zelligi 6nemlidir.
Ornegin limonun kabugundaki bir hidrokarbon dogal olarak limon
kokar, ama limonen denilen “kiral ikiz” molekula portakal gibi
kokar. Fizik alaninda arastirmacilar yaygin deyisle parcaciklar
arasindaki “zayif etkilesimler”le ilgili aragtirmalarda kiralitenin
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varlig1 karsisinda hayrete kapilmislardir. Nihayetinde, zay:f
etkilesimler kuramini islerken ayna yansimalarinin engellenmesi

gerektigi sonucuna varmislardir.

Eslekliklerin Simetrisi

Matematikgiler sembollere, teoremlere ve cebre uygulanabilecek
turde bir simetriyi tanimlayan esleklik ve ikiz kavramlarina
bayilirlar. Bu kavramlarin giicti matematiksel durumlar1 betimlemek

icin kullanilan dilde ve terimlerde yatmaktadir.

Bir tiggenin geometrisi, esleklige dogrudan bir

ornek olusturur. Bir u¢gende g nokta (diyelim
ki A, B ve C noktalar1) ve u¢ dogru (diyelim
ki a, b ve ¢ dogrular1) bulunur; bu noktalar
ile dogrular arasinda simetri oldugundan
“herhangi iki noktanin tek bir dogruyu
belirledigi”ni soyleyebilecegimiz gibi,
terimlerin yerlerini degistirerek “herhangi 7

<
(7]

iki dogrunun tek bir noktay: belirledigi’ni FAND DUZLEM
de soyleyebiliriz. Bu ifadelerde esleklik

vardir. Bu geometrik eslekligin yarar1 noktalar ve dogrularla
yazilan bir teoremin dogrular ve noktalarla yazilan bir teoreme
otomatikman cevrilebilecek olmasidir; noktalar ve dogrular ciftler

halinde belirir.

Fano duzlemi diye bilinen yedi noktal ve yedi dogrulu geometri
daha zengin bir 6rnek olacakur. (Bakiniz Hayali Sayilar Gergekten
Hayali Mi?) Yedi dogruya daire de dahildir. Bu geeometride
“herhangi u¢ nokta bir dogruyu belirler” teoreminin “herhangi
u¢ dogru bir noktayi belirler” gibi es bir teoremi vardir. Siradan
uggende oldugu gibi bu geometri de kesin sayida noktalar ve
dogrulardan olusur, ama esleklik, dizenli geometride de karsimiza

cikar.
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Geleneksel geometrideki en unlu eslek
71 teoremler Pascal'in teoremiyle Brianchon'un

w
) ,////// teoremidir. Bu teoremler 150 yil arayla
// // kesfedilmiglerdir; bu yuzden birbirlerinin eslegi
/// /" olduklar: geri dénup bakildiginda anlasilmistir.
’ ‘7,_":____ Pascal’'in teoremi bir elipsle ¢evrelenmis bir
4 /,:::‘ alugenle ilgilidir ve soyle der:
/.'\\ Aluigenin karsit kenarlarindan ¢izilen dogrularin
\~\ \\\ kesistigi t¢ nokta diz bir dogru tzerinde yer alir.
~ \
\\\ \\\ Brianchon’un teoremiyse soyle der:
S \

N Alugenin karsit kenarlar uzerindeki tegetlerin
PascaL teomimi Kesisme noktalarin birlestiren dogrular bir
noktada birlesir.

Geometride esleklik simetrisi hayli
yaygindir; antik Yunanhlarin “Platonik
katilar” dedigi bes cisimde; tetrahedron,
kup, oktahedron, dodekahedron ve
ikozahedronda da mevcuttur. Ornegin
bir kipi alir, alt1 yizanin orta noktasini

BRIANCHON TEORiMI belirler, sonra bu noktalar1 bitisik yuzlerdeki

noktalarla birlestirirsek, bu dogrular kipin

icinde bir oktahedron olusturur. Bagka bir deyisle oktahedron kupun
esidir ve bu ikilik yuzlerin yerine koseleri gegirerek saglanmistir.
Bir kiibtin alt yuizi ve sekiz kosesi vardir; bir oktahedronun ise alt1
kosesi ve sekiz yuza vardir. Benzer sekilde 12 kenarh dodekahedron
20 kenarli ikosahedronun eslegidir; boylece geriye bir tek
tetrahedron kalir, o da kendi kendisinin eslegiidir.

tkilik mantikta ve cebirde her yerde karsimiza ¢ikar; dilin
simetrisini, YA DA ve VE gibi basit baglaclarin kullanilma
bicimlerini gosterir. Ornegin mantikta YA DA “Bir kopegim var”,
“Bir kedim var” gibi mantiksal 6nermeleri “Bir kopegim YA DA bir
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kedim var” seklinde birlestirmek
icin kullanilabilir. (Giindelik dilde
“ya da” genellikle her ikisinin birden
varhgini mimkuan kilmaz; ama
matematik “YA DA”y1 kapsayici
anlamda kullanir, boylece bilesik
onerme iki hayvana da sahip
oldugum anlamina gelebilir.)

Mantikta temel 6nermeler YA DA,
VE ve DEGIL (YOK) sozcukleriyle KibP VE OKTAHEGRON ESLEKLIGI
biraz daha gelistirilebilir; soyle

diyebiliriz:
“Bir kopegim YA DA kedim YOK.”
Bunu demek sunu demekle aymidir:

“Bir kopegim YOK VE bir kedim YOK.”

Mantikta \/, /\, =, sembolleri YA DA, VE, DEGIL (YOK) i¢in
kullanilir, dolayisiyla P ve Q’nun tek tek 6nermeleri ifade etmesi
halinde ilk 6nerme -(P\/Q), ikinci 6nerme -P/\-Q olarak yazilabilir.
ki 6nermenin esitligi De Morgan kanununu verir:

—'(P\/Q) = '-P/\—-uQ

Kati Ikilik Yizler  Noktalar Koseler
tetrahedron Kendine es 45 4 6
kiip Oktahedronun b 8 12
esi
Oktahedron Kiipin egi 8 6 12
dodecahedron Ikozahedronun 12 20 30
, esi- o ;
[kozahedron Dodekahedron 20 12 30
esi

BES PLATONiK KATININ SIMETRiK OZELLIKLERI
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Burada egleklik simetrisi YA DA ile VE arasindadir; herhangi bir
dogru ifadede bunlarin yerlerini degistirebiliriz. De Morgan kanunu

baglaminda, ikinci bir kanun daha vardir:
~(PAQ) = -P\/-Q

Benzer bir diizenleme kiime kuraminda da karsimiza ¢ikar.
(Bakiniz Sonsuzluk Ne Kadar Biiyiiktiir?) Bir kiime nesneler
toplulugudur ve A ve B diye iki kiimenin birlesmesi de bir kiimede
ya da digerinde ya da her ikisinde birde olan nesnelerin toplamidir.
A ve B kuimelerinin kesismesi ise A ve B kiimelerinin her ikisinde
de olan seylerin toplamidir. A kiimesinin timleyeni A'da olmayan

nesnelerin kiimesidir.

Birlesme, kesisme ve tumlemeyi U, N, ¢, seklinde ifade ederiz;
U ile N arasinda esleklik vardir; De Morgan kanunlarinin kiime

kuramina uygulanmis sekli de soyle olur:

(AU B)t= AN B~

bu kanunun “ikizi” de soyledir:
(AN B)t=A°U B-

Esleklikler siklikla c¢iftler halinde karsimiza ¢ikar. Esin esini
alacak olursak, érnegin ikinci De Morgan kanununun esini
buldugumuzda birinci De Morgan kanununa geri donmus oluruz;

esleklik simetrisinin bagka bir 6zelligi de budur.

Atomalti Simetri

Son donem fizikgiler doganin etkilesim igindeki dort temel kuvvetini
birbirine baglayan kanunlar1 ortaya koyan birlesik bir alan kuram
yaratma girisiminde bulunuyorlar; bu girisimlerinde de simetrinin

6neminin farkindalar.
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Fizik¢ilerin de “esleklik”e dair bir fikirleri vardir; parcacik
fizigi alaninda, “bozonlar” ve “fermiyonlar” olarak bilinen temel
parcaciklar baglaminda siipersimetri fikrini ileri siren son derece
spekulatif bir kuramda kendini géstermistir bu fikir. Sipersimetri
her bozon i¢in ona es bir fermiyon oldugunu, ayni seyin tersi i¢in
de gecerli oldugunu soyler. Higgs bozonu, farkh bozon tipleri
arasinda en meshurudur; fakat parcacik fizigindeki standart model
Higgs bozonunu ancak varsayim duzeyinde ifade etmistir; Higgs
bozonunun varolup olmadigin kimse bilmiyor. Isvigre'de yeraltina
insa edilmis Buyuk Hadron Carpistiricisi’nin bu meseleyi ¢ozecegi
yoninde umutlar vardir. Yaygin deyisle bu “Tanr parcacig)” varsa
standart modelde parcacik etkilesimlerini aciklamak tizere kullanilan
simetriler gecerlilik kazanacak, bizler de gercekligin temel dogasini

anlamaya biraz daha yaklasmis olacagiz.

Simetrinin Cesitliligi

Matematikgiler surekli butin bigimleriyle simetriyle ugrasir,
simetriyi kuramlarinin dogrulugu icin bir rehber olarak kullanirlar.
Matematikgilere gore, genellikle anahtar grup kuramindadur;

grup simetrisi de matematiksel manzaranin daha genis ¢aph

bir gériniamina sunmak tizere tanimlanabilir ve kullanilabilir.
Peki ama simetri nedir? Herhalde bu soruyu en iyi bicimde
cevaplamanin yolu, kolektif bir cevaptan geciyor. Bu kolektif
cevap, cesitli bicimlerde tanimlanmis benzerligin karelerin dontst
ve yansimasindan tutun, cebirdeki eslekliklere varincaya kadar,
Pascal ve Brianchon'un eslek teoremlerinde ve onlarin da 6tesinde,

fizikciler hakliysa maddenin dogasinda tezahurudur.
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Platon’un gercekliginden
Gadel’in eksiklik teoremlerine

Sair Coleridge 1791°de kardesine yazdig1 bir mektupta
matematigi “hakikatin 6zu” olarak tammliyordu. Antik
Yunanhlarin tasidig, yuizyillar icinde kusaklardan kusaklara
aktarilan, kendisinin Cambridge’de 6grenim goriirken
oztimsedigi bir goriisii yansitiyordu. Ama Coleridge sadece
kendi alam olan edebiyatta degil, matematikte de bir devrimin
zirvesinde oturuyordu. Matematigin “hakikatin feneri” olarak

sahip oldugu konum yogun bir incelemeden gecmek tizereydi ve

buiytik bir meydan okumayla karsi karsiyaydh.

Sayilarin sadece say1 olduklarini dusinmek caziptir; duz,
tartismasiz, hatta banal ve ihlal edilemez. 2 + 3 = 5’in dogru
oldugunda, baska bir sayiya esit olamayacaginda hemfikir degil
miyiz? Bir ucgende 181° ya da baska bir deger degil de 180° yok

mudur? Bu matematiksel “gercekler” cok kuguik yaslardan itibaren

zihinsel donanimimiza kazinirlar, dogru olup olmadiklarini

genellikle sorgulamayiz. Diisiincenin bagka alanlarinin tartismalar

ve cekismelerle dolu oldugunu otomatikman kabul ederiz; ama
matematik, bir sekilde bunlarin tizerindeymis gibi gérunur.

Coleridge’in aklinda boyle bir saflik vardy; 19. yuzyihn baslarina
kadar da bu refleks, universite egitimi gérmus, antik Yunan’
6zumsemis yuzlerce gen¢ adama islenmis ortodoks konumu

yansitiyordu.
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Buguin baz1 matematikgiler son derece teknik problemler
cozerler ya da matematik eserleri arasinda ¢ok yukseklerde yer alan
bilimsel kuramlar insa ederler ve bunlar destekleyen matematiksel
bilginin temellerini sorgulamayabilirler. Fakat felsefeye egilimli,
“Matematiksel gercegi dogru kilan nedir?” sorusuna kafa yoran
bagka matematikgiler de vardir. Bu matematikgiler matematigin
bodrum katinda ¢alisirlar; temelleri desteklemekle, matematiksel

onermeleri ikna edici kilmakla ugrasirlar.

Matematiksel hakikatin niteligi ashinda nedir? Matematikgiler
oénceden var olan fenomenleri kesfeden bilim insanlarina m1
benzerler? Yoksa aslinda istedikleri gibi doldurabilecekleri bos bir
tuvalle ise koyulan sanatgilar gibi midirler?

Matematigi ilk 6grendigimizde, rahat bir hareket alan1 yokmus
gibi gorunur. Cikarma, carpma, toplama ve bolme her seferinde
bir tek dogru cevap verir. Bu, matematigin dinyay: betimleme
konusunda muglakliktan uzak bir dil oldugunu dusindirur. Buna
gore, matematik¢inin gorevi saglam ilkeleri ve kusursuz mantig
kullanarak matematiksel hakikatleri bulup ¢ikarmak, “orada olan1”
kesfetmek; sonra da bunlar1 matematiksel bilginin kolektif kitabina
yerlestirmektir. Hakikatler biriktikce bilgimiz de artar ve matematik
ilminin kitab1 genisler. Bu kesinlik havas1 geometrik olgular icin
de aym1 sekilde gegerlidir; Oklit'in, kendinden menkul hakikatler
ve teoremlerle baslayip bunlardan ¢ikarsamalar yaparak ilerleyen
bir eser olan Elements adli kitab1 2000 y1l1 askin bir sure otorite

olmustur.

Hakikati Arayanlar

Cogu matematikg¢inin kendisini 6nceden mevcut hakikatlerin kasifi
olarak gordugii akla yatkin bir tahmindir. Matematiksel hakikatleri
arayanlar, ayn bir alemde, “Platonik bir diinyada” var olan ideal
formlardan bahseden Platon’un izinden giderler. Sayilar kendi
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baglarina, Platonik bicimler olarak gorulebilir; degismez, ebedi ve

ezeli.

Yeryuzunde kesfettiklerimizle ideal formlar hakkinda dogru
olanlar arasindaki farklilik Platon’un meshur magara alegorisinde
Ozetlenmistir; magarada sirtlarini atese vermis oturan mahkumlar
ancak disarida var olan gercekliklerin golgelerini gorebilirler.
Magaranin icindeki golgeler, mahkumlarin gorebildigi yegane
gercekligi olusturur; bilgilenip de magaranin agzina getirilinceye
kadar; magaranin agzina geldiklerinde “gercekten gercek olam”

algilayabilirler.

Kusurlu dinyamizda istedigimiz butan uggenleri ¢izebiliriz;
ama bunlarin her biri hi¢ buyuklugu olmayan noktalar ve hig
kalinlig1 olmayan dogrulardan olusan Platonik bir ti¢gen bi¢ciminin
bir yaklasig1 olacakur. Oklitin bize séyledigi budur; bunu
soylemesi de gayet anlasilir, ¢ciinkil matematigi Atina’da Platon’un
ogrencilerinden 6grenmistir. Oklit Elements'te iki esit kenar1 olan
ucgenler (eskenar uggenler) hakkindaki teoremleri, taban agilarinin
esit oldugunu gostererek ispatlamisty; fakat bunu yaparken bir
kitapta gorebilecegimiz eskizlerle ilgili bir gercegi degil, Platon’un
alemindeki “gercek” uggenle ilgili bir gercegi kanithyordu. Platon
gercek seylerin ancak “akil gozuyle” goriilebilecegini soylemisti.

Platoncu felsefenin asirlar boyunca matematiksel dusunce’
uzerinde guglu bir etkisi olmustur. Platoncu felsefe matematiksel

arayislara manevi bir boyut katar. Ingiliz matematik¢i G. H. Hardy

bu gorusu benimsemis, A Mathematicians Apology adl1 eserinde soyle
yazmst: “Matematiksel gercekligin bizim disimizda yattigina, bizim
islevimizin onu kesfetmek ya da gozlemek olduguna; kanitladigimiz,

tumturakl bir bicimde “yaratimiz” olarak tammladigimiz
teoremlerin gozlemlerimize dair notlar olduguna inamyorum.”
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—

Ogrenci: Yani biitiin aritmetik ve hesaplama
ayilarla mi olmak zorunda?

Ogretmen: Evet.

Ogrenci: Ve bunlar zihni hakikate gotiiriiyormus
gibi goruniiyor, 6yle mi?

Ogretmen: Evet, ¢cok dikkat ¢ekici bir bigimde.

Ogrenci: O zaman bu bilgi aradigimiz tiirden bir bilgi.

PLATONIK BiR DiYALOG

L -

Hakikati Yaratanlar

Matematikgilerin matematiksel bilgiyi bulanlar degil de bu
bilginin yaraticilar1 ya da mucitleri olmast olasiligi 19. ytizyihin
sonuna dogru, matematikgilerin yaptiklar: sey tizerine yeniden
dustinmeleriyle birlikte ytuikselmisti. Dogada sayilar var midir?

Bir anlamda agikgas1 yoktur; ¢cunki sayilar sembollerdir, dilin
vecheleridir. Buradan yola ¢ikarak ihtiya¢ duydugumuz matematigi
yaratugimiz soylenebilir. Bu dusiinme bicimi Platon’a dayanan
matematik felsefesinden daha farkh bir felsefeye yol agmist1.

Alman Leopold Kronecker su meshur sozi sarf etmisti: “Dogal
(yani tam) sayilar Tanrr’dan gelir, gerisi insan isidir.” Kronecker
her seyi aritmetige, nihayetinde tam sayilara indirgemek istiyordu.
Butun matematiksel akil yiratmenin sonlu sayida kuvvetli akil
yurutmelerle gerceklesmesi gerektigine inaniyor; matematiksel
nesnelerin ancak tam sayilardan bu sekilde inga edildilerse var
olmalarina izin veriyordu. Bu yuzden de 7 sabiti yoktu, ¢inku
Kronecker’e gore bu sonsuz ifadedeki butiin terimleri bilmemiz
mumkun degildi:
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11,1 1.1
T=1 3+5 7+9_...

Ferdinand von Lindemann w'nin agkin bir say1 oldugunu
kamitladiginda (Bakiniz En Tuhaf Sayilar Hangileridir?) Kroenecker
bu guizel kaniti i¢in onu 6vdi; fakat 7 olmadigindan bu kamitin
hicbir seyi kamitlamadigim da sozlerine ekledi. Bu Yunanhlardan
ahindig: haliyle geleneksel matematiksel bakisa bir saldiriydy; bu
geleneksel bakisa gore m daireyle ilgili say1ydi, bu da var olmasi igin

yeterli kanitty.

19. yuzyilda matemiatik alaninda akademik arastirmalarda hizh
bir buytumeye tanik olundu; bu hizli gelisme tiniversitelerde kurstler
acilmasi, konunun genel olarak meslekilestirilmesi ve yeni dergilerin
yayin hayatina baslamasinda ifadesini bulmustu. Butiin bunlarin
topyekun etkisi damla damla akan matematiksel sonuclarin bir sele
donusmesi oldu. Yeni gelismeler, matematikgileri “hakikati” gun
yuzine ¢ikaran insanlar olarak goren bakisa karsi stipheleri artirds;
matematigin temelleri de yeniden degerlendirildi. Matematikgiler
a X bile b X a’'mn farkh sonuglar verdigi yeni bir ¢carpim hakkinda
makaleler yaziyor (Bakiniz Hayali Sayilar Ger¢cekten Hayali Mi?),
cebir yeni yonlere dogru yol aliyor, Oklit geometrisinden farkh
geometriler ileri siruliyordu. (Bakimiz Paralel Dogrular Nerede

Birlesir?)

Matematikgiler giderek konularinin ve taniminin bilincine

I_“Butﬁn Matematigin Sembolik Mantik olmasi gaglmlz;l
en biiyiik kesiflerinden biridir; bu gercek ortaya
kondugunda matematigin geri kalan ilkeleri Sembolik

Mantigin analizinden olusur.”

BERTRAND RUSSELL,

l Matematigin ilkeleri (1903) I
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variyorlardi. Amerikali matematik¢i Benjamin Peirce “Matematik
gerekli sonuglara varan bilimdir,” tanimin ileri surdu. Peirce
matematigi mantikla bir tutuyordu ve bunda yalniz degildi. Bertrand
Russell, Principles of Mathematics (1903) adl1 eserinde soyut

“@ ¢

matematige “ ‘p ise ¢’ bicimindeki butun énermeler sinif1” diye
meshur bir tanim getirmisti. Russell’a gére 6nemli olan p ve gnun
gercekten olup olmamasi degil, mantiksal yapilariydi; bu onun daha
sonra matematigi “neden bahsettigimizi de sdyledigimiz seyin dogru
olup olmadigin da asla bilmedigimiz konu” olarak 6zetlemesine

neden olacak bir dusunceydi.

Yeni Bir Yon

Butun bunlar matematigi nereye getirip birakmist1? Bazi yerlerde

bu Neo Platoncular ile Jon Turkler arasinda bir mucadeleydi; bir
zamanlar muglak olan “hakikat” insan elinden ¢ikma, hatta rekabet
halinde sasirtic1 bir hakikatler yelpazesine donusuyordu. Almanya'da
Georg Cantor bir kumeler kuram yaratmisty; bu kuramin

matematige uygun bir temel kazandiracagi umuluyordu.

Bir kume, bir 6geler toplulugudur. Matematikte, 6rnegin tam
sayilar hakkinda bir sey bilmek istiyorsak tam sayilar kiimesinden
bahsederiz. Kiime sorunsuz bir kavram olarak gorunmektedir;
fakat Russell bu kuramu bir i¢ ¢eliski tireterek, Russell Paradoksu
olarak bilinen bir sonug ortaya ¢ikararak daha dogarken neredeyse

mahvetmisti.

Russell Paradoksu'nu incelemek icin kendi kendisinin ogesi
olan bir kiimeye ihtiyacimiz vardir. Buttun soyut seyleri kapsayan A
kumesini alahm 6rnegin. Soyut seylerin kuimesi olan A ktimesinin
kendisi de soyut bir seydir; bu yuizden A kiimesi kendi kendisinin de
uyesidir. Bu iliski A € A olarak ifade edilir, € isareti “iiyesidir” anlamina
gelir. Ama simdi kendi kendisinin tiyesi olmayan kumelerin hepsi
olarak dustindiigumiiz S kiimesine bakarsak burada bir paradoks
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ortaya cikar. Paradoks soyle gelisir. S’nin Snin tiyesi oldugunu
duistnelim (yani S € S); S kiimesini tanimlayan iliskiye mantiksal
olarak uymasi gerekir; fakat bu iligki S’nin, S'nin tyesi olamayacagim
soyler. Matematikgiler S ¢ S diye yazar. Fakat S ¢ S ile baslarsak, bu
ozellik geregi S tanima uymaz, boylece S € S’ye geri doneriz.

Sonug Russell Paradoksudur: S kendi kendisinin tiyesi olmamasi
kosuluyla kendi kendisinin uyesidir! Cok iyi bilinen berber
paradoksuna benziyor: Koy berberine kdyde kendi kendisini tras
etmeyen butun erkekleri tras etmesi sdylenmis. Kendisini de tras
etmesi gerekir mi? Kendisini tras ediyorsa etmemelidir; etmiyorsa

etmelidir. Bir kuramin boyle bir i¢ celiskiden kaginmas: gerekir.

Bu zorlugu asmanin bir yolu, kime kuramu i¢in paradoks
gerektiren turde kumeleri disarda birakan bir aksiyomlar listesinin
cercevesini ¢cizmektir. Ernst Zermelo ve Abraham Fraenkel
bayle bir liste gelistirmis; bu listeye 20. yizyilin ilk yillarinda
bir “se¢im aksiyomu” eklemistir. Bu yararl bir liste olarak genel
kabul gormus, paradokslara karsi bir koruma saglamistir. Fakat
geride sorular kalmistir. Sistem butun celiskilerden uzak olan bu
aksiyomlar listesiyle mi tammmlamyordu? Ortaya ¢ikmay: bekleyen

ongorulmemis bagka paradokslar da var miydi?

[

‘...Matematikte hatir1 sayilir él¢tide tartisma mevcut.
Soyut matematikg¢iler uygulamali matematikgilerin
kanitlarimi sahiplenmiyor, mantik¢ilar da soyut
matematikgilerin kanitlarini reddediyor. Mantikg¢ilar
bicimcilerin kanitlarina burun kivirtyor; bazi sezgiciler
de mantikgilarin ve bicimcilerin kanitlarini horgoriiyle
bir kenara birakiyor.”

IMRE LAKATOS,
| Matematik, Bilim ve Epistemoloji l
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Bicimciler

Alman matematik¢i David Hilbert, matematige saglam bir temel
saglama amaciyla “klasik” matematigin aksiyomatik bir bicimde

ele alinmasi gerektigini ileri siirdu; sonlu argiimanlar yoluyla
aksiyomlardan mantiksal olarak teoremler ¢ikarsanacakt. Oklit
geometriyle ilgili teoremlerini kanitlamak icin iki bin y1l 6nce aym
yontemi kullanmist;; ama o zamanlar Oklit'in aksiyomlar1 ya da
“postiilalar1” kendinden menkul hakikatler olarak gorulayordu.
Hilbert'in bi¢imciligi cercevesinde semboller anlamdan yoksun
birakilmist1, sadece aksiyomlar listesine gore hareket ediyorlardi.
Sembollerin bir seyi temsil etmesi gerekmiyordu; Hilbert bu noktay:
vurgulamak i¢in geometrinin sonuglarinin “noktalar ve dogrular™
sozciiklerinin yerine “masalar ve sandalyeler” sozctiklerini gecirerek

cikarsanabilecegini ileri sarmustu.

Bu “bigimci” yaklasimi benimsersek sonlu sayida adimda
teorem zincirleri ¢ikarsayan aksiyomlar ve mantik kurallariyla
programlanmus bir bilgisayar tahayyil etmemiz gerekir. Onemli
olan sembollerin aksiyomlar ve kurallar ¢ercevesinde islemesidir.
Oklit geometrisinde bir noktay1 ve bir dogruyu tamimlamaya
ozen gosterilir; nokta kismi olmayan seydir, dogruysa uzunlugu
olmayan genisliktir; ama modern matematigi sekillendirmek icin
cok sey yapmuis bicimci tarzda matematiksel nesneleri ¢cok yakindan
tanimlamamiz gerekmez. Hilbert bi¢imciligin matematige tatmin

edici bir model sunacagindan ¢ok umutluydu.

Sezgiciler ve Eksiklik Teoremleri

Hilbert ve Russell'in fikirlerine muhalefet Hollandal Luitzen E. J.
Brouwer’dan geldi. Brouwer matematigin Russell'in belirttigi cizgiler
dogrultusunda mantikla 6zdeslestirilmesine karsi ¢ikiyor; matematik
nesnelerini uymalar gereken aksiyomlarin bir listesini belirleyerek
taniyabilecegimize de inanmiyordu. Brouwer matematigin mantiktan
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oldugunu ima eder. Ne kadar

once geldigini, matematiksel nesnelerin “sezgi” yoluyla bilindigini
dusinayordu. O ve takipgileri matematiksel nesnelerin “sezildigini”
soylerlerken sonsuz kiimelerin ele alinmasi konusunda stpheli
olduklarini gosteriyorlardi. Ozellikle de antik Yunan devrinden
kalma bir mantik ilkesi olan “dislanmis orta kanunu”na karsi
cikiyorlardi. Bu ilke bir 6nermenin ya dogru oldugunu ya da onun
tersinin dogru oldugunu soyler. Hilbert gibi bicimciler sezgicilerin
durusu karsisinda dehsete kapiliyorlards; ¢unki diglanmis orta
ilkesinin tehlikeye girmesi halinde klasik matematigin giivenle
matematiksel bilgi deposuna kaldirilmis bir¢ok sonucunun terk
edilmesi gerektigini biliyorlardi. Oklit'in asal sayilarin sonlu
oldugunu gosteren kaniti da dahil bir¢ok teorem silinecekti.
Hilbert'in matematigin
bicimsel aksiyomatik sistemlere
“Godel’in teoremi saf dayandirilmasi ¢agrisi 1931'de,

matematigin tiikenmez Avusturyali matematikgi ve
filozof Kurt Godel'in “eksiklik

teoremleri”ni kanitlamasiyla

QOk prob lem Cézersek g()zelim olumcil bir darbe ald1. Godel,
her zaman mevcut kurallarla  dogal sayilar 1, 2, 3, 4../iin

L
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6 zﬂlemeyecek baska aritmetigini betimleyen bi¢imsel

problemler olacaktir” bir sistemde, dogrulugu ya da
yanhshg kanitlanamayacak
FREEMAN DYSON J onermeler oldugunu kanitladi.
Bu ifadeler karara baglanmadan
kaliyor, bicimsel sistem
de boylece eksik oluyordu. Godel bunu izleyen bir teoreminde
aksiyomatik bir sistem tutarliysa bu tutarliligin sistemin i¢inden

gelerek kanitlanamayacagini da kanitladi.

Godel, matematiksel hakikat fikrinin zorluklarla dolu oldugunu
gostermistir; ¢inku bicimsel aritmetikte bilgisayar islemlerini
andiran sonlu sayida adimda kanitlanamayacak sonuglar vardir. Bu,
Hilbert'in dogru ifadelerin kanitlanabilir olmasi gerektigi yontndeki
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inancina aykiridir. Godel'in ¢alismalarinin bir etkisi, matematikteki
bazi zor sorularin ¢oziilemez olduguna inanmaya baglamamzdir.
Ama yuzlerce y1l almis olsa da baz1 dikenli problemlerin nihayet
cozalduguna de biliyoruz: Fermat'in son teoreminin kanitlanmasina
(Bakiniz Matematik Giizel Midir?) ve Poincaré sanisina bir bakin
(Evrenin Sekli Nasildir?). Herhalde buradan alinacak asil ders,
nihayetinde insan zihninin dahiyane guclerinin bir makinenin bilgi

islem kapasitesini her zaman agabilecek olmasidir.

Matematiksel Hakikat: Bir Celiski Mi?

Peki ya bizim matematiksel hakikat kitabimiz? Godel bize bu kitabin
bir zamanlar dustnuldugu kadar emniyette olmadigin gostermistir.
Macaristan dogumlu filozof Imre Lakatos da bagka bir dilde,

kesin matematiksel bilgi diye bir sey olmadigini, uygulandiklar
kavramlarin anlamlar: degistikce teoremlerin de stirekli degistigini

savunmustur.

“Matematik dogru mudur?” sorusunu yonelttigimizde
kastettigimiz sey 20. yuzyilda bir degisimden ge¢mistir. Richard
Courant ve Herbert Robbins’in kdsetas! niteligindeki What is
Mathematics? adl kitaplarinda soyledikleri tizere “ ‘Birseyleri kendi
icinde’ anlamak, ‘nihai hakikati’ 6grenmek hedefinden vazge¢cmek
ileriye dogru atllmis buyik bir adimdir.” Gédel mantiksal hakikatin
yaniltic1 oldugunu gostermistir; fakat bu bazi bakimlardan
matematikgileri kesifler yapmakta 6zgurlestirmistir. Tipki guzellik
gibi hakikatin de bakanin goziinde olabilecegi dusincesinin
ozgurlestirici bir yéonu vardir; bugunkt matematikgilerin de

gordikleri bi¢imiyle hakikatin pesinde olduklar1 soylenebilir.
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Coziilmemis biiytik problemler
ve matematigin gelecegi

Bir ogrencinin alistirma kitabinda dogru ve yanls isaretleriyle
bezenmis kesin ve kuru cevaplar, matematigin bir buitiin olarak
stnirl ve sabit oldugunu disiindirebilir. Elbette ki bu hakikatten
¢ok uzaktir. Kusaklar boyunca ¢6ziim arayanlarin takintist
haline gelmis, onlart hayal kirikhgina ugratmis, meshur ve hala
kafa karistiran muammalar vardiwr. Céziilen her problem de olas
yiizlerce problem daha dogurarak matematigi canli, hep yasayan
bir organizma haline getirir.

Cozulmemis problemler matematige yarar, boyle bir¢cok problem
vardir. Bazilar1 asirlardir ¢ozillememistir; ama dogmakta olan

yeni kuramlar da yeni zorluklar ileri sirmektedir. Matematikgiler
duzenli araliklarla ¢ozulmemis kilit problemlerden olusan “alisveris
listeleri” yaraurlar; bunlara en iyi bilinen 6rnek de David Hilbert'in
1900°de yeni yuzyilin matematikgilerinin ontine koydugu “23
Problem”dir. Bu problemlerin bazilar1 6zel problemlerdi; bazilariysa
actk uclu programlardi. Fakat Hilbert'in matematik diinyasindaki
yuksek mevkii dikkate alindiginda, epeyce dikkat ¢cekmislerdir; bu
23 problemin hepsi de bir asr1 agkin bir siire boyunca matematik
sahnesini aydinlatmistir. Dunyanin en iyi matematikgilerinin ortak

eyleminin odak noktasi haline gelmistir.

Tesvik olsun diye, secilmis zor problemler i¢in kanitlar ya da
cozumler ileri surebilen matematikgiler icin buyuk odiller ileri
surilmustir. 11k édiillerden biri, Alman isadami Paul Wolfskehl'in
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Fermat'in son teoreminin ilk gecerli kanmt1 icin koydugu 100.000
marklik Wolfskehl oduluydu. (Bakiniz Matematik Giizel Midir?) Bu
teoremin dogrulugu nihayet 1994’te Sir Andrew Wiles tarafindan
kanitland1. Ingilizce konusulan diinyadaysa en bilinen 6diller
herhalde, matematiksel bilgiyi yaymaya kendini adamis 6zel bir
vakif olan Clay Enstitisi'nun koydugu odullerdir. 21. yuzyilda
matematigin ilerlemesi acisindan 6nemli addedilen yedi alanin her
birinde yapilacak atihmlar i¢in 1 milyon dolar 6dul konmustur. Bu
problemlerden geometrik nesnelerin topolojisiyle ilgili olan Poincaré

samsi artik kanitlanmistr. (Bakimz Evrenin Sekli Nasildir?)

Bugiin geride kalan muammalardan her matematik¢inin sevdigi
bir tane vardir. Fakat kaymak tabakasini olusturan problemlerin
neler oldugu konusunda da genel bir fikir birligi vardir ve bu grupta
Goldbach sanisi, Riemann varsayimi, Navier-Stokes denklemleri ve
6zlu bir bicimde P=NP olarak ortaya konmus problem vardir. Sirayla

hepsine bir goz atmaya deger.

Goldbach Sanisi

18. yuzyihin ortasinda formtile edilmis olan Goldbach sanisi
Christian Goldbach'in adini tasir. Hilbert'in listesinde de

bahsedilen bu problem biitiin kanitlama girisimlerine direnmistir.
Matematigin tamaminin 6ziinde say1 kurami yatar; say1 kurami

en zor problemlerden bazilarin1 dogurmustur; Goldbach sanisi
bunlarin simgesidir. Say1 kuraminin problemlerini ifade etmek kolay,

kanitlamak zordur.

Bu tip bir¢ok problemde oldugu gibi Goldbach sanisi da sayilarin
asal sayilarin toplam olarak ifade edilmesini gerektirir:

4’ten buyuk ya da 4’e esit buttn c¢ift tam sayilar iki asal sayinin

toplami olarak yazilabilir.

Bunu sinamak igin rastgele bir ¢ift say1 secelim, s6z gelimi
407.308'le bu varsayimi dogrulamaya ¢alisalim. Gergekten de
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407.308'in iki asal sayinin toplami oldugunu géruruz: 17 + 407.291.
Simdiye kadar hi¢ kimse Goldbach samisina bir istisna bulamadig1
gibi, hi¢ kimse bunu kanitlamay1 da basaramamistir; bu ytizden bu

onerme varsayimsal, sanisal niteligini korumaktadir.

Sayisal sonuglar bu varsayimin 10'®e kadar buttn sayilar icin
dogru oldugunu gostermektedir, bu ytizden bundan kuguk sayilar

arasinda bir istisna aramanin alemi yoktur.

Riemann Varsayimi

Goldbach sanisi ¢etin cevizdir. Ama meshur Riemann varsayﬁrTmm
gercekten de matematiksel bir agirhigi vardir. Hilbert'in listesinde
sekizinci problem olarak yer alan bu varsayim matematikte en sevkle
kanit aranan problemdir; basarani séhret beklemektedir, ayrica bir
de cok ige yarar bir 1 milyon dolar. Say1 kuraminda bir¢ok sonug

bu varsayimin dogruluguna dayanir; matematik detektiflerinin

gozunden de kagmis degildir.

Riemann varsayimi “Riemann zeta fonksiyonu” olarak bilinen
seyin cercevesine oturtulabilir. Bu varsayim 19. yuzyilin ortasinda
Bernhard Riemann tarafindan gelistirilmis, Yunan alfabesinin altinci

harti zetayla (T) adlandirilmistir. Fonksiyon soyle ifade edilir:

14+ 1 1
C(s)—1+25+3s+45+
Bir {degeri secerek ¢ozulebilir; diyelim ki s = 2'yse fonksiyon su
degeri verir:

1 1 1
§(2)=1+?+¥+$+'“

Bu dizinin 1 sabitiyle iliskili olmasi i¢in bir sebep
gorunmemektedir; fakat Leonhard Euler’in buldugu meshur sonug

{(2) nin %i oldugunu gostermektedir.
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Riemann zeta fonksiyonunun en dikkat cekici yonlerinden biri
asal sayilarla baglantisidir. Euler 7'nin asal say1 olmasi halinde
bu fonksiyonun p%l bicimindeki butiin sayilarin ¢arpimina esit

oldugunu kesfetmisti. Ornegin:

_ 2 3 5 4
D =g g Xm_ X5 X =3

Riemann “Belli Bir Buayuklukten Kuguk Olan Asal Sayilar1 Sayisi
Ustiine” adli, 1859 tarihli unli makalesinde s’in bir “karmagik say1”,
yani iki boyutlu bir say1 olma ihtimalini ortaya koymustu. (Bakiniz
En Tuhaf Sayilar Hangileridir?)

Karmasik bir say1, a ve b sayilar i¢in a + bi bigimdedir (i,
“hayalidir”; Bakiniz Hayali Sayilar Gergekten Hayali Mi?); Riemann
{(s) = 01 olusturan sayilar1 bulmaya koyulmustu. 1k t¢ deger
yaklasik olarak soyleydi:

% + 14i,% + 211',% + 25i
Bu degerler sonsuz sayidadir; fakat hesaplananlarin hepsinde
(milyarlarcasinda) birinci bilesen % ‘dir. Riemann varsayimi bunun
biitiin degerlerin 6zelligi oldugunu soyler. Simdiye kadar sonsuz
saylda degerin bu 6zelligi gosterdigi kanitlanmistir. Sorun sudur ki,
mantiken bu, sonsuz sayida ¢ozimun de bu ozelligi gostermedigi

olasihgim sifirlamaz.

Riemann bu saninin asal sayilarin say1 dizisine dagilma bicimiyle
iliskili oldugunu gostermisti. Asal sayilar (diyelim ki) ilk yuz say1
arasinda yogundurlar; ama say1 dizisinin engin genisligi icinde bazi
asal sayilar arasinda ¢ok buytik bosluklar bulunur. Rieamann sayisi,
bu dagilimi ayrinulariyla kesin olarak 6grenmemizin anahtarin

tasimaktadir.
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Navier-Stokes Denklemleri

Ucakta giderken ya da gemideyken havada ya da suda turbiilansa
girme sanssizligina ugramis olabiliriz. Su da hava da akiskanlar
olarak siniflandirilmistir; matematikgiler ve bilim insanlan asirlardir
akigkanlarin ozelliklerini incelemektedirler. 19. ytazyihn ilk yarisinda
Fransiz fizik¢i Claude-Louis Navier ile Irlanda dogumlu matematikgi
George Gabriel Stokes bagimsiz olarak akigkanlari inceliyorlarda.
Bugun bu iki adamin ismini tasiyan denklemlerle tirbulansin

matematiksel modeli ¢ikarilmistir.

Bu denklemler kiitle ve momentumun korunmasiyla ilgili fiziksel
ilkelerden turetilmistir. Sorun sudur ki heniiz bu denklemleri acik¢a
cozemiyoruz, ayrica matematiksel teorinin herhangi bir ¢6ziimin
niteligini aciklamasi yolunda da pek bir sey yoktur. llerleme
kaydedilebilirse, hava tahmini bir sanattan ziyade bilim haline
gelecek ve bunun baska uygulamalara da faydasi1 dokunabilecek.
Dumanin kivrilma hareketi, atesteki alevlerin értuntileri hava
turbulansinin hareketiyle aym fiziksel 6zellikleri gosterirler; bu
denklemleri kullanarak bunlarin hepsinin de modelleri ¢ikarlabilir.

Navier-Stokes denklemlerinin ¢6zumi, matematigin kutsal
kaselerinden ve Clay Enstitusi’niin listesinde geri kalan alt
problemden biridir. Odil i¢in denklemlerin niteligiyle ilgili,
akiskanlar dinamiginin yeni, derin bir matematiksel kuramim

beraberinde getirecek ciddi bir kavrayisa gerek vardur.

Yaklasik sayisal yontemlerle epeyce yol katedilmistir; hesaplamali
akigkanlar dinamigi (computational fluid dynamics/ CFD)
olarak bilinen yeni bir alan, son derece faal bir arastirma alamdr.
Hesaplamal akiskanlar dinamigiyle birlikte bilgisayar grafigi de
tarbilansh akislarin gorsel hale getirilip modellenmesini saglamistir;
bu da ozellikle havacilik ve gemi tasarimi acisindan yararli olmustur.
Bilgisayar grafigi boylece fiziksel ruzgar tunellerinin yerine sanal
ruzgar tunellerini gecirebilir; bunlar da ciddi pratik yararlar saglar;
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ornegin bir kanadin uzerindeki hava akimi ya da bir geminin govdesi
uzerindeki su akimi gercek zamanda simiile edilebilir. Bu demektir
ki sanal ucaklarin ya da gemilerin hizim degistirip bunun etkisini
hemen tasarim tizerinde gorebiliriz. Basit bir canlandirma degildir
bu; ¢uinku akim oruntisi dogrudan denklemlerden gelmektedir.
Bilgisayarlarin hiz ilerledigikce bu simulasyonlar da daha gergekgi
bir hal alacakur.

P=NP Midir?

Gizemli bir gérunimi olan su “F, NP'ye esit midir?” sorusu,
bilgisayar biliminin matematikle bulustugu yerde ortaya ¢ikmis
bir problemdir. “Hesaplamal1 karmasiklik kuramir'mn bir parcasi
olarak bu problem bilgisayarlarin yapabilecekleri seylerin sinirlariyla
ilgilidir. Bu problem de Clay Enstitiisi'ntin “en aranan” ¢6ztumler
ve kanitlar listesinde yer almaktadir. 21. ytazyihin hayati 6nemdeki
problemlerinden biridir, ¢cunku bilgisayar guvenligi acisindan
sonuglar1 vardir ve say1 kuraminda kullanilan algoritmalarn tasir.
Bilgisayarlar ancak algoritmalarla, yani yerine getirilecek emir
dizileriyle cahsabilir; baz1 algoritmalar gerceklestirmek sadece
mikro saniyeler alirken, bazilarim gergeklestirmek bugiinku hizla

milyarlarca asir alir.

Burada kilit fikir, bir algoritmanin verimliligidir. Bilgisayarlarin
asina oldugu islerden biri isimleri alfabetik siraya gore ayirp
yerlestirmek ya da sayilar1 yiikselen bir diziye yerlestirmektir. Soz
gelimi 5, 3, 4, 2, 1 sayilarim insanlarin dogru bir sirayla dizmesi
istenseydi bu son derece basit bir gorev olurdu; hangi sirada olmalan
gerektigini biliyoruz. Peki bir bilgisayar bu isi nasil gerceklestirebilir?
Kullanmlan yontemlerden biri “balon” ayiklamadir; yani ardisik say1
ciftlerini sistematik bir bicimde tarayan, biri digerinden buyiikse
yerlerini degistiren, siralamalar1 dogruysa ciftlere dokunmayan bir

algoritmadr.
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Bilgisayar 5,3,4,2,1 dizisini ilk taradiginda 6nce 5 ile 3"an yerini
degistirir; boylece dizi 3,5,4,2,1 haline gelir. Bilgisayar ikinci ¢ifte
bakar, 5 ile 4'un yerini degistirir ve islem boylece devam eder.

Boyle dort karsilastirmadan olusan ilk taramadan sonra 5 sayisi
“balonlanip” dizinin sonundaki dogru yerine gonderilir. Bundan
sonraki taramada bilgisayar yalmzca 3,4,2,1 sayilariyla ugrasacakur.
Bilgisayarin dogru siralamaya ulasmak i¢in on karsilastirma yapmasi

gerekir.

Bunu genisletip elimizde dizilmesi gereken n say1 oldugunda,
yapilan kargilastirmalari da ayn1 bi¢cimde sayabilecegimizi
soyleyebiliriz. Gerekli adimlarin bir sinir olacaktir; n”den kesinlikle
az sayida olacaktr bu adimlar. (Tipk: 6rnegimizde, atilan on adimin
52 = 25'ten kuguk olmasi gibi.) Adim sayisinin n’in bir kuvveti gibi
oldugu bir algoritmanin “polinom” zamanda ¢ozulecegi soylenir.
Bilgisayarlar bu tiir problemleri kolayca halledebilir; bu algoritmalar

da verimli algoritmalardir.

Simdi bir bilgisayarin “gezgin satic1 problemi”ni nasil
cozebilecegine bakalim. Bu problemde belli sayida sehir; sehirler
arasinda seyahat etmenin farkl maliyetleri vardir. Bir saticinin bitun
sehirlerden gecen bir yol izlemesi istenirse, soru, daha ucuz bir yol
olup olmadig sorusu olur. Problemin bu bi¢iminde girdi, n sayida
sehirdir; cikt1 da “evet” ya da “hayir” karan olacakur. Daha ucuz bir
yol bulmak i¢in kag bilgisayar adimina gerek vardir? Kabaca kuvvetli
bir yaklasim olasi butiin yollarin degerlendirilmesi olabilir.

Yaklasik 100 sehir varsa, elimizde saniyede 10'® islem yapabilecek
gelecege 6zgu bir bilgisayar bulunuyorsa problemin yukarida
bahsettigimiz yaklasimla ¢oziilmesi 4000 ytizyl alacaktir. Bu yuzden
bu problemi ¢6zmek i¢in verimli bir algoritmanin olmas harika
olurdu; bilgisayarlarin ele almakta rahat oldugu polinom zamanla
yetinebilecek bir algoritma. Baloncuk algoritmasinin verimliligine
sahip bir algoritma olsayds; bu gibi stuper bilgisayarlar gezgin satic1
problemini bir mikrosaniyeden daha kisa surede ¢ozebilirlerdi.
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Verimliligi aklimizda tutalim; degerlendirilmesi gereken iki

onemli problem sinif1 vardir; P ve NP problemleri:

* P, siralama problemi gibi polinom zamanda ¢éziilebilecek
problemler simfini olusturur.

e NP, polinom zamanda dogrulanabilecek problemler simfidur.
Gezgin satic1 problemi bunlardan biridir. Gezgin satic1 problemi
icin bir ¢6ziim bulmak son derece zorlu olsa da yolun verilen
yoldan daha ucuz olup olmadigin1 dogrulamak i¢in yapilan
hesaplama hizhidir. Mesele samanlikta igne bulmanin zorluguyla
o igneyi buldugunu dogrulamak arasindaki farkta yatar.

P simifindaki her problem NP simifindadir; ¢anki polinom
zamanda ¢6zumi bulmak kendi kendisinin dogrulamasidir. Yakici
soru sudur: Bitiin NP problemleri P sinifi bir problem midir? Baska
bir deyisle her NP problemi i¢in bir polinom zaman algoritmasi
bulmak mumkiin mudir? Ote yandan bir NP problemi ve bu
problem i¢in verimli bir algoritma olamayacaginin kamitini bulursak

P sinif1, NPye esit olamaz.

Gezgin satic1 problemi iste burada 6nem kazaniyor. Zor
bir problemdir; NP simfindaki bagka buttn problemler de bu
probleme cevrilebilir. Sadece bu problem i¢in verimli bir algoritma
bulabilseydik P = NP olurdu. Bu sonug, butin NP problemlerinin

verimli bir bicimde ¢ozulebilecegi anlamina gelirdi.

P=NP’nin basaril bir bi¢cimde kanitlanmasinin sonuglarindan biri,
buyuk bir sayinin asal ¢arpanlarini verimli bir bilgisayar algoritmasiyla
bulabilecek olmamizdir. Modern kriptoloji (Bakimiz Kirillamaz Bir
Sifre Yaratabilir Miyiz?) bu problemin zorluguna dayanir; elektronik
ticaretin, bilgisayar aglarinin butanluguntn dayandig1 gavenligi
bu problem saglar. Baska bir deyisle basaril bir kanit, internet
korsanlarina ve siber hirsizlara meydani bos birakacakur. Talihe bakin
ki makinelerin butun problemleri verimli bir bi¢cimde ¢6zmesi ihtimal

dist gorulir ve Pnin NP’ye esit olmadig kanaati yaygindur.
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Matematigin Gelecedi

Bu buyik problemleri ¢6zme yolunda siiren ¢abalar, hi¢ kugskusuz
gelecek yillarda matematikgileri epeyce mesgul edecektir.
Cozumlerin ve kanitlarin sahneye birden ¢ikmasindansa yavas

yavas ortaya ¢ikmasi s6z konusu olabilir; matematik genelde boyle
ilerler: incele incele, stiztle stiziile. Kavramlar bilenir, gecen yildan
kalma labirentsi hesaplamalar atilir, esrarengiz argimanlar lizumsuz
hale gelir, bir¢ok alana giden yol duzlestirilir. Insan dustncesinin
bagka alanlarinda oldugu gibi moda ve egilimler de tstlerine disen
roli oynar. Matematigin butun alanlan ayakta kalamaz; kuramlar
kuruldukea buyuk girisim alanlan silinir gider. Bazilar1 en iyi

ihtimalle tarihe dastalmus dipnotlar haline gelir.

Yakin ge¢mis gelecege dair ipuclar1 veriyor mu? En azindan bir
sekilde bu sorunun cevabi kesinlikle “evet”tir. 20. yuzyihn ikinci
yarisinda bilgisayar ¢agina tanik olundu; bilgisayar ¢ag1 matematigi
ve bagka her seyi derinden etkiledi. “Dért renkli” harita varsayiminin
1970’lerde bilgisayar kullanilarak ispat edilmesi (Bakimiz Her
Seyin Bir Formiilii Var Midir?) bu devre damgasini vurmustur.
Bugunun matematikgileri, kirk-elli y1l 6nce dustuntilemez olan bir
hesaplama kapasitesine yaslanabiliyor. Matematikgi artik daha ¢ok
bir laboratuvardaki bilim insani. Fikirler stnanip matematiksel
deneyler gerceklestirilebiliyor. Sadece aritmetik hesaplamalar degil,
cebir de fazla sikintiya girmeksizin “bilgisayarlastirilabiliyor”; gugl
grafikler ¢ok genis bir sekiller ve yuzeyler yelpazesinin gorilmesini
mumkun kiliyor. Matematikgilerin her zaman fiziksel modelleri
olmustur; ama bilgisayar grafigi daha iyisini yapar. Yine de yarinin
matematikgilerinin daha ileri bilgisayar kaynaklariyla bugunku

becerilerimizi zayif bulacagim varsayabiliriz.

Yine de matematik devrinin ustiimiizde oldugundan hi¢ kusku
yoktur. Bundan otuz y1l 6nce matematik, muhendislik ve fizige
uygulanabilir géruluyordu. Bugiin kanatlarini yeni alanlara agms,

bu alanlar da yeni bir matematigi gerekli kilmistir. Bilgisayar
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biliminin matematige ihtiyaci oldugu agiktir; ama sadece tug¢
ornekle yetinecek olursak kimyanin, biyolojinin, psikolojinin de
matematiksel girdilere dayanir hale gelecegi o kadar acik degildi.
Gercekten de matematik alanmi engin genisliktedir; bazi bakimlardan

balta girmemis bir disiplindir.

Butiin bunlarin sonucu olarak da bugiin profesyonel matematikgi
sadece matematigin bir dalinda degil, o dalin kuguk bir kdsesinde
son derece uzmanlasmis biridir. Bu atomizasyon bilginin, kuramin,
teknolojinin ve matematiksel uygulamalarin yayilmasinin
kac¢inilmaz bir sonucudur. Dunyanin énde gelen matematikgilerinin
bir araya gelmesi, oturup canh bir sohbete girismeleri (ayn1 dili
konustuklarini varsayalim), ortak bir entelektiiel ufku paylasip
birbirlerini anlayabiliyor olmalar1 bundan birkag ytizyil 6nce hayal
edilebilir bir seydi. Bugiin bdyle bir deneyim kendi uzmanlhk
alanlarinda derin bir bilgiye sahip olan, fakat meslektaslarinin
nelerle ugrastigindan buyuk 6l¢cude habersiz bireylerin
gruplasmasina neden olabilir. Herhalde bu da ilerlemenin bedelidir.

Gelecek nereye uzaniyor? Ashnda her zaman uzandig yerde
uzaniyor: Merakl bir zihin, bir kalem ve bir defter (belki bugun bir
bilgisayar); bir de hentiz ¢c6zulmemis olam ¢6zme hevesi. Yapilacak

hala ¢ok sey var.
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Acik anahtarh sifreleme

Bir mesaj: sifrelemekte kullanilan
mesajlarin halka acildig sistem.
Mesaij1 alip sifresini ¢6zecek olan
kiside, anahtarla ilgili olas: bir
korsanin edinemeyecegi baska bilgiler
mevcuttur.

Algoritma
Matematiksel bir recete; bir problemi
¢6zmeKk i¢in belirlenmis rutin.

Altin oran

Her yerde karsimiza ¢ikan “altin say1”
@; degeri sudur:

= 1+V5/2=1,6180339887...

Argand Diyagrami

Karmasik sayilarin iki boyutlu
duzlemini gostermekte kullanilan
gorsel bir yontem.

Asal say1

Kendisi ve 1 disinda, kalan olmaksizin
bagka bir say1ya bolinemeyen tam
say1. Ornegin 7 asal bir sayidir, ama 6
degildir, ¢inku 6 kalan birakmaksizin
2'ye bolunebilir; 2 ilk asal sayidir.

Agkin say1

ax? + bx + ¢ = 0 gibi, a, b ve ¢'nin tam
say1 oldugu bir denklemde ya da x’in
daha yuksek kuvvetlerinin bulundugu
denklemlerde denklemin ¢ozimu
olamayacak say1.

Bire bir eslesme

Bir kiimedeki bir nesnenin, baska bir
kumedeki bagka bir nesneye tamamen
tekabul etmesiyle kurulan iliski.

Birim kesirler
Payin I’e esit oldugu kesirler.

Bos kiime

Eleman: olmayan kume. Geleneksel
olarak @ ile gosterilen bos kiime,
kume kuraminda yararh bir kavramdir.

Cebir

Aritmetigi genisletmek i¢in sayilar
yerine harflerle ugrasan cebir,

artik matematigin tamamina ve
uygulamalarina uygulanabilen genel
bir yontemdir. Ingilizce “algebra”
sozcugi dokuzuncu yuzyila ait
Arapca metinlerde kullanilan “el cebr”
kelimesinden turemistir.

Clifford cebri

Kuantum mekaniginde yararl oldugu
anlagilan bir tur n-boyutlu cebir.
Matematik¢i W. K. Clifford'in adim
tagir.

Cekici

Dinamik bir sistemde hareket
egrilerini ¢eken bir nokta. Durmaya
yaklasan bir sarkacta hareket egrisi ya
da yoriinge yerinden etmenin 0, hizin
0 oldugu tek bir noktaya dogru ¢ekilir.



Karmasik dinamik sistemlerde ¢ceken
bir fraktal olusturabilir; bu durumda
cekiciye “garip ¢ekici” denir.

Daireyi karelestirmek

Duz dogrular ¢izmek icin bir cetvel ve
daire ¢izmek igin bir pergel kullanarak
belli bir dairenin alamyla ayni alana
sahip bir kare kurma problemi.
Cozilemiyor.

Diferansiyel alma

Kalkulus'te degisim oranin ya da
tarevini veren temel bir islem. Ornegin
mesafenin zamana nasil dayandigi
betimleyen bir ifadede tirev mz1 temsil
eder. Hiz ifadesinin turevi ivmeyi
temsil eder.

Diferansiyel denklem

Hiz, ivme ve diger degisiklik oranlan
gibi Kalkulus kavramlarim gerektiren
denklem. Maxwell denklemleri ve
Navier-Stokes denklemleri 6nde gelen
orneklerdir.

Dizi

Birbirine eklenen sayilar ya da
sembollerden olusan (sonsuz
olabilecek) sira.

Dordeyler
1840’larda WR. Hamilton’in kesfettigi
dort boyutlu sayilar.

Doseme
Duz bir yuzeyi bir ya da daha fazla
sekille, sekillerin birbirine tam olarak
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uyacag sekilde doldurmak. Ornegin
sadece altigen kullanarak bir déseme
yaratmak mumkindiir, ama sadece
besgen kullanilarak yapilamaz.

(4

Euler'in €’si wden sonra ikinci
onemli sabittir. Ozellikle buyiime
problemlerinde karsimiza ¢ikar.
e’nin on tabaninda degeri yaklasik
2,7182818285.. tir.

Eliptik geometri

Bir tiggendeki agilarin toplaminin
180%den fazla oldugu Oklit¢i olmayan
bir geometri.

Enigma

lkinci Dunya Savasgi sirasinda mesajlari
sifrelemekte kullamlmus, sofistike bir
elektrikli mekanik aygit.

Fano duzlemi
Yedi nokta ve yedi dogrudan olusan bir
geometri.

Fermat’nin son teoremi

Bu teorem n'in 2’den buyuk bir
tam say1 olmasi halinde x"+ y" =
2™de x, y ve Z’nin tam say1 degerler
alamayacagin soyler.

Fibonacci dizisi

Her terimin kendinden onceki iki
terimin toplami oldugu 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55... seklindeki say1 dizisi.
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Fraktal -
Mikroskobik ol¢eklerde aymi
gorunen “kaba” bir sekil; fraktallerin
ozelligi kendilerine benzemeleridir.
Mandelbrot Kumesi ikonlasmis bir
ornektir.

Geometri

Dogrularin, sekillerin ve uzaylarin
ozellikleriyle ugrasan geometri,
tigiinca yizyilda Oklitin Elements’inde
resmiyet kazanmistir. Geometri butun
matematige nufuz etmistir ve artik
kasith olan tarihsel anlamim yitirmistir.

Grup

Birlestirilip ayn1 turde bir 6ge
cikarabilecek, belli baz1 6zelliklere
sahip ogelerden olusan matematiksel
bir yapr: Ornegin her 6ge icin ters bir
oge vardir ve bununla iliskili a x (b x
¢) = (a x b) x ¢ kanunu gegerlidir.

Hausdorff boyutu

Boyutu 6l¢menin, kesirli bir deger
verebilecek bir yolu. Hausdorff
boyutu fraktal incelemelerine 6zellikle
uygulanabilir.

Hayali sayilar

Hayali olan i = V -1 sayisini iceren
sayilar. Bu sayilar olagan (ya da
‘gercek’) sayilarla birlestiklerinde
karmasik sayilarin olusmasini saglarlar.

Hiperbolik geometri

Bir ti¢cgenin a¢ilarinin toplaminin
180%den az oldugu Oklit¢i olmayan bir
geomeltri.

1ki tabanli say1

1ki sembole, O ve I'e dayanan say:. tki
tabanh sayilar bilgisayarlarin islemesi
acisindan temel onemdedir.

1kilik

1ki kavram arasindaki karsilikl iliski;
geometride nokta ve dogru, mantikta
VEYA ile VE arasindaki iligki gibi.

1kiz asallar

En fazla bir sayiyla ayrilmis iki asal
sayr: Ornegin 11 ve 13 ikizleri gibi.
Bu ikizlerin sonsuza dek uzanip
uzanmadig1 bilinmemektedir.

Integral alma

Kalkulus'te alan 6l¢meye yarayan temel
bir islem. Diferansiyel almanin tersi bir
islem oldugu gosterilebilir.

Irrasyonel sayilar
Bir kesir olarak ifade edilemeyen
sayilar (6rnegin 2'nin kare koki).

Kaos kurami

Rastgele ortaya ¢ikan, ama
temellerinde duzenlilik bulunan
dinamik sistemler kurami.

Kalan

Bir tam say1 baska bir tam sayiya
bolundugiinde geride kalan

say1ya kalan denir. 17 sayis1 3’e
bolindugunde sonug 5, kalan da 2
olur.



Kardinal say1

Bir kumedeki elemanlar sayisi. [a, b,
¢, d, e] kumesinin kardinal sayis1 5'tir;
ama kardinal say1 kavrami sonsuz
kumeleri de kapsayacak sekilde
genisletilebilir.

Kare kok

Kendi kendisiyle ¢arpildiginda belli bir
say1ya esit olan say1. Ornegin 3, 9'un
kare kokudir, ¢iinkii 9 = 3 x 3.

Kare say1

Bir tam say1y1 kendisiyle carpmanin
sonucu. 9 sayis1 bir kare sayidir; ¢inku
9 = 3 x 3'tur. Kare sayilar 1, 4, 9, 16,
25, 36, 49, 64...tur.

Karmasik say1

a+ib biciminde, a ve b’nin siradan
gercek sayilar, hayali i sayisimin da i
= -1 ozelligine sahip oldugu bir say:.
Karmasik say1 2 + 3i ornek verilebilir.

Kelebek etkisi

En basta alinan baslangi¢ noktalarinin
birbirine ¢ok yakin olmasina ragmen
ortaya tumiyle farkh yorangelerin
¢ikmast.

Kesir
Bir bagka tam sayiya bolunmiis bir tam
say1, ornegin 3/7.

Kime

Bir 6geler toplulugu. Baz1 tuilkelerin
isimlerinden olusan kiime: C =
{Ingiltere, Rusya, Amerika Birlesik
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Devletleri, Hindistan, Avustralya).
Pozitif ¢ift sayilar kamesi, E = {2, 4,
6, 8...}

Kire

Stradan bir kure bir topun iki boyutlu
yuzeyidir. x, y, z degiskenleriyle x* +
y? + 22 = 1 denklemiyle ifade edilir. n
boyutlu bir kiirede ayn1 denklem (n +
1) degiskenleriyle gecerlidir.

Limit
x’li bir ifadeyi, x belli bir say1ya giderek
yaklasirken sinirlayan deger.

Lojistik denklem
Bir yildan ertesi yila nafus artiginin
modelini olustururken kullanilan

denklem: x , =r (1-x )x,

+1
Manifold
Karmasik olabilecek, fakat kucik

bir kismi incelendiginde Oklit
geometrisinin gegerli oldugu
geometrik bir nesne. Torus, bir deligi
olan bir yuzeydir; fakat kuguk bir
parc¢asi deligi olmayan siradan bir disk
gibi gorunir.

Null hipotezi, H,
Istatistik¢ilerin sinadig hipotezin ismi.

Olasilik
O’'dan (imkansiz) 1'e (kesin) kadar bir
olcekte sansin ol¢umau.

On alt1 tabanli say1
16 tabanli, 16 sembole dayanan bir
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say1 sistemi: 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9,
A, B, C, D, E ve E Bu sistem bilgisayara
dayal1 hesaplamalarda yaygin olarak
kullanilir.

On tabanh sistem

0, 1, 2..., 9 seklinde 10 sembole
dayanan, yaygin olarak kullandigimiz
say1 sistemi.

Oklit geometrisi

Oklit'in 300'de yazilmis Elements'te
sundugu geleneksel geometri. Bu
geometride bir ui¢genin agilarinin
toplarm 180%ye esittir.

Pay
Bir kesrin ust kismi. 3/7 kesrinde 3
paydir.

Payda
Bir kesirin alt kismi. 3/7°de payda 7'dir.

Pi,n

11k kez daireyle iligkili olarak

ortaya ¢ikan bu ¢ok meshur sabit,
matematigin battn alanlarinda
karsimiza ¢ikar. wnin degeri yaklagik
olarak 22/7'dir, yani on tabanh olarak
3,1415926535...

Pisagor teoremi

Dik acil1 bir u¢genin kenar uzunluklan
x, y ve Z’yse, Znin dik aginin
karsisindaki en uzun kenar olmasi
halinde x? + y? = 22

Polihedron

Bir¢ok yuzu olan kat1 bir cisim.
Ornegin bir tetrahedronun doért tane
u¢gen yuzeyi, kupun alt tane kare
yuzeyi vardir.

Rasyonel sayilar
Ya tam say1 ya kesir olan sayilar.

Sekans
Say1ya da sembollerden olusan
(sonsuz olabilecek) bir sira.

Sekizeyler, Cayley sayilan
1840’larda kesfedilmis sekiz boyutlu
“hayali” saylar.

Taban

Bir say1 sisteminin temeli. Babilliler
say1 sistemlerini 60’a dayandirmislard,
modern taban ise 10°dur.

Teorem
Bir sonucu olan, kabul géren bir olgu
icin kullanilan terim.

Ters kare kanunu

Newton'in kiitlecekim kanunu m,
ve m, kitlelerine sahip iki nesnenin
birbirine su oranda bir kuvvetle
cekildigini ortaya koyar:

m, xm,/d

Toplam sifir

Oyun kuram agisindan gegerlidir. Bir
oyuncunun kazandigim (+ k) digeri
kaybeder (-k); boylece kazang (+k) ve
kaybin (-k) net toplam O olur.
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Topoloji

“Plastik ¢arsaf” geometrisi olarak da
bilinir; yuzeylerin, kesmeyle degil de
gerilme ve buzusmeyle degistiklerinde
korunan ozelliklerine odaklanir.
Uzunluk ve ag1 6l¢umlerinin, olagan
geometride oldugu gibi topolojide yeri
yoktur.

Ug cisim problemi

Birbirlerine gekilen ug cismin, 6rnegin
Ay, Dunya ve Gunes'in hareketlerini
analiz etme girisim.

Us

Aritmetikte kullanilan bir isaret. Bir
saymn kendisiyle ¢arpimi, 6rnegin

5 x 5, 2 ussuyle 5% olarak yazilir,

5 x 5 x 5 ise 5° ve boyle devam

eder. Bu notasyonun kullanim alani
genisletilebilir. Ornegin 52, 5'in kare
koku anlamina gelir. Kuvvet ve endeks
de usle aynm1 anlama gelen terimlerdir.

x-y eksenleri

Rene Descartes'in noktalarin bir x
koordinat1 (yatay eksen) bir de y
koordinat1 (dikey eksen) oldugunu
dustinmesinden ileri gelen fikir.

Yer-deger sistemi

Bir saymin buyuklugu hangi
basamakta bulunduguna baghdir. 73’te
7'nin yer degeri “7 tane on”, 3’tinki “3

birim” anlamina gelir.
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