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Warwick Universitesinde matematik profesérii ve Matematik Farkinda-
ik Merkezi miidiiriidiir. Dinamikte simetri, driintii olusumu, kaos ve
matematiksel biyoloji gibi konularda 140’1n iizerinde aragtirma makalesi
yazmustir; ayrica Giizellik Neden Gergekliktir, Geng Matematikgiye Mektuplar,
Tann Zar Atar mi?, Doganun Sayilan, Agiklamali Diiziilke ve Yayvaniilke gibi
pek ¢ok popiiler kitab: vardir. 2001'de Royal Society'ye iiye se¢ilmigtir.
ingiltere’nin Coventry kentinde yagamaktadur.

SIBEL SEVING

1957 Samsun, Ladik'te dogdu. ITU Makina Fakiiltesinden mezun oldu.
Popiiler matematik ve sinemayla ilgili ok sayida gevirisi vardir. Tiirk¢eye
kazandirdiga baglica eserler arasinda Coz Bakalim (Barry R. Clarke, Sar-
mal Yayinevi), Bulmacalar Diyanna Yoleuluk (Lewis Caroll, Mavi Ada Yayin-
lar1), Hodri Meydan (James F Foxx, Sarmal Yayinevi) ile Tarlalar, Fabrikalar
ve Atélyeler (Pyotr Kropotkin, Kaos Yayinlari) sayilabilir.
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ONSOz

Insanlara ait kegiflerin gogu gelip Matematik, bicimi tamamlanmis

gegicidir; at arabasi tekerleginin haliyle birden ortaya ¢ikmadi. Fark-
tasarimi Yeni Misir Kralligi igin y dilleri konusan, farkl kiiltirlere
¢ok onemliydi, ama gliniimiiziin sahip cok sayida insanin cabalarinin
son teknolojisine ait degildir. bir araya gelmesiyle gelisti. Giinii-
Matematik ise tersine kalicidir. miizde hala kullanilmakta olan ma-
Matematikte yapilan bir kegif tematiksel disinceler, 4000 yildan
herkesin kullammina agiktir ve daha eski zamanlara dayanir.
dolayisiyla kendine ait bir hayat1

vardir. Matematige ait giizel fikirlerin kullanimdan kalkmasi en-
der goriiliir, ancak uygulama gekli biiyiik 6lgide degigebilir. Eski
Babillilerin buldugu denklem ¢6zme yontemlerini giiniimiizde
hala kullaniyoruz. Onlarin sembollerini kullanmiyoruz, ama ara-
daki tarihsel bag) yadsimak mimkiin degil. Aslina bakarsaniz,
okullarda 6gretilen matematigin biiyiik bir b6limi en az 200 yil-
hiktir. 1960’11 yillarda ‘modern’ matematigin egitim programina
alinmasi, konuyu 19. yiizyila tagidi. Ancak goriiniigiin tersine ma-
tematik oldugu yerde kalmadi. Matematik alaninda giinimiizde
bir haftada ortaya gikan yenilikler, Babillilerin 2000 yilda bagar-
diklarindan goktur.

Bununla birlilkte insan uygarlig: ve matematik birlikte ilerledi.
Yunan, Arap ve Hindularin trigonometrideki buluglan olmasaydi,
inli denizcilerin engin okyanuslan agarak alt1 kitaya agilmasi
¢ok daha tehlikeli olurdu. Cin‘'den Avrupa’ya ya da Endonezya’dan
Yeni Diinya'ya uzanan ticaret yollar, gézle goriilmeyen matema-
tiksel ipliklerle birbirine baglanmigti.

Giuniimiiz toplumu, matematik olmazsa iglevsiz kalir. Televiz-
yon, cep telefonu, devasa jet yolcu ugaklar, araglardaki uydu na-
vigasyon sistemleri, tren tarifeleri, tibbi tarayicilar ve su an bize
¢ok dogal gelen her sey aslinda matematiksel fikirlere ve yéntem-
lere dayanir. Matematik bazen bin yagindadir, bazen gectigimiz
hafta kegfedilmigtir. ogumuz matematigin, modern teknolojinin
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mucizelerini mimkin kilmak i¢in perde arkasinda i gérdigiiniin
farkina bile varmaz.

Uziicii bir durum: bu yiizden teknolojinin bir mucize eseri ol-
dugunu diigiiniiyor ve her giin yeni mucizeler bekliyoruz. Gelge-
lelim béylesi bir beklenti oldukga dogal: Zira bu mucizeleri ola-
bildigince kolay ve az diigiinceyle kullanmak isteriz. Kullanici,
mucizeleri gergek kilan hile hakkinda gereksiz bilgilere bogul-
mamalidir. Ugaga binmeden 6nce yolcular trigonometri sinavina
sokulsayd), i¢imizden gok az kigi ugakla yolculuk ederdi. O zaman
karbon ayak izimiz belki azalirdi, ama diinyamiz gok kiigiik ve da-
racik bir yer olurdu.

Matematigin ¢ok kapsaml bir tarihini yazmak gercekten
imkansiz. Konu artik dyle genig, 6yle ¢capragik ve teknik bir hal
ald: ki, béyle bir kitab1 uzmanlar bile okumaz (béyle bir kitabi
kimsenin yazamayacag) da ayn bir konu). Morris Kline, destansi
Mathematical Thought from Ancient to Modern Times |Eski Cag-
lardan Modern Zamana Dek Matematiksel Diigiince] kitabiyla
hedefe epey yaklagmigti. Kitap 1200 sayfadir, kiigik puntolarla
basilmigtir ve son 100 yilda olanlarin goguna yer verilmemigtir.

Elinizdeki kitap ¢ok daha kisa. Bu da segici olmak zorunda
kaldigimi gosterir; 6zellikle 20 ve 21. ylizyll matematigi konu-
sunda segici davrandim. Atlamak zorunda kaldigim biitiin 6nemli
konulann tamamen farkindayim. Kitapta cebirsel geometri yok,
esbenzeti teorisi yok, sonlu eleman analizi yok, dalgaciklar yok.
Kitapta olmayanlarin listesi, olanlann listesinden ¢ok daha uzun-
dur. Se¢im yaparken beni yonlendiren ey, okuyucunun hangi te-
mel bilgilere sahip olabilecegi ve hangi yeni fikirlerin kisa ve 6z
olarak agiklanabilecegi oldu.

Kitabin her béliimi kendi i¢inde kronolojik sayilir, ama bé-
limler konuya gore diizenlenmigtir. Tutarl bir anlati olmasi igin
bu gart; her geyi kronolojik sirada anlatsaydim, tartigsma bir ko-
nudan digerine rasgele atlar ve konu kaybolurdu. Tarihe daha sa-
dik kalinsa, kitap okunmaz bir hal alirdi. O yiizden her béliimiin
basinda 6nce gegmige déniiyor, konu ilerledikge bazi tarihi dé6nim
noktalanna deginiyoruz. {1k béliimler ¢ok eskiye gidiyor; sonraki
bélimler giiniimiize kadar uzamyor.

Okuyucunun duymug olabilecegi konulan se¢ip bunlan genel
tarihi egilimlerle iligkilendirerek, modern matematigin, yani son

8
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100 yilda yapilan seylerin tadim1 vermek istedim. Bir konunun
atlanmi§ olmasi, 6nemsiz oldugu anlamina gelmez, ama bence
Fermat'nin Son Teoremi i¢in Andrew Wiles'in —pek ¢ok okuyucu-
nun ileride agina olacagi- kanitina birka¢ sayfa ayirmak salt te-
mel bilgiler i¢in birkag boliim ayirmak gereken gegigsiz geometri-
ye yer vermekten ¢ok daha mantikh olur.

Soziin kisas1 bu bir matematik tarihi kitabi, fakat matematik
tarihinin tamami degil. Nitekim tam da ge¢gmise dair bir 6ykii an-
lattig1 igin tarih. Bu kitap profesyonel tarihgiler i¢in yazilmad, ta-
rihgilerin zorunlu buldugu ince aynntilan vermiyor ve genellikle
gecmisteki fikirleri bugiliniin goziiyle tammmhyor. Bugiiniin goziiyle
tanimlamak tarihgiye gére cinayettir, ¢iinkii tarihe karigan insan-
lann bizim gibi diigiinmek i¢in ugragtigy hissini verir. Ancak su
an bildiklerimizden yola gikip bu fikirlerin nereden geldigini sor-
may hedefliyorsak, yaptigimiz gey savunulabilir ve ayrica zorun-
lu olur. Eski Yunan kiiltiiri, Kepler'in gezegensel yoriinge teorisi
ortaya giksin diye elipsi incelemedi; Kepler gezegensel hareketin
li¢ yasasini formiile ederken, Newton kendi kiitlegekim yasasini
bulsun diye ¢aligmadi. Ancak Newton yasasi biiyiik 6l¢iide elips
iizerine Eski Yunan ¢aligmalan ve Kepler'in gézlemsel veri anali-
zine dayanir.

Kitaptaki yan temalardan biri, matematigin pratikteki kullani-
midir. Ge¢gmige ve bugiine ait gok eklektik bir rnek verdim. Tekrar
sOyliiyorum, herhangi bir konunun atlanmi3 olmasi onun 6nemsiz
oldugunu gdstermez.

Matematigin gok eskilere dayanan, ihtigamli, ama bir gekilde
ihmal edilmig bir tarihi var; matematik, insanhk kiiltiiriiniin ge-
lisimini muazzam etkilemigtir. Bu kitap iste bu dykiiniin minicik
bir pargasini aktariyorsa, yapmak i¢in bagladigim seyi bagsardim
demektir.

COVENTRY, MAYIS 2007

9
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Sayilarin Dogusu

Matematik sayilarla basladi. Matematik her ne kadar sayilar
temelli olsa da, artik sayisal hesaplamalarla sinirh degil. Sayilar
temelinde daha caprasik kavramlar insa eden matematik, insan-
larin dustincesinde ¢ok genis ve cesitli bir alan olusturarak tipik
ogretim mafredatinda gordiklerimizin ¢ok Otesine gecti. GUnu-
muzde matematik sayilardan ¢ok; yapi, model ve formla ilgilidir.
Ydntemleri gok genel ve ¢codu kez soyuttur. Matematigin uygula-
malari bilim, sanayi ve hatta sanati kapsar. Matematik evrensel-
dir, her yerde karsimiza cikar.

Her sey sayilarla basladi

Farkl kaltarlerden gelen matematikgiler, ‘sayilar gériiniiste ok basit
binlerce yillik bir stirecte sayilar temelin- ve aciktjr> ama gorinds ya_
de devasa bir ust yapt kurmus: geometri, n|r-

tdrev ile integral, dinamik, olasilik, topo-  -----------—-cmmmmmmmm
loji, kaos, karmasiklik ve liste uzayip gider. Matematikle ilgili tim
yeni yayimlari takip eden Mathematical Reviews dergisi, mate-
matigi yuzlerce bélim halinde siniflandiriyor ve bu bélimlerin
de binlerce alt uzmanlik alani var. Dinyada, matematik alaninda
50.000'den fazla arastirmaci var ve her yil bir milyon sayfayi asan
yayimlarda yeni bir matematik ortaya ¢ikiyor. Var olan sonuclar
Uzerine ufak cesitlemelerden degil, gercekten yeni matematikten
bahsediyoruz.

u
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Matematikgiler, konularini1 mantiksal temellere oturtarak sa-
yilardan daha 6nemli olan matematiksel mantik, kiime teorisi gibi
kavramlar kegfettiler. Ancak harekete gegiren asil gey, yani suyun
kaynag say1 kavramidir.

Saylilar goriniiste ¢ok basit ve agiktir, ama goriiniig yaniltir.
Sayilarla hesap yapmak bazen getin istir; dogru sayiy1 bulmak
bazen zordur. Hesaplamak zor olabilir, ama sayilan kullanmak
onlan tamimlamaktan gok daha kolaydir. Sayilarla nesneler say:-
lir, ama kendisi nesne degildir, ¢iinkii iki fincam eline alabilirsin,
ama ‘iki’ sayisini elinde tutamazsin. Sayilar anlam tagiyan sem-
bollerdir, ama farkli kiltiirlerde aym sayilar igin farkli sembol-
ler kullanilir. Sayilar soyuttur, ama toplumumuz yine de sayila-
ra dayanir ve onlar olmasa iglevsiz kalir. Sayilar bir tiir zihinsel
inga olsa da, insanligin kiiresel bir felakette yok olup gitmesinin
ardindan bile sayilarin anlam tagimaya devam edip edemeyecegi
tizerine diigiinmekten kendimizi alikoyamiyoruz.

Sayilarin yazihsi

Matematigin tarihi, say1lan ifade eden yazil1 sembollerin kesgfiyle
baglar. Ne kadar biiyiik olursa olsun, kavrayabilecegimiz tiim sa-
yilan tarif etmek i¢in aligik oldugumuz 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 ra-
kam sisteminin kegfi oldukg¢a yenidir; sistem 1500 yi1l kadar 6nce
ortaya ¢ikmig ve gok daha hassas sayi tarifine imkan veren onda-
lik sayilara gegeli en fazla 450 y1l olmusgtur. Matematiksel hesap-
lamalar iizerine kurulu olan ve kiiltiiriimiize iyice yerlegmesi do-
layisiyla artik mevcudiyetlerinin pek farkinda olmadigimiz bilgi-
sayarlarla birlikteligimiz sadece 50 yilhik bir ge¢mige sahip; ev-
lerde ve ofislerde kullamima uygun giiglii ve hizli bilgisayarlar
yaklagik 20 y1l 6nce yayginlagti.

Sayilar olmasa bugiinkii uygarlik olmaz-
di. Sayilar her yerde kargimiza gikiyor,
perde arkasinda kogturarak hizmet edi-
yor; mesaj iletiyor, yazarken yazim ha-
talarnmiz1 diizeltiyor, tatil i¢in Karayip
Adalanna yapacagimiz ugusu planliyor, mallanmizin dékiimini
tutuyor, ilaglanmizin giivenilir ve etkili oldugunu garanti ediyor.
Ancak madalyonun diger yliziini unutmayalim; sayilar niikleer

‘Her sey 10.000 yil 6nce Ya-
kin Dogu’da, kilden yapil-
mis minik pullarla baslad:.’

12
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silah yapimim, bomba ve fiizelerin hedefe ulagmasin1 mimkiin
kiliyor. Bunun yam sira insanlarn iginde bulundugu kosullan ge-
ligtirmeyen matematik uygulamalan da var.

Peki, bu devasa say1 sektérii nasil ylikseldi? Her gey 10.000 y1l
6nce Yakin Dogu'da, kilden yapilmig minik pullarla baglar.

Muhasebeciler o giinlerde bile (yaz1 heniiz kesfedilmemis olsa
ve sayllan ifade eden semboller olmasa da) kimin neyi var, ne ka-
dan var diye takip ediyorlardi. Eski ¢aglardaki muhasebeciler, sayn
sembolleri yerine kilden yapilmis minik pullar kullanmiyorlardi. Pul-
lann kimi koni, kimi toparlak ve kimi yumurta geklindeydi. Silin-
dir, disk ve piramit olanlar da vardi. Arkeolog Denise Schmandt-
Besserat, pullann o zamanin ambarlanni temsil ettigi sonucuna
vanr. Toparlak kil pullar kileyle® tahili, silindirler hayvanlan, yu-
murtalar yag kiiplerini temsil ediyordu. En eski pullar MO 8000 y1-
lina kadar gider ve 5000 y1l boyunca yaygin gekilde kullamlmigtir.

Pullar zamanla daha 6zenli ve daha 6zel amagh hale geldiler.
Ekmek somunlanni temsil eden bezenmis pullar, biray1 temsil
eden baklava geklinde plakalar ortaya gikti. Schmandt-Besserat,
pullann bir muhasebe araci olmanin 6tesine gegtigini sdyler. Bu
pullar say1 sembollerine, aritmetige ve matematige giden yolda
¢ok 6nemli bir ilk adimdir. Ancak oldukga garip bir adim ve tesa-
diifen ortaya ¢ikmiga benziyor.

Vergi ya da finansal amaglar i¢in ya da miilkiyetin yasal kaniti
olarak kayit tutmak i¢in bu pullar kullanilmis olabilir ve bu da s6-
ziini ettigimiz tesadiife yol agmigtir. Pullarin iyi yam, bir kiginin
kag hayvani ya da ne kadar tahil oldugunu, kag hayvan ya da ne
kadar tahil borcu oldugunu hesaplamak i¢in muhasebecilerin on-
lan gekillerine gére gabucak diizenleyebilmesiydi. Kétii yaniysa,
taklit edilebiliyor olugsuydu. Muhasebeciler, hesaplan kimsenin
degistirmediginden emin olmak i¢in pullan kilden kiliflara sarar-
lardy; aslinda bu bir tiir mihiirdii. Boylelikle kilifi kirarak iginde
kag¢ pul oldugunu hemen 6grenebiliyorlardi. Dolayisiyla pullan
tekrar saklamak igin yeni kilif yapmak her zaman miimkiindi.

Ancak iginde ne oldugunu gérmek i¢in kihifi kirarak agtiktan
sonra yenisini yapmak zaman kaybiyd: ve bu yiizden eski Mezo-
potamyali biirokratlar daha iyi bir gey diigiindiiler: Kilifin iistiine

Yaklagik 30 kg’'a tekabiil eden tahil 6lgit birimi -yn.

13
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semboller cizerek igcindeki pullan listelemek. Kilifin igcinde yedi
toparlak pul varsa, kilif hentiz 1slak kil halindeyken muhasebeci-
ler Gstuine yedi toparlak cizerlerdi.

Mezopotamyali barokratlar, kilifin Gstiine sembolleri cizdik-
ten sonra icindekilere hi¢ gerek olmadidini, icinde ne oldugunu
ogrenmek icin kilifi kirmaya gerek kalmadigini boylelikle fark et-
tiler. Sebebi acik olan oldukca 6nemli bu adim, farkli mal tirleri
icin farkl sekillerin kullanildidi bir dizi sayi semboliiniin yara-
tilmasina yol acti. Gunimizde kullandiklarimiz da dahil olmak
Uzere diger tim sayisal semboller, bu kadim burokratik aracin
entelektiiel devamidir.

Cetele gizgileri

Kil Gzerindeki isaretler kesinlikle sayinin ilk yazili érnekleriydi,
ama ilk semboller birer gizikten, sayilari ¢entiklerle kaydeden ce-
tele cizgilerinden (6rnegin 13 sayisi i¢in 1111111111111) farksizdi. Bu
tr isaretler iginde bilinen en eski isaret (bir babunun kalca kemi-
gine atilmis 29 centik) neredeyse 37.000 yil dncesine aittir. Kemik,
Svaziland ile Giliney Afrika sinirinda,

Lebombo daglarindaki bir magara-

da bulunmustur. Magara bu ylzden

Border Cave [Sinir Magarasi] ve ke-

mik de Lebombo kemigi diye bilinir.

Zaman makinesi olmadidi icin bu

isaretlerin ne ifade ettiinden emin

olamayiz, ama bildiklerimize dayana-

rak tahminde bulunabiliriz. Ay takvi-

mine gore bir ay 28 giin olduguna gore

centikler ayin evreleriyle ilgili olabilir.

Avrupa'da da ¢ok eski kalintilar

vardir. Eski Cekoslovakya'da bulu-

nan 30.000 yillik bir kurt kemiginin
ustiindeki 57 gentik, on bir adet bes-
li gruplar arti iki seklinde dizen-

lenmistir. 28'in iki kati 56 eder, yani

ay takvimine gore iki aylik bir kayit

olmasi mumkin. Bu tezi test etme-

14
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Getele gizgilerinin iyi yani, uzun dénemde eski
gizgileri degigtirmeye ya da silmeye gerek kalma-
dan teker teker artinlabilmesiydi. Bu igaretler
glinimizde hala kullanilmakta, genellikle ilk
dort gizginin lstiine beginci bir ¢apraz gizgi
atarak begli gruplar olugturulmaktadir.

Getele gizgileri, modern sayilarda

— : hala goériilebilir. Kullandigimiz 1, 2,
1 3 sembolleri bir gentikten, gapraz
2 ¢izgiyle birbirine baglanan iki yatay

¢entikten ve gapraz gizgilerle bagla-
nan ii¢ yatay ¢entikten tiiremigtir.

nin bir yolu olmadigim tekrar sdyliiyorum. Ama igaretler kasith
yapilmig gibi ve s6z konusu igaretlerin bir sebebi olmasi gerekir.

Zaire’de bulunan Ishango kemigi yine tarihi bir yazit olup
25.000 yilliktir (daha 6nce 6000 ila 9000 yil olarak yapilan tah-
minler 1995°'te degisti). Kemigin kenanndaki ¢entikler ilk bakigta
rastgeleymis gibi duruyor, ama i¢inde 6riintiiler gizliyor olabilir.
Siralardan birinde 10 ile 20 arasindaki asal sayilar, yani 11, 13,17
ve 19 var ve bu sayilann toplami 60. Bagka bir sirada 9, 11, 19 ve
21 var, onlarin da toplami 60. Ugiincii sira, siirekli iki katim1 alip
ekleyerek iki say1y1 garpma yo6ntemine benziyor. Ancak bu 6riin-
tiller tesadiif de olabilir. Bu arada Ishango kemiginin ay takvimi
oldugu da one siiriiliiyor.

ilk sayilar

Muhasebecilerin pullarindan modern sayilara uzanan tarihi
yol uzun ve dolambaglidir. Yeni bin yila giren Mezopotamyalilar
tanmi gelistirmis, gégebe yagam tarzi yerini kalic1 yerlegsime, bir
dizi sehir devletine (Babil, Eridu, Lagag, Siimer, Ur) birakmigtir.
Islak kilden yapilan tabletlerdeki en eski semboller piktografla-
ra (kelimelerin anlamlarini basit resimlerle anlatarak kelimele-
rin yerini tutan sembollere) déniigsmis; piktograflar, ¢ivi seklinde
birkag igaret birlegtirilip daha da basitlegtirilerek, diiz ve keskin
uglu kuru kamigla kil lizerine yazilmaya baglamigtir. Nitekim o
zamanlar kamg tutug seklini degigtirerek farkli kama igaretleri
yapilabilmekteydi. Siimerler, MO 3000'li y1llarda bugiin ¢ivi yazist
dedigimiz aynntili bir yazi formu geligtirmigti.
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Tarihin bu getrefilli doneminde, farkl1 donemlerde farkh gehir-
ler egemen olmugtu. Bunlann arasinda &zellikle Babil sehri 6ne
citkmaktayd1 ve Mezopotamya topraklarinda yapilan kazilarda
yaklagik bir milyon Babil tableti bulundu. Bu tabletlerden yiiz-
lercesi matematik ve gékbilim {izerinedir ve Babillilerin bu iki
alanda engin bilgiye sahip oldugunu gosterir. Babilliler miikem-
mel gékbilimcilerdir; sayilar i¢in gelistirdikleri sistematik ve ileri
sembolizm, gékbilim verilerini ifade edebiliyordu.

Babil say: sembolleri, basit ¢entik sisteminin tesinde olup bi-
linen en eski sembollerdir. tki farkh tip kama kullanihir: 1 sayis:
icin ince diigey kama ve 10 sayisi i¢in kalin yatay kama. Kamalar
2-9 ve 20-50 arasindaki sayilan gostermek iizere gruplandinhr.
Ama bu 6riintii 59'a kadardir. Buraya gelince, ince kama igareti
ikinci bir anlam kazanarak 60 sayisini ifade eder.

Bu yiizden Babil say: sisteminin ‘60 tabanli’ oldugu ya da alt-
migin katlariyla ilerledigi séylenir. Yani bir sembol, semboliin bu-
lundugu yere gore herhangi bir say1y1 gosterebilir, aym sayinin 60

1-59 arasindaki sayilar igin Babil sembolleri
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katini gosterebilir ya da o sayinin 60 kere 60 katini gosterebilir.
Bu bizim bildigimiz ondalik sisteme benziyor; ondalik sistemde
bir deger, bulundugu yere gore 10, 100 ya da 1000 ile carpthr. Or-
nedin 777 sayisinda ilk 7 rakami 'yedi yiz', ikinci 7 'yetmis' ve
tguncusd 'yedi' demektir. Babilliler icin '7" sembollnin ¢ kez
tekrarlanmasi, ayni ilkenin gegerli olmasina ragmen
farkl anlama gelir. 1lk sembol 7 x 60 x 60 yani 25.200 demektir;
ikinci sembol 7 x 60 = 420 demektir; Gc¢lncist 7 demektir. Yani U¢
sembol birlikte 25.200 + 420 + 7 demek olur ki bu bizim notasyo-
numuza gore 25.627 eder. 60 tabanli Babil sayilarinin izine bugiin
bile rastlamak muimkin. Bir dakikanin 60 saniye olmasi, bir saa-
tin 60 dakika olmasi ve dairenin 360 derece olmasinin kokeni eski
Babil'dedir.

Civi yazisindaki karakter dizgisi hantal oldudu igin, Babilli
bilginler yazarken bizim 10 tabanli notasyon ve 60 tabanli notas-
yonun karisimini kullanmiglardi. Civi yazisinda 7 igin kullanilan
sembol yan yana u¢ kez kullanilirsa 7, 7, 7 seklinde yazilir. 23,11,
14 ise Babil sembolleriyle yazildiginda sayisal dederi (23 x 60 x
60) + (11 x 60) + 14 olur ve bu da bizim notasyonumuzda 83.474
eder.

Sayilardan nasil faydalandilar?

Babil JlpiterTablosu. Babilliler, gelistirdikleri

sayl sistemini glinlik ticaret ile muhasebede

ve de cetrefilli bir alan olan gdkbiliminde

kullandilar. Bu ylzden, kullandiklari say!i sis-

teminde kesirli sayilarin hatasiz ifade edile-

bilmesi sartti. Yuzlerce tablette gezegenler

hakkinda bilgiler var. Buylk hasar gormus

tabletlerden biri, Jipiter gezegeninin 400

glnlik hareketini ayrintilariyla veriyor. Tab-

let MO 163 yilinda Babil dilinde yazilmistir. Tabletteki yazilar iginde tipik bir say!
listesi 126 8 16;6,46, 58 -0;0,45,18 -0;0,11,42 +0,0,0,10, Jupiter'in gokyizundeki
konumunu hesaplamak i¢in kullanilan gesitli niceliklere karsilik geliyor. Bu sayilarin
60 tabanh ug yer (ondalik sistemdeki bes basamaktan biraz daha iyi) ifade ettigine
dikkat edin.
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Kiigiik sayilar i¢in semboller

Sadece herhangi biiyiik bir sayiy: ifade etmek igin degil, her-
hangi kiigiik bir say1y1 ifade etmek i¢in de on sembol kullaniyoruz.
Kiigiik sayilar igin ondalik igareti, yani kiigiik bir virgiil kullaniyo-
ruz. Virgilin solundaki basamaklar tamsayiy1 gosterir; virgiliin
sagindaki basamaklarsa kesirli kisimdir. Ondalik kesirler onda
birin, yiizde birin ve benzeri kesirlerin katlaridir. Grnegin 25,47
sayisl, 2 onluk art1 5 birlik art1 4 onda birlik art1 7 yiizde birliktir.

Babilliler bu numarayi biliyordu ve gékbilimsel gozlemlerinde
ige yarayacak gekilde kullandilar. Bilimciler, Babillilerin ondalik
virgiil yerine (;) kullandigin séyliiyor, ancak bu altmig tabanl bir
kesir igaretidir ve igaretin saginda kalan sayilar

1/60, (1/60 x 1/60) = 1/3600 vb katlandir. Ornegin 12,59;57,17
say listesi

12 x 60 + 59 + 57/60 + 17/3600

demektir ve yaklagik 779,955 eder.

Gokbilimle ilgili bilgi iceren yaklagik 2000 Babil tableti bi-
liniyor. Gergi bu bilgilerin gogu oldukga rutin olup ay ve giines
tutulmalannin yollan, diizenli gokbilim olaylan ve daha kisa ka-
yitlardan ibarettir. Yaklagik 300 tablet daha iddial1 ve heyecan ve-
ricidir; 6rmegin Merkiir, Mars, Jipiter ve Satiirn'iin hareketleriyle
ilgili gozlemlerini bu tabletlerde tablo halinde verirler.

Babil gokbilimi biiyiileyici olsa da bizim asil dykiimiizii, saf
Babil matematigini teget gegiyor. Matematigin gékbilimindeki
uygulamasi, bu konunun daha ussal ugrasilarnn tegvik eder. Do-
layisiyla bu, Babilli gékbilimcilerin gokyiizii olaylanni izlemek
konusunda hata yapmadiklarin1 gérmek igin oldukga iyi bir fikir.
Ornegin Mars'in yériinge periyodunun (gékyiiziinde tekrar ayni
noktada gériinmesi i¢in gegen siire) 12,59;57,17 oldugunu bul-
muglar (yukanda belirtildigi gibi, kabaca 779,955 giin). Bu say:
giliniimiizde 779,936 olarak degigmigtir.

Eski Misirhlar

MO 6000 yillarina kadar uzun bir ‘hanedanlik éncesi’ dénem ya-
samig olan Misir, MO 3150 ile MO 31 yillan arasinda Nil Nehrinin
kiyisinda ve Nil Deltasinda geligen, MO 31'den itibaren Romalila-
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nn hakimiyeti altinda yavag yavas sonen ve eski uygarlklar igin-
de belki de en biiyiik uygarhktir. Ingaat konusunda ¢ok bagarih
olan Misirhlar, dini inanig ve torenler igin ¢ok gelismig bir siste-
me sahiptiler ve kayit tutmak konusunda saplantililardi. Ancak
matematik konusundaki bagarilan, Babillilerin ulastig1 zirvelere
kiyasla olduk¢a miitevazidir.

Eski Misirhilann tamsayilan yazmak igin kullandiklan sistem
basit ve yalindir. Sistemde 1, 10, 100, 1000 gibi sayilar i¢in birer
sembol bulunur. Bu sembolleri en gok dokuz kez tekrarlayip top-
layarak herhangi bir tamsayiy: ifade etmek miimkiin. Misirlilar
6rnegin 5724 yazmak igin bes adet 1000 sembolii, yedi adet 100
sembolij, iki adet 10 sembolii ve dort adet 1 sembolinii bir araya
getirirler.

D ) ..

= 100.000 |

Misirhilarda say! sembolleri.

Misirhlar kesirli sayilarla epey cebellesmiglerdir. Kesirli say:-
lar igin farkl1 dénemlerde birbirinden farkh igaretler kullandilar.
Eski Krallikta (MO 2700-2200), bizim kullandigimiz 1/2, 1/4, 1/8,
1/16, 1/32 ve 1/64 gibi kesirli sayilar i¢in bélme iglemini tekrar
eden 6zel bir igaret goériilir. Bu sembollerde “Horus'un Gézi” ya
da “ay gozii” hiyeroglifinin pargalan bulunur.

Misirhlann en iyi bilinen kesirli say: sistemi Eski Krallik (MO
200-1700) doneminde tasarlanmigtir. Say, 1/n formunda herhangi
bir kesir igaretiyle baghyor. Burada n pozitif bir say1. < semboli
(R harfine karsilik gelen hiyeroglif), Misirhilann n i¢in kullandig:
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standart semboliin istiine yaziliyor. Ornegin 1/11 kesri Y sek-
linde yaziliyor. Diger kesirler, birden fazla ‘birim kesrin’ toplam1
seklinde ifade ediliyor. Ornegin 5/6 = 1/2 + 1/3 oluyor.

LLLLL QS

Misir hiyeroglifleriyle 5724 sayist

Garip, ama Misirlilar 2/5 kesrini 1/5 + 1/5 gseklinde yazmadailar.
Galiba kural olarak farkl: birim kesirleri kullamiyorlardi. 1/2, 2/3,
3/4 gibi daha basit bazi kesirler i¢in de farkli semboller vard.

Misirhilann kesirli sayilar igin kullandig: igaretler hantal ve
hesaplamaya pek uygun degildir. Resmi kayitlarin tutulmas igin
yeterli olsa da sonraki kiiltiirler tarafindan bir kenara birakildi-
lar.

Ay g6ziinun pargalann-
,\ dan olugturulan 6zel

= Géziin tamami kesirler

T = 8

q =1 O: A I = Y

= ‘/GA \-9 = ‘/32

Ozel kesirler igin 6zel semboller
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Sayilar ve insanlar

Hogunuza gitsin ya da gitmesin, sayllarnn insan uygarhginin ge-
ligmesindeki derin etkisi inkar edilemez. Kiiltiir ve matematik, son
dért bin yildir el ele ilerlemigtir. Aradaki neden sonug iligkisini

Sayilardan nasil faydalamyoruz?

Pahali modern otomobillerin cogunda artik uydu navigasyonu var. Bagimsiz uydu
navigasyon sistemleri nispeten ucuza alinabiliyor. Araciniza takilan ufak bir cihaz,
herhangi bir anda tam olarak bulundugunuz yeri (genellikle renkli ve sislii gra-
fiklerle ve perspektif olarak) séyluyor, yakininizdaki yollan gésteriyor. Hatta belirli
bir noktaya ulagmak igin nereden gitmeniz gerektigini sesli olarak sdyluyor. Bilim-
kurgu gibi, degdil mi? Araca bagh o kiigtik kutuya dahil olmayan zorunlu bir par¢a
Kiresel Konumlandirma Sistemidir (GPS). Sistem, dinyanin yéringesinde dolasan
yirmi dort uydudan oluguyor ve yedek uydular uzaya gonderildigi zaman bu ra-
kam artiyor. Uydulanin génderdigi sinyaller, aracin konumunu birkag metrelik alan
icinde saptamak igin kullanilabiliyor.

GPS aginin birgok 6zelliginde matematigin parmag var. Biz bunlardan sade-
ce birinden, ara¢ konumunu saptamak icin sinyallerin ne sekilde kullanildigindan
bahsedecegiz.

Radyo sinyalleri 15tk hiziyla, yani kabaca saniyede 300.000 kilometre yol alir.
Aractaki bilgisayar (satin aldiginiz kutudaki bir ¢ip), uydunun génderdigi sinyalin
ne kadar zamanda araca ulagtigini bilirse aradaki mesafeyi hesaplayabilir. Bu sure
genellikle saniyenin onda biri kadardir, ama hassas zaman 6l¢iimi artik kolay. Bu-
rada bitin mesele, sinyali zaman bilgisi tagiyacak sekilde yapilandirmaktir.

Ashinda uydu ve aragtaki alici ayni ezgiyi galarken zamanlamay kontrol eder.
Uydudan gelen ‘notalar, aragta ¢alan melodiden azicik geride kalir. Bu analojiye
gore ezgi s0yle devam eder:

ARAG ... ayaklar, eski zamanlarda, Ingiltere (izerinde yiiriiyen ...
UYDU ... ve o ayaklar, eski zamanlarda, yiriddler ...

Uydunun ezgisi, aragtaki ayni ezgiyi iki kelime kadar geriden takip eder. Hem
uydu hem de alici ayni ‘ezgiyi’ ¢almali, birbirini izleyen ‘notalar’ belirgin olmali ki
zaman farkini izlemek kolay olsun.

Uydu navigasyonunda elbette ezgi kullanilmaz. Sinyal, stresi ‘rastgele yalanci
kod’la saptanan bir dizi kisa radyo sinyalidir. Rastgele gérinen sinyal, aslinda ma-
tematiksel bir kurala bagl bir sayi serisidir. Hem uydu, hem de alici bu kural bildigi
icin ayn1 sekansta radyo sinyalleri Uretebilirler.
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¢ozmek zor: Matematikteki yenilikler kiiltiirel degigiklikleri yon-
lendirmigtir ya da kiiltiirel gereksinimler matematikteki geligme-
lerin y6ninii ¢izmigtir diye iddia edemem. Ancak bu ifadelerin iki-
sinde de gergek pay: var, ¢linkii matematik ve kiiltiir birlikte geli-
Sir.

Yine de belirgin bir fark var. Kiiltiirel degisimlerin gogu gozii-
miize ¢garpar. Her yurttag yeni tarzdaki evlerin, yeni ulagim gekil-
lerinin, hatta devlet biirokrasisini organize etme yollarinin goyle
ya da boyle farkindadir. Oysa matematik genellikle perde arkasin-
da kalir. Ornegin Babilliler giineg tutulmasini tahmin etmek igin
gokbilimsel gozlemlerden faydalanirken, siradan vatandaglar ra-
hiplerin bu miithig olay: tahmin edebilmesine gagirsa da rahipler
smifinin biiyiik bir bélimi kullanilan yéntemlerden habersiz ve
¢ok az bilgiye sahipti. Rahipler, giines tutulmasa verilerini listele-
yen tabletleri okumay biliyorlardi, fakat esas énemli olan bu bil-
gilerin nasil kullanilacagini bilmekti. Gelgelelim bilginin inga sii-
reci gizemli bir sanattir; dolayisiyla rahiplerin yapabildigi en iyi
sey bu isi uzmanlara birakmak olmugtu.

Bazi rahipler iyi matematik egitimi almig
olabilir (egitimli tim yazicilar matematik
egitimi aliyor, rahip adaylar da ilk yillann-
da agag: yukan ayni dersleri goriiyormus),
ama bu alandaki yeni kegiflerin yol agtig:
avantajlann keyfine varmak i¢in matematikten anlamak gart de-
gildir. Bu hep béyle oldu ve bu gekilde devam edecegine kugku
yok. Matematikgiler, dinyamiz1 degistirdikleri i¢in nadiren itibar
gorur. Her tirlii cagdas mucizenin hep bilgisayarlar sayesinde ol-
dugunu diigiinirken, bilgisayarlann galigabilmesi i¢in karmagik
algoritma kullanacak sekilde programlandiklarni, yani problem
¢6zen prosediirlerin oldugunu ve her algoritmanin temelinde ma-
tematigin bulundugunu hep unutmuyor muyuz?

Matematigin yiizeyde gériilen temel béliimii aritmetiktir. Ode-
meniz gereken vergi toplamin: hesaplayan hesap makinelerinin
icad1 ve bu igi tcret karsiliginda sizin i¢in yapan muhasebecile-
rin varlig: yiiziinden aritmetik daha da arka planda kalir. Ama en
azindan ¢ogumuz aritmetigin varligindan haberdanz. Yasal yi-
kimliliklerimizin takibi, vergi islemleri, gezegenin diger ucuyla
iletigim kurmak, Mars'in yiizeyini kegsfetmek ya da en son gikan

‘Kiltir ve matematik,
son dort bin yildir el
ele ilerlemistir.’
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ilac1 degerlendirmek igin sayilara muhtaciz. Bu konuda geriye
dogru gidersek eski Babil’'e, sayilann kaydetmenin etkili yolarnm
bulan ve sayilarla hesap yapan yazicilara, 6gretmenlere varinz.
Onlar iki temel amag igin aritmetikteki yeteneklerini kullandilar:
Birincisi arazi 6l¢giimi ve muhasebe gibi siradan, giinlik insani
faaliyetler igin, ikincisi glineg tutulmasini1 tahmin etmek ya da
gezegenlerin geceleri gokyiziindeki hareketlerini kaydetmek gibi
entelektiiel faaliyetler igin.

Bugiin de aym geyi yapiyoruz. Matematigi, ufak tefek yizler-
ce ig i¢in (bahgedeki balikli havuza ne kadar antiparazit atilacak,
yatak odasini kagit kaplamak i¢in ka¢ rulo kagit alinacak, daha
uzak bir yerden ucuz petrol alirsam kar eder miyim) basit haliyle
kullaniyoruz. Bizim kiiltirimizde ¢apragik matematik, bilim ile
teknolojide kullanihiyor ve ticarette kullanimi da giderek artiyor.
Dil ile yazinin yan sira say1 sembollerinin ve aritmetik dizilerin
bulunmasi, egitilebilen maymunlarla aramizdaki farktir.
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Geometride ilk Adimlar

Matematikte esas olarak iki tur akil ylritme vardin sem
bolik ve gorsel. Sembolik akil yiritmenin kdkeni say! isaretleridir.
Sembollerin belirli (7' gibi) sayilardan ziyade genel (bilinmeyen)
sayilan temsil edebilen cebirin kesfine nasil yol agtigini birazdan
gorecegiz. Matematik, ortagagdan itibaren agirlikli olarak sembol
kullanimina dayanir. Sembol kullanimini gérmek icin herhangi bir
modem matematik metnine bakmak yeterlidir.

Geometrinin baslangici

Matematikgiler sembolin yani sira grafik de kullanarak cesitli
gorsel akil yuritme yollan yaratirlar. Sekiller, sembollere gore
daha az bigimseldir ve bu yizden sembol kullanimina burun bi-
kenler olur. Mantiksal bakimdan, resmin sembolik hesap kadar
yorucu olmadidi kanisi yaygindir. Sekil ile sembol kiyaslanirsa,
sekil farkl yorumlara daha aciktir. Aynca sekil gizli varsayimlar
icerebilir: 'genel' bir U¢gen cizemeyiz; ¢izdigimiz her tcgenin &l-
clUsu ve bicimi bellidir ve gelisigtizel bir G¢geni temsil etmeyebilir.
Yine de gorsel sezgiler insan beyninin gicli bir 6zelligidir ve ma-
tematikte dnemli rol oynar. Aslinda gorsel sezgiler, sayilardan
sonra ikinci bir temel kavrami konumuza dahil ediyor. S6zini et-
tigimiz kavram sekildir.

Matematikgilerin sekle olan tutkusu cok eskilere dayanir. Sekil
iceren Babil tabletleri var. 6rnegdin YBC 7289 olarak kataloga gi-
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1;24,51.10

42,25,35

YBC 7289 numarali
tablet ve Ustline
¢ivi yazisiyla yazil-
mis rakamlar

ren tablette bir kare ve iki kdsegen gériliyor. Karenin kenarlarina
civi yazisiyla yazilan rakamlar 30 sayisini temsil ediyor. Capraz
cizgilerden birinin Ustunde 1;24;51;10, altinda 42;25;35 sayilan
var; 30'la ¢arpinca kdsegenin uzunlugu bulunuyor. Yani kenan 1
birim olan kiiglk kareye ait kdsegenin uzunlugu 1;24;51;10 oluyor.
Pisagor teoremine gore bu kdsegenin uzunlugu ikinin karekdkd,
bizim yazimimizla V2 olur. 1;24;51;10 ifadesi V2'ye ¢cok yakindir ve
virgtilden sonraki 6 haneye kadar dogrudur.

Sinirli sembol ve a§ir dozda mantik icerecek sekilde ilk sis-
tematik grafik kullanimi, iskenderiyeli dklit'in geometri lizerine
yazilannda goraliir, 6klit'in calismasi, MO 500'li yillarda gelisen
Pisagor kiiltiinii takip eden geleneginin izinden gider. Ancak OKlit,
matematiksel bir ifadenin dogru oldugunun kabul edilebilmesi
icin mantiksal kanit olmasi gerektiginde israr eder, oklit'in yazi-
lan bu yuzden iki farkli yeniligi bir araya getirir: sekil kullanimi
ve kanitlann mantiksal yapisi. ‘Geometri' kelimesi, asirlar boyun-
ca bu ikisiyle siki sikiya iliskilendirildi.

Bu bélimde geometrinin dykusini Pisagor, 6klit ve onun sele-
fi Eudoksos'la baslayip, klasik Yunan uygarliginin son doneminde
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Oklit'in halefleri Argimet ve Apollon’a kadar takip ediyoruz. Geo-
metrinin bu dnciileri, matematikte gorsel diigiinceyle ilgili sonra-
ki galigmalar igin gerekli zemini hazirladilar. Onlarin belirledigi
mantiksal kanit standartlan bin y1l boyunca ayakta kalda.

Pisagor

Ginimiizde matematigin, doganin temel yasalanni ¢6zen anahtar
oldugu tartigmasiz kabul edilir. Bu konuda kayda ge¢mis ilk siste-
matik diigiinceler, yaklagik MO 600-400 yillarina ait Pisagor yan-
lis1 mistik bir kiilte aittir. Bu kiiltiin kurucusu Pisagor, tahminen
MO 569 yi1linda Sisam Adasinda dogdu. Nerede ve nasil 61diigii bir
sir, ancak kurmusg oldugu kiilt saldinya ugrayip yok edildi, top-
lanti yerleri yakilip yikildi. Croton’da Milon'un evinde elliden faz-
la Pisagor takipgisi katledildi. Kurtulanlann ¢ogu Misir'in yukari
kesimine, Teb [Tebai] kentine kagti. Pisagor'un kaganlar arasinda
olmasi miimkiin, ama bu yalnizca bir varsayim. Pisagor hakkinda,
efsaneler hari¢ higbir gey bilmiyoruz. Dik agil1 liggen teoremiyle
ilintili olarak adini bilmeyen yok, ama teoremi kanitlayanin Pisa-
gor olup olmadigini bile bilmiyoruz.

° Pisagorcu felsefe ve inamiglar hakkinda daha
fazla bilgimiz var. Pisagorcular, matematigin ger-

e © cekle degil soyut kavramlarla ilgili oldugunu an-
lamiglardi. Bununla birlikte soyutlamanin ‘ide-

e @ o al’ kavramlarda cisimlegtigine, hayal giiciiniin

o garip kralliginda var olduguna inaniyorlardi.
@ ® ® @ Omeginsopaylakuma gizilen bir daire, kusursuz
sekilde yuvarlak ve sonsuz ince olan ideal daireyi
¢izmek i¢in yapilan kusurlu bir girigimdir.
Pisagor kiiltiine ait felsefenin en etkileyici ta-
rafl, evrenin sayilar tizerine kuruldugu inamsidir. Pisagorcular bu
inanmiglarim mitolojik sembolizmle ifade etmis ve deneysel goz-
lemlerle desteklemistir. fgin mistik yanina gelince, 1 sayisin ev-
rendeki her seyin ana kaynag olarak kabul ediyorlardi. 2 ve 3 sa-
yilan disi ve erkek unsuru sembolize ediyordu. 4 sayis1 uyumu
temsil etmekle birlikte, dort element (toprak, hava, ateg, su) evren-
deki her seyin meydana geldigi seydi. Pisagorcular 10 sayisimin
biyiik mistik 6neme sahip olduguna inanmaktaydilar, ¢linki

On sayisiyla olug-
turulan tiggen
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DUNYADAKI UYUM

Pisagorcu sayisal evren kavraminin ampirik kaynagi miziktir. Pisagorcular, uyumlu
sesler ile basit sayisal oranlar arasinda belirgin baglantiyi fark ettiler. Basit deneyler
yaptilar: Tele vurup belli bir perdeden ses elde ettikten sonra, boyu o telin yarisi
kadar olan bir tele vurduklarinda son derece uyumlu bir ses, simdiki degisle oktav
elde ettiler. Tel boyu iigte iki oldugu zaman bir sonraki uyumlu sesi ve ¢ ¢eyrekte
bir bagka uyumlu ses elde ettiler.

Muzigin bu sayisal 6zellikleri, glinimizde dalga geklinde hareket eden, titre-
sen teller fiziginde yer aliyor. Belli bir boydaki telden elde edilen dalga miktan bir
tamsayidir ve bu tamsayilar basit sayisal oranlan belirler. Sayilar basit bir oran olus-
turmuyorsa, o zaman ilgili nota digerini bozar ve kulak tirmalayan akortsuz ‘sesler’
¢ikar. Bu konu aslinda ¢ok daha karmagiktir. Ornegin beynin aliskanhiklan da isin
icindedir, ama Pisagorcu bu bulusun arkasinda fiziksel rasyonalitenin oldugu kesin.

1 + 2 + 3 + 4 =10 eder, yani baglangigtaki mutlak birligi, digi ve
erkek unsuru ve doért elementi bir araya getirir. Dahasi, bu sayilar
bir liggen olugturur ve Yunan geometrisinin timi, lggenlerin
6zelliklerine dayanir.

Pisagorcular dokuz gokcismi saptamiglardi: Glneg, Ay, Mer-
kiir, Veniis, Diinya, Mars, Jipiter ve Satirn ve bir de giinegten
farklh olarak Merkezi Ates. Evrenbilim goriigiine gére 10 sayisi
Oyle 6nemliydi ki, onuncu bir gokcisminin olduguna, Giines'in
bizden sakladig Kargi1 Diinyanin varligina inanmiglardi.

Daha 6nce gordiigiimiiz gibi tamsayilar 1, 2, 3... dogal olarak
ikinci bir say1 tipine, kesirli sayila-
ra, matematikcilerin deyigiyle ras-
yonel sayilara gotiiriiyor. Rasyonel
sayl, a ve b tamsayiyken (b sifirdan
farklhidir, aksi takdirde kesir an-
lam tagimaz) a/b kesridir. Kesir-
li sayilar, tamsayillan istege gore
kiigiik pargalara ayinr. Dolayisiyla
geometrik bir geklin bir kenannin
uzunlugu, bir rasyonel sayiyla is-
tedigimiz kadar yakinlagtinlabilir.
Yeterince bolme iglemi yapilirsa is-

Benzer iki gekil
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tenen sayinin tam olarak bulunacagini diigtinmek gayet dogal; o
zaman biitiin uzunluklar rasyonel olurdu.

Bu tez dogru olsa, geometri ¢ok daha kolay olurdu; o zaman
herhangi iki uzunluk, ortak bir uzunlugun (kisa olabilir) tam kat-
lan olurdu ve bu ortak uzunlugun birgok kopyasini ekleyerek bu
iki uzunluk elde edilebilirdi. Onemli degilmis gibi gelebilir, ama
uzunluk, alan ve 6zellikle benzer gekiller (farkl boyutlardaki ben-
zer gekiller) teorisinin tamam ¢ok daha basitlegirdi. Tek bir basit
seklin bol sayida kopyasi kullanilarak olugturulan gekiller yardi-
mayla her gey kanitlanabilirdi.

Ne yazik ki bu hayal gerceklesemedi. Efsaneye gore Pisagor'un
takipgilerinden olan Metapontumlu Hippasos bu tezin yanlig ol-
dugunu bulmugtu. Ozellikle birim karenin (kenar uzunlugu bir
birim olan kare) kdgegeninin irrasyonel oldugunu, tam kesir ol-
madigim kamtlamigti. Séylentiye gore (gerekgeler kugkulu olsa da
giizel bir hikaye), Hippasos bu gergegi Akdeniz’i tekneyle gegerken
sOylemigti. Teknedeki diger kiilt takipgileri 6yle kizmiglar ki, ada-
m1 kaldinp denize atmiglar ve adam bogulmustu. Hippasos olsa
olsa kiiltten atilmigtir. Ama cezasi ne olursa olsun, ortaya koydu-
gu bulusu Pisagorculann begenmedikleri anlagiliyor.

Hippasos'un gdzleminin modern yorumuna gére vy2 irrasyo-
neldir. Bu ac1 gergek Pisagorculann neredeyse kutsal saydiklarn
inaniglanni, evrenin sayilardan (onlara gére tamsayilardan) kay-
naklandig) inamigin yerle bir eder. Kesirli sayilar (tamsayilann
oranlan) onlann diinya gorigiine uyuyor, ama kesir olmadig:
kanitlanan sayilar uymuyor. O yiizden, ister denize atilmig ister
gruptan atilmig olsun, zavalli Hippasos mantiksizligin ya da de-
yim yerindeyse dini inamgin ilk kurbanlarindan biridir.

irrasyonel sayilar dize getirmek

Yunan matematikgiler, irrasyonel sayilarla bag etmenin yolunu
sonunda buldular. Herhangi bir irrasyonel say: kesirli bir sayiya
yaklastinlabilir. trrasyonel say: kesirli sayiya ne kadar yaklagir-
sa, kesirli say1 o kadar gapragik oluyordu ve her zaman bir hata
pay: vardi. Ama hata miktanm gittik¢e azaltarak, kesirli sayilara
yaklagmanin analog 6zelliklerinden faydalanarak, irrasyonel sa-
yilarin 6zelliklerine yaklagma olasihigl var. Sorun bu diigiinceyi,
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geometri ve kanit konusundaki Yunan yaklagimiyla uyumlu hale
getirmektir. Bu dedigimiz gergeklegtirilebilir bir geydir, ama ¢ap-
ragiktir.

trrasyonel sayilarla ilgili Yunan teorisi,
MO 370°te Eudoksos tarafindan geligtirildi. 4
Eudoksos‘un diigiincesi, ister kesirli ister ir- b
rasyonel olsun her biyiiklagi iki uzunlugun
(yani uzunluk giftlerinin) oram geklinde temsil
etmektir. Dolayisiyla iigte iki, iki gizgiyle temsil c
edilir. Bu ¢gizgilerden birinin uzunlugu iki, dige- +——J
rininse tgtir (2:3 orani). V2, benzer sekilde bi- d
rim karenin bir kogegeni ve bir kenanyla temsil —
edilir (V2:1 oram). Her iki ¢izgi ¢iftinin geomet-
rik olarak g¢izilebilecegine dikkat edin.

Burada 6nemli olan, bunun gibi iki oranin ne zaman esit olaca-
g1m1 tanimlamaktir. Ne zaman a:b = c:d olur? Uygun sayi sistemi-
ne sahip olmayan Yunan matematikgiler, uzunluklardan birini di-
gerine bolip a:b ve c:d oranlanm kargilagtiramazdi. Eudoksos
onun yerine hantal, ama hassas ve Yunan geometrisi gelenekleri
gercevesinde uygulanabilir olan bir yontem buldu. Buradaki dii-
gince, tamsayl olan ma ve nc katsayillanni olugturarak a ve c‘yi
kargilagtirmaktir. Bu da a'nin m sayida kopyasini ug uca ekleye-
rek yapilabilir. mb ve nd'yi kargilagtirmak i¢in ayn1 m ve n katsa-
yilarim1 kullanin. Eudoksos géyle der: eger a:b ve c:d esit degilse,
o zaman aradaki fark: abartili olarak biiyiitecek m ve n katsayila-
nm bulabiliriz. Ancak ma > nc olmalh ve mb < nd olmamalidir.
Oranlann egitligini bu gekilde tanimlamak gergekten mimkiin-
diir.

a:b ve c:.d oranlan
ayn1 midir?

Bu tamima aligmak igin biraz ugrag-
mak gerekiyor. Tamim, sadece Yunan ge-
ometrisinin izin verdigi sinirh iglemler
igin titizlikle hazirlanmigtir. Yine de ige
yanyor; Yunan geometricilerinin, rasyo-
nel oranlarla ilgili kolay kanitlanabilir teoremleri alip irrasyonel
oranlara kadar gitmeleri bu sayede gergeklesir.

Teoremleri kanitlamak igin genellikle ‘tiiketme’ denen bir yon-
tem kullanirlar. Oysa bu teoremleri giiniimiizde limit, tirev ve in-
tegral kullanarak kanithyoruz. Bu gekilde dairenin alam ile yarn-

“Irrasyonel sayilarla ilgili Yu-
nan teorisi, MO 370°te Eudok-
sos tarafindan gelistirilmistir.”
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¢apinmin karesinin orantili oldugunu kanitlarlar. Bununla birlikte
Oklit, kamtin daha basit bir gergekle bagladigini bulmustur: Ben-
zer iki ¢okgenin alam ve birbirine kargilik gelen kenarlarin kare-
lerinin orani aynidir. Daire bir gokgen olmadig: i¢in yeni sorunlar
ortaya ¢ikar. Eski Yunan geometricileri, o donem gokgenleri iki ge-
kilde incelemiglerdir: biri dairenin i¢inde, digeri dairenin digin-
da. Iki durumda da, ¢okgeni giderek daireye yaklagtirmiglardir. O
zaman Eudoksos’un tanimina gore; birbirine benzer gokgenlerin
alanlannin orani, dairelerin alanlarnnin oraniyla aynidir.

Oklit

Iskenderiyeli Oklit, en orijinal matematikg¢i olmasa da en gok ta-
ninan Yunan geometricisidir. Oklit biiyiik bir sentezciydi ve ona
ait olan geometri metni Elements [Elementler], tim zamanlann
en ¢ok satanlan arasindadir. Oklit matematik konusunda en az
on metin yazmig, ama sadece begi giiniimiize kadar gelebilmigtir
(elimizdeki metinlerin hepsi sonradan hazirlanmig olan kopyalar-
dir ve pargalar halindedir). Elimizde eski Yunan'a ait higbir bel-
genin asl yoktur. Oklit’ten giiniimiize kadar gelenler su eserlerdir:
Elements [Elementler], Divisions of Figures [Sekillerin Béliinmesil,
Data [Veri), Phaenomena ve Optics'tir [Optik].

Elementler, Oklit'in geometrideki bagyapitidir. Eser, ikibo-
yutlu (diizlemsel) geometriyi ve lig-boyutlu (uzamsal) geometriyi
tam olarak ele alir. Sekillerin Béliinmesi ve Veri, geometriyle ilgi-
li gesitli tamamlayicilar ve yorumlar igerir. Phaenomena, gokbi-
limcilere yoneliktir ve kiiresel geometriyi, kiire yiizeyine ¢izilen
sekillerin geometrisini ele alir. Optik yine geometriyle ilgilidir;
Perspektif geometri (insan goziiniin ilig-boyutlu bir sahneyi iki-
boyutlu gériintiiye indirgemesi) lizerine ilk aragtirmalar olarak
degerlendirilebilir.

Oklit'in ¢aligmalanni uzamsal iliskilerin mantiksal incelemesi
olarak degerlendirmek dogru olur. Bir geklin belli 6zellikleri var-
sa, mantiksal olarak bagka 6zellikleri de olabilir. Ornegin bir ti¢-
genin li¢ egit kenan varsa (eskenar liggen) ii¢ agisinin da egit ol-
mas1 gerekir. Bazi varsayimlan listeleyip bunun mantiksal
sonucunu séyleyen béyle bir ifadeye teorem denir. S6ziinii ettigi-
miz teorem, liggenin kenarlarna ait bir 6zellik ile agilarinin 6zel-
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ligi arasinda baglanti kurar. Sezgilere daha az dayanan ve daha
cok bilinen 6rnek, Pisagor teoremidir.

Elementler, birbirini mantiksal olarak
izleyen 13 ayri Kitaptir. Kitaplarda diizlem
geometrisi ve uzamsal geometrinin bazi
Ozellikleri tartisilir. Eserin doruk noktasi,
tam olarak bes adet lg¢-boyutlu, dizgin
ylzeyli kati sekil oldugunun kanitidir:
dortyuzlu, kup, sekiz yazla, onikiyuzli ve
yirmiyuzli. Duzlemsel geometrinin izin
verdigi temel sekiller, diz dogrular ve
dairelerdir (6rnegin tggen, ¢ diz dogru-
dan olusur) ve genellikle birlikte kullani- _. . :

. . . Pisagor teoremi: Uggenin
lir. Uzamsal geometride yuzey, silindir ve agilarindan biri dik aclysa,
kire vardir. en biyiik kare olan A, diger

Matematikcilere gdre Oklit geometri- B ve Ckarelerinin toplami-
sinin en ilging yani igerigi degil, mantik- na esittir.
sal yapisidir. OKlit, kendisinden onceki matematikcilerden farkli
olarak bir teoremin dogru oldugunu séylemekle kalmamis, kanit
sunmustur.

Kanit nedir? Kanit, her adimin mantiksal sonucunun bir son-
raki adimi teskil ettigi matematiksel bir yolculuktur. One siiriilen
her ifade, dnceki ifadelere donerek ispat edilmeli ve dnceki ifade-
lerin mantiksal sonucu oldugu gosterilmelidir. Oklit, geriye doniik
bu islemin sonsuza kadar devam edemeyecegini fark etmisti: is-
lemin bir baslangi¢c noktasinin olmasi gerekirdi ve ilk énermeler
kanitlanamazdi (aksi takdirde kanit sireci baska bir noktadan
baslard1).

Oklit bazi tanimlan listeleyerek ise koyulur: tanimlarda, dog-
ru ya da daire gibi bazi teknik terimler net ve kesin bir sekilde ifa-
de edilir. 'Genis acl, dik acidan buyudktir' ifadesi tipik bir tanim-
dir. Tanimlar, kanitlanmamis varsayimlarin ifade edebilmesi icin
gerekli terminolojiyi saglar. Oklit tanimlari, aksiyom ve 6nerme
diye iki sinifa ayinr. 'Ayni seye esit olan seyler ayni zamanda bir-
birlerine de esittir' ifadesi tipik bir aksiyomdur. 'Buttn dik agilar
birbirine esittir' ifadesi tipik bir 6nermedir.

Gunimizde bu ikisini ayni kefeye koyuyor ve sadece aksiyom
diyoruz. Bir matematik sisteminin aksiyomlari, sistemin temelini
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olusturan varsayimlanmizdir. Aksiyomlan oyunun kurah olarak
diisiinebilir, oyunun bu kurallara gére oynanmasin gart kosabi-
liriz. Bu noktadan sonra kurallarin dogru olup olmadigini artik
sorgulamayiz (ama bagka oyunlann da oldugunu kabul ederiz).
Oyuna katilmak isteyen kiginin kurallan kabul etmesi garttir; ka-
bul etmeyenler, bagka kurallan olan bagka bir oyun oynayabilir.

Diizgiin Cokyiizli

Kati sekil, birbirinin ayni ylzeylerden olusur ve agilanin baglangig noktalarinda
ayni sekilde diizenlenmigse diizgdindiir (ya da Platonik'tir) ve yuzeyleri birer diiz-
gin ¢okgendir. Pisagorcular bes kati cisim tarif ederler.

Bes Platonik kati gekil

LAHOD

dortytzli kup sekizyiizlu onlkiyQzli yirmlyGzli
Toprak Hava Ates Cevher

-Dort egkenar uggenden olugan dértytzli

-Alti kareden olugan kap

-Sekiz eskenar tiggenden olusan sekizyiizlu

-12 diizgiin beggenden olugan onikiyuzli

-20 eskenar (iggenden olugan yirmiyuzli

Duzgiin ¢okyizliileri, eskl caglarin dért elementiyle iligkilendirdiler: toprak, hava,
ates ve su. Cevher, besinci element olarak kabul edildi.

Oklit'in zamaninda ve onu takip eden yaklagik 2000 y1l boyun-
ca matematikgiler bu gsekilde diiginmediler. Aksiyomlan, dogru
oldugu kendinden belli ve kimsenin sorgulayamayacag: kadar
agik gercekler olarak gordiiler. Oklit tiim aksiyomlannin gok agik
olmasi igin elinden geleni yapmis ve basanya ¢ok yaklagmigtir.
Ancak bir aksiyom, ‘paralel aksiyomu’, ahigilmadik sekilde gapra-
siktir ve sezgisel degildir. Birgok kigi daha basit varsayimlara da-
yanarak aynm sonuca varmaya ¢aligmigtir. Bu gabalarn yol agtig:
6nemli buluglan daha sonra gérecegiz.

Elementler eseri, bu basit baglangiglara dayanarak adim adim
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ilerler ve gittikce caprasiklasan geometri teoremlerini kanitlama-
ya cahsir, érnegin |. Kitaptaki besinci 6nerme, ikizkenar tiggenin
(iki kenari esit olan Gggen) taban acilarinin esit oldugunu kanit-
lar. Bu teorem, Victoria Déneminde égrenciler tarafindan nesiller
boyunca pons asinorum ya da salaklar kdprisu diye bilinirdi. Se-
bebine gelince, sekil képriyd andiriyor ve konuyu anlamak yerine
ezberlemeye calisan 6grenciler ilk olarak bu képriide sendeliyor-
du. I. Kitaptaki 32. Onerme, bir tiggenin agtlarinin toplaminin 180°
oldugunu, I. Kitaptaki 47. 6nermeyse Pisagor teoremini kanitlar.

OKlit, her teoremi onceki teoremlerden ve gesitli aksiyomlar-
dan elde eder. insa ettigi mantik kulesi giderek gége dogru yiikse-
lir. O kulenin temelleri aksiyomlar, tuglalari birbirine yapistiran
harc ise mantiksal ¢gikarimlardir.

Oklit mantigi, birgok eksigi oldugu icin ginimiizde bize yet-
miyor. Oklit birgok seyi tartismasiz olarak dogru kabul eder; 6k-
lit aksiyomlarinin listesi kusursuz degildir. Ornegin bir dairenin
icindeki bir noktadan gecen bir dogru, o daireyi bir yerde mutlaka
(ya da yeterince uzatilirsa) kesmelidir ifadesi kulaga ¢cok mantik-
Ii gelir. K&git Usttine sekil gizilirse elbette gok mantikli, ama bu
ifadenin oklit aksiyomlarina uymadig§i érnekler vardir. Oklit cok
iyi isler ¢cikarmis, ama kagit tstiindeki sekillerin ¢ok acik olan
ozelliklerinin kanit ya da aksiyomatik bir temel gerektirmedigini
varsaymistir.

iskenderiyeli Oklit (M0 325-265)

Oklit, geometri kitabi Elementler ile taninir. Bu kitap iki
bin yildir matematik 6gretiminde kullanilan gergekten
seckin, yol gosteren bir metindir.
Oklitin hayati hakkinda ¢ok az sey biliyoruz.
iskenderiye'de egitim verdigi bilinmekte. Yunan filozofu
Proklos, MO 45 yillarinda séyle yazmis:
‘Oklit... birinci Ptolemaios zamaninda yasadi. Ginki
birinci Ptolemaios'u yakindan izleyen Arsimet, Oklitten
bahseder... Ptolemaios bir defasinda, geometri 6grenmek
icin Elementlerden daha kisa biryol olup olmadigini sorunca, Oklitgeometri 6gren-
menin kolay biryolu olmadigini séylemis. Oklit'in Platon'un kusagindan geng, Era-
tosthenes ve Arsimet'in kusagindan yash oldugunu iste buradan anliyoruz... Oklit
Platon'un takipgisiydi, onun felsefesine sempati duydugu igin Elementler'in sonunu

Platoncu sekillerin [dizgun cokyuzlulerin] ¢izimine ayird:.'
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Boyle bir ihmal, gorindiigiinden daha ciddidir. ekillerdeki
ince hatalardan kaynaklanan yanhg akil yiiriitmelere ait meghur
ornekler mevcuttur. Bunlardan biri, her tiggenin iki egit kenara
sahip oldugunu ‘kanitlar.’

Altin oran

Elementler’in V. Kitaby, I-IV arasindaki kitaplardan ¢ok farkh
ve oldukga bulanik bir yol izler. Geleneksel geometriye hi¢ ben-
zemez. Aslinda ilk bakigta karmakarnsgik, anlamsiz geyler anlatir.
Ornegin V. Kitabin 1. Onermesini ne yapalim? Onerme diyor ki: Be-
lirli baz: biiyiikliikler ejer bagka biiyiikliiklerin ortak katlarysa,
buytikliiklerden birinin katlanindan biri digerlerinin de katidir
ve bu kat ortak kattir.

Kullanilan dil (biraz basitlegtirmeme ragmen) anlagilir gibi
degil, ama kanita bakinca Oklit'in ne demek istedigi ortaya giki-
yor. 19. yiizyilda yagsamis Ingiliz matematik¢i Augustus De Mor-
gan, yazdig: geometri metninde bu fikri basit bir dille agiklar: ‘On
fit on ing, bir fit bir in¢in on katidir.”

Oklit burada ne yapmak iste-
migtir? Abuk sabuk seyleri allayip
pullayip teorem diye ortaya atmig
midir? Kesinlikle hayir. Bu malzeme
bulanik gériinse de Elementler'in en
derin bélimiine, Eudoksos'un irrasyonel oranlar igin kullandig:
teknige gotiiriir. Matematikgiler giiniimiizde sayilarla galigmay:
tercih eder ve sayilara aligik oldugumuz i¢in Yunan diisiincelerini
agiklarken genellikle bu dili kullanacagim.

Oklit, irrasyonel sayilann yarattign sikintilarla karsilagsmak
zorundayd, ¢linkii Elementler'in doruk noktasi (ve birgok kigiye
gore asil amaci) tam olarak beg diizgiin ¢okyiizli kat: gekil oldugu-
nun kamtiydi. Bunlar dértyizli, kip (ya da altiyiizli), sekizytzli,
onikiyiizlii ve yirmiyiizlidiir. Oklit iki seyi kanitlamig: Bunlardan
bagka dizgiin ¢okyiizli kat: gekil yoktur ve bu besi gergekten var-
dir (yani geometrik olarak ¢izilebilir, yiizeyleri birbirine kusursuz
ve en ufak hata olmayacak gekilde uyar).

Dizgiin ¢okyiizli kat1 gekillerden ikisi, onikiylzlii ve yirmi-
yizli, diizgiin beggen igerir: onikiyiizliiniin yiizeyleri diizgiin beg-

‘Abuk sabuk seyleri allayip pul-
layip teorem diye ortaya atmis
midir? Kesinlikle hayir.
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gendir, yirmiyizlide u¢ noktalan birlegtiren beg yiizey diizgiin
besgendir. Diizgiin beggenler, Oklit'in ‘ekstrem ve orta oran’ dedi-
gi seyle dogrudan ilgilidir. AB dogrusu tizerinde dyle bir C noktasi
segelim ki, AB:AC ve AC:BC oranlan birbirine esit olsun. Yani dog-
runun tamaminin uzun pargaya olan orani, uzun parg¢anin kisa
pargaya oramiyla aymdir.

Diizgiin beggenin igine bes kenarl yildiz gizerseniz, y1ldizin
kenarlan ile beggenin kenarlan arasinda iste bu 6zel oran vardir.

Giinlimiizde bu orana altin oran diyoruz. Bu oran (1 + v5)/2
sayisina egittir ve bu say1 irrasyoneldir. Sayisal degeri yaklagik
1,618 olur. Yunan geometriciler, sayinin irrasyonel oldugunu ka-
nitlamak i¢in besgenin geometrisini kullandilar. Oklit ve ondan
oncekiler, dizgiin onikiyiizlii ve diizgiin yirmiyiizliyti kavramak
i¢in irrasyonel sayilarla ugragmak gerektiginin farkindaydilar.

Elementler kitab1 hakkinda en azindan geleneksel goriig boy-
ledir. David Fowler, The Mathematics of Plato’s Academy [Platon
Akademisi Matematigi] kitabinda alternatif gorig (aslinda zit go6-
rig) oldugunu éne siiriiyor. Oklit'in
asil hedefi belki de irrasyonel sayi-
lard: ve diizgiin gokyiizli kat1 ge-
killer bu ig i¢in bigilmis kaftand.
Kanit iki gekilde de yorumlanabilir,
ama Elementler kitabinin bir 6zelli-
gi bu alternatif teoriye daha yakin
duruyor. Say: teorisine ait malze-
menin ¢ogu, diizgiin ¢okyiizlii kat1
gekilleri siniflandinrken gerekli
degildir; o zaman Oklit neden bu
malzemeye kitapta yer verdi? Ote Kdsegenlerin kenarlara oram
yandan, aym mal- altin orandir.
zemenin irrasyonel
sayilarla yakindan
ilintili olmasi, ne-
den yer verdigine
acikhk getirebilir.

Ekstrem ve orta oran (giiniimiizde altin oran diyo-
ruz). Ustteki ¢izginin ortadaki gizgiye orani, ortada-
ki ¢izginin alttaki gizgiye oranina egittir.
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Argimet

Eski ¢aglarn en biyilik matematikgisi Argimet’tir. Argimet geo-
metriye 6nemli katkida bulunmug, matematigin dogaya uygulan-
masinda bagi ¢gekmig, ¢ok yetenekli bir miihendisti. Ama matema-
tikgiler Argimet’i her zaman, giiniimiizde 7t (pi) sayisiyla (yaklagik
3,14159) baglant1 kurdugumuz daire, kiire ve silindir iizerine ¢a-
ligsmalanyla hatirlayacaktir. Yunan matematikgiler elbette 7t say1-
sim1 dogrudan kullanmadilar: T sayisin1 geometrik olarak, daire
gevresinin ¢apina oram olarak kavradilar.

Daha eski kiltiirler, daire gevresinin her zaman yaklasik ola-
rak ¢apin 3 kat1 ya da biraz daha fazla oldugunu anladilar. Babil-
liler bu katsayiya 31/8 derler. Ama Argimet ¢ok daha ileri giderek;
buldugu sonuglar igin, Eudoksos’un yaptig: gibi ortaya kesin ka-
nitlar koyar. Yunan matematikgiler, daire gevresinin ¢apina ora-
ninin irrasyonel olabilecegini diigiiniiyorlardi. Bunun dogru ol-
dugunu artik biliyoruz, ama kesinlegmesi i¢in Johann Heinrich
Lambert’in 1770'te kanit1 bulmasini beklemek gerekti. (Geleneksel
3!/7 degeri uygundur ancak bu yaklagik degerdir). Béyle bile olsa
Argimet, t'nin rasyonel oldugunu kamtlayamadig i¢in onun ras-
yonel olmayabilecegi varsayiminda bulunmak durumunda kalda.

Yunan geometrisi en gok gokgenlerle (diiz dogrulardan olu-
san gekillerle) ugragmigtir. Ancak Argimet, daire egri oldugu igin
cokgenlerde yaklagim yéntemi hilesini kullanir. & sayisini1 hesap-
lamak i¢in, dairenin gevresiyle iki ¢okgen serisinin gevrelerini
kargilagtinr: Serilerden birini dairenin igine, digeriniyse digina
yerlestirir. Dairenin iginde kalan gokgenlerin gevresinin daire
¢evresinden kisa, diginda kalanlarin gevresinin ise uzun olmasi
gerekir. Argsimet hesabi kolaylagtirmak i¢in, diizgiin altigenin (alt1
kenarh gokgen) kenarlann tekrar tekrar ikiye bolerek 12, 24, 48
vb kenarl diizgiin cokgenler elde eder. 96'ya geldigindeyse durur.
Yaptig1 hesaplarla 3!9/71 < 3!/7 oldugunu kanitlar; yani n saysa,
giiniimiizde kullanilan ondahik igaret sistemine gore 3,1408 ile
3,1429 arasindadar.

Arsimet’in kiireyle ilgili ¢aligmas1 6zel 6nem tasir, ¢iinki bu
kesin kanit1 bilmekle kalmiyor, nasil buldugunu da biliyoruz (igin
bu kismi kesin degildir). Kanit, Argimet'in Kiire ve Silindir Hak-
kinda adh kitabinda vardir. Argimet kiirenin hacminin, kiireyi
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Syrakusall Arsimet (M0 287-212)

Arsimet Yunanistan'da, Syrakusa'da dogdu. Gokbilimci

Phidias'in ogludur. Misir'i ziyaret etti. Sulama yapmak icin

Nil Nehrinin suyunu yikseltmeye yarayan ve yakin zama-

na kadar yaygin sekilde kullanilan Arsimet vidasini burada

icat ettigi ve Okliti iskenderiye'de ziyaret ettigi saniliyor;

iskenderiyeli matematikgilerle yazisti§i kesindir.

Matematige olan yetenegi essizdir ve ¢ok kapsamlidir.

Bu yetenegini uygulamalarda kulanmis, kendisine ait

olan "kaldirag yasasi"ni kullanarak koca kayalari disma-

nin Ustune atabilen dev savas aletleri yapmistir. Buldugu

makineler, MO 212'de Romalilar iskenderiye'yi kusattiji sirada ise yaramistir. Hatta
optik yansima geometrisini kullanarak giines isinlarini isgalci Roma filosunun tsti-
ne yonlendirip gemilerini yakmistir.

Gunumuze kadar kaybolmadan gelen kitaplari (sonraki kopyalari) sunlardir; Denge
Uzerine, ikinciDereceden Parabol, Kiire ve Silindir Hakkinda, Sarmallar Uzerine, Kiireler
ve Koniler Uzerine, Yiizen Cisimler Hakkinda, Dairenin Ol¢imi ve 1906'da Johan Hei-
berg tarafindan bulunan Mekanik Teoremler Yoéntemi.

cevreleyen silindir hacminin dgte ikisi oldugunu ve herhangi iki
paralel diizlem arasinda kalan kire ve silindir parcalarinin yizey
alanlarinin ayni oldugunu goésterir. Bugin kullandigimiz dille ifa-
de edecek olursak, Arsimet kiirenin hacminin 4/3jtr3oldugunu ka-
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Son Derece Hassas Hesaplanan Pi Sayisi

TU sayisinin degeri, daha gaprasik yontemler kullanilarak milyonlarca haneye kadar
hesaplanmigtir. Bu tir hesaplamalar, hesaplama sirasinda kullanilan yontemler ve
bilgisayar sistemlerinin kontrolii ya da sadece merak nedeniyle ilgi gekebilir, ama
elde edilen sonug pek 6nemli sayilmaz. TUnin kullanildig1 uygulamalar igin bes ya
da alti haneli deger genellikle yeterlidir. 2002'de Yasumasa Kanada ve dokuz kisilik
ekibin elde ettigi rekor 1,24 trilyon ondalik hanedir. Hitachi SRB000 siiper bilgisa-
yarda yapilan hesaplama 600 saat stirmuistir.

nitlar. Burada r yarigap ve kiirenin yiizey alani1 4nr?dir. Bu temel
bulgular giiniimiizde hala kullaniliyor.

Soziini ettigimiz kanit, olasiliklarin kusursuz gekilde tiike-
tilmesiyle elde edilmigtir. Bu yontemde 6nemli bir kisitlama var:
kanitlama sansinin olmasi i¢in, cevabin énceden bilinmesi gart-
tir. Akademisyenler, Argimet'in cevab1 nasil buldugunu asirlar
boyunca bilemediler. Sonunda, 1906'da Danimarkal: akademisyen
Heiberg, 13. yiizyila ait ve iistiinde dualar olan bir pargémeni in-
celer. Dualara yer agmak i¢in silinmig olan soluk satirlan gorir.
Belgenin aslinin, Argimet’in ¢ok sayida ¢aligmalarinin bir kopyasi
oldugunu ve iginde giniimiize kadar bilinmeyen ¢aligmalann da
oldugunu fark eder. Boyle bir belgeye palimpsest denir; yani par-
somendeki yazilar silinip iistiine yeniden yazilar yazilmigtir (ayni
elyazmasinda iki eski yazara ait kayip eserlerin de bulundugunu
6grenmek sagilacak bir gey). Argimet’e ait galigmalardan biri, Me-
kanik Teoremler Yontemi, kiirenin hacminin nasil hesaplanacagi-
m agiklar. Bu yéntemde, sonsuz ince pargalar halinde dilimlenen
kiire terazinin bir tarafina koyulurken, terazinin diger tarafina
silindir ve koninin benzer dilimleri (Argimet’'in zaten bildigi ha-
cimler) yerlegtirilir. Ve kaldirag yasasi, hacim i¢in gerekli sonucu
verir. Bu pargémen, 1998'de ismi gizli tutulan bir aliciya iki mil-
yon dolara satildi.

Yunan Geometricilerin Karsilastig: Problemler

Yunan geometrisinin sinirlan bellidir. Yeni yontemler ve kavram-
lar kullanarak bu sinirlann bazilan agilmigti. Oklit aslinda izin
verilen geometrik yapilan, igaretsiz diiz bir kenar (cetvel) ve iki
ayakl pergelle (biz artik sadece ‘pergel’ diyoruz. Pergelin iki ayak-
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i oldugu dogru, ayni sekilde kagit
kestigimiz makasin da iki bicag
var, ama bence bilgiclik taslamaya-
lim) cizilebilen sekillerle sinirla-
mistir. Bazen bunun bir gereksinim
oldugu soylense de, OKlit'in ¢izim-
lerinde bu acik bir kural olmayip
dolayh olarak ima edilmektedir.
Baska aletler kullanarak (pergelle
cizilen egrinin kusursuz daireyi i-
dealize etti§i sekilde) yeni cizimler
yapmak mumkindur.
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Sozgelimi Arsimet duiz kenarli bir cetvelin Ustiine iki sabit isa-
ret koyarak bir aginin tge boltnebilecedini biliyordu. Yunan geo-
metriciler bu tir prosedirlere "neusis ¢izimler" derler. Ginumuz-
de, sadece cetvel ve pergel kullanarak bir aginin tam olarak tce
bolinemeyecegini (Yunan geometricilerin de bu konuda kuskulan
olmustur) artik biliyoruz. O yizden, Arsimet, mevcut bilgimizin
ortaya ¢ikmasini olasi kilmistir. O déneme ait iki meshur problem,
bir kiibun iki katini bulmak (yani o kiibiin hacminin iki katina esit
hacimdeki kibi cizmek) ve kareyi daireye esitlemekti (daireyle
ayni alana sahip kareyi ¢izmek). Bunlar da yine cetvel ve pergel
kullanarak ¢izilmesi mimkun olmayan seyler olarak biliniyordu.

Yeni bir egri sinifi olan konik kesitlerin kullanima girmesiyle,
geometrinin izin verdigi islemler ¢cok kapsamli sekilde genisler.
Konik kesitler 800'1u yillarda Araplarin tglinci derece denklem
calismalariyla meyve vermis, mekanik ve gokbilimde énemli uy-
gulama alanlar1 olusturmustur. Matematik tarihinde son derece
onemli olan bu egriler, ¢ift koniyi bir dizlemle keserek elde edilir.
Gunumdizde bu isim konikler diye kisaltiliyor. Koniklerin t¢ ana
tipi vardir:
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-Elips; koninin bir yans bir diizlemle kesildigi zaman elde edi-
len kapali oval egridir. Daire, 6zel bir elipstir.

-Hiperbol; diizlem, koninin her iki yarisini kestigi zaman elde
edilir ve farkli yonlerde iki sonsuz kolu vardir.

-Parabol; koninin tepe noktasindan gecen ve koni yiizeyinin
istiinde kalan bir dogruya paralel oldugu i¢in elips ile hiperbol
arasinda kalan gegis egrisidir. Paraboliin tek kolu vardir, ama
sonsuza dogru gider.

Oklit'in 6grencisi olmak igin Kiigiik Asya‘'daki Perga‘'dan
iskenderiye’ye yolculuk eden Pergal Apollon, konik kesitleri ay-
rintili olarak incelemistir. Yaklagik MO 230 yilina ait olan en bii-

Geometriden Nasil Faydalandilar?

Cyreneli Eratosthenes, MO 250 yillarinda, diinyanin gevresi- \ | /
ni 6lgmek igin geometriden faydalandi. Yaz glindéniimiin- \\ //
de, glinesin 6glen vakti Syene'deki (simdiki Aswan) dik bir  __ —
kuyunun dibinde parladigini gériince gunesin tam olarak .~ O ~
Syene'nin astinde oldugunu fark etti. Yilin ayni giind, gine- 7 / | \ \
sin Iskenderiye’deki konumunu gésteren situn golgesi, di-
seyden itibaren tam dairenin ellide biri (yaklasik 7,2°) kadar yer kapliyordu. Yu-
nan geometriciler diinyanin kiire oldugunu biliyordu ve Iskenderiye Syene’nin
hemen hemen tam kuzeyinde kaliyordu. Kirenin dairesel kesit geometrisine
goére, Iskenderiye'den Syene'ye olan mesafe diinya cevresinin ellide biridir.
Eratosthenes, Iskenderiye'den
Syene'ye deve kervaniyla 50 giin-
de gidildigini ve kervanin ginde
Iskenderiyedeki 100 stadia [stadyum] yol aldigini
siitun biliyordu. O zaman Iskenderi-

ye ile Syene arasindaki mesafe
5000 stadia olur ve buradan da
Diinya’nin gevresi 250.000 stadia
olarak hesaplanir. Stadyumun u-
Syene'dekikuyu  zunlugunu ne yazik ki tam olarak
bilmiyoruz, ama 157 metre diye
tahmin ediliyor. Bu tahmine gére
dinyanin gevresi 39.250 km olur.
Gunumizde kabul edilen rakam
ise 39.840 km'dir.

Situnun
golgesi

Eratosthenes’in Diinya’nin gevresini lgme yontemi
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yiik eseri Konik Kesitler'de 487 teorem yer alir. Oklit ve Argimet
konilerin bazi 6zelliklerini incelemiglerdi, ama Apollon‘un teo-
remlerini 6zetlemek i¢gin kitap yazmak gerekliydi. Konik kesitlerle
ilgili 6nemli bir fikirden burada bahsetmek iyi olur. Elipste (ya da
hiperbolde) foci (birden fazla odak) kavramindan bahsediyoruz.
Birden fazla odak, bu iki konik tipiyle baglantili iki 6zel noktadir.
Cok sayida 6zelligi var, ama biz yalnizca birini segiyoruz: elipsin
bir odagindan herhangi bir noktaya olan uzaklik ile diger odaga
olan uzakligin toplami sabittir (elipsin uzun gapina esittir). Hi-
perboliin odaklar1 da benzer 6zelliktedir, ama bu kez iki uzunlu-
gun farki sabittir.

Yunan geometriciler agiy: ige bél-

“Yunan geometriciler aglyi uce
bolmeyi, konikleri kullanarak
kibin iki katini almay: biliyor-
du... daireyle aym alana sahip
kareyi de cizebiliyorlard:.”

meyi, konikleri kullanarak kiibiin iki
katim1 almay: biliyorlardi. Diger 6zel
egrileri, 6zellikle ikinci derece denk-
lem egrisini kullanarak daireyle ayn:
alana sahip kareyi ¢izebiliyorlardi.

Yunan matematikgiler, insanligin geligmesine iki hayati fikirle
katkida bulundular. Bunlardan daha kolay fark edileni, geomet-
rinin sistematik olarak kavranmasidir: Geometriyi arag olarak
kullanan Yunan matematikgiler gezegenimizin biylikligini ve
seklini, glineg ve ayla olan iligkisini, hatta giineg sistemindeki di-
ger gezegenlerin gapragik hareketlerini anladilar. Bunun yani sira
tinel kazma ¢aligmalarinda geometriden faydalanarak ingaat si-
relerini yariya indirmeyi bagarmiglardir. Savag igin ya da banggl
amaglarla, kaldirag yasasi gibi basit yasalara dayanarak devasa
ve ¢ok glicli makineler inga etmiglerdir. Geometri gemi ingasi
ve mimaride de Yunan matematikgiler tarafindan kullanilmigtir.
Parthenon gibi binalar, matematik ve giizelligin birbirinden gok
uzak olmadigini kanithyor. Parthenon'un goérsel zarafeti, zeki ma-
tematik numaralannin ¢oklugundan kaynaklanir; binanin mima-
r, insanlarnn gérsel sistemindeki sinirlan ve binamn bulundugu
alandaki diizensizlikleri agabilmek i¢in bu numaralardan fayda-
lanmigtir.
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Yeni VVVembley Stadyumu,
Eski Yunan geometricileri-
nin buldugu ve daha
asirlar

baska kultur

gelistirilen temel
kullandarakjMm

mistir.

iskenderiyeli Hypatia [MS 370-415)

Hypatia, tarihi kayitlara gére ilk kadin matematikgidir. Babasi isken-
deriyeli Theon da matematikgiydi. Matematigi babasindan 6grenmis
olmasi miimkiin. Tahminen 400 yilinda, iskenderiye'deki Platoncu o-
kulun basina gecip felsefe ve matematik 6gretti. Bircok tarihi kaynaga
gore parlak bir 6gretmendi.
Hypatia'nin matematige bizzat katkisi olup olmadigini bilmiyoruz,
ama Ptolemaios'un Almagesfi hakkinda yorum yazmasi icin Theon'a
yardim etmis, ayrica Elementlerin sonraki tim versiyonlarinin kaynak
olarak kullanildigi yeni versiyonunun hazirlamasina da yardim etmis
olabilir. Diyofantus'un Aritmetik ve Apollonios'un Koniler eserleri hakkinda yorumlar yazmistir.
Ykselen Hristiyanlik dininin bircok 6nde geleni, Cyreneli Synesius da buna dahil olmak tize-
re, Hypatia'nin 6grencileri arasindaydi. Synesius'un Hypatia'ya yazdigi, yeteneklerini évdugu bazi
mektuplar kayitlara gegmistir, ilk Hristiyanlarin cogu ne yazik ki Hypatia'nin felsefesinin ve bilimi-
nin koklerinin putperestlik oldugunu disiindi ve bunlarin bir kismi Hypatia'nin etkili olmasina
sinirlendi. iskenderiye'nin yeni patrigi Cyril, 412 yilinda Romali vali Orestes'le birlikte politik bir is-
yana karisti. Hypatia Orestesln yakin arkadasiydi; 6gretmenlik ve hatiplik yetenekleri, Hristiyanlar
tarafindan tehdit olarak goriildu. Politik huzursuzlugun merkezi haline gelen Hypatia ayaktakimi
tarafindan parcalandi. Kaynaklardan biri bu olay icin, Cyrill destekleyen asiri tutucu Nitrian rahip-
leri mezhebini sugluyor. Bir baska kaynak, iskenderiyeli ayaktakimini sugluyor. Ugiinci bir kaynak,
Hypatia'nin politik bir isyanda yer aldigini ve 6liminun kaginilmaz oldugunu 6ne srtyor.
Hypatia'nin 6limu son derece vahsiydi; ayaktakimi tarafindan, keskin seramiklerle (ki-
milerine gore istiridye kabuguyla) paramparca edildi. Parcalanan viicudu daha sonra yakildi.
Bu ceza, Hypatia'nin cadilikla suclandiginin (ilk Hristiyanlar tarafindan éldurtlen ilk seckin kisi
oldugunun) kaniti olabilir, ¢linkd II. Constantius, ceza olarak cadilarin etlerinin ‘demir kanca-
larla kemiklerinden siyrilmasini” emretmisti.
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Yunan geometricilerin ikinci katkisi, 6ne siiriilen teorinin dog-
rulanabilir oldugundan emin olmak i¢in mantiksal tiimdengelimi
sistematik olarak kullanmalan olmugtur. Mantiksal tezler onlann
felsefesinden kaynaklaniyordu, ama en geligmig ve en agik geklini
Oklit'in ve ondan sonra gelenlerin geometrisinde buldu. Saglam
mantiksal temeller olmadan matematigin yiikselmesi miimkiin
olamazdi.

Yunan matematikg¢ilerin bu iki etkisi giiniimiizde hala hayati
o6nem tagiyor. Gagdas miihendislik (6rnegin bilgisayar destekli ta-
sanm ve liretim) biiyiik oranda Yunan geometricilerin buldugu
geometri kurallarina dayanir. Binalar kendiliginden diigmeyecek
sekilde tasarlaniyor; birgok bina depreme dayanacak sekilde ta-
sarlamyor. Her kule blogu, her asma kopri, her futbol stad: eski
Yunan geometricileri i¢in bir saygl durugudur.

Rasyonel diigiinme ve mantiksal
argiman da aym gekilde hayatidir.
Diinyamiz ¢ok gaprasik; gergek duru-
mun ne olduguna degil de neye inan-
mak istedigimize dayanarak karar vermek, diinyay: ¢ok tehlike-
li bir yer yapabilir. Bilimsel yontem, dogru olmasini istedigimiz
(‘bildigimizi’ iddia ettigimiz) seylerin gercekten dogru ¢ikmasi
icin duydugumuz o kék salmis insani arzulari yenmek kastiyla
inga edilmigtir. Bilimde 6nemli olan, dogru olduguna yirekten
inandigin geyin yanhs oldugunu kanitlamaya galigmaktir. Aksi-
ni kanitlamaya g¢ok g¢aligildig: halde hayatta kalan fikirler, biiyiik
olasilhikla dogrudur.

“...ner futbol stadi eski Yunan
geometricileri icin bir saygi du-
rusudur.”
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Geometriden nasil faydalaniyoruz?

Arsimet'in kirenin hacmi icin kullandigi ifade ginimuzde hala kullanihyor, jt sa-
yisinin yuksek hassasiyette bilinmesini gerektiren bir uygulama, bilimin timinde
gecerli olan standart kiitle birimidir. Ornegin bir metre, yillar boyunca 6zel bir metal
cubugun belli bir sicakliktaki uzunlugu olarak tanimlanmisti.

Artik birgok temel &l¢u birimi, belirli bir elemente ait bir atomun c¢ok blyuk
rakamlarla ifade edilen titresim sayisinin ne kadar zaman aldi§i gibi terimlerle ta-
nimlaniyor. Ancak bazi birimler hala fiziksel nesnelere dayaniyor. Kitle, buna tipik
bir 6rnektir. Standart kitle birimi kilogramdir. Bir kilogram, su an Paris'te bulunan
ve safsilikondan yapilmis belirli élgtlerdeki bir kirenin kitlesi olarak tanimlanmak-
tadir. Kure, yiksek hassasiyette islenmistir. Silikonun yogunlugu da ¢ok duyarli se-
kilde 6lculmustur. Yogunluk ile kiitle arasinda baglanti kurmak icin kiirenin hacmini
hesaplamak gerekir ve o noktada bize gereken sey Arsimet'in formaludur.

Geometrinin ¢cagdas uygulamalarindan biri de bilgisayar grafikleridir. Bilgisa-
yar Uriini goruntiler (CGI), film yapiminda yogun sekilde kullanilir ve genellikle
yansimalari (ayna, sarap kadehi, 15131 yakalayan herhangi bir seydeki yansimalarr)
iceren goruntuler tretmek gerekir. Yansimalar olmazsa gorinti gergekci olmaz. Bu
isi yapmanin etkili bir yolu 1sin izlemedir. Bir sahneye belli bir yonden bakti§imiz
zaman, gézimuz o sahnedeki cisimlerin etrafinda surekli yer degistiren 1sik deme-
tini algilar ve 151k gdze o yénden gelir. Sureci geriye dogru alarak isinin takip ettigi
yolu izleyebiliriz. Herhangi bir yansitici ylizeye ¢arpan isin, gelis acisina esit bir agi
yaparak yon degistirir. Bu geometrik olgunun sayisal hesaplara dénisturilmesi
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sayesinde, 1sin mat bir seye carpmadan 6nce kac kez yon degistirirse degistirsin
(sarap bardagi aynanin éniunde duruyorsa, isinin yon degistirme sayisi fazladir), bil-
gisayarin isini geriye dogru takip etmesini mimkun kilar.
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Kullandigimiz sayi sembolleri nereden cikti?

Gunumizde kullanilan sayi sistemini ve o, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7,
8 ve 9'dan ibaret on rakami (Bati Ulkeleri icin) kullanmay1 dyle
kaniksamisiz ki, sayl yazmanin ¢ok farkli yollan oldugunu &gre-
nince ¢ok sasirabiliyoruz. Bugun bile bircok kulturde (Arap, Cin,
Kore) on rakam icin farkli semboller kullanilirken blyuk sayilar
olusturmak icin ayni 'basamak’ yénteminde (ylzler, onlar, birler
basamagi) bu semboller yan yana getirilir. Ama isaretlerdeki fark-
lilik gok daha koklii olabilir. 10 sayisinin 6zel bir yani yok. insanin
parmaklariyla sayir saymasi en kolayi, o yizden iki elin parmak
sayisina 10 denmistir. Ama yedi parmakli ya da on iki parmakli
olsaydik benzer sistem ayni sekilde isler, belki bazen daha da iyi
olurdu.

Roma rakamlari

Cogu Batili, alternatif sistem olarak en azindan Roma rakamla-
rini bilir, érnegin 2007 yili, Roma rakamlariyla MMVII seklinde
yazilir. Cogumuz tamsay! olmayan % kesrini ya da 0,75 ondalik
sayisini yazarken iki farkli yontem kullanildigimizin farkindayiz.
Bes milyar, yani 5 x 109gibi cok blyuk sayilar (hesap makinesi
ekraninda genellikle 5E9 olarak goérilir) ya da bes milyonda bir,
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yani 5 x 10 gibi ¢ok kiigiik sayilar i¢in hesap makinelerinde gor-
digimiiz bir bagka sayi igareti, bilimsel say1 igaretidir.

Bu sembol sistemleri binlerce yil iginde gelisti ve gegitli kiil-
tirlerde birgok alternatif ortaya ¢ikti. 60 tabanli Babil sistemin-
den (bu sistem 60 parmakli1 canhlara gayet dogal gelir), daha ba-
sit ve daha sinirl1 Misir say1 sembollerinden, kesirleri o garip ele
alig yontemlerinden bahsetmigtik. Daha sonraki dénemlerde, Orta
Amerika‘'daki Maya uygarlig1 20 tabanlh sayilan kullanmigtir. Sa-
yilarin yazilig sekli konusunda insanlik daha yeni anlagmaya var-
d1 ve sayilann kullanimi hem gelenek hem de kolaylik goz 6niine
alinarak belirlendi. Matematigin konusu semboller degil kavram-
lardir, ama iyi bir sembol se¢imi biiyiik kolaylik saglayabilir.

Yunan rakamlar

Yunan say1 sembollerinin 6ykiisiinii segtik. Yunan geometrisi Ba-
bil geometrisinin iizerine biiyiik gelisme gostermis olsa da Yunan
aritmetigi (giiniimiize kadar kaybolmadan gelen kaynaklara gore)
geligme kaydetmemistir. Yunan matematikgileri geriye dogru bii-
ylk bir adim atmig, basamakl ifadeleri kullanmamiglardir. 10 ya
da 100'in katlan i¢in basamaklar yerine 6zel semboller kullanil-
migtir. Ornegin 50 i¢in kullandiklan sembol, 5 ya da 500'le bag-
lantili degildir.

Yunan rakamlarina ait ilk kanitlar MO 1100 yillarna aittir.
MO 600 yillarinda semboller degigmig, MO 450 yillarinda tekrar
degismis ve Roma rakamlarnni andiran Attic sistemi kullanilmig-
tir. Attic sisteminde 1, 2, 3 ve 4 igin |, II, lll ve Hlll yazilir. 5 rakam yeri-
ne, belki de penta’nin [beg] ilk harfi oldugu i¢in, Yunanca biiyiik pi
harfi (IT) kullanilir. Benzer gekilde 10 yazarken deka'nin ilk harfi
A; 100 yazarken hekaton'un ilk harfi H; 1000 yazarken chilioi'nin
ilk harfi =; ve 10.000 yazarken myrioi'nin ilk harfi M kullamlir.
T daha sonra degisip I' halini almigtir. Buna gore 6rnegin 2178
sayisi gu sekilde yazilir:

EEHAAAAAAATIII

Pisagorcular felsefelerini sayilara dayandirmigtir, fakat sa-
yilan nasil yazdiklan bilinmiyor. Onlann tam kare sayilara ve
iiggensel sayilara [eskenar {iggen olusturacak sekilde dizilebilen
noktalarin ya da esit ¢aptaki yuvarlak cisimlerin sayisi] olan il-
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gisi, say1 sembolii olarak noktalarin farkh diziliglerini kullanmig
olabileceklerini diigiindiiriyor. MO 600-300 yillarina ait klasik
dénemde Yunan sistemi yine degismis ve 1 ile 900 arasindaki sa-
yilan gostermek tizere Yunan alfabesindeki 27 harf su gekilde kul-
lanilmigtir:

10 20 30 40 50 70 80 20

~ 8

100 200 300 400 500 600 700 800 900
X L 4 o T

Bunlar Yunan alfabesindeki kiiglik harflerdir. Alfabeye ayrica
Fenike alfabesinin gu li¢ harfini eklediler: 5 (stigma), 9 (koppa) ve
T (sampi).

Sayilan ifade ederken harf kullanmak herhalde anlam karga-
sasina yol agmistir. O ylizden say1 sembollerinin lizerine yatay bir
¢izgi ¢cekilmigtir. Bununla birlikte 999'dan daha biiyiik sayilar igin,
saywnin éniine bir ¢izgi ¢cekip 1000'le ¢arpabilmek miimkiindir.

Cesitli Yunan sistemleri hesaplamalarin sonuglarnni kaydede-
bilmek bakimindan akla yatkin yéntemlerdi, ama hesap yapmaya
uygun degildi (6rmegin opy sayisini1 wAd ile ¢arptiginizi diigiinin).
Hesap yaparken herhalde abakiis, dncesindeyse kumdaki g¢akil
taglan kullanilmigtir.

Yunan matematikgiler kesirli sayilan gesitli yontemlerle ya-
zarlar. Bu yontemlerden birinde paydan sonra tirnak isareti (9,
paydadan sonra ¢ift tirnak (“) kullamlir. Payda genellikle iki kez
yazilir. Bu durumda 21/47 sayis: goyle ifade edilir:

Kal ucn ucn

Burada ka 21, pg ise 47'dir. Yunan matematikgiler ayrica Mi-
sir tarz: kesir kullanirlar ve Y i¢in 6zel bir sembol bulunur. Bazi
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Yunan goékbilimciler, 6zellikle Ptolemaios, dogruluk agisindan
altmig tabanli Babil sistemini ve bilesen rakamlan i¢in Yunan
sembollerini kullanmigtir. Bunlar giiniimiizde kullandigimiz sem-
bollerden tamamen farkh seyler. Ashna bakarsaniz igler tam bir
karmasa igindeydi.

Hint say1 sembolleri

Su an kullandigimiz on say1 sembolii, Hindistan'da ortaya giktik-
tan sonra Araplarca kabul edilmis ve geligtirilmis oldugu igin ge-
nellikle Hindu-Arap rakamlan diye adlandinlr.

Ik Hint rakamlar1 Misir sistemine ¢ok benziyordu. Ornegin
MO 400 ila MS 100 yillarinda kullanilan Khasrosthi rakamlanyla
1'den 8’e kadar olan sayilar su gekilde gosteriliyordu:

P X 1X X inx xx

10 igin 6zel bir sembol bulunmaktaydi. Cagdas sembolik siste-
min ilk belirtileri, MO 300 yillarinda Brahman rakamlariyla orta-
ya gikti. O zamanin Budist yazitlarinda, sonralari ortaya ¢ikan 1,4
ve 6 Hindu sembollerinin ilk halleri var. Ancak Brahman sistemin-
de on ya da 100'tin katlan igin farkl1 semboller kullanmilmigtir. O
yiizden alfabedeki harfler yerine 6zel semboller kullanmasi digin-
da Yunan say! sembolizmini andirir. Brahman sistemi basamak-
lara dayali bir sistem degildir. MS 100 yillaninda tiim Brahman
sisteminin kayitlan tutulmugtur. Magaralardaki ve paralarin iize-
rindeki yazilardan, dérdiincii yiizyi1la kadar bu sistemin kullanil-
dig1 anlagiliyor.

Dordiinci ylzyildan altinc: yiizyila kadar Hindistan’'in biiyiik
kismina Gupta Imparatorlugu hikim olmug ve Brahman rakam-
lar1 Gupta rakamlarina ardindan da Nagari rakamlarina déniis-
miigtiir. Yaklagim aym kalirken sadece semboller degigmisgtir.

Hintler birinci yilizyi1lda basamak kavramim geligtirmis olabi-
lir, ama basamakl ifadelerin kanitlandigi ilk belge 594 yilina ait.
Kanit, Chedi takvimine gore 346 yilinda hazirlanmig olan yasal
bir belge. Ama baz1 akademisyenler bu tarihin sahte olabilecegi-
ni digtiniyor. Yine de basamak kavraminin 400 yilindan itibaren
Hindistan'da kullamildig: genel olarak kabul ediliyor.
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1 4 5

t b e 7 4

1'den 9'a kadar Brahman rakamlan

2

e

Sadece 1'den 9'a kadar olan sembol kullaniminda bir sorun
var: gosterimler kafa kanigtiriyor. Ornegin 25 ne demek? Bizim
ifade seklimize gére 25, 205, 2005 ya da 250 vb olabilir. Basamakl
ifadelerde semboliin anlami bulundugu yere baglidir, semboliin
yerini belirsizlige yol agmayacak sekilde belirlemek &nemlidir.
Giliniimiizde sifir (0) ondalik semboliinii kullanarak netlik sagliyo-
ruz. Ama eski uygarliklarin sorunu kavrayip bu sekilde ¢ézmeleri
uzun zaman aldi. Bunun sebeplerinden biri felsefeyle ilgili: bir
sayl madem nesnelerin miktarim belirtiyor, o zaman 0 nasil say1
olur? Olmayan bir seyin miktar1 olur mu? Bir baska sebebi uy-
gulamayla ilgili: kullanildig) yere gére 25 sayisinin 25, 250 ya da
diger bir sayiy: belirttigi genellikle anlagilamamaktaydi.

MO 400 yillarindan énce (kesin tarih bilinmiyor), Babilliler say1-
lan ifade ederken eksik bir konumu gdstermek igin 6zel bir sembol
kullandilar. Yazmanlar bu sayede bogluk birakirken ¢ok iyi dlgiip
bi¢gmekten kurtulmus ve 6zensiz yazilsa bile sayinin hangi sayi ol-
dugunu anlamak miimkiin olmugtur. Bu kesif ya unutuldu ya da
diger kiiltiirlere aktanlamadi fakat sonunda Hindular onu yeniden
kesfettiler. Yazildig: tarih tartigmali olan, ama MS 200-1100 ara-
sinda yazilmig Bhakshali elyazmasinda iri ve koyu nokta (e) kulla-
nilir. MS 458 yilina ait Jain metni Lokavibhaaga'da sembol yerine
sifir kavrami vardir. Aryabhata, MS 500 yillarinda sifir rakaminin
olmadig: bir basamak sistemi geligtirir. Hint matematikgiler daha
sonra sifir rakamina isimler verdiler ama herhangi bir sembol kul-
lanmadilar. Sifinn basamak isareti olarak ilk kez MS 876 yilinda,
Gwalior'daki bir tas tabletin iistiinde kullanildigina kugku yoktur.

Brahmagupta, Mahavira ve Bhaskara

En 6nemli Hint matematik¢iler Aryabhata (MS 476'da dogdu),
Brahmagupta (MS 598de dogdu), Mahavira (9. yizyll) ve
Bhaskara’ydi (1114'te dogdu). Onlarn aslinda gokbilimci olarak ta-
nimlamak gerekir; ¢linkii o zamanlar matematik, gékbilimin bir
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teknigi olarak kabul ediliyordu. Mevcut matematik, gékbilim me-
tinlerinin bélumleri olarak yazilmakta ve matematik, basl basina
bir konu olarak gérilmemekteydi.
lmavatrhig evienemeye_ Aryabhata, Aryabhatiya kitabini 23 ya-
cektir Bhaskara kizinin  Smdayken kaleme alir. Kitabin matematige
nesesi yerine gelsin diye aYnlan bélimi klsa olsa da bol malzeme
ona bir matematik kitabi iCerir: alfabetik rakam sistemi, aritmetik
yazar- kurallari, birinci ve ikinci derece denklem-
-------------------------- lerin ¢6zUmleri, trigonometri (sinds fonksi-
yonu ve 'ters sinis' 1- cosO dahil) kitapta yer aliyor. Ayrica K sa-
yisinin degeri 3,1416 olarak ¢ok iyi tahmin edilmistir.
Brahmagupta, su iki kitabin yazaridir: Brahma Sputa Sidd-
hanta ve Khanda Khadyaka. ilk kitap en 6nemlisi; bu kitap mate-
matige, aritmetige ve basit cebirin sozli ifadesine ayrilmis bir¢ok
boliimiin yer aldigi bir gokbilim metni. ikinci kitapta siniis tablo-

Jaipur yakinindaki eski Jantar Mantar G6zlemevi. Tasarimcisinin yetkin
bir matematikc¢i oldugunu bugiin cok iyi biliyoruz.
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sunun enterpolasyonu, yani bir agidan daha biiyiik ve daha kiigiik
agilarin sinis degerlerini kullanarak o aginin siniisiinii bulmak
gibi olaganiistii bir yontem var.

Mahavira bir Jaindi. Ganita Sara Samgraha kitabinda Jain ma-
tematigine bol bol yer verir. Aryabhata ve Brahmagupta'nin igerigi-
nin biyiik bir bolimi kitapta yer alir ama ¢ok daha ileri gidilmig
ve genel olarak daha gapragiklagmigtir. Kitapta kesirler, permiitas-
yon, kombinasyon, ikinci derece denklemlerin ¢dziimleri, Pisagor
tiggenleri ve elipsin alamyla gevresini bulma ¢abalan yer alir.

Bhaskara (‘hoca’ olarak taninmaktaydi) Gi¢ 6nemli ¢aligmasimi
yaziya dokmusgtiir: Lilavati, Bijaganita ve Siddhanta Siromani.
Mogol hiikiimdan Akbar’'in saray gairi Fyzi'ye gore, Bhaskara'nin
kizinin adi Lilavati'ydi. Babasi kizinin yildiz haritasim ¢ikarip
evlenmesi i¢in en uygun zamamni belirler. Tahminleri dramatize et-
mek igin, bir tas suyun igine dibi delik bir kupa koyar; kupa, dogru
zaman geldiginde batacak gekilde tasarlanir. Ama Lilavati tasin
uizerine egilir ve elbisesindeki incilerden biri kupanin igine diigiip
deligi tikar. Kupa béylelikle batmaz, yani Lilavati hi¢ evlenemeye-
cektir. Bunun ilizerine Bhaskara, kizinin negesi yerine gelsin diye
ona bir matematik kitabi yazar. Efsane, kizin kitap konusunda ne
diigiindigiini séylemiyor.

Lilavati aritmetik iizerine gapragik diigiinceler igerir. Bunlar
arasinda, dokuzlan atarak hesapta saglama yapma yontemi de
var. Yontem, sayilan olugturan rakamlann toplanmasina dayanir.
Kitapta benzer gekilde 3’e, 5'e, 7'ye ve 11’e boliinebilirlik kurallar
bulunur. Bunun yani sira sifirin rakam olarak oynadig role agik-
hik getirilir. Bijaganita, denklemlerin ¢6ziimuyle ilgilidir. Sidd-
hanta Siromani trigonometriyi, siniis tablolarini ve gesitli trigo-
nometrik baglantilarn ele alir. Bhaskara dyle biiyiik nam yapmigtir
ki, eserleri 1800’11 yillara kadar ¢ogaltilmaya devam etmigtir.

Aritmetikten nasil faydalandilar?

Guniimiize kadar kaybolmadan gelen en eski Cin matematik metni, MS 100 yillari-
na ait Chiu Chang'dir. Tipik bir problem séyle: ki buguk picul pirincin fiyati 3/7 gu-
miis tael. 9 taefle kag picul satin alinir? Onerilen ¢6ziimde, ortagag matematikgileri-
nin ‘li¢ kural’ dedigi yébntem kullaniliyor. Cagdas ifade seklinde, istenen miktar x ise

x/9=(5/2)/(3/7) olur.
Yani x = 52 %4 picul olur. Bir picul yaklagik 65 kilodur.
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Hindu Sistemi

Hindu sistemi, kendi iilkesinde gelisimini heniiz tamamlamadan
Arap diinyasinda yayilmaya baglar. Akademisyen Severus Sebokth,
sistemin 662 yilinda Suriye'de kullanildigini yaziyor: “Hintlerin
bilimi iizerine yapilan tartigmalara... gokbilimdeki ince kesifleri-
ne... ve degerli hesaplama yontemlerine deginmiyorum. Séylemek
istedigim tek gey, hesaplamanin dokuz simge kullanilarak yapil-
digrdir.”

776'da Hindistan'dan gelen bir seyyah, halifenin huzuruna ¢i1-
kip trigonometri ve gokbilimin yani sira ‘siddhanta’ hesap yonte-
mine iligkin maharetlerini gosterir. Hesap yonteminin temeli, 628
yilinda yazilan Brahmagupta'nin Brahmasphutasiddhanta adh
eseri olmali. Hangi kitaptan esinlendigi kesin olmasa da, kitabin
aninda Arapgaya ¢evrildigi agiktir.

Hindu rakamlarimi baglangigta daha ¢ok alimler kullanmak-
tayd; eski yontemlerse yaklagik 1000 yilina kadar Arap is diinya-
sinda ve giinliik hayatta agirhigini koruyordu. Ama El-Harezmi'nin
825 yilinda yazdig Calculation with Hindu Numerals [Hindu Sa-
yilarniyla Hesap), Hindu sisteminin Arap diinyasinda yaygin gekil-
de 6grenilmesini saglar. Matematik¢i El-Kindi'nin 830 tarihli Ke-
tab fi Isti'mal el-’ Adad el-Hindi [Hint Rakamlarnnin Kullanimi]
adl1 dért ciltlik kitabi, sadece on rakam kullanarak her tiirlii say1-
sal hesaplamanin yapilabileceginin daha g¢ok farkina varilmasini
saglar.

Karanhk Caglar m1?

Arabistan ile Hindistan, matematik ve bilimde biiyik ilerleme
kaydederken, Avrupa onlara kiyasla oldugu yerde saymaktaydi.
Gergi ortagag i¢in popiiler kullanimiyla “Karanlik Cag” demek pek
de dogru olmaz. Nitekim, her ne kadar agir ilerleyen ve koklii ol-
masa da, baz1 geligmeler kaydedilmigtir, Doguda yapilan kegifler
Avrupa'ya geldigi zaman degisimin hizi artmaya baglamistir. {tal-
ya, ¢ogu Avrupa iilkesine kiyasla Arap diinyasina daha yakindir;
Araplarin matematikte kaydettikleri gelismenin Italya {izerinden
Avrupa'ya geligi belki bu yizden kaginilmazdi. Venedik, Cenova
ve Pisa 6nemli ticaret merkezleriydi ve tacirler bu limanlardan
Kuzey Afrika‘'ya, Akdeniz'in dogu ucuna dogru yola gikmaktaydi-
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lar. Ipek ve baharat, yiin ve Avrupa kaynakli yiyeceklerle takas
edilirdi.

Gergek anlamda mal takasinin yani sira, deyim yerindeyse fi-
kir aligverigi de yapilmaktaydi. Araplann bilim ve matematikteki
kesifleri, genellikle dilden dile dolagarak ticaret yollarini katetti.
Ticaret Avrupa'y: zenginlegtirirken takas yerini paraya birakti;
muhasebe ve vergi 6demeleri daha karmagik hal almaya bagladi.
O dénemde hesap makineleri yerine abakiisler ve tellerin izerinde
hareket eden boncuklarin say: yerine gegtigi aletler vardi. Ama
sayilarin yasal sebeplerle kagida yazilmasi da gerekmekteydi.
Tiiccarlar o yiizden gabuk ve dogru hesap yapma yontemleriyle
birlikte iyi say1 sembollerine ihtiya¢ duydular.

Liber Abbaci isimli kitab1 1202'de yayimlanan, Fibonacci diye
de bilinen Pisali Leonardo oldukga etkili biriydi. (‘Abbaco’ 1tal-
yancada genellikle ‘hesap’ anlaminda kullanilir. Latince bir keli-
me olan abakilis anlamina gelmesi sart degildir.) Leonardo, Hin-
du-Arap say1 sembollerini s6z konusu kitabiyla Avrupa’ya tanitir.

Liber Abbaci’'de yer alan ve gelistirilen, giiniimiizde hala kul-
lanilan bir sembol sistemi vardir: “ii¢ ¢geyrek” kavramim 2 diye
yazarken kullandigimiz yatay kesir ¢izgisi. Hindular ¢izgi kullan-
madan benzer bir ifade kullanirlar; gériiniige gére ¢izgiyi Araplar
kullanima sokmustur. Fibonacci kesir ¢izgisini bol bol kullanmig-
tir, ama bugiinkii kullanim geklinden baz1 farkliliklar vardir. Or-
negin ayn ¢izgiyi birden fazla kesir igin kullanir.

Batili sayi sembollerinin gelisimi

HinduMs800 ¢ & Q2 3 @ 4L € Vv Z €
AapMsoo0o e | F P € 6 1 V A 9
lspanyoiMsiooo O | ¢ X X Y9 L 7 8 9
hayanmsie0 O | 2 3 4 G & 7 8 9

Oykiimiizde kesirlerin yeri ¢ok énemli, o yiizden gésterim gekli
hakkinda birka¢ yorum daha yapmaya deger. Ornegin 3% kesrinde
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Pisali Leonardo (Fibonacci) (7170-1250)

italya'da dogan Leonardo, Bugiada (simdiki Cezayir) ticaret yapan
ticcarlarin menfaati icin diplomatlik yapan babasi Guilielmo'nun
yaninda, Kuzey Afrika'da blyudu. Birgok yolculugunda babasina es-
lik etti, Araplarin sayl yazma sistemiyle karsilasti ve énemini anladi.
1202'de yazdi§! Liber Abaci kitabinda soyle diyor: "Babam, Pisa'dan
Bugia'ya gelen tuccarlarin menfaati icin Ulkesi tarafindan Bugia gim-
rigiine noter olarak atanmisti. Gelecegimi disiinen babam, ben
daha gocukken beni yanina cagirdi ve orada kalip muhasebe oku-
luna devam etmemi istedi. Okulda Hindularin dokuz sembol kullan-
diklari sanati cok iyi 6gretmenlerden 6grendim. Bu sanata ait bilgiler beni her seyden
¢ok mutlu etti."

Kitap, Hindu-Arap sembollerini Avrupa'ya tanitti, kapsamli bir aritmetik metni olus-
turdu, ticaret ve doviz dontsimuyle ilgili bol malzeme sundu. Hindu-Arap sembolle-
rinin abakusun yerini almasi yuzyillar surse de, tamamen yaziya dayanan hesaplama
sisteminin faydalari sonunda anlasildi.

Leonardo daha ¢ok 'Fibonacci' lakabiyla, yani ‘Bonaccio’nun oglu' olarak bilinir. An-
cak Fibonacci ismi 18. ylizyildan dnceki kayitlarda yok. Lakap, Guillaume Libri tarafin-
dan sonradan takilmis olabilir.

alttaki 4, birimin dort esit parcaya bolinecegini; yukaridaki 3 ise
bu dort parcadan 3'Uni segip almamizi séyler. Daha resmi ifadey-
le 4 payda, 3 ise paydir. Kitap basimina uygunluk acisindan ke-
sirler genellikle tek bir ¢izgi Gzerinde 3/4 ya da % seklinde yazilir.
0 zaman yatay ¢izgi capraz bolme isaretine dondsur.

Ancak kesir sembolll uygulamada pek kullaniimaz. Daha ¢ok
ondalik ifade kullaniriz. K sayisi i¢in 3,14159 yazmak tam dogru
olmasa da ¢ogu hesaplamalarda yeterlidir. Ondalik sayilara ulas-
mak i¢gin tarihte biraz ileri gitmek gerek, ama kronolojiyi degil dii-
stince zincirini izledigimiz igin ileri sicramak ¢ok daha kullanisl
olacaktir. Oyuizden, Sessiz WVilliam'in oglu Nassaulu Maurice igin
Hollandall Simon Stevin'i 6zel 6gretmen olarak tuttugu 1585'e at-
liyoruz.

Herkes tarafindan taninan ve saygi goren Stevin iyi bir kariyer
yapip Dykes Mufettisi, Ordu Levazim Dairesi Baskani ve sonun-
da Maliye Bakani oldu. Hassas muhasebe prosedirlerine ihtiyag
oldugunu hemen fark edip Ronesans dénemi italyan aritmetikgi-
lerini incelemeye baslar. Hindu-Arap sembollerini Avrupa'ya ta-
nitan Pisali Leonardo'ydu. Kesirlerle hesap yapmayi kullanissiz
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bulan Fibonacci (Pisali Leonardo), altmig tabanini kullanmig ol-
masalar Babil yonteminin dogrulugunu ve diizenli olugunu tercih
edecegini ifade eder. Bundan 6tiirii Leonardo her iki yontemin en
iyi yanlanni birlegtiren bir sistem bulmaya galigir ve Babil siste-
mine benzeyen 10 tabanini, eg deyisle ondalik sayilan kegfeder.

Yeni sembol sisteminin, kullanicilar tarafindan denendigini,
sinandiginm ve tamamiyla kullanigh bulundugunu géstermek igin
yayimlar. Buna ek olarak kendi sisteminin bir ig araci olarak et-
kili olduguna séyle dikkat geker: “!s hayatinda karsimiza ¢ikan
her tiirld hesaplama, kesir kullanmadan ve sadece tamsayilarla
yapilabilir.”

Onun sembolleri aligik oldugumuz ondalik igaretini kullan-
masa da, giinimiiz ondalik semboliiniin yolunu a¢gmigtir. Bizim
5,7731 diye yazdigimiz say1y1 Stevin 5@0707@331® geklinde ya-
zar. © sembolii tamsay1y1, ® semboli onda biri, @ semboli yizde
biri vb gésterir. Insanlarn bu sisteme aligtikga ®, @ vb sembolle-
ri atmaya baglamasiyla geriye sadece @ sembolii kaldi. Bu sembol
de kiigiiliip basitlegti ve bildigimiz ondalik igaretine doniigtii.

Negatif sayilar
Matematikgiler tamsay: sistemini dogal sayilar diye adlandinyor.
Negatif sayillan dahil edersek tamsayilan elde ediyoruz. Kesirli
sayllar (ya da sadece ‘kesirler’) pozitif ve negatif kesirlerdir; ger-
cel saylar pozitif ve negatif ondalik sayilardir ve gerekirse son-
suza kadar devam eder.

Negatif sayilar dykiimiize nasil oldu da girdi? Ginliler birinci
binyilin basinda abakiis yerine ‘say1 gubugu’ denen bir sistem
kullamyordu. Sayilan temsil etmek i¢in bu gubuklarla farkli mo-
tifler olugturmaktaydilar.

Resimde iist siradaki gekiller, sembol di-
zisinde bulunduklan yere gore birler, yiizler, basinda abakiis yerine
on binler vb basamaklan gésteren heng gu- ‘say! cubugu’ denen bir
buklan. Alt siradaki gekiller onlar, binler vb  gjstem kullaniyordu.”

“Ginliler birinci binyiin

basamaklan gésteren tsung ¢ubuklan. Yani
bu iki tip birbirini izler. Hesaplamalar, gubuklar: sistematik ola-
rak degigtirerek yapilir.
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Birinci derece denklem sistemini ¢ozerken, Cinli hesapgilar
¢ubuklan masa iistiine dizerlerdi. Toplanacak terimler i¢in kirmi-
z1, ¢ikarlacak terimler igin siyah gubuk kullamlirdi. Ornegin gu
iki denklemi nasil ¢6zdiiklerine bakalim:

3x-2y=4
x+5y=7
! 2 3 4 6 6 7 8 9

-

Eski Cin say1 gubuklan

L]
l I I | l Denklemlerin Gin usulii masa
uzerine diziligi. Koyu gubuklar

kirmizi renkte
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1ki denklemi, iki siitunlu bir tablo seklinde diizenlerler: siitun-
lardan birinde 3 (kirmizi), 2 (siyah), 4 (kirmiz1) ve diger siitunda 1
(kirmiz1), 5 (kirmizi), 7 (kirmizi) rakamlan vardir.

Kirmizi/siyah gosterim, negatif sayilarla degil ¢ikarma igle-
miyle ilgilidir. Ama yine de cheng fu shu igin, yani negatif say:
kavrami i¢in zemin hazirlamig olur. Bu érnekte negatif sayi, ayni
biyiklikteki pozitif say:1 i¢in aynmi1 diizen kullanilarak, iistiine
¢aprazlama bagka bir gubuk koyarak temsil edilmektedir.

Diyofantus biitiin sayillann pozitif olmas1 gerektigini digiin-
miig ve negatif denklem ¢6ziimlerini kabul etmemigsti. Hindu ma-
tematikg¢ilerse, mali hesaplarda borcu géstermesi agisindan ne-
gatif sayillan faydali bulmusglard: (birine borglu olmak, cebinde
hi¢ para olmamasindan daha kétiidiir, o yiizden borcun sifirdan
kiigiik olmasi gerekir). Cebinde 3 pound varsa ve 2 pound ddersen,
cebinde 3 -2 =1 pound kalir. Benzer gekilde 2 pound borcun varsa
ve 3 pound kazanirsan, net kazancin -2 + 3 = 1 pound olur. Bhas-
kara, belli bir problemin 50 ve -5 gibi iki ¢6ziimii olduguna dikkat
¢ekerken ikinci ¢6zim konusunda kaygilardan kurtulamayip ‘bu
¢6zim dikkate alinmamali, insanlar negatif ¢éziimleri kabul et-
mez,’ demigtir.

Negatif sayilar, tim bu kugkulara ragmen zamanla kabul edil-
di. Gergek hesaplama sirasinda negatif sayinin yorumlanmasi
dikkat gerektirir. Zira negatif sonu¢lar bazen anlamsiz da olabilir;
sOzgelimi kazang yerine borg ya da yiikselme hareketi yerine inig
anlamina gelebilmektedirler. Yorum bir yana, negatif sayilar arit-
metikte gayet iyi ig gorirler; nitekim hesaplama yaparken o kadar
yardimcidirlar ki, onlan kullanmamak budalalik olur.

Aritmetik canhdir

Mevcut say1 sistemine 6yle aligmigiz ki, olabilecek tek sistemin o
oldugunu, en azindan mantikli tek sistemin o oldugunu samyo-
ruz. Sistem aslinda binlerce y1l ¢ok ¢galigarak ve defalarca ¢gikmaz
sokaklardan donerek geligti. Sistemin birgok alternatifi var; 6r-
negin Maya kiiltiiri gibi eski kiiltiirlerin kullanmig oldugu sis-
tem. Bugiin baz iilkelerde 0-9 rakamlar i¢in hala farkl semboller
kullaniliyor. Nitekim bilgisayarlanmiz da ondalik sayilan degil,
ikili sistemi kullanir: Bilgisayar programcilan, sayilar ekrana gel-
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meden ya da kagit tizerine ¢ikis alinmadan 6nce ondalik sisteme
donlstirilmesini saglarlar.

Bilgisayarlar artik her yerde olduguna gore, aritmetik &gret-
meye artik gerek var mi? Evet, bircok nedenden dolayi gerek var.
Hesap makinesini ve bilgisayari tasarlayip bunlarin dizgin c¢alis-
masini saglayacak insanlar lazim: bunun iginse aritmetikten anla-
mak, aritmetigi sadece kullanmak degil nasil ve neden isledigini de
anlamak gerekir. Sadece hesap makinesinde ne yazdigini okuyacak
kadar aritmetik bilen insan, siipermarket faturasi hatali oldugu za-
man hatanin farkina yaramayabilir. Aritmetidin temel islemlerini
6zuimsemeyenler, matematigin bitiiniine yabanci kalirlar. Bu ko-
nuda belki endiselenmiyorsunuz, ama aritmetik egitimi verilmezse
modem uygarlik ¢abucak tuzla buz olur, ¢iinki gelecegin miihen-
disleri ve bilimcilerini, hatta gelecegin banka mudirleri ve muha-
sebecilerini onlar bes yasindayken belirleyemezsiniz.

Maya rakamlari

Tahminen 1000 yillarinda . . e sees «W
Guney Amerika'da ya§a_yan 1 2 3 4 5
Mayalar, 10 tabam yerine

20 tabanli gosterimin kul- . .o toe MM

lanildigr muazzam bir say!i — — i
sistemi gelistirdiler. Bizim 6 7 8 9 10
347 diye yazdigimiz saymin

20 tabanh sistemdeki kar- * ** »» »une M>
sihd 3x400 +4x20+7 x 1 T r rr

(clinkdi 20 x 20 = 400) olur ve 12 13 14 15
bu da bizim kullandigimiz

gosterimle 1287 eder. Gergek . . e »M 1 .
semboller burada gdsteril-

mektedir. Eski uygarliklar, 3B - - EE 0
insanlarin on parmagi (bas- 16 17 18 18 20
parmak dahil) oldugu icin 10 .
tabanim kulanmis olabilirler. ~ t1 oo * M —*

Mayalar ayak parmaklarini 0 0 0] 0 0
da saydiklari igin 20 tabanim  4q 60 0 100 120

kullanmislardi.

Aritmetigin temelini elle islem yapacak kadar kavradiktan
sonra hesap makinesi kullanmak elbette zamandan ve emekten
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tasarruf saglar. Ancak koltuk degnegdi kullanarak yirimeyi 63-
renmek nasil mimkin degilse, sirf hesap makinesine dayanarak

sayilar konusunda saghikli disinmeyi 6grenmek de mimkin de-
gildir.

Aritmetikten nasil faydalaniyoruz?

Gunluk hayatimizda, ticarette ve bilimde aritmetik kullaniyoruz. Elektronik hesap
makineleri ve bilgisayarlar ortaya ¢ikana kadar hesaplamalari ya kagit kalem kulla-
narak elimizle yaptik ya da abakus, hazir sablonlar (gesitli para miktarlarinin ¢arpim-
larini tablo halinde gosteren kitap baskisi) gibi yardimcilar kullandik. Gunimuzde
aritmetik blyik oranda elektronik olarak perde arkasinda devam ediyor (6rnegin
supermarket kasalari, ne kadar para Ustl verecegini kasiyere soyliyor; bankalar, he-
sabinizdaki toplam parayl muhasebeciye hesaplatmiyor, islem otomatik olarak ya-
pithyor. Herhangi bir insanin bir glinde'tikettigi'aritmetik miktari oldukca fazladir.

Bilgisayar aritmetigi gercekte ondalik formatta ylrimez. Bilgisayarlar 10 tabani
yerine 2 tabanini, diger deyisle ikili sistemi kullanir. Bilgisayarlar birler, onlar, yizler,
binler vb yerine 1,2,4,8,16,32,64,128,256 vb (ikinin katlari; her biri bir 6ncekinin
iki kat1) kullanir. (Dijital kamera bellek kartinizin buyuklugu, iste bu ylizden 256 me-
gabayt gibi komik rakamlarla ifade edilir. Bilgisayarda, 100 sayisi 64 + 32 + 4 olarak
parcalandiktan sonra 1100100 olarak depolanir.

"...aritmetik egitimi verilmezse modern \
uygarlik ¢abucak tuzla buz olur..."
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Gizli Hazinenin Oldugu Yer X'le Gosterilir

Herhangi bir nratenatik metnine goz atmaniz, matematikte
sembol kullaniminin sayi isaretleriyle sinirli olmadigini gérmek
icin yeterlidir. Sembollerle akil yuriitmeye dogru ilk blyik adim
(salt sembolik gosterimin tersine), problem ¢dzme baglaminda
atildi. Eski Babil dénemine kadar uzanan sayisiz eski metinde,
bilinmeyen bir miktar hakkinda bazi bilgiler verildikten sonra bu
miktarin ne oldugu sorulur. Babil tabletlerindeki standart bir for-
mul (bildigimiz anlamda 'formal') soyle der: "Bir tas buldum ama
tartmadim." Biraz daha bilgi verdikten sonra (6rnegin "agirhiginin
yansi kadar ikinci bir tasi ekleyince, toplam agirlik 15 gir1 oldu"),
ogrenciden ilk tasin agirligini hesaplamasi istenir.

Cebir

Bu tiir problemler, sayilann harflerle temsil edildigi ve giinimuz-
de cebir dedigimiz seyin ortaya ¢ikmasina yol acti. Bilinmeyen
miktar geleneksel olarak x harfiyle gosterilir; x icin gecerli olan
kosullar cesitli matematiksel formdllerle ifade edilir, 6§renciye,
bu formdillerden x degerini bulmasi igin standart yontemler 6§-
retilir. Ornegin yukandaki Babil problemi x + 05x =15 seklinde
yazilir ve x = 10 sonucunun naslil bulunacagi égretilir.

Okullarda gosterilen cebir, bilinmeyen sayilarin harflerle tem-
sil edildigi bir matematik dalidir; aritmetik islemleri sembollerle
ifade edilir ve asil amag denklemleri kullanarak bilinmeyen dege-
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ri bulmaktir. Okulda gosterilen cebir naslj ortaya ¢ikti?"
problemlerine tipik bir érnek, x2+ 2x =
120 denkleminde bilinmeyen x sayisini
bulmaktir. Bu ikinci derece denklemin x = 10 seklinde bir pozitif
¢6zUmU vardir. Burada x2+ 2x = 102+ 2 x 10 = 100 + 20 = 120 olur.
Denklemin x = -12 seklinde bir de negatif ¢c6zimu vardir. x2+ 2x =
(-12)2+ 2 x (-12) = 144 - 24 = 120 olur. Eski insanlar pozitif ¢cbziimi
kabul ettikleri halde negatif ¢c6zimi kabul etmemislerdi. Biz bu-
gun ikisini de kabul ediyoruz, ¢ciinkil negatif sayilar bircok prob-
lemde anlam tasiyor ve fiziksel olarak mumkin olan cevaplara
denk dusuyorlar ve negatif sayilara izin verilirse matematik ger-
cekten kolaylastyor.

Sayilan ifade etmek igin sembol kullanimi, ileri matematigin
ufacik bir ézelligidir; ileri matematik bu baglamda baslamistir.
Cebir, sembolik ifadelerin kendi basina tasidiklan 6zellikleri ele
alir; konusu sadece say!1 degil, yapi ve sekildir. Cebire bu genel yak-
lasim, matematikciler okul seviyesindeki cebirle ilgili sorular sor-
maya basladijinda ortaya cikti. Belirli denklemleri ¢ézmeye ¢alis-
mak yerine, ¢bzum surecinin daha derin olan yapisina yoneldiler.

Cebir nasil ortaya ¢ikt1? énce problemler ve yontemler vardi.
Sembolik gosterimler (ki biz bunlari artik konunun 6zu olarak go-

Uzerinde cebirsel
geometri problemi
bulunan eski bir
Babil ¢giviyazisi
tableti
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rilyoruz) sonra ortaya ¢ikti. Birgok igaret sistemi vardi,ama biri
sonunda tiim rakiplerini eledi. Arapga kokenli ‘cebir’ [al-jabr] ad1
bu siirecin ortalarinda ortaya gikti (bagindaki “al” takisi kelimenin
kokenini gésterir).

Denklemler

Giliniimiizde denklem dedigimiz, uygun verilere dayanarak bilin-
meyen bir biiyiikligin bulunmasi iglemi hemen hemen aritmetik
kadar eskidir. Babillilerin MO 2000 yillaninda oldukg¢a karmagik
denklemleri ¢gézdiigiine dair dolayl kanit, daha basit denklemle-
rin ¢éziimleri icinse MO 1700 yillarina ait giviyazisi tabletler sek-
linde dogrudan kanitlar var.

Eski Babil dénemine ait (M0 1800-1600) ve giiniimiize kadar
kaybolmadan gelen YBC 4652 kodlu tablette on bir problem so-
rulmaktadir; tabletteki metne gore ashinda 22 problem vardir. Bu
problemlerden tipik bir 6rnek:

“Bir tag buldum ama tartmadim. Agirhiginin alt1 katina 2 gin
ekledim, sonra bunun iigte birinin yedide birinin 24 katini ekleyip
tarttim. Tartim degeri 1 ma-na’ydi. S6zi edilen ilk tagin agirhg
nedir?”

1 ma-na, 60 gin agirligindadir.

Modern gosterim seklinde, gin cinsinden sorulan agirhga x di-
yoruz. Bu durumda soru,

(6x +2)+1/3 x1/7 x 24(6x + 2) = 60

olur ve standart cebir ydéntemleriyle cevap x = 4!/3 gin olarak bu-
lunur. Tablette bu cevap verilmigtir, ama nasil elde edildigini a-
¢ikca belirtilmez. Ancak su an kullandigimiz sembolik yéntemler
kullanilarak bulunmadigindan emin olabiliriz, ¢iinkii daha sonra-
ki tabletlerde var olan ¢6ziim yontemlerinde genel olarak “bu sa-
yinin yansim al, bu iki sonucu topla, karekokiinii al...” gibi ifade-
ler kullamhir.

Bu problem ve YBC 4652 tabletindeki
diger problemlere dogrusal denklemler
diyoruz. Burada bilinmeyen x degeri sa-
dece birinci derecedendir. Benzer biitiin
denklemler

... tablette okuyucuya ne ya-
pacag§ soylenir, ama sebebi
soylenmez.’
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ax+b=0

seklinde yazilabilir. Denklemin ¢6zlimii x = -b/a olur. Ama negatif
say1 kavraminin ve sembol kullaniminin olmadig: eski zamanlar-
da ¢6ziim bulmak o kadar kolay degildi. Birgok 6grenci bugiin bile
YBC 4652 problemini ¢6zmekte zorlanir.

Ikinci derece denklemler daha ilgingtir; bilinmeyen degerin
ikinci kuvveti (karesi) kargimiza gikabilir. Modern formiilasyon

ax’*+bx+c=0

seklindedir ve x degerini bulmak i¢in standart formiil vardir. BM
13901 tabletinde Babil yaklagimina érnek bir problem bulunur:

“Elimdeki karenin gevresinin yedi katim ve alaninin on bir ka-
tin1 toplayinca 6;15 [buluyorum].”

{6;15, altmig tabanh Babil ifade geklinin basitlestirilmig hali-
dir ve 6 art1 15/60 ya da modern ifade sekliyle 6% demektir.) Tab-
lette ¢oziim §oyle anlatilir:

“7 ve 11 yazin. 6;15 sayisim 11 ile garpinca 1,8;45 [bulunur].
7'yi ikiye béliince 3;30 ve 3;30 [olur]. tkisini ¢carpinca 12;15 {bulu-
nurl. [Bunu] 1,8;45 sayisina ekleyerek 1,21 sonucu [bulunur]. iste
bu deger 9 sayisinin karesidir. Carptigin sayidan, yani 9 sayisin-
dan 3;30 sayisim gikar. Sonug 5;30 olur. 11 sayisinn tersi buluna-
maz. 5;30 elde etmek igin 11 sayisini neyle ¢arpmam lazim? [Ce-
vap] 0;30'dur; yani karenin bir kenan 0;30 olur.”

Dikkat edin, tablette okuyucuya ne yapacag séylenir, ama se-
bebi sdylenmez. Bu bir hazir formiildiir. Her gseyden dnce kagit
istine yazmak igin formiiliin neden ige yaradigin1 anlamak gartir,
ama anladiktan sonra yeterli egitim almig herkes tarafindan kul-
lanilabilir. Babil okullarinda formiilii 6gretmekle yetindiler mi,
yoksa neden ige yaradigini agikladilar mi, bilmiyoruz.

Formiil bu haliyle ¢ok gizli kapaklh duruyor, ama yorumlamasi
sandigimizdan daha kolaydir. Aslinda karmakangik sayilar yar-
dimci olur: hangi kurallann kullanildigin1 anlagilir hale getirirler.
Kurallan bulmak igin sadece sistematik olmak gerekir. Modern
ifade seklinde

a=11,b=7,¢=6;15=6%

yaziyoruz. O zaman denklem a, b, ¢ degerleri igin
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ax’+bx=c

seklini alir. Bu denklemde x degerini bulmamiz gerekir. Babil ¢6-
ziimi bize gunlan yapmamiz: séyliiyor:

1) c ve a'yr garparak ac'yi bul.

2) b'yi 2'ye bolerek b/2'yi bul.

3) b*/4'i bulmak igin b/2'nin karesini al.

4) Bunu ac'ye ekleyerek ac + b%/4'i bul,

5) Bunun karekékiinii, yani Jac+b?/4 degerini bul.
6) b/2'yi cikararak Jac+b?/4 — b/2 degerini bul.

7) Bu degeri a'yla bél, cevap x = JGC+5’/: = b/2 olur.

Bu ise su formiiliin dengidir:

X = —b+Vb’—4ac
2a

Bu formiil giiniimiizde 6gretilen formiildiir, ¢iinki biz c terimi-
ni sola alip —c haline getiriyoruz.

Babillilerin bu prosediiriin genel oldugunu bildikleri gok agik-
tir. Yukanida verilen érnek ¢éziim, 6zel bir yere sahip olamayacak
kadar karmagik ve yalnizca s6z konusu problem igin tasarlanmiga
benziyor.

Babilliler bu yontemi nasil buldu ve yéntem konusunda ne dii-
sindii? Boylesine karmagik bir siirecin ardinda herhalde nispeten
basit bir fikir vardl. Dogrudan kanit olmasa bile, kareyi tamam-
layan geometrik bir diiglince yiiriitmii§ olmalan akla yakin geli-
yor. Bugiin bu diigiincenin cebirsel versiyonu da var. Soruyu resim
seklinde ifade etmek miimkiin; anlagilir olmasi igin x?+ ax = b
ifadesini resim geklinde yazmay: segtik.

-0

x! + ax = b

Burada kare ve ilk dikdortgenin ylikseklikleri x; geniglikleri
sirayla x ve a. Kiigiikk dikdértgenin alam b. Babil formiilg, ilk dik-
doértgeni basanh gekilde ikiye béliyor,
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[

x? + 2% xx) = b

+

$imdi bu iki yeni pargay: diizenleyip karenin kenarlarina ya-
pistirabiliriz:

x +2(% xx) = b

Soldaki gekil, golgeli kareyi ekleyerek beni daha biiyiik bir kare
haline getir diye géziimiziin igine bakiyor.

Egitligi bozmamak igin, golgeli kare diger gekle de eklenir.
Simdi soldaki geklin (x + a/2) kenarinin karesi oldugunu, geomet-
rik resmin agagidaki cebirsel ifadeye egit oldugunu gériiyoruz.

X+ 2(%xx) + (%) =b + (%)?

Sol taraftaki gekil kare oldugu i¢in bu ifadeyi su gekilde yaza-
biliriz:

(x+ %) =b+ (%)
Ardindan karekokiini alirsak,
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x+ % =Jb+( )}

olur ve son olarak tekrar diizenlersek

x = {b+( /2)1 —0/2

elde edilir. Babil formiilii igte bu gekilde elde edilmig olur.

Hicbir tablette, Babillileri bu formiile yénlendiren geyin bu
geometrik sekil oldugunu goésteren herhangi bir kanit yoktur.
Ancak bu tez gayet mantikh ve kil tabletlerde goriilen gesitli di-
yagramlar dolaylh olarak tezi destekliyor.

El-cabr

Cebir kelimesi Arapga el-cabrdan gelir; 820°li yillarda yi1ldiz1 par-
layan Muhammed b. Miisa el-Harezmi tarafindan kullanildi. Misa
el-Hiarezmi'nin Hesaplama Uzerine Ozet Kitap'taki el-cabr w'al-
muqabala [Toplama ve Kargsithk] adl ¢galigmasi, bilinmeyen mik-
tarlan kullanarak denklem ¢6zmenin genel yontemlerini agiklar.

El-Harezmi sembol yerine kelimeleri kullanir, fakat kullandi-
£1 yontemler bugiin 6gretilenlere ¢cok benzemektedir. El-cabr, “bir
denklemin her iki tarafina egit biiylikliikleri eklemek” anlamina
gelir. Biz de aym gekilde

x - 3 =5 ile baglayip
x = 8 sonucuna ulagiyoruz.

Aslhina bakarsaniz bu sonuca ulagmak igin her iki tarafa 3 ekle-
riz. Al-muqabala’nin iki anlami vardir. Ozel anlami su: “bir denk-
lemin her iki tarafindan egit biyiklikleri ¢ikararak”

x + 3 = 5 denkleminden
Xx = 2 yanit1 elde edilir.

El-cabr, genel olarak “kargilagtirma” anlamina da gelir.
El-Harezmi’, alt1 tip denklemin ¢6ziimii i¢in genel kurallan ve-
rir ve bu alt1 tip birlikte kullamildig1 zaman
“Cebir kelimesi Arapca hjrincij ve ikinci derece denklemlerin tama-
el-cabrdan geliyor..” m ¢oziilebilir. E1-Harezmi'nin ¢aligmasinda
kolay cebirle ilgili fikirleri goriiriiz, ama sembol kullanimi yoktur.
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Ugilincii derece denklemler

Babilliler ikinci derece denklemleri ¢ozebilmekteydi ve kullandik-
lan yontem bugiin 6gretilen yontemle 6ziinde ayniydi. S6z konusu
yontem, cebirsel olarak karekékten daha ¢aprasik hi¢bir sey iger-
mez; onun diginda sadece standart aritmetik iglemler (toplama,
¢ikarma, ¢arpma, bélme) vardir. Bir sonraki adim dogal olarak,
bilinmeyen biiyiikligiin kiibiinii iceren ligiinci derece denklem-
lerdir. Bu tiir denklemleri

ax*+bx*+cx+d=0

seklinde yazanz. Burada x bilinmeyen biiyiiklik; a, b, ¢, d sayilan
ise bilinen sayilardir. Ancak negatif sayilar ortaya gikana kadar,
matematikgiler ligiinci derece denklemleri birgok farkl tipe ayi-
niyorlardi. Ornegin x* + 3x = 7 ve x*- 3x = 7 onlara gére tamamen
farkhiydi ve farkli ¢oziim yéntemleri gerektiriyorlard.

Fibonacci Dizisi

Liber Abbaci'nin giincl bolumiinde, Leonardo'dan kaynaklanmisa benzeyen bir
problem var: “Adamin biri, her tarafi duvarla cevrili bir yere bir ¢ift tavsan koyar.
Bir gift tavsan ayda bir kez bir ¢ift tavsan yavrularsa ve bu yavrular da ikinci aydan
itibaren yavrulamaya baslarsa, adamin bir yilda kag ¢ift tavsani olur?’

Bu kurnaz problem,

1235813213455

diye devam eden ilging ve meshur bir sayi dizisine yol agar. Her say, kendinden
once gelen iki sayimin toplamidir. Fibonacci Dizisi diye bilinen dizi matematikte ve
dogada siirekli karsimiza gikar. Birgok ¢icedin yaprak sayisi Fibonacci dizisiyle ay-
nidir. Bu bir tesadiif degil, bitkinin bilyiime seklinin ve primordia’min (yapraklar da
dahil olmak Gizere 6nemli yapilarin ortaya gikmasini saglayan, biyliyen siirgiinlerin
uglanindaki minik hiicre yumaklari) gelisme geometrisinin sonucudur.

Fibonacci‘nin tavsan niifusuna ait biyyime kural gergek¢i olmasa da bir yan-
dan ureyip 6te yandan 6len hayvanlarin nifusundaki degisiklikler 6igen bazi po-
piilasyon dinamigi problemlerinde, buna benzer kurallar kutlanilmaktadir (bunlara
Leslie Modelleri denir).
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Cebirden nasil faydalandilar?

Liber Abbaci'nin birgok béliimiinde ticcarlarn ihtiyaglarina yonelik cebir problem-
leri bulunur. Cok fazla ise yaramasa da soyle bir problem var: “Adamin biri 30 kus
(keklik, glvercin ve serge) satin aliyor. Bir kekligin fiyati 3 gimis para, glvercin 2
gumis para ve serge ¥2 gimig para. Adam 30 gtimus para 6dedigine gore kuslar-
dan kagar adet almigtir?” )
Modern ifade sekline gére keklik sayisina x, giivercin sayisina y ve serce sayisina z
dersek iki denklem ¢6zmemiz gerekir.
x+y+z=30

3x+2y+%2z=30
Gergel ya da rasyonel sayilar kullanilirsa bu denklemlerin sonsuz ¢oklukta ¢6zimu
olur. Ancak soruda dolay!i olarak belirtilen ek bir kogul var: x, y, z sayilari tamsaydir.
O zaman tek bir ¢6zim bulunur: 3 keklik, 5 glvercin ve 22 serce.

Leonardo da at satin almakla ilgili bir dizi problem ortaya atar. Adamin biri di-
Jerine der ki, “Cebindeki paranin iigte birini bana verirsen ati satin alabilirim.” Dige-
riyse, “Cebindeki paranin dértte birini bana verirsen ati satin alabilirim,” der. Oyleyse
atin fiyati nedir? Bu durumda birgok ¢6zim var; tamsayi kimesindeki ¢6zimlerde,
atin en disuk fiyati 11 glimis para olur.

Yunan matematikgiler, bazi iigiincii derece denklemleri ¢6zmek
icin konik kesitleri nasil kullanacaklarini kegfettiler. Modern ce-
bir, birbiriyle kesigen iki konik kesitin kesigim noktalarni iigiincii
ya da dérdiincii dereceden (koniklere bagl olarak) denklemlerin
belirledigini gosterir. Yunan matematikgiler bunun genel bir dog-
ru oldugunu biliyorlardi, ama bu sonug¢lardan 6zel durumlarda
faydalandilar ve yeni bir geometrik arag olarak konileri kullan-
may tercih ettiler.

Bu ilerleme hattini, Rubailer'iyle taninan tranli Omer Hay-
yam tamamlayip sistem haline getirdi. 1075 yillannda, Cebir
Problemleri ve Karsithk Kanitlan Uzerine adli eserinde iigiincii
derece denklemleri 14 gegit olarak siniflandiran Hayyam, konile-
ri kullanarak her denklem gesidinin nasil ¢dziilecegini gosterir.
One siirdiigii tez geometride olaganiistii biiyiik bir baganyd, zira
geometrik problemi neredeyse tamamen halletmigti. Modern bir
matematikgi takacak bir kulp bulabilir; Omer'in ele aldig1 konu-
lardan bazilan tamamen ¢6ziime ulagmaz, ¢linkii bazen olmayan
geometrik noktalarnn oldugunu varsayar. Yani kesigmeyebilen ko-
niklerin kesigtigini varsaymigtir. Ama bunlar 6nemsiz hatalardir.
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Ugiincii derece denklemlerin geometrik ¢éziimleri gayet iyi de,
kiip kokten daha karmagik olmayan cebirsel ¢6ziimler olamaz
miyd1? Rénesans ltalyasi’'nin matematikgileri, bu sorunun cevabi-
nin ‘evet’ oldugunu kegfettikleri zaman cebirde en biiyiik atilim-
lardan birini yaptilar.

Matematikgiler o doénemde halka agik “y,nipyhalka acik ditel-
yangmalara katilarak isim yaparlardi. Ya- |o(ar ciddi olaylard:.”
ngmacllar rakiplerine problem sorar ve en
fazla problemi ¢6zen de yans: kazanirdi. Bunun yani sira izleyi-
ciler kimin kazanacagina dair bahse girebilmekteydi. Yarigmaci-
lar genellikle ortaya biiyiik paralar koyarlardy; kayitlara gegen bir
olayda, kaybeden kazanana (ve onun arkadaglanna) otuz ziyafet
vermek zorunda kalmigtir. Buna ek olarak kazanan kisi, genellikle
asillerden olugan ve matematik 6grenmek i¢in para 6deyen 6gren-
cilerin dikkatini gekmekteydi. Yani bu halka a¢ik diellolar ciddi
olaylardi.

1535‘te Antonio Fior ile Niccolo Fontana, diger adiyla Tartaglia
(kekeme) arasinda béyle bir diello gergeklesti. Bu diielloda Tar-
taglia, Fior'u ezip gegti ve basansi dilden dile dolagarak Girolamo
Cardano’'nun kulagina kadar geldi. Cardano o sirada kapsamli bir
cebir metniyle ugragmaktaydi ve Fior ile Tartaglia'nin birbirine
sordugu sorular iigiincii derece denklemlerden olusuyordu. Ugiin-
cii derece denklemler o tarihte iige aynliyor ve negatif sayilar yine
kabul edilmiyordu. Fior bu denklem tiplerinden yalnizca birini
¢6zmeyi biliyordu. Tartaglia da baglangigta yalnizca bir tip denk-
lemi ¢6zebiliyordu. Modern sembollerle ifade edilirse, x**+ ax = b
denklemi igin Tartaglia'nin ¢6ziimi goyleydi:

b3 a3 b2 b3 a3 b2
x= =+ |=+—+ |- [=+—

2 27 4 2 27 4

Umutsuzlugun sebep oldugu yaraticilik sayesinde, Tartaglia
yangmadan yaklagik bir hafta 6nce diger denklem tiplerinin ¢6-
ztimlerini bulmug ve Fior'a, onun ¢dzemeyecegini bildigi sorulan
sormugtu.
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Siirleriyle
taninan Omer
Hayyam ayni
zamanda
6nemli bir ma-
tematikciydi

Yarismay1 duyan Cardano, iki rakibin t¢tinct derece denklem-
ler icin ¢6zum yontemleri gelistirdiklerini anlamisti. Yéntemleri
kitabina eklemek isteyen Cardano, Tartaglia'nin yakasina yapisip
yontemlerini agiklamasini istedi. Gegim kaynagl bundan ibaret
olan Tartaglia, dogal olarak stz konusu ydntemleri agiklamak-
ta pek istekli davranmadi. Ama Cardano sonunda sirrini agikla-
masi icin Tartaglia'yl ikna etti. Gelgelelim Tartaglia, Cardano'ya
s0z konusu yontemleri agiklamayi bir sartla kabul etmisti; o da
hic kimseye higbir sey sdylememesi sartiydi. Buldugu yontemleri
Cardano’'nun Ars Magna [Buyilk Cebir Sanati] kitabinda gériince
sinirlenmis olmasina sasmamak gerekir. Bunun Uzerine Tartaglia
Cardano'yu acimasizca elestirdi ve bilgi hirsizligiyla sucladi.

Cardano pek de giivenilir biri degildi. Keza kumara oldukga
duskundu; iskambil, zar ve hatta satrancta hem blyuk paralar ka-
zanmis hem de kaybetmisti. Aile servetinin tamamini bu sekilde
kaybedip yoksul disen Cardano; ayni zamanda bir dahi, yetenekli
bir doktor, parlak bir matematik¢i ve kendi eserlerini yayimlama
konusunda basarih biriydi (ancak agik sozluliigu genellikle biyiik
patavatsizlik ve hakarete dénusiince, bu olumlu 6zelliklerin pek
de énemi kalmiyordu). Tartaglia'nin Cardano'nun yalan sdyledigi-
ni ve kesfini caldigini varsaymasi bu yiizden oldukga anlasilabilir
bir seydir. Buna ek olarak Cardano’nun kitapta tek kaynak olarak
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Tartaglia'yr gostermesi islerin daha da kotiye gitmesini kaginil-
maz kilmigtir; zira Tartaglia, kitapta birkag cimlede adi1 gegen ta-
ninmamig bir kiginin degil, kitabin yazannin akillarda kalacagim
bilmekteydi.

Ama Cardano’nun Tartaglia'ya verdigi s6zi tam olarak tutma-
mas igin gegerli bir sebebi bulunmaktaydi. Sebep, Cardano’nun
ogrencisi Lodovico Ferrari’'nin, bilinmeyenin dérdinci kuvvetini
igeren dordinci derece denklemlerin ¢6zim yontemini bulmasiy-
di. G6ziim gok yeni ve ¢ok 6nemliydi. Bundan 6tiirii Cardano, dér-
diinci derece denklem ¢ozimlerine kitabinda yer vermeye karar
vermigti. Ogrencisi Ferrari'nin bulugunu kitabina alma konusun-
da hakli olan Cardano. Ferrari’'nin yontemindeki dérdiinci derece
denklem ¢6ziimiiniin, onunla iligkili G¢incd derece denklem ¢o-
zimiine indirgeniyor olmasindan, es deyigle Tartaglia'nin iigiin-
cli derece denklem ¢dzimiine bagh olmasindan 6tiird garesizdi.
Cardano, Tartaglia'nin yontemini yayimlamak zorundaydi; aksi
takdirde Ferrari’'nin galigmasini yayimlayamazdi.

Cardano haberleri duyunca kitap i¢in ¢ikig yolunu gordii. Hal-
ka agik yangmada Tartaglia'ya yenilen Fior, Scipio del Ferro’nun
6grencisiydi. Cardano, del Ferro’'nun iigincii derece denklem
tiplerinden Ggiini ¢6zdigini ve bunlardan sadece birini Fior'a
Ogrettigini igitmigti. Del Ferro'nun yayimlanmamig galigmalarn-
nin da Annibale del Nave adinda birinde oldugu séylentisi etraf-
ta dolagmaktaydi. Bunun iizerine Cardano ve Ferrari, 1543'te del
Nave'ye danigmak Gzere Bolonya'ya gittiginde galigmalan okuyup
incelediler; bu ¢aligmalarda g tip Ggiinci derece denklem ¢6zi-
minin oldugu gin gibi ortadaydi. Bu bakimdan Cardano’nun,
Tartaglia'nin yontemini degil, fakat del Ferro’'nun yontemini ya-
yimladigin1 séylemesinde yanlig olan bir yan yoktu.

Tartaglia s6z konusu olay1 farkl gériyordu. Ama Cardano’nun
dgincii derece denklem ¢6zimlerini kendisinden degil, del
Ferro'dan aldigini ifade edigsine de bir yamti yoktu. Tartaglia bu
konuda uzun, zehir zemberek bir elegtiri yayimladi ve bunun Gze-
rine, ustasini savunan Ferrari, Tartaglia’y: halka agik tartigmaya
davet etti. Ferrari tartigmay tereyagindan kil geker gibi kazands;
Tartaglia ise bu yenilgiden sonra kendini toparlayamada.
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Cebirsel sembolizm

Rénesans talyasi'nin matematikgileri birgok cebirsel yéntem ge-
ligtirdi, ama kullandiklarn igaretler o déneme gore bile ilkeldi. Gii-
niimiiz cebirinde kullanilan sembolizmin gelismesi yiizyillar sir-
migtir.

Bilinmeyen sayilann yerine sembol
kullanan ilkler arasinda Iskenderiyeli
Diyofantus bulunur. Diyofantus'un 250
yillarinda yazdigi Arithmetica aslinda
13 kitaptan olugur; bunlarin altis1 kopyalar geklinde gliniimiize
kadar gelebilmigtir. Kitap, ister tamsay1 ister rasyonel say1 (p/q
kesrinde p ve ¢'nun tamsay1 olmasi hali) olsun, cebirsel denklem
gOziimleri Gizerine yogunlagir. Diyofantus’un kullandig) igaretler
bugiin kullandiklarimizdan epey farklidir. Bu konuda yazilmig
ve glinimize kadar gelebilmis tek belge Arithmetica olsa da,
Diyofantus’un yalniz olmadigina ve daha yaygin bir gelenegin
pargasi olduguna dair béliik pérgiik kamitlar vardir. Diyofantus’un
igaretleri hesaplamalar yapmaya pek uygun degildir, ama bu he-
saplamalari yogun bir formda 6zetler.

Ortagagin Arap matematikgileri denklem ¢éziimi i¢in karma-
sik yontemler gelistirdiler, ama bunlar1 semboller yerine kelime-
lerle ifade ettiler.

Sembolik igaretlere dogru gidis Ronesans déneminde hizland.
Sembol kullanmaya baglayan ilk biiyiik cebirci Frangois Viete elde
ettigi sonuglann gogunu sembolik olarak ifade etmigtir; ama kul-
landig: igaretler modern igaretlerden farklidir. Ancak bilinen bii-
yiikliklerin yani sira bilinmeyenleri de temsil ederken alfabedeki
harfleri kullanir. Bilinen ve bilinmeyen biiyiikliikleri birbirinden
ayirmak iizere, bilinenleri B, C, D, F, G gibi sessiz harflerle, bilin-
meyenleri A, E, I gibi sesli harflerle géstermigtir.

15. yiizyi1lda birka¢ temel sembol ortaya ¢ikti. Bunlardan top-
lama iglemi igin p (plus) ve ctkartma iglemi i¢in m (minus) sem-
bolleri 6nemli. Bunlar sembolden ziyade birer kisaltmadir. + ve

“Glniimiiz cebirinde kulla-
nilan sembolizmin gelismesi
ylizyillar sirmiistar.”

- sembolleri yine bu tarihlerde ortaya gikmigtir. Alman tiiccarlar,
fazla yik ve eksik yiiki ayirt etmek igin ticarette bu sembolleri
kullandilar. Matematikgilerin de bu sembolleri benimsemesi pek
zaman almadi. Yazil ilk 6rmekler 1481 yilina ait. William Ough-
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Girolamo Cardano (1501-1576)
(Diger adiyla Hieronymus Cardanus, Jerome Cardan)

Girolamo Cardano, Milanolu avukat Fazio Cardano ve g
cocuk biyutmeye calisan gen¢ dul Chiara Micheria'nin
gayrimesru ¢ocuguydu. Chiara, Girolamo'yu Pavia yakin-
larinda dogururken cocuklari Milano'da vebadan 6ldu.
Fazio yetenekli bir matematik¢iydi. Matematige olan tut-
kusunu Girolamo'ya asiladi. Girolamo, babasinin arzusu-
na ragmen Pavia Universitesinde tip okudu; Fazio hukuk
okumasini istiyordu.

Cardano daha 6grenciyken gittigi Padua Universite-
sine bir oy farkla rektor secildi. Yakin zamanda 6len ba-
basindan kalan ufak mirasi harcayan Cardano, mali du-
rumunu dizeltmek icin kumara (iskambil, zar ve satrang)
basladi. Yaninda mutlaka bicak tasirdi. Bir defasinda, hile yaptigini disundugi ra-
kibinin yluzina yardi.

Cardano 1525'te tip diplomasini aldi, ama Milano'da Hekimler Kolejine katil-
mak icin yapti§i basvuru kabul edilmedi. Sorunlu biri olarak tanindigi i¢in redde-
dilmis olabilir. Sacca Kéyiunde doktorluk yapti, babasi génulli orduda yiizbasi olan
Lucia Bandarini'yle evlendi. Mesleginde isler iyi gitmeyince, Girolamo 1533'te tek-
rar kumara basladi. Cok fazla para kaybedince karisinin micevherlerini ve evdeki
mobilyalari rehin vermek zorunda kaldi.

Cardano'nun sansi déndi ve Piatti Vakfinda babasinin yerini alip 6gretmen-
lik yapmasi teklif edildi. Bu arada doktorluk yapmaya da devam etti. Uyguladigi
bazi mucizevi tedaviler doktor olarak ona Un getirdi. Bircok kez denedikten sonra
1539'da nihayet Hekimler Kolejine kabul edildi. Matematik dahil olmak Ulzere ¢e-
sitli konularda akademik yazilar yayimlamaya basladi. Cardano, gesitli konularda
bélumlerin derlemesi seklinde 6nemli bir otobiyografi olan Hayatimin Kitabi'ni
yazdi. Unii zirvedeydi. St. Andrevvs piskoposu John Hamilton'i tedavi etmek igin
Edinburgh'u ziyaret etti. Hamilton agir astimdan sikayetciydi. Cardano'nun tedavisi
sayesinde saghgi ciddi sekilde duzeldi; Cardano iskogya'dan 2000 altinla déndu.

Pavia Universitesinde profesor oldu. En biiyiik o§lu Giambatista gizlice Brando-
nia di Seroni'yle evlenene kadar isler gayet iyi gidiyordu. Seroni, Tartaglia'ya gore
"bes para etmeyen, utanmaz kadinin biri"ydi. Seroni ve ailesi, Seroni'yi zehirleyerek
oldirmeye calisan Giambatista'yl halkin dninde asagilayip ifsa etti. Cardano’nun tim
cabalarina ragmen Giambatista idam edildi. Cardano 1570'te isa'nin yildiz haritasini
cikardidi icin sapkinlikla suclanip yargilandi. Hapse girdi, sonra salindi, ama universi-
tedeki isinden oldu. Roma'ya gitti. Hic umulmadik bir sekilde Papa ona maas bagladi.

Kendi 61tm tarihini tahmin etti. intihar etmek icin pek ok sebebinin oldugunu séy-
leyip dururdu. Onca aclya ragmen sonuna kadar iyimserliginden bir sey kaybetmedi.
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tred carpma islemi icin X sembolini 6ne siirdi; ama Leibniz,
x harfiyle kanstinlacadi konusunda siddetle (ve hakli olarak)
Oughtred'i elestirdi.

Diyofantus'un Kullandigi isaretler ve Bizimkiler

Anlami Modern sembol Diyofantus'un semboli
Bilinmeyen oty \

Bilinmeyenin karesi *! Ay

Bilinmeyenin kibl X Ky

Bilinmeyenin 4. kuvveti X AyA

Bilinmeyenin 5. kuvveti 1 *' AKy

Bilinmeyenin 6. kuvveti x* KyK

Toplama + Bitisik terimler (A+B icin AB kullanmak gibi)
Cikarma - A

Esitlik

ingiliz matematikci Robert Recorde'un 1577'de The IVhetstone
ofWitte adli calismasinda esitlik icin kesfettigi = sembolii o glin-
den beri kullanilmaktadir. Recorde, esit uzunlukta iki paralel gizgi
kadar birbirine benzeyen baska bir sey disiinemedigini yazmis-
t1. Ancak bugtin kullandiyimizdan ¢ok daha uzun, sdyle -
cizgiler kullanmistir. Viete baslangicta esitlik igin ‘aequalis’ ke-
limesini kullanmis, ama sonra ~ semboliyle degistirmistir. Rene
Descartes «gibi farkl bir sembol kullanmisti.

'‘Buyuktir' ve 'kiiguktir' igin su an kullandigimiz > ve < sem-
bolleri Thomas Harriot'a aittir. Yuvarlak parantezler () 1544'te or-
taya ¢ikmis; kdseli parantez []ve susli ayraci {) 1593'te Viete kul-
lanmisti. Descartes, kok say1 ya da kok icin kullanilan r harfinin
detaylandinlmasi olan V karekdk semboluni, kip koék icinse V¢
ifadesini kullanmisti.

Cardano'nun Ars Magna'sma ait su kisa alinti, Rénesans do-
nemine ait cebirsel isaretlerin bizimkilerden nasil farkl oldugu-
nu gosteriyor:
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5p: R m:15
5m: R m: 15
25m:m:15 qd. est 40
Bu ifade, modern igaretlerle agagidaki gibi yazilir:

(5 + V-15) (5 — Vy-15) = 25 - (-15) = 40

Art1ve eksi i¢in p: ve m:, ‘karekék’ igin R ve Latince ‘yani, goyle
ki’ ifadesinin kisaltilmasi olan ‘qd. est’ kullanildigin1 gériiyoruz.
Cardano’nun

qdratu aeqtur 4 rebus p:32
diye yazdig ifadeyi bugiin biz
x?=4x + 32

seklinde yaziyoruz. Cardano bu yiizden, bilinmeyen (sey) ve onun
karesi igin ‘rebus’ ve ‘gdratu’ gibi farklh kisaltmalar bulmugtu.
Bagka bir yerde bilinmeyen igin R, karesi igin Z ve kiibii igin C
kullanmigti.

Fransiz Nicolas Chuquet, etkili ama fazla bilinmeyen bir isim-
dir. 1484 tarihli kitab: Triparty en la Science de Nombres'da mate-
matiksel ii¢ ana konu tartigilir: aritmetik, kékler ve bilinmeyenler.
Karekdk i¢in kullandig igsaret Cardano’'nunkine benzer, ama iislii
ifadeler kullanarak bilinmeyenin islerini sistematik hale getir-
meye baglamigtir. Bilinmeyenin ilk dért Gssiine premier, champs,
cubiez ve champs de champs demistir. Bugiin 6x, 4x? ve 5x° diye
yazdigimiz geyleri .6.1, .4.2 ve .5.3 geklinde; sifirinci iist ve negatif
iistleri de .2.0 ve .3.!™ geklinde yazmigtir. Biz bunu 2 ve 3x' diye
yaziyoruz. Ozetlersek: bilinmeyenin iistleri i¢in iislii ifadeler kul-
lanmigtir, ama bilinmeyen igin net bir sembolii yoktur.

Bu eksikligi Descartes gidermigtir. Kullandig igaretler, bir is-
tisna diginda bugiin kullandiklannmiza ¢ok benzer. Bizim

5+4x+6x?+11x° + 3x*
seklinde yazdigimiz ifadeyi, Descartes
5+4x+6xx+11x3+3x*

diye ifade eder. Yani bilinmeyenin karesi i¢in xx kullamr. Gergi
ara sira x* kullandig) da olmugtur. Newton, bilinmeyenin iislerini
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tipk: bizim gibi yazar. Buna x¥iin karekokii igin x*2 gibi kesirler,
negatif iisler de dahil. x*nin yerine xx ifadesini sonunda kaldiran
Gauss olmugtur; Biiyiik Ustat béyle yapinca herkes onun pesinden
s6z konusu kullamma sadik kalmigtir.

Tiirlerin mantig1

Cebir, aritmetik problemlerini sistemli hale getirmenin yolu ola-
rak baglamig, ama Viete zamaninda bagimsizligini ilan etmek iste-
migtir. Cebirsel sembolizm ve kullanim, Viete'den 6nce aritmetik-
sel prosediirleri ifade etmenin ve uygulamanin yolu olarak goriil-
mekteydi ama 6nemli olan hala sayilardi. Viete, tiirlerin mantig
ile sayi1larin mantig) dedigi geyler arasinda ciddi bir ayinnm yapar.
Onun diigiincesine gore cebirsel bir ifade, aritmetik ifadelerin bii-
tiin simfin (tiirler) temsil eder. Bu farkl bir kavram.1591 tarihli
In Artem Analyticam Isagoge [Analitik Sanatina Girig] adli galig-
masinda, belli sayilarla ¢aligma yénteminin aritmetik oldugunu,
genel formlarla ¢aligma yénteminin cebir oldugunu agiklar.

Kih kirk yaran bir mantik gibi gelebilir, ama bakig agisindaki
farklilhik 6nemli. Viete'ye gore cebirsel hesap, 6rnegin agagidaki
gibi (bizim igaretlerimizle yazilmig) bir hesap,

2x+3y)-Ix+y)=x+2y

seklinde sembolik ifadeleri kullanmanin bir yolunu gésterir. 2x +
3y ve diger terimler tek tek ele alindiginda matematiksel nesne-
lerdir. Bu terimler, belli sayilarn temsil ettigine bakilmaksizin top-
lanabilir, gikanlabilir, ¢arpilabilir ve bolinebilir. Oysa Viete'den
oncekilere gore ayn1 denklem, sadece belli sayillara x ve y sem-
bolleri atandigr zaman gegerli olan iligkilerdi. Bununla birlikte
cebir, sembolik ifadelerin matematigi olarak sonunda bagimsizl-
gi1m ilan eder ve bu, cebiri aritmetiksel yorumlann zincirlerinden
kurtarmaya yo6nelik ilk adimi olugturur.
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Cebirden nasil faydalamyoruz?

Bilim insanlari, modern diinyadaki cebir tuketicilerinin 6ncdleridir. Onlar dogada
duzenli olan geyleri cebirsel denklemlerle anlatir. Denklem ¢6zumileri, bilinmeyen
buyiiklikleri bilinen biiytikliklere dayanarak ifade eder. Teknigi ok kaniksadigimiz
icin, cebir kullanildiginin kimse farkina varmaz.

Time Team dizisinin bir béliuminde, gozu pek televizyon arkeologlarn bir orta-
¢ag kuyusunun derinligini hesaplamak istedikleri zaman cebir pekala arkeolojiye
uygulanmigti. Akla ilk gelen, kuyuya bir sey atip dibe ulasma suresini 6lgmek ol-
mustu. Sire alti saniyeydi. llgili cebirsel formiil sdyle:

s=Yagt

Burada s derinlik, t dibe vans siiresi ve g kitlegekim ivmesidir. g yaklasik saniye-
de 10 metredir. t = 6 diye kabul edersek, forml bize kuyu derinliginin yaklasik 180
metre oldugunu séyler.

Formiilden emin olamadiklari igin (aslinda formdilii dogru hatirlamiglards), Time
Team Ug uzun mezuray birbirine bagladi.

Olgilen derinlik gergekten 180 metreye ok yakind.

Eger derinligi biliyor ve siireyi hesaplamak istiyorsak, cebir elbette devreye gi-
rer. O zaman t i¢in denklemi s cinsinden yazmamiz gerekir. Bu durumda asagidaki
¢6zim bulunur:

t=v2s/g

Ornegin s = 180 metre oldugunu biliyorsak, nin 360/10 kesrinin karekéku ol-
dugunu, yani 36'nin karekoki oldugunu sdyleriz. Sonug 6 saniyedir.
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Trigonometri ve Logaritma

Oklit geometrisi ticgenlere dayanir. Bunun ana sebebi, her
¢okgenin t¢genlerden olusturulabilmesi ve daire, elips gibi ilging
birgok seklin cokgene yaklastinlabilmesidir. Uggenin metrik 6zel-
likleri (kenar uzunluklari, agilarin blyuklikleri ya da toplam alan
gibi dlculebilen 6zellikler) ¢ogu oldukca zarif bazi formuller yar-
dimiyla birbirleriyle iliskilidir. Navigasyon ve haritacilikta son
derece kullanish olan bu formullerin uygulamali kullanimi igin,
esas olarak 'lcgenlerin 6lcimu’ anlamina gelen trigonometrinin
gelismesi gerekti.

Trigonometri

Trigonometri, birkag 6zel fonksiyondan (bir miktara bagli olarak
baska bir miktarin hesaplanmasini saglayan matematik kurallarr)
ortaya cikti. Bu fonksiyonlar sinis, kosinus ve tanjant gibi isim-
ler alir. Trigonometrik fonksiyonlarin sadece tc¢gen olgtimleri igin
degil, tim matematik igin can alici 6neme sahip oldugu anlasildi.

Trigonometri en ¢ok kullanilan matematik tekniklerinden bi-
ridir; haritaciliktan tutun araglarda GFS uydu sistemlerine kadar
her seyde yer alir. Trigonometrinin bilimde ve teknolojide kulla-
nimi o kadar yaygin ki, cok amagli her ara¢ gibi onun da farkina
varilmiyor. Tarihsel olarak, carpma islemini (zor olan) toplama is-
lemine (kolay olan) donustiren akilli yontem logaritmayla bire bir
iliskilendirilir. Trigonometriyle ilgili temel fikirler 1400 ve 1600'lU
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yillarda ortaya ¢ikt); ancak bunun éncesi de var,
sonradan bir¢ok detay ilave edildi ve notasyon
hala geligmeye devam ediyor.

Bu béliimde su temel konulara g6z atacagiz:
trigonometrik fonksiyonlar, iistel fonksiyonlar ve logaritma. Ayn-
ca eski ve yeni birka¢ uygulamay: ele alacagiz. Bilgisayarlar yay-
ginlastig igin, eski hesap yéntemlerinin ¢ogu artik kullamilmiyor.
Ornegin ¢arpma yapmak igin logaritma kullanan kim kaldi? Bil-
gisayarlar fonksiyonlann degerini yliksek dogrulukta ve hizl he-
sapladig igin kimse tablo kullanmiyor. Ama logaritma ilk kegfe-
dildiginde, 6zellikle uzun ve ¢apragsik sayisal hesaplar gerektiren
gokbilim gibi alanlarda logaritma tablolan faydaliydi. Tablolan
derleyenler, yillarca (onlarca yil) toplama yapmak zorunda kal-
mastir. Insanlik, bu azimli énciilere ¢ok sey borgludur.

“Insanlik, bu azim-
li 6nciilere cok sey
bor¢lu.”

Trigonometrinin kokenleri

Trigonometrinin ele aldig1 temel problem, iiggenin bazi &zellik-
lerinden yararlanarak diger 6zelliklerinin (kenar uzunluklan, a1
biiytikliikleri) hesaplanmasidir. Once modern trigonometrinin te-
mel 6zelliklerini 6zetlersek, trigonometrinin baglangicin1 tanim-
lamak gok daha kolay olur. Modern trigonometri, en azindan Yu-
nan matematigine kadar giden 18. yiizyll notasyonunun gézden
gegirilmig halidir. Bu 6zet, belirsizliklerin ve artik hiikkmi kalma-
mis kavramlann iginde kaybolmadan eski insanlarn diigiincele-
rini tarif edebilecegimiz bir gergeve saglar.

Trigonometri, gériiniige gére ag1 6l¢gmenin kolay, o muazzam
uzakhklan 6l¢gmenin zor oldugu gdékbilimden kaynaklanmigtir.
Yunan gékbilimci Aristarkhos, MO 260 yillarina ait Giines ile
Ayin Biiyiikliikleri ve Uzakliklan Uzerine adh ¢aligmasinda diin-
yanin giinese olan uzakliginin, diilnyamn aya olan uzakliginin 18
ila 20 kat1 oldugu sonucuna varmigtir (dogru rakam yaklagik 400,
ama Eudoksos ve Phidias rakamin 10 oldugunu iddia eder). Aris-
tarkhos, yarim ay varken goézlemcinin giinege ve aya olan yonleri
arasindaki aginin 87° (modern birim) olmasindan yola gikarak bu
sonuca vanr. Uggenlerin 6zelliklerini kullamip trigonometrik tah-
minlerde bulunarak (modern gésterimle) sin 3° degerinin 1/18 ile
1/20 arasinda oldugu sonucuna erigir ve bu gekilde giines ve aya
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olan uzakliklarin oranini bulur. Yontem dogru, ama goézlem hata-
lidir; aginin dogru degeri 89,8%dir.

Trigonometri - Baglangig

Trigonometri, bazi 6zel fonksiyonlara dayanir. Bu fonksiyonlarin en temel olanlar si-
niis, kosinds ve tanjanttir. Bu fonksiyonlar, geleneksel olarak Yunanca 6 (teta) harfiyle
adlandirlan agiya uygulanir. Komsu kenar, kars: kenar ve hipotenus olmak lizere g
kenari (g, b, ¢) olan dik Uggene bagli olarak bu fonksiyonlar tarif edilebilir.

¢ (hipotenis)
b (karg! kenar)
)
a (komsu kenar)
Bu durumda:
Tetanin sintisd sin6=b/c

Tetanin kosiniisi  cos0=a/c

Tetanin tanjant tan6=b/a olur.

Herhangi bir 9 agisi igin bu ti¢ fonksiyonun degerini, iggenin geometrisi be-
lirler. (Farkli boyutlardaki Gggenlerin bazi agilar ayni olabilir; ama benzer iiggenle-
rin geometrisi, verilen oranlarin biyiiklikten bagimsiz olugunu soyler.) Ancak bu
fonksiyonlar hesaplanip diizene konduktan sonra, 6 agisindan yola gikarak iggeni
¢ozmek icin (iggenin her kenarinin hesaplanmasi i¢in) kullanilabilir.

Birkag giizel formiil, bu i fonksiyonu birbiriyle iliskilendiriyor. Ozellikle Pisagor
formalu soyledir:

sin0 +cos’0=1

11k trigonometrik tablolar, MO 150 yillarinda Hipparkos tara-
findan diizenlenmigtir. Hipparkos modern siniis fonksiyonu ye-
rine, onunla yakindan ilgili bir biiyiikliikk kullanir. Bu biyikliik,
geometrik acidan ayni élgiide dogaldir. tki yar gapi 8 agis1 yapan
bir daire diiginiin. Yaricaplann daireyi kestigi noktalar, kiris de-
nen diiz bir dogruyla birlegtirilebilir. Bu noktalar, dairedeki egri
yayin ug noktalar olarak da diigiiniilebilir.

Hipparkos, bir dizi a¢1 igin yay ve kirig uzunluklarina iligkin
bir tablo hazirlamigtir. Dairenin yarigap: 1 ise ve agilar radyan
cinsinden 6lgiiliirse, yay uzunlugu 6'ya egit olur. Biraz geometri
bilgisiyle, kirig uzunlugunun modern igaretlerle 2sin (6/2) oldu-
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gu anlagilir. Yani Hipparkos’un
hesabi tablo geklinde sunulmug
olmasa da siniis tablosuyla ¢ok

yakindan ilgilidir. \\| /,
- ~

Gokbilim Yanmay varken 4 I

fIk trigonometri g¢aligmalar,  Giineg, Ay ve Diinya

gokbilimin (ve sonra navigas-  arasindaki iligki

yonun) sorularina yanit aradig: Kirig

icin bugiin okullarda 6gretilen-

den ¢ok daha karmagikt1. ¢inde » Yay

calisilan dogal alan diizlem de-

gil, kiiredir. Gokyiizii cisimleri-

nin sanal bir kiirenin tzerinde,

gok kiirenin iizerinde oldugu

diigtinilebilir. Gokylizii, gézlem- 0 agisina kargilik

ciyi gevreleyen dev bir kiirenin gelen yay ve kirig

i¢ini andinr ve gokyiizi cisimleri o kadar Kuzey Kutbu

uzaktalardir ki, bu kiirenin iizerine yatmi- >

sa benzerler.

Sonu¢ olarak goékbilimsel hesaplar
dizlemin degil, kiirenin geometrisinden
bahseder. Dolayisiyla gerekli olan gey N ‘]
diizlem geometri ve trigonometri degil,
kiiresel geometri ve trigonometridir. Bu
alanda yapilmig ilk ¢aligmalardan biri,
Menelaos'un MS 100 yillarina ait Sphae-
rica’sidir. Oklit geometrisinde benzeri olmayan érnek bir teorem
soyledir: iki liggenin agilan birbirine egitse, bu iki iiggen eglegik-
tir, yani aym biiyiklik ve aym gekildedir. (Oklit geometrisinde
bu iiggenler benzerdir; gekilleri aynidir ama buyiklikleri fark-
lh olabilir.) Kiiresel geometride liggenin i¢ agilan toplami, diiz-
lemsel geometriden farkli olarak 180° degildir. Ornegin {iggenin
bir koégesi Kuzey Kutbunda, diger iki kogesi ekvatorda olsun ve
kutuptaki ag1 90° olsun; iiggenin diger agilar1 da dik agiya egit
olacag i¢in agilarin toplami 270° olur. Kabaca, liggen biiyiidiikge
agl toplaminin biiyidiigini séyleyebiliriz. Aslinda bu toplamin
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B 180° eksigi, iggenin toplam alaniy-
la orantihdir.
Bu o6rnekler, kiiresel geometri-
nin farkli oldugunu ve kendine has
A pzellikleri oldugunu ortaya koyu-
yor. Aymi sey kiiresel trigonometri
i¢in de gegerlidir, ancak temel bii-
c yuklikler hala standart trigono-
metrik fonksiyonlardir. Sadece for-
D miiller degigir.

Dairesel dortgen ve kdgegenleri

Ptolemaios

Eski uygarliklara ait en énemli trigonometri metni, iskenderiyeli
Ptolemaios’'un MS 150 yillarinda yazdigy Matematiksel Sentaks
adl eseridir. Daha ¢ok, Arapgada “en biiyiik” anlamina gelen Al-
magest olarak bilinir. Bu ¢galismada kiriglerle ilgili trigonometrik
tablolar, bunlan hesaplama yontemleri ve yi1ldizlann gok kiirenin
istiindeki konumlarina dair bir katalog vardir. Hesaplama yon-
teminin en 6nemli 6zelligi Ptolemaios teoremidir. Teoreme gore
ABCD eger dairesel bir dortgense (kdgeleri bir dairenin iizerin-
deyse),

AB x CD + BC x DA = AC x BD olur.

(kars1 kenarlarn ¢arpimlannin toplami, kdsegenlerin garpimina
egittir).
Bu bulgunun modern yorumu, dikkate deger su iki formildiir:

sin (6 + ¢) =sin 8 cos @ + cos 0 sin ¢

cos (6 + ?) = cos 6 cos ® —sin 0 sin ¢

Bu formiillerde 6nemli olan, iki aginin siniis ve kosiniisii bilini-
yorsa agilann toplaminin hesaplanabilmesidir. sin 1?ve cos 1° ile
bagladigimiz1 varsayalim. 6 = ¢ = 1°0lduguna goére sin 2° ve cos 2°
hesaplanabilir. Sonra 6 =1°ve ¢ =2%igin sin 3° ve cos 3° hesap-
lanabilir ve bu gekilde devam eder. Nasil baglanacagini bilmek
gerekiyor, ama ondan sonra tek gereken ey aritmetiktir; bol bol
aritmetik, ama hepsi bu kadar basit.
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Aritmetik ve karekok gerektiren basglangig¢, gérindigiinden
daha kolay olmugtur. /2 + 6/2 = 6 yalin gergegi kullanilirsa, Pto-
lemaios teoreminden

bulunur.

cos 90° = 0 ile baglayip agiy: siirekli ikiye bolersek, istendigi
kadar kiigiik agilarnn siniis ve kosiniislerini elde edebiliriz (Ptole-
maios %° kullanmig). Daha sonra o kigiik aginin biitiin tam katlan
tekrar hesaplanabilir. Kisaca, birkag¢ genel trigonometri formiil
uygun sekilde uygulanirsa, baz1 6zel agilara ait basit degerleri
kullanarak dilediginiz kadar a¢inin degerini hesaplayabilirsiniz.
Eskiler olaganiistii bir yetenek gosterisi yapmig ve gokbilimcileri
bin yi1ldan uzun siire igsiz birakmamigtir.

Almagest'in dikkate deger son 6zelligi, gezegenlerin yoriinge-
lerinin ele alimg geklidir. Geceleri gokyuziini diizenli izleyen her-
kes, gezegenlerin sabit yildizlann etrafinda déndiigiinii ve takip
ettikleri yoringelerin ¢apragik oldugunu, bazen geriye gittigini ya
da uzayan dongiiler tizerinde gezdiklerini kegfeder.

Platon’un bir istegini yerine getiren Eudoksos, bu ¢aprasik ha-
reketleri ifade etmenin bir yolunu bulmug; gezegenlerin hareket-
lerini, kiirelerin iizerinde duran bagka déner kiirelerin hareketleri
cinsinden ifade etmigtir. Apollon ve Hipparkos, dig gember (mer-
kezleri bagka ¢emberlerin iizerinde hareket eden ¢emberler) kul-
lanmak i¢in bu diigiinceyi basitlestirmis ve Ptolemaios'un daha
da gelistirdigi dis gember sistemi, gezegenlerin hareketleri igin
¢ok dogru bir model saglamigtir.

Trigonometrinin baglangici

11k trigonometrik kavramlar, Hindu matematik¢i ve gokbilimci
Varahamihira'nin 500 tarihli Pancha Siddhanta adl yazilarinda,
Brahmagupta'nin 628 tarihli Brahma Sputa Siddhanta adl yazi-
laninda ve Bhaskaracharya'min 1150 tarihli daha aynntil Sidhan-
ta Siromani adl1 yazilarinda yer almigtir.
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Mars'in Diinyadan
gozlenen hareketi

Ay iR Toreng,
Marghm yorunges*

Hint matematikgiler genellikle yanm kirigs ya da jya-ardha
kullanmigtir; bu aslinda modern siniistiir. Varahamihira, 3°45’ bi-
yiikligindeki aginin tam katlan igin, 90 dereceye ulagana kadar
bu fonksiyonu 24 kez hesaplamigtir. Bhaskara'min 600 yillarnna
ait Maha Bhaskariya adli ¢aligmasinda dik a¢inin siniisi i¢in kul-
lanigh bir yaklasik formil vardir ve bu formiiliin Aryabhata’ya ait
oldugunu séyler. Bu yazarlar birgok temel trigonometrik formiil
elde etmigtir.

Arap matematik¢i Nasiriiddin’in Dértgen Uzerine Incelemeler
adh ¢aligmasi, diizlemsel ve kiiresel geometriyi genigletip birleg-
tirmig ve kiiresel iigcgenlere ait birgok temel formiil vermigtir.
Nasiriiddin konuya gékbilimin bir pargasi olarak degil, matema-
tiksel olarak yaklagir. Ama galigmasi 1450°ye kadar Bati'da dikkat
¢ekmemigtir.

Trigonometri, gékbilimle olan baglantis1 nedeniyle 1450'ye
kadar kiiresel trigonometriydi. Ozellikle arazi olgiimleri (giinii-
“Itk trigonometrik kavram- lim'izde trigonometrinin. en gok kullafllldl-
lar Hindu matematikci ve 5! alan), Romahlarin sistemlegtirdigi de-
gékbilimcilerin yazilarinda neysel yontemlerle yapiliyordu. Ancak 15.
yer almistir.” ylizyilin ortalarinda, diizlem geometri ilk
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olarak kuzey Alman Hansa Konfederasyonunda kendini kabul et-
tirdi. Konfederasyon, ticaretin biiyiik kismim kontrol altina aldig:
i¢in zengindi ve s6zl gegiyordu. Konfederasyonun geligmis yo6n
bulma ydntemlerine, ayrica gelismig zaman kaydina ve gokbilim-
sel gozlemlerin uygulamalanna ihtiyaci vardi.

Burada 6nemli isimlerden biri, daha ¢ok Regiomontanus ola-
rak taninan Johannes Miiller'dir. Miiller, Almagest'in diizeltilmig
yeni versiyonu iizerinde galigan George Peuerbach’in 6grencisiy-
di. Hamisi Bernard Walther'in maddi destek saglamasi lizerine
1471'de yeni bir siniis tablosu ve tanjant tablosu hesaplamigtir.

15 ve 16. yiizyilda dne gikan diger matematikgiler, kendi trigo-
nometrik tablolarini genellikle son derece dogru sekilde hesapla-
dilar. George Joachim Rhaeticus 10'* radyanlik bir daire igin, bir
saniyelik dairenin tiim katlannin siniislerini hesaplamigtir (tab-
lolar virgiilden sonra 15 basamaga kadar tutarlidir; ancak tamsa-
yilan elde etmek i¢in her say1 10'S ile garpilir). Rhaeticus, 1462-
1463'te yazdig) De Triangulis adl1 galigmasinda kiiresel iiggenler
i¢in siniis formiliindg,

sina/sinA=sinb/sinB=sinc/sinC
ve kosiniis formiiliinii de,
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A

seklinde vermisg, ancak bu ¢aligma 1533'e kadar yayimlanmamig-
tir. Bu formiillerde A, B ve C iiggenin agilan; a, b ve c ise kenar-
laridir (kiirenin merkezinden alinan agilara dayanarak 6lgiilen
kenarlar).

Viete trigonometri Gizerine bol bol yazmigtir. Bu konu iizerine
ilk kitab, 1579 tarihli Canon Mathematicus'tur. Onceden verilmig
baz bilgilere dayanarak iliggen ¢6ziimlerini, yani liggenin kenar ve
agilarim hesaplama yontemlerini toplayip sistemlegtirmig ve yeni
trigonometrik 6zdeglikler kesfetmigtir; bunlar arasinda 6'nin tam
katlannin siniis ve kosiniislerini §'nmin siniis ve kosinisii cinsin-
den elde ettigi ifadeler ilgingtir.

Logaritma

Bu bélimiin ikinci konusu log x, yani matematigin en dnemli
fonksiyonlarindan olan logaritmadir. Logaritma baglangigta
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log xy =log x + log y

ifadesini kargiladig1 ve dolayisiyla ¢arpma iglemini (sikici1 olan
iglem) toplama iglemine (daha kolay ve ¢abuk olan iglem) déniig-
tiirdiigii i¢cin 6nemliydi. x ve y gibi iki say1y1 carpmak igin, bu sa-
yllann logaritmalan bulunup toplaniyor ve sonra logaritmasi bu
toplama egit olan say1 (logaritmanin tersi) bulunuyor. fgte bu de-
ger xy carpma igleminin sonucudur.

Matematikgiler logaritma tablolarimi hesapladiktan sonra,
yontemi anlayan herkes tabloyu kullanabilmekteydi. 17. yiizy1l-
dan 20. yiizyilin ortalanna kadar tiim bilimsel hesaplamalar,
6zellikle gokbilimle ilgili olanlarda, logaritma kullanilmigtir.
1960°tan itibaren, elektronik hesap makineleri ve bilgisayarlar sa-
yesinde logaritmay: hesap amagh kullanmaya hi¢ gerek kalmada.
Ancak matematigin tiirev ve integral hesabi ile karmagik analiz
gibi bir¢gok dalinda biiyiik gérevi oldugu igin logaritma kavrama,
matematik i¢in biiyiik 6nem tagimaya devam etmigtir. Ayrica bir-
¢ok fiziksel ve biyolojik siirecin davranig: logaritmiktir.

Giiniimiizde logaritmayi, iislii ifadelerin tersi olarak goriiyo-
ruz. Ondahk gésterim igin 10 tabanini se¢mek gayet dogal, o yliz-
den 10 tabanh logaritmay: kullanarak y = 10~ ise y'nin logaritmasi
x olur diyoruz. Ornegin 10°= 1000 olduguna gére, 1000 sayi1sinin
(10 tabanl say1) logaritmasi 3 olur. Logaritmanin temel 6zelligi su
iisli ifade kuralina uygundur:

10°+%=10° x 10*

Ancak logaritmadan faydalanabilmek i¢in her pozitif ve ger-
¢ek y degerine karsilik gelen x degerini bulmamiz gerekir. Bura-
da ana fikir, Newton ve ¢agdaslannin izinden gidersek, 107 gibi
herhangi bir kesirli issii olan sayinin, 10? sayisinin g koki olarak
tanimlanabilmesidir. Herhangi bir x gergel sayisim istege bagh
olarak kesirli p/q sayisina yaklagtirmak miimkiin olduguna gére,
10" sayisin1 10°9sayisina yaklagtirabiliriz. Logaritma hesaplama-
nin en kullamgh yolu bu degil, ancak var oldugunu kanitlamanin
en kolay yoludur.

Tarihsel olarak, logaritmanin kegfi bu kadar dolayh yoldan ge-
ligmemistir. Olay lsko¢ya'da Murchiston Baronu John Napier ile
baglar. Napier, hayat1 boyunca kullanigh hesap yontemlerine ilgi
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duymus ve Napier ¢gubuklanmni (ya da Napier Kemiklerini) icat et-
migtir. Bunlar ¢arpma iglemini ¢gabuk ve dogru yapmak i¢in kulla-
milan, kagit-kalem yéntemini andiran igaretli bir gubuk setiydi.
Napier 1594 civarinda daha teorik bir yontem iizerine galigmaya
baslar. Yazdig1 metinler, bu yéntemi kusursuz hale getirip yayim-
lamasinin 20 y1l siirdiigiini bizlere gésteriyor. Gériiniige gére geo-
metrik dizilerle, yani bir dnceki terimi sabit bir sayiyla ¢arparak
yeni terimin elde edildigi say: dizileriyle ise baglamigti. Geomet-
rik diziler i¢in 6rnek olarak 2'nin katlann: ya da 10'un katlarini
verebiliriz.

Diizlem Trigonometri

Giandmuzdeki trigonometri, geometrinin daha basit oldugu ve temel ilkelerin daha
kolay anlagildig: duzlem Gzerinde gelisti. (Matematikteki yeni fikirlerin 6nce gapra-
stk bir baglamda ortaya gikmasi, temelde var olan sadeligine ¢ok daha sonra kavus-
masi ilgingtir.) Duzlem Gggende sinus, kosiniis kural var ve bunlan agiklamak igin
biraz konu digina ¢tkmaya deger. A, B, C agilan ve a, b, c kenarlar olan bir dizlem
tggen dusunan.

Diger acilan iceren benzer formillerin yani sira, sinus kurali,

a/sinA=b/sinB=c/sinC
ve kosinus kurals,
a’=b'+c-2bccos A

seklini alir. Diger agilan igeren bagska kurallar da var. Kenarlara bagli olarak agilan
hesaplamak igin kosintis kural kullanilabilir.

Bir {iggenin kenarlan ve agilan

124816 32 ..

110 100 1000 10.000 100.000 ...
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Bu tarihte, iistleri toplamanin katlan g¢arpmakla aym sey ol-
dugu ¢oktan biliniyordu. 2'nin tam katlanndan ikisi ya da 10'un
tam katlanndan ikisi garpilacaksa sorun yok; ama bu sayilar ara-
sinda biiyiik bogluk vardir ve 57,681 x 29,33 gibi islemler s6z ko-
nusu olunca 2'nin ya da 10'un kuvvetleri ige yaramaz.

Napier Logaritmasi

Bu iyi yiirekli Baron geometrik dizilerdeki bogluklar1 kapatmak
igin galigirken, iskog krali VI. James’'in doktoru James Craig,
Danimarka’‘da yaygin olarak kullanilan bir kegiften Napier'a bah-
seder. Kesfin sevimsiz bir ad1 varmig: prosthapeiresis. 1sim, gar-
pim sonucunu toplam sonucuna doéniigtiiren iglemleri kastediyor.
Pratikte kullanilan ana yontemse, Viete'nin kegfettigi bir formiile
dayanir:

x+y s XY _ sinx + siny

2 2 2

sin

Sinilis-kosiniis tablolan elinizin altindaysa, ¢arpim sonucunu
toplam sonucuna déniigtiirmek igin bu formiil ige yarar. Karman
¢orman bir gey ama sayilan dogrudan ¢arpmaktan daha hizhdir.

Napier bu fikri degerlendirip 6nemli bir geligme saglar. Ortak
oranl 1'e ¢ok yakin olan bir geometrik seri olugturmustur. Yani
2'nin ya da 10’un katlan yerine, 6rnegin 1,00000000001 sayisinin
katlarim kullanmak. Boyle bir sayinin ardigik katlarn birbirine
¢ok yakin oldugu igin rahatsiz edici bogluklar kalmiyor. Napier
bir sebepten dolayi, 1'den biraz kiigiik olan 0,9999999 sayisini
oran olarak seger. Yarattig)1 geometrik dizi, biiyiik bir sayiyla bag-
layip giderek kiigiilen sayilar geklinde geriye dogru gider. Napier
10.000.000 ile baglayip bu sayiyr 0,9999999
oraninin ardigik katlamyla g¢arpmgtir. x'in
Napier logaritmas: i¢in Naplog x yazarsak
¢ok ilging bir 6zelligini goririz.

‘Napier bu fikri deger-
lendirip dnemli gelis-
me saglar.’

Naplog 10.000.000 = 0

Naplog 9.999.999 = 1
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ve bu sekilde devam eder. Napier logaritmasi1 Naplog x asagidaki
denklemi saglar:

Naplog(10’xy) = Naplog(x)+ Naplog (y)

10’un kuvvetiyle carpmak ya da bélmek kolay oldugu i¢in, he-
sap yaparken sik olmasa da bu formiilii kullanabilirsiniz. Ne olur-
sa olsun Viete'nin trigonometrik formiiliinden ¢ok daha iyi.

On tabanh logaritma

Bir sonraki geligme, Oxford Universitesinde kiirsii sahibi ilk ge-
ometri profeséri Henry Briggs'in Napier'i ziyaretiyle bagladi.
Briggs, Napier'inkinden daha basit bir ifade olarak on tabanl lo-
garitmayi énerdi. L = log,, x agagidaki kogulu saglar:

x =10
Bu durumda

log,xy = log, x + log, y

oluyor ve ig kolaylasiyor. xy ¢arpimini bulmak i¢in, x ve y'nin lo-
garitmalanni toplayin, sonra buldugunuz sonucun kargi-logarit-
masin bulun.

Bu fikirler yayilamadan Napier 61di; y1l 1617 ve Napier'in he-
sap ¢ubuklanni anlattigi Rhabdologia daha yeni yayimlanmigti.
Logaritma hesab: igin buldugu orijinal yéntem, Mirifici Loga-
rithmorum Canosis Constructio iki y1l sonra ortaya ¢ikt1. Briggs,
kendi adiyla anilan logaritma (10 tabanli ya da adi logaritma)
tablosunu hesaplama gérevini istlenmigti. Briggs, log, = 1'den
baglay1p ardigik karekokleri alarak tabloyu hazirladi. 1617'de ya-
yimladig1 Logarithmorum Chilias Prima’da, 1'den 1000’e kadar
tamsayilann logaritmalarnm virgiilden sonra 14. basamaga kadar
yazar. 1624 tarihli Arithmetic Logarithmica’da 1'den 20.000’e ka-
dar ve 90.000'den 100.000’e kadar olan sayilarin adi logaritmasi
tablo halinde ve yine 14 basamakli olarak verilir.

Fikir qug gibi biiyliimiis. John Speidell trigonometrik fonksi-
yonlann logaritmalarnn hesaplamig (6rnegin log sinx) ve 1619°da
New Logarithmes [Yeni Logaritma) adiyla yayimlamigtir. Logarit-
ma konusundaki ¢aligmalanni 1620'de yayimlayan {svecli saat ya-
pimcisi Jobst Biirgi'nin, Napier'dan ¢ok daha dncelere, 1588’e da-
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Trigonometriden nasil faydalandilar?

Johannes Kepler yoriingelerin elips seklinde oldugunu kesfetmeden 6nce, gezegen-
lerin hareketleriyle ilgili yapilan tim ¢alismalarin temelini Ptolemaios’'un Algamest’i,
olusturuyordu. Bir gezegenin gozlemlenen hareketleri, Ptolemaios'un zamaninda
hendz bilinmeyen diinyanin géreceli hareketi yiiziinden getrefilli bir haldeydi. Geze-
genler sabit hizla dairesel bir hareketle donmiis olsa bile, dinyanin glines etrafinda-
ki hareketi bu iki farkli dairesel hareketin bilesimini gerektirirdi. Gergege uygun bir
model, Ptolemaios'un modelinden gok daha karmagiktir. Kiigik gember merkezinin
buyik ¢emberin tstiinde dondigiinii gosteren Ptolemaios'un dis gember gemasi
dairesel hareketleri birlestiriyor. Buyiik cember de Ggun-
cli bir gemberin etrafinda donebilir ve bu bdyle devam
edebilir. Dizgun dairesel hareketin geometrisi, dogal
olarak trigonometrik fonksiyonlan igeriyor. Gokbilimci-
ler daha sonra, yériingeleri hesaplamak igin bu fonksi-

% yonlar kullandilar.

p

Bir dig gember. P gezegeni D noktas etrafinda diizgtin hareket ederken,
D noktasi da C noktas) etrafinda diizgun hareket ediyor.

yanan temel fikirlere sahip olmasi miimkiin. Ancak matematikteki
tarihsel geligmeler eserlerin yayimlanmasina (herkese agiklanmig
olmasina) baghdir. Ozelde kalan bilgiler kimseyi etkilemez. Dola-
yisiyla fikirlerini basili hale getirenlerin ya da en azindan genisg
bir ¢evrede mektup olarak yayanlann itibar kazanmasi herhalde
onlarin hakkidir. (Bu konudaki istisna, bagkalannin fikirlerini fi-
kir sahibinden bahsetmeden basili hale getirenlerdir. Bu da ge-
nellikle haddini agmak oluyor.)

e say1s1

Matematigin en 6nemli sayilarindan biri logaritmanin Napier
versiyonuyla baglantilidir. Bu say:1 giiniimiizde e harfiyle gosteri-
liyor. e sayisimin degeri yaklagik 2,7128'dir. Bu deger, ortak oram
1'den gok az biiyiik olan bir geometrik seriden baglayarak logarit-
ma olusturmayi denersek elde edilir. Seri, (1 + 1/n)" ifadesini verir.
Bu ifadede n ¢ok biiyiik bir tamsayidir ve n biiyiidiikge, bu ifade
6zel bir sayiya, e dedigimiz sayrya yaklasir.
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Bu formiilden, logaritmanin dogal bir taban1 oldugu anlasi-
liyor ve bu taban 10 ya da 2 degil, e sayisidir. x’in dogal loga-
ritmasi, y'nin x = e* kogulunu sagladig sayidir. Dogal logaritma
gliniimiiz matematiginde y = log x seklinde yaziliyor. e tabani ba-
zen y = log, x geklinde agik¢a ifade edilir, ama bu gosterim gekli
okuldaki matematikle sinirhdir, giinki ileri matematikte ve bilim-
de 6nemli olan tek logaritma dogal logaritmadir. On tabanh loga-
ritma, ondahkl: ifade edilen hesaplamalar i¢in uygundur; ancak
matematiksel olarak dogal logaritma daha temeldir.

e* ifadesine x’in eksponansiyeli denir. Bu ifade tim matemati-
gin en 6nemli kavramlanndan biridir. e sayis1 matematikte kargi-
miza gikan en garip 0zel sayilardan biridir ve ¢ok 6nemlidir. Buna
benzer bagka bir say1 T sayisidir. Bu iki say1, buzdaginin sadece
gorinen kismi. Boyle daha birgok say1 var. Matematigin cegitli
alanlannda hep kargimiza giktiklanna gore, 6zel sayilarin iginde
en 6nemlileri herhalde bu ikisidir.

Onlar olmasa biz simdi ne durumda olurduk?

Logaritma ve trigonometriyi kegfeden, ilk sayisal tablolan he-
saplamak i¢in yi1llarim1 harcayan o uzak goriiglii insanlara olan
borcumuz zor 6denecek cinsten. Nicelige dayal1 bilimsel doga
anlayigina giden yolu onlann gabalar: agt1; navigasyon ve harita
yapimin: geligtirerek diinya genelinde yolculuk ve ticarete imkan
tamdilar. Haritacihgin temel teknikleri trigonometrik hesaplara
dayaniyor. Giiniimiiz haritacilik ekipmanlarinda artik lazer kul-
laniliyor ve ihtiyaca gore iiretilmis elektronik giplerle hesap ya-
piliyor; ama lazer ve ¢ip kavramlannin kokeni, eski Hint ve Arap
matematikgilerin ilgisini ¢eken trigonometriye dayaniyor.

Logaritma, bilimcilerin ¢arpma igslemini hizli ve dogru yapma-
sinl miimkiin kildi. Bir matematik¢inin yirmi y1l emek harcayarak
hazirladig: tablolardan olusan kitap, daha sonra binlerce yillik
insan emegini kurtardi. Gok vakit kaybettiren bilimsel analizle-
ri kagit kalemle yapmak ancak o zaman miimkiin oldu. Béyle bir
yontem olmadan bilim asla ilerleyemezdi. Béylesine basit bir dii-
siincenin faydalarim: hesaplamak miimkiin degildir.
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Trigonometriden nasil faydalaniyoruz?

Trigonometri, bazen bir ingaat alaninin bazen de bir kitanin haritasinin gikariima-
sinda hayati 6nem tagir. A¢ilari ok hassas sekilde 6lgmek nispeten kolaydir, ancak
ozellikle engebeli arazilerde mesafe 6l¢limii daha zordur. Topograflar bu yizden
taban ¢izgisi denilen bir uzunlugu, yani 6zel iki konum arasindaki uzaklid titiz bir
sekilde olgerek ise baglar. Ardindan bir iggen ad: olusturur ve (iggenlerin kenarlari-
ni hesaplamak igin 6lgiilen agilar ve trigonometriyi kullanirlar. Butun alanin tam ve
dogru haritasi bu gekilde olusturulabilir. Bu sureg nirengi (iggenlere ayirma) diye
bilinir. Nirengi tamamlandiktan sonra, dogruludunu kontrol etmek igin ikinci bir u-
zakhk 6lgimi yapilabilir.
Lacaille'in Giiney Afrika nirengisi Sekilde, biiyilk gokbilimci Abbé Nicolas
4 . Louis de Lacaille’in 1751'de Giney Afrika'da
yaptigi meshur bir 6lgim var; bu 6lgim, ya-
pilan ilk galismalara ornektir. Lacaillein asil
amaa, gokyizindeki yildizlarnin katalogunu
gikarmakti. Ama bu isi dogru yapmak igin 6nce
uygun bir boylam ¢izgisi yayin 6l¢mek zorun-
daydi. Ol¢iim icin Cape Town'in nirengisini
olusturdu.

Lacaillein elde ettigi sonug, diinyanin gii-
ney enlemdeki kavisinin kuzeye gore daha az
oldugunu gésterdi. Sasirtici olan bu sonug,
daha sonra yapilan olg¢imlerle kanitiand..
Dinyanin sekli biraz armuda benziyor. Ufak bir
mercekli teleskop kullanarak 10.000'den fazla
ylldizi goézlemleyen Lacaillein katalog galis-
malan Syle basarili oldu ki, su an kabul edilen 88 takimyildizindan 15'inin adini o
koydu.
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Geometri cebirdir, cebir de geometridir

Matematigi aritmetik, cebir, geometri vs gibi dallar seklinde
siniflandirmayi dogal karsilariz; ancak bu siniflandirmanin kay-
nag1, matematigin gercek yapisindan ¢ok insanlara sagladigi ko-
layliktir. Matematigin farkli gortlen dallan arasinda kati sinirlar
yoktur ve bir dala ait gérilen problemler baska bir dalin yéntem-
leriyle ¢Ozulebilir. Aslina bakilirsa en buyik buluslar, daha 6nce
farkl dedigimiz konular arasinda beklenmedik baglantilar kurul-
masina baghdir.

Fermat

Yunan matematiginde bu tir baglantilann izleri var. Pisagor teo-
remi ile irrasyonel sayilar arasindaki baglanti ve Arsimet'in k-
renin hacmini bulmak icin mekanik analojilerden faydalanmasi
bunlara 6rnektir. 1630'dan bes yil énce ve bes yil sonrasina kadar
olan kisa donemde, bdyle olumlu bir etkilesimin gercek kapsami
ve etkisi yadsinamaz hale geldi. Bu kisa dénemde, diinyanin en
buyik iki matematikgisi cebir ile geometri arasinda 6énemli bir
baglanti kesfetti. Aslina bakilirsa, koordinatlari kullanarak bu iki
dalin birbirine donisturdlebilecegini gosterdiler, dklit'e ait her
sey ve onun takipcilerinin ¢alismalari cebirsel hesaba indirgene-
bilir. Diger taraftan, cebire ait her seyi de egri ve ylizey geometri-
siyle yorumlamak mimkun.
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Boyle bir iligki diger dali gereksiz kilar denilebilir. Geometri-
nin yerine cebir getirilebiliyorsa geometriye ne gerek var? Gelge-
lelim, her dalin kendine has bakig agis1 vardir ve bu bakig agis1
bazen gok etkili ve giigli olabilir. Bazen geometrik olarak diigiin-
mek en iyisidir, bazen cebirsel diigiinmek daha iyidir.

Koordinatlan ilk kez tarif

eden Pierre de Fermat'dir. Fer-

\ mat daha g¢ok say1 teorisi iize-
k rine galigmalanyla bilinir, ama

olasilik, geometri ve optik uy-
gulamalar dahil matematigin
bir¢ok dalim incelemigtir. 1620
Elipsin odaklannin ézelligi yillarinda Fermat egrilerin ge-
ometrisini anlamaya ¢aligmak-
taydi. Var olan kisith bilgiye dayanarak, Apollon’un Diizlem Konu-
mu Uzerine [On Plane Locil adh kayip kitabini yeniden yaratmak
iizere ige koyuldu. Fermat bu igi bitirdikten sonra kendi aragtir-
malarina bagladi. 1629'da yaziya déktigi aragtirmalarnim ancak
50 y1l sonra, Diizlem ve Kati Konumuna Girig [Introduction to
Plane and Solid Loci] adiyla yayimladi. Bu sayede, geometrik kav-
ramlan cebirsel terimlerle ifade etmenin avantajlanni kegfetti.
Locus ya da gogul olarak loci (geometrik yer, konum; belli nok-

talann kimesi) terimi giniimiizde kullanilmayan bir terim, ama
1960°'larda yaygin bir terimdi. Bu terim diizlemde ya da uzayda
belli geometrik kogullan saglayan tim noktalan aradigimiz za-
man ortaya ¢ikar. Ornegin iki sabit noktaya olan uzakliklan topla-
m1 ayni olan noktalann geometrik konumunu bulmak isteyebili-
riz. Bu noktalann geometrik konumunun, odaklan iki sabit nokta
olan elips oldugunu buluruz. Elipsin bu 6zelligini Yunan matema-
tikciler biliyorlarda.

Fermat genel bir kuralin
farkina varmigti: Bir nokta igin
gecerli olan kogullar iki bilin-
meyenli tek bir denklemle ifade

E edilebiliyorsa, ilgili geometrik
konum bir egridir (ya da gerek-
siz ayrimlardan kaginmak igin
Ozel tir egri diyebilecegimiz

A
Fermat’'nmin koordinat yaklagimi
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diiz bir dogrudur). Fermat bu ilkeyi, A ve E gibi bilinmeyen iki
biiyiikligin iki fakh yonde uzaklik olarak gésterildigi bir grafikle
ifade eder.

Fermat daha sonra A ve E'yi iligkilendiren bazi 6zel denklem
tiplerinin listesini gikarmig, hangi tip egrileri temsil ettiklerini
aciklamistir. Ornegin A2= 1 +E? ise s6z konusu geometrik yer bir
hiperboldiir.

Gliniimiiz terimleriyle sdyleyecek olursak,
Fermat yatik eksenleri diizlemde gosterdi
(yatik eksen, aralaninda dik ag1 olmayabilen
eksenlerdir.). A ve E degigkenleri, verilen herhangi bir noktanin bu
eksenlere gore x ve y dedigimiz iki koordinatidir. Yani Fermat'nin
kuraly, iki koordinatl degigkenleri olan bir denklemin bir egriyi
temsil ettigini agik¢a belirtiyor; Yunan matematikgilerin bildigi
standart egrileri gizerek verdigi 6rnekler, hangi tip denklemlerin
hangi tip egriye denk diigtiigiini anlatiyor.

“Fermat, yatik eksenle-
ri dizlemde gésterdi.”

Descartes

Modern koordinat kavrami Descartes’in galigmalarinda ilk mey-
velerini verir. Ginlik hayatta iki ve tlig-boyutlu uzay1 biliyoruz,
ama diger olasiliklar diigiinmek i¢in hayal giiciimiizii cidden zor-
lamamiz gerekiyor. Gorsel sistemimiz, dig diinyay: her bir gézii-
miize iki-boyutlu gériintiiler olarak sunar. Tipk: televizyon ekra-
nindaki goriintii gibi. Her bir gozde birbirinden azicik farkl olan
gériintiiler, derinlik duygusu verecek sekilde beyinde birlesir. Bizi
cevreleyen diinyay: bu gekilde iig-boyutlu olarak algilanz.

Gok boyutlu uzaylarin anahtan, Descartes’in Discours de
la Méthode [Yontem Uzerine Konugma)] kitabimin eki olan La
Géometrie'de tanitt1g1 koordinat sistemidir. Descartes’a gore diiz-
lem geometri cebirsel terimlerle yeniden yorumlanabilir. Yaklasi-
m1 6ziinde Fermat'nin yaklagimiyla aymdir. Diizlemde bir nokta
secip buna baglangi¢ noktasi de. Baglangi¢ noktasindan gegen ve
dik ag1 yapan iki dogrudan ibaret iki eksen ¢iz. Eksenlerden birini
x ve digerini y diye adlandir. Bu durumda diizlemdeki her P nok-
tasinin konumu, baglangi¢ noktasina olan uzaklik ¢iftleriyle (x, y)
tanimlamr; uzaklik giftleri, bir noktanin sirasiyla x ve y eksenle-
rine paralel olarak 6lgiilen uzakliklardir.
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Rene Descartes (7596 - 1650)

Descartes matematik calismalarina 1618'de, Hollanda-
Il bilimci Isaac Beeckman'in 6grencisi olarak basladi.
Hollandadan ayrilip Avrupa'yl gezdi, 1619'da Bavyera
ordusuna katildi.1620 ile 1628 tarihleri arasinda yol-
culuga devam etti. Bohemya, Macaristan, Almanya,
Hollanda, Fransa ve italya'ya gitti. Mersenne'le 1622'de,
Paris'te tanisti. Daha sonra dizenli olarak yazistilar ve
bu sayede dénemin 6nde gelen akademisyenleriyle si-
rekli irtibat halinde Kkaldi.

Descartes 1628'de Hollanda'ya yerlesip ilk kitabi Le
Monde, ou Traite de la Lumiere'i yazmaya basladi. Kitap

1sik fizigi hakkindaydi. Galileo Galilei'nin ev hapsine »rreettin

L
alindigini duyunca Descartes korktu ve kitabin ya- K'Qibie';ﬁmmﬁln';ﬁfﬂf

. . . T i2 duule» ftienca.

yimlanmasi ertelendi. Kitap Descartes'in éliminden veree dudleyienca

e - LA DIOPTRIQVE.

sonra ve bazi boélumleri ¢ikarillarak yayimlandi. Des- LES METEORES.

cartes onun yerine, mantiksal disunceyle ilgili fikir- LA GEOMETRIE.

P - - . - . »>fontati tgetit de

lerini 6nemli bir calisma haline getirip Discours de la (> ontat et dectte M> e

Methode adiyla1637'de yayimladi. Kitaba sonradan (¢

bolim daha eklendi: La Dioptrique, Les Meteores ve La

Geometrie.
En iddiall kitabi, 1644'te yayimlanan Principia De nmprimeriedc 1+ m M
Philosophiae'dir. Kitap dort bélume ayriliyor: insan Bilgi- Atece Trhidege.

sinin ilkeleri, Maddi Seylerin ilkeleri, Gézle Gorililen Diinya
ve Diinya. Bu kitap, fiziksel evrenin tim{ icin tek bir matematiksel temel olusturmak,
dogadaki her seyi mekanige indirgeme ¢abasindaydi.

Descartes 1649'da Kralige Christina'ya 6gretmenlik yapmak igin isvec'e gitti. Kra-
lice erken kalkan biriydi. Descartes ise 1l'de kalkmaya alisikti. Soguk bir iklimde her
sabah saat 5'te kraliceye matematik 6gretmek Descartes'in saghigini ciddi sekilde
bozdu. Birkag ay sonra zatiirreden 6ldu.

Ornegin haritada, x baslangi¢ noktasinin doguya olan uzakli-
gini gosterirken (negatif sayilar batiya olan uzakhgi gosterir), y de
baslangi¢ noktasinin kuzeye olan uzakligini goésterebilir (negatif
sayilar glineye olan uzakhgi gosterir).

Koordinatlar U¢-boyutlu uzayda da ise yarar, ama bu kosul-
larda bir noktanin yerini belirlemek icin iki say1 yetmez. Ama U¢
say1 yeter. Dojuya, batiya, kuzeye ve giineye olan mesafeler gibi,
o noktanin baslangi¢ noktasindan ne kadar asagida ya da yuka-
rida oldugunu bilmemiz gerekir. Yukaridaki mesafeler icin genel-
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likle pozitif sayilar, agagidakiler i¢in negatif sayilar kullaniyoruz.
Uzaydaki koordinatlar (x, y, z) seklindedir.

Iste bu yiizden diizleme iki-boyutlu, uzaya ii¢-boyutlu deniyor.
Boyut sayast, bir noktayi belirlemek i¢in kag sayiya ihtiya¢ duydu-
gumuza baghdir.

X, y ve z bulunan tek bir denklem, ii¢-boyutlu uzayda bir yii-
zey belirler. Ornegin x2+ y*+ 22 = 1 denklemi, (x, y, z) noktasinin
baslangi¢ noktasina her zaman 1 birim uzaklikta oldugunu ifade
eder. Yani bu nokta, merkezi baglangi¢ noktasi olan birim kiirenin
tizerindedir.

‘Boyut’ kelimesini kendi bagina tarif etmedigimize dikkat edin.
Bir mekanin boyut sayisini1 bulurken, boyut denen seyleri bulup
saymiyoruz. Tersine, mekandaki bir konumu belirlemek igin kag-
sayinin gerekli oldugunu buluyoruz. Iste bu sayiya boyut sayis:
diyoruz.

Bugiin Kullandi§dimiz $ekliyle Koordinatlar

Once modern versiyonu anlatirsak, koordinat ge-

ometrisinin gelisimi akla daha yakin gelecektir. ’ en
Cesitli koordinatlar var; bunlardan en yaygin olani :4:;
dizlemde birbirine dik ve eksen denen iki ¢izgi- 2]
den ibaret. Eksenlerin kesisme noktasi baslangig —rr '] .
noktasidir. Geleneksel olarak eksenlerin biri yatay s43d ; IEEERLIE
digeri dugeydir. _2:

Eksenlerin Gzerine tamsayilar yaziyoruz. Pozi- -5

tif sayilar bir yone, negatif sayilar diger yéne dog-
ru iferler. Geleneksel olarak yatay eksene x ekseni,

diisey eksene y ekseni denir. x ve y sembolleri, sembollere karsilik gelen eksenle-
rin izerindeki noktalari temsil eder, yani eksenin baglangig noktasina olan uzakhg
gosterir. Diizlemdeki herhangi bir nokta, yani yatay eksen tzerindeki x uzakhgi ve
dugey eksen Uzerindeki y uzakhdy, (x, y) say giftiyle gosterilir. Bu sayilar o noktanin

koordinatlandir.

xile y arasindaki baglantiyi gésteren her denklem, olasi noktalar sinirlar. Orne-
gin x*+ y* = 1 ise, Pisagor teoremine gore (x, y) baslangi¢c noktasina 1 birim uzaklikta
olmalidir. Bu sarti saglayan noktalar bir daire olusturur. x> + y?= 1, iste o dairenin
denklemidir. Her denklem, diizlemde bir egriye kargilik gelir; tersine her egri bir

denkieme karsilik gelir.
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Kartezyen koordinatlar

Kartezyen koordinat geometrisi, konik kesitlerin (Yunan matema-
tikgilerin iki koninin kesigmesinden elde ettikleri egriler) ardinda
yatan cebirsel uyumu ortaya ¢ikanyor. Cebir, diiz dogrudan sonra
en basit egrilerin konik kesitler oldugunu ortaya ¢ikanyor. Diz
dogru a, b ve c'nin sabit katsayilar oldugu

ax+by+c=0

dogrusal denklemine kargilik gelir. Konik kesit ise a, b, c, d, e ve
fnin sabit katsayilar oldugu

ax*+bxy+cy’+dx+ey+f=0

ikinci derece denkleme kargilhik gelir. Descartes bu olguyu ifade et-
mig, ama kamt gostermemigtir. Ancak 6zel bir durumu incelemigti.
Konik kesitleri karakterize eden Pappus teoremine dayanarak, bu
6zel durumda sonucun ikinci derece denklem oldugunu géstermigtir.

Daha iist derece denklemleri de ele alarak klasik Yunan ge-
ometrisindeki egrilerden daha karmagik egriler tanimlamigtir.
Descartes yapragl bunun tipik érnegidir.

Descartes yapragi xX+y*-3axy=0

denklemiyle ifade edilen bu egri, iki
ucu sonsuza dogru giden bir ilmek
olugturuyor.

Koordinat kavramimn belki de en
biiytik katkis1 burada ortaya gikiyor:
Descartes, egrileri o6zel geometrik
araglarla olugturulan geyler olarak
goren Yunan bakig agisimi bir kenara
birakip, herhangi bir cebirsel formii-

4 liin goérsel 6zelligi olarak yorumladi.
r9 Isac Newton'in 1707'de soyledigi gibi,

r ‘Biitiin dogrularin denklemlerle ifade

\ 8 _ edildigi bir geometri, [Yunan mate-

matikgilerden} daha ileri giden giinii-
miiz matematik¢ilerinin kullanimina
hazird1.’

Kutupsal
koordinatlar
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Sonraki akademisyenler,
Kartezyen koordinat sisteminin
birgok gesidini icat ettiler. Fer-
mat 1643’te yazdig: bir mektup-
ta Descartes'in diigiincelerini
alip ii¢ boyuta uygular. Mektup-
ta x, y, z gibi li¢ degigkeni olan
ikinci derece denklemlerle belir-
lenen eliptik hacimsel [elipsoid]
ve paraboloid gibi yiizeylerden
bahseder. Jakob Bernoulli'nin
1691'de tamittig1 kutupsal koor- Arsimet sarmali
dinatlar 6nemli bir katkidir. Bernoulli, noktalann diizlemdeki ye-
rini belirlemek i¢in eksen ¢ifti yerine 6 agis1 ve r uzakligi kulland.
Bu durumda koordinatlar (r, 6) olur.

Degiskenlerin oldugu bu denklemlerin egrileri belirledigini
tekrar hatirlatalim. Ancak Kartezyen koordinatlarda ¢ok karmagik
olan egriler artik basit denklemlerle ifade edilebiliyor. Ormegin r
= 0 denklemi, Argimet sarmali olarak bilinen egriye karsilik gelir.

Fonksiyonlar

Koordinatlarin matematikteki 6nemli bir uygulamasi, fonksiyon-
lan grafik olarak temsil etme yéntemidir.

Fonksiyon, say1 degildir; fonksiyon, bir sayiyla baglayip bag-
lantih bagka bir say1y1 hesaplayan bir yéntemdir. 1lgili yénteme
genellikle formiil denir; formiil, her x sayisina (say: kiimesi sinir-
lanmig olabilir) bagka bir f(x) sayisi atar.

Ornegin karekok fonksiyonu f{x) = Vx, yani “verilen sayinin ka-
rekokiinii al” kuraliyla tanimlanir. Bu yontem x‘in pozitif olmasinm
gerektirir. Kare fonksiyonu da benzer gekilde f{x) = x? geklinde ta-
nimlanir ve bu kez x i¢in herhangi bir sinirlama yoktur.

x'in belli bir degeri igin y koordinatimi tanimlayarak y = f(x)
fonksiyonunu geometrik olarak gizebiliriz. Bu denklem iki koordi-
nat arasindaki iligkiyi ifade ediyor ve dolayisiyla bir egri tanimli-
yor. Bu egriye f fonksiyonunun grafigi denir.
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BERNOULLI’'LERDEN HANGISI NE YAPTI?
Bernoulli’lerin listesi

Isvigreli Bernoulli ailesi, matematikteki ge- Biyik Nicolaus

lismeler Uzerinde biiyiik etki yaratti. Aileden 1623-1708

dort nesil boyunca, hem soyut matematik hem

matematiksel uygulamalar alaninda 6nemli [ [ ]
matematikgiler ¢ikti. Matematik mafyast olarak 1. Jacob I. Nicolaus I. Johann

anilan Bernoulii'ler tipik olarak hukuk, tipyada  1654-1705  1687-1759  1667-1743

din adami olarak meslege atilsalar da sonunda
ailenin tarzina uyup profesyonel ya da amatér
matematikgiler oldular.

Matematiksel bir¢ok farkli kavram Berno-
ulli adini tagir. Ancak Bernoulli her zaman aym
Bernoulli degildir. Bernoulli‘lerin biyografik ay-
rintilarini vermek yerine, hangisinin ne yaptigi- |

8 i Il. Nicolau: Daniel Il. Johann
ni burada ézetliyoruz. 1695‘:: 7265 17001782 1710.1790
1. Jacob (1654-1705)
Kutupsal koordinatlar, dizlemsel bir egrinin '
edriliginin yancap formili. Zincir ve kelebek lil. Johann II. Jacob
1744-1807 1759-1789

egrileri gibi 6zel egriler. Esoylum egrisinin (bir
cismin duzgiin dusey hizla diiserken takip ettigi egri) evrik sikloid oldugunu kanitlamgtr.
Cesitli kosullarda en kisa uzunluga sahip olan egcevreli edrileri tartismigtir. Bu konu daha
sonra degigkenler hesabina yol agmistir. Olasigilin ilk 6grencilerinden ve konuyla ilgili itk
kitap olan Ars Conjectandi'nin yazaridir. Mezar tagina Eadem mutata resurgo (Degissem de
ben yine benim) ifadesinin yant sira logaritmik sarmal kazinmasini istemigtir.

I. Johann (1667-1748)

Turev ve integral hesabini geligtirip Avrupa'ya tanitmigtir. Marquis de L'Hépital, ilk tirev
ve integral ders kitabinda Johann'in ¢alismasina yer vermistir. Limitleri 0/0'a indirgeyerek
degderlendirmeyi saglayan ‘L'Hépital kurali’ Johann'a aittir. Optik (yansima ve kinlma), egri
ailelerinin dikey yoriingeleri, egri uzunluklan ve alanlarin seriler cinsinden degerlendi-
rilmesi, analitik trigonometri ve ustel fonksiyonlar. Kisa zaman egrisi (en hizh inig egrisi),
sikloidin uzunlugu.

I. Nicolaus (1687-1759)

Padua'da Galileo kiirsustne layik gortimustir. Geometri ve tirev denklemleri Gzerine ya-
zar. Daha sonra mantik ve hukuk egitimi verir. Yetenekli bir matematikgidir, ama uretken
degildir. Leibniz, Euler ve digerleriyle yazismustir. (Baglica eserleri, 560 yazigma arasina ya-
yilir). Olasilik alaninda St. Petersburg Paradoksunu formiile etmistir.

Euler'in iraksak serileri hi¢ aynm yapmadan kullanmasini elestirir. Jacob Bernoulli'nin
Ars Conjectandi kitabinin yayimlanmasina yardim eder. Newton’la anlagmazliga diisen
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Leibniz'e destek verir.

Il. Nicolaus (1695-1726)
St. Petersburg Akademisine ¢agnimig, sekiz ay sonra bogularak 6lmiis. St. Petersburg
Paradoksunu Daniel'la tartismistir.

Daniel (1700-1782)

Johann'in iig oglu arasinda en meghur olani. Olasilik, gokbilim, fizik ve hidrodinamik tize-
rine gahigmustir. 1738 tarihli Hydrodynamica galiymasinda basing ile hiz arasindaki iligkiyle
ilgili Bernoulli prensibi yer aliyor. Gelgitler, gazlarin ve titregen yaylarin kinetik teorisi hak-
kinda yazmstir. Kismi tirev denklemlerinin dnciisi.

Il. Johann (1710-1790)
Johann'in i¢ oglundan en kiigigi. Hukuk okumug, ama Basel'de matematik profeséri
olmugtur. Is1 ve 151§in matematiksel teorisi Gzerine galigmigtir.

lil. Johann (1744-1807)
Babasi gibi hukuk okuduktan sonra matematige doniis yapmistir. 19 yagindayken Berlin
Akademisine davet edilmistir. Gokbilim, sans ve yinelenen ondaliklar hakkinda yazmigtir.

I1. Jacob (1759-1789)
Esneklik, hidrostatik ve balistik alanlarinda 6nemli ¢alismalar yapmuistir.

fix) = x? fonksiyonunun grafigi paraboldiir. flx) = Vx karekék
fonksiyonu ise yarim paraboldiir, ancak yatik durur. Daha gapra-
sik fonksiyonlarin grafikleri de daha ¢aprasiktir. Siniis fonksiyo-
nunun (y = sin x) grafigi dalga gseklindedir.

Giiniimiizdeki koordinat geometrisi
Koordinatlar, ginlik hayatimizda 6- v
nemli etkisi olan basit fikirlerden biri-
dir. Koordinatlan farkina bile varma- Y=f(x) (x,1(x))
dan her yerde kullaniyoruz. Hemen her
bilgisayar grafiginde dahili koordinat
sisteni kullanilir ve ekranda gériilen X
geometri cebirsel olarak kotarilir. Ufuk \
yatay olsun diye dijital bir fotografi bir-
kag derece dondirmek gibi basit bir ig-
lem koordinat geometrisine baghdir.

Koordinat geometrisinin daha derin mesaji, matematikteki
¢apraz baglantilarla ilgilidir. Fizikte uygulandig zaman tamamen

Bir f fonksiyonunun grafigi
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Kare ve karekdkiin grafikleri

farkl goriinen kavramlar, aslinda ayni geyin farkli yénleri olabi-
lir. Yiizeysel goriiniim yaniltic olabilir. Evreni anlamanin bir yolu
olan matematigin etkinligi biiyiik 6l¢tide fikirleri uyarlama yete-
neginden ve bilimin bir alanina ait fikirleri baga bir alana aktara-
bilmesinden kaynaklaniyor. Matematik, teknoloji transferinde son
noktadir. Matematigi tek ve birlegik bir alan yapan gey, 4000 yildir
bize kadar ulagan bu ¢apraz baglantilardir.

2T 27

¥ x

4

Siniis fonksiyonunun grafigi
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Koordinatlardan nasil faydalandilar?

Koordinat geometrisi, dizlemden daha caprasik yuzeylere, érnegin bir kireye uy-
gulanabilir. Kiire Gzerindeki en yaygin koordinatlar enlem ve boylamdir. Yani harita
yapimi ve haritanin navigasyonda kullanimi, koordinat geometrisinin uygulamasi
olarak gordlebilir.

Bir kaptan icin en dnemli navigasyon problemi, gemisinin bulundugu enlem
ve boylami bulmaktir. Enlem nispeten kolaydir, ¢linkt giinesin ufukla yapti§i agi
enleme bagh olarak degisir ve agi degerleri tablo haline getirilebilir. Sekstant, en-
lemi hesaplamak icin 1730'dan beri kullanilan standart aracti (GPS bu araci artik
gereksiz kilmistir). Sekstanti Nevvton kesfetmis ama yayimlamamisti. ingiliz mate-
matikci John Hadley ve Amerikali kasif Thomas Godfrey, birbirlerinden bagimsiz
olarak yeniden kesfettiler. Eski navigatorler, Arabistan'da ortacaga kadar dayanan
usturlap kullandilar.

Boylami hesaplamak daha dolambaghdir. Problem en sonunda c¢ok hassas bir
saat yaparak ¢ozuldu. Saat, yolculugun baslangicinda yerel saate gore ayarlani-
yor. Glinesin dogus ve batis zamani, ayin ve yildizlarin hareketi boylama baglidir.
Dolayisiyla o saatin gosterdigi yerel zamanla karsilastirarak boylami hesaplamak
mimkun oluyor. John HarrisonTn bu problemi ¢ézen kronometreyi kesfetmesinin
oykisl, Dava Sobel'in Longitude adli kitabinda mikemmel bir sekilde anlatihyor.

Enlem Boylam
Kuzey 180
90*+>90 150 150
SO
Ekvator
60
" o
Gu|r_1|ey Baslangic
Meridyeni

Koordinatlar, enlem ve boylam
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Koordinatlardan nasil faydalaniyoruz?

Haritalarda hala koordinat kullanmaya devam ediyoruz; ancak borsada, fiyatlarda-
ki dalgalanmalarin egri seklinde kaydedildigi koordinat geometrisi yaygin olarak
kullaniliyor. Burada x koordinati zaman, y koordinati fiyattir. Muazzam buyuklikte
finansal ve bilimsel veriler ayni sekilde kaydediliyor.

Koordinatlarla ifade edilen borsa verileri
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Say! teorisinin koékenleri

Matematikciler her daim geometrinin cazibesine daha fazla
kapilsalar da sayilara olan ilgilerini kaybetmemis ve daha zor so-
rular sormaya baslayip ¢cogunu yanitlamislardir. Bazilarinin ya-
nitlanmasi icin daha giicli teknikler gerekir. Bir kismi hala yanit
bekliyor.

Say! teorisi

Sayilarda buydleyici bir sey var. 1, 2, 3, 4, 5,... yalin, sisten uzak
tamsayilar. Bundan daha basit bir sey olabilir mi? Ama bu basit
dis gérunus, saytlarin derinliklerini gizliyor. Matematikteki en zor
sorularin ¢odu, tamsayilarin kolay anlasilir 6zellikleriyle ilgilidir.
Say! teorisi olarak bilinen bu alan, igeri§i ¢cok temel oldugu igin
zordur. Tamsayilarin iste bu basitligi, akilli tekniklerin ise karis-
masina pek firsat vermiyor.

Sayi teorisine yapilan ilk ciddi katkilar (sadece iddia olarak
kalmayan, kanitlanmis olanlar), Oklit'in geometri adi altinda
azicik kihik degistirmis fikirlerinin oldugu calismalarinda yer
alir. Yazilarindan bir kisminin kopyalan giinimuze kadar gelen
Yunan Diyofantus, konuyu matematigin bagimsiz bir alani hali-
ne getirmistir. Fermat'nin 1600 yilinda canlandirdi§i say! teorisi
gorunuste iliskisiz gibi dursa da Leonhard Euler, Joseph Louis
Lagrange ve Cari Friedrich Gauss tarafindan matematigin diger
bircok alanina deginen derin ve kapsamli bir dal haline getiril-
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migtir. Dallar arasindaki bu baglantilar, hepsi olmasa da baz
antik bulmacalann cevabini1 bulmak igin 20. yiizyilin sonunda
kullanildi. Fermat’'nin Son Teoremi olarak bilinen, 1650'1i yillarda
yaptig1 meshur varsayim bu bulmacalar arasindadair.

Say1 teorisi ge¢miste daha ¢ok matematigin kendi igleyigiyle
ilgiliydi ve gergek diinyayla baglantisi pek kurulmamigti. Mate-
matiksel diigiincenin o bag déndiiren sir¢a kogkte yagamg bir dah
varsa, o da say: teorisidir. Ama sayisal bilgisayarlarin geligmesi
bu durumu tamamen degistirdi. Bilgisayarlar tamsayilarnn elekt-
ronik temsiliyle ¢aligir; bilgisayarlann ortaya gikardig) problem-
ler ve firsatlar bizi sik sik say1 teorisine yénlendiriyor. 2500 yil
boyunca salt zihinsel egzersiz olarak devam eden say1 teorisi, so-
nunda giinliik hayat1 etkiledi.

Asal sayilar

Tamsayllann ¢arpimina kafa yoran herkes, ayirt edici temel bir
6zelligin farkina vanr.

Sayilarnn gogu, birbiriyle ¢arpildig1 zaman yine o say1y: veren
daha kiigiik pargalara aynlabilir. Ornegin 10 sayis1 2 x 5'tir; 12
sayis1 3 x 4'tir. Ama bazi sayilar bu gekilde pargalarina aynlamaz.
Ornegin 11 say1sim kendisinden daha kiigiik iki sayinin garpimi
olarak ifade etmenin bir yolu yoktur; ayn: sey 2, 3, 5, 7 ve bagka
birgok say: igin gegerlidir.

Daha kiigiik iki sayimin ¢arpimi olarak ifade edilen sayilara
bilegik sayilar denir. Bu gekilde ifade edilemeyenler asal sayidir.
Bu tanima gore 1 sayisinin asal sayl olmasi gerekir, ama hakh
sebeplerden dolay: 6zel bir sinifa alinarak birim denir. O ylizden
ilk birkag asal say1 sunlardir:

2357111317192329313741

Bu listeden gérildiigii gibi asal sayilann belirgin bir ériintiisi
(ilk say: harig digerlerinin tek say1 olmalan diginda) yoktur. Ger-
¢ekten diizensiz goruniiyorlar ve listede bir sonraki say1y1 tahmin
etmenin kolay bir yolu yok. Ama bu sayinin belirli bir sayr oldugu
kugkusuz. Bir sonraki asal sayiy1 bulana kadar ardisik sayilan
test etmeniz yeter.

108



SAYILARDAKI ORUNTULER

Diizensiz dagilima ragmen, ya da bu yiizden, asal sayilar mate-
matikte ¢ok 6nemlidir. Biiyiik sayilarin kiigik sayillan garparak
elde edildigi diigiiniiliirse, asal sayilar biitiin sayilarnn temel yap1
taglandir. Kimya, ne kadar ¢apragik olursa olsun her molekiiliin
atomlardan, yani kimyasal olarak pargalanamayan pargaciklar-
dan ibaret oldugu sdyliiyor. Matematik de benzer sekilde, herhan-
gi bir sayinin ne kadar biiylik olursa olsun asal sayilardan, parga-
larina ayrilamayan sayilardan olustugunu séyliiyor. Yani asal
sayilar, say1 teorisinin atomlandir.

Matematikte asal sayilar igin ¢6zi- o5 sayilar biitiin sayilarin
lebilen bir problem, her tamsay: i¢in temel yapi tastaridir.”

¢oOziilebilir. Asal sayilann béliinemezlik
6zelligi iste bu yiizden faydalidir. Ustelik asal sayilarin baz1 6z-
gun nitelikleri problemin ¢éziimiini kolaylastinr. Asal sayilann
bu ikili 6zelligi (6nemli ama koti huylu olugu) matematikgilerin

ilgisini gekiyor.

Oklit
Oklit, Elementler'in VII. Kitabinda asal sayilan ortaya atiyor ve

asal sayilann g temel 6zelliginin kanitlarini gosteriyor. Bu 6zel-
likleri giiniimiiz terimleriyle ifade edersek,

(i) Her say1, asal sayilann ¢arpimi olarak ifade edilebilir.
(ii) Asal sayilarn ortaya ¢ikig sirasi harig, bu ifade tektir.
(iii) Sonsuz asal say1 vardir.

Oklit'in ifade ettigi gey ile kanitladig: sey biraz farkl. VII. Ki-
taptaki 31. Onerme her bilegik sayinin asal sayiyla 6l¢ildiigiini,
yani o asal saylya tam olarak béliinebildigini séyliiyor. Ornegin 30
bilegik sayidir ve birkag asal saylya tam olarak béliinebilir. Bun-
lardan biri 5. Gergekten 30 = 6 x 5 yazilir. Tam bélen asal sayiy,
diger deyisle ¢arpan: bulma iglemini tekrarlayarak, tiim sayilan
asal sayilarnn ¢arpimi geklinde yazabiliriz. 30 = 5 x 6 yazarak bag-
ladik ve 6 sayisinin da bilegik say1 oldugunu, 6 = 2 x 3 yazabilece-
gimizi fark ettik. Bu durumda 30 = 2 x 3 x 5 yazarsak, ¢arpanlarin
l¢l de asal say1 olur.
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Asal Carpanlarina Ayirma Isleminin Tek Bir Sekilde Yapilabilmesi Ne-
den Agikca Anlagilir Bir Sey Degil?

Asal sayilar sayi teorisinin atomlan olduguna gére, bir say asal sayilar halinde par-
¢alandi§i zaman ayni atomlann ortaya ¢ikmasi beklenebilir. Ne de olsa atomlar
pargalanamayan partikullerdir. Bir say: iki farkl sekilde par¢alanabiliyorsa, bura-
da atomun pargalanmasi da isin igine girmez mi? Kimyayla olan benzerlik, iste bu
noktada hedefi biraz sagirtiyor.

Asal ¢arpanlanna ayirma isleminin tek olusunun agik¢a anlasilir olmadigini
gormek igin sinirli bir say1 grubunu inceleyebiliriz:

1591317212529

Bunlar, 4'Un katlarindan bir fazla olan sayilar. Bu sayilarin ¢arpimlan da ayn
6zellige sahip. O yuzden bu tip kiguk sayilan ¢arparak ayni 6zellikte daha buyiik
sayilar elde etmek mumkiin. Listeden, listedeki iki daha kiuguk sayinin ¢arpimi ol-
mayan bir yan asal [ya da asalimsi; iki asal sayinin garpimi olan asal say1] sayi be-
lirleyin. Ornedin 9 yan asaldir: listede 9'dan daha kiigiik olan sayilar sadece 1 ve 5,
ve garpimlari 9 degil (ama 9=3x3 islemi kogullari sagliyor ve 3 sayisi listede yok).

Listedeki her sayinin yan asal sayilarin ¢arpimi oldugu agik¢a goruluyor (ve
dogru). Ancak bu yan asal sayilar sayr grubunun atomlari olmasina ragmen garip
bir durum var. 693 sayisi iki farkl sekilde pargalarina aynliyor:693 =9 x 77 =21 x 33
ve bu dort ¢arpanin timdi, yani 9, 21, 33 ve 77 garpanlan yan asal. Yani ¢arpanlara
ayrniimanin tekligi bu say! tipi igin gegerli degil.

Isleme 30 = 10 x 3 diye baglamig olsaydik, 10 sayisin1 10 = 2 x
5 olarak pargalar ve yine 30 = 2 x 5 x 3 bulurduk. Ayni asal sayilar
ortaya ¢ikiyor, sadece g¢arpim sirasi farkll. Siranin farkl olmasi
elbette sonucu etkilemiyor. Bir sayly1 asal sayilar halinde nasil
parcalarsak parcalayalim, siralama diginda hep ayni sonucun
elde edilmesi ¢ok mantikl1 gelebilir, ama bu olguyu kanitlamak
biraz ustalik gerektiriyor. 1lgili baz1 say1 sistemlerine ait buna
benzer ifadelerin yaniig oldugu ortaya gikti, ama siradan tamsayi-
lar i¢in bu ifade dogru. Asal ¢arpanlarina ayirma tek bir gekilde
yapilabilir. Oklit, Elementler'in VII. Kitabindaki 30. Onermede bu
tekligi dogrulamak igin gerekli temel gergegi kanithiyor: bir asal
say1 iki sayinin ¢arpimini béliiyorsa, o sayilardan en az birini bol-
mesi gerekir. 30. 6nermeyi biliyorsak, asal ¢arpanlanna ayirma
igleminin tekligi anlagilir bir sonugtur.
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IX. Kitaptaki 20. Onerme gdyle diyor: g v terimleriyle
“Asal sayilar, atanan ¢ok sayida asal sayl- jtade edersek, asal sayl
dan daha fazladir.” Bu ciimleyi ginimiiz (istesi sonsuzdur.”
terimleriyle ifade edersek, asal say liste-
si sonsuzdur. Ornek bir problemle kanit sunulmus: sadece a, b ve
c gibi l¢ asal say1 oldugunu varsayalim. Bunlan birbiriyle ¢arpip
bir ekleyerek abc + 1 degerini bulalim. Bu sayinin bir asal sayiya
béliinebilir olmas: gerekir, ama bu ii¢ asal sayidan biri olamaz.
abc ¢arpimin tam olarak bé6ldigi igin abc + 1 sayisim1 bélemez.
Oyle olsaydy, ikisinin arasindaki farki, yani 1 sayisim da bolebi-
lirdi. Dolayisiyla a, b, c’den bagka asal say1 olmadig1 varsayimiyla
geligen yeni bir asal say1 bulmug oluyoruz.

Oklit'in kanitinda sadece ii¢ asal say1 olsa da, bu diigiince daha
uzun listeler i¢in yine de gegerlidir. Listedeki biitiin asal sayilan
carpip bir ekleyin, elde edilen sonugtan bir asal ¢arpani ayinn;
mutlaka listede olmayan bir asal say1 elde edeceksiniz. Dolayisiy-
la asal sayilarin timiniin yer aldig: sonlu bir liste olamaz.

Bilinen En Biiyiik Asal Say:

En buyuk asal sayr yoktur, ama Eylal 2006 itibariyle bilinen en biyik asal say,
232582657 1dir. Yani bu say1 9.808.358 basamakli. p asal say1 olmak lzere 27 - 1 sek-
lindeki sayilara Mersenne asal sayilan deniyor. Sebebi, Mersenne‘in 1644 tarihli
Cogitata Physica-Mathematica adh eserindep=2,3,5,7,13,17,19, 31,67, 127 ve
257 igin bu sayilanin asal say), 257'ye kadar diger tim tamsayilar igin bilesik say:
oldudunu varsaymig olmasi.

Bu tiir sayilarin asal sayi olup olmadigini kontrol etmek igin gok hizh ve 6zel yon-
temler var. Bugiin Mersenne'in bes hata yaptigin biliyoruz. p = 67 ve 257 igin Mer-
senne sayilar bilesik sayidir ve p = 61, 89, 107 gibi ii¢ asal sayi daha var. Halen
bilinen 44 Mersenne asal sayisi var. Yeni Mersenne sayilan bulmak, yeni astin bil-
gisayarlar test etmek igin iyi bir yontem, ama uygulamada 6nemi yok.

Diyofantus

Cebirsel goésterim gekliyle baglantilh olarak Iskenderiyeli
Diyofantus’tan bahsettik, ama o en ¢ok say! teorisinde etkili ol-
mugtur. Diyofantus belli sayisal sorulardan g¢ok genel sorulan
inceledi. Ancak verdigi yanitlar 6zel sayilardir. Ornegin: “Toplam-
lan1 ve herhangi ikisinin toplam: tam kare olan beg say1 bulun.”
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Diyofantus’un yanmiti 41, 80 ve 320.
Kontrol edelim: iigiiniin toplam1 441 =
212 Giftlerin toplami 41 + 80 = 112, 41
+ 320 = 19% ve 80 + 320 = 20? oluyor.

Diyofantus’un ¢6zdigi denklemler

iginde en ¢ok bilinenlerden biri, Pisa-

gor teoreminin ilging bir yan iirini-

diir. Teoremi cebirsel olarak goyle ifa-
de edebiliriz: Kenarlan a, b, c olan bir
dik liggenin en uzun kenari c ise a2+ b?
3-4-5 dik iiggeni = ¢? olur. Kenarlan tamsay: olan bazi

6zel dik liggenler vardir. Bunlardan en
¢ok bilineni ve en basit olani a, b, ¢'nin sirasiyla 3, 4, 5 oldugu dik
iggendir: bu liggen i¢in 32+ 42= 9 + 16 = 25 = 5? olur. Bir sonraki
basit 6rnek, 52+ 122= 132 oluyor.

Aslinda sonsuz sayida Pisagor liggeni var. Diyofantus, giinii-
miizde a? + b2 = ¢? geklinde yazdigimiz denklemin tamsay: olarak
bulunan tiim olasi ¢éziimlerini bulmugtur. Diyofantus'un yénte-
minde herhangi iki tamsayiyr alip bunlann kareleri arasindaki
farki, ¢arpimlannin iki katin1 ve karelerinin toplamini bulursu-
nuz. Bu iig¢ say1 her zaman bir Pisagor iiggeni olugturur ve bu ii¢
sayy1 sabit bir katsayiyla garparsak yine benzer iiggenler elde
edilir. Ornegin 1 ve 2 sayi1lar1 meshur 3-4-5 ii¢genidir. ki say1 son-
suz gekilde segilebilecegi igin sonsuz Pisagor iliggeni vardir.

Fermat

Say1 teorisi Diyofantus’tan sonra bin yildan uzun siire, 6nem-
li kegifler yapan Fermat konuyla ilgilenene kadar oldugu yerde
saymigtir. Fermat'nin en giizel teoremlerinden biri, bir n tamsa-
yisinin ne zaman iki tam kare toplami olacagini, yani n = a?+ b?
denkleminin ¢6ziimiini séyler. En basit ¢6ziim, n sayisi asal sayi
oldugu zaman bulunuyor. Fermat, asal sayilarda ii¢ temel tip ol-
dugunu gézlemler:

(i) Cift say: olan tek asal say, 2.

(ii) 4'iin katlanindan 1 biiyiik olan asal sayilar. Ornegin 5, 13,

17 vb (bu asal sayilarn hepsi tek sayidir).
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Asal Sayilar Hakkinda Bilmedigimiz Seyler

Asal sayilanin bugiin bile bazi sirlan var. Goldbach varsayimi ve lkiz Asal sayilar var-
sayimi, hala ¢6ziilmemis olan meshur problemlerden ikisi.

Christian Goldbach, Euler’le duzenli olarak yazisan amator bir matematikgiydi.
1742'de yazdi§: bir mektupta, 2den biyuk her tamsayinin i asal sayinin toplami-
na esit oldugunu tarif etti. Goldbach 1 sayisim asal sayi olarak kabul ediyor ama
biz artik etmiyoruz; o yizden3=1+1+1ve4 =2+ 1+ 1 sayilanni bu tanimin
disinda tutuyoruz. Euler'in varsayimi daha kuvvetli: 2’den biytik her gift say, iki asal
sayinin toplamina esittir. Ornegin 4=2+2,6=3+3,8=5+3,10=5+ 5 vb. Euler,
Goldbach'in varsayimina isaret eden bu varsayimin dogru oldugundan emindi ama
kanitlayamadi. Varsayim hala kanitlanmay: bekliyor. Bilgisayarla yapilan testler, var-
sayimin 10 sayisina kadar butiin tek sayilar i¢in dogru oldugunu gésterdi. En ¢ok
bilinen sonug, Chen Jing Run'in karmasik analiz teknikleri kullanarak 1973'te elde
ettigi sonuctur. Chen yeterince blyuk her gift sayinin, iki asal sayinin toplami ya
da bir asal ve bir yan asal sayinin (iki asal sayinin ¢arpimi olan asal say) toplami
oldugunu kamitladi.

Ikiz asal sayi varsayimi cok daha eskidir, Oklit'e kadar dayanir. Varsayim, p ve p + 2
seklinde sonsuz sayida asal say: ikizi oldugunu séyliyor. 5, 7 ve 11, 13, asal sayi ikizle-
rine birer drnektir. Bu varsayimi dogrulayan ya da guriiten bir kanit olmadigini tekrar
belirtelim. Chen 1996'da, sonsuz sayida p igin p + 2'nin asal ya da yan asal say: oldu-
gunu kanitlad. Su an bilinen en biiytik asal say: ikizi, Eric Vautier, Patrick McKibbon ve
Dmitri Gribenko'nun 2007'de buldugu 2.003.663.613 x 2'%5%°+ 1 oluyor.

(iii) 4'tin katlanndan 1 kiigiik olan asal sayilar. Ornegin 3, 7,
11 vb (bu asal sayilar da tek sayidir).

Fermat, (i) ya da (ii) grubuna giren bir asal sayimn iki sayinin
karelerinin toplami oldugunu, (iii) grubundaki asal sayilann iki
sayimn karelerinin toplami olmadigim kanitlamigti.

Ornegin 37 (ii) grubundadir. 4 x 9 + 1 islemi yapilirsa 37 bulu-
nur ve bu say iki sayimn karelerinin toplamina egittir: 37 = 6 +
12. Oysa 31 =4 x 8 - 1 (iii) grubuna girer ve iki sayinin karelerinin
toplami olarak yazmak i¢in tiim olasiliklar: deneyin, ige yarama-
digim gorirsiiniiz (6rmegin 31 = 25 + 6 egitliginde 25 tam karedir,
ama 6 tam kare degildir).

Sonug: bir sayinin iki sayinin karelerinin toplami olabilmesi
i¢in, 4k - 1 formundaki her asal béleninin ¢ift kuvvet olmasi gart-
tir. Josepb Louis Lagrange 1770'te benzer yontemler kullanarak
her pozitif tamsayinin, dért tam karenin toplamina (bu toplama
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Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre Fermat 1601'de Fransa'da, Beaumont-de-Lomagne'de
dogdu. Babasi deri tuccari Dominique Fermat, annesi bir
avukat ailesinin kizi olan Claire de Long'du. Fermat 1629
yilinda geometride 6nemli buluslar yapti, tirev ve integral
hesabinin 6ncust oldu, ama meslek olarak hukuku secip
1631'deToulouse parlamentosuna uye oldu. Bu sayede ismi-
ne "de" ekleme hakkina sahip oldu. Veba salgini sirasinda on-
dan st konumdakilerin hepsi 6lince Fermat iyice taninma-
ya baslandi. 1648'deToulouse yerel parlamentosunda kralin
mustesari oldu; hayati boyunca burada hizmet verdi ve 1652
yilinda Ceza Mahkemesinin en ist makamina geldi.

Hicbir zaman akademik mevki sahibi olmadi, ama matematige tutkundu. 1653
yilinda vebaya yakalandi, 6ldugi sdylentileri ¢iksa da hayatta kaldi. Baska aydinlarla,
Ozellikle matematikci Pierre de Carcavi ve kesis Marin Mersenne'le yogun sekilde
yazisti.

Mekanik ve optik konularinda calisti, geometri Uzerine de ¢alismis oldugu sa-
niliyor. Bir fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerini bulmak icin gelistirdigi
yéntem, turev ve integral hesabina giden yolu acti. Diinyanin énde giden matema-
tikcilerinden biri oldu, ama calismalarini yayimlanabilir hale getirmek i¢in zaman
harcamak istemedi ve ¢alismalarinin ¢cok azini yayimladi.

Fermat diger matematikgileri sayi teorisi alaninda bir dizi teorem ve problemi
¢6zmeye davet etmis ve bu alandaki etkisi uzun sirmustir. nx2+ 1=y 2"Pell denk-
lemi" (yanhs isimlendirilmistir) ve sifirdan farkl iki tam kibun tek bir tam kibe do6-
nistirilemeyecegdi 6nermesi bu teori ve problemler arasinda yer alir. S6zunu ettigi-
miz 6nerme daha genel bir varsayimin, n > 3 i¢in kiip yerine n. kuvvetin kullanildig:
'Fermat'nin Son teoremi'nin ézel bir halidir.

Fermat 1665'te, bir hukuk davasini sona erdirdikten iki giin sonra 6ldu.

gerekirse bir ya da daha fazla 0 ekleyerek) esit oldugunu kanit-
lamistir. Fermat bu sonucu daha 6nce dile getirmisti, ama yazili
herhangi bir kanit yoktur.

Fermat'nin en etkili kesiflerinden biri, ayni zamanda en basit
kesiflerinden biridir. Fermat'nin Son teoremiyle (Muhtesem teo-
rem diye anildi§i da olur) karistirilmasin diye Fermat'nin Kiglk
teoremi olarak gecer. Teorem séyle: p herhangi bir asal say1, a her-
hangi bir tamsay1 olsun. Bu durumda a2a degeri, p asal sayisinin
katidir, p bilesik sayi oldugu zaman, bu 6zellik her zaman olmasa
da genellikle yanhstir.
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Fermat'nin buldugu sonuglardan en meshur olani 350 yilda
kanitlanabildi. Fermat bu sonucu 1640°'ta ifade edip kamtladigim
6ne siirmiigtl, ama bildigimiz tek ¢aligmasi kisa bir nottan iba-
rettir. Diyofantus’'un Arithmetica'sinin bir kopyas1 da Fermat'nin
elindeydi. Kendisini aragtirmaya sevk eden bu kitabin kenar bog-
luklarina kendi diigiincelerini yazardi. Herhalde Pisagor denkle-
mini diigiindigld bir anda (iki kareyi toplayarak bagka bir kare
elde etmek), kare yerine kiipleri denerse ne olacagini merak et-
mig ama ¢6zim bulamamigtir. Ayni problem dérdiincii, beginci ve
daha biiyiik kuvvetler i¢in de gegerlidir.

Fermat'nin oglu Samuel 1670 yilinda Arithmetica’nin Bachet
cevirisini yayimlamig ve Fermat'nin kitabin bogluklarina yazmisg
oldugu notlar bu baskiya dahil edilmigtir. Notlardan biri, yani
n 2 3 ise n. kuvvetten iki terimin toplami asla n. kuvvetten olamaz
onermesi k6tii in yapmigtir. Kitap kenarindaki not géyle diyor:
“Bir kiibii iki kiibiin toplami geklinde yazmak, ya da dérdiinci
kuvvetten bir terimi dérdiincii kuvvetten iki terimin toplami gek-
linde yazmak ve genel olarak ikinci kuvvetten biiyiik herhangi bir
terimi ayni kuvvetten iki terim geklinde yazmak miimkiin degildir;
bununla ilgili olaganiistii bir kamit buldum. Sayfa kenarindaki
bogluk &yle kiigiik ki, kanit1 yazmaya yetmiyor.”

Fermat kanit1 bulmug olsa da dogru bulmug olmasi pek olasi
degil. 11k ve halen gegerli olan tek kanit1 1994'te Andrew Wiles
buldu; Wiles teoremi kanitlamak igin 20. yiizyi1lin sonunda ortaya
¢ikan geligmig soyut yontemler kullanmigtir.

Fermat'dan sonra gok sayida 6nemli matematikgi, 6zellikle Eu-
ler ve Lagrange say teorisi iizerine galigmigtir. Fermat'nin dile
getirip kanmitlamadig) teoremlerin ¢ogu bu dénemde ¢6ziimlen-
migtir.

Gauss

Say: teorisinde bir sonraki biiyiik ilerleme, 1801'de yayimlanan
Disquisitiones Arithmeticae [Aritmetik Arastirmalar) adl1 bagya-
pitin yazan Gauss tarafindan gergeklestirildi. Kitap, say: teorisini
matematik sahnesinin merkezine koymustur. Say: teorisi ondan
sonra matematikteki ana egilimin gekirdek bilegeni olmustur. Ga-
uss esas olarak kendi yeni igine odaklanmig, ama ayn1 zamanda
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say1 teorisinin temellerini atip 6ncellerinin diigiincelerini sistem-
li bir hale getirmigtir.

Bu temel degigimlerin iginde en 6nemlisi olan modiiler mate-
matik fikri, gok basit ama gok gii¢lidiir. Gauss, tamsayilara ben-
zeyen yeni bir say:1 sistemi kegfetmigti, ama bu sistemin énemli
bir farki vardi: modulis diye bilinen 6zel bir sayi, sifir olarak ta-
mimlanmigtl. Siradan tamsayilarin béliinebilirlik 6zelligini kav-
rarken bu ilging fikrin temel olugturdugu ortaya gikti.

Gauss goyle der: a — b farki bir m tamsayisina tam olarak bé-
liiniiyorsa, a ve b tamsayillannmin m moduliisiine (moduna) gére
denktir denir ve bu denklik soyle ifade edilir:

a=>b (mod m)

Bu durumda m moduliistiine gére aritmetik, bildigimiz aritme-
tikle aynidir; tek fark, hesaplama sirasinda herhangi bir yerde m
yerine 0 koyabilmemizdir. O yiizden m nin katlan ihmal edilebilir.

“Saat aritmetigi” deyimi genellikle Gauss ruhunu yakalamak
i¢in kullanilir. 12 sayisi1 saat iizerinde O ile aynidir, ¢ilinkii saatler
12 (Kita Avrupasi'nda ve askeri aktivitelerde 24) adim sonra ken-
dini tekrarlar. Saat 6'dan yedi saat sonrasi saat 13 degil 1 olur.
Gauss sisteminde ayni sekilde 13 = 1 (mod 12) olur. Modiiler ma-
tematik, bir tam devir yapmak igin m saat ilerleyen saat gibidir.
Dogal olarak matematikgiler tekrarlayan gevrimlerde degigen sey-
lere baktig1 zaman modiiler aritmetik ortaya ¢ikar.

Disquisitiones Arithmeticae, daha derin fikirlere temel olarak
modiiler aritmetigi kullanmigtir. Biz bunlann ligline deginiyoruz.

Kitabin biiyiik b6limiinde Fermat'nin “4k + 1 geklindeki asal
sayilar iki karenin toplamidir, ama 4k - 1 geklindeki asal sayilar
iki kare toplam degildir” gozleminin genig kapsamli uzantisi yer
aliyor. Gauss bu sonucu, x ve y tamsayilannin bulundugu x? + 'yz
seklinde yazilabilen tamsay: tanimlamasi olarak yeniden ifade
etmis ve ardindan “bu formiil yerine ax®+ bxy + cy? genel ikinci
derece formunu kullanirsak ne olur” diye sormustur. Gauss’un te-
orileri tartigilamayacak kadar tekniktir, ama bu sorunu neredeyse
tam olarak kavramgti.
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Bir baska konu da karesel karsiliklilik yasasidir; bu yasa yil-
larca Gauss'un ilgisini cekip kafasini karistirdi. Baslangi¢ nokta-
st basit bir sorudur: Belirli bir modulus igin tam kareler nasildir?

Cari Friedrich Gauss {1777-1855)

Gauss erken gelismis bir cocuktu. Soylentilere gore daha
¢ yasindayken babasinin aritmetigini duzeltirdi. Bruns-
wick-Wolfenbittel Dikiinden mali destek alarak 1792'de
Brunswvick's Collegium Carolinum'a gitti. Orada ¢ok sayida
onemli matematiksel bulus yapti, ikinci derece karsiliklihk
yasas| ve asal sayl teorisi bu buluslar arasinda, ancak teorileri
kanitlamadi.1795-1798 arasinda Goéttingen'de calisti; cetvel
ve pergel kullanarak 17 kenarli diizgiin gokgen insa etmeyi
burada kesfetti. Say teorisi alaninda halen en énemli calisma
olan DisquisitionesArithmeticae adli eseri 1801 'de yayimlandi.

Ancak Gauss'un halk arasindaki itibari gokbilimine da-
yaniyordu. Giuseppe Piazzi 1801'de ilk astroidi kesfetti: Ceres. Gokbilimciler, gozlemler
cok seyrek yapildigi icin astroidin guinesin arkasindan tekrar cikisini ggrememekten kor-
kuyordu. Ceres'in tekrar goriinecegi yer icin bircok gékbilimci éng6riide bulundu; Gauss
da onlardan biriydi. Gelgeldim sadece Gauss hakh cikti. Gauss aslinda kendi icadi olan
bir ydontem kullanmisti. Glniimuzde "en kuclk kareler" diye bilinen bu yontemle, sinirh
gozleme dayanarak hassas sonuclar elde ediliyor. Gauss'un o dénem gizli tuttugu bu
teknik, daha sonra istatistik ve gozlemsel bilimde esas oldu.

Gauss ¢ok sevdigi Johanna Ostoff’la 1805'te evlendi, Gottingen Gozlemevini yonet-
mek Uzere 1807'de Brunswvick'ten ayrildi. Babasi 1808'de 6ldi, Johanna 1809'da ikinci
ogullarini dogurduktan sonra 6ldi. Cok gegmeden oglu da 6ldu.

Gauss yasadi§i acilara ragmen arastirmalarina devam edip Theoria Motus Corporum
Coelestium in Sectionibus Conicis Sotem Ambientium adli eserini 1809'da yayimladi. Eser,
gokbilim mekanigi icin buylk bir katkidir, ikinci evliligini Johanna'nin yakin arkadasi
Minna'yla yapti, ancak bu evlilik asktan ¢ok mantik evliligiydi.

Gauss 1816 yili civarinda Oklitin aksiyomlari arasinda paralel aksiyomun sonuglarini
elestiren bir yazi yazdi. Bu yazida belki 1800'den beri duisindugi bir fikri, Oklit geometri-
sinden farkli ve mantiksal olarak tutarl bir geometrinin olabilecegini ima etti.

1818'de Hanover'in jeodezi dlgtimlerinden sorumlu kisi olarak atandiginda, arazi él¢u-
miinde kullanilan yontemlere ciddi katkida bulundu. 1831'de Minna'nin 6liminden sonra
fizikgi Wilhelm Weber 'le birlikte diinyanin manyetik alani tizerine galismaya bagladi.

Gunumuzde Kirchhoffun elektrik devreleri yasasi olarak bilinen seyi kesfettiler,
kaba ama etkili bir telgraf insa ettiler. Weber 1837'de Gottingen'den ayrilmaya zorlaninca
Gauss'un bilimsel calismasi disuse gecti. Ancak baskalarinin, 6zellikle Ferdinand Eisens-
tein ve Georg Bernhard Riemann'in ¢alismalarina ilgi duymaya devam etti. Uykusunda
huzur icinde 6ldu.

117



MATEMATIGIN KISA TARIHi

Sayl teorisinden nasil faydalandilar?

Say! teorisinin ilk uygulamalarindan biri digli carklarla ilgilidir. iki ¢ark digleri birbirine
gececek sekilde duzenlenirse ve carklardan birinde m sayida dis, digerinde n sayida dis
varsa, carklarin hareketi dis sayisina bagldir. Diyelim ki bir carkta 30 dis, digerinde 7 dis
olsun. Buyuk cark bir tam devir yaptigi zaman kiigik cark ne yapar? 7,14,21 ve 28 adim-
dan sonra baslangic konumuna déner. O yilizden, 30'a tamamlamak igin buyuk carkin
son 2 disi digerini 2 adim hareket ettirir. 30'u 7'ye boldugumuzde kalan 2 oldugu icin
bdyle oluyor. Yani carklarin hareketi, kalanli bélmeyi mekanik olarak temsil ediyor. Mo-
duler aritmetigin temeli iste budur. Eski Yunan zanaatkarlari olaganisti bir aleti, Antiky-
thera mekanizmasini tasarlarken disli ¢arklar kullandilar. Stinger dalgici Elias Stadiatis
1900 yilinda Antikythera Adasi yakininda, MO 65 yilina ait ve 40 metre derinlikte yatan
bir enkazda bigimsiz, asinmis bir kaya pargasi buldu. 1902'de arkeolog Valerios Stais, ka-
yada bir disli cark oldugunu fark etti. Kaya aslinda caprasik, bronz bir mekanizmanin
kalintisiydi. Uzerine Yunan alfabesinin harfleriyle kelimeler kazinmisti.

Mekanizmanin yapisina ve Uizerindeki yazilara bakarak islevinin ne oldugu anlasildi.
Gokbilimsel hesaplayici oldugu ortaya ¢ikti. Mekanizmada 30'dan fazla disli ¢ark var. Me-
kanizmanin 2006'da ¢ikarilan modeline gore, mekanizmada aslinda 37 ¢ark oldugu tah-
min ediliyor. Garklardaki dis sayisi, Gnemli gokbilimsel oranlara karsilik geliyor. Ozellikle
iki carkta 53 dis var (Uretmesi zor bir say1) ve bu sayl, ayin dinyaya en uzak noktasinin
donis oranindan kaynaklaniyor. Dis sayisina ait asal ¢arpanlar, klasik iki gokbilimsel gev-
rim olan ay ¢evrimine ve Saros ¢evrimine dayaniyor. X-isinlariyla yapilan analiz, carklara
kazinmis yeni yazilari ortaya ¢ikarip okunabilir hale getirdi. Bu mekanizmanin giinesin,
ayIn ve belki de o tarihlerde bilinen gezegenlerin hareketlerini tahmin etmek icin kulla-
nildi§ artik kesinlesti. Garklarin Gizerindeki yazilar MO 150-100 tarihlerine ait.

Antikythera mekanizmasinin girift tasariminda Hipparkos'un ayin hareketi teorisi-
nin kullanildigi anlasiliyor. Mekanizmay1 Hipparkos'un 6grencilerinden biri yapmis ya da
en azindan yardim etmis olabilir. Mekanizma, asil biri icin 6zel bir oyuncak olarak yapil-
mis olabilir. Mekanizmanin muhtesem tasarimi ve Uretimi bu sekilde agiklanabilir.
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Ornegin moduliis 11 olsun. O zaman olasi tam kareler (11'den kii-
¢lik sayilann tam kareleri)

014916 2536496481 100
olur. Indirgenirse (mod 11)
013459

elde edilir. Sifirdan farkh her sayi iki kez ortaya gikiyor. Bu sayilar
(mod 11) igin kare kalanlardir.

Bu sorunun piif noktas: asal sayilara bakmaktir. p ve q asal
saylysa, q ne zaman (mod p) i¢in kare olur? Gauss bu soruyu ya-
nitlamanin basit bir yolu olmasa da bagka bir soruyla, “p ne za-
man (mod q) igin kare olur” sorusuyla 6nemli bir bag: oldugunu
bulmugtur. Ornegin yukarida listelenen karesel kalanlar q = 5 de-
gerinin kare modiilo p = 11 oldugunu gésteriyor. 11 sayisinin kare
modiilo 5 oldugu da dogrudur, giinkii 11 = 1(mod 5) ve 1 = 12 olur.
Yani iki sorunun da yanit1 aymdir.

Gauss kargiliklihk yasasinin, her iki asal sayimin da 4k - 1
seklinde oldugu durumlar harig, biitiin tek asal say giftleri {yani
2'den farkli asal sayilar igin] gegerli oldugunu buldu. tki asal say1
da 4k - 1 seklinde oldugu zaman sorularin yanit1 mutlaka zit olu-
yor. Yani: herhangi p ve q tek asal say ¢ifti igin,

g'nun (mod p)'ye gore kare olmasi i¢in p'nin (mod g)’'ya gére
kare olmasi garttir,

ancak hem p hem q asal sayis1 4k - 1 geklindeyse durum degi-
§ir, o zaman

q'nun (mod p)'ye gore kare olmas1 igin p'nin (mod g)'ya gére
kare olmamasi garttir.

Baslangigta, Gauss bunun yeni bir gézlem olmadiginin far-
kinda degildi: Euler de aym o6riintiiyi fark etmigti. Ancak Gauss
Euler'den farkl olarak bu oriintiiniin her zaman dogru oldugunu
kanitlar. Kanitlamak igi ¢ok zor olmugtu. Tek, ama ¢ok 6énemli bir
eksigi tamamlamak Gauss'un yillarnni almgti.

Disquisitiones’un tgiinci konusu, Gauss 19 yagindayken mate-
matik¢i olmaya karar vermesine sebep olan bir kegiftir: diizgiin
kenarl1 17-genin (17 kenarli bir gokgen) geometrik ¢izimi. Oklit
cetvel ve pergel kullanarak ii¢, beg ve 15 kenarl diizgiin gokgenle-
rin nasil gizilecegini anlatir; agilar: ikiye bélerek bu rakamlann

119



MATEMATIGIN KISA TARIHI

siirekli ikiye katlanabilecegini, bu sekilde dort, alti, sekiz ve 10
kenarh diizgiin gokgen elde edilecegini de biliyordu. Ama Oklit 7
kenarh ve 9 kenarh ¢okgenlerin geometrik ¢izimini vermemigti.
Hatta az dnce soyledigimiz sayilardan farkh higbir diizgiin gok-
gen c¢izimi vermemigti. Matematik diinyas: iki bin yi1l boyunca
Oklit'in sonsézii séyledigini, baska diizgiin cokgen ¢izilemeyece-
gini varsaydi. Gauss onlarin yanmildigimi kanitlar.

Diizgiin ¢okgen ¢izerken asil so-
“Diinya Oklit'in sonsézii séyle- runun asal sayilar oldugunu gérmek
digini varsaymis. Gauss onlarin kolaydir. Gauss, bu problemi ¢6zme-
yanildigini kanitlamistir.” nin asagidaki cebirsel denklemi ¢6z-

mekle ayni oldugunu géstermigtir:

X'+ xP2 4 x4+ X2+x+1=0

Ikinci derece denkleme bagh olarak, koordinat geometrisi saye-
sinde artik cetvel pergel kullanarak yapilan ¢gizimlere géz atabili-
riz. Boyle bir ¢izim miimkiinse, p — 1 degerinin 2'nin kuvveti olma-
s1 gerekir (bu konu ¢ok da 6nemsiz degildir).

Yunan matematiginde ele alinan p = 3 ve 5 6rnekleri bu kogulu
saghyor: p — 1 sirasiyla 2 ve 4 oluyor. Ama asal sayilar bunlardan
ibaret degil. Ornegin 17 — 1 = 16, 2'nin kuvvetidir. Onyedigenin
cgizilebilir oldugunu kanitlamaz ama iyi bir ipucu veriyor. Gauss,
16. derece denklemi bir dizi ikinci derece denkleme indirgemenin
kesin bir yolunu bulmusgtur. p - 1 degeri 2'nin kuvveti oldugu za-
man (p'nin hala asal say1 olmasi gart) ¢izimin mimkiin oldugunu,
diger asal sayilar i¢in ¢izim yapmanin miimkiin olmadigini ifade
etmis ama bunu kanitlamamigtir. Kanitlama igini bir siire sonra
bagkalan halletti.

Bu 6zel asal sayilara Fermat asal sayilan deniyor, ¢iinkii bu
sayilan inceleyen o. Fermat p asal say1 ve p - 1 = 2* ise, bu durum-
da k'nin 2'nin kuvveti olmasi gerektigini gézlemlemigtir. Fermat
asal sayilarindan bazilan gsunlardir: 2, 3,5, 17, 257, 65.537. Fermat
2?m 4+ 1 seklindeki sayillarin mutlaka asal say1 oldugu varsayimin-
da bulunmug, ama yanilmigtir. Euler m = 5 igin 641 ¢arpamnin
oldugunu bulmustur.
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Marie Sophie Germain (1776-1831)

Sophie Germain, ipek tliccari Ambroise Francois Germain ve Ma-
rie Madelaine Gruguelin'in kiziydi. Kuma ¢izdigi geometrik bir se-
kil Uzerinde kafa yorarken Romali bir asker tarafindan éldurilen
Arsimet'in hikayesini 13 yasindayken okudu ve matematikci olmak
istedi. Anne ve babasi onu iyi niyetle caydirmaya calissa da (ma-
tematik o zamanlar genc bir kiz icin uygun bir ugras olarak gorul-
muyordu), Sophie bir battaniyeye sardigi Newtonin ve Euler'in ¢a-
lismalarini onlar uyurken okumaya devam etti. Ebeveynleri onun
matematige olan bagliligina ikna olunca merhamete gelip yardim-
¢ olmaya basladilar ve hayati boyunca maddi destek sagladilar.

Ecole Polytechnique'den ders notlari aldi. Kendi ¢alismalarini
Bay LeBlanc takma adiyla yazip Lagrange'a gonderdi. Bu ¢alismalardan etkilenen Lagran-
ge, yazarin aslinda kadin oldugunu sonunda égrendi. Sagduyulu davranip Sophie'yi tesvik
etti, destekgisi oldu, ikisi birlikte calisti. Sophie'nin elde etti§i sonuglardan bazilari iegendre's
1798 EssaisurleTh~orie des Nombres adll eserinin sonraki versiyonuna dahil edildi.

Gaussla olan yazismasi en ¢ok bilinenidir. Sophie Disquisitiones Arithmeticae'yi ince-
ledi. 1804'ten 1809'a kadar yine cinsiyetini saklamak i¢in LeBlanc adiyla kitabin yazarina
mektup gonderdi. Gauss, dijer matematikcilere génderdigi mektuplarda LeBlanc'in ¢a-
lismalarini évdil. 1806'da Fransizlar Braunschvveig'i isgal ettigi zaman LeBlanc'in aslinda
kadin oldugunu 6grendi. Gauss'un kaderinin de Arsimet gibi olmasindan korkan Sop-
hie, Fransiz ordusunda kidemli subay olan aile dostlari General PernetyYle irtibat kurdu.
Gauss'un bundan haberi oldu ve LeBlanc'in aslinda Sophie oldugunu 6grendi.

Sophie'nin endisesi yersizdi. Bu durumdan daha cok etkilenen Gauss Sophie'ye yaz-
di:"Saygideger yazisma arkadasim Bay LeBlanc'in bu serefli kisilige donustuguni gorin-
ce duydugum hayranhgi ve saskinligi nasil ifade edecegimi bilmiyorum... Geleneklerimiz
ve dnyargilarimiz nedeniyle, sizin cinsiyetinizden biri bu ¢etin arastirmalara girismek igin
erkeklere kiyasla son derece biytuk zorluklarla karsilasmak, engelleri asip anlasiimasi en
gu¢ kisimlari anlamak zorunda. Boyle biri hi¢ kuskusuz en soylu cesarete, olaganustu
yeteneklere ve Ustin bir zekaya sahiptir."

Fermatnin Son Teoremiyle ilgili olarak 1840'a kadar var olan en iyi bazi sonuglar
Sophie'nin eline gegti. 1810-1820 arasinda, Institut de France'in ortaya attigi ylizeylerin
titresimi problemi tizerine calisti. Ozellikle 'Chladni 6riintileri' igin (metal plakanin tizeri-
ne kum serptikten sonra keman yayi kullanilarak elde edilen titresimlerin sebep oldugu
simetrik druntuler) aciklama araniyordu. Sophie'nin Gi¢iincu calismasi altin madalyayla
odullendirildi. Sophie 6dul térenine gitmedi. Sebebi kesin olarak bilinmiyor, ama kadin
bilimcilere yapilan haksizliklari protesto etmis olabilir.

Sophie 1829'da meme kanserine yakalansa da say! teorisi ve yiizeylerin egriligi tUze-
rine calismaya devam etti, iki yil sonra 6ldu.

Buradan, eskenar 257 kenarli dizgiin cokgen ve 65.537 kenarli

diizgin ¢cokgenin cetvel pergelle cizilebilmesi gerektigi sonucu ¢i-
kiyor. F.J. Richelot 1832'de 257 kenarh diizgiin ¢okgenin ¢izimi igin
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dogru bir yol bulmustu. J. Hermes ise, 65.537 kenarl diizgiin ¢ok-
geni ¢izmek igin on y1l galigip ¢izimi 1894’te tamamlamigti. Son do-
nemde yapilan galigmalar yontemde hatalar oldugunu gésteriyor.

Say1 teorisi, Fermat'nin ¢aligmasiyla birlikte matematiksel
olarak ilgi cekmeye bagladi. Fermat, tamsayilarin garip, kafa ka-
rigtiran davraniglarinda gizli birgok 6nemli 6rintiiyd saptayan
kigidir. Ama kanit sunmamak gibi insan1 sinir eden bir egilimi
vardir. Fermat'nin Son Teoremi harig, kanitlarin tiimi Euler, Lag-
range ve ad1 daha az bilinen kigiler tarafindan yapilmigtir. Ancak
goriiniige gore say: teorisi yalitilmig teorilerden, genellikle derin,
zor, birbiriyle baglantili olmayan teorilerden olusuyor.

Sayi Teorisinden Nasil Faydalaniyoruz?

Sayi teorisi, internet aligverisinde kullanilan birgok 6nemli glivenlik kodunun teme-
lini olusturur. Bu kodlardan en bilineni RSA (Ronald Rivest, Adi Shamir ve Leonard
Adleman) sifre sistemidir. Sistemin sasirtici bir 6zelligi var. Mesajlari kodlama y6n-
temini bagkalarina séyleseniz bile, sifreli bir mesaji gozme prosedirini 6grenmis
olmuyorlar.

Diyelim ki Alice, Bob'a gizli bir mesaj géndermek istiyor. Mesaji gdndermeden
once, Alice ve Bob p ve q gibi iki biylik asal sayi (en az yliz haneli) Uzerinde anlagip
M = pq islemiyle M degerini bulur. Bu sayiy isterlerse bagkalarina séyleyebilirler.
Ayrica K= (p - 1)(q - 1) de@erini de hesaplarlar, ama bu degeri gizli tutarlar.

Alice artik mesajin, 0 ile M arasinda herhangi bir x sayisi olarak (ya da uzun bir
mesajsa boyle bir sayi grubu) gonderebilir. Mesaji kodlamak igin, K sayisi ile ortak
garpani olmayan bir a sayisi segip y = -x°(mod M) degerini hesaplar. a sayisini Bob'in
bilmesi gerekir, bagkalarina da soylenebilir.

. Mesaji ¢6zmek igin, Bob'in ab = 1 mod K ifadesini saglayan a sayisini bilmesi
gerekir. Bu sayi (var olan benzersiz bir say) sir olarak saklanir. y degerini ¢g6zmek igin
Bob asagidaki ifadeyi hesaplar.

y*(mod M)
Sifreyi neden bu deger ¢6zer? Glinki
Y= (x°)°= x= x'= x(mod M)

Burada Euler sayesinde Fermat’nin Kuguk Teoremi genellestiriliyor.

Bu yontem, buyik asal sayilan kolaylikla bulan testler oldugu igin kullamighdir.
Ancak buytik sayilarin asal ¢arpanlarnini kolay bulan bir yontem bilinmiyor. O yuz-
den pq carpimini bir baskasina soyleseniz de, p ve q sayilanin bulamayacaklari igin,
mesajin ¢6ztimunde gerekli olan b degerini bulamazlar.

122



SAYILARDAKI ORUNTULER

Gauss harekete gegip say teorisi i¢in modiiler aritmetik gibi
genel kavramsal temelleri olugturunca biitiin bunlar degisti. Ga-
uss diizgiin gokgenler galigmasinda, say: teorisi ve geometriyi de
birbiriyle iligkilendirdi. Say: teorisi o andan itibaren matematigin
dokusunda 6nemli unsurlardan biri oldu.

Gauss'un 06ngoérisi matematikte
yeni tiir yapilann kabul edilmesine yol
agt1. Ornegin tamsay1 mod n gibi yeni
say1 sistemleri ve ikinci derece form-
lann bilegkesi gibi yeni islemler bun-
lar arasindadir. Geriye déniip baktigimizda, 18. yiizyilin sonlan
ve 19. ylizyilin baglarnindaki say: teorisinin 19. yiizyilin sonu ve
20. yiizyila ait soyut cebire yol agtigin1 goriiyoruz. Matematikgi-
ler, kabul edilebilir inceleme konulan olan kavram ve yapilann
kapsamini genigletmeye bagladilar. Disquisitiones Arithmeticae,
6zel bir konuyu ele almasina ragmen matematige bir biitiin olarak
modern yaklagimin gelismesinde bir doniim noktasidir. Matema-
tikcilerin Gauss’a bu kadar deger vermelerinin sebebi budur.

Say1 teorisi 20. yiizyilin sonlarina kadar soyut matematigin
bir dali olarak kaldi. Oziinde ilging bir dal, matematikte sayisiz
uygulamalan var, ama dig diinya i¢in pek de 6nemli degil. 20. yiiz-
yilin sonunda sayisal iletigimin icadiyla birlikte bu durum tama-
men degigti. lletigim sayilara bagh oldugundan, say: teorisinin
bu uygulama alaninda éne ¢ikmasina gagmamak gerekir. lyi bir
matematiksel fikrin uygulamada 6nem kazanmasi genellikle za-
man alir, bazen yiizy1llann gegmesi gerekir, ama matematikgilerin
kendi galigmalarinda énemli gérdiigi konulann gergek diinyada
da degerli oldugu eninde sonunda ortaya ¢ikiyor.

“lyi bir matematiksel fikrin
uygulamada dnem kazanmasi
genellikle zaman alir, bazen
yiizyillarin gecmesi gerekir.”
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Turev ve Iritegral Hesabinin icadi

Matematik tarihinin en 6nemli ilerlemesi, 1680'li yillarda Isaac
Newvvton ve Gottfried Leibniz'in birbirinden ayn olarak buldugu
tirev ve integral hesabidir. Tlk eser Leibniz tarafindan yayimlan-
mistir, fakat Newvton asin yurtsever arkadaslarinin doldurusuna
gelip 6nce kendisinin buldugunu iddia ederek Leibniz'i hirsizlik-
la suclamistir. Bu patirti yiiziinden ingiliz matematikgiler ile kita
Avrupasi matematikcilerinin arasi yiz yil boyunca bozulmus ve
bu durumda asil kaybedenler ingilizler olmustur.

Dinyanin sistemi

Oncelik belki Leibniz'in, ama tiirev ve integral hesabini gelismek-
te olan matematiksel fizigin temel teknigine dénustiiren Nevvton
olmustur. Matematiksel fizik, insanligin dogal diinyayr anlamak
icin kulland1gi en etkili yoldur. Nevvton bu teoriye "Diinyanin Sis-
temi” der. Pek alcakgonullii olmayabilir, ama yerinde bir tanim.
Nevvton'dan dnce insanhgin dogadaki orintileri kavrayisi esas
olarak Galileo’'nun hareketli cisimlerle ilgili fikirlerinden, 6zellik-
le top mermisi gibi cisimlerin parabolik y6riinge takip ettiginden
ve Kepler'in Mars'in gokteki hareketinin elips seklinde oldugunu
kesfetmesinden ibaretti. Nevvton'dan sonra, matematiksel drinti-
ler fiziksel diinyada hemen her seye hilkmetmeye basladi. Yerdeki
ve gokteki cisimlerin hareketi, havanin ve ve suyun akisl, isinin,
1tk ile sesin iletimi ve kitlecekim kuvveti bunlar arasindadir.
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Ancak Newton, doganin matematiksel yasalarna yer verdigi
6nemli yayim Principia Mathematica'da tirev ve integral hesa-
bindan hig¢ bahsetmez. Kitap Eski Yunan'in zeki geometri uygu-
lamalanna dayanir. Ancak dig goriniig yanilticadir: Portsmouth
Papers [Portsmouth Elyazmalan] diye bilinen yayimlanmamig
belgeler, Newton'in Principia tizerinde galisirken tiirev ve integral
hesabi fikrine sahip oldugunu gosteriyor. Newton'in, kegiflerinin
¢ogunda tiirev ve integral hesab1 yontemlerini kullandig) halde
sergilememeyi tercih etmis olmas1 mimkiindiir. Newton'in tiirev
ve integral hesab1 yorumu éliimiinden sonra, 1732 tarihli Method
of Fluxions‘da [Akig Yontemi) yayimlanmigtir.

Tiirev ve integral hesab

Tiirev ve integral hesabi nedir? X
Temel fikirlere bir g6z atarsak %
Newton ve Leibniz’in yéntemle- f(x+h)
ri daha kolay anlagilir. Tiirev ve kirig
integral hesabi, degigimin anhk N /\
hizin1 inceleyen matematiktir. teget
Belli bir niceligin tam gu anda- #(x)
ki degisim hiz1 nedir? Fiziksel
bir 6rnek verelim. Tren raylann X x+h
tizerinde hareket ediyor. Trenin —h—
tam gu andaki hiz1 nedir? Tiirev
ve integral hesabinin iki ana
dali var. Tiirev hesabi, degigim hizin1 hesaplama yéntemleri sag-
lar ve o6zellikle geometride egrilerin tegetini bulmak gibi birgok
uygulamasi vardir. Integral hesabt bunun tersini yapar. Belli bir
niceligin degisim hiz1 biliniyorsa, o niceligi belirler. Alan ve ha-
cim hesaplamalan, integral hesabin geometrik uygulamalar ara-
sindadir. Hig ilgisiz iki klasik geometri sorusunun arasindaki bu
beklenmedik iligki, belki de en 6nemli kegiftir. S6ziinii ettigimiz
geometri sorulan, bir egrinin tegetlerini ve alanlarini bulmaktir.
Tirev ve integral hesaby fonksiyonlarla, yani genel bir sayiy1
alip onunla iligkili olan bir sayi1y1 hesaplayan prosediirlerle ilgi-
lidir. Prosediir genel olarak bir formiille tanimlanir. Formiil, belli
bir x sayisim (belli bir araliktaki bir say1), onunla iligkili f(x) say:-

A

Geometride tiireve yaklagtirma
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sina atar. Ornek olarak f(x)= \/x karekdk fonksiyonu (burada x’'in
pozitif olmasi gerekir) ve f(x)= x* kare fonksiyonu (x i¢in herhangi
bir sinirlama yoktur) verilebilir.

Tiirev ve integral hesabinda ilk temel diigiince, bir fonksiyo-
nun tirevini veren tirev almaduir. Tiirev, x'teki degisime bagh
olarak f(x)'in degigsme hizidir.

Degisim hiz1 geometrik olarak, f grafiginin x degerindeki te-
getinin egimidir. Kirigin (f grafigini, x ve x + h noktalarnna karg-
lik gelen ve birbirine yakin (h degeri kiigiiktiir) iki noktada kesen
dogru) egimini bularak yaklagik deger bulunabilir. Kirigin egimi
agagidaki gibi hesaplanir:

flx+h) - flx) / h

Simdi h degerinin gok kiigiik oldugunu diigiinelim. O zaman
kirig, x noktasinda grafigin tegetine yaklasir. Yani aranan egim (f
fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi) h keyfi olarak kiigiildiikge
bu ifadenin limiti olur.

Bu hesabi flx)=x? gibi basit bir 6rnekte deneyelim.

(Ax+h) =fix))/h = ((x+h)*~x?)/h=(x*+2hx+h’>~-x?)/h=2x+h  olur.

h degeri kigiildiikge 2x+h egimi 2x’e yaklagir. Yani f fonksiyo-
nunun tiirevi, g(x)=2x seklinde ifade edilen g fonksiyonudur.

Burada asil kavramsal mesele, limit derken ne kastettigimizi
tamimlamaktir. Mantikl1 bir tanim bulmak yiiz y1ldan fazla siir-
migtur.

Tirev ve integral hesabinda bir diger temel fikir integral alma-
dir. Integral alma, tiirevin ters islemi olarak diigiiniilebilir. g'nin
integrali

faglx) dx

seklinde yazilir. Burada g(x), f(x) fonksiyonunun tiirevidir. Ornegin
fix)=x?ifadesinin tiirevi g(x) = 2x oldugu igin, g(x) = 2x ifadesinin
integrali f(x) = x? olur. Sembolle agagidaki gibi yazilir.

{2x dx = x*
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Tiirev ve integral hesabina duyulan ihtiya¢

Tirev ve integral hesab: kesfine yol agan ilham iki yonlidir. Ti-
rev hesabinin soyut matematikteki geligimi, egrilerin tegetlerini
bulma yéntemlerinden kaynaklaniyor. Integral hesabi ise diizlem-
sel gekillerin alanlarnni ve kati cisimlerin hacimlerini hesaplama
yontemlerinden kaynaklaniyor. Ama tiirev ve integral hesabina
asil tegvik eden gey fizik, yani dogada oriintiilerin oldugunun far-
kina varilmasi olmugtur. Dogadaki birgok temel 6riintii, hala tam
olarak anlayamadigimiz nedenlerden 6tiirii degigim hiz igeriyor.
Yani bu ériintiiler sadece tiirev ve integral hesab: yoluyla anlam
kazanip kegfedilebilir.

Rénesans’tan once giinegin, ayin ve gezegenlerin hareketini
agiklayan en dogru model Ptolemaios‘un modeliydi. Ptolemaios’un
sisteminde diinya sabit ve kalan her gey (6zellikle Giineg) onun
etrafinda bir dizi daireler (bazen gergek bazen hayali daireler) ¢i-
zerek doéner. Bu daireler, Yunan gokbilimci Hipparkos'un ¢aligma-
larinda kiireler olarak ortaya gikmigtir; Hipparkos'un dev eksen-
ler etrafinda donen kiirelerinden bazilan diger kiirelere bagh
olup onlarla birlikte hareket eder. Gezegenlerin getrefilli hareket-
lerini modellemek igin bu tir bilegik bir hareket gerekli gériildi.
Merkiir, Veniis ve Mars gibi baz1 gezegenlerin déngiiler igeren
¢aprasik rotalar boyunca yol aldiklarim1 hatirlayin. Diger geze-
genlerin (0o donem bilinen diger gezegenler sadece Jipiter ve
Satiirn'dii) hareketi daha sakin, ama onlarin hareketinde de garip
diizensizlikler oldugu Babillilerden beri biliniyor.

Ptolemaios'un dis ¢ember diye
bilinen, dairelerin yerini kiirelerin
aldigi, ama bilegik hareketin ko-
rundugu sistemden bahsettik. Hipparkos'un modeli gézlemlere
gore tamamen kusursuz degil, ama Ptolemaios’un modeli gozlem-
lere tam olarak uyuyor ve bin yildir bu konuda séylenen sonséz
olarak goriliiyor. Ptolemaios'un Arapgaya Almagest diye gevrilen
yazilan, birgok kiltiirde gékbilimciler tarafindan kullanilmigtir.

“Hipparkos'un modeli gozlemlere
gore tamamen kusursuz degil...”

Bilime karsi Tanri

Ancak Algamest bile gezegenlerin biitiin hareketleriyle uyumlu
degildir. Dahasi, kitap oldukga getrefillidir. Yaklagik 1000 yilin-
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Johannes Kepler [1571-1630)

Kepler bir parali askerin ve bir hanci kizinin ogluydu. Co-

cukken, babasinin Hollanda ile Kutsal Roma imparatorlugu

arasindaki bir savasta 6luminden sonra buyukbabasinin

haninda yasadi. Matematik konusunda buyimis de ku-

clilmis gibiydi. 1589'daTiibingen Universitesinde Michael

Maestlin'den gokbilim egitimi aldi. Burada Ptolemaios sis-

temiyle ilgilendi. O dénemde ¢ogu gokbilimci, gezegenle-

rin gercekte nasil hareket ettigini sormaktan ¢ok yoriunge-

leri hesaplamakla ilgileniyordu. Ama Kepler, dne sirulen

dis cember sisteminden ¢ok, gezegenlerin tam olarak iz-

ledigi yollarla ilgileniyordu. Kopernik sistemini 6grendi, bu

sistemin matematiksel bir oyun olmadidina ve gercekten

dogru olduguna cabuk ikna oldu.

Brahe ile yapti§i calisma Kepler, gezegenlerin hareket oruntilerini bulmayi ilk kez
1596'da, Mysterium Cosmographicum'da (Kozmos'un Gizemi), diizgtin gokyuzlilere
dayanan garip modeliyle denedi. Bu model gézlemlerle gelisince, Kepler énde ge-
len gézlemci gokbilimci Tycho Brahe'ye yazdi. Kepler Brahe'nin matematik asistani
oldu ve Mars'in yériungesi Uzerine calismaya basladi. Brahe'nin éliminden sonra
bu konu uzerinde calismaya devam etti. Brahe ¢ok zengin veriler birakmisti. Kepler
bu verilerle tutarl bir yériinge bulmak icin cabaladi. Ginimuze kadar gelen yak-
lasik 1000 sayfa tutan hesaplari icin Kepler "Mars'la savasim" diyor. Kepler'in en son
buldugu yoéringe oyle kusursuz ki, modern verilerden farkli olmasinin sebebi, ara-
dan gecen yuzyillar boyunca yériingenin ¢ok az kaymis olmasidir.

Zor zamanlar: 1611 kétd biryildi. Kepler'in oglu yedi yasinda 6ldu. Arkasindan karisi
oldi. Ardindan, Protestanlara tolerans gosteren imparator Rudolf tahttan indirildi
ve Kepler Prag'l terk etmeye zorlandi. Kepler 1613'te yeniden evlendi. Dugun kut-
lamalari sirasinda aklina gelen bir soru, 1615'te New Stereometry of Wine Barrels'
[Sarap Figilarinin Yeni Hacim Olgiimii] yazmaya tesvik etti.

1619'da yayimladigi Harmonices Mundi'yi [Diinyanin Uyumu], Kozmosun Gizemi'nin
devamidir. Matematikte yenilikler agisindan zengin olan kitapta mozaik éruntiler
ve cokyulzluler de var. Kitap ayrica gezegenlerin hareketinin i¢lincu yasasini da for-
mule ediyor. Kepler bu kitabi yazdi§i sirada annesi cadilikla suclandi. Hukuk fakl-
tesinden Tlbingen'in yardimiyla ve bir de savcilar yasal gercek iskence kurallarini
uygulamadigi icin sonunda serbest birakildi.

da bazi Arap ve Avrupall dusunirler, glinesin giinluk hareketinin
dinyanin déntslyle aciklanip aciklanamayacagdini merak etmis-
lerdi. Dinyanin glinesin etrafinda dondugi fikrini dayanaksiz bu-
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lanlar olmugtu. Ancak o donemde bu spekiilasyonlardan pek bir
sey ¢cikmamgti.

Bilimse] yaklagim Rénesans Avrupasinda kék salmaya baglad:
ve dini dogma bundan ilk zarar gérenler arasindaydi. O dénem
Roma Katolik Kilisesi, yandaglarnnin evren konusundaki goériigle-
ri tizerinde ciddi denetim uyguluyordu. Hristiyanlarin Tanrisi1'na
baglanan geyler, evrenin varhig1 ve evrendeki giinliik geligmeler-
den ibaret degildi. Doganin ve evrenin, Incil'in diiz anlaml yoru-
muna uygun olduguna inaniliyordu. Dolayisiyla diinya, her seyin
merkezi ve gokteki her geyin etrafinda déndiigii saglam zemin
olarak goriililyordu. Insanlar da evrenin varlik sebebi, yaradiligin
zirvesi olarak kabul ediliyordu.

Higbir bilimsel gézlem, goriillemeyen ve bilinemeyen bir yara-
ticitmin var oldugu tezini giiriitemez. Ancak gozlemler, diinyanin
evrenin merkezi oldugu goriigiini ¢iiriitebilir ve ¢iritti de. Bu
durum biyiik kargagaya yol agt1, bir¢ok masum insan bazen kor-
kung yontemlerle 6ldiirilda.

Kopernik

Polonyal1 akademisyen Nikolas Kopernik 1543’te gasirtici, 6zgiin
ve bir anlamda dini inaniglara ters olan On the Revolutions of
the Heavenly Spheres |Géksel Kiirelerin Devinimleri Uzerine] kita-
bini yayimladig) zaman igler sarpa sarmigti. Dogruluk agisindan
Ptolemaios gibi dig ¢gemberleri kullanmigti. Ptolemaios’tan farkh
olarak merkeze Giinesi yerlestirdi. Bu modelde Ay harig, Diinya
dahil olmak iizere her gey giinesin etrafinda doniiyor, sadece Ay
Diinya’nin etrafinda turluyordu.

Kopernik'in bu kéktenci 6nerisinin asil sebebi, kolaylik sag-
lamasiydi. Bu sistemde Ptolemaios'un 77 ¢emberi yerine sadece
34 dig gember vardir. Ptolemaios'un tasarladigi dig gemberlerden
biri gok fazla tekrarlamiyordu. Bu 6l¢ii ve déniig hizina sahip ¢em-
berler, birgok farkli gokcismiyle baglantili olarak siirekli ortaya
¢ikiyordu. Kopernik, biitiin bu ¢emberlerin Diinya‘ya aktanlma-
s1 halinde sadece bir ¢emberin yeterli olacagini fark etti. Gliinii-
miizde bunu, gezegenlerin Diinya’'ya gore bagil hareketi agisin-
dan yorumluyoruz. Yanhg bir gekilde Diinya’nin sabit oldugunu
varsayarsak (toy bir gozlemciye gergekten 6yle goriiniir), o zaman
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Diinya'nin Giines etrafindaki hareketi ek bir dig ¢ember olarak
biitiin gezegenlere aktarilir.

Kopernik'in teorisinin bir bagka faydasi, biitiin gezegenleri he-
men hemen ayni geklide ele almasidir. I¢ ve dig gezegenleri agikla-
mak i¢in Ptolemaios’a farkli mekanizmalar gerekmigtir. Ama ara-
daki tek fark, igcteki gezegenler Giines'e Diinya'dan daha yakinken
distaki gezegenlerin daha uzak olmasidir. Son derece mantikl.
Sistem ¢egitli nedenlerden 6tiirii reddedilmigtir, ancak bu sebep-
lerin hepsi dini degildir.

Kopernik'in teorisi ¢gapragikt, aligilagelenlerden degildi ve ki-
tabi okumasi zordu. Dénemin en iyi gékbilimci gozlemcilerinden
Ptolemaios’un teorisine de kars: ¢ikan Tycho Brahe, Kopernik'in
gines merkezli teorisi ile baz1 ince gézlemler arasinda farkliliklar
bulmugtu. Brahe daha iyi bir uzlagma bulmaya ¢aligti.

Kepler

‘Kepler neden alti gezegen ol- Brahe o6liince yazilar1 Kepler devraldi.

dugunu merak ediyordu.’ Kepler oriintii ararken gozlemleri ana-

liz ederek yillarim1 harcadi. Sonunda
Pisagor gelenegine bagl, bir anlamda mistik biri olan Kepler, géz-
lemsel verilerle yapay ériintiiler diizenlemeye meyletti. Gékte bir

diizen arayan bu kisir ¢abalann i¢inde en meshuru, gezegenleri
diizgiin ¢okylizli cisimler gibi yerlegtiren giizel ama son derece
yanhs agiklamalardir. Kepler'in zamaninda bilinen gezegen sayisi
altiydi: Merkiir, Veniis, Diinya, Mars, Jiipiter ve Satiirn. Kepler, ge-
zegenlerin giinege olan uzakhklannda geometrik bir 6riintii olup
olmadigin1 ve neden alt1 gezen oldugunu merak ediyordu. Alta
gezegenin, aralarina beg seklin girmesine izin verdigini fark etti.
Diizgiin ¢okyiizlii kat1 cisim sayi1sinin tam olarak bes olmasi, ge-
zegen sayisinin alti ile simirlandinlmasina agiklik getirecekti. One
sirdiigii dizilerdeki alt1 kiirenin her biri, kendi ekvatoru gevre-
sinde bir gezegenin yériingesini tagiyordu. Kiirelerin arasina, bir
kiirenin diginda ve bir sonraki kiirenin i¢ine tam oturan bes kati
cismi §gu siralamaya gore yerlegtirdi:
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Sekizyuzli
Venus

YirmiyazIu
Dunya

Onikiyazli
Mars

DortyazIu
Jupiter

Kip
Satirn
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Kepler'in gezegen-
lerin ydrungele-
rinin yerlesimine
dair teorisi

O dénemde yapilan gézlemlerin dogrulugunun sinirli oldugu-
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bulununca, bu ériinti arama isine son verilip tarihin ¢oplugine
atildu.

Gerci Kepler bu arada, hala 6zgin kabul ettigimiz, Kepler'in
Gezegenlerin Hareket Yasalari denilen bazi ériintuler kesfeder ve
bu yasalari Brahe'nin Mars'la ilgili gdzlemlerine dayanan yirmi
yillik hesaplamalarindan ¢ikarir. Yasa soyle der:

(i) Gezegenler glinesin etrafinda, eliptik yoriingelerde hareket

eder.

(i) Gezegenler esit zamanlarda esit alanlari stpurir.

(iif) Herhangi bir gezegenin ¢evrim periyodunun karesi, gline-

se olan ortalama uzakhginin kiibiiyle orantilidir.

Kepler'in calismalarinin genel inanistan en fazla ayrilan 6zel-
ligi, olasi en mikemmel sekil oldudu sdylenen klasik daireyi atip
elipsi kullanmis olmasidir. Bu se¢imi biraz istemeyerek yapmis ve
kalan her sey elendikten sonra elipste karar kildigini séylemistir.
Bu G¢ yasanin, dizgun cokyuzli cisimlerin varsayima dayanan
duzenlemelerine kiyasla gercege daha yakin olmalarini beklemek
icin herhangi bir neden yok, ama bu ¢ yasa gercekten bilimsel
Onem tasiyor.

Gezegenlerin belli bir zaman dilimindeki hareketleri

Galileo

Doénemin bir baska énemli ismi, sarka¢ hareketindeki matematik-
sel diizenliligi kesfeden Galileo Galilei. Pisa Universitesinde mate-
matik profesoéri olan Galilei, 1589'da egimli bir yiizeyde yuvarla-
nan cisimler Gzerinde deneyler yapmis, ancak buldugu sonuglari
yayimlamamisti. Dogal olaylari incelerken kontrol altinda yapilan
deneylerin 6nemini o dénemde fark etti. Bu yaklasim, ginimuzde
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biitiin bilimlerin temelinde yatmaktadir. Galilei gékbilim iizerine
¢aligmaya baslayip bir dizi kegifte bulununca, giineg sisteminin
merkezine Giines'i yerlestiren Kopernik teorisini benimsedi. Bu
yiizden kiliseye ters diigmiig ve sonunda dine kars: gelmekten yar-
gilanip evde goz hapsine alinmigtir.

Hayatinin son yillarinda ve saghginin bozuldugu kogullarda
yazdig1 Discourses and Mathematical Demonstrations Concer-
ning the Two New Sciences’da [iki Yeni Bilim Hakkinda Tezler ve
Matematiksel Kanaitlar], cisimlerin egimli yiizeyler iizerindeki ha-
reketlerini agiklar. Galileo, baglangigta sabit duran ve sabit iv-
meyle hareket eden bir cismin katettigi yolun, zamanin karesiyle
orantili oldugunu belirtir. Bu yasa, firlatilan bir cismin parabolik
bir yol izledigine dair daha dnce yaptig: kesfin temelidir. Bu yasa,
Keplerin gezegenlerin hareketi yasasiyla birlikte yeni bir konu
olusturur: hareketli cisimlerin matematigi olan mekanik.

Tiirev ve integral hesabina yol agan fiziksel ve gékbilimsel bi-
rikim igte budur. $imdi matematiksel birikime géz atalim.

Tiirev ve integral hesabinin kesfi

Tiirev ve integral hesabinin kesfi, ilgisiz gibi gorinen ama aslinda
bir biitiin olan problemler igin daha 6nce yapilmig olan bir dizi
incelemeye dayamyor. Hareketli bir cismin herhangi bir ana ka-
dar katetmis oldugu yola dayanarak anlik hizinin hesaplanmasi,
bir egrinin tegetinin bulunmasi, bir egrinin uzunlugunun bulun-
masj, degigken bir niceligin maksimum ve minimum degerlerinin
bulunmasi, diizlemsel bir seklin alaninin ve uzaydaki bir cismin
hacminin bulunmasi bunlar arasindadir. Fermat, Descartes ve
fazla taninmayan Ingiliz Isaac Barrow bazi énemli fikir ve 6rnek-
ler geligtirmig, ama yontemler belli problemlere 6zgiin olarak kal-
migtl. Genel bir yéntem gerekiyordu.

Leibniz
Meslegi avukatlik olan, hayatinin biiyiik bir b6liimiinii matematik,
mantik, felsefe, tarih ve birgok bilim dalina harcamig olan Gott-
fried Wilhelm Leibniz ilk gergek atilimi yapmigtir. Yaklagik 1673
yilinda, bir egrinin tegetini bulmaktan ibaret olan klasik prob-
lem iizerine ¢alismaya baslamig ve bu problemin aslinda alan ve
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Galileo Galilei (1564-1642)

Galileo, muzige dair teorilerini dogrulamak icin tellerle de-

neyler yapmis olan muzik 6gretmeni Vincenzo Galilei'nin

ogluydu. On vyasindayken, doktor olmasi beklentisiyle

Vallombrosa'daki bir manastira egitim almaya goénderildi.

Ama tip Galileo'nun ilgisini pek ¢ekmiyordu ve zamanini

matematik ve glinimiizde bilim dedigimiz doga felsefesi-

ne ayiryordu.

Galileo 1589 yilinda Pisa Universitesinde matematik profesorii

oldu. 1591'de Padua'da Ucreti daha iyi olan bir gorev alip, tip

ogrencilerine Oklit geometrisi ve gokbilim 6gretti. O dénemin

doktorlari hastalarini tedavi ederken astrolojiye basvurdugu

icin bu konular egitim programinin zorunlu bir pargasiydi.

Teleskobun kesfi hakkinda bilgi edinen Galileo kendisi icin bir teleskop yapti ve bu ko-
nuda dyle uzmanlasti ki, kullandigi yontemlerin tim kullanim haklarini maasinin artma-
si karsiliginda Venedik senatosuna verdi. 1609'da gokyuzini gézlemleyip kesif tstiine
kesif yapti. Jupiter'in dort uydusu, Samanyolu'ndaki yildizlar, aydaki daglar Galileo'nun
kesifleridir. Tuscany Buyuk Duku Cosimo de Medici'ye bir teleskop sundu ve kisa bir sire
sonra dukin bas matematikgisi oldu.

Gunesteki lekelerin varligini kesfetti ve bu gézlemini 1612'de yayimladi. Yapmis oldugu
gokbilimsel kesifler nedeniyle Kopernik'in giines merkezli teorisinin dogru olduguna
artik ikna olmustu. Blylk Dises Christina'ya 1616'da gonderdigi bir mektupta bu goru-
sunu acgiklayarak Kopernik'in teorisinin hesaplamalari basitlestiren uygun bir yol olmakla
kalmayip fiziksel bir gercegi temsil ettigini sdyledi.

Bunun Uzerine Papa V. Paul giines merkezli teorinin gercek mi yoksa sahte mi olduguna
karar vermesini Engizisyona emretti ve Engizisyon bu teorinin sahte oldugunu ilan etti.
Galileo'ya teoriyi savunmamasi emredildi, ama bu konuda daha rahat gortinen VIll. Ur-
ban yeni Papa segilince Galileo yasaklamay! pek ciddiye almadi. 1623'te yayimladigi i
Saggiatore'yi [Tahlilci] Urban'a ithaf etti. Kitapta evren "matematik diliyle yazilir; ticgen,
daire ve diger geometrik sekiller evrenin karakterleridir. insan olarak, onlar olmadan ev-
renin tek bir kelimesini anlayamayiz" ifadesini kullandi.

Galileo 1630'da, diinya merkezli ve giines merkezli teorileri anlatan Dialogue Concerning
the Two Chief Systmes ofthe World'a [iki Biylk Dunya Sistemi Hakkinda Diyalog] yayim-
lamak icin izin istedi. 1632'de Floransa'dan izin gelince (ama Roma'dan gelmedi) kitabi
yayimladi. Kitap, gelgit olayini kanit géstererek diinyanin déndugiint savunuyordu. As-
linda Galileo'nun gelgit teorisi tamamen yanlisti, ama Kilise yonetimi kitabi din icin ¢cok
tehlikeli buldu ve Engizisyon kitabi yasakladi, Galileo'yu dinden sapma suguyla yargilan-
mak Uzere Roma'ya ¢agirdi. Galileo suclu bulundu, ama émur boyu ev hapsiyle yakayi
siyirdi. Genellikle dire§e baglanip yakilarak cezalandirilan diger bircok Tanri-tanimaza
gore ¢ok sansliydi. Ev hapsindeyken yazdigi Discourses'ta [Tezler] hareketli cisimlerle ilgili
calismalarini dis diinyaya agikladi. Kitap italya'dan kagirilip Hollanda'da yayimlandi.
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hacim bulma probleminin tersi oldugunu fark etmigtir. Alan ve
hacim hesabi, tegeti verilen bir egrinin bulunmasina indirgenmis;
egrinin tegetini bulma problemi de bunun tam tersi olmugtur.

Leibniz bu baglant1 yardimiyla, omn (Latince “timii” anlami-
na gelen omnia’nin kisaltilmig hali) terimini kullanarak aslinda
integrali tanmimlar. Leibniz'in el yazmalarinda gu tiir formiiller go-
ririz:

omn x% = x%/3

1675'te omn yerine bugiin hila kullanmakta oldugumuz |
semboliinii, yani eski tarz uzun s harfini toplam anlaminda kul-
lanmigtir. x ve y degerlerindeki ufak artiglan gésteren dx ve dy
terimlerini de kullanan Leibniz, y'nin degisim hizini x cinsinden
belirlemek igin de dy/dx oranini tercih ediyordu. Leibniz géyle ya-
zar: f eger bir fonksiyon ise,

dy = fix + dx) - f(x)
Bu durumda
dy/dx =((fix + dx) - f(x)) / dx

olur ki bu da her zamanki gibi kirigi tegetin egimine yaklagtir-
maktir.

Leibniz bu ifade tarzinda sorun oldugunu fark etmigti. dy ve
dx sifirdan farkliysa, o zaman dy/dx ifadesi y'nin anlik hiz1 degil
yaklasimidir. Leibniz, dx ve dy’nin sonsuz kiigiik oldugunu varsa-
yarak bu problemden siynlmay: denedi. Sonsuz kiigtik, sifirdan
farkli olup sifirdan farkl diger tiim sayilardan daha kiigiik olan
bir sayidir. Ne yazik ki béyle bir sayinin olamayacagin1 anlamak
¢ok kolay (sonsuz kiigiiglin yansi da sifirdan farkhidir, ama daha
kiigiiktiir); o yiizden, bu yaklagim problemi bagka bir yere tagima-
nin 6tesine pek gidemez.

Leibniz 1676'da, su formiilii kullanarak x’in herhangi bir kuv-
vetinin integralini ve tiirevini almay: biliyordu:

dx"= nx"'dx

Giniimiizde bunu géyle yaziyoruz:

x® = pnx!

135



MATEMATIGIN KISA TARIHI

Leibniz 1677'de iki fonksiyonun toplaminin, ¢arpiminin ve bé-
limiiniin tirevleri i¢in kurallar elde etti. 1680’e kadar, bir egri ya-
ynin uzunluk formiiliinii ve dénel kati cismin hacmini [diizlemsel
bir alanin bir eksen etrafinda dénmesiyle olugan hacim], bunlarla
baglantihi gegitli niceliklerin integrali olarak elde etmigti.

Giiniimiizde Leibniz'in yayimlanmamig notlanna bakarak bu
gercekleri ve ilgili tarihleri biliyoruz, ancak tiirev ve integral he-
sabi hakkindaki fikirlerini daha sonra 1684'te yayimladi. Jakob ve
Johann Bernoulli bu makaleyi muglak bulup “agiklamadan ziyade
bir bilmece” diye tanimladilar. Leibniz’in o donem temel tiirev ve
integral hesabinin 6nemli bir kismim kegfettigini biz simdi an-
liyoruz; bu kesfin sikloid gibi getrefilli egrilere ait uygulamalan
var, aynca egrilik gibi kavramlan ¢ok iyi kavriyor. Leibniz’in yazi-
lan ne yazik ki parga parga ve gercekten okunamaz halde.

Newton

Tirev ve integral hesabinin diger yaratici-

“Principia 1687'de ortaya
s1 Isaac Newton'dir. Arkadaglan Barrow ve

gtkmistir”

Edmond Halley onun gagirtici yetenekleri-
ni fark edip ¢aligmasini yayimlamaya tegvik etmigtir. 1672'de 151k
uzerine fikirlerini yayimlayinca patlayan elestiri saganag), elesti-
rilmekten hoglanmayan Newton": fikirlerini yayimlama konusun-
da iyice isteksiz kilmigti. Yine de diizensiz araliklarla yayimla-
maya devam edip iki kitap yazmigtir. Kiitlegekim hakkinda gelis-
tirmeye devam ettigi fikirlerini kendine saklamig; Halley 1684 te,
eserini yayimlamasi i¢in Newton'l ikna etmeye ¢aligmigtir. Ama
Newton'in elegtirilme korkusu diginda teknik bir engel de vardi.
Gezegenleri, sifirdan farkh kiitlesi olan ancak sifir biyikliikte
nokta pargaciklar seklinde modellemek zorunda kalmig ve bunun
gercekci olmadigin, elegtirilecegini diiginmiigtiir. Gergekg¢i olma-
yan bu noktalan kati kiirelerle degistirmek istemig, ama bir kiire-
nin ¢ekim giiciiniin o kiireyle aym kiitleye sahip nokta pargacigin
cekim giiciine egit oldugunu kanitlayamamigtir.

1686'da bu boglugu doldurmay: bagarmig ve 1687'de Princi-
pia ortaya gikmigtir. Eserde birgok 6zgiin fikir var. Bunlardan en
6nemlisi, Galileo'nun ¢aligmalanni genigleten matematiksel hare-
ket yasalar ve Kepler'in buldugu yasalara dayanan kiitlegekimdir.
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Newton'in temel hareket yasasi (baz1 ek yasalar da var), ha-
reketli bir cismin ivmesinin ve kiitlesinin ¢arpiminin, cisme etki
eden kuvvete egit oldugunu belirtiyor. Hiz, konumun tiirevidir ve
ive de hizin tiirevidir. Dolayisiyla Newton yasasini ifade etmek
i¢in bile konumun zamana gore ikinci tiirevini almamiz gerekiyor.
Bu ifade giiniimiizde agagidaki gibi yaziliyor.

d?x / dt?

Newton bu ifade yerine, x tizerine iki nokta koyar (x).

Kiitlegekim yasasi, biitiin cisim pargaciklarnnin kiitleleriyle oran-
til1 ve aralanindaki mesafenin karesiyle ters orantil olarak birbirle-
rini ¢ektigini ifade eder. Ornegin ayin uzakhif iki katma gikanlsaydi
aywn diinyayr gekme kuvveti dértte biri kadar olur, uzaklik ¢ katina
¢ikanlsayd: dokuzda biri kadar olurdu. Bu yasa kuvvetlerle ilgili ol-
dugu i¢in, konumun ikinci tiirevini igerdigini tekrar belirtelim.

Newton bu yasay1 Kepler'in gezegensel harekete ait li¢ yasa-
sindan gikarmistl. Yayimlanan sonuglar klasik bir Oklit geomet-
risi harikasidir. Newton, herkesin bildigi matematigi igerdigi ve
kolay kolay elestirilemeyecegi igin bu sunum tarzim seger. Ancak
Principia’'nin birgok 6zelligi, kokiinii Newton'in yayimlanmamg
tirev ve integral hesab: kegfinden kaynaklanmaktadir.

Newton, konuyla ilgili ilk ¢aligmalarindan olan On Analysis
by Means of Equations with an Infinite Number of Term baghklh
makalesini 1669'da birkag arkadagina iletmigti. Modern termino-
lojiyle ifade edersek f(x) fonksiyon grafiginin altinda kalan alan x™
formundaysa bu fonksiyonun denkleminin ne oldugunu aragtiran
Newton (aslinda biraz daha genel bir gey aragtirmig, ama biz konu-
yu zorlagtirmayalim), yanitin f{x) = mx™ olduguna karar vermigtir.

Newton'in tiirev hesabina yaklagimi, dx yerine o kullanmasi
disinda Leibniz’in yaklagimina benziyordu. Kullandig: yontem bu
yizden ayni mantiksal sikintiy1 yagamigti: Sadece yaklagik deger-
lere ulagabilmekteydi. Ama Newton o degerinin ¢ok kiigiik oldugu
varsayilirsa bu yaklagtirimin ¢ok daha iyi olacagini gostermigtir.
Limitte o degeri istedigimiz kadar kiigiik oldugu zaman bu hata
ortadan kalkar. Newton bu yiizden buldugu sonucun dogru oldu-
gunu iddia etmigtir. Buradaki temel fikri, yani sifira dogru akan
ama aslinda sifira ulagmayan bir miktan ifade etmek igin akig
diye yeni bir terim ortaya atmigtir.
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Isaac Newvton (1642-1727)

Newvton, Lincolnshire'da, kiglk VVoolsthorpe Kdylindeki

bir ¢iftlikte yasadi. Babasi, o dogmadan iki ay dnce 6lin-

ce ciftligi annesi yonetti. Siradan yerel okullarda egitim

aldi ve mekanik oyuncaklara yatkinlk disinda herhangi

Ozel bir yetenek sergilemedi. Bir defasinda, yaptigi sicak

hava balonunu test ederken evin kedisini pilot olarak

kullandi; ne balondan ne de kediden bir daha haber alin-

di. Cambridge Universitesinde Trinity College'a devam

etti, geometri hari¢ sinavlarin ¢gogundan makul notlar

aldi. Universite 6grencisi olarak biiyiik bir etki birakmadi.

Veba

Blyiuk veba salgini 1665'te Londra ve cevresini mahvetmeye baslayinca, ayni sey
Cambridge'de yasanmadan dnce 6grenciler evlerine gdnderildi. Ailesinin ciftlikevine
donen Nevvton bilim ve matematik konularinda ¢ok daha derin disinmeye basladi.

Kutlecekim

Nevvton 1665-1666'da gezegenlerin hareketlerini aciklamak igin kutlecekim yasasi-
ni tasarladi, hareket eden her tirli cisim ya da parcacigi aciklayip analiz etmek igin
mekanik yasalarini gelistirdi, diferansiyel ve integral hesabi kesfetti ve optikte 6nem-
li gelismeler kaydetti. Calismalarindan hemen hicbirini yayimlamadi, yiksek lisans
yapmak icin sessiz sedasizTrinity'ye donup Universite Uyesi secildi. Ardindan, Barrow
1669'da gorevinden ayrilinca Lucasian Matematik profesdri makamini garantiledi.
Siradan ve hatta oldukca kotu ders verdi, derslerine ¢ok az sayida universite 6grencisi
devam etti.

1671'de daha kapsamli bir yaklasim olan The Method of Flu-
xions and Infinite Series'i [Akis Yéntemi ve Sonsuz Seriler] yazdi.
Turev ve integral hesabi Gzerine yazdidi ilk kitap 1711'e kadar
yayimlanmadi; ikinci kitap 1736'da ortaya ¢ikti. 1671 yilina gelin-
diginde Nevvton'in tlrev ve integral hesabinin temel ilkelerinin
cogunu bulmus oldugu gayet agik.

Bu yonteme karsi cikanlar, oOzellikle 1734 yilina ait The
Analyst, a Discourse Addressed to an Infidel Matematician [Ana-
list, inanc¢siz Bir Matematikgiye Yonelik Bir Soylem] kitabiyla kar-
si ¢cikan Piskopos George Berkeley, o daha sonra 0 olacaksa pay ve
paydayi o ile b6lmenin mantiksiz oldugunu vurgulamistir. Yontem
aslinda, bélme isleminin 0/0 oldugu gercegini ki bunun anlam-
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siz oldugu bilinir, gizliyor. Nevvton, o degerini O'a esitlemedigini
belirterek cevap vermis; Newton, o aslinda 0 degerini almadigi
halde bizim istedigimiz kadar O'a yaklastigi zaman ne olacagini
arastiriyordu. Yontem sayilarla degil akisla ilgiliydi.

Matematikgiler ¢areyi fiziksel analojilere siginmakta buldular
(Leibniz, "mantigin giici"ne karsi olarak "pratik zeka"ya isaret
eder) fakat Berkeley tamamiyla hakliydi. Berkeley'nin itirazlarina
iyi bir yanit bulunmasi, iki yiiz yildan fazla surdu. Sezgisel "limiti
gecme” kavrami titiz bir sekilde tanimlanmistir. Bunun ardindan
tirev ve integral hesabi daha incelikli bir konu olan analize d6-
nismus. Ama tirev ve integral hesabinin kesfinden yuzyil sonra,
Berkeley disinda hi¢ kimse bunun mantiksal temellerini dert et-
memis ve bu kusuruna ragmen tiirev ve integral hesabi serpilip
gelismistir.

Nevvton hakl oldugu igin ta- Belirli integral
rev ve integral hesabi gelismis,
ama Newvvton'in akis kavraminin y
mantiksal olarak kabul edilebi-
lir sekilde, yani limit seklinde
formile edilmesi yaklasik 200
yil sirmdastir. Uygun mantik-
sal bir temel bulunana kadar
gelismelere ara verilmemesi
matematik acgisindan buyik bir
sanstir. Tdrev ve integral hesa-
b1, mantiksal bazi ufak ayrinti-
lar karsisinda ertelenemeyecek
kadar faydal ve 6nemliydi. Ber-
keley, cesitli hatalar birbirini yok ettigi i¢in bu yéntemin ise ya-
ramasindan oldukga rahatsizdi. Kuskusuz hakliydi ama hatalarin
neden birbirini yok ettigini arastirmayi ihmal etmisti. Zira birbi-
rini yok ediyorlarsa hatalar hata olmaktan ¢ikar!

Tarev almanin ters islemi integral almadir. f(x)'in \f(x)dx sek-
linde yazilan integrali, turevi alindi§i zaman f(x)'i veren fonksi-
yondur. integral, geometrik olarak /fonksiyonuna ait grafigin al-
tinda kalan alani temsil eder.  f[x)dx belirli integrali, x = a ile
x = b degerleri arasinda kalan grafigin altindaki alandir.
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Tirev ve integral alma, daha eski matematikg¢ilerin yaratici-
hgim kisitlayan problemleri ¢6zer. Tiirev alma kullamilarak hiz,
teget, maksimum ve minimum ¢éziilebilmistir. Integral alinarak
uzunluk, alan ve hacimler hesaplanabilmigtir. Dahasi da var. Do-
gadaki érintiilerin tiirev ve integral hesabi diliyle yazilmig olma-
s1 gagirticidir.

Ingilizler geride kald:
Tiirev ve integral hesabinin 6nemi netlegtikge, yaraticisinin itiba-
r1 artmigtir. lyi de yaraticisi kimdi?

Newton'in 1665'te tiirev ve integral hesab: iizerine digiin-
meye bagladigim goériiyoruz, ama 1687'ye kadar bu konuda hig-
bir sey yayimlamadi. Diigiince tarz1 agag: yukar1 Newton'in dii-
siincelerine benzeyen Leibniz, 1673'te tiirev ve integral hesabi
istinde galigmaya baglamig ve konuyla ilgili ilk makalelerini
1684'te yayimlamigti. Ikisi birbirinden bagimsiz ¢alismig, ama
Leibniz’in 1672'deki Paris ve 1673'teki Londra ziyaretleri sira-
sinda Newton'in galigmalarnni 6grenmis olmasi1 da miimkindur.
Newton On Analysis'in [Analiz Uzerine] bir kopyasim1 1669'da
Barrow’a géndermis ve Leibniz de Barrow'u taniyan birgok kisiy-
le konugmustu; o yiizden Leibniz’'in Newton'in ¢aligmalanndan
haberi olabilir.

Leibniz galigmalann 1684'te yayimladigi zaman Newton'in
baz1 arkadaglar: giicenip (Newton kil payiyla kaybettigi ve neyin
tehlikeye girdigini sonradan anladiklan igin olabilir) Leibniz'i
Newton'in fikirlerini ¢almakla sugladilar. Avrupa kitasindaki ma-
tematikgiler, 6zellikle Bernoulli’ler pat diye Leibniz’i savunup
asil hirsizin Leibniz degil Newton oldugunu 6ne siirdiiler. Yayim-
lanmamig el yazmalarina bakilirsa, Leibniz ve Newton aslinda
birbirlerinden bagimsiz olarak kegifte bulunmugtu; her ikisinin
de yogun bir gekilde Barrow'un 6énceki ¢galigmalanna dayanmig
olmasi kafalann daha da kangtinyor. Asil gikayet etmesi gereken
belki de Barrow'du.

Suglamalar ¢ok rahat geri gekilebilirmig, ama tersine tartig-
malar alevlenmis; John Bernoulli, Newton‘a olan duygularnni ge-
nelleyip Ingiliz ulusundan nefretini dile getirmistir. Sonug Ingiliz
matematikgiler igin felaket niteligindeydi, ¢iinkii Ingilizler inatla
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Turev ve integral hesabindan nasil faydalandilar?

Turev ve integral hesabinin ilk kullanim yerlerinden biri, asili duran bir zincirin sekli
gibi dogal bir olguyu sorgulamakla ortaya ¢ikmisti. Bu soru tartisma konusuydu;
cevabin parabol oldugunu disiinen bazi matematikgilere katilmayanlar da vardi.
Bunun Uzerine Leibniz, Christiaan Huygens ve Johann Bernoulli 1691'de ¢6zim 6-
nerilerini yayimladilar. En net ¢6ziim BernoulU'ninkidir. Bernoulli, zincirin konumu-
nu tanimlamak icin Nevvton mekanigine ve NevvtonTn hareket yasalarina dayanan
bir turev denklemi yazar.

Cozuimin parabol degil, zincir edrisi denen bir edri oldugu boylelikle ortaya ¢ikar.
Zincir egrisinin denklemi, k sabit olmak Uzere asagidaki gibidir:

y=k(e*+e*)

Asili zincir, zincir egrisi olusturur
Ancak asma koprilerin kablolari paraboliktir. Bu fark, kablolar kendi agirhklarinin
yani sira képrunun agirhgini da tasidiklari icindir. Bu olgu da yine turev ve integral
hesabi yardimiyla kanitlanabilir.

Clifton asma koprusu, parabol
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Newton'in o zor kullanilan geometrik diigiince tarzina bagh kalir-
ken Avrupa kitasindaki analistler Leibniz'in daha diizgiin cebir-
sel yontemlerini kullanmiglar ve matematikte hizla ilerlemiglerdi.
Dolayisiyla matematiksel fizigin meyvelerinden en g¢ok Fransizlar,
Almanlar, Isvigreliler ve Hollandalilar yararlanirken Ingilizler
akintiya karsi kiirek gekmiglerdir.

Tiirev denklemi

Tiirev ve integral hesabi igin yapilan o cogkulu galigmalardan
elde edilmis olan en 6nemli fikir, yeni bir denklem tiirii olan tiirev
denkleminin varhg ve faydalan olmugtur. Cebirsel denklemler,
bilinmeyen bir sayinin gegitli kuvvetleriyle ilgilidir. Tiirev denk-
lemleri gok daha 6nemlidir: bu denklemler, bilinmeyen bir fonksi-
yonun gesitli tirevleriyle ilgilidir.

Newton'in yeni hareket yasasina gore, yeryiiziine yakin ve kiit-
legekim etkisiyle hareket eden bir pargacigin yiiksekligi y(t) ise,
ikinci tirevi olan d?y/dt? ifadesi g kiitlegekim kuvvetiyle oranti-
lidir; yani

g =m d?’ /d¢t’ olur.

Bu ifadede m kiitledir ve denklem y fonksiyonunu dogrudan
belirtmez. Onun yerine ikinci tiirevinin bir 6zelligini ortaya koyar.
y'yi bulmak igin tiirev denklemini ¢6zmemiz gerekir. Art arda ali-
nan iki integral,

y=(gt¥/2m)y +at+ b
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Turev ve integral hesabindan nasil faydalaniyoruz?

Bilimde turev denkleminden siklikla yararlanilir: dogal sistemleri modellemek igin
su ana kadar en ¢ok kullanilan yontemdir. Rasgele bir uygulama sececek olursak,
insansiz uzay araglarinin yoriingelerini hesaplamada her zaman kullanilir. Ornegin
Mars'a génderilen Mariner, glines sistemini inceleyip bize Jupiter'in, Satirn'ln,
Uranis'iin ve Neptin'in muhtesem goriintilerini génderen iki Pioneer uzay araci
ve son dénemde Kizil Gezegen'i inceleyen alti tekerlekli robot araglar olan Mars
Rovers spirit ve Opportunity bunlar arasindadir.

Su an Satirn'l ve uydularini inceleyen Cassini baska bir érnektir. Sattrn'in uydusu
Titandaki sivi metan ve etan gollerinin varligi, Cassini'nin kesiflerinden biridir.Turev
ve integral hesabi, uzay ¢calismalarinda kullanilan tek teknik degil elbette. Ama tu-
rev ve integral hesabi olmasa, bu uzay gemileri yerden kalkis yapamazdi.

Havadaki her ugak, yolda ilerleyen her otomobil, her asma képri ve depreme daya-
nikl tum binalar, uygulamada tasarimini kismen tiirev ve integral hesabina borglu-
dur. Hayvanlarin nifusunun zamana bagh degisimini anlayisimiz bile tirev denk-
lemlerinden kaynaklaniyor. Ayni sey salgin hastaliklarin yayilmasinda da gegerli.
Hastaligin yayilmasina miudahale etme ve 6nlemede en etkili yolu planlamak igin
tiirev ve integral hesabl modelleri kullaniliyor. ingiltere'de ayak ve agiz hastaligi sal-
ginina karsi son dénemde kullanilan bir model, eskiden o dénemlerde uygulanan
stratejinin en iyi strateji olmadi§ini gdstermistir.

Mars Rover spirit (Sanat¢inin baskisi, NASA)
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Firlatilan bir cismin parabolik yoringesi
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¢6zimiind verir. Burada pargacigin baglangigtaki yiksekligi b,
baglangigtaki hiziysa a'dir. Bu formiil, y yiiksekligi ve ¢t zamanina
ait grafigin bag agag) parabol oldugunu gosteriyor. Bu, Galileo’'nun
gozlemidir.

Kopernik'in, Kepler'in, Galileo'nun ve diger Ronesans donemi
bilim insanlarinin 6nci gabalarn, dogal diinyadaki matematiksel
oriintiilerin kegfine yol agti. Dogrulugundan kugku duyulmayan
bazi ériintiilerin gergek olmadig ortaya ¢ikti ve bir kdgeye atildi-
lar; Doganin gok dogru modelleri oldugu anlagilan diger yéntem-
ler muhafaza edilip gelistirildi. Yagadigimiz evrenin kesin, saglam
kurallara uyarak ‘tikir tikir igledigi’ diigiincesi, 6zellikle Roma Ki-
lisesinden gelen ciddi dini itirazlara ragmen isin daha baginda
ortaya gikti.

Newton'in biiyiik kesfi, dogadaki ériintiilerin baz1 miktarlar-
daki diizenlilik olarak degil, bu miktarlarnn tirevleri arasindaki
iligkiler olarak kendini géstermesidir. Doganin yasalan tiirev ve
integral hesabi diliyle yazilir; 6nemli olan fiziksel degigkenlerin
degeri degil, bu degerlerin hangi hizla degigtigidir. Newton’in sez-
gileri ¢ok giigliiydii ve bir devrim yaparak dolayli ya da dolaysiz
sekilde modern bilime yol agip gezegenimizi sonsuza dek degis-
tirmigtir.

144



DOGADAKI ORUNTULER

Fizik yasalarini formule etmek

Nevvton’in Principiaadh eserinde verdigi asil mesaj, kesfedip
kullandi§i bazi doga yasalari degildir; asil énemli olan, bu tir
yasalarin var oldugu fikrini ileri siirmesi ve doga yasalarini mo-
delleme yolunun tiirev denklemleri oldugunu kanitlariyla birlikte
gostermesidir. ingiltere'deki matematikgiler, Nevvton'in tiirev ve
integral hesabiyla ilgili fikirlerini Leibniz'in ¢aldigi iddialarina
dayanarak (ki bu iddialar tamamen yersiz) bos yere saldirirken,
Avrupa kitasindaki matematikciler Nevvton'in muazzam sezgile-
rinden yararlanarak matematiksel fizijin ana konulan olan gok
mekanigi, elastisite, akiskanlar dinamigi, 1s1, 1s1k ve ses alanlann-
da buyuk ilerleme kaydettiler. Elde ettikleri bircok denklem, fen
bilimlerindeki ilerlemelere ragmen (ya da bu ilerlemeler nedeniy-
le) glinimuizde héala kullanihyor.

Tirev denklemleri

Matematikgiler dnceleri, belirli adi tirev denklemlerinin ¢éziimi
icin kesin formuller bulmaya odaklanmislardi. Bu yaklasim bir
yerde talihsizlik sayilir, ¢iinki bu tip formuller pek yoktur. Dola-
yisiyla dodayi gergekten tanimlayan denklemler yerine, bir formdil
kullanarak ¢ozulebilen denklemlere odaklanildi. Asagida gorda-
glniz sarkaca ait tiirev denklemi, konuyla ilgili giizel bir érnektir.

dD/ dt2+ kxin 6 =0
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“.formiil kullanarak Bu denklemde k uygun bir sabit, t zaman,
coziilebilen denklem- O ise sarkacin diiseyle yaptig1 agidir. Diigey
lere odaklanildi...” konumda 6 = 0 olur. Bu denklemin klasik

fonksiyonlarla (polinom, iistel, trigonomet-
rik, logaritmik ve benzeri) ¢6ziimi yoktur. Yiiz yildan uzun bir
siire sonra kegfedilen eliptik fonksiyonlan kullanarak elde edilen
bir ¢6ztimii var. Ancak aginin ¢ok kii¢iik oldugu varsayilirsa sin 6
yaklagik olarak 6'ya esit olur ve 6 kiigiildiikge bu yaklasim daha
dogrudur. O yiizden yukarndaki tiirev denklemi yerine

d*6/dt?+ k6=0

yazilabilir. Bu durumda genel bir ¢6ziim olan agagidaki formiil
elde ediliyor.

6 = A sin kt + B cos kt

Buradaki A ve B sabitleri sarkacin baglangi¢ konumuna ve agi-
sal hizina baghdir.

Bu yaklagimin bazi faydalan var: 6rmegin sarkacin periyodu-
nun (tam bir salinim igin ge¢gen zaman) 2n/k oldugu hemen bu-
lunur. ¢é6ziimin asil kusuru, 6 yeterince biiyiik ise (hassas bir
yanit istiyorsak 20° bile biiyiik sayilir) ¢é6ziim olmamasidir. Us-
telik mantiksal gegerlilik konusunda bir sikint1 var: yaklagik bir
denklemin kesin ¢6ziimii, tam denklemin yaklagik ¢6ziimiini ma
verir? Bu sorunun yanit1 “evet”, ama neredeyse 1900 yilina kadar
kanitlanamada.

Ikinci denklem, dogrusal oldugu igin dolaysiz olarak ¢éziilebi-
lir (denklem, 6 bilinmeyeninin sadece birinci kuvvetini ve tiirevi-
ni igeriyor ve katsayilar sabit). Biitiin dogrusal tiirev denklemleri
i¢in prototip fonksiyon, iistel y = e* fonksiyonudur. Bu fonksiyon,

dy/dx=y

denklemini saglar. Yani e*, kendisinin tiirevidir. e sayisimin bu
6zelligi, dogal say1 olmasinin sebeplerinden biridir. Bunun sonug-
larindan biri, log x dogal logaritmasinin tiirevi 1/x olur ve dolay1-
s1yla 1/x'in integrali log x olur. Sabit katsayil1 herhangi bir dogru-
sal tiirev denklemi, {istel ve trigonometrik fonksiyonlar (bunlarin
aslinda kendini belli etmeyen iisteller oldugunu gorecegiz) kulla-
nilarak ¢éziilebilir.
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Tiirev denklemi tipleri

fki tip tiirev denklemi vardir. Adi tiirev denklemi, tek bir x degig-
keninin bilinmeyen y fonksiyonuyla iligkili olup y’'nin dy/dx ve
d?y/dx*gibi gesitli tiirevleriyle iligkilidir. Su ana kadar adi tiirev
denklemlerini tanmimladik. Adi tirev denklemlerinden daha zor,
ama matematiksel fizikte ¢ok 6nemli olan kavram kismi tiirev
denklemi kavramidir. Bu tir bir denklem, iki ya da daha fazla de-
gigkenin bilinmeyen y fonksiyonuyla ilgilidir. Ornegin x ve y diiz-
lemsel koordinatlar, t zaman iken ffx, y, t) fonksiyonunun denkle-
mi kismi tiirev denklemidir. Kismi tiirev denklemi, bu fonksiyonu
ve fonksiyonun degigkenlere gore kismi tiirevlerini iligkilendirir.
Baz1 degigkenlerin digerlerine goére tiirevlerini temsil etmek i¢in
yeni bir sembol kullanilir ve diger seyler ayn1 kalir. Dolayisiyla
ox/dt ifadesi, y sabit iken x'in zamana gére degigimini gosterir.
Buna kismi tiirev denir; kismi tiirev denklemi terimi de buradan
gelir.

Euler kismi tiirev denklemlerini 1734'te 6ne siirmiig, d'Alembert
1743'te bu konuda baz1 ¢aligmalar yapmigtir. Ancak bu ilk arag-
tirmalar yahitilmig ve 6zeldi. 11k biiyiik atilim, titregen keman teli
gibi eski bir problemi d'Alembert 1746'da yeniden ele aldiginda
gergeklesmigtir. John Bernoulli bu problemin sonlu elemanlar ge-
gitlemesini 1727'de tartigirken, agirliksiz bir tel tizerinde birbirin-
den gok uzapa egit araliklarla yerlestirilen sonlu sayida noktasal
kiitlenin titregimini ele alir. Yogunlugu noktadan noktaya degis-
meyen siirekli teli ele alirken Bernoulli'nin n kiitle i¢in uyguladig:
hesabi kullanan d’Alembert, n miktarini sonsuza yaklagtirmigtir.
Dolayisiyla siirekli bir tel, birbirine baglanmig olan sonsuz sayida
sonsuz kiigiik tel pargaciklan olarak diiginilmigtir.

Newton'in hareket yasalarina dayanan Bernoulli'nin elde etti-
gi sonuglardan yola gikip bazi basitlegtirmeler yapan d’Alembert
(6rnegin titregim blyikligiini kigik tutmus) agagidaki kismi ti-
rev denklemini elde etmigtir.

Py/ot? = a? (Fy/ox?)

Burada y = y(x,t), yayan t anindaki gekli olup yatay x koordina-
tinin fonksiyonudur. a ise yayin gerginligi ve yogunluguna bagh
bir sabittir. Yaratici bir sav gelistiren d'Alembert, kendisine ait
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olan bu kismi tiirev denkleminin genel ¢6ziimiiniin agagidaki gibi

oldugunu kamtlamigtir.

yix, t) = f(x + at) + f(x — at)

Burada f periyodiktir. Periyot, tel uzunlugunun iki katidir ve
tek fonksiyondur, yani f(-z) = —f(z) olur. Bu form, dogal sinir kogul
olan telin iki ucunun kipirdamamasi kogulunu saglar.

Dalga denklemi

7 r\/ ’
7 ,\r x
7 f\/ x

Soldan saga ilerleyen dalganin anhk
gorantiileri

D’Alembert’in kismi tiirev denkle-
minine dalga denklemi diyoruz ve
bu ¢dziimii gu gekilde yorumluyo-
ruz: biri @ hiziyla, digeri —a hiziyla,
yani zit yonde hareket eden, simet-
rik yerlestirilmis dalgalann st
iiste bindirilmesidir. Dalgalarla
birgok farkli kogulda kargilagildig:
i¢in, matematiksel fizigin en 6nem-
li denklemlerindendir.
D’Alembert'in makalesini fark
eden Euler, hemen konuyu geligtir-
meye ¢aligtl. 1753'te, simir kogullar

olmadan genel ¢6ziimiin su gekilde oldugunu gosterir:

yix, t) = fix + t) + g(x — at)

Bir telin titresimsel modlarn

Bu denklemde fve g periyodiktir, ama
diger kosullan saglamaz. Bu fonksiyon-
lar, x'in farkh araliklan igin farkh for-
miillere sahip olabilir. Euler bu 6zelligi
siireksiz fonksiyonlar olarak tanimhyor.
Ancak giiniimiiz terminolojisine gére bu
fonksiyonlar siirekli olup siireksiz birin-
ci tirevleri vardir.

1749'da yayimlanmig daha eski bir
makalesinde, en basit periyodik tek

fonksiyonlann asagidaki gibi trigono-
metrik fonksiyonlar oldugunu belirtmigtir (basitlegtirmek i¢in biz
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tel uzunlugunu 1 birim alacagiz).
fix) = sin x, sin 2x, sin 3x, sin 4x, ...

ve bu gekilde devam eder. Bu fonksiyonlar, frekanslar 1, 2, 3,4 vb
olan saf sinilizoidal titregimleri temsil eder. Euler, genel ¢6ziimiin
bu tir egrilerin iist iiste bindirilmesi oldugunu séyler. Temel si-
nis egrisi sin x, titregimin temel modudur ve digerleri ise giini-
miizde armonikler dedigimiz daha iist modlardir.

Euler'in dalga denklemi ¢6zii-
mil ile d’Alembert’inki karsgilagti-
nlinca kokli bir kriz patlak verir.
D’Alembert, Euler'in anladigi ge-
kildeki siireksiz fonksiyonlarnn ola-
bilecegini kabul etmemigtir. Dahasi, trigonometrik fonksiyonlar
siirekli oldugu igin ve hepsi (sonlu) bunlarn ist iiste bindirilmig
hali oldugu i¢in Euler'in ¢aligmasinda ciddi bir eksik oldugu dii-
siniilmigtiir. Euler, sonsuzlann ist iste bindirilmesine kars:
sonlularn ist iiste bindirilmesi konusunun tstiinde durmamig-
t1. O giinlerde bu tir konularda titizlenen yoktu, ama konunun
6nemli oldugunu yasayarak gordiiler. S6ziini ettigimiz ayinmin
yapilmamasi ciddi sorunlara yol agmgti. I¢ten ice devam eden
anlagmazhk, Fourier'nin sonralan yaptig) bir ¢aligmayla patlak
vermigtir.

“Eski Yunan, diiim ya da sabit
noktalarin konumuna bagli olarak
titresen bir telin bircok farkli mii-
zik notasi verecegini biliyordu.”

Miizik, 151k, ses ve elektromanyetizma

Eski Yunan, diigiim ya da sabit noktalarin konumuna bagh olarak
titregen bir telin birgok farkli miizik notas1 verecegini biliyordu.
Ana frekansi elde ederken sadece ug noktalar sabittir. Telin tam
ortasinda bir diigiim varsa, elde edilen nota bir oktav yiiksektir;
digim sayis: arttik¢a notanin frekansi yiikselir. Daha yiiksek tit-
regimlere armonikler denir.

Keman telinin titregimleri sabit dalgalardir (telin uzunluguna
dik yonlerde gerdirilmesi ya da bastinlmasi harig, telin gekli her
zaman aynidir). Maksimum gerginlik miktarnna dalganin genligi
denir. Genlik, notanin verdigi sesin yiiksekligini belirler. Sekilde
gosterilen dalgalar siniizoidaldir; dalga genlikleri zamana bagh
olarak siniizoidal olarak degisir.
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Euler 1759'da, tellerle ilgili bu dustincelere davullari da katti.
Bir dalga denklemi daha elde etmis ve bu denklemde davul derisi-
nin zamana bagl olarak dusey yonde nasil yer degistirdigini tarif
etmisti. Denklemin fiziksel yorumu soyledir: Davul derisinin ku-
cuk bir parcasinin ivmesi, o parcaya yakin noktalarin yine o par-
caya uyguladigi ortalama gerilimle orantilidir. Davul derisi ile
keman teli arasindaki tek fark boyut sayisi degildir (deri, ikibo-
yutlu bir zardir); davulun sinirlan ¢ok daha ilgingtir. Sinirlar, in-
celedigimiz konu igin kesinlikle ¢ok édnemlidir. Davulun sinin her-
hangi bir kapali egri olabilir; temel kosul, davulun sininnin sabit
olmasidir. Derinin kalan kismi hareket edebilir, ama kasnagi sim-
siki baglanmustir.

18. yuzyil matematikgileri, ¢esitli sekillerdeki davullarin hare-
ket denklemlerini ¢cozebildiler. Aynca daha basit titresimler kulla-
narak her turl titresimin elde edilebilecegini ve 6zel bir frekans
listesi olusturulabilecedini de buldular. Buna en basit érnek dik-
dortgen davul olup, bu davulun en basit titresimleri birbirine dik
iki dogrultudaki sinlizoidal dalgaciklann bilesimidir. Daha zor

Gercek bir gitardaki titresimler
ve dairesel davul derisindeki
titresimler
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bir 6rnek dairesel davuldur. Bu davul Bessel fonksiyonlar denilen
yeni fonksiyonlara yol agar. Bu dalgalann genlikleri de zamana
bagl olarak siniizoidal gekilde degisir, ancak uzamsal yapilan
daha karmagiktir.

Dalga denklemi son derece 6nemlidir. Dalgalar sadece miizik
aletlerinde degil, 151k ve ses fiziginde de ortaya gikiyor. Euler, bul-
dugu ii¢-boyutlu dalga denklemini ses dalgalarnna uygulamigtir.
Yaklagik yiiz y1l sonra James Clerk Maxwell elektromanyetizma
denklemlerini bulmug ve bu denklemlerden ayn1 matematiksel
ifadeyi gikararak radyo dalgalarinin varligin1 tahmin etmigtir.

Kiitlegekim

Kismi tiirev denklemlerinin bir bagka 6nemli uygulama alan, kiit-
legekim teorisi ya da potansiyel teorisidir. Diinyanin ya da herhan-
gi bir gezegenin ¢ekim kuvveti problemi, konuya ilgi duyulmasim
saglamigtir. Newton gezegenleri tam kiire olarak modellemis, ama
gezegenlerin gercek sekli eliptik hacimsele daha yakindir. Kiirenin
¢ekim giici noktasal pargacikla (kiirenin diginda kalan uzakhklar
i¢in) aymiyken, ayni ey eliptik hacimsel igin gegerli degildir.

Colin Maclaurin, 1740 tarihli 6diil kazanan inceleme yazisinda
ve ardindan 1742'de basilan kitabi Treatise of Fluxions'da [Akislar
Uzerine Tez), bu konularda 6énemli ilerleme kaydetmigtir. Maclau-
rin, sabit yogunluktaki bir akigkan kendi ¢ekiminin etkisiyle sa-
bit hizda déndiigii zaman kutuplan basik kiiremsi (dénen eliptik
hacimsel) geklini aldigim1 kanitlayarak ilk adimi atar. Ardindan
béyle bir kiiremsinin yarattig1 ¢ekim giiglerini incelerken sinirli
basan elde etmigtir. Iki kiiremsinin odaklar1 ayniysa ve bir par-
¢acik ya déniig hareketinin ekseni iizerinde ya da ekvator diiz-
lemindeyse, kiiremsinin pargaciga uyguladig: kuvvetin pargacik
ve kiiremsi kiitleleriyle orantili oldugunu bulmas, elde ettigi asil
bagan olmugtur.

Clairaut 1743'te, Théorie de la Figure de la Terre [Yeryiizii-
niin Sekli Teorisi] adl1 eserinde ayn1 problem iizerinde ¢aligma-
ya devam eder. Ancak asil atilimi1 yapan Legendre'dir. Legendre
sadece kiiremsinin degil, dénen her kat1 cismin temel 6zellikle-
rini kanitlamigtir. Séyle ki, cismin ekseni boyunca her noktadaki
¢ekim giicii biliniyorsa, cismin iizerindeki herhangi bir noktada-
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ki cekim gucund bulmak
mumkundur. Legendre ce-
kim gucin, karesel kutup-
sal koordinatlarda integral
yontemiyle ifade etti. Bu
integrali kullanarak, ¢ekim
glcunin degerini kiresel
armoniklerin dst dste bin-
dirilmesi seklinde gosterdi.
Bunlar ginimuiizde Legend-
re polinominalleri denen
0zel fonksiyonlarla belirleniyor. Legendre 1784'te bu konuda ca-
lismaya devam ederek bu polinominallerin bircok temel 6zelligini
kanitlamistir.

Potansiyel teorisinin temel kismi tirev denklemi Laplace
denklemidir. Denklem, Laplace'in 1799'da ve devaminda tekrar
yayimlanan bes ciltlik Traite de Mecanique Celeste [Gokcisimleri
Mekanigi Uzerine incelemeler] adli eserinde yer alir. Arastirma-
ctlar bu denklemi dnceden biliyormus, ama Laplace'in tanimi ku-
sursuz. Denklem asagidaki gibidir:

&V'dx2+ d*Vv/dy* + PV/dz2= 0

Eliptik hacimsel

Bu denklemde V(x, Y, z), uzaydaki bir (X, y, z) noktasinin potan-
siyelidir. Denklem sezgisel olarak herhangi bir noktadaki potan-
siyel degerinin, o noktayi cevreleyen ufak bir kiirenin tzerindeki
degerlerin ortalamasi oldugunu séyltyor. Denklem, cismin disin-
da gecerli ve dogrudur; i¢cinde ise giinimuizde Poisson denklemi
dedigimiz denklemle degistirilmesi gerekiyor.

Isi ve Sicakhk

Ses ve kutlegekim alanlarindaki basarilar, matematikgcileri diger
fiziksel olaylarla ilgilenmeye tesvik etmistir. En énemli konular-
dan biri 1s1ydi. 19. yizyilin basinda metal isleme sektdrindn ih-
tiyaclari nedeniyle ve diinyanin i¢ yapisina, 6zellikle gezegenin
i¢ sicakhgr konusuna olan ilgideki artis nedeniyle 1si akisi bilimi
uygulamada biyik 6énem kazanmisti. Dinya ylzeyinden bin Ki-
lometre ya da daha fazla derinlikteki sicakhi§i dogrudan élgmek
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imkansiz oldugundan, geriye dolayl yontemler kaliyordu ve gegit-
li bilegimlere sahip cisimlerde 1s1min ne gekilde aktigin1 anlamak
gartti.

Joseph Fourier, 1807'de Fransiz Bilim Akademisine 1s1 akigiyla
ilgili bir makale gonderdi, ama yeterince gelistirilmedigi i¢in aka-
demideki hakemler tarafindan reddedildi. Akademi, ¢aligmaya de-
vam etmesi igin Fourier'yi desteklemek amaciyla 1812 biiyiik 6dii-
linin konusunu 1s1 akig1 olarak belirlemig ve 6dil konusu
zamanindan epey once ilan edilmigti. 1811 yilina kadar Fourier
diigiincelerinde degisiklikler yapti, 6diile aday gosterildi ve ka-
zandi. Ancak bu ¢aligmas1 mantiksal kesinlik tagimadig igin gok
elestirildi ve inceleme yazis1 olarak Akademi tarafindan yayim-
lanmadi. Caligmasinin takdir edilmemesine kizan Fourier, Théorie
Analytique de la Chaleur'i [Analitik Isi Teorisi] yazdi ve kitap
1822'de basildi. 1811 tarihli makalenin biiyiik kismi hig degisti-
rilmeden kitaba aktarilmigti, fakat bunun yan sira kitapta ek
malzeme de vardi. 1824'te Fourier intikamim ald1: Akademi Sek-
reteri segilir segilmez 1811 tarihli makalesini inceleme olarak
yayimladi.

Fourier'nin yaptig1 ilk ig, 1s1 akigi i¢in
kismi tiirev denklemi elde etmek olmusg-

“Fourier, 1824'te Akademi
Sekreteri secilince intikami-

tu. Denklemi basitlegtirmek igin gegitli i ald.”

kabuller yapmigti: Cisim homojen olmali
(6zelikler, cismin her noktasinda ayni olmali) ve izotropik olma-
1 (cismin her yéniinde davramglar birbirinin ayn1 olmali) vb. Bu
sekilde, giiniimiizde is1 denklemi dedigimiz denklemi buldu. Is1
denklemi, lig-boyutlu bir cismin herhangi bir noktasinda sicakl-
g1n zamana goére degigimini verir. Is1 denkleminin bigimi, Lapla-
ce ve dalga denklemlerine ¢ok benzer, ancak zamana gére kismi
tiirev ikinci derece degil birinci derecedir. Bu kiigiikk degigiklik,
kismi tiirev denklemi matematiginde muazzam degisiklik yaratir.

z terimini ortadan kaldirarak iki boyutlu cisimler (plakalar)
ve ardindan y terimini ortadan kaldirarak bir boyutlu cisimler
(cubuk) i¢in benzer denklemler vardir. Fourier 1s1 denklemini, ug-
lan sabit sicakhiktaki bir gubuk i¢in (boyunun n oldugunu kabul
ediyoruz) ¢ézer. t = 0aninda (baglangi¢ kosulu) gubuk iizerindeki
herhangi bir x noktasinda sicakhgin
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b,sinx + b,sin2x + b, sin3x + ...

seklinde oldugunu varsayarak (6n hesaplara dayanarak elde edi-
len bir ifade) sicakligin buna benzeyen, ancak her terimin uygun
bir iistel fonksiyon ile ¢arpildig1 daha gaprasik bir ifadeyle elde
edilecegi sonucuna varir. Dalga denklemindeki armoniklerle olan
analoji ¢ok dikkat gekicidir. Ancak dalga denklemindeki her mod,
genlik kaybetmeden siiresiz olarak salinan saf siniis fonksiyonuy-
la verilirken, 1s1 denklemindeki sicaklik dagiliminin her bir sinii-
zoidal modu zamanla istel olarak (daha iist modlar daha hizh
olmak izere) azalir.

Bu farkliligin fiziksel sebebi gudur: dalga denkleminde enerji
korundugu igin titregimlerin sénmesi miimkiin degildir. Is1 denk-
leminde ise sicaklik gubukta boydan boya dagildig: igin, soguk
tutulan gubugun uglarinda 1s1 kaybi vardir.

Fourler Serilerinin Calisma $ekli

-n< x < 0 iken degeri 1 olan, 0 < x < m iken degeri -1 olan ve periyodu 2n
olan S(x) kare dalga, tipik bir sureksiz fonksiyondur. Fourier formulu kare
dalgaya uygulanarak asagidaki seri elde edilir.

S(x) =sinx+ 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + ...

Terimlerin toplami, asagidaki grafikte gérildiigu gibidir.

Kare dalga sureksiz olmakla birlikte her yaklasim sireklidir. Ancak eklenen
terim sayisi arttikga kivnimlar olusur ve sireksizlige yaklasinca Fourier se-
risi gittikge diklesir. Strekli fonksiyonlarin sonsuz serisindeki sureksizlikler
bu sekilde olusur.

Kare dalganin Fourier agilimi: sinlis egrisinin bilegenleri yukarida, toplam-
lari agagidaki grafikte gérilayor.
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Fourier'nin ¢galigmasindan elde edilen sonug séyledir: Bir Fou-
rier serisinde (yukandaki seriye benzeyen siniis ve kosiniis fonk-
siyonlan serisi) baglangigtaki sicaklik dagiliminmi yayabiliyorsak,
cismin tizerindeki sicaklik akigin1 zamana bagh olarak okumak
hemen miimkiin olur. Fourier'ye gére, baglangigtaki sicaklik dagi-
liminmin her zaman bu gekilde ifade edilebilecegi agik¢a belliydi ve
sorun igte bu noktada ortaya gikti. Baz1 ¢agdaslarinin, dalgalarla
ilgili olarak bu konuda endigeleri vard1 ve konunun gériindiigiin-
den gok daha zor olduguna inaniyorlardi.

Fourier'nin siniis ve kosiniislerin agiliminmin olduguna dair tezi
capragik, kafa kangtinc: ve gecerliligi son derece belirsizdir. b,
b, b,vb katsayilar igeren basit bir ifade bulana kadar matema-
tigin her alanina bagvurur. Baglangigtaki sicakhik dagilimina ait
f{x) fonksiyonunu yazarak su sonucu elde eder:

b, = % (_!' f(u)sin(nu) du

Euler bu formiilii 1777 yilinda, yani Fourier’den 6nce, sesin
dalga denklemi baglaminda yazmig ve sin mnx, sin nnx gibi farkl
modlann dikey oldugu gézlemini akillica kullanarak bu formii-
lii kamitlamigtir. Yani m ve n sifirdan farkli ve birbirinden farkh
tamsayilar ise

(J:" sin(mx)sin (nx) dx

ifadesinin degeri sifirdir (m = n igin degeri n/2 olur). f{x) denk-
leminin Fourier agiliminin oldugunu varsayarak her iki taraf
sin nx ile ¢arpilip integrali alinirsa, biri harig biitiin terimler yok
olur. Kalan bu tek terim, b_ i¢in Fourier formiiliind verir.

Aliskanlar Dinamigi

Matematiksel] fizikte kismi tiirev denklemleri iizerine yapilan tartig-
malar, akigkanlar dinamigine deginilmedigi zaman mutlaka eksik
kalir. Akigkanlar dinamigi uygulamada gergekten muazzam dnem
tasir, ¢linkii bu denklemler denizaltilann iizerinden gegen suyun aki-
s, ugaklann iizerinden gegen havamn akigim ve hatta Formula 1
yarig arabalannin iizerinden gegen havanin akigim tarif eder.

Euler 1757 yilinda bu konuya baglarken viskozitesi sifir olan,
yani sifir “yapigkanhktaki” akigkan igin kismi tiirev denklemini
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elde etti. Bu denklem bazi akiskanlar icin gecerlidir, ancak uy-
gulamalarda kullanilamayacak kadar basittir. Viskoz akiskanla
ilgili denklemleri Claude Navier 1821'de, Poisson ise 1829'da elde
etmistir. Bu denklemler, akiskan hizinin cesitli kismi tirevlerini
icerir. George Gabriel Stokes, 1845'te daha basit fizik ilkelerini
kullanarak ayni denklemi elde etti. Bu yizden bu denklemler Na-
vier-Stokes denklemleri olarak bilinir.

Turev denklemlerinden nasil faydalandilar?

Kepler'in eliptik yoriingeler modeli kusursuz degildir. Glines sisteminde sadece iki
gokcismi olsa kusursuz olurdu, ama tg¢iincu bir gokcisminin varhg eliptik yéringe-
yi degistiriyordu (bozuyordu). Gezegenlerin birbirinden ¢ok uzakta olmasi nede-
niyle, bu durum ancak ¢ok ayrintili hareketi etkiliyor ve ydriingelerin ¢ogu elipse
cok yakin ozellikte kaliyordu. Ancak davranislari bir garip olan Jipiter ve Satiirn,
bazen olmalar gereken yere varmiyor, bazen de 6nde gidiyordu. Bunun sebebi,
Jupiter ve Saturn'ln gunesle karsilikh cekim gucleridir.

Nevvton'in ¢cekim yasasli, sayisi ne olursa olsun tim gokcisimleri igin gegerlidir, ama
¢ ya da daha ¢ok gokcismi oldugu zaman hesaplamalar zorlasiyor. Fransiz Bilim
Akademisi, Jipiter ve Saturn'un hareketlerinin hassas hesaplanmasi icin 1748,1750
ve 1752'de 6dul koydu. Euler, Jupiter'in ¢gekim glicinun Saturn'lin yéringesini ne
sekilde bozdugunu incelemek igin 1748'de tirev denklemi kullandi ve 6dilu ka-
zandi. 1752'de tekrar denedi, ama calismasinda énemli hatalar vardi. Ancak calis-
manin temelini olusturan fikirlerin faydali oldugu daha sonra anlasildi.

Jupiter ve Saturn'in birlikte fotografi
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Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (1850-1891)

Sofla Kovalevskaya, Rus soylularina mensup bir topcu ge-

neralin (imparatorluk Rusyasinda Baskomutandan sonraki

ritbe) kiziydi. GCocuklugunda, odasinin duvarlar analiz

ders notu sayfalariyla kapliydi. Sofia 11 yasindayken du-

var kagidina dikkatli bakip analizi kendi kendine 6grendi.

Matematik ilgisini cekti ve diger ¢calisma alanlarina tercih

etti. Babasi onu engellemeye calisti, ama Sofia aldirmadan

devam etti, anne babasi uyurken cebir kitabi okurdu.

Seyahat edip egitim alabilmek icin evlenmek zorundaydi,

ama evliligi basarili olmadi. 1869'da Heidelberg'de kadin

ogrenciler kabul edilmediginden, matematik egitimi al-

mak Uzere derslere gayri resmi katilmak igin Universiteyi

ikna etmek zorunda kaldi. Matematikteki yetenegi etkileyiciydi. 1871'de Berlin'e
gidip buyuk analist Kari VWeierstrass'tan ders aldi. Burada da resmen 6§renci olarak
kabul edilmedi, ama VVeierstrass ona 0zel ders verdi.

Ozgiin arastirmalar yapti. VVeierstrass 1874'teSofia'nin galismalarinin doktora igin uy-
gun olugunu soyledi. Sofia kismi turev denklemleri, eliptik fonksiyonlar ve Satirn'in
halkalari izerine ti¢ makale yazmisti. Gottingen Universitesi ayni yil Sofia'ya doktora
derecesi verdi. Kismi tirev denklemleri makalesi 1875'te yayimlandi.

1878'de bir kizi oldu, ama 1880'de matematige donup 1sigin kirilmasi tzerine calisti.
Bosanmis oldugu kocasi 1883'te intihar edince sucluluk duygusunu bastirmak igin
matematige giderek daha fazla zaman ayirdi. 1884'te Stockholm'de Universitede g&-
rev alip ders verdi. 1889'da, Maria Agnesi (hichir zaman gorev almamistir) ve fizikgi
Laura Bassi'den sonra Avrupa universitelerinin tgunci kadin profesori oldu. Sofia
burada kati bir cismin hareketini arastirdi, 1886'da Bilim Akademisi 6diline bu ¢a-
lismasiyla aday oldu ve kazandi. Juri, Sofia'nin bu ¢alismasini g6z kamastirici bulup
para 6dulind artirdi. Ayni konuda daha sonra yaptidi ¢alisma isveg Bilim Akademisi
tarafindan édillendirildi ve imparatorluk Bilim Akademisine segilmesini sagladi.

Adi tlrev denklemleri

Mekanikte adi tirev denklemlerinin kullanimini cok etkileyen
iki katkiya de§inerek bu bdlumi bitiriyoruz. Lagrange 1788'de
Mecariique Analytique [Analitik Mekanik] calismasinda gururla
suna dikkat ceker:

"Bu ¢alismada hicbir resim gérmeyeceksiniz. A¢ikladigim y6n-
temler ne bir ¢izim ne de geometrik veya mekanik kanit gerekti-
riyor. Burada sadece duzenli ve tekdiize bir yol izleyen cebirsel
islemler var."
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Resimli tezlerin tehlikeli yanlan o dénemde anlasiimaya bas-
lanmisti ve Lagrange bunlardan kurtulmaya kararliydi. Resimler,
saglam mantikla desteklenmek kaydiyla glinimizde yine moda
oldu, ama mekanigin kurallara gére ele alinmasi icin Lagrange'in
israr etmesi, genellestirilmis koordinatlar aracilifiyla konunun
birlestirilmesinde esin kaynagi olmustu. Her sistem, bircok farkl
degisken kullanarak tanimlanabilir, érnedin sarkac i¢in gelenek-
sel koordinat, sarkacin asili haldeyken yaptigi acidir; oysa sarka-
cin ucundaki agirhk ile dikey dogru arasinda kalan yatay mesafe
de ayni isi gordr.

Navier-Stokes denklemlerinin genisletilmis versiyonuyla hesaplanmis
kiresel rizgar hizi ve sicakhgi

Hareket denklemleri, farkli koordinat sistemlerinde farkl bir
sekil alir. Lagrange icin boyle bir sey guizel olmaktan ¢ok uzaktir.
Bunun uzerine hareket denklemlerini, her koordinat sisteminde
ayni gorinecek sekilde yeniden yazmanin bir yolunu bulur. ilk ye-
nilik, koordinatlari eslestirmek olmustur: Her g konum koordinati
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Turev denklemlerinden nasil faydalaniyoruz?

Dalga denklemi, radyo ve televizyon arasinda dogrudan bir iliski vardir.

Michael Faraday yaklasik 1830 yilinda elektrik ve manyetizma lzerine deneyler
yapip elektrik akimiyla manyetik alan yaratilmasini ve miknatisi hareket ettirerek
elektrik alani yaratilmasini inceledi. Ginumuzdeki dinamolar ve elektrik motorlari,
Faraday dizeneginin devamidir. James Clerk Maxwell 1864'te Faraday teorilerini
yeniden formule ederek, elektromanyetizmanin maxwell denklemleri diye bilinen
matematiksel denklemlerini olusturdu. Bu denklemler, manyetik ve elektrik alanlari
iceren kismi turev denklemleridir.

Maxwell denklemlerinden elde edilen basit bir sonug, bizi dalga denklemine go-
tirur. Bu hesaplama, elektrik ve manyetizmanin 1sik hizindaki bir dalga gibi birlikte
hareket edebilecegini gosteriyor. Isik hizinda hareket eden sey nedir? Isiktir. Yani 1sik,
elektromanyetik dalgadir. Bu denklemde dalga frekansina herhangi bir sinir getiril-
medigi ve 1sik dalgalari nispeten dar bir frekans aralifinda oldugu igin, fizikciler bas-
ka frekanslara sahip elektromanyetik dalgalarin olmasi gerektigi sonucuna vardilar.
Heinrich Flertz bu tir dalgalarin fiziksel varhigini kanitladi, Guglielmo Marconi de bu
dalgalari alip radyo gibi kullanish bir cihaz yapti.Teknoloji ¢i§ gibi buyldu. Televizyon
ve radar da elektromanyetik dalgalara dayanir. Keza GPS uydu navigasyonu, cep te-
lefonlar ve kablosuz bilgisayar iletisimi de yine elektromanyetik dalgalara dayaniyor.

PM radyo, televizyon

(6rnegin sarkacin agisi) icin bir hiz koordinati q (sarkacin agisal
hiz1) vardir, k adet konum koordinati varsa, yine k adet hiz koor-
dinati vardir. Lagrange, konumlar ve hizlar ic¢in birinci dereceden
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tirev denklemi elde etmis ve denklemi, giiniimiizde Lagrange ni-
celigi dedigimiz bir nicelikle formiile etmigtir.

Hamilton Lagrange’in fikrini geligtirip daha diizenli bir hale
getirdi. Fiziksel olarak, ek koordinatlar belirlemek i¢in hiz yerine
momentumu kullandi. Matematiksel olarak, giiniimiizde Hamilton
niceligi dedigimiz bir nicelik tanimladi. Bunu (birgok sistemde)
enerji olarak yorumlamak miimkiindiir. Mekanikteki bir¢ok teorik
¢aligmada ve hatta kuantum mekaniginde genellikle Hamilton bi-
¢imi kullaniliyor.

Matematik fizige el atinca

Newton'in Principia adl eseri, dogal olaylann temelinde yatan
derin matematiksel yasalan ortaya gikarmasi nedeniyle ¢ok etkili
olmugtu. Ancak daha sonra olanlar daha da etkileyicidir. Matema-
tikgiler fizigi bagtan sona (ses, 151k, 1s1, akigkanlann akisi, kiitlege-
kim, elektrik, manyetizma) ele aldilar. S6z konusu geylerin hepsin-
de fizigi genellikle biiyiik bir dogrulukla tanimlayan tiirev denk-
lemlerini buldular.

Bunun uzun dénemdeki etkisi
olaganiistii. Radyo, televizyon ve jet
motorlu ugak gibi en 6nemli tekno-
lojik geligmelerin ¢ogu, bir¢ok gekil-
de tiirev denklemi matematigine baghdir. Tiirev denklemi konusu
hala yogun aragtirma ¢aligmalarinin konusudur ve neredeyse her
gln yeni uygulamalar ortaya gikmakta. Newton'in kegfettigi, 18 ve
19. yiizyilda ondan sonra gelenlerin detaylandirdig tiirev denk-
lemleri, su an iginde yagsadigimiz toplumu birgok sekilde bigim-
lendirmigtir. Bunlar iizerinde biraz diiglinilirseniz, perde arkasin-
da olan bitenlerin farkina varrsiniz.

“Radyo, televizyon ve ticari jet
motorlu ucak, diferansiyel denk-
lem matematigine baglidir.”
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Negatifsayilarin karekoki olur mu?

Matematikciler, farkl 6zelliklere sahip sayilari farkl tir-
lere ayirir. Onemli olan tek tek sayilar degil, ait olduklari sistem,
ait olduklari gruptur.

Sayi sistemlerinden dérdini hemen herkes bilir: dogal sayi-
lar, 1, 2, 3, tamsayilar (sifir ve negatif tamsayilar da bu gru-
ba girer); p ve q tamsay! ve q sifirdan farkli olmak sartiyla p/q
kesirlerinden olusan kesirli sayilar; sonsuza kadar devam eden
ondalik sayilar olarak tanitilan (artik ne demekse), kesirli sayilari
tekrarlayan ondaliklar seklinde temsil eden, ondalik uzantilarin-
da asla ayni say! gruplan bulunmayan V2, e ve 7L gibi irrasyonel
sayilardan olusan gercel sayilar.

Tamsayilar

Tamsay! kelimesi, sadece bitin anlamini tagir; Oteki sayilann
isimleriyse ilgili sistemlerin hassas, mantikli (dogal, rasyonel,
ve elbette gercek) seyler oldugu duygusu uyandinyor. Bu isimler,
sayllann yasadigimiz diinyay! karakterize ettigi yaygin goérisini
yansitiyor ve bu gorisu destekliyor.

Bircok kisi, matematiksel arastirma yapmanin tek yolunun
yeni sayilar yaratmak oldugunu dastnir. Bu gortis hemen her za-
man yanlistir; matematigin blyuk bir b6luma sayilarla ilgili de-
gildir ve klasik amag, yeni sayilar degil yeni teoremler yaratmak-
tir. Yine de "yeni sayilar" ara sira ortaya ¢ikar, érnegin "imkansiz"
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ya da “sanal” say1 denen bulug matematigin ¢ehresini tamamen
degistirdi ve matematigin giicine muazzam gii¢ kattl. Bu say,
eksi birin karekokiidiir. Herhangi bir sayinin karesi her zaman po-
zitif oldugu igin, bu tanim eski matematikgilere sagma geliyordu.
Yani negatif sayllann karekokii olamaz. Diyelim ki var. O zaman
ne olur?

Sayilann yapay insan icadi oldugu-
nu kabullenebilmeleri matematikgilerin
uzun zamanini aldy; sayilar elbette doga-
nin birgok 6zelligini yakalayan gok etkili buluglardir; ancak do-
gayla olan iligkileri, Oklit'in liggenlerinin ya da tiirev ve integralle
ilgili bir formilin dogayla iligkisi kadardir. Déniip ge¢mige ba-
karsak, matematikgiler sanal sayilann kaginilmaz, faydah ve bil-
digimiz gergel sayilardan farksiz oldugunu kavrayinca, bu felsefi
sorunla cebellesmeye bagladilar.

“...negatif sayilarin karekoku
olamaz. Diyelim ki var...

Uciincii dereceyle ilgili problemler

Devrim niteligindeki matematiksel fikirlerin en basit ve (degeri
ge¢ anlagilan) en agik metinlerden kaynaklanmasi az rastlanan
olaylardandir. Bu tiir fikirler genellikle daha gapragik olgulardan
kaynaklanir. Eksi birin karekoki de bu tiir fikirlerdendir. Bu sayi-
y! giniimiizde x?+ 1 = 0 ikinci derece denklemiyle ifade ediyoruz.
Denklemin ¢6ziimii, eksi birin karekékiidiir (bu da ne demekse).

Negatif sayillann karekokiiniin akla uygun bir anlami olup
olmadigin1 merak eden ilk matematikgiler arasinda yer alan Ré-
nesans cebircileri, ligiinci derece denklemlerin ¢6ziimi gibi gok
dolayh bir yolla konuya girigtiler.

Ugiincii derece denklemlerin ¢6éziimiinii Ferro ve Tartaglia'min
buldugunu, daha sonra Cardano’nun Ars Magna kitabinda bu ¢6-
zimiin yer aldigim1 hatirlayin. Giiniimiiz sembolleriyle yazarsak,
x°*+ ax = b lgiincii derece denkleminin ¢6ziimi su gekildedir:

3 3
_Ib Ja* b2 Ib [ad b2
x‘j2+J27+4+jz' 7t

Ronesans matematikgileri bu denklemi kelimelerle ifade etti-
ler, ama prosedir aymiyd.

162



IMKANSIZ NICELIKLER

Bu formiil bazen gayet giizel yliriimiig, bazen de sorun yarat-
migtir. Cardano, ¢éziimii x = 4 oldugu hemen bulunabilen x* = 15x
+ 4 denklemine bu formiil uygulandig1 zaman sonucun agagidaki
gibi oldugunu fark etmigti.

x=y2+ /7121 + Y2 - [m121

-121 sayisinin karekékii olmadig: i¢in bu ifade hi¢ mantikli
degildi. Kafas1 kangan Cardano Tartaglia'ya yazip agiklik getir-
mesini istemig, ama Tartaglia soruyu anlamayp ilgisiz bir cevap
vermigti.

Rafael Bombelli'nin 1572'de Venedik'te ve 1579'da Bolonya'da
basilan ii¢ ciltlik L’Algebra adl1 eserinde bu sorunun bir yaniti
vardir. Bombelli, Cardano’'nun Ars Magna eserinin zor anlagilir
oldugunu diigiinip daha agik bir gey yazmaya koyulmugtu. Sorun
cikaran karekokii herhangi bir say: gibi ele aldi.

Q@+ =2+ /4111
olduguna gore,
v Fiar =2 447
gibi ilging bir formiil elde etti. Bombelli aym1 gekilde
VoIt -2 /i
denklemini bulmugtu. Bu durumda iki kiip kékiin toplamini yeni-
den su gekilde yazdi:

Q+-)+@2- 1) =4

Bu garip yontemle ve “imkansiz” nicelikler ustaca kullanilarak
tamsayidan ibaret dogru cevap bulunmugtur.
Hepsi ¢ok ilging de, neden ige yaradi?

Sanal Sayllar

Bu soruyu yanitlamak igin, negatif sayilann karekokii konusunda
matematikgilerin saglam diigiince tarzlan geligtirip hesaplama-
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lar yapmas gerekmigtir. Descartes ve Newton dahil olmak iizere
bu konuyu kaleme alan ilk yazarlar, sanal sayilan ¢6ziimi olma-
yan bir problemin belirtisi olarak yorumlamiglardi. Karesi eksi
bir olan bir say1 bulmak istiyorsaniz, kurallara gére eksi birin ka-
rekoki hayali oldugu i¢in ¢6ziim yoktur. Ancak Bombelli'nin hesa-
b1, sanal sayilarin bundan ibaret olmadigim1 gostermigtir. Sanal
sayilar ¢6zim bulmak igin kullanilabilirdi; bunlar ¢6ziim varken
ortaya gikabiliyordu.
John Wallis 1673'te, sanal
| sayllan diizlemdeki noktalar
l l olarak ifade etmenin basit bir
3 21 0 1 2 3 yolunu buldu. Gergel sayilann
bir dogru iizerine yerlestirildigi,
Gergel sayt dogrusu pozitif sayillann sagda ve negatif
sayllarin solda oldugu, bildigi-
miz temsil gekliyle ise baglamig-
t1.

Sonra bu dogruya dik bagka
bir dogru kulland: ve sanal sa-
yilan bu yeni dogrunun iizerine
yerlestirdi.

Bu temsil gekli, Descartes’in
diizlem geometriye cebirsel yak-
lagimina benziyordu. Tanima
gore gercel sayilar bir ekseni,
sanal sayilar diger ekseni olug-
turmaktadir. Wallis diigiincele-
rini tam olarak bu sekilde ifa-
de etmemisti. Onun yaklagimi,
Descartes’tan ziyade Fermat'nin
yaklasimina benziyordu. Ancak temel nokta ayniydi. Diizlemin ka-
lan kisma, biri gergel digeri sanal olmak iizere iki par¢adan olugan
karmagik sayilara kargihik gelir. Kartezyen koordinatlarda gergel
kisim gergel dogru iizerinde, sanal kisim ise sanal dogruya para-
lel olarak élgiiliir. Yani 3 + 2i noktasi, baglangi¢ noktasinin 3 birim
saginda ve 2 birim yukarisindadir.

Wallis'in diiglincesi sanal sayillan anlamlandirma sorunu-
nu ¢ézmiigtii ama kimse buna aldirmamisti. Ancak bu diigiince
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bilingaltinda yavag yavas yer
etti. Matematik¢ilerin g¢ogu
eksi birin karekokii gercel dog-
ru iizerinde olamaz diye endi-
selenmeyi birakip, karmagik
diizlemin daha genig olan diin-
yasinda vyer edinebilecegini
fark ettiler. Bu fikrin 6nemini
anlamayanlar da oldu: Fran-
¢ois Daviet de Foncenex sanal
sayilarla ilgili 1758 tarihli ma-
kalesinde, gergel dogruya dik
bir dogru indirerek sanal sa-
yilann elde edilecegini diigiinmenin yersiz oldugunu yazmagtir.
Ancak diger matematikgiler bu diigiinceyi ciddiye aldilar ve 6ne-
minin farkina vardilar.

Karmagik diizlemin o huzurlu gergel dogruyu uzatip sanal sa-
yilara yer agabilecegi fikri, Wallis’in galigmasinda dolayh olarak
anlatilsa da sunum gekli yiiziinden biraz iistii kapali kalmigtir.
Norvegli Caspar Wessel 1797°de konuya agiklik getirdi. Wessel to-
pograft1 ve asil ilgi alani, diizlemin geometrisini sayilarla ifade
etmekti. Tersten bakarsak, Wessel'in diigiinceleri i¢in karmagik
sayllan diizlem geometriyle ifade etme yontemi denebilir. Galig-
masin1 Danca yayimladig igin, eser ancak yiiz y1l sonra Fransiz-
caya gevrildigi zaman dikkat gekti. Fransiz matematikgi Jean-Ro-
bert Argand, karmagik sayillann ayni temsilini 1806'da bagimsiz
olarak yayimladi, Gauss ise 1811'de her ikisinden bagimsiz olarak
kegfetti.

Wessel'a gore karmasik diizlem

Karmasik analiz

Karmagik sayilar sadece cebirde ige yarasaydi, entelektiiel merak
konusu olarak kalir ve soyut matematik diginda fazla ilgi gekmez-
di. Ancak tiirev ve integral hesabina olan ilgi artip daha kesin bir
form olan analize déniigiince, insanlar gergel analizin karmagik
sayilarla ilging gekilde kaynagmasinin (yani karmagik analiz)
miimkiin olmakla kalmayip istenen bir gey oldugunu fark etmeye
bagladilar.
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Bu kesfin kokleri, karmagik fonksiyonlar iizerinde diigiinmeye
baglanilan tarihlere kadar uzanir. Kare ya da kiip gibi en basit
fonksiyonlar sadece cebirsel uygulamalara bagh oldugu igin, bu
fonksiyonlan karmagik sayilar i¢in tanimlamak kolay olmusgtur.
Bir karmagik sayinin karesini almak igin, gercel sayilarda oldugu
gibi sayiy:1 kendisiyle ¢arparsimz. Karekokiinii almak ise azicik
hile ister, ama g¢aba harcamaya deger, ¢iinki hog bir 6diil vardir:
her karmagik sayinin karekoékii bulunur. Gergekten, sifirdan farkh
her karmasik sayimin biri digerinin eksi igaretlisi olmak iizere
tami tamina iki karekokii vardir. Yani gergel sayi1lann arasina yeni
i say1s1 katilinca, -1'in karekdkiinii bulmakla kalmayip, genigleyen
karmagik say1 sisteminde her geyin
Karmasik saylllat.'ln karekakiind karekokiini bulmak miimkiin hale
almak azicik hile ister.’ .

gelmisgtir.

lyi de siniis, kosiniis, iistel fonksiyon ve logaritmaya ne ola-
cak? Iste bu agamada igler ilging bir hal aliyor, ézellikle logaritma
s6z konusu olunca kafalar iyice kangikti.

Karmagik sayilann logaritmasi da i gibi tamamen gergel prob-
lemlere donmiistii. Johann Bernoulli 1702'de, ikinci derece denk-
lemlerin tersine uygulanan integral alma iglemini aragtinyordu.
S6z konusu ikinci denklemin r ve s gibi iki gergel ¢6ziimii olmasi
halinde bu igi bagaracak akilli bir teknik biliyordu. Bu durumda,
integrali alinacak ifadeyi “kismi kesirler” geklinde yeniden yaza-
biliriz.

1/{ax®*+ bx + c) =A/(x-r) + Blx - 5)
Bu yazim sekli bizi integrale gétirir.
Alog(x—r)+Blog(x-s)

Ya ikinci derece denklemin gergel kékleri yoksa ne olur? Or-
negin x*+ 1 ifadesinin tersinin integrali nasil alinir? Bernoullj,
karmagik cebiri bir kez tanimladiktan sonra kismi kesir hilesinin
hala ige yaradigim goérdii, gu farkla ki bu kez karmagik sayilar r ve
s oluyordu: Ornegin,

1/(x*+ 1) = 1/2(x + i) + 1/2(x - i)
ve bu fonksiyonun integrali agagidaki sekli alir:

Y% log (x + i) + Y2 log (x - i)
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Karmagik sayinin logaritmasinin tanimini gerektiren bu son
adim tam bagar1 saglamamigti. Béyle bir ifadenin akla uygun ol-
mas1 acaba mimkin miiydi?

Bernoulli miimkiin oldugunu diiginip bu yeni diigiincesini
miikemme] bir gekilde kullanmak {izere devam etti. Leibniz de bu
bakig agisim1 kullanmigtir. Ancak matematiksel aynntilar o ka-
dar basit degildi. Bernoulli ve Leibniz, bu yaklagimin ¢ok temel
bir 6zelligini 1712'de tartigir. Karmasik sayilan bir kenara bi-
rakalim, negatif gergel bir sayinin logaritmasi nedir? Bernoullj,
negatif gergel bir sayinin logaritmasinin gergel olmasi gerekti-
gini digiinmekteydi; Leibniz ise karmagik oldugunda 1srarciydi.
Bernoulli'nin elinde tezini destekleyen bir tiir kanit bulunuyordu:
Tirev ve integral hesabinin her zamanki formalizmini uygular-
sak,

d-x) / (-x) =dx/ x
denkleminin integrali alindiginda gu sonug elde edilir:
log (-x) = log (x)

Ancak Leibniz ikna olmamig ve integral igsleminin sadece pozi-
tif gergel x i¢in dogru olacagina inanmigti.

Bu tartigmay! Euler 1749'da ¢6zmiig; Leibniz’in haklh oldugu
ortaya ¢ikmigtir. Euler, her integral igleminde keyfi bir sabit oldu-
gunu Bernoulli’'nin unuttugunu belirtir. ¢ sabiti i¢gin Bernoulli'nin
elde etmesi gereken sonug

log (-x) = log (x) + ¢

olmaliydi. Peki bu sabit neydi? Negatif (ve karmagik) sayilann lo-
garitmalan eger gergel sayilann logaritmalan gibi davranmyorsa,
ki bu meselede 6nemli olan budur, su ifadenin dogru olmasi ge-
rekir:

log (-x) = log (-1x) = log (-1} + log x

yani ¢ = log (-1) olur. Euler daha sonra c igin daha agik bir form
olugturan bir dizi g1k hesaba girigir. Once karmasik sayilarin da
gergel sayilar gibi davrandigini varsayarak karmagik sayilar ige-
ren gesitli formiilleri kullanmanin bir yolunu bulmug ve trigono-
metrik fonksiyonlarla iissel arasinda bir baglanti elde etmigtir:
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eé’=cos O +isiné

Bu formiilii 1714'te Roger Cotes tahmin etti. Euler denkleme
6 = n esitligini koyarak su muazzam sonuca ulagti:

et =—]

ki temel matematik sabit olan e ve T bu gekilde iligkilendiril-
migtir. Boyle bir iligkinin varhigi dikkate deger, bu kadar basit ol-
masiysa olaganiistii bir gey. Bu formiili, “tiim zamanlarn en giizel
formiilii” listelerinin en baginda sik sik gériiyoruz.

Logaritmayi aldiktan sonra,

log (1) =im

hemen bulunur. $u gizemli ¢ sabitinin sirn artik ortaya ¢ikti: ¢, iTt
olur. Dolayisiyla sanaldir, yani Leibniz hakli, Bernoulli haksizd.

Ancak dahasi da var. Devaminda Pandora’nin kutusu agilacak-
t1. 6 = 2rn segersek,

efr=1
olur. Yani log (1) = 2 iT olur. Bu durumda x = x x 1 ifadesi
log x =log x + 2iT

olduguna isaret eder ve buradan hareketle, n herhangi bir tam-
sayl ise

log x = log x + 2nin

sonucuna ulaginz.

11k bakigta anlamsiz gibi geliyor. Sanki her n i¢gin 2nif = 0 ol-
dugunu ima ediyor. Ancak anlamh olacak gsekilde yorumlamanin
bir yolu var. Karmagik sayilarn iizerine kurulu oldugunda, loga-
ritmik fonksiyon birden fazla degerlidir. Gergekten, z karmagik
sayisi sifirdan farkl oldugu zaman log z fonksiyonu birbirinden
farkl sonsuz deger alabilir (z = 0 igin log 0 degeri taniml1 degil-
dir).

Matematikgiler, en belirgin 6rnek karekdk olmak iizere, birgok
farkli deger alan fonksiyonlara ahigiktilar: burada ise gergel bir
saymnin bile biri pozitif digeri negatif iki farkli karekéki vardir.
Peki, sonsuz sayida degere ne demeli? Eski matematikgilere gére
gercekten garip bir durum bu.
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Karmasik sayilardan nasil faydalandilar?

Karmasik fonksiyonun gercel ve sanal parcalar kitlecekim, elektrik, manyetizma
ve dizlemde bazi akiskan akisi tirlerinin kismi tirev denklemleriyle yakindan ilgili
Cauchy-Riemann denklemlerini karsilar. Bu baglanti sayesinde matematiksel fizigin
bircok denklemini ¢ozmek mimkin olmustur, ama ¢ézimler sadece iki boyutlu
sistemler icin gecerlidir.

Demir tozu sayesinde cubuk miknatisin manyetik alaninin ortaya ¢ikmasi: karmasik
analiz, bu tur alanlarin hesabinda kullanilabilir.

Cauchy teoremi

Tirev ve integral hesabinin (analiz) karmasik fonksiyonlarla yapi-
labilecegi kesfedilince ortalik savas alanina déndi. Buradan elde
edilen teori sik ve faydaliydi. Hem de o kadar faydaliydi ki, du-
stincenin altinda yatan mantiksal temel, dnemli bir sorun olmak-
tan ¢cikmisti. Bir sey ise yariyorsa ve o seye ihtiyag varsa, genellik-
le mantikh olup olmadi§ina bakilmaz.

Karmasik analizin uygulanmasi, matematikciler cevresinin
bilingli olarak verdigi bir karara benziyor (kararsiz her matema-
tikginin ortaya ne ¢ikacak diye merak
edecegi, son derece acik ve ilging bir \
genelleme). P

Gauss 1811'de arkadasi gokbilimci
Friedrich Bessel'e mektup yazip, kar-
masik sayilari dizlemde noktalar ola- -1 1

rak temsil ettigini aciklamis ve daha
karisik bazi sonucglardan da bahsetmis-
tir. Bunlar arasinda biatin karmasik
analizin dayandigi temel bir teorem de
vardir. Glnimuzde buna Cauchy Teore- garmasik dizlemde -l'den Le
mi diyoruz, ¢linkl teoremi yayimlayan giden iki farkli P ve Q yolu

Q
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Cauchy; fakat yayimlanmamis yazilarinda Gauss bu fikri cok daha
onceleri belirtmisti.
Bu teorem, karmasik fonksiyonlarin belirli integraliyle, yani,

Lhi(2) dz

ile ilgilidir. Bu ifadede aveb karmasik sayidir. Gergel analizde bu
ifade, f(z)'nin tdrevinin karsiti F(z) bulunarak degerlendirilebilir.
Yani F(z) fonksiyonu, tiirevi dF(z) / dz =ffz) olan bir fonksiyondur.
Bu durumda belirli integral, F(b) - F(a) ifadesine esittir, 6zellikle,
degeri sadece a ve b noktalarina baglidir, bir noktadan digerine
ne sekilde gidildigine bagli degildir.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Augustin-Louis Cauchy Paris'te, politik kargasanin hakim
oldugu bir dénemde dogdu. Laplace ve Lagrange aile
dostlari oldugu icin Cauchy kicukligiunden itibaren yik-
sek matematikle i¢ ice oldu. Ecole Polytechnique'e devam
etti, 1807'de mezun oldu. 1810'da Cherbourg'da mu-
hendislik yapti, Napoleon'un ingiltere'yi isgal planlarinin
hazirlanmasina katildi, ama bu arada matematik Uizerine
dustinmeye devam etti, Laplace'in Mecanique Celeste [Gok
Mekanigi] ve Lagrange'in Theorie des Fonctions'u [Fonksi-
yonlar Teorisi] okudu.

Surekli akademik gérev almak istedi, basaramadi, ama
matematik calismalarina devam etti. Karmasik integraller Gzerine yazdigi, karmasik
analizin temellerini etkili sekilde atan Unli makalesi 1814'te yayimlandi ve bir yil
sonra £cole Polytechnique'te analiz dalinda asistan profesor olup akademik mevki
amacina sonunda ulasti. O kosullarda matematigi gelisti, dalgalar hakkinda yazdigi
makaleyle 1816'da Bilimler Akademisi Oduluni aldi. Karmasik analizi gelistirmeye
devam etti, 1829 tarihli Legons sur le Calcul Differentiel [Diferansiyel Hesap Dersleri]
eserinde karmasik fonksiyonun ilk net tanimini yapti.

Cauchy 1830 devriminden sonra bir siireligine Isvigre'ye gitti, 1831'deTurin'de
teorik fizik profesorii oldu. Verdigi derslerin olduk¢a diizensiz oldugu soylendi.
1833'te Prag'da X. Charles'in torununa ders verdi, ama prens matematigi ve fizi-
§i sevmiyor ve Cauchy sik sik sinirleniyordu. 1838'de Paris'e dondu. Akademideki
makamini geri aldi, ancak Louis Philippe 1848'de tahttan indirilene kadar 6gretim
liyesi gérevine geri donemedi. Matematik tUzerine tam 789 inceleme makalesi yaz-
masi hayret vericidir.
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Gauss, karmagik analizin farkli oldugunu séylemistir. Integra-
lin degeri, z degigkeninin a‘dan b’'ye giderken izledigi yola bagh
olabilir. Glinki karmagik sayilar bir diizlem olugturur, geometrile-
ri gercel dogrudan daha zengindir ve fazladan zenginligin 6nemli
oldugu yer burasidir.

Ornegin, fiz) = 1/z ifadesinin @ = -1'den b = I'e kadar integralini
aldigimizi varsayalim. 1zlenen yol eger gercek eksenlerin iizerinde
kalan P yanm dairesiyse integral —-ni olur. Ancak gergek eksenin
altinda kalan Q yolu izlenirse, integrali i olur. Bu iki deger farkl
olup aradaki fark 2ni kadardir.

Gauss, bu fark 1/z'nin kaprisli olmasindan kaynaklaniyor der.
ki yolun kusattig1 bélgede, yani bu iki yolun olugturdugu daire-
nin merkezi olan z = 0 noktasinda integral sonsuz olur. Gauss,
Bessel’e yazdig1 mektupta “Ama sonsuz degerini almasayda... bu
integral eminim ki tek bir deger alir; yollar [fonksiyonlar] farkh
olsa bile bu iki yolun gevreledigi alanda sonsuz degerini almaz.
Bu ¢ok giizel bir teorem. Uygun bir durumda kanitin1 yazacagim.”
Ancak Gauss bu kanit1 hi¢ yazamadi.

Onun yerine, karmagik analizin gergek kurucusu Augustin-Lo-
uis Cauchy bu teoremi yeniden kesfedip yayimladi. Gauss'un belki
fikirleri vardi, ama kimsenin haberi yoksa fikirler ige yaramaz. Ca-
uchy ¢aligmasini yayimlamigti. Aslina bakilirsa Cauchy’'nin galg-
malarnni basili hale getirmedigi pek gorilmemigtir. S6ylenenlere
gore, Comptes Rendus de l'’Academie Francaise'in giinliimizde
de gegerli olan en ¢ok dort sayfalik makaleler kurali, Cauchy’nin
devasa tiriinleriyle dergiyi doldurmasin1 engellemek igin gikanl-
migtir. Kural uygulamaya alindig: zaman Cauchy de bir siirii kisa
makale yazar. Uretken kalemi, karmagik analizin ana hatlarim
kisa siirede ortaya koydu. Karmasik analiz gergel analizden daha
basit, daha g1k ve birgok yonden daha biitiinlikli bir teori aray:-
sindan ortaya gikmg ve sonugta 6yle olmugtur.

Ornegin gergel analizde bir fonksiyonun tiirevi alinabildigi
halde tiirevinin tiirevi alinamayabilir. 23 kez tiirevi alinabilir, 24.
kez alinamayabilir. Istediginiz kadar tiirevi alinabilir, ama kuvvet
serileri temsili 6zelligi yoktur. Bu tatsiz geylerin hi¢biri karmagik
analizde yoktur. Bir fonksiyonun tiirevi alinabiliyorsa, istediginiz
kadar alabilirsiniz; dahasi, kuvvet serileri temsili vardir. Bunun
sebebi (Cauchy teoremiyle yakindan ilgili ve belki de Gauss’un o

171



MATEMATIGIN KISA TARIHI

bilinmeyen kanitinda kullandig: bir gergeklikle yakindan ilgili bir
sebep), karmagik bir fonksiyonun tiirevinin alinabilmesi igin bazi
¢ok kat1 kogullan yerine getirmesi gerekir ki bunlar Cauchy-Rie-
mann denklemleri diye bilinir. Bu denklemler dogrudan, Gauss'un
buldugu “iki nokta arasindaki integral, se¢ilen yola bagh olabilir”
sonucuna gotirir. Ayn: sekilde Cauchy’nin dikkat ¢ektigi gibi, ka-
pal bir yolu saran integralin sifir olmasi gerekmez. Ancak yolun
icinde kalan her noktada ilgili fonksiyonun tirevi alinabiliyorsa
(yani sonsuz degilse) integral sifirdir.

Hatta bir de kalint1 teoremi vardir. Teorem, kapali bir yolun
integralinin degerini soyler; deger, sadece fonksiyonun sonsuz
oldugu noktalarin konumuna ve fonksiyonun bu noktalara yakin
yerlerdeki davranigina baghdir. Kisacasi, karmagik bir fonksiyo-
nun tim yapisim tekillikleri, yani kaprisli davrandig: noktalar
belirler. Tekillerin en 6nemlileri, integralin sonsuz oldugu kutup-
landir.

Eksi birin karekokii, matematikgilerin kafasin yiizyillarca ka-
rigtirdl. Boyle bir say1 yok gibi gériinse de hesaplarda karsilanna
¢ikip durdu. Negatif bir sayinin karekékiinii almay: gerektirme-
yen, son derece gegerli sonuglar elde etmek i¢in kullanilabilen
boyle bir kavramin mantikl olacagina dair ipuglan vardir.

Karmagik sayilardan nasil faydalaniyoruz?

Karmagik sayilar, giinimiizde fizik ve mihendislikte yaygin sekilde kullanilir. Salini-
min, yani periyodik olarak tekrarlayan hareketlerin incelenmesinde karmasik say:-
lanin basit bir 6rnegi ortaya ¢ikar. Bir binanin deprem sirasinda sallanmas, arabalar-
daki titresim ve alternatif elektrik akiminin aktarnimi salinima 6rnek olarak verilebilir.

Salinimin en temel tipi a cos wt formunu alir. Bu ifadede t zaman, a salinim gen-
ligi, w ise sahmm frekansidir. Bu formili karmagik e~ fonksiyonunun gergel kismi
selinde yeniden yazmanin kullanigh olacagd: anlagilmistir. Ustel fonksiyon kosiniis
fonksiyonundan daha basit oldugu igin, karmasik sayi kullanimi hesaplamayi kolay-
lagtinr. Salimimlan inceleyen mihendisler bu yiizden karmasik Gstellerle calismay:
tercih ederler ve hesaplamanin sonunda gergel kisma dénis yaparlar.

Karmasik sayilar ayni zamanda dinamik sistemlerin duragan hallerinin kararlili-
gini belirler ve kontrol teknolojisinde yaygin olarak kullanilir. Bu dal, kararsiz sistem-
leri kararl hale getirme yontemleriyle ilgilidir. Ugus halindeki uzay mekigini kararh
hale getirmek i¢in kullanilan bilgisayar kontrolli hareketli kontrol yiizeyleri buna
ornektir. Karmagik analizin bu uygulamasi olmasaydi, uzay mekigi ancak bir tugla
gibi ugard.
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Bu imkéansiz niceligin baganyla kullanimi artinca, matematik-
giler faydali bir ara¢ olarak kabul etmeye bagladilar. Geleneksel
gergel say1 sisteminin mantiksal olarak tutarli bir uzantisi oldugu
kabul edilene kadar, imkansiz niceligin yeri belirsizdi. Eksi birin
karekokii, igte bu uzanti sisteminin iginde yeni tiir bir niceliktir ve
standart aritmetik kurallarnnin hepsine uyar.

Gergel sayilar geometrik olarak dogru olugturur, karmagik sa-
yilar ise diizlem olugturur; gergel say1 dogrusu, bu diizlemin iki
ekseninden biridir. Karmagik sayilar cebirsel olarak gergel say:
giftleridir ve bu ¢iftleri toplamak ya da carpmak i¢in 6zel formiil-
ler vardir.

Karmagik sayillarin mantikli nicelikler oldugu kabul edildik-
ten sonra, negatif ve pozitif sayillan ayn ayn ele alma geregini
ortadan kaldirarak hesaplan kolaylagtirdiklar i¢in matematigin
her alaninda hizla yayilir. Karmagik sayilar bu bakimdan nega-
tif sayillanin daha 6nceki kegfiyle kiyaslanabilir. Negatif sayilar
da toplama ve gikarma iglemini ayr1 ayn ele alinmasini ortadan
kaldirmigt1. Karmagik sayilar ve karmagik fonksiyonlann tiirev ve
integral hesabi giiniimiizde bilimin, mithendisligin ve matema-
tigin biitiin dallarninda vazgecilmez bir teknik olarak her zaman
kullamilmaktadir.
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Tarev ve iritegral hesabinin akla uygun kilinmasi

Matematikciler ve fizikciler, 1800'lu yillarda tiirev ve integra-
li doga Gzerinde yapilan incelemelerin vazgecilmez bir araci hali-
ne getirmis ve bu bajlamda ortaya ¢ikan problemler, bol miktarda
yeni kavram ve yontemin (6rnegin tirev denklemlerini ¢dzme yol-
larinin) ortaya ¢ikmasina yol agmistir; tirev ve integral bu saye-
de matematigin en zengin ve en yeni arastirma alanlarindan biri
olmustur. Tirev ve integralin glzelligi ve giici ortadaydi. Ama
Piskopos Berkeley'nin tirev ve integralin mantiksal temellerine
yonelik elestirileri hala cevaplanmamis ve insanlar daha caprasik
konularla ilgilendikgce bu gérkemli yapi yalpalamaya baslamis-
t1. Baglangicta sonsuz serilerin anlami distintlmeden lakayt bir
sekilde kullaniimis olmasi, bir yandan sagcmalarken 6te yandan
konunun anlasiimasina yol agmistir. Fourier analizinin temelleri
henliz atilmamisti. Matematikgilerin kanitladik dedigi teorem-
ler birbiriyle celisiyordu. "Sonsuz kicuk" gibi terimler, tanim-
lanmamis olsa da adizdan agiza dolasiyordu; ortalik mantiksal
paradokslardan gecilmiyordu; "fonksiyon" teriminin anlami bile
tartismaliydi. Bu yetersiz kosullar elbette sonsuza kadar devam
edemezdi.

Bu sorunu ¢ozmek berrak bir kafanin yani sira, sezgilerin yerini
kesinlige birakma konusunda kararlilik gerektirmis, ancak bunun
bedeli de zor anlasilir hale gelmesi olmustu. Bemard Bolzano, Ca-
uchy, Niels Abel, Peter Dirichlet ve ¢zellikle VVVeierstrass bu konuda
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onciiliik ettiler. Onlann ¢abalan sayesinde seriler, limit, tiirev ve
integralin en ¢apragik kullanimlan bile 1900'lii yillarda giiveni-
lir, dogru ve tutarh gekilde gergeklegtirilebilmigti. Ortaya yeni bir
konu gikt1: analiz. Tiirev ve integral, analizin teme] alanlanndan
biri oldu; ancak siireklilik ve limit gibi daha zor ve daha temel kav-
ramlar mantiksal 6ncelik elde ederek tiirev ve integral kavramlan-
na temel olugturdu. Sonsuz kiigiik tamamen yasaklanda.

Fourier

Fonksiyonun ne oldugunu biliyoruz diyen matematikgiler, Fourier
igse burnunu sokana kadar gayet mutlu ve mesuttu. f fonksiyonu,
x sayisini aldig1 zaman f(x) gibi bagka bir say: elde edilen bir ig-
lemdi. x say1s1 f'nin ne olduguna baghydi. Ornegin f(x) = 1/x ise, x
sifirdan farkli olmaliydi. f(x) = Vx ise ve gergel sayilar kullaniyor-
sak, x pozitif olmaliydi. Ama fonksiyonu tanimlayin dendiginde
matematikg¢iler bundan kagiyorlardi.

Fonksiyon kavraminin birgok farkli 6zelligiyle cebellegtikle-
ri i¢in sorun yagadiklarim1 gimdi anlayabiliyoruz. x sayisini bir
bagka f(x) sayisiyla iligkilendiren kuralla degil, o kuralin tagidig:
sureklilik, tiirev alinabilme, formiile edilebilme gibi Gzelliklerle
ugragiyorlard.

Ozellikle, agagida 6rnegi bulunan siireksiz fonksiyonlari nasil
halledeceklerinden emin degillerdi:

x<0ise f(x)=0,x>0ise f(x)=1

x'in ald1g1 deger 0'dan bagka bir say1 olurken, bu fonksiyon aniden
O'dan 1'e athyor. Atlamanin tartigmasiz sebebinin formiildeki de-
gisiklik oldugu kanis1 hakimdi: formiil, f(x) = 0 iken f(x) = 1 oluyor.
Aynca atlamalann sadece bu gekilde gerceklesecegi diigiiniliiyor-
du; higbir formiilde bu tiir atlamalar olamazmig ve x sayisindaki
ufak degigiklikler f(x)de mutlaka ufak bir degigiklige yol agarda.
Sorun yaratan bir bagka konu, karekék gibi dogal fonksiyonla-
nn iki degerli ve logaritmamn sinirsiz deger aldigini gérdiigiimiiz
karmagik fonksiyonlardi. Logaritma elbette bir fonksiyon olma-
liyd1; ama sonsuz deger varken z'den f(2) elde etmenin kurali ney-
di? Goruniigse gore farkl farkl1 ama hepsi gegerli sinirsiz sayida
kural bulunmaktaydi. Bu kavramsal zorluklarin agilmasi igin, du-
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rumun nasil karman ¢orman oldugunu matematikgilerin bizzat
yasayarak gormesi gerekmigti. Fourier, 1s1 akig1 aragtirmalan si-
rasinda her fonksiyonu sonsuz siniis ve kosiniis serileri geklinde
yazmakla ilgili muhtegem fikirleriyle matematikgileri bu kargasga-
dan kurtard.

Fourier'nin fiziksel sezgileri, gok
genel bir yontem kullanmasi gerek-
tigini soyliyor. Deneysel olarak bir
metal ¢gubugun uzunlugunun yarisim O derecede tutarken diger

“Matematikcileri bu kargasadan
Fourier kurtard...”

yarisim 10 derece, 50 derece ya da bagka bir sicaklikta tuttugu-
muzu diiginmek miimkindiir. Formiilleri aniden degigen siiresiz
fonksiyonlar fizigin umurunda degildi. Fizik zaten formiillere gére
yiirimiiyordu. Fiziksel gercekligi modellemek i¢in formiil kullan-
digimiz1 ve bunun sadece bir teknik oldugunu diigiinmek igimize
gelir. Sicaklik, iki bélgenin birlegtigi yerde elbette biraz dalgala-
nir; ancak matematiksel modeller, fiziksel gergegin yaklagik birer
gosteriminden ibarettir. Fourier'nin trigonomerik seri yontemi,
boyle bir siireksiz fonksiyona uygulandigy zaman ¢ok mantikh
sonuglar verdi. Gelik ¢ubuklar, Fourier'nin trigonometrik seriler
kullanarak ¢6zdigi 1s1 denkleminde 1s1 dagilimini gergekten ko-
laylagtirmigti. Fourier, The Analytical Theory of Heat'te [Analitik
Ist Teorisi] tezini net bir gekilde dile getirmigtir: “f(x) fonksiyonu,
genel anlamda birbirini izleyen rasgele degerleri ya da koordinat-
lan temsil eder. Koordinatlann genel bir yasaya bagl oldugunu
varsaymiyoruz. Bunlar herhangi bir gekilde birbirini izler.”

Gozipek sozler; ne yazik ki bu tezi desteklemek i¢in buldugu
kanitlar matematiksel degildi. Hatta Euler ve Bernoulli gibile-
rin yiirittiigi mantiktan bile daha iistiinkériiydi. Ayrica Fourier
hakliysa, Fourier serileri siireksiz fonksiyonlar i¢in genel bir yasa
elde etmis oluyor. Yukaridaki fonksiyonun O ve 1 degerleri igin
periyodik benzeri olan kare dalga var. Ve kare dalga igin tek bir
Fourier serisi vardir. Oldukga iyi bir seridir, fonksiyonun 0 oldugu
bolgede ve 1 oldugu bélgede ayni gekilde iyi sonug verir. Yani gé-
rintige gére iki farkli yasayla temsil edilen bir fonksiyon, tek bir
yasa seklinde yazilabilmektedir.

19. yiizy1l matematikgileri, bu zor alanin farkhh kavramsal so-
runlanni yavag yavag ayrigtirmaya bagladilar. Bunlardan biri,
fonksiyon teriminin anleamiydi; bir digeri de, bir fonksiyonu for-
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miil, kuvvet serisi, Fourier serisi vs gibi farkl yollarla ifade etmek-

ti. Ugiincii sorun, fonksiyonun sahip oldugu ézelliklerdi. Dérdiin-

ciisii, temsil gekillerinin hangi 6zellikleri garanti ettigiydi. Ornegin

tek bir gokterimli, bir siirekli fonksiyonu tanimlar. Tek bir Fourier

serisi, gériinlige gore siirekli fonksiyonu tanimlamayabilir.
Fourier analizi kisa zamanda,

fonksiyon kavramyla ilgili fikirlerin  11/°°\

test edildigi bir alan oldu. 0
Sorunlar belirgin gekilde azald: .1J U \/
14ar ]

ve kavranmasi zor, teknik farlihk-
lar 6nem kazandi. Dirichlet, 1817de
fonksiyonun modern tanimini yap- _1J
t1. Dirichlet aslinda Fourier ile ayni
goriigteydi: x degiskeninin belli bir
aralikta aldigr her degere kargilik
gelen tek bir y degeri varsa, y de- -1
giskeni x degiskeninin bir fonksi-
yonudur. Dirichlet bunun igin belli © t
bir yasa ya da formiil gerekmedigini .1
agikga ifade etmigti: x'e uygulanan
iyi tanimlanmig bir dizi matematik-
sel iglemin y’yi belirlemesi yeterli-
dir. Daha dnce, yani 1829'da verdigi su 6rnek o dénemde agin bu-
lunmusg olmali: x rasyonel say1 ise bir deger, irrasyonel ise bagka
bir deger alan bir f(x) fonksiyonudur. Bu fonksiyon her noktada
siireksizdir. (Bu tiir fonksiyonlar giiniimiizde sorun olarak goriil-
miiyor; fonksiyonlann ¢ok daha getin 6zellikleri olabilir.)
Karekok, Dirichlet'ye gore iki degerli bir fonksiyon degildir.
Tek degerli iki fonksiyondur. Gergel x sayilar igin karekdklerden
birinin pozitif ve digerinin negatif olmasi dogaldir (ancak gart de-
gildir). Karmagik sayilarda secenekler herkes igin ayn1 olmasa da
hayati kolaylagtirmak igin bazi segimler yapilabilir.

rvv v

Kare dalga ve kare dalganin Fou-
rier yaklagimlarindan bazilan

Siirekli fonksiyonlar

“Fonksiyon” terimini sik sik tanimlasalar da bu tanima denk diig-
meyen ek 6zellikler 6ne siirmeyi aligkanlik edindikleri, matema-
tikgilerin kafasina bu agamada dank etmeye baglamigti. Ornegin

177



MATEMATIGIN KISA TARIHI

cokterimli gibi akla yakin herhangi bir formilin kendiliginden
stirekli bir fonksiyon tanimladigin1 varsaymig, ancak bunu ka-
nitlamamiglardi. “Siirekli” kavramini1 tamimlamadiklan igin séz
konusu kanitlamalan yapmalan da mimkin olmamigtir. Mate-
matigin bu alaninda, ¢ogu yanhs olan muglak sezgilerden gegcil-
memekteydi.

Bu kangikliga son vermek igin ilk ciddi gikig1 papaz, filozof ve
matematikg¢i olan biri yapmigtl. Ad1 Bernhard Bolzano’ydu. Tirev
ve integralin temel kavramlannm saglam mantiksal temellere
oturtmusgtu; 6nemli tek istisna, gergel sayilarin varligim sorgula-
madan kabul etmis olmasiydi. Sonsuz kiigiik ve sonsuz biiyiik sa-
yilarin bir gey ¢agnstirsalar da kullanilamayacaklarini, ¢iinkii
var olmadiklarim iddia etmigtir. Bolzano, siirekli fonksiyonun ge-
gerli ilk tanimin1 yapti. Bu tanima goére, yeterince kiigiik bir a sa-
yis! segildigi takdirde f(x + a) —f(x) igleminin sonucu istediginiz
kadar kigiik olabiliyorsa f siireklidir. Ondan 6nceki yazarlar,
“Eger a sonsuz kiigiikse, f(x + a) - f(x) sonsuz kiigiiktiir” gibi ifade-
ler kullanma egilimindeydiler. Ancak Bolzano'ya gére a herhangi
bir sayiydi. f(x + a) - f(x) farkinin istendigi kadar kiigiik olmas
i¢in, buna uygun bir a degeri belirlenmesi gerektigini vurgula-
mugtir. Secilen a dederinin her kogulda sonug vermesi gart degil-
di.

Ornegin 2(x + a) - 2x = 2a oldugu i¢in
f(x) = 2x siireklidir. 2a'min belli bir sa-
yidan, diyelim ki 10-'° sayisindan kiigiik
olmasi istenirse, a’'nin 10'%/2'den kigiik olmasi gerekir. f(x) = x?
gibi daha karmagik bir denklem kullanilirsa, dogru a degeri hem x
hem de segilen sayinin biyiikligiine, 6rmegin 10-'° degerine bagh
olacagindan ayrintilar biraz getrefillidir, ama yetkin bir matema-
tik¢i bu problemi birka¢ dakikada ¢ozer. Bolzano bu tanimi kulla-
narak, polinominal bir fonksiyonun siirekli oldugunu -ilk kez- ka-
nmitlamigtir. Ama 50 y1l boyunca bunu fark eden olmadi. Bolzano,
matematikgilerin neredeyse hig okumadig ya da kimsenin eline
gecmeyen bir dergide bu c¢aligmasini yayimlamisti. Internetin
egemen oldugu giiniimiizde, birakin 180 y1l éncesini, bundan 50
yil dncesi igin bile iletisimin ne kadar zayif oldugunu anlamak
bizim i¢in ¢ok zor.

“...kaostan yavas yavas bir
diizen ortaya cikti.”
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Cauchy 1821'de hemen hemen ayn1 geyi séylerken biraz kafa
kangtiran bir terminoloji kullanmigti. Cauchy’'nin ilk bakigta o
hatal eski yaklagimi hatirlatan f fonksiyonunun siirekliligi ta-
nimina gore, a sayis1 sonsuz kiigiik ise f(x) ile f(x + a) arasinda-
ki fark sonsuz kiigiktiir. Ancak Cauchy i¢in infinitesimal terimi,
sonsuz kiigiik tek bir say1 degil ama birbirini takip eden ve strekli
azalan sayilar demekti. Cauchy’'ye gére 0,1 0,001 0,0001 0,00001
seklinde devam eden sayilar sonsuz kiigiiktiir (infinitesimal), an-
cak 0,0001 gibi tek tek sayilar siradan birer gercel sayidir; tek
bir say kiigiik olabilir ama sonsuz kiigiik olamaz. Bu terminolojye
gore Cauchy'nin ve Bolzano'nun siireklilik kavrami hemen hemen
ayni kapiya gikiyor.

Sonsuz iglemler hakkindaki derme ¢atma diigiinceleri elegti-
renlerden biri de Abel'd1. Abel, toplamlann bir anlam tagiyip tagi-
madigina bakmadan sonsuz serileri kullananlardan yakinmigtir.
Abel'1n elestirileri ses getirmig ve kaos yerini yavag yavasg diizene
birakmigtir.

Limit
Bolzano'nun diigiinceleri ilerlemelere 6n ayak olmugtur. Birbirini
takip eden sonsuz sayinin limitinin tanimlanmasim ve buradan
serilerin, yani birbirini takip eden sonsuz sayinin toplaminin ta-
nimlanmasim mimkiin kilmigtir. Abel'in bigimciligi, sonsuza dek
devam eden

1+1/2+1/4+1/8+1/16 + ...

ifadesinin anlaml bir toplam1 olduguna ve bu toplamin tam ola-
rak 2 olduguna isaret eder. Arada sonsuz kiigiik kadar bile fark
yok; tami tamina 2.

Bunun nasil oldugunu gérmek igin, diyelim ki sonsuza kadar
devam eden

a,a,a,a,..

gibi bir say1 dizisi olsun. € > 0 ve n > N iken a_ ile a arasindaki
farkin e'den kiigiik oldugu bir N sayisi varsa, n sonsuza yaklagirken
a_terimi a limitine yaklagir diyoruz (geleneksel olarak kullanilan e
sembolii, Yunan epsilon harfidir). Bu tanimdaki tiim sayilann sonlu
olduguna dikkat edin (sonsuz kiigiik ya da sonsuzluk hig yok).
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Analizden nasil faydalandilar?

19. yuzyilin matematiksel fizigi, cok sayida 6nemli turev denkleminin kesfine yol
acti. Sayisal ¢6ziimler bulabilen yuksek hizli bilgisayarlarin olmadigi o dénemde,
matematikgciler bu denklemleri ¢ézmek igin yeni 6zel fonksiyonlar kesfettiler. Bu
fonksiyonlar ginumuzde hala kullaniliyor. Daniel Bernoulli'nin elde edip Bessel'in
genellestirdigi Bessel denklemi buna ornektir.

x2(d2//dx2 + x (dy/dx) + (x2-k2y - 0

seklindeki denklemde Ustel, sinus, kosinis ve logaritma gibi standart fonksiyonlar
¢6zUm saglamaz.

Ancak kuvvet serileri seklinde ¢6ziim bulmak icin analizden faydalanmak mim-
kiindir. Kuvvet serileri yeni fonksiyonlari, Bessel fonksiyonlarini belirler. Bessel fonksi-
yonunun en basit tipleri JXx)Te gosterilir; baska bircok Bessel fonksiyonu bulunmak-
tadir. Kuvvet serileri, JKX)'in istenen hassasiyette hesaplanmasina imkan saglar.

Bessel fonksiyonlari yuvarlak davuldaki titresim, silindirik dalga kilavuzundaki
elektromanyetik dalgalarin yayilmasi, silindirik metal cubukta 1isi iletimi gibi daire
ve silindirlerle ilgili bircok problemde ve lazer fiziginde dogal olarak karsimiza gikar.

Bessel fonksiyonu J,(x)'le
tanimlanan lazer i1sini yo-
gunlugu

Yukaridaki sonlu serileri toplamak i¢in sonlu toplamlara ba-
kiyoruz.

a,=1+1/2=13
a2=1+1/2+ 14 =7/4
a3=1+ 1/2+ 1/4+ 1/8 = 15/8
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ve bu gekilde devam eder. ¢ _ ile 2 arasindaki fark 1/2" olur. Bu far-
kin e'den kiigiik olmasi i¢in n > N = log,(1/¢) olmalidir.

Sonlu limiti olan serilere yakinsak seri diyoruz. Sonlu toplam,
gittikce daha gok terim ekleyerek elde edilen sonlu toplamlar dizi-
sinin limiti olarak tanimlanir. Béyle bir limit varsa dizi yakinsak-
tir. Tiirevler ve integraller, gegitli limit tiplerinden ibarettir. Onlar,
limitin yakinsamasi gartiyla vardirlar, es deyisle matematiksel
anlamda bir gey ifade ederler. Limit, Newton'in savundugu gibi
bir say1 sonsuza ya da sifira yaklagirken bagka bazi sayilarnn neye
yaklagtigiyla ilgilidir. Sayinin sifira ya da sonsuza varmas: gart
degildir.

Tiirev ve integral hesab1 béylece saglam temellere dayanmig-
tir. Olumsuz tarafl, limit alma iglemi yaptiginiz zaman yakinsa-
digindan mutlaka emin olmak gerekiyor. Emin olmanin en giizel
yolu, hangi tip fonksiyonlarin siirekli ya da tiirevi ya da integrali
alinabilir oldugu ve hangi dizi ya da serilerin yakinsadig: hak-
kinda daha genel teoremleri kanitlamak olmugtur. Analistler bu
ise soyunmuslardir ve igte bu yiizden Piskopos Berkeley'nin iga-
ret ettigi sorunlan dikkate almamiza artik gerek yoktur. Yine bu
nedenle Fourier serileri konusunda artik tartigmiyoruz: Ne zaman
yakinsadiklan, ne zaman yakinsamadiklan ve hangi anlamda ya-
kinsadiklan konusunda saglam bir gériiglimiiz var. Temel konu
uzerine g¢ok gesitlilik var ve Fourier serileri i¢in dogru olam seg-
mek gerekiyor.

Kuvvet serisi

Weierstrass, ayni diigliincenin hem karmagik hem de gergel sayilar
i¢in gegerli oldugunu kavramigti. Her z = x + iy karmagik sayisinin
|z| = Vx? + y? gibi bir mutlak degeri vardir. Buradaki z terimi, Pisa-
gor teoremine gére karmasik diizlemde O'dan z'ye kadar olan me-
safedir. Karmagik bir ifadenin mutlak degerini kullanarak biiytik-
ligiani olgerseniz, Bolzano'nun formiile ettigi limit, seri vb'nin
gergel say1 kavramlan derhal karmagik analize aktanlabilir.

Weierstrass, sonsuz seri tiplerinden birinin 6zellikle faydalh
oldugunu fark etmigti. Kuvvet serisi diye bilinen bu seri, sonsuz
dereceli bir polinoma benzer:

fel=a,+az+azZz+az’ + ..
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Buradaki a, katsayilan 6zel sayilardir. Weierstrass, kuvvet se-
rilerinde tiim karmagik analizi bulmay1 amaglayip biiyiik bir arag-
tirma programina girigti. Bu yaklagim miikemmel bir gekilde igledi.

Ornegin iistel fonksiyonu gu sekilde tanimlayabilirsiniz:

E€=1+2z+2%2+2%6 +2*/24 + z5/120 + ...

Buradaki 2, 4, 6 ve diger sayilar faktoriyeldir, yani ardigik tam-
sayillann ¢arpimidir (6rnegin 120 = 1 x 2 x 3 x 4 x 5). Euler bu
formili daha 6nce zaten sezgisel olarak bulmug ve Weierstrass’a
bunu titiz bir gekilde anlamlandirmak kalmistir. Euler'i 6rnek
alan Weierstrass, agagidaki tamimlan yaparak trigonometrik
fonksiyonlan iistel fonksiyonlarla iligkilendirdi.

cos 0= (e+e'?) /2
sin 0 = (- e%) / 2i

Bu fonksiyonlann tim standart 6zellikleri, onlarin kuvvet
serisi ifadesinden elde edilmigtir. Euler'in savundugu gibi = ta-
nmmlanabilir ve hatta e = -1 oldugu kamtlanabilir. Dolayisiyla
Euler'in iddia ettigi geyi karmagik logaritmanin yaptig1 anlasil-
mig oluyor. Biitiin bunlar ¢ok mantikli. Karmagik analiz, gergel
analizin mistik uzantis1 degildir: kendi i¢ginde mantiklh bir alan-
dir. Aslina bakilirsa karmagik bolgede galisip sonunda gergel so-
nuca ulagmak genellikle daha kolaydir.

Weierstrass’a gére bunlann hepsi bir baglangig, devasa bir
programin ilk agamasiydi. Ama 6nemli olan temeli dogru atmaktir.
Temeli dogru atarsan, daha sofistike malzemeler su gibi akip gider.

Weierstrass olaganiistii mantikli biriydi; limit, tiirev ve integ-
rallerin karmagik kombinasyonlan arasinda kafasi hig kangmadan
kendi yolunda ilerleyebilmig ve bunun yan sira olasi zorluklan da
ayirt edebilmigtir. En gagirtici teoremlerinden biri, her noktada sii-
rekli olsa da higbir noktada tiirevi alinamayan ve gergel x degiskeni
olan bir f(x) fonksiyonunun var oldugunu kanitlar. f grafigi kesin-
tisiz tek bir egridir; ama &ylesine kivnnml bir egri ki higbir yerde
iyl tanimlanmig teget yoktur. Weierstrass'’dan onceki kugaklar her-
halde buna inanmazds; ¢agdaglan ne ige yarayacagin1 merak ettiler.
Ondan sonra gelenler, bu teoremi geligtirip 20. yiizyi1lin en heyecan
verici yeni teorilerinden biri haline getirmiglerdir.

Bu 6ykiiye sonra devam edecegiz.
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Riemann Varsayimi

Matematikte ¢6ziilmemis en meshur problem Riemann varsayimidir. Bu varsayim,
asal sayilarla baglantil olarak karmagik analizde ortaya ¢ikan bir problem, ancak
matematigin her alaninda yansimalari var.

Gauss yaklasik 1793 yilinda, x'ten kiigik asal sayilann sayisinin yaklasik x /log x
oldugunu buldu. Aslina bakilirsa logaritmik integral denilen daha dogru bir yakla-
sim onerdi. Euler 1737'de say: teorisi ile analiz arasinda sasirtici bir baglanti oldu-
dunu fark etti:

142743 +4° +...
sonlu serisi, asal sayilardan olugan asagidaki serinin sonucuna esittir:
14ps+p2+p¥+..=1/(1-p?)

Burada, serinin yakinsamasi igin s > 1 alinmalidir.

Sonradan {(z) zeta fonksiyonu denilen Euler serisiyle baglantili karmasik bir
fonksiyon kullanan Pafnuty Chebyshev, 1848'de Gauss kestirimini kanitlamak tizere
bazi geligmeler kaydetti. Riemann, “On the Number of Primes Less Than a Given
Magnitude” baglikh ve 1859 tarihli makalesinde bu fonksiyonun rolini netlegtirdi.
Asal sayilarin istatistiksel 6zelliklerinin, zeta fonksiyonunun sifirlariyla (yani §(z) = 0
denkleminin ¢6zimleriyle) yakindan iliskili oldugunu gosterdi.

Jacques Hadamard ve Charles de la Valiée Poussin, 1896'da Asal Say: teoremi-
ni kanitlamak igin zeta fonksiyonunu kullandt. Burada asil agama, 1+ it formunda-
ki butin Zler igin {(z) fonksiyonunun sifirdan farkli oldugunu gostermektir. Zeta
fonksiyonunun sifirlarinin yeri Gzerinde ne kadar ¢ok kontrol saglanirsa, asal sayilar
hakkinda o kadar ¢ok bilgi elde ederiz. Riemann, bazi negatif gift tamsayilar harig,
batin sifirlarin z = V2 it kritik ¢izgisinin 4zerinde oldugunu tahmin etti.

Hardy, sonsuz sayida sifirin bu ¢izgi izerinde oldugunu 1914’te kanitladi. Kap-
samli bilgisayar kaniti da bu varsayimi destekliyor. 2001 ile 2005 tarihleri arasinda,
Sebastian Wedeniwski'nin ZetaGrid progami, ilk 100 milyar sifirin kritik ¢izgi Gzerin-
de oldugunu dogrulad.

Riemann varsayimi, Hilbert'in ¢6zilmemis meshur 23 matematik problemi lis-
tesinde 8. Problemin bir bolimuydu ve Clay Mathematics Institute’un Millennium
odiili 6nerdigi problemlerden biridir.

Saglam temel

Tiirev ve integral hesabim ilk bulanlar, sonsuz iglemlere fazla
rahat yaklagmiglardir. Euler, kuvvet serilerinin polinomlardan
farksiz oldugunu varsaymig ve bu varsayimi yikici gekilde kul-
lanmigtir. Siradan 6liimliler bu tiir varsayimlar yaparsa ortaya
sa¢ma sapan geyler gikar. Euler bile olduk¢a mantiksiz geyler sdy-
lemigtir. Ornegin
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1+ X + X2+ X3+ X*+ ...

kuvvet serisinden yola ¢ikip, toplami /(1 - x) olan bu seride
x = -1 koyarak

1-1 +1-1+1-1+... = V4

sonucunu elde etmis ki bunun hi¢bir anlami yok. VVVeierstrass teo-
risinin agikca ortaya koydugu gibi, kuvvet serilerinin yakinsamasi
icin x kesinlikle -1 ile 1arasinda kalmahdir.

Piskopos Berkeley'ninki gibi elestirilerin ciddiye alinmasi,
uzun dénemde matematigi zenginlestirip saglam temeller lzerine
oturtmus ve teoriler caprasiklastikca, ayagini yere saglam basti-
gindan emin olmak daha da énem kazanmistir.

Gunumuizde matematik kullananlarin
cogu, teorilerin mikemmel oldugunu ve
mantikli gériinen her seyin titiz bir sekil-
de dogrulandigini bilmenin verdigi rahatlikla, bu tir incelikleri
yine gérmezden geliyor. Bu giiveni saglayan Bolzano, Cauchy ve
VVeierstrass sa§ olsun. Bu arada, profesyonel matematikgciler son-
suz surecler hakkinda cok kesin kavramlar olusturmaya devam
ediyor. Sonsuz kuguk kavramini yeniden canlandirma yoniinde bir
egilim var. Standart disi analiz denen bu yaklasim ¢ok titiz ve di-
ger yontemlerde zorluk ¢ikaran bazi problemler igin teknik olarak
faydali. Sonsuz kic¢igin geleneksel gergel sayi degil, yeni bir tur
sayI oldugunu kabul ederek mantiksal geliskileri énltyor. Bu yak-
lasim Cauchy'nin dislince sekline yakin. Simdilik azinlija 6zgi
bir uzmanhk alani, ama dikkatle takip edilmesi gerekir.

"Euler bile olduk¢a man-
tiksiz seyler sdylemistir."

Riemann zeta fonksiyonunun
mutlak degeri

50

184



SAGLAM TEMELLER

Analizden nasil faydalaniyoruz?

Analiz, organizmalarin populasyonlarinin blyimesini incelemek igin biyolojide
kullanihyor. Lojistik ya da Verhulst-Pearl modeli buna verilebilecek 6rneklerdendir.
X popilasyonunun zamana bagl degisimi, asagidaki tiurev denklemi kullanilarak
zamanin (f) fonksiyonu olarak modellenmis:

dx/dt= kx(1 -x/M)

Bu denklemde M sabiti, cevrenin devam ettirebilecedi en buyuk populasyon
olan tasima kapasitesidir.

Analizin standart yontemleri, lojistik egri denen asagidaki kesin ¢6zimu elde
ediyor:

x(t) = Mx0/(x0+ (M -xjel)

Buna denk dusen blyime modeline gore, buyume baslangicta hizli (Ustel),
ama populasyon biyukligu tasima kapasitesinin yarisina ulastigi zaman sabitlen-
meye calisiyor ve tasima kapasitesine ulasildiginda sabitleniyor.

Bu egri ylzde yuz gergekci olmasa da birgok gercek populasyona gayet guzel
uyuyor. Bu tur modellerin daha ¢aprasik olanlari, gercek verilere daha yakindir. Do-
gal kaynaklarin insanlar tarafindan tiketilmesi, yine lojistik egriye benzer bir model
izliyor. Bu model, gelecekteki talebi ve kaynaklarin ne kadar dayanacagini tahmin
etmeyi mumkun kiliyor.

1900-2000 yillari arasinda diinyadaki ham petrol tiketimi: plrizsiz egri, lojistik
denklem degerlerini gosteriyor; purizliu egri gercek verileri gésteriyor.
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Oklit geometrisinden baska geometri yok mu?

Tlrev ve integral hesabi geometrik ilkelere dayandiriimis, geo-
metri ise analiz olarak bi¢cimlendirilen sembolik hesaplara indir-
genmisti. Ancak matematikte gorsel disinmenin roli de baslan-
gicta sasirtici sekilde hizl ve yeni bir yonde gelismeye devam etti,
oklit adi 2000 yildan uzun zaman geometriyle 6zdesti. Oklit'ten
sonra gelenler, onun disincelerini 6zellikle konik kesit ¢alisma-
larinda gelistirdiler, ama geometri kavraminda koklu degisiklik-
ler yapmadilar. Aslina bakilirsa ¢klit geometrisinden baska bir
geometrinin olmadigi ve fiziksel uzayin gercek geometrisini ma-
tematiksel olarak tanimladi§i varsayiliyordu. Baska secenekler
olabilecegini dusinmek insanlar i¢in neredeyse imkansizdi.
Ama durum bdyle devam etmedi.

Klresel ve izdisum geometrisi

Oklit geometrisinden ilk 6nemli sapma, navigasyon uygulama-
larindaki sorunlardan kaynaklanmistir. Kisa mesafelerde diinya
hemen hemen duzdir ve geometrik 6zellikleri dizlem Uzerinde
haritalanabilir. Ama gemiler uzun yolculuklar yapmaya baslayin-
ca gezegenin gercek seklini hesaba katmak sart oldu. Bircok eski
uygarhk, diinyanin yuvarlak oldugunu biliyordu (gemilerin ufuk-
ta gbzden kaybolmasindan tutun, ay tutulmasi sirasinda gezege-
nin ayin tzerine dusen goélgesine kadar bol kanit var). Genellikle
dinyanin tam kire oldugu varsayilmaktaydi.
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Gergekteyse yerkiire hafif basiktir: ekvatordayken ¢api 12.756
km’yken, kutuplar arasindaki ¢ap 12.714 km'dir. Fark nispeten kii-
ciik (ii¢ yiizde bir). Kiiresel Diinya, denizcilerin yiizlerce kilometre
hata yaptig1 donemlerde tamamen kabul edilebilir matematiksel
model saglamigti. Ancak o dénem geometriden ¢ok kiiresel trigo-
nometri tizerinde duruluyordu (bir tiir uzay olarak kiirenin man-
tiksal analizi degil, navigasyon hesaplarinin uygulamadaki temel
unsurlan énemliydi). Diinya dogal olarak iig-boyutlu Oklit uza-
yinda bulundugu igin, kiiresel geometriyi Oklit geometrisinden
farkh goren olmamigti. Her fark, diinyanin egriliginin sonucuydu.
Uzay geometrisi Oklitgi'ydi.

Oklit geometrisinden daha ciddi bir sapma, 17. yiizyilin ba-
sindan itibaren izdiigim geometrisinin ortaya ¢ikigiyla gercek-
legmigtir. Bu alan bilimden degil sanattan, italya'da Rénesans
sanatgilarimin perspektifle ilgili teorik ve uygulamaya yoénelik
aragtirmalarindan kaynaklanmigtir. Tablolanin gergek¢i goériin-
mesi amaglanirken, sonug olarak geometride yeni bir bakig agisi
ortaya gikt1. Ancak bu gelismenin klasik Oklit¢i ¢cercevede yenilik
olarak goriilebilecegini tekrar belirtelim. {zdiigiimsel geometri
uzaya nasu baktigimizla ilgilidir, uzayla ilgili degildir.

Oklit geometrisinin tek olmadiginin ve Oklit teoremlerinin go-
gunun gecersiz kaldig), mantiksal olarak tutarli bagka geometri
cesitlerinin olabileceginin kegfi, geometrinin mantiksal temelle-
rine duyulan ilginin canlanmasiyla birlikte ortaya ¢ikmig ve 18.
ylzyilin ortasindan 19. yiizyilin ortasina kadar tartisgilip geligti-
rilmigtir. Onemli olan sorun, paralel dogrulann var oldugunu ka-
nitlayan (hantal bir gekilde) Oklit'in Beginci Aksiyomuydu.Oklit'in
diger tiim aksiyomlarnna dayanarak Beginci Aksiyoma ulagma ¢a-
balan, béyle bir gikanmin miimkiin olmadiginin anlagilmasina
yol agmisti. Oklit diginda tutarl geometri gesitleri vardir. Bu Ok-
lit-dig1 geometriler giiniimiizde soyut matematik ve matematiksel
fizigin vazgegilmez araglar haline geldi.

Geometri ve sanat

Geometri, 300 ve 1600 yillan arasinda Avrupa'da yerinde saydi.
Geometrinin yagayan bir alan olarak yeniden canlanmasi, sanatin
perspektif sorusundan kaynaklanmigtir: iig-boyutlu diinya, ikibo-
yutlu tuval iizerine gercgekg¢i sekilde nasil aktanhr?
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“Geometri. 300 ve 1600 y,Uar. Ronesans sanatcilari sadece resim
arasinda Avrupa’da yerinde YaPmakla kalmamis, ¢ogu bariscil
saymistir” amaclarla ya da savas icin mihendislik

islerinde calismistir. Sanatlarinin uy-
gulamali bir yani bulunmaktaydi ve perspektif geometri, hem mi-
marlik hem de gorsel sanatlara uygulanan bir arastirmaydi. Te-
leskop ve mikroskobun kesfinden sonra gelisen optige (1sigin
matematigi) olan ilgi giderek artmaktaydi. Perspektifin matemati-
gi konusunu once bliyik sanatgi Filippo Brunelleschi disindd.
Aslina bakilirsa Brunelleschi sanatini daha ¢cok matematik calis-
malari i¢in kullanmisti. Leone Battista Alberti'nin 1435'te yazip
151 I'de basilan kitabi Della Pittura ¢i§ir acan bir Kitaptir. Alberti
bazi 6nemli, nispeten zararsiz, basitlestirmeler yaparak baslar ki-
tabina (gercek bir matematikginin standart refleksi). insanlarin
gorme yetenegi karmasik bir konudur, 6rnegin derinlik duygusu
veren Ug¢-boyutlu géruntd elde etmek icin, birbirinden azicik uzak
iki goz kullaniyoruz. Alberti, igne deligi kadar gzbebegi olan ve
igne delikli kamera gibi calisan tek bir g6z varsayarak gercekligi
basitlestirir. Manzara resmi yapan bir sanatcinin sévalyesini kur-
dugunu ve tuvaldeki imge ile goziiniin (tek géztiniin) algiladigr go-
rintindn ayni olmasi i¢in ugrastigr bir durumu varsayar. Buna

Bir gérinimun izdasima
- Albrecht Direr
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gore hem tuval hem de gergeklik, goriintiilerini retinaya, géziin
arkasina yansitir. fkisinin birbiriyle tipatip aym1 olmasini sagla-
manin en basit yolu (kavramsal olarak), saydam bir tuval alip sa-
bit bir yerden bu tuvalin arkasina bakmak ve géziin gordiigini
tuvale ¢izmektir. U¢-boyutlu manzaranin bu gekilde tuval iizerine
izdigiimii alinmig olur. Manzaranin her bir 6zelligini diiz bir
dogru kullanarak gézle birlegtir, bu dogrunun tuval diizlemiyle
kesigtigi yeri igaretle: o 6zelligin boyanacag) yer igte burasidir.

Bu diigiince gergek anlamda pek kullamgh degildir, ama baz:
sanatgilar bire bir uyguladilar. Tuval yerine saydam malzeme ya
da cam kullandilar. Bunu genellikle hazirlik ¢aligmasi sayip, elde
ettikleri taslag asil tablo igin tuvale aktardilar. Daha kullamg-
Ih bir yaklagim, ii¢-boyutlu manzaranin geometrisini ikiboyutlu
goruntinin geometrisiyle iligkilendirmek i¢in bu kavramsal for-
miilasyonu kullanmaktir. Olagan Oklit geometrisi, kat1 hareketle
degismeyen 6zelliklerle (uzunluk, ag1) ilgilidir. Oklit olay1 bu gekil-
de formiile etmemis, ama temel arag olarak eglegik tiggenler (ayn1
boyut ve sekilde, ama farkl1 konumlardaki t¢genler) kullanmas
aym etkiyi yaratmigtir. Perspektif geometri de ayn gekilde izdi-
gsimle degigsmeyen 6zellikler olarak 6zetlenebilir. Uzunluklarnn ve
agilarin bu gekilde davranmadigini gormek kolay. Bagparmaginiz-
la Ay"1 kapatabilirsiniz, yani uzunluklar degigebilir. Agilar da pek
farkhi degildir (bir binanin kégesi diktir, ama tizerinde bulundugu
kare alanla birlikte bakarsamz dik gériinir).

Peki, izdiigiim hangi geometrik 6zellikleri korur? En 6nemlileri o
kadar basit ki, 6nemli olduklannin farkina bile varilmaz. {zdiigiim-
de noktalar nokta olarak; diiz dogrular diiz dogru olarak kalir. Diiz
bir dogru tizerinde duran bir noktanmin gériintiisii, yine o dogrunun
goruntiisii izerindedir. Dolayisiyla iki dogru bir noktada kesigiyor-
sa, goruntiileri de bu noktaya kargilik gelen noktada kesigir. Izdii-
simde, noktalann ve dogrulann ¢akigma iligkileri korunur.

Pek o kadar korunmayan 6nemli bir 6zellik, “paralellik” ilig-
kisidir. Uzun, diiz bir yolda, ayakta dururken ileri baktiginiz1 dii-
giiniin. Yolun iki yam, tig-boyutlu gergeklikte paraleldir (yani ke-
sigmezler), ama paralel gériinmez. Tersine, ufukta tek bir noktada
birlegir. Dogrular, ideal sonsuz diizlemde paralel goriiliir; ¢ok az
yuvarlanmig diinya iizerinde durum degisir. Aslinda dogrular sa-
dece diizlemde paralel olur. Kiire iizerinde, dogrularin ufku kestigi
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yerde gozle gorilemeyecek kadar kuglk bir aciklik olur. Kisacasi
kiire Gzerinde paralel dogrular konusu biraz dikkat ister.

Paralel dogrularin bu 6zelligi perspektif cizimde ¢ok ise yarar.
Ufuk cizgisi ve kaybolan iki nokta (kutunun paralel kenarlarinin
ufku kestigi noktalar) kullanarak dik acil kutularin olagan pers-
pektif cizim yonteminin ardinda, paralel dogrularin bu 6zelligi
yatar. Piero della Francesca, De Prospettiva Pingendi [Resim Pers-
pektifi Uzerine] adli eserinde (1482-1487), Alberti'nin yontemini
sanatgilar icin uygulama tekniklerine donustirip dramatik ve
cok gercekei olan eserlerinde etkili bicimde kullanmistir.

Rénesans ressamlarinin yazdi§i metinlerde perspektif geomet-
rinin bircok problemi ¢6zilmus, ama ¢ézimler yan deneysel olup
OKlit'in olagan geometri igin kurdugu tiirde mantiksal temelden yok-
sundur. Temelle ilgili sorunlar 18. yiizyilda Brook Taylor ve Johann
Heinrich Lambert tarafindan sonunda ¢ozilmustur. Ancak o tarih-
ten sonra geometride daha heyecan verici seyler hep olagelmistir.

Desargues

izdiisiimsel geometrinin ilk
cetrefilli teoremi, muihen-
dis/mimar Girard Desargu-
es tarafindan bulunmus ve
Abraham Bosse tarafindan
1648'de bir kitapta yayim-
lanmistir.  Desargues, su
sasirtict teoremi kanitla-
di. ABC ve A'B'C' lcgenleri
perspektifise AA', BB've CC'
dogrulannin ayni noktadan
gectigini biliyoruz. Bu du-
rumda, bu iki tggenin bir-
birine es kenarlarinin bir-
lestigi P,QveR noktalan ayni dogru izerinde bulunur. Bu sonug,
gunumuze kadar Desargues teoremi olarak adlandinlir. Teoremde
uzunluklardan, acilardan s6z edilmez; teorem tamamen dogrular
ve noktalar arasindaki cakisma iliskileriyle ilgilidir. Yani bu bir
izdisim teoremidir.
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Teoremi kolay anlagilir kilan bir numara var: ¢izimi, bu iki
liggenin iki diizlemde bulundugu ii¢ boyutlu bir ¢izim olarak
diigiiniin. O zaman bu iki diizlemin kesigme yeri olan dogru,
Desargue’'nun P, Q ve R noktalarinin oldugu dogrudur. Teorem
az bir gabayla, izdiigimi bu iki liggene benzeyen uygun bir tg-
boyutlu sekil olugturarak bile kanitlanabilir. Yani izdligim teo-
remlerini kanitlamak i¢in Oklit¢i yéntemleri kullanabiliyoruz.

Oklit aksiyomlar:

1zdiisiimsel geometrinin bakig a¢is1 (kelime oyunu), Oklit geomet-
risinden farkli olsa da Oklit geometrisiyle iligkilidir. 1zdiigiimsel
geometri yeni tip déniigiimlerin, izdiigiimlerin incelenmesidir, an-
cak doniigtiiriilen temel uzay modeli Oklit geometrisine dayanir.
Buna ragmen matematikgilerin yeni tir geometrik diisiincelerin
olabilecegini kabul etmelerini saglamigtir. Asirlarca sessiz seda-
s1z bekleyen eski bir soru bir kez daha giindemi belirlemigtir.

Oklit'in hemen hemen tiim geometri aksiyomlan dylesine agik-
t1 ki, akh baginda hi¢ kimse ciddi sekilde sorgulamaya kalkig-
mamigti. Ornegin biitiin dik acilar birbirine esgittir. Bu aksiyom
yanligsa, dik aginin taniminda bir kusur olmali. Ama paralel dog-
rularla ilgili Beginci Aksiyomun ¢ok farkl bir havasi vardi. Bu ak-
siyom oldukga karmagiktir. Oklit aksiyomu gu sekilde ifade eder:
“Bir dogru iki dogruyu kesiyorsa ve ayni1 yonde yaptigi i¢ agilarin
toplam iki dik agidan kiigiik ise, bu iki dogru bu yénde sonsuza
dogru uzatildiginda mutlaka kesigir.”

Bu ifade aksiyomdan g¢ok bir teoremi andinyor. Acaba teorem
miydi? Belki kanitlamanin bir yolu vardir; daha basit, daha sezgi-
sel bir geyle baglayarak kanitlanamaz mi1?

John Playfair 1795'te bu gabaya iligkin bir gelisme kaydeder.
Aksiyomdaki ifadenin yerine gunu kullanir: Herhangi bir dogru ve
o dogrunun digindaki bir nokta géz 6niine alindiginda, bu dogru-
ya paralel ve o noktadan gegen tek bir paralel dogru vardir. Bu ifa-
de mantiksal olarak Oklit'in Beginci aksiyomuna denk (yani éteki
aksiyomlar gbz 6niine alindiginda biri digerinin sonucudur).
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Legendre

Adrien-Marie Legendre 1794'te bas-
ka bir denk ifadeyi, benzer iggen-
lerin (agilan ayni, kenar uzunlukla-
n farkl tiggenler) varligim kegfetmigtir. Ancak Legendre ve diger
matematikg¢ilerin ¢ogu daha sezgisel bir gey anyorlardi. Nitekim
Besinci Aksiyomun gereksiz oldugu (diger aksiyomlann sonucu
oldugu) duygusu hakimdi. Tek eksik olan, kanit bulunmamasiyda.
Legendre her geyi denedi. Sadece 6teki aksiyomlan kullanarak bir
iiggenin agilannin 180 derece ya da daha az olacagimi kamitlad (ka-
nit en azindan kendisini tatmin etti). (Kiiresel geometride toplamin
daha biiyiik oldugunu herhalde biliyordu, ama bu kiiresel geometri,
diizlem geometri degil.) Toplam her zaman 180 dereceyse Besinci
Aksiyom anlagilir oluyor. Legendre toplamin 180 dereceden kiigiik
olabilecegini varsayip bu varsayimin ¢ikarnmlarnm geligtirmigtir.

Bir liggenin alami ile agilannin toplami arasindaki iligki ¢arpi-
c1 bir sonug olarak ortaya gikti. Ozellikle alan, ag1 toplamimn 180
dereceden ne kadar kiigiik olduguyla orantilidir. Bu 6zellik umut
verici gérinmigtii: Legendre bir iggenin kenar uzunluklannin iki
katina egit, ama agilan ayni olan bir liggen olugturabilirse bir gelis-
ki elde edecekti, ¢linkii bu durumda biiyiik tiggenle kiigiik tiggenin
alan1 aym olmaz. Béyle bir biiyiik iggen elde etmek igin ne kadar
cabalarsa ¢abalasin, doniip dolasip Beginci Aksiyoma geri gelmigti.

Galigmasindan tek bir olumlu sonug gikarmay: bagarmgti. O
da, Beginci Aksiyomu diigiinmeksizin, bazi iggenlerin a¢1 toplam-
lan 180 dereceden biiyiik olamazken ag1 toplami 180 dereceden
kigiik liggenler oldugunu kanitlamig olmasiydi. Bir iiggenin agi-
lan toplami 180 dereceden biiyiikse her iiggen yine aym1 6zellikte-
dir; ag1 toplam 180 dereceden kiigiikse yine ayn1 durum gegerli-
dir. Yani ii¢ olasilik var:

“Matematikciler daha sezgisel
bir sey ariyorlardi.”

* Her ii¢genin agilan toplami tam olarak 180 derecedir (Oklit
geometrisi)

* Her ili¢genin agilan toplami 180 dereceden kiigiktir

* Her ilg¢genin agilan toplami 180 dereceden biyiiktir
(Legendre'in hesaba katmadigini diigiindiigii olasilik; agik-
¢a belirtmedigi bagka varsayimlarda bulundugu i¢in hesa-
ba katmadig) sonradan anlagilmigtir).
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Saccheri
Cizvit rahibi Gerolamo Saccheri, p (o]
Euclides ab Omni Naevo Vindi- [~ e’

catus [Tiim Hatalardan Uzak Ok-
lit] adh giigli ¢aligmasimi 1733'te
Pavia'da yayimladi. 1ki Oklit geo-
metrisine ait olan ig¢ olasilig1 da
digiinmiig, ancak farkli olarak 90° 90°

doértgen kullanmigtir. ABCD dort- 4
geninin A ve B aqlannn dik aq Saccheri dortgeni: CD gizgisi, C ve
oldugunu ve AC = BD oldugunu p agilan igin Oklit varsayimlarim
kabul edelim. O zaman, demis ¢nlemek iizere kavisli gizilmig
Saccheri, Oklit geometrisi C ve D
acilannin dik a¢1 oldugu sonucunu gikanr. Agikga belirgin olmasa
da, bu tiir bir dértgende C ve D dik a1 ise Beginci Aksiyom ortaya
cikar.

Saccheri Beginci Aksiyomu kullanmadan C ve D agilarinin bir-
birine egit oldugunu kanitladi. Geriye iki farkh olasilik kaliyordu:

* Genig agt varsayimi: C ve D agilannin ikisi de dik agidan
biiyiktir.

* Dar agt varsayimu: C ve D agilannin ikisi de dik agidan ki-
glktir.

Saccheri, bu varsayimlarn sirayla olumlayip mantiksal geligki
bulmay: diigiindii. Geligik olmalan durumunda Oklit geometrisi
mantikli tek olasilik niteligini kazanacakti.

Genig agl varsayimiyla baglayip, C ve D agilarinin gergekten
dik ac1 olmasi gerektigi sonucuna varan (vardigini digindigi)
bir dizi teorem elde etti. Bu bir geligkiydi, genis a¢1 varsayimi
yanlig olmaliydi. Ardindan dar ag1 varsayimin ele aldi; varsayim,
hepsi dogru ve 6ziinde oldukga ilging bir dizi teoreme yol agmigti.
Sonunda hepsi bir noktadan gegen bir dogru kiimesiyle ilgili ve
epey getrefilli bir teorem kanitladi. Teorem, bu dogrulardan ikisi-
nin sonsuzda ortak bir dikmesinin olacagini dolayl olarak anlati-
yordu. Aslinda bu bir geligki degildi, ama Saccheri dyle diigiinmiig
ve dar a¢1 varsayiminin ¢iiriitiildigini iddia etmigti.

Geriye sadece Oklit geometrisi kalinca Saccheri programinin
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Okliti oimayan geometriden nasil faydalandilar?

Gauss 6nceleri Oklit karsiti, sonra yildizlara ait ve sonunda Oklitgi olmayan dedigi
tiir geometrinin mantiksal bir olasilik olduguna 1813'te iyice ikna olmugstu. Gergek
uzay geometrisinin ne oldugundan siphe duymaya basladi ve ii¢ dagin, Brocken,
Hohehagen ve Inselberg dagdlarinin olusturdugu Uggenin agilarini 6l¢ti. Gorigs hat-
tini kullandig igin diinyanin edriligi etki etmedi. Ol¢tiigi agilarin toplami, 180 de-
receden 15 yay-saniye daha biyiktu. Bu olay genis a¢i1 olayina drnekti, ama g6zlem
hatasi olasih@ yuziinden tum ¢alisma tartigilabilir hale geldi. Gauss'un daha biyik
bir iiggene ve bu G¢genin agilanim 6lgmek igin ¢ok daha hassas araglara ihtiyac
vard.

ve dolayisiyla Oklit’in dogrulandigini diigiinmiigtiir. Ancak dar ag
varsayimiyla Saccheri’'nin aslinda bir geligki elde etmedigini, sa-
dece gagirtici bir teorem oldugunu fark edenler oldu. 1759'a gelin-
diginde, d'Alembert Beginci Aksiyomun statiisi igin “geometrinin
Ogeleri arasindaki rezalet” seklinde agiklama yapti.

Lambert

Alman matematikgi Georg Kliigel, Saccheri'nin kitabini okuyarak
aligilmigin diginda ve gagirtica bir goris belirtip, Besinci Aksiyo-
mun dogruluguna inanmanin mantiktan ziyade yagamsal dene-
yim meselesi oldugunu soyler. Esas olarak, Oklit'in éngérdiigii
sekilde paralel dogrulann varhigina inanmanin, uzay: algilama
geklimizden kaynaklandigimi ifade eder.

1766'da Kliigel'in tezinin pesinden giden Lambert, Sacche-
ri'ninkine benzer bir aragtirmaya girismisg, ancak ii¢ dik agiya sa-
hip bir dértgenle ige baglamigti. Dérdiincii aginin ya dik a¢1 (Oklit
geometrisi), ya dar ya da genig a1 olmasi gerekiyordu. Saccheri
gibi Lambert de genig aginin geligki yaratacagini diigiindii. Daha
dogrusu kiiresel geometriye yol agacagina karar verdi. Uggenin
acilar1 toplami 180 dereceden biiyiik olduguna gore dértgenin
agilan toplaminin 360 dereceden biiyiik oldugu uzun zamandir
biliniyordu. Kiire diizlem olmadig) i¢in genigs a¢1 olasilig1 elendi.

Ancak dar ag1 ig¢in ayni iddiada bulunmamigti. Onun yerine il-
ging teoremler kanitladl. Bunlarin arasinda en gok dikkat geken,
n kenarli bir gokgenin alan formiliidir. Bitiin agilarin toplami
2n - 4 dik ag1 degerinden gikanlirsa, sonug gokgenin alaniyla
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orantilidir. Bu formiil, Lambert’e kiiresel geometrinin benzer bir
formiiliini hatirlatmigti: biitiin agilarin toplamindan 2n-4 dik a1
degerini gikar: sonug yine gokgenin alaniyla orantilidir. Arada gok
ufak bir fark vardi: ¢ikarma iglemi ters yonde yapiliyordu. Lam-
bert hayli ileriyi géren, ama anlagilmasi zor bir tahminde bulun-
du: dar ag1 geometrisi, sanal yangapl bir kiireninkiyle aymidir.

Ardindan sanal agilann trigonometrik fonksiyonlarina dair
kisa bir makale yazip giizel ve son derece tutarli formiiller elde
etti. Sanal sayilan kullanmadan tanimlanabilen bu fonksiyonla-
ra ginimiizde hiperbolik fonksiyonlar diyoruz; hepsi Lambert'in
formiillerini saglar. Bu ilging, bilmece gibi 6nerinin ardinda mut-
laka ilging bir gey olmaliydi. Ama ne?

Gauss'un ikilemi

En bilgili geometriciler, Oklit'in Beginci
Aksiyomunun diger aksiyomlara daya-
narak kanitlanamayacaginin artik belli
oldugunu diigiinmeye baglamiglardi. Dar ag1 olayi, geligkiye yol
acmayacak kadar istikrarl gériiniiyordu. Ote yandan sanal yar-
capl kiire, bu inanci hakl gikaracak tiirden bir cisim degildi.

Bu geometriciler arasinda yer alan Gauss, mantiksal olarak
tutarh Oklit¢i olmayan geometrinin miimkiin olduguna daha geng
yaglarda inanmig ve bu geometriyle sayisiz teorem kanitlamigti.
Ancak 1829'da Bessel’e yazdig1 mektupta, “mankafalann feryat-
larindan” korktugu igin g¢aligmalarinin higbirini yayimlamay:

“Kant, uzay geometrisinin Ok-
litci oldugunu iddia etmisti.”

diigiinmedigini agikga belirtmigti. Hayal giicii kit insanlar bunu
anlamayp bilgisizlikleri ve gelenege korii kériine baghliklan yi-
ziinden galigmasiyla dalga gegeceklerdi. Kant'in ¢ok begenilen,
¢ok 6nemli konumu yiiziinden bdyle davranmig olabilir, ¢iinki
Kant uzay geometrisinin Oklit¢i oldugunu iddia etmigti.

Gauss 1799'da Macar Wolfgang Bolyai'ye yazdigi mektupta,
aragtirma “beni geometrinin gergekliginden siiphe etmeye zor-
luyor. Birgok kiginin kamt olarak [6teki aksiyomlara dayanarak
Beginci Aksiyomun kanitlanmasi] kabul edecegi seyle kargilagtim;
ama benim goéziimde hig¢bir degeri yok” diye yazmigtir.

Diger matematikgiler o kadar sakingan degillerdi. Rusya'da Ka-
zan Universitesinden Nikolay Ivanovi¢ Lobagevski 1826'da Oklitgi
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olmayan geometri dersleri veriyordu. Gauss'un calismalarindan
habersizdi, ama kendi yontemlerini kullanarak benzer teoremler
kanitlamisti. 1829 ve 1835'te konuyla ilgili iki makale yayimlandi.
Bu makaleler Gauss'un korktugu gibi patirti koparmak yerine iz
birakmadan kaybolup gitti. Lobagevski 1840'ta bu konu uzerine
yazdi§i kitapta ilgisizlikten yakindi. 1855'te yine ayni konuda bir
kitap daha yayimladi.

VVolfgang Bolyai'nin orduda subay olan oglu Janos 1825'te
benzer fikirler 6ne siirmis ve babasinin 1832 tarihli geometri
metni Tentameri Juveritum Studiosam in Elementa Matheseos da
[Hevesli 6grenciler igin Matematigin Unsurlari Uzerine Deneme]
26 sayfalik makale olarak yayimlandi. Babasina, "6yle muhtesem
kesifler yaptim ki, ben bile saskina dondum,” diye yazdi.

Gauss bu calismay! okudu, ama gen¢ adamin cabalarini dve-
meyecegini babasina acikladi; zira bunu yapmasi halinde Gauss
kendi kendini de 6vmus olacakti. Belki biraz haksizlik etmis ama
Gauss'un egilimi bu yéndeydi.

oklitci olmayan geometri

oklitci olmayan geometrinin tarihi daha fazla ayrinti vererek an-
latilamayacak kadar caprasiktir, ancak dnculik eden bu cabalar-
dan sonra olanlari 6zetleyebiliriz. Saccheri, Lambert, Gauss, Bol-
yai ve Lobacevski'nin farkina vardi§i gibi bu (g hal arasinda siki
bir birliktelik var. Bunlan birlestiren
sey egrilik kavramidir, oklitci olma-
yan geometri, egimli ylzeylerin asil

geometrisidir.
Yiizey, kire gibi kesinlikle egim-
liyse genis aci hali s6z konusudur.
Kiiresel geometri Oklit geometrisin-
den acikc¢a farkl oldugu icin bu hal
reddedilmistir; érnegin herhangi iki
dogru, yani blytk daireler (merkez-
Poincare'in hiperbolik geometri  leri dinyanin merkezinde olan daire-
modeli, belli bir dogruyu kes- ler) 6klit geometrisindeki diiz dogru-

meyen bir noktadan sonsuz lann tersine iki noktada kesisir,
saylda paralel dogru gegebile-
cegini agikca gosteriyor

196



IMKANSIZ UCGENLER

Bu itirazin aslinda temelsiz oldugunu giiniimiizde kavryo-
ruz. Kiirenin g¢api iizerindeki zit noktalan belirlersek (yani 6zdeg
olduklanm varsayarsak), bu durumda dogrular (biiyiik daireler)
hala mantikl olur, ¢linkii bir nokta biiyiik bir dairenin tizerindey-
se, ¢apl Uzerindeki zit nokta da yine dairenin izerindedir. Bu ta-
nima gore hemen hemen tiim geometrik 6zellikler ayni kalir, ama
dogrular tek bir noktada kesigir.

Topolojik olarak, elde edilen yiizey izdiigiim diizlemidir; ancak
s6z konusu geometri, geleneksel izdiigiim geometrisi degildir. Biz
buna eliptik geometri diyoruz. Eliptik geometrinin Oklit geomet-
risi kadar akla yatkin oldugu kabul edilir.

Yiizey negatif egime sahipse, 6rnegin semer geklindeyse, bu
durumda dar agi1 hali s6z konusudur. Burada ortaya gikan geomet-
riye hiperbolik denir. Hiperbolik geometri, Oklit geometrisinden
ayirt edilmesini saglayan sayisiz ilging 6zellige sahiptir.

Yiizeyin egimi Oklit diizlemindeki gibi si1firsa, yiizey Oklit diiz-
lemidir ve Oklit geometrisine varnnz.

U¢ geometrinin iigii de Beginci Aksiyom harig¢ tiim Oklit aksi-
yomlarim kargilar. Oklit'in bu aksiyomu dahil etme karan [gerek-
siz bir aksiyom olmadigi] aklanmig olur.

Bu gegitli geometriler birgok farkl yolla modellenebilir. Ozel-
likle hiperbolik geometri bu anlamda ¢ok yénliidiir. Bir modelde
uzay, karmagik diizlemin iist yansidir; gergel eksen ve bu eksenin
altinda kalan her sey goz ardi edilir. Dogru, gergel ekseni dik agiy-
la kesen yanm dairedir. Bu uzay topolojik olarak diizlemle aymidir
ve dogrular da olagan dogrularla 6zdestir. Bu dogrulann egimi,
altinda yatan uzayin negatif egimini yansitir.

Hiperbolik geometrinin Poincaré’'ye ait ikinci bir modelinde
uzay, bir dairenin i¢ kism olarak temsil edilir ve sinir dahil edil-
mez. Bu modelde dogrular, sinin dik agiyla kesen dairelerdir. Ok-
lit¢i olmayan geometrinin altta yatan uzayin egimini yansittigini
tekrar belirtelim. Sanatgl Maurits Escher, Kanadali geometrici
Coxeter'den 6grendigi hiperbolik geometrinin bu modeline daya-
nan birgok eser Gretmigtir.

Bu iki model, hiperbolik geometri ile karmagik analiz arasin-
daki siki iligkiye igaret eder. Bu iligki, karmagik diizlemin gegit-
li déniigiim gruplanyla baglantihidir; hiperbolik geometri, Felix
Klein'in Erlangen Programina gére bunlarnn sabitlerinin geomet-
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risidir. M6ébius doniisimii denen bir bagka doniigiim sinifi da
eliptik geometriyi devreye sokar.

Uzayin geometrisi

Uzayin geometrisi ne ki? Artik Kliigel'e katiliyor ve Kant'a tenez-
zil etmiyoruz. Bu bir deneyim meselesi, sadece diigiinerek anlasi-
lacak bir gey degil. Einstein'in Genel Gérelilik Teorisi bize uzayin
(ve zamanin) egrilebilecegini séyliiyor; egrilik, maddenin gekim
etkisidir. Egrilik, maddenin dagilim gekline bagh olarak bulundu-
gu konuma gére degigebilir. Dolayisiyla uzayin geometrisi sorun
degildir. Uzay, farkl1 yerlerde farkli geometrilere sahip olabilir.
Oklit geometrisi insan élgeginde, insanligin diinyasinda gayet gii-
zel igler, ¢iinkii ¢ok kii¢lik olan ¢ekimsel egriyi giinliik hayatimiz-
da fark etmeyiz. Ama ¢ok daha biiyiik olan evrende Oklit¢i olma-
yan geometriler gegerli olur.

Eski insanlar i¢in ve hatta 19. yiizyi1la kadar, matematik ve
gergek diinya umutsuz gekilde birbiriyle i¢ igeydi. Matematigin,
gercek diinyanin temel ve kaginilmaz &zelliklerini temsil ettigi-
ne yaygin gekilde inaniliyordu. Matematiksel ger¢cek mutlakti.
Bu varsayimin en derin kék saldig: yer klasik geometri olmugtur.
Uzay konusuna kafa yoran herkes igin, uzay Oklit geometrisine
uygunluk géstermekteydi. Bagka nasil olabilirdi ki?

Bu soru, Oklit geometrisine karg1 mantiksal olarak tutarl
alternatifler ortaya gikmaya baglayinca yamiti1 énceden belli bir
soru olmaktan gikt1. Oklit¢i olmayan geometrilerin mantiksal ola-
rak tutarli oldugunu (en azindan Oklit geometrisi kadar tutarh
oldugunu) kabul etmek zaman almig ve kendi fiziksel uzayimizin
tam olarak Oklit geometrisine uymayabilecegini fark etmek daha
da uzun zaman almigtir. Sug, her zamanki gibi insanin kendi dar
goris agisiyla dig gevreyi degerlendirmesinde (evrenin minicik
bir noktasindaki sinirli deneyimlerimizi evrenin tamamina uyar-
lamig1z). Hayal giiciimiiz Oklit modeli lehine galigir gériinmekte.
Bunun sebebi gu olabilir: ufak ¢apli deneyimlerimize gére Oklit
modeli mitkemmel bir model ve ayn1 zamanda mevcut en basit
modeldir.

Hayal giicii daha zayif olan ¢ogunlugun genellikle acimasizca
karsi giktig1 yaratici ve alisilmigin digina gikan diigiince sayesinde,
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Oklitci olmayan geometriden nasil faydalaniyoruz?

Evrenin sekli nasildir? Bu soru ¢ok basit gériinse de cevaplamasi zor (kismen evren
¢ok buyuk oldugu icin, ama esas olarak evrenin icinde bulundugumuz ve geride
durup evreni bir butin olarak géremeyecegimiz icin zor). Gauss'a kadar giden bir
analojiye gore, yasadi§i yuzeyi sadece o yuzeyin sinirlari igcinde gézlemleyen bir ka-
rinca, o ylizeyin diizlem mi, kiire mi, simit mi [torus] ya da daha karmasik bir ylizey
mi oldugunu bilemez.

Genel gorelilik teorisi, maddesel bir cisme, 6rnegin bir yildiza yakin bir yerde
uzay-zamanin bikuldiagunid sdyliyor. Einstein'in egrilik ve maddenin yogunlugu-
nu birbiriyle iliskilendiren denklemlerinin birgok farkli ¢6zumu var. En basit olan-
larinda, evren bir biitiin olarak pozitif egime sahip ve topolojisi kireseldir. Ancak
tersine, gercek evrenin toplam egriliginin negatif olabilecegini sdyleyebiliriz. Ev-
renin Oklit uzay! gibi sonsuz ya da bir kiire gibi sinirli buyiiklikte olup olmadigini
bile bilmiyoruz. Az sayida fizikci evrenin sonsuz oldugunu savunuyor, ama bu savin
deneysel temeli oldukca tartismali. Cogu fizikgi evrenin sinirl oldugunu dasiniyor.

Pozitif, negatif ve sifir egimli uzay

Kapali evren kendi Gzerinde ge- Acik evren kendinden disa dogru

riye egriliyor. Birbirinden uzak- egriliyor. Uzaklasan dogrular, ar-

lasan dogrular tekrar birlesiyor. tan aclyla birbirinden uzaklasacak

Yogunluk > kritik yogunluk sekilde egriliyor. Yogunluk < kritik
yogunluk.

Duz evrende egrilik yoktur.
Birbirinden uzaklasan dogru-
lar arasindaki agi sabit kaliyor.
Yogunluk = kritik yogunluk.
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Sonlu bir evrenin sinirlart olmadan var
olabilmesi sasirtici, iki boyutlu kirenin
sinirlart yoktur, simitin de (torusun) yok-
tur. Karsi kenarlari tanimlanarak elde
edilen bir kareden olusturulan simidin
geometrisi duz olabilir. Topologlar, uza-
yin hem sonlu hem de negatif egimli o-
labilecegini kesfetmislerdir: Bu tir uzay-
lari insa etmenin bir yolu, sonlu ¢okyuz-
luyl hiperbolik uzayda alip, onun gesitli
ylzeylerini tanimlamaktir; bdylece ¢ok-
ylzlinin biryuzeyinden disari ¢ikan bir
dogru derhal baska bir yuzeyine girer.
Bu yapi, bilgisayar oyunlarinda gorin-
tundn bir b6lumu [6rnedin oyundaki bir
karakterin gorintisi] ekranin bir kena-
rinda kaybolurken diger kenarda ortaya ¢cikmasiyla benzestir.

Uzay sonluysa, ayni yildizi farkli yonlerden gézlemlemek mimkin olmali. Gergi
bazi yonler igin diger yildizlardan ¢cok daha uzak goriinebilir ve evrenin gdzlemlene-
bilir olan bélgesi ¢ok kiicuk olabilir. Sonlu bir uzay hiperbolik geometriye sahipse, ayni
yildizlarin farkl yonlerde birden daha ¢ok kez ortaya ¢ikmasi, gokyizinde dev daire-
ler sistemi oldugunu gosterir ve bu dairelerin geometrisi de hangi hiperbolik uzayin
gozlemlendigini belirler. Ancak bu daireler, gérilebilen milyonlarca yildiz arasinda her-
hangi bir yerde olabilir; dolayisiyla, yildizlarin goériinen konumlari arasinda istatistiksel
korelasyonlara dayali g6zlem g¢abalari bugiine kadar highir sonug vermemistir.

Jean-Pierre Luminet ve galisma arkadaslari, VVilkinson Microvvave Anisotropy
Probe'dan [Wilkinson Mikrodalga Esyonsiiz Sondasi] alinan 2003 tarihli verilere da-
yanarak uzayin sonlu, ama pozitifegimli oldugunu 6ne surduler.

Gozlemlere en uygun olanin, Poincare'nin onikiyizli uzay! (egrilmis onikiytz-
linun karsi yuzlerini belirleyerek elde edilen uzay) oldugunu buldular. Bu tez, ev-
renin futbol topuna benzedigi iddiasi gibi Un yapti. Tez dogrulanmadi ve uzayin
gercek seklinin ne oldugu hakkinda hala hicbir fikrimiz yok. Ancak evrenin seklini

Poincare'in onikiylzli uzayini elde et-
mek icin karsilikli yuzeyleri belirleyin

bulmak i¢in ne yapilmasi gerektigini ¢cok daha iyi kavradik.

"Oklit geometrisinin birgok  0klit geometrisinin bir¢ok alternatifi oldu-
alternatifi var ” gu ve fiziksel uzayin yapisi lzerinde di-
sinmekle kalmayip gdzlem yapmak gerek-
tigi artik anlasildi (en azindan matematikgiler ve fizikgiler anlad).
Ginumiizde gercedin matematiksel modellerini ve gergedin ken-
disini net bir sekilde ayirt ediyoruz. Matematigin buyik balimd,
gercekle belirgin sekilde iliskili degildir, ancak yine de yararhdir.
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Bir denklemi ¢c6zmemenin yolu

Matematik, o donem farkina varilmamis olsa da 1850'li
yillarda en 6nemli degisimlerden birini yasamistir. 1800'den 6nce
matematigin temel konulan sayilar, tggenler, kireler gibi nispe-
ten somut konulardi. Cebir, sayilarla yapilan islemleri formul-
lerle ifade etmekteydi. Ancak bu formuller bagimsiz bir alan ola-
rak degil, islemlerin sembolik ifadesi olarak gériiliyordu. 1900'e
gelindiginde formdller ve donustimler surecler degil de alanlar
olarak gériilmeye ve cebirin ele aldi§i konular ¢ok daha soyut ve
cok daha genel bir hal almaya basladi. isin asli, cebirle ilgili her
konuda ¢ok yol katedildi. Carpmanin ab = ba de§isme 6zelligi gibi
temel yasalan bile bazi 6nemli alanlarda terk edildi.

Grup Teorisi

Bu degi§jklikler esas olarak mate- “Gru teorid u7r~15mu~zde vazaecil-
matikgiler grup teorisini kesfedin- mezpbj(.arag h%Une geld) - ges
ce ortaya c¢iktl. Grup teorisi bazl -----------mmmmmrm -
cebir denklemlerini, 6zellikle besinci derece denklemleri ¢6zme
cabalannin basansiz olmasi yizinden ortaya cikan bir cebir
dal oldu. Ancak grup teorisinin bulunmasini izleyen 50 yil igin-
de, simetri kavramini incelemek i¢in en dogru yapinin bu teori
oldugu anlasildi. Yeni ydntemler ortak bilingte yer ettikce simet-
rinin kapsamli ve ¢ok etkili bir fikir oldugu, biyoloji dahil fiziksel
bilimlerde sayisiz uygulamasi oldugu ortaya cikti. Grup teorisi
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ginimiizde matematigin ve bilimin her alaninda vazgeg¢ilmez bir
arag haline geldi; ayrica bu teorinin simetriyle olan baglantilan
bir¢ok metinde vurgulanmaktadir. Ancak bu bakig agisinin gelis-
mesi i¢in asirlarin gegmesi gerekti. Henri Poincaré yaklagik 1900
yilinda grup teorisinin, tim matematigin temellerine indirgenmisg
hali oldugunu séylemigti. Biraz abartili olsa da, séylediklerinin
savunulabilir bir yani vardi.

Geng Fransiz Evariste Galois'nin galigmasi, grup teorisinin ev-
riminde dénim noktas1 olmugtur. Ama onun 6ncesinde uzun ve
caprasik bir donem yasanmigt: (Galois'nin fikirleri elbette gokten
diigmemigti). Bir de matematikgilerin bu yeni kavrami anlamaya
calistigl, neyin 6nemli neyin 6nemsiz oldugunu ayirt etmeyi de-
nedigi, yine ayni derece gapragik ve genellikle kafalarin karigik
oldugu sonraki dénem var. Ancak gruplara ihtiya¢ duyuldugunu
en iyi anlayan, gruplarin bazi temel 6zelliklerini inceleyen ve te-
mel matematikteki 6nemini gésteren Galois olmugtur. Galois'nin
¢aligmalarinin onun saghiginda fark edilmemis olmasi1 o kadar
sagirtic degil. Caligmalar belki biraz fazla 6zgiin olabilir, ancak
Galois'nin kigiliginin ve devrimci siyasete cogkuyla katilmasinin
da etkili oldugunu sdylemek gerekir. Birgok kigisel trajedinin ya-
sandig1 bir dénemde yasayan trajik bir kigilikti Galois; 6nemli
matematikg¢ilerle kiyaslarsak daha dramatik, belki de romantik
bir yagam siirmiigtii.

Denklem ¢ézmek

Grup teorisinin 6ykiisii, Babillilerin ikinci derece denklem ¢ahg-
malarnna kadar gider. Babillilerin yontemi uygulamaya y6nelikti;
bu yéntem bir hesaplama teknigiydi ve gériiniige gére yéntemle
ilgili daha derin sorular sormuyorlardi. Karekok bulmay biliyor-
saniz ve temel aritmetigi iyi 6grendiyseniz ikinci derece denklem-
leri ¢ozersiniz.

Giliniimiize kadar kaybolmadan gelen kil tabletlerde, Babillile-
rin g¢ilinclii derece denklemler ve hatta bazi dérdiincii derece
denklemler iizerinde durduklarina dair bazi ipuglan var. Yunan ve
ardindan Arap matematikgiler, konik kesitlere dayanarak tigiincii
derece denklemleri ¢6zmenin geometrik yontemlerini buldular
{geleneksel Oklit dogrulan ve dairelerini kullanarak bu tiir prob-
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lemlerin tam olarak ¢oziillemeyecegini artik biliyoruz. Daha ileri
bir gey gerekir; aslinda konikler bu igi gormekte). Iranli Omer
Hayyam 6nde gelen isimlerden biriydi. Hayyam, sistematik geo-
metrik yontemler kullanarak olasi biitiin iigiincii derece denklem
tiplerini ¢6zmiigtir. Ancak daha 6nce gordiigiimiiz gibi, iiglincii ve
doérdiincii derece denklemlerin cebirsel ¢éziimii i¢gin Ronesans’a
kadar beklemek, yani Del Ferro'nun, Tartaglia'nin, Fior'un, Carda-
no ve 6grencisi Ferrari'nin ¢aligmalannin ortaya gikmasi gerekti.

Biitiin bu galigmalardan sonra, ayrin-
tilar karman ¢orman olsa da net bir yapx
ortaya gikmagtir. Aritmetik iglem, karekok
ve kiip kok kullanarak biitiin tigiincii derece denklemler ¢oziilebi-
lir. Aritmetik iglem, karekok, kiip kok ve dordiincii dereceden kék
kullanarak biitiin dérdiincii derece denklemler ¢éziilebilir (gergi
dérdincii dereceden kok alma islemi, arka arkaya karekék almaya
indirgenebilir). Bu modelin bu sekilde devam edecegi ve aritme-
tik iglem, karekok, kiip kék, dérdiincii dereceden kok ve beginci
dereceden kok kullanarak beginci dereceden biitiin denklemlerin
¢Oziilebilecegi fikri akla yakin gelmigti. Formiillerin ¢ok getrefil-
li olmas, bu formiilleri bulmanin daha da getrefilli olmasi zaten
bekleniyordu, ama birkag kisi bu formiillerin varhgindan kusku
duymaya bagladi.

Asirlar gegtigi halde formiillerin bulunmasa igin higbir gelis-
me kaydedilmeyince, birka¢ biiyiik matematik¢i perde arkasinda
gercekten ne olup bittigini anlamak ve bilinen yontemleri birleg-
tirip basitlegtirerek bu yéntemlerin neden ige yaradigina agiklik
getirmek igin bu alana bir biitiin olarak yakindan bakmaya karar
verdi. Bunlar yapilirsa olay sadece genel ilkelerin uygulanmasina
indirgenir ve beginci derece denklemlerin sirr1 ortaya gikar diye
digiindiiler.

Bu anlayigla en baganl ve en sistematik ¢aligmalar1 Lagrange
yapmigtir. Lagrange klasik formiilleri, aranmakta olan ¢oéziimler
agisindan yeniden yorumlamigtir. Langrange’'a gére 6nemli olan,
¢Oziimlerin siras: degistirildigi (yeniden diizenlendigi) zaman bu
¢oziimlerdeki belirli cebirsel ifadelerin nasil davrandigidir. Ta-
mamen simetrik herhangi bir ifadenin (¢oziimlerin siralamasi ne
olursa olsun aym kalan ifade) denklemdeki katsayilar cinsinden
ifade edilebilecegini ve dolayisiyla simetrik ifadenin bilinen bir

“Formillerin cok cetrefilli
olmasi bekleniyordu...”
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ikinci derece denklemlerde simetri

Biraz basitlestirilmis ikinci dereceden bir denklemi ele alalim:
x2+px+q=0
Bu denklemin x = a ve x = b gibi iki ¢6zUm( oldugunu varsayalhim:
X2+ px+q = (X-a) (x-b)
Bu ifadeden
a+b=-p veab=g¢q
oldugu anlasiliyor.

Cozumleri heniiz bilmesek de, ¢6zimlerin toplamini ve carpimini kolaylikla
buluyoruz.

Peki neden bdyle? a + b toplami ile b + a toplami aynidir (siralama degisse de
¢ozim ayni kalir). Ayni sey ab = ba icin de gegerlidir. Yani ¢cozumlerden olusan her
simetrik fonksiyon p ve q katsayilari cinsinden ifade edilebiliyor. Tersine p ve q cin-
sinden her ifade, mutlaka a ve b'nin simetrik fonksiyonudur. Biraz genis bakarsak,
cozimler ile katsayilar arasindaki baglantiyi belirleyen sey simetri ézelligidir.

Asimetrik fonksiyonlarin davranisi farklidir, a - b buna gizel bir drnektir, a ve
b'nin yerini degistirdiimiz zaman elde ettigimiz b - a dncekinden farkhdir. Ancak
bu fark o kadar biyik degildir (hayati bir gézlem), a - b'den elde ettigimiz sonucun
sadece isareti farklidir. Yani (o - b)2tam simetriktir. Ancak bu ¢ézumlerin herhan-
gi bir tam simetrik fonksiyonu, katsayilarin oldugu bir ifade olmalidir. Karekdkini
alirsak a - b'yi katsayilar cinsinden ifade etmis oluruz ve bu isi yaparken karekokten
daha zor bir seye ihtiya¢ duymayiz, a + b'nin -p'ye esit oldugunu zaten biliyoruz.
a - b'yi de bildigimize gore, bu iki sayinin toplami 2a ve farki da 2b olur. 2ye béler-
sek a ve b icin gerekli formulleri elde ederiz.

Cebirsel ifadelerdeki simetrinin genel ézelliklerine dayanarak, a ve b ¢cézumleri
icin karekdkten daha zor bir sey icermeyen bir formilin mutlaka oldugunu kanitla-
mis olduk. Cok etkileyici bir durum: C6zumun ne oldugunu sdyleyen karisik ayrin-
tilarla hi¢ ugrasmadan problemin ¢6zim igerdigini kanitlamis olduk. Bir anlamda
Babillilerin yontem bulmay!i nasil basardiklarinin izini surmus olduk. Bu kuguk dykd,
"anlamak" kelimesini baska bir gdzle gérmemizi sagliyor. Her adimi inceleyip man-
tigini kontrol ederek, Babillilerin yonteminin nasil ¢dziime ulastigini anlayabilirsi-
niz. Ama neden boyle bir ydntemin varhginin sart oldugunu simdi (¢6zimu bularak
degil, varsayilan ¢ézimlerin genel 6zelliklerini inceleyerek) anhyoruz. Bizim ele aldi-
gimiz problemde, temel 6zelligin simetri oldugu ortaya cikar.

Bu ydntem, biraz daha ¢aba harcayarak bizi ¢ézimler icin bir formule, (o - b)2
icin acik bir ifadeye goturir. Formil, okulda 6grendigimiz formule ve Babillilerin
kullandigi yénteme denktir.
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nicelik haline getirilebilecegini biliyordu. G6ziimlerin siras1 de-
gistirildigi zaman sadece birkag farkli deger alan ifadeler daha
ilgingti. Denklemi ¢6zmenin sirr1 sanki onun igin buradayd.

Lagrange, geligmis matematiksel form ve giizellik sezgisi saye-
sinde bunun énemli bir fikir oldugunu hissetmigti. Ugiincii ve dér-
diincii derece denklemler i¢in benzer bir gey gelistirilebilirse bel-
ki beginci derece denklemin ¢6ziim yolunu da bulacagim
diginmiigtii.

Ayni temel diigiinceye dayana-
rak, ¢oziimlerin kismen simetrik
fonksiyonlan yardimiyla igilinci

“Ama Lagrange, yanitlarin neden
bunlar oldugunu anlamis ve dahasi,

bulunmay: bekleyen yanitlarin neden
derece denklemin ikinci dereceye yar oldugunu anlamistir.”

indirgenebilecegini buldu. tkinci
derece denklemde ortaya karekok gikmig ve kiip kok kullanarak
indirgeme siireci halledilmigti. Benzer gekilde bitiin dérdinci
derece denklemler lgilincii dereceye indirgenebiliyordu. Lagrange
buna i¢iinci derecenin ¢ozeni dedi. Yani Lagrange’'a gore karekék

kullanarak dérdiinci derece denklem ¢ozebilir, kiip kék kullana-
rak tg¢iinct derece denklemi halledebilir ve aradigimz ¢oziimler-
le yanitlan iligkilendirmek i¢in dérdiinci kéki kullanabilirsiniz.
Her iki durumda da yanitlar, klasik Ronesans formiilleriyle 6zdeg-
tir. Aslinda 6yle olmak zorunda, yanitlar bunlardi. Ama Lagrange,
yanitlanin neden bunlar oldugunu anlamigti. Dahasi, bulunmayi
bekleyen yanitlarin neden var oldugunu anlamgti.

Aragtirmalarinin bu agamasinda Lagrange epey heyecanlan-
mi1s olmali. Beginci derece denklemde ayn: teknikleri uygulayinca
¢6zen dordiincii derece denklem beklenir (ig biter). Ama dérdinci
derece denklemin ¢6zenini bulamamig ve herhalde hayal kinkh-
gina ugramigtir. Onun yerine altinc1 derece denklemin ¢dzenini
bulmugtu.

Lagrange'in yoéntemi igleri basitlegtirecegine, beginci derece
denklemi daha getrefilli hale getirmigtir.

Bu durum yéntemdeki bir kusur muydu? Daha da akillica bir
sey besinci derece denklemi ¢ozer miydi? Lagrange 6yle diigiin-
miige benziyor. One siirdiigii bu yeni bakig agisinin, beginci derece
denklemleri ¢6zmek ig¢in bir yol geligtirmeye galigsan herkes igin
faydali olmasini umdugunu yazar Lagrange. Béyle bir yéntemin
olmayabilecegi herhalde aklina gelmemigti; yonteminin, beginci
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derece denklemlerin genel olarak “koklii” ifadelerle (beginci kdok
gibi gesitli kokler ve aritmetik iglemleri iceren ifadeler) ¢ozimi
olmadig: i¢in bagansiz oldugunu fark etmemigti. Baz1 begin-
ci derece denklemlerin ¢6ziimlii olmasi kafa kanstinr. Ormegin
x°-2 =0 denkleminin x = *y2 gibi bir ¢éziimii var. Ancak bu olduk-
¢a basit bir 6rnek ve pek 6zgiin degil.

Bu arada beginci dereceden her denklemin ¢éztimi oldugunu
belirtelim; ¢oziimler genellikle karmasgik sayilardir ve istenilen
hassasiyette sayisal olarak bulunabilir. Sorun, ¢éziimlerin cebir-
sel formiillerindedir.

Coziim arayis:

Lagrange'in fikirleri etkili olmaya baglayinca bu problemin belki
de ¢oziilmez oldugu, besinci derece genel denklemin kokli ifade-
ler kullanmilarak ¢6ziilemeyecegi duygusu artmaya baglamigti. Ga-
uss da gahsen 6yle diigiinmiige benziyor, ancak bunun ugragmaya
deger bir problem olmadigini diigiinmekteydi. Neyin énemli oldu-
guna dair sezgilerinde yanildig1 birka¢ olaydan biri belki budur;
bir de Fermat'nmin Son Teoremi konusunda yanilmigti, ama ilgili
yontemler Gauss'a bile ¢ok uzakt1 ve bu yontemlerin ortaya ¢ik-
masina daha asirlar vardi. Igin garip yani, besinci derece denk-
lemlerin ¢oziilemez oldugunu kanitlamak i¢in gereken cebirin bir
bélimiinii Gauss 6nceden baglatmigti. Cetvel pergel kullanarak
diizgiin gokgenleri elde etmeye ¢aligirken bu bilgileri kullandi. Ga-
ligmalarinda ayrica, bazi ¢gokgenlerin bu yontemle elde edilemeye-
cegini kanitlayarak (kamitladigini en azindan kendisi diigiinmiig)
bir 6rnek olusturdu. Diizgiin dokuzgen buna bir érnektir. Gauss
bunu bildigi halde yazil1 halde kanitlamamigti; Pierre Wantzel bir
siire sonra bir kanit buldu. Yani baz1 problemlerin belli yéntem-
lerle ¢6ziilemeyebilecegi 6nermesinin 6rnegini Gauss saptamgt.

¢6zimiin imkansiz oldugunu kanmitlamay ilk kez Paolo Ruffini
dener. 1789'da Modena Universitesinde matematik profesérii olan
Lagrange’in simetrik fonksiyonlar hakkindaki digiincelerinin
izinden giden Ruffini, n. kékten daha zor bir sey icermeyen hig-
bir formiille beginci derece denklemlerin ¢6ziilemeyecegine ikna
olmugtu. 1799 tarihli General Theory of Equations [Denklemlerin
Genel Teorisi] adl1 eserinde “Dérdiincii dereceden biiyiik genel
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denklemlerin cebirsel ¢6ziimiiniin kesinlikle olmadigini1” kanitla-
di1gin1 6ne sirmiigtiir. Ancak kanmit ¢ok uzun (500 sayfa) oldugu
igin ve 6zellikle hatalar igerdigi séylentileri ylizinden kontrol et-
mek isteyen olmamigtir. Ruffini 1803'te yeni, daha basit bir kanit
yayimlamig ama bu da bagarisiz olmugtur. Ruffini, beginci dere-
ceden denklemlerin g6ziillemez olugunu kanitlamak konusunda
hayat1 boyunca baganli olamamigtir.

Ruffini'nin en 6nemli katkisi, permiitasyonlarin kendi arala-
rinda birlegtirilebilir olduklarin1 géstermek oldu. Ondan once
permiitasyon, baz1 sembollerin yeniden diizenlenmesinden iba-
retti. Ornegin beginci derece bir denklemin ¢6ziim kiimesini 12345
seklinde numaralandinrsak, bu semboller 54321, 42153, 23154 ya
da bagka bir gekilde yeniden diizenlenebilir. Bu semboller 120
farkl sekilde diizenlenebilir. Ruffini, bu tiir bir diizenlemeye bag-
ka bir agidan bakilabilecegini fark etmistir: Bu diizenleme, bagka
herhangi bir begli sembol grubunu yeniden diizenlemek igin bir
yoldur. Mesele, standart 12345 siralamasini yeni siralamayla kar-
silagtirmaktir. Basit bir 6rnek verelim; yeni siralama 54321 olsun.
0 zaman baglangigtaki standart siralamadan yeni siralamayi elde
etmenin basit bir kurali var: siralamay tersine gevir. Ancak her-
hangi bir sembol dizisini de tersine gevirmek miimkiindir. Sem-
boller abcde ise, tersi edcba olur. Semboller 23451 diye baghyor-
sa tersi 15432 olur. Permiitasyonu bu gekilde gormek, sirayla iki
permiitasyon yapilabilir demek oluyor (bir tiir permiitasyonlarnn
¢arpimi). Permiitasyon cebiri ya da bu gekilde ¢arpimi, beginci de-
rece denklemin sirnni ¢é6zmigtir.

Abel

Ruffini'nin kanitinda teknik hata oldugunu biliyoruz, ama temel
diigiinceleri saglam ve eksiklikler tamamlanabilir. Ruffini bagar-
dig1 bir gey vardi: Kitabi, beginci derece denklemlerin kokli ifade
kullanarak ¢6ziilemeyecegi duygusunun zayif da olsa yayillmasim
saglamisti. Ruffini'nin bu tezi kanitladigini diigsiinen olmamigti,
ama matematikgiler bir ¢6ziim oldugundan kugkulanmaya bagla-
dilar. Igin kétii tarafi, bu kugkunun asil etkisinin konu iizerinde
¢aligan matematikgileri caydirmig olmasiydi.

Matematik konusunda geng bir yetenek olan Norvegli Abel di-
gerlerinden farkl olarak daha okuldayken beginci derece denkle-
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mi ¢6zdiigiini digiinmiigtii. Zamanla ¢éziimde bir hata bulmusg,
ama problemle ilgilenmeye devam etmis ve dénem dénem iistin-
de gahigymigtir. Beginci derece denklemlerin ¢6ziillemeyecegine dair
bir kanit1 1823'te bulmugtu ve bu kanit tamamen dogruydu. Abel,
Ruffini'ninkine benzer bir strateji uygulamgsti, ama taktikleri
onunkinden daha iyiydi. Baglangigta Ruffini'nin aragtirmalarnn-
dan habersizdi; sonradan 6grendigi belli, ama bu aragtirmanin
eksik oldugunu sdyledi. Gelgelelim Ruffini'nin kanitindaki her-
hangi bir soruna deginmemigtir. 1gin garip tarafi, Abel'in kam-
tindaki adimlardan biri Ruffini’'nin kanitindaki eksigi doldurmak
icin tam da gerekli olan geydir.

Teknik ayrintilara girmeden Abel'in yontemleri hakkinda genel
bir fikir sahibi olabiliriz. ki tip cebirsel iglemi birbirinden ayirt
ederek problemi diizenlemigtir. Gegitli niceliklerle bagladigimiz
varsayalim (bu nicelikler belli sayilar ya da gesitli bilinmeyenler
igeren cebirsel ifadeler olabilir). Bu nicelikleri kullanarak birgok
bagka nicelik elde edebiliriz. Bunu yapmanin kolay yolu, var olan
nicelikleri toplayarak, ¢ikararak, ¢arparak ya da bélerek birlegtir-
mektir. Ormegin basit x bilinmeyenini kullanarak x?, 3x + 4 ya da
(x + 7)/(2x - 3) gibi ifadeler elde edebiliriz. Cebirsel olarak x'in
sagladig) sartlan bu ifadeler de saglar.

Var olan niceliklerden yenilerini elde etmenin ikinci yolu, kok-
li ifadeler kullanmaktir. Var olan niceliklerin zararsiz modifikas-
yonlarindan birinin kékiinii alin. Bu adima, koklii bir ifadenin ek-
lenmesi deyin. Karekék igin kékli ifadeye 2. derece, kiip kok igin
uglinci derece diyelim ve bu gsekilde devam etsin.

Cardano’'nun iigiincii derece denklem formiilii, bu terimler cin-
sinden iki adimh bir islemin sonucu olarak ézetlenebilir. Ugiincii
derece denklemin katsayilarniyla (ve bunlann herhangi zararsiz
kombinasyonuyla) baglayin. 2. derece koklii ifade ekleyin. Sonra 3.
derece koklii ifade ekleyin. Hepsi bu kadar. Bu tanim bize tam ola-
rak formiilii séylemez, ama ne tiir bir formiiliin ortaya g¢ikacagini
s6yler. Matematiksel bir bilmecenin cevabim1 bulmanin yolu ince
aynintilara dalmak degil, genel 6zelliklere bakmaktir. Problemi
yalin hale getirmek her zaman iyidir. Bu numara ige yararsa so-
nu¢ muhtesemdir; keza s6ziinii ettigimiz problemde ige yaramig-
tir. Yontem, Abel'in beginci derece denklemleri ¢6zmek i¢in her-
hangi bir hipotetik formiili temel adimlanna indirgemesine
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imkan vermigtir: Belirli bir siralamaya gore gesitli derecelerde bir
dizi kok alma iglemi. Derecelerin asal olmasini saglayacak gekilde
diizenleme yapmak her zaman miimkiindiir (6rnegin altinci derece
kok, karekékiin kiip kékiadir).

Boyle bir diziye kéklii ifadeler
kulesi diyelim. Bir denklemin ¢6-

“Bu numara ise yararsa sonu¢

muhtesemdir; keza soéziini ettigi-
ziimlerinden en az biri koékli ifa- i, problemde ise yaramistir.”

de kulesiyle ifade edilebiliyorsa, o
denklem koklii ifadelerle goziilebilir. Ama Abel kokli ifade kule-
sini aramak yerine bu kulenin oldugunu varsayip orijinal denkle-
min nasil bir gey olmasi gerektigini sormugtur.

Abel farkinda olmadan Ruffini'nin kanitindaki boglugu doldu-
rur. Bir denklem kokli ifadelerle ¢oziilebiliyorsa, bu ¢oziime yol
acan ve sadece orijinal denklemin katsayilarini igeren bir kékli
ifade kulesinin mutlaka olmasi gerekir. Buna Dogal lrrasyonellik
teoremi deniyor. Teorem, orijinal katsayilarla ilgisi olmayan yeni
bir nicelik kiimesi ekleyerek higbir gey elde edilemeyecegini ifade
ediyor. Bu zaten agik bir gey, ancak Abel kanit i¢in bunun birgok
yonden belirleyici adim oldugunu fark etmigtir.

Abel'in beginci derece denklemlerin g¢6ziillemezliginin kaniti-
nin temeli, akilli bir 6n eleme sonucudur. Denklemin x, x,, x,, x,,
x, ¢oziimlerinden olugan bir ifadeyi alip, p asal say1 olmak iizere
p. kékini aldigimizi varsayalim. Dahasi, agagidaki iki 6zel per-
miitasyonu uyguladigimizda orijinal ifadenin degigmedigini var-
sayalim.

S:X,, X, Xy, X, X, —> X, X\, X, X, X,

T: X, X0 X0 X, X, = X, X, X, X, X,

Abel, S ve T'yi uyguladigimizda bu ifadenin p. kékiiniin de yine
degigsmedigini gostermigtir. Bu 6n eleme sonucu bizi, “kuleye adim
adim tirmanarak” imkansizlik teoreminin kanitina goétiiriiyor. Be-
sinci derece denklemlerin koklii ifadelerle g6ziilebilecegini varsa-
yalim, o zaman bu katsayilarla baglayip bir ¢oziime ulagana kadar
yiikselen bir koklii ifade kulesi vardair.

S ve T permiitasyonlarnni uyguladigimiz zaman degismez kule-
nin ilk kat1 (katsayilarla elde edilen zararsiz ifade) degismez, ¢iin-
ki bunlar katsayilann degil ¢oziimlerin sirasini degistirir. Dola-
yisiyla S ve T permiitasyonlarini uyguladigimiz zaman Abel'in 6n

209



MATEMATIGIN KISA TARIHI

Evariste Galois {1811-1832)

Fvariste Galois, Nicholas Gabriel Galois ve Adelaide
Marie Demante'in ogluydu. Devrimci Fransa'da bu-
yudd, sol politik ¢izgide yer aldi. Matematige olan
blyuk katkisi, 6lumunden 14 yil sonra fark edildi.

Fransizdevrimi 1789'da Bastille kalesinin basiima-
sl ve 1796'te XVI. Louis'nin idam edilmesiyle basladi.
1804'te Napoleon Bonaparte kendisini imparator ilan
etti, ama bir dizi askeri yenilginin ardindan tahti birak-
maya zorlandi ve 1814'te XVIIII. Louis tarafindan mo-
narsi yeniden kuruldu. Louis 1824'te 6ldi ve yerine X.

Charles gecti.

Galois 1827'de matematige karsi sira disi bir ye-
tenek gosterdi (ve son derece tutkuluydu). Saygin
Fcole Polytechnique'e girmeyi denedi, ama sinavda basarisiz oldu. O zamanlar seh-
rin belediye baskani olan babasi, politik dismanlari 1829'da uydurma bir skandal
yaratinca kendini asti. Galois bundan kisa bir siire sonra tekrar Fcole Polytechnique'e
girmeyi denedi, yine basarisiz oldu. Onun yerine Fcole Normale'e gitti.

Galois, cebirsel denklemlerin ¢é6zumi Uzerine arastirmalariyla 1830'da Bilim
Akademisinin verecegi 6dille aday oldu. Hakem Fourier aniden 6liince Galois'’nin
makalesi kayboldu. Odiil Abel (o tarihte tiiberkiilozdan 6lmisti) ve Cari Jacobi'ye
verildi. Ayni yil X. Charles tahttan indirildi ve hayatini kurtarmak igin kacti. Fcole
Normale yoneticisi, 6grencilerin olaylara karismasini engellemek icin kapilari kilit-
ledi. Ofkelenen Galois, yoneticiyi korkaklikla suglayan alayci bir mektup yazdi ve
aninda okuldan atildi.

Uzlasma sonucu Louis Philipe kral oldu. Galois cumhuriyetgi bir milis olan Ulu-
sal Topgu Muhafizlara katildi, ancak yeni kral bu milisi feshetti. Milisteki subaylarin
on dokuzu tutuklanip ayaklanmaya kiskirtmaktan yargilandi, ancak jiri suglamalari
reddetti. Milis, kutlama i¢in yemek verdi. Galois kralin serefine kadeh kaldirirken
elinde bicak tutarak alay etti. Tutuklandi, ancak "Louis Philipe'e, ihanet ederse," de-
digi, krah tehdit etmedigi (Galois'nin iddiasina gore bdyle) igin su¢suz bulundu. An-
cak artik yasadisi ilan edilen Topgu Milis Uniformasini Bastille giniinde giydigi igin
tekrar tutuklandi.

Hapisteyken, makalesinin basina geleni duydu. Poisson, yeterince acik olmadi-
g1 icin reddetmisti. Galois kendini éldirmeyi denedi, ama diger tutuklular onu dur-
durdu. Yetkililere duydugu nefret had safhaya geldi ve paranoya belirtileri gosterdi.
Fakat kolera salgini baslayinca tutuklular salindi.

Galois, adi yillarca bir sir olarak kalan bir kadina o dénem &sik oldu; kadinin,
Galois'nin pansiyonundaki doktorun kizi Stephanie du Motel oldugu sonradan anla-
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sildi. Bu iliski yolunda gitmedi ve Stephanie aralarindaki iliskiye bir son verdi. Devrimci
yoldaslarindan biri, 8yle saniliyor ki Stephanie yiziinden Galois'y1 dielloya davet etti.
Tony Rothman'in akla yakin teorisine gére bu rakip, Galois'yla birlikte hapis yatan Emest
Duchatelet'ydi. Duello, Rus ruletinin bir ¢esidiydi. Sadece biri dolu olan iki tabanca ¢ok
kisa mesafeden ateslendi. Galois bos tabancayi secti, karnindan vuruldu ve ertesi giin
oldu.

Galois, duellodan 6nceki gece matematikle ilgili fikirlerinin uzun bir 6zetini
yazdi. Besinci ya da daha ylksek dereceden denklemlerin koklu ifadeler kullanila-
rak ¢ézlllemeyeceginin kanitinin bir tarifi de o gece yazdiklarinin arasinda bulunu-
yor. Galois bu konudaki ¢alismasinda permutasyon grubu kavramini gelistirdi ve
grup teorisine dogru 6nemli ilk adimi atti. El yazmasi kaybolmak tzereyken aka-
demi Uyesi Joseph Liouville'in eline gecti. Liouville 1843'te akademiye, Galois'nin
elyazmalarinda "derecesi asal olan ve indirgenemeyen bir denklemin koklu ifadeler
yardimiyla ¢ozulebilir olup olmadigina karar vermek gibi gtizel bir problemin"dog-
ru ve derinlikli bir ¢6zimind buldugunu bildirdi. 1846'da Galois'nin ¢alismalarini
yayimlayarak matematikcilere ulasmasini sagladi.

Evariste Galois'nin elyazmalarindan bir bélum

eleme sonucu, yani kulenin ikinci kati da degismez, ¢linki zemin
kattaki bir seyin p. koku (p asal sayr) eklenerek elde edilmistir.
Ayni mantiga gore, S ve T permutasyonlanni uyguladigimiz za-
man kulenin Gglnci kati da de§ismez. Dordiinci kat, besinci kat,
..., en st kat yine degismez.
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Ancak en st kat denklemin bir tir ¢6ziimiini igerir. Géziim
x, olabilir mi? O zaman S permiitasyonunu uygularsak x 'in de-
gismemesi gerekir. Ama x, i¢in Syi uygularsak bize x, degil x,'yi
verir, yani ¢6ziim bu degil. Benzer sebeplerden, bazen Tyi kul-
lanarak, kulenin tamimladig ¢6ziim x,, x,, x,, X, ya da x, olamaz.
Beg ¢oziimiin begi de benzer herhangi bir kulede degildir (yani
varsaydigimiz kule gergekte bir ¢éziim igeremez).

Bu mantiksal tuzaktan kurtulmanin yolu yok. Kokli ifadeler
iceren herhangi bir ¢6ziim kendisiyle gelisen 6zellikler tagimak
zorunda oldugu i¢in beginci derece denklemlerin ¢6ziimii yoktur.

Galois

Evariste Galois sadece beginci derece degil, biitiin cebirsel denk-
lemlerin pegine diigmiigtiir. Galois, matematik tarihinin en trajik
kigiliklerinden biri. Kéklii ifadelerle hangi denklemlerin g¢oziiliip
hangilerinin ¢6ziilemeyecegini belirlemeyi hedeflemis ve kendi-
sinden 6nceki birgok matematikgi gibi, denklemlerin cebirsel ¢6-
ziimiimiin temelinde, permiitasyona ugradiklaninda g¢6ziimlerin
nasil davrandiginin yattigim kavramigtir. Mesele simetriydi.
Ruffini ve Abel, ¢oziimlerdeki bir ifadenin simetrik olmasinin
ya da olmamasinin sart olmadigin fark etmiglerdir. ifade yan si-
metrik olabilir, yani baz1 permiitasyonlar ifadeyi degistirirken di-
gerleri degistirmeyebilir. Galois, ¢6ziim kiimesindeki bazi ifadele-
ri dizenleyen permiitasyonlarin eski bir topluluk olusturmadigim
fark etmigtir. Bunlarn basit, karakteristik bir ézelligi var. Ifadeyi

Grup teorisinden nasil faydalandilar?

Olasi tim kristal yapilarin simflandinimasi, grup teorisinin ilk ciddi bilimsel uygula-
masiyd. Bir kristalin atomlan g boyuttu dtizgtin bir kafes olusturur; burada mate-
matik agisindan asil 6nemli olan, bu kafesler kristal simetrisini bicimlendirdigi igin
bu tir kafeslerin olabilecek tiim simetri gruplarini listelemektir.

Evgraf Fedorov ve Arthur Schonflies, 1871'de tam olarak 230 farkh kristal uzay
grubu oldugunu kanitladi. William Barlow, benzer ama eksik bir liste elde etti.

Protein gibi biyolojik molekdillerin yapisini bulmada kullanilan ¢agdas teknik-
ler, o molekilin olusturdugu kristalden X-igini gegirip elde edilen kirima 6riintisi-
niin gézlemlenmesine dayanr. Kristalin simetrisi, ilgili molekulin geklini anlamak
agisindan 6nemlidir. Bu konuda Fourier analizi de 6nemlidir.
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dizenleyen herhangi iki permiitasyon birbiriyle ¢arpilirsa, ¢ar-
pim sonucu da permiitasyonu diizenliyor. Galois bu permiitasyon
sistemine grup der. Bunun dogru oldugunu fark ettikten sonra ka-
nitlamasi gok kolay. Mesele farkina vanp 6nemini kavramak.

Galois'nin diigiincesinden ¢ikan sonug su: besinci derece denk-
lemler yanhsg tiirde simetriye sahip oldugu igin kokli ifadelerle
¢oziilemez. Beginci dereceden genel bir denklem grubu, bes ¢6-
zimiin permiitasyonlarindan ibarettir. Bu grubun cebirsel yapisi,
kokli ifadeli ¢6ziim ile uyumlu degildir.

Galois matematigin birgok farkl1 alaninda ¢aligip ayn: dere-
cede koklii kegifler yapmigtir. Ozellikle giiniimiizde Galois alan-
lan dedigimiz alanlan siniflandirmak igin modiiler aritmetigi
genellegtirmigtir. Bu alanlar toplama, ¢ikarma, garpma ve bélme
aritmetiksel iglemlerinin tanimlandig: sonlu sistemlerdir ve bu
sistemlerde tiim genel kurallar gegerlidir. Bir Galois alaninin bii-
yukligi, mutlaka bir asal kuvvettir [asal sayimn kuvveti] ve her
asal kuvvet igin béyle bir alan vardir.

Jordan

Grup kavramiyla ilgili ilk ipuglan Ruffini'nin epik yazilann-
da bulunuyor ve buna ek olarak Lagrange’in zarif arastirmalan
var; ama bu kavram net olarak ilk kez Galois'nin ¢aligmalarinda
ortaya ¢ikar. Galois'nmin diigiinceleri on y1l sonra Liouville saye-
sinde kolay ulasilir olunca, matematik, geligmig grup teorisinin
hakimiyetine girdi. 667 sayfalhik Traité de Substitutions et des
Equations Algébriques |Yerine Koyma ve Cebirsel Denklemler Ders
Kitabi] adl ¢aligmasi 1870'de yayimlanan Camille Jordan bu te-
orinin miman olmugtur. Jordan grup konusunun tamamin siste-
matik ve kapsaml gekilde geligtirir.

Jordan, grup teorisiyle ilgilenmeye 1867'de baglamig ve Oklit
uzayinda kati bir cismin temel hareket tiirlerini siniflandirarak
grup teorisinin geometriyle olan yakin baglantisini agik¢a gos-
termigti. Daha onemlisi, bu hareketlerin gruplar halinde birlegti-
rilmesi igin iyi bir girigimde bulunmustu. Jordan’1 harekete gegi-
ren sey, kristal simetri ve 6zellikle bunun temelinde yatan atomik
érinti Uzerine matematiksel aragtirmalan baglatan Auguste
Bravais'nin kristalografik aragtirmasiydi. Jordan'in makaleleri
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Bravais'nin galigmasimi genellegtirmigtir. Jordan siniflandirmasa-
m 1867'de agiklayip ayrintilan 1868-1869'da yayimlamigtir.

Jordan aslina bakilirsa sadece kapali gruplarla ilgilenmigtir;
kapali gruplarda herhangi bir hareket dizisinin limiti, yine aym
grup icinde bir harekettir. Kapah gruplar, ufak tefek sebeplerden
dolay: tiim sonlu gruplan ve ayrica bir dairenin merkezi etrafin-
daki tiim doniig hareketleri grubunu da igerir. Jordan kapali ol-
mayan gruplari ele almamigtir; bir dairenin merkezi etrafinda 360
derecenin kesirli katlan seklinde yaptig1 tim doénis hareketleri
bunun tipik 6rnegidir. Béyle bir grup var, ama limit 6zelligini kar-
silamiyor (6rnegin V2 kesirli say1 olmadig igin 360 x v2 derecelik
déniig hareketlerini kapsamaz). Kapal olmayan hareket gruplan
son derece gegitlidir ve mantikh bir siniflama yapmak hemen he-
men kesinlikle imkansizdir. Kapal1 hareket gruplan yola gelir,
ama zordur.

Diizlemdeki temel kat1 hareketler 6teleme, dénme, yansima ve
6telemeli yansimadir. Ug boyutlu uzayda ayrca tirbugonun hareketi-
ne benzeyen vidalama hareketleriyle kargilagiyoruz. Vidalama hare-
ketinde, nesne sabit bir eksen boyunca dtelenirken yine ayni eksenin
etrafinda doner.

Jordan o6teleme gruplanyla bag-
lay1p on tip hareket listeler. Bunlann
hepsi, baz1 yonlerde siirekli 6teleme
(herhangi bir uzakhga oOteleme) ve
diger yonlerde kesintili 6teleme (sabi bir uzakligin tam katlan
kadar 6teleme) hareketlerinin kangimlandir. Jordan, dénme ve
yansima hareketlerinin temel sonlu guruplanni da listelemigtir.
Bunlar devirli, ikiytzli, dortyiizli, sekizyiizli, yirmiytzli donme
hareketlerdir. Jordan uzayda sabit bir ¢izgi, yani eksen birakan
biitin dénme ve yansima hareketlerinin O(2) grubunu ve uzayda
sabit bir nokta, yani merkez birakan tiim dénme ve yansima hare-
ketlerinin O(3) grubunu birbirinden ayirt etmigtir.

Jordan'in listesinin eksik oldugu sonradan netlegmigtir. Orne-
gin ii¢ boyutlu uzayda hemen géze ¢arpmayan kristal yap: grupla-
rnn bir kismini atlamigtir. Ama onun ¢aligmalan, mekanik ve so-
yut matematikte énemli olan Oklitgi kat: hareketlerin anlagilmas:
igin biiytk bir adim olmugtur.

“Ama onun calismalari, Oklitci
kati hareketlerin anlasilmasi
icin biiyiik bir adim olmustur...”
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Jordan'in kitabi gergekten son derece kapsamlidir. Kitap mo-
diiler aritmetik ve Galois alanlanyla baglar; gruplarla ilgili ver-
digi 6rnekler, kitabin geri kalani i¢in temel zemini hazirlar. Ki-
tabin ortasinda yer alan ve eserin iigte birini olugturan bélim,
Jordan'in yerine koyma dedigi permiitasyon gruplanni ele alir.
Jordan bu kitapta normal alt grupla ilgili temel fikirleri geligtirir
ve genel bir grubu daha basit pargalara bélmek i¢in bu alt grup-
larin kullanilabilecegini kanitlar; beginci derece denklemlerin
simetri grubunun, kokli ifadelerin oldugu bir ¢6ziimle uyumlu
olmadigini géstermek igin Galois bu kavrami kullanir. Jordan bu
kitapta, pargalann biiyiikligiiniin grubun ne gekilde bslindigi-
ne bagh olmadigin1 kamitlamigtir. Otto Holder 1889'da bu sonucu
gelistiren kigidir; pargalar1 bagimsiz gruplar geklinde yorumla-
mig ve pargalarnin hem biiyiikliik hem de grup yapilannin grubu
bélme tarzina bagh olmadigim kanitlar. Giiniimiizde bu sonuca
Jordan-Hélder teoremi diyoruz.

Bir grup bu gekilde béliinmiiyorsa, o gruba basit grup diyoruz.
Jordan-Hélder teoremi, kimyadaki atom ve molekiil iligkisiyle ba-
sit grup ve genel grup iliskisinin benzer oldugunu net olarak séy-
ler. Basit gruplar, biitiin gruplar olugturan atomik yapitaglaridir.
Jordan, n sayrda sembolden ibaret olan ve ¢ift sayida sembol gift-
lerinin yerini degistiren tiim permiitasyonlan igeren A alterne
[degisken] grubunun, n >5 oldugu zaman basit grup oldugunu ka-
nitlamigtir. Grup teorisine gore, beginci derece denklemlerin kok-
li ifadelerle ¢6ziillememesinin temel sebebi budur.

Jordan'in dogrusal yerine koyma teorisi biiyiik ve yeni bir ge-
ligmeydi. Burada grubu olugturan déniigiimler, sonlu bir kiimenin
permiitasyonlan olmayip degigkenlerin sonlu listesindeki dog-
rusal degisikliklerdir. Ornegin x, y, z gibi ii¢ degigken, agagidaki
dogrusal denklemler kullanilarak yeni X, ¥, Z degiskenlerine do-
niigtiirilebilir:

X=ax+ay+az
Y=bx+by+bz
Z=cx+cy+cz

Bu denklemlerde a, b ve c terimleri birer sabittir. Grubun son-
lu olmasa igin, Jordan bu sabitleri genellikle, baz1 asal sayilann
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tamsay1 modiilolannin ya da genel olarak Galois alaninin égeleri
olarak kabul etmigtir.

Jordan, Galois teorisinin farkh bir versiyonunu 1869'da gelig-
tirmig ve Traité adl1 eserinde bu versiyona yer vermigtir. Bir denk-
lemin ¢6ziilebilir olmasi i¢in denklemin grubunun ¢éziilebilir ol-
masinin gart oldugunu, yani basit bilegenlerin tiimiiniin bir asal
saymn kuvvetine egit olmasinin gart oldugunu kanitlar. Jordan,
Galois teorisini geometri problemlerine uygulamigtir.

Simetri

Beginci dereceden cebir denklemlerini ¢6zmek i¢in 4000 yildir de-
vam eden arayig, Ruffini, Abel ve Galois kokli ifadelerle ¢6ziimiin
miimkiin olmadigim kantlayinca birden durdu. Olumsuz da olsa,
bu sorunun yanit1 matematik ve bilimde sonradan kaydedilen ge-
ligmeleri derinden etkilemigtir. Giinki ¢6ziimiin imkansizligini
kanitlamak i¢in 6ne siiriillen yéntem, matematikte simetrinin an-
lagilmasim saglamig ve simetrinin matematikte ve bilimde hayati
6nem tagidig) ortaya gikmigtir.

Bu ¢aligmalarin derin etkileri oldu. Grup teorisi, cebire daha
soyut bir gériiniim kazandirdi ve buna bagh olarak matematik de
daha soyut bir gériiniim aldi. Uygulamaya 6nem veren birgok bi-
limci baglangigta soyutlama egilimine karg: giksa da, soyut yon-
temlerin genellikle somut yontemlerden daha giiglii oldugu agik¢a
anlasilmig ve itirazlar ortadan kalkmigtir. Grup teorisi, olumsuz
sonuglann 6nemli olabilecegini ve kanit diye 1srar etmenin bazen
biiyiik kegiflere yol agtigim da agikga gostermigtir. Matematikgi-
lerin, kimsenin ¢6ziim bulamadig) gergegine dayanarak, kanitlan-
madig1 halde besinci derece denklemlerin ¢oziillemeyecegini 6yle-
ce kabul ettigini varsayalim. Matematikgiler igin kolayina kagip
¢6zimin olmadigim varsaysalardi, matematik ve bilim bugiinkii
seviyesinden fersah fersah uzakta olurdu.

Matematikgiler igte bu yiizden 1srarla kanit isterler.
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Grup teorisinden nasil faydalaniyoruz?

Grup teorisi, matematigin her alaninda artik vazgecgilmez hale geldi ve bilimde yay-
gin sekilde kullaniliyor. Ozellikle birgok farkli bilimsel baglamdaki érinti olusumu
teorilerinde karsimiza gikiyor.
Ornegin Alan Turing'in 1952'de 6ne surdugi reaksi-
yon-difiizyon denklemleri teorisi, hayvanlarin tiy/pul/
deri vb desenlerindeki simetrik oriintuler icin olasi bir
aciklama getirdi. Bu denklemlere gdre kimyasal bir sis-
tem belli bir bélgede yayilip yeni kimyasallar olusturacak
sekilde reaksiyona girebilir.Turing bu tur streclerin gelis-
mekte olan hayvan embriyosunda 6n 6rinti belirleyebi-
lecegini, bu 6rintulerin daha sonra pigmentlere donuse-
rek yetiskindeki drintlyu ortaya ¢ikaracagini 6ne surdu.
Konuyu basitlestirmek igin bélgenin dizlem oldugu-
nu varsayalim. Bu durumda denklemler, tim kati hareket
kosullarinda simetriktir. Her kati hareket kosulunda denk-
lemin simetrik olan tek ¢ézumu, bir 6rnek ve her yerde
ayni oldugu ¢dézimdir. Bu sonucu, Ustiinde hicbir dzel
isaret/desen bulunmayan bir hayvan olarak yorumlayabi-
liriz. Ancak tek tip olma hali bazen kararsiz olabilir; bu du-
rumda g6zlemlenen gercek ¢c6zum bazi kati hareketlerde
simetrik oldugu halde digerlerinde simetriyi kirar.
Paralel cizgiler, simetriyi kiran dizlemsel éruntinin
tipik érnegidir. Dizgun dagilima sahip noktalar bir baska
ornektir. Daha caprasik oruntiler de mumkindir. Hay-
vanlarin desenlerinde ¢izgi ve noktalarin en yaygin érintu
olmasi ilgingtir ve cetrefilli matematiksel oruntileri hay-
vanlarda da goriyoruz. Genetik etkileri de iceren gergek
biyolojik stire¢Turing'in disindugiinden daha caprasik ol-
mali, ama surecin altinda yatan simetri kirma mekanizmasi
ve matematiksel model birbirine ¢cok benziyor.
Turing orintusine sa-
hip matematiksel bir
model ve bir balik.
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Sayilar yerini yapilara birakiyor

1860 yilma gelindiginde permitasyon gruplan teorisi iyice ge-
lismisti. Degismezler (degiskenler degistirildigi halde ayni kalan
cebirsel ifadeler) teorisi, uzayin tim izdastimlerinin izdisimsel
grubu gibi cesitli dontsumlerin sonsuz kiimelerine dikkat ceki-
yordu. Camille Jordan 1868'de t¢ boyutlu uzaydaki hareket grup-
lanni inceledi ve bu ikisi birlesmeye bagladi.

Cetrefilli kavramlar

Bilinmeyen sayilan degil, permutasyon, doniisiim, matrisler gibi
daha cetrefilli konulari ele alan yeni tiir cebir sekillenmeye basla-
di. Onceki suirecler yeniden ele alindi. Uzun zaman hiikiim siiren
cebir kurallannin, bu yeni yapilarin ihtiyaglanna uyacak sekilde
degistirilmesi gerekti. Matematikgiler, gruplann disinda halka ve
alan denilen yapilari ve cebirin farkli turlerini incelemeye basla-
dilar.

Cebirin bakis acisindaki bu degisiklige yol acan sey kismi ti-
rev denklemleri, mekanik ve geometridir, yani Lie gruplan ve Lie
cebirinin gelismesidir. Sayi teorisi de yine ilham kaynagi olmus-
tur: Diyofantus denklemlerini ¢ézmek, karsiliklilik yasalanni an-
lamak ve hatta Fermat'nin Son Teoremine ytklenmek icin cebirsel
saytlar kullanilabilir. Bu tur ¢abalarin sonucunda elde edilen en
buyiik basan, Andrevww WViles'm 1995'te Fermat'nin Son Teoremini
kanitlamasi olmustur.
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Lie ve Klein

Norvecli matematik¢i Sophus Lie 1869'da Prusyah matematikgci
Klein'la dostluk gelistirmeye basladi. Julius Plucker'in izdisim
geometrisinin yan Griini olarak 6ne surdiugld cizgisel geomet-
ri, ikisinin ortak ilgi alaniydi. Lie oldukca orijinal bir fikir 6ne
surmasti: Galois'nin cebirsel denklemler teorisinin bir benzeri,

Felix Klein (1849-1925)

Klein Dusseldorf'da, Ust tabaka bir ailenin ¢ocugu ola-
rak dogdu. Babasi Prusya devlet baskaninin sekreteriydi.
Fizikgi olmayi planlayarak Bonn Universitesine devam
etti, ama Julius Plucker'in laboratuvar asistani oldu. Ma-
tematik ve deneysel fizik alanlarinda ¢alismasi gereken
Plucker'in asil ilgi alani geometriydi ve Klein onun etkisi
altinda kaldi. Klein'in 1868 tarihli tezi, mekanige uygula-
nan cizgisel geometri tzerineydi.

1870'te Lie'yle birlikte grup teorisi ve diferansiyel
geometri tzerine galisti. 1871'de Oklit¢i olmayan geo-
metrinin, ayirt edilebilen konik kesite sahip izdusim yu-
zeyinin geometrisi oldugunu kesfetti. Bu somut gercek,

Oklit geometrisinin mantiksal tutarliligi varsa Oklit disi geometrinin de mantiksal
olarak tutarli oldugunu dogrudan ve agik sekilde kanitladi. Kanit, Oklitgi olmayan
geometrinin konumuyla ilgili tartismalara son verdi.

Klein 1872'de Erlangen'da profesor oldu; 1872 tarihli Erlangen programinda, bi-
linen tum geometri tiplerini birlestirdi; geometriyi déntusim grubunun degismez-
leri olarak de@erlendirip farkli geometriler arasindaki baglantiya aciklik getirdi. Do-
layisiyla geometri, grup teorisinin dali haline geldi. Bu makaleyi géreve baslangi¢
konusmasi icin yazmisti, ancak o giin makaleyi sunmadi. Erlangen‘a kani isinmadigi
igin 1875'te Miinih'e tagindi. Unli filozofun torunu Anne Hegel'le evlendi. Bes yil
sonra Leipzig'e gitti ve orada matematik alaninda gelisti.

Klein, en iyi ¢calismasinin karmasik fonksiyonlar teorisiyle ilgili calismasi olduguna
inaniyordu. Bu calismada, karmasik duzlemin cesitli donusim gruplari altinda degis-
meyen fonksiyonlari derinlemesine inceledi. Bu baglamda 6zellikle 168. derece basit
grup teorisini gelistirdi. Karmasik fonksiyonlarin degismez hale getirilmesi [cok degerli
fonksiyonlarin tek degerli hale donisturilmesi] problemini ¢ozmek icin Poincare'ye ra-
kip oldu, ancak saghgi bozuldu. Gésterdigi yipratici ¢abalar bunun sebebi olabilir.

Klein 1886'da Gottingen Universitesinde profesor olup kendisini yonetim isle-
rine ve dinyanin en iyi matematik okulunun insasina verdi. 1913'te emekli olana
dek bu makamda kaldi.

219



MATEMATIGIN KISA TARIHI

tiirev denklemleri i¢in gegerli olmaliydi. Bir cebir denkleminin
¢6ziilebilir olmas igin, dogru tiirde simetriye sahip olmasi (yani
¢ozililebilen Galois grubunun bulunmasi) gerekliydi. Lie benzer
sekilde, bir tirev denkleminin klasik yéntemlerle g¢6ziilebilmesi
igin, stirekli donlgiime ragmen degigmeden kalmasinin gerekli
oldugunu ifade etmigtir. Lie ve Klein, 1869-1870 déneminde bu
disiincenin gegitlemeleri Gizerinde galigtilar; Caligmalar 1872'de
Klein'in geometriyi “bir grubun degigmezleri” geklinde tanimla-
masiyla sonuglandi ve bu tanim Erlangen programinda yer alda.

Erlangen programi, Oklit geometrisini farkli sekilde ve simetri-
ler agisindan diigiindiikleri i¢in ortaya cikmgtir. Jordan, Oklit diiz-
lemindeki simetrilerin gok gegitli kat1 hareketler olduguna zaten
daha 6nce dikkat ¢gekmigti. Bu hareketler, diizlemi belli bir yénde
kaydiran 6teleme hareketi; diizlemi sabit bir noktanin etrafinda
doéndiiren dénme hareketi; diizlemi sabit bir ¢izgi etrafinda ters
ceviren yansima hareketi ve diizlemi yansitip ayna gizgisine dik
olarak oteleyen, diger hareketler kadar net olmayan yansimah 6te-
leme hareketleridir. Séziinii ettigimiz bu déniigiimler Oklit grubu-
nu olugturur. Mesafeleri degigtirmedikleri i¢in bir anlamda sabit
hareketlerdir. Dolayisiyla agilan da degigtirmezler. Uzunluk ve ag,
Oklit geometrisinin temel kavramlandir. Klein, bu kavramlann Ok-
lit geometrisindeki degismezler oldugunu, gruptaki bir déniisim
uygulandig) zaman niceliklerin degigmedigini fark etmistir.

Aslina bakilirsa, Oklit grubunu biliyorsan gruptaki degigmez-
leri anlayip Oklit geometrisini elde edersin.

Aymi sey diger geometri tiirleri i¢in de gegerli. Eliptik geometri,
pozitif egime sahip uzaydaki kat1 hareketler grubuna ait degisg-
mezleri inceler; hiperbolik geometri, negatif egime sahip uzay-
daki kat1 hareketler grubuna ait degigmezleri inceler; izdligim
geometrisiyse, izdiigimler gurubunun degigsmezlerini inceler ve
diger geometriler de bdyledir. Koordinatlar nasil cebiri geomet-
riyle iligkilendiriyorsa, degigmezler de grup teorisini geometriyle
iligkilendirir. Her geometri kendisine denk olan grubu tammlar,
yani ilgili geometrik kavramlan koruyan tim dénigimlerin gru-
bunu tanimlar. Tersine, her déniigiim grubu kendisine denk olan
geometriyi, yani degismezlerini tanimlar.

Klein, baz1 geometrilerin 6ziinde digerleriyle ayn1 oldugunu
kamitlamak igin bu denklikten yararlanmigtir, zira yorumlama di-
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sinda bu gruplar 6zdestir. Burada daha 6nemli olan mesaj, geo-
metriyi tanimlayan geyin simetriler olmasidir. Ancak Riemann’in
yiuzey geometrisi, es deyisle noktadan noktaya degisebilen egim,
bir istisnadir. Riemann geometrisi Klein'in programina tam otur-
muyor.

Lie gruplan

Lie ve Klein'in ortak ¢aligmasa, giiniimiizde Lie grubu diye bilinen
ve modern matematikte gok 6nemli olan siirekli déniigiim grubu
fikrinin Lie tarafindan 6ne siiriillmesiyle sonuglandi. Lie grubu
matematik ve fizikte devrim yaratan bir kavramdir, giinki Lie
gruplan fiziksel evrendeki en 6nemli simetrilerin ¢gogunu yakali-
yor. Simetri, hem dogayr matematiksel olarak temsil etme diigiin-
cemizin temeli hem de teknik hesaplamalar igin giiglii bir diizen-
leyici ilkedir.

Sophus Lie, 1873 sonbaharinda
baglayan bir etkinligin telag: sira-
sinda Lie gruplan teorisini olugtur-
mustu. Lie grubu kavrami, Lie'nin
ilk galigmalarindan itibaren biiyiik 6lgiide geligti. Lie grubunu
ginimiiz terimleriyle ifade edersek, onun birbiriyle ilgili cebir-
sel ve topolojik 6zelliklere sahip bir yapida oldugunu séyleriz. Bir
gruptur (birlesme yasas1 bagta olmak iizere gesitli cebirsel 6z-
deglikleri saglayan bileske iglemi kiimesine sahiptir) ve topolojik
katmanl uzaydir (katmanli uzay, sabit boyutlu Oklit uzayin yerel
olarak temsil eden bir uzaydir, ancak kiiresel olgiide egridir ya
da garpiktir). Burada bilegke yasasi siireklidir (bilegke olugturan
ogelerdeki kiiglik degigiklikler, sonugta kiigiik degigikliklere sebep
olur). Lie’'nin bir¢ok degigkendeki siirekli déniigiim grubu kavram
¢ok daha somuttur. Evariste Galois'nin cebirsel denklemlerle ilgi-
li teorisine benzer gekilde, tiirev denklemlerinin g6ziilebilirligi ya
da ¢o6ziilemezligi lizerine bir teori ararken bu tiir déniigiim grup-
lanm aragtirmaya yonelmigtir. Bu déniigiim gruplan giiniimiizde
¢ok cesitli matematiksel baglamlarda ortaya gikiyor ve Lie'nin
basglangigta pegine diigtiigl ey, en 6nemli uygulama degildir.

Lie grubuna en basit 6rnek, bir dairenin tiim déniig hareketleri
kiimesi olabilir. Her doniig, 0° ile 360° arasindaki bir agiyla diger-

“Lie’nin baslangicta pesine distiigi
sey, en dnemli uygulama dedgildir.”
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lerinden ayirt edilir. Iki doéniigiin bilegkesi (ilgili agilan toplaya-
rak elde edilir) bir déniis oldugu i¢in bu kiime bir gruptur. Agilar
bir dairenin iizerindeki biitiin noktalara bire bir karsilik geldigi
icin bir boyutlu katmanli uzaydir; bir dairenin kiigiik yaylan, azi-
cik biikiilmiig dogru pargalandir. Dogru, bir boyutlu Oklit uza-
yidir. Son olarak, agilardaki kiigitk degisiklikler eklendigi zaman
toplamda kiigiik degisiklikler meydana geldigi igin bilegke yasasi
siireklidir.

U¢ boyutlu uzayda segilen baglangici koruyan tiim déniis hare-
ketlerinin olusturdugu grup daha getrefillidir. Her déniig hareketi
bir eksen (baglangigtan herhangi bir yénde gegen bir dogru) ve o
eksen etrafindaki déniis agisiyla belirlenir. Bir eksen iki degisken-
le belirlenir (eksenin, merkezi baglangi¢ noktasi olan bir referans
kiireyi kestigi noktanin enlem ve boylaminin bu iki degigken ol-
dugunu kabul edelim); dénme hareketinin agisim1 da lgiincii bir
degisken belirler. Dolayisiyla bu grup ii¢ boyutludur. Bu grup, bir
dairenin déniig hareketleri grubundan farklh olarak degigmez bir
gruptur (iki dénigiimi birlestirmenin sonucu, bu déniigiimlerin
gerceklesme sirasina baglhidir).

Lie bir siire kismi tiirev denklemleriyle ilgilendikten sonra,
1873'te doniigim gruplanna tekrar dénerek sonsuz kiigiik dénii-
sumlerin 6zelliklerini aragtirmigtir. Stirekli gruptan elde edilen
sonsuz kiigiik dénligtimlerin bilegke altinda kapali olmadigini, x,
yl seklinde yazilan ve braket diye bilinen yeni bir iglem altinda
kapali oldugunu géstermigtir. Matris gosteriminde bu ifade x ve
y'nin komiitatéri xy - yx olur. Elde edilen cebirsel yap: giiniimiiz-
de Lie cebiri diye bilinir. Lie grubu ve Lie cebiri terimleri 1930'a
kadar kullanilmadi: onun yerine bu kavramlar sirasiyla siirekli
grup ve sonsuz kiigiik grup olarak amldi.

Lie grubunun yapis ile Lie cebiri arasinda giiglii baglantilar
vardir. Lie bu baglantilan, Friedrich Engel ile beraber yazdig: iig
ciltlik Theorie der Transformationsgruppen [Déniisiim Gruplar
Teorisi] adl1 eserinde agiklar. Lie ve Engel dért klasik grup ailesini
aynintili gekilde tartigirlar. Bunlardan ikisi, n tek ya da ¢ift sa-
yiyken n boyutlu uzayda donme hareketi gruplandir. Bu iki grup
birbirinden epey farkh oldugu igin ayirt ediliyor. Ornegin uzayin
boyut sayisinin tek say1 olmasi halinde dénme hareketinin ekseni
her zaman sabittir, ¢ift sayiyken her zaman sabit degildir.
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Killing

Bir sonraki biiyiik geligmeyi Wilhem Killing gergeklegtirmigtir.
Killing 1888'de Lie cebirlerinin yapisina ait teorinin temellerini
atmig ve 6ncelikle tim basit Lie cebirlerini, yani diger tiim Lie
cebirlerini olugturan temel yap: taglarini siniflandirmigtir. Killing
bilinen en dolambagsiz ve basit Lie cebiri olan, n 2 2 igin sl(n) 6zel
dogrusal Lie cebirinin yapisiyla ige baglar. Karmagik girdilerin
oldugu tim n x n matrisleriyle baglayip A ve B gibi iki matrisin
Lie braketleri AB - BA olsun diyelim. Bu Lie cebiri basit degildir,
ama gapraz terimlerin toplami sifir olan sl(n) alt cebir basittir.
n?- 1 boyutundadir.

Lie bu cebirin yapisimi biliyordu “Killing'in calismasinin sonuc-
ve her basit Lie cebirinin benzer ya- |5, gikkat cekicidir.”

piya sahip oldugunu gdstermigti. Lie
cebirinin basit oldugu bilgisinden yola ¢ikarak bu kadar 6zgiin
bir geyi kanitlamasi dikkate deger. Lie'nin yontemi, her bir basit
Lie cebirini kék sistemi diye bilinen geometrik yapiyla iligkilen-
dirmekti. Kok sistemlerini inceleyip siniflandirmak igin dogrusal
cebir yontemlerini kullandi. Ardindan, o kok sisteminin yapisina
bakarak ilgili Lie cebirinin yapisini elde etti. Yani olasi kok sistem
geometrilerini siniflandirmak, basit Lie cebirlerini siniflandir-
makla ayn1 geydir.

Killing'in ¢aligmasinin sonuglan dikkat gekicidir. Killing, ba-
sit Lie cebirlerinin doért sonsuz aileye dahil oldugunu kanitlar;
ginimiizde bu ailelere A , B, C, ve D, diyoruz. Ancak G,, F,, E,, E,
ve E,_ gibi beg istisna var; ama bunlardan ikisinin farkl1 gériinen
ayni cebirler oldugu sonradan anlagilmigtir. Istisna olugturan Lie
cebirleri 12, 56, 78, 133 ve 248 boyutludur. Hala biraz gizemliler,
ama varolus sebeplerini yeterince anlamig bulunuyoruz.

Basit Lie gruplar

Bir Lie grubu ile bu grubun Lie cebiri arasindaki yakin iligkiler
nedeniyle, Lie cebirinin siniflandinlmasi basit Lie gruplannin si-
niflandinlmasina yol agt1. Ozellikle A , B , C, ve D, ailesi, doniigiim
gruplannin klasik dért ailesinin Lie cebirleridir. Bunlar sirasiyla
(n + 1) boyutlu uzaydaki tiim dogrusal doniigiimler grubu; (2n +
1) boyutlu uzaydaki donme hareketi grubu; klasik mekanik, kuan-
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tum mekanigi ve optikte 6nemli olan 2n boyutlu uzaydaki simp-
lektik grup ve 2n boyutlu uzaydaki dénme hareketi grubudur. Bu
senaryoya sonralan birkag¢ rotus yapilmig; 6zellikle Harold Scott
MacDonald Coxeter ve Eugene (Evgeni) Dynkin'in kok sistemleri-
nin kombinasyon analizine grafik yaklagimi bunlar arasindadir.
Bu yaklagim gliniimiizde Coxeter ya da Dynkin diyagramlan diye
biliniyor.

Lie gruplan birgok sebepten 6tiiri modern matematik igin
énemlidir. Ornegin mekanikteki birgok sistemde simetri vardir ve
bu simetriler dinamik denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasina
imkan saglar. Simetri genellikle bir Lie grubu olugturur. Mate-
matiksel fizikte temel pargaciklann incelenmesi, yine bazi simet-
ri ilkeleri nedeniyle biiyiik dlglide Lie gruplan aracina dayamir.
Killing'in istisna olugturan E, grubu, kuantum mekanigi ve genel
goreliligin birlestirilmesi yolunda giincel bir yaklagim olan sii-
per sicim teorisinde 6nemli rol oynar. Simon Donaldson‘in, dért
boyutlu Oklit uzayinin tiirevlenebilen standart dig1 yapilara sa-
hip olduguna dair 1983'te yaptig1 destansi kegif, esas olarak doért
boyutlu uzaydaki tiim dénme hareketlerinin olusturdugu Lie gru-
bunun sira dig1 bir 6zelligine dayanir. Lie gruplan teorisi, tiim
modern matematik i¢in hayati 6nem tagir.

Soyut gruplar

Kleinin Erlangen programinda, ilgili gruplann déniigiimlerden
ibaret olmasi garttir; yani grubun elemanlan ayni uzayda etkili
olur. Gruplarla ilgili ilk galigmalann ¢ogunda bu yap1 kabul edil-
migtir. Ancak aragtirmalann ilerlemesi igin bir soyutlama daha
yaparak, grup 6zelligi korunurken uzayn atilmas: gerekmigtir. Bir
grup, benzer 6geler elde etmek tizere birlegtirilebilen matematiksel
6gelerden olugur; ancak bu 6gelerin déniigiim olmasi gart degildir.

Ornek olarak sayilan gésterebiliriz. 1ki say: (tamsayi, kesirli
sayl, gergek sayl, karmagik sayl) toplanabilir ve sonug yine ayni
tir say: olur. Sayilar, toplama iglemi altinda bir grup olugturur.
Ancak sayilar birer déniigiim degildir. Yani gruplarin déniigiim
rolii geometriyi biitiinlestirmis olsa da, grup teorisini biitiinles-
tirmek i¢in bunun altinda yatan uzay varsayiminin atilmasi ge-
rekmigtir.
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Arthur Cayley, 1849 ve 1854'te yazdig: li¢ makaleyle bu adi-
m1 atmaya yaklagan ilk kisi olmugtur. Cayley bu makalelerde, bir
grubun 1, a, b, ¢ ve benzeri operatoérler kiimesinden olugtugunu
soyler. Herhangi iki operatdriin ab bilegiminin bir bagka operatér
olmasi gerekir; 6zel olan 1 operatéri la = a ve al = a esitligini
tim a operatérleri i¢in saglar; son olarak, (ab)c = a(bc) birlegme
yasasinin gegerli olmasi gerekir. Ama Cayley'nin operatdrleri yine
de bir gey tlizerinde (degigkenler kiimesinde) iglem yapmistir. An-
cak Cayley ¢ok 6nemli bir 6zelligi atlar: her a'min a'a =aa’' =1
egitligini saglayan bir tersi (a') mutlaka olmalidir. Cayley hedefe
iyice yaklagmig, ama 6diilii burun farkiyla kagirmigtir.

Richard Dedekind 1858'de grup ogelerini déniigiimler ya da
operatodrlerle simirlandirmayip keyfi birimler olmasina izin ver-
mig, ama yaptig1 tanimda ab = ba degisim yasasina da yer ver-
migtir. Dedekind’in diigiincesi, hedefledigi say teorisi igin uygun-
du. Ancak Galois teorisindeki ilging gruplarin gogunu diglamig
ve daha genis matematik diinyasina iligmemigtir. Modern soyut
grup kavramini 1882-1883 yillarinda Walther van Dyck 6ne siirer.
Dyck ters operatériin varligina yer vermis, ama degigim yasasinin
gerekliligini reddetmigtir. Gruplar kisa bir siire sonra, 1902'de Ed-
ward Huntington ve Eliakim Moore, 1905'te Leonard Dickson ta-
rafindan tamamen gelismis temel 6nermeler olarak sunulmusgtur.

Say teorisi

Say teorisi, yeni cebirsel kavramlar
icin bir bagka temel kaynak olugturur.
Gauss, gliiniimiizde Gauss tamsayila-
n dedigimiz geyi 6ne siirerek siireci
baglatmigtir. Gauss tamsayilar, a ve b'nin birer tamsay1 oldugu
a + bi karmagik sayilandir. Bu sayilarin toplamlar ve garpim-
lan da aymi forma sahiptir. Gauss, asal say1 kavraminin Gauss
sayillan seklinde genellestirilebilecegini kegfetmistir. Bir Gauss
sayisl, bagka Gauss sayilarinin ¢arpimi olarak mantikli gekilde
ifade edilemiyorsa asal sayidir. Gauss sayilarinin asal garpanla-
rina ayrlmasi 6zgiindiir. 3 ve 7 gibi bazi basit asal sayilar Gauss
sayisi olarak ele alindiginda yine asal say1 olarak kalirken diger-
leri farkhdir: 6rnegin 5 = (2 + i)(2 - i). Bu gergek, Fermat'nin asal

“Gauss, ginimizde Gauss tam-
sayilars dedigimiz seyi dne sire-
rek siireci baslatmistir.”
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sayllar ve iki karenin toplami hakkindaki teoremiyle yakindan
iligkilidir; Gauss sayilan bu teoreme ve onunla baglantili diger
teoremlere 151k tutar.

Bir Gauss tamsayis1 bagka bir Gauss tamsayisina bélindigi
zaman, sonucun yine Gauss tamsay1s1 olmasi gerekmez; ancak bu
forma yaklagir: sonug, a ve b birer kesirli say1 olmak tizere a+bi
formundadir. Bunlar Gauss sayilandir. Daha genel olarak soyler-
sek, say1 teorisyenleri sunu kesfetmigtir: Katsayilan birer tam-
say1 olan herhangi bir p(x) ¢okterimlinin x, ..., x_ ¢6ziimlerinden
olugsan a x +...+a x_dogrusal kombinasyonlanna bakarsak, ¢ok-
terimliyle baz1 benzerliklerinin oldugunu gériiriz. a , .., @, katsa-
yilarim kesirli sayilardan segersek toplama, gikarma, ¢arpma ve
b6lme iglemleri altinda kapali olan bir karmasik say: sistemi elde
ederiz (yani béyle bir sayiya bu iglemler uygulandig: zaman, elde
edilen sonug yine aym tiirde bir sayidir). Bu sistem bir cebirsel
say1 alani olugturur. a, .., a, katsayilan kesirli say1 degil de tam-
say1 olsayd1 bu sistem toplama, gikarma ve garpma islemi altinda
kapal oldugu halde bélme iglemi altinda kapali olmazdi: bu bir
cebirsel sayr halkasidr.

Bu yeni say: sistemlerinin gozi en yiikseklerde olan uygula-
mas1 Fermat'nin son teoremidir: teorem, n issi ili¢ ya da ligten
biiyiik oldugu zaman x° + y" = z" Fermat denkleminin hig¢bir ¢ézi-
miiniin tamsay1 olmayacagini séyliiyor. Fermat'nin buldum dedigi
‘muhtegem kanit’i kimse yeniden inga edememis ve Fermat'nin
kanit bulduguna dair kugkular giderek artmigtir. Ancak baz
6nemli geligmeler kaydedildi. Fermat tgilinci ve dérdinci kuv-
vetler i¢in kanit buldu, Peter Lejeune-Dirichlet 1828'de besinci
kuvvetle ugragt: ve Henri Lebesque 1840'ta yedinci kuvvet i¢in bir
kamt buldu.

Gabriel Lamé 1847'de biitiin kuvvetleri kapsayan bir kanit bul-
dugunu one siirdii, ama Ernst Eduard Kummer var olan bir hatay:
gosterdi. Lameé, asal garpanlarna ayirmanin tek bir gekilde ya-
pilacagini, kanit olmadig: halde biitiin cebirsel sayilar igin dog-
ru saymigti. Oysa bu dedigimiz baz (aslinda ¢ogu) cebirsel say
alanlan i¢in dogru degildir. Kummer, iissiin 23 olmasi halinde
Fermat'nin Son Teoremi incelendiginde cebirsel say1 alam igin te-
killigin gegerli olmadigini géstermigtir. Ancak Kummer hemen pes
etmemis ve baz1 yeni matematiksel aygitlar kesfedip bu sorunu
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¢Ozmiigti. 1847 yilina gelindiginde 37, 59 ve 67 harig 100'e kadar
olan tiim isler i¢gin Fermat'nin son teoremini halletmigti. Kummer
ve Dimitri Mirimanoff, eksik kalanlan da ek araglar kullanarak
1857'de tamamladilar. 1980°li yi1llarda benzer yéntemler, teoremi
150.000'e kadar tiim iisler igin kanitlamig, ama yontem sifin tii-
ketmeye baglamigtir.

Halkalar, alanlar ve cebirler

Kummer'in ideal say: kavrami kullanigsiz olunca, Dedekind bu
kavrami idealler, 6zel alt sistemler ve cebirsel tamsayilar agisin-
dan tekrar formiile etti. G6ttingen'de Hilbert'in okulu ve 6zellikle
Emmy Noether konuya el atinca bu alan tamamiyla aksiyomatik
temele oturtuldu. Uygun aksiyomlar listesi sayesinde, gruplann
yan sira ii¢ farkli cebirsel sistem, yani halkalar, alanlar ve cebir-
ler tanimlanmig oldu.

Halkada toplama, ¢ikarma ve

; ] “Gabriel Lamé 1847'de biitin kuv-
arpma iglemleri tamimhdir ve vetleri kapsayan bir kanit buldugunu

¢arpmada degigim yasasi harig one siirdi, ama Ernst Eduard Kum-

olagan tim cebir yasalarim sag- mer var olan bir hatayi gosterdi.”
larlar. Carpmada degigim yasasi

da gegerli ise buna degigmeli halka diyoruz.

Alanda ise toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme iglemleri ta-
nimhdir ve garpmada degigim yasas1 dahil olmak iizere olagan
tim cebir yasalarnni saglarlar. Garpmada degigim yasas1 gegerli
degilse buna bélme halkas: diyoruz.

Cebir, halka gibidir; ancak 6geleri ayn1 zamanda ¢egitli sabit-
lerle, gergel sayilarla, karmagik sayilarla ya da (en genel diizende)
bir alanla ¢arpilabilir. Toplama kurallan her zamanki kurallardir,
ama garpma iglemi bazi farkl aksiyomlar saglayabilir. Birlegme
6zelligi varsa birlegmeli cebir elde ederiz. xy - yx komiitatoriiyle
ilgili baz1 yasalan saghyorsa Lie cebiridir.

Her biri kendi aksiyom listesine sahip onlarca, belki yiizlerce
farkl tiirde cebirsel yap1 vardir. Bunlarin bazilan sirf ilging aksi-
yomlann sonuglarim1 aragtirmak igin kegfedilmig, ama gogu dzel
problemlerde ihtiya¢ duyuldugu i¢in ortaya ¢ikmigtir.
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Emmy Amalie Noether (1882-1935)

Emmy Noether, ikisi de Yahudi kokenli olan matematikgi
Max Noether ve Ida Kauffmann'in kizidir. Emmy 1900'de
dil 6gretmeni olmaya hak kazandi, ama o geleceginin
matematikte olduguna karar verdi. O zamanlar Alman U-
niversiteleri, profesori izin verirse kadinlarin gayri resmi
ders almasina imkan taniyordu. Emmy 1900-1902 ara-
sinda ders aldi. Sonra Gdttingen'e gidip 1903 ve 1904°te
Hilbert, Klein ve Minkovvski'nin derslerine katildi.

1907'de degismezler teorisyeni Paul Gordan gozeti-
minde doktora yapti. Tez ¢calismasinda ¢ok ¢aprasik bir
degismezler sistemini hesapladi. Erkek olsa tezden son-
ra ders verme hakkini elde ederdi, ama kadinlarin ders
vermesine izin verilmiyordu. Erlangen'de evinde oturup engelli babasina bakti,
ama arastirmalarina devam etti ve (ini hizla artti.

Emmy'nin fakilteye girebilmesi icin kurallar degistirme muicadelesi veren Klein
ve Hilbert, 1915'te Emmy'yi tekrar Gottingen'e davet ettiler. 1919'da nihayet kural-
lari de@istirmeyi basardilar. Emmy geldikten kisa bir sure sonra, genellikle Noether
teoremi olarak bilinen temel bir teoremi kanitladi. Bu teorem, fiziksel bir sistemdeki
simetrileri ve koruma yasalarini iliskilendirir. Emmy'nin ¢alismasinin bir bélumi, ge-
nel goreliligin bazi bélimlerini formile etmek izere Einstein tarafindan kullanildi.
Emmy 1921'de halka teorisi ve idealler hakkinda soyut aksiyomatik bakisa sahip bir
makale yazdi. Bu calisma, Bartel Leendert van der VVaerden'in klasik yazisi Modern
Cebir'in 6nemli bir kismini olusturmaktadir.

Almanya'da Naziler iktidara gelince Yahudi oldugu icin isine son verildi ve
ABD'de ¢alismak icin Almanya'dan ayrildi. Van der Waerden Emmy'yle ilgili olarak,
"sayllar, fonksiyonlar ve islemler genel kavramsal iliskilere indirgendikten sonra...
sayl, fonksiyon ve islem arasindaki iliskiler seffaflasti, genellestrimeye uygun ve
Uretken hale geldi,'demistir.

Sonlu basit gruplar

Sonlu gruplar Gzerine 20. yuzyilda yapilan arastirmalarin en &-
nemli yani, bitiin sonlu basit gruplarin basariyla siniflandiriima-
st olmustur. Killing'in Lie gruplari ve bu gruplarin Lie cebirleri
icin elde ettikleri, sonlu gruplar igin de elde edilmistir. Yani sonlu
gruplarin temel yapi taslan olan olasi basit gruplann timinin
eksiksiz sekilde tanimlanmasina yol agmistir. Gruplari molekille-
re benzetirsek, basit gruplar bu molekdlleri olusturan atomlardir.

Killing'in basit Lie gruplan siniflandirmasi, bu gruplann An
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Andrevv Wiles (1953-

Andrew Wiles 1953'te ingiltere'de, Cambridge'te dogdu.
10 yasindayken Fermat'nin Son Teoremini okuyunca ma-
tematikci olup bu teoremi kanitlamayi aklina koydu. Dok-
torasi sirasinda, teorem son derece ¢etin oldugu icin bu
fikirden neredeyse vazgecip gorunuste farkh bir alan olan
"eliptik egrilerin sayi teorisi lUzerinde calisti. ABD'ye gidip
Princeton'da profesdr oldu.

1980'lerde Fermat'nin Son Teoremiyle eliptik egrilere ait
derin ve zor bir soru arasinda beklenmedik bir iliski olabi-
lecegi netlesmeye basladi. Gerhard Frey, Taniyama-Shimura
varsayimi yoluyla bu baglantiya aciklik getirdi. Wiles Frey'in
dusuncesini isitince Fermat'nin Son Teoremine odaklanmak igin diger tim cahs-
malarini birakti ve yedi yil tek basina arastirma yaptiktan sonra,Taniyama-Shimura
varsayiminin ézel bir haline dayanarak bir kanit bulduguna ikna oldu. Bu kanitta bir
bosluk oldugu ortaya cikti, ama Wiles ve Richard Taylor boslugu tamamladilar ve
1995'te eksiksiz kanit yayimlandi.

Diger matematikciler, Taniyama-Shimura varsayiminin tamamini kanitlamak
icin dustinceler gelistirip yeni yontemleri daha da zorladilar. Wiles buldugu kanit
igin Wolf Odulii dahil birgok 6diil aldi. 1998'de, geleneksel olarak 40 yas alti siniri
getirilen Fields Madalyasi icin ¢ok yasl oldugundan Uluslararasi Matematik Birligi
tarafindan gimis plaketle édullendirildi. 2000 yilinda ingiliz Kraliyet Onur Nisani
verilerek Sovalye ilan edildi.

Bn Cnve Dngibi dort sonsuz aileye ait olmalari gerektigini kanit-
lamistir; bu ailelerin ayrica G2 F4 EG E?ve Eagibi tam bes istisna-
si vardir. Buatdn sonlu basit gruplarin en son siniflamasi, tek tek
sayllamayacak kadar cok matematikci sayesinde elde edilmisti,
ama bu problemin ¢6ztlmesini saglayan ayrintili programi Daniel
Gorenstein'e bor¢luyuz. 1888-1890 yillarinda yayimlanan cevabin
benzerligi sasirticidir: Cevapta sonlu aileler listesi ve istisnalar
listesi var. Ama aile sayisi ¢ok daha fazla, istisnalarin sayisiysa

y|rm|_ aludir. . Andrew  Wile gocull%en
Aileler, birbirini |zle¥en gruplar [ i .
ermat nin Son Teoremini ka-

(Galois'nin bildigi gruplar) ve Lie tipi nlttamayl hayal etmisti."
gruplardan olusan bir kiimeden ibaret-

tir. S6z konusu Lie gruplan basit gruplardir, ama karmasik sayi-
lardan ziyade gesitli sonlu alanlar tzerinedir. Bu konunun da bazi
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ilging gegitlemeleri var. 26 bireysel istisnada bazi ortak oriinti
izleri olsa da ortak bir yapilan yoktur. Bu siniflandirmanin ek-
siksiz olduguna dair ilk kanit yiizlerce matematikg¢inin yaklagik
10.000 sayfa tutan toplam ¢aligmalarinin sonucu ortaya gikmagtir.
Dahasi, kanitin hayati bazi béliimleri yayimlanmamigtir. Bu arag-
tirma alaninda yapilan son galigmalar, bu siniflandirmaya daha
kullanmigh bir bigim vermeyi kapsiyor; bu yaklagim, yanmt zaten
bilindigi i¢gin miimkin oldu. Sonug¢lar, toplam 2000 sayfalik bir
dizi ders kitabi gibi ortaya gikiyor.

Istisna olugturan basit gruplann en gizemlisi ve en biiyiigiine
dev deniyor. Bu grubun siralamasi agagidaki gibi.

2% x30°x5°x 7°x 112x 13°x17x19x23x29x 31 x41x47x59x 71
Degeri ise,
808017424794512875886459904961710757005754368000000000

ve bu da kabaca 8 x 10% ediyor. Grubun varhg 1973’te Bernd
Fisher ve Robert Griess tarafindan tahmin edildi. Griess 1980'de
grubun varligini ve 196.884 boyutlu cebire ait simetri grubunun
cebirsel yapisini olugturdugunu kanitlamigti. Goriiniige goére bu
devasa sayinin say: teorisi ve karmagik analizle baz1 beklenme-
dik baglantilan vardir. John Conway, bu iligkiyi Devasa Ay Isi-
g1 varsayim1 geklinde ifade eder. Richard Borcherds 1992'de bu
varsayimi kanitlayip, matematikte en saygin madalya olan Fields
madalyasim alda.

Fermat'nin Son Teoremi

Cebirsel say1 alanlarnnin say: teorisine uygulanmasi, 20. yizy:-
lin ikinci yarisinda hizla geligip Galois teorisi ve cebirsel topoloji
dahil matematigin birgok alamiyla baglanti1 kurdu. Bu ¢galismanin
6nemli sonucu, 350 y1l 6nce ifade edilmig olan Fermat'nin Son Te-
orisinin kanmitlanmasi oldu.

Gergekten belirleyici olan fikir, Diyofantus denklemleri i¢in ya-
pilan ¢agdas bir galigmanin merkezinde duran giizel bir alandan,
yani eliptik egriler teorisinden kaynaklandi. Eliptik egriler, mii-
kemmel bir dairenin kiibik ¢gokterimliye egit oldugu denklemlerdir
ve matematikgilerin iyi anladig) Diyofantus denklemlerinin bir
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Soyut cebirden nasil faydalandilar?

George Boole, 1854 tarihli The Laws of Thought [Digtincenin Yasalar) kitabinda ce-
birin mantiga uygulanabilecegdini gésterip glinimiizde Boole cebiri [ikili cebir] diye
bilinen seyi kegfetti.

Burada Boole'un dugiincelerinin tadini hissettirmekten 6te gegemeyiz. En 6-
nemli mantiksal operatorler “degil, ve, veya” operatérleridir. S 6nermesi dogruysa,
S-degil yanhigtir ve bunun tersi de gegerlidir. S ve T'nin dogru olmasi igin hem S hem
de T'nin dogru olmasi sarttir. S ya da T'nin dogru olmasi igin, S ya da T'den en az
biri (ya da ikisi) dogru olmalidir. Boole, T'yi 1 ve S'yi 0 olarak yazarsak bu mantiksal
islemlerin bildigimiz cebire ok benzedigini fark eder. Ancak 0 ve 1in, 2'nin tamsayi
modiilolarn oldugunu dusiinmek gerekiyor; o zaman 1 + 1 =0 ve -S ile S ayni gey
oluyor. S-degil ifadesi 1 + S olur, S ve T ise ST olur; SveyaT, S + T + ST olur, ve S veya T
ise S+ T+ ST olur. S + T toplam, 6zel or operatériine kargilik gelir (bilgisayar uzman-
lar bunu xor seklinde yaziyor). T ya da S dogru ise S xor T dogrudur, ama ikisi birden
dogruysa yanhstir. Boole, garip kurallara aldirmayip sistematik olarak kullanilirsa,
bu ilging mantik cebirinin kendi iginde tutarli olacagini kesfetti. Bu adim, matema-
tiksel mantigin dizgun bir teorisine dogru atilan ilk adimlardan biriydi.

alanim temsil ederler. Ancak bu konunun heniiz ¢6ziilmemis bii-
yik problemleri vardir. Bunlardan en biiyiigii, Yutaka Taniyama ve
André Weil'in ad1 verilen Taniyama-Weil varsayimidir. Bu varsa-
yium, her eliptik egrinin modiiler fonksiyonlarla temsil edilebilece-
gini soyler (trigonometrik fonksiyonlarin bu sekilde genellenme-
sini 6zellikle Klein incelemistir).

Gerhard Frey, 1980°li yallarin basinda Fermat'nin Son Teoremi
ile eliptik egriler arasinda bir baglant1 buldu. Fermat'nin denkle-
mi i¢in bir ¢6ziim oldugunu varsayalim; bu durumda hig aligilma-
dik 6zellikleri olan bir eliptik egriyi (6yle aligilmadik ki, egrinin
var olmasi imkansiz gibi) kurmak miimkin olur. Kenneth Ribet
1986'da, eger Taniyama-Weil varsayimi dogruysa Frey'in egrisinin
var olamayacagini kanitlayarak bu diigiinceye kesinlik kazandir-
mastir. Dolayisiyla Fermat'nin denkleminin ¢6ziimi de var olamaz
ve bu gekilde Fermat'nin Son Teoremi kanitlanmig olur. Taniya-
ma-Weil varsayimina dayanan bu yaklagim, Fermat'nin Son Teo-
reminin tarihe gegen tekil bir merak konusu olmadigini gésterdi.
Tersine, bu teorem modern say: teorisinin temelinde yatmaktadir.

Andrew Wiles ¢ocukken Fermat'nin Son Teoremini kanitlamay:
hayal etmig, ama profesyonel oldugu zaman bunun tekil (¢6ziilme-
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mis ama ¢ok da 6nemli olmayan) bir prob-
lem olduguna karar vermigti. Ribet'nin
caligmas1 Wiles'in fikrini degistirdi. Ozel
bir eliptik egri sinif1 i¢in (Fermat'nin Son Teoremini kanitlamaya
yetecek kadar genel bir sinif) Taniyama-Weil varsayimini kanitla-
digim 1993'te ilan etti. Ama yazdig) makale yayimlanacag: zaman
ciddi bir eksiklik ortaya ¢ikti. Neredeyse vazgegecek olan Wiles,
“aniden, hi¢ beklemedigim gekilde inanmilmaz bir ilham geldi...
Oyle giizel, 6yle basit ve dyle milkemmeldi ki inanamadim, baka-
kaldim” demigtir. Wiles, Richard Taylor'in da yardimiyla kantta
degisiklik yapip eksigi kapatti. Makalesi 1995'te yayimlandi.

Son Teoreminin kanitin1 buldugunu iddia ederken Fermat'nin
aklindan gegen diisiinceler ile Wiles'in kullandig1 ydntemlerin ¢ok
farkli oldugundan rahathikla emin olabiliriz. Fermat gergekten
basit, zekice bir kanit bulmus muydu, yoksa kendini mi kandiri-
yordu? Fermat'nmin Son Teoremi kanitlanmig olsa da bu bilmece
hi¢bir zaman ¢oziilmeyebilir.

“Soyut hale gelen sadece
cebir olmamistir.”

Soyut matematik

Matematigin daha soyut gériiniime dogru kaymasi, matematigin
ele aldig1 konularin gesitlilik kazanmasinin bir sonucu olarak
ortaya gikmistir. Matematik daha ¢ok sayilarla ilgiliyken, cebir
sembolleri sadece sayilarin yerini tutan geydi. Ama matematik
gelistikge semboller denetim digina gikmaya bagladi. Sembollerin
anlami, sembollerin kullanildig: kurallara kiyasla énemini kay-
betti. Kurallar bile kutsal degildi artik: Degisim yasasi gibi klasik
aritmetik yasalar, yeni baglamlarda her zaman uygunluk goster-
memiglerdir.

Soyut hale gelen sadece cebir olmamigtir. Analiz ve geometri de
benzer sebeplerden dolay: daha genel konulara odaklandi. Bakig
agisindaki biyik degisiklik, 19. ylizyilin ortalarindan 20. yiizyilin
ortalarina kadar yaganmigtir. Ondan sonra bir pekistirme dénemi
baglamig; matematikgiler, soyut formalizm ve bilimsel uygulama-
lann geligen ihtiyaglarini dengelemeye ¢aligmiglardir. Soyutlama
ve genellestirme el ele yiirir, ama soyutlama matematigin anla-
mini karartabilir. Ancak mesele artik soyutlamanin faydal ya da
gerekli olup olmadig) degil: soyut yontemler, Fermat'nin Son Te-
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oremi gibi birgok eski problemin ¢6ziilmesini saglayarak degerli
oldugunu kanitladi. Diiniin bigimsel oyunlarindan azicik farkh
goérinen sey, yarin bilim ya da ticaret i¢in ¢ok 6nemli bir araca
déniigebilir.

Soyut cebirden nasil faydalaniyoruz?

Galois alanlar, 6zellikle CD ve DVD gibi gesitli ticari uygulamalarda yaygin sekilde
kullanilan kodlama sisteminin temelini olusturur. Ne zaman muzik dinleseniz ya da
video izleseniz, soyut cebiri kullanirsiniz.

Bu yoéntemler, kendilerini 1960'ta ortaya atan Irving Reed ve Gustave
Solomon'in adindan dolayi Reed-Solomon kodlari olarak biliniyor. Bu kodlar, miizik
ya da video sinyali gibi kodlanmis verilerden olugsan bir ¢okterimliye dayanan ve
katsayilari sonlu alanda bulunan hata dizeltme kodlaridir. n. dereceden bir gokte-
rimlinin, n farkh noktadaki degerleriyle tek bir sekilde belirlendigini biliyoruz. Bu-
rada amag, ¢okterimliyi n'den daha gok sayidaki noktada hesaplamaktir. Hi¢ hata
yoksa, n veri noktasinin herhangi bir alt kimesi ayni ¢okterimliyi yeniden inga eder.
Hata varsa, hata sayisinin gok biyik olmamasi kaydiyla gokterimliyi ortaya gikar-
mak hala mumkuanddr.

Uygulamada, veriler kodlanmig bloklar seklinde temsil edilir. Her blok igin 2™-1
adet m-bit sembol bulunur; bit, ikili sayidir, yani 0 ya da 1'dir. Eski bilgisayarlar bayt-
la (8'lik bit dizileri) cahistigt icin m = 8 yaygin segenektir. Bir bloktaki sembol sayisi
255'tir. Ahgilagelen bir Reed-Solomon kodu, 255 baytlik her bloga kodlanmig 223
byte yerlestirir. Kalan 32 bayt, verideki bazi sayilarin bilegiminin tek mi gift mi olmasi
gerektigini belirten esitlik sembolleri igin kullanilir. Bu kod, her blokta en ¢ok 16
hatayi duzeltebilir.
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Nicelik niteligi alt eder

Oklit geometrisinin ana bilesenlerinin hepsi (dogrular, agilar,
daireler, kareler vb) dlciimle ilintilidir. Dogru parcalarinin uzunlu-
gu vardir; acilarin belli bir buydtkliga vardir ve 90° agl, 91° ya da
89 derecelik agidan 6nemli noktalarda farkhdir; daireler yaricap-
lariyla tanimlanir; karelerin belli uzunlukta kenarlan vardir, 6klit
geometrisinin ise yaramasini saglayan gizli bilesen, metrik biylk-
Itk olan uzunluktur. Uzunluk, kati harekette degismez ve OKklit'in
hareketle esdeger kavrami olan kalandashgi tanimlar.

Topoloji

Matematikgilerin tesadiifen buldugu diger geometri tipleri de
baslangicta metrikti. Oklitci olmayan geometride uzunluklar ve a-
cilar tanimlidir; sadece OKlit diizlemindeki uzunluk ve agilarin 6-
zelliklerinden farkl 6zellikler tasirlar. izdiisim geometrisinin or-
taya cikisiyla birlikte bu durum degismis: izdistimsel dénisim-
ler uzunluklari, uzunluklar acilari degistirebilir, 6klit geometrisi
ve OkKlitci olmayan geometrilerin iki temel tipi katidir. izdtsiim
geometrisi daha esnektir, ama onda bile hemen gdze carpmayan
degismezler vardir. Klein'in resminde geometriyi tanimlayan sey,
bir dénistimler grubu ve buna karsilik gelen de§ismezlerdir.

19. yizyilin sonuna yaklasirken matematikciler daha da esnek
bir geometri turu gelistirmeye basladilar; aslina bakilirsa dyle
esnek ki lastik levha geometrisi diye nitelendirildi. Daha uygun
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sekilde topoloji olarak bilinen bu geometri, son derece biikliimli
sekilde deforme edilebilen ya da bozulabilen gekillerin geomet-
risidir. Dogrular egrilebilir, biziilip kisalabilir ya da esneyip
uzayabilir; daireler sikigtinlarak tiggen ya da kareye déniigebilir.
Burada onemli olan tek gey strekliliktir. Topolojide izin verilen
tim déniigiimlerin analiz agisindan siirekli olmas1 gerekir; yani
kabaca ifade edersek, iki nokta birbirine yeterince yakin baglarsa
yine yakin olarak sona erer (‘lastik levha’ imgesi buradan geliyor).

Metrik diigiince burada az da olsa kendini hissettiriyor: “bir-
birine yakin” ifadesi metrik bir kavramdir. Ancak 20. yiizyi1lin ba-
sinda bu ufak etki de ortadan kaldirilmig ve topolojik déniigiimler
bagimsizligin ilan etmigtir. Topolojinin statiisii hizla yiikselmig
ve matematik sahnesinin merkezine yerlegmistir (ger¢i ¢ok garip
bir hale geldigi ve tam anlamiyla igeriksizlestigi de s6ylenebilir).
Déniigiimler bu kadar esnek olursa degigmezi ne olabilir? Soruya
yanit olarak birgok degismezin bulundugu ortaya ¢ikt1. Ancak or-
taya gikan degigmez tipi, geometride o giine kadar hesaba katilan
higbir geye benzemiyordu. Baglantililik; yani bu geyin ka¢ pargasi
var? Delikler; tek bir y1gin halinde mi yoksa iginden gegen tiinel-
ler var m1? Diigiimler; nasil dolagmig, dolasik yerler agilabilir mi?
Topologlar igin simit ve kahve fincam 6zdestir (ama simitle su
bardag: 6zdes degildir); ancak ikisi de yuvarlak toptan farkhdir.
Digim bag), kropi diigiimden [sekiz geklinde diigiim] farkhdur,
ancak bu gergegin kanitlanmasi igin yeni tiir bir arag gerekliydi
ve digimlerin varligini uzun siire kimse kanitlayamamigti.

Bu kadar daginik ve bu kadar tuhaf bir geyin bir 6nem tag:-
masim insan garipsiyor. Ama dig goriiniis yanilticidir. Siireklilik,
dogal diinyanin temel 6zelliklerinden biridir ve siireklilik derin-
lemesine incelendiginde topolojiye gotiirir. Topolojiyi gliiniimiiz-
de bile birgok teknikten biri olarak dolayli sekilde kullaniyoruz.
Mutfakta otururken topolojik bir sey bulamazsin ya da en azin-
dan g6ziimiize batmaz. (Ama bulagiklan daha iyi yikamak igin iki
doéner kolun o garip dinamiklerini kullanan kaosvari bulagik ma-
kinesi gibi nesnelerde s6z konusu geyleri bulmak miimkiindiir).
Kaos kavramim anlamamiz da zaten topolojiye dayaniyor. Topolo-
jiden asil faydalananlar kuantum alanindaki teorisyenlerdir (‘fay-
dalanmak’ kelimesine burada yeni bir anlam vermis olduk, ama
topoloji fizigin 6nemli bir alanidir). DNA molekiiliindeki burulma

235



MATEMATIGIN KISA TARIHI

ve déniiglerin tanimlanmasinda ve analizinde topolojik kavram-
lar gerektigi igin, topolojik diigiinceler molekiiler biyoloji alanin-
da da kullaniliyor.

Isin asli, topoloji genel kabul géren matematigin tiimiinii bil-
gilendirir ve daha belirgin kullanim alani olan diger tekniklerin
gelismesine imkan saglar. Topoloji, uzunluk gibi nicel 6zelliklerin
tersine nitel geometrik 6zellikleri derinlemesine inceler. Topolo-
jiden haberi olanlann sayis1 ¢ok az olsa da, matematikgiler bu
yizden topolojiye muazzam 6nem verir.

Cokyiizliiler ve Konigsberg Kopriileri
Topoloji yaklagik 1900 yilinda yiikselmeye baglamig olsa da, ma-
tematigin eski donemlerinde ortaya ¢iktig1 zamanlar oldu. Topo-
lojinin tarih 6ncesinde yer alan iki 6geyi Euler 6ne siirdii. Bunlar
Euler'in gokyiizli formili ve Kénigsberg Képriileri bulmacasi
i¢in buldugu ¢é6zimddr.

Descartes 1639'da diizgiin gokyiizliiniin numerolojisinde ilging
bir 6zelligi fark eder. Ornegin kiibii ele alalim. Kiibiin alt1 ytizii, 12
kenan ve sekiz kogesi vardir. 6 ve 8 sayillarim toplarsak 14 bulu-
ruz, o da 12'den 2 biiyiiktiir. Ya onikiyiizlii? 12 yiizi, 30 kenan ve
20 kosesi var. 12 + 20 = 32 eder, o da 30'dan 2 biyiiktiir. Aym gey
dortyiizli, sekizyiizli ve yirmiyiizli igin de gegerlidir. Bu iligki
hemen hemen tiim gokytizliiler i¢in ise yanyor gibi. Kat1 bir cis-
min F yiizi, E kenari ve V kogesi varsa F + V = E + 2 olur. Bu denk-
lemi su gekilde yazabiliriz:

F-E+V=2

Descartes bu bulugunu yayimlama-
mig, ama yazili olarak ifade etmig ve el
yazmasini 1675'de Leibniz okumusgtu.

Bu baglant1 ilk kez Euler tarafin-
dan 1750de yayimlandi. Euler konu-
nun pesini birakmayip 1751'de kanitini
sundu. Gokyiizlilleri simiflandirmaya
¢alistigy i¢in bu konu ilgisini ¢ekmigti.
Bu tir simiflandirmalar yaparken, buna
benzer olaganiisti bir genel olgunun
dikkate alinmasi garttir.

Delikli gokyiizli
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Bu formiil biitiin gokyuzliler i¢in gegerli mi? Pek sayilmaz.
Enine kare kesitli ve kogelerine pah kirilmis bir resim gergeve-
si geklindeki gokylizliiniin 16 yiizii, 32 kenar: ve 16 kogesi vardir,
yani F +V - E = 0 olur. Celigkinin sebebinin delik oldugu anlagih-
yor. Hatta bir gokyiizliide g adet delik varsa egitlik su sekli ahr:

F+V-E=2-29

Delik tam olarak nedir? Goriindigiinden daha zor bir soru. Bi-
rincisi, ¢okyiizluniin kati igyapisini degil yilizeyini konusuyoruz.
Gergek hayatta kat1 bir geyin igini oyarak delik agabiliriz, ama
yukanidaki formiiller gokyiizliiniin ig¢ine hi¢ deginmiyor (sadece
¢okyiizliinlin yiizeylerini olugturan yilzler ve onlarla birlikte ke-
narlar ve kdgeler s6z konusu). Hesaba kattigimiz her sey yiizeye
bagl. tkincisi, numerolojiyi degistirmesi i¢in bir deligin gokyiiz-
layd bir ugtan digerine kadar oymas gerekiyor (yani ig¢ilerin yolu

Descartes-Euler Formiilii icin Cauchy’nin kaniti

Kati cismin yiizlerinden birini eksiltin ve katinin ylizeyini diizleme yayin. Bu durum-
da F degeri 1 eksilir. Bu durumda yiizlerin, dogrularin ve noktalarin yeni diizlemsel
konfiglirasyonunun F - £ + V =1 oldugunu kanitlayalim. Kanit igin 6nce kosegenler
gizerek butin yuzleri tiggenlere déntstirelim. Cizilen her kdsegen igin V degisme-
den kalir, ama E ve Fnin degeri 1 artar, dolayisiyla F-E+V eskisi gibi kalir. $imdi disa-
ridan baglayarak kenarlari tek tek silelim. Her silme isleminde hem Fhem de E azalir,
yani F - E + Vifadesinin degeri yine ayni kalir. Silecek yiiz kalmadi§i zaman elinizde
higbir kapali dongul icermeyen kenar ve kose agaci kalir. Son koseleri, o koselerden

gegen kenarlarla birlikte teker teker silin. Simdi £ ve V'nin de@eri 1 azalirve F- E+V

degeri yine degismez. Tek bir kose kalinca bu islem nihayet sona erer. Bu durumda
F=0,E=0ve V=1 olur, dolayisiyla F- E+ V=1 bulunur.

Cauchy'nin kanitina 6rnek
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kazarken yaptig1 gibi gukurlar degil, girigi ve ¢ikigi olan tiineller
olusturmali). Ugiinciisii, delikleri her ne kadar yiizeylerle tanimla-
sak da bu delikler yiizeyde degildir. Simit alirken deligiyle birlikte
satin alirsin, ama sadece deligi satin alamazsin. Delik, simit saye-
sinde vardir; ama bu durumda simidin kati i¢ini de satin alirsin.

“Deliksiz” olani tanimlamak daha kolay. Bir gokyiizlii siirekli de-
forme edilebiliyor ve egri yiizeyler ve kenarlar olugturarak bir kiire
(kiirenin yiizeyi) haline geliyorsa deliksizdir. Bu tip yizeyler igin
F +V - E her zaman 2 olur. Bunun tersi de dogru: eger F+ V- E =2
ise bu ¢okyiizli kiire olacak gekilde deforme edilebilir.

Resim gercevesi geklindeki g¢okyiizli, kire olacak gekilde de-
forme edilemez gibi duruyor (deligi ne yapmali?). Olamayacaginin
kesin kanit1 i¢in, bu ¢okyiizliidde F + V - E = 0 oldugu gergeginden
bagka bir geyle ugragmak gerekmiyor. Bu iligki, kiireye déniigebi-
len ylzeyler i¢in imkansizdir. Dolayisiyla gokyiizliilerin numero-
lojisi, geometrik 6zellikleri hakkinda bize 6nemli geyler sdyliiyor
ve bu 6zellikler topolojik degismezler (deformasyonun degistir-
medigi 6zellikler) olabilir.

Euler’in formili giiniimiizde, ¢okyiizliideki yiz sayilan gibi
kombinasyon 6zellikleri ve topolojik 6zellikleri arasinda faydalh
bir baglanti i¢in 6nemli bir ipucu olarak goriiliiyor. Bu olayda ter-
sine dogru gitmenin aslinda daha kolay oldugu anlagihyor. Bir
yizeyde kag delik oldugunu bulmak igin F+V-E-2 ifadesinin dege-
rini hesaplayin, 2'ye bélip igaretini degigtirin:

g=-(F+V-E-2)/2

Sonug ilging: “delik” kavramim tanimlamadigimz halde bir
¢okyiizlide kag delik oldugunu belirleyebiliyoruz. )

Bu iglemin bir avantaji, ¢gokyiizli i¢in i¢sel olmasidir. Gokytiz-
liyi, kendisini gevreleyen ii¢ boyutlu bir ortamda géziiniizin
o6nine getirmenize gerek yok (gozlerimiz deligi dogal olarak iig
boyutlu ortamda gériir). Gokyiizliiniin yiizeyi iizerinde yagayan
yeterince akilli bir kannca, yiizeyden bagka bir sey gérmese de
yiizeyde bir delik oldugunu kavrayabilir. Bu igsel bakig agis1 topo-
loji i¢in dogaldir. Topoloji, nesnelerin gekillerini bir geyin pargasi
olarak degil de bagimsiz geyler olarak inceler. Eski Prusya'daki
Konigsberg sehri, iginde iki ada bulunan Pregelarme Nehrinin iki
yakasinda kuruluydu. Adalar bu iki yakaya ve birbirlerine yedi
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kopriyle baghydi. Anlasilan o ki Kénigsbergliler pazar giinleri
her kopruyu bir kez gegmek kaydiyla tur atabilir miyiz diye uzun
sure merak etmiglerdi.

Euler bulmacayi 1735'te ¢6zdi; daha dogrusu ¢dzim olmadigi-
ni kanitlayip sebebini agikladi. Bu durum iki 6nemli katkida bulu-
nur: Problemi basitlestirip yalin temellerine indirgemek ve sonra
benzer bitiin bulmacalari ele alacak sekilde genellestirmek. Ada-
larin buyiklik ve seklinin énemli olmadigini, adalarin, nehrin
yakalarinin ve koprilerin birbirine nasil baglandiginin énemli
oldugunu Euler gostermistir. Bu problem bir bitin olarak, ¢iz-
gilerle (kenarlarla) birbirine baglanan noktalardan (kdselerden)
olusan basit bir semaya indirgenebilir. Semayi burada harita Gize-
rine yerlestirdik.

Bu semayi olusturmak icin koseleri birer birer kara parcala-
rinin (kuzey yakasi, giney yakasi ve iki ada) Uzerine yerlestirin.
Kara parcalarini birbirine baglayan bir képri oldugu zaman iki
koseyi bir kenarla birlestirin. Sonug olarak A, B, C, D gibi dort kdse
ve her kdpri igin birer adet olmak tzere yedi kenar elde ediliyor.

Bulmaca bu durumda semayla ilgili daha basit bir probleme
6zdes oluyor. Her kdépruyi sadece bir kez kapsayan tek bir yol
(kdprulerin sirayla birbirine baglanmasi) mimkin madir?

Euler iki tip yol saptamis: baslangici ve bitisi farkli kdseler
olan acik tur ve basladigimiz kdsede biten kapali tur. S6z konusu
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semada bu yollarn ikisinin de miimkiin olmadiginm kanitlamigtir.

Bulmacanin piif noktasi her kdgenin birlegsme degerini, yani o
kdégede kag kenarin birlestigini géz éniine almaktir. Once kapali
turu ele alalim. Burada turun bir kogeye ulastig: her kenar bir
diger kenarla, yani bir sonraki kenarla eglegiyor ve tur bu noktada
o kégeden aynhyor. Kapal tur miimkiinse, herhangi bir kégede-
ki kenar sayisinin ¢ift say1 olmasi gerekir. Kisacas1 her kdgenin
birlegsme degerinin ¢ift say1 olmasi gerekir. Ama semada birlegme
degeri 3 olan li¢ kdge, 5 olan bir kége var (hepsi tek sayl). Dolay-
siyla kapali tur yoktur.

Benzer kistaslar acik turlar igin de gegerli, ama bu durumda
birlesme degeri tek say:1 olan tam iki kége olur: kégelerden biri tu-
run baginda, digeri sonundadir. Kénigsberg semasinda birlegme
degeri tek say: olan dért kdge bulundugu igin agik tur da yoktur.

Euler bir adim daha ileri gitmis: semanin baglantili olma-
s1 (herhangi iki kdgenin bir yolla birbirine baglanmasi) halinde,
aranan turun var olmasi igin gerekli kogullarnn yeterli oldugunu
kanitlamigtir. Bu genel gergegin kanitlanmasi biraz daha incelik
istedigi i¢in, Euler kanitim1 6ne siirmek i¢in epey zaman harcadi.
Giuniimiizde kanit1 birkag satirla ifade edebiliyoruz.

Diizlemsel yiizeylerin geometrik 6zellikleri

Euler'in iki bulusu, matematigin birbirinden gok farkl alanlanna
aitmig gibi duruyor, ama yakindan bakilirsa ortak noktalan var.
ikisi de gokyiizlii gemalarin kombinatorikleriyle ilgili. Biri yiiz-
leri, kenarlan ve kdgeleri, digeri ise birlegme degerini ele aliyor;
biri lig say1 arasindaki evrensel iligkiyle ilgili, digeri bir turun var
olmasi halinde ortaya gikan bir iligkiyle ilgili. Ama 6ziinde benzer
olduklarn agikga goriiliiyor. Daha derine inilirse (bu bulugun dne-
mi yilizy1ldan uzun bir zaman anlagilmamaig) ikisi de stirekli donii-
sim altindaki degismezdir. Kége ve kenarlann konumlan énemli
degildir: 6nemli olan birbirlerine ne gsekilde baglandiklandir. Se-
malar plastik bir levhaya ¢izilip levhalar deforme edilirse bu iki
problem birbirinin ayni gériniir. Onemli bir fark yaratmak igin
levhanin kesilmesi, yirtilmasi ya da pargalann birbirine yapigti-
rilmasi gerekir (ama bu iglemler siirekliligi yok eder).
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Maobius Bandi

Topoloji surprizierle doludur. Bunlardan en bilineni M6bius bandi (ya da Mobius
seridi), uzun bir kagit seridin uglarini yanm bikiamle birlestirerek elde edilebiliyor.
Bukim olmazsa silindir meydana gelir. Boyamaya kalktigimiz zaman bu iki yizey
arasindaki fark netlegir. Silindirin dig ylzeyini kirmiziya, i¢ ylizeyini maviye boya-
mak miumkiindir. Ama Mébius bandinin bir tarafini kirmiziya boyamaya baglayip
kirmizi blgeyle baglantili her yeri boyamaya devam
ederseniz, bantin tamamini kirmiziya boyamis olur-
sunuz. l¢ yiizey, yanm biikim sayesinde dis yiizeye
baglanmis oluyor.

Bandi tam ortasindan gegen ¢izgi boyunca ke-
serseniz bir bagka fark ortaya ¢ikar. lkiye ayirdigimiz
kagidin pargalari hala birbirine baghdir.

Semalarin temel geometrik 6zelliklerine ihtiyag var diye ara
sira kiyamet kopartan Gauss, genel bir teoriyi sezinlemigtir. Man-
yetizma lizerine yaptig1 caligmalarda, giinimiizde gegigme sayisi
dedigimiz yeni bir topolojik degismez geligtirir. Bu say1, kapali bir
egrinin bir bagkasinin lizerine nasil sanildigini belirler. Gauss, eg-
rilerin analitik ifadelerine dayanarak ge¢igme sayisim hesaplayan
bir formiil vermistir. Kapal bir egrinin bir noktaya gére sanm sa-
yist benzer bir degigsmezdir; bu degismez, Gauss'un Cebirin Temel
Teoremi kanitlarindan birinde iistii kapal1 da olsa yer ahr.

Topolojinin gelismesinde Gauss'un en biiyiik etkisi, 6grenci-
si olan Johann Listing ve asistan1 Augustus Moébius’a baghdir.
1834’te Gauss’un 6grencisi olan Listing, Vorstudien zur Topologie
[Topoloji Igin On Calismal adh galismasinda topoloji kelimesini
ortaya atti. Listing, konum geometrisi demeyi tercih edecekti, ama
Karl von Staudt bu terimi izdiigim geometrisi i¢in daha énce kul-
landigindan Listing bagka bir kelime buldu. Listing diger geylerin
yani sira Euler’in gokyiizli formiilini genellegtirmeye gahgti.

Siirekli déniigiimiin roliine agiklik getiren M@bius olmugtur.
Mobius ¢ok lretken matematikgilerden degildi, her seyi enine
boyuna diigiinen biriydi. Mébius 6zellikle meshur Mébius ban-
dini ornek gostererek yiizeylerin her zaman iki farkh tarafa sa-
hip olmadigini géstermigtir. M6bius bandinin yiizeyi, Mobius ve
Listing’den bagimsiz olarak 1858'de kesfedilmisti. Listing konuyu
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Der Census Rdaumlicher Complexe'de yayimlamig, Mobius ise yu-
zeylerle ilgili bir makalede yer vermigtir.

Euler’in gokyiizlilerle ilgili fikirleri, matematikte uzun siire
ikincil mesele olarak goriildii. Ancak 6nde gelen birgok matema-
tik¢i, “analysis situs” (konum analizi) dedikleri yeni bir geomet-
ri yaklasimin1 géz 6niine almaya baglamigti. Diigiindiikleri ey
uzunluk, ag, alan ve hacmin daha geleneksel olan nicel teorisini
destekleyen nitel sekil teorisiydi. Yaygin kabul géren matematik-
teki geleneksel aragtirmalardan bu tir konular ortaya gikinca bu
goriigler gelismeye basladl. Karmagik analiz ile ylizey geometrisi
arasindaki iligkilerin kegfedilmesi 6nemli bir adim olmug ve bu
yeniligi Riemann yapmigtir.

Riemann kiiresi

Karmagik bir f fonksiyonunu diigiinmenin akla gelen ilk yolu,
fonksiyonu bir karmagik diizlemden digerine déniistiirerek yo-
rumlamaktir. Béyle bir fonksiyonun temel formiili w = flz), her-
hangi bir z karmagik sayisim1 alip fyi buna uygulayarak z ile bag-
lantili bagka bir karmagik w sayisin1 elde etmemizi sdyler. Geo-
metrik olarak z karmagik diizleme aittir, w ise aslinda karmagik
diizlemin bagimsiz bir kopyasina aittir.

Ancak tekillik nedeniyle bu bakig agisinin son derece yarar-
1 olmadig ortaya ¢ikmigtir. Karmasik fonksiyonlarda, normal ve
uyumlu davraniglann tersine dondiigi ilging noktalara sik rast-
lanir. Ornegin flz) = 1/z fonksiyonunun davramsgi sifir hari¢ her
noktada olumludur. z = 0 iken bu fonksiyonun degeri 1/0 olacag
icin basit karmagik say: olarak hi¢bir anlam tagimaz, ama hayal
giiclini biraz zorlarsak sonsuzluk (e~ sembolii) olarak diigiiniile-
bilir. Ozellikle, z eger 0'a ¢ok yaklagirsa 1/z degeri ¢ok biiyiir. Son-
suzluk bu anlamda bir say1 degildir, ama sayisal siireci tanimla-
yan bir terimdir, yani say1 istedigi kadar biiyiiyebilir. Gauss bu tiir
sonsuzluklann, karmagik integral almada yeni davranig bigimleri
yarattigina 6nceden dikkat ¢ekmigtir. Bu davraniglar 6nemlidir.

Riemann, sonsuzu karmagik sayilara katmay: faydal gérmiis
ve bunu yapmanin giizel bir geometrik yolunu bulmustur: Birim
kiireyi, karmagik diizlemin iizerinde duracak gekilde yerlestirin.
Stereografik izdiigiim yardimiyla diizlemdeki noktalan kiirenin
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Uzerindeki  noktalar- Riemann karesi ve karmasik diizlem

la iliskilendirin. Yani
dizlemdeki noktayi
kurenin kuzey kutbuy-
la birlestirerek o dog-
runun kureyi nerede
kestigini gorin.

Bu yapiya Riemann
kiresi deniyor. Sonsuz-
luktaki yeni nokta, ki-
renin Kuzey Kutbudur
(yani karmasik duzlemdeki noktalara karsilik gelmeyen tek nok-
ta). Bu yapi, karmasik analizdeki standart hesaplamalara sasirtici
sekilde gayet giizel uyar ve 1/0 = °° gibi denklemler gayet anlaml
olur. Karmasik / fonksiyonunun °° degerini aldi§i noktalara ku-
tuplar denir; kutuplarin nerede oldugu biliniyorsa/hakkinda ¢ok
sey dgrenebilecegimiz ortaya ¢ikmistir.

Riemann kdiresi, karmasik analizin topolojik meselelerine dik-
kat cekmek icin tek basina yeterli olmazdi, ama dallanma noktasi
denen ikinci tur bir tekillik topolojiyi zorunlu hale getirmisti. En
basit drnek, f[z)= Vz karmasik karekdék fonksiyonudur. Cogu kar-
magsik sayinin iki farkl karekokd vardir. Bu karekdklerin sadece
isaretleri degisiktir: biri digerinin eksi isaretlisidir, drnegin 2i'nin
karekokleri 1+ ive -1 - iolur, tipki 4'ln gercel karekdklerinin +2
ve -2 oldugu gibi. Ancak bir karekdki olan tek bir karmasik sayi
vardir, o da 0 sayisidir. Neden? Ciinkl +0 ve -0 birbirine egittir.

Karekdk fonksiyonunda 0 degerinin neden dallanma noktasi
oldugunu gérmek icin karmasik diizlemde 1 noktasindan basla-
didinizi distinuin ve iki karekdkten birini se¢in. Hemen yine 1 se-
cilir. Simdi bu noktayi birim dairenin etrafinda giderek hareket
ettirin ve bu sekilde devam ederken noktanin her konumu igin
her seyi surekli degistiren karekok hangisiyse onu secin. Dairenin
cevresini yanladiginiz zaman, yani -1'e geldiginiz zaman, karekok
yolun sadece dortte birini almis olur, yani +i degerini alir, ¢linki
V-l = +i ya da -i olur. Yolu tamamlarsak baslangi¢ noktasi I'e d6-
neriz. Ama yan hizla ilerleyen karekok -1'e gelmis olur. Karekdkin
baslangi¢ degerine gelmesi igin, noktanin daireyi iki kez donmesi
gerekir.
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Riemann, Riemann kiresini iki tabaka halinde bikerek bu tip
tekilligi evcillestirmenin bir yolunu bulmustur. Bu tabakalar, O
noktasi ve ikinci dallanma noktasi olan °° noktasi hari¢ birbirin-
den ayridir. Tabakalar bu iki noktada birlesir (ya da tersine disu-
nirsek 0 ve °° noktalarinda ayn ayri tabakalardan dallara ayri-
lirlar). Tabakalarin geometrisi, bu 6zel noktalarin yakinindayken
sarmal merdivene benzer (merdiveni tam olarak iki kez ¢ikinca
basladi1gin yere dénmek gibi sira disi bir ézelligi vardir). Bu ylize-
yin geometrisi karekdk fonksiyonu hakkinda ¢ok sey anlatiyor ve
ayni disince diger karmasik fonksiyonlari da kapsayabilir.

Kiire Simit iki delikli simit

Bu yuzeyin tanimi oldukca dolayli ve yuzeyin sekli nedir diye
sorabiliriz. Topoloji iste burada isin igine giriyor. Gdzimizde
daha kolay canlandirmak icin sarmal merdiven tanimini sirekli
deforme edip basitlestirebiliriz. Karmasik analiz uzmanlan, her
Riemann yuzeyinin topolojik olarak kire, simit, iki delikli simit ya
da t¢ delikli simit vb oldugunu bulur. Delik sayisi g, yuzeyin cinsi
olarak bilinir ve Euler formulu ylzeyler icin genellenirken ortaya
¢tkan g ile aynidir.

Yonlendirilebilen yuzeyler

Karmasik analizin gesitli derin meselelerinde cinsin dnemli ol-
dugu ortaya ¢ikmis ve dolayisiyla dikkatleri yiizey topolojisine
cekmistir. Ardindan g delikli simitten farkli ama yakindan iliskili
olan ikinci bir ylzey sinifi ortaya ¢ikmistir. Fark, g delikli simit
ylzeylerinin yonlendirilebilir olmasidir ve sezgisel olarak iki ya-
ninin farkh oldugu anlasilir. S6z konusu yuzeyler bu 6zelligi kar-
magsik dizlemden aliyor; karmasik dizlemin alt ve st yani var,
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cunkd sarmal merdivenler bu farki  Klein sisesi. Gozle

koruyacak sekilde birlesiyor. Onun gérinen kendini kes-
yerine bir zemini bas asagi biike- Me °lay!, bu ytzeyi g
rek merdivenin iki basamagini bir- boyu“.u uzayda t.ems'l

o . etmenin yapay bir
lestirirseniz, gérindste ayri olan yq1yqur
yanlar birlesir.

Bu tir birlestirme olasihigini

ilk olarak, tek yanli ve tek kenarli
Mobius bandini 6ne siiren Mobius
vurgulamistir. Klein bir adim ileri
gitmis ve kenan tamamen ortadan
kaldirmak i¢cin Mdbius bandinin
kenan boyunca dairesel bir diski
kavramsal olarak yapistirmistir.
Elde edilen yizeye esprili bir sekilde Klein sisesi denir. Klein sise-
sinin bir tek yani var ve herhangi bir kenan yok. Klein sisesini Ug
boyutlu normal uzayda otururken gizmeye kalkarsak, ytizey kendi
icinden ge¢cmek zorunda kalir. Ama kendi basina soyut bir yizey
(ya da dort boyutlu uzayin iginde duran bir ylizey) oldugu igin
kendi kendini kesmesi yoktur.

g delikli simit teoremi bir de su sekilde ifade edilebilir: Yon-
lendirilebilen herhangi bir ylzey (kenan olmayan ve uzanimi son-
lu yiizey), topolojik olarak fazladan g sayida (bu say1 sifir olabilir)
sap1 olan bir kiireye denktir. Yénlendirilemeyen (tek yanli) yizey-
ler i¢cin benzer bir siniflandirma séyle: Bunlar, izdisiim duzlemi
denilen bir yiizeye g say1da sap ekleyerek elde edilebilen yuzeyler-
dir. Klein sisesi tek sapli izdlsim duzlemidir.

Bu iki sonucun bilesimine Yuzeylerin Siniflandinlmasi Teore-
mi deniyor. Teorem, topolojik denklige gére mimkin olan tim
ylzeyleri (kenan olmayan uzanimi sonlu ytzeyler) bize sdyluyor.
Bu teoremin kanitiyla birlikte, iki boyutlu uzaylann (yizeylerin)
topolojisinin bilindi§i varsayilabilir. Bu demek degil ki baska
caba harcamadan yuzeylerle ilgili olasi her soru ¢6zilebilir, ama
daha caprasik konulan ele alirken bize makul bir baslangi¢ nok-
tasi sunuyor. Yizeylerin Siniflandinlmasi Teoremi, iki boyutlu to-
polojide ¢ok gu¢lu bir aractir.

Topolojiyi dusunirken, ele alman uzayin var olan her sey ol-
dugunu varsaymak genellikle faydalidir. Uzayi, onu cevreleyen bir
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Jules Henri Poincare (1854-1912)

Henri Poincare Fransa'da, Nancy'de dogdu. Babasi
Leon, Nancy Universitesinde tip profesériydi. Annesi
Eugenie'in evlenmeden &nceki soyadi Launois'ydi. Ak-
rabasi Raymond Poincare Fransiz basbakani ve Birinci
Dunya Savasl sirasinda Fransa Cumhuriyeti'nin baskaniy-
di. Henri okulda her konuda en ilerideydi, matematikte
kesinlikle muhtesemdi. Mikemmel bir hafizasi vardi ve
¢ boyutlu ¢aprasik sekilleri kafasinda canlandirabiliyor-
du; bu yetenekleri, karatahtada yazilanlar bir yana tahta-
yi bile zor gérmesine neden olan ileri g6z bozuklugunu
telafi etti.

Universitedeki ilk isine 1879'da Caen'de girdi, ama
1881'de Paris Universitesinde gok daha saygin bir is elde etti. Burada asrinin 6nde
gelen matematikcilerinden biri oldu. Dizenli (sabah ve aksama dogru ikiser saat
olmak Uzere giinde dort saat) calisirdi. Ama dusiince suregleri o kadar organize de-
gildi. Cogu kez nasil bitecegini ya da sonunun nereye varacagini bilmeden arastir-
ma metinleri yazdi. Sezgileri ¢ok glcluydu ve genellikle baska bir sey dusunirken
aklina gelen fikirler en iyi fikirleri oldu.

Karmasik fonksiyon teorisi, tiirev denklemleri, Oklitgi olmayan geometri ve
topoloji (aslinda bizzat Poincare'in temellerini attigi alan) dahil olmak tzere o d6-
neme ait matematigin cogu alaniyla ilgilendi. Ayrica elektrik, esneklik, optik, ter-
modinamik, gorelilik, kuantum teorisi, gok mekanigi ve evrenbilim uygulamalari
Gzerinde calisti.

isve¢ ve Norveg krali Il. Oscar'in 1887'de baslattigi bir yarismada buyuk édali
kazandi. Konu "i¢ cisim problemiydi (birbirine cekim kuvveti uygulayan ug¢ cismin
hareketi). Sundugu calismada aslinda ciddi bir hata vardi. Hatay! kisa stirede dizelt-
ti; sonug olarak gunumizde kaos (belirlenimci yasalarin yonettigi bir sistemdeki
dizensiz, 6ngorulmeyen hareket) dedigimiz seyin olasihigini kesfetti. Ayrica La Sci-
ence et I'nypothese [Bilim ve Hipotez, 1901], La Valeur de la Science [Bilimin Degeri,
1905] ve La Science etMethode [Bilim ve Yéntem, 1908] gibi ¢cok satan birgok popiler
bilim kitabi yazdi.

uzaya gémmeye gerek yoktur. Boyle yapilirsa dikkatler uzayin ic-
sel 6zelliklerine yogunlasir. Topolojik bir ylizeyin zerinde yasa-
yan minicik bir yaratigi dusiinirsek gézimizde daha iyi canlan-
dirabiliriz. Kendini cevreleyen uzayin farkinda olmayan bdyle bir
yaratik, Gzerinde yasadigi ylzeyi nasil kavrasin? Bu tiir ylizeyleri
biz i¢sel olarak nasil betimleyebiliriz?
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1900'e gelindiginde bu tiir sorulan cevaplamanin bir yolunun,
yizeydeki kapali déngiileri ve bu dongiilerin ne sekilde bozulabi-
lecegini incelemek oldugu anlagilmigti. Ornegin kiire iizerindeki
her kapali dongii siirekli deforme edilerek noktaya déniigebilir.
Keza ekvator ¢evresinde dénen daire giderek kuzey kutbuna yak-
lagtinlabilir, kuzey kutbuyla ¢akigana kadar gittik¢e kiigiilir.

Tersine, kiireye esdeger olmayan her yiizey, nokta olacak ge-
kilde deforme edilemeyen déngiiler igerir. Bu tiir déngiiler bir de-
likten gecer ve bu delik déngiiniin biiziilerek kiigiilmesini 6nler.
Dolayisiyla kiire, her kapal1 déngiiniin biiziilerek nokta haline ge-
lebilecegi tek yiizey olarak nitelendirilebilir.

U¢ boyutlu topoloji

Yiizeylerden (iki boyutlu topolojik uzaylardan) sonra beklenen
adim ii¢ boyuttur. Bu durumda inceleme konulari, Riemann'in al-
giladig1 anlamda katmanh uzaylar oluyor, ancak uzaklik kavrami
ihmal ediliyor. Gelmis ge¢mis en biiylik matematik¢ilerden biri
olan Henri Poincaré 1904'te ii¢ boyutlu katmanli uzaylari anla-
maya ¢aligmigtir. Bu hedefe ulagmak igin baz: teknikler 6ne siir-
miigtir. Bu tekniklerden biri olan homoloji, katmanl uzaydaki
bélgeler ve bunlann sinirlar arasindaki iligkiyi inceler. Bir bagka
teknik olan homotopi, dongiiler deforme olurken katmanl uzay-
daki kapal1 déngiilere ne olduguna bakar.

Homotopi, yiizeylerde gok ige yarayan ydntemlerle yakindan
ilgilidir. Poincaré, ii¢ boyut i¢in benzer sonuglar aramig ve tiim
matematigin en meghur sorularindan birine yénelmigtir.

Poincaré, herhangi bir kapali1 déngiiyi kiigiilterek elde edilebi-
lecek tek yiizeyin kiire olarak tanimlandigini biliyordu. U¢ boyut
i¢cin benzer bir tanimlama olabilir mi? Bir siire oldugunu kabul
etmis; bu yaklagim ¢ok bariz oldugu i¢in varsayim yaptiginin far-
kina bile varmamigtir. Bu 6nermenin akla yatkin bir yorumunun
aslinda hatali oldugunu, ancak yakindan iligkili bagka bir formii-
lasyonun kanitlamasi zor olsa da dogru olabilecegini sonradan
fark etmigtir. Sonradan Poincaré varsayimi olarak yeniden yorum-
lanan bir soru ortaya atmigtir: Ug boyutlu bir katmanli uzayin
(simirlan yok, uzanimi sonlu vb) igindeki her déngii kiigiltilerek
nokta haline getirilebiliyorsa, o zaman bu katmanli uzayin topo-
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lojik olarak 3 boyutlu kiireye denk (bir kiirenin dogal ii¢ boyutlu
benzeri) olmasi gerekir.

Bu varsayimi kanitlamak i¢in sonradan yapilan galigmalar,
doért boyut ve daha biiylik boyutlar igin genellestirmeyi bagarda.
Poincaré varsayiminin ii¢ boyuta ait olaniyla ugragmaya devam
eden topologlar basan elde edemediler.

William Thurston, 1980'li yillarda daha
iddiah bir ¢ikig yaparak Poincaré varsayi-
mina arkadan saldiran bir fikir 6ne siirdi.
Geometrik kavramlan farkli alana uygulama varsayimi daha da
ileri gidiyor ve her déngiiniin kiigilebildigi ti¢ boyutlu katmanh
uzayla sinirli kalmayip biitiin katmanh uzaylara uygulaniyordu.
Bu yaklagimin baglangi¢ noktasi, Oklit¢i olmayan geometriye gére
yuzeylerin simflandirilmasinin bir yorumudur.

Oklit diizlemindeki bir karenin kargilikli kenarlarim tanimla-
yarak simit elde edilebilir. Kare aslinda dizdir (egriligi sifirdir).
Kiirenin egriligi sabit ve pozitiftir. tki ya da daha gok delikli simit,
sabit negatif egriligi olan yiizey olarak tarif edilebilir. Dolayisiyla
yiizeylerin topolojisi, biri Oklit geometrisi ve ikisi Oklit¢i olmayan
geometri olmak tzere g farkli geometriyle yeniden yorumlana-
bilir. Oklit¢i olmayan geometrilerden biri eliptik geometri (pozitif
egrilik), digeri hiperbolik geometridir (negatif egrilik).

Ug¢ boyut i¢in benzer bir gey yapilabilir mi? Thurston bazi pii-
rizlere dikkat ¢ekmigtir: Dikkate alinmasi gereken ii¢ degil sekiz
tip geometri var. Ve belirli bir katmanl1 uzay i¢in tek bir geomet-
ri kullanmak artik miimkiin degildir: Onun yerine katmanh uzay:
birgok pargaya bélerek her biri i¢in bir geometri kullanmak gere-
kiyor. Thurston, geometrik kavramlan bagka alana uygulama var-
sayimin goyle formiile etmigtir: Ug boyutlu bir katmanli uzay,
her biri bu sekiz geometriden birine kargilik gelecek sekilde bol-
menin sistematik bir yolu mutlaka vardir.

Poincaré varsayimi dogrudan bir sonug olur, ¢linki biitiin dén-
giilerin kiigiilmesi kogulu yiiziinden yedi geometri saf dig1 kaliyor
ve geriye sadece sabit pozitif egrilik geometrisi (3 boyutlu kiirenin
geometrisi) kaliyor.

Riemann geometrisinden alternatif bir yaklagim ortaya ¢ik-
migtir. Richard Hamilton 1982°de bu alan igin yeni bir teknik
one siirdii. Teknik, Albert Einstein’in genel gorelilikte kullandi-

“Kirenin egrili§i sabit ve
pozitiftir.”
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Topolojiden nasil faydalandilar?

En basit topolojik dedismezlerden biri Gauss tarafindan kesfedildi. Gauss elektrik
alan ve manyetik alanla ilgili bir ¢calismasinda, kapah iki dongintn birbirine nasil
baglanabilecegini merak etti. Bir dongunun diger dongl etrafinda ka¢ kez dolan-
digini délgen gegisme sayisini kesfetti. Gegisme sayisi sifirdan farkliysa, dénguleri
topolojik dénusim yaparak birbirinden ayirmak mumkin degildir. Ancak bu de-
gismez, gecismeli iki donglinin ne zaman ayrilamayacagini belirleme problemini
tam olarak ¢ézmuyor, ¢linkl gecisme de§ismezi sifir olsa da baglantilar bazen ¢o-
zllemez.

Gauss, ilgili egri boyunca uygun bir niceligin integralini alarak bu sayi i¢in analitilk
bir formal bile gelistirdi. Gauss'un kesifleri, ginimizde devasa bir matematik alani
olan cebirsel topolojinin habercisi oldu.

(Sol) Gegisim sayisi 3 olan dongller; (sad) gecisim sayisi 0 olmakla birlikte bu bag-
lantilar birbirinden topolojik olarak ayrilamaz.

g1 matematiksel disiincelere dayaniyor. Einstein'a gore uzayza-
manin egri oldugu kabul edilebilir ve bu egrilik ¢ekim kuvveti-
ni tanimlar. Egrilik, egrilik tensori denilen seyle olgulur. E§rilik
tensoriniin daha basit bir benzeri, bunu kesfeden Gregorio Ricci-
Curbastro'nun adina ithafen Ricci tensord olarak bilinen tensor-
dir. Evrenin geometrisindeki zamana bagh degisiklikleri kurala
baglayan Einstein denklemlerine gore, gerilim tenséru egrilikle
orantilidir. Aslina bakilirsa evrenin ¢ekim kuvvetine bagh egrili-
gi, zamanla kendini diizeltmeye c¢alisir ve Einstein denklemleri bu
dasiinceyi sayisallastirir.
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Egriligin Ricci c¢esitlemesini kullanarak ayni oyunu oynamak
mumkuindir ve o da ayni davranis bicimine goturir: Ricci akisi
denklemlerine uyan bir ylzey, egrili§ini daba dengeli sekilde ye-
niden dagitarak kendi geometrisini basitlestirme egilimindedir.
Hamilton, Ricci akisini kullanarak iki boyutlu Poincare varsayi-
minin kanitlanabilecegini goéstermistir (icindeki tim dongulerin
kiculmesi yoluyla kendisini iyice basitlestiren bir yuzey, Ricci
akisina uydugu zaman sonunda mikemmel kiire olur). Hamilton
ayrica bu yaklasimi Gi¢ boyut icin genellestirmeyi énermis ve iler-
leme kaydetmis, ancak ortaya ciddi engeller ¢cikmistir.

Perelman

Arastirmacilarin heniiz denetlenmemis ve genellikle devam et-
mekte olan calismalara kolay ulasmasini saglayan, fizik ve mate-
matik arastirmalarina yonelik internet sitesi olan arXiv'de birgok
makalesini 2002'de yayimlayan Grigori Perelman buyik merak
uyandirdi. Bu internet sitesi, makaleler resmen yayimlanmadan
6nce denetlenirken meydana gelen buyiik zaman kaybini 6nlemeyi
amagliyor. Daha 6nceleri, gayri resmi 6n baskilar bu gorevi tstlen-
misti. Bu makaleler gorinuste Ricci akisi hakkindaydi, ama ¢alis-
ma dogruysa geometrik kavramlarin baska alanlara uygulanmasi
varsayimina ve dolayisiyla Poincare varsayimina deginiyordu.
Buradaki temel disiince, Hamilton'in énerdigi distincedir. Ug
boyutlu herhangi bir¢cok kath uzayla basla, Ricci akisinin man-
tikli olmasi i¢in bu uzay! uzakhik kavramiyla donat ve akisi takip

Grigori Perelman (1966-

Perelman 1966'da eski Sovyetler Birligi'nde dogdu. 0§-
renciyken, Uluslararasi Matematik Olimpiyatinda yarisan
SSCB takimina katildi ve %100 puan alarak altin madalya
kazandi. ABD'de ve St. Petersburg'da Steklov Enstitiisiinde
calisti, ancak su an herhangi bir akademik makam sahibi
degil. Toplumdan giderek uzaklasma egilimi, matematik
oykisune alisiimamis insani bir boyut katti. Bu dykiunun
‘'matematikgiler tuhaf insanlardir' klisesine gii¢ katmasi
UzUntd verici bir durum olarak goérilebilir.
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ederek kendini basitlegtirmesine izin ver. Burada asil sorun, ¢ok
katl1 uzayin kisilarak akisin bozuldugu yerlerde tekilliklerin orta-
ya ¢ikabilmesidir. Tekilliklerin oldugu yerlerde bu yéntem géker.
Yeni fikir, bu tir tekilliklere yakin bir yerde akig1 kesip ayirmak
ve ortaya gikan delikleri sonlandinp akigin devam etmesini sag-
lamak. Gok katl1 uzay ancak ve ancak sonlu sayida birgok tekillik
ortaya giktiktan sonra kendini tamamen basitlegtirebiliyorsa, her
parca sekiz geometriden sadece birini destekleyecektir; kesme ig-
lemlerini (ameliyati) tersine gevirmek, gok katli uzay: yeniden inga
etmek iizere bu pargalarn nasil yapigtiracagimizi bize séyler.

Poincaré varsayim: bagka bir nedenden 6&tiirii meghurdur:
Poincaré varsayimi, Clay Enstitiisiiniin Bin Y1lin Matematik Prob-
lemleri diyerek segtigi sekiz problemden biridir ve ¢éziimiine (uy-
gun sekilde onaylanmi§ ¢6ziimiine) bir milyon dolar &6dil vardir.
Ancak bu 6diili istememek i¢in Perelman’in kendi nedenleri vard:
(gercekten ¢ozimiin kendisi diginda higbir 6diil istemiyor), dola-
yisiyla arXiv'de yayimladig: genellikle iistii kapali olan makalele-
rini yayina daha uygun olacak gekilde genigletmek igin gegerli bir
sebep yoktu.

Alanin uzmanlari bu yiizden Perelman’in diisiincelerinin gegit-
lemelerini yaratmig, gozle goriiniir mantiksal bogluklan doldur-
maya ¢aligmig ve genel olarak Perelman’'in galigmasim kabul edi-
lebilir orijinal kanit haline getirmek iizere ¢eki diizen vermiglerdir.
Bunun gibi birgok ¢aligma yayimland: ve Perelman’in kanitinin
kesin versiyonu topoloji toplulugu tarafindan artik kabul edilmig
bulunuyor. 2006’'da bu alandaki ¢aligmasi nedeniyle Perelman’a
Fields Madalyasi verildi, o da reddetti. Diinyada bagar1 peginde
kogmayanlar da var.

Topoloji ve gergek diinya

Karmagik analiz gibi alanlann birgok temel sorusuyla harekete ge-
¢en matematik, onsuz iglev yapamadig igin topoloji kegfedildi. To-
poloji, “bu nesnenin gekli ne?” sorusunu ¢ok basit ama derinlikli bi-
¢imde ele alir. Uzunluk gibi daha geleneksel kavramlar, topolojinin
yakaladig temel bilgilere eklenen bir aynnti diye gérmek miimkiin.

Topolojinin daha.eski habercileri var, ama matematikgilerin
iki boyutlu gekillerin, yiizeylerin topolojisini tam olarak kavradigi
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Topolojiden nasil faydalaniyoruz?

James Watson ve Francis Crick 1956'da hayatin sirrini, genetik bilgilerin depolanip
kullanildigi temeli, DNA molekilinun cift sarmal yapisini kesfetti. Yasayan bir can-
linin gelismesini genetik harita kontrol ettigi i¢cin, digim topolojisi ginimuzde
sarmalin iki ipliginin ne sekilde ¢6zuldigund anlamak igin kullaniliyor.

DNA sarmali, birbirlerine devamli sarilan iki iplikten ibaret halata benzer. Bir
hicre bélinduglu zaman genetik bilgiler yeni hiicrelere su sekilde aktarilr: iplikler
birbirinden ayrilir, kopyalanir ve yeni iplikler eskisiyle ikiser ikiser birlesir. Uzun bir
halatin ipliklerini birbirinden ayirmaya calistiysaniz, bu islemin nasil belali oldugu-
nu bilirsiniz: birbirinden ayirmaya calistikca iplikler 6bek halinde dolasir, isin asli
DNA daha da beterdir: sarmallar, bobine sariimis bir halat gibi asir sargihdir. Kilo-
metrelerce uzunlukta incecik ipligin bir tenis topuna tikistirildigini dustinurseniz,
hucredeki DNA'nin ne kadar dolasik oldugu hakkinda bir fikir edinmis olursunuz.

Genetik biyokimya bu dolasmis ipi hizli, strekli ve hatasiz bir sekilde durma-
dan ¢6zlp s6kmeli; hayat zinciri tamamen
buna bagli. Nasil m1? Biyologlar DNA'y1 ay-
rintili sekilde incelemek lzere, DNA zinci-
rini yeterince kiiclik parcalara ayirmak igin
enzimler kullaniyor. DNA parcasi karmasik
molekuler bir digimddr; birka¢ kivrim ve
donus ile goéruntusu bozulan bir dugim
cok farkl gérinebilir.

Yenidigim inceleme teknikleri, mole-
kiler genetikte yeni hiicum hatlari agiyor.

Soyut matematikgilerin oyuncagl olmak-
tan cikan diugum topolojisi, biyolojide
onemli bir uygulama konusu. DNA sar-
malindaki burulma miktariyla stipersarim
miktar1 arasindaki matematiksel baglanti
yakin zamanda kesfedildi. Dagamlu DNA iplikleri

19. ylzyil ortalarina kadar kendi kimli§ini ve gliciinii ortaya koyup
matematigin bir dali haline gelmemistir. Basta Henri Poincare'nin
arastirmalari olmak Uzere, 19. yuzyil sonlan ve 20. yizyil basla-
nnda Ust boyutlara gecis son derece hizlanmistir. 1920'li yillarda
daha fazla gelisme saglanmis; topoloji alani 1960l yillarda ger-
cekten zirve yapmis, ama ne gariptir ki uygulamali bilimlerle olan
baglantisi ¢cok zayiflamistir.
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Ortaya gikan teori matematiksel fizigin birgok alaninda artik
hayati 6nem tasidig igin, 20. ylizy1l soyut matematiginin soyutla-
yan yapisini elestirenlerin kafasi1 kangmigtir. En inat¢:1 engel olan
Poincaré varsayimi bile bugiin ¢6ziimlenmis durumda. Déniip
gecmige bakarsak, topolojinin geligmesinin 6niindeki asil giiglik-
ler onun yapisiyla ilgiliydi ve soyut yontemler bu giigliikleri en
uygun gekilde ¢6zmiigtiir; gergek diinyayla olan baglantisi, uygun
teknikler bulunana kadar beklemek zorunda kalda.
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Bu dinyanin 6tesindeki geometri

Herbert George Wells, bilimkurgu romani The Time
Machine'de [Zaman Makinesi] uzay ve zamanin hemen fark edil-
meyen dogasini tanimlarken bugiin bize garip gelmeyen, ama Vic-
toria dénemindeki okuyucularini sasirtan bir yol izlemisti. "Aslin-
da dort boyut var; bunlardan G¢tne Uzayin dizlemleri diyoruz ve
dordunci boyut olarak Zaman var." Wells dykisunin arka plani-
ni olusturmak igin sunlari ekler: "Ancak ilk tg¢ boyut ile sonraki
boyut arasinda gergek disi bir ayirim yapma egilimi var, c¢iinki
bilincimiz zaman boyutunda hayatimizin basindan sonuna dogru
tek bir yonde ve kesintili olarak ilerliyor. Ancak felsefe yapan bazi
insanlar neden 6zellikle t¢ boyut (neden bu ¢ boyuta dik baska
bir yon olmasin?) diye soruyorlardi ve hatta dért boyutlu geometri
olusturmayi denediler.” VVells'in éykustinun kahramani daha da
ileri giderek insan bilincinin var oldugu sdylenen sinirlarim asi-
yor ve uzayin sanki normal bir boyutuymus gibi dérdiinct boyut
olan zamanda yolculuk yapiyor.

Doérduncu boyut

Bilimkurgu yazarinin sanati, kuskuyu askiya almaktir. Wells,
"Profesdr Simon Newcomb, bu konuyu bundan bir ay énce New
York Matematik Cemiyetine acikliyordu," bilgisini okuyucularina
vererek kuskuyu askiya aliyor. Wells burada olasilikla gercek bir
olaydan bahseder; 6nde gelen bir gokbilimci olan Nevvcomb asagi
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yukar aym tarihte dért boyutlu uzay lizerine bir konferans ver-
migti. Konferans matematiksel ve bilimsel diigiincede biiyiik degi-
siklige yol agmig, matematik ve bilim uzayin mutlaka ii¢ boyutlu
olmasi gerektigi seklindeki geleneksel varsayimdan kurtulmugtu.
Biitiin bunlar zamanda yolculugun miimkiin oldugu anlamina gel-
miyor, ama 6ykiideki zaman gezginini huzur bozucu bir gelecege
gondererek giinimiiz insaninin dogasini derinlemesine kavrayan
gozlemler yapmasa i¢in bir bahane oluyor.

1895°'te yayimlanan The Time
Machine, dérdiincii boyut hakkin-
da tutucu bir saplantiya yol agti.
Goériinmeyen ek bir uzay boyutun-
dan hayaletlerin, ruhlann ve hatta Tanrn‘'nin bulundugu yer olarak
medet umuldu. Ben bilirim diye ortalikta dolaganlar dérdiincii
boyutu desteklemis, roman yazarlan bunu konu etmis, bilimci-
ler spekiillasyon yapmig ve matematikgiler formal hale getirmis-
tir. Yirmi-otuz y1l icinde sadece dort boyutlu uzay degil, herhangi
sayida (beg, on, milyon, hatta sonsuz) boyuta sahip uzaylar mate-
matikte standart hale gelmis ve ¢ok boyutlu geometri teknikleri
ve diigiince oriintiileri bilimin (hatta biyoloji ve ekonominin) her
dalinda rutin olarak kullanilmaya baglamgti.

Daha da ¢ok boyuta sahip uzaylar, bilim gevrelerinin diginda
hemen hemen hig bilinmez; olagan insan iligkilerinden ¢ok uzak
gorinse de, bu teknikler olmasayd: insan diigiincesine ait alan-
lann ¢ok az1 su an iglevsel olurdu. Bilimciler fiziksel evrenin iki
biiylik teorisini, yani gorelilik ve kuantum mekanigini birlegtir-
meye ¢ahigirken, normal olarak ii¢ boyutlu algiladigimiz uzayin
aslinda dokuz ya da on boyuta sahip olabilecegine dair spekiilas-
yon yaparlar. Oklit¢i olmayan geometri iizerine yeniden kopanlan
bir yaygarada, ii¢ boyutlu geometrinin miimkiin olan tek uzay tipi
olmayip birgok olasiliktan sadece biri oldugu goriigii yayginlag-
migtir.

Bu degisiklikler, uzay ve boyut terimleri artik daha genel ola-
rak yorumlandig igin, televizyon ekrani gibi bize yabanci olmayan
seylerin s6zlik anlamlanyla ya da normal gevremizle uyum sagla-
yan yorumlar oldugu igin ortaya ¢ikt1, ama yeni olasiliklara firsat
tamyor. Uzay, matematikgiler i¢in birtakim cisimlerin olugturdu-
gu birliktelik ve bu nesnelerden herhangi ikisi arasindaki uzaklik

‘Ben bilirim diye ortalikta dolasan-
lar dordiinci boyutu desteklemis,
roman yazarlari bunu konu etmis...’
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kavramidir. Descartes'in koordinatlar kavramindan yola gikarak
bu tiir bir uzayin boyutunu gu gekilde tanimlayabiliriz: Uzayin bo-
yutu, bir nesneyi belirlemek i¢in gereken sayinin adedidir. Nokta
gibi nesnelerle ve diizlemdeki ya da uzaydaki olagan uzaklik kav-
rami yardimiyla diizlemin iki boyutlu ve uzayin {i¢ boyutlu oldu-
gunu buluyoruz. Ancak bagka nesne topluluklan, nesnelerin ne ol-
duguna bagh olarak dért ya da daha fazla boyutlu olabilir.

Ornegin nesnelerin ii¢ boyutlu uzaydaki kiireler oldugunu
varsayalim. Bir kiireyi belirlemek i¢in dort say: (x, y, 2, r) gerekir:
merkezi belirleyen ii¢ koordinat (x, y, z) ve bir de r yarigap: var.
Dolayisiyla olagan uzaydaki biitiin kiireler dért boyutludur. Bu
tir 6rnekler olagan matematiksel sorularin rahathkla daha ist
boyutlu uzaylara gotiirecegini gosteriyor.

Aslinda modern matematik daha da ileri gidiyor. Dért boyut-
lu uzay soyut olarak tim (x, x,, x,, x,) say1 dortlilerinin kiimesi
olarak tanimlanir. Daha genel olarak n boyutlu uzay (n herhangi
bir tamsayi) (x,, x,, ..., x,) ¢oklu sayilarin kiimesidir. Bir anlamda
biitiin hikaye bundan ibaret; kafa kangtiran ¢oklu boyut kavrama,
uzun say1 listeleri gseklinde bir sagmaliga déniyor.

Bu bakig agis1 artik net, ama kendini kabul ettirmesi tarihsel
olarak uzun zaman aldi. Matematikgiler, iist boyutlardaki uzay-
lann anlam ve gergekligi hakkinda sik sik getin tartigmalara gi-
rigtiler. Bu diigiincelerin yaygin kabul gérmesiyse neredeyse bir
asir siirdii. Ancak bu tir uzaylann uygulamalan ve uygulamalar
tamamlayan geometrik imgeler 6yle faydal oldu ki, altinda yatan
matematiksel meseleler tartisma konusu olmaktan gikti.

U¢ (ya da dért) boyutlu uzay

Igin garip yan ist boyuttaki uzaylarin geometriden degil, iki
boyutlu karmagik say1 sistemine benzer gekilde ti¢ boyutlu say:
sistemi olugturmay1 amaglayan bagarisiz bir cebirsel ¢galigmadan
kaynaklaniyor olmasidir. 1ki ile li¢ boyut arasindaki fark Oklit'in
Elementler eserine kadar gider. Kitabin ilk béliimii diizlemle, yani
iki boyutlu uzayla ilgilidir. tkinci béliim uzay geometrisi (ii¢ bo-
yutlu uzay geometrisi) hakkindadir. Boyut kelimesi 19. yiizyila ka-
dar bildigimiz bu baglamla sinirh kalmigtir.

Yunan geometrisi, beynimizin dig dinyanmin konumsal iligki-
lerine uygun tepki vermesine imkan saglayan gérme ve dokunma
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VWilliam Rovvan Hamilton (1805-1865)

Hamilton matematikte ¢cok erken gelistigi icin 21 ya-
sindayken ve daha universiteden mezun olmadan
Dublin'deki Trinity College'da Gokbilim profesorlugu-
ne getirildi. Bu atama sayesinde irlanda’nin Kraliyet
Gokbilimcisi oldu.
Matematige sayisiz katkida bulundu. Kendisi,
dordeylerin kesfinin en 6nemlisi olduguna inandi.
Hamilton bu durumu bize sdyle anlatiyor: "Dordey-
ler... 16 Ekim 1843'te Bayan Hamilton'la birlikte
Dublin'e yururken Brougham Koéprusiine geldigimiz-
de tam gelismis haliyle ortaya ¢ikti. Demek istedigim
tam o anda orada dusuincelerin galvanik devresinin
kapandigini hissettim ve i,j, k arasindaki temel denk-
lem buradan sigrayan kivilcimlar oldu; o zamandan beri bu ifadeleri kullandim. Hala
sakladigim not defterimi iste tam orada ¢ikarip not aldim. En az on (ya da on bes)
yilhk cahsmaya degecek bir sey oldugunu hissetim. Beni en az on bes yil énce esir
almis bir problemin o an ¢ézuldugunu, zihinsel bir arzunun giderildigini hissettim."
Hamilton asagidaki denklemi derhal képrinin tasina kazimistir.
P=j2= k2= ijk-1

duyularinin bigimlendirilmesi olmustu. Geometri, duyularimizin
ve icinde yasadigimiz dinyanin sinirlariyla kisitlanmisti. Yunan
matematikgiler, geometrinin icinde yasadigimiz gercek uzayi tarif
ettigini dustinmis ve fiziksel uzayin Oklit uzay! olmak zorunda
oldugunu varsaymislardi. 'Kavramsal anlamda dort boyutlu uzay
olur mu?" seklindeki matematik sorusu, 'dért boyutlu gercek bir
uzay olur mu?' fiziksel sorusuyla karistirthyordu. ikinci soru, "bi-
zim bildi§imiz bu uzayin i¢inde dért boyut olur mu" sorusuyla
daha da karismis ki bunun cevabi "hayir"di. Yani genel olarak dort
boyutlu uzayin imkansiz olduguna inanihyordu.

Ronesans Italyasi'nin cebircileri eksi bir sayisinin karekoku-
nin oldugunu kabul ettikleri zaman sayi kavraminin temel bir
uzantisina tesadifen rastladilar ve geometri bu sinirh bakis aci-
sindan kurtulmaya basladi. Wallis, VVessel, Argand ve Gauss, or-
taya cikan karmasik sayilarin dizlemdeki noktalar olarak nasil
yorumlanacagini ¢dzdiler ve gercel sayi dogrusunun tek boyutlu
zincirinden sayilari kurtardilar. irlandall matematikgi William
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Rowan 1837'de x + iy karmagik sayisini (x, y) gergel sayilanindan
olusan bir ¢ift seklinde tanimlayarak konuyu cebire indirgedi. Ay-
rica bu sayi giftlerinin toplama ve ¢garpma kurallarim1 tanimlada.

y+uvi=x+u y+v
(x, y) (u, v) = (xu - yv, xv + yu)

Bu yaklagima gore (x, 0) formundaki bir gift, tipki x gergel sa-
yis1 gibi davranir, 6zel (0,1) gifti i gibi davranir. Basit bir diigiince,
ama degerini anlamak i¢in sofistike matematiksel varolug kavra-
m1 gerekiyor.

Hamilton ardindan ¢ok daha biiyiik bir amaca yonelir. Diizlem-
deki sistemlerin matematiksel fizigiyle ilgili bir¢ok problemi basit
ve miikemmel yontemler kullanarak karmagik sayilarla ¢é6zmenin
mimkiin oldugu o dénemde ¢ok iyi biliniyordu. Benzer bir du-
rum ii¢ boyutlu uzay igin gegerli olsa muazzam olurdu. Hamilton
o yiizden, ilgili tiirev ve integral hesabi yoluyla ii¢ boyutlu uzaya
ait 6nemli matematiksel fizik problemlerinin ¢6ziilmesini umarak
t¢ boyutlu bir say1 sistemi bulmaya ¢aligt1. Agik¢a séylemese de
bu sistemin olagan tiim cebir yasalarini kargilayacagim varsaydi.
Olaganiistii ¢aba gostermesine ragmen béyle bir sistem bulamada.

Sonunda sebebini bulmusgtu. Ciinki bu imkansizda.

Olagan cebir yasalarindan ¢arpmanin degisim yasasi ab = ba
oldugunu séyliiyor. Hamilton ii¢ boyuta ait etkili bir cebirsel arag
olugturmak igin yillarin1 verdi. Sonunda dérdey denen bir say:
sistemi buldu. Ama bu sistem dért boyutlu sayilann cebiriydi, tg
degil ve ¢carpma iglemi degigmeli degildi.

Dérdeyler karmagik sayilan temsil eder, ama yeni bir i sayis1
yerine i, j, k gibi li¢ say1 var. Bir dérdey bu sayilarin bilegimidir.
Ornegin 7 + 8i — 2j + 4k. Karmagik sayilar iki boyutlu oldugu i¢in
1 ve i gibi iki bagimsiz nicelikten olusur, yani dérdeyler dért bo-
yutludur, dért bagimsiz nicelikten (1, i, j ve k) olugur. Dértlii gergel
sayilar olarak bigimlendirilebilirler, toplama ve ¢arpma igin belli
kurallan vardir.

Ust boyutlu uzay

Uzayin temel unsurlan noktadan farkh bir gey olmak gartiyla st
boyutlu uzaylann tamamen dogal olarak ortaya giktig1 ve mantikl
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fiziksel yorumlarnnin oldugu, Hamilton'in bi-
yik ilerleme kaydettigi dénemde matematik-
giler tarafindan biliniyordu. Julius Pliicker

“Sunumu gizemli ve
olduk¢a soyuttu...”

1846'da, uzayda bir dogruyu belirlemek igin dért sayr gerektigine
igaret etti. Bu sayilardan ikisi dogrunun sabit diizlemi kestigi nok-
tayy; diger iki sayr ise dogrunun o diizleme gére yoniina belirler.
Yani bizim bildigimiz anlamda uzay: dogrular toplulugu olarak ele
alirsak, uzay ti¢ degil dért boyutludur. Ancak bu yapinin oldukga
yapay oldugu ve noktalarla ifade edilen dort boyuta sahip uzaylann
dogal olmadig seklinde belli belirsiz bir kugku vardi. Hamilton'in
doérdeyleri, déniis hareketi seklinde dogal yoruma sahipti ve dordey
cebiri gok giigliiydi. Dordeyler, karmagik sayilar kadar dogaldx (do-
layisiyla dort boyutlu uzay, diizlem kadar dogaldi).

Bu diigiince gabucak dért boyutun 6tesine gegmistir. Hamilton
sevgili doérdeylerini yiiceltirken, Hermann Giinther Grassmann
adinda bir matematik 6gretmeni herhangi boyuttaki uzaylann
sayl1 sisteminin uzantisi olan bir sayi sistemi kegfetti. Grassmann
bu fikrini 1844'te Lectures on Lineal Extension [Dogrusal Uzan-
t1 Uzerine Dersler] adiyla yayimladi. Sunumu gizemli ve oldukga
soyut oldugu i¢in bu ¢alisma fazla dikkat ¢ekmemisti. tlgisizlige
karg1 miicadele etmek igin, genellikle Uzantinin Tiirev ve Integrali
diye gevrilen ve daha anlasilir olmay1 amaglayan gozden gegiril-
mig versiyonunu yayimladi. Ne yazik ki metin daha anlagilir degil-
di. Grassmann’in ¢aligmasi, kayitsiz kalinmasina ragmen biiyiik
6nem tagiyordu. Grassmann dérdeylerin dért birimi olan 1, i, j ve
k yerine herhangi sayida birim kullanilabilecegini fark etmigti. Bu
birimlerin bilegimlerine hipersayilar demigtir. Yaklagiminin simir-
lannin oldugunun farkindaydi. Hipersayilarnn aritmetiginden ¢ok
fazla ey beklememek gerekir; geleneksel cebir kurallanni kéri
koriine uygulamakla bir yere vanldig: nadirdir.

Bu arada fizikgiler, geometrinin degil ama Maxwell'in elektro-
manyetizma denklemlerinin etkisiyle harekete gegip iist boyutlu
uzaylar igin kendi kavramlarnm geligtirdiler. Burada hem elektrik
alan hem de manyetik alan birer vektérdir (ii¢ boyutlu uzayda
alanlann biiyiiklikleri ve bir de yénleri vardir). Vektorlere diler-
seniz elektrik ya da manyetik alanla hizali1 oklar diyebilirsiniz.
Okun uzunlugu alanin ne kadar giigli oldugunu goésterir, yoni ise
alanin igaret ettigi yoni gosterir.
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i e o O doémemin notasyonunda sekiz
Fizikciler ist boyutlu uzaylar ]

icin kendi kavramlarini gelistir- Maxwell denklemi vardi, ama diger
diler.” denklemli iki grup igermekteydi;
denklemlerin her biri, uzayn ii¢ y6-
niinden her birine kargilik gelen elektrik ya da manyetik alan bi-
lesenleri i¢indir. Bu tiir iigliilerin her birini tek bir vektér denkle-
minde toplayan bir formalizm igleri ¢ok kolaylagtirirdi. Maxwell
dérdeyleri kullanarak bunu bagarmig, ama yaklagimi hantal-
d1. Fizik¢i Josiah Willard Gibbs ve miihendis Oliver Heaviside,
vektorleri cebirsel olarak temsil etmenin daha basit bir yolunu
birbirlerinden bagimsiz olarak buldular. Gibbs 1881'de 6gren-
cilerine yardim etmek i¢in Elements of Vector Analysis’i [Vektor
Analizinin Ogeleri] 6zel bir kitapgik olarak bastirmisti. Bu ki-
tapcgikta fikirlerinin matematiksel zarafetten ¢ok rahat kullanim
amaciyla gelistirilmis oldugunu agiklar. Aldig1 notlarn Edwin
Wilson kaleme almig ve birlikte hazirladiklan Vector Analysis
[Vektér Analizi] 1901'de yayimlanmigtir. Heaviside, 1893 tarihli
Electromagnetic Theory [Elektromanyetik Teori] kitabinin birin-
ci cildinde ayn1 genel diigiinceleri 6ne siirmiigtiir (diger iki cilt
1899 ve 1912'de yayimlanda).

Hamilton'in doérdeyleri, Grassmann’in hiperkarmagik sayi-
lan ve Gibbs’in vektorleri birbirinden farkl: sistemlerdir, ama
kisa siirede bir vektoriin ayn1 matematiksel taniminda birleg-
miglerdir: Vektor, (x, y, z) say: ligliisiidiir. Diinya matematikgile-
ri ve fizik¢ileri déniip dolagip 250 y1l sonra tekrar Descartes’a
ulagmiglardir (ama koordinat gosterimi artik éykiiniin sadece
bir pargasini olugturmaktaydi). Ugliiler sadece noktalan temsil
etmemekteydi ayn1 zamanda yonlii biyiikliikleri de temsil edi-
yordu. Dolayisiyla formalizmde degil ama yorumda ve fiziksel
anlamda biiyiik fark vard.

Matematikgiler acaba kag hiperkarmagik say: sistemi var diye
merak ettiler. “Faydal1” olup olmadigimi sormamiglardi, énemli
olan ‘ilging’ olup olmamasiydi. Dolayisiyla n herhangi bir say:
olmak iizere n-hiperkarmagik say1 sistemlerinin cebirsel 6zellik-

lerine odaklandilar. Bu sistemler aslinda n-boyutlu uzaylar art:
cebirsel iglemlerdir, ama baglangigta herkes cebirsel diigiinmiig
ve geometrik 6zellikler hafife alinmigtir.
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Diferansiyel geometri

Geometriciler, alanlarnm iggal
eden cebircilere cevap olarak
hiperkarmagik sayilann yeniden
geometrik olarak yorumlamig-
lardir. Bu konuda bagi ¢eken Riemann oldu. Riemann, égrenci-
lere ticretli ders verme hakkina sahip olundugu taniyan ‘Yiiksek
Doktora’s1 igin galisiyordu. Yiikksek Doktora adaylannin kendi a-
ragtirma konulanna 6zel konferans vermesi gerekiyordu. Olagan
prosediirii uygulayan Gauss, son karar kendisine ait olmak tizere
Riemann‘dan birka¢ konu se¢mesini istedi. Riemann'in 6nerile-
rinden biri Geometrinin Temelini olugturan Varsayimlar Uzeri-
neydi ve ayn1 soruyu diigiinen Gauss da bu konuyu se¢migti.

Kalabalik 6niinde konugmay1 sevmeyen ve fikirleri heniz yerine
oturmamis olan Riemann dehgete diigmiigtii. Ama aklinda bomba
gibi bir gey vardi: n boyutlu geometri. Riemann bu terimle yakin
noktalar arasindaki uzaklik kavramyla donatilmig n (x,, x,, ..., x,)
koordinath bir sistemi kastediyordu. Riemann béyle bir uzay ¢ok-
katl1 olarak adlandirdi. Bu 6neri yeterince koktendi, ama daha ra-
dikal bir 6zelligi bulunmaktaydi: ¢ok katlilar egrilebilirdi. Gauss
daha 6nce ylzeylerin egriligini inceliyordu ve egriligi yapisal ola-
rak temsil eden giizel bir formiil bulmustu (yani ylGzeyin gémili
oldugu uzay agisindan degil, sadece yiizey agisindan ifade etmigti).

Riemann, Gauss'un formiilini n boyut ig¢in genellestirerek
¢okkatlinin egriligine ait benzer bir formiil gelistirmeyi amagla-
migti. Bu formiil gokkatlinin yapisina ait olacakti (formiil, gokkat-
hiy1 kapsayan herhangi bir uzaydan belirgin sekilde faydalanma-
yacakti). n boyutlu uzayda egrilik kavramini gelistirme g¢abalan,
Riemann’: sinir krizinin egigine getirmigti. Daha da kétiisi, elekt-
rigi anlamaya galigan ve Gauss'un meslektag1 olan Weber'e de
yardim ediyordu. Riemann miicadeleye devam etti ve elektrik ile
manyetik kuvvetler arasindaki kargilikl etkilesim Riemann’1 geo-
metride kuvvete dayali yeni bir kavrama yo6neltti. Riemann, uzun
yillar sonra Einstein’1 genel goérelilige iten kavrayiga sahipti: kuv-
vetlerin yerine uzay egriligi koymak.

Geleneksel mekanige gore, hareket yonii bir kuvvetin etkisiyle
degistirilmeyen cisimler diiz dogrular boyunca hareket eder. Egri-

“Kalabalik 6niinde konusmayi sevme-
yen ve fikirleri heniiz yerine oturma-
mis olan Riemann dehsete diismiisti.”
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sel geometrilerde diiz dogrularin olmasina gerek yoktur ve yollar
egrilir. Uzay egrilmigse, diiz bir dogrudan sapmak zorundaysaniz
bir kuvvetin etki ettigini hissedersiniz. Riemann 1854'te verecegi
konferansa hazirlamirken, ihtiya¢ duydugu kavrayigi bu sekilde
bulmugtu. Konferans biiyiik bir zafere déniigtii. Riemann'in diigiin-
cesi hizla ve cogkuyla yayild:. Bilimciler kisa zamanda bu yeni geo-
metri lizerine herkesin anlayacag konferanslar verdiler. Kiire ya da
bagka bir egrisel yiizey tizerinde yagayan varliklar hakkinda konus-
malar yapan Hermann von Helmholtz bunlar arasinda yer almgtir.

Ginimiizde diferansiyel geometri dedigimiz Riemann’in ¢ok-
kathilar geometrisinin teknik 6zellikleri Eugenio Beltrami, Elwin
Bruno Christoffel tarafindan ve Gregorio Ricci ve Tullio Levi-
Civita'nin yénetimindeki ftalyan Okulu tarafindan daha da gelis-
tirildi. Einstein'in genel gorelilik i¢in ihtiya¢ duydugu seyin tam
da bu ¢aligmalar oldugu daha sonra ortaya gikti.

Matris cebiri

Cebirciler de bog durmayip n degigkenli cebir (n boyutlu uzayin
formal sembolizmi) i¢in hesaplama teknikleri gelistirdiler. Bu tek-
niklerden biri, Cayley'nin 1855°'te 6ne siirdiigii matris cebiri, yani
sayllann dikdoértgensel diziligiydi. Bu formalizm dogal olarak ko-
ordinatlardaki bir degigiklik fikrinden kaynaklanmaktadir. x ve y
gibi degiskenleri dogrusal kombinasyonlarla degistirerek cebirsel
formiillerin basitlegtirilmesi olagan hale gelmigti. Ornegin q, b, ¢
ve d sabitler olmak lizere

u=ax+by
v=cx+dy

denklemlerini ele alalim. Cayley (x, y) ¢iftini siitun vektér olarak,
katsayillan 2x2 tablosu ya da matrisle temsil eder. Garpmanin uy-
gun tanimina gore koordinat degigikligini gu gekilde yeniden yazar:

u ab X
[V] [ cd ] [ y ]
Bu yontem, herhangi sayida satir ve siitun igeren tablolar ha-

line kolayca genigletilerek herhangi sayidaki koordinatlarda dog-
rusal degigikligi temsil etmektedir.
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Matris cebiri, n boyutlu uzayda hesap yapma imkani saglar.
Bu yeni dustinceler kok saldikg¢a rn boyutlu uzay icin, formal cebir-
sel hesaplama sisteminin destekledigi geometrik bir dil ortaya
cikmistir. Cayley bu disiincesinin sadece notasyonda kolaylik
saglayacagini ve uygulama alani bulmayacagini 6ngérmastir.
Oysa matrisler giinimuzde bilim ve 6zellikle istatistik gibi alan-
larin vazgecilmezi oldu. Tibbi deneyler matrislerin en iyi musteri-
lerindendir; neden ile sonug arasindaki iliskiyi ¢dzmek icin kulla-
nilan matrisler istatistiksel olarak 6nemlidir.

Ust boyutlu geometriden nasil faydalandilar?

Alman matematikci Hermann Minkovvski yaklasik 1907 yilinda tek boyutlu zamani
ve U¢ boyutlu uzayi tek bir matematiksel nesne halinde birlestirerek Einstein'in 6zel
gorelilik teoremini dért boyutlu uzayzamanda formile etti. Bu formil Minkovvski
uzayzamani diye bilinir.

Goreliligin kosullari, Minkovvski uzay-zamaninda dogal metridin Pisagor teore-
miyle belirlenmedigini gosteriyor. Pisagor teoreminde bir (x,f) noktasindan mer-
keze olan uzakligin karesi x2+ x2olur. Oysa bu ifade, c isik hizi olmak lizere x2-c 2t2
zaman araligiyla yer degistirmelidir. Burada can alici fark, uzay-zamandaki olaylarin
iki koniyle iliskili olduguna isaret eden eksi isaretidir. Bir koni (uzay tek boyuta in-
dirgenmis oldugu i¢in burada bir Giggen) olayin gelecegini, digeri gegmisini temsil
eder. Bu geometrik temsil seklini hemen hemen tim modern fizikgiler benimseyip
kullanirlar.
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Geometrik betimlemeler teoremlerin kanitlanmasini kolaylag-
tird1. Elestirmenler, bu yeni moda geometriler olmayan uzaylar-
dan bahsediyor diyerek kars1 ¢gitkmiglardi. Cebirciler, n degigkenli
cebir kesinlikle vardir ve matematigin birgok farkli alaninin ge-
lisgmesine katkida bulunan her gey elbette ilging olmal diyerek
kars1 giktilar. George Salmon géyle yazar: “Bu problemi [belli bir
denklem sisteminin ¢6zlimiinii] ii¢ degigkenli li¢ denklem igin eni-
ne boyuna tartigmigtim. Simdi kargimiza gikan soru, p boyutlu
uzay i¢in benzer problem olarak ifade edilebilir. Ama biz bu soru-
yu tim geometrik degerlendirmelerden uzak ve tamamen cebirsel
bir soru olarak gériiyoruz. Buna ragmen geometrik dile azicik da
olsa yer verecegiz... ¢iinki ig¢li sistemde kullanmig oldugumuz
siirece benzer gekilde p denklemli bir sisteme nasil uygulanacag-
n1 daha kolay gorebiliriz.”

Gergek uzay

Ust boyutlar var m1? Cevap elbette
“var olmak” derken ne kastettigimize
bagli, ama insanlar 6zellikle duygusal
davrandiklarinda bunu anlamaya yanagmiyor. Dananin kuyrugu
1869'da kopmustur. British Association’a yapilan ve daha sonra
A Plea for the Mathematician [Matematik¢inin Savunmasi] diye
tekrar yayimlanan bir ¢agri metninde James Joseph Sylvester
matematigin gelismesi i¢in genellemenin 6nemli bir yol olduguna
igaret eder. Bununla birlikte kavranabilir seylerin 6nemli oldu-
gunu, fiziksel olarak bizzat yagadiklanmiza uygun olan geylerin
6nemli olmadigimi séyler. Biraz ¢aba harcayarak dort boyutu go-
ziimiizde gayet giizel canlandirabilecegimizi, yani dért boyutun
kavranabilir oldugunu ekler.

Bu sozler Shakespeare konusunda uzman olan Clement
Ingleby'yi 6yle kizdirmig ki, Sylvester'in ne demek istedigini hig
anlamamig ve li¢ boyutun uzayin teme] 6zelliklerinden biri oldu-
gunu kanitlamasa igin biiyiik filozof Immanuel Kant'a bagvurmusg-
tur. Gergek uzayin dogasi, matematiksel konularla ilgili degildir.
Buna ragmen Ingiliz matematikgilerin gogu bir siire Ingleby'ye
katilirken Avrupa kitasindaki matematikg¢ilerin bazis1 buna kars:
cikmigtir. Grasmann géyle diyordu: “Uzam Analizi, geometrik so-
nuglarin soyut bir dile gevrilmesinden ibaret degildir; bu teorem-

‘Gercek uzayin dogasi, matema-
tiksel konularla ilgili degildir.’
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lerin gok daha genel bir 6nemi var, ¢iinkii olagan geometri uzayin
[fiziksel uzayin] ii¢ boyutuna bagh kaldig1 halde soyut bilim bu
kisitlamadan muaftir.”

Sylvester diigiincesini su gekilde savunur: “One siirilen genel-
lestirilmis uzay kavramini sadece cebirsel formiilasyonun isti
ortild bir formu olarak géren birgok kisi var; ama aym seyi yine
ayn1 dogrulukta sonsuzluk kavramimiz i¢in ya da miimkiin olma-
yan dogrular igin ya da geometride sifir ag1 olusturan dogrular
icin soylemek miimkiin. Bu konularla ugragmanin yararlarnnm
kimse tartigmayacaktir. Dr. Salmon yiizeylerin karakteristikleri
igin Chasles teorisini genigletirken, Bay Clifford olasilik proble-
minde ve ben barisentrik [agirhk merkezli] izdiigiim makalemde,
dért boyutlu uzay: kavranabilir uzaymig gibi hissettik ve uygula-
madaki faydalannin kanitlannm gésterdik.”

Gok boyutlu uzay

Sonug olarak Sylvester tartigmayl kazandi. Giiniimiizde matema-
tikgiler bir gey mantiksal olarak geligmiyorsa, var oldugunu kabul
ederler. Bu gey fiziksel durumlarla geligebilir, ama bunun mate-
matiksel varolugla higbir ilgisi yoktur. Cok boyutlu uzaylar bu an-
lamda bildigimiz li¢ boyutlu uzay kadar gergektir, ¢iinkii formal
olarak tamimlamak kolaydir.

Su an kavradigimiz ¢ok boyutlu uzaylar matematigi tamamen
cebirseldir ve az boyutlu uzaylann bariz genellestirilmelerine da-
yanir. Ornegin diizlemdeki (iki boyutlu uzaydaki) her nokta iki ko-
ordinatla belirlenebilir ve ii¢ boyutlu uzaydaki her nokta ii¢ koor-
dinatla belirlenebilir. Buradan yola gikarak dért boyutlu uzaydaki
bir noktanin dért koordinat takimiyla belirlenecegi ve daha genel
olarak n boyutlu uzaydaki bir noktanin n koordinattan olugan bir
listeyle belirlenecegi hemen gériiliiyor. Bu durumda n boyutlu
uzay, bu tiir noktalarin hepsini kapsayan bir kiimeden ibarettir.

Benzer cebirsel hileler, n bo-
yutlu uzayda herhangi iki nokta
arasindaki mesafeyi ya da iki dog-
ru arasindaki agiy1 vb hesaplamaniza imkan verir. Ondan sonrasi
hayal giiciiniize kalmig: iki ya da ii¢ boyutlu en hassas geometrik
sekillerin n boyut i¢in ¢ok agik benzerleri vardir ve bunlan bul-

“Giniimizde bu bakis a¢isina dogru-
sal cebir deniyor.”

265



MATEMATIGIN KISA TARIHI

manin yolu, koordinat cebiri yardimiyla benzer gekilleri tanimla-
y1p bu tanimi n koordinata genigletmektir.

Ornegin diizlemdeki bir
daire ya da 3 boyutlu uzay-
daki bir kiire, segilen belli
bir noktadan (merkezden)
sabit uzaklikta (yarigap
kadar uzakta) bulunan
tim noktalardan olugur.
Bunun n uzaydaki bariz
benzeri igin, segilen belli
bir noktadan sabit uzak-
likta bulunan tiim noktala-
n diginmek gerekir. Uzak-
hk formilini kullaninca
olay tamamen cebirsel bir
kogul oluyor ve elde edilen
nesneye (n — 1) boyutlu hiperkiire ya da kisaca (n - 1) kiire deniyor.
Boyut n iken n - 1'e diigmesinin sebebine gelince, 6rnegin 2 bo-
yutlu uzaydaki daire bir egridir, yani bir boyutlu nesnedir; benzer
sekilde uzaydaki kiire iki boyutlu bir yiizeydir. n boyuttaki kati
bir hiperkiireye n boyutlu yuvar denir. Yani Diinya 3 boyutlu bir
yuvardir ve yiizeyi 2 boyutlu kiiredir.

Giinimiizde bu bakig agisina dogrusal cebir deniyor. Mate-
matigin ve bilimin her alaninda, 6zellikle miihendislik ve istatis-
tikte kullaniliyor. Ayn1 zamanda ekonomide standart bir teknik.
Matrislerinin uygulama alani bulmasinin zor oldugunu séylerken
Cayley fazlasiyla yaniliyordu.

Cok boyutlu uzay kavrami 1900°1a yillarda matematik ve fizik
alanlarimi derinden etkileyip patlama yaratinca Sylvesterin tah-
minleri gergege déndi. S6ziinii ettigimiz alanlardan biri, dért bo-
yutlu uzay zaman geometrisinin 6zel bir tiirii olarak kabul edilen
Einstein'in goreliligidir. Hermann Minkowski 1908‘de, ii¢ boyut-
lu olagan uzaya bir de zaman eklenirse dort boyutlu uzayzaman
olustugunu kavramigti. Uzay zamandaki herhangi bir noktaya
olay deniyor. Olay, zamanin herhangi bir aninda parlayan ve son-
ra yine sénen nokta-pargacik gibidir. Gérelilik gergekten olaylarnin
fizigiyle ilgilidir. Geleneksel mekanige gére uzayda hareket eden

Duzlem uzerine izdGgurilmis dért boyutlu hiperkiup
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bir pargacik t zamaninda (x{(t), y(t), z(t)) koordinatlarnni iggal eder
ve bu konum zamana bagli olarak degigir. Minkowski’'nin uzay za-
man bakig agisina gére bu tiir noktalann tiimii uzay zamanda bir
egridir, pargacigin hayat ¢izgisidir ve bu zaman boyunca kendi
bagina varligini siirdiiren bir nesnedir. Gorelilikte dérdiinci bo-
yutun tek ve sabit bir yorumu var: zaman.

Genel gorelilik sonradan kiitlegekimi dahil edince Riemann’in
devrimci geometrileri yogun gekilde kullanildi,ama Minkowski‘nin
diiz uzay zaman geometrisi betimlemesine (yani gekime bagh ge-
kil bozuklugu yaratacak herhangi bir kiitle olmadiginda uzay za-
man ne yapar; Einstein bu gekil bozukluklarin egilme olarak mo-
dellemigtir) uyacak gekilde biraz degigtirildi.

Matematikgiler daha esnek bir boyutluluk ve uzay kavrami
tercih ettiler; matematik, 19. yiizyilin sonu ve 20. yiizyilin bagin-
da g¢ok boyutlu geometrinin benimsenmesini her zamankinden
fazla gerektirmekteydi. Karmagik analizin dogal uzantisi olan iki
karmagik degiskenli fonksiyon teorisi, iki karmagik boyutlu uzay
tizerinde diigiinmeyi gerektiriyordu (ama karmagik boyutlann her
biri iki gergek boyuta indirgenir, yani ister begenin ister begenme-
yin dért boyutlu bir uzaya bakiyorsunuz). Riemann’in gokkathlan
ve ¢ok degigkenli cebir de tegvik edici olmugtur.

Genellestirilmis koordinatlar

Lagrange'in 1788 tarihli Mécanique Analytique [Analitik Meka-
nik] eserinin baglattigy ve Hamiltonin 1835'te genellegtirilmig
koordinatlara gore mekanigi yeniden formiile ettigi gelisme, gok
boyutlu geometriyi tegvik eden bir bagka unsur olmugtur. Bir me-
kanik sistemde serbestlik derecesi (yani durumunu degigtirme
yollan) oldugu i¢in istendigi kadar koordinata sahip olabilir. Ser-
bestlik derecesinin sayis1 aslinda kilik degigtirmig boyuttur.
Ornegin basit bir bisikletin konfigiirasyonunu belirlemek igin
genellestirilmis alt1 koordinat gerekir: Gidonlann bisiklet gatisi-
na kiyasla yaptig: a1 igin bir koordinat, her iki tekerlegin agisal
konumlan i¢in birer koordinat, pedallanin mili i¢in bir koordinat
ve pedallann doniig konumlan igin iki koordinat daha. Bisiklet el-
bette ii¢ boyutlu bir nesnedir, ama bisikletin olasi konfigiirasyon-
laninin uzay: alt1 boyutludur; igin sirmn ¢ézene kadar bisiklet
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kullanmay1 6grenmenin zor olmasinin bir sebebi de budur. Bey-
nin, bu alt1 degigkenin birbirini nasil etkiledigini kodlayip igsel-
lestirmesi (bisiklet uzayinin alt1 boyutlu geometrisinde yolculuk
yapmas) gerekiyor. Hareket halindeki bir bisiklette bu koordinat-
lara kargilik gelen alt1 hizla aynca bas edilmesi gerekiyor: bisik-
letin dinamigi aslinda orn iki boyutlu.

1920'ye gelindiginde fizik, matematik ve mekanikte fikir birligi
zafer kazandi ve ¢ok degiskenli problemlerde (¢ok boyutlu geo-
metri) geometrik dil kullanimi, belki filozoflar harig, artik endi-
se yaratmiyordu. 1950'ye gelindiginde siire¢ 6yle ileri gitmig ki,
matematikgiler her geyi bagtan itibaren n boyutla formiile etmeyi
huy edinmisgti. Teorileri iki ya da li¢ boyutla sinirlamak, eski moda
ve komik bir gekilde kisitlayic1 gériinmekteydi.

Ust boyutlu uzay dili, bilimin her alanina hizla yayilmig ve
hatta ekonomi ve genetik gibi alanlan iggal eder. Ornegin giinii-
miizde virologlar virisleri, yiizlerce boyutu olabilen DNA dizileri-
nin olugturdugu bir uzaydaki noktalar olarak diigiiniiyor. Virolog-
lar esas olarak sunu demek istiyor: Bu virislerin genomlarinin
{toplam genlerinin] uzunlugu, yiizlerce DNA baz1 kadardir (ama
bu geometrik betimleme 6nemsiz bir mecaz degil: problemi dii-
siinmek igin etkili bir yéntem saglhyor).

Ancak bunlann higbiri ruhlar aleminin
var oldugu, hayaletlerin gergekten evleri-
nin oldugu ya da giiniin birinde (Edwin
Abbott’'un Diiziilke’sinde oldugu gibi) Dordiincii Boyuttan bir ya-
ratigin Hiperkiireden bizi ziyarete gelip kendisini bize kiire olarak
tanitacagl, gizemli bir gekilde biiyliytip kiiglilebilen bu yaratigin
nokta olana kadar biiziilip evrenimizden sirra kadem basacag
anlamina gelmiyor. Ancak siipersicim teorisi lizerinde ¢aligan fi-

‘Evrenimiz aslinda on bo-
yutlu olabilir.

zikgiler halen evrenimizin aslinda dért degil on boyutlu olabile-
cegini diigiiniiyor. Su an, diger alti1 boyutu simsiki bukle oldugu
icin saptayamadigimizi ve bu yiizden hi¢ fark etmedigimizi di-
sliniiyorlar.

Gok boyutlu geometri, matematigin gergeklikle tiim baglanm
kopardig1 en dramatik alanlardan biridir. Fiziksel uzay ti¢ boyut-
lu olduguna gore dért ya da daha fazla boyutlu uzaylar nasil var
olabilir?

Burada yapilan hata, en dogrudan sekilde gézlemlenen gergek-
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ligin bire bir ve bariz yorumunu matematikten beklemektir. Et-
rafimiz aslinda ¢ok sayida degigkenle gayet iyi tanimlanabilecek
nesnelerle, bu nesnelerin ‘serbestlik dereceleri'yle gevrilmigtir.
Ornegin insan iskeletinin konumunu ifade etmek i¢in en az 100
degigken gerekiyor. Bu tir nesnelerin matematiksel olarak dogal
tanimi, iist boyutlu uzaylarla ve her degigkene bir boyut atayarak
yapilir.

Bu tiir tanimlarn formal hale getirilmesi matematikgilerin gok
zamanim almig, faydali oldugu konusunda herkesi ikna etmeleri
daha da uzun siirmiigtiir. Bu tamimlar giiniimiizde bilimsel diigiin-
ceye Oyle gomiilmug ki artik refleks olarak kullamliyor. Tanimlar
ekonomide, biyolojide, fizikte, miihendislikte, gok biliminde stan-
dart hale gelmis ve aslinda bu listenin sonu yok.

Ust boyutlu geometrinin iyi yani, baglangigta kesinlikle gorsel
olmayan problemler ile insanin gorsel yetenekleri arasinda iligki
kurmasidir. Beynimiz gérsel diigiinmekte usta oldugu i¢in, bu for-
miilasyon genellikle umulmadik gekilde kavramamiza yol agabilir,
diger yontemler bunu kolay kolay yapmaz. Gergek diinyayla dog-
rudan baglantili olmayan matematiksel kavramlarin genellikle
daha derin ve dolayli baglantilar1 vardir. Matematigi ¢ok faydal
yapan gey iste bu gizli baglantilardir.

Ust boyutiu geometriden nasil faydalaniyoruz?

Cep telefonunuz zorunlu olarak ¢ok boyutlu uzaylan kullaniyor.

Internet baglantiniz, uydu ya da kablolu televizyonunuz ve mesaj alan ya da gon-
deren hemen hemen her teknoloji (riini yine gok boyutlu uzaylarn kullanir. Mo-
dern iletisim sayisaldir. Her mesaj, hatta telefondaki sesli mesajlar 0 ve 1 seklinde
ikili sayilara donigtardlir.

Givenilir olmayan iletisimin pek faydasi olmaz (alinan mesaj, gonderilen me-
sajla ipatip ayni olmalidir). Elektronik donanim béyle bir hassasiyeti garanti ede-
mez, ¢inku parazit ve hatta gegmekte olan kozmik bir 15in hataya sebep olabilir. Bu
yizden elektronik muhendisleri sinyalleri sifrelerken, hatalar saptayan ve hatta dii-
zelten matematiksel teknikler kullaniyor. Bu sifrelerin temeli ok boyutlu uzaylardir.

Herhanagi ikili say dizisi, 6rnegin 1001011100 gibi on adet ikili say! dizgisi ya
da bit, koordinatlar 0 ya da 1 ile simirlandinidiginda uygun sekilde on boyutlu uzay
olarak goriilebilir. Hata saptayan ve hata diizelten sifrelerle ilgili 5Gnemli bir¢ok soru,
bu uzayin geometrisiyle en iyi sekilde ¢oziilebilir.
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Ornedin Osayisini 00 ile ve her 1sayisini 11 ile
degistirerek her mesaji sifrelersek, tekil hata varsa
saptayabiliriz (ama dlzeltemeyiz). Bu durumda
110100 gibi bir mesaj 111100110000 olarak sif-
relenir. Sifre 111000110000 olarak giderse, yani
dérduncu bitte hata varsa, koyu renkli 10 giftinin
olmamasi gerektigi icin bir yerde bir hata oldugu-
nu biliriz. Ama bu ¢ift 00 ya da 11 ikilisinden han-
gisi, bunu bilmiyoruz. Bu konu iki boyutlu ¢izimde kil sayn Giftlerinin geometrisi
duzgun sekilde agiklanabilir (cizim, 00 ve 11 sifre
kelimelerinin uzunlugunun 2 olmasina karsilik geliyor). Sifre kelimelerdeki bitleri
eger iki eksene gore (sifre kelimenin sirasiyla birinci ve ikinci dijitlerine karsi gelen
eksenler) koordinatlar olarak dustinursek, gegerli sifre kelimeler olan 00 ve 11 sayi
ciftlerinin bir karenin ¢apraz késelerinde oldugu bir sekil gizebiliriz.

Herhangi bir tekil hata, bu sifre kelimeleri diger iki kdsedeki sifre kelimelere
(gecerli olmayan sifre kelimelere) donlsturtr. Ancak bu koseler gegerli sifre keli-
melerin ikisine de komsu oldugu icin, farkli hatalar ayni sonuca yol acabilir. Hata
diuzeltme sifresi olusturmak igin uzunlugu U¢ olan sifre kelimeler kullanip 0 sayisini
000 ve 1sayisini 111 olarak sifreleyebiliriz.

Richard Hamming, sayisal mesajlarin bu sekilde sifrelenmesi yaklasimina
1947'de 6nculik etti. Yaklasimin geometrik yorumu hemen ardindan geldi ve daha
etkili sifrelerin gelistirilmesinde ¢ok 6nemli oldugu ortaya ¢ikti.

Ug uzunlugunda zincir dizgileri kullanan hata di-
zeltici sifreler
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Matematigi saglam temeller tGzerine oturtmak

Matematigin Ust yapisi daha da buytylince, az sayida mate-
matikci temelin bu agirhg: tasiyip tasimayacagini merak etmeye
basladi. Temele ait bir dizi kriz (6zellikle tirev ve integral hesabi-
nin temel kavramlariyla ilgili tartismalar ve Fourier serileri hak-
kindaki genel kargasa), mantiksal tuzaklardan sakinmak i¢cin ma-
tematiksel kavramlarin ¢ok dikkatli ve tam olarak tanimlanmasi
gerektigini ortaya koydu. Aksi takdirde temelde var olan belirsiz-
lik ya da anlam karmasasi nedeniyle matematigin timdengelim
kulelerinin mantiksal celiskilere bogulmasi isten bile degildi.

Onceleri daha cok Fourier serisi gibi karmasik, cetrefilli fikir-
ler icin endise duyuluyordu. Ama matematik diinyasi yavas yavas
en temel fikirlerden bile kusku duymak gerektigini fark etmeye
basladi. Bunlardan en énemlisi sayi kavramidir. Aci gercek su ki,
matematikciler sayilarin karmasik ¢zelliklerine ¢ylesine daldilar
ki sayinin ne oldugunu sormayi ihmal ettiler. Sira mantiksal bir
tanim yapmaya gelince bilmedikleri ortaya ¢ikti.

Dedekind

Dedekind 1858'de tiirev ve integral hesabi dersi verirken bu alanin
temelleri konusunda tedirgin olmaya baslamisti. Mesele tiirev ve
integral hesabindaki limit kullanimi degil, ama gergel say! siste-
miydi. Dustncelerini 1872'de Stetigkeit und Irrationale Zahlen'da
[Stireklilik ve Irrasyonel Sayilar] yayimladi ve gercel sayilarin
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dogru oldugu kendinden belli sayilan 6zelliklerinin higbir zaman
titiz bir ¢caligmayla kanitlanmadigina igaret etti. v2v3 = V6 denk-
lemini 6rnek olarak vermigtir.

Esitlik elbette iki tarafin karesi
alinarak dogrulanir (irrasyonel sa-
yilann ¢arpiminin daha &nce hig
tanimlanmamig olmasi harig). De-
dekind 1888 tarihli Was Sind und was Sollen die Zahlen? [Say
Nedir, Anlam Nedir?] kitabinda, gergel sayilar sisteminin man-
tiksal temellerindeki ciddi bogluklan ortaya koyar. Gergel sayila-
nin var oldugunu o giine kadar gergekten kimse kanitlamamagti.

Dedekind ayrica bu bosluklan doldurmak igin giiniimiizde De-
dekind kesimi dedigimiz bir yol 6nerdi. Buradaki fikir, daha zen-
gin olan gergel say: sistemini elde etmek i¢in var olan bir say:
sisteminden, yani rasyonel sayilardan baglamakti. Dedekind'in
yaklagimi, gergel sayillann olmasi gereken ozelliklerinden yola
¢ikip bu 6zellikleri sadece rasyonel sayilar bakimindan ifade et-
menin bir yolunu bulmak ve daha sonra bu iglemi tersine gevirip
rasyonel sayilanin bu 6zelliklerini gergel sayilarin bir tanimi ola-
rak yorumlamaktan ibaretti. Eski kavramlara dayanarak yeni kav-
ramlarin tasarlandig tersine tasarim uygulamasi o giinden sonra
yayginlagmaya bagladi.

Bir an igin gergel sayilarnin var oldugunu varsayalim. Gergel
sayilann rasyonel sayilarla iligkisi nasil olur? Baz gergel sayilar
rasyonel degil, 6rnegin v2 buna iyi bir 6rnek. Tam kesir olmasa da,
rasyonel sayilara istendigi kadar yaklastinlabilir. Bu say, olasi
tiim rasyonel sayilann olusturdugu yogun dizide sikigmig olarak
6zel bir konumda duruyor. Peki bu konumu nasil belirleyebiliriz?
Dedekind V2 sayisinin rasyonel sayilar kiimesini diizgiin bir ge-
kilde iki par¢aya ayirdigim fark etti. y2'den biiyiik olan rasyonel
sayilar ve kiigiik olanlar. Bu ayinm (ya da kesit), V2 say1sim ras-
yonel sayllara dayanarak tanimhiyor. Buradaki tek kusur, kesitin
iki pargasini tanimlamak i¢in vy2'yi kullanmig olmamiz. Ancak bir
¢ikig yolu var. y2'den biiyiik rasyonel sayilar kesinlikle pozitif sa-
yidir ve kareleri 2'den biiyiiktiir. Diger tiim rasyonel sayilar y2'den
kiigiiktiir. y2 'yi acik¢ca kullanmadigimiz halde bu iki rasyonel say1
kiimesini tammlamig olduk, ama bu kiimeler v2'nin gergel sayi
¢izgisi lizerindeki yerini tam olarak belirtiyor.

“Gercel sayilarin var oldu§unu o
giine kadar gercekten kimse ka-
nitlamamisti.”
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Dedekind sunu gostermig: tartigmanin sagligl agisindan ger-
¢el sayilann var oldugunu kabul edersek, bir gercel sayidan daha
biiyiik olan tim rasyonel sayilarin R kiimesini ve daha kiigiik ya
da esit olan tiim gergel sayillann L kiimesini olusturdugumuz za-
man, sézini ettigimiz iki 6zelligi saglayan bir kesiti herhangi bir
gergel sayiyla iligkilendirebiliriz. (Son kosul, bir kesiti herhangi
bir rasyonel sayiyla iligkilendirmek i¢in gereklidir.) Burada L ve R,
bildigimiz gergel say: gizgisinde sol ve sag olarak yorumlanabilir.

L x R

Bu L ve R kiimeleri olduk¢a siki kogullara uyarlar. Birincisi,
her rasyonel say1 bu kiimelerden sadece birine aittir. ikincisi, R
kiimesindeki her say1 L kiimesindeki tiim sayilardan biyiiktiir.
Son olarak rasyonel sayilarla ilgili teknik bir kogul var: L kiime-
sinde en biiyiik 6ge olabilir ya da olmayabilir, ama R kiimesinde
asla en kiigiik 6ge yoktur. Rasyonel sayilarin bu 6zellikleri tagiyan
her alt kiime ¢iftine kesit denir.

Tersine tasarimda gercel sayilann var oldugunu varsaymamiz
gerekmiyor. Onun yerine, gergel sayilan belirlemek igin kesitleri
kullanabiliriz ve bu yiizden gergel bir say1 tam bir kesittir. Gergel
bir saymy1 genellikle bu gekilde diigiinmeyiz, ama istersek diigiinii-
lebilecegini Dedekind fark etmigti. Burada asil mesele, gergel say:
aritmetiginin mantikli olmasi igin kesitlerin toplamini ve ¢arpimi-
n1 tanimlamaktir. Bunun kolay bir is oldugu ortaya gikmistir. (L, R))
ve (L, R,) gibi iki kesiti toplamak i¢in, L deki bir sayiya L,deki bir
say1y1 ekleyerek elde edilebilen tiim sayilarn kiimesine L, + L, di-
yelim ve benzer sekilde R, + R,'yi tanimlayalim. Bu durumda bu iki
kesitin toplamy, (L + L, + R + R)) kesiti olur. Carpma iglemi de buna
benzer, ama pozitif ve negatif say1lann davrams biraz farkhidir.

Son olarak, kesit aritmetiginin gergel sayilardan bekledigimiz
tim 6zelliklere sahip oldugunu kanitlamak zorundayiz. Rasyonel
sayilann 6zelliklerine benzer bir form izleyen standart cebir ku-
rallan da bu 6zellikler arasinda yer aliyor. Gergel sayillan rasyo-
nel sayilardan ayirt eden en 6nemli 6zellik, kesitlerin (belli teknik
kosullar altinda) sonlu dizilerinin limitinin olmasidir. Ayn: sekil-
de, herhangi bir sonsuz ondalik agilima kagi gelen bir kesit vardir.
Olduk¢a dolambagsiz bir durum.
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Biitiin bunlarnin yapilabilecegini varsayalim ve Dedekind
V2V3=v6 esitligini nasil kanitlayabilir, onu gérelim. R, eger kare-
leri 2'den biiyiik olan tiim pozitif rasyonel sayilardan ibaret ise y2
sayisinn R, (L, R)) kesitine kargilik geldigini gérmiigtiik. Benzer
sekilde, kareleri 3'ten biiyiik olan tiim pozitif sayilar L, oldugu za-
man V3 sayis1 (L, R))'ye kargilik gelir. Karesi 6'dan biiyiik olan tiim
pozitif rasyonel sayilar L, oldugu zaman bu iki kesitin ¢arpiminin
(L, R,) oldugu kolayca ispatlanir. Ama bu ifade V6'ya kargilik ge-
len kesittir. 1ste bu kadar!

Dedekind’in yaklagiminin giizel yani, gercel sayilarla ilgili bii-
tiin meseleleri rasyonel sayilarla ilgili meselelere (6zellikle ras-
yonel sayilarda kiime ciftleri meselelerine) indirgemesidir. Dola-
yisiyla gergel sayilar tamamen rasyonel sayilar agisindan ve bu
sayilarla yapilan iglemler agisindan tanimliyor. Buradan, rasyo-
nel sayilar varsa gergel sayilarn var oldugu (matematik anlamda
var oldugu) sonucuna variyoruz.

Bunun da ufak bir bedeli var: bu durumda gergel sayiy: ras-
yonel say: kiime giftleri olarak tanimlamig oluyoruz. Oysa gergel
sayilan genellikle bu gekilde diigiinmeyiz. Bu diigiince gekli size
garip geliyorsa, sonsuz ondalik say1 geklindeki genel gergel say:
tanimi i¢in 0-9 arasinda sonsuz ondalik basamak dizisi gerektigi-
ni hatirlatinm. Bu durum kavramsal olarak en az Dedekind kesiti
kadar karmasiktir. Aslina bakarsaniz sonsuz iki ondalik sayinin
toplamini ya da ¢arpiminm tanimlamak epey dolambaghdir, ¢iin-
ki olagan aritmetik yontemlerde ondalik sayilan toplama ya da
¢arpma iglemi sag taraftan baglar, ama sonsuz ondalik sayilann
sag tarafta sonu yoktur.

Tamsay1 aksiyomlari

Dedekind'in kitab: temel yap1 uygulamasi olarak gayet iyiydi, ama
terimleri belirlemekle ilgili genel amag kafaya yerlesince bu kita-
bin sadece dikkatleri gergel sayilardan rasyonel sayilara yonlen-
dirdigi kisa siirede fark edildi. Rasyonel sayilarin var oldugunu
nereden biliyoruz? Tamsayilarin var oldugunu kabul edersek ig
kolay: rasyonel bir p/q sayisin1 (p,q) tamsay ¢ifti olarak tanimla-
y1p toplam ve ¢arpim formiillerini bul. Tamsayilar varsa tamsayi
giftleri de vardir.
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Evet, ama tamsayilann var oldugunu nereden biliyoruz? Tam-
sayilar art1 ya da eksi igareti diginda olagan dogal sayilardir. Yani
dogal sayilar varsa tamsayilar da vardir.

Daha bitmedi. Tamsayilarla 6yle hasir nesiriz ki, bildigimiz 0,

1, 2, 3 vb sayilann gergekten var olup olmadig1 aklimiza bile gel-
miyor. Varsa bu sayilar nedir?

Giuseppe Peano 1889'da Oklit'in o

. . Tamsayilar varsa tamsayi ¢iftleri
kitabindan bir sayfay1 alip varolus de vardir. Evet, ama tamsayilarin
sorusundan kaginmigtir. Oklit nok-
talarin, dogrulann, tggenlerin vb
varligini tartigmak yerine bir aksiyom (bagka soru sormadan ka-
bul edilen 6zellikler) listesi yazmigti. Nokta vb geylerin olup ol-
madigina bogver (daha ilging bir soru gu: tamsayilar varsa 6zel-
likleri ne olur?). Peano tamsayilar igin bir aksiyom listesi yazar.
Tamsayilann 6zellikleri gunlardir:

- 0 diye bir say: vardir.

- Her n sayisini takip eden bagka bir s(n) sayisi vardir (biz bu
saylya n + 1 diyoruz).

- P(n) eger sayilara ait bir 6zellikse ve P(0) dogru ise, P(n) dog-
ruyken P(s(n)) 6zelligi her n i¢in dogrudur (Matematiksel Tiimeva-
nm llkesi).

Peano oncelikle agagidaki diizenlemeyi yapar ve yukandaki
aksiyomlara dayanarak 1, 2 ve diger sayilar1 tanimlar.

1 =s(0)

var oldugunu nereden biliyoruz?”

2 = s(s(0)) ve bu sekilde devam ediyor.

Ayrica aritmetigin temel iglemlerini tanimlamig ve olagan ku-
rallara uyduklanm gostermigtir. Peano’'nun sisteminde s(s(0)) +
s(s(0)) = s(s(s(s(0)))) diye belirtildigine gére 2 + 2 = 4 ifadesi kantla-
nabilir bir teoremdir.

Aksiyoma dayanan bu yaklasimin biiyiik avantaji, kanitlama-
miz gereken seyin su ya da bu araci kullanarak tamsayilarin var
oldugunu gostermek oldugunu agik¢a ortaya koymasidir. Sadece
Peano’nun tiim aksiyomlarini kargilayan bir sistem olugturmamiz
gerekiyor.

Buradaki 6nemli soru, “var olmak” kavraminin matematikteki
anlamidir. Gergek diinyada gézlemleyebildigimiz, eger gozlemle-
yemiyorsak gézlemlenebilir olan geylere dayanarak kaginilmaz
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varligin1 anlayabildigimiz geylerin varhigindan bahsedebiliriz.
Kiitlecekimi kimse géremez ama etkilerine bakarak kiitlegeki-
min oldugunu bilir. Yani gergek diinyada iki kediden, iki bisiklet
ya da iki somun ekmekten mantikli gekilde bahsedebiliriz. Oysa
iki say1st farkl bir sey. 1ki sayisi bir nesne degil, ama kavramsal
bir kurgudur. Gergek diinyada iki sayis1 higbir sekilde kargimiza
¢itkmaz. Olsa olsa yazili ya da basih gekilde kagit iizerinde ya da
bilgisayar ekraninda 2 semboliinii gérebiliriz. Ancak bir sembol
ve temsil ettigi gseyin aym geyler oldugunu kimse diigiinmiiyor.
Miirekkeple yazilmig “kedi” kelimesi ile kedinin kendisi aym gey
degildir. Benzer gekilde, 2 semboliiyle iki sayis1 ayn1 gey degildir.

“Say1” teriminin anlami, son derece zor bir kavram ve felsefi
problemdir. Ustelik sayilan kullanmay: hepimiz gayet iyi bildi-
gimiz icgin olay iyice sarpa sanyor. Sayilann nasil davrandigim
biliyoruz, ama ne oldugunu bilmiyoruz.

Kiimeler ve siniflar

Gottlob Frege 1880°'lerde daha basit nesnelerden (ya da onun de-
yimiyle kiimelerden ya da siniflardan) tamsayilan olugturarak bu
kavramsal sorunu ¢ézmeye galigti. Frege'nin ¢ikig noktasi, sayi-
lann sayma eylemiyle olan standart iligkisiydi. Frege'ye gore iki,
birbirinden farkl a ve b 6geleri olan standart {a, b} kiimesiyle bire
bir eglestirilebilen kiimelere (ve sadece bu kiimelere) ait bir 6zel-
liktir. Dolayisiyla,

{bir kedi, bagka bir kedi}

{bir bisiklet, bagka bir bisiklet}

{bir somun, bagka bir somun]}
kiimeleri (a, b] ile eglestirilebilir, yani hepsi aymi say1y1 belirler (ne
anlama geliyorsa artik).

Uzun bir standart kiimeler listesini sayilar diye kullanmak ne
yazik ki cevaptan kagmak oluyor (bir sembolii temsil ettigi seyle
kangtirmaktan pek fark: yok). Ama “standart bir kiimeyle bire bir
eglegtirilebilen bu kiimelerin bir 6zelligini” nasil niteleyebiliriz?
Ozellik nedir? Frege'nin kavrayis1 harikaydi. Her 6zellikle baglan-
tilh iyi tanimlanmig bir kiime vardir; yani o dzelligi tagiyan her
seyden olusan bir kiime vardir. “Asal” olma 6zelligi, biitiin asal
sayllarin kiimesiyle baglantilhidir; “egkenar” olma 6zelligi bitiin
eskenar liggenlerin kiimesiyle baglantihdir vb.
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Frege bu ylizden, standart {a, b} kiimesiyle bire bir eglegtiri-
lebilen tiim kiimeleri kapsayan kiimeye iki sayis1 der. Daha genel
olarak bir say1, belli bir kiimeyle eglestirilebilen tim kimelerin
kiimesidir. Ornegin 3 sayis1 agagidaki kiimedir:

{...{a, b, c}, (bir kedi, bagka bir kedi, bagka bir kedi dahal, {X, ¥,
Z}, ...}, ama kedi ya da harf yerine matematiksel nesneler kullan-
mak en iyisi.

Frege buna dayanarak tamsay: aritmetigini mantiksal bir te-
mele oturtabilecegini farkina varir. Mesele kiimelerin bariz 6zel-
liklerine indirgenmigtir. 1884'te bagyapit1 Die Grundlagen der
Arithmetik'te her geyi yazmig, ama 6nemli bir matematik¢i olan
Georg Cantor kitap icin ige yaramaz deyince biiyik hayal kirikli-
gina ugramigtir. Yilmayan Frege 1893'te bagka bir kitabin, Die
Grundgesetze der Arithmetik’in (Aritmetigin Temel Yasalar] bi-
rinci cildini yayimlamigtir. Bu kitapta aritmetik aksiyomlarinin
sezgisel olarak akla yakin bir sistemini sunar. Peano kitabi1 goz-
den gecirmis ve bagka da ilgilenen olmamigtir. Frege on yil sonra
ikinci cildi yayimlamaya nihayet hazirdi, ama o sirada aksiyomla-
rinda temel bir hata oldugunu fark etti. Bu hatay: bagkalan da
fark etmigti. Ikinci béliim baskidayken felaket kapiy: ¢aldi. Frege,
kitabin 6n baskisini génderdigi felsefeci ve matematikgi Bertrand
Russell'dan bir mektup aldi. Mektubu yorumlayacak olursak aga-
g1 yukan soéyle diyordu: “Sevgili Gottlob, kendisinin 6gesi olmayan
tim kiimelerin kiimesi tistiinde bir diigiin. Saygilar, Bertrand.”

Frege muhtesem bir mantik¢giydi, Russell'in ne demek istedigi-

Russell Paradoksu

Russellin 6nerdigi daha az formal olan paradoks soyledir: koyde kendi kendine trag
olmayan herkesi berber tras ediyor. Berberi kim trag eder? Kendisini tras ediyorsa,
tanim geregi bu kisi kdy berberidir, kendisidir! Kendisini trag etmiyorsa, trag eden
berberdir, yani yine kendisidir.

Bazi mantik oyunlari bir yana (6rnegdin berber bir kadin olabilir), olasi tek sonug
boyle bir berberin olmadigidir. Russell bu paradoksu kimeler agisindan tekrar
formiile eder. Kendisinin lyesi olmayan tim kiimelerden ibaret bir X kiimesi ta-
nimlayin. X kendisinin tyesi mi, degil mi? Degilse, tanim geregi X’e, yani kendisine
aittir. Eger kendisinin (iyesiyse, 0 zaman Xin tim tyeleri gibi o da kendisinin lyesi
degildir. Bu sefer ¢ikis yolu yoktur (disi kimeler henliz matematiksel girigimlerin bir
parcasi degildir).
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ni hemen anladi (aslinda kendisi de sorun gikabileceginin farkin-
daydi). Mantikl herhangi bir 6zelligin anlaml bir kiime tanim-
layacagini ve bu kiimenin s6z konusu 6zellige sahip nesnelerden
ibaret olacagini varsayan Frege’'nin yaklagimi kanita dayanmiyor-
du. Ama burada kendi kendisinin iiyesi olmayan ve bir kiimeye
karsilik gelmedigi agikga belli olan, akla yakin bir 6zellik vardi.

Morali bozulan Frege, bagyapit1 i¢in ek boélim hazirlayip
Russell'in itirazini tartigir. Kisa vadeli bir ¢dziim bulur: “Kendisi-
nin liyesi olan bitiin kiimeleri kiimelerin diinyasindan ¢ikar.” Ama
bu 6nermeden hi¢ hognut degildir.

Russel, Frege'nin kiimelerden tamsayilarn olusturma siste-
minde var olan bogluklan kendi diigiincesine gére diizeltmeye
¢aligmisgtir. Russellin diigiincesi, bir kiimeyi tanimlamak igin
kullanilabilecek tiirden 6zellikleri sinirlamakti. Bu simrh tiirden
ozelliklerin asla bir paradoksa yol agmadigin elbette kanitlamak
zorundaydi. Alfred North Whitehead'le birlikte bu amaca ulagan
(en azindan onlar agisindan amaca ulagan) karmagik ve teknik bir
tiirler teorisi ortaya gikardilar. Yaklagimlarim 1910-1913 tarihle-
rinde ig ciltlik devasa Principia Mathematica'da [Matematigin
llkeleri] yazdilar. 2 sayisinin tamimi birinci cildin sonlarinda var,
1 + 1 = 2 teoremi ikinci cildin 86. sayfasinda kanitlanir. Ancak
Principia Mathematica temele dair tartigmaya son vermemigtir.
Trler teorisi tartigmali bir teoridir. Matematikgiler ise daha ba-
sit ve daha sezgisel bir gey istiyorlard.

Cantor

Sayilann temelinde yatan sayma eyleminin 6nemli roliniin a-
nalizleri, matematigin tiimiine ait en cesur kesiflerden birine,
Cantor’'un sonlu étesi sayilar (sonsuzlugun farkh biiyiiklikleri)
teorisine yol agmigtir.

Farkli goriniimlerdeki sonsuzluk, matematikte kagimilmaz
gibi durur. En biiylik tamsay1 diye bir gey yoktur (¢iinkii en bii-
ylk sayiya bir eklersek yine daha biiyiik bir say1 elde ederiz), do-
layisiyla tamsayilar sonsuz ¢okluktadir. Oklit geometrisi sonsuz
diizlemde gergeklegir ve Oklit sonsuz goklukta asal say1 oldugunu
kanitlamigtir. Tiirev ve integral hesabina giden yolda, Argimet da-
hil olmak iizere birgok kigi bir alan1 ya da hacmi sonsuz sayida
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sonsuz ince dilimlerin toplami olarak diigiinmekte fayda gérmiig-
tir. Tirev ve integral hesabindan sonra, gergek kanitlar farkh bir
sekil alsa da alan ve hacimler konusunda ayni yaklagim bulgusal
amaglarla kullamlmigtir.

Sonsuzun bu tiirden ortaya gikiglari, gesitli felsefi zorluklan
6nlemek i¢in sonlu terimler cinsinden belki bagka bir gekilde ifa-
de edilebilirdi. Ornegin “sonsuz ¢oklukta tamsay1 vardir’ demek
yerine “en biiyiik tamsay1 diye bir gey yoktur” diyebiliriz. tkinci
ifade mantiksal olarak birinci ifadeye denk olmakla birlikte son-
suz terimini agik¢a kullanmay:1 6nliyor. Burada sonsuzluk ashn-
da bir siire¢ olarak diiginiliyor; belli bir limit olmadan devam
edebilen, gergcekte tamamlanmamug bir sireg. Filozoflar bu tir
sonsuzluga olasi sonsuzluk diyor. Buna kargin sonsuzlugun ken-
di bagina matematiksel bir nesne olarak agik¢a kullanimi gergek
sonsuzluktur.

Cantordan o6nceki matematikgiler gergek sonsuzluklann ge-
ligkili ozellikler tagidigini kavramiglardir. Galileo, iki kurgu-
sal karakter olan bilge Salviati ve matematik¢i olmayan zeki
Sagredo’'nun med cezir olayinin sebeplerini yer merkezli ve gii-
nes merkezli olarak tartigtig1 Dialogue Concerning the Two Chief
World Systems (Iki Biyiik Diinya Sistemi Hakkinda Diyalog] ki-
tabin1 1632'de yazmigtir. Kilise yetkililerinin talebi tlizerine med
cezir gegen tiim ifadeler gikanlinca kitap kuramsal beyin jimnas-
tigine donmiig, ama yine de Kopernik'in giines merkezli teorisini
giicli bir gekilde aktarmigtir. Iki karakter bu esnada sonsuzlugun
bazi paradokslan iizerine konugur. Sagredo “kare olmayan sayilar
daha gok mu?” diye sorar ve tamsayilarn ¢ogu tam kare olmadig:
icin cevabin evet olmasi gerektigini belirtir. Salviati, her say:1 ken-
di karesiyle bire bir eglestirilebilir yanitini verir:

1 2 3 4 5 6 7..
Lid L 1lil
1 4 9 16 25 36 49...

Dolayisiyla tamsayilar ve kareleri esgit sayida olmahdir, yani
cevap hayirdir.

Cantor, “daha ¢ok” sifatinin diyalogda iki farkh gekilde kulla-
nild1g1 fark ederek bu sorunlan ¢6zer. Sagredo kare olan biitiin sa-
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yilann, biitiin tamsayilar kiimesinin 6zel bir alt kiimesi olduguna
igaret ediyor. Salviati'nin diiglincesi daha derin: kare olan sayilar
kiimesi ile biitiin tamsayilar kiimesi arasinda bire bir karsilik ol-
dugunu savunuyor. Bu iki ifade birbirinden farkli, ama herhangi
bir geligkiye yol agmadan ikisi de dogru olabilir.

Bu diigiince seklini takip eden Cantor, dnceki paradoksla-
n agiklarken ortaya yeni paradokslar gikaran sonsuz aritme-
tigini kesfetti. Bu galisma daha kapsamli bir program olan
Mengenlehre'nin, yani kiimeler matematiginin (Menge Almanca-
da kiime ya da topluluk anlamina geliyor) bir pargasiydi. Cantor,
Fourier analizinin baz1 zor sorulan nedeniyle kiimeler iizerinde
diisinmeye baglamis ve geleneksel matematik teorilerinde fikir-
ler bu gekilde kék salmigtir. Ancak Cantor’'un buldugu cevaplar
Oyle garipmis ki dénemin birgok matematikgisi hi¢ diiglinmeden
reddetmigtir. Fakat digerleri degerini kavramig, 6zellikle David
Hilbert “Cantor’un yarattig: cennetten bizi kimse atamaz” diyerek
Cantor'u onaylamigtir.

Kiime biiyiikliigii

Cantor'un gikig noktasi, iyeleri olan nesnelerin toplamindan
ibaret acemice bir kiime kavramiydi. Kagh ayrag, “{ )", kullana-
rak iiyeleri listelemek, kiimeyi tanimlamanin bir yoludur. Ornegin
1'den 6'ya kadar olan tamsayilar kiimesi gu gekilde yazilir:

{1,2,3,4,5,6)

Alternatif olarak, iiyelik kuralim belirterek bir kiime tanimla-
nabilir:

{n: 1 <n <6 ve n bir tamsayidir)

Yukanda tanimlanan kiimeler ézdegtir. Ilk gésterim sonlu kii-
melerle sinirhdir, ama ikinci gésterimde béyle bir sinirlama yok.
Dolayisiyla,

{n : n bir tamsayidir)

{n : n bir tam karedir)
kiimelerinin ikisi de kusursuz gekilde tamxmlanmigtir ve ikisi de
sonsuzdur.

Bir kiimede yapabileceginiz en basit gey iiyelerini saymaktir.
Kiimenin biiytkligi nedir? {1, 2, 3, 4, 5, 6) kiimesinin alt1 iiyesi
var. Bu kiimedeki sayilann karelerinden olugan {1, 4, 9, 16, 25, 36)
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kiimesi de alt1 iiyeli. Bu kiimenin nicesi 6 diyoruz ve 6'ya nicel say1
diyoruz (sayilan siraya koymakla ilgili siral1 say1 kavrami farkli-
dir, ‘nicel’ sifat1 bu yiizden gereksiz bir kavram degil). Biitiin tam-
sayilann kiimesi bu anlamda sayilamaz, buna ragmen Galileo’'nun
ayn! dizenini kullanarak biitiin tamsayilar kiimesinin ve bu sa-
yilann kareleri kiimesinin bire bir eglenebilecegini Cantor fark
etmistir. Her n tamsayisi, karesi n? ile eglesir.

Cantor, iki kiime arasinda bire bir eglegsme varsa bu kiimelere
equinumerous, yani egsdeger diyor (terim Cantor’a ait degil). Kii-
meler sonlu ise bu 6zellik “liye sayisimin ayn1 olmasi“na denktir.
Ama kiimeler sonsuz ise iiye sayisini1 konugmanin bir anlami yok-
tur; esdegerlilik kavram yine de ¢gok anlamli. Ama Cantor bundan
daha da ileri gider ve sonsuz bir kiimedeki iiye sayisini1 séylemeyi
mimkiin kilan sonlu étesi sayilar ya da sonsuz nicel sayilar sis-
temini ortaya atar.

Cikig noktasi, Cantor'un R semboliiyle gésterdigi yeni tiir bir
sayidir. Bu sembol sifir alt indisli Ibranice alef harfidir; Almanca-
da hiikiimsiiz alef [elif] diye, giiniimiizde ise alef sifir diye okunu-
yor. Bu say, biitiin tamsayilar kiimesinin nicesi geklinde tanim-
laniyor. Egsdeger kiimelerin nicesinin ayni oldugunda israr eden
Cantor, tamsayilar kiimesiyle bire bir eslesen her kiimenin nice-
sinin R olmasim sart kogsar. Ornegin kare olan biitiin sayilar kii-
mesinin nicesi R 'dir. Biitiin gift sayilar i¢in de ayn1 gey gegerlidir:

0

1 2 3 4 5 6 7..

Ll il
2 4 68 10 12 14...

Ve biitiin tek sayilar i¢in de gecerlidir:
1 2 3 4 5 6 7..

L Ll
1 3 5 7 9 11 13...

Bu tanimlar, daha kiigiik bir kiimenin nicesiyle daha biiyiik bir
kiimenin nicesinin ayni olabilecegini dolayl olarak ifade ediyor.
Ama Cantor'un tamimlannda bununla ilgili mantiksal bir gelis-
ki yok; Cantor bu 6zelligi, kurdugu diizenin dogal sonucu olarak
kabul ediyor ve buna degecegini diigiiniiyor. Sadece sonsuz nicel
sayilarin sonlu sayilar gibi davrandigin1 varsaymamak gerekiyor.
1yi de neden aym: gekilde davransinlar? Bunlar sonlu say: degil ki!
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Tamsayilar (pozitif ve negatif) dogal sayilardan fazla midir?
ki kat fazla degil midir? Hayir, ¢iinkii iki kiimeyi su gekilde eg-
lestirebiliriz:

7...
\’
-3...

Sonsuz nicel say1 aritmetigi de gariptir. Ornegin ¢ift ve tek
tamsayilar kiimelerinin nicesinin X oldugunu az énce gordiik. Bu
kiimelerin ortak iiyesi olmadig: i¢in, sonlu kiimeler benzegimine
gore bu iki kiime birlestigi zaman (iki kiimeyi birlegtirerek yeni
bir kiime elde ettigimizde) nicesinin R + R olmas1 gerekir. Ama
bu birlesmenin ne oldugunu biliyoruz: nicesi X olan tamsaylar.
Dolayisiyla agikga su sonucu elde etmek zorunda kaliyoruz:

O ¢~
—_ N
«— w
N o
— o
w —

—
N

RD¢ No= Ro

Ama burada da bir geligki yok: 1+1=1 sonucuna varmak igin
R ile bolemeyiz, ¢linkii X bir tamsay: degil ve birakin mantikh
olmay1 bélme iglemi tanimlanmamigtir. Bu denklem aslinda R ile
b6lmenin her zaman mantikl1 olmadigin1 gésteriyor. Gelisme ug-
runa bunu da yine kabul ediyoruz.

Hepsi iyi giizel, ama X sembolii gergekten yeni bir sey degil
de, su bizim giizelim < igaretinin yerine gegen havah bir sembol
gibi duruyor. Biitiin sonsuz kiimelerde nicel R yok muydu? Her
tirlii sonsuzluk gergekten egit midir?

R ‘dan bilyiik bir sonsuz aday: (yani biitiin tamsayilar kiime-
sine bire bir kargilikl olamayan sonsuz bir kiime), genellikle Q ile
gosterilen tiim rasyonel sayilar kiimesidir. Ne de olsa ardisik iki
tamsayinin arasinda sonsuz ¢oklukta rasyonel say: var ve tamsa-
yilar i¢in kullandigimiz hile artik ige yaramiyor.

Ancak Cantor 1873'te, Q'da aym1 zamanda nicel X bulundugu-
nu kanitlamigtir. Bire bir kargihklhihk sayilan oldukga iyi kang-
tinr, ama sayisal sirayl korumalan gerekir diyen de ¢ikmamigtir.
Sanki her sonsuz kiimede nicel R varmig gibi durmaktadir.

Gergi Cantor ayni sene biiyiik bir atilim yapar. Biitiin gergel sa-
yilar kiimesi olan R kiimesinde nicel X olmadigini kanitlar ve bu
gagirticl teoremi 1874'te yayimlar. Cantor’a 6zel algilama sekliyle
bile gergel sayilar tamsayilardan daha fazladir. Bir sonsuzluk,
bagka bir sonsuzluktan biyiik olabilir.
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Gergel sayilann nicesi ne kadar biiyiiktiir? Cantor, K ‘dan son-
ra gelen en biiyiik nicel sayinin X, olacagini ummugtu. Ama bunu
kanitlayamayinca yeni nicel sayiya continuum (siirem) anlamin-
da c der. c=R, denkleminin siireklilik varsayim: diye anmilmasini
imit eder. Ancak bu sorunun cevabinin kiime teorisi igin segtigi-
niz aksiyomlara bagh oldugunu Paul Cohen kanitlayinca, 1960°ta
matematikgiler c ve X arasindaki iligkiyi ¢6zerler. Akla yakin bazi
aksiyomlar segilirse, iki nicel say1 aynidir. Ama ayni gekilde man-
tikl1 bagka aksiyomlar igin bu iki nicel say: farklhidir.

c =N denkleminin gegerliligi segilen aksiyomlara bagh olsa
da, buna iligkin egitlik segilen aksiyomlara bagh degildir. Bunu
c=2" geklinde ifade ediyoruz. Herhangi bir A nicel sayisinin tiim
alt kiimelerinin olugturdugu kiimenin nicesini 24 olarak tammli-
yoruz. 24‘nin her zaman A'dan biiyiik oldugunu kolayca kanitlaya-
biliriz. Bu sadece baz1 sonsuzluklann digerlerinden daha biyiik
oldugu anlamina gelmiyor: en biiyiik nicel say1 diye bir ey yoktur.

Celigkiler

Ancak temel matematigin en biiylik gérevi matematiksel kav-
ramlann var oldugunu kanitlamak degildir. En biiyiik gérev, ma-
tematigin mantiksal olarak tutarli oldugunu kanitlamaktir. Her
matematik¢inin bildigi gibi (gergekten giinimiizde de bilindigi
gibi) hepsi son derece dogru olan bazi mantiksal adim dizileri
bizi sagma bir sonuca gétiirebilir. Ornegin 2 + 2=5yadal =0
oldugunu kamtlayabilirsiniz. Ya da 6'nin asal say1 oldugunu, n= 3
oldugunu kanitlayabilirsiniz.

Kigiicik bir geligkinin yaratacag: sonuglarnn sinirli olacag:
diigiiniilebilir. Insanlar giinliik hayatta geligkili kogullarda gayet
rahat hareket edebilir, kiiresel 1sinmanin gezegeni mahvettigini
iddia ederken ardindan diigiik fiyata hizmet sunan havayollarinin
harika bir kegif oldugunu 6ne siirebilir. Ama matematikte sonug-
lar sinirh degildir ve gormezden gelerek mantiksal geligkilerden
kacamazsiniz. Matematikte kanitlanmig olan bir gey bagka kanit-
larda da kullanilir. 0 = 1 oldugunu kanitlarsaniz bunun yol agaca-
g1 pisligi temizleyemezsiniz. 0 = 1 derseniz biitiin sayilar egit olur.
Soyle ki, x herhangi bir say1 olsun, 0 = 1 ile baglayip bunu x ile
¢arpalim. O zaman O = x olur. Benzer gekilde y bir bagka say1 ise 0
= yolur.Ve x = y olur.
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DavidHilbert (1862-1943)

David Hilbert Konigsberg Universitesinden 1885 yilinda
degismezlik teorisi Uzerine hazirladi§i tezle mezun oldu.
1895'te Gottingen'de profesér olana kadar universite
kadrosundaydi. Degismezlik teorisi Uzerinde c¢alismaya
devam edip 1888'de sonlu taban teoremini kanitladi. Yon-
temleri yaygin egilimden daha soyuttu ve alanin 6nde ge-
len simalarindan Paul Gordan bu calismayi yetersiz bul-
du. Hilbert, Annalen'de yayimlanacak makalesini gézden
gecirdi ve Klein bu ¢alisma i¢in "genel cebir Uzerine su
ana kadar [dergide] yayimlanmis olan en énemli ¢alisma"
dedi.
Hilbert 1893'te sayi teorisi Uizerine kapsamli bir rapor
olan zahlbericht'e [Sayilar Uzerine Rapor] basladi. Hilbert, sayi teorisinin bilinen du-
rumunu 6zetleme amacinda olan bu rapora ciddi miktarda orijinal malzemeyi, yani
su an siniflandiriimis alan teorisi dedigimiz seyin temellerini dahil etti.
1889'da galisma alanini yeniden degistirmisti ve artik Oklit geometrisinin aksi-
yomatik temellerini inceliyordu. 1923'te Matematikgilerin ikinci Uluslararasi Kong-
resine ¢6zilmemis 6nemli 23 problemin yer aldi§i bir liste sundu. Hilbert problem-
leri, matematiksel arastirmalarin bundan sonraki yonini muazzam etkiledi.
Yaklasik 1909 yilinda integral denklemler Gzerine yaptigi ¢alismalar, su an ku-
antum mekaniginin temeli olan Hilbert uzaylarinin formilasyonuna yol acti. Hilbert
ayrica 1915'te yazdig! bir makalede Einstein'in genel gorelilik denklemlerinin kesfi-
ne ¢ok yaklasti. Makalenin kanit kisminda Einstein'in denklemleriyle tutarli oldugu
anlamina gelen bir not ekledi ve bu ytzden Hilbert'in Einstein'dan énce davrandigi
gibi yanlis bir kani ortaya cikti.
1930'da emekli olunca Koénigsberg kentinin fahri yurttasi ilan edildi. Kabul ko-
nusmasini ‘wir missen vvissen, wir vverden wissen'. (Bilmemiz gerekiyor, bilecegiz)
sozleriyle bitirmesi, matematigin giiciine olan inancini ve en zor problemleri bile
¢6zmeye kararh oldugunu kisaca ifade ediyor.

Daha kotist, 0=1 oldugunu kanitladiktan sonra bu standart
celiskiyle kanitlama yontemiyle her seyi kanitlayabiliriz demek-
tir. drnegin Fermat'mn Son Teoremini kanitlamak icin sdyle iddia
ederiz:

Fermat'mn Son Teoreminin yanlis oldugunu varsayalim.

Ozaman 0=1 olur.

Celiski.

Dolayisiyla Fermat'mn Son Teoremi dogrudur.
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Bu y6ntem tatmin edici olmadig gibi Fermat'nin Son Teoremi-
nin yanlig oldugunu da kanithyor.

Fermat'nin Son Teoreminin dogru oldugunu varsayalim.

O zaman 0=1 olur.

Celigki.

Dolayisiyla Fermat'nin Son Teoremi yanlhigtir.

Bir kere her gey dogru (ve her gey yanlig) olunca anlaml higbir
sey soylenemez. Matematik tiimiiyle anlamsiz, igeriksiz bir oyuna
déner.

Hilbert

Temele yonelik bir sonraki 6nemli adimi, zamaninin herhalde en
6nemli matematikgisi olan David Hilbert atmigtir. Matematigin
bir alaninda yaklagik on yil galigip baglica problemleri hallet-
tikten sonra yeni bir alana gegmek Hilbert'in adetiydi. Hilbert,
matematigin asla mantiksal geligkiye yol agamayacaginin kanit-
lanmasinin miimkiin oldugundan emindi. Ayrica fiziksel sezgile-
rin boyle bir projede ige yaramayacagini kavramigti. Matematikte
celigki varsa 0 = 1 oldugunun kanitlanmasi miimkiin olmahydi.
Bunu fiziksel olarak géyle yorumlayabiliriz: 0 inek = 1 inek, yani
inekler bir anda sirra kadem basabilir. Béyle bir sey pek miimkiin
gorinmiiyor. Ancak tamsayl matematiginin ineklerin fizigine uy-
gun olmasinin garantisi yok ve bir inegin aniden yok olmasi en
azindan olasi bir durum (kuantum mekaniginde boyle bir olasilik
zayifta olsa miimkiin). Sonlu bir evrende ineklerin sayis1 simirhdir,
ama matematiksel tamsayilann biiyiikliiginiin sinin yok. Dolayi-
siyla fiziksel sezgiler yaniltici olabilir ve bu yilizden gérmezden
gelmek gerekir.

Hilbert, Oklit geometrisinin aksiyomatik temeli lizerinde cali-
sirken bu bakig agisina vanr. Oklit'in aksiyom sistemindeki man-
tiksal gedikleri bulmug ve gérsel tanimlamalar Oklit'i yanlg yén-
lendirdigi i¢in bu gediklerin ortaya giktigimi kavramgti. Oklit
¢izginin uzun ve ince bir cisim, dairenin yuvarlak ve noktanin bir
benek oldugunu bildigi igin, farkinda olmadan bu nesnelerin bazi
o6zellikleri oldugunu varsaymig ama aksiyom olarak ifade etme-
migti. Hilbert bircok denemeden sonra 21 aksiyomluk bir liste 6ne
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siirer ve bu aksiyomlann Oklit geometrisindeki roliinii 1899 tarih-
li Grundlagen der Geometrie [Geometrinin Temelleri] kitabinda
tartigir.

Hilbert mantiksal timdengelimin

‘Hilbert, geometrideki basari-
gegerli olmasi ve iizerine yiiklenen yo-

sindan sonra ¢ok daha iddiali

bir projeyi kafasina koyar.’ rumlardan bagimsiz olmasi gerektigini

savunur. Aksiyomlann belli bir yoru-
muna dayanan, ama bagka yorumlarda hata veren her sey man-
tiksal bir hata igerir. Hilbert'in matematigin temellerine en biiyiik
etkisi, geometriye yaptig belli bir uygulamadan ¢ok aksiyomlara
dair bu bakis agisidir. {gte bu bakig agisiyla kavramlar igin ak-
siyomlarn listeleyip yeni kavramlar bulmay: ¢ok daha kolay (ve
daha saygin) hale getirerek matematigin igerigini de etkilemigtir.
20. yizyilin bagindaki soyutlamanin ¢ogu Hilbert'in bakig agisin-
dan kaynaklanmaktadir.

Hilbert'in, matematigin sembollerle oynanan anlamsiz
bir oyun oldugunu savundugu sik¢a sdylenir, ama bu sdylem
Hilbert'in iddiasinin abartili bir hali. Hilbert, matematigi saglam
temellere oturtmak i¢in sembollerle oynanan anlamsiz bir oyun-
mug gibi disiinmek gerektigine igaret etmigtir. Ama Hilbert'in
matematiksel kegiflerine ve matematige olan derin bagliligina
ciddi sekilde egilen hig kimse, kendisinin anlamsiz bir oyun oyna-
digin1 sonucuna mantiksal olarak varamaz.

Hilbert geometrideki bagsansindan sonra ¢ok daha iddial bir
projeyi kafasina koymustu: Biitiin matematigi saglam mantiksal
bir temele oturtmak. Onde gelen mantik¢ilarin galigmalarim ya-

Mantiktan nasil faydalandilar?

Charles Lutwidge Dodgson, ya da herkesin bildigi adiyla Lewis Carroll, mantiksal
bilmeceler olusturmak ve ¢6zmek igin matematiksel mantigin bir dalinda kendi for-
miilasyonunu kullanmistir. Ginimiizde bu yonteme onermeler matematigi diyo-
ruz. 1896 tarihli Symbolic Logic'ten [Sembolik Mantik] tipik bir 6rnek:

* Beethoven' takdir eden hig kimse Ayisig1 Sonati ¢alarken sessizligi bozmaz;

* Kobay farelerin miizikle uzaktan yakindan ilgileri yoktur;

* Miizikle uzaktan yakindan ilgisi olmayan hig kimse Ayisi§i Sonati ¢alarken ses ¢I-
karmadan durmaz.

Buradan gikacak sonug: higbir kobay fare Beethoven'i gergekten takdir etmez. Man-
tiksal gtkarimin Eski Yunana kadar giden bu formuna kiyas (tasim) deniyor.
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kindan takip etmis ve matematigin temellerini kesin olarak ay-
dinlatmak iizere ¢ok net bir program geligtirmigti. Matematikte
¢eligki olmadigin1 kanmitlamanin diginda, ilke olarak her proble-
min géziilebilecegine (her matematiksel ifadenin kanitlanabilece-
gine ya da giiriitiillebilecegine) inanmigt1. Baglangigtaki bazi baga-
rilar1 nedeniyle dogru yolda ilerledigine ve yakin zamanda
bagaracagina ikna oldu.

Godel

Ancak Hilbert'in matematigin mantiksal olarak tutarl oldugunu
kanitlama énermesine ikna olmayan bir mantik¢1 vardi. Bu kisi
Kurt Goédel'di. Godel'in, Hilbert'in programiyla ilgili endigeleri,
matematiksel gergek hakkindaki goriigiimiizii sonsuza dek degis-
tirdi.

Godel'den 6nce matematigin sadece dogru oldugu (ve matematik
gercegin en ileri 6rnegi oldugu) diigiinilirmiisti ¢linkii 2 + 2 = 4 gibi
bir ifade salt diiglince alanina ait olan, fiziksel diinyadan bagim-
s1z bir gseydi. Matematiksel gergekler sonraki deneylerle giiriitii-
lebilecek seyler degildi. Dolayisiyla fiziksel gergeklerden iistiin-
dii. Ornegin Merkiir'iin giinberi hareketi i¢in yapilan gézlemler
Newton'in ters kare kiitlegekim yasasini ¢iiriitiip Einstein'in
onerdigi yeni ¢ekim teorisini desteklemigtir.

Matematiksel gergek Godel'den sonra yanilsamaya déniigmiis-
tiir. Var olan gey kendi i¢ mantig1 pekala hatasiz olabilecek mate-
matiksel kanitlardi, ama daha genis kapsamda (temel nitelikteki
matematikte) biitiin bu oyunun herhangi bir anlam1 oldugunun
garantisi olamazdi. Gédel bu tezi sadece 6ne siirmekle kalmayip
kanitlamigtir da. Aslinda iki gey yaparak Hilbert'in itinali, iyim-
ser programini yerle bir etmigtir.

Godel, matematik mantiksal olarak tutarlh ise bunu kanitla-
manin miimkiin olmadigini1 kamtlamigtir. Kanit bulamadig: igin
degil, kanit olmadigin: kanitladig: igin. Matematigin tutarl ol-
dugunu kanitlamayi bagarirsaniz, buradan ¢ikacak sonug tutarh
olmadigidir. Buna ek olarak Godel bazi matematiksel ifadelerin ne

kanitlanabilecegini ne de giiriitilebile- .., o . o gercek
cegini kanitlamigtir. Tekrar séyleyelim, ss4el'den sonra yanilsamaya
Godel kanitlayamadig igin degil, béyle ggniismiistiir.”
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Kurt Godel(1906-1978)

Godel 1923'te Viyana Universitesine gitti§i zaman ma-
tematik mi yoksa fizik mi 6grenecegi konusunda emin
degildi. Ciddi sekilde fiziksel engelli matematikgi Phi-
lipp Furtvvanglerin (meshur orkestra sefi ve besteci
Wilhelm'in erkek kardesi) dersleri kararini etkiledi. Go-
del saglikli biri degildi ve Furtvvangler'in fiziksel engelli
olusunu yenme arzusu onu ¢ok etkiledi. Godel, Moritz
Schlick'in verdigi bir seminerde Russell'in Introductior:
to Mathematical Philosophy [Matematik Felsefesine Gi-
ris] eserini incelemeye basladi ve Gédel'in geleceginde
matematiksel mantigin yer alacagi netlesti.

1929 tarihli doktora tezinde, sinirh bir mantiksal
sistem olan 6nermeler hesabinin tam oldugunu kanit-
ladi (dogru olan her teorem kanitlanabilir ve yanlhs olan her teorem curitilebilir).
Godel en ¢cok"TamamlanmamislikTeoremleri'yle taninir. 1931'de destansi makalesi
"Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und vervvandter
Systeme"yi yayimladi. Bu makalede matematigin mantiksal olarak tam oldugunu
formal hale getirecek kadar zengin hicbir aksiyom sistemi olmadigini kanitladi.
Calismasini 1931'de mantik¢i Ernst Zermelo'yla tartisti, ancak bu bulusma belki de
Zermelo benzer kesiflerde bulundugu halde yayimlamadigi icin kéti gecti.

Schlick 1936'da bir Nazi 6grenci tarafindan éldurildi ve Godel ikinci kez sinir-
sel ¢coklntu yasadi, iyilesince PrincetonT ziyaret etti. Annesinin itirazlarina ragmen
1938'de Adele Porkert'le evlendi ve Avusturya Almanya'ya ilhak edildikten kisa bir
siire sonra Princeton'a déndii. ikinci Diinya Savasi basladijinda Alman Ordusun-
da silah altina alinacagindan korkup Rusya ve Japonya uzerinden yolculuk ederek
ABD'ye goc¢ etti. Cigir acan ikinci ¢alismasini 1940'ta yapti. Calisma, Cantor'un sure¢
hipotezinin olagan matematik aksiyomlariyla uyumlu oldugunu kanitlar.

1948'de ABD vatandashgina gecip hayatinin kalan kismini Princeton'da gegirdi.
Hayatinin sonuna dogru saghg: hakkinda giderek daha fazla endiselendi, sonun-
da birisinin kendisini zehirlemeye calistigini dusinmeye basladi. Yemek yemeyi
reddetti ve hastanede 6ldi. Son nefesine kadar ziyaretgileriyle felsefe tartismalar
yapmaktan zevk aldi.

bir sey imkansiz oldugu icin. Bu tur ifadelere karar verilemez ifa-
deler deniyor.

Godel bu ifadeleri baslangicta Russell ve VVVhitehead'in Princi-
pia Mathematica'da [Matematigin ilkeleri] benimsemis oldugu
belli mantiksal formulasyon cercevesinde kanitlamistir. Hilbert
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onceleri daha iyi bir temel bularak bir gikig yolu olabilecegini dii-
sinmiig. Ama mantik¢ilar Gédel'in galigmasini inceledikge, mate-
matigin herhangi bir mantiksal formiilasyonunda aym diigiince-
lerin gegerli olacagi ve aritmetigin temel kavramlanm ifade
edecek kadar giiglii olacag: netlegmigtir.

Godel'in kegiflerinin gagirtica bir -
. o ers . Godel'in teoremleri matema-
sonucu, matematikle ilgili her aksi- . _ .
tik istemi ¢ I tigin mantiksal temellerine
yomatik sistemin tamamlanmamig bakisimiz! degistirdi.”

olmasinin gerekmesidir: Biitiin dogru
ve yanhg teoremleri tek gekilde belirleyen simirli bir aksiyomlar
listesi asla yazilamaz. Bundan kagig yoktur: Hilbert'in programi-
nin sonug vermesi miimkiin degildi. Gédel'in galigmasin ilk kez
duydugunda Hilbert'in ¢ok 6fkelendigi séylenir. Kendisine kizmig
olabilir, ¢linki G6del’in ¢aligmasi dolambagsiz (Hilbert'in diigiin-
cesinin teknik uygulamasinin zor oldugu agik, ama Hilbert'in tek-
nik aynntilarla sorunu yoktu). Hilbert herhalde Gédel'in teoremi-
nin gelip ¢atacagini fark etmigti.

Russell mantiksal bir paradoksla Frege'nin kitabini yerle bir
etti. Kendisi tirag olamayan herkesi tirag eden kéy berberi para-
doksu: kendisinin liyesi olmayan biitiin kiimelerin kiimesi. Godel
ise bagka bir mantiksal paradoksla, ‘bu ifade yalan’ diyen kigi pa-
radoksuyla Hilbert’'in programini yerle bir etmigtir. Gédel'in ka-
rar verilemez ifadesi (diger her seyin dayandig: ifade) aslinda “bu
teorem kanitlanamaz” diyen T teoremidir.

Her teorem kanitlanabilir ya da giiriitiilebilirse, bu durumda
Gddel'in T ifadesi her iki durumda da geligkilidir. T"nin kanitlana-
bilecegini diigiinelim: o zaman T, T kamitlanamaz der, geligir. Ote
yandan eger T ciiriitiilebilir ise T ifadesi yanlig demektir, dolay1-
siyla T'nin kanitlanamaz oldugunu sdylemek yanligtir. Dolayisiy-
la T kanitlanabilir ki bu da bagka bir geligkidir. Yani her teoremin
kanitlanabilir ya da ciiriitiilebilir oldugu varsayimi, T'nin kanmt-
lanabilmesi i¢in T'nin kamtlanamaz olmasinin gart oldugunu
soyliyor.

Simdi neredeyiz?

Godel'in teoremleri matematigin mantiksal temellerine bakigimi-
z1 degistirdi. Bu teoremler, su an i¢in ¢6ziilmemis olan problemle-
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Mantiktan nasil faydalaniyoruz?

Alan Turing, hangi hesaplamalarin yapilabilir olduguna dair bir analizinde Gédel'in
tamamlanmamishk teoreminin derinlikli bir ¢egitlemesini kegfetmistir. Bu analiz
1936'da On Computable Numbers [Hesaplanabilir Sayilar Hakkinda) ve uygulamasi
Entscheidungsproblem'de [Karar Problemi] yayimlanmstir. Turing makinesine daya-
narak algoritmik bir hesaplamay: (6nceden belirlenmis bir tarife uyan bir hesap-
lama) formal hale getirmeye baglamigtir. Turing makinesi, hareket eden bir bant
tzerine belirli kurallara gére 0 ya da 1 sembolleri yazan bir aygitin matematiksel
ideallestirlimesidir. Turing, Turing makinelerinde durma probleminin (“Her hesap-
lama, belirli bir girdi i¢in eninde sonunda durur mu?” problemi) karar verilemez ol-
dugunu kanitladi. Kanit, hesaplamanin durup durmayacagini 6ngoren herhangi bir
algoritmanin olmadigi anlamina geliyor.

Turing durma probleminin karar verilebilir oldugunu varsayip sadece ve sa-
dece durmadidi takdirde duran bir hesaplama sistemi insa ederek, yani bir geligki
yaratarak bu sonucu kanitlamigtir. Elde ettigi sonug, hesaplanabilirlikte sinirlanin ol-
dugunu gésteriyor. Baz felsefeciler akila diigincenin sinirlarimi belirlemek igin bu
fikirleri geligtirdi ve bilingli bir zihnin algoritmik olarak islemeyecegi 6ne struldi.
Ancak tartismalar su an igin yeterli degil. Beynin modern bir bilgisayar gibi ¢alistigi-
nidisinmenin saflik oldugu tartismalarda ortaya ¢ikiyor, ama bu da bir bilgisayarin
insan beynini taklit edemeyecedi anlamina gelmiyor.

rin ¢6ziimsiiz olabilecegini (ne dogru ne de yanls oldugunu), ama
karar verilemezligin sinirlannda bir yerde oldugunu ima ediyor.
Ve birgok ilging problemin karar verilemez oldugu gosterildi. An-
cak Godel'in galigmasinin etkileri, ortaya giktig: yer olan matema-
tigin temelleri alaninin digina pek ¢ikmadi. Dogru ya da yanlhs,
Poincaré varsayimi ya da Riemann varsayimi izerinde galigan
matematik¢iler zamanlarin1 kanit aramak ya da ¢iiriitmek igin
harciyor. Problemin belki de karar verilemez oldugunun farkinda-
lar ve nereden baglayacaklarni bilseler karar verilemezlige dair
kanit arayabilirler. Ama karar verilemeyen taninmig problemlerin
¢ogu onlar i¢gin 6zgénderimsel [kendine igaret eden] ve bu olma-
dan karar verilemezligin kanit1 elde edilemez gériiliiyor.

Matematik onceki teorilerin lizerine daha gapragik teoriler
inga ederken, yanlig oldugu ortaya ¢ikan varsayimlarin redde-
dilmesiyle birlikte matematigin iist yapis1 dagilmaya bagladi. Bu
gorkemli yapinin ¢ékmemesi i¢in temeller tizerine ciddi ¢aligma-
lar gerekti.
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Daha sonra yapilan aragtirmalarda sayilann gergek dogasi
karmagik sayilardan gercel sayilara, rasyonel sayilara ve tamsa-
yilara olmak iizere geriye dogru sorugturuldu. Ama siire¢ bunun-
la da kalmadi. Akabinde, say1 sistemleri daha da basit bilegenler
olan kiimeler agisindan yeniden yorumlandi.

Kiime teorisi aligilmig olmasa da akla yakin bir sonsuz sayilar
sistemi dahil olmak iizere biiyiik geligmelere yol agmigtir. Kiime
teorisi ayn1 zamanda kiime kavramiyla iligkili baz1 temel para-
dokslan ortaya gikarmigtir. Bu paradokslarin ¢éziimii, Hilbert'in
de bekledigi gibi aksiyomatik matematigin tamamen dogrulan-
masi1 ve mantiksal tutarliliginin kanit1 olmamigtir. Aksine dogasi
geregi matematigin sinirlarinin oldugu ve bazi problemlerin ¢6-
ziiminun olmadidinin kanitiydi. Sonug olarak matematiksel ger-
ceklik ve kesinlik hakkindaki diigiince tarzimiz giddetli bir degigi-
me ugradi. Hayal iginde mutlu mesut yagamaktansa sinirlarimizi
bilmek daha iyidir.
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Sans konusunda akilci yaklasim

Matematikteki gelismeler 20. yiizyilda ve 21. ylzyilin basin-
da patlama yapti. Son 100 yilda, insanlik tarihinde yapilan tim
matematiksel kesiften fazla yeni kesif yapildi. Bu kesifleri kisaca
tarif etmek bile binlerce sayfa tutacagi i¢in mevcut dag gibi mal-
zemeden sadece birkag 6rnege bakabilecegiz.

Rasgele olaylarin gerceklesme sansini inceleyen olasilik teori-
si, matematigin gercekten 6zgiin bir dahidir. Olasilik teorisi belir-
sizligin matematigidir, 6nceki yizyillarda sans oyunlarindaki ih-
timallerin kombinasyon hesaplari ve gézlemsel hatalara ragmen
gbkbilimsel gbzlemlerin hassasiyetini gelistirmek icin yuzeysel
seyler yapildi, ama olasilik teorisi bagimsiz bir alan olarak 20.
ylzyilin basinda ortaya ¢ikti.

Olasilik ve istatistik

Olasilik teorisi giinimizde matematigin belli baslh alanlarindan-
dir ve uygulama dali olan istatistik ise giinluk hayatimizi énem-
li sekilde (matemati§in diger 6nemli alanlarindan belki de daha
fazla) etkiliyor. Tip mesledinin temel analitik tekniklerinden biri
istatistiktir. Klinik denemelerle giivenli ve etkili oldugu kanitlan-
madikca hicbir ilacg piyasaya suriilemez ve hastanelerde hicbir te-
daviye izin verilmez. Burada guvenlik kavrami gorecelidir: basari
sansi ¢cok az oldugu igin kullanilmayan ilaglar 6limcul bir hasta-
nin tedavisinde kullanilabilir.
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Olasihik teorisi ayn1 zamanda matematigin en yanlig anlagilan,
en ¢ok istismar edilen alanidir. Ama uygun sekilde ve akillica kul-
lanildi1g1 zaman insanligin refahina biiyiik katk: saglar.

Sans oyunlar

Olasiliga dair birkag problem eski ¢aglara kadar gidiyor. Ortagag-
da, iki zarla gesitli sayi1lan atma sansimn tartigildigini gériiyoruz.
Nasil oldugunu anlamak i¢in tek zarla baglayalim. Zann hilesiz
oldugunu varsayarsak (hilesiz zar meselesinin yerine oturtulmasi
zor bir kavram oldugu ortaya gikiyor) 1, 2, 3, 4, 5 ve 6'dan ibaret
alt1 sayinin uzun vadede egit siklikta atilmasi gerekir. Kisa vadede
esitlik imkansizdir: 6rnegin ilk atista bu sayilardan sadece biri
gelir. Aslinda alt1 atig yapilirsa her sayinin bir kez gelmesi pek
miimkiin degildir. Ama uzun siire zar atilir ya da denenirse her sa-
ymnin altida bir kez gelmesi beklenir; yani olasilik 1/6'dir. Bu bek-
lenti gergceklesmezse zar biiyiik bir olasilikla hileli ya da tarafhdir.

Bir olayin olasilig 1 ise bu olayin gergeklesmesi kesindir, ola-
s1l181 0 olan bir olayin gergeklegmesi miimkiin degildir. Biitiin ola-
siliklar O ile 1 arasindadir; bir olayin olasilig), yapilan denemeler-
de bu olayin gergeklegme oranini temsil eder.

Ortagag sorusuna geri dénelim. Diyelim ki iki zar1 aym1 anda
atiyoruz (barbut, Monopoly™ gibi bir¢ok oyunda oldugu gibi). Ge-
len sayillann toplaminin 5 olma olasiligl nedir? Cok sayida tar
tigmanin ve baz1 denemelerin sonucuna gére cevap 1/9. Neden?
fki zardan birini maviye digerini kirmiziya boyayarak zarlan
ayirt ettigimizi varsayalim. Bu zarlarla birbirinden bagimsiz al-
tigar farkli say: atilabilir ve her biri egit sansa sahip olan toplam
36 olasi say ¢ifti s6z konusudur. Toplam (mavi + kirmizi) 5 eden
kombinasyonlar 1 + 4,2 + 3,3 + 2, 4 + 1 geklindedir; mavi zar ve
kirmizi zar her defasinda farkli sonug verdigi i¢in bunlar belirgin
durumlardir. Uzun vadede 36 atigtan dérdiinde toplam sayinin 5
olmasini, yani olasiligin 4/36 = 1/9 olmasini bekleriz.

Cok eskiden kalma ve uygulamada agik¢a kullanigh olan bagka
bir problem, bir gans oyununa herhangi bir nedenle ara verilirse
bahse konan paranin nasil paylasilacagidir. Rénesans devri ce-
bircilerinden Pacioli, Cardano ve Tartaglia bu soru iizerine yaz-
migtir. Daha sonra Chevalier de Meré ayn1 soruyu Pascal’a sorun-
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ca Pascal ve Fermat bu konu iizerine birgok kez mektuplagmigtir.

Bu ilk galigmada, olasiliklarin ne oldugu ve nasil hesaplanaca-
giyla ilgili iistii kapali bir kavrayis ortaya gikmigti. Ancak tanim-
lar eksik ve karigikti,

Kombinasyon

Olasilik igin yeterli bir tamim: bir olayin gergeklesme olasilig,
gergeklegebilecek tiim durumlara olan orantisidir. Zar attigimiz
zaman zann alt1 yiizii de egit sansa sahip oldugu igin belli bir yi-
ziin gelmesi olasilig1 1/6'dir. Olasilikla ilgili ilk galigmalarda, bir
olayin kag¢ sekilde gergeklesebilecegi hesaplaniyor ve elde edilen
sonug olasi tiim durumlarin toplam sayisina béliiniiyordu.

Simdi kombinasyonla ilgili temel bir problem verelim. Eli-
mizde alt1 kartlik bir deste varsa dért karttan olugan kag farkh
alt kiime vardir? Yontemlerden biri bu alt kiimeleri listelemektir:
kartlar 1-6 arasinda olsun, o zaman alt kiimeler su gekilde olur:

1234 1235 1236 1245 1246
1256 1345 1346 1356 1456
2345 2346 2356 2456 3456

yani 15 alt kiime var. Ancak bu yéntem ¢ok sayida kart i¢in hantal-
dir ve daha sistematik bir gey gerekir.

Alt kiimenin iiyelerini teker teker segtigimizi diigiinelim. 11k iiye-
yi alty, ikinci iiyeyi beg (¢linki biri elenmis oldu), tigiinciiyl dort ve
dérdiinciiyl tig farkl: gekilde segebiliriz. Bu sirayla toplam segim
say1s1 6 x 5 x 4 x 3 = 360 olur. Ancak her alt kiimeyi 24 kez saydik
(1234'in yaninda 1243, 2134 vb bulduk) ve dért nesneyi yeniden dii-
zenlemenin 24 (4 x 3 x 2) gekli var. Dolayisiyla dogru cevap 360/24
yani 15 oluyor. Bu gekilde akil yliriitiince, toplam n nesne iginden m
nesnenin kag tiirli segilebilecegi su formiille bellidir:

Bu ifadeler cebirde de var, o yiizden iki terimli (binom) kat-
sayuar deniyor. Katsayilan tablo halinde diizenlersek iki terimli
katsayilar n. satirda yer alir.

m I x2x3x---xm

(n)_ nn—1)...(n-m+ 1)
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Bu ifadeler cebirde de vardir, o yiizden iki terimli (binom) kat-
sayllar denir. Katsayilan tablo halinde diizenlersek iki terimli
katsayilar n. satirda yer alir ve agsagidaki sonuglar ¢ikar:

n n n n
@) G-
Altina: satirda 1, 6, 15, 20,
15, 6, 1 sayilarin1 goriiyoruz. 1
(x + 1)°= x°+ 6x°+ 16x* + 20x° 1
+ 15x%2 + 6x + 1 formiliyle
kargilagtirirsak ayni sayilann 11 2]
katsay1 olarak karsgimiza gik- 1 al sl
tigin1 goririz. Bu bir tesadif
degll 1 4 6 \ 4 1
Pascal 1655te tartigtigl 1 lslwoliwols)

icin bu say1 lggenine Pas-
cal iiggeni deniyor. Ancak bu

Pascal Uggeni

Uggen ¢ok daha eskiden bi- 17 |21]as|as]a1| 7|
liniyordu; Chandas Shastra

adl ¢ok eski Hint kitab: igin

950'de yapilan bir yoruma kadar gidiyor. Ayrica iranli matematik-
¢i El Kereci ve Omer Hayyam da biliyormug ve giiniimiiz fran'inda
Hayyam iliggeni olarak biliniyor.

Olasilik teorisi

Jacob Bernoulli'nin 1713'te yazdig1 Ars Conjectandi [Varsayim
Sanati] kitab1 olasilik konusunda yazilmig ilk kitap olup, iki te-
rimli katsayilar bu kitapta bagarili sekilde kullanilmigtir. Kitaba
verilen ilging baslik kitapta agiklaniyor:

“Varsayim sanatini ya da stokastik sanati, geylerin olasilik-
larin1 miimkiin oldugunca tam olarak degerlendirme sana-
t1 olarak tanimliyoruz; bu sayede muhakeme ederken ya da
harekete gecerken her zaman en iyi, en uygun, en emin ve
en ¢ok onerilen geye dayanabiliriz. Filozofun bilgeliginin ve
devlet adaminmin sagduyusunun tek amaci budur.”
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Bu durumda kitabin adinin daha agiklayic1 gevirisi Tahmin Yi-
riitme Sanat: olabilir.

Bernoullij, ne kadar ¢ok 6rmekleme yapilirsa olasilik tahminle-
rinin o kadar iyi olacagina kesin gbziiyle bakiyordu.

“Diyelim ki bir kiibiin i¢ginde 3000 beyaz ve 2000 siyah gakil var,
ama siz g¢akillann sayisin1 bilmiyorsunuz. Kagar adet oldugunu
o6grenmek igin gakillan kipten birer birer (her defasinda yerine
geri koyarak...) alirken beyaz ve siyah olanlan hangi siklikta ¢i-
kardiginizi gézlemliyorsunuz... Segtiginiz beyaz ve siyah ¢akilla-
rin oraninin kiipteki ¢akillar gibi 3:2 olmasi olasiligini on kat, yiiz
kat, bin kat yapacak siklikta gakil segebilir misiniz?’

Bernoulli burada temel bir soru sormug ve aym zamanda
standart tasvir edici biri 6rnek olarak kiipteki ¢akil taglarin1 uy-
durmugtur. Mantiken sonug¢ olarak 3:2 oraninin bulunacagina
inandig belli oluyor, ama gergek denemelerin bu orana sadece
yaklagacagini da kavramigti. Ancak yeteri kadar deneme yapilirsa
bu yaklagimin gittikge daha dogru olacagina inanmaktaydi.

Burada bu konuyu uzun zaman engelleyen bir zorluk var. Boy-
lesi bir denemede ¢ekilen her ¢akilin gans eseri beyaz olmasi el-
bette miimkiin. Dolayisiyla oranin her zaman 3:2'ye yakin ola-
caginin garantisi yok. Séylenebilecek en dogru sey, sayilarnn gok
biiyiik olasilikla bu orana yaklasacagidir. Ama burada dongiisel
mantik tehlikesi var: denemelerde gézlemlenen oranlan olasilik-
lan anlamak igin kullaniyoruz, ama anlamak igin yine olasiliklan
kullaniyoruz. Biitiin gakillarin beyaz olma olasiliginin gok digiik
oldugunu nasil gézlemleyebiliriz? Cok sayida deneme yaparsak,
ayn1 nedenle sonucun yaniltici olma olasiligiyla yiizlegmek zo-
runda kalinz; biitiin ¢akillar beyaz gekmemizin pek de mimkiin
olmadigini géstermenin tek yolu daha fazla deneme yapmak gibi
duruyor. Siirekli geriye gitmis oluyoruz.

Olasilik teorisiyle ilgilenen ilk aragtirmacilar iyi ki bu mantik-
sal sorunun onlan durdurmasina izin vermediler. Tiirev ve integ-
ral hesabinda oldugu gibi ne yapmak istediklerini ve nasil yapa-
caklanni biliyorlarlardi. Felsefi gerekgeler, yanitlari bulmak kadar
kendilerine ilging gelmiyordu.

Bernoulli'nin kitab1 bol miktarda énemli fikir ve sonug igerir.
Bunlardan biri olan Law of Large Numbers [Biyiik Sayuar Yasa-
st), denemelerde uzun dénemli oranlann hangi anlamda olasiliga
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Olasiliktan nasil faydalandilar?

John Arbuthnot, Royal Society’ye 1710'da sundugu makalede Tanr'nin varhigina
kanit olarak olasilik teorisini kullandi. 1692-1710 yillan arasinda kiz ve erkek ¢o-
cuklarin vaftiz torenleriyle ilgili yilhk verileri analiz etti ve erkek ¢ocuk sayisinin kiz
gocuk sayisindan ¢ok az miktarda fazla oldugunu buldu. Dahasi, bu rakam her yil
hemen hemen ayniydi. Bu somut gergek zaten biliniyordu, ama Arbuthnot oranin
sabit kalma olasiigini hesaplayarak devam etti. Sonu¢ 22 oldugu igin olasilik ¢ok
disukti. Arbuthnot her tilkede ve tarih boyunca ayni sonug elde edilirse olasiigin
daha da diisiik olacagina igaret ederek boyle bir seyin sans olmayip takdir-i ilahi
olmasi gerektigi sonucuna vard.

Ote yandan Francis Galton 1872'de, muazzam sayida insanin kraliyet ailesinin
sagh@ igin her gun ettigi dualara deginerek dualarin etkisini tahmin etmek igin
olasiliktan yararlandi. Verileri toplayip “1758-1843 yillan arasinda gesitli siniflara
mensup erkeklerden 30 yagini ge¢mis olanlarin yas ortalamasini“gizelge haline ge-
tirdi. Kaza sonucu 6lumleri bu degerlendirmenin diginda birakti. Bu siniflara segkin
kisiler, asiller, ruhban sinifi, avukatlar, doktorlar, aristokratlar, esraf, ticcarlar, deniz
subaylan, edebiyatgilar ve bilimciler, kara subaylan ve gizel sanatla ugraganlar da-
hildi. Galton, “Duanin etkisi yoktur,” sonucuna vardi. Zira “taht sahipleri, servet sa-
hipleri arasinda 6mri en kisa olanlardir. Dolayistyla iktidar kosullar daha 6lumciil-
diir ve bu 6lumctil etkiler tamamen olmasa da kismen dualar sayesinde sifirlanir...’
seklindeki o ¢ok kuskulu hipotezin 6niimuze surilmemesi gerekir.

karsilik geldigini gostermistir. Bernoulli esas olarak, oranin dog-
ru olasiliga ¢cok yaklagmamasi olasiliginin, deneme sayisi limitsiz
arttikga sifira yaklagtigini kanitlar.

Bir bagka temel teorem, tura gelme olasiligl p ve yaz1 gelme
olasilig1 g = 1 - p olan hileli bir paray siirekli atma olayiyla incele-
nebilir. Bu para iki kez atilirsa 2, 1 ya da O kere tura gelme olasilig)
nedir? Bernoulli'nin yamiti p?, 2pq ve p?'ydi. Bunlar (p + q)? ifadesi-
nin p?+ 2pq + p? agilimindan kaynaklaniyor. Bu para benzer gekil-
de ii¢ kez atilirsa 3, 2, 1 ya da 0 kere tura gelmesi olasilig, (p + q)*
= p*+ 3p?q + 3q*p + q® ifadesinin birbirini takip eden terimleridir.

Daha genel olarak, bu para n kez atilirsa tam olarak m kere
tura gelme olasilig:

m
( n) pm g

olup (p + q)" ifadesinin agilimina kargilik gelen terimdir.
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Abraham de Moivre 1730-1738 yillan arasinda Bernoulli'nin
hileli paralar iizerindeki galigmasini genigletmigtir. m ve n bii-
yiik ise iki terimli katsayiyr tam olarak bulmak zordur. De Moiv-
re, gliniimizde hata fonksiyonu ya da normal dagilim dedigimiz
Bernoulli'nin iki terimli dagilimiyla ilgili olarak yaklagik deger

formiili elde etmistir. b
e

Bu baglantiy1 ilk kez muhtemelen De Moivre netlestirmigtir.
Boylece olasilik teorisi ve istatistigin geligmesi igin temel olan

sey kanitlanmigtir.

Olasiligin tanimlanmasi

Olasilign tanimlamak, olasilik teorisinde biiyiik bir kavramsal
problemdi. Basit (cevabi herkes tarafindan bilinen) érnekler bile
mantiksal sorunlar yaratmigtir. Yazi tura atarsak, uzun dénemde
egit sayida yaz1 ve tura gelmesini bekleriz ve ikisi i¢in de olasilik
Y2 olur. Daha agik ifade edersek, para hilesiz oldugu zaman olasi-
lik ¥2 olur. Hileli bir parada her zaman tura gelebilir. Peki, ‘hilesiz’
ne demek? Biiyiik olasilikla yazi ve turanin egit sansa sahip olma-
sidir. Ama ‘egit gans’ ifadesi de olasilikla ilgili. Bu mantik don-
giisele benziyor. Olasilig1 tanimlamak i¢in olasiligin ne oldugunu
bilmemiz gerekiyor.

Bu kérdiigiimii agmanin yolu Oklit'e kadar gider, 19. yiizyilin
ve 20. yiizyilin basindaki cebirciler ise kusursuz hale getirmis-
tir: Aksiyomlagtirmak. Olasiligin ne oldugunu dert etmeyi birak.
Olasilikta olmasini istedigin 6zellikleri bir kenara yaz, sonra bun-
lann aksiyom oldugunu digiin. Diger her gseyi bu aksiyomlardan
cikar.

Soru suydu: dogru olan aksiyomlar hangileri? Olasilik eger
sonlu olay kiimesiyle ilgiliyse bu sorunun cevabi nispeten kolay.
Ama olasilik teorisinin uygulamalari potansiyel olarak genellikle
sonsuz olasilik kiimelerinden yapilan segimler igerir. Diyelim ki
iki yildiz arasindaki agiyr 6lgiiyoruz, o zaman bu a1 kural ola-
rak 0° ve 180° arasinda olur. Sonsuz sayida gok gergel say: var-
dir. Nigan tahtasina gelecek gekilde ok atarsan, bu okun tahtanin
herhangi bir noktasina saplanma gansi uzun dénemde egittir; o
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zaman belli bir bolgeye saplanma olasiligi, o bélgenin alaninin
toplam tahta alanina béliimi olmalidir. Ama bir nigan tahtasinda
sonsuz sayida ¢ok nokta ve sonsuz sayida ¢ok bolge vardir.

Bu giigliikler gesit gegit problemlere ve paradokslara yol agti.
Sonunda analize ait yeni bir fikirle, 6l¢li kavramiyla ¢oziildii.

Integral teorisi iizerinde ¢aligan analiz uzmanlar1 Newton'dan
Oteye ge¢menin gart oldugunu diigiinerek integrallenebilir fonk-
siyonu olusturan geyin ne oldugu ve integralin ne oldugu konu-
sunda giderek cetrefillesen kavramlar tanimlamiglardir. Bazi
matematikgilerin bir dizi girisiminden sonra Henri Lebesgue,
ginimizde Lebesgue integrali dedigimiz birgok giizel ve yararh
analitik 6zelligi olan ¢ok genel bir integral tipi tanimlamay: ba-
sarmagtir.

Lebesgue’in bu taniminin temelinde yatan gey, gergel say:
cizgisinin ¢ok karmasik alt kiimelerine uzunluk kavram: atama-
nin bir yolu olan Lebesgue él¢tisiiydii. Bu kiimenin 1, %, %, Y% vb
cakismayan uzunluk araliklarindan olugtugunu diigiinelim. Bu
sayilar, toplam1 2 olan yakinsak bir seri olugturur. Dolayisiyla
Lebesgue bu kiimenin 6lgiisiiniin 2 oldugu konusunda israr etti.
Lebesgue’in kavraminin yeni bir 6zelligi var: sayilabilir toplam-
sal. Cakigmayan kiimelerin sonsuz toplulugunu bir araya getirir-
seniz ve bu topluluk Cantor’un anladig1 anlamda sayilabilir ise,
nicel N o Varsa, ayn ayr kiimelerin 6lgiilerinin olugturdugu son-
suz serinin toplami igte bu kiimenin tamaminin 6lgiisii olur.

Olgii fikri, bu fikrin yol agtif integralden daha énemliydi. Ola-
silik bilhassa bir 6l¢tdiir. Olasilik aksiyomlarini 6ne siiren Andrei
Kolmogorov 1930°1u yillarda bu 6zellige agiklik getirdi. Daha agik
soylemek gerekirse olasilik uzayin: tanimladi. Bu uzay bir X kii-
mesinden, X'in olaylar denen alt kiimelerinin B toplulugundan ve
B tizerindeki bir m 6l¢iisiinden olugur. Aksiyomlar m'nin bir él¢i
oldugunu, m(X)=1 oldugunu (yani bir seyin gergeklegsme olasiligi-
nin her zaman 1 oldugunu) ifade eder. Ayrica B toplulugunun bir
Olgiiyi desteklemesine imkan saglayan bazi kiime kurami 6zellik-
lerinin olmas gerekir.

Zar i¢in X kiimesi 1-6 arasi1 sayilardan olugur ve B kiimesi X’'in
biitiin alt kiimelerini igerir. B'ye ait herhangi bir Y kiimesinin 61-
¢lisi, Y'nin iiye sayisinin altiya bélimiidiir. Bu 6l¢ii, zar atildigin-
da yiizlerden her birinin gelme olasiliginin 1/6 olacag: seklindeki
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sezgisel fikirle uyumludur. Ama 6lci kullanimi sadece yizeylerin
degil yiizey kiimelerinin de goz 6niine alinmasini gerektirir. Boyle
bir Y kiimesiyle iliskili olasilik, iddeki herhangi bir yizin gelme
olasihgidir. Bu olasilik sezgisel olarak Vnin 6'ya bolumiddr.

Bu basit dustinceden yola ¢ikan Kolmogorov, sik sik ortaya
ctkan atesli tartismalara son verip ¢ok 6zenli bir olasilik teorisi
yaratt.

Istatistiksel veri

Olasilik teorisinin uygulamali dal olan istatistik, gercek hayat-
la ilgili verileri analiz ederken olasiliktan faydalanir. istatistik,
18. yiizyil gokbiliminde gozleme badh hatalarin hesaba katilmasi
gerekince ortaya ¢ikti. Deneysel ve teorik olarak bu tur hatalarin
dagihimi, sekli nedeniyle genellikle ¢an egrisi denilen hata fonk-
siyonu ya da normal dagdilima gére yapilir. Burada hata yatay ola-
rak olcalur, sifir hata
tam ortadadir, egrinin
ylksekligi ise belli bir
buydklukteki hatanin
olasthigini temsil eder.
Kigcuk hatalar muhte-
melen gerceklesirken
buylk hatalar ¢cok uzak
bir ihtimaldir.
Adolphe  Ouetelet
1835'te sosyal verileri
(dogum, o6lim, bosan-
ma, su¢ ve intihar) mo-
dellemek icin can eg-
risinin  kullantimasini
savundu. Bu tir olay-
lar bireyler agisindan
beklenmedik durumlar
olsa da, nufusun tama-

mi  gozlemlendiginde
Boyu belli bir uzunlukta olan insanlara dair Ou-  jstatistiksel oriintiye

etelet grafi§i: boy yatay yonde, insan sayisi dikey sahip olduklar g('erIU-
yonde artiyor
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yor. Quetelet, her konuda siradan olan hayali bir bireyi ifade eden
‘siradan insan’ tabiriyle bu digilinceyi kisilestirdi. Quetelet’ye
gore siradan insan sadece matematiksel bir kavram degil, sosyal
adaletin hedefiydi.

Sosyal bilimler 1880°li yillardan itibaren deneylerin yerine is-
tatistiksel fikirleri, 6zellikle ¢an egrisini yaygin sekilde kullanma-
ya bagladi. Francis Galton 1865'te insanlarda soyagekim iizerine
bir aragtirma yapti. Bir gocugun boyu ile anne babasinin boylan
arasinda nasil bir iligki var? Peki kilo ya da zihinsel yetenekler?
Galton Quetelet'nin ¢an egrisini uyarladi, ama bunu ahlaki bir
sart degil de farkh popiilasyonlan birbirinden ayirma yéntemi
olarak gordii. Belli bir veride ¢an egrisindeki tek doruk yerine iki
doruk varsa, bu popiilasyon her biri kendi ¢an egrisini izleyen iki
ayn alt popiilasyondan olugmusg demektir. Galton'in aragtirmalar
1877'de regresyon [¢6zlimleme, iligkilendirme] analizini kegfetme-
sine yol agt1; regresyon analizi, en olas: iligkiyi bulmak igin bir
veri kiimesini bir bagkasiyla iligkilendirme yontemidir.

One c¢ikan bir bagka isim Ysidor Edgeworth olmugtur.
Edgeworth’da Galton'in onsezisi yoktu, ama gok daha iyi bir uy-
gulamaciydi ve Galton'in fikirlerini saglam matematiksel temelle-
re oturttu. Onde gelen ii¢iincii bir kigi, matematikte ciddi geligme
saglayan Karl Pearson'di. Ancak Pearson satici olarak biiyiik etki
sagladi: dig diinyay: istatistigin yararh bir konu olduguna ikna
etti.

Olasiliktan nasil faydalamyoruz?

Olasilik teorisinin ok 6nemli bir faydasini yeni ilaglarin tibbi denemeleri sirasinda
goriiyoruz. Bu denemelerde ilaglann etkileriyle ilgili veriler (bir rahatsizhig iyilegtiri-
yor mu, yoksa istenmeyen yan etkileri var mi?) toplanir. Rakamlar neye isaret ederse
etsin, buradaki dnemli soru bu verilerin istatistiksel olarak anlamli olup olmadigidir.
Yani veriler o ilacin etkisine bagh olarak mi yoksa tamamen sans eseri olarak mi
ortaya gikiyor. Bu problem hipotez testi diye bilinen istatistik yontemler kullanilarak
¢oztildu. Bu yontemlerde veriler istatistiksel bir modelle karsilagtinilir ve sonuglarin
sans eseri ortaya ¢ikma olasiligi hesaplanir. Diyelim ki olasilik 0,01'den kiiguk olsun.
O zaman veriler 0,99 olasilikla sans eseri ortaya ¢ilkmamigtir. Yani ilacin etkisi %99
katki sadlar. Bu tir yontemlerle hangi tedavinin etkili oldugunu ya da hangi tedavi-
nin yan etkileri olup kullanilmamasi gerektigini oldukga giivenli sekilde belirlemek
mumkundir.
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Newton ve ondan sonra gelenler, doganin diizeninin anlasil-
masinda matematigin ¢ok etkili bir yéntem olabilecegini gos-
termiglerdi. Olasilik teorisinin kesfi ve uygulamali dah olan is-
tatistik, dogadaki diizensizliklerin anlagilmasinda etkili oldu.
Sans olaylarinda sayisal ériintiiler bulunmasi dikkat gekicidir.
Ama bu odriintiiller sadece uzun vadeli egilimler ve ortalamalar
gibi istatistiksel niceliklerde ortaya cikar. Istatistiksel nicelik-
ler tahminde bulunur, ama bunlar bir olayin gergeklesme ya da
gerceklesmeme olasiligiyla ilgilidir. Ne zaman gergeklesecegini
sOylemez. Buna ragmen, gézlemlerden ¢ikanlan sonuglarin sansa
bagl érintiiler olmayip anlamli olmasim giivence altina almak
igin giiniimiizde bilim ve tipta kullanilan matematiksel teknik-
lerden biri olasihktir.
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ZOR HESAPLARIN YAPILMASI

Hesap makineleri ve hesaba dayali matematik

Matematikgciler rutin hesaplamalarin angaryasini azaltmak
icin makineler insa etmeyi hep hayal etmislerdir. Hesaplamaya
ne kadar az zaman harcarsaniz, disinmek i¢in o kadar fazla za-
man ayirabilirsiniz. Cubuklar ve cakil taslari, tarih 6ncesi zaman-
lardan beri hesaplamada yardimci olarak kullanilagelmis; cakil
yiginlari, ¢ubuklarin izerinde kayan boncuklarin sayi basamak-
larini temsil ettigi abakise yol agmistir, 6zellikle Japonlarin ku-
sursuz hale getirdigi abakis, uzmanlarin elinde aritmetik islem-
leri hizli ve dodru yapan bir ara¢ olmustur. Japon abakust 1950'i
yillarda el tipi mekanik hesap makinesini astyordu.

Hayal gergek mi oluyor?

21. yuzyilda elektronik bilgisayarlarin ortaya cikisi ve entegre
devrelerin (ciplerin) kolay bulunabilir olmasi, makineler i¢in ¢ok
blyuk avantaj sagladi. Bilgisayarlar insan beyninden ya da me-
kanik bir aygittan ¢ok daha hizliydi (saniyede milyonlarca ya da
trilyonlarca aritmetik islem artik olagan hale geldi). Benim bu sa-
tirlari yazdigim tarihte, IBM'in Blue Gene/L bilgisayari en hizl
bilgisayar olup saniyede bir katrilyon hesap (kayan nokta islem-
leri) yapabiliyor. Ginumdizin bilgisayarlari, depoladi§i yuzlerce
kitabi neredeyse aninda geri ¢adirabilecediniz muazzam bellege
de sahip. Renkli grafikler kalitede zirve yapmis durumda.
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Bilgisayarin yiikselisi

Baglangigtaki makineler algakgéniillii olsa da gokga zaman ve
emek tasarrufu sagladi. Abakiisten sonraki ilk gelisme herhalde
Napier'in kemikleri ya da gubuklandir. Napier logaritmay: ortaya
atmadan 6nce bu igaretli gubuk sistemini icat etti. Gubuklar esas
olarak geleneksel uzun garpma igleminin genel bilesenleriydi.
Kagit kalem yerine gubuk kullanmak sayilan yazmaktan kurtar-
mi1g, ama elle yapilan hesab: taklit etmigtir.

Pascal babasinin hesaplanna yardim etmek igin ilk gergek
mekanik hesap makinesi olan Aritmetik Makinesini 1642'de icat
etmigti. Bu makine toplama ve ¢ikarma yapabiliyor, ama ¢arpma
ve b6lme yapamiyordu. Sekiz adet doner kadrani vard, o yiizden
sekiz haneli sayilarla gayet giizel ¢alisiyordu. Sonraki on y1l igin-
de Pascal buna benzer elli makine inga etti. Bu makinelerin ¢ogu
miizelerde giinimiize kadar korunmugtur.

Leibniz ¢arpma iglemi i¢in 1671'de bir makine ve 1694'de bir tane
daha yaparken ‘Segkin insanlann kéle gibi saatlerce ¢aligarak he-
saplama yapmasi haksizliktir; makine kullanilmig olsa bu ig giivenle
bir bagkasina devredilebilir,’ yorumunu yapmugti. Leibniz makinesi-
ne Staffelwalze (basamak hesaplayici) adim verdi. Lebniz'den sonra
gelenler onun temel diigiincesini yaygin sekilde kullandilar.

Hesap makineleri i¢in en iddial1 6nerilerden birini Charles
Babbage yapti. Babbage 1812'de sdyle demigti: ‘Cambridge’te
Analytical Society’'nin odalannndan birinde oturuyordum. Bagim
masanin izerine egilmig, 6niimde logaritma tablosu agik, dahp
gitmigim. Odaya gelen bagka bir iiye beni yan uykulu halde go-
rince ne dig gordiigiimi sordu. Ben de logaritmay: igaret ederek
bitin bu tablolann makineyle hesaplanabilecegini diigiindigi-
mii séyledim.’ Babbage hayatinin geri kalaninda bu hayalin pesini
birakmamig ve fark makinesi denilen ilk 6rnegi inga etti. Daha
aynntili makineler i¢in devlet fonu saglamaya galigti. En iddia-
1 projesi olan analitik makine aslina bakilirsa programlanabilen
mekanik bir bilgisayardi. Cesitli pargalan yapilsa da bu makine-
lerin higbiri inga edilmemigtir. Fark motorunun g¢agdas yeniden
yapimi Londra‘da Bilim Miizesindedir (ve galigiyor). Augusta Ada
Lovelace, ilk kez baz1 bilgisayar programlan yazip gelistirerek
Babbage’'in ¢aligmasina katkida bulunmusgtur.
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Seri olarak tretilen ilk hesap makinesi Arithmometer 1820°de
Thomas de Colmar tarafindan iretildi. Bu makinede kademeli si-
lindir mekanizmasi vardi ve 1920'de iiretimi hala devam ediyordu.
Bir sonraki énemli geligme, Isvegli mucit Willgodt T. Odhner'in
pimli ¢ark mekanizmasi oldu. Odhner’in hesap makinesi, gegitli
ureticilere ait ylizlerce makine i¢in olmasa da birkag diizinesine
o6rnek olugturmugtu. Makineyi kullanan kigi 0-9 arasindaki sayi-
lann yer aldigy bir dizi diski gevirmek igin bir kol gevirerek ha-
rekete gegirici giici saghyordu. Biraz tecriilbe kazandiktan sonra
cetrefilli hesaplar hizli bir gekilde yapilabiliyordu. tkinci Diinya
Savaginda Manhattan projesi igin, yani ilk atom bombasin yap-
mak igin bilimsel hesaplamalar ve miihendislik hesaplamalan
genellikle geng kadinlardan olugan ‘hesap makinesi’ kadrosunun
kullandig1 makinelerle yapildi. Ucuz ve giiglii elektronik bilgisa-
yarlann 1980’lerde kesfedilmesiyle birlikte mekanik hesap maki-
nelerinin hiilkmia kalmadi, ama ticari ve bilimsel hesaplamalarda
yaygin kullanimi o tarihe kadar devam etti.

Hesap makinelerinin katkisi basit aritmetigin 6tesindedir,
¢linkii birgok bilimsel hesaplamanin uzun aritmetik iglemler di-
zisi geklinde sayisal olarak uygulanmasi1 miimkiindir. Denklem-
leri istenen hassasiyette g¢ozen ilk sayisal yontemlerden birini
Newton kegfetti, bu ylizden Newton ydntemi olarak biliniyor. Bu
yontem, flx)=0 denklemini ¢6zmek ilizere ¢dziimlerden biri igin
bir dizi ardigik yaklagtinm hesaplar; yaklagtinmlardan her biri
bir 6ncekine dayanir, ama
elde edilen sonuglar daha
iyilegtirilmig olur. Bag- y
langigta yapilan x, varsa- — y=(x}
yimindan yola gikarak, f = tegetcizgisi
fonksiyonunun tiirevi f/
olmak tizere

Bir denklemin sayisal ¢6zimii igin Newton yontemi

f(x:)
' (x,)

Xpe)t =Xy —
fonksiyonu kullanilarak
iyilestirilmis x, x, ... x, — < s o
x_, yaklagtinmlan elde / /

305




MATEMATIGIN KISA TARIHI

Lovelace Kontesi Augusta Ada King (1815-1852)

Augusta Ada, sair Lord Byron ve Anne Milbanke'in kiziyd.

Augusta dogduktan bir ay sonra anne babasi ayrildi ve

babasini bir daha gérmedi. Bu cocuk matematige yete-

nekli oldugunu gosterdi. Leydi Byron olagandisi bir tavir

gosterip matematigin zihinsel egitim icin iyi oldugunu

dusiindi ve kizini matematik calismaya tesvik etti. Ada

1833'te Charles Babbage'le bir davette tanisti. Babbage

kisa bir sire sonra fark motoru prototipini gdsterince

Ada makineye hayran kaldi ve nasil ¢alistigini ¢cabucak

anladi. Kocasi William 1838'de kontluk olusturunca Love-

lace kontesi oldu.

Ada, 1843 yilinda cevirdigi Luigi Menabrea'nin Notions

surla MachineArialytique de Charles Babbage [Charles Babbage'in Analitik Makine
Hakkinda Dusunceler] adli kitabina aslinda birer program 6rnegi olan kendi tasa-
rimlarini ekledi. Kitapta'Analitik Motorun ayirt edici 6zelligi... en cetrefilli drunti-
ye sahip kabartmal kumas [jakarli kumas] uUretimini dizenlemek icin delikli kartlar
kullanan Jacquard'in tasarim prensibinin [jakarl dokuma tezgahi prensibi] uygu-
lanmis olmasidir... Jakarl dokuma tezgéhi cicekleri ve yapraklari nasil dokuyorsa,
Analitik Motorun da cebirsel éruntileri dokudugunu rahatlikla sdyleyebiliriz. der.
Ada 36 yasinda rahim kanserine yakalandi ve uzun dénem siddetli agri ¢ektikten
sonra hekimlerin sebep oldugu kan kaybindan &ldu.

edilir. Bu ydntem, ¢dzimun yakinindaki y=f[x) egrisinin geomet-
risine dayanir. Egrinin xnnoktasindaki tegetinin x eksenini kesti-
gi nokta xntl noktasidir. Bu nokta, sekilde gorildiugu gibi orijinal
noktaya kiyasla x noktasina daha yakindir.

Sayisal yontemlerin ikinci bir 6nemli uygulamasi tirev denk-
lemlerindedir. Diyelim ki asagidaki tiirev denklemini ¢ozmek is-
tiyoruz.

che/df = f[x)

Bu denklemde £=0 aninda x=x0olsun. Euler sayesindeki en ba-
sit yontem dx/dt ifadesine U(E+3) -*(£))/E ifadesini yaklastirmak-
tir. Bu ifadedeki e ¢ok kuguktur. Bu durumda turev denklemine
yaklastirmak asagidaki formu ortaya ¢ikanr.

X(t + €) = x(t) + ef{x(t))
X(0) = x0ile baslayip/1e),/(2¢),/(3e) ve genel olarak herhangi bir
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n>0 tamsay! icin fine), degerlerini sirayla elde ederiz, e igin tipik
bir deger diyelim ki 10”~olsun. Formdil milyon kere yinelenirse Jt(l)
bulunur, milyon kere daha tekrarlarsak x(2) bulunur ve bu sekilde
devam eder. Milyon kere hesap yapmak giniimiz bilgisayarlariyla
cocuk oyuncagi oldugu igin bu yontem son derece kullanishidir.

Ancak Euler yéntemi incelikten uzak oldugu icin bircok ge-
listirme tasarlandi. Bunlardan en bilineni, ilk yontemi 1901'de
yaratan Alman matematikciler Cari Runge ve Martin Kutta'nin
adindan dolay1 Runge-Kutta yontemleri denen yontemler katego-
risidir. Bunlardan dérdinciu derece Runge-Kutta yontemi denen
yontem muihendislikte, bilimde ve teorik matematikte yaygin se-
kilde kullanilmaktadir.

Gundmize ait dogrusal olmayan dinamigin ihtiyaclari nede-
niyle ortaya ¢ikan bir¢cok karmasik yontem, kesin ¢ozimle baglan-
tih bazi yapilan korudugu icin uzun zaman aralijinda hatalann
birikmesini 6nlilyor. Ornegin siirtiinmesiz mekanik bir sistemde
toplam enelji korunur. Her adimda enerjinin aynen korundugu
sayisal yontemler olusturmak muimkinddr. Bu islem, enelji kay-
beden sarkacin giderek durmasina benzer sekilde, hesaplanan ¢6-
zimun kesin ¢bziimden giderek uzaklasmasini onler.

Sayisal analizden nasil faydalandilar?

Newvvton'in yapmasi gereken, dogadaki orintileri siniflandirmaktan ibaret degildi:
etkili hesaplama yontemlerini de gelistirmesi gerekti. Fonksiyonlari temsil etmek
icin yogun sekilde kuvvet serilerini kullandi, ¢ctinkd bu serileri terim terim diferan-
siyelliyebiliyor ya da integralleyebiliyordu. Fonksiyonlarin degerlerini hesaplamak
icin de bu serileri kullandi§i bu yéntem, gunumizde hala kullanilan ilk sayisal
yontemlerden biridir. 1665'e kadar

giden el yazmalarindaki bir say- | RE T §‘«K.sl-‘s:“<‘1;ff.\g

fada, bir hiperboliin altinda kalan BT s

alanin sayisal hesaplanisi gorulu-
yor. GUnumizde buna logaritmik
fonksiyon diyoruz. Nevvton sonsuz
bir serinin terimlerini toplayarak in-
sani sasirtan 55 ondalik basamaga
kadar gelmistir.

Nevvton'in hiperbol altinda
kalan alan hesabi
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Daha da karmagik olan simplektik integralleyiciler tiirev
denklemlerinin mekanik sistemlerini dogrudan ¢ézerken, konum
ve momentum gibi iki degigkene goére tasarlanmig ilging ve gok
6nemli bir geometri tiiri olan Hamilton denklemlerinin simplek-
tik yapisim1 korur. Simplektik integralleyiciler 6zellikle gok me-
kaniginde 6nemlidir. Ornegin gékbilimciler giines sistemindeki
gezegenlerin milyarlarca yillik hareketlerini izlemek isteyebilir.
Jack Wisdom, Jacques Laskar ve diger gokbilimciler simplektik
integralleyicileri kullanarak giines sisteminin uzun dénemdeki
davraniginin diizensiz oldugunu, Uraniis ve Neptiin'iin bir za-
manlar giinegse ¢ok daha yakin oldugunu ve Merkir'in yorin-
gesinin sonunda Veniis'iin yoriingesine dogru hareket edecegini,
dolayisiyla ikisinden birinin giines sisteminden tamamen atilabi-
lecegini gosterdi. Uzun dénemlere ait sonuglann dogruluyla ilgili
givenilirligi sadece simplektik integralleyiciler sunuyor.

Bilgisayarlarin matematige ihtiyaci var

Matematige yardimci olmasa igin bilgisayardan faydalandigimiz
gibi, bilgisayarlara yardim etmek i¢in matematikten faydalanabi-
liriz. Ashna bakilirsa matematigin ilkeleri, ilk bilgisayar tasarnm-
larnnnin hepsinde kavram kanitlamak ya da temel tasarim 6zellik-
leri olarak 6nemliydi.

Ginimiizde kullanilan biitiin sayisal bilgisayarlar ikili goste-
rimle gahigir: bu sistemde sayilar sadece O ve 1'den ibaret diziler
olarak temsil edilir. tkili sistemin asil avantaji devre agip kapa-
maya kargilik gelmesidir: 0 kapal, 1 agik. Ya da gerilim yokken O,
devre tasannminda kullanilan standart gerilim varken, 6rnegin 5
volt varken 1 olur. 0 ve 1 sembollerini matematiksel mantik ger-
¢evesinde dogruluk degerleri olarak yorumlamak da miimkiin: 0
yanhsg, 1 dogru demek oluyor. Dolayisiyla bilgisayarlar aritme-
tik hesaplarinin yam sira mantiksal hesaplamalar da yapabilir.
Mantiksal iglemler aslinda daha temeldir ve aritmetik iglemleri-
ni bir dizi mantiksal iglem olarak gérmek miimkiindiir. Boole'un
The Laws of Thought'ta [Digtincenin Yasalar] adli eserinde O ve
1 matematigi igin cebirsel yaklagim, bilgisayar hesaplamalarinin
mantigina etkili bir formalizm getirir. Internet arama motorla-
n Boole tarz: [ikili] aramalar yapar, yani ‘kedi kelimesini igeren,
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ama koépek kelimesini igermeyen’ gibi baz1 mantiksal kistaslarla
tamimlanmig 6geleri arar.

Algoritma

Matemati#, bilgisayar bilimini “Degil-P olan herhangi bir ‘makul’
destekledi, ama karsilik olarak

o L . problem olup olmadi§i konusunda
bilgisayar bilimi baz1 gok ilging hicbir fikrimiz yok.”
yeni matematik dallarin1 hareke-
te gecirdi. Algoritma kavrami (bir problemi ¢6zmenin sistema-
tik prosediirii) bunlardan biridir (algoritma adi, Arap cebirci El-
Harezmi'den geliyor). Ozellikle ilging bir soru géyle: bir algoritma-
nin yiiriitme siiresi nasil oluyor da girig verilerine bagh oluyor?

Ornegin ms<n olmak {izere m ve n gibi iki tamsayinin en biiyiik
ortak bélenini bulmak igin Oklit'in kurdugu algoritma géyle:

* r kalamini bulmak igin n‘yi m'ye bol.

* r =0 ise en biiyiik ortak bélen m'dir: DUR.

*r>0isen’yi mile ve m'yi rile degigtirip basa don.

n sayis1 d basamakl ise (algoritmaya girilen verinin biytikliik
6lgiisii), algoritma en gok 5d adimda sona erer. Yani elimizde 1000
basamakl iki say1 varsa, bu sayillann en biiyiik ortak bélenini en
fazla 5000 adimda hesaplayabiliriz (bu iglem modern bir bilgisa-
yarda bir saniye bile siirmez).

Oklit algoritmasinin yiiriitme siiresi dogrusaldir, yani hesap-
lamanin uzunluguyla girilen verinin biyiikligi (basamak cinsin-
den biiyiikliigii) orantilidir. Daha genel olarak, bir algoritmanin
ylriitme siiresi ¢gokterimlidir ya da yiiriitme siiresi herhangi sabit
bir iisle (6rnegin kareyle ya da kiiple) orantiliysa P sinifina girer.
Tersine, bir sayinin asal ¢garpanlarnin bulunmasiyla ilgili bilinen
biitiin algoritmalann yiiriitme siiresi isseldir (baz1 sabit nicelik-
ler, girilen veri biiyilikliginiin lissiine ylukseltilir). RSA gifreleme
sisteminin giivenli olmasim (giivenilir varsayilmasini) saglayan
sey iste budur.

Kabaca ifade edecek olursak, yiiriitme
siiresi gokterimli olan algoritmalar giinii-
miiz bilgisayarlarinda hesaplama rahatlig:
saglarken lissel yiiriitme siireli algoritmalar bu rahathg sagla-
muyor (yani oldukga kiigiik boyuttaki baglangig verileri igin bile

“Cozime bir milyon dolar
odiil var.”
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s6z konusu hesaplamalar uygulamada yapilamiyor). Bu farkhhik
kabaca go6yle ifade edilebilir: ¢gokterimli algoritma kullanigsiz ¢ok
biiyiik bir iis igerebilir ve ylriitme siiresi ¢gokterimliden daha kéti
olan bazi algoritmalar kullanigh olabilir.

Temel teorik giigliik iste burada ortaya ¢ikiyor. Belli bir algo-
ritmamn yiiriitme siiresinin girig verileri biyiikliigiine ne sekilde
bagh oldugunu ve P sinifina ait olup olmadigini ¢6zmek kolaydir
(olduke¢a kolay). Ancak aym problemi daha hizli ¢6zen daha etki-
li baska bir algoritma olup olmadigina karar vermek son dere-
ce zordur. Yani P sinifina ait bir algoritmayla birgok problemin
¢oziilebilecegini bildigimiz halde, P'ye ait olmayan herhangi bir
‘makul’ problem var midir onu bilmiyoruz.

‘Makul’ terimini burada teknik anlamda kullanmiyoruz. Bazi
problemlerin P olmamas: gerekir, ¢linkii cevabin yanitlanmasi
igin yiritme siiresinin P olmamas1 gerekir. Ornegin n adet sem-
boli sirayla diizenlemenin olasi tiim yollarini listelemek isteye-
lim. P olmadig agikga belli olan bu tiir problemleri elemek igin
bagka bir kavrama ihtiyag var: belirleyici olmayan ¢okterimli al-
goritmalann NP simfi. Girig verileri biiylikliigiiniin sabit bir iis-
siiyle orantili siire iginde tahmini cevap kontrol edilebiliyorsa bu
algoritma NPdir. Ornegin biiyiik bir sayinin asal ¢arpani i¢in ya-
pilan bir tahmin, tek bir bélme iglemiyle kontrol edilebilir.

Psinifina giren bir problem kendiliginden NPdir. P algoritmasi
bilinmeyen bir¢ok 6nemli problemin yine NP oldugu biliniyor.
$imdi bu alanin heniiz ¢6ziilmemis olan en derin ve en zor proble-
mine geldik. Clay Mathematics Institute ¢6ziim igin bir milyon
dolar 6diil koyar. P ve NP ayni sey midir? En akla yakin cevap ‘ha-
yir’, ¢iinkii P=NP ise ¢ok sayida oldukga zor hesaplamanin aslinda
kolay olmasi (heniiz aklimiza gelmeyen bir kisa yolun bulunmasa)
gerekir.

P=NP ? problemi, NP biitiinliigii denilen ¢ok ilging bir olgu yi-
ziinden daha da zorlagiyor. Birgok NP problemi, gergekten P sini-
fina giriyorsa her NP probleminin P sinifina girmesini gerektirir.
Boéyle bir probleme NP biitiinliiklii denir. NP biitiinlikli herhan-
gi bir problemin P oldugu kanitlanabiliyorsa, bu durumda P=NP
olur. Ote yandan NP biitiinliiklii herhangi bir problemin P olmadi-
g1 kanitlanabiliyorsa, bu durumda P ve NP aym gey degildir. Son
dénemde dikkat geken NP biitiinliiklii bir problem Mayin Tarla-
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Sayisal analizden nasil faydalaniyoruz?

Modern ugak tasariminda sayisal analizin merkezi bir rolii var. Mihendisler ruzgar
tunelleri kullanarak ucagin kanatlarindaki ve gévdesindeki hava akisini yakin bir
zamanda ¢ozdu. Tunele ucak modeli yerlestirip fanlardan olusan bir sistemle ha-
vayl ucagin yanindan gecmeye zorlayip akis ériintilerini gozlemlediler. Navier ve
Stokes denklemleri gibi denklemler cesitli teorik sezgi kazandirdi, ama karmasik
sekilleri nedeniyle bu denklemleri gercek ucak icin c6zmek mimkin olmadi.

Gunumuz bilgisayarlari son derece giicli ve kismi tirev denklemlerini bilgisa-
yarda ¢6zme ydntemleri artik ¢ok etkili. Bircok vakada riizgar tineli yaklasimi terk
edilip sayisal ruzgar tuneli (yani ucagin bilgisayar modeli) tercih edildi. Navier Sto-
kes denklemleri son derece hatasiz oldugu icin bu sekilde guvenle kullanilabilir.
Bilgisayar yaklasiminin avantaji, akisin istenen herhangi bir 6zelliginin analiz edilip
gorsellestirilebilmesidir.

Ucagin etrafindaki hava akisinin sayisal hesabi

si oyunuyla ilgili. Daha matematiksel olan bir problem ise Boole
Cebirinde Sartlarin Saglanmasi problemidir: degiskenlerine bazi
dogruluk degerleri (dogru ya da yanlis) atanan herhangi bir mate-
matiksel mantik énermesinin dogru olmasi mimkin mudar?

Sayisal analiz

Matematik sadece hesaplama degildir. Ancak hesaplama, daha
kavramsal arastirmalarin kaginilmaz refakatgisidir. Matematik-
¢ciler hesap angaryasindan kurtulmak ve kesin sonug bulma olasi-

311



MATEMATIGIN KISA TARIHI

ligin1 gelistiren mekanik araglan eskiden beri aramiglardir. Eski
matematikg¢iler bizim elektronik bilgisayarlara olan erigimimizi
herhalde kiskanirlard: ve bilgisayarlarnn hizina, dogruluguna sa-
sarlardi.

Hesap makineleri matematige hizmet etmekten 6te geyler yap-
mistir. Hesap makinelerinin tasanm ve iglevi, matematikgilerin
cevaplamasi gereken yeni teorik sorular yaratti. Bu sorular denk-
lem ¢6zmenin yaklagik sayisal yontemlerini dogrulamaktan bas-
layip hesaplamanin temellerine ait derin meselelere kadar uza-
n1yor.

21. yiizyilin bagsindayiz ve matematikgiler bilgisayarda artik
sadece sayisal hesap degil cebirsel ve analitik hesap yapmay: da
miimkiin kilan gig¢lii yazilimlara erigiyor. Bu araglar yeni alanlar
ag1p uzun zamandir ¢éziilmemis problemlerin ¢6ziimiine yardimci
oldu ve kavramsal diigiince i¢in zaman kazandirdi. Sonug olarak
matematik ¢ok daha zenginlesti ve birgok uygulamali probleme
tatbik edilebilir hale geldi. Euler akigkanlann karmagik gekiller
etrafindaki akigini incelemek i¢in kavramsal araglara sahipti ve
ugak heniiz kesfedilmemis olsa da sudaki gemilerle ilgili birgok
ilging soru vardi. Ama bu teknikleri uygulamak i¢in Euler'in elin-
de kullanigh yéntemler yoktu.

Yukanda deginilmeyen yeni bir gelisme, kanitlama konusun-
da bilgisayarlann destek olarak kullanilmasidir. Son yillarda ka-
nitlanmg birgok 6nemli teorem bilgisayarlann gergeklegtirdigi
devasa, ama rutin hesaplara dayamiyor. Kamitin insan zihni tara-
findan dogrulanmasina gerek birakmayan bilgisayar destekli ka-
nitlarnn, kanitin temel dogasini degistirdigi 6ne siiriilmiigti. Bu
iddia tartigmali, ama dogru bile olsa sonug olarak matematik in-
san diisiincesi i¢in daha gii¢lii bir arag haline gelmis oluyor.
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Dulzensizliklerdeki érunta

Matematigin yaygin uygulamalari ve gugli yeni yontemler,
20. yuzyilin ortasinda matematigin hizli bir blilyiime evresinden
gecmesini tesvik etti. Matematigin modem doéneminin kapsamli
bir tarihi, en azindan bu déneme zemin hazirlayan her seyin ele
alindi§i bir calisma kadar yer tutar. Bizim yapabilecegimiz, ma-
tematikte hald 6zgiinluk ve yaraticihgin olduguna dair olsa olsa
iki ¢ tipik 6rnek vermek olabilir, iste boyle bir konu, 1970'lerde
ve 1980'lerde herkesin dikkatini ¢eken ve medyanin kaos teorisi
diye adlandirdigi dogrusal olmayan dinamiktir. Bu konu tiirev ve
integral hesabi kullanan geleneksel modellerden dogal olarak ti-
redi. Bir diger konu ise gelenekten biraz uzak distince tarzlarina
yer veren ve yeni bilimi tesvik ettigi gibi yeni matematigi de tesvik
eden karmagsik sistemlerdir.

Kaos

1960’1 yillardan énce kaos kelimesinin tek bir anlami vardi: bi-
cimsiz kargasa. Ancak o tarihten bu yana bilim ve matematik-
teki 6nemli kesifler bu kelimeye daha incelikli ikinci bir anlam
(kargasanin ozelliklerini bicimin o6zellikleriyle birlestiren bir
anlam) yukledi. Nevvton'in Mathematical Principles of Natural
Philosophy'si [Doga Felsefesinin Matematiksel ilkeleri], diinya
sistemini turev denklemlerine indirgemis ve bu ilkeler belirle-
nimcidir [deterministik]. Yani sistemin baslangi¢ hali bilindikten
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sonra, gelecegi her zaman tek bir gekilde belirlenir. Newton saat
gibi tikir tikir galigan, yaratic1 tarafindan harekete gegirildikten
sonra kaginilmaz tek bir yol izleyen bir evren 6ngérmiigtii. Bu go-
rig 6zgir iradeye yer birakmaz, dolayisiyla bilimin soguk ve kat1
oldugu inanisinin ilk kaynaklarnnndan biri olabilir. Bu gériig aym
zamanda radyo, televizyon, radar, cep telefonu, ticari ugak, ileti-
sim uydulan, insan yapimi elyaf, plastik ve bilgisayan bize sunan
bir goriigtir.

Karmagikligin korunumuna dair belirsiz ama kok salmig bir
inanig, bilimsel belirlenimciligin gelismesine eglik etmigti. Bu
inang, basit nedenlerin basit etki yaratmasi gerektigini varsayan
ve dolayisiyla karmagik etkilerin nedeninin karmagik olmasi ge-
rektigini ima eden bir varsayimdir. Bu inanmig bizim karmagik bir
nesneye ya da sisteme bakinca karmasikligin nereden geldigini
merak etmemize neden oluyor. Ornegin yagsam &lii bir gezegende
ortaya gikmak zorundaysa, yagamin karmagikligan nereden kay-
naklanmiyor? Karmagikhigin kendi bagina ortaya gikabilecegi pek
aklimiza gelmiyor, ama en yeni matematik teknikleri bunun béyle
oldugunu gosteriyor.

Coziim tek mi?

Fizik yasalannin belirliligi su basit matematiksel olgunun sonu-
cudur: baglangi¢ kogullan belli olan bir tiirev denkleminin en faz-
la bir ¢6ziimi vardir. Douglas Adams’in The Hitchhiker’s Guide to
the Galaxy [Otostopgunun Galaksi Rehberi] kitabinda siiper bilgi-
sayar Deep Thought [Derin Diigiince] yagamin, evrenin ve her ge-
yin yanitina dair beg milyon yillik bir arayisa girigir ve o meshur
42 yanitini bulur. Bu olay, belirlenimciligin matematiksel bakig a-
¢1s1m zetleyen Laplace’in gu meghur séyleminin bir parodisidir:

‘Herhangi bir an i¢in dogaya can veren biitiin kuvvetleri ve bu
dogay1 olugturan varhklarin kargihkli konumlarnnm bilen bir zi-
hin, verilerini analiz i¢in sunacak kadar biiyiik olsayd: evrenin en
biiyiik nesnelerinin ve en hafif atomlarimin hareketini tek bir for-
miile s1gdirabilirdi: béyle bir zihin i¢in higbir gey belirsiz olamaz,
ge¢mis gibi gelecek de géziiniin 6niinde olur.’

Laplace ardindan su sozleri ekleyerek okuyucuyu gim diye
gergek diinyaya déndiiriiyor:
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‘Insan zihninin gék biliminde elde ettigi miikkemmellik, igte bu
zihnin ciliz bir taslagidir.’

1sin garip yani, fizigin belirlenimci oldugu gok agik olan bélii-
miiniin ve Laplace belirlenimciliginin bagansizliga ugradig: alan
gok mekanigi olmugtur. Isveg Krali (ayn1 zamanda Norveg'i de yé-
neten) II. Oscar, glineg sisteminin kararlilig: probleminin ¢6ziimii
i¢in 6diil koymusgtu. Saat gibi ¢alisan evrende kiigiiciik bir yer tu-
tan giines sistemimiz sonsuza kadar tikir tikir igleyecek mi, yoksa
bir gezegen giinese ¢arpacak ya da yildizlararasi uzaya gidecek
mi? Enerjinin ve momentumun korunumuyla ilgili fizik yasalan-
nin bu iki olasilig) da reddetmemesi dikkate deger (giines sistemi-
nin ayrintil dinamigi acaba bu konuyu biraz aydinlatabilir mi?).

Poincaré 6diili kazanmak igin kararhiydi ve daha basit bir
problem olan tig gok cisimli bir sisteme
yakindan bakarak én hazirlik yapti. Ug
cisme ait denklemler iki cisme ait denk-
lemlerden ¢ok daha agir degildir ve he-
men hemen ayni genel formdadir. Ama Poincaré’'nin ii¢ cisimli 6n
hazirhiginin gsasirtic: sekilde zor oldugu ortaya gikmig ve rahatsiz
edici bir gey bulmugtu. Bu denklemlerin ¢6ziimii, iki cisim olmasi
halinde tamamen farkliydi. Aslinda ¢oziimler o kadar karmagikti
ki matematiksel formiil olarak yazmak miimkiin olmamigti. Daha
da kétisi kanitlanmasi gereken ¢bziimlerin geometrisini (daha
dogrusu topolojisini) ve bu ¢dziimlerin temsil ettigi hareketlerin
bazen son derece kangik ve diizensiz oldugunu Poincaré’'nin anla-
digina hig¢ kugku yok. Poincaré bir yazisinda, ‘Su an gizmeye bile
kalkismadigim bu geklin karmagiklig1 insam sarsiyor. Ug cisim
probleminin karmasgiklig1 konusunda fikir verecek geyler arasinda
bundan iyisi olamaz.” Bu karmagikhk giiniimiizde tipik bir kaos
6rmegi olarak gorilir.

Poincaré’'nin sunumu 6ne siirilen problemi tam olarak ¢6zme-
se de Kral II. Oscar'in 6diiliini almigti. Bu sunum 60 yil kadar
sonra evrene ve evrenin matematikle olan iligkisine bakigimizda
bir devrim baglatmigtir.

Hollandali miihendis Balthazar van der Pol 1926-1927 yilla-
rinda kalbin matematiksel modelini simiile etmek igin bir elekt-
ronik devre olugturmusg ve elde edilen salinimin baz kogullarda
normal kalp atig1 gibi periyodik olmayip diizensiz oldugunu bul-

“Bu karmasiklik giniimiizde
tipik bir kaos ornedi olarak
gorilidyor.”
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Poincaré’nin Kirdig: Pot

Stockholm'deki Mittag-Leffler Enstitlisi arsivini didikleyen June Barrow-Gre-
en, daha dnce sir gibi saklanan yiiz kizartici bir 6ykiyi yakin zamanda kegfetti.
Poincaré'ye 6dil kazandiran ¢alismasinda ciddi bir hata vardi. Kaosun var oldugu
varsayimina kargin kaosu kesfetmek séyle dursun, Poincaré kaosun olmadigini kes-
fettigini iddia etti. Orijinal sunum, Ug cisimli problemdeki bitiin hareketlerin du-
zenli ve iyi huylu oldugunu kanithyordu.

Poincaré 6diili aldiktan bir siire sonra bir hata saptadi ve bu hatanin kanitini ta-
mamen ¢urittiginii anladi. Ama 6dl almig inceleme yazisi enstitinin bulteninde
¢oktan yayinlanmigti. Bulten toplatildi, Poincaré yeni tam baskinin parasim 6dedi.
Poincaré'nin kesfettigi ve giinumiizde kaos dedigimiz homoklinik girift bu baskida
yer aldi. Poincaré, hatal inceleme yazisindan kazandi§i paranin gok daha fazlasin
harcamis oldu. Hatali versiyonun hemen hemen tim kopyalar basariyla geri ¢ekilip
imha edildi, ama enstitinun argivlerinde korunan bir kopya internete distu.

mugtu. tkinci Diinya Savag: sirasinda John Littlewood ve Mary
Cartwright'in radar elektroniginden kaynaklanan g¢aligmasa,
Balthazar'in ¢aligmasina saglam bir matematiksel temel olugtur-
du. Littlewood ve Cartwright'in ¢aligmalarinin 6neminin anlagihir
olmasi 40 yi1ldan fazla zaman aldi.

Dogrusal olmayan dinamik

Amerikall matematik¢i Stephen Smale 1960'hh yillarin basinda
elektronik devrelerin tipik davranis gegitlerinin eksiksiz simf-
landinlmasini aragtirarak dinamik sistemler teorisinin modern
dénemini baglatti. Cevap olarak aslinda dénemli [periyodii(] hare-
ketlerin kombinasyonunu beklerken ¢ok daha karmagik hareket-
lerin miimkiin oldugunu hemen fark etti. Ozellikle Poincaré'nin
kisith ti¢ cisim problemindeki karmagik hareket kegfini geligtirip
geometrisini basitlegtirerek ‘Smale naly’ diye bilinen sistemi elde
etti. Nal (at nal] sistemi belirlenimci olsa da baz1 rastlantisal 6ze-
liklere sahip oldugunu kanitladi. Amerikan ve Rus dinamik ekol-
leri, 6zellikle Oleksandr Sharkovskii ve Vladimir Arnold’un 6nemli
katkilanyla bu tir olaylar igin bagka 6rnekler gelistirdi ve genel
bir teori ortaya ¢ikmaya bagladi. James Yorke ve Tien-Yien Li, Rus
ekoliiniin sonuglarindan birini basitlegtiren 1975 tarihli kisa bir
makalede ‘kaos’ terimini ortaya atti. S6z konusu sonug, aynk bir
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dinamik sistemin (zamanin suirekli degil de tamsayili basamaklar
halinde aktigi sistem) periyodik ¢ozimlerindeki ilging érintly
tarif eden 1964 tarihli Sharkovskii teoremidir.

Bu arada kaotik sistemler aralikl olarak uygulama literatu-
rinde goralmustur (genis bilim camiasi tarafindan yine deger ve-
rilmemistir). Bu sistemlerden en bilineni, meteorolog Edvvard Lo-
renz tarafindan 1963'te 6ne surulmustur. Lorenz atmosferik 1si
yayinimini modellemek Uzere bu olgunun ¢ok karmasik denklem-
lerini cok daha basit Gg¢ degiskenli denklemlere yaklastirmistir.
Denklemleri bilgisayarda sayisal olarak ¢dziince, ¢c6zimuin dizen-
siz ve hemen hemen rasgele salindigini buldu. Ayni denklemleri
cozerken degiskenlerin birbirinden ¢ok az farkli olan baslangic
degerlerinin kullanilmasi halinde, yeni ¢éziim baslangictaki ¢o-
ziimden tamamen farkl hale gelene kadar bu farkin arttigini da
buldu. Daha sonra verdigi konferanslarda bu olgu igin kullandigi
tanim, su an populer olan kelebek etkisi terimine yol acti (bir ke-
lebegin kanat ¢irpmasi, bir ay sonra diinyanin 6bir ucunda kasir-
gaya yol agar).

Bu tuhaf senaryo incelikli an-
lamda 6zgln bir senaryodur. Din-
yadaki havayir bir kez kelebekle
birlikte, bir kez kelebeksiz olmak
Uzere iki kez dondurebildiginizi
dastinan. Gergekten buyuk farkli-
lik gérarsiindz. Bir doniste kasir-
ga varken digerinde olmamasi ¢ok
mumkundir. Hava tahminlerinde
normal olarak kullanilan denk-
lemlerin bilgisayar simulasyon-
lannda bu etki tam olarak ortaya
cikiyor ve s6z konusu etki hava
tahminlerinde ciddi sorunlar ya-
ratiyor. Ama kasirgaya kelebegin sebep oldugu sonucuna varmak
yanlis olur. Gergek diinyada havay: tek bir kelebek degil, trilyon-
larca kelebegin ve diger minik calkantilarin istatistik ozellikleri
etkiler. Bunlarin timu bir araya geldiginde, kasirgalarin nerede
olusacagini ve daha sonra nereye gidecegini acikca etkiler.

Topolojik yontemler kullanan Smale, Amold ve ¢alisma arka-

Lorenz gekicisi
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daslan, Poincare'nin gézlemledigi garip sonuglarin aslinda denk-
lemlerdeki garip cekicilerin kagcinilmaz sonucu oldugunu kanitla-
mistir. Garip ¢ekici, sistemin eninde sonunda yoneldigi karmasik
harekettir. Sistemi tanimlayan degiskenlerin bicimlendirdigi du-
rum uzayindaki bir sekil olarak goziimuzde canlandirmak mim-
kin. Lorenz denklemlerini bu sekilde tanimlayan Lorenz cekicisi
biraz Lone Ranger [Yalniz Kovboy, Zorro] maskesine benzer, ama
gorinurdeki her bir ylzeyin sonsuz sayida ¢ok katmani vardir.

Cekicilerin yapisi kaotik sistemlerin ilging bir ézelligini agik-
liyor: kaotik sistemler kisa donemde tahmin edilebilir (zar atma-
nin tersine), ama uzun dénemde tahmin edilemez. Neden ¢ok say1-
da kisa donemli tahmin bir araya getirilip uzun dénemli tahmin
yapilamaz? Cunkl kaotik sistemi tarif edebildigimiz dogruluk
derecesi zamanla ve hep artan hizla bozuluyor, bu yiizden asama-
yaca§imiz bir tahmin ufku var. Sistem yine de ayni garip g¢ekicinin
Uzerinde kaliyor (ama ¢ekicinin Gzerinde izledigi yol biylk 6lgi-
de degisiyor).

Bu durum kelebek etkisine bakis agcimizi degistiriyor. Bitln
kelebekler bir araya gelse, havayi sadece ayni garip ¢ekicinin Gze-

Mary Lucy Cartvvright (7900- 1998)

Oxford Universitesinde matematik okuyan sadece bes
kadindan biri olan Mary Cartvvright 1923'te mezun oldu.
Kisa bir sire 6gretmenlik yaptiktan sonra Cambridge'de
doktora yapti. Gorinlste Godfrey Hardynhin gozeti-
mindeydi, ama Hardy Princeton'da oldugu i¢in Edvvard
Titchmarsh'tan egitim aldi. Mary'nin tez konusu kar-
masik analizdi. 1934'te Cambridge'de asistan egitmen,
1936'da Girton Akademisinde calismalardan sorumlu
mudur oldu.
1938'de Bilimsel ve Endustriyel Arastirmalar Depart-
maninda John Littlevvood'la birlikte radarla ilgili tirev
denklemi arastirmalarini Ustlendi. Bu denklemlerin epey
karmasik ¢ozimleri oldugunu birlikte buldular. Bu bulus kaos olgusunun ilk kez
sezilmesidir. Mary bu calisma nedeniyle 1947'de Fellow of Royal Society (Kraliyet
Toplulugu Uyesi) segilen ilk kadin matematikgi oldu. 1948'de Girton'a mudir oldu,
1959-1968 arasinda Cambridge Universitesinde dogent oldu. Birgok 6dil aldi ve
1969'da Britanya imparatorluju Hanimefendi Sévalyelik nisanini ald.
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rinde hareket ettirebilir (dolayisiyla hava durumu her zaman akla
yakin oluyor). Onca kelebek olmasaydi durum azicik farkl olurdu.

David Ruelle ve Floris Takens, garip gekicilerin fizikteki olas:
uygulamasim bulmustur: zor bir problem olan bir akigkanin tir-
bilansh akigi. Akigkan akiginin Navier-Stokes denklemleri deni-
len standart denklemleri kismi tiirev denklemleridir ve bu yiizden
belirlenimcidir. Basit bir akig tipi olan diizgiin (laminer) akig, tam
da belirlenimci teoriden beklendigi gibidir. Ama bir bagka akig
tipi olan tiirbiilansh akig kopiikli ve diizensizdir, neredeyse tesa-
diife baglidir. Onceki teoriler, tek basinayken basit ve diizenli olan
modellerin son derece karmasik bilegiminin tirbiilans oldugunu
ya da Navier-Stokes denklemlerinin tarbiillansli rejimde ¢okti-
gini iddia ediyordu. Ama Ruelle ve Takens'in iigiinci bir teorisi
vardi. Ruelle ve Takens, tiirbiilans garip gekicinin fiziksel halidir
6nermesinde ileri siirdiiler.

Bu teori baglangigta siipheyle kargilandl, ama bazi aynntilar
tartigilir olsa da dogru bir yaklagim oldugunu artik biliyoruz.
Bunu diger baganh uygulamalar takip etmig ve bu tiir davranig-
lann tiimi igin kaos kelimesi uygun bir ad olarak kayda ge¢migtir.

Teorik canavarlar

Simdi d6ykiimiize ikinci bir konu giriyor. Disiplin tanimayan bir
grup farklh matematik¢i, 1870-1930 yillar1 arasinda sirf klasik
analizin simirlarim ortaya ¢ikarmak igin bir dizi tuhaf gekil ya-
ratt1. Tiirev ve integral hesabinin ilk gelismesi sirasinda matema-
tikgiler stirekli degisen herhangi bir niceligin hemen her yerde iyi
tanimlanmig bir degigim hizinin mutlaka olmasi gerektigini var-
saydilar. Ornegin uzayda siirekli hareket halinde olan bir nesne-
nin iyi tanimlanmig bir hiz1 vardir, ama nesnenin hizinin aniden
degistigi ender durumlar bunun diginda kalir. Ancak Weierstrass,
uzun siire kabul géren bu varsayimin yanlis oldugunu 1872'de
gosterdi. Bir nesne siirekli ama diizensiz olarak hareket edebi-
lir, (aslinda) hiz1 her an ani olarak degisir. Yani nesnenin aslinda
mantikl bir hiz1 yoktur.

Bu aykinliklar sirkine yapilan diger katkilar arasinda bir uzay
bélgesini tamamen dolduran bir egri (Peano 1890'da, bir bagkasi-
n1 da Hilbert 1891'de bulmugtur), her noktada kendini kesen bir
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Hilbert'in uzay dolduran egrisi ve Sierpinski halisi

egri (Waclaw Sierpinski’'nin 1915'te buldugu) ve sonlu bir alam
kapatan sosuz uzunluktaki bir egri vardir. Geometrik garipliklere
son drnek olarak kar tanesi egrisini Helge von Koch 1906'da bu-
lur. Bu egrinin yapis: géyledir: bir egkenar iiggenle baglayin, alt1
koseli y1ldiz olugturmak igin her kenann ortasina iiggen gseklinde
cikintilar ekleyin. Ardindan yildizin on iki kenarnnin ortalanna
daha kiigiik cikintilar ekleyin ve bu gekilde durmadan devam edin.
Altili simetri nedeniyle elde edilen sonug girift bir kar tanesine
benzer. Gergek kar taneleri bagka kurallara gére olugur, o ayn bir
hikaye.

Matematikte yaygin kabul géren kesim, bu gariplikleri hemen
‘marazi’ ve ‘canavarlar dehlizi’ diye adlandinlirdi. Ancak yillar
gectikce ortaya cikan birgok fi-
yasko bunlarin 6nemsenmesi ge-
rektiginin altin ¢izmig ve disiplin
tanimayan matematikg¢ilerin bakig
agis1 ilerleme kaydetmigtir. Anali-
zin ardinda yatan mantik ¢ok in-
celikli oldugu igin akla yakin so-
nuglarin iizerine hemen atlamak
tehlikelidir: canavarlar neyin ters
gidebilecegi konusunda bizi uya-
nyor. Yeni yiizyihn baginda ma-
tematikgiler, disiplin tamimayan
matematikg¢ilerin hediyelik egya

Kar tanesi egrisi
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dikkanindaki yeni moda geylerden rahatsiz olmamaya baglamis-
lardi (teoriyi, uygulamalar Gzerinde ciddi etki yaratmayacak ge-
kilde ayirt ediyorlardi). Isin dogrusu Hilbert 1900 yilinda bu ala-
nin bir biitiin olarak giiriiltiisiiz patirtisiz bir cennet oldugunu
s6yleyebilmigti.

Teorik canavarlar dehlizi tiim beklentilere ragmen 19601
yillarda uygulamali bilim yéniinde hi¢ umulmadik bir patlama
gosterdi. Benoit Mandelbrot bu canavar gibi egrilerin, dogadaki
diizensizliklerin kapsamh bir teorisinin ipuglan oldugunu fark
etti. Bu egrileri fraktal [benzer elemanlarin olugturdugu sekil]
diye adlandirdi. Bilim, dértgen ve kiire gibi geleneksel bigimlere
bagh olmaktan o giine kadar gayet mutluydu, ama Mandelbrot
bu yaklagimin agin kisitlayici oldugunda israr etti. Dogal diin-
va, geleneksel geometrinin suskun kaldig karmagik ve diizensiz
yapilarla (sahil geritleri, daglar, bulutlar, agaglar, buzullar, nehir
sistemleri, okyanus dalgalan, kraterler, karnabaharlar) doludur.
Yeni bir doga geometrisine ihtiya¢ vardir.

19. yiizy1ll sonundaki bilimciler aykin matematik canavarlanni
normal diigiince tarzlanna nasil sindirmigse, giiniimiiz bilimcile-
ri de fraktallan bu gekilde sindirdi. Lewis Fry Richardson’in 1926
tarihli ‘Mesafe-komgu grafigi iizerinde gosterilen atmosferik ya-
yinim’ makalesi ‘Riizgann hizi var mi1?’ baglhigini tagiyor. Bu soru
giniimiizde tamamen mantikli geliyor. Atmosferik akig tiirbii-
lanshidir, tiirbiilans fraktaldir ve fraktallar Weierstrass’in cana-
van andiran fonksiyonlan gibi davranabilir (stirekli hareket ettigi
halde iyi tanimlanmis hizi olmaz). Mandelbrot bilimde ve bilim
dis1 alanlarda birgok fraktal érnegi (bir agacin sekli, bir nehrin
dallanan 6riintiisi, piyasa hareketleri) bulmugtur.

Her yerde kaos!

Geometrik olarak diigiiniildiigii zaman matematikgilerin garip ge-
kicilerinin fraktallar oldugu ortaya gikar ve giiniimiizde yaygin
olarak kaos teorisi diye bilinen teoride bu iki diiglince tarzi ig ige
geger.

Kaosa bilimin hemen hemen her alaninda rastlanabilir. Jack
Wisdom ve Jacques Laskar giines sistemi dinamiginin kaotik ol-
dugunu buldular. Gelecekteki hareketi sonsuza kadar bilmek igin
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gerekli olan tiim denklemleri, kiitleleri ve hizlan biliyoruz, ama
dinamik kaos yiiziinden yaklagik on milyon yillik bir tahmin ufku
var. Yani Pliiton‘un MS 10.000.000 yilinda giinesin hangi tarafin-
da olacagim bilmek istiyorsaniz unutun gitsin. Bu gékbilimciler,
ayrica aya bagh gelgitlerin diinyay: baz etkilere kars: dengeledi-
gini, aksi takdirde sicak donemlerden buz devirlerine ve tekrar
sicak donemlere gegis seklinde hizli iklimsel degigime yol agacak
kaotik hareketlerin ortaya gikacagimi da géstermislerdir; yani ay
olmasaydi diinyanin pek de yaganasi bir yer olmayacagini kaos
teorisi agikliyor.

Kaos, biyolojik popiilasyonlannn hemen hemen tiim matematik
modellerinde ortaya ¢gikiyor ve yakin zamanlarda yapilan deneyler
(bdceklerin kontrollii kogullarda iiredigi deneyler), gergek biyolo-
jik popiilasyonlarda da kaosun oldugunu gésteriyor. Ekosistem-
ler genellikle bir tiir statik dogal dengede durmaz: tersine garip
cekicilerin tzerinde dolamip durur, genellikle ayn1 gériiniir ama
devamli degisir. Ekosistemlerin hassas dinamiklerinin anlagilma-
masi, diinya balikgihginin neredeyse ¢ékmesinin sebeplerinden
biridir.

Karmasikhik

Kaostan karmagikliga doniiyoruz. Bilimin giiniimiizde karsilastig:
problemlerin birgogu son derece getrefillidir. Bir mercan kayali-
g1n1, ormani ya da balik yatagini yonetmek i¢in olduk¢a karma-
sik olan ekosistemleri anlamak gerekir. Gériiniigte zararsiz olan
degigiklikler bu sistemlerde beklenmedik sorunlara yol agabilir.
Gergek diinya ¢ok gaprasiktir, 6l¢iimii gok zor olabilir. Geleneksel
modelleme yontemlerinin hazirlanmasi zor, dogrulamasi daha da
zordur. Biitiin bu giigliiklere kargilik olarak, sayilan giderek artan
bilimciler diinyamiz1 modelleme tarzimizda kékli degigiklik yap-
mak gerektigi kanaatine vardilar.

Daha 6nce Los Alamos'daki aragtirmanin bagkani olan Geor-
ge Cowan, yeni geligen dogrusal olmayan dinamik teorisinde bir
¢ikig yolu olduguna 1980°'lerin basinda karar verir. Dogrusal ol-
mayan dinamikte kiigiik etkenler biiyiik sonuglar dogurabilir, kat
kurallar anargiye yol agabilir ve biitiiniin par¢alarinda olmayan
yetenekler tam geligmemis de olsa genellikle biitiiniin kendisinde

322



KAOS VE KARMASIKLIK

Dogrusal olmayan dinamikten nasil faydalandilar?

Bilimsel modellemede temel bir konu haline gelmeden 6nce, dogrusal olmayan
dinamigin roll esas olarak teorikti. Poincare'nin gék mekaniginde ug¢ cisim prob-
lemiyle ilgili calismasi en derinlikli calisma oldu. Bu ¢alisma son derece karmasik
yoringelerin varligini 6ngordi, ama neye benzedikleri konusunda fazla bir fikir
vermedi. Calismanin énemli olan noktasi, basit denklemlerin ¢6zimunun basit ol-
mayabilecegini (yani karmasikhgin korunmadigini, ama cikis noktasinin daha basit
olabilecegini) géstermesiydi.

Gunumiz bilgisayarlar ug cisim problemindeki karmasik
yorungeleri hesaplayabiliyor

vardir. Genel olarak bunlar tam olarak gergek diinyada gézlemle-
nen ozelliklerdir. Ama bu benzerlik ézgiin bir kavrayis saglayacak
kadar derinlere gidiyor mu?

Cowan, dogrusal olmayan dinamigin gelistirilmesi ve disip-
linler arasi uygulamalara odaklanan yeni bir arastirma enstiti-
st fikrini tasarlamistir. Nobel Odulli parcacik fizikgisi Murray
Gell-Mann'la birlikte 1984'te o dénemin Rio Grande Enstitisu-
ni kurdular. Gunimuzde karmasik sistemlerin incelenmesi icin
uluslararasi bir merkez olan bu kurumun simdiki adi Santa Fe
Enstitisi. Doganin sayisal modellerini yaratmak icin bilgisayar-
lardan faydalanan karmasiklik teorisi yeni matematik yéntemleri
ve bakis acilarina katkida bulundu. Karmasiklik teorisi bu mo-
delleri analiz edip karmasik sistemlerin kiskirtici 6zeliklerini an-
lamak icin bilgisayarin giicuni kullaniyor. Bilgisayarlarin ortaya
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cikardigi seyleri anlamak i¢in dogrusal olmayan dinamikten ve
matematigin diger alanlarindan da faydalaniyor.

Hucresel otomaton

Hucresel otomaton diye bilinen yeni bir tir ma-
tematiksel modelde adac, kus ve sincap gibi sey-
ler minicik renkli karelerle hayat bulur. Matema-
tiksel bilgisayar oyunlarinda komsulariyla ya-
risirlar. Basitlik yanilticidir (bu oyunlar en ileri
modem bilime dayaniyor).

Hicresel otomatonlar 1950'li yillarda, John
von Neumann bayatin kendisini kopyalama ye-
tenegini anlamaya calisirken 6n plana ¢ikti. Sta-
nislaw Ulam, bilgisayar énciisii Konrad Zuse'nin
1940'li yillarda 6ne stirdiigt bir sistemi kullan-
may! onermisti. Hucre denen karelerden ibaret
buydk 1zgaralardan olusmus, dev satran¢ tah-
tasini andiran bir evren disundn. Belli bir kare
her an belli bir halde olabilir. Bu satran¢ tahtasi
evreni kendi doga yasalarina sahip ve saat tikir
tikir ilerlerken her hiicrenin halinin ne sekilde
degismesi gerektigini iste bu yasalar tanimlar.
Hucrenin hallerini renklerle temsil etmek fayda-
lidir. O zaman kurallar su tir ifadeler olur: 'Bir
hicre kirmiziysa ve yaninda iki mavi hicre var-
sa sartya donmeli." Bu tir bir sisteme hicresel
otomaton (1zgara nedeniyle htcresel, listelenen
kurallar ne olursa olsun kérii kériine uydugu icin
otomaton) denir.

Von Neumann yasayan canlilarin en temel dzelligini modelle-
mek i¢in Ureyebilen (kendisini kopyalayan) hiicreler konfigtrasyo-
nu yaratti. Konfigtirasyonda 200.000 hticre vardi ve kendi kodlan-
mis tanimini  beraberinde tasimasi i¢cin 29 farkh renk
kullaniimisti. Bu tanim koru kériine kopyalanabiliyordu ve ayni
tirde daha fazla konfigiirasyon olusturmak igin sablon olarak
kullaniimisti. Von Neumann calismasini 1966'ya kadar yayimla-
madi. O tarihte Crick ve VWatson DNA'nin yapisini kesfetmis ve

Hicresel otomaton
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hayatin kendini kopyalama numarasini nasil yaptig1 anlagilmigti.
Hiicresel otomaton bir 30 y1l daha umursanmada.

Ancak 1980°li yillarda karma-
sik bir biitiin olugturmak iizere
kargilikli etkilesimde olan ¢ok
sayida basit pargalardan olu-
san sistemlere duyulan ilgi artti. Bir sistemi matematiksel olarak
modellemenin geleneksel olarak en iyi yolu, mimkiin oldugunca
fazla ayrnint1 dahil etmektir: model gergek olan seye ne kadar yak-
lagirsa o kadar iyidir. Ama karmagik sistemler s6z konusu olunca
bu ¢ok aynntili yaklagim ige yaramiyor. Ornegin bir tavsan popii-
lasyonunun artigin1 anlamak istediginizi varsayalim. Tavganlarin
tiylerinin uzunlugunu, kulaklarinin uzunlugunu ya da bagisikhk
sisteminin nasil galigtigin1 modellemenize gerek yok. Sadece her
tavsanla ilgili temel olgulara ihtiyacimz var: tavganin yasi, cinsi-
yeti, gebe olup olmadig1. O zaman bilgisayar kaynaklarnnizi ger-
¢ekten 6nemli olan seylere odaklayabilirsiniz.

Bu tiir bir sistem i¢in hiicresel otomatonlar ¢ok etkilidir. Tek
tek bilegenlerle ilgili gereksiz ayrintilan atlamay: ve bu bilegen-
lerin birbirleriyle olan iligkilerine odaklanmay: miimkiin kilar.
Hangi etkenlerin 6nemli oldugunu anlamak ve karmagik sistem-
lerin bir geyi yapma sebebini genel olarak kavramak i¢in mitkem-
mel bir yoldur.

“Karmasik sistemler, yeterince kar-
mastk kimyanin oldu§u yerde yasamin
ortaya cikacadi goriisiini destekler.”

Jeoloji ve biyoloji

Nehir havzalarinin ve deltalann olugumu, geleneksel modelleme tek-
nikleriyle yapilan analizlere meydan okuyan karmagik bir sistemdir.
Peter Burrough bu dogal 6zelliklerin neden bu gekilleri ortaya gikar-
digim1 agiklamak igin hiicresel otomaton kullanmigti. Otomaton su,
kara ve tortu arasindaki iligkiyi modelliyor. Sonuglar nehir miihen-
disligi ve yonetimi i¢in 6nemli olan gu sorulara agiklik getirir: toprak
erozyonunun farkli hizlan nehirlerin geklini nasil etkiler, nehir top-
rag1 nasil siriikleyip tasir? Bu konuyla ilgili fikirler petrol girketleri-
nin de ilgi alamina giriyor, ¢linki petrol ve gaz genellikle aslen tortu
seklinde uzanan jeolojik katmanlarda bulunuyor.

Hiicresel otomatonun giizel bir uygulamasi biyolojide orta-
ya ¢ikar. Hans Meinhardt, deniz kabuklarindan zebralara kadar
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hayvanlann iizerindeki érintiilerin olusumunu modellemek igin
hiicresel otomatonlan kullandi. Burada temel etken kimyasallarin
konsantrasyonudur. Etkilegimler, belli bir hiicre i¢gindeki reaksi-
yonlar ve komgu hiicreler arasindaki yayinimdir. Bir sonraki hal
icin gecerli kurallar1 vermek iizere bu iki tip etkilesim birlegir.
Sonuglar, hayvanin biiylidiigii sirada pigment olugturan genleri
dinamik olarak agip kapatan etkinlestirme ve engelleme oriintii-
leri igin faydal kavrayiglar saglar.

Stuart Kauffman biyolojinin bir bagka 6énemli bulmacasini,
yani organik formun geligimini derinlemesine aragtirmak igin
karmagiklik teorisine ait gegitli teknikler uygular. Bir organizma-
nin biiyiimesi ve geligmesi, dinamige yogun gekilde yer verir ve
DNA'da sakli olan bilgilerin organik forma aktannlmasindan ibaret
olamaz. llerleme saglayan bir yontem, geligimi formiile ederken
dogrusal olmayan karmagik bir sistemin dinamigini kullanmaktir.

Déniip dolagip artik ayni noktaya gelen hiicresel otomatonlar
hayatin koékenleri hakkinda bize yeni bir bakig acgis1 kazandirdi.
Von Neumann'in kendini kopyalayan otomatonu son derece 6zel-
dir, cok karmagik olan baglangi¢ konfigiirasyonunun kopyalarnni
yapmak iizere titiz gekilde 6zel olarak tasarlanmigtir. Bu durum
kendini kopyalayan otomatonlarin tipik 6zelligi midir, yoksa bag-
langigta ¢ok 6zel bir konfigiirasyon olmadan kopyalama yapabilir
miyiz? Hui-Hsien Chou ve James Reggia'min 1993'te gelistirdigi
hiicresel otomaton, baglangi¢ hali ya da ilksel gorba [canhlhgin
yapitaglan olan organik maddelerle dolu olan su birikintisi] i¢in
sahip oldugu 29 halden birini rasgele seger. Bu ilk ¢orba yiizde
98 kendini kopyalayan yapilara yol agar. Bu otomatonun kendini
kopyalayan 6geleri gergekten etkilidir.

Karmagik sistemler, yagamin olmadig1 bir gezegende yeterin-
ce karmagik kimya olmas: halinde hayatin kendiliginden ortaya
cikip daha karmagik ve daha geligmig formlar halinde kendini
organize edecegi gorigini destekliyor. Anlagilmasi gereken son
sey, evrenimizde kendini kopyalayan konfigiirasyonlann kendili-
ginden ortaya ¢ikigina yol agan kurallann (kisacasi hayata dogru
bu ilk ve ¢ok dnemli adimi1 hem miimkin hem de ka¢ginilmaz kilan
fizik yasalarinin) ne oldugudur.
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Dogrusal olmayan dinamikten nasil faydalaniyoruz?

Duzensiz, 6ngdrulemez ve ufak bozulmalara karsi ¢cok hassas olan kaosun gecerli
uygulamasinin olmadigi dustnilebilir. Ancak kaos belirlenimci yasalara bagh oldu-
gu icin tam da bu 6zellikler sayesinde faydah oldugu ortaya ¢ikiyor.

Potansiyel olarak en 6nemli uygulamalardan biri kaotik kontroldir. Yaklasik
1950 yilinda matematik¢i John von Neumann havadaki degiskenligin giiniin birin-
de bir firsata donusebilecegini 6ne surdi. Cunku bu degiskenlik, ¢ok kiicik bozul-
malar sayesinde istenen bliyiik etkilerin elde edilebilecegi anlamina geliyor. Edvvard
Belbruno, uzay araclarinin ¢ok az yakit kullanarak biyik mesafeler kat etmesi igin
uzay ucus biliminde bu etkinin kullanilabilecegini 1979'da fark etti. Ama bu durum-
da ortaya cikan yoriingeler cok uzun zaman aldi§i icin (6rnegin dinyadan aya git-
mek iki yil surtiyor) NASA bu duslinceyi bir kenara birakti.

Japonya 1990'da uzaya ufak bir Ay sondasi olan Hagoromo'yu firlatti. Hagoro-
mo, Diinya'nin yoriingesinde kalan ve daha biiyiik bir sonda olan Hiten'den ayrildi.
Ama Hagoromo'nun vericisi bozulunca Hiten islevsiz kaldi. Japonya bu ugustan
bir seyler elde etmek istedi, ama geleneksel yoriingeyi izleyerek aya varmasi icin
Hiten'de sadece %10 yakit kalmisti. Projede c¢alisan bir mihendis Belbruno'’nun
dusuncesini hatirladi ve ondan yardim istedi. Hiten on ay icinde aya dogru yola
¢ikti ve hatta yildizlararasi tozlarin sikismis parcaciklarini aradi, tstelik kalan yakitin
yarisi hala duruyordu. Bu teknik, elde edilen bu ilk basaridan sonra surekli olarak
kullanildi, 6zellikle giines ruzgarini érneklemek icin Genesis sondasinda ve ESA'nin
SMARTONE ugusunda kullanildi.

Bu teknik uzay i¢in oldugu kadar
dinya icin de gegerli. Celso Grebogi,

Edvward Ott ve James Yorke, kaotik
sistemlerin kontrolinde kelebek et-
kisinden faydalanma hakkinda genel
teorik bir taslagi 1990'da yayimladi. Bu
yontem bir lazer y1§inini senkronize et-
mede, akilli kalp pilinin imkanlarini ge-
listirmede kullanildi; beyindeki elektrik
dalgalarini  kontrol ederek epileptik
ataklar baskilanmaya cahsildi ve ucak-
larin ileride yakiti daha verimli kullan- Genesis (Yaradili) Sondasi (NASA)
masi icin tirbulansl akiskan hareketini
sakinlestirmek icin kullanildi.
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Matematik nasil yaratildi?

Matematigin 6ykisi uzun ve dolambaghdir. Matematigin énciile-
ri dikkate deger buluglar yaptiklan gibi bazen yiizyillarca ¢ikmaz
sokaklarda takilip kaldilar. Ama 6nciiliik boyle bir geydir. Bir son-
raki adim 6nceden belli olsa zaten bu igi herkes yapar. Dolayisiyla
matematik dedigimiz 6zenle hazirlanmig zarif yapi1 dért bin yil
gibi bir zamanda ortaya ¢ikmistir. Diizensiz bir gekilde olugmusg,
¢ilginca patlayan faaliyetleri durgunluk dénemleri takip etmig;
faaliyet merkezi, insanlik kiltiiriiniin yikselis ve ¢okiigine bag-
lh olarak dinyanin gesitli yerlerine kaymigtir. Matematik bazen
o kiltirin nesnel ihtiyaglarina goére geligir; onu uygulayanlar
herkese gore sadece akil oyunu olan oyunlan oynarken konular
bazen kendi yolunu bulur. Bu oyunlann gergek diinyada eninde
sonunda ige yaradigl, yeni teknikleri, yeni bakig agilarini ve yeni
kavramlan tegvik ettigi durumlar gagilacak kadar goktur.

Matematik bitmedi. Yeni uygulamalar yeni matematikleri ge-
rektiriyor ve matematikgiler ihtiyaca cevap veriyor. Ozellikle bi-
yoloji, matematiksel modelleme ve kavrayiglara yeniden meydan
okuyor. Matematigin yapisindan kaynaklanan gereksinimler yeni
fikirleri, yeni teorileri tegvik etmeye devam ediyor. Birgok 6nemli
tahmin hala ¢6zim bekliyor, ama matematikgiler bu konular iize-
rine galigmaya devam ediyor.

Matematik, gok uzun gegmisi boyunca su iki kaynaktan bes-
lenmigtir: gergek diinya ve insanin hayal giicii. Hangisi daha
6nemli? lkisi de degil. Onemli olan ikisinin birlikteligi. Tarihsel
yéntem, matematigin giiciinii ve giizelligini her ikisinden aldigini
agikga ortaya koyuyor. Eski Yunan dénemi mantik, matematik ve
felsefeyi insanlik haliyle iligkilendirdigi igin genellikle tarihi Al-
tin Gag olarak goériliir. Ama Eski Yunan'in gergeklestirdigi ilerle-
me, devam eden bir dykiiniin sadece bir kismidir. Matematik hig-
bir zaman giiniimiizde oldugu kadar faal olmamig, higbir zaman
bu kadar kapsamli olmamig ve hi¢gbir zaman toplumumuz igin bu
kadar gerekli olmamigtir.

Matematigin Altin Gagina hog geldiniz.
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Giiniimiiz toplumu matematik olmazsa islevsiz kalr.
Televizyon, cep telefonu, devasa jet yolcu ucaklar, araglardaki uydu
navigasyon sistemleri, tren tarifeleri, tibbi tarayicilar ve su an bize
¢ok dogal gelen her sey aslinda matematiksel fikirlere ve yéntemlere
dayanir. Matematik bazen bin yagindadir, bazen gectigimiz hafta
kegfedilmistir. Cogumuz matematigin, modern teknolojinin
mucizelerini miimkiin kilmak icin perde arkasinda is gérdugiintin
farkina bile varmaz. Bu kitap, matematigin dért bin yillik tarihinin
o6nemli kése taglarini 6zetliyor. Sifir1 kim icat etti? Sanal sayilar
gokdelenlerin ¢okmemesini nasil engeller? Soyut cebir nasil ortaya
cikt1 ve bugiin nerelerde kullaniliyor? Unlit matematikgi Ian Stewart,
Babillilerin sayisal sembollerinden Fermat'nin teoremine, kaos
kuramindan Gédel'in tamamlanmamighk teoremine kadar bugiin
hayatimiz1 etkileyen en énemli matematiksel kavramlarin anlamini

tarihsel bir arka planda ortaya koyuyor.

“Zor konular acik ve anlagilir bir sekilde yazan Stewart, matematik,
bilim ve teknoloji arasindaki iligkileri herkes i¢in 6zetliyor.”

—Library Journal

“Harika bir matematik tarihi; en 6nemli konular1 aydinlatiyor.”

—Waterstone’s Books Quarterly
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