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Onsoz

1961 baharinda bir sabah kendimi Oxford'daki Magdelen
College’'in yazlik oturma odasinda, gercekten etkileyici bir
mese masada otururken buldum; arastirma asistanhgi sinav-
larinin s6zlu bélumunde, arastirmalarimi égretim Uyelerine
karsi savunuyordum. Matematige bir 6l¢tide yatkin bir fizik-
¢i oldugum igin sorularin ¢cogu orada bulunan bilimcilerden
ve matematikcilerden geliyordu. Sorular bir stre, “Green
fonksiyonlar1” olarak bilinen, biraz da gizemli havalan olan
matematiksel nesneler lGzerine yogunlasti. Bunlar o zaman-
lar benim kendi teorik arastirma alammda ¢ok modaydi; an-
cak uzman olmayanlar icin bilimciler de dahil pek fazla bir
sey ifade etmiyorlardi. Dogrusunu séylemek gerekirse, o giin-
ki bilimcilerin ¢ogu bu fonksiyonlari belki de hi¢ duymamis-
lardi. Ancak o ara onlar benim igin 6nemliydiler, ben de soru-
lan basanyla gégusledigim kanisindayim.

Artik soru sorma sirasi salondaki dinleyicilere gelmisti,
(ben de kendimi biraz daha glivende hissetmeye baslamis-
tim). Salondakilerin ¢cogu kendi alanlannda unlu kisilerdi
ancak bu alanlar bilimin disindaydi; buyuk olasilikla da ge-
¢en kirk dakikalik matematik sohbeti boyunca uyanik kal-
mak icin cok ¢cabalamislardi. Bunlardan birisi, gérkemli
akademik giysiler icinde bir Gye, etkileyici bir bakisla bana
bakarak ayaga kalkti. Anlasilan, kendisi icin (ve herhalde
orada bulunanlann c¢ogu icin) kavranmasi mumkin olma-
yan bu sdylesiden sikilmisti. Beni bugiin bile huzursuz eden
su soruyu sordu: “Su ¢ok soz ettiginiz Green fonksiyonlanna
dénelim; bunlardan birini bir Ortacag tarih¢isine nasil agik-
larsiniz?” Soruyu bugin bile her sézctuguyle animsadigim
halde yanitimin ne oldugu hakkinda hi¢bir sey hatirlamiyor
olmam yanitimin niteligi konusunda iyi bir fikir verebilir.
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Birkag yil sonra, ABD’'nin New Jersey eyaletindeki Belle
Arastirma Laboratuvan’nda kati durum fizikgisi olarak ca-
lismaya basladim. Bu bilgisayar devrimi dénemiydi. Sirket
birkac yilda bir, daha buyuk ve daha hizli “sayi-6guticu” sa-
tin alarak daha az distnip daha cok islem yapmayi giderek
kolaylastiriyordu. Ancak arada bir, denklemlerin kesin ¢ézu-
mundn (veya matematikcilerin deyisiyle analitik ¢ézimun)
var oldugunu hissettigim bir matematiksel problem séz ko-
nusu oldudunda, bilgisayardaki sayisal ¢6zime bakmaya di-
renip, daha yash bir meslektasima, dusinmeyi énlemenin
bu kadar kolay olmadidi dénemlerde bilimsel olgunluga
ulasma sansina erismis, nazik bir meslektasin ofisine gider-
dim. “Bu denklemlerin analitik ¢c6zimU oldugundan eminim;
ama bulamiyorum. Aptallik mi ediyorum?” derdim. Cogu
kez anlayish bir sekilde yan-gulimseyerek “Belki biraz.” di-
ye yanitlar; sonra beni nazik bir bigimde gereken ¢ozimlere
dogru yoneltirdi.

1980 yazinda bir 6gleden sonra, bdyle bir ziyarete gitti-
gimde onu olaganidsti heyecanli buldum. Ayaga firladi ve
daha ben alisilmis sorumu soramadan elime bazi kagitlar
tutusturdu. “Bunu oku,” dedi, “simdiye kadar gérdigim en
ilgin¢ calismalardan biri; harikulade derin, ama zarif bigim-
de basit.” Onun amacglamadigi sonucu dile getirmekten ken-
dimi alikoydum; o kadar basitti ki ben (ya da bir Ortagag ta-
rihgisi diyebilir miyim?) bile ana hatlarini anlayabilirdim.
Gergekte bu, elinizdeki kitabi okumayi strdirmeye karar
verirseniz, ileride ele alacagimiz, kaosun baslangici teorisi
konusunda yapilmis ilk ¢alismalardan biriydi.

(@] siralar, ben ve esim, bizden birkag¢ ev uzakta oturan
geng bir ciftle ayda bir kez gortsur, konusurduk. Adam insa-
at islerinde calisiyordu, kadin ise ev hanimiydi; yan-zamanh
olarak da moda evlerinin giysilerinin dagitim isinde calisi-
yordu. Aksamlarimiz hep dinlendirici olur hosca vakit gegi-
rirdik, sohbetler pek akademik sayilmazdi. Hatta vaktimizin
cojunu Makjonng (1920’lerde ¢ok revacta oldugu soylenen ¢i-
ni pargalarla oynanan bir Cin oyunu) oynamakla, son gorus-
memizden beri dagarcigimizda birikmis fikra ve deneyimleri
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anlatmakla gegirirdik. Derken bir aksam, konusmanin akisi
icinde, ev sahibesi beni sasirtan su sozleri soyledi: “Sayilar
hakkinda bir kitap yazmayi distindigunit duydum. Fibonac-
ciler hakkinda da bir seyler séyleyecek misin?”

Gecgmisteki bu “soz sip-sak”larini anlatmaktaki amacim
hi¢c kuskusuz, bazi tarihcilerin Green fonksiyonlari konu-
sunda bilgi edinmek icin gizlice yanip tutustuklarini, ya da
kaotik hareketin yeni ve buyuleyici alaninin, ona timuyle
yabanci olan Kisilerce batin ayrintilariyla anlasilabilir oldu-
gunu 6ne sirmek degil. Ancak ¢ farkli noktayi vurgulamak
istiyorum. Birincisi, bilimin herhangi bir yénuni (ve evet,
hatta matematigi) anladigini séyleyen ve ondan cosku du-
yan bir kimse, bu bilginin 6ziinG ve heyecanini, normal 8l¢u-
de zekasi olan, ilgi duyan, siradan Kisilere aktarabilmelidir.
ikincisi, bu tiirden heyecan verici gelismelerin cogunun bdy-
le bir aciklamaya elverisli oldugudur.

Son ve belki en 6nemli olarak da “oralarda bir yerde” her-
kesin dustindigunden ¢ok daha genis bir ilgi potansiyeli ola-
bilecegidir: Tabii, eger yazarlar bilim dergilerinin cetrefil uz-
man dili ile toplumun normal konusma dili arasindaki dil
ucurumunu birlestirici bir kdéprt kurmak icin ciddi bir ¢caba
gosterirlerse... iste bu kitap, boyle bir egilimi yureklendir-
meyi amagclayan algcakgdnulll bir ¢abadan ibaret.

Malcolm E. Lines
Agustos 1989
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Caglar boyu, insanoglunun saymaya ve dlgmeye karsi ilk
kez ilgi duymasindan bu yana, “sayi” kavrami insani biyu-
leyen, ama bazen de ona iskence eden bir gelisme sergile-
mistir. Bildigimiz 1, 2, 3 sayilan hakkindaki en basit kav-
ramlarla baslayip, negatif sayilara, kesirlere, ondaliklara
ve daha da 6tesine uzanan “sayi1”’nin en genel anlamiyla ne
ifade etmesi gerektigi konusundaki temel anlayis strekli
genislemistir. Buna paralel olarak, bu sayisal kavramlann
alisitimadik ve harikulade 6zellikleri hakkinda acimasizca
artan bir dizi buyuleyici soru ve spektlasyon ortaya ¢cikmis;
bunlarla ilgili problemlerin bazilan kisa strede, donemin
uzmanlanni hosnut edecek bicimde “temizlenmistir”. Bazi-
lan icinse daha uzun sireli ¢aba gerekmistir; bazen onlar-
ca, bazen yuzlerce yil siiren ¢abalar... Birkagi da, inatla, ya-
samay! surdirmekte ve diinyanin en Unli matematikgileri-
ni (son dénemlerdeki isbirlikcileri olan elektronik dijital bil-
gisayarlann yardimi ile veya onlarsiz) sasirtmaya, onlann
yaraticihigini ve zihinsel dengesini sinamaya devam etmek-
tedirler.

Bu kitabin konusu, bashgindan da anlasilacagi gibi, bir
anlamda sayilardir. Ancak kitap, sayilann o6zellikleriyle il-
gili olmaktan ¢ok (bu, daha 6nce yayinladigim, A Number
for Your Thoughts adli kitapta ele alinmistir) sayilann “do-
ga” ile, cok genel bir anlamda, karsilikli etkilesimi konusuy-
la ilgilidir. Orneklerin bir bélimi, en azindan ilk bakista
daha hafif mizach gibi géridnebilirler; dolu firtinalan, taksi-
ler, teras dekorasyonu, ¢cam kozalaklan, bisiklet fabrikalan
ve boya kitaplanyla ilgili olanlar gibi (isterseniz sayilar eg-
lencede diyebilirsiniz). Diger bazilan daha agirlikli gériinen
konularla; gizli sifreler ve ulusal givenlik, simetri ve atom
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fizigi, meteoroloji, uzayin, dérdinctu (hatta 3,5'nci) boyutta
bukulmesi ve bilgi agi sistemleri gibi konularla ilgilidirler.
Bu orneklerde, sayilarla gergek dinya sorunlari arasindaki
etkilesimin daha dénemli sonug¢lan oldugu goérinima var;
yani bir anlamda ise daha yakin bir sey. Gercekten de, bir
ara kitaba iste ve Oyunda Sayilar bashgini vermeyi disin-
dim. Ancak okul 6ncesi ¢ocuklar igin yazilan elementer bir
aritmetik kitabini ¢agristirdigi, ama hi¢ de dyle olmadigi
icin vazgectim. Bu kitapta anlatilan her dykl, benim deyi-
simle, saylyi is yaparken veya oyun sirasinda betimlese de
(eglendirici oldugunu umdugdum bir bicimde) ¢coju kez c¢ok
onemli sonugclari olan, ¢ok derin matematiksel kavramlar
iceren problemler hakkinda bir kavrayisa yol acmaktadir.
Bircogu, gelismesi yuzyillar alan fikirleri izliyor, diger bazi-
lari ¢cok yakin donemde ortaya cikmislardir. Bazilari artik
tam olarak c¢ozulmuslerdir, diger bazilari gelisimlerinin he-
niz baslangicmdadirlar. Bazilari gizlerini aciklamak icgin
gunimidzdn en gugla “sayr 8gutiuct” bilgisayarlarina gerek
duymuslar, bazilari da kuramsal dusincenin esinli bir ani-
na teslim olmuslardir.

Bircok yerde dykulerimiz bizi, ginimiz arastirmalarinin
“sivri ucuna” getirse de onlan anlamamiz fazla matematik
gerektirmiyor. Gergekte lisenin ilk yilindaki cebirin yansini
animsayan bir kimse bu giris b6limunidn gerisini atlayarak
dogrudan Il. Bélum’deki “Fibonacci Destani”na gecebilir.
Bunun disinda olanlar igin, metinde aciklanmayan bazi s6z-
ctiklerin anlamlarini tekrarlamak, bu sézcukler yakin dé-
nemlerdeki matematiksel sohbetlerinizin diuzenli bir pargasi
olsunlar veya olmasinlar, iyi bir fikir olabilir.

1lk olarak, sayma sayilanna (yani 1, 2, 3, 4 vb. sayilara)
tamsayi denilir. Yalnizca 1 ve kendileri ile tam olarak (yani
kalan birakmadan) béltnebilen tamsayilara asal sayilar de-
nilir. Ornek olarak 3, 11 veya 29'u verebiliriz. Bunlann disin-
da kalan bitin tamsayilara bilesik diyoruz. Bu demek oluyor
ki, batin bilesik sayilar kendilerinden daha kucuk tamsayi-
lann carpimlanndan elde edilebilirler; 6rnegin 32 = 4 x 8.
Daha kugciuk olan bu tamsayilara, buyuk sayinin carpanlari
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denilir. Bunlar arasinda daha 6zel olan carpanlar bulunur;
asal carpanlar. Yukardaki drnekte verilen 4 ve 8'in her ikisi
de asal olmadigindan onlarin her biri tekrar “carpanlara
ayrilabilir” (ve belki de tekrar tekrar) ve bu, sadece asal
carpanlar kalana kadar strdurulebilir. Bilesik sayi olan 32
icin islem

32=2X2X%X2X%X2X2

ifadesine varana kadar surdirtlmustir. Bu bes tane iki,
32'nin asal ¢arpanlaridir. Asal carpanlar ézeldir; ¢cinki her
bilesik say! icin bir tane ve sadece bir tane asal carpanlar
takimi vardir. Bu nedenle asal sayilar, buttn éteki sayilarin
carpim yoluyla elde edildigi atomlardir (veya en kiglk par-
¢alar). Butlin tamsayilarin asal carpanlarin bir ¢carpimi ol-
dugunu soéyleriz. Bu nedenle ¢arpim, ¢arpma isleminin sonu-
cu demek oluyor. Otuz iki, hem 8 ve 4’iin, hem de bes tane
ikinin carpimidir. Toplama islemi i¢in buna esdeger olan te-
rim toplamdir-, 32’'nin 28 ve 4'Gn toplami oldugu gibi.

Yukaridaki denklemlerde dikkatimizi ¢eken bir baska sey
de sag taraftaki batin o ikilerin pek hos gérinmedigidir.
Ayrica bilesik sayl, bes tane iki yerine 50 tane iki gerektirir-
se basimiz dertte olabilir. Bunu halletmek igin matematik
bir ¢esit kisa-yazis icadetmistir. Bunu kullanarak yukardaki
denklem

32=25

seklinde yazilabilir. Bu yazis bicimindeki Ust takisi olan 5e
Us veya kuvvet denilir ve size kag tane ikiyi birbiriyle ¢arpa-
caginizi sdyler. Baska bir 6rnek de

8-283

olabilir. 32 ile 8in carpimini yaparak (yani 32 x 8 = 256) ve
sonucu 256 = 28seklinde ¢arpanlara ayirarak sunu yazabili-
riz:
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25x23=28

Burada énemli bir sey dikkatimizi ¢ceker. Bu da boyle yazil-
mis sayltlari birbirleriyle ¢arparken dslerini topluyor
oldugumuzdur (5 + 3 = 8).

Bu kisa yazis bigimi, baska seyler yaninda, ¢cok buyuk sa-
yilar iceren ifadeleri yazmamiza olanak saglar; ayrica da
yazdiklarimizin dogru olduklarini biliriz, halbuki bu sayilar
acikca yazildiklarinda (ya da matematikgilerin deyisiyle on-
dalik notasyonda), hesap makineleri (hatta buyuk bilgisa-
yarlar) onlarin neye benzediklerini bilemezler. Ornegin
3172 x 3172= 317240ldugunu biliyoruz, sagdaki sayinin on-
dalik ifadesi 61 rakamli oldugu halde. Dahasi, 3172butin
oteki sayilar gibi bir sayi oldugundan, kendisiyle carpildigi
zaman, yeniden kisa-yazisi kullanarak, (317D2seklinde ya-
zilabilir. Bunun sonucu olarak

(31712 = 3172

yazabiliriz, bundan da, bir kuvvete ytkseltilen bir kuvvetin,
bu iki kuvvetin ¢arpimi olan bir kuvvet olacagi kuralim 6g-
reniyoruz (yani; 12 x 2 = 24).

3172 on iki tane 317'nin birbiriyle ¢carpimi demek oldu-
gundan, n bir pozitif tamsayi oldugu stirece 317min anlami
da aciktir. 317~ sdzcuk anlami olan “bir tane 317'nin bir-
birleriyle ¢arpimi” biraz tuhaf kagiyor ancak onun degerinin
317 olmasi gerekiyor, ¢cinkd ancak bu sekilde, kuvvetleri
toplama kurali (1 + 1= 2) anlamh olur:

3171x3171=3172

317'nin sifinnci kuvveti icin ne diyebiliriz? Bunun sézclk
ifadesi “hicbir 317'nin birbirleriyle ¢arpimi” seklindedir.
Eger sifira esit olan tek bir sey varsa, o da ancak bu olabilir
demek akla yakin. Ancak oyle degil!

Bunu da yine givendigimiz, kuvvetlerin toplami kurali-
mizla é§reniyoruz:
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317°x 317'= 3171

olmalidir, cinkd Gsler veya kuvvetler 0 + 1 = 1 sonucunu ve-
riyor. 317'de 317 oldugundan bu denklem su sekli alir.

317° x 317 = 317

ama bu ancak, eger 317'nin sifinnci kuvveti bir olursa dogru
olur. Dogal olarak burada 317 sayisi 6zel bir 6nem tasimi-
yor, onun yerine baska herhangi bir sayi kullanarak da ayni
sonuca varabilirdim. Oyleyse her sayinin sifinnci kuvveti
I'dir. Herhangi bir say1 mi dedim? “Hemen hemen” herhangi
bir say1 demek daha dogru olur. Hicbir gi¢lik ¢ikarmayacak
gibi gérinen bir sayiyla, 0° ile durum oldukca farkli; ancak
buna az sonra dénecegim.

Daha o6nce, bir sayinin kesirli bir kuvvetinin ne anlama
geldigdi sorusu tzerinde duralim. Burada da kuvvetlerin top-
lami kurali yardima yetisiyor. Onu kullanarak,

2“ x2m=21=2
ve
2Wx2mx2m=21=2

olmasi gerek; ¢inki her ikisinde de kuvvetler dodru olarak
toplanmistir. Boylece 2'nin bir bélu ikinci kuvveti, kendi-
siyle carpildiginda 2 olan sayl demek oluyor (yani, 2'nin ka-
rekokl veya bilgisayarima gére 1,414213562...dir.) Ayni se-
kilde 2'nin bir béli G¢uncth kuvveti, kendisiyle carpilip,
sonra kendisiyle tekrar carpildiginda 2 olan sayidir; bu,
2'nin kipkoki veya 1,259921050...dir. Ayni kolaylikla 210
veya 204, 2'nin onuncu koékid olur vb. Yukaridaki rakam
I'den farkli olsa da bu, ilke olarak, bir sikinti yaratmaz.
Ornegin:

3m X3* x3* =32=9

olmasi bize S”™uUn, 9'un kiipkékd oldugunu soyler.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Negatif kuvvetler de
21x2"1=2°=1

tard esitlikler yolu ile agiklanabilirler; bundan 2_1in 1/2'ye
esit olmasi gerektigini goruriz. Gergekte, herhangi bir n i¢in
2~ = 1/(2°)dir. Hesap makineleri kullanirken negatif sayilar-
la arada bazi sikintilar olur. Ornegin, makinenizde y* igin
bir anahtar varsa ve y = —, x = 0,5 tuslarina basarsaniz (ya-
ni -1 sayisinin karekékini isterseniz) yanit VERT HATASI
gibi bir sey olacaktir. Caresizlik iceren bu mesaj bize, yani-
tin 1,8 veya -2,7 gibi, makinelerin anlayabildigi “gtndelik
sayllar” cinsinden verilemeyecegini sdéylemektedir. “Komp-
leks sayilar” denilen sayilara gerek vardir ve sukurler olsun
ki bu kitabi okurken ne sizin ne de makinenizin, bunlari
dert etmesine gerek yoktur.

Bu kez de “0°” problemini halletmek durumundayiz. Be-
nim guvenilir Hewlet-Packard'ima yxdidgmesi yoluylay =0
ve x = 0 girisini yaparsam yine caresizlik ¢ighgi olan VERT
HATASI yaniti gelir. Hicbir negatif sayi ise girmedigi icin
sorun kompleks sayilarla ilgili olamaz.

Oyleyse makine neden bana bir yanit veremiyor? Bu Ki-
tapta tartisilan konularla dogrudan bir ilgisi olmasa da,
yaniti bulmak Uslerle ilgili yararh bir alistirma olabilir.
Once y = x = n olarak aldiimi ve n'yi giderek kiculttugu-
mu varsayalim; 0,001; 0,00001, vb. yxtusunu kullanarak
giderek I'e yaklasan yanitlar (0.9931..., 0.9998..., vb.) elde
ederim. Oyleyse 0° neden |'e esit degildir? Yanit, en kolay,
x ve y'yi bir grafik k&dgidi tzerindeki eksenler olarak dusi-
nerek ve x =y = 01 merkez (veya baslangi¢ noktasi) alarak
anlasilabilir. Simdiye kadar baslangi¢ noktasina x =y dog-
rusu boyunca yaklastigimizi distindik. Baska dogrultular-
dan da yaklasabiliriz (6rnegin, y = 0 oldugu, x'in sifir olma-
dig1 ancak x-ekseni boyunca giderek kuculdugu) ve baska
yanitlar buluruz (sifir gibi). Oyleyse 0° sayisinin, ona nasil
yaklasildigina bagimli olan bir limit degderi var. Bu limit
degeri, x ve y giderek kig¢ulirken aralarinda nasil bir iliski
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olduguna bagimli olarak, bu limit degeri 0 ile 1 arasinda
herhangi bir sayi olabiliyor. Ancak ¢ok 6zel yaklasim bigim-
leri bu limit icin 1'den farklh olan yanitlara yol acarlar. Bu
nedenle, bir anlamda 0°, eger sanssiz degilseniz, 1'dir! Bu
ifade dogrudur ancak ifade bicimi hi¢c de matematiksel de-
gildir. Kesin ifade soyledir: 0° icin I'den farkli bir limit de-
geri elde etmek istiyorsaniz, grafik kadgidi dstinde, baslan-
gic noktasina yaklasirken, x-eksenine ¢ok yakin olan x'in
herhangi bir kuvvetinden daha yakin olarak, (uzman deyi-
siyle) logaritmik olarak yaklasmaniz gerekir.
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I1. BOlUm
Fibonacci Ailesi ve Dostlari

Hint-Arap sayilar sistemindeki sayisal simgeler (1, 2, 3,
4,.... sayilan) Avrupa'ya, bu konuda yazilmis bazi kitaplarin
basilmasiyla birlikte yayilmistir. Bu kitaplar arasinda en
onemli olan Liber Abaci (“Abakis Konusunda Bir Kitap” ola-
rak cevrilebilir) adinda bir kitapti. Yazari Leonardo Fibo-
nacci isminde ilging bir Italyan matematikg¢isiydi. Fibonac-
ci'nin (bu soyadinin sézcik anlami “Bonacci’'nin oglu”dur)
1202'de, 27 yasindayken yazdi§i bu kitap, ginumuze kadar
var olmayi, 1228'deki ikinci baskisiyla strdarmustar.

Liber Abaci oldukc¢a buyik boyutlu bir kitaptir ve kapakla-
n arasinda o dénemde bilinen matematigin bayuk bélumu-
nun kayitlanni icerir. Cebirin kullanimi, farkli énem ve zor-
luk derecesinde bir cok érnek de verilerek, ¢ok 6zel bir yer
tutmaktadir. Ne tuhaftir ki bunlann arasindan bir tanesi ve
yalniz bir tanesi digerlerinin ¢ok dtesinde Gnlu olmustur: Gu-
nimize erisen 1228 yilindaki ikinci baskinin 123-124 sayfa-
lannda yer almaktadir ve tavsan tUretmek gibi pek olasi sayi-
lamayacak bir konuyla ilgilidir. Temelde sorulan su sorudur;
eder bir ¢ift tavsan her ay yeni bir c¢ift tavsan dogurursa ve
her yeni tavsan cifti kendi dogumlanndan iki ay sonra yavru-
lamaya baslarsa, bir ¢ift tavsandan bir yilda kag ¢ift tasvan
uretilebilir? Burada galiba dile getirilmemis bir varsayim ice-
rilmektedir, her tavsan ciftinin bir disi bir erkek tavsandan
olustugu varsayimi yer almaktadir (olasilik yasalanni ciddi
bicimde zorlayan bir kosul); ancak bunu matematikten ¢ok bi-
yolojinin konusu olarak bir yana birakirsak geriye kalan he-
sap isi zor degildir. Biraz dustnerek tavsan toplumunun nasil
olustugunu saptadiktan sonra asagidaki sayi dizisini elde
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ederiz. Dizideki sayilar Ocak (ilk yavru ciftin ortaya ciktigi
ay) ile Aralik arasindaki takvim aylarinin her birinde kitir ki-
tir yem yiyen tavsan ciftlerinin sayisini vermektedir:

1,1 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144

Bu diziye baktigimizda onun ¢ok basit bir bigimde olus-
tugunu hemen gorebiliriz. Sézcuklerle bu soyle ifade edile-
bilir; her sayi (dogal olarak ilk ikisi disinda) kendinden ev-
vel gelen iki sayinin toplamindan olusmustur. Béylece, or-
negin, dizinin sonundaki Aralik ayi sayisi, EKim ve Kasim
saylilan olan 55 ve 89 sayilanni toplayarak kolayca buluna-
bilir.

Saninm, buraya kadar bir sorun yoktur, ancak matema-
tikciler arasinda bile (onlarin heyecan esigi siradan insan
icin akil almazdir) bu kadar heyecana yol acan nedir? Eger
kitabin bu bélumU amacini yerine getirebilirse, bu “Fibonac-
ci sayilan’nm gizemli ve harikulade 6zelliklerinden hig ol-
mazsa birkac¢i onlann neden bu kadar ilgin¢ oldugunu anla-
sihir kilacaktir. Ancak dnce diziyi genelleyelim. Tavsanlann
6lumlu olduklanni ve dogurganliklannin saat gibi dakik du-
zeninde bir azalma olabilecegini yok sayarsak yukanda veri-
len sayi dizisi, istenildigi kadar, ¢cok daha biuyuk sayilara
surduralebilir. Hatta tavsanlan timden bir yana birakip,
n’inci sayiyl Fnolarak yazarak (Fibonacci'nin anisina F harfi
kullaniyoruz) ve Frinin kendinden énce gelen F~2ve Fnl sa-
yilanimi toplami oldugunu hatirlayarak sonsuz bir sayi dizi-
si tanimlayabiliriz. Fibonacci sayilanmn dizisi bu sekilde,

El>F29F3*E4>E5 ............ J:n'

olarak yazilabilir. Burada noktalar ad infinitum (sonsuza
dek) bir sureklilige isaret etmektedir. Bu notasyonu kulla-
narak Fj = 1 ve F2= 1 verildiginde daha sonra gelen butin
saylilan sirasiyla bulmamizi saglayan basit denklem sudur:

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Edger n = 3 ise F3= F2+ Fj= 1 + 1 = 2'dir. Benzer sekilde
F4= 3, F5= 5 vb. buluruz. Tanimlayici denklem n’nin Ugten
buyuk ve Uce esit her degeri igin gecerlidir.

Fibonacci sayilari ilk verilen tavsan probleminde en biyuk
sayl olan F2= 144'Gn &tesine devam ettirildiklerinde ¢ok bu-
yik bir hizla biyurler. Ornegin dizinin 25'inci sayisi 75.025
olmus, 100'Gncu sayisi olan FA®de kocaman bir 21 basamakli

354.224.848.179.261.915.075

sayisi olmustur. Dahasi, sayilar bayudikce onlari tanimla-
yan denklemden ilk bakista beklenenden, bir anlamda, ¢ok
daha basit bir dizen benimserler. Eger her Fibonacci sayisi-
ni bir sonraki komsusuyla bélerek bulunan oran yazilirsa,
bu dizen kolayca gorulebilir. Boylece ilk iki oranla yola ¢i-
karak, FJ F2= 2, F2/ F3= 1/2 (veya ondalik olarak 0,5) ve dizi
boyunca ilerleyerek asagidaki sayilan elde ederiz.

1,000000
0,500000
0,666666
0,600000
0,625000
0,615385
0,619048
0,617647
0,618182
0,617978
0,618056
0,618026
0,618037
0,618033
0,618034
0,618034

Bu sayilar beklenmedik bir 0,618034... sayisina dogru gidi-
yorlar. Buradaki noktalar, yukardaki sayilar, eger verilen
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alti ondalik haneden &te bir hassasiyetle hesaplanirlarsa da-
ha fazla ondalik hanesinin var olabilecedine isaret etmekte-
dirler. Gergekte, bu “Fibonacci oranlari”’ni almay! sonsuza
kadar surdirme sonucunda bulunan sayilar (6 - 1)/ 2 sayi-
sina giderek daha yaklasirlar, bu sayinin ondalik ifadesi de
cep bilgisayarimizin verdigi hassasiyetle

0,618033989'dur.

Ancak daha dogru olarak, bu sayi, ondalik acilimi hi¢ tek-
rarlamadan sonsuza kadar suiren bir sayidir. Bu tir bir sayi-
ya irrasyonel deriz. Bunun nedeni sayinin akli dengesinin
bozuk olmasi degildir (bundan kuskulanmis olmaniz hosgo-
rulebilir); matematiksel bir anlamda, onun hi¢bir zaman iki
tamsayinin orani olarak ifade edilemiyecedi ile ilgilidir.

Fibonacci sayilar ailesi, Gi¢ ayri nedenle yuzyillardan bu
yana yogun bir ilgi odagi olmustur: Birincisi, dizinin daha
kiaguk Gyelerinin dogada, beklenmedik yerlerde tekrar tek-
rar karsimiza ¢ikmasidir; bitkiler bécekler, cicekler ve benzer
seylerle ilgili olarak. ikinci neden, oranlarin limit degeri olan
0,618033989 sayisinin ¢ok 6nemli bir say1 olmasidir; ¢coju kez
“altin oran” olarak adlandirilan bu sayinin, oyun kartlarinin
biciminden Eski Yunan sanati ve mimarisine kadar bircok
seyin matematiksel temelini olusturdugu goértlmektedir.
Uclinciisii daha ok, sayilarin kendilerinin, sayilar teorisin-
de beklenmedik bicimde farkl bircok kullanimi olan ilging
ozellikleriyle ilgilidir. Gercekte Fibonacci sayilari tGzerine
yapilan yayinlar o denli artmistir ki, G¢ ayda bir yayinlanan
The Fibonacci Quarterly dergisi timuyle onlarin 6zellikleri-
ne adanmistir ve bu konuda her yil birka¢ yiz sayfalik aras-
tirma yayimlanmasi disinda, arada uluslararasi konferans-
lar da duzenlenmektedir.

Once dogada, daha kiiciik Fibonacci sayilariyla ne sekilde
karsilasildigina bir bakalim, ilk olarak, bir bitkinin sapinda-
ki yapraklarin, bir agagm dallarinin dizeninde hemen her
zaman Fibonacci sayilarini bulursunuz. Eger yapraklardan
biri baslangi¢ noktasi olarak alinmissa ve bundan baslaya-
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rak, asagiya veya yukariya dogru, baslangi¢c noktasinin tam
olarak altinda veya Ustiinde olan bir yaprak bulunana kadar
yapraklar sayilirsa (sap cevresinde birden fazla dénmeye ge-
rek olabilir) bulunan yaprak sayisi farklh bitkiler, fidanlar
ve agaclar i¢in farklidir, ancak her zaman bir Fibonacci sayi-
sidir. Dahasi, yaprak sayma tdreni sirasinda siire¢ kendini
tekrarlamadan once yapilan tam devir sayisi da bir Fibonac-
ci sayisidir. Boylece, érnegin bir kayin agaci bir tam devir
icin U¢ yaprak gerektirir. Halbuki puskdlli s6gut agacina
bes devir igin on ¢ yaprak gerekir.

Genel olarak, Fibonacci sayilari i¢in bitki bilimi botanik
tam bir altin madeni gibidir. Papatyalarin normal olarak bir
Fibonacci sayisi kadar tag yaprag: vardir, bu nedenle bir
elestirmenin daha 6nce soyledigi gibi, “seviyor, sevmiyor” fa-
linin olumlu sonug¢ vermesi “talih perisi’nin araya girmesin-
den ¢ok Fibonacci sayilarinin dagiliminin istatistigine ba-
gimhidir. Papatyalar baglaminda hangi Fibonacci sayisinin
en sik goéruldagunt bilmiyorum (bu kitabi yazdigim su ara
ne yazik ki kis; yoksa gereken arastirmayi ben sahsen ya-
pardim). Ancak 21, 34, 55 ve hatta 89 sayilan bildirilmistir.

Dogada Fibonacci sayilanyla karsilasmanin en Gnla érnegi
aycicekleriyle ilgilidir. Aycicedinin ¢icek kisminda, baklava
bicimindeki ufak bélmelerde tohumlar vardir. Bu bélimlerin
sinirlan sekilde géraldugu gibi merkezden baslayip cicegdin
dis kenanna giden sarmal egriler seklindedir. Eder sekildeki
modelde, saat yoniinde olan ve saat yoninde olmayan sar-
mallan sayarsaniz hemen her zaman Fibonacci dizisinde art
arda gelen sayilarla édullendirilirsiniz. Sekil 1'de saat yonin-
de 13, ters yonde 21 sarmal var (onlan sayin). Bu sayilar do-
gada genel olarak rastlananlara kiyasla kuclk olsalar da re-
sim cizerken buyuk kolaylik sagliyorlar. Gergek aycicedinin
basinda, cogunlukla, 34 ve 55 sarmal bulunur, ancak daha
kicik olan bazilannda 21 ve 34, daha blyuklerinde ise ¢ogu
kez 55 ve 89 sarmal vardir; hatta 89 ve 144 sarmalin bulun-
dugunun bildirildigi olmustur. Ayciceklerinin higbir 6zel du-
rumu yoktur, sadece tohumlan biytk oldugundan sarmalla-
nn ayirt edilmesi ve sayilmasi daha kolay olmaktadir. Bircok
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¢icegin, tohum basi, bir kivircigin yapraklan, bir soganin kat-
manlan, ananas ve kozalaklann kat kat kabuklan gibi bitki-
sel sekillerin bir¢cogu Fibonacci sarmallan igerirler.

Degisik cam agaci kozalaklan Ustinde ¢ok dikkatli bazi
incelemeler yapilmistir. Kozalaklar hentiz kapaliyken yani
taze ve yesilken sarmal sayimi ¢ok kolayca yapilabilir. Daha
yasli, acik kozalaklar da suda islatilarak tekrar kapanmala-
n saglanabilir (bu durumda sarmallar ¢ok daha kolayca go-
rilebilirler). O zaman ilging bazi sorular daha sorulabilir;
ornedin, kozalaklann sarmallannin sagdan sola dodru mu,
soldan safa dogrumu oldugu yoksa bazen bir yonli, bazen
de baska yonli mi olduklan gibi. Bundan kastedilen, sayisi
daha buyuk olan sarmallann hep saat yéninde mi, saate
ters yénde mi, yoksa bazen bir yonde bazen ¢bir yonde mi
gittigidir. Yanit olarak belki de, “sarmallari, sagdan sola
dogru giden kozalaklar oldugu kadar soldan sada dogru gi-
den kozalaklar da vardir; ancak bazi agaclarda bir tek yon
baskindir.” denilebilir. Tek bir 6zel cam turu icin bile bazi
agaclarda sarmallan sagdan sola dogru giden kozalaklar ¢o-
gunluktayken, komsusunda tam tersinin s6z konusu olmasi
sasirticidir. Bildigim kadanyla bunun nedeni tam bir sirdir.
Ancak yine de neredeyse butun agaclar, her iki tlirden koza-
lak veriyorlar.

“Fibonacci olmayan herhangi bir kozalak bulunmus mu-
dur?” diye sorabilirsiniz. Yamt “Evet ama ¢ok az sayida.” sek-
lindedir. Yuzde bir veya iki oraninda “serseri” kozalaklan olan
(cogu zaman birkag belirli cam turinden) bazi cam agaclan
var. Bunlar bile sik sik Fibonacci kozalaklanyla, yakindan
iliskililer, érnegin, normal olan 5 ve 3 sayilan yerine belki de
bir ¢ifte-Fibonacci sarmalinin 10 ve 6 sayi ¢iftine sahipler.

Bu bélumun bashg “Fibonacci Ailesi ve Dostlan” oldugu-
na gore bu dostlarin bazilarinin kimliklerini sorma vakti
geldi saninm.

Egder Fibonacci sayilannin nasil olustugunu, yani n’inci
sayinin, daha kigtk iki komsusundan
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Sekil 1

denklemini kullanarak hesaplandigini hatirlarsak ilk iki sa-
y1 se¢ilmeden bitin dizinin timuiyle saptanmis olmayacagi
acikca gorulur. Fibonacci dizisi, Fx= 1 ve F2= 1 ile baslar,
oburlerini de yukardaki denkleme gdre daha sonra saptariz.
Ancak bu iki baslangi¢ sayisinin ézel hicbir yani olmadigin-
dan, baslangic¢ icin baska degerler de secebilir ve ayni ta-
nimlayici denklemi kullanarak timuyle farkl bir sayi dizisi
elde edebilirsiniz.

Bu akraba sayi ailelerinden en Gnlist Fransiz matema-
tikcisi Edvard Lucas’'m adiyla anilan Lucas Sayilan dizisi-
dir. Baslangi¢ saylilan icin secilebilecek ikinci en basit sayi-
lan secerek F, = 1 ve F2= 3 olarak almistir. F,= 1 ve F2= 2
koyarsak (ki daha basitmis gibi gértniyor) Fibonacci dizisi-
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ni ¢ok ufak bazi duzensizliklerle tekrarlayan bir dizi olustu-
guna ve yeni hicbir sey elde edilemedigine dikkatinizi ¢eke-
rim. Halbuki Lucas sayilari Fibonacci akrabalarindan ok
farkli bir dizi olustururlar ve soyle baslarlar:

1, 3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322,...

Genellikle Ln semboliyle gésterilirler, L semboll Lucas’i
onurlandirmak igin secilmistir.

Daha 6nce soylenenler isiginda Lucas dizisinin bircok ak-
raba dizisinden sadece birisi oldugu asikar olmakla beraber,
konumuz bakimindan, bu sayilarin da bazen dogada gorul-
meleri ilgingtir. Ornedin Lucas aygicekleri oldugu bildiril-
mistir. Onlara Fibonacci yoldaslarindan daha az rastlaniyor;
ancak 123 sag sarmali ve 76 sol sarmali olan 6rnekler gérul-
mus ve dikkatle siniflandirilmiglardir.

Doga’da Fibonacci modelinin ve daha ender de olsa, Lucas
modelinin neden bulundugunu kimse gercekten bilmiyor.
Yapilan farkl agiklamalarin sayisinin, bir tahmin yaritme-
ye gondllu olan bilimcilerin sayisina neredeyse esit oldugu
goruluyor. Bunlar arasinda, biraz daha akla yakin bir agik-
lama, bir Sap cevresindeki yapraklarin Fibonacci sarmalla-
rina gore siralanmakla ytzeylerinin gtinesi en verimli bigim-
de almalarinin saglandigi yolundadir. Bu matematiksel ola-
rak belki de kontrol edilebilir; ancak henltiz kimsenin boyle
bir hesaplama yapma zahmetine girip girmedigini bilmiyo-
rum. Daha az olasi (ve kesinlikle daha az dogrulanabilir) bir
aciklama da polen tasiyan boceklerin “sayisal duzenleri” ter-
cih ettikleri varsayimina dayanmaktadir. Bu tercih, evrim
sireciyle, Fibonacci geometrilerinin baskin ¢ikmasina yol
acmistir. Gergegi sdylemek gerekirse sizin tahmininiz de
belki baska herhangi birininki kadar gergerli olabilir.

Simdi biraz da, Fibonacci ve Lucas sayi dizilerinin her i-
Kisinin hi¢ yilmadan, dizgin adimlarla sonsuza dogru git-
meleri sonucu ortaya ¢ikan ve altin oran denilen limit orani
0,618033989 ...., tzerinde duralim. Bu sayiya duyulan ilgi
2000 yil 6ncesinden de geriye uzanir. “Atalarimiz” belki de,
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onun matematiksel temelini bizim acikladigimiz bigimde bil-
miyorlardi; ancak altin orani temel alan sanat ve mimarinin
gbze olaganustu guzel gérundaguni bildikleri kesin. Bu ne-
denle geometriyi altin orana gore tanimladilar; Ozellikle de
bir diiz dogru parcasini ikiye ayiran nokta olarak. Oyle ki,
kiguk parcanin buytge oram, blyugun buttne olan oranina
tam olarak esittir.

Okulda 6grendigi cebirin birazini hatirlayanlariniz igin,
kicuk bélumi x, bayuk bslimt 1 ile géstererek yukardaki
geometrik ifadeyi

xI1=1/(1 +x)

seklinde yazabiliriz; buradaki (/) isareti “ile bolinur” anla-
mina gelir; 1 + x ise, dogal olarak dogru parcasinin batinu-
nidn uzunlugudur. Bu denklemin altin oran tarafindan ger-
¢cekten saglandigi, cep bilgisayari kullanilarak dogrudan
kontrol edilebilir. 1 sayisi 1,618033989... sayisiyla bélundu-
gunde 0,618033989'a esit oldugu dogrulanabilir. Ancak okul
cebirinden birazini daha hatirlarsaniz daha da iyi bir yon-
tem bulabilirsiniz. Yukaridaki ifadeyi

X2+x-1=0

bicimindeki ikinci derece ifadeye donistirerek x = (M5 - 1)/ 2
tam ¢6zUmunu elde edersiniz.

Kisa kenanmn uzun kenarina olan orani altin oran kadar
olan bir dikdértgen cizerseniz son derece Unli bir sanat eseri
elde edersiniz, ona altin dikdértgen denir. Eski Yunan’'da
ona, onu daha da saygideger kilan Kutsal Kesit adini vermis-
lerdi. Bunu Sekil 2'de gériyorsunuz. ilk bakista o kadar dv-
guye deger bir 6zellik gbze ¢arpmasa da birgok yonden ilging
bir yapidir. Bunun nedeni giniimuize kadar uzanan sayisiz
nesiller boyunca insanlarin cogunun onu bitin dikdértgen-
ler icinde goze en hos gorinen dikdortgen olarak gérmesidir.
Bunun sonucunda ginlik yasamimizda karsilastigimiz bin-
lerce dikdortgenin buyuk bélumuntn boyutlari, altin dik-
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dortgeninkine yakindir. Pargalar, paketler, kitap sayfalan,
fotograflar, kibrit kutulan, bavullar, oyun k&gitlan, bayrak-
lar, yazi k&gitlan, gazeteler ve sayisiz baska érnek bu sinif-
tandir. Nedenini bilmeden desinatérler bilingdisinda Kutsal
Kesit'e yakin olan dikdértgen sekillerini tercih ederler. Bunu
neden yaparlar? Altin dikdértgen, her nasilsa, “dogru goru-
nar”, dtekiler ya ¢ok kisa ve sisman veya ¢ok uzun ve incedir.
Sanatgilarin ve psikologlann tam anlayamadiklan bir ne-
denle altin dikdértgenin estetik bir ¢ekiciligi var.

Yunan mimarisinde ve Yunan ¢omlekgciliginde altin oran
ve Kutsal Kesit'e ¢cok sik rastlanir; ayni sey heykel, resim
sanatlan, mobilya ve sanatsal tasanmlar i¢in de dogrudur.
Parthenon’'un 6n bdlimu, eksiksiz oldugu dénemde, bir altin
dikdortgen icine neredeyse tipatip girebilirdi. Altin orana

Sekil 2.

Misir piramitlerinin bazilanmn boyutlannda da rastlamr.
Leonardo da Vinci de altin dikdértgenlerden ¢ok etkilenmis,
hatta bu konuda hazirlanan bir kitaba yazilariyla katilmistir.

Buyidk ressamlann birgogu tuval boyutlarim, altin orani
titizlikle dikkate alarak dizenlediler. Sanatsal bakimdan
“kutsal oran”la ilgili olarak farkli iki geometrik simetri kul-
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janiimistir. Birisi, daha asikar olan, altin oran ve dikdort-
genler yoluyla 0,61803.., sayisini iceren statik iliskidir, an-
cak ikincisi hareketle (veya en azindan hayal edilen bir hare-
ketle) ilgilidir. Olasi gériinmeyen bu ikinci etkinin kékeninde
altin dikdértgenin sahip oldugu ¢ok 6zel bir baska 6zellik ya-
tar. Bu dikdortgen Sekil 2'de gosterildigi gibi bir kare ile da-
ha kigtk bir dikdértgene bélundrse, kicuk dikddrtgenin de
“altin” oldugu goérulir. Dahasi ayni sekilde devam edersek,
kicglk olan dik dortgen de bir baska ve daha da kiguk bir dik
dértgene bélunebilir ve bu dikdértgen de altindir. ilke olarak
bu sure¢ ad infinitum surdaralebilir ve giderek kigtlen sa-
yisiz kareler ve altin dikddrtgenler ortaya cikar. Bunlar iceri-
ye dogru bir sarmal olusturarak sonugta bir noktaya yonelir-
ler. Eger, giderek kictulen bu karelerin (veya dikddrtgenle-
rin, hi¢ fark etmez) késelerini veya merkezlerini sekilde g6-
raldagu gibi, dizgin bir egriyle birlestirirsek genel olarak
altin sarmal olarak bilinen bir sarmal elde ederiz.

Sekil 2'ye bir ressamin goéziyle bakarsak “fir dénen kare-
lerin” bir resmini goéririz. Bu ilke, sanat eserlerine incelikli
bicimde uygulanirsa hareket izlenimi elde edilir. Bunu be-
timlemek icin “dinamik simetri” deyimi kullaniimistir. Bir-
cok ressam, Ozellikle de 20. yuzyil baslarinda Amerikali res-
sam George Bellows donen karelerin yarattigi bu izlenimi
buyuk dlcide kullanmistir. Ancak bu Uslubun kékeni yine
Eski Yunan’a uzanir.

Sekil 2'de olusan sarmal, herhangi bir sarmal degildir,
gercekte cok 6zeldir ve Sekil I'deki aygicegi sarmalinin ayni-
sidir. Onun tam matematiksel adi esit acili sarmal veya lo-
garitmik sarmaldir. Ona “logaritmik” denilmesi onu en basit
bicimde ifade eden cebirsel denklemin logaritmalar kullani-
larak yazilmasi nedeniyledir. Ancak gunlik yasami algorit-
malarla sik¢a karsilasmadan gecen ¢ogunluk icin altin sar-
malin 6zel yapisi “esit acili” 6zelligini kullanarak daha kolay
kavranabilir. Bu 6zellik sudur: Sarmalin merkezinden ¢izi-
len bir diz dogru, sarmali hep ayni acgiyla keser; bu sekilde
cizilen baska herhangi bir dogru da ayni seyi yapar; sekilleri
kullanarak bunu dogrulayabilirsiniz.
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Bu cok &ézel sarmalin, bir nedenle, dogada asiri tercih gor-
mesi ¢ok sasirticidir. Deniz kabuklulari, salyangozlar, doga-
nin boynuzlan, penceleri ve uzun azi disleri, daha 6nce de-
gindigimiz Fibonacci-iliskili kozalaklar, gicekler; bunlarin
hepsinin esit agili sarmalin bélumleri oldugu anlasihiyor. Fi-
bonacci’'nin firdénen kareleri bir egri ¢iziyor, bir nedenle do-
ganin ozellikle tercih ettigi de bu egri oluyor. Uzayin derin-
liklerindeki buyuk galaksilerin bile disa dogru donen yildiz-
lardan olusmus dev boyutlu esit acil sarmal kollan var. Bel-
ki de dogada her yerde Fibonacci'nin sayilannin, oraninin ve
sarmalinin bulunmasi, bu oranlan sanat iginde géze hos go-
rinar yapmaktadir.

Ancak Fibonacci sayilarinin ve altin oranin doga ve sanat-
tan ayn olarak timuyle matematiksel olan ilging yonleri de
var, simdi bu olasi gérinmeyen o6zelliklerin bazilarini ele
alacagiz.

Matematikgilerin hayal Grunleri olan kavramlar arasinda
hayal edilmesi daha zor olanlardan birisi de sirekli kesir
denilen kavramdir. Herkes (en azindan bunun gibi bir kitabi
secme egilimi olan herkes) bir kesrin ne oldugu konusunda
oldukca iyi bir fikir sahibidir. Ozellikle, en basit tiirden olan
bir adi kesir, bir tamsayinin bir baskasiyla bélinmesinden
baska bir sey degildir. En basit 6rnek, belki de, yanm veya
1/2'dir. Yurekli bir cabayla, basit bir seyi daha karmasik ya-
parak onu sdyle yazabiliriz:

1
1+ 1

Simdi biraz daha gayrete gelerek bu basit bicimi temel alan
ancak isi bir adim 6teye gotiren bir kesir icad edelim:
1
1+ 1
1+ 1

Kesirleri toplama kurallanni hatirlayanlar yukardaki sayiyi
hesapladiklanna 2/3 yanitim bulurlar. Benzer sekilde, ayni
bicimde bir adim daha atarak;
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yazariz ve yine kurallari bilenler bu garip nesnenin hangi
adi kesire esit oldugunu bulabilirler; yanit 3/5'tir. Artik bil-
digimiz yolla devam ederek kesir yapilamayi bir adim daha
surdurirsek 5/8 gibi basit bir kesiri ifade etmek icin ¢ok
karmasik bir yol buldugumuzu anlariz.

Simdi sira, kavram bakimindan atilacak buyik adimda.
Kesir ayni adimlan izleyerek hi¢c durnmadan surup gider,
ad infinitum devam etme anlaminda bir “surekli kesir” olur-

sa ne olur? Bu say! ne olabilir? insan bunu nasil hesaplaya-
bilir? ipuglanndan birisi hesaplamis oldugumuz ilk dért ka-
tin yapi taslandir. Onlar icin 1/2, 2/3, 3/5 ve 5/8 sayilanni
bulmustuk. Bunlar da Fibonacci kesirleri F/F3, F/F,,, F4F5
ve FrF6...nin kendileridirler. Bu bir rastlanti mi, yoksa da-
ha fazla kat eklemeyi stirdirsek bu garip gérinimli kesrin
giderek altin oran olan 0,618033989.... sayisina yaklasacagi
anlamina mi geliyor? Yukariya yazdigimiz sirekli kesir,
sonsuz limitte, gercekten altin orana mi esit olur? Bunu an-

lamak icin sonsuza nasil gidilebilir?
Sonsuz limitle ilgili soruyu yanitlamanin 10'uncu katta-

ki veya 20'nci kattaki kesirin degerini hesaplamaktan ko-
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lay olmasi sasirticidir. Bunun sim, sonsuz kesirin en yu-
kardaki satirina bakip “1 béli (duraksama) 1 arti bir sey”
diyerek distiinmekten geciyor. Simdi “Bu bir sey nedir?”
diye sorariz. Genelde yanit “korkung bir sey”dir. Ancak
sonsuz limitte ve sadece sonsuz limitte, yanit kolaydir; bu
“bir sey” baslangi¢ta karsimizda olan sonsuz strekli kesrin
ta kendisidir. Onun degerine x dersek, x'in “1 bélu (durak-
sama) 1 arti x” oldugu asikardir. Bir denklem seklinde ya-
zarsak,

x=1/(1+Xx)

olur. Bu denklem daha 6nce altin kesiti tanimlarken buldu-
gumuz denklemdir ve ¢ézimi x = (V5 - 1)/ 2, yani gergekten
de altin orandir. Oyleyse sonsuz siirekli kesirlerin en basiti
(yani, sadece birlerden olusan) yine bizi o ¢cok o6zel
0,618033989... sayisina goéturiyor. Bu saylyi bulmak icin ke-
siri sonsuza kadar surddrmenin gerekli olmasi, altin orani-
nin irrasyonel oldugunun bir baska dogrulamasidir.

Fibonacci sayilarinin bir baska tuhaf ¢zelligi daha var-
dir. Bu 6zelligi ilging yapan ilk defa (bildigim kadariyla)
Alice Harikalar Diyarinda adl kitabin yazan Lewis Car-
roll tarafindan fark edilmis olmasidir. Lewis Carroll'un bu
tur seylerle ilgilenme nedeni onun gercek yasamda usta
matematik¢i Charles L. Dodgson olmasidir. On dokuzuncu
ylzyihin ikinci yansinin buyuk bélimiinde, Oxford Univer-
sitesi'ndeki Christ Church College’de matematik hocaligi
yapmistir. Christ Church’in dekaninin kizi olan gergek
Alice’le burada karsilasmisti; ancak bu 6yki konumuz di-
sindadir. Onun Fibonacci bulmacasi genellikle, geometrik
bir paradoks (veya celiski) olarak takdim edilir ve en basit
sekliyle, 65’in 64’e esit oldugunu “kanitlama” yéntemi ola-
rak kullanihir.

Sekil 3'e bakalim. Once, 8 x8 biyuklugiundeki bir kareyi
Sekil 3 (a)da goruldugu gibi dért pargaya keselim. Birbirinin
ayni olan iki Gggen ile, iki dértgenden olusan bu dért parcay!
ayinp Sekil 3 (b)de géruldagu gibi bir araya getirelim. Bu
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* (b)
@
Sekil 3,

yeni dizenlemede parcalar bir dikdértgen olusturur; ancak
sasilacak olan sey bu yeni dikdértgenin kenar uzunluklari-
nin 5 x 13 olmasidir. Bu nedenle alani 5 x 13 yani 65'tir, hal-
buki ilk alan 8 x8 yani, 64'tir. Ne oldu? Her iki alani olus-
turan parcalarin kenar uzunluklarinin kontrolG hicbir al-
datmaca olmadigim gosteriyor. Oyleyse Sekil 3 (a)dan Sekil
3 (b)ye gitmekle ortaya cikan birim alan fazlaligi nereden
geldi? Okumayi strdirmeden 6nce biraz disunun. Yanilgi-
nin ne oldugunu gérebilir misiniz?

Eger sekli bir grafik kagidi tzerine tam dlcege goére cizip,
Sekil 3 (a)da verildigi gibi kesip Sekil 3 (b)deki modele goére
birlestirmeye calisirsaniz, sim kesfedersiniz. Bu ise girisme-
yenler veya gunlik yasamlari bilim disinda oldugu icin ha-
zirda bir grafik kagidi bulamayanlar icin acikliyorum. Sekil-
ler cok inandirici gérinmekle beraber gergekte Sekil 3 (a)da-
ki dort parcanin, Sekil 3 (b)deki gibi bir araya gelerek tam
bir dikdoértgen olusturmalari imkéansizdir.

Sekilde A, B, C ve D olarak isaretlenmis noktalar, ¢izim
dikkatle yapilirsa, bir dogru Usttinde olmayacaklar (gértn-
dukleri gibi) cok uzun ve ince bir doértgen alanin (paralel ke-
nar denilen) késelerinde olacaklardir; bu alan da aranilan
birim alandir.

“Guzel de, bunun Fibonacci ile ne ilgisi var?” diyebilirsi-
niz. Eger sekle bir daha bakarsaniz, sekli olusturan dért
parcanin kenar uzunluklari 3, 5 ve 8'dir; bunlar art arda ge-
len U¢ Fibonacci sayisidir. Onemli olan nokta bu g sayinin
hichbir 6zelliginin olmadigi, onlarin él¢gtilmesi kolay olan ki-
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cuk sayilar olduklari icin kullanildigidir. Art arda gelen
farkh Gc¢ “Fibonacci” alarak da benzer bir paradoks olusturu-
labilirdik. Ornegin 13 x 131Uk bir kare ile baslar, kenarlar
icin 5 ve 8 tamsayilarini alarak ktcik modeli kestigimiz gi-
bi, keserek ve parcalan 8 x 21 dikdoértgen seklinde birlesti-
rirsek 13 x 13'Un, 8 x 21'e esit oldugunu veya daha acik ola-
rak 169 = 168 oldugunu sbézcik kullanmadan “kanitlanz”.
Ancak daha buyuk Fibonacci sayilanm kullandikga, para-
doksu acgiklayan geometrik “uyumsuzluk” daha zor fark edi-
lir, cinkd bir “birim”lik eksik alan bitin resmin giderek ki-
culen bir bélumund olusturur, 6rnegin, eger kenar uzunlugu
8,9 cm olan kare bigiminde bir kagit alip onu Lewis Car-
rol'un yaptigi gibi kenarlan 5,5 ve 14,5 cm olan (55, 89 ve
144 art arda gelen Ug¢ Fibonacci sayisidir) bir dikddrtgene ce-
virirsek uyumsuz paralel kenari tamamlayan ac¢ikligin en
genis yeri, yaklasik onda bir cm kadardir ve gozle fark edil-
mesi ¢ok zordur.

Fibonaccilerle, asagidaki gibi garip toplamalar dizenliye-
rek farkli matematiksel eglenceler bulunabilir:

144
233

0,112359550561.
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Burada Fibonacci sayilari, sirayla bir hane kaydirilarak
yazilmis ve toplanmistir. Bu akil almaz toplama islemi son-
suza dek surduruldugunde toplamin tam olarak 10/89 basit
kesrine esit oldugunun ispat edilmis olmasi inanilmazdir.
Benim dokuz haneli hesap makinesi 10/89 = 0,112259551,
oldugunu séyluyor. Son ondalik haneyi “yuvarladigi” anla-
siliyor. Yine de 10/89 rasyonel bir kesir oldugu icin ve bu
tur kesirler eninde sonunda tekrarlayan ondalik kesirlere
dondstugi icin yukaridaki ondalik sayilar sonunda tekrar
etmeli, bunu yapiyorlar da; ancak 44 ondalik haneden son-
ra. Fibonacci yerine Lucas sayilarini kullanarak ayni topla-
ma modeli yazilirsa bir baska basit kesir, 12/89 elde edilir.
Bu sayinin da; 44 basamak sonra tekrarlayan bir ondalik
acthmi vardir.

Eger Fibonacci sayilarini saga dogru bir rakam yerine iki
rakam kaydirarak benzer toplama islemleri yapilirsa
0,010102030508... olarak baslayan bir ondalik say! elde ede-
riz. Bunun da sonsuza kadar olan tam degeri bilinmektedir
ve tam olarak rasyonel 10/9899 sayisidir. Benzer sekilde her
asamada U¢ rakam sada kaymak, yine bir baska “rasyonel”
sayl, 10/998.999 sayisini veriyor. Lucas sayillan kullanarak
benzer islemler yapildiginda da toplamlann basit kesir ola-
rak degerleri bilinmektedir. Bunlardan baska Fibonacci veya
Lucas sayilanni dénusumli olarak toplayip c¢ikaran, veya di-
zinin sadece her ikinci sayisini (veya UglUncusunu) toplayan
benzer bircok toplamlar icin de esde@er olan rasyonel sayilar
bilinmektedir. Bltlin bu sonsuz toplamlann sonucu neden
rasyonel bir sayl olmaktadir yani tekrarlayan ondalik sayi?
Ondalik sayilar arasinda tekrarlayanlardan sonsuz kat daha
fazla irrasyonel (tekrarlamayan ondalik) sayi oldugu bilin-
mektedir. Bunu bos zamanlarda distinmeniz icin size biraki-
yorum. Geceleri uykusu kagan neden sadece ben olmaliyim?

Akliniza baska bir sey de gelmis olabilir. Bu bélimun ba-
sinda altin oramn bir sonsuz sirekli kesir sonucu elde edil-
digi icin irrasyonel oldugunu sbéylemistim. Halbuki yukarda-
ki battn bu sonsuz toplamlar rasyonel sayiyla sonuclaniyor.
Kuskulanmakta haklisiniz.
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Sansizindan altin oranin irrasyonel oldugunu kanitlamak
ilk cebir kitabinin ilk b6limint 6grenmis bir égrenci icin bi-
le cok kolaydir. Yapacagimiz, onu tanimlayan denklemi alip,
p ve g tamsayilar olmak kosuluyla, denklemin p/g seklinde
bir ¢6zimu oldugunu varsaymaktir. Bu kesrin ustini ve al-
tini, e§er mimkunse, ayni sayi ile bélerek onu en yalin bigi-
mine getirelim. Ornegin

164 82 _ 41
64 32 16

ve p ve g'ntin hicbir tamsayi'yla (1 disinda) bélinmediginden
emin olalim. x = p/q yazarsak tanimlayici denklem

(p/g)2+ (p/g) -1 =0

seklini alir. q2ile carpip terimleri dizenleyerek p2+ pg = p
(p + ) = g2veya buna denk olan

p+q=q"

elde edilir. Sol taraf tamsayi oldugundan denklem bize p’nin
g%i tam olarak béldugunu (yani, kalan olmadan) séylemek-
tedir. Ancak, p ve q'yu ayni zamanda bdélen bir sayi olmadi-
gina gore (matematik lisaniyla, p ve g’'’nun ortak ¢arpani ol-
madigina goére) bunun olanaksiz oldugu asikardir. Bu neden-
le altin oran x, efer p ve g tamsayilarsa, p/q seklinde yazila-
maz; baska deyisle x irrasyoneldir.

Gorayoruz ki, Fibonacci sayilan ve onlardan tureyen ce-
sitli sayilar dojada, sanatta ve matematikte ¢ok olagandisi
bir rol oynuyorlar. Yeni matematiksel genellemeler (genel
terimin, daha once gelen ¢ terimi toplamakla elde edildigi
“Tribonacci sayilan”

1, 1,2, 4,7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504,...

gibi) Fibonacci Quarterly’'nin her yeni sayisinda goérulmekte-
dir. Uygulamalar da son derece boldur, ancak sanat konu-
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sundaki bazi yorumlamalarin guvenilir olmaktan ¢ok ro-
mantik oldugu tartisilabilir. Fibonacci tiryakilerinin, nere-
deyse her gozlemi bu sayilarla ilgili yaklasik bir bicime do-
nastirme aliskanliklarini (bazilari Cod Burnu kiyisinda bir
altin sarmal gérmus, diger bazilari giceklerin tsttindeki bo-
ceklerin buyukliklerinde aylarin gezegenlerinden olan
uzakliklarinda ve periyodik tablodaki elementlerin atomla-
rinin yaricaplarinda yaklasik Fibonacci dizileri bulmuslar)
hesaba katsak da kanitlarin toplami gercekten ikna edici.
Fibonacci dizileri ve altin sarmal bazi tekrarlanan buyime
modellerinin énemli bir parcasi; ancak “nasil” ve “neden” ol-
dugu tam bir sir. Ve batin bunlar, bir 13. yuzyil delikanlisi-
nin yarattigi teorik “abrakadabra” tavsanlar ailesinden ¢ik-
mistir. Kayitlara goére, komsularinin bu delikanliya karsi
takindiklari tavir igin saygili sézcidu uygun dasmuyor; ona,
biraz ktug¢iimseyerek, “Bigollone” yani “mankafa” derlermis.
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1. BSIUm _
Dolu Tanesi Sayilariyla Inip Cikma

“Dolu tanesi sayisi” problemi konusunda gercekten bili-
nen tek sey onun kdkeninin sirla 6rtalt oldugudur. Bildigim
kadariyla, tarihi bir yayinla veya matematikgiler arasinda
bilinen herhangi bir mektuplasmayla baslamadigi kesin.
Cok eski de degilmis gibi. Sanki son elli yil icinde diinyanin
her yanindaki 6grenim merkezlerinde rasgele bicimde orta-
ya ¢ikmis gibi gérundyor. Agizdan agiza mi yoksa son elli
yilda birbirlerinden bagimsiz olarak tekrar tekrar, “yeniden
mi kesfedildigi” belli degil. Hatta problemin genel kabul gor-
mus bir ismi bile yok. Bazilari ona 3N+1 problemi diyor,
baskalari Collatz problemi (1930’'larda bir 6grenci olan ve
bazilarinca problemin yaraticisi oldugu séylenen Lothar Col-
latz’'a atfen). Dolu tanesi sayilan olarak betimlenmesi olduk-
ca yenidir. Ancak az sonra goéreceginiz gibi, olgunun timu-
nidn gorsel algilanmasi bakimindan ézellikle uygun bir be-
timlemeye benziyor. 1950 yilina kadar problem hakkinda
yayinlanmis olan dnemli herhangi bir kayit yoktu. Fakat o
gunden bu yana, 6zellikle de 1970'den sonra hizla artan ilgi-
nin odagi oldu. Cézumu icin éduller konuldu ve yanlis bir
surd kanit bosuna édul parasinin pesine dustd.

Oyleyse bu dolu tanesi sayilan nedir ve bitin bu ilgi ne-
den? Kisa ve az bilinen ge¢misleri goz 6nidne alindiginda on-
lara verilen 6nem belki de gereginden fazla olmustur. Diger
yandan, tanimlanmalannin inanilmaz él¢ctide kolay olmasi-
na karsin hem c¢éztilmemis bir probleme yol acmislar, hem
de bu problemin (ginimuzdeki en iyi matematik beyinlerine
gbre ) uzun yillar ¢6zilmeden kalmasi olasiligr var. Konu-
nun uzmanlanndan hig olmazsa birisinin “matematik heniiz
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bu tdr problemlere hazir degil” dedigi bilinmektedir. Sani-
rim biz de dikkatimizi bu gizemli sayilardan esirgemeyerek,
kendilerine 6zgu sirlarini 6grenmeye c¢alissak iyi olacak.

Dolu tanesi sayilari ¢cok basit bir yolla, asagida verilen ku-
rallar uyarinca elde edilirler. Bir sayi dustnin, say tek ise
ucle carpip bir ekleyin, cift ise ikiye bolin. Ve elde edilen
her yeni sayi i¢in bu kural tekrar tekrar uygulayin, dizi
ilerledikce de ne olduguna bir bakin. Once, baslangi¢ sayisi
olarak 1, 2, 3 sayilarini alarak en basit durumlari inceleye-
lim. Kurallari uygulayarak bu sayilar icin elde edilen diziler
soyledir:

Bunlarin hepsi kisa stirede ayni 1, 4, 2, 1, 4, 2 déngusune gi-
riyorlar. Biraz daha buyuk bir baslangi¢ sayisiyla, érnedin
7'yle tekrar deneyelim.

7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1, 4, 2, 1...

Bu sefer biraz daha uzuyor ve 52 gibi gérkemli bir sayiya
yukseliyor, ancak sonra tekrar asagi dusiyor ve sonug dnce-
kiler gibi, sonu gelmeyen 142142142 déngisilne giris.
Yanitlanacak basit soru sudur: “Buttn bu tdr diziler, bas-
langi¢ sayilari ne olursa olsun, bu sekilde mi sonuclanirlar?”
Yukarida degindigim gibi, bunlari yazdi§gim sirada bu soru-
nun yaniti bulunmus degil. Ancak yine de genel durumu igin
hi¢ olmazsa “gok kesin olmayan” bir seyler séyleyebiliriz. Or-
nedin su sekilde akil yurttulebilir: Tamsayilarin, engin de-
nizinde tek ve ¢ift sayr gelme olasiligi ayni oldugu icin dizi-
nin herhangi bir noktasindaki sayinin tek veya ¢ift olma ola-
sthgi da aynidir; kurala gore tek sayi bir sonraki adimda ug¢
katindan biydk bir degere giderken cift sayi yariya iniyor,
oyleyse “genel” dizi (eger bundan kastettigimiz “talihsiz” ba-
z1 6zel durumlar disindaki genel durum ise) surekli artmali-
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dir. Aldigimiz ilk birkag 6zel 6rnekte belki de, sansimiz ya-
ver gitmemis olamaz m1?

Denemeyi biraz daha strdirmek gerekiyor. Ancak bir da-
kika distnelim; sirayla batin baslangi¢ sayilarini denemek
gerekmiyor. Yukardaki dizilerde goérilen sayilarin hepsinin
ayni sonuca yol acacaklari hemen goérilebilir. Ayrica, her cift
say! ilk adimda ikiye boélineceginden bunlari da birakabiliriz,
daha kuguk bir tek say! nasil olsa ayni diziyi Uretecektir (ya-
ni, ¢ift sayil dizideki ilk tek sayi). Bu strdirme islemlerimizi
9, 15, 19, ... vb. sayilarini baslangi¢ sayisi olarak almaya in-
dirgemektedir. Denediginizde kolayca goreceginiz gibi bunla-
rin hicbirisi uzun 6marlt olmuyor (hepsi kisa stirede 142142
dongusine giriyor). Ta ki baslangi¢ sayisi olarak 27'ye varana
kadar. O zaman, nihayet, bizi biraz sertiven bekliyor:

27, 82, 41, 124, 62, 31, 94, 47, 142, 71, 214,
107, 322, 161, 484, 242, 121, 364, 182, 91, 274,
137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233, 700,350,

175, 526, 263, 790, 395, 1186, 593, 1780, ...

Dizinin bu noktasinda (39'uncu sayida, veya Uretiminin
38’inci adiminda) 1000 engelini givenle astik ve tam yol
ilerliyoruz. Dizi daha ileriye strdurulirse daha da gugcleni-
yor ve 77'nci adimda 9232 “yiuksekligine” erisiyor. Ancak bu
noktada felaket basliyor ve “cokls”e geciliyor;

9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433,...,

ve sonunda |1 1’inci adimda (112’inci say1) |’e iniyoruz, yo-
lun sonu, veya daha dogrusu tekrar 142142 déngusine gi-
ris. Ancak bu sefer hi¢ olmazsa emegimizin karsiligini biraz
aldik. Bu seriivenin bitiin éykiasu Sekil 4'deki resimde gos-
terilmistir.

“Dolu tanesi sayilan” adi bu tir resimlerden esinlenmis-
tir. Sayilann inis ¢ikisi bir firtina bulutunda olusan dolu ta-
nelerinin hareketinden farkl degildir; dnce yukan dogru bir
hava akimina yakalanip ¢ok ytkseklere ¢ikarlar, sonra onla-
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n tasiyan hava akimindan c¢ikar kendi agirhiklariyla disme-
ye baslarlar, ama yeniden, hem de daha guc¢li bir akimla
dongu tekrarlar. Ancak, gercek dolu tanesi firtina bulutu-
nun icinde surekli buylr bu da onun kaderini belirler; er ve-
ya ge¢, agirhgr onu yukan tasityan en gugli akimi bile asar
ve topragda duser. Bu, dolu tanesi sayilarinin da degismez
kaderi midir?

Biraz énce yaptiimiz usavurumda yanlis bir sey oldugu
belli. Butin dolu tanesi sayilarinin sonunda “dinyaya dis-
mesi” dogru olsun veya olmasin, ¢ok biyuk bir bélimunidn
dustugi kesin. ileri siirdigimiz argimandaki zayif nokta
27 ile baslayan dizinin incelenmesiyle hemen goérulebilir. Bir
tek sayidan sonra gelen sayi her zaman c¢ift oldugu halde,
bir ¢ift sayidan sonra gelen sayinin tek olmasi gerekmiyor.
Bu nedenle, daha énce varsaydigimiz, dizide tek ve ¢ift sayi-
larin gérinme olasiliklarinin ayni oldugu dogru degil. So-
nunda ¢ift sayilarin sayisi teklerinkini asacak ve bu nedenle
“oyunun kurallan”nm, ilk bakista, tek sayilara vermis oldu-
gu varsayilan 3’e karsl 2 avantaji dengelemeye yonelecekler-
dir. Gergekte, bir dolu tanesi dizisinde, yanyana olan g tiur
say| ¢ifti olabilir: Tek-cift, cift-tek ve ¢ift-cift.

Simdi “Dizide bu farkh ¢ ¢iftin bulunma olasiliklari esit
oldugunda ne olur?” diye sordugumuzu dustnelim. Birinci-
sinde (tek ardindan cift) dolu tanesi sayisi Ugle carpilarak
artiyor (kuralin “1 ekle” bélimt, daha ¢ok buyuk sayilari
iceren genel hesaplamalarda ihmal edilebilir), ikinci ve
ucunci olasiliklarda sayi ikiye bolinerek azaliyor. Her adim
icin ortalama sonug: 3 ¢arpi 1/2 carpi 1/2 yani 3/4'tir. Simdi
su ileri surulebilir: Dolu tanesi egrilerindeki butin sivrilik-
ler dizglin duruma geldiginde, cok blyuk baslangi¢ sayilari
ornegin, bir trilyon veya 1022 her adimda yaklasik % 25 aza-
lir ve bu nedenle sonunda |'e inmesi kag¢inilmazdir (verdigi-
miz érnek icin bu, 90 ila 100 adimdir).

Bir trilyonla baslayan bir dolu tanesi dizisini bir sayisina
indirmek icin gercekte ka¢ adim gerektigini bilmiyorum
(anlasilan bu bilgisayarla arastirilmis ve sonunda 142142
doéngusine gergekten indigi bilinmektedir); ancak 27 baslan-
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ADIM SAYISI
Sekil 4. 27 ile baslayan dolu tanesi say! dizisi.

gi¢ sayisl icin gereken adim sayisi ylizden fazla olduguna go-
re bu tar baslangi¢ sayilari icin, yukarida ileri stralenler ni-
telik bakimindan asagi yukari dogru olsalar bile, gerekli
adim sayisinda cok buyuk inis ¢ikislar olacaktir. Gergekte
bu irdelemeler bazi baslangic¢ sayilari icin dolu tanesinin bir
daha asag! inmeyecek 6l¢tide yukari sapma yapabilecegi ola-
sithgini digslamiyor. Dustnulebilecek en guglu bilgisayar bile
sadece sonlu sayida adim sinayabilecegine gore bu tur bir
dolu tanesinin kusku goétirmeyecek bicimde var oldugu bil-
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gisayarla saptanamaz. Ancak “sayi1-6gutme” yoluyla dolu ta-
nesi dizilerini, olanakli en buyuk baslangi¢ sayilariyla tGrete-
rek incelemek egitici olacaktir. Bdyle bir bilgisayar progra-
mini yazmak cok kolaydir ve ayrica ¢alismaya baslayinca bir
sre icin dusinmemize de gerek olmayacaktir, sadece otu-
rup dolu tanelerinin hareketlerini seyredecegiz.

Bu kitabin yazildigr dénemde (1989) bu konuda, bildigim
en buyik girisim Tokyo Universitesi'nde yapilmistir. Anla-
sildigina gore bir trilyona kadar olan bitin sayilar denen-
mis ve hepsi de sonunda 142142 déngustne inmistir. Gora-
len o ki, her ¢ikisin bir inisi gercekten var! Ancak yine de
dolu tanelerinin bircogu icin “firtina bulutunda yolculuk”
hayli olayli gegcmistir ve ¢ok yikseklere ¢ikilmistir. ilk
100.000 baslangi¢ sayisi i¢in bulunanlarin bir kagma goéz
atalim.

ilk 50 tamsay! icinde bire dénmek icin en uzun yolu kat e-
den 27'dir. Bu 111 adim (baslangi¢ sayisini da katarsak 112
sayl1) iceriyor. Sekil 4'te goruldigu gibi 67'nci adimda 7288
gibi azametli bir yukseklige cikiyor, sonra carpici bicimde
911’e dusuyor, yeni bir hava akimiyla karsilasip daha da yu-
karilara (77'nci adimda 9232'ye) ¢ikiyor, sonra bir baska du-
sUs ve en sonunda birka¢ uzayan cirpinisin ardindan, I11’in-
ci adimda en asagiya, |'e duslyor.

ilk 50 baslangi¢ sayisindan sonra 9232 zirvesinin oldukca
buytk bir engel oldugu goériliyor, 255’e gelinmeden de geci-
lemiyor. Bu dizi, 27 ile baslayan diziden daha kisa fakat hiz-
la 13.120'ye ylukseliyor ve yine hizla tekrar yere iniyor. Ger-
cekte 9232 zirvesi en uzun dizilerin hepsi i¢cin sonun baslan-
gici oluyor, ta ki 703 baslangi¢ sayisina gelinsin. Bu dizi 170
adim surdyor ve 250.504 zirvesine ¢ikiyor. 703 baslangic sa-
yisi, 27'den biyuk (ve 100.000'den kuglk) olan ve yeni uzun-
luk ve ylkseklik rekorlarinin her ikisini de kiran iki sayidan
birisi. Oblri 26.623; 307 adim siirtiyor ve 106.358.020 zirve-
sine erisiyor.

Yukarida verilen sayisal bilgi pargaciklarindan anlasilan
odur ki, adim sayisi, buylyen baslangi¢ sayisina gére daha
yavas artis gostermektedir. 27 baslangi¢ sayisinda 111 adim
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oldugu halde 77.031 baslangi¢ sayisinda (100.000'den kicuk
baslangic¢ sayilan icinde en buyuk diziye yol acan say1) sade-
ce 350'ye ulasmis. Diger taraftan, zirve degerleri ¢cok daha
hizli artiyor; 77.671 baslangi¢ sayisinda (100.000’'in altinda-
ki sayilar i¢cinde en bluyuk zirveye yol agan sayl)
1.570.824.736'ya ¢ikiyor. Bunun Ustinde biraz diasunelim.
Demek oluyor ki, arastirmamizin bu asamasinda dolu tane-
sinin ¢ciktigr en buyuk deger baslangi¢ degerinin 20.000 ka-
tindan daha biyuk. Dahasi, zirve yiksekliginin baslangig
degerine orani, baslangi¢ sayisinin artmasiyla artiyormus
gibi gérundyor. Yukan dogru olan hava akimlan ve ani dus-
meler kisa slirede, giderek daha carpici oluyorlar.

Cok buyuk baslangi¢ sayilan N igin (6rnegin birkag yuz
veya daha fazla basamakli) dizinin uzunlugunun oldukca
“iyi davrandigi”, ortalama olarak 24, 64D —101 (D, baslan-
gi¢c sayisi olan N'deki basamak sayisi) degerine yerlestigi
ileri surdlmasttr. Bu formalun 6nemli bir teorik temeli
yoktur; rasgele secilmis ¢ok sayida biyuk baslangi¢ sayila-
riyla elde edilen verilere dayanmaktadir. Ornegin, ister
inanin ister inanmayin, baslangi¢ sayisi olarak N = 1...(998
sifir)....1, bilgisayarla izlenmis ve 142142 déngusine
23.069 adimda indigi saptanmistir. D = 1000 basamakli sa-
y1 icin formil 24.539 adim dngérmektedir; % 10 civannda
bir hata.

Bir dolu tanesi sayisinin eristigi zirve degerinin hep cift
sayl olmasi gerektigini gérmek kolaydir. Yeni bir zirve reko-
runun yalnizca tek olan bir baslangi¢ sayisiyla kinlabilecegi
de kanitlanmistir. Ancak dizi uzunlugu rekorunu kiracak
baslangi¢ sayilari konusunda teorik herhangi bir tek veya
cift kisitlamasi olmadigi gérilmektedir. Gortlen odur Ki,
uzunluk rekoru kiranlann ¢ogunlugu tek sayidir: 100.000'in
altindaki istisnalar 6 (dizi uzunlugu 8), 18 (dizi uzunlugu
20) ve 54'tur (dizi uzunlugu 112).

Eder, 6rnegin ilk yiz baslangi¢ sayisi i¢in butin dizi
uzunluklan ve zirve yuksekliklerinin bir listesi yapilirsa il-
ging bir dagilim elde edilir; kesinlikle rasgele olmayan ancak
anlasilmasi da kolay olmayan bir dagilim.
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isleri hizlandirmak icin bir cep hesap makinesi kullana-
rak bunu siz de kolayca yapabilirsiniz. Yiz tane baslangig
sayisl ¢ok fazlaymis gibi gérintyor ancak hepsini tek tek
yapmaniz gerekmez. Daha 6nce urettigimiz, baslangic sayisi
7 olan diziyi disunun:

7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1....

Bu dizi bize sadece uzunlugunun 16, zirve degerinin 52 oldu-
gunu soylemiyor, ayni zamanda (ikinci sayi 22 oldugu igin)
22 icin dizi uzunlugunun 15, zirve degerinin 52 oldugunu ve
(Gglincl sayi 11 oldugu icin) 11 i¢cin uzunlugun 14, zirve de-
gerinin 52 oldugunu vb. séyltyor. Bu bir tek “dolu tanesi” bi-
ze tam 16 baslangi¢ sayisi igin gereken bitun bilgiyi veriyor.
Ayrica bizi, farkl bircok baslangi¢ sayisi icin ayni zirve dege-
rinin elde edildigi konusunda biraz aydinlatiyor; érnegin 52,
yalnizca baslangi¢ sayisi 7 igin bir zirve degil, ayni zamanda
22, 11, 34 ve 17 icin de zirvedir. Bunun en carpici érnegi 27
ile baslayan dizinin zirve degeri olan 9232'dir. Bu 77'nci
adimda ortaya ¢iktigindan, ondan 6nce gelen 76 sayinin dizi-
lerinin zirve degeri de aynidir. Gerg¢ekte ilk 1000 baslangig
sayinin Ugte birinden fazlasi icin de zirve deg@eri ayni sayidir.

Artik zirve degerinin neden rasgele olmadigini gériyoruz;
dizi uzunluklari i¢in ne diyebiliriz? Olanakl her uzunluk
gerceklesebilir (bunu, ikinin kuvvetleri olan 2, 4, 8, 16, 32,
64, .... sayllarini baslangi¢ sayilan alarak kanitlamak kolay-
dir; bunlar uzunluklan 1, 2, 3, 5, 6 ... vb. olan diziler Uretir-
ler) ancak burada da bazi uzunluklarla digerlerinden daha
sik karsilasilir. Gergekte bunlar kimelenmeye yonelirler.
1976 yilinda ayni dizi uzunlugunu veren art arda gelen 52
baslangi¢ sayisindan olusan bir zincir yayinlandi. Butin
bunlar ne anlama geliyor? Daha klcuk baslangi¢ sayilari
iceren, 386’dan 391'e kadar olan daha kucuk bir zincir var-
dir. Bu grup o6zellikle ilginctir, nedeni de sudur: Bunun Uye-
leri sadece esit uzunlukta olmakla kalmayip hepsi de ayni
zirve degere (dogal olarak 9232 degerine) sahipler. Bunu siz
de kanitlayabilirsiniz.
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“Dolu tanesi konusunda” nereye geldigimizi saptayalim.
1.000.000.000.000’a (yani bir trilyona) kadar olan her bas-
langi¢ sayisinin, kusku gétiirmez bicimde bire inip sonu gel-
meyen 142142 doénglsidne dustidu bilindigine gore butin
sayilar icin de boyle oldugu olasi gértiintyor. Bunun basit bir
kanitinin olup olmadigi ve eger varsa bizim yasam stremiz-
de bulunup bulunmayacagini bilmiyoruz. Bu problem ciddi
arastirmacilarin dikkatini cekecek 6lcuide 6nemli degil, an-
cak yine de bircok matematikci bu konuya soéyle bir géz at-
manin Otesinde ilgi gostermistir. Gercekte bu o 6lglide yay-
gindir ki bir ara bunun ABD’de yapilan ciddi matematik
arastirmalarim baltalamayi amacglayan yabanci 6rgutin isi
oldugu yolunda bir nikte moda olmustu.

Bu bir trilyon sayi dizilerini duistinidrken bana sasirtici
gelen bir sey var. O da sudur: Bunlarin higbirisi, ne kadar
uzun olursa olsun ayni sayiyi iki defa icermiyor. Bir dizinin
dolu taneleri asad! yukari giderken sayl uzayinin hep ayni
bélgelerinden geciyor olmalari bunu daha da sasirtici yapi-
yor. Bir sayinin tekrarlanmadigini nereden biliyoruz? Tek-
rarlansaydi sayilarin duzenleri hi¢ bitmeyen bir dénguyle
(isterseniz halka deyin) tekrarlar ve hicbir zaman, (sdylendi-
gine gore) hepsinin yaptigi gibi I'e inmezdi. Az énce soyledi-
gimiz, dolu tanesi dizisinin her adimda ortalama 3/4 carpani
kadar azaldigina kendimizi inandirmak icin kullandigimiza
benzer basit bir olasilik argtimani ile sonunda bdéyle rastlan-
tilarin olacagini soyleyebiliriz. Boyle bir trilyon dizi icinde
bu tdr tek bir rastlantinin olmama ihtimali inanilmaz 6lgu-
de kucuktur. Bir duasunun! Art arda gelen cift sayilardan
sonra dizimiz bir tek sayiya her geldiginde, daha 6nce bu-
lundugu say bolgesine giriyor ve bunu simdiye kadar kont-
rol edilmis olan nerdeyse bir trilyon dolu tanesi dizisinin
hepsinde, tekrar tekrar yapiyor ama yine de bir tek sayinin
tekrarladigi géranmuyor.

Bu kadar sansli (veya sanssiz, bakis acimiza gore) olabi-
lecegimiz dusunulemez. Dolu tanesi dizilerinde Uretilen sa-
yilarin (gérinumler bir yana) rasgele olmadidi sonucuna
zorlaniyoruz. Bu sayilarin iclerinde sakli, kesin olarak be-
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lirlenmis bazi matematiksel sinirlamalar var olsa gerek;
belki de biz bunlardan birine tesadifen ¢arptik. Eger bun-
lar rastlantisal degillerse o0 zaman benim bu konudaki olasi-
hk argimanim da basarisizliga mahkumdur. Bu, ayni za-
manda, bir dolu tanesi sayisinin “sonsuza kadar ugma”ya
glclt olmadigina isaret eden tek sonucu, 3/4 argimanimizi
da beraberinde goturr.

Oyleyse, belki de bir kusku payi birakmaliyiz. Konu ka-
panmamistir. Bazi dolu tanesi sayilari, belki de, sinirlan-
madan surekli daha yukseklere, ucabiliyordur; eder boyle
degilse, en azindan 142142 son duragindan daha saygin bir
yerde dénguye giriyordur. Periyodu 400.000'den kiguk olan
baska hicbir donginidn olmadigi ileri suruldigune gore bu
saygin konumdaki déngu, eger varsa, gergekten cok etkile-
yici olmali.

Butin bunlari okumanin oldukc¢a eglendirici oldugunu,
normal bir hesap makinesiyle (eger varsa) donanmis olarak
sizin katkinizin ne olabilecegini dustnidyor olabilirsiniz. Yu-
karida verilen dolu tanesi problemi igin gercekten yapabile-
ceginiz higbir sey yoktur, cinkd onlarin tstine gugcla bilgi-
sayarlarla bile gidilmistir. Diger yonden, bitin dolu taneleri
ayni degildirler, cok cesitli gérinumlerle ortaya cikabilirler.
Gercekte sayilamayacak kadar dolu tanesi vardir ve onlarin
¢oguna (kullanmaktan hoslandigim metafor karisimiyla) in-
san eli ayak basmamistir. Ornegin, bir tek sayiyr 3'le carpip
1 eklemek yerine 3’le ¢arpip belirlediginiz herhangi bir tek
saylyl, 3, 5, 7 hatta, daha buyuUk bir sayiyi ekleyebilirsiniz.
Butun bu “dolu firtinalar1” i¢in, daha 6nce vermis oldugu-
muz 3/4 argumani (sizce herhangi bir guvenirlirligi kalmigssa
eger) gecerlidir; bu tar herhangi bir dizi strekli artamaz.
Ancak bunlarla, en azindan bazi durumlarda, baska déngu-
ler Gretilebilir.

Ornegin, tek say! igin “3'le ¢arpi 7 ekle”, ¢ift sayi igin de
her zamanki “2'ye bdl” kuraliyla Gretilen dolu tanesini ele
alalim. Baslangic¢ sayisi 1 olan dizi soyledir:

1, 10, 5, 22, 11, 40, 20, 10, 5, 22, 11,.
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kisa stirede sonu gelmeyen 5, 22, 11, 40, 20, 10, 5 halkasina
girmistir. Baslangi¢ sayisi olarak 7 alindiginda,

7,28, 14,7, 28, 14, 7...

biciminde bir déngl géruriz; ancak baslangig sayisi olarak 9
alindiginda dizi 25 adimlik bir yolculuk sonunda I'e iner:

9, 34, 17, 58, 29, 94, 47, 148, 74, 37, 118, 59, 184, 92, 46, 23,
76, 38, 19, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1,...

Goérdugumuz gibi bu dizi, ikinin bir kuvvetine (yani, 26 olan
64) rastladigi icin “bir tas gibi” ta |'e kadar dismustir. Bu
sonug bir baska olasilik argiimanini (zayif da olsa) akla getir-
mektedir. Donglye girmeden yeterince uzayan her dolu tane-
si dizisinin (2'nin kuvvetleri olan sonsuz sayida sayi var oldu-
gu icin) sonunda bunlardan birine rastlayarak, takla atarak
yere dusecegi ileri surulebilir. Bu argiman, eger bir degeri
varsa, gergekte, tek sayilan 5, 7 veya 9 ile ¢arpip, érnegin 1
ekleyerek, ¢ift sayilan da (her zaman oldugu gibi) 2 ile béle-
rek elde edilen bittn dolu taneleri icin de gecerlidir. Bu yeni
diziler igin 6nceki 3/4 argimani artik gecerli degildir; (kontrol
edin) artik 5/4, 7/4 veya 9/4 argimanlanna dondasmuslerdir.
Bunlar, her sayinin (ortalama olarak) bir 6nceki sayidan 5/4,
714 veya 9/4, vb. ¢arpam kadar biyuk olacagim oéngorurler.
Bunun mantiksal sonucu, yeni dolu tanesi dizileri, eger sans-
siz degillerse, sinirsiz olarak buyuyerek strip gidecekleridir.

Bu nedenle, burada, ézellikle ilgin¢ olan bir durum ortaya
cikiyor, iki olasilik argimani arasinda bir ¢eliski oldugu goé-
rultiyor. Ornegin, sayilan 5'le carpip 1 ekledigimiz “dolu fir-
tinasinda argimanlardan biri sunu soyltyor: “Her terim,
ortalama olarak, bir evvelkinden onun 5/4 kat fazla olmali
ve bunun sonucunda dizi hi¢ durmadan blyumelidir.” 2'nin
kuvvetleriyle ilgili 6teki argiman ise sonsuza gittigini iddia
eden bu tur her dizinin (5/4 kuralina ragman) “sanssiz” ol-
maya mahkum oldugunu ve oraya varamayacak oldugunu
soyluyor. Hangisine inaniyorsunuz?



Bildigim kadariyla bu dolu firtinasi hakkinda pek fazla
arastirma yapilmamistir. Oyleyse yolunuz agik olsun. Size
sadece kisa bir sire icin eslik edecegim. Boylece, baslangig
sayisl 1 oldugunda;

1,6, 3,16,8,4,2, 1

buluyoruz. Bu érnekte kazanan ikinin kuvvetleri argimani
oldu! Baslangic sayisi olarak 2, 3 ve 4 alindiginda bunlar yu-
kardaki dizide zaten var olduklarindan, olusturduklari dizi-
ler de sonunda |'e diusmeye (veya, eger tercih ederseniz, bir
1, 6, 3, 16, 8, 4, 2, 1... halkasina) mahkumlar. Oyleyse bas-
langi¢ olarak ilgilenecegimiz bir sonraki sayi 5 olacak. Diziyi
olusturdugunuzda

5, 26, 13, 66, 33, 166, 83, 416, 208, 104, 52, 26, 13,....

buluruz. Bu dizideki déngu “6nemsiz olmayan” (bundan
kastettigimiz 1 sayisini icermemesidir) tirdendir; 13'ten
416'ya yukselmekte ve sonra tekrar 13'e inmektedir. Bas-
langic i¢in 7 sayisini aldigimizda ne oldugu konusunda tek
sdyleyecedim bunun iyi bir seriiven olacagidir. Arastirmaya
baslayin. Baslangi¢ i¢in baska sayilar deneyin. Daha sonra,
nerdeyse sinirsiz sayidaki farkli tirden dolu firtirnalannm
herhangi birisini deneyin; belki de kendi “tahminlerinizi”
ortaya koyarsiniz. Eger “ciddi” matematigi baltalamak icin
kurulan uluslararasi érgutin bir parcasi olmaktan korku-
yorsaniz o baska!



V. Bolum
\_(alanlar, Kahrolasi Yalanlar ve
Istatistik

“Yalanlar var, kahrolasi yalanlar ve istatistikler var.” di-
yerek bir zamanlar parlamentodaki meslektaslarini uyaran
kisi Ingiliz Basbakani Benjamin Disraeli'dir. istatistik bili-
minin bu kadar kétd bir Gnt nasil kazandidi bilinmiyorsa
da, sdylenmek istenen sudur: Normal bir “siradan insan”,
zeki olsun veya olmasin, bu bilim hakkinda o kadar az sey
bilmektedir ki, kéti niyetli veya yanhs bilgi sahibi oldukla-
rinin farkinda olmayan insanlarin vardiklari asli olmayan
sonuclan timuyle kabul etmeye kolayca ikna edilebilir. Te-
mel problem, olasilik konulannda sag duyu veya sezginin
cok yetersiz bir rehber olmasindadir. Gercekten bu olguya
isaret eden pek ¢ok basit érnek vardir, iyi bir vatandasin bir
jari Gyeligi gorevini yerine getirirken karsilasabilecegi k-
¢tk bir ornekle baslamak yerinde olur samnm.

S6z konusu dava bir gorgl tanigi bulunan bir ¢arpip kag-
ma davasidir. Bu tanik kazayi yapanin bir taksi oldugunu
ve renginin mavi oldugunu séyliyor. Kazanin oldugu kentte
sadece iki taksi sirketi var; bunlardan biri yesil, 6buri mavi
renkli arabalar kullaniyor. Dava, yeterince acik gibi gértini-
yor: Her olasilia gore carpip kacan sofériin “mavi taksi” sir-
ketinin soforleri arasindan aranmasi gerekir, (su anda, sbtz
konusu arabanin, calinti olabilecedini hesaba katmiyoruz,
bu pek olasi degil).

Simdi biraz duralim; ufak bir sorun var. Kaza oldugunda
hava karanyordu ve testler gdsteriyor ki tanik yesil veya
mavi arabalan sadece % 80 oraninda dogru olarak ayirt ede-
biliyor. Soyle diyebilirsiniz; Pekala bu kaniti biraz daha az



kesin yapiyor; ancak en buyik olasilik hala (hi¢ kusku yok)
olayla ilgili taksinin mavi olmasi yolunda. Sorumluluk duy-
gusu tasiyan bir juri Uyesi baska hangi sonuca varabilir?
Oyleyse, bu kanit da adil bir karara varmak igin yararlani-
lan butun oteki bilgilerin yaninda yerini almalidir. Bu de-
gerlendirmeye karsi ¢ikaniniz var mi1? Sanmiyorum; ancak
yine de bu 6zel dava konusunda boyle bir degerlendirme
(asagida aciklanacagi gibi) tamamen temelden yoksundur.

Nedenine gelince: Simdiye dek toparladigimiz bilgileri ya-
rarsiz kilacak ¢ok 6nemli bir soru, bu kentteki taksilerin
ylUzde kacinin mavi, yuzde kacinin yesil sirkete ait oldugu
sorusu hendiz sorulmamistir. Davamiz bakimindan yanit,
yesil-taksi sirketinin mavi-taksi sirketinden ¢ok daha buyuk
oldugu ve kentteki taksilerin en az % 85'ini calistirdigi yo-
lundadir. Eger tanik, taksilerin % 20’sinin rengini yanlhs
olarak saptiyorsa durum ¢ok degisir. Simdi neden bdyle ol-
dugunu gorelim.

Karmasik matematik ve olasilik formdallerinin ayrintilari-
na girmeden, tanigin bir tek kaza degil de boyle bir ¢cok (6r-
negin 100) kaza gérdaguni ve hepsinde kaza yapan araba-
nin rengini sdyledigini dastnelim. Boylece istatistigin 6ztine
¢abucak girebiliriz. Olasilik yasalarina goére bu kazalarin
85'ini yesil arabalarin, 15'ini de mavi arabalarin yapmasi
beklenebilir. Tanik, yesil arabalarin % 20’sini yani 17'sini
yanlislikla mavi olarak tanimliyor. Mavi arabalarin yer aldi-
g1 15 kazanin % 80’ini, yani 12'sini dogru olarak mavi diye
teshis edecektir. Demek ki mavi arabalarin yaptigini sdyle-
digi 29 kazanin 17'sinde tanik hata yapmistir; hemen hemen
% 60’lik bir hata oram. Tanigin kazayi yapan arabanin mavi
oldugu yolundaki ifadesi, biuytk olasilikla, yesil bir taksinin
yanhs teshisidir.

Bu durumda, ortaya konan kanitlardan ¢ikarilacak dogru
sonug, kaza yapan taksinin buyik olasilikla yesil oldugudur;
ancak olasiliklar birbirlerine yakin olduklari icin jari Gyele-
rinin bu kaniti hi¢c olmazsa dikkate almamasi belki de en
iyisidir. Simdi Disraeli'nin istatistik hakkindaki samimi
kuskusunu anlamaya basliyoruz. Olasilik teorisinin vardigi



cogu sonug gergekten de “eski dostumuz sagduyu”ya aykiri
dismektedir.

istatistik teorisinin, matematiksel yénden oldukga saglam
olmasina karsin, inanilmasi gu¢ sonuclarla karsimiza ¢ikma
seklindeki bu can sikici egilimi yuzyillar 6ncesine gider. En
ilgin¢g eski érneklerden biri bir sans oyunuyla ilgili olan ve
ilk olarak 1730’larda isvi¢reli matematik¢i Daniel Bemoulli
tarafindan dile getirilen problemdir. Oyun “yazi1” gelinceye
kadar yazi tura atmaktan ibarettir. Eger ilk atmada yazi ge-
lirse “kazang” 2 (yani ikinin birinci kuvveti olan 2'nin kendi-
si) fistir; fisin degerini istediginiz gibi saptayabilirsiniz, soz
gelimi ona 1 dolar diyelim. Efer yazi ancak ikinci atista ge-
lirse kazang 22 (yani 4) dolar oluyor. Eger Gglncu atista ge-
lirse kazang, 23 (yani 8) dolardir ve bdylece striyor.Yanit-
lanmasi gereken soru sudur: Yazi tura atanin bu oyuna gire-
bilmesi icin “kasaya” 6demesi gereken adil para miktari ne
olmalidir? Buradaki adil sézcigu eger oyun hi¢ durmadan
tekrarlansaydi kasa ve oyuncunun “fit olma”lan anlamina
gelmektedir.

Matematik bakimindan yaniti bulmak zor degildir. Sorun,
yamta inanmanin, olanaksiz degilse bile, zor olmasidir. Ne-
deni su sekilde agiklanabilir, ilk atmada yazi gelme sansi
ikide bir oldugundan ilk atista 2 dolar kazanma sansi, ikide
birdir. Kazanmanin “tek” olanag bu olsaydi oyuna giris Uc-
reti olarak 1 dolar édemek “adil” olurdu. Ancak oyunun iki
atista bitme ve 4 dolar kazandirma sansinin 1/4 oldudu da
duastnulebilir. Oyun bu elde “biterse”, “adil” Ucretin yine 1
dolar olacagi asikardir. Gergekte, bu disinme yolu genelle-
nebilir; eger “yaz1” ancak n’inci (buradan n sececediniz her-
hangi bir tamsayidir) atista gelirse kazanacagim oyun igin
adil gorus dcreti ne olmahdir diye sorarsam yanit yine 1 do-
lardir. Ancak gergek oyunda, yazi ne zaman gelirse gelsin
hep benim kazanmama yol acmaktadir; yani her n degeri
icin. Oyleyse, “adil” giris tcreti her bitis olanagi icin 6dene-
cek 1 dolarlarin toplamina esit olmalidir, yani

1+1+1+1+1+1+.



Burada noktalar islemin hi¢ bitmeden sirecegini goster-
mektedir. Ne var ki bu sonsuz miktarda para demektir, top-
lam sonsuzdur ve tim dinyadaki paralarin timundn “adil”
bir oyun icin yeterli olmadigi anlamina gelmektedir. Baska
bir deyisle, oyuna girmek icin bir milyar dolar istense de
oyuncu kazanchdir. Butln servetinizi (bu, bir “milyar’dan
az da olsa) bu oyunu bir kerecik oynamak icin gézden c¢ikarir
miydiniz? Matematik, hi¢ duraksamadan bu firsatin Ustlne
atlamaniz gerektigini sdylemektedir. Yanhs olan nedir?

Bir sorun sudur ki, gercek yasamdaki oyunlarda kasada,
kazananlara 6demek Utzere sadece sonlu miktarda para var-
dir. Ornegin, bizim kasamizda, 2D dolara (bir milyon dolar-
dan biraz fazlasi) kadar 6deme yapacak para bulundugunu
dastinelim. O zaman yazi gelmesi i¢cin 20'den fazla atis ge-
rektiren bdtin oyunlar gecersiz ve yok sayilacaklardir. Boy-
le bir siralama durumunda “bir kumar oyunu”na giris icin
dédenmesi gereken adil ticret ne olmahdir? Onceki argiiman-
lar1 kullanirsak daha 6nceki sonsuz toplamdaki ilk yirmi ta-
ne biri toplamak yeterlidir; bu da 20 dolar eder. Bu durum-
da ancak eger ilk dort atis sirasinda bir yazi gelirse siz kay-
bedersiniz, eger besinci veya daha sonraki ellerde yazi gelir-
se siz kazanirsiniz ve bir milyon dolar kazanmamz bile ola-
sidir. Buna gére bu oyun fena da gérinmuyor, degil mi? Sez-
gimiz bizi yine yaniltiyor mu? Belki 8yle, ancak su sonsuz
toplami algilamak hala biraz zor gérintyor. Bernoulli'nin
zamaninda da dyleydi. O dénem, bu sonsuz kavrami i¢in
saglam bir matematiksel anlayis olmadigi bir dénemdi ve
sonug bir ¢cok tartismaya konu olmustu.

Bunun 6tesinde, bir baska karmasa daha vardi. Soéyle ki,
gercek yasamda aklimiz, sonsuz kuguk olasilikla sonsuz
miktarda para kazanma sansini, fazla c¢ekici bulmuyor, ma-
tematik bu kazanma olasiligi konusunda ne derse desin.
Eger oyuna giris ayricaligi pahali ise, bu daha da gecerli olu-
yor. Ornegin, bir milyon dolar kazanma sansinin milyonda
bir oldugu bir piyangoyu ele alalim. Katilim i¢in 1 dolar
“adil” bir bedeldir ve ¢cogu insan katilmaktan mutludur (cok
daha dusuk olasilikla calisan Eyalet Sans Oyunlari siste-



minde bu, inandirici bicimde gérilmektedir). Simdi de bir
milyar (109 dolar kazanma sansinin milyonda bir oldugunu
varsayalim. Bilet i¢in adil bedel simdi 1000 dolardir. Bu pi-
yango da matematiksel olasiliga gore, bir evvelki ile ayni 6l-
cude “adil”dir. Ancak simdi énemli miktarda para kaybetme-
nin hemen hemen Kkesin olmasi (1.000.000'da 999.999) olasi
alicilarin ¢cok daha buyuk bélumund bu riske girmekten ali-
koyacaktir. Para miktari bayudukce bu etki daha da gugcle-
nir. Ornegin milyonda bir sansla bir milyar dolar kazanmak
icin kim 100.000 dolan (bor¢ alabildigini varsayarsak bile)
tehlikeye atar? Halbuki bu son kumar, sirf matematiksel
kazanma olasiliktan agisindan son derece ¢ekicidir.

Gordugumuiz gibi akil bunlari farkli yorumlamaktadir.
Her turlt luks ve kotl aliskanhiga yonelseniz de ¢ok ufak bir
béluminden fazlasini harcayamayacaginiz bir parayi, ¢ok
uzak bir ihtimalle kazanma sansi icin butln bir yasam boyu
saglanabilecek parayi kaybetmek ddenecek ¢cok ama cok pa-
hali bir bedeldir. Gergcek yasamda hedefler yalnizca mate-
matiksel kazanma olasiliklannin olumlu veya olumsuz ol-
malarina gore saptanmazlar. Eger enflasyon basini alip git-
mezse 10D dolar kazanma ile 109 dolar kazanma arasinda
pratik bakimdan hi¢bir fark yoktur.

Para terazisinin 6bur kefesinde, olasiliklar olabildigince
kicuk olsa da, kumarda kuguk bir miktar parayi tehlikeye
atmaya hazir insanlar vardir. Buradaki dusiinme tarzi séyle
olsa gerek: “Oyuna girmek igin gereken az bir para bizi fazla
etkilemez. Ama sonunda birisi kazanacaktir, bizim de her-
kes kadar, sansimiz var!” Ornegin, eger siz de bilinen rek-
lam posta listesindeyseniz, ge¢mis yillar boyunca “100.000
dolar kazanmis olabilirsiniz!” tari birka¢c mektup almissi-
nizdir. Bu su demektir; bir sirket listesindeki her aileye bir
numara géndermis, kazanan saylyl da énceden se¢cmistir; bu
belki de sizin zarfinizdan ¢ikan numaradir, ancak ikramiye-
yi almak icin mutlaka yanit vermeniz gerekmektedir. Yanit
vermeye deger mi?

ABD’de bu tur “bedava” islerle ilgili olan daha buyuk giri-
simler Glkenin buyuk bir bélimindeki evlere -10 milyon



ithmh bir sayi1 olabilir- bu tur teklifleri kolayca postalayabi-
lirler. Bu on milyon rakamini kabul edersek, o zaman sizin
kazanma sansiniz on milyonda birdir. Oyleyse ortalama ola-
rak 100.000 dolar, bdlt on milyon kazanma sansiniz var de-
mektir. O da tam 1 cent'tir. Bu para ise, oyuna katilmak igin
reklamciya gondereceginiz yanita yapistiracaginiz posta pu-
lu masrafindan ¢ok daha azdir. Akl basinda istatistikler her
oynadiginizda (ortalama) 20 cent'ten fazlasini kaybettiginizi,
sadece aptallarin bdyle bir oyuna gelecegini bagirip durur-
lar. Ancak siz bunu bir de kazanana sorun! Gercekte, basvu-
rulan kisilerin agirlikh bir bélimu, bir hi¢ karsiliginda bir
seyler verildigine ve bunun da bitiin kumarlar icinde en iyi-
si olduguna inanarak, bu “bedava”lara sevkle katilirlar.

Verdigimiz senaryo pratik yaklasimin matematiksel bildi-
rimlere timuyle mantiksal nedenlerle tstiun geldigi durum-
lardan birisidir. Bazi insanlar icin gunlik yasamin sikici
tekrarindan kurtulmak ve (genellikle kisa 6murli olan) bek-
lentisinin heyecanini yasamak, ger¢ekten, bir posta pulu be-
deli 6demeye deger. Ote yandan istatistik alanina giren ko-
nularda sag duyunun hatali sonuglara vardigi ve bu hatala-
rin dizeltilecek yaninin olmadigr durumlara da kolayca
rastlanabilir. Bu tir yanlis anlamalardan en sik rastlanani,
istatistikgilerin gururla “ortalamaya donus ilkesi” dedikleri
ilkeyle ilgilidir. Bu ilke ilk olarak 19. yuizyilda, bir ingiliz be-
yefendisi olan bilimci Sir Francis Galton tarafindan ortaya
atildi. Soyledigi basit olarak sudur: Bir ortalama deger cev-
resinde kiimelenmis timuyle rasgele bir olaylar serisinde
bir olaganidsti olayi, buyuk olasilikla, (kura sonucu) siradan
bir olay izler. Boylece, ¢ok uzun boylu babalarin ogullarinin,
ortalama olarak biraz daha kisa boylu, cok kisa boylu baba-
larin bir 6l¢ide daha uzun boylu cocuklari olduguna dikkat
cekilmistir. Bu dogru olmasaydi, ortalikta bir stri 30 metre
ve 30 cm boyunda insanlar dolasirdi.

ABD’de, 6zellikle spor meraklilari arasinda “tniversite
ikinci sinifugursuzlugu” denilen sey bunun en guglu tezahi-
rinin érnegidir. Tlk sezonda inanilmaz etkileyici bir bicimde
ortaya ¢ikan bir spor kahramaninin, ¢cogu kez, gérece dus Ki-



nkligr yaratan bir ikinci yili olur. Bu olguyu beyzbol terimle-
riyle aciklarsak daha iyi belirtebiliriz. Bu rasgele bir secim
degildir; cunku, istatistiksel veriler icinde gdmilmuis olan
beyzbol, bu tir yanhis anlamalar icin ideal bir Greme ortami
saglar. Bir sezonda maclarin, érnegin, ortalama % 60'1m ka-
zanmasi beklenen ve ayni dlglide yetenekli top atici oyuncu-
lardan olusan bir kiime dusiinelim. istatistik, dogasi nede-
niyle (kuskusuz) bu ideal durumun gercek bir sezonda yer
almasina izin vermeyecektir. Top aticilarin bazilari yetenek-
lerine gore saptanmis olan % 60 kazanma oranini hakl ¢ika-
racak élgiden daha iyi, bazilari da daha kétu bir oyun cika-
racaklardir. Ozellikle, biri veya ikisi kazanma yuzdesini %
60'in oldukca Ustiine, % 80’e kadar c¢ikacaktir; bu, ¢ok nor-
mal olan istatistiksel dalgalanmalarin nerdeyse énleneme-
yen bir sonucudur.

Ancak basin ve beyzbol sevenler buna nasil bakacaklar?
istatistiksel dalgalanmalara degdinecekler mi ? Dogaldir ki
hayir! Bu birkag¢ spor sanslisi (en azindan bir sezon igin
sansli olan) tstin kahramanlar olarak goklere cikarilacak-
tir. Arada bir bu betimleme hakli da olabilir, ancak ertesi
sezon geldiginde genellikle, ortalamaya doénus ilkesi kendini
gosterir. Bunun sonucunda, ¢ok biyuk bir olasilikla bu ayni
“stiper kahramanlar” belirli él¢uide cok daha kot sonuclar
alacaktir. “ikinci yi1l ugursuzlugu” bas gésterecek ve kaginil-
maz olarak, spor elestirmenlerinin ligatgesinde yerini ala-
caktir. Neden olarak da, akla gelebilen her tirlu baski veya
super kahramanlik sonrasi yasamin nimetlerinden asin ya-
rarlanma ileri suirtlecektir. Son derece muhtemel olan “orta-
lamaya dénus” agiklamasi, fark edilmis olsa bile, basin igin
cekici degildir. Bildigim kadanyla, ona spor sayfalannda hig
rastlanmamistir.

Ayni “gerileme” ilkesi, ilerlemeyi yireklendirmek bakimin-
dan évguden ¢ok daha etkili oldugu seklinde de yanhs yorum-
lanir. Bunun nasil yapildigini gérelim. Ornegin, herhangi bir
girisim Ustinde calisan bir grup 6grenciyi ele alalim. Gunler
ve haftalar gectikce, cabalanmn sonucunda yetenekleri de
gelisecektir. Ancak (yine o korkulan istatistiksel dalgalanma-



lar nedeniyle) bu ilerleme dngérilebilen, dizgin bir bigimde
olmayacaktir. Belirli herhangi bir test uygulandiginda sadece
iyi (veya kotl) sans sonucu, kapasitelerinin dstinde (veya al-
tinda) basari gostereceklerdir. Burada yeteneklerden kastedi-
len sey, blyuk sayida bu tdr testler sonucu alinan ortalama
basari dizeyidir. Testte daha basarili olanlar, kuskusuz, év-
guindn aslan payini alirlar. Artik asina oldugumuz ortalama-
ya gerileme denilen istatistik yasasi uyarinca da, daha sonra-
ki bir testle kendi gercek (daha disik) kapasitelerine daha
yakinlasmis olacaklardir, ilk testte istatistiksel nedenlerle
daha az basarili olanlar ve bu nedenle elestirilenler icin ise
tam tersi dogrudur, istatistiksel dalgalanmalarin gergek do-
gasina asina olmayanlar icin, battn veriler, basarinin yuk-
selmesini tesvik etmek konusunda elestirinin 6vguden daha
etkili olduguna isaret etmektedir. Disraeli daha kuskucu ol-
saydl, kendi bakimindan daha iyi olabilirdi.

Bununla yakindan baglantili olan ve sporla ilgili yanhs
bir kavram da “momentum” veya “sicak dénem”dir. Boyle
kavramlarin mutlaka timuyle temelden yoksun olmayabile-
cekleri diuistintilse de, bu olguya 6rnek olarak verilen olaylar,
eylemin rasgele olmasindan baska bir sey dedildir. Daha ba-
sit olsun diye, berabere kalmaya izin verilmeyen spor dalla-
rindan (beyzbol ve basketbol iki guzel 6rnektir) birinde tipik
bir sezondaki macglara bir géz atalim. Yine isi basitlesmek
icin, herhangi bir ligdeki butin takimlarin tam olarak ayni
kapasiteye sahip olduklarini varsayalim. Bu demektir ki,
paranin yazi veya tura gelme sansi nasil esitse, herhangi bir
macta A takiminin veya B takiminin kazanma olasiliklari
aynidir: Sezon boyunca oynanan magclar icin istatistik yo-
ninden ne bekleyebiliriz? Biatin takimlarin kazanma-kay-
betme sayilan birbirinin ayni mi olacaktir? Dogaldir ki ha-
yir! Gergekte maglann sonucglanni yazi tura atmak yoluyla
belirleyerek bir sezon oynamayi! denemek sizin i¢in ilging
olabilir. “Sezon” sonunda bir tane en basanl takim, bir tane
de en basansiz takim olacaktir. Spor yazarlan da hi¢ kusku
yok takimlardan birinin basansi 6tekinin de basarisizligi
icin, istatistik disinda, akla gelebilecek her seyi ileri stre-



ceklerdir. Takimlar arasindaki yetenek farkliliklarinin
o6nemli bir etkisi olmadigini savunmuyoruz. Bizin savundu-
gumuz, en yetenekli takimin ¢ogu kez “sampiyonlugu” ka-
zanmayl basaramayacagi; bunun nedenin de varsayilan ka-
rarlilhik veya karekter eksikligi degil, sadece istatistigin oy-
nadigi kacinilmaz rol oldugudur.

Yazi tura ligimizin tipatip yetenekli takimlari arasinda,
her takim igin (6rnegin) 100 mag iceren bir sezonda baska ne
gibi carpici sonuglar bekleyebilecegimize bir bakalim. Arka
arkaya bir dizi mag¢ kazanilacak veya kaybedilecektir. Mo-
mentumun etkisi budur. Ornegdin, eger son maginizi kaybet-
tiyseniz bundan sonraki n maginizi, hi¢bir su¢cunuz olmadan
kaybetme olasiliyiniz, istatistiksel bakimdan 2°de birdir.
Egder n = 6 ise, art arda yedi mag¢ zincirinin hepsini sadece
sans nedeniyle kaybetme veya kazanma olasiligi altmis dor-
de bir olur ve 100 magclik bir sezonda bdyle bir zincirin ger-
ceklesme olasihigi oldukca kuvvetlidir. E§er maglar kaybe-
dilmisse takim “bir ¢okunti igindedir” ve bundan nasil ¢ika-
cag! konusunda endiselidir. Ama eger magclar kazaniimissa
takimin “arkasinda momentum vardir” ve hatta bir “kazan-
ma formulu kesfettigi” bile ileri surilecektir. Ne var ki, so-
nunda, gerileme yasasinin ise el atmasi ve bu ¢okinti veya
mutluluk dénemlerinin sona ermesi kacinilmazdir.

Kuskusuz butin bunlarda istatistiksel dalgalanmalar di-
sinda baska etkilerin rol oynayip oynamadigini saptama ola-
nagi vardir; ancak spor analizi yapanlar ¢cogu kez bunu pek
dikkate almazlar. “Momentum”un guvenilirligini saptamak
icin bir calisma yapildiginda oyuncularin kendileri bile ti-
muyle yanhs sonuglar gikarirlar. Profesyonel basketbol
oyunculari arasinda, yakin zamanda, ¢ok aydinlatici bir is-
tatistiksel arastirma yapilmistir. Hem oyuncular hem de
sporseverler, oyuncularin isabetli atislarim kisa streler icin-
de yaptiklarina; bir ma¢ sirasinda oyuncularin “sicak” oldu-
gu, attiklari her sutun bir sayi yaptigi bir ddnemin olduguna
inanma egilimindeler. Bu inan¢ o denli yer etmistir ki, ta-
kimdaki oyuncular topu “eli sicak” oyuncuya gecirerek bu et-
kiden gercekten yararlanmaya c¢alisirlar.



Boyle bir etki gercekten var midir? Comell Universitesin-
deki arastirmacilar bir profesyonel basketbol takiminin 50
macinin ayrintihi kayitlarini incelediler. Oyuncularin kendi-
leri, basket yapma olasiliklarinin basarili bir atis sonrasin-
da, basarisiz bir atis sonrasina gore % 25 fazla oldugunu di-
stndukleri halde, arastirmacilar tersinin dogru oldugunu
saptadilar. Gergekten de bir oyuncunun basarisiz bir atistan
sonra basket yapma olasilhigi basarili bir atistan sonrakine
gore % 6'ya varan Olcude daha fazlaydi. Demek oluyor Ki is-
tatistiksel dalgalanmalar uyarinca kaginilmaz olan sicak ve
soguk dénemler yalnizca tesadiflerin yarattigi duruma Ki-
yasla biraz daha az etkileyici olmuslardir. Ortada momen-
tum denilen sey var olmadigdi gibi, onun hayal edilen varhgi
takimin genel basarisini belki de gergcekten olumsuz etkili-
yordu. Bunun en olasi aciklamasi soyle olabilir; tesadifen
art arda birka¢ basket atan bir oyuncu kendisinin “sicak”
dénemde oldugunu distinerek ya baska durumda girismeye-
cegi daha zor atislara kalkisiyor, ya da savunma oyunculari
tarafindan daha dikkatli bir korunma altina almiyor. Ote
yandan birka¢ basarisiz atis yapan bir oyuncu ise yeniden
guven kazanmak icin, daha sakincasiz atis arayisinda olu-
yor veya belki de, savunma oyuncularinca fazla yakin izle-
meye alinmiyor.

Takimlarin kazanma ve kaybetme dénemleri icin benzer
bir durumun (asin guvenli hissetme bakimindan) var olup
olmadigi, bildigim kadanyla incelenmemistir. Ancak buna
karsin akla gelebilecek her istatistiki dalgalanma karsisin-
da spor yazarlanni bir a¢iklama bulmaya ¢alismaktan higbir
sey alikoyamaz. Uzun sure rastlantisal sureclerle karsi kar-
siya olmak daha ¢ok kisinin bunlann rastlantisal oldugunu
fark etmelerine yol agmiyor. Okuyucu (veya yazar) onlara
deger verse bile, istatistiksel incelikleri tartismanin spor ya-
zan icin bir satis potansiyeli yoktur.

insanlara, bazi olaylann olasi sonuglanna dayanarak se-
¢im yapmalan ile ilgili sorular soruldugunda, mantigi nasil
bir yana biraktiklanni gostermek genellikle ¢ok kolaydir. Bu
baglamda, matematiksel yonden birbirinin ayni olan Surum-



larda, sorunun sorulus bicimine gore, inaniimaz élgtide fark-
I yanitlar alinabilir. Ornegin, insanlara 3200 dolarlik kesin
kazanma sansi ile kazanma sansi % 80, hicbir sey kazanma-
ma sansi % 20 olan 4000 dolar arasinda bir secim yapmalari
istendiginde, arastirma gorevlileri onlarin biyik cogunlugu-
nun emin kazang olan 3200 dolari sectiklerini saptadilar.
Eger durum ters gevrilir ve se¢cimin 3200 dolarlik kesin ka-
yip ile % 80 olasilikla 4000 dolar kaybetmek, %20 olasilikla
hicbir sey kaybetmemek arasinda yapilmasi istenirse yanit
nerdeyse tumduyle terstir; yanitlayanlarin % 901 bu durum-
da kumar oynamay!i seciyor ve bu yolla kaybetmeyi dnleye-
cegini umuyor. Tamamen metamatiksel bakis agisindan, her
iki durumda, iki se¢cim arasinda fark olmamalidir. Ancak
anlasilan odur ki ger¢ek diinyada istatistik pek énemli degil.
Burada carpici bir tablo ortaya ¢ikmaktadir: insanlar ka-
zan¢ pesinde kosarken kaybetme riskini azaltmaya yoneli-
yorlar; ama kayba ugramamak igin, matematigin emirlerine
kulak asmadan riske giriyorlar.

Disraeli'den yapilan alintiyr en ¢cok hakl ¢ikaran istatis-
tikler “karmasiklik faktord” denilen seyleri iceren istatistik
tarleridir. Bunlar genellikle belirlenmemis karmasikliklar
(genellikle fark edilmemis, ¢cogu zaman da hi¢ bilinmeyen)
icerirler ve matematiksel bakimdan dogru olan sonuglara
varmay! olanaksiz kilarlar. Bunlar daha gok drnekleme ha-
talari olarak dustindigimuz seylerde gérulurler. Ornegin,
bir bakimdan birbirleriyle kiyaslanacak iki grup insanin, so-
nucu carpici bicimde etkileyecek baska 6zellikler bakimin-
dan “rasgele” olduklarindan nasil emin olabiliriz? Bu “yanil-
tici etkenleri” yok saymanin aci sonuglan bir iki érnekle ay-
dinlatilabilir. Once, her ikisinin de niifusu 100.000 olan is-
kent ve Uykukent gibi iki hayali kentteki yasam ve 6limu
ele alalim. Olim oranlan kiyaslandiginda, Uykukent'de yil-
da 1500 6lim oldudu halde yilda 1000 6limin oldugu is-
kent'de cenaze islerine bakanlann daha az calistigi saptani-
yor. Asikar gériinen sonug, iskent’in (bir nedenle) yasamak
icin Uykukent'ten daha saglikh bir yer oldugudur. Baska ne
olabilir? istatistikler yalan séylemezler! Bu sirada, biraz da-



ha gayretli iki istatistik¢i tuhaf bir sey fark ederler. Yukari-
da verilen sayilara karsin, her yas grubunda (yani 0-10 yas
arasi cocuklar, 10-19 yas arasi gencler, yirmili yaslarda
olanlardan 100 yasin Ustundeki en yash vatandaslara ka-
dar) her yil Iskent'te Uykukent'ten daha fazla 6lim var. Bu
da (ayni ol¢tide asikar mi?) ayni verilerden, dncekinin tam
tersi olan bir sonug ortaya koyuyor.

Bilgisayar hatasi mi var? Biri rakamlari mi karistirdi?
Belli ki hayir; yeniden kontroller yapiliyor, bitin veriler
dogru. Oyleyse sorun ancak bulgularin yorumundan kay-
naklanabilir. Yorumlardan birinin yanhs oldugu kesin.
Kentlerin isimleri bize ipucu veriyor. iskent yeni is olanak-
lari bol olan bir kent; bu nedenle daha cok genc ailelerin
oturdugu bir yer. Buna karsilik Uykukent gengler icin is ola-
nagi pek olmayan, daha ¢ok emeklilerin oturdugu bir kent.
Buradaki yaniltici etkenin yas olduguna sasmamak gerek.
iki kentteki yas dagihmi gok farkli. Hemsehrilerinin ¢ogu
emekli olan Uykukent'te 6liim oraninin daha yuksek olmasi
¢ok dogal; cevre saghgi ne olursa olsun bu sonug beklenir.
Onemli olan nokta sudur: Karsilikli yas dagilimlari hakkin-
da bilgi yoksa toplam &élim rakamlarindan, cevresel saglik
etkenleri kapsaminda higbir sonu¢ cikarilamaz. Dogru yo-
rumlama (eger ortalikta gézden kagmis baska yaniltici et-
ken yoksa), toplam 6lum orani yaninda yas! da dikkate ala-
rak yapilan yorumdur. Uykukent yasamin tadini ¢ikarmak
icin, Tskent'ten daha saglikli bir kenttir.

“Yas”in yaniltici etken oldugu hakkinda daha abes (ama
daha komik) bir baska drnek de gayretli bir amator istatis-
tik¢inin dykusuadur. Bu kisi, okul derslerindeki basariyi ak-
la gelebilecek her tir etkenle karsilastirarak sonunda ba-
sari ile ayakkabi numarasi arasinda cok carpici bir karsi-
hkh iliski buldu. Bir dizi ilkokuldaki buttn cocuklari Stan-
dard bir testten gegirerek yadsinmasi olanaksiz bir sonuca
vardi: En blyuk ayakkabi numarasi olan ¢ocuklar en yuk-
sek notlan aliyorlardi. Ancak daha sonra, ayakkabi numa-
ralarinin daha cok, yasla karsilikli iliski icinde oldugunu
kesfedince oldukca utandi. Cikarilacak dogru sonug hig¢ de



sasirtici degildi: Daha buyuk ¢ocuklar, hem bilgi birikimi
hem de ayakkabi numarasi bakimindan kugtklerden daha
ilerdeydiler.

Bu oldukca asikar érneklerin isaret ettigi genel problem
yine de ¢cok ciddidir. Bir istatistik¢inin belki de en zor isi test
edilen 6rnekleme gruplan arasinda gizlenip gézden kacmis
yaniltici higbir etkenin olmadigindan emin olmasidir. Aslin-
da bdyle bir etkenin var olmadigindan kesinlikle emin olmak
genelde, olanaksizdir. Bunun en iyi 6rnegi, akciger kanse-
rindeki 6lum oranlan konusunda, sigara igmenin bir etken
olabilecegi dustinilmeden dnceki donemlerde yapilan aras-
tirmalardir. O yillarda arastmlan gruplarda ¢ok farkl sayi-
da sigara tiryakisi bulunmasindan kaynaklanan timuyle
yanlis bircok istatistiksel iliskiler ve sonuclar bulunmustu.
O ddnemde, sigara igmenin sonuclari herhangi bir sekilde
etkilemesinden kuskulanmak séz konusu degildi. Simdi ge-
riye baktigimizda bitin o dénemin calismalanni ényargili
buluyoruz ve “yaniltici sigara icme etkeni’nden dolayi, tu-
muyle asilsiz olduklanni sdyleyerek reddediyoruz. Cok fark-
I ancak ayni 6l¢tide sakincali sonuclara yol acan bir baska
durum daha vardir; istatistik uzmanhgr olmayan Kkisilerin
istatistiksel olaylan bilmeden yanlis yorumlamalan. Bu teh-
like, daha ¢ok yapilan hatalar rastlantisal degil de sistema-
tik olduju zaman ortaya cikar. Boyle bir durumda, 6rnegin,
bir komitenin bazi Gyeleri (yanlannda bir uzman istatistik
danismani bulundurmadan) hep birden ayni sonuca, veriler-
den ¢ikanlmayacak ortak bir sonuca varabilirler; bu nedenle
de bir bilirkisiye danismaya gerek duymazlar. Politik bag-
lamda bu, eski zaman vergi mukellefinin parasinin yerinde
harcanmamasindan da kotudur. Buna bir drnek (neyse ki
politik sonuglan bulunmuyor) ¢ogu kez sorulan séyle bir so-
rudur: “Bir odada bulunan insanlann en az ikisinin dogum
gununudn ayni olmasi icin oda da en az ka¢ kisi olmalidir?
Dogru yanit 23'tir; ama istatistik¢i olmayan siradan kisile-
rin ¢ok biytk bir cogunlugu bu sayinin inanilmaz élgtide ki-
cUk bir sayr oldugu kanisindadirlar (50 ila 70 arasindaki
tahminler cogunluktadir).



Bu turden 6znel sistematik hatalar, bazen, kamuyu ilgi-
lendiren politikalarda ciddi sonuglara yol agarlar. Bu konu-
da yakin zamanda yer alan bir drnek, ktgcuk topluluklarda
ortaya ¢ikan ender gorulen hastaliklarla ilgilidir. Bu soru-
nun iki ayri yonu vardir. ilk olarak hastalija yakalanma
olasih@ farkh bolgeler igin esit olsa bile, az sayidaki ender
hastalik vakalarinin, yaklasik olarak ayni nitfusa sahip
kent ve kasabalarda esit olarak dagilmasi beklenemez. “Po-
isson dagilimi” olarak bilinen yasanin bir sonucu olan do-
gal istatistiksel dalgalanmalar bazi bélgelerde olaylarin
kiimelenmelerine yol acar, bazilarinda ise hicbir vaka go-
rilmez. Ornegin, belirli bir hastalikta, toplum basina, yilda
ortalama iki 6lum dustyorsa, Poisson dagilimi bize (belirli
bir yilda) topluluklarin % 13'Gnde higbir 61um olmayacagi-
ni, % 5'inde bes veya alti kadar 6lim olacagini séyler. Bu,
yalnizca istatistiksel nedenlerden dolayi béyledir. Ancak
ise karisan bir baska sey vardir; eger birden fazla hastalik
hakkinda istatistiksel veri toplanmissa, o zaman, ayni do-
gum guni yanhs kavrami buraya da el atarak, durumun
dogru degerlendirilme olasihigini azaltir. Bununla kastedi-
len sudur; ¢ok sayida ve gesitli turden hastalik vakalarinin
goraldiagu bir toplum; tamamen rastlantisal olarak da,
“akilli siradan insan”m beklediginden c¢ok daha sik ortaya
cikabilir. Bu durum c¢ok tehlikelidir; ¢inkt insanlar risk
degerlendirmesinde yanilirlarsa, hatalar birbirlerini gottr-
meye yonelirler ve fazla zarar vermezler. Ancak eger hata-
lar, ortak dogum gini ve Poisson dagilimi olgularinda ol-
dugu gibi, buyuk oél¢tde, sistemli dnyargi hatalari ise o za-
man kisitl olan kaynaklar bizi yanhs yonlendirilmis, timu
hayal Urunu olan tehlikelerden korumak i¢in harcamr, bu
da ciddi kayiplara yol acar.

Yeni bir b6lime gegcmeden 6nce, son olarak istatistigin en
carpict yanhis kullanimina, bazen gizli mesaj olgusu denilen
yonine de deginmeliyim. Su tir bir sey: Cok cok eski bir ya-
pida uzaylilar bizim gibi sonradan gelecek nesillere, ¢ozul-
meyi bekleyen gizli bir mesaj birakmistir. Giza'daki Buyuk
Piramit bu tir “mesajlar” icin en gézde avlanma yeridir. Ak-



liniza gelebilen her turlt uzunluk ve agl dlculecek sonra da
bu dlciimlerle baska dikkate de@er sayilar arasinda, érnegin,
pi veya dinyanin ¢apini veya ayin uzakligini (veya ginesin
veya yildizlarin, hi¢ fark etmez) bu uygun birime gore ifade
ederek buldugumuz sayilar arasinda iliski kurulacak. Onda-
hik noktasini kaydirmaya, dogal olarak, izin vardir. Clnku
bu, uzaylilarin gizemli dogalarini daha iyi degerlendirmemi-
ze olanak sagladigi gibi gercekten rastlantisal olan olaylar
arasinda cok carpici “rastlantilar” bulmak icin de daha iyi
olanaklar saglar.

Bdyle bir rastlanti bulduktan sonra, “Bu sUtunun yuk-
sekliginin su baklava bicimindeki odanin boyutuna orani,
pi'nin karekdkiine hemen hemen esit. Giza'nin yapildig: do-
nemde Misirlilar pi'yi bu kadar dakik olarak bilmiyorlardi.
Bu bilgiyi nereden almis olabilirler?” seklinde fikirler yu-
ritmeye koyulursunuz. Burada ima edilen uzaylilardir ve
fazla Ustelemeye gerek kalmadan ise basin da el atinca ar-
kadan sansasyon gelir.

istatistigin yanhis kullaniminin bu tiridnde basarinin sim
6nce gercek bir “anlamli” sayilar Gretme bahcesi olustur-
maktir. Bunlardan binlercesini Uretmek icin Giines Sistemi-
ne bakmak yeterlidir: Gezegenlerin boyutlari, kutleleri, yo-
gunluklari ve bunlar arasindaki akla gelebilecek her turli
oranlar. Arada bir de pi ile veya onun basit kuvvetleri veya
kokleriyle bir carpim karistirin, artik hazir sayilirsiniz. Gizli
mesaj oyununun kurallari ondalik noktasini degistirmenize
izin verdigi icin ne de olsa belirli bir anlami olan sayinin 100
kat bUyGguni veya kiigcigina bulmak sayinin kendisine esit
bir say1 bulmak kadar etkileyicidir. Kendi evinizdeki boyut-
lar arasinda bile gercekten etkileyici bir rastlanti bulmamiz
garanti edilir; evinizin yapilmasinda uzaylilarin bir parmagi
oldugu fikrine basin kolayca katilmasa da son bir sir daha
(reklam bakimindan): Gidip kendinize eski ¢aglardan kalma
uygun bir anit bulun, ne kadar eski olursa o kadar daha et-
kileyici olur. Sansiniz agik olsun!

Bu sayisal rastlantilarin sokaktaki insani, sik sik, doga
Ust bir seylerin var olduguna ikna etmesinin nedeni, bin-



lerce “anlamli sayilar” listesinin hicbir zaman agiklanmamis
olmasidir. Butun dikkatler, kesfedilmemis olan rastlanti
Uzerinde yogunlasir sanki eldeki tek aday odur. Olanaklarin
sonu yoktur. Ornegin, Sikago'daki Sears Tower’in boyunu
(dinyanin en yuksek binasidir) New York'daki Woolworth
binasinin (yapildig1 1913 yilinda diinyanin en yiksek bina-
siydi) boyuna bdlerseniz sonu¢ 1,836’dir. Bu bir protonun
kitlesini bir elektronun kitlesine bélerek elde edeceginiz
sayinin binde birinin ta kendisidir. Bunu da bir dusuntn!



V. Bolum
En Kusursuz Kare

Terasinizi mahallenizde, belki de butun dinyada goérul-
memis bicimde, sadece gérilmemis degil yakin zamana ka-
dar bilinmeyen bir bicimde karo taslariyla doseyen ilk siz
olun. Konuklarinizla konusacak sey bulamadiginiz bir giin-
de ¢ok ilging konusma konusu olur (tabii, eger onun biyule-
yici 6ykusu hakkinda en azindan biraz bilginiz varsa). Nedir
bu 6yku? Bu tas doseme diuzeni nasil bir sey? Bu kadar he-
yecan niye? Bu sorulan yanitlamak i¢in, en azindan 1920'le-
re belki de daha dncesine gitmemiz gerekir.

Bir dikdortgeni hepsi farkl boyutlarda olan karelere bol-
me sorusunun matematik literatirinde ilk kez 1925 yazin-
da gérundi. Hatta o zaman iki belirli 6rnek de verilmisti.
Bunlar Sekil 5'te, kenar uzunluklan tamsayilarla isaret-
lenmis elementer karelerle gosterilmistir. Buyuk dikdort-
genleri kiguk dikdortgenlere bdlme probleminin bir kag yil
once sz konusu oldugu dogrudur, ancak kareye bélmeyle
ilgili bilinen ilk referans budur ve kareler biraz daha 6zel-
dirler, bir anlamda nihai dikdértgendirler. Oyleyse bu tir-
den nihai problem de, herhalde buyuk bir kareyi hepsi
farkh buyuklukteki karelere bdlmek olmalidir. Battn olus-
turan karelerin hepsinin farkli olmasini gerektiren sinirla-
ma c¢ok 6nemlidir. Bu olmasaydi problem dnemsiz olurdu;
ben bile bir kareyi dort esit kareye bélebilirim, ancak konu-
muz bu degildir.

“Kareyi karelemek” de denilen bu nihai problemin kékeni
biraz bilinmezlik icerir. Bu yuzyilin baslannda isvigreli tn-
10 bulmaca ustasi Sam Lloyd bir yama-isi yorgan problemi
ortaya atti, ¢c6zim bir kareyi daha kiguk karelere bélmeyi



gerektiriyordu ancak karelerin hepsinin farkli olmasi ge-
rekli degildi. Hepsinin farkli olmasinin gerekliligi “kareyi
kareleme” probleminin can alici noktasidir; ¢unkd Sam
Lloyd'un yorgan bulmacasi déneminde hepsi farkli karelere
ayirmanin miumkin olup olmadidi bile bilinmiyordu (kiigiik
karelerin sayisi konusunda bir kisitlama olmadigi halde).
Gercekte, 1930'da ¢ikan ve problemin yayinlanmis ilk refe-
ranslarindan birisinde bir 6neri ileri sturtltyordu (Moskova
Universitesi'nden Profesér N. N. Lusin gondermisti), bir ka-
reyi, her biri digerlerinden farkl boyutta olan, sonlu sayida
kareye bélmenin olanaksiz oldugunu séyltyordu.

15
18
4 7 8
V -
14
10 9
24 19 22
5 4
6 1 3
23 25
17
Sekil 5.

Bu nedenle “kareyi kareleme” problemini ¢bézme girisi-
minde vurgulanacak ilk sey bir ¢ozUmin var olup olmadigi-



nin genel bir kanitini vermeye ¢alismak olmalidir. Gercekte
boyle bir kanitlama hicbir zaman yapilamadi. Bu yonde ilk
adim Cambridge Universitesi’'nden dért matematikginin ger-
cek bir 6rnek vermesiyle atilmistir. Kareyi kareleme proble-
minin ¢6zumu olan ve giderek Unlenen bu ilk “kusursuz” ka-
re 1938'de bulunmustu ve daha kicuk 69 kareye bélunmus-
tl. Bu 6rnegi ertesi yil bir ikincisi izlemisti (bir Alman gru-
bu tarafindan bulunmustu) ve bu 6rnek, gercekte daha dnce
yayinlanmis olan ilk 6rnekten, Cambridge 6rneginden, daha
kicuktd; yani daha az sayidaki kigik karelere, tam olarak
55 kareye, bolunmustu.

Bu donemde kusursuz kareler Uretecek iyice tanimlanmis
hicbir yontem yoktu, bu nedenle girisim buyuk él¢iide emek
ve “birazcik da sans” gerektiriyordu. Bu problemle iliskili
ama daha basit olan “dikddrtgen kareleme” yani dikdortgen-
leri esit olmayan karelere bélme probleminde, daha ¢ok yon-
teme donuk ilerleme kaydediliyordu. Bu baglamda, verilen
herhangi bir mertebedeki butin diktértgenleri ¢izmek icin
genel bir yontem bulunmustu; burada “mertebe” dikdortge-
nin bélundugi karelerin sayisidir; Yontemi ayrintilariyla
anlayamasak bile, problemi c-net denilen 6zel bir elektrik
devresiyle ilgili olan esde@er bir probleme ddénustirmekten
ibaret oldugunu sdyleyebiliriz. Karelenen her dikddrtgenin
bir c-netten, énceden saptanmis oldukga sikici bir yontemle
elde edilebilecedi gdsterilmistir. Bu yolla, olasi en kicik ka-
reli dikdortgenlerin dokuzuncu mertebeden olacagi (yani do-
kuz kare icerecegi) bunlardan da sadece iki tane oldugu gos-
terilmisti. Bu iki dikddrtgenin de esit kenarli olmamasi (ya-
ni kare olmamasi) ve bu nedenle de en kusursuz diyecegimiz
en kuguk kusursuz karenin mertebesinin en az on olmasi
blyuk talihsizlikti.

Bu demektir ki 1925te bilinen karelenmis iki dikdoértgen-
den birisi (Sekil 5'te, yukarda olan) olanakli en kiiciik mer-
tebeden bir karelenmis dikdoértgendir. Kendisi her ne kadar
kare degilse de (ancak 32 ve 33 kenar uzunluklariyla kare-
ye, bastan c¢ikaracak kadar yakin) en kusursuz kareyi ara-
mak icin genel ama oldukca verimsiz bir yol bulmus oluyo-



ruz. Her mertebeten butun dikdértgenleri bulup, onlarin bir
kare olup olmadiklarim kontrol etmek. Bu kulaga hos geli-
yor, ancak bir sorun, hem de blyuk bir sorun var. Herhangi
bir mertebeden olan butin dikdértgenleri bulmak igin gere-
ken zaman ve ¢aba, mertebenin sayisi arttik¢a, ¢ok buyuk
bir hizla artmaktadir, 9, 10, 11, 12...vb. Bilgisayar 6ncesi
1940l yillarda sadece 13'Uncu mertebeye kadar olan kareli
dikdortgenlerin butun takimi biliniyordu ve (ne yazik ki)
bunlarin higbirisinin kenarlan esit degildi. Bu nedenle en
kusursuz kare 14 ve 55'inci mertebeler arasinda bilinmeyen
bir yerdeydi.

1950’lerde eletronik bilgisayarlann ilerlemesiyle c-netleri-
ni inceleme islemleri (ve bu yolla kareli dikdortgenlerin bi-
tan takimlanni bulma isi) dogal olarak, makinelere birakil-
di. 1960 yilina gelindiginde Hollandali bir grup, bilgisayar
hizindan yararlanarak 15’inci mertebeye kadar (yani en faz-
la 15 kareden olusmus) olan kareli dikdértgenleri listeleme-
yi basardi, ama yine de bunlann hicbirisi kusursuz kare de-
gildi. Yapilan isin boyutlan konusunda bir fikir vermek igin,
15'inci mertebeden basit kareli dikddértgenlerin sayisinin
2609 oldugunu soylemek yeterlidir. Burada kullanilan “ba-
sit” sozclgu dikdortgenin icinde, karelerden olusmus baska
bir dikdortgen olmadigi anlamina gelmektedir. Eger kareler-
den olusmus bir dikddrtgen varsa o zaman kareli buyuk dik-
dortgene “bilesik” diyoruz. Tamm uyannca, Sekil 5teki k-
¢Uk dikdortgen basittir. Ancak, eger biraz distnirseniz, en
kucuk kareli karenin (yani en kusursuz karenin) basit olma-
sI gerekmez, ama olabilir de.

“Basit” kareli dikdoértgenler Uzerinde durma nedenimiz
sudur: Her basit kareli dikdértgenden, onunla iliskili sonsuz
sayida bilesik dikdortgenler ailesi elde edilebilir, bu nedenle
de 6nemli herhangi bir entellekttel probleme yol acmazlar.
Ornegin, verilen herhangi bir kareli dikdértgenden, basit ve-
ya bilesik olsun, daha blyuk bir bilesik dikddrtgen olusturu-
labilir. Ona, kenar ilk dikdértgenin kenarlarindan birine
esit bir kare eklemek yeterlidir. Dahasi, yeni bilesik dikdort-
gen olusturmak icin kullanilan bu yontemin istenildigi ka-



dar surdurebilecegi aciktir. Ancak bu bilesik dikddrtgenlerin
hi¢birinin kare olamayacagi da ayni dl¢iide agiktir (¢inki
bunlar var olan bir dikddrtgene kareler eklemekle elde edil-
mislerdir). Bu, en kusursuz kareyi ararken bilesik dikdoér-
genleri unutabilecegimiz anlamina mi gelmektedir? Ne yazik
ki hayir! Cunkd butun kareli dikdortgenler yukardaki ttir-
den degillerdir ve bilesik kusursuz kareler mimkuindir. Bu,
arayisimiza yeni bir sorun eklemektedir. Genel c-net yénte-
mi sadece butln basit kareli dikdértgenleri olusturmaktadir,
“dusuk mertebeli” bir bilesik en kusursuz kare c-net’in go-
ziinden kagabilir. Bu pek olasi gériinmese de (bir kanit olma-
digi halde en kusursuz karenin basit olacagi izlenimi yaygin-
di) zamani geldiginde distnilmesi gerekecektir.

Giderek artan bilgisayar hizim ve c-net yéntemini kulla-
narak 1960’'lann basinda 18inci mertebeye kadar olan bi-
tun basit kareli dikdoértgenler Uretilmisti. Basit kareli dik-
dortgenlerin sayisinin tam listesi asagida verilmistir:

Mertebe Say!I Mertebe Sayi
9 2 14 744

10 6 15 2609
11 22 16 9016
12 67 17 31427
13 213 18 110384

150.000'den fazla kareli dikddrtgen var ve bunlarin bir
tanesinin bile kenarlari esit degil! 1962'de liste 19'uncu
mertebeye yukseltilmisti; aralarinda tek bir kusursuz kare
yine yoktu. Bu nedenle artik en kusursuz karenin (eger
beklendigi gibi basitse) daha kiclk en az 20 kare icerecegi
acikeca goraltyordu.

Gergekte bundan biraz daha fazlasi da biliniyordu; ¢cunku
Ikinci Diinya Savasindan sonra, savas 6ncesinin 69 ve 55
mertebelerinden cesaret alan hevesli amatoérler daha az me-
todik olan calismalarla bu ise el attilar. Bu sistemli bir se-
kilde yapiimadigi halde ve belki de bir bilim oldugu kadar



bir sanat olarak yapildigi halde, basarili da oldu, bu basari
giderek (gergek kusursuz karenin kesfi ile) en kusursuz ka-
renin sahip olabilecegi olanakl en biyluk mertebeyi asagi
cekti. Bu baglamda en dikkate deger kesif 1948'de T. H.
Willcocks tarafindan yapildi. Kendisi ingiltere'nin Bristol
kentinde, bir Bank of England calisaniydi. Satran¢ merakli-
sI bir amatdér matematikg¢i oldugu icin eglence tirli mate-
matikle de etkin bigimde ilgileniyordu. “Kareyi kareleme”
problemi ve bu konuda daha 6nce basariimis sonuglar hak-
kindaki bilgisini bu ilgiye borgluydu. Ancak giderek artan
karelenmis dikddrtgenlerin listesiyle ilgilenmek yerine ken-
di cizimlerini Uretip depoladi. Bunlardan, kendi icadettigi
cesitli teknikleri kullanarak sonunda birkac¢ kusursuz kare
kesfetmeyi basardi; bu karelerin en kiigiigti 24’Gnct merte-

Sekil 6. En kiigUk bilesik kusursuz kare.



beden bir bilesik kusursuz kareydi. Bu basarinin boyutu
ancak simdi geriye donup iyice baktigimizda tam olarak de-
gerlendirilebilir. Willcocks'un 24’'Gncii mertebeden bilesik
kusursuz karesi ginumuzde bilinen en kiuglik mertebeden
bilesik kusursuz bir karedir. Bundan baska, en kusursuz
karenin, sonunda kesfedildigi 1978 yilina kadar bilinen en
kicuk mertebeli tam kare, yine bu kareydi. Bu nedenlerle
burada gosterilmeyi gercekten hak etmektedir ve asagida
gosterilmistir.

Ancak simdi, 1964 yilina dénelim ve nihai en kiicik mer-
tebeli tam kare arayisini surdarelim. Daha kicik en az 20
kare iceriyor ve Willcocks’'un inanilmaz kesfi uyarinca da, 24
kareden daha fazlasini iceremiyor. Fakat neredeydi ve neye
benziyordu? Dikddrtgenleri kareleme konusunda yapilan ge-
nel calismalar bir durma noktasina gelmisti, ¢cunku 1964'te
var olan bilgisayarlar 20'li mertebeler icin butin ¢ézimleri,
sure ve masraf bakimindan kabul edilebilir ¢lgide tretecek
kapasitede degillerdi. Tam kareler arayisinda yepyeni bir
yontemin kesfi 6nemli bir adim atilmasina neden oldu.

Yeni yontem, “eksik karelenmis kareler” denilen, tek bir
dikdortgen disinda, esit olmayan karelere bélinmus kareler
hazirlamay! iceriyordu. Bu eksik kareler elektrik devreleri-
ne benzetme yoluyla gelistirilen genel bir ydéntemle kolayca
cizilebiliyorlardi. Bu eksik kareleri hazirladiktan sonra hiz-
la buyuyen karelenmis dikddrtgenler listesi taranarak ek-
sik karedeki “delik”le kenar uzunluklari orani ayni olan bir
dikdortgenin var olup olmadigi arastiriliyordu. Var ise yeni
bir tam kare bulunmus demekti. Bu yolla bulunan tam ka-
relerin, olusma yontemleri nedeniyle, basit olmayip bilesik
olduklarina dikkatinizi ¢ekerim. Bu yeni yontem, bdylece,
daha dnceki basit tam kareleri bulma yéntemini de tamam-
lamis oluyordu.

ilk olarak 1963'te uygulanan bu yéntem en kic¢uga 25 ol-
mak Uzere 20'den fazla kicik mertebeli (29'dan ki¢uk) yeni
bilesik tam karenin bulgulanmasina yol agti. Yontem bilgi-
sayar icin programlanmisti ve Sekil 6'da gorulen kareyi asa-
cak kareyi bulmak i¢in ¢ok uzun bilgisayar saatleri harcan-
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di. Yine de butiin bu cabalara karsin mertebesi 24'ten kiguk
(Wilcocks'un kagit kalem kullanarak buldugu) olan bir kare
bulunamadi. Ancak bu ydntem sayesinde orta ve yuksek
mertebeli bilesik tam kareler oldukc¢a kolay (hatta kagit ka-
lemle) bulunur oldular.

Bunun sonucunda, daha éncekileri var olup olmadiklari
bile sorgulanan daha yuksek mertebeli tam karelere artik
pek dnem verilmiyordu. Onlardan on binlercesini Uretebili-
yorduk; 33 veya daha kucuk mertebede 2000'den fazla bu
tur kare dretilmis bulunuyor. Yine de Willcocks'un ki en k-
cuk olmayi surdirtyor, ondan sonra 25'inci mertebeden iki
kare ve 26'dan 13 kare geliyor.

1960'lann sonuna dogru ilgi tekrar basit tam karelere yo-
neldi. Bunlar, bildiginiz gibi, daha kicuk bir karelenmis
dikddrtgen icermiyorlar. O déneme gelindiginde birkag tane
basit tam kare (31’e kadar inen mertebelerde) kesfedilmisti
ancak kullanilan yontemler, genisletilerek daha genel bir
yontem bulmaya uygun degillerdi. 1967’'de Kanada'daki On-
tario kentindeki Waterloo Universitesi’nde John C. Wilson
doktora tezinde basit kareli kareler tGretmek icin kullanila-
bilecek ilk genel yontemi ortaya koydu. Bu yontem herhangi
bir mertebede olanakli olan butun kareli kareleri trettigini
sOylemiyordu, ancak bu tur karelerin sayisinda kisa surede
buyuk artisa yol acti. Gercekte, Wilson'un grafik cizimler
iceren teknikleri bilinen en kugcuk basit tam karenin merte-
besini 25'e indirdi. Tam olarak sdylemek gerekirse, mertebe-
si 25 olan 51 ve 26 olan 24 farkl basit tam kare buldu. An-
cak Willcocks'un 24’Uncu mertebeden karesi inatla yenil-
mezligini koruyordu. En kusursuz kare bu olabilir miydi?

1978e gelindiginde durum pek degismemisti ve ¢alisma-
larda bir durgunluk var gibiydi. Bilinen en dusuk mertebeli
tam kare hald T. H. Willcocks'un bilesik karesiydi. 25'inci
mertebeden 10 kadar tam kare biliniyordu (8 basit, 2 bile-
sik) ve 26'nc1 mertebeden 41 (28 basit, 13 bilesik). Bu 26'nci
mertebeden 13 bilesik kareden birinin icinde iki ayri kiguk
karelenmis dikdortgen vardi ve bunun bilinen bu tur en ki-
cUk kare oldugu sanilmaktadir. Bu arada, bilgisayarlarin



verimliligi artmis ve 20'nci mertebeden tam dikdértgenlerin
hepsi bulunmustu; ancak kenarlan esit olana yine rastlan-
mamisti. BUtin bunlar 21 ila 23'tinct mertebeden tam kare
olup olmadigi sorusuna bir yanit getirmemisti.

Yanit sonunda, 22 Mart 1978 gecesinde bir yildmm carp-
miscasina bilgisayar ekraninda parladi. Yer ise Hollanda'nin
Enschede kentindeki Twente University of Technology idi.
Dr. A. J. Duijvestijn, yeni ve ¢ok geliskin bir bilgisayar prog-
rami araciligiyla “kaba kuvvet” yontemini zorlayarak, ola-
nakl butin basit tam kareli 21'inci mertebe dikdértgenleri
bulup kenarlannin esit olup olmadigini arastinyordu. 21'inci
mertebeden binlerce dikdértgen bulunmustu; kenarlannin
esit olup olmadiginin test edilmesi strip giderken birden or-
taya cikti!; 21 elementli o glizel tam kare! Sekil 7'de verdigi-
miz bu karenin kenar uzunlugu. 112 birim; en blyik bilese-
ni 50 x 50 bir kare, en kicuk ise 2x2. Kirk yil stren galis-
malar sonucunda en kti¢uk tam kare bulunmustu.

Ancak problem tam olarak ¢dzilmus degildi. Tlk olarak,
tek ¢6zim bu muydu? Yani, bilgisayann bulup ¢ikarmayi
strdurdtga binlerce tam dikdortgen icinde 21'inci mertebe-
den baska taun kare var miydi? Uzun saatler boyu stiren dik-
katli incelemeler sonunda soru yanitlandi. Batun 221’inci
mertebeden kareli dikdoértgenlerin elde edilmesinden sonra
basit bir tam kare olanin sadece bu oldugu ortaya ¢ikti. Ger-
cekten de tekti. Ancak, ayni zamanda da en kusursuz kare
miydi? Duijvestijn sadece basit tam kareleri saptayan bir
teknik uyguluyordu. Bu konuda bir fikri olan herkes en ku-
sursuz karenin basit oldugu kanisinda olsa da, hep bir kus-
ku vardi. Acaba daha kuguk bir bilesik tam kare olabilir
miydi? Neyse ki, bu kusku uzun strmedi. Ayni yil icinde da-
ha sonra en kicuk bilesik karenin en az 22 bileseni olmasi
gerektiginin bir kaniti bulundu. Sekil 7'deki Duijvestijn’in
karesi gercekten de en-kusursuz karedir. Geometri dunya-
sinda gergekten benzersiz bir konumu vardir. Ayni sayida
veya daha az sayida karelerden olusan baska higbir kare,
hi¢bir zaman bulunamayacaktir. Sonunda, 1982'de, merte-
besi 24'ten ki¢Uk olan bilesik tam kare olmadigi ve 24 bile-



seni olan bir ve yalnizca bir bilesik tam kare, yani Sekil
6'daki Wilcocks'un karesi, oldugu kanitlandi.

Daha kuguk mertebeli tam kareleri siniflandirma isi, bu
kitabin yazildi§i dénemde henltiz tamamlanmis degildi.
Ozellikle, basit tam karelerin tam listesi tamamlanmamis,
bu sureci hizlandirict verimli bir yéntem bulunmamistir. Bi-
lesik tam karelerin Uretilmesi daha duzenli olarak ilerle-
mekte, ancak bunda bile, 24, 25, 26 gibi birka¢ kugtuk mer-
tebeden daha buyuk herhangi bir mertebede, olanakli bu-
tin ornekleri bulmak i¢in gereken bilgisayar stresi hala
¢ok uzundur.

27
35

50

19

15 5, 1

24
25 18

29 16

42

Sekil 7. En kusursuz kare.



Bizim bakimimizdan 6yku tamamlanmistir. Hem en k-
cUk basit tam kare olan 21'inci mertebe kare (Sekil 7) hem
de en kiguk bilesik tam kare olan 24'Gncu mertebe kare (Se-
kil 6) bilinmektedir. Her ikisi de, o mertebelerdeki yegane
ornek olmak anlaminda, tektir. Bu sekillerden birinden ¢i-
kaliran bir kahp bir teras zeminini duzenlemekte kullanila-
bilir. DUnyanin en yetenekli metamatikgilerinin (amator ve-
ya profesyonel) 40 yillik ortak ¢alismalarinin sonucu, sizin
yapacaginiz bir anma girisimini, kuskusuz, hak etmektedir.
Teras duzenlemesi baslasin!

En kusursuz karelerle vedalasmadan énce bu karelerin
var oluslarinin, ilgili bir baska problem icin ¢ok basit bir ¢6-
zU0m bulunmasina da yol actigini bilmek ilging olacak. Bu
problem, sonsuz bir dizlemi, hicbiri digerine esit olmayan
karelerle désemenin mumkin olup olmadigini soruyor.
Problem, kenar uzunluklari, 1, 2, 3, 5, 8, 13... olan, firdénen
Fibonacci karelerinden olusmus bir sarmal yoluyla, Sekil
8'de goruldiugi gibi hemen hemen ¢dzulmis gibidir. Sarmal
durmadan strdartlirse sonsuz dizlem, sonunda, daha 6n-
ceki bir bélimde tartistigimiz Fibonacci dizisinin elementle-
rini kenar uzunlugu olarak alan karelerle kaplanacaktir.
Ancak bir sorun vardir. Fibonacci dizisi iki tane birle basla-
maktadir. Bu demektir ki déseme diizeni birbirinin ayni
olan iki kare (Sekil 8'de 1 ile gosterilen ortadaki en kigUk
kare) icermektedir, ancak problem birbirlerinden farkh ka-
reler istemektedir. Karelenebilir karelerin var olup olmadi-
ginin bilinmedigi, 40 yildan fazla bir stire 6ncesinde olsaydi,
hem ¢ok yakin hem de ¢ok uzak olan bu noktada durduru-
lurduk. Ancak simdi bu iki esit kareden birini, bilinen bin-
lerce tam kareden birisi gibi bdlerek parke déseme problemi-
ni ¢ozebiliriz.

Sizi simdi cesaret kirici bir éneriyle basbasa birakabilir
miyim? Kareyi basariyla karelere boldikten sonra, “kipu
kiplendirmeye ne dersiniz? Yani bir kiipt, herhangi ikisi
ayni boyutta olmayan daha kiigiik kiiplere ayirmak. Ozellik-
le en kusursuz kuptin gérinumi nasildir? Sansinizdan yanit
bilinmektedir. Bir kipu, boyutlari birbirlerinden farkli olan,
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sonlu sayida kiicuk kiuplere ayirmak olanaksizdir. Bunun is-
pati geometrinin en gizel ispatlarindan birisidir. Eger hayal
kirikligina ugradimzsa tziilmeyin. Tas déseme probleminin
U¢ boyuta uyarlamasi, bildigim kadariyla heniiz ¢oéziilmedi.
Acikca ifade edilisi séyledir: Butun ¢ boyutlu uzay, boyutla-
ri birbirlerinden farklh olan kuplerle doldurulabilir mi? Du-
stinmekte olabildigince 6zgtrsiniz.



V1. Bolium
Eukleides’in Besincisindeki Sorun!

Dogruyu sdylemek gerekirse c¢ok kisi icin en popiler ya-
zarlar listesinde Eukleides’in adinin yeri yoktur. Biz onu hé-
14 lise geometrisindeki sorun ve sikintilarimizla ilgili olarak
hatirlariz ve bu tur anilar da onu hosgérmemize pek izin
vermezler. Ancak yine de Eukleides’in bilimsel incelemeleri-
ni iceren Unlu eseri yaklasik iki bin yildir okutulmaktadir.
Gunimuzde bile onun ilk birkag bélima, biraz degistirilmis
sekliyle butin okul geometrisinin temelini olusturmaktadir.
Bu nedenle, hem kendisi hem de eseri kisa bir sure icin de
olsa, sanirim dikkatimizi hak etmektedir.

Eukleides’'in geometrinin “baba”si oldugu, “oyunun kural-
lan”m ilk onun belirledigi su veya bu sekilde herkesge bili-
nir. Ancak bu kurallar konusunda yuzyillar boyu stren tar-
tismalar ise fazla bilinmez. Bu tartismalarin sonunda, yep-
yeni geometrilerin gelismesine yol acgtigi ise daha da az bili-
nir. Bu yeni geometriler yirminci yuzyil fiziginin, ézellikle
de genel gorecelik olarak bilinen zaman ve uzay biliminin
ortaya ¢itkmasina ¢ok buyuk katkisi olmustur. Butin bun-
lar, buyUk bir titizlikle bes “aksiyom” (yani dogrulugu asikar
olan sey) tanimlayarak, uzayin ve 6lgmenin 6zelliklerini bir
bilim sekline getirmeye ugrasan eski geometricilerin calis-
malarindan ¢ok farklhydi.

Dogrulugu asikar olan bu gercekler tam anlamiyla boy-
leydiler, dogru olduklari dyle asikardi ki sorgulanmalari soz
konusu olamazdi. Onlar “geometrinin kurallan” olarak ifa-
de edilmeden 6nce herhangi bir seyi ispat edecek bir refe-
rans cergevesi olmadigi icin formal bir anlamda ispat edile-
mezlerdi. Yine de Eski Yunan geometricileri i¢in onlarin



birbiriyle celismeyen kurallar dizisinden daha fazla bir an-
lami vardi; onlar gercek uzayin gercgek ozelliklerini temsil
ediyorlardi; uzayin gercekligi ne dlciide asikarsa onlar da o
olctide asikarlardi. Simdi bu kurallara goz atarak 6burlerin-
den daha az asikar olabilecek bir “gergeklik” olup olmadigi-
ni gérmeye calisalim. Birinci aksiyom farkli herhangi iki
noktayi birlestiren sadece bir tek diiz dogru oldugunu séylu-
yordu. ilk sorumuz “Diiz dogru ile ne kastediyorsunuz?” ola-
bilir. Dogrunun ne oldugu hakkinda hepimizin oldukca iyi
bir fikri oldugunu kabul etsek de geometri oyunumuzun ke-
sin olmasi i¢in yanlis anlasiimaya acik bir bosluk birakma-
maya dikkat etmeliyiz. Bu nedenle dogruyu, s6z konusu
noktalar arasindaki en kisa uzaklik olarak tanimlariz. Dog-
rularin gérece uzunluklari (en azindan ilke olarak) her za-
man kiyaslanabildigi icin bu tanim “diz olma”yi belirlemek
icin pratik bir ydontem vermektedir.

ikinci aksiyom “Her diiz dogru, sonu gelmemecesine uza-
tilabilir.” der. Burada biraz sorun var, ¢cinki bunun, icinde
yasadigimiz gercgek uzay icin dogru olup olmadigini gérmek
icin sonsuza kadar gitmemiz olanaksizdir. Yine de eger bos
uzayin olusturdugu evreni hayalinizde canlandirmaya cali-
sirsaniz “sonsuza kadar” deyiminin kastettigi seyi algilamak
oldukca kolaylasir. Bos uzay icin ne gibi bir sinir g6z 6ntine
getirebilirsiniz? Eukleides’in varsayimini kabullenmek daha
sorunsuz bir kavram gibi gérantyor.

Uglincui aksiyom, merkezi herhangi bir nokta olan, her-
hangi bir yaricapli ¢cember cizilebilecegini soyliiyor. ilk ba-
kista bu aksiyom biraz tuhaf gérinuyor. Uzayin 6zellikleri
konusunda ne séylemek istiyor? Soylemek istedigi, uzayin
yoresel 6zelliklerinin (6rnegin, bir cemberin cevresinin yari-
capina orani) uzayin bir bdlgesinden bir baskasina gitmekle
degismedigidir. Bunun da deneyimle uyumlu oldugu izleni-
mi var. Cin'deki ¢cemberler (ve buyutk olasilikla aydakiler de)
ABD’dekilerle ayni dzellikleri tasirlar.

Doérdunct aksiyom sudur: “Butin dik agilar birbirlerine
esittirler.” “Dik ac1”nin, timuyle geometrik olan bir anlam-
da, ne oldugunu tam olarak belirtmeden bu ifade fazla bir



anlam tasimiyor; simdi bunu yapalim, iki dogru karsilasti-
ginda kesisme noktasinda dort agi (iki ¢ift esit ag1) tanimlar.
Eger dogrular, bu dort aci esit olacak dogrultuda olurlarsa o
zaman agtlarin her birine “dik ag1” denir. Bdylece aksiyom,
hangi iki dogru alinirsa alinsin veya kesisme uzayin hangi
noktasinda olursa olsun bu esit kesme agilarinin buyuklugu-
nin ayni olacagini sdylemektedir. Burada da varsayimda bir
hata bulmak ¢ok zor.

Bu bizi elimizdeki 6ykiinin ana temasi olan besinci aksi-
yoma getiriyor. Bu aksiyom igin Eukleides’in vermis oldugu
orijinal ifade oldukga caprasik oldugu halde biz yine de énce
onu verecegiz. Bu ifade sdyledir: Eger bir dizlem lzerinde
bulunan iki diz dogru, baska bir dogru tarafindan kesilirse
ve eger bir taraftaki i¢ acilarin toplami iki dik agidan kiguk-
se, 0 zaman dogrular, acilarin toplaminin iki dik agidan az
oldugu tarafta yeterince uzatilirlarsa birbirlerini keserler,
ifade uzun olmakla beraber, bir resim cizerek kolayca anla-
silabilmektedir. Bu, ayni zamanda, 6zellikle su sonucu ver-
mektedir: Eger iki dogru (bu baglamda dogru, diiz dogru de-
mektir) bir baska dogru tarafindan her biriyle dik acilar
olusturacak sekilde kesilirse o zaman baslangic¢taki iki dog-
ru hi¢cbir zaman birbirlerini kesmez.

Birbirlerini kesmeyen dogrular “paralel” olarak tanimla-
nirlar. Buna gore Eukleides’in besinci aksiyomu ya da genel-
likle anildigi gibi, Eukleides’in besincisi (ABD Anayasasinin
degisikliklerine dostane bir kinaye olarak sanirim) “paralel”
kavramini kullanarak tekrar ifade edilebilir. iskogyali mate-
matikgci ve fizik¢i John Playfair'a (1748-1819) atfedilen ve
bazen Eukleides’in Paralellik Aksiyomu olarak da s6z edilen
bu basit ifade “verilen bir noktadan verilen bir dogruya yal-
nizca bir tek paralel dogru gizilebilir” seklindedir. Bunu kul-
lanarak okul geometrisinden hatirladigimiz birgok tanidik
sey ispatlanabilir; 6rnegin, “Bir Gggenin acilarinin toplami
180 derecedir” (Eukleides buna daha uygun bir deyisle, iki
dik aci derdi). Ancak bu aksiyom, icinde yasadigimiz uzay
icin gercekten dogru mu? Eukleides’in besinci aksiyomu,
ikinci aksiyomu gibi sonsuz hakkinda bir beyanda bulunu-



yor. Eger paralel dogrular hicbir zaman kesismiyorsa, bu bi-
zim uzayin sonsuz uzakta nasil davrandigi konusunda bir
seyler bildigimiz sonucunu verir. Ancak, uzaym hi¢ bitme-
den surdaguni sdyleyen ikinci aksiyomun tersine, besinci
aksiyom, bizim deneysel olarak kontrol edebilecegimiz her-
hangi bir bélgenin disinda kalan uzayin bir 6zelligi hakkin-
da kesin bir bilgimiz oldugunu icermektedir.

Bu ikileme cagdas yaklasim, “Bu aksiyomlarin bizim ge-
ometri oyunu oynayacagimiz uzayi tanimladigini diastnar-
sek sorun yoktur.” seklindedir. Kurallari ilk koyan Eukle-
ides’in anisina ona Eukleides uzayi diyoruz. Ancak simdi,
asagida belirtecegimiz gibi olanakli baska "uzaylar” konu-
sunda edindigimiz kavramlardan yararlanma ayricaliyimiz
var. Eski Yunan'da bunlar yoktu. Onlar “gercek uzay”i; bi-
zim, yildizlarin ve galaksilerin bulundugu uzayi dlgmekle il-
gileniyorlardi. Onemli soru “Evrendeki biitiin maddelerin
icinde bulundugu uzay boslugu i¢in besinci aksiyom gegerli
midir?” seklindeydi. Bu sekilde soruldugunda soruyu inandi-
rict bigcimde yanitlamak hi¢ kolay degildi. Uzayin ufak bir
bolgesinde paralel dogrularin yakinlasma veya uzaklasma
egilimlerinin oldugu gergekten fark edilmiyor. Ancak dogru-
lan yeterince uzada izledigimizde bdyle bir seyin yavas ya-
vas baslamayacagindan nasil emin olabiliriz?

Kuskulanmak icin pratik bir neden var gibi gérunuyor.
Yine de Eukleides’den yuzyillar sonra, genel kani, besinci
aksiyomun dogru olmasi gerektigi yolundaydi, iki tarl go-
ras one sdraltyordu. Birincisi dinseldi. Tannmn batin ya-
ratilanmn icinde bulundugu bos uzayin, onun goéziinde ku-
sursuz olmasi gerekirdi. Boyle olunca da diizensiz bicimde
yaklasan, uzaklasan dogrular karmasasini icermesi olasi de-
gildi. Eukleides’in besincisi, olabilecek en basit ve en diizgin
uzay! tanimlamaktadir. Bu nedenle, yaradilisin kutsal gu-
zelligi onun “gergek uzay” olmasini gerektirir: Tannmn ken-
disi, eserinin bozulmasina izin vermezdi. On sekizinci yuz-
yilda buyuk destek kazanan ikinci argiman ise, sonsuz uzay
kavraminin kendisinin aklin bir eseri oldugunu séyltyordu.
Akil, Eukleides-disi bir uzay distinemiyecegine gére besinci



aksiyom dogru olmaktaydi. Bu ¢ok ilging bir bakis agisi, an-
cak az sonra gérecegimiz gibi, artik onu desteklememiz ola-
nakli degil; ¢cinki hayalimizde Eukleides-disi bir evren can-
landirmamiz hig de zor degil.

Ancak Eukleides’in besincisinin dykiisinden ¢ok uzaklas-
mayahim. Onceki yillarda, matematikciler ve geometriciler
arasinda, ¢cogunlugun katildigi daha az felsefi olan bir gorts
acisi vardi. Buna gore besinci aksiyom bagimsiz bir ifade
degildi, ilk dort aksiyomdan bir yolla ¢ikarilabilir olmaliydi.
Bu dogru cikarsa evrenin uzak bélgelerindeki uzayin ge-
ometrisi konusundaki kuskular timden ortadan kalkardi.
Yillar boyu, bircok hatali ispat ortaya atildi ve bunlar dik-
katli incelemeler sonucu ortadan kalkti. Dinyanin en bi-
yuk matematikgilerinden bazilari da, sonunda Eukleides’in
besincisini ispatladiklarina kendilerini inandirmislardi. Or-
negin, Gnlt 18. yuzyil Fransiz geometri ustasi Joseph Louis
Lagrange hakkinda bir éykt anlatilir; mesleginin bir déne-
minde sadece ilk dort aksiyomu kullanarak bir ticgenin agl-
larinin toplaminin iki dik agi oldugunu ispatladigina inani-
yordu. Séylendigine gére Fransiz Akademi’sine “ispatini”
aciklayan bir konferansin ortasinda, birden durmus, “Bunu
tekrar dusunmeliyim.” diye mirildanmis ve hemen salonu
terk etmistir.

Tersine olan butin iddialara karsin sonunda, kusku go-
tirmez bigcimde, Eukleides’in besincisinin 6teki aksiyomlar-
dan cikartilmayacagi ispatlanmistir. O, timiyle bagimsiz
bir aksiyomdur. Bu kanit 1868 yilinda verildigi halde, para-
lellik aksiyomunun “ispatlan” yirminci yuzyihin bir bélu-
mune kadar gérinmeyi surdurdiler. Gergekte Eukleides’in
besincisine olan tutku o denli buyuktd ki, Eukleides disl
bazi cok iyi geometri sistemleri gelistirildigi halde Eukle-
ides idealine inat¢i bir tapinmanin sardurilmesi nedeniyle
bunlar hicbir zaman dikkate alinmadilar. Ote yandan,
“Eukleides yanlilarini” anlayisla karsilamak zor degildir,
cunki geometri kurallanndan besincinin ¢ikanlmasi “haz-
metmesi ¢ok gii¢” olan sonuglara yol agmaktadir. Ornegin,
bir diz dogrunun ayni tarafindan ayni uzunlukta iki dik



dogru c¢izer ve uclarini birlestirerek bir dikddrtgen olustu-
rursaniz, Eukleides’in besincisi olmadan, sadece iki dik agi-
nin var oldugunu soéyleyebilirsiniz. Oteki iki acl igin soyle-
yebilece§iniz yalnizca, onlarin esit olduklaridir; onlarin dik
acidan kucuk, buyuk veya ona esit olmasi ayni 6lgtide olasi-
dir. Sizin, “Ama bu sa¢gma. Bdyle bir ¢izim dik ac¢ilardan
baska ne verebilir? Sag duyumuzu kullanmaliyiz.” dedigini-
zi duyar gibiyim.

Sag§ duyunun bizi nerelere gétirebilecegi Dizdiyar'a yapi-
lacak bir yolculukla kolayca gosterilebilir. Duzdiyar, bizim
alistigimiz gibi ti¢ boyutlu degil iki boyutlu bir evrendir. Diz-
diyarlilar DUzdiyar’'da otururlar ve dogal olarak onlar da iki
boyutludurlar ve bizim dérdinct boyuttan habersiz oldugu-
muz gibi onlar da tGclUnct boyuttan habersizdirler. Dunyalari
sadece dogu-bati ve kuzey-gliney koordinatlariyla dl¢tlir.

Duzdiyarda yasam normal bicimde surer ve Duzdiyann
geometricileri, icinde yasadiklari uzayin ézelliklerini élgmek
icin kendi geometri kurallarim gelistirmislerdir. Gercekte,
Eukleides’in bes aksiyomu, bize oldugu gibi onlara da yeter-
lidir. Bu nedenle onlar da “Eukleides’in besincisi” problemiy-
le ylizyuizedirler. Ancak arada biyik bir fark vardir. Ug bo-
yutlu bizlerin Duzdiyar'dakilere gére tanrisal bir avantaji-
miz bulunuyor: Biz tg¢linct boyutun varligini hayal edebili-
riz. Bdyle bir seyin olasihigini bile akillarina getirmemis olan
zavalli Duzdiyarlilar icin, G¢tinct boyut kavranmasi tumuy-
le olanaksiz olan bir seydir. Halbuki bizler onlarin evrenleri-
nin ¢ boyutlu bicimini gergekten goérebiliriz.

Duzdiyar evreninin gergekte, érnegin, biyuk bir kiirenin
ylzeyi, dinya yuzeyinin tamamen duzeltilmis ytzeyi gibi ol-
dugunu varsayalim. Onlar icin belirli bir bélgede geometri
yapmak sorun degildir. Her sey Eukleides’le uyumlu géri-
nir. Ozellikle de, bir diiz dogrunun ayni yanindan, ayni
uzunlukta iki dik dogru cizip, uclarini birlestirmek, bizde ol-
dugu gibi, onlara da “dort dik acisi olan” gizel bir dikdért-
gen vermektedir. Ancak bizler, (Duzdiyarlilara gore) onlarin
deneyimi disinda olan tanrisal bir yetiye, bir baska boyut
dusuinebilme yetisine sahibiz. Onlarin uzayinda bir diiz dog-



runun (yani kure tstindeki iki nokta arasindaki en kisa
uzakhgin) onlarin evreni olarak gérdagimuz kirenin “bi-
yuk ¢cemberi”nin ufak bir yayi oldugunu biliyoruz.

Duzdiyarlilann evreninin bir tanrisi olarak siz (okuyucu)
onlarin dikddrtgen cizme deneyini, onlar icin dustuntlemi-
yecek olan bir dlcuide, gerceklestirebilirsiniz. Bir top bulun.
Onun yuzeyi Duzdiyar evrenidir. Bu size ¢ok kiigcuk goértine-
bilir unutmayin ki siz artik bir tanrisiniz. Duzdiyarlilar igin
bu top belki de, milyarlarca Duzdiyar 11k yili ¢capindadir.
Bir kalemle top Ustlinde bir “diiz” dogru (yani Duzdiyarlhilar
anlaminda duz-top yuzeyinde hareket ederken iki nokta
arasindaki en kisa yol) ¢izin ve dogrunun ayni yanindan
esit uzunluklu iki dik dogru yukseltin. Duzdiyar dikdortge-
nini olusturmak icin de bunlarin uglarini birlestirin, simdi
ne gordyorsunuz? Olusan agilar esit ama dik degil. Gercek-
te onlar dik agidan daha buyukler. Eukleides’in besincisinin
Duzdiyar'da gegerli olmadigi anlasihiyor. Gercekte Duzdi-
yar'daki butun dogrularin sonunda birbirlerini kestigi gori-
IGr. Paralel dogru diye bir sey yoktur. Kicik 6lcekte paralel
gibi gorulen dogrular, diinyadaki boylam cizgilerine benzer-
ler; sonunda kutuplarda birlesirler. “Enlem gizgileri igin ne
diyebiliriz, onlar birbirlerini hi¢ kesmiyorlar.” diye dustne-
bilirsiniz. Dogru, ancak onlar Dlzdiyar'da, diz dogru degil-
ler. Ekvator disindaki bir enlem Gzerinde bulunan iki nokta
arasinda, her zaman, enlem cizgisinden farkl olan, daha ki-
sa bir uzaklik vardir.

Biz, U¢ boyutlu yaratiklar, Duzdiyar’da gérulen bu Eukle-
ides-disi davranigi sasirtici bulmuyoruz. Duzdiyarlilara “Si-
zin evreniniz gercekten diz degil, bir kiirenin yiizeyi, ancak
capi o kadar buytk ki sizin bulundugunuz bélgedeki egilme-
si sizin dlgebileceginizden ¢ok daha kicUk oldugu igin size
diz gérunuayor.” diyebiliriz. Onlarin yaniti, bayuk olasilikla,
“Kire mi? Duzdiyarda kire nedir?” seklinde olacaktir. Biz
de, belli etmemege calistigimiz bilgece bir tebessiimle, ken-
dimize, “Ug boyut kavrami tiimiyle onlarin hayalguci di-
sinda bir sey.” deriz saninm. Simdi de tartisma boyutunu
bir yukselterek kendi zihinsel sinirlamalarimizin farkina



varalim. Kendi evrenimizde hayal edilemeyen uzakliklar
iceren geometrik sekiller gizebilseydik Duzdiyar deneyine
cok benzer seylerin olmayacagini kim soyleyebilir? Acilari-
nin toplami dort dik agidan fazla olan bir dikdoértgen elde
edemez miyiz? Peki o zaman ne olur? Nedeni, evrenimizin
dérduncu boyutta kavisli olmasi midir acaba? Yoksa gercek-
te dort boyutlu bir kiirenin “ylzeyi” olan bir uzayda mi yasi-
yoruz? Ancak dort boyutlu bir kiire ne demek oluyor? Bu so-
rular biraz Duzdiyarhlari animsatmiyor mu, simdi biz zi-
hinsel olarak daha az yetenekli olan turlerin problemlerini
mi yasiyoruz?

Tekrar Duzdiyar'a donersek, artik Eukleides geometrisi-
nin gegerli olmasi icin ne gerektigi hakkinda bir fikir edine-
biliriz. Ug boyutlu yaratiklarin bakis agisina gére Diizdiyar,
eger duz (yani dizlem) olsaydi, Eukleides-vari olabilirdi.
Egder Duzdiyarlilar Eukleides’in bitin aksiyomlarini sadece
uzaylarini “tanimlamak” icin benimsedilerse o zaman ev-
renlerinin Ggincl boyutunda hicbir bukilmenin olmadigini
varsaymaktadirlar; bu ifadenin ne anlam tasidigini gergek-
ten anlamalari, zaten s6z konusu degildir. Ayni sekilde eger
biz de U¢ boyutlu dinyamizda, sadece Eukleides’in butin
aksiyomlarini kabul edersek biz de uzayimizin dérdiinct bo-
yutunda hicbir biktlme olmadigini varsayiyoruz demektir.
Bu ifadeyi fiziksel herhangi bir anlamda kavramakta biz de
zorlaniyoruz.

Eger uzayimiz dérdinct boyutta herhangi bir sekilde bi-
kuldyorsa o zaman Eukleides’in besincisi gecerli olmaya-
caktir. Paralel olduklari varsayilan dogrulan sonsuza kadar
izlememiz, gercekte mimkin olmadigi icin Eukleides’e
uyup uymadiklanni saptamak icin baska olanaklar bulma-
miz gerekiyor. Bunlar ne olabilir? E§er yasadigimiz bélgede
uzay kiguk bir egrilme yapiyorsa o zaman (en azindan ilke-
sel olarak) cember ve Uc¢gen gibi bazi geometrik sekilleri ti-
tizlikle inceleyerek bunu saptayabilmemiz gerekir. Bir Uc-
genin acilannin toplaminin iki dik agiya esit oldugunu ve
bir cemberin ¢evresinin ¢gapma oraninin irrasyonel sayilann
en Unlusu olan pi sayisina (veya 3,1415926535897932...;



noktalar ondalik hanelerinin sonsuza kadar surdaguni
sOyluyorlar) esit oldugunu okul ginlerinizden hatirhyor
olabilirsiniz. Okul kitaplarinin bayuk olasilikla size sdyle-
medigi sey ise, bu iki ifadenin de ancak Eukleides'in sorun-
lu besincisine sadik kalmak kosuluyla dogru olacagidir. Bu
nedenle ¢evremizdeki Ug¢genlere ve ¢cemberlere cok dikkatle
bakmak zorundayiz.

Cok kucuk olcude Eukleides-disi olan bir uzayda tggenin
actlarinin toplami iki dik agidan biraz daha kicuk veya biraz
daha buyuk olacak, ¢cemberin cevresinin ¢apina orani da
pi'den biraz daha blyuk veya biraz daha kicuk olacaktir.
Duzdiyarhlann evreni olan su topu tekrar ele alarak bir Diz-
diyar Ucgeni veya bir Duzdiyar ¢emberi ¢izin ve kontrol edin.
Duzdiyardaki bir ticgenin agilarinin toplaminin iki dik agidan
fazla, bir ¢emberin gevresinin ¢apina oraninin ise pi'den az
oldugunu goririz. Eger evrenin nerdeyse kendi blyuklugin-
de tggenler ve ¢emberler gizersek sapmalar da biyur, fakat
yoresel odl¢ulerde cok kdcgulur. Ayrica Pythagoras'in kenar
uzunluklari a, b ve ¢ olan bir ti¢cgen hakkindaki Unli teoremi
(a2+ b2= c2 de artik gecerli degildir. Bizim yéremiz yakinla-
rindaki t¢ boyutlu uzayda bu tuhaf olaylarin hicbirisi gézlen-
memis oldugu igin (6lciimlerin giiniimizde olanakl olan has-
sasiyet derecelerine gére) uzayimizin dérdinct boyutunda,
olabilecek egriligin en azindan yoresel olcide, cok klgik ol-
dugunu kabul etmek durumundayiz. Ancak biz de, galaksi-
nin veya daha da ileri giderek gdértlebilen evrenin boyutuyla
kiyaslandigimizda ¢ok kugiik kaliyoruz. Bos uzayin yeterince
uzaginda, “ta oralarda” ne olup bittigini kim soyleyebilir?

Egrilmis veya Eukleides-disi bir evrene sahip olma du-
suincesinin, 6zellikle ilging olan bir sonucu var: Sonsuzluk
kavramiyla yuzlesmeyi gerektirmeden sinirsiz bir uzayin
kolayca dustnulmesine olanak sagliyor. Bu dusiinceyi kav-
ramak icin tekrar Duzdiyara donmek iyi olacak, ¢iinkd ora-
da bizler tanrilar gibiyiz.

Sonsuz bir uzay, Duzdiyarlilar igin de, bizim i¢in oldugu
kadar sasirtici bir kavramdir. O, bdyle bir evrende yasadigi-
ni distindr, ama bizim igin yasadigi evren bir topun yize-



yinden ibarettir ve U¢ boyutlu deney bakimindan bunda sa-
sirtici veya sonsuz olan bir sey yoktur.

Duzdiyann gercekte, tc¢ boyutlu kuresel bir ylzey oldu-
gunu bildigimiz halde Duzdiyar sakinlerine bu Gg¢lnct bo-
yut kavramini aktarabilecegimiz fiziksel higbir yol yok. On-
lar icin topraklan yoresel olarak Eukleides-vari (yani diiz-
lemsel bir yiizey). Arka bahgelerindeki agirhgi saptayabilen
yeterince hassas araglara sahip degiller. Onlar icin evrenle-
ri bir dizlemdir ve onun biyUkliginin sonsuz olmamasi
durumunda baska ne olabilecegini distinmek temelde ola-
naksizdir. “Baska nasil olabilir?” diye soruyorlar. “Evrenin
sonu naslil bir engelle isaretlenebilir ve onun &tesinde ne
olabilirdi?”

Simdi, guclu ve atak bir Duzdiyarlinm bu teoriyi test et-
mek icin yola ¢ikmaya karar verdigini varsayalim. Ne olabi-
lir? Ug boyutlu bakis agisindan sonuc bellidir. Duizdiyarda
diiz bir dogru boyunca yola ¢ikan yolcumuz kendisinin ¢ikis
noktasindan surekli uzaklastigini, evrenin kenarina dogru
yuridugant dusidnecektir. Ancak U¢ boyutta olan bizler
onun, Duzdiyann Ferdinand Magellan'i olarak yavas yavas
kuresel evreninin cevresinde gittigini gérirtiz. Eger yola ye-
terince uzun bir stire devam ederse, bir guin, bizim beklenti-
mize uygun olsa da onuiji i¢in hi¢ beklenmedik bir sey olacak
ve kendini yola ¢iktigi yerde bulacaktir. “Bu ¢ok sagma, bir
dUz dogru boyunca surekli gittim, strekli evden uzaklastim.
Evrenin gergekten sonsuza uzandigindan tam emin olmaya
baslamistim, geri dontp o yollara tekrar koyulup evdekilere
bu haberi gétirmeyi dustintrken, kendimi evde buluverdim!
Pusulayi sasirmis olmaliyim; siste kaybolmus bir insan gibi
doéndp durmusum.” Ama biz onu temin ediyoruz, gittigi yol
Duzdiyarda dimdiz giden sada veya sola sapmayan diz bir
dogruydu. Yolculugun bdyle bitmesinin nedeninin, DUzdiyar
evreninin dg¢lnct boyutta bukidlmus olmasi, béylece hicbir
sinir veya “kenar” olmadi§i halde sonlu biyUklikte olmasi
ve blyukliginin (onlara gore) inanilmaz, dev boyutlu bir
kirenin ylzeyi kadar oldugunu agikliyoruz. Bizim Duzdi-
yarli yolcu icin butin bunlann fazla bir anlami yoktur. O,



yalnizca uzayin bir t¢linc boyutu diye bir seyin olmadigini
soyler, bu durumda “onun icinde bir sey nasil bukulebilir?”

Simdi, resmin butindne bir boyut ekleyelim. Gelecekte
bir giin neredeyse 1s1k hizinda giden uzaygemisi Enterpri-
se’la evrenimizin ¢ok uzak bélgelerini arastirmanin mim-
kiin oldugunu varsayalim. Enterprise murettebatinin kade-
rinin de Dzdiyar yolcusunun kaderi gibi olacagini distne-
bilir miyiz? Dinyadan diz bir dogru boyunca uzayin en
uzak boélgesine yol alirken onlar da civarda gdrtinenlerin ta-
nidik gelmeye basladigini mi fark edecekler? Diinya gezege-
ni “ta oralarda” da olabilir mi? Eger bizim evrenimiz, ger-
cekten dort boyutlu bir kiirenin “ylzeyi” ise, boyle bir seyin
gerceklesmesi kesin olurdu. Dért boyutlu bir gézlemci,
“Bunda sasilacak bir sey yok, Enterprise uzaygemisinin iz-
ledigi yol G¢ boyut icin gercekten diiz bir dogrudur, ama
dort boyut icin egri bir cizgidir.” diyecektir. Bizim yanitimiz
ise, “Ne demek istiyorsun, uzayin dérdinct boyutu diye bir
sey yoktur ki, onun icinde bir sey nasil egri olabilir?” Eger
boyutunuz, problemin boyutundan bir fazlaysa bunu anla-
mak ¢ok kolaydir!

Bizim “gercek” U¢ boyutlu evrenimizin, dérdincu bir bo-
yutta, bir sekilde bukulmus olabilecegi dustincesi bir bilim-
kurgu degildir; gercek bir olasiliktir. Bu durumu anlatmak
icin gereken geometri de Eukleides geometrisinin ta kendi-
sidir; ancak besinci aksiyomu degistirilmis olarak. Eukle-
ides-disI geometriyi ciddiye alan ilk kisi, butiin Alman ma-
tematikgilerinin en Unlust olan Kari Friedrich Gauss'dur
(1777-1855). Gauss'un “Eukleides’in besincisi’ni icermeyen,
tumdayle tutarh bir geometriyi ilk ne zaman gelistirdigi ke-
sin olarak bilinmiyor, ¢inkd onu hi¢ yayinlamadi. Ancak
Rus Nikolai Lobachevski (1793-1856) veya Macar Janos
Bolyai (1802-1860) 182Q’lerin sonlarinda ve 1830’lann bas-
larinda tamamlanmis teorilerini yayinlamadan o6nce, Ga-
uss’'un temel sonuglarin birgoguna sahip oldugu kesindir.
Bu dustince deliligin sinirinda gibiydi. Hatta Bolyai'nin ba-
basi ona yazdigi bir mektupta, “Tanri askina onlar, seni
saghgindan, huzurundan ve mutlulugundan yoksun birak-



madan 6nce sen bu dusunceleri birak” diyerek yalvariyordu.
Daha sonra (1854'te), kavramsal bakimdan daha basit olan,
iki boyutlu kiresel bir yizey igin gecerli olan ve hicbir iki
dogrunun paralel olamayacagi bir geometrinin yayinlanma-
sI ve bunun da, bir baska Alman matematikciye, Georg
Bernhard Riemann’a (1826-1866) ait olmasi ilgingtir.

Geometrinin, Eukleides’in besincisinin mutlak egemenli-
ginden kurtulmasi bircok kisi tarafindan bitin distince
devrimlerinin en biyugu olarak betimlenmistir. Ozellikle,
20. yuzyil baslarinda Albert Einstein’in dehasinin, uzay ve
zamanin Eukleides-disi bir fizik teorisi olusturmasina ola-
nak saglamistir. Einstein, maddesel cisimlerin (tas, sopa
benzeri seylerin) hareketleriyle ilgileniyordu ve baska cisim-
lere gorece sabit hizla hareket eden cisimler icin bir teori ge-
listirmisti. Buna “0zel gorecelik” teorisi deniliyordu ve 1906
yilinda gin 1sigina ¢ikmisti. Bu teoriyi hizdaki (veya ivme-
deki) degisiklikleri de icerecek bicimde genisletmeye calisir-
ken, yergekiminin, benzersiz bir fiziksel kuvvet oldugunu
fark etti. Bunun nedeni, yercekimi etkisiyle 6zgurce disen
batun cisimlerin (uzayda) agirhklarindan ve bilesimlerinden
bagimsiz olarak, ayni yolu izlemeleriydi. Bu, yercekiminin
gergekte uzayin kendisinin (daha dogrusu, uzay ve zamanin
her ikisinin) bir 6zelligi oldugu anlamina geliyordu.

“Genel gorecelik teorisi” denilen bu yeni teoride, yerceki-
mi Eukleides bicimi bir uzaydan ayrilir; yani uzaya bir “eg-
rilik”, bir bukidlme ekler. Bu bakis agisina gdre gezegenler
gunes cevresinde yercekimi kuvvetine uyarak donmuyorlar
(daha onceki Isaac Newton'un Eukleides-yanh teorisinin
varsaydigi gibi), yercekiminin, gercekte uzayin kendisini
carpittigi icin donidyorlar. O zaman gezegenlerin hareketi
bukulmus bir uzayda tamamen 6zgur bir hareket olarak go-
rulebilir. Ayrica, Newton ve Einstein’a dayanan betimleme-
ler arasindaki fark sadece “ayni seye farkli iki bakis” degil-
dir. Bu iki betimlemenin gezegenler icin 6zdes olmayan yo0-
ringeler dngérmeleri ilgingtir, ancak galaksizimizin bizim
bulundugumuz bélgesinde, gbrece kicik olan yercekimi
alanlarinda, bu farklar kiguktur. Ama yine de, daha 6nceki



Eukleides-yanli resimde, Einstein’'in Eukleides-disi yaklasi-
mi1 nedeniyle yapilan ufak duzeltmeler 6lgulebilir dizeyde-
dirler. Bunlar ilk olarak, gunesin ¢ekim etkisinin en guclu
oldugu Merkir gezegeninin yoériingesinin ¢ok dikkatli ince-
lenmesi sonucunda saptanmistir.

Bu nedenle, icinde yasadigimiz gercek uzayin bizim bu-
lundugumuz bélgesinde biraz egrilmis (veya Eukleides-disi)
oldugu konusunda inandirici kanitlar bulunmaktadir. Bu
egrilmenin, ginesin i1sinlarini da etkilemesi son derece il-
gingtir. Isik cok buyuk bir hizla yol aldidi i¢cin onun tzerin-
deki yercekimi etkisi maddesel nesnelerin ¢cogundan daha
azdir. Ayrica Newton'un Eukleides-yanli uzayinda bu etkiler
hi¢ yoktur. Bunun sonucunda, 1sigin yercekimi nedeniyle bi-
kiilmesinin dogrudan gézlenmesi, bizim “l¢ boyutlu” uzayin
Eukleides-disi 6zelligini de dogrulamis olur. Bu tir etkiler
gozlenmis bulunuyor. Ozellikle, giines tutulmasi sirasinda
hassas araclar kullanarak bodyle bukulme gézlemlenebilir;
bu dénemlerde yildizlarin glinesin kenarina yakin olan dog-
rultulardaki imgelerinin kaydigi gézlenir. Bu tur bir gézlem,
Einstein’'m bu Eukleides-disi olay1 6ngérmesinden birkag yil
sonra, 1919'da yapilmis ve genel goreceligin ilk zaferlerin-
den birisi gergeklesmisti.

Evren daha cok bos goriinse de, ¢ok ¢ok blylUk oldugu icin
icerdigi madde de (toz, gezegenler, yildizlar, hatta karadelik-
ler) cok ¢ok buyuktur. Einstein 1915'te, uzayda yercekiminin
neden oldugu sayisiz hafif egilmelerin, uzayin derinliklerine
gitmekle sifir ortalamasina indirgenmedigini fark etmisti.
Bdyle olsaydi sonunda bu, Duzdiyarlilann kendi iki boyutlu
kuresel uzaylarina benzer sekilde “kapali” bir uzaya yol aga-
bilecek 6lciide st Uste eklenirdi. O zaman, i¢inde yasadigi-
miz gercek evren, Duzdiyar gibi sonlu ama sinirsiz olurdu,
yani sonlu bir U¢ boyutlu hacime sahip olurdu, tipki Dizdi-
yarhlann sonlu bir iki boyutlu alana sahip olduklari gibi.

Boyle bir evren, hi¢ olmazsa ilke bakimindan, yeterince se-
riven tutkusu olan bir Enterprise ekibi tarafindan gepgevre
dolasilabilir. Hatta yeterince gucli bir teleskoptan bakarak in-
sanin, kendi ensesini gérmesi mumkin olabilir! Fazla gilme-



yin, bu tuhaf gortinebilir ama bazi astronomlar, gékytzinde,
capin karsilikh iki ucunda radyo yildizlarinin bulunma olasili-
ginin “rastlanti”dan daha biyuk oldugunu iddia ediyorlar. Bu
yildiz giftleri gercekte ayni yildizin, birbirine karsit yonlerdeki
gortntdleri olabilirler mi? EJer dyleyse, o zaman, buna gore
evrenimizin “capr” 10ODisIk yili veya diinyasal 6lgme birimleri-
ne gore yaklasik 96.540.000.000.000.000.000.000 m'dir.

Eger butlin bunlar sizin igin yeterince ¢arpici degilse,
Duzdiyarhlarin yuzeyinde yasayabilecekleri yegane ¢ bo-
yutlu nesnenin bir kiire (veya bir kiireyi strekli gererek ve-
ya herhangi bir sekilde carpitarak elde edilebilecek bir nes-
ne) olmadigini hatirlamak yerinde olur. Yasadiklari iki bo-
yutlu evrenin baska tirlG bir egrilmis yizey oldugu disu-
nulduginde, daha da sasirtici (en azindan Duzdiyarlilar
icin) ozellikler elde edilebilir. Ornegin, ince uzun bir kagit
seridi, dar uclarindan tutup bir kere bulkerek déndurdukten
sonra, iki ucu birlestirdigimizi varsayalim. Eger kadgidin her
iki ylzeyinin de ayni uzay oldugunu dusinirseniz (sanki
kagidin kalinhigi veya maddesel varhi§i yokmus gibi) o za-
man bu yeni Duzdiyar halkasi ¢cevresinde yapilacak bir yol-
culuk sag ve solu da ters cevirecektir. Bir kagit serit kulla-
narak bunu siz de gorebilirsiniz.

Bu bukulmis Duzdiyar evreninin U¢ boyuttaki benzeri
nasil bir sey olabilir? Uzayin herhangi bir kiguk bélgesinde
cevremizde goérdigumiz “Eukleides-yanh” uzaydan pek
farkli gériinmez. Ancak “evrenin kenarini” arastirmak icin
diinyadan yola ¢ikarak diiz bir dogru boyunca giden bir uzay
seruvencisi sonunda kendisini hem ¢ok bildik, hem de tuhaf
bicimde farkli bir yerde bulur. Her sey biraktiginin ayna gé-
rantdst gibi olmustur. Yola cikarken yanina aldigi kitabi
hala okuyabilmektedir, ama dunyadaki oteki kitaplari an-
cak aynaya tutarak okuyabilmektedir. Yolculugu yapmamis
olan topluluga goére ayna goériintisi olan Kkitap bizim yolcu-
nun Kitabidir. Uzay serivencisi, kendisini bu ikilemden kur-
tarmak igin tek bir sey yapabilir, evren cevresinde bir kere
daha dolanmak. O zaman bu ¢abasinin 6duld, her seyin tek-
rar normal haline dénmesi olacaktir.



Bildigim kadariyla hickimse evrenimiz i¢cin yukardaki
acaip, “bukulmis evren” modeli gibi bir sey ileri sirmemis-
tir; Einstein ise, dort-boyutlu biraz puruzlt bir kiirenin yi-
zeyinden, yani, sonlu bir hacmi olan sinirsiz bir evrende
oturdugumuza inanmistir. Vardidi bu sonug¢ evrendeki mad-
denin her yerde, her zaman ayni oldugu ve ayni olacagi var-
sayimiyla elde ettigi genel gorecelik denklemlerinden kay-
naklanmaktadir. Ancak Einstein déneminden bu yana, evre-
nin timundn, temelde dedismez bir dogasi oldugu distince-
sinin yanhs oldugu yolunda, Ust Uste gelen gigcll, deneysel
kamtlar elde edilmistir. Tam tersi, dustunulmektedir. Evre-
nin bir “big bang” yani, bir buyuk patlamayla basladigi ve
sonunda da bir “gib gnab” (veya bigbang’in tersine ne deni-
lirse) son bulabilecegi distnilmektedir. Evrenin gesitli bol-
gelerindeki Eukleides-disi egriligin derecesi kitle dagilimi-
na bagimli oldugu igin, evrenin “sekli” de zamanla degisiyor
olabilir, sanki yeterince problemimiz yokmus gibi!

Kesin olan, belki de, tek sey bulunuyor; Eukleides’in be-
sincisiyle sorun oldugu gergegi. Eger dlciimler yeterince du-
yarhlilikla yapilirsa, evrenin yasadigimiz yoresel bolgelerinin,
okul geometrisinin kurallarina uymadigi goralar. Batdn
bunlarin anlami nedir? Anlami sudur: Matematikte ve bi-
limde sezgi guclu bir aragtir, ancak ona her zaman gtvenile-
mez. Evrenin yapisi, kuramsal matematigin kendisi gibi, en
buyuk matematikcilerin ve bilimcilerin dustnebildiklerin-
den bile ¢cok daha tuhaf olma egilimindedir.






VII. BOlum
Saat Sayilari

Saat bir sayma makinesinden baska nedir ki? Dakikalari
sayar, saatleri sayar, hatta bazen de saniyeleri sayar. Da-
hasli, ona gug veren kaynak, (eski moda veya modern de ol-
sa) var oldugu siirece hemen hemen hi¢ durmadan sajanayi
strdurdr. Diger yandan, saatin saymasinda farkli olan bir
sey vardir, durmadan (ideal olarak) saydigi halde, sayilar
hicbir zaman cok biyiimez. Ornegin, saatlerin sayisi 12'nci-
ye her geldiginde basa doner. Eger saat 2 ise ve biz 12 saat
veya 24 saat beklersek bize saatin yine 2 oldugunu soyler.
Cok dikkatle saydigi halde kag tane 12 saat gegtigine hic al-
dirmiyor gibidir, sadece 12 saatlerden geriye kalani “hatir-
lamay1” tercih eder.

Bitin bunlara alisik oldugumuz i¢in bize hi¢ tuhaf gel-
mez. Ancak ¢ok tuhaf gértinen bir aritmetige yol actigina
kusku yoktur. Ornegin saatin 8 oldugunu bildigimizi ve 6
saat “eklersek” saatin ka¢ olacagini bilmek istedigimizi var-
sayalim. Bu problemin ileri matematik gerektiren tirden ol-
dugu sdylenemez, yaniti kolayca bulabiliriz; saat 2 olacaktir.
Oyleyse saatin bakis agisindan

8 + 6 = 24dir.

Bu esitlige bir saatin ifadesi olarak degil de aritmetigin
bir ifadesi olarak bakarsak gergekten olagan disi gériindr.

Yine de bu “saat aritmetigi”, kendi igcinde tamamen tutar-
hdir. 2- 4=10, 2+ 12 =2 ve 6 + 38 = 8 gibi esitliklerin dog-
ru olduklarini hemen gosterebiliriz. Yaptigimiz, 12'li kiime-
leri sayarak veya 12'ye bélerek sadece kalani yazmaktir.



Bitln bunlarda 12 sayisinin 6zel bir marifeti olmadigi
aciktir. Saatlerin ¢ogu dakikalari ve saniyeleri de sayar;
onlarda da sadece kalanlara énem verirler, arada ka¢ tane
60 kiimesinin gegtigi 6nemsizdir. Saniye kolunun bakis aci-
sindan, normal aritmetikte oldugu gibi 8 + 6 = 14'tir, an-
cak 8 + 62 = 10'dur.

Her seferinde ne yaptigimizi agikca belirtirsek bu esitlik-
lerin her biri akla yakindir. Bu durumda ne kastettigimizi
belirtecek basit bir yol bulmazsak biuyuk bir kargasanin or-
taya cikacagi da agiktir. Ornegin 6gretmen Johnny veya
Jill'den tahtada yazili olan 8 + 6 = ? esitligini tamamlamasi-
ni isterse, 2 yanitina (ki saatin, saat kolu icin esitlik dogru-
dur) akademisyenlerin kaslari ¢atilir ve “yanlis” oldugu soy-
lenir. Diger yandan, normal olarak 14 olmasi gerektigi diisu-
nilen yanit saat aritmetiginde, en azindan saat koluna gére
saat aritmetiginde, 2 olmaktadir. Bunu agiklamak igin

14 =2 (mod 12)

yazilmasi benimsenmistir. Burada (mod 12) 12'li kumeleri
cikarip sadece kalanin dikkate alindigini anlatmaktadir.
Matematikgiler bu ifadeye biraz hasmetli bir sekilde “14, 2
modulo 12'ye denktir” derler ve ¢ogunlukla = yerine s kulla-
nirlar (nedeni, herhalde basit yazilirsa kimseyi etkilemeye-
cegi ve daha fenasi, herkesin anlayacagi olsa gerek). Biz bu-
nu “14, 12-saatinde 2 ile aynidir” seklinde okuyabiliriz ve
“12'li kiimelerle sayildiginda (ya da béliindtgunde) 14'tGn ka-
lani 2'dir” seklinde anlariz.

Daha genel birkac 6rnekle bu yazis bigcimine ¢abucak ali-
sabiliriz. Boylece 49 = 1 (mod 8) ifadesi bize 49'un sekizle bo-
lindaginde 1 kalanini verdigini séyler ki bunun dogru oldu-
gu herkesce bilinir. Ayni sekilde, 55 = 7 (mod 8)dir; yani 55
sekize bolindiginde kalan 7'dir. Yeterince basit! Ancak bir
adim daha atarak, fazla zorlanmadan, negatif kalan kavra-
miyla tanisiriz. Eger 55, yukarida belirtildigi gibi 8'in tam
katlarindan 7 birim daha fazlaysa, 8in tam katlarindan 1 bi-
rim eksik olarak da distintlebilir veya “saat esitligi” olarak



55 =-1 (mod 8)

yazilabilir. Benzer sekilde;
99 =—1 (mod 10)dur.

1yi guzel de bu ne ise yarar diyebilirsiniz. Guzel bir soru!
Bir “saat sayis!” esitliginin her iki tarafina say: ekleyebili-
riz, ¢ikartabiliriz ve onlari bir kuvvete yukseltebiliriz ve yi-
ne de esitlik bozulmaz. Bagka deyisle, bélme islemi disinda
(bu islem biraz daha fazla dikkat gerektirir ve bu bélimde
daha sonra ele alinacaktir) saat esitliginin iki yani, normal
esitlikler gibi birbirlerine esittirler ve onlarla da ayni islem-
leri yapabiliriz. Ornegin,

49 = 1 (mod 8)

esitligini ele alalim, iki tarafa da 2 ekleyelim. 51 = 3 (mod 8)
olur ve bunun da dogru oldugu asikardir. Ayni kolaylikla
her iki taraftan 2 ¢ikarabiliriz. 47 =-1 (mod 8) de dogrudur.
Her iki tarafi ayni sayi ile ¢carptiimizda elde edilen sonug
pek o kadar basit degildir. 49'la carparak

492= 49 (mod 8)

yazariz. Sekizli-saatte, 49 ile 1 ayni sayidir ve 492= 2401 ol-
dugundan yukaridaki esitlik

2401 = 1 (mod 8)

esitligine dondsir. Bunun dogrulugu da, 2401'i 8'e boldugu-
muizde kalanin 1 oldujunu saptayarak kolayca gorulir. An-
cak bu ifade (dogru da olsa) size fazla sasirtici gelmeyebilir.

Bir saat esitliginin iki tarafim da bir kuvvete ylUkseltmek
stz konusu oldugunda aklimiz karismaya baslar. Yine 49 = 1
(mod 8) esitligini ele alip iki tarafi, 6rnegin 100'Gncl kuvvete
yukseltelim. 1 sayisi hangi kuvvete yukseltilirse yukseltilsin
de I'e esit olacagindan, su sonucu hemen yazabiliriz.



491 sayisi butin evrendeki atomlarin toplam sayisindan
cok daha buyik bir sayidir. Agik olarak yazildiginda 170 ba-
samakli, ginimuz bilgisayarlarinin herhangi birisinin bas
edemiyecegi buyuklukte bir sayidir. Ancak yine de, yukari-
daki saat esitliginden, 8’e bélindiginde kalanin 1 oldugunu
hemen biliriz. Her iki taraftan 1 c¢ikararak da, yine ¢ok bu-
yuk bir sayi olan 491D- I'in 8e tam olarak bolinebildigini
hemen goririz. Eder bir aylik bir bos zamaniniz varsa ve
aritmetik islemleri yapmaktan hoslaniyorsaniz, ayni sonucu
“sayl 0guterek” elde etmeniz de miumkun olabilir. Ancak sa-
at aritmetigi kullanarak, diinyanin en biyUk bilgisayarlari-
nin bile dogrudan yéntemlerle hesaplayamayacagi kadar bi-
yuk sayilarla da ayni kolaylikla islem yapabiliriz.

Yine ayni basit saat denklemi ile baslayarak her iki tarafi
1.000.000'uncu kuvvete yukseltirsek ne olur? Hicbir sorun
yoktur. Hemen,

457 =1 (mot1 &

yazabiliriz. Sol taraftaki sayi, ondalik seklinde yazildiginda
basamak sayisi 1.500.000'den oldukca buyuktir ve elinizde-
ki gibi birkac kitabi doldurur. Ancak yine de 8'e bélundu-
gunde kalanin 1 oldugunu ve 49100000 \ sayisinin 8'in tam
kati oldugunu biliyoruz.

“Saat esitliginin sag tarafinda 1 veya 0 olursa (0 zaman
herhangi bir n sayisi icin 1° veya 0” sayilarinin degerini he-
men biliyoruz) iyi giizel ama bu biraz sinirlayict olmuyor
mu?” diyebilirsiniz. Sasiracaksiniz ama dyle olmuyor, ¢inki
biraz akil kullanarak sag tarafi 1 veya Oa indirgemek her
zaman olanaklidir.

Ornegin, en yakin arkadasinizin size 1 sayisinin arkasina
999.999 tane sifir, sonra da 9 yazarak elde edilen sayinin
13'e bolunip bslinemiyecedini sordugunu dastnelim. ilk
tepkiniz “Saka mi yapiyorsun?’dan baslayip “senin gibi ar-
kadas! olanin dismana ne ihtiyaci var’a kadar uzanabilir.



Ancak yine de yeni kesfettiginiz saat aritmetigiyle her sey
yitirilmis sayillmaz. S6z konusu sayi 101000+ 9 seklinde de
yazilabilir. Soru 13'e béltnebilirlik icerdigine gore (mod 13)
saatiyle calismamiz yerinde olur. Yapilabilecek en basit bas-
langi¢ da

10 =-3 (mod 13)

seklindedir. Bu ifade, 10 sayisi 13'e bolundiginde -3 kala-
nini verir demekten ibarettir. Bu esitligi kendisiyle carparak
(yani iki tarafin da karesini alarak) ve -3 carpi -3'n +9 ol-
dugunu hatirlayarak

102= 9 (mod 13)

elde ederiz. Yani, 100, 13'e béliindiiginde kalan 9'dur. Yedi
tane 13, 91 olduguna gére kalan gergekten 9'dur, yani yu-
kardaki ifade dogrudur.

Sag tarafta kolayca 1 veya 0 nasil olusturabiliriz? Yukar-
daki iki esitligi birbirleriyle carpmaya ne dersiniz? Sag ta-
rafta 10 ¢carpi 100, 1000 (ya da 103, sol tarafta, -3 carpi 9 da
-27 olduguna gére sonug

103=-27 (mod 13)

olur. Ancak 27 =—43 —13 —1 oldugu i¢in, 13'e bélindagin-
de kalani -27 olan sayinin ayni zamanda 13'e boélundiginde
kalani -1 olan sayi oldugunu gortriz.

Bu nedenle

103=-1 (mod 13)

yazabiliriz. Bu sayi hala dogrudan kontrol edilebilecek ka-
dar kiclUktar 77 tane 13'Un degeri 1001 olduguna gore, ger-
cekten de 1000 ile -1, “13'l0 saatte” ayni sayidir.

Burada 6nemli olan, sa§ tarafta artik 1 sayisini gorebili-
yor olmamizdir. Gercekte gérdigunidz sayi - | 'dir; ancak bu-



nun 6nemli olmadigini biliyoruz, ¢inkl -1 sayisi herhangi
bir kuvvete (n diyelim) yikseltildiginde, n tek sayi ise - 1e,
n ¢ift sayi ise +1'e esittir. Simdi bu son saat esitliginin iki ta-
rafim n = 333.333 kuvvetine yukseltelim

(1033B=-1 (mod 13)

Bir kuvvetin tekrar kuvvetini aldigimizda sadece Usleri
carpmak yeterli oldugundan (6rnegdin(1032= 106veya soz-
cuklerle; bin ¢arpi bin, bir milyondur) yukardaki ifade

10929D=_+(mod 13) Qiur

Artik amacimiz olan io 1@+ 9 sayisina yaklasiyor gibi-
yiz. Ancak henlz oraya varamadik. Sol tarafta bir 10 sayisi-
na gerek var. Oyleyse baslangictaki 10 = -3 (mod 13) ifadesi
ile carpalim. Eksi ¢arpi eksinin arti oldugunu hatirlayarak

10100om = 3 (mod 13)

buluruz. Hedefe varmak icin iki tarafa da 9 eklemek yeterli-
dir ve sonunda

0!+ 9 = 12 (mod 13)

elde ederiz. Bu bize verilen sayinin 13'e tam bélinmedigini,
13'e bélundugunde kalanin 12 (veya —4, ¢clinki 12 ve —1 sayi-
lan” 13'li saatte aynidirlar) oldugunu sodylemektedir. Oyley-
se 1010000 + 10 sayisi 13'e tam boélunur, halbuki onun gora-
nimua boyle bir ayncalik i¢cin aday olabilecegini hic¢ akla ge-
tirmez. Bu ornekten edindiginiz yureklilikle, saat sayilanm
kullanarak, akil almaz buyuklikteki sayilann, herhangi bir
sayiyla (islemleri basitlestirmek i¢in kiicik sayilar secerek)
bélanebilirliklerini saptamaniz olanakhdir.

Buraya kadar yaptiklarimizda bdlme islemini ele alma-
dik; cinki saat sayilanm bdélme kurallan otekilere gore da-
ha sinirlayicidir. Tlk olarak, bir saat esitliginin iki tarafi,



ancak ortaya kesirler cikmasina yol agmayan bir sayiyla bo-
Itnebilir. Ornegin 12 = 2 (mod 5) esitligini 2 ile bolebiliriz ve
6 = 1 (mod 5) elde ederiz ki bunun dogru oldugu acikca goru-
lebilir. Ancak 3’e bdlersek 4 = 2/3 (mod 5) olur ve bunun an-
lami yoktur, en azindan bu kitapta kullanilan en basit no-
tasyon cercevesinde, ikinci bir sinirlama daha vardir. Eger
boldigimiz sayi, saat sayisini, yani mod sayisini da tam
olarak béluyorsa, bélme isleminde, bu sayi da bélinmelidir.
Ornegin 15 = 6 (mod 9) saat esitligini 3'e yalnizca 5 =2 (mod
3) seklinde bdlebiliriz, 5 = 2 (mod 9) seklinde bélemeyiz. Bu
tar basit bir esitligin dogru olmadig1 kontrol edilebilir; ¢iin-
ki 5 =2 (mod 9) degildir.

Saat aritmetiginin nerelerde kullanilabilecedi konusuna
soyle bir degindigimiz halde bu yontemin sayilarin 6zellikle-
rini incelemek igin ¢ok gicli ve yeni bir yaklasima yol actigi
anlasilmis olsa gerek; ancak daha fazlasina da uygulanabi-
lir. Bu nedenle onu kesfeden insanin yasamina kisaca bir
goz atalim. Kari Friedrich Gauss bir dahi ¢ocuktu. 1777 yi-
linda Almanya’da bulunan Brunswick'te dogdu. Benzersiz
matematik dehasini heniiz sekiz yasindayken kanitladigi
soylenir*. Ogretmen, ogrencileri bir siire oyalamak igin on-
lardan 1'den 100'e kadar olan sayilari toplamalarini ister.
Bdyle bir problem icin bir formil oldugu kuskusuz. Ancak
o6gretmen bunu bilse de ¢ocuklar bilmezler. Bu nedenle 6§-
renciler dikkatle problemle ugrasirken 6gretmen de bir saat
kadar bir sure huzur ve stukun i¢inde oturacaktir. Pek olasi
gérinmese de sonunda ancak bir veya iki 6grenci dogru ya-
niti bulacaktir. Ancak kiicik Kari Gauss'un hemen sinifin
onlne gelerek dogru yanit olan 5050 sayisini kendisine ver-
mesi onu ¢ok sasirtir.

Anlasildigina gére Gauss da formuld biliyordu ancak 63-
retmenden bir farki vardi. Onu daha 6nce 6grenmemisti; o
anda cabucak kendisi ¢ikarmisti. Bir kere gordikten sonra
oyun cok kolaydir; 1 ile 99'u toplayin (100 eder), sonra 2 ile
* Kari Friedrich Gauss, heniiz Gi¢ yasinda iken okuma yazma ve aritmetik sembolle-

rinin anlamlarim kendi kendine 6grenmis ve babasinin tcret bordrosunda bir hata
oldugunu zihinsel hesaplamayla ortaya ¢ikararak ailesini sasirtmistir, (¢.n.)



98'i (0 da 100 eder), 3 ile 97, 4 ile 96 vb. son olarak da 49 ile
51; her asamada bulunan sayi 100'dur. Bu, 49 tane 100 yapar,
simdi de ortadaki 50'yi ve en sondaki 100’ ekler ve dogru ya-
nit olan 5050i elde edersiniz. Matematigin daha sonraki ge-
lismesi bakimindan 6gretmen bu olayla ¢ocuktaki dehayi fark
etti ve bdylece cogunlukla gelmis gecmis en biyik matematik-
¢i oldugu dustindlen insanin meslek yasami baslamis oldu.

On sekiz yasma geldiginde dizgin bir yedigenin (yani,
kenarlan esit uzunlukta, i¢ acgilan esit olan yedi kenarli se-
kil) sadece cetvel ve pergel kullanarak ¢izilmesinin olanak-
siz oldugunu ispatlamisti. Bu matematikci ve geometricile-
rin 2000 yildir sonu¢ alamadan ugrastiklar bir problemdi.
Doktora tezi olarak cebirsel denklemlerin sahip olabilecekle-
ri ¢cozimlerin sayisi konusunda bir ispat sundu. Bu teorem,
gunumuzde de “cebirin temel teoremi” olarak anilir. Aynca
bu da en iyi matematik beyinlerini yuzyillar boyu isgal et-
mis bir problemdi. Bos zamanlannda astronomiye yoneldi ve
hatta Géttingen Universitesi'nde gozlemevinin muduri ol-
du. Ayni zamanda da 1807'den 1855'teki 6limune kadar ay-
ni Universitede matematik profesérligini strdardi. Ancak
yine de temel ¢alisma alanlan matematik ve teorikfizikti.
Gunumuzde manyetik alan siddetinin birimi olan “gauss”
onun bu alana yaptigi katkilann bir onayidir. Ve elektrosta-
tigin belki de en temel teoremi “gauss teoremi” olarak bili-
nir. Calismalan istatistik alanini da kapsar ve gunumuzde
en temel ve en iyi bilinen olasilik dagilimina “gauss dagih-
mi1” denilmektedir; baska ne olabilirdi ki?

Gauss’un sayilar teorisindeki en 6nemli ¢calismasi 1801'de,
hentiz 24 yasindayken yayinladigi Disquisitions Arithmeti-
cae kitabidir. Gauss, kitabin ilk bélumlerinde denklik teori-
lerini (yani) o giinden bu yana sayilar teorisi alanindaki ner-
deyse butlin arastirmalara damgasini vuran saat sayilanni
ilk defa ortaya koymustur. Kitabin daha sonraki bélimlerin-
de, bircok matematik probleminin ilk ¢6zumleri yer aliyor-
du. Daha 6nceki nesillerin en Unlt matematikgileri bu prob-
lemlerden bircogu Uzerinde ¢alismis ve sonug alinamamisti.
Bu tur problemlerin bazilannda ayni teoremin U¢ ayn ispa-



tini vermis olmasi dehasinin boyutuna bir isarettir. Baska
deyisle, daha 6nce hi¢ kimsenin ispatlamay! basaramadigi
bir seyi Gauss bir kere ispatlamis, sonra da fazladan iki ayri
ispat daha vermigtir.

Mucit hakkindaki bu kisa “sapak”tan sonra simdi saat sa-
yilarinin gercek sayilar teorisindeki ispatlamalarda nasil
kullanildigina bir bakalim. Ciddi gérinimld bu ifade sizi
endiselendirmesin; saat denklemleri (daha cok denklikler
olarak bilinirler) burada da, daha 6nce olduju kadar kolay
anlasihir seylerdir. Ornegin, onlarin yardimiyla sayi teorem-
lerinin en Unlulerinden biri olan Fermat'mn “kicuk teore-
mi”ni aciklayabiliriz (ilk defa Fransiz matematikgi Pierre de
Fermat (1601-1665) tarafindan ileri surilmus ve ispatlan-
mistir; ancak bu orijinal ispat hi¢ yayinlanmamistir). Bu eg-
lenceli bir teoremdir; ¢ciink( bir sayinin garpanlarinin hicbi-
ri bilinmedigi halde ¢arpanlarin var oldugunu ispatlayan bir
yonteme yol acmaktadir.

Rasgele bir asal sayi ele alalim, érnegin 7. Bu sayidan
kacuk olan buatun tamsayilari yazip (1, 2, 3, 4, 5, 6) sonra
her birini iki ile carpalim. Yeni bir dizi elde ederiz: 2, 4, 6,
8, 10, 12. Bu sayilan 7’li saate (daha dogru deyisle modulo
7'ye) gore yazinca da dizi; 2, 4, 6, 1, 3, 5 olur ki bu, ilk dizi-
nin sirasi degismis bicimidir. Oyleyse modulo 7 ile sayil-
diklarinda, 1'den 6'ya kadar olan sayilarin carpimi (kisa
yazisla bu, genel olarak 6! seklinde yazilir ve ona “6 fakto-
riyel” denir) ile 2, 4, 6, 8, 10, 12 sayilarinin ¢carpimi birbiri-
ne esittir.

Ancak bu ikinci dizinin her tyesi, birinci dizide ona karsi-
lik olan sayinin iki katidir. Dizide alti Uiye olduguna goére, 2,
4, 6, 8, 10, 12 sayilanmn carpimi da 26c¢arpi 6! olmalidir.
Oyleyse su sonuca varmis oluyoruz.

26x 6! = 6! (mod 7)
6! sayisinda (tanim geregi) modulo sayisi olan 7 ile tam boli-

nen bir carpan yoktur, dyleyse daha dnce verdigimiz bélme
kuralina gore iki tarafi 6! ile bdlerek



buluruz. 26 64 olduguna gore, 64'te 9 tane 7 arti, “kalan” 1 ol-
dugu icin, dogrudan hesaplama ile sonucu kolayca dogrulaya-
biliriz ve bu nedenle de évgliye deger bir sey yapmis sayilma-
yiz. Burada 6nemli olan bu yéntemin genellemeye acik olusu-
dur. Ornegin, eger ilk dizideki |'den 6'ya kadar olan sayilari 3
ile carparak (2 yerine) elde edilen sayilar 3, 6, 9, 12, 15, 18,
(mod 7)de, 3, 6, 2, 5, 1, 4 (mod 7) sayilarina esittirler ki, bun-
lar da ilk sayilarin karismis bir dizisidir.
Ayni carpma islemleriyle elde edilen denklik

36=1 (mod 7)
dir. Benzer sekilde 4, 5, 6 ile carparak yine

46= 1 (mod 7)
56= 1 (mod 7)
66=1 (mod 7)

buluruz. Ancak “saat sayisinin” kendisine geldigimizde (6r-
negimizde yedi) bu model degisir, ¢cinki 76(alti tane 7 sayisi-
nin carpimi) 7 ile tam olarak bélunebilir ve 76= 0 (mod 7)'dir.

p bir asal say! olmak kosuluyla I'den p - |’'e kadar olan
tamsayilarin, 2, 3 veya p - |’e kadar olan tamsayilarla car-
pildiktan sonra (mod p)ye gore sayildiklarinda tekrar kendi-
lerine dontseceklerini ispatlamak zor degildir. Diger yandan
eder p asal degilse bu her zaman yer almaz. Ornegin, p = 6
icin, 1, 2, 3, 4, 5 sayilari 2 ile ¢carpildiklarinda 2, 4, 0, 2, 4, 0
(mod 6) olurlar; 3 ile carpildiklarinda ise 3, 0, 3, 0, 3, 0. Hem
2 hem de 3 sayilan 6'y1 tam olarak béldukleri icin bu 6rnek-
te ortaya sifirlar ¢cikmaktadir. Asal ve asal olmayan birkag
saylI ile denemeler yaparak kisa stirede ne olup bittigini da-
ha iyi anlayabilirsiniz.

Demek oluyor ki son kesfimiz, herhangi bir asal p sayisi
icin ve p'ye esit olmayan (veya p’'nin bir tam kati olmayan) n
sayisl igin,



veya her iki taraftan 1 ¢ikararak,
n“t 1=0 (mod p)

oldugudur. Sézciuklerle ifade edildiginde bunun anlami su-
dur: Eger n sayisi p'ye bolunebilir degilse, n*"t 1 sayisi her
zaman asal olan p sayisiyla tam olarak bélunur. Bunun na-
sil isledigini birka¢ érnekle gérelim. Kolaylik olmasi igin ilk
once n'nin ikiye esit oldugu érneklerle baslayacagiz: O za-
man, 22—1 = 3 gercekten 3'e (asaldir) béltinebilmektedir,
4'e ise (asal degildir) bolunebilir degildir. 24- 1 = 15, 5'e
(asaldir) bolGnebilir; 25- 1= 31, 6'ya (asal degildir) boline-
mez; 26- 1 =63, 7'ye (asaldir) bolunebilir vb.

i1k bakista asal sayilan test edecek bir yontemimiz var gi-
bi goruniyor. Gergekte M.O. 500 yillannda Cinliler 2P1- 1
sayisinin, eger p asal ise, her zaman p ile béltnebilir oldugu-
nu; p asal degilse (veya dogru sozcikle “bilesik” ise) hicbir
zaman bélunebilir olmadigini ifade etmislerdi. Ancak bu
dogru mudur? Dikkatli olmamiz gerek. ispatimiz p’'nin asal
oldugu durum icin verilmisti. Genel olarak nM - 1, 6zel ola-
rak da 2“"—1 sayilannin asal olmayan rastlantisal bir p sa-
yisi ile bélinebilir olabilecedi reddedilmisti. 2P1- 1 icin Cin-
liler bdyle bir sayl bulmay! basaramamislardi, gercekten
1819 yilina kadar higckimse bdyle bir say1 bulamamisti. 1819
yilinda 238 1 sayisinin 341 ile bélinebildigi ve 341'in (11
carpi 31 oldugu icin) asal olmadi§i fark edildi.

Yukanda verilen denklik ifadesini saglayan asal olma-
yan sayilar, goérece ¢cok azdirlar. Ancak yine de sayilari
sonsuzdur ve onlara “sahte-asal” denilen p sayilarini ta-
nimlarlar. Bu sayilar n = 2 i¢in etraflica incelenmislerdir.
Bu durumda, 1010 sayisindan kuc¢uk 455.052.512 gercek
asal sayl olmasina karsin, sahte asallarin sayisi
14.884'tiir. Oyleyse,

2P1=1 (mod p)



testini gecen p sayilarindan, yaklasik yuzde U¢ binde biri
gercek asal degildirler. Bu “sahtekarlar’m ¢ogu, yani n = 2
icin bulunan sahte-asallann ¢ogu tek sayidir. Gergekte cift
olan sahte-asal sayinin bulunmasi ancak 1950'de basaril-
mistir (161.038) ve bulunmalari halad ayni él¢tide zordur,
n = 2 i¢in bulunan sahte-asal sayilar disindan =3, 4, 5, ....
vs icin de benzer calismalar yapilabilir, n = 2 ila n = 10 i¢in
bilinen en kicuk sahte-asallar, sirasiyla sunlardir: 341, 91,
15, 124, 35, 25, 9, 28 ve 33. Gergekte n = 2 i¢in bulunan
341, n = 100'e kadar bulunan “en klc¢uk sahte-asal” sayila-
rin en bayagudar (ancak 341 degeri yalniz n = 2 icin degil
n = 15, 60, 63 ve 78 icinde en klglik sahte-asaldir). Bu, Cin-
lilerin onu neden bulamadiklarini da a¢iklamaktadir. Cun-
ki 230 1, ondalik seklinde yazildiginda 103 basamakli, ol-
dukca buyuk bir sayidir. Bu sekildeki ifadesini hesaplayip,
3421’'le bélunebilir olup olmadigini test etmek kolay degildir.
Eger saat aritmetigini biliyorsaniz (ki Cinliler bilmiyordu)
durum farkhidir. Bu bélumun basinda verilen kurallari uy-
gulayarak 23B 1 sayisinin 341 ile boltnebilir oldugu, yani

230 1 (mod 341)

oldugu, birkag satirla hemen dogrulanabilir. Deneyin!
Sahte-asallar kavraminin ardindan “super-sahte asallar”
geldi. Bunlar, n™1- 1 sayisinin, p ile karsihikli olarak asal
olan butun n sayilari tarafindan tam olarak bolinebildigi p
sayilaridirlar. Bunlara “Carmichael sayilan” denir ve kesin
olarak bilinmese de, sonsuz sayida olduklari dusunulmekte-
dir. En kii¢lgl 3 x 11 x 17 olan 561'dir ve bu sayilarin en az
Uc asal sayinin carpimi oldugu bilinmektedir. Boylece, 259 1
sayisi 561’'le bélunebilir; ayni sekilde 459 1, 589 1, 768 1 vb.
gibi, 3, 11 veya 17 ile bélinemeyen butin n sayilan icin de
561 ile bolunebilirler. Bundan sonra gelen Carmichael sayi-
lan, sirasiyla 1105, 1729, 2465, 2821, 6601 ve 8911'dir ve
10.000'den kiucuk olan yegane sayilardir. 1010'dan ktcuk
olan 1547 Carmichael sayisi olmasina karsin, bu sinirin al-
tinda 455 milyondan fazla gergek asal say1 bulunmaktadir.



Fermat'nin kiiguk teoremi (ne yazik ki!) asal sayilari bul-
mak igin “su gegirmez” bir tarife saglamiyor, ¢cinki asal
maskesi altinda gizlenen sahte-asal sayilar da (az sayida ol-
sa da) Uretme olanagi bulunuyor. Ancak ayni 6lclide etkile-
yici bir sey saghyor; Fermat'nin kigik teoremini saglama-
yan her hangi bir tek sayi asal olamayacagina gore bazi (bel-
ki de cok buyuk) tek sayilarin ¢carpanlarinin olmasi gerekti-
gini soyluyor (bu carpanlarin ne olduklari hakkinda hicbir
fikrimiz olmadigi halde). Gergcekte matematikgciler igin 6zel
6nemi olan bircok buyuk sayi vardir; bu ve bazi benzer yon-
temlerle bunlarin bilesik sayr oldugu bilinmektedir; ancak
hi¢bir ¢carpan bulunamamistir.

Gauss ve onun saat sayilari hakkinda son bir dyktyle bu
bolimi kapatacadiz. Fermat'mn kicik teoreminin ispatinda
p asal olmak Uzere, 1, 2, 3, ..., p - 1 sayilariyla karsilastik.
Bu sayilarin hepsini carparak faktoriyel ifade ile, (p - 1)! el-
de ettigimizi distinelim. Eger (mod p) saati ile sayarsak bu
sayl neye denk olur? Once en kiiguik asallan kullanarak bu-
nu gérmeye c¢alisalim, p = 2 igin, (p —1)! = 1ve 1 =-1 (mod
2)dir. p=3igin (p- L)' =2ve 2 =-1 (mod 3)tlr. p =5igin (p
- DI =24 ve 24 =-1 (mod 5)tir. p =7icin (p - 1)! = 720 ve
720 =-1 (mod 7)dir: Sanki (p - 1)! sayisinin “p saati” ile sa-
yildiginda -1 olma egilimi var gibi gérintyor. Bu kuralin
gercekten, genel durum icin de gegerli oldugunu gosterebilir-
siniz. Bunun igin (p - 1)! carpimini olusturan ¢arpanlari iki-
ser ikiser alarak 1 carpi p —I'in — (mod p) oldugunu, butiin
otekilerin ise + 1 (mod p) oldugunu fark ederiz. Ornegin, p =
11 icin, 2 ¢arp1 6, 3 ¢arpi 4, 5 carpl 9 ve 7 ¢arpi 8 carpimlan-
nm hepsi + 1 (mod Il)e esittir; bunu ikili carpimlann sonun-
cusu olan 1 carpit 10 yani - 1 (mod 11) ile ¢carparak sonuca
vannz. Oyleyse buitiin p asal sayilan icin

(p- D!'=-1 (mod p)
dir. Eger p asal degilse (p - l)!deki sayilann ikisinin ¢carpimi

p olmahidir, yani 0 (mod p)'ye esittir. Sifinn her sayiyla car-
pimi sifir oldugu icin, eger p bilesik bir sayiysa



olur, iste burada asalligi saptamak igin gercekten “su gegir-
mez” bir test var. (p - 1)! sayisi p ile boliundigiinde, eger p
asalsa kalan -1 oluyor; p asal degilse kalan Ooluyor. Ancak
bir de kot haberimiz var. Faktoriyel seklindeki sayilar,
kuvvetlerin tersine, saat aritmetigini kullanmaya kolayca
uygulanamazlar bu nedenle de testin pratik bir degeri yok-
tur. Baska deyisle, (p - 1! sayisi p ile bélinduginde kalanin
ne oldugunu bulmak, dogrudan p'nin ¢arpanlarini bulmak-
tan daha fazla zaman alir. Ancak yine de genel sonug ilging-
tir; cinkd bize sayilarin asal olup olmadiklarini saptamak
icin olasi butun carpanlari denemek disinda da yoéntemler
oldugunu soylemektedir.

Asal sayilar hakkindaki bu teorem Wilson teoremi olarak
bilinir ve ilging bir tarihi vardir: Wilson veya resmi tinvaniy-
la Sir John Wilson, pek taninmamis bir Ingiliz hakimdi; bu
kadar az bir nedenle élimstzlesen ¢ok az insan vardir. Te-
oremi ilk ortaya atan da, ilk ispatlayan da o degildi. Gergek-
te onu hi¢ kanitlayamamis ve onun hakkinda higbir sey ya-
yinlamamisti. Eger Cambridge Universitesi'nde matematik
profesorid olan bir arkadasiyla bir 6gle yemegi sirasinda
problemden, tesadifen, bahsetmeseydi bdyle bir sonuca da
erisemezdi herhalde. O zaman, profesér bunu bir “spekilas-
yon” olarak yayinlamis ve onu ortaya atanin da Sir John ol-
dugunu sdylemisti. Matematik toplulugunun dikkatini g¢e-
ken bu yayin sonucunda teorem Wilson’un adiyla anilmaya
basladi. Daha sonra bu sonucun, butin bunlardan 100 yil
kadar 6nce, Baron Gottfried von Leibnitz (Alman filozofu ve
matamatikgisi, 1646-1716) tarafindan bilindigine degin bir-
¢cok kanit oldugu halde Wilson adi sirdi ve sayilar teorisi
konusundaki butun kitaplarda sonsuza dek kutsallasti.

Bununla ilgili “Gauss 6ykusi” daha da hostur. “Wilson Te-
oremi” nin 1770'de ilk yayinlanmasinin yani sira, anlasilan,
bu “varyasim” (o zaman kanitlanmamisti) hakkinda bir de
tahmin yurutalmuastd: Bunu ispatlanma olasihigi yoktu; ¢iin-
ki asal sayilari ifade eden bir notasyon bilinmiyordu.



Bu Gauss'a iletildiginde, bes dakika iginde, “saat sayila-
ri'ni kullanarak ispatlamaya giristi ve gerekcenin notasyon
degil nosyon oldugunu sdyledi. Ancak gercekte ilk yayinlanan
ispat Gauss'unki degildir. Bu seref, “varsayimin ilk yayinlan-
masindan bir yil sonra ispati veren Fransiz matematikgisi ve
astronom Joseph Louis Lagrange’a (1736-1813) aittir.

Sayilara merakli olanlar i¢in Wilson'un teoremi hakkinda
son bir aciklama verelim. Orijinal teorem (p - 1)! + 1 sayisi-
nin, ancak ve ancak p asal ise p ile tam bolunduguni soyler.
Ayni ifade daha ender olarak, sadece p ile degil, p2ile de tam
bélunebilir. Bunu saglayan 105'ten ki¢uk olan asal sayilar,
yalnizca 5, 13 ve 563'tir.






VIII. BOlim
Kriptografi: Gizli Yazisma Sanati

Cocuklugumuzda hepimiz ara sira sifreli bir mesaj, “gizli”
bir mesaj yazmaya girismisizdir sanirim. Onun sadece sifre-
nin “anahtarinin” énceden verildigi kisi tarafindan anlasila-
bilecegi (daha dogrusu cozllebilecegi) umulur. Belki de ¢o-
gumuz bitun sifreleme (uzmanlarinin deyimiyle “kripto”
cekmek) sistemleri icinde en basit olanini, alfabenin bir
harfini bir baskasiyla degistirmeyi kullanmigizdir. Ornegin
A yerine B, B yerine C, C yerine D, vb., en sonunda da Z ye-
rine A harfini koydugumuzu distinelim. O zaman higbir il-
ging yani olmayan “BIR SIYAH KALEMIM VAR” mesaji sif-
relendiginde
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seklini alir ve ilk bakista yeterince gizemli gérunur.
Alfabenin herhangi bir harfi yerine herhangi bir baska
harf koyabilecegimiz i¢in, bu basit degistirme yontemini kul-
lanan ¢ok ¢esitli diizenler bulunabilir. Tam olarak séylemek
gerekirse 29! (29* faktoriyel) sayida; bu sayinin degeri ise
yaklasik 9 carpi 103dur. Sifrelemek icin bdyle akil almaz bu-
yuklikte segme olanagi varken, birilerinin anahtari bulma
(ya da "sifreyi kirma”) olasiliinin ¢ok uzak oldugu disini-
lebilir. Eger yalnizca ¢ok kisa bir mesaj (yukaridaki, “siyah
kalem incisi” gibi) iletmek istiyorsak, bu yargi dogru olabilir
de; yeter ki yukaridaki paragrafta verilen A yerine B, B yeri-
ne C, C yerine D, vb. érnegindeki gibi asin basit bir diizen
secmeyelim.
* 29 sayisi Turkge alfabesindeki harfsayisidir, (¢.n.)



Egder ayni sifre ¢ok sayida bilgiyi iletmek icin kullanilmak
istenirse, ne yazik ki 9 x 103 gibi buyuk sayilara karsin, onu
“kirmak” ¢ok kolaydir. Burada yakay! ele veren, belli bir dilde-
ki harf ve harf bilesimlerinin rasgele olmamasidir. Ornegin
Turkcede “a, e, de, da, ki, ve, ile, bir, vb., ne” ¢ok sik kullanilir;
buna karsin art arda ¢ sessiz harfe, § ile baslayan sozciklere
pek raslanmaz. Dilin bu “parmak izleri’ni ve de ortaya ¢ikan
farkh harf bilesimleri hakkinda sayisiz baska istatistiksel
ipuclarini kullanarak, bir “sifre ¢éziicisi”nin harfleri degistir-
meye dayanan bdyle basit bir sistemi ¢abucak ¢ézme olanagi
vardir. Harfler yerine bir dizi anlamsiz isaret konulsa bile fark
etmez; yine de dilin kendi diizeni, sonunda, onlari ortaya ¢ika-
rir ve gizli mesajimiz kisa surede herkese mal olur. Akla gelen
ikinci bir sifreleme plani da, harfleri birbirleriyle degistirmek
yerine, “yer degistirme” ya da karistirma yontemidir. Ornegin,
“anahtar” olarak 3, 1, 5, 2, 6, 4 sayi dizisini aldigimizi distne-
lim ve “BIR SIYAH KALEMIM VAR” mesajini bu diziye gore
su sekilde sifreleyelim: Birinci harfi G¢incti konuma, ikinci
harfi birinci konuma, G¢tinctlyt besinciye, son alarak da altin-
¢1 harfi dérduncii konuma getirelim. ilk alti harfi bu sekilde
yer degistirdikten sonra, daha sonra gelen alti harfe de aym
seyi uygulariz ve bunu mesaj bitinceye kadar yineleriz. Boyle-
ce orijinal mesajin ilk alti harfi TSBYRI olur; ikinci alti harfi
ise HAAEKL. Boyle devam ederek sifreyi tamamlarsak
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elde ederiz. Bu sistemi kullanan ¢ok kisa mesajlar ¢ogu kez
tek bir sekilde kirilmazlar (6rnegin kodlanmis mesaj, ya da
“sifre” olan mesaj ADKtR, 31254 anahtariyla KADIR, ya da
31245 anahtariyla KADRI olur); daha uzun mesajlar da yine
oldukca giivensizdir. Ayrica bunlarin ingilizce metinler icin
genel “¢c6zim” yontemleri, anahtardaki sayi dizisinin uzunlu-
gu hakkinda hicbir bilgi olmadigr durumlar icin bile, ta
1878'de yayinlanmistir. Boylece, yer degistirmeye dayanan en
basit sifreleme sistemi, harf degistirme sisteminde oldugu gi-
bi, ancak ¢ok sinirli 6l¢tide guvenlik saglamaktadir.



Sifreleri kirmayi biraz daha zorlastirmak icin ne yapila-
bilir? Bir kere, yerine koyma sistemini, orjinal metindeki
her harfi hep ayni harfle degistirmeyerek, gtclendirmek di-
sunulebilir. Bunu gergeklestirmenin bir yolu bir sdzcuk se-
cip (6rnedin KADIFE) bunu sifrelenecek mesajin altina tek-
rar tekrar asagida goruldiga gibi yazmaktir:

BiR SiYAH KALEMIiM VAR
KAD IFEKA DIFEKAD iFE

B harfi Turkcge alfabenin 2. harfi, onun altindaki k de 14.
harfi oldugu icin mesajin ilk harfini alfabenin, 2 ve 14'Un
toplami olan 16. harfi olan “M” ile kodlariz. Benzer sekilde,
mesajin ikinci harfinin yerine, 1 (12) ile A (1)’y1 “toplayarak”
bulduumuz J (13) koyariz. Bu toplama sirecinde 29'dan bi-
yUk bir sayi ¢ikarsa yapacagimiz sey yeniden alfabenin basi-
na dénmek, “A” i¢in 30, “B” i¢in 31, vb. surdirmekten ibaret-
tir. Bu 6rnekteki anahtari kullanarak yukaridaki mesajin tu-
mu, ¢6zUmu zorlastirmak icin araliklari da kapatarak
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haline donusur.

Genellikle Vigenere sifresi denilen bu tur bir kodlama sis-
teminde, orijinal mesajin belirli bir harfinin yerine hep ayni
harfi koymak gerekmiyor. Goértldugu gibi, mesajdaki ilk “1”
harfi “A” ile kodlaniyor; ikinci “i” ise “F” harfiyle kodlaniyor.
Sifreyi kirmaya calisan birisini sasirtmak i¢in bunun yardi-
mi olacagi ve daha 6nceki iki sistemden daha givenli oldugu
dustndlebilir. Ne var ki, bu dogru olsa bile, yukarida verilen
tirden Vigenere sifreleri yine de kolayca desifre edilebilir.
Gercgekten, bu yontem igin de 100 yili askin bir zaman 6nce-
sinde, oldukga genel bir ¢c6zim yontemi gelistirilmistir Bura-
daki zaaf anahtar s6zcugin art arda yazildigi satirdadir (6r-
negin yukaridaki KADIFEKADIFEKADIFE...). Bunun gibi
alti harfli bir anahtar sozcuk, sik¢a kullanilan “bir” ve “ile”
gibi sozcukleri hep U¢ harfin alti kombinasyonlarindan belir-



li birisi ile degistiriyor. Buna benzer ipuglari, sonunda anah-
tari ele verir ve sifre ¢ézulur. Sorun yine herhangi bir dilde
harf ve sézcuklerin rastlantisal olmayan bir bicimde ortaya
¢ctkmasindan kaynaklaniyor.

Ancak anahtar olarak kendini hi¢ yinelemeyen bir metin
kullanirsak ne olur? Bu “kosan-anahtarli Vigenere sifrele-
ri'nde cok rastlanan ele verici harfler ve sézcukler sifrelen-
diklerinde hig¢ yinelenmezler ve nihayet kirilmayan bir sifre
elde etmemize yol acarlar. Gergekten de, ilk icat edildikle-
rinden nerdeyse Ug¢ yuzy1l sonra bile, bu kosan-anahtar sifre-
lerinin tamamen guvenli olduklari duasunidliyordu. Ancak,
1883'te bu tur sifreleri bile kirabilecek bir yontem aciklandi.
Cozulmelerine yol acan ipucu yine harflerin ve sozcuklerin,
bu defa hem mesajda hem de anahtarda rastlantisal olma-
yan siklikta gorilmeleriyle ilgilidir. Ornegin “E” harfinin yi-
ne “E” harfiyle degistirilme olasiligi % 1,69 kadardir; baska
herhangi belirli bir harfle degistirilme olasihd daha da ki-
cUktir (ama o da bellidir). Agikca géraldiagu gibi, bu tar sif-
re kirma, yukarida anlatilanlardan ¢ok daha guctir ve ipu-
cu verici iligkilerin ortaya ¢ikmasi icin oldukg¢a uzun bir sifre
gerektirmektedir. Ancak bunlar eninde sonunda ortaya ¢ik-
makta ve sifre kiralabilmektedir. 1950’lerden bu yana hizla
gelisen bilgisayar teknikleri bu kosan-anahtar sifresini her
zamandan daha zayif duruma getirmistir.

Ne yapilabilir? Anlasilan sifrenin kusuru, kosan-anahtar
icin bir metin kullanilmasinda yatmaktadir. Kosan-anahtar
icin timuiyle rasgele ve hi¢ tekrarlanmayan bir dizi harf kul-
lanildigini dasdnelim. Bu durumda, mesajin metnindeki her
harfin, ister en olasi “A” ister en az olasi “G” ya da “J” olsun
sifredeki herhangi baska bir harfle degistirilme olasiligi ay-
nidir. Boyle bir sistemde sifre kirmanin dayandigi semboller
arasi iliskiler ve sikliklar tamamen giderilmis olmaktadir.
Nihayet tam guvenceli bir sistem bulunmustur. Ancak ne
yazik ki bu sistem de oldukca kullanigsizdir; ¢inki metnin
her harfi ve semboli icin ayri bir sembol ya da anahtar ge-
rekmektedir (génderenden aliciya ulastirilacak). Bu sakinca-
nin, rasgele olsun olmasin, herhangi bir kosan-anahtarh Vi-



genere sifresi icin de gegerli oldugu ileri sdrilebilir. Ancak
onemli bir fark vardir; rasgele olmayan anahtar i¢in uygun
bir yerden, érnegin taninmis (ya da pek taninmamis) Kitap-
larin belirli bélimlerinden bir metin alinabilir. Halbuki ras-
gele anahtar, amagclanan alicinin Uizerinde veya sakladigi bir
yerde olacaktir ve “disman”in eline gectiginde onun olagan-
disi gorinist hemen kusku uyandiracaktir. Onceleri, bu so-
runu asmak icin yine uygun olan ancak tekrarlayan rasgele
anahtarin ezberlenebilecegi dusinulmustd. Ancak, harf segi-
mindeki siklik bakimindan rasgele olsa da yeterince uzun
bir mesaj icin anahtarin tekrarlaniyor olmasinin sifreyi kir-
mak icin yeterli oldugu anlasiimistir.

Burada kaginilmaz bir sonug ortaya ¢ikiyor; tam guvence
icin anahtar rasgele olmali, hi¢ tekrarlanmamak ve bu ne-
denle de sifrelenecek mesajlarin toplam uzunlugunda olma-
hdir. Bu ifadeye bile son bir kosul eklemeye gerek vardir,
ifade ancak, sifrenin kendisi de en azindan mesaj kadar kar-
masiklik (bunun icin bazen kullanilan s6ézcuk “entropi’dir)
iceriyorsa dogrudur. Bunun icin temelde, anahtarin en azin-
dan alfabedeki sayi kadar degisik semboller icermesi gerek-
lidir. O halde, efer anahtar alfabedeki 29 harfin hepsinin
rasgele secilmesine dayaniyorsa mesaj giivendedir. Ote yan-
dan, tamamen rasgele olan, hi¢ tekrarlanmayan ve mesaj-
dan daha kisa olan; ancak guvenceli olmayan bir “entropi”
dizisi olusturmak da olanakhdir.

Buna abartili bir 6rnek olarak, asagidaki gibi, birlerden ve
ikilerden olusmus tiimuyle rasgele bir sayi dizisini alalim:

11212222212122212121111

Gergekte bu dizi masamda yazi-tura atarak (tura icin 1,
yazi icin 2) elde edilmistir. E§er 1 sayisini “mesajdaki bu
harfi alfabenin bir sonraki harfiyle degistir” (yani A'yi B ile,
Byi Cile vb.) ve 2yi “mesajdaki bu harfi alfabedeki iki son-
raki harfle degistir’ (yani A'yi C ile, Byi C ile vb.) seklinde
yorumlarsak kirmizi kalem kutusuyla ilgili mesajimiz su se-
kilde sifrelenir:



CJSSKACILCMGOKNZBS

Eger “bir ve iki kaydirma” anahtarindan kusku duyulu-
yorsa, desifre etmenin ¢ok buyuk sikinti gekmeden basarila-
cagina sanirim siz de katilirsiniz.

Her harfyerine rasgele bir baska harf koyarak elde edilen
bir kullanimlik alfabetik anahtarin, kirilmayacak sifre prob-
leminin ¢d6zUmu oldugu anlasiimaktadir. Guvenli olmasi ne-
deniyle uygulanan bu tur bir kullanimlik anahtarlar yakala-
nan yabanci gizli ajanlar Gzerinde defalarca ele gecmistir.
Bunun iyi bilinen bir 6rnegi 1957 yilinda New York'da yaka-
lanan Sovyet ajani Albay Rudolph Abel'dir. Washington ile
Moskova arasindaki “kirmizi hat"tin da ayni tur bir sistemi
(kuskusuz tumuyle otomatik hale getirilmis olarak) bir defa-
lik anahtarla kullandigi bildirilmistir.

Kesin guvenli olmalarina karsin bu bir kerelik anahtar
sistemlerinin, drnedin savas dénemlerinde oldugu gibi, cok
miktarda gizli bilgi aktarmak gerektigi durumlar icin hig el-
verigli olmadii aciktir. Gergekten de ikinci Diinya Savasi
sirasinda surekli iletisim icin kullanilan sistem, cok uzun,
ama pratik olarak, sonugta, tekrarlayan, harf-yerine-harf
koyma anahtarh sistemdi. Savas doneminin Unlu sifreleri,
Almanlarin ENIGMA, Tngilizlerin TYP EX, Amerikalilarin
SIGABA ve Japonlarin RED and PURPLE adli makine sifre-
leri bu turdendi. Bu nedenle hepsinin gelistirilmis istatistik-
sel yéntemlerle “kirilma” olasiliklari vardi. O dénem belki de
sifre kirmanin altin ¢agiydi ve bu, ¢ogu zaman korkung de-
recede gug bir isti. Gercekten de, Amerikalilar, Japon sifresi
PURPLE"I kirmayi, deneyimli bir sifre-kirma ordusunun bir
yildan daha uzun siren “sifre analizi” ugraslari sonucu ni-
hayet 1940 yazinda basarabildiler.

Genel olarak sifreler, sifre ¢oztcuyu istatistiksel kanit-
lardan yoksun biraktiklari 6lcide zor kirihirlar. Hig bitme-
yen ve hi¢ tekrarlanmayan, rasgele anahtar kullanma di-
sinda harf degistirme sistemlerine, her seferinde, tek harf
yerine iki ya da U¢ harf koyarak da sasirtmaca eklenebilir.
Bu, dil kaliplarinin istatistiksel kanitlarini timuayle orta-



dan kaldirmasa da, ¢ok basit anahtarlar elde etmeyi sagla-
yabilir; olasi sifre kiricisinin istatistik sularini bulandirdigi
da kesindir.

Bdyle bir yontem igin dustinulebilecek en basit sistem alfa-
benin harflerini bir bes-harf carpi bes-harf kare seklinde du-
zenlemek olabilir. (Turkcede C, G, |, O harfleri yerine C, G, I,
O kullanilmasinin mesajlari pek bozmayacagi dustintlerek
C, G, 1, O harfleri atlanmistir). Harfler bu kare icine rasgele
bir bicimde yerlestirilir. Ornegin

TZRME
KOAYP
FVDBN
UHGJS
cLUSI

ve basit bir kural uyarinca, bir harf ikilisi yerine bir baska
harf ikilisi konur. Ornegin, eger iki harf ayni sirada ya da
ayni sUtunda degilse, basit degisim kuralini aciklamak igin,
TO ile KZ, PR ile EA ve RS ile GE'nin yer degistirecegini
soylemek yeterlidir. Ayni sirada olan harfler igin “bir sira
yukari” gibi bir kural kullanilabilir. Oyle ki, 6rnegin GH,
DVye, TE de Clya gider (kare anahtarinin “kenarlan olma-
yan” bir duvar kagidi motifi gibi kendini yineledigi disunud-
lerek). Bunun gibi, ayni sutundaki harfleri, diyelim ki, bir
sa§ sltuna tastyabiliriz; 6rnegin UA'y1 SY'ye, Pl'yi KC'ye go-
turebiliriz. Bu sistemi kullanirsak

BIRSIYAHKALEMIMVAR

seklindeki siyah kalem mesajimiz simdi

SNGEPSGOTRZIESBZYM

olur. Bunun dogrulugu, kare anahtanni ve yukanda verilen
kurallan kullanarak kolayca saptanabilir.



Bu tur yontemler giderek daha karmasiklastirilabilir ve
harfleri GclG, dortll, hatta besli gruplar halinde degistirile-
rek bulunan sistemler, kirilmasi ayni 6lgide zorlasan sifre-
lere yol acarlar; bu yolla sifre-kinci i¢in son derece gig¢ hale
getirilebilirler. Anahtarin olaganistu kisa ve 6zIi olmasi
(harfleri degistirme yontemleri ezberlenecekse) onlara bir
Ustinlik saglar. Baslica kusurlari ise, sifreleme ve desifre
etme sureclerinin gdrece gu¢ ve zaman alici olmasi; daha bu-
yuk guvence igin surecler daha karmasik duruma getirildik-
ce hata yapma olasihiginin giderek artmasidir.

Buraya kadar tartisilan butin sifre sistemleri, her ne ka-
dar bigim ve guvenlik bakimindan birbirlerinden farkliysa-
lar da, hepsinin ortak bir yani vardir: Bunlar, herhangi bir
bilgi iletilmeden 6nce, hem sifreleyenin hem de amaglanan
alicinin sifrenin anahtarina sahip olmasi anlaminda simet-
riktirler. Bu, uygulama bakimindan kolay olmadigi gibi gu-
venlik bakimindan da ¢ok sakincalidir. Clinku bir yandan
bilginin verilmesi gerekebilecek her kisinin ya da kurumun
Onceden saptanmasini, 0te yandan onlarin her birine anah-
tarin verilmesini (bu ytzden de gizliligi korunmalarini) zo-
runlu kilmaktadir. Eger amaglanan bu alicilarin herhangi
birisi anahtarlarla birlikte “disman”in eline duserse sistem
¢oker; higbir ise yaramaz.

Yakin zamana kadar buna verilen genel tepki “Cok fena,
ama ne yapalim ki caresi yok!” bicimindeydi. inanmasi gic
ama oyle olmadi. Bu sasirtici gercek ilk kez 1970 ortalarinda
fark edildi. Eger bu bélumin sayilarla ne ilgisi oldugunu (is
ya da eglence bakimindan) anlamadiginizi diisinmekteyse-
niz yanit iste “tam burada”, asimetrik sifrededir. Bu gorus
ilk olarak 1976'da, Kaliforniya'da Stanford Universitesi'nde-
ki bir grup arastirmaci tarafindan yayinlandi. Ona, “acik
anahtar” sifreleme sistemi adini verdiler; ¢cunki, onu kulla-
nan kisi, (asagida agiklanacagi gibi) butiin dinyaya, kendi-
sine gizli mesaj gondermek isteyenlerin nasil bir sifre kul-
lanmalari gerektigini ilan edebiliyor. Bu, érnegin bir genel
katalogla yapilabilir. inanilmasi giic ama, herkes ona sifreli
bir mesaj génderebilir; ancak, onu desifre edebilecek tek Kkisi



kendisidir. Bunun sonucunda, iletisim kurmak isteyen olasi
iki kisinin 6nceden ayni anahtarlara sahip olmasi ve onu ya-
sami pahasina korumasina hi¢ gerek kalmamaktadir. Her
alici kendi sifre ¢cézme sirrini biliyor, onu koruyacak tek Kisi
de yine kendisi oluyor. Ornek olarak, diisman saflarini aras-
tirmaya giden bir kesif kolunun basi olan bir komutani ele
alalim. Gdézculerin her biri haberleri dismandan gizli olacak
bicimde geriye, ona génderebilmelidir. Artik dismanin sifre-
leme makinelerinden birini ele gecirmesinin ve sifre “anah-
tan”ni kesfetmesinin zerre kadar 6nemi yoktur; ¢cinku onlar
ayni anahtari tasiyan baska sifreler ele gegirdiklerinde bu
bilginin sifreyi ¢cdzmede hicbir yardimi olmayacaktir. Sistem
guvencededir; desifre etme sirrina (ya da uygulama da, de-
sifre makinesine) yalnizca komutan sahiptir.

Kodlama talimatim yayinlayarak onlari herkesin eline ve-
ren olasi alici kriptografik sirrin yarisini, bilerek, aciklamis
oluyor. Bunu yapmaktaki amaci, herkesin (gerekli beceriye
sahip olan herkesin) hatta varligindan haberdar olmadig ki-
silerin, ona bilgi kodlamalarini saglamaktir; ancak yine de
sifreyi ¢ozmek icin bilinmesi kesinlikle gereken anahtarin
Oteki yansim diinyada bilen tek kisi kendisi olacaktir. Butin
bunlar biraz da buytcilugia ¢agnstmyor gibi. Bu slirecin na-
sil isledigini anlamak i¢in durumu biraz basitlestirmemiz ge-
rekiyor; ¢cinklU bunun makinelerde bilfiil uygulamasinda ¢ok
buyUk sayilar s6z konusu olmaktadir. Biz bu yontemi, buytk-
liklerin yol actigi karmasa ile sifre kinciyi basansiz kilan bi-
yuk sayilar yerine, kagit kalemin (ya da en ¢ok bir cep hesap
makinesinin) yeterli olacagi kiiciik sayilarla agiklayacagiz.

iki asal sayinin carpimi olan bir sayr dustnun. Ac¢iklama
icin ben (ikisi de asal sayi olan) 2x 7 olan 14 sayisini segiyo-
rum. Asal sayilann her ikisinden 1 ¢ikann, 1 ve 6 elde edersi-
niz. Simdi de bu son iki sayiyi ¢arpin. “Ni¢in?” diye sormayin;
bana guvenin... simdilik bana giivenin. Bu yeni saylyl yani
1x6 = 6y1 Yunan alfabesindeki Pharfi ile gosterelim. Bu sa-
yinin hem sifreleme hem de desifre etme sistemlerinde, ileri-
de gorecegimiz gibi, ¢cok 6zel bir 6nemi vardir. Simdi 9 ile or-
tak ¢carpani olmayan baska bir sayi se¢ciyorum. 9 = 6'nm car-



panlari 2 ve 3 oldujundan 2 veya 3 ile tam olarak bélinme-
yen herhangi bir sayiyl secebilirim. Bu ozellikleri tasiyan en
klicUk sayi oldugu icin 5'i seciyorum; ¢inkd bu “basit” 6rnek
icin sayilarin olabildigince klgik olmasini istiyorum.

Genel katalogda yayinlayarak acikladigim sayilar ilk seg-
tigim 14 ile bu 5 sayisidir. Bana bir mesaj kodlamak icin sun-
lar1 yapacaksiniz: dnce alfabedeki harfleri A=1, B =2, C =3,
vb. sayilariyla degistireceksiniz. Sifrelemek icin, herhangi be-
lirli bir harfe karsilik gelen sayinin besinci kuvvetini (5 be-
nim katalog sayilarinin birincisidir) alacaksiniz ve buldugu-
nuz saylyl 14'e (katalogdaki ikinci sayiya) boldikten sonra
sadece kalan saylyi not edeceksiniz. Bu son islem, bir dnceki
bélimdeki dili kullanirsak, 14'lu saate veya (mod 14)e gore
saymak anlamina geliyor.

Cok kisa ve kolay bir s6zcigu kodlayarak bunun nasil ya-
pildigini agikca gorelim. Sozcik CABA olsun. Once harfleri
sayllara donustirerek A=1,B =2,C = 3,C =4... kural ile
s6zcuk 4121 olur. Bunu sifrelerken

45=1024 =73 x 14 +2

15=1=0,14+1
25=32=2x14+4
I5=1 =0x14+1

55=3125=223x 14+ 3
ya da buna denk olarak, saat diliyle

45= 2 (mod 14)
15= 1 (mod 14)
25=4 (mod 14)
15= 1 (mod 14)

oldugunu hatirlayarak, kalan dizisi olan 2141 elde ederiz.
Oyleyse 2141, bu 6zel sistemde CABA sézcuginin sifrelen-
mis halidir. Onu desifre etmek icin, 2141'yi 4121'e ya da
onun alfabetik ifadesi olan CABA sozcuglune gidecek “anah-
tar”! bilmek gerekiyor. O anahtar nedir? Anahtar aslinda,



yalniz sifrenin alicisinin bildigi bir sayidir. Onu elde etmek
icin de < sayisinin bilinmesi gerekir. Acikca ifade edersek,
bu say1 katalogdaki birinci sayiyla carpildiginda (6rnegimiz-
de 5), 9'li gruplarla (6rnegimizde 6’h gruplar) sayildiginda 1
kalanini veren sayidir. Oyleyse, basit 6rnegimizde “sifre ki-
ran” gizli sayi |1'dir; ¢cinki

5x11 =55=9x6 +1
ya da, saat sayisiyla
5x11 =1 (mod 6)

Simdi, desifre etmek icin, sifreledigimiz yolu izleriz; ancak,
sifre sayilarinin yukseltilecekleri kuvvet olarak gizli 11 sayi-
sini kullanirz. 2141 sifresini ele alarak, kalanlari hesaplariz.

2U=4 (mod 14)
1 11=1 (mod 14)
41 =2 (mod 14)
1 1= 1 (mod 14)

Bu harikalar harikasi bir sey; sifrelenmemis orijinal 4121
sayisl, ya da CABA elde edildi. 9 sayisini igeren bu kuralla
yukarida goéraldagu gibi sifrenin nasil tam olarak ¢ozaldugi
sorusunun yaniti ileri matematik ve saat sayilarinin gizem-
lerinde yatmaktadir. Sayilar ne kadar blyik olursa olsun
yontem gecerlidir. Bu énemli bir noktadir; ¢linkii eger ¢ok
buyuk sayilara uygulayamazsak (kuskusuz, sifreleme ve sif-
re ¢ozme igin bilgisayar kullanilarak) yeni herhangi bir sey
basarmis sayilmayiz.

Ornegin, yukarida verilen basit érnek, harfleri harflerle
degistirmeyi daha karmasik bicimde yapmaktan farkli bir
sey degil. Gercekte bunda bile basarili degil; ¢inki (mod
14)e gore saydigindan, sadece 13 tane farkl kalan olabilir,
ama, noktalama isaretlerini, araliklari vb. kodlamasak bi-
le, alfabede 29 tane harf var. Ayrica, 4121 = CABA ile bir



baska olanak, 4121 = CAR (R, alfabenin 21. harfi), arasin-
da ayirim yapmiyor. Bu son sorun alfabenin her harfi icin
iki rakam kullanarak kolayca asilabilir; yani, A = 01, B =
02, C =03,..., V=27, Y =28, Z = 29. Bu sistemde CABA
sdzcugunin sayisal sekli 04010201 olur, ama CAR artik ta-
mamen farkhdir: 040121. Bu sistemin bir baska yaran da-
ha var, 30’dan 99'a kadar olan sayilar baska kullanimlara
aciktir; '@, # * (), $, & ?, ve baska bircok farkli sembol
icin kullanilabilirler.

Asimetrik kodlamanin ne kadar gicli oldugu, buyik sa-
yilar kullanildiginda, iki sekilde ortaya ¢ikar. Ornegin, bas-
langic sayisi olarak (basit dérnekteki 14 yerine) her biri, 30
basamakl iki asal sayinin ¢carpimi olan 60 basamakli bir
sayl aldigimizi varsayalim. Simdi, bir seferinde art arda,
gelen 30 harf ve sembolden olusan (her sembol i¢in 2 ra-
kam) sifre artik bire bir (harf) koyma degil otuza otuz koy-
ma seklinde ¢ok degisik bir sekle dontismustur. Bir érnekle
aciklayalim. Otuz “harfli” orijinal metindeki tek bir harfin,
ornegin 14 sayili harfin degistirilmesi, ayni 30'lu takimin
sifrelenmis durumdaki iki rakamli otuz “harf'inin hepsini
birden degistirebilir. Bu nedenle, sifre kmci gizli sifre ¢oz-
me sayisini (basit érnekte 11) bulmadikga sifrenin kinlma-
sI s0z konusu degildir. Ben o sayiy! bulabilirim, ¢inks ilk
secilen iki asal sayinin kimliklerini tam olarak biliyorum.
Oyleyse 9 hesaplanabilir ve onu kullanarak sifreleme ve
sifre ¢cozme icin gereken kuvvetler, basit 6rnekte yapildigi
gibi; tam olarak segilebilir. Sifre kinci da, ancak eger be-
nim 60 basamakli sayimi iki tane 30 basamakl asal carpa-
na ayirabilirse, ayni seyi yapabilir.

Yukanda anlatilan asimetrik kodlama sisteminin basan-
sinin sim, 30 basamakl sayilann asal olup olmadiklannm
saptanmasinin (gunumuz bilgisayarlanyla) gérece kolay ol-
masi; buna karsin 60 basamakl bir sayiyi, 30 basamakli iki
asal carpana ayirmanin ise ¢ok zor olmasidir. Bu nedenle
sectigim 60 basamakli sayiyi genel katalogda yayinlayabili-
rim, ¢unki herkes onu bilse bile hickimsenin onu ¢arpanlara
ayirarak sifreyi kirmayi basaramiyacagma guivenirim. An-



cak asimetrik kodlan “kirma” probleminin bu meydan oku-
yusu ile harekete gecen carpanlara ayirma yéntemleri, gu-
nimizde (bir sonraki bélimde ele alinacagi gibi) ¢ok blylk
hamlelerle gelismeye baslamistir. Bunun sonucunda, 60 ba-
samakl kodlama sayilari guvenlik bakimindan simdiden
“sallanmaya” baslamislardir. Simdilerde, uzunlugu yiiz veya
daha fazla basamakli olan sayilar tercih edilmektedir.

Bu, guvenli asimetrik kodlama sistemlerinin kesfi, krip-
tografi bilimini yakin gelecekte timiyle degistirecek gibi go-
ranuyor. Ancak sorunlar da var olmayi surdurtyor. Bunla-
nn belki de en 6nemlisi, gdrece guvenli olan simetrik sistem-
lere kiyasla (en azindan simdilik) cok fazla bilgisayar suresi
gerektiren karmasik sifreleme ve sifre ¢cozme sistemlerini
kullanmasidir. Eger bu fark kaginilmaz ise, simetrik ve asi-
metrik olan sifreleme sistemlerinin her ikisi de var olmayi
surdurecek ve belirli uygulamalann gereklerine uygun ola-
rak her ikisi de kullanilacak demektir. Uygulamada kulla-
nildiktan bigimleriyle bunlann her ikisi de kinlamaz degil-
dir (1970’lerin sonlannda asimetrik sifrelemenin kesfini hal-
ka aciklayan gazete mansetlerinin iddialanna ragmen). Na-
sil ki simetrik harf degistirme sistemleri hicbir zaman tek-
rarlanmayan, yeterince “entropi” iceren rasgele anahtar si-
mnna geldiklerinde ancak kinlamaz duruma geldiler; asi-
metrik sistemler de, ancak sonsuz uzunlukta sayilar kullan-
makla, soyut sinirlar icinde kinlmazliga ulasabilirler. Asi-
metrik sistemlerin temel Ustinligd tim anahtara sadece
olasi alicinin sahip olmasini gerektirmesindedir. Bu neden-
le, fiziksel bakis agisindan (teknolojik bakis agisinin tersine)
olaganusti guvenlidir.






IX. B6lum
Sayilar ve Ulusal Guvenlik

28B- 1 sayisinin asal carpanlari nelerdir ve bu kimin
umurundadir? Hatirlayacaginiz gibi carpanlar, birbirleriyle
carpildiklarinda sz konusu sayiyi olusturan sayilardir. Bu
tanimlamayla, sorumuzun ilk béluminin yaniti
13.821.503, 61.654.440.233.248.340.616.559 ve daha da bu-
yuk olan 14.732.265.321.145.317.331.353.282.383'tur ve
hepsi de asal sayilardir. Sorunun ikinci b6lumuntn yaniti,
inanmasi zor da olsa, ABD Hukumeti'dir. Sizin “Saka mi
yapiyorsun?” dediginizi duyar gibiyim; ancak bu kesinlikle
bir saka konusu degildir. S6z konususu olan, bilgisayar gi-
venligi ve hizla artan, bilgisayar hileleri, hirsizligi ve casus-
lugu konularidir.

Buyuk bilgisayar sistemleri yeterli dizeyde koruma ge-
rektirir ve bu tur bilgisayarlar ortaya ¢ikali fazla zaman
gecmediginden, sirket yoneticileri ve hilkiimet gorevlileri ko-
rumay! nasil saglayacaklarim yeni yeni anlamaya baslamis-
lardir. Ge¢cmiste, duyarhik gerektiren yazilarin kilitlenmesi
gerektiginde herkes hem fikirdi. Ancak tellerden akan elekt-
ronlarin, sag inceligindeki cam liflerden gecen isik atimlari-
nin nasil glivenceye alinacagini kavramak kolay degil. Bilgi-
sayar sistemleri, kapisim kilitleyerek kolayca guvence altina
alinabilen bir odaya konulmus buyuk metal kabineler ve do-
nen manyetik diskler cagindan, hizla, bitin bir binada, bir
sehirde hatta butin dunyada terminaller iceren sistemlere
doénusmauslerdir.

Bu iletisim aglari ¢ok sasirtici ve beklenmedik bigimlerde
tehlikeye aciktirlar. Sistemin fiziksel yontemlerle korunma-
si artik mimkun degildir ve bilgisayar programlarinin ken-



dilerine yazilmis korumalara yogunlasmaktadir; son bdlum-
de tartistigimiz gizli sifrelerin kullanimi gibi. Bununla ilis-
kili durumlar, bankalar arasi para transferlerini (6rnegin
blyuk bankalar musterileri i¢cin ginde milyarlarca dolar pa-
ra iceren elektronik islemler yapar) veya ulusal givenlik is-
lerini bile icerebilmektedir. Ayrica, ABD ve Avrupa’'da su-
rekli birbirleriyle konusan (para transferleri yapan ve 6nem-
li bilgi aktaran) 100.000'den fazla bilgisayar merkezi oldugu
gercedi ile birlestirince problemin boyutu ortaya ¢ikmakta-
dir. Bilgisayar destekli suglara atfedilen kayiplarin simdi-
den yilda milyarlarca dolara vardigi tahmin edilmektedir.
Butun bunlarin, sayilarin carpanlara ayrilmasiyla ne ilgisi
olabilir? Son bélumdeki gezintilerimizi sonuna kadar izle-
yenler bunu simdiden biliyor. Geriye kalanlar (yaziklar ol-
sun!) i¢in kisaca agiklayacagim.

Bundan on yil kadar 6nce, bilgisayar guivenligi sorunu ilk
gindeme geldiginde, iki biyldk asal sayinin ¢arpimindan
olusan cok buyuk sayilara dayanan bir sifreleme yontemi
iceren bir koruyucu sistem onerildi. Bunun anlami, carpim
olan sayi verildiginde sifrelemenin, ancak onun iki asal car-
paninin saptanmasi halinde kirilabilecegiydi. Sistem temel-
de, buyuk asal sayilarin bilgisayar yoluyla saptanmasi kolay
oldugu halde (carpimlari bulmak daha da kolaydir), ters
problemin, yani blyudk sayilarin asal carpanlarini bulmanin
cok zor olmasina dayaniyordu. Ornegin, birgok modern bilgi-
sayar algoritmalarini kullanarak, 40 basamakli asal sayilan
bulmak ve birbirleriyle ¢carparak 80 basamakli bir sayi olus-
turmak sadece birka¢ dakika alir. Ters problem olan 80 ba-
samakl bu bilesik sayiyi ¢arpanlara ayirmak ise, ginimuz-
de (bu sayiyi dikkatle hazirlayanlar disinda herkesin) aras-
tirma kapasitesinin en u¢ sinmndadir. Bu nedenle boyle bir
sayly! temel alan sifreleme sistemi oldukca guvenilirdir. An-
cak ne kadar zaman icin? Bir zamanlar matematigin en ilgi
gérmeyen alanlarindan birisi olan carpanlara ayirma aras-
tirmalari, sifreleme ve bilgisayar guvenligiyle ilgili oldugu
icin artik en faal alanlanndan birisidir. Bu nedenle sayilar
ve ¢arpanlari Gzerinde biraz duracagiz.



Her tamsayi ¢ok 6zel bir sekilde, kendine 6zgi bir Kisiligi
olacak sekilde, asal sayilardan olusur. Bunun nedeni, her
tamsayinin bir ve sadece belirli bir asal sayilar kiimesinin
carpimi olmasidir. Ornegin, 60 sayisi, 2 ¢arpi 2 carpi 3 ¢arpl
5tir. Bu 2, 2, 3, 5 sayilarina, 60 sayisinin asal ¢arpanlari
denilir. 60 sayisi verildiginde, 2, 3, 5, 7, 11,... asal sayilari-
nin her birisinin en kicukten baslarayarak, 60 sayisini tam
olarak bélup bélmedikleri test edilir, ta ki en kiuguk “car-
pan” bulunsun. 60, bu sayiyla bélindr, ayni sureg tekrarla-
narak daha buyik asal ¢carpanlar bulunur. Sayi buyudukee
carpan bulma isi daha da sikici olur; ancak bu, en azindan
ilke olarak her tamsayiya uygulanabilen bir yontemdir.
Eger sayinin karekdkiine kadar olan butiin asal sayilar de-
nenmis ve bir ¢arpan bulunamamissa o zaman sayinin ken-
disinden ve birden baska carpani yok demektir; dyleyse asal
bir sayidir.

Bu demektir ki, kiyaslanabilir buyuklikteki sayilari (6r-
nedin 10 basamakl sayilari) ¢carpanlara ayirmak hepsi icin
ayni olgtide zor degildir. Bircok kiiciik asal ¢carpan olan sa-
yilar, ¢arpanlara ayrilmis son durumlarina, kicuk ¢arpan-
lari olmayan sayilardan daha kolay ayrisirlar. Basamak
uzunluklari ayni olan sayilardan birinci gruptakilere car-
panlara ayirmasi “kolay sayilar” ikinci gruptakilere de “zor
sayilar” denir. Yukarida verilen kaba kuvvete dayanan car-
panlara ayirma yénteminin “zor sayilara” uygulanmasi ba-
samak sayisi arttik¢a daha da zorlasir. Boylece, érnegin bu
bolimin basinda deginilen zor sayinin ondalik ifadesinde
58 basamak vardir. Gunumuzde, her nano saniyede (mil-
yarda bir saniye) bir b6élme islemi yapabilen en hizli bilgi-
sayarlar kullanildiginda bile, gésterilen yéntemle carpanla-
ri bulmak 35.000 yillik bir bilgisayar stresi gerektirir. Car-
panlarin bu yontemle elde edilmedigi asikardir. Onlar 1983
yilinda Albugerque, New Mexico'daki Sandia Ulusal Labo-
ratuvannda calisan bir grup tarafindan 100 dakikadan bi-
raz daha az bir sirede saptanmislardi. Guglu bir bilgisaya-
rin yaninda, ¢ok daha hizli bir ¢arpanlara ayirma yéntemi
uygulamislardi.



Bu yeni yontem, carpanlara ayirma konusunda en son
gerceklestirilen, buyuk bir atilimdi ve Hollandall matema-
tik¢ci Hendrik Lestra tarafindan bulunmustu. Yéntem hem
basitligi hem de yaraticiligi bakimindan matematik toplu-
munda surpriz ve memnuniyetle karsilandi. Ancak ne yazik
ki (ama bir kriptograf iseniz, sansinizdan) bir zayif noktasi
vardir. Birbirinden dnemli dlctide farkli asal ¢carpanlar oldu-
gu durumlarda verimliydi. Asal Carpanlari yaklasik ayni
buyuklukte olan sayilar igin ise ancak once bilinen en iyi
yontemler kadar hizli olabiliyordu. Lenstra’nin yéntemi sayi
“teorisyenleri” igin ¢ok énemlidir. CUnkl sayilarin ¢cogunlu-
gu bu ikinci tdrden degildirler. Fakat, bir dnceki bélimde
tartistigimiz gibi, asimetrik kriptografide kullanilan biyik
sayilar, 6zellikle, sadece birbirine yakin iki asal ¢carpani ola-
cak sekilde olusturulur. Bu nedenle ¢arpanlara ayirma ko-
nusundaki bu son gelismeye karsi dokunulmazhiklari stir-
mektedir. Ancak bu ne kadar surebilir?

Lenstra’'mn yéntemi, carpanlarla ilgilenen toplulugu, kisa
vadede ikiye bdlebilir; sayicilar ve sifre kiricilar. Sayicilar
saylilan, ¢arpanlan oldugu icin ¢arpanlara ayinrlar. Onlann
pul kolleksiyonculanna benzedikleri sdylenmistir; sayi kol-
leksiyonlanndaki bos yerleri doldurmaya calisirlar. “Arani-
lan” ve “en ¢ok aranilan” sayilarin listelerini olustururlar;
bunlar uzun suredir carpanlara aynlmaya karsi koyan sayi-
lardir. Daha sonra, yavas yavas ve teker teker, onlan liste-
den silerler. Sifre kiricilarin yaklasimi daha militaristtir.
Ulusal Givenlik Orguitii ve Savunma Bakanhgi'nca destek-
lenirler, 6zel bir tercihleri yoktur, amagclan sadece, her sayi-
yI dize getirmektir. Yanitlamaya calistiklan soru, carpanla-
ra ayirmanin “zor” bir problem olmasinin gerekli olup olma-
digidir. Carpanlara ayirma problemlerinin birgogunu daha
once dusundldaginden daha kolay duruma getiren Lenst-
ra’nin yéntemi, bu konuda 20. ylzyll matematigini gercek-
ten kullanan ilk girisimdir. Onceki yontemler 18. ytizyil kav-
ramlarini (daha c¢ok Gauss'un) kullanmislardi. Lenstra'mn
calismalar bir baslangi¢c, matematigin “biyuk toplari”’nm,
yakin déneme kadar ihmal ettikleri bu ugrasa yonelmeleri-



nin baslangici olabilir mi? Carpanlara ayirma konusundaki
bayuk atilim, belki de, hentiz gergeklesmemistir. Birisi ¢ikip
“zor sayilar”in kesin bir anlamda gerg¢ekten zor oldugunu is-
patlayana kadar bunu merak etmeyi strdiirecegiz. Eger bu
problem Federal para ile ¢ézulebiliyorsa o zaman onun ¢6zU-
lecegini varsayabiliriz. Belki bundan 10 veya 20 yil sonra in-
sanlar artik carpanlara ayirma konusundan stz etmeyecek-
tir; cinkd artik kolayca yapilabilir olmustur. O zaman, asi-
metrik kriptografi konusundan da stz edilmeyecektir; ¢ciinkt
artik gavenirligi kalmamistir.

Sayilan ¢arpanlara ayiranlann gintimuzde mazhar olduk-
lar1 ayricalik ve medya ilgisi karsisinda, geriye bakip bu
problemle ugrasmanin higbir kazang saglamadigi dénemlerde
buyuk caba harcayan akademisyen ve amatérlere hak ettik-
leri krediyi vermek yerinde olur saninm. En basindan basla-
yalim. Son birkag¢ yila gelene kadar, ¢arpanlarla ugrasma da-
ha ¢ok eksantrik olarak taninan kisilerin oyun alani sayilmis
olsa da bununla ilgilenen matematikciler ve amatérler her
zaman olmustur. En eski carpan tablolan, asal sayilar konu-
sundaki arastirmalarla ilgili olarak yapilmislardi. 17. yizyil
baslannda 24.000'e kadar olan sayilar icin duzenlenmis béyle
bir tablo mevcuttu ve bu 1668'de 100.000'e kadar genisletil-
misti. Bu tir sonuglann yayinlanmasinin kolay olmamasina
sasirmamak gerekir; ¢unkd toplumun genelinde boyle calis-
malara fazla ilgi (talep bir yana) yoktu. Bu baglamda, belki
de en talihsiz olani, Viyanali 6gretmen Antonio Felkel'in tab-
losu olsa gerek. Blyuk emeklerle hazirladigi tablosunu, o d6-
nemin taninmis bir Alman matematikgisinin yardimiyla
Avusturya imparatorluk Hazinesi’'nin destegini saglamis ve
1776'da yayinlamayi basarmisti. Tablo 400.000'e kadar olan
butdn sayilann ¢arpanlara aynsimmi iceriyordu. Ancak kita-
ba o kadar az alici ilgi gosterdi ki, sonunda Hazine kitabin
nerdeyse hepsini piyasadan topladi ve k&gidi Turkler’e karsi
savasta kullanilmak Uzere kartuslara donustirdd.

19. yuzyilda matematikgciler Z Dase denilen ve hizl zihin-
sel hesap yapabilen insanlan kullanarak, ¢arpanlann tablo-
sunu 10.000.000'a ¢ikardilar. Tarihe baktigimizda, arada bir,



bu gibi ¢ok seri zihinsel hesap yapanlar ortaya ¢ikmistir.
Bunlar formal matematik konusunda fazla yetenekli degil-
dirler. Hepsinin ¢ok belirli ve olaganusti tek bir yetenegi
vardir; hizli hesaplama. Bu zihinsel basarilarini herkes gibi
kendilerinin de bilmedigi yontemlere borcludurlar. 19. yizyi-
lin carpanlara ayirma ugrasinin zirvesinde, Prag Universite-
si profesdrlerinden J. P. Kulik'in ¢alismalari yer alir. Yirmi
yildan fazla bir stire hobi olarak yuruttlen bir ¢calismanin
yayinlanmamis olan sonucu 100.000.000'a kadar olan butin
sayilan kapsiyordu. Ne yazik ki (belki de sasirmamak gere-
kir) birka¢ taneden 6te hata igerdigi de artik anlasiimistir.

Bildigim kadanyla simdiye kadar, buna yaklasan buyuk-
lUkte bir tablo yayinlanmis degildir. Aynca ilgimiz 20, 30,
40 veya daha fazla basamakl sayilara uzandikc¢a boyle bir
tablonun, ilke olarak bile, pek akla yakin olmadigi acikca
gorulebilir, ilgi, belirli bir limite kadar olan butiin sayilann
carpanlanni siralamaktan ¢ok herhangi belirli buyuk bir sa-
yinin ¢arpanlanni bulma problemine yénelmistir. Okuyucu-
nun da artik kavramis olacagi gibi, bu isi basarmak igin bili-
nen etkili basit hicbir yol yoktur. Bazi belirli tur sayilan ¢ar-
panlara ayirmak icin yuzyillar boyu, bircok yontem gelisti-
rilmistir, ancak bunlarin higbirisi genel degildir. Konu olan
say! farkli yontemlerle ve umutlarla test edilir veya gunu-
muzde, kuskusuz makinelerden yardim istenir.

Bu tiir makinelerin ilki Kaliforniya Universitesi'nde, Dr.
D. H. Lehmen ve babasi tarafindan yapilmis ve etkileyici bir
basanyla karsilasmisti. Bu cihaz 1930'lu yillann baslannda
(transistérlerin kesfi elektronik bilgisayar ¢agina énculik et-
meden ¢ok dnce) yapilmisti ve timuyle mekanikti. Makine-
nin iginde her birinde 100 dis bulunan ve birbirinin ayni olan
bir dizi ¢ark, hareket edemeyecek bigcimde ortak bir dénen
safta monte edilmisti. Bu carklar, caplannin bir ucundan her
birinde farkli bir asal say1 kadar dis bulunan baska dislilere
gecirilmiglerdi. Asal sayi dislilerinin her birinde her dis i¢in
bir delik vardi ve bu deliklerin hepsi bir dogru boyunca sira-
landiklan anda, ancak o anda, onlardan gecen bir 151k deme-
tinin 1siklan goérinuyordu. Bu cihazin ¢alismasinin gerisinde



yatan teori burada ayrintilariyla verilemese bile, temel kur-
gu dyle duzenlenmisti ki, delikler ayni anda bir dogru boyun-
ca siralandiklarinda (bu onlardan gecen 1sik demetinin bir
foto-dedektdr tzerine dusmesiyle fark ediliyordu) bir ¢arpan-
lara ayirmanin basarildigi saptanmis oluyordu.

Sayilarin bilinmeyen dinyasina adim atip ¢arpan avina
ctkmanin buytk heyecaninit mucitlerin kendi kalemlerinden,
Scripta Mathematica Vde (1933) “Hunting Big Game in the
Theory of Number” (Sayilar Teorisinde Buyuk Safari) adiyla
yayinlanan bir makaleden nakledelim: “Laboratuvardaki
masanin etrafina toplanmis, kahvelerini yudumlayan bir
grup profesér ve eslerinin bu acaip makinenin gizemli ve
akil almaz gucunu tartisirken yasadiklari heyecani gérseniz
cok sasirirdiniz.” diyordu baba Dr. Lehmer. “Onu ¢arpan
tablolar gibi seylerle halledilebilecek kiguk sayilar igin ga-
histirmanin sportmenlige yakismayacagi, onun normal teles-
koplarin uzanimi disinda, bizim galaksimizin otelerinde pu-
suya yatmis bekleyen sayilar icin kullaniimasi konusunda
anlasmaya vardik.”

“Uzaktaki sayilar galaksisinden makineye verilen ilk go-
rev, 2B+l sayisinin ¢arpani olan yenilmez kahraman
1.537.228.672.093.301.419'un ¢arpanlarini bulmakti. Bu sa-
yinin bilesik oldugu biliniyordu (B6lim 7'de verilen tirden
yontemlerle); ancak tablolarin kapsaminda olan hig¢bir ki-
cuk carpani yoktu. Yaklasik t¢ saniye sonra, Dr. Lehmer’in
anlatimiyla, makinenin dénen tekerleklerinin yanindaki
“gdz”, isareti verdi ve makine durdu. Arastirildiginda bu 19
basamakli sayinin 529.510.939 ve 2.903.110.321 gibi asal
carpana aynstinldigi anlasildi. Nefes kesici bir andi; yillar-
ca ¢ozume karsi direnmis bir problem U¢ saniyede halledil-
misti. Bilinmeyene ydnelik bu sertvenin ilk carpici gunle-
rinde heyecan gercekten doruktaydi. Tirmanilmamis birgok
sayisal yamag¢ incelenmis ve sonunda bircok zirve fethedil-
misti. On veya yirmi yil sonra, ¢arpanlara ayirma problem-
lerinin Gstine elektronik islemlerin gercek guctyle gidildi-
ginde bu c¢abalarin, goérece, ne kadar zayif kalacagi kimse-
nin akima gelmiyordu.



Buyuk sayilan bilgisayarlarla carpanlara ayirma déne-
mi 1971'de, 40 basamakli bir sayinin dize getirilmesiyle,
basladi. Bir amatér icin herhangi bir buyik sayiya “tnli”
denilmesi yadirganabilir ancak matematikgciler hangi sayi-
lann aynstirilmasinin zor oldugunu bilirler ve her an size
“en ¢ok aranan” numaralann kisa bir listesini verebilirler.
Bunlar sadece gérundr hicbir kticik carpani olmayan sayi-
lar degildirler. Cogu kez muhendisler ve matematikgilerin
onlerine cikan cebirsel problemlerde carpanlari 6nemli
olan sayilardir. Tam bu siralarda Amerikan Matematik
Toplulugu (Mathematical Society) matematikcilerin buyuk
sayillann ¢arpanlanni arastirma ¢abasini desteklemeye ka-
rar verdi. Amag, a bir kiicuk tamsay1, n de buyuk bir tam-
sayl olmak Uzere, a" + 1ve a"- 1 seklindeki sayilanni bu-
tin carpanlannin bir listesini ¢ikarmakti. Bu sayilarin sa-
yilar teoresinde her zaman 6zel bir 6nemi olmustur aynca
da muhendisler tarafindan rasgele sayilar Uretmek icin
kullanilmiglardir. Amerikan Matematik Toplulugu tablosu-
na yuzyilin dénemecinde bu tur sayilarin kismi bir tablosu-
nu olusturan ingiliz albayin anisina, Cunningham Projesi
Tablosu, denilecekti. “Cunningham sayilar1” igin bdylece
baslayan ortak girisim 1970'lerde giderek guglendi ve yon-
temler daha da gelistirildi. Amaclanan 50 basamaga ula-
san sayllar yaninda, Lehmer’in bisiklet dislileri ve zincirle-
rinden olusan mekanizmasina boyun egen 20 basamakli
sayllar clce kaliyorlardi.

Gunumuzdeki bilgisayarlar son derece hizli olduklan hal-
de, gérdtgumuz gibi, yine de blytk sayilann carpanlanni
dogrudan bulmayi basaramiyorlar. Ozel trikler bulunmasi
gerekir; matematikgilerin yaptigi, buyuk bir sayinin ¢arpan-
lara ayrilmasini ele alip, bunu, daha kigik binlerce sayinin
carpanlara ayrilmasina indirgemektir. Bu kicuk sayilann
hepsinin aynstinimasma gerek yoktur; drnegin bazi belirli
asal sayilann, onlari tam olarak bélip bélmedigini bilmek
yeterli olabilir. Ancak bu daha kic¢uk sayilann her biri, ilk
sayinin carpanlan konusunda biraz bilgi verebilir ve bunlar
bir araya getirilerek nihai amag gergeklestirilebilir.



Bilgisayar islemlerini giderek daha incelikli duruma geti-
ren carpan avcilari, 1982'de, o dénemde kullanilabilecek en
hizli bilgisayari (Cray 1) kullanarak yéntemin etkin siniri ol-
dugunu dastindikleri noktaya varmislardi. Bu sinir, yakla-
stk 50 basamakli zor sayilan kapsiyordu. Ancak ne yazik Ki
“en ¢ok aranan” sayllann 1982 listesinde birkac tane de 60
veya daha fazla basamakli sayi vardi ve tahminler ise, en
iyisinden “ihtiyath” seklindeydi.

1970'ten baslayarak her sonbaharda carpanlara ayirma
problemiyle ilgilenen bir grup matematik¢i Kanada’'mn Win-
nepeg kentinde toplanip ilerlemeleri gézden gegirirdi. Bu ne-
denle, 1982 toplantisinin, o dénemdeki bilgisayarlar baki-
mindan konunun kapanmasiyla sonuglanacagi beklenir gi-
biydi. Durumu 6zetleyen bir makalenin basma verilmesine
karar verildi, Dr. D. H. Lehmer’in (orjinal mekanik c¢arpan-
lara ayirma makinesinin mucidi) yazarlardan biri olacak 6l-
cude isin icinde olmasi ¢ok ilgingti. Winnipeg'deki toplantiya
katilanlardan birinin séyledigi gibi “Eger 60 basamakli zor
sayllarin gelecek yil icinde carpanlara aynlacagma bahse
girseydiniz orada bulunan herkesten para toplayabilirdiniz.”

Durumun birdenbire degismesine yol acan daha hizlh bil-
gisayarlar degil, bilgisayar donaniminin sayisal islevlerini
tam olarak nasil yaptiginin aynntilanni arastirmaya yogun-
lasmasiydi. Bu atilim, Winnipeg'deki toplantida bira icilir-
ken gerceklesti. Konusmalarla gegen bir giniin sonunda gar-
pimlarla ugrasan grup, genelde, bilgisayarlann 6zellikle de
hizli Cray bilgisayarlann zaman simrlamalanyla ilgili temel
sorunlar konusunda sohbet ederken bir Cray arastirma mu-
hendisi onlara katildi. Beyinlerin tesadifi karsilasmasi kisa
stirede herkesin heyecanla, hep birlikte konusmasina yol ag-
t1, cinkl carpanlara aynstirma icin gerekli olan belirli tek-
rarlama islemleri Cray’in yapisina ¢ok uygundu. Binlerce
cok uzun sayinin, on binlerce kere degistirilmesi gerekiyor-
du, ancak degisiklikler, her seferinde az sayida ve belirli ko-
numlarda yapiliyordu. Cray'in yapisi, bu degisikliklerin, sa-
yilarin uzunluklarina degil, yapilan degisiklik sayisina
orantih bir siirede yapmasina olanak sagliyordu.



Bu haber carpan meraklarini tekrar Cray'lerinin basina
kosturdu mihendisin soyledikleri gergekten de dogruydu.
Bunun yararlan ¢abucak kendini gosterdi. 52, 53 ve 54 ba-
samakli sayilar birkac saatte carpanlara aynstinldi. Bu sa-
yilar daha 6nceki cabalan bosa ¢ikarmisti ve bazilan 100 sa-
atten fazla bilgisayar zamani kullanmisti. Bu yeni basanlar-
dan yureklenerek “en ¢ok aranilan”lar listesinin en tepesin-
deki 58 basamakli bir sayiya el attilar. Bu sayi, bu bélimun
en basinda szl edilen 218- 1 sayisiydl. Yaklasik sekiz saat
sonra, say! yenik dusti, carpanlan bulunmustu. Sayi uzun-
lugu her ¢ basamak arttiginda, bu yontemle carpan bulma
suresi de iki katma ciktidi igin, yine bir zaman engeline yak-
lasiyorlardi: 60 basamak uygulama sininna yakin olabilirdi.
Ancak teknik bakimindan yeni gelismeler saglandi ve bunla-
n kullanarak 58 basamakli gézde 218B- 1 sayisi iki saatten
az bir surede tekrar aynstinldi (hizda bes katlik bir gelis-
me). Bundan kisa bir stre sonra da 60 basamakli bir sayi
teslim oldu ve sonra bir baska “en ¢cok aranan” sayi, 63 basa-
makl bir sayi, bes saatten biraz uzun bir suirede diz ¢oktu.

1983'den bu yana teknik gelismeler ayni hizla siirmekte-
dir. Hem carpanlara ayirmada kullanilacak algoritmalar,
hem de bu algoritmalan en verimli bicimde gercgeklestirecek
bilgisayarlar arasinda rekabet vardir. Bunlar arasinda
6nemli olan cok yeni bir bilgisayar bulunmaktadir. Bu bir
NASA bilgisayaridir (daha ¢ok uydu verilerini incelemek
icin kullanilmasi éngéralmuastir) ve hem yapist hem de kul-
landidi lisan tidrleri bakimindan carpanlara ayirma isi icin
cok uygundur. Bu siralarda carpanlara ayirma icin prog-
ramlanmaktadir ve en zor 70 basamakl sayilan bile, rutin
olarak bir saatten kisa surede halletmesi beklenmektedir.
Cok zor olanlar disindaki bitiin sayilar Lenstra'nm teknigi
ile artik cok daha strede teslim oluyorlar.

Kendi bilgisayarlanni yapmakta olan bir grup arastirma-
cl belki de bu konudaki nihai ¢abayi gergeklestirmektedir.
Bu bilgisayar, bulabilecekleri en verimli yolla carpanlara
aylrma isini yapacak ve yalnizca bunu yapacaktir. Bu Pur-
due Universitesi ile Georgia Universitesi'nin isbirligi ile ya-



ptlan bir girisimdir. Resmi yayinlardaki adi “hassasiyeti ar-
tirilmis operand bilgisayar” anlamina gelen “extended preci-
sion operand computer”in bas harflerinden olusan EPOC
olacaktir ancak populer adi Georgia Balyozu'dur. 80 basa-
mak uzunluguna kadar olan sayilarin cogunun EPOC'un
uzami iginde olmasi ve bir ginden az bir sure gerektirmesi
beklenmektedir.

Ancak benim bunlari yazdigim su sirada (1989) carpanlara
ayirmanin zirvesi, tek bir “siper bilgisayar”la degil, birgogu-
nun ortak cabasiyla basariimistir. En son egilim, ¢ok sayida
farkh bilgisayarin hesaplamalarini bir araya getirme yonin-
dedir, bunlarin her biri tek bir ¢arpanlara ayirma problemi-
nin ayri yonleri tzerinde (genellikle yogun olmayan gece sa-
atlerinde) calistyorlar. Daha sonra yaptiklarini birlestirmek
icin bunlari elektronik posta yoluyla bir islem merkezine bil-
diriyorlar. Bu yaklasimin en basinh sonucu, birkag farkl ul-
kede yuzlerce bilgisayari bir aya yakin bir stre kullanarak
yakin dénemde, 100 basamak engelinin ilk defa asiimasidir.
Ayrintilari verirsek, “zor” sayi olan 11104 |'in “kolay” ¢arpa-
ni 118+ 1'den sonra kalan bélumiydi. Onun iki asal carpana
(60 basamakh ve 41 basamakli) ayrildigi haberi 10 Ekim
1988'de sabahin saat 2’sinde ilan edildi; Kaliforniya saatiyle
(artik 6nemli sayilarin carpimlara ayrima sureleri dakikalar-
la élgtliyor, tipki bir cocugun dogum haberini verirken ya-
pildigr gibi). Bu basar1 her ne kadar, pek siradan degilse de,
100 basamaktan kiiglk olan her sayinin tehlikede olduguna
da isarettir. Nitekim 1988'de sadece PC'leri kullanarak 95
basamakli bir ¢carpanlara ayirma gerceklesti. Gerg¢i bu is icin,
Uc ayi1 askin bir stire tam bir bilgisayar ordusu kullanildi!

Butdn bunlardan sonra, ulusal glivenligin konumu nedir?
Hukuamet icin gelistirilen ilk asimetrik sifre (ona, gelistiren-
lerin isimlerinin son harfleri kullanilarak RSA denilmisti),
hi¢c kimsenin 80 basamakli bir saylyi ¢arpanlara ayirmayi
basarmiyacagi varsayimini temel almisti. 1970'lerin sonuna
dogru sifreyi gelistirme calismalari sidrerken bu sayinin ¢ok
guvenli oldugu distundliuyordu. Ancak artik bu sifrenin gu-
venilirli§i sorgulanmaya baslamistir. Daha biyuk sayilar



kullanarak yeni sifrelerin yapilmasi gindeme gelmistir (bel-
ki de 200 basamakli sayilarla, bu gercekten daha guvenilir
olur) hi¢ olmazsa bir stre igin.

Acaba carpanlara ayrilacak say i¢cin mutlaka bir sinir ol-
masi gerekir mi? Oyle bile olsa éngorebilecegimiz bir gelecek
icin ne denilebilir? Ginumuz teknikleri bakimindan sinirla-
yici olan, daha ¢ok, maliyettir. Gunimuzde (1989), 140 basa-
makli bir sayinin, érnegin bir yilda, carpanlara ayrilmasini
“satin alma’nin bedelinin 10 milyar dolar olacagi hesaplan-
mistir. 200 basamakl say! ne durumdadir? Tahmini hesap-
lara gére bunun bedeli 100 milyar dolara yaklasmaktadir;
sahiden de astronomik bir fiyat, ama gercekte bu, ABD’'nin
yillik i¢ borg faizine 6denen paranin yansi kadardir.

Buyuk sayilarin carpanlara ayrilamamasi konusu gizli
sifre sistemlerinden baska seyleri de ilgilendirmektedir. Bil-
gisayar yoluyla yapilan her turlt is gérusmelerinde darust-
1G§u glvence altina almak icin de yontemler gelistirilmistir.
Problemin ifadesi kolaydir. Bilgisayar terminalleri 6ntinde
oturan iki insandan birinin 6tekini aldatmasini nasil énleye-
bilirsiniz? Ornegin, isle ilgili énemli bir bilgi alisverisi yapa-
caginizi distinelim. Bilgiyi 6nce kim verecektir ve digerini
bilgiyi aldiktan sonra anlasmayi bozmaktan, nasil alikoyabi-
lirsiniz? Kisacasl, iki insanin, guvenilen bir Gg¢uncu Kisinin
yardimi olmadan gizli bilgiler alip vermesi olanakli midir?
Aynca da, bu tc¢unct sahsa ne kadar guvenilebilir? Burada
yardima kosan carpanlara ayirmadir.

Durustlukle ilgili olabilecek en basit durumlardan birini
ele alalim. Bilgisayanmm terminali 6ninde oturuyorum, siz
de sizinkinin 6ntinde. Gelecek hafta yapilacak bir futbol magi
Uzerine bahse girisecegiz; ancak ikimiz de ayni takima sans
veriyoruz. Oyleyse kimin hangi takimi alacagi konusunda
yazi tura atalim. Ama paray! kim atacak ve 6bilr insan para-
nin hangi yaninin geldiginden nasil emin olacak? Aldatmaya-
cagimiza inanilabilir mi? Bu sorun, 1981'de Kaliforniya Uni-
versitesi'nden Manuel Blum ve Harvard Universitesi'nden
Michael Rabin’in icat ettikleri asadida anlatacagimiz ilging
yontemle ¢ozalmustur.



Asimetrik sifrelemede oldugu gibi; iki buytk asal sayi ali-
yorum ve bunlari ¢arparak daha da buyuk bir sayi elde edi-
yorum (6rnegin 150 basamakli); uzunlugu nedeniyle bu sayi-
yI carpanlara ayirma olanagi yoktur. Bu N sayisini size ileti-
yorum ve c¢arpanlara ayirmanizi istiyorum. Dogal olarak,
bunu yapamiyorsunuz; ancak verilen sayinin asal olmadigi-
ni ve bu nedenle de gergekten ¢arpanlari oldugunu dogrula-
yabiliyorsunuz, yani sizin bunu yapmanizi saglayan bilgisa-
yar yontemleri var. N/2’den kicuk olan herhangi bir sayi
sec¢iyorsunuz ve onu deniyorsunuz. Buyuk olasilikla bir ¢ar-
pan olmayacaktir. Simdi bu rasgele segtiginiz M sayisinin
karesini aliyorsunuz ve bu Afyi N gruplarina goére sayarak
(b6lim 7'de verilen saat aritmetigini kullanarak) kalan R
sayisini buluyorsunuz. Bana sadece ve sadece R sayisini
génderiyorsunuz, ilk carpanlari kullanarak (ben bunlari bi-
liyorum ama siz bilmiyorsunuz) N /2’den kiguk olan ve bu R
kalanini verecek bitiin sayilari elde edebilecegim bir yon-
tem var. Genellikle, bu tur sadece iki say! vardir. Bu neden-
le de elimde iki say! bulunuyor ve bunlardan birisi sizin M
sayimzdir, ancak hangisi oldugunu bilmiyorum. Bunlardan
birisini secip size génderiyorum. Bu benim yazi-tura atma-
ma esdegerdir. Bunu yaparken, sizin se¢mis oldugunuz M
sayisini size génderme sansim % 50’dir. Eger bunu basar-
missam size yeni bir bilgi vermis degilim ve hala benim N
sayimi ¢arpanlara ayiramazsiniz. Bu nedenle de, siz kaybet-
mis oldunuz. Ancak e@er ben size 6blr sayiyl géndermissem,
artik sizin elinizde ayni kalanla ilgili iki say1 var demektir.
Bu bilgiyle benim ilk sayimi ¢carpanlara ayirmanizi saglayan
basit bir yontem mevcuttur ve siz kazaniyorsunuz.

Bu sure¢ hakkinda dikkatle diustunurseniz, her iki “oyun-
culun da kazanma sansi % 50'dir ve aldatma olanag yok-
tur. Eger size 6nemsiz olmayan (yani asal) ¢carpanlari olma-
yan bir say1 vermissem; bunu kontrol edebilirsiniz. Ayni se-
kilde eger gonderdiginiz R sayisini kalan olarak vermeyen
bir sayr gonderirsem yine benim hile yapma ¢abami fark e-
debilirsiniz. Bu yéntemin dayandigi “bilinmeyen transfer”
denilen temel sireg, telefon ve bilgisayar yoluyla yapilan



karsilikli her tur iste iki tarafin da c¢ikarlarini korur. Bilin-
meyen transfer kavrami genisletilerek, bir bilgisayardan bir
digerine, araciya gerek kalmadan her tirlG onaylanmis bel-
genin, érnegin kontratlarin, dogrudan goénderilmesine ola-
nak saglayabilir. Génderen mesajin icerigini dogrulayan
almdiy1 otomatik olarak alir. Temel sireg¢, mesaji birka¢ sa-
yidan olusan bir rakamlar dizisiyle sifreleyip, ¢carpanlara ay-
rilmak Uzere gondermeye dayanmaktadir. Bu sayilarin her
bu sayilar sonunda (bazilari icin belki birka¢ “atma” sonra)
alici mesaji desifre eder. Mesaji génderenin alindisi ise “para
atma”mn bilgisayar kaydidir. Bir anlasmazlik cikarsa ha-
kim bu kayitlardan aliciya mesaji desifre etmek icin yeterin-
ce bilgi verilmis oldugunu ve bu nedenle de mesajin alinmis
oldugunu saptayabilir. Bu slre¢ biraz daha stslenerek, ayni
anda farkh yerlerde kontrat imzalamayi da kapsayabilir.
Beklenmeyen sey olur ve ne kadar uzun ve “zor” da olsa, her
saylyl ¢arpanlara ayirabilen basit bir yéntem kesfedilmezse,
bu fikirlerin, ¢cok yeni olmakla beraber gelecek yillar i¢cinde
is anlasmalarinin énemli bir 6zelligi olmalari beklenmekte-
dir. Bu, belki de insanligin, matematigin basarisindan g¢ok
basarisizligindan yararlandigi tek durumdur.



X. Bolum
Dort Renk Yeterli midir?

Boyama kitaplarini boyamak kadar, ¢ocuklugumuzla ilgili
anilari cagristiran ¢ok az sey vardir. Buyukler boyama ki-
taplari boyamazlar. Bu noktaya dikkat ¢eken politik bir de
fikra vardir. Rakibinin safligini ve gelismemisligini vurgula-
mak isteyen bir aday, kisa sure dnce, rakibinin evinin ve ki-
tiphanesinin bir yangin sonucu yok oldugunu, “ne yazik ki,
yanginda kiuttuphanedeki her iki kitabin da yandidi ve bun-
lardan birinin hentiz boyanmamis bile oldugu”nu sdyledigini
dile getiriyordu. Anlasilan, boyamanin ilkel diizeyinin, genel
olarak, fazla yetenek gerektirmedigi kanisi yaygindir.

Bir boyama kitabindaki bir resmi boyamak i¢in temel il-
ke, ortak sinir gizgisi olan bolgelerde (bitisik diyecegiz) fark-
I renklerin kullanilmasinin gerektigidir. Tek bir kisitlama
olunca da kutudaki butin renkler, farkl incelik ve estetik
begenilere gore kullanilarak canli renkli resimler yaratilabi-
lir. Bu kadar zevkli bir ugrastan yalnizca bir matematikgi
bir problem c¢ikarabilir. Bir sire sonra bu ise yaklasimi ar-
tistik olmaktan ¢ok matematiksel olan bir kisinin aklina bir
soru gelir; dusunilebilecek herhangi bir resmi tamamen bo-
yamak icin en az ka¢ renk gerekir?

Ug rengin yeterli olmayacagim anlamak igin ufak bir de-
neme yeterlidir. Diger yandan, bes renk gerektiren bir resim
bulmak da oldukga zor goérundr. Bu nedenle yanit, bayuk
olasilikla dorttir. Dogru yanit ne olursa olsun, bunun din-
yanin en agirhikli matematiksel konularindan birisi olmadi-
gina katilacaginizdan eminim. Ancak ilk izlenimler ¢ok ya-
niltici olabilirler. Bu, diinyanin en iyi matematik beyinlerini
yuz yili askin bir siredir yenilgiye ugratan “dort renk prob-



lemi”dir. GUnumuzde bile bu problem “eski ekol” matema-
tikgileri igin bir huzursuzluk kaynagidir, ¢cinki sonunda,
1976 yilinda bulunan ispat ¢ok fazla bilgisayar hesaplamasi
gerektirmisti. Dogrulugu yalnizca, gtcli bilgisayar elektro-
nidini kullanma olanagina sahip olan uzmanlarca kanitla-
nabilmektedir. Bu ne bicim matematiksel ispattir? Ve insan-
lar bilgisayara neden inansinlar?

Boyle bir catisma c¢ikmasinin nedeni, bir bilgisayarin ilk
defa 6nemli bir matematiksel ispat icin temel bir katkida
bulunmus olmasidir. Kuskusuz ¢ok daha kisa ve basit bir is-
patin “oralarda bir yerlerde”, yeni bir kusagin dojurgan ma-
tematiksel beyinlerince hala kesfedilmeyi bekledigi Gmit e-
dilebilir. Ancak daha kolay bir ispatin var olmamasi da ayni
Olcude olasidir.

Eger boyleyse, dort renk problemi (UnlG olma yolundaki
baska iddialar yaninda) yeni tur bir matematiksel ispatin
dogmasina da yol agmistir; temelinde var olan karmasiklik
nedeniyle, bilgisayar kullanimi gerektiren ispatlar. Butun
bunlar bir “masumiyetin yitimi’ni hissedenler i¢in Grkutiict
olsa da gelecegin gidisati bu yonde olabilir.

Nihai ¢6zimun bir kuvvet gésterim ydni olmasina karsin
kdkeni ¢ok daha algak génalladir. Kisa stire 6nce Londra’da
bir 6grenci olan Francis Guthrie kardesi Frederick’e yazdigi
bir mektupta bir haritayi, bitisik tlkelerin renkleri farkli
olacak sekilde boyamak icin sadece dort rengin, her zaman
yeterli olacagindan soz ettiginde yil 1852'ydi. Bitisik tlkeler-
le, kastettigi sonlu uzunlukta ortak sinirlan olan ulkelerdi;
bir noktada degen sinirlar bunun disinda kaliyordu.

Bdylece, 6rnegin, bir satrancg tahtasi, doért karenin birbiri-
ne degdigi bircok nokta olmasina karsin, iki renkle boyana-
bilir. Ayrica, llke sézctgu ile bir sinirla ¢evrilmis tek bir
alani kastediyordu, yani, bélimun basinda degindigimiz bo-
yama kitabi ile ayni kurallan kullantyordu.

Francis'in erkek kardesi hala Londra'daki Universty Col-
Ige’da 6grenciydi ve dénemin tGnli matematikgilerinden biri
olan bir Profesér De Morgan’m derslerine giriyordu. Kendisi
dort renk iddiasinin dogru olup olmadidini saptayacak bir



yéntem bulamadigi i¢in konuyu bu islerin uzmani olan hoca-
sina iletti. Dort rengin gerektigi, acikca gorulebilirdi; ¢inki
birbirine bitisik dort alani (veya ulkesi) olan bir resim ¢iz-
mek kolaydi. Bunun bir 6rnegi Sekil 9'da gérulmektedir,
renkler A, B, C, D olarak gosterilmistir. Ancak daha sonra
ne yapilabilirdi?

Profesér de Morgan bu problemi ele aldi ve her biri diger
dordiyle komsu (yani bitisik) olan bes Ulke olasiligini aras-
tirmaya giristi. Eger boyle bir sekil gizilebilirse 0 zaman en
az bes rengin gerektigi hemen gortlebilirdi. Ancak sonunda
De Morgan bu sekilde baglantili olan bir 6rnek bulamadik-
tan baska, bu tir bir besli bélgenin var olmasinin mimkun
olmadigini ispatlamayi da basardi. Bu oldukca biyuk bir
basariydi ve dnceleri problemin ¢dzildigini de sandi. An-
cak ne yazik ki problem c¢oéztlmemisti. Bunun nedenini an-
lamak icin Sekil 9'a, G¢l birbiriyle temas eden dort bdlgeye
tekrar bakalim.

Sekil 9'daki gibi hicbir bolge icermeyen bir harita ¢izdigi-
mizi dastnelim. Bdyle bir harita, sadece ¢ renkle boyanabi-
lir mi? Yanitin “belki de hayir” oldugunu géstermek ¢ok ko-
laydir. Neden hayir? Sekil 10'da cizilmis haritayi ele alalim.
Alti tlke var ama, her birinin diger tg¢ine bitisik oldugu
dortla bir tlke grubu bulunmuyor. Ancak yine de harita icin
dort renk gerekiyor; tc¢t dis halkadaki tlkeler i¢in birisi de
ortada olan tlke icin. Oyleyse dort renk gerektiren haritala-
rin ille de, her biri diger Uglyle bitisik olan dortli bir grup



icermesi gerekmiyordu. Ayni sekilde, bes renk gerektiren
haritalarin da Profesér De Morgan'in olanaksiz oldugunu is-
patladigi durumu icermesi gerekmeyebilirdi; yani dérdi bir-
birine bitisik olan begli bir tlke grubu. Bu durumda, bazi
haritalar icin bes renkten fazlasinin gerekli olabilecegi ihti-
mali vardi. Kapi hala aralikti, ancak bu konuyla ilk ugra-
sanlardan hicbirinin kapinin kendi yasamlari suresince ve
sonradan gelen birkag nesil boyunca da bdyle kalacagina ih-
timal vermedikleri kuskusuz.

Sekil 10.

Oyku simdi yirmi yil veya daha sonrasina, 1878e uzanir.
Unli ingiliz matematikgisi Arthur Cayley dort renk proble-
minin dogru veya yanhs oldugunu kendi basina saptayama-
yinca onu Londra Matematik Toplulugu'na sunmaya karar
verdi. Bundan kisa bir sire sonra Toplulugun Arthur Kem-
pe adindaki Uyesi (meslegi avukatlikti) dort rengin yeterli
oldugu savini ispatladigini iddia eden bir makale yayinladi.

Bu ispatin ayrintilari burada verilmese de igerdigi temel
asamalar kolayca agiklanabilir. ilk olarak, “normal” bir ha-
rita kavrami tanimlaniyordu. Eger bir haritada, bir noktada
Ucten fazla Ulke bir arada degilse ve hicbir Ulke bir baskasi-
ni timuyle ¢evrelemiyorsa ona “normal” diyoruz. Bu tanimla
(Ulkeler yerine devletleri konu edersek) anakaradaki ABD
haritasi normal sayilamaz; ¢unku Utah, Colorado, Arizona
ve New Mexico eyaletlerinin hepsi bir noktada birlesiyor.
Guney Afrika tarafindan timuyle cevrilmis olan Lesotho'da
normal olmayan ikinci duruma bir drnektir. Gercek harita-



larin dinyasinda bunlarin ender gérultr olmalari kolaylik
saglar. Cunkd normal olmayan herhangi bir harita, en azin-
dan, ayni sayida renk gerektiren, yakindan iliskili normal
bir haritaya donusturulebilir ve bu nedenle de dikkate alin-
malari gerekmez. Ornegin, eder bes renk gerektiren bir hari-
ta varsa, 0 zaman bes renk gerektiren normal bir harita da
var demektir. Boylece, sadece normal haritalar dikkate al-
mak yeterli olur.

Bu basitlestirmeden sonra Kempe, her normal haritanin
bes veya daha az komsusu olan, en az bir Ulke icermesinin ge-
rektigini ispatlamaya giristi. Daha sonra da, efer bes renk
gerektiren bir haritada altidan daha az komsusu olan bir ul-
ke varsa (olmasi gerektigini zaten goéstermisti), ondan, Ulke
sayisi daha az olan, bes renkli bir baska harita cizilebilecegi-
ni gosterdi. Kullandigi ydontem, iyi bilinen klasik Reductio ad
absiirdum yani durumu abese indirgeme yontemiydi. Orne-
gin, daha az ulke iceren bes renkli yeni haritay! alip streci
tekrarlayarak daha az sayida ulke iceren bir harita elde ede-
riz ve bu bdylece sonsuza kadar gider. Ancak, eger sonsuz ol-
mayan sayida ulke ile baslamissak, sonunda o kadar az tlke
kalmistir ki, bes renk gerektirmesi olanaksizdir. Bu nedenle
argiman bir sacmaliga yol acmistir, bu da, bizi ilk varsayi-
min, yani bes renk gerektiren bir haritanin var oldugunun
yanlis oldugu sonucuna gotirmektir.

Problem ¢6zilmus gibi gérintyordu ve “ispat”, on bir yih
askin bir stire, 1890 yilina kadar dogru olarak kabul edil-
misti. O zaman korkung bir sey kesfedildi; bir hata, hem de
dizeltilmesi kolay olmayan bir hata kesfedildi. Yanlis olan
neydi? Kempe'nin ispati iki bélimden olusuyordu; birinci bo-
lumde, yani, her normal haritanin bes veya daha az komsu-
su olan en az bir Ulke icermesi gerektigi savinin ispatinda
hata yoktu. Bu nedenle sorun “indirgeme” bolumuyle ilgiliy-
di. iki veya ti¢c komsusu olan ulkeler icin indirgeme yoéntemi
onemsizdir (tek komsu durumu da énemsizdi ve normal ol-
mayan haritalarla ele alinmisti), onu dogrudan izleyebiliriz.

Eger bes renk gerektiren bir harita varsa, o zaman en az
ulke ile buna sahip olabilen bir haritanin da var olmasi ge-



rekir. Bu en “kiicUuk” bes renkli haritada, sadece iki komsusu
olan bir Ulke ele alalim ve butin dikkatimizi bu ¢ Ulkeli
gruba yoneltelim. Komsulardan birisi ile siniri kaldirarak
bu iki tlkeyi “birlestirdigimizi” varsayalim. Bu yeni harita-
da, bes renkli en kigtk haritadan bir tlke eksilmistir ve bu
nedenle, tanim geregi, artik doért renkle boyanabilir. Onu bu
sekilde boyayalim, sonra da sinin ¢izelim. Yeniden olusturu-
lan Ulke sadece, baska iki Ulkeyle bitisiktir ve bunlarin
renklerinin var olan A, B, C, D arasinda A ve B renkleri ol-
dugunu disinelim. O zaman onu C veya D ile boyayabiliriz.
Bu demektir ki ilk harita yalnizca dort renkle boyanabil-
mektedir. Bu sonug, ilk bes renk varsayimi ile celismektedir.
Oyleyse, en kiicik bes renk haritalanndan hicbirisi sadece
iki komsusu olan bir harita iceremez.

Uc¢ komsusu olan bir dlke i¢in de ayni basit irdeleme yapi-
labilir ¢iinkdi o zaman da, boyama i¢in A, B, C, D renklerin-
den birisi kalmis olacaktir. Dért komsusu olan bir tlke igin
problem biraz daha zordur ve bitisik komsular disinda olan-
lan da hesaba katmayi gerektirir. Bu durumda, 6zellikle bi-
tisik dort komsunun dort ayri renge gerek kalmadan boya-
nabilecegim ve dérdinci rengin her zaman, séz konusu olan
dérdiinct ulkeyi boyamak icin kalabilecegini géstermek ge-
rekir. Kempe bu durum i¢in de ¢ok basit ve sik, ayni zaman-
da da dogru olan bir ispat bulmayi basarmisti. Ancak, Kem-
pe’nin ¢alismalanndaki hata, en son ve en kansik bdlimde,
bes komsusu olan bir tlkeyle ilgili irdelemelerdeydi. Bu du-
rumda, hi¢ kimse, belirli hi¢cbir 6rnek bulamamis da olsa,
bes renkli bir haritanin var olma ihtimali hala mevcuttu.

1890 yilinin sonunda durum soyleydi: Genel bir harita
(veya boya kitabi icin) en az dort renk gerektigi kesindi.
Eger bes renk gerektiren bir harita varsa o zaman bu tir en
ktiguk haritanin bes komsusu olan en az bir Ulke icermesi ve
daha az komsusu olan hicbir tlke icermemesi gerekiyordu.
Bu nedenle, “ddrt renk” ispatindaki nihai asama bu bes
komsulu ulkeye odaklanmaliydi. Bdyle bir tlke ve onun yo-
resel ¢evresi her zaman “kucultulebilir” miydi, yani, varsayi-
lan en kicuk bes renkli haritadaki bir sinir (yani, bir tlke)



onu boyamak icin gerekli renk sayisi azalmayacak sekilde
kaldirilabilir miydi? Eger kaldirilabilirse o zaman bes renkli
en kuguk harita var olamaz ve dort renk gergekten yeterli
olurdu! Bu bakimdan, son ayrintilarda hatali olsa bile, Kem-
pe’nin ¢alismalari yolu belirliyordu.

Bes komsu durumuna yaklasim ydntemi iki béliumden
olusur, ilk 6nce, bu bes komsulu yapinin genel cevresinde
var olabilecek ulkelerin olasi yéresel konumlarinin sekilleri
incelenir. Bundan, “kacinilamaz sekillerin tam listesi” ¢ika-
rilir. Bu, en az bir tanesi haritada gérinmesi kacinilmaz
olan ulkelerin ydresel duzenlenme sekillerinin timunu ige-
ren bir Gstedir, ikinci bélimde ise, bu listedeki her duizenle-
me seklinin, 6grenmis oldugumuz anlamda, yani boyamak
icin gereken renk sayisini azaltmadan bir tlkeyi yok etme
anlaminda, kigultilebilecegini gostermektir. Burada karsi-
miza birbirinden badimsiz olan sekil olasiliklari ortaya ¢ik-
maktadir; bunlardan bazilarinin ¢ok az sayida uUyesi vardir,
diger bazilarinin ise binlerce tyesi. Kempe, gérece az sayida
uyesi olan bir sekil secti ve bunlarin her birinin kigultulebi-
lecegini ileri strdi. Ancak ne yazik ki bunlardan birisi Kem-
pe'nin iddia ettigi gibi kiigtltulebilir degildi; gergekte indir-
genmesi de olanaksizdi, ispat, bunun disinda, etkileyici,
mantiksal bir zincir olusturdugu halde bu zayif halka nede-
niyle timuyle ¢ékmustu.

Kempe'nin ispati onurlu bir basarisizlikla sonu¢lanmissa
da, onun probleme yaklasimi, elimizde olan yontemler ara-
sinda en Umit verici olaniydi; sonraki 15-20 yil boyunca ma-
tematikciler tarafindan tekrar tekrar ele alinmistir, ilk ¢a-
hsmalarin ¢ogunlugu indirgeme (zerinde duruyordu; yani,
sik sik ortaya ¢ikan sekillere bakip bunlarin indirgenebilir
olup olmadigini saptiyordu. Bu yolla, yavas yavas, indirge-
nebilir olasi sekillerin hepsini iceren bir katalog olustu. Hic-
bir indirgeme yolunun bulunamadigi modeller, kagimlama-
yan sekiller listesi dizenlenmesinde dikkate alinmayacakti,
icinde ¢ok fazla ulke bulunmayan haritalar icin bir 6lctide
basari saglanmisti, ¢ciinki bunlarda olasi konuslanma mo-
delleri (veya sekilleri) ¢cok daha azdi. 1950 yilina gelindigin-



de 36’dan az ulke iceren her haritanin sadece dort farkh
renkle boyanabilecedi saptanmisti.

Ancak genel problem i¢in durum pek olumlu gérinmuyor-
du. Bas edilebilecek sayida tyesi olan kaginilamayan sekil-
ler listesinde her zaman, indirgenemeyen bir Uye ortaya ¢I-
kiyordu. Bu tur problemli tyeleri olmayan listelerde ise, her
zaman, indirgenir olup olmadigi test edilmesi gereken bin-
lerce tye oluyordu; doért renk problemi ¢6ztlmeden 6nce
bunlarin her birinin indirgenebilir oldugunun gdésterilmesi
gerekiyordu. Ancak 1950'den sonra yeni bir etken ise karis-
t1; cok hizli bilgisayarlar ortaya ¢ikti ve ¢alismalar, proble-
mi, bilgisayarla ¢ézmek icin uyarlamaya yoneldi. Dogrudan,
elle hesaplama geregdi karamsarhga kapilan daha onceki
arastirmacilarin calismalari tekrar ele alinmaliydi.

Indirgenebilirligi (en azindan indirgenebilirligin daha asi-
kar sekillerini) test etmek icin bilgisayar programlan gelis-
tirildi ve kisa surede giderek artan sayida indirgenebilir ko-
nuslandirma saptanip kataloglandi; gercekte, o giinden bu
yana indirgeme konusunda bazi gelismeler kaydedilmis olsa
da dort renk probleminin ispati icin gereken butin kavram-
lar 1960'lann sonlannda esas itibariyle agikliga kavusturul-
mustu. Ancak ne yazik ki, problemin ébir yontinde (yani, in-
dirgenebilirligi kanitlanmamis ve kuskulu olan tirden so-
runlu eleman icermedigi bilinen kaginilmaz konuslandirma
listelerini bulmak) ayni élcide ilerleme kaydedilmemisti.
Aynca, en az 18 ulke i¢eren konuslandirmalann da igerilme-
si gerektigi beklense de bu tur sekiller icin bilgisayar siresi
bakimindan bir dar bogaz vardi. Modele ilave edilen her Ul-
ke icin gereken bilgisayar testlerinin sUresinin dort katina
¢tkmasiyla ilgili bir sorun vardi. 11 veya 12 tlke iceren se-
killer kabul fedilebilir stire ve masrafla halledilebilir olsalar
da, 1960 sonlannm bilgisayarlan icin sinira ¢ok yakinlardi.
18 ulke iceren bir model i¢in tek bir indirgeme testinin 100
bilgisayar saati alacagi ve o dénemde var olan bellek kapasi-
tesinden fazlasini gerektirecegdi hesaplanmisti.

Yeni ilerlemeler i¢in daha hizli ve daha blyuk bellegi olan
bilgisayarlann gelismesini beklemek gerekiyordu. Hi¢ kimse



kacinilmaz ve indirgenebilirler listesinde ka¢ tane model
olacagini tam olarak bilemedigi icin bilgisayarlarin daha ne
kadar hizl ve bliyuk olmasi gerektigi de bilinemiyordu; an-
cak listede test edilecek binlerle model olmasi bekleniyordu.
Illinois Universitesi’nde, Kenneth Appel ve Wolfgang Haken
problemi ele aldiklarinda durum bdéyleydi. Belirli bir sayi-
dan fazla (6rnegin 15 veya 16) llke icermeyen kagmilamaz
gruplan aramakla ise basladilar. Bu listedekilere “iyi sekil-
ler” adini verdiler, yani bunlann indirgeme testleri ¢ok uzak
olmayan bir zamanda, akla yakin bir stirede, yapilabilirdi.

Bundan sonraki yaklasik ¢ yil boyunca tekniklerini su-
rekli gelistirdiler ve sonunda, 1975 yazi geldiginde, dort-
renk problemine basanli bir hicum yapma sanslannin ol-
duguna karar verdiler. Ocak ile Haziran 1976 arasinda, illi-
onis Universitesi'ndeki IBM 360 bilgisayan kullanilarak,
saldirinin son aynntilari da titizlikle saptanmisti. En so-
nunda 1976 yilh Temmuz ayinda nihai zafer ilan edildi, in-
dirgenebilir sekillerin kagmilamaz olanlar listesi sonunda
bulunmustu. Ug bilgisayar, 100 saatten fazla bir calisma so-
nunda onu saptamisti ve bu is i¢in, 1500 kadar seklin indir-
genebilir oldugunu gostermek gerekmisti.

O zamandan bu yana hem programlar hem de bilgisayar
ispati baska gruplar tarafindan da kontrol edilmis ve dog-
rulanmistir. Hllinois’deki gérkemli Urbana Postanesi'nin de
basannin ilan edildigi giinden sonra, postaneden giden bu-
tin posta pullannin Gstinde belirttigi gibi; dort renk ger-
cekten yeterliydi. Oyleyse neden, hala, butiin bunlardan bi-
raz endiseli gibiyiz? Bunun nedeni, hi¢ kimsenin bu veya
baska herhangi bir kitabr okuyarak ispati ayrintilariyla
kontrol etme olanagina sahip olmamasidir.

Bu bilgisayarh ispatin kabul edilmesinin, normal ispat-
larda s6z konusu olmayan bir inang 6gesi icerdigi kusku goé-
tirmez. Cunku, ispatin her satirini okuyup anlasam bile,
bilgisayann yaptigi varsayilan seyleri dogru olarak yaptigi-
na inanmam gerekiyor. Demek oluyor ki benim, dort-renk
probleminin ispatina inanmam, bilgisayarlarin dogru ola-
rak programlarfdigma ve bunlarda igerilen hesaplan dodru



olarak yaptigina inanmama indirgenmis oluyor. Bunu an-
cak (eger uzmansam) bir baska bilgisayarin yardimina sigi-
narak kontrol edebilirim. Bu nedenle de kontrol “benim
elimden” ¢cikmistir.

Bunu, bir matematikg¢i soyle acikliyor: “Doért renk teore-
minin ispatlandigim ilk duydugumda tepkim ‘Harika! Nasil
yaptilar?' seklinde olmustu. Yepyeni, ¢cok parlak bir bakis
acisi, guzelligiyle beni etkileyecek bir distince olacagim bek-
liyordum. Gercgegi 6grendigimde dus kirikligina ugradim.
Tepkim ‘Bu da onun gerg¢ekten iyi bir problem olmadigini
gosteriyor.’ seklindeydi.” Bir dus kirikhgi oldugu kesindir.
Bilgisayar kanitlarina gore dort renk teoreminin dogrulugu-
nu kabul etsek bile, daha basit, daha zarif bir ispatin “ora-
larda bir yerlerde” oldugu ve kesfedilmeyi bekledigi duygusu
var olmayi surdirmektedir. Bu dogru olabilir ancak ne ya-
zik ki, olmayabilir de. ifade edilmeleri kolay olan matematik
problemlerinin ispatlarinin mutlaka kolay anlasilir olmasi
gerekmedigi artik bilinmektedir. Bazi durumlarda ise, prob-
lemin ileri sirdaga sav dogru oldugu halde, ispatin ilke ola-
rak bile, var olmamasi cok sasirticidir.

Bunlar bizi, bazi basit savlarin, dogru olduklari halde ya
ispatlarinin olmadigi ya da, olsa bile, bunlarin normal an-
lamda kolay bir ispat olmadigi sonucuna géturtyor. DoOrt
renk probleminin bir ispati oldugunu biliyoruz; ancak kagit-
kalemle yapilabilecek tirden.bir ispatin var olup olmadigim
hala bilmiyoruz. Var olsa bile, belki de artik bilgisayar tek-
niklerine daha yatkin olan problem gruplarinin var olabile-
cegi gercegini kabul etmenin de zamani gelmistir. Bunlar,
gugcli teorik araclar yerine bu yeni turden ¢ézimleri, ¢cok ko-
lay, ancak fazla islem gerektiren, bunlarin kagit-kalemle ta-
mamlanmalarina insamn hatta evrenin émrinin yetmeye-
cegi kadar adim gerektiren problemlerdir.

Ayrica, bir bilgisayarin sonuglarinin bir baska bilgisayar-
la kontrol etmenin, yeterince doyurucu olmadigi yolunda,
belki de sezgisel bir kusku hald mevcuttur. Ancak bu pek
gucli bir elestiri degildir, ¢iinki ¢ok fazla sayida dogrudan
hesaplama gerektiren islemlerde bilgisayarlar, insanlara ki-



yasla, ¢cok daha guvenilirdirler. Buna kosut bir dustince, var
olan butun ispatlarin (dért renk disinda) kabul edilebilir
uzunlukta ve insanlarca dogrudan kontrol edilebilir oldugu
yolundadir; bu da kolayca yanitlanabilir. Sadece kisa ispat-
lar Uretebilen aletler kullanirsaniz, elde edeceginiz seyler de
bunlarla sinirh kalir. O zaman sadece bilgisayar teknigine
yanit verebilen problemler “¢c6ztlmemis” problemler kutu-
sunda sonsuza dek kalmay surduararler.

Butidn bu ¢abanin, e@er varsa, sonucu ne olmustur? Bir
haritanin dort renk mi yoksa daha fazlasini mi gerektirdigi-
nin, harita yapanlar icin pek énemli olmadigi ortadadir. Cid-
di matematiksel herhangi bir sonug ortaya ¢ikmis midir? Ya-
nit, ¢ok sukur ki, “evet”! 120 yillik dort renk probleminin ¢ok
onemli bir yan Urunu “Cizge Teorisi” olarak bilinen timuyle
yeni bir matematik dalinin gelismesidir. Noktalar arasindaki
izlekleri en verimli bicimde birlestirme konusuyla ilgilen-
mektedir. Ornegin, insanlara en verimli (yani en az pahali ve
en uygun olan) hizmet gdturecek havayollari rotalarim veya
telefon hatlarini nasil saptayabiliriz? Eger fazla yukleme ve-
ya bozulma nedeniyle bir sorun ortaya ¢ikarsa, sistem iginde
yeniden izlenecek en verimli rota hangisidir? Gunumduz ileti-
sim ve ulasim endustrileri igin bunlar ¢ok buyuk 6nem tasi-
yan sorulardir. Bu konularda yasamimizi daha kolay hale ge-
tirmis olan butun ilerlemelerde dort renk probleminin 6nem-
li katkisi olmustur.

Problemin ¢ézimuni sonunda bilgisayarla vermis olan
Dr. Appel ile Dr. Haken’e gére, bundan daha da énemli bir
sonu¢ Umit edilmektedir: Sonunda kuramsal matematigin
geleneksel yontemleri ile gelisen bilgisayar hesaplan tekni-
ginin karsi karsiya gelmek yerine, isbirligine girismelerine
yol agacagi. Ayni seyin ge¢cmiste yasanmis oldugunu da 6ne
suriyorlar. Eski Yunan déneminden Ortacaglara kadar,
matematigin fizikten Gstin bir bilim oldugu dustnulirda.
Cunkd matematik, mantigin ve basit, asikar gerceklerin
saglam temelleri tzerine insa edilmisti, halbuki fizik, kan-
sik deneyler gerektiriyordu ve 6lgim hatalan iceren kesin
olmayan yanitlarla ilgiliydi. Bu tur bir tavir, Galileo Galilei



(1564-1642) gelip, Aristoteles’in yergekimi etkisiyle cisimle-
rin serbest dismesi hakkindaki savlarinin yanhshgini tek
bir deneyle ispat edene kadar deneysel fizigin gelismesini
2000 yil geri birakmistir. Aristoteles’in bu savlari, sadece
kuramsal dustince iceren sureclerin bir sonucuydu ve bu tar
soyut uslamlamalarin varsayilan tstinligine dayaniyordu.
Ve 20 yuzyil boyunca hi¢ karsi gelinmeden var olmayi sur-
darmuglerdi.

Deney yapmanin 6nemi kabul edilir edilmez iki bilim ala-
ni (matematik ve deneysel fizik) isbirligi yoluyla, tek basina
basarabileceklerinden ¢ok daha fazlasini basarmaya basladi.
Appel ve Haken, dort renk problemine verdikleri bilgisayar
ispatinin, geleneksel matematiksel ispat yaklasiminin sinir-
lamalarini 6ne cikararak kuramsal matematik cergevesi
icinde insan ve bilgisayarin basarili bir isbirligine yol acaca-
gini umut etmektedirler.

Batdn bunlar konusunda sdyleyecegimiz sonséz, dort
renk sinirlamasinin yalnizca bir dizlem ya da kuresel bir
yuzey (veya bunlardan surekli bir deformasyon yoluyla elde
edilmis bir yuzey) Uzerine gizilen haritalar i¢in gegerli oldu-
guyla ilgilidir. Temelde daha caprasik olan, kulplarin, bu-
kulmelerin oldugu yuzeyler icin daha fazla renk gerekir.
Gecgmiste, ta 1890’'larda Percy Heawood (Kempe'nin “is-
pat’indaki hataya ilk dikkat ¢ceken kisi) bu can simidi ben-
zeri genellemelerin bazilarini arastirmisti. Bir kirenin igin-
den, birbirlerini kesmeyen n tunel gecirilirse “cins (genus)
n” yuzeyi denilen bir ytizey sekillenir. Oyleyse kiire, genus 0
yuzeyidir, bir simit veya bir can simidi cins |'dir. Heawood
sasirtici bir sonuca vardi; cins 1, 2, 3, 4.... yuzeyleri i¢in bo-
yama problemleri orijinal dort renk probleminden daha ba-
sitti ve bu, ¢cok daha karmasik gérinen yizeyler igin genel
¢6zUmuU de verdi.

Bdoylece can simidi yizeyine c¢izilmis herhangi bir haritayi
boyamak i¢in gereken farkli renk sayisi, ayni problemin diz
veya kiresel ylzey i¢in olan esdegerinden 80 yil énce bilini-
yordu. Bunu not edelim; yanit yedidir. Yedi rengin hepsinin
de gerektigini gosteren érnekler verilmisse de bunlari bul-



mak hi¢ de kolay degildir. Uykunuzun kactigi bir gece bir ic-
lastigi sisirerek sansinizi denemek isteyebilirsiniz. Bunun
bir yolu, verilen bir rengin her bélgesinin farkh alti renkli
bolgeye dokunacak sekilde ¢izmektir. Diger yandan, bu béli-
muin basinda gosterildigi gibi, daha incelikli bir diizenleme
bulmak da mumkdn olabilir, (Sekil 10'da dort renk problemi
icin verilmis olana benzer). Gercekten merakli olanlar her iki
tirden oérnekler bulmadan yetinmeyeceklerdir. I¢ lastiginizi
daha iyi tanimak igin gercekten ilging bir yol.

Cins 1 (can simidi ytzeyi) disindaki yuzeyler i¢cin Heawo-
od’'un verdigi butin yanitlar dogru oldugu halde ispatlarin
tam olmamasi ilginctir. Gercekte, cins n yuzeyi Uzerindeki
bir haritay! boyamak icin gereken en fazla renk sayisini ve-
ren bir c(n) formult vermistir ve bu formadl sifirdan buyuk
her n degeri icin gegerlidir. Boylece, 6rnegin, c(l) = 7, ¢(2) =
8, ¢(3) =9, .. (hayr, ilk G¢ terimin akla getirdigi gibi dizi
sonsuza kadar sturmiyor). Heawood higbir cins n haritasi-
nin c(n)den fazla renk gerektirmedigini ispatladigi halde,
dikkatinden kacan bir sey vardi; c¢(n)'den daha az rengin ba-
zen yeterli olamayacaginin ispatini (can simidi disinda) ver-
memis olmasi. Ornegdin bir dizlem veya kiiresel bir yiizey
Uzerine ¢izilmis bir haritay1 boyamak icin bes renkten fazla-
sinin gerekmedigini ispatlamak ¢ok kolaydir, ancak bu ali-
silagelmis haritalar icin bes renk teoreminin ispatlandigini
gostermiyor. Sonunda Heawood'un verdigi sayilarin dogru
oldugu anlasildi, ancak ispat 1969'da verilebildi. Heawo-
od’un c(n) i¢in verdigi formilde n = 0 oldugunda, ¢ok blyuk
bir sans eseri, ¢(0) = 4 yani dort renk probleminin dogru ya-
nitinin bulunmasi ilgingtir. Ancak Heawood, formulinin bu
en basit gorunimli geometriye, Unlt dort renk problemine
yol acan geometriye uygulanabilecegi disiincesini akimdan
hi¢ gecirmedi.






XI. B6lum
Cetveller, Ominolar ve
Profesér Golomb

Cetveller kadar asina oldugumuz az sey vardir. Bize élgme
olanagi saglarlar, ézellikle de, eger dikkatimizi bir cm aralik-
I isaretlerine cevirirsek, bir ve 12 cm arasindaki herhangi
bir tamsay arahgini 6lgmemize izin verirler. iginizden bunda
dunyayi yerinden eden bir sey yok diyebilirsiniz; ancak bu
belirli sistemin fazla verimli olmadigim hi¢ disindiniiz ma?
Bu on Ug¢ isareti Odan (sol, ucta, diyelim) 1, 2, 3, ... olmak
Uzere en sag uctaki 12'ye kadar isaretledigimizde, drnegin,
alti cm’lik bir uzunlugu olgmek icin yedi farkli olanak var.
Goreceginiz gibi cm isaretlerinin su kombinezonlarindan her-
hangi birisini kullanabiliriz: (0,6), (1,7), (2,8), (3,9) (4,10),
(5,11) veya (6,12). Daha uzun araliklar i¢in de durum pek
parlak degil, (dokuz cm uzunlugu, dort farkl yolla él¢ulebili-
yor) ve daha kisalari igin ise ¢ok daha fena. Ornegin tek bir
cm uzunlugun tam 12 yolla élgtlebildigini gérmek kolaydir.

Pekala, diyeceksiniz, kabul ediyorum! Ama bundan bana
ne? Bu noktaya daha sonra dénecedim. Ancak efer benim
daha sonra agiklama yapmami kabul ediyorsaniz, 6nce bildi-
gimiz bitin cetvellerdeki bu genel fazlahigin nasil azaltila-
cagi ya da timden 6nlenecegi konusunu biraz disinebiliriz.
Bdyle bir girisim i¢in, olanakl en basit durumlari ele alarak
baslamak her zaman en akilli yaklasimdir. Bizim konumuz-
da en basit yaklasim ise, sadece iki isareti olan (0 ve 1 diye-
cegiz) bir cetveldir. Bu “6nemli olmayan prototip cetvel”dir;
pratik kullanim yéntuinden guling olmasina karsin, yine de
kusursuzca verimlidir. Bundan kastedilen, dlcebildigi tek
uzunlugu sadece bir sekilde dlgebilmesidir.



Basitlik bakimindan bir sonraki asama, Uc¢ isaretli bir cet-
veldir. Eger isaretleri 0, 1 ve 2 konumlarina koyarsak (yani,
her iki ucunda ve ortasinda birer isaret olan 2 cm’'lik cetvel)
artik verimli olmayan bir 6l¢u aleti olusturmus oluyoruz, ¢in-
ka bir cr'lik bir uzunlugu iki yolla, (0,1) ve (1,2) olarak 6lcebil-
mekteyiz. Oyunun daha basinda karsilastigimiz bu durum
Umit kiricidir ama Umitsizlige dismeyin, hentiz yenilmis degi-
liz. Bunun yerine Ug isaretin 0, 1 ve 3 konumlarina konuldugu-
nu dastinelim. Bu Gg¢ cm uzunlugunda bir cetveldir ve Ug isaret
icermektedir, oldukca da ustaliklidir, ¢iinki bir cm (0,1) iki cm
(1,3) ve U¢ cm (0,3) dlcebilmektedir, ayrica her birini de tek bir
yolla 6lgmektedir. Bu nedenle verimlilik bakimindan kusur-
suzdur; eger “kusursuz” sézcuguyle kastettigimiz, N (cm, diye-
lim) uzunlugunda genel bir cetvelin I'den N'e kadar olan tam-
say!l uzunluklarin her birinin tek bir yolla élgilmesine olanak
veren bir cetvel ise, demek oluyor ki 1 ve 3 cm uzunlugunda
kusursuz cetveller vardir, ancak 2 cm uzunlugunda yoktur.

Dort isaretli cetveller Uzerinde, biraz dene ve gdz yontemi
kullanarak, kisa sUrede, uzunluklari 4 veya 5 olan kusursuz
cetvel olmadigini ancak bir sonraki kusursuz cetvelin, isa-
retlerinin 0, 1, 4, 6 konumlarinda oldugu, 6 uzunluktaki cet-
vel oldugunu saptariz. Bu cetvel, bir cm (0,1), iki cm (4,6), Ug¢
cm (1,4), doért cm (0,4), bes cm (1,6), ve alti cm (0,6) 6lcebilir;
bunlar yine ancak tek bir yolla dl¢ulebilmektedir. Kusursuz
(yani, kusursuzca verimli) cetvel fikri Guney Kaliforniya
Universitesi'nde matematik profesérii olan Soloman Go-
lomb’un bir icadidir. Ancak bunlarin sadece akademik ilgi
konusu olmamasi sasirticidir. Bunlar, simdiye kadar, kodla-
ma teorisi, x-1sinlariyla kristallestirme, radyo astronomisi
ve biraz daha bilgi edindikten sonra agiklayacagimiz baska
alanlarda da kullaniimaya baslanmistir.

Bunlar hakkinda 6grenecegimiz bir sonraki bilgi kirintisi
ise tim konunun 6lum c¢anlarini c¢alar gibidir; ¢cunki Go-
lomb’un verdig@i zarif bir ispatla var olan tUm kusursuz cet-
vellerin, gercgekte yukarida verilen t¢ kusursuz cetvel oldu-
gu saptanmistir. Bu cetvelleri birim isaretlerine gore su se-
kilde yazabiliriz:



0,1
0, 1,3
0, 14,6

Bes isareti olan bir cetvel (eger distnirseniz) 10 uzunluk 6l-
cebilir. E§er kusursuz olsaydi, uzunlugu 10 olurdu ve 1, 2, 3,
... 10 birime kadar uzunluklarin her birini ancak bir yolla 6l-
cebilirdi. Ancak dortten fazla isareti olan cetvellerde kusur-
suzluk olasi iki yoldan birisiyle yitirilir; ya uzunluklar birden
fazla yolla 6l¢tlebilir ya da bazi uzunluklar hi¢ élctiilemez.
Boyle umutsuz bir durumda, Profesér Golomb’un fikirlerin-
den esinlenen matematikgiler, bir sonraki en iyi seyi bulmak
icin ise koyuldular. Ornegin, var olmayan bes isaretli kusur-
suz cetvelden bir sonraki en iyi sey, Olculebilen uzunluklar
yalnizca bir defa i¢eren, ama kaginilmaz olarak da birgok cet-
velin uzunlugundan kigik olan her uzunlugu 6lgemeyen bir
cetvel olabilirdi. Ancak bu, tek basina, yararl bir tanim degil-
dir; ¢inka istenildigi gibi secilen bu tur bircok sayr bulun-
maktadir. Ornegin, sayilarini rasgele sectigim, bes isaretli 0,
4, 10, 27, 101 cetvelini ele alalim. Bu cetvel 4 (0,4), 6 (4,10),10
(0,20), 17 (10,27), 23 (4,27), 27 (0,27), 74 (27,101), 91 (10,101),
97 (4,101) ve 101 (0,101) uzunluklarini tek bir yolla o6lcebilir.
Aranilan cetvel bes isareti olan ve “fazlaligi” olmayan, yani
hicbir uzunlugu birden fazla yolla 6lgmeyen en kisa cetveldir.
Gergekte, en kisa bes isaretli cetvel 11 uzunlugundaki cet-
veldir; “Omit edilen” kusursuz 10 cetvelinden bir birim daha
uzun olan cetvel, isaretlerin konumlan asagida verilmistir.

0,149 11

ve Il’e kadar, 6 disinda kalan butin uzunluklan élcebil-
mektedir. Eger 6nceden Golomb'un ispatini bilmiyor olsay-
dik bu biraz dias kinkhigr yaratabilirdi, ¢cinkd bilinen dort
isaretli kusursuz, 6 uzunlugundaki cetvelden yola cikarak
ve giderek artan uzunluklar alarak, olasi bir kusursuz, bes
isaretli 10 uzunlugundaki cetvele dogru olumlu yolda ilerli-
yoruz gibi gérintyordu. Boylece 6rnegin bes isaretli, 7 uzun-
lugunda bir cetvel bulabiliyoruz.
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Bu cetvelin ug kat “fazlaligi” var; ¢ uzunlugu (yani 1, 3

ve 6'y1) farkl iki yolun her biriyle 6l¢ebiliyor. Daha sonra,

sadece iki kat fazlahigi olan 5 isaretli, 8 uzunlugunda bir cet-
vel buluruz:

0,14,6,8.

Bu cetvelin iki kat fazlaligi var, 2 ve 4'U iki ayrn yolla 6l¢i-
yor. Sonra da 5 isaretli 9 uzunlugunda ve yalnizca tek kat
fazlahgi olan bir cetvel. Bunun isaretleri;

0,1,479

ve eger kontrol ederseniz, 1 ile 9 arasinda, 3 disindaki, bl-
tin uzunluklari, tek bir yolla 6l¢tyor, sadece (1,4) ve (4,7)
olarak 3'U iki yolla él¢tyor.

Bu egilim kaginilamaz gibi gérintyor. Bir sonraki adi-
min, sapkinlik géstermeden, bes isaretli kusursuz bir, 10
uzunlugunda cetvel olmasi gerekiyor. Ancak ne kadar ugras-
sak da onu bulamiyoruz, ¢cinkt oyle bir cetvel yok! Ah! Ne
acimasiz bir dunya! Birden 10'a kadar olan butin uzunluk-
lar 6lgecek 10 uzunlugunda bir cetvel bulmak igin altinci bir
isaret gerekiyor. Ornegin:

0, 1 3,6, 8, 10.

Ancak, o0 zaman da cetvel utanc verici bigcimde verimsiz, ¢ln-
ki 3, 5 ve 7yi iki yolla, 2yi ise tam g yolla 6lgmekle, bes
kat fazlaligi var. Bu akil almaz bir israf. Sayilar, bundan da-
ha dikkatli davranmali. Deneyimin bu aci ilacini igtikten
sonra alti isaretli cetvellere ilerleyebiliriz. Tk 6nce dort kat
fazla olan bir cetvel buluyoruz. Ornegin uzunlugu 11 olan

0, 1,479 11
ve daha sonra Ug kat fazla olan 12 uzunluktaki



Yine kusursuz bir alti isaretli 15 uzunlugunda cetvele
dogru, yireklenmis, sasmadan ilerliyoruz; ama bu cetvel de
yok. Ancak bu noktada hi¢ olmazsa pratik énemi olan bir
sey yanitlamis oldugumuza dikkatinizi ¢ekerim. O da, su-
dur: On iki cm uzunlugundaki bir cetvelin Gstindeki on ¢
isaretten, (cm araliklariyla isaretlenmis), uzunlugu bir ile
12 cm arasinda olan butin tamsay! uzunluklarini élgme
ozelligini yitirmeden, kag! silinebilir? Yanit, yedisini silerek
alti isaret birakabilece§imiz, yolundadir; dérneg@in, yukarida
verilen O, 1, 4, 7, 10, 12 isaretleriyle. Bu durumda 3 cm Ug¢
ayri yolla, (1,4), (4,7), (7,10); 6 cm iki yolla, (1,7), (4,10) ve
batun otekiler tek yolla dlgulebiliyorlar.

Genel durumda, n isareti olan en kisa cetvele, miridinin
anisina, “n isaretli Golomb cetveli” denilmektedir. 6 isaretli
Golomb cetvelinin uzunlugu Gmit edildigi gibi, kusursuz 15
degil, 17dir. 15 isarete kadar olan butin Golomb cetvelleri
artik bilinmektedirler. 15 isaretin 6tesinde, bunu yazdigim
su sirada, hentiz bilinmeyen Golomb cetvelleri Uzerinde et-
kin arastirmalarin yapildigi bélgeye gireriz. Asagidaki liste-
de bilinen butin Golomb cetvelleri gdsterilmistir.

isaretlerin Sayisi Golomb uzunlugu
2 1
3 3
4 6
5 11
6 17
7 25
8 34
9 44
10 55
11 72
12 85
13 106
14 127

15 151



Bilinen en buyuk (15 isaretli) Golomb cetvelinin isaret ko-
numlan asagidaki gibidir:

0, 6, 7, 15, 28, 40, 51, 75, 89, 92, 94, 121, 131, 147, 151

isaretlerin sayisi arttikca Golomb cetvellerinin boyu da
oldukca dizgun bir sekilde, artmaktadir; ancak fark edilebi-
len bir artis modeli yoktur. Ornegin, bir Golomb cetvelinden
bir sonraki en biyik cetvele gidildiginde uzunluklardaki ar-
tis asagidaki dizide gosterilmistir:

2,3,4,5/6,8,9 10, 11, 17, 13, 21, 21, 24, ?

ve modelin “diizgiinligi” bozulmaya baslamistir bile. Orne-
gin, 17 ile 21 arasindaki 13'Uin énceden tahmin edilmesi ola-
naksizdir. Bundan sonra ilk kesfedilecek (16 isaretli) Go-
lomb cetvelinin uzunlugu ne olacaktir? Farklardaki dizene
bakarak 173 ile 178 arasinda bir deger tahmin edilebilir. 16
isaretli, fazlaligi olmayan 179 boyunda bir cetvel bilinmekte-
dir. Bundan sonra ki “Golomb” bu olabilir, ancak bilgisayar-
lar bu soruya hentiz kesin bir yanit vermediler.

“Arastirma boélgesi’ne gecerek, bilinen (1989), en kisa 16
ila 24 isaretli, fazlahdi olmayan cetvellerin listesini veriyoruz.

Isaret sayisi Bilinen en kisa Alt sinir
16 179 154
17 199 177
18 216 201
19 246 227
20 283 254
21 333 283
22 358 314
23 372 346

24 425 380



Bu tabloda “alt sinir” olarak adlandiriimis bir stitun bulun-
maktadir. Bu sutun, belirli sayida isareti olan bir Golomb cet-
velinin en kisa uzunlugunu saptayan bilinen bir formalin so-
nuclarindan olusmustur. 16 isaretli cetvel icin bu say1 154'tir;
demek oluyor ki, bunlar yazilirken, 16 isaretli Golomb cetveli-
nin uzunlugu 154 ile 179 arasinda bir yerde olabilir.

Ayrica, arastirma bélgesinde, fazlaligi olmayan, bilinen en
kisa cetveller ve alt limitler arasindaki farkin (bu iki sayinin
orani olarak ifade edildiginde) yaklasik, 1,075 ve 1,177 sinir-
lar1 arasinda degistigini gérdyoruz. Bu oranlara goére, aras-
tirma bdélgesinde “en iyi” (en kicuk oran) tahmin, 18 isaretli
ve 23 isaretli cetveller icin, “en kotl” (en buyilk oran) tahmin
ise 21 isaretli cetvel icin yapilmis olandir. Bu kitabi okudu-
gunuz dénemde arastirmanin daha oteye ilerlemis olacagi
hemen hemen kesindir; ancak yine de burada amatorler icin
bir firsat vardir. Bir PC yardimiyla, gergcekten merakl bir
kisinin yukaridaki tablolarda verilen “en kisa” cetvelleri bi-
raz daha kisaltmalari ¢ok olasidir; ancak gercek Golomb cet-
velinin bulundugunu goéstermek, belki de, ginimuizdeki en
gucla bilgisayarlar disinda, hi¢ kimsenin eriminde degildir.
Birisi ¢ikip da, giniimtzde uygulanan her olasi adayi Uretip
kontrol etme seklindeki basmakalip strecten daha verimli
bir test gelistirirse, kuskusuz durum degisir.

BUtln bunlarin, bir bilgisayar alistirmasi olarak eglenceli
olmak disinda, inanmayabilirsiniz ama, pratik bilimsel kul-
lanimlari da vardir. Sayilarin ilging 6zelliklerini arastirirken,
yararl olma gibi bir gerekce geleneksel olarak, akla bile gel-
mez. Gergek “sayi-meraklisi” icin eglence sayilan, her bakim-
dan calisan sayilar kadar ilginctirler. Bu baglamda yararli-
lik, pastanin Ustune surudlen krema gibidir. Son dénemlerde-
ki uygulamalardan birisi radyo astronomisi alamndadir. Bu
bilim, uzayin derinliklerindeki “radyo kaynaklanndan” diun-
yaya gelen uzun dalga boylu elektromanyetik isinimi arastir-
maktadir. Bu kaynaklar o kadar uzaktirlar ki, Dinya'dan
gdzlem yapanlar icin onlar uzaydaki “nokta kaynaklar” veya
Olculebilen alanlan olmayan nesneler icin en iyi yaklasim sa-
yilirlar. E@er bilimciler bdyle bir isinimin uzaydaki dogrultu-



sunu dakik olarak saptayabilirlerse o zaman, Dunya’'daki
uzakliklari (New York'taki Empire State Building'in tepesi
ile Paris'teki Eiffel Kulesi'nin tepesi arasindaki uzaklik gibi)
birka¢ cm’lik bir hata payi ile saptayabilirler.

Isinim, sayisiz 1sik yili boyunca uzayda yol aldiktan son-
ra Dinya'ya vardiginda (bizim dlcimlerimiz bakimindan)
tam olarak, paralel bir dalga sinir1 seklinde, kiyiya bir agi-
dan carpan paralel dalgalar bicimindedirler. Uzaydan gel-
dikleri aciy1 élgmek (deneyin yapildigi yoredeki yer dizeyi-
ne goére) icin birka¢g km uzunlugunda diz bir dogru boyunca
antenler yerlestirilir. Gelen sinyaldeki her dalganin her an-
tene vardigi an, olanakh en blyik hassasiyetle saptanir.
Daha basit olsun diye her antenin, dalga tepesinin ulastigi
ani kaydettigini varsayalim. Ayri antenlerde bulunan iki bi-
limcinin karsilastigi sorun sudur: Gozledikleri “ayni dalga
tepesi miydi, yoksa farkl iki tepe miydi?” Kiyinin farkli
noktalarinda ellerinde kronometre olan iki insan dalga tze-
rinde ayni deneyi daha kabaca yaptiklarinda yaniti bulma-
lari kolaydir; ¢ciinkil onlar kiyi boyunca bitin dalga sinirini
gorebilirler. Radyo dalgasi deneyinde durum daha zordur.
Ancak, bir Golomb cetveli “isaretleri” boyunca yerlestirilen
antenlerle yaniti bulmanin mimkin oldugu anlasiimistir.
Eger iki anten arasindaki uzaklik, farkli baska iki ¢ift an-
ten arasindaki uzaklhga esitse, o zaman bu iki ¢ift anten fu-
zuli bilgi vermektedir. Bu nedenle belirli sayidaki antenler
icin a¢l hesaplamadaki en buyuk hassasiyet, antenler Go-
lomb cetveli isaretlerine gére konuslandirildiklari zaman el-
de edilmektedir.

Bu pahali deneylerin nihai sonucu Dinya Uzerindeki
uzakhiklari ve agisal yonleri daha once erisilememis bir
hassasiyetle 6lcebilme olanagidir. Ornegin diinyanin capt,
cevresinde donduigu eksenin egimi ya da bir gintin uzunlu-
gu vb. gibi temel nicelikler sirasiyla, santimetre, agisal bir
yayin saniyelik kesri ve zamamn mikrosaniye hassasiyetiy-
le dlculebilmektedirler. Bu hassas dlcimler de bu nicelik-
lerdeki yillik, mevsimlik ve hatta meteorolojik degisimlerin
saptanmasina olanak saglarlar. Bu sonuglar simdilik, daha



cok sasirtici ve gizemli olsalar da yakin dénemde, yasadigi-
miz fiziksel dunyanin anlasiimasinda buyuk ilerlemelere
yol acabilirler.

Profesér Golomb, Harvard'da 6grenci oldugu genclik yilla-
rinda, hala ¢6zume karsi koyan bir zekd-bulmacasinm da so-
rumlusuydu. Problem Poliomino olarak tanimlandigi bir
nesneyle ilgilidir. Bir poliomino (ben onu “omino” ailesinin
bir genel dyesi olarak diusunurim) esit kenarli kareleri ke-
narlarindan birlestirerek elde edilen bir sekildir. Oyleyse,
bunun en basit tyesi (bnemsiz olan ve tek bir kareden ibaret
olan “monomino” disinda) bildigimiz domino’dur ve bitin
omino terminolojisi bundan elde edilmistir.

[]

monomino
domino trominoes
TJ

LL fi
tetrominoes

. a

pentominoes

Sekil 11



Gercekte, iki esit boyutlu (onlara “birim” diyecegiz) kare-
den bir domino olusturmanin tek yolu vardir, ¢inki burada
uzaydaki yénlenmeyle ilgilenmiyoruz. Baska deyisle, bizim
icin “kuzey-gliney” dominosu ile “dogu-bati” dominosu, bigim
yonunden aynidir. Ancak tromino (l¢ kareden olusan sekil;
bunun son zamanlarda satisa sunulan tri-ominolarla bir il-
gisi olmadigini unutmayin) bi¢cim bakimindan birbirinden
farkli iki sekilde yapilabilir. Bunlar Sekil 11'de gésterilmis-
tir. Birisi zincir benzeri bir yaratik, 6burt de buyuk L harfi-
ne benzer bir sey.

Domino ve tromino kavramlarinin 4, 5, 6, 7, ... birim kare-
den olusan giderek artan karmasiklikta ominolara genelle-
nebilecegi acikca gorulmektedir. Dért-kare tirl veya tetro-
mino, farkh bes sekilde olabilmektedir, bes-kareli tur olan
pentominos ise tam 12 sekilde (yine Sekil 11’e bkz.) olusabil-
mektedir. “1, 2, 3, 4, 5, ... birim kareden olusan, temelden
farkli ka¢ omino bulmaktadir?” sorusunun yaniti béylece
asagidaki sayi dizisiyle baslar;

1,125 12, ..

Ancak dizi nasil devam etmektedir? n birim kareden olu-
san genel poliomino i¢in yaniti veren formul nedir? Boyle bir
formul gergekten var midir? Profesor Golomb bunlari soru-
yordu ve bu satirlarin yazildii su anda yanitlar hala bilin-
memektedir.

Diger yandan artik elimizde blyUk ve glcli hesap yapabi-
len makineler bulundugu icin, en az 18 birim kareden olusan
poliominolar icin belirli sayisal yamtlar “sayi 6gutici” yoluyla
elde edilmistir. Dizi, n=18'e kadar su sekilde ilerlemektedir:

1,1, 2,5, 12, 35, 108, 369, 1285, 4655,
17.073, 63.600, 238.591, 901.971, 3.426.576,
13.079.255, 50.107.911, 192.622.052

Ayna yansimalari sayillmamistir; ancak i¢cinde delikler
olan sekiller icerilmistir. Art arda gelen sayilar arasindaki



oran 3,8 ile 3,9 arasinda bir bélgeye yoéneliyor gibidir, baska
deyisle yukardaki dizinin sonuna dogru olan her sayi, ken-
dinden dnce gelen sayinin dort katindan biraz kuguk. Ancak
genel problem icin alt ve st sinirlari veren formuller oldugu
halde kesin sayy1 saptayacak bir formul bilinmiyor.

Ozdes esit kenar tggenlerin, kenarlan boyunca birlestiril-
meleriyle sekillenen “ominolar” i¢cin de benzer ve ¢ézulme-
mis bir problem vardir. Tlk birkag Gicgen poliomino gruplan-
ni bulmak ve bunlann kare birimli akrabalanndan daha bi-
yuk sayilara mi, yoksa kic¢uk sayilara mi yol actigini dene-
yebilirsiniz. Daha gayretli olanlanniz duzgun altigen (yani,
esit acih ve esit kenarli) poliominolar olusturmaya bile giri-
sebilirler. Butin bu problemler genel baglamda ¢éztlmemis-
lerdir. islemler bakimindan bir sonraki bélimde aciklandigi
anlamda “zor” problemdirler. Ancak bildigim kadanyla bun-
lann gergekten NP-tam (0 bélimin terminolojisiyle) olup ol-
madiktan hentz kesinlesmemistir.






XI1. Bolum
NP Problemi de Nedir?

AT&T Bell Laboratuvanndan Dr. Ronald Graham, haya-
li bir bisiklet montaj fabrikasinda yasanan bir planlama
problemiyle ilgili, ilging bir dykd anlatmisti. Anlasilan (en
azindan odykuye gore) bir bisikletin montaji, govdeyi hazir-
lamak, tekerlekleri monte etmek, vitesleri takmak vb. gibi
10 ayr1 islem igeriyor. Bu 10 isi harflerle (A'dan J'ye diye-
lim) adlandirarak, her isi tamamlamak i¢cin montaj ustala-
rina gereken sire, dakika olarak, asagidaki tabloda goste-
rilmistir:

s A B C D E F G H I J
Sture 7T 7 7 2 3 2 2 8 8 18

Uzun sire alan J isi, takma ve ayarlama (gidon, sele,
frenler gibi) iceren en son islerle ilgilidir.

Yukarida verilen sireleri topladigimizda bir montaj usta-
sinin bu isi tek basina tamamlamasi icin 64 dakika gerektigi
ortaya ¢ikar. Bu fabrikanin montaj atdlyesinde yer sorunu
oldugu bilinmektedir, sbéyle ki, 20 montaj ustasinin her biri-
nin tek basina, ayn bir bisiklet Gzerinde ¢alismasi icin yete-
rince genis yer yoktur. Bu nedenle isler, ustalar ikiser Kisi-
lik on ekibe ayrilarak, her ekip bir bisiklet Uzerinde calisa-
cak sekilde duzenlenmistir.

Bunu yapmakla her ekibin bir bisikleti, tek usta i¢in ge-
rekenin yansi kadar strede (yani 32 dakikada) tamamla-
masi bekleniyordu. Yukandaki tabloya bakarsak, isleri 6r-
negin, asagidaki bicimde ayirarak bunun saglanabilecegini
goraruz.



Usta 1 is A D E F J
Sure 7 2 3 2 18

Usta 2 is B C G H |
Sure 7 7 2 8 8

Ancak, ne yazik ki, bir sorun c¢ikti, bir bisikletin parcala-
rini, herhangi bir sirada birlestirme olanagdi yoktu. Bazi sey-
ler, diger bazilan takilmadan énce monte edilemiyor; 6rne-
gin pedallar ancak vites vb. bazi seylerden sonra takilabili-
yor. Bu nedenle, isin pratik gercekleri gz énune alinarak
montaj sirasinda bazi sinirlamalar yapilmasi gerekiyor. Ge-
tirilen kisitlamalarin, bizim harflerle ifadeleri soyle oluyor.

Bu isler, bu islerden dnce yapilamaz.

A, B,CDE
D, EA

D

E F G

F

A

WO ImOo«
-7

Bunun isleri oldukca karistirdigim séylemeye gerek yok.
Ozellikle, yukarida verilen 32 dakika plani hemen suya di-
suyor. Cunku plan, Cisinin (Usta 2 tarafindan) A ve B isleri
tamamlandiktan sonra baslamasini éngoérayor, halbuki ki-
sitlama tablosu, D, E ve A isleri bitmeden C'nin yapilamaya-
cagim soyltyor. Calisma planinin tekrar gézden gecirilmesi
gerektigi asikar. Bir ¢cok dene ve gér uygulamasindan sonra
sirket sonunda “standart” olarak benimsendigi, asagidaki
tabloda karar kiliyor:

Usta 1 1 A I B I I I H I
Sire 7 7 8 8
Usta 2 IDIFIGIEI C ! J !

Sire2 2 2 2 3 7 18



Eger kontrol ederseniz, biutln pratik kisitlamalara uyul-
dugunu ancak ne yazik ki, ilk beklenenden 2 dakika daha
fazla slire, 34 dakika aldigini gortrstnuz.

Buna karsin son derece kabul edilebilir bir plandir; ¢ln-
kt, zaman israfini énlemek icin sirketin benimsedigi, asagi-
da verilen iki kurala da uymaktadir.

Kural 1. Hicbir montaj ustasi, yapabilecegi bir is varsa,
bos kalamaz.
Kural 2. Baslanan her is en kisa strede tamamlanmalidir.

Bu plan bir siire icin, yaklasan Noel zamani ile birlikte ge-
len ek siparisler yigiimaya baslayana kadar, ¢ok iyi is gordd.
O zaman sirket, Uretimi artirmak amaciyla, zaman-hareket
incelemesi yapacak bir verimlilik uzmani ¢agirdi. Planlamayi
gelistirmek i¢in birkag basarisiz girisimle sayfalarca kagit is-
raf ettikten sonra, verimlilik uzmani Gretimde istenilen arti-
sI saglamak icin elektirikli aletler kiralamayi 6nerdi. Bu alet-
lerin kiralanmasi hayli pahali da olsa, her bir is, el aletlerine
kiyasla, bir dakika daha kisa surede tamamlaniyordu.

Yapilacak 10 ayri is oldugu ve her birinden bir dakika ka-
zanildig icin iki ustadan olusan her ekip icin yaklasik bes
dakikalik bir iyilesme bekleniyordu. Baska deyisle, tek bi-
sikletin montajinda 30 dakika engeli asilmis oluyordu; bu,
sirketin Noel telasini karsilamak i¢cin amagladigi hedefti.

Once, 34 dakikalik “Standard” is diizenine gére calisiima-
ya baslandi, ama isler iyi gitmedi. Eger isciler calisabilecek-
leri bazi surelerde issiz kalmayacaklarsa (bu is verimliligi-
nin 1. kuralinin ihlali olurdu) diizenlemede bazi degisiklik-
ler yapmak kacinilmazdi. Neler oldugunu gérelim. Yukari-
da verilen Standard plan uygulamasinda asagidaki noktada
bir sorun ¢ikti:

Usta 1 1 A 1
Sure 6
Usta 2 IDIFIGIEIC?

Sire 1 1 1 2



Usta 2 standart is planina gére yapmasi gereken C isine 5.
dakika noktasinda baslayamiyordu, ¢inkid Usta 1 hentiz A
isini bitirmemisti (ve A tamamlanmadan énce C baslayamaz-
di.) Usta I'in A isini bitirmesini beklemek 1. verimlilik kura-
linin Usta 2 tarafindan ihlali demekti. Bu durumda Usta 2
yapabileceg@i bir baska is bulmak zorundaydi, yani H veya I.
Verimlilik kurallarini harfiyle uygulamak bdylece, ikili mon-
taj ekibinin tek bisiklet montaj suresini beklenmedik bicimde
35 dakikaya cikarmisti; daha yavas el aletleri kullanarak ya-
pilan sureden bile uzun bir zaman. Bunun nasil oldugunu
tam olarak gormek igin kesin ¢alisma planini tekrar yazalim:

Usta 1 1 A 1 B 1 H 1

Sire 6 6 7

Usta 2 IDIFIGI EI | 1 C 1 J 1
Sure 1112 7 6 17

Verimlilik uzmani bunun ¢ok sagma oldugunu distndi
ve daha kisa is surelerinin avantajini iyi kullanmak icin is
planini tekrar dizenleme uUzerinde biraz disinmenin iyi
olacagina karar verdi. Ancak, ne yazik ki, ne kadar distnse
de yukaridaki 35 dakikadan daha iyi bir plan bulamadi.
Eger sirketin “verimlilik kurallan”na bagh kalinacaksa, bu-
na sasirmamak gerekir.

Umitsiz bir son atilimla kiralanmis olan aletler geri veril-
di ve bu is i¢in daha cok isci kullanilmasina karar verildi.
Boylece yuzde elli daha fazla is¢i alinarak her bisiklet Us-
tinde ¢ montajcinin calismasi saglandi. Sirket bunun mali-
yet acisindan iyi olmadigini fark ediyordu; ancak Noel sira-
sinda bisikletleri acilen piyasaya vermek zorundaydi, bu bir
panik donemiydi. Verimli bir is diizeni bulmak icin biraz di-
stinmeye gerek oldugu acikti, ancak simdi bir bisiklet icin
ideal stire 64/3 (veya yaklasik 21) dakika oldugu igin, ¢ok ve-
rimli olmayan bir planla bile, 30 dakika sinin sikintisizca
astlabilirdi.

Tam bu noktada gercek kabus bas gosterdi. ilk olarak,
her Gg¢ is¢inin de ayni anda montaj ¢alismasina baslama ola-



nag! yoktu; ciinki, daha énce montaj gerektirmeyen sadece
iki is vardi, A ve D isleri. Yeni ise baslayan Usta 3 bu neden-
le goreve, oturup bakmakla baslamak zorundaydi. Umut ve-
rici bir durum degildi bu!

Ancak, daha kotust gelmek Gzere. Verimlilik uzmaninin,
Uc usta kullanarak ve sirket kurallarina uyarak, bulabildigi
en iyi dizen, her montaj icin 32 dakika gerektiriyordu. Bu,
30 dakika hedefinin disinda olmaktan baska, ilk uygulanan
“standart” iki-usta duzenlemesinden sadece 2 dakika daha
kisaydil. Butiun kural ve kisitlamalara uyan en iyi Ug¢-usta
diuzen soyleydi:

Usta 1 1 A 1 B 1 1 1

Sure 7 7 8

Usta 2 iD 1 E 1GI C 1 J 1
Siire 2 3 2 7 18

Usta 3 1 1F 1 1 H 1

Sure 2 2 3 8

Soylendigine gore, verimlilik uzmani, en son, ¢ighk cigh-
0a kosarak oralardan uzaklasirken gorulmusti. Eder baska
bir gercegi bilseydi, bir ugurumun tepesine dogru kosuyor
olabilirdi! Cunkd, ilk verilen “standart dizenden daha da
verimli olan bir iki-usta diizeni bulunuyor. Bu, gercekte, 32
dakika ile sadece ug-usta ekibine verimlilik bakimindan
esit olmakla kalmiyor iki-usta ekibi i¢in de kusursuzca ve-
rimli. Onu bulabilir misiniz? Onu size séylemeli miyim yok-
sa isin zorlugunu anlamaniz icin size mi birakmaliyim?
Vazgeciyorum (isterseniz kopya cekebilirsiniz!) Kusursuz
¢bztm sudur:

Usta 1 1 A 1 B 1 J 1
Sire 7 7 18

Usta 2 IDIEIFI C 1GlI | 1 H 1
Sure 2 32 7 2 8 8



Biraz eglenceli bicimde aktardigimiz bu éykinin cok cid-
di bir yonu var. Bu tur planlama problemlerinin arastiriima-
sina ilk yol agan sorun, anti-balistik roket savunma sistem-
leri icin bilgisayar programlari duzenleme c¢alismalaridir.
Orada, bilgisayarin bireysel 6delerinin bilgisayar verimlilik-
lerini artirarak, calisma surelerini azaltmanin, problemin
tumunun sure bakimindan, otomatik olarak, daha verimli
olmasina yol agmadigi anlasiimistir. Bu askerler icin, endise
verici bir sonuctu.

Tekrar bisiklet firmasina dénersek, gercekten ne yanhs
yapilmist1? Yizeyde her sey, optimum bir program icin ayar-
lanmis gibi goérantyordu. Gergek suglu “verimlilik kuralla-
n"ydi. Bunlar, yolun 6tesinde, beklenmeden ortaya ¢ikabile-
cek, belki de 6nemli problemleri dikkate almadan, ileriyi go-
remeyen bir a¢ goézluluk iceriyorlardi, isgiler ara vermeden
calisma zorunlulugu olan islerle basliyorlar ve sonradan da-
ha acil bir is ¢iktiginda, ara vermelerine olanak olmuyordu.
Eger sadece kiralanmis alet uygulanmasindaki kritik 5 da-
kika noktasinda Usta 2'ye A isinin bitmesine izin verecek 1
dakikalik parmaklariyla oyalanarak bekleme siresi tanin-
saydil. Bu olsaydi daha sonraki planlama duzeni ¢ok farkli
olabilirdi. Ornegin:

Usta 1 1 A 1 B 1 | 1 H 1
Sure 6 6 7 7

Usta 2 IDIFIGIEI 1 C 1 J 1
Sure 1112 1 6 17

Sonucta 30 dakika hedefi asilarak (tam olarak 29 dakika)
mutlu sona varilabilirdi. Battin o panik ve verimlilik uzma-
ninin son delilik nébeti dnlenebilir ve sirket icin Noel zama-
ni parasal bakimdan bir o kadar daha neseli gecerdi.

Daha genel bir baglamda, bilgisayari bir sonraki en ve-
rimli adim igin programlama, codu kez, oldukca kolaydir
ancak onu “ileriyi gérecek” sekilde veya o kisa vadeli kara-
rin istenmeyen olasi bazi sonuclarini éngorecek sekilde
programlamak ise ¢cok zordur. Butun problemlerin bu tur



hos olmayan yoénleri yoktur. Bazilari i¢in bir sonraki en ve-
rimli adim gergekten, butun igin de en verimli olan adim-
dir. Ne yazik ki, daha énemli olan planlama problemlerinin
buiyidk bélimindn artik sag-bas yolduran tirden oldugu
anlasilmistir. Bunlar, mutlak bir anlamda, daha yuksek
zorluk derecesindeki problemlerdir; 6zellikle inatgi olan bu
matematiksel bilmeceler sinifina NP problemleri denilmeye
baslanmistir. Bunlar ilk olarak 1970'li yillarin baslarinda
bir grup bilgisayar bilimcisi tarafindan fark edilmistir ve
aciklamasi, ugrasmamiza degmeyecek 6lciide karmasik ne-
denlerle, gercekte NP, “gerekirci olmayan polinom” yerine
kullaniimaktadir.

Bu problemler, ilke olarak degil sadece uygulamada zor
olan problemlerdir, tike olarak, 6nce, olanakli her farkli du-
rum icin hesaplanarak (bilgisayarla hesaplama daha olasi)
sonra da (eger varsa) verilen kosullan saglayan en verimli
sonug secilerek tam olarak c¢ozilebilirler. Bundan daha basit
ne olabilir? Ancak sorun, en basit olanlar disinda kalan bu-
tin NP problemlerinde farkli durumlann sayisinin akil al-
maz buyuklukte olmasidir. Bunlar i¢cin ginimuziun (hatta
belki de yannm) en gucli bilgisayarlan bile o kadar uzun
bir stre kullanmaktadir ki, asikar gértinen bu ¢ézim yonte-
mi uygulama bakimindan timuyle elverissizdir. Gergekte,
guinumuiz teknoloji dinyasinin ilgilendigi, daha 6énemli NP
problemlerinin cogunun mutlak olarak en verimli olan ¢6zU-
mun( kesinlikle saptamak icin bilgisayarlan yuzyillar boyu
(hatta bazilan i¢in, evrenin var oldugu siireden de uzun bir
zaman) ¢alistirmak gerekebilir.

NP problemlerinin hepsi yeni degildir. Bazilan yillardir
biliniyor ve bircok uygulamali durumda aniden ortaya c¢iki-
yor. Bu birbirleriyle iligskisiz gibi gérinen problemlerin hep-
sinin, matematiksel bir anlamda, ayni ailenin bireyleri ol-
duklan, ilk olarak Toronto Universitesi'nden Stephen Cook
tarafindan, 1971'de fark edildi. Bu, problemlerden herhangi
birisi igin iyi bir ¢c6zim bulmaya yarayan etkili, yaklasik bir
yontemin digerleri icin de gecerli olacagini anlatmaktadir.
Daha 6nce matematikgiler bu problemlerin her birini tek tek



ele alip, her biri igin ayri bir “iyi” ¢ozUm yéntemi ariyorlardi.
Cook'un calismalarindan sonra bilimciler, daha 6nce baglan-
tisiz olan planlama problemlerinin ka¢ tanesinin, kisa sire
sonra NP-tam (veya sadece NP) problemleri olarak adlandi-
rilacak problemler icine alinabilecedini gérmek icin ataga
kalkti. Bu satirlarin yazildigi sirada bir kag yiz kadar bu
tir problem saptanmistir. En Unlilerine bir géz atmak eg-
lenceli olabilir.

Bu problemlerin en tnlist ve medyanin ilgisini ¢cekmis
olani, belki de, gezgin satici problemidir. Bir gezgin satici-
nin Ulkeyi bastan basa dolasip 10 kente ugradiktan sonra
oturdugu kente donecegini varsayalim. Eger izleyecegi yol,
saate en az km olacak sekilde dizenlenirse bu zaman ve
benzin masrafi bakimindan onun yararina olacaktir. Tu-
muyle matematiksel olan bir bakis acgisindan ilk durak ola-
rak bu on kentin herhangi birisi onun emrindedir. Daha
sonra, ikinci durak yeri icin, dokuz sec¢im vardir, sonra se-
kiz vb. Boylece farkli gezi programlarinin toplam sayisi
10! = 3.628.800'dur, Ancak bu rotanin yarisi sadece ters
yonde, yolun éteki yansindan olustugu i¢in dogru sayr 10!in
yarisi veya 1.814.400'dur. Formal olarak bile, bu problem
yeterince korkungtur. Uygulamada, dogal olarak, bu mate-
matiksel olasiliklann bir ¢cogu “sag duyu” kullanilarak red-
dedilecektir. Saticimiz ideal gezi programini, buyuk ihti-
malle, kiucuk sayida daha akla yakin olasiliklari dikkate
alarak saptayacaktir.

Eger kentlerin sayisi daha fazla olursa 6rnegin, ABD'nin
48 eyalet baskenti s6z konusu olursa ne olur? Simdi prob-
lem c¢ok fazla bilgisayar suresi gerektiren, ¢cok zor bir hale
gelmistir; ancak tam ¢6zimu yillardir bilinmektedir. Satici-
nin bir baskentten yola ¢ikip yol boyunca 47 baskenti dola-
sip ilk baskente, déndugunt dusunelim. Hi¢ dusinmeden
problemin birbirinden farkl 47!in yarisi kadar yani 1,3 x
10® rota icerdigini sdyleyebiliriz. Saniye'de bu tir bir mil-
yon islem yapabilen bir bilgisayar kullanirsak islemi ta-
mamlamak, yaklasik 4 x 105yil, veya evrenin yasinin 10%
kati kadar zaman alacaktir. Burada sagduyunun buyuk



yardimi olacagi aciktir ve gercekte ilk olarak 1948'de elde
edilen ¢6zim, bu boyuttaki bir satici problemi icin kesin en
iyi yolu saptayabilen 6zel bir lineer programlama yéntemiy-
le bulunmustu; bu sonucun acgiklanmasi gezgin satici tarihi-
nin sanki bir donim noktasi olmustu. Birka¢ yiz konumla
ilgileniyorsak ne olur? Baska hicbir ek kisitlama getirilme-
se bile problem artik giinimuz bilgisayarlarinin kesin ¢o-
zum kapasitelerini asmaktadir.

Gezgin saticimizi birkag ytz kent dolasacak sekilde prog-
ramlamak onun icin zor olsa da bu boyutta sayilar iceren
benzer problemleri diistinenler icin bu zor degildir. Ornegin,
parali telefon kullibelerinden veya satis makinelerinden,
hatta parkmetrelerden para toplamak bizim en verimli
planlama amacimizi zorlayabilir. Daha teknik bir dizeyde,
son derece daha karmasik olan telefon ¢agrilarini yénlendir-
me problemi dustintlebilir. Bu problem giinimuzde, milyon-
larca konumdan yapilan milyonlarca telefon konusmasindan
baska, yogunluk veya ariza durumlarinda, eger olanak var-
sa, farkli rotalar planlamayi da igerebilir. Bu tur bir NP
probleminin daha iyi bir ¢6zimu telefon sirketi icin milyon-
larca dolar tasarruf demek olabilir.

Cok ilgi ¢eken bir baska zor problem ya da NP problemi
de, bidon paketleme denilen problemdir. Belirli bir sayida
birbirinin ayni bidon ve oldukga farkli bigimlerde bir yigin
paket oldugunu varsayalim. Butin paketleri, bidonlar icine,
disari tasmadan, koyabilmek igin en az ka¢ bidona gerek ol-
dugu sorulabilir. Burada da, temel problem, ayni tirden bi-
yUk bir grup problemin bir 6rnegidir; bu problemler, farkh
uzunluktaki televizyon reklamlarinin bir dakikalik zaman
araliklarina goére siraya konulmasi veya ev yapiminda kulla-
nilan kalaslarin farkli uzunluklardaki parcalara bicilmesi
gibi daha cagdas problemleri de icermektedir. Baska drnek-
ler bulmak da kolaydir; érnegin, kargo ytkleme, ambar de-
polama ve bitce planlama.

Bidon doldurma problemleri, gercekte, daha 6nceki plan-
lama problemlerinin ters gevirilmis seklidirler. Belirli bir sa-
yidaki is¢inin, verilen bir isi, bazi sinirlamalar uyarinca, en



cabuk nasil tamamlayacaklarini sormak yerine simdi bir isi,
belirli bir siirede bitirmek i¢in en az kag is¢inin gerektigi so-
rusuna, matematiksel bakimdan yakin olan bir soru sor-
maktayiz. Bunu bidon doldurma lisanina gevirdigimizde bi-
donlar iscilerin yerini alir, paketler de tamamlanmis isi
olusturan is 6geleridirler. Oyleyse bidon doldurma da bir NP
problemidir ve bu nedenle de, mutlak olarak en iyi dizeni
bulma anlaminda, ¢6zimi zor olan bir problemdir. Aynca,
bu konuda asikar olan ve genelde cok fazla zaman isteyen,
olanakl butun duzenlemeleri (en azindan ilke olarak) tek
tek kontrol etme ydntemi disinda, kesin ¢6zim veren her-
hangi bir yontem de bilinmemektedir. Ornegin, eger bir mil-
yardan (109 kuguk olan ve toplamlari da 50 milyardan biraz
kucuk olan rasgele secilmis yuz sayi verilirse ve sonra da
bunlarin bes milyar kapasitesi olan 10 bidona yerlestirilip
yerlestirilmeyeceginin saptanmasi sorulursa bu, giniimuz
dunyasindaki toplam bilgisayar kapasitesini asmaktadir. Bu
durum inanithrhgi zorluyor gibidir; ¢ciinki sadece 100 sayi-
dan (veya paketten) stz ediyoruz ve bundan ¢ok daha kar-
masik bidon problemleri oldudu kesin. Ancak, gezgin satici
probleminde sadece birka¢ dizine (veya en fazla birkacg yuz)
kentten s6z ediyorduk.

Bidon paketleme probleminde yaniti bulmak igin denene-
cek olanakl duzenleme sayisini bulmak ozellikle kolaydir.
Ornegin, eger sadece A ve B bidonlarimiz ve iki paketimiz
(a ve b) varsa olanakli diizenleme sayisi dort ya da 24dir: (1)
a'yil A'ya, b'yi B'ye koyabiliriz; (2) b'yi A'ya, a'y1 B'ye koyabi-
liriz; (3) a ve b'yi A'ya koyar, B'ye bir sey koymayiz; (4) a ve
b'yi B'ye koyar, A'ya bir sey koymayiz. Eger U¢ paketimiz ve
2 bidonumuz varsa, kombinasyon sayisinin sekiz veya 23ol-
dugu hemen bulunabilir, doért paket ile toplam 16 veya 24
kombinasyon vardir. Bu sayilarin dizeni bir genellemeye
isaret ediyor gibi ve bunun gercekten dogru oldugu ortaya
cikiyor. Yani, n paket iki bidona, 2” yolla konulabiliyor. Eger
U¢ bidon varsa bu sayi 3° oPuyor vb. bdylece en genel sonug, n
paketi N bidona koymanin N" sayisi kadar farkli bigimde ya-
pilabilecegi seklindedir.



Butln evrende toplam 105atom olduguna gére, 75 pake-
ti 10 bidona koyma probleminin evrendeki atom sayisi ka-
dar olanakh ¢6zumui var demek oluyor. Yukarda verilen,
ylz saylyi 10 bidona koyma probleminin, artik bildigimiz
gibi, 101 (bazilari bu sayiya gogol diyor) olanakl ¢éziimii
var ve simdi problemin karmasikligini daha iyi anhyoruz.
Gogol, katrilyonlarca evrendeki toplam atom sayisindan
daha blyuk bir sayidir. Bilgisayarlarin kapasiteleri konu-
sunda yukarida sdylenenlerden sonra, hicbir bilgisayarin,
bu problemi hicbir zaman c¢ézemeyecegi asikardir (hatta
hayal edilebilecek en hizli ve verimli, gelecegin bilgisayari
bile). Cok temel ve blyuk bir matematiksel gelisme yardi-
ma gelirse durum degisebilirse de simdilik ufukta boéyle bir
sey gorinmuyor.

Oyleyse ne yapilabilir? Vaz mi gececegiz? Kesinlikle ha-
yir! Sadece biraz daha algcakgéndlli olup, eger mutlak en iyi
¢6zUmu bulmak icin tutarh bir yontem bulamiyorsak, hig ol-
mazsa en iyiye yakin olan bir yanit verecek daha basit bir
ydntem bulmaya calisacadiz, diyoruz. Bize gereken, “algorit-
ma” yontemidir. Bu yontemde bilgisayar bilimcileri problemi
¢6zmek icin makineye, adim adim izlenecek bir dizi talimat
verirler. Daha dogrusu, bize gereken “iyi bir algoritma”dir;
¢unku olanakl her ¢cézumu hesaplayip, hepsini tek tek kont-
rol etmek seklinde bir “kdtt algoritma”miz zaten var.

Algoritmalar bakimindan “iyi” ile “k6tl” arasindaki fark
sureyle ilgili bir seydir. Ozellikle n paketle ilgili bir problem-
de bilgisiyar stresi Uslere gore artiyorsa (yani, bir sayinin
n’inci kuvveti gibi artiyorsa) algoritma kotudir. E§er paket-
lerle ilgili bir problemde, paket sayisiyla ilgili olan sure bu
tur, Uslere gére artma icermiyorsa algoritma iyidir. Ornegin,
eger gereken slire sadece n'ye (veya, hatta n'nin bir kuvveti-
ne) orantili ise 0 zaman n makul degerlere yukseldiginde
(6rnegin, yuzlere veya binlere) ¢éziim icin gereken siire kotu
algoritmalarda oldugu gibi, korkung bir hizla “patlamaz”
Bdylece iyi algoritmayla n-merdiveninde, akla uygun bir su-
rede (ve daha kabul edilebilir bir masrafla), kétt algorit-
mayla cikabileceginizden, daha yukariya cikabilirsiniz. Bu-



nu, farkh iki algoritmayi kiyaslayarak daha iyi degerlendi-
rebiliriz. Birisinin n2gibi degistigini (yani tanimimiza goére
iyi bir algoritma) digerinin de 2” gibi degistigini (kotu bir al-
goritma) varsaydim. Hangi anlamda iyi ve kotu olduklari,
100 paket iceren bir bidon doldurma problemini kiyaslaya-
rak acikca gorulebilir. Bu durumda, bilgisayarin ¢alismasini
tamamlamasi icin, kotl algoritma, iyi algoritmanin “21Dbolu
1002 kati kadar fazla zaman gerektirir. Bu, 105 kat daha
uzun bir stre. Baska deyigsle iyi algoritmanin bir saniyede
basardigi seyi, kétl algoritmanin basarmasi icin milyar kere
milyar yildan daha uzun bir stire gerekmektedir.

“lyi” algoritmalar, mutlak en iyi olmasalar da ona yeterin-
ce yakin bir “planlama” veya paketleme dizeni bulma baki-
mindan sadece kabul edilebilir bile olsalar, buyik 6nem ta-
sirlar. Planlama duzeni igin sikga kullanilan iyi algoritma-
lardan birisi “kritik izlek” denilen yontemdir. Temel fikir,
her adimda bir sonraki adimda yapilacak “en acil” isi segme-
ye calismaktir. “En acil’den kastedilen ise, yapiimamis isler
zincirinde, tahsis edilen surelerden en fazla suresi kalmis
olan zinciri baslatan istir. Daha ilerde “dar bogazlara” yol
acmaya en yatkin olan bu tir islerdir. Boyle bir kriter, ger-
cekte bolumiin basinda vermis oldugumuz bisiklet montaji
orneginde bizi nihai ¢éziime goturmektedir. Ote yandan, her
zaman nihai ¢6ziime gotirme givencesi de vermez; hatta
bazi 6rneklerde, ¢ok kot sonuclara goturtr, o él¢ude ki,
mutlak en kotl ¢dézumi verdigi bazi 6rnekler bile olusturu-
labilir. Genel olarak, isler arasinda zaman siralamasi kisit-
lamalarinin en az oldugu problemlerde en iyi sonucu verir.

Bidon doldurma baglaminda olanakl en basit algoritma-
lardan birisi “ilk sigan” yéntemidir. Bunda 6nce, bidona ko-
nulacak paketleri buyukluklerine gére siralariz. Daha sonra
paket dizisi boyunca, buyukten baslayarak, sirayla her bido-
nu alabildigi kadar paketle doldurulup bir sonraki bidona
geceriz; ancak daha sonraki bir asamada, daha 6nceki bir bi-
dona sigabilen kictk bir pakete gelindiginde, bunu, énceki
bidona koyariz. Buna 6rnek olarak, “buyuklukleri” 10, 9, 8,
8, 6, 6, 5, 5, 3 (toplam buyuklik 60) olan paketleri, kapasite-



si 20 olan bidonlara doldurma isini ele alalim. Gereken en
az bidon sayisi U¢ oldugu halde bu ideal minimumla yetinen
bir ¢cézimun var olma guvencesi yoktur.

Tlk sigan yontemini uygulayarak, 10 ve 9 paketlerini ilk
bidona koyariz. Bundan sonraki paket 8'dir ve ilk bidon igin
fazla buyutktur, o zaman ikinci bidona gider, bir sonraki 8 de
dyle. Birinci 6 paket tcuncu bidona gider ve boylece paket
dizisi boyunca ilerleyerek dort bidon gerektiren “¢6zim”u
buluruz.

3 5
9 8 6
10 8 6 5

N

Bidon 1 Bidon 2 Bidon 3 Bidon 4

Fena degil! Acaba 3 bidonlu bir ¢6zim var mi? Evet, bu
problem icin var; o da soyle:

5 3 6
5 8 6
10 9 8

Bidon 1 Bidon 2 Bidon 3

ilk sigan yénteminin olanakli en iyi dizenlemeyi verdigi
olur mu? Yanit evet'tir. Bunun bir 6rnegi, bayutklukleri
14, 10, 8, 7, 6, 6, 4, 3, 2 (toplam buyuklik yine 60) olan pa-
ketleri yine 20'lik bidonlara yerlestirmektir. Bu durumda ilk
sigan yontemi kusursuz doldurmaya yol agmaktadir:

3

2 4

6 8 6
14 10 7

Bidon 1 Bidon 2 Bidon 3



Bu yéntem, genellikle, ¢ok sayida bidon iceren problem-
lerde en iyi ¢6zimden % 22 kadar fazla bidon gerektirir. Yi-
ne de bazi durumlarda, ilk sian paketlemesinde “bisiklet
benzeri” durumlarla sikintiya disulebilir. Ornegin, bu algo-
ritma kullanildiginda bazi paketler problemden ¢ikarildigi
halde daha da fazla bidon gerektiren ¢rnekler bulunabilir.
Bu tur NP-tam problemlerin “iyi” algoritmalardan hoslan-
madiklari ve olanak bulurlarsa onlari kizdirmak igin isbirli-
gi yaptiklari anlasihyor.

NP-tam problemleri igin, bilgisayar algoritmalari konu-
sunda, belki de, en buyuk ilerleme New Jersey'deki AT&T
Bell Labarotuvarlan’ndan Narendra Karmarkar tarafindan
1984'te aciklanmistir. Kesin ¢oziime gdturmese de, olanakli
en iyi yaklasik ¢ozimui bulmak icin gereken streyi énemli
6lgide azaltmaktadir. Ayrica, daha 6nceki en iyi algoritma-
ya (1947'de George Dantzig adinda bir matematik¢inin gelis-
tirdigi simplex yontemi) kiyasla, getirdigi iyilestirme, prob-
lem buyudukee daha da ¢arpici olmaktadir. Bunun sonucun-
da, Karmarkar'm asamasi sonrasi “ulasilmaz” gibi gérulen
bir ¢cok probleme artik ulasiimaktadir.

Bu carpici gelisme kisa surede telefon islerinde uygula-
maya konuldu; milyonlarca yerden gelen milyonlarca telefon
konusmalarinin rotalari artik bu algoritma yardimiyla sap-
tanmaktadir. Bununla ilgili problemler eski simplex algorit-
masinin kapasitesinin ¢ok dtesinde karmasiklik iceriyorlar-
di. Bu ydontemin telefon sirketine sagladigi parasal tasarruf
¢cok buyuktur. AT&T, Karmakar'in algoritmasinin farkl uy-
gulamalarinin patentini almistir ve bu basari Karmakar'a,
simdiden uluslararasi bilim toplulugundan iki énemli 6dul
getirmistir. Yontem hala “cilalanmaktadir”; ayrintilari gide-
rek daha incelikli hale getirildik¢e onun daha da gelisecegi
kuskusuzdur.



X1, Bolim
Bir Teneke Kutunun icinde Kag Top
Sallayabilirsiniz?

Ayni buayuklukte, belirli sayida bircok topu alip, kip bigi-
minde bir teneke kutuya koyun. Onlari yavasca sallayin ve
kaptaki diizeylerini 6lgun. islemi tekrarlayin ve tekrar 6l-
¢un, ...., ve tekrar. E§er sallama tam olarak yapilirsa bu di-
zeyin hig¢ degismedigini hemen fark edersiniz, her ne kadar
toplarin her seferinde kesin olarak ayni dizen ig¢inde olma-
lar1 akil almaz gelse de. Ancak yine de bu, gercek yasamda
iyi bilinen bir durumdur; yarim kilo kahve iceren bir kutu-
nun hacminin tam belirli olduguna sadece bakkal degil mus-
teriler de inanir. Bakkal da, musteri de bunun nasil hesap-
lanacagini bilmezler; ama yolda karsilastiklari matematikgi-
nin bildiginden emindirler. Matematikle ugrasanlarin yete-
neklerine duyduklari given dvgliye degerdir, ama ne yazik
ki yersizdir. Cunkl dinyadaki hicbir matematikgi de bunun
nasil hesaplanacagini bilmiyor!

Aradigimiz, belirli bir hacim icine kireleri en iyi nasil
yerlestirecegimizdir; bu baglamda en buyUk “paketleme ora-
nindan s6z ederiz, bu oran toplarin kutuda kapladiklari ni-
hai hacmin kutunun hacmine oranidir. Bu orana f dersek
toplar arasindaki kacinilmaz bosluklar da fden geriye ka-
lan, 1 —f oranidir, dyle ki bu iki b6limun (dolu ve bos) topla-
mi |'dir. Matematikgi icin sdyledigimiz de, ¢ boyutlu uzay-
da kurelerin en yogun bicimde dizenlenmesi durumunda f
sayisin degerinin ne olacagini hentiz kimsenin hesaplamayi
basaramamis olmasidir; kirelerin bu durumuna “rasgele yo-
gun paketleme” diyoruz. Rasgele paketleme i¢in uygun bir
matematiksel betimleme bile olmamasi daha da Uztcu. An-



cak yine de, deneyler, f sayisinin var oldugunu, oldukca da-
kik sekilde hesaplanabilir oldugunu ve yaklasik f = 0,64 ol-
dugunu gostermektedir.

Simdi, soruyu biraz degistirdigimi dtstinelim. Toplari sal-
lamak yerine onlari rasgele degil de tekrarlanan bir diizenle
yerlestirsem ne olur? Golfya da bilardo toplariyla yapacagi-
niz birka¢ dakikalik bir deney ¢ boyutta, ¢zellikle verimli
olan bir diizenli yogun paketlemenin var olduguna sizi ikna
edecektir. Bu, savas anitlarindaki top mermisi yiginlarinda
veya meyva reyonlarinda sikga goriilen diizendir. Once diiz
bir ylizey tGzerine her biri dider ikisine degecek sekilde Ug¢
kire konulur. Bunlarin merkezleri bir eskenar tcgen (ke-
narlar esit olan, agilan 60° olan ti¢gen) olustururlar.

Her yeni kireyi, daha 6nce konulmus olan kirelerin en az
ikisine degercek sekilde koyarak paketlemeyi strduririz.
Bu yolla, bir kiire katmani elde ederiz; bu kiirelerin her biri,
(vaktimiz veya topumuz veya sabrimiz yetmedigi i¢in) pa-
ketlemeyi durdurdujumuz en “distaki” kiireler harig, baska
alti kiireye degmektedir.

Simdi bu birinci katin Gstine ikinci bir kat kire yerlestiri-
riz; bu kireleri, ilk kattaki kiure t¢genlerinin biraktiklan cu-
kurluklara koyanz. Bitmis ikinci kat, birinci katin aynidir,
ancak yatay olarak biraz kaymistir, yani herhangi iki kire-
nin merkezleri dikey olarak Ust Uste degildir. Ayni sekilde,
cukurluklann icine yeni kureler koyarak baska katmanlar da
insa ederiz ve sonunda tam bir U¢ boyutlu, dizenli yigin orta-
ya cikar. Buna “6n merkezli kiibik” paketleme denir ve biraz
cebir ve geometri kullanimi ile bunun paketleme orani olan f
icin pi bold 18'in karekdku sayisini buluruz. Bu basi
0,74048... olan irrasyonel bir sayidir. Oyleyse bu depolamada
toplar, var olan boslujun nerdeyse % 75'ini dolduruyorlar.
Bunun, duzenli bir paketleme ile elde edilebilecek en yogun
(yani en biyuk f degeri) paketleme oldugu bilinmektedir; is-
pati da 1831'de Gauss tarafindan yapiimistir.

Bunun rasgele yogun paketleme i¢in elde edilen deneysel
0,64 degerinden Ustunltgu etkileyicidir; dikkatli planlama-
nin rasgele bir sallamadan daha basanli olmasi da sasirtici



degildir (ancak orijinal problemde f = 0,74’e varilmasini en-
gelleyen, buyuk olasilikla, kutunun “sinirlari”dir; ama bu
6zenli siralama icin de gecerlidir). Artik, G¢ boyutta olasi en
yogun paketlemenin f = 0,74048... oldugunu kabul etmek
nerdeyse dayanilmazdir. Gercek, matematikciler disindaki
bilimcilerin bunun dogru oldugunu bildikleri sik¢a séylenir.
Ancak kesin matematiksel ispat bakimindan bu soru yanit-
lanmamistir; ¢iink ¢ok zekice olusturulmus, duzenli olma-
yan (yani kendisini dizgun araliklarla tekrarlamayan) ve
daha yogun bir paketlemeyi basaran bir sistemin var olami-
yacagl kanitlanmamistir. S6z edilen bu yogun, rasgele pa-
ketleme, diizen kendini tekrarlamadigi icin rasgeledir, aym
zamanda da sans eseri (yani “sallama” ile) ortaya ¢cikma ola-
sth@r son derece kicik oldugu icin ¢ok 6zel bir paketlemedir.
En iyi matematikgilerin, kusku 6tesinde kanitlamayi basar-
diklar: tek sey u¢ boyuttaki kiire paketlemesinde, higbir pa-
ketlemenin yaklasik 0,7796'dan buyuk bir paketleme fakto-
rindn f degerini alamayacagidir. Ancak bu sonug, daha ve-
rimli, rasgele bir paketleme yapmaya gercekten ugrasan bir
kimseye pek yardimci degildir, ¢ciinki ispat, bu Ust sinira
yaklasan bir diizenlemenin nasil yapilacagi konusunda hig-
bir ipucu vermiyor.

Bu ficin 0,74048'den blylk bir deder éngdren 6zel rasgele
paketleme olanagini gergekten ciddiye almali miyiz? Bunun
timden sa¢ma bir disince olmadigr en iyi, konumuz bagla-
minda “6pen say1” olarak sevgiyle s6z edilen sayiya biraz
dikkat vermekle gortlir. Open sayi, merkezi bir kiire etrafi-
na birbirlerine ve ortadaki kiireye degecek veya 6pecek se-
kilde yerlestirilebilen ayni boyuttaki kirelerin sayisidir. Da-
ha o6nce, iki boyutta 6n merkezli kibik kafesin ilk katini
olustururken bu sayi altiydi. iki boyutlu épme problemine
yanit bulmak icin golf toplarinin veya bilardo toplarinin ol-
masi t*6rekli degil, cebinizdeki bozuk paralar da ayni isi ya-
par. Bir tanesini masanin dstiine koyun ve digerlerini (ayni
boyutta) onun gevresine, hepsi ilk paraya degecek bicimde
yerlestirin. Ug boyutta, toplar kullanarak deney yapmak uy-
gulama ydénunden bu kadar kolay degildir.



Uc¢ boyutlu 6pme probleminin 1649 yilinda Sir Isaac
Newton ile Iskogyali bir astronom olan David Gregory ara-
sinda Unld bir catismaya konu olmasi ilgingtir. Newton 6p-
me sayisinin 12 oldugunu ileri sdrdyordu (6n merkezli k-
bik dlizende bulunan sayi da budur). Halbuki Gregory, ka-
nitlayamadigi halde, 13'Gnct bir kirenin araya sikistinla-
bilecegine inaniyordu. Bunun temelinde yatan dustince, 6n
merkezli kubik paketlemede birbirlerine defen kirelerin
ortadakinin ¢evresinde, aradaki agikliklarin hepsi ayni yon-
de olacak sekilde déndirdldiginde, ortadaki kiireye dege-
bilecek bir fazla kiireye, yer agilabilecegine dayaniyordu. Bu
yolla acilan aralhigin bir fazla kiirenin sigmasini saglayacak
kadar biayuk olmadi§i ancak 1874 yilinda kanitlanabildi.
Bdylece bu 6pme probleminin dogru yaniti Newton'unkidir;
yani 12.

Bu sonuca karsin bir kag kireyle, 6n merkezli kubik pa-
ketlemeden daha iyi (paketleme yogunlugu bakimindan) so-
nug veren bir kiime yapmaya baslamak olanakhdir. Orne-
gin, dort kureli, her biri diger Gcline degen bir tohum ele
alalim. Bu dort kdre birbirlerine dokunurken merkezleri
“dizgun dort yuzliu” olarak bilinen geometrik cismin kosele-
rinde olacaktir. Bu cisim, birbirinin ayni olan dort Gicgen yu-
zeyden olusur (yani bu bir ¢esit Gicgen piramittir); bu ytzey-
lerin her biri esit kenarl ve esit acihdir. Her kire, diger
UclUne gercekten dediginden, bu, ¢ boyutta, dort kiire icin
en yogun dizenleme olmalidir.

Simdi bu “dértytzIli” tohuma, birer birer, baska kureler
ekledigimizi distnelim. Aranilan tek sey, bu yolla eklenen
her kirenin, baska U¢ kireye degmesidir. Birbirlerine de-
gen dort bilardo topu alip bir besincisini ilave etmeyi dene-
yin; bir sorun yoktur (ancak deneyi gercekten diizenlemek
icin bir yardimciya gerek olabilir). Bu ¢ok guizel. Bunu sir-
duridrsek paketlememin yogunlugunun maksimum olacagi
kesin, daha 6nce s6zinuU ettigimiz gibi en biyuk yogunluk,
f = 0,7796'dir. Oyleyse sorun nedir? Sorun sudur; bunu sur-
durdiaguniizde, her zaman bir sonraki topun belirtildigi gi-
bi eklenemeyecegi bir an gelir. “Buyiliyen” kiimenin belirli



bir asamasinda, ylzey, var olan ¢ klreye defecek bicimde
bir baska kure ilavesine izin vermeyen bir bi¢im alir. Bu
noktaya gelindiginde felaket baslamistir, bdytk hacimli
bosluklar kaginilmaz olarak ziyan olmaktadir, bu da paket-
leme yogunlugunu, carpici bicimde 6n merkezli kibik
0,74’Un altina, deneysel sinir olan 0,64 civarina tekrar in-
dirmektedir.

Bizim gostermis oldugumuz, gercekte, l¢ boyutlu uzayin,
duzgln dortylzlilerle, kiplerle (6rnegin) dolduruldugu gibi
tam olarak doldurulamayacagidir. Uzayi sekilleri ayni olan
bloklari yan yana getirerek doldurma, geometrinin ¢ok eski
ve zor bir problemidir ve dizgiin dértyazli ile karsilasilan
ikilem 2300 yil dncesine, Aristoteles dénemine uzanir.
Onun iddiasi (artik onun yanhs oldugunu biliyoruz) var
olan duzgun bes cisimden (bunlar butin kenar uzunluklari
ve acilan esit olan sekillerdir; bkz. Sekil 12) kip ve dortyiiz-
U birlikte paketlendiklerinde boslugun tam olarak doldugu
yolundaydi.

Kiip Duzgun Dértyuzlu

Duzguin Sekizyuzlu

Duzgun Onikiyuzlu Duzgin Yirmiyuzlu



Duzgun geometrik cisimlerin kesfedilmesi ve bunlann sa-
dece bes tane oldugunun ispati Eski Yunan'in en biyik ma-
tematiksel basarilarindan birisidir. Bunlar Eukleides tara-
findan ayrintilariyla incelenmislerdir. Bu cisimlerin, batun
maddeleri olusturan nihai parcaciklar (ya da atomlar) olabi-
leceklerini ilk ileri stirenin Plato oldudu saniliyor. Aristote-
les, Plato'nun argimaninin gercekle bagdasmadigini, ¢inki
bu temel Gg¢ boyutlu bes sekilden yalnizca ikisinin birleserek
boslugu, aralik birakmadan doldurduklarini sdyledi. Aristo-
teles’in distncesine gore aralik bosluk demekti ve dogada
bosluk olamazdi. Bilmeden, bir kutuya doldurulan toplarla
ilgili bir hata yaptigini fark edemedi! Aristoteles bu hatayi
yaptiktan sonra ortaya ¢ikan kargasanin duzeltilmesi 18
yluzyil aldi. Ondan sonra bile Aristoteles’in yanlisi, varligini
farkli bicimlerde, uzun zaman surdurdi, bircok bosluk dol-
durma probleminde cirkin yGzunu yillar boyu gostererek ka-
falari karistirdi, bircok geometriciyi zor durumda birakti.

Peki, kure paketlemede bu bizi nereye géturtyor? Goru-
len o ki, bir sonraki adimi en verimli yapmaya calisan (ge-
lecekteki sikintilari dikkate almadan) “acgézIlu algoritma”
bazi bakimlardan, son bdlimdeki bisiklet montaji proble-
minin ilk ¢ézimlerine benzemektedir ve onunla ayni kade-
ri de paylasir. Matematikgciler hala (ve yogun rasgele pa-
ketlemeler, sivilarin ve camlarin atom duzenlemeleri konu-
sunda fiziksel sonuglara yol a¢tigi igin de bilimciler) ktrele-
ri f = 0,74048den daha verimli olarak rasgele paketleyecek
bilgisayar algoritmalari bulmaya calisiyorlar ancak, maale-
sef, henliz basaramadilar. Artik, doganin, belki de, dogru
yaniti biliyor olabileceginin kuvvetle olasi oldugu disuni-
lGyor, ¢unkd doganin f = 0,64 degeri, en gelismis bilgisa-
yarla bile elde edebildigimiz en iyi deder. Ancak yine de bir
matematiksel ispatin kesinligi hala yok. Fizikgiler ve kim-
yacilar yaniti “biliyorlar” ama matematikgiler kapiyi biraz
aralik birakmak zorundadirlar.

Ayrica, matematikgciler, dogalari geregi, bundan fazlasini
da yapmak istiyorlar. Oyunu neden bir, iki veya ¢ boyutla si-
nirliyoruz? Eger kendimizi, ona “bakmaya” ayarlayabilirsek,



daha fazla boyutlu bir dinya bizi sasirtmak ve bizimle oyna-
mak icin orada bekliyor. Ug boyutta 6pme problemi (yani or-
tadaki bir topun c¢evresine, her biri ona degecek sekilde toplar
yerlestirmek) zordu, bu is dérdinci boyutta, en azindan pra-
tik bakimdan, daha da sorunludur; ¢unku, besinci, altinci ve
hatta boyut ailesinin daha yuksek tyeleri sdyle dursun, ¢cogu-
muz daha boyle bir boyutun varhgiyla ugrasmaktayiz.

Matematikgciler bu bakimdan bizden cok daha sanslilar;
cunkid bu daha yuksek boyutlar (6zellikle de daha yuksek
boyutlu kireler), sa§ duyumuz icin zor olsalar da matema-
tiksel olarak ifade edilmeleri gorece daha kolaydir. Ornegin,
ogrencilik doneminde biraz cebir ve grafik ¢cizme goérmis
olanlar bir ¢cemberin denklemlerinin x2+ y2= 1 oldugunu
belki animsayabilirler. Bunun anlami sudur: Eger bir grafik
kagidi alir, y degerlerini bir eksen Ustiinde (“kuzey” dogrul-
tusu diyelim) ve x degerlerini buna dik olan bir baska eksen
Ustinde (“dogu” diyelim) isaretlerseniz, o zaman denklemi
saglayan x ve y degerleri;

x=1y=0;x=V(12) ,y=f(vZ) ;x=0,y=1

ve bunun gibi sayisiz bagka cift, merkezi x = 0, y = Oda, ya-
ricapi 1olan bir cember “cizerler”. Eger bu notasyona yaban-
ci iseniz, kendiniz deneyiniz. U¢ boyutta, “yukan”yi temsil
edecek bir baska eksene gerek var. Eger buna z ekseni der-
sek, merkezi x =y =z = 0 noktasinda olan 1 yancaph kure-
nin denklemi x2+ y2+ z2= 1'dir, buna “birim” kiire denir. Co-
gumuzun ¢ boyutlu kagidi olmadigdi icin bunu dogrulamak
biraz daha zordur, ancak béyle olduguna giivenin. Ancak bu-
rada bir diizen gérmeye basladik. Eger dérdinci bir boyutu-
muz varsa ve ona w diyorsak, o0 zaman w2+ x +y +z =1
denklemiyle tanimlanan nesneye (onu dort boyutlu bir kagi-
da cizersek) “dort boyutlu birim kure” demek tutarh olur.
Daha yuksek boyutlara gikarken sonunda harfler tukenir bu
nedenle “eksenleri” xx x2 x3 x4....xn ..., olarak adlandirmak
daha uygundur, bu yolla eger ylz boyutlu bir kiirenin denk-
lemini yazmak istiyorsak onu kolayca yazabiliriz.



X1 +X2+X8§ +X4 +mme+Xi8 +X99 + Xio0= 1

Bununla ne yapacagimizi bilmeyebiliriz ancak énemli
olan bu degildir. Onemli olan, 6rnegin, dort ya da yuz boyut-
ta 6pme sayisi probleminin artik bir cebir problemine donus-
mus olmasidir ve matematikgilerce bulunacak kesin bir ya-
niti vardir. Géruluayor ki, paketleme problemleri matematik-
sel olarak iyice tanimlanmis ifadeler gerektirmektedir ve
arastirilacak konulardan birisi de budur. Bu yolla, bizi bol-
gesel tg¢ boyutlu fiziksel diinyaya kapatmis olan zincirleri ki-
rarak sorgulayip arastiracagimiz ¢ok boyutlu bir Eukleides
evrenine agilinz. Artik, n boyutlu uzayda (n istenildigi ka-
dar buyuk olabilir) birim klreyi veya topu tanimlayabildigi-
mize gore, “Hangi boyuttaki Eukleides uzayinda birim kdre-
nin hacmi veya yizeyi en buyuktur?” gibi sorular sorabiliriz.
Bunun gerektirdigi matematik, ¢cogumuzun uzami disinda
olsa da bunun belirli bir yontemi vardir ve yamt, hacim igin
n =5, ylzey alani icin n = 7'dir. Daha buyuk boyutlar i¢in
hacmin giderek kigculmesi ve n sonsuza yaklasirken hacmin
de sifira yaklasmasi ¢ok sasirticidir. Sonsuz boyutlu birim
topun hacmi sifirdir. Bu limit bélgesinde beysbol veya kriket
oynamak ¢ok zor olsa gerek!

Cok boyutlu uzayda kireyi yogun paketleme arayisinda
ilk 6nce “kafes paketleme”, yani bir sekilde tekrarlanan bir
paketleme diizenini, ele alirsak isimiz biraz kolaylasir. Oy-
leyse en kolay paketleme dizeni, her kirenin, merkezi bir
“kafes noktasina” gelecek sekilde konulmasiyla saglanir. iki
boyutlu uzayda bu kafes noktalan, m ve n tamsayi! olmak
Uzere, X = m, y = n noktalandir; bunlar bir dama tahtasin-
daki karelerin kdse noktalarini olustururlar. Bu kafese D2
denilir ve Sekil 13 (a)da gosterilmistir. Bunun paketleme
oraninin 0,785398... (tam degeri n bola 4'tir) oldugunu ko-
layca hesaplayabiliriz. Ancak iki boyutta, bunun en yogun
paketleme olmadigini biliyoruz. En yogun paketleme Sekil
13 (b)de gorulen, dikkatle dizenledigimiz portakallann veya
top gullerinin tabanini olusturan duzgin altigen paketleme-
dir. Elementer geometri kullanarak bunun paketleme orani-



Paketleme D, Paketleme L,

@ (b)
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mn 0,9069.... civarinda oldugu gosterilebilir ve “kath kafes”
olarak bilinir. Ornegimizdeki iki boyutlu katli kafes L2sem-
boliiyle gosterilir. Ug boyutlu kath kafes olan L3 katlarinin
Ust Uste konulmasiyla elde edilir; bunu yaparken, uste ko-
nulan katin kdrelerinin, alttaki katin en derin deliklerinde
“yuvalanmasina dikkat edilir. Daha 6nceki portakal yerles-
tirme deneyiminden, bunun 6n merkezli kubik bir kafes
olusturdugunu biliyoruz. Buna L3 diyoruz ve daha 6nce de
belirttigimiz gibi, G¢ boyutta bilinen en yogun kafes paketle-
mesi budur.

Bu katli kafesler olusturma yontemi matematiksel olarak,
dort veya daha cok boyuta genisletilebilir. Ornegin L4 4'Unci
boyutta L3kafeslerinin, en verimli paketleme verecek bicimde
yuvalanarak st Uste konulmasiyla elde edilir. Bunu resmet-
mek nerdeyse olanaksizdir; ¢iinkil beynimiz yalnizca fiziksel
deneyimlerimizin ¢ boyutlu dunyasindaki seyleri hayal ede-
bilir. Ancak matematiksel olarak bu yontem kesin belirlidir
ve L4 Ls L§ ... vb. gibi bir kath kafesler dizisi olusturur.
25'inci boyuta kadar olan kath kafeslerin dzellikleri ayrintili
olarak incelenmis bulunmaktadir. 10'a kadar olan n’lerin her
biri icin bir ve yalmzca bir Lnkafesi olmasina karsin, 14 ve 24
arasindaki n degerleri i¢cin durum farkhidir, I1’inci boyutta 2
kath kafes 12 ve 13'Uncl boyutlarin ikisinde de Uger kafes ve
25’inci boyutta ise tam 23 tane kath kafes bulunmaktadir.



Bu katl kafes Lnlerden, 8'inci boyuta kadar olanlar igin
olanakli en yogun paketlemenin kafes paketleme oldugu is-
patlanmistir ve bu boyutlarda, daha yogun bir amorf (kafes
olmayan) paketleme bulunamamistir. Gercekte kath kafes-
ler, 32'ye kadar olan her boyut i¢in 10, 11, 12 ve 13 disinda
bilinen en yogun paketlemelerdir (bunlarin yazildigi dénem-
de 48inci boyuta kadar olan katli kafes drnekleri hesaplan-
mis durumdadir. 10, 11, 12, 13 boyut i¢cin K paketlemeleri
denilen bir baska kafesli paketleme dizilerinin daha yogun
oldugu bilinmektedir; 32'den biyik boyutlar igin ise yine bir
baska (P paketlemesi) dizen daha iyi sonu¢ vermektedir.
Ancak 8'den buyik olan hicbir boyutta en iyi olan kafes pa-
ketlemenin hangisi oldugu kesin olarak bilinmemektedir,
ayrica katli olmayan yani amorf bir paketlemenin en yogun
oldugu herhangi boyutun var olup olmadigi saptanamamis-
tir. 11, 12 ve 13'Uncl boyutlarda, simdiye kadar bulunan ba-
tin kafes paketlemelerden daha yogun olan amorf paketle-
melerin bulunmus olmasi ilgingtir.

Bell Laboratuvanndaki NJA Sloane’'un, bu alanda calisan
bazi arastirmacilarla yaptigi yeni bir calisma bize buyuk bo-
yutlarin bilinmeyenler okyanusuna kiyasla, bilinen paketle-
me adalarinin boyutu hakkinda bir fikir vermektedir. Aras-
tirmacilar 100.000'e kadar olan boyutlarda matematiksel
paketlemeler olusturdular. Bu bilinmeyen sularda, yeni ka-
fes paketlemlerin yogunlugu, Gcinci boyuttaki paketleme-
nin daha ¢ok boyuta dogrudan bir genellemesi durumunda
elde edilen yogunlugun en az 1040@ katidir, ancak yine de,
genel teoreme gore mimkin olabilecek yojunluga kiyasla,
ioakat daha kiiguktir.

24’Uncl boyut biraz 6zel bir konumdadir. Bu boyuttaki kat-
I kafes paketlemesi olan L2i¢in yogunluk, teorik olarak bulu-
nan Ust limite, 8'den bliylk bitiin boyutlarda oldugundan gok
daha yakindir. (8'inci boyut i¢in en yogun kafes paketlemesini
veren kesin ¢6zUm bilinmektedir). Bu paketleme ilk olarak,
Glasgow Universitesi'nden John Leech tarafindan 1965'te
kesfedilmisti. ilk 24 boyut icin var olan en yogun kafes paket-
leme oldugu nerdeyse kesindir. Bu, ilging bir sonuctur, ¢cinki



simdiye kadar 6pme problemi sadece farkli doért boyut igin ¢o-
zulebilmistir; bunlar, énemsiz olan bir ve ikinci boyutlarla
(6pme sayilari, sirayla, 2 ve 6'dir) 3'linci boyut (6pme sayisil,
daha 6nce verilen, 12) ve 6pme sayisi 240 olan 8'inci boyuttur.

Ulu yiceliklerden asagiya inersek, biylk olgctideki bilgi-
sizligimiz yerinde durmaktadir; hala bir kutunun icinde kag
top sallanabilecegim bilmiyoruz, ne G¢ boyutta ne de daha
bldydginde. Eger kutunun cevresinin bicimini saptar, kiire-
ler yerine de ¢cemberler koyarsak, iki boyutta bile yanitlana-
mayan bir¢ok soru bulunuyor. Hepiniz bilardo oyununun, on
bes topu bir bilardo masasinda tc¢gen seklinde kiimeleyip
bunlari bir vurusla bozarak basladigini sanirim bilirsiniz.
Bu, 15 ¢emberi olanakl en kicik kenar uzunlugu olan esit
kenarli Ucgen bicimde paketleme problemidir ve bu durum-
da ozel “bilardo masasi” paketlemesinin elde edilebilecek en
verimli paketleme oldugunu ispatlamak zor degildir. Eger
ucgenden tek bir top ¢ikarirsaniz ébur toplarin halé birbirle-
rine kenetlenmis oldugunu yani hi¢birinin hareket edemedi-
gini gorarstindz. Bu, sanki 14 topu paketleyen en kiigik Ug-
genin, 15 top paketleyen tggenle ayni boyutta oldugunu ka-
nithyor gibi gérindyor ancak bildigim kadariyla bunun ke-
sin ispati yaptimamistir. Simdi bir top daha ¢ikarirsak ne
olur? Bunu denerseniz kalan 13 topun artik rahatca hareket
edebildiklerini gorarsuniz. 13 top alabilen en kicuk tcge-
nin 14 veya 15 top alandan daha kigUk oldudu anlasiliyor.
Ancak ne kadar daha kicik? En verimli (yani yogun) du-
rumda toplarin dizeni ne sekildedir? Sadece iki boyut ve
birkac degisken iceren bu ¢ok basit durumun bile hala ¢6zu-
lememis olmasi ¢ok sasirticidir.

Daha genel durum igin, birbirinin ayni olan ¢emberleri,
Ust Uste binmeden, belirli sekillerdeki sinirlar icine paketle-
me problemi icin genel bir ¢6zim yoktur (sinir bdlgesi bir
kare veya cember gibi basit olsa bile). Bunlar icin sadece ba-
z1 6zel durumlarda, olanakli en iyi ¢c6zum verilebilmistir; az
sayida ¢cember s6z konusu oldugunda veya cok ozel, ¢ok si-
metrik bazi durumlarda, érnegin, cemberlerin sayisi 4, 9, 16,
25, 36.... vb. gibi tam kare oldugunda bunlar bir kare icine
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paketlemek gibi problemler i¢cin olanakl en iyi ¢6zim verile-
bilmistir. Yanitlarin tam olarak bilindigi durumlarda bile
sonuglar suprizlerle doludur. Ornegdin, cemberleri en kigiik
alanli dairesel bir sinir icine paketleme probleminde 2 ila 10
cember igin olanakli en iyi ¢ozimler Sekil 14'te gosterilmis-
tir. Sekiz veya dokuz ¢ember, igin en yogun paketlemelerin,
tamamen ozgiirce hareket edebilen birer cember icerdigini
goruyoruz. Sag duyu bunu éngérmez ama yine de bu dogru-
dur! Sekil 15 size, 12 ¢cemberin bir cember iginde en verimli
paketlenmesi gibi gérintyor mu? Hayir degildir. Daha iyisi-
ni dusunebilir misiniz? Bundan daha iyi olan ve bazi ¢em-
berlerin sadece iki komsuya dokundugu en az bir ¢6zim var,
halbuki Sekil 15'te her ¢cember en az ¢ komsuya dokunmak-
tadir; yine bir paradoks var gibi.

Bu oyun U¢ boyutta da oynanabilir; kureleri en kii¢tik ha-
cimli kdresel sinir icine paketlemek. Kire sayisinin ¢ok ki-
¢k oldugu durumlar disinda, bu problem hakkinda bilinenler
daha da azdir. Kupleri kupler icine paketlemek ise daha da
zordur; tabii e§er yine kiplerin sayisi tam kiip olan sayilar
(8, 27, 64, 125, ... gibi), veya onlara ¢ok yakin sayilar degiller-
se. Farkl bicimleri farkli sinirlar icine paketleyerek nerdeyse
tikenmez sayida akil karistiran problemler olusturabiliriz.

Bulunabilen az sayidaki tam c¢ozimlerin ¢oguna sahip
olan iki boyuta donerek, Sekil 16'da, yedi cemberin bir kare
icine en verimli bicimde paketlenisine bir g6z atalim. Bu da



inanilmasi ¢ok zor olan problemlerden birisidir. Hatta, oku-
yucunun, arkadaslariyla (daha iyisi dismanlariyla) bu ¢cem-
berleri paketleyecek daha iyi bir yol bulamayacaklari tzeri-
ne girecegdi bir ¢cok bahsi kazanacagindan eminim. Su késede
tek basina kalmis cember her halde daha yakinlara sikistiri-
labilir. Ancak inanin, yedi ¢ember icin daha iyi bir paketle-
me bulunamaz ve siz kazanirsiniz. Bunun ispati ilk defa
1965'te verilmistir.

Son olarak da, paketleme probleminin kareleri, kare sek-
linde bir sinir igine paketleme turtine biraz deginelim. Ke-
nar uzunlugu L olan bir karenin icine olabildigince ¢ok bi-
rim kareyi (yani kenar uzunlugu bir olan kare) Ust Uste gel-
meyecek sekilde paketlemek istedigimizi varsayalim. Eger L
bir tamsayi ise (ona N diyelim) yanit bellidir ve tam paketle-
me (yani paketleme orani f = 1) kolayca yapilabilir. Eger L,
ornegin, N'den biraz daha buyikse 6rnegin, L = N + (1/10)
olursa ne olur? Bu durumda ne yapmaliyiz? Céztum igin ilk
akla gelen, N = L icin tam ¢dzim olan N xN kareyi doldu-
rup, geriye kalan ince serit seklindeki bélgeyi (yaklasik N/5
birim kare) kacinilmayan israf olarak sineye ¢ekmektir.
Gercekten de eder N kiiglk bir sayi ise yapabilece§imiz en
iyi sey budur. Ancak genel olarak daha iyi diizenlemeler bu-
lunabilir, ama ¢ogu problem i¢in en iyi dizenlemenin ne ol-
dugu kesin olarak bilinmemektedir.

Bu sonuca varmamiza izin veren sudur: N'nin bayuk de-
gerleri icin N/5'ten ¢ok daha kuigtik bir alanin israf edildigi
paketlemelerin var oldugu ispatlanmistir. Olanakli en Ki-
cuk kullanilmayan alani N'nin bir fonksiyonu olarak ifade
etmeyi bilmiyoruz; ancak “N2arti ka¢inilamayan israf’ di-
zeninin N'nin 80'den buyuk degerleri igin “en iyi” ¢6zUm ol-
madigi ve N'nin 30 gibi kiiglik degerleri i¢in de, en iyi olma-
yabilecedi yukardaki ispatla saptanmistir. Diger yandan,
bir fazla kareyi “sikistirmak” icin ne yapmamiz gerektigi
konusunda hicbir ipucu yoktur. Daha buyuk sayilar icin
problemin boyutunu kavramak i¢in iIODbirim karenin ke-
nar uzunlugu L = 105clan bir bUytk kare icine guzelce yer-
lestirildigini disuniin. Tam olarak yerlestirilebilirler ve pa-



ketleme oram, f = I'dir. Simdi buyuk karenin kenar uzunlu-
gunu bir birim uzunlugun yuzde biri kadar artirin, yani
L = 105+ 0,01 olsun. Bu niceligin 6nemli olmayacak kadar
kicik oldugunu distintyorsunuz. Ancak bu kagimlamaz,
nerdeyse gérunmez olan ince serit seklindeki kullanilmayan
alan, 2000 birim karedir ve ayrica iI0ODbirim karenin yerleri
akillica degistirilerek, en az 520 (belki, daha da ¢ok) birim
kare daha eklenebilmektedir. Bunun gercekten, en iyi nasil
yapilacagi ise yine hig bilinmemektedir.






XIV. Bolum
Ara Boyutlar

Matematik (6zellikle geometriyle ilgili oldugunda), 20.
yuzyila gelene kadar, ifadelerinde Euclides doneminden beri
stregelen idealist kavramlar kullaniyordu. Egriler (arada,
keskin bir dénemeg disinda) diizgiindii ve klasik bir anlam-
da “terbiyeli” fonksiyonlarla matematiksel olarak ifade edi-
lebiliyorlardi. Egrinin her noktasindaki egimi ve egrilik de-
recesi sorulabilirdi ve makul yanitlar alinabilirdi. icinde ya-
sadigimizi distindigumiz dizenli dinyanin nerdeyse bitin
Ozelliklerinin bu “dlizgtn” egrilerle ifade edilebilecedi kabul
edilmisti. Bunlara “analitik” deniliyordu ve c¢ok 6zellerdi.
Konunun uzmani olmayanlar i¢in bunun anlami asagida ak-
taracagim ucaksavar silahlarla ilgili déykiuyle ¢ok daha iyi
aciklanabilir.

Sicakhga duyarl roketler éncesinde ugaklar: yerde ko-
nuslandiriimis silahlarla dusurmek bir siri matematiksel
bilgi gerektiriyordu. Problem suydu: Hedef hareket halinde
oldugu icin hedef alinacak nokta, mermi oraya vardiginda
ucagin bulunacag! nokta olmaliydi. E§er dogrudan ugaga
nisan alsaydiniz ucagi vuramazdiniz ¢inki, mermi oraya
vardiginda ugak gitmis olurdu. Bu nedenle bir ayarlama
yapmak zorunluydu. Eger ug¢adin hizi biliniyorsa (veya gu-
venilir bicimde hesaplanabiliyorsa) o zaman séz edilen soru-
nu dikkate alacak bir “dizeltme” yapilabilirdi. Sorun ner-
deyse halledilmisti; “buyuk farkla iskalamak” yerine “az
farkla 1skalaniyordu”, ama yine de iskalaniyordu. Yanhs
olan neydi?

Ortaya yeni bir problem cikti: S6z konusu olan ucgaklar
yukselmekte olan ucaklardi bu nedenle de hizlari sabit de-



gildi. Baska deyisle, hizlari artiyordu. Ancak, en azindan il-
ke olarak, ivmeleri de (yani hizin degisme hizi) hesaplanabi-
lir ve bir duzeltme daha yapilabilirdi. Ama hayir! ivme de
sabit degildi ve yeni bir diizeltmeye gerek vardi. Ucaksavar
kullananlar icin battin bunlar ¢ok sinir bozucuydu ve sonun-
da hesaplamayi bir yana biraktilar; yine de insan tstu bir
varlik bu dizeltme surecini durmadan yaparsa, en sonunda
bir isabet kaydedilecegine olan (hi¢ olmazsa teorik olarak)
inanclan sdridyordu. Gergekler géz ondne alindiginda, he-
saplama becerilerinin sinirli olmasina tzulmeleri yersizdi;
cunkd duzeltmeler sonsuza dek surdurilse bile bir yaran
olamazdi. Ornegin, eger merminin ateslendigi anda pilot 63-
le yemegini unuttugunu fark edip dénmege karar verirse he-
defyine kacinlirdi.

Gergek neden sudur: Ugagin ge¢cmisteki hareketinin bi-
tin aynntilan ile bilinmesi bile, onun gelecegdin herhangi bir
anindaki konumunu saptamak icin yeterli degildir.

Halbuki matematikteki butin dizgin (yani analitik) egri-
lerde bu 6zellik vardir; egrinin bir b6luminin tam olarak bi-
linmesi, kalanini da kesin bicimde belirler. Bu nedenle uca-
gin konumunun zamana goére fonksiyonunun analitik olma-
dig1 sonucuna variriz. Matematik, analitik fonksiyonlarla
doludur (cinkl yazilmalan ve hesaplanmalari “kolay”dir)
ama gercek dinyada onlara hemen hemen hi¢ rastlanmaz.
Doga boyle bir betimlemeye uyacak él¢clide basit ve dizenli
degildir. Bulutlar kiiresel, daglar konik, goller de eliptik de-
gildirler, yildiran diiz dogru Usttinde gitmez. Gergekte, doga-
daki nesnelere ne kadar yakindan bakarsak, onlann cogu-
nun “tam anlamda” duzgunlukten yoksun olduklanni o ka-
dar daha iyi fark ederiz. Su anlamda ki, onlara ne kadar
yaklasirsak, onlarin giderek kugtlen duzeylerde ama hep
ayni 6lctide duizensiz olduklanni gérurtz. Bunun belki de en
bilinen érnegdi, Gnll Fransiz Matematikci Benoit Mandelbrot
tarafindan verilmis 6rnektir. Boyutlar arasi duzensizlikler
konusundaki arastirmalara oncilik etmis ve 1967'de “ingil-
tere kiyilannin uzunlugu nedir?” bashkh klasik bir makale
yayinlamistir.



Bir uzay yolcusunun Diinya'ya, Britanya Adalari dogrul-
tusunda yaklastigini dustnin, yaklastik¢a kiyr seridinde
daha fazla ayrinti gorebilecektir. Uzaktan gériinmeyen daha
kicuk koylar ve burunlar giderek belirginlesecek, daha da
yakinlasinca bu koylarin ve burunlarin da kendilerine 6zgi
yapilari oldugu gérulecektir. Kaya sekillerinin ayrintilari
icin metreler gerekirken gakiltaslannin yerleri santimetre-
lerle ifade edilecektir. Sonunda, ejer amacimz insan ¢ildirt-
mak ise, kum taneciklerini de teker teker 6lgebilirsiniz; su-
yun hareketini durdurabildiginizi varsayiyoruz.

Eger Ingiltere kiyilarinin uzunlugu icin yapilan “en iyi”
tahmin de tuhaf bir olgu goze carpar: Bu is i¢cinde kullanilan
cetvel ne kadar kicuk 6lgekli ise tahmin edilen uzunluk da o
6lciide artar. Bu yetmezmis gibi, daha da drkattct bir bas-
ka sey saptanmistir: Cetvel kiguldukge bu dlgimlerin yak-
lastigi bir limit deder bulmak istenirse bu limitin sinirsizca
arttigi (veya baska deyisle sonsuz oldugu) géralmustir. Bu
anlamda, Ingiltere kiyi seridinin, uzunlugu sonsuz hassasi-
yetle él¢tldtginde sinirsizdir, ya da isterseniz, ileri siirece-
giniz her uzunluktan daha uzundur.

Gercekte, Dr. Mandelbrot bu konuya el atmadan énce de
bu gozlem yapilmisti. Uzunluk birimi (L diyelim) kugtldikee
kiyr seridinin uzunlugu sadece sinirsizca artmakla yetinmi-
yor, kuvvet yasasi seklinde artiyordu; yani, n negatifbir sayi
olmak uzere, Lngibi artiyordu. Ornegin, eger n =-1/2 ise, 6l-
¢ birimi her yarilandiginda, kiyr uzunlugu 1/2'nin -1/2'nci
kuvveti kadar artacaktir, bu sayi (kesirler ve kuvvetlerle ilgi-
li cebir kurallarim hatirlayanlar bilecektir) 2’'nin kare koku-
ne esittir. Gunumuzde cebirden ¢ok elektronik hesap maki-
nelerine givenenler, y = 0,5, x =-0,5 alarak yxtusuna basar-
larsa karekok 2'ye esit olan 1,4142... degerini okuyabilirler.
Dunyanin bircok kiyi seridi ve kara sinirlan igin bu n sayisi
dikkatle hesaplanmis bulunmaktadir; n'nin degeri yaklasik
-0,2 olarak bulunmustur; ancak farkli dlkeler icin farkh
(ama tekrarlanabilir gibi gériinen) degerler elde edilmistir.

Bu kiyi seridi veya sinir boyu, analitik anlamda duzgin
olursa n’nin sifir olmasini bekleyebiliriz. Bu durumda, 6lgu bi-



rimi uzunlugu kigtldikege uzunluklar da uygun bir sonlu sa-
ylya yaklasir. Bir ¢cemberin cevresi gibi tek boyutlu bir cizgi-
den de beklenen budur. Mandelbrot'un yaptigi, n kuvveti ve D
ile gosterecegimiz boyut kavrami arasinda 1- D = n seklinde
bir baginti kurmakti. Bir boyutlu Euclides dogrulan i¢cin D = 1
alirsak, beklendigi gibi n = Odir. Ancak sinirlar ve kiyilar igin,
n'nin negatif degerleriyle, D icin 1,23 ve 1,18 gibi degerler bu-
lunur. Bu da ilk defa kesirli boyut kavramini giindeme getirir.

Kesirli boyutlar formal olarak daha 6nce, 1919'da filozof
yazar ve (daha sonra da) matematik¢i olan Felix Hausdorff
tarafindan kullaniimisti ancak, onun ele aldigi nesneler sira-
disi birka¢ geometricinin karmasik beyinlerinin oldukc¢a pato-
lojik Urunleriydi. Mandelbrot ise diinyanin bu tur seylerle do-
lu oldugunu, simdiye kadar bilinmeyen “ara boyutlar” tlke-
sinde hemen hemen butiin gergek diinya objelerini bulmanin
olasi oldugunu iddia ediyordu. Ginimuzde “fraktal” boyut
denilen D sayisi bu objeler hakkinda kesin bir seyler élgmek-
tedir ve D = 1 ve D = 2 limit degerleri de bir ve iki boyutlu
klasik gértinamlerle tutarhidirlar. Dr. Mandelbrot, D degeri
tamsay! olmayan butin sekilleri betimlemek igin, Latince'de
diizgiin olmayan anlamina gelen “fractus”tan turettigi frak-
tallar sézcuguni kullanmistir. Fraktallar, D = 1ve D = 2 ara-
sindaki boyutlarla sinirli olmasa da, biz kolaylik i¢in, énce bu
bolgeyi ele alacagiz. Bu arada Blyik Britanya’'nin Bati kiyisi-
nin fraktal boyutunun yaklasik 1,25 oldugunu da belirtelim.

Buyuk Britanya'nin Bati kiyisinin fraktal boyutu, deney-
sel dl¢timler gerektirdigi i¢in, sadece yaklasik olarak bilin-
mektedir. Fraktallarla ilgili en kesin kavramlar, fraktallara
yol acan basit geometrik yontemler bulgulamakla elde edi-
lirler. Bunlann belki de en basit olani ve fraktal kavramini
gostermek icin en ¢ok kullanilani Koch kar tanecigi denilen
sekildir. Bu ilging sekli elde etmek i¢in bir eskenar tggen
alinz (Sekil 17 (a)). Bunun her kenannda Ug esit aralik isa-
retlenir ve ortadaki bolimler ¢ikanhr. Buralara, kenarlan
ctkanlan uzunluklar kadar olan daha kicuk eskenar ticgen-
lerin iki kenan, konulur; elde edilen, Sekil 17 (b)de gorulen
“Suleyman’in Muhru”dur.



Sekil 17 a, b, ¢ bu islem sonucunda ilk tG¢genin her kena-
rinin yerine bir kirik ¢izgi gelmistir ve uzunlugu ilk kenar
uzunlugunun 4/3 kati olmustur. Bu nedenle, ¢evrenin yeni
uzunlugu eskisinin 4/3 kati olmustur ve diz olan kenar
uzunlugu da eskisinin 1/3 katidir.

@ (b) ©

Sekil 17.

ilk ¢evre uzunluguna PQ kenar uzunlugunda LOdersek,
yeni cevre P, = (4/3) POve yeni kenar uzunlugu = (1/3) LO
olur. Simdi yeni kenarlan kullanarak ayni islemi tekrarlar-
sak, daha da kertikli olan ikingi bir sekil elde ederiz (Sekil
17 (c)). Burada da, yeni kenar uzunlugu eskisinin 1/3 kati
(La = 1/3 Lj), cevre ise yine 4/3 katidir (P2= (4/3) Pj). Gurulu-
yor ki bu sureg, ilke olarak, ad infintum tekrarlanabilir; an-
cak olusan kar tanesini ¢cizmek de ayni dl¢tide zorlasir. Be-
sinci asamadan sonra (yani, P5 L9 tanecigin tst bolumua Se-
kil 18'de gosterilmistir. Sonunda gikintilar o kadar artar ve
kuculur ki artik cizilemezler ve sonsuz limite gidildiginde
“egri”’nin her noktasinda bir ¢ikinti yer alir. Egrinin strekli
veya duzgun higbir blima yoktur; bir “fraktal” olmustur.

Bu fraktalm, limit durumuna yaklasirken aldigi sekli ¢i-
zemiyorsak da, onun hakkinda cok 6zel bir sey biliyoruz.
Onun yapilanma surecinin her asamasinda, ne kadar ilerle-
mis olsak da (yani milyonuncu, milyannci veya trilyonuncu
adimda) (n+l)'inci asamadaki ¢evre uzunlugu Pnd, her za-
man, bir 6nceki asamadaki ¢evre uzunlugu Prnin 4/3 kati,



Sekil 18.

(n+1)'inci asamadaki kenar uzunlugu Lnd de bir dnceki
adimdaki Lnnin 1/3 kati olacaktir. Bu nedenle, n’nin her de-
geri icin Pril= 4/3 P, ve Ll = 1/3 Lndenklemlerini yazabili-
riz. Mandelbrot’'un boyut D tanimina gére, Priyi, ayni za-
manda, bir sabit say! carpi (L1Dve Pndi de ayni sabit sayi
carpi (LHi)Teolarak yazabiliriz. Bu son iki denklemden biri-
ni 6buru ile bolerek “Mandelbrot denklemi” olan

(Pn#/P,) = (Ln¥/L 1D
elde edilir. Ancak her n igin,
P/ Pn=4/3 ve Lrd/ Ln= 1/3
oldugundan, yukardaki denklem bize,
4/3 = (1/3)1D
esitligini verir. Bu denklemin ¢6zim, logaritmik olarak
D =1log(4) / log(3)

seklinde yazilabilir.

Eger log tusu olan bir hesap makineniz varsa D'nin
1,261859...’a esit oldugunu dogrulayabilirsiniz. Bunu, Bl-

yuk Britanya’nin Bati kiyisinin 1,25 olan boyutuyla kiyas-
larsak, anlasilan odur ki, Koch'un kar tanecigi bu kiyidan



birazcik daha “gikintilidir”. Ancak ¢ikintili s6zctugu bu farki
ifade etmege yeterli degildir; cinkU her ikisi de, sézcugun
normal anlamiyla, sonsuz sayida ¢ikintilidir, fraktal boyut
kavraminin énemi de tam bu durumda ortaya ¢ikmaktadir.
Sonsuz ¢ikintili bu egrilerin kesin tanimlanmis bir 6zelligi-
ni, onlari niceliksel olarak kiyaslamamizi saglayacak bi-
cimde ifade etmektedir.

Sekil 17 ve 18deki sekillerin sonsuz ¢ikintili limiti olarak
elde edilen egri, ilk olarak 1904'te Alman matematikci Helge
van Koch tarafindan, incelenmisti. Bu egri, 6zellikleri o dé-
nemin matematigiyle tanimlanamayan, sonsuz uzunluktaki
surekli egriler icin kesin bir 6rnekti. Daha sonraki on veya
yirmi yil icinde bu tirden bircok baska egri bulundu ve tar-
tisildi. Ancak “matematik kurumu” ve akademik toplumun
cogunlugu onlan buyuk bir kuskuyla karsiladi ve “canavar-
lar galerisi”, “patolojik” hatta “psikopat” olarak betimlediler.
Onlari, gergek dunya ile hicbir ilgisi olmayan seytani ¢izim-
ler olarak degerlendirdiler. Ancak ginimiizde bunun ner-
deyse tam tersinin gegerli oldugu anlasiimistir. Fraktallar
dogada her yerde, yaprak ve ciceklerde, nehir yataklarinda,
gol kiyilarinda, atom cekirdigindeki parcaciklarin daginik
izleklerinde, ugsuz bucaksiz gékyuzuni dolduran galaksi
ktimelerinde karsimiza ¢ikiyorlar.

Koch kar tanecigi “diizenli” denilen, yani cizilme kurallari
belirli olan ve hi¢ degismeden tekrarlanan fraktallara bir 6r-
nektir. Dizenli fraktallann bir 6zelligi de sudur: Egrinin bir
bolimUni ne kadar blyttdrseniz bUyttin, egri tam olarak ay-
ni sekilde goriinmeyi stirdiiriir. Bu 6zellige “tam kendi benzeri”
diyoruz. Kiyi seritleri gibi seylerin bu 6l¢tude bir hassasiyetle
kendi benzerleri olmadiklari aciktir. Sadece istatistiksel bir an-
lamda bu 6zellige sahiptirler. Boyle egriler icin fraktal boyutla-
ri tanimlamamiza olanak saglayan da onlarin, ortalama ola-
rak, kendi benzerleri olmalaridir. Bu nedenle, daha az kesin
bir bicimde duzenli olan bu fraktallara “rasgele fraktallar” di-
yoruz. Bunlar buyutildiklerinde ayrintilarda rasgele farklilik-
lar gérinse de, bunlarin disinda ve étesinde, kendine benzerli-
gi strduiren ortalama bir ézellik (yani fraktal boyut) icerirler.



Duzenli baska fraktallar, ilke olarak, kolayca tanimlana-
bilir ve gizilebilirler. Ancak uygulamada cizilmeleri ¢ok zor-
dur. Yine de bilgisayar c¢izim teknikleriyle onlarin, ilk tek-
rarlanma asamalarinin bircogunu kapsayan resimlerini elde
edebiliyoruz. D = 1 ve D = 2 arasinda olan daha blyuk bo-
yutlu fraktallari olusturmak icin, dogru parc¢asini uzatma
asamalarinda uygulanacak ¢izimleri daha karmasik bir bi-
¢imde tanimlamak yeterlidir. Ornegin, bir kare ile baslayip,
her kenarinin ortasindaki 1/3'l0k bélimde bir tGc¢gen yuk-
seltmek yerine bir baska kare yukseltebiliriz. Bayumesinin
her asamasinda bu egri, ¢evresinin uzunlugunu 5/3 kat ya-
par ve kar tanecigi érnegindekine benzer hesaplamalar ya-
parak log(5) / log(3)= 1,46497... veya yaklasik 3/2 degerinde
bir kesirli boyut elde ederiz.

Artik sira D = 2'ye yavas yavas yaklasip yaklasamayaca-
gimiz konusunu incelemeye gelmistir. Eger fraktal boyutlar



kavraminin gercekten bir anlami varsa iki boyutlu alanin
timunt dolduran bir egri var olmalidir. Bu bosluk dolduran
egrilerin en Unlisu ilk olarak 1890'da Italyan matematikgi
Guiseppe Peano’nun 6nerdigi egridir. Onun nasil olusturul-
dugu Sekil 19'da gosterilmistir. Strec bir kare ve onun doért
kenarindan her birini U¢ esit parcaya bélmekle bashyor.
Bunu, karenin, Sekil 19 (a)da gosterildigi gibi, daha kiicuk
dokuz kareye bélinmesi olarak da distnebiliriz. Peano eg-
risi, asagidan yukariya bir diiz kdsegen cizerek bashyor, bu-
nu daha sonra, sekilde gésterilen oklari izleyerek, kicuk
karelerin hepsinin kdsegenleri boyunca giden surekli bir
dogru ile degistiriyoruz. Bu egrinin seklini “gdérmeye” yar-
dimci olmak icin, genellikle, Sekil 19 (b)de géruldtugu gibi,
dik acili déinme noktalarinda kdseleri kesme uygulamasina
gidilir. Formal gelismede bunu dikkate almazsak, dokuz
kiglk kareden her birinin diiz dogrusal bir késegeni bulun-
dugunu ve bunlarin baslangictaki kareye benzediklerini go-
ririz. Bu nedenle kiguk karelerden her birini daha da ku-
¢uk ‘tokuz kareye ayirarak Peano fraktalim, ikinci asamada
92= 81 (koseleri kesilmis) dogru pargasindan olusacak sekil-
de cizmeye devam ederiz (Sekil 19 (c)). Bundan sonra, Ugln-
cli asamada (Sekil 19 (d)), 93= 729 dogru parcasi olmahdir
ve boylece ad infinitum ilerler.

Bu egrinin ¢izimini sonsuz sayida dogru pargasi olana ka-
dar surdurursek, sonucta elde edilen egrinin ilk karenin tim
alanini dolduracagi oldukga asikar olsa gerek. Egri gercekten
bir D = 2 fraktali gibi géruntyor. Bu, Mandelbrot'un fraktal
boyut tanimlamasina uymakta midir? Egrinin olusma sireci-
nin ilk asamalarinda kenar uzunlugu L her adimda 3 kat
azalmaktadir, ¢cevre uzunlugu ise U¢ kat artmaktadir.
P.Hi/ Pn= 3 ve L/ Ln= 1/3 baglantilarini Mendelbrot denk-
leminde yerinekoyarsak D icin asagidaki sayisal iliskiyi elde
ederiz:

3=(1/3)ld

Logaritmalara hakkinda fazla bir sey bilmeseniz bile, 1. B6-
lim’den negatif kuvveti (6rnegin, 3* = (1/3)*) hatirlamaniz,



fiziksel olarak da tutarh olan D =2 (yani, x =-1) sonucunu
dogrulamak icin yeterlidir. Demek ki, formal tanimlama, bi-
zim daha basit tamsay1 boyutlar kavramlarimizla da tutarh-
dir. Baska D = 2 fraktallar icadetmek zor degildir. Bu tir ilk
“seytan egrisi’nin mucidinin anisina D = 2 fraktallanna ar-
tik topluca Peano egrileri denilmektedir.

Fraktal boyutlar sadece D = 1 ve D = 2 arasina 6zgu degil-
lerdir. Boyutlari I'den kiicuk olan fraktallan dustinmek 6zel-
likle kolaydir. Bunlar duzenli bir bicimde kolayca hazirlana-
bilirler. Ornegdin bir diiz dogru parcasi ile baslar ve onu (g
esit parcaya ayirirsak, orta bolumi ¢ikarmayi distinebiliriz.
Her birinin uzunlugu ilk dogrusunun Ugcte biri kadar olan,
aralarindaki araligin uzunlugu da yine bu uzunluk kadar
olan iki dogru parcasi kalmistir. Yeni “kenar uzunlugu” ilk
uzunlugun 1/3 katidir, yeni “cevre” uzunlugu ise ilk ¢evrenin
2/3 katidir. Bu daha kui¢tik dogru parcalarinin her biri, ayru
sekilde bolunerek bu islem sonsuza kadar surdurulebilir. So-
nugta, sonsuz sayida, sonsuz kicik dogru parcalarindan olu-
san, bir tar gri (eger ilk dogru siyah ise) bir dogru parcasi ka-
lir. Bu tuhaf gérantmli bir nesnedir, ancak “Mandelbrot'un
formaluni kullanarak boyutunu kolayca saptayabiliriz. Olu-
sum stirecinde her nigin L= 1/3 Lnve Prid = (2/3) PToldugu-
nu hatirlayarak,

2/3 = (1/3)1d

yazariz. Denklemin ¢6zimi D = log(2) / log(3) = 0,6309... 'dur.
Farkl ayrintilari olan bu tur “kesip ¢ikarma” islemleriyle, D
degeri sifirla bir arasinda degisen, baska fraktallar da bula-
biliriz. Son fraktal dogru, ne kadar daha az gri ise, boyut da
o dlglide kiguktur; sonunda D sifira yaklasirken dogru da
gozden kaybolur. Bu tirden ilging bir fiziksel model agacla-
rin yapisinda da gorulir. Her agac dalinin daha kiicuk iki
dala ayrilmasi, bu dallarinda tekrar daha kucuk iki dala ay-
rilmasindan olusan surekli dallara ayrilma sureci sonunda
agac Mandelbrot'un “fraktal semsiye” dedigi bir genel gori-
num kazanir.



Fraktal boyut kavrami ikiden biyiik degerlere de uzatila-
bilir. Ornegin, dimduz bir aliminyum folyo, iki boyutlu bir
yuzeye c¢ok iyi bir yaklasimdir. Ancak onu burusturursaniz,
onun iki arti bir sey boyutunda bir fraktala déntsturuirsu-
nUz. Bu fraktal boyutun kesin degeri folyonun ne kadar ka-
risik olduguna baghdir ve fraktal kar tanecigi egrisi icin kul-
lanilan yonteme tumuyle benzer bir yéntemle bunu saptaya-
biliriz (en azindan ilke olarak). Aradaki tek fark, bu 6rnekte,
cetvelle uzunluk élcmek yerine, surekli kiculen “6l¢t plaka-
lariyla alan 6l¢uyor olmamizdir.

Boyutu “iki ve az bir sey” olan duzenli bir fraktal igin, or-
nedin kare seklinde bir alanla baslayabiliriz; bunu Peano
egrisinde yaptigimiz gibi daha kic¢uk dokuz kareye boéleriz.
Ancak burada, ortadaki kareyi yukariya, Gctinct boyuta ce-
kerek bir “kip” olusturacagiz. Bunun sonucunda ortaya c¢i-
kan obje, kare kafali bir insan icin yapilmis kare bir sapka
gérunumunde olacaktir ve birbirlerine esit olan ve dokuzu
yatay, dordi dusey on Ug kare icerecektir. Simdi bu kareler-
den her biri, ikinci asamanin basladi§i kareler gibi ele al-
narak onlarin her birisinde kare “sapkalar” olusturulabilir.
Bu slirecin sonsuza kadar strdirulebilecegi asikardir. Her
asamada yilizey alani 13/9 kat arttifindan sonucta olusan
yuzey alani sonsuzdur ve bu da boyutun ikiden buyuk oldu-
guna bir isarettir. Bu kirisikli nesnenin fraktal boyutunun
log(13) / log(3) = 2,3347... oldugunun dogrulanmasini size
birakiyorum.

Boyutu ikiden buytk olan rasgele fraktallara cok yaklasik
olan yuzeyler bilgisayar grafikleri ve rasgele sayi Uretecleriy-
le olusturulabilirler. Bu yolla elde edilen sira daglar benzeri
sekiller istatistiki olarak kendi benzerleridirler ve ¢ok az bil-
gisayar suresi kullansalar bile ¢ok gercekgi gérinen resimlere
yol acarlar. Bunlar bilgisayar sanatinda matematigin giiciint
kamtlamaya baslamislardir ve resimlerin yapisinda matema-
tiksel modellerin kullanimi yoluyla ¢ok etkileyici, yeni sanat-
sal kavramlarin gelistirilebilecegine isaret etmektedirler.

Bilgisayarlarda model kullanma yontemi formal olarak
Ucten daha buyuk boyutlu fraktallara da kolayca uygulana-



bilmektedir. Bu yapilari gorsel olarak tam algilayamasak bi-
le dort boyutlu bu objelerin ¢ boyutlu izdisimlerini (veya
dilimlerini) elde etme olanagimiz vardir ve bunlar objeyi bi-
zim gorus alanimiza getirmekte yardimci olabiliyorlar. An-
cak yine de onlari yeterince algilamis olmuyoruz; hi¢ kip
gérmemis bir insanin bir kipun iki boyutlu bir dizi resmine
bakarak onun ozelliklerini tam olarak algilayamayacagi gi-
bi. Fakat resimlerle gésterme bakimindan yapabilecegimiz
en iyi seyin bu oldugu anlasihyor.

Fraktallar konusundaki calismalar bilimin bir¢ok dalin-
da yararh fikirlere de kaynak saglamaktadir. Stingerler,
bulut yapilanmalari, nehir havzalari ve duman zerrecikleri-
nin ortak yanlari yok gibidir, ancak son zamanlarda bunla-
rin hepsi bilimsel yayinlarda fraktallarla ilgili olarak yer al-
mislardir. Gelecekte fraktallarin bilimin bircok farkl ala-
ninda etkin olacaklari kesin gérinmektedir; 6zellikle biyo-
loji, cografya ve ekonomide. Bircok arastima laboratuvari
temel arastirma butcelerinin dikkate deger bir bélimunt
fraktal sistemlere ayirmaktadir ve timuiyle bu konunun
tartisildi§yi arastirma toplantilari dizenlenmektedir. Yine
de batun bu girisimler yalnizca bir baslangictir; fraktallarin
boyutsal ayricaliklari disinda temel higbir 6zelligi heniz
kavranmis degildir. Unlii bir bilimcinin deyisiyle, fraktallar
fizigi, hala dogmayi bekleyen bir konudur. Uygulamada
simdilik, yalnizca bilgisayar grafikleri konusunda 6nemli
etkinlikleri olmustur. Ozellikle de Yildiz Savaslari tiri fi-
limlerin “efektleri’ni yaratmak i¢in giderek artan bicimde
fraktallar kullaniimaktadir.



XV. BoOlUm
Kaosa Giden Yol

Matematigin diinyasi bir ¢cok insan icin anlasilmaz oldugu
halde, genel olarak onun diizenli bir alan oldugu distnalir.
Buyuk bir dikkatle, ¢cok kesin olan sorular sorulur ve kesin
yanitlar aranir ve ¢cogu kez de bulunur. Matematiksel di-
stincenin daha soyut derinliklerinde pusuya yatmis bekle-
yen, huzursuzluk verici bir mantiksal sorun oldugu dogru-
dur, ancak cebimizdeki hesap makinesinde tasidigimiz tur-
den olan aritmetik bir anlamda kolaydir. Her sorunun “di-
zenli” bir yaniti vardir. I. Bélim'de karsilastigimiz, tusuna
ilk bastigimizda makinemizi sasirtan 0° sayisi bile biraz di-
sundirdikten sonra teslim olmustur.

Cep hesap makineleri diinyasinda korkulacak bir sey ol-
madigini biliyoruz. Aritmetik ¢ok kesin bir bilim dalidir ve
hesap makinemiz (bazilarimiz icin de bilgisayarlar) de bir
dosttur. Bir problemi, (bir veya bir arada bir dizi denklemi)
formal olarak ¢dzemedigimiz zaman bize yardim etmeye ha-
zirdir. Birazcik elementer cebir gérmus olanlar icin bazi
denklemleri ¢6zmek dyle kolaydir ki hesap makinesinin yar-
dimi gerekmez. Ornegin cogumuz x2- 3x + 2 = 0 denklemini
cebirsel carpanlara ayirma yoluyla kolayca ¢ozerek x = 1 ve
X = 2 tam ¢ozumlerini bulabiliriz. Ancak daha iyi bir yontem
bilmiyorsak, basit birka¢ olanak deneyerek yanitlari elde
edebiliriz.

Diger yandan x3- x2- 3x + 3 = 0 gibi daha zor bir denk-
lem icin hesap makinesi yararl olabilir (biraz daha fazla ce-
bir bilgisi olanlar, x i¢in tam yaniti bulabilirler). Bu bilgiye
sahip olmayanlar ise kolay birka¢ tamsayi deneyebilirler
(burada da x = 1, hemen bir ¢ézim verir) ancak var olan



oteki iki yanit o kadar asikar degildir. Hesap makinesi de
iste burada ise yarar; denklemi kesin olarak ¢cézemesek de
kesin yanita ¢ok yakin yaklasik bir sayisal yanit saptama-
miza olanak saglar. Ornegin, sol tarafta x = 1,7 degerini ko-
yarsak sa§ tarafta -0,0770 ... elde ederiz; bu da bekledigi-
miz sifir dederine oldukca yakindir. Bu nedenle x = 1,7 de-
geri de bir baska ¢ozime yakindir, ama ne kadar yakin? Si-
rasiylax = 1,71, 1,72, 1,73 ve 1,74 sayilarini deneyerek (he-
sap makinemizle) sag taraf icin -0,0538..., -0,0299...,
-0,0051... ve 0,0204... buluruz. En sondaki iki sayi1 x = 1,73
ve x = 1,74 arasinda “sifirdan gectiginden” (yani negatiften
pozitife gectiginden) x icin 1,73'ten blylk, 1,74'ten kiclUk
olan bir ¢6zim oldugunu varsayabiliriz. Ayrica daha fazla
veya en azindan makinemizin gici yettigi kadar ondalik
hanesi kullanarak bu ¢éztime giderek daha yaklasabiliriz.

Ancak bunu yapabilecegimizi nereden biliyoruz? Cinki
basit matematik dizenlidir. Eger “baslangi¢ sayisini” (6rne-
gimizde x) birazcik degistirirsek, sag taraftaki yanit da ayni
6lctde kiiglk bir miktar degisir. Bu 6rnek icin, aritmetigin
diizenli olduguna yo6nelik inancimiz timuyle yerindedir ve
tam ¢6zUm olan V3 sayisina cep hesap makinemizin izin ver-
digi en iyi yaklasim olan x = 1,73205080... sayisini buluruz.
Uciincii ¢ozim de x =- V3tir.

Daha acimasiz matematikgilerin, acimasizca planladiklari
bazi denklemlerin, x'in 6zel bir degeri yakinlarinda (hatta
bazilarinin her yerde) daha az diizenli davranabileceklerini
dustnsek bile bunlarin, sézcigun ahlisilagelmis anlamiyla
“pbasit” denklemler olmayacaklarindan da kusku duymayiz
ve bu glvenimiz yersiz degildir. Bilimcilerin ve matematik-
cilerin ¢ogu da ayni given duygusuna sahipti. Bu glven,
Massachussets Teknoloji Enstitiisi’'nden Edward Lorenz
1960’da bir gun, gucla bilgisayarini Dinya atmosferinin bir
modelini ifade eden 13 tane denklem grubunun yaklasik bir
sayisal ¢6zumu icin programlaymcaya kadar surdu.

Problemin icerdigi aritmetik karmasikti, bu nedenle de
bir bilgisayarin sayisal yardimi gerekiyordu ama icerilen
denklemlerin her biri elementerdi; yani dizenli bicimde dav-



ranacagma inanilan tiirdendi. Yukaridaki basit érnekte yap-
tigimiz gibi Lorenz'de tam ¢6ziime oldukca yakin olan bir di-
zi deneme sayisi ele alarak daha hassas bir yaklasim bulma-
ya giristi. Deneme sayilarini ¢ok ufak olciide degistirerek
bilgisayar: “tekrar deneme” icin harekete gecirdi ve yeni so-
nuglan beklerken bir fincan kahve igmeye gitti. Geri dondu-
gunde bilgisayann yeni c¢iktisinin bir éncekine gére daha iyi
olan yaklasik bir ¢ézim vermedigini, ondan timuyle farkli
bir ¢ozum verdigini gérdu. Once bilgisayar hatasindan kus-
kulandi, ancak her seyi kontrol ettikten sonra korkung bir
gercegin farkina vardi: Bu bir dizi denklem icin baslangic
sayllannda yapilan ¢ok kiigtk degisiklikler “yanit"ta ¢ok bii-
yuk dizensiz degisimlere yol agiyordu. Bu, bir hava tahmin
uzmaninin hayallerini de yok ediyordu. “O zaman, eger ger-
¢cek hava durumu da bdyle davraniyorsa, uzun vadeli hava
tahminlerinde bulunmanin olanaksiz olacagini anladim.” de-
misti Lorenz.

Edward Lorenz'in karsilastigi sey kaotik davranma kav-
ramiydi. Bu baglamda kaos éngérilememe, énceden tahmin
edilmeme anlamina gelmektedir. Meteorolojik denklemler
baglaminda bunun anlami, baslangi¢ kosullarindaki ufak
bir degisimin (6rnegdin bir derecelik bir sicaklik farkinin) bir
ay sonraki bir giintin giinesli olmasi veya ¢ok yagmurlu bir
gun olmasina yol acabilmesiydi. Demek oluyor ki, meteorol-
jik verilerin herhangi bir hassasiyet derecesi ile bilinmesi
(ilgili her niceligin kesin degerinin bilinmesi disinda) uzak
gelecege donuk yaklasik bir dogru tahmin yapilmasi igin ye-
terli degildir. Kaotik davranista, baslangi¢ kosullarindaki
cok kicuk bir degisiklik bile sonucun tamnmasini olanaksiz
kilacak élglide buyik degisimlere neden olabilmektedir. Ay-
nca baslangi¢ kosullan icin alman iki dizi degerler arasin-
daki farklar buytdukce diizensiz durum da o 6lciide daha
cabuk ortaya ¢ikmaktadir.

Uygulamada butun él¢imlerin sonlu derecede deneysel
hassasiyeti olmasi, bizi herhangi bir kaotik sistemin nihai
durumunu niteliksel olarak 6ngérmenin bile olanaksiz oldu-
gu sonucuna gotirir. Ancak yine de her sey yitirilmis degil-



dir. Lorenz baslangi¢ degerlerini son derece kiciik miktar-
larda degistirerek bilgisayardan denklemleri i¢cin olanakli
binlerce ¢6zUmu vermesini istedi ve ¢éziimlerin timuyle ras-
gele olmadidini saptadi. Sayilarin rasgele oldugu dogruydu,
ancak bunlar bazi olanakli davranis sinirlari icinde kaliyor-
lardi. Yoksa bu rasgele ¢ilginhdin da bir tir yéntemi mi var-
di? Ornegin, bugiinden bir yil sonrasinin hava durumu hak-
kinda pek fazla bir tahmin yapamayacagimizi kabul etsek
bile “izin verilen” olanakl sinirlar disinda kalan bir¢ok du-
rumu saptayabiliriz. Cinki hava durumunun hepimizce bi-
linen bazi yonleri vardir; kislar sojuk olur, yazlar sicak olur,
muson ve kasirga mevsimleri vardir ve en distk ve en yiuk-
sek sicakliklarin da oldukca iyi belirlenmis sinirlan vardir.
Kaos icindeki bu diizen gérintistinin kaynagi nedir?

Bu tir sorulan ele almadan énce bicimlerinin basitligi ne-
deniyle diizenli davranmalan beklenen bu basit matematik-
sel denklemlerin dizenli bélgeden ¢ikip kaos bélgesine nasil
gectiklerini tam olarak anlamaya gerek vardir. Yapilacak
ilk sey hangi tur denklemlerin kaotik ¢6ziimlere yol agtigini
saptamakti. ikincisi ise, ejer mumkuinse, bu tir denklemle-
rin éngdrulebilen bélgeden kaos bolgesine tam olarak nasil
gectigini arastirmakti, ilk ipuglanndan birisi, biraz beklen-
medik bir kaynaktan, 1970’lerin ortalannda yapilan ve mev-
simsel olarak Ureyen boceklerin yillik ntfuslanni inceleyen
bir arastirmadan elde edildi.

Mevsimlere gore bocek nifusunu saptadigi disindlen
denklemler, hava tahmini denklemlerinin tersine, ¢ok basit-
lerdi; cep hesaplayicisi kadar basit! Ornegin, ¢zel cevre ko-
sullan nedeniyle nufusu hep 500.000 olan bir bécek toplu-
munun var oldugunu duastnelim, ilk yilin nifusuna x, mil-
yon (yani, sabit nufus i¢in x, = 0,5'tir) ikinci yilin nafusuna
da x2milyon dersek, matematiksel modele gore

X2=2xx(1 - Xj)

olur; burada sag tarafin anlami, 2 ¢arpi x| ¢arpi (1 - Xj)dir.
Benzer sekilde t¢tinct mevsimdeki ntfus da



x3= 2x2 (1-x 2

olur ve bu sekilde n + I’inci mevsimdeki nifus olan xd mil-
yon, bir mevsim dncesindeki ntfus olan xnmilyon cinsinden,

xri=2xn(l-xn

badintisiyla ifade edilir. Bu denklem akla yakindir, ¢linki
eger ilk mevsimde cevrenin bekleyebileceginden c¢ok bdcek
varsa (6rnegin 800.000, yani x1=0,8) ikinci yilda bu x2ye, iki
carpi 0,8 carpi 0,2'ye, yani x2= 0,32'ye dusecektir (ya da
320.000 bdécege). Bu disuk nifusla kosullar nifus artisina
elverigli olacak ve tc¢uncu yil nufusu x3 2 carpi 0,32 carpi
0,68 yani x3=0,4352 (ya da 435.200 bdcek) olacaktir ve bek-
lentimizi dogrulamaktadir.

ik yil icin O ile 1 arasinda herhangi bir sayi ile baslaya-
rak denklemlerin 6ngérdigia nifuslar kolayca bulabiliriz.
Bdylece yukarida verilen x1= 0,8 nifusu ile baslayarak: x2
x3 x4... sayisi dizisini yazabiliriz:

0,8; 0,32; 0,4352; 0,4916; 0,49986; 0,499999

Bu bize, altinci yilda sabit nifusa eristigimizi gostermek-
tedir. Gergekte O ile 1 arasinda olan istediginiz herhangi bir
x degeri ile baslasaniz da yine sabit bir x = 0,5 limitine varir-
siniz. Bundan daha basit bir sey olabilir mi? Bu sabit degere
(6rnegimizde x = 0,5) bazen “sabit nokta” ve buttn yollar so-
nunda ona ulasiyor gérindiugunden “kararli sabit nokta” ve-
ya “cekici” de denilir. Yukaridaki denklemlerin bir baska sa-
bit noktasi oldugu dikkatinizden kagmis olabilecegi igin, bu
onemlidir. Bu ikinci sabit nokta x = 0'dir. Eger x, = 0 ile bas-
larsaniz dizideki x® x3 x4 ... sayilar igin bulacaginiz degerler
hep sifir ¢ikar. “Eger baslangigta higbir boceginiz yoksa yillar
sonra bir boceginiz olsa bile ¢ok sanslisiniz.” demenin mate-
matiksel ifadesi budur. Oyleyse x = 0 degeri de bir sabit nok-
tadir. Ancak 0 kararsiz bir sabit noktadir, ¢iinkd xI icin sifir
olmayan ne kadar kiicuk bir sayi secerseniz secin, xnsayi di-



zisinin degerleri x = Odan uzaklasip ¢ekici sabit nokta olan x
=0,5'e dogru gideceklerdir; deneyin ve goriun.

Demek oluyor ki, denklemler hi¢ olmazsa sagma degiller,
ayni zamanda kaotik olmaktan da ¢ok uzaklar. Hatta onlara
“cok duzenli” diyebiliriz; 0,5 hedefine ¢ok duzenli bicimde
yaklasiyorlar. Simdi de sabit nufusun 0,6875 milyon (yani
687.500 bdcek oldugunu varsayalim. Bu sayinin 6zel higbir
yani yoktur; onu sadece x = 0,5'ten biyuk oldugu igin (6zel-
likle arastirmak istedigim yon bu oldugu icin) sectim. Mev-
simlere gore degisimleri veren denklemini yazmak da kolay:

xr = 3,2xn(1 - xn.

Bu denklem bir éncekinden, sadece sagdaki 2 ¢arpani yerine
3,2 almasiyla farkli. Eger cep hesap makinenizi alir ve
xx= 0,6875’le baslarsaniz Urettiginiz~ x3...xn... dizisinin bi-
tin sayilarinin ayni 0,6875 sayisi oldugu gorursuniz. Oyley-
se bu gercekten de bir sabit nokta ¢ozUmudtr. Eger 687500
bocekle baslarsaniz, o zaman sonsuza kadar ayni sayida boce-
giniz olacaktir. Ancak x = 0,6875 bir “cekici” midir? Bunu siz
kontrol edebilirsiniz. O zaman xndizisinde sayilarin iki deger
arasinda gidip geldiklerini, 0,799 ve 0,513 sayilarina yakin
degerler arasinda salindiklarim géreceksiniz. Benim dokuz
haneye kadar gidebilen hesap makinemle dizi, sonunda

a, b, ,a b, a b, ab,..

sekline doéntsuyor; burada a = 0,799455490 ve
b = 0,513044510'dur. Ne oluyor? Gorilen odur ki, sabit
x = 0,6875 kararl olmayan bir noktadir. Kararl olan du-
rum ise 799.455 bécekli (inandirici olmak ugruna bécegin
kesirlerini yok sayacagiz) gereginden daha kalabalik bir
mevsim ile 513.044 bdcekli gereginden az nifuslu mevsim
arasinda strekli dalgalanma durumudur. Fiziksel bakim-
dan bu hayli olanaklidir. Denklemlerimiz abes bir sonug
vermemis, sadece beklenenden biraz daha karmasik bir
durum ortaya koymuslardir.



Ancak daha kéttsuine de hazir olun. Sabit noktamizin de-
gerini artirdikca bizim basit denklemlerimiz de inanilmasi
zor seyler yapmaya bashyorlar. Sabit nokta igin x = 5/7 de-
geri ile bizim ggli denklemlerimiz

xn=3,5xr(1-xn

olur ve kolayca dogrulayabileceginiz gibi x = 5/7 bocek nifu-
su sonsuza dek kendi kendisini yeniler. Baska bir x degeri
ile (hatta batin durumlar i¢in var olan énemsiz x = 0 degeri
disindaki herhangi bir degerle) baslarsak ne olur? Hesap
makinenizi yine calistirin. Onemsiz olmayan sabit noktanin
(burada x = 5/7) bir ¢ekici olmadigini gorarstiniiz; ancak
simdi kararl ¢ozim, iki yerine dort say! icerir ve dizi asagi-
daki sekli alir:

ab,c,d abcdab,cd,..

Burada da (benim dokuz haneli hassasiyet derecesiyle)
a = 0,382819683, b = 0,826940707, ¢ = 0,500884210 ve
d = 0,874997264'tir. Bu durum igin de fiziksel a¢iklamayi
tasavvur edebiliriz. Mevsim “a” oldugunda nufus geregin-
den azdir ve bu, bir sonraki “b” mevsiminde nufus artisina
neden olur ve “c” mevsiminde bir azalmaya gider. Son ola-
rak, “c” nufusu gereginden azdir ve “d” mevsimindeki son
artisi kamgcilar. Hesaplamalari yapmadan da béyle bir sali-
nim durumunun sonugcta giderek, sabit nokta degeri olan
x = 5/7'ye yaklasacagini bekleyebilirsiniz; ancak bu higbir
zaman gerceklesmez; salinan degerlerin kendileri kusursuz-
ca kararlidirlar.

Bdylece tanimlayici denklemdeki sayisal katsay1 2'den 3,2
ve 3,5'e yukseldiginde, kararh limit, ¢arpici bicimde, kararl
bir sabit nokta yerine 6nce “iki devirli” salimma daha sonra
da “dort devirli” salimma dogru gitmektedir. Aklimiza he-
men, giderek artan bu karmasikhi§in ne kadar stirecegi so-
rusu gelmektedir. Bunun yaniti, bir anlamda, “sonsuza
dek”tir. Sayisal katsayi, son verdigimiz 3,5 degerinin 6tesin-



de bayuyerek “kritik” deger denilen 3,57'ye yaklastikca, ka-
rarli tekrarlayan devir diuizeni de patlayarak 8, 16, 32, 64, ...
gibi 2'nin giderek artan kuvvetlerine yonelir. Kritik degerin
6tesinde ise durum timuyle kaotik bir hal alir. Bununla
kastettigimiz, sonunda sayilarin hi¢ tekrarlanmadigi, ya da
bir anlamda, tekrarlama duzeninin sonsuz sayida noktalar
arasinda gidip gelme seklinde oldugudur. Béylece bizim ba-
sit tanimlayici denklemimiz olan

xnl= Axn(l - xn)

bizi matematigin en diuzenli bdlgesinden giderek artan kar-
masiklikta (ama yine de kararl olan) tekrarlanan duzenler-
den, tumuyle kaotik, davranislara gétiirmektedir ve bunlara
yol acan, sadece A parametresinin 2’den yavas yavas yakla-
sik 3,6’ya yukselmesidir.

A’nin 3,6'dan buyuk degerleri icin, giderek artan bir kaos
derecesi ile davranis surmektedir. “Kaos derecesi’ni ne an-
lamda kullandi§imizi anlamak i¢in diizensiz bir durumu
(yani tanimlayici denklemde A icin kritik degerden daha bu-
yuk bir deger aldi§imiz durumu) ayrintilariyla incelememiz
gerekiyor.

Kaos'un en korkutucu 06zelliklerinden birisi sudur: Bas-
langic ntfusu olarak alman farkh iki x, degeri, birbirleri-
ne istenildigi kadar yakin segilseler de, sonunda birbirle-
riyle hicbir ilgisi olmayan diizenlere dogru uzaklasirlar.
Bocek tretmeyi tanimlayan denklemlerde A = 3,9 alarak
bu belirli kaotik 6zelligi inceleyelim. Ozellikle de baslan-
gic degerleri birbirine ¢ok yakin olan, xx= 0,100 ve
X, = 0,101 (yani 100.000 ve 101.000 bdcegi temsil eden) iki
bécek toplumunun kaderlerini ele alacagiz. Asagida veri-
len sayi sutunlari, (U¢ ondalik hanesiyle verilmis ancak
gercgekte benim guvenilir cep hesap makinesiyle dokuz ha-
neli bir hassasiyetle hesaplanmislardir) iki farkl nufusla
baslayan bu iki bécek toplumunun sansini, masum goéru-
numlu yukaridaki denklem uyarinca, ilk 14 nesil boyunca
kiyaslamaktadir.



Nesil A kimesi B kiimesi

1 0,100 0,101
2 0,351 0,354
3 0,888 0,892
4 0,387 0,376
5 0,925 0,915
6 0,271 0,304
7 0,771 0,825
8 0,690 0,562
9 0,835 0,960
10 0,538 0,150
11 0,969 0,497
12 0,116 0,975
13 0,399 0,095
14 0,935 0,336

Goruldagi gibi 10. mevsime gelindiginde iki kiimenin nifus-
lari arasindaki yakinhk timuyle yok olmustur.

Duzenli durumdan kaosa giden bu gizemli gecisi izlemek
icin kullandigimiz tanimlayici denklemin, higbir sihirli ézelli-
gi yoktur. Bu tur davranisa yol agacak sayisiz baska basit
baglanti yazilabilir. Gergekte kaosa gecisi arastirmayi bu ka-
dar ilgi ¢ekici yapan da bu tekduzeliktir. Ortak olan 6zellik
sudur: Denklemdeki bir A parametresi yavas yavas kritik bir
limite yaklasirken (bu limit degere A = L diyelim) ¢6ztmler,
kararli bir sabit nokta yerine salinim periyotlarinin surekli
iki katma ciktigi “periyot katlama” sireciyle kaosa giderler.
A sayisi limit degeri olan L'den ne kadar dteye gegerse, birbi-
rine ¢ok yakin baslangi¢ sayilan olan “nufuslar” arasindaki
iliskinin sona ermesi icin gereken nesil sayisi da o dl¢ude
azalir. Bu da bize asikar bicimde farkli derecedeki veya guic-
teki kaotik davranislan ayirdedebilme olanagi saglar.

Kritik limit olan A = L'ye “dizenli taraftan yaklasarak,
tekrarlanan devir sayisini iki katina ¢ikarma, genel davra-
nisin en carpici gosterimini olusturur. Bu ikiye katlanmala-



nn (veya sonu gelmeyen bir yalmlastirmaya adanmis mate-
matikgcilerin deyisiyle “iki kola aynlmalar’m her biri, A pa-
rametresi 6zel degerler aldi§i zaman gergeklesirler; 2" tek-
rarlanan degerler alan bir periyodun, katlandiginda aldig
degere A = Andiyelim. Bu 6zel A sayilarinin A = Andizisi, (n
sonsuza yaklasirken) kaosun basladigi A = L limit degerine
yaklasir. Bu durumda n buyudukege L - Ansayisi da giderek
ktcular. Niceliklerle ifade edildiginde

oram, n buyudukgee, hizli bicimde, tuhaf ama kesin belirli bir
saylya yaklasir. Bu sayi

d =4,6692016...dir.

Periyodunu ikiye katlayarak kaosa giden her model igin
d'nin ayni degeri almasi gercekten sasirticidir. Ayrica, bun-
dan bir baska sonug elde edilebilir; d'nin degeri yukaridaki
sayl olmak kosuluyla, n buyudikege L - Aride d °ye orantili
olmaya yoénelir. Bu nedenle kaosun hi¢ de kaotik olmayan
bir bicimde baslamasi hatta ¢ok kesin bicimde tanimlanmis
olmasi ilgingtir. Kaosun baslamasiyla tanimlayici denklemin
batun ayrintilar! artik énemini yitirir ve evrensel bir davra-
nis bicimi ortaya gikar.

Ancak butin bunlarin bilimsel anlamdaki gercek Kaotik
hareket ile ne ilgisi olabilir? Oldukc¢a genis kapsamli gercek
fiziksel, kimyasal biyolojik sistemlerin kaosa dogru periyodu
ikiye katlayan bir yol izledikleri anlasiimistir. Gazlarda cal-
kanti durumunun baslamasi (bunun siradan bir érnegi siga-
ranin ucundan ¢ikan dumanin yukselisidir) elektronik dev-
relerdeki kararh olmayan elektriksel olgular ve hatta kalp
kasinin kalbin atis hizini ayarlayan cihaza verdigi reaksi-
yonlar bu tur sistemlerdir. Yukarida verilen oranla tanim-
lanmis olan d degerini 6lgcmek icin yapilan deneysel girisim-
lerin, farkh bilimsel baglamlarda, evrensel bir sabit sayiya,



matematiksel teorinin bir Grunu olarak “ortaya ¢ikan”
4,669... sayisina isaret etmeleri daha da carpici bir olgudur.

Gunumizde etkileyici olarak degerlendirilen butin bu
bulgular, kaosa dogru periyodu ikiye katlayan yolla ilgili ye-
ni ve alisitimadik gérinen fikirler, ilk zamanlar akademik
dinyanin etkin matematikcileri tarafindan hemen kabul
gérmemislerdir. Konu ilk olarak Los Alamos’daki bir geng fi-
zikci tarafindan bu bélimde verilenler cercevesinde; bir cep
hesap makinesi kullanilarak “bécek ntfusu” denklemleri
baglaminda ortaya atilmistir. Adi Mitchell Feigenbaum olan
bu fizik¢inin, evrensel d-sabit sayisinin (simdi ona Feigenba-
um sabiti denilmektedir) elde edilisini konu alan makalesi
1976-1979 arasinda, profesyonel matematik dergilerinin edi-
torleri tarafindan g yil boyunca reddedilmisti. Bu aydinlan-
mis ¢agda bir cep hesap makinesiyle oynayarak matematik-
sel 6nemi olan ne elde edilebilirdi ki? 1979'da bir Italyan fi-
zikci (gercek diunya calkantilarinin matematiksel modeli
olan bes karisik denklemi bilgisayar kullanarak ¢6zmeye ca-
hsirken) periyot katlanmasi olgusuyla karsilasti ve ancak o
zaman Feigenbaum’un calismasi ciddiye alindi.

Ondan sonra da dogadaki periyot katlayan suregleri ara-
yan ve bulan fiziksel deneyler yapildi. Bu tirden ilk basarih
deney Fransa'da yapildi. Deney sivi helyum dolu bir kazani
kaosa kaynayincaya kadar 1sitmaktan ibaretti. Deneyciler
sivi helyumun “kaynamaya” yaklasmasini dikkatle izlerken
isinin yayllma akintilarinin girdap gibi donmeye basladigini
ve daha sonra da art arda ikiye katlanma strecleri olduklari
acikca gorulen davranislara girdigini saptadilar. Bu 6nci ¢a-
lismayi kisa siirede, onu dogrulayan baska calismalar izledi.
Duzensizlige giden yolda gercekten diizen vardi. En son ve
en ilging uygulamalardan birisi, kalbin, yasami sturduren
ritmik atislardan élumcul spazmlara (kalp krizine) gegisinin
modelini saptama cabasidir. Gézlenmis olan kalp atisi bo-
zukluklarinin buyuk bélumunt ifade edebilen denklemler
elde edilmistir. Burada da, bozukluk baslamadan 6nce denk-
lemler kalp atisi kaosuna giden yolda periyodun iki katma
¢iktiginin acik isaretlerini saptadilar.



Periyodun iki katina ¢gitkmasinin kaosa giden tek yol olma-
diginin bilinmesine karsin, bu yol klasik 6rnek olmayi sir-
durmektedir. Feigenbaum’un dncu c¢alismasinin bir sonucu
olarak kaosun baslamasi konusunun 6zenle arastirilmasi
gunimuzde etkin bir bilim koludur. Cesitli alanlarda cali-
san bilimciler kaybedilen zamani telafi etmek i¢in buyUk bir
hizla calisiyorlar. Ciinkt kuantum fiziginin mikro diinyasin-
dan astro fizigin makro diinyasina kadar her yerde kaos var.
Bilimsel bir devrimin esigindeyiz ve bunun kivilciminin al-
cak gonulla bir cep hesap makinesinden ¢ikmis oldugunu
unutmayalim. Bu yeni alanin hangi hizla gelisecegi ve on-
dan beklenileni ne dlglide verebilecegini heniiz bilmiyoruz.
Ancak arastirma konusunun, kaosun baslamasindaki dizen
derecesi oldujunu unutmamak gerekir.

Kaotik durumun kendisi hala sézcugin ifade ettigi du-
rumdur. Deneysel olarak sonsuz derecede bir hassasiyet ola-
naksiz oldugundan “iyi kontrol edilmis” bir deneyin sonucla-
rinin her zaman aynen tekrarlanmasi gerekmez. Hava tah-
mincisi bakimindan, é6nimuzdeki bir saat icinde havanin
nasil olacagini tahmin etmek i¢in gokyiiziine bir bakmak ha-
14 yeterli olabilir veya global hava verilerini izleyerek, ol-
dukca guvenli bicimde, yarinin hava tahmini de yapilabilir;
ancak uzun vadeli tahmin her zaman nankér bir istir.



XVI. Bolum
Super Matematik ve Canavar

Cevremiz simetri 6rnekleriyle doludur. Hatta biz kendi-
miz ortamizdan gecen disey bir dogruya (daha dogrusu, di-
sey bir duzleme) gore yaklasik olarak simetrik sayiliriz. Ger-
cekte etrafimizdaki bir ¢ok nesnede yaklasik olarak bu tar,
iki yanh denilen simetri oldugu icin bir aynaya baktigimiz-
da, ayna diinyasinda sagdin sola, solun da sada degistigini
hemen fark edemeyiz. Aynalarin neden sadece sagla solu de-
gistirdigi (neden asagi ile yukariy! degistirmedigi) sorusu,
Uzerinde derinlemesine dustinmek isterseniz, bu size birkag
uykusuz geceye mal olabilir. Ancak bu bélimde ele aldigi-
miz soru bu degildir ve ben de (size biraz haksizlik olsa da)
ona artik deginmeyecegim. Bazi nesnelerin kendilerine 6zgu
baska tiir simetrileri vardir. Ornegin gamali hag bir tiir don-
gusel simetriye, bir yildiz ise hem donglisel hem de iki yanl
simetriye sahiptir. Duvar kagidinin sistemleri ise daha fark-
hdir; butdn desen farkli dogrultularda yer degistirse de go-
randma aymdir.

Simdi, “simetri”den ne kastettigimizi biraz daha kesin bi-
cimde ifade etmege calisalim ve ayni simetriye sahip olan
nesnelerin ortak yanlarinin ne oldugunu saptayalim. Simet-
ri bir eylem, bir “operasyon” (bu bir yansima, déndiurme ve-
ya yer degistirme olabilir) cinsinden tanimlanir; bu operas-
yon sonucunda nesne “hala ayni gérunir”. Ornek olarak bir
kare alalim: Saat yénunde veya ona ters yonde, 90 derece
veya 180 derece dondurulurse “hala ayni géranar”. Bu don-
melere karenin simetri operasyonlari denir, ama var olan
sadece bunlar degildir. Kareyi iki kdsegeninin herhangi biri-
sinde veya merkezinden gecen ve kenarlarina paralel olan



dogrularin herhangi birisinde yansitabiliriz. Bu yedi operas-
yona bir de “oldudun gibi kal” eklenirse sonucta sekiz simet-
ri operasyonu elde edilir.

Bu durumda karenin sekiz simetri operasyonu altinda de-
gismez (“ayni” i¢cin matematiksel ifade) oldujunu séyleriz.
Ancak, “Kareyi 270° veya 360° dondurirsem veya ters cevi-
rirsem ne olur? Bunlar da simetri operasyonlari degiller
mi?” diye sorarsaniz yanit “hayir"dir. Bunu agiklamak icin,
karenin i¢inde 6zel olmayan herhangi bir nokta isaretleriz
(6rnegin bir kenari boyunca, bir késenin biraz altinda). Bu
noktay! baska konuma getiren ancak kareyi “de§ismez” bi-
rakan batin operasyonlar, farkli simetri operasyonlaridir-
lar. Hem kareyi hem de noktayi ayni sekilde hareket ettiren
ancak farkli gibi gértinen herhangi iki operasyon simetri ba-
kimindan ayni sayilirlar.

Bunu agikladiktan sonra, “Butin karelerde ortak olan
0zellik simetri operasyonlarinin ayni olmasidir.” diyebiliriz,
ancak bundan fazlasi s6z konusudur. Cunku art arda yapi-
lan iki operasyon her zaman bir baska simetri operasyonu
ile 6zdestir. Bu anlamda, operasyonlar “kapali” bir kiime
olustururlar; eger bunlari alfabenin ilk sekiz harfiyle adlan-
dirarak bir dama tahtasi alip, siralan ve siitunlan A, B, C,
D, E, F, G, H ile isaretleyip sonra da karelere, bu operasyon-
lan uyguladigimizda ne buldugumuzu yazalim. Boylece E si-
rasi ve F situnundaki kareye, 6nce E sonra F uyguladigi-
mizda bulacagimiz sonucu yazanz. Bu kiime kapali oldugun-
dan batin dama tahtasi A ile H arasindaki harflerin 6zel bir
duzenlemesiyle kaplanacaktir. Buna, bir karenin simetri
operasyonlannin “carpim tablosu” diyoruz. Dama tahtasin-
daki duzenleme bize kare hakkinda baska seyler de sdyler;
bunun ne yaran olabilir?

Bu soruyu yanitlamak i¢in butin simetrilerin en basiti
olan, kendimizin (yaklasik) simetrisini dustinelim. Bu simet-
ri grubunun (bu tur operasyon kimelerine “grup” denilir)
sadece iki operasyonu vardir; birisi “oldugun gibi kal”, bunu
I ile gosterecegiz ve “ortamizdan gecen diizlem Uzerinde yan-
sima” i¢in de R harfini kullanacagiz. Rasgele bir nokta ola-



rak kol saatimizi kullanirsak yansima onu sol bilegimizden
sag bilegimize ve eger solaksak da sagdan sola gegirir. Bas-
ka herhangi bir hareket, érnegin takla atmak, yeni bir ope-
rasyon sayllmaz; o da “lI operasyonu”dur. Cunku kol saatini
daha 6nce oldugu yerde birakir (takla sirasmda saatin dis-
medigini varsayiyoruz). Bizim kendi simetri grubumuzda iki
operasyon veya iki eleman bulunuyor, | ve R.

Simdi onun carpim tablosunu yazabiliriz. “Oldugun gibi
kal” ve ardindan gelen “yansima’nin sonucu yansima demek
oldugundan semboller kullanarak IR = R yazabiliriz. Benzer
sekilde Rl = R olmalidir; ¢iinkyi yansima, ardindan “oldugun
gibi kal” demenin sembolle ifadesidir. Son olarak yansima-
nin ardindan tekrar yansima gelirse kol saatini ilk oldugu
konuma géturdigi icin RR = I'dir. Bu dort esitlik 2 x 2'li bir
dama tahtasinda asagidaki gibi bir carpim tablosu seklinde
yazilabilir:

Burada | ve RYyi sayilarla degistirirsek ve IR'yi de aritme-
tikteki “I ¢arp1 R” islemi olarak yorumlarsak carpim tablo-
sunun tutarh oldugunu fark ederiz. Ayrica bunu iki ayri yol-
la saglayabiliriz; énce, | = 1, R = 1 koyarak, sonradal = 1,
R =-1 koyarak. Bu secimlerden ikisi de tablodaki doért denk-
lemi saglarlar: Il =1, IR = R, Rl = R, RR = I. iki gdsterim
buldugumuzu séyleriz; 1 = 1, R = I'e simetrik temsil; 1= 1,
R =-1'e de antisimetrik temsil denir.

Bu bizi nereye gotiriyor. Buna gore, érnegin, I, R tird si-
metriye sahip olan kuvvetlerin etkisiyle gerceklesen herhan-
gi bir hareket, sadece birbirinden temelde farkh iki tirden
olabilir; simetrik veya antisimetrik. Bunu iyice anlamak icin
basit bir 6rnek segmek yeterlidir. Sekil 20 (a)da duz bir tel
Uzerine gecirilmis U¢ boncuk gérulmektedir; distaki boncuk-
larin kitleleri aynidir (m diyelim), ortadaki boncugun kutle-



si farkh olabilir (M olsun) ve distaki iki boncuk birbirinin
ayni olan iki yayla ortadaki kitleye tutturulmuslar. Resim-
den acik¢a goraldiigi gibi, bu sistem icin ortadaki boncugun
merkezinden, tele dik olarak gecen duzlem bir yansima si-
metrisi duzlemidir. Oyleyse bu diizen yukarida agiklanan si-
metri sinirlamalarina bagimhidir.

Sekil 20.

Simdi boncuklara yavasca dokunarak onlari salinim hare-
ketine baslattigimizi disunelim. Yukarda verilen “grup te-
orisi” sadece iki tlr “basit” hareketin, yani basit salinmalar-
la kendini durmadan tekrarlayan (strtinmenin yol agtigi
yavaslamay! yok sayilyoruz) hareketin olanakli oldugunu
soylemektedir. “Normal modlar” denilen bu hareket bicimle-
ri Sekil 20 (b) ve 20 (c)de gobsterilen, sirasiyla, simetrik ve
anti-simetrik modlardir. Ancak uygun olan modlann bunlar
oldugunu nereden biliyoruz ve bunlar hangi anlamda “si-
metrik” ve “anti-simetrik” oluyorlar?

Once Sekil 20 (b)ye bakalim. Oradaki oklar, kiitlelerin be-
lirli bir andaki hareketlerini géstermektedir. Uc¢lardaki m
kutleleri disa dogru ayni sekilde hareket etmekteler, ortada-
ki M kutlesi ise hareketsizdir. Salininim daha sonraki bir
déneminde uglardaki kttleler, ayni sekilde iceriye dogru ha-



reket edeceklerdir ve M kiutlesi yine hareketsiz olacaktir.
Bu, simetrik mod hareketidir; ¢cinkd | ve R dontustmleri al-
tinda simetrik gosterim olan | = 1, R = 1ile ayni temel &zel-
likleri tasir. Ornegin, Sekil 20 (b) yansima diizleminde yan-
sitildiginda kendine dénisir, yani R operasyonu |’e esittir.
“Oldugun gibi kal” operasyonu olan | ise her zaman I'e esit-
tir. Bu simetrik mod'da, uclardaki m kitlelerinin her zaman
tam olarak “ters” bicimde hareket etmeleri gerektigine ve M
kitlesinin tam olarak hareketsiz olmasi gerektigine dikkat
edin. M’'nin herhangi bir hareketi simetrik mod igin gerekli
olan R = 1 simetri kosuluna ters duser.

Simdi Sekil 20 (c)ye bakalim; bu antisimetrik mod'dur. Bu
mod’'da distaki kutleler ayni yonde esit bicimde hareket edi-
yorlar, ortadaki kutle de artik hareket edebilmektedir. Ger-
cekte, eger bitin mod'un “agirhk merkezini” sabit tutmak
istiyorsak, o zaman ortadaki kutle, m kitlelerinin hareket
yonune ters olan yénde hareket etmelidir. Bu mod'u yansi-
ma duzleminde yansitinca ne olur? Sekilde kolayca gortlece-
gi gibi kendi negatifine yansiyacaktir (yani hareketi goste-
ren butun oklar ters yone donecektir) Demek oluyor ki, bu
mod icin R operasyonu - | 'e denktir. Yine | = 1 ile bu mod'un
izin verilen birine uygun dismektedir; bu sefer 1 = 1, R =-1
gosterimlerden antisimetrik gosterime.

Sekil 20 (a)da verilen duzeni kurar ve uctaki boncuklar-
dan birini ¢ekip birakirsaniz baslayan hareket Sekil 20 (b)
ve 20 (c)de gosterilen hareketlerden ¢ok farkl (ve ¢ok daha
karmasik) olacaktir. Ancak yine de bu hareket (veya baska
turlla baslatarak olusturacaginiz herhangi bir hareket) her
zaman bu “normal mod’lar”in farklh oranlardaki karisimi
olarak aciklanabilir. Bu anlamda, normal mod’lar olan si-
metrik ve antisimetrik mod'lar olanakl butin hareketlerin
olusturulabildigi temel mod’lardir ve onlarin temel yapilan,
sadece dizenin simetrisi yoluyla bilinmektedir. Bilmek iste-
yebilecegimiz her seyi (6rnegin, problemin fiziksel aynntila-
nna bagimh olan, bu normal modlann her birinin frekansi-
ni) bize sadece simetrinin sdyleyemeyecegi dogrudur ancak
her normal mod hareketinin temel diizeni “grup teorisi” ile



yani, simetri operasyonlarinin nasil birlestiklerinin bilinme-
siyle tamamen belirlenmis olur.

Ucgen, kare, dikdortgen ve sayisiz baska sekillerin simet-
ri durumlari i¢in de benzer tartismalar yapilabilir. Her biri
icin butln simetri operasyonlarini saptayip, ¢carpim tablosu-
nu ve sayisal aritmetik gésterimi bulabiliriz. Simetri operas-
yonlarinin sayisi (buna grubun “mertebesi” denilir) arttik¢ca
gosterimler de daha karmasiklasir ve karmasik sayilar gibi
daha gelismis matematiksel kavramlar gerektirseler de bun-
lar yine de varlardir ve ¢ogu kez bize bazi sasirtici seyler an-
latirlar. Bazen tamamen farkli gértnen iki problemin simet-
ri bakimindan ayni olduklari yani, simetri operasyonlarinin
farkli olmasina karsin tumuyle 6zdes ¢arpim tablolarina yol
actiklari ortaya cikar. Bazen de iki veya daha fazla gosterim
(veya normal mod'lar) birbirleriyle ézellikle baglantihdirlar
(simetri operasyonlari ile birbirlerine dénustrler) ve bu ne-
denle de onlarla ilgili fiziksel durumlar ne olursa olsun ayni
frekansa sahiptirler.

Ayni kavramlari, ¢ boyutlu sekillere de uygulayabiliriz,
ornegin kip icin 48 simetri operasyonu (bunlarin 24’4 don-
me, 24’0 de yansima igerir) bulabiliriz. Bu kavramlar yanal
hareketleri de icerecek sekilde genisletilebilirler. Ornegin
duvar kagidinin sadece 17 farkh simetrisi vardir. Ug boyutta
ki benzer problem cok daha zordur; kristallerdeki atom du-
zenlemeleri i¢in tam 230 simetri olanaginin séz konusu ol-
mas! buna drnektir. Bunlara “uzay gruplan” denilir ve sofra
tuzu (sodyum klorar) ve metalik demirin atom yapisinin si-
mflandinlmasmda buytk énem tasirlar.

Bilimciler atomik yapilan deneysel olarak saptamak igin,
maddeden alinan bir érnek tzerine x-isinlan veya nétronlan
odaklayarak kristal kafesi dizeninden geg¢en 1sinlann nasil
farkli yénlere aynldiklanni (bilimciler buna “sac¢inim” der)
gozlerler. Kinlan isinlann g¢iktiklan farkh dogrultulan (1sin-
lann hi¢ kinlmadiklan simetri dogrultulan da ayni dnemi
tasir) belirleyen kristalin uzay grubudur. Bu nedenle sacilan
isinlann goérece guglerinin ve dogrultulanimi dikkatle &lgul-
mesi, sonugta atomik yapinin tumidnin saptanmasina ola-



nak saglar. “Uzay grubu” simetrisinin getirdigi bilinen bazi
sinirlamalar, atomlarin konumlarim belirleme isini ¢ok ba-
sitlestirmektedir.

Simdiye kadar ele aldigimiz simetrilerin hepsi bir gesit
surekli olmayan, “sicrama” turtinden operasyonlarla ilgili ol-
mustur; 60°lik bir dénme veya belirli sabit bir uzakliga ya-
nal hareket gibi. “Strekli” denilen simetri gruplan da var-
dir; bunlarla (iki boyutta) bir daire ve (¢ boyutta) bir kiire
arasinda baglanti kurulabilir. Bu sekiller, sonsuz kigik 6l-
cide donme operasyonundan sonra bile degismezler. Bunlar,
sirasiyla bir eksene gore simetrik olan veya kiresel simetrik
olan sistemlerle ilgili konularda bilimciler icin 6nemlidirler.

Ornegin, hidrojen atomunu ele alahm. Agir bir ¢ekirdek-
ten (bir nokta buyukligunde bir kitle de diyebiliriz) ve cev-
resinde donen tek bir elektrondan olusur. Elektron, hareket
denklemleri uyannca hareket eder; bu denklemler ktresel
bir uzayin simetri kosullanni da icerirler. Bu drnekle ilgili
matematiksel aynntilar boyle bir kitabin kapsami disinda
kalir ancak olanakli yoruingeler, daha 6nce irdeledigimiz g
boncuk probleminin simetrik ve antisimetrik mod’lan kadar
kesinlikle tanimlanmislardir. Elektronun gercekte, ufacik
bir parcgacik olarak degil de, daha cok c¢ekirdegi cevreleyen
bir “bulut” olarak dustintlmesi gerekmektedir ki konunun
uzmani olmayan ¢ogunluk icin bu kolay degildir. Simetri ki-
sitlamalan da bu bulut igin izin verilen sekillerle kendilerini
ortaya koyarlar. En basit sekil, tam kiresel simetrisi olan
sekildir ve bilimciler buna s durumu derler (buradaki s’nin
simetri veya kdre ile bir ilgisi yoktur). Daha baska sekiller
arasinda karmasik yonlerde ¢an seklinde yuvarlak ¢ikintila-
n olan bulutlan da sayabiliriz, ama bunlann hepsi kiirenin
surekli simetri grubu ile kesin olarak tanimlanmislardir.

Ancak “grup teorisi’nin bUyUk gici sbz ettigimiz seylerin
cok otelerine uzanir. Simdiye kadar grup operasyonlarini
Ucgen, kare, kup, kure, kristal yapilar gibi gercek nesnele-
rin dizenlenmeleri baglaminda kullandik. Bilimcinin din-
yasI boyledir. Gercek matematikgiler ise dusuncelerinin, fi-
ziksel dinyanin 6tesine uzanmasina izin verirler. “Oralar-



da” geometrik simetriler disinda kalan birgok farkli simetri,
kesfedilmeyi beklemektedir. Ornegin, VII. Bolum'de tartis-
tigimiz saat aritmetigini ele alahm. Normal bir 12-saatlik
saate 8 +2=10,8+6=2,6+9=3,6 +6 =0 vb. oldugunu
gérduk. “Toplama” islemi altinda sayilar “kapall” bir kime
olustururlar (yani sag tarafta bulunan say1 da kiimenin ele-
manidir). Sifir ise “oldugun yerde kal” durumunu saglama
islevini yapar. 12 saat yerine ¢ saat icin de butin toplama
islemlerini kolayca yazabiliriz:

0-0-0 0+1-1 0+2=2
1+1=2 1+2=0 2+2=1

Simdi 0, 1, 2 rakamlarina daha 6nce simetri elemanlari-
nin Ustlendigi rolt verirsek ve aralarindaki islemi de topla-
ma olarak belirlersek asagidaki “carpim” tablosunu hemen
yazabiliriz.

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Bu tabloyu rakamlar yerine harfler kullanarak tekrar
yazabiliriz; bunu yaparken 0'm etkisiz eleman olan I'nin
yerine gectigine (0 = 1) dikkat ederek, 1ve 2'yi keyfi olarak,
1 =A ve 2 = B seklinde tanimlayarak

I A B
I I A B
A A B I
B B I A

elde ederiz. Bunun, isle of Man’in amblemleminin simetri
operasyonlarini inceleyerek bulacagimiz carpim tablosuyla
ayni oldugunu artik kolayca dogrulayabilirsiniz. Bu adanin



amblemi birbirlerinden 120°lik acilarla ayrilmis ve ayaklari-
nin birlestigi orta noktada birbirlerine tekme atan lg¢ bacak
seklindedir (baska deyisle yansima simetrisi olmayan 3'lu
dongusel simetrisi olan bir sekil).

Burada ¢ok ilging bir sey dikkat cekiyor; farkli iki baglam-
da ayni grup carpim tablosu ortaya cikiyor. Acaba butin 3.
mertebe operasyon gruplarinin tablolari hep ayni midir ve
dyleyse bu “grup”lann temsil ettikleri 6rneklerin modelleri
olma disinda ve onlardan bagimsiz olan farkl ve mutlak bir
anlamlan mi var? Yanit, evettir ve ayni sey daha dnce ele
aldigimiz 2'nci mertebe gruplar icin de dogrudur. Bitin
4'GUncl mertebeden gruplar icin de bu gecerli midir? Eger 4-
saat aritmetigi ve dik dortgenin “carpim” tablolan ile bunu
kontrol ederseniz yanitin hayir oldujunu gértrsiiniiz. Ancak
mertebesi 4 olan sadece iki farkli grup vardir ve onlan ure-
ten de yukanda soz edilen érneklerdir.

Daha yiksek mertebelerin ¢arpim tablolanni inceledigi-
mizde, bu “nesneler”in, genel bir anlamda simetriyle ilgili ol-
duklan halde herhangi belirli bir igerikten bagimsiz olan ve
onlann disinda bir varliklan oldugunu anliyoruz. Bir mate-
matik¢i bu tablolara baktiginda sadece oradaki diizeni go-
rar. Onun i¢in 6nemli olan yalmzca islemler grubunun yapi-
sidir. islemlerin tiri veya elemanlar degil bunlann ne sekil-
de baglantili olduklari énemlidir. Oyleyse timuyle soyut
6gelerle bir “grup” tanimlamak ve ¢arpim tablolannm duze-
nine yansiyan bir tir “stuper matematik” yaratmak mim-
kindur. “grup teorisi” denilen siiper matematik sadece dort
kuralla tanimlanir.

(1) Bir “grup”, A, B, C...vb elemanlardan olusan bir kime-
dir, bu elemanlar birbirleriyle birlestirilebilirler. Herhangi
bir elemamn birlesimi olan AB de grubun bir elemamdir.

(2) Elemanlardan biri, 1, “oldugun gibi kal” veya etkisiz
elemandir; gruptaki batin A elemanlan icin 1A = Al = A'dir.

(3) Gruptaki her A elemant icin AA-1= A”1A =1 olacak se-
kilde bir A-lelemani vardir.

(4) Gruptaki tim A, B, C elemanlan icin; A(BC) = (AB)C,
buradaki parantez “6nce o iki elemam birlestir” anlamina gelir.



Daha 6énce gérdigimuz érneklerin, timiyle soyut olan bu
kurallar sagladigini artik kolayca kontrol edebilirsiniz. Su-
per matematikgci, A, B, C, vb. elemanlarini gercek fiziksel is-
lemlerle ilintilemeden, bu kurallari kullanarak belirli bir
mertebede ka¢ grup (yani carpim tablosu) olacagini bulabi-
lir. Bunun listesinin baslangici asagidaki gibidir.

Mertebe Grup sayisi
1 1
2 1
3 1
4 2
5 1
6 2
7 1
8 5
9 2

10 2
11 1
12 5

Her grup kendine 6zgi “kisiligi” olan tek bir matematik-
sel nesnedir ve grup teorisi konusunda ¢alisanlar onlarla ya-
kin dostluk kurar ve onlara 6zel isimler verirler. Onlarin
gercek 6nemi ¢ok daha derinlere gider. Cunku nasil ki arit-
metikte her tamsayi tek bir sekilde asal carpanlara ayrilabi-
lir (6rnegin, 60 = 2 x 2 x 3 x 5), her grup da bir anlamda,
“carpanlara” ayrilabilir. Bazi gruplarin i¢inde daha kuguk
gruplar vardir; dyle ki grup, bu kiguk gruplarin “carpimi”
olarak ifade edilebilir. Oyleyse grup teorisinin “asal sayila-
ri”, sadece kendilerine ve 6zdeslik elemani I'ya ayrilabilen
gruplardir. Bunlar grup teorisinin yapi taslaridirlar ve “son-
lu mertebeden basit gruplar” olarak adlandirilirlar. Onlari
timauyle siniflandirma cabasi, yuzyili askin bir sire sonun-
da ancak 1980’lerin ortasinda tamamlanmistir.



Bu is icin gereken cabanin boyutu, nihai ispatin 500°den
fazla teknik dergide yayinlanmis 10.000 sayfadan fazla ba-
silmis yayin icermesinden anlasilabilir. Bu calismalarin ¢o-
gunlugu 1940'lann sonlan ile 1980'lerin baslannda yapiimis
ve 100'den fazla matematik¢inin gabasiyla gerceklesmistir.
Butun bu ¢alismalar tekrar gézden gegirilip , 6zetlendikten
sonra bile sonucun 1000 sayfadan fazla bir metin icermesi
beklenmektedir.

Sonsuz sayida, sonlu mertebeden basit grup olmasina
sasirmamak gerekir; ¢unkd asal sayilarin sayisi da son-
suzdur. Ancak grup teorisinin problemleri daha karmasik-
tir; ¢ink( birden fazla sonsuz grup aileleri olmasinin ya-
ninda, bu sonsuz grup ailelerinin hic¢birisine uymayan
(*aynksi1” denilen) bazi gruplar da bulunmaktadir. Sonsuz
ailelerin en basit 6rnegi, bir asal sayl kadar elemani olan
saat-sayisi gruplandir; baska deyisle n = 2, 3, 5, 7, 11, 13
vb. olmak kosuluyla n-saat gruplari. Bunlarin disindaki
sonsuz basit grup ailesini aynntilanyla siniflandirmak da-
ha zordur; ancak sonunda bu tir 17 aile daha olusturul-
mustur ve artik bu 18 aile ile listenin tamamlanmis oldu-
gu bilinmektedir.

Aynksi basit gruplann ilk besi, daha 1860Q'larda bulun-
mustu. Bunlann en kicuginidn mertebesi 7920, digerleri-
nin ise sirayla 95.040, 443.520, 10.200.960 ve
244.823.040'dir. Bunlann énemsiz olmadi§i ortadaydi; ¢in-
ki bir yazyil boyunca bilinen yegane basit aynksi gruplar
olarak kaldilar. Daha sonra, 1966'da o zaman Avustral-
ya’'daki Monash Universitesi'nde gérev yapan Zvonimir Jan-
ko altinciyi kesfetti ve bu, aynksilann modern ¢agi diyebile-
cegimiz dénemi baslatti. Ondan sonra da 1970'lerin sonlan-
na kadar bu acaip yeni aynksi yaratiklar nerdeyse her yil
birer birer ortaya ¢ikmaya basladilar. Buayuklikleri gercek-
ten cok etkileyiciydi, bir ¢gogunun 1010'dan fazla elemani
vardl. 1982'de zirveye erisildi; Princeton’daki Institute of
Advanced Study’'den Robert Griess Jr. 0 zamana kadar bu-
lunanlardan c¢ok ¢cok daha biytk bir aynksi grup insa etme-
yi basardi. Buyukligia nedeniyle ona “canavar” deniliyordu.



Eleman sayisi 808.017.424.794.512.875.886.459.904.
961.710. 757.005.754.368.000.000.000'dan az degildi; bu sa-
yi yaklasik 8 x 10&lur, bu nedenle de ¢arpim tablosunda 6 x
10D konum bulunmaktadir. Var olan en buyik ayriksi grup
oldugu bilinmektedir ve ¢ok etkileyici bir seyin simetri 6zel-
liklerini temsil ettigi kusku gétirmez. Bu bir sey nedir? Bu
bir sey, XIIl. Bolum’'de tartistigimiz 24 boyutlu kath kafes
paketlemesi olan L2n simetrik 6zellikleriyle ¢ok yakindan
iliskilidir.

Sonucta kesfedilen ayriksi grup sayisi 26'dir, bunlarin en
bldylgi de canavardir, ikinci en biyik yani “canavar yavru-
sunun 4 x 108kadar elemani var. Bu da ¢ok buyuk, bir sa-
yidir; ancak yine de mertebe bakimindan canavarin kendi-
sinden iODkat daha kiicuktir. En kiicik ayriksi, daha énce
degindigimiz 7920 elemanli gruptur. Butun basit sonlu
gruplarin tam olarak siniflandirilmasi hakkmdaki son te-
orem sadece 26 aynksi érneginin var oldugunu iddia etmek-
tedir; sonsuz grup ailelerinin bir parcasi olarak siniflandiril-
maktan kaginan sadece 26 basi bos grup. Bunlar ve daha 6n-
ce sdz ettigimiz 18 sonsuz aile, grup teorisinin, ya da baska
deyisle en genel ve soyut anlamda simetrinin nihai yapi tas-
larinin olustururlar.

Oyleyse grup teorisi, bir anlamda, olgunluga erismistir.
Ancak butun bunlar nasil basladi? Simetri gruplarinin ica-
di, genellikle, 21 yasindayken anlamsiz bir “seref duello-
sunda tabancayla vurularak élen, bir matematik harikasi
gen¢ Fransiz dahi Evariste Galois'ya atfedilir. 1811'de dog-
mus olan Galois, Gauss'dan 34 yas kucuktl, ama saygin
Gauss ondan sonra nerdeyse c¢eyrek yuzyil daha yasadi.
Gunumuzde pargacik fiziginden Rubik kiipline uzunan si-
metrilerin anlasiimasini saglayan bu matematik dalini ya-
ratmaya basladiginda Evariste Galois, on yedi yasina he-
nuz basmisti. En Unlu ¢alismasi kendinden 6nce gelen ma-
tematikcilerin neden sadece c¢ok az birkag¢ tur cebirsel
denklem icin genel ¢6zum bulabildiklerini anlama cabasina
yonelikti.

Cebirsel denklemler asagidakiler gibi denklemlerdir:



X+2=5
X2- 4x+11 =0
x3+ 2x2- 6x- 2=0
2X4+ X +5x- 7=0
3x5- x4- 5x3+2x2-7 =0

“Bilinmeyen” x’in tamsay! katsayili (bunlardan bazilari sifir
olabilir), tamsay! kuvvetlerinden olusan denklemler. igeri-
len en bilyik x kuvvetine denklemin “derecesi” denir, dyley-
se yukardaki denklemlerin dereceleri birden bese kadar si-
ralanir. Herhangi bir dereceden (6rnegin dort) olan en genel
denklem

Ax4+ Bx3+ Cx2+ Dx+E =0

seklinde yazilabilir, burada A, B, C, D ve E herhangi bir
tamsayi olabilir. Yanitlanmasi gereken soru sudur: Bu
denklem x = (A, B, C, D, E'yi iceren ve bunlari temel aritme-
tik islemleri olan +, -, X, kuvvetler ve koklerle birlestiren
bir ifade) seklinde ¢ozulebilir mi? Galois'nin déneminde, bir
ile dort arasindaki derecelerdeki en genel denklemler igin
yanitin “evet” oldugu biliniyordu. Ancak bes ve daha blyik
dereceler icin yanit bilinmiyordu.

Birinci ve ikinci dereceler icin genel yanitlar Babilliler-
den beri bilinmekteydi ve butun lise cebir kitaplarinda yer
aliyordu. “Kubik” (G¢uncu derece) ve “kuartik” (dérduncut
derece) icin genel ¢6zim 16. yuzyilda elde edilmisti. 1820
yilinda, Galois bu problemi ele aldi§i sirada, genel besinci
derece denklemi “¢c6zmek” icin bir¢ok buyiuk matematikgi,
nesiller boyu, 300 yila yakin bir sure basari elde edemeden
ugrasmisti.

Galois 17 yasindayken besinci dereceden denklemlerin ¢6-
zumlerini hesaplama konusunda ilk makalesini yazdi. Daha
sonraki iki yilda “grup” kavramim ortaya koydu. Bu onun,
denklemlerdeki simetri 6zellikleri nedeniyle, farkli tlrden



cebirsel denklemlerin ¢6zumleri arasinda var olmasi gere-
ken iliskileri sistemli bir bicimde bulmasini sagladi. Onun
elde ettigi gruplar (onun anisina bunlara Galois gruplan de-
nilmektedir) derecesi dortten buytk olan hicbir denklemin
aramlan bigimde bir genel ¢6zima olmadigini agikga gosteri-
yordu. Genel besinci derece denklemi ¢ézmek icin verilen
300 yilhik ¢abanin sonugsuz kalmasi igin iyi bir neden vardi,
cunkl ¢6zUm yoktu. Bazi 6zel besinci derece denklemler igin
(A, B, C, D, E sayilanmn bazi belirli degerleri igin) ¢ozim el-
bette vardi; ancak bu c¢dziimler cebirsel yolla degil sayisal
yolla bulunabilirlerdi.

Simetri gruplan kavramini kullanarak Galois, sadece be-
sinci derece denklemleri “halletmek”le yetinmemisti; yontem
o denli gugliydu ki herhangi bir dereceden genel cebirsel
denklem ic¢in benzer probleme de uygulanabilirdi. “Simet-
ri“nin gucu ilk defa ¢arpici bicimde gosterilmisti. Galois gru-
bu simetriler dogrudan geometri ile ilgili olmasalar da yan-
simalar ve dénmeler gibi, kesin olarak belirlidirler. Ancak
Galois, ¢caginin o kadar éntindeydi ki ¢alismasinin éneminin
timayle fark edilmesi uzun bir sire almistir. Eger Galo-
is’/nin 6mri o kadar kisa olmasaydi bu siire belkide ¢ok daha
kisa olacakti. Cebir, bir anlamda Galois tarafindan 6zgur ki-
hinmistir. Odak noktasi, belirli problemlerden genellemelere
ve soyutlamalara kaymistir. “Modem cebir” veya “soyut ce-
bir’in yolunu a¢gmistir; bu cebir hem islemlerin hemde onla-
nn uygulandiktan niceliklerin soyut oldugu bir siiper mate-
matiktir. Geride sadece sekiller kalmistir (Cheshire kedisi-
nin* gulimsemesi gibi); grup teorisini olusturan ve kaginil-
maz olarak “canavar”a yol acan sekiller.

*Mice Harikalar Diyar1 adl kitaptaki guilimseyen ve gittiginde geride gulimseme-
si kalan kedi. (¢. n.)
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sayllarin ilging dinyasini tanitiyor.
Kolay anlasilir bir dille
kaleme alman kitapta
Unli matematikgileri bile
sasirtan problemlerin yani sira
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Uzerinde tartisilan

konulara da yer veriliyor.



