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Gergek bir fizikgi, gercek bir dost
Dave Paul Debeer'in amusina






TESEKKUR

Bu kitab1 yazmak, elbette, ebeveynlerim olmasayd: ola-
naksiz olacakti, ama ben onlarin inang, kugku ve umutlan
ile a, b ve c¢’nin sevgi ve sabrina ¢ok daha fazlasini borglu-
yum. Mesleki agidansa kaosun babalarindan biri ve benim
de tez danismanim, akil hocam ve dostum Ed Spiegel’e
cok sey bor¢luyum. Ayrica, bu fikirlerden bazilarini Jim
Berger, Robert Bishop, David Broomhead, Neil Gordon,
Julian Hunt, Kevin Judd, Joe Keller, Ed Lorenz, Bob May,
Michael Mackey, Tim Palmer, Itamar Procaccia, Co-
lin Sparrow, James Theiler, John Wheeler ve Christine
Ziehmann'la tartisma sanst bularak onlardan da ¢ok ya-
rarlandim. Oxford’daki Pembroke College’in 6gretim iiye-
leriyle yaptigim tartigmalar ve bu kisilerin sagladig destek
icin de tegekkiir ediyorum. En son ve en ¢ok dgrencilerime
tesekkiir etmek isterim — onlar kim olduklarini biliyorlar.
Kulak misafiri oldugum g6yle bir konugmaya nasil bir tepki
vermem gerektigine hila emin degilim: “Onun Lenny’nin
6grencisi oldugunu biliyor musun?” “Ya, gimdi anlagildi.”
Kusura bakmayin dostlar: sug¢ Spiegel’de.






ONSOZ

Bunu izleyen sayfalarda tamitilan “kaos” matematik
ve bilim alanlarindaki gériingiiyii yansitir; bu dizgelerde
(higbir hile olmaksizin) giiniimiizde gériilen kiigiik degi-
siklikler gelecekte biiyiik degisikliklere neden olur. Eger
her sey rasgele gergeklegseydi ya da eger her gey sonsuza
kadar siirekli olarak diizensiz gergeklegseydi, iste, bu hile
olurdu. Bu kitapta iig basit sinirlamadan kaynaklanan ve
hayranlik uyandirici denli zengin bir malzemenin izi siiriil-
mektedir; biz bunlara duyarlilik, determinizm ve yinelenme
demekteyiz. Bu kisitlamalar matematiksel kaosa yol agar,
yani rasgele gibi goriinen ama rasgele olmayan davrani-
sa. Tahmin yiiriitmenin etkin bilegeni oldugu varsayilan
bir parga belirsizlik eklendiginde, kaos, diinyanin dogasina
iligkin asirlar 6ncesine uzanan bir tartigmayi yeniden alev-
lendirir.

Bu kitap terimlerin gegtikleri ilk yerde agiklanmalar1
agisindan kendi iginde bir biitiinliik tagimaktadir. Amacim
kaosa iligkin ne, nerede ve nasil sorularini agiklamak, ileri
diizeyde matematiksel bilgi gerektiren “neden” sorusuna
iligkin konulari ise bir kenarda birakmak. Neyse ki, kaos
ve tahmin yiiriitmenin betimlenmesi gorsel, geometrik
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bir kavrayisa olanak vermekte; kaos incelememiz bizleri
denklemlerin olmadig: saf tahmin edilebilirlige gotiirecek
ve hava, iklim ve gergek diinyayla baglantili diger gériin-
giiler hakkindaki etkin bilimsel aragtirmalarin sordugu so-
rular1 ortaya koyacak.

Giiniimiizde kaos bilimine yonelik popiiler ilgi, gore-
lilik kuraminin on yillar boyunca etkili ve popiiler bir ilgi
alan1 olmay siirdiirecegi yiiz y1l 5ncesinde bilime duyulan
ilginin aniden artmasindan farkl bir bigimde gelisti. Bi-
limin matematiksel kaosu incelemesine toplumun verdi-
gi tepki neden farkli oldu? Belki, farkliliklardan biri, ok
kiigiik degisikliklerin bazen biiyiik etkiler yaratabilecegini
gopumuzun zaten biliyor olmastydi. Bugiin “kaos” olarak
adlandinlan kavramin koékeni hem bilimkurguda hem
de bilimsel gergekte yatar. Aslina bakilirsa, bu goriigler
gergek olarak kabul edilmeden ¢ok onceleri bilimkurgu
alanina yerlegmigti bile: kimbilir, belki de bilim insanlar
yadsimayla ugragirken halk kaosun tagidigi anlamlar ko-
nusunda uzmanlagmigti bile. Onemli bilim insanlari ile
matematikgiler kaosun geligini 6nceden gorebilecek kadar
cesaret ve sezgiye sahipti, ama yakin zamanlara kadar te-
mel bilim dallarinin konuya miispet yaklagmak igin iyi bir
¢Oziime gereksinimleri vardi: fraktal nesneler ve diizen-
siz egriler hem bir olagandigilik olarak hem de kétii dile
getirilmis sorularin géstergesi olarak kabul edilmekteydi.
Bir matematikgi agisindan, insanin meslek yagantisinin
koétii bigimde dile getirilmig sorulara adandigi suglama-
sindan daha utandirici bir sey olamaz. Bazi bilim insanlar1
sonuglar1 kuramsal agidan bile yeniden tiiretilemeyecek
problemlerden uzak durmaya devam ediyor. Kaosun ge-
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rektirdigi ¢oziimler ancak ve ancak gok yakin zamanlarda
bilim ¢evrelerinde genis diizeyde kabul gériir hale geldi ve
siradan insanlar da genellikle “uzmanlarin” kullandig1 “ben
dememig miydim?” séziinti kullanma mutluluuna eristi.
Bu, neden kaosun —matematik ve bilim alanlarindan bes-
lenmesine kargin— meteoroloji ve astronomi gibi uygulamali
bilimlerde kok saldigini da agiklar. Uygulamali bilimlerde
gercekligi anlama ve tahmin etme arzusu hakimdir; bu arzu
giiniimiiziin bigimsel matematiginin her tiirli ayrintisini ag-
maktadir. Bu yaklagim, olugturdugumuz diinya modelleri ile
gergek diinya arasindaki ayrimda —bu ikisini birbirine karig-
tirmadan— bir képrii olugturacak, matematik ile gergekligi
birbirinden ayirip bu yolla matematigin uzamini genisglete-
cek zor bulunur bireylere gereksinim duyar.

Kiiltiir Kitapligi yayinlarinin tiimiinde oldugu gibi, sayfa
sayisinin kisitlt olmasi kimi aragtirma programlarinin 6zet-
lenmesini ya da tamamen gikarilmasini gerektirmekte; bir
dizi s13 betimleme yerine, baglam i¢inde yinelenen kav-
ramlarisunmayiyeglemekteyim. Burada ele almadigim ga-
lismalarn gergeklestirenlerden &ziir dilerken, benim agim-
dan ¢ok ilging olan konularla okuyucu agisindan ilging
kilabilecegim konular arasinda bir ayrim yapmama olanak
saglayan Luciana O’Flaherty (edit6riim), Wendy Parker
ve Lyn Grove’a da tegekkiir ederim.

Kitabin kullanimina iligkin notlar

Kitaptabir par¢a matematik yer alsa da, X=2"den daha
karmagik hicbir denklik bulunmamaktadir. Alana 6zgii te-
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rimleri bir kenara birakmak ise o kadar kolay degil. Yatik
yazili terimleri 6grenmeniz gerekecek; bu sozciiklerin kisa
tanimlar kitabin sonundaki sézliikkgede bulunabilir. Hem
vurgu amaciyla hem de kitap boyunca pek fazla yinelen-
meyen alana 6zgii terimleri gstermek icin yatik yazma bi-
¢emi kullanilmaktadir.

Akliniza takilabilecek sorulari internet {izerinde http://
cats.Ise.ac.uk/forum adresindeki VSI Forum’da tartigabi-
lirsiniz. Bu terimler hakkinda daha fazla bilgi http://www.
wikipedia.org adresindeki Wikipedia'da ve http://cats.lse.
ac.uk/predictability adresinde bulunabilir.
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[. Bolim

KAOSUN ORTAYA CIKISI

Camurun iginde yesil, altin saris1 ve siyah renkleriyle
parildayan bir kelebek vardi — ¢ok giizel ve cansiz. Yere
diigiivermisti, ipince bir varlik, dengeleri altiist edebile-
cek; 6nce bir dizi kiigiik dominoyu, ardindan biiyiik do-
minolarn ve sonra da kocaman dominolari. Zaman'in iger-
digi tiim yillar boyunca uzanan dominolan devirebilecek
kiigiiciik bir varlik.

Ray Bradbury (1952)

Matematiksel kaosun ti¢ temel niteligi

“Kelebek etkisi” kaosun popiiler bir slogan1 haline gel-
di. Fakat kiigiik ayrintilarin bazen biiyiik etkiler yaratmasi
gercekten de o kadar sagirtic1 bir ey mi? Bazen artik ka-
liplagmig bu kiigiik ayrinty, icinde kelebek olan bir evrenle
bu evrene tipatip benzeyen ama iginde kelebek olmayan
alternatif bir evren arasindaki fark olarak algilanmakta;
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bu kiigiiciik fark sonucunda bu iki diinya kisa siire igin-
de birbirinden inanilmaz diizeylerde farkli hale gelecektir.
Bu kuramin matematiksel kargihg1 duyarl bagimlilik olarak
bilinir. Kaos dizgeleri duyarli bagimliligin yani sira bagka
iki 6zellik daha tagir: bu dizgeler determinist ve dogrusalsiz
ozelliklidir. Bu boliimde bu sézciiklerin ne anlama geldi-
gini ve bu kavramlarin bilim alanina nasil yerlestigini go-
recegiz.

Kaosun 6nemli olmasinin kismi bir nedeni, tutarsiz
dengeleri betimleme, anlama ve hatta belki de tahmin
etme yetenegimizi gelistirerek bu dizgelerle baga ¢ikma-
miza yardim etmesidir. Hatta, ¢iiriitecegimiz kaos mitle-
rinden birine gore, kaos tahminde bulunmay1 gereksiz bir
eylem haline getirir. Alternatif ama bir o kadar popiiler
bir kelebek 6ykiisiinde, bir yanda bir kelebegin kanatlarini
cirptig1 bir evren, bir yanda da ¢irpmadig bir evren bulun-
maktadir. Bu kiigiiciik fark, bu iki diinyanin yalnizca birin-
de bir kasirganin olugmasi anlamini tagir ve belirsizlik ile
kestirimi iliskilendirir: biz bu iki diinyadan hangisindeyiz?
Matematiksel modellerimizde belirsizligin bodylesine hizli
gelismesini saglayan mekanizmalara verilen addir kaos.
Belirsizligi artirip tahminleri allak bullak eden kaos imgesi
bu kitap boyunca sik sik kargimiza ¢ikacak.

Kaosun izleri

Kaos uyarilari her yerde —hatta ¢ocuk tekerlemelerin-
de bile— mevcuttur. Tek bir ¢ivinin eksikligi yiiziinden
koskoca bir kralhigin yitirilebilecegi uyarist 14. yiizyila
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kadar uzanir; iinlii ¢ocuk tekerlemesinin agagida verilen
versiyonu Benjamin Franklin’in 1758'de yayimladig1 Poor
Richard’s Almanac’ta yer almaktaydz:

Tek bir givisi olmayinca bir nal diistii,
Tek bir nali olmayinca bir at diistii,

ve bir at1 olmayinca binici diist,

diigman onu alagagi edip haklad;,

Nalda eksik tek bir givi yiiziinden hem de.

Bizler istikrarsizhigin tohumlarini kaosla agiklamaya
degil, ilk tohum atildiktan sonra belirsizligin biiyimesini
betimlemeye ¢aligiriz. Elimizdeki drnekte, nal givisinin yi-
tirilmis oldugu gergegini degil de binicinin nasil olup da
tek bir ¢ivinin eksikligi yiiziinden diistiigiinii agiklayarak.
Aslinda, elbette, bir ¢ivi ya vardi ya da yoktu: Ama, eserde
anlatildigina gore, eger ¢ivi diigmeseydi krallik da yikilma-
yacakt1. Kaos dizgelerinin niteliklerini genellikle bir parga
farkli durumlarin etkisini goz éniinde bulundurarak ince-
leyecegiz.

Astronomi, meteoroloji, niifus biyolojisi ve iktisat gibi
uygulamali bilim alanlarinda kaos incelemeleri yaygindir.
Diinya hakkinda nicel kestirimler yaninda tutarli gézlem-
ler yapan bilim alanlar1 Isaac Newton’dan bu yana bizlere
kaosun geligimindeki temel oyunculan sagladi. Newton
yasalarina gore, giineg sisteminin gelecegini belirleyen
sey, tamamen onun su anki durumudur. Pierre Laplace bu
determinist goriigii bilimde temel bir konuma yerlegtirdi.
Eger bir diinyanin mevcut durumu gelecegini tamamen
tanimliyorsa, bu, o diinyanin determinist oldugu anlami-
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ni1 tagir. 1820°de, Laplace, giiniimiizde “Laplace seytan1”
olarak bilinen kavrami gelistirdi; bunu yaparken determi-
nizmle prensipte kestirimde bulunma yetenegini bilimde
bagari kavraminin ta kendisiyle iligkilendirdi.

Evrenin su anki durumunu onun gegmiginin etkisi
ve geleceginin nedeni olarak gorebiliriz. Belirli bir anda,
dogay1 harekete gegiren giiglerin yani sira dogay1 olustu-
ran biitiin unsurlarin biitiin konumlarint bilen bir zihin
diigliniin: bu zihin biitiin verileri analiz edebilecek kadar
biiyiik olsa, o zaman, evrenin en biiyiik varliklarinin devi-
nimleriyle en kiigiik atomun devinimlerini tek bir formiil-
de birlestirirdi; boyle bir zihin agistndan higbir sey belir-
sizlik tagimazdi ve tipki gegmis gibi gelecek de gozlerinin
6niinde apagik dururdu.

Dikkat ederseniz, Laplace, seytanina ii¢ ozellik atfet-
mekteydi: Doga yasalarini eksiksiz bilme (“biitiin giigler”),
evrenin kesin durumunun fotografin1 ¢ekebilme yetene-
gi (“biitiin konumlar”) ve sonsuz bir bilgi igleme kayna-
g1 (“biitiin bu verileri analiz edebilecek kadar biiyiik”).
Laplace’in kaosu agisindan, kaos, kestirimin éniinde bir
engel olusturmaz. Bu kitap boyunca bu yeteneklerin bir
ya da daha fazlasini ortadan kaldirmanin etkilerini ele ala-
cagiz.

Newton zamanindan 19. yiizyiin sonuna kadar bilim
insanlarinin ¢ogu ayni1 zamanda meteorolojiyle ugragmak-
taydi. Belirsizligin hava tahminlerinde oynadig: role hava
tahmin uzmanlarinin duydugu ilgi yiiziinden kaos ve me-
teoroloji yakindan baglantiliydi. Benjamin Franklin’in me-
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teorolojiye ilgisi onun firtinalt bir havada ugurtmayla ger-
geklestirdigi deneyin ¢ok 6tesindeydi. Hava kogullarinin
batidan doguya dogru ilerlediginin farkina varip bu kurami
Philadelphia’dan dogudaki kentlere mektuplar yazarak si-
nadig1 bilinir. Gergi mektuplar hava kogullarinin degis-
mesinden ¢ok sonralari yerine ulagiyordu ama bunlar, hig
kugkusuz, ilk hava tahminleri olarak kabul edilebilir. Lap-
lace da atmosfer basincinin yiikseklige bagh olarak diigtii-
giinii betimleyen yasay1 kegfetmisti. Ayrica, hata kuramina
da 6nemli katkilarda bulundu: bir gézlem gergeklegtirdi-
ginde, olgli matematiksel anlamda asla kesin olmadigi
icin, “Gergek” deger agisindan her zaman bir belirsizlik s6z
konusuydu. Bilim insanlar1 genellikle bir gézlemdeki her
tiirlii belirsizligin kaynagi olarak giiriiltii denen seyi gos-
terir ama giiriiltiiniin ne oldugunu da aslinda tam olarak
agtklamazlar; giiriiltsi —ister bir masanin uzunlugu, ister bir
bahgedeki tavsanlarin sayist olsun— 6lgmeye g¢aligtigimiz
seyin goriintiisiinii bulaniklagtiran seydir. Giiriiltii gozlem-
sel belirsizlik durumunu dogurur ve giiriiltii i¢in bir modele
sahip oldugumuz anda da kaos kiigiik belirsizliklerin nasil
biiyiik belirsizlikler haline gelebilecegini anlamamiza yar-
dim eder. Kaostan zor bela da olsa edinilebilmis bilgilerin
bazilar1 nicel bilimlerdeki belirsizlik dinamiginde kaosun
oynadig roliin ya da rollerin netlegtirilmesinde yatar. Kaos
incelemeleri bizi tekrar tekrar geriye doniip “Gergek” de-
ger kavramiyla ne demek istedigimizi yeniden incelemeye
zorladikga, giiriiltii kavrami da ¢ok daha ilging bir konu
haline gelmekte.

Laplace’in olabilirlik konulu kitabinin yayimlanmasin-
dan yirmi yil sonra, Edgar Allan Poe, bugiin atmosferde
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kaos adim verdigimiz olguya ilk kez degindi. Yalnizca el-
lerimizi sallamanin tiim gezegende atmosferi etkileyebile-
cegini dile getirdi. Poe, ardindan, Laplace’in s6ylediklerini
amimsatacak bir bigimde, diinya matematikgilerinin gitgi-
de yayilip sonsuza dek atmosferin durumunu degistirecek
bu el sallama “itiminin” ilerleyigini hesaplayabileceklerini
belirtti. Elbette, ellerimizi sallayip sallamamaya karar ver-
mek bizim elimizde: 6zgiir irade kaosa beslenebilecegi bir
diger kaynak saglamaktadr.

1831°de, Laplace’in bilimi ile Poe’nun kurgusunun ya-
yimlandig1 tarihlerin tam ortasinda, Kaptan Robert Fitzroy
geng Charles Darwin'i kesif gezisine gétiirdii. Bu yolcu-
lukta yapilan gozlemler Darwin'i dogal segilim kavramini
olugturmaya yénlendirdi. Evrim ile kaosun ortak noktalari
sanildigindan daha fazladir. Birincisi, dil s6z konusu oldu-
gunda, “evrim” ve kaos hem agiklanacak olgulara hem de
agtklamay1 yapmasi beklenen kavramlara deginirken ayni
anda kullanilir. Bu da ¢opu zaman betimleme ile betim-
lenecek nesnenin birbirine karigtirilmasina yol agar (ha-
ritayla araziyi karigtirmak gibi). Bu kitapta, matematiksel
modelleri bu modellerin betimlemeleri amaglanan gergek-
likle karigirmanin bu ikisine iligkin tartigmalar1 bulanik-
lagtirdigini gorecegiz. Ikincisi, daha derine inildiginde, bazi
ekosistemler sanki birer kaos dizgesiymiggesine evrimlegi-
yor olabilir — ¢evredeki kiigiik degisikliklerin pekala bii-
yiik etkileri olabilecegi gibi. Ayrica, evrim, kaos tartigma-
larina da katki saglar. Bu béliimiin bagindaki alinti Ray
Bradbury’nin “A Sound Like Thunder” baglikli eserinden;
bu eserde biiyiik av hayvanlar peginde kogan zaman gez-
ginleri yanlighkla bir kelebegi 6ldiiriir ve déndiiklerinde
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gelecegin tamamen farkh bir yer haline geldigini goriir.
Ovykiideki kigiler bir fareyi 6ldiirmenin etkilerini, onun
Sliimiiniin yaratacag etkinin yitirilecek onca fare, tilki ve
aslan kugag1 boyunca katlanarak artigini hayal eder:

Biitiin o bocek, akbaba nesilleri ve milyarlarca yagam
bigimi kaosa ve yok olmaya siiriiklenir. (...) Tek bir fareyi
ayaginizla ezseniz sonsuzluk iginde en az Biiyiik Kanyon
kadar iz birakirsiniz. Kralige Elizabeth asla dogmayabilir,
Washington Delaware’i asamayabilir, hatta Birlesik Dev-
letler diye bir yer asla olmayabilir. Bu yiizden dikkat. Yolu
izleyin. Asla yoldan ¢ikmayin!

Bilindigi gibi, birisi yoldan gikip yesilli siyahli kiigiik bir
kelebegin iistiine basar. Bu “acaba” deneylerini ancak ve
ancak matematikte ya da yazin sanatinin kurgusal alanla-
rinda dikkate alabiliriz, ¢iinkii elimizde gergekligin yalniz-
ca tek bir tezahiirii mevcut.

“Kelebek etkisi” teriminin kokeni, konuya uygun bir
bicimde, gizemle kaphdir. Bradbury'nin 1952 tarihli &y-
kiisti, 1960’larda kaos konusunda yayimlanmig bazi ma-
kalelerden daha eski. Meteoroloji uzmani Ed Lorenz bir
zamanlar degigim unsuru olarak martilarin kanatlarindan
soz ettiyse de bu konunun baghigi kendisine ait degildi.
Onun bir kaos dizgesine iligkin ilk bilgisayar temelli resim-
lerinden biri de bir kelebegi andirir. Ama, ister diigmiig bir
nal ¢ivisi, bir kelebek, bir mart1 ya da —daha yakin tarih-
lerde—- Homer Simpson tarafindan “ezilmig” bir sivrisinek
olsun, “kiigiik fark”in canli simgesi ne olursa olsun, kiigiik
farkhliklarin biiyiik etkileri olabilecegi goriisti yeni degil-
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dir. Kiigiik farkliliklarin kokeni konusunda sessiz kalsa da,
kaos, kiigiik bir farkliligin nasil olup da hizla krallig1 sarsan
boyutlara ulagtigi hakkinda bir betimleme saglamaktadir
ve bu nedenle de tahmin etme ve tahmin edilebilirlikle
yakindan iligkilidir.

ilk hava tahminleri

Zamanin biitiin gemi kaptanlan gibi Fitzroy da hava
durumuyla yakindan ilgileniyordu. Gemilerde daha kulla-
nigh bir barometre geligtirmigti — uydu gériintiileri ve telsiz
raporlarindan yoksun bir kaptan igin barometrenin tagidi-
g1 deger inkar edilemez. Biiyiik firtinalar diigiik atmosfer
basinciyla baglantilidir; basinca ve dolayistyla basincin ne
kadar hizli degistigine iligkin nicel bir deger sunan baro-
metre ufkun 6tesinde neler oldugu konusunda yagam kur-
taracak bilgiler saglayabilir. Daha sonralar, Fitzroy, Birle-
sik Krallik Meteoroloji Biirosu adin1 alacak olan biironun
ilk bagkani oldu. Britanya genelinde gozlemler derleyip
mevcut hava kogullant konusunda 6zet raporlar yayinla-
mak igin heniiz yeni olan telgraftan yararlandi. Telgraf ilk
kez olarak havaya iligkin bilgilerin havadan 6nce ulagma-
sina olanak sagladi. Newton yasalarini kullanarak iki yeni
gezegen kegfetmesiyle {inlenen Fransiz Le Verrier ile ¢ali-
stp gergek zamanli hava tahmini konusunda ilk uluslara-
rasi ¢abalara katki sagladi. Bu tahminler Darwin'’in kuzeni
olan ve 1875’te London Times'da ilk hava durumu hari-
tasin1 —Sekil 1- gergeklestiren istatistikgi Francis Galton
tarafindan siddetle elestirildi.
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WeaTger CHART, MARCH 3!, 1875,
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of t26 nes and oky by deseripsive words, and the Gizsction of the wind
by arrows—barbod avd festhered esosrdlog to ftn forve. @ dowotles
calm,

1. Bir gazetede yayimlanmug ilk hava durumu haritasi. Francis Gal-
ton'in hazirladigi harita 31 Mart 1875'te London Times'da yer aldi.
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Eger gozlem hatalarindan kaynaklanan belirsizlik ka-
osun biiyiitecegi tohumu saglamaktaysa, o zaman, bu tiir
belirsizlikleri anlamak kaosla baga ¢ikmamiza yardim ede-
bilir. Laplace gibi Galton da en genis anlamiyla “hatalar
kuram1” ile ilgileniyordu. Cogu zaman &lgiim hatalarini
gosterir gibi gériinen ve her yerde kargimiza ¢ikan “can
egrisi"ni orneklemek icin, Galton, bugiin “Galton Kutu-
su” olarak bilinen bir “begli dizilig kutusu” gelistirdi; bu-
nun en bilinen versiyonu Sekil 2’de solda yer almakta.
Besli dizilig kutusuna sagma taneleri atan Galton, her bir
sagma tanesinin kargisina ¢ikan her bir ¢ivinin soluna ya
da sagina gitmesinin 50:50 gans dahilinde oldugu, sagma
tanelerinin ¢an egrisi bigiminde dagihm géstermesine yol
agan bir raslantisal dizge olugturdu. Galton Kutularina IX.
Béliim'de geri dénecepiz, ama ¢an egrilerinden alinan ras-
lantisal sayilan giiriiltii i¢in bir model olarak bundan ¢ok
daha 6nce sik sik kullanacagiz. Bu ¢an egrisi Sekil 2'nin
solundaki Galton Kutusu’'nun dip béliimiinde gériilebilir;
Sekil 10’un iist boliimlerinde bunun daha diizgiin bir ver-
siyonu karsimiza gikacak.

Kaos incelemeleri neredeyse iki yiizyilin ardindan hava
tahminlerinin neden giivenilmez olmay: siirdiirdiikle-
ri hakkinda yepyeni fikirler saglamaktadir. Yarinki hava
tizerinde biiyiik etkileri olan bugiiniin havasindaki kiigiik
ayrintilart 1skalamamizdan 6tiirii mii? Yoksa yéntemleri-
miz Fitzroy'un yoéntemlerinden daha iyi olsalar da kusur-
suz olamadip1 i¢in mi? Poe’nun kelebek etkisini atmosfer
kosullariyla érnekleyisini, bilimin —eger kusursuz ise— fi-
ziksel nitelikli her seyi tahmin edebilecegi fikri tamamlar.
Ancak, duyarli bagimhiligin ayrintii hava tahminlerini
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zorlagtiracagi ve hatta belki de fizigin alanini sinirlandira-
cagi gergegi bir siiredir hem bilim hem de kurgu tarafindan
kabul edilmekte. 1874’te fizikgi James Clerk Maxwell her-
hangi bir bilim alanindaki muhtemel bir basariya bir parga
orantinin eglik edecegini belirtmekteydi:

Bu durum ancak baglangi¢ kosullarindaki kiigiik de-
gigimler dizgenin nihai durumunda kiigiik degigimler
iirettiginde gegerlidir. Pek ¢ok fiziksel olguda bu kosul
kargilanir; ama bazi durumlar var ki, ilk bagtaki kiigiik
bir degisim dizgenin nihai durumunda biiyiik degigiklikler
yaratabilir — tipki “ray puntolari”nin yerlerinin degistiril-
mesinin bir trenin normal rotasinda gitmek yerine bagka
bir trenle ¢arpismasina neden olmas gibi.

Bu &rnek, “bir kerelik” bir duyarlilik s6z konusu oldu-
gu i¢in, kaos agisindan tipik sayilmaz; ama, yine de, du-
yarlilik ile belirsizlik arasinda ayrim yapmakta ige yariyor:
puntolarin konumlar1 ya da hangi trenin hangi rayda oldu-
gu konusunda bir belirsizlik olmadigi siirece bu duyarlilik
tehdit olugturmamaktadir. Rocky Mountains’da, bir tepe
yakinlarinda bir bardak su déktiigiiniizii diigtintin. Bu kita
gizgisinin bir yaninda su Colorado Irmagi’'na karigip Pasi-
fik Okyanusu’'na ulagir; diger yanda da Mississippi Irmag1
yoluyla Atlantik Okyanusu'na gider. Bardag: bir yandan
diger yana ¢evirmek duyarlilhigi érnekler: bardagin konu-
mundaki kiigiik bir degisiklik belirli bir su molekiiliiniin
farkli bir okyanusa ulagmasi anlamini tagir. Bardagin ko-
numu konusundaki belirsizlik o su molekiiliiniin hangi ok-
yanusu boylayacagina yonelik kestirimde bulunma yetene-
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2. Giiniimiizde “Galton Kutusu” olarak bilinen yapinin 1889’da Gal-
ton tarafindan yapilan gematik gizimleri.

gimizi sinirlandirabilir — ama ancak ve ancak bu belirsizlik
kita ayrimi hattini agarsa bdyle olur. Bunu yapmay1 ger-
cekten de deniyor olsaydik, bu tiir bir matematiksel hattin
gergekten de kitalar ayirip ayirmadigimi ve su molekiilii-
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niin okyanusa erigmesini engelleyebilecek diger olasi yol-
lar1 g6z 6niinde bulundururduk. Genellikle kaos miinferit
bir “sendeleme noktasi”ndan fazlasini igerir; daha ziyade,
stirekli olarak buharlagip ¢ok daha fazla kitasal ayrimlarin
oldugu yerlere diigen bir su molekiiliinii andirir.

Dogrusalsizlik, olmadi1 sey bi¢iminde tanimlanir (dog-
rusal degildir). Bu tiir bir tanim kanigikliga davetiye cika-
nir: fil olmayanlarin biyolojilerini nasil tanimlanz? Akilda
tutulmas1 gereken temel fikir, dogrusalsiz bir dizgenin
orantisiz bir kargihk goésterecegidir: bardaga ikinci bir
damla eklemenin etkisi, ilk damlanin etkisinden daha bii-
yiik (ya da daha kiigiik) olabilir. Dogrusal dizgeler daima
orantih bicimde kargihk verir. Dogrusalsiz dizgelerin ise
bdyle davranmasi gerekmez; bu da dogrusalsizliga duyarl
bagimlihigin kdkeninde énemli bir rol saglar.

Burns’ Day Firtinasi

Fakat farecik, yalniz degilsin,

Ne zaman ki bir 6ngériiniin
bosuna olabilecegini kanitlarsin:
Fareler ve insanlarin en iyi planlart
Genelde garpik gikar;

Ve bize kalan yalnizca keder ve ac,
Vaat edilen mutluluk kargiliginda!

Yine de sen kutsanmigsin, benimle
kiyaslandiginda!
Su an yalnizca dokunuyor sana:
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Ama ah! Bense geviriyorum
gozlerimi geriye
Kederli umutlara bakiyorum!
Ve ileriye, onu géremesem de
Tahminlerde bulunup korkuyorum!
Robert Burns, “To A Mouse” (1785)

Burns'iin siiri yalnizca su anda yagayabilme yetenegin-
den, tatmin edilememis beklentilerin acisin1 ya da ola-
cak olanin belirsizliginin verdigi korkuyu bilmemesinden
otiirii fareye 6vgiilerde bulunur. Ustelik, Burns, farelerle
insanlarin planlarini bilgiislem makinelerinden pek az yar-
dim alarak yaptiklart 18. yiizyilda yagamaktaydi. Ongorii
sancih olsa da, meteoroloji uzmanlar her giin bir sonraki
giiniin hava durumunu tahmine ¢aligir. Bu bazen ige de ya-
rar. 1990’da, tam da Burns’iin dogumgiiniinde, biiyiik bir
firtina Ingiltere adalar toplulugu da dahil olmak iizere Ku-
zey Avrupa'y1 silip siipiirdii ve biiyiik hasara ve can kaybi-
na neden oldu. Firtinanin merkezi Burns'iin Iskogya’daki
dogum yerinin tstiinden gegtigi igin firtinaya Burns’ Day
ad1 verildi. 25 Ocak tarihinde 6gle vakti firtinay1 gésteren
bir hava durumu gemas1 Sekil 4’te verilmektedir. Kuzey
Avrupa’da doksan yedi kisi yasamini yitirirken olenlerin
neredeyse yarisi Britanya’daydi ve bu da son 40 yildaki fir-
tinalar i¢inde en fazla can kaybinin yaganmig oldugu anla-
min1 tagiyordu. Yaklagik 3 milyon agag devrildi ve toplam
sigorta harcamalar1 2 milyar sterline ulagti. Ama Burns’
Day firtinast 6ngériilmesindeki bagarisizlikla inlenmig fir-
tinalar listesine asla dahil edilmedi: Meteoroloji Biirosu
tarafindan ¢ok isabetli bir bigimde tahmin edilmisti.
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Buna kargilik, 1987°deki Biiyiik Firtina, bir gece ¢n-
cesinde BBC televizyonunda bir meteoroloji uzmaninin
Fransa’da dolagan bir kasirganin Ingiltereyi etkisi altina
almak iizere oldugu bigimindeki sdylentiler hakkinda en-
diseye gerek olmadigini sdyledigi yayinla tinlidiir. Her iki
firtinada da riizgar saatte 100 milden fazla bir hizla esmek-
teydi ve Burns’ Day firtinast ¢ok daha fazla can kaybina
neden oldu; ancak, bu olaydan 20 yil sonra, 1987°deki Bii-
yiik Firtina gok daha sik tartigilmaktadir — belki de Burns'
Day firtinasinin aslinda isabetli bir bigimde tahmin edilmig
olmasindan 6tiirii. Bu tahmin agamalarinin 6ykiisii model-
lerimizde yer alan kaosun kelebekli ya da kelebeksiz alter-
natif diinyalar olmaksizin da yagamlarimiz1 etkileyebilme
bigimini ¢ok giizel 6rneklemekte.

24 Ocak 1990 giinii, sabahin erken saatlerinde, At-
lantik Okyanusu’nun ortalarindaki iki gemi bulunduklar
noktadan rutin meteoroloji gdzlemleri génderdi — bulun-
duklari konumlar Burns’ Day firtinasina déniigecek hava
olayinin tam da merkezini olugturuyordu. Bu gézlemlere
gore, igletilen tahmin modelleri firtinay1 hatasiz tahmin et-
mektedir. Modelin firtina sonrasindaki uygulamasi da, bu
gozlemler goz ardi edildiginde, modelin yanls yerde zayif
bir firtina 6ngordiigiinii gésterdi. Burns’ Day firtinas: giin-
diiz vakti etkili oldugu igin, uyarida bulunulmamas: du-
rumunda bunun can kayhi tizerinde ¢ok biiyiik bir etkisi
olacakti; bu nedenle, kargimizda, yapilmamig olmalar1 du-
rumunda hava tahminini ve dolayisiyla da olaylarin gidi-
sini degistirebilecek gozlemlere yonelik bir 5rnek durmak-
tadir. Kugkusuz, bir okyanus hava tahmin gemisini gézden
kagirmak nal givisini diigirmekten daha zordur. Bu 6ykii-
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niin dahasi da var ve konumuzla iligkisini anlamak igin
hava modellerinin nasil “iglediklerini” gérmemiz gerekir.

Operasyonel hava tahmini kendi bagina hayranhk
uyandiricar bir olgudur. Her giin, olast en uzak noktalar-
da gozlemler gergeklestirilir ve bunlar diinyanin dort bir
yanindaki ulusal meteoroloji biirolar: ile paylagilir. Cok
farkli uluslar bu verileri kendi bilgisayar modellerini is-
letmek igin kullanir. Bazen bir gézlem riizgar hizi kutucu-
guna 1stnin yazilmasi, yazim hatasi ya da aktarimdaki bir
hata gibi siradan hatalara maruz kalacaktir. Bu hatalarin
tahmini bulandirmasini engellemek igin gelen gézlemler
kalite kontroliinden gegirilir: modelin beklentilerine ay-
kint gézlemler (son tahmin dikkat alinarak) reddedile-
bilir — &zellikle de bu gézlemleri destekleyecek nitelikte
higbir bagimsiz, yakin bir gézlem yoksa. Elbette, Atlantik
Okyanusu’nun ortasinda “yakin” gézlemler yapilmast pek
olast degildir; gemi gézlemleri modelin orada olacagini
tahmin etmedigi bir firtnanin geligmekte oldugunu gos-
teriyordu ve bu nedenle de bilgisayarin otomatik kalite
kontrol programi bu gézlemleri reddetmisti.

Neyse ki, bilgisayar da denetleniyordu. Bir miidahale
uzmani gérev bagindayd: ve bu gézlemlerin biiyiik deger
tagidiginin farkina vardi. Onun goérevi de bilgisayarlarin
ara sira yapabilecegi apagik sagmaliklara aninda miidahale
etmekti. Bilgisayarin gézlemleri onamasini sagladi. Bu ey-
lemi gergeklestirip gergeklestirmemek, bir tiir dogru diigii-
niip karar verme sorunudur. O anda hangi eylemin daha
iyi bir hava tahminiyle sonuglanacagini bilmek olanaksiz-
di. Bilgisayar “uyumlandi” ve gozlem kullanildi. Firtina
tahmin edildigi i¢in de yasamlar kurtarildi.
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4. Bir hava durumu modelinin géziiyle Bums' Day firtinasini yansitan
modern bir hava durumu gemast (iistte) ile ayn1 bélgeyi hedefleyip ol-
dukga giizel bir hava gésteren iki giin 6ncesine ait bir tahmin (altta).
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Buradan ¢ikarilabilecek iki mesaj var. Birincisi, model-
lerimiz kaotik oldugunda gézlemlerimizdeki kiigiik degi-
sikliklerin 6ngériimiiziin kalitesi iizerinde biiyiik etkileri
olabilir. Harcamalar1 kesmeyi hedefleyen ve herhangi bir
hava istasyonundan gelen herhangi bir gézlemin tipik ya-
rarin1 hesaplayan bir muhasebeci, biiyiik olasilikla, dogru
zamanda dogru yerde bulunan hava istasyonlarindan bi-
rinden gelecek bir raporun degerini ve ayni zamanda ¢ogu
zaman gergekten de yapacak higbir isi olmayan miidahale
uzmanlarinin degerini kiigiimseyecektir. Ikincisi, Burns’
Day tahmini kelebek etkisinden bir parga farkli bir seyleri
orneklemektedir. Matematiksel modeller olast diinyalar
—bunlar bir tane de olabilir— dikkate alarak degil, modeli-
mizin farkli simiilasyonlarin1 —bunlar da diledigimiz sayida
olabilir— kargilagtirarak gergek gelecegin neler getirebile-
cegi konusunda endigelenmemize olanak saglar. Burns’iin
de kabul edecegi gibi, bilim bize tahminde bulunmak igin
yeni yollar ve korkmak icin yeni seyler sunar. Kelebek et-
kisi farkl diinyalar kargilagtirir: nal givisinin mevcut ol-
dugu bir diinyayla bu ¢ivinin olmadig1 bir diinya. Burns
etkisi odak noktasini bize ve —kusursuzluktan uzak gesitli
modeller kullanarak gergeklestirilen farkli simiilasyonlara
dayanarak- gergek diinyada ussal kararlar alma ¢abamiza
yoneltir. Gergeklik ile modellerimiz, gézlemler ile mate-
matik, gorgiil bir gergek ile bilimsel kurgu arasinda kesin
bir ayrim yapamamak, hem halk hem de bilim insanlar1
arasinda kaos konusundaki mevcut kafa kangikhginin ko-
kenini olugturur. Bu ayrimin ne kadar énemli oldugunu
agiga ¢ikaran da bir kez daha dogrusalsizlik ve kaos aras-
tirmalan oldu. X. Béliim’de, bu olaya dair bir tahminde
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bulunurken, bugiiniin hava tahmincileri olsa kendi kaos
anlayiglarindan elde ettikleri bilgileri nasil kullanacaklari-
n1 daha derinden inceleyecegiz.

Kaotik matematiksel dizgelerde bulunan ii¢ 6zellige
degindik: kaotik dizgeler dogrusal degildir, deterministtir,
ayrica baglangigtaki duruma duyarlilik géstermeleri agisin-
dan istikrarsizdir. Bunu izleyen béliimlerde bunlar sinir-
landiracagiz, ama bizi asil ilgilendiren yalnizca kaos ma-
tematigi degil, ayn1 zamanda bize gergek diinya hakkinda
neler anlatabilecegidir.

Kaos ve gercek diinya: tahmin edilebilirlik ve
bir 21. yazyil seytani

Bilimde, sirf matematiksel hesaplamanin biri tamam-
landi diye Doga’'nin belitli bir yoniiniin kesin olduguna
inanmaktan daha biiyiik bir hata yoktur.

Alfred North Whitehead (1953)

Kaosun giinliik yagamlarimiz igin tagidigi anlamlar ne-
lerdir? Kaos, hava tahmininin yol ve yordamin etkiler; bu
yol ve yordamlar hava kogullar1 yoluyla dogrudan, hem
havanin hem de tahminlerin kendilerinin iktisadi sonug-
lar1 yoluyla da dolayli olarak bizi etkiler. Kaos ayrica iklim
degisikligi konusunda ve kiiresel 1stnmanin giiciinii ve et-
kilerini 5ngorebilme yetenegimizde rol oynar. Tahmin etti-
gimiz daha pek ¢ok sey olsa da, hava ve iklim modelleme,
sirastyla, kisa vadeli tahmin ile uzun vadeli modellemeyi
temsil etmekte kullanilabilir. “Bir sonraki giineg tutulmast
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ne zaman!?” sorusu astronomide hava tahmini gibi kisa va-
deye yonelikken, “Giinegsistemi istikrarli m1?” sorusu da ik-
lim gibi uzun vadeye yéneliktir. Finans alaninda belirli bir
senetten 100 hissenin ne zaman satin alinacag: hava du-
rumu sorusu gibiyken, hisse senedine mi yoksa gayr1 men-
kule mi yatirim yapilacagi iklim sorusunu andirmaktadr.
Bilim dallan iizerinde de biiyiik bir etkisi olan kaos,
bilim insanlarinin “hata” ile “belirsizlik” sdzciikleriyle ne
demek istediklerinin ve diinyamiza ya da modellerimize
uygulandiginda bu anlamlarin nasil degistiginin yakin-
dan incelenmesine yol agti. Whitehead'in de belirttigi
gibi, matematiksel modellerimizi sanki gergek diinyay
bir bigimde y6netiyorlarmig gibi yorumlamak tehlikelidir.
Hig kugkusuz, kaosun en ilging etkileri gercekten de yeni
degil, ama son 50 yildaki matematiksel gelismeler bir¢ok
eski soruya yeni bir gtk tutmakta. Ornegin, belirsizligin,
Laplace’in seytaninin gézlemsel giiriiltiiden kagamayacak
bir 21. yiizyil temsilcisi iizerindeki etkisi ne olabilir?
Doganin yasalarini kesin bir bigimde bilen ve keyfi
bigimde uzun bir zaman diliminde soyutlanmig bir kaotik
dizgeye yonelik iyi ama kusursuz sayilmayacak gozlemleri
bulunan bir zihin diigiiniin. Béyle bir fail —biitiin bu verileri
bilgiiglemsel agidan kesin bir analize tabi tutabilecek kadar
biiyiik olsa da— dizgenin mevcut durumunu belirleyemezdi
ve bu nedenle de su an —onun yani sira gelecek— onun
agisindan belirsiz kalirdi. Failimiz gelecegi kesin olarak
tahmin edemezken gelecek de onun igin gergek siirprizler
sunamazdi, zira neyin olabilecegini ya da olamayacagini
gorebilir ve gelecekteki herhangi bir olayin olasihigini bilir-
di: diinyanin tahmin edilebilirligini gérebilirdi. Eger onun
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modeli kusursuzsa, su anin belirsizligi gelecegin iyi 6l¢iim-
lenmig belirsizligi haline gelecektir.

1927 tarihli Gifford konferanslarinda, Sir Arthur Ed-
dington, kaos sorununun &ziine inmekteydi: bazi seyleri
tahmin etmek basit istir —6zellikle bunlar matematigin
kendisiyle baglantiliysa— ama bazt geyler yalnizca tahmin
edilebilir gériiniir, bazen:

Cornwall'dan izlenebilecek bir tam giines tutulma-
sinin 11 Agustos 1999'da gergeklesecegi kehanetinde
bulunuluyor. (...) Ben 24 2'nin 1999'da bile 4 edecegini
tahmin etme cesaretinde bulunabilirim. (...) Gelecek y1l
bu siralar havanin nasil olacagini tahmin etmek (...) bii-
yiik olasilikla asla uygulanabilirlik kazanmayacakr. (...)
Mevcut kogullara iligkin genig 6lgiide ayrintili bilgi edin-
memiz gerekir zira kiigiik bir sapma dalga dalga biiyiiyen
bir etki yaratabilir. Giinegin durumunu izlemeliyiz (...)
volkan piiskiirmelerinden 6énceden haberdar olmaliyiz
(...) kémiir madenlerindeki bir grevden (...) dikkatsizce
atilmig yanan bir kibritten...

Giines sistemine yonelik en iyi modellerimiz kaotiktir
ve hava durumuna y6nelik en iyi modellerimiz kaotik gé-
riintii gizer: peki ama Eddington 1928 tarihinde 1999’da
giines tutulmasi olacagindan neden emindi? Ve bir sene
6nceden yapilacak hava tahmininin asla dogru olamaya-
capgindan neden bir o kadar emindi? X. Bsliim’'de kaosla
daha iyi baga ¢ikmak igin tasarlanmig modern hava tah-
min tekniklerinin o giineg tutulmasini 6éngérmeye nasil
yardim ettiklerini gérecegiz.

36



Paradigmalar carpistiginda:
kaos ve uyusmazhk

Son 20 yilda kaos konusunda caligmay ilging kilan
seylerden biri, diinyaya dair farkli bakig agilarinin ayni
gozlem diizeyinde gatigmalarindan kaynaklanan siirtiin-
medir. Kaos bir 6lglide uyusmazliga neden oldu. Kaosun
dogmasina yol agan galigmalar hem profesyonel hava tah-
mincilerinin hava tahminlerinde bulunma yordaminda hem
de tahminin nelerden olustugu konusunda devrim yaratti.
Bu yeni fikirler genellikle geleneksel istatistiksel modelleme
yontemleriyle uzlagmamakta ve yine de gergek diinyanin en
iyi nasil modellenecegi konusunda yeni ufuklar agmaktadur.
Alanin dogasindan ve —ister Iskandinavya'daki tarla farele-
rin sayisl, ister kaosu 6lgmek igin matematiksel bir hesapla-
ma, ister Giineg yiizeyindeki lekelerin sayisi, ister petroliin
gelecek ayki fiyat, ister yarinki en yiiksek sicaklik, ister en
son gergeklesen giineg tutulmasinin tarihi olsun— sorunun
yoneltildigi belirli bir dizgeyi kavrays diizeyimizden otiirii
bu muharebe kiigiik catigmalara bsliinmektedir.

Kiigiik catigmalar ilgingtir, ama her iki taraf da gele-
neksel iistiinliik —6rnegin, “en iyi” model- igin carpisti-
ginda bile kaos daha derin kavrayiglar sunacaktir. Bu
noktada, kaos aragtirmalar istiinliikten ne kastedildigini
yeniden tanimlamig bulunuyor: bugiin en iyi modeli, hatta
“iyi” bir modeli olugturan gey igin yeni tanimlar diigiinme-
ye zorlanmaktayiz. Kugkusuz, Gergek denen seye yaklas-
ma fikrinden vazge¢meli ya da en azindan onunla bizim
aramizdaki mesafeyi hesaplamanin tamamen yeni bir yo-
lunu tanimlamaliyiz. Kaos incelemeleri bizi kusursuzluk
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saglama umudu olmaksizin da yararh olacak bir geyler
olugturmaya ve tahminde bulunmaya yonelik agikar bir-
¢ok ac1 gergekten vazgegmeye tegvik etmektedir — tipk iyi
bir tahminin hedefe yakin bir kestirimden olustugu bigi-
mindeki saf ¢a fikirden vazgegmemiz gerektigi gibi. Kaosun
tagtdigi anlamlar1 anlamamizdan énce bu bize hi¢ de safca
goriinmiiyordu.

La Tour’un gergek diinyadaki
bilime iligkin gergekci vizyonu

Bu béliimii kapatirken, iyi bir modeli neyin olugturdu-
gunu yeniden gézden gegirmeye ve tahmin yanilgilarimiz-
dan sonugta neyin sorumlu olduguna iligkin inanglarimizi
yenilemeye kaosun bizi nasil zorlayabilecegini 6rnekleye-
lim. Kaosun bu etkisi hem bilim insanlar1 hem de mate-
matikgiler tarafindan hissedilse de, gozden gegirme olgusu
bireyin bakig agisina ve incelenmekte olan gérgiil dizgeye
gore degisiklik gosterecektir. Bu durum Sekil 5’te verilen,
Georges de la Tour’un 17. yiizyilda yaptig1 ve bir iskambil
oyununun resmedildigi Fransiz barok dénem tablosunda
¢ok iyi érneklenmektedir. La Tour, hi¢ kugkusuz, mizah
duygusuna sahip bir barok ressamdi. Falciliktan ve gans
oyunlarindan, ézellikle de sansin katilimcilarin inandigin-
dan daha az rol oynadigi oyunlardan hoglaniyordu. Ku-
ramsalagidan kaos igte tam bu rolii oynayabilir. Bir beceri,
el gabuklugu, kavrama ve hesaplama yetenegi gerektiren
bir eylemde bir araya gelen bir matematikgiyi, bir fizikgiyi,
bir istatistikgiyi ve bir felsefeciyi gostermek icin bu tablo-
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5. Georges de la Tour’'un 1645’te yaptigh Le Tricheur a l'as de carreau
adli tablo.

yu yorumlayacagiz; betimledigimiz sey, muhtemelen, bilim
yapmanin ta kendisi, ama kargimizda duran gey bir poker
oyunu. Tabloda tam olarak kimin kim oldugu sorusu agik
kalacak, ¢iinkii kitap boyunca doga biliminin bu canli &r-
neklerine geri dénecegiz. Kaosun ortaya gikardipi bilgilere
bakan kisinin perspektifine gore farklilik gésterse de, bu
gozlemlerin bazilan yerli yerindedir.

Sagda yer alan kusursuz giyimli delikanli titiz hesaplara
dalmug, belli ki, bir tiir olabilirlik hesab1 yapmakta; su anda
masadaki altin paranin biiyiik bir kismina o sahip. Kagit
dagitan kisi dnemli bir rol oynamakta giinkii o olmazsa oy-
nanacak oyun da olmaz; o, sayesinde iletisim kurdugumuz
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dilin kendisini saglamakta ama kendisi hizmetgiyle sézlii
olmayan bir iletigime girmis gériiniiyor. Hizmetginin rolii
pek o kadar net degil; kendisi belki yiizeysel nitelikte ama
yine de dagitilan sarap oyunu etkileyecektir ve ayrica hiz-
metginin varhip1 dikkatleri dagitabilir. Kurdeleleri ¢oziil-
miig eski piiskii giysili diizenbaz belli ki ger¢ek diinyanin
herhangi bir modelindeki gériintiilerle degil, gercek diin-
yanin kendisiyle ilgilenmekte: sol eliyle kemerinin iginde-
ki birkag karo asindan birini ¢ikarmakta ve bu kart1 oyuna
katmak tizere. O halde, aslinda matematiksel modelinin
betimledigi oyunu oynamiyorsa, delikanlinin hesapladig
“olabilirlikler” ne anlam tagiyor? Ve diizenbazimizin bil-
dikleri ne kadar derin? Bakislar1 dogrudan bize yénelik ve
bu da onun eylemlerini gérebildigimizi bildigi, hatta ken-
disinin bir tabloda yer aldiginin da farkinda oldugu anla-
mina mu geliyor?

Kaos 6ykiisii 6nemli, ¢iinkii bu oyuncularin her biri-
nin perspektifinden diinyay1 gérmemizi sagliyor. Yalnizca
oyunun oynanmasini saglayacak matematiksel bir dil mi
gelistiriyoruz? Potansiyel agidan yararh modeli agin yo-
rumlarken onun da —diger modeller gibi— kusursuz olma-
dig1 gergegini gdzden kagirarak ekonomik yikim riskini mi
yaratiyoruz! Yalnizca tablonun geneline bakip oyuna dog-
rudan katilmiyor, sadece ara sira ilging bir dikkat dagitma
unsuru mu oluyoruz? Yoksa, degistirebilecegimiz seyleri el
¢abukluguyla idare ederken dizgenin iginde yer aldigimiz
icin, modelin yetersizligini ve hatta belki de kendi sinir-
larimiz1 kabul mii ediyoruz? Bu sorulara yanit verebilmek
icin, kaosun karmagik gergek diinya dizgelerini anlama ve
tahmin etme konularinda rol iistlenmek {izere geleneksel
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dogrusal istatistik giiriiltiisiinden nasil ortaya ¢iktigini gér-
mek istiyorsak, bilimin pek gok 6zel teriminden bazilarini
incelememiz gerekiyor. Kaosun dogrusal olmayan dinami-
ginin bilim iginde genis ¢l¢iide kabul gérmesinden 6nce,
bu sorular ncelikle felsefecilerin alanina girmekteydi;
gliniimiizde matematiksel modellerimiz yoluyla fiziksel
anlamda bilimle ugraganlara ve tahmin uzmanlarina erig-
mekte, karar destek istatistiklerini degistirmekte, hatta
siyasetgiler ile siyasa yapicilar etkilemektedir.
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II. Bolim

USTEL BUYUME, DOGRUSALSIZLIK, SAGDUYU

Kaotik dizgelere iliskin en yaygin mitlerden biri, bu diz-
geleri tahmin etmenin olanaksiz oldugudur. Bu mitin yan-
liglhgini ortaya koymak igin gitgide daha ileri bir gelecek
icin kestirimde bulunduk¢a tahmindeki belirsizligin nasil
bilyiidiigiinii anlamamiz gerekir. Bu béliimde tistel biiyiime
(exponential growth) kavraminin kéken ve anlamini arag-
tirmaktayiz zira, ortalama olarak, kaotik sistemdeki kiigiik
bir belirsizlik tistel diizeyde hizli biiyiiyecektir. Bir anlam-
da, bu olgu gergekten de daha ileri bir gelecek hakkinda
tahminde bulundugumuzda hata ile belirsizligin nasil art-
tigina iligkin geleneksel fikirlerimizde yer edenden “daha
hizli” bir belirsizlik artist anlamina gelmektedir. Yine de,
kaosu tahmin etmek bazen kolay olabilir.

Satrang, piring, Leonardo’nun tavsanlar:
ustel bayime

Satrancin kokeni hakkinda sik stk gindeme getirilen
bir 6ykii iistel biiylimenin hizini ¢ok iyi 6rnekler. Oykiiye
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gore, eski Pers iilkesinin bir krali oyun kendisine ilk tani-
tildiginda o kadar memnun kald: ki oyunu yaratan Sissa
Ben Dahir’i édiillendirmek istedi. Satrang tahtasinin 8’e
8 diizeninde 64 karesi vardir; 6diil olarak Ben Dahir yeni
satrang tahtasinin kullanilmasiyla belirlenecek oldukga
miitevazi gériinen bir meblag talep etti: tahtanin ilk ka-
resine bir, ikincisine iki, iigiinciisiine dort, dérdiinciisiine
sekiz, begincisine on alti, vs. piring tanesi yerlestirilecek;
say1 64. kareye gelene kadar her bir karede iki kat artirila-
cakti. Matematikgiler bir sayidan bagka bir sayiy1 tiireten
her tiirli kurala matematiksel denklem adim verir; biz de
bu basit kurala (“yeni degeri iiretmek igin mevcut degeri
ikiyle carp” kuralina) Piring Denklemi diyecegiz.

Ben Dahir'in ne kadar piring istedigini hesaplamadan
énce, ilk kare igin tek bir pirincin, ikinci kare igin iki pirin-
cin, tigiincii kare igin ii¢ pirincin, vs. yer aldig1 ve son kare
i¢in de 64 pirincin gerektigi dogrusal biiyiimeyi inceleye-
lim. Bu durumda, karsimizda 64 + 63 + 62 + (...) + 3 +
2 + 1 ya da, yaklagik olarak, 1000 piring tanesi olacaktur.
Sirfkargilagtirma yapmak igin séylersek, bir kilogramlik pi-
ring paketinde on binlerce piring tanesi olacaktir.

Piring Denklemi ise birinci kare igin bir piring, ardin-
dan ikinci igin iki, Gigiincii i¢in dort, sonra da ilk siranin
son karesine gelene kadar 8, 16, 32, 64 ve 128 piring
gerektirir. Ikinci siranin iigiincii karesinde 1000 sayisi-
nt agariz ve ikinci siranin sonuna erigmeden 6nce piring
paketimizi tiimden bosaltacak bir kare gelir. Sirf bundan
sonraki kareyi doldurmak igin yeni bir torba piring gere-
kirken bundan sonrakine iki, vs. gerekecektir. Ugiincii
siradaki bir kare igin kiigiik bir evin hacmine yakin ha-
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cimde piring gerekir; beginci siranin sonuna ulagmadan
6nce de Royal Albert Hall'u doldurmaya yetecek kadar
pirince ihtiyag olur. Son olarak, bir tek 64. kare milyar-
larca piring tanesi —ya da, kesin sdylemek gerekirse, 2%
tane (=9.223.372.036.854.775.808) tane— gerektirecek,
toplam piring sayis1 da 188.446.744.073.709.551.615 ola-
caktir. Bu hig de hafife alinacak bir miktar sayilmaz! Tiim
diinyanin iki bin yil icindeki toplam piring tiretimi gibi bir
sey. Ustel biiyiime cabucak her tiirlii orantinin digina ¢1-
kar.

Dogrusal biiyiime durumunda herhangi bir karedeki
piring miktarini tstel biiyiime durumunda ayni karedeki
piring miktariyla kargilagtirarak, iistel biiyiimenin dogrusal
biiyiimeden ¢ok daha hizli oldugunu ¢abucak gérebiliriz:
dérdiincii karede dogrusal durumda oldugundan dért kat
fazla piring tanesi toplanur (iistel durumda 8, dogrusal du-
rumda yalnizca 4) ve birinci siranin sonundaki sekizinci
kareye gelindiginde de iistel durumda 16 kat daha fazla
piring tanesi vardir! Bundan kisa siire sonra da astronomik
sayilara ulagtlir.

Elbette, yukaridaki 6rnekte bazt parametrelere has de-
gerleri sakladik: her bir kare icin ek bir piring tanesi degil
de, 6rnegin, 1000 piring tanesi ekleyerek dogrusal biiyii-
meyi hizlandirabilirdik. Bu parametre —yani ek piringlerin
sayisi— karenin sayisi ile o karenin iizerindeki piringlerin
sayist arasindaki orantililik sabitini tanimlar ve bize bu iki-
si arasindaki dogrusal iligkinin egimini verir. Ustel durum-
da da bir parametre s6z konusu: her bir adimda tanelerin
sayisini iki garpan degerinde artirdik, ama bu da tig carpan
ya da bir buguk ¢arpan olabilirdi.
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Ustel biiyiimeyle ilgili sagirtic1 seylerden biri sudur: bu
parametrelerin degerleri her ne olursa olsun, bir zaman
sonra iistel biiylime her tiirden dogrusal biiylimeyi agar ve
o noktadan kisa siire sonra da —dogrusal biiyiime ne kadar
hizli olursa olsun— onu ¢ok gerilerde birakir. Sonugta bizi
ilgilendiren bir satrang tahtasindaki piringler degil, zaman
icinde belirsizligin dinamigidir. Yani, yalnizca bir niifusun
artigt degil, bu niifusun gelecekteki artisina yonelik tah-
minimizdeki belirsizlik. Tahminde bulunma baglaminda
Oyle bir zaman gelir ki, bugiin ¢ok kiigiik olan ama istel
diizeyde artan belirsizlik bugiin ¢ok daha biiyiik olan ama
dogrusal diizeyde artan belirsizligi agar. Ustel biiyiimeyi
zamanin karesine, kiipiine ya da herhangi bir kuvvetle
artirllan zamana orantisal bir biiyimeyle kargilagtirdigi-
mizda da aynisi gergeklesir (simgelerle anlatirsak: istikrarli
tistel biiyime sonunda t? ya da t* ya da herhangi bir say1
anlaminda n kullanirsak t" ile orantili her tiirlii biiyiimeyi
agacaktir). Bu nedenle de iistel bityiime matematiksel agi-
dan apayri bir konuma sahiptir ve kaosu tanimlamak igin
bir 6lgiit kabul edilir. Ayrica, kaotik dizgelerin ne yazik ki
tahmin edilemez olduklar bi¢imindeki yaygin ama temel-
de hatali izlenime de katk: saglar. Ben Dahir'in satrang
tahtasi, iistel biiylimenin dogrusal biiyiimeden daha hizli
olmasinda derin bir anlam oldugunu gésterir. Bunu hava
tahmini baglamina yerlegtirdigimizde, zaman icinde birkag
yiizyil ileriye ve birkag yiiz kilometre kuzeybatiya, Iran’dan
Italya’ya gitmekteyiz.

13. yiizyihn baginda, Pisali Leonardo niifus dinamigi
hakkinda bir soru ortaya atti: genis, yesillik, etrafi duvar-
larla gevrili bir bahgeye yeni dogmus bir ¢ift tavsan bira-
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kacak olursak, eger doga her bir olgun ciftin iiremesine
ve her ay yeni bir ¢ift tavganin dogmasina olanak tanirsa
ve yeni dogan tavsanlar da ikinci aya gelindiginde erigkin
hale gelirse, bir yil sonunda kag tavsanimiz olur? Birinci ay
elimizde bir ¢ift geng tavsan var. Ikinci ay bu cift ergenlige
ulagip ¢iftlesir ve tigiincii ayda yeni bir gift diinyaya getirir.
Boylece, iigiincii ayda bir erigkin ¢ift ile yeni dogmug bir
gift olur. Dérdiincii ayda ilk tavsan ciftinden dogan bir gift
tavsan olacag igin toplam iig giftin ikisi erigkindir. Beginci
ayda iki yeni gift dogar (yetigkin giftlerin her birinden) ve
artik bes iftin (igii yetigkindir. Ve bu boyle devam eder.

Peki, bu “niifus dinamigi” neye benzer? Birinci ayda
elimizde yavru bir gift, ikinci ayda olgun bir gift, ligiincii
ayda bir yetigkin ¢ift ve bir yavru cift, dérdiincii ayda iki
yetigkin cift ve bir yavru cift, beginci ayda tig yetiskin ift
ve iki yavru ¢ift vardir.

Eger her bir ay giftleri sayarsak, sayilarin 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21 (...) bigiminde oldugunu gériiriiz. Leonardo bu
siralamada bir sonraki sayinin daima kendisinden &nceki
iki sayinin toplami oldugunun farkina vardi (1 + 1 = 2,
2+ 1=33+2=5,...); budurum mantikh zira bir
onceki say1 gegen ayki say1 (modelimizde sayilar1 ne olursa
olsun biitiin tavsanlar hayatta kalmaktadir) ve ondan bir
onceki say1 da erigkin ciftlerin sayisidir (dolayistyla bu ay
dogan yeni iftlerin sayisi).

“Ve de altinci ayda elimizde 12 gift tavgan vardir” de-
mek artik sikic1 olacagi igin, bilim insanlan tavsan gift-
lerinin sayisina karsilik X kisaltmasini kullanir ve altinci
aydaki ¢ift sayisi igin de X, terimini kullanurlar. Ayrca 1,
1, 2, 3,5, 8, (...) siralamasi da tavsan niifusunun zaman
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icinde nasil gelistigini yansittig1 igin, bu seriye ve ona ben-
zeyen digerlerine zaman serisi denmektedir. Tavgan Denk-
lemi su kurala gore tanimlanir:

X’in 6nceki degerini X'in mevcut degerine ekleyin ve
toplam1 X'in yeni degeri olarak alin.

1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21, 34, (...) serisindeki sayilara
Fibonacci sayilar1 denir (Fibonacci, Pisali Leonardo’nun
lakaplarindan biriydi) ve bu sayilar dogada tekrar tekrar
kargimiza g¢ikar: aygigeklerinin, kozalaklarin, ananaslarin
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6. Beher ayki tavsan ifti sayistm gésteren garpr serisi (Fibonacci
sayilan); yakininda yer aldiklan kesintisiz egri, ilgili tistel biiyiime.
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yapisinda mevcuttur. Burada bu sayilarla ilgilenmemizin
nedeni, zaman igin yaklagik olarak iistel biiylimeyi 6rnek-
lemeleridir. Sekil 6’daki garpilar Fibonacci’nin noktalari-
n1 —zamanin bir fonksiyonu olarak tavsan niifusu- ve ke-
sintisiz ¢izgi de At kuvvetinde artan ikiyi —ya da simgesel
agidan 2%; burada t ay cinsinden zamani, A de ilk katsayiyr
gostermekte— temsil ediyor. Ustsimge ile yazilip zaman
carpan katsayilar sabit {istel biiyiimeyi anlatmanin yarar-
l1 bir yoludur. Bu 6rnekte, A altin oran denen bir sayinin
logaritmasina denktir — bu ¢ok 6zel say1 bu diziden ¢ikan
Matematik” baghikl kitapta ele alinmaktadur.

Sekil 6'da dikkat edilecek ilk unsur, noktalarin egriye
yakin yer almalar1. Ustel egri matematikte 6zel bir yere sa-
hip, ¢iinkii artigt kendi mevcut degerine orantili bir fonksi-
yonu yansitmaktadir. Ne kadar artarsa o kadar hizli biiyiir.
Bu gibi bir fonksiyonun Leonardo’nun tavsan niifusunun
dinamigini agiklamasi mantikh zira takip eden ayki tavgan-
larin sayis1 bu ayki tavsanlarin sayisiyla agag1 yukarn orantili.
Sekil konusunda dikkat edilmesi gereken ikinci gey, nokta-
larin egrinin tistiinde olmamast. Bu egri Fibonacci'nin Tav-
san Denklemi igin iyi bir model ama kusursuz degil: her bir
ayin sonunda tavsanlarin sayist daima bir tamsay1 ve egri
dogru tamsayiya yaklagabilse de tam olarak ona denk degil.
Avylar gegtikge ve niifus arttikga, egri her bir Fibonacci sa-
yisina gitgide yaklagtyor ama asla onlara ulagamiyor. Git-
gide yaklagip da asla tam olarak ulasamama kavrami bu
kitapta tekrar tekrar karsimiza ¢ikacak.

* Matematik, Timothy Gowers; Tiirkgesi: Abdullah Ersoy, Dost Ki-
tabevi Yayinlari, Ankara, 2013.
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Peki, Leonardo’nin tavganlar1 tahmin belirsizliginin ar-
tigin1 anlamamuiza nasil yardimer olabilir? Biitiin gozlemler
gibi, bir bahgedeki tavganlari saymak da hataya agiktir; 1.
Boliim'de gordiigiimiiz gibi, gézlemsel belirsizliklere giiriil-
tiiniin neden oldugu séylenir. Diyelim ki, ilk ayda bahgede
bulunan bir gift yetigkin tavgan Leonardo’nun géziinden
kagti, bu durumda bahgedeki ciftlerin sayis1 aslinda 2, 3,
5,8, 13, (...) olur. Ilk tahmindeki (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...)
hata, Gergek ile bu tahmin arasindaki fark (yani: 1, 2, 3,
5, ...) olacaktir (yine, Fibonacci serisi). 12. ayda bu hata
hi¢ de gozden kagmayacak olan 146 gift tavsan gibi bir
saytya ulagir! Tavganlarin ilk sayisindaki kiigiik bir hata
tahminde ¢ok biiyiik bir hatayla sonuglanir. Aslinda, hata
zaman iginde iistel bigimde biiyiimektedir. Bunun birgok
anlami var.

Ustel hata artiginin tahminlerimizin belirsizligi iizerin-
deki etkisini diigiinelim. Bir kez daha dogrusal biiyiime ile
tistel biiyiimeyi ele alahm. Diyelim ki, sirf igimize yarasin
diye, tahminimizi iiretmekte kullandigimiz ilk gézlemdeki
belirsizligi azaltabiliyoruz. Eger hatanin biiyiimesi dogru-
salsa ve ilk belirsizligi on garpan giiciinde azaltiyorsak, o
zaman, belirsizlifimiz ayn1 egigi asana kadar dizgeyi on kat
daha uzun tahmin edebiliriz. Eger ilk belirsizligi 1000 ¢ar-
pan giiciinde azaltirsak, o zaman, ayni miktara iligkin 1000
kez daha uzun tahminler yapabiliriz. Bu, dogrusal model-
lerin bir avantajidir. Ya da, daha kesin konugmak gere-
kirse, bu, yalnizca dogrusal dizgeleri incelemenin belirgin
bir avantajidir. Buna kargilik, eger model dogrusal nitelikli
degilse ve belirsizlik iistel olarak biiyiiyorsa, o zaman, ilk
belirsizligimizi on ¢arpan giiciinde azaltsak bile ayn1 dog-
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ru sonugla ancak ve ancak iki kat daha uzun tahminde
bulunabiliriz. Bu durumda, belirsizlikteki iistel biiyiimenin
zaman iginde sabit oldugunu varsayarsak, belirsizligi 100
garpan kuvvetinde azaltmak bizim dogru sonugla netice-
lenecek tahmin erimimizi yalnizca sekiz garpan giiciinde
artiracaktir. Unutmamak gerekir ki, bir dlgiimde belirsiz-
ligi azaltmak ender olarak serbesttir (tavsanlan ikinci kez
biiyiik indirimler de pahaliya mal olabilir; bu nedenle de
belirsizlik iistel diizeyde hizh biiyiidiigiinde masraf da hizla
artar. Baglangigtaki kogullardaki belirsizligi azaltarak tah-
min hedeflerimize ulagma gabasi inanilmaz diizeyde pahali
olabilir.

Neyse ki, herhangi bir gozlemin giiriiltii tarafindan
bulandirilmadigindan asla emin olamayacagimiz gergegini
kabullenmemize olanak saglayacak bir alternatif var. Tav-
sanlar ya da piring taneleri s6z konusu oldugunda gergek
bir durum, dogru yanit1 yansitan bir tamsay1 var gibi gé-
riinmektedir. Eger baglangigtaki kogulda belirsizligi sifira
indirgersek, o zaman, hata olmadan kestirimde bulunabili-
riz. Ama, gergekten de, baglangigtaki koguldan bir bigimde
emin olabilir miyiz? Giiriiltii iginde gizlenen bir tavsancik
daha olabilir mi? En iyi tahminimiz bahgede tek bir gift
bulundugu yéniindeyken, bahgede iki ya da ti¢ veya daha
fazla cift (ya da belki de sifir sayida gift) olabilir. Baglan-
gigtaki kosuldan emin olmadigimizda bir tahmin 6begi
olugturarak modelimize gére gergeklesen tahminlerin ge-
sitliligini inceleyebiliriz: yani, inandirici buldugumuz her
bir baglangig kosulundan baglayan bir tahmin. Béylece,
toplulugun bir tiyesi X esittir birden baglarken toplulugun
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bir diger tiyesi X esittir ikiden baglar ve bu béyle devam
eder. Sinirli kaynaklarimizi daha fazla sayida kiime iiyesini
hesaplamak ve bahgedeki tavganlarin mevcut sayist hak-
kinda daha iyi gézlemler gergeklestirmek igin nasil paylas-
tirmamiz gerekir?

Tavgan Denkleminde toplulugun farkh tiyelerine dair
tahminler arasindaki farkhliklar istel bigimde hizla bii-
yiiyecektir; ama bir kiime tahmininde bunlarin ne kadar
farkli olduklarini gérebilir ve bunu herhangi bir zamanda-
ki tavsan sayisindaki belirsizligin bir dlgiimii olarak kulla-
nabiliriz. Ayrica, birkag ay sonra tavsanlarin sayisini dik-
katle sayarsak tek tek kiime tiyelerinden bazilarini eleme
sansimiz da olur. Bu kiime iiyelerinden her biri ilk bagta
bahgede bulunan tavsanlarin sayisina iligkin bir tahmine
gore sayllmigt; bu nedenle de bir kiime iiyesini elemek
bize tavsanlarin ilk sayis1 hakkinda daha fazla bilgi saglar.
Elbette, bu bilginin eger modelimiz kelimenin tam anla-
muyla kusursuzsa dogru ¢ikmasi gerekir; yani, bu baglam-
da, Tavgan Denklemimizin tavganlarimizin iireme davra-
niglarini ve yagam siirelerini eksiksiz saptamasina baghdir.
Ama modelimiz kusursuzsa, o zaman, gelecege yonelik
gozlemleri gegmisi 6grenmek igin kullanabiliriz: bu siirece
guirtiltii azalm (noise reduction) adi verilir. Modelimizin
kusursuz olmadig1 ortaya gikarsa, o zaman, tutarsiz sonug-
larla kargilagabiliriz.

Peki, ya tamsay1 olmayan bir geyi dlgliyor olsaydik,
hava sicakhgi gibi ya da bir gezegenin konumu gibi? Ayr-
ca, kusursuz olmayan bir hava tahmin modelindeki sicak-
lik derecesi gergek diinyadaki sicaklik derecesi ile ayni sey
midir? Felsefecimizi kaosla ilgilenmeye yénlendiren iste bu
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sorulardi. Once, 1202'den bu yana gegen 9.000 ayda tav-
sanlarin neden biitiin diinyay1 kaplamadiklari bigimindeki
daha acil soruyu inceleyelim.

Belirsizligin gerilmesi, katlanmasi ve biiylimesi

Kaos galismalari, higbir tahmin tahmin belirsizliginin
ortalama bir hesabi olmaksizin tamamlanmig degildir bi-
¢imindeki meteoroloji kuralini dogrular: eger baglangigta-
ki kogulumuzun belirsiz oldugunu bilirsek, o zaman, hem
kestirimin kendisiyle hem de olast tahmin hatasinin ne
olacagini 6grenmekle esit diizeyde ilgileniriz. Herhangi bir
gergek dizge igin s6z konusu olan tahmin hatasinin sinir-
sizca biliylimemesi gerekir; tek bir piring tanesi ya da tek
bir tavsan gibi kiigiik bir hatayla baglasak bile, tahmin ha-
tast keyfi bir bigcimde, devasa boyutta biiylimeyecek (gok
toy bir tahmincimiz varsa, o bagka), bunun yerine bir tiir
sinirlandiric1 degerin yakinlarinda doygunluga ulagacaktir
— niifusun kendisi gibi. Matematikgimizin elinde (toyluk
bir tarafa birakilirsa) komik diizeyde biiyiik tahmin hata-
larindan kaginmak igin bir yol bulunmaktadir ve bu da ilk
belirsizligi son derece kiigiik tutmaktir — diigiinebileceginiz
biitiin sayilardan daha kiigiik, ama sifirdan da biiyiik. Boy-
le bir belirsizlik siirekli olarak son derece kiigiik kalacaktir,
iistel bigimde hizl1 biiyiise bile.

Bahgedeki tavsan yemi miktar1 ya da bir e-posta dizge-
sindeki mevcut disk alam gibi fiziksel unsurlar uygulamada
biiyiimeyi sinirlandirir. Buna neyin neden oldugunu tam
olarak bilmesek de sinirlar dogaldir: sanirim anahtarlari-
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Ustel biiyiime: Bayan Nagel'in
tctincl sinifindan bir 6rnek

Birkag ay 6nce eski bir ilkokul arkadagimin yazdigt
bir e-posta aldim. E-postanin iginde, Kuzey Carolina'da
cografya okutan bir iiglincii sinif gretmeninin yazdigi
bir bagka e-posta yer aliyordu. E-postay1 okuyan herkesin
nerede yagadiklarini belirterek okula bir yanit ggnderme-
si isteniyordu; béylece, dgrenciler o yeri yerkiire iizerinde
belirleyeceklerdi. Ayrica, her bir okuyucunun e-postay
on arkadagina iletmesi isteniyordu.

Mesajt kimseye iletmediysem de Bayan Nagel'in sini-
fina Ingiltere’de, Oxford’da yagadigim belirten bir yanit
génderdim. Ayrica, deneylerinden matematik dgretmen-
lerine bahsetmelerini ve bunu {istel biiyiimeye bir érnek
olarak kullanmalarini 6nerdim: eger mesaji on kisiye gén-
derirlerse ve ertesi giin bu kisilerin her biri mesaji onar ki-
siye daha génderirse, iigiincii giinde 100, dérdiincii giinde
1000, birinci haftada da diinyadaki e-posta adresinden
daha fazla sayida e-posta eder. Gergek bir dizgede tistel

sonsuza kadar devam edemez sonunda
biter, bahgede yer kalmaz ya da yeni e-posta adresi kalmaz.
Biiyiimeyi engelleyen genellikle kaynaklardir: yemyesil bir
bahge bile sinirli miktarda tavsan gidasi saglayabilir. Nii-
fus modellerimizin biiyiimesini oldugu kadar niifuslan da
stnurlandiran vardir.

Bayan Nagel'in sinifinin iistel biiylime dersini yapip
yapmadiklarim asla 6grenemedim. Elime gegen tek sey,
okulun e-posta kotasinin agildig1 ve kapatildig1 yoniinde
otomatik bir yanit oldu.
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mu1 park yerinde kaybettim; elbette, oradan kilometreler-
ce uzakta da olabilirler ama aydan daha uzak bir yerlerde
olmalar1 da ihtimal digt. Bunu anlamak igin kiitle gekimi
yasalarini anlamam ya da bu yasalara inanmam gerekmez.
Benzer bigimde, hava tahmincileri ¢ok ender olarak ¢ok
biiyiik diizeylerde yanilir — bir yil 6nceden yapilan tah-
minlerde bile! Uygunsuz modeller bile genellikle tahmin
hatalan belirli sinirlar iginde kalacak bigimde sinirlandi-
rilabilir.

Modelimiz balta girmemis ormanlara —daha énce hig-
bir verinin erigmedigi degerlere— el attiinda bir seylerin
devreye girmesi gerekir — eger ki modelimiz énceden bo-
zulmadiysa. Cogu zaman, belirsizligimiz gereginden fazla
biiytidiigiinde kendi iizerine katlanmaya baglar. Hamur
yogurmayi ya da siirekli olarak sekerleme gerip katlayan
bir sekerleme makinesini diigiiniin. Birbirine ¢ok yakin
iki gseker tanesini birlegtiren hayali bir sekerleme hatt1 bu
iki makinenin hareketiyle ayrildik¢a gitgide uzayacaktir;
ama makinenin kendisinden daha biiyiik hale gelemeden
bu hat kendi iizerine katlanacak ve berbat bir kesmekesg
yaratacaktir. Seker tanelerini birlegtiren sekerleme geridi
gitgide uzamay siirdiirse de seker taneleri arasindaki me-
safe artik artmayacak, gitgide daha karmagik bir diigiim
haline gelecektir. Sekerleme makinesi —modelimiz kusur-
suz oldugunda— kestirim hatasinin biiyiimesinin sinirlarini
goziimiizde canlandirmamiza olanak saglar. Bu &rnekte,
hata, Gergek durum ile bizim bu duruma iligkin en iyi
tahminimiz arasindaki mesafedir: hatanin iistel biiyiimesi
sekerleme seridinin yalnizca ilk bagtaki hizli biiylimesine
kargilik gelebilir. Ama tahminlerimiz sonsuzluga dogru
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uzayip gitmeyecekse (sekerleme makinenin icinde kalma-
lidir, ancak sinirh sayida tavsan bahgeye sigabilir, vb.), o
zaman, sonunda Gergek ile bizim tahminimizi birlegtiren
hat da kendi iistiine katlanacakutir. Iginde biiyiiyecegi bir
yer bulunmayacaktir. Birgok agidan, sekerleme makine-
sindeki bir geker tanesinin devinimini bir kaotik dizgenin
ti¢ boyut igindeki gelisimiyle 6zdeglestirmek kaotik hare-
keti gdziimiizde canlandirmanin yararli bir yoludur.

Kaos igin bir tiir sinir koydugumuzu hissetmek isteriz,
¢linkii sonsuzluga kanat agmug geylere iligkin kestirimlerde
bulunmanin zor olmast hig de sagirtic1 degildir; ama baz
sinirlandirilmig degerleri —bu deger ne kadar biiyiik olursa
olsun— asla agamayan bir tahmini gerektirecek karar kati
bir kosul getirmeyi de istemeyiz. Bir ara yol olarak da diz-
genin gelecekte bir noktada agag1 yukari mevcut durumu-
na geri dénmesini ve bunu tekrar tekrar gergeklestirmesini
isteriz. Geri donmek igin diledigi kadar siire kullanabilir ve
biz de geri déniigii mevcut noktaya daha énce hig yaklas-
madif1 kadar yakin bir geri déniig olarak tanimlayabiliriz.
Eger bu gergeklesirse, o zaman, yoriingenin yinelendigi soy-
lenir. Sekerleme burada yine bir benzetme olabilir: eger
devinim kaotikse ve yeterince beklersek, iki geker tane-
miz yeniden bir araya gelecek ve her biri deneyin baginda
oldugu yerin yakinindan gegecektir — o sirada birilerinin
makineyi kapatmadigini varsayarsak.
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[1I. Bsliim

BAGLAM ICINDE KAOS: DETERMINIZM,
RASLANTISALLIK, GURULTU

Biitiin dogrusal dizgeler birbirini andirir; oysa dog-
rusal olmayan her bir sistem kendi mesrebince dogrusal
degildir.

Tolstoy’'un Anna Karenina’sina ykiinerek

Dinamik dizgeler

Kaos dinamik dizgelerin bir 6zelligidir. Ve bir dinamik
dizge de degisen gozlemler kaynagindan bagka bir sey de-
gildir: Fibonacci’'nin tavganh hayall bahgesi, Londra'da
bulunan Heathrow Havaalani'ndaki bir termometrenin
yansittift diinya atmosferi, IBM hisse senetlerinin fiyati
yoluyla izlenen ekonomi, ayin yériingesini canlandiran
ve gelecekteki her bir giineg tutulmasinin tarih ve yerinin
¢iktisini veren bir bilgisayar programi.

En az ii¢ farkh tiirde dinamik dizge bulunmaktadir.
Kaos, en kolay, matematiksel dinamik dizgeler iginde tanim-
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lanir. Bu dizgeler bir kuraldan olugur: bir say1 girersiniz ve
yeni bir say1 alirsiniz; bu sayiy1 girdiginizde yepyeni bir say1
alirsiniz ve bu kez onu girersiniz. Ve bu béyle devam eder.
Bu siirece yinelenme (iteration) adi verilir. Fibonacci'nin
hayali bahgesinde her ay artan tavganlarin sayist bu tiir
bir dizgeden alinan bir zaman serisine kusursuz bir &r-
nektir. Tkinci tip dinamik dizge, fizikginin, biyologun ya
da borsa simsarinin gérgiil diinyasinda yer alir. Burada,
gozlem zincirlerimiz gergekligin giiriilti yiikli Slgtimle-
rinden olugmaktadir; bu 6lgiimler Tavgan Denkleminin
giiriiltii icermeyen sayilarindan temel olarak farkhdir. Bu
fiziksel dinamik dizgeler icinde —6rnegin, diinyanin atmosfe-
ri ve Iskandinavya’daki tarla faresi sayisi— sayilar durumu
temsil ederken, Tavsan Denkleminde sayilar durumun ta
kendisidir. Gereksiz bir kafa kangikhgindan uzak durmak
i¢in {igiincii bir durumun ayrimini yapmak yararh olur: bu-
rada dijital bir bilgisayar matematiksel bir dinamik dizge
tarafindan belirlenen aritmetik iglemi gergeklestirir. Buna
bilgisayar simiilasyonu adini verecegiz — televizyon igin
hava tahminleri iireten bilgisayar programlar siradan bir
ornektir. Farkli tiirlerde dizgeler bulundugunu ve her bi-
rinin farkl bir varlik oldugunu animsamak énemli: hava
icin gergeklestirdigimiz en iyi denklemler bu denklemlere
dayanan en iyi bilgisayar modellerimizden farklilik géste-
rir ve bu dizgelerin ikisi de diinyanin atmosferi dedigimiz
gergek olgudan farklilik gésterir. Kafa karigtirict bir bigim-
de, iig tiir dizgemizin her birinden gelen sayilara zaman
serisi denmektedir ve bu zaman serilerini olugturan seyler
arasindaki ayrimu siirekli olarak aklimizda tutmamiz gere-
kir: birkag hayali tavsan, havaalanindaki gergek sicaklik
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derecesi (eger bodyle bir sey varsa), bu sicaklik derecesini
temsil eden bir 8lgiim, bu sicaklik derecesinin bilgisayar
simiilasyonu.

Bu farkliliklarin ne 6lgiide 6nemli oldugu ne yapma-
y1 amagladigimiza bagh. La Tour’'un iskambil oyuncula-
r gibi, bilim insanlari, matematikgiler, istatistikgiler ve
felsefeciler de birbirlerinden farkli yetenek ve hedeflere
sahiptir. Fizik¢i gozlemleri matematiksel bir modelle be-
timlemeyi, belki de modeli gelecekteki gézlemleri tahmin
etmekte kullanarak sinamay1 hedefleyebilir. Fizikgimiz fi-
ziksel uygunluk adina matematiksel saglamay: feda eder.
Matematikgiler ¢ok sayida dizge igin gegerli olan geyleri
kanitlamay: sever, ama kanita o kadar ¢ok deger verirler
ki kanita sahip olmak igin bu dizge sayisin1 hangi genis-
likte sinirlamak gerektigine aldirig etmezler; bir matema-
tikginin “hemen her” (almost every) dedigi isitildiginde
daima tetikte olmak gerekir. Fizik¢imizin bunu unutma-
maya dikkat etmesi ve matematiksel kullanilirlik ile fi-
ziksel uygunlugu birbirine karigtirmamasi gerekir; fiziksel
sezgiler yalnizca matematiksel saglama igin tasarlanan
“iyi anlagilmig” dizgelerin niteliklerinden olumsuz etki-
lenmemelidir.

Istatistik¢imiz gercek gozlemlerin zaman serileri yoluy-
la ilging istatistikleri betimlemekle ve gézlemlere benze-
yen zaman serileri iireten dinamik dizgelerin 6zelliklerini
incelemekle ilgilenirken her zaman olabildigince az var-
sayimda bulunmaya dikkat eder. Son olarak, felsefecimiz
gozlemleri iirettigini ileri siirdiigiimiiz, derinlerde yatan
fiziksel dizgeler, gézlemlerin kendileri ve bunlar analiz
etmek i¢in yarattigimiz matematiksel modeller ya da is-
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tatistik teknikleri arasindaki iligkileri sorgular. Ornegin,
olgtiigiimiiz sicaklik derecesi ile (gergekte boyle bir sey
varsa) gergek sicaklik derecesi arasindaki iligki hakkinda
neler bilebilecegimizle ve bilgimizin sinirlarinin yalnizca
¢Oziimleyebilecegimiz pratik zorluklar m1 yoksa prensipte
asla baga ¢tkamayacagimiz sinirlar mi olduguyla ilgilenir.

Matematiksel dinamik dizgeler ve cekiciler
(attractor)’

Zaman serilerinde dért farkh davranig tipi bulmaktayiz.
Zaman serileri (i) gitgide yavaglayip durabilir ve ayni sabit
sayiy1 bir bakima tekrar tekrar yineleyebilir, (ii) kirik bir
plak gibi kapali bir déngii iginde ziplayabilir ve periyodik
olarak aym kalib: yineleyebilir, (iii) birden fazla devri olan
bir déngii icinde devinebilir ve bu nedenle de —giiniin be-
lirli saatlerine gore salinan gelgit ani gibi— devinimi tam
olarak yinelemese de buna ¢ok yaklagabilir, ya da (iv) hig-
bir belirgin kalip sergilemeyerek sonsuza kadar ¢ilginca —ya
da belki de sakince- sigrayabilir. Bu dérdiincii tip raslanti-
sal goriinse de goriiniim yaniltici olabilir. Kaos raslantisal
goriinebilir ama raslantisal degildir. Aslinda, gittikge daha
iyi 6grendigimiz lizere, kaos genellikle bize artik o kadar
da raslantisal bile gérinmemektedir. Izleyen birkag sayfa-
da birkag denklem daha sunacagiz — ama bu kez piring ya
da tavgan olmadan. Bu denklemlere az dnce belirttigimiz

* Dinamik dizgelerde, bir dizgenin, kendisine dogru evrimlesme egi-
limi gosterdigi fiziksel dzellikler. (g.n.)
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davranig bigimlerini ararken ilging malzemeler iiretmek
iizere gereksinim duymaktayiz. Bu denklemlerden bazila-
n matematikgiler tarafindan tam da bu amagla iiretildi,
ama fizikgimiz, hakli olarak, miinferit bir denklemin fizik
yasalar basitlegtirilerek tiiretildigini ileri siirebilir. Gergek-
te, denklemler, her biri gesitli yollardan elde edilebilecek
kadar basittir.

Bir denklemi devreye sokarak bir zaman serisi iiret-
meden dnce baglangig igin bir saytya gerek duymaktayiz.
Bu ilk sayiya baglangic sarti, sistemimizin var olmasi igin
tanimladigimiz, kegfettigimiz ya da diizenledigimiz bir bag-
langig durumu demekteyiz. II. Boliim'de oldugu gibi, diz-
gemizin durumu igin kisaltma olarak X simgesini benim-
siyoruz. Olas1 biitiin X durumlarinin toplami durum uzam
olarak adlandirilir. Fibonacci'nin hayali tavsanlari agisin-
dan, by, biitiin katsayilarin seti olacaktir. Zaman serimizin
yer yil yaz ortasinda her bir kilometrekareye diisen ortala-
ma bdcek sayisinin bir modelinden alindigint diigiinelim.
Bu durumda, X yalnizca bir rakamdir ve durum uzami da
-biitiin olast durumlarin toplami olarak— bir ¢izgidir. Ba-
zen durumu tanimlamak igin bir sayidan fazlasi gerekir ve
eger durum boyleyse X birden fazla bilegsene sahip olacak-
tir. Avci-av modellerinde, 6rnegin, her ikisinin de niifusu
gerekir ve X de iki bilesene sahiptir: bir yéneydir. X her
yil Ocak ayinin birinde hem tarla farelerinin (av) sayisini
hem de gelinciklerin (avci) sayisini igeren bir yoneyse, o
zaman, durum uzamu biitiin say1 giftlerini iceren iki boyut-
lu bir yiizey —bir diizlem— olacakur. Eger ti¢ bilegene sa-
hipse (diyelim ki, tarla fareleri, gelincikler, yillik kar yagig
miktari), o zaman da durum uzamu biitiin say1 tigliilerini
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iceren ti¢ boyutlu bir uzam olacaktir. Elbette, iig bilesenle
yetinmek igin bir neden yok; daha yiiksek boyutlarda tab-
loyu gizmek daha zor hale gelse de, modern hava tahmin
modellerinin 10.000.000’dan fazla bilegeni vardir. Mate-
matiksel bir dizge agisindan X siirekli bir alan bile olabilir
— okyanus yiizeyinin yiiksekligi ya da diinya yiizeyinin her
bir noktasindaki sicaklik derecesi gibi. Ama fiziksel dizge-
lere iligkin gozlemlerimiz asla bir ydneyden daha karmagik
olmaz ve yalnizca sinirh sayida seyleri 6lgecegimiz igin de
gozlemlerimiz daima ti¢ boyutlu yéneyler olacaktir. Simdi-
lik X’in basit bir say1 —6rnegin bir buguk— oldugu durum-
larla ilgilenecegiz.

Matematiksel bir denklemin yalnizca bir degerler setini
bir sonraki degerler setine déniistiiren bir kural oldugunu
animsayarak, Dértle Carpma Denklemi’'ni su kuralla ta-
nimlayabilirsiniz:

X'i dortle garparak X’in yeni degerini olugturun.

X esittir bir buguk gibi bir baglangig sart1 kargisinda, bu
dinamik matematiksel dizge X'in degerlerinin bir zaman
serisini iiretir; bu érnekte 2x4 =2,2x4 =8,8 x4 = 32,
(...) ve zaman seriside 0.5, 2, 8, 32, 128, 512, 2048... Ve
bu boylece gider. Bu seri gitgide biiyiir ve dinamik agidan
bu o kadar da ilging degildir. Eger X'in bir zaman serisi
bunun yaptig1 gibi sinirsiz biiyiirse, ona siirsiz demekteyiz.
X’in sinirsiz oldugu bir dinamik dizgeye sahip olmak igin
ikinci bir 6rnegi ele alacagiz: Ceyrekleme Denklemi:

Dérde boéliinen X'i yeni X olarak alin.
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X = Y ile baglamak 1/8, 1/32, 1/128... zaman serisini
iiretir. Ik bakista bu pek ilging degil, ¢iinkii X huzla sifir
yoniinde azalmakta. Ama, aslinda, Ceyrekleme Denklemi
Ozel matematiksel ozellikler drnekleyecek bigimde 6zen-
le tasarlanmigtir. Kékene —X = 0 durumuna- sabit nokta
denir: eger oradan baglarsak higbir yere gidemeyiz, ¢iinkii
dorde boliinen sifir yine sifirdir. Kéken aymi zamanda bi-
zim ilk ¢ekicimizdir; Ceyrekleme Denklemi'nde kéken eri-
silmez ama kaginilmaz varig noktasidir: eger X'in bagka bir
degeriyle baglarsak, aslinda, gekiciye asla varamayiz ama
yinelenmelerin sayisi sinirsiz olarak artarken ona gitgide
yaklaginz. Ne kadar yaklaginiz? Olabildigince yakin. Iste-
diginiz kadar yakin. Son derece yakin, yani dile getirebile-
ceginiz herhangi bir sayidan daha yakin. Bir say1 sdyleyin,
herhangi bir say1; X'in sifira o sayidan daha yakin olmasini
saglayacak kag tane yinelenme gerekecegini hesaplayabi-
liriz. Zaman gegtikce bir gekiciye gelisigiizel yaklagirken
ona asla erigememek dogrusal olmayan dizgelerden alinan
bir¢cok zaman serisinin ortak bir 6zelligidir. Sarkag¢ buna
fiziksel bir 6rnektir: her bir salinim bir éncekinden daha
kiigiiktiir — suglunun hava direnci ve siirtiinme oldugu bir
durum bu. Bu érnekte gekici ile benzer nitelikleri tagiyan
sey dosdogru agag1 sarkan hareketsiz sarkagtir. Listemize
birkag dinamik dizge daha ekledikten sonra cekiciler hak-
kinda séyleyecek daha fazla seyimiz olacak.

Tam Lojistik Denklem’de hemen her X'ten gelen zaman
serisi sifir ile sonsuz arasinda diizensiz bir bigimde sigrar:

X’ten X%yi ¢ikarin ve farki dértle garpip sonucu
-yeni X olarak alin.
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Eger durum degiskenlerinin bilegsenlerini diger bile-
senlerle carparsak, igler dogrusal olmayan bir hal alir.
Yine X esittir bir bugukla baglarsak, bu durumda, zaman
serisi ne olur? ¥ ile bagladipimizda, X eksi X* Y4 olur,
dortle ¢arpildiginda da bir gikar; gu halde, yeni degerimiz
bir. Simdi X egittir 1 ile devam ettigimizde X eksi X? sifir
olur. Ama doért garpr sifir daima sifirdir; bu nedenle de
sonsuza kadar sifir sonucunu aliriz. Zaman serimiz de 0.5,
1, 0,0, 0, (...) olur. Cok sikic1 sayilmasa da ilgi gekici
oldugu da sdylenemez; “hemen her” hakkindaki uyariyr
animsayin.

Bir zaman serisindeki sayilarin siralamasi —seri ister
Fibanocci'nin tavganlarinin aylik degerlerini, ister Tam
Lojistik Denklem’in yinelenmelerini yansitsin— énemlidir.
II. Boliim'de &nerilen kisaltmay1 kullanarak X'in beginci
yeni degeri igin X;, baglangigtaki durum (ya da gézlem)
igin X, ve genel olarak da i'inci deger igin X, yazacagz. Is-
ter denklemi yineliyor olalim, ister gézlemlerde bulunuyor
olalim, i daima bir tamsayidir ve genellikle “zaman” olarak
adlandirilir.

X,in 0.5’e denk oldugu Tam Lojistik Denklem'de X
esittir 1, X, esittir 0, X, esittir 0, X esittir 0 ve X de dort-
ten biiytik biitiin i'ler i¢in O olacaktir. Ama Tam Lojistik
Denklem’de X'in kiigiik degerleri bityiimektedir (bunu he-
sap makinesiyle kontrol edebilirsiniz), X = 0 istikrarsizdir
ve bu nedenle de koken gekici degildir. Kékene yakin bag-
latilan bir zaman serisinin aslinda bu béliimiin baginda dile
getirilen ilk {i¢ secenekten herhangi birini almasi olanakli
goriinmez; bunun yerine kaotik bir bigimde sonsuza kadar
sigramast olasidir.
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7. X esittir 0.876'ya yakin baglayan Tam Lojistik Denklem’den kao-
tik bir zaman serisi. Dikkat ederseniz, X'in sifir ve iig geyrege yakin

oldugu noktalarda seri goriiniir bigimde tahmin edilebilir.

Sekil 7’de X, esittir 0.876 yakininda baglayan bir za-
man serisi gosterilmekte: bu zaman serisi Tam Lojistik
Denklem’den kaotik bir zaman serisini temsil ediyor. Ama
yakindan bakin: gergekten de tamamen 6nceden tahmin
edilemez mi goriiniiyor? Goriiniige gore, X'in kiigiik deger-
lerinin ardindan X'in kiigiik degerleri gelmekte ve zaman
serisi de ii¢ ceyrege yaklagtip1i anda takilip kalma egilimi
gostermekte. Fizik¢imiz bu seriye bakip en azindan bazen
tahmin edilebilir olmasin1 bekleyecektir; istatistikgimiz
ise, birkag hesaplamanin ardindan, raslantisal oldugunu
bile ilan edebilir. Biz bu yapiy1 gérebilsek bile, en yaygin
istatistik testler bunu géremiyor.
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Denklemler derlemesi

Bir denklemi tanimlayan kural ya sozciiklerle, ya bir
esitlik olarak ya da grafik bigiminde ifade edilebilir. Sekil
8'de her bir panel kurali grafik agidan tanimlamaktadir.
Grafigi kullanmak igin yatay eksende X'in mevcut dege-
rini bulun ve sonra egriye gelene kadar dosdogru yukari
ilerleyin; dikey eksendeki egri tizerinde bulunan bu nokta-
nin degeri X'in yeni degeridir. Tam Lojistik Denklem gra-
fik olarak Sekil 8 (b)'de, Ceyrekleme Denklemi de panel
(a)’da verilmektedir.

Bir sabit noktanin istikrarsiz olup olmadigin1 anlamak
i¢in grafigi kullanmanin kolay bir yolu, sabit noktada
denklemin egimine bakmaktir: eger egim 45 dereceden
dikse (yukari ya da agap1), o zaman, sabit nokta istikrar-
sizdir. Ceyrekleme Denklemi'nde egim her yerde birden az
iken Tam Lojistik Denklem’de kdkenin yakinindaki egim
birden biiyiiktiir. Burada X’in kiigiik ama sifirdan biiyiik
degerleri her bir yinelenme ile biiyiir — ama ancak yeterin-
ce kiigiik kaldiklar siirece (/2 yakinindaki egim sifirdir).
Agsapida gorecegimiz gibi, sifir ile bir arasindaki hemen her
baglangig sart1 i¢in zaman serisi gergek bir matematiksel
kaos sergiler. Tam Lojistik Denklem oldukga basittir, kaos
ise oldukga yaygin.

Matematiksel bir dizgenin determinist olup olmadi-
gin1 anlamak yalnizca kurali uygulamanin raslantisal bir
say1 gerektirip gerektirmedigini dikkatle incelemeyi sart
kosar. Bu sart degilse, o zaman, dinamik dizge determi-
nisttir: ne zaman X'in ayn1 degerini girsek X’'in ayni1 yeni
degerini aliniz. Eger kural raslantisal bir say1 gerektiriyorsa
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(gergekten de gerektiriyorsa), o zaman, dizge raslantisaldir
— ayrica diizensiz (stokastik) olarak da adlandirilir. Dii-
zensiz bir dizgede, baglangigtaki kogulun tamamen ayni-
sin1 yinelesek bile, X’in sonraki degerinin ayrintilarinin
ve dolayisiyla zaman serisinin farkli olmasini bekleriz.
Bu tanimlara déniip baktigimizda, yukarida betimlenen
ti¢ denklemin her birinin determinist oldugunu goriiriiz;
gelecek zaman serileri tamamen baglangig sarti tarafin-
dan belirlenmekte ve bundan da “determinist dizge” ad1
dogmaktadir. Felsefecimiz yalnizca X'i bilmenin yeterli
olmadigini, matematiksel dizgeyi de bilmemiz gerektigini
ve ayrica bununla dogru hesaplamalar yapma giiciine sa-
hip olmamiz gerektigini belirtecektir. Bunlar 200 yil 6nce
Laplace’in seytaninin sahip olmasi gerektigini belirttigi tig
niteliktir.
[k diizensiz dinamik dizgemiz AC Denklemi:

X’i dérde béliin, sonra ¥4 gikartip raslantisal bir R
sayist ekleyip yeni X sayisini elde edin.

AC Denklemi diizensiz bir dizge, giinkii kurali uygula-
mak bir raslantisal sayilar kiimesine erigimi gerektirmiyor.
Aslinda, yukaridaki kural tam sayilmaz ¢iinkii R’nin nasil
alinacagini belirtmiyor. Tanimi1 tamamlamak igin s6yle bir
sey eklememiz gerekir: her bir yinelemedeki R igin sifir
ile bir arasinda bir say1 se¢ ve bu sayiy1 da her bir sayinin
secilme gansinin esit olmasim saglayarak yap; boylece, R
sifir ile bir arasinda birérnek (uniform) dagilacak ve R’nin
gelecek degerinin bir degerler aralipina diisme olasihig1 bu
araligin genigligiyle orantili olacaktir.
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R'yi segmek igin hangi kurali kullanacagiz? Determi-
nist bir kural olamaz, giinkii o zaman R raslantisal olamaz.
Kugkusuz, R degerlerini iiretmek igin sonlu bir kural bu-
lunmamaktadir. Bunun sifir ile bir arasinda birdrnek sa-
yilara gereksinim duymakla higbir iligkisi yok. Galton'in
“can seklindeki” dagihmimi taklit eden raslantisal sayilar
iiretmek istesek aym sorunla kargilagirdik. Istatistikginin
bir yolunu bulup bize gerekli raslantisal sayilar1 bulmasi-
na giivenmemiz gerekecektir; bu noktadan sonra, yalnizca
birérnek bir dagilim mi1 yoksa ¢an egrisi bigiminde bir da-
gilim mu sergilediklerini belirtecegiz.

AC Denklemi'nde R’nin her bir degeri denklem iginde
kullanilir, ama R degerini bir formiil iginde degil de neler
yapilacagi konusunda kararlar almak igin kullanir gériinen
bagka bir raslantisal denklemler sinifi —bunlara Yinelenmig
Islevler Dizgesi ya da kisaca YID denir— bulunmaktadir.
Bunun bir érnegi Orta Ugiinciiler YID Denklemi'dir;
denklemlerin 6zelliklerini denklemlerin var ettigi zaman
serilerinden g¢ikarmaya ¢aligtipimizda bu denklem igimize
yarayacak. Orta Ugiinciiler YID Denklemi sudur:

Sifir ile bir arasindaki birérnek dagilimdan raslanti-
sal bir R sayis1 alin.
Eger R yarimdan az ise yeni X olarak X/3’ii alin.

Aksi halde, yeni X olarak 1 — X/3'ti alin.

Artik elimizde birkag matematiksel dizge var ve bun-
larin determinist mi yoksa diizensiz mi olduklarin1 kolay-
likla séyleyebiliyoruz. Dijital bilgisayar simiilasyonlar1 da-
ima deterministtir. VII. Boliim’de gérecegimiz gibi, dijital
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bir bilgisayardan gelen zaman serisi ya kendisini periyodik
olarak yineleyen sonsuz bir degerler déngiisii igindedir ya
da béyle bir dongiiye girmek iizeredir. Degerin yinelendigi,
yoriingenin bir periyodik déngii yoniinde evrimlestigi ama
ona erigmedigi bir zaman serisinin bu ilk pargasina bir gegici
(transient) denir. Matematik gevrelerinde bu sdzciik adeta
bir hakaret anlamu tagir, zira matematikgiler gegicilerle degil
uzun 6miirlii seylerle galigmay tercih eder. Matematikgiler
gegicilerden kaginirken fizik bilimlerle ugraganlar gegiciler-
den bagka bir seyle kargilasamiyor olabilir ve —isin ilginci—
dijital bilgisayarlar da bunlan diizeltemez. Tuhaftir ki, kaosu
anlamamizda ¢ok énemli rol oynayan dijital bilgisayarlarin
kendileri ger¢ek bir matematiksel kaos sergiler. Bir dijital
bilgisayar da raslantisal sayilar iiretemez. Dijital bilgisayar-
lardaki ve hesap makinelerindeki sziimona raslantisal say1
tireticiler aslinda sahte raslantisal say1 tireticilerdir; hatta bu
tireticilerin ilklerinden biri Tam Lojistik Denklem’e dayan-
maktaydi! Matematiksel kaos ile bilgisayar simiilasyonlan
arasindaki fark —raslantisal sayilar ile sahte raslantisal say1-
lar arasindaki fark gibi— bizim matematiksel dizgelerimiz ile
bilgisayar simiilasyonlarimiz arasindaki farki drnekler.

Sekil 8'deki denklemler raslanti sonucu orada degil.
Matematikgiler genellikle dizgeleri bir matematiksel ko-
nuyu drneklemeleri ya da 6zel bir igletimin (bu sdzctigi
bazen teknik el gabuklugunu gizlemek igin kullanirlar)
uygulanmasini saglamalar1 nispeten kolay olacak bigimde
olugturur. Gergekten de, karmagik denklemler —bunlara
uzay araglarini yénlendirmek igin kullanilanlar ile “iklim
modelleri” olarak adlandirilanlar ve hatta sayisiz hava tah-
mininde kullanilan daha biiyiik boyutlular dahildir— ke-
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sinlikle matematikgiler degil, fizikgiler tarafindan yaratilir.
Ama hepsi de ayni bigimde ¢aligir: bir X deger girer ve
yeni bir X deger ¢ikar. Mekanizma yukarida tanimlanan
basit denklemlerde olanin tamamen aynisidir, X bazen

10.000.000'dan fazla bilegene sahip olsa bile.

Parametreler ve model yapi

Yukaridaki denklemleri tanimlayan kurallarin her biri
durumdan (state) farkli sayilar igerir — dért ve yarim gibi.
Bu sayilara parametreler denir. X zamanla degigirken para-
metreler sabit kalir. Bazen farkli parametre degerleri kul-
lanarak zaman serisinin 6zelliklerini kargilagtirmak yararli-
dir. Béylece, denklemi 4 gibi belirli bir parametre degeriyle
tanimlamak yerine, denklemler genellikle parametre igin
a gibi bir simge kullanilarak tanimlanir. Ardindan o esit-
tir 4 durumunda denklemin davranigini 6rnegin a = 2 ya
da a = 3.359945 durumundakiyle karsilagtirabiliriz. Pa-
rametreleri durum degiskenlerinden net bir bigimde ayirt
etmek igin genellikle Yunan simgeleri kullanilir. Tam Lo-
jistik Denklemi bir parametreyle yeniden yazmak dogrusal
olmayan dinamigin en iinlii dizgelerinden birini ortaya
gikarir: Lojistik Denklem:

X'ten X?yi gikarin, sonra a ile garpin ve yeni degeri
X olarak alin.

Fiziksel modellerde parametreler suyun kaynama nok-
tast ya da diinyanin kiitlesi, 1g1g1n hiz1, hatta buzun atmos-
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ferin {ist katmanlarindaki “diigiis” hiz1 gibi geyleri temsil
etmek icin kullamblr. Istatistikgiler genellikle parametre
ile durum arasindaki farki bir kenara birakirken, fizikgiler
parametrelere 6zel statii verme egilimindedir. Uygulama-
l1 matematikgiler de genellikle parametreleri biiyiik ya da
son derece kiigiik degerlere dogru zorlar; 6rnegin, sonsuz
olgiide uzun bir riizgar kargisinda havanin akigini incele-
mek daha kolaydir. Bir kez daha, bu farkh bakig agilari
baglam iginde bir anlam tagir. Yaklagik bir soruya kesin
bir ¢6zlim mii istiyoruz, yoksa belitli bir soruya yaklagik bir
yanit mi! Dogrusal olmayan dizgelerde bunlar ¢ok farkl
seyler olabilir.

Cekiciler

Ceyrekleme Denklemi’ni animsayalim ve bir yinelen-
meden sonra sifir ile bir arasindaki her bir noktanin sifir
ve geyrek olacagina dikkat edelim. Sifirla ¢eyrek arasin-
daki biitiin noktalar da sifir ve bir arasinda yer aldigina
gore, bu noktalarin higbiri birden biiyiik ya da sifirdan az
degerlere sapma gosteremez. Igindeki dizi pargalar (ya da
daha biiyiik boyutlarda alan ya da hacimleri) daralan di-
namik dizgelere yitirgen (dissipative) adi verilir. Yitirgen
bir denklem bir durum uzami oylumunu tamamen kendi
icinde doniistiirdiigiinde onun neye benzedigini bilmesek
bile bir gekicinin var oldugunu hemen anlariz.

a dortten az oldugunda, sifir ile bir arasindaki biitiin
noktalara neler olduguna bakarak Lojistik Denklem’in bir
gekicisi oldugunu kanitlayabiliriz. Elde edebilecegimiz en
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biiyiik yeni X deperi X esittir yarim yinelenmesidir. (Bunu
Sekil 8'de gorebiliyor musunuz?) Bu en biiyiik deger a/4’tiir
ve o dortten kiigiik oldugu siirece de en biiyiik deger bir-
den kiigiiktiir. Bu da demeketir ki, sifir ile bir arasindaki her
bir nokta sifir ile a./4 arasinda bir noktada yinelenir ve ora-
ya sonsuza kadar bagimlidir. Su halde, dizgenin bir gekicisi
olmali. o’'nin kiigiik degerleri icin X esittir sifir gekicidir,
tipki Ceyrekleme Denklemi’'nde oldugu gibi. Ama eger a
birden biiyiikse, o zaman X'in sifira yakin oldugu herhangi
bir deger uzaklagacaktir ve gekici de bagka bir yerdedir.
Bu, yapici olmayan kanita bir &rnek: bir gekicinin var ol-
dugunu kanitlayabiliriz ama, ne yazik ki, bu kanit bize onu
nasil bulacagimiz1 séylemez, 6zellikleri hakkinda ipuglar
saglamaz!

o'nin dort farkli degerinin her biri ig¢in Lojistik
Denklem’in ¢oklu zaman serisi Sekil 9'da gésterilmekte-
dir. Her bir panelde sifir ile bir arasindan raslantisal olarak
ahinmig 512 noktayla bagliyoruz. Her bir adimda noktala-
rin tamamini zaman iginde ileri tagtyoruz. Birinci adimda
hepsinin de sifirdan biiyiik kalmay: siirdiirdiiklerini ama
X egittir 1’den de bir daha dénmemek tizere uzaklagtik-
larin1 gériiyoruz: bir gekicimiz var. (a)’da hepsinin nok-
ta bir déngiisiine kapildigii goriiyoruz; (b)’de nokta iki
déngiisii igindeki iki noktadan birine; (c)’de nokta dort
dongiisiindeki dért noktadan birine. (d)’de de bir dongiiye
kapildiklarini gorebiliyoruz ama bu agik degil. Dinamigi
¢ok daha goriiniir kilmak igin toplulugumuzun bir tiyesi
grafigin ortasindan raslantisal olarak segiliyor ve izledigi
yoriingenin noktalar bu noktadan sonra bir gizgiyle birleg-
tiriliyor. Nokta bir déngiisii olan (a) dogru bir hat olarak
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9. Her bir gergeve 6nce sifir ile bir arasinda raslantisal yayilip Lo-
jistik Denklem’e gore ileri hareket eden 512 noktanin geligimini
gosterir. Her bir panel a igin dort farkli degeri gosterir; (a) bir sabit
noktaya, (b) bir nokta iki déngiisiine, (c) bir nokta dért déngiisiine
ve (d) kaosa kaymay: isaretler. Siire 32’de baglayan koyu gizgi tek
bir noktanin y&riingesini —her bir gekiciye giden yolun gériiniir ki-
linmasi i¢in— gosterir.
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goriiniirken, (b) ve (c) iki ve dért nokta arasinda gidip ge-
len yoriingeler giziyor. (d) ilk énce bir nokta dért déngii-
siine benzese de, yakindan bakildiginda dért opsiyondan
¢ok daha fazlasinin oldugu ve noktalarin bantlarindan ge-
ciglerde bir diizen olsa da sabit bir diizenli gegig araliginin
goriinmedigi izleniyor.

Avyni olgunun farkli bir tablosunu elde etmek igin bir-
¢ok farkli baglangi¢ sartin1 ve ayni zamanda a igin farkl
degerleri inceleyebiliriz — Sekil 13’te gosterildigi gibi. Bu
tighoyutlu goriiste, baglangigtaki durumlarin kutunun sol
arkasinda raslantisal olarak dagildiklan goriilebilir. Her
yinelenmede size dogru ilerlerler ve noktalar énceki iki
sekilde gosterilen yapilari olugturmaya yénelir. Yinelenmig
ilk raslantisal durumlar O, 2, 8, 32, 128 ve 512 yinelenme
ardindan gosteriliyor; gegicilerin ortadan kalkmasi biraz
zaman almakta ama durumlar kutunun 6niine ulagtik¢a
tanidik yapilarin belirmeye bagladiklar gériilebilir.

Model parametrelerini ayarlama ve
yapisal istikrar

Artik dinamik dizgelerin ii¢ bilegeni oldugunu gérebi-
liyoruz: gelecek degerin nasil elde edilecegini tanimlayan
matematiksel kural, parametre degerleri ve mevcut de-
gerdir. Elbette, bunlardan herhangi birini degigtirebilir ve
neler olup bittigine bakabiliriz; ama ne tiir bir degisiklik
yaptigimizin farkinda olmak yararli olur. Benzer bigimde,
bu bilesenlerden herhangi birindeki belirsizlik hakkinda

bir goériigiimiiz olabilir ve bilegenlerin birindeki belirsizligi
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hatali bir bicimde bagka bir bilegene atfederek hesaba kat-
maktan kaginmak yararimiza olur.

Fizikgimiz “Dogru” ya da yalnizca yararli bir mo-
del pesinde olabilir. Uygulamada, parametre degerlerini
“ayarlamak” bir sanattir. Dogrusalsizlik “iyi parametre
degerleri”ni nasil buldugumuzu yeniden dikkate almamizi
gerektirse de, kaos bizi “iyi” ile ne demek istedigimizi yeni-
den degerlendirmeye zorlayacaktir. Bir parametrenin de-
gerinde, kisa vadeli tahminin kalitesi tizerinde dikkate bile
depmeyecek bir etki yaratan ¢ok kiigiik bir farklilik, bir
cekicinin geklini taninmaz hale gelecek bigimde degistire-
bilir. Bunun gergeklestigi dizgelere yapisal agidan istikrarsiz
denir. Hava tahmincilerinin bu konuda endigelenmelerine
gerek olmasa da, iklim modeli olugturanlarin endiselen-
mesi gerekir; Lorenz'in 1960’larda belirttigi gibi.

Mevcut durumdaki belirsizlik, bir parametrenin dege-
rindeki belirsizlik ile model yapinin kendisiyle baglantili
belirsizligi birbirinden ayirt edememekten 6tiirii biiyiik bir
kesmekeg yaratiyor. Teknik agidan, kaos, sabit egitliklere
(yap1) ve belirlenmig parametre degerlerine sahip dinamik
bir dizgenin bir 6zelligidir ve bu nedenle de kaosun tizerin-
de igledipi belirsizlik yalnizca baglangig durumundaki be-
lirsizliktir. Uygulamada bu ayrimlar silinmekte ve durum
¢ok daha ilging —ve kafa kangtirici— hale gelmekte.

Gunes lekelerinin istatistiksel modelleri

Kaos yalnizca determinist dizgelerde bulunur. Ama bi-
lim tzerindeki etkisini anlamak igin onu gegen yiizyilda
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gelistirilmig geleneksel diizensiz modelleri goz éniinde bu-
lundurarak incelememiz gerekir. Ne zaman dogada yinele-
nen bir sey gorsek, periyodik devinim kullanilmasi gereken
ilk hipotezlerden biridir. Sizi meghur da yapabilir: 6rnegin,
Halley kuyrukluyildizi, Wolf giines lekelerinin sayisi. So-
nugta, olgunun gergekte periyodik olmadigini anladii-
mizda bile, genellikle ad kalic1 olur. Wolf elinde 20 yildan
az bir siirenin verileri varken Giineg'in 11’er yillik bir dén-
giiden gectigi tahmininde bulundu. Bir fiziksel dizgenin,
elimizde ne kadar veri olursa olsun, periyodik oldugunu
kanitlamak olanaksiz olsa da belli araliklarla gergeklegme-
si yine de yararh bir kavram. Tipki determinizm ve kaos
kavramlari gibi.

Giines kayitlar1 hava durumuyla, iktisadi etkinlikle, in-
san davranigiyla korelasyonlar gésterdi; 100 yil énce bile
1l’er yilik doéngi agag¢ halkalarinda “gériilebiliyordu”.
Giines lekeleri dongiistinii nasil modellendirebiliriz? Siir-
tiinmesiz sarkag modelleri kusursuz diizeyde periyodiktir,
ama giines dongiisii dyle degildir. 1920’lerde Iskog ista-
tistik¢i Udny Yule yeni bir model yap: kesfederek modele
raslantisallifin nasil niifuz ettigini ayrimsadi ve daha ger-
¢ekgi goriinen bir zaman serisi davranigi elde etti. Giineg
lekelerinin gézlenmig zaman serilerini yavaglatilmig bir
sarkag modelinden elde edilen zaman serilerine benzetti
— slirtiinmeye sahip sarkag yaklagik 11 senelik bir serbest
periyoda sahip olacakti. Eger bu model sarkag “sessiz bir
odada kendi bagina birakihrsa”, ortaya ¢ikan zaman serisi
agir agir yavaglaylp duracakti. Matematiksel modeli siir-
diirmek tizere raslantisal sayilar1 buna dahil edisini giidii-
lemek igin, Yule, benzetmeyi fiziksel bir sarkagla geniglet-
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ti: “Ne yazik ki, ellerinde bezelye atan borularla oglanlar
odaya girip sarkaci dort bir yandan rasgele hedef aliyor.”
Sonugta ortaya ¢ikan modeller istatistikginin cephane-
lerinde bagkdseyi tutar hale geldi. Dogrusal, diizensiz bir
temel malzeme. Yule Denklemi’ni s6yle tanimlayalim:

a kez X art1 raslantisal bir R degerini X'in yeni de-
geri olarak al; burada R standart ¢an egrisi dagilimin-
dan raslantisal olarak alinmg olsun.

Peki, bu diizensiz modelin kaotik modelden farki ne?
Matematikginin dikkatini hemen g¢ekecek iki fark sz ko-
nusu: birincisi, Yule’un modelinin diizensiz olmasi —kural
bir raslantisal say1 iireteci gerektirmekte— ve Giineg leke-
lerinin kaotik modelinin tanim geregi determinist olmast.
Ikincisi, Yule’un modelinin dogrusal olmasi. Bu da denk-
lemin tamiminda durumun bilegenlerini birlikte derleme-
digimiz gergeginden daha fazlasini anlatmakta; aymi za-
manda dizgenin ¢dziimlerini birlegtirebilecegimiz ve diger
kabul edilebilir ¢dziimleri de dikkate alabilecegimiz anla-
mint1 tagtyor — bu &zellige distdiigiim (superposition) denir.
Bu ¢ok yararli 6zellik dogrusal olmayan dizgelerde mevcut
degildir.

Yule gergek Giineg lekelerinin zaman serilerine daha
benzer davranan ve Yule Denklemi’ne benzer bir model
geligtirdi. Yule’'un geligtirilmis modelinde dongiiler ras-
lantisal etkilerden —bezelye atanlar— &tiirii bir déngiiden
digerine farklilik gosterir. Kaotik bir modelde Giineg'in
durumu bir déngiiden digerine degigir. Peki ya tahmin
edilebilirlik? Her tiirli kaotik modelde yakindaki baglan-
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10. Diizensiz Yule Denklemi altinda belirsizligin evrimlegmesi. Gra-
figin alt tarafinda bir nokta olarak baglayan belirsizlik, biz zamanda
(yukan dogru) ilerledikge sola yayilir ve sabit bir gan eprisi dagili-
mina yaklagir.

gig durumlarinin neredeyse tamami sonugta uzaklagirken
Yule'un modellerinin her birinde ¢ok daha uzak baglangig
durumlar bile bir noktada birlegecektir — eger ki her ikisi
de bezelye atanlardan ayni 6lgiide etkilendiyse. Buy, ilging
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ve oldukga temel bir fark: benzer durumlar determinist
dinamik altinda birbirinden ayrilirken dogrusal diizensiz
dinamik altinda bir noktada birlesmektedir. Bu durum
Yule'un modelini tahminde bulunmast daha kolay hale
getirmez ama belirsizligin dizge i¢inde evrimlegme bigimi-
ni degistirir — Sekil 10’da gésterildigi gibi. Burada, alt ta-
raftaki kiigiik, hatta ilk baglarda sifir degerli bir belirsizlik
her bir yinelenmede daha da genigler ve sola dogru ilerler.
Dikkat ederseniz, durumdaki belirsizlik ¢an eprisi seklinde
bir dagilima yaklasiyor gibidir ve grafigin tepesine erigene
kadar da agag1 yukarn istikrar kazanmugtir. Belirsizlik statik
bir durumda doygunluga ulagtipinda, biitiin tahmin edile-
bilirlik yok olur; bu nihai dagilima modelin “iklim”i denir.

Fiziksel dinamik dizgeler

“Determinizmin” ya da tersinin konumunun dogrulu-
gunu kanitlamanin higbir yolu yok. Ancak ve ancak bilim
eksiksiz ya da gosterilebilir diizeyde olanaksiz olsaydi béy-
le sorularda bir karara varabilirdik.

E. Mach (1905)

Diinyada matematiksel modellerden fazlasi vardir.
Gergek diinyada 6lgmeyi istedigimiz her seyin, hatta yal-
nizca gozlemlemeyi diigiindiiklerimizin bile fiziksel bir di-
namik dizgeden geldigi goriilebilir. Bu, giineg sisteminde
gezegenlerin konumu, titregen bir diizlemde bir sehpanin
yiizeyi, bir géldeki balik sayisi, bir arazideki kazlarin sayist
ya da yaz1 tura igin atilan bir bozukluk olabilir.
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Simdi, izlemek istedigimiz zaman serisi, fiziksel dizge-
nin durumuna karsilik geliyor: 6rnegin, Giineg'e gére do-
kuz gezegenimizin konumu, baliklarin ya da kazlarin sayisi.
Kisaltmak agisindan, yine dizgenin durumuna X diyecegiz
ve bu arada da bir model-durum ile —eger boyle bir gey var
ise— Gergek durum arasinda temel bir farkin mevcut ol-
dugunu unutmamaya galisacagiz. Bu kavramlarin birbirle-
riyle iligkilerinde nasil durduklari net degil; XI. Bolim’de
gorecegimiz gibi, baz felsefecilere gore, kaosun kesfedil-
mesi, ger¢ek diinyanin 6zel matematiksel 6zellikleri olmast
gerektigi anlamin1 tagimaktadir. Bagka felsefecilere —belki
de bazen ayni felsefecilere— gore ise kaosun kesfedilmesi
matematigin diinyayr betimlemedigi anlamini tagimakta-
dir. Felsefeciler boyledir igte.

Her neyse, eger gercekten varsa bile, fiziksel bir dizge-
nin Gergek durumuna asla erigemeyiz. Sahip olduklarimiz
gozlemlerdir — bunlan dizgenin durumunu anlatan X’ten
ayirmak icin “S” olarak adlandiracagiz. X ile S arasindaki
fark nedir? Degeri anlagilamamig kahraman: giiriiltii. Gii-
riiledi, karg1 karsiya geldikleri durumlarda deneyselcilerle
kuramcilar birbirine baglayan tutkaldir. Giiriilti aym za-
manda kuramlanin tuhaf gergekler iizerinde rahatga kay-
masint saglayan yagdir.

Gozlemleri iireten matematiksel modeli bildigimiz ve
ayrica giriiltii her ne ise onu neyin iirettigine iligkin bir
guiriiltii modelini de tanidifimiz sevindirici durumlarda,
Kusursuz Model Senaryosu —ya da KMS- igindeyiz de-
mektir. Parametre degerlerini kesin bir bigimde bildigimiz
KMS'nin giiglii versiyonu ile yalnizca matematiksel bigim-
leri bildigimiz ve parametre degerlerini gézlemler yoluyla
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tahmin etmemiz gereken zayif versiyonu birbirinden ayir-
mamiz yararlidir. KMS'nin bu iki versiyonundan birinde
oldugumuz siirece giiriiltii X ve S arasindaki mesafe yoluy-
la tanimlanir ve durumdaki belirsizlige neden olan giiriil-
tiiden s6z etmek mantiklidir, zira gergek degerini bilmesek
de bir Gergek durumun var oldugunu biliriz. KMS’den ay-
rildigimizda bu tablodan geriye pek bir sey kalmaz. KMS
icindeyken bile, diinyanin dogrusal olmadigini kabul etti-
gimiz anda, giiriiltii yepyeni bir 5Snem kazanir.

Peki, determinist ve raslantisal, ya da belki periyodik
kavramlar? Bunlar modellerimizin niteliklerine génder-
mede bulunur; onlar gergek diinyada yalnizca (giiniin) en
iyi modeli yoluyla uygulayabiliriz. Gergekten de raslantisal
fiziksel dinamik dizgeler var mudir? Yaz1 tura atma ve zar
atma gibi siradan “raslantisallik” kaynaklarina karsin, kla-
sik fiziksel tipik yanit “hayir”dir; hayir, raslantisallik diye
bir sey yoktur. Eksiksiz bir dizi yasayla yazi turanin, atilan
zarlarin ya da rulet tekerinin déniigiiniin sonucunu he-
saplamamiz ¢ok zor olabilir (ya da miimkiin olmayabilir):
ama bu yalnizca uygulamada bir sorundur, prensipte degil.
Laplace’in seytani bu tiirden kestirimlerde hig zorluk gek-
mezdi. Ama kuantum mekanigi farklidir. Geleneksel ku-
antum mekanik kurami dahilinde, bir uranyum atomunun
yari yagami uranyum atomunun kiitlesi kadar dogal ve
gergek bir niceliktir. Klasik yaz1 turalarin ya da ruletin ras-
lantisal olarak en iyi modeller olmamasi gergegi kuantum
mekaniginin raslantisallik ve nesnel olabilirlik sav1 kargi-
sinda konu digidir. Nesnel olabilirliklerin varlig1 lehindeki
—va da kargisindaki- savlar fiziksel dizgelerin bizim bu diz-
geler i¢in mevcut modellerimiz agisindan yorumlanmasini

83



gerektirir. Her zaman oldugu gibi. Gelecekte bir kuram bu
raslantisalligi determinizm lehine hiikiimsiiz kilabilir ama
bizler gitgide kisalan kiigiik bir antrakt pahasina sahnede-
yiz. En iyi gergeklik modellerimizden bazilarinin sizler bu
sozciikleri okurken hala raslantisal unsurlari igine alacagi-
1 sdylemek oldukga giivenilirdir.

Gozlemler ve giirtlta

Son birkag onyilda determinist dizgeleri diizensiz dizge-
lerden ayiran bir zaman serisi kullanmaya dair ¢ok sayida
bilimsel makale yazildi. Bu ¢igin baglatan fizik literatiiri
oldu; ardindan jeofizik, iktisat, tip, toplumbilim ve &tesine
yayildi. Bu yazilarin birgogu Hollandali matematikgi Floris
Takens'in 1983’te kanitladig1 giizel teoremden esinlen-
migti; bu teoreme VIII. Béliim'de dénecegiz. Matematik-
sel bir dizgenin determinist mi yoksa diizensiz mi oldugunu
belirlemek igin basit bir kuralimiz olduguna gére, biitiin
bu makaleler neden yazildi? Neden kolayca dizgenin ku-
rallarina géz atip raslantisal bir say1 iireteci gerektirip ge-
rektirmedigine bakmiyoruz? Matematikgilerin oynadiklar
oyunlar1 doga (ve diger) bilimcilerin galigmalarina getiri-
len kisitlamalarla karigtirmak ¢ok yaygindir.

Gergek matematikgiler zekd oyunlari oynamaktan
zevk alir — 6rnegin, kurallari unutmug gibi yapip sonra da
yalnizca dizgenin durumlarinin zaman serilerine bakarak
dizgenin determinist mi yoksa diizensiz mi oldugunu tah-
min etmek gibi. Zaman serisi bilinen herhangi bir determi-
nist dizgeyi sonsuz degerde uzak ge¢mis ile sonsuz deger-
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de uzak gelecekte net bigimde tanimlayabilirler mi? Basit
noktalar ve hatta periyodik déngiiler igin bu oyun yeterin-
ce zor degil; onu daha ilging kilmak igin kesin durumlar
bilmedigimiz, yalnizca her bir X durumunun giiriiltii yiikli
gozlemlerine erigtigimiz bir gegitleme diigiinelim. Kéken S
—bir parga yanlig yonlendirici olsa da— yaygin olarak her
bir gergek X'e raslantisal bir say1 eklemekle baglantilidir.
Bu durumda, bu gozlemsel giiriiltii dizgenin gelecek durum-
larin1 degil, yalnizca her bir duruma iligkin gézlemlerimizi
etkiler; bu, diizensiz dizgelerde —6rnegin, X'in gelecekteki
degerini degistirdigi igin gelecek iizerinde etkiye sahip R
degerinin bulundugu Yule Denklemi'nde— raslantisal R
sayilarinin oynadiklar rolden ¢ok farklidir. Bu farki vur-
gulamak igin X'i gercekten de etkileyen raslantisal etkilere
dinamik giiriiltii denir.

Yukarida belirtildigi gibi, matematikgiler Kusursuz
Model Senaryosu (KMS) dahilinde galigabilir. Matema-
tikgiler zaman serisini iireten modelin belirli tiirden bir
yapiya sahip oldugunu bilerek igse baglar ve bazen yapiy1
(zayif KMS) ve hatta bazen de parametrelerin degerlerini
(gticla KMS) bildiklerini varsayarlar. Ardindan X'in de-
gerlerini unutmusg gibi davranip bu degerlerin ne oldugu-
nu bulup bulamayacaklarina bakarlar; ya da matematiksel
dizgeyi unutmug gibi yapip ellerinde yalnizca S varken
parametre degerlerinin yan sira dizgeyi tanimlayip tanim-
layamayacaklarina ya da dizgenin kaotik olup olmadigina
karar verip veremeyeceklerine veya X'in gelecek degerini
tahmin edip edemeyeceklerine bakarlar.

Bu noktada oyunlarinin nereye varacagini gérmek ¢ok
kolay olacaktir: matematikgilerimiz doga bilimcilerinin
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asla kurtulamadiklar1 durumu benzetimle canlandirmaya
caligmaktadur. Fizikgiler, doga bilimciler, iktisatgilar ve di-
ger bilim insanlar bilimsel galigmanin fiziksel dizgelerine
uygun yasayl —Doga Yasalarini— bilmez. Ve bilimsel géz-
lemler de kusursuz degildir; gdzlemsel giiriiltii sayesinde
kaginilmaz bir bigimde belirsiz olabilirler, ama zaten 6ykii
burada sona ermiyor. Gergek gozlemleri matematiksel
oyunlarin gézlemleriyle karigtirmak biiyiik bir hatadir.
Doga bilimci farkli bir oyun oynamaya zorlanmaketadir.
Ayni sorulara yanit vermeye gabalarken bilim insanina
yalnizca gézlemler zaman serisi, S, gézlemsel giiriiltii ista-
tistikleri ile ilgili birtakim bilgiler ve bir tiir matematik-
sel denklemin var oldugu umudu verilmektedir. Fizikgiler
boyle bir yapinin gergekten de var olup olmadigindan asla
emin olamaz: model durum degigkeni X'in gergekten de
fiziksel bir anlam1 olup olmadigindan bile emin olamaz.
Eger X gercek bir bahgedeki tavsanlarin sayisiysa, X'in var
olmadigin1 hayal etmek zor, ne de olsa siradan bir tamsay1.
Peki ya riizganin giicii ya da sicaklik derecesi gibi model
degiskenleri? Durum ydneyimizin bu bilegenlerine denk
diisen gergek sayilar var mi? Ve eger yoksa, tavsanlar ile
riizgarin giicli arasindaki uyusma nerede bozuluyor?
Felsefecimiz boyle sorularla ¢ok ilgilidir — aslinda
hepimiz ilgilenmeliyiz. Fitzroy'la galigarak ilk hava uya-
r1 sistemini olugturan Fransiz Le Verrier 6ldiigiinde, iki
gezegen kesfetmekle in salmigti. Uraniis’iin yoriingesin-
deki gozlenmig zaman serilerindeki “diizensizlikler’den
yola gikarak ve Newton yasalarini kullanarak Neptiin'iin
olmasi gereken yeri tahmin etti ve ardindan bu gezegen
gozlendi. Avyrica, Merkiir gezegeninin yoriingesindeki
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“diizensizlikler”i analiz ederek gézlemcilere bir diger ge-
zegeni nerede bulabileceklerini sdyledi. Onlar da geze-
geni buldu: yeni gezegen —Vulcan— Giineg'e ¢ok yakindi
ve goriilmesi ¢ok zordu; ama onyillar boyunca gézlendi.
Bugiin Vulcan diye bir gezegenin var olmadigini biliyoruz;
Le Verrier yanild: ¢linkii Newton yasalart Merkiir’iin yo-
riingesini betimlemekte yetersizdir (oysa, Einstein’in yasa-
lar1 gok daha iyi betimler). Temel neden aslinda model
yetersizligi oldugunda modellerimiz ile verilerimiz arasin-
daki uyumsuzluktan giiriiltiiyii ne kadar siklikla sorumlu
tutuyoruz?! Gergekten, ilgiye sayan bilimin biiyiik béliimii
tam da sinirda gergeklesir — bilim insanlar1 bunun farkina
varsin ya da varmasin. Bugiiniin yasalarinin gegerli olup
olmadigindan asla emin degiliz. Giiniimiiz iklim bilimi zor
iglerin anlayigimizin tam da sinirinda gergeklestirilmesinin
iyi bir 6rnegi.

Kaos galismalan iki farkh konunun birbirinden ayril-
masinin dnemini agikliga kavugturdu: birincisi, durumda
ya da parametrelerde belirsizligin etkileri; ikincisi, mate-
matigimizin yetersizligi. KMS ile galisan matematikgiler
KMS ile galigmazmug gibi yaptiklarinda ilerleme kaydeder-
ken KMS ile galismazken KMS ile ¢aligtyormus gibi yapan
—vya da buna inanan- bilim insanlar biiyiik hasara neden
olabilir — 6zellikle de saflik edip modellerini karar vermede
temel olarak alirlarsa. Gergek su ki, matematiksel kanitin
standartlarini fiziksel dizgelere uygulayamayiz; yalnizca fi-
ziksel dizgelerin matematiksel modellerine uygulayabiliriz.
Fiziksel bir dizgenin kaotik oldugunu ya da onun periyodik
oldugunu kanitlamak olanaksizdir. Fizikgi ve matematikgi
oldukga farkli seyleri anlatirken bazen ayni sézciikleri kul-
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landiklarin1 unutmamaly; bunu yaptiklarinda da genellikle
birtakim zorluklarla ve biiyitk oranda terslikle karsilag-
maktalar. Mach’'in yukarida yer alan yorumu bunun yeni
bir konu olmadigin1 gésteriyor.
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IV. Bolim

MATEMATIKSEL MODELLERDE KAOS

Dogrusal olmayan basit dizgelerin basit dinamik nite-
liklere sahip olmasi gerekmedigini daha fazla insan kavra-
dik¢a simdikinden daha iyi bir konumda oluruz.

Lord May (1976)

Bu béliim hayvanbilimden astronomiye kaotik mate-
matiksel modellerin ¢ok kisa bir incelemesinden olugu-
yor. Her tiir kiiltiirel istila gibi, duyarh bagimlilik tagiyan,
dogrusal olmayan determinist modellerin gelisi de bazen
benimsendi, bazen benimsenmedi. Neredeyse tamamen
kabul edildigi alan fizik oldu; fizikte, gérecegimiz gibi, bu
modellerin kestirimlerinin deneysel dogrulamast hep sag-
kinliga neden oldu. Niifus biyolojisi de dahil olmak iizere
diger alanlarda kaosun uygulanabilirligi hala sorgulan-
maktadir. Ama astronomlarla meteorologlarin modelleri
sahneye ¢ikmadan on yil kadar 6nce ilk kaos modellerinin
bazilarin1 6nerenler niifus biyologlariydi. Bu alana déniik
ilgiyi yeniden canlandiran, 1976’da Nature dergisinde ya-
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yimlanan etkili ve herkesge okunabilen bir makale oldu.
Bu makalede belirtilen temel bilgilerle bagliyoruz.

Mayis ayinin sevgili bocekleri’

1976'da, Lord May, Nature dergisinde dogrusal olma-
yan determinist dizgelerin temel ozelliklerini inceleyen
etkileyici bir yaz1 yayimladi. Birgok ilging sorunun yanit-
siz kaldigina dikkatleri gekerek bu yeni perspektifin hem
kuramsal, hem de uygulanabilir ve egitbilimsel deger ta-
stdigim ileri siirdii ve bu perspektifin dizgeleri betimlemek
icin yeni metaforlar yoluyla gézlenecek yeni niceliklere ve
tahmin edilecek yeni parametrelere kadar her seyi 6nerdi-
gini dile getirdi. En basit niifus dinamiklerinden bazlari, bir
niifusun bir sonrakiyle st tiste binmedigi, iireyen niifus di-
namikleridir. Ornegin, bir yilda bir nesilden iireyen bscek-
ler ayn zaman denklemleriyle betimlenebilir. Bu durumda,
X, niifusu ya da niifus yogunlugunu i’inci yil iginde temsil
edecektir; zaman serimiz yil bagina tek bir degere sahip olup
denklem de bu yilinkine bagh olarak gelecek yilin niifusu-
nun boyutunu belirleyen kuraldir. a bigiminde bir paramet-
re kaynaklarin yogunlugunu belirler. 1950’lerde, Moran ve
Ricker —birbirlerinden bagimsiz olarak— Sekil 8(f)’de yer
alan denklemi 6nerdi. Bu grafige baktigimizda, X'in gim-
diki degeri kiigiik oldugunda X'in gelecek degerinin daha

* Shakespeare’in 18. sonesindeki “darling buds of May” — Mayis
ayinin sevgili tomurcuklan” yerine “darling bugs of May” tiimcesi kulla-
nilarak yapilan bir sézciik oyunu. (g.n.)
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biiyiik oldugunu gérebiliriz: kiigiik niifuslar biiyiir. Ama X
cok fazla biiyiirse, o zaman da X'in gelecek degeri kiigiik-
tiir; mevcut deger ¢ok biiyiik oldugunda da gelecek deger
¢ok kiigiiktiir: biiyiik niifuslar her bir birey i¢in mevcut
kaynaklar1 tiiketir ve bdylece bagarili iireme orani diiger.

Diizensiz bir bigimde dalgalanan niifuslar uzunca bir
stiredir gdzlenmekte ve aragtirmacilar da uzun bir siiredir
bunlarin kokenini tartigmakta. Kanada vagaklarinin ve
hem Iskandinavya hem de Japon tarla farelerinin zaman
serileri —Giineg lekeleri serileriyle birlikte— istatistik ala-
ninda en ¢ok tartigilan veri setleri arasinda yer almakta.
Dogrusal olmayan ¢ok basit modellerin bu tiir diizensiz
dalgalanmalar1 ortaya koyabilecegi diisiincesi gergek nii-
fus dalgalanmalar agisindan yepyeni bir potansiyel me-
kanizmay:1 akla getirdi — “dogal” niifuslarin ya istikrarh
bir diizeye ya da diizenli bir periyodik déngiiye girmeleri
diigiincesiyle geligen bir mekanizma. Bu raslantisal gorii-
nen dalgalanmalara aslinda hava gibi bir dis giiciin neden
olmasina gerek olmadigy, bu tiir dalgalanmalarin dogal nii-
fus dinamiklerinin ayrilmaz bir pargasi olabilecegi goriigii
niifusu anlama ve niifusla basa ¢ikma cabalarini kékten
depistirme potansiyeline sahipti. “Bir niifusun biyolojik ve
fiziksel gevreyle etkilegimlerinin yerine pasif parametreler
yerlestirmek gergeklige biiyiik zarar verebilir” uyarisinda
bulunan May, Lojistik Denklem’de ilging davranuglarin da
aragtirilmasini sagladi. Makale, “6grencilerin sezileri dog-
rusal olmayan basit esitliklerin yapabilecegi vahsice geyleri
gorerek zenginlegsin diye, bu farkl esitlikleri temel mate-
matik derslerine dahil etme ydniinde israrli bir rica” ile
sona erer. Bu otuz yil 6nceydi.
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Bu vahsice seylerin bazilarini agagida ele alacaiz; ama,
unutmayin, matematikgilerin Lojistik Denklem’e odak-
lanmasi bu denklemin ¢esitli fiziksel ve biyolojik dizgeleri
“yénetmekte” oldugu imasinda bulunmak icin kullanil-
maz. Dogrusal olmayan dinamigi geleneksel analizden
ayiran bir nokta, dogrusal olmayan dinamigin belirli pa-
rametre degerlerine sahip 6zel esitliklerde —herhangi bir
baglangic durumunun ayrnntilarindan ziyade— dizgelerin
davraniglarina daha fazla odaklanmasidir: odak, istatistik-
ten ziyade geometri iizerindedir. Benzer dinamikler “iyi”
istatistiklerden ¢ok daha &nemli olabilir. Ve de Lojistik
Denklem ile Moran-Ricker Denklemi’nin bu agidan ¢ok
benzer olduklar ortaya gikar — Sekil 8(f)’de ¢ok farkh go-
riinseler de. Elbette, ayrintilar ¢ok degerli olabilir; Lojistik
Model'in kalic1 rolii egitbilimsel nitelikli olabilir: karmagik
dinamigin ya gok karmagik modellere ya da raslantisalliga
gereksinim duydugu bigimindeki tarihsel inanc1 kovmaya
yardim edebilir.

Evrensellik: kaosa giden yollari
tahmin etmek

Lojistik Denklem inanilmaz gegitlilikte davraniglarin
ortaya ¢tkmasini saglar. Sekil 11'deki iinli ¢atallanma
cizenegi denklemin davranigini parametresinin gok farkli
degerlerinde tek bir sekilde 6zetler. Dikey eksen a’dir ve
yatay eksendeki noktalarda a’nin herhangi bir degeri igin
gekicinin yakinina denk diigen durumlari gésterir. Burada
a dizgenin parametresini yansitir: eger X goldeki baliklarin
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sayistysa, o zaman, o da goldeki yem miktaridir; eger X
musluktan diigen damlalar arasindaki siireyse, o zaman, a
da musluktan sizan suyun miktanidir; eger X siva 1siyayi-
minda silindirlerin devinimiyse, o zaman, a da cihazin ta-
banina uygulanan 1sidir. Cok farkli seylerin modellerinde
davranig aynidir. Kiigiik a igin (solda) sabitlenmig bir nok-
ta gekicimiz var. Sabitlenmig noktanin konumu a arttikga
artar, ta ki a bir degerine ulasana dek; orada sabitlenmig
nokta ortadan kaybolur ve iki nokta arasinda oynayan yi-
nelenmeler goriiriiz: bir adet nokta iki déngiisti. a artmaya
devam ettikge karsimiza nokta dort dongiisii gikar, sonra
sekiz, on alt1, sonra da otuz iki. Ve bu béyle devam eder.
Tekrar tekrar ¢atallanma s6z konusudur.

1
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0.6 | [Birinci giteyici | ™\, [ Tinci gitteyici | [gtined
\\\\ A
05} ~— N
04+ \A
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Sekil 11. a 2.8'den -3.5’e artarken Lojistik Denklem’de periyod gift-
leyici davrang; ilk iig giftleyici belirtildi.
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Déngii periyodu daima iki carpan degerinde biiyiidiigii
icin bunlara periyod ciftleyici catallanmalar (period doub-
ling bifurcations) denir. Eski dongiiler artik goriilmezken,
bunlar gitgide azalip ortadan kaybolmaz. Hala orada olsa-
lar da istikrarsiz hale gelmiglerdir. a bir sayisindan biiyiik
oldugunda Lojistik Denklem'’in kdkenine olan da budur:
X eger kesinlikle sifira esitse yalnizca sifirda kalir; oysa
sifir olmayan kiiciik degerler her bir yinelenmede biiyiir.
Benzer bigimde, istikrarsiz bir periyodik déngiiye yakin
noktalar ondan uzaklasir ve bu nedenle de biz denklemi
yinelerken onlar1 artik net olarak gérmeyiz.

3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4

12. a, a = 3.5 degerinde dort dongiiliik bir periyottan o = 4’te ka-
osa dogru artig gosterirken Lojistik Denklem'de gesitli davraniglar.
Her bir periyodik pencerenin sag yaninda kopyalanmug periyod gift-
leyen basamaklara dikkat edin.
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Sekil 11’de gizli bir diizenlilik s6z konusu. Periyodun
katlandig1 bir noktada o’nin birbirini izleyen herhangi g
degerini alin, birinciyi ikinciden ¢ikarin ve sonra da bu
sayty1 ikinci ile tglincii arasindaki farka boliin. Sonugta
Feigenbaum sayis1 ortaya gikar: -4.6692016091. Mitch Fe-
igenbaum, bu iligkileri, bir cep hesap makinesi kullanarak,
1970’lerin sonlarinda Los Alamos’ta kegfetti ve bu oran
da onun adiyla anilmaktadir. Bagkalar1 da ondan bagimsiz
olarak bu sayiy1 buldu: bu hesaplamay1 yapma i¢goriisiine
sahip olmak bile her bir durum igin hayret verici bir sey.

Feigenbaum sayis1 birden biiyiik oldugu igin gatallan-
malarin olustugu a degerleri gitgide birbirine yaklagir ve
o'nin yaklagik 3.5699456718 degerine ulagmadan 6nce
sonsuz sayida gatallanma elde ederiz. Sekil 12, a’'nin daha
biiyiik degerleri s6z konusu oldugunda neler oldugunu
gostermekte. Bu noktalar denizi biiyiik olgiide kaotik.
Ama periyodik davranig pencerelerine dikkat edin: or-
negin, nokta ii¢ penceresinde a bir art1 sekizin karekokii
degerini alir (yani, yaklagtk 3.828). Bu, istikrarh bir nokta
ti¢ déngiistidiir. Nokta bege denk diigen pencereyi belirle-
yebilir misiniz? Ya da yediye?

Sekil 13’te Lojistik Denklem sayilar1 bir baglama otur-
tulmaktadir. a ve X igin raslantisal segilmis degerler bu
tic boyutlu geklin t esittir sifir kesitinde bir nokta bulutu
olusturmakta. Lojistik Denklem'’i bu noktalardan ileride
yinelenen gegiciler gitgide ufalip kaybolur ve o’nin her bir
degerindeki gekiciler yavag yavag gozler éniine serilir; 512
yinelenme sonrasinda da son kesit Sekil 12’yi andirir.

Lojistik Denklem gibi basit bir seyin bize sivi helyumun
davranigt hakkinda bir geyler anlatmasini beklemek ¢ok
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sey istemek olur. Ama o yine de anlatir. Karmagik davra-
nigin baglangici periyod ciftleyicinin nitel isaretlerini gés-
termekle kalmaz, Feigenbaum sayilarinin birgok deneyde
hesaplanmig gercek nicel degerleri de Lojistik Denklem’de
hesaplananlarla kusursuz bigimde ortiigiir. Birgok fiziksel
dizge bu “kaosa giden periyod ciftleyici yol”u goriiniir ki-
lar gibidir: hidrodinamik (su, civa, sivi helyum), lazerler,
elektronikler (diyotlar, transistorlar) ve kimyasal reaksi-
yonlar (BZ reaksiyonu). Deneylerde Feigenbaum sayisi
genellikle iki haneli bir kesinlikle tahmin edilebilir. Bu
durum, kaosun anlatildif1 elinizdeki kitapta dile getirilen
en sersemletici sonuglardan biridir: nasil olur da Lojistik
Denklem’le yapilmig basit hesaplamalar biitiin bu fiziksel
dizgeler igin gegerli olan bilgiyi bize verebilir?
Matematikginin bu ¢izenek kargisindaki hayranlig
hem gizenegin giizelliginden hem de ilk bakista Lojistik
Denklem’den oldukga farkl gibi gériinen Moran-Ricker
Denklemi'nden ve daha birgok dizgeden benzer bir tablo
aliyor olmamiz gergeginden kaynaklanir. Teknik bir ince-
leme, periyod iftleyici olgusunun yumrunun bir parabol
gibi goriindiigii “tek yumrulu” denklemlerde ortak oldugu-
nu gostermekte. Cok gergek ve uygun bir ifadeyle, dogru-
sal olmayan denklemlerin neredeyse tamami maksimum
degere bu kadar yakin gériiniir ve bu nedenle de periyod
giftleyici gibi parametrelere “evrensel” adi verilir — biitiin
denklemlerde bulunmasalar bile. Bu matematiksel ger-
ceklerden daha etkileyici olan1 ise ¢ok gesitli fiziksel diz-
genin —gorebildigimiz kadariyla— bu matematiksel yapiy1
yansitan beklenmedik bir davranig sergiledigi bicimindeki
gorgiil gergektir. O zaman, bu, matematigin Doga’y1 yal-
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nizca betimlemekle kalmayip ayni zamanda yénettigi savi
icin giiglii bir kanit olmuyor mu? Bu soruya yanit verebil-
mek icin Feigenbaum sayisinin 7r gibi bir geometri sabitine
mi yoksa 151810 hizi, yani c gibi bir fizik sabitine mi daha
yakin oldugunu degerlendirmemiz gerekir. Disklerin, te-
neke kutularin ve toplarin geometrisi 7 kullanilarak gok
iyi betimlenmektedir, ama fiziksel sabitlerin doga yasala-
nmuz igindeki varliklarin dogasini yénetmesi kargisinda 7
gercek uzunluklar, alan ve hacim arasindaki iligkileri pek
yOnetemez.

Matematiksel “kaos” teriminin
kokeni

1964’te, Rus matematikgi A. N. Sharkovski birgok
“tek yumrulu” denklemin davraniglar1 hakkinda hayranlik
uyandirici bir teoremi kanitladi: periyodik bir déngiiniin
kesfedilmesi digerlerinin de —potansiyel olarak bir¢ok bag-
kasinin da— var oldugunu gésterir. Parametrenin belirli
bir degeri i¢in bir nokta 16 doéngiisiiniin var oldugunun
kesfedilmesi, bu degerde nokta sekiz, dort, iki ve bir don-
giilerinin de oldugu anlamini tagimaktayds; nokta ti¢ dén-
giisiiniin bulunmasi ise olast her noktanin déngiisii oldugu
anlamina geliyordu! Buy, yine, yapici olmayan bir kanit;
déngiilerin nerelerde oldugunu bize séylemiyor, ama yine
de ¢ok diizgiin bir sonug. Sharkovski'den on bir yil sonra,
Li ve Yorke, “Period Three Implies Chaos” gibi son derece
etkileyici bir baglikla ¢ok biiyiik etki yaratan makalelerini
yayimladi. “Kaos” adi belleklere kazindi.
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Daha yiiksek boyutlu matematiksel
dizgeler

Simdiye kadarki model durumlarimizin birgogu yal-
nizca bir bilesenden oluguyordu. Tarla faresi ve gelincik
modeli bir istisna, ¢linkii bu durum iki sayidan olug-
maktaydi: tarla farelerinin niifusunu yansitan bir say1
ile gelinciklerin niifusunu yansitan bir sayi. Bu érnekte,
durum bir yéney. Matematikgiler durumdaki bilegenle-
rin sayisin1 dizgenin boyutu olarak adlandirr, zira durum
yoneylerini ¢ikarmak bu boyutun bir durum uzamini ge-
rektirecektir.

Daha yiiksek boyutlara ilerledigimizde dizgeler ge-
nellikle denklem degil, akis (flow) olmaktadir: denklem,
X’in bir degerini alip X’in bir sonraki degerini veren bir
islevken, akig, durum uzaminda herhangi bir nokta igin
X’in ivintisini saglar. Deniz dibinde salinan bir karakav-
za disiiniin; akint1 tarafindan tasinir ve denizin akigin
izler. Karakavzanin deniz iginde izledigi ti¢ boyutlu yol
X’in durum uzaminda izledigi yola benzer ve her ikisine
de bazen yériinge denir. Eger karakavza yerine son dere-
ce akigkan bir parganin izledigi yolu izlersek, genellikle
bu yollarin duyarli bagimlilik ile yinelendigini buluruz.
Denklemler deterministtir ve bu akigkan pargalarin da
“Lagrange kaosu” sergiledigi sdylenir. Sivilarla yapilan
laboratuvar deneyleri genellikle bizim sivi akig modelle-
rimizde gézlenen kaotik dinamigi yansitan giizel kaliplar
ortaya koyar. Bu ivinti alanlarin1 tanimlayan diferansiyel
denklemleri incelemeden dnce cesitli kaotik dizgeleri ki-
saca inceleyecegiz.
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Yitirgen kaos

1963’te, Ed Lorenz, kaotik dizgelerin tahmin edilebi-
lirligi hakkinda klasik bir eser haline gelecek makalesini
yayimladi. Bugiin Lorenz Dizgesi denen, 1styayma baglan-
gicinin yakinindaki bir sivinin dinamigine dayanan, ti¢
denklemli, biiyiik 6lgiide basitlegtirilmig bir set tasarladi.
Durumun iig bilegeni, altta olani 1sitilan iki diiz tabla ara-
sindaki bir siv1 tabakasinda 1siy1 ileten rulolar olarak dii-
stintilebilir. Herhangi bir 1styayma olmadiginda siv1 hare-
ketsizdir ve sividaki sicaklik derecesi diizenli bir bigcimde
alttaki daha sicak tabladan tepedekine dogru azalir. Lo-
renz modelinin durumlar ti¢ degerden oluguyordu: {x, y,
z}; burada x dénen sivinin hizin1 yansitiyor, y yiikselen ve
algalan sivinin sisindaki farkliliklart nitelendiriyor, z de
dogrusal sicaklik derecesi profilindeki sapmay1 olgiiyor-
du. Bu dizgeden bir gekici Sekil 14'te gésterilmekte; sans
eseri, tam da bir kelebege benziyor. Cekici iizerindeki gol-
gelendirme, son derece kiigiik bir belirsizligin katlanmasi
i¢in gecen zamandaki degisiklikleri yansitir. Bu golgelerin
anlamlarini tartigmaya VI. Bliim’de dénecegiz — simdilik
konuma bagh degigikliklere dikkat edin.

Lorenz dizgesinde belirsizligin gelismesi Sekil 15’te gos-
terilmektedir; bu, Sekil 10’daki Yule Denklemi'ne iliskin
sekilden biraz daha karmagik. Sekil 15’te 21. yiizyil seyta-
nimizin bu dizge igin yapabilecegi tiirden bir tahmin gos-
teriliyor: panelin alt béliimiindeki, ilk baglarda ¢ok kiigiik
olan belirsizlik 6nce genisler, sonra daralir, sonra genisler,
sonra daralir (...) ve en sonunda iki pargaya ayrilip solma-
ya baglar. Ama, vermeye galigtigimiz kararlara bagl ola-
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14. Lorenz gekicisinin ve (altta) Moore-Spiegel gekicisinin ii¢ bo-
yutlu yapilari. Gélgelenme her bir noktada katlanan belirsizlikteki
degisiklikleri gésterir.
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15. 21. yiizyil geytanimizin 1963 tarihli Lorenz Dizgesi igin yapacagi
olabilirlik tahmini. Bu kaotik dizgede belirsizligin ilerleyig bigimini
Sekil 10’da gosterilen Yule Denklemi’ndeki belirsizligin nispeten
daha basit ilerleyigiyle kargilagtirin.

102



rak, panelin tepesinde yansitildig1 zaman bile bu riintiidde
yararh bilgiler bulunabilir. Bu 6rnekte, belirsizlik grafigin
tepesine erigtiginde dengelenmemistir.

1965’te, matematik astronomlar1 Moore ve Spiegel, bir
yildizin atmosferindeki bir gaz pargasinin basit bir mode-
lini ele aldi. Durum uzami yine ii¢ boyutludur ve X'in iig
bilegeni de yiikseklik, ivinti, parganin hizlanmasidir. Dina-
mikler ilging, ¢iinkii birbiriyle gekigen iki gii¢ var elimizde:
par¢anin dengesini bozmaya egilim gosteren termal bir giig
ile pargay1 aynen bir yay gibi baglangig noktasina gétiirme
egilimi gdsteren bir giig. Parga yiikseldikge, kendisini, et-
rafin1 gevreleyen akigkandan farkli bir sicaklik derecesin-
de bulur ve bu da ivinti ve beden sicakhigina katki saglar;
ama, ayni zamanda, yildizin manyetik alan1 pargay1 dzgiin
konumuna geri ¢ekmek icin bir yay gibi iglev goriir. Bu iki
rakip giiciin neden oldugu devinim ¢ogu zaman kaosa yol
agar. Moore-Spiegel gekicisi Sekil 16’da da gosterilmekte.

Kaos deneyleri her zaman bilgisayarlarin sinirlarini zorla-
mustir — bazen de sinirlarinin Stesinde zorlamigtir. 1970’]er-
de, astronom Michel Hénon, kaotik gekicilerin ayrintili bir
aragtirmasini yapmak istedi. Verili bir bilgisayar giicii karsi-
liginda, dizgenin karmagikligi ile insanin hesaplamay géze
alabilecegi zaman serisi siiresi arasinda bir takas séz konusu.
Hénon, Lorenz'in 1963’teki dizgesine benzeyip kendi bilgi-
sayarinda yinelemesi daha ucuz bir dizgenin pegindeydi. Bu,
durum X’in deger cifti {x, y}'den olustugu iki boyutlu bir
dizgeydi. Hénon Denklemi su kurallarla tanimlanur:

x'in yeni degeri (...) bir eksi y, art1 a kere x”'ye esit-

tir; y, , ,'in yeni degeri B kere xye esittir.
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16. (a) Moore-Spiegel gekicisinin z = 0'da bir kesiti ile (b) a’'nin 1.4
ve B’nin da 0.3 oldugu Hénon ¢ekicisinin gizimleri. Her iki durumda
da goklu yapinin benzerliklerine dikkat edin.
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Sekil 16’da, panel (b), a'nin 1.4 ve 'nin da 0.3 oldugu
cekiciyi gostermekte; panel (a), z’nin sifir ve biiyiimekte
oldugu durumlarda dizgenin anlik gériintiileri birlestirile-
rek gergeklestirilen Moore-Spiegel gekicisinin bir kesitini
gostermekte. Bu tiir gekillere Poincaré kesiti denmektedir
ve bunlar bir akigin kesitlerinin denklemlere ne kadar
benzedigini rnekler.

Gecikme denklemleri, salginlar ve
tibbi teshisler

Bir diger ilging model ailesi de gecikme denklemleri-
dir. Burada hem mevcut durum hem de gegmis bir durum
(“geciktirilmis durum”) dinamikte dolaysiz bir rol oynar.
Bu modeller biyolojik dizgelerde yaygindir ve 16semi gibi
salinimh hastaliklar hakkinda fikir verebilir. Kan temin
ederken yarin ne kadar hiicre olacagi, bugiin mevcut hiic-
re sayisina ve bugiin olgunlagan hiicre sayisina baghdir;
gecikme, bu yeni hiicrelerin talep edildigi zaman ile yeni
hiicrelerin olgunlagtif1 zaman arasindaki bogluktur: bugiin
olgunlagan hiicrelerin sayis1 gegmiste bir noktadaki kan
hiicrelerinin sayisina baghdir. Bu tiir bir sahnim dinamigi
tastyan birgok hastalik vardir ve gecikme denklemlerinde
kaosun incelenmesi gok ilging ve iiretkendir.

Matematiksel modellerin ele alinmasini bir paragraf
sonraya birakip tibbi aragtirmanin matematiksel modelle-
rimizden elde edilen bilgilerin gercek dizgelerde kullanil-
dig1 bir diger alan oldugunu belirtelim. Gecikme denklem-
leri konusunda Mike Mackey’nin McGill Universitesi'nde
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yaptip1 aragtirma ile dier baz1 aragtirmalar, birey degil de
niifus baglaminda salinim yapan hastaliklarin evrimi ko-
nusunda fikir sagladi: modellerimiz, dinamigin zaman ve
uzam iginde ele alinabilecegi kizamik aragtirmalarinda-
ki gergeklikle kargilagtirilabilir. Kaotik zaman serilerinin
incelenmesi, ayrica, beyinden (EEG) ve kalpten (EKG)
alinanlar da dahil, karmagik tibbi zaman serilerinin gériil-
mesi i¢in 6nemli yordamlarin geligtirilmesine 6nayak oldu.
Bu, gergek diinyadaki bu tibbi olgularin kaotik olduklar,
hatta en iyi kaotik modellerle tanimlandiklar1 anlamina
gelmez; kaos icin gelistirilmis analiz modelleri, analiz edi-
len sinyalleri tireten gergek dizgelerin temelinde yatan di-
namigin dogasi ne olursa olsun, deger tagiyabilir.

Hamilton kaosu

Eger durum uzamindaki hacimler zaman iginde daral-
ma gostermezse, ortada bir gekici olamaz. 1964’te, Hénon
ve Heiles, bir galaksi igindeki bir yildizin deviniminin dért
boyutlu bir modelinde kaotik dinamikleri gésteren bir ma-
kale yayimladi. Durum uzamindaki hacimlerin daralma
gostermedigi dizgelerle —buna genellikle giines tutulma-
larini tahmin etmek igin kullanilan Newtoncu gokyiizii
mekanigi dizgeleri de dahildir— giineg sistemi ve onun
icindeki uzay tagitlarinin gelecegini izleyenler Hamilton
dizgesi olarak adlandirilir. Sekil 17, bir Hamilton dizgesi
olan Hénon-Heiles dizgesinden bir kesittir. Kaotik y6riin-
geler denizinde girift bir halde i¢ ice gegmis bos adalara
dikkat edin. Bu adalarda ise kogulan baglangi¢ durumlar
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17. Hénon-Heiles gekicisinin iki boyutlu kesiti. Ayn1 anda geligen
dongiilere ve birgok (bog) ada igeren kaotik denize dikkat edin.

neredeyse kapali dongiilere (halkalara) kapilabilir ya da
bir ada zinciri i¢inde kapali kalan kaotik yoriingeler izle-
yebilir. Her iki durumda da, zincir igindeki adalarin hangi
diizen iginde ziyaret edildigi tahmin edilebilir, ama her bir
adada tam olarak nereye denk diigecegi tahmin edileme-
yebilir; ne olursa olsun, mesele yalmzca kiigiik uzunluk
olgiitlerinde tahmin edilemez durumdadir.

Kaos i¢gorisiiniin kullanilmasi

1963 ile 1965 arasindaki ii¢ yillk dénemde, her biri

“kaotik dinamik” adin1 alacak olguyu tanitmak igin diji-
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tal bilgisayar kullanan birbirinden bagimsiz ii¢ makale
(Lorenz'in, Moore ve Spiegel'in, Hénon ve Heiles'in ma-
kaleleri) yayimlandi. Japonya'da, kaos, Yoshisuke Ueda
tarafindan analog bilgisayar deneyleriyle gézlenmisti; Rus
matematikgiler bir yilizyih agkin bir siire boyunca uluslara-
rasi matematik tarafindan atilan temelleri ilerletmekteydi.
Bundan neredeyse 50 yil sonra, bizler hala bu kavrayiglan
kullanmanin yeni yollarini bulmaktayiz.

Gelecegin giines tutulmalarinin tahmin edilebilirligini
sinirlandiran nedir? Mevcut 6lgiimlerimizin siurh diizey-
deki kesinliginden 6tiirii gezegenlerin yoriingeleri hakkin-
daki bilgimizdeki belirsizlik mi? Yoksa Diinya yiizeyinde
tutulmaya maruz kalan noktanin degismesine neden olan,
gelecekte giinlerin uzunlugunun farkli olmast m1? Ya da
Newton'in denklemlerinde genel gérelilik tarafindan
(daha iyi) betimlenen etkilerden otiirii gergeklegsen ha-
talar m1? Ay'in yavag yavag Diinya’dan uzaklagmakta ol-
dugunu goérebiliyoruz ve bunun béyle siirmesi durumunda
sonunda Giineg'in tamamini drtemeyecek kadar kiigiile-
cek. Bu durumda, son bir tam giineg tutulmasi yaganacak.
Bu olayin ne zaman gergeklesecegini ve —hava kosullart
olanak verirse— bunu izleyebilmek igin Diinya yiizeyinde
nerede olmamiz gerektigini tahmin edebilir miyiz? Bu so-
runun yanitini bilmiyoruz. Giineg sisteminin istikrarl olup
olmadigini da kesin olarak bilmiyoruz? Newton yalnizca iig
gok cisminin nihai istikrarin1 belirleme konusunda dogru-
sal olmayan veghelerin ortaya koydugu zorluklarin farkin-
daydi ve giines sisteminin istikrarini saglamanin Tanr’'nin
gorevi oldugunu sdyledi. Hamilton dizgelerinin kabul
ettigine benzer kaotik yériinge tiirlerini anlamak yoluyla
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bizler giineg sisteminin nihai istikrar1 konusunda ¢ok sey
ogrendik. Su anda en iyi tahminimiz giineg sistemimizin
istikrarh oldugudur — muhtemelen. Buna benzer bilgiler,
gozlemlere dayanan ayrintih hesaplamalara kalkismaktan
ziyade, durum uzamindaki geometriyi anlamak sayesinde
miimkiin oldu.

Diigiik boyutlu dizgelerin matematiksel davranigindan
bir seyler 6grenebilir miyiz? Bu dizgeler deneylerde ara-
nacak yeni olgular —6rnegin, periyodik ciftleyici— ya da
Doga’da tahmin edilecek yeni sabitler —6rnegin, Feigenba-
um say1si—olabilecegini géstermekte. Bu basit dizgeler, ay-
rica, tahmin yéntemlerimiz i¢in deney alani da saglamak-
tadir; bu ise bir parga tehlikeli. Diigiik boyutlu kaotik dizge
olgular1 daha karmagik dizgelerde gozlemlediklerimizle
aynt olgular m1? Lorenz 1963 ya da Moore-Spiegel dizgesi
gibi basit diisiik boyutlu dizgeler iginde bile ortaya ¢ikacak
kadar siradan olgular m1? Ya da bu olgular bu 6rneklerin
basitliginden mi kaynaklaniyor — yalnizca basit matematik-
sel dizgeler iginde mi ortaya gikmaktalar? Bile ve yalmzca
sorulan diigiik boyutlu dizgeler iizerinde sinanan kaotik
tahmin ya da denetim dizgeleri igin de gegerli: bu geyler
yalnizca diigiik boyutlu dizgeler mi — yoksa dizgeler i¢inde
bile oluguyor mu? Su ana kadar verilmis en saglam yanut,
diisiik boyutlu dizgelerde tanimladigimiz zorluklarin daha
yiiksek boyutlu dizgelerde ender olarak ortadan kalktig,
bu zorluklar igin bulunan ve diigiik boyutlu dizgelerde ise
yarayan bagarili ¢dziimlerin ise daha yiiksek boyutlu dizge-
lerde genellikle ise yaramadigi. Lorenz yaklagik 50 yil &nce
28 boyutlu bir dizgeye gegis yapt1; bugiin hala yeni dizgeler
yaratiyor — bazilar iki, digerleri de 200 boyutlu.
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Kaos ve dogrusalsizlik birgok alani etkilemektedir; bel-
ki, buradan alinacak en 6nemli ders, karmagik gériinen
¢oziimlerin bazen kabul edilebilir olduklari ve harici dina-
mik giiriiltiilden kaynaklanmalarinin gerekmemesidir. Bu,
elbette, herhangi bir durumda, harici dinamik giiriiltiiden
kaynaklanmadiklari anlamina gelmez; gegmisinde nere-
deyse bir asirlik deneyim ve elverigli istatistiksel uygula-
malar bulunan diizensiz istatistiksel modelin uygulama
degerini de azaltmaz. Yalnizca testler ve bu testlerin belirli
bir uygulama igin kullanilabilecegi yéntemler yaratmanin
degerini ve ele alinan biitiin modellemeler igin tutarhilik
testlerinin gerekli oldugunu anlatir. Modellerimiz ola-
bildigince serbest olmali, ama fazla serbest de olmamal.
Bu basit dizgelerin kalic1 etkisi, onlarin pedagojik degeri
olabilir; genglere egitimlerinin baginda bu basit dizgelerin
zengin davraniglan tanitilabilir. Matematik, igsel tutarli-
lig1 sart kogarak, metaforlar gizerken hayallere dalmamiz
sinirlar — onlar fiziksel gergeklige yaklagtirarak olmasa da,
genellikle yeni kapilar agarak.

110



V. Bolim

FRAKTALLAR, TUHAF CEKICILER,
BOYUT(LAR)

Biiyiik pirelerin kiigiik pireleri
vardir onlar 1sirsin diye.
Ve kiigiik pirelerin de daha kiigiik pireleri
ve bu boyle siiriip gider.
A. de Morgan (1872)

Fraktallar konusuna deginmeden kaos konulu higbir
tanitim tam olamaz. Bunun nedeni, ne kaosun fraktalla-
1 gerektirmesi ne de fraktallarin kaosu gerektirmesidir;
yalnizca, yitirgen kaosta gercek matematiksel fraktallar
adeta durup dururken ortaya g¢ikiverir. Matematik diz-
gelerde kaosla ne demek istedigimiz ile fiziksel dizgelerde
kaosla ne demek istedigimizi birbirinden ayirmak ne kadar
oénemliyse, matematiksel fraktallan fiziksel fraktallardan
ayirmak da o kadar énemli. Onyillardir siiregelen tartig-
malara kargin matematiksel ya da fiziksel agidan fraktal
konusuna dair herkesin iizerinde uzlagtigi tek bir tanim
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yok — oysa, gordiigiiniizde fraktal genellikle tanirsiniz. Bu
kavram 6zbenzeglikle gevrili: bulutlarin, tilkelerin ya da ki-
yilarin sinirlarina yaklagtipimizda daha biiyiik boyutlarda
goriilenlerde benzer kaliplari tekrar tekrar gérmekteyiz.
Aynist Sekil 18’deki noktalar setinde de s6z konusu. Bura-
daki set beg nokta kiimesinden olugmakta; bu kiimelerden
herhangi birini biiyiitiirsek, biiyiitiilmiig gériintiiniin bii-
tiin setin kendisine benzedigini buluruz. Eger bu benzerlik
tamsa —eger bu yakin gekim, Ozglin sete 6zde§se—, 0 zaman,
bu sete tamamen ézbenzes denir. Eger yalnizca ilging istatis-
tiksel 6zellikler yineleniyorsa, o zaman da sete istatistiksel
agidan Gzbenzes denir. Neyin tam olarak “ilging istatistiksel
6zellik” olacagina karar vermek genel bir tanim iizerinde
uzlagilmasini engelleyen tartigmalardan birini baglatir. Bu
ilging ayrintilar1 ¢6zmek apayr1 bir fraktallar kitab1 gerekti-
recektir; biz burada birkag 6rnekle sinirl kalacagiz.

18. yiizyilin sonlarinda, fraktallar, Georg Cantor da dahil
olmak iizere matematikgiler tarafindan enine boyuna tart1-
sildi — gergi Cantor'un adini tagyan iinlii Orta Ugiinciiler
seti ilk olarak Henry Smith adinda Oxfordlu bir matematik-
¢i tarafindan bulunmugtu. Bunuizleyen 100 yilda, tam da L.
F. Richardson gesitli fiziksel fraktallarin fraktal dogasini ni-
telendirmeye baglarken, fraktal varliklar matematik kékenli
ebeveynleri tarafindan genellikle canavars egriler olduklar
gerekgesiyle reddedilmekteydi. Astronomlar, meteoroloji
uzmanlar1 ve toplumbilimciler hem fiziksel hem de matema-
tiksel fraktallar1 sicak karsiladi. Matematiksel bir uzam ile
gergek diinya uzami arasindaki ayrihigi birlegtiren ve aradaki
ayrimu bulaniklagtiran ilk fraktallardan biri yaklagtk 100 yil
6nce Olbers'in paradoksunu ¢6zme gabastyla ortaya gikti.
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Olbers’in paradoksuna fraktal bir ¢oziim

1823’te, Alman astronom Heinrich Olbers, astro-
nomlarin yiizyillardir ilgilendigi bir konuyu tek bir soruda
toplad: “Gece gokyiizii neden karanliktir?” Eger evren
sonsuz diizeyde genigse ve agag1 yukar diizenli bir bigimde
yildizlarla doluysa, o zaman, belirli bir mesafedeki yildizlar
ile bunlarin her birinden aldigimiz 151k arasinda bir denge
olmali. Bu nazik denge de gece gokyiiziiniin diizenli bir
bigimde parlak olmasi gerektigi anlamina gelir; hatta, ben-
zer bi¢imde, parlak ve aydinlatilmig giindiiz gokyiiziinde
de Giineg'i gérmek zorlagacaktir. Ama gece gokyiizii ka-
ranlikur. Bu, Olbers'in paradoksudur. Johannes Kepler
1610’da yildizlarin sayisinin sinirh oldugunuiileri siirerken
bu paradokstan yararlandi. Edgar Allan Poe bugiin hala
moda olan gériigii ilk dile getiren kisiydi: gece gokyii-
zii karanlkutr, ¢linkii ¢ok uzaklardaki yildizlarin 1g181nin
Diinya'ya erigmesi igin heniiz yeterli zaman gegmemistir.
1907’de, St.-Albansli Fournier, zarif bir alternatif getire-
rek evrende maddenin dagiliminin diizenli ama fraktal bir
bigimde gergeklestigini ileri siirdii. Fournier bu 6nermesini
Sekil 18'de verilen gizimle &rneklendirdi. Bu sete Fournier
Evreni denir. Kesin bir bigimde 6zbenzegtir: kiigiik kiipler-
den birini 5 ¢arpanla biiyiitmek &zgiin setin bire bir kop-
yasini verir. Her bir kiigiik kiip biitiiniin tamamini igerir.

Fournier Evreni, Olbers’in paradoksuna getirilen bir
¢oziim 6rnegidir: Fournier'nin Sekil 18’e yerlestirdigi hat,
bagka higbir “yildiz"in asla mevcut olmadigi birgok yénden
birini gésterir. Fournier sonsuz 6lgiide genigle yetinmeye-
rek bu basamag1 sonsuz 6lgiide kiigiige dogru uzatti; atom-
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18. Fournier Evreni, bizzat Fournier'nin 1907'de yayimladig1 haliyle,
Ozbenzeg yapiy1 gosteriyor.

lan yine daha kiigiik pargaciklarda olusan mikro-evrenler
olarak yorumlayip galaksilerimizdeki makro-evrenlerin
atomlarin roliinii oynayacaklarini ileri siirdii. Bu yolla da
higbir i¢sel ya da digsal kesinti tagimayan pek az fiziksel
fraktaldan birini &énerdi: Siyah Giyen Adamlar filminin son
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sahnelerini animsatan bir tarzda, sinirsiz 6lgiide genigten
son derece kiigiige uzanan bir basamak.

Fizikte fraktallar

Biiyiik sarmallarin kiigiik dolambaglari var,
onlarin ivintisiyle beslenen.
Ve kiigiik dolambaglarin da daha kiigiik dolambaglan var,
Ve bu boyle siiriip gider, akigkanhga dek.
L. F. Richardson

Bulutlar, daglar ve sahil seritleri dogal fraktallarin en
sik rastlanan ornekleridir: gergcek uzamda var olan, ista-
tistiksel agidan 6zbenzeg varliklar. Fraktal bir diizensizlik
tiretmeye duyulan ilgi yeni degil: Newton'un kendisi, ilk
¢oziim o6nerilerinden birini kaydederek, siite bira doktii-
giinde ve “karigim kuruyana kadar bekletildiginde, kesil-
mis maddenin yiizeyi herhangi bir yerde diinya yiizeyi ka-
dar engebeli ve daglik goriiniir” demekteydi. Newton'un
kesilmig maddesinin aksine, kaos fraktallar fiziksel karsi-
liklarina benzemez. Fark nerededir? Birincisi, fiziksel bir
fraktal yalnizca bir fraktalin belirli uzunluk &lgiitlerindeki
ozelliklerini gésterirken digerlerini gstermez. Bir bulutun
kenarin1 diigiiniin: gitgide daha yakindan baktiginizda,
gitgide daha kiiciik uzunluk o&lgiitlerine bagvurdugunuz-
da, 6yle bir noktaya ulagirsiniz ki artik bir sinir yoktur;
bulut molekiillerin gelisigiizel telag1 iginde gézden kaybo-
lur ve 6lgiilecek bir sinir kalmaz. Benzer bigimde, bulut,
Diinya’nin boyutuyla kiyaslanabilir uzunluk é&lgiitlerinde
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Szbenzeg degildir. Fiziksel fraktallar s6z konusu oldugunda,
¢ok yakindan baktigimizda fraktal kavrami ¢éker; bu fi-
ziksel kesintiler dalga tanklarinda model gemiler kullanan
eski Hollywood 6zel efektlerinin ayirdina varmay: kolay-
lagtirir. Kesinti yerinin “gemiler”e gére yanlg uzunluk 6l-
glitiinde oldugunu hissedebiliriz. Giintimiizde, Hollywood
ve Wellington'daki film yapimcilari kesintileri daha iyi giz-
leyen bilgisayar hileleri iiretecek kadar matematik égren-
mis durumda. Japon sanat¢t Hokusai, 1830’larda yaptigi
tinlii “Biiyiik Dalga” baskisinda bu kesintiye riayet ediyor-
du. Fizikgiler de bunu bir siiredir bilmekte: de Morgan’in
siiri birbiri ardina siralanmig pirelerin sonsuza erismesine
olanak saglarken, L. F. Richardson’in versiyonunda sar-
mallar —sivilar igindeki siirtiinme baglaminda kullanilan
terim olan— ivintiden &tiirii bir sinirla kargilasmakeadir.
Richardson tiirbiilans kurami ve gézlemi konusunda bir
uzmandi. Bir keresinde, Cape Cod Kanali'nin bir ucunda,
diizenli araliklarla suya karakavzalar atmis, sivinin akin-
tiyla agag ilerlerken nasil bir yayilim gésterdigini dlgmek
i¢in kanalin diger ucundaki bir képriiye varig zamanlarini
kullanmigt1. Ayrica, Birinci Diinya Savagi esnasinda ilk sa-
yisal hava tahminini (elle!) hesapladi.

Birinci Diinya Savasgi’'nda Meteoroloji Biirosu’'ndan ay-
rilarak Fransa’da ambulans siiriiciiliigii yapan Quaker k-
kenli Richardson, daha sonralar iilkeler arasindaki sinirin
uzunlugunu —bu uzunlugun {ilkelerin savaga girme olasili-
gin1 etkiledigi kuramini sinamak amaciyla— 6lgmekle ilgi-
lendi. Farkli haritalar iizerinde ayni sinir1 dlgerken tuhaf bir
etki tanumladr: Ispanya ile Portekiz arasindaki sinir, Portekiz
haritas: iizerinde 6lgiildiigiinde, Ispanya haritasinda 6lgiil-
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diigiinden ¢ok daha uzundu! Britanya gibi ada devletlerin
kiyilarini 6lgtiigiinde, 6lgiim amaciyla kiy1 tizerinde dolagtir-
dig1 pergelin agis1 daraldikga kiy1 uzunlugunun arttigini bul-
dy; ayrica, bir adanin alani ile gevre uzunlugu arasinda bek-
lenmedik bir iligki buldu: farkh olgeklerle olgiildiiklerinde
her ikisi de degiskenlik gostermekteydi. Richardson uzun-
luk ol¢egindeki bu degiskenliklerin gok diizenli bir &riintii
izledigini ve bunun da belirli bir sinir igin tek bir sayiyla
Ozetlenebilecegini gosterdi: bir egrinin uzunlugunu, onu
Slgmek icin kullanilan uzunluk élgiitiiyle iligkilendiren bir
katsayl. Mandelbrot’'un temel diizeydeki galigmalarindan
otiirii bu saytya sinirin fraktal boyutu denir.

Richardson fiziksel fraktallarin fraktal boyutunu tah-
min etmek icin birtakim yéntemler geligtirdi. Alan-gevre
uzunlugu yéntemi, daha yiiksek ¢oziiniirliik altinda alan
ve ¢evre uzunlugunun nasil degistigini 6lger. Tek bir nes-
ne igin —6rnegin, tek bir bulut- bu iligki ayrica sinirinin
fraktal boyutunu da ortaya koyar. Aym ¢éziiniirliik altinda
birgok farkh buluta baktigimizda —6rnegin, uzaydan ¢ekil-
mis bir fotografa— alanlar ile ¢evre uzunluklan arasinda
benzer bir iligki ortaya ¢ikar; bulutlarin birbirlerine benze-
memekle tanindiklan diigiiniildiigiinde, bu alternatif alan-
gevre uzunlugu iligkisinin neden farkli boyutlarda bulutlar
toplami igin gegerli gibi goriindiigiinii anlamug degiliz.

Durum uzaminda fraktallar

Simdi de kaosun en direngli ve yanlig yonlendirici mit-
lerinden birini bertaraf etmek igin tasarlanmig oldukga
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yapay bir matematiksel dizge yaratiyoruz: bu mite gére,
durum uzaminda bir fraktal set belirlemek determinist di-
namizmi isaret eder. Uglii Cadir Denklemi soyledir:

Eger X yarimdan daha az ise, 0 zaman, X'in yeni de-
geri olarak 3X’i al. Aksi halde, X'in yeni degeri olarak
3 eksi 3X'i al.

Sifirla bir arasindaki hemen her baglangic durumu ko-
kenden uzaklagir; bunlart dikkate almayip sonsuza dek si-
firla bir arasinda kalan sonsuz sayida baglangig¢ koguluna
odaklanacapiz. (Apagitk ortada olan paradoksu dikkate
almamamizin nedeni burada “sonsuzluk” kavraminin gok
gevsek kullanilmasi; ama Newton'un uyarisini da unutma-
yalim: “biitiin sonsuzluklarin esit oldugu prensibi riskli bir
prensip”.)

Uglii Cadir Denklemi kaotiktir: agik¢a deterministtir,
yoriingeler yinelemelidir ve her bir yinelenmede son de-
rece yakin noktalar arasindaki ayrim iig¢ ¢arpan degerinde
artar — bu da duyarl bagimliliga igaret eder. Uglii Cadir
Denklemi’'nden bir zaman serisi ile diizensiz Orta Ugiin-
ciiler YID Denklemi’'nden bir zaman serisi Sekil 19da gés-
terilmekte. Gorsel agidan, kaotik denklemi tahmin etme-
nin daha kolay oldugunun kanitlarini gérebiliyoruz: X'in
kiigiik degerlerinin ardindan daima X'in kiigiik degerleri
gelmekte. Sekil 19’un alt tarafindaki iki kiigiik ek, dizge-
lerden birinin uzun bir yoriinge tarafindan ziyaret edilmisg
bir noktalar setini gostermekte; ok benzer gériinmekte-
ler ve aslinda ikisi de Cantor’'un Orta Ugiinciiler setin-
den noktalar1 gésteriyor. Iki dinamik dizgenin ikisi de aym
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fraktal seti ziyaret ettigi igin, yalnizca sistemlerin ziyaret
ettigi noktalarin boyutuna bakarsak determinist dizgeyi
diizensiz dizgeden asla ayirt edemeyiz; ama dinamikleri
anlamak igin yalniz dizgenin nerede bulundugunu degil,
nasil devindigini de incelememizin gerekmesi siirpriz sa-
yilir m1? Bu basit kargi 6rnek yukarida belirtilen miti yok
etmektedir; kaotik dizgeler genellikle fraktal setler iizerin-
de devinebilse de, sinirh bir boyutsal setin belirlenmesi ne
determinizme ne de kaotik dinamige igaret eder.

Ozenle kotarilmig matematiksel denklemlerde frak-
tallar bulmak ¢ok da sagirtici degil, zira matematikgiler
fraktallar yaratan denklemler tasarlayacak kadar zekidir.
Yitirgen kaos konusunda en derli toplu seylerden biri,
fraktallarin zekice bir tasarim marifetinden bagimsiz orta-
ya giktiklaridir. Hénon Denklemi klasik bir 6rnektir. Ma-
tematiksel agidan, eksiksiz bir ilging modeller setini temsil
eder; Orta Ugﬁncﬁler YID Denklemi’nde olanin aksine,
taniminda “fraktal gériiniimli” higbir gey yok. Sekil 20'de
sanki bir biiyli sonucu gerceklesirmig gibi 6zbenzes yapila-
rin ortaya gikiverdigi bir dizi kestirim goésterilmekte. Bu,
hi¢ kugkusuz, dogrusal olmayan dinamik dizgelerin en
hayret verici 6zelliklerinden biridir. Hénon Denklemi'nde
yapay bir tasarima y6nelik higbir ipucu yok ve fraktal yap
da yitirgen kaotik dizgenin gekicilerinde siradan goziikii-
yor. Bu ne kaos ne de tersi i¢in gegerli — ama siradan.

Biitiin biiyiilerde oldugu gibi, hilenin nasil igledigi-
ni anlayabiliriz — en azindan her gey olup bittikten son-
ra: Hénon Denklemi’'nde sabit bir noktaya odaklanmay:
segtik ve denklemin bu noktaya ¢ok ama ¢ok yakin &zel-
liklerine bakildiginda, 6zbenzegligini béylesine ¢arpict ki-
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20. Hénon Denklemi’nin, her bir yaklagimda bir “+” ile isaretlenen
istikrarsiz sabit noktasina dair bir dizi kestirim. Ayni &riintii —biz veri
noktalarini titketene kadar— tekrar eder.

labilmek icin ona ne kadar yaklasilmas: gerektigi ortaya
gikiyor. Yinelenen yapinin —kalin bir ¢izgi ve iki daha ince
gizgi— ayrintilani bu noktadan ¢ok uzakta neler oldugu-
na bagli. Ama, eger Hénon gercekten de kaotikse ve bu
resimleri yapmak igin kullanilan bilgisayar yériingesi ger-
gekgiyse, o zaman, dogal olarak bir fraktal gekicimiz var
demektir.

Durum uzaminda tiirbiilansa iligkin geleneksel ku-
ram, Richardson’in siirini yansitmaktaydi: gitgide daha
fazla periyodik modun harekete gegirilecegi ve biitiin bu
salinimlarin dogrusal toplaminin ¢ok yiiksek boyutlu bir
durum uzami gerektirecegi diigiiniilmekteydi. Bu nedenle
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de bir ¢ok fizikgi tiirbiilans gekicilerinin yiiksek boyutlu
bir sekerli ¢orek olmasini ya da, matematik diliyle konu-
sursak, yumru bigimli olmasini beklemekteydi. 1970’lerin
baglarinda, David Ruelle ile Floris Takens, yiiksek boyut-
lu yumrulan diizgiin bir hale getirecek alternatif iizerinde
¢ahisirken daha diisiik boyutlu fraktal cekicilerle karsilag-
t1; fraktal gekicileri “tuhaf” buldular. Giintimiizde “tuhaf”
sozcligli ¢ekicinin geometrisini, ozellikle de gekicinin bir
fraktal oldugu gergegini betimlemekte kullanilir; “kaos” ise
dizgenin dinamigini betimlemek igin kullanilir. Bu yararh
bir ayrim. “Tuhaf gekici” ifadesinin tam kokeni bugiin bi-
linmiyor, ama bu terim matematiksel fizigin bu nesneleri
icin esin verici ve uygun bir etiket oldugunu kanitladi. Ha-
milton dizgelerinin hig gekicisi olmadi1 igin, bu dizgelerin
tuhaf gekicileri de yoktur. Yine de, Hamilton dizgelerinden
alinan kaotik zaman serileri, genellikle yalin tiirdegsizligin
(inhomogeneity) yanu sira bilgisayarlarimizi iglettigimiz sii-
rece kalic1 olan ve tuhaf birikecler (stange accumulators)
ad1 verilen 6zbenzesligin ipuglarini tasiyan girift kaliplar
gelistirir. Nihai gelecek bilinemez olmayt siirdiiriir.

Fraktal boyutlar

Durum yéneyindeki bilegenlerin sayisin1 saymak, bize
durum uzaminin boyutunu sdyler. Ama bir noktalar seti-
nin boyutunu nasil tahmin edecegiz, eger ki bu noktalar
bir sinir tanimlamiyorsa — érnegin, bir tuhaf gekici olugtu-
ran noktalar s6z konusuysa? Alan-gevre uzunlugu iligkisini
amimsatan bir yaklagim; setin tamamin belirli bir boyut-
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taki kutularla kaplamak ve tek tek kutularin boyu kiigiil-
diikge gereken kutularin sayisinin nasil arttigina bakmak.
Bir diger yaklagim, raslantisal bir noktada ortalanmig bir
topun igine bakip topun yarigapini azaltirken noktalarin
sayisinin ortalama olarak nasil degistigini ele almaktir. Bir
gekicinin kiyisina yakin yerlerde ortaya gikan sorunlardan
kaginmak i¢in de matematikgimiz yalnizca neredeyse yok
denecek kadar kiigiik r yarigapina sahip toplar1 dikkate
alacaktir. Tanudik gériinen sonuglar elde ederiz: bir hat
tizerindeki raslantisal bir noktada noktalarin saysi r! ile
orantily; bir diizlem igindeki bir nokta civarinda 7r? ile
orantili; somut bir kiipii tanimlayan setteki bir nokta ci-
varinda 4/37r’ ile orantili. Her bir durumda r’nin tistsayist
setin boyutunu yansitir: set bir hat olugturuyorsa bir, bir
diizlemse iki, somutsa {ig.

Fraktal setler biitiin lgeklerde bogluklar denen delik-
lere sahip olma egilimi gésterse de, bu yontem fraktal set-
lere uygulanabilir. Bu logaritmik kingikliklarla (wrinkles)
ugragmak dnemsiz sayilmasa da, tamamen 6zbenzes setle-
rin boyutunu eksiksiz lgebilir ve bir fraktalin boyutunun
¢ogunlukla bir tamsay1 olmadiginin hemen farkina vara-
biliriz. Fournier Evreni igin boyut -0.7325'dir (log 5/log
9a kargilik gelir); Orta Ugiinciiler Cantor seti ise -0.6309
boyutuna sahiptir (log 2/log 3’e karsilik gelir). Her bir du-
rumda, boyut sifirdan biiyiik ama birden kiigiik bir kesir-
dir. Mandelbrot fraktal sézciigiiniin kaynag olarak kesir
anlamina gelen “fraction” s6zciigiiniin kokiindeki “fract™
kulland.

Hénon cekicisinin boyutu nedir? En iyi tahminimiz
-1.26, ama bir gekici oldugunu bilsek bile, uzun vadede
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bu gekicinin yalnizca uzun bir periyodik déngii olup olma-
digin1 kesin olarak bilmiyoruz. Denklemlerde her bir peri-
yodik déngii yalnizca sinirli sayida noktadan olugur ve bu
nedenle de sifir boyuta sahiptir. Bunu gérmek igin déngii
tizerindeki en yakin nokta ciftinden daha kiigiik bir r ya-
rigapina sahip toplar diigiintin; her bir toptaki noktalarin
sayisi sabittir (ve bire esittir) ve biz bunu r”a orantih ola-
rak yazabiliriz; bu durumda da her biri sifir boyuta sahiptir.
VIIL Béliim’de bir bilgisayar simiilasyonu kullanarak uzun
vadede neler oldugunu kanitlamanin neden zor oldugunu
gorecegiz. Once, matematiksel dizgeleri kusursuz 8lgiide
bildigimizde bile belirsizligin dinamigini hesaplamanin
zorluguna yakindan bakacagiz. Gergek diinya dizgeleri s6z
konusu oldugunda elimizde yalnizca giiriiltii dolu gézlem-
ler var ve sorunu ¢6zmek daha da zor.
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VI. Bolim

BELIRSIZLIGIN DINAMIGININ
HESAPLANMASI

Kaos, belirsizligin dinamigini inceledigimizde &nyar-
gilanimiz1 gézler oniine serer. Belirsizlikle iligkili abartili
bilgilere kargin, kaosu belirlemekte kullanilan niceliklerin
bugiinkii tahminler tizerine higbir sinirlama getirmedigini
gorecegiz: kaos, kestirimin faydasiz oldugu anlamini tagi-
maz. Belirsizligi 6lgmek i¢in kullanilmus istatistiklerin tari-
hine baktigimizda kaos ile tahmin edilebilirlik arasindaki
baglantinin neden bu kadar kétii bir bigimde abartildigini
gorebiliriz. Bugiin fazladan istatistikler mevcuttur.

Bilim insanlar, belirsizlik ve tahmin edilebilirlik ko-
nularina el attiklarinda, tahminlerinin uygunlugunu ve
bu tahminleri yapmak igin kullanilan istatistikleri agikli-
ga kavugturmayi onur meselesi haline getirir. La Tour’'un
tablosundaki yast ilerlemis adam, gen¢ adama 52 kartlik
bir deste igin her bir partideki olabilirliklerin dogru tablo-
larini saglamug olabilir, ama bu olabilirliklerin oynanmakta
olan oyunu yansitmadigini bilir. Benzer bigimde, 21. yiizy1l
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seytanimiz da kusursuz modeli sayesinde belirsizligin dina-
migini olduk¢a dogru hesaplayabilir, ama bizim kusursuz
bir modelimiz yok. Elimizde kusursuzluktan uzak birtakim
modeller varken bunlarin davraniglarinin gesitliligini ger-
¢ek diinyanin gelecekteki durumuna iligkin belirsizligimiz-
le nasil iligkilendirebiliriz?

Kesinligin ¢cokisi: bagintidan yoksun bilgi

Bir dizgenin bundan sonra ne yapacagini tahmin et-
mek s6z konusu oldupunda, dizgenin yakin zamanlardaki
durumuna iligkin veriler dizgenin uzun gegmisteki duru-
muna iligkin verilerden genellikle daha fazla bilgi sagla-
yacaktir. 1920’lerde, Yule, Giines lekelerine iliskin mev-
cut yila has verilerin takip eden yil ortaya ¢ikacak lekeler
hakkinda daha fazla bilgiyi on yil 6nceki verilere kiyasla
ne OSlglide verebilecegini hesaplamak istedi. Boyle bir is-
tatistik, ayn1 zamanda, 6zgiin verilerin 6zelliklerini mo-
deller tarafindan iiretilenlerin 6zellikleriyle nicel agidan
kiyaslamaya olanak saglayacakti. Birbirinden “k” yineleme
kadar uzak olan durumlar arasindaki dogrusal bagintiyr
Slgen ve bugiin 6z-baginti iglevi (ACF) denen iglevi icat
etti. Her say1 kendisiyle kusursuz bigimde bagintili oldu-
gu igin, k sifir oldugunda ACF bir olur. Eger zaman serisi
periyodik bir déngiiyii yansitiyorsa, k artarken ACF azalir
ve ardindan da k periyodun tam bir katsayisi oldugunda
esittir bire doner. Dogrusal diizensiz bir dizgenin verileri
soz konusu oldugunda ACF biiyiik deger tagir ama, kisa
siirede gorecegimiz gibi, dogrusal olmayan bir dizgeden
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edinilen gozlemlerle kargilagtiginda pek ige yaramaz. Yine
de, baz istatistikgiler determinizmi dogrusal bir baginti
olarak tanimlayacak kadar ileri gitti; birgoklar1 hala bu
yanlig adimla sendelemekte. Bagintinin nedensellik anla-
mina gelmedigi ¢ok iyi bilinir; kaos galigmalari nedensel-
ligin (dogrusal) baginti anlamina gelmedigini de agikliga
kavugturdu. Tam Lojistik Denklem'’in ardigtk durumlari
arasindaki bagint1 sifirdir — bir sonraki durumun tamamen
mevcut durum tarafindan belirlenmesi gergegine kargin.
Aslinda, zamanda her bir ayrim igin ACFsi sifirdir. O za-
man, efer istatistiksel analizin bir asirlik temel dayanagi
bu tiir gériiniir iligkileri géremiyorsa, tahmin edilebilirligi
belirlemek bir yana, dogrusal olmayan dizgeler arasindaki
iligkileri nasil fark edecegiz? Bu soruya yanit vermek igin
baz ikiyi (base two) tanitmamiz gerekir.

Parca boliik bilgiler

Bilgisayarlar sayilan ikili igaretleme olarak kaydeder:
okulda 6grendigimiz on simgeyi (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
ve 9) kullanmak yerine, bilgisayarlar yalnizca bunlarin ilk
ikisini (0 ve 1) kullanur. 103, 10? ve 10! ile temsil edilen
1000, 100 ve 10 yerine, ikili dizgede bu simgeler 2°, 2% ve
2"i temsil eder — yani sekiz, dort ve iki. Baz ikide 11 sim-
gesi 2! + 29 yani tig, 0.10 ise 2! (bir buguk), 0.001 ise 2~
(sekizde bir) yerine geger. Diinyada on tiir matematikgi
oldugu esprisi de buradan dogar: ikili igaretlemeyi anla-
yanlar ve anlamayanlar. Nasil ki onla (10) ¢arpmak baz
ondiizeninde kolaysa, ikiyle (10) garpmak da baz iki diize-
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ninde kolaydir: tek yapmaniz gereken biitiin pargalar sola
kaydirmaktir; boylece, 1.0100101011 artik 10.100101011
haline gelmektedir — Kaydirma Denklemi de adin1 bura-
dan alir. Ikiye bolmek de buna benzerdir; yalnizca saga
dogru bir kaydirma.

Bir bilgisayar genellikle her bir say1 igin belirlenmig bir
say1 kullanir ve “ondalik” sayilar1 depolamak icin de deger-
li bellek alanini boga harcamaz. Bu da bolme iglemini biraz
tuhaf bir hale getirir. Bir bilgisayarda 001010010101100
sayisint ikiye bdlmek 000101001010110 sonucunu ve-
rir; ama 001010010101101 sayisinu ikiye bolmek de aynmi
sonucu verir! 000101001010110 sayistm1 ikiye bdlmek
00101001010110QQ sayisinu verir — burada Q bilgisayarin
uydurmak zorunda oldugu yeni birimdir. Sola dogru her
bir kaydirma i¢in de aynis1 gegerlidir: en sagdaki bog yer
igin yeni bir parca gerekir. Ikiye bélme igleminde en sol-
daki bog yerde bir adet sifir dogru bir bigimde belirir, ama
bu pencerenin sag tarafinda kaydirilan her bir ikil, ikil
kovada yok olur gider. Bu da rahatsizlik verici bir 6zelligi
gozler dniine serer: eger biz bir say1 alip bunu ikiye béler
ve ardindan da ikiyle ¢arparsak en bagtaki sayiy1 elde ede-
meyebiliriz.

Simdiye kadar dile getirilen kangiklik ¢esitli matema-
tiksel dinamik dizgelerine dair farkli biiyiime goriiglerine
ve belirsizligin ¢dkiisiine —ya da bilginin yaratilmasina— yol
acar: raslantisal dizgeler, kaotik matematiksel dizgeler ve
kaotik matematiksel dizgelerin bilgisayarl versiyonlari. Bir
dizgenin durumunun evrimi genellikle bir kara kutunun
iginden gegen bir bant olarak diigiiniiliir. Kutunun iginde
neler oldugu, ne tiir bir dinamik dizgeyi izledigimize bag-
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lidir. Bant kutudan gikarken (izerine yazili olanlart gore-
biliriz: bandin kara kutuya girerken bos olup olmamast ya
da énceden iizerinde bir geyler yazili olup olmamasi fildisi
kulelerin kahve salonlarinda ategli tartigmalara yol agar.
Segenekler nelerdir? Eger dinamikler raslantisalsa, o za-
man, bant kara kutuya girer ve iizerine raslantisal olarak
belirlenen bir ikil damgalanmig olarak ¢ikar. Bu durumda,
bant siirekli olarak ileri giderken bu ikillerde gordiigiimiize
inandigimz her tiirli kalip bir seraptir. Eger dinamik diz-
ge deterministse, ikiller bandin iistiine zaten basilidir (ve,
bizim aksimize, Laplace’in seytan1 bunlarin tiimiinii zaten
gorebilecek durumdadir); biz bunlan kutudan giktiklar
ana kadar net olarak géremeyiz, ama onlar oradadir. Bii-
tiin bu bilgi pargalarinin yaratilmasi her iki durumda da bir
seraba benzer ve tek bir biiyiik serabit m1 yoksa diizenli bir
bicimde akip giden kiigiik seraplart m tercih edeceginiz
tam bir kigisel tercih meselesi olup ¢ikar: determinist bir
dizgede tablo ayni anda sonsuz sayida ikil yaratima denk
diiger: baglangigtaki durumu olugturan irrasyonel sayi
Raslantisal dizgede sanki yeni ikiller her bir yinelenmede
yaratilmaktadir. Uygulamada, bir geyi ne kadar dogrulukla
olgtiigiimiiz konusunda bir parga kontrole sahip gibiyizdir
ve bu da bandin iizerinin dnceden yazih oldugunu akla ge-
tirir.

Kaotik dizge taniminda bandin bir siireligine geri sar-
masini engelleyen higbir sey bulunmamaktadir. Bu ger-
geklestiginde kestirim bir siireligine basitlesir, zira band:
zaten gordiigiimiiz i¢in yeniden ileri gitmeye bagladiginda
kutudan gikacak ikilleri zaten biliyor oluruz. Bu gériintiiyii
sayisal bir dizge bigimine sokmaya ¢aligtigimizda zorlukla
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kargilagiriz. Bant kutuya girmeden 6nce bog olamaz: bil-
gisayar sola kaymalar gergeklestirdiginde bir tiir determi-
nist kurala gére bu yeni ikilleri “uydurmak” zorundadir
ve bu nedenle de bu ikiller bant kutuya girmeden &nce
bandin iistiine zaten basilmig haldedir. Daha da ilgin-
ci, bandin geri sardig1 bir bélgede nelerin olup bittigidir,
zira bilgisayar bir saga kaymada yitirdigi ikillerin herhan-
gi birini “animsayamaz”. Degismez egim denklemlerinde
daima sola ya da daima saga kaydirma yapariz; bant asla
geri sarmaz. Bilgisayar simiilasyonu hala determinist bir
dizgedir, oysa iiretebilecegi bantlarin gesitliligi determinist
matematiksel denklemdeki kadar zengin degildir. Eger si-
miilasyonu yapilan denklem daralan belirsizlik alanlarina
sahipse, 0 zaman, bir gegis dénemi s6z konusudur ve bu
esnada bant geri sarar ve bilgisayar bandin iizerine hangi
ikillerin yazildigin1 bilemez; bant yeniden ileri gittiginde
bilgisayar kendi igsel kuralini kullanarak yeni ikiller olug-
turur ve bant kutudan ikinci kez ¢iktiginda tizerinde iist
tiste basilmig O ve 1’ler bulabiliriz! Kaotik matematiksel
dizgelerin bilgisayar simiilasyonlarinda gergeklegen diger
tuhaf geyleri VIL Béliim’de ele alacagiz.

Tahmin edilebilirligi tahmin etmek
icin istatistik

Kaosun iggériilerinden biri bilgi igerigine odaklanmak-
tir. Dogrusal dizgelerde degiske bilgiigerigini yansitir. Bilgi
ierigi, boyutun 6nemli tek gosterge olmadigi, dogrusal ol-
mayan dizgelerde daha da zor goriiniir. Bilgiyi bagka nasil
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Slgebiliriz? X, Y diizleminde, bire esit bir yaricap: olan bir
daire istiindeki noktalar diigiinelim ve raslantisal olarak
bir ag1 segelim. X’in degerini bilmek bize Y’nin degeri hak-
kinda ¢ok sey anlatir — Y'nin iki degerden biri oldugunu
soyler. Benzer sekilde, X'i temsil etmek igin gereken ikille-
rin tamamini bilmezsek, X'in ne kadar ¢ok ikilini 6grenir-
sek Y’nin de o kadar ¢ok ikilini biliriz. Y’nin iki alternatif
konumu arasinda asla bir karara varamayacak olsak bile,
ikiolas1 konumla ilgili belirsizligimiz X'i gitgide daha dogru
olgtiigiimiizde azalir. Dogal olarak, X ve Y bu durumda
dogrusal bir sifir bagintisina sahiptir. Bir degeri bilmenin
digeri hakkinda bize nasil bir geyler anlattigini belirlemek
icin bagka istatistiksel dlgiimler de geligtirilmigtir. Orne-
gin, Karsihkli Bilgi, X’in bir ikilini daha &grendiginizde
Y'nin kag ikilini &grendiginizi soyler. Daire agisindan,
eger X'in ilk bes ikilini biliyorsaniz Y'nin ilk beg ikilinin
dordiinii bilirsiniz; X'in 20 ikilini bilirseniz Y'nin 19 ikilini
bilirsiniz; X'in biitiin ikillerini bilirseniz Y’nin biri diginda
biitiin ikillerini bilisiniz. Eksik ikil olmadan Y'nin iki olast
degerinden hangisinin Y’nin gercek degeri oldugunu bile-
meyiz. Ve, ne yazik ki, dogrusal diigiince agisindan, eliniz-
de olmayan ikil Y’deki “en genis” ikilin degeridir. Yine de,
bagintinin sifir olmasi gergegini X'in degerini égrenmenin
ardindan Y hakkinda higbir sey 6grenmeyeceginiz anla-
mina geldigi bigiminde yorumlamak yaniltict olmaktan da
otedir.

Kargilikl Bilgi bize Lojistik Denklem dinamikleri hak-
kinda neler sdyler? Karsilikh Bilgi, X’in bir degerini tam
olarak bilmenin X’in gelecek degerleri hakkinda eksiksiz
bilgi saglayacag gergegini yansitir. X'in sinirh ve kesin bir
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6lgiimii oldugunda, Kargilikli Bilgi, X'in gelecekteki bir
Slgiimii konusunda ne kadar bilgimiz oldugunu ortalama
olarak yansitir. Gézlemsel giiriiltiiniin var oldugu durum-
larda ne kadar uzak bir gelecekteyseler, X'in gelecekteki
degerleri hakkinda o kadar az bilme egiliminde oluruz,
¢iinkii X’in mevcut degerinin gelecektekine denk diigen
ikilleri giiriiltii tarafindan engellenecektir. Su halde, Kar-
sihikh Bilgi zaman igindeki ayrilma arttikga bozulmakta,
doprusal baginti katsayisi ise biitiin ayrimlar (sifir diginda)
icin sifir olmaktadir. Kargilikh Bilgi yararh bir geregtir; be-
lirli uygulamalarda kullanilacak 1smarlama istatistikler ge-
listirmek, dogrusal olmayan dinamik iginde hizla biiyiiyen
bir alandir. Bu istatistiklerin bize tam olarak ne s6yledikle-
rini bilmek 6nemli ve geleneksel istatistigin bize s6yleyebi-
leceginden daha fazlasinin mevcut oldugunu kabullenmek
de bir o kadar énemli.

Giiriiltii modelimiz mevcut belirsizlik hakkinda bize bir
fikir vermekte; bu nedenle, tahmin edilebilirligin bir 6lgii-
tii, bu belirsizligin ikiye katlanmasini1 bekledigimiz zaman
olabilir. Dérde katlanma zamaninin dogrusal olmayan bir
dizgede ikiye katlanma zamaninin iki kat1 olacagin ileri
siren dogrusal diisiincenin tuzagindan uzak durmaliyiz.
Hangi zamanin énemli olacagini bilmedigimiz igin (ikiye
katlanma zamany, iige katlanma zamani, dérde katlanma
zamant...) belirli bir baglangi¢ kosulunun yakinindaki q
kez copaltma zamanina géndermede bulunuruz. Bu q kez
¢opaltma zamanlarinin dagilimi tahmin edilebilirlik ag1-
sindan uygundur: her bir tahminde belirsizligimizin bizi
ilgilendiren esikten ge¢mesini bekledigimiz zamani dog-
rudan yansitirlar. Ortalama belirsizlik ¢iftleme zamani, bu
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modelden elde edilen tahminlere gére ortalamasi alinan
ayni bilgiyi verir. Tek bir sayiya sahip olmak kullanighdir,
ama bu ortalama deger herhangi bir baglangi¢ durumuna
uygun olmayabilir de.

Ortalama belirsizlik giftleme zamani tahmin edilebilir-
lik agisindan yararl bir istatistiktir. Ama matematiksel ka-
osun tanimi giftleme (ya da herhangi bir q kez ¢ogaltma)
zaman istatistigiyle baglantili olarak degil, daha ziyade,
agapida tanimladipimiz Lyapunov katsaylan ile baglantili
olarak yapilir. Kaosla tahmin edilebilirligin genellikle dii-
stiniildiigii kadar yakindan iligkili olmamasinin bir nedeni
budur. Ortalama giftleme zamani1 énciil Lyapunov katsa-
yisina oranla tahmin edilebilirligin daha uygulanabilir bir
gostergesidir, ama matematikgilerin ¢ok deger verdigi ve
—gorecepimiz gibi— Lyapunov katsayilarinin sahip oldugu
6nemli bir uygulama avantajindan yoksundur.

Kaos uzun vadede tanimlanur. Belirsizligin birérnek iis-
tel biiyiimesi kaotik dizgelerin yalniz en basitlerinde bulu-
nur. Aslinda, birérnek biiyiime genellikle yalnizca etkili is-
tel biiyiime ya da bunun dengi olan ortalama iistel biiyiime
gosteren kaotik dizgeler arasinda ender gériiliir. Ortalama,
sonsuz sayida yinelenmenin sinirinda alinir. Bu biiyiimeyi
Slgmek igin kullandigimiz say1 Lyapunov katsayist olarak
adlandirihr. Eger biiyiime tamamen iistelse ve yalnizca
ortalama olarak iistel degilse, o zaman, biiyiimeyi 2 iistii
At olarak hesaplayabiliriz; burada t zaman, A ise Lyapunov
katsayisidir. Lyapunov katsayisi her bir yinelenme igin ikil
birimlere sahiptir ve pozitif bir katsayr da belirsizligimizin
her bir yinelenme sonrasinda ortalama olarak kag ikil ka-
dar biiyiidiigiinii gosterir. Bir dizgenin durum uzamindaki
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yonlerin sayisi kadar ¢ok Lyapunov katsayist vardir ve bu
da durumu olugturan bilegenlerin sayisiyla ayrudir. Kulla-
nim kolaylip1 agisindan azalan bir diizen i¢inde siralanirlar
ve ilk Lyapunov katsayis1 —en biiyiik olani— genellikle én-
ciil Lyapunov katsayisi olarak bilinir. Altmigli yillarda, Rus
matematikgi Osceledec ¢ok gesitli dizgeler igin Lyapunov
katsayilarinin var oldugunu gésterip birgok dizgede hemen
her baglangig durumunun ayni Lyapunov bilegenlerini pay-
lagtiklarini kanitladi. Lyapunov katsayilar1 bir dizgenin du-
rum uzam igindeki dogrusal olmayan yériingesi izlenerek
tanimlansa da, bu katsayilar yalnizca bu dogrusal olmayan
referans yoriingeye son derece yakin olan belirsizligin bii-
yiimesini yansitir ve belirsizligimiz sonsuz oldugu siirece
tahminlerimize bir zarar veremez.

Lyapunov katsayilarin1 hesaplamak sinirsiz siirelerin
ortalamasini almay1 gerektirdi ve, gok kiigiik diizeydeki
belirsizliklere déniik ilgiyi sinirlandirdigi igin, bu katsayi-
lart matematiksel kaosun teknik tanimina uyarlamak bir
dizgeyi kaotik olarak tanimlamaktan ibaret bir yiik dogur-
du. Buradaki avantaj, bu niteliklerin ta kendilerinin Lya-
punov katsayisini derinlerde yatan dinamik dizgenin sag-
lam bir yansimasi haline getirmesidir; durum uzamini alip
gerebilir, katlayabilir, biikebilir ve her tiirlii deformasyona
ugratabiliriz — Lyapunov katsayis1 degismez. Matematik-
giler bu tutarliliga biiyiik deger verirken Lyapunov katsa-
yilar1 da bir dizgenin duyarli bagimhliga sahip olup olma-
digin1 tanimlar. Eger 6nciil Lyapunov katsayisi pozitifse,
o zaman, kargimizda sonsuz belirsizliklerin ortalama iistel
biiyiimesi durmaktadir ve pozitif bir Lyapunov katsayisi da
kaos icin gerekli bir bilegen kabul edilir. Ancak, Lyapunov
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katsayilarina saglamliklarini kazandiran ézellikler ayni za-
manda onlar1 matematiksel dizgelerde hesaplanmas: zor,
fiziksel dinamik dizgelerde de hesaplanmast belki de ola-
naksiz hale getirir. Idealde bunun matematiksel denklem
ile fiziksel dizgeler arasindaki ayrimi net olarak yapmamaizt
saglamas gerekir.

Lyapunov katsayilarinin matematiksel agidan cez-
bedici saglamhig1 kargisinda bir alternatif bulunmasa da,
tahmin edilebilirligi 5l¢mek i¢in daha uygun nicelikler bu-
lunmaktadir. Bir trenin Oxford’dan Londra’ya gegen haf-
ta ortalama ne kadar siirede gittigini bilmenin, aym yol-
culugun bugiin ne kadar siirecegi konusunda, Oxford ile
Londra arasindaki mesafeyi Ingiltere’de sefer yapan biitiin
trenlerin ortalama siiratine bélmekten daha iyi bir fikir
verecegi diigiiniilebilir. Lyapunov katsayilar1 bize ortalama
siirati verirken ¢iftleme zamanlar bize ortalama siireleri
verir. Dogalan geregi, Lyapunov katsayilar1 herhangi bir
tahminden ¢ok uzaktir.

Sekil 8'de yer alan denklemlere bakin: bunlarin Lya-
punov katsayilarini ya da ¢iftleme zamanlarini nasil he-
saplariz? Referans alinan bir yériingenin yakininda devam
eden gerilmeyi (ya da daralmayi) hesaplamak istiyoruz,
ama eger denkleminiz dogrusal degilse gerilme miktar
referans alinan yériingeden ne kadar uzakta oldugumu-
za bagh olacakur. Belirsizligin yoriingeye son derece ya-
kin durmasini sart kogmak bu potansiyel zorlugu agar.
Bir boyutlu dizgeler i¢in artik her bir noktada denklemin
egimine bakabiliriz. Belirsizligin zamana bagl olarak na-
sil biiytidiigiiyle ilgilenmekteyiz. Biiylimeleri birlegtirmek
icin tek tek biiyimeleri bir araya toplamaliyiz. Eger kredi
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kartt harcamam bir giinde iki kat ve iki giinde de ii¢ kat
artarsa, toplam artig baglangictakinin alt1 katdir, beg de-
gil. Bu da demektir ki, yineleme bagina ortalama biiyimeyi
hesaplamak igin bir geometrik ortalama almaliyiz. Diyelim
ki, belirsizlik ilk yinelemede ii¢ carpan degerinde artti, ar-
dindan iki, sonra dért, sonra iigte bir, en sonda da dort:
toplam olarak beg yinelenmede 32 ¢arpan degerdedir; su
halde, ortalama olarak artig her bir yinelenme igin 2 gar-
pandir, zira 32’nin kok besi ikidir, yani: 2 x 2 x2x2x 2
= 32. Biz aritmetik ortalamayla ilgilenmiyoruz: 32 bolii 5,
6.4 eder ve bizim belirsizligimiz asla herhangi bir giinde bu
kadar fazla biiyiimedi. Ayrica, ortalama artig giinde ¢ar-
pan 2 degerindeyse, gergek garpanlar 3, 2, 4, 1/3 ve 4'tii:
biiyiime birdrnek degildi ve bir giinde belirsizlik aslinda
daraldi. Kaotik bir dizge igindeki tahminlerimizin dogru-
lugu iizerine bahse girsek ve farkli giinlerde bahse farkli
miktarlar koysak, o zaman, gelecekten ¢ok daha emin ol-
dugumuz zamanlar olabilir. Bir diger mit de sizlere émiir:
kaos, tahminin faydasiz oldugu anlamina gelmez. Aslinda,
eger kaosu tahmin etmenin birdrnek diizlemde faydasiz ol-
duguna inanan birine kargt bahse girsek, bu kigiye dersini
verebilecek durumda olurduk.

Kaosun en basit (ve en bilinen) 6érneklerinden bazila-
rinin sabit egimlere sahip olmasi kaosun birérnek bigimde
tahmin edilemez oldugu yollu agir1 genellemeye yol agt1.
Sekil 8'deki alti1 kaotik dizgeye baktigimizda, bunlardan
dérdiinde (Kaydirma Denklemi, Cadir Denklemi, Ceyrek-
leme Denklemi, Uglii Cadir Denklemi) egimin biiyiiklii-
giiniin daima aym oldugunu gériiriiz. Ote yandan, Lojistik
Denklem'de ve Moran-Ricker Denklemi'nde egim X'in
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farkli degerleri igin degiskenlik gésterir. Birden daha kii-
¢lik mutlak deger tagtyan bir egim daralan bir belirsizlik
gosterdigi igin, Lojistik Denklem X'in degerlerinin sifira
yakin ya da bire yakin oldugu durumlarda giigli ve bii-
yiiyen bir belirsizlik gosterir; X'in degerlerinin bir bugu-
ga yakin oldugu durumlarda da belirsizlikte daralma olur.
Benzer bigimde, Moran-Ricker Denklemi de egimin boyu-
tunun biiyiik oldugu sifira yakin ve bire yakin degerlerde
belirsizlikte biiyiime gosterirken egimin sifira yakin oldugu
X'in orta ve yiiksek degerlerinde daralmaktadir.

Sonsuz gelecege uzanan bir ortalamayi nasil belirleyebi-
liriz? Bir¢cok matematiksel giigliik gibi, bunu ¢6zmenin en
kolay yolu hile yapmaktir. Kaydirma Denklemi ile Cadir
Denklemi’nin dogrusal dinamikte ¢ok popiiler olmasinin
bir nedeni, yériingeler kaotik iken belirsizligin biiytikligii-
niin her bir durumda ayn1 olmasidir. Kaydirma Denklemi
agisindan, her bir sonsuz belirsizlik her bir yinelemede iki
garpan giiciinde artar. Bu nedenle de zaman sonsuza uza-
nirken ortalama almak gibi apagik zor bir gérev de gerek-
siz hale gelir: eger belirsizlik her bir yinelenmede ¢arpan 2
giiciinde artiyorsa, 0 zaman, ortalama ¢arpan 2 degerinde
biiyimektedir ve Kaydirma Denklemi de her bir yinele-
me igin bir ikillik Lyapunov katsayisina sahiptir. Cadir
Denklemi’nin Lyapunov katsayisini hesaplamak da bu ka-
dar kolaydir: “gadir”in hangi yarisinda oldugumuza bagl
olarak, biiyiime ya ¢arpan iki ya da carpan eksi ikidir. Eksi
igsareti biiyiikliigiin boyutunu etkilemez: yalnizca yoneli-
min soldan saga gegtigini gésterir ve bunu rahatlikla yok
sayabiliriz. Yine, her bir yinelenme igin bir ikil vardir. Ayn1
hile Uglii Cadir Denklemi igin de ige yarar ama onun egi-
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mi daha biiyiiktiir —iig— ve her bir yinelenme icin de Lya-
punov katsayisi -1.58 ikildir [tam deger log,(3)]. Neden
yalnizca “bilyiitiicii unsurlar”dan (Lyapunov sayilarindan)
s6z etmek dururken siirekli logaritmalardan bahsediyoruz?
Ve neden baz 2 logaritmalardan s6z ediyoruz? Bu kisisel
bir tercih ve genellikle de ikili aritmetikle baglantisi, bil-
gisayarlarda kullanimi, “her bir yineleme bagina 0.693147
nat” demek yerine “her bir yineleme bagina bir ikil” deme-
nin daha giivenli olmast ve ikiyle garpmanin insanlar igin
nispeten kolay olmasindan 6tiirii bu boyle.

Tam Lojistik Denklem grafigi bir parabol ortaya koyar;
bu nedenle de farkh agamalarda biiyiime degismektedir ve
bir sabitin ortalamasini alma hilemiz iglemez gibi goriiniir.
Sonsuz gelecege sinirt nasil ekleyebiliriz? Fizik¢imiz he-
men bir bilgisayar1 tam gaz gahgtirip birgok farkli durum
icin sonlu-zaman Lyapunov katsayilarin1 hesaplayacaktir.
Ozellikle de X'in farkli degerleri igin iki yinelemedeki ge-
ometrik ortalama biiylimeyi hesaplayacaktir; sonra iig yi-
nelemeye denk diigen dagilimi, sonra dért yinelemeye...
Ve bu béyle siiriip gider. Eger bu dagilim tek bir degere
dogru yakinsarsa, bunu Lyapunov katsayisinin bir tahmini
olarak kabul etmeyi isteyebilir — bilgisayar artik giivenil-
mez olacak kadar uzun siire galigtinlmadiysa tabii. Ortaya
¢ikan sonug, bu dagilimin Biiyiik Sayilar Yasasi'nin 6ngor-
diigiinden daha hizhi yakinsama goéstermesidir. Fizikgimiz
bu tahmini degerden memnundur — o da her bir yineleme
icin yaklagik bir ikildir.

Matematikgimiz, elbette, boyle bir digdeger hesabina
(extrapolation) girismeyi hayal bile edemez. O, her biri
kesin olmaktan uzak sonlu sayida sayisal hesaplamay-
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la sonsuz gelecege uzanan kesin bir hesaplama arasinda
bir benzerlik gérmez. Onun bakig agisina goére, a’'nin pek
cok degerinde Lyapunov katsayisinin degeri bilinmez ol-
mayu siirdiiriir — bugiin bile. Ama Tam Lojistik Denklem
Ozeldir ve matematikgilerin ikinci hilesini ortaya koyar:
Tam Lojistik Denklemi tanimlayan kuralda X yerine sin
0 yerlestirip trigonometriden bazi 6zdeglikleri kullanarak,
matematikgi, Tam Lojistik Denklem’in aslinda Kaydirma
Denklemi oldugunu gésterebilir. Lyapunov katsayilar1 bu
tiirden matematiksel el ¢abukluklarinda degismedigi igin
Lyapunov katsayisimin gergekten de her miinferit yine-
leme igin tek bir ikil oldugunu kanitlayip Biiyiik Sayilar
Yasast'ni1 ihlal etmeyi bir dipnotla agiklayabilir.

Daha biiytk boyutlu Lyapunov
katsayilari

Model durum birden fazla bilegene sahipse, bilegen-
lerinden birindeki belirsizlik diger bilesenlerdeki gelecek
belirsizlige katki saglayabilir. Bu da yepyeni bir bizi ma-
tematik meseleyi giindeme getirir, zira varliklan bir ara-
ya topladiginiz diizen énem kazanir. Biz 6ncelikle farkl
bilesenlerdeki belirsizligin katigmadigi 6rnekleri dikkate
alarak bu karmagikhiklardan uzak duracagiz, ama bunlarin
¢ok 6zel durumlar olduklarini unutmamaya da 6zen gos-
termeliyiz!

Finnci Denklemi'nin, Sekil 21’de gosterildigi gibi, x ve
y biciminde iki bilegeni vardir. Iki boyutlu bir kareyi tami
tamina gu kuralla kendi iizerine doniigtiiriir:
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Eger x bir buguktan azsa:

x'i 2'yle garparak x'in yeni degeri olarak al ve y'yi
2'ye bolerek y'nin yeni degeri olarak al.

Aksi halde:

x'i 2'yle garp ve bir gikararak x'in yeni degeri olarak
al; y'yi ikiye bol ve bir buguk ekleyerek yeni y olarak al.

Firinct Denklemi'nde durumumuzun yatay (x) bilege-
nindeki her tiirlii belirsizlik her bir yinelemede katlana-
cakur; dikey (y) bilegenindekiler ise yariya boliinecektir.

Firinc1 Denklemi Finincinin Ciragi Denklemi

21. Fininc1 Denklemi’nde (solda) ve Firincinin Ciragi Denklemi’nde
(sagda) kare igindeki noktalarin nasil ileri dogru geniglediklerini
gosteren bir gizim.
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Bu her bir asamada gegerli olduguna gére, ortalama olarak
da gegerlidir. Ortalama belirsizlik giftleme zaman bir yi-
nelemedir ve Firincit Denklemi de her bir yineleme igin
bir ikile esit bir Lyapunov katsayisina sahiptir ve her bir
yineleme igin eksi bire denk diigen bir katsayiya.

Pozitif Lyapunov katsayisi biiyiiyen belirsizlige denk
diiserken olumsuz olani daralan belirsizlige denk diiger.
Her bir durum igin, bu bilesenlerden her biri ile baglantili
bir yon bulunmaktadir; bu ¢ok 6zel durumda bu yénler
biitiin durumlar icin ayn1 ve boylece x igindeki belirsiz-
likleri asla y igindeki belirsizlikle karigtirmazlar. Firinci
Denklemi’nin kendisi bir bilegendeki belirsizligin bir diger
bilesendeki belirsizlige katki saglamasindan kaynaklanan
zorluklardan kaginmak igin ustalikla tasarlandi. Hemen
her iki boyutlu denklemde, elbette, bu tiir belirsizlikler isin
icine karigmakta ve bu nedenle de biz genellikle higbir po-
zitif Lyapunov katsayis1 hesaplayamayiz!

Denklemin birkag tekrarinda, fare gekilli toplulugun
gelisimini gosteren Sekil 22'deki sol panellere baktigimiz
zaman, insanlarin neden kaosu tahmin etmenin yararsiz
oldugunu diisiindiiklerini gorebiliriz. Ama bu denklemin
6zel bir durum oldugunu unutmayin: varsayimsal firtncimiz
hamur yogurma konusunda ¢ok becerikli ve hamuru yatay
diizlemde iki ¢arpan degerinde egit yayabilmekte; boylece,
hamur yeniden birim kareye ddnmeden 6nce yatay diiz-
lemde iki ¢arpan degerinde daraliyor. Firinci Denklemi'ni
Firtncinin Ciragi Denklemi’ndeki gesitli iiyelerle kargilag-
tirmak yararhidir. Varsayimsal giraklarimiz gok daha az
birérnek ve hamurun kiigiik bir pargasini karenin sag ta-
rafina biraz daha fazla germekteler; bu arada, Sekil 21'de
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22. Baglangigtaki durumlarin fare andirimh toplulugu (iistte) ve bu
toplulugun hem Firinci Denklemi (sol) hem de dérdiincii Firinci-
nin Giragt Denklemi (sag) altindaki geligimini kogut olarak gésteren
dort gergeve.
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goriildigi gibi, hamurun ¢ogunu sola yayiyorlar. Neyse ki,
cirak ailesinin biitiin iiyeleri bir bilegendeki belirsizligi bir
digerindekiyle karigtirmayacak kadar becerikli ve bu saye-
de ¢iftleme zamanlarini ve {iyelerin Lyapunov katsayilarini
hesaplayabiliyoruz.

Her bir Cirak Denklemi’'nin Firinct Denklemi’nden
daha biiyiik bir 6nciil Lyapunov katsayist var. Bu ne-
denle, eger kaos dlgiitiimiiz olarak 6nciil Lyapunov kat-
sayisint benimsersek, Cirak denklemlerinin her biri Fi-
rinct Denklemi'nden “daha kaotik”tir. Bu sonug Firinct
Denklemi’'nin ve ayrica dért numarah Cirak'in nokta kii-
melerinin geligimini yan yana gésteren Sekil 22’ye bakildi-
ginda biraz tedirginlik yaratabilir.

Bir Cirak Denklemi’nin ortalama ciftleme zamani Fi-
rinct Denklemi'ninkinden ¢ok daha biiyiik olabilir; oysa,
Cirak Denklemi'nin Lyapunov katsayist da Firinct Denk-
lemi'ninkinden daha biiyiiktiir. Bu, eksiksiz bir Cirak
Denklemi ailesi igin gegerlidir ve ortalama ¢iftleme za-
mani akliniza gelebilecek her tiirlii sayidan daha genig bir

Girak Denklemi bulabiliriz.

Daralan belirsizlikleri olan pozitif
Lyapunov katsayilari

Belirsizlik diigiinebildigimiz en kiigiik sayidan daha
kiigiik oldugu siirece tahminlerimize herhangi bir gercek
sinirlama getirmez ve bu belirsizlik Slgiilebilir diizeyde
biiytidiigii anda da gelisiminin higbir bigimde Lyapunov
katsayilan tarafindan yansitilmasi gerekmez. Sonsuz ha-
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liyle bile Firinct Cirapr denklemleri Lyapunov katsayilari-
nin tahmin edilebilirligin yaniltici gostergeleri oldugunu
gosterir, zira belirsizligin bilyiime miktar1 dizgenin iginde
bulundugu durumla degiskenlik gésterebilir. Ve daha da
iyisi: Lorenz 1963 klasik dizgesinde, biitiin belirsizliklerin
bir siireligine azaldigi durum uzamu bélgeleri oldugunu ka-
nitlayabiliriz. Bir tahmin konusunda ne zaman bahse giri-
lecegi secenegi sunulsa, boyle bir bdlgeye girerken bahse
tutusmak kazanma sansinizi artiracaktir. Kaotik dizgeleri
tahmin etmek yararsiz olmaktan ¢ok uzaktir; yararsiz ol-
duguna safca inanan birine karg1 bahse girmek karl bile
olabilir.

Lyapunov katsayilar1 hakkindaki bu tartigmayi bir uya-
riyla bitiriyoruz. Belirsizligin biiyiime ya da daralma géster-
medigi bir yon sifir degerli bir Lyapunov katsayist anlami-
na gelirse de bunun tersi dogru degildir: sifir degerli bir
Lyapunov katsayist higbir bilylimenin olmadig1 bir yén
anlamina gelmez! Fibonacci'nin tavganlarina eglik eden
tistel tartigmasini animsayin: zamanin karesi kadar hizl
bir biiyiime bile iistel artigtan daha yavagtir ve sifir Lya-
punov katsayist ile sonuglanacaktir. Matematikgilerin
sinirlar1 sonsuz gelecege kadar uzatma konusunda agiri
titiz olmalarinin bir nedeni bu: eger uzun ama sinirh bir
siireyi diigiiniirsek, her tiirlii bityiime pozitif bir Lyapunov
katsayis1 gosterecektir — iistel, dogrusal ya da hatta dog-
rusaldan daha yavag bir biiyiime herhangi bir sinirli peri-
yotta birden biiyiik bir biiylime verecektir ve birden bii-
yiik herhangi bir sayinin algoritmasi da pozitif olacaktur.
Kaos istatistiklerini hesaplamanin kolay olmadig1 ortaya
cikacakutir.

144



ilintili belirsizliklerin dinamigini
anlamak

Yukanida dile getirdigimiz gibi, sonsuz haldeki bir be-
lirsizlik tahmin agisindan bize fazla zorluk ¢ikarmaz; 6l-
giilebilir hale geldigi anda tam boyutunun ayrintlan ve
durumun durum uzaminin neresinde oldugu belirgin
hale gelir. Bugiine kadar matematikgiler ger¢ek diinyada
tahmin yiiriitmeyle yakindan ilgili bu kiigiik ama dikkat
cekici belirsizlikleri izlemek igin zarif bir yontem bula-
madi. Yapabilecegimizin en iyisi, kiime olarak adlandiri-
lan baglangig durumlarina bir 6rnek almak, bu toplulugu
hem modelimizin dinamigiyle hem de gdzlemlerimizdeki
giiriiltiiyle tutarli hale getirmek, ardindan da toplulugun
gelecekte nasil dagildigini gérmektir. 21. yiizyil seytanimiz
icin bu yeterlidir: kusursuz dizge ve giiriiltii modeli, dnceki
durumlara iliskin giiriltii yiikli gézlemlerin uzak gegmise
ulagmast ve sonsuz bilgisayar giicii hesaba katildiginda, bu
toplam, vuku bulacak olaylara dair olasiligi dogru bir bi-
¢imde yansitacaktir. Eger iiyelerinin dortte biri yarin yaga-
cak yagmurdan soz ediyorsa, eldeki mevcut giiriiltii yiiklii
gozlemler disiiniildigiinde, gergekten de yarin yiizde 25
yagmur olasihgi vardir. Giiriiltiiyi azaltmak onun neler
olacagini belirleme yetisini artirir. Kaos onun igin gergek
bir engel olusturmaz. O su andan emin degildir ama bu be-
lirsizligi dogru bir bigimde gelecege déniistiirebilir: insan
bagka ne ister? Ama bizin modellerimiz kusursuz degil ve
hesaplama kaynaklarimiz da sinurli: IX. Béliim'de 21. yiiz-
yil seytanimizin hesaplayabildigi belirsizligi irdelemekteki
yetersizligimize sirk kosacapiz.
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Dogrusal olmayan dagarcik yalnizca kaostan ¢ok daha
fazlasini igerir. Belirsizlik ne kadar kiigilikse davraniginin
da o kadar uysal olmasi her zaman gerekmez. Kaostan be-
terleri de var: belirsizlik ne kadar kiigiikse o kadar hizh bii-
yiir ve yalnizca sinirh bir zaman diliminin ardindan sonsuz
olgiide kiigiik belirsizliklerin tam bir patlamasina yol agar.
Bu da goriindiigii kadar tuhaf degildir: sivi dinamiginin
temel denklemlerinin bu kaostan beter bir davranig géste-
rip gostermedigi yanitlanmamig bir soru olarak duruyor —
matematigin bir milyon dolar &diil iligtirilmig sorularindan
biri!
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VII. Bolim

GERCEK SAYILAR, GERCEK GOZLEMLER,
BILGISAYARLAR

Matematikgi biiyiik bir titizlikle irrasyonel sayila-

n tanimlar. Fizik¢i boyle sayilarla asla karsilagmaz. (...)

Matematikgi belirsizlige omuz silker ve deneysel hatalar1
gormezden gelmeye caligir.

Léon Brillouin (1964)

Bu boliimde, matematiksel modellerimizdeki sayilar,
diinyevi olgiimlerden s6z ederkenki sayilar ve dijital bir
bilgisayarin iginde kullanilan sayilar arasindaki iligkiyi
inceliyoruz. Kaos caligmalari bu tig tiir sayiy1 birbirinden
ayirt etmenin dneminin agtkliga kavugmasina yardim etti.
Farkli tiirden sayilarla ne demek istiyoruz?

Tamsayilar biitiindiir; “bahgemdeki tavsanlarin sayisi”
gibi seylerin Sl¢limii dogal olarak birer tamsay1 verir ve bil-
gisayarlar da ¢ok fazla biiylimedikleri siirece tamsayilarla
kusursuz matematiksel iglemler gerceklestirebilir. Peki ya
“bu masanin uzunlugu” ya da “Heathrow Havaalani’ndaki
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hava sicaklig1” gibi seylere ne demeli? Bunlarin tamsayi
olmasinin gart olmadigr goriilebilir; bunlarin gergek sayi-
lar —ondalik belirten noktanin saginda sonsuz uzunlukta
bir haneye ya da, bagka bir deyisle, sagda ikillere sahip
olabilen sayilar— tarafindan temsil edildigini diigiinmemiz
dogaldir. Bu gergek sayilarin gergek diinyada var olup ol-
madiklan tartigmast eski ¢aglara kadar uzanir. Agik olan
bir ey varsa, o da “veri alma” isleminde yalnizca tamsay1 de-
gerleri “saklama” egiliminde oldugumuzdur. Eger “bu masa-
nin uzunlugu”nu élger ve sonucu 1.370 olarak yazarsak, bu
olgiim ilk bakista bir tamsayi olarak gériinmez, ama biz onu
1000 ile garparak bir tamsayiya déniigtiirebiliriz; ne zaman
ki uzunluk ya da 1s1 gibi bir niceligi ancak sinirli bir agiklikla
—ki uygulamada bu hep boyledir- &lgebiliriz, o zaman, 6l-
¢limiimiiz bir tamsay1 kullanilarak temsil edilebilir. Ayrica,
aslinda, giiniimiizde 6lgiimlerimiz hemen her zaman bu bi-
cimde kaydedilmektedir, giinkii bu &lgiimleri dijital bilgisa-
yarlar kullanarak kaydetme ve degerlendirme egilimindeyiz;
bilgisayarlar da her zaman sayilar tamsay1 olarak depolar.
Bu da bizim fiziksel uzunluk kavramimiz ile uzunluk &lgiim-
lerimiz arasinda bir baglantisizlik oldugunu akla getirir;
gergek sayilan dikkate alan matematiksel modellerimiz ile
bunlarin yalnizca tamsayilara izin veren bilgisayar cikiglt
kargiliklar1 arasinda benzer bir kopukluk vardir.

Elbette, gergek bir fizik¢i masanin uzunlugunun 1.370
oldugunu asla sdylemez; giiriiltii nedeniyle olugan belir-
sizligi tanimlamak amaciyla uzunlugun 1.370 = 0.005 ol-
duguna benzer bir sey séyler. Bu modelde 6n plana ¢ikan
unsur giriiltidiir. Kugkusuz, en ¢ok bilinen giiriiltii mo-
deli gan sekilli egrinin raslanusal sayilaridir. Insan okulda
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fen derslerinden gegebilmek igin “+ 0.005” gibi seyleri igin
icine katmay1 &greniveriyor; bu genellikle bir bag agrisi gibi
goriilse de gergekte ne anlama gelmektedir? Olgiimlerimi-
zin Slgtiigi sey nedir? Masanin Gergek uzunluguna ya da
havaalanindaki Gergek sicakliga denk diigen kesin bir say1
var da biz onu kaydettigimizde giiriiltii tarafindan bozulup
budanmakta m1? Yoksa bu say1 yalnizca kurmaca m1 ve
kesin bir say1 olmasi gerektigi inanci yalnizca bilimimizin
bir uydurmasi m? Kaos galigmalari boylesi Gergek deger-
lerin var olup olamayacagini anlamamiz igin yeni yollar
onererek kuramlarimizi degerlendirmede belirsizlik ile gii-
riiltiiniin roliinii agikliga kavugturdu. Simdilik Gergegin
oralarda bir yerlerde bulundugunu ve bizim onu agik¢a
goremedigimizi varsayacagiz.

Hicbir seyin 6nemi yok

Su halde, tam olarak, gézlem nedir? [k zaman serimizi
animsayin — Fibonacci’nin kurgusal bahgesinde tavganla-
rin beher aylik sayisindan olugmaktaydi. O durumda tav-
sanlarin bahgedeki toplam sayisini biliyorduk. Ama niifus
dinamigi alanindaki pek ¢ok ¢aligmada bu tiirden eksiksiz
bilgiye sahip degiliz. Ornegin, Finlandiya’daki tarla farele-
rinin sayisin1 inceledigimizi diigtiniin. Tuzaklar yerlestirir,
bunlari her giin kontrol eder, yakalananlar saliverir ve ya-
kalanan tarla farelerinin giinliik zaman serisinin kaydini
tutariz. Bu say, bir gekilde, Finlandiya’da kilometrekare
bagina diisen tarla faresi sayisiyla baglantilidir, ama ne
kadar kesindir? Diyelim ki, bugiin tuzagimizdaki tarla fa-
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resi sayst sifir. Bu “sifir” ne anlam tagir? Bu ormanda hig
tarla faresi olmadigi anlamma mu gelir? Iskandinavya’da
hig tarla faresi olmadigi anlamina mu gelir? Tarla farele-
rinin neslinin titkendigi anlamin1 m1 tagir? Tuzagimizdaki
sifir bunlardan herhangi birini karsiladig1 gibi higbirini de
kargilamiyor olabilir ve bu da 6l¢iimlerimizi modellerimiz-
le iligkilendirirken baga ¢ikmamiz gereken iki tiir belirsiz-
ligi 6rnekler. Bunlardan biri, basit gozlemsel giiriiltiidiir:
bunun bir drnegi tuzaktaki tarla farelerinin sayisini yanhs
hesaplamak ya da tuzagi dolu bulmak olabilir — bu da eger
daha hacimli bir tuzak kullanilmis olsaydi o giin daha fazla
tarla faresinin sayilabilecegi olasihigina agik kapi birakar.
Ikincisi, temsil hatast (representation error) adini alir: mo-
dellerimiz kilometrekaredeki niifus yogunlugunu dikkate
almakta ama biz bir tuzaktaki tarla farelerinin sayisin1 6l-
giiyoruz; bu nedenle, élgiimlerimiz modellerimizin kullan-
dip1degiskeni temsil etmez. Bu, modelin mi yoksa dl¢iim-
lerin bir eksikligi mi?

Eger modelimize yanhg say1 girersek, yanhg sayr gik-
masini bekleyebiliriz: ¢6p giren ¢dp ¢ikar. Ama, goériiniige
bakilirsa, modellerimiz tek bir tiir say1 talep ederken bi-
zim gozlemlerimiz bir bagka tiir sayinin giiriltii yikli bir
versiyonunu sunuyor. Hedef depiskenlerimizin —sicak-
lik, basing, nem— gergek sayilar oldugu diigiiniilen hava
tahmininde gézlemlerimizin gergek degerleri tam olarak
yansitmasini bekleyemeyiz. Bu da demektir ki, gézlemleri-
mizin ve model durumlarimizin agag1 yukari ayni ey oldu-
gunu kabul ederek modelimizin gelecekteki bir durumuyla
buna denk diisen hedef gézlem arasindaki mesafeyi 6lg-
meye ¢aligmak yerine, gdzlemlerimizle tutarl dinamiklere
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sahip modeller arayabiliriz. Dogrusal dizgeleri tahmin et-
menin hedefi, bu mesafeyi en aza indirgemektir; yani tah-
min hatasint. Dogrusal olmayan dizgeleri tahmin ederken
bu nicelikle baglantili seyleri —g6zlemlerdeki belirsizlikler,
Slgtimdeki kesiklikler bunlara dahildir— ve matematiksel
modellerimiz arasindaki farki, onlar igin olugturdugumuz
bilgisayar simiilasyonlarin1 ve gergekte bu verileri yaratan
her ne ise onlar1 birbirinden ayirmak énemlidir. Once, di-
namikleri bir bilgisayara girmeye ¢alistigimizda neler oldu-
gunu inceleyecegiz.

Bilgisayarlar ve kaos

Animsarsaniz, matematiksel kaos igin ihtiya¢ duydu-
gumuz {i¢ sey determinizm, duyarli bagimhlik ve yinele-
meydi. Bilgisayar modelleri agin derecede deterministtir.
Duyarli bagimlilik sonsuz 6lgiide kiigiik 6gelerin dinamik-
lerini yansitir ama herhangi bir dijital bilgisayarda iki sa-
yinin birbirini yakinsamasinin bir sinin1 vardir; bu sinirin
otesinde bilgisayarlar higbir fark géremez ve sayilari san-
ki ayn1 sayitymis gibi ele alir. Sonsuz 6lgiide kiigiik 6geler
yoksa matematiksel kaos da yoktur. Bilgisayarlarin kaosu
gosterememesinin ikinci bir nedeni, dijital bir bilgisayarin
yalnizca sinirli miktarda bellege sahip olmasi gergeginden
kaynaklanur: her bir bilgisayarda sinirh sayida ikil bulundu-
gu igin farkli igsel durumlarin sayisi da sinirhidir; sonunda
bilgisayar zaten agtip1 bir duruma dénmek zorundadir. Bu
noktadan sonra, determinist oldugu igin, bilgisayar daire-
ler gizerek ¢alisacak, énceki davranugini tekrar edeceketir.
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Bu kaderden kaginilmaz — eger ki bir insan ya da bagka bir
harici gii¢ dijital bilgisayarin igsel dinamigine miidahale
etmezse. Basit bir iskambil hilesi bu hususu giizel bir bi-
cimde ornekler.

Bu durum Lojistik Denklem’in bilgisayar simiilasyon-
lar1 igin ne anlam tagir? Denklemin matematiksel versiyo-
nunda sifir ile bir arasindaki hemen her X’in yinelenme-
sinden alinan zaman serileri asla X'in ayn1 degerini iki kez
icermez — ne kadar ¢ok sayida yinelenmeyi dikkate alirsak
alalim. Yinelenme sayisi arttik¢a o zamana kadar gézlenen
en kiiciik X degeri sifira asla ulasmadan sifira gitgide yak-
lagir. Lojistik Denklem'in bilgisayar denkleminde sifir ile
bir arasindaki X icin yalnizca yaklagik 2%° (yaklagik bir mil-
yon kere milyon kere milyon) farkli deger bulunmaktadir
ve bu nedenle de bilgisayardaki zaman serisi en sonunda
birbirinin tamamen ayni olan iki X degerini icerecek ve
sonsuz bir déngiiye takilip kalacaktir. Bu gergeklestikten
sonra X'in en kiigiik degeri asla yeniden azalmayacak ve bu
déngii esnasinda yapilacak her tiirlii hesaplama —bu ister
X'in ortalama degeri, ister denklemin Lyapunov katsayist
olsun— matematiksel denklemin degil, bu déngiiniin nite-
liklerini yansitacaktr. Bilgisayar yoriingesi, matematiksel
dizge bagka ne yapabilecek olursa olsun, dijital anlamda pe-
riyodik hale gelmistir. Ve bu biitiin dijital bilgisayarlar icin
gegerlidir. Bilgisayarlar kaos yaratamaz.

Dijital anlamda periyodik déngiiniin sayist birden faz-
la olabilir: bir deste iskambil kAgidini karigtirip bazilarini
biiyiik bir daire olugturacak bigimde yerlestirin — ilk kart
dagitilan en son kartin ardindan gelecek bigimde. Her bir
kartin hangi déngiide sona gelecegini belirlemek tiim dén-
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giilerin listesini verir. Hangisi daha biiyiiktiir? Déngiilerde
deveran eden kartlarin sayist m1 yoksa gecis konumunda
olanlarinki mi? Kartlar1 yeniden karigtirip deneyi yinele-
yin ve dagitilan kart sayisina gére déngii sayisinin ve dén-
giilerin uzunlugunun degistigini goriin. Aym sekilde, bir
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23. “Bilgisayarlar kaos yaratamaz” adli kart oyununu iiretmenin iki
yolu; eger iskambil destesi yeterince biiyiikse, dyle bir zaman gelir
ki, herkes —iist paneldeki gibi bir hat halinde siralandiklarinda bile—
kendisini aym kart tizerinde bulur.
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Kart hileleri ve bilgisayar programlari

Bir arkadaginizdan, diyelim ki, 1 ile 8 arasinda bir
sayl segmesini —ve segtigi sayty1 sdylememesini— iste-
yin; ardindan bir deste kagidi Sekil 23’te gosterildigi
bicimde dagitin. Uzerinde yiiz olan kartlari on, ast da
bir kabul ederek, arkadaginizdan tuttugu say1 kadar
saylp kargisina ¢ikan kagidi yeni say1 olarak almasini
isteyin. Eger tuttugu say1 bir ise maga altilisinda kalir

ve bu yeni sayiyla da alt1 kart ilerleyince sinek dort-
 liisiine eger ilk tuttugu say1 iigse karo tgliisii-
ne gider, ardindan kupa asina, vb. Sekil 23t kendi
baginiza deneyin ve kupa valesine geldiginizde durun.
Kupa valesine geleceginizi nasil bildim? Bilgisayarlarin
kaos yaratamamalari ile ayni nedenden &tiirti. Herkes
kupa valesine gelir.

Bunun bilgisayarlarla ne ilgisi var? Dijital bir bil-
gisayar sonlu bir durum makinesidir: icinde mevcut
durumunu tanimlayan sinirli sayida ikil bulunur. Ma-
kinenin mevcut durumuna kodlanmig halde de hangi
durumun bir sonraki olacagini belirleyen kural yer alir.
Iskambil oyununda her bir konumda on olas deger
bulunmaktaydi. Eger iki farkli kart tizerindeki oyun-
cular ileri dogru hareketlerinde ayn1 kartta bulusur-
sa, o noktadan sonra kartlar1 birbirinin aynidir; tam
anlamiyla dikkat kesilmezseniz, bir bilgisayardaki bir-
birine yakin durumlar da ayn1 bigimde tek durumda
birlegecektir. Modern bir bilgisayarin ¢ok daha fazla
secenegi olabilir, ama bunlar da sonlu sayidadir ve
eninde sonunda bilgisayar daha 6nce agtig1 bir kon-
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figiirasyon (bir i¢sel durum) ile kargilagir; bu nokta-
dan sonra da sonsuza kadar ayn1déngii iginde déniip
durur. Kart hilesi de buna benzer bigimde igler: her-
kes kendi tuttugu sayiyla baglar, sayisin1 yenileyerek
ilerler. Ama bu yollardan ikisi ayni kart iizerinde bir-
lestigi anda, artik sonsuza kadar tek bir yol kalir. Ma-
sadaki kartlar s6z konusuysa, herkes kupa valesine
gelecektir; hig kimse —eger baglangi¢ noktalar1 degil-
se— maga asina varmayacaktir. Bunu gérmek icin her
bir degerle baglamay1 deneyin. Bir sayisin1 segerseniz
sirastyla alti, dort, vale; segerseniz beg, dort, vale;
{igli segerseniz tig, as, dort, vale. Dérdii segerseniz iki,
as, dort, vale; besi segerseniz alty, vale; altiy1 segerseniz
as, dort, vale; yediyi segerseniz dort, vale; sekizi seger-
seniz as, iki, vale. Biitiin degerler valeye ¢ikar. Kartlar1
bir daire bigiminde yerlestirirseniz her bir baglangig
noktasinin periyodik bir déngiiye ¢ikacagi sonlu bir
durum makinemiz var demektir — ama birden fazla
déngii olabilir.

Kartlar bir ekrana yansitarak bu gosteriyi ¢ok sa-
yida izleyiciyle gergeklestirebilirsiniz. Kendiniz bir say1
segin, herkesin ayni noktada bulugtuguna inanana ka-
dar kartlar1 dagitin, ardindan da kupa valesine gelen-
lerin kaldirmalarini isteyin. Herkes aymi kart-
ta oldugunun farkina varinca yiizlerinde gsahane bir
saskinlik ifadesi belirir. Eger destedeki kartlar1 daha

kiigiik sayilarla ssnirlandirirsaniz, herkesin ayninokta-
ya gelmesi daha ¢abuk miimkiin olur. Desteyi herkes
daha gabuk ayni noktaya gelsin diye diizenleyecekse-
niz, kartlar1 han i siralamada erle tirirsiniz?
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bilgisayarin X'in her bir degeri i¢in kullandig: ikillerinin
sayisint yapay olarak degistirmek onu denklemin dijital
anlamda incecik yapisini incelemek igin —kutularin tek
tek sayilamayacak kadar ¢ok olduklari ortamda uzunluk
olgtimlerini incelemek igin bilgisayar dinamigini kulla-
nan— matematiksel bir mikroskoba déniistiiriir.

Gergekligin golgeleri

Gergeklik, ona inanmay1 biraktiginizda gekip gitme-
yen seydir.
P. K. Dick

Felsefecimizle fizikgimiz bu sonuglari rahatsiz edici bul-
maktadir. Eger bilgisayarlarimiz matematiksel modelleri-
mizi yansitamiyorsa, matematiksel modellerimizin gergek-
ligi yansittigina nasil hitkmederiz? Eger bilgisayarlarimiz
Lojistik Denklem gibi basit bir matematiksel dizgeyi ger-
geklegtiremiyorsa, ¢ok daha karmagik hava ve iklim mo-
dellerimizin ardindaki kurami nasil degerlendirebiliriz? Ya
da matematiksel modelleri gergeklikle nasil kargilasgtiririz?
Model yetersizligi konusu, baglangig sarti baglamindaki
belirsizlikten daha derindir.

Model yetersizligini sitnamanin bir yolu, zaten sahip
oldugumuz gézlemleri alip modelimizin bu gézlemlere ya-
kin bir zaman serisi {iretip iiretemeyecegini sorgulamaktir.
Eger model kusursuzsa, ele alacagimiz gézlemlerin herhan-
gi bir 6zelligini golgeleyen en az bir baglangig durumu ola-
caktir — burada gélgeleme (shadowing) ile modelin zaman
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serisi ve gézlenen zaman serisi arasindaki fark (lar)in giiriil-
tii modelimizle tutarli olmasi kastedilmekte. Bu da giiriilti
modelimize gegmiste sahip oldugundan ¢ok daha yiiksek
bir statii kazandirir. Modelimiz kusursuz olmadiginda da
golgeler olmasini bekleyebilir miyiz? Hayir, uzun vadede
béyle olmaz, modelimiz kaotikse tabii; hi¢bir golgeleyici
yoriingenin var olmadigini kanitlayabiliriz. Giiriilti ¢ekip
gitmeyecektir; ona inanmay biraktiginizda bile. Kusursuz
olmayan kaotik modellerde giiriiltiiniin modellerimiz ile
gozlemler arasindaki farkin tutarli bir hesaplamasina izin
vermesini saglayamayiz. Model hatasi ile gézlemsel giiriil-
tii ayrilamaz bigimde karigmigtir. Ve eger gézlemler, model
durumlar ve gergek sayilar gergekte farkli tiirden sayilar-
sa —tipk1 kuyruksuz maymunlarla orangutanlar gibi— birini
digerinden ¢ikarmaya caligtigimizda ne yaptigimiz1 biliyor
muyduk? Bu sorunun izinden gitmek igin énce kaos ista-
tistigi hakkinda daha ¢ok sey 6grenmeliyiz.
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VIIL Bolim

KUSURA BAKMAYIN, YANLIS NUMARA:
ISTATISTiK VE KAOS

Heniiz elimde bir veri yok ve insanin elinde veri olma-
dan kuramlar iiretmesi biiyiik bir hata.

(A. C. Doyle’'un A Scandal in Bohemia adh eserinde

Sherlock Holmes'un Watson'a séylediklerinden)

Kaos, istatistiksel tahminin kargisina yeni zorluklar
gikarir, ama bunlarin istatistikgilerin yiizyillardir kargilag-
tiklart zorluklar baglaminda goriilmesi gerekmez. Zaman
serilerini modellerimizin kendileri yoluyla analiz ederken
istatistiksel bilgilerden ve istatistigin iyi uygulamalarinin
temel kurallarindan derlenecek ¢ok sey var. Fakat fizik-
¢imiz kaotik modelleri gercek diinyadaki gozlemleriyle
kargilagtinirken tam da “elmalarla portakallar1 topluyor”
ve bu da istatistigin roliinii daha az bildik bir baglama
yonlendiriyor. Kaotik dizgelerin incelenmesi durumun ne
kadar bulanik oldugunu agikliga kavugturdu. Giiriiltili
gozlemlerle bir dizgenin mevcut durumunun nasil tahmin
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edilecepi konusunda bile gériis ayrilign mevcut; bu da daha
tahminde bulunmaya baglamadan tahminden bizi vazge-
cirme tehdidini beraberinde getiriyor. Bu alandaki gelig-
meler yarinin havasini tahmin etme yetenegimiz ile 50 yil
6nceden iklim degisikligini etkileme yetenegimiz gibi ta-
mamen apayri konularda verim saglayabilir.

Sinirlarin istatistikleri ve
istatistiklerin sinirlari

Belirli bir istatistigi, 6rnegin biitiin insanlarin ortalama
boyunu tahmin etmeyi ele alalim. “Biitiin insanlar” toplu-
lugunun tanimi konusunda birtakim gériig ayrliklar ola-
bilir (1 Ocak 2000’de hayatta olanlar m1, bugiin hayatta
olanlar my, simdiye kadar yagamigolanlarin tamamimu...?)
ama bunun bizim dikkatimizi dagitmamasi gerekir. Bu top-
lulugun her bir {iyesinin boyunailigkin ¢ok iyi tanimlanmig
degerlerin var oldugunu varsaysak bile, bunun degerinin
ne oldugunu bilmiyoruz. Insanlar drnekleminden alinmg
ortalama boya érnek-ortalama adi verilir. Biitiin istatistik-
giler bu deger konusunda hemfikirdir — bu sayinin niifusun
tamami agisindan hedeflenen ortalama degeri konusunda
hemfikir olmasalar da. (Tamam, diizeltelim: istatistikgile-
rin tamama yakin1 hemfikirdir.) Aynisi, 6rnek-Lyapunov
katsayilar igin gegerli degildir. Kaosun &rnek-katsayila-
rinin herhangi mantiksal bir yoldan birérnek bir bigimde
tanimlanabilecekleri konusu da agik degildir.

Bunun gegitli nedenleri var. Birincisi, fraktal boyutlar ve
Lyapunov katsayilar1 gibi kaos istatistiklerini hesaplamak,
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stnurlan sonsuz 6lgiide uzun siireler dahilinde yok denecek
Slgiide kiigiik uzunluklara ¢ekmeyi gerektirir. Bu sinirlar
gozlemlere dayanilarak asla cekilemez. Ikincisi, kaos incele-
meleri verilerden, nasil inga edileceklerini tam olarak belirt-
meye gerek kalmadan modeller olusturmanin yeni yollarini
sapladi. Ayni verilere sahip farkh istatistikgilerin oldukg¢a
farkli 6mek-istatistikler elde edebilmesi gercegi kaos istatis-
tigini 6rnek-ortalamadan oldukga farkh kilar.

Kaos “iyi” kabul edileni degistirir

Bir¢cok model “serbest” parametreler igerir; yani, 151tk
hiz1 ya da suyun donma noktasinin aksine, tam bir dog-
rulukla bilemedigimiz parametreler. O zaman, parametre-
ye modelimizde verilebilecek en iyi deger nedir? Ve eger
modelin amaci tahminler yapmaksa, bagka bir parametre
degeri daha iyi tahminler saglamisken laboratuvardan ya
da temel bir kuramdan gelen bir degeri kullanmak niye?
Kaotik dizgelerin modelini olugturmak bizleri “daha iyi”
kavramini bile yeniden degerlendirmeye, hatta yeniden
tanimlamaya zorladu.

Kusursuz Model Senaryosu'nun zayif versiyonunda
modelimiz verileri tireten dizgeyle ayn1 matematiksel ya-
piya sahiptir, ama Gergek parametre degerlerini bilmeyiz.
Diyelim ki, verilerin Lojistik Denklem tarafindan iiretildi-
gini biliyor, a’nin degerini bilmiyoruz. Bu durumda, olduk-
¢aiyi tanimlanmug bir “daha iyi” s6z konusudur: yani, veri-
yi lireten parametre degeri. Gozlemsel belirsizlik agisindan
kusursuz bir giiriiltii modeli diigtiniildiigiinde, gegmisin
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giiriiltiilii gozlemlerini dikkate alarak yarin kullanmak igin
en iyi parametre degerlerini nasil gikaririz?

Eger model dogrusalsa, o zaman, birkag yiizyilhk de-
neyim ve kuram bize en iyi parametrelerin kestirimlerinin
hedeflerine en yakin konumlananlar oldugunu géstermek-
te. Modelimizi yeni gozlemler tizerinde kullanmak istiyor-
sak, modelimizi agir1 diizeyde uyarlamamaya 6zen gosterme-
liyiz, ama bu zaten istatistikgimiz tarafindan iyi bilinen bir
konudur. Bu model dogrusal oldugu ve gézlemsel giiriilti
de ¢an sekilli dagilimdan geldigi siirece, tahmin ile hedef
arasindaki mesafeyi en aza indirmek gibi bir hedefimiz var
demektir. Mesafe her zaman en az sayidaki kare baglaminda
tanimlanir: durumun her bir bilegenindeki karelerin toplan-
masina dayanir. Veri seti bilyiidiikge tahmin ettigimiz para-
metre degerleri verileri iiretmis olanlara gitgide yaklagacak-
tir — elbette, dogrusal modelimizin gergekten de verileri
{irettigini varsayarsak. Peki ya modelimiz dogrusal degilse?

Dogrusal olmamasi durumunda, yiizyillara dayanan
sezgimiz bir engel olmasa da yanilticidir. En az sayidaki
kareler bizleri dogru parametre degerlerinden uzaklagti-
rabilir. Bu basit gercege tepki verememenin bilimsel mo-
dellendirme iizerindeki olumsuz etkisini kiiglimsemek ola-
naksiz. Iglerin ters gidebilecegi konusunda pek ¢ok uyarida
bulunulduysa da, herhangi bir agik ve mevcut tehlikenin
eksikligi —ve bunlarin kullanim kolayligi— karsisinda béyle
yontemler dogrusal olmayan dizgelerde diizenli bir bigim-
de (hatal)) kullanildi. Kaosu tahmin etmek bu tehlikeyi
agipa cikanr: diyelim ki, elimizde Lojistik Denklem’den
alinan giiriiltiili gézlemler var ve a = 4 (biz bunu bilmi-
yoruz); sonsuz bir veri setiyle bile en az sayida kareler yak-
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laggm1 @ igin ¢ok kiigiik kalacak bir deger verir. Burada
sorun, ¢ok az veri ya da ¢ok az bilgisayar giicii olmasi de-
gil: dogrusal dizgeler igin geligtirilmig yéntemler dogrusal
olmayan sorunlara uygulandiklarinda yanlig yanit {retir.
[statistigin temel dayanag, dogrusal olmayan modellerin
parametrelerini tahmin ederken énemini yitirir. Bu, mate-
matiksel ayrintilart géz ardi edip en iyinin gergeklesmesini
umut etmenin felakete yol agacagi bir durumdur: en az
sayida kutular varsayiminin matematiksel gerekgesi, belir-
sizlik igin ¢an gekilli dagilimlari hem baglangi¢ durumunda
hem de tahminlerde varsayar. Dogrusal modellerde bas-
langig sartindaki belirsizlik cercevesinde gergeklesen ¢an
sekilli bir dagilim, tahminlerdeki belirsizlik icin ¢an sekilli
dagilimla sonuglanir. Dogrusal olmayan modellerde bu s6z
konusu degildir.

Bu etki 6énemli oldugu ¢lgiide goz ardi edilmekeedir.
Bugiin bile dogrusal olmayan modellerde tutarli ve uygu-
lanabilir bir parametre kestiriminden yoksunuz. Bu ger-
cegi ac1 da olsa kesin kilan kaos galigmalari oldu. Yakin
zamanlarda, Bati Avustralya Universitesi'nde uygulamali
matematikgi olan Kevin Judd, hem en az kareler prensi-
binin hem de gdzlemler konusunda maksimum olabilirlik
goriigiintin dogrusal olmayan dizgelerde giivenilmez birer
rehber olduklarini ileri siirdii. Bu, sorunun ¢éziimsiiz oldu-
gu anlamini tagimaz: 21. yiizyil seytanimiz a’y1 ¢ok dogru
tahmin edebilir, ama bunu yaparken en az kutular yakla-
simin1 kullanmayacaktir. Golgelerle ¢aligacaktir. Modern
istatistik doprusal olmayan kestirimin zorluklarina kargt
ctkmaya bagliyor, en azindan modellerimizin matematiksel
yapisinin dogru oldugu durumlarda.
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Yalanlar, kotii yalanlar, boyut tahminleri

Geng bir 6grenci heveslendi bir keresinde,
fraktal boyutu 6lgmeye.
Ama veri noktalan serbest degil,
ve, D lizeri 42 gerekince,
Koyuldu gérsel incelemeye.
(James Thieler'dan esinlenerek)

Mark Twain muhtemelen fraktallardan hoglanirds,
ama hi¢ kugkusuz boyut tahminlerinden nefret ederdi.
1983’te, Peter Grassberger ve Itamar Procaccia, “Measu-
ring the Strangeness of Strange Actors” baghgini tagtyan
ve bugiine kadar binlerce bilimsel makalenin referans say-
dig1 bir makale yayinladi. Birgok makale birkag referansa
konu olur. Referansa konu olan béliimleri kullanip kaos
galismalarindan edinilen fikirlerin fizikten uygulamali ma-
tematige kadar biitiin bilimsel tiirlere nasil yayildigini in-
celemek ilging olacaktir.

Makale bir kaotik dizge igin iyi bir modelin gerektirecegi
bilegenlerin sayisin1 bir zaman serisi yoluyla tahmin etmek
icin cok basit bir iglem saglar. Islem ¢ok iyi iaretlenmig
pek ¢ok gizli tuzak da igeriyordu. Yine de, gergek verilerin
kullanildig1 uygulamalarin tamami olmasa da ¢ogunlugu bu
tuzaklardan birinde olmazsa digerinde mevcuttur. Boyutun
matematiksel agidan saglamligi, onu elde etmeyi béylesine

* Yazili ortamda ilk kez Mark Twain tarafmdan kullanilmg olsa da,
Charles Wentworth Dilke'ye atfedilen s6z: “Ug tiir yalan vardir: yalan-
lar, koétii yalanlar, istatistik.” (¢.n.)
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6nemli kilan seydir: bir nesneyi alip onu gerebilir, katlayabi-
lir, kivirabilir, hatta bir ¢ok kiigiik pargaya ayirabilir, sonra
da bu pargalan dilediginiz bicimde bir araya getirebilirsiniz;
ama boyutunu degistiremezsiniz. Biiyiik veri setlerinin an-
lamli sonuglar igin bagar gansina sahip olmasini bu direngli-
lik etkiler. Ne yazik ki, iglem sahte porzitiflere dogru yéneldi
ve digiik bir boyutu dlgerek kaosu bulmak modaydi. Ta-
lihsiz bir bilegim. Diigiik boyutlu dinamik ile kaosu tanim-
lamaya duyulan ilgi, denklemlerin neler oldugunu bilmeye
gerek kalmadan kaosun tahmin edilebilecegini ileri siiren
matematiksel bir Snermeyle tetiklendi.

Takens Onermesi ve embedoloji
(embedology)

California’da, Packard ve Farmer 6nciiliigiindeki fizik-
gilerin fikirlerine Hollandali matematikgi Takens'in temel
kazandirmasiyla birlikte zaman serisi analizi seksenli yil-
larda yeniden sekillendirildi; bu temelle birlikte bir zaman
serisinden analiz ve tahmin igin yeni yontemler ¢abucak
tiireyiverdi. Takens Onermesi'ne gére, boyutun durum
uzaminda gelisen determinist bir dizgenin gozlemlerini
alirsak, bazi ¢ok esnek sinirlandirmalar dahilinde, gecikme
uzamin igindeki hemen her miinferit dlgiim iglevi (g6zlem)
tarafindan tanimlanmig neredeyse tipatip bir dinamik mo-
del olacaktr. Diyelim ki, 6zgiin dizgenin durumunun a,
b ve c olarak ti¢ bilegeni var; 6nermeye gére, bu g bile-
senden herhangi birine iligkin gézlemlerin bir zaman serisi
yoluyla dizgenin tamamina iliskin bir model insa edilebilir;
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bu, Sekil 24’te gergek gozlemlerle rneklenmektedir. Bile-
senlerden birini —6rnegin a’y1— alip bilegenleri a'nin gu anki
ve gecmisteki degerlerinden olugan bir yéney olugturmak,
Szgiin dizgeyle birebir bir modelin bulunabilecegi bir ge-
cikme-yeniden yapilanma durum uzamina denk bir modelle
sonuglanir. “Hemen her” kisitlamaya gézlemler arasindaki
ozellikle kotii bir zaman periyodunu segmekten kaginmak
lizere gerek duyulur. Bir kargilagtirma saglamak gerekir-
se: eger havayi yalnizca 6gle saatlerinde gézlemlediyseniz,
gece neler oldugu konusunda higbir fikriniz olmaz.
Takens Onermesi, tahmin sorununu zaman iginde kes-
tirimden durum uzami iginde kestirime doniigtiiriir. Kendi
verilerinin sonuna ulagmig ve bilinmeyen bir gelecege ilis-
kin tahminlerde bulunmaya ¢aligan geleneksel istatistikgi-
nin kargisinda, Takens Onermesi, fizikgimizi 6nceki goz-
lemler arasina girmeye caligan gecikme-ickinleme temelli
bir durum uzamina yerlestirir. Bu bilgiler yalnizca veriye
dayali modellerden ¢ok daha fazlasini etkiler; daha diigiik
boyutlu bir ¢ekici iizerinde gelisen karmagik ¢ok boyutlu
benzetim modelleri de ¢ok diisiik boyutlu, veriye dayal
modeller tarafindan modellenebilir. Prensipte, bu daha dii-
stik boyutlu uzamdaki denklemleri de kaynastirabiliriz; ama
uygulamada modellerimizi daha yiiksek boyutlu uzamlarda
fiziksel simiilasyonlar olarak olugtururuz. Bazen daha diisiik
boyutlu dinamiklerin ortaya ¢iktigini kanitlayabiliriz, ama
uygun konumdaki daha diisiik boyutlu uzamlarda denklem-
leri nasil olugturacagimiz hakkinda higbir fikrimiz yok.
Sekil 24 ile Sekil 14 karsilagtirildipinda devreye iliskin
gozlemlerin Moore-Spiegel ¢ekicilerine “benzedigi” agik
hale gelir; ama bu benzerlik gergekte ne kadar derinlere

165



3
2_
1+
C 0-
-14 10
2. -5
0 A
-3 7 7 T 7 7 T 5
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

15 1 o5 0

Aig

05 -1 .15

24. Takens Onermesi’nin Moore-Spiegel Dizgesi’'nin zaman seri-
lerini andiran zaman serileri iiretmek {zere titizlikle tasarlanmig,
Machet'nin elektrik devresinden alinan verilere uygun olabilecegini
digiindiiren bir gizimi. Alt paneldeki bir &lglimiin gecikme-yeni-
den yapilanmasi, egzamanli ti¢ farkl 6lgiimiin degerlerini kullanan
iistteki panelin dagilimiyla baz1 benzerlikler tagimakta. Bunu Sekil

14iin alt paneliyle kargilagtirin.
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uzanmaktadir? Biitiin fiziksel dizgeler birbirinden fark-
lidir. Genellikle, elimizde gok az veri ve gok az kavrayig
bulundugunda, istatistiksel modeller tahmin i¢in degerli
bir baglangig noktasit olugturur. Daha fazlasin1 6grendik-
¢e ve daha fazla veri topladikga, simiilasyon modelleri
¢ogunlukla gozlemlerin zaman serilerine “benzer” davra-
nig sergiler ve modellerimiz karmagiklagtikga da bu ben-
zerlik daha nicel bir hal alir. Genig bir gozlem siiresine
sahip oldugumuz bu devre gibi ender durumlarda, sanki
veriye dayali modellerimiz —bunlara Takens Onermesi ta-
rafindan onerilenler de dahildir— ¢ogunlukla en iyi nicel
eslesmeyi saglamaktadir. Sanki simiilasyon modellerimiz
bir tiir kusursuz devre ya da gezegeni modellerken veri
temelli modellerimiz tablo iizerindeki devreyi daha yakin-
dan yansitmaktadir. Her iki durumda da elimizde yalnizca
benzerlik var; ister istatistiksel modelleri, ister simiilasyon
modellerini, ister gecikme-yeniden yapilanma modellerini
kullanalim, fiziksel dizgenin herhangi bir model denkle-
mi tarafindan nasil betimlendigi agik degil. Bu durum, en
iyi, modellerimizin kaotik nitelik tagidig fiziksel dizgelerde
tekrar tekrar goriiliir; bunlari gérgiil anlamda uyumlu kil-
mak istesek de onlar1 nasil geligtirecegimizden ¢cogunlukla
emin degiliz. Ve Diinya atmosferi gibi dizgeler s6z konusu
oldugunda da gerekli gdzlem siiresini tamamlamay1 bekle-
yemeyiz. Kaos ¢alismalar1 bu {i¢ modelleme yaklagiminin
sentezini igaret etse de, heniiz herhangi bir sentezleme ger-
geklestirilemedi.

Takens Onermesi’nin oldukga yaygin kimi yanlg yo-
rumlar1 bulunmaktadir. Bunlardan biri gudur: eger eliniz-
de eszamanli birkag gézlem varsa, bunlardan yalnizca birini
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kullanmalisiniz; Takens bunlarin hepsini kullanmamiza
izin verir! Bir ikincisi de, Takens'’in bize yalnizca, eger eli-
mizde daha diisiik boyutlu determinist bir dinamik varsa
bunun 6zelliklerinin ¢ogunun bir gecikme-yeniden yapi-
lanma iginde korundugunu anlattiginin unutulmasidir.
Bu “kosullu” savi1 ters ¢evirmeme ve bir gecikme-yeniden
yapilanmada belirli 6zellikler gormenin kaosu isaret etme-
sinin gerektigini varsaymama konusunda dikkatli olma-
liy1z, zira gozlemledigimiz dizgenin Gergek matematiksel
yapisini ender olarak —belki de sifir diizeyde— bilmekteyiz.

Takens Onermesi bize hemen her Slgiimiin ise yaraya-
cagint soyler. Bu, matematikgimizin iglev uzamindaki “he-
men her”in ger¢ek diinyanin laboratuvarlarinda “tek bir
tane bile degil”e denk diigtiigii bir durumdur. Sonlu sayida
ikillere indirgeme, kuramin bir varsayimini ¢ignemektedir.
Avyrica, bir de dlgtimlerimizdeki gdzlemsel giiriiltii konu-
su var. Bir 6lgiide, bunlarin tamami teknik gikayetlerdir;
bir gecikme-yeniden yapilanma modeli yine de var olabilir
ve matematikgimiz ile istatistik¢imiz veri akigi tizerinde-
ki gergekgi sinirlandirmalar kargisinda onu yaklagik ola-
rak tahmin etme zorluguna direnebilir. Bir diger sorunla
baga ¢ikmak ise daha zor: gozlemlerimizin siiresinin tipik
yinelenme zamanini agmasi gerekir. Gereken siirenin yal-
nizca bizim mevcut verilerimizden degil, ayn1 zamanda
dizgenin kendisinin yagam siiresinden daha uzun olmasi
s6z konusu olabilir. Bu, felsefi anlamlar da tagiyan temel
bir kisitlamadir. Birbirine ¢ok benzedikleri igin aralarinda
bir fark bulamayacagimiz hava kosullarinin gergeklegecepi
iki giinle kargilagabilmek tizere ne kadar beklememiz gere-
kir? Yani, Diinya atmosferinin ilintili durumlan arasindaki
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farkin gézlemsel belirsizlik dahilinde yaganacag iki giin?
Yaklagik 10% yil. Bu hig de teknik bir kisitlama sayilmaz:
bu zaman siiresinde Giineg bir kirmiz1 dev bigiminde biiyii-
miig ve Diinya’y1 buharlagtirmig ve hatta Evren de Biiyiik
Catrt ile ¢okmiig olabilir. Dizgenin yagam siiresini agan
gozlem siireleri gerektirdigi bir énermenin tagidigi anlam-
lar iizerinde diigiinmeyi felsefecimize birakalim.

Bir dizi rulet oyunu gibi bagka dizgelerde benzer du-
rumlarin gézlenmesi arasindaki zaman ¢ok daha kisa ola-
bilir. Veri akiglarindan boyutlar ¢ikarma gabasinin yerini
yavag yavag veri akiglarindan modeller inga etme ¢abalar
almaktadir. Dogru bir boyut tahmini yapmaktansa iyi bir
model inga etmenin daima daha az zaman alacag varsa-
yiminda bulunulur. Bu da dikkatleri tahmin istatistikleri
yerine dinamiklere ¢evirmenin daha karh olabileceginin
bir diger gostergesidir. Her ne olursa olsun, bu yepyeni veri
temelli modelleri olugturma heyecani pek ¢ok fizikgiyi su
ana kadar istatistik¢inin tekelinde kalmig alanlara yénlen-
dirdi. Kotarilmasini izleyen geyrek yiizyil iginde Takens
Onermesi’nin bir temel etkisi, istatistikgilerin dinamik
dizgeleri modelleme yaklagimini fizikgilerinkiyle kaynas-
tirmak oldu. Her sey hald evrimlegmekte ve bu ikisinin
gercek sentezi zaman iginde ortaya gikabilir.

ikame veriler

Dogrusal olmayan dizgelerde istatistiksel bir tahmi-
ni ele almanin zorlugu, “tkame veriler” (surrogate data)
kullanan yepyeni ve 6nemli istatistiksel testleri giindeme
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getirdi. Bilim insanlar1 ikame verileri en sevdikleri kuram-
lardan uzaklagma ve en degerli sonuglarini hice sayma
¢abasinda kullanmaktadir. Bir sonucu nihayetlendirmeyi
bagaramayan her test onu daha giiglii kilmazsa da, bir so-
nucun sinurliliklarini 8grenmek her zaman iyidir.

fkame veri testleri, gézlenmig verilere benzeyen ama
bilinen bir dinamik dizgeden gelen zaman serileri iiretme-
yi amaglar. Burada temel unsur, bu dizgenin insanin kar-
stlasmayr umdugu 6zellige sahip olmadigimin bilinmesidir:
ayn1 analizi g6zlenmig verilere ve ardindan da birgok ikame
veri setine uygulamak iimit verici goriinse de, ashinda boy-
le olmayan (bunlara sahte porzitifler denir) sonuglan sokiip
atabilir miyiz? Daha en bagta, ikame verilerin yalnizca sah-
te porzitifler gosterebilecegini biliriz; bu nedenle, gozlenmis
veri seti ikame unsurlardan kolaylikla ayirt edilemezse ana-
lizin birkag uygulanabilir anlami var demektir. Bunun uygu-
lamada anlami nedir? Diyelim ki, “kaosu bulgulama” umu-
du tagtyoruz ve tahmini Lyapunov katsayimiz da 0.5 gkt
bu deger sifirdan hatir1 sayilir ¢lgiide yiiksek midir? Eger
Syleyse, kaos icin gerekli kogullardan biri elimizde demektir.

Elbette, 0.5 sifirdan biiyiiktiir. Yanitlamak istedigimiz
soru gu: tahmin edilmig bir katsayidaki raslantisal dalgalan-
malarin (i) birbirine benzer gériinen zaman serileri {ireten
ve (ii) gercek katsayist aslinda sifirdan biiyiik olmayan bir
dizgede 0.5 kadar biiyiik olmast olast midir? Bir ikame za-
man serisi iiretebilir ve bu ikame seri igin katsayiy1 tahmin
edebiliriz. Hatta, 1000 farkli ikame seri iiretip 1000 farkl
katsay1 da elde edebiliriz. Ardindan, eger ikame serilerden
alinan 1000 tahminin neredeyse tamami 0.5 degerinden
¢ok daha diigiikse sonucumuzdan memnun olabiliriz; ama
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eger ikame verinin analizi genellikle 0.5’ten daha biiyiik
katsayilar verirse, gergek verilerin analizinin sifirdan daha
bilyiik bir Lyapunov katsayisi igin kanit sagladigini ileri
siirmek zordur.

Uygulamali istatistik

Bagt sikiginca, insan muhakkak ki viday: gekigle ¢aka-
bilir. Kaotik dizgelerin analizi igin tarlanmug istatistiksel
geregler kaotik olmayan dizgelerden elde edilmig gézlem-
lere yepyeni ve yararli bir yoldan bakmay1 saglayabilir. Ve-
rilerin kaotik bir dizgeden gelmemesi boyle bir istatistiksel
analizin degerli bir bilgi icermedigi anlamina gelmez. Bir-
¢ok zaman serisinin analizi —6zellikle tipta, gevrebilimde
ve sosyal bilimlerde— bu kategoriye ait olabilir ve yararh
bilgiler saglayabilir — geleneksel istatistiksel analizle elde
edilemeyen bilgiler. Istatistigin iyi uygulamalar yalnizca
temenniler vasitasiyla yoldan sapmayi énler ve dgrenilen-
ler de uygulamada degerli olabilir — veri akiginin kaotik
gereksinimlerini kargilasin ya da kargilamasin.

Giiriiltiili gozlemlerden olugan bir toplami ilk model-
durumlar topluluguna déniigtiirme iglemine Veri Oziimse-
mesi denir. KMS'de yaklasabilecegimiz bir Gergek durum
bulunmaktadir ve giiriiltii modelinde —yalnizca 21. yiiz-
yil seytanimizin erigebilecegi tiirden de olsa— yaklagma-
y1 amaglayabilecegimiz kusursuz bir kiime yer alir. Ama
biitiin gergek tahmin gérevlerinde matematiksel dizgeler
ya da bilgisayar simiilasyonlar1 kullanarak gergek fiziksel
dizgeleri tahmine galigiyoruz. Kusursuz model varsayi-
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m1 asla dogrulanmaz ve hemen her zaman da yanlstir.
Oyleyse, veri 6ziimsemesinin hedefi nedir? Bu durumda,
sorun yalnizca gergeklige denk diigen modelimizin duru-
munu tahmin ederken “yanlig numara”ya diismemiz de-
gil, tanimlayacak “dogru bir numara”nin olmayigi. Model
yetersizligi, goriiniige bakilirsa, olabilirlik tahminlerini bile
bizim ulagamayacagimiz noktalara tagir. Kusursuz olmayan
modellerle kaotik dizgeleri tahmin etme gabalar kusursuz
olmayan modellerimizin sergiledigi gesitliligin nasil kulla-
nilabilecegini aragtirmak igin yepyeni yollar agmaktadir.
[lerleme, matematiksel modellerimiz, bilgisayar simiilas-
yonlarimiz ve bize gozlemler saglayan gergek diinya arasin-
daki ayrimi asla bulandirmamamiz1 gerektiriyor. Gelecek
béliimde kestirim konusuna geri déniiyoruz.
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IX. Bslim

TAHMIN EDILEBILIRLIK: KAOS,
TAHMINLERIMIZi KISITLAR MI?

Tam iki kere [parlamento {iyeleri tarafindan] bana
su soru yoneltildi: “Séylesenize, Bay Babbage, makineye
yanlig say1 girerseniz, yanlis say1 mu gikar?” Boyle bir soru-
nun sorulmasini tetikleyecek tiirden bir kafa kangikligint
tam olarak anlayabilmis degilim.

Charles Babbage

Makinelerimize siirekli yanhg say1 giriyoruz; kaos ga-
ligmalar1 herhangi bir “dogru say1”nin var olup olmadigini
belirlemeye yonelik ilgimizi tazeledi. Kestirim, modelleri-
miz ile gergek diinya arasindaki baglantiy1 iki farkli yoldan
incelemeye olanak saglar. Modelimizin dizgenin davrani-
sin1 kisa vadede tahmin etme yetenegini sinayabiliriz. Ya
da modellerimizi dizgenin kendisini nasil degistirebilece-
gimize karar verirken kullanabiliriz; burada, bir siyasaya
karar vermek icin iklim modelleri kullanirken oldugu gibi,
gelecegin kendisini arzulanan ya da daha az arzulanan bir
davranig yoniinde degigtirmeye gabalariz.

173



Kaos, Laplace’in seytani agisindan higbir kestirim so-
runu olugturmaz: kesin baglangig kogullarinin, kusursuz
bir modelin ve kesin hesaplamalar yapma giiciiniin var
olmas1 gartiyla, tipki periyodik bir dizgede oldugu gibi,
kaotik bir dizgede de zaman iginde ileri giden izleri takip
edebilir. 21. yiizy1l seytanimizin da kusursuz bir modeli var
ve dogru hesaplamalar yapabiliyor, ama —belirsiz gegmi-
se diizenli araliklarla uzaniyor olsalar bile— kesin olmayan
gozlemlerle sinirl. Bu tarihsel gozlemleri simdiki durumu
tanimlamak igin kullanamaz. Ancak, yapilan goézlemler
gergevesinde durum icinde kendi belirsizliginin eksiksiz
bir gésterimine sahiptir; bazilart buna durum igin nesnel
bir olabilirlik dagilimi adin1 verse de, burada bu konuya
girmemize gerek yok. Bu gergeklerin tagidig1 bazi anlamlar
var: determinist bir dizgenin kusursuz bir modeli bile ola-
bilirlik tahminlerinde bulunmaktan daha iyisini gergekles-
tiremez. Biz daha iyisini gergeklestirmeye heveslenemeyiz
ve bu da demektir ki, determinist modellerimizin olasilik
temelli degerlendirmesini benimsememiz gerekecek. Ama
biitiin bu geytanlar Kusursuz Model Senaryosu dhilinde
var.olmaktadir ve gergek diinyaya diiriist tahminler sun-
mak istiyorsak kusursuz modeller ve irrasyonel sayilar gibi
matematiksel kurgular terk etmeliyiz. Bunu zaten gergek-
lestirdigimizi agiklamamak sahtekarlik olur.

Kaosu tahmin etmek

Ve artik inanilmasin bu hokkabaz cadilara,
Kaypak sozlerle bizi aldatan,
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Kulagimiza fisildayarak sozler veren
Ve diig kinkhigina ugratan.
Macbeth (Besinci Perde)

Tahmine kalkisanlar, tahminleri dogru ¢iktiginda bile
—teknik anlamda- elestirilmigtir. Shakespeare’in Macbeth
oyunu, teknik anlamda dogru olsa da, etkili karar destegi
saglamayan kestirimlere odaklanir. Macbeth cadilarla kar-
stlagip da onlara ne ig yaptiklarini sordugunda, “adi olmayan
bir ig” yanitini alir. Bundan birkag yiizyl sonra, Kaptan Fitz-
roy, “tahmin” terimini ortaya atti. Bir tahminin, modelle-
ri saglayanlarin bakig agisindan igsel bir tutarlilik tagimast
ama tahmini kullananin beklentilerini etkin bir bigimde
yanlig yénlendirmesi olasiligi her zaman mevcuttur. Bura-
da, Macbeth'’in cadilara yénelik gikdyetinin temeli yatar:
cadilar génengli sayilabilecek bir gelecege giden yolun inig
cikiglarini defalarca gosterir. Her bir tahmin inkar edileme-
yecek diizeyde dogru gikar, ama géneng ¢ok azdir. Belirsizli-
gi kendi modelleri iginde sanki gelecekteki olaylarin gergek
diinyaya 6zgii olabilirliklerini yansitiyormug gibi yorumlayan
modern tahminciler, kaypak sézler sdylemek suglamasindan
kaginmay1 umabilir mi? Macbeth’in ileri siirdiigii bigimde,
olabilirlik tahminlerini titizlikle sozlere dskmek, dikkatimizi
tamamen farkli bir yolla olup bitenlerden uzak tutmak igin
kaos bahanesine sigindigimizi agiklikla bilmemiz kabilinden
bir ciiriim degil midir?

Dogruluktan agiklanabilirlige

Eger su anda nerede oldupumuza iliskin agik bir tablo
sunamazsak, tahminlerde bulunanlar1 nerede olacagimiz
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konusunda agik bir tablo sunamadiklari igin suglayamayiz.
Ancak, tahmin hatalarinin hedef sayilan belli bir sinirin
altinda kalmasini saglayabilmek icin baglangigtaki kogulu
ne kadar dogrulukla bilmemiz gerektigi hakkinda modelle-
rimizin bize bir seyler sdylemesini bekleyebiliriz. Giiriltiiyi
bu diizeye indirip indiremeyecegimiz konusu —umut edilir
ki— modelimizin yetkin bir dogrulukla bir baglangi¢ duru-
mu saglanmasi halinde tahminde bulunma yeteneginden
bagimsizdir.

Idealde, bir modelin golgeleyebilmesi gerekir: sonug-
ta elde edilen zaman serisinin gozlemlerin zaman serisine
yakin kalabilmesi igin yineleyebilecegimiz bir tiir baglangig
durumu olacaktir. Gélgenin mevcut olup olmadigimi gor-
mek igin gozlemleri elde edene kadar beklememiz gerekir;
“yakinhk” da gézlemsel giiriiltiiniin 6zellikleri tarafindan ta-
nimlanmalidir. Ama gélgeleme yapan hichir baglangig duru-
mu bulunmuyorsa, model de temelde yetersizdir. Alternatif
olarak, eger golgeleme yapan bir yériinge varsa daha birgok
yoriinge olacaktir. Tarihgeleri simdiyi golgeleyen mevcut
durumlar toplami ayirt edilemez sayilir: eger Gergek durum
oralarda bir yerdeyse, onu tanimlayamayiz. Bir tahmin olug-
turacak bigimde ileri yonde yinelendiklerinde aralarindan
hangisinin gélgeleme yapmay: siirdiirecegini de bilemeyiz;
ama bu ayirt edilemez durumlarin biriyle baglamig tahmin-
lerin tipik golgeleme zamanlarim bilmek bizi rahatlatabilir.

Simdiye kadar gézlemleri gélgelemis olan adaylara daya-
l1 tahmin 6beklerine dogru yénlendigimizi gérmek oldukga
kolaydir. Kusursuz bir modelin bile kusursuz olmayan bag-
langig durumu kargisinda kusursuz bir tahmin iiretemeye-
cepinin farkina vararak, 1960’larda, felsefeci Karl Popper,
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tahmin hatasinda belirli arzularin sinirlarini temin etmek
icin ilk belirsizligin niceligi konusunda bir deger dile geti-
rebilecek agiklanabilir model kavramini tanimladi. Bu sinir
ilk belirsizlige gore belirlemek dogrusal olmayan dizgeler
agisindan dogrusal dizgelerde oldugundan ¢ok daha zordur,
ama agiklanabilirlik kavramini genellegtirebilir ve kiime te-
melli tahminlerimizin olabilirlik dagilimlarin1 mantikh bir
bigimde yansitip yansitmadigin1 degerlendirmek igin kulla-
nabiliriz. Kiimelerimizin daima sonlu sayida tiyesi olacaktir
ve bu nedenle de onlardan olusturdugumuz her tiir olabilir-
lik tahmini bu sonlu ayinm giiciinden mustarip olacaktir:
eger 1000 iiyeyle galigtyorsak, o zaman, olaylarin ¢ogunun
vuku bulmasinin %1 sansa sahip oldugunu gérmeyi uma-
biliriz; ama olaylarin vuku bulmasini yalnizca %0.001 ih-
timalle 1skalama olasiligimiz oldugunu da biliriz. Bir toplu
kestirim dizgesini, ancak ve ancak, bize toplulugun olaylan
verili bir olabilirlik dahilinde yakalayabilmesi i¢in ne kadar
biiyiik olmas: gerektigini sdylerse aciklanabilir kabul ederiz.
Agiklanabilirlik birgok tahmine dayanarak istatistiksel agi-
dan degerlendirilmelidir, ama bu zaten istatistik¢imizin yap-
mayt1 oldukga iyi bildigi bir sey.

21. yiizyil seytanimiz dogru tahminlerde bulunabilir:
gelecegi bilemez ama gelecek onun igin siirprizler icermez.
Ongoriilemeyen higbir olay olmaz ve aligilmadik olaylar da
beklenen siklikta gergeklesir.

Model yetersizligi

Elindeki kusursuz modelle, 21. yiizyil seytani, yararlh
olabilirlikleri hesaplayabilir. Biz neden hesaplayamiyo-
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ruz! Hesaplayabilecegimizi ileri siiren istatistikgiler var
— bunlara bu kitab1 gézden gegirenlerden biri de dahil
olabilir; bunlar kendilerini Bayesgiler olarak adlandiran
genig bir istatistikciler grubunu olugturur. Bayescilerin
¢ogu, olduk¢a mantikli bir bigimde, olabilirlik kavram-
larin1 dogru bir bigimde kullanmakta 1srar ederken ara-
larindaki kiigiik ama sesini iyi duyuran bir kiime model-
lerimizde goriilen farklilig1 gergek diinyadaki belirsizlikle
kangtirmaktadir. Nasil ki olabilirlik kavramlarini yanhs
kullanmak bir hataysa, bunlar1 ait olmadiklar1 bir yerde
uygulamak da bir hatadir. Galton Kutusu’ndan tiiretilen
bir 6rnegi inceleyelim.

Sekil 2'ye tekrar bakin. Soldaki resmin modern 6rnek-
lerini internetten satin alabilirsiniz; arama motoruna “qu-
incunx” (= begli dizilis kutusu) yazmaniz yeterli. Sagdaki
resme denk diigen makineyi bulabilmek daha zor. Modern
istatistikgiler, Galton'in bu makineyi gergekten de yapip
yapmadigini bile sorguluyor; her ne kadar Galton bu ver-
siyonla gergeklestirdigi deneylerden s6z etse de, bunlara
“zihinsel deneyler” ad1 verilir, zira beklenen kuramsal so-
nuglar iiretecek bir gereg inga etme yoniindeki modern
cabalar bile “gérevi tatmin edici bir bigimde bagaracak bir
gere¢ yapmanin agirt diizeyde zor” oldugunu bulmustur.
Kuramcinin gereg kuramina uymayinca gereci suglamast
ahgilmadik bir sey degildir. By, belki de, yalnizca mate-
matiksel modellerimizin yansitmasi amaglanan fiziksel
dizgelerden farkli olduklarinin bir gostergesi olabilir mi?
Modellerimiz ile gergeklik arasindaki farklar1 agiklamak
icin, Sekil 25’te gésterilen Galton Olmayan (GO) Kutu
ile yapilmig deneyleri inceleyecegiz.

178



GO Kutu: bir kesmekes 6rnegi

GO Kutu, “Galton Olmayan Kutu"dur. Ilk olarak, Gal-
ton’in da iiyesi oldugu Kraliyet Meteoroloji Toplulugu’nun
150. yilm kutlamak {izere diizenlenen bir toplant1 igin
yapildi. GO Kutu'da, Galton Kutusu'ndakini andiracak
bigimde dagitilmig sira sira giviler bulunur, ama ¢iviler
birbirlerinden daha uzak yerlegtirilmistir ve kusursuz bir
bigimde ¢akilmamugtir. Kutunun tepesindeki kiigiik beyaz
giviye dikkat edin, yan diizlemin biraz solunda. Kurgun
bilyelerle dolu bir hazne yerine GO Kutu'ya tek tek golf
toplar1 atilir ve her biri tamamen ayni noktadan baglar
— ya da bir golf topu beyaz ¢ivinin altina ne kadar aym
konumda yerlegtirilebilirse, oradan. Golf toplari gergekten
de ¢ok giizel bir ses iiretirken her bir ¢iviye ikili diizende
denk diigmez; aslinda, ara sira da olsa, bir sonraki diizeye
inerken birkag ¢iviyi yatay agabilirler. Galton Kutusu ve
Rulet’te oldugu gibi, GO Kutu’nun dinamikleri de yine-
lenen tiirden dinamikler degildir: her bir topun dinamigi
gegicidir ve bu nedenle bu dizgeler kaos géstermez. Spie-
gel bu davraniga karmaga adinin verilmesini énermektey-
di. Galton Kutusu’nun aksine, GO Kutu’nun dibinde golf
toplarinin dagilimi gan gekilli dagilimi yansitmaz; ancak,
bir sonraki topun nereye diigsebileceginin olabilirlik tagtyan
bir tahminini elde etmek igin golf toplarinin bir toplamini
kullanabiliriz.

Ama, gergeklik bir golf topu degildir. Gergeklik kirmizi
bir lastik toptur. Ve yalnizca bir kez diiger. Laplace’in sey-
tan1 bagka neler olmusg olabilecegi konusunda tartigmaya
yer birakmazdi: bagka hicbir sey olmug olamazdi. Burada
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25. GO Kutu ilk olarak St. John's College, Cambridge’te, Kraliyet
Meteoroloji Toplulugu’nun 150. yilini kutlamak igin yapilan bir top-
lantida tanitildi. Dikkat ederseniz, kutuda diigen golf topu basit ikili
segimler yapmaz.
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yapilabilecek bir benzetme, kirmizi lastik topu Diinya at-
mosferi, golf toplarin1 da model kiime iiyelerimiz olarak
kabul etmek. Diledigimiz kadar iiyeye yatirim yapabiliriz.
Peki, golf toplarimizin dagilimi1 kirmizi lastik topun tek bir
gegisi konusunda bize neler sdyler? Golf toplarinda goz-
lemledigimiz davranis gesitliligi bize yararli bir geyler séyler
mi? Higbir sey olmasa bile, bize belirsizligimiz konusunda,
Otesine gegtigimizde emin olamayacagimizi bildigimiz daha
diigiik bir sinir verir; ama asla —olabilirlik tagiyan agilardan
bile- tamamen emin olabilecegimiz bir sinir saglayamaz.
Yakin 6rnekseme agisindan, modellerimizin gesitliligini
incelemek ¢ok yararli olabilir — gériiniirde higbir olabilirlik
tahmini bulunmasa da.

Kirmiz1 top golf topuna ¢ok benzer: kabaca ayni olsa
da golf topununkinden bir parga genis bir gapa sahiptir
ve, biraz daha sert olsa da, benzer elastik yapidadir. Ama,
gercekligi temsil eden kirmizi top, bir golf topunun yapa-
mayaca@1 seyleri yapabilir: bazilar1 beklenmediktir, bazila-
riysa degil; bazilar1 tahminimize uygundur, bazilar1 uygun-
suz; bazilar1 bilinir, bazilar1 bilinmez. GO Kutu'da, golf topu
gergekligin iyi bir modelidir — gergekligin yararli bir modeli.
Golf toplarinin bu dagihmini nasil yorumlamaliyiz? Bunu
kimse bilmiyor. Istatistiksel aragtirmanin 6n saflarina hog
geldiniz. Ve dahasi da var. Golf toplarinin dagilimim ger-
cekligin bir golf topu oldugu varsayimina bagli bir olabilirlik
tahmini olarak da yorumlayabiliriz. Insanin kusursuz olma-
yan bir modele dayal1 oldugunu bildigi olabilirlik tahminle-
rini bunlar sanki gelecek olaylarin olasilhigini yansitiyormus
gibi sunmasi1 —o tahminin hemen altindaki kiigiiciik yazi-
larda neler yazili olursa olsun— kaypaklik olmaz m1?

181



Bizim kiimelerimiz yalnizca golf toplart kullanmakla
sinirh degil. Biraz daha kiigiik gapta yesil lastik toplar alip
deneyi yineleyebiliriz. Eger golf toplarimizdakine benzer
bir yesil top dagilimi elde edersek, modelimizdeki yeter-
sizliklerin s6z konusu tahminde o kadar da biiyiik bir rol
oynamadipn konusunda cesaretlenebilir, hatta, daha da
iyisi, bu konuda timitlenebiliriz. Ya da iki modelimiz zaten
farkinda oldugumuz ayni dizgesel eksiklikleri paylagabilir.
Peki ya golf toplar ile yesil toplarin dagilimlar1 énemli
olgiide farkliysa? O zaman, ikisine de giivenemeyiz. Mo-
dellerimizin farklihigini bu ¢ok modelli kiimelerle 6lgmek,
gergekligin tek bir gegisi igin olabilirlik tagiyan bir tahmin
yapilandirmamiza nasil olanak saglayabilir? Diinyadaki
en iyi modelleri kullanan mevsimsel hava tahminlerine
baktigimizda, her bir modelin dagilimi bir arada kiimelen-
me egilimi gosterir — her birininki farkli bir bigimde. Bu
durumda, karar destegi ya da bir tahmin nasil miimkiin
olur? Amacimiz ne olmali? Hatta, elimizde yalnizca gorgiil
agidan yetersiz modeller varken, nasil bir hedef belirleye-
biliriz? Eger saflik eder ve bir modeller toplulugunun cesit-
liligini olabilirlik olarak yorumlarsak, tekrar tekrar yanlg
yone sapariz; daha isin en baginda modellerimizin kusursuz
olmadigini biliyoruz, bu nedenle de “6znel olabilirlik” ko-
nulu her tiirlii goriis hile olur: daha igin basinda modelleri-
mize (onlarin herhangi birine) inanmamaktayiz.

Sonug ortada: modellerimiz kusursuz olsa ve Laplace’in
seytaninin kaynaklarina sahip olsak, gelecegi biliriz; mo-
dellerimiz kusursuz olsa ve 21. yiizyll seytanimizin kay-
naklarina sahip olsak, Doga Yasalar’'nin determinist ol-
duklarini bilsek bile, kaos bizi olabilirlik tahminleriyle
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sinirlandirir. Gergek Doga Yasalar’nin stokastik olabi-
lecegi diigiincesiyle, evrenin mevcut durumu hakkinda
kesin bilgiye sahip olarak ya da olmayarak, agiklanabilir
olabilirlik tahminleri sunacak bir istatistik¢i geytan1 hayal
edebiliriz. Ama, ister determinist ister stokastik olsunlar,
matematiksel agidan kesin Doga Yasalar’'nin var oldugu-
na inanmak, tahminler sunan ¢ok gesitli seytanlarimizdan
herhangi biriyle ormanda karsilagiverecegimiz umudu ka-
dar hayal degil mi?

Her ne olursa olsun, goriiniige bakilirsa, basit fiziksel
dizgeler —ya da karmagik olanlar— igin yeterli denklemleri
su anda bilmiyoruz. Kaos galigmalari, zorlugun “girilecek”
sayinin belirsizliginde degil, igine herhangi bir sey konula-
bilecek gorgiil agidan uygun bir modelin bulunmamasinda
yattigini akla getirir: kaosla basa ¢ikabiliriz, ama tahmin
edilebilirligi sinirlandiran gey kaos degil, model yetersiz-
ligidir. Bir model inkar edilemez bigimde diinyanin en
iyi modeli olabilir, ama bu bize gérgiil agidan uygun olup
olmadip1 konusunda higbir sey anlatmaz — uygulamada
yararli, hatta giivenilir olup olmadigina ise hi¢ deginmez.
Temelden hatali olmasini bekledikleri tahminleri “mode-
lin kusursuz olmasi varsayimiyla” ya da “mevcut en iyi bil-
gi” gibi gdzbagci ifadelerle -astarlayan tahminciler teknik
agtdan dogruyu séyliiyor olabilirler, ama eger bu modeller
gegmisi golgeleyemiyorsa, o zaman, “baglangic durumun-
daki belirsizlik” ifadesinin ne anlam tagidip1 agik degildir.
Modellerinin kusursuz oldugu varsayimiyla gergeklestir-
dikleri olabilirlik tahminlerinin eksiklikleri igin sugu kaosa
atanlar, modellerinin yetersiz oldugunu en agtan bilenler,
savsaklayici ifadeleriyle bizi kiigiimsemektedir.
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X. Bolim

UYGULAMALI KAOS: MODELLERIMIZIN
OTESINi GOREBILIR MiYiz?

Biitiin 6nermeler gergek,
Biitiin modeller yanhs.
Biitiin veriler hatal.

Ne yapacagiz simdi?

Bilim insanlar1 her giin ortaya c¢ikip gelecege iligskin
goriiglerini sunan gergek zamanh tahmincilere neler borg-
lu olduklarini genellikle gérmezden gelir. Bunlar arasin-
da hava tahmincileriyle ekonomistler én plana gikarken,
profesyonel kumarbazlar ig goriirken imajlarindan fazlasi-
ni1 riske atarlar. Ve de bahisciler. Kaos ¢aligmalari, model
olugturmanin yeniden gézden gegirilmesini baglatarak,
modellerimizin 6tesinde gérebilecegimiz seylerin sinirlar-
1 agikliga kavugturdu. Nigan alinacak bir hedefin var ol-
dugunu bildigimiz matematiksel dizgeler ile hedefledigimiz
seyin pekala var olmayabilecegi fiziksel dizgeler agisindan,
bunu tasidig1 anlamlar elbette farkli olacaktir.
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En temelde model olusturma:
veriye dayali modeller

Dért tip veriye dayalh model inceleyecegiz. Bunlarin en
basitleri, her gseyin simdi oldugu gibi kalacagin1 varsayan
stirerlik modelleridir. Bunun basit dinamik bir gegitlemesi,
ivintilerin siirerligini varsayan yatay iletim modelleridir: bu-
rada, dogu y6niinde ilerleyen bir firttnanin dogu yéniinde
aym hizla ilerlemeyi siirdiirmesi tahmininde bulunulur.
Fitzroy ve Le Verrier bu yaklagimi1 1800’lerde kullanirken
yaklagmakta olan bir firtinadan 6nce hedefe varabilen
telgraf sinyallerinden yararlandi. Ugiinciisii, benzesik mo-
dellerdir. Lorenz'in 1963 tarihli klasik makalesi su tiimcey-
le sona erer: “Gergek atmosfer s6z konusu oldugunda, eger
biitiin yéntemler bagarisiz olursa, onun bir benzegini bek-
leyebiliriz.” Benzesik bir model, mevcut duruma benzer bir
6nceki durumun tanimlanabilmesi igin, gegmis gozlemle-
rin derlenmesini gerektirir; bu tarihsel benzesimin bilinen
evrimi de tahmini saglar. Bu ydntemin nitelikli olup ol-
mamasl, ne kadar iyi gézlem yaptigimiza ve derlememizin
yeterince iyi benzesimler igerip igermedigine baghdir. Yi-
nelenen bir dizgeyi tahmin ederken iyi bir benzegim elde
etmek yalnizca derlemenin hedeflerimiz ve giiriiltii diizeyi
agisindan yeterince genis olup olmadigina baghdir. Uygu-
lamada, derlemeyi olugturmak sabirdan fazlasini gerekti-
rebilir; yinelenmeyi gézlemlemek igin gerektigi diigiiniilen
zaman, dizgenin yagam siiresinden daha uzunsa ne yapi-
labilir?

Geleneksel istatistik bu ti¢ yaklagimi uzun zamandir
tarihsel istatistikten tahminler ¢ikarma baglaminda kul-
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lanmakta. Takens Onermesi kaotik dizgeler igin bunlarin
herhangi birinden daha iyisini gergeklestirebilecegimizi ileri
siirer. Diyelim ki, bir derlemeden yola ¢ikarak yarinki at-
mosferin durumunu tahmin etmek istiyoruz. Durum gema-
tik olarak Sekil 26’'da gosterilmektedir. Benzesik yaklagim,
derleme i¢inden bugiiniin atmosfer durumuna en yakin
olan1 almak ve bir sonraki giin ne oldugunu yarinin tahmi-
ni olarak rapor etmektir. Takens Onermesi birbirine yakin
benzegimlerin derlemesini almay1 ve tahminlerimizi olug-
turmak igin bunlarin sonuglan arasinda kestirim yapmay1
onerir. Veriye dayali bu gecikmeyi yeniden yapilandima mo-
delleri kusursuz olmasalar da yararli olabilirler: tek yapmalar1
gereken, elimizde mevcut diger segenekleri agmak —ya da
tamamlamak— olacaktir. Benzesik yaklagimlar mevsimsel
hava tahminlerinde popiiler olmayi siirdiiriirken, rulet ve-
riye dayah bir modellemenin bagan &ykiisiinii 6rnekler.

Rulette kazanan rakamin iizerine oynamak kolay: tek
yapmaniz gereken her bir rakama bir dolar yatirmak; her
seferinde kazanan siz olursunuz. Elbette para kaybeder-
siniz, ¢linkii kazanan taraf 36 dolar alirken her seferinde
36'dan fazla numaraya para yatirmalisiniz. “Hepsine oyna”
stratejileri her bir oyunda para kaybettirir; kumarhaneler
bunu epey 6nce kesfetti. Kar edebilmek, her bir seferinde
kazanan numaraya oynamaktan daha iyisini gerektirir: ku-
marhanenin kazanma olasiliindan daha iyi bir olabilirlik
tagtyan tahmin gerekir. Neyse ki, bu, gorgiil yeterliligin ya
da matematiksel agiklanabilirligin sert gereksinimleri ol-
madan da bagarilabilir.

Top oyuna girdikten sonra da bahse girilebilmesi ger-
cegi ruleti fizikgiler ve olabilirlik istatistikgileri agisindan
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26. Veriye dayah bir durum uzamda tahminde bulunmak igin ben-
zegimler arasinda yorumda bulunmanin gematik gosterimi. Her bir
yakin noktanin iminin nereye diigtiigiinii bilirsek “*” ile isaretlenmig
nokta igin bir tahmin olugturabiliriz.

Szellikle ilging hale getirir. Diyelim ki, topun sifirdan her
gegisini sol ayaginizin bagparmagiyla ve sifir sayisinin ma-
sadaki bir noktay1 her gegisini de sag ayaginizin bagparma-
giyla kaydediyorsunuz: kovboy gizmelerinizin topuklarina
yerlegtirilmis bir bilgisayar, topun rulet garkinin hangi gey-
reginde kalacagini hangi siklikla dogru bir bigimde tahmin
eder? Carkin dogru ¢eyregini tiim tahminlerin yansinda
dogru tahmin etmek, olabilirlikleri sizin lehinize cevirir:
dogru tahminlerde yitirdiginiz miktarin yaklagtk dort kati-
n1 kazanirsiniz ve bu da bahse girdiginiz miktarin ti¢ katini
size birakir — geri kalan tahminlerde de yarisini yitirirsiniz.
Boylece, ortalama olarak, riske attipiniz paranin yaklagik
bir buguk katini kazanirsiniz. Bu yontemi kag kisginin de-
nedigini diinya asla 6grenemeyecek olsa da, tek bir defa-
da bunun alt sinirim tanimlayabiliriz: ¢ykii, Thomas Bass
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tarafindan “The Newtonian Casino”da ¢ok giizel bir dille
anlatilir.

Similasyon modelleri

Peki ya en benzer benzegimler yeterince ayrinti-
i bir tahmin saglayamadiysa? Alternatiflerden biri, “ilk
prensipler"den yola ¢ikarak dizge igin bir model olugtu-
racak kadar fizik 6grenmektir. Bu tiir modeller bilim ala-
ninda bagtan gikaric1 diizeyde yararli olduklarini kanitladi,
ama model iilkesinden geri doniip tahminlerimizi gercek
gozlemlerle degerlendirmeyi de unutmamaliyiz. Diinyada-
ki en iyi modele sahip olabiliriz, ama bu modelin kararlar
vermekte deger tagtyip tasgtmadigi ayr bir konu.

Sekil 27, Birlesik Krallik Meteoroloji Dairesi’'nin bir
iklim Modeli'nin durum uzamini yansitan bir gemadur.
Bir sayisal hava kestirimi (SHK) modelinin durum uzam
benzer gizgiler tagirsa da, hava modelleri iklim modelleri
kadar uzun siire igletilmedigi igin okyanuslar, denizdeki
buz ya da topragin kullanimi gibi yavag degisen unsurlarin
sabit olduklar1 varsayilarak bu modeller genellikle basite
indirgenir. Sema modelleri gegmig béliimlerdeki basit ha-
ritalardan daha kanigtk gésterse de, dijital bir bilgisayara
aktarildiginda hava modelinin yinelenmesi artik hi¢ de
daha kangik degildir — yalnizca daha karmagiktir. Atmos-
fer ve okyanus —baz1 modellerde de Diinya kabugunun ilk
birkag metresi— etkili bir bicimde kutulara boliinmiistiir;
model degiskenleri —sicaklik derecesi, basing, nem, riizgar
hiz1 ve digerleri— her bir kutudaki tek bir say1 tarafindan
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Atmosferde
19 duzey

Okyanusta
20 duzey

-5 km

27. Hava ve iklim modellerinin atmosferi ve okyanusu “karelere”
bélme yaklagimini yansitan bir gema. Burada, atmosferdeki her bir
kare yaklagik 250 x 250 kilometrelik bir alani temsil eder — bu da,
yukarida gésterildigi gibi, Britanya’nin tamamu igin yaklagik alt1 kare
eder.

189



28. Richardson’in kurdugu hayalin gizimi; burada, insan bilgisayar-
lar biiyiik 6lgiide kogut bir bigem iginde hava olaylarini heniiz ger-
geklesmeden tahmin etmek igin galismakta. Dikkat edilirse, merkez
platformdaki yénetici, Kuzey Florida tizerine 1gtk tutuyor — muhte-
melen oradaki bilgisayarlarin projeyi yavaglattiklarini belirtiyor (ya
da acaba oradaki hava kogullan hesaplamay1 zorlagtiracak kadar
degisken mi?).

tanimlanir. Her bir kutudaki her bir degisken igin bir say1
oldugundan model durum ¢ok genis olabilir — bazilar
10.000.000’un iizerinde bilegene sahiptir. Modelin duru-
munu giincellemek basit, hatta sikic1 bir igtir; tek yapma-
niz gereken, kurali her bir bilegen i¢in uygulamak ve tekrar
tekrar yinelemektir. Richardson bunu elle gergeklestirdi
ve bir giin éncesinden tahminler yapmak igin yillarim
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harcadi. Hesaplamalarin “yakin” hiicrelerden gelen bile-
senlere odaklanmasi gergegi, Richardson'in Sekil 28’de
gosterildigi gibi diizenlenmis bir oda dolusu bilgisayarin
aslinda hava durumunu gergeklesmesinden ¢ok daha hizh
hesaplayabilecegini diigiinmesine neden oldu. Yazilarini
1920’lerde kaleme alan Richardson’in bilgisayarlari insan-
lardi. Bugiiniin ¢ok iglemcili dijital siiper bilgisayarlar1 aga-
g1yukari ayni kalibi kullanir. SHK modelleri simdiye kadar
yazilmig en karmagik bilgisayar kodlar1 arasinda yer alir ve
genellikle de hayranlik uyandiracak derecede gergekgi
goriinen simiilasyonlar iiretir. Ama biitiin modeller gibi
onlar da hedefledikleri gergek diinya dizgelerinin kusur-
suzluktan uzak gosteriligleridir ve bu modelleri baglatmak
icin kullandigimiz gézlemler giiriltiliidiir. Boyle degerli
simiilasyonlari iglerimizi yiiriitmek i¢in nasil kullanacagiz?
Hig degilse bugiinden gelecek hafta igin yapilan tahminin
ne kadarina giivenebilecegimiz hakkinda bir fikir edinebi-
lir miyiz?

Kiime hava tahmin dizgeleri

En son KKD, Cornwall iizerine Kuzey Fransa’dan
inen cepheyi gésteriyor. Feribot rezervasyonlar hakkinda
danigilabilecek seyahat acentesi taniyor musun? Tim.

5 Apustos 1999 tarihli e-posta

1992'de, Atlantik’'in her iki yakasindaki operasyo-
nel hava tahmin merkezleri bityiik bir adim atti: takip
eden hafta havanin tam olarak nasil olacagini séyleme-
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yi biraktilar. Onyillardan beridir giinde bir kez bilgisayar
simiilasyonlarn1 ¢aligirmaktaydilar. Bilgisayarlar gitgide
hizlaninca modeller de gitgide daha karmagik hale gel-
mis, dnlerindeki tek sinur da hava kogullar heniiz gidecegi
yere ulasmadan epey 6nce tahmini elde etme gereksinimi
olmugtu. Bu “en iyi” tahmin igin galigma ugrag 1992'de
sona erdi; en karmagik bilgisayar simiilasyonunu bir kez
caligtinp gergekligin tiimiiyle ters istikamette igledigini
seyretmek yerine, biraz daha az karmagik bir model birkag
diizine kez galhigtirildi. Bu toplulugun her bir tiyesi, bir par-
ca farkl bir yolla ige koguldu. Tahminciler simiilasyonlar
toplulugunun zaman iginde izleyen haftaya dogru evrimle-
sitken birbirlerinden uzaklagmalarini izleyip bu bilgiyi her
bir giin igin tahminin giivenilirligini nitelendirmekte kul-
landilar. Bu, Kiime Kestirim Dizgesi’dir (KKD).

Kiime tahmini yaparak atmosfer hakkindaki mevcut
bilgimizle ve modelimizle tutarli alternatifleri inceleyebi-
liriz. Bu da bilgiye dayali karar destegi acisindan énem-
li avantajlar saglar. 1928'de, Sir Arthur Eddington, 11
Agustos 1999'da “Cornwall’dan seyredilebilir” bir giineg
tutulmasi olacagini tahmin etti. Ben bu tutulmayi izlemek
istedim. Ingiltere'nin Reading kentindeki Avrupa Orta
Menzilli Hava Tahminleri Merkezi’nin (ECMWF) Olabi-
lirlik Tahmin Boliimii Yoneticisi Tim Palmer gibi. Giineg
tutulmasi yaklagirken Cornwall {izerinde hava kapanacak
gibiydi. Tim'in bu béliimiin baginda yer alan e-posta iletisi
tutulmadan alt1 giin 6nce génderilmigti: ayin 11'i igin top-
lulugu inceledigimizde Fransa tizerinde agik hava éngéren
grup liyelerinin sayistnin Cornwall igin ayni éngériide bu-
lunanlarin sayisini agtigini goérdiik. Aynist ayin 9’unda da
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gerceklesti ve feribotla Fransa'dan Ingiltere’ye dogru yola
ciktik. Orada giineg tutulmasini izledik — KKD tarafindan
belirtilen olasilig1 kullanmamiz ve Tim'in direksiyonu sag-
da olan bir arabay1 Fransa'nin daracik patikalarinda us-
taca kullanmasi sayesinde son anda daha iyi bir gériintii
elde edebilmek iizere yaptigimiz hamleydi bu — Tim'in si-
yah gézliiklerini bir tarafa birakiyorum. Modelimizde, kaos
incelemesi, atmosfer hakkindaki mevcut belirsizligimizin
giines tutulmasinin nereden izlenebilecegini ve nerede bu-
lutlarin ardinda kalacagini kesin olarak sdylemenin —bir
hafta 6ncesinden bile— olanaksiz oldugunu gostermekte.
Bu belirsizligin izini stirmek amaciyla bir kiime tahmini
yiiriiterek, KKD, etkili bir karar destegi sagladi. Modelin
kusursuzlugu konusunda higbir varsayimda bulunmamiz
gerekmedi ve goriiniirde de higbir olabilirlik dagilim1 bu-
lunmamaktaydi.

KKD'nin ilk kez 1992’de devreye girmesinden bu yana,
Ocak 1990’daki Burns’ Day firtinasi igin higbir kiime tah-
mini gergeklestirilmemigti. ECMWF, Burns’ Day firtinast
gergeklesmeden iki giin dncesine ait verileri kullanarak
geriye yonelik bir kiime tahmini yapti. Sekil 4’te, modern
hava modelinin —analiz adiyla bilinir— géziiyle firtina, 1.
Boliim'de ele alinan bagat gemi gozlemlerinden 6nceki
veriler kullanilarak gergeklestirilen iki giin evvelki bir tah-
minin yaninda veriliyor. Dikkat edilirse, tahminde firtina
yok. Firtinadan 6nceki on iki bagka kiime tiyesi de Sekil
29'da yer ahyor; bazilarinda firtina var, bazilarinda yok.
Ust siradaki ikinci kiime iiyesi, analizle hayret uyandira-
cak kadar benzerlik gésteriyor; diger iiyeler Britanya'ya
Ozgii siradan bir kig giiniinii gosterirken onun iki sira agagi-
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«48h +48 h

29. Burns’ Day firtinasindan iki giin éncesine iliskin ECMWF hava
modelinden alinan bir tahminler toplulugu: bazilan firtina gosterir-
ken bazilar1 gdstermiyor. Sekil 4'te goriilen tek bir “en iyi” tahminin
aksine, burada, elimizde firtinaya yénelik bazi uyarilar bulunmakta.
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sindaki iiye tam bir firtina géstermekte. Can alic1 5nemde-
ki gemi gozlemleri bu KKD'nin sonrasinda yapildig igin,
bu kiime bir firtina olasilig1 oldugu uyarisini saglayabilir ve
tahminci tizerindeki baskiy1 da biiyiik 6lgiide azaltabilirdi.
Daha uzun erken teshis siireleri dahilinde, Burns’ Day fir-
tinasindan ii¢ giin dncesine ait kiime tahminlerinde bazi
iiyeler Iskogya iizerinde firtina gosterirken, dort giin 6n-
cesine iligkin kiime tahmininde o yakinlarda biiyiik bir fir-
tina gergeklesecegini gésteren bir iiye bile mevcut. Kiime
erken uyan saglamaktadir.

Her tiirlii erken teshis siiresinde, Burns etkisiyle baga
¢ikmak zorundayizz: ECMWF hava “golf toplan” derleme-
miz, “endigeyle tahminde bulunurken” modelimizin dav-
raniginin aslinda gergek diinyadaki gelecekle ilgili belirsiz-
ligi nitelendirmeksizin bize yardim etme konusunda sahip
oldugu cesitliligi sergiler. Aslinda, bu gesitliligi genislete-
biliriz; eger yeterli bilgisayar donanimimiz varsa ve belirli
gozlemlerin giivenilirligini sorguladiysak, bu gozlemleri
kullanarak kiime iiyelerinden bazlarini igletip digerleri-
ni atlayabiliriz. 1990’daki Burns’ Day firtinasina benzer
bir durumla bir daha asla kargilasmayacagiz. Kiime iiye-
lerimizden hangilerinin en gergekgi oldugunu ayirt etme
sansimizi en st diizeye g¢ikaracak bicimde tasarlanmig
gelecek gozlemleri nerede yapacagimiza karar verebiliriz:
gelecekte firtina gosterenleri mi dikkate almaliyiz, yoksa
gostermeyenleri mi?
~ “En iyi” modeli belirlemeye g¢aligmak igin gereginden
fazla enerjiyi bosa harcamak yerine, farkli modellerden
gelen kiime iiyelerinin agir1 diizeyde pahali bir siiper mo-
delin tek bir simiilasyonundan daha fazla deger tagidigini
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dgrenebiliriz. Ama GO Kutu'nun verdigi dersi de unutma-
dan: kiimelerimiz modellerimizin gesitliligini gosterir, ge-
lecekteki olaylarin olabilirligini degil. Kiimeleri baglangig
kosullari, parametre degerleri, hatta matematiksel model
yapilar1 a¢isindan inceleyebiliriz, ama, gériiniige bakilirsa,
kullanigh olabilirlik tahminlerini bir tek 21. yiizyil seyta-
nimiz gergeklestirebilir. Neyse ki, bir KKD karar vermek
igin kullanacagimiz olabilirlikleri vermeden de bilgi sag-
layabilir.

1999 yilinda, Noel giiniiniin hemen ardindan bir
bagka biiyiik firtina Avrupa'y: silip siipiirdii. Fransa’da
T1, Almanya’da da Lothar adi verilen firtina yalnizca
Versailles’da 3000 agaci yok etti ve Avrupa’da 6denen si-
gorta tazminatlar yeni rekorlar kirdi. Firtinadan kairk iki
saat 5Snce ECMWF her zamanki 51 iiyelik KKD tahminini
gergeklestirdi. 51 tiyelik toplulugun on dért iiyesi firtina
gosterdi. Bunlarin bir GO Kutu iizerindeki golf toplarin-
dan ibaret olduklarini unutup bunu biiyiik bir firtina olasi-
ligin1 %28 olarak gosteren bir tahmin gibi degerlendirmek
daha gekici. Bu ayartmaya karsi koyulmasi gerekse de,
kargimizda biiyiik yarar saglayan bir diger KKD tahmini
durmakta. Daha gergekgi ve daha karmagik bir modeli
tek bir kez igletmek de firtina sonucunu verebilir ya da
higbir firtina géstermeyebilirdi: KKD bu olasiligi nicelige
dokebiliyorken firtinay1 gérememe riskine ne diye girelim?
Kiime tahmini, belli ki, mantikl1 bir fikir, ama simrh kay-
naklarimizi daha pahali bir model kullanmakla daha genig
bir kiime olugturmak arasinda tam olarak nasil paylagtir-

mamiz gerekir? Bu aragtirma sorusu heniiz yanit bekliyor.
Simdilik, ECMWF’'nin KKD’si ¢ok énemli bir katma de-
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gerle modellerimiz yoluyla goriilen alternatif gelecek se-
naryolarinin bir kismini saghyor.

Halka diizinelerce hava tahmin haritas1 géstermeden
kiime igindeki bu bilginin nasil iletilecegi de yanit bek-
leyen bir soru. Ciddi hava kogullarina ¢ok sik rastlanilan
Yeni Zelanda’da, Meteoroloji Servisi kendi web sitesinde
diizenli olarak olabilirlik tagiyan yorumlarda bulunuyor —
“begte iki olabilirlik” gibi ifadelerle. Bu da olas1 bir olayin
betimlenmesine énemli deger katiyor. Elbette, meteoroloji
uzmanlarn genellikle ciddi bir firtina fetigine tutunurken
enerji sirketleri de her giin daha siradan hava kosullarina
yonelik yararh bilgiler almanin sagladigi énemli ekonomik
degeri kullanmaktan memnun. Hava kosullarinin degig-
mesi riskinin 6nem tagidif1 diger ig alanlarinda ¢aliganlar
da uyum géstermeye bagliyor.

Kaos ve iklim degisikligi

Iklim apactaki kustur. Hava ise elindeki.
Robert Heinlein, Time Enough for Love (1974)

iklim modeli olugturmak havay: tahmin etmekten te-
mel diizeyde ayrilir. Bundan bir yil sonra Ocak ayinin ilk
haftas1 havanin nasil olacagim diigiiniin. Avustralya’da
yaz ortasi, kuzey yarimkiirede de kig ortasi olacak. Bir
tek bu bile bize beklenebilecek hava sicakliklarinin gesit-
liligi hakkinda bir fikir vermekte: bu beklentiler toplami
iklimdir — idealde de akla gelebilecek her hava kalibinin

goreceli olasiligin1 yansitir. Eger fiziksel determinizme ina-
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niyorsak, o zaman, gelecek Ocak ayinin havasi zaten 6n-
ceden saptanmig demektir; boyle olsa bile, bizim iklim der-
lemesi kavramimiz gegerlidir, zira mevcut modellerimiz bu
6nceden saptanmig gelecegi ayirt edebilecek durumda de-
gil. Ideal kiime hava tahmini kendisine denk diigen iklim
dagilimindan ayirt edilemez hale gelene kadar atmosferin
durumundaki her tiirlii birincil belirsizligin bityiimesini iz-
leyecektir. Modeller kusursuz olmayinca, elbette, bu pek
gergeklegmez, ¢iinkii model simiilasyonlar: toplami gergek
diinyanin ¢ekicisine (eger bdyle bir sey varsa) dogru degil
de modelin gekicisine dogru evrimlesir. Kusursuz bir mo-
del olsa bile —ve Eddington’in dikkatleri gektigi insanin
hiir iradesinin etkilerini bir kenara birakirsak— Diinya’nin
mevcut durumlarina dayali dogru olabilirlik tahminleri
tam su anda Giineg'ten ayrilmakta olan ya da giines sis-
teminin Otesinden sisteme girmek iizere olan, prensipte
bile bugiin haklarinda higbir sey bilemeyecegimiz etkiler
tarafindan engellenir.

flkim modeli olugturmamn hava tahmininde bulun-
maktan farklihk géstermesinin bir diger nedeni, iklim mo-
deli olugturmanin genellikle bir “ya s6yle olursa” bilegeni
igermesidir. Atmosferdeki karbondioksit (CO,) ile diger
sera gazlarinin miktarini degistirmek Lojistik Denklem’de
o parametresini degistirmeye benzer; biz parametre deger-
lerini degistirince ¢ekicinin kendisi degigir. Diger bir de-
yisle, hava tahmincileri Sekil 25’'teki GO Kutu'da kirmizi
bir lastik topun bir tek diisiigii kargisinda golf toplarinin
diigiiglerinin tagidip1 anlami yorumlamaya galigirken iklim
modeli olugturanlar da eger givilerin yerleri degistirilirse
neler olacap1 sorusuyla isi daha da karmagiklagtirir.
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Iklim modelinin yalnizca tek bir gegisine bakmak,
1990’daki Burns’ Day igin yalnizca tek bir tahmine bak-
makla ayni1 tehlikeyi tagirsa da, boylesine saf ¢a bir agir gii-
venin sonuglari iklim modelinde ¢ok daha biiyiik olacak-
tir. Diinyada higbir bilgisayar merkezi, iklim modellerinin
bilyiik kiimelerini ¢aligirma giiciine sahip degildir. Yine
de, bu tiir deneyler diinyanin dért bir yanindaki evlerde
bulunan PC'lerin veri igleme giiciinii geri planda kulla-
narak olanakli hale gelmektedir (bakiniz www.climatep-
rediction.net). Binlerce simiilasyon tek bir modern iklim
modelinde sasirtic1 diizeyde biiyiik cesitlilik oldugunu or-
taya koymakta ve bu da gergek diinya ikliminin gelecegi
konusundaki mevcut belirsizligin en basit anlatimla ¢ok
biiyiik oldugunu géstermekte. Bu sonuglar mevcut mo-
delleri gelistirmeye katk1 sagliyor. Mevcut iklim modelleri
kusaginin gergekgi bir bicimde bolgesel ayrintilara odakla-
nabildigi hakkinda kanit saglayamiyor — bu ayrintilar, elde
edildiklerinde, kararlara destek saglamakta biiyiik deger
tagtyacak. Giiniimiiz iklim modellerinin sinirliliklarina y6-
nelik samimi bir degerlendirme, yakin ge¢misin verilerin-
de 6nemli diizeyde 1stnmanin gériildiigiine iligkin yaygin
fikir birligi hakkinda ¢ok az kugkuya yer birakmakta.

Modellerimiz arasindaki mevcut gesitlilik ne kadar ge-
nistir? Bu, elbette, hangi model degigkenlerini inceledigi-
nize bagli. Gezegen ¢apindaki ortalama sicaklik agisindan
tutarh bir 1sinma tablosu mevcut: ¢ok sayida kiime tiyesi,
onceleri diigtiniildigiinden ¢ok daha fazla 1sinma goste-
riyor. Bolgesel ayrintilar agisindan kiime iiyeleri arasinda
biiyiik gesitlilik s6z konusu. Avrupa’nin tamaminda aylik
yagis orani igin bile karar destegi agisindan tahmini yagi-
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sin ne kadar yararli oldugunu yorumlamak zor. Yalnizca
elimizdeki en iyi tahminlerle iklim baglaminda karar verici
gevreler icin gergekten de yararl bilgiler igeren tahminleri
birbirinden nasil ayiracagiz?

Gergekte, karbondioksit diizeyleri ve diger unsurlar sii-
rekli degisiyor, hava ve iklim gegici bir deneyin tekil bir te-
zahiirii halinde i¢ ice gegiyor. Hava tahmincileri genellikle
kiime “hava ¢ekicisi” boyunca yayilmadan énce kiimeden
yararh bilgiler ¢ikarmaya ugragir haldeler; iklim modelleri
olusturanlarin eger, drnegin, atmosferdeki karbondioksit
miktari ikiye katlanir ve ardindan da sabitlenirse bu geki-
cinin yapisinin nasil degigecegi tiiriinden zor sorulara yanit
aramalar gerekiyor. Lorenz bu alanda daha 1960’larda et-
kin aragtirma yapiyor, yapisal istikrar konulariyla uzun sii-
ren gegici hallerin iklim tahminlerini nasil karmagik hale
getirdigi hakkinda uyarilarda bulunuyor, bu etkileri III
Boliim’de tanimladipimiz haritalardan ¢ok daha karmagik
olmayan dizgelerde 6rnekliyordu.

Hava modellerimizin kusursuz olmadiklari dikkate
alindiginda, bunlarin olusturdugu kiimeler de aslinda ger-
¢ekgi iklim dagilimlan yéniinde evrimlesmez. Ve Diinya
iklim sisteminin Ozelliklerinin siirekli degistigi dikkate
alindiginda, siirekli degigen, gozlemlenemez bir “gergekgi
iklim dagilimi”ndan sz etmek daha igin baginda oldukg¢a
anlamsiz. Béyle bir sey model iilkesi diginda var olabilir mi?
Bunlan séylesek de, kaosu ve dogrusal olmayan dinamigi
anlamak, iklim ¢aligmalarinin tasarimini ve uygulanmasini
geligtirerek siyasa yapicilara daha ¢ok bilgiye dayal karar
destegi sagladi. Belki de en énemlisi zor kararlarin belir-
sizlik ortaminda verilmesi gerekecegini agiga ¢ikardi. Ne

201



belirsizligin siki bir bigimde sinirlandirlmamig oldugu ger-
¢egi ne de yalnizca kusursuzluktan uzak modellerle 6lgiile-
bilecegi gergegi eylemsizlik igin bir bahane sagliyor. Biitiin
zor siyasa kararlar1 Burns etkisi baglaminda verilmektedir.

Ticarette kaos: Phynance icin yeni firsatlar

Cok sayida insan agik kurallarla ama bilinmeyen di-
namiklerle bir oyun oynuyorsa, beceriyle kazananlar
sanslariyla kazananlardan ayirt etmek zordur. By, yatirim
fonlarin1 yonetenleri degerlendirmek ve hava modelle-
ri geligtirmek agisindan temel bir sorun, zira geleneksel
skorlar aslinda kullanigh bir olabilirlik tagtyan oyunu ce-
zalandirabilir. PredCo adiyla bilinen Prediction Company,
iktisadi pazarlarda tahmin yiiriitmek igin nicel finansi
yirmi yil kadar énce ele geciren dogrusal istatistik yon-
temlerinden daha iyi yollar olmasi gerektigi dnermesiyle
kuruldu. PredCo, borsada meslek edinmek igin lisansiistii
epitimlerinden vazgegen, zamanin en parlak dogrusal ol-
mayan dinamikgilerinin yani sira, Doyne Farmer ve Norm
Packard’in agtign farkh bir yola koyuldu. Eger pazarlarda
kaos varsa, acaba bagkalan raslantisizlik etkisi olmadan
kandiriliyor olabilir miydi? Ne yazik ki, gizlilik anlagmalar1
PredCo’nun kuruldugu giinleri bile mumla aratiyor, ama
sirketin kar elde etme halinin siirekliligi her ne yapiyorlar-
sa iyi yaptiklarini géstermekete.

PredCo, Phynance’e —geleneksel anlamda istatistikgi-
lerin alanina giren finansal tahmin sorunlarimi ele almak
lizere ¢ok iyi egitimli matematiksel fizikgileri bir araya ge-
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tirmek ugragi— dogru yapilmig genel hamlenin bir 6rnegi.
Hisse senedi piyasasi kaotik midir? Mevcut kanitlar pa-
zarlara yonelik en iyi modellerimizin stokastik oldugunu
gostermekte; bu nedenle yanit “hayir”. Ama dogrusal da
degil. Bir 6rnek vermek gerekirse, kaos galigmalari hava
ve ekonomi baglaminda hayranlik uyandirici geligmele-
re katki sagladi: birgok pazar hava kogullarindan énemli
Slgiide etkilenir — hatta bazilar1 hava tahmin raporlarin-
dan bile etkilenir. Birgok analizci raslantisallik tarafindan
kandirilmaktan o kadar korkar ki oldukga basit, tama-
men stokastik modellere tutkuyla baghdir ve bazi kiime
hava tahminlerinin yararl bilgiler igerdigi gergegini goz
ard1 eder. Eneriji sirketleri agisindan, hava kogullar1 hak-
kindaki bilgilerin belirsizligi “tahminin peginden gitmek”
—sirf gelecek Cuma giiniine yonelik hava tahminlerinde
sicaklik bir inip bir ¢iktign ve her inip gikiginda da gele-
cek Cuma giiniiniin éngoériilen elektrik talebini yiikselttigi
icin pahaliya satin alip diigiik fiyata satmak, sonra da ayn
metrekiip dogal gazi yeniden yiiksek fiyata satin almak—
riskinden kaginmak iizere giinliik periyotta kullanilir. By,
gergek spekiilatorleri bir sonraki tahmini tahmin edecek
yontemler aramaya yénlendirdi.

Kaos ¢aligmalari, kisa vadeli karin 6tesinde verimlilige
giden yolu agar. Phynance havayla baglantih olarak talep
miktar1 degisen bozulabilir mallarin dagitimy, tren ve kam-
yon tagimaciligi ve hava tahminine déniik genel talep gibi
konulara énemli katk1 verir. Riizgar ve yagmurdaki kaotik
dalgalanmalara dair daha iyi olabilirlik tagiyan tahminler,
yenilenebilir enerjiyi kullanma yetenegimizi artirabilir, fo-
sil yakit kullanan jeneratérlerimizin gergekten de tahmin
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edilebilirligin diisiik oldugu giinler disinda “bekleme” ko-
numunda galigtirilmasi gereksinimini azaltabilir.

Daha basit bir gerceklige dogru geri cekilmek

Kaotik dinamik dizgelerinin incelenmesi fiziksel diz-
gelerden etkilendi; Laplace’in seytaninin 21. yiizyildaki
enkarnasyonunun elindeki kusursuz modelle kaotik diz-
gelerin agiklanabilir olabilirlik tagtyan tahminleri nasil
gerceklestirebilecegini artik anlyoruz. Ister tamamen ve-
riye dayali olsun, ister giiniimiiziin “Doga Yasalari”ndan
tiiretilmis olsun, elimizdeki modeller kusursuz degil. Hem
gozlemsel belirsizlik hem de model yetersizligiyle yetinmek
zorundayiz. Gergek diinyaya iligkin bir kiime tahminini
sanki kusursuz bir dizgenin matematiksel dizgesinin olabi-
lirlik tagtyan tahminiymis gibi yorumlamak, tahmin gafla-
rinin en barizini yapmaktir. Kaosun tahminlerimize nihai
sinir koydugu tek bir gergek diinya dizgesi bulabilir miyiz?

Diinya atmosferi/okyanus sistemi tahmin agisindan ge-
tin ceviz; fizikgiler tamamen matematiksel modellere geri
¢ekilmekten kaginmak igin tahmin yordamlarini ve tah-
min edilebilirlik kuramlarini {izerinde sinamak amaciyla
daha basit fiziksel dizgeleri inceliyor. Diinya atmosferin-
den baglayip en son mevziye uzanan bu geri ¢ekilmenin
izlerini takip edip ayrintilarda nelerin yattigini inceleye-
cegiz. Lorenz, Raymond Hidein 1960’larda bilgisayar si-
miilasyonlarinin kaotik yorumlarini desteklemek amaciyla
gergeklestirdigi “bulagtk legeni” adli laboratuvar deney-
lerine dikkatleri ceker. Bu deneylerin ¢ocuklar1 bugiin
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hala veriye dayali bigcimde yeniden yapilandirilmalan igin
hammaddesini Peter Read'in sagladigi Oxford Universi-
tesi Fizik Bolimi'ni arginhiyor. Simdiye kadar bu akigkan
dizgelerin olabilirlik tagiyan tahminleri kusursuzdan uzak
olmay: siirdiirdii. Diinyanin dért bir yaninda, deneyselci-
ler, akigkan dizgelerden ve fiziksel modellerin kaotik doga-
sinca tetiklenen mekanik dizgelerden degerli veriler elde
etti. Gergek sarkaclar siirtiinmeyle 1sinmakta, veriye da-
yali modellerin aligik oldugu durum uzami bélgelerini terk
-ederek simiilasyon modellerinin “sabit” parametrelerini
depistirmektedir. Zarlar bile her atildiklarina yipranmak-
tadir. Gergek diinyanin dogas: da boyledir.

Cokga veri, diisiik diizeyde gdzlemsel giiriiltii ve fizik-
sel agidan sabit kogullar saglayan fiziksel dizgeler, modern,
dogrusal olmayan veri analizinin geregleri agisindan uygun
olabilir. Ekosistemler ilk akla gelenlerdir. Hizli, temiz ve
dogru yapilandirilmig lazerler zengin kaynaklar olduklarini
kanitladi, ama bu noktada ya da helyum gibi daha egzotik
akigkanlarin dinamiklerinin incelenmesinde agiklanabilir
tahmin modellerimiz yok. En son gare olarak elektronik
devreler s6z konusu: basit analog bilgisayarlar. Bu dizgele-
rin bagarili kiime tahminlerini rapor eden bir makale, ¢ok
basit bir dizgeyi ele almasindan &tiirii biiyiik olasilikla pro-
fesorlerden olusan hakemler kurulunca reddedilecektir.
Gergek diinya dizgelerinin bu en basitleri i¢in agiklanabilir
tahminler iiretmeyi bagaramadigimizda &grendiklerimiz ise
¢ok daha fazla. Sekil 30’da, Moore-Spiegel dizgesini taklit
i¢in olugturulmug bir devrede gozlenen voltajlarin kiime
tahminleri verilmekte. Her bir panelde koyu siyah gizgi
devre tarafindan iiretilen hedef gdzlemleri gosterirken,
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agtk renk her bir ¢izgi de bir kiime iiyesi. Tahminler zama-
nin sifira esit oldugu anda baglamakta; kiime yalnizca bu
zamandan once alinan tahminler kullanilarak olugturul-
du. Ustteki iki panel Model Bir'den alinan sonuglari goste-
rirken, alttaki iki panel Model Iki'den alinanlarn gésteriyor.
Her iki modele ait eszamanh tahminleri gosteren soldaki
panellere bakin. Model Bir toplulugunun her bir iiyesi, {ist
panelde gosterildigi gibi, zaman 100 olmadan hemen 6nce
higbir uyarida bulunmadan gergeklikten uzaklagmakta; alt
paneldeki Model iki toplulugu tam da dogru zamanda (yok-
sa bir parca erken mi?) yayilmay1 basarmakta ve bu toplu-
lugun gesitliligi tahminin sonuna kadar elverigli kalmay1
siirdiiriir gériinmekte. Bu durumda modellerden hangisinin
dogru ¢ikacagim bilemeyebiliriz, ama birbirlerinden giiglii
bir bigimde sapmaya ne zaman bagladiklarin1 gérebiliriz.
Sagdaki panellerde her iki model de yaklagik olarak ayni
zamanda, yaklagik olarak ayni bigimde uzaklagmakta.
Farkli baglangig kogullarindan elde edilmig birgok tah-
minin analizi gosteriyor ki, olabilirlik tagiyan tahminler
olarak yorumlandiklarinda, bu kiimeler agiklanabilir de-
gildir. Bu da gergek diinya dizgelerini tahmin etmek igin
kaotik matematiksel modeller kullanildiginda genel bir so-
nug gibi goriiniiyor. Neyse ki, amaca uygunluk, olabilirlik
tagtyan yararli tahminler ¢ikarsamayr gerektirmiyor.

Olasilik: modellerimizi gercekten de o kadar
ciddiye almali miyiz?

Akademik diizeydeki matematikte olasiliklar ve olabi-
lirlikler agag1 yukari ayni seydir. Gergek diinyada ise dyle
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degildir. Eger olast her bir olayin olabilirligini toplarsak,
olabilirliklerin toplaminin bir olmas1 gerekir. Ardindan,
her bir olasilik seti igin, bir olaya iliskin olasilik yoluyla o
olayin icerimlenmis olabilirligini tanimlayabiliriz. Eger ice-
rimlenmig olabilirliklerin toplami bire esitse, bu olasiliklar
seti de olabilirlik tagryan olasibiklar adim alir. Matematik
dersleri diginda, olabilir olasihlan gergek diinyada bulmak
¢ok zordur. Olasiliklar sabit oldugu ve insanin elinde bir
bahisteki iki taraftan birini segme olanagi bulundugun-
da, s6z konusu “adil olasiliklar” kavramy, fildisi kulede-
ki “temenniyi” yansitir; olmama olasihgindan tiireyen
icerimlenmig olasiliklari olma olasiligindan tiireyenlere
tamamlamaz. Her iki kavramin temelinde yatan karigik-
lik, biiyiik 6lgiide, matematiksel dizgeler ile bu dizgelerin
model aldig1 gercek diinya dizgeleri arasindaki ayrimin
agtklanamamasindan kaynaklanir. Yaris pistinde ya da bir
kumarhanede igerimlenmis olabilirlikler toplami birden
fazladir. Bir Avrupa rulet ¢arki 37/36 degerini verirken,
Amerikan ¢arkinin degeri 38/36’dir. Bir kumarhanede bu
fazlalik kan garantiler; bilimsel agidan, bu fazlaligi model
yetersizligini gdstermek igin kullanabiliriz.

Model yetersizliginin bizleri olabilirlik tahminlerinden
uzaklagtirmasi, baglangi¢ kogulundaki belirsizligin bizi dog-
rusal olmayan modellerdeki en az kare prensibinden uzak-
lagtirmasindan farkh degildir. Beklenen fayday1 —ya da bir
bakima kullananin hedefini— maksimize ederek olabilirlik
tahmin dizgelerini bir karar destek mekanizmastyla birles-
tirmek saglam temellere oturur. Bu baglamda, bu bi¢imde
kullanilmayacak bir “olabilirlik tahmini”ne belki de olabi-
lirlik tahmini bile dememek gerekir. Karar destegi igin ola-
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30. Machet’nin Moore-Spiegel Devresi'nin kiime tahminleri. Koyu
cizgi gozlemleri gosterir; agik renk gizgi kiime iyeleridir ve tahmin
sifir zamanda baglar. Soldaki iki panel aymi veriler igin gergeklesti-
rilen ama iki farkh modelden alinan kiime tahminlerini géstermek-
tedir; alt paneldeki kiime devreyi yakalamay: bagarirken, iist pa-
neldeki model bunu zaman 100 civarindayken vyitirir. Bu iki model
igin ikinci bir baglangig koguluna ait tahminler sagdaki iki panelde
gosterilmektedir; burada, her iki modeldeki kiime de yaklagik olarak
ayni zamanda uzaklagir.
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bilirlikler yerine olasiliklar saglayan bir tahmin dizgelerini
birlestirme kurami, hig kuskusuz, olugturulabilir. Judd ise
yarayan birkag 6rnegi bize saglamaktadir.

Gériiniige bakilirsa, modellerimizin yetersizligini ka-
bul etmek ve bu arada rekabet halindeki diger modellerin
yetersizliginden habersiz olmak, adil olasiliklardan daha
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bagka bir geyi hedeflememizi gerektirir. Eger bir olasi-
lik kestirim dizgesi kayiplarini kargilayabiliyorsa —igletme
masraflarini kargilamanin yani sira biitiin paydaglar agisin-
dan hesaplandiginda denk ¢ikiyorsa—, o zaman, bu dizge-
nin stirdiiriilebilir olasiliklar iirettigini sdyleyebiliriz. Siirdii-
riilebilir olasihklar da felaketle sonuglanmayan (simdiye
kadar hig felaketle sonuglanmadi), daha fazla pazar payt
elde etmek ya da igletme masraflarini karsilamak igin bu
olasililan gelistirmek amaciyla daha fazla yatinnm yapma
arzusunu canlandirmayan bir karar destegi saglayacaktir.

Ormnekleri gogalulabilecek her tiir kiime alternatifi,
siirdiiriilebilir olasiliklarin yolunu agarak ¢ok modelli kii-
melerdeki gesitliligin model yetersizligine bagh etkiyi tah-
min etmesini saglayabilir. Icerimlenmis olabilirliklerimizin
vardip1 diizey, model yetersizligini sayiya dokmek igin bir
yol saglar. Gergek diinya dizgelerinden bazilarimi gitgide
daha iyi anladikga, insan acaba olasilik tahminlerimizin
icerimlenmig olabilirliklerinin toplami herhangi bir fiziksel
dizge agisindan olur da bire denk diiser mi diye merak edi-
yor.

Olabilirliklerden ziyade olasiliklar saglayan tahmin diz-
gelerine dogru ilerlemek, gergek diinyaya iliskin karar des-
tegimizi yalnizca matematiksel dizgelerimiz iginde gerek-
tigi gibi tanimlanabilecek olabilirliklerden kaynaklanan
kisitlamalardan kurtarir. Siirdiiriilebilir olasiliklarin hem
modelimizin niteligine hem de kargi tarafin modelinin ni-
teligine bagli olmasi tuhaf ama kaginilmaz bir gergektir.
Agiklanabilir olabilirlik tahminleri mevcut olsaydi, karar
vermek kolay olurdu, ama model gesitliligi (karara uygun)
bir olabilirlige déniistiiriilemediginde, elimizde olabilirlik
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tahminleri olmaz. Risk yénetimini sanki tek derdimiz olup
biteni basitlestirmekmis gibi siirdiirmek biiyiik ¢ilginlik.
Peki, olasiliklar saatlik ya da giinliik karar verme anlarinda
yararh olabilirken, yalnizca tek bir bagat etki sahibi olayin
vuku buldugu ve bu yolla ders alabilecegimiz benzer du-
rumlarin bulunmadip iklim degisikligi senaryolarinda ne
yapacagiz!

Gergek diinyada bilimsel tahmin yiiriitmek adin1 verdi-
gimiz seyin nihai sinirina ulagtik. Olabilirligin eski maden
damar gitgide inceliyor ve bir dahaki sefere ne yénde kaz-
mamiz gerektigi agik degil. Kaotik dinamik dizgeler bize
yeni bir kiirek temin etmiyorsa da, hig olmazsa tehlikeleri
sezelim diye, bir kanarya verdi.
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XI. Bolim

KAOSTA FELSEFE YAPMAK

Hesapladiginiz her seye inanmaniz gerekmiyor.

Kaosta gergekten de yeni olan bir sey var m1? Yaga-
min oyun igindeki hakikatini tartigan {i¢ beyzbol hakemi
hakkinda eski bir fikra vardir. Birinci hakem, “Gergekleri
goriir gdrmez sdylerim,” der. Tkinci hakem, “Gergekleri ol-
dugu gibi sdylerim,” der. Nihayet, {igiinciisii, “Ben soyle-
yene kadar ortada bir gergek yoktur,” der. Kaos inceleme-
leri bizi iigiincii hakemin felseft konumuna dogru zorluyor.

Kaosun zorluklar

Tahmin ettigimiz nicelikler yalnizca bizim yapilandir-
digimiz tahmin modellerinde mi mevcut? Eger 6yleyse, on-
lar1 gézlemlerimizle nasil kargilagtiracagiz? Bir tahmin bi-
zim modelimizin durum uzaminda yattigi halde buna denk
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diigen gozlem bu durum uzami iginde degilken, bu ikisi
birbirinden “gikarilabilir” mi? Bu, “elmalarla portakallar”
probleminin matematiksel versiyonu: model durumu ile
gozlem yeterince birbirine benziyor mu ki bir mesafeyi ta-
nimlamak, ardindan da tahmin hatasin1 adlandirmak igin
birini digerinden anlamh bir bigimde ¢ikarabiliyoruz? Yok-
sa benzemiyor mu? Benzemiyorsa nasil ilerleyebiliriz?
Kaotik modellerin degerlendirilmesi, bilinmeyen de-
gerler tastyan, kusursuz, dogrusal olmayan modellerde bile
ortaya ¢ikan ikinci bir temel zorlugu gézler 6niine serdi: en
iyi degerleri nasil degerlendiriyoruz? Eger model dogrusal-
sa, 0 zaman, elimizde uygulamada en iyi degerlerin hedef
veri konusunda en yakin —burada en yakin kavrami en az
kare anlaminda tanimlanmakta (model ile hedef gézlemler
arasindaki en kiigiik mesafe)— uzlagmay: saglayanlar oldu-
gunu ikna edici bigimde gésteren birkag yiizyillik deneyim
ve kuram var; olabilirlik maksimize edilmesi yararh bir gey.
Modelimiz dogrusal degilse, o zaman, yiizyillara dayanan
Snsezimiz ilerleme kargisinda bir engel olmasa da yaniltici-
dir. En az sayidaki kareyi esas almak artik cok uygun degil ve
“dogruluk” gériisiiniin de yeniden yorumlanmasi gerekiyor.
Bu basit gercek ihmal edildigi 6lgiide 6nemli. Bu sorun Lo-
jistik Denklem'de kolaylikla érneklenmekte: dogru mate-
matiksel formiil ile giiriiltii modelinin ayrintilan ¢an gekilli
yayilim sergileyen raslantisal sayilar olsa bile, &’y1 tahmin et-
mek igin en az sayida kareyi kullanmak sistematik hatalara
yol agar. Bu, gereginden az veri ya da yetersiz bilgisayar do-
nanimi sorunu degil; bagarisiz olan modelin kendisi. Opti-
mal kiigiik kare hesabini yapabiliriz: a degeri biitiin giiriil-
tii diizeylerinde gereginden ¢ok daha kiigiiktiir. Prensibe
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dayali bu yaklagim dogrusal olmayan modeller igin gegerli
degildir, ¢iinkii kiigiik kare prensibinin ardindaki énerme-
ler tekrar tekrar ¢an sekilli dagilimlar varsaymaktadir. Bu
dagilimlarin gekli dogrusal modeller tarafindan korunur-
ken dogrusal olmayan modeller can seklini carpiir, en kii-
¢lik kare prensibini uygulanamaz hale getirir. Uygulamada
bu “dayanaksiz dogrusal beklenti” sistematik olarak her
bir giiriiltii diizeyindeki gergek parametre degerini diigiik
tahmin eder. Iklim modellerinin yakin tarihlerde (hatali)
yorumlanmast, yine, benzer bigimdeki dayanaksiz dogrusal
beklentiden 6tiirii bocalad. 21. yiizy1l seytanimiz a’y1 gok
dogru tahmin edebilir, ama bunu yapmak igin en kiigiik
kare yaklagimini kullanmaz! (O, gélgelere bakar.)
Felsefeciler de fraktal ¢apragikligin dogadaki gergek sa-
yilarin varligini ortaya koyarak énciil nitelikli olanlardan
yalnizca birkagini gorebilsek bile irrasyonel sayilarin da
varoldugunu kanitlayip kanitlamayacagini merak etti. Tu-
haf ¢ekiciler dogrusal dinamik dizgelerden edinilemeyecek
bu tiir goriigleri destekleyen higbir sey saglamaz. Ote yan-
dan, kaos, degiskenleri hayranlik uyandiric1 bir bigimde
ayrintilariyla tanimlamakta —eger modellerimiz yeterince
iyiyse— modellerimizi ve gézlemlerimizi kullanmamiz igin
yeni bir yol &nerir; bunu da gérgiil agidan yeterli, dogrusal
olmayan bir modelden alinan gélge boyunca uzanmug du-
rumlar yoluyla gerceklestirir. Modelimiz gézlemleri uzunca
bir siire golgeliyorsa, golgeleyen durumlarin tamami ¢ok
dar bir degerler yelpazesine denk diisecek, bu da sicaklik
derecesi gibi gozlemlenebilir degerlerin otesine gegildi-
ginde bildik sicaklik kavrayigimizin kifayet etmedigi bir
kesinlikle tanim yapmanin yolunu agacaktir. Elimize asla
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irrasyonel bir say1 gegmez, ama gorgiil agidan uygun bir
model goreli bir dogruluk tasgtyan bir tanim saglayabilir,
modeli iiglincii hakemin roliinden pek de farkli olmayan
bir role yerlestirerek gézlemleri kullanabilir. Oyle olsa bile,
sicaklik derecesi ile bizim bir giiriiltii modeli yoluyla sicak-
lik derecesine iligkin gézlemlerimiz arasindaki geleneksel
baglanti, golgeleyen yararli yériingelerin var oldugu goste-
rilene kadar giivenlidir ancak.

Bir diger felsefi kararsizlik, uygulamada “en iyi” tahmi-
nin nasil tanimlanacagi konusundan ileri geliyor. Olabilir-
lik tagtyan tahminler bir dagilim saglamaktayken, dogru-
lama igin kullandigimiz hedef gézlem daima tek bir eylem
olacaktir: tahmin dagilimi1 bir tahminden digerine farklilik
gosterdiginde, karsimizda yepyeni bir “elmalar ve porta-
kallar” problemi durmaktadir ve tahmin dagilimlarimizin
tek birini bile dagilim olarak degerlendiremeyiz.

Modellerimizin bagarist bizi matematik yasalarinin il-
gilendigimiz gergek diinya yasalarini yonlendirdigi tiiriin-
den mutluluk dolu bir diigiinceyle uyutma egilimindedir.
Dogrusal modeller mutlu bir aile olugturuyordu. Yanlig
dogrusal model dogru dogrusal modele yakin olabilir ve
dyle de goriilebilir — dogrusal olmayan modeller igin ge-
gerli olamayacak bir anlamda. Yalnizca gézlemler varken
kusursuz olmaktan uzak ve dogrusal olmayan bir mode-
lin dogru modele “yakin” oldugunu gérmek kolay degil-
dir: uzun golgelere olanak tanidigini gorebiliriz ama eger
bu iki modelin farkl gekicileri varsa —ve biz ¢ok benzer
matematiksel modellerin gekicilerinin ¢ok farkh olabile-
cegini biliyoruz— agiklanabilir olabilirlik tahminleri iireten
kiimelerin nasil olusturulacagini bilemeyiz. Gergek'in bir
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tiir “dogru” modelde igerilebilecegini varsayarak, dogrusal
olmayan modellerimizin Gergek’e nasil yaklagabilecegini
yeniden gézden gecirmeliyiz. Bdyle kusursuz bir mode-
lin var olduguna inanmak igin hicbir bilimsel nedenimiz
yok. Felsefecimiz Gergek'’i arama yolculugunda kargilagtig1
bulanik meselelerden ayrilip gergekte kusursuz olmayan
modeller derlemesinden bagka bir seyin var olmadiginin
belirtileri izerinde diisiinebilir. Fizik¢imize nasil bir 6ne-
ride bulunabilir? Yeni bilgisayarlarin giicii diisiinebildigi-
miz her sey (baglangigtaki kosullar, parametre degerleri,
modeller, derleyiciler, bilgisayar mimarisi ve digerleri) igin
kiimeler {iretmemize olanak verirse, ortaya ¢tkan dagilim-
lar1 bilimsel agidan nasil yorumlariz? Ya da 6zellikle kar-
magik ¢ok yiiksek ¢oziiniirliiklii bir modelden gelecek tek
bir simiilasyonun ardina saklanarak bu konulardan kagin-
manin sagmaligini nasil gézler dniine sereriz?

Son olarak, dikkat ederseniz, yanlig modelle galigirken
yanlig soruyu sorabiliriz. La Tour'un iskambil oyununda
kim kimdir? Bu soru, her bir oyuncunun yalnizca bir ma-
tematikgi ya da bir fizikgi veya bir istatistikci ya da bir fel-
sefeci olabilecegi bir modeli, masada bu disiplinlerden her
birinin bir temsilcisi olmas:1 gerektigini varsayar. Belki, bu
varsayim yanligtir. Gergek diinyanin bilim insanlar1 olarak
oyuncularimizin her biri her bir rolii tistlenemez mi?

Kanitin yiika: kaotik denen sey nedir aslinda?

Eger kanitin matematiksel standartlarindan ayrilmaz-
sak, ¢cok az dizgenin kaotik oldugu kanitlanabilir. Mate-
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matiksel kaosun tanimi yalnizca matematiksel dizgelere
uygulanabilecegi igin, fiziksel bir dizgenin kaotik —ya da
hatta periyodik— oldugunu kanitlamaya girigemeyiz. Yine
de, matematiksel modelleri, onlar kullanarak betimledi-
gimiz dizgelerle kanigtirmadigimiz siirece fiziksel dizgeleri
kaotik ya da periyodik olarak betimlemek yararlidir. Eli-
mizde bir model oldugunda onun determinist mi yoksa
stokastik mi oldugunu gérebiliriz; ama determinist oldu-
gunu 6grendikten sonra bile kaotik oldugunu kanitlamak
az gey saytlmaz. Lyapunov katsayilarini hesaplamak zor bir
igtir ve bunu analitik bi¢imde yapabilecegimiz pek az dizge
bulunmaktadir. 1963 Lorenz Dizgesi'nin dinamiklerinin
kaotik oldugunu matematiksel agidan kanitlamak 40 yi-
limiz1 aldy; bu nedenle de hava durumu igin kullanilanlar
tirtinden daha karmagtk denklemler sorusu biiyiik olasi-
likla bir siire daha yanitsiz kalacak.

Matematikginin omuzladig ispat yiikiinii ve onunla
birlikte kaosun en bilinen anlamini bertaraf etmeden bir
fiziksel dizgenin kaotik oldugu savini savunmayi umut
edemeyiz. Yine de, eger fiziksel bir dizgeye iligkin en iyi
modellerimiz kaotik gibi gériiniiyorsa, eger deterministse,
yinelenir gibi gériiniiyorsa ve kiigiik belirsizliklerin hizh
biiyiidiigiinii géstererek akla duyarli bagimhlik fikrini ge-
tiriyorsa, o zaman, bu gergekler bir fiziksel dizgenin kaotik
olmasinin tagidig1 anlama gegerli bir tanim getirir. Giiniin
birinde bu 6zelliklere sahip olmayan fiziksel bir dizge igin
daha iyi bir betimleme bulabiliriz, ama biitiin bilim dallar1
boyle igler. Bu baglamda, hava kaotikken ekonomi kaotik
degildir. Bu, eger hava modelimize raslantisal say1 iirete-
ci denen aleti takarsak gergek havanin kaotik olduguna
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artik inanmadifimiz anlamina mu gelir? Raslantisal say
liretecini sonlu bilgisayarli modelin hatalarin1 hesaplamak
gibi mithendisvari bir amagla kullanmak istedigimiz siire-
ce, hayir. Benzer bigimde, bilgisayar modellerimize gercek
bir raslantisal say: iireteci ekleyemememiz gergegi sermaye
piyasasini determinist saydigimiz anlamini tagimaz. Kaos
incelemeleri en iyi modellerimiz ile bu modellerin bilgi-
sayar simiilasyonlarini olugturmanin en iyi yolu arasinda
ayrim yapmanin dnemini gozler dniine serdi. Eger model
yaptmiz kusursuz degilse, determinist bir dizgeye iligkin en
iyi modellerimizin stokastik olduklar ortaya gikabilir!
Belki de kaotik tahmin yiiriitmeden dogabilecek soru-
larin en ilginci, dérdiincii bir model olugturma paradigma-
sina iligkin yanitsiz bir sorudur: en iyi modelimizin golge-
lemeyi bagaramadiini goriiyoruz, fizikgimizin determinist
model olugturma planlarina ya da istatistik¢imizin stan-
dart stokastik planlarina gére bu modeli onarmanin higbir
yolu olmadigint diigiintiyoruz. Matematiksel kaosun daha
fazla incelenmesi bize en azindan fiziksel dizgeleri golgele-
yecek modellere erisim saglayacak bir sentez 6nerebilir mi?

Golgeler, kaos, gelecek

Gozlerimiz bir kez agildi my, diinyaya dair daha yeni
bir bakis agisina gegis yapabiliriz, ama o eski bakig agisina
asla geri dénemeyiz.

A. Eddington (1927)

Matematik nihai bilimkurgudur. Matematikgiler —bii-
yiik bir mutlulukla— etkinliklerini biitiin varsayimlarin
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(“hemen her zaman”) gegerli oldugu alanlarla sinirlayabi-
lirken, fizikgiler ve istatistikgiler ele alinmasi gereken ve-
riler ve tizerinde diigiiniilmesi gereken kuramlar yoluyla dig
diinyayla ilgilenmek zorunda. Matematikgiler ve bilim in-
sanlariyla konugurken “kaos” gibi stzciikleri kullanacaksak,
bu farki aklimizda tutmaliyiz; kaotik bir matematiksel dizge,
bizim kaotik adim verdigimiz bir fiziksel dizgeden farkl bir
varlktir, o kadar. Matematik kanitlar; bilim yalnizca betim-
lemek igin cabalar. Bu ayrimin farkina varamamak tartis-
malan gereksiz yere hirginlagtirtyor. Bu tartigmada iki taraf
da “kazanmuiyor” ve bir 6nceki nesil alan yavag yavag terk
ederken gelecek neslin baz iiyelerinin bir kiime yaklagim1
benimsediklerini gérmek de ilging: goklu modelleri ne se-
giyor, ne de birlegtiriyorlar; yalnizca onlar1 bir model olarak
benimseyip hep birlikte kullaniyorlar. Bir yarismadaki ha-
simlar gibi oynamak yerine, fizik¢imiz, matematikg¢imiz,
istatistik¢imiz ve felsefecimiz takim halinde ¢aligabilir mi?

Kaos incelemeleri hangi sorularin mantik tagidigini ve
hangilerinin sagma oldugunu daha agik gérmemize yardim
eder: kaotik dinamiklerin incelenmesi, hedeflerimizden
bazilarinin dogrusal olmayan dizgelerin tuhaf ozellikleri
karsisinda erigilemez oldugunu kabullenmeye zorlad: bizi.
Ve en iyi diinya modellerimizin —hava, ekonomi, salginlar,
beyin, Moore-Spiegel devresi, hatta diinyanin iklim siste-
mi igin geligtirilen modeller— dogrusal olmadig: diigiiniil-
diigiinde, bunun ayirdina varmanin bilimin 6tesinde an-
lamlar1 var; bu anlamlar da karar destek mekanizmalarina
ve siyasa olugturmaya kadar uzaniyor. Idealde, kaos ile
dogrusal olmayan dinamiklerin &grettikleri, anlamsiz ol-
dugunu bildigi bir soru soruldugunda bildiklerimizin mev-
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cut sinirlarini agiklama ve mevecut bilgileri iletme giiciiyle
donanmig iklim modelcimizin imdadina kogacaktir. Mo-
deldeki kusurlar siyasaya 6zgii bir olabilirlik tahmininin
mevcut olmadigi anlamina gelse de, temelde yatan fiziksel
stirecin daha iyi anlagilmas: karar verici konumundakilere
astrlardir yardim ediyor.

Biitiin zor kararlar belirsizlik altinda verilir; kaosu an-
lamak, daha iyi bir karar destegi saglamamiza yardim etti.
Bilgi acisindan zengin hava kiimelerinin kullanilmasinin
sagladigi karlilik, pazarlarin ticaret alanlarindan ulusal
elektrik aglarinin kontrol odalarina kadar pek ¢ok alanda
belirsiz bilgilerin giinliik kullanimina &nayak olunca enerji
sektoriinde 6nemli ekonomik gelismeler kaydedildi.

Kehanet zor zanaat; bilimin gelecekte hangi baglami
benimseyecegi asla agik degil, ama kaosun hedef nokta-
larini1 degistirmis olmasi gergegi onun bilim iizerindeki en
kalic1 etkisi olabilir. Bu mesajin bilim egitiminin baglarinda
verilmesi gerekir: belirsizligin rolii ve matematiksel agidan
basit dizgelerin ortaya koydugu zengin davranig gesitliligi
hala biiyiik 6l¢iide anlagilamamakta. Gézlemsel belirsizlik
i¢inden ¢ikilmaz bigimde model hatastyla birlegmig durum-
da ve neyin iyi bir model oldugunu yeniden degerlendir-
meye zorluyor bizi. Az sayidaki kutuyu minimize etme tar-
zindaki eski hedefimizin yanlig yonlendirici oldugu ortaya
¢ikt1 ama onlarin yerine golgeleri aramaya mu1 ¢ikacagiz,
alimli davraniglara sahip bir model mi arayacagiz, yoksa
daha agiklanabilir olabilirlik tahminleri yapmanin peginde
mi kosacagiz? Ulagtigimiz yeni ve daha iistiin konumdan
bakinca hangi sorularin mantikli oldugunu, matematiksel
fizigin temel varsayimlarina ve olabilirlik kuraminin uy-
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gulamalarina meydan okuyabilecegini gorebiliyoruz. Mo-
del olusturmadaki bagarisizliklarimiz mevcut segenekler
arasindan dogru yaniti secemeyisimizden mi kaynaklani-
yor yoksa sunacak higbir uygun segenek yok mu? Gérgiil
agidan uygun olmayan modellerden gelen simiilasyonlar1
nasil yorumlayacagiz? Gergek'in varligi konusundaki kisi-
sel inanglarimiz ne olursa olsun, kaos bizleri Doga'ya yak-
lagmanin ne anlama geldigini yeniden diisiinmeye zorlad:.

Kaos incelemeleri yeni geregler sagladi: “temelde ya-
tan denklemler”i bilmedigimizde bile tutarli modeller ve-
rebilecek gecikme temelli yeniden yapilanmalar, dinamik
dizgeleri nicel agidan betimlemek igin yeni istatistikler,
belirsizligi tahmin etmek igin yeni ydntemler, ayrica mo-
dellerimiz, gézlemlerimiz ve giiriiltii arasindaki boglukta
koprii gorevi tistlenecek golgeler. Odak noktasini baginti-
dan bilgiye, dogruluktan agiklanabilirlige, uygunsuz hata-
lar1 yapay olarak en aza indirgemekten yararlar1 artirmaya
kaydirdi. Nesnel olabilirligin konumu hakkindaki tartig-
may1 yeniden canlandirdi: operasyonel agidan yararlt bir
olabilirlik tahmini olugturabilir miyiz, yoksa olabilirlik tah-
minleri olmadan olabilirlik bilgisini kullanmak igin yeni,
ad hoc yontemler gelistirmeye mi zorlaniyoruz? Gergek
diinyanin gelecegindeki belirsizligimizi mi tanimliyoruz,
yoksa modellerimizdeki gesitliligi mi aragtirtyoruz? Bilim
kendi yetersizligini aragtirir; bilimde siiregen bir belirsiz-
likle ugragmak bir zayiflik degil, giigliiliik belirtisidir. Kaos
—herhangi bir kusursuz model ya da nihai ¢éziimler sagla-
maksizin— diinyay1 incelememiz igin yepyeni malzemeler
temin etti. Bilim pargalardan olugan bir ¢aligmadir ve ara-
lardaki dikiglerden bazilar1 da hava gegirir.
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Matrix filminin baglarinda, Morpheus, Eddington’in bu
boliimiin bagindaki sdzlerini animsatan bir konugma ya-
par:

Bu senin son gansin. Bunun ardindan geriye doniig
yok. Mavi hapi alirsan 6ykii sona erer. Yataginda uya-
nirsin ve inanmak istedigin her ne ise ona inanirsin. Kir-
muz1 hapi alirsan Harikalar Diyar’nda kalirsin ve ben de
sana tavsan deliginin ne kadar derine gittigini gésteririm.
Unutma, benim sana énerdigim sey hakikat. Daha fazlas:
degil.

Kaos igte o0 kirmizi hap.
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SOZLUKCE

Matematikgiler bir tiir Fransiz’a benzer; onlarla ko-
nustugunuzda séylediklerinizi kendi dillerine cevirirler ve
o da kisa siire iginde tamamen farkli bir geye doniisiir.

Goethe, Goethe Derki. ..

Bu maddelerin kesin tanimlar saglamasi amaglanmi-
yor; anhk bir referans amaciyla temel fikri yansitmalan
hedefleniyor. Bazi terimler matematikgiler (M), fizikgiler
(F), bilgisayar bilimciler (B) ya da istatistikgiler (I) tara-
findan kullanildiklarinda anlamin farkh nianslarini ta-
sir. Tanimlar ve tartigmalar www.lsecats.org adresindeki

CATS Forum'da bulunabilir.

akig Iginde zamann siirekli oldugu dinamik dizge.

ayirt edilemez durum Verili bir giirsiltii modeli s6z konusu
oldugunda, aslinda, X ile gésterilen bir hedef yoriinge
tarafindan {iretilmig gézlemleri {irettigi igin gz ardi
etmenin miimkiin gériinmedigi nokta derleminin bir
tiyesi. Bu derleme X'in ayirt edilemez durumlarinin seti
ad verilir ve belirli bir gézlemler setiyle de iligkisi yok-
tur.
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Burns etkisi Eksik bilgi ve kusursuz olmayan modellerin
mantikli karar verme ugragi sirasinda yarattiga zorlugu
iceren bir ifade.

cekici Durum uzamu i¢inde, bagka bir durumlar derlemesi-
nin ileri dogru yinelenirken gitgide yaklagtiga bir nokta
ya da noktalar derlemi.

¢ekim merkezi Belirli bir ¢ekici i¢in, sonugta ona yakinla-
sacak biitiin durumlarin derlemi.

ciftleme zamani Baglangigtaki bir belirsizligin iki ¢arpan
giicinde artmast igin gegen siire. Ortalama ¢iftleme
zamani tahmin edilebilirligin bir dlgiitiidiir.

denklem Yeni bir durumu mevcut durum yoluyla belir-
leyen kural; bu tiir matematiksel dinamik dizgelerde
zaman yalnizca aralikh (tamsay1) degerler alir ve bu
nedenle de X’in degerler serileri X olarak adlandirilir —
burada i genellikle zaman olarak adlandirilir.

determinist dinamik Baglangic durumu yinelenme sira-
sinda biitiin gelecek durumlari tanimlayan bir raslan-
tisal say1 iiretecine bagh kalmadan yinelenebilen dina-
mik bir dizge.

dogrusal dinamik dizgeler icinde ¢éziimlerin toplamlari-
nin da ¢oziimler oldugu dinamik bir dizge; daha genel
anlamda, ¢6ziimlerin iist iiste konmasina izin veren bir
dizge. (Teknik nedenlerle, “yalnizca dogrusal kurallar
icerir” demek istemiyoruz.)

dogrusal olmayan Dogrusal olmayan her sey.

durum Durum uzam iginde dizgenin mevcut kogulunu ta-
mamen tanimlayan bir nokta.

durum uzami Her bir noktanin dinamik bir dizgenin du-
rumunu ya da kogulunu tamamen tanimladigi uzam.
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duyarh bagimlilik Zamana baglh olarak yakinlardaki du-
rumlarin hizly, ortalama degerli tiirel ayrigmast.

etkili tistel biiyiime Sonsuz gelecege ortalandiginda orta-
lama olarak tiirel gibi gériinebilecek ama uzun dénem-
ler iginde oldukga yavag biiyiiyebilen ve hatta darala-
bilen zaman iginde biiyiime.

fraktal Bir 6zbenzeg noktalar derlemi ya da ilging (6rne-
gin, diiz bir dizgiden ya da bir diizlemden daha ilging)
bigimde 6zbenzeg olan bir nesne. Genellikle, i¢inde ya-
sanilan uzamda fraktal bir setin sifir oylum olmasi ge-
rekir, zira iki boyutlu bir ¢izginin alan1 ya da ii¢ boyutlu
bir yiizeyin oylumu yoktur.

gecikme temelli yeniden yapilandirma Ek durum degig-
kenlerine ait gézlemler yerine ayni degiskenin zaman
gecikmeli degerlerinin yapilandirildig1 bir model durum
uzam.

gegici dinamik Rulet oyunundaki ya da Galton Kutusu
veya GO Kutu'daki haliyle gegici davranig, zira sonun-
da top duracakur. Bkz. karmasa.

geometrik ortalama N sayilan ¢arpip ardindan iiriiniin
N’inci kokiini alinca elde edilen sonug.

golgeleme (F) Bir dinamik dizge, izlenmesi umulan goz-
lemsel giiriiltiiye dair gdzlemlerin yolunu agabilecek
bir yoriinge iiretebildiginde, o dinamik dizgenin bir
gozlemler setini “gdlgeledigi” sdylenir; bir golge hem
giiriiltii modeliyle hem de gozlemlerle tutarh bir yo-
riingedir.

golgeleme (M) Kusursuz diizeyde bilinip ¢ok az fark
iceren dinamiklere sahip iki model arasindaki iligki;
burada modellerden birinin diger modelin yériinge-
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sinin yakinlarina denk diigen bir yoriinge izleyecegi
kanitlanabilir.

gozlemsel belirsizlik Dizgenin durumuna dair herhangi
bir gézlemin kesin olmamasindan kaynaklanan belir-
sizlikler; 6lgtim hatast.

giiriiltii (dinamik) Dizgeye miidahale eden, dizgenin ge-
lecekteki davranigini modelin determinist pargasinin
davranigindan farkli kilan her sey.

giirtiltii (6lgiim) Gozlemsel belirsizlik; élgmeye calistigi-
miz “Gergek” bir degerin var oldugu ve yinelenen giri-
simlerin bu degere yakin ama bu degerle ayni olmayan
sayilar tirettigi goriigii. Kendi 6lgtimlerimizdeki bozuk-
luklardan giiriiltiiyii sorumlu tutariz.

giiriiltii modeli Gergek giiriiltii kabul edilen her ne ise
onu agiklama ¢abasinda kullanilan, giiriiltiiniin mate-
matiksel bir modeli.

hemen her (F) Hemen her.

hemen her (M) Bir sey %100 dogru olsa bile kimi durum-
larda yanlig da olabilecegi uyarisi i¢in matematikte sik
kullanilan bir ifade.

kaos (B) Kaotik bir matematiksel dizgeyi temsil etmeye
galigan bir bilgisayar programi. Uygulamada, dijital an-
lamda bilgisayara aktarilmig dinamik dizgeler periyodik
bir déngiidedir ya da oraya dogru ilerlemektedir.

kaos (F) Halihazirda, en iyi, kaotik bir matematiksel dizge
tarafindan modeli olugturulabilecegine inandigimiz bir
fiziksel dizge.

kaos (M) (a) Determinist, (b) yinelenen ve (c) baglangig
durumunda duyarli bagimlilik gésteren bir matematik-
sel dinamik dizge.
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kaotik cekici Dinamiklerin tizerinde kaotik olduklari bir
gekici. Bir kaotik gekici bir fraktal geometri ihtiva ede-
bilir de etmeyebilir de; bu nedenle twhaf kaotik geki-
cilerin yani sira tuhaf olmayan kaotik gekiciler bulun-
maktadir.

karmaga Yalnizca sinirli bir zaman diliminde kaosu andi-
ran nitelikler sergileyen (ve bu nedenle de yinelenme
ozelligi olmayan) gegici dinamik.

kelebek etkisi Mevcut kiigiik farkliliklarin gelecekte bii-
yiik farkliliklarla sonuglanabilecegi fikrini iceren bir
ifade.

kestirim Bir dizgenin gelecek durumu hakkinda bir ifade.

korunumlu dinamik dizgeler Ileri dogru yinelendikge du-
rum uzamn bir oylumunun daralmadig1 dinamik dizge.
Bu dizgelerde cekici olamaz.

Kusursuz Model Senaryosu (KMS) Mevcut modeli veriler
tiretmek igin kullanip ardindan bunu yaptigimizi unut-
mug gibi yaparak modelimizi ve gereglerimizi kullanmak
yoluyla “veri"yi analiz ettigimiz yararli bir matematiksel
el gabuklugu. Daha genel anlamda, incelemekte oldu-
gumuz dizgenin matematiksel yapisinin kusursuz bir mo-
deline sahip oldugumuz her tiirlii durum.

kiime tahmini Birtakim ileri yénelimli baglangi¢ durum-
larinin (bunlar farkli parametreler ve hatta modeller
ierebilir) yinelenmesine dayanan ve bunu yaparak da
model(ler)imizin gesitliligini sergileyen ve modele da-
yali tahminlerde belirsizligin olas1 etkileri iizerine daha
diigiik bir sinir getiren bir tahmin.

Lyapunov katsayist Sonsuz élctide yakin durumlarin ay-
rildig1 ortalama hizin bir 6lgiitii. Katsay ad1 verilmesi-
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nin nedeni, ortalama hizin logaritmasi olmasidir ve bu
da ortalama iistel biiyiimeyi (sifirdan biiyiik) ortalama
tistel daralmadan (negatif) ayirt etmeyi kolaylastirir.
Dikkat edilirse, tistelden daha yavag biiyiime, tistelden
daha yavag daralma ve hig biiyiimeme durumlar tek
bir degerde (sifir) derlenmektedir.

Lyapunov zamam Lyapunov katsayisi tarafindan boliinen
bu sayinin en basit kaotik dizgeler diginda herhangi bir
seyin olabilirligi ile pek az iligkisi vardir.

model Ya kendi dinamiklerinden ya da dinamiklerinin bir
fiziksel dizgenin dinamiklerini animsatmasindan &tiirii
etker ozellikli bir matematiksel dinamik dizge.

olas1 Kesin tanimlanmig olmayan her sey; belirsizlige ola-
nak taniyan ifadeler.

ornek istatistik (I) Bir 6rnek veriden tahminle ¢ikarilan
bir istatistik (6rnegin: ortalama, degiske, ortalama cift-
leme zamamn ya da en biiyiik Lyapunov katsayist).

parametreler Modellerimizde model alinan dizgenin belir-
li niteliklerini temsil edip tanimlayan nicelikler; model
durumu ilerlerken parametreler genellikle sabit tutu-
lur.

periyodik doéngii Determinist bir dizgede kendi iizerine
kapanan bir durumlar serisi; birinci durum sonuncuyu
izler ve bu sonsuza kadar devam eder. Periyodik bir yo-
riinge ya da sinir déngiisii.

Poincaré kesiti Bir akisin, bir degisken belirli bir deger
iistlendiginde biitiin degigkenlerin degerlerini kayde-
den kesiti. Poincaré tarafindan bir akigi bir denkleme
déniigtiirmek igin geligtirildi.

raslantisal dinamik Gelecek durumu mevcut durum ta-
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rafindan belirlenmeyen dinamik. Stokastik dinamik
olarak da adlandirilir.

sonsuz olgiide kiiglik Akliniza gelebilecek her tiirlii sa-
yidan daha kiigiik ama kesinlikle sifirdan biiyiik bir
nicelik.

stokastik dinamik Bkz. raslantisal dinamik.

tahmin edilebilirlik (F) Mevcut bilginin bir dizgenin ge-
lecek durumu hakkinda yararl bir bilgi vermesini sag-
layan 6zelligi.

tahmin edilebilirlik (M) Nihai (iklimbilimsel) dagilimdan
edinilen raslantisal tahminlerden farkli olarak yararh
bir tahmin dagiliminin olugturulmasina olanak sagla-
yan 6zellik; gekicileri olan dizgelerde bu terim ¢ekici-
den noktalar rasgele toplamak yerine bir tahmin yap-
mak anlamini tagir.

tuhaf ¢ekici Fraktal yapida bir gekici. Bir tuhaf gekici kao-
tik olabilir de olmayabilir de.

iistel bityiime X'in artig hizinin X’in degeriyle orantili ol-
dugu artig; X genigledikce daha hizli biiyiir.

yapici olmayan kanit Bize bir geyin var oldugunu, o seyi
nasil bulacagimizi anlatmadan gosteren matematiksel
bir kanit.

yinelemek Bir dinamik denklemi tanimlayan kurali bir kez
uygulamak, durumu ileri dogru bir adim hareket ettir-
mek.

yinelenen yériinge Sonunda mevcut durumunun ¢ok ya-
kinina dénecek olan yériinge.

yitirgen dinamik dizge Ortalama olarak, durum uzaminin
bir oylumunun dizge altinda ileri dogru yinelendiginde
daraldig1 dinamik bir dizge. Oylum sifira dogru yol alir-
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ken bir noktada daralmasi gerekmez ve oldukga kar-
magtk bir ¢ekiciye de yaklagabilir.

zaman serisi (M, F, 1) Bir dizgenin zaman iginde evrim-
lesmesini temsil etmek igin alinmig bir gézlemler serisi;
dokuz gezegenin konumu, giines lekelerinin sayisi, fare
niifusu bunlara érnektir. Ayrica, matematiksel bir mo-
delin ¢iktisi. Ayrica (S): Kafa karigtirict bir bigimde,
modelin kendisi.
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