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Onsoz

Milli Egitim Bakani Nabi Avci Matematik Koyii'nii ziyaret ettigi bir giin,
sohbet esnasinda bir ara liseliler icin bir matematik ders kitabi yazmami
Oonerdi. Hemen kabul ettim tabii. Liselerde okunacak bir matematik kitabi
yazmay1 gorev sayarim. Ustelik zaten genclere yonelik yazdigim onlarca kitap,
yiizlerce popiiler yazi var, bunlarin bir kismini bir lise ders kitabi olarak gézden
gegirip diizenlemem pek zor olmazdi. Ne biiyiik yanilgl! Simdi diiginiiyorum
da, hayatimda bildigimi sandigim bir konuda hi¢ bu kadar biiytik bir yanilgiya
diigmedim. Meger bir lise kitab1 yazmak ne kadar zormus, hatta iyisini yaz-
mak imkansizmig! Bu zorluklardan bahsetmezsem olmaz c¢linkii bu zorluklar
bu kitabin bel kemigi.

Kitab1 ne tir liseli i¢in yazacaktim? Ciinkii liseli var, liseli var. Meraklist
var, umursamazi var. Temeli saglam olani var, ¢iiriik olani var. Matematigi se-
veni var, matematikten nefret edeni var. Entelektiiel heyecan arayani var, daha
maddi odillerle tatmin olami var. Soyut kavramlarda zorlanani var, ayaklar:
yere degmeyeni var. Caligkan1 var, tembeli var. Acar1 var, akli havada olan
var. Inatcisi var, kolay teslim olam var. Cesit cesit liseli var. Kitabm seviyesini
tutturmak icin uzun siire cebellegtim. Sanirim lise 1 seviyesinde 1,5-2 milyon
kadar 6grenci vardir Tiirkiye’de. Sonunda, bu kadar ¢ok ve ¢esitli 6grenci icin
tek bir kitap yazilamayacagini idrak ettim. Bu kadar ¢ok Ggrenciye tek bir
kitap sunmanin iilkeye ancak kotiiliikk olacagina kanaat getirdim. Hatta bu
kadar ¢ok ve cesitli 6grenci ic¢in tek bir miifredat ve egitim sistemi bile dogru
degil ama neyse, konumuz bu degil... Seslendigim kitleyi kisitlayip, bir fen lisesi
Ogrencisine ya da bir fen lisesi 6grencisi kadar merakli genclere seslenmeliydim.

Bu da kolay olmadi. Tecriibe gosterdi ki her fen lisesi bir olmadig: gibi, her
fen liseli de bir olmuyor. Kendimi daha da kisitlayip, temel bilimlerde ilerlemek
isteyen merakl fen lisesi 6grencisi i¢in yazmaya karar verdim.

Baska zorluklarla da karsilagstim. Dogal olarak miifredata bagh kalmaliy-
dim. Nabi Bey bu konuda bana kismi bir ozgiirliik saglamigti, hatta gerekirse
miifredati degistirebileceklerini bile ¢itlatmisti ama gene de miifredattan ¢ok
ayrilamazdim. Miifredat1 gozden gecirdim. Ayni sinifin miifredatinda kiimeler
de var, sayilar da, istatistik de, geometri de... Bir kitapta bu kadar farkli konu
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2 Onséz

olamaz ki... Her kitabin bir biitlinligii, belirli ve sabit bir konusu olmalidir,
aksi halde tatsiz tuzsuz bir kitap ortaya ¢ikar. (Ama neyse ki bir iki yil sonra
raflardan kalkar, unutulur gider.) Ayrica, biraz ondan biraz bundan bahse-
dince aslinda hicbir seyden bahsedilmez. Birbirinden ¢ok farkli konularin tek
bir kitapta toplanmasi dogru degil, hem kitabin biitlinliigii agisindan dogru
degil, hem de kitabin varabilecegi hacim agisindan dogru degil. “Lise 1 Mate-
matik” diye bir kitap bagligi bana giderek daha absiirt gelmeye basladi, “Lise 1
Matematik” diye bir konu yoktur ¢iinkii, dolayisiyla kitab1 da olamaz! Boylece
her konuda ve her seviyede ayr1 bir kitap yazmaya karar verdim. (Bu dedigim
ornegin tarih kitaplar igin de gegerli olmali. “Tarih” diye bir kitap olamaz,
olmamali, ama “Ortagag Avrupas: Tarihi” diye bir kitap olabilir mesela.)

Zorluklar bu kadarla kalmadi: Miifredatta, anlatilmasi gereken konular
sOylendigi gibi, anlatilmamasi gereken konular da soyleniyor! Bu talimata uy-
mam s6z konusu bile olamazdi. Daha neler!

Sonug¢? Miifredat1 bir yana birakip, merakh bir fen lisesi 6grencisinin bil-
mesi gerektigini diigiindiigiim farkl konularda ve derinlikte farkli kitaplar yaz-
maya karar verdim. Elinizdeki bu kitap bir dizi kitabin birincisidir. Sadece
kiimeler kuramini ele alir ve kiimeler kuraminin ilk kitabidir. Belli bir zihinsel
olgunluk diginda herhangi bir 6nbilgi gerektirmemektedir. Ileride, bir bagka
kitapta kiimeler kuraminin daha derinlerine inecegiz.

Dizinin ilk kitab1 oldugundan elinizdeki kitap lise 1 fen lisesi 6grencilerine
uygun olmali, en azindan ben oyle diisiiniiyorum. Bu demek degildir ki 6g-
retmen siifta kitaptaki her konudan bahsetmeli ya da ogrenci kitabi satir
satir okumali. Kitabin her sayfasindan sinifta s6z edilmesi hi¢ dogru olmaz, o
kadar ¢ok zaman yok. Eger sinifinda kitabi okutmaya cesaret eden 6gretmen
olursa, birgok konuyu, 6rnegi ve aligtirmay: atlayabilir. Ogrenci o konular:
kendi evinde isterse ve merakliysa okur. Kitabin bazi boliimleri daha ileri
siiflarda da okutulabilir.

Miifredattan degil, matematigin 6zlinden kaynaklanan ¢ok daha ciddi bir
bagka zorukla da karsilagtim. Bilindigi {izere matematik tamamen zihinsel bir
ugrastir. Istisnasiz tiim matematiksel kavramlar zihinseldir. Ornegln mate-
matiksel 1 sayisi ile hissettigimiz 1 sayisi aslinda birbirinden apayr: seylerdir;
matematiksel 1 sayis1 {0} kiimesi olarak tanimlanir (bagka tiirlii de tammmlana-
bilirdi!) ve bu tanimin 1 sayisiin pratikteki anlamiyla iligkisi bayagi muglaktur,
ne de olsa 1 sayis1 pratikte bir niceleme sifatidir ama matematiksel 1, yani {0}
kiimesi, bir sifat olmaktan bir hayli uzaktir.

Elbette matematiksel kavramlar somut olaylardan ve somut diinyadan
kaynaklanir, elbette somut olaylar1 algilamak i¢in gorme, igsitme gibi duyu-
larimizdan yararlaniriz, elbette matematiksel kavramlar1 sezgilerimizi kulla-
narak yaratip igsellegtiririz, ama kavramin kaynag ve kavrami igsellegtirme
stireci basgka, kavramin kendisi basgka. Bir liseliye matematigi tamamen zihin-
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Onsdz 3

sel bir faaliyet olarak anlatmak makul bir davranig degildir, akli baginda kimse
boyle bir ugrasa yeltenmez. Yaklagik 4000 yillik bir siirecin sonucunu birkag
yilda 6grenciye aktarmak miimkiin degildir ¢iinkii. Demek ki bir lise matema-
tik kitabi yazari, sadece matematigi degil, matematigin kegif siirecini de an-
latmali, hatta matematikten 6diin verip kesif siirecini 6ne gikarmali. Paradoks
gibi gelecek ama matematik anlatirken bir liseliye illa ki yalan s6ylenmeli. Me-
sela bir lise matematik kitabinda 1 sayis1 {0} kiimesi olarak tanimlanmamal,
1 sayisinin ne oldugunu 6grencinin sezgileriyle bildigi varsayilmali. Pedagoji
diye bir sey var nihayetinde! Yalan sdylemeyi kabullendikten sonra yalanin do-
zunu ayarlamak gerekiyordu, bu konuda da bayag: zorluk ¢ektim. Cok yazip
bozdum, ¢ok bocaladim, ¢ok iki arada bir derede kaldim. Yalani asgariye in-
dirdigime inaniyorum. Hi¢ olmazsa yalansiz dolansiz matematik i¢in bagvurul-
masi gereken kaynaklari: gosterdim.

Yillardan beri 6grencilerle 6gretmenlerin bazi tebelles sorulariyla muhatap
olurum. Iste o sorulardan bazlari: 0 bir say1 midir? 0 /0 niye tanimsizdir? 0°
kactir? 0! sayisi niye 1’e esittir? En biiylik say1 oo mudur? Ayrica, bu tiir
sorulara cevap vermeye galigtim.

Kitapta matematik tarihinden sézettim biraz. Sadece kitabi neselendirsin
diye degil, bagl basina ilging bir konu oldugundan ve genel kiiltiirtimiiziin bir
parcasi olmasi gerektigine inandigimdan.

Araya arastirmaya Ozendiren notlar ve aligtirmalar serpistirdim, bilinme-
yen sorulardan bahsettim. Bir 6grenci kendini unutup giinlerce o sorulardan
birine yogunlasirsa kitap amacina ulagmig demektir.

En onemlisi elimden geldigince tanimin ve kanitin 6nemini vurgulamaya
caligtim. Bunu her zaman yapamadim ¢iinkii yukarida da belirttigim gibi arada
bir okurdan gercekleri gizlemek zorunda kaldim. Ama bir¢ok yerde tanimin
ve kanitin hakkini teslim ettigimi disiinliyorum. Tamim yoksa kanitlanacak
ciimle anlamsizlagir ve dolayisiyla kanit miimkiin olmaz. Kanit1 atarsak da
matematikten geriye sadece bir olgular dizisi kalir. Kanitsiz bir matematik
kitabinin ise bir telefon rehberinden pek bir fark: yoktur!

Matematik soyuttur, simgeseldir, x’ler, y’ler filan vardir, ama matematik
bir simgeler dizisi olarak sunulmaz, sunulursa da anlagilmaz olur. Bir matema-
tik kitabinda uzun agiklamalar olmali, yani kaydadeger miktarda metin olmali.
Okurun kitaptaki metin eksikliginden yakinacagini hi¢ sanmiyorum.

Kitabin elbette bazi eksiklikleri vardir, ne de olsa hayatimda hi¢ bir lisede
ogretmen olarak caligmadim, 6gretmenlerin karsilagtiklar: sorunlardan bihaber
olabilirim. Bu eksiklerden biri ve en onemlisi standart aligtirma eksikligi ola-
bilir. Mesela iiniversite sinavlarinda ¢ikacak sorulari hi¢ kale almadim. Bu tiir
eksiklikleri 6gretmen ve 6grenci bagka kaynaklardan giderebilir. Eksikliklerim
konusunda beni de bilgilendirirseniz sevinirim (anesin@nesinvakfi.org).
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4 Onséz

Bu ilk kitapta modern matematigin en temel diregi olan kiimelerle ta-
nigacagiz. Daha sonraki kitaplarda burada gordiigimiiz kavramlarin bol bol
uygulamalarini gorecegiz ve ayrica bu kavramlari daha da geligtirip genelles-
tirecegiz.

Kiigiik puntoyla yazilmis olan notlar, érnekler ve alistirmalar korkarim ana
metinden daha eglenceli ve egitici. Ogrenciye o kiiciik puntoyla yazilmig metne
onem vermesini tavsiye ederim.

Kimeler kuramini “sezgisel” bir bicimde ele alacagiz. Kiimeler kurami
[N2] ve [N3] ders notlarinda ¢ok daha matematiksel olarak (ve ¢ok daha ileri
diizeyde) ele alimmigtir. Dileyen okur o ders notlarina uygun bir zamaninda
(bu kitaplar: okuduktan sonra amal) goz atabilir.

Kitab1 neden MEB’e sunmayip da Nesin Yayinevi'nde basmay1 tercih et-
tigime gelince... Her seyden o6nce kitabi MEB’e sunsaydim, muhtemelen ka-
bul edilmeyecekti. Baz1 hakli ve baz1 haksiz nedenlerden... Hele Nabi Bey
bakanliktan ayrildiktan sonra kanaatimce hi¢ sans1 yoktu. Kitap kabul edil-
meseydi herhangi bir sorun olmazdi, yine Nesin Yayinevi'nden basardik. Asil
biiyiik sorunu kitap kabul edilseydi yagardim. Hakkimda soylenmedik laf, atil-
mamisg iftira kalmazdi. Biliyorum, c¢iinki kitap daha yazilmadan, kitabin si-
paris edildigi haberi duyulur duyulmaz sosyal medyada igreng iftiralar ve ha-
karetler dolagmaya basladi. Bir ders kitabinin 6nsoziinde bile olsa, tilkemizin
bu asir1 politiklesmesinden had safhada gima geldigini 6zellikle belirtmek isti-
yorum.

Kitaplar1 bagtan sona okuyup cesitli Oneriler getiren, diizeltmeler yapan,
aligtirmalar 6neren Mustafa Yagc1 ve Ali Toriin’e tegekkiir etmek yetmez
bile. Kitabin ilk taslagini internetten indirip diizeltmeler yapan onlarca adsiz
ogretmene de tegekkiirii borg bilirim. Son olarak, bu kitap dizisinin yazilmasina
onayak olan dostum Nabi Avci’ya miitesekkir oldugumu belirtirim.

Ali Nesin / 8 Agustos 2017
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1. Kumeler ve (")geleri

Birtakim nesnelerden olusan topluluklara matematikte kdime adi verilir. Or-
negin su anda i¢cinde bulundugunuz sinifi bir 6grenci kiimesi olarak diigiinebilir-
siniz. Okulunuzu da, eger isterseniz, simflardan olusan bir kiime olarak gorebi-
lirsiniz. Elbise dolabinizi, elbiselerinizi iceren bir kiime olarak algilayabilirsiniz.
Yasadiginiz mahalle de insanlardan olugan bir kiime olarak goriilebilir. iginde
bulundugunuz ilgeyi isterseniz insanlardan, isterseniz mahallelerden, isterse-
niz evlerden olusan bir kiime olarak gorebilirsiniz, se¢im sizin, ama bdylece
bir degil, ii¢ farkli kiime elde edersiniz. Marangoz icin kiitiiphane raflardan
olugan bir kiimedir belki, ama kiitiiphaneyi kullanacak kisi i¢in kiittiphane ki-
taplardan olusan bir kiimedir. Raflardan olusan kiitiiphane kiimesi, tabii ki
kitaplardan olusan kiitiiphane kiimesine esit degildir.

Orneklerimizi gogaltalim. Bir futbol takimi 11 oyuncudan olusan bir kiime
olarak goriilebilir. Eger yedekleri de sayarsak, futbol takimi kiimesinin “6ge”
sayisi artar. Antrenorii, doktoru, masori filan da hesaba katarsak, futbol taki-
m1 kiimesinin 0ge sayisi daha da artabilir. Ama her degisiklikte yeni bir kiime
elde ederiz.

Bir teknisyen bir treni vagonlardan ve lokomotiften olusan bir kiime ola-
rak gormek isteyebilir ama bir biletci ayni treni yolculardan olusan bir kiime
olarak gormeyi tercih edebilir, bakis acisina gore degisir. Onemli olan kiimeyi
olugturan nesneleri, yani kiimenin ogelerini belirlemektir. Tabii kiimenin oge-
leri degisince kiime de degisir, trenin vagonlarindan olusan kiime, trenin yol-
cularindan olusan kiimeye esit degildir.

Sonug olarak bir kiime, baz1 nesnelerden olugan bir topluluktur. Aslhinda
kiime sozciigiiyle topluluk sozcligii arasinda bir fark yoktur, “kiime”, “toplu-
luk” s6zctigiiniin matematikgesidir; topluluklara matematikte “kiime” denir.

Basit bir 6rnek ele alalim. Diyelim evinizi, iginde yasayanlardan olusan
bir kiime olarak gérmek istiyorsunuz ve diyelim evinizde anneniz, babaniz,
dayimiz, kardeginiz (Ersin) ve siz (Can ya da Canan) yagiyorsunuz. Demek ki
evinizde toplam beg kisi yasiyor. Bunu bir sekille soyle gosterebiliriz:
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6 1. Kiimeler ve Ogeleri

Bu kiimenin beg 6gest vardir: Anne, baba, day1, Ersin kardes ve siz (yani
Can ya da Canan). Anneyi A ile, babay1 B ile, dayiy1 D ile, Ersin kardesi E
ile ve sizi de Can’in ya da Canan’in C"si ile gosterelim. Son olarak, kiimeye K
adin1 verelim. Bu durumda kiimemizi daha basit bir bicimde gosterebiliriz:

K

K kiimesinin beg 6gesi var: A, B, C, D ve E.

Kiimeyi olusturan kisileri yuvarlak bir cergeve icine aldik, isteseydik kare
ya da iiggen bir cergeve igine de alabilirdik, onemli olan kiimenin 6gelerinin
bir gerceve icine alinmis olmasi. Asagida kiimeyi beggen i¢ine almigiz.

Kiimenin nasil gosterildigi hi¢ 6nemli degildir, yeter ki anlagilir bir gekil olsun.
Cizmesi kolay olsun diye kiimeler daha ¢ok bir ovalle (yumurta bigiminde bir
sekille) gosterilir.

Kiimeleri simgeleyen bu tiir sekillere Venn diyagrama adi verilir. Aym
sekil tizerinde birden fazla kiime gosterildiginde Venn diyagramlar: daha eglen-
celi olur. (Ama kiime say1s1 ¢ok artarsa eglencenin tadi kagar!) Tleride 6rnekler
verecegiz.

Eger sekil c¢izmek zor geliyorsa, ki bazi durumlarda gercekten zor olabilir,
bu kiime goyle gosterilebilir:

K ={A, B, C, D, E}.

Sag ve soldaki fiyakali parantezlere ktime parantezleri adi verilir, birincisi
acan kiime parantezidir, digeri ise kapatan kiime parantezi.

Anlamigsimizdir, bir kiimeyi olugturan nesnelere 6ge denir. Bazen 6ge ye-
rine eleman da denir; biz genellikle bu kitapta birinci terimi tercih edecegiz.
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Kime yazarken Ogelerin yazilig sirasi 6nemli degildir, 6rnegin yukaridaki
kiimeyi
K ={FE,C, B, A, D}

olarak da gosterebilirdik. Ama 6gelerden birini yazmazsak ya da fazladan bir
Oge (evimize taginan yengeyi mesela) eklersek, o zaman bagka bir kiime elde
ederiz.

Bazi kitaplarda, “bir kiime, iyi tanimlanmis nesneler toplulugudur” yazar
ama bu tam dogru degildir, ya da goyle soyleyelim: “iyi tanimlanmis olma”nin
anlami belirtilmediginden bu tanim eksiktir. Gene de ilk kez kiime kavramiyla
kargilagan birinin bunu tanim olarak kabul etmesinde ¢ok biiyiik bir sakinca
yoktur.

Evrendeki yildizlar bir kiime olugturur mu? Matematiksel olarak bunun
birgok sakincasi vardir. Her seyden 6nce “evren” ve “yildiz”in tanimlari yapil-
madigindan “evrendeki yildizlar” kiimesi tam tanimlanmamigtir. Mesela bir
yildiz, yildiz olmak ic¢in ne kadar biiyiik olmalidir? Ama diyelim bu tanimlar:
da yaptik. Bu durumda, evrendeki yildizlar kiimesinden sz edebilir miyiz?
Gordiigimiiz yildizlardan s6z edeceksek, gene bir sorun var, ¢iinkii su anda
gordiigiimiiz yildizlarin bazilar: orada degil, coktan séniip yok olmuslar... Ama
olsun, onlar1 da kiimemize dahil edelim. Baz1 yildizlar parcalanip iki yildiza
doniigtirler... Bazilar1 da yok olurlar. Yani yildizlar kiimesi de zamanla degise-
bilir. Oysa matematiksel nesneler zamanla degismezler, zamandan bagimsiz-
dirlar.

Hayattan alinan her kiime 6rneginin sorunlari vardir. Sadece matematiksel
anlamda tanimlanmig kiimeler sorunsuzdur. Ama biz ¢ok genis goriiglii olup,
en azindan bu ilk boliimde, ince eleyip sik dokumayacagiz. Bize “kiime” duygu-
sunu veren her seyi kiime olarak kabul edecegiz. Ama bu konuda da abartma-
mak lazim. Ulkemizin sevilen sarkicilari, yakisikhh oyunculari, cennet koylari,
ulu daglar1 gibi 6znel zevkleri 6ne gikaran, ogeleri kigiden kisiye degisebilecek
topluluklar: kiime olarak kabul etmeyecegiz. Kitapliktaki eski kitaplar, Diin-
ya’daki hayvanlar, Rus edebiyatinin en iyi romanlar1 ya da sevilen sanat miizigi
sarkilar1 kiime adma layik olmayan topluluklardir. Ote yandan bir diizlemin
noktalari, say1 dogrusu tizerindeki 1’den kiiciik sayilar ya da asal sayilar ma-
tematiksel anlamda kiime olustururlar.

Bir kiime Ogeleri tarafindan belirlenir, yani ayni 6geleri olan iki kiime egittir
ve farklh 6gelere sahip kiimeler farkli kiimelerdir:

Kiime Esitligi Onermesi: Aym égelere sahip iki kime esittir.

Bu 6nermeyi kiime esitliginin tanimi olarak algilayabilirsiniz. Bu 6nermeye
gore bir kiime Ogeleri tarafindan belirlenir. Gene bu 6nermeye gore, eger iki
kiime birbirine esit degilse, o zaman kiimelerden birinde digerinde olmayan
bir 6ge vardir. 6rnegin eger x, K kiimesinin bir 6gesiyse ama L kiimesinin bir
Ogesi degilse, o zaman kesinlikle K kiimesi L kiimesine esit olamaz.
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8 1. Kiimeler ve Ogeleri

Ama dikkat, “ayni sayida 6gesi olan kiimeler egittir” degil, “ayni 6gelere sa-
hip iki kiime egittir” dedik. Ayni sayida 6geye sahip iki kiime esit olmayabilir,
ornegin sizin sinifta da diger subede de 24 G6grenci olabilir ama sizin sinifin
ogrencilerinden olusan kiime diger subenin o6grencilerinden olusan kiimeye esit
degildir.

Bir kitap da sayfalardan olusan bir kiime olarak goriilebilir, ama sayfalarin
sirast 6onemli oldugundan kitabi sayfalardan olusan bir kiime olarak gérmek
pek dogru bir bakig acis1 olmaz, ¢inkli bir 6nceki sayfada degindigimiz gibi
bir kiime Ogelerini siralamaz, olasi siralamalarini dikkate almaz. Bir tomar
kagidi bir kagit kiimesi olarak gérmek daha dogru olur. Bir bagka deyisle bir
listeyle bir kiime arasinda bir fark vardir: Liste siralanmigtir, birinci, ikinci,
sonuncu Ogesi vardir, ama bir kiimenin birinci, ikinci 6gesi yoktur. Bir sozlitk
bu konuda daha aciklayici bir 6rnek olabilir. Bir sozliigii kelimeler kiimesi
olarak gérmek hi¢c dogru degildir, ¢iinkii sozliikte kelimeler alfabetik olarak
siralanmiglardir, oysa bir kiimenin 6gelerinin herhangi bir siras1 yoktur. Daha
da dramatik bir 6rnek bir romandir. Bir roman herhalde bir kelimeler kiimesi
degildir, c¢iinkii bir romanda kelimeler siralanmiglardir, iistelik aym kelime
birkac kez gecebilir. Kiimeyi, ogelerini karmakarigik bir gekilde ve her 6geyi
tek bir defa iceren bir ¢uval olarak dusiinebilirsiniz.

Ev ahalisi ornegimize geri donelim. Teyzeniz sizin evde yagsamiyor, demek
ki teyze, K kiumesinde degil. Teyzeyi T harfiyle gosterelim. Asagida T’nin
(yani teyzenin), K kiimesine gore konumu gosteriliyor:

K

T

Bir kiimede ayni 6ge birkag defa gosterilebilir ama bu, kiimeyi degistirmez.
ornegin,

{A, B,C, D, E}ile {A, A, B, B, B, C, D, E}

kiimeleri birbirine egittir. Sagdaki kiimede A ve B 6geleri bir nedenden birkag
defa gosterilmis, ama bu sakarlik kiimenin degismesine neden olmaz. Sadelik
acisindan bir kiimede her 6geyi bir defa yazmakta yarar var tabii. Bir bagka
ornek:

{A, D, B, E,C, A} ={C, A, B, D, B, C, D, E}.

Tabii en zarif ve en kullamsh yazihm, geler birer defa ve belli bir sirayla,
ornegin alfabetik sirayla yazilarak elde edilir. Iki 6rnek:

{C, E, B, A} ile {4, B, C, E}
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ve
{5, 1,4, 2} ile {1, 2, 4, 5}

kiimeleri esittir ama belli bir diizen olmasi agisindan ikinci yazilimi birincisine
tercih ederiz. Yani her ne kadar bir kiitmenin 6geleri siralanmamissa da, estetik,
pedagojik ve rahatlik gibi baz1 kaygilardan dolay1 kiimelerin 6gelerini belli bir
diizende yazmakta yarar vardir.

Eger y, x kiimesinin bir ogesiyse, bu, matematiksel simgelerle

yEx

olarak yazilir. Eger tam tersine y, « kiimesinin bir 6gesi degilse

ygx
yazilir. Yukaridaki aile 6rneginde

Ae K, BeKveT¢K

olur. Bazen,
Ae KveBe K

yazmak yerine,

A BeK

yazabiliriz, boylece matematiksel ciimlelerimiz kisalir.

Simdi bir S “nesnesi” alalim ve S’nin K kiimesinin bir 6gesi olup olmadigi
sorusunu soralim. Eger S, yukarndaki A, B, C, D, F olarak gosterdigimiz ki-
silerden birine esitse (mesela annenin adi Sema olabilir ve anne hem S hem
de A harfiyle gosteriliyor olabilir, yani S = A olabilir), o zaman S, K’nin bir
Ogesi olur. Eger S, yukandaki A, B, C, D, E olarak gosterdigimiz kisilerden
birine esit degilse S, K’nin bir 6gesi degildir.

Tiirkiye’yi sehirlerinden olusan bir kiime olarak gorelim ve bu kiimeyi T’
simgesiyle gosterelim. Eger A, Ankara’y1 simgeliyorsa, A € T olur. Ama eger
P, Paris’i simgeliyorsa, P € T olmaz, yani P ¢ T olur. Yarin 6biir giin yeni
bir il eklenirse, o zaman T kiimesi degisir ve bu durumda T yerine T} gibi bir
bagka simge kullanilabilir.

Ama eger Tirkiye’yi vatandaglarindan olusan bir kiime olarak goriirsek,
o zaman siz (muhtemelen) bu kiimenin bir 6gesi olursunuz ama Ankara bu
kiimenin bir 6gesi olmaz, ¢iinkii Ankara bir vatandas degildir. ABD’nin cum-
hurbaskan1 da bu kiimenin bir 6gesi degildir. Her yeni dogum ve 6liimle bu
kiime degistiginden, matematik bu tiir kiimelerle muhatap olmaz. Matematik-
sel kiimeler zamanla degismemeli ve daha da énemlisi matematiksel kiimelerin
ogeleri de 1, 2, 3 gibi matematiksel nesneler olmali. Bu kitapta daha cok

K=1{1,2 3, 5}
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10 1. Kiimeler ve Ogeleri

gibi sayilardan olusan kiimelerden s6z edecegiz. Sadece, hayattan 6rnekler ve-
rerek kavrami daha da anlagilir kilmak istedigimizde Ayse, Burak, Ceyda gibi
kigileri iceren kiimelerden stz edecegiz. Ama okur bilmeli ki gergek bir mate-
matiksel kiime matematiksel 6gelerden olugmalidir.

Sonlu ve Sonsuz Kiimeler. Sonlu sayida 6gesi olan bir X kiimesinin 6ge
sayist s(X) olarak gosterilir. 6rnegin X = {1, 2, 6, 8} ise, s(X) = 4 olur.
Elbette s({x}) = 1 olur ama s({z, y}) sayis1 1 de olabilir 2 de, eger = # y
ise s({z, y}) = 2, eger z = y ise s({z, y}) = 1 olur. Sonlu sayida Ggesi olan
kiimelere sonlu ktume denir.

Baz1 kiimelerin sonsuz sayida 6gesi vardir ve bu tiir kiimelere sonsuz k-
me denir. Mesela 0, 1, 2, 3 gibi tiim dogal sayilardan olusan kiime sonsuzdur.
Bu kiime N simgesiyle gosterilir:

N=1{0,1,234,5, ...}

(En sondaki i¢ nokta “bu boyle devam eder” demektir... Her ne demekse...)
0, 2, 4, 6 gibi ¢ift dogal sayilardan olugan kiime de sonsuzdur. Bu son kiimeyi
tahmin edeceginiz nedenlerden 2N ile gosterirsek

6€2N, 7T¢2Nve —2 ¢ 2N
olur!. Okurun sezgisine giivenerek bazen
2N ={0,2,4,6,8, ...}

yazilir. Benzer sekilde

3N = {0,3,6,9,...}
AN = {0,4,8,12,...}
5N = {0, 5,10, 15,...}

ve genel olarak
nN = {0, n, 2n, 3n, ...}

tanimi yapalir.

Bir onceki paragrafta “okurun sezgisine giivenerek” dedik ¢linkii sezgiden
bagka hicbir yetimiz bize {0, 2, 4, 6, 8, ... } kiimesinin bir sonraki sayisinin 10
olmas1 gerektigini sdylemez?. N kiimesini de sezgilerimize giivenerek yazalim:

N={0,1,2,3,4,...}.

1_2 ¢ift say1 olmasina ragmen bir dogal say1 degildir. dogal sayilar 0, 1, 2, 3, 4 gibi
tamsayilardir, negatif olamazlar.

2Bizim gibi sezgisel zekés1 olmayan (ama Tirkge bilen) bir uzayli, bu kiimenin, en sol
basamaginda ilk harfi s, i, d ya da a olan bir rakami olan sayilari iceren kiime oldugunu,
dolayisiyla bir sonraki 6genin 9 (dokuz) oldugunu sanabilir... Neyseki bizim sezgilerimiz
saglam!
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Bu arada 0”1 bir dogal say1 olarak kabul ettigimizi de belirtelim. Pozitif (yani
0’dan biiyiik) dogal sayilara sayma sayilar: denir. Sayma sayilar: kiimesi S
ile gosterilir:

S=1{1,234,...}.

Tek dogal sayilar kiimesini (“cift sayilara 1 ekle” anlamina) 2N + 1 olarak
gosterebiliriz:
2N+1={1,3,57,...}.

Bunun gibi,
8N+3={3,11,19,27, ...}

ya da
8S+3={11,19, 27, 35, ...}

gibi kiimelerle sik sik muhatap olacagiz.
“Kiime” ve “Ogesi olmak” kavramlarim sezgisel olarak agikladiktan sonra
daha matematiksel 6rnekler gorerek bu kavramlar: pekistirelim.

Ornekler

1.1. Yukaridaki metinde 6rnek olarak verdigimiz kiimelerin birgogunun ogeleri matematiksel
degildi. Ogeleri matematiksel nesneler olan kiimelerle galigacagiz. Su kiimeyi ele alalim.

G=H{0,1, 3,6}
olsun. Bu kiimenin dort 6gesi vardir: 0, 1, 3 ve 6. Mesela 0 € G ve 4 ¢ G olur. Elbette
s(G) = 4 olur.
1.2. Ik bakista {z, y, z} kiimesinin {i¢ 6gesi oldugunu sanabilirsiniz. Nitekim eger z, y ve z
birbirinden farkliysa dyledir. Ama mesela x = y = z ise bu kiimenin tek bir 6gesi vardir.

Bu kiimenin en az bir, en fazla {ig 6gesi vardir. Tabii ki {z, y, 2, t} kiimesinin de en az
bir, en fazla dort 6gesi vardir.

1.3. {z, x, z} kiimesinin tek bir 6gesi vardir. Bu kiimeyi {z} olarak yazmak daha ekonomik-
tir. Ornegin {0, 0, 0} kiimesinin de tek bir 6gesi vardir. Bu kiimeyi {0} olarak yazmay:
tercih edecegiz. Demek ki s({0, 0, 0}) = 1.

1.4. N sonsuz bir kiimedir ama {N} kiimesinin tek bir 6gesi vardir, o 6ge de N kiimesidir.
Goriildiigii gibi bir kiimenin 6geleri kiime olabilir. Asagida daha fazla 6rnek gorecegiz.

1.5. {N, 2N, 3N, 6N} kiimesinin dért dgesi vardir. (Ve bu dért dgenin her biri bir kiimedir.)
Ote yandan {{N, 2N, 3N, 6N}} kiimesinin tek bir 6gesi vardir, o da {N, 2N, 3N, 6N}
kiimesidir.

1.6. A={1,2,5,8} B=1{1,2,3,4,6,7}, C=1{1, 3,4, 8,9, 10} kiimelerinin Venn diyag-
ramlarini ayni sekil lizerinde ¢izelim:

T
aa

C
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

1. Kiimeler ve Ogeleri

Goriildigii tizere 1 sayist her ii¢ kiimenin de 6gesi. Ama 2, 3, 4 ve 8 sayilar1 kiimelerin
sadece ikisinde. 5, 6, 7, 9, 10 ise kiimelerin sadece birinde yer aliyor.
Sayarak gorecegimiz lizere, s(A) =4 ve s(B) = s(C) = 6 olur.
0,3,6 € 3N olur, ama —3 ¢ N olur, ¢iinkii —3 bir dogal say1 degildir. 5 de 3’e
boltinmediginden 5 ¢ 3N olur.
A = {2, 3, 4} olsun. A’daki sayilarin gene A’daki sayilarla ¢arpilmasiyla elde edilen
sayilar1 igeren ve bagka da bir 6ge igermeyen kiimeye B diyelim. 6rnegin 6 € B olur,
¢linkii 6 = 2 x 3 esitligi gegerlidir, ama 15 ¢ B olur. Bu kiimenin tiim dgelerini bulmak
zor degildir:

B=1{4,6,38,9, 12, 16}.
Bu B kiimesini AA olarak yazmak fena bir fikir olmayabilir. Demek ki s(4) = 3 ve
s(AA) = 6.
A = {0, 2, 3, 4} ve B = {2, 5} olsun. A’daki sayilarla B’deki sayilarin toplanmasiyla
elde edilen sayilar1 igeren ve bagka da bir oge icermeyen kiimeye C diyelim. 6rnegin
9 € C olur, ¢iinkii 9 = 4 4 5 esitligi gegerlidir, ama 15 € B ve 8 € B olur. Bu kiimenin
tim Ogelerini teker teker bulmak zor degildir:

C={2,4,5,6,7,8,9}.

Bu C kiimesini A + B olarak yazmay1 teklif ediyoruz. Elbette s(A) = 4, s(B) = 2 ve
s(A+ B) =7 oluyor.

Bu arada B + A kiimesinin A + B kiimesine egit olduguna dikkatinizi ¢ekeriz, ¢iinkii her
ikisinin de ayni 6geleri vardir.

Eger A ve B kiimeleri sonlu say1 kiimeleriyse, A + B ve A - B kiimeleri de sonludur ve
s(A+ B) < s(A)s(B) ve s(A- B) < s(A)s(B) olur.

A, B C N olsun. Eger 0 € A - B ise, 0 ya A kiimesinde ya da B kiimesinde olmalidur.
A, B C Nolsun. Eger 1 € A + B ise, 0 ya A kiimesinde ya da B kiimesinde olmalidir;
ayn1 sey 1 icin de gegerlidir. Tabii her iki kiimede de 0 ve 1 olabilir.

. Bir kiime bir bagka kiimenin 6gesi olabilir, yukarida buna 6rnekler verdik. C)rnegin {0, 2}

kiimesi
A= {{0, 2}, 3, {3, 4}}

kiimesinin 6gesidir. A kiimesinin {i¢ 6gesi vardir; igte o dgeler:
{0, 2}, 3 ve {3, 4}.

Dolayisiyla {0, 2} € A ve 3 € A olur. Bu arada 0 ¢ A olduguna dikkatinizi gekerim.

. {{0, 1}} kiimesinin tek bir 6gesi vardir, o da {0, 1} kiimesidir. Ama {0, 1} kiimesinin

iki O6gesi vardir: 0 ve 1. Yani s({{0, 1}}) =1 ve s({0, 1}) = 2 olur.
{{{0, 1}}} kiimesinin de tek bir égesi vardir: {{0, 1}}.

. Eger z bir kiimeyse, = kiimesi {} kiimesinin bir égesidir. Tabii  aym1 zamanda {z, y}

kiimesinin de bir 6gesidir. Elbette s({z}) = 1 olur.

. {a, b, ¢} kiimesi {z, y} kiimesine esit olabilir; mesela © = a = b ve y = c¢ ise bu iki

kiime birbirine egittir. Bagka kogullarda da bu iki kiime birbirine esit olabilir, 6rnegin
y =a = cve z = b ise de bu iki kiime birbirine egit olur. Ama meselaa=b=c=z #y
ise bu iki kiime birbirine esit olmaz, birincisinde bir, ikincisinde iki 6ge vardir. Sonlu iki
kiime esit oldugunda Oge sayilar1 da aynidir, ama eger kiimelerin eleman sayis1 0 degilse
tersi dogru degildir, yani ayni sayida 6gesi olan kiimeler egit olmak zorunda degildir.

. {z, y} kiimesinin {a} kiimesine esit olmasi igin z = y = a esitlikleri gerek ve yeter

kosuldur. Buradaki “gerek ve yeter kogul” su anlama gelmektir: Bu iki kiime esitse
r =y = a olmalidir ve x = y = a ise iki kiime birbirine egittir.
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Eger

e A, 8’den kiigiik tek sayilardan olugan kiimeyse,

e B, (x—1)(x —3)(x —5)(x — 7) = 0 denkleminin ¢ozlim kiimesiyse ve

e C={1,3,5,T7}ise

ise o zaman A = B = C esitlikleri gegerlidir, ¢iinkii her ii¢ kiimenin de ayni dgeleri
vardir.

Kiimeler soyut nesneler olduklarindan kiimelerin sekli semali yoktur, ama insanoglu
resmi yazidan daha kolay algiladigindan, kiimeler asagidaki sekildeki gibi yumurta ya
da patates bigiminde bir gekille gosterilir. Kiimenin 6geleri yumurtanin i¢ine yazilir. Ki-
menin Ogesi olmayan nesneler de yumurtanin diginda gosterilir. Bu tiir gekillere Venn
diyagrami dendigini metinde sOylemistik. Asagidaki 6rnekte ii¢ 6geli

x={a, b, c}
kiimesi ¢izilmis. d’nin yumurtanin diginda kalmasindan d ¢ z oldugu anlagiliyor, yani d,
2’in a, b ve ¢ Ogelerinden birine esit degildir.

X

de

x = {a, b, ¢} kiimesi

Kimi zaman bir kiimenin 6gelerinin de kiime olabilecegini gordiik. Bir 6rnek daha vere-
lim:

{{0, 3, 5}, {0, 2}}
kiimesinin

{0, 3, 5} ve {0, 2}
olmak ftizere iki 0gesi vardir ve her iki 6ge de bir kiimedir. Kiime olan bu &gelerin de
ogeleri vardir. ornegin {0, 3, 5} dgesinin (ki kiimedir ayn1 zamanda) lig 6gesi vardir: 0, 3
ve 5. Bu kiimeyi ve 6gelerini agagidaki sekildeki gibi bir Venn diyagramiyla gosterebiliriz.

En yukarida, 6geleri {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri olan iki 6geli kiime goriiliiyor. Bu kiimeyi
griye boyadik. Bu kiimede {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri birer nokta olarak, yani birer 6ge
olarak gosterilmis. Altta ise, {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri kiime olarak gosterilmis.

Bu asamada s({{0, 3, 5}, {0, 2}}) =2, s({0, 3, 5}) = 3 ve s({0, 2}) = 2 esitlikleri bariz
olmali.

Kiimenin 6gelerini kiimenin gocuklar1 olarak yorumlayacak olursak (ki byle bir yorum-
lama matematiksel olarak anlamsizdir), kiimenin 6gelerinin 6gelerini de kiimenin torun-
lar1 olarak diigiinmek gerekir. Elbette, yeri geldiginde, bir kiimenin 6gelerinin 6gelerinin
ogelerinden de s6z edebiliriz.
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1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1. Kiimeler ve Ogeleri

{0, 3, 5} bir kiimedir, ama bu kiime yukaridaki 6rnekte oldugu gibi bir bagka kiimenin
Ogesi olabilir. Demek ki ayni nesne ayni anda hem kiime hem de 6ge olabiliyor. Aslinda
her kiime bir bagka kiimenin ogesi olabilir, nitekim z kiimesi érnegin {z} kiimesinin
Ogesidir.

Bu gibi durumlarda ayni nesneyi -yukarida yaptigimiz gibi- aym gekil iizerinde iki farkl
bigimde resmetmekte yarar olabilir:

1. (jge olarak, yani bir nokta olarak,

2. Kiime olarak, yani yumurta bigiminde bir sekille.

Yukaridaki 6érnekten ¢ok daha karmagik durumlar olabilir. Sézgelimi

{{{0}}}}

kiimesinin tek bir égesi vardir, o da {{{0}}} kiimesidir. {{{0}}} kiimesinin de bir tek
Ogesi vardir, o da {{0}} kiimesidir. {{0}} kiimesinin de bir tek 6gesi vardir, o da {0}
kiimesidir. {0} kiimesinin de bir tek 6gesi vardir, o da 0 sayisidir. Bu érnegimiz agagida
resmedilmigtir.

{ttiony {{on}

oy 10

Daha karmagik durumlar olabilir. Su 6rnegi ele alalim:

x ={{0, 2}, {2, 3, 4}, 2, 3}
olsun. Bu kiimeyi ve gelerini agagidaki sekilde resmettik.

X

<

Ogeler de birer kiime oldugundan, &geleri hem bir 6ge gibi (birer kara noktayla), hem
de bir patates sekliyle resmettik. Ornegin resimde iki tane {0, 1} kiimesi resmedilmis,
biri oge olarak, digeri kiime olarak.

Eger x bir kiimeyse, 6ge olarak sadece z’i iceren bir kiime vardir. Bu kiime

{=}
olarak yazilir. ’in kag 6gesi olursa olsun, {«} kiimesinin tek bir 6gesi vardir: z. Eger «

ve y iki farkli kiimeyse
{z, v}

diye bir kiime vardir ve bu kiimenin sadece iki 6gesi vardir: z ve y. Genel olarak, sonlu
sayida kiime verilmigse, diyelim z1, ..., z, kiimeleri, {z1,...,z,} kiimesi tiim bu kiime-
leri 6ge olarak igerir ve bagka da 6ge icermez.
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Bu dedigimizi bir “kural” olarak algilayabilirsiniz. Matematikte bu tiir kurallara “aksi-
yon” adi verilir.

00111101001110 tiiriinden sadece 0 ve 1’lerden olusan dizilere 01-dizist denir. Verdigi-
miz ornekteki dizinin uzunlugu 14’tiir ¢iinkii dizide tam 14 tane terim vardir. Uzunlugu
3 olan 01-dizilerinden olugan D3 kiimesini gosterelim:

Ds = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}.

Gortildigi gibi uzunlugu 3 olan tam 8 tane 01-dizisi vardir. Bu baglamda, herhalde
8 =2 x 2 x 2 =23 egitliginin bir rastlant: olmadigmi tahmin etmigsinizdir.
Uzunlugu 2 olan diziler kiimesi D2 olsun:

D5 = {00, 01, 10, 11}.

Ve tabii beklenen s(D2) =4 = 2 x 2 = 2% egitligi.
D, kiimesi uzunlugu 1 olan dizilerden olugur ve sadece iki 6gesi vardir:

D: = {0, 1}.
Uzunlugu 4 olan tam 2* = 16 tane 01-dizisi vardir. Bu 16 diziyi yazalim:

0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111,
1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111.

Bu dizilerden olugan kiimeye elbette D4 adini verecegiz.

Bu dizileri rastgele bir sirayla yazmadigimizi anladimiz m1? “Kiigiikten biiyiige” dogru
once soldan saga, sonra yukaridan agagiya siralayarak yazdik. Boyle yazarsaniz 16 dizinin
higbirini unutmazsaniz, unutursaniz da hangisini unuttugunuzu kolayca bulabilirsiniz.
Uzunlugu 5 olan 01-dizisi sayis1 32’dir:

00000, 00001, 00010, 00011, 00100, 00101, 00110, 00111,
01000, 01001, 01010, 01011, 01100, 01101, 01110, 01111,
10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110, 10111
11000, 11001, 11010, 11011, 11100, 11101, 11110, 11111.

(Bu dizilerden olugan kiimeye Ds adini verebiliriz.) Uzunlugu 6 olan 01-dizilerinin her-
birini bulmak igin, uzunlugu 5 olan 01-dizilerinin iki kopyasini bir kagida alt alta yazin
ve birinci kopyadaki dizilerin bagina 0, ikinci kopyadakilerin bagina 1 getirin (toplam
32 + 32 = 64 tane dizi elde edersiniz). Boylece tiim 01-dizileri kiigiikten biiyiige belirir.
Dizileri hi¢ unutmadan yazmanin bir yoéntemi benzin istasyonlarindaki pompa sayacini
diiginmektir. O sayaclar, eger benzinci hile yapmiyorsa baslangicta 0000000 konumun-
dadir. Sonra benzinin pompadan akmaya baglamasiyla en sagdaki yuvanin sayisi 1, 2,
3 diye artmaya baglar. 9’a geldikten hemen sonra o yuva tekrar 0 olur ama hemen so-
lundaki yuva 1 olur, yani sayag artik 10’u gosterir. En sagdaki yuvadaki say1 tekrar 0,
1, 2, diye artmaya baglar. En sagdaki rakam 9 oldugunda, tekrar 0’a doner ama hemen
solundaki yuva 1 iken 2 olur, yani saya¢ artik 20’yi gosterir. Sayacin nasil igledigini bi-
liyorsunuz. En sagdaki dort yuva ornegin 9999 oldugunda, bu yuvalarda gosterilen bir
sonraki say1 0000 olur ama hemen 6nceki say1 (mesela) 3 ise 4 olur, 8 ise 9 olur; ama
bu yuva da 9 ise bir sonraki agamada 0 olur ve hemen solundaki rakam bir atar. Dizi-
leri yazarkan sadece 0 ve 1 rakamlar1 olan bir saya¢ oldugunuzu hayal edin, 2 ve 2’den
sonraki rakamlar yok oldu! Nasil bizim sistemimizde 9 rakamindan sonra 0 geliyorsa, bu
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1.27.

1. Kiimeler ve Ogeleri
yeni sistemde 1 sayisindan sonra 0 gelir. Eger 4 haneniz varsa g0yle islersiniz:

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Toplam 2* = 16 tane 4 uzunlugunda 01-dizisi var, demek ki hicbirini unutmamisiz.
Genel olarak, uzunlugu n olan 01-dizisi sayis1 2™’dir, yani s(D,) = 2" olur.

Toplam 2° = 32 tane olan 5 uzunlugundaki 01-dizilerin hepsini yazmak icin, yukaridaki
4 uzunlugundaki dizilerin iki kopyasini alin, birinci kopyanin basgina 0 ekleyin, ikinci
kopyanin basina 1 ekleyin; boylece 5 uzunlugundaki 32 adet 01-dizisini elde edersiniz.
Dilerseniz 0 ve 1’i dizilerin sonuna da ekleyebilirsiniz.

0 uzunlugunda 2°, yani 1 tane 0l-dizisi vardir. Bu diziye bosdizi adi verilir. Bogdizide
hi¢ simge yoktur. Bosdizi ( ) olarak yazilir. Demek ki Dy = {( )}, yani Do kiimesinin
tek bir 6gesi vardir, o da bogdizidir.

01-dizileriyle kiimeler arasinda c¢ok yakin bir iligki vardir. Biraz ileride bu yakin iligkiyi
gorecegiz.

Venn diyagramlarinda kiimeler genellikle oval bir sekille gosterilir, ama kiimeleri bagka
tirli de gosterebiliriz, hatta bazen kiimeleri bagka tiirlii gostermek gerekir. Mesela bir
dogruyu noktalarinin kiimesi olarak gérmek dogaldir ama bir dogruyu bir oval olarak
resmetmek pek kullanigh olmasa gerek! Ayni gsey bir liggenin igindeki noktalardan olugan
kiime i¢in de gecerlidir! Bir {icgenin i¢indeki noktalar kiimesini bir ovalin i¢i gibi goster-
mek pek saglikli bir davranig degildir, bir liggenin igindeki noktalar kiimesi liitfen bir
iiggen olarak gosterilsin! Genel olarak, eger bir kiimenin geometrik bir anlami ve sekli
varsa, (amiyane tabirle) fazla kasmadan o kiimeyi geometrik sekliyle gostermek gerekir.
Ama bazen de goriiniirde hi¢bir neden olmadan kiimeleri Venn diyagramlarindaki gibi
bir ovalle degil de, dogrular ve egrilerle géstermek daha iglevsel ve daha estetiktir. Su
ornegi ele alalim:

A, = {001, 010, 011}
A, = {001, 100, 101}
As = {100, 010, 110}
A, = {001, 110, 111}
Ass = {100, 011, 111}
A3 = {010, 101, 111}
Az = {011, 101, 110}

olsun. Toplam 7 tane kiime var ve her kiimenin 3 tane 6gesi var. Bu 7 kiimenin bir nevi
Venn diyagramini agagidaki gibi gizebiliriz:
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Burada, Aj23 kiimesi digindakiler bir dogru olarak resmedilmis ve her biri sekilde belir-
tilmig; A123 kiimesi ise bir gember olarak gosterilmisg. Bu 7 kiimeyi Venn diyagramlarinda
oldugu gibi ovallerle resmetseydik, ortaya hi¢ de anlagilir bir sekil ¢ikmazdi; oysa yu-
karidaki gekilde her sey cok net bicimde anlagiliyor.

Kiimelerin adlariyla 6geleri arasinda bir iligki vardir; bu iligkiyi bulmay1 okura birakiyo-
ruz. Iki noktanin ortasindaki noktalar da bir anlamda o iki noktanin toplami, sekilden
gorebilirsiniz.

Alistirmalar

1.28.
1.29.
1.30.

1.31.
1.32.
1.33.
1.34.

1.35.

1.36.
1.37.
1.38.
1.39.

1.40.
1.41.

1.42.

{1, 2, {1, {2}}} kiimesinin kag 6gesi vardir?

{{1, 2, {1, {2}}}} kiimesinin kag dgesi vardir?

Tiirkge okunugunda iginde i harfi bulunmayan 30’dan kii¢iik dogal sayilar kiimesinin kag
Ogesi vardir?

{{a, c¢},{a, b, c}} kiimesinin hangi kogullarda ka¢ 6gesi vardir?

{a} € {{a, b}} igindeligi hangi kogulda dogru olabilir?

¢ € {a,{a, b}} igindeligi (ya da ifadesi) hangi kosullarda dogru olabilir?

A, Tirkge okunusunda iginde a harfi bulunmayan 30’dan kiigiik dogal sayilar kiimesi
olsun. O, Tiirkge okunusunda iginde o harfi bulunmayan 30’dan kiigiik dogal sayilar
kiimesi olsun. U, Tiirk¢e okunusunda iginde u harfi bulunmayan 30’dan kiigiik dogal
sayilar kiimesi olsun. Bu {i¢ kiimenin Venn diyagramini ¢izin.

Eger sonlu uzunluktaki bir 01-dizisinde beliren her 00’dan sonra mutlaka 1 geliyorsa ve
beliren her 11°den sonra 0 geliyorsa, o diziye “makul dizi” diyelim. 100110101101001 di-
zisi ornegin 15 uzunlugunda makul bir dizidir ama 10011010110100 ya da 100110001010
makul bir dizi degildir. En fazla 7 uzunluktaki makul dizilerden olusan kiimenin kag
Ogesi vardir?

{1, 2, 3}, {2, 3, 4, 5}, {1, 2, 4,7} kiimelerinin Venn diyagramini ¢izin.

{1, 2, 3, 4, 5} ve {2, 3, 5} kiimelerinin Venn diyagramin ¢izin.

{1, 2, 3, 4}, {3, 4, 5, 6} ve {2, 3, 5} kiimelerinin Venn diyagramini ¢izin.

2N, 3N ve 5N kiimelerinin Venn diyagraminm ¢izin. (Bunlar sonsuz kiimeler olduklarin-
dan, 6gelerinin hepsini yazamazsiniz.)

{3N} kiimesinin kag 6gesi vardir? {3N, 6N} kiimesinin kag gesi vardir?

A = {1, 2, 3, 4} ise A’daki sayilarin gene A’daki sayilarla garpilmasiyla elde edilen
sayilar1 igeren ve bagka da bir 6ge igermeyen kiimenin tiim 6gelerini bulun.

Yukaridaki aligtirmay1 carpma yerine toplama ile yapin.
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1.43

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

1.50.
1.51.
1.52.
1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

1.59.

1.60.

1. Kiimeler ve Ogeleri

A=1{1, 2,4} ve B =0, 4, 6} ise A’daki sayilarin B’deki sayilardan ¢ikarilmasiyla elde
edilen sayilar: iceren ve bagka da bir 6ge icermeyen kiimenin 6gelerini bulun.

3 ve 7 sayilarinin cesitli defalar birbirleriyle toplanmasiyla elde edilen kiimenin 6gelerini
bulun. Mesela 3, 6, 7, 9, 10, 13 ve 14 bu kiimenin ogeleridir.

Aymni aligtirmay1 7 ve 15 sayilar i¢in yapi. Bu sayilar birbirleriyle toplayarak belli bir
dogal sayidan biiyiik tiim dogal sayilari elde edecegimizi gosterin.

A={1, 2, 4} ise A+ A kiimesini tamimlayin ve égelerini bulun.

A kiimesi, 0 ve 10 dahil, 0’dan 10’a kadar olan sayilardan olugan kiime olsun. B, A’daki
sayilarin karelerinden olugan kiime olsun. C, A’daki sayilarin kiiplerinden olusan kiime
olsun. A, B ve C kiimelerinin Venn diyagramini tek bir sekil {izerinde ¢izin.
A=1{1,2,3,...,100} kiimesinin 3’e tam boliinen kag 6gesi vardir? Aym kiimenin 2’ye
ve 3’e boliinen kag 6gesi vardir? Ayni kiimenin 6’ya ve 15’e boliinen kag 6gesi vardir?

Her n dogal sayisi i¢in A,, kiimesi n’den 2n’ye kadar dogal sayilardan olugan kiime olsun.
Mesela

Ao = {0}

A = {1, 2}

Ay = {2,3,4}

As = {3,4,5,6}
Ay = {4,5,6,7,8}

olur. Ag’in 6ge sayisin1 bulun. As, A, A7 ve Ag kiimelerinin Venn diyagramini ¢izin.
{z} ve {{y, z}} kiimeleri birbirine esit olabilir mi?

Hangi durumda s({{z}, {z, y}}) = 1 olur?

Hangi durumlarda s({{z}, {z, v}, {z, y, 2}}) = 1 olur? Hangi durumda bu say1 2 olur?
Eger {{z}, {z, y}} = {{z}, {2, t}} ise, + = 2z ve y = t esitliklerini kanitlaym. Tpucu:
Kamit1 £ = y ve x # y olmak iizere iki pargaya ayirabilirsiniz.

Oyle A ve B dogal say1 kiimeleri bulun ki hem s(AB) = s(A)s(B) hem de s(A + B) =
s(A)s(B) olsun.

A, dogal sayilarin karelerinden olusan kiime olsun. B ise dogal sayilarin kiiplerinden
olugan kiime olsun. A ve B kiimesinin ortak ilk doért 6gesini bulun. A ve B kiimesinin
sonsuz tane ortak ogesini bulun.

A, iki ardigik dogal sayimin toplami olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesi olsun. Or-
negin 54+ 6 = 11 oldugundan, 11 € A olur. B, ii¢ ardigik dogal sayinin toplami olarak
yazilabilen dogal sayilar kiimesi olsun. A ve B kiimelerinin ortak beg 6gesini bulun.

A, ii¢ ardisik dogal saymin toplami olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesi olsun. B,
dort ardigik dogal sayinin toplami olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesi olsun. C', beg
ardigik dogal sayinin toplami olarak yazilabilen dogal sayilar kiimesi olsun. A, B ve C'
kiimelerinin ortak besg 6gesini bulun.

A, B ve C kiimeleri yukaridaki gibi olsun. A’da olup da B’de ya da C’de olmayan iig
oge bulun. Ayni seyi B, A ve C i¢in yapin. Aym seyi C, A ve B i¢in yapin.

U(; ardigik dogal sayimin toplami olarak yazilan dgelerden olusan kiimeye A diyelim. A,
3’e boliinen pozitif dogal sayilar kiimesidir. Bunun nedenini anlamaya g¢aligin. érnegin
78’1 nasil li¢ ardigik sayinin toplami olarak yazabiliriz?

Dort ardigik dogal sayimnin toplami olarak yazilan 6gelerden olusan kiimeye B diyelim.
B kiimesinin hangi dogal sayilardan olustugunu bulabilir misiniz?

Yukaridaki A ve B kiimelerinin ortak 6geleri hangi dogal sayilardir?

A, iki dogal sayimin karesinin toplami olarak yazilan dogal sayilardan olugan kiime ol-
sun; A’da olmayan ii¢ say1 bulun. B, ii¢ dogal sayinin karesinin toplami olarak yazilan
dogal sayilardan olugan kiime olsun; B’de olmayan iig say1 bulun. C, dort dogal saymin
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karesinin toplami olarak yazilan dogal sayilardan olusan kiime olsun; C kiimesinde ol-
mayan g sayl bulun. (Bu sefer bulamayacaksiniz! Ciinkii C = N olur. Bu bilinen bir
teoremdir, yani her dogal say1 dort tamkarenin toplamidir, ama bu teoremi bu kitapta
kanitlamayacagiz.)

Tabani kare olan bir piramit ele alalim.

E

B

Tabandaki koselere A, B, C, D diyelim. Tepe noktasi da E olsun. Bu piramidin taban
dahil toplam 5 yiizii vardir. Her ylizdeki kdge noktalarindan bir kiime elde edelim:

T = {A B, C, D}
Y: = {A, B, E}
Y, = {B,C, E}
Ys = {C, D, E}
Y, = {D, A, E}

Bu bes kiimenin Venn diyagramini ¢izin. ige yararhlik ve estetik bakimindan Venn di-
yagrami mi daha cazip, yoksa piramit mi?

Asagidaki dokuz kiimeyi yukaridaki érnekten esinlenerek geometrik bir nesnenin yiizey-
leri olarak gosterin:

T = {A B,C,D}
Y1 = {A, B, E}
Y. = {B,C, E}
Ys = {C, D, E}
Y. = {D,A E}
Z1 = {A B, F}
Zy = {B,C, F}
Zs = {C,D,F}
Zs = {D, A F}
Asagidaki kiimeleri ele alalim:
X = {0,1}
Yy = {1,2}
z = {2,3}
T = {3,0}
S = {0, 2}
u = {1,3}

Aligtirma 1.27°de oldugu gibi bu kiimeleri ikiger noktalk birer dogru olarak ¢izin. Ucgen
piramide benzer bir gekil elde etmeyi amaglayin, her kiime (yani her dogru), piramidin
bir kenar1 olacak, her 6ge de (yani 0, 1, 2, 3 6geleri) piramidin bir kdse noktas: olacak.
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Bir onceki aligtirmaya devam edelim. Su kiimeleri ele alalim:

As = {0,1,2}
A, = {0,1,3}
A = {0,2, 3}
Ay = {1,2, 3}

Bu sefer kiimelerin her birini bir iiggen piramidin bir yiizii olarak ¢izmeyi deneyin.
Kiimelerin 6geleri piramidin koseleri olacak. Uggen piramidin her yiizeyinde ii¢ nokta
vardir ve tam 4 ylizii vardir. Yukaridaki aligtirmada elde edilen gekil yardimei olacaktir.

1.65. Asagidaki kiimeleri ele alalim:
A0 = {000, 100}
Aoxo = {000, 010}
Aoox = {000, 001}
A1 = {001, 101}
Ao = {001, 011}
Ao« = {010, 011}
Ao = {010, 110}
Ao = {100, 110}
Ao = {100, 101}
Aar = {011, 111}
A = {101, 111}
A = {110, 111}
Aligtirma 1.27°de oldugu gibi, bu kiimeleri ikiger noktalik dogrular olarak ¢izin. Kiipe
benzer bir sekil elde etmeye ¢aligin, her kiime (yani her dogru) kiipiin bir kenar1 olacak.
1.66. Bir 6nceki aligtirmaya devam edelim. Su kiimeleri ele alalim:
Ao = {000, 100, 010, 110}
A1 = {001, 101, 011, 111}
A.0« = {000, 100, 001, 101}
Aa. = {010, 110, 011, 111}
Ao« = {000, 010, 001, 011}
A = {100, 110, 101, 111}
Bu sefer kiimelerin her birini kiipiin bir yiizii olarak ¢izmeyi deneyin. Kiimelerin &geleri
kiipiin kosgeleri olacak. Kiipiin her yilizinde dért koge vardir ve kiipiin toplam 6 tane
yizll vardir. Yukaridaki aligtirmada elde edilen sekil yardimci olacaktir.
Notlar
1.67. Biz her zaman bu kurala uymayacagiz ve gegmiste de uymadik ama genellikle kiimeler
A, B, X, N gibi biiyiik harflerle, 6geler de x, y, n, u gibi kii¢lik harflerle temsil edilir.
Bunu bir aligkanlik haline getirirseniz 6gelerle kiimeleri bir bakigta ayirdedebilirsiniz.
1.68. Kiimeler sadece sayilardan ya da say1 kiimelerinden olugsmaz. Bir diizlemin dogrular
da mesela bir kiime olugturur. Bir diizleme cizilebilecek tiim kareler bir bagka kiime
olugturur. Her tiirlii matematiksel nesneden kiime olusgabilir. Matematiksel nesnelerden
olugmusg kiimeler de matematiksel nesnelerdir, dolayisiyla bunlarin da kiimesi alinabilir.
1.69. Var oldugundan beri insanoglu matematikte olmasa da giinliik yagaminda kiime kavra-

miyla aginaydi elbette, 6rnegin koyun siirtisii, bugday tarlasi, kabile, bir sepet yumurta
gibi sozler kiime fikrinin gesitli tezahiirleridir. Ancak matematiksel anlamda kiimenin
oldukga yakin bir ge¢misi vardir. Kiimelerden agik acik ilk kez 1847’de simdiki Cek
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Cumbhuriyeti’nin bagkenti Prag’da yagamig olan matematik¢i Bolzano (1781-1848) s6z
etmigtir. O zamanlar sonsuz sayida 6gesi olan kiimelerin geligki igereceginden, yani ma-
tematikte bir geligkiye yol agacagindan korkuluyordu. Ornegin dogal sayilarla ¢ift dogal

say1ilarin
0+—0
1+—2
2+—4
3¢—6
bigiminde
n<— 2n

kuraliyla esglestirilebilmesi bilim insanlarim korkutuyordu (6rnegin Galileo’nun 6dii pat-
lamigt1) ne de olsa 2N kiimesinde N kiimesinden daha az say1 olmaliydi, yaris1 kadar!
19’uncu yiizyilin sonlarina dogru, yani bundan 100 kiisur yil 6nce, Alman matematikci
Georg Cantor (1845-1918) sonsuz kiimelerden korkmamis, tam tersine iistlerine tistleri-
ne gitmig, onlar1 anlamaya caligmig, érnegin N ile 2N kiimesinin (yukaridaki eslemeden
dolay1) ayni sayida Ogesi olduguna hitkmetmis ve bugiinkii matematiksel anlamina ¢ok
yakin bir kiimeler kuramini matematik camiasinin agir baskilarina kars: koyarak ne-
redeyse tek bagina gelistirmigtir. Nitekim zamanin bir¢ok iinlii matematikgisi kiime-
ler kuramini gereksiz bir ugrag olarak gormiistii. Kiimeler kuramiyla genglik gercek
matematikten uzaklagtirihip, gereksiz ve eften piiften diiglincelere yonlendiriliyor diye
diisiiniiliiyordu®. Kiimeler kuramini ciddiye alanlar matematigi getirisi olmayan bir
alana siiriiklemekle suglaniyordu. O g¢agin en iinlii ve en etkin iki matematikgisi Al-
man David Hilbert ve Fransiz Henri Poincaré matematigin oziiyle ilgili bu savasta ayr1
cephelerde yer almigtir. Savasgi Hilbert kazanmigtir; bugiin kiimeler kurami matematikte
merkezl bir konuma gelmigtir. Matematigin klasik dallarinin bir¢ok 6nemli problemi
¢Ozlimiinii kiimeler kuraminda bulmustur.

Poincaré ile Hilbert, 20°nci yiizyil baginin en 6nemli iki matematikgisi

Kiimeler kurami varligini sonsuz kiimelere borgludur. Cantor’dan 6nce sonsuz kiimelerin
varligindan kuskulaniliyordu, kugkulanmayanlar da sonsuz kiimelerle islem yapmaya ce-
kiniyorlard: ya da iki sonsuz kiime arasinda matematiksel olarak (6geleri diginda) bir fark

3Cagmn iki tinlii matematikcisinden biri olan Poincarénin “Gelecek kusaklar kiimeler ku-
ramini kurtulunmasi gereken bir hastalik olarak goreceklerdir” dedigi sdylenir (ancak 1992’de
yayimlanmig bir makale Poincaré’nin boyle bir séz soylemedigi iddia ediliyor [G].)
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goremiyorlardi. Cantor 1874’te yayimladigi bir makalesinde iki sonsuz kiime arasinda
(6ge say1st agisindan mesela) derin farklar olabilecegini gostererek matematikte bir gigir
agmigtir. Kiimeler kuraminin geligimi onyillar boyunca matematik diinyasinda matema-
tiksel ve felsefi diizeyde sert tartigmalara, hatta bilimsel kavgalara neden olmustur.

Hayatin1 psikolojik sorunlariyla bogusarak gegiren Georg Cantor (1845-1918)

Cantor’un (matematiksel oldugunu hig iddia etmedigimiz) kiime tanmimi goyleydi: “Kii-
me, algimizin ya da diisiincemizin agik ve net nesnelerinden olusan bir topluluktur”.
Oysa giiniimiiziin matematiginde “kiime” kavrami ve “bir kiimenin 6gesi olmak” iligkisi
matematiksel olarak tanimlanmadan kabul edilmesi gereken kavramlar olarak kabul edi-
lir. Matematigin diger tiim kavramlar: bu iki kavrama dayandirilarak tanimlanabilir.
Bunu soyle algilayabilirsiniz: Tek bir kelime bilmediginiz bir yabanci dilden, 6rnegin
Macarcadan bir kelimenin anlamini Macarcadan Macarcaya bir sozliige bakarak anla-
yamazsiniz; biraz Macarca bilmelisiniz ki bir kelimenin anlamini sozliige bakarak anla-
yabilesiniz. i§te “kiime” ve € simgesiyle gosterilen “Ogesi olmak” kavramlari, matema-
tikgenin tanimlanmadan bilindigi varsayilan kavramlaridir. Bu iki kavram kullanilarak
matematigin diger tiim kavramlar: karigikliga yer vermeyecek bigimde tanimlanabilirler.
Ama biz bu kitapta boyle bir ugrasa girmeyecegiz, kiime ve 6gesi olmak kavramlarini
aciklarken yaptigimiz gibi gelecekte de okurun sezgilerine giivenecegiz.

§1
The Conception of Power or Cardinal Number

By an ‘‘aggregate” (Menge) we are to understand
any collection into a whole (Zusammenfassung zu
einem Ganzen) M of definite and separate objects
of our intuition or our thought. These objects are
called the ‘‘elements” of M.

Cantor’un kiime kavramini tanimladig: ilk makalesinden bir pasaj. Kiime yerine
“topluluk” kelimesini kullanmig, ama kiimenin Almancasi hala daha makalede
parantez iginde kullanilan menge’dir.

1.70. Kiimeler kurami matematige bakig acimiz1 da biiylik olgiide degistirmigtir. Ornegin sa-

yilar kurami tamsayilardan ziyade tamsayilar kiimesiyle ilgilendigi, geometrinin nokta
ve dogrulardan ziyade nokta ve dogru kiimeleriyle ilgilendigi anlagilmigtir. Bu bakig
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ag1s1 konular: soyutlamamizi ve genellestirmemizi saglamigtir. Kiimeler kuram: modern
matematigin vazgecilmezidir.

Yanlig anlagilmasin, kiimeler kurami matematigin 6ztinii degistirmemistir; diger konu-
larin aksine matematikte dogrular degismez, bundan iki bin kiisur yil 6nce kanitlanmig
teoremler bugiin de gegerlidir, ama kiimeler kurami1 matematige bakig agimiz1 ve mate-
matigi algilayigimizi dramatik bir bigimde degigtirmistir.

Sunu da sdylemek gerekiyor: Kiimeler kurami ve modern matematik, salt soyutlama
olsun diye dogmamuigtir. Kiimeler kurami bir nevi sgimariklik ya da ziippelik degildir yani.
Tiim kabul edilmis kuramlar bir gereksinim sonucu ortaya ¢ikar, yani bir zorunluluktur.

a saysi, Ikinci Diinya Savasi’nda savas alanlarinda dlen Fransiz asker sayisi olsun. A =
{a} olsun. A bir kiimedir ama a’nin kaga esit oldugunu kimse bilmeyebilir. Demek ki
bir kiimenin olugmasi i¢in illa 6gelerinin tam olarak bilinmesi gerekmiyor. b, Arjantin’de
1763 yilinda dogan bebek sayisi olsun. B = {b} olsun. Muhtemelen b sayisinin kaca
esit oldugu da bilinmiyordur. Dolayisiyla A = B esitligini ya da A # B esitsizligini
kanitlayamayiz. Tabii asker ve bebek matematiksel nesneler olmadigindan, bu 6rnek pek
matematiksel olmadi. Benzer 6rnekler matematiksel nesnelerle de verilebilir. Ornegin,
C, iki asal saymin toplami olarak yazilamayan 2’den biiyiik dogal sayilar kiimesi olsun.
24 = 11 4 13 oldugundan 24 bu kiimenin bir ogesi degildir. 36 = 7 + 29 oldugundan 36
da bu kiimenin bir 6gesi degildir. Bugiin, bu satirlarin yazildigi tarihte, C' kiimesinin
bogkiime olup olmadig: bilinmemektedir! Yani C' diye bir kiime var, ama kiimenin hangi
kiimeye esit oldugunu simdilik bilmiyoruz, belki de hi¢bir zaman bilemeyecegiz!

Unlii Italyan matematik¢i Giuseppo Peano (1858-1932). Kiimeler kuramina, aritmetige
ve analize yaptig1 6nemli katkilar diginda, Latino sine flexione (gramerden arindirilmig
bir nevi Latince) adinda yapay bir dil icat etmistir. Bugiin yapay dillerin en bilineni
esperantodur. Peano ayrica “Tanim nasil tanimlanir” gibi yar: felsefi, yar:
matematiksel konularla da ilgilenmistir.

Kiimeler kuraminin hemen hemen tiim matematigin temelini olugturabilecegi zamanla
anlagilmigtir. Yani kiimelerden yola cikarak matematigin nokta, dogru, egri, diizlem,
tamsay1, kesirli sayi, gergel sayi, boyut, toplama, garpma, fonksiyon gibi tiim temel
kavramlar: tanmimlanabilir, ayrica neredeyse tiim matematiksel kuramlari kiimeler ku-
raminin i¢inde geligtirebiliriz. Bu yilizden de bugiin kiimeler kurami1 matematigin temeli
konumundadir.
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1.73.

1.74.

1.75.

1. Kiimeler ve Ogeleri

“Ogesi olmak” anlaminda kullamlan € simgesi Yunan alfabesinin epsilon, yani e harfi-
nin biraz stilize edilmis seklidir. Epsilon harfinin asli ¢ bicimindedir. Epsilon harfi, eski
Yunancada “olmak” anlamina gelen (ama “kiimenin igindedir” ciimlesindeki “dir” eki
anlammda kullamlan) “esti” (é07() kelimesinin bag harfi olmasi nedeniyle iinlii Ttalyan
matematik¢i Giuseppo Peano (1858-1932) tarafindan 1889’da secilmistir. (Bu “esti” ke-
limesi Latinceye de gecmis ve zamanla Ingilizce this is a door ciimlesindeki “is” ya da
Italyancadaki “essere” ve Fransizcadaki “étre” yiiklemlerine déniigmiigtiir. Tiirkcede bu
yiklemin gorevi, “bu bir kapidir” ciimlesinde oldugu gibi “dir” ekiyle goriilmektedir.)

IV. De classibus.

Signo K significatur classis, sive entium aggregatio.

Signum e significat esf. Ita a € b legitur a est quoddam b; ae K
significat a est quaedam classis; a e P significat a est quaedam
propositio. '

Giuseppe Peano’nun 1889 tarihli Arithmetices principia nova methodo exposita
adli Latince yazilmig eserinde € simgesinin ilk kullanimi. Kiime yerine “simif” anlamina
gelen classis kelimesini kullandig1 dikkatimizi gekiyor.

Mantik dahil pek cok bilimsel alanda sik sik kullanilan Venn diyagramlar: 1880 yilinda
mantikg ve felsefeci John Venn (1834-1923) tarafindan bulunmustur.

John Venn (1834-1923)

John Venn ¢ok yonlii, toplumsal yasamdan hi¢ uzak olmayan biriydi. Cambridge’in si-
vil toplum orgiitlerinde ¢ok faal oldugu anlagiliyor. Mesela bir hayirseverler derneginin
bagkan yardimciligini, bir antikacilar derneginin bagkanlik gorevini yiuriitmiistiir. Ho-
bileri arasinda bahgecilik de vardi; giizel giil ve havug yarigmalar: birincilikleri vardir
mesela. Bunun diginda kadinlarin segme ve secilme haklar: igin aktif olarak miicadele
eden biriydi.

Sayfa 7’deki Kiime Esitligi Onermesi ashinda bir belittir. Belit, ya da Frekgesiyle aksi-
yom, ya da eskilerin deyimiyle postulat, dogrulugu kanitlanmadan kabul edilen 6nerme
anlamina gelir. Belitler sorgulanabilirler tabii, ama sorgulamak istemeyen de beliti ge-
rekcesiz kabul eder. Kiime Esitligi Onermesi (daha dogrusu beliti), matematikgilerin
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sorgulamaktan bile kagindiklar: belitlerdendir, o kadar 6ziimsenmigtir. Cok daha ileri
seviyede matematikte sorgulanabilecek kadar kugku uyandiran belitler vardir.

Aslinda Kiime Esitligi Onermesi, eger istenirse, kiime esitliginin tamm olarak da kabul
edilebilir.

Her kuram belitlerden olusur, dolayisiyla kiimeler kuraminin da belitleri vardir, ama bu
kitaplarda bu konuya girmeyecegiz, sadece genel kiiltiir olarak notlarda deginecegiz.
Metinde bir bagka belit daha kullandik ama agik acik yazmadik. igte o belit:

iki égeli Kiime Onermesi: Eger x ve y birer kiimeyse, dge olarak sadece ve sadece
T ve Yy’ yi iceren bir kiime vardar.

Kiime esitligi 6nermesinden dolayi, varoldugu séylenen bu kiime tektir, ne de olsa kiime-
nin Ogelerinin = ve y oldugu sdylenmis. Bu kiimenin {z, y} olarak yazildigini metinde
soylemistik.

Bir sonraki boliimde ifade edilen “Bogkiime Onermesi” de ashnda bir belittir.

Ornek 1.26’da tammlanan 01-dizisi kavrami matematikte cok dnemlidir, Adeta mate-
matigin iskeletidir. Ama bilgisayarlar yayginlagali bu kavram c¢ok daha énemli bir ko-
numa gelmistir, ¢iinkii internet iizerinden yolladiginiz her mesaj bilgisayariniz tarafindan
bir 01-dizisine doniistiirtiliip kars: tarafa yle yollanir. Mesaji yolladiginiz kiginin bilgi-
sayari, aldigi bu 01-dizisini tekrar bildigimiz dile ¢evirir.

Istenmeyen kisiler mesaji okuyamasin diye mesajlar sifrelenerek yollamr. Sifreleme ko-
nusu, anlagilir nedenlerden, giiniimiizde ¢ok nemli ve aktif bir aragtirma alamdir. leride
gorecegimiz asal sayilarin da sifrelemeyle ¢ok yakin bir iligkisi vardir.

Dogal sayilar kiimesini simgeleyen N harfi Latince kokenli dillerden kaynaklanmaktadir:
ingilizce natural, Fransizca naturel, Almanca natirlich “dogal” demektir. Kelime Latince
naturalis'ten gelmektedir. Ne yazik ki N simgesini ilk kez kimin kullandigini bilmiyorum.
Sadece Tiirkgede gordiigim sayma sayilart kiimesinin simgesi S herhalde “sayma’nin
se’sinden kaynaklaniyordur.
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2. Boskiime

Bir 6nceki bolimde gordiigiimiiz tiim orneklerde kiimelerin 6geleri vardi. Bu
boliimde hi¢ 6gesi olmayan bir kiimeden s6z edecegiz.

Hig 6gesi olmayan bir kiime var midir, daha dogrusu olmali midir? Elbette
olmahdir! Ornegin her seyi bilen insanlar kiimesinin hi¢ 6gesi yoktur, 2017
yilina kadar Tirkiye'nin ya da ABD’nin cumhurbagkan olmus kadinlar kiime-
sinin hig 6gesi yoktur. Hig 6gesi olmayan kiimeden bol ne var! (Ama birazdan
hi¢ 6gesi olmayan tek bir kiime oldugunu kanitlayacagiz!)

Hic 0gesi olmayan bir kiimenin varligi kabul edilir:

Boskiime Onermesi: Hi¢ ogesi olmayan bir kime vardur.

Bu Onermeyi bir nevi emir olarak algilayabilirsiniz.

Hig 6gesi olmayan kiimeye boskiime denir. Bogkiimenin bir tane bile 6gesi
yoktur. Bogkiime () simgesiyle gosterilir. Demek ki x ne olursa olsun, z ¢ §).

Bazen boskiimenin { } olarak gosterildigi de olur. (Aman igine toz kagma-
sin!)

Sadece bir tane bosgkiime vardir! (Zaten onceki iki paragrafta da sadece
bir tane bogkiime oldugunu biliyormusuz gibi “bogkiime”den s6z ettik.) Bunu
hemen kanitlayabiliriz. Hi¢ 6gesi olmayan iki kiime alalim, diyelim x ve y.
Amacimiz x = y esitligini kanitlamak. Kanitlayalim. Diyelim x ve y kiime-
leri birbirine esit degil. O zaman ikisinden birinde digerinde olmayan bir 6ge
olmali, ¢linkii her ikisinin de ayni 6geleri olsaydi, sayfa 7’deki Kiime Esitligi
Onermesi’nden dolay1, x ve y kiimeleri birbirine esit olurdu. Ama bu kiimele-
rin hig¢ 6gesi yok ki ikisinden birinde digerinde olmayan bir 6ge olsun!.. Demek
ki bu iki kiime birbirine esitmis...

Bogkiimeden sadece bir tane oldugundan ona bogktime adini verme ve onu
() simgesiyle gosterme hakkini kendimizde buluyoruz. Iki tane olsaydi érnegin,
birini (1, digerini (@5 olarak gostermek zorunda kalirdik.

Demek ki s() = 0 olur. Ayrica 0, 0 6gesi olan yegane kiimedir, yani
s(X) =0 ise X = ) olmak zorundadir.

Simdi bircok okura ilk okuyusta tuhaf gelecegini sandigimiz bir teorem ka-
nitlayalim: Bogkiimenin her 6gesi 1’e egittir! Kanitin piif noktas: bogkiimenin
hi¢ 6ge icermemesidir. Tanimi geregi hi¢ 6ge icermeyen bogkiimenin her 6gesi
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28 2. Boskime

1’e esittir! Bunu kanitlayalim. Diyelim ki savimiz yanlg, yani bogkiimenin her
Ogesi 1’e egit degil... O zaman bogkiimede 1’e egit olmayan bir 6ge vardir. Ama
hani bogkiimede hi¢ 6ge yoktu? Hig 6gesi olmayan bogkiimede 1’e egit olmayan
bir 6ge olabilir mi? Elbette olamaz. Demek ki bogkiimenin her 6gesi 1’e egittir!

Dikkat edin, bosgkiimede 1’ esit bir 6ge var demiyoruz. Bogkiimede hig
ogenin olmadigini biliyoruz tabii. Bogkiimenin her 6gesinin 1’e esit oldugunu
soyliiyoruz.

Bu kanmitin bir benzeri, bogkiimenin her 6gesinin 2’ye esit oldugunu da
kanitlar. Yani bogkiimenin her 6gesi hem 1’e hem de 2’ye egittir, hatta hatta
m'ye ve y/2’ye ve adin1 kimsenin duymadigi her sayiya da esittir... Neyse ki
bogkiimenin hi¢ 6gesi yok... Olsaydi, 1 = 2 gibi sagcmasapan bir esitlik kanit-
lamis olacaktik!

Boskiimenin her Ogesi istedigimiz tiim ozellikleri saglar. Boskiimenin her
ogesi saridir, yesildir, uzundur ve ayni zamanda kisadir da. Hig 6gesi olmayan
bogkiimenin tiim 6geleri tiim 6zellikleri ve esitlikleri saglar. Bunu bogkiimenin
hi¢ 6gesi olmamasina bor¢luyuz.

Bogkiimeyi boslamayalim! En 6nemli birka¢ kiimeden biridir. Bir 6geli cok
kiime vardir, ama sifir 6geli tek bir kiime vardir: bogkiime. Sadece bu 6zel-
lik bile bogkiimenin diger kiimelerden ayrigmasina, onun ayricalikli olmasina
yeter.

Ornekler

2.1. Su an smifinizda bulunan develer kiimesi gok muhtemelen bogkiimedir!

2.2. Tirkgede iginde sesli harf barindirmayan soézciikler kiimesi bogkiimedir.

2.3. Gozlimiizden kacan olmamigsa ya da bilim insanlar1 laboratuvar ortaminda {iretmemis-
lerse, giiniimiizde yagayan dinozorlar kiimesi bogkiimedir.

2.4. x +1 = 0 denkleminin yegane ¢oziimii x = —1’dir, dolayisiyla bu denklemin dogal
sayilardaki ¢oziim kiimesi bogkiimedir.

2.5. 2 + 1 = 0 denkleminin ¢6ziimii dogal sayilarda (ya da kesirli sayilarda ya da gercel
sayilarda) yoktur, ¢linkii  hangi say1 olursa olsun, z2 4 1 sayis1 1’den kiiciik olamaz,
demek ki 0 da olamaz. Dolayisiyla bu denklemin tamsayilardaki ¢éztim kiimesi bogkiime-
dir.

2.6. Boskiimenin her 6gesi 0’dan biiyiik bir sayidir, ¢iinkii aksi halde bogkiimede 0’dan biiyiik
olmayan bir say1 olurdu! Ayni nedenden bogkiimenin her 6gesi 0’dan kiigiik bir sayidur.
Bogkiimenin hi¢ 6gesi olmamasi bizi bir ¢eligkiden kurtariyor.

2.7. Bogkiimenin her égesi 22 41 = 0 denkleminin bir ¢éziimiidiir, ¢iinkii aksi halde hi¢ gesi
olmayan bogkiimede z2 + 1 = 0 denkleminin ¢oziimii olmayan bir ge olurdu. Daha
neler!

2.8. {0} kiimesi bogkiime degildir, giinkii bir 6gesi vardir, o da bogkiimedir, yani § € {(}
olur.

2.9. {{0}} kiimesinin de bir 6gesi vardir, o da {0} kiimesidir. Ama {{0}} kiimesi bir 6nceki
ornekteki {0} kiimesine esit degildir, ¢iinkii bu iki kiimenin farkh Ggeleri vardir.

2.10. {0, {0}} kiimesinin iki 6gesi vardir, ¢iinkii ) # {0}.
2.11. Bu ornekte “ilkel” adini verecegimiz bir kavram tanimlayacagiz. Tanimimiz soyle: Eger
bir kiimenin tiim 6geleri ilkelse, kiimenin kendisine de “ilkel” diyelim. Bu tanima gore
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boskiime ilkeldir, ¢linkii bogkiimenin ilkel olmayan Ogesi olamaz, ne de olsa bogkiime-
nin (ilkel olsun ya da olmasin) hi¢ ogesi yoktur! Dolayisiyla {0} kiimesi de ilkeldir,
glinkii yegane dgesi olan () ilkeldir. Buradan {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, {0, {0}, {{0}}}

kiimelerinin de ilkel oldugu gikar.

Alistirmalar

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

Sinifinizin, kardesleri kiimesi bogkiime olan 6grencilerinden olugan kiimenin kag Ogesi
vardir? (Tirkgesi: Sinifinizda kardesi olmayan kag 6grenci vardir?)

2z + 8 = 13 denkleminin dogal sayilar kiimesindeki ¢oziimlerinden olugan kiimeye A
diyelim. 5425 = 13 denkleminin tamsayilar kiimesindeki ¢oziimlerinden olusan kiimeye
B diyelim. 5z% + 7 = 2 denkleminin kesirli sayilar kiimesinde olan ¢dziimlerden olusan
kiimeye C' diyelim. A = B = C esitligini gosterin.

Bir futbol takiminda 1’den 11’e kadar numarali 11 oyuncu var. Soyunma odasinda da
1’den 11’e kadar numaralandirilmig dolaplar var. Dolaplarin hepsi baglangicta kapali.
Birinci oyuncu dolaplarin hepsini agiyor. Sonra ikinci oyuncu odaya giriyor ve ¢ift nu-
marali dolaplar1 kapatiyor. Ardindan iigiincii oyuncu giriyor ve 3’e boliinen numarali
dolaplar1 agiksa kapatiyor, kapaliysa agiyor. Sonra sira dordiincii oyuncuya geliyor, o
da 4’e boliinen numarali dolaplara miidahale ediyor, aciksa kapatiyor, kapaliysa agiyor.
Bu bdyle 11’inci oyuncuya kadar devam ediyor. n’inci oyuncudan sonraki agik dolaplar
kiimesine A,, diyelim. Baglangicta tiim dolaplar kapal oldugu igin Ag = () tanimini ya-
palim. Elbette 41 = {1, 2, ..., 11} ve Ay = {1, 3, 5, 7, 9, 11} olur. A3 = {1, 5,6, 7, 11}
esitligini bulmak zor degil. A4’ten Ai1’e kadar olan kiimeleri bulun.

Yukaridaki soruda, yedeklerle birlikte futbol takiminda 20 oyuncu ve 20 dolap varsa,
Ao kimesini bulun.

Yukaridaki sorularda en sonda agik kalan dolaplar kiimesinin oyuncularin odaya girig
sirasindan bagimsiz oldugunu goézlemleyin. Yani 6grenciler odaya hangi sirayla girerse
girsin, en sonda hep ayni dolaplar acik kalir.

Bu soruda oyuncu ve dolap sayisini sonsuz yapalim: Oyuncularin numaralar1 1, 2, 3
gibi sayma sayilar1 olsun. Dolaplar da aynen oyuncular gibi sayma sayilariyla numa-
ralandirilmig olsun. Her 6grenci teker teker odaya girip, kendi numarasinin bir kati
olan dolaplar1 agiksa kapatsin, kapaliysa agsin; ama diger dolaplara dokunmasin. Tim
ogrenciler odaya girip giktiginda (!) hangi dolaplar agik kalir?

Biilent bog bir odada bekliyor. Ayse de odanin hemen diginda, kapinin 6niinde. Aysenin
ontinde 0, 1, 2 diye dogal sayilarla numaralandirilmig sonsuz sayida top var. Ik asamada
Ayse 0 ve 1 numarali toplar1 Biilent’e atiyor, Biilent de 0 numarali topu pencereden
digar1 atiyor. Sonra Ayse 2 ve 3 numarali toplar1 Biilent’e atiyor, Biilent de 1 numarali
topu pencereden digar1 atiyor. Ardindan Ayse 4 ve 5 numarali toplar1 Biilent’e atiyor,
Biilent de 2 numarali topu pencereden disar1 atiyor. Ayse her asamada oniindeki en
kiiglik numarali iki topu Biilent’e atiyor, Biilent de odadaki en kiigiik numarali topu
pencereden digar1 atiyor. Her agamada Ayse odaya 2 top atiyor, Biilent de pencereden
digariya 1 top atiyor. Boylece odadaki top sayisi her asamada 1 artiyor. Biilent’in her
hamlesinden sonra odadaki top kiimelerini goyle gosterebiliriz:

A = {1}

Ay = {2,3}

As = {3, 4, 5}

As = {4,5,6,7}
As = {5,6,7,8,9}

Gortildigi gibi Biilent’in n’inci hamlesinden sonra odada n tane top kaliyor. Genel
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olarak, Biilent’in n’inci hamlesinden sonra odadaki toplarin kiimesi goyle:
An={n,n+1,...,2n—1}.

Top sayisi her asamada 1 arttigindan, bu sonsuz siire¢ sonlandiginda! odada sonsuz
tane top kaldigi diisiiniilebilir. Ama hayir! Odada hi¢ top kalmiyor. Nitekim Biilent
tliim toplar: teker teker digar: atiyor, ilk hamlesinde 0’inc1 topu, ikinci hamlesinde 1’inci
topu, liclincli hamlesinde 2’inci topu ve genel olarak n + 1’inci hamlesinde n’inci topu
pencereden atiyor. Dolayisiyla siire¢ tamamlandiginda odada hig top kalmiyor. Bunu
soOyle de gorebiliriz: Biilent’in her hamlesinden sonra digaridaki toplar kiimesine bakalim:

B, = {0}

B, = {0,1}

Bs = {0,1,2}

B, = {0,1,2,3}
Bs = {0,1,2 3,4}

Genel olarak
B,={0,1,2,...,n—1}

olur. Goriildiigii tizere her top bir zaman sonra kendini digarida bulur ve odada hi¢ top
kalmaz. Hayat siirprizlerle dolu!

!Bu sonsuz siirecin sonlanabilecegini hayal edin.
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A ve B iki kiime olsun. Eger A’nin her 6gesi B’nin de bir 6gesiyse, A’ya B’nin

altkiimesi denir. Ornegin
{0, 2, 5}

kiimesi
{0,1,2,5,8,9}

kiimesinin bir altkiimesidir ¢linkii birinci kiimenin 6gesi olan tiim 6geler (0, 2
ve b sayilar) ikinci kiimenin de 6geleridir, ama {0, 2, 5} kiimesi,

{1,2,5,8,9}

kiimesinin bir altkiimesi degildir ¢iinkii bu son kiimede 0 yoktur.
Eger A, B’nin bir altkiimesiyse, bunu

ACB

olarak gosteririz. Ender de olsa, bu durumda bazen B’nin A’nin dstkimess
oldugu soylenir. B'nin A’y1 kapsadage da soylenir. Iki kiime arasmdaki bu C
iligkisine kapsama iliskist ya da altkiime olma iliskisi diyecegiz.
Eger A C B ise, Venn diyagram soyle bir sey olur:
B

Hayattan 6rnek vermek gerekirse, simifimizin kiz ogrencilerinden olusan
kiime, sinifimizin (ya da okulumuzun) 6grencilerinden olugan kiimenin altkii-
mesidir. Ya da ailemizin 18 yasina girmemis bireylerinden olusan kiime, aile-
mizin bireylerinden olusan kiimenin altkiimesidir. Bir bagka 6rnek, ikAmetgahi
Istanbul’da olan vatandaslardan olugan kiime, tiim vatandaglardan olusan
kiimenin altkiimesidir. Ama bir matematik kitabinda matematiksel nesneler-
den olusan kiimelerden s6z etmek gerekir, biz de ¢ogunlukla Oyle yapacagiz.
Iste matematiksel bir 6rnek:

SCN.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



32 3. Altkime

Bir bagkasi:
{0, 3,5, 7} C{0, 1, 3,4,5,7, 11}.

Eger A C B ve B C C ise, bunu
ACBCC
olarak kisaltacagiz. Ornegin,
2NCI2NC4NC2NCN

olur.

Bir A kiimesinin bir B kiimesinin altkiimesi olmamas: i¢in, yani A’nin
her 6gesinin B’de olmamasi igin, A’da olan ama B’de olmayan en az bir 6ge
olmalidir; bu durum

A¢ZB

olarak gosterilir. ornegin memeli hayvanlar kiimesi dort ayakli hayvanlar kii-
mesinin altkiimesi degildir, ¢linkii 6rnegin balina memeli bir hayvandir ama
dort ayagi yoktur. Matematiksel bir 6rnek: {1, 2, 3} kiimesi {0, 1, 2, 4, 5}
kiimesinin bir altkiimesi degildir, ¢iinkii birinci kiimedeki 3 6gesi ikinci kiimede
degildir.

Sonlu bir kiimenin altkiimeleri de sonludur tabii. Hatta eger A C B ise ve
B sonluysa, s(A) < s(B) olur. Mesela 5 6geli bir kiimenin 6 6geli altkiimesi
yoktur, yani 5 6geli bir kiimenin 6 6geli altkiime sayis1 0’dir. S6z agilmigken,
5 ogeli bir kiimenin —3 6geli altkiime sayisinin da 0 oldugunu belirtelim. —6
ogeli bir kiimenin de 3 o6geli altkiime sayisi 0’dir, ¢liinkii —6 Ogeli bir kiime
yoktur, olmayan bir kiimenin altkiimesi de olamaz! (Cok fazla mantik...)

Ornekler

3.1. Cift dogal sayilar kiimesi 2N, dogal sayilar kiimesi N’nin bir altkiimesidir elbette, ne de
olsa her ¢ift dogal say1 bir dogal sayidir. Yani 2N C N olur.

3.2. 6’ya boliinen dogal sayilar kiimesi 6N, ¢ift dogal sayilar kiimesi 2N’nin bir altkiimesidir.
Yani 6N C 2N olur ¢iinkii 6’ya bdliinen bir dogal say1 mecburen 2’ye de bolliniir yani
bir ¢ift say1 olur.

3.3. Ama 2N, 6N’nin bir altkiimesi degildir, ¢linkii 2N kiimesinin bir Ogesi olan 2, 6’ya
boltinmedigi igin 6N kiimesinin bir ogesi degildir. Matematiksel simgelerle gostermek
gerekirse, 2N Z 6N olur.

3.4. Ne 3N, 5N’'nin ne de 5N, 3N’nin bir altkiimesidir. Ama mesela 15N kiimesi hem 3N
kiimesinin hem de 5N kiimesinin bir altkiimesidir.

3.5. 6N ve 15N kiimeleri 3N kiimesinin altkiimeleridir.

3.6. {0, 3,9, 15} C 3N olur.

3.7. {a} kiimesi {a, b} kiimesinin bir altkiimesidir.

3.8. {a, b}, {b, ¢} ve {a, c} kiimeleri {a, b, c} kiimesinin birer altkiimesidir. Ayrica {a}, {b}
ve {c} kiimeleri de {a, b, ¢} kiimesinin bir altkiimesidir.
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3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.
3.15.

3.16.
3.17.

3.18.

3.19.
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{a} kiimesinin {b, ¢, d} kiimesinin bir altkiimesi olmasi igin yeter ve gerek kogul a’nin
b, c ya da d’ye esit olmasidir.

Birazdan her kiimenin kendisinin altkiimesi oldugunu gorecegiz (Teorem 3.1.i), yani her
z kiimesi i¢in « C x olur, ama bu olgu daha gimdiden bariz olmali.

Kiime Esitligi Onermesi’ne gore, = y olmasi i¢in yeter ve gerek kosul z Cy ve y C
onermelerinin dogru olmasidir. Bunu da birazdan teorem adi altinda yazacagiz (bkz.
Teorem 3.1.i ve ii).

Birazdan bogklimenin her kiimenin altkiimesi oldugunu kanitlayacagiz (Teorem 3.2),
ama bir 6nceki boliimii hakkiyla okuyan okur icin bu olgu daha simdiden bariz olmali.
{0, 1} kiimesi {0, 1, {0, 1}} kiimesinin hem bir 6gesi hem de bir alkiimesidir. Tuhaf ama
gergek! Bazen bir kiime bir bagka kiimenin hem 6gesi hem de altkiimesi olabilir. Ornekler
inga etmek kolay: Mesela eger x = {1, 2, 3} ise, x kiimesi {1, 2, 3, z} kiimesinin hem
bir 6gesi hem de bir altkiimesidir.

5 Ogeli bir kiimenin 6 6geli altkiimesi yoktur; 7 6geli altkimesi de olamaz.

{2} kiimesi {1, 2} kiimesinin bir altkiimesidir ama Ogesi degildir. Ama {2} kiimesi
{1, 2, {2}} kiimesinin hem bir 6gesi hem de bir altkiimesidir. 1 ise {1, 2, {2}} kiimesi-
nin sadece bir ogesidir, bir altkiimesi degildir. Ogelerle altklimeleri karigtirmamak lazim;
Ornegin birazdan gorecegimiz lizere, bogkiime her kiimenin altkiimesidir, ama bogkiime
her kiimenin 6gesi degildir. (Neden olsun ki!) Mesela bosgkiime, bogkiimenin bir 6gesi
degildir.

A = {0, 1, 2} kiimesinin iki 6geli altkiimeleri: {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}.

A ={0, 1, 2, 3} kiimesinin iki 6geli altkimelerini bulalim:

{0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}
Bunlar: belli bir sirayla yazdigimiza dikkat edin.
A=1{0, 1, 2, 3, 4} kiimesinin iki 6geli altkiimelerini bulalim:

{o,1}, {o,2}, {o0,3}, {0, 4},
{1, 2}, {1,3} (1,4}
{2, 3}, {2,4},
{3, 4}.
Goriildiigi tizere toplam 10 tane var. Okur herhalde buradan hareketle A’nin iig 6geli
altkiimelerini de bulabilir, onlardan da tam 10 tane vardir.

n Ogeli kiimenin n 6geli tek bir altkiimesi vardir, o da kendisidir. Her kiimenin 0 6geli
tek bir altkiimesi vardir, o da bogkiimedir.

n Ogeli bir kiimenin 1 6geli altkiime sayis1 n’dir.

n ogeli bir kiimenin n — 1 6geli altkiime sayis1 n’dir. (Niye?)

100 6geli bir kiimenin kag tane 30 Ogeli altkiimesi vardir? Eger daha 6nce bir yer-
den 6grenmemisgseniz, bu asamada bu tiir sorunun ¢ok zor oldugunu diiglinebilirsiniz.
Ama ileride ¢ok kolay bir yontemle bu saymin (eger bir hesap hatasi yapmadiysak!)
24.934.074.551.452.400.000.000 oldugunu hesaplayabilecegiz.

Hemen basit bir teorem kanitlayalim:

Teorem 3.1. A, B ve C herhangi iki kiime olsun. O zaman su énermeler
dogrudur:

i. A C A olur.

ii. AC B ve BC A ise A= B olur.

iii. AC B ve BCC ise ACC olur.
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Kamit: i. A’nin her 6gesi elbette A'nin bir 6gesidir, dolayisiyla altkiime ol-
manin tanimina gore A C A olur.

ii. A C B ve B C A varsayimlarini yapalim. A C B oldugundan A’nin her
ogesi B’dedir. B C A oldugundan B’nin her 6gesi A’dadir. Demek ki A ile B
kiimelerinin aym ogeleri vardir. Sayfa 7’deki Kiime Esitligi Onermesi'ne gore
A = B olur.

e

iii. A C B ve B C C varsayimlarin1 yapalim. A’dan rastgele bir 6ge alalim.
A C B oldugundan, bu 6ge B’dedir. Ama ayrica B C C oldugundan, B’de
olan bu 6ge aymi zamanda C’dedir. Demek ki A’nin her 6gesi C’dedir, yani
A C C olur. O

Teoremin ikinci maddesi, A ve B kiimelerinin esit olduklarimi kanitlamak
icin A ve B’nin birbirlerinin altkiimesi olmasi gerektigini sOyliiyor. Yani A = B
esitligini kanitlamak igin, kanit genellikle iki boliime ayrilir, birinde A C B
onermesi, digerinde B C A Onermesi kanitlanir.

Yukarida kanitladigimiz ii¢ 6nermeye bogkiimenin her kiimenin bir altkii-
mesi oldugunu da eklemeliydik belki ama kanitladigimiz o ii¢ 6nerme Gzel
onermelerdir, onlar1 bozmak istemedik. Bogkiimenin her kiimenin altkiimesi
oldugunu simdi kanitlayalim:

Teorem 3.2. Her A kiimesi icin ) C A olur.

Kanit: Eger ) C A onermesi dogru olmasaydi, yani bogkiimenin her 6gesi
A’da olmasaydi, o zaman, bogkiimede A’da olmayan bir 6ge olurdu, ama
bogkiimede hi¢ 6ge yoktur ki A’da olmayan bir 6gesi olsun... Dolayisiyla bos-
kiime A’nin bir altkiimesidir. O

Notlar

3.23. Teorem 3.2’nin kanit yontemine “olmayana ergi” adi verilir. Bu kanit yonteminde ka-
mtlanmak istenen 6nermenin (6rnegimizde () C A 6nermesi) yanhg oldugu varsayilir ve
bu varsayimdan hareketle bir geligki, yani bir sagmalik (6rnegimizde bogkiimenin bir
ogesi oldugu sagmaligl) elde edilir. Boylece 6nermenin yanhs oldugunun yanhs oldugu,
dolayisiyla 6nermenin dogru oldugu anlagilir.

Olmayana ergi yontemi mantikta, “sagmaya indirgeme” demek olan Latince reductio ad
absurdum sozleriyle ifade edilir.

3.24. Teorem 3.2’den dolay1 § C {1} olur. Demek ki boskiimenin her 6gesi 1’e esittir. Tabii
ayn1 nedenden bogkiimenin her 6gesinin 2’ye esit oldugu anlagilir. Bundan daha 6nce
de s6zetmig, hatta bu onermeleri kanitlamigtik. Bogkiimenin hig 6gesi olmadigindan,
bundan bir geligski ¢cikmaz. Gayet tutarliyiz.

3.25. Sayfa 7’deki Kiime Esitligi Onermesi va da sayfa 25teki Iki Ogeli Kiime Onermesi
gibi, sayfa 27’deki Bogkiime Onermesi de bir belittir (bkz. Not 1.75), yani dogrulugu
kanitlanmadan kabul edilen 6nermelerdendir. Birazdan ifade edecegimiz Altkiimeler
Kiimesi Onermesi de bir bagka belittir. Kiimeler kuraminin bu kitapta hi¢ s6z etme-
yecegimiz bagka belitleri de vardir.
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Altkiimeler Kiimesi Onermesi: Eger X bir kiimeyse, dgeleri X ’in altkiime-
lerinden olusan bir kiime vardar.

Yukarida var oldugu sdylenen bu kiime (X)) olarak yazilir. Adina X ’in
kuvvet kiimesi ya da daha dogal olarak X ’in altkumeler kiimesi denir.
Demek ki p(X) kiimesinin 6geleri X kiimesinin altkiimeleridir, yani Y € p(X)
Onermesinin dogru olmasi i¢in yeter ve gerek kogul Y C X onermesidir. Ornek-
lerle her sey daha anlasilir olacak:

Ornekler

3.26. Her X kiimesi igin
PCXveXCX
onermelerinin dogrulugunu artik biliyoruz. Demek ki §, X € p(X). Ama bir kiime-
nin genellikle bagka altkiimeleri de vardir. Oldukga basit bir 6rnekte bir kiimenin tiim

altkimelerini bulalim.
X =1{0,1,2}

olsun. X’in tiim altkiimelerini bulmak zor degildir, igte:

0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}.

Demek ki A’nin 8 tane altkiimesi var ve

p(X) =A{0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}.

3.27. Yukaridaki 6rnekten de anlagilacag: tizere 3 6geli her kiimenin 8 tane altkiimesi vardir.

3.28. 2 Ogeli bir kiimenin 4 tane altkiimesi vardir. 6rnegin A = {0, 1} ise A'nin altkiimeleri
sunlardir:

0, {0}, {1}, {0, 1}.

3.29. 1 6geli bir kiimenin 2 tane altkiimesi vardir. 6rnegin A = {a} ise A'nin altkiimeleri
sunlardir:

0, {a}.

3.30. 0 oOgeli bir kiimenin, yani bogkiimenin tek bir altkiimesi vardir, o da kendisidir, yani
bogkiimedir. Bogkiime,tek bir altkiimesi olma 6zelligini saglayan yegane kiimedir.

3.31. 4 ogeli bir kiimenin 16 tane altkiimesi oldugunu tahmin etmis olabilirsiniz. Nitekim
Oyledir. Aligtirma olarak {0, 1, 2, 3} kiimesinin 16 altkiimesini bulun.

3.32. Eger z C y ise p(z) C p(x) olur ¢iinkii a C z ve a C y oldugundan a C y olur. Bir bagka
deyigle “altkiime olma” iligkisi gecisli bir iligkidir.

3.33. n 6geli bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir. érnegin 10 Sgeli bir kiimenin 2'°, yani
1024 tane altkiimesi vardir. Bunu kanitlamak o kadar zor degildir. 10 6geli bir kiime
alalim, diyelim 0’dan 9’a kadar olan rakamlar: iceren kiimeyi aldik. Bir altkiime oge-
leri tarafindan belirlendiginden, bir altkiime yaratmak igin 10 rakamin her biri i¢in ya
“evet, bu rakam altkiimenin 0gesidir” ya da “hayir, bu rakam altkiimenin 6gesi degildir”
kararini almaliyiz. Her rakam igin iki karardan birini almak zorunda oldugumuzdan ve
toplam 10 rakam oldugundan, toplam 2'° altkiime secenegi vardir.

Demek ki s(A) = n ise, s(p(A)) = 2™ olur.
n = 3 igin sOylediklerimizi daha da somutlagtiralim. Diyelim ti¢ 6geli

X ={a, b, ¢}
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3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3. Altkime

kiimesini aldik. X’in altkiimeleri sunlardir:

0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}.

Toplam 8 tane, yani 2% tane oldugu gériilityor. Bu kiimeleri 01-dizileriyle sirasiyla soyle
kodlayabiliriz (agiklama hemen sonra gelecek):

000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111.

Kodlamay1 soyle yaptik:

(’yi 000 ile temsil ettik ¢iinkii bogkiimede ne a var, ne b var, ne de c.

{a} kiimesini 100 ile temsil ettik ¢iinkii sadece a kiimede, b ve ¢ kiimede degiller. Dizinin
ilk terimi olan 1, a’nin altkiimede oldugunu soyliiyor. Bu 1’den sonra gelen iki adet 0, b
ve ¢’nin kiimeye dahil olmadigini soyliiyor.

{b, ¢} kiimesini 011 ile temsil ettik, ¢linkii a kiimede degil (dizinin ilk terimi bu yiizden
0), ama b ve ¢ altkiimedeler (dizinin ikinci ve tiglincii terimi bu yiizden 1).

n 6geli bir kiimenin iki 6geli altkiime sayisini bulalim. n 6geli kiimeye A diyelim. Iki
ogeli bir altkiime se¢mek demek aslinda A kiimesinden iki 6ge se¢gmek demektir. Birinci
Oge icin n tane segenek var. Birinci 6ge secildikten sonra geriye n — 1 tane segenek kalir.
Boylece toplamda (!) tam n(n — 1) tane segenek vardir. Ama bir kiimede “birinci 6ge”,
“ikinci 6ge” yoktur ki, yani {a, b} kiimesiyle {b, a} kiimesi arasinda bir fark yoktur,
oysa buldugumuz n(n — 1) segenekte bu iki yazilim iki farkli kiimeye igaret ediyormus
gibi algilandi. Dolayisiyla bu sayiy1 2’ye bolmemiz lazim. Yani n ogeli bir kiimenin 2
ogeli atkiime sayis1 n(n — 1)/2°dir.

Eger B C C ise p(B) C o(C) olur elbette. Bu dedigimiz aynen Teorem 3.1.iii 6nerme-
sidir.

Eger A bir kiimeyse, p(A) da bir kiimedir, dolaysiyla o(A) nin da altkiimeleri vardir;
bu altkiimeler de elbette p(p(A)) kiimesinin ogeleridir. érnegin A = {1,2, 3} ise,

{{1}7 {1’ 2}} C p(A)

olur ¢iinkii soldaki kiimenin her 6gesi (ki sadece iki tane var), p(A) kiimesinin 6gesidir,
yani A'nin bir altkiimesidir.

Her A kiimesi igin, A C A oldugundan, her zaman A € p(A) olur. Peki, A € p(p(A))
oldugu durumlar olur mu? Evet. Mesela A = () ise, her X kiimesi i¢cin A € p(X)
olur (¢iinkii bogkiime her kiimenin altkiimesidir), bunun 6zel bir durumu olarak (X =
p(A) alalim) A € p(p(A)) olur. Peki... Bogkiimeden bagka bu 6zelligi saglayan bagka A
kiimeleri var m1? Evet var. Ju tanimlar1 yapalim:

Ay = 0

A1 = {4}

As = {Ao, A}

As = {Ao, A1, Ao}

Ay = {Ao, A1, Az, As}

Her i = 0,1,2,3,4 icin A; € p(p(A;)) olur. Ornekleri ¢ogaltmak zor degil. Genel
olarak, agagidaki onermeler mantiksal olarak egsdegerdir, yani biri dogruysa digeri de
dogrudur:

A€ plp(A).

AC p(A).

A’nin her 6gesi p(A) nin bir 6gesidir.

A’nin her 6gesi A’'nin bir altkiimesidir.
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3.38. A=1{1,2,3, 4,5} olsun. A'nmn 2°, yani 32 tane altkiimesi oldugunu biliyoruz. A’nin 3
ogeli altkiimelerini bulalim:

{1,2,3}, {1, 2,4}, {1,2,5}, {1, 3,4}, {1, 3,5}, {1, 4, 5},
{2, 3,4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5},
{3, 4, 5}.

Toplam 10 tane var. (Altkiimeleri belli bir sirayla yazdigimiz goziiniizden kagmamali.
Belli bir diizende yazmazsak arada unuttuklarimiz olabilir, ya da tam tersine bazilarini
yanliglikla iki defa yazabiliriz.) A’min iki 6geli altkiimeleri de asagida:

{4, 5}, {3, 5}, {3, 4}, {2, 5}, {2, 4}, {2, 3},
{1, 5}, {1, 4}, {1, 3},
{1, 2}.

Bunlardan da toplam 10 tane var. Iki listeyi kargilagtirdigimizda kiimelerin birbirini ta-
mamladigini goériiyor musunuz? Ayni pozisyondaki kiimeler birbirinin “tiimleyeni”, bu
konuyu daha sonra da gorecegiz.

Bu ¢rnekten giizel bir geometrik gekil ortaya cikarabiliriz. Yukarida listesini yaptigimiz
iki 6geli 10 kiimenin her biri igin diizleme bir nokta koyalim. Demek ki toplam 10 nok-
tamiz var. Noktalarin adlari kiimelerin kendisi olsun. 6rnegin noktalardan birinin adi
{1, 2}; bir digerininki {2, 5}. Bdyle bunun gibi 10 tane noktamiz olsun. Eger iki noktanin
adlar kesigmiyorsa, iki nokta arasina bir dogru pargasi gizelim; 6rnegin {1, 2} noktasiyla
{3, 4}, {3, 5} ve {4, 5} noktalarim birlegtirelim. Eger noktalarin adlar: kesigiyorsa nok-
talar1 birlestirmeyelim; 6rnegin {1, 2} noktasiyla {1, 4} noktasini birlesgtiren bir dogru
parcgast ¢izilmez. Eger noktalar: diizleme dogru bigimde yerlegtirirsek asagidaki giizel
sekli elde ederiz.

{4.5)

{2.3}

Bu sekil matematikte oldukca tinliidiir, Petersen ¢izgesi olarak bilinir.

Ozaltkiime. Eger Y C X ama Y # X ise, Y'ye X’in 6zaltktimesi denir. Bu
durum

YCcX

olarak gosterilir!.
n ogeli bir kiimenin 2" tane altkiimesi oldugunu soyledik. Demek ki n 6geli
bir kiimenin 2" — 1 tane 6zaltkiimesi vardir.

! Maalesef bircok kitapta C ile C simgeleri arasmda bir fark gozetilmez.
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Bogkiimenin ise 6zaltkiimesi yoktur; yani boskiimenin 6zaltkiimelerinden

olusan kiime gene bogkiimedir.

Alistirmalar

3.39. {1, 3, 7} kiimesinin ka¢ altkiimesi vardir? Hepsini bulun.

3.40. {1, 3, 5, 7} kiimesinin tiim altkiimelerini bulun.

3.41. Sadece 5 altkiimesi olan bir kiime var midir?

3.42. Sadece 1268 altkiimesi olan bir kiime var midir?

3.43. Tam 1024 tane altkiimesi olan bir kiimenin kag gesi vardir?

3.44. A = {0, 1} kiimesinin 4 tane altkiimesi vardir. Dolayisiyla p(A) kiimesinin 4 6gesi var-
dir. Bundan da @(A) kiimesinin 2%, yani 16 tane altkiimesi oldugu anlagilir. Bir bagka
deyisle p(p(A)) kiimesinin 16 tane 6gesi vardir. Tim bu 6geleri bulun.

3.45. 5 ogeli bir kiimenin tiim altkiimelerini bulun.

3.46. {1, 2, 3, 4, 5, 6} kiimesinin ii¢ 6geli tiim altkiimelerini bulun.

3.47. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin kag tane ii¢ ogeli altkiimesi vardir?

3.48. {1, 2, 3,4, 5,6, 7} kiimesinin 1'i igeren kag altkiimesi vardir?

3.49. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kitmesinin 1 ve 2’yi iceren kag altkiimesi vardir?

3.50. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin 1’i ya da 2’yi iceren (her ikisini birden de igerebilir) kag
altklimesi vardir?

3.51. {1, 2, 3,4, 5,6, 7} kilmesinin 1’i ya da 2’yi icermeyen (her ikisini birden de igermeye-
bilir) kag altkiimesi vardir?

3.52. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin 1'i ve 2’yi igermeyen kag altkiimesi vardir?

3.53. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin sadece ¢ift sayilardan olugan kag¢ altkiimesi vardir?

3.54. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin kag altkiimesinde 1 vardir ama 2 yoktur?

3.55. {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} kiimesinin kag altkiimesinde 1 ve 2 bulunur ama 3 bulunmaz?

3.56. {1, 2, 3,4, 5,6, 7} kiimesinin 6gelerinin toplami 13 olan kag altkiimesi vardir?

3.57. {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} kiimesinin esit sayida tek ve ¢ift say1 igeren kag altkiimesi vardir?

3.58. A=1{1,2,3,4,5,6,7} ve B={1, 2, 3} olsun. A’nin altkiimesi olan ama B’nin altkii-
mesi olmayan ka¢ kiime vardir?

3.59. B C A olsun. s(A) = n ve s(B) = m olsun. A’nin altkiimesi olan ama B’nin altkiimesi
olmayan 2" — 2™ tane kiime oldugunu gosterin.

3.60. B C A olsun. s(A) =n ve s(B) = m olsun. B C C C A 6zelligini saglayan C' kiimesi
sayisinin 2"~ ™ — 1 oldugunu kanitlayin.

3.61. A =1{1,2,3,4,5,6,7} olsun. A'nin en az bir tek say: igeren altkiimelerinin sayisini
bulun.

3.62. A = {1,2,3,4,5,6,7} olsun. A’'nin tam iki ¢ift say1 iceren altkiimelerinin sayisini
bulun.

3.63. A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B={1, 2,3} ve C = {8, 9} olsun. A’'nin B’yi kapsayan
ama C ile ayrik olan altkiime sayisini bulun.

3.64. A, B ve C yukaridaki gibi olsun. A'min C’yi kapsayan ama B ile ayrik olan altkiime
sayisini bulun.

3.65. A, B ve C yukaridaki gibi olsun. A'nin C' ve B ile ayrik olmayan altkiime sayisin1 bulun.

3.66. A=1{1,23,4,5,6,7,8, 9}, B=1{1,2,3} ve C ={1,8,9} olsun. A'nin C ve B ile
ayrik olmayan altkiime sayisini bulun.

3.67. A=1{1,{1, 2}, {2}, {1, 3}, 3, 4} kiimesinin altkiimelerinin kacinda 1 6ge olarak bulu-

nur?

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



3.68.

3.69.

3.70.

3.71.

3.72.

3.73.

3.74.

3.75.

39

A C B, s(A) =4 ve s(B) = 12 ise B kiimesinin 8 6geli altkiimelerinin kag1 A kiimesini
kapsar?

4 6geli bir kiimenin kag tane tek sayida ogeli altkiimesi vardir? Kag tane ¢ift sayida ogeli
altkiimesi vardir?

5 ogeli bir kiimenin kag tane tek sayida 6geli altkiimesi vardir? Kag tane ¢ift sayida 6geli
altkiimesi vardir?

Yukaridaki iki aligtirmadan, sonlu bir kiimenin tek sayida ogeli altkiime sayisinin ¢ift
sayida ogeli altkiime sayisina esit oldugunu tahmin etmigsinizdir, yeter ki kiime bosgkiime
olmasin. a,, n 6geli bir kiimenin tek sayida 6geli altkiime sayisi olsun. b,, de n 6geli bir
kiimenin ¢ift sayida 6geli altkiime sayisi olsun. Demek ki

an + by, = 2.

Amacimiz, eger n > 1 ise a, = by, = gn—1 esitligini gostermek. a1 = b1 = 1 oldugunu
gosterin. Demek ki an = b, = 2" ! esitligi n = 1 i¢in dogru. Yukaridaki iki alistirmada
as = by = 2% ve a5 = by = 2* esitliklerini gostermistiniz. Simdi an+1 = an + bn
ve bp41 = b, + an esitliklerini gosterin. (ipucu: n ogeli kiimeye X diyelim. X’in bir
a Ogesini sabitleyelim. X’in altkiimelerini a’y1 icerenler ve icermeyenler olarak ikiye
ayirin.) Bundan da hemen ant+1 = an +bn = 2" ve bpy1 = by + an = 27 esitlikleri gikar.
istedigimiz kanitlanmigtir.

3 ogeli bir kiimenin kag tane 3 6geli altkiimesi vardir? 4 6geli bir kiimenin kag tane 3
Ogeli altkiimesi vardir? 5 6geli bir kiimenin kac tane 3 Ogeli altkiimesi vardir? Genel
olarak m 6geli bir kiimenin kag¢ tane 3 6geli altkiimesi vardir? (Bkz. Ornek 3.34. Akliniza
ilk gelen cevap yanlig olabilir, bu ylizden cevabinmizin ilk sorulara verdiginiz cevaplarla
cakigtigini kontrol edin.)

“A € p(p(A))” onermesiyle, “her x € A igin z C A” 6nermesinin egdeger oldugunu
kanitlayin, yani biri dogruysa digeri de dogrudur. (Bkz. Ornek 3.37.)

X sonlu bir kiime ve a € X olsun. X’in a’y1 igeren altkiime sayisinin, X’in a’y1 icermeyen
altkiime sayisina esit oldugunu gosterin. Eger s(X) = n ise, X'’in a’y1 igeren (ya da
igermeyen) kag tane altkiimesi vardir?

X, n 6geli sonlu bir kiime ve a, b € X olsun. a # b varsayimini yapalim. X’in a ya da
b’den en az birini iceren kag altkiimesi vardir?
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4. Kumesel i§lemler

Bu boliimde kiimelerle ilgili birkac islem gorecegiz. Yani bir ya da daha fazla
kiimeden bagka kiimeler elde etmeyi 6grenecegiz.

4.1 Bilesim

A ve B adinda iki kiime alalim. A ya da B kiimelerinden en az birinde olan
Ogelerden olusan kiimeye A ile B kiimelerinin bilesimsi adi verilir. érnegin,

A=H{0,2,57}ve B={1, 3,5, 9}
ise, bu iki kiimenin bilegimi
{0,1,2,3,5,7,9}
kiimesidir. Bu bilesim A U B olarak yazilir. Demek ki yukaridaki érnekte
AuB={0,1,2,3,5 7,9}

oluyor. Bilegim kiimesinde her iki kiimede birden olan 6geler de yer alir.

Sonug olarak A U B kiimesinin 6geleri ya A’nin ya da B’nin 6gelerinden
olusur, bunlara ayni anda hem A’da hem de B’de olan 6geler de dahildir. Ma-
tematikte ve mantikta “ya su kosul ya da bu kosul” dendiginde her iki kogulun
da dogru oldugu durumlar da kapsanir. (Giinliikk konugmada “ya sinemaya ya
da piknige gidecegiz” dendiginde, genel olarak iki igten sadece biri yapilacagi
anlagilir; ama matematikte ve mantikta 6yle degildir, bu ciimle mantiksal an-
lamiyla her iki igin birden yapilacagi durumu da kapsar.)

Ornekler
4.1. x =40, 2,4, 5} ve y = {1, 3, 5} kiimelerinin bilegimi olan
{0, 1, 2,3, 4,5}

kiimesinin Venn diyagrami asagida:
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4.2.

4.3.

4.4.
4.5.
4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4. Kiimesel Islemler

Y

x ve y kiimeleri x U y kiimesi

Hayattan bir 6rnek alalim. Sinifimizin 6grencilerini yaninda yaslariyla birlikte listele-
yelim: Ahmet (16), Beyza (13), Celal (14), Dogan (14), Esengiil (15), Furkan (14),
Gokhan (15), Hiimeyra (15), Ihsan (13), Jale (14). O zaman siifimizin 15 yagina basmmg
ogrencilerinden olusan kiimeyle sinmifimizin kiz 6grencilerinden olugan kiimenin bilegimi,

Ahmet, Beyza, Esengiil, Gokhan, Hiimeyra ve Jale

ogrencilerinden (6gelerinden) olusur. Gériildigi gibi Esengiil ve Hiimeyra da bu kiime-
nin ogeleriler.

Eger z cift dogal sayilar kiimesiyse, y de 3’e béliinen dogal sayilar kiimesiyse, o zaman
x Uy bilegimi ya 2’ye ya da 3’e boliinen dogal sayilar kiimesi olur. 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9
sayilarii igerir ama 1, 5, 7 sayilarini icermez.

Dogal sayilar kiimesinin N ile gosterildigini s6ylemistik. Demek ki bir 6nceki paragraf

0,2,34,6,89€2NU3Nvel, 5 7¢2NU3N

diyor.

3, 15 ¢ 6N U 9N olur.

Her A kiimesi igin, AU A = A olur.

Bilesimin tanimi geregi, her A ve B kiimesi igin, A C A U B olur. Tabii ayn1 zamanda
B C AU B olur.

Elbette her A ve B kiimesi igin AU B = B U A olur, ¢iinkii A ve B kiimelerinden
en azindan birinde olan &geler, aynen, B ve A kiimelerinden en azindan birinde olan
ogelerdir, ne bir fazla ne bir eksik.

Eger A C B ise AU B = B olur. érnegin A = {2, 3, 4} ve B = {1, 2, 3, 4, 5} ise
AU B = B olur. Smiftan bir 6rnek: Kiz 6grenciler kiimesiyle 6grenciler kiimesinin bi-
lesimi gene Ogrenciler kiimesidir. 14 yagindan biiyiik 6grenciler kiimesiyle 13 yagindan
biiyiik 6grenciler kiimesinin bilesimi gene 13 yasindan biiyiik 6grenciler kiimesidir.

Bu olgunun 6zel bir durumu olarak, Teorem 3.2’den dolay1, her B kiimesi icin )UB = B
olur, bir bagka deyisle bogkiime, bilesim igleminin etkisiz dgesidir.

Bir 6nceki maddede soyledigimizin diger istikameti de dogrudur, yani AU B = B ise,
A C B olmak zorundadir, nitekim A’nin her 6gesi A U B kiimesinin bir 6gesidir ve
AU B = B varsayimi sayesinde A U B kiimesinin her 6gesinin B kiimesinde oldugu
anlagilir. Demek ki A’nin her 6gesi B kiimesinin bir 6gesidir. Dolayisiyla A C B olur.
Biraz daha somut bir 6rnek verelim: 3NU 12N = 3N olur; ¢ilinkii 12’ye boliinen her dogal
sayl 3’e de boliniir, yani 12N C 3N olur. Ote yandan 12N ile 15N kiimeleri “altkiime
olma iligkisi” acisindan kargilagtirilamaz, hi¢biri digerinin altkiimesi degildir, dolayisiyla
bu iki altkiimenin bilegimi ikisinden de daha biiyiik bir kiimedir.

. Bilesimin belli bagh 6zelliklerini toplu halde yazalim: Her z, y ve z kiimesi i¢in agagidaki

onermeler dogrudur.

1. Degisme o6zelligi: st Uy =y U x.

2. Etkisiz Oge: z U0 = z.

3. Birlegsme 6zelligi: z U (yUz) = (zUy) U z.
4. Tekkuvvetli i§lem: rUzx ==
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4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

5. Eger z, y Czise z Cx Uy C z olur.
6. x C y ve x Uy = y onermelerinden biri dogruysa digeri de dogrudur.

Eger x bir kiimeyse, z kiimesi z U {z} kiimesinin ayn zamanda hem bir 6gesi hem de
bir altkiimesidir.

Biraz 6nce soziinii ettigimiz birlesme 6zelligini biraz agalim. A, B ve C ii¢ kiime olsun.
AU B ile C'nin bilegimi almabilir, yani (AU B) U C kiimesinden s6z edebiliriz. Ve tabii
ki AU (B U C) kiimesinden de sbz edebiliriz. “Birlesme 6zelligi” adi verilen

(AuUB)UC =AU(BUCQ)

esitligi bariz olmali. Bu esitlik, birden fazla kiimenin bilegimi alinirken bilegimin hangi
sirayla alindiginin 6nemli olmadigini s6yliiyor, dolayisiyla parantezleri tamamen kaldirip
(AUB)UC yada AU (B UC) yerine AU B U C yazabiliriz. Ayn1 gsey dort kiimenin
bilegimi i¢in de gegerlidir, érnegin

(AUB)U(CUD)=AU((BUC)UD) = ((AUB)UC)UD

olur; bu kiimenin yerine de ¢ok daha sade olarak AU BUC U D yazabiliriz. Bu érnekleri
elbette ¢ogaltabiliriz. AU BUC U D ifadesinin kag farkli bigimde parantezlenecegi ilging
bir aligtirmadir.

A ={1,2,3} ve B = {3, 5} olsun. {2, 5} ¢ p(A) U p(B) olur, ¢inkii {2, 5} kiimesi ne
A’nin ne de B’nin bir altkiimesidir. Ama {2, 5} € p(A U B) olur.

Her A ve B kiimesi igin p(A) U p(B) C p(A U B) olur, ama yukaridaki 6rnekten de
anlagilacag) iizere her zaman esitlik olmak zorunda degil. Bkz. Aligtirma 4.17.

Ao = () olsun ve her n dogal sayisi igin,
Apnt1 = A, U{A}
tanimini yapalim. Ornegin burada n = 0 alirsak,
A1 = Aot1 = Ao U{Ao} = 0U{Ao} = {Ao}
olur. Sonra, bundan yararlanip,
As = A1 = Ay U{A1} = {Ao} U {A1} = {4, A1}

buluruz. Okur,
As = {Ao, A1, Az}
ve
Ay = {Ao, A1, Az, As}
esitliklerini kontrol edebilir.

(inanma& belki zor ama “gergek” matematikte n sayisi A, kiimesi olarak tanimlanir;
boylece Ay = {Ao, A1, Az, Az} esitligi 4 = {0, 1, 2, 3} esitligine doniisiir.)

Alistirmalar

4.17.

4.18.

A ve B iki kiime olsun. p(A)Up(B) = p(AUB) esitliginin gegerli olmasi igin iki kiimeden
birinin digerinin altkiimesi olmasinin yeter ve gerek oldugunu gosterin.

p(A) C p(B) ile A C B énermelerinin egdeger olduklarini kanitlayin, yani énermelerden
biri dogruysa digerinin de dogru oldugunu kanitlayin.

Burada sonlu sayida kiimenin bilesimini almay1 gordiik, ileride sonsuz sa-

yida kiimenin bilegimini de almay1 gorecegiz. Ama once iki kiimenin kesigimini
gorelim.
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4.2 Kesisim

Iki kiimenin kesigimini (ya da arakesitini) almak iki kiimenin bilesimini
almak kadar kolaydir. Ornegin simfimizin dgrencileri kiimesiyle okulumuzun
kiz 6grencileri kiimesinin kesigimi sinifimizin kiz 6grencileri kiimesidir. Daha
matematiksel bir 6rnek: Eger

x={1,2,3,4} ve y = {2, 4, 6, 8}

ise, bu iki kiimenin kesisimi
{2, 4}

kiimesidir, yani iki kiimenin ortak 6gelerinden olugan kiimedir. Resmi asagida:

‘
x ve y kimeleri x Ny kiimesi

Iki kiimenin kesigimi ya da arakesiti her iki kiimede birden olan 6gelerin
kiimesidir. z ve y kiimelerinin kesigimi

TNy
olarak gosterilir.

Ornekler

4.19. Denizde yasayan hayvanlar kiimesiyle memeli hayvanlar kiimesinin kesigsiminde balina
ve fok gibi denizde yagayan memeli hayvanlar vardir. Ama aslan ve yarasa bu kiimenin
ogeleri degildir. Tavuk hele hic degildir!

4.20. Eger z ¢ift dogal sayilar kiimesiyse, y de 3’e boliinen dogal sayilar kiimesiyse, © Ny
kesigimi 6’ya boliinen dogal sayilar kiimesidir. Yani 2NN 3N = 6N olur. Bir bagka 6rnek:
6N N 9N = 18N olur. Ote yandan 6Z N 18Z = 18Z olur.

4.21. Tabii ikiden fazla kiimenin de kesigsimini alabiliriz. Birlesme 06zelligi kesigim igin de
gegerlidir, yani her z, y, z kiimesi i¢in z N (y N z) = (x Ny) N z olur, dolayisiyla kesigim
alinirken parantez kullanmak gereksizdir.

4.22. Bazen iki kiimenin kesigimi bogkiime olur. 6rnegin tek dogal sayilar kiimesiyle ¢ift dogal
sayilar kiimesinin kesigimi bogkiimedir. Bu durumda iki kiimeye ayrik kiimeler denir.

4.23. Bilesim i¢in yaptigimiz gibi ayrintilara girmeyip, kesisimin birkag 6zelligini siralayalim:

. Degisme o6zelligi: x Ny =yNz.

. Etkisiz Oge: 2 N0 = 0.

. Tekkuvvetli i§lem: rNx =z

. Birlesme 6zelligi: z N (yNz) = (zxNy)N=z.
Eger zCaxvezCyisezCzxNyvexznNy C x olur.
. Eger x C y ise x Ny = x olur.

N O Otk W

. Eger x Ny =z ise z C y olur.

Bunlarin her birinin kanit1 kolaydir ve okura birakilmigtir.
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4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

Eger 2 C z ve x Ny = ( ise, elbette 2Ny = () olur. Daha genel olarak, ayrik iki kiimenin
altklimeleri de ayriktir.

Birlesme 6zelligi sayesinde, ikiden fazla kiimenin kesigimini alirken parantezlere gerek
yok, dolayisiyla N (y N z) yerine x N y N z yazabiliriz. Degisme 6zelliginden dolay1
da kiimelerin yerlerini istedigimiz gibi degistirebiliriz. Tekkuvvetli iglem 6zelliginden
dolay1 da kesigimde her kiimeyi tek bir defa yazmak yeterli. Yutma 6zelliginden dolay1
da kesisimden iistkiimeleri atip sadece altkiimelerle yetinebiliriz. Mesela kesigimi alinan
kiimelerden biri bogkiimeyse, tiim kesigim bogkiime olur.

Ny = x esitliginin dogru olmasi i¢in, x C y onermesi yeter ve gerek koguldur. Nitekim
yukaridaki “yutma” maddesinde x C y ise z Ny = x oldugunu gordiik. Diger taraftan,
eger x Ny = x ise, x’in her ogesi x N y kiimesinde oldugundan, z’in her Ogesi ayni
zamanda y kiimesindedir.

p(x) N p(y) = p(z Ny) olur. Bunun kanit1 oldukga kolaydir:

Eger z € p(x) N p(y) ise, z, hem z’in hem de y'nin bir altkiimesidir, dolaysiyla x Ny
kesigiminin bir altkiimesidir, yani z € p(z Ny) olur.

Ters istikamette: Eger z € p(xNy) ise, z, Ny kesigiminin, dolayisiyla x’in bir altkiime-
sidir, yani z € p(z) olur. Benzer nedenden z € p(y) olur. Demek ki z € p(z) N p(y)
olur.

2N N 3N N 4N = 12N olur. Ama 2N N 4N N 8N = 8N olur.

Aligtirmalar

4.29.

4.30.
4.31.
4.32.
4.33.
4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.
4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

A=1{1,2,3,4,5,6,7}ve B=1{1, 2,3, 4} olsun. A’nin, s(BNC) = 3 esitligini saglayan
C altkiimelerinin sayisini bulun.

Hangi kogulda AN B = AU B olur?

6N N 9N kiimesini bulun.

26N N 39N kiimesini bulun.

30N N 42N N 70N kesigimini bulun.

n ve m iki pozitif dogal say1 olsun. nN N mN kiimesinde sonsuz tane 6ge oldugunu
gosterin.

3N+ 1, daha 6nce de yaptigimiz gibi {1, 4, 7, ...} kiimesi olsun, yani 3’e boliindiigiinde
1 kalanini veren dogal sayilar kiimesi olsun. 5N 4 3 de tahmin edilen kiime olsun. (3N +
1) N (5N + 3) = 15N + 13 esitligini kamtlayin.

(3N + 1) N (5N + 1) kesigimini bulun.

(6N +1) N (9N + 5) = 0 esitligini kamtlaym.

(10N + 1) N (15N + 8) kesigimini bulun.

(ION + 1) N (15N + 11) kesisimini bulun.

10 6geli bir kiimenin 5 ve 8 &geli iki altkiimesinin kesisiminde en az 3 6ge olmalidir.
Neden?

10 ogeli bir kiimenin 6, 7 ve 8 6geli {i¢ altkiimesinin kesigiminin bogkiime olamayacagini
kanitlayin.

Herkesin en az bir renk sevdigi 40 kisilik bir toplulukta 30 kisi maviyi, 20 kisi kirmiziy1
seviyor. Kag kisi hem maviyi hem de kirmiziy1 sever?

100 kisilik bir toplulukta 60 kisi maviyi, 50 kigi kirmiziy1, 40 kisi de hem maviyi hem
kirmiziy1 seviyor. Ne maviyi ne de kirmiziy1 seven kag kisi vardir?

Kesigimi bogkiime olan kiimelere ayrik kiimeler dendigini amimsatalim. Eger A ve B
sonlu kiimeleri ayriksa elbette s(AU B) = s(A) + s(B) olur. Herhangi iki sonlu A ve B
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4.45.

4.46.

4.47.
4.48.
4.49.
4.50.

4.51.

4. Kiimesel Islemler

kiimesi i¢in,
s(AUB) = s(A) +s(B) — s(ANB)

esitliginin gegerli oldugunu kanitlayin. Herhangi {i¢ sonlu A, B ve C kiimesi igin,
s(AUBUC)=5(A)+s(B)+s(C)—s(ANB)—s(BNC)—-s(CNA)+s(AnBNC)

egitliginin gegerli oldugunu kanitlayin.

Yukaridaki formiillerin benzerlerini iki ya da ii¢ sonlu kiime yerine dért sonlu kiime i¢in
bulun. Genel formiilii tahmin edebilir misiniz?

1 ve 100 dahil, 1’den 100’e kadar olan sayilarin kag1 2’ye ya da 3’e boliiniir? B, 2’ye
boliinen sayilarin, C' de 3’e boliinen sayilarin kiimesi olsun. Tabii sadece, 1 ile 100 dahil,
1 ila 100 arasindaki sayilari dikkate aliyoruz. Biraz diisiiniince s(B) = 50 ve s(C) = 33
oldugu anlagilir. Aradigimiz say1 s(B U C) sayisidir. Bir 6nceki 6rnege gore,

s(BUC) =s(B)+s(C)—s(BNC)

olur. Ote yandan BNC, 6’ya bdliinen sayilarin kiimesidir ve bu kiimenin de tam 16 tane
ogesi vardir. Demek ki,

s(BUC)=s(B)+s(C)—s(BNC)=50+33—-16 =67

olur. Bu formiillerin benzerlerini iki ya da ti¢ sonlu kiime yerine dort sonlu kiime igin
bulun. Genel formiilii tahmin edebilir misiniz?

Bir toplulukta 50 kigi maviyi, 40 kigi kirmiziy1, 30 kisi sariy1, 12 kigi hem maviyi hem
kirmiziy1, 10 kigi hem maviyi hem sariyi, 15 kisi hem kirmiziy1 hem sariyi, 7 kisi hem
maviyi hem kirmiziy1 hem de sariy1 seviyor. Bu toplulukta mavi, kirmizi1 ya da sari
renklerinden en az birini seven kag kisi vardir?

1 ve 1000 dahil, 1’den 1000’e kadar olan dogal sayilarin kaci 3’e ya da 5’e boliiniir?

1 ve 1000 dahil, 1’den 1000’e kadar olan dogal sayilarin kaci1 6’ya ya da 8’e boliintir?

1 ve 1000 dahil, 1’den 1000’e kadar olan dogal sayilarin kaci 3’e, 5’e ya da 7’ye boliniir?
1 ve 1000 dahil, 1’den 1000’e kadar olan dogal sayilarin ka1 6’ya, 10’a ya da 15’e bolii-
niir?

Eger 0 € X ise, elbette ) € X N p(X) olur, yani X ile p(X) kiimeleri ayrik olmaz. Oyle
bir X kiimesi 6rnegi verin ki ) ¢ X olsun ve X ile p(X) kiimeleri ayrik olmasin.

4.3 Bilesim ve Kesisim

Kesigimi ve bilegsimi tanimladik ve bu iki islemin kendi aralarindaki iligkileri
ayr1 ayr1 irdeledik. Ama kesigimle bilesim arasindaki iligkiyi pek irdelemedik.
Burada bunu yapacagiz. Once problemi anlamaya ¢aligan birkag 6rnek verelim:

Ornekler

4.52.

Ikiden fazla kiimenin bilegimini ya da kesigimini alirken parantezlerin 6nemsiz oldugunu
gordiik. Ama dikkat, eger ifadede hem bilegsim hem de kesigim varsa parantezler 6nem
kazanir. 6rnegin

A=1{1,2,3} B={2,3,4} ve C={3,4, 5}
ise

(AUB)NC = {3, 4}
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olur ama
Au(BNC)=1{1, 2, 3,4}
olur, yani (AU B)NC = AU (B NCQC) esitligi dogru degildir, parantezlerin yerlerini
degistirirsek kiime degigir. Dolayisiyla AU B N C gibi bir ifade anlaml degildir, anlamli
olmasi icin illa parantez koymak gerekir.
4.53. Her A, B ve C kiimesi i¢in

(AUB)NC CAU(BNCO)

olur. Bunu kanitlayalim. Bunun igin esitligin sol tarafindaki kiimeden bir x Ogesi alip
bu 6genin sag taraftaki kiimede oldugunu gosterelim. x 6gesi hem A U B’de hem de
C’de. Demek ki & € A U B. Oniimiizde iki sik var: Ya z € A ya da « € B. Birinci
gikta € AU (BN C) olur; tam istedigimiz gibi. Ikinci sikta, yani € B sikkinda, «
aym zamanda C’nin bir 6gesi oldugundan, x € BN C olur, dolaywsiyla z € AU (BN C)
olur; bu da tam istedigimiz gibi. Her iki sikta da z’in sag taraftaki kiimede oldugunu
kanitladik.
Bir 6nceki 6rnekten dolayi esitligin olmayacagini biliyoruz.

4.54. Herhangi ii¢ kiime alalim, diyelim A, B ve C ve su soruyu sorahm: (A N B) U C ile
AN (BUC) arasinda nasil bir iligki vardir? Cevabi verelim:

ANn(BUC)C (AnB)UC

olur. Bunun kanitini ve esitligin her zaman dogru olmadigini bir 6rnekle gostermeyi
okura birakiyoruz.

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

esitligi ve bunun benzeri olan

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
esitligi. Bu esitliklere dagilma 6zelligi adi verilir, birincisi kesigimin bilesime
dagildigim soyler, ikincisi ise bilegsimin kesigime; yani her iki iglem de birbi-
rine dagilir. Bu esitlikleri sayilarda gegerli olan z(y + z) = xy + zz esitligine
benzetebilirsiniz.

Bu esitliklerden birincisini kanitlayalim.

Once

AN(BUC)C(ANB)U(ANO)

kapsama iligkisini kanitlayalim. Sol taraftaki kiimeden bir x 6gesi alalim, yani
r € AN (BUQC) olsun. z’in sag taraftaki kiimede oldugunu gosterecegiz.
r € AN (BUC) oldugundan, x hem A’da hem de BUC’de. x € BUC iligkisi
x’in ya B’de ya da C’de oldugunu soyliiyor. (z her ikisinde birden de olabilir
tabii.) 2’in B ya da C’de olduguna gore durumu iki sikka ayiralim. Eger x € B
ise, o0 zaman x € AN B olur, dolaysiyla x € (ANB)U(ANC) olur. Eger x € C
ise, o zaman z € AN C olur, dolaysiyla x € (AN B)U (AN C) olur. Her iki
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durumda da z’in (AN B) U (AN C) kiimesinde oldugunu gosterdik. Boylece
istedigimizin yarisi1 kanitlandi.

Simdi
(ANB)U(ANC)C An(BUCQO)

kapsama iligkisini kanmitlayalim. (Boylece kanitimiz bitmis olacak.) Sol taraftaki
kiimeden herhangi bir x 6gesi alalim, yani x € (AN B)U(ANC) olsun. Demek
ki z ya AN B ya da AN C kiimesinde. Once birinci durumu alalim, yani
diyelim x € AN B. Buradan z € A gikar; ayrica z € B de gikar. Ama = € B
oldugundan, x € B U C olur. Demek ki hem = € A hem de x € BUC.
Dolayisiyla € AN (B U C). Ikinci durum da benzer bicimde kamitlanir,
bunun i¢in bir 6nceki kanitta B ile C’nin yerlerini degigtirmek yeterlidir. Kaniti
yazalim: Diyelim x € ANC'. Buradan z € A gikar; ayrica x € C' de ¢ikar. Ama
z € C oldugundan, x € B U C olur. Demek ki hem x € A hem de z € BUC.
Dolaywisiyla € AN (B U C). Boylece istedigimiz esitligin ikinci yaris1 da
kanitlanmis oldu. O

Ikinci dagilma 6zelligi de benzer sekilde kamtlanir. Kanit1 okura birakiyo-
ruz.

Kanitin pek kisa olmadiginin ve dikkatli bir okuma gerektiginin farkinda-
yim. Ileride bu tiir kanitlar: ¢ok daha kisa bir bicimde yapmamiz saglayacak
bir yontem gorecegiz.

Alistirmalar

4.55. Yukaridaki dagilma 6zelliklerini kullanarak, her A, B, C' ve D kiimesi igin,
(AUB)N(CUD)=(ANnC)U(AND)U(BNC)U(BND)

esitligini kanitlayin.

456 (A1 n AQ M Ag) @] (Bl M BQ M Bg M B4) @] (01 M CQ) kesi§iminin her turlu A1 @] Bj @) C}c
kiimelerinin kesigimi oldugunu kanitlayin.

4.57. Yukaridaki iki aligtirmadaki 6nermelerde N ile U simgelerinin yerlerini degistirip elde
ettiginiz onermeyi kanitlayin.

4.58. n € Nigin A, ={n,n+1, ..., 2n} tanimin yapalim.
a.n=0,1, 2, 3, 4igin A, kiimesinin 6gelerini yazin.
b. A,’nin kag 6gesi vardir?
c. A, N Any1 kiimesinin kag 6gesi vardir?

. Herhangi bir n ve m i¢in A,, C A,, olabilir mi?

e

. AgU A1 U. ..U A, kiimesinin 6geleri hangi sayilardir?
. Ap N Agpg1 = 0 esitligini gosterin.
Eger m > 2n ise A, N A, = 0 esitligini gosterin.
. Ap + Ap = Apg, esitligini kanitlayin.
cApAn C Anm U Aopmt1 kapsamasini kanitlayin.

o o

[=al'c B ]
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4.4 Kumelerin Farki

A ve B iki kiime olsun. A’da olup da B’de olmayan 6gelerden olusan kiime
A\ B olarak gosterilir!. Yani A\ B kiimesini elde etmek i¢in A'nin dgelerinden
B’de olanlar atiyoruz. A\ B kiimesi “A fark B” ya da dili biraz daha esnetirsek
“A eksi B” olarak okunabilir. “A at B” olarak okunmasi daha dogru olabilirdi
belki ama maalesef 6yle okunmuyor.

Demek ki tamima gore bir x 6gesinin A\ B kiimesinde olmasi i¢in 2’in A’da
olup B’de olmamasi gerekir; bagka tiirlii de = 6gesi A \ B kiimesinde olamaz.

Ornekler

4.59. A, okulumuzun &grencileri kiimesi olsun. B, sehrimizde ikamet eden 15 yagina girmis
kisiler kiimesi olsun. A\ B kiimesi okulumuzun 15 yagina girmemis 6grencilerinden olugan
kiimedir.

4.60. A = {1,2,3,4,5} ve B = {2,4,7,9} ise A\ B = {1, 3, 5} olur. (Bu 6rnegin bir
onceki somut 6rnekten daha kolay olmasi, matematigin hayattan daha kolay oldugunun
gostergesidir!)

4.61. A =1{1,2,3,4} ve B = {2,4, 6,8} ise A\ B = {1, 3} olur. Bunun Venn diyagrami
agagida.

x ve y kiimesi

x\y

4.62. N\ {0} =S olur.

4.63. Hayattan bir 6rnek: Simifimizin 6grencileri kiimesinden okulumuzun kiz 6grencileri kii-
mesini ¢ikarirsak, siifimizin erkek 6grencileri kiimesini buluruz. Siifimizin 6grencileri
kiimesinden sinifimizin kiz égrencileri kiimesini gikarirsak da sinifimizin erkek égrencileri
kiimesini buluruz elbette.

4.64. Sonsuz kiimelerden de bir 6rnek verelim. N\ 2N, tek sayilar kiimesidir, yani
N\2N=2N+1

olur.

'Baz kitaplarda A\ B yerine A — B yazilir ama biz bu yazilimin say1 kiimelerinde ka-
rigtkliga neden olabilecegini diigliniiyoruz. (Ikinci yazilim A’daki sayilardan B’deki sayilar
gikarilarak elde edilen kiime anlamia da gelebilir.)
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4.65.

4.66.

4.67.

4.68.

4.69.

4.70.

4. Kiimesel Islemler

N\ 3N, 3’ tam boliinmeyen dogal sayilar kiimesidir elbette. Ama bunu biraz daha
ayrintili ele alalim. Bir dogal say1 3’e boliindiigiinde ya 0 ya 1 ya da 2 kalir. 6rnegin 25’
3’e bolersek 1 kalir: 25 = 3 x 8 + 1. Ama 26’y1 3’e bolersek 2 kalir: 26 = 3 x 8 4 2. Ote
yandan 27, 3’e tam bolliniir, yani 27, 3’e bdliindiigiinde kalan 0 olur: 27 = 3 x 9 4 0.
Yani dogal sayilar: 3’e boliindiigiinde kag kaldigina gore ii¢ ayrik altkiimeye ayirabiliriz:

3N, 3N +1 ve 3N + 2.

Buradan da su gikar:
N\3N=(3N+1)U (3N +2).

(N'\ 3N) \ (3N + 2) kiimesi 3’e boliindiigiinde kalanin 1 oldugu dogal sayilar kiimesidir,
yani 3N + 1 kiimesidir.
N\ (2N \ 14N) kiimesi ya tek ya da 14’e tam boliinen dogal sayilardan olusur, yani
(2N + 1) U 14N kiimesidir.
A\ B elbette A’min bir altkiimesidir. Ama eger A ve B kiimeleri ayriksa, yani AN B = ()
ise A\ B = A olur. Bunun ters istikameti de dogrudur: Eger A\ B = A esitligi dogruysa
A ile B kiimeleri ayriktir.
Bunun 6zel bir durumu A \ § = A esitligidir.
Her A, B, C kiimesi i¢in

(A\B)\C = A\ (BUC)
olur. Bu egitligi kanitlayalim.
Once esitligin solundaki kiimenin esitligin sagindaki kiimenin altkiimesi oldugunu goste-
relim. Bu amagcla sol taraftaki (A \ B) \ C' kiimesinden bir = 6gesi alalhm. Bu 2’in sag
taraftaki A\ (BUC) kiimesinde oldugunu gosterecegiz, yani z’in A’da ama B ya da C’de
olmadigini gosterecegiz. x € (A\ B) \ C oldugundan, z € A\ B olur, dolayisiyla z € A
ve x ¢ B olur. istedigimizin varisindan fazlasini kanitladik. Geriye © ¢ C 6nermesini
kanmitlamak kaldi; ama z € (A '\ B) \ C oldugundan bu da bariz.
Simdi esitligin sagindaki kiimenin egitligin solundaki kiimenin altkiimesi oldugunu goste-
relim. Bu amagla sag taraftaki A\ (B U C) kiimesinden bir = 6gesi alalm. Bu z’in sol
taraftaki (A \ B) \ C kiimesinde oldugunu gosterecegiz, yani z’in A\ B’de ama C’de
olmadigini gosterecegiz. x € A\ (B U C) oldugundan, z, A kiimesinde ama B ya da C
kiimesinde degildir. Demek ki z € A\ B kiimesinde ama C kiimesinde degil.
Esitlik kanitlanmigtir.
Uzun kanitlar pek sevilmez, bu kanit da biraz fazla uzun. Bir sonraki altbéliimde bu tiir
esitliklerin daha kisa kanitlarini vermenin bir yolunu goérecegiz.
A={1,2,3,4,5,6,7, 8} kiimesinin tek sayida oge iceren altkiimelerinin sayisini he-
saplayalim.
Once birkag tanim yapalim. B, A kiimesinin tek sayida oge iceren altkiimelerinden
olugan kiime olsun. Mesela {1, 2, 6} € B olur. Amacimiz B’nin kag tane 6ge icerdigini
bulmak. C' de A kiimesinin ¢ift sayida 6ge igeren altkiimelerinden olusan kiime olsun.
Mesela {1, 2, 6, 8} € C olur. Ayrica bogkiime de C’nin bir 6gesidir.
Elbette BNC =0 ve BUC = p(A) olur. Buradan da

S(B) + 5(C) = s(p(A)) = 2°
bulunur. Dolayisiyla eger s(B) = s(C) esitligini kanitlayabilirsek, yukaridaki egitlikten
s(B) =s(C)=2%/2=2"

gikar. Simdi s(B) = s(C) esitligini kanitlayalim.
B ve C kiimelerinin her birini iki ayrik parcaya ayiracagiz:
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4.71.

4.72.

4.73.

Bi, B’nin 1 &gesini igeren 6gelerinden olugsun; yani Bi’in 6geleri A’nin tek sayida ége
igeren ve ayrica 1’1 de igeren altkiimelerinden olugan kiime olsun. 6rnegin {1, 2, 6} € B;
ama {2, 5, 6} ¢ By yada {1, 2, 3, 6} ¢ B;.

By = B\ Bi olsun; yani Bg'in 6geleri A’'nin tek sayida Oge igeren ama 1’i igermeyen
altkiimelerinden olugan kiime olsun. érnegin {2, 3, 6} € By ama {1, 5, 6} ¢ By ya da
{2, 3, 5, 6} ¢ Bo.

Elbette Bo N B1 = 0 ve B = By U Bj olur. Buradan da

s(B) = s(Bo) + s(B1)

gikar.
Simdi benzer tanimlar1 C' i¢in yapalim. C1, C'nin 1’i igeren 6gelerinden, Cj ise C’nin
1’i icermeyen &gelerinden olugsun. Aynen yukaridaki gibi

s(C) = s(Co) + s(Ch)

cikar.

Demek ki s(B1) = s(Co) ve s(Bo) = s(Ci) esitliklerini kanitlayabilirsek istedigimiz

s(B) = s(C) esitligine ulasiniz, ¢iinkii s(B1) = s(Co) ve s(Boy) = s(Ch) esitlikleri bize
s(B) = s(Bo) + s(B1) = s(C1) + s(Co) = s(C)

esitligini verir.

Once s(B1) = s(Co) esitligini kamtlayalim. B;’in herhangi bir 6gesinden 1’1 ¢ikarirsak

Co’dan bir 6ge buluruz. Ve bu “1 ¢ikarma iglemi”nin tersi de vardir: Cp’in bir 6gesine 1

eklersek B;’in bir 6gesini buluruz. Demek ki s(B1) = s(Co) esitligi gegerli.

Aymni gseyi By ve C igin de yapabiliriz: By’in bir 6gesine 1 eklersek C1’in bir 6gesini ve

Cy’in bir 6gesinden 1’i ¢ikarirsak Bp'in bir dgesini buluruz. Demek ki s(Bo) = s(C1)

esitligi de gecerli.

Boylece istedigimizi kanitladik. Sonug 27 = 128 cikar.

Yukaridaki 6rnegin 6zel olarak secilmig A kiimesiyle bir ilgisi olmadigi, sonlu her kiime

icin gecerli oldugu belli: n égeli bir kiimenin 2"~ tane tek sayida 6gesi olan altkimesi

varder. Ayni 6nerme c¢ift sayida ogesi olan altkiimeler igin de gegerlidir tabii ki.

A=1{0,1,2} ve B =1{0,1,2,3,4,5,6, 7, 8 kiimeleri verilmig olsun. A C D C B

kogulunu saglayan D kiimelerinin kaginda en az ii¢ asal say1 bulunacagini hesaplayalim.

B’nin A’y1 igeren altkiimeleri B \ A kiimesinin altkiimeleriyle A’nin bilegimi alinarak

bulunur. Ayrica B’de toplam dort tane asal sayr vardir ve bunlardan sadece biri A

kiimesindedir. Demek ki

C=B\A=1{3,4,56,7, 8}

kiimesinin en az iki asal say1 iceren altkiime sayisini bulmaliyiz. C’nin toplam 2° = 64
tane altkiimesi vardir. C’nin 64 altkiimesinden hig asal say1 igermeyenleri ve sadece bir
asal say1 igerenleri ayiklamaliyiz. Hig asal say1 igermeyen altkiimeler {4, 6, 8} kiimesinin
altkiimeleridir ve bunlardan 2% = 8 tane vardir. Hig asal say1 icermeyen bu 8 altkiimeye
3, 5 ya da T’yi eklersek C’nin sadece 1 asal say1 igeren altkiimelerini buluruz; bunlardan
da 3 x 2% = 24 tane vardir. Bulmak istedigimiz say1 64 — (8 + 24) = 32 olur.

{0, 1, ...,9} rakamlar kiimesinin altkiimelerinin kaginda en az iki tek saymmn bulu-
nacagini hesaplayalim.

Rakamlar kiimesinin altkiime sayis1 2'° = 1024. Bu sayidan sadece bir 6gesi tek say1 olan
altkiimelerin sayisini ve higbir 6gesi tek say1 olmayan altkiimelerin sayisini gikarmaliyiz.
Sadece bir dgesi tek say1 olan altkiime sayis1 5 x 2° = 160.

Higbir 6gesi tek say1 olmayan altkiime sayis1 2° = 32.

Demek ki en az iki ogesi tek say1 olan altkiime sayis1 1024 — 160 — 32 = 832 olur.
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4.74.

4.75.

4.76.

4. Kiimesel Islemler

A=1{1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin altkiimelerinin kaginda 1 sayisi veya sadece bir cift
say1 bulunacagini hesaplayalim. Once, 1 veya cift sayilardan sadece 2’nin bulunudugu
altkiime sayisin1 bulalim. Bunun igin

{1,2,3,5, 7}

kiimesinde 1 veya 2’nin bulundugu altkiime sayisim hesaplamaliy1z: {1, 2, 3, 5, 7} kiime-
sinin tiim altkiime sayisindan 1 ve 2'nin bulunmadig: altkiime sayisini ¢ikarirsak aradi-
gimiz sayiy1 buluruz. Bu kiimenin tiim altkiime sayis1 2° = 32, 1 ve 2’nin bulunmadig
altkiime sayis1 2° = 8 oldugundan aradigimiz say1 32 — 8 = 24 olur.
Yukaridaki hesaplama 1 veya sadece 4’iin ve 1 veya sadece 6’'nin bulundugu altkiime
sayilart bulunurken de ayni sekilde yapilacagindan sorunun yanit1 3 x 24 = 72 olarak
bulunur.
A=1{1,2,3,4,5, 6} kitmesinin tiim altkiimelerindeki gelerin toplamini hesaplayalim.
Bu kiimenin altkiimeleri icinde 1’in bulundugu altkiime sayis1 2° = 32 (1’in bulunmadig1
altkiime say1s1 kadar). Ayn durum 2, 3, 4, 5 ve 6 igin de gecerlidir. O halde A kiimesinin
altkiimelerinde 32’ser tane 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 bulunmaktadir ve A'nin tiim altkiimelerindeki
Ogelerin toplami

2x(1+24+34+44+54+6)=0672
olur.
1 ve 100 dahil, 1’den 100’e kadar olan sayilarin kaci 2’ye ve 3’e boliinmez?
A = {1,2,...,100} olsun. B, A'nin 2'ye bdlinen sayilarindan, C' de 3’e boliinen
sayilarindan olugan kiime olsun. BUC' kiimesi A'nin 2’ye ya da 3’e boliinen sayilarindan
olugur. Dolaywsiyla A\ (B U C) kiimesinin 6geleri ne 2’ye ne de 3’e boliiniir. Amacimiz
bu kiimenin 6ge sayisin1 bulmak. Demek ki 6nce B U C kiimesinin 6ge sayisini hesapla-
maliyiz. Daha 6nce gordiigiimiiz

s(BUC)=s(B)+s(C)—s(BNC)

esitligini kullanacagiz. Biraz diigiintiince s(B) = 50 ve s(C) = 33 oldugu anlagilir. Ayrica
B N C, 6’ya boliinen sayilarin kiimesidir ve bu kiimenin de tam 16 tane Ogesi vardir.
Demek ki,

s(BUC)=3s(B)+s(C)—s(BNC)=50+33—16 =67

olur. Buradan da
s(A\ (BUC)) =s(A) —s(BUC)=100—67 =33
gikar.

Alistirmalar

4.77.

4.78.

4.79.

4.80.

4.81.

4.82.
4.83.

Her A ve B kiimesi igin (A \ B) N (B \ A) = 0 esitligini kanitlayin. Bundan daha iyisi
dogru: (A\ B) N B = ) olur; bu esitligin de dogru oldugunu gosterin.

Her A, B ve C kiimesi i¢in (A\ B) \ C = A\ (B U () esitligini (metne bakmadan)
kanitlayin.

Her A, B, C kiimesi i¢in, (ANC)\ (BNC) C (A\ B)NC o6nermesini kanitlaymn. Esitlik
olmak zorunda midir?

Her A, B ve C kiimesi i¢in (AU B)\ C = AU (B \ C) esitligi gegerli midir? Degilse bu
esitlik hangi kosul ya da kosullarda gegerlidir?

Her A, B ve C kiimesi i¢in (AN B)\ C = AN (B )\ C) esitligi gegerli midir? Degilse bu
esitlik hangi kosul ya da kosullarda gegerlidir?

Her A, B ve C kiimesi igin (A\ B)\ C C A\ (B \ C) 6nermesini kanitlaym.
(A\B)\C = A\ (B\ C) esitligi hangi kogulda gegerlidir?
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4.5 Kumelerin 01-Tablosu

A ve B iki kiime olsun. Rastgele bir x 6gesi secelim. z’in A ve B kiimelerinin
Ogesi olup olmamasina gore dort farkli durum bag gosterebilir. Bu dért durumu
bir tablo olarak gosterelim:

A B
xr¢A x¢B
r¢A xe€B
r€A x¢B

r€A xz€B

Eger A, B ve C kiimelerimiz varsa, 4 degil, 8 farkli durum ortaya cikar:

A B C
r¢A x¢B x¢C
x¢A x¢B zelC
r¢A xzeB z¢C
r¢A zeB zelC
r€A z¢B x¢C
r€A z¢B xzeC
r€eA ze€B z¢C
r€A zeB zeC

Eger 4 kiime varsa, 24 = 16 farkli durum bag gosterir. Bu 16 durumun her
birini bulmay1 okura birakiyoruz.

Genel olarak, n tane kiime varsa, x 6gesinin bu n kiimeyle iligkisine gore
toplam 2" farkli durum bag gosterir, ¢iinkii her bir kiime i¢in “x i¢indedir” ya
da “x icinde degildir” kararlarindan birini almamiz lazim.

Sadece iki tane kiimenin (A ve B kiimeleri) oldugu oldukga basit durumu
ele alalim. Bir z 6gesi bazen AU B kiimesinde olur, bazen olmaz, duruma gore
degigir. Agagidaki tabloda doért durumun her birinde z’in A U B kiimesinde
olup olmadigim ele aldik.

A B | AUB
xr¢A x¢B|x¢gAUB
xr¢A reB|xeAUB
r€A x¢B|rxecAUB
re€A zeB|xecAUB

En sagdaki siituna, soldaki iki durumun sonucunu yazdik. érnegin birinci
satirin soldaki iki hiicresinde x ¢ A ve x ¢ B oldugundan, o satirin en sagdaki
hiicresine x ¢ AU B yazdik.
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Simdi i¢inde ¢ simgesi bulunan hiicrelere 0, i¢inde € simgesi bulunan hiic-
relere 1 koyup tabloyu daha basit (ve daha matematiksel) bir hale getirelim?:

A B|AUB
0 0| ©
0 1] 1
1 0| 1
1 1] 1

Birazdan sahit olacagimiz iizere bu tir tablolar ¢ok kullanighdir, uzun ve
sikic1 kanitlar: ¢ok kisaltir. Bu tiir tablolara 01-tablosu adi verilir. Yukaridaki
bilegim igleminin 01-tablosudur. Kiimelerle yapilan her iglemin bir 01-tablosu
vardir.

Eger oge siitunun en tepesinde belirtilen kiimedeyse hiicreye 1 yazilir, aksi
halde 0 yazilir. Yukaridaki tabloda A ve B’nin altinda yazan sayilardan en az
biri 1 ise, AU B siitununun o satirina 1 yazmigiz; ama eger A ve B’nin altinda
yazan sayilarin her ikisi de 0 ise A U B siitununun o satiria 0 geliyor.

Eger A’'nin altinda yazan 0 ya da 1 sayisini f4 ile gosterirsek ve aym seyi
B ve AU B kiimeleri i¢in yaparsak, her dort durumda da her satirda

(1) fauB=fa+ fB—fa-fB

oldugunu kolaylikla kontrol edebiliriz. 6rnegin f4 = fp = 1 ise (tablonun son
satiri),
fa+fe—fa-fB=1+1-1-1=1+1-1=1

olur, aynen faup gibi. Demek ki bu durumda faup = fa + f5 — fafB esitligi
dogru. Okur litfen diger ii¢ durumda da esitligin saglandigini kontrol etsin.
Birkag sayfa ileride bu tiir formiillerin nasil bulundugunu goérecegiz.
Bu tablolar1 kullanarak, biraz énce Ornek 4.13’te edebiyat parcalayarak
kanitladigimiz
(AUB)UC =AU (BUCQC)

esitligini ¢gok daha cebirsel bir bicimde kanitlayabiliriz. Bunun i¢in rastgele bir
x Ogesi ele alalim. Bu 6ge, A, B ve C kiimelerinin 6gesi olup olmayacagina
gore 8 farkli durum bag gosterebilir; yani fa, fp ve fo degerleri 0 ya da 1
olabilir, boylece toplamda 23 = 8 farkli durum belirir. Her 8 durumda da, x
ogesi (AUB)UC ve AU(BUC) kiimelerinden birindeyse digerinde de olacagin
gostermek gerekiyor, yani (AU B) UC ve AU (B U C) siitunlarindaki sayilar
ayni olmali. Bunu gosterirsek esitligi gostermis oluruz. Bunun igin 8 durumu
bir tablo halinde satir satir gosterelim (agagidaki tablodaki ilk tig siitun). Once

?Matematikte 0, “hayir”, 1 ise “evet” anlaminda kullanilir. 0 olan hiicreler “hayir, x 6gesi
degildir”, 1 olan hiicreler ise “evet, x 6gesidir” olarak okunmali.
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AU B kiimesinin (dérdiincii siitun), ardindan (AU B) U C kiimesinin (besinci
stitun) her durumda, yani her satirda alacag: degerleri gosterelim. Sonra BUC
kiimesinin (altinci siitun) ve ardindan AU(BUC) (son siitun) kiimesinin alacag:

degerleri gosterelim. Her sey asagida:

A B C|AUB (AUB)UC | BUC AU(BUC)
0 0 0] o0 0 0 0
0 0 1| o 1 1 1
0 1 0] 1 1 1 1
0O 1 1 1 1 1 1
1 0 0| 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

A U B siitunundaki sayilar1 bulmak igin sadece A ve B siitununun sayilarina
bakmak gerekiyor. (A U B) U C siitunundaki sayilar1 bulmak igin ise AU B
ve C siitunundaki sayilardan yararlaniliyor. Goriildiigii tizere (AU B) U C' ile

AU (BUC) siitunlar ayni, demek ki bu iki kiime birbirine esit.
Kesisimin tablosu goyle:

Bu tabloyu, daha 6nce bilesim igin yaptigimiz gibi cebirsel olarak tek bir
formiille goyle ifade edebiliriz:

(2)

Gegmigte kanitini uzun uzun anlatarak verdigimiz dagilma 6zelliklerini bu

A

B

— O Ol

B
0
1
0
1

—_ o O OoOlD

fanB = fafB.

yontemle ¢ok daha kolay bicimde kanitlayabiliriz:

A B C|BnC AU(BNC)|AUB AUC (AUB)N(AUC
0 0 0] 0 0 0 0 0
00 1| 0 0 0 1 0
01 0| 0 0 1 0 0
0 1 1] 1 1 1 1 1
1 0 0| o0 1 1 1 1
1 0 1] 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1] 1 1 1 1 1
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AU (BnNCQC)ile (AU B)N (AU C) siitunlarinda aym sayilar bulundugundan,
bu iki kiime birbirine esittir; ¢iinkii z’in yer alabilecegi sekiz bolgeyi ayr1 ayri
irdeledik ve gordiik ki = sekiz bolgeden birindeyse, o zaman z’in AU (BN C)
kiimesinde ya da (AU B) N (A U C) kiimesinde olup olmamasi esdeger, = bu
iki kiimenin birindeyse digerindedir, birinde degilse digerinde de degildir.

fa sayist ya 0 ya da 1 oldugundan,

(3) fi=1ra

olur. §imdji, (1), (2) ve (3) formiillerini kulanarak AU(BNC) ile (AUB)N(AUC)
kiimelerinin esitligini ¢ok daha cebirsel bicimde g6yle de kanitlayabiliriz: Once,

Jfaune) = fa+ fenc — fafene = fa+ fefc — fafsfc

hesabini, sonra

fauBynaue)y = fausfauc
= (fa+fB—fafB)(fa+ fo — fafc)
= fa(fa+ fc— fafec)
+fB(fa+ fo — fafo)
—fafs(fa+ fc — fafc)
= fa+ fafc— fafc
+fBfa+ fBfc — fBfafc
—fafe — fafefc + fafsfc
= fa+ fefc— fafBfc

hesabin yapalim. (En son esitlikte sadelestirmeleri yaptik, bir éncekinde de
f3 = fa esitligini kullandik.) Gordiigiimiiz gibi iki hesabin sonucu ayni gikiyor,
yani AU(BNC) ile (AUB)N(AUC) kiimelerinin tablolar: ayni sonucu veriyor,
yani kiimeler birbirine esit.

Diger dagilma 6zelligi olan AN (BUC) = (AN B)U (AN C) esitligini
yukaridaki yontemlerle kanitlamay1 okura birakiyoruz.

Kiimesel farkin tablosu da soyle:

A B|A\B

= =0 O
— o = ol
O = O O

Bu tablodan kolayca goriilecegi iizere

fa = falfa— fB)
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olur. (3) esitligi sayesinde,

fag = falfa—fB) = fi— fafs = fa— fafs = fa(l - fB)

elde ederiz.

Ornekler

4.84. Asgagidaki tabloyu ele alalim:

4.85.

4.86.

== O OO O
—Rr oo~k ooll
— o RO OO0
OO0 OO o0

S stitunundaki sayilar1 A, B ve C' siitunundaki sayilarla ifade etmeye ¢aligalim. Yani aym
satirdaki sayilara sirasiyla fa, fs, fc ve fs dersek, fs sayisin fa, fp ve fc sayilar
cinsinden yazmaya caligalim.

En son siitunda tek bir 1 oldugunun farkina varalim; diger tiim sayilar 0. Saymnin 1
oldugu altinci satira odaklanalim. Biraz diisiiniince, sonucun

fs=fa(l- fB)fc

giktigr anlagilacaktir, nitekim fa(1 — fB)fc sayisinin 1 olmasi igin yeter ve gerek kogul
her ti¢ carpanin da, yani fa, 1 — fg ve fc'nin herbirinin 1 olmasi gerekir, bunun igin de
fa=1, fs =0 ve fc =1 olmali. Diger tiim durumlarda fa(1 — fB)fc ¢arpim 0 olur,
aynen fg gibi.

Okur herhalde fa(1 — fg)fc ifadesini nasil buldugumuzu anlamigtir: 1 olan stituna f
yaziyoruz, 0 olan siituna 1 — f yaziyoruz ve tiim bu ifadeleri ¢arpiyoruz.

Bir bagka o6rnek gorelim.

Asagidaki tablonun son siitununu ilk ii¢ siitun cinsinden yazalim:

A B C|T
0 0 010
0O 0 1|0
0 1 01
0O 1 1|0
1 0 00
1 0 1|0
1 1 0]0
1 1 110

Bu sefer sonug
fr=Q0—=fa)fe(1— fc)
cikacaktir.
Bir sonraki aligtirmada yukaridaki tablolarin son stitunlarini toplayacagiz.
Asagidaki tablonun son siitununu ilk ii¢ siitun cinsinden yazalim:
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4.87.

4.88.

4. Kiimesel Islemler

— = _0 00O
—_—_o oo ol
—~ororor ol
coroor~RrOoOoOd

Son siitundaki sayilar, onceki iki aligtirmadaki fs ve fr sayilarimin toplamidir. Do-
layisiyla
fo=Fs+ fr=7Ffal—fp)fo+ (1 - fa)fs(1- fc)

cikacaktir. Bu ifadeyi sadelestirebiliriz tabii. Gereken sadelestirmeler yapildiginda sonu-
cun

fuv=1fs+ fafc— fafe — fefc
ciktigr goriilecektir.
Asagidaki tablonun son siitununu ilk ii¢ stitun cinsinden yazalim:

A B C |V
0 0 0|1
0 0 1]0
0 1 010
0 1 1 1
1 0 010
1 0 110
1 1 0|1
1 1 1|0

Son sayisi 1 olan satirlara odaklanalim.
(1—=fa)A—fB)A - fc)

ifadesi sadece ve sadece fa = fg = fc = 0 ise (yani birinci satirda) 1 degerini aliyor.

(1—fa)fefc

ifadesi sadece ve sadece dordiincii satirda 1 degerini aliyor.

fafe(1 = fe)

ifadesi sadece ve sadece yedinci satirda 1 degerini aliyor. Dolayisiyla sadece ve sadece
birinci, dordiincii ve yedinci satirlarda 1 degerini alan ifadeyi bulmak i¢in yukaridaki iig
ifadeyi toplamaliyiz:

fv=0=fa)1—=fe)A—fc)+ Q= fa)fafc+ fafe(l— fc).

Dileyen okur garpimlar1 yaparak ifadeyi sadelestirebilir. Biz dilemedik! (Sadelegtirme
yaparken f3 = fa esitligini kullanacaksimz.)

Yukaridaki ahgtirmalarda degisken olarak A, B ve C aldik. Degisken sayimizi gogalta-
biliriz tabii ki. Eger degigken sayis1 n ise 2" tane 0 ve 1’lerden olusan satir olur. Boyle
bir tablonun sonuna eklenen 0 ve 1’lerden olugan herhangi bir W siitunu, diger n sii-
tun cinsinden toplama, carpma ve ¢ikarma kullanilarak yazilabilir. Yukaridaki yontemi
anlayan okur kendi kendine 6rnekler vermekte ve ¢oziimii bulmakta zorlanmayacaktir.
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Alistirmalar
4.89. Her A, B, C kiimesi i¢gin (A\ B) \ C = A\ (B UC) esitliginin gecerli oldugunu 01-
tablolarini kullanarak kanitlayin.
4.90. Her A, B, C kiimesi igin (A\ B)\ C C A\ (B\ C) 6nermesinin dogru oldugunu ama
egitligin her zaman dogru olmayabilecegini 01-tablolarini kullanarak kanitlayin.
4.91. Asagidaki tablonun son siitununu ilk {i¢ siitun cinsinden yazin.

A B C| G
0 0 01O
0 0 110
0 1 0|1
0O 1 1|1
1 0 0|1
1 0 110
1 1 0|1
1 1 1,0

Buldugunuz sonucu sadelestirin.
4.92. Asagidaki tablonun son siitununu ilk dért siitun cinsinden yazn.

G

s/
Q
-

—_ R R R R R R, R, O000000O
HHE R R,OOOOHRRHKHREROOOO
—H M OORHFOORRFEFOORRFEOO

_ O, OO, OFROFRFOFORFRO
OO OO OO OO RF,FO

Buldugunuz sonucu sadelestirin.
4.93. Herhangi iki A ve B kiimesi i¢in, (AU B)\ (BN A) = (A\ B)U (B \ A) esitligini sag ve
soldaki ifadelerin f’lerini bularak gosterin.

4.94. Onceki boliimlerde bulunan kiime egitliklerden dilediklerinizi (zor goriinenleri ya da
yapamadiklarinizi) yukaridaki yontemle kanitlayin.

4.6 Simetrik Fark

Eger A ve B birer kiimeyse, A ya da B’de olan ama her ikisinde birden olma-
yan 6gelerden olusan kiimeyi olusturabiliriz. Ornegin ya denizde yasayan ya
da memeli olan ama (balina ve fok gibi) denizde yagayan memeli olmayan hay-
vanlar kiimesine bakmak isteyebiliriz. Iste bu kiimenin matematiksel tanimi:
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A ve B kiimeleri igin,
AAB =(A\B)U(B\ A)

tanimini yapalim. AAB kiimesini Venn diyagrami iistiinde gosterelim:

A B A B

A ve B kiimeleri A AB kiimesi

AAB kiimesi A ya da B’de olan ama her ikisinde birden olmayan 6gelerden
olusur. Elbette
AAB=(AUB)\ (BNA)

olur.

AAB kiimesine A ve B’nin sitmetrik fark: denir.

Hayattan o6rnekler: Okulun basketbol takimiyla futbol takiminin simetrik
farkinda hem basketbol hem de futbol oynayanlar yer almazlar, ne basketbol
ne de futbol oynayanlar da yer almazlar, iki spordan sadece birini yapanlar yer
alirlar. En az dort ayag olan hayvanlar kiimesiyle memeli hayvanlar kiimesinin
simetrik farkinda kirkayak, balina ve insan vardir ama koyun yoktur. Mate-
matigi iyi olanlarla Tiirkcesi iyi olanlar kiimelerinin simetrik farkinda hem
matematigi hem de Tiirkgesi kotii olanlar olmadigi gibi, hem matematigi hem
de Tiirkeesi iyi olanlar da yoktur.

Simetrik farkin tablosu agagidaki gibidir:

A B | AAB
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Ayrica
fan = fa+fB—2fafB

esitligini kontrol etmek zor degil. A ile B’nin yerlerini degistirirsek,
fBaa= [+ fa—2fBfa

buluruz. Esitliklerin sag taraflar: esit oldugundan, bundan

AAB=BAA
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esitligi gikar.

Simdi 6nemli bir esitligi kanitlayalim: Her A, B ve C kiimesi igin

(AAB)AC = AA(BAC)

olur. Bu esitligi kelimelerle kanitlamak hi¢ kolay degildir, kanitlansa bile kani-
tin pek anlagilir olmasi miimkiin degildir. En dogru yontem

(AAB)AC ve AA(BAC)

kiimelerinin 01-tablosunu ¢izmektir:

A B C|AAB (AAB)AC| BAC AA(BAC)
0 0 0] 0 0 0 0
00 1| 0 1 1 1
0O 1 0 1 1 1 1
o 1 1 1 0 0 0
1 0 O 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0] 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1

(AAB)AC ve AA (BAC) stitunlar esit oldugundan, istedigimiz esitlik ka-
nitlanmistir; ¢iinkii stitunlarin esit olmasi demek, bir x 6gesi iki kiimeden bi-
rindeyse digerinde de demektir.

Ornekler

4.95.

Tirkiye Cumhuriyeti vatandaslar1 kiimesiyle Alman vatandaglari kiimesinin simetrik
farki, gifte vatandag olmayan TC vatandaglariyla Almanya vatandasglarindan olusur.

4.96. Torunu olan insanlar kiimesiyle erkekler kiimesinin simetrik farki, torunu olan kadinlarla
torunu olmayan erkeklerden olusur.

4.97. Tiirk alfabesiyle Ingiliz alfabesinin simetrik farki, 1, 6, i, & w, x, g gibi bir dilde olup
diger dilde olmayan harflerden olusur.

4.98. 3N A 4N kiimesi, 3’e ya da 4’e boliinen ama 12’ye boliinmeyen dogal sayilar kiimesidir:

3NA4N = {3, 4, 6, 8, 9, 15, 16, 18, 20, 21, 27, 28, ... }.

4.99. (3N + 1) A (5N + 1) kiimesinin ilk birka¢ 6gesini yazalim: 4, 6, 7, 10, 11, 13, 19, 21, 22,

25, 26.
Alistirmalar

4.100. 5N A7N kiimesinin en kiigiik 12 6gesini yazin.

4.101. AAB = (AUB)\ (AN B) esitligini gosterin.

4.102. (3N + 1) A 5N kiimesinin ilk 20 égesini bulun.

4.103. (3N + 1) A(5N + 3) kiimesinin ilk 20 6gesini bulun.

4.104. Eger BC Aise AAB = (AN B°) U (A°N B) esitligini kanitlaymn.
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4.105.

4.106.
4.107.
4.108.
4.109.

4.110.
4.111.
4.112.
4.113.

4.114.

4.115.

4. Kiimesel Islemler

Her A, B, C kiimesi igin agagidaki esitlikleri kanitlayin:

e Birlesme Ozelligi: (AAB)AC = AA(BAC). (Yukarida tablo yontemiyle kanit-
lamigtik bu énermeyi. Kamt: tablosuz yapmaya galsip ne kadar zorlanacagimiz goriin.)
e Etkisiz Ogenin Varligi: AAQ)=A=0AA.

e Yok Edici Ozellik: AA A = 0.

e Degisme Ozelligi: AAB = BA A.

e Dagilma Ozelligi: AN (BA C)=(ANB)A(ANC).

Goriildiigi tizere, A toplama gibi, N ise ¢carpma gibi davraniyor.

Hangi kosulda A A B = A olur?

Hangi kogsulda AA B = AU B olur?

Hangi kosulda AAB C A olur?

A AB AC kiimesinin agagidaki gri alan oldugunu kontrol edin.

A

A AB AC kiimesi

3N A5N A7N kiimesinin en kiigiik 20 6gesini bulun.

(B3N +1)A (4N + 1) A (5N + 1) kiimesinin en kiigiik 20 6gesini bulun.
Venn diagrami iizerinde A AB AC AD kiimesini griye boyayarak gosterin.
A iglemi N iglemine dagihr m1? Yani her A, B ve C kiimesi igin

AA(BNC)=(AAB)U(AAC)

olur mu? Bu esitlik her zaman dogru degilse, esitlik ne tiir A, B ve C kiimeleri igin
gegerlidir?

Eger A, B, C kiimeleri icin AAB = AAC esitligi dogruysa B = C esitliginin de dogru
oldugunu kanitlayin.

A1 A Ay A ... A A, kiimesi, tek sayida A; kiimesinde olan 6gelerden olusur. Bunun
nedenini anlamaya galigin.

4.7 Evrensel Kime ve Tiimleyen

Aslinda evrensel kiime diye mutlak bir kavram yoktur. Evrensel kiime konuya
ve giine gore degisir. 6rnegin eger hep 6grenci kiimelerinden s6z edeceksek, o
zaman evrensel kiimeyi tiim 6grencilerden olusan kiime olarak alabiliriz. Eger
konumuz kiitiiphanenin kitaplariysa, evrensel kiimeyi kiitiiphanedeki kitaplar
olarak tanmimlayabiliriz. Evrensel kiime, sz ettigimiz ve (mesela giin boyunca)
s0z edecegimiz tiim kiimeleri kapsayan kocaman bir kiimedir. Eger hep dogal
say1 kiimelerinden soz edeceksek, evrensel kiimeyi N olarak tanimlayabiliriz.
Gerektiginde karatahtay1 bile evrensel kiime olarak alabilirsiniz.
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Goriildiigi tizere “evrensel kiime” denen sey matematiksel bir nesne de-
gildir, sadece hayat1 kolaylagtiran ve istedigimiz zaman degigtirecebilecegiz
kocaman ve muglak bir topluluktur.

Ote yandan “evrensel kiime” oldukca dogal bir kavramdir. Séyle bir 6rnek
vereyim. “Matematikte zayif not almayanlar” kiimesi normalde ayakkabiy1 da
igerir, ¢linkii ne de olsa ayakkab1 matematikte zayif not almamigtir, hatta not
bile almamigtir, 6gretmenler ayakkabilara not vermezler. Ama “matematikte
zayif not almayanlar” kiimesi dendiginde, algida segicilik yapip matematikte
zaylf not almayan o6grencilerden olusan kiime aklimiza gelir, ayakkabiy1 bu
kiimenin diginda tutariz, ¢iinkii sezgisel olarak bu kapsamda evrensel kiimenin
ogrenciler kiimesi oldugunu biliriz, hayatin olagan akigi bunu gerektirir. Bu
kapsamda, evrensel kiime 6grenciler kiimesi olduguna gore ayakkabiy1 kiimeye
dahil etmeyiz.

Bu altboliimde evrensel bir kiime se¢tigimizi varsayalim. Bu evrensel kiime-
ye E diyelim. Simdi A herhangi bir kiime olsun. “Herhangi” dedik, ama aslinda
kiimemiz herhangi bir kiime olamaz, ancak E’nin bir altkiimesi olabilir, ¢iin-
kii evrensel kiimemizi belirledik. E’de olup da A’da olmayan ogelerden olugan
kiimeye, yani E \ A kiimesine A'nin tiimleyeni denir. Evrensel kiimenin de-
gisme olasiligl varsa “A’nin E’deki tiimleyeni” de diyebiliriz. A’nin tiimleyeni
A’ olarak yazlr.

Asagida evrensel kiimeyi bir dikdortgen olarak ¢izdik. A’ kiimesini de gri
renkte gosterdik.

Timleyenin tablosu da asagidaki gibidir:

A A
011
110

Yani tiimleyen 0 degeriyle 1 degerinin yerlerini degistirir. Cebirsel olarak ifade
edecek olursak,

Jar=1—fa

olur.
Bir kiimenin tiimleyeninden s6z edildiginde, evrensel bir kiime sabitlenmis
demektir, aksi halde “tiimleyen” kelimesi anlamsizdir.
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Timleyenle ilgili De Morgan 6zdeslikleri adi verilen iki 6nemli esitlik

vardir:
(ANB) =AUB ve (AUB) =A'nB

esitligi. Bunlardan birincisini tablo teknigiyle kanitlayalim:

A B|AnB (AnB) |A B AUB

0 O 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 O 0

ANB) ve A’UB’ siitunlar aym oldugundan, bu iki kiime esittir. Benzer kanit
y g 3
AUB) = A’ N B’ esitligi icin de yapilabilir, ayrintilar: okura birakiyoruz.
S1Li1gL 1¢ yap y ay y
Bir bagka onemli esitlik
(A = 4
ya da daha kisa yazacak olursak

A=A

esitligidir.

Bu son esitlik ve De Morgan 6zdeslikleri sayesinde N, U ve ’ (tiimleme) kul-
lanan her esitligi, her N iglemini U iglemine cevirerek, her U iglemini N iglemine
cevirerek, tiimleyen isaretlerini silerek, tiimleyen olmayan yerlere tiimleyen
isareti koyarak yeni bir esitlik elde ederiz. 6rnegin,

(AnB)U(CnA)Y=D'nB
esitliginde her iki tarafinda tiimleyenini alirsak,
(AuB)Nn(C'"UA)=DUB

esitligini elde ederiz. Bu egitliklerden her biri digerinin “diiali” ya da “esleni-
gi”dir.

Asagidaki alistirmalarda bir evrensel kiimeyi sabitliyoruz ve bu evrensel
kiimeye E adini veriyoruz.

Alistirmalar

4.116. EA A = A’ esitligini kanitlayin.

4.117. (Y = E ve E' = ( esitliklerini kanitlayin.

4.118. A’ = B ise B’ = A oldugunu kanitlaym.

4.119. A’ = A egitligini saglayan bir A kiimesi var midir? Varsa E ne olmalidir?

4.120. A" = B, B’ = C ve C' = A esitliklerinin hepsini saglayan A, B ve C kiimelerinin
olmadigini kanitlayin.

4121. E # 0 ise A* C B, B' C C ve C' C A 6nermelerinin hepsini saglayan A, B ve C
kiimeleri var midir? Varsa hangileridir? Ornek bulun.
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4.122.

4.123.
4.124.
4.125.

4.126.

4.127.

A =B, B =C,C" =D ve D' = A esitliklerinin hepsini saglayan A, B, C ve D
kiimeleri var midir?

AA B =(ise A ve B kiimeleri hakinda ne soyleyebiliriz?

A\ B = AN B’ esitligini kanitlaym.

AN B =0ile B € p(A") énermelerinin mantiksal olarak esdeger olduklarini, yani biri
dogruysa digerinin de dogru oldugunu kanitlayin.

(AN B'Y = A’ U B esitligini De Morgan 6zdesligini ve énceki aligtirmalari kullanarak
kanitlayin.

((ANBYU(A'NB'NC)) = (A UB)N(AUBUC") esitligini De Morgan 6zdesliklerini
kullanarak kanitlayin.

4.128. (AUB)N(AUB’)N (A" UB) = AN B esitligini kanitlaym.
4.129. (A’ N B)U(B\ (BN A)) ifadesini daha basit bigimde yazin.
4.130. (AUB'UC)Y N(AUBUC') =(BNCO)\ A esitligini kanitlayin.
4.131. (AA B)' kiimesiyle A’ A B’ kiimeleri arasinda nasil bir iliski vardir?
4.132. (A\ B)' kiimesiyle A’ \ B’ kiimeleri arasinda nasil bir iligki vardir?
4.133. (AN B)U (A" U B)’ = A esitligini kanitlayimn.
Notlar
4.134. Evrensel bir kiimenin varligina inanirsak, sonlu sayida kiimeyle yapilabilecek tiim is-

4.135.

lemler kesigim (yani N) ve tiimleyenle (yani ’ ile) elde edilebilir. 6rnegin bilegim iglemini
kesigim ve tiimleyen iglemleriyle ifade edebiliriz:

AuB=(A'NnB'Y.
Kiimelerin fark: da goyle ifade edilir:
A\B=ANDB"
Simetrik fark:
AAB=(A\B)U(B\A)=(ANnB)u(BnA");
ve hemen ardindan en sagdaki ifadeye bilesimin tanimini kullanarak
AAB=((AnB) n(BnAYY

elde ederiz. Pek pratik olmasa da bu tiir yazilimlar teori de yararh olabilir.

Temel iglemler olarak kesigim ve tiimleyen iglemlerini alacagimiza, bilegsim ve tiimleyen
iglemlerini de alabilirdik.

Ama kesigim ve bilegimle tiimleyen iglemi ifade edilemez.

Kiimelerle yeni bir iglem tanimlayalim:
AxB=(AuB)

olsun. Sadece * iglemini kullanarak diger tiim iglemleri tanimlayabiliriz. Bir 6nceki not-
tan dolay1 sadece bilesim ve tiimleyeni tanimlarsak diger her iglemi tanimlayabilecegimizi
biliyoruz. Nitekim

A =AxA

esitligi sayesinde tiimleyeni ve
AUB=((AUB)) =(AxB) = (AxB) %« (AxB)

egitligi sayesinde bilegimi tanimlayabiliriz.
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4.136.

4.137.

4. Kiimesel Islemler

Sonlu sayida kiimeyle yapilan iglemlerin ana 6zelliklerini siralayalim. Evrensel kiimenin
oldugunu varsayiyoruz ve adina E diyoruz.

Degisme Ozellikleri: ANB=BnNAve AUB = BU A.

Birlesme Ozellikleri: AN (BNC)=(ANB)NC ve AU(BUC)=(AUB)UC.
Dagilma Ozellikleri: AN(BUC) = (ANB)U(ANC) ve AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
Tekkuvetli islem Ozellikleri: AN A= Ave AUA= A.

Etkisiz Ogelerin Varligi: ANE = A ve AU = A.

Yutan Ogelerin Varhigi: ANQ) =0 ve AUE = E.

Tiimleyenin Ozellikleri:

(A = 4,
AUA =E,
ANA =0,
E' =19,
0 =E.

De Morgan Yasalari: (ANB) =A'"UB’ ve (AUB) = A'NB.

Kiimelerle ilgili tiim 6zdeglikler bu 6zellikler kullanilarak kanitlanabilir. Ama yukaridaki
listede de digerlerinden hareketle kanitlanabilen 6zellikler var, yani en az sayida 6zellik
yazmak gibi bir cabaya girmedik.

Bu 6zellikleri kullanarak (A U B) N (A’ N B)’ = A esitligini kanitlayalm. Bunun igin
esitligin solundaki ifadeden hareket edip, yukarida listeledigimiz esitlikleri kullanarak
adim adim sagdaki ifadeye varacagiz. De Morgan yasalarindan dolay1

(AUB)N(A'NnB) =(AuB)N((A")' uB)
olur. Ama (A")" = A oldugundan, buradan,
(AuUB)N(A'NB) =(AUB)N(AUB)

esitligini elde ederiz. Dagilma &zelliginden dolay1 sagdaki ifade A U (B N B’) kiimesine
egit. Demek ki
(AUB)N(A'NnB)Y =AU (BnB).

Ama BN B’ = () oldugundan, yukaridaki esitlikten
(AUB)N(A'NnB) =AU
esitligini elde ederiz. Etkisiz 6genin 6zelligi bize son olarak
(AUB)N(A'NnB) =4

esitligini verir.
AU (AN B) = A esitligi de g6yle kanitlanir:

AU(ANB)=(ANE)U(ANB)=AN(EUB)=ANE = A.

Bu kanitta hangi 6zellikleri kullandigimizi bulmay: okura birakiyoruz.

Okur aligtirma olarak, yukaridaki 6zellikleri ve sadece bunlar1 kulanarak su esitlikleri
kanitlayabilir: AN(AUB) = A, BU(ONA) =B, (A'NE) = A, (ANB)U(ANB’) = A,
(ANB)U(AUB') =B.

Mutlak anlamda evrensel kiimenin olmadigin1 kanitlayabiliriz, yani 6geleri tiim kiime-
lerden olusan bir kiimenin olmadigini kanitlayabiliriz. Daha matematiksel bir deyigle su
teoremi kanitlayabiliriz (ve kanitlayacagiz da):
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Teorem 4.1. x, dgeleri kimelerden olugan bir kiime olsun. y, x’in “z € z” dzelligini
saglayan z égelerinden olussun. Yaniy = {z € x : z ¢ z} tanwmam yapalim. O zaman
y ¢ x olur.

Kanit: y’nin tanimina gore her z kiimesi i¢in su dogrudur.
zey<=(z€xvez¢z).

Bu 6nerme her z igin gecerli oldugundan, 6zel bir durum olarak y i¢in de gegerlidir, yani
onermede z yerine y koyabiliriz:

(1) ycy<=(ycrvey¢y).

Simdi diyelim kamitlamak istedigimiz y ¢ z ifadesi yanhs, yani y € x ifadesi dogru. O
zaman (1) ifadesinde bulunan “y € z” 6nermesini kaldirabiliriz ¢iinkii dogru oldugunu
biliyoruz>. Demek ki

yey<=yd¢y

onermesi dogru. Yani y kiimesi y’nin Ogesiyse o zaman y kiimesi y’'nin Ogesi olamaz
ve aksi istikamette, y kiimesi y’nin 6gesi degilse o zaman y kiimesi y’nin 6gesi olmak
zorunda! Bu bariz bir geligkidir, bir énermenin dogru olmasi i¢in yanlig, yanlis olmasi
i¢in dogru olmasi gerekiyor, daha neler! g

Demek ki herhangi bir kiime tiim kiimeleri 6ge olarak iceremez, mutlaka bir kiime diginda
kalmak zorunda. Buradan da 6geleri tiim kiimeler olan bir kiimenin olamayacag: ¢ikar.
Bu aslinda bu kitabin en baginda verdigimiz kiime kavramiyla cgeligir, ¢linkii kitabin
baginda bir kiimeyi herhangi bir topluluk olarak tanimlamigtik ve tiim kiimeler de bal
gibi bir topluluktur, dolayisiyla verdigimiz kiime tanimina gore tiim kiimelerden olusan
bir kiime olmasi lazim. Bu igte tam olarak Russell Paradoksu’dur. Sorun, kitabin en
baginda verdigimiz kiime taniminda. O tanim dogru olamaz. Okura yalan soyledik!
Russell Paradoksu ortaya ¢iktiginda matematik ta en temelinden sarsildi. Birkag yol
sonra paradoks giderildi ve her gey rayina oturdu. Bu ilging konu icin bkz. zorluk ve
derinlik derecesine gore siraladigimiz [N4, sayfa 207-218], [N1], [N2].

4.138. Cembersel Venn diyagramlariyla o6gelerin kiimelere gore konumunu ne dereceye kadar
dogru yansitabiliriz? Bu ve bundan sonraki notlarda bu soruyu irdeleyecegiz.
Tek bir kiimeyle hig sorun yok: Tek bir kiime, 6geleri kiimenin i¢indekiler ve digindakiler
olarak iki sinifa ayirir. Bunu diizlemde bir ¢emberle gostermek mimkiindiir:

0

Yukaridaki sekilde iki bolgeyi 0 ve 1 sayilariyla gosterdik. 0, kiimenin (yani gemberin)
digini temsil ediyor, 1 de igini.

4.139. Iki farkh kiime ise Ogeleri dort sinifa ayirir: kesigimdekiler, birinde olup digerinde olma-
yanlar (bunlardan iki adet var) ve her iki kiimede de olmayanlar. Tki gemberle bu dért
sifi rahatlikla gosterebiliriz:

3«Sadece ve sadece hava glizelse ve 2 x 2 = 4 ise piknige gidecegim” ifadesiyle “Sa-
dece ve sadece hava giizelse piknige gidecegim” ifadesi mantiksal olarak birbirlerine denktir,
clinkii 2 X 2 = 4 dogru bir 6nermedir.
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I s

Yukaridaki sekilde elde ettigimiz dort bolgeyi 0, 1, 2, ve 12 ile gosterdik. 0, her iki kiimede
de olmayan Ggelerin yerini temsil ediyor. 1, birinci kiimede olup da ikinci kiimede olma-
yan Ogelerin yerini temsil ediyor. 2, tam tersine, ikinci kiimede olup da birinci kiimede
olmayan Ogelerin yerini temsil ediyor. 12 ise her iki kiimede de olan 6gelerin yerini temsil
ediyor. Boylece iki kiimenin en genel durumunu diizlemde ¢cemberlerle gosterebiliriz.

4.140. Ug kiime, dgeleri 8 farkli simfa ayirir. Ug cemberle de diizlemi sekiz parcaya ayirabiliriz.

&b

Yukaridaki gekilde elde ettigimiz sekiz bolgeyi 0, 1, 2, 3, 12, 13, 23, 123 sayilariyla
gosterdik. ornegin 23 bolgesi, ikinci ve iigiincii kiimede olan ama birinci kiimede olma-
yan Ogelerin yerini temsil ediyor. Boylece ii¢ kiimenin konumunu diizlemde gemberlerle
gosterebiliriz.

4.141. Dort kiimenin birbirine gére konumlarini diizlemde ¢emberlerle géstermek miimkiin

degildir, mesela agagidaki sekil olmuyor ¢linkii 13 ve 24 bolgeleri eksik.

©:

ol

4

v

Ama gember yerine elips (oval) alirsak 16 farkli konumu gostermek miimkiin. i§te dort
kiimenin elipslerle miikemmel bir Venn diyagrami:

S

(3~ 134\

y
)
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Ogelerin dort kiimeye gore 2* = 16 farkhi konumu olabilir. Bu konumlar 0, 1, 2, 3,
4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234 ve 1234 olarak gosterebiliriz. 124 konumu,
tgiincii kiitmede olmayan ama diger ti¢ kiimede olan 6gelerin konumunu gosteriyor.

4.142. Uzunca bir siire elipslerle (ya da digbiikey sekillerle) en fazla dort kiimenin en genel
konumu gosterilecegi sanildi. Yanlig! Beg kiimenin en genel konumu da gosterilebilir.
1880’de Venn ile baglayan bu yanhg inang 1975’e kadar siirdii. Bu tarihte Hirvat mate-
matik¢i Branko Griinbaum bu yanlig inanci giirtittii. Beg kiimenin tiim konumlarini da
elipslerle diizlemde gostermek miimkiin, hatta bol simetrili glizel bir gekille gdsterebi-
liriz. Bir sonraki sayfada o Venn diyagramini bulacaksiniz. Bu sefer bolgeleri sayilarla
degil, A, B, C, D ve FE ile gosterdik. Ornegin ADE bolgesi ANDNE\ (BUC) anlamina
geliyor.

Yukaridaki giizel sekli Hirvat matematikgi Branko Griinbaum’a borgluyuz. Elipslerle
besten fazla kiimenin konumunun gosterilemeyecegini de Griinbaum kanitlamigtir [Gr].
Eger elipslerden vazgegip her tiirli sekil kullanma hakkimiz varsa, n tane kiimenin
tiim 2" adet konumu gosterilebilir. Bunu da Venn kanitlamigtir. (Aslinda Venn sadece 6
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kiimenin tiim konumlarini gosteren bir gekil ¢izmis ama gene de bu sekille genel durumun
nasil yapilacagini da isaret etmistir.)



5. Birkac Kume Yazilim
Bicimi

Bu boliimde kiimeleri gostermenin bazi pratik yollarini gorecegiz.
n bir dogal say1 olsun. n’'nin dogal say1 katlarinin kiimesinin nN oldugunu
biliyoruz:
nN = {0, n, 2n, 3n, 4n, ...}.

Bu yazilimdaki ii¢ nokta pek hog degil, sezgilerimize ¢ok fazla sesleniyor ¢tinkii.
Sadece sezgilerimizle bir sonraki 6genin 5n oldugunu biliyoruz, matematiksel
bir nedenden degil. Bu kiimeyi soyle gostermeyi tercih edecegiz:

nN = {z € N: z, n’nin bir dogal say1 katidir}.

Bu yazilimda z yerine y, z, a, b gibi yazilimda kullanilmayan bagka simgeler
de kullanabilirdik tabii, yani nN kiimesini 6rnegin,

nN = {u € N : w, n’nin bir dogal say1 katidir}
olarak da yazabilirdik. nN kiimesini soyle de ifade edebiliriz:
nN ={z € N: bir y € N igin = = ny}.
Esitligin saginda kiime parantezi icinde yer alan ifade,
“bir y dogal sayisi i¢in ny biciminde yazilan x’ler”
olarak okunabilir. Bir bagka genel kullanim goren yazilim da goyledir:
nN = {ny : y € N}.

Bu sonuncusu hepsinden daha kisa bir yazilim oldugundan digerlerine tercih
edilebilir. Bu yazilim tipine bagka ¢rnekler de verelim:

5N+2 = {xe€N: oylebir y € N var ki z =5y + 2}
= {a € N:a=>5x+ 2 denkleminin N’de ¢dziimii var}
= {hn+2:neN}.
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Eger A ve B birer dogal say1 kiimesiyse, A+ B kiimesini A ve B’nin 6geleri
toplanarak elde edilen sayilardan olusan kiime olarak tanimlayalim. Demek ki

A+B={a+b:ac A be B}
Bu kiimeyi g0yle de yazabiliriz:
A+B={ceN: ac Avebe Bigin c=a+ b}.

Ornegin
{3, 5} +{1, 3, 7} = {4, 6, 8, 10, 12}

olur. Benzer gekilde A - B kiimesini de tanmimlayabiliriz:
A-B={ab:ac A, be B}.
Daha somut bir 6rnek:
5N+ 7N ={neN:a,beNicinn=>5a+ 7b}.
Ayni kiimeyi goyle de gosterebilirdik:
5N+ 7N ={n € N: bir u € 5N ve v € 7N sayilar1 i¢in n = u + v}.
Su ifade daha kisa ve daha anlagilir:
5N+ 7N = {bz + Ty :z, y € N}.
Asal sayilar kiimesini P olarak gosterelim. Demek ki
P = {p:p asal}.
Eger asal sayilarin dogal say1 olduklarina dikkati cekmek istiyorsak,
P={peN:pasal}
yazabiliriz. Asal sayilarin tanimi geregi,
P={peN\{1}: bir n dogal sayis1 p’yi boliiyorsa ya n = 1 ya da n = p}
yazabiliriz. Asal sayilar kiimesi
P={235 711,13, ...}

olarak da yazilabilir ama pek tercih edlmez ¢linkii higbir sey bize 13’ten sonra
17'nin gelecegini belirtmiyor. 15’ten kiiciik asal sayilar kiimesi

{n € N:n <15 ve n asal}
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olarak ya da
{neP:n<15}

olarak yazilir. Tabii bu kiimeyi
{2,3,5,7, 11, 13}
olarak da yazabiliriz. Aym kiime g0yle de yazilabilir:
{neN:1<n<15ven#4,6,8, 9,10, 12, 14},
ama pek cazip olmaz... Tam karelerden olusan kiimeyi soyle gosterebiliriz:
{n € N: bir m € N i¢in n = m?};
ya da ¢ok daha sade olarak soyle:
{n?:n e N}.
Tek sayilar kiimesi farkli bicimlerde yazilabilir:

2N+1 = {2n+1:neN}

{n € N: 2, n’yi bolmez}

= {neN: bir m € Nigin n = 2m + 1 olur}
{neN: 2, n—11Dboler}

= {neN: 2, n+ 1’ bdler}

= {neN: 2, n+ 3% boler}.

Bir bagka 6rnek: {n? + 1 : n € N}; bu kiime, tam karelere 1 ekleyerek elde
edilen sayilardan olusuyor.

{n?+m?:n, meN}

kiimesi ise iki tam karenin toplami olarak yazilan sayilardan olusuyor. 0, 1, 2
sayilar1 bu kiimede ama 3 degil.

Tleride kiime yazilimlarma cok érnek verecegiz. Tiim yazilm bicimlerinde
O6nemli olan, kiimenin 6gelerini hi¢ kuskuya yer kalmayacak bigimde diizgiin
olarak ifade etmektir. Bir de ayrica (iki nokta iistiiste koymak gibi) mate-
matikgilerin teamiillerine uyulsa fena olmaz. Bu arada baz (Fransiz ekolii)
kitaplarda iki nokta tistiiste yerine dikey bir ¢izgi (|) yazldigini da belirtelim,
glin gelir gerekir...

Notlar

51. nN = {z € N: bir y € Ni¢in £ = ny} tanimini metinde gérmiistiik. Sagdaki ifadede
beliren x ve y, kiimenin 6ziiyle ilgili degildir, nitekim egitligin sol tarafindaki nN ifade-
sinde x ve y belirmez. Buradaki x ve y degiskendirler. x ve y yerine u ve t yazsak da
tanim degigmezdi:

nN ={u € N: bir t € Ni¢in u = nt}.
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Alistirmalar

5.2. En az iki farkli asala béliinen sayilardan olusan kiimeyi metindeki yontemle ifade edin.
5.3. {x e N:p, ¢ € Pigin x = pq} kiimesinin ilk 6 6gesini yazin.
54. {x eN:p, g € Pigin x = p + ¢} kiimesinin ilk 6 6gesini yazin.
55. {x €N:p, g € Pvep+#qigin z = pq} kilmesinin ilk 6 6gesini yazin.
5.6. {x € N:u, v € Nigin z = u? + v?} kiimesinin ilk 10 dgesini yazin.
5.7. {x € N:u, v, w € Nigin z = u® + v + w?} kiimesinin ilk 10 6gesini yazin.
58. {reN:u, v, w, s €Niginz = w4+ 02w+ 52} kiimesinin ilk 30 6gesini yazin.
5.9. {x € N: p, q asal sayilar1 i¢in 2z = p + ¢} kiimesinin ilk 30 6gesini yazin.
5.10. {p € P: p+ 2 € P} kiimesinin ilk 10 Ggesini yazin.
5.11. A, B C Nolsun. Eger 0 € B ise, A C A+ B olur elbette. Eger A C A+ B ise 0’'in B’de
oldugunu kanitlayin.
5.12. A, BC Nolsun. Eger AUB C A+ B ise 0 € AN B oldugunu kanitlayin.
5.13. Eger A C A- B ise A ve B hakkinda ne séyleyebilirsiniz?
514. P+ A =0 ve - A = () esitliklerini kanitlayin.
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