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Alterne etmeyen diigiimler Sekizden az ¢aprazi olan asal bir dii-
giim alterne etmelidir. Bu su demektir; ipin yolunu izlerseniz ip ken-
dini bir dstten, bir alttan ¢aprazlar. (Caprazlari sayarken suna dikkat
ediniz; bir ip par¢asini iki yandan bastirip bir kivrim yaptiktan sonra
ters gevirirseniz, bunu c¢apraz olarak sayamazsiniz.) En kiigiik alterne
etmeyen diidiimler agsagida goriilen 8 ¢caprazli 3 diigiimdiir.
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Alt1 daire teoremi Bir liggen aliniz ve tiggenin iki kenarina da te-
get bir daire ¢iziniz. Sonra bir bagka daire ¢iziniz, dyle ki ilk daireye
ve bir bagka kenar ¢iftine teget olsun. Bu kurala uyarak devam ediniz
ve her keresinde yeni bir daireyi 6ncekilere ekleyiniz. Altinci daire ilk
daireye teget olarak devri tamamlar.

Referans: C.J.A. Evelyn, G.B. Money-Coutts and J.R. Tyrell, The
Seven Circles Theorem and Other New Theorems, Stacey Internatio-
nal, London, 1974.

Altin oran, altin bélme veya kutsal oran Diizgiin bir besgen igi-
ne yildiz bigimi bir beggen cizilirse, altin oran dogal olarak belirir.
Dodekahedron (12 yiizlii) ve ikozahedron'da da (20 yiizlii) aynt oran
belirir; Euclid ad1 gegen bu polihedron‘lar (¢okyiizlii) bir ¢izgiyi ken-
di deyisiyle “asir1 ve ortalama oran”da bolerek olusturmustur.

. 8
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AQ/QD, AP/PQ ve AD/BC, (1+V5)'e esittir; bu 1.618'e yakin bir
sayidir, Altin oran ekseri Grek harfi & (fi) [veya bazen 7 (tau)] ile
gosterilir.

Bu oranin 6zelligi sOyle ifade edilebilmesidir: & = 1/(J-1) veya
2=+ 1.

Bu “altin dikdortgen” bu nedenle bir kare ile kenarlar: yine altin
oran olan bir dikdortgene boliinebilir. Bu bolme sekilde de goriildiigii
gibi sonsuza kadar devam edebilir.
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Do woydere dayanardk Wit Cesit aciht spiral” (logaritmik spiral)
gizilebilir. Birbirini izleyen daire ¢eyrekleri bu spiral'e hayli yakin bir
spiral olusturur. Gergek spiral, dikdortgenin kenarlarina degmez. [Al-
tin oran bir AB dogru pargasinin igindeki bir P noktasinca, “agin ve
ortalama oran”da bolinmesidir; yle ki AB/AP = AP/PB olur. AP/PB
=112 (1+\(5)d'\r. Bu sayl, x2-x-1 = 0 denkleminin kokudiir. Alun dik-
dortgen kenarlarinin orani 1/2 (14V5) olan dikdértgendir. Ardisik Fi-
bonacci sayilarinin orant, altin orant verir. C.N.]

60°'Iik kirisler Herhangi kapali konveks bir egri verildiginde, #y-
le bir P noktast bulunabilir ki P'den gegen ii¢ kirig aralarinda 60° ag1
yapar ve P bu kiriglerin orta noktas: olur.

10 :
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Apollon contas1 Ug daire birbirine teget oldugu zaman, kenarlari
edri bir iggen olusur. Bu liggenin igine yine li¢ kenara teget bir daire
cizilebilir ve bu defa kenarlan egri ii¢ iggen olugur. Bu ¢izim boylece
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sonsuza kadar tekrarlanabilir. Sekilde bu lggen ig¢inde Apollon conta-
sinin olusmasinin ilk birkag sathasini goriiyorsunuz.

Dairelerden higbirinin i¢cinde olmayan noktalar. sifir alanl bir kii-
me olusturur; bu, bir dogrudan fazla, bir yiizeyden azdir. Boylece
fraktal boyutu, tam bilinmemekle birlikte 1 ve 2 arasinda yatar; yakla-
stk 1.3'tiir.

Apollonius problemi A, B ve C gibi rastgele ii¢ daire verilmis ol-
sun. Oyle bir D dairesi ¢izin ki hem A, hem B ve hem de C dairesine
teget olsun. Bu problemi ilk defa Pergali Apollonius ortaya attr ve
¢0zdii. En genel durumda 8 farkli ¢6ziim vardir: 1) D dairesi, kendi
icindeki A, B've C dairclerine tegettir. 2) D dairesi, kendi disindaki
A, B ve C dairelerine tegettir. 3) D dairesi kendi igindeki A ve kendi
disindaki B ve C dairelerine tegettir. 4) D dairesi kendi i¢indeki B ve
kendi disindaki A ve C dairelerine tegettir. S) D dairesi kendi i¢indeki
C ve kendi disindaki A ve B dairelerine tegettir. 6) D dairesi kendi
icindeki A ve B ve kendi disindaki C dairesine tegettir. 7) D dairesi
kendi igindeki B ve C ve kendi disindaki A dairesine tegettir. 8) D da-
iresi kendi i¢indeki A ve C ve kendi disindaki B dairesine teZettir.
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{U¢ boyutlu benzer bir problem olarak bir kiirenin verilmig dort kiire-
nin herbirine degmesi 2x2x2x2=16 sekilde miimkiindiir).

Bu sekilde bir dis ve bir i¢ dairenin her biri A, B ve C gibi ii¢ dai-
reye tegettir. A. B ve C dairelerinden herbirinin, dig ve i¢ daire ile te-
get olduklar1 noktalar birlestirip 3 dogru elde edelim; bu dogrular bir
% noktasinda kesisir. Agikga bellidir ki hem ig, hem dis daireye teget
her dairenin iistiindeki iki teget noktasini birlestiren dogru x'den ge-
Ger.

Her biri diger iigiine teget dort daireden olusan bir kiime diisiine-
lim [Ornegin her biri diger ikisine teget ii¢ dairenin ortasinda kalan
egri kenarli liggen igine, her ii¢ daireye de teget olan bir dérdiincii dai-
re koyalim veya birbirine teget ii¢ daire etrafina bu ii¢ daireyi igine
alan, ligline de teget dordiincii bir daire ¢izelim (C.N.)]; simdi kesin-
likle sunu sdyleyebiliriz; bu 4 dairenin birbirine teget oldugu 6 nokta-
dan yine birbirine teget bir baska dort daire kiimesi geger.

Her biri diger ikisine teget 3 daire olsun ve bunlarin ¢aplarin bil-
digimizi varsayalim. Bu ii¢ dairenin iigiine birden teget olacak dairele-
rin ¢api nasil hesaplanir?

Bunun icin kullanilan en basit formiilde yari ¢aplar degil, yar gap-
larin tersi (“egrilik”, curvature) kullanilir.

Fransiz matematikgi ve filozofu Descartes, her biri diger tigline te-
get dort daire i¢in su formiilii verdi:

2(a2+b2+c2+d2?) = (a+b+c+d)?
Burada a=1/r|, b=1/r,, c=1/r ve d=1/r,'diir. (r=yar cap).

Sekiz olasi daire igin tek bir formiil olusunun nedeni sudur: bir
dairenin egriligi, o daireye icten degen bir baska daire varsa, negatif
kabul edilir.

Bu formiil 1842'de tekrar kesfedildi ve 1936'da Sir Frederick
Soddy (Soddy heksletini bulan kisi) tarafindan bir kez daha bulundu
(Bkz. Soddy'nin heksleti). Bu bulus Soddy'yi o kadar mutlu etmisti ki
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Narure dergisine bir stir yazdi. Bu siirin bir pargasini veriyoruz (ha-
fifce dilimize uyarlandi1 C.N.)
Dot ¢ilgin dsik birbirini buldu.
Dért daire vard: bir zamanlar,
Yanan dudaklarbirbirine degdi,
Euclid'in hayretten dili rutuldu,
En kiiciigii en egriydi,
Egrilik yart ¢capin tersi,
Parmak hesabi istemez, mersi,
Dogrularin yart ¢apt sonsuz
Ve egriligi sifir,
I¢ biikey egrilikler eksi,
Daore egriligin karelerinin toplan
Dart egriligin toplaminmin karesine
Esittir biliyorum ama
Bunu nasil yazayim kafama?

arbelos Sekildeki gibi ayni dogru iizerine ¢izilmis ti¢ yarim daire
tarafindan simirlanmis alana Arsimed tarafindan arbelos adi veril-
misti (arbelos, Grekgede kunduraci bigagr demekti). Arsimed her lig
yarim daireye teget olan dairenin yari ¢capint hesapladi.

Bes yiiz y1l sonra Pappus, eskiden bulunmus bir sonucu agiklads;
arbelos i¢ine sagdan sola birbirine teget daireler ¢izilirse, n. dairenin
merkezinin taban dogrusundan olan uzakligi, kendi ¢apinin n katidir.
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(Soyle de diyebiliriz: arbelos igine teget ¢izilen daire merkezlerinin ta-
ban ¢izgisinden uzakligi x=n. D,'dir. Dy=n. dairenin ¢ap1. C.N.)

Dairelerin merkezleri, biiyiik ekseni taban dogrusu olan bir elipsin
tizerinde bulunur; dairelerin birbirlerine teget oldugu noktalarin geo-
metrik yeri ise, bir dairedir.

Arsimed, arbelos'un alaninin AC'yi ¢ap kabul eden dairenin alani-
na esit oldugunu kanitladi. iki kiigiik yarim dairenin ortak tegeti BD
cizilirse ABCD dikdértgeni elde edilir.

Arsimed sunu da kanitladi: AC'nin saginda AC'ye, en biiyiik ya-
rim daireye (igten) ve en kiiciik yarim daireye (distan) teget ¢izilen
daireyle AC'nin solunda AC'ye, en biiyiik yarim daireye (igten) ve or-
tanca yarim daireye (digtan) teget cizilen daire esittir.

Sagdaki sekilde yarim dairelerden biri konulmamistir. Simdi n.
dairenin merkezinin taban dogrusundan uzakligi, yar1 ¢apinin 2n-1
katidir. Arbelos sekillerinin ¢ogu, Steiner daireler zincirinin 6zel
halleridir (Bkz. Steiner daireler zinciri).

Arsimed cokyiizliileri Pappus'a gore Arsimed 13 yari diizgiin
cokyiizlii (polihedron) inceledi. Bunlarin hepsinin diizgiin ¢okgen
ylizleri vardi; bu ¢okgen yiizler, en az iki degisik diizgiin ¢cokgen ice-
riyordu; koseler ise dzdesti.

15
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Kiiciik rombikosidodekahedron Biiyiik rombikosidodekahedron
(bilesik rombi-20 ve 12 yiizlii) (bilesik rombi-20 ve 12 yiizlii)

Kalkik onikiyiizlii

Bu sekillerin on bir tanesi diizgiin ¢okyiizliilerden kose veya ke-
nar keserek elde edilmistir (kesilen kdse veya kenar yeni bir yiiz
olusturur.) Bu sekillerden dokuz tanesi, diizgiin ¢okyiizliilerden kdse
veya kose ve kenar keserek yapilmistir. Ornegin kiip sekizyiizli, ke-
sik kiibiin daha fazla yontulmasiyla olusturulur; dyle ki koselerdeki
ticgenler kenarlarin ortasinda birlesir. Digerleri ilk dokuz sekilden
ikisinin kose ve/veya kenarlarint keserek elde edilmistir.

Kalkik kiip ve kalkik onikiyiizlii soyle elde edilir; bir kiip veya
onkiylizliiniin yiizleri disa dogru itilir; her ytiz biraz dondiiriliir ve
olusan bosluklar eskenar liggenlerle doldurulur. Her yiiz sola veya
saga dondriilebileceginden, her birinden birbirinin ayna hayali olan
iki sekil olusur.

Arsimed spirali Arsimed'in Spiraller Uzerine adli kitabinda an-
latt1g1 bu egriyi birlikte taniyalim. Bir saat diislinelim; bu saatin yel-
kovani lizerinde bir sinek sabit bir hizla ylriisiin; bu sirada da yelko-
van sabit bir hizla donsiin. Sinegin saat kadrani lizerindeki izdiisiimle-
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rinin geometrik yeri bir Argimed spiralidir. Bunu matematik diliyle
sOyle sOyleriz: Sabit bir hizla donen bir dogru lizerinde belli bir nok-
tadan sabit bir hizla uzaklasan bir noktanin geometrik yeri bir Arsi-
med spiralidir.

Belli nokta dogrunun baglangici, yani orijin (O) ise spiralin polar
denklemi r= a@'dir. Eger a>0 ise spiral orijin etrafinda saatin tersi yon-
de doner; a<0 ise rotasyon saatin donme yoniindedir.

Arsimed spirali herhangi bir agiy1 lige bélmek i¢in kullanilabilir.
Daha dogrusu Arsimed spirali herhangi bir agiyt istendigi kadar esit
pargaya ayirmak igin kullanilabilir. Sekilde XOA agisinin esit 3 par-
caya bdlinlsi goriliyor. XEFA Arsimed spiralinin bir parcasidir.
OB=0A alin ve BX'i 3'e bolerek C ve D'yi bulun. Pergelin sivri ucunu
O'ya koyarak spirali E ve F'de kesecek yaylari ¢izin. OE ve OF, XOA
agisini iige boler.

18
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Astroid (yildiz egrisi) veya dort kose noktall hiposikloid (i¢
cevrim egrisi) Astroid, capi kendi ¢apinin 4 kati olan sabit bir daire-
nin i¢inde, ona teget kalarak dénen bir daire lizerindeki sabit bir nok-
tanin geometrik yeridir; ayrica Daniel Bernouilli'nin gdsterdigi lizere,
cap1 icinde yuvarlandig: sabit dairenin ¢apmnin 3/4' olan bir daire
lizerinde bulunan bir noktanin da geometrik yeridir.

&
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Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



Gariptir ki astroid'in goriinen dért kdse noktasina ek olarak iki sa-
nal koége noktasi daha vardir (kdse noktasi veya cuspis, bir egri iize-
rinde cgrinin iki yayinin karsilastigi ve tegetlerinin gakistigi nokta-
dir. Astroid'in sekilde kuzey, giiney. dogu ve bati noktalarinda birer
koge noktasi oldugu goriiliiyor. C.N.)

Eger bir daire, cap1 kendi ¢apinin iki kati olan bir daive i¢inde ona
teget kalarak yuvarlaniyorsa, dénen dairenin bir ¢apinin zarf1 bir ast-
roid'dir. [zarf (anvelop) bir egriler veya yiizeyler takiminin her bir
Ogesine teget olan egri veya yiizeye denir. Ortak merkezli biri bilyiik,
biri kiigiik iki daire ¢izerek bir halka (annulus) olusturalim. Ayni za-
manda hem bilyiik daireye igten, hem de kiigiik daireye digtan teget
olan daireler ¢izerek halkayi dolduralim, bir dingilin ucundaki bilyalar
gibi. Halka bu kiiciik dairelerin zarfidir. C.N.] Cap1 kendi ¢apinin iki
katr olan bir dairenin i¢inde ona teZet kalarak donen bir dairenin bir
capinin uglari, ddnme sirasinda daima sabit dairenin birbirine dik iki
capi iizerinde bulunur (bunu anlamak i¢in Kopernik teoremini bilmek
gerekir. Bir daire, ¢ap1 kendi ¢apmin iki kati olan sabit bir daire igin-
de ona teget kalarak yuvarlanirken, donen dairenin iizerindeki sabit
bir K noktasinin geometrik yeri, sabit dairenin belli bir ¢apidir

Sekil Ek 1 gekil Ek 2
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B

Sekil Ek 3 : ' Sekil Ek 4

(Ek 1, 2, 3, 4 orijinal metinde yoktur, ¢evirmen tarafindan eklen-
mistir)

Donen daire iginde sabit bir LK ¢ap1 diisiinelim. Daire donerken
Kopernik teoremi gere8i L noktas1 BB, K noktasi ise AA” ¢ap1 bo-
yunca kayacaktir. Soylemek istedigimiz de buydu: Donen dairenin
belli bir ¢apinin uglari, daima sabit dairenin birbirine dik iki ¢api iize-
rinde bulunur. C.N.). Simdi buna dayanarak astroid i¢in yenj bir tanim
verebiliriz. -

Astroid, uglar1 daima birbirine dik iki dogru iizerinde bulunacak
sekilde kayan bir dogru pargasinin zarfidir.

(KL iizerindeki noktalarin hareket sirasinda orttiigii alan veya KL
dogru pargastnin olast biitiin pozisyonlarinin birlestirilmesi bir astro-
id olusturur. Sekle bkz. C.N.)

Sabit dairenin yari ¢api a ise astroid denklemi soyle olur:
X203 4 y23 = Q213

Bu formiil 1715'te Leibniz'in mektuplarinda bulunmustur.

21
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Astroid'in alani. kogelerinden gegen daire alanimin 3/8'1t ve igine
¢izilen daire alaninin 1.5 kaudir.

Asa@idaki sekilde goriildiigi Gizere astroid, eksenleri astroid'in ya-
tay ve dikey eksenleriyle ¢akisan ve bityitk ve kiigiik eksenlerinin top-
lamu sabit olan elipslerin de zarfidir.

Aubel teoremi Rastgele bir dortgen ¢izin. Konveks (dis biikey)
olmasi1 gerekmez; hatta kenarlarindan birinin sifir olmasi bile sonucu
degistirmez. Kenarlarin her biri iizerinde disar1 dogru birer kare ¢i-
zin. Karsilikli karelerin merkezlerini birlestiren dogru pargalar: esit
ve birbirine diktir.

22
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Eger kareler iceri dogru ¢izilirse bu sonug degismez; yine karsi-
Ikl karelerin merkezlerini birlestiren dogrular birbirine dik ve esit
vzunluktadir. Ayrica karelerin igeri veya digsar1 dogru ¢izilmesiyle
olusan “hag”larin arasinda yalmzca iki orta nokta vardir ve bu iki orta
noktay: birlestiren dogru pargasinin orta noktasi, orijinal dertgenin
dort kogesinin agirhk merkezidir.

Ayni eksenli (coaxial) daireler Sekilde ayni eksenli dairelerden
iki kiime goriiliiyor. Kiimelerden biri iki sabit noktadan gegen biitiin
dairelerden ibaret. Diger kiimenin her dairesi. ilk kiimenin her dairesi-
ne dik; yani 1. ve 2. kiimenin daireleri birbirlerini 90° agiyla kesiyor.
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Kiimelerden birinin daireleri birbirleriyle asla kesismez (solda ve
saZda icice birbirlerini kesmeyen daireler); limit durumlari, en kiigiik
iki dairenin igindeki iki nokta ile ortadaki vertikal simetri ¢izgisidir
(bu sonuncu sonsuz gapl: bir daire olarak diisiiniilebilir.)

Diger kiimedeki (iki sabit noktadan gegen daireler) her daire, 1.
kiimenin (konsantrik daireler takimi) iki limit noktasindan geger ve
yatay simetri eksenini (iki kara noktayi birlestiren ¢izgi) 6zel bir du-
rum olarak icerir. Bu kiimenin iki sanal limit noktasi vardir.

Sekil soyle olusturuldu: Es merkezli (konsantrik) daireler kiimesi
alind1 (yarigap diizenli olarak artmak iizere) ve merkezlerinden gegen
(esit agtlarla konulmusg) bir dogrular takimiyla inversiyon (evirtim)
yapildi. [Bir noktanin bir daireye gore inversiyonu (evirtimi): Bir dai-
renin bir yarigapi lizerinde (daire i¢inde) A ve bu yarigapin uzantisi
tizerinde (daire diginda) bir B noktass olsun. Dairenin merkezine O
diyelim. AOxBO= rZ ise (r dairenin yarigap1) A ve B noktalari birbir-
lerinin invers'idir (evirtigidir). Dairenin merkezi inversiyon merkezi-
dir. Biitiin noktalari, verilmis bir egrinin iizerindeki noktalarin inversi
olan bir egriye, o egrinin inversi denir. Inversiyon bazen “daireye gore
simetri” adin1 da alir. Inversiyon merkezinin inversi yeaktur. Inversi-
yon merkezinden gegen bir dogrunun inversi kendisidir. Inversiyon
merkezinden gegmeyen bir dogrunun inversi, inversiyon merkezinden
gecen bir dairedir. Inversiyon merkezinden gegen bir dairenin inversi,
inversiyon merkezinden gegmeyen bir dogrudur. Inversiyon merkezin-
den gecmeyen bir dairenin inversi, inversiyon merkezinden ge¢cmeyen
bir dairedir. C.N.] Sekilde inversiyon dairesinin merkezi, sol limit
noktasi ve yarigapi, iki merkez arasi uzakliktir. Birbirleriyle kesisme-
yen dairelerden herbiri, konsantrik dairelerden birinin inversidir. Mer-
kezi inversiyon dairesinin disina diisen daireler soldaki daireleri ve-
rirler; bunlarin arasindaki mesafe sagdakilere gore daha kiigiiktiir. Di-
ger kiimedeki birbirlerijde kesisen dairelerden herbiri degrulardan bi-
rinin inversidir.
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Aym yay1 goren agilar Bir cember iizerinde A ve B gibi iki sabit
nokta alin. T, AB biiyiik yayi iizerinde de8isken bir nokta olsun. T'nin
AB biiyiik yay: tizerinde yer deistirmesine ragmen, ATB agisinin
biyiikligii de8ismez. Eger kii¢iik AB yay! lizerinde degisken bir S
noktas: alirsak, ASB agis1 180°~ATB olacaktir.

T

Eger AB gapsa hem ATB, hem ASB agisi 90° olur. Thales'in M.O.
600 yilinda buldugu ve Babil'lilerin M.O. 2000'de bildikleri gibi ¢api
goren agt dikagidir veya bir yarim dairenin gevre agilarinin hepsi
90*dir.

25
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Eger iki daire A ve B'de kesisirse ve T dairelerden birinin gevresi
iizerinde yer degistirirse, diger daire i¢indeki PQ kiriginin uzuniugu
sabittir.

Regiomontanus su soruyu sordu: Sckildeki gibi bir heykel, hangi
mesafeden en biiyiik goriiliir? Eger seyirci heykele ¢cok yakinsa, hey-
kel perspektif nedeniyle ¢ok kisalacak, seyirci uzaksa heykel kiiciile-
cektir. Ancak heykelden gegen dairenin seyircinin gozilinden de geg-
mesi halinde seyirci heykeli maksimum agiyla goriir; bu ise heykelin
en biiyiik olarak gdriilmesi demektir.

Bu problem o zamandan bu yana bir ¢ok sekillerde ortaya ¢ikmig-
tir; en son sekli rugbi (Amerikan futbolu) ile ilgili bir problemdir. Bu
futbolun ¢ok kisiye yabanci kurallarini isin igine karigtirmadan,
problem geometrik olarak soyle sorulabilir: Kale direkleri arasinda ol-
mamak sartiyla, avut ¢izgisine (bir kalenin sol ve sag diregini birles-
tiren dogru) bir dik ¢iziliyor. Bu dik iizerinde hangi nokta kaleyi en
bilyiik agiyla goriir? (Yanit yukaridaki gibidir; avut ¢izgisine dik olan
dogruya teget olan ve kale direklerinden gegen daireyi cizelim. Tege-
tin degme noktasi kaleyi en bilyiik agiyla goriir; top bu noktadan kale-
ye atilmaldir, ¢linkii bu durumda topun kaleye girme sansi maksi-
mumdur; heykel kaledir ve avut ¢izgisine dik dogru, seyircinin goziin-
den gegen yatay dogrudur. (C.N.)
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Bakarak ispat Bircek basit aritmetiksel gergek, uygun bir sekle
bakarak ispat cdilebilir.

______,_~___.

Itk n tek saymin toplami n2 yapar. Her L bigimi sckil tek sayida
kare igerir.

* 27
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T,. n. liggen sayi1 olsun (iiggen sayilar 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36....
seklinde gider. 1=0+1, 3=1+2, 6=1+2+3, 10=1+2+3+4, vb); 8T +1=
(2n+1)2dir. Her iiggen say1 bir merdivenle temsil edilmistir; ¢iinkii n.
licgen sayr 1+2+3+4+....+n’dir. Sekilde 8T,+1 = (2n+1)? oldugu
agikca goriiliiyor. Burada n=4 ve T, = 10 = [+2+3+4diir.

8T4+1 =(8.10)+1 =81 = (2.4)+D)]% n. liggen say1 Tn = 1+2+3+...
+n'dir.

Bir sonraki sekilde iki tane 2x2 kare, li¢ tane 3x3 kare... vardir;
boylece bir diizlem tizerinde tam sayi kiiplerinin toplami su formiille
verilir:

13423433443453 = (142+3+4+5+..)2.

+
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Bal petekleri 1926'da Pctrie ve Coxcter ‘diizgiin sonsuzyiizliiler’
denilen geometrik sekilleri buldular; bunlarin diizgiin yiizleri ve ko-
seleri vards; bosluk dolduruyorlardi. Birinci resimde her kose etrafin-
da 6 kare, ikincisinde her koge etrafinda 4 altigen ve {g¢iinciisiinde her
kose etrafinda 6 altigen goriiyoruz. Bunlar o kadar diizgiindiir ki Co-
seter diizgiin sonsuzyiizliller olarak kabul edilmelerini istemektedir.
Eger ii¢ diizgiin diizlemsel mozaik de dahil edilirse, ki sonsuzyiizlii
olarak diisiiniilebilir, Coxeter'in yorumu diizenli ¢okyiizliilerin sayisi-
m 15'e ¢ikarir.

. 29
Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



11k iki sekil birbirlerinin dualidir (eslek): sdyle ki birinin koseleri,
digerinin yiizlerinin orta noktasidir. Ugiincii sekil bir dort yiizli gibi
kendi kendisinin dualidir.

Her kose etrafinda 6 kare iceren sekil (1. sekil) sdyle de diistinii-
lebilir: Sekil 6zdes kiiplerden yapilmus, her diizlem satrang tahtas: gi-
bi boyanmis ve sonra siyah kareler yerinde birakilip beyaz kareler ¢i-
kartilip atilmigtir. Bu sekil, uzayi iki eslesik (kongriient, ¢akisabi-
lir) yarima ayirmakla kalmamaktadir; bu sekil egilip biikiilebilir ve
eger kat1 olmayan yiizlerden yapilirsa, bastirilarak diizlem sekline ge-
tirilebilir.

Bu sayfadaki sekil biitiin koseleri eslesik (kongriient, ¢cakisabilir)
olan bir gok yiizliidiir; her kosede 5 kare yiiz karsilagir. Bu sekil kare
siingerle diizlem kare mozaik arasinda bir sekildir ve gergek bir siin-
gere, bir {riz bir mozaige benzedigi kadar benzer.

\
P |

'\
4

'\.
'\‘

\
T
—

1967'de J.R. Gott buna benzer tekrarlayan yapilari, hafif¢e farkl
fakat daha ayrintili olarak yayimladi. Onun sekilleri Petrienin ve Co-
xeter'in sekillerini, az 6nceki sekli ve ayrica 3 yeni sekli igeriyordu.

Bu 3 yeni seklin biri her kdse etrafinda 8 iiggen, digeri 10 liggen-
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ve dgtinciisti S besgen igeriyordu.

Referans: I.R. Gott, ‘Pseudopolyhedrons’, American Mathematical
Monthly, May 1967.

Bang teoremi Bir dortyiizliiniin (tetrahedron) yiizlerinin hepsinin
ayni gevreye sahip olmalan, ancak bu yiizlerin ¢akisabilen iicgenler
olmasiyla miimkiindiir. Yine ayni derece dogrudur ki bir dortyiizliiniin
biitlin yiizlerinin alanlar1 ayniysa, bu yiizler ¢akisan tiggenlerdir.

Bernouilli lemniskat: (kurdele egrisi) Jacob Bernouilli tarafin-
dan 1694'te bulunmustur. Lemniscus Latince kurdele demektir,

Lemniskati bir zarf olarak ¢izmek igin, dikdortgensel bir hiperbol
ile ise baslayalim. Merkezleri hiperbol iizerinde olan ve hiperboliin
merkezinden gecen daireleri ¢izin. Bu dairelerin zarf1 bir lemniskatdir
(lemniskat bu dairelerin hepsine tegettir).
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Lemniskat, hiperboliin kendi merkezine gore alinmis inversiyonu-
dur. k gibi sabit bir sayr secin; dikdortgensel hiperboliin merkezi
O'dan gegen bir dogru ¢izin; bu dogru hiperbolii X noktasinda kessin.
OX. OY = k2 olacak sekilde bir Y noktasi bulun. Y'lerin geometrik
yeri lemniskat'dir.

Bu egrinin polar denklemi sudur: r2 = a2 cos26. Bernouilli lemnis-
kati Cassini ovallerinin 6zel bir seklidir.
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Lemniskat ¢ok basit bir diizenekle ¢izilebilir. Iki sabit nokta ara-
sindaki uzaklik. orta gubugun uzunlugu kadardir; diger iki gubugun
uzunlugu, orta cubuk uzunlugunun V2 katidir. Orta ubugun orta nok-
tasinin geometrik yeri lemniskatdir. (Lemniskat yan yatmis 8 veya
sonsuz igareti gibidir.)

Bes daire teoremi Sabit bir daire alalim. Merkezleri bu dairenin
cevresi ilizerinde olan 5 daire cizelim; dyle ki bu dairelerden her biri
komsusu olan daireleri sabit dairenin cevresi iizerinde kessin. Simdi
bu 5 dairenin ikinci kesisme noktalarmni birlestirirsek, yildiz bigimi
(i biikey) bir besgen elde ederiz. Bu yildizin kdselerinden her biri
bu 5 daireden birinin tizerindedir.

Besgen mozaikler Diizgiin bir besgen, mozaik yapamaz. Diizgiin
olmayan besgenler Kahire mozaiginde oldugu gibi mozaik yapabilir.

33
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Diizgiin olmayan (irregiiler) besgenlerle kac tirli mozaik yapilabilir?

K. Reinhardt 1918'de bes farklt tipte mozaik buldu. Richard
Kershner 1967'de daha once farkedilmeyen ii¢ tip mozaik daha buldu
ve listesinin tamamlandigina inandi. Fakat 1975'te Richard E. James
IIT asagidaki resimde goriilen giizel mozaikleri buldu. Bu mozaikte
A=90°,C+D=270° 2D+E=2C+B=360° ve AE=AB=BC+DE.

Martin Gardner'e gore, bundan sonra 1976'da lise matematigi Ote-
sinde matematik egitimi gérmemis San Diegolu bir ev kadini olan
Marjorie Rice, asagida goriilen 10. tip besgen mozaigi buldu. Bundan
sonra li¢ tip daha bulundu.
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1985'de Rolf Stin tarafindan 14. tip beggen mozaik bulundu. Liste-
nin tamam olup olmadigi heniiz bilinmiyor.

35
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Bilardo topu yolu (diizgiin bir dortyiizli veya bir kiip i¢inde). Bir
bilardo topu bir kiipiin iginde stirekli ziplayarak tam bir devir yaptik-
tan sonra basladigr noktaya donebilir mi?

Evet, donebilir. Bu yol Hugo Steinhaus tarafindan kesfedildi. Bu
yolun biitiin pargalari birbirine esittir ve her ziplama noktasi, bu kare
yliz tizerindeki 3x3'liik bir satrang tahtasinin kii¢lik karelerinin kose-
lerinden birinde bulunur. Kimyacilar bu yola “iskemle bi¢imi altigen”
adini vermistir. Bu yolun kiipiin herhangi bir yiizeyine dik izdiislimi
bir dikdortgen, kiipiin kosegenlerinden biri boyunca izdisiimii ise,
diizgiin bir altigendir.
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John Conway diizgiin bir dortyiizlii icinde de benzer bir yol ¢izile-
bilecegini gosterdi. Dortyiizliiniin yiizlerinde ¢izilmis kiigiik tiggenle-
rin kenarlari, dortyiizliiniin kenarlarinin 1/10'u kadardir. Boyle ti¢ yol
vardir, kiiciik tiggenin her kosesi i¢in bir yol.

(Referans: Martin Gardner, Sixth Book of Mathematical games
from Scientific American, W.H. Freeman, San Francisco, 1971)

Bilardo topu yolu (¢okgen icinde) Dar acili bir liggenin kenarla-
rina ¢arpip yanstyan bir bilardo topu, basladig: noktaya donen (kapa-
I1) bir yol gizebilir mi? Boyle tek bir yol vardir: Yiikseklik ayaklarini
birlestiren liggen (pedal iiggen); bu yol aym zamanda ii¢genin ii¢ ke-
narini birlestiren en kisa yoldur.

Eger top, baslangi¢ noktasina donmeden birden fazla yol ¢izecek-
se ve bunu tekrarlayacaksa, sonsuz yol olasidir; fakat bu yollarin par-
¢alar1 pedal liggenin kenarlarina paraleldir.
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Bir dortgen iginde bilardo topunun kendi istiine kapanan bir yol
olusturmasi, ancak dortgenin bir daire igine ¢izilmis olmasi ve daire-
nin merkezinin dértgen icinde bulunmasi halinde olasidir.
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Bilesik ¢okyiizlii Diizglin bir 12 yiizlintin (dodekahedron) 8 ko-
sesi, 5 farkh sekilde bir kiibiin kiseleri olabilir. Sekilde bu kiiplerden
ikisinin 12 yiizliiniin koselerine konulusu goriliiyor. Bu kiiplerin hep-
si (best) dodekahedron koselerine konulursa, “12 yiizld iginde 5 kiip”
adli bilesik ¢okyiizlii elde edilmig bulunur.

Benzer olarak 12 yiizlii (dodekahedron) iginde 5 diizgiin dortyiizli
tetrahedron) bulunur ve bilesik simetrik bir ¢okyizli olusturur; bu
okylizliiniin bir sola. bir de saga bakan iki sekli vardir. Bes dortyiiz-
inlin yirmi yiizd, bilegik seklin iginde goriinmez olarak, bir yirmi-
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yiizliiniin yiizlerini olustururlar; bu yirmiydizliiniin koseleri dortyiizlii-
niin 5 kenarinin birlestigi cukurcuklardir.

Birbirinin duali (dual i¢in bkz. Brianchon teoremi) iki ¢okyiizli,
bilesik simetrik bir ¢okyiizlii olusturabilir; bu durumda ikisinin de ay-
ni kenar sayisina ve simetriye sahip olmas: gerekir. Boylece kiip ve
sekizyiizlii (sol) ve 12 yiizlii ve 20 yiizlii (sag) bilesik ¢okyiizlii olus-
turabilir. 12 yiizli ve 20 yiizli birlestirilip ¢ikint1 yapan piramidler
kaldirilirsa icosi dodekahedron elde edilir. Her ikisini de igeren poli-
hedron (¢okyiizli) rombik triakontahedron'dur (rombik 30 yiizlii veya
eskenar dortgen 30 yiizli).

Birbirine kenetlenen poliomino'lar Bir poliomino, 6zdes karele-
ri kenarlarindan birbirine ekleyerek yapilir.

Duplikatlari birbirine kenetlenerek bir mozaik olusturan bir polio-
mino ne kadar kiigiik olabilir? Soru miiphemdir; ¢iinkii kenetlenmenin
ikiger ikigser mi olacag: veya biitiin parcalar yerine konulunca mi ola-
cagl belirtilmemistir.
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Bu ¢o6ziimleri Bob Newman bulmustur. Birinci sekilde tek tek ke-
netlenme vardir. Ikinci sekil iyi bilinen bir modeldir; iigiincii sekil an-
cak parcalarin hepsi yerindeyse kenetlenir; ayrica simetriktir. Dordiin-
cii sekilde pargalarin yarisi ters ¢evrilmistir; fakat poliomino basina
yalmzca 12 birim kare kullanir.

Referans: David Wells, Recreations in Logic, Dover, New York,
1979.

Bir dairenin kesigen kirisleri: Cok ilging bir sekil ne kadar basit
olabiliyor. Bu sekilde bir dairenin iki kirisinin kesigmesi goriiliiyor
ve AX.XC=BX.XD.
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X dairenin digindaysa ve X'den daireye ¢izilen tegetlerden biri
ona T'de degerse: AX.XC = BX.XD = XT2dir.

AB yay1 + DC yay1/ BC yay1 + DA yay1 = AxB agis1 / CxD agisi
Ayrica kirigler birbirine dikse, Arsimed kurali kanitlanir:

AB yay1 + CD yay1 = BC yay1 + DA yayi

Bir iicgenin i¢ merkezi (insentr) ve dis merkezi (ekssentr veya
disozek) Bir iiggenin li¢ kenarina igten teget olan tek bir daire vardir;
¢ daire de bir kenara distan ve iki kenara igten tegettir. Bu dairelerin
merkezleri, liggenin li¢ i¢ ve ii¢ dis agisinin agi ortaylarinin kesigme
noktalaridir. Bu merkezler sekilde goriildiigii gibi ylikseklikleriyle be-
raber daha biiyiik bir liggen olugturur.
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Bu dairelerin yarigaplari r,. 1y, 1y, ve 1¢ ise:
lr=1rg+ Uy + Ure dir

Ayrica liggenin cevrel dairesinin yaricapi R ie, ry+rp+re-r = 4R ve
cgenin alam Vrarp.rer dir

(Ne kadar zarif formiiller! C.N.)

Uggenin koselerini, ic dairenin kenarlara degme noktalarina bir-
stiren dogrular Gergonne noktasinda kesisir. Ucgenin koselerini
s dairelerin kenarlara icten degdigi noktalara birlegtiren dogrular
> Nagel noktasinda kesisir.

Seklin bu 4 daireden herhangi birine gore inversiyonu (evirtim) ya-
lirsa, bu daire ve tiggenin kenarlari 4 esit daire olur. [Bir noktanin
-daireye gdre inversiyonu: O merkezli bir dairenin bir yarigap: lize-
de bir A noktasi alalim. Bu yarigap veya bu yaricapin uzantist iize-
de AO.BO =r? olacak sekilde bir B noktas: alalim. -r yarigap uzun-
- A ve B noktalar birbirlerinin evirtigidir ve O noktasi “inversi-
1 merkezi”dir. C.N. (Bkz. Inversiyon)]
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Uggenin i¢ agilarinin agl ortaylarinin, kargi kenarlar kestikleri 3
noktadan bir baska daire gecer. Bu daire iginde iliggen kenarlarinin
olusturdugu kirislerden ikisinin toplami iiglinciiyi verir.

Blanche disseksiyonu (Blanche usulii parcalara ayirma) Bir dik-
dortgeni farkl biiyiikliikte karelere ayirmak, iyi bilinen zor bir prob-
lemdir. Bunun tersi, yani bir karenin farkl biiyiikliikte dikdortgenlere
ayrilmasi kolaydir; fakat ya bu dikdortgenlerin bigimlerinin farkli,
alanlarinin esit olmasini sart kosarsak ne olur acaba?

Asagida bunun en basit ¢oziimii verilmistir; soylenen kosullara
uyan 7 dikdortgen ¢izilmistir.

(Referans: Blanche Descartes, Division of square into rectangles,
Eureka, No: 34, 1971).
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396
1236
1704
50
36-4
37 173

“Blanc-manger” egrisi (Fransizca blanc-manger = badem, siit ve
sekerle yapilan jole veya beyaz et jolesi). Bir seri zikzak egri alin; 0y-
le ki herbirinin yiiksekligi bir dncekinin yiiksekliginin yarisi kadar ve
zikzak sayist bir 6ncekinin iki kati olsun, Bu serilere sonsuza kadar
devam edin ve sonra hepsini toplayin. Sonug blanc-manger egrisidir;
bu egri stireklidir, fakat hi¢bir noktada tegeti yoktur. Bu eZrinin gizi-
mindeki ilk 4 safha asagida gosterilmistir. Birincisi harig her sekilde,
en d1§taki koyu siyah ¢izgi, bir onceki sekille yeni zikzakin toplami-

/NN
CALN
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5. safhada blanc-manger daha belirginlesmistir; 18. sathadan son-
ra egri, hemen hemen sonsuz safhadan sonra alacagi sekli almagtir:

Asagidaki sekil blanc-manger egrisinin bir diger 6zelligini goste-
riyor. Iki blanc-manger iistiine 45°'lik bir zikzak ¢izin ve bu iigiinii
toplayin; sonug tek ve daha biiyiik bir blanc-manger egrisidir.
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Blashke teoremi Kapali konveks (digbiikey) bir egrinin verilen
bir yondeki genisligi, bu yone dik ve herbiri egriye teget (veya egriyi
igeren) birbirine en yakin iki paralel ¢izgi arasindaki mesafedir. Asa-
§1da i¢ kapali konveks egrinin verilen yonlerdeki genigligi goriiliiyor
(yonii belirten, iki ucu da oklu ¢izgilerdir).

Blashke sunu kanitladi: Minimum genisligi en az 1 birim olan
herhangi bir kapali konveks egri, capt 2/3 birim olan bir daireyi igine
alabilir. Yiiksekligi 1 birim olan bir eskenar tiggen, en ¢ok bu gapta
birdaire igerebilir; 2/3 sinir1 buradan gelmektedir.

Borromean halkalari italyan Borromean ailesinin armasi birbi-
rinden ayrilamayan ii¢ halkadan ibaretti; ilging olan nokta suydu: Hal-
kalar ikiser ikiger alindiginda, halkalardan higbiri digerinin i¢ine gec-
memisti. Ayni desen ABD'de Ballantine Bira Sirketi ve Alman Krupp
silah fabrikalar1 tarafindan kullanilmistur.

47
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Kendi basgina sola doniik ve saga doniik sekilleri yoktur; ikisi de
birbirine doniistiirillebilir. Buna dayanilarak asagida bu halkalarn li¢
boyutlu sekli ¢izilmistir; burada ii¢ simetri diizlemi vardur.

48
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Ayni sekilde istenen sayida halka birbirine zincirlenebilir.

Bosluk doldurucu cokyiizliiler Kiipler tabii ki uzayi doldurabilir.
Diger diizenli kat1 cisimlerden yalniz diizenli 8 yiizlii ile diizenli 4
yiizliinlin birlestirilmesi uzay1 doldurabilir; soyle ki 6 sekizyiizli ve 8
dortyiizli bir nokta etrafinda uzayi 6yle doldurabilir ki bu doldurus
sonsuza kadar uzatilabilir. Bunu gérmek igin, bir kare olusturacak se-
kilde 4 kiip alin. Herbirinin icine alterne eden kdoseleri birlestirecek
sekilde diizgiin bir 4 yiizli koyun; boylece alt kdseleri ortak olan 4
dortyiizliiden yapilmig bir halka elde edersiniz.

Bu seklin ortasindaki bogluk diizgiin bir 8 yliizliinliin yarisidir.
Simdi ayni islemleri biiyiik bir kiip yapacak sekilde st iiste konul-
mus 8 kiiple tekrarlarsaniz, ortadaki bogluk tam bir diizgiin 8 yiizlii
olur. Bu operasyonu her seferinde 8 kiiple tekrarlarsaniz uzayi doldu-
rucu 4 ve 8 yiizliiler elde edersiniz. (Uzay doldurucu demek, bu ope-
rasyonlar tekrar edildik¢e sonsuza kadar biitiin uzayin bu sekillerle
doldurulabilecegi demektir. C.N.)
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Eger kiireler, her iki katmandan biri 6zdes olacak sekilde, sikisik
bir halde tabaka haline konulur ve sonra sikistirithrsa, uzay doldurucu
eskenar dortgensel 12 yiizlii (rombik dodekahedron) elde edilir.
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Kesik sekizyiizlii de (koseleri kesilmiy sekizyiizlii) uzay dolduru-
cudur. (Kestik sekizyiizliinlin hacmi, kesik sekizyiizliiniin kare yiizey-
leri birbirini kesene kadar uzatilinca elde edilen kiiplin hacminin yari-
st kadardir.) Bir sonraki sekil, kare yiiz kare ylize kars1 getirilerek
birlestirilen kesik sckizyiizlileri gostermektedir. Ayni yatay diizlem-
de daha fazla siralar olusturarak ve sonra iist ve alt diizlemleri benzer
kesik sekiz yiizlilerle doldurarak kesik sekizyiizlilerden olugmus bir
ag (sebeke) elde ederiz; bunlarin arasindaki bosluklar da dizenli ke-
sik sekizyiizli seklindedir.

Daha az belirgin olan, kesik (koseleri kesilmis) dortyiizliilerle
uzay doldurmaktir. 1914'te Foppl dortyiizliiler ve kesik dortyiizlilerin,
birlikte kullanilmalart halinde uzay doldurulabilecegini buldu. Her 4
ylzliniin merkezi koselere birlestirilerek 4 alcak ve 6zdes tiggen pi-
ramit elde edilir; bunlar sonra kesik 4 yiizliye yapistirilir.
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Bunlar, en azindan diizenli dortyiizli simetrisine malik, yegane
uzay doldurucu katilardir. Eger simetri sarti kaldirilirsa , konveks
uzay doldurucu bir kati cismin ¢ok sayida, 6rnegin 38 adet yiizii olabi-
lir. P. Engel 1980'de boyle kati cisimler buldu. Asagidaki sekil 18
yiizliidiir ve 3 katli rotasyonel simetri ekseni vardir.
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iki veya daha fazla tipten gokyiizliilerle uzay: doldurmak igin bir-
¢ok baska olasilik vardir. Kesik kiip ve kesik 8 yiizlii kombinasyonu,
daha Once sozii edilen kesik dortyiizli ve dortyiizlii kombinasyonu gi-
bi uzay1 doldurabilir.

Asagida kesik 8 yiizlii, kesik kiip-sekizyiizli ve kiipler 1:1:3 ora-
ninda birlestirilerek uzay doldurulmasinin yolu agilmistir.

Uzay doldurma sirasinda bazi ¢okyiizliiller kullanilmazsa, ii¢ bo-
yutlu bir labirent yaratilabilir. Asagida kesik kiip-sekizyiizlii, kesik
sekizyiizlii ve kiiplerle uzay doldurma goriiliiyor; kiipler yerine kon-
mayinca li¢ boyutlu bir labirent olugmustur:




Referans: P. Pearce. Structure in Nature as a Strategy for Design,
MIT Press, Cambridge, MA, 1978.

Brianchon teoremi Bir konik (parabol, hiperbol veya elips) etra-
finda bir tegetler altigeni ¢izilirse, altigenin biylik kosegenleri bir
noktada kesisir.

Brianchon altigenin kenarlari ne uzunlukta ve nasil alinirsa alin-
sin, bu teoremin dogru oldugunu gosterdi. Bir diger ilging ozellik su-
dur: Tegetlerin konige degme noktalar1 karsilikli olarak birlestirilir-
se, bu li¢ dogru pargasinin ikiser ikiser kesisme noktalar: (ki seklin
tam ortasindaki siyah minik tiggenin koselerine karsiliktir), altigenin
grirenkli biiyiik kosegenleri izerinde bulunur.
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Brianchon, bu teoremi 1810'da yayimladi. Brianchon teoremi ¢ok
daha Once bulunmus Pascal teoreminin eglegidir (dual) (dual i¢in bkz.
Desarguez sekli ve polihedron dualleri); bu nedenle Pascal teoremin-
den elde edilebilir; bunun igin dogru ve noktalar birbirleriyle yer de-
Sistirmelidinr:

BRIANCHON TEOREMI: Bir konigin “etrafina” bir altigen ¢izi-
lirse, yani altigenin her “kenarr” konige tegetse, karsilikli “koseleri”
birlestiren “dogrular” bir “nokta”da kesisir.

PASCAL TEOREMI: Bir konigin “igine” bir alugen gizilirse, yani
aligenin her “kosesi” konik tizerindeyse, karsilikl1 “kenar”larin ke-
sigme “‘nokta”lari ayni “dogru” iizerinde bulunur.

Burulmus ilicgen prizma Bu sekil, bir {iggen prizmay: ekseni et-
rafinda burarak ve sonra uglari bir araya getirerek olusturulur. Tki yii-
zli ve bir kenari vardir ve bir spiralin bagladigi noktaya dénmeden &n-
ce 3 kere etrafinda tur atuigi bir torusa egdegerdir.
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Londra'da South Bank’de bir heykeltrag topraga yari gomiilii ve
baz1 pargalar1 eksik olan bir burulmus tiggen prizma yapti. Cocuklar
onun iistiinde oynamayi ¢ok severler.
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Cassini ovali Bir nokta, F| ve F, gibi iki sabit noktaya olan uzak-
liklarinin ¢arpimi sabit kalacak sekilde hareket ederse, bir Cassini
ovali ¢izer. Giovanni Domenico Cassini 1680'de Giines'in ve Diin-
ya'nin rolatif hareketlerini incelerken bu oval'i bulmugtur. (Bu egriye,
her zaman oval olmamasina ragmen oval denmektedir. Asil oval egri-
sinde biikiilme noktalar: (egriligin yon degistirdigi nokta) ve bogum
noktalar (diigiim, nod) yoktur. Oval'in bir dogruyla en fazla iki ortak
noktasi olabilir. C.N.)

Bernouilli lemniskat' (kurdele egrisi), Cassini Ovali’nin dzel bir
halidir; lemniskat'da sabit ¢arpim, iki sabit nokta arasindaki uzakhgin
karesine esittir (Bkz. Bernouilli lemniskati).

Cassini Oval'leri, dairesel bir torus'un (simit sekli), eksenine pare-
lel bir diizlemle eniffe kesilmesinden olusurlar. Torus kesitlerini ilk
inceleyen Grek matematikgisi Perseus oldu; bunlara Perseus'un spirik
kesitleri denir (Grekler nedense torus'a spira derlerdi.)
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Ceva teoremi Giovanni Ceva bir geometrici ve miihendisti; aym
zamanda ekonomi i{izerinde yazan ilk matematik¢i olmustur. Ceva
1678'de kendi adiyla anilan bir teoremi igeren bir kitap yayimladi; te-
oremini agirlik merkezlerini dikkate alarak kanitlamisti.

Eger BA/A'C.CB/B’A . AC/C'B=1

ise, AA’", ve BB” ve CC” dogrular bir noktada kesisir. Bunun kar-
sitt da dogrudur: Ug dogru bir noktada kesisiyorsa yukaridaki denk-
lem gecerlidir. Ceva olaya sdyle bakti: A", B” ve C” ABC iiggeninin
koselerine konulmus agirliklarin kenarlar iistiindeki agirlik merkez-

leridir; kesisme noktasi ise her li¢ kdsedeki agirligin agirlik merkezi-
dir.
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Ceva teoremi kenar sayisi tek (3. 5, 7....) olan her basit poligona
uyar. Ornegin bir besgende eger A, B, C, D ve E késelerinden gegen
degrular, karsilarindaki kenarlan A', B', C', D' ve E' noktalarinda ke-
serlerse:

AC/C'E.EB/B'D.DA/A’C.CE/E'B.BD"/D’A =1 olur.

Clifford teoremi Clifford herbiri bir 6ncekine dayanan bir seri te-
orem buldu.

Clifford'un birinci teoremi: ay, a,, a; ve a4, Q noktasindan gegen
dort daire olsun. a; ve a, Py,'de kargilagsin vb. a;,5 dairesi, Py,, Pp3
ve Py 'den gegsin, Bu durumda dort daire, yani a;53, aj94, aj34 V€ @534
ek bir P53, noktasindan geger.

Clifford'un ikinci teoremi: as, Q'den gegen S. daire olsun. Bu du-
rumda beg nokta (Pyy34, Py235, Plass: P3ys Ve Pazus) ay0345 dairesi
lizerinde bulunur.
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Clifford'un iiciincii teoremi: Altl daire (a;5345 212356 - » 823456)
P|,345¢ NOktasindan geger.

Buteorem serisi sonsuza kadar devam eder.

Cremona-Richmond sekli Fano diizlemi, Desargues sekli ve on-
bir-li¢ (113) sekli gibi en basit gekillerin herbirinde en az li¢ nokta ve
li¢ dogrudan olugmus 1 tiggen vardir. Herhangi bir seklin bazi liggen-
ler igermesi kadar dogal bir sey olamaz. Cremona-Richmond bir 15,
seklidir; bu sekil 15 dogru, 15 nokta, her noktadan gecen 3 dogru ve
her dogru iizerinde (¢ nokta igerir.

Fakat tek bir ticgen bile igermez.
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Cekme egrisi (traktris) Bir cep saatini, bir masa iizerine zinciri
1asa kenarina ancak erigsecek sekilde koyun ve zinciri kenar dogrul-
isunda gekin. Saat bir traktris, daha dogrusu bir traktris'in yarisini ¢i-
or. Masanin kenar1 egrinin asemptotudur. Traktris, asemptotu etrafin-
acevrilirse bir yalanc: kiire (psodosfer) yiizeyi olusur.

Traktris zincir egrisinin involitiidiir. (Bkz. katenaryiis) Bir zincir
isinin yanisinin etrafina koseye varana kadar bir iplik sarin; sonra
gi gergin tutarak sardigimiz yerden ¢oziin. Ipligin ucu bir traktris
’r. Traktrisin uzunlugu sonsuz olmasina ragmen, traktris ile asemp-
arasindaki alan sonludur: 1/2 ® a2. Burada a, egrinin kosesinin
nptotdan uzakhigidir.

Merkezleri ayni dogru iizerinde olan 6zdes ¢emberlerden olug-
sonsuz bir kiime disiiniin. Hepsini dik agiyla kesen egri (mer-
er dogrusu harig) bir traktristir.
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[Traktrisin biitiin tegetleri ayni uzunluktadir. a uzunlugunda bir
dogru pargasinin bir ucu x ekseni izerinde kayarken diger ucu traktris
cizer. a dogru pargasinin bir ucu bir egri iizerinde kayarken diger ucu
bir gezinge (trajektuar) ¢izer. C.N.]

Cevreyi ikiye bolen kirigler Bir dairenin her ¢ap1 veya bir kare-
nin (veya daha genel olarak bir paralelkenarin) merkezinden gegen her
dogru, ¢evre uzunlugunu, iKi esit yarmma boler. Fakat bir egri ¢ok si-
metrik olmadan da bu 6zelligi olan bir noktaya sahip olabilir.
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Sekilde iki csit yarm daire ile bir diger yarim daire gériiliiyor. O
noktasindan geg¢en her dogru seklin cevresini ikiye boler.

Cokgen diigiimler Bir kdgit seridine bir diigiim atin, sonra diigii-
mi stkigtwirken elinizle yassiltin, diizgilin bir besgen belirecektir.

Kagit seritlerinin digiimlerinden altigen, yedigen ve daha genis
cokgenler olusturulabilir; diizglin bir cokgenin kdsegenlerini diisiine-
rek bunu daha iyi anlayabilirsiniz.
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Referans: H. M. Cundy ve A. P. Rollett, Mathematical Models,
Oxford Univ. Press, Oxford, 1961

Cokgenlere yildizlar, yildizlara yildizlar Harry Lindgren ve
Greg Frederickson bazi olagantistii ve giizel disseksiyonlarin (sekil
parcalayip birlestirme) yaraticisidirlar. Bir sonraki sekil onlarin dort
bagarisini gosteriyor (sonuncu iki 6zdes yildiza pargalanir):



D&
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Bilmececi i¢in disseksiyonun en onemli dzelligi, parcalarin azlig-
dir. Matematikgi igin her gokgenin dogal geometrisinden yararlanil-
mas! onemlidir. Bu disseksiyonlar bu iki 6zellige ek olarak simetri ve
slirpriz igerirler.

Referans: H. Lindgren, Recreational Problems in Geometric Dis-
sections and How to Solve them, revised and enlarged by G. Frede-
rickson, Dover, New York, 1972.

Cokyiizliilerden olusmug halkalar Diizgiin dortyiizliiniin karsi-
likh kenarlar1 birbirine diktir. Bunun sonucu olarak, menteseli yapil-
salar mekanikdeki “iiniversal kavrama” (veya iiniversal eklem) gorevi-
ni yapabilirler (liniversal eklem, bir eksendeki rotasyon hareketini o
eksenle ayni dogrultuda olmayan bir bagka eksene nakleden diizenek-
tir. Diizlemleri birbirine dik iki U bigimi demirle bunlari birbirine
baglayan bir demir hagtan olusur. Otomobillerin arka dingilinde bulu-
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nur. C.N.) Iceride yeteri kadar bogluk birakacak sayida dortyiizlii var-
sa, bunlardan serbestce donen bir halka olusturulabilir. Diizgiin bir
dortyiizlii i¢in 8 birim gereklidir.

Dértyiizliiler daha uzun ve daha inceyse, 6 tanesi bile rotasyon ya-
par. Kamiglar ve pipo temizleyicileri kullanilarak kabaca bir model
yapilabilir. 9 em uzunlukta 12 kamig alip herbirinin igine pipo temiz-
leyici tel sokun ve telin disar1 tasan uglarini kamiglara ve birbirlerine
dik olarak biikiin (bu is, sola bakar veya saga bakar sekilde yapilabi-
lir; herbirinden 6 adet yapin.) Herbiri 6.5 cm. uzunlukta alti kamig da-
ha alin; bunlar eklem olarak kullanacaksiniz.

Sekilde kamiglarin birbirine nasil baglandig: goriiliiyor. (Kisa ka-
muglar seklin diizlemine paralel degildir.) Iki uzun ve iki kisa kamis
dortyiizliiniin 6 kenarindan 4'linii olusturur.



Agsir1 biikiilebilen farkhh bir eklem *“para ciizdani mentesesi” ile
yapilabilir. Bu eklem iinlii cizdan hokkabazliginda kullanilir; boyle
bir ciizdanda kagit bir para, ciizdan kayislarinin bir altinda, bir istiin-
de goriilir.
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A'dan B'ye giden kayis, sol kartin arkasina A'da ve sag kartin ar-
kasina B'de yapistirur. Diger kayislar benzer yolla yapistirilir.

Bu tip mentegelerle birbirine baglanmig 6 kiip siirekli olarak don-
diiriilebilir.

WD ¢
Rz

Referans: David Wells, ‘Puzzle page’, Games and Puzzles, Sep-
tember 1975.
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Daireleri oynamaz sekilde paketlemek Bir daire etrafina, kendi-
siyle ayni ¢apta 6 daireyi teget olarak ¢izin ve ortadaki daireyi ¢ikar-
tin. 6 daireden olugsmus kapal bir zincir elde ettiniz. Ayni sekilde el-
de edilmis 6 dairelik zincirleri, bir ag 6recek sekilde birbiriyle birleg-
tirin (Sekle bkz.) Simdi her daire igine, birbirine ve dig daireye teget
iic kiiciik daire ¢izin. Sekilde her daire yerine bir kiigiik daire l¢lisii
konulusu goriiliiyor.

Olusan sekil katidir; soyle ki her kiigiik daire, i komsu daire ta-
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rafindan desteklenmektedir. Kiiciik daireler diizlemin (TN3-12) © =
0.393'iinti kaplar. Daireleri kati (bi¢imi sabit) bir cisim olusturacak
sekilde daha fazla sikigtirmak muhtemelen miimkiin degildir.

Referans: H. Meschowski, Unsolved and Unsolvable Problems in
Geometry, Oliver-Boyd, Londra, 1966.

Dairesel dortgen Bir daire igine ¢izilmig (4 kosesi de dairenin
gevresi iizerinde olan) bir dortgene ‘“‘dairesel dortgen” denir. Eger
ABCD bir daire igine ¢izilmis dortgense, A+C = B+D=180°.

Sirasiyla dortgenin herbir kdgesini yok sayin; bdylece 4 iicgen el-
de edersiniz: BCD, ACD, ABD ve ABC. Sekildeki noktalar bu 4 iig-
genin i¢ dairelerinin merkezleridir. Bunlar bir dikddrtgen olusturur.

Eger P, Q, R ve S noktalari AB, BC, CD ve DA yaylarinin orta
noktalariysa, dikdortgenin kenarlar1 PR ve QS'e paraleldir ve PR ve
QS dikdortgenin merkezinde kesisir.

Eger buna 4 iiggenin digtzekleri (liggenin iki dis agisinin ag1 or-
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raylarinin kesigme noktast = excenter) eklenirse, az once tanimladigi-
miz dikdortgen yapan 4 nokta (4 i¢ daire merkezi, incenter) ile bu yeni
ineh«t 16 nokta igeren 4x4'iik bir ag olustururlar.

Bu 4 ii¢genin agirhk merkezleri (kenar ortaylarin kesigme nokta-
s1) orijinal dortgene benzer bir dértgen olusturur. Bu 4 Giggenin 9 nok-
a cemberlerinin (Euler ¢emberleri) merkezleri de orijinal dortgene
senzer bir dortgen olusturur (9 nokta dairesi: bir iggenin kenarlarinin
irta noktalarindan, yiikseklik ayaklarindan ve tepeleri yiiksekliklerin
esisme noktasina birlestiren dogrularin orta noktalarindan gegen
cember. C.N.). Ayrica Bkz. Dokuz nokta dairesi. Dort ortosentr (yiik-
ekliklerin kesisme noktasi) orijinal dortgenle eslesik (kongriient ve-
a erijinal dortgenle cakistirilabilen) bir dortgen olusturur.

Bir daire lizerinde 4 nokta alin ve 6 dogruyla onlar1 birlestirin.
osegenlerin kesigme noktasiyla dortgenin karsilikli kenarlarinin
sigme noktalarint birlestirerek kosegensel (diagonal) tiggeni elde
in (sekilde ince gizgilerle gosterilmig olan). Bu liggenin her kdgesi,
ireye gore kargi kenarin kutbudur [Bir konigin kutbu (pol) ve kutup
wgisi (polar): Bir nokta (pol) ve bu noktadan gegen bir dogrunun
:senin), konigi kestigi iki noktaya gére, bu noktanin harmonik esle-
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niklerinin geometrik yeri olan dogru (polar). Konik diginda bir nokta
(pol) ve bu noktadan konige ¢izilen tegetlerin degme noktalarini bir-
lestiren dogru (polar). Konik igindeki bir P noktasinin (pol) polarini
bulmak: P’den gegen iki dogru konigi Ave B ile C ve D’de kessin. A
ve B noktalarindan konige ¢izilen tegetler X, C ve D’den ¢izilen teget-
ler Y'de kesigsin. XY dogrusu P’nin polaridir, C.N.]

Dairesel dortgenin dort kosesinden cizilen tegetler, ikiser ikiser
kosegensel liggenin kenarlari iizerinde kesisir.

[Harmonik eslenik: Bir ABCD komple dortgeninde AB ile DC,
X'de; AD ile BC, Y'de ve AC ile BD (kdsegenler) Z’de kesigmis ol-
sunlar. YZ, AB’yi H’da kessin. H noktasi , X noktasinin A ve B’ye
gore 4. harmonigidir. A ve B ile C ve D harmonik eslenik ¢iftlerdir.
Ayni dogru iizerinde A, B, C ve D noktalar1 olsun. AC.DB /
AD.CB=-1 ise A ve B, C ve D’nin, C ve D de A ve B’nin harmonik
eslenigidir. C.N.] (Bkz. Harmonik oran) (Bkz. Kutup ve polar).

Dairesel mozaikler Mozaikler genellikle bir diizlemi aralarinda
hi¢ bosluk birakmadan doldururlar; fakat mozaik kavrami dairelerden
olusmus mozaikleri de kapsamaktadir. Dairesel mozaikler tabii her
yerde delikler igerirler.
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Dairesel olmayan yari diizgiin (semi-regiiler) mozaiklerin hepsi,
koseleri merkez kabul eden esit biiyiikliikte daireler gizerek bir daire
sebekesine doniistiiriilebilir. Sol sekilde eskenar tiggen ve karelerden
yapilmis bir mozaigin dairesel mozaige doniistiiriilmesini goriiyorsu-
nuz. Sag sekildeyse diizgiin altigen ve eskenar iiggenlerden olusmus
bir mozaik dairesel mozaige doniistiiriilmiis. (Bu sonuncu mozaik so-
la bakan ve saga bakan olarak iki farkl sekilde yapilabilir.)

Dandelin kiireleri Elips, bir koniyle egik bir diizlemin kesitidir.
Bu diizlemle koninin tepesi arasina, diizleme teget bir kiire konulabi-
lir; diizlemin &teki yiiziine teget ve koni duvarlarina de'gen ikinci bir
kiire de koymak olasidir.

Dandelin Li¢ge Universite'sinde mekanik profesoriiydii; iki kiire-
nin diizleme elipsin odak noktalarinda teget oldugunu kanitladi. Elip-
sin direktrislerinin, kiirelerin koniye degdikleri dairelerin (enlemlerin)
diizlemiyle egik diizlemin kesisme dogrulars oldugunu gosterdi.
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Dejenere kuvartikler [ki konik (elips, hiperbol veya parabol) bir-
likte alindiginda, 4. dereceden bir egri olan kuvartik olarak diisiiniile-
bilir. (Ornegin 2x%-x3+3x2-x-1=0) Kiibik (3. dereceden egri, rnegin
x3+x2-x+1=0) ve diiz bir ¢izgi birlikte alinirsa da boyledir.

Kuvartik denklemi E;=0 ve E»=0 denklemleriyle beraber iki elips
alarak E| E; = 0 denklemini olusturmakla elde edilir (E; ve E, konik-
lerin denklemleri). Simdi kuvartik denklemindeki terimlerin kat sayi-
lar1 hafifce degistirilerek iki elipse ¢ok yakm bir kuvartik elde edilir.
Katsayilarin nasil degistirildigine bakilarak iki olasilik vardir: “dort
fasulye” (en solda) veya yalniz iki ayr1 bolimii olan bir egri.

Her kuvartigin 28 cift tegeti (¢ift teget = bir egriye iki ayri noktada
degen teget) vardir; bunlarin ¢ogu sanaldir. Eger katsayilar uygun se-
cilirse, 4 fasulyenin her birinin 1 ¢ifttegeti ve 6 ¢ift fasulyenin her bi-
rinin 4 ¢ift tegeti oldugu ve bu 28 ¢ift tegetin hepsinin gergek oldugu
gorilir.:

Delikli fayans dosemeler Fayans dosemede tek tip bir fayans ka-
cinilmaz bir sekilde bosluklar birakirsa, bu olusturulan desenin bir
ozelligi olarak kabul edilebilir (tabii ki istenirse bunlar yeni fayans bi-
cimleri olarak da diisiiniilebilir.)
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Deltahedra Martyn Cundy biitiin yiizleri eskenar iicgen olan kon-
veks cokyiizliilere deltahedron adini verdi. Platonik kati cisimlerin
ligli deltahedron'dur: tetrahedron (4 yiizlii), octahedron (8 yiizlii) ve
ikozahedron (20 yiizlii). 8 konveks deltahedron vardir; yukarida sayi-
lan platonik katilar ve asagida kiigiik pargalardan montaji1 yapilan di-
ger besi.
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Eger kati cisim konveks (digsbiikey) olmayacaksa, sonsuz olasilik
vardir. En azindan diizgiin bir dort yiizlii (tetrahedron) herhangi bir
yiize eklenirse yeni bir deltahedron olusur (bu tanima gore bu sekil
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kendi kendisiyle kesigebilir.)

Sonsuz sayida oktahedronlar ist iiste eklenirse sonsuz sayida del-
tahedron olusur. Bir oktahedron bir tiggen antiprizma olarak diistinii-
lebilir: ki eskenar iiggen yiiz birbirine bakar; herbirinin tepesi teki-
nin kenar1 iizerindedir ve aralarindaki bosluk 2x3 = 6 eskenar liggen-
le doldurulmustur.

Kenar sayilar1 esit olan herhangi iki poligon (gokgen) bir anti-
prizmanin karsit yiizleri olabilir ve bunlardan sonsuz tanesi iist iiste

yigilirsa yalniz tiggenlerden yapilmig silindir benzeri bir yiizey olu-
sur.

Deltoid veya ii¢ kose noktali hiposikloid (i¢ cevrim egrisi): Del-
toid' ilk inceleyen 1745 yilinda Euler oldu. Bir gember sabit bir gem-
ber iginde yuvarlamyor. Eger yuvarlanan g¢emberin yarigapi, sabit
cemberin yarigapinin 1/3'ii veya 2/3'ii ise, yuvarlanan gember lizerin-
deki bir noktanin geometrik yeri bir deltoid'dir.

Birim yarigaph bir cember icinde, ona teget kalarak donen, 2/3 bi-
rim yarigapl bir dairenin bir ¢apinin zarf1 bir deltoiddir. (Zarf: Bir eg-
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ri veya yiizey takiminin her elemanina teget olan bir egri veya yiizey,
o egri veya yiizey takiminin “zarf”1 adini alir. Ornegin dairesel halka,
iki cember arasina dizilmis ¢ok sayida kiigiik dairenin zarfidir. C.N.).

Zarfin bir diger olusturulma sekli soyledir; bir dairenin g¢evresi
lizerine saat yoniinde numaralandirilmig noktalar koyun; sonra ayni
dairenin ¢evresinde ayni noktadan baglayarak, fakat saatin tersi yonde
ve ¢ift aralikll numaralandirma yapin. Birbirine karsilik olan noktala-
r1 birlestirin; zarf bir deltoid'dir. (deltoid, biitiin bu dogrulara tegettir).

Ugtincii bir yol herhangi bir tiggen alip onun biitiin Simson gizgile-
rini ¢izmektir. Bunlarin zarfi da deltoid'dir. [Simson ¢izgisi veya sim-
son: Bunu anlamak igin 6nce bir noktanin belli bir liggene gore pedal
iggenini anlamak gerekir. Bir P noktasindan bir ABC iiggeninin her
bir kenarina bir dik indirelim. Bu diklerin ayaklar: - dikin kenar1 kes-
tigi nokta- x, y ve z olsun. xyz iiggeni, P noktasina gére ABC ii¢geni-
nin pedal iiggenidir. (Pedal tiggenin ikinci bir anlami kdseleri, yiik-
seklik ayaklari olan iiggendir.)

Simson ¢izgisi: Bir ABC ii¢geninin ¢evrel ¢emberi lizerinde bir P
noktasi alalim. P'den kenarlara dik indirelim. Bu diklerin ayak nokta-
lar1 olan x, y ve z ayni dogru iizerinde olsun. Bu durumda xyz liggeni
(pedal iiggen) xyz dogrusu haline gelmistir. Iste bu xyz dogrusuna
Simson dogrusu denir. C.N. (Bkz. Simson dogrusu)]

Deltoid'e T noktasinda ¢izilen teget, deltoidi A ve B'de kessin. AB
uzunlugu sabittir ve deltoid'in li¢ kenarina da igten teget (kiigiik) dai-
renin ¢apinin 2 katidir; AB'nin orta noktasi deltoid'in i¢ dairesinin
cevresi iizerinde bulunur. A ve B noktalarindan deltoid'e ¢gizilen teget-
ler birbirine diktir ve deltoid'in i¢ dairesi lizerinde AB’nin orta nokta-
sindan gecen capin diger ucunda kesisir. Deltoid'e A, T ve B noktala-
rinda ¢izilen tegetlerin normalleri (bu ii¢ noktanin herbirinde kendi te-
getine cizilen dik) en distaki biiyiik daire ile donen dairenin birbirine
teget oldugu noktadan geger. (Deltoiddeki bu ahenge hayran olmamak

elde mi? Tabii burada aslinda deltoidi yaratan beyne hayran oluyor in-
san. C.N.)
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Dengeli olarak yiizen cisimler Stanislav Ulam su soruyu sordu;
kiire, yogunlugu tekbi¢im (iiniform) olan kati cisimler arasinda her
pozisyonda yiizen tek kati cisim midir? Iki boyutlu basit bir problem
icin bu sorunun yanit1 “hayir’dir. Yogunlugu 0.5 olan ve kesiti asagi-

laki sekillerden biri olan bir silindir de ne yon verilirse verilsin rotas-
son yapmadan yiizer.

Referans: R.D. Mauldin (ed.) The Scottish Book, Birkhaiiser,
)81, Boston.
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Desargues sekli Perspektif halinde iki tiggen aliniz (ABC ve
EDF); yani bu iki liggenin birbirine karsilik olan tepelerini birlestiren
dogrular bir noktadan gegsin. Bu durumda birbirine karsilik olan ke-
narlarin kesistigi 3 nokta (P, Q. R) ayn1 dogru iizerindedir,

Desargues teoremi (yukaridaki ifadeye verilen isim) bu sekli 3 bo-
yutlu olarak diigiinerek kolayca ispatlanabilir. ABC ve DEF diizlemle-
ri L dogrusu, ABC ve ABED diizlemleri AB dogrusu ve DEF ve
ABED diizlemleri DE dogrusu iizerinde kesisir. Bu nedenle bu 3 dog-
ru da P'de kesisir; ¢iinkii P noktasi her ii¢ diizlem ve L dogrusu iize-
rinde bulunur. Benzer olarak AC ve DF, L dogrusu iizerindeki R nok-
tasinda, CB ve FE, Q noktasinda kesisirler. R ve Q noktalari da, P gi-
bi, L dogrusu iizerindedir. Ug boyutlu seklin diizlem iizerinde izdiisii-
mii alininca L dogru olarak kalir.
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Aciklamada noktali ¢izginin oynadig: 6zel rol nedeniyle sekil asi-

' metrik goriiliir. Fakat bu bir yanilsamadir. Sekildeki herhangi bir nok-
" ta6zel tepe (perspektif noktas: X'e karsihik) olarak alinabilir; bu du-
rumda sekilde tam ii¢ tane harflendirilmis kesisme noktasi olacak ve
bu noktalar sekildeki dogrulardan higbiri iistiinde olmayacaktir; bu 3
kesisme noktasi, PQR'a karsilik olan bir dogru iistiinde bulunacaktir.

Desargues teoreminin tersi de dogrudur; iki liggenin birbirine kar-
stlik olan kenarlarinin kesisme noktalar1 bir dogru iizerindeyse, birbi-
rine karsilik olan tepeleri birlestiren dogrular ayn1 noktada kesisir.

Su da var ki bu teoremin tersi ayn1 zamanda onun dual'idir (eslek).
Orijinal teoremden onun dualini elde etmek igin “nokta” yerine “dog-

ru”, “iki noktadan gegen dogru” yerine “iki dogrunun kesistigi nokta”
koyulur.

Destekli kare Elimizde koselerinden menteseli dort esit gubuktan
olusmus bir kare var. Kareyi hi¢ oynamaz (kat1) hale getirmek igin,
herbiri kare kenar1 uzunlugunda ve yine uglarindan menteseli kag gu-
buk gereklidir? (Tabii yeni konulan gubuklar da karenin bulundugu
diizlemde olacak).
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Bu, Scientific American'daki Martin Gardner kosesinde okurlarin
buldugu minimum ¢6zlimdiir. A, B ve C noktalar1 ayni dogru tizerin-
dedir.

(Referans: Sixth Book of Mathematical Games from Scientific
American, W.H. Freeman, San Francisco, 1971).

Dikdortgenlerin karelere ayrilmasi 1925'te Z. Moron ilk defa
bir dikdortgeni esit olmayan karelere ayirdi. Bu problem ona S. Ruzi-
ewicz tarafindan sorulmustyu; ayni problem /sko¢ Kitabmda Problem
59 olarak gecer.
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llging bir rastlantidir ki karelere ayrilmig ilk diktértgen 32x33 bi-
rim kenarli olarak yayimlandi; yani karenin karelestirilmesine ¢ok ya-
kindi. Karelere boliinmtus karelere erismek ¢ok daha giigtiir.

Referans: R.D. Mauldin (ed.), The Scottish Book, Birkhéduser, Bos-
ton, 1981.

Dikdortgensel hiperbol Asemptotlar: birbirine dik hiperbollere
dikdértgensel hiperbol denir.

Bir tiggenin li¢ kosesi dikdortgensel bir hiperbol lizerindeyse, lig-
genin ortosentrt da (yliksekliklerin kesisme noktasi) ayni egri tizerin-
dedir. Bunu soyle de soyleyebiliriz: Eger dort nokta ortosentrik ise,
bu dort noktadan gegen bir dikdortgensel hiperboller ailesi vardir. Bu
dikdortgensel hiperbollerin merkezlerinin geometrik yeri, tiggenin do-
kuz nokta dairesidir. (Bkz. Dokuz nokta dairesi.) (Burada matematigin
biiytileyici gilizelligi cok agikga goriliyor. C.N)

Eger dort nokta ortosentrik degilse, bu noktalardan gecen tek bir
dikdortgensel hiperbol vardir ve bunun merkezi, her keresinde bu 4
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noktadan iigiinii alarak olusturulan 4 iiggene ait 4 dokuz nokta dairesi-
nin kesisme noktasidir. Dikdortgensel hiperboliin merkezi inversiyon
(doniisiim) merkezi olarak alinirsa, bu egrinin inversi lemniskat (kur-
dele) egrisidir. (Bkz. Bernoulli Lemniskati) (Bkz. Inversiyon)

Dokuz nokta dairesi Herhangi bir iiggende kenarlarin orta nokta-
lan, yiikseklik ayaklar ve koseleri ortosentra (yiiksekliklerin kesigme
noktasi) birlestiren ¢izgilerin orta noktalar: ayni daire iizerinde bulu-
nur. Bu problemi Brianchon ve Poncelet 1821'de yayimladi; fakat
1804'te Benjamin Bevan adinda adi sani duyulmamig bir Ingiliz de
hemen hemen esdeger bir problem ortaya atmist.

Dokuz nokta dairesi, liggenin ¢evrel ¢emberinin yarisi kadardir.
Dokuz nokta dairesinin merkezi, sirkumsentr (¢evrel gemberin merke-
zi) ile ortosentr (yiiksekliklerin kesigme noktasi) arasinda tam ortada-
dir.

Dokuz nokta dairesi aslinda 9'dan fazla nokta igerir:

Bkz. Feuerbach teoremi.
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Dekuz-ii¢ konfigiirasyonu Baslica 3 adet dokuz-ii¢ (95) konfigii-
rasyonu olabilir. Bu su demektir: 9 nokta ve 9 dogru, her noktadan 3
dogru gegecek ve her dogru lizerinde 3 nokta olacak sekilde 3 tiirli

diizenlenebilir.

Bu konfigiirasyonlardan ikincisi bir iiggenin igine ¢izilmis bir iig-
gen olarak diisiiniilebilir; bu son tiggen de bir glincii liggen igine ¢i-
zilmistir; bu tglincii tiggen de ilk liggen igine ¢izilmis durumdadir.
Bunlardan birincisi aynt zamanda Pappus teoremi igindir (Bkz. Pap-
pus teoremi).
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Dort renk teoremi Herhangi bir diizlem haritanin boyanmasi, ay-
nt siniri paylasan iki iilke farkli renklerde olmak kosuluyla, en fazla
4 renk gerektirir.

Kalemi kagittan kaldirmadan siirekli bir ¢izgi ¢izerek baglanan
noktaya doniilen bir harita yalmz iki renk gerektirir.
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Asagidaki harita 4 farkh renk gerektiren en basit haritadir:

Harita boyamak icin 4 rengin yeterli oldugunun ispati, uzun ve do-
nemecli bir yol izlemistir. Kempe 1879'da biitiin matematik tarihinde
en yanls ispat denilebilecek yanlis bir ispat bulmus, bu yanhs ancak
1890'da Heawood tarafindan diizeltilmigtir.

Haritada dort renk problemi arncak 1976'da bilgisayarda yiizlerce
harita 0rnegi incelenerek Haken ve Appel tarafindan kanitlanmistir.
Bu ispat matematikgilerce genellikle kabul edilmis olmakla birlikte
bu biraz istemeye istemeye olmustur; ciinkii ispati ¢izgi-¢izgi incele-
mek olanagi yoktur.

Dortgen mozaik Herhangi bir dortgen, kendi kendini gaprazlama-
dik¢a, mozaik yapabilir. Asagida bir paralelkenar ag1 goriiyorsunuz.
Her paralelkenar i¢inde dort iicgen var. Her ticgen digerlerinden fark-
Ii; fakat ayni bigimde olan iiggenlerin kenarlar1 paralel. Iki {icgen ta-
ban tabana verip tekrarlayan dérigenler yapiyor.
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Dértyiizlii Bir dortyiizliiniin koselerine esit agirliklar konulursa,
agirlik merkezi sdyle bulunur: Dort kose ikiser ikiser alinarak her
¢ift i¢in kenarin orta noktasi bulunur. Karsit kenarlarin ortalarini bir-
lestiren dogrular bir noktadan geger; burasi dortyiizliiniin agirlik mer-
kezidir.
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Kargit kenarlar iig tiirlii se¢ilebildiginden, karsit kenarlarin ortasi-
m birlestiren ii¢ dogru olusmustur. Ayrica ikinci sekilde goriildiigii
iizere, dortyiizliiniin bir diizlem iizerinde izdiigiimii alinirsa bu durum
su teoremi verir: Bir dortgenin kargilikli kenarlarinin ve kdsegenleri-
ninorta noktalarini birlestiren ti¢ dogru bir noktada kesisir.

Bir dortyiizliiniin 4 yiiziine, biri igten ve yedisi digtan olmak lizere
§ kiire degebilir. Diizenli dortyiizliide digtaki 7 kiireden 3'liniin mer-
kezleri sonsuzdadir (yani bunlar diizlem halini almigtir.)

Bir dortyiizliiniin yiikseklikleri ayn1 noktada kesismez. Eger kar-
sit kenarlar birbirine dikse, yiikseklikler birbirini keser. Eger bir yiik-
seklik ¢ifti birbirini keserse, diger yiikseklik ¢ifti de birbirini keser.

Eger iig¢ yiikseklik ayn: noktadan gecerse, dordiincii yiikseklik de
oy soktadan geger, lacop Steiner bunu 1827'de zasifge Yiyle tamum-
lamigtir: Bir dogru bir dortyiizliiniin yiiksekliklerinden iigiinii keserse
dordiinciiyii de keser.

Dértyiizlii disseksiyonlar Iki boyutlu ortamda, yani diizlem iize-
rinde, bir iiggen kolaylikla esit alanl bir diger tiggene donistiiriilebi-
lir; 5rnegin her iki iggen ayni kareye esitlenebilir. Aslinda genel ola-
rak iki diizlem gokgen, ancak ve ancak alanlari esitse, birbirine do-
niigtiiriilebilir. Fakat ayn1 hacimde iki dértyiizlii birbirine doniigtiirii-
lemez. Ug boyutlu ortamda esit hacimli iki gokyiizlii birbirlerine
.doniistiiriilemez. David Hilbert 1900 yilinda Paris'teki Enternasyonel
"E’Matematikgiler Kongresine sundugu iinlii “Yirmi ii¢ ¢6ziimsiiz prob-
lem” arasina bunu da katmusti. (Bir Euclid uzayinda ek sayili boyut-
larda zorluk dogar.)
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Bir dortytizliinlin liggen prizmaya doniistiiriilmesinin yollarindan
biri 1896'da M.J.M. Hill tarafindan yayimlanmistir. Prizma tabaninin
sakli arka kenari, sag yatay ve sol dikey kenara diktir. Bu kenarlarin
herbiri aynt uzunluktadir. Birinci kesi yatay olup yukari dogru iigte
bir mesafedendir; ikinci kesi dikey olup sol kenarla birinci kesinin ya-
rattig1 kenar arasindaki mesafeyi ortalar.

Bir kere ikinci sekildeki prizma olugturulunca, bu ¢nce bir dik-
dortgenler prizmasina ve sonra bir kiipe doniistirtlebilir.

Referans: V.C. Boltanyanskii, Hilbert's Third Problem, Wiley,
New York, 1978.

Dudeney'in kare olabilen menteseli eskenar ii¢geni Henry Er-
nest Dudeney, bilmecelerinin bir ¢ogunda biitiinii parcalara ayina
(disscksiyon) ve tekrar birlestirme sorunlarini ele almigtir. Bu bilme-
ce onun bag yapitidir. Menteselenmis pargalar bir yonde (sagda) bir-
lestirilirse kare, diger yonde (selda) birlestirilirse eskenar iliggen ya-
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par. Menteselerden ikisi iiggenin kenarlarindan ikisini ikiye boler (se-
kilde iiggenin iki kenarmin ortasindaki noktalar); liglinci mentese
(sekilde iiggenin yatay kenari lizerindeki nokta) iggenin 3. kenarini
0.982:2: 1.018 oraninda boler. '

L 4

Dudeney bu bilmecenin tahtadan giizel bir modelini yapti ve
1905'te bunu Kraliyet Bilim Dernegi (Royal Society) oniinde goster-
meye ¢agrildi. Bir bilmece ustasi igin ahgilmadik, fakat yerinde bir
seref.

Dupin siklidi 3 sabit kiireye (icten veya distan) teget kiirelerin
zarf1 bir Dupin siklididir (yani Dupin siklidi bu kiirelerin hepsine te-
geltir).
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(Bir yiizey takiminin zarfi: Takim elemanlarinin herbirinin yiize-
yine teget olan yiizeye verilen isimdir. C.N.)

Biitiin teget kiirelerin merkezleri ayn1 konik (elips, parabol veya
hiperbol) tizerinde bulunur; bu nedenle Dupin siklidi soyle de tanim-
lanabilir: Dupin siklidi, merkezleri belli bir konik iizerinde olan ve
belli bir kiireye teget olan kiirelerin zarfidir.

Ugiincii bir tamim sudur: Dupin siklidi, merkezleri belli bir kiire
lizerinde olan ve belli bir kiireyi dikine kesen kiirelerin zarfidir.

Torus (simit yiizeyi) Dupin siklidinin 6zel bir halidir ve hayrettir
ki her Dupin siklidi bir torusun inversidir [inversiyon (evirtim): O sa-
bit bir nokta ve C bir egri olmak iizere, M noktasi C iizerinde gezdi-
ginde OM. OM = k esitligini saglayan bir M” noktasinin geometrik
yeri. k 0.

Bir noktanin bir daireye gore inversi: Ayni yarigap lizerinde bulu-
nan iki noktanin merkeze uzakliklarmin g¢arpiminin yarigapin karesi-
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ne esit olmasi halinde bu iki nokta birbirinin inversidir ve dairenin
merkezi inversiyon merkezidir. Bu noktalardan biri verilirse, onun in-
versi bulunabilir. Biitlin noktalar1 bir egrinin biitiin noktalarinin inver-
si olan bir egriye, o egrinin inversi denir. Bir cemberin merkezinden
gegen bir gemberin inversi bir dogru, merkezinden gegmeyen ¢ember-
lerin inversleri yine dairedir. Bir egrinin denklemi f(x,y) = O ise, bu
Jonksiyonun bir cembere gore inversi sudur:

f(k2x / x2+y? , K2y / x2+y2) = 0;

Burada her x’li ve her y'li terim k2 / (x2+y?) ile carpilmistir. Bir
noktanin bir kiireye gore inversi: Ayni yarigap lizerinde bulunan iki
1wktanin kiire merkezine olan uzakliklarinin ¢arpimi kiire yarigapinin
@resine egitse o iki nokta birbirinin inversidir. Sabit bir kiireye gore
rer kiirenin inversi yine bir kiiredir; yalniz sabit kiirenin merkezinden
recen bir kiirenin inversi bir diizlemdir. Bir torusun inversi bir Dupin

iklididir. C.N.)

Duvar kagidr desenleri Duvar kagidi deseni iki farklh dogrultuda
izenli aralarla tekrarlar. Duvar kagidi simetrisi, kullanilan agin (se-
:kenin) simetrisine ve tekrarlayic1 motifin ayn1 simetriye sahip olup
mayigina baghdir. Asagidaki siralarda goriildiigii izere ag bes se-
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Olas: simetriler kombine edilerek 17 gesit duvar kdgidi deseni
olusturulabilit; bunlarin hepsi Ispanya'daki Elhamra saray: fayansla-
rinda ve diger Magribi mimarisinde bulunmustur.

Diigiimler Diigiimlerin ge¢misi zaman sisleri arasinda kaybol-
mustur. Insanlik bilyiik olasilikla diigiimleri sayilardan énce bulmus-
tu; fakat matematikgiler diigiimlerin 6nemini son 100 yllda anlayip
onlar1 incelediler.
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Bu barco bagidir: birkag yil 6nce arkeologlar tarafindan Finlandi-
ya'da bir balik¢1 aginda bulunmug ve polen analiziyle M.O. 7000 yil-
larina ait oldugu saptannustic. Uglar bitigtirin. Nereden baglarsaniz
baslayin, sonug aynidir; bir ylizeyi egip uclarini bitistirmis olursu-
nuz. Diiglimler matematik bakimindan esdegerdir.

Geleneksel diigiimlerin yiizlerce sekli ve kullanigi vardir; kulla-
ig cok pratik olabildigi gibi karmasik ve siise yonelik olabilir. Solda

emicilerin “salvo” diigiimii, sagda ise ‘okyanus orgiisii’ diigiimii var;
er ikisi de Kelt'lerin kayis isi desenlerini hatirlatiyor.
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Diigiimler, pespese Matematikgiler diigiimlerin pratik yarariyla
(ki siirtiinme, baglama kolaylig: vb. ile ilgilidir) ilgilenmezler; onlar
diigiimleri, uglar1 birlestirildigi i¢in ¢oziilmeyen egriler olarak goriir-
ler. Bir egri ancak ii¢ boyutlu bir uzayda diigiimlenebilir. Dort boyutlu
uzayda bir egri diigiimlenemez, fakat bir yiizey diigiimlenebilir.

Diigiimleri siniflandirmanin dogal bir yolu, onlar1 yaptiklar ¢ap-
razlarin sayisina gore ayirmaktir. Asal diigiimler 7 veya daha az cap-
raz yaparlar. ‘Asal’dan kasit diigiimiin, bir ip lizerinde pespese bagla-
nan iki diigiim olarak diisiiniilemeyecegidir.
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Herhangi bir diigiime, ipin bir boliimii ¢imdikienerek ve bu bolum
sola veya saga dogru ters gevrilerek, yeni bir capraz katilabilir. Cap-
razlar sayilirken bu gibi ¢aprazlar diizeltilir ve sayilmaz.

Capraz sayisi arttikga, olusturulabilecek diigiim ¢esitlerinin sayisi
da artar. 3 veya 4 (olasi en kiicitk ¢apraz sayisi) ¢aprazla bir gesit, S
caprazla iki, 6 gaprazla ii¢, 7 ¢aprazla yedi, 8 ¢aprazla yirmibir, 9 ¢ap-
razla kirkdokuz ve 10 gaprazla yiiz altmigbes tiirli diigiim olusturula-
bilir. Sola bakan ve saga bakan diigiimler ayni sayilmazsa, diigiim ge-
sidi bu sayilarin iki kaudir.

Diizgiin altigenler ve yildizlar Mozaik olusturabilen ¢okgenler
hafifce birbirlerinden ayrilirlarsa ¢okgen + yildiz mozaikleri olugtu-
rulabilir.
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Buna menteseli mozaik de denilebilir. Yildizin altigene ait olma-
yan her kenarl, iki altigeni bir arada tutan iki ucu menteseli bir koprii-
diir. Altigenler birbirinden ayrildikga, yildiz siser; bir an biiyik es-
kenar bir liggeni andirir ve nihayet orijinal altigenler gibi bir altigen
olur.

Diizgiin besgen Euclid diizenli bir besgenin nasil ¢izilecegini
gosterdi; Elemanlar kitabinin son cildinde anlatti@1 iizere, bu ¢izim
olmasaydi diizgiin onikiyilizliiyli yapamazdik.

Basta Leonardo da Vinci ve Diirer olmak tizere birgok kisi, mimar

ve tasarimcilarin kullanmasi igin yaklagik ¢izimler tasarladilar. Bir
sonraki sekil bunun basit ve miikkemmel bir 6rnegidir.

Bir daire ve birbirine dik iki ¢ap ¢izip bir yarigapt X'de iki esit
parcgaya boliin. XA'ya esit XY'yi isaretle; A merkezli ve AY yarigapl
yayi ¢izerek daireyi B ve E'de kestir. A, B ve E diizgiin bir besgenin
tic kosesidir.
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Diizgiin dort boyutlu politoplar Bunlar ii¢ boyutta diizenli ¢ok-
yiizliilerin dort boyutlu uzaydaki analoglaridir. Sayilar1 onaltidir: Al-
tist konveks (dis biikey) ve onu yildiz bigimi.

Asagidaki tablo bu politoplarin kose, kenar, iki boyutlu yiiz ve iig
boyutlu hiicrelerinin sayisini verir:

Koseler Kenarlar  Yiizler  Hiicreler

Pentatop 5 10 10 5
16 hiicreli 8 24 32 16
Hiperkiip 16 32 24 8
24 hiicreli 24 96 96 24
600 hiicreli 120 720 1200 600
120 hiicreli 600 - 1200 720 120

Pentatop ve 24 hiicreli kendi kendilerinin dualidir. 16 hiicreli, hi-
perkiipiin dualidir; 600 hiicreli ve 120 hiicreli birbirlerinin dualidir.

Biitiin diizenli politoplar i¢in Euler iligkisine benzer su iligki ge-
cerlidir:
kose sayist + yliz sayist = kenar sayisi1 + hiicre sayisi

Bes ve daha fazla boyutlu uzaylarda yalnizca 3 diizgiin konveks
politop vardir.

Diizgiin mozaikler Kepler diizgiin mozaikleri ilk diigiinen kisiy-

di; onlar1 diizgiin ¢okyiizliilerin benzerleri (analoglari) olarak goriiyor-

“du. Kareler, altigenler ve eskenar liggenler kullanilarak ii¢ tiirlii diiz-
glin mozaik yapilabilir.
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Diizgiin onyedigen Gauss 18 yasindayken sunu kanitladi: Dii-
zenli bir n-genin cetvel ve pergelle ¢izilebilmesi i¢in n'in asal bir Fer-
mat sayist olmasi veya farkli asal Fermat sayilarinin ¢arpimi olmast
gerekir. (Bunu Disquisitiones Artithmeticae kitabinda yayinladi,
1801).

n. Fermat sayisi 22" 4 1'dir; burada n sifir veya pozitif tamsayidir.
Ugiincii Fermat sayisi 17 oldugundan, teorik olarak cetvel ve pergelle
diizgiin bir onyedigen ¢izmek olasidir. Bunun en basit yontemi H.-W.
Richmond tarafindan bulunmus ve Rouse-Ball tarafindan soyle uygu-
lanmistir:

Ny F OE N, 0
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OB iizerinde T'yi bulun, dyle ki OI = 1/4 OB olsun. {P 1 birlestirin
ve OP,, iizerinde Gyle E ve F noktalar1 bulun ki OIE agis1 = 1/4 OIPo
ve FIE agisi= 1/4 7 olsun. FP ¢apli daire OB'yi K'da ve E merkezli
ve EK yarigapli daire OP,'1 Ny'te (O ve P arasinda) ve N te kessin.

OB’ye paralel N3P, ve NsPs cizgileri, orijinal daireyi P; te ve Ps
te kessin. Py, P3 ve Ps diizgiin bir onyedigenin O'inci, 3'lincii ve S'inci
koseleridir. Bu ii¢ kdseye dayanarak kalan koseler kolayca bulunabi-
fir.

Referans: W.W. Rouse ve H.M. Coxeter, Mathematical Recreati-
ons and Essays. 12th edn,, University of Toronto Press, Toronto, 1974.

Diizgiin yedigen Yalniz cetvel ve pergel kullanilarak diizgiin bir
yedigen ¢izilemez. Fakat 7 kiirdan kullanilarak =/7 derecelik bir agi
yapilabilir, bundan da diizgiin yedigen kolayca elde edilir. Kiirdanlar
A, X, Y ve B ayni1 dogru iizerinde olacak sekilde diizenlenir; sag ke-

nar da benzer sekilde olusturulursa A agis1 7t/7'dir.

A

" Referans: C. Johnson, A construction for a regular heptagon, Mat-
hematical Gazette, No: 407, 1975.

101



Ejderha (dragon) egrisi Uzun bir kagit seriti, sag yant sol yani
lstiine gelecek sekilde katlayin ve sonradikaci yapacak sekilde agin.
Buna kenarindan bakinca 1. dereceden bir ejderha goriiliir. Simdi se-
ridi kapatin ve yeniden 1. kivrimla ayni dogrultuda katlayin. Sonra
her kivrim dikag¢1 yapacak sekilde bunu da agin. Bu operasyonu tek-
rar edin. Yine kenardan bakildiginda bunlar 2. ve 3. derece ejderhalar-
dir. Asagida 10. dereceden bir ejderha egrisi goriiliiyor.
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4 ejderha egrisi, bir nokta etrafinda birbirine uyar. Asagidaki se-
kilde 6. dereceden dort ejderha egrisi birlestirilmis. Her egride acilar,
efrinin kendi kendini kesmemesi i¢in hafif¢e ayarlanmistir; boylece
edrileri ayr1 ayr1 gorebilirsiniz. Bu fraktal bir egridir.

Elips Elips bir diizlemin bir koniyi kesmesiyle olusur. Eger koni
tepenin iki yaninda yer alan cinsten ¢ift koniyse, elips diizlemi koni-
nin bir yarisini keser. Parabol, koninin yiizeyindeki tepeden gegen bir
logruya paralel bir diizlemle koninin kesit ¢izgisidir. Hiperbol koninin
ter iki yarisini kesen bir diizlemle koninin kesitidir.
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Elips iki sabit noktaya (6rnegin raptiye, ¢ivi vb.) (F ve G) baglan-
mus bir ipi kalemle gererek gizilebilir. Ip gergin tutularak kalem hare-
ket ettirilirse bir elips ¢izilir. F ve G elipsin odak noktalaridir.

Elipsin her odak igin bir tane olmak tizere iki direktrisi (dogrult-
man) vardir. Elips odak denilen sabit bir noktadan uzaklifinin direkt-
ris denilen sabit bir dogruya uzakhgina oraninin sabit ve 1'den kiigiik
oldugu noktalarin geometrik yeridir. (Elips ayn: zamanda odak deni-
len 2 sabit noktaya olan uzakliklarinin toplami sabit olan noktalarin
geometrik yeridir. C.N.)

Iki sabit nokta kullanmak yerine, ip bir diger elipsin etrafina sari-
lirsa, ipin ucundaki kalem yine, bir elips ¢izer; bu elipsin odak nokta-
lar1 orijinal elipsinkilerin aynisidir.

Bir dikdértgen igine bir elips ¢izmek igin dikdortgeni kenarlarin
ortasindan gecen birbirine dik iki dogruyla 4'e boliin. Kiigiik dikdort-
genlerden hirini alin. Kiigiik dikdortgenin kisa ve uzun kenarini ¢ift
sayida (sekilde 4) parcaya ayirin. Bu noktalar x ve y ile birlestirildi-
ginde dogrularin kesisme noktalar1 elipsin dortte birini olusturacak-

tir. Diger 3 kiigiik dikdortgende benzer operasyonlar yapilarak elips
tamamlanir.
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Elips ezilmis bir daire olarak disiiniilebilir. Asagidaki sekilde
dig dairenin yiiksekligi 0.6 kat azaltilarak veya i¢ daire yatay olarak
gerilerek elips olusturulmasi goriiliiyor.
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Bir elipsi kagit katlayarak elde edebilirsiniz. Bir daire ¢izin ve
icinde bir noktay! isaretleyin. Kagidi dyle katlayin ki dairenin gevresi
noktadan gegsin. Farkli kivrimlar yaratmak iizere bu operasyonu tek-
rarlaymn. Kivrimlar bir elipsi zarflayacaktir.

Asagidaki elips ¢izim yolu, Leonzrdo da Vinci tarafindan bulan-
du. Bir ABC tiggenini kesip ¢ikartin. Bir k&gida iki eksen (dogru) ¢i-
zin (dik olma sart1 yok). Uggeni 6yle hareket ettirin ki koselerden biri
bir, digeri diger dogru tizerinde kaysin. Ugiincii kosenin geometri yeri
bir elipsdir.
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Elips ¢izmenin &zel bir yolu duvara dayanmis bir merdivenin kay-
masidir. Merdiven iist ucu duvara, alt ucu désemeye dayali iken kay-
maya baglarsa, merdiven lizerindeki sabit bir nokta, 6rnegin merdi-
vende duran birinin ayag, bir elips pargasi ¢izecektir. Bu yontem elip-
sograflarin (kollu pergel, elips ¢izmek i¢in yapilmis ticari cihazlar)
temelini olusturur. Bir gubugun iki noktas: iki yarik i¢inde kayarken
cubugun ucu elips ¢izer.

Elipse gizilen bir teget, degme noktasini odaklara birlestiren ¢izgi-
lerle egit agilar yapar.
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Bu mekanik olarak soyle de diisiiniilebilir: Kii¢lik bir agirlik iki ‘
civiye baglanmis bir ip lizerinde kaymaktadir. Agirhgin ¢izdigi yol
tarif iizere bir elipsdir. En alt noktada teget yatay olacaktir ve agirlik
ip lizerinde diizgiin kayarsa, iplerin yatayla yaptiklar1 agilar esit ola-
caktir; clinkli agirhk hareket etmiyorsa esit gerginlikler gereklidir.
Teget, degme noktasin1 odak noktalarina birlestiren dogrularla esit
agilar yapar.

Elli dokuz ikozahedra (elli dokuz yirmi yiizlii) Tetrahedron (4
yiizlii) ve kiip, yildiz bigimine konulamaz; ¢iinkii yiizleri uzatilirsa
birbirini tekrar kesmez. Oktahedron (8 yiizlii) tek bir yildizlasma ya-
par: stella octangula (8 agili yildiz). (Bkz. Stella octangula) Dodeka-
hedron (12 yiizlii) ii¢ tip yildiz yapar; kii¢ilik onikiyiizlii yildiz, biiyiik
onikiyiizlii yildiz ve biiyiik onikiyiizlii.

Buna karsi ikozahedron'un (20 yiizlii) en az 59 yildiz bi¢imi var-
dir; bunlar M. Bruckner, A.H. Wheeler ve H.S.M. Coxeter tarafindan
sayllmistir. Bir odun blokundan diiz kesilerle bir ikozahedron kesilip
cikartildiginda 1+20+30+60+20+60+120+12+30+60+60 parca olu-
sur. Bunlar yerine simetrik olarak 32 refleksibl polihedron (simetri
diizlemleri olan polihedronlar) ve sola doniik ve saga doniik olarak
cift cift gelen 27 kati parca konulabilir. Bunlar arasinda orijinal ikoza-
hedron, biiyiik ikozahedron ve 5 oktahedron (8 yiizli) ile 10 tetrahed-
ron'un (4 ylizlii) bilesik sekilleri vardir. Sekil deltahedron'dan ibaret
liglincii yi1ldizlagmayi gdsteriyor.




Referans: H.S.M. Coxeter, The Fifty-nine Icosahedra, Springer-
Verlag, Berlin, 1938.

Esit acih veya logaritmik spiral 1638'te Descartes tarafindan bu-
lundu. Bu spiral orijinden (O'dan) gegen herhangi bir yaricap! hep ay-
n agiyla keser. Bu agiya o dersek, spiral'in polar denklemi r = a exp
(B cot @) olur,

Bu egri Jacob Bernouilli tarafindan incelendi. Bernouilli bu egri-
nin kendini bigim degistirerek tekrarlamasindan o kadar etkilendi ki
bu egrinin mezar tas: lizerine ¢izilmesini ve yanina Eadem mutata re-
surgo (Ben 0zii ayni, ama degismis olarak dirilecegim) yazilmasini
istedi.

Logaritmik spiral'in evoliitii ve orijine gdre inversi yine esit agili
bir spiraldir. Orijine bir 151k kaynag: konulursa, yansima ve kirilma
voluyla kostikleri de 6zdes esit actli spiraller olur.

Bu egri kendine benzer; sdyle ki egrinin bir bolimii biyiitiiliir ve-
va kiigiiltiilirse, ayni egrinin bir bagka bolgesiyle 6zdes bir egri elde
edilir.
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Spiral diiz bir ¢izgi boyunca yuvarlanirsa, spiralin merkezinin (ku-
tup) gittigi yol bir diger diiz ¢izgidir. Kutbun baslangi¢ noktas: T'dir;
TOX dik agidir; egrinin kutuptan X noktasina kadar olan uzunlugu
XT'ye esittir.

Esit a1l spiral dogada tekrar tekrar goriiliir. Ornegin Nautilus de-
nen deniz hayvaninin kabugundaki girdap bigimi ¢izgiler, esit agili
(logaritmik) spiraldir. Fakat aygiceginin giceklerindeki spiraller ancak
yaklagik olarak esit agili spirallerdir, bunlara Fermat spiralleri dg-
mek daha uygundur.

Esit ic daireler teoremi X'den gecen dogrular 6yle secilmistir ki
XAB, XBC, XCD... iiggenlerinin i¢ dairelerinin yarigaplari esittir. Bu
nedenle XAC, XBD... liggenlerinin i¢ daireleri de esittir.
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Benzer olarak XAD, XBE ii¢genlerinin ve XAE ve XBF liggenleri-
nin i¢ daireleri de esittir. :

Eskenar dortgensel onikiyiizlii (rombik dodekahedron) Bir kii-
piin her yliziine bir kiip oturtarak 7 kiipten olugsmus ti¢ boyutlu bir hag
yapin. Dig kiiplerin merkezlerini ortadaki kiiplin koselerine birlesti-
rin. Bir eskenar dortgensel 12 yiizlii elde edersiniz. Bu seklin her yii-
zii bir eskenar dortgendir; kisa kosegenleri orijinal kiiplin kenarlari
ve uzun kosegenleri diizgiin bir 8 yiizliinlin kenarlaridir. Bu sekil do-
gadalal tas1 veya grena kristallerinde vb. goriiliir.

Olusturulmast i¢in kullanilan metotdan anlasildigi tizere, bu sekil’
bosluk doldurucudur. Her kiiptin merkezini 6 yiiziin herbirine birlesti-
ren menteseli 6 kare piramit hayal edelim; bu model hem tam bir kiip,

hem de ortasinda bir kiip bulunan bir eskenar dortgensel 12 yiizli ya-
pacak sekilde biikiilebilir.

Her kosede 3 veya 4 yiiz birlesir. Bir kdsede birlegen li¢ ylizii ¢1-
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kartarak ve cevreleyen 6 yiizii bir altigensel prizmanin yiizlerini olus-
turacak sekilde uzatirsak arilarin bal peteklerinde gériilen {i¢ boyutlu
sekli (hiicreyi) elde etmis oluruz.

Eskenar dortgensel 12 yiizliiniin yiizleri birbirlerini kesecek sekil-
de uzatilirsa, yiizlerin nasil uzatildigina bagh olarak birbirinden farkl
lic yildiz elde edilir. 1. ve 3. yildizlar sekilde gériiliiyor.

Birinci yildizin koseleri bir kiip-sekizyiizliiniin (kiibo-oktahedron)
kdseleridir. Birinci yildiz ayn1 zamanda, herbiri diizgiin bir 8 yiizliiyi
ana eksenlerinden biri boyunca sikistirarak elde edilen, 3 diizgiin ol-
mayan (irregiiler) sekizyiizliiniin i¢ice ge¢gmesiyle olusmustur.

Ugiincii yildiz1 dikkatle incelersek sunu goriiriiz: Eskenar dort-
gensel 12 yiizlii aynm1 zamanda her ¢ift bir kdsegensel diizlemi payla-
§acak sekilde birbirini kesen 3 kare piramidin de bir parcasidir.
Uciincii yildizin koseleri ayn zamanda bir kesik 8 yiizliiniin de kose-
leridir.

Eskenar ii¢gen fayanslar Diizenli moziklerden biri de 6zdes es-
kenar iicgenlerden olusandir. Bu mozaikte tliggenler seritler olustur-
dugundan, daha az diizenli iliggenlerden olusmus diizlemde sonsuz sa-
yida mozaik vardir.
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Ucgenlerin biiyiikliigii degisik olabilirse, daha birgok olasilik var-
dir. Asagidaki sekil, 3 farkli biiylikliikte eskenar liggen igceren bir
mozaiktir.

Euler cizgisi Herhangi bir liggende gevrel ¢emberin merkezi O
(sirkumsentr), ortosentr H (yliksekliklerin kesisme noktasi) ve kenar
ortaylarin kesigme noktasy G aym dogru iizerinde bulunur. Ayrica
GH=20G'dir. Leonhard Euler bu iinlii teoremi 1765'te yayimladi.
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Fano diizlemi Her sonlu projeksiyon (izdiisiim) diizlemi noktalar
ve cizgiler igerir; sdyle ki her noktadan ayni sayida ¢izgi geger ve her
dogru ayni sayida nokta igerir.

Sekil en kiiciik sonlu projeksiyon diizlemi olan Fano diizlemini
gostermektedir. Fano diizleminde 7 nokta ve 7 ¢izgi vardir. Her c¢izgi-
nin iistiinde 3 nokta vardir ve her noktadan 3 ¢izgi geger; bu husus su
formiille ifade edilir: 73. Fano diizlemi, geometrik bakimdan diiz ¢iz-
giler ¢gizilerek, biitiin sonlu projeksiyon diizlemlerinin ¢izilemeyecegi-
ni gosteren bir 6rnektir. Fano diizleminde biitiin ¢izgiler diiz olup yal-
niz 7. ¢izgi bir dairedir.
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Sonlu bir projeksiyon diizlemindeki nokta sayisi 1+pn+p2n'dir, bu-
rada p, asal bir sayidir. Her ¢izgi iizerinde [+pn nokta vardir ve her
noktadan 1+pn ¢izgi gecer. Fano diizlemi i¢in p=2 ve n=1'dir.

Fano diizlemi 75 ile ifade edilen tek ¢izimdir. Yine tek ¢izim olan
83 de Fano diizlemi gibidir; bunda da biri harig biitiin ¢izgiler dogru-
dur. Ug tiirlii 93, on tiirlii 103, otuz bir tiirlii 113 ve ikiyiiz yirmi sekiz
tiirld 123 sekli bulunmaktadir.

Fatou tozu Mandelbrot kiimesi (veya es deger bir bagka kiime)
disindan segilen bir nokta bir Julia kiimesi yarattiginda, Julia kiimesi
izole noktalar halinde pargalanir; bunlara bulanin adina izafeten Fatou
tozu denir. Pierre Fatou, Gaston Julia ile beraber ¢alisiyordu.

Eger nokta Mandelbrot kiimesine nisbeten yakinsa, Fatou tozu yo-
¢undur ve Mandelbrot kiimesine yakin noktalarda Julia kiimesine ben-
zer. Nokta Mandelbrot kiimesinden uzaklagtikga, toz daha incelir.
(Bkz. Mandelbrot kiimesi: bkz. Julia kiimesi)
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“Fault”’suz dikdortgenler Bir dikdortgeni birgok daha kiiciik dik-
dortgene ayiran, bir kenardan 6teki kenara uzanan gizgilere “fault” de-
nir. Fault icermeyen dikdortgen parcalamalara “faultsuz” denmekte-
dir. Bir dikdortgeni 3, 4 veya 6 pargaya bdlebilmek igin fault sarttir;
bu béliinmeler faultsuz yapilamaz. Sekilde solda bir dikdortgenin fa-
ultsuz 5 dikdortgene, 5x6'lik bir diktortgenin yine faultsuz 15 adet
2x1'lik dikdortgene ayrildig: goriiliiyor.

Fermat spirali veya parabolik spiral Bu spirale 1636'da onu ilk
defa inceleyen Pierre de Fermat'nin adi verilmistir. Polar denklemi
r2=a2@'dir; bu denklem parabol denklemi olan y2=ax'e yiizeysel olarak
benzedigi i¢in bu spirale parabolik spiral de denilmektedir.
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Robert Dixon, Fermat spiralinin bitki biiyiimesi igin nasil dogru
modeller olusturduguna deginmistir; drnegin papatya ¢igeginin sar1
ortasindaki spiraller esit agili (logaritmik) spiraller olmayip Fermat
spiralleridir. Fermat spirallerinin 6zelligi sudur; her halka esit alan ar-
tiglarina karsiliktir; asagidaki papatyada da durum budur.

Referans: R. DIXON, ‘The mathematics and computer graphics of
spirals in plants’, Leonardo, Vol. 16, No: 2, 1983. R. Dixon, Mathog-
raphics, Basill Blackwell, Oxford 1987.

Fermat noktasi1 Fermat, Torricelli'ye su soruyu sormustu: Bir iig-
gende Oyle bir nokta bul ki bu noktamn tiggenin koselerinden olan
uzakliklarinin toplami minimum olsun. Bu problemin pratik nemi
vardir; drnegin bir liggenin kodselerinde bulunan 3 kdyii birbirine bir-
lestirecek en kisa yol hangisidir?
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Eger licgenin biitiin agilar1 120°'den kiigiikse aranan nokta dyle bir
noktadir ki bu noktay: koselere birlestiren dogrular arasinda 120° ag1
vardir; bu noktaya Fermat noktasi (F) denir. Eger bir kdsedeki agi en
az 120° ise, Fermat noktasi bu kose ile ¢akisir.

Fermat noktasi deneyle bulunabilir. Bir liggenin kdselerindeki de-
liklerden asagi licgen diizlemine dik ipler sarkitarak iplerin alt ucuna
esit agirhiklar baglayin; sonra iplerin iist uglarint bir araya getirerek
diiglimleyin; diigiim, agirhklarin ¢ekmesiyle Fermat noktasina kaya-
caktir.

Fermat noktasini soyle de bulabilirsiniz. Uggenin her kenar iistii-
ne bir eskenar licgen ¢izin. Sonra eskenar licgenlerin serbest kdseleri-
ni, ilk liggenin kars1 koseleriyle birlestirin; bu ii¢ dogru Fermat nok-
tasinda kesisir. Fermat noktast ayni zamanda ¢izdiginiz eskenar tig-
genlerin ¢evrel ¢emberlerinin kesisme noktasidir (sekle bkz.). Eske-
nar iiggenlerin tepelerini orijinal liggenin karsi kdselerine birlestiren
dogrular (sekilde noktali), birbirine ve iiggenin ig¢indeki en kisa yol
sebekesine (Fermat noktasindan orijinal liggenin koselerine olan
uzakliklarin toplamina) esittir.

Napoleon teoreminin bir varyantinda oldugu gibi eskenar tiggenler
disa dogru de8il de ice dogru cizilirse, eskenar licgenin serbest tepe-
lerini orijinal liggenin (ABC) kars1 koselerine birlestiren dogrular yi-

118



ne bir noktada kesisir: P. Bu P noktasinin goyle bir 6zelligi vardir:
Eger C agis1 60°den kiigiikse ve hem A, hem B agis1 60°den biiyiikse
PA+PB-PC bu noktada minimumdur. Eger bu sartlar yoksa, minimum
A'da veya B'de saglanir.

Eger bir iiggenin kenarlar1 a, b ve ¢ uzunlugunda ve Fermat nokta-
sinin koselerden uzaklig1 x, y ve z ise, kenar1 x+y+z olan bir eskenar
liggenin i¢inde koselerden uzakhklar: a, b ve c olan bir nokta vardir.

Referans: DAVID NELSON, Napoleon revisited, Mathematical
Gazette, No: 404, 1974.
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Feuerbach teoremi Feuerbach yarigaplar1 ve merkezler arasinda-
ki uzaklklar1 hesaplayarak sunu kanitladi: Dokuz nokta ¢emberi tig-
genin i¢ ¢cemberine (incircle) ve 3 dis cemberinden (excircle) herbiri-
ne tegettir. Boylece dokuz nokta dairesine 4 6nemli nokta daha eklen-
mis olur. (Bkz. Dokuz nokta dairesi.)

ABC li¢geninin 9 nokta dairesi, ayn1 zamanda AHB, BHC ve
CHA ii¢genlerinin de 9 nokta dairesidir ve bu nedenle bu ii¢ liggenin
herbirinin i¢ ve dig ¢emberlerine tegettir. Bu husus, var olan 13 nokta-
ya 3x4=12 nokta daha katar; toplam 25 noktadir. Dahasi da var...

Eger 9 nokta dairesinin diger 4 daireye teget oldugu noktalardan
biri T ise ve A, B ve C kenarlarin orta noktalariysa, TA, TB ve TC
uzunluklarindan biri, diger ikisinin toplamina esittir.
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Frégier teoremi Bir konik lizerinde rastgele bir P noktast se¢ip bu
noktay: bir dik aginin kosest yapin ve dik aciyr P etrafinda dondiiriin.
Bu durumda dik iiggenlerin hipoteniisleri (AA, BB, ...) sabit bir X
noktasinda kesisecektir. Bu X noktasi P noktasinda konige ¢izilen te-
gete dik bir dogru (yani normal) iizerinde bulunur.

Friz ornekleri Friz sonsuza kadar (ad infinitum) tekrarlayan bir
motiftir. Eger frizin biitiniinlin rotasyonel veya aynasal simetrisi var-
sa, onu olusturan motiflerin de benzer simetrileri vardir.
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gore simetrik veya yarim-doniis simetrik olabilir. Motifler bir frizde
ardarda siralandiginda kayma yansimalari, yani motifin friz boyunca
kayarken donmesi, iki gesit simetri daha olusturur ve simetri sayisi
T'ye gikar.
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Gauss asal sayilar1 Eger p ve q tamsay iseler p + iq (i =V-1 ol-
mak lizere) Gauss tamsayilaridir. Gauss tamsaytlarl ya asaldir (yani
Gauss tamsayilarindan ibaret ¢arpanlara ayrilamaz) veya Gauss tam-
sayilarindan ibaret ¢arpanlara ayrilabilir.

Sekilde \/(p2+q2) < 500 §ek1indeki Gauss asal sayilar1 Argand di-
yagrami Uzerinde goriiliiyor. [Argand diyagrami: Kompleks sayilar:
gostermek icin birbirine dik iki eksenden olusan sistem. Eksenlerden
biri izerinde gercek, digeri iizerinde sanal sayilar gosterilir. C.N.]

Referans: R.K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory,
Springer-Verlag, New York 1981.



Geometrik yanilsamalar Bir sekil ¢izdiginizde onu daima goriin-
digi gibi degerlendirmemek gerckir. Geometrik olarak dogru sekiller
farkl bir sey gosterebilirler ve dogru goziikenler aslinda yanlhs olabi-
lir.

Birinci sekilde AB, BC'den daha uzun gibi goziikiiyorsa da aslin-
da her ikisi ayni uzunluktadir.

Ikinci sekilde golgeli iki alan ashinda esittir; ama merkezi disk,
cevredeki halkadan daha genis goziikiir. Bunlarin esit oldugu kolayca
kanitlanabilir. Daireler yar1 ¢aplar1 1 birim artacak sekilde dizilmis-
tir. Merkezi disk alam m.32 ve gevredeki halka alani .52 - &. 42 =
n32dir.

Goz kiireleri teoremi [ki dairenin merkezinden birbirine tegetler
cizilmis. AB ve XY g¢izgileri esit uzunluktadir.
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Harborth fayanslar1 Harborth su soruyu yanitladi: “Bir diizlemi
tam n sekilde dosemek icin kullanilabilecek fayans kiimeleri (set) var
midir?”

Sekilde bir rombus (eskenar dortgen) seklinde ve bir de 6 rom-
bus'un yapistirilmasindan olusmus bir sekilde iki tip fayans var.
Boylece her biri 17 rombus'tan olusmus icice yildiz sekilleri goriili-
yor (sekilde bir cember iizerine dizilmis gibi duran sivri uglarin -
rombus kogesi- sayist 17'dir. C.N.) Désemeyi bu fayanslarla dose-
mek igin tam 4 yontem vardir.
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Sekilde bu yontemlerden biri goriiliiyor (en ortaya bakiniz: 6 rom-
buslu iki parca arasina 3 ve 2 rombus konulmus; 6+6+3+2=17. C.N.)
Diger iki yontemde iki karmasik fayans yan yana konulur; aralarinda
1 ve 4 rombus bulunur. Dordiincii yontemde karmasik fayanstan yal-
niz bir tane kullanilir.

Bir diizlemi, n tiirlii déseyecek iki tiirlii fayans yapabilmek icin
6n-7 rombusu bir nokta etrafinda, karmasik fayans: yapabilmek icin
2n-2 rombusu bir nokta etrafinda birlestirin (burada n=4 diir; yani bir
diizlemi iki tip fayansla 4 tiirlii dogemek istiyoruz; bunun i¢in 6n-7 =
(6.4)-7=17 rombusu birlestirmeliyiz. Karmagsik fayans icin 2n-2=
(2.4)-2=6 rombusu birlestirmemiz gerekir C.N.)

Referans: H.Harborth, Prescribed nuinbers of tiles and tilings,
Mathematical Gazette, No: 4/8, 1977.

Harmonik oran (uyumlu oran): A ve B gibi rastgele iki nokta
alin; bunlan birlegtiren dogru tizerinde A ve B arasinda bir X noktast
bulunsun. A ve B'den gegen rastgele iki dogru alin; bunlar P'de kesis-
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sin. PX'1 ¢izin. PX iizerinde kesisecek sekilde AQ ve BR'yi alin. QR,
AB'yi Y'de kessin. Y'nin yeri A, B ve X'in secilmesine bagli olup P, Q
ve R'a bagimli degildir.

A, B, X ve Y'nin ¢apraz oranlar: soyledir:

AYXB/YB.AX=-1 veya AY/YB=-AX/XB .

Eksi isaretinin nedeni YB'nin diger yonlerin karsiti olmasidir. X
ve Y'ye, A ve B'ye gore uyumlu eslenik (harmonik konjiigat) denir;
bunun karsit: da dogrudur: A ve B noktalar1, X ve Y noktalarina gore
harmonik konjiigat'dir. (Hannonik oranin kisa tanimi: Capraz orant -
1 olan daért dogrudas noktanin olusturdugu oran. C.N.)

Harmonograf Bu Kralige Victoria donemine ait eski eglence, her
birkag yilda bir, bir firma tarafindan canlandirilmaktadir. En basit
seklinde iki sarka¢ vardir: Sarkaclardan birine kalem, di8erine
kdgidin tutturuldugu bir tahta baglanmisgtir. Iki hareketin iist iiste bi-
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nigi karmasik bir hareket olusturur, bu hareketin etkisi siirtiinme ne-
deniyle giderek zayiflar. Bu nedenle her harekette ¢izilen yol, bir 6n-
ceki harekette ¢izilen yoldan biraz uzaktir ve biitiin hareketler sonun-
da bir noktaya indirgenir.

Haiiy usulii polihedronlar (¢okyiizliiler) Bagrahip René-Just Ha-
iy 1784'de “Birgok kristalize maddeye uygulanmis kristal yap: teorisi
lizerine bir deneme” adli yazisimi yayimladi. Bu yazida Haiiy bazi
kristallerin temel bir birimin diizenli tekrariyla olustugu varsayimini
ileri siirtiyordu. Sekilde Hatliy'un kiigiik kiip bi¢imi yap1 taslarindan
nasil dahiyane bir sekilde oktahedron (8 yiizlii) ve dodekahedron (12
yiizlii) yaptigi goriiliiyor.

128



7 1
T ;
SI NN T

810w awen:

Euclid Elemanlar kitabinin XIII. cildinde, diizenli bir dodekahed-
ron (12 yiizlii) yapmak igin kiiple pentagonal dodekahedron (besgen-
sel 12 yiizlii) arasinda ayni iligkiyi kullanmgta.

Helikoid Bir dogru bir eksen etrafinda ona dik olarak vida hare-
ketleri yaparsa, bir helikoid olusturur.
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Bu minimal bir yiizeydir. Helikoid ile katenoid arasinda (Bkz. ka-
tenoid) olaganiistii bir iliski vardir. Helikoid, bir kagidin bir silindir
etrafina sarilmast gibi, katenoid etrafina sarihir. Helikoid'in ekseni,
katenoid'in en kiigiik enine kesitinin dairesi etrafina sarilir. Ikinci se-
kil helikoid'in bir pargasinin
nasil katenoid etrafina saril- &
digin1 gosteriyor.

l

i

i
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Heliks (helezon, helis) Oyle bir daire diistiniin ki merkezi, daire
diizlemine dik bir dogru lizerinde durmadan hareket etsin. Bu daire et-
rafinda durmadan donen noktanin yolu bir heliks'dir. Bir diger deyis-
le, heliks belli bir yonde vida hareketidir.

Rotasyonun yoniine gore heliks sola veya saga doniik olabilir. Se-
kilde ekseni heliks ¢izen uzun bir silindir goriiliiyor.

Heliks, dairesel bir silindirin yanal yiizeyine sarilarak yiikselen bir
egri olarak da diigliniilebilir; bu durumda heliks, silindirin iireteglerini
(silindirin yanal yiizeyi lizerinde, silindir eksenine paralel dogrular; je-
nerator) her zaman ayni1 kalan (sabit) bir agiyla keser.

Heliks'lere giinliik hayatta sik rastlanir; ¢linkii heliksin yararl bir
ozelligi vardir: Dondiiriilerek ve ekseni boyunca ileri geri hareket etti-
rilerek kendine dontstiiriilebilir. Bdylece civata disleri, silindirik vi-
dalar, sonsuz disliler ve dar bir alanda yukar1 ¢itkma olanagi saglayan
helezon bigimi merdivenler heliks seklindedir. Bu sekillerin egri ke-
narlari heliks ve egri yiizeyleri helikoid veya silindir pargasi seklinde-
dir. [Heliks ile spirali karistirmamak gerekir; ikisi benzer, fakat tama-
men farklt geometrik sekillerdir; spirali bir silindir etrafina saramaz-
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simz. Silindirik heliksin parametrik denklemleri sunlardir: x = a cos t,
y = asin t, z = ht. a= silindirin yarigapi, t= egrinin y uzunluguyla
orantil agi, h= sabit. Heliksin, silindir iiretegine parelel bir diizlem
tizerinde izdiisiimii bir sinlizoiddir. Konikal bir heliksin, eksene dik
bir diizlem lizerindeki izdiislimii logaritmik spiraldir. C.N.]

Hemen hemen diizgiin ¢okgenlerden mozaik Diizgiin dortgen,
besgen, altigen, yedigen ve sekizgenleri karigtirarak bir mozaik yap-
mak imkansizdir. Asagidaki sekil bir Islam deseninden alinmistir ve
bunun tam olarak olmasa da, hemen hemen miimkiin oldugunu goster-
mektedir. Boyle bir mozaik yapabilmek igin diizgiin ¢okgenlerin agila-
rinda hafif degisiklikler yapmak gerekir; bu nedenle burada goriilen
besgen ve yedigenler tam diizenli degildir.

Hénon atraktérii Ilk defa Fransiz matematikgisi Michel Hénon
tarafindan, HP-65 tipi programlanabilir bir hesap makinesi kullanila-
rak bulunmustur. Bu {inlii haritalama yontemi, Giineg'in etrafinda yo-
rlinge ¢izen asteroid'ler gibi, hi¢ enerji kaybetmeyen bir ¢ok dinamik
sistemin davranigini temsil eder.

Soyle bir donlsiimle (transformasyon) tanimlanir:



x—y+l-ax2, y-5bx

Baslangi¢ noktasinin (x, y) erijinden ¢ok uzak olmamas kosuluy-
la, yukaridaki déniisiimiin birka¢ kere uygulanmasindan sonra, nokta
bu atraktér icine girecektir. Her tekrarla nokta bir egriden Gtekine ve-
ya aynt egrinin bir baska bolgesine kaotik (6nceden belirlenemeyen)
bir tarzda atlar.

[kinci sekilde oldugu gibi harita bilgisayar ekraminda biiyiitiiliirse,
her egrinin daha ince ¢izgilerden, bu ince ¢izgilerin de daha ince ¢izgi-
lerden olustugu goriliir.
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Bu harita Hénon atraktoriiniin Hénon'un orijinal degerleri olan
a=1,4 ve b=0.3 ile ¢izilmis seklidir. En solda ve iistte gosterilen diiz
cizginin biitiin noktalart Hénon yontemiyle doniistiiriiliirse, ¢izgi geri-
lerek ve katlanarak, bir sivi digeriyle karisir gibi, Hénon atraktoriine
¢ok benzer bir sekil alr.
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Heptahedron (7 yiizlii) Bu 4 liggen ve 3 dortgenden yapilmis rek
tarafli bir ylizeydir; topolojik olarak Steiner'in Roma yiizeyine esde-
gerdir; yani slirekli deforme edilerek Roma ylizeyi haline getirilebilir;
boyle ¢ok daha kolay olusturulur.

Diizgiin bir model igin, diizgiin bir oktahedron (8 yiizli) ile ige’
baglayin ve her iki ylizden birini ¢ikartin, Kalan 4 tiggen yalniz kose-
lerinden temas eder. Simdi orijinal 8 yizliiniin merkezinden ve kenar-
larindan ‘gegen kesitlerle olusan ii¢ kareyi ilave edin. Olusan polihed-
ron (¢okyiizli), sinirt olmayan, kapali bir ylizeydir; bu yiizey tek ta-
raflidir (bir diizlemin normalde iki yiizii vardir; fakat topoloji'de M6-
bius bandi, Klein sisesi vb. gibi tek yiizli ylizeyler vardir. Bir kagit
seritin iki ucunu, uglardan birini 180° burarak yapistirin; bir Mobius
band: elde edersiniz. Normal bir bant iizerinde yiiriiyen bir bocek asla
kdgidin bir yiizeyinden diger yiizeyine gegcemez; bunu yapmasi igin
kenar agmas: ldzimdir; oysa Mdbius bandinda yiirliyen bir bocek,
bandin kenarmi agsmadan diger tarafa geger; ¢linkii tek yiizey ve tek
kenar vardur.

Mébius band i¢in bkz. Diiglinme Kulesi, Do¢.Dr. Selguk Alsan,
Sarmal Yayinlart, 2. baski, 1996, sayfa 42. C.N.) :
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Diizgiin heptahedron yaridiizgiin (Arsimet tipi) bir polihedron
(cokyiizlii) olarak siniflandirilabilir, ¢linkii biitiin yiizleri diizgiin ve
biitiin koseleri 6zdestir. Fakat standart Arsimed tipi katilardan farkh
olarak digbiikey (konveks) degildir, ¢linkii kendi kendini ii¢ kiirenin
caprazladig1 gizgiler boyunca keser; hatta merkezde bir ii¢lii noktasi
vardir.

Ayni sekilde bir ¢ok diger Arsimed polihedron'u olusturulabilir.
Bu modelin kare ve merkezden gegen altigen bigimi yiizleri vardir; bu
bir kiibo-oktahedron'dur (kiip-sekizyiizlii).

Heron problemi Iskenderiyeli Heron, Catoptrica adli kitabinda
15121n en kisa yoldan gittigini (mesafe olarak) ve 15181n yansima yii-
zeyine gelis ve yansima agtlarinin esit oldugunu diigiinmisti.
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Bu problemi bugiin de kullanilan bir yontemle ispatladi. Aynada Q
noktasinin aynaya gore simetrigi olan Q noktasini aliniz. En kisa yol
olan PQ, en kisa mesafe olan PQ” dogru pargasina esittir. Q ve Q” si-
metrik oldugundan 1ginin gelis ve yansiyis agilari esittir.

Isinin yansimasi prensibi su problemin ¢6ziimiinde de kullanilir:
P ve Q, bir dogrunun karsit taraflarindayken dyle bir T noktasi bulu-
nuz ki PT-TQ maksimum olsun. Dogruya gére Q noktasinin simetrigi
olarak T alinir ve PT ¢izilir.

o P
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Hilaller Aristo, Chios'lu Hippocrates'in (hekim olan degil) mii-
kemmel bir geometrici, fakat her giinkii hayatta bir aptal oldugunu ya-
zar. Hippocrates, teoremleri mantiga uygun bir siraya koyan ilk mate-
matik¢iydi; Euclid, Elemanlar kitabinda onun yaptigini yapmistir.

Hippocrates yukaridaki sekli ¢izdi; bir yarim daire igine bir yarim
kare yerlestirilmis. Yarim karenin bir kerarina bir diger yarim daire
cizilmis; Hippocrates taral hildlle tarali ticgenin alanlarinin esit ol-
dugunu kanitladi. (Egri sinir1 olan bir bolgeyle diiz ¢izgilerle olus-
mus bir bélgenin esitliginin kanitlanmasi, daireyi karelestirme prob-
leminin ¢oziilebilecegini diiglindiirdii).




.Arsimed, Onsaviar Kitabr (Book of Lemmas) adh yapitinda bu
seklin yarim dairelerden olustugunu kanitladi; bu sekle salinon (tuz
mahzeni) adim verdi; seklin alani AB ¢aplh dairenin alanina esittir.

Hilbert'in bosluk doldurucu egrisi Sekiller Hilbert egrisinin ilk
aort yaklasik seklini gosteriyor. 11k ikisi, egrinin yolunu ¢izmek igin
kullanilan karelerin seklini géstermektedir. Her safhada bir kare dor-
de bolinmekte ve egri, karelerin merkezinden gegirilmektedir. Boyle-
ce her yeni safhada sz konusu egri daha kiigiik dlgekte tekrarlamr.
Limit durum Hilbert egrisidir; karenin her noktasindan gegen bir egri.

I
j
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Daha karmasik bir sekilde, bir kiipiin her noktasindan gegen bir
egri yaranlabilir. 11k safha sudur:

7
YA /
1
Y v ol
= / 77

Hiperbol Hiperbol bir ¢ift koninin her iki yariminin bir diizlemle
kesismesinden olusur.

" Hiperboliin iki ger¢ek asemptotu vardir; bunlar birbirini kesen iki
dogrudur; hiperbol bu dogrulara giderek yaklasir; onlara ancak son-
suzda deger. (Elipsin iki sanal asemptotu vardir.)
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Elips gibi hiperboliin de iki odagi vardir. Hiperboliin iistiindeki
herhangi bir P noktasi i¢in IPA-PBI sabittir. (A ve B odak noktalarr).

Elips ve parabol gibi, hiperbol de odak-dogrultman 6zelligiyle ta-
nimlanabilir. Bir noktayr odak, bir dogruyu da dogrultman olarak se-
¢in. Hiperboliin iki kolundan herbiri, odaktan uzakhig: dogrultmana
uzakligindan daha biiyiik olan bir noktanin gittigi yol olarak diisiinii-
lebilir. [Bu orana digdzeklik -eccentricity- denir; hiperbolde digozek-
lik > 1'dir; parabolde = 1 ve elipsde < 1'dir. C.N.]

Bir hiperbol elipsinkine benzer, fakat daha karmasik bir yontemle
cizilebilir. AX, A etrafinda dénen bir ¢ubuk olsun. A bir odak noktasi-
dir. Bir ipin bir ucunu ¢ubugun ucuna, digerini B odagina baglayip;
sonra ipi bir kalemle (P) ¢ubuga yaslayip gerin. Cubuk A etrafinda
dondiik¢e P hiperboliin bir kolunu ¢izer.




Hiperbolik bir aynaya bir odagindan gegerek gelen bir 1s1in, 6teki
odagindan geliyormus gibi yansir.

Hiperbol bir zarf olarak da gizilebilir. Iste bir metod: Bir daire ¢i-
zin ve daire disinda bir F noktasinmi odak olarak segin. F'den gegen
cap, hiperboliin ekseni olacaktir. F'den daireyi iki noktada kesecek
herhangi bir dogru gegcirin ve kesisme noktalarindan bu dogruya iki
dik ¢izin. Cizdiginiz dikler hiperboliin tegetleridir; bir dik bir kolun,
oteki dik de diger kolun tegetidir. F'den ¢ikan farkl dogrular alinarak
hiperboliin sekli belirlenir.
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Hiperboliin sayisiz diger 6zellikleri vardir. Ornegin Apollonius'un
gosterdigi gibi, hiperbole T'de ¢izilen teget, asemptot'lart P ve Q'de
keserse ve asemptotlarin kesigme noktas: O ise, OP.OQ sabittir ve
PT=TQ'dur.

Hiperbolik geometri Euclid Elemanlar kitabinda sdyle yaziyor-
du:
[ki dogruyu kesen bir dogru, aym: tarafta iki dik agidan daha ki-
¢iik i¢ acilar yaparsa, bu iki dogru uzatildiginda iki dik ag¢idan daha
kii¢lik acilarin bulundugu tarafta birbirini keser.

Bu Euclid'in {inli Besinci Postiilasidir; fakat ne kendisi, ne ondan
sonra gelenler bunu ispat edebilmistir. Bolyai ve Lobagevski birbirle-
rinden bagimsiz olarak soyle disiindiiler: Bu postiilat ispat edilemez-
di, o halde onu reddetmek miimkiindii. Bu iki matematik¢inin herbiri-
nin diislincesi suydu: Limit 1sinlar diye adlandiracagimiz WPX ve
ZPY ¢izgileri bir P noktasindan gegsin ve AB ile kesismesin; buna
karst tabii ki XPY acist iginde P'den gecen biitiin dogrular AB'yi ke-
ser.
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Buna kargt XPZ agisi1 icinde P'den gegen ¢izgilerin higbiri AB'yi
kesmeyecektir. Onlar bu sonuncu ¢izgilerin AB'ye paralel oldugunu
kabul ettiler; bdylece P noktasindan AB'ye sonsuz sayida paralel ¢izgi
cizilebilirdi.

Klein bu geometriye 1871'de “hiperbolik geometri” adini verdi.
Hiperbolik geometride bir liggenin i¢ agilar toplami iki dik aginin

toplamindan (180°'den) kiigiiktiir. Uggen kiigiikse i¢ agilari toplami
hemen hemen 180°'dir.

Bir iiggen acilariyla tanimlanir; hiperbolik geometride benzer iig-
genler yoktur; ¢iinkii bu geometride agilar1 ayn: olan iki iggen esle-
sikdir (kongriient veya ¢akisabilir.) Bir iiggenin alam1 K (n- 0 + B +
Y)dir; burada K bir degismez, o, B veY ise iicgenin agilaridir. (n-
o+p)'ya “liggenin defekt'i” denir. Cokgenlerin de kendi defektleri var-
dir; iki ¢okgen ancak defektleri ayniysa karsilikli olarak parcalanabi-
lir (disseke edilebilir).

Bir lggenin l¢ agist da sifir olabilir; bu durumda biitlin kenarlari
sonsuz uzunlukta limit iginlaridir ve defekti maksimumdur; 180°. Bu-
na kargst alani sonlu bir sayidir. [Coxeter'in anlattigina gore Lewis
Carroll (Alice Harikalar Diyarinda kitabini yazan matematik¢i. C.N.)
bu sonuclar1 kabul edememis ve Euclid'e uymayan (non-Euclidean)
geometriyi sagma bulmustur]. ’

Bir dairenin gevresi yaricapiyla orantil degildir, yaricaptan ¢ok
daha hizli bilylir, kabaca iistel olarak diyebiliriz. Fakat yarigap kiigiik-

v
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se yarigapla orantilidir.

Limit durumda, hiperbolik geometri sabiti sonsuza gider ve hiper-
bolik uzay diizlesir ve Euclid'e uyar. Bu nedenle denilebilir ki Euclid
geometrisi, hiperbolik geometrinin 6zel bir seklidir. Lobagevski bunu
anlamig ve yeni geometriye “pangeometri” adini vermisti (pan = bii-
tiin).

Hiperbolik paraboloid Bu 4. dereceden (x* igeren) eger bicimi
ylizeyin birbirine dik iki dogrultudaki kesit yiizeyleri parabol ve bu
dogrultulara dik iglincii dogrultudaki kesit yiizeyi hiperboldiir. Biitiin
bu hiperbollerin asemptotlary, biitiin parabollerin ortak ekseninden ge-
cen iki diizlem olusturur. Bu seklin yiizeyi hiperboliin ekseni etrafin-
da dénmesiyle olusan hiperboloidler gibi, iki diiz ¢izgi kiimesi igerir;
bunlara onun iiretegleri (jenerator) denir.

Uc boyutlu uzayda carpik (késeleri ayni diizlemde olmayan C.N.)
bir dortgen, model olarak kullanilabilir. Bu dortgenin karsilikli kenar-
larinin ortalarini birlestiren iki dogru kesisir. Eger kenarlar dérde bo-
liiniirse, birbirine karsilik olan dortte bir noktalarini birlestiren dogru
ciftleri hem birbirleriyle, hem de kenarlarin ortalarini birlestiren dog-
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rularla kesisir. Bu operasyona devam ederek, hiperbolik paraboloid
ylizeyi olusturulabilir; her dogru bir iiretectir. (Ureteg: siirekli dénerek
bir ylizeyi olusturan dogru. C.N.)

Sekilde carpik dortgen, bir kiime iiretegle ve ikinci kiime tretegle-
rinin bir dogrusuyla (eger noktasinda olanla) birlikte goriiliiyor. [Eger
noktasi: Bir yiizey ilizerinde, bir diizlem kesitte maksimum, bir diger
diizlem kesitte minimum olan nokta. C.N.]

Bir model yaratmanin bir diger yolu McCrea tarafindan tarif edil-
di. (yukaridaki sekle bakimz) Once bir dikdortgen ve sonra bunun her
kenarina esit yiikseklikte paraboller ¢izin. Bir kosegeni istediginiz
kadar esit pargaya boliin ve boylece parabollerin L ve N gibi ayrilma
(division) noktalarini bulun. Karsilikli"iki kenari (parabolii) yukari,
iki kenar1 (parabolil) de asag: biikiin ve ikinci sekilde goriildiigii gibi
noktalar1 birlestirin. Bu model parabollerin roliinii daha agik goster-
mektedir. Iki dogru kiimesi daha énce oldugu gibi iireteclerdir.




Matematik bakimindan 6nemli. fakat pratik olmayan iiglincii bir
yaklagim vardir: Ug carpik dogru alin [garpik dogrular (skew lines)
uzayda birbirini kesmeyen ve birbirine paralel olmayan dogrulardir.
C.N.] Ugii de ayn1 diizleme paralel olsun. Bu dogrulardan biri iizerin-
de herhangi bir noktadan ge¢gmek tizere diger iki dogruyu kesen tek bir
dogru vardir; bu tek dogruya k dersek, biitiin k'lardan olusan kiime,
hiperbolik paraboloidin iirete¢ kiimelerinden biri olacaktir. Bu kiime-
nin biitlin dogrularmi ¢aprazlayan dogrular kiimesi, ki ii¢ orijinal dog-
ruyu da icerecektir, ikinci lretegler kiimesidir.

Referans: W.H. McCrca. Analytic Geometry of Three Dimensions.
Oliver and Boyd, Edinburgh, 1947.

hiperkiip (asir1 kiip) veya tesserakt Hiperkiip, i¢ boyutlu kiiptin
dort boyutlu analogudur. Ug boyutlu kiip nasil karenin duplikasyonu,
duplikatlarin ayrilip tekabiil eden kenarlarin birlestirilmesi yoluyla el-

de cdilebiliyorsa, hiperkiip de duplike ii¢ boyutlu kiipleri aywrarak elde
edilir.

Solda iki eslesik (kongriient, ¢akisabilir) kiip projeksiyon halin-
de, tekabll eden kenarlar birlestirilmis olarak goriilmektedir. Sagda
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bir kiip digerinin igindedir; dis kiibiin her yiizii, i¢ kiiblin buna karsi-
lik olan yiizii ve bunlari birlestiren dort ¢izgi, hiperkiipiin kiibik yiiz-
lerinden birini olusturur. Iki orijinal kiibii de sayarsak bu 8 kiibik yiiz
veya hiicre demektir. Hiperkiipiin 24 diizlem yiizi, 32 kenari ve 16
kosesi vardir.

Hiperkiipiin sekiz ana kdsegeni vardir, bunlar karsit kdseleri bir-
lestirir. Bunlar herbiri 4 elemanli iki kiimeye ayrilir; her kiimenin ko-
segenleri karsilikli diktir. Hiperkiipiin duali 16 hiicredir.

Holditch teoremi Kapali, girinti ¢ikintisiz, konveks (digbiikey)
bir egri alin ve sabit uzunlukta bir kirisi onun gevresi iizerinde kaydi-
rin. Kiris lizerinde, kirisi p ve q gibi iki uzunluga ayiran bir nokta se-
cin. Kirig hareket ettikge bu nokta yeni bir egri cizecektir. Bu durum-
da, bazi basit sartlarin yerine getirilmesi kosuluyla, iki egri arasinda-
ki alan mpq olacaktir. (Ne kadar zarif, ne kadar inanilmaz bir sonug!

C.N)

Referans: William Bender, Holditch Curve Tracer, Mathematics
Magazine, March 1981.
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Iki cokgenin ortalamast ki benzer (ii¢ agisi da esit) liggen gizin;
herhangi bir durumda olabilirler; yalniz oriyantasyonlar1 benzer olma-
lidir. (Uggenlerden biri ters donmemelidir.)

Bu iki iiggenin ortalamasini elde etmek igin, birbirine karsilik
olan koseler birlestirilerek birlestirici dogru pargalarinin orta nokta-
lar1 alinir; olusan yeni iiggen, ilk ikisi ile benzerdir. Cokgenler igin de
ayni kurallar gegerlidir. Ayrica hemen belirtelim ki koseleri birlegti-
ren dogrularin orta noktasini almak yerine, hepsini ayni oranda (érne-
gin 1/3 oraninda) bolen noktalar da alinabilir; sonug degismez.

Asagida bu teoremin 6zel bir durumunu goriiyoruz:
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Ayni oriyantasyonda iki benzer iiggen alalim (en iist ve en alt be-
yaz liggenler). Bunlarin birbirine karsilik olan kdselerini birlestiren
dogrular tizerinde, hepsi birbirine benzer, ii¢ liggen daha ¢izelim (si-
yah tiggenler). Siyah liggenlerin serbest koselerini birlestirmekle elde
edilen liggen, ilk iki liggene benzerdir. Genellestirilmis Napolyon
sekli bu teoremin 6zel bir halidir.

Simdiye kadar defalarca ileri siirlilmiis bir diger 6zel durum su-
dur. ABCD ve XYZD karelerinin D kdseleri ortaksa, AX ve CZ'yi
birlestiren ¢izgilerin orta noktalariyla karelerin merkezleri bir diger
kare olusturur.

Iki kareli mozaik Bu basit mozaigi
yapmak i¢in farkli biiyiikliikte herhangi -
iki kare kullanilabilir. Bu mozaikte
her sira ve siitunda biiyiik kareler, ay- )
mi miktar kaydirilarak, 6zdes kiigiik
kare delikler birakmus gibidir.
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Yunan hagt mozaiginde oldugu gibi. karsilikli noktalardan uygun
secilmis herhangi dordiinti birlegtirerck iki orijinal kare, daha biyiik
bir kareye disseke cdilebilir. Iki kareyi bir kare haline getirmede rol
eynayan baslica disseksiyonlarda en belirgin se¢imler sunlardir: kar-
sthkli noktalar, trne8in biiyiik veya kiictik karelerin merkezleri veya
karelerin koseleri.

Biitiin bu disseksiyonlar Pisagor teoremini milkemmelen kanitlar.

Inversiyon (evirtim) Inversiyen, diizlem tizerinde bulunan iki bo-
yutlu bir gekli, “inversiyon dairesi” denilen #zel bir daire yardimiyia
yine iki boyutlu bir gekle doniistiirmekiir. Inversiyon dairesinin mer-
kezine “inversiyon merkezi” denir. (U¢ boyutlu cisimler de bir inver-
siyon kiresi kullanilarak yine {i¢ boyutlu bir cisme transforme edilebi-
lir.)

Inversiyon dairesinin yaricapi k ise, A noktasinin evirtigi, OA
e -- : : 12
iizerinde Oyle bir A' noktasidir ki OA. OA'=k- olur.

Inversiyon dairesinin kendisi, bu daireye dik olan daireler ve inver-
siyon dairesinin merkezinden gegen doZrular, inversiyon iglemi sira-
sinda kendilerini verirler, yani invariantdirlar (degismez). Ayrica agi-
lar aym kalir ve inversiyon dairesinin merkezinden ge¢gmeyen dogru-
lar ve daireler, daire haline evirtilir.

Bu transformasyon iglemi, bir teoremi ¢oziimii daha kolay veya bi-
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linen bir tcoreme doniistiirerek ispatlamak igin kullanilabilir. Ornegin
Steiner'in “daireler zinciri” problemi, inversiyonla ¢oziilebilir; inversi-
yon sonucu daireler zinciri igige (konsantrik) iki daire haline gelir ve
sonug agikga belli olur. (Bkz. Steiner daireler zinciri.)

Soddy'nin heksleti de evirtilebilir. (Bkz. Soddy heksleti). Steiner
inversiyonu biliyordu; fakat bu surini agiklamadi ve meslektaslarini,
goriiniiste cok zor ve sasirtict, bir seri teoremi ispatlayarak sasirtti!

Peaucellier'in hiicresi bir egriyi evirtmek i¢in kullanilabilir. (Bkz.
Peaucellier hiicresi). Iyi bilinen egrilerin bir ¢ogu birbirinin evirtigidir.
Ornegin parabol, odak noktasi inversiyon merkezi olarak alinip evirti-
lirse kardioid (kalp bigimi egri) olur. Parabol, tepesi inversiyon merke-

zi olarak alinip evirtilirse Diocles'in sissoid egrisi (sarmastk egrisi)
elde edilir.

Bundan sonraki iki sekil kiiresel inversiyonla ilgilidir. Asagidaki
kiire iizerindeki altigen ve liggenler Kuzey ve Giiney kutuplarina yak-
lastikca siklasir ve kiigiilir.
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Asagidaki sekil kiire iizerinde kiiresel mozaigin evirtilmesi sonu-
cu olusmustur.

Referans: R. Dixon, Mathographics, Basil Blackwell, Oxford,
1987.

Islam mozaikleri Islam mozaikgileri her gesit mozaigi biiyiik bir
ustalikla olugturmakla iin yapmiglardir. Ornegin yalniz Ispanya‘daki
Elhamra sarayinda bile, olas1 17 duvar kdgidr siis desenlerinin hepsi
bulunmustur. Bu desenlerin bir¢ogu igi¢e ge¢meler igerir (Bkz. Duvar
kdagidi desenleri.)
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Biitiin bu karmagik desenlere bircok sekilde ‘bakilabilir.” Asagi-
daki desen gu tammlarin hepsine uyar: Herbiri iki dortgene ve iki
besgene ayrilmig rombuslar (egkenar dortgen veya baklava sekli);
kenarlarin ortasini birlestiren ti¢ dogru ile diizgiin altigenler ve kose-
leri budanmis eskenar tiggenler; dort kiiglik altigene ve koseleri bu-
danmis yedi eskenar tiggene ayrilmig biiyiik bir altigen, vb.
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izoperimetri problemi Izoperimetri (‘esit cevre’) teoremi, aym
cevreye sahip diizlem sekiller arasinda alani en biiyiik olanin daire ol-
dugunu soyler.

Bu teorem ¢ok eskidir. Arsimed'den bir siire sonra Zenodorus, bir
dairenin alaninin ayni ¢evreye sahip bir ¢cokgenin alanindan daha bi-

yliik oldugunu kanitladi. Pappus da petek yapan arilarin nasil ekono-
mik davrandsklarini su inli yazisiyla agiklamigtir:

“Her ne kadar Tanrt en mikemmel akli ve matematigi insana bah-
setmisse de hayvanlara da bir miktar usa vurma vermistir. Insana akil
verirken her seyi aklin 1s181inda yapmalarini istemisti; hayvanlara ise
hayatlarint devam ettirebilmeye yetecek kadar akil verdi... Boylece
anilar peteklerini geometrik bir diistinceyle yaparlar. Sekiller birbirine
bitisik olmalr ve ortak kenar i¢ermelidir... Bir nokta etrafindaki bos-
luk 3 sekille colcurulabilir; ticgen, kare ve altigen. Ar1 akli soyle ¢a-
list: Agtlart en bliylik sekil olan altigen, hem daha cok bal alir, hem
de daha az malzeme harcanarak yaptlir. Biz insanlarsa arilardan daha
akillr oldugumuzdan soyle disiindik. Esir cevreve sahip esit kenarlt
ve egit acilt sekiller arasinda, agr savist daha fazla olan daiima daha
briviikriir ve hepsinin en biiyiigii de ¢evresi onlarmki kadar olan bir
dairedir. (Mathematical Collection, Book V).

Steiner nthayet 1841'de izoperimetri problemini birgok sekilde is-
pat etti. Buna benzer bir problem, Romal sair Virjil'in Aeneid adh
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eserinde ge¢mistir; katil kardesinden kagan Kralice Dido, K. Afrika
kiyilarina ¢ikinca kendi ve yakinlar igin Kral Jarbas'dan toprak satin
almak istedi. Kral ona bir dkiiziin derisiyle ¢evrelenebilecek kadar
toprak verebilecegini bildirdi. Virjil'e gére Dido bunu kabul etti ve bir
Okiiziin derisini ¢ok uzun ve ¢ok ince bir bant olusturacak sekilde
kestirdi ve diiz kiy1 ¢izgisi ile yarim daire seklinde gerdirdigi bu bant
arasinda kalan alani satin ald1.

Referans: Ivor Thoms (geviren), Greek Mathematical Works, Vol.
2, Heinemann, Londra, 1980.
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Japon teoremi Johnson bu Japon teoreminin 1800'de bir tapinak
duvarina Tanrilarin ve bulanin sani igin yazildigini bildirmistir.

Bir daire igine digbiikey (konveks) bir gokgen ¢izin ve onu tiggen-
lere ayirin. Her iiggenin igine i¢ dairesini (incircle) ¢izin. Bu dairele-
rin yarigaplarinin toplami, gokgeni iiggenlere nasil ayirirsaniz ayirin,
hep aynidir. 1. gekildeki yarigaplarin toplami, ikinci sekildeki yari-

caplarin toplamina esittir. (Ne kadar giizel! Matematiksel bir siir
adeta... C.N.)

Referans: R.A. Johnson, Advanced Euclidean Geometry, Dover,
New York, 1960.
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Jeodezik kubbe Jeodezik kubbe miihendis-mimar Buckminster
Fuller tarafindan bulundu. Bu tip kubbelerin zemin Ustiine tamamlan-
mus yapilar seklinde oturtulabilmek gibi bir {istiinliigii vardir. Ayrica
istendigi kadar biiyiik yapilabilirler; biiyiikliiklerine getirilecek sinir-
landirmalar fazla degildir.

Iste basit bir 6rnek. Diizgiin bir dodekahedron (12 yiizlii) ve onu
cevreleyen kiireyi (sirkumsfer) alin. Her yiiziin merkezini kiire yiizeyi-
ne yiikseltin ve onu yiiziin kdselerine bes esit yeni kenarla birlestirin.

Elde ettiginiz polihedron'un (g¢okyiizlii) 60 ikizkenar liggen yiizii
vardir; bunlarin kenarlariin orant 1:1:1.115'dir.

Koseleri ylziin yiikseltilmis merkezine birlestirmek yerine, yiiz
daha fazla sayida tiggen pargalara ayrilabilir ve sonra bu liggenlerin
koseleri sirkumsfer'e yiikseltilir. Asagidaki sekilde ikozahedron'un
(20 yizlii) her yiizii 16 daha kiigiik ve hemen hemen eskenar liggen-
den olugmustur.
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Johnson teoremi Bu cok basit teorem 1916'da Roger Johnson ta-
rafindan bulundu. Bu da gosteriyor ki Thales'in ‘yarim daire igindeki
act dikagidir’t bulusundan 2000 y1l sonra bile, geometrinin zenginligi
icinde saklanmig gergekler, kesfedilmeyi beklemektedir.

Eger birbiriyle 6zdes li¢ daire ortak bir P noktasindan gegerse, di-
ger ¢ kesigme noktast ayni biiyiikliikte bir 4. daire tizerinde bulunur.
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Bu tcoremin ispat1 da kendisi gibi basittir. Asagidaki sekilde go-
riilen yaricaplar ¢izin.

Bu yaricaplar bir kiip iskeleti olusturur, ¢iinkii dairelerin yarigap-
lar1 esittir. Kiipiin eksik kenarlarini ekleyin; sakli kdse 4. dairenin
merkezidir.

Juilia kiimesi Herhangi bir kompleks say1 alin, 6rnegin sayiniz z
= p + iq olsun; p ve g, kompleks diizlemde bir nokta belirler. Komp-
leks sabite k diyelim. zZ+k'y1 hesaplayin ve sonucu yeni z'niz olarak
alin. Sonra bu yeni z igin zZ+k'y1 hesaplayin. Buldugunuz bu 3. degeri
yeni z olarak kabul edin... Bu operasyon sonsuza kadar tekrarlanabilir.
Orijinal z ile baslayarak z'nin aldigi degerler bir graf olarak gosterile-
bilir. Bu grafa ne olacak dersiniz? Ug olasilik vardir: Graf giderek ori-
jinden uzaklasarak sonsuzda kaybolur; graf giderek sabit bir noktaya
yaklasir ya da “garip ¢ekici” (strange attractor) denen bir bolge etra-
finda ziplayip durur. Belli bir noktanin garip g¢ekicisine “Julia kiime-
si” (Julia set) denir.
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Eger orijinal nokta Mandelbrot kiimesinin igindeyse, bu noktanin
Julia kiimesi fraktal bir egri olacaktir. Orijinal nokta Mandelbrot kii-
mesinin digindaysa bir noktalar kiimesi olusacakiir; buna “Fatou to-
zu” denir. (Bkz. Koch’un kar tanesi egrisi). (Bkz. Ejderha egrisi).
(Bkz. Fatou tozu). (Bkz. Mandelbrot kiimesi).

z—>z2+k bu tip davrams: belirleyen en basit operasyondur.

Daha karmagik siireclerin Julia kiimeleri vardir. Asagida z—Acos
z+k'nin Julia klimesi goriiliiyor:

Referans: Michel Mendes-France, Neverthless, Mathematical In-
telligencer, Vol. 10, No: 4, 1988.
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Jung teoremi Bir seklin birbirinden en uzak iki noktasi arasina
capdenir. Jung teoremi sunuder: Capi 1 birim veya 1 birimden kii¢iik
olan bir sekil, capt 2/43 birim olan bir daireyle tamamen ortiilebilir.

P

Soldaki geklin capr PQ'diir. Sagdaki eskenar liggenin kenar1 1 bi-
rimse, bu {iggeni ancak ¢aps tam 2/V3 birim olan bir daire ortebilir: 2/
V3 birimden daha kiiciik dairelerin tiggeni 6rtemeyecegi bellidir.
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Kahire mozaigi Boyle isimlendirilmesinin nedeni Kahire sokakla-
rinda sik goriilmesidir; Isldm siis sanatinda da goriiliir.

h—

Kahire mezaigi cesitli sekillerde geriiliir; Ornegin karelerden
olusmus bir kafesin kdseleri etrafinda rotasyon yapan ve uglarn kisa
segmentlerle birlestirilmis parcalardan veya dik olarak birbiri icine
gegmis uzatilmig altigenlerden olusabilir. Bu son ciimleden, Kahire
mozaiginin, icice gecen altigenlerin bicimine bagh olarak cok farkh
sekillerde olabilecesi anlagilir,



Kahire mozaiginde her fayansin ortasi komsu fayansin ortasina
birlestiriterek kareler ve egkenar tiggenlerden olusmus eslek (dual)
yar: diizgiin bir mozaik elde edilebilir.

Kakeya kiimeleri ve Perron agaclar1 Kakeya 1917'de su soruyu
sordu: Bir birim uzunlukta bir dogru pargasinin tersine donmesi, yani
tam bir rotasyon yapmasi i¢in gerekli olan en kii¢tik konveks bolge
nedir? Boyle bir bolgeye Kakeya kiimesi (Kakeya set) denmektedir.
Kakeya cevabin birim yiikseklikte bir eskenar liggen olmasi gerektigi-
ni diislindi.

Bunda yaniimamusti. Peki ama bdlge konveks degilse ne olacak?
Bunun cevabinin deltoid oldugu ileri siiriildii; bu durumda birim dog-
ru, siirekli olarak oyle gevrilebilir ki daima deltoid'e deger ve iki ucu
da egri tistiinde bulunur. Fakat bu tahmin dogru ¢ikmadi. Boyle en kii-
ciik bir bélgenin alanini istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz!

AN
AN
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S6z konusu olan sey, bir eskenar iiggenin tabanini siirekli olarak
ikiye bolmektir. Bu durumda bitisik tiggenler birbirine dogru kayar ve
biraz igice geger. Bu operasyona iicgen ciftleriyle devam edilir, iiggen-
ler hafif¢e birbirine dogru kaydirilir.

Sonug Perron agacidir. Eger liggenin tabani yeterince sik boliintir-
se, olusan Perron agacinin alanm istendigi kadar kiigiiltiilebilir. Bir¢ok
Perron agaci birbirine uydurularak birim segmentin tam bir rotasyon
yapabilecegi © ir bosluk yaratilabilir.

Referans: K.J. Falconer, The Geometry of Fractal Sets, Cambridge
University Press, Cambridge, 1985.

Kardioid (yiirek egrisi) veya tek kose noktali (tek cuspisli) epi-
sikloid (dis ¢cevrim egrisi): Kardioid (ki “kalp bi¢iminde egri” anla-
mina gelir), astroid gibi benzer egrilerle beraber, ilk defa astronom
Ole Romer tarafindan 1674'te incelendi; Romer'in amaci disli ¢ark di-
si i¢in en uygun bi¢imi bulmakti. Daha onceleri Yunanlilar gezegen-
lerin hareketini “cemberler lizerinde hareket eden ¢emberler” olarak
tanimlamiglardu. )
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Bir ¢ember kendi biiyiikliigiinde bir diger ¢emberin etrafinda, ona
daima teget kalarak donerse, donen ¢emberin lizerindeki herhangi bir
sabit nokta kardioid ¢izer. Bir diger tanimi sudur: Bir ¢ember, ¢ap1
kendi ¢apinin yarisi kadar olan sabit bir cember etrafinda, onu igine
alarak ve ona daima teget kalarak donerse, donen ¢emberin tistiindeki
sabit bir nokta bir kardioid ¢izer.

Kardioid'in polar denklemi r=2a (1+ cos 6 )dir. (a = jenerator ¢cem-
berin yarigap1). Kardioid’in uzunlugu 16a, alan1 6ma'dir

Kardioid. ayni zamanda merkezleri sabit bir dairenin gevresi lize-
rinde olan ve hepsi sabit dairenin belli bir noktasindan gegen ¢cember-
lerin zarfidir (Zarf = bir egriler takiminin veya ylizeyler takiminin
her bir 6gesine teget olan egri ya da ylizey. C.N.)

S

Kardioid'e birbiritte paralel rastgele li¢ teget ¢cizin ve bu tegetlerin
kardioid'e degme noktalarini kardioid'in tek kose noktasiyla birlesti-
rin (kose noktasi kardioid'in igeri dogru girinti yaptig1 noktadir.) Elde
ettiginiz ii¢ yarigap birbirleriyle 120® a1 yapar ve kose noktasi teget
degme noktalarinin Fermat nokrasidir. (Fermat noktasi: Bir tiggenin
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icinde kosclere olan uzaklhiklarinin toplami minimum olan nokta. Ug-
genin acilarindan higbiri 120°'den bityiik olmamak kosuluyla, ¢dziim
koselerden bu noktaya gelen dogrularn birbirleriyle 120° ag1 yapma-
laridir. Uggenin Fermat noktasi gdyle bulunur: Uggenin kenarlar iize-
rinde eskenar iiggenler olusturulur ve bunlarin herbirinin gevrel cem-
beri ¢izilir. Bu ti¢ dairenin kesigme noktasi Fermat noktasidir (Bkz.
Fermat noktas1). (Daha genis bilgi i¢in Bkz. Matematigin Gizli Diin-
yast, David Wells, cev. Selguk Alsan, Sarmal Yayinlari, 1997, sayfa
400. C.N.) Ug paralel tegetin kardioid'e degdigi noktalarin agirlik
merkezi, daima sabit dairenin merkezidir.

Herhangi bir dogru kardioid'i dort noktada kesecektir; bunlardan
ikisi sanal olabilir. Kose noktasindan bu kesisme noktalarina olan
uzakliklarin toplami sabittir. Kose noktasindan gegen bir dogru kardi-
oid' iki noktada kestiginden, kose noktasindan gecen kirislerin uzun-
lugu sabit olup 4a'ya esittir. Bu kiriglerin orta noktalarinin geometrik
yeri bir ¢emberdir. Kose noktasindan gegen bir kirisin uglarindan
kardioid'e gizilen tegetler birbirine diktir.

Karelerden mozaik Karelerden olusmus standart bir ag (sebeke)
alin ve kareleri her iki yonde kenarlarina paralel olarak kaydirin. Bu
kareler arasindaki araliklar, istediginiz biiyiikliikte kareler haline geti-
rilebilir. Sonug iki farkli biiyiikliikteki karelerden olugmus bir moza-
iktir.
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Birgok degisik biiyiikliikteki karelerden de mozaikler yapilabilir.
Asagidaki sekilde ii¢ farkli kare goriiliiyor:

Karelere béliinmiig kareler Bir zamanlar Rus matematikgisi Lu-
sin, bir kareyi esit olmayan karelere bélmenin olanaksiz oldugunu
sOylemigti. 1939'da Roland Sprague bir karenin esit olmayan karelere
boliinebilecegini gosterdi. Bunun igin 55 kare kullandi. 1978'de
A.J.W. Duijvestijn 21 kareden olusan bir kare olusturdu. Bu miikem-
mel bir karedir; ¢ilinkii biitiin kareler farkhdir; bu basit bir karedir;
¢linkii bu karelerin hicbir alt kiimesi bir dikdortgen olusturmaz.

7
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18
29 B P
N
a3 37 42
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Referans: R.D. Mauldin (ed.). The Scottish Book, Birkhaduser, Bos-
ton, 1981.

Karsilastirilamaz dikdortgenler Kenarlar1 paralel olan iki dik-
dortgen birbirlerinin igine giremiyorsa bunlara kargilastirilamaz dik-
dortgenler denir. Bu dikdortgenlerden birisinin hem daha uzun hem de
daha dar oldugu anlamina gelir.

18 4
1 \_’7
5
3
7 11
g
2
6 16

Bir dikdortgen igine en az kag karsilastirilamaz dikdortgen konu-
labilir? En az 7, en ¢ok 8 konulabilir. Bu 13x22 boyutlarindaki dik-
dortgen, karsilagtirilamaz dikdortgenlerle dosenebilen ve kenarlar .
tam say1 olan dikdortgenlerin alan veya cevrece en kiigiik olanidir.

Katenaryus (zincir egrisi) Huygens 1691'de diizgiin bir sekilde
sarkan bir zincirin olusturdugu egriye katenaryus (zincir egrisi) adin
verdi. Galile ise iki ucu sabitken sarkan bir ipin bir parabol ¢izdigini
diisinmiistii. Bu affedilebilir bir hatadir; ¢iinkii parabol ve katenaryus
tepe (verteks) hizasinda birbirine ¢ok yakindir.
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Katenaryusun denklemi y = a cosh (x/a)'dir.

[u=x/adersek y=cosh u= 1/2 (e“+e™) olur.

Cosh, hiperbolik cosiniis diye okunur. Burada hiperbolik fonksi-
yonlardan kisaca stzedecegiz. Hiperbolik fonksiyonlar, u, x'in bir
fonksiyonu olmak iizere, e¥ ve e iceren fonksiyonlardir. Nasil sin u
ve cos U, R = 1 olan x2 + y2 = | dairesinde bir (x, y) noktasi olarak be-
lirlenebiliyorsa,

cosh u= 1/2 (e¥+e™Y) ve sinh u=1/2 (e%-e™)
x2 —y2 = I hiperboliiniin bir (x, y) noktasi olarak gosterilebilir.

x2 — y2 = 1 hiperbol denkleminde x yerine cosh u ve y yerine sinh
u konulursa (bunun igin cosh ve sinh'nin yukaridaki e igeren formiil-
leri alinir) denklemin dogrulandigi goriiliir.

x= cosh u= 1/2 (eY+e¥)
y= sinh u= 1/2 (e"-e™)

yazip u'yu -eo'dan +eo'a degistirirsek, P(x.y) noktast x2-y2 =1 hi-
perboliiniin sag kolunu ¢izer. sinh u + cosh u = e ve cosh u - sinh u=
eV oldugu yukaridaki formiillerden hemen goriiliir.

Ayrica cosh?u-sinh?u = 1 oldugu da agikca bellidir.
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Taylor serisiyle agilirsa sinh u = u + U331 + W5/514. ve
coshu=1+u2!+u¥/4! + .. dir.

tanh u = sinh u/cosh u= e4-e / eV+eWdur. Coth u bunu tersidir.
Sech u= 1/cosh u=2/e""+e¢ ve csch u= 1/sinh=2/e%-e"% C.N.}

Katenaryus, bir dogru iizerinde yuvailanan bir paraboliin odak
noktasinin geometrik yeridir. Katenaryusun involiitii (diireci) traktris-
dir (cekme egrisi). (traktrisin evoliitii - egeci - ise katenaryusdur C.N.)
Traktrisin asemptotuna, katenaryusun direktrisi (dogrultman) denir.
(involiit bir egrinin tegetlerine dik olan egridir. Involiite diireg, evol-
vent, developant veya involutus da denir. Evoliit (ege¢, develope) bir
edrinin, egrilik merkezlerinin geometrik yeridir. Traktris: 1693'te Cla-
ude Perrault'ca bulundu ve Leibniz'ce formiile edildi. Traktris katenar-
yusa ¢izilen biitiin tegetlerle 90° ac¢1 yapan bir egridir. Katenaryus iize-
rindeki bir C noktasindan katenaryusa teget ¢izilsin. Bu te8etin traktri-
si kestigi M noktasindan CM'ye dik ¢izelim. Bu dik, dogrultmani P'de
keser. C'den dogrultmana indirilen dik de P'den geger. MP = a olup sa-
bittir. M'lerin geometrik yeri traktrisdir. C.N.} Ayrica Bkz. traktris.

N
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[Sabit bir egrinin iizerinde yuvarlanan bir egrinin belli bir noktasi-
nin geometrik yerine rulet denir. Ornegin bir gember bir dogru iizerin-
de yuvarlanirsa, ¢emberin iizerindeki sabit bir nokta bir sikloid ¢izer
(bu durumda rulet bir sikloid'dir.) Bir daire bir diger daire etrafinda
yuvarlanirsa sikloidal egri cizer. Bir hiperbol, parabol veya elips bir
dogru iizerinde yuvarlanirsa Sturm egrileri, bir elipsin tstiinde yuvar-
lanan bir elips bir epi-elips ¢izer. Diiz bir ¢izgiyi herhangi bir egrinin
evoliitll etrafinda yuvarlamakla o egrinin kendisi elde edilir.

Bir egrinin involiitiiniin (diireg veya developant) bir ¢ok tanimi
vardir: 1) Bir egriye sarilmig olan bir iplik lizerindeki sabit bir nokta-
nin, iplik gerilerek egriden ¢oziiliirken ki geometrik yeri. 2) Bir egriye
cizilmig olan bir teget, kaymadan egri etrafinda donerken, teget iize-
rindeki sabit bir noktanin geometrik yeri. 3) Belli bir egrinin tegetleri-
ne dik olan egri. Ayni egrinin herhangi iki involiitii paraleldir. Veri-
len bir C egrisinin involiitii 6yle bir egridir ki involiitiin evoliiti bu C
egrisidir.

Bir egrinin evoliitii (egec, develope) o egrinin egrilik merkezleri-
nin geometrik yeridir. Involiite ¢izilen dikler (normaller), evoliite teget
olurlar; yani evoliit, involiitiin normallerinin zarfidir. Bir egrinin egri-
ligi (curvature, courbure): C egrisi tizerindeki P noktasi i¢in, P’deki
teget ile hareketli bir P” noktasindaki teget arasindaki a¢i A8 ve PP
yayinin uzunlugu AS olmak iizere lim AS—0 A6/AS sayisidir. Egri-
lik cemberi: Bir egriye konkav yaninda teget olan ve teget noktasinda
egriyle ayn1 egrilige sahip olan bir ¢embere egrilik ¢emberi, bu ¢em-
berin merkezine egrilik merkezi ve yaricapina egrilik yaricapi de-
nir. Egrilik (curvature) egriye ¢izilen tegetin e§iminin (x ekseni ile
tegetin yaptig1 aginin tanjanti) egri boyunca gidilen yaya oranla mut-
lak degisim hizidir.

Degeri: K=| d2y/dx2| / [1+ (dy/dx)2]¥2 (bunun tersi yani 1/K, egri-
nin yarigapidir). d2y/dx2, y’nin x’e gore2. tiirevi, dy/dx 1. tiirevidir.

Tegetin, ekseniyle yaptig1 ag1 8 ve egrinin yay uzunlugu S ise eg-
rilik (K) suna esittir:



K= d6 /ds; tan 6 = dy/dx ve ds = + V dx2/ dy2 C.N]

Katenoid (zincir yiizeyi) Katenaryusun dogrultmani etrafinda
cevrilmesiyle elde edilen yiizeydir. Bu minimal bir yiizeydir. Ayni ek-
sene sahip iki bos halka arasinda olusan sabun kopiigii filminin olug-
turdugu sekil bir katenoiddir. Bu, cksen etrafinda donmekle olusan
tek minimal ylizeydir.

Kenar ortaylarm kesismesi Kenar ortay bir iiggenin tepesini kar-
st kenarin ortasina birlestirir. Kenar ortaylar bir noktada kesisir. Ke-
sigme noktasi her kenar ortayt 2:1 oraninda boler. Ilgingtir ki bir ke-
nar ortayin ertasini bir kdseyle birlestiren dogru, karst kenart 2:1
oraninda boler.

173



Kenar ortaylarin kesigme noktasi, liggenin koselerine konmusg 3
esit agirligin agirlik merkezidir; bu nokta aym zamanda liggenin de
agirhk merkezidir (biitiin iggen her noktast ayni kalinlikta bir tabaka
olarak diisiiniiliirse).

Kepler-Poinsot ¢okyiizliileri: Pacioli, De Divina Proportione
(Kutsal Oran) adh kitabinda ‘yiikseltilmis’ bir onikiyiizli ve yirmi-
ylizli gostermistir (Bkz. Altin oran, altin bélme ve kutsal oran). Bu
kitaba Leonardo da Vinci'nin de resimler ¢izdigine inanilmaktadir. Pa-
cioli, onikiyiizliiniin yiizlerini algak besgen piramitler olarak yiikselt-
ti; yirmiylzliiniin yiizlerineyse diizgiin dortyizliiler ekledi.

Kepler'in Harmonice Mundi (1619) adl kitabindaki resimlerden
ikisi yeni ¢okylizliilere aitti; bunlar diizgiin olmakla birlikte digbiikey
(konveks) degildi. (Bu kitap gezegen hareketlerinin 3. yasasimni iger-
mesiyle taninmustir). Bu ¢okytizlilerin yiizleri, birbirini kesen yildiz
besgenlerdir. Solda kiigiik onikiylizlii yildiz, sagda biiylik yirmiylizli
yildiz goriilmektedir. ‘
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Bu sekiller 1819'da Poinsot tarafindan yeniden kegfedildi; Poinsot
ayrica konveks olmayan diizgiin iki kati cisim daha buldu; biiyiik oni-
kiytizlii (sol) ve biiylik yirmiyiizli (sag).

Biitiin bu katr cisimler iki boyutlu yildiz ¢okgenlerin iic boyutlu
analoglanidir. Biiyiik onikiyiizlii ve kiiciik onikiyiizlii yildiz bazi ma-
tematikcilerin canmi stkmistir, ¢linkii bunlar Euler formiiliine (kose
sayisi+yliz sayist = kenar sayist + 2) uymamaktadir. Herbirinin 12
viizii, 12 kosesi ve 30 kenan vardir.

Kesisen silindirler Taban yaricaplan (d) birbirine esit ii¢ dairesel
silindir, birbirlerini dik acilarla keserlerse. kesisme bolgesinde 12
yiizll bir kati cisim olusur; bu |2 yiizliinlin yiizleri bombedir ve hac-
mi

(2-2) d3 diir

Uc yiiziin birlesti8i kitseleri bivlestiren biitiin iireteclere teget diiz-
lemler cizilirse. it rombik odekahedron (eskenar dortgensel oniki-
ylizli) elde edilir,

Yalmz iki silindir birbirlerini dik agilarla keserlerse daha basit hir
sekil olusur. Argimed ve Cin matematikcisi Tsu Cung Cih bu sekim
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hacmini entegralsiz bulmuglard:: 2/3 d3.

Eksenleri diizgiin dort yiizli simetrisine sahip 4 silindir de birbirle-
rini simetrik olarak kesebilir. Kesigsme bolgesinde 24 yiizlii bir kati ci-
sim olusur; bu cisim, igine kiip yerlestirilmig sekiz yiizliiye analog-
dur; hacmi 2/3 (3+2/3 - 4/2) d*diir.

Referans: M.Moore, Symmetrical intersections of right circular
cylinders, Mathematical Gazette, No: 405, 1974.

Killt top teoremi Bu, sabit nokta teoremine bir drnektir. Tiiylerle
kapl bir tenis topu yerine killi (sa¢l1) bir tenis topunu taradiginiz: dii-
siinlin. Saglarin yon degistirip top yiizeyine yatmasini istersiniz; fa-
kat bunu yapamazsiniz.
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Sekilde basariya yakin bir durum goriiliiyor. “Giiney kutbundan”
“kuzey kutbuna” boylamlar boyunca yukar: dogru fir¢aladiniz. Biitiin
yiizey, iki nokta harig, diizgiin bir sekilde tarandi; noktalarin birinde
bir delik, digerinde bir piiskiil belirdi.

Diinya bir top gibi oldugundan ve riizgar her noktada belli bir yon
aldigindan, hava Diinya'nin lizerinde taranmig gibidir; bu nedenle
Diinya'da daima bir yerde siklon vardir.

Kibrit ¢opiiyle cizimler Daha ¢ok bir satrang problemcisi olarak
aninan T.R. Dawson su bulusu yapti: bir cetvel ve pergelle belirlene-
iilen her nokta birbirinin aynt kibrit ¢opleriyle olusturulabilir; bir di-

rer deyisle 6zdes, hareketli ve diiz dogru pargalari bu igler icin yeter-
idir,
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Sekilde Dawson'un AB ¢izgisini ikiye bolmek igin kullandigi 7
kibrit goriiliyor. Bunlar ACB ve DCE agilarini ve 120°den az her-
hangi bir aciy1 ikiye bolmeye de yarar (tam 60° olanlar harig).

Bir kare soyle olusturulur: ABC, BCD ve BDE eskenar iiggenleri-
ni olusturun. Sonra BAC agis1 iginde herhangi bir AF dogrusu alin, G
ve H'yi belirleyin. F noktast ve GH ile ED'nin kesigme noktasi olan J.
BKLM Kkaresinin iki kenarini belirler.

Referans: T.R. Dawson, “‘Match-stick’ geometry”, Mathematical
Gazette, No: 254, 1939.
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Klein sisesi: Bir silindir alin. Silindirin bir ucunu tutup silindiri
uzunlamasina biikiin ve tuttugunuz ucu silindirin duvarindan igeri so-
kun. Simdi silindirin iginde duran bu ucu. silindirin el siirmediginiz
ucu hizasina ¢ekip iki ucu yapistirin. Bir Klein sisesi yapmis oldu-
nuz. Bu siseyi Felix Klein bulmustu.

Klein sisesi bir dikdortgen olarak diisiiniilebilir, dyle ki dikdort-
genin bir ¢ift karsihikli kenari burma yapmadan (CD, C'D'ye), diger
¢ift karsihikli kenariysa burularak (AB, B'A'ye) birlestirilmistir.

7 1

[\

A 8
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(Klein sisesi topoloji bakimindan 6nemlidir. Klein sigesi tek yii-
zeylidir; i¢ ve dis diye iki yiizii yoktur. Bu nedenle Klein sigesi igine
su koyamazsiniz, hepsi yere dokiiliir. Buna benzer Mobiiis seridinde
de tek yiiz ve tek kenar vardir; Mobiiis seridinin yiizeyinde yiiriiyen
bir bocek, kenari agsmadan basladigi noktaya doner. Mobius seridi
yapmak i¢in uzun bir kagit seridin uglarini 180° burarak (AB, B'A'ye)
birlestirin C.N.)(Bkz. Mobius seridi.)

Koch'un kar tanesi egrisi Bir eskenar tiggen alin ve her kenarin
orta ligte birini ¢ikartin; ortada kalan bosluk iizerine, kenarlar: ¢ikar-
diginiz dogru pargasi kadar olan yeni (ve tabansiz) bir eskenar tiggen
¢izin. Bu operasyonu tekrarlayiniz; her keresinde eskenar liggen ke-
narlarinin orta 1/3'inti ¢ikartip kalan bosluga ayn sekilde yeni (ve
tabansiz) bir eskenar iliggen ¢izin. Asagida bu “kar tanesi egrisi”’nin
ilk 4 safthasi goriilmektedir. Tekrarlama igslemi sonsuz oldugunda bu
egrinin limit sekli elde edilir, buna ‘Koch egrisi’ denmektedir.

VLA
i
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Koch egrisinin uzunlugu sonsuzdur; fakat ¢evreled;jgi alan orijinal
iggenin yalnizca 8/5 katidir. Bu bir fraktal egridir, log 4/log 3 (yakla-
sik 1.2618) fraktal boyutlara sahiptir (fakat Koch 1904'te bu egriyi
yayimladiginda fraktal kavrami heniiz gelismemisti.)

Anti kar tanesi egrisi soyle gizilir: Uggen kenarinin orta iigte biri
cikartilip atilir; tiggenin igine dogru kenarlar: ¢ikartilip atilan dogru
parcasina esit bir eskenar iiggen olusturulur. Bu operasyon sonsuz
kere tekrarlanirsa uzunlugu sonsuz, ¢evreledigi alansa orijinal liggenin
2/5' olan anti-kar tanesi egrisi olusur.

Orjjinal liggenin merkezini koselere birlestiren dogrular tizerinde
bu egriye ait sonsuz ¢ift nokta vardir.

(Fraktal bir egri elde etmek igin herhangi bir diizgiin poligon'un
{cokgen) her kenarimin yerine ‘jenerator’ denilen belli bigimde bir ¢iz-
gi konulur ve bu operasyon sonsuza dek tekrarlanir. Béylece aym se-
kil gitgide kiigiilerek sonsuza dek tekrarlar. Fraktal geometri, Peano
egrisi - birim karenin her noktasindan gegen siirekli egri -, Hausdorff
boyutu, Cantor kiimesi (ternary set) vb. ile ilgilidir. Fraktal egrileri ilk
bulan {talyan matematikgisi Guisseppe Peano'dur (1858-1932). Man-
delbrot bu egrileri dogadaki Brown hareketlerini ve galaksi dagilimini
incelemede kullandi. C.N.)
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Kollapsoidler Jean Pedersen, bir bagka sey iizerinde deney yapar-
ken konveks olmayan ve balon gibi sondiiriilebilen (kollapsibl) gok
yiizliiler buldu.

Bir 20 yiizliiniin (ikosahedron) (veya bir 12 yiizliiniin - dodekahed-
ron - sonug farketmez) her kenari yerine tabansiz bir piramid konuldu-
gunu hayal edin. Kaybolan kenarin yerini piramidin kdsegenlerinden
biri almistir. Her tabansiz piramid yukaridaki sekilde ortada goriilen

aga sahiptir ve yukarida sagda goriilen yontemle 30 tanesi birbirine

tutturulmustur. Bunun sonucu agagidaki polar kollapsoid ortaya ¢i-
kar.




Referans: Jean Pedersen, Collapsoids, Math Gazette, No: 408,
1975.

Komple dortgen Herhangi 4 dogru, 6 noktada kesiserek bir
komple dortgen (kuadrilateral) olusturur. Komple dortgenin “normal”
dortgenden farklhi olarak ii¢ kosegeni vardir. Bu kdsegenlerin orta
noktalar1 ayni dogru tizerindedir. (Bir dortgenin karsilikli kenarlarini
uzatarak dortgen disinda kesistirirseniz 4 dogru 6 noktada kesismis
olur. Durum iki dar agiy1 veya iki V harfini kesistirmeye benzer: bir
dortgen olusur; dortgenin 4 kosesine ek olarak iki dar aginin veya 2
Y harfinin 2 kdsesi de vardir; hepsi 6 kdse yapar. Sekilde kdsegenle-
‘in (ag1k renk) orta noktalar1 gosterildiginden 3 kosegene ait 6 koseyi
20rebilirsiniz. S6z konusu olan dort dogru, koyu renkle ¢izilmisgtir.
Ayrica kosegenlerin ortasini igeren ii¢ noktali bir dogru vardir.
{omple dortgen konkavdir. C.N.)

Newton sunu gosterdi: Bir komple dortgen igine bir konik ¢izilir-

ie, konigin merkezi, kosegenlerin ortasini birlestiren dogru tizerinde-
lir.
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Dort dogru 4 iiggen olugturur; bu iiggenlerin ortosentrlar (yiiksek-
liklerin kesigme noktasi), kosegenlerin orta noktalarini igeren dogru-
ya dik bir dogru iizerinde bulunur. Uggenlerin gevrel ¢emberleri bir
noktada kesisir.

Pliicker sunu kamtladr: Sézkonusu 3 kosegeni ¢ap kabul eden 3
daire iki noktada kesigir. Bu iki nokta, 4 tliggenin ortosentrlarint bir-
lestiren dogru iizerinde bulunur.

Konfokal konikler ki nokta verildiginde bu iki noktay: odak ka-
bul eden sonsuz sayida elips ve hiperbol vardir.
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Higbir elips bir diger elipsi kesmez; hi¢bir hiperbol de bir diger hi-
perbolii kesmez. Fakt her elips her hiperbolii keser ve keserken dik
agtyla keser.

Bir nokta ve o noktadan gecen dogru verilirse, noktayr odak ve
dogruyu eksen alacak paraboller iki sonsuz kiime olugturur. Bir kiime-
nin her parabolii diger kiimenin her paraboliine diktir.

Konik kalemleri 5 noktadan gegen veya 5 dogruya teget olan tek
bir konik vardir. 4 dogruya teget sonsuz sayida konik vardur.
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Dort dogrunun diizlemde belirledigi 11 bolgeden yalniz besi, dort
dogrunun herbirine degen bir konik igerir. Paraboller yalniz sol bolge-
de belirir, burada elipsler ve hiperboliin pargalari da bulunur. Kapali
tek dortgen bolge yalniz elipsler igerir.

Kostik (bir dairenin kostigi) Kostikler optigin bir brangi olarak
1682'de Tschirnhausen tarafindan incelendi.

Belli bir egri ve belli bir 151k kaynagi verilmis olsun. Isik kayna-
gindan gelerek egriden yansiyan veya egride kirilan iginlar, kostik
denen yeni bir egriye zarf (biiriim, anvelop) olustururlar (zarf: bir eg-
riler takiminin her bir 6gesine teget olan egri. C.N.)

Dairenin yansima kostigi, kabaca ¢ay dolu bir fincanin igine di-
sen bir ampul 1181n1n sivi yilizeyinden yansimasiyla gosterilebilir.

Yansimayla olusan kostik, genellikle bir limasondur; buna Pascal
helezonu, salyangoz (limason) egrisi veya Pascal'in limasonu da denir
(Bkz. Pascal salyangoz egrisi).

(Pascal limasonu: a yarigapli bir dairenin g¢evresi iizerinde bir O
noktast alip buna kutup diyelim. Elimizde bir L uzunlugu olsun.
O'dan baglayan bir dogru daireyi P'de kessin. Dogru iizerinde PM1 =
PM2 = L olacak sekilde M1 ve M2 noktalar1 alalim. Mt ve M2'lerin
geometrik yerine Pascal limasonu denir. Bu egriyi iinlii Fransiz mate-
matikgisi Blaise Pascal'in babasi Etienne Pascal bulmugtur. Egriye bu
ad1 Pascal'in arkadagi Roberval vermistir. Egrinin denklemi sudur:
(x2+y2-ax)? = L2(x2+y?). Limason cesitli sekiller alabilir: 1) L: a < 1
ise O noktasinda temas eden icige iki ovalimsi kapali egri olusur (il-
mik egrisi). 2) L: a = 1 ise kalp bi¢imi egri (kardioid) olusur. 3) 1< L:
a<2 ise O'ya yakin hafif bir girinti gdsteren ovalimsi kapali bir egri
olusur. 4) L: a = 2 ise oval'e yakin, girintisiz bir egri olusur. C.N.]

Isik kaynagi i¢in 3 6zel hal vardir: Tsik kaynagi sonsuzdaysa kos-
tik bir nefroid'dir (bobrek bigimi egri); 151k kaynagi daire tizerinde ise
kostik bir kardioid'dir (kalp bigimi egri); 151k kaynagi dairenin merke-
zindeyse kostik dairenin merkezidir.

186



Yukaridaki resimde 1s1k kaynagi, daire diginda iken (en sagda)
daire gevresinden yansimalarla olusan bir daire kostigi goriiliiyor.
Yansimalarla olugan kostikler evoliit (develope, ege¢) olarak da diisii-
niilebilir. Resimdeki egri, kutbu 151k kaynagi olan bir limason'un evo-
liitliddr.

[Kostik belli bir egride yansiyan veya kirilan 1ginlarin zarfidir.
Yansiyan 1ginlarin kostigine katakostik, kirilan 1sinlarin kostigine di-
yakostik denir. Ornegin bir yarim daireden yansiyan paralel iginlarin
catakostigi bir episikloid pargasidir. Daha yogun bir ortamda bulunan
sir A noktasindan ¢ikan ve diiz bir ¢izgi boyunca kirilan 1sinlarin di-
rakostigi bir astroid pargasidir; A" kdse noktasinin (cusp) dogruya
1izaklig1, A'nin dogruya uzakliginin 1/n katidir (n kirma indisi). C.N.]

Kutup (pol) ve polar Eger bir konige A ve B'de teget olan dogru-
ar P'ae kesisirse, P'ye konige gore AB cizgisinin kutbu, AB dogrusu-
11 da P noktasinn polari denir.
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Kutup ve polar, egri iizerindeki bir noktayla bu noktadan egriye te-
get cizilmesi fikrinin genellestirilmesidir. Her noktanin genel cebirsel
bir egriye gore bir polar1 ve her dogrunun bir kutbu vardir. Nokta egri-
nin lzerindeyse kutup bu noktadaki tegettir.

Kutup ve polarlarin bir¢ok 6zelliginden ii¢iinii verecegiz: P'den ge-
cen bir dogru, konigi (burada hiperbol) X ve Y'de, ve AB polar ¢izgi-
sini Q de keser. Bu durumda X ve Y ile P ve Q harmonik esleniklerdir
(Bkz. Harmonik oran). Bunun anlami sudur: X ve Y noktalar1 PQ

dogru pargasint igten ve digtan ayni oranda bdler. P ve Q noktalari1 da
XY'yi ayni oranda boler.
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P kutbundan gecen iki dogru, konigi (burada elips) Q ve Rile S ve
T noktalarinda keser. QT ve SR dogrulari ve QS ve RT dogrular po-
lar izerinde kesisir.

Eger X'in polar1 Y'den gegerse, Y'nin polar1 da X'den geger. Bu
husus konik i¢indeki bir noktanin polarini bulmaya yarar.

Kiibik ve iicgen (Kiibik = Ugiincii dereceden egri; yani en yiiksek
iis olarak x3 iceren ifade). 19. yiizyilin ikinci yarisinda ve 20. yiizyi-
lin baglarinda matematikgiler “Uggenin Modern Geomretri”si denen
seye biiyiik ilgi duymaya bagladilar. Uggende bulanin adiyla anilan
birgok yeni 6zellik bulundu: Brocard noktalari, Gergonne noktasi, Na-
gel noktasi, Lemoine noktasi, Tucker dairesi, Neuberg dairesi, Fuhr-
mann daireleri, Kiepert hiperbolii vb.

189



Sekilde onlarin gayretlerinin 6nemli bir sonucu goriilityor. Kiibik
bir egri ve onun tek asemptotu. Bu egri siradan bir liggenin en az 37
onemli noktasindan ge¢mektedir; bu noktalardan 21'i sekilde gosteril-
mistir. Kiibigin iizerinde bulunan noktalardan bazilari sunlardir: Ug-
genin koseleri, koselerin karsit kenara gore ayna hayalleri, liggenin
her kenari iizerinde ice ve disa dogru ¢izilen eskenar liggenlerin 6 ko-
sesi, ortosentr (yiiksekliklerin kesisme noktasi), liggenin i¢ ve dig
(cevrel) cemberlerinin merkezi ve 1 kenara igten ve 2 kenara distan
teget dairelerin merkezleri.

Bu son 4 noktadan kiibige cizilen tegetlerin hepsi, asemptota para-
leldir. Kiibigin diger 6zellikleri arasinda su sayilabilir; herhangi bir
koseden gegen bir dogrunun kiibigi kestigi iki nokta, diger iki kose-
den gegen bir cemberin iistiinde bulunur.

Kiip Platonik veya diizgiin kati cisimlerin en iyi bilineni kiiptiir.
Kiipiin 6 yiizii, 8 kdgesi ve 12 kenar1 vardir. (Kati cisimler i¢in Euler
formiilii geregince daima yiiz sayis1 + kose sayisi-= kenar sayist + 2.
C.N.) Kiipiin 13 simetri ekseni vardir; 3'li karsilikli yiizlerin merkez-
lerini birlestiren, 4'i karsilikli koseleri birlestiren ve 6's1 karsilikli
kenarlarin ortalarini birlestiren dogrular. Kiip ayni zamanda bir zono-
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hedron'dur. (Zonohedron: Sonlu sayida bir ¢ok segmentin toplam ola-
rak ifade edilebilen ¢ok yiizli. Zonohedron'un kendisinin ve biitiin
yiizlerinin simetri merkezleri vardir. Her zonohedron yeterince yiiksek
boyutlu bir kiibiin projeksiyonudur-izdiisiimiidiir. C.N.) Ayrica Bkz.
zonohedron.

Her kiip, komsusu kiipiin tam yiiziine karsilik gelince, 6zdes kiip-
ler boslugu en dogal sekilde doldururlar. Sunu da belirtmeliyiz ki
kiipler boslugu sonsuz sekilde doldurabilir. Kiip tabakalar birbirleri
lizerinden kaymakla kalmaz; her tabakadaki kiipler sonsuz sekilde di-
zilebilir. Bosluk doldurabilecek kati cisimlerin higbirinde bu esneklik
yoktur.

Bir kiip alip karsit koseler arasindaki kenarlar1 yok ediniz. Kalan
kenarlarin orta noktalar diizlemsel diizgiin bir altigenin koseleridir.
Bir bosluk dogal bir gekilde kiiplerle doldurulmug olsun. Bir kiipte
diizenli bir altigen yaratan diizlem, bir kiip y1ginin1 kestiginde, diizen-
li altigen ve eskenar liggenlerden yaratilmig yari diizgiin bir mozaik
olusturacaktir. Diizgiin bir altigen olusturmak igin bir kiipii ikiye bol-
menin dort yolu vardir. Bu 4 altigenin altigar kenari, bir kiip-sekiz
yiizliiniin (kiibo-oktahedron) 24 kenaridir,
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Kiipiin eslegi (dual) diizenli bir 8 yiizliidiir (oktahedron); Bu 8
yiizliyii elde etmek igin, kiipiin "her yiiziiniin merkezi, kiiplin diger
yiizlerinin merkezleriyle birlestirilir.

Asagidaki resimde goriilen birbirlerinin yiizlerini ¢aprazlayarak

icice gegmis 3 kiiptiir. Her kiip ¢ifti, birbirine karsit yiizlerden gecen
bir simetri ekseni igerir.

Kiipiin duplikasyonu (Delian problemi veya Delos problemi):
M.O. 430 yilinda Atina'da bir veba salgini olmustu. Atinalilar Delos
sehrinde Tanr1 Apollo'nun falcisina danistilar. Falci, kiip bi¢ciminde-
ki mihrabi iki kat biiyilitmelerini soyledi. Atinalilar derhal her kenari,
iki kat uzattilar; fakat vebadan o6liimler daha da artti (tabii kiipiin hac-
mi 2 degil 8 kat artmigti).

O zamandan beri 3V2 uzunlugunu olusturabilmek problemine De-
los problemi denir. Gergi yine o ¢aglarda Hintliler de mihraplari igin
bu gibi problemler diisiiniiyorlardi.

Hemen anlagildi ki problem aslinda iki uzunluk arasinda iki “orta
orantili” (mean proportional) bulmaktan ibaretti. Bir diger deyisle a
ve b verildiginde x ve y gibi Oyle iki orta orantili bulalim ki x/a = y/x
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= b/y olsun. O zaman (x/a)? = b/a olur.

Ne yazik ki Grekler yalniz cetvel ve pergel kullanarak bu ¢6ziimii
bulamadilar. Bulduklar: birgok ¢6ziim usa vurmaya veya kendi bul-
duklan 6zel egrilere dayaniyordu (bu egriler de cetvel ve pergelle ci-
zilemiyordu). Bu egrilerden biri Nicomedes'in konkoidi (kavki egrisi),
digeri Diocles'in sissoididir (sarmagik egrisi).

Genel olarak bir sissoid herhangi iki egri ve sabit bir noktayla
olusturulabilir. Diocles'in sissoidi bir daire sissoidi (merkez O) ve dai-
reye B'de teget bir dogrudur. OB'den gegen capin diger ucu A'dir.
A'dan gecen bir dogru daireyi Q'da, tegeti R'de kessin. Bu dogru iize-
rinde AP=QR alalim. P'nin geometrik yeri sissold egrisidir. Eger dai-
renin yangap: 1 birimse OU? = OL'dir.

Delos probleminin basit bir ¢oziimii sudur; bir cetvelin lzerinde
birbirinden 1 birim uzak iki nokta isaretlenir. Sekil lizerinde diger bi-
rimler gosterilmistir. Cetvel elle eskenar iggenin tepesinden gegecek
sekilde ayarlanir, Oyle ki cetvelin iizerindeki 1 birim sagdaki iki dog-
ru arasinda kalir. Eskenar liggenin tepesi ile sol birim ¢izgisi arasin-
daki mesafe 3Y2 birimdir.




Referans: E.H. Lockwood, A Book of Curves, Cambridge
University Press, Cambridge, 1961; H. Dorrie, One Hundret Great
Problems of Elementary Mathematics, Dover, New York, 1963.

Kiire paketleme Diiz bir yiizey iizerinde 6zdes kiirelerden bir ta-
baka olusturun ve sonra bunun iizerine bir diger kiire tabakasi ortiin;
Oyle ki her yeni kiire, alterne ederek birinci tabakadaki her iki ¢ukur-
dan birine otursun. Bu yolla benzer tabakalar eklemeye devam edin.
Sonug 6zdes kiirelerin en yogun bigimde paketlenebilmesidir; kiireler
sinirladiklar: boglugun /3y 2'sini, yani 0.7403'iinii kaplar.

Uglincii kiire tabakasini olustururken bir tercih olanagimiz vardr.
Kiireler 6yle cukurlara konabilir ki ya birinci tabakadaki kiirelerin tam
listiindedirler, ya da birinci tabakada bulunan ve ikinci tabakanm 6ri-
medigi cukurlarin tstiindedirler.
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Her durumda ikinci tabakadaki bir kiire, 12 diger kiireye deger. Ilk
metod en simetrik olanidir, 12 ¢evreleyici kiirenin merkezleri bir kiip-
sekizyiizlii olusturur. Ikinci metotda kiip-sekizyiizli, ekvator hizasin-
da kesilmis ve bir yariya rotasyon yaptirtlarak ikinci ¢okyiizlii elde
edilmistir.

Her yeni kiire tabakas: iki sekilde olusturulabileceginden, uzayi
es yogunlukta dagilmig kiirelerle doldurmanin sonsuz olasilig1 var-
dir.

Kiirenin iizerinde daireler Bir kiirenin yiizeyini kaplayabilmek
i¢in N Ozdes daire ne kadar biiyiik olmalidir? N'in belli degerleri igin,
ornegin N diizgiin bir ¢okyiizliinlin yiiz sayisi ise, ¢6ziim basit ve ta-
mamen simetrikdir. Ornegin bir sekiz yiizliiniin 8 yiiziine karsilik ola-
rak, herbiri kiire ylizeyinin sekizde biri lizerinde ve herbiri diger liciine
teget, 8 6zdes daire ¢izilebilir.
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N'in diger degerleri i¢in, dairelerin dizilisi daha asimetrikdir ve ¢o-
ziim ¢ok daha zordur. Sekilde 64 daire igin ¢oziim goriiliiyor. Kiiresel

licgen kutbun yerini gosteriyor (etrafini 4 daire geviriyor); ekvator,
kutba karsit taraftadir.

Kiiresel geometri Euclid'in olmayan geometrinin bir seklidir; bu-
radaegrilik sabit ve pozitiftir.
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Diiz gizgiler biiyiik gemmberlerdir. Herhangi iki dogru 2 noktada ke-
sigir; paralel ¢izgiler yoktur. Mesafeler, biiyitk ¢cember yayr boyunca
iki nokta arasinda Olciilen uzakliktir ve iki dogru arasindaki agi, bun-
lara karsilik olan biiyiik gemberler arasindaki agidir. Hiperbolik geo-
metride oldugu gibi, bir liggen agilariyla tamimlanir ve benzer liggen-
ler yoktur.

Uggenin agilarinin toplamu iki dik agidan daha biiyiiktiir ve agila-
rin toplamiyla w arasindaki fark, alanin dlgiisiidiir (hiperbolik geomet-
ride oldugu gibi). Sekilde sentral kiiresel liggenin agilar1 /2, 2%/S ve
7/6 ise liggenin alam R2(m/2+21/5+1/6-7) = nR¥ 15'dir.

Gariptir ki eski Yunanlilara kadar geri giden kiiresel trigonometri-

deki c¢ok eski sonuglar, simdi Euclid'in olmayan geometrinin dogru
formiilleridir!

Kiirschak fayans: Bir kare alin ve karenin kenarlarini taban ala-
cak sekilde ice dogru eskenar iiggenler gizin. Uggenlerin serbest ko-
selerinin olusturdugu karenin kenarlarimn orta noktalarini bulun. Bu
noktalar ve iiggenlerin kenarlarinin kesisme noktalar: diizgiin bir oni-
kigenin kdoseleridir. Serbest koselerin yaptigi kare ve onun igindeki
onikigen Kurschak fayansini olusturur (ikinci sekil).
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Bu fayans Kiirschak teoremini ispatlamada kullanilabilir: Birim
yarigapl bir daire igine ¢izilen diizenli bir onikigenin alani 3'diir. (Bi-
rim kare igine ¢izilen diger ¢cokgenlerden yalniz karenin alani rasyo-
neldir). Asagidaki sekil 16 eskenar ve agilar1 15°, 15° ve 150° olan
32 ikiz kenar iiggen igerir; karenin kuzey ¢eyreginde 4 eskenar ve 8
ikizkenar iiggen vardir. Bunlarin toplam alani, onikigen ile kare ara-
sinda kalan alana esittir.

\/
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>
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~
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Diizgiin onikigenin alan1 3'diir; bu, ©'ye yakin bir sayidir. Diizgiin
bir altigenin gevresi de boyledir. 1.J. Schoenberg sunu kanitladi: Diiz-
giin bir n-gen'in ¢evresi T'ye yakinsa, diizgiin bir 2n-gen'in alani da
n'ye yakindir.

Referans: G.L. Alexenderson ve K. Seydel. Kurschak's tile, Mathe-
matical Gazette, No: 421, 1978
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Lebesgue'in minimal problemi Cap: 1'den bilyiik olmayan her-
hangi bir noktalar kiimesi diislinelim; bunu ortebilecek en kiigiik sek-
lin bi¢imi nasil olmalidir?

Kenari 1/v3 olan diizgiin bir altigen bu értme isini yapabilir go-
zlikmektedir; fakat 1920'de J.Pal kanitladi ki tabanlari i¢ daireye teget
iki tarali licgeni keserek bu altigeni kiigiiltiince de ayni sey yapilabil-
mektedir. Bu iki Giggenin kaldirildigi altigene “Pal’in evrensel ortii-
sii” denir.

Daha sonra Roland Sprague bir kiiciik parca daha ¢ikartilabilecegi-
ni gosterdi. A merkez olmak iizere, karsi kenara degecek bir yay ¢i-
zin; bu yay B merkezli benzer yayla altigenin vertikal simetri ekseni
tizerinde kesisir.
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Referans: C. Stanley Ogilvy. Tomorrow's Math, 2nd ed., Oxford
University Press, New York, 1972.

Lissajous sekilleri veya Bowditch egrileri Bunlardan ilk kez
1815'te Nathaniel Bowditch ve sonra 1857'te Jules Antoine Lissajous
sozetti.
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Lissajous sekli, birbirine dik iki yonde iki harmonik hareketin
kombinasyonudur. Eger periyodlar esitse, egri bir elipsdir. Bir peri-
yod digerinin iki katiysa egri kuvartik'dir (4. dereceden). Bernouilli
lemniskati bu tip egrilerin 6zel bir seklidir.

Bu egrilerin denklemleri su sekildedir:

x=asin (pt+q),y=bsint.

Lorenz atraktorii Massachussets Teknoloji Enstitiisii meteorolo-
jistlerinden Edward Lorenz'ce bulunmustur. Bu, alttan 1sitilan bir s1v1

tabakasindaki harekettir; atmosferdeki bir hava tabakasi da ayni sekil-
de davranmaktadir.

Sekil ii¢ boyutlu uzayda bir noktanin ¢izdigi yolu gostermektedir.
Sifir zamaninda sifir noktasindan baglar, bir ilmek etrafinda defalar-
ca doner, sonra diger ilmek etrafinda doéner; sonra tekrar ilk ilmege
doner vb. Bir ilmekten Stekine ne zaman gececegi belirlenemez.
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Malfatti Problemi 1803'de Malfatti su soruyu sordu; mermer bir
prizmadan toplam hacimce en genis ii¢ silindirik siitun nasil ¢ikarti-
Iir? Matematikgiler derhal sunu buldu: Coziim birbirine ve iiggen
prizmanin iiggen kesitinin biitiin kenarlarina teget ii¢ daire bulunma-
styla miimkiindiir. Bu problem bir¢ok matematik¢i tarafindan ¢oziil-
dii.

Sonra 1930'da su gosterildi; bir egskenar iiggende eger kolonlardan
biri i¢ daire (incircle) ve digerleri ona teget iki daha kiigiik daire ola-
rak secilirse, toplam daire alaninda saglanan artig ¢cok az (iiggen alani-
nin % 1') olsa bile, daha az mermer israf edilmektedir.
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Otuzbes y1l sonra (matematikgiler bazen cok yavastir) Howard
Eves ince.uzun iliggenlerde su ¢6ziimiin en iyi oldugunu bildirdi:

0

Nihayet 1967'de Michael Goldberg, bulunan ilk ¢oziimiin en iyi
¢6ziim olmadigini kanitladi; dairelerin alternatif diziliglerinin birinde
alan maksimum olmaktadir.

Referans: C. Stanley Ogilvy, Excursions in Geometry, Oxford
University Press, New York, 1969,

Maltitiidler Bir dortgenin kenarlarinin orta noktalarindan karst
kenara indirilen dikmelere maltitiid denir. Dortgen bir daire igine ¢izil-
migse, maltitiidler bir noktada kesisir ve kesisme noktasi, daire mer-
kezi O'nun, dort noktanm agirlik merkezi G'ye gore simetrigidir.
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Mandelbrot kiimesi En basit Julia kiimesini tanimlayan z—z2+k,
ayni zamanda Mandelbrot kiimesini tanimlar. (Bkz. Julia kiimesi).
Mandelbrot kiimesi 1980'de, bir zamanlar Gaston Julia'nin 6grencisi
olan Benoit Mandelbrot tarafindan bulunmustur. Her farkli sabit k
kompleksi igin, orijin ya sonsuza ya da sabit bir noktaya yonelecektir,
ya da bir Julia kiimesi iginde ziplayacaktir. z'nin sonsuza gitmedigi
biitiin k degerleri Mandelbrot kiimesini olusturur. Farkli fonksiyonlar
icin benzer kiimeler vardir. Sekilde solda Mandelbrot kiimesi, sagda
ise buna benzer z4+k fonksiyonunun kiimesi goriiliiyor.
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Goriildiigi gibi Mandelbrot kiimesinin temel sekli bir kardioid'dir
(kalp bigimi egri.) Bu kardioid'e solda biiyiik, iistte ve altta kiiglik bi-
rer daire eklenmistir. Kardioid ve bu kiigiik dairelerin iistiinde daha
kiigiik daireler vardir. Jonathan Swift'in dizelerinde oldugu gibi:

Doga bilimciler bakarlar ki bir pire,
Bu pirenin istiinde daha kiigiik pireler,
Onlarin da istiinde daha kiigiikler
Isira 1sira sonsuza gider.

Mandelbrot kiimesinin stmirt bir fraktaldir. Fraktallerde belli bir
motif (desen) tekrar eder. (Bu durum matryoska [anacik] denen iinli
Rus tahta bebeklerini andirmaktadir. Her bebegin icinden kendinden
daha kiigiik, fakat kendisinin ayni1 bir bebek ¢ikar. Bebek sayisi son-
suza giderse, fraktal egriye veya Mandelbrot kiimesine benzer bir du-
rum olugur. C.N.) z'nin sonsuza gidis hiz1 bilgisayar ekraninda bir
renk veya grinin tonu olarak belirtilebilir. Imge 170 defa biiyiitiiliince,
kiimenin simetri ekseni boyunca, dairesel ek bolgenin solundaki bir
noktada boyle bir etki goriilebilir.

k'nin farkh degerleri igin, (O, O) noktasinin yolu yerine diger bir
noktanin yolunu izleseydik sonug¢ ne olurdu? Sonu¢ Mandelbrot kii-
mesinin deforme bir sekli olurdu.

Marangoz cetveliyle aciy: iice bolme Yalniz cetvel ve pergelle
¢oziilemeyen ii¢ klasik Grek probleminden biri bir agiyr lige bolmek-
tir. Bu marangoz cetveli ile basarilabilir.
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Uge boliinecek agt ABC'dir. Once marangoz cetvelinin genis kolu-
nu kullanarak BC'ye paralel DE'yi ¢izin. Sonra marangoz cetvelini 0y-
le koyunuz ki bir kenart B'den gegsin ve dis kosesi DE lizerinde bu-
lunsun. Boylece PQ'niin uzunlugu genis kolun genisliginin iki kati
olur, PQ'nilin ortast R'yi isaretleyin. BP ve BR, ABC agisini lice bo-
ler.

Referans: H.T. Scudder, How to trisect an angle with a carpenter's
square. Amer Math Monthly, Mayis 1928.

Mascheroni gizimleri Mohr ve Mascheroni su sasirtici bulusu
yapti; cetvel ve pergelle yapilan her ¢izim, yalniz pergelle de yapila-
bilir. Onceden merkeziyle beraber sabit bir daire, merkezi belli bir yay
(cok kiiglik de olabilir), ya da merkezi belirsiz, kesisen iki sabit daire
cizilmek sartiyla, bu ¢izimleri yapmaya yalniz cetvel de yeter.
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Ornegin AB'nin orta noktasini bulmak igin, 5nce AB yaricaph ve
A ve B merkezli daireleri ¢izin. Sira simdi C merkezli ve AC yarigap-
i ve D merkezli ve DB yaricapl daireleri ¢izmeye gelmistir. Bundan
sonra A merkezli ve AE yarigapl ve E merkezli ve EC yarigapl dai-
releri ¢izin, Simdi F ve G merkezli ve E'den gegen daireler AB'nin or-
ta noktasinda kesisir.

Referans: H. Steinhaus, Mathematical Snapshots, 3rd ed., Oxford
University Press, 1969.

Menelaus teoremi Iskenderiyeli Menelaus, Kiiresel Trigonometri
adli yapitinda bu teoremi ispat etti.

A

B c D~~~

ABC herhangi bir liggen olsun ve DEF dogrusu bu ii¢genin ii¢ ke-
narini da kessin; bu durumda:

BD/DC . CE/EA . AF/FB = - I'dir.

Sonug negatiftir; ¢iinkii DEF kenarlardan birini distan kesmekte-
dir. Sekilde D, BC'yi distan kesmistir ve DC, C'den geriye dogru 6l-
¢lilmiistiir; bu nedenle negatif sayilmistir. Bunun tersi teorem de dog-
rudur.

Menelaus teoremi herhangi bir gokgene genellenebilir.



Menteseli mozaikler Bazi mozaikler, sekilde gosterildigi gibi ko-
selerinden menteselenmis kati pargalardan yapilmig olabilirler; bu
kat1 pargalar arasinda bosluklar bulunur. Bu mozaikler agilabilir (ve-
ya kapanabilir). Sekilde karelerden ve kareler arasi rombus (eskenar
dortgen) bi¢imi bosluklardan olugsmus bir mozaik goriilmektedir. Sol
alt sekilde mozaik tamamen kapanmis, sag alt sekilde tamaman agil-
mugtir; Ustteki iki sekil bu iki durum arasindadir. Mozaik iyice agilir-
sa rombus bi¢imi bosluklar, taban tabana vermis iki eskenar tliggen
seklini alir.

Altigenler ve liggenler de benzer sekilde menteselenebilir. Moza-
ik acilirsa altigen, kare ve liggenler arasi bosluklar 6nce rombus, son-
ra kare seklini alir. Eskenar liggenler rotasyonlarina devam ederse,
her iiggen 180° dondiikten sonra iiggen ve altigenlerden olusmus bir
mozaigin kapali sekli olusur.
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Referans, David Wells, Hidden Connections, Double Meanings,
Cambridge University Press, Cambridge, 1988.
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Merdivenvari fayanslar Bir kdsesi merdiven sekline getirilmig
fayanslar bir diizlemi doseyebilir; bunun i¢in 6nce iki dikdortgenin
zigzag koseleri kenctlenir. Bu kenetlenme dort sekilde yapilabilir.

B

Bu ¢ifte dikdortgenlerle bir diizlemi dosemenin bir¢ok yolu var-
dir. Gordiigiintiz bunlardan biridir. (Aym1 yontemle bir kosesi 45°
aciyla kesilmis dikdortgenler kullanilarak da bir diizlem dosenebilir.)
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Miquel noktast Dort genel dogru, dort iiggen olusturur; bunlarin
cevrel daireleri ayni noktada (M) kesisir (Miquel noktasi). Bu nokta,
her dort dogruyu da degen paraboliin (bdyle tek bir parabol vardir)
odak noktasidir. Cevrel dairelerin merkezleri de Miquel noktasindan
gegen bir daire iizerinde bulunur.

Eger 5 dogru ile ise baslarsak ne olur? Bunlar1 dorder dorder alir-
sak 5 Miquel noktasi olugur. Bu 5 noktanin, hepsi Miquel dairesi de-
nen daire Uizerinde bulunur. Ayrica her 4 dogru kiimesi, bir ¢evrel dai-
re yaratir ve bu 5 dairenin hepsi ayn1 noktadan geger.

Ise 6 dogruyla baglanirsa, her begli grup bir Miquel dairesi yaratir
ve dogal olarak biitiin bu Miquel daireleri ortak bir noktadan geger vb.

—

Miquel teoremi Bir daire ¢izin ve onun g¢evresi iistiinde 4 nokta
belirleyin: A, B, C ve D. A ve B'den, B ve C'den, C ve D'den ve D ve
A'dan gegen daireleri ¢izin. Bu yeni dairelerin dort kesisme noktas:
da bir baska daire iizerinde bulunur.
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Bu sekil simetriktir. Ise ABCD dairesiyle basladik, fakat diger
dairelerin herhangi biriyle baslayabilirdik. Noktalar1 soyle dizersek
bu simetri daha iyi belli olur:

A B C D
S P Q R

Ust siradan iki harfi 6 sekilde segebiliriz: AB, AC, AD, BC, BD,
CD. Bunlara ikinci sirada altlarindaki harfleri eklersek elde ettigimiz
4 nokta ayni daire tizerinde olur:

ABSP, BCPQ, CDQR ve DASR.

Mobius geridi Ince uzun bir dikdortgen seklinde bir kagit serit
kesin ve seridin dar uglarindan birini 180° burarak uglar1 yapistirin.
(Uzun kenarlar1 da yapistirabilirdiniz; fakat bu daha zor olurdu). Bir
Mobius seridi yapmis oldunuz. Bu 1865'te August Mobius tarafindan
tanimlanmis olan Mébius serididir.
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Bu seridin tek bir kenar1 ve tek bir yiizii vardir. Sola bakan ve sa-
ga bakan olmak iizere iki sekli vardir; bunlar ancak dort boyutluyken
birbirine donistiiriilebilir.

Yiizey iizerinde herhangi bir noktadan baglayin ve kenar: agma-
dan uzun bir ¢izgi ¢izin. Yolunuzun yarisinda basladiginiz noktadan
gececek, fakat kdgidin 6teki tarafinda olacaksiniz; bir tur daha yaptik-
tan sonra, bagladiginiz yiize ve noktaya doneceksiniz.

Goodrich Otomobil Tekerlegi Firmasi bir ucu yar1 (180°) dondii-
riilmils (Mobius tipi) bir fabrika kayisinin patentini almistir; boyle
bir kayis tek yiizli oldugundan, her iki yiiz de ayn1 miktar asinacak-
tir.

Bir Mobius seridini, kenarlarina paralel diiz bir ¢izgi boyunca,
uzunlamasina kesersek iki degil tek bir halka elde ederiz. Bu halka
dort yarim donis yapmis olacaktir; adeta uzun dikddrtgenin uglarina
birlestirilmeden 6nce iki tam donme yaptirilmistir. Kenarlar simdi
iki ayr1 egridir; bunlar birbirine halkalanmigsa da diigiimlenmemistir.

Silindir bigiminde bir kagit serit iki cetvel arasinda gerilebilirken
Mobius seridi ii¢ cetvel arasinda gerilebilir.

8]
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Monge teoremi x, y ve z gibi ii¢ daire ikisger ikiger (x ve y, x ve z,
y ve z) alinip dis ortak tegetler ¢izilirse, tegetlerin A, B ve C kesisme
noktalar1 aym dogru iizerindedir. I¢ tegetlerin kesisme noktalar: da
dahil edilirse (y-z, z-x ve x-y daire ¢iftlerine kargilik olan i¢ tegetlere
L, M ve N diyelim) AMN, BNL ve CLM de diiz ¢izgilerdir.

L.A. Graham bu problemi ilk defa miihendis John Edson Sweet'in
buldugunu anlatir:

‘Bir an sustu ve sonra sdyle dedi: “Evet, bu agik¢a belli.” Arkada-
s1 sasirdi ve bir agiklama istedi. Prof. Sweet soyle cevap verdi: “Bir
diizlem iizerinde li¢ daire yerine ¢ top diisiin. Teget ¢izmek yerine
her top giftinin etrafinda bir koni oldugunu hayal et. Ug koninin de te-
peleri bu diizlem iizerinde olacaktir. Toplarin iizerine bir diizlem daha
koy. Bu diizlem ii¢ koniye de teget olacak ve konilerin tepelerini icere-
cektir. Demek ki li¢ koninin de tepeleri hem alt, hem iist diizlem iize-
rinde olacakur; bu ise koni tepelerinin iki diizlemin kesistigi dogru
tizerinde olmalar: demektir.”

Bu problemi ilk kez d'Alcmbert ortaya atti; problemi Monge, Swe-
ct gibi ¢ozdil.
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Bu problemin ii¢ boyutlu analogu soyledir: 4 kiireyi ikiser ikiser
sarmalayan konilerin tepeleri ayni diizlem Uzerinde bulunur. Koniler
dyle secilir ki kiirelerle koni tepeleri ayni tarafta olur.

Referans: I.A. Graham. Ingenious Problems and Methods, Dover,
N.Y., 1959. -

Morley iicgeni Frank Morley 1899'da kardioid'leri incelerken ¢ok
olaganiistii bir problemle karsilasti. Kalem ve kdgitla isi olan herkes
buna daha ©nce rastlamig olabilir. '

Herhangi bir liggen alip agilarini ii¢ esit pargaya boliin. Bu dogru-
larin kesistigi ti¢ nokta bir eskenar tiggen olusturur.
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Tigingtir ki iiggenin dis agilari da iig esit pargaya bdliiniirse, sekil-
de goriildiigi tizere ¢ eskenar liggen daha olusur.

Morley iiggeni deltoid ile ayn1 yonlenmeyi gosterir; deltoid, iigge-
nin biitiin Simson ¢izgilerinin zarfidir.
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Napoleon teoremi Soylendigine gére bu teoremi Napoleon Bona-
parte bulmustur. Napoleon biraz matematikten anlardi; bu nedenle bu
dogru olabilir.

Herhangi bir liggen alin; liggenin her kenari tizerine disa dogru bir
eskenar liggen ¢izin. Egkenar liggenlerin merkezlerini birlestirin, or-
taya yeni bir eskenar iiggen ¢ikar.

Eskenar iliggenler ice dogru da ¢izilebilir; bu durumda da bu iig-
genlerin merkezleri bir diger eskenar licgen olusturur. Bu eskenar iig-
genin merkezi, diga dogru eskenar licgen ¢izimiyle olusan eskenar
licgen merkezinin aynidir; i¢ ve dig eskenar tiggenlerin alanlarin: far-
ki, orijinal liggenin alanina esittir. Diger taraftan bir eskenar liggenin
kenarlari iizerine biri igeri ve ikisi disar1 dogru eskenar iiggenler ¢i-
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zersek, bunlarin merkezleri, agilart 30°, 30° ve 120° olan bir liggen
olusturur.

Teorem, sekli altili simetrisi olan bir mozaik igine gdmmekle ka-
nitlanabilir.

Dis iiggenlerin eskenar iiggen olma zorunlulugu yoktur. Sekilde
goriildiigii iizere birbirlerine benzemeleri ve hafif bir rotasyon digin-
da, orijinal iiggene gore konumlarini degistirmemeleri gerekir. Bu du-
rumda genel teorem sunu soyler: Herbiri bir liggenden alinan kargi-
likl1 noktalar, ayn1 bigcimde bir bagka iiggen olusturur.




Orijinal sekle geri gidersek onun birgok eskenar iiggen daha iger-
digi gorilebilir.

Bir iiggenin kenarlar: izerinde olusturulan eskenar liggenler, Fer-
mat noktast ile ilgilidir. (Bkz. Fermat noktasi).

Genel konveks (digbiikey) bir dortgenin kenarlar tizerinde, alter-
ne ederek bir igeri bir disar1 gizilen eskenar iliggenlerin koseleri bir
paralelkenar olusturur.

Nefroid Bu egri bobregi andirdigi igin bu ismi almistir. Nefroid,
yarigap: 2a olan sabit bir daire diginda. ona teget kalarak donen a ya-
nicaplt bir dairenin Gstlindeki bir noktanin geometrik yeridir. Bir diger
tanimi sudur: Nefroid, 2a yarigapinda sabit bir dairenin disinda, ona
teget kalarak donen 3a yaricapinda bir dairenin gevresi iizerindeki bir
noktanin geometrik yeridir (sabit daire biiy{ik dairenin iginde).
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Nefroidi bir zarf olarak ¢izmek igin, temel olacak bir daire ¢izin;
bu dairenin ¢apini da ¢izin. Merkezleri temel dairenin gevresi tizerin-
de olan ve gizilen gapa teget daireleri ¢izdiginiz zaman, bu daireler bir
nefroidin zarfini olusturur.

Nefroidin bir bagka tanimi da sudur: Caplan esit iki daireden bi-
ri, sabit olan digerinin etrafinda, ona teget kalarak dolanirken, dolanan
dairenin ¢apinin zarfl bir nefroiddir.

Bir nefroidin evoliitl, ayni merkezli, fakat yar1 yariya kiiglilmiis
ve 180° donmiis olan bir baska nefroiddir.

Nicomedes'in konkoidi (kavk: egrisi) Herhangi bir egri, egrinin
listinde olmayan bir A noktasi ve sabit bir k mesafesi alin. A'dan ge-
gen bir dogru, egriyi Q'da kessin. Dogru iizerinde P'Q = QP = k ola-
cak sekilde P ve P” noktalari belirleyin. Bu durumda P ve P' niin geo-
metrik yerleri, egrinin A'ya gore konkoididir.

Bunu gizmek igin bir cetvelin iki ucuna iki kalem ilistirin; sabit
noktaya (A) bir igne batirin ve cetvelin merkezi sabit dogru boyunca
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kayacak tarzda, cetveli igneye gore hareket ettirin. Bu, dogrunun A
noktasina gore konkoididir.

Bir egrinin konkoidi, sabit nokta A'nin yerine gore degisecektir.
Sabit noktanin yeri 6zel olarak secilirse 6zellikle ilging sonuglar elde
edilir. Ornegin dairenin, gevresi iizerindeki sabit bir noktaya gore kon-
koidi Pascal limasonudur.

Pappus'a gore Nicomedes, konkoidi (‘midye kabugu bigimli’) kii-
piin duplikasyonu ve bir aginin iige boliinmesi problemlerini ¢ozebil-
mek icin buldu. Agiy1 sOyle iige boliiyordu: AQ= 1/2 QP= 1/2 k. QR
dogruya dik olsun. Bu durumda: RAB agisi= 1/3 PAB agcisidir.
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Oktahedron (sekizyiizlii) Eger diizgiin bir sekizyiizliiniin kenarla-
r1 altin oran [yani 1/(1+Y5] oraninda bdliiniirse, yiizlerden herhangi
birinin kenarlarindaki oran noktalar: bir eskenar iiggen olusturur ve

bu 12 bolme noktasi diizgiin bir 20 yiizlii (ikosahedron) yapar. (Bkz.
Altin oran)

Kenarlarin altin oranla i¢ten bdliinmesi igin iki ve digtan boliin-
mesi i¢in iki nokta vardir; boylece toplam 4 yirmiyiizlii olusturulabi-
lir. Distan bolme igin, bir yiiziin kenarlarinin bélme noktalarini yir-
miyiizliniin bir sonraki koseleri olusturur.
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Onbir-ii¢ sekli Birbirinden farkli 31 tane 115 sekli vardir. Her
birinde 11 dogru ve |1 nokta bulunur. Her noktadan 3 dogru gecer ve
her dogru iizerinde 3 nekta bulunur. [ste bunlardan tigii:

Referans: W.Page ve H.L. Dorwart, Numerical patterns and geo-
metrical configurations, Mathematics Magazine, Mareh 1984,

Onikigenin pargalara boliinmesi Asagida diizgiin bir onikigeni
eskenar dortgenlere bolmek igin iki basit ve dogal yontem goriiliiyor.

Her sekilde 3 cesit eskenar dortgen (rombus) var. Bu ¢okgeni bu
basit sekillere bolmek igin bir ¢ok yol varsa da her seklin orani ayni-
dir: 6 dar ve 6 orta genislikte eskenar dortgen ve 3 kare.

N
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Bu bigimler ayn1 bi¢imin daha biiyiik kopyalarini elde etmek igin
kullanilabilir. Yukaridaki sekillerin herbirinde 4 onikigenden 1 biiyiik
onikigen yapilmistir. Eskenar dortgenlerin bircogu birbirine “zon”
denilen seritlerle bagl kalir.

Asagidaki bolmelerdeyse tek bir sekil kullamilmistir; bir yarim
kareye eklenmis eskenar iliggen. Sagdaki kiiciik (i¢) onikigenin kenari
orijinal (az dnce gordiigiimiiz) onikigenin V2 Katy, alaniysa iki katidir.
Biiyiik (dis) onikigenin kenarlari orijinal onikigenin 2, alaniysa 4 ka-
tidir. Kiigiik onikigen, yarim kare + eskenar iiggenden olusan yapi
taglarinin eklenmesiyle bilyiitiilebilir ve biitiin bir alan bdylece doldu-
rulabilir. '




Onikiyiizlii (dodekahedron) Dodekahedron 12 yiizliidiir. Diizgiin
dodekahedron'un diizgiin pentagon (besgen) seklinde, rombik dode-
kahedron’un eskenar dortgen (rombus) seklinde 12 yiizii vardir.

Diizgiin dodekahedronun 31 simetri ekseni bulunur; bunlardan
10'u tigld olup karsi tepe ¢iftlerinden, 6's1 besli olup karsit yiizlerin
merkezinden ve 15 ikili olup karsit kenarlarin ortalarindan geger.

Diizgiin ikozahedron (20 yiizlii) dodekahedronla ayni sayida (31)
imetri ekseni igerir; fakat bunlarin tanimlanmasinda “koseler” ve
'yiizler” birbirlerinin yerini alir.

Kiiple dodekahedron iliskisi sOyledir: 12 yiiziin orta noktalari
merkezleri), birbirine dik (ve kenarlar: altin oran yapan) (Bkz. altin,
ran) ii¢ dikdortgenin koselerini olusturur (alt sol sekil); dodekahed-
>n'un 8 kosesi bir kiipiin de koseleridir (alt sag sekil).
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Sasirtict bir gergek de sudur: Diizgiin bir dodekahedron ile diiz-
giin bir ikozahedron ayni kiire i¢ine konuldugunda, dodekahedron da-
ha genis bir hacim kaplar. Ikozahedron'un yiiz sayis1 daha fazladir
(12'ye kars1 20), fakat dodekahedron'un yiizleri daireye daha yakin-
dir.

Oranlarin oram (gapraz oran veya cross-ratio) Pappus, Mate-
matik Koleksiyonu adli kitabinin 7. cildinde, bir noktadan cikan 4
dogruyu diger iki dogru kestiginde, A, B, C, D ve A', B, C' ve D'
oranlarinin, yani ¢apraz oranlarin esit oldugunu ispat etti.
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Sonra gapraz oran unutuldu; ta ki 1639'da Desargues, Brouillon
Project adl1 eserinde onu yeniden canlandirdi.

Capraz oran AB/BC'nin AD/DC'ye boéliinmesidir. Bir noktada ke-
sigen 4 dogrunun ¢apraz orani, onlari ¢aprazlayan bir dogrunun yarat-
181 capraz orandir.

Ortak kirisler Birbirini kesen 3 dairenin ortak kirigleri ayn1 nok-
tada kesisir.

Daireler birbirlerini gergek noktalarda kesmezlerse, ortak kirigler
gergek degildir; fakat yine de dairelerin 3 radikal ekseninin gercek ke-

sisme noktasinda kesigirler. Bu nokta her li¢ daireyi dik kesen tek da-
irenin merkezidir.
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Ortogonal yiizeyler Bir diizlem iizerinde (iki boyutlu ortamda)
Oyle iki egri kiimesi alinabilir ki bir kiimedeki her egri diger kiimede-
kini dikine (ortogonal) keser. Ug boyutlu ortamda iig yiizey kiimesi
benzer 6zellikler gosterebilir. Herbiri farkli kiimelerden olan herhangi
iki yiizey birbirini bir egri boyunca dikine keser.

Ug ortogonal yiizey kiimesinin en basit 6rnegi ii¢ paralel diizlemler
kiimesidir, ornegin kiibiin yiizlerine paralel diizlemlerden olusan iig
kiime buna bir drnektir.

Sekilde goriilen konfokal (es odakli) koniklerin li¢ boyutlu analo-
gu daha karmagik bir o6rnektir. Bu sekil su 3 kiimenin herbirinden bir
adet icermektedir; elipsoidler, tek yaprakli hiperboloidler, iki yaprakh
hiperboloidler. Her egri ailesinden bir yiizey, uzayda herhangi bir nok-
tadan geger. Boylece uzay egri ¢izgili kutulara ayrilmistir; bunlarin
hepsinin tepe agilan dikagidir; bu bakimdan dikdértgen kutulara ben-
zerler, fakat yiizleri dikdortgen olmadig: gibi diiz bile degildir.

Ortosentrik noktalar Bir tiggenin yiiksekliklerinin “iiggenin orto-
sentr1” denilen (H ile gosterilir) tek bir noktada kesistiklerini ilk defa
Proclus gosterdi. {1k defa Carnot'nun farkettigi gibi orijinal iiggenin iig
kosesiyle ortosentr milkkemmel bir simetri gosterir; bu dordiinden her-
hangi biri diger ii¢iiniin olusturdugu ii¢genin ortosentridir. Bu dordii
bir ortosentrik noktalar kiimesi olusturur.
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Bu dort ortosentrik noktanin olusturdugu dort liggen, ayn1 9 nokta
dairesine sahiptir; bu liggenlerden herbirinin bir i¢ dairesi ve kenarla-
rin uzantilarina teget li¢ dig dairesi (toplam 16 daire) 9 nokta dairesi-
ne tegettir. H noktasinin BC dogru pargasina gore simetrigi, ABC li¢-
geninin gevrel dairesi iizerindedir vb.; bu dort liggenin ¢evrel ¢gember-
leri ayni yarigaplidir (ne kadar zarif ve beklenmedik bir simetri! C.N.)

Bu dort iiggenin ¢evrel cemberlerinin merkezleri, orijinal dort nok-
tanin 9 nokta dairesine gore simetrigidir ve orijinal dort nokta istiine
cakistirilabilir (kongriient, eslesik). bir sekil olusturur. Bu dort iic-
genin agirlik merkezleri ortosentrik bir kilme olusturur; bu kiime ori-
jinal ortosentrik kiimeye benzer, fakat onun tigte biridir.

Dwight Paine liggenin en iyi bilinen 6zelliklerini dize haline getir-
mistir; iste yiikseklikle ilgili dizeler; gerisini de siz tamimlayabilirsi-
niz:

Gergi ii¢ ylikseklik var

Diyordu kizim Rachel,

Bir nokta iigiiniin de iistiinde yatar,
Bu ortosentr H'dir; ne giizel!

Referans: Dwight Paine, ‘Triangle rhyme’, Mathematics Magazi-
ne, September 1983.
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Orgiiler En iyi bilinen 6rgii, uzun saglari 6rmede kullanilan tek-
rarlayict drgiidiir. [ki sekli vardir; saga yonelik ve sola yonelik.

Orgiiniin bir noktasinda durulup kargihkli uglar birlestirilirse, so-
nug ya birbirine ge¢mis ii¢ halka veya tek bir diigiimdiir.
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Oriilmiis ¢okyiizliiler John Gorham'in 1888'de yazdigi Oriilmiis
Kristal Modeller kitabindan esinlenen A.R. Pargeter, Platonikler dahil
birgok gok yiizlilyii 6recek yontemler gelistirdi. “Ormek” terimi bura-
da uzun saglari 6rmekle aynt anlamda kullanilmaktadir.

-\

Koyu renk ¢izgiler kesis hatlaridir. Yukaridaki birinci érnekte or-
me, kilp olusturur. Bunun igin kiipiin dig yiizeyi yukar1 dogru tutul-
mal ve ilk hamle O karesini U iizerine koymak olmalidir. Eksik kare
seklindeki kisim ice biikiilerek kiipii saglamlastirmak igindir.

231



Ikinci 6rnek aymi kosullarda bir 20 yiizlii olusturmak icindir. Ige
biikiilecek iki ug¢ vardir, bunlarin herbiri bir tiggen ¢iftinden olusur.

Referans: A.R. Pargeter, Plaited Polyhedra, Mathematical Gazette,
No: 344, 1959.

Ortiilmiis cokyiizliiler Bir gokyiizliiniin yiizeyini silindirik bant-
larla birornek ve simetrik olarak sarabilir miyiz? Jean Pedersen bunun
miimkiin oldugunu gosterdi. Onun modelleri Japonlarin Temari siis
toplarina ve bazi geleneksel diigiimlere benzer. Sekilde bir onikiyiiz-
liinlin yilizeyinin 6 bantla ortiildiigii goriiliiyor.

Referans: Jean Pedersen, ‘Geometry: The unity of theory and prac-
tice’, Mathematical Intelligencer, Vol. 5, No: 4, 1983.
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Pantograf Pantograf benzer iiggenlerden yararlanarak bir sekli
biiyiilten veya kiiciilten bir cihazdir. $ekilde O noktas: sabittir; AB
ise, CD'ye ve OA, DE'ye paraleldir. Eger D bir seklin iistiinde gezi-
yorsa, B noktasi bu sekli OB:OD oraninda genigletilmis olarak gizer.

Pappus teoremi Herhangi iki dogru alin; bunlarin herbiri iizerine
sekildeki gibi li¢ nokta koyun. Noktalar: karsilikli birlestiren dogru-
lar birbirlerini bir dogru iizerinde keser. Bu, Pascal teoreminin 6zel bir
halidir; ¢iinkii orijinal dogrular koniklerin 6zel halleri olarak diisiinii-
lebilir.
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Bu teoremin yalniz noktalari, dogrulari, kesismeleri ve birlesme-
leri oldugundan, bir duali (eslegi) olmasi kaginilmazdir; bu dualde
noktalarin yerine dogrular ve dogrularin yerini noktalar almistir.
Asagidaki sekil dual teoremin 6zel bir seklidir: Iki noktanin herbirin-
den ii¢ dogru geger; Oyle ki sonsuzdaki iki noktada kesisen her biri iig
paralel dogrudan ibaret iki kiime olusur. Sekilde goriildiigii iizere nok-
talar birlestirilirse ti¢ dogru bir noktada kesisir.

A 5] C

—~—
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Bu sekilde bir dikdortgen daha kiigiik dort dikdortgene bolinmiis-
tiir. Ince ¢izgiler bir noktada kesisir. Ayrica DB, GC ve HF dogrulari
da bir noktada kesisir. Bu da gosterir ki orijinal Pappus seklinde her
dogru iizerindeki noktalar farkl siralarda ele alinabilir.

Pappus teoremi, ii¢ boyutlu dogru ve noktalar hakkindaki su teo-
remle esdegerdir: Uzayda birbiriyle kesismeyen a, b ve c gibi ii¢ dog-
ru alalim. Ugiiyle de kesisen sonsuz sayida dogru vardir. Bu gibi dog-
rulardan iigiinii se¢ip bunlara p, q ve r diyelim. O zaman esdeger teo-
rem sunu soyler; eger d dogrusu p, 4 ve r'1 kesen 4. dogruysa ve s
dogrusu a, b ve c'yi kesen 4. dogruysa, s ve d kesisir.

Parabol Eski Yunanhlar parabolii dik bir koninin, tepesinden ge-
cen bir dogruya paralel olarak kesilmesiyle olusan bir egri olarak ka-
bul ettiler. Gergekte parabol, herhangi bir koninin, tepesinden gegen
bir dogruya paralel bir diizlemle kesigmesinden olusan egridir.

Parabol ayni zamanda dogrultman (direktris) denilen bir dogru ile
odak (fokus) denilen bir noktadan esit uzaklikta olan noktalarin geo-
metrik yeridir,
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Parabolik aynalarda odaktan gegen bir 151n, aynanin eksenine pa-
ralel olarak yansir. Bu nedenle otomobil farlarinda ve projektorlerde,
151k kaynagi parabolik aynalarin odak noktasina konulur.

. /
Y
A\
S

Yercekiminin Diinya'nin merkezine dogru degil, dogrudan dogru-
ya dikey dogrultuda etki yaptigini ve hava direncinin gok kiigiik oldu-
gunu kabul edersek, bir merminin yolu bir paraboldiir diyebiliriz. Eger
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tek bir noktadan ayni ¢ikis hiziyla her yonde bir ¢ok mermi atilirsa,
bunlarin ¢izdigi yolun zarfi bir diger parabol veya ii¢ boyutlu ortamda
donel bir paraboloiddir (bir paraboliin kendi ekseni etrafinda donme-
siyle olusan geometrik sekil).

Cukur bir kap icinde yavasga donen bir sivinin yiizeyi donel bir
paraboloiddir. Bu yiizeyin herhangi bir dikine kesiti paraboldiir. Eger
kablolarin ve desteklerin agirligi dikkate alinmazsa, bir asma koprii-
niin birdrnek yiiklenmis ana kablolar1 da parabol bigimindedir.

Parabol bir zarf olarak da olusturulabilir. Ornegin sekildeki gibi
iki dogruyu kesistirin, kesisme noktasindan itibaren esgit uzaklikta

noktalar alin ve bu noktalara karsit yonlerde numara verin. Ayni sayl- -

lar1 birlestiren diiz gizgiler bir paraboliin zarfi olacaktr. Ilk iki dogru
paraboliin tegetleridir. Paraboliin kalan kisimlarim da ¢izmek igin,
orijinal dogrularin kesisme noktasindan esit uzaklikta bagka noktalar
alin; bu durum seklin saginda goriiliiyor.

Bu ¢izim, paraboliin basit ve zarif bir b'zelligi.nedeniyle olasidir.
Sekilde goriildiigii lizere bir parabole ii¢ teget cizin; simdi SP/PA =
QO/OP = BQ/QS. '

Ve
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Bir noktadan bir parabole teget ¢cizmek igin ayn1 yontem kullanilir.
P noktasini F odagina birlestirin ve ¢apt PF olan daireyi ¢izin. Eger
paraboliin tepesindeki teget, daireyi A ve B'de keserse, PA ve PB iki
tegettir.

Bir gonye, hipoteniis daima odaktan gegecek ve dik kose daima
dogrultman iizerinde olacak sekilde hareket ettirilirse parabolik bir
zarf olusur.

Pascal konfigiirasyonu Bir konik {izerinde 6 nokta, sirali olarak
bir altigenin koseleri olacak sekilde 60 tiirli segilebilir. Her se¢im
Pascal teoremine gore bir Pascal dogrusu olusturur. Bu 60 dogru kar-
masik bir yapt meydana getirir. Sekilde 6 nokta bir daire disina ¢izil-
mis diizgiin bir altigenin koseleri olarak alinarak karmasiklik azaltil-
misgtir. Bunun sonucu olarak dejenere dogrular belirir. Kalin i¢ dog-
runun her biri 4 dejenere Pascal dogrusundan olugmustur. Diger 6
dogru sonsuzdadir, boylece yalniz 45 dogru gériilebilir.
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Bundan sonraki sekil, Pascal dogrutarinin kesigmesini gostermek
lizere, birinci seklin merkezinin biyiitiiimiis hahdir. Bu dogrular iiger
ticer 20 Steiner noktasindan ve yine iger tcer 60 Kirkman noktasin-
dan geger. Her Steiner noktass 3 Kirkman noktasiyla beraber 20 Cay-
ley dogrusundan biri iizerindedir. Steiner noktalar: dérder dorder 15
Plicker dogrusu lizerinde bulunur: 20 Cayley dogrusu dorder dorder
Salmon noktalari denilen 15 noktadan gecer.

60 Pascal dogrusuyla 60 Kirkman noktasi, 20 Cayley dogrusuyla
20 Steiner noktast ve 15 Pliicker dogrusuyla 15 Salmon noktas: ara-
sinda simetrik bir iliski vardir.




Pascal salyangoz egrisi (Pascal limasonu) Bu egrinin isim babasi
Blaise Pascal'in babasi Etienne Pascal'dir. Bu egriyi daha 6nce Diirer
cizmisti.

Degismez uzunluktaki bir PQ dogru pargasini, gerekirse uzatarak,
Oyle hareket ettirin ki bu dogru, daire iizerindeki sabit bir noktadan
(A) gegsin ve PQ'niin orta noktasi da (M) daire iizerinde olsun. Bu ba-

kimdan limason, bir dairenin kendi iizerinde bulunan bir noktaya gore
konkoid'idir. (Bkz. Nicomedes’in konkoidi).

S6z konusu dogru pargasinin uglari bir limason ¢izer; dogru parga-
sinin uzunlugu daire ¢apinin iki katiysa limason bir kardioid (kalp eg-
risi) olur.

Pascal limasonu bagka tiirli de elde edilebilir: Kendisiyle ayni
capta bir tekerlegin ctrafinda, ona teget kalarak donen bir dairenin bir
noktasi da limason ¢izer. Bu yolla elde edilen limasonun, sikloid gibi
li¢ sekli vardir: Nokta dairenin lizerindeyse kardioid (kalp egrisi) olu-
sur; nokta dairenin i¢inde veya disindaysa limason olusur.

Limasonun polar denklemi r=2a cos@ +k'dir. a = dairenin yarigapi
ve 2k = dogru pargasinin uzunlugu.
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Limasonu bir zarf olarak ¢izmek igin bir daire ve daire gevresi iize-
rinde olmayan sabit bir nokta alin. Merkezleri bu daire lizerinde bulu-
nan ve sabit noktadan gegen daireleri ¢izin. Bu gibi biitiin dairelerin

zarf1 bir limasondur. (Sabit nokta dairenin gevresi iizerindeyse zarf bir
kardioiddir.)
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Pascal teoremi Blaise Pascal iinlii teoremini 1640'ta 16 yasinday-
ken buldu ve onu Essai pour les coniques (konikler iizerine deneme-
ler) adin1 verdigi bir brosiir seklinde yayimladi. Bu teorem sunu soy-
ler: bir altigen igine bir konik ¢izilirse, karsilikli kenarlarin kesisme
noktalar: (ki 3 tanedir) ayn1 dogru iizerinde bulunur. Altigenin kose-
leri ABCDEF olarak gosterilirse, AB ve DE, X noktasinda kesisen
karsilikli kenarlardir vb. XYZ dogrusu Pascal dogrusudur.
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Sekilde elips igine ¢izilmis zigzag (yildiz) bigimi bir altigen gorii-
liyor. [Bu konkav (igbiikey) bir cokgendir. Konveks (disbiikey) bir
cokgende cokgen, herhangi bir kenarini iceren bir dogrunun bir tara-
finda bulunur, yani kenarlarin higbiri gokgeni ikiye bolmez. Konveks
bir poligonda her i¢ agt  180°dir. Bir ¢okgen (poligon) konveks de-
gilse konkav'dir. Konkav poligonlarda en az bir i¢ agi 180°den bii-
yiiktiir. Bir poligon'un konkav olabilmesi igin, poligon'un iginden ge-
gen bir dogrunun poligonu en az 4 noktada kesmesi gerekli ve yeterli-
dir. Konkav bir poligon (cokgen) yildiz veya zigzag bigimi olabilir.
C.N.] Seklimiz Pappus teoreminin sekline ¢ok benzemektedir. Ger-
cekten de Pappus teoremi Pascal teoreminin 6zel bir seklidir; Pap-
pus'da konik, bir ¢ift dogru seklinde dejenere olmustur. Eger altigen
konveks olarak ¢izilirse, karsilikli kenarlarin kesisme noktalar: koni-
gin disinda bulunur.

Pascal iicgeni Pascal iicgenini altigen bir kagit iizerine yazin (Ay-
rintilar igin bkz. Penguin Diciionary of Curious and [nieresting Num-
bers). Tek sayilar iceren altigenlerin igini kursun kalemle karartin.
Soldaki desen belirir (bilgisayarda altigen yerine nokta kullaniimig-
tir.)

2'nin disindaki sayilarin katlarint karartmak farkli desenler verir.
Ortada ve sagda 7 ve 8'in katlarindan olusan desen goriilmektedir.

Tek ve cift rakamlardan olusan bir Pascal iiggeni hiicresel bir oto-
mat olarak diisiiniilebilir. (Tek sayilar yerine 1, cift sayilar yerine O
yazilir). Sonsuza kadar uzanan O ve |'lerden olugsmus bir hiicre dizi-
sinde, bir sonraki satir §éyle olusturulur: Yan yana gelmis iki O ve iki
1 altina O ve yan yana gelmis (0 ile 1) ve (1 ile 0) altina 1 yazilir. Ise
herhangi bir O ve 1 dizilisiyle baglanabilir. (Hiicresel otomat ayrinti-
lart i¢in bkz. Matematigin Gizli Diinyasi, David Wells, Sarmal Yayin-
lar1, 1997)
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Kurali degistirmek kolaydir. Komsu 3 hiicrede tek sayida 1 var-
sa, ortadaki 1'in altina 1 yazilir; gift sayida 1 varsa ortadaki l'in alti-
na 0 yazilir. [Yanyana 3 say1 alalim. Bu ii¢ sayi i¢inde ya bir, ya iki,
ya da ii¢ tane 1 vardir. 1 veya 3 tane (tek sayida 1) varsa, ortadaki
l'in altina 1 yazilir. 2 tane 1 (gift sayida 1) varsa, ortadaki 1'in altina O
yazilir. C.N.]

100010101101101111
10011111011011000
1010000110110100
111000101101110
00100111011001
0110100110101
1011102101111
11001111000
0101000100
111100110
00010101
0011111
010000
11000
0100
110
01
1
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Peaucellier hiicresi Peaucellier bir Fransiz subayiydi; cetvel kul-
lanmadan, bir baglantilar sistemi yardimiyla diiz bir ¢izgi ¢izebilmeyi
ilk basarmis kisidir.

Biiyiik bir V harfinin kosesindeki ¢ivi sabit noktadir. Peaucellier
baglantis1 bu V'den ve bir rombus'dan (eskenar dortgen) ibarettir.
Rombusun bir kdsesi daire gizerse (ki sabit noktadan geger) karsi ug
onun inversi olarak bir dogru ¢izer. Bunu saglamak i¢in, sekilde go-
riildiigii gibi, dairenin merkeziyle rombusun kdsesi arasina bir kol da-
ha konulmustur.

Eger rombusun daire ¢izdirdigimiz kosesi daire yerine bir bagka
egri gizerse, kars1 kdse bu egrinin inversini ¢izer. Peaucellier hiicresi
herhangi bir egrinin inversini ¢izmekte kullanilabilir.

1867'de yayimlanmis olan Peaucellier'nin bulusu, dairesel hareke-
ti dogrusal harekete gevirmek icin yapilmisti; ¢iinkii mekanikde bu
doniisiim sik sik gerekiyordu. Daha 6nce James Watt yaklasik bir ¢6-
ziim bulmugtu: Watt'in paralel hareketi. “Diiz bir ¢izgi nasil ¢izilir;
baglantiiar iizerine bir ders” (1877) adli kitabin yazari olan A.B.
Kempe, kendisi de birgok baglantinin mucidi olarak, Peaucellier hiic-
resinin bag miihendis Mister Prim tarafindan yeni Parlamento evlerini
havalandiran hava pompalarina nasil uygulandigini anlatmis ve okur-
larina buray1 ziyaret etmelerini tavsiye etmigtir.
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Penrose mozaikleri: Diinyaca lnli bir kuvantum ve rolativite uz-
mani olan Roger Penrose, aymt zamanda bir matematiksel eglenceler
amatoriidiir. Babasiyla beraber Penrose merdivenini buldular; bu mer-
diven sonsuza gider. Penrose asagidaki iki mozaik parcasini buldu;
John Conway yerinde olarak bunlara “oklar” ve *ugurtmalar” adini
vermistir.

Bu iki sekil bir eskenar dortgenden (rombus) yapilir. @ uzunlugu
“altin oran”dir, yani 1/2 (1+\/5) veya 1.618... (Bkz. Altin oran). Pen-
rose mozaigi yapmak icin koselere yazi igin H (head) ve tura icin T
(tail) harfleri konulur. Sonra mozaik pargalari, ayni harfli koseler asla
bitisik olmayacak sekilde birlestirilir. Bir diger metod, kenarlarda kii-
ciik bir ¢entik yapmak veya kenarlar hafifce diizensiz yapmaktlr ya
da asagidaki sekilde goriildiigii izere her mozaik parcasi iizerine eg-
riler ¢izilebilir; yle ki parcalar dogru bir sekilde birlestirildiginde eg-
ri devam eder.
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Bu iki sekil, bir diizlemi periyodik (devirli) olmayan bir sekilde
sonsuza kadar doseyebilir. Bir diger deyisle bu periyodik olmayan
mozaiklerin birinden slayt yaparsaniz, rotasyon yaptirmadan slayti ha-
reket ettiremezsiniz. Rotasyonla biitiin ¢izgiler tekrar mozaige uyar.

Bazi Penrose mozaiklerinin rotasyonel simetrisi vardir; fakat ¢o-
gunun yoktur. Penrose mozaikleri oktan daha fazla sayida ugurtma ge-
rektirirler; oran yaklagik @: 1'dir (alun oran). Mozaik sonsuza gider-
ken bu oran tam degerini alii.
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Eger mozaik parcalan iizerine egriler gizilir ve egri kapanirsa, pen-
tagonal (besgensel) simetri olusur; egrinin igindeki alan da pentago-
nal simetri gosterir.

Bir desenin sonlu bir #olgesi belli bir mozaik pargasiyla yalmz bir
tiirli dosenebilir; bu nedenle bir bolgenin sinirlarinin bigimi, onun
mozaik yapisini ele verir.

Sonsuz Penrose mozaiginde sonlu bir bolge, bir kere degil sonsuz
kere belirir. Bunun 6nemli bir sonucu sudur: Penrose mozaigi iizerin-
de gezerken, o anda hangi mozaik pargasi iistiinde oldugunuzu anlaya-
mazsiniz! Ayrica bu yeni Penrose diinyasinin 6nceden tanidiginiz
belli bir bolgesine ulagmak isterseniz, bunu kesinlikle yapabilirsiniz;
aradiginiz bolge en fazla iki bolge gap1 Otededir.

Pentatop veya simpleks Pentatop, iiggenin iki boyutlu ve dortyiiz-
liintin iig boyutlu ortamdaki seklinin dort boyutlu ortamdaki kargthg-
dir.

Pentatopun herbiri diizgiin dortyiizlii seklinde, S adet ii¢ boyutlu
yiizii veya hiicresi, 10 diizlem yiizii, 10 kenar: ve S kosesi vardir; pen-
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tatop kendi kendisinin dualidir.

Uc boyutlu ortamda bir pentatop agi, diizgiin dortyiizliiniin diiz-
lemdeki agina benzer olarak, her yiiziine bir diizgiin dortyiizlii yapis-
mis olan bir dortyiizlidiir.

Eger pentatop herbiri 5 diizlem yiizlii iki ilmegin birlesmesi olarak
disiiniiliirse, S yiizlii her ilmek bir Mobius bandidir.

Diizgiin bir dortyiizliiniin her kosesinin simetrik olarak kesilip atil-
masi, her kdsede yeni bir eskenar iiggen olusturur ve her yiizii altige-
ne doniistiiriir. Eger kesip atma kenarlarin ortasindan yapilirsa, oriji-
nal yiizler de eskenar iiggen olur ve koseleri kesilip atilmig sekil
diizgiin bir sekizyiizlii halini alir.

Bir pentatopun koselerinin kesip atilmasi, orijinal koselerin herbi-
rinde yeni bir dortyiizlii olusturur ve i¢ boyutlu yiizleri dortyiizliiden
kesik dortyiizliiye ¢evirir. Sekiller pentatopun kenarlarinin ortasindan
budanmasini gosteriyor. Olusan sekil S dortyiizlii ve 5 sekizyiizliiden
olusmustur.
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Perimetre bisektorleri Bir iiggenin kenar ortaylari onun alanini
iki esit yarima boler. Bir kenara paralel ve diger kenar1 (N2+1)/1 ora-
ninda bdlen dogrular da {iggenin alanini iki esit yarima boler. Bu 6
dogru 3 noktada kesisir:

Bir iiggenin alanini esit olarak ikiye bolen biitiin dogrular ii¢ hi-
perbolik yayi zarflar. Seklimizde eskenar liggenler alinmigtir.

A
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Uggeni esit olmayan iki pargaya ayiran dogrularda zarf daha kar-
magtktir. Oran 1:1'den (en iist gekil) itibaren degistikge, sol alt sekil-
de goriildiigii lizere ilk 6nce ayrilir ve sonra, oran 5:4 olunca ii¢ yay
aynm noktada kesigir. Bundan sonra giderek biiyiiyen bir merkezi bol-
ge belirir. Bu bolge sonunda iiggenin kendisi halini alr.

Referanslar: J.A. Dunn ve J.E. Petty, Halving the Triangle, Mathe-
matical Gazette, No: 396, 1972 Derek Ball, Halving envelopes, Math
Gazette, No: 429, 1980.

Philo dogrusu Bir ac1 yapan iki dogru ve aginin icinde sabit bir X
noktasi verilmis olsun. X'den gegen en kisa AB dogru pargasina Philo
dogrusu denir. Bizansh Philo hidrolik ve mekanik uzmanmyd: ve ki-
piin duplikasyonu problemi iizerinde gahgirken bu dogruyu bulmus-
tu. O'dan AB'ye ¢izilen dikme OY ise AX=YB'dir.

Cok daha basit bir problem sudur: Bir ag1 yapan iki dogru ve agl-
nin iginde sabit bir X noktasi olsun. X'den gegen dogrulardan hangisi
iki orijinal dogru ile birlikte en kiigiik alam ¢evreler? Yanit basittir;
X'i orta noktasi kabul eden dogru.
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Pick teoremi 1899'da G. Pick kogeleri, bir kareli kagidin koge
noktalarinda olan bir ¢gokgenin alanimi bulmak igin basit bir yontem
gelistirdi. N gokgenin igindeki, B gokgenin kenarlan iizerindeki kose
noktalarinin sayisiysa:

Alan=N+ 1/2B - 1.
Busekilde N=4 ve B=6. Alan=4 + (1/2x6) - 1 = 6.
Pick teoremi Euler'in ii¢ boyutlu sekiller iligkisine kargiliktir:

Kose sayis1 + yiiz sayis1 = kenar sayisi + 2
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Pisagor teoremi Bir dikiiggende hipoteniisiin karesi, kenarlarin
kareleri toplamina esittir. Bu biitiin geometrik teoremlerin en tinliisii-
diir; bu ayn1 zamanda saka konusu yapilmis olan tek teoremdir; “Hi-
popotam Ulzerindeki kari, kenar (mahalle) karilarinin topuna bedeldir
(Hipoteniis iizerindeki kare, kenar karelerinin toplamina esittir.)

Bu teorem, Euclid'in Elemanlar kitabinin 1. cildinin 47. problemi-
dir; fakat Euclid'in ispatinin en basit ve en kolay ispat oldugu sdylene-
mez. Bu teoreme bir zamanlar Gelin Teoremi de denmistir, ¢linkii se-
kil Gelin Koltugunu andirmaktadir (Tiirk¢e'de ise sekil esegin uzun
kulaklarina benzetildiginden Esek Teoremi diye de taninir. C.N.)

G

Euclid ABD ve FBC tiggenlerinin 6zdes oldugunu kanitlad;; KCB
ve ACE iiggenleri de 6zdestir. Euclid devam ederek bir kosegeni BL
olan dikdortgenin BAFG karesine esit oldugunu da ispatladi; benzer
olarak bir kosegeni CL olan dikdortgen CAHK karesine esittir.

Euclid'in sekli bagka 6zellikler de tasir, ama o bunlar1 kullanma-
mustir. Ornegin AE ve BK birbirine diktir, CF ve AD de birbirine dik-
tir; ayrica Heron'un ispatladigi gibi AL, CF ve BK bir noktada kesi-
sir.
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Pisagor teoremi Cin'de daha erken bir tarihte belirmisti. Bir sonra-
ki sekil M.O. 500-200 tarihinde yazilmis Cu Pey Suan Cing (Giines
Saatinin Aritmetik Klasigi ve Goglin Dairesel Yollar1) adli kitaptan
alinmistir.

Pisagor teoremi matematigin herhangi bir teoreminden ¢ok daha
fazla ispat edilmistir. 1940 yilinda Elisha Scott Loomis, Pythagorean
Proposition (Pisagor Ispatlari) kitabinda, matematige duydugu sevgi-
nin verdigi bir kuvvetle, 367 adet Pisagor ispatini bir araya toplamis-
tir; bunlar arasinda ABD'nin 20. Baskani1 James Garfield’inki de var-
dir; birgok ¢dzlim de yazara mektup yazanlardan, 6zellikle genglerden
gelmistir. Bu ¢oziimler 4 ana baslikta ve 30 alt baslikta toplanmistir,
fakat yine de biitiin ispatlarin kitaba alindig1 sdylenemez.

W, N\

Q7
2 :}’

)i N4

Bu en basit c¢oziimlerden birisidir. Asagidaki sekilde
ABX+ACX=ABC'dir; bu ii¢ liggen benzerdir ve sirasiyla AB, AC ve
BC taban (hipoteniis) alinarak ¢izilmistir. Fakat bu iiggenlerin alanla-
r1, aynli tabanlara sahip karelerin alaniyla sabit bir oran gdsterir ve bu-
radan teorem ispatlanir. (ABX dikiiggeni AB kenarli kareyle, ACX di-
kiiggeni AC kenarli kareyle ve ABC dikiiggeni BC kenarli kareyle sa-
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bit bir oran gosterir. ABX+ACX = ABC olduguna gore AB2 + AC? =
BC? olmalidir. C.N.)

-

B X ' Cc

“tki kareli mozaik” (Bu baghga bkz.) bir diger ispat olusturur.
Gergekte bu sekil sonsuz disseksiyonlar (pargalama) ve dolayisiyla
sonsuz ispatlar olusturur; ¢iinkii ¢carptk duran kare bu ¢arpikhig: bo-
zulmadan herhangi bir yere konulabilir. Birinci sekil 1873'te Peri-
gal'in yaptig1 disseksiyondur.
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ikinci gekli 1917de Henry Dudeney gizmistir.

Son zamanlarda Paulus Gerdes dahiyane bir yontemle siislii bir de-
sen kullanarak teoremi ispat etmistir.
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Bu giizel kanitlama Leonardo da Vinci'ye aittir. En alta orijinal ti¢-
genin bir kopyasint ekleyin. Sekil simdi 4 6zdes dortgenden olus-
mustur. Bunlarin alanlarinin esit oldugunu kanitlamak i¢in BA'nin B
etrafinda BA ile BX c¢akisana kadar saat yoniinde dondiiriildiigiinii
diigiiniin; BAUY ile BXVC ¢akisacaktir.

Pisagor teoremi birgok sekilde genellenebilir. Pappus ili¢ kenar1 da
farkli uzunlukta bir liggen alarak XA = YZ olacak sekilde bir XAYZ
dogrusu aldi. Uggenin kenarlari iizerinde ii¢ paralelkenar olusturdu
(acilar1 degisken, fakat taban ve ylikseklikleri ayni) ve biiyiik paralel-
kenarin diger ikisinin toplamina esit oldugu sonucuna vardi.

X
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Bir diger genelleme 1783'te De Gua de Malves tarafindan bulun-
du; gerci bu husus Descartes'ca da biliniyordu. Dikdortgen prizmasi
bi¢imi bir kutunun bir kosesini keserek bir kdsedeki biitiin agilari dik
olan bir dortyiizlii olusturun. Bu durumda ABC yiiziiniin karesi diger
li¢ yiizlin kareleri toplamina esittir.

A

Pivot (eksen) teoremi: Bir ABC li¢cgeninin kenarlari tizerinde A',

B' ve C' noktalarin1 alin. AB'C', BC'A' ve CA'B' daireleri bir noktada
kesisir.

1

Bu, sonsuz sayida ¢oziime (porizm) yol agar. Ayni noktadan gegen
i¢ daire alin. Bu durumda her bir kosesi bu dairelerden birisi lizerinde
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olan ve kenarlar dairelerin diger kesisme noktalarindan gegen sonsuz
sayida liggen vardir.

Pivot teoreminin l¢ boyutlu bir benzeri de vardir. Bir dort yiizli-
niin kenarlar izerinde 6 nokta alin. Simdi 4 kiiremiz olsun. Bunlar-
dan herbiri dort yiizliinlin bir kdsesinden ve bu kosede birlesen iig¢
kenarn herbiri tizerindeki bir noktadan geg¢sin. Bu dort kiirenin ortak
bir noktasi olacaktir.

Plateau problemi Lagrange asagidaki problemi buldu: Kapalh bir
egriyle sinirlanmig ve bu sinirlar ig¢inde siireksizlik gdstermeyen bir
yiizeyin minimal degerini bulunuz.

Bu probleme simdi Plateau problemi de denmektedir; ¢linkii Bel-
cikal fizikgi J.A.F. Plateau bu tip bazi problemleri deneysel olarak
¢Ozmistl. Bu problem ¢ogu kez variyasyonlar kalkiilusunun son de-
rece zor problemlerindendir. (Variyasyonlar kalkiilusu - calculus of
variations-: Entegrali alinacak ifade, en az bir bagimh veya bagimsiz
degiskenin ve onlarin tiirevlerinin fonksiyonu ise, integralin maxima
veya minima degerleri alinasi igin bagimsiz degiskenin ne olmasi ge-
rektigini arastirmaya ‘variyasyonlar hesabi’ denir C. N.) Jesse Doug-
las bu problemin genel bir ¢dziimiiniin varligini ispat ettigi igin
1931'de matematikgilerin Nobel'i olarak bilinen Fields Medal odiiliini
almistir. Fakat sabun koptigli filmleri kullanilarak birgok yaklagik
¢ozlim bulunabilir.
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Bir kiip iskeleti (kiipiin yalniz kenar ve kdselerini igeren tel vb ge-
kil. C.N.) sabunlu suya daldirilirsa 13 yiizey olusur. Her yiizey he-
men hemen diizlemdir ve her ii¢ diizlem 120 agiyla birbirlerine yak-
lagirlar. (Bu biitiin sabun kopiiklerinin ortak 6zelligidir. 4 kenar kose-
de karsilasirlarsa, birbirleriyle 109° 28" 16"lik bir ag1, -dort yiizlii agi-
s1 - yaparlar.

H.A. Schwartz Plateau problemini 1865'te ¢arpik (diizlemsel olma-
yan) bir dortgenle ¢ozdii. Coziimil ince telden yapilmis ve jelatinle
kapli tic modelle gosterdi.
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Platonik katilar: Bir ¢okyiizlii, biitiin yiizleri tek tip diizgiin bir
cokgenden yapilmigsa ve koseleri kongriient (cakistirilabilir) ise
diizgiindiir. S tip diizglin ¢okyiizlii (polihedron) vardir; kiip, diizgiin
dortyiizlii (tetrahedron), diizgiin sekizyiizli (oktahedron), diizgiin oni-
kiyiizlii (dodekahedron) ve diizgiin yirmiyiizlii (ikozahedron).

Diizgiin ¢okyiizliilere “Platonik” demek adet olmustur; Euclid'in
Elemanlar kitabinin son cildinde sdyle yazar. “Bu 13. ciltte bes ¢ok-
yiizliiye Platonik adr verilmigse de bunlar1 Plato bulmamistir. Bu bes
sekilden igcii, kip, piramid (dortyiizliiyd kastediyor olmahdir. C.N.)
ve 12 yiizlii Pisagor'a, 8 yiizli ve 20 yiizlii Teatetus'e aittir.”

12 yiizliiniin erkenden bulunmasina sagsmamak gerekir; ¢linkii de-
mir pirit kristalleri siklikla 12 yiizlii seklindedir ve G. Italya'da bu
kristallerin giizel 6rnekleri bulunur. Italya'da yapay 12 yiizli M.O.
500'den beri bulunmaktadir.

LGS

dortyiizli kiip sekizyiizli
N— >

T

onikiytizli yirmiytizlii
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Platonik kati cisimlerin hepsi Euler iliskisine uyar:
kose sayist + yiiz sayis1 = kenar sayist + 2.

Bu iligkiler tablodan goriilebilir.

Kose Kenar Yiiz
Dortyiizli 4 6 4
Kiip 8 12 6
Sekizyiizli 6 12 8
Onikiyiizli 20 30 12
Yirmiyuzla 12 30 20

Poinkaré'nin hiperbolik geometri modeli Poincaré sabit bir dai-
renin icinin hiperbolik geometri igin bir model olusturabilecegini bul-
du. Bu modelde hiperbolik geometrideki bir dogru, sabit daire iginde
bir dairenin yayidir; uglari sabit daireye diktir. Bu dogrulara sabit dai-
renin ¢aplari da dahildir.

Birbiriyle kesismeyen yaylar, paralel dogrulara karsiliktir. Eger
yaylar sabit daire lizerinde kesisirse, bir ¢ift sinirlayics 1sin s6z konu-
sudur. Poincaré modeli agilara dokunmaz, bdylece agilar dogrudan
dogruya sekilden olgiilebilir. Birbirlerini dik agiyla kesen yaylar dik
cizgilere (dikeylere) karsiliktir.

Fakat uzunluklar aynen korunmamistir. Sinira yaklastikca esit
uzunluklar giderek daha kisa yaylarca temsil edilir ve sinir (dairenin
cevresi) merkezden sonsuz uzaklikta gibi goziikiir.
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Bu sekilde hiperbolik diizlem sonsuz sayida kongriient (cakistiri-
labilir) tiggenden yapilmig gibi gozikiir. Bir diger deyislc biitiin bu
licgenler, cevreye yaklastikca kiiglilen sonsuz sayida daha kiigiik tg-
genler de dahil, ayni bigcimde ve ayn1 biiyiikliiktedir.
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Polihedron dual'leri Herhangi bir Platon polihedronunun (gok
yiizlii) duali, komsu yiizlerin merkezleri birlestirilerek elde edilir (du-
allik veya esleklik kavrami: Bir diizlemde dual elemanlar sunlardir:
nokta = dogru. Dual operasyonlar sunlardir: Bir noktadan bir dogru
gecirmek = bir dogru iizerinde bir nokta isaretlemek; bir noktadan n
dogru gegirmek = bir dogru lizerinde n nokta isaretlemek; n dogrunun
bir noktada kesismesi = n noktadan bir dogru ge¢cmesi. Her elemanin
yerine onun dualini koyarak ve her operasyon yerine onun dualini kul-
lanarak elde edilen sekillere dual sekiller denir. Ornegin 3 dogru bir
noktadan gegerin dual sekli sudur: 3 nokta bir dogru iizerindedir. Bir-
birinin duali olan teoremlere dual teoremler denir; Pascal ve Brianc-
hon teoremleri birbirinin dualidir. C.N.) Meydana gelen kat1 dual'de
her tepe orijinal seklin bir yiizline, her yeni yiiz orijinal bir koseye
karsiliktir ve kenarlar bire bir uyarlar.

Her Platon katisinin duali yine bir Platon katisidir. Ornegin diiz-
giin bir tetrahedronun (4 yiizlii) duali kendisidir; kiip ile oktahedron (8
yiizlil) ve dodekahedron (12 yiizli) ile ikozahedron (20 yiizlli) birbir-
lerinin dualleridir.

Ayni basit operasyonlar Arsimed polihedronlari (yart diizgiin po-
lihedronlar) igin gecerli degildir; ¢linkli bu durumda bir kdsenin etra-
findaki yiizlerin merkezleri ayni diizlem iizerinde degildir. Yapilacak
sey yar1 diizgiin polihedronu bir kiire i¢ine koymak ve her tepeye te-
get bir dlizlem olusturmaktir.

Yar1 diizgiin polihedronlarin dualleri yar1 diizgiin (semi-regular)
polihedronlar degildir. Bunlarin yiizlerinin hepsi st tste ¢akistirila-
bilir ve koselerin hepsi diizenlidir; fakat biitlin yiizler 6zdes olmak
zorunda degildir.
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Bu sekil bir trapezoidal ikositetrahedron (yiizleri yamuk olan 24
yiizlil) olup kiigiik rombi-kiibo-oktahedronun (yiizleri eskenardortgen-
rombus-olan, kiiple 8 yiizliiniin i¢ ice gegmesiyle olusan sekil) duali-
dir. Rombik dodekahedron (yiizleri eskenar doértgen-rombus-olan 12
yiizlii) kiibo-oktahedronun (kiip ile 8 yiizliiniin i¢ ice ge¢mesiyle olu-
san sekil) dualidir. Rombik triakontahedron (yiizleri eskenar dortgen-
rombus-olan 30 yiizlii), ki bir zonohedrondur (Bkz. zonohedron), iko-
sidodekahedronun (20 yiizliiyle 12 yiizliiniin i¢ ice ge¢mis ve piramid
ctkintilar: kesilmis sekli) dualidir. Rombik triakontahedron, eskenar
dortgen (rombus) yiizleri olan tek Arsimet dualidir.

§

Polihedronlar, diizgiin yiizlii Yiizleri diizgiin poligon (¢okgen)
olan, fakat simetrisi ¢ok az olan veya hi¢ olmayan birgok polihedron
cizilebilir.

Diizgiin bir ikozahedron'un (20 yiizlii) her kosesinin etrafinda S
licgen vardir; bunlar s1g bir pentagonal (besgensel) piramid olusturur.
Bu piramidlerden lgiini kesip atin ve yerlerine diizglin pentagonlar
koyun; sonug ii¢ kere kii¢iiltiilmiis bir ikozahedron'dur (20 yiizli).
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Asagidaki seklin adi bilunabirotunda'dir (¢ift ay - ¢ift yuvarlak).

~ Viktor Zalgaller 1966'da sunu kanitladi: Diizglin ve yarn diizgiin

polihedron'lardan (¢ok yiizlii), diizglin prizmalardan ve antiprizmalar-
dan bagka, diizglin yiizli 92 konveks polihedron vardir. Zalgaller
bunlarin herbirine isimler verdi: Jirofastigium, meta-gift azaltilmig
rombikosidodekahedron, hebesfenomegakorona vb. Bu 92 polihed-
ron'dan 28' basittir; soyle ki diger 2 diizgiin yiizlii polihedrona bolii-
nemezler.

Poncelet porizmi (Poncelet'nin sonsuz sayida ¢6ziimii) Sekilde-
ki gibi iki konik, ornegin iki daire verilmis olsun. Bu dairelerden dig-
taki igine cizilen liggen, icteki daireyi i¢ dairesi olarak kabul edebili-
yorsa boyle sonsuz sayida liggen ¢izilebilir.

Iki dairenin bunu yapabilmesi igin gerekli sart R2-2Rr = d? olma-
sidir (R =biiylik dairenin yarigapi r = kiiciik dairenin yarigapt, d = da-
irenin merkezleri arasindaki mesafe.) Bu formiil bir iiggenin cevrel
¢emberiyle i¢ ¢emberinin yarigaplari ve bu iki dairenin merkezleri
arasindaki uzakligin iligkisini verir. (Poncelet porizminin anlami gu-

265



dur: Iki daireden biri bir iiggenin ¢evrel gemberi, digeri i¢ gemberi (in-
circle) ise, bu daireleri gevrel ve i¢ cember olarak kabul eden sonsuz
saylda iliggen vardir (porizm = sonsuz yaniti olan problem).

Q

Benzer olarak eger bir-dortgen (veya n-gen) bir konigin igine, bir
digerinin de disina, her iki halde de kenarlar1 konige teget olarak ¢izi-
lebiliyorsa, boyle sonsuz sayida dortgen (veya n-gen) vardir.

Pons asinorum Ikiz kenar bir liggende taban acilari esittir ve ikiz
kenarlar uzatilirsa tabanin altindaki agilar da esittir. Sekil Euclid'in
kendi seklidir, Euclid'in ispat i¢in kullandi81 ¢izgiler aynen alinmis-
tir.
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Bu, Euclid'in Elemanlar kitabinin ilk cildinin 5. problemidir. Bunu
k ispat edenin Thales oldugu sanilmaktadir. Pappus bu problemi
syle ispat etti: Uggeni alip ters cevirmek ve kendi iistiine yatirmak.
umetod birkag yil once teorem kanitlayan bir bilgisayar programin-
a yeniden bulundu.

Pons asinorum “ahmaklar kopriisii” demektir; muhtemelen payan-
ali kopriiye benzediginden bu ad verilmistir. Belki de matematikde
kh zay:f olanlar bu noktayr asamadiklar: igin bdyle denmistir.

Prens Rupert'in kiipii Verilen bir kiipiin iginde kesiti kare olarak
«cilabilecek en biiylik delik nedir? Bu probleme Prens Rupert proble-
ni denmektedir. Prens Rupert, Ingiltere Krali I. Charles'in yegeni ve
ngiliz I¢ Savaginda Kraliyet Kuvvetleri'nin komutani idi. Yeni olu-
an Kraliyet Dernegi’ne se¢ilmisti. Hala Prens'in metali diye bilinen
rir alagim icat etti ve hizla sogutulmus cam damlalarinin 6zelliklerini
nceledi. Son yillarinda Windsor Satosu’nda yoneticiydi ve burada
cendine ait bir demir dokiimhanesi ve laboratuvari vardi.

Bu problem, “bir kiipiin iginden gegirilebilecek en biiytik kiip han-
zisidir” sorusuna benzer. Ilgingtir ki bir kiipiin icinden kendisinden
1afifce daha biylik bir kiip gegirebilir. Orijinal kiipiin kenar1 1 ise kii-




piin iginden gecebilecek en biiyiik kiipiin kenari 3/4V2 veya 1.060
660't1r.

Bu sekilde delik, kiipiin en st yiiziini EFGH, alt yiiziinl ise
ABCD cizgileri boyunca ve diger iki dikey kenar1 X ve Y de keser.

Pretrel transformasyonlar: (doniisiimleri) Pretzel, digim bigi-
minde yapilan tuzlu ¢éreklerdir. Resimde iist soldaki cismin ¢ok elas-
tik bir materyalden yapildigini hayal edelim. Bdylece onu yirtmadan
ve kesmeden istedigimiz kadar gerer veya sikariz. [k bakigta resim-

@
?9

deki 1. objeyi son obje haline getirmek olanaksiz gibidir; en azindan
bir halkay! kirmadan veya &tekinin iginden gecirmeden bu yapilamaz
sanilir; fakat hi¢ de dyle olmadigi resimlerden goriiniiyor.
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Bu adeta sihirli seyin nasil ¢alistigini anlayanlar, 2. doniisimii
daha kolay anlayacaktir. Burada sol ilmeklerden biri, biiyiik ilmekten
cikip ozgiirlegmistir.

Projeksiyon (izdiisiim) diizlemi Projektif geometride bir dogru-
nun her iki ucu, sonsuzda tek bir noktada birlesir. Bir diger deyisle
dogru, kapali bir egri olarak diisiiniilebilir; 6yle bir egri ki i¢inde bu-
lundugu diizlemin karsit yoniinde gézden kaybolur; ¢linkii ¢izim son-
ludur. Bundan bagka biitiin paralel ¢izgiler, sonsuzda ayni noktadan
geger.

Bunun bir sonucu sudur: Sonsuza giden bir dogru, Euclid geomet-
risinde iginde bulundugu diizlemi iki yarima ayirir; fakat projeksiyon

B’ A

diizlemini ikiye ayirmaz, bu diizlem tek parca olarak kalir.

Projeksiyon diizlemi karsit sinir noktalar1 belirlenmis bir bolge
olarak temsil edilebilir; 6rnegin bu karede A ve A', B ve B, C ve C' ve
D ve D' ayni noktalardir.
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Yukaridaki sekilde bir projeksiyon diizlemindeki bir haritanin, ay-
n sinirt paylasan iki iilke farkli renklerde olacaksa, 6 renk isteyebile-
cegi goriiliyor. Alt1 bolgeden herbiri diger bese komsudur.

Projeksiyon diizlemi kapali bir diizlem olarak olusturulabilir; bu-
nun igin yukaridaki karenin iki tarafi da kullanilmalidir. Fakat karsit
kenarlarin her iki gifti de 180° burularak birlestirilmelidir (AMobius se-
ridinde ise yalnizca bir ¢ift kenara 180° burma uygulanir.)




Tk once kare gerilerek yarim kiire haline getirilir. Sonra gaplarin
karsit uglari ikinci sekilde goriildiigii iizere, karedeki A ve A' vb. bir-
lestirildigi gibi birlestirilir. Ug boyutlu uzayda bunu yapmak, olusan
yiizey kendi kendini kesmeden olanaksizdir. Olusan yiizey alt tarafin-
da kiireye ¢ok benzer, Ustl ise, sekildeki gibidir.

Bu tek tarath bir ylizeydir; bu durumda Euler iligkisi su sekli alir:

Kose saytst + yiiz sayist = kenar sayist + 1.

Yukaridaki haritada bu goriilebilir: 6 bolge (ytiz), 10 kose ve 15
kenar vardir; bdylece formiile uyar.

Ayni bicimde cebirsel bir ylizey de vardir. Bunun denklemi:
(px?+qy?) (x2+y2+22) = 22 (x>+y?),

Burada p ve q uygun sabitlerdir.

Psédosfer (yalanci kiire) 1868 yilinda Italyan geometricisi Euge-
nio Beltrami, bir psodosfer yiizeyinin non-Euclidean (Euclid'in olma-
yan) hiperbolik uzaylarin ancak kismen modeli olabilecegini anladi.
(Istisna? noktalar1 olmadan hiperbolik uzayin tamaminin modeli olan
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higbir yiizey yoktur.)

Psodosfer bir traktriksi (¢ekme egrisi) ekseni etrafinda dondiirerek
elde edilir (Bkz. Cekme egrisi). Hiperbolik diiz bir ¢izgi, psodosferin
bir jeodezik ¢izgisidir (jeodezik ¢izgi: Bir ylizeyin iki noktas1 arasin-
daki en kisa ¢izgi. C.N.). Noktalar aras1 uzaklik, jeodezik ¢izgi boyun-
ca Ol¢iilen uzakliktir.

Kongriient (gakistirilabilir) sekiller, uzunluk ve agilari ayni oldu-
gu ic¢in, psodosfer iizerinde kaydirilarak gakistirilabilir. Bizim agi-
mizdan bakildiginda sekil bikiilmiis goziikecektir, fakat deforme ol-
mamigtir.

Psodosfer, egriligi siirekli olarak negatif olan bir yiizeydir. Egriligi
negatif buna benzer yiizeyler, hiperbolik geometri modeli olabilir. Bir
sonraki sekilde solda egriligi siirekli olarak negatif ve iistte ve altta

dairelerce kesilen bir ylizey goriiliiyor; ortada psodosfer var, yukari
dogru sonsuza gidebilir; sagda altta dairesel bir kenari ve Ustte kosesi
olan bir ylizey var.

Siirekli pozitif egriligi olan bir kiireyle siirekli negatif egriligi olan
ylizeylerin trigonometrisi arasinda basit, fakat hayret uyandirict bir

iliski vardir. Kiiresel trigonometri formiillerinde agilar1 ayni birakin
ve kenar uzunluklarini i ile, yani eksi 1'in karekokiiyle ¢arpin.
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Ptolemeus teoremi Eger ABCD daire igine gizilmis bir dértgense:

AB.CD + BC. DA=AC.BD

c

Dértgenin koselerinden iigii, EFG gibi bir egkenar dortgen olustu-
rursa 6zel bir durum sézkonusudur (bu, Fermat noktalarin ve Steiner
agacini bulmaya yarar.) (Bkz. Fermat noktasi ve Steiner aglari). Bu
durumda P, EF yayinin herhangi bir noktasi ise PG = PE + PF.
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Reptil'ler Hangi sekiller, bi¢im bakimindan kendilerinin tipkisi
olan daha kiigiik pargalara boliinebilir? Dik acgili ikizkenar liggen ve
kenarlarinin oram 1:V2 olan her paralelkenar kendilerinin tipkisi olan
daha kiigiik iki pargaya boliinebilir.

Sekildeki yamuklarin herbiri kendilerinin tipkisi1 4 pargaya boli-
mistiir.

AN O

Bu L bigimleri de kendisiyle 6zdes daha kiigiik 4 pargaya ayrilabi-
lir: .
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Bu iki sekil de daha kiigiik kopyalarindan olusturulabilir.

Her reptil tipi parcalama, giderek daha kiiiik parcalardan olusa-
cak sekilde tekrarlanabilir. Bunun tersi de miimkiindiir. Ozdes kiigiik
parcalar birlestirilerek giderek daha biiylik ayni bigcimde parcalar
olusturulabilir. Asagida bir sfenksin daha kiigiik 6zdes pargalara ay-
rilmasi goriiliiyor. Sfenks reptil 6zelligi olan tek besgendir.
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Referans: C. Dudley Langford, ‘Uses of a geometric puzzle’, Mat-
hematical Gazette, No: 260, 1940.

Resim galerisi teoremi 1973 Agustos'unda bir matematik konfe-
ransinda Vasek Chvatal, Victor Klee'den kendisine ilging bir geometri
problemi sormasini istedi. Klee su soruyu sordu: Bir resim galerisinin
biitiin duvarlarinin giivenligini saglamak igin kag bekgi gereklidir?

Eger resim galerisi gokgen bigimindeyse ve herbirinden kol ¢tkan
N kosesi varsa, N bek¢i daima yeterlidir ve sekilde goriildiigii iizere
bazen de gereklidir. Galerinin her kolu igin bir bekgiye gereksinim
vardir. Bu bekgilerin her biri merkezi bolgeyi de goz altinda tutabilir.

Reye sekli Bir kiipiin 8 kosesini, kiipiin merkezini ve kiipiin para-
lel kenarlarinin kesistigi sonsuzda 3 noktayi (oklarla gosterilmistir)
alalim. Boylece 12 nokta elde ettik.

Kiipiin 6 yiiziine kiipiin karsit kenarlarindan gecen 6 diizlemi ekle-
yelim. Bu Reye seklidir; Reye seklinde, 12 diizlem ve 12 nokta var-
dir; bu sekilde her diizlemde 6 nokta vardir ve her noktadan 6 diizlem
gecer.
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Normal bir kiipten baslayarak bu seklin olusumunu hayal edebili-
riz. Asagida Reye seklinin “sonsuzda noktalar” icermeyen bir diger
sekli goriiliiyor.

Bu sekil noktalar ve gizgilerden olugsmustur; 16 dogru, 12 kenar,
4 kiip kosegeni ve daha 6nceki 12 nokta. Her noktadan 4 dogru geger
ve her dogru tizerinde 3 nokta vardir.
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rotorlar Diizgiin altigen gibi rotasyonel simetrisi olan bir cisim,
bir daire i¢inde daima kenarlara degerek donebilir; fakat rotorun (do-
nen seklin) veya onun disindaki egrinin simetrik olmasi gerekmez.

Bu sekilde, eskenar iiggenin 3. dereceden rotasyonel simetrisi var-
dir. Rotorun iki tarafli simetrisi vardir; her kenar, merkezi iiggenin te-
pesi olan ve iiggenin karsi kenarina degen bir dairenin yayidir (Roto-
run uzunlugu liggenin yiiksekligine esittir.)
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Bir silindirin tabaninin daire olmak zorunlugu yoktur. Bir eskenar
licgen bu silindir iginde rotosyon yapabilir:

IS

Referans: H. Steinhaus. Mathematical Snapshots. 3rd edn., Oxford
University Press, Oxford, 1969.
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Sabit nokta teoremleri Sekilde basit bir sabit nokta teoremi gorii-
liiyor. Iki harita birbirinin iizerine konulmus. Ozdes bolgeler gdsteri-
yorlar; fakat biri biiyiik, digeri kiiciik. Kiiciik harita bilytigiin kiiciiltiil-
mils bir sekli olarak diisiiniilebilir. Sabit nokta teoremi sunu sdyler:
Kiiciik harita iizerinde dyle bir nokta vardir ki biiyiik haritadaki ayni
noktanin tam tistiindedir.

Bu nokta sdyle bulunabilir (boyle tek bir nokta vardir): Kiigiik ha-
ritanin biiylik haritayla olan iligkisi aynen tekrarlanarak tiglincii bir
harita ¢izilir ve giderek daha kiigiik haritalar ¢izmeye devam edilir. Bu
harita dizileri bir limit noktada sona erer; bu, aranilan noktadir.
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Sarsak cokyiizliiler Cauchy 1813'te kati yiizlerden yapilmis ve
kati kenarlar boyunca menteseli konveks bir ¢okyiizliiniin kati oldu-
gunu kanmtladi. Fakat cokyiizli konveks degilse degisik olasiliklar
vardir; kati olabilir, ‘sallantili’ (¢ok kii¢lik hareketler yapict) olabilir,
iki veya daha fazla kararl sekli olabilir veya tamamen hareketli, ek-
lemlenmis gibi olabilir.
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Bir 20 yiizliiniin komsu yiizlerini ele alalim. Bunlarin kenarlari,
carpik (skew) bir dortgen olusturur (carpik dortgen, koseleri ayni
diizlem iizerinde olmayan dortgendir C.N.); bunlar ortak kenarli bir
diger liggen ¢iftinin de kenaridir.

Diizgiin bir 20 yiizlii alin ve ortak bir kenara sahip 6 ¢ift yiiz yeri-
ne 6 cift eskenar tiggen koyun. Sonug Jessen'in ortogonal 20 yiizliisii-
diir. Bu sekil sallantilidir; ¢ok kiigiik hareketler yapabilir; uzun kenar-
lar boyunca yiizleri zorlamadan agilarini hafifce degistirebilir.

10 eskenar iiggen alin ve 2 besgen piramid yapin; bunlar ylizyiize
bitigsin; ancak son iki ¢iftin arasinda bir aralik birakin. Bu iki tamam-
lanmamis piramidi alin ve dik ag1 yapacak sekilde birlestirin. Oyle ki
biri sikilip kisaltilinca ve araligi genisletince, digeri daha irilegsin.
Hesaplar gosterir ki bu ¢ok yiizlii i¢in bdyle 3 kararli durum vardir; bu
sekil Michael Goldberg tarafindan bulunmustur.

Referans: Michael Goldberg, Unstable polyhedral structures, Mat-
hematics Magazine, May 1978. .

Schiéfli'nin ¢ift altis1 Reye sekli gibi bu sekil de kiipten tiiretilir.
Alttaki resimde (¢ift altinin iki adet yandan goriiniis resmi) 30 nokta



vardir; her noktadan 2 dogru gecer ve 12 dogrunun herbiri iizerinde 5
nokta bulunur. Kiipiin 6 yiiziinden herbirinde 2 dogru vardir; dogrular
renklendirilebilir; bdylece her yesil dogru bir kirmizi dogruyu keser;
bunun tersi de dogrudur.

Schifli sekli tinli ‘gift alti’ teoremi ile ifade edilebilir. Bir dogru
alip buna 1 diyelim; bu dogruyla ayni diizlemde olmayan 5 dogru ala-
lim; bunlara 2, 3, 4, 5', 6' diyelim. 2, 3', 4' ve 5' dogrusunu kesen tek
dogru 6 olsun. Benzer olarak 2, 3, 4 ve 5 dogrularini tanimlayalim.
Schafli teoremi sudur: 2, 3, 4, 5 ve 6 dogrularini kesen tek bir dogru
vardir; 1'. Bu dogrularin olusturdugu sekil Schéfli'nin ¢ift altisidir.

Scherk yiizeyi Bu e? cos y = cos x gibi ¢ok basit bir denklemi olan
minimal bir ylizeydir. Bu ylizey yatay bir karenin kdselerinden gegen
dort birbirine paralel dikin arasindadir. Sekildeki yiizey iistte ve dipte
diizlemlerle kesilmistir.



Schwarz c¢ok yiizliisii Sezgiyle kabul edebiliriz ki egri bir ylizeyin
alanini, onu birgok kiiciik liggene ayirarak ve iiggen sayisi sonsuza,
liggen alani sifira dogru giderken limit deger alarak olgebiliriz.

7
+
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Schwarz sezgilerin insani nasil yaniltabilecegini gostermek igin bu
ornegi kullandi. Temel yiizey silindirdir. Bu yiizeyi, silindirin ekseni-
ne paralel, esit aralikli 2n dikey dogruyla bolelim. Yine bu yiizeyi, bu
dogrulara dik, esit aralikh 2n3 daireyle bolelim. Sekilde goriildiigii
lizere koseleri birlestirelim; akordiyon big¢imi bir yiizey elde ederiz.
Simdi n'i sonsuz yapalim; bu durumda iiggenler silindir yiizeyine gi-
derek daha ¢ok yaklasacak yerde uzaklasirlar ve toplam yiizey sonsuz
olur.

Referans: C. Stanley Ogilvy. Tomorrow's Math. 2nd edn. Oxford
University Press, New York, 1972.

Schwarz'in periyodik minimal yiizeyi Schwarz minimal yiizeyle-
rin iki prensibini buldu ve bu sayede kiiciik birimlerden daha biiyiik
yiizeyler olusturabildi:

Bir minimal yiizeyin sinirlarinin bir boliimi bir dogruysa, bu yii-
zeyin bu dogruya gore alinan ayna hayali, orijinal yiizeye eklendigin-
de bir diger minimal yiizey olusturur.

Bir minimal yiizey bir diizlemi dik agiyla keserse, bu ylizeyin bu
diizleme gore alinan ayna hayali, orijinal ylizeye eklendiginde bir di-
ger minimal ylizey olusur.

Schwarz'in minimal yiizeyinin siniri, kiipiin yiizlerindeki dogrular-
dir. Boslugu bu kiiplerle doldurarak, sonsuz kere tekrarlayan bir mint-
mal yiizey elde edilir.




Sekiz bicimli diigiim veya dortlii diigiim: Bu en basit diiglimle-
rin ikincisidir; sirasiyla bir alttan, bir tistten dort ¢aprazi vardir. Solda-
ki diglimiin serbest iki ucunu birlestirirseniz sagdaki diigiimi elde

edersiniz.

Bundan sonraki sekilde yalniz uzunlamasina simetriye sahip yu-
karidaki diigiimiin nasil hem uzunlamasina, hem enlemesine simetriye
sahip ti¢lincii bir diigiim ve nihayet bir kiirenin yiizeyinde nasil simet-
rik bir yol haline getirildigini goriiyorsunuz.
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Referans: G.K. Francis. A Topological Picture Book. Springer-
Verlag, New York 1987.

Sierpinskinin karesel kar tanesi Bu, bir karenin her noktasindan
gecen bir egri bulmak problemine Sierpinski'nin buldugu yanittir. Se-
killer boyle bir egrinin ilk dort seklini gostermektedir. 1k iki sekil,
egrinin yolunu ¢izmede kullanilan temel kareleri vermektedir.
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Her safhada, her kare 4 ¢eyrege boliinmiis ve bunlar 1. safha gibi
doldurulmus, daha sonra 6nceden bagli olduklari karelere 2. safha gi-
bi baglanmiglardir. Bu operasyonlarin limiti, bir karenin her noktasin-
dan gecen bir egridir.

Sikloid (¢evrim egrisi) Sikloidden ilk s6z eden Marin Mersenne
oldu; fakat Mersenne, adeti oldugu tizere, bu problemi yalniz matema-
tikci arkadaslarina ve mektuplastigi kisilere iletti (yayimlamadi).
Sikloid iizerinde ilk ciddi kitap 1644'te Galile'nin 6grencisi Evangelis-
ta Torricelli tarafindan yazildi. Pascal da bu egri iizerinde ¢alisti, hat-
ta berbat bir dis agrisini unutmak igin bu konuyu inceledigi sdylenir.
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Bir tekerlek diiz bir ylizey lizerinde donerken, tekerlegin cevresi
lizerindeki bir nokta sikloid ¢izer:

Tekerlegin i¢indeki noktalar “kisaltilnus sikloid” (curtate cycloid)
cizer.

Bir tren tekerlegi ray lizerinde donerken, tekerlegin gevresi tizerin-
deki bir nokta “uzatinus sikloid” (prolate cycloid) ¢izer, bu egri il-
mekler igerir.

\% U

Capi orijinal dairenin iki kati olan ve onunla beraber dénen bir da-
ire hayal edelim. Bu durumda biiylik dairenin baglangigta dikey olan
cap1 donerek sikloide teget olur. Sikloid bu ¢apin “zarf’idir (envelop)
(zarf: Bir egriler veya ylizeyler takiminin her bir 6gesine teget olan
egri veya ylizey. C.N.)
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Galile hakh olarak sikloidin bir kopriiniin kemeri i¢in en uygun eg-
ri oldugunu diisiindii.

Galile 1599'da sikloidin alanini bulmay: da denedi. Arsimed'in &r-
negini izleyerek sikloidin bir kemerini kesti; bunu tartti ve sikloidi ya-
ratan dairenin alamyla kiyasladi. Bu yontemle sikloidin alaninin, onu
yaratan dairenin alamnin yaklasik 3 kati oldugunu buldu, Roberval
1634'te sikloidin alaninin, onu yaratan dairenin tam 3 kati oldugunu
kanitlady; yani 3nr2.

Miikemmel bir geometrici olan Christopher Wren 1658'te sunu ka-
nitladr: sikloidin bir kemerinin uzunlugu, onu yaratan dairenin igine
cizilmis karenin gevresi kadardir.

Bir sikloidin evoliitii, orijinal sikloidden yarim doniis geride kal-
mig, ona esit bir sikloiddir. (evoliit igin bkz. katenaryus).

Sikloid aym1 zamanda brakistokron probleminin de ¢dziimidiir. -
Yer gekimiyle hareket eden bir partikiiliin A'dan B'ye en kisa zamanda
gidebilmesi igin gereken yolun sekline brakistokron denir.
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Bu ¢oziimiin olaganistd yan: sudur: Bitis noktas: baslangi¢c nok-
tasindan hafif¢e agagida olursa, en hizli yol (tersine ¢evrilmis siklo-
id), partikili bitis noktasinin biraz altina getirir, duraklar ve sonra
yukari ¢ikartir (Sekildeki bilye biraz yokus yukar: gider).

Ayrica sikloid bigimi bir olukta agag1 yuvarlanan bir bilya, sikloi-
din ekseni dikey olmak sartiyla, sikloidin neresinden atilirsa atilsin,
bitigse esit zamanda varir: bir diger deyigle brakistokron ayni zaman-
da bir totokrondur. (Totokron veya izokron: Bu dyle bir egridir ki belli
bir yiikseklikten yer ¢ekimi etkisiyle bu egriyi izleyerek inen maddi
bir noktanin inisi i¢in gegen zaman, noktanin egrinin hangi noktasin-
dan harekete bagladigina bagli degildir. C.N.).

Galile sarkacin periyodunun yalniz uzunluguna bagh oldugunu
bulmustu; fakat bu, yalniz kiigiik salinimlar igin gegerlidir. Sarkacin
salinimi; bir sikloide sarilacak bicimde gergeklestirilirse bunun her
tiirld salinim igin gecerli oldugu goriiliir.

Huggens buna dayanarak sarkagh saati mikemmellestirmek iste-
di, fakat bu diisiince ¢tzdiiglinden fazla sorun yaratti ve ¢ok gegme-
den terkedildi.
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Silindir icinde kiire Argimed bir silindirin yanal yiizeyine ve alt
ve list tabanina te8et bir kiirenin ylizeyinin, silindirin yanal yiizeyi ka-
dar ve hacminin silindir hacminin 2/3'd kadar oldu8unu goéstermigtir.

Daha genel olarak, e8er kiire ve onu igeren silindir, silindir ekseni-
ne dik iki diizlemce kesilirse, silindirin ve kiirenin iki diizlem arasinda
kalan yiizeyleri birbirine esittir.

Arsimed bu seklin mezartagt lizerine oyulmasini istedi. Yillar
sonra, Cigero, Arsimed'in mezarini aradi ve onun mezartaginda bu
sekli oyulmus olarak buldu.

Simson dogrusu Herhangi bir tiggen aliniz ve bunun ¢evrel daire-
si lizerinde bir P noktas: belirleyiniz. P noktasindan iiggenin kenarlari-
na dikmeler indiriniz. Bu dikmelerin ayaklari, P noktasinin Simson
dogrusu denilen bir dogru lizerinde bulunur. Robert Simson, Euclid'in
Elemanlar kitabim yayimlayarak iin yapmustir,
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Cevrel daire iizerindeki herhangi bir nokta alip iiggenin ortosentri-
na (yiiksekliklerin kesisme noktasi) birlestiriniz. Bu dogrunun orta
noktas1 9 nokta dairesi ve alinan noktanin Simson dogrusu lizerinde-
dir. (Ne kadar zarif ve giizel! C.N.)

Cevrel daire iizerinde bir ¢apin iki ucuna ait noktalarin Simson
dogrular birbirine diktir ve 9 nokta dairesinin gevresi iizerinde kesi-
sir.

Bir liggenin gevrel dairesi iizerindeki 3 noktanin Simson dogrulan
bir diger benzer liggen olusturur. :
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Cevrel daire iizerindeki biitiin noktalarin Simson dogrulari, bir del-
toidin zarfini olusturur. Ilgingtir ki zarfin bigimi, iiggenin bigimine ta-
bi degildir. Uggenin her kenari, kenarin ortasindan olan uzakhg, ke-.
narin 9 nokta dairesini keserek olusturdugu kirige esit olan bir nokta-
da, deltoide tegettir. Deltoidin alani ¢evrel dairenin alaninin yarisidir.
Deltoidin i¢ ¢emberi, liggenin 9 nokta dairesidir.

{lk ¢izdiginiz liggenin Morley ii¢genini giziniz; konumu deltoidin
konumunun aynisi olacaktir. (Bkz. Morley tiggeni)

Soddy'nin heksleti Sir Frederick Soddy, radyoaktif elementlerin
birbirine doniisme ‘zincir’ini veya serisini kesfeden kimyacidir;
Soddy buna ek olarak kiirelerden olusmus sasirtici bir zincir veya
gerdanlik bulmustur. Oyle kiireler diisiiniin ki her kiire iki merkezi
kiireye ve bu kiire y1ginin1 orten biiyiik kiireye teget olsun.

Boyle bir kiireler gerdanligi daima kapanir m1? Yani son kiire ilk
kiireye teget olur mu? Acaba buna, dairelerin Steiner zincirinin kiire-
sel analogu diyebilir miyiz? (Bkz. Steiner daireler zinciji.) Soddy bu-
na evet yantim verdi; ilk kiireyi nereye koyarsak koyalim, gerdanlik
daima 6 kiire igerir.
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Ayrica gerdanligin 6 kiiresinin merkezleri ve birbirini izleyen 6 te-
get noktasi ayni diizlem iizerinde bulunur. Gerdanligin her iki yanin-
da 6 kiirenin her birine degen iki diizlem vardir.

Steiner'in daireler zinciriyle benzerlik gergekten cok fazladir.
Soddy sekli, 7. bir kiire etrafinda dizilmis ve iki paralel diizlem ara-
sinda sandviglenmis 6 kiirenin inversiyonu (evirtim) ile elde edilir
(Bkz. Inversiyon).

Sonsuzdaki dogru Geometride her dogrunun “sonsuzda bir nokta-
s1” oldugu ve biitlin bu noktalarin “sonsuzdaki dogru”yu olusturdugu
varsayilir. Bu, bir daire degil, bir diiz ¢izgidir.

Sonsuzdaki dogru tabii ki ¢izilemez. Fakat asagidaki sekillerde
gosterilebilir, bunlar ilk 6nce dogruya sonsuzda degmeyen elips, sonra
dogruya sonsuzda degen parabol ve nihayet dogruyu kesen hiperbol-
diir.

@,

Bir benzetme ustast olan Kepler, konikleri birbirinin devami ola-
rak diislinen ilk matematik¢iydi. Parabol bir ucu sonsuza gitmis bir
elips, hiperbol ise bir yonde sonsuza gidip kaybolan ve sonra karsit
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yonden gelen bir parabol olarak diisiiniilebilir.

Kepler ayni zamanda daha Once Pappus tarafindan tanimlanan
Ozel noktalara “odak” adini veren kisidir; ¢iinki elipsin bir odagindan
ctkan 1sinlar 6teki odakta toplanir.

Gergek bir daire, sonsuzdaki dogruya herhangi bir gercek noktada
degmez; fakat onu, “sonsuzdaki sirkiiler noktalar” denen bir ¢ift sanal
noktada keser. Bu noktalar biitiin daireler i¢in aynidir.

Sonsuzdaki sanal sirkiiler (dairesel) noktalardan konige ¢izilen sa-
nal tegetler bir dortgen olusturur. Bu dortgenin koseleri konigin 4
odak noktasidir. (Parabol i¢in bu kural islemez; ¢linkii parabol son-
suzda bu egriye deger). Odaklardan ikisi gercek, ikisi sanaldir.

Spiral benzerlik mozaigi Mozaik diislincesini genisletmenin bir
volu, 6zdes fakat farkl biiytikliiklerde mozaik pargalari kullanmaktir.

Asagidaki mozaik iki farkli bicimdeki iiggenlerden olugmaktadir.
Komsu tliggenleri ti¢ farkli sekilde ciftlestirirsek, benzer dortgenler-
den olugmus bir mozaik olusgur. ’

Bu mozaikte birbirine karsilik noktalardan olugsmus herhangi bir
kiime, eskenar bir spiral lizerinde bulunur ve biitiin bu spirallerin ku-
tuplar1 veya sinirlama noktalar1 aynidir. Mozaik bu sinirlama noktasi
etrafinda sonsuz kere doner ve kendi kendiyle sonsuz kere Ustiiste ge-
lir.
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Herhangi bir mozaik bdyle spiral bir bigim alabilir. Ornegin ayni
tepeyi paylasan li¢ beyaz ve ¢ siyah iiggene bakin. Bunlar bir altigen
olusturur ve biitiin mozaige bu altigenlerden olusmus goziiyle bakila-
bilir.

Spirolateraller Frank Olds basit emirlerden birgok model gelistir-
mek i¢in basit kurallar buldu. Bir baglangi¢ noktasi ve yonii segin ve
su emirleri uygulayin:

ONE 1
SOLA DON
ONE2
SOLA DON
ONE 3
SOLA DON
TEKRAR

Bu sekil etrafinda 4 kere dondiikten sonra, soldaki sekilde goriil-
diigii gibi bagladiginiz noktaya gelirsiniz. Doniigler 90°'liktir; bu se-
kil s6yle tanimlanabilir: (90% 1, 2, 3). Eger (90%: 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9) formiiliinii uygularsaniz sagdaki §ek11 elde edersiniz; bu, ismin ne-
reden geldigini de gosterir.

= | [ ZE
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Mesafeler “geriye dogru” alinabilir (negatif sayilar olarak alina-
rak) ve doniisler 90° olmak zorunda degildir. Alttaki sekiller su for-
miillerin sekilleridir: (72°: 2, 3, 4, 5) ve (108°: 1, 2, 3, 4).

Spirolateraller, niimerolojistlerin sevdigi garip sekillere en yakin
geometrik sekilleri verebilir. Asagidaki sekiller aym sayilari, fakat
farkli donme agilarini igerir: (90°: 1, 2, 3, -1, -2,) ve (60° 1, 2, 3, -1,
-2).
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Referans: Martin Gardner, ‘Fantastic patterns traced by program-
med “worms”, Scicntific American, November 1973.

Steiner aglari Steiner, Fermat noktas: problemini genigletti: 4 ve-
ya daha fazla nokta arasinda, bunlari birbirine birlestiren en kisa yol
nedir?

Dort nokta igin ¢ozim sudur: Bu dort noktanin olusturdugu dort-
genin karsit kenarlarinda birer eskenar liggen ¢izilir.

Iki eskenar liggenin tepeleri birlestirilir (ince gizgi). Bu dogrunun
iki eskenar iiggenin ¢evrel cemberlerini kestigi iki nokta birbirleriyle
ve dortgenin kosgeleriyle birlestirilirse (kalin siyah ¢izgiler) dort nokta
arasinda (dortgenin 4 kosesi) en kisa yol bulunmus olur. Kalin siyah
cizgiler birbirleriyle 120°'lik ag1 yaparlar, (Bunlarin 120° olacag: sun-
dan bellidir: Bir daire igine ¢izilmig bir dortgenin karsit agilarinin
toplami 180 ‘dir. Eskenar li¢cgenin agilart 60° olduguna gore, karsit
act 120° olmak zorundadir.) (Egkenar liggenler, dortgenin 4 kenari
lizerinde iki tiirlii gizilebilece8inden 2 ¢6ziim vardir.) Bu iki ¢oziim de
4 nokta arasindaki minimum mesafeyi verir. Bunlarin digindaki ¢o-
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ziimler yolu daha uzaur. Bu iki ¢oziimden biri, diger herhangi bir go-
ziimden daha kisadir. bu mutlak minimumdur. Kenarlar1 1 birim olan.
diizgiin bir altigen alahm ve bunun 6 kosesi arasindaki en kisa mesa-]
feyi arayahim. (Ilk iki gekilde altigenin kenarlari ¢izilmemistir.) Bu-
nun igin 3 ¢6ziim goriiyoruz. Toplam uzunluklar sirasiyla 3v3, 2Y7 ve
S'tir. Ne gariptir ki en az ilging olan ¢6ziim en kisa yolu vermektedir.

Belli sayida nokta arasinda en kisa yol, deneysel olarak da buluna- —
bilir. ki levhay1 dyle diizenleyin ki bunlar baglangig noktalarini tem-
sil eden tahta gubuklarla birlestirilmig olsun. Bu modeli bir sabun ¢6-
zeltisine batirin, ¢ubuklar: birbirine baglayan bir sabun filmi oluga-
caktir. Birkag saniye sonra bu sabun filmi, yiizey gerilim etkisiyle, ki-
salacak ve cubuklar arasindaki en kisa yolu gizecektir.
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Steiner daireler zinciri Bir dairenin igine bir bagka daire ¢izin
(beyaz daireler). Sonra bir daireler zinciri baglatin; 6yle ki ¢izdiginiz
her daire ilk ¢izdiginiz iki (beyaz) dairenin ikisine de ve zincirdeki bir
onceki (gri) daireye teget olsun. Genellikle zincir kendi iistiine kapa-
nacaktir.

Steiner teoremi sunu sdyler: Son (gri) daire ilk (gri) daireye degdi-
ginde zincir kapaniyorsa, (gri) daireyi nasil ¢izerseniz ¢izin, zincir da-
ima kapanacaktir.

Solda gosterilen birinci zincir (6 gri daire igeriyor) kapanmstir.
Ayni iki (beyaz) daire ile ¢izime baglarsak, sagdaki sekilde goriildii-
gii lizere, ilk (gri) dairenin yerini degistirsek de aym kurallar1 uygu-
larsak zincir yine kapanacaktir. Zincirdeki 6 (gri) dairenin (daha ¢ok
da olabilirdi) merkezleri (zincir kapansa da kapanmasa da) bir elips
tizerinde bulunur.

Zincir ilk turda kapanmayabilir; fakat bir¢ok tur yaptiktan sonra
mutlaka kapanacaktir. Teorem hala gegerlidir; eger bir zincir 3 tam tur
yaptiktan sonra kapanirsa, herhangi bir zincir 3 tam turdan sonra ka-
panacaktir.

Baslangigta belli iki (beyaz) daire ¢ifti verildiginde, ya bu ikisi
arasina kapali bir daireler zinciri uydurmak olanaksizdir (yani proble-
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min ¢0ziimi yoktur); ya da sonsuz sayida ¢6ziim vardir. Bu nedenle
bu bir porismdir (¢6ziim sayist sonsuz).

Steiner bu teoremi 1826'da kanitladi. Fakat Japon matematikgisi

Ajima Cokuyen bu sekli 1784'te incelemis ve ayni sonuglara varmis-
t1.

Bu seklin bagka ozellikleri de vardir: Her (gri) dairenin baglan-
gicta cizilen iki (beyaz) daireye teget oldugu iki noktay: birlestiren
dogrular, ayni noktada kesisir.

Steiner'in Roma yiizeyi 19. yiizyil matematikgileri bir yiizeyi ce-
birsel bir denklemle ifade edemezlerse mutsuz olurlardi. Steiner'in
Roma yiizeyi cift tarafli bir yiizey olup sudenkleme aittir:

y222422x24x2y24xyz = 0
Eksenler orijindeki merkezden 1/2 uzaklikta iki dogrudur. Sekil 4

daireye deger; bu daireler x+y+z=0 gibi 4 diizlem iizerindedir. Bigimi
heptahedron'un (7 yiizlii) ayni sayilabilir.

Steiner teoremi Ayni diizlemde olmayan iki dogru ve herbirinin
lizerinde belli uzunlukta birer dogru pargasi alalim. Dogru pargalari-
min uzunluklar aym kalir; fakat kendi dogrular iizerinde kayabilirler.
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Dogru parcgalarinin uglarini birlestirmek bir dort yiizli olugturur. Bu
dort yiizliiniin hacmi sabittir; dogru parcalan kaydirilsa da hacim de-
gismez.

=

Stella octangula (sekiz acili yildiz) Testereyle dikdortgen priz-
masl! bigimi bir tahta pargasindan kii¢iik bir sekizyiizli kesip ¢ikara-
lim. Sonug 9 pargadir; sekizyiizliiniin kendisi ve her yiizii i¢in bir tane
olmak lizere 8 kiigiik dortyiizlii.

Eger dort yiizliiler, sekizyiizliinlin yiizleri lizerine konulursa sonug,
ilk defa Kepler tarafindan bulunan sekiz acili yildizdir. Bu sekil sekiz
yiizliniin ylzlerini uzatip birbirleriyle kesistirerek de elde edilebilir.

Stella ocrangula ayni zamanda iki dortyiizliiden olusmustur; bu
iki dortylizli, bir kiipiin i¢inde, koseleri doniisiimlii (alterne ederek)
olarak segerck olusturulabilir.
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T

Takip egrileri Bir karenin kdselerinden baglayarak dort kopegin
birbirlerinin kuyruklarini kovaladigini hayal edelim. Her kopegin yo-
lu egit agdi bir spiral (logaritmik spiral) olacaktir. Herhangi bir diiz-
giin ¢okgenin her kdsesinden baslayarak birbirlerinin kuyrugunu ko-
valayan kopekler de esit actlt spiral (logaritmik spiral) gizer.

—

Her cokgenin yalmiz kenarlarini ¢izmek oyle derinlik hissi veren
desenler elusturmustur ki bunlar 19601arin daha ¢ok matematiksel
resim tablolarinda kullanilmistir (asagidaki resimdeki gibi).

(o)
o
(>4



Diiz bir ¢izgi boyunca sabit bir hizla hareket etmekte olan bir T
noktasi olsun. Buna hedef diyelim. Bir P noktasi her zaman direkt ola-
rak T'ye dogru hareket etsin (onu takip etsin). Eger P en dig elips lize-
rinde herhangi bir noktadan baslar, T de dig elipsin bir odak noktasin-
dan baslarsa P, T'yi daima ayni noktada yakalar: Elipsin merkezi.

Bigimleri T ve P'nin nisbi hizlarina bagl olan konsantrik (ig ige)
elipslere izokron ve takip egrilerine izoklinal traje'ler (yollar) denir.
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Tekbicim aydinlanabilir oda Konveks olmayan bir oda, igindeki
herhangi bir noktadan tek bir 11k kaynagiyla aydinlatilamaz. Eger
duvarlar ayna kaplh olsaydi, 151k kaynag: nereye konulursa konulsun,
odanin her yan: aydinlatilabilirdi.

Ne gariptir ki asagidaki bigimdeki bir “aynalar holii”, igindeki her-
hangi bir noktadan tam aydinlatilamaz. Bu bigim bir elipse dayanmak-
tadir; elipsin bir odagina konulan bir 151k kaynagi 6biir odagina yan-

SIT.
’ ‘ kirmizi
turuncu

mavi san

2

turuncu

\‘\ kirmizi
i

Elips uzun ekseni boyunca kesilmis ve mavi ve yesil yarimlara
ayrilmistir; odaklar P, Q, P' ve Q'diir. Duvarin diger boliimleri, uzun
eksene odaklarda degdikleri siirece daha cesitli se¢ilebilir. Bir odagin
“arkasindaki bir 151k digerinin arkasinda, bir odagin oniindeki bir
151k digerinin “Oniinde” belirecektir. Boylece bir ‘kirmizi’ kosedeki
151k, yalmz yesil bir bolgeyi ve diger kirmizi koseyi aydinlatacaktir;
yesil veya sar1 bolgeden bir 151k asla turuncu kdseye erismez vb.
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Tek tarath yiizeyler Tek tarafh bir yiizeyin diigiimlii veya dii-
giimsiiz tek bir kenari olabilir. Eger iki kenarliysa degisik olasiliklar
vardir: Herbiri diigiimlii veya diigiimsiiz, kenarlar1 zincirlenmis veya
zincirlenmemistir. Bu kombinasyonlarla en az 8 yiizey vardr. I1k se-
kil Mobius serididir (Bkz. M6bius seridi).

A Tek taraflitek kenarl

a) Kenar basit b) Kenar
bir kapali eg- diigtimlii
ri
B Tek tarafl, iki kenarli
Her iki k
¢)Her iki kenar c)Her iki kenar
basit kapal ,
basit kapali
egri, zincir g
0111§ztn1u yok. egrt, ancirvar
e)Her iki kenart e)Her iki kenar
diigtimli, diigtimlii,
Uncirsiz zincirli

g) Bir kenar g) Bir kenar
basit, digeri - basit, digeri
zincirsiz ve : zincirli ve
diigiimlii ' diigiimlii
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Tek yaprakh hiperboloid Bir kibrit ¢opiinden bir igne gegirin ve
ignenin ucuna bir bagka kibrit takin. Eger kibritler paralelse, birinci
kibrit uzun ekseni etrafinda dondiikge, ikinci kibrit bir silindir yiizeyi
cizer. Kibritler paralel degilse ve ayni diizlemde degilseler, ikinci kib-
rit tek yaprakli bir donel hiperboloidi ¢gizecektir. (Tek yaprakl bir do-
nel hiperboloidin yiizeyinin diiz ¢izgiler igerdigini ilk anlayan kisi Sir
Christopher Wren olmustu.) Ikinci kibritin pozisyonlari, bu kibrit ro-
tasyon yaptikga bir ylizey iiretecleri kiimesi tanimlar. Bu kiimedeki iki
reteg asla kesigmez ve li¢ lireteg asla ayni diizleme paralel olmaz.

Sezgisel olarak anlagilabilir ki ikinci kibritin agisi, 6n yerine arka-
y1 gosterecek sekilde ayni derece degisirse, o da ayni yiizeyi gizer.
Bu durumda onun pozisyonlar: bir ikinci irete¢ kiimesi yaratir; oyle
ki bu kiimedeki her dogru, birinci kiimedeki her dogruyu keser (birinci
kiimede paralel oldugu dogru harig.)

Boyle iki 0zdes yiizey, yansi disli konik cark diizeni (skew-bevel
gear) olarak kullanilabilir; bu ¢ark diizeni rotasyon hareketini, kesme-
digi ve paralel olmadig: bir ekscne (aks) iletebilir. Yiizeyler Oyle ya-
pilmstir ki bir ylizeydeki iireteg, ikinci yiizeydeki iiretegle hizaya ge-



lir ve ylizeyler birbirleri etrafinda hem doner, hem de kayarlar.

Dénel hiperboloidin (hyperboloid of revolution) dogal olarak ro-
tasyon eksenine dik kesitleri daireseldir. Tek yaprakli genel hiperbolo-
idin enine kesitleri eliptiktir.

Boyle bir yiizey yapmak icin pratik bir yontem sudur: Iki daire ve-
ya elips alin; 6yle ki bunlarin eksenleri ayni veya paralel ve kendi yi-
zeyleri de birbirine paralel olsun. Her elipsi merkezde esit agilar isa-
retleyerek esit sayida pargalara ayirin. Eger elipsin iist yarisindaki
her nokta, elipsin alt yarisinda N adim ilerdeki bir nokta ile birlestiri-
lirse, cizgiler tek yaprakli hiperboloid olusturacaktr. Ikinci ireteg kii-
mesi, her keresinde N adim geri sayarak eklenebilir.

Eger gerginlik isteyen iplikler yerine kati tellerden bir model yapi-
lirsa, sasirtict dzellikler elde edilebilir. Elipsler birbirlerine gére dén-
me yapmaksizin birbirine yaklastirilirsa ve boylece teller bir delikler
kiimesinden kayarsa, ylizey bir hiperboloid olarak kalir ve limit du-
rumda bir elips ve elipsin tegetler zarfi (anvelop) olur (zarf veya anve-
lop: Bir egriler veya yiizeyler takiminin her bir 6gesine teget olan egri
ya da yiizey. Ornegin bir halka hem ig¢ ve hem de dig dairesine teget
ve halka alanini kaplayan kii¢iik dairelerin zarfidir, C.N.) [Tek yap-
rakli hiperboloid, birbirine dik x, y ve z koordinat eksenlerine paralel
kesitleri hiperbol veya elips olan geometrik bir yiizeydir. Formiili a,
b, ve ¢ sabit olmak lizere

x2/a2 + y2/b? - 22/c? = 1'dir.

xy diizlemine paralel kesitleri elips, diger iki koordinat diizlemine
(xz ve yz) paralel olan kesitleri hiperboldiir. a=b olunca xy kesitleri
daireseldir, buna tek pargali donel hiperboloid denir; bunun formiili

x2/a2 - 22/c? = 1'dir;

Hiperbolii z ekseni etrafinda dondiirerek elde edilir.

Iki parcali hiperboloidin iki parcasi arasinda sonlu bir mesafe var-
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dir; koordinat eksenlerinden ikisine paralel olan kesit hiperbol, ti¢lincii
eksene paralel olan kesit elipsdir. Bunun denklemi

x2/a2 - y2/b2 - z2/c? = 1'dir

b=c ise yz kesitleri daireseldir; bu, hiperbolii x ekseni etrafinda
dondiirerek (revoliisyon) elde edilen “iki parcali dénel hiperboloidin
formiili x2/a?-y2/b2=1'dir C.N.]

Tek yiiz iistiinde durabilen ¢okyiizliiler Yogunlugu her noktada
ayni olan bir maddeden yapilmis, yiizlerinden biri iizerinde durabilen
ve diger yiizlerinden biri lizerine kondugunda yuvarlanan veya devri-
len bir ¢okyiizli var midir? Richard Guy 17 kenarli ve 19 yiizlii bir
prizmanin bu dzelligi tasidigint gdsterdi.

[kinci sekil prizmanm simetrisini gdsteren bir enine kesittir.



Thébault teoremi 1937 yilinda elemanter ve pek de elemanter ol-
mayan geometri konusunda isim yapmig Victor Thébault su teoremi
kanitladi: Bir paralelkenarin kenarlarina birer kare ¢izilirse, bu karele-
rin merkezleri de bir kare olusturur.

N

N

N
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Thurston'un hiperbolik kagidi Bu model William Thurston tara-
findan basit bir uzayla hiperbolik geometri uzaymm karsilagtirmak
igin gelistirilmistir.

Eskenar liggenlerden olugmus bir yiizey yapalim. Bunun icin her
nokta etrafinda 7 eskenar iiggeni birlestirelim. Yiizey gevsek olacak-
tir. Her kose etrafina 7 iiggen koyarak yiizeyi daha geniglettikce daha
gevsek bir yapi elde ederiz. (Seklin kenarindaki iiggenlerin eskenar
olmayis1 sundandir: Seklin kenarlarina eskenar iiggenler ekledikge

kenarlar havaya kalkar ve asag1 bastirilinca egkcnar iiggenler defor-
me olur. C.N.)

Burada bir nokta etrafinda, Euclid uzayindan daha ¢ok hiperbolik
uzay vardir. Elde ettigimiz bu hiperbolik uzay, diizlestirince sikigir
ve kivrimlar yapar. Bu, kiire yiizeyinde olanin tersidir; kiire yiizeyi
duzlestirmek istenince gerilir veya yirtilir ve baslangi¢ noktanizdan
uzaklagtiginiz oranda kendi iistiine kapanur.

Asagidaki sekil hiperbolik uzay: temsil ediyor; birbirine dik 3 ek-
sen ve bunlardan gecen birbirine dik 3 yiizey var. Bu diizlemler orijine

yakinken bile tam diiz degildirler; orijinden uzaklastik¢a (karanfil gi-
bi) kivrimlar yaparlar.
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Tiiretilmis cokgenler Kenar sayisi ¢ift olan herhangi bir ¢okgen
alip kenarlarin orta noktalarini sirayla birlestirin. Yeni ¢okgende ayn1
seyi tekrarlayin ve tekrara devam edin. Kenar sayisi ayn: kalmakla
birlikte giderek daha diizgiin, karsilikli kenarlari paralel ve esit uzun-
lukta ¢okgenler olusur. Biitiin bu ¢okgenlerin agirlhk merkezi ayni
noktadir. Alterne eden gokgenlerin bigimleri birbirine ¢ok benzer.

Eger kenarlar: 1:1 oraninda degil de baska bir oranda bolersek (6r-
negin 1:3, 3:4 vb.) ayn1 fenomen goriiliir; fakat alterne eden ¢okgenle-
rin bigimi birbirine ¢ok benzemez.

Orijinal ¢okgen diizlem olmayip carpiksa (skew) (koseleri ayni
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diizlem iizerinde olmayan ¢okgen), yukarida tanimlanan operasyonlar
sonucu, yine ayni ozelliklere ve ayni agirlik merkezine sahip diizlem
bir ¢okgen elde edilir.

Herhangi bir altigen alip birbirine komsu her {i¢ kosenin agirlik
merkezini bulun. Agirlik merkezleri birlestirilince, karsilikli kenarla-
r1 paralel ve esit bir altigen olusur.

Diger taraftan bir altigenin birbirini izleyen ii¢ kdsesini alip bu 3
kosenin ait oldugu paralelkenarin 4. kosesini isaretlerseniz altigenin
icinde bir prizmanin izdiisiimiinii elde edersiniz.

Referans: J.H. Cadwell, Topics in Recreational Mathematics,
Cambridge University Press, Cambridge, 1966.
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Unduloidler Daire bigiminde iki halkayi, ayni eksene dik ve birbi-
rine paralel olarak sabun ¢ozeltisine batiralim. Halkalar bosken olu-
san minimal yiizeye katenoid denir. Fakat halkalar yerine kati diskler
kullanilirsa, film igindeki basing dis basinca esit olamayacagindan,
minimal yiizey unduloiddir.

Bir unduloidin bigimi, daima bir dogru boyunca yuvarlanan bir ko-
nigin (elips, hiperbol veya parabol) odak noktasinin geometrik yerinin
bir pargasini olusturur.
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Ucg kareden bir kare yapmak Disseksiyonlar (bir geometrik sekli
parcalara ayirip yeniden birlestirmek) iizerine ilk kitap Muhammed
Ebii'l Vefa tarafindan yazildi. Asagidaki sekilde birbirinin ayn1 3 ka-
re, tek bir biiyiik kare (ince ¢izgili) haline getirilmistir.

Digtaki yarim kareler farkli biiyiikliikte olsa da ayni kural gegerli-
dir. Bunlar daha biiyiik bir karenin ¢eyrekleri olarak da diisiiniilebilir-
ler; bu durumda, biri alanca digerinin iki kat1 olan iki karenin, parcala-
nip biitiinleserek tek bir kare yapmasi s6z konusudur.

Biitiin bu varyantlar iki farkl biiyiikliikte karelerden olugsmug mo-
zaikle ilgilidir. Boyle bir mozaigi alin (Bkz. Karelerden mozaik) ve
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bunun i¢inde daha kiigiik karelerden birini ve ona komsu olan daha
biiylik 4 karenin ¢eyreklerini (1/4) isaretleyin.

Burada Ebii'l Vefa tem'asinin iki varyasyonunu gériiyorsunuz. il-
kinde bir altigen, daha kii¢iik (ortada) bir diger altigen etrafinda dizil-
mig 6 adet ikiz kenar liggen (tepe agilari 120°) haline konmustur.
Boylece farkli biiyiikliikte iki altigeni, tek bir altigen haline getirme-
nin yolu bulunmustur (burada tepe agilar1 120° olan 6 ikizkenar tig-
gen birleserek diizenli bir altigen yapabildigi i¢in bu bdyledir. 120°
tepe acil, li¢ ikizkenar liggen, tepe tepeye verince dnce bir eskenar
licgen olusturur; bu eskenar tiggenin her kenarina 120° tepe agili bir
ikizkenar tiggen konulunca diizenli bir altigen meydana gelir. Bu dii-
zenli altigene ortadaki kiigiik, diizenli altigen eklenince distaki (ince
cizgili) diizenli altigen olusur. C.N.)

Ikinci 6rnekte ii¢ kongriient (cakistirilabilir, eslesik) licgen (kalin
cizgili) ve bir onlara benzer tiggen (ortadaki kiigiik tiggen) pargalanip
birleserek (disseke olarak) daha biiyiik bir benzer iiggen (ince ¢izgili)
olusturur.



Bu tema iizerinde bir diger varyasyon, bir Yunan hagini, her {i¢iin-’
cii koseyi birlestirerek bir kareye ¢evirmektir. (Yunan hagi sdyle elde
edilir: Bir karenin 4 kenarinin herbiri iizerine kendi biiyiikliigiinde bir
kare ¢izin; elde ettiginiz arti isareti bigimindeki sekil bir Yunan hagi-
dir. Bunun dis koselerine 1'den 8'e kadar numara verelim. Sirasiyla
1,3, 5,7 ve 1 birlestirilince bir kare elde edilir. C.N.)

Referans: David Wells, ‘On gems and generalisations, Games and
Puzzles, June 1975.

Ucgen disseksiyonu (Pargalanip birlestirilmesi) Genis agili bir
liggen en az kag dar agili liggene ayrilabilir? Uggenin ig dairesinin
merkezi olan D'yi bulun (agrortaylarin kesigme noktasi) ve D merkez-
li ve DB yaricapli daireyi ¢izin. Simdi sekilde goriildiigii lizere liggen-
leri ¢izin. Genis ag1l1 bir liggen en az 7 dar agtl1 liggene boliinebilir.

318



Bu ¢izimin yapilabilmesi ancak B>90°, B-A<90° ve B-C<90° ile
miimkiindiir. Eger bu kosullar yoksa, B'den AC'ye ¢izdiginiz bir dog-
ru ile ABC iiggeninden dar agili bir liggen ayiriniz; geriye kalan genis
acil1 iiggen, verilen kosullara uyarak 7 dar acili iiggene boliiniir; boy-
lece toplam 8 adet dar agili liggen clde edilir.

Bir kare sekilde goriildiigii gibi 9 dar agili liggene béliinebilir; agi-
lardan bir ¢cogunun 90°ye yakin olduguna dikkat ediniz.

Referanslar: V.E.Hoggatt, Acute isosceles dissection of an obtuse
triangle, Americn Matheimatical Monthly, November 1961; Martin
Gardner, Mathematical Games, Scientific American, June 1981.
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Ucgen mozaikler Herhangi bir iiggen, iki ticgenden paralelkenar
olusturarak mozaiklestirilebilir.

AN

Ucgen cesidine gore daha bir ¢ok olasilik vardir; bunlarin ¢ogu
arastirtlmamigtir. Asagida ti¢ degisik biiylikliikte iki gesit iggenden
yapilmig bir mozaik goriiliiyor.
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Ucgende yansimalar Bir ABC iiggeni ¢izin ve herhangi bir P nok-
tast alin. P noktasinin tiggenin kenarlarina gore X, Y ve Z simetrikle-
rini bulun. Simdi XYC, YZA, ZXB daireleri ve ABC'nin ¢evrel ¢em-
beri, aynt noktada kesisir.

Uggenin Brocard noktalar: Fransiz subayi Henri Brocard tara-
findan 1875'te tanimlandi. Fakat bu noktalar aslinda daha 6nce Jacobi
ve 1816'da Crelle tarafindan tarif edilmisti. Crelle soyle yaziyordu:
“Uggen gibi bu kadar basit bir seklin bu kadar tiikenmez 6zellikler ta-
simass insani hayretlere diigiiriiyor. Bagka sekillerin heniiz bilinme-
yen ozellikleri kalmig midir?” Ne kadar dogru! Ucgenler iizerine cilt-
ler dolusu kitaplar yazilmistir.

Herhangi bir tiggen i¢in dyle bir ® agis1 (Brocard agis1) bulunabilir
ki (asagidaki sekilde goriildiigii iizere) liggenin A, B ve C koselerine,
bir kenari liggenin kenari olacak sekilde yerlestirilmis bu agilarin di-
ger kenarlar1 Q ve Q! noktalarinda kesisir.)
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Brocard agisi, 6nemi basitliginden anlagilan su formiille bulunur:

Kotanjant @ = kotanjant A + kotanjant B + kotanjant C. Brocard
noktalari ¢izimle soyle bulunur (asagidaki sekil): Bir ABC ii¢genin-
de BA kenarin1 A'da, AC kenarin1 C'de ve CB kenarmni B'de uzata-
lim. Sonra su ¢emberleri ¢izelim: 1) A ve C noktalarindan gegen ve
BA dogrusuna A'da teget cember. 2) B ve C'den gegen ve AC'ye C'de
teget cember. 3) A ve B noktalarindan gegen ve CB'ye B'de teget gem-
ber.

Bu ii¢ cemberin kesisme noktas: Brocard noktalarindan birini ve-
rir. Diger Brocard noktasi soyle bulunur:

Bir ABC iiggeninin AB kenarini B'de, BC kenarin1 C'de ve CA
kenarini A'da uzatalim. Sonra su ¢emberleri ¢izelim: 1) B ve C'den
gecen ve AB'ye B'de teget cember; 2) A ve C'den gegcen ve BC'ye
C'de teget cember; 3) A ve B'den gecen ve CA'ya A'da teget gember.
Bu ii¢ ¢emberin kesisme noktasi da ikinci Brocard noktasini verir.
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Iste iki “harika” ozellik daha: CQ" ve BQ,X noktasinda; BQ' ve
AQ, Y noktasinda, AQ ve CQ, Z noktasinda kesisirse Q, Q', X, Y ve
Z ayni daire iizerinde olurlar. Bir liggenin koselerindeki kopekler bir-
birlerinin kuyrugunu kovalamak iizere ayni hizla birbirlerine dogru
kosarlarsa, alinan yone gore nihal kopek dalast 1. veya 2. Brocard
noktasinda olur. Birbirine dogru kosan dort kopegin akibeti i¢in “ta-
kip egrileri” basligina bakiniz.

Ucgenin cevrel cemberi Bir tcgenin koselerinden gecen cevrel
cemberin merkezi, liggen kenarlarinin orta dikmelerinin kesigme nok-
tasidir (iiggen kenarlari kiris oldugundan.) Uggenin ortosentr' (yiik-
sekliklerin kesisme merkezi) H ise OA, OB ve OC vektorlerinin top-
lami, OH vektorune esittir.

Uniform (tekbicim) gokyiizlii Bir cokyiizli. biitiin yiizleri diizen-
liyse (yliz, diizenli bir yi1ldiz cokgen de olabilir) ve biitiin koseleri ay-
niysa tckbigimdir. Platon ve Arsimed ¢okyiizliileri, konveks tekbigim
cok yizliilerdir. Asagida diger ikisini goriiyorsunuz; kiigiik kiibi-
kiibo-oktahedron (kiip-kiip-sekizyiizlii) (sol) ve dodekahemikozahed-
ron (on ikiyiizli-yarim yirmiyiizli) (sag); bunlar konveks degildir ve
yiizleri birbirini keser.

(93]
(18]
W



Kiigiik kiibi-kiibo-oktahedron, 12 kare yiizii ¢ikartilmis ve 6 di-
zenli sekizgen yiiz eklenmis rombi-kiibo-oktahedrondur (eskenar
dortgensel-kiip-sekizyiizlii). Bu katinin koseleri, eskenar dortgenlerin
koseleri olan dig koselerdir. Yiizlerin birbirini kestigi i¢ noktalar ko-
se sayllmaz.

Kiigiik dodeka-hemi-ikozahedron (onikiyiizli-yarim yirmiyiizlii),
hepsi seklin merkezinden gegen, 10 diizenli altigenle diizenli bir oni-
kiyiizliiniin yiizlerini olusturan 12 yildiz beggenden ibarettir. Burada
da yiizlerin i¢ kesismeleri kose olarak sayilmaz.

Coxeter, Longuet-Higgins ve Miller, 1954'te bildikleri tekbigim
cokyiizliileri yayimladilar; Platon, Arsimed ve Kepler-Pointsot ¢ok
yiizliilerine ve prizma ve antiprizmalara ek olarak 53 yeni tekbigim
cokyiizlii tarif ediyorlardi. Bu listenin tamam oldugunu bildirdiler; fa-
kat kanitlar1 yoktu.
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Verhulst formiilii Verhulst niifus ¢aligmalarinda bir onciidiir;
1838'de su yasayi tanimladi: Malthus'un karamsar tahminlerinin aksi-
ne niifus hi¢ durmadan artamaz; ¢linki niifusun artisin1 engelleyen
faktorler, niifusun kendisinden daha hizli artar.

Verhulst formiilii soyledir: x,+1 = rx, (1-x,). Bu formiiliin degeri
r'a baghdir. r<2 ise, sistem hizla kararl bir hal alir (yani ne biiyiir, ne
kiigiiliir). 2<r<2.5 ise niifus iki deger arasinda gidip gelir; buna ¢ozii-
miin ¢atallanmas: denir.

r; 2.5'un biraz iistiine ¢ikarsa ¢oziim yine gatallanir, sonra yine ca-
tallanir; boylece 8 deger, sonra 16 deger vb. arasinda gidip gelir. Bu
catallanmalar giderek birbirine yaklasir; nihayet r yaklasik 2.570
olunca catallanma sayisi sonsuza erisir ve ¢dzlim kaotik bir hal alir.
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Kaos olusunca, noktalar ritm veya sebep olmadan yiizeysel olarak
sigramaya baslar. Ya hicbir devir (periyod) yoktur veya ¢ok yiiksek
devirler vardir. Ne var ki bu kaotik davranis, belli bir yapiya sahiptir.
Bolgenin iginde dikey bantlar vardir; daha onceki dig sinirlar onlari
caprazlar. r=2.83 olunca Verhulst sekli minyatiir halde yeniden beli-
rir.

Sonlu bir aralikta sonsuz gatallanmalar goriilebilmesi i¢in, birbirini
izleyen catallanmalar arasindaki mesafeler biiyiik bir hizla kiigtilmeli-
dir. Boyle de olur; bu mesafeler arasindaki oran, bulanin adina izafe-
ten Feigenbaum sayis1 denen bir limite gider. Bu say:1 yaklasik 4.669
201 660 9'dur.

Viviani teoremi Bir eskenar iiggende, herhangi bir P noktasinin
kenarlara olan uzakliklarinin toplami, iiggenin, yiiksekligine esittir.

PD + PE + PF = AX

P noktas! iiggenin disinda olsa bile bu teorem gegerlidir; su ko-
sulla ki tiggenin tamamen disinda kalmis 1 veya 2 dik, negatif olarak
alinmalidir.
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Voderberg fayanslar1 Voderberg bu sasirtici fayansi 1936'da
buldu. Iki fayans, bir degil iki fayansi sarar. Ikinci sekilde doért fayans
bir ongen yapar; bu ongenin karsilikli kenarlari esit ve paraleldir.

Kopyalar birbirlerine uydurularak yatay sonsuz bir bant olusturu-
labilir ve bantlar duplike edilerek diizlem sonsuza kadar doldurulabi-
lir. Bu fayans ayni1 zamanda iki ‘merkez’li spiral mozaigin de temeli-
dir.
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Bir sonraki sekilde spiralin kollarindan birinin nasil olusturuldu-
gu goriiliyor. Birinci bolim sag ‘merkez’ etrafinda yarim daire bigi-
minde dizilmig 12 adet fayanstan yapilmistir. Ikinci boliim 3x12=36
fayanstan olusur; bunlar ii¢lii gruplar halinde dizilmistir; 24'd disa,
12'si ige ‘bakar.’ Uglincii boliim, tam halinde, 5x12=60 fayanstan
olugmaktadir. Bunlar besli gruplar halinde olup 36's1 disa ve 24'i ige
bakar. Bu desen devam eder; her kol bir yarim daireyi kaplar ve 5, 7,
9, ... fayansin 12'lik gruplar halinde toplanmasindan ibarettir.

Voderberg'in 6ncii caligmalarindan sonra, bir¢ok benzer fayans
bulundu. Ornegin Branko Griinbaum ve G.C. Shephard versatil (gok
yonli) denilen su fayansi buldu; bu fayanslar 1, 2, 3 ve 6 merkezli
spiraller yapabilir; ayrica gesitli fayans dosemeler olusturabilir.
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165°

165°

60°

Bu sekiller, 10. dereceden rotasyonel simetriye sahip birinci sekle
(sol ist) dayanarak nasil.spiral yapilabilecegini gosterir. Bu mozaik
sonsuza kadar uzatilabilir.

Bunun igin birinci sekli herhangi bir ¢apla ikiye boliip bir yarisim
diger yan iizerinde, ikinci sekildeki spiral kol olusana kadar kaydirin.
Orijinal mozaigin iki yarisini ¢ap boyunca yeniden ayni mesafe kadar
kaydirip 2 spiral kol igeren iiglincii sekli elde edin. Benzer operasyon-
lar 3 spiral kol i¢eren dordiincii sekli olusturur. Bu iglem sonsuza ka-
dar devam edebilir.
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Yar: diizgiin mozaikier Geometride 8 adet yari diizgiin veya Ar-
simed tipi mozaik vardir; bunlarin hepsi diizgiin ¢cokgenlerden yapil-
mustir; her koge etrafindaki mozaiklesme deseni aynidir ve her kose
etrafinda en az iki farkl sekil vardir. Diizgiin altigen ve eskenar ilig-
genlerin birbirinin ayna hayali olan iki sekli vardir.

ENEEEEEN
ENEEEEEN
]
HENEREEN
EENNEENEEE
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Her kose etrafindaki mozaik deseni ayni olmak zorunda olmazsa,
diizgiin gokgenlerle sonsuz sayida mozaik olusturulabilir. Yar: diiz-
giin bir mozaik yapmak igin kolay bir yontem mozaik pargalarini bir-
birinden biraz ayirmak ve olusan aralig1 daha diizgiin gokgenlerle do-
semektir; boylece diizgiin mozaiklerden (en az) iki yar1 diizenli moza-
ik olusturulabilir.

Yari-diizgiin mozaiklerin dualleri Diizgiin poligonlardan olusan
her mozaigin bir duali vardir (Dual igin bkz. Desargues sekli ve poli-
hedron dualleri.) Mozaik dualini olusturmak i¢in her parganin merke-
zi, dual parganin tepesi olarak alinir ve komsu pargalarin merkezleri
birlestirilir.
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Ug diizgiin mozaikten diizgiin altigensel ve eskenar iiggensel mo-
zaikler birbirinin dualidir; kare mozaikse kendi kendisinin dualidir.

Yar: diizgiin mozaiklerin hepsinin daha az diizgiin birer duali var-
dir. Ornegin kare ve eskenar iiggen mozaiklerinin duali Kahire mozai-
gidir (Bkz. Kahire mozaigi).

Sekilde ince ¢izgiler diizgiin altigen ve eskenar iiggenden olugsma
mozaigi, kalin gizgiler bunun dualini géstermektedir.

Yay kenarl: ti¢genler Bir cisim, dairesel bir silindir lizerinde bir
engele rastlamadan yuvarlanabilir; ¢iinkii silindirin ¢api sabittir. Fakat
bir cisim, daire bigiminde olmadan da sabit ¢aph olabilir.

Bu gordiigiiniiz bir Reuleaux ii¢genidir; bir eskenar licgen ve iig-
genin kaselerini ortalamis ii¢ yay. Bu seklin sabit ¢ap1 liggenin kena-
rina esittir. '

(98]
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Ayni iiggenden baglanarak 6 yay cizilirse bir diger yay kenarli iig-
gen elde edilir. Bunun ¢api kullanilan iki yarigapin toplamina esittir.
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Bu sekle temel alinan seklin, eskenar liggen bir yana, li¢gen ol-
masi bile gerekmez; ise istenen sayida ¢aprazlasan dogrularla basla-
nabilir. Bu sekilde 4 dogru verilmistir. Pergelin ucunu A'ya koyup
PQ yayini, D'ye koyup QR yayini ¢izin. Sonra B'ye gegin ve bir son-
raki yay1 ¢izin ve bu sekilde A'ya donene kadar devam edin. Tamam-
lanmig egrinin g¢api sabittir.

Capi (d) sabit biitiin egrilerin ¢evresi, ayni ¢apli daire gibi td'dir.

Yedi daire teoremi Bir daire ¢izin (iginde ¢izgiler olan) ve bunun
etrafina 6 daire dizin. Daireler herhangi bir biiyiikliikte olabilir; fakat
her daire ilk ¢izdiginiz daireye ve iki yanindaki dairelere teget olmali-
dir. Bu durumda karsihkli degme noktalarint birlestiren dogrular ay-
n1 noktada kesisir.

Bu temel seklin bir¢ok varyanti vardir. Asagidakiresimde orijinal
daire en Usttekidir (icinde ¢izgiler olan). Bu, 6 daireye tegettir, diger 6
daireden her biri iki yanindaki dairelere ve orijinal daireye (toplam 3
daireye) tegettir.

334



“Bir diger varyant sudur: flk daire etrafina gizilen 6 daireden Ggi-
niin yarigaplari sonsuz yapilirsa, bu daireler bir dogru seklini alir ve
li¢ daire bir iiggene doniisiir. Teorem yine gecerlidir.

Referans: C.I.LA. Evelyn, G.B. Money-Coutts and J.A. Tyrell, The
Seven Circles Theorem and Other New Theorems, Stacey Internatio-
nal, London, 1974.
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Yedi renkli torus Bir diizlem iizerine ¢izilmig bir haritayt boya-
mak birbirine komsu iilkeler ayn1 renkten olmamak iizere, en fazla
dort renk gerektirir. Buna karsi bir torus (simit) iizerindeki bir harita-
y1 boyamak 7 renk gerektirebilir. Boyle bir haritada her iilke 6 iilkenin
herbiriyle komsudur; bu nedenle 7 renk gereklidir.

Yirmi dort hiicreli Bu dort boyutlu politop kendi kendisinin duali
olup 24 hiicre, 24 kose, 96 yiiz ve 96 kenar igerir. 24 hiicreden herbiri
bir sekizyiizliidiir. Her sekizyiizliiniin 8 liggen yiizli vardir ve her yiiz
iki sekizyiizli tarafindan paylasilir; bu nedenle 96 yiiz vardir.
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24 hiicreli, 16 hiicrelinin kesik seklidir. Hiperkiip gibi 4 boyutlu
bir uzayi1 doldurmaya yarayabilir.

Eskenar dortgensel 12 yiizlii (rombik dodekahedron) 2 kiipten ya-
pilabilir; bunlardan biri, merkez koselere birlestirilerek 6 piramide
ayrilmigtir; sonra diger kiipiin her yiiziine bir piramid yapistirilir.
Benzer olarak iki hiperkiipten bir 24 hiicreli yapilabilir; bunun igin hi-
perkiiplerden biri, herbiri 8 kiibik hiicreden birini taban alan, 8 kiibik
piramide ayrilabilir.

Yonca diigiimii Bu 6zel diigiimlerin en basitidir; yalniz li¢ ¢aprazi
vardir. Sola ve saga bakan iki sekli vardir. M&bius'un 1827'de anladi-
g1 gibi, biri digerine 4 boyutta rotasyon yaparak gevrilebilir.

Ikinci gekil bu diigiimiin iig¢ katli simetrisini ifade eder. Bu, sagda
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goriilen siirekli kagit seridinin kenarina esdegerdir.

Ayn1 yone bakan iki yonca diigiimii, “acemi denizci diigiimii” ya-
par. Karsit yone bakan (birbirlerinin ayna hayali) iki yonca diigiimii,
gemicilikteki “camadan diigimii”diir.

Asagida yiizyiize getirilmis kiiplerle “baglanan” en kisa yonca dii-
giimii goriliiyor; bu diigiimlerin en kisasidir.

Yunan hag bigimi mozaik ve parcalama Yunan hagi (art1 isare-
ti bicimi hag) ¢ok basit bir sekilde mozaiklesir. Yunan haglarindan
~ olusan bir mozaik, dogal olarak sonsuz sayida disseksiyonla karelere
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birlestirirseniz bir kare elde edersiniz.

Yunan haginin kareye bu kadar kolay doniistiiriilmesi i¢in gerekli
sart hacin 5 birim kareden yapilmis olusu ve S'in iki kare toplami
olusudur: 5 = 12422, Fakat bu kosul gerekli ise de yeterli degildir.
Yunan hagi disindaki diger pentamino'lar (5 esit kareyi tam kenar
tam kenara uygulayarak elde edilen sekiller) bu kosula uyarlarsa da
bunlardan yalniz bazilari mozaiklesebilir ve benzer disseksiyonlara
yol agar.
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Zenagonlar Cift kenar sayili bir ¢okgenin biitiin kenarlari esit ve
karsilikli kenarlar: paralelse ona zonagon denir. Bir zonagon eskenar
dortgenlere (rombus) ayrilabilir. Kendisi de bir eskenar dortgen olan
kare, boyle birden fazla disseksiyonu olmayan tek ¢okgendir. Altigen-
sel bir zonagon 2, sekizgensel bir zonagon 4 sekilde eskenar dortgen-
lere aynlabilir vb.

Cift kenar sayili diizgiin gokgenler zonagondur. Tek kenar sayili
cokgenler, kenarlarin orta noktalar: da kose kabul edilir ve boylece
kenar sayisi iki kata gikartilirsa zonagon haline getirilebilir ve eske-
nar dortgenlere ayrilabilir.
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Eskenar dortgenlere ayirma, disseksiyon problemlerini ¢6zmek
bakimindan yararhdir; sekilde bu husus goriiliiyor:

Elemanlar: esit kenarli oldugu igin bu ¢okgenler mentese ile bir- ‘
birine tutturulabilir ve hatta kare mozaiklere doniistiiriilebilir; bunun
icin ilk once soldaki seklin dibinde dort eskenar dortgenin birlestigi
kose kirilmalidir.

Referans: Judita Coffman, ‘Math club activities,” PLUS, No: 3.
1986.

Zonahedron Zonahedron ilk defa kristalografi ile ilgili olarak E.S.
Fedorov tarafindan ortaya atildi. Zonahedronun biitiin kenarlar1 ayni
uzunluktadir ve biitiin yiizleri eskenar dortgendir; kenarlar yalnizca
belli n dogrultudadir. Zorunlu olarak n(n-1) yiizii vardir. (Yiizler es-
kenar dortgen degil, fakat hdla eskenarsa ve karsilikli kenarlar para-
lelse, olusan sekil bir paralelhedrondur.)

En basit zonahedron eskenar dortgensel prizma veya rombohed-
rondur; bu seklin kenarlar1 yalmzca ii¢ dogrultuda uzanir. Kiip bu ka-
t1 seklin 6zel bir halidir. Genel eskenar dortgensel onikiyiizliiniin ke-
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narlar1 4 dogrultuda uzanir ve bu nedenle 4x3=12 yiiz vardir. Eger ke-
narlar bir kiipiin dort kdsegeni dogrultusundaysa sonug eskenar dort-
gensel onikiyiizliidiir (rombik dodekahedron).

Diizgiin bir 20 yiizliiniin (ikozahedron) 6 ¢api, yirmiyiizliisel oniki
yiizliiniin (ikozidodekahedron) duali olan, eskenar dortgensel 30 yiiz-
li (rombik triakontahedron) olusturur. Bu sekilden tam bir eskenar
dortgenler dizisi ¢ikartilirsa (bir dier deyisle kenarlar: belli bir dog-
rultuda olan biitiin eskenar dortgenler kaldirilirsa), 20 yiizlii bir egke-
nar dortgensel 20 yiizlii (rombik ikozahedron) kalir; bundan da egke-
nar dortgensel (rombik) bir dizi gikartilirsa geriye eskenar dortgensel
bir 12 yiizli (rombik dodekahedron) kalir. (Bu, kiip-sekiz-yiizliiniin
duali olan eskenar dortgensel 12 yiizlii degildir.)

Herhangi bir zonahedron, dikdortgen prizmalarina, bu prizmalar
da kiiplere ayrilabilir. Bu nedenle hacimleri ayni olan iki zonahedron-
dan biri digerine doniistiiriilebilir.
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